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PREFACE.

Ce volume reproduit I'essentiel du cours que j'ai professé a
I'icole Normale Supérieure depuis 1934. Il contient Iexposé
des principales questions qui figurent dans la partie fixe du
programme du nouveau certificat de Théories physiques de la
Faculté des Sciences de Paris. Seules ont été laissées de coté
quelques questions, telles que la Relativilé généralisée, la théorie
quantique de la Chimie, la théorie quantique des solides el des
liquides et I’é¢tude des phénoménes nucléaires sur lesquelles le
programme demande seulement aux candidats de posséder
quelques notions, ainsi que les preuves expérimenlales de
I'existence des atomes, des molécules ct des électrons qui sont
aujourd’hui connues de tous les étudiants en sciences.

Nous n’avons pas fait une étude détaillée approfondie des
théories de la nouvelle Physique quantique car, le présent
Ouvrage étant destiné aux candidals au certificat de Théories
physiques et a ceux qui veulent s’initier a la Mécanique
ondulatoire, 1l doit partir des connaissances que tout étudiant
qui a.suivi les cours de Physique générale doil posséder el
montrer comment et pourquoi se sont introduiles les 1idées
fondamentales de la Physique contemporaine. C’est seulement
ainsi que ’on peut ¢tre amené a bien comprendre ces idées tres
subtiles qui sont souvent encore mal interprétées. C’est seulement
ensuite que l'éludiant avancé pourra enireprendre avec fruit
I'étude plus approfondie des prolongemenls actuels de la
Physique quantique et, en particulier, des théories encore tres
mouvanles et trés mal assurées qui s’efforcent de rendre
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comple de la nalure des champs, de la structure des particules
de I'échelle atomique et des interactions a I'intérieur des noyaux.

Nous avons fait suivre chaque chapitre d’une courte biblio-
graphie ot nous avons fait figurer principalement des Ouvrages
écrils ou traduils en frangais. Ces bibliographies sont évi-
demment trés incomplétes : elles n’ont d’ailleurs pour but que
de permettre au lecteur d’approfondir cerlains points qui n’ont
pu qu’étre effleurés dans le texte.

Louis pe Brocuik.
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CHAPITRE 1.

RESUME DE LA THEORIE DE MAXWELL
ET DE LA THEORIE DES ELECTRONS.

1. Grandes lignes de la Théorie de Maxwell. — La thcorie électro-
magnétique élaborée par le savant anglais John Clerk Maxwell vers 1870
repose sur un groupe d’équations fondamentales a Pairde desquelles
Maxwell a représenté 'ensemble des faits expérimentaux macroscopiques
concernant I'Electricité et le Magnétisme qui étaient connus de son
lemips.

Pour décrire le champ ¢lectromagnélique dans-les phénomenes a
orande échelle, 1l est nécessaire d’introduire quatre vecteurs définis en
chaque point de I'espace. Ge sont, d'une part, les vecteurs champ élee-
irique h et champ magnétique H; d’autre part, les vecteurs induction
électrique b et induction magnétique B. Dans le vide et dans les milicux
(qui, au point de¢ vue éleclromagnétique, s¢ comportent @ peu pros
comme le vide (Fair par exemple), 11 est permis de confondre chaque
induction avec le champ correspondant en posant b—="h ¢t B = H.
Mais dans la plupart des milicax matériels, il'y a lien de distinguer les
inductions des champs. Tous les traités de Physique exposent la manicre
de définir les champs et les inductions aumoyen d'une sorte d’expérience
idéale en distinguant la forme allongée oun aplatie de Ia cavité creusée
dans un corps matcriel et a 'intéricur de laquelle on mesure Paction
subic par une charge ¢lecirique ou par un pole magnétique. La différence

L. DE BROGLIE, 1



2 CHAPITRE 1.

entre induction et le champ provient de la maniere dont le miliew
réagit en se polarisant sous influence du champ gui lui est imposc.

Pour décrire les charges et les courants, il faut introduire la densité
de charge électrique 8 en chaque point d’un milicw matériel et la densité
de courant électrigque i qui représente en chaque pont la charge qui
passe par unil¢ de temps a travers une surface unité placée perpendicu-
lairement a la direction du mouvement local de I'électrictté.

Les équations de Maxwell expriment les relations qui lient les champs.
les inductions. les charges et les courants. Elles ont la forme suivante :

(1) roth —— - ()—B,
’ c it
1 Jb i
(),) IOLHZ’C"(}—t—i—/p.E,
(3) divB = o,
D divb = 4=3,

e est ict le rapport entre les unités de charge dans les systemes d’unités
¢lectromagndétiques et électrostatiques. Les équations (1) a (4) sont éerites
dans le systeme d’unités mixtes de Lorentz qui exprime le champ ct
Uinduction électriques ainsi que les densités de charge et de courant
enu. e, s, le champ et Pindoction magnétiques en u. ¢. m.

L'équation (1) traduit la loi de 'induction de Faraday. L'équation (4)
est fournie par la loi de Coulomb ct le théoreme de Gauss. L'équation (2)
exprime la hiaison entre le champ magnétique ¢t les courants : les faits
expérimentaux connus du temps de Maxwell ne permettaient d’éerive
que la velation de civenitation d’Ampere

| =

rotH = 4=

qut traduit 'ensemble des lois de Biot ct Savart et de Laplace; 1'idéc

L. . y 1 db
géniale de Maxwell fut d’ajouter le terme - ¢ A second membre de

celle équalion, terme représentant une nouvelle sorle de courant, le
courant de déplacement, qui existe dans les milieux diélectriques et
méme dans le vide et grice auquel 1l y a toujours, méme dans un circuil
coupé par un condensateur (circuit ouverlt), conscrvation du couranl
total. Ce fut bien la une idée géniale, car c’est elle qui a permis le
développement de la théorie ¢lectromagnétique de la lumiere dont la
découverte par Hertz des ondes qui portent son nom est venue, vingtans
plus tard, apporter une éclatante confirmation.
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Enfin Péquation (3) exprime qu’il n’y a pas de magnétisme vrai, qu’il
est impossible d’isoler nn pole d’aimani.

Les ¢équations de Maxwell ne permettent de définr Pévolution du
champ ¢lectromagnétique que si Fon admet certaines relations entre
les inductions et les champs. Ces relations dépendent naturellement des
propriéiés des milicux envisagés. Dans un grand nombre de milicux
1solropes, on peul se contenter des relations vectorielles lincaires
suivanles :

(h) b = /h, B=uH,

k et p étant des constantes, ¢'est-a-dire des quantités indépendantes des
champs, que 'on nomme respeclivement « la conslante diélectrique »
et la « perméabilité magnétique ». Bien entendu, dans les milicux non
homogenes, k& ¢l sont des fonctions du point considéré : ces quantités
peuvent mnéme ¢ire variables avee le temps sile milieu n'est pas dans
un état stationnaire. Pour le vide el approximativemenl pour certains
‘milieux comme I'air, il est permis de poser les constantes A et g égales
ar.

Les équations de Maxwell onl comme conséquence, quelles que
sotent les relations entre les inductions et les champs. que T'on a

Js ..
i divi = o.

Celle ¢qualion, du type de Péquation hydrodynamique de conlinuilé,
exprime la conservauion-de I'électricité. Clest pour oblenir cetie relation
de conservauion que Maxwell a introduil le terme « courant de dépla-
cement » dans ces équalions.

[1 est également utile de rappeler que le courant dans les conducteurs
st relié au champ électrique par une relation qui, dans beaucoup de
cas, peut se meltre sous la forme sumple

i=sh (loi &’Ohim),

o ¢tant la conductivité du milicu envisage.

Terminons ce rapide coup deeil sur Ia théorie de Maxwell par des
considérations énergéliques.

Soit un volume 9 d’un seul tenant limité par une surface S. Evaluons
le travail effectué par le champ électromagnétique pendant un temps d/
sur les charges contenues dans 9 @ on voit aisément qu'il est égal

f(i.h)(lt dt. Si alors on calcule la valeur de ce travail a Vaide des
L
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dquations de Maxwell en admettant les relations linéaires (5) cntre
champs et inductions, on voit que tout s¢ passe comme si, dans le champ
¢lectromagnétique, 'énergie se trouvail localisce avec la densité spatiale

(6) w = 8‘%[/</r!+pﬂz]
et de plus que le vectenr

(7) S=»,I%[h><H]

dit «vecteur radiant de Poynting » représente en chaque point le flux
de Uénergie clectromagnélique par unité de surface. Max Abraham el

. . , , 1 - 214
Henrt Poincaré ont moniré que le vecteur E""S représente la quantité

de mouvement du champ ¢électromagnéligue par unité de volume.

2. Théorie électromagnétique de la Lumiére. — Par défimtion, la
constante ¢ figurant dans les équations de Maxwell est égale au rapport
de Punité u. e, m. a Ponilé u. e. s, de charge ¢lectrique. L'une des
conséquences remarquables de la théorie de Maxwell est que ¢ doit
aussi étre égale a la vilesse de propagation de la lumiere dans le vide.

Maxwell a cu. en effet, Pidée admirable que 'on pouvait regarder
li Tumiére comme une perturbation électromagnétique ct il a ainsi
réuni en une vaste synthese les domaines jusqu’alors totalement séparés
de T'Optique et de I'Electromagnétisme. Pour voir comment les ondes
¢leclromagnétiques se propagent dans le vide ou dans les milieux
¢lectromagnétiquement équivalents au vide, nous remarqucrons que si
Pon y fait i==d:=0, b=h ¢t B=H. les équations de Maxwell
admettent des solutions de la forme

h = hycos2=v [t —

ax+§i)'+‘{:’J
Juha A AL Sl IS
c

ax + By 4+ vz
H —=H, cos2xv [l — B—” ];
(&
invedo

[ho [=1H, . a4 P yi=1.

Les vecteurs et Hosont dailleurs perpendiculaives entre eux ¢t
perpendiculaires a la direcction de cosinus dirccteurs z, 3, y. Une telle
solution représente une onde ¢lectromagnétique plane ¢l monochroma-
Lique se propageant dans la direction de cosinus directeurs «, 8, ~.
Daprés Maxwell, la lumitre est constituée par des ondes de ce type
appartenant a un certain domaine de longueurs d’ondes. On voit donc
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que dans le vide la lumiere, ct plus généralement loutes les ondes
éleclromagnéliques, se propagent avec la vitesse ¢. Dlailleurs dans le
vide les équations de Maxwell entrainent comme conséquence les rela-
tions h=o0 ¢t OH=o0. avec O = é 5)? — A\, ¢quations qui
expriment que dans le vide les champs ¢lectromagnétiques se propagent
toujours avec la vitesse ¢. L’expéricnce a, en effet, montré que la vitesse
de propagation des ondes électromagnétiques et luminenses est numéri-
quement c¢gale a ¢, ce a qui apporté une belle confirmation des 1dées de
Maxwell.

Dans un milicu matériel isolant (1 == 6 = 0, ot les relations (5) entre
champs ct inductions sont valables, on trouve des solutions de la forme

h — hocom.,[,__mﬂ:r_%],

\

H= Hocom\,[, - LBVU_Y_] ,
avec
V= %; wH3 = khi.
e

Un grand nombre de milicux matériels sont sensiblement non magné-
liques, c’est-a-dirc qu’on peul y poser sensiblement p=1. On a alors

. - c } .. . . .
simplement V = :/7; et, comme par définition, Vindice de réfraction

~d’un borps est o= %, on {rouve la célébre relation de Maxwell

k = n2

qui se vérifie bicn quand on a soin de mesurer A ct 2 dans des condi-
tions comparables.

Si l'on applique & une onde plane monochromatique dans un mihieu
non dispersif de constante diélectrique A les expressions (6) et (7) de
la densité ct du flux de I'énergie, on trouve en moyenne dans le temps

w= Lkn.  S=wvu

u étant le vecleur unité porté dans la direction de propagation a, 3, v.
Dans les milieux non dispersifs, ot A& ct V ne sont pas foncuon de
la fréquence, 'énergie électromagnétique se propage donc avec la
vitesse V et le vecteur S donne bicn le flux de 'éncrgie. Dans les
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milieux dispersifs, la question est plus compliquée parce qu’ily alocali-
sation partielle de I'énergie dans le milicu méme (1).
On peut encore remarquer que dans le vide la quantité¢ de mouve-

. S w
ment transportée par l'onde planc est par unité de volume, S = cen

moycnne.

3. Theorie des électrons (H. A. Lorentz). — Des cxpériences de
plus en plus nombreuses et précises onl suggéré aux physiciens vers
1880-18g0 I'idée d'une structure corpusculaire de Pélectricité. A la surte
de la découverte de I'électron, on a éL¢ amené a admettre que la matiere
conlient un nombre ¢norme de petites particules électrisées. Quand
la matiere est ¢lectriquement neutre, cela signifie done qu’elle conlient
autanl de particules positives que de particules négatives; quand elle
est chargée, cela signifie quil y a excts de particules d’un certain
signe; quand clle est le sidge d'un courant, cela veul dire qu’il'y a un
déplacement d’ensemble des particules d'un certain signe par rapporl
a celles de Pautre signe, ctc.

La conceplion d’une siruclure discontinue de Délectricité a conduil
le physicien hollandais H. A. Lorentz vers 1895 a développer la théorie
¢lectromagnétique sous une forme nouvelle qu’on a appelée « Théorie
des Elcctrons ». Au lieu de se contenter des champs ¢lectriques ¢
magnéliques observables a grande échelle, Lorentz cherche a définir
les champs tels qu’ils doivent exisler dans la matiére, soit entre les
particules ¢lectrisées, soil méme a l'intéricur de ces particules. Il prétend
ains1 donner une description du champ électromagnétique plus détailléc.
plus fine, que celle qui est fournie par la théoriec de Maxwell. Il décrit
donc le champ électromagnélique fin par deux champs h' et H' qui
sonl les champs microscopiques : 1l n’y a plus lieu de définir des induc-
lions, car les inductions sont sculement des apparences macroscopiqucs.

Pour préciser la forme des champs microscopiques, Lorentz a admis
que ces champ obéissaient & des équations de méme forme que celles
de Maxwell, et cela. méme a 'intérieur des électrons. Il éerit done

, - 1 JH'
(1 ) roth’ = — ; W—a ,
’ , 1 dh’ v
’ = — -— - 4D --
(2) rotH PP TR Pc’
(3) divH = o,
(4") divh’ = 4=g.

(') Liox BrivLouvIn, Conférence-rapport sur la Théorie des Quanta, Presses univer-
sitaires, chapitre I.
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lei p est la densité microscopique de I'électricité qui est nulle entre les
¢lectrons et a des valeurs non nulles a l'intérieur de ceux-ci, par vppo-
sttion a la densilé macroscopique o qui est définice par I'exces de parti-
cules d'un certain signe contenues dans un ¢lément de volume treés petit
a notre ¢chelle, mais renfermant néanmoins un trés grand nombre de
particules. v est la vitesse locale de I'électricité en chaque point a
intérieur des charges de sorte que pVv est la densité de courant micro-
scopique remplacant ici la densité macroscopique i.

Quand on a aflaire a2 un nombre immense de charges électriques
¢lémentaires en mouvement, on ne peut observer que les valeurs
moyennes des champs : ces valeurs moycennes différent d’ailleurs suivant
la méthode de mesure (cavilé plate ou cavité allongée), ce qui permet de
définie les champs el les inductions figurant dans les équations de
Maxwell. On peut démontrer (1) que, siles équations de Lorentz sont
exactes icroscopiquement, celles de Maxwell s'en déduisent pour les
grandcurs macroscopiques par le jeu des moyennes et ccla était évidem-
ment nécessaire pour que les équations de la théorie des ¢lectrons
soienl acceplables.

En plus des équations déerites plus haut, la théorie des Electrons
admet une ¢quation complémentaire appelée « équation de la force de
Lorentz» qui cxprime la force « microscopique» agissant sur un
¢lément de charge p dr animé de la vitesse v dans un champ ¢électro-
magndétique défini par les vecteurs h' et H'. Cette force est donnée par

£ = pa’t[h'—!— Lvx H’]]—

Cette expression de la force de Lorentz est choisie, elle aussi, par une
extrapolation du macroscopique au microscopique. Elle est telle qu’en
repassant aux phénomenes a grande dchelle, on retrouve la définition
usuelle de la force ¢lectrique et la loi d’action des champs magnéuques
sur I'¢lectricité en mouvement (lot de Laplace).

En combinant les ¢quations de Lorentz, on trouve facilement qu’en
dehors des dlectrons (p=0), les champs h' et H' se propagent suivant
les équations

Obh'=o, OH =o

qui expriment que ces champs fins se propagent dans le vide et aussi

(Yy Voir, par exemple, le livre de R. Beckgr (bibliographie [3], p. r21 et suiv.)
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entre les électrons de la matiére avee la vilesse ¢. On retrouve aussi la
conservalion de '¢lectricité sous la forme

dp .
L 4+ diviev)=o0

¥T (¢v)
ct I'on obuenl les expressions microscopiques de la densité et du flux
de Iénergic sous la forme

w = gI‘:.(h"-'+H’?). S = f;—:[h’x H |
Nous devons remarquer ici que la théorie des Electrons n'est jamais
parvenue a donner un modele satisfaisant de I'électron lui-méme.
Formé d’électricité d'un scul signe, I'¢lectron devrait faire explosion.
Henri Poincaré a démontré que pour assurcr sa stabilité il fallait intro-
duire une pression, la pression de Poincaré, dont Ia nalure esl resiée
mconnue. Il est certain aujourd’hur que Ie probleme de Pexistence
des particules ¢lémentaires est d’'une nature irés profonde et doit faire
mltervenir les quanta, mais sa solution ne parait pas encore prochaine.

4. Les potentiels électromagnétiques. Formule des potentiels
retardés. — Aussi bien dans la théorie de Maxwell que dans celle de
Lorentz, il est trés commode de faire intervenir des grandeurs nommées
« potenticls ». Placons-nous dans le cadre de la théorie des Electrons.
Le champ ¢électromagnélique v est défini par les six grandeurs (que
nous déerivons cn supprimant les accents) hy, hy, Ao, H,. H,, H..
Au licu de considérer ces six grandeurs, il est possible de considérer
sculement quatre grandeurs, les « potentiels ¢lectromagnétiques » dont
Pune est une grandeur scalaire, le potentiel scalaire V. ct dont les autres
sont les composantes d’une grandeur vectorielle, le potentiel vecteur A.
La liaison entre les champs et les polentiels est exprimée par les rela-
tions de définition

_ __ 10A ;
(8) H=rotA, E_—EW—-grad\.

11 est évident que ces définilions assurent l'exactitude des deux équations
de Lorentz « sans seccond membre »

divH = o, roth = — _ ()H-
c dt

Les potentiels seront déterminés en foncuion des charges el des courants
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en introduisant les définitions (8) dans les équalions avec second

membre

7h v

1
roth = 4=p, rotH = - +41:pz-

c dt
EEn se servant des formules suivantes de calcul vecloriel :
divgradV = A\V, rot rot A = grad divA — N\A,

on obtient ainsi les ¢quations

.1 ad, ..
- s —(§V—E(;t(dnA)=47:p,
9
1 J*A . 1 dV v
)é—:w—ZSA-Fbrad[leA-i—E Dt—]=4"‘05.

Lorentz a trouvé une maniére ingénicuse de donner 4 ces équations une
forme plus intuitive. Il est parti de la remarque que, si 'on considere
les champs comme Gtant les véritables grandeurs physiques, les potentiels
sont de simples artifices mathématiques permettant de calculer les
champs. Dés lors, on est libre de choisir pour les potentiels les fonctions
que T'on préfere a condition que les champs s’en déduisent par les
formules (8). Il en résulte que, s1 Pon a trouvé des potenticls V et A
répondant a la question, on pcul fout aussi bien prendre pour les
potentiels les fonctions

L oF

V=V
e

’. A'=A — gradF,
I étant une fonction arbitraire de z, y, z, ¢, car les valeurs des champs
données par (8) restent les mémes. De la découle que 'on pent imposer
aux potentiels de satisfaire a une certaire relation; il suffit pour cela de
choisir convenablement la fonction F. Profitant de cette circonstance.
l.orentz a imposé aux potentiels la relation suivante :

1 0V .
- — 4+ div —
ey ivA = o,
dite « relation de Lorentz entre les potentiels ». Il a choist cetie condi-

tion parce qu'elle donne aux équations (g) la forme trés simple

(IO) D\/=4“—"p7 E]A:;i?-’?

ol

Dans le vide ot p = 0, on a alors simplement OV :=o et O A =o0.
¢quations qui expriment que les potenticls ainsi déterminés se propagent
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dans le vide avec la vitesse ¢ toul comme les champs. Ceci donne aux
polenticls de Lorentz un sens physique particulier.

Les ¢quations (10) expriment alors la fagon dont les potentiels sont
créés par la présence et le mouvement des charges el permetient de
calculer les potentiels et, par suile, les champs, quand on connait p el. v
en fonction de z. v. z, ¢. La solution du probléme est donnée, confor-
mémentl 4 un raisonnement classique de Kirchholl' par les {formules
dites « des polentiels retardés ». »

Considérons les potentiels créés en un point P par une distribution
de charges en mouvement donnée. Soit dry I'élément de volume entourant
un point M situ¢ a la distance rpy de P.

M " pm
Iig. 1.

Les potentiels retardés sont donnés par les formules

1[9]1_'_‘9 ['ov],_fi‘_'
(1) V(P,z)=ﬂ] L de, A(P,z):ﬁg—re—[hm.

Les quantités [p] et [pV] sont les valeurs de la densité de charge el

de la densité de courant au point M, non pas a l'instant ¢, mais a

ly' ) M RO l-‘ B 17' N ] . ,l
mslant Z—T, c'esl-a-dire a lmslanl ou une perturbalion ¢lectro-

magnétique doit partir de M pour parvenir en P a l'inslant ¢ : le retar-
dement tient donc compte de la propagation avec une vitesse finie ¢ de
toutes les perturbations élechonmghéLiques.

Notons qu’on pourrait oblenir une autre solution, les « potenuels
avancés », en changeant ¢ en —e¢, car I'équation de propagation ne
dépend que de c¢?. Gette solution est en général considérée comme
physiquement inacceplable parce qu’elle ferait dépendre le présent de
'avenir.

3. Calcul du potentiel créé par une distribution statique. —— L’emplor
des polentiels relardés va nous permettre de calculer les champs qui
cntourent une distribution d’¢lectricité dont la densité p el la vitesse Vv
sonl connues en chaque poinl.

Nous commencerons par considérer le cas troés simple d’une distri-
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bution statique (Vv =o0) limitéc & un domaine de¢ dimensions finies.
Le potentiel vecteur A étant nul, nous calculerons le potentiel scalaire V
en un point P irés éloigné de la distribution. St nous prenons dans
la distribution une origine O arbitraire, pour tout point M de la distri-
xr V 3
R’ R’ R
La premiére formule (11) nous donne alors pour V le développement

bution les rapports , seront Lres petits.

sutvant qu’il est trés important de connaitre :

€ 1 1
ik R—E(aPI—i— BP,+vPz)+ TR

X[(Ba2—1)Prr+ (352—1)Py )+ (3Y2—1)P 34+ 6a3P2y+ 6 3yPy:+ 6 yaP 2] +...

V=

X

P.m-=fpx2 d=, P;_-C=P.-,_-,=f|c xsz d=z;

’ . . . *
z est donc la charge totale constante de la distribution. Le vecteur € de

k4

N
composantes %,, Z,, €. est son « moment dipolaire »; le tenscur g
symétrique de composantes €., ..., €., est son « moment quadru-
polaire ». Les termes non écrits du développement feraient intervenir
des moments d'ordre supérieur (moments 27 polaires) : ces termes
interviennent assez rarcment dans la pratique.

Pour unc distribution de charge totale non nulle. le terme % est le

x| o

terme prépondérant a grande distance. Pour une distribution donl la
>
charge totale est nulle et le moment dipolaire non nul, les termes en €
sont prépondérants : c'est le cas pour un dipole électrique formé par
deux charges poncluelles trés voisines. Si la charge tolale et le moment
e} e
>

- . > : . .
dipolaire sont nuls, ce sont les Llermes en < qui sont prépondérants, elc.
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6. Distribution non statique. Rayonnement. — Une distribution
statique comme cclle que nous venons d’envisager ne rayonne pas
d’¢énergie vers I'infini. 1l en est autrement d’une distribution variable
qui rayonne de I'énergie vers Pextéricur, tandis (ue son mouvement
s’amortil. Naturcllement, comme la charge totale d’unc distribution
doit rester constante en vertu de la conservation de Iélectricité, c’est
dans les variations des moments dipolaires, quadrupolaires, ctc., qu’il
faut chercher Torigine du rayonnement. Dans le cas général ou le
moment dipolaire n’est pas nul, ce sont les variations de ce moment
qui provoquenl la partie de beaucoup la plus importante de I’émission,
de sorte que pratiquement dans la théorie de I'émission on a guére a
se préoccuper des rayonnements quadrupolaires ou d’ordre supéricur.
Nous les laisscrons ict de coté.

Une distribution quelconque a un. moment dipolaire (moment ¢lec-
trique) qui peul loujours se développer en séric ou en intégrale de
FFourier par rapport au temps, de sorte que 'on a, soil

o +

(12) Zn =Z Ifl'f,f.‘) cos2m(nvl + ox) =2npgl) gminvt avec  pimt—= pu,
7

1 —_wo

soll
H - 4w

3) ) Do =j DLrp(v)cosan[vt+ o(v)]dv = [ Pr(v) €™V dy,
{ A , J .

' avec IJE(V);pI(v),

Mais il est inutile de traiter le cas général, car on démontre les deux
théorémes suivants :

1> Le rayonnement émis par la distribution est la somme des
rayonnements correspondant aux composantes L. L, L. considérées
isolément;

2° Le rayonnement ¢mis, par exemple, par %€, est la somme des
rayonnements émis par chaque comnposante du développement de
Fourier de & considérée isolément.

S1 donc on sail calculer le rayonnement correspondant a un moment
électrique rectiligne et harmonique, on saura résoudre le probleme
général par simple addition.

Considérons donc le moment électriqué

Tr=2Zy=o, L,=Aocosan(vt—-3).

Le¢ calcul montre qu’en un point P situé a une grande distance R de
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la distribution, le champ de rayonnement se compose d'un champ élec-
trique h tangent au méridien en P et d'un champ magnétique H tangent
an paralléle. La grandeur de ces champs est

[ =2 y2

/l:H:"; sinOAocoszz[v<t—— l}>+:J-
ctR c :

[’expression du vecteur de Poynting permet d’évaluer la valeur moyenne

par unité de surface du flux de I'énergie ¢lectromagnétique ¢n . Lon
trouve

: 27:3 v i

p= —— == sin2lAj.

c3 R2

1771

En intégrant sur toute la spheére de rayon R, on obtient pour le mon-
tant total de I'énergie rayonnée par scconde vers I'infini

1674 vt
3021

. AW = A3

Cetie expression est indépendante de 1 comme on devait +'y attendre.

Dans I¢ cas ou le moment éleclrique cst représenté par une séric de
IFourier du type (12), on obtient pour I'énergic rayonnée sous forme de
fréquence nv

(14) (AW )y = HAEL)) e,

Dans le cas ot le moment électrique est représenté par une intégrale de
Fourier du type (13), le rayonnement dans I'intervalle de fréquence
(v, v -+ dv) est donn¢ par

G4 mtvs
3

(13) (AW)g, = | p=(v) |2 dv.
Les formules (14) cL (15) nous scront utiles dans la suite.

7. Phénoménes de polarisation. Théorie de la dispersion. — La Lhéorie
e Lorentz, reprenant d’ailleurs des conceptions qui avaient ¢i¢ intro-
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duites dans lancienne théorie de I'Electricité, a interprété la différence
entre le champ et Uinduction macroscopiques comme élant le résultat
de Tétat de polarisation eréeé par le champ'dans ces milicux. Suivant
cette vue, la polarisation d’un milicu matériel consiste en ce que chaque
éléement de volume dr du milieu devient un petit doublet électrique de
moment P dz. par suite du déplacement sous Pinfluence du champ des
charges ¢lectriques qu'il contient. P est, par définition, le vecleur « pola-
risalion » ou « densit¢é de moment élecirique » au point ou est situé dr.
On démontre dans tous les traités de Physique qu’un milicu polarisé
(suppos¢ ¢lectriquement neutre dans sa masse) se comporle comme s1
chacun des éléments de sa surface extéricure portait unc densité de
charge superficielle égale a la composante normale P, du vecteur P et
comme si I'intérieur de son volume élait le siege d’une densité de charge

,

¢lectrique 6 et d'une densité de courant i égales a
d=—divP, i=%.

Suivant Fancicnne terminologie. ces charges el ces courants repré-
sentent de Pélectricité libre et non de 'électricité vraie : cect veul dire
qu'a grande échelle ces quantités sontinobservables et ne correspondent
pas a une véritable charge globale. Or, Pintervention de ces charges et
de ces courants de polarisationsconduil & éerire les équations micro-
scopiques de Lorentz dans un milien diclectrique polarisable sous la
forme

1 Jh fw JP 1 JH
co TTBT T G0 To g T ok
divh =— 4= divP, divH = o.

Mais, si Pon repasse au point de vue macroscopique de Maxwell, on
doit considérer les charges ¢t courants de polarisation comme inobser-
vables dircctement, ce qui conduil i considérer les termes supplémen-
taires des équations précédentes comme devanl s’incorporer aux premiers
membres pour définir une grandeur nouvelle, Uinduction électrigue, et
a éerire les équations de Maxwell pour un milicn non magndétisable

1 db 1 JH

E _{)Z — r()tH‘ J— Z —W = l‘OLh,

di\'b:(), diVH:()’
avee

K

relation qui donne Uexpression de 'induction ¢lecirique en fonction du
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champ et de la polarisation. Des considérations analogues pourraieni
servir & inlerpréler la différence entre le champ et Pinduction magne-
Liques dans le cas des milicux magnétiquement polavisables.

La polarisation ¢tant produite dans un milicu diclectrigue par Paction
du champ; on doil avoir une relation vectorielle du type P =f(h) et.
par suite, b =F (h). L’hypothése la plas simple valable dans heaucoup
de milieux isotropes consiste & poser

P==zxh (« constant ).

On a alors

' b= (1+ 4zx)h = kh,
avec
k=14 4ma.

La conslante diéloclrique k se trouve ainsi exprimée cen fonction de
la «susceplibilité » . Si le corps est non magnéligque, la relation de
Maxwell donne pour l'indice 7,

n'l=/i=1+47..‘l.
Considérons le cas simple d'un corps homogene contenant N mole-

cules par unité de volume. On peut, en premitére approximation.
admettre que, sous I'action d’un champ ¢lectrique extéricur h, chaque

>
molécule acquiert un moment électrique € proportionnel au champ
Z=ah;

2" est la « polarisabilité » du genre de molécule considéré. On a évi-
demment

P= NE = N\zh.
d’on

2= Na', n?=1+ faxNua.

La constante &' dépend du corps envisagé, mais est indépendante de
sa densité D qui est proportionnelle a N. On a donc
n?—1=0GCD (loi de Laplace)
et pour les corps d’indice voisin de 'unité [n? -——1 2 (n—1 Y-l vient

n—1=0CD (loi de Gladstone-Dale).

Cependant, les formules précédentes ne sont pas rigourcuses parce
que chaque molécule est soumise, non pas a action du champ exté-
ricur h, mais a celle de la somme du champ b et des champs ceréés par
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la polarisation des molécules voisines. Un calenl plus exact donne la

relation
No'
1= — "
I + ‘,—‘—- Nz
3
d’ou
daNa
nN=I1+4rs2r=1-+
1 +»/l-T:N1'
3

¢t 'on en ure une formule vbtenue presque simulltanément par le hol-
landais I1.-A. Lorentz ct par le danois T.ouis Lorenz

’

4

n®— 4rNa .
=14 = const. D (loi de Lorentz-Lorenz).

w

nt -2

Cette lot se montre dans beaucoup de cas plus exacte que celles de
Laplace et de Gladstone-Dale : elle les admet, d’ailleurs, comme formes
approximatives quand 2 est voismn de 1 (n? -+ 2 ~ 3).

Si la connaissance de la structure de 'atome ou de la molécule permet
d’évaluer la polarisabilité o', les formules précédentes donneront la
valeur de I'indice en fonction de la {réquence, c’est-a-dire la formule de
dispersion pour la subslance envisagée.

La théoric des Electrons ¢lait parvenue a trouver (ou plutdt a relrou-
ver, car des théories plus anciennes I'avaient déja obtenue) une fornrule
qui c¢n gros représenie bien les phénomenes de dispersion. Pour cela.
il suffit de supposcr avee Lorentz (ue les atomes contiennent des ¢lec-
trons susceptibles ('osciller autour d’une position d’équilibre  sous
I'action d’une force de rappel proporuonnclle a I'élongation. Si I'on
suppose que la liaison de chaque électron a sa position d’équilibre est
isolrope, chacun d'eux a une fréquence d’oscillation bien définie. Adop-
tons ce modele simple el supposons que chaque molécule du milien

réfringent contienne 7y ¢électrons de {réquence vy, ..., n; électrons de
fréquence v;, . ... On trouve alors, si v est assez dillérent de tous les v;,

¢ ct m élant la charge et la masse de Vélectron. Quand on peut sc¢
contenter de 'approximation de Laplace, on en dédun

. N 0 ni
(16) nt =1+ — —
mm vE— vt
i
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Telle est la formule de dispersion prévue par la théorie des Electrons
quand n n'est pas trop différent de 1 ct que la fréquence v n'est pas trop
voisine de 'unc des valeurs criliques v;.

Les fréquences v; sont trés souvent des fréquences de Pultraviolet,
c’est-a-dire beaucoup plus élevées que la fréquence v si eelle-ci appar-
lient an spectre visible. On a alors approximalivemenl

1 L - v2y—i 1 v2
—— =l 1—=) =~ ,+ 74
vi—v? v} v} vi v

¢t Pon obtient dans ces conditions la formule de Cauchy

B
t= A .
n + 35

généralement valable pour le spectre visible.

n

1
0
[
| |
i Il 1

spectre
visible

"
i
1
1
!
|
1
|
1
1
i
!
|
I
|
I
1
|
|
|
'
!
!

L'allure générale de la courbe de dispersion covrespondant a la for-
mule (16) est bien connue.

Naturellement, n ne devient pas réellement infini pour les fréquences
critiques v;. Au voisinage de ces [réquences, la formule ne s’applique
plus, car le mouvement des électrons devient trop violent et il faut tenir
compte du rayonnement et de I'absorption de la radiation incidente qui
en résulte. En tenant compte de cette absorption, on obtient une loi de
dispersion valable méme dans le voisinage des fréquences critiques
cetle lo1 a une forme acceptable, mais ne rend pas bhien compte de Ia
valeur numérique des cocfficients d’absorption.

Unec autre difficulté de la théorie ¢lectronique de la dispersion est
relative aux nombres n;. La comparaison de la {formule (16) avec les
courbes expérimentales conduit pour les n; a des nombres généralement

L. DE BROGLIE, 2
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fractionnaires. ce (qui st contraire a leur signification physique. Nous
verrons que la théorie (quantique de la dispersion a pn lever celte daffi-

culta.

8. Succes et échecs de la théorie de Lorentz. — Kn mitroduisant sys-
lématiquement dans la théorie éleciromagnétique la notion d’¢électron.
Lorentz ¢t ses continuateurs (Drude, Langevin, ete.) onl pu trarter
d'une facon satisfaisante un grand nombre de problemes d’interaction.
Non sculement ils ont obtenu la théorie de la dispersion dont nous
venons de parler, mais ils ont pu trouver ou retrouver les lois d’absorp-
tion dans les corps ¢leignants, les lois de la réflexion vitreuse dues a
['resncl, des théories exacles des effets électro- el magnélo-optiques, du
diamagnéusme, du paramagnétisme, ete. Le plus grand succes de Lorentz
fut la prévision de Feflet Zeeman normal @ nous aurons Poccasion d'v
revenir. Mais oules ces [ructucuses théories sont venues se heurter a des
difficultés fondamentales quand on a voulu analyser de pres les processus
de I'échelle atomique. La théorie dlectromagnétique, complétée par la-
conceplion classique des ¢lectrons, est venue échouer devant les pro-
cessus alomiques ot les quanta interviennent. Nous aurons A revenir
longuement sur ce sujet.
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LE PRINCIPE DE RELATIVITE.

. La transformation de Loremtz. — [l fait qui a ¢té le point de
départ de la théorie de la Relativité, ¢'est que les phénomenes de propa-
gation de la lumitre sont exactement les ménes pour des observatenrs
ui sonl cn mouvement rectiligne et uniforme les uns par rapport aus
aulres et par rapport a ensemble des éloiles fixes (observateurs gali-
léens). Ge fait est prouvé par des expériences précises dont les plus
célebres sont celles de Michelson. St T'on admet la réalité de ce fait,
on est amené & poser quil existe entre les coordonnées d’espace et de
lemps de deux observateurs galiléens des relations difféventes de celles
qui élatent admises par la Mécanique classique.

En Mécanique classique, on admet en général que Péquation fonda-
mentale F' = m+y ct loules celles qui en dérivent sont valables dans un
systeme de référence altaché a 'ensemble des éloiles fixes, mais on vorl
aisément qu’elles sont également valables dans tout systeme de référence
en mouvement rectiligne et uniforme par rapport a celui-la. En eflet,
considérons un obscrvateur lié au systéme des ¢loiles fixes : 1l emploie
des coordonnéces carlésiennes ct le temps ¢ (qui, en Mécanique classique,
a un caractere absolu) pour repérer les phénomenes qu’il observe. Un
aulre observaleur en mouvement vectiligne et uniforme par rapport au
premicr cmploiera le temps absolu £, mais ses coordonnées carlésicnnes
', y', 2" sonl relices a 2, y, 5 par des formules linéaires qui, si les axes
cartésiens des deux observalcurs sont paralléles et coincident a Uovigine
du temps, ont la forme simple

T =2 — vyt Y = — et i =35—r0t (&' =1t).

Cz, Oy, 05 élant les composantes de la vitesse du second observateur dans
le systéme de rélérence du premier. Clest la « Ian transformation de
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Galilée » qui est admise comme unc hypothese plus ou moins explicite

au début de la Mécanique rationnelle. Comme 2/, ', 5" sont {onctions
-, L. dz’ ) .
linc¢aives de .x. y, =, les dérivées secondes —7 ! *° sonl respecuvement

égales a L2
77T

‘D
dans les équations fondamentales de la Mécanique classique, il ¢n
vésulte ais¢ment que celles-ci onl la méme forme dans tous les systemes

el comme scules les dérivées sccondes interviennenl

galiléens.

On peut donce passer des coordonnées employées par un observateur
galiléen a celles employées par un autre observateur galiléen a Paide d’une
iransformation de Galilée. Les transformations de Galilée forment d’ail-
leurs un « groupe » en ce sens que deux transformations de Galilée suc-
cessives sonl finalement équivalentes & une scule transformation du
méme Lype. La propriéié fondamentale des équations de la Dynamique
classique de Newton est donc, de notre point de vue actuel, que ces
équations sonli invariantes par rapport au groupe de Galilée, c’est-a-dire
qu’elles restent les mémes quand on passe d’un observateur galiléen a
un aulre.

Considérons maintenant la propagation de la lumiere dans le vide.

Pour un obscrvateur lié au systéme des éloiles fixes, nous pouvons
admellre que cette propagation sc fait d’unc facon isotrope suivani

Péquation hien connue

1 Jd%z
T A
o v R
<°“D*=°’ ”“D=mte—/l=aaﬁ*d?—d_ﬂ“zé>

avee la vitesse constante ¢. Le fail fondamental révélé par les expériences
de Michelson, c’est que la propagation de la lumitre a licu également
d’unc facon isotrope ct suivant I'équation (1) pour toul observateur cn
mouvement rectiligne et uniforme par rapport a 'ensemble des éloiles
fixes, c’est-a-dire dans toul systéme de référence galiléen. Et il convient
de remarquer dés mainlenant qu’étant donnée I'extréme précision des
mesures opliques, nous sommes beaucoup plus sars de 'exactitude rigou-
reuse de I'équation de la propagation de la lumiere dans le vide que de
celle des équations‘de la Mécanique newtonicnne; donc, si nous sommes
contraints de modifier soit la théorie de la lamitre, soit la Mécanique
de Newton, nous devons étre préts a modifier plutdt la seconde que la
premigre a condilion, bien entendu, de retomber sur les équations de
Newton au degré de précision on clles se vérifient.
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Pour que I'équation (1) reste invariante pour tous les observaleurs
galiléens, il faul que le changement de coordonnées correspondant au
passage d’un systeme galiléen a un autre laisse invariante Péquation des
ondes. Or il est facile de vérifier que ce n’est pas le cas pour la trans-
formation de Galilée. Nous devons donce chercher quelle est la transfor-
mation de coordonnées qui laisse invarianle I'équation des ondes lunn-
neuses.

Pour le voir. supposons que l'observateur galiléen qui emploie les
coordonnées &',y 7', ¢’ soit entrainé d'un mouvement rectiligne ct uni-
forme le long de l'axce des z dus premier observateur galiléen el suppo-
!

sons de plus que les axes O'z'y’s" soient paralléles aux axes Ozys.

On se trouve alors dans le cas particulier de figure ci-contre.

x x’

v

/0 /o
Y Y’

Fi

Si T'on parvient a trouver les formules qui cn ce cas pernmellent de passcr

! le
g. 5.

des variables z, y. = aux variables #', y', 7/, il sera facile d’en déduire.
en fatsant subir des rolations aux deux systémes d’axes aulour des
origines O ct O, les formules de transformation valables dans le cas
général. Nous supposerons d’ailleurs que I'origine du temps est choisic
de telle facon que pour £ =0, O et O' coincident. Nous allons donc cher-
cher la transformation des variables z'. )7, ', ¢’ en les vamables x, y, z. ¢
qui laisse invariante 'équation (1).

Des considérations de symétric simples, mais un peu longues, condui-
sent alors au résultat suivant : si 'on admet que les formules de trans-
formation cherchées sont linéaires, clles ont nécessairement dans le cas
particulier envisagé la forme suivante :

3

s 5 — vl , c

(2) 2 =, Y =y, 5= = = ——
Vi—p? Vi—p?

.« ¢ ~ . r <
avee par définition 5 = =+ En résolvant (2) par rapporta x. y. 5, ¢, on

irouve

(2") z=2a, y=Y, L= = r= —‘.’ :
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Telle est la fameuse « Transformation de Lorentz » dontle trait essen-
tiel est Pabandon de la notion de temps absolu, car on n’a plus ¢/ =¢.
La transformation de¢ Loventz rend non sculement invariante I'équa-
tion des ondes lumineuses, mais aussi la quantité ¢*¢* — z* — y* — 32,

car on vérifie aisément que

cit? — 't — 't — 5= el — g —

De plus, si dans U'espace a quatre dimensions formé a l'aide des
variables z, ¥, 5, ¢, on considére un ¢lément de volune dr, 'expression
de dr dans le systtme des variables primées scra

D{(z,1,3,2)

A = AT e ——)
D(x’,y,s,0)

D(z,y,z,¢)
D(-’I;Ia_y/7 2'7 ll)
variables par rapport aux nouvelles. Or, la transformation (2) montre

le symbole désignant le déterminant jacobien des anciennes

que ce déterminant est égal a 1, d'out d<' = dr. La transformauon de
Lorentz assure done aussi U'invariance de I'élément de volume de 'espace-
temps.

Dans le cas général on les axes des deux systémes ne sont pas paral-
leles, la transformation de Loventz prend une forme plus générale qu’on
¢erira plus commodément en posant

rt =.r, ri=y, £ == 3, zt=cl:

On obticnl la relation sous forme condensée

&
.’E’l = a/f_ .Z'k,
k
1

ot les seize quantités aj vérilient cerlaines relations que nous ne pou-
D', v, 5, t')
_ D(x,y,3,t)

délerminant des a; cta pour valeur 1, de sorte qu’il y a toujours inva-

vons étudier 1ci. Le déterminant fonctionnel est égal au

riance de I'élément de volume de U'espace-temps. Les transformations de
Lorentz forment un groupe comme celles de Galilée.

2. Signification physique de la Transformation de Lorentz. — 1l est
heaucoup plus difficile qu’on ne le croyail autrefois de définir la simul-
tanéité de deux événements qui n’ont pas licu au méme point de Pespace.
Clest en réfléehissant sur ce fait qu’Albert Einstein est parvenu en 19o5.
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par un cffort génial. a dégager la véritable signification de Ia transfor-
mation de Lorentz.

La difficulie signalee twent i ce ques st Fon veat svnchroniser les
horloges lides & un méme systeme de référence. il faut avoir un mosven
de comparer leurs indications et. si les horloges sont distantes I'une de
Pautre, il faul pour cela quun signal partt de Femplacement de la
premitre horloge parvienne a Femplacement de Fantre. Mais nous ne
connaissons pas dans la nature de signal allant plus vite quiun signal
électromagnélique ou lumineux, ¢t Einstein a pris comme postulal
Juslifié par ses conséguences qu’aucun transport d'énergie. done ancun
signal, ne peut s'eflectuer avec une vitesse supéricure & ¢ @ nous verrons
que la Dynamique relativiste conlirme « posteriord cette idée. [} est
donc naturel et commode de s‘tmaginer que la synchronisation des
horloges se fail par ¢change de signanx lumineux. Le résultat de Pope-
ration serail d’ailleurs Ie méme avee un mode de signalisation a propa-
gation moins rapide (signaux sonores. par excmple). mais le raisonne-
ment qui suit serait plus compliqué car il faudrait tenir compte du
milieu matériel qui transmet les signaux @ Favantage de raisonner sur
les signaux lnminenx, c’est que tout se passe. st Fon abandonne avee
“instein Pancienne conception de Iéther. comme st la lomicre se
propageail dans I'espace vide.

Pour synchroniser les horloges, dans son syvsiéme de rélérence. un
observateur galiléen devra donc d’abord mesurer la vitesse de a
lumi¢re dans le vide, vilesse par hypothese supposée isolrope. La connais-
sance de celle vitesse lui est, en effel, nécessaire pour tenir comple des
retards dus a la propagation. Pour mesurer la vitesse de la lamiere. 1l
devra, grice a4 une réflexion sur un miroir, faire parcourir a un signal
lumineux un méme trajet aller et retour el noter sur la méme horloge
placée au point de départ 'heure du départ et celle du retour du signal
lumineux. S1 la différence de ces heures est ¢gale a = et st la distance

. . . 2d . .
franchie par le signal est 2, on anra ¢ = = Connaissant ainsi la valenr

v

e Ta constante ¢, 'observateur considéré pourra régler toutes les hor-
loges lices a son systeme de référence de telle facon que. si denx hor-
loges sont distantes de £ et sila premicre émet a Pinstant £, un signal

lumineux, ce signal parvienne a la seconde horloge i Finstant on clle
. . o

marque le temps £, = #; + —- De cette manidre sera réalisée une «syn-
c .

chronisation » tout i fait univoque des horloges du systeme de référence.
Ainst sera bien déterminé le tlemps ¢ dans ce sysiéme et denx ¢vénements
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qui se produisent en des points P et Q du systeme de référence aw
moment ott les horloges locales de P et de Q marquent le méme temps ¢
peuvent i jusle ttre ¢étre constdérés comme « simultanés ». Glest mémie
la scule manieére de délinir d'une fagon précise In simultanéité dans un
systeme de référence galiléen. Glest la un point essentiel mis en lumiére
par Einstein.

Considérons maintenant deux systémes de référence galiléens A ct B.
Un observatear Li¢ a A emploicra des coordonnées cartésiennes x,)", =
et un temps ¢ défint comme nous venons de expliquer. Un observateur
lic a B emploie des coordonnées z',3”, 5" et un temps ¢ défini par la
méme méthode. Nous pouvons alors avec Einstein adopter le Principe
zéndéral de Relauvit¢é dont voict I'énoncé : « L’observateur B peut se
considérer comme au repos tout aussi légiimement que observaleur A
¢t pour lui, quand il emploie les coordonnées ,'y”, 5/, ¢, qui lui sont
propres, toutes les lois de la nature doivent avoir exactement la méme
lorme que pour Pobservateur A quand celui-¢i ulilise ses coordonnées
propres z, ¥, z, £ ». Or, nous avons montré que, pour qu'il en soil ainsi
¢n ce qui concerne les phénomenes lumincux, il fallait que z', 5", 2/, ¢/
soient relices & z, v, z, ¢ par la transformation de Lorentz. Einstein a
ainsi dégagé le véritable sens de cetle transformation qui est intimement
li¢ a la fagon dont on peul définir la simultanéité et la synchronisation
des horloges dans chaque systeme de référence galiléen.

3. La contraction de Lorentz. — Nous allons maintenant pouvoir
comprendre ce qu'on appelle «la contraction de Lorentz ». Supposons
(que I'observateur A ait construil une régle, par exemple en métal, pour
s'en servir comme dtalon de longueur. Soit ¢ la longueur de cet étalon
exprimée a I'aide d’une certaine unité de longueur arbitraire. L’obser-
vateur galiléen B qui est en mouvement rectiligne el uniforme par
vapporl & A peut aussi construire unc régle qui sera pour lui identique
a ce qu'est la premiere régle pour Popdérateur A @ ceci est une consé-
(quence évidente du principe de Relativité. Supposons (ce qui an fond
ne diminue pas la généralité) que nous ayons pris pour axe des s Ia
direction du mouvement de B par rapport a A et que les axes Ozy s
et O'2'y's" soient paralleles. Alors, la transformation de Lorenlz sous
~a forme (2) sera valable. Supposons maintenant que chacun des deux
observateurs pose s régle sur son axe des z, exirémité de gauche
coincidant avee lorigine des z. Alors, pour A, sa regle couvre [
divisions de l'axe des = (supposé gradud) a partir de O et, de méme,
pour B, sa rogle couvre  divisions de axe des 5" a partiv de O’ : c’est la
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simplement Uexpression du fail que, pour chacun des observateurs, sa
régle a la longucur /.

Mais demandons-nous quelle longueur la regle de B parait posséder
pour A. Voici le point essentiel de la réponse : la seule maniere admis-
sible de définir la longueur que posséde pour un observateur une regle
mobile ou immobile, ¢’est de dire que cette longucur est égale a la dis-
lance des positions des deux extrémités de la vegle gui sont simultanées
pour cet observateur. Ceute définition a bien pour A un sens nel.
puisque A posséde un temps ¢ hien défini et peut, par suite. définiv la
simultanéité dans son systeme de référence. Or, pour B, les coordonnées
des deux extrémilés de sa régle sont

’ ’ 7 ’ ’

=y, =2z, =o. Iy =)y =o0, 3

=/l

[CId

Pour A, d’apres la transformation (2) de Lorentz. les deux extrémites
en question auront au lomps ¢t les coordonndes
A}

), =y, = o0, Sy =0l + 21— 5t =l

)

Ty = )2 = 0, 32 = ¢t + 3% Vi— ;;_'— =t +{y1— 3.

La longueur de la regle de B évaluée par A par rapport anquel elle est
«¢n mouvemenl sera donc égale a la différence z, — =, pour une méme
valeur de ¢, soil

e est donc mféricure a f, puisque o <3 < 1. La régle est raccourcie
dans le rapport y'1 — 3. Gelte regle qui, immobile par rapporta Pobser-
vateur A, lui semblerait avoir la longucur /, lurapparait plus courte parce
gu’elle est en mouvement. Clest la contraction de Lorentz.

Si la regle de B n’élait pas placée le long de 'axe Oz', mais avait une
direction oblique quelconque, ¢’est seculement la projection de la régle
sur la direction de mouvement qui paraitrait plus courte a A qu’a B
tandis que les projections sur les axes perpendiculaires au mouvement
ne subiraient pas de conlraction. Il en résulte quun corps qui pour B
est une spheére apparait 4 A comme un ellipsoide de révolution aplati.
aplatissement ¢lant mesuré par le facteur /1« — 3.

La contraction de Lorenlz qui résulte de la troisitme équation (2 )
peut, si on admet a prior: son existence, conduire a 'équation (2).
Figurons & nouveau les deux sysiémes qui glissent I'un sur I'autre.

Supposons qu'au temps £ = o, O’ était en O. Alors si I'observateur A
fait a Pinstant ¢ de son temps propre une observation simultance de
I'abscisse de O et de celle d’un point P’ de O'4’, 1l trouvera ¢ pour la
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|m-mu,1 ¢ abscisse ¢l une certaine valeur z, pour la scconde, c’est-d-dire
qua Fimstant £ un observateur du s)'sl,(elll(‘ A place devant P voit ce
point passer devant le point d'abscisse z de Taxe Oz. Mais comment
Fobservateur B pourra-t-il. lui, procéder a la mesure de lalongueur O'P'?
(Cest sunplement. par cxcmple. en metlant bout a bout le long de O’z
auquel il est li¢ des petites réglettes de longueur unité, la premiere ayant
son origine en Q') la derniere son extrémité en I’ (e¢n supposant pour
simplifier que Funité de longucur soil Lelle que O'P’" la contlienne un
nombre entier d(k fois). bupposons que B ait ainst dlapOS(, ses réglelles :

il ut en faul 2" pour jalonner O'P' et 1l éerira O'P'= z'. Mais que voit
Fobservateur A quand les 27 réglettes sont posées sur O'z'? 1l voit &'

réglettes dont la longueur lut parait éire pour chacune égale a /1 — 2.

puisque nous admetions la contraction de¢ Lorentz. Ces réglettes élant
disposces jointivement de O'a P’ A éerit I'équation

z— vt =23 \J1--[2?

¢l ¢’est bien lu troisieme relation \9) de Lorenltz.

Pour I'observateur A, B trouve 5’ au lieu de = parce qu "Il emploie unc
regle unilé qui est trop courte. Mais, d’apres le principe de Relativité,
Fobservatcur B qui voil A s¢ mouvoir le long de O'z' avec la vilesse — ¢
dira que ¢’est A qui utilise une regle unité trop courte et cela lui don-
nera la troisitme relation (2') sous la lorme

-9
¥

2+t =z\1—

Chaquc observaleur trouve la régle de P'autre plus courte que-la sienne.
(Vest le paradoxe de réciprocilé sur lequel nous reviendrons.

4. Le ralentissement des horloges. — La contraclion de Lorentz cor-
respond a la troisicme relation (2); a la quatriéme correspond le
« ralentissement des horloges ».

observatcur li¢ au systtme A, qui peul définir une simultanéité dans
son systéme de référence, peut placer en chaque point une horloge cons-
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lituée par un systéme périodique quelconque, par exemple une aiguille
tournant d’un mouvement uniforme devant un cadran. On pourra repérer
ce monvement par unc varviable périodique de la forme ¢ == g, sinamve
qui, dans le cas du cadran a aiguille, sera par exemple abscisse de la
projection de exirémité de I'aiguille sur un certain diaméire du cadran.

Supposons que Pobservateur A ait ainsi muni d'une horloge tous les
poinls de son systeme et qu’il ait réalis¢, de la mani¢re que nous avons
étudiée, la synchronisation de toutes ces horloges. Supposons aussi que
Pobservatcur B 1lié a un autre systéme galiléen ait fait de méme, ce qui
est possible puisqu’en vertn du principe de Relativité, B peut cons-
truire des dispositifs qui sont pour lui identiques i ce que les horloges
de A sont pour A. Imaginons maintenant que A observe le mouvemeni
d’une des horloges de B qui pour lui est mobile. Si z, st la coordonnée =
de cette horloge pour A & Uinstant £ = o de son temps. comme clle lu
parail entrainée avece la vitesse ¢, il lui trouvera comme coordonnée s a
Pinstant ¢, z = z, + ¢¢. Or, celle horloge, ayant ¢1é réglée par B marque

le temps ¢ et son paramétre oscillant est

g = qosin2mv't’ = g, sin 2% ;i,,,
ot T est la période de Phorloge pour B. Pour Fobservatenr N ilinstant /
de son temps propre, 'horloge mobile considérée passe done au point
(Pabscisse 5 = z, + ¢t devant 'une des horloges fixes qui marquent le
temps ¢ el, dapres la quatrieme relation (2) de Lorentz. le paramétre
oscillant de horloge s’exprime en fonction de ¢ par

2

t— S (204 0t)
c

. t . 2%
¢ = @ SIN 2% == = ¢ 51N =
/ q T q T Vl—’&')
)

'Il < I4 ,ﬁ ierO
=qgysinaz (s, Y1 — 32— —e=—1"
2 T cT'y1—58

La période de Vhorloge telle qu’elle est observée par A est donc

T3] 'l‘. I
1 =:/1?_,: T

D’ou la conclusion : 'observateur A attribue a Uhorloge une période
plus longue que T’. Une horloge qui paraitrait pour I'observateur A battre
la seconde (si elle était immobile par rapport & lui) lui parait aller trop
lentement, retarder, si elle est én mouvement. Si les observaleurs du
systéme A comparent constamment Pindication de I'horloge mobile avec

celles des horloges fixes devant lesquelles elle passe. ils peuvent constater
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que Phorloge mobile retarde de plus en plus sur les horloges fixes.
Donc le ralentissement relativiste des horloges, tout comme la contrac-
tion de Lorentz, est en principe un phénomene réel, observable. Mal-
hcurcusement, ce phénomene n’est notable que pour des vitesses ¢ voi-
sines de ¢, ce quile rend inobservable a grande échelle. On ne peul qu’en
conslater les conséquences dans les phénomenes de I'échelle alomique.

Pour préciser ce qui précede, nous pouvons nous placer a un autre
point de vue en supposant que les observateurs du systéme A obscrvent
stmultanément a un méme instant ¢ de leur temps propre toutesles hor-
loges du systeme B dont les paramétres oscillants sont ¢ = ¢, sin am/'z'.

' est la fréquence de P'horloge dans le systtme B, c’est-a-dire le

ou v
nombre des oscillations qu’elle effectue par unité du temps ¢'. Les obser-
vateurs A voient donc ces horloges mobiles marquer a 'instant ¢ de leur
temps propre 'indication
. v’ \
¢ = qosinor ——— < ——EJ.: )

V1 — 2 c

/

Telle est Findication de T'horloge mobile qui occupe pour A la posi-
tion 2z a I'instant /.
Posons

v 9

V= — YV =

c
I — 32 p 1%
Vi—§g

on peut éerive
¢ = qu=in 2wy <I — ;)

¢l sous celte lorme la relation nous indique que pour A Loul se passe
comme si les valeurs de ¢ se propageaient par ondes planes dans la direc-
tion des z avee la fréquence v et la vilesse de propagation V. Clest la.
comme nous le verrons, un résultat quia joué un grand role dans le déve-
loppement initial de la Mécanique ondulatoire.

Montrons ue, si 'on admet le ralentissement des horloges, on peut
en tirer la quatrieme relation (2) de Lorentz. En effet, pour synchroniser
une horloge placée en P’ sur son axe O'z', Pobservateur B placé en 0}
enverra, quand son horloge locale marquera un certain temps ¢=o
un signal lumineux et un collaborateur placé en P’ marquera sur son

’
horloge locale a la réception du signal le temps = s1 5" est'abscisse de P

Supposons que A observe cetle expérience de synchronisation et qu'il
choisisse comme origine de son temps ¢ 'instant ot B envoie son signal.
Pour lui, ce signal lumineux chemine le long de O'z' avec la vitesse ¢ — ¢
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et, comme O'P’ lui parait avoir dapres la contraction de Loreniz la lon-

reur z'y/v — . il metira pour {ranchir la distance O'P’ le temps

. 31— e
T e—v
Donc, quand le collaborateur de¢ B marquera Pheure ¢ =~ sur son hor-
(5

loge locale ¢n P, Phorloge du systeme A en face de laquelle il passe

31— 2
c—v

marque le temps 7 = !

el Pon peul ¢erire

l_:' vi—pr 3+

c 11— s \,'l_pz

¢l puisque ¢ = 7C—a on voil qu’au temps ¢ marqué par Uhorloge au point 5/

correspond dans le temps ¢ 'instant

ce qu; est la quatrieme relation (2') de Loveniz.

5. Mesure de la vitesse de la lumiére par deux observateurs
galiléens. —- Il est aisé de voir comment la ralentissement des horloges
permet & A de sexpliquer que B puisse trouver pour la vitesse de la

Fig. 7.

lumiére dans le vide la méme valeur ¢ que lui-meéme. En cilet, pour
mesurer la vitesse de la lumiere, B doit, nous 'avons dit, fairc accomplir

par un signal lumineux un méme trajet aller et retour. Supposons que
observateur placé en O fasse voyager la lumiere le long de sonaxe O's'.

La lumiére part de O, se réfléchit en P’ a la distance OP =1 et
revient en O'. Admettant I'isotropie dec son espace et constatant ue la
lumidre a mis une durée 7 de son temps propre pour aller et revenir. B
pose

TP+ FT] _ar

< <

(3)

Si A regarde B effectuer cette mesure, que dital? 11 dut : Ia



30 - CHAPITRE 1I.

distance |W| a pour longucur, non pas £, mas I'V1—B? et la
Inmiére ne chemine pas avec méme vitesse par rapport @ O's"a aller
el au retour, car a Paller elle se déplace par rapport a O's" avec la
vilesse ¢ —¢ ¢l au relour avee la vitesse ¢ 4 ¢. De plus, pour A,
Phorloge de B marche trop lentement et la durée de Fexpérience est.

T

non pas 7. mais —=—=——+ \ écril done Péquation
\/ I — 132
o i — g I'Ji-—32 2!
S = -} == .
V1o— 32 c—¢ c—+r ey -— 32

H retronve done pour ¢ I valeur (3).

Mais, pour A, Pexactitude de la wmesure fate par B résulic d’une
compensation entre plusicurs erreurs sur les longueurs, les temps et les
vitesses. A se dit: « Ba bien de Ia chance. 1 raisonne comme s’il élait
au repos, alors qulil est en mouvement; 1l emploie des metres trop
courls el des horloges qui vetardent el finalement toules ces erreurs se
compensent et il trouve le résuliat exacl ».

Voili comment raisonne A sl n’est pas relauviste, mais naturel-
[ement B risonnerail de méme si ¢’élail A qui faisail une mesure de .
Notons que si B fisait sa mesure en prenant le point de véllexion I
en dehors de axe O’z un caleal un peu plus long conduirait au méme

résullal.

(. Paradoxe de la réciprocité. — L paradoxe de la réeiprociie
consisle en ce que les observateurs A et B s’accusent mutuellement
d’erreur et quien raison du principe de Relativité ils ont exactement le
meéme droit de e faive. Nous venons den voir un exemple, en voiel
un aulre.

A et B ont chacun une régle qui leur parait avorr la longueur /.
Si ces regles sont placées dans le sens du mouvement relatif, chacan des
observateurs attribue a la regle de I'autre la longucur réduite 1/ 1— B2
Comment esl-ce possible? Cela vient de la mamére dont chaque
observateur évalue la longucur de la rogle de Taulre : nous avons
vu qu'il ne peut définir cette longueur que comme égale a la distance
des deux extrémités de la rogle mobile @ un méme instant de son temps
propre. Mais si chaque observateur peut défimr la simullanéné dans
son sysiéme propre, la simullanéité dans les deux systémes n’esl pas
la méme.

Regardons A mesurer la longueur de la regle de B.

Pour plus de elarté. nous séparons les axes Oz et )’z Supposons
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qua l'mstant on Pextrémité arriere O de la regle de B passe devani
extrémité arricre O de la regle de A les horloges placées en O et O
marquent la méme heure que nous nommerons heure o, Le collabo-
rateur de A placé en P ovoit i cette meéme heure o passer devant o
Uextrémite avant de la régle de Bo et A diva que Ta regle B a pour
longucur OP = [y1— 1 — 52 { inféricure ala longucur OL, de sa propre
régle. Mais, les horloges en O et en O marquant la méme heare, celles
en L eten P mdl‘(]ll(‘lll des heures dilférentes quand elles passent Tune
devant Pautre puisque d’apres le ralentissement des horloges. Fhorloge L
parait. dans le systeme A prendre du retard. Dapres Lo quatrieme
relation (2) de Lorventz, on a pour 7 =0

‘.
t, — b= — . _0
Vi—

0’ L, L X

: i

Vo 1 : .
0 P L Q

Fig. 8

Le collaborateur de B placé en 1. doit done, aprés son passage
devant P, autendre encore un temps

\/l — ;52

avant d’observer sur son horloge locale I temps ('= o.

R R
t+ -z
Puisque ¢ = 7 c! y le temps A¢ marqué sur 'horloge locale de A
\ J"
située en face de 1. (llell(l !'= o est (puisque 3'=1)
B 3
¢” o

At =

Vi— B2 Vi— 32
Comme, pour A, le point L' ala vitesse 3¢. ce poinl sera au lemps o + A¢
en face d’un point Q de Oz tel que. avee les unités de A, on ait

31
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Pour B, la longueur OQ vaul {, puisque les positions simultanées des
deux extrémités de s regle de longueur propre L au temps #'= o0 sont
en face des points O et Q. Comme on a dans le systéme A

OL =0Qy1—»,

on voil que pour Boola régle OL de A parait avoir pour lon-
gueur /1 — (%

Ce que nous venons de dire dans le paragraphe précédent ct dans
celui-ci montre a quels raisonnements profonds ct subtils conduit I'ana-
lyse de la mesure des longueurs ct des durées quand on adopte le point
de vue d’Einstein. Malgré les nombreuses critiques que 'on a en vain
cherché a leur adresser, ces raisonnements refaits de bien des maniéres
par des thégriciens ¢minents (Einstein, Lorentz, Langevin, cle.) sonl
matlaquables si Pon admel I'hypothtse que le mouvement reculigne
et uniforme est sans influence sur les phénomencs physiques ct en
particulier sur la propagation de la lumidre. On ne pourrait ¢branler
la théorie de la Relativilé restreinte dont nous venons de donner une
esquisse qu’en mellant en évidence par 'expérience une influence du
mouvemenlt rectiligne et uniforme sur les phénomenes optiques ou
éleclromagnétiques. Aucune preuve sérieuse d'une telle influence n’a
jusqu’ici ¢1é apportée.

7. Formule de composition des vitesses. — Soit un systéme d’axes
galiléens Oyz;y15, el un autre systéme d’axes paralleles O.2z,y22,
dont lorigine glisse d’'un mouvement rectuligue et uniforme sur
I'axe O;3;. Nous pouvons loujours nous ramener i ce cas quand nous
comparons deux systémes galiléens. La transformation a alors la forme
simple (2).

Considérons un point matériel mobile animé dans le systéme (2)
d’une vilesse V..

La vitesse v du point M dans le systéme (1) a pour composantes

dz, dzay1 — p2 _ (92)a 1 — p? (o)1 — 32
f — —_— bl

(()‘ )I = e—— = -
dl1 9 . i 1 .
dts + —d3s 1+ (92)s L+ (o)
dvy dysy/1 — 32 (02)y V1 — 2 (02 )V\/IT’p2
(vl )_r = -d—tl- = ij = - - = . )
’ /-1 - Ja E‘ 9)= 5
rt_+cd_ 1+c(v_)_, I—|—cgv(()_)z
dzy  d3i.+ Bedls (v2): + v {09z - v
(91)z = 7 = = .

i3 5] 1
dts + S dzs 14+ () 14— 0(ve);
2+ - @3 c( 2 )z b (va)z
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Telles sont les formules de composition des vitesses de la ciné-
n.mtique relativiste qui donnent les composantes de la vitesse dans le
systéme (1) & partir des composantes dans le systeme (2). Elles
remplacent les formules de la cinémalique classique

(P1)e=(¥2)x, ("1>y=("‘-’)3'r (vy)s=(va)z+ ¢

auxquelles elles se réduissent (quand ¢ esl beaucoup plus petit que ¢

a, '{J'/f
M
U
/ 0/02 e
\yl yz
Fig. 9. .

En changent 8 en — 2, on obuient les formules inverses

32 AT — 5t (03) — v
(()_1 ) (‘)1—)1\/_1__, (V‘Z )), — (01)#(31.#_ , ((),_, \):’ — .L‘?;—‘_ .
I—E(t’i)d I—‘L—_(r«',): 1——2(9,)_—

8. Interprétation de l’expérience de Fizeau par la cinématique
relativiste. — Dans 'expérience classique de Fizeau sur « entrai-
nement partiel de Téther par les corps réfringents en mouvement »,
une substance réfringente d’indice n est animée d'nn mouvement de

=

Fig. 10,

iranslation reculigne ct uniforme et un faiscean de lumiere parallele se
propage dans la substance dans la direction du mouvement.
L’cxpérience prouve que, du moins en premiére approximation
(quand on néghge la dispersion, la vitesse V de la lumig¢re dans la
subslance réfringente en mouvement est donnée par la formule

, ._C» I
(1|) \—;ﬁ*()(\]—":.z)'

L. DE BROGLIRE.
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Dans Fancienne théorie ondulatorre de la lumiere, on admettait
quiele se propageatt dans un « éther », ot baignerail la substance

. . « N . . .
mobile, avee la vitesse — Lapres Ia définition méme de U'indice de
It

réfraction. Si cet éther est « entrainé » par le mouvement de la substance
réfringente de fagon a prendre lui-meéme une vitesse (ui soit une cerlaine
fraction o e la vitesse ¢, Ta lumigre possédera par rapport a U'expéri-
mentateur, par suite de cet entrainement partiel de F'éther, une vitesse
de propagation dégale a
- C
V= 40
n
La lormuale (4) peut alors s’interpréter en disant que le coefficient

. ) . ’ . 1
d'entrainement partiel  est égal & 1 — -

Les théories anciennes. en particulier la théorie des Elecurons,
permettaient de retrouver ainsi la formule (4), mais la théorie de la
Relativité en fournit une démonstration purement cinématique d’une
remarquable ¢légance.

En effet, Ia vitesse de la lumiere dans la substance réfringente élant
C . N .

B la vitesse par rapport a Pobservateur fixe est donnde d’apres le ciné-
matique relativiste par la formule
v = HL, avec vi=YV et g = <.
I + -(% [ 4 9

La vitesse d'entrainement que Fon peul pratiquement imposer a la
substance réfringente élant trés petite devant ¢, 3 est petit et 2 négli-
geable devant 'nnité. On trouve done

’ e el
. n C 2 C 12 C 1
3\ Z—o-:\;’<—+ 9> (I—-l—>=—(I-I—n(j)(l—i-)’:’-——i—v(I—-—;))’
S C n n n n n n- ,

ce qui est bien la formule de Iizeau.
Nous remavquerons que Lorentz en tenant compte de la dispersion et
de Ieffet Doppler, a trouvé la formule plus exacte

i (4
() n2(%)  n(xy\di) ’

ot 7 est L longueur d'onde de Tonde incidente pour expérimentatenr.
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Cette formule a ¢te vérifice par Zecman quia repris les expértences de
IFizeau sur des Lquides en mouvement ¢t les a étendues a des corps
solides en mouvement. Mais. comme o correction de Lorentz nest pas

spémﬁqm-lm-nl, relativiste, nous n'y insislerons pas.
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CHAPITRE TII.

COMPLEMENTS SUR LA THEORIE DE RELATIVITE RESTREINTE.

l. L’espace-temps. — N\vus supposons connus du lecteur les principes
du calcul tensoriel.

La relation entre les coordonnées o, 3. =, ¢ et 2', . 5. ¢ de deux
observateurs galiléens qui est exprimée analytiquement par la translor-
matton de Lorentz peut étre représentee géomél1‘iqu(:m(-nt.

Pour y parvenir, nous introduisons U’abord un espacc a quatre dimen-
stons défini par les quatre coordonnées

=z, =y, xi =z, = ct.

La métrique de cet espace sera détermingée par le fait que la distance
des deux points mfiniment voisins de coordonnées z'. z2, z*, x' el
'+ dr', 2+ dz®, x* 4+ dr?, 27+ dx’ est donnée par la formule

(1) ds?= (dz*)?— (dz! )2 — (dz? ) — (dz3)2 = ¢ dt* — d{=.

Chaque point de cet espace & quatre dimensions représenle un
« événement », c’est-d-dire un point de¢ I'espace physique considéré a
un istant donné. L’espace a ¢uatre dimensions ainsi introduit est
« I'espace-temps » ou « Univers » ¢t le ds? est le carré de 'élément de
'~longueﬁ1~ dans lespace-temps. L'espace-temps est une multiplicite
pseudo-euclidienne parce que dans 'expression (1) du ds? ne figurent
que des carrés comme dans un ds* cuclidien, mais que ces carrés n’ont
pas tous le méme signe. On appelle transformations orthogonales des
coordonnées dans espace-temps celles qui conservent la forme du ds* :
elles s’expriment précisément par les formules de Lorentz.

Dans l’espace—iemps, un vecteur est un étre mathématique a quatre
composantes reclangulaires A!, A2, A% A* qui se transforment comme
z'. 22, 2%, 2" lors d'un changement de systéme de référence galiléen.
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Le careé de sa longueur est donné par une formule quia wmeéme forme
que celle du ds?, savoir

A= (A (AT (AT (AR (AT — AL

Cette quaniité, comme le ds?, est invariante pour tous les changements
de systeme de référence galiléen.

Le produit scalaire de deux veeteurs espace-temps A et B est. par
définition,

(A.B)=A*B'— AtB'— A2B2— AsB3i= AvBr— (A . By),

A, cL By ctant les projections sur Pespace physique de A e de B. Le
produit scalaire (A.B) est invariant pour les transformations de
lorentz. Le produit scalaive d'un vecteur par lui-méme est évidenmment
¢eal au carré de sa longueur.

On mtroduit souvent i ¢oté des composantes « conlrevariantes »
A A2 A e A les composantes « covartantes » Ay, Ao Ay et A relides
aux premicres par les relations

-\l:—‘\ly A-_:=—A‘-’, A;):——A::, :\",= A

et Pon peut alors aerire
& 3 &
A ;-’=Z A A Bi=Y A-l;i:Z iB,.
HFa S : R (A.B) I L_A 3
1 1

Par définiuon, deux vecteurs d’espace-lemps sonl orthogonaux si
leur produit scalaire d’espace-temps est nul.

St nous voulons nous représenter graphiquement Pespace-temps, nous
nous heurtons a deux dilficultés : 1l a quatre dimensions et sa métrique
est pseudo-cuclidienne. Pour tourner ces difficultés, nous nous place-
rons d’abord dans le systéme de référence d'un certain observaleur
galiléen ¢l nous tracerons sur notre papier I'axe x, == ¢/ correspondant
au temps propre de cet observateur.

L’enscinble des points de 'espace-temps qui sont simultanés pour cet
observateur el qui forment & un instant ¢ de son lemps propre son
espace physique est représenté par un hyperplan a wrois dimensions
perpendiculaive a I'axe 2, an pomnt de cole c£. Nous devons imaginer
trois axes de coordonndes normaux a 'axe 2, el normaux enlre cux qui
serventl a repérer les points de espace physique pour observateur
considére.

St nous considérons le cone (G formé par Fensemble des drottes (ui
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passent par O et sont inclinées de 45° sur Oz,, tout vecleur ayant son
origine en () ct situé sur ce cone aura une longueur nulle dans Fespace-
lemps. car sa projecltion Ay sur P'espace est égale & sa projection A, sur
le temps. Toul vecleur contenu dans le cone double aura son (A"
positif : on dit que ¢’est un « vecteur du genre temps ». Tout vecteur
extéricur au cone double aura son | A{* négatit, on dira que ¢’est un
« vecteur du genre espace ».

Deux vecleurs symétriques par rapporl au cone sont orthogonaux,
car la projection de I'un sur Pespace est égale a la projection de Fautre
sur le temps [A,=B, et B;=A,, avec A; parallele a B,., d’ou
(A.B)=A,B,—A/B,= 0]. '

La propagation d'un signal lumincux émis au point O a l'mnstant

vecteur
S detemps

Iig. 11.

= o csl représenté par les génératrices du cone C, puisque pour toul
point P de ce cone, on a

OP =c22— 22— 12— 3z2=0.

(Vest ce qui a [ait donner au cone C le nom de « cone de lumiere »
relatif au point O.

Les signaux autres que les signaux lumineux ou électromagnétiques
ont des vitesses inférieures a ¢ ct leur propagation est représentée par
des courbes contenues dans C. La partic supérieure du cone G contient
donc tous les événements qui peuvent étre influencés par l'événc-
ment O. Pour cette raison, on appelle « cone de I'avenir » relatif au
point O, la nappe supéricure du double cone C; on appelle de méme
« cone du passé » relatif a O, la nappe inférieure du double cone, car
clle contient tous les événements qui sont susceptibles d’influencer
I'événement O. La région extérieure au double cone contient les événe-
ments qui ne peuvent influencer O, ni étre influencés par lui.
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Il est essentiel de remarquer que, Féconlement du temps présenlant
un sens privilégié, I'espace-temps possede une sorte de polarité dans le
sens des z, croissanls.

Considérons maintenant un objet ponctuel, un point matériel.
\ chaque instant, il occupe une certaine -position dans Pespace. Son
mouvement définit done pour ses coordonnées z!, 2%, z*, x* unc suite
de valeurs représentée par unc courbe continue de I'espace-lemps.
Ciette courbe, c’est la « ligne d’Univers » du point matéricl qui symbo-
lise 'ensemble de son évolution. Comme, d’apres Einstein, aucun corps
matéricl ne peut aller plus vite que la lumiere et que le lemps a un sens
d’¢coulement, la ligne d’Univers d’un corps quelconque doit toujours
faire un angle inférieur a 43° avec la direction positive de I'axe des z,.
En cffet, si ds est un élément de la ligne d’Univers en question dont la
projection sur z' est dzi = ¢ dt ct dont la projection sur I'espace est d/.

[t S

Fig. ro.

la vitesse du mobile dans la phase de son mouvement que représente s
est ¢gale au produit par ¢ de I'angle 0 que fait ds avee Oz#

a_1dl
dzv ¢ dt

D’ou la proposition énoncée, car ¢ doit étre inférieurc a ¢ et, par
suite, tous les éléments de la ligne ¢'Univers doivent étre des vecteurs
de temps.

Seule la lumiére a dans le vide une ligne d'Univers qui fait 45° avec
Ogz%. La ligne d’Univers de la lumiere dans le vide est une courbe de
longueur nulle, car ds*=c* dt>— dI* = o.

2. Démonstration géométrique dans l’espace-temps des relations de
Lorentz. — Nous allons maintenant chercher a utiliser I'espace-temps
pour retrouver par un raisonnement géométrique la transformation de
Lorentz. Nous prendrons le cas simple ou il ¥ a coincidence des axes
Oz et O'z' et mouvement relatif le long de ces axes. Nous parlerons
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toujours des observateurs A ¢t B e, nous servant de la représentation
graphique indiquéce ci-dessus. nous représenterons 'axe des ¢ et celu
des z de Vobservateur A.
Dans cette représentation de Uespace-temps, Porigine O’ du systeme
de référence de B a la droite O’ comme ligne d’Univers, si nous sup-
8 , P
posons que l'on a choist pour instant initial Pinstant ot O ¢t O coin-
o P ) : mM < .
cidaient. O¢ fait avee O¢ Pangle 0 et I'on a — = 1g0 = 5. A l'instanl
Om
t = o, l'axe des 5" de B doit se veprésenter par O35 cela résulte du fait

que la higne d'Univers OD de la lamicre, bissectrice de z0¢, doit aussi
étre bissecirice de 27O¢') puisque pour B comme pour A, la lumigre a
la vitesse ¢. Les événements du plan z0¢ qui sont simultanés pour B

ct ct’

N

sont donc situé¢s sur des paralleles @ O3z'; 1ls ne sont pas simullanés
pour A. Les événements du plan 50¢ qui ont méme abscisse =’ pour B
sont situés sur des paralleles a O¢'; ils n’'ont pas méme abscisse =z
pour A.

Pour retrouver sur la figure les formules de Lorentz, il faut tenir
compte du caractere pscudo-euclidien du plan z0¢, qui nous donne
dans le triangle OmM la relation

2

OM =0m —mM .

Marquons sur I'axe O ¢ un point C tel que OC =1 et so1l ¢ la projec-
tion de C sur O¢. Nous aurons

.. . C
d'our, puisque — —8.
Oc

...
l
o

OC:—, C = e——

VIi—p Vi—pe
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¢t OM élant ¢égal

-~
-
!
i
A

Les coordonnces de M é¢lant Om = ¢t cL m

a ct'; nous obtenons pour le produit scalaire ( OC.OM ) Fexpression

— ct 5z

(OC.OM) =1ct/'=0¢.0m —mM.cC = — — )
Vi—B Y1 —32

don

4

- V1— 32

(Vest la formule de Lorentz pour le passage de ¢ a¢. On trouverait de
meme la formule donnant le passage de ' & s en prenant un point M
sur 'axe O =/,

La figure que nous avons donnée plus haul semble faire joner un role
dissymétrique aux deux observateurs A el B, puisqu’on croit lire sur la
ligure

NS N
30¢=qgo° el 50t < go°

et ce farl parait contraire au principe de relativite. Mais ce n'est la
(u'unc apparence due a la difficulté de rveprésenter un plan pseudo-
cuclidien sur une feuille de papier qui est un plan euclidien. Iin réahité,
avee nos définitions, Oz symétrique de O par rapport a D lui est
orthogonal (se reporter & une remarque précédente selon laquelle denx
vecleurs symétriques par rapport au come G sont orthogonaux). On
pourrait refaire la figure en partant des axes de Iobservateur B figurds
perpendiculaires sur le papier ct tous les résultats seraient les meémes.

3. Vecteurs et temseurs d’espace-temps. —- Rappclons guelques
définitions.

Un invariant ou tenseur de rang o dans espace-temps est une
cxpression (ut a la méme valeur dans tous les systemes galiléens. Le o/s?
au carré de I'élément de longueur en est un exemple: Ja valeur d’un
¢lément de volume de Pespace-temps en est un autre.

Un vecteur d'espace-temps A ou tenscur de rang 1 est un ¢tee mathé-
natique A quatre composantes (contrevarranles) A, A4 A% A5 telles
que dans une transformation de Loréntz

5
x'i=E al xk
PR

1
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clles se transforment comme les coordonnées, c’est=a-dire suivant le
schéma
4
A’1=2 a‘/\/
1

avee les mémes o). De cette délinition, résulte que le carré de la
longueur d'un vecleur A, soil

JAPR=(A )2 — (A2 — (A2)2— (A%)2,
el e produit sealaire de deux vecteurs A el B. sonl
(A.Bi=A‘B— A1 B — A?B: — A*R"

sonl des mvarants.

Un exemple typique de vecteur d’espace-temps est le veeteur densite-
courant d'un {luide en mouvement. Considérons un fluide formé de
molécules. Pour un certain observateur galiléen, ce fluide a en chaque
point une cerlaine densité p (nombre de molécules par unité de
volume) et une certaine vitesse de composantes u., u,, u.. On peul
démontrer en s'appuyant sur la formule de composition des vitesses en
cinémaligue relativisie que les quatre grandeurs

A= gy, Ar=pu,, A'=pu,, Av=¢c

s¢ transforment comme z!', z*, 2*, ' dans un changement de systime
galiléen. On obtient ainsi un vecteur A dont la composante de temps
est, au facteur ¢ prés, égale a la densité p, tandis que les composantes
d’espace représentent le flux du fluide par unité de surface. La quantité

, " . u? . . . . . .
[A2=p2c? (1—- c—> doit donc étrc un invariant. Il en est bien ainsi

. . ., u? .
car, au factenr ¢? prés, cette quantité est le carré de p‘/l — 7 clcec

est la densité po du fluide pour un observateur entrainé par le mouve-
ment local de ce fluide. En cffet, pour cet observateur, il y a, par suite
de la contraction de Lorentz, p molécules du fluide dans le volume

— : d'ott pour lui une densité po = gy 1 — 3*. Nous trouverons plus
v — 32

loin d’autres exemples de vecteurs d'espace-temps.

Un tenscur de rang 2 est un étre mathématique a seize composantes
Aé qui forment un tableau a uatre lignes et quatre colonnes el qui sont
telles que. pour un changement de systeme galiléen. les A se trans-
forment comme les produits 2/, Sans ¢tudier ici en détail les propriéi és
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de ces tenscurs, disons qu'il résulte de leur définition que la quantiié

l A }'—': E E[/;-(_\ik)'-',
ik
1

avee gip==—1 si I'un des deux indices est €gal a 4 et ege=1 dans le cas
contraire, est un invariant. En introduisant des composantes cova-
riantes A= e A%, on peut éerive plus simplement

IA 2= E A Nk,
ik
1

A colé des lenseurs symétriques (A= Ak), unc catégorie Lrés
importante de tenseurs du second rang sont les tenseurs antisymétriques
lels que Aff=— A% Les termes symétriques par rapport a la diagonale
dans le tableau des A# sont alors égaux el de signe conlraire, tandis
que les termes diagonaux A*% sont nuls : 1l n’y a donc plus que six
composantes distinctes Até, A2i 0 A% A2 A3t oy A’ On démontre

. que pour unc rolation des axes xys dans l'espace, les grandeurs A,

A2, A% d’une part, les grandeurs A?3, A%, A'? d'autre part, s¢ trans-
forment comme les composantes d'un vecteur a trois dimensions, de
sorte que, pour les changements d’axes galiléens sans mouvement
relatif, tout se passe comme si le tenseur d’espace-temps se décom-
posait en deux vecteurs d’espace. Mais pour une transformation de
[orentz qui fait varier la variable temps, il n’en est plus dins: et dans le
cas d’une transformation simple de Lorentz. on trouve

At Ath— BAM ’ A Ai BA , AB A
1— {32 Vi—p2 ’
A 23 24 A3l 14
A2 — AR+ BA , A — '#, A2 —= ,.\1‘.'7
. V1i—p2 Vi— [

formules 1mportantes, nous le verrons, pour I'électromagnétisme
relativiste.

Pour un tenseur antisymétrique de rang 2, I'nvariant « carré de la
longueur » prend la forme

A= 2[(A2)24 (A3 4= (A12)? — (A4)2 — (A24)2 — (A3+)2].

4. La Dynamique relativiste du point matériel. — La Mécanique
classique de Newton admet le groupe de transformation de Galilée, mais
non le groupe de transformation de Lorentz. Mais, comme les formules
de transformation de ces deux groupes ne different que par des termes
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de Povdre de 32, la divergence est tres faible pour tous les mouvements
considérés par la M¢canique rationnelle. v compris Ie mouvement des
corps célestes. La transformation de Lorentz se trouvant confirmée par
des expériences sur la propagation de la lnmicre et sur les interférences
qui sont infiniment plus précises que les expériences de Mécanique, il
est naturel de penser que les équations de la Mécanique doivent dtre
réformées de manicre a devenir invariantes pour la transformation de
Lorentz et I'on pressent que ceci n’entrainera dans les équations de la
Mécanique que des modifications de Pordre de 52 qui seront tout a fail
négligeables quand on aura a traiter des problemes de Mdécanigue a
grande échelle. C'est en suivant cette ligne d'idée que M. Einstein a pu
constituer une dynamique nouvelle du point matériel qui a ¢Lé en son
tcmps qualifiée de « Mécanique nouvelle » et ui est a son tour devenue
unc M¢écanique ancienne depuis le développement des Mécaniques
ondulatoires ct quantiques.

La condition esscnuielle que doit « prioré remphr la Dynamique
rclativiste du point matériel, c’est de se confondre avee la Dynamique
classique chaque fois que 3?2 est négligeable devant I'unité. car il faut
retrouver Pancienne Dynamique comme premiére approximation dans
le cas des vitesses faibles devant celle de la lumiere dans le vide
(approximation newtonienne).

On doit donc chercher & metire, a la base de la Dynamique relativiste
du point matériel, un principe de moindre action qui s¢ réduise pour
3 <1 au principe de Hamilton. Celui-ci nous apprend que, si un poimnt
matériel se déplace dans un champ de force défini par nne fonction
potentielle U(z, y, z, ¢) telle que la force subie par le pornt matériel
soit ¢gale au gradient de U changé de signe, depuis unc position
Zo, )0, %o occupée d l'instant initial £ jusqu’a une position Zy, ;. 5,
occupée i I'instant final ¢4, le mouvement du point matériel est tel que

J,

I'intégrale
{

(T—U)dr

ISR - . . I . . PN
<0u I' est Pénergie cinétique Emv-’ du molnle) est minumum, ou plus

généralement stationnaire, par rapport aux mouvements virtuels infini-
ment voisins qui ameéneraient le point matériel de la position 24, v, Zo
a l'instant ¢, & la position z, 4. 5, @ U'imstant ¢,. On dit que

‘ i a’x fl}' (l: o -
.E’(-’L,Ja“’ }7£’Zﬁ’iif’t>—l—u
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est Law foncton de Lagrange » du point matéricl dans la Dynamique

classique. Ona done a exprimer que

I
Bf £t = o,
/

[}
Posons
dr . dy ds
’ “i. =00 Iy

dt

di = dt

Un caleul classique. sTappuyant sur les méthodes du caleul des varia-
tions, montre que cette condition d'extremum est équivalente aux trois
¢guations

" df‘) _ar d (I8N IR d [0\ _ Jf
(ﬂ(ﬁ?- ~ oz’ i 2)'_";">_W’ dt\9di) " 0z

Ce sont les « équations de Lagrange » qu’on peut aussi éerire s1 U ne
dépend pas des vitesses

‘

d [oT Jar = Ju o [dT JT JU
i) -m=—% () -5-—%
d [(JT Jar  JU
(G -m——%

Délinissons les composantes de la quantité de mouvement (ou moments
de Lagrange) par les formules

e e _ae
Pe=7g =g PTGy

On peut ¢erive stmplement

dp., _ X dp. oL dp, JIL
dt ~ oz’ at — dy’ dt ~ Js

Fn coordonnées rectangulaires,
T = I NI ST
== m(.r?-- yt 4 52),
don. par exemple.

JU

Po= .z, Ll (mz)=— o

dt
et Pon-retrouve les équations classiques de Newton
mi = fao. my = fy, msi = f..

Apres ce bref rappel de notions classiques en Me anique analytlique.
revenons aun point de vae relativiste. Considérons dans I'espace-temps
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la ligne d’Univers d’un point matériel et éwudions-la en nous servant des
coordonnées z, 3. . ¢ d'un observateur galiléen. L¢lément de lonzuenr
de la ligne d*Univers est donné par

dst=\erdt: —de*— dy*— dz* = et di* — dI,

dl étant P'élément de la trajectoire parcouru par le point maltériel
pendant le tlemps d¢, de sorte que la vitesse du mobile pour Fobservatear

. al
galiléen est v = — et 'on a

dt
ds = ¢t \f"l—;'j‘l (3 = £> .

Posons encore dr = dt\/1—3?; dr est Pélément de « 1emps propre »
du point matériel, c’est-d-dire du temps marqué par nne horloge
entrainée par le point matériel : en effet, la relation qui défimit d=
exprime le ralentissement de I'horloge vue du systéme de L'observateur.
L’élément de Ligne d'Univers ds = ¢ dz est done proportionnel a la
variation du temps propre.

En Dynamique relativiste, on considérera les positions du point
matériel aux temps ¢ et ¢4 comme définissant deux points de Fespace-
temps, Po(zo, 3o, 20, 20) et Pi(zy, ¥4, 7. 11). 11 est alors naturel de
chercher un principe d’'action stationnaire de la forme

Q
Bf £2dt = o,
P

I'intégrale élant prise le long dela ligne 'Univers de P en Q. La fonc-
tion £ sera différente par des termes de Pordre de 32 de la fonction de

)
Lagrange classique; clle devra dtre telle que intégrale puisse ~'éerire
.0

sous la forme invariante S22y dr, invariant £, ¢lant défini par
l)

.L«ao =

i)

—F

Considérons d’abord la partic de &7 qui dépend du mouvement ¢t non
da champ et qui correspond au terme T de Uexpression classigque. Si
nous caraclérisons le point matériel envisagé par une constanle mva-
riante, sa masse propre ng, nous obtiendrons une forme satisfaisante
pour celle partic cinélique de la fonction de Lagrange en posant

£ =—myc2y1— 32

Lo z y ; .
1l est Pabord évident que 2= ——== esl un invariant.
; Nrpys
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De plus, pour 3 petit nous aurons approximativement

I
L =—myc2+ -2-mo p?

el, comme un lerme constant n’a aucune imporlunce dans l’cxprcssion
de £, nous retombons bien sur la fonction de Lagrange classique. In
I'absence de champ, Uintégrale d'action sera done

[Q(— mpc?) d- = /GQ(: = myc? \/IT{S-‘> at.

Jp i
Iin présence d'un champ dérivant d'une fonction potentielle, nous nous
conlenterons pour 'mstant d’ajouler 4 I'expression du terme cinétique
de 2 1e terme — UL Nous examinerons plus loin la validité de cette
hyvpothese. Finalement, nous ¢erivons le prineipe de Hamilton en
Dynamique relativiste du point matériel sous la forme

Q -
Ef {(—mger V1= —U)dt =0
Il

ct nous obtenons encore pav le calcul des variations des équations
formellement analogues a celles obtenues en Mécanique analytique
classicque; par exemple

d(I€\ _d£ _ JU
dt D.r‘)‘"dx——%

Définissons encore les « moments de Lagrange » par

o oL . ar . IL
]-7'—'01:’ P)'_dj,’ Ps= PR
on (rouve
mox P moy » Mo 3
= Te" i = /.
Pr= T V= Vi—

La quantité de mouvement scra done ici

moyVv

Vi— g

On peut encore Péerive p=mV, mais la « massc en mouvement » me
nmy . . .

——— et varic avec la vitesse. La
Vi—p?
masse m d'un point matéricl pour un observatcur augmente avee sa
vitesse. Pour un observateur hi¢ au point en mouvement, 3 =o cl
m=mg: 'olt l'origine des noms de « masse propre » et « masse au

du pomnt matériel est égale a m =
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repos » donnés a my. Pour ¢ tendant vers ¢, me tend vers Uinfini.
Aucun mobile de masse finic ne peut done atteindre la vitesse ¢ et ainsi
se trouve justifiée « posteriori I'hypothese de départ d’Einstein.

Les ¢quations de la Dynamique relativiste peuvent séerire

dp. - d< Mo vy >_ aU dp rl< mo . > JU
_ . “Pr _ i =7,

dt— dt\\[T—p=)  dz dt — dt Jy

dp- _ d;/ mge- _ U
de ~ dt \/T—T> T ds

Vi—3

Reprenons ces équations du mouvement sous la forme générale

d (LN oL d[08\ oL d(08\ _Jf
dt\9Jz )~ oz dt o{;'-)‘;)}’ dt\di ) 9z
qut est valable a la fois ¢n Mécanique classique et en Mécanigue rela-
tiviste, mais avec des formes dillférentes de la fonclion £. Posons
par définition

\V:;&‘E_: .’()1} oL

gz s +ao L= Zps—+ ypy-+3p; — L.

On démontre aisément i pal‘tir des équations précédentes que

AW 98 _JU
dr T dt T dt

Donc. si U ne dépend pas du lemps (champ permanent), W reste
constant. W est appelée « I'énergic » du point matéricl. Dans un champ
permancnt, Pénergie d’un point matériel reste constante : ce théoréme
est exact en Mécanique classique et en Mécanique relativiste, mais
avec des expressions différentes de W que nous allons donner.

. En Mécanique classique, on a

£=T-—-U, Px= mz ey avec mi constant.

On trouve alors

W=m(@&2+ 2+ 351) —(T—-U)=T+-U= émv‘-’+ U,

expression bien connuce.

b. En Mécanique relativiste,

} mezx
ﬁ:—-‘ﬂloc“2 \,/I—-p")—L, ]J.rz‘/;__p.,
1— 2

-

L. DE BROGLIE,
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On trouve

; mg( 224 32 p—— .
W = o J >—+—mor;'—'\f1—i'$2+lj,
; 2
V1— 82
g 2 .
= ——++— + U.
pr—
myc? S \ .
l.e terme 7 - est nouveau ot mtéressanl. Dans le sysleme li¢
Vi—

au mobile (systeme propre), 5= o. le terme se réduit aomye?. Gles
« Pénergie propre » du point matériel. Pour un observateur qui voil
le pont matériel se mouvoir, Pénergie croil comme —I_T En géne-
1— 32
ralisunt ces faits, Einstein a 61¢ condmt au « primcipe de linertie
de Yénergie » dont vorer I'énoncé @« A loule masse est loujours
associée une énergre égale au produil de celte masse par ¢? ».
Amnsi pour Pobservateur lic au mobile, la masse est m, el
I'énergic myc?; pour Tobservaleur qui vort passer le mobile avee

Nig g c?

et énergie -+ L prinerpe

la vitesse Se. la masse esl —— —
VI— 33" VI—
de I'merue de DPénergic peat ¢tre vérilié sur un grand nombre
d’exemples plus compliqués : 1l joue aujourd’hut un role capital dans
Ia Physique du noyau de I'atome.

En Dynamique relativiste. on appelle souvent « énergie cinéligque »

Fexpression

/ 1
i :moc'l( —_— ~1>-
“o

W IT— 3

C’est T'augmentation de I'énergie due au mouvement. Pour 5<r.

on lrouve

w1 ,
I'= —mge2.
2

c'est=i=dire quion retombe sur Fexpression classique.

Ona W =—=m,c? —=Fen posant E="T -~ U, La Mécanique classique
(qui ignore le terme constant m,e? mtroduit par la relatnié, désigne.
toujours par énergie la quantité E="T — U en laissant indélerminee
une constante additive. La constante de énergie est done fixée par
la théorie de la Relativité; nous verrons ue la constante de IFentropie
est fixée par la théorie des Quanta. Remarquons que W oest tonjours
positif, tandis que I peul étee néganf.

Nous allons délinir mamtenant  dans Lespace-temps e veetenr
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L« mmpulsion d'Univers » T du pomt matériel. I a comme composantes

Mo, \ Moy,
l|=1).r::' l-'=1)‘.: —
Vi— P2 ’ \/I — p:
= p. = ILEN I — \\j _ _Imc
. \/I__{jg « \/I—-!ﬂz

Sa longueur mvariante est donnée par

Wy
I2= (—\-> —Pir—pr—pi=miecr.

I & pour composante de temps (nu facteur é prbs) 'énergie du mobile
¢t pour composantes  dlespace  les  composantes  de sa quantité
de mouvement il réunit done en un seul étre mathématique les notions
d’énergic ¢l de quantité de mouvement qui élaient séparées  én
Mécanique classique.

Pour représenter  géoméiviquement impulsion  'Univers, nous
remarquerons que la tangente en un point de la ligne d"Univers

- - . . . . drxi ..
du point matéricl a pour costus divecteurs les quantites s dont voie

I'expression
' ,_ dx' dxt dl e - .
W= —— = —— — = —————— 2=,
ds dt s e J1— G2 G2 - \/—1 — B
Vs dt I
W= —=—, mW=c-_- = ="
cy1—f2 ds — y1— 3

Les #¢ sont les composanies d'un veetenr d'espace-temps. la vitesse
d’Univers u. ot Pon vérilic aisément que

= mycCcu.

['impulsion d'Cnivers s'obtient done en portant en chaque point

de la ligne d’Univers sur la langenle en ce point une longueur égale

amye.
La parte de Tintégrale  d'action mdépendante du champ est

—cfmoc d= : clle est donc. :m'signc pres, la circulation de Pimpulsion
FUnivers le long de la ligne d*'Univers que Fon peut éerive
f(l.ds):f[r-dz-.—lldxl_n dzt — IF dz]

—_—f( Wdt —p.dxr—pydy —p.ds).

Sur cetle expression, on lit que Ténergie W jouce le rale de moment

conjugué de la variable 7.
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5. L’Electromagnétisme relativiste. — Nous avons vu dans le
Chapitre I que les équations de Maxwell sont

1 db 4= . ]
rOLH=Ed—t+ - b divB =o;
roth=—£%?, divh = 4=5.

On peut démontrer qu'il est possible de grouper les champs et les
inductions en deux temscurs antisymétriques du second ordre dont
le premier I réunit le champ ¢lectrique el I'induction magnétique
et le deuxitme G, le champ magnétique ct Pinduction électrique.
Voici leurs composantes :

Fo.o= Iy, Fa, = Ay, Fi, = hs;
Fay=B., Fu=B,, Fn=B8.,
Gy = b, Goy = by; Gy, = b33
Go3 = H,, Gy, = I, Go=H_.

1

Naturellement, dans le vide, les deux tenscurs F et G se confondent.
Les grandeurs

i
[«7]
[

ol — 7 2 — g o3 — 7 g
st=1,, §2 =1y, =1, s

sont les composantes d’un vecteur d’espace-temps, le vecleur densité-
courant d’électricité. Gecit posé, les équations de Maxwell peuvent
s’écrire sous forme tensorielle

JFy  JFik  gFki

-+ — 4+ _ =0
dxk durt dr/ ’
JdFY 4w .
—_— =
dx/ c

7

Dans les milieux polarisables, la dilférence entre le champ ot
I'induction s’explique par I'existence d’un état de polarisation et 'on a

b=h-+4zP. B=H-+4zM,

ou P est la polarisation électrique (ou densilé de moment éleclrique)
et oi M est I'inlensité d’aimantation (ou densité de moment magnétique).
En faisant la différence des tenscurs F et (G, on voit que les quantités
M., M,, M. ¢t —P,, —P,, —P; forment les composantes contre-
variantes d’un tenseur antisymétrique du second rang, le temseur
Polarisation.
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Passons maintenant aux équations de Loventz qui. avee les champs
fins h et H, s’écrivent
1 JH

roLh:——E i’ divH = o;
1 dh v .
I‘OtH:-C— i +/;sz, divh = {=:.

I1 suffit ici d’introduire un scul tenscur I antisymétrique de rang 2
tel que

14 = Ry, 724 = /L_\-, o= .
F23 = H,, F# = H,, 12 = H.
ct de poser
st =puy, $sT=pey, s3= v, st=pgc.

N

Les équations de Lorentz s éerivent alors

OFi  OFjk gk IF =
dzk ozt dwi o9z ¢

Montrons qu’on peut obtenir les champs h et H i partir des poten-
tiels V et A par

H = rot A, h:—;: %—gradv

+ . .ya -
en définissant un vecteur %€ d’espace-temps, le polentiel d'Univers.
dont les composantes sont

Pl=— Ty = Ap, TP=—Ta=A,, L3=—Ty= A_, =9, =\V.

11 suffit en effet de poser

I7; 02 e : ;):
Fik=@—w ou F = LRot<Z

comme on le vérifie aisément.
e : . . N . N
Le vecteur < n’est d’ailleurs défini qu’a un gradient d’espace-lemps

NG
¢ 1+ Grad®, on a

.
pres, car si l'on a &'=
RotP'=Rot P car Rot Grad = o.

Nous avons vu que Lorentz avail restreint I'indélermination des
potentiels en leur imposant la condition
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(qui Seeril. en leemes lensoriels.
. i
Div & —_—Z o
roxt
1

(i. Dynamique relativiste du corpuscule électrisé dans un champ
électromagnétique. — Nous avions pris (au § 4) comme fonction
de Lagrange

L= gty 11— 32—

niads e terme Uonfest pas satisfaisant parce que sa varance relativiste
n'est pas précise. Nous connaissons actucllement trois sortes de champs -
[ chanp de gravitation, le champ ¢lectromagnélique qui agit. sur
les particules quand elles sont chargées, et enfin le champ nucleaire
dont le domaine daction est extrémement réduil ¢l qui n’inlervienl
(que dans les phénomeénes a Uéehelle du noyau de Patome. Nous laisserons
ici de et le champ de gravitation dont 'interprétation rveleve de la
théorie de la Relativilé généralisée, amsi que te champ nucléare doni
la découverte est réecente el la nature encore mal connue. Nous nous
bornerons a considérer le mouvement d'une charge ponctuelle dans
un champ ¢lectromagnétique (dynamique relativisie de Iélectron).

Dans le cas ot dans le systeme de rélérence employé le chamy
est purement électrostatique (A = o), un corpuscule ¢lectrisé de charge ¢
a une énergie polenticlle égale a U -=¢V. Mais, du point de vue vela-
tvisle, cecl ne peat avorr lieu ue dans certains systemes galiléens
au repos les uns par rapport aux autres, puisque v w'est que la compo-
sante de temps d'un veeteur d’Univers. En passant & un systéme
caliléen en mounvement par rapport a ccux-ci, 1l apparait un champ
magnétique et il faut teniv compte de son acuton sur la charge
en mwouvement. '

Au terme einétique de Pintégrale d’action f— myc ds, 1l faut done
ajonter un terme mmvariant qai se réduise a —fs\— dt dans les systémes
caliléens o le champ est purement électrostatique. On voit immédia-

.. .. .. e (= > >
lement qu il s Hnpose de ehorsir le lerme —fz(@ds> % ¢lanl

le potentied dI’'Umivers. Nous aurons done pour fonction de Lagrange

relativiste

~

L =—mpery1—( —eV +

(A.V),

VM
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v ¢tant la vitesse du corpuscule pour Fobservatear galiléen qui cmplore
le temps ¢ et (A.v) élant le produil scalaire i trois dimensions

Atk Ay \zeg

Il nons faut vérifier quavee ce choix de £ los ¢quations de Lagrange
d ()If) _ L d (L2 oL d (I L
di \ 0z dr’  dt\dy )T d'  A&\9Z)T Us

nous donnenl correclement la ])_ynnmiquv de I'¢leclron avee la variation
relativiste de la masse avece la vilesse.
Nous poserons d’abord comme d’habitude

oL 9 I
P.r—y‘zw P;-—()VT’ ]):.—E,

ce qlli nows (l()llll(f
€ Mg ©y- Mg V-
-+ - J&_t7 ]).‘. = —_..—‘ - otz

P.:—
Vi—pr ¢ V1 — 2

Sl e

A_\, ]’:=

1=

&

On voit alors qu'ict le vecleur dont les composantes sonl
[ |
les moments de Lagrange est la somme géoméirigue de o quantine
grang S {

T 4 s e . .. . .o
de mouvement d’origine cinétique ¢l dune sorte de quantité

V1—3°
. . CE
de mouvement « potentielle » égale i Z-A'
En portant cetle expresston des pr, pyy po dans les équations
de Lagrange. nous obtenons, par exemple pour la premicre de ees
{ 8o, :
dquations :

d| mov,
dt Vi— 52 o

ar ¢\ dx e Jao

Qlm

] AY z <()A a TAYS Ja\- >
Ap|=—e—+ | —p+ — 1+ - )
ce qui peul aussi s’éerire

d mov, OV 1 JdA .. . JA, JA . (I)A_-, d.r\_->‘
- — =l — - — -t v —— —_ . —— — —
lt V/I T d.r c It : dr s “\ Jz or

1 .t
=z </l,',- - Z [V/\H]n) :_/.'C7

L

o

ot fa est la composante o de la foree de Lorentz. kEn tenant compte

des deux autres relations analogues, on voit que ceci s'¢erit sons forme

e
gl UM By )
dt Vi1— 32

Cest bien l'é(lualim] altendue. car elle exprime que la - dérvee

veetorielle :



56 CHAPITRE III.

par rapporl au temps de la quantité de mouvement (définie en tenant
comple de la variation de la masse avee la vitesse) est égale a la force.
Comme expression de Pénergie, on lrouve aisément, d’aprés la défi-
nition géndérale de W, '
moc?.

Vi— g
W

Ou constate alors aisément que les quatre quanutés p., py, ps et -~

+:V.

W=(pv)—£=

lorment les composantes d'un vecteur (Cespace-temps (ut est la somme

céométrique du veeteur impulsion dUnivers I délint antérieurement
;>
el du veeleur - €.

Rappelons maintenant qu'on nomme « expression hamiltonienne
de Ténergic » Pexpression de 'énergic en fonclion des variables z, v, =,
Py Pry P=- t et qlon la dénomme H(z, ¥, 5, po, py, p=, 8)-

Fn Mécanique classique, en ¢liminant ¢z, ¢, ¢. enire les expressions

.1
L= —me2 Pa= My, Py = Mty Pz= my;,
on lrouve

R 1 4y D] 9
K= H(x, v, 3, pa, Py Ps )= Z_m,(P';" -+ Py +p3)+U(z, y, 5, ¢).

En Mécanique relativiste de Pélectron, en éhminant o, ¢,, ¢. entre
les expressions
Mg C* nmoVv

W= 2% .y,

; — p=—= A,
Vi— 82 Vi— g2

[+ K

on trouve

_ X . / R ~ € 2
W =H(z, ), 3, pay Py, P, ) = c\/ m c‘3+2‘<pr— EA:,_-) +eV.

xys

7. Masse transversale et masse longitudinale. — Comme ¢n Mécaniquc
classique on est habitu¢ a employer la formule de Newton f=my,
on a cherch¢ au début du développement de la Mécanique relativiste
de Pélectron a obtenir des formes analogues, et cect a amené a distinguer
unc masse longitudinale et une masse transversale.

Considérons un corpuscule occupant une position M sur sa trajectoire
¢l prenons Ivois axes rectangulaires tels que 'axe des z soit la tangente

en M. :

Alors, a I'instant considéreé,
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b : bl
L équation du mouvement pour Paxe des .r nous donne

fo= d Mo ¢, 1y mav, . ds
x = dt — | = -+ T

\/I— [‘5-’ \/l—lr (1_32)? dt
. MaYe g 32 . my
1— (32 R E
V=B g G

> canly . .
Par contre, pour les axes transversaux )oel z.o on obuent plus
simplement

o= d < Mp vy > nyy I ld [ g es Ny
= Yrs = e = —=—=="-.
ot Vvi— 2 vI— 32 ’”(\1—[3‘1 V11— 52

puisque o, == ¢, = o.

Fig. 14.

Si donc, au lieu d’éerire les équations

{ ap, ip-
[PT _f'c: P fn 2P:

on cherche i éerire
myz= fz myy = fu, myz=fzy

on est conduit a définir deux masses diflérentes suivant quil sagil
du mouvement longitudinal le long de la tangente a la trajectoire
ou du mouvement transversal normal i cette tangente. La masse longi-
tudinale m; et la masse transversale m, ont pour expressions

N My
m)= ————y m, =

(1—p)? =

Cette derniere coincide avec la masse en mouvement précédemment
définie. On évite la complication de définir deux masses et P'on penl
se servir uniquement de la massc m, st Uon abandonne Pexpression

. ap . Cy -
f— my. pour nc¢ conserver que Ia forme f = < est, elle, ausst bien

valable dans la Mécanique relativiste que dans la Mécanique classique.
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8. Vérifications expérimentales de la théorie de la Relativité
restreinte. — L.os verilications eypérimentales de la théorie de la
Relativité restretnte sont extrémement nombreuses. 11 v o dlabord
i célebre expértence de Michelson et Morley plusicurs fois refaite
dins des conditions difféeentes, les expériences de Trouton et Noble
eteelles de Rontgen et Eichenwald montrant Uinsensibilité av mouvement
de translation de divers phénomenes éleetromagnétiques. Ces expe-
riences sont exposées dans les traatés de Relauvité, notamment dans
le Livee de Lave indiqué dans la bibliographie du précédent chapitre.

Les expériences de Fizeau [ U], reprises par Zeeman [2], sur ec qu'on
nommail nagutre Pentrainement partiel de T'éther par le mouvement
des corps réfrimgents, peuvent. nous avons vu,¢ére considérées comme
ane conlirmation de la eimématique relativiste. Le phénomene du ralen-
tissement des horloges a ¢té mas tees divectement en évidence par ves
et Stilwell [ 3] au moyen de Feflet Doppler et par les caleuls de Rosst
et Hall et de Rossi et Neveson | 4] velatifs a la vie moyenne des mésons.
La vartation de la masse avee la vitesse prévae par la Dynamique
crelativiste w été démontrée expérnmentalement par les expériences
de Guye et Lavanchy | 3] et par celles plus récentes de Nacken [6].
Nous verrons qu'elle a aussi ¢té confirmée indirectement par le sucees
de 1o théorie de Sommerleld et par la véritication des lois de Peffet
photoclectrique et de la diffeaction des électrons dans le cas des grandes
énergies. Enflin, les vérifications du principe de Uinertie de U'énergie dans
e domaine des phénomenes nucléaives sont aujourd’hui innombrables.

On trouvera une vue d'ensemble sur toutes ces vérilications de la
théorie de la Relativité vestreinte et de quelques autres dans un wres bel

article de M. Robert Lennuyer [ 7).
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CHAPITRE IV.

LA MECANIQUE STATISTIQUE CLASSIQUE.

1. But de la Mécanique statistique classique. — Le but de la Mécanique
statistique classique développée notamment par Clausius, par Maxwell.
par Bolizmann et par Gibbs est d¢tudier les propriétés statistiques
moyennes des systemes tres complexes définis par un nombre exive-
mement grand de parameéires. Son principal sucees est d’étee parvenne
A mterpréter les lois de la Thermodynamique de telle facon quielles
apparaissent comme une conséquence du fan que la Thermodynamigue
envisage toujours les proprictés movennes globales des corps macro-
scopiques  dont la description  détaillée  exacte  exigeratt emplon
d’un nombre énorme de parametres. Par exemple, Ia Thermodynamigue
tratte des propriétés globales des gaz et aux yveux de La Mécanique
statistique, un gaz est form¢ par un nombre immense  datomes
ou de molécules, chacun de ces ¢léments élant lui-méme en général
décrit a Paide de plusicurs parametres. Les lois des gaz apparaissent
alors comme des lois statisliques résultant globalement des mouvements
incoordonnés d’innombrables molécules.

En Mécanique slatistique  classique, on admet que les éléments
cen nombre immense (atomes ou moléecules) dont sont formes les corps
matériels obéissent aux lois de la Mécanigque classique, de sorte que.
sil était possible de  connaitre exactement @ un instant donné
les positions cl les vilesses de lous ces ¢léments, on pourrait en prineipe
calculer rigourcusement toute leur listoire ultéricure. Mais. en fait.
on nc peut observer les évolutions des moléeales et on ne constate
que des effets statistiques moyens dus a Pensemble de ces évolutions
et obéissant a des lois de probabilité dont la Mécamque stalistique
se propose de déterminer la forme. Ainsi. dans cette théorie classique,
on admet lexistence d'un  déterminisme  mécanique  sous-jacent.
le caractere « probabiliste » des lois obtenues résullant uniquement
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de Timpossibilite d'observer autre chose que des eflets globaux. Ilen est
tout autrement dans les théories quantiques actuelles o la probabilité
Simtroduit Jusque dans T Méeanique des particules sndiciduelles
sans quancun déterminisme du type classique puisse subsister, méme

aeelte ¢ehelle.

2. Extension-en-phase. Théoréme de Liouville. — Pour commencer,
nows considérons un systeme matériel dont la configuration est définie
par un certain nombre de parametres ¢4, ..., ¢y - - ., ¢x. En Mécanique
statistique, nous scerons généralement amenc a admettre que le nombre N
est énorme; par exemple, pour un gaz monoatomique formé par
un nombre immense 2 d'atomes assimilés a des points matériels.
on aura N =3n, c¢ qui sera un nombre énorme. Néanmoins pour
U'instant. nous ne ferons aucune hypothése sur Tordre de grandeur
de N,

D'ane fagon générale, nous admetlons que notre systéme obéit
aux lois de la Mécanique classique exprimées par les équations
canoniques  de Hamilton. Pour éervire ces équations, nous devons

introduire les moments de Lagrange py, ..., py respectivement

conjugués de g0 gy el délims par pi= éq—;, ot T est I'éncrgic
cinéligque totale du systeme et ¢ la dérivée de ¢; par rapport au temps.
[énergic du svsteme s’exprime en fonction des ¢; et des pPi pav
o fonction hamiltonienne du sysieme H(qy, ..o, qx, pry oo pyy 8)
qut peut naturellement dépendre explicitement du temps si les actions
extéricures sont variables. Les équations de Hamilton sont alors

dg;  JH dpi Jtl . ;
W_dpi, 7[———-()—% (1—1,2,...',1\).

St le systeme n’est pas soumis a des actions extéridures variables,
el a fortiore sl est 1solé, I'énergie I st une constante ; en effet, on a

dt Jdt ~ at

N
dH oH dg;  OU dp,\ . JH _ JH
S d )%
1

H . .
ol (—)(7 == o st Il ne dépend pas explicitement du temps.

L’état dynamique du systiéme a un certain instant est entiérement
défint a chaque instant par la donnée des ¢; et des p;. On peut donc
représenter cel élat par un point dans un espace 4 2N dimensions
formé des ¢; ct des p; @ c’est Vextension-en-phase de Gibbs. Au cours
du temps, le point fignralif du sysiéme décrit une certaine courbe,
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une trajectoire, dans extension-en-phase @ cetle trajectoive repreésente
I'évolution du systéme au cours du temps.

Considérons maintenant un petit élément  de volume oz dans

I'extension-en-phase : il correspond a de petites variations dy,. . ... dpy
des variables ¢, ..., py. Un tel ¢lément de volume possede  deux

propriétés qui lut donment une grande imporlance en Mécanique
statlsllquu.

La premicre de ces propricéiés est la suivante : si 'on opére un chan-
gement de variables faisant passcr des variables canoniques ¢y, ... py
A de nouvelles variables canoniques )y, .... Py {(pour lesquelles
les ¢quations de Hamilton sont dégalement salisfaites), les éléments
de volume qui se correspondent dans les denx extlensions-en-phase
sont d¢gaux. Celle propriété, que je me contenterai d’énoncer, résulle
de Ta facon dont sont définies les varviables conjuguées ¢ el p;
¢t monlre que Pélément de volume  d’extension-en-phase a une
signification mirins¢que imdépendante du choix particulior des variables
cunoni(lucs servant a définir le svstéme.

Mais c’est surtoul la deuxieme propriété de Félément d= qui esi
essentielle pour [a Mécamique statistique : elle s’exprime parle « théoréme
de Liouvcille ». Pour énoncer ce théoreme. nous allons considérer.
non plus un seal exemplaive de notre svsteme a0 N degrés de Tiberte.
mais un grand nombre d'exemplaives de e systeme. A un stant /.
chacun de ces exemplaires est représenté par un point de Fextension-
en-phase et a Pintérienr de Tdlément dz qui nous intéresse. il v a
un certain nombre de ces points représentatifs. Fixons notree altention
sur le nuage des points rveprésentatifs qui i Pinstant ¢ oceupent
I'élément =, Auw cours du lemps,  ces l)oinls vonl se déplacer el
a un instant postéricur £, il v aura encore un ¢lément de volume d='
de Textension-en-phase qui contiendra ces points el ne contiendra
que ceux-las Le théoreme de Liouville s'exprime pav égalite d=' = d-.
L ¢lément = pourra avoir une forme touta fait diffévente de Félément d=.
¢lre par exemple un long ruban replié sur lui-meéme alors que oz étail
un petit cube :les volumes des deux élénments seront néanmoins ¢gaun.
On peat démontrer le théoréme de Tiouville en remavquant gue e
mouvement du nuage de points représentatifs dans Fextension-en-phase
est comparable au mouvement des moléenles dun fluide dans un espace
a 2N dimensions : le théoreme signilie done qu'un méme nombre
de molécules de ee fAuide occupe toujours Ie meéme volume au cours
du mouvement, c’est-a-dire que le flmide se comporte comme un fluide
incompressible. Or, la condition d’incompressibilit¢ d'un fluide est que
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la divergence de saovitesse soil nulle, ¢t cette condition reste valable
pour un {lutde i 2N dimensions o0 la vitesse a 2N composantes. Pour
notre fluide fictit dans 'extension-en-phase, les 2N composanies
de vitesses d'une moléenle sont évidemmen

iy dyx A dpx
727 TR ot

ot Je théoreme scera démontre st Fon peut ¢tablir que

< [/ dy,; o [dpi\T _
2L, () = () =
I

Or cect résulte mmédmtement des équations de Hamilton,

Le théoreme de Liouville montre quiune vépartition untforme
de points représentatifs dans Fextension-en-phase reste indéliniment
antlorme. I est évident ue e résultat nous meite @ prendee Félément
d’extension-en-phase comme mesure de la probabilité « proord pour
que nolre sysléme  se rouve avorr son pomt représentatil dans
'élément oz,

I}y a cependant quelques remarques a faive a ce sujet. Toul dabord,
il arrive tros souvent quiun systeme mécanique admette des intégrales
|)rv1ni(‘5|‘(-s. ¢'est=i-dire évolue de facon ([ll’nno certame fonction des ¢
el des pi reste constante @ un (‘xvmpl(' tres usuel est celur dun systéme
isol¢ dont Pénergie Ty piy rveste constante. Le pomt représentatil
du systeme est alors assujettr ase déplacer sur une multiplicité a moins
de 2N dimensions  de Pextension-en-phase  (par exemple sur mne
muluplicé a2 N —1 dimensions dans le eas d'une seule inteégrale
premicre). Pour un systéme isolé n’ayvant que I'énergie comme intégrale
premicre unilorme, le point représentatils se déplueera sure Thyper-
surface = ou. plus exactement, comme la valenr de Fénergie n'est
Jumars connue quiavee une cerlaine incertitude EC il est contenu
dans une couche de Fextension-en-phase Timitée par les hypersurfaces
IHH=FE ¢t H=F =+ /I : ce sont les ¢léments de volume oz de cotle
couche qui dotvent servir a I'évaluation des probabilités.

Pour achever de justifier le role atteibué a Félément dPextension-
en-phase, les ceréateurs de fa Mécamique statistique avadent admis

le |)us'lu]ul suivanl

Ouand un systeme  admet  comme seule  intégrale  premiere
uniforme Uénergie et qicil part dCun étad d'énergie comprise entre
el o Vo on peut admettre gu’au bout «un temips suffisccnment
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long son point representatif oo boalaye oCune Jacon uniforme toute
lee coviche dertension-cn-phise comprise entre les maltiplicités il = E
et H-=F — 1.

Cest La « Uy pothese ergodique » (lu'un peul énoncer sous une forme
un pen moms steicte constituant « Fhypothese quasi ergodique ».
I es impossible de Justifier vigoureusement ces hypotheses 2l v oa
d'aillenrs des cas stmples on elles sont manifestement en défaut comme.
par exemple. le cas d'un mouvement périodique ot le point repre-
sentatif reste cantonné sur une multiplicité a une dimension. On peut
cependant admettre que ces cas exceplionnels ont une probabilne
évanoulssanle. mals néanmoins les hypotheses ergodiques ou quasi
ergodiques sont tres difficiles @ justifier dans le cadre des théories
classiques @ cette difficulté est liée au caractere trop rigourenx du deter-
minisme mécanique dans cos théories et satténue dans les théories
quanliques. Sans nous arréter ici sur ces difficuliés, nous admeltrons
que Phypothese  ergodique  est pratiquement  vérifice; par suite.
un systeme admettant uniquement Pénergic comme intégrale premicre.
¢tant partt d'un ¢tat d’énergic comprise entre E et 1+ dIE0 L proba-
bilité de trouver son point représentatil au bout d'un temps tres long
dans un élément de volume Az dela couche (1, I+ ) de P'extension-

en-phase sera prise proportionnelle a Az,

3. Entropie et probabilité. Relation de Boltzmann. — [a grandcur
la plus caractérisuque et la plus mystéricuse introduite par la Thermo-
dynamique était entropic qui a une tendance i@ toujours augmenter
dans toutes les transformations physiques spontanées. Le grand succes
de Ta Mécanique statistique a ¢été de parvenir a interpréter Pentropie
de Uétat d un corps comme mesurant le degré de probabilite de cet état.
Il est facile de pressentir quelle doit ¢éire la relation fonctionnelle entre
Pentropie d'un élat et sa probabilit¢. En effet, si Pon considére deux
systémes sans inleraction dont les (xnl'ropios sont Sy ct Sy, Pentropie
totale du systeme formé par I'ensemble des deux systemes est Sy + Sa.
Or, st PPy est la probabilité de I'élat du premier systeme ot Py celle
de Tétat du second systeme, 'hypotheése de Pindépendance des denx
systemes et le théoreéme des probabilités composées montrent que Ia
probabilit¢ de I'état global du systeme (1 2) est PPy La liatson
entre Uentropie et la probabilité doit done etre telle quielle Tasse
correspondre le produit des probabilités a la somme des entropics
el I'on est ainsi condmt a poser

S = Llogl.
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(Vest la fameuse relation de Bolitzmann ou A est la « constante
de Boltzmann » dont nous pourrons plus loin préciser la valeur. Pour P.
on prendra une quantité proportionnelle au volume d’extension-cn-
phase correspondant i I'élat du systeme.

En ‘Thermodynamique, on définit Ja variation de I'entropie d'un corps
dont Pénergic mterne varie de dE et qui fournit le travail extérienr J®

par la formule
dQ _ JdE « d%

(ZSH, = ,l, 111

Nous éerivons 1e1 Sy, car entropie thermodynamique définie seulement
pour des états d’équilibre est momns  générale (que Ventropie S
de Bolizmann définie pour un élat quelconque et n’en est qu'un cas
particulier.

Si le corps ne fournit aucun travail S, = = ¢l connue Pentropie Sy,

est - fonction de E et d'autres paramétres (par exemple le volume V
occupé par le corps), on conclut de la relation précédente que 'on peul
définir la température absolue d’un corps par la relation

I _ ’)Slh
T JE

Quand deux corps 1 ¢l 2 sonl en contact et peuvent échanger de la
chaleur, mais pas de travail mécanique macroscopique, 'expérience
montre que les températures des deux corps tendent a s’égaliser et,

quand I’équilibre thermique est atteint, on a (%)1: <(%1>9

Examinons maintenant cette question de Péquilibre thermique
du point de vue de la Mécanique statistique. Le systeme 142 est
supposé 1solé : il a donc une dénergic constante E. Celle énergice
est répartie entre les corps 1 et 2 et 'on a E; 4 E; = E. Les deux corps
étant supposés sans interaction, la probabilité de I'état de (12},
ol le premier corps a I'énergic L, ct le second 'énergie E, est

P =P,(E).Py(E—L,).

L¢tal le plus probable du sysieme global est donné par le maximum
de P défimi par la condition '

dlogl JogP ) P
it  EulS) ou il '+’l0€ 2 —o,
JE, JdE, JE,
oucncore, comme dl5, —— dli,.

dlogP,  JlogP,
JE, —  JE,
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En mullll)lizml par A et en introduisant Ta relation de Boltzmann.
il vient

e

S,
E,

I)S] _

J,

’

L

et celte ¢quation  exprime 'égalité des températures au moment
de I'équilibre.

Ces considérations nous permettent de préciser nos idées en disant
que Uentropic Sy, définie par la Thermodynamique elassique correspond
a la probabilité P, de I'état le plus probable. On a done

i dlog P, 1
S = klogPl,, _’)DT“ = T’

P, ¢tant I'état de probabilité: maximum du corps considére pour
I'éncrgic E. La Thermodynamique statistique va done plus loin que Ia
Thermodynamique ancienne, car elle permet de définir la probabilite
d’un détat quelconque d'un systéme et, par suile, son entropic griace
a la relation générale de Boltzmann alors ¢ue la Thermodynamique
classique” ne  définissait que les entropies des états de probabilite
maximum qui dailleurs; en raison du grand nombre de variables
mtervenant dans la spéeification des élals macroscopiques. sonl en

géndéral énormément plus probables que tous les antres.

4. La loi de répartition canonique de Gibbs. — Considérons tonjours
le systeme formé par la réunion de deux corps 1 et 2. Nous supposerons
maintenant que le corps 2 ‘est un tres grand réservoir de chaleur.
c’est-a-dire d’énergie moléculaire, un « thermostat ». de telle fagon
que le corps 1 nail qu'une chance tout a fait négligeable de lut prendre
une fraction appréeiable de son ¢nergic. In dautres termes. si B
est I'énergic du corps 2 quand il est dans I'élat d'équilibre le plus
probable avee le corps 1, on peut admetire que pour tous les élats
possibles du  corps 2, les  ¢énergies  correspondantes  sont telles
que E,—E} est énormément plus petit que ET. Nous supposerons
toujours que 1 ¢l 2 peuvent échanger de la chaleur, mais que leurs ¢lats
sont indépendants. La probabilité de I'état du corps 2 étant Py, on peut

éerire
dlogPy . .
logl’, = log Py + -()+’ (Es— E) +.. ..
Les termes non éerits sont d'ordre supéricur au premier en i, —EY

L. DE BROGLIE. 3
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et Uhypothése faite permet de les négligee. St T est la te mpérature
absolue du thermostat, on aura

roo .

logPs = log P} + 7‘,_[‘(13.‘”_ 123),

L1
d'on

K, — K

I)._, = Pl_!' e AT

Mais si E” désigne Uénergic du corps 1 quand il est dans son délat

le plus probable d’équilibre avec le thermostat, on a
E,—En=E"_E,

It

Laprés la conservation de I'éncrgie. La probabilité de létal glohal
ott le thermostat a Uénergie L2, et le corps 1 I'énergie Ky est done

EY —E,

P = Py(E).Py(Es) = P, (E;) Pltg 4T

La probabilit¢ pour que le corps 1 en contact avec le thermostat
ait Yénergie E; est donce de la forme
| (= bF
P=P,(E;)e T |

ou Py(E;) représente la probabilité¢ de Iénergic E; envisagée a priori,
¢’est-a-dire sans imposer au corps 1 aucune liaison avec un thermostal.
La constante W peut se déterminer en éerivant que la somme des proba-
bilités de toutes les valeurs possibles de L; est 'umité

" —E;
Y PiuE)e M=y
i

ou
K

v
e T =Z P(E e #T=1Z.

La somme 7 s’appelle la « somme d’états » (Planck).

Les énergies E; du systtme 1 peuvent d’ailleurs former une suite
continuc ou une suite discontinue (élats quantifiés). Les formules
précédentes sont valables dans les deux cas a condition de remplacer
le signe X par unc intégration dans le cas continu.

Nous allons démontrer que, s¢ le corps 1 est un corps trés complexe
défini par un nombre énorme de paramétres, la quantité ¥ est son
potentiel thermodynamique E—TS au sens classique. En effet, dans
ce cas, le corps 1 dont I'étal macroscopique est défini par la tempé-
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ature T du thermostat et par dlautres variables (par exemple son
volume V) posséde unc entropic thermodynamigue S, (T, ...)
¢t une dénergic internc E(T, ...) qui. nous l'avons vu. correspond
a Pétat le plus probable du systtme 1. De plus, le systeme 1 ¢tant
suppos¢ défini par un tres grand nombre de paramétres, on peut
montrer, comme nous lavons déja signalé, que son élat le plus
probable est infiniment plus probable que tous les autres. Des lors,
dans la somme d’état Z il suffit de conserver le terme se rapporiant
A Pétat le plus probable et d'écrire
kW
P(Ef)e iT=e iT

el comme d’apres la relation de Bolizmann.

Sw(Ef) = klog Py (EY),

il vient
S, K W
et e T =g T
d’ou
U= Ef — TSy (EM)=LE —1TS:

W est done bien en ce cas le potentiel thermodynamique.

Pour le cas d’un corps 1 défint par un petit nombre de parametres.
la loi de distribution canonique de Gibbs est toujours valable, mais U
n’a plus le sens d’un potentiel thermodynamique.

Considérons par exemple une moléeule dans un gaz; elle peut étre
considérée comme cen conlact avec un thermostal form¢é par le reste
du gaz et Pon pourra lui appliquer la loi de distribution canonique.
Or la probabihit¢ @ priori pour que les coordonnées et les moments
de Lagrange de cette molécule aient des valeurs comprises dans les
intervalles (z, x +dz), ..., (p:, p-—+ dp:) est, dapres le théoréme
de Liouville, proportionnelle a I'élément d’extension-en-phase dzdy ds

dp.dp,dp.. La probabilit¢ de I'é¢tat d’énergie E de la molécule dans
E
Koot le
nombre des molécules ayant une énergie correspondant a l'intervalle

le gaz s’obticnt donc en multipliant celle expression par e

dp.dp,dp el contenues™dans le volume dxdy ds est
1 I

dn=Ce M dz dy dz dp.dp, dp. = Cm? e Tdr dydsdvidy,de..

La valeur de la constante s’obtient en ¢éerivant quef(ln esl cgal

au nombre total N des molécules du gaz.
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Nous avons ainst obtenu la ecélebre formule de disteibution des énergies
moléculaires due a Maxwell. Supposons que les molécules ne soilent
sounises a aucun champ; on a

1 0 2 2 I
C=—m(ela-ed 4 02)= I—.
2 (v J :) 2m

Comme

dprdp,dp= §zpidp =2x(2m )_' \"‘E dL,

on obtient pour le nombre de molécules par unité¢ de volume ayant
une énergie (:mnl)risv cnlre E et 18 4+ dIE

i
dn=Ce *T \/E dE.

Si le gaz est place dans un champ de force, il faut tenir comple
de Pénergie potentielle dans Iexpression de 5. Par exemple, le gaz
¢lant placé dans le champ de Ia pesanteur

9
L= r +mgs
20

el en mtégrant sur dp,dp,dp. Uexpression de dnr, onvoil que la densilé
mg:s

T

du gaz diminue avece Paltitude = comme e

, e qui conduit a la loi
barométrique de Laplace.

La formule de Bolizmann permet aussi d’étudier les {luctuations
slatistiques de I'état d’un corps autour de son ¢étlat le plus probable.
Nous ne pouvons développer ici cette ¢étude malgré son tres grand

Intéret. .

5. Application au cas d’un gaz parfait. — Dour donncr un exemple
concrel des considérations générales précédenles, nous cnvisagerons
le cas simple et classique du « gaz parfait » form¢é de molécules
qu'on assimile & des poinls matériels el qui ne réagissent entre elles
quau moment de leur choc. En cherchant la répartiion la plus
probable des ¢énergies entre les moléeules, nous allons retrouver
par une méthode nouvelle la lor de répartition de Maxwell.

Pour développer ce caleul, considérons un ¢lément d= d’exlension-
en-phase dedyds dp.dp,dp. de la molécule. A cet ¢élément correspond
un certain nombre d’élats possibles pour la molécule qui, d’apres
le théoreme de Liouville et nos hypotheses géndrales, est de la

drdyvdzsdpydp,dp; .
?

forme ot « csl une conslante. Aulrement dit,

«a
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nous admetions que tout se passe comme si Fextension-en-phase devail
étre divisée en cellules de grandeur «. chacune de ces cellules contenant
un pomt représentatif et un seul correspondant i un état possible
de la molécule @ ¢'est la un point de vue dont nous verrons plus tard
F'timportance dans la Mécanique statistique (lmmli([uu; Iin Mécanmique
slatistique classique, ce point de vue parait un peu artificiel car tout
point de l'extension-en-phase rveprésente un état possible @ priore
et alors « doil ¢étre pris infiniment petit; mais nous pouvons tonjours
raisonmer comme si ¢ 6tail fini et le [aire tendre vers zéro dans
le résultat final.

Considérons alors un certain ¢tat du gaz. Soit n; le nombre
des molécules qui, dans cet état du gaz, onl des énergies comprises

entre I et I+ dE;. L’énergic totale du gaz I ('-sLZH,-]':,-, la somme
: ;

représentant dailleurs il une mtégrale; E est une constante st nous
supposons le gaz isolé, c¢’est-i-dire contenu dans un récipient a parois
fixes el adiathermanes. Soit g; le nombre des états possibles « priore
de la molécule considérée correspondant a Uintervalle (K, Ei4- AE;);
il est égal au quotient par « de la couche d'extension-cn-phase corres-
pondant i cet intervalle d’énergie, soit &
o= V._’.xf:,-gdp,-.

La probabilit¢ de I'état considéré du gazest proportionnelle au nombre
de manieres de répartie les N molécules du gaz entre les divers inter-

), . . N! . .
valles  d’¢nergie, soil a — ——; clle est aussi proportionnelle
¢ : nNy. ... nj....
au nombre de manidres ¢gal a (gi)", de répartiv les n; molécules

de chaque intervalle entre les g; élats correspondants. On a done

. gt N! (V. 4=pfAp))
P= .N! I | GLENESALY | PR Rt S A
const. N gl a_\H o

H

I.es AE; sont des infiniment petits physiques suffisamment petits
pour quon puisse remplacer les sommes par des intégrales, mais
suffisamment grands pour qu’on puisse supposer que les n; sont grands.

Des lors, une formule classique, la formule de Stirling, nous apprend

o
que nous pouvons avec une bonne approximation remplacer logn;!

par n;(logn;—-1). Il vient alors

logP = E n;[logg;— logn;+ 1]+ const.
i
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Cherchons 4 déterminer Uétar le plus probable du gaz dans
les  conditions qui lui sont imposées, dlal qu’envisage toujours
la. Thermodynamique classique. Pour le délerminer nous devons éerive
que P oou logP est maximum. Uénergie totale du gaz et le nombre total
de ses moléeules avant des valeurs données I et N. Nous éerirons done

o=2¢logP =2[8n,-(loggi__ logn;+1)— n[-,—;_ an,] =Zan,-(log5’,-— logn;)
) ¢ .

i

avee les conditions
& N - ~qr S A
6N = Zon,-:_o ct okl = ELiONi:O
i , i

Pour tenir comple de ces conditions, nous emploicrons la méthode
I )

des muluiplicateurs  de Lagrange “et, en introduisant deux multi-
I D te] :

plicateurs o« ct 8, nous écrirons que Fon doit avoir pour une variation

(uelconque des dn;

slogP— a3 N —[B3E = E on;[loggi—logn;— o — 3BE;]= o,

]
ce qui conduit i annuler les crochets et donne
n=gie* BE:.

On rewrouve done la loi de Maxwell si 3 = 4= ; nous verrons ci-dessous

I
T
qu’il en est bien ainsi.

Portant I'expression trouvée pour les n; dans celle de log P, on trouve
i une constante pres

Dﬂl’

]ngm=2”i[10"& —I—I] =2ni[a +';’$IC,-+1] =(a+1)N+ BE,

dot, dapres la relation de Boltzmann,
Sm= /l‘logpm = /f-\(a +1)+ /‘lO’E'

ou a esl par sa définition méme indépendant de K. Pour calculer 3,

supposons pour un inslant que nolre gaz soit contenu dans un récipient
a parois fixes, mais diathermancs c’est-a-dire qu'il puisse échanger
de la chaleur (mais non du travail) avec le milicu extéricur : un tel
¢change de chaleur fera varier I de oE, les autres paramétres fixant
I'¢tat du gaz (parametres dont o dépend anssi) restant fixes et 'on aura

58S = k38E + AE33 + kNaz,
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mais la condition 8N = o nous donne

N ,1_,3]:. ~ AN -~ S,
P &ie ‘x(—ox—— ]‘40:)) ol ,\01':* I"OIJ = 0.
F
i
d’ort
38 = k3oL
T oS . - .
ol l)lllb(lll(‘ T = ;—F, on lrouve I)l(,‘l]. comme nous lil\-ll)ll,\ dnnonce.
or.

.. O - . -
La constante o se caleule en éerivant ¥ 7;= N\, ce qui donne arsément
i

< e . \Y » L pan?dp;
o = lOg : gie A1 —lO:-.'\ = lOg— / e :’m/."l'#._pl

i &

o il
3
=log E(u—:ka)- .

- .. 1 \ -
. En portant cette valeur de o ainsi que &= T dans T'expression

de Sy, on wrouve

< L . Ve E
S = T T AN log[z,-\—, (2= m/cT)-],

Fott pour le potentiel thermodynamique

Ve P
V=E—TSn=—ANT lOg[T; (2.'-.m/rT)'l] .

Unc formule classique en lllcrmodynamique donne alors pour
la pression du gaz
N’ ANT
D — —( — = - ou V= kNT.
1 <r)V >T v py ==
Clest la lon de Mariotte-Gay-Lussac. Appliquons  cette formule
a une molécule-gramme du gaz pour laquelle N est égal au nombre

d’Avogadro IT, nous obtenons
R

k= .

La constante & de Boltzmann est donc ¢gale a la constante des
gaz rapportée a la molécule. Numériquement, dans le svsteme C. G.S.
avee Péchelle des températures absolues

b 8,31.107

— - — 6
" 6.006.10% =1,37. 107",
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Al

Calculons maintenant 'énergie totale E du gaz en fonction de T,

N—()IIS lrouvons

. 14
. ~ AY ® pr - —
I = Z King=e2-- LARPAEPTE grpdp
aJ, »wm
i

\Y p
=e - zmk
e (2=mkT)

Teles
[SH ST

kT =Nz,

résultal important qui nous apprend  (ue I'énergic moyenne par

~

E , .3, .
esl ¢gale a Sk I'. 11 vient alors

moléceule N

Sin=AN(1+2)+ A3LE = /L"N<a —+ —:> = kNlogV —+ —f IkNlogT + const.,

ot pour une molécule-gramme
3
Sm=RlogV + = R log T + const.

Or, pour un gaz parfait, on démontre dans tous les Treaités de

Thermodynamique que
Simw= RlogV — c¢logT + const.,
ot ¢ est la chaleur spécifique a volume constant telle que E=¢T. Pour
S . 3 .

nolre gaz parfait a molécules poncluelles, nous avons ¢ = ;B, ce (qui
montre Prdentité des deux dernieres expressions de Sy,

Notons que nos formules nous donneraient une valeur précise de la

Not I f | l t 1 1 de la
canstante de Pentropie si nous connaissions la valeur de a. Les théories
quantiques qui posent « =/* permettront donc de calculer cette
conslante comme la théorie de la Relativité permet de calculer la cons-
lante de Pénergie. Mais en théorie classique, on doit faire tendre «
vers zéro dans les résultats, et ceet donne une constante infinie négative
dans Pexpression de Pentropie. Au point de vue classique, on peut
essayer de se débarrasser de cette difficulté en disant qu’apres toul,
Pentropie thermodynamique n’étant définie (u’a une constante prés, il
mporte peu que celle constante soit infinie, mais ¢'est la évidemment

une bien mauvaise échappatoire.

6. Théoréme de I’équipartition de V'énergie. — Dans 'expression de
I'énergie d'une molécule ponctuelle, les moments de Lagrange figurent

C earpie eap B — L 2 2 2 .
par leurs carrés, car B m(])l.—i—])_‘.—{—])s). Dans l'expression de

I'énergie potenticlle d'un pomt matériel rappelé vers une position
d’équilibre (prise comme origine des coordonnées) par unce force
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proportionnelle a I'élongation, les coordonnées figurent par leurs carrés,
car

s P, K . .

I = S, (224 12+ 3%).
D’une fagon générale, nous dirons qu'une variable canonique ¢ ou p;

est un « momentoide » si elle figure par son carré dans Fexpression

hamiltonienne de Fénergie du systeme. L'exemple Ie plus simple d'un

momentoide est un moment de Lagrange en coordonnées cartésiennes

dans le cas d’un corpuscule libre : de la le nom méme de momentoide.
Le théoreme de I'équipartition s’énonce alors ainsi :

« St lune des variables canoniques d’un systéeme est un momentoide,
quand le systéme se trouve en équilibre thermique a la température
absolue T, le terme correspondant a ce momentoide dans Uexpression

, . 1 -
de Uénergic a pour valeur moyenne 72/1' T. »

Ainsi I'énergie se répartit unilormément en moyenne entre tous les
momenloides, d’ott le nom du théoreme.

Démontrons l¢ théoréme en supposant que la varrable ¢ soit un
momentoide. Alors I'énergie du systéme est de la forme

E=aqi+/((11, ceny Ql—ty Qhary ooy Ny Pry "'7175')7

ot a est une constante. La valeur moyenne du terme ag; dans I'équi-

libre thermique est
C‘/"'quze kTe k'r(l(_[]-"lll).\'

9
* = 3 b)
k aI/‘_ f

. . . " a
d’otr, en simplifiant ¢l en posant z = \/ 7T 7%

o l].i_

+= el += .
f xqie *V dqi f zre Vlr
2gt= == =krt==_
T += '1_’/2 ’ + =
f e *T dgs f e dr
kT
= . €. Q. F. D.
2

Naturellement, on démontrerait de méme que la valeur moyenne de

., . . ] " N ~ '. »e ] B N
I'énergic pour un momentoide du type py est également ~ 4T
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7. Applications du théoréme de I'équipartition de 1 énergie. — Con-
sidérons d’abord unc moléeule ponctuelle dans un gaz. Son ¢énergic

[ ° 2 2 e e ocOor les o woides
5t — s , § sonl des momentoides
ost = (1)_L,+1)_).—1—p___) el, comme les 3 p; sont dc ,

I"énergic moyenne de la moléeule en équilil)ro thermique avee le gaz a

la tempcérature T est AT résulian dégja trouvé. 1l en résulle pour

e

Uénergie d’une molécule-gramme la valeur
3 -, 3
ZI9CAhT = = RT.
2 2
La chaleur spéceifique moléculaire a volume constant d'un gaz mono-
. o . - 3 , . , .
atomique parfait st done Cy= =R el comme d’apres un résullat hien

connu de la Thermodynamique classique Cy— ¢y=1R, il vient

St

G

Cy= =R, = - =1,06,

~

(&)

résultat bren vérifié en général pour un gaz monoalomique.

Soit maintenant une molécule bialomique ayantla forme d'une haltere.
La position de la molécule est détermindée par les coordonnées z, y, =
de son centre de gravité et par les deux angles 0 et ¢ qui fixent 'orien-
tation de Paxe de Uhaltere par rapport a un triédree fixe. Si Pon
suppose fixe le moment d’imertic de I'haltere par rapport a son axe,
I'énergic de U'haltére est de la forme

— (P24 pi-r p2) + apg+ bp,

2.1 Y
Po et pg étant les moments de Lagrange par rapportaux axes 0 el o. Nous
avons donc ict eing momentoides et Pénergic movenne de la moléeule a

, S -
[a température T est ;/f’l. On a donc ici

\

-
cy = %R, Cy= ZH. v = —Eﬁ
2 2 M

=I)"/l7

[& 20N |

valeurs usucllement vérifiées pour les gaz bhiatomiques.
Pour des molécules plus compliquées, on aura en général  momen-
toides avec n >3 et l'on prévoit les valeurs suivantes :

-9 n<+2 2

R T = =1L ---
9 H ' N

2 n I

n
o= o R, Cy=

Pour des molécules de plus en plus compliquées, v doit tendre vers
un. résullal qui se vérifie en gros.
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Pour prendre un antre exemple, considérons un corps solude e
admettons que dans ce corps solide les atomes puissent osciller autour
de leur position d’équilibre et soient rappelés vers elle par une force
proporuonnelle a 'élongation, Comme nous 'avons déjiv vu. il v a alors
six momenltoides par alome el I'énergie moyvenne de atome i la tempe-
rature T doit ¢tre

6L kT =3 kT.
2

I.a chaleur spéerfique atomique i volume constant est alors

., . . 3R L. . .
Cai= 3R cn unités mdécaniques = en unités caloriliques ~ 6 cal.,

J

car
. 8,31.107 .
am = 5,97.
Clest la loi de Dulong e Petit d'apres laquelle la chaleur spécifigne
atomique a volume constant d’un corps solide st voisine de 6 calories,
loi wes utile aux physiciens cL aux chimistes et, en général, bien
vérifiée dans la pratique.
Le théoreme de Péquipartition de Fénergie nous conduit ainsi a
heaucoup de prévisions exacles, mais il y a des ombres au tableau.

- 3 5 . e
D’abord les valeurs -R et R pour les chaleurs spécifiques des gaz

monoalomiques ¢l bratomiques sont pour ainsi dire, trop bien vériliées.
En cffet nous les avons prévues en assimilant la molécule monoatomique
a un poimt matéricl qui ne peut prendre aucune rotation et la molécule
bialomique a une haltére qui ne peul tourner autour de son axe de
figurc; ces hypotheses sont physiquement peu vraisemblables et 'on a
I'impression que certains degrés de liberté restent « ankylosés » et ne
prennent pas la part d’éncrgie qui leur reviendrait d’apres le théoreme
de Péquipartition. De plus, aux tres basses températures, la chaleur

spécifique des caz biatomiques, approximalivement ¢eale a =R aux
sp [ B¢ ques, app B 5

. . R ) 3
températures usuclles, décroit et tend vers la valeur ER des gaz monoato-

miques. Ici encore, tout se passe comme s1 aux trés basses températures
les degrés de liberté de rotation des molécules bratomiques s’anky-
losaient progressivement.

Des faits analogues se manifestent pour les corps solides et la loi de
Dulong et Petit. Cette loi, bien vérifiée pour un grand nombre de corps
solides aux températures usuelles, est completement en défaut pour des
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corps tres durs comme le diamant dont la chaleur spéeifique est tres infé-
ricure a la valeur prévue par Ia loi de Dulong et Petit. Il en est d'ailleurs
de méme pour tous les corps solides a tlempérature suffisamment basse.

I y a la toute une série de faits qui semblent montrer Pinsuffisance
de Ta Mécanique statistique classique. Elle a ét¢ entierement confirmée
par Péchee total des méthodes de la Mécanique statistique dans la théorie
du rayonnement noir. Glest pour interpréter cet échee que Max Planck
a ¢1¢ amend i introduive en Physique une idée tout a fart inconnue dans
les anciennes théories : celle de Quantum d*action. Glest ce que nous
allons voir au prochain Chapitre.
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LA TUEORIE DU RAYONNEMENT NOIR.

1. Généralités sur le probléme du Rayonnement noir. — La théorie
du rayonnement d’équilibre thermique dit « Ravonnement du corps
noir » ou, par abréviation, « Rayonnement noir », a joué un vole consi-
dérable dans I'évolution de la Physique théorique, il y a une quarantaine
d’années. C'est des difficultés que cette théorie a soulevées quest sortie
la Théorie des Quanta dont le role dans le développement de la
Physique atomique a ¢été décisif. Bien que la répartition spectrale de
I'énergic dans le Rayonnement noir ne paraisse plus aujourd’hai que
comme un cas particulier de Pintervention des quanta dans les phéno-
ménes physiques, 'importance que cete question a présentée dans
Ihistoire de la Science justifie une étude particuliere approfondic.

Considérons une enceinle donl les parois sonl mainienues O une
température. absolue constante T. Si les parois élaient parfaitement
réfléchissantes et enceinte vide de matiere, le rayonnement qui pourrait
se trouver contenu dans U'enceinte garderait une composition spectrale
conslante, car le caractere lindaire des équations de I'électromagnétisme
fait qu'il ne peut pas y avoir d'interactions entre les composantes
spectrales; le rayonnement garderait done sa distribution initiale
quelconque et ne tendrait vers aucun éat d’équilibre. Iy a i wne
différence importante entre le rayonnement ¢l un gaz matériel, car un
¢az cnfermé dans une enceinte a température T tend de lut-méme, par
suite des chocs entre molécules, a prendre une répartition d’équilibre.
Mais supposons, au conitraire, qu'il y ail dans Uenceinle ou sur ses
parois unc certaine quantit¢ de matere susceptible  d'émettre ¢t
d’absorber des rayonnements de toutes les fréquences, alors Ta compo-
sition du rayonnement se modiliera et ¢voluera vers un ¢lat déquilibre
moyen : cet état d’équilibre sera atteint lorsque les processus d’émission

et d’absorption pour chaque [réquence se compenseront ¢n moyenne,
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.

Nous admettrons done que dans ces condilions le rayonnement alteint
un étal d’équilibre qui correspond a une parfatte isolropie.

Le rayonnement d’¢quilibre dans une enceinte & la tempcérature T
est alors caractérisé par son isotropie et par la présence d’une certaine
densité d’énergie par unité de volume, qui ne peut dépendre que de la
température, soit o('I'). Si T'on analyse la répartition de Pénergic
contenue dans 'unité de volume entre les fréquences, on est amené a

¢eree la décomposition spectrale

p('.l'):f s(v, T)dv.
0

Le probleme essentiel de la théorie du Rayonnement noir est en somme
la détermination de la fonction p (v, T).
On peut introduire une autre grandeur directement reliée a p(v, I).

Fig. 15.

Soit une petite surface plane do plongée dans le rayonnement noir et
ct considérons les rayonnements de fréquences comprises entre v
et v+ dv qui tombent c¢n unc unité de temps sur l'une des faces de do
sutvant des directions contenues dans un céne infiniment délié d’ouver-
ture dw dont Paxe fait Pangle 0 avec la normale a do.

Comme le rayonnement est isotrope et que, dans les partics vides de
I'enceinte, il se propage avec la vitesse ¢, le flux des radiations consi-
dérées i travers o pendant 'unité de temps sera

d
o(v, T)dv—ﬁcdccoso.

Définissons alors une grandeur I(v, T) telle que ce flux puisse aussi

s’exprimer sous la forme
I(v, T)dw dv ds cos 0.

En comparant cetle expression a la précédente, on obtient

c
I(v, T) = A—ﬂP(‘/, T);

I(v, T) est nommée V'intensité spécifiqgue de rayonnement d’équilibre
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pour la fréquence v et cette grandeur peut servir aussi bien que o0, T)
a caractériser le rayonnement.

Supposons maintenant que la petite surface dz soil formée par une
lame d’une substance matériclle émettante et absorbante. Par seconde
dans un angle dw, ceue lame ¢met une quantité d’énergic que l'on peul
écerire sous la forme

(v, T, 0) dvdw dscosl.

Elle regoit une ¢nergie radiante égale a I(v, T) dw dvdo cos0 el ¢n
absorbe une fraction o(v, T, 0) qui, ¢n général, dépend de lorien-
tation 0. L’équilibre thermique exige alors que I'on ait

(v, T, 0)dvdodscosl =a(v, T, 1) I(v, T)dv dwdscosl

ou, plus simplement,

¢(v, T,0) e

1 T = 26,7,0) = 7=

e(v, T);

e est appele « le pouvoir émissif » de la subslance considérée ¢l o son
« pouvoir absorbant » pour les valeurs v, T, 0. Leur quotient doit done
otre indépendant de 0 ct entierement déterniné par la répartition spec-
trale du rayonnement d’équilibre a la température T.

En particulier, appliquons ces résullals & un corps « noir ». c’esl-a-
dire & un corps qui absorbe intégralement toutes les radiations qui
tombent sur lui quelle que soitlafréquence. Certains corps réels comme
le noir de {fumée remplissent cetle condition dans un domaine spectral
él('ll(]ll. On Hi ll]()l'S a—1 ¢t

e(n T) =1, T) = =50, T):
¢ est icl indépendant de 0 et ¢gal a Pintensité spéeifique 1(v, T) pour
chaque fréquence. Déterminer le rayonnement ¢émis par un corps noir
a la température T fait donc connaitre la composition spectrale du
rayonnement d’équilibre & cette température. 1)’ott le nom, peu correct,
de « Rayonnement noir a la température T » donn¢ au rayonnement
d’6quilibre a cette température.

On peut étudier la répartition spectrale durayonnement d'équilibre en
mesurant 'émission d’un corps noir. Mais on peut I'étudier aussi en
analysant la radiation qui s’échappe par unc pelite ouverture percée dans
la parot d’un vaste four maintenu a la température T, car 1l est évident
que le flux d’énergie vers Pexlérieur a travers cette ouverture ne trouble
pas sensiblement I'équilibre du rayonnement a I'intéricur du four ¢t
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que, par suite. ce {lox renseigne divcectement sur la densité spectrale du
ravonnement d'équilibre thermique i la température duo four.

La tiche essentielle de Ta théorie du Rayonnement noir étant d'areiver
a preciser fa forme de la fonction p(v, T), on a commencé par appliquer
a cette étude les méthodes générales et rigourcuses de la Thermodyna-
mique. Comme nous allons le voir, on est arrivé ainst a oblenir des
propriétés tres importantes de la fonction o qui sonl bien vérifiées par
Fexpeérience. Mais, par celle voie, on n'a pas pu délerminer enti¢rement
Ia fonction o (v, T) et, pour y parvenir, d’autres modes de raisonnement

(que nous étudierons ensuite ont été nécessalres.

2. Loi de Stefan-Boltzmann. — Un raisonnement purement thermo-

dynamique permet d'abord d’obtenir un résultat important en ce qui
Iy jue ] t dabord d’obt ltat 1mportant en ce

AT)= [ o0, 1) .
[\l

Cie résultat est le suivant :

concerne la quzlnlil(:

o(T)=aT+ (@ = const.).

(est lot de Stefan-Bolizmann dont nous allons donner la démonstration.

Considérons une enceinte a parois parfaitement réfléchissantes
maimlenue & une température uniforme T dans cette enceinte se trouve
un peu de matiere dont la présence assure constamment la réalisation
de Péquilibre thermodynamique. Le rayonnement est comparable 4 un
gaz : 1l est homogene, 11 a une température T, il occupe un volume V
et il exerce une pression uniforme p sur les parois de I'enceinte qu’il
remplit. Cette pression, c¢’est la « pression de radiation ».

Calculons la pression exercée par le Rayonnement nowr sur les parois
réfléechissantes de enceinte. Nous savons (*) qu’une onde ¢lectroma-
gndélique plane de densit¢ d’énergie v transporle dans le sens de sa pro-

. . ) LW . .
pagation une quantité de mouvement ¢gale a ~ par unit¢ de volume. Soit

alors une onde plane tombant sous 'angle d’incidence 0 sur un ¢lément
ds de surface parfailement rélléchissante. La quanl,ilé de mouvement

Ell)l)Ol‘lU(‘ par SCCOlld('l par le 1"(1‘ onnement sur do cst E CdO' cos0 ct sa

composanle normale a deo (-5t wcos?0 do. D’aprés le théoréme de
I'impulsion, la force normale subie par do doil étre égale & la varialion

(') Voir chapitre 1.
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de cette composante normale de Fimpulsion aw moment de la véflexion,
soil 2 cos*0dz @ la pression qui en résulte sar dz est done eégale
a 2w cos?0. Mainlenant, si dz estun élément de Ta paroi de Fenceinte
contenant le Rayonnement noir, la densité d'énergie correspondant

des angles d’incidence compris entre ) et 0 4= o0 es

dom U I
e(T) = =¢(T)=sinhdi,
4= 2
Pour avoir la pression totale, il faut intégrer sur 0 de o a = Lexpression
" L . “
25(T) ~sin 0 dh cos*,
ce qui donne

— (" __I_ 3 __{
P K(F)' 3cosJo_3

La pression de radiation est done égale au tiers de Ia densité du rayon-
nement noir. L’énergice tolale du rayonnement est évidemment o(T) V
et Pon a pour la différenticlle de son entropie

dE+pdV V da . oI
a8 = Sl = g ST (e ) v
V do 4
T g AT+ o\

Pour que ceci soit une différentielle exacte, 1l faut que I'on ait

0 (V o\ _ 9 (he) , do_, ¢
Tv(T'd_T TOT\3 T dT — T

On trouve, par inlégration, en supposant p(0) =o
e(T)=aTt,
ce qui est la Jou de Stefan. '
L’6tude du Rayonnement du corps noir confirme I'exactitude de
la Joi et montre que l'on a numériquement en unités C. G. S, avee
Péchelle absolue des températures

a=75,64.10715,

3. Loi du déplacement de Wien. — La loi de Stelan ne nous donne
qu'un renseignement global sur I'intégrale de p(v. T'). La Thermodyna-
mique permet cependant, par un raisonnement plus compliqué, d’aller

L. DE BROJLIE, 6
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plus loin et d'obtenir un résultat préeis sur la forme de oy, T). I est

exprime par la lot du déplacement de Wien

o= r (3,

ot F oest une fonction que le ratsonnement thermodynamique ne permiet
pas de déterminer.

Le raisonnement thermodynamique qui conduit & la loit de Wien est
assez long et nous ne le reproduirons pas en détail. On le trouvera tres
minuticusement exposé dans le livee Wirmestrahlung, de Planck [1].
Donnons-en sculement le principe. Considérons une enceinte a parois
parfaitement refléchissantes dans laquelle se trouve le rayonnement
noir de la tempdérature T, mais aucune trace de maticre pondérable.
Supposons qu’on fasse mouvoir tres lentement une partie de la paror de
I'enceinte formant piston. Par suite de la pression de radiation, le
rayonnement accomplit un travail (positif ou négatif) sur cette paroi
mobile, mais il n'y a aucun ¢change de chaleur avee I'extéricur : nous
avons donc aflaire & une transformation adiabatique réversible a entropie
constante. La température du rayonnement varie pendant ce processus,
mais on peut démonltrer qu'a chaque instant le rayonnement a la compo-
sition qui correspond a 'équilibre pour la température instantanée. Ge
fait n'est pas évident « preore, car en labsence de toute maticre
¢mettante et absorbante nous ne pouvons pas affirmer que 1'équilibre
se rétablisse de lwi-méme, mais ¢’est la une propriété de la transfor-
mation réversible isentropique considérée car, s'il n’en élail pas ainsi,
on pourrail conslituer un cycle d'états successifs ramenant exacltement
le systtme @ son ¢tal primitil auw cours duquel Pentropic aurail
augmenlté, résultat madmissible. Mais alors, puisqu'il n’v a pas dans
Uenceinte de matidre susceptible de provoquer par absorption cl
¢mission une redistribution de T'énergic entre les diverses fréquences,
comment peut se réaliser celle redistribution qui est ¢videmment
nécessaire au maintien de la répartiion d¢quilibre au cours du
processus adiabatique ? Elle s'opere grice a Ueffet Doppler qui sc
produit lors de Ia réflexion de la radiation sur la partic mobile de la
parot. Ge processus d'effet Doppler sur un miroir mobile est facile a
analyser et 'on déduit de cette élude que la scule loi de répartilion
spectrale o(v, T') qui ne soit pas modifiée par le processus adiabatique
est précisément la lot de Wien. Mais le résullat oblenu est incomplet
puisque la fonction F reste inconnuc.

On peut dwilleurs retrouver 1a loi de Wien par un raisonnement



LA THEORIE DU RAYONNEMENT NOIR. 83
tres clégant dévelopé par Léon Brillouin en partant de la théorie générale
de I'invariance adiabatique [4].

Les expérimentateurs préferent énoncer le résultat de leurs recherches
en fonction de la longueur d’onde 7. plutot que de la lréquence v, les

deux grandeurs ¢tant reliées dans le cas du ravonnement par la rela-
tion 2v = ¢. Comme on a évidemment

e(v, TYdv=c¢c(3, T)dn.

' - C .
avee dr | = —ldvl. on a aussi

]

el la loi de Wien exprimée dans Uéchelle des longueurs 'onde prendra
la forme

o(n T)= L F(1T),

& ¢lant une lonction inconnue du produit 2T, L'étude expérimentale
du Rayonnement noir permet de déterminer o(#, T) pour une tempéra-
turc T donnée ct montre que cette fonction de 2 présente un maximum
pour unec valeur 2 = 1,,(T) variable avec T. En écrivant que la dérivée
de p(A, T) par rapport a 1 est nulle pour 7. = 2,,, on obtienl

ol F' est la dérivée de F par rapport a la variable 2 T. Le produit 2, T
est donc donné par la relation

om TF T = 5F (hpT).

(est donc un nombre indépendant de T et 'on obtient la lo1 du dépla-
cement du maximum
T =10 (b = const.).

I’expérience vérifiec bien celte loi el donne en unités C. (. S.. avece
I'échelle des tempéralures absolues,

b = 0,294.

Avec les lois de Stefan et de Wien, on a épuisé toul ce que la Ther-
modynamique classique peut nous apprendre sur la fonction p (v, T).
Pour achever de préciser la forme de cette fonction, on a tenié de faire
appel a la Mcécanique slatistique jointe & la théorie électromagnélique
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de Témission ¢t de Tabsorption du rayonnement. Ces lentalives onl
abouti & un ¢chee complet et c'est cel ¢chee qui a ¢1¢ le point de dépar

des théories quantiques.

%. La loi de distribution spectrale de Rayleigh-Jeans. — Ln admcl-
tant les coneeptions de Ta Mécanique staustique et de I'électromagne-
tisme classique, on a pu aisément trouver la forme que devrail avoir la
fonction g (v, 'I'). Cette forme est la suivante :

- 8=v: .,
P(V, l):— 7—/\ .

Cest la loi de Rayleigh-Jeans que 'on peut obtenir de plusicurs {agons.

Un premier mode de raisonnement. qui ful notamment employ¢
par Max Planck au début de ses recherches sur ce sujet, part de la
remarque suivante : Péquilibre thermodynamique doit ¢ére indépendant
des mécanismes qui, dans la matiere, assarent 'émission et 'absorption
du rayonnement a la” scule condition (ue ces mécanismes sorenl
conformes aux théories admises pour ces phénomenes, ctil est des lors
sullisant. d'imaginer les mécanismes les plus simples. Nous pouvons
done nous contenter, dans le cadre des 1dées classiques de Lorentz.
d'imaginer ¢ue Pémission ct 'absorption des rayonnements par la
‘mati¢re ail licu par Uintermédiaire d’oscillateurs électroniques linéaires,
¢'est-i-dire d’électrons présents dans la matiére et suscépti])los d’osciller
le long d'une droite aulour d'unc position d’équilibre sous I'action
d’une force proportionnelle a I'élongation. Pour un tel oscillateur, la
coordonnée z le long de la droite ¢t le moment p, conjugué sont des
momentoides : d’apres le théoreme de I'équipartition de I'énergie, dans
I'étal d’équilibre thermique a la température T, Pénergic moyenne de
ces oscillateurs doit ¢tre égale a AT. Or, la théorie ¢lectromagnéuque
montre quun oscillatear ¢lectronique linéaire dont la fréquence est v.

Sm2v2 2 . C oy -

—— — \V eres st W esl son
3¢ m <
énergie d'oseillation. Un oscillateur linéaire en équilibre a la lempéra-
8:?\,2 (g‘l ,
—— —hT ergs.
3¢5 m )

puisque W = AT, Or, Poscillateur ¢tant plongé dans le rayonnement

émet par seconde une quantité d'énergice
ryy v .
ture T ¢met done en moyenne par seconde

de la température T, on peul caleuler I'énergic qu’il absorbe en

moyenne par seconde a ce rayonnement et on trouve Tp(v T). Pour
v n :

exprimer Péquilibre thermodynamique, on doit égaler les ¢énergies
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¢mises ct absorhées en moyenne par seconde ot Fon obtient ainsi
aussitot la lo1 de Rayleigh.

Un aulre raisonnement di a Rayleigh et a Jeans conduit au meéme
résultat. Considérons une enceinte vide a parois parfaitement réfléehis-
santes ayant la forme dun parallélépipede rectangle. Dans cette enceinte
peuvent s’élabliv un certain nombre d’ondes électromagnétiques station-
naires, délerminées par la condition aux limites que sur les parois
réfléchissantes le champ électrique doit élre normal a la paroi. Si les
dimensions sont grandes par rapport aux longueurs d'onde (ui nler-
viennenl, on démontre (vorr [8], I, p. 32) que le nombre des ondes
¢lectromagnétiques stationnaires caractérisées par une [réquence, une
direction de propagation et un élat de polarisation rectiligne (on sail
quil y a deux tels états pour chaque fréquence et chaque direction de
propagation) est pour I'intervalle de {réquence (v, v = ov) égal a

82
dn,= C—S’Va’v (formule de Jeans).

V ¢lantle volume de I'enceinte. Ce résultat démontré pour un paralléleé-
pipede reclangle est valable pour des formes heaucoup plus générales
de I'enceinte (Weyl). Maintenant, Lorentz a démontré que chacune de
ces ondes stationnaires se comporle au point de vue énergélique comme
un oscillateur linéaire ct, en particulier, doit posséder dans I'équilibre
thermique & température T une ¢nergic moyenne ¢égale a AT. Cela
donne encore
o(v, T v = ’{”—VA}- ou g(v, T)= ‘%’ kT,

Cetle nouvelle démonstration ne fait pas intervenir explicitement le
mécanisme de I'émission du rayonnement par la maticre.

5. Echec de la loi de Rayleigh. — On pcut d'abord chercher silalo
de Rayleigh est en accord avec les deux lois thermodynamiques de
Stefan et de Wien. Pour la loi de Wien, la vérification est immédiate.
car il suffit de poser

Mais pour la loi de Stefan, on trouve une grave difficulté provenant du

fait inacceplable quavec la formule de Rayleigh, I'intégrale f otv, Ty

[0

est infinie.
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Dautres difticultés viennent de la comparaison avee les résultals
expérimentaux.

Dans la période 1893-190o0o ot I'élude du rayonnement noir ¢était a
'ordre du jour, un grand nombre de recherches expérimentales furent
cllectuées sur la forme de la fonction p(v, T). On a tracé les courbes
« i1sothermes » donnant o(v, T') en fonction de v pour T conslant, ct
aunsst les courbes «isochromatiques » donnant g (v, T) en fonction de T
pour v constant, ce qui permet de construire la surface représen-
tant o(v, T'). En comparant les résultats avec la loi de Rayleigh, on a
reconnu que cette lot se vérifie bien pour les petites valeurs du quo-

. v .. ; -\
tient - Ainsi, pour une valeur donnée de T, la valeur exacte de p(v, T)

est bien donnée par la loi de Rayleigh pour les petites valeurs de v; elle

D ~/oi de Rayleigh

lor
empirique
de Wien

v

Fig. 16.

croit alors comme ¥*, mais pour v croissant suffisamment elle commence
par croitrec moins vilte que ¥*, puis passc par un maximum dont nous
avons déja parlé et enfin décroit. La courbe 1sotherme a donc une forme

0
« en cloche », ce qui permet a l’intégrale] o(v, T)dv d’étre finic
]

contrairement a ce qui sc¢ passe si 'on admet la loi de Rayleigh.

. N . . .
Pour les grandes valeurs du quotient = la lor de Rayleigh devient

donc tout a fait inexacte ¢t Wien a trouvé, pour représenter cetle partic
de la courbe, la loi empirique

p(v, T)=Avle 7T,
analogue par sa forme a la loi de Maxwell. Il ne faut pas confondre cette
loi empirique de, répartition de Wien avec sa loi du déplacement

~
.. v —B =
[101 F(—) —=Ae ‘J.
T
Ainsi, les lois classiques de la Mécanique stauistique et de I’Electro-
magnélisme, si souvent vérifiées dans d’autres domaines, sc sont trouvées
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/

tout a fail en ¢chee dans la théorie du rayonnement noir. Henr
Poincaré a montré que ces lois conduisaient nécessairement a la formule
mexacte de Rayleigh. Pour trouver la forme exacte de o(v, T), il fallait
imtroduire un élément tout a fait étranger aux théories classiques. Glest
ce qua fait Planck en 1goo.

6. La loi de répartition spectrale de Planck. — Max Planck a apercu
la raison profonde des difficullés rencontrées dans la théorie du
rayonnement noir : elles proviennent de ce que le théoréme classique
de I'équipartition de I'énergic avantage d’une facon excessive les grandes
fréquences. Eneflet. le nombre des ondes stationnaires dans une enecinte
croissant comme ¥*, si toules ces ondes slalionnaires prennent en
moyenne la méme énergic AT, les ondes de haute fréquence prendroni
unc ¢énergic ifinie ct la matiere devra céder toute son énergie au
rayonnemenl. Clest celle conséquence absurde qui vicie Ja théorie
classique du Rayonnement noir.

Pour éviter cette conséquence, 1l faul imaginer une nouvelle lor de la
nalure qui défavorise les hautes fréquences. Planck Pa fait tres heureuse-
ment cn introduisant Phypothese des Quanta. Selon cette hypothese, un
oscillateur de fréquence v ne peut émetire ou absorber I'énergie radiante
ue par quantit¢ finic égale a v, L ¢lant unc nouvelle constante
universelle introduite par Uhypothese clle-méme. Alors. plus un
oscillateur a unc fréquence élevée, plus il exige quon lui offre une
grosse quantilé d’énergie pour pouvoir laccepler. ce qui. dans la
répartition d’équilibre de I'énergic, défavorise ¢évidemment les tres
hautes fréquences. Si P'énergic moyenne AT dla température considérée
est ros grande par rapporl au quantum Ay d'une certaine calégorie
L’oscillateurs, tout se¢ passera comme si le quantum ¢lait infiniment
petit et I'on doit retrouver les lois elassiques : ¢’est pourquot la loi de

. . . : . v .
Rayleigh sc vérifie pour les petites valeurs du quotient i Mais. quand

le quantum 7y est tres grand par rapport a 'énergic moyenne AT, les
oscillateurs ne trouvent que rarement loccasion d’absorber un quantum,
leur ¢énergic moyenne reste inférieure a celle que prévort le théoreme
classique de I'équipartition ¢t 'on doit s’¢earter de la théorie classique :
¢’est pourquoi la loi de Rayleigh ne se vérifie plus pour les grandes

. v
valeurs du quotient v

L’hypothese des Quanta explique é¢galement les ¢cheesdela Mécanique
slatistique classique dans le domaine des chaleurs spécifiques @ sia une
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température I certains degrés de liberté correspondent a un quantum
trés grand par rapport a Pénergie moyenne AT, ces degrés de liberté
n'entreront pratiquement pas en jeu dans I'équipartition et ils sembleront
ctre « ankylosés » : les chaleurs spéciliques prévues par le théoréme
classique de équipartition seront alors plus grandes que les chaleurs
speéeifiques réelles. Nous avons vu qu'il en est bien ainst pour les
chaleurs spéciliques des gaz a basse température et pour celles des corps

solides wes durs (diamant), méme a la température ordinaire.

L’hypothese des Quanta présente done a priord Favantage d’expliquer
qualitativement plusicurs faits impossibles a iterpréter avee les idées
classiques. Nous allons montrer avec Planck qu'elle fournit aussi une
forme satisfaisante de p(v, T) @ la formule de Planck. Cest de plusicurs
facons duférentes que Planck est parvenu a démontrer sa formule
(voir [1] et [2]). Nous ne donnerons que I'une de ces démonstrations,
celle qui correspond a la seconde démonsiration de la lot de Rayleigh.

Nous avons dit que les ondes ¢lectromagnétiques stationnaires existant
dans une enceinte sont assimilables pour Ie calcul des répartitions de
I'énergic a des oscillateurs linéaires. Donc, d’apres hypothése des
(quanta, une telle onde stationnaire de fréquence v peut avoir unc
énergie égale & n/v, 2 élant un nombre entier, résultat que Phypothese
des photons rendra plus intuiuf. La lot de distribution canonique de
Gibbs-Boltzmann reste ict applicable, car on peut la démontrer sans
supposer que les variations d’énergic soient continues. La probabilite
pour que, dans I'état d’équilibre thermique a tlempérature T, une onde
stationnaire de {réquence v, assimilable & un oscillateur linéaire de
meme fréquence, ait une ¢énergie égale a n/v est donce proportionnelle

nhv

de *T ot Pénergic moyenne d'une telle onde stationnaire sera

@ nhw
~ ’ R
-Z nhve &1
n p) j; nhv
= 0 2 T
IL—_—.————‘ Py =—-——]0g e KT
—_—_— ) 1 n
N g '\ FF 0
pAS
0
I
J I rr< MA—I> hv
= ——I og\1—e = '/‘1_ )
’) (/‘_rl‘ eA‘T__I

. . , . . . - . v -
expression qui se réduit bien & AT pour les peutes valeurs de T En

multipliant par le nombre dn, des ondes stationnaires de Iinter-



LA THEORIE DU RAYONNEMENT NOIR. 89

valle (v, v+ dv) donné par la formule de Jeans. on obtient aisément la
formule de Planck
8wt 1
R
-1

e(v, T)

Clest la célebre loi de répartition spectrale de Planck qui est bien
vérifice par I'expérience.

Il est ¢évident qu’elle est en accord avee la loi de répartition de Wien.
Ille sauisfait aussi & la loi de Stefan. car on a

* S i ~/ R
P(T):-f ol v, T)dv:b‘—:_h vy =8,.Abj ridr To= o',
0

¢ o ﬁf ¢ /L:‘ er—1
e'T—1
avee
8=xk+ = xtdr 83 ks
= — = —_— .
33 ev — | 15¢3 s
Lorsque que /Av est petit, la loi de Planck se confond avee la loi de
hv J
. T Ly .
Rayleigh parce qu’alors ef"—1 o o=+ Au contraire, pour les grandes
Jive
hv 1 — T . . .
valeurs de —=» on peut remplacer —— pare et Fon a la ot cmpi-
kT [
ekt
rique de Wien
Iy
8=hvt — =

Lecrite en longucurs d'onde, la lot de Planck prend la forme

: 8=zh
'( ("aT)Z;—c !

77 hie

(%, T) =

O
e
0

A

ehhT

Pour déterminer la longucur 7, qui correspond au maximum, il faut,

nous 'avons vu, résoudre I'équation

T TF (L TY=5F(2,uT)

. consl. 5 he ..
! g — " .k i — . o l'équa-
et 'onaict & (2 T) = —- En posant x oo o trouve I'équa
ek T _
tion transcendante
e+ - —1=0
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donl la racine est == 4,965, On a done
he
T =b=——-
" 4.965 &

Des deux équations obtenues qui donnent « et &, nous pouvons, cn
introduisant les valeurs expérimentales @ = 5,64. 10" el b = 0,294.
tirer les valeurs des constantes & et 2 en unités G. G. S, avee Péehelle

des températures absolues. On trouve ainst

k=1.37.10""1%, = 6,525.10"¢crg. s.

Pour la constante de Bolizmann A, on retrouve la valeur déja connue
par ailleurs (vodr chap. précédent), mais on obtient du méme coup la
valeur de la nouvelle constante /7, la fameuse « constante de Planck ».
Il est remarquable que cette valeur de 2, obtenue par Planck dés ses
premicres ¢tudes de 1goo, ait.été sensiblement confirmée par toutes les
méthodes trés nombreuses et tres diverses qui ont depuis lors permis
de mesurer cetle conslante fondamentale de la Nature.

L’hypothese des quanta de Planck a été an début accueillic avee un
certain sceplicisme. Elle entrainait, en cflet, des conséquences trés
graves. Par exemple, si I'émission de la lomiére par quanta pouvait a
la rigueur sc¢ concilicr avec la structure continue qu’on attribuait i la
lumicre dcpuis‘Fresnel, Pabsorption par quanta semblail nécessiter un
retour vers une conceplion corpusculaire de la lumiere analogue a celle
de Newton, ce qui soulevait d’énormes difficultés pbur Iinterprétation
des mterférences. Effray¢ par les conséquences de ses propres idées,
Planck a essayé de conserver ’émission par quanla sans postuler
I'absorption par quanta. Sa théoric (connue nagucre sous le nom de
deuxieme version de la théorie des Quanta) élait ingénieuse et a cu une
cerlaine vogue vers 19r1o. Mais clle créait une dissymdélrie inacceptable
entre 'émission et Pabsorption des radiations et elle a ¢16 condamnée
par le développement ultéricur des théories. Il a fallu en revenir,
notamment avee la théorie de I'atome de Bohr, a la premiere version de
la théorie des Quanla, version plus radicale qui admet a la fois I'émis-
ston ¢l Pabsorption par quanta et qui nous a obligé & réviser les idées
classiques sur la structure continue du rayonnement.

7. Lathéorie quantique des chaleurs spécifiques ( Einstein, Debye ). —
Conlirmée par la découverle de la loi exacte du rayonnement noir,
I'hypothese des Quanta a assez rapidement conduit a améliorer la théorie
des chaleurs spécifiques. Nous avons déja dit pourquor 1l devait en
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etre ainsi. Nous allons exposer rapidement la théorie (un peu simpliste
des chaleurs spéeifiques des solides développée par Einstein vers 1g10.
théorie qui montre bien Porigine quantique des écarts par rapport a la
loi de Dulong et Pelit.

D’aprés la loi de Dulong ct Petit justifiée par la Mécanique statistigue
classique, la chaleur spéeifique atomique d’un corps solide homogéne
doil ¢tre voisine de G calories. Or, tous les corps a température tres bhasse
el cerlains corps solides (notamment des corps trés durs comme le dia-
mant), des la température ordinaire se refusent i suivre cette loi et ont
unc chaleur spécifique atomique trés inféricure a la valeur prévue.
Nous avons expliqué pourquoi Phypothese des Quanta devait pouvorr
mterpréter cet échee de la Mécanique statistique classique. Faisons avee
Emstein I'hypothtse un peu schématique que les atomes d’un corps
solide homogtne soient liés & leur position d’équilibre par des forces
proportionnelles aux élongations, de sorte qu'ils soient tous susceptibles
de vibrer autour de cette position d’¢quilibre avee une méme {réquence v.
Cette hypothese, assurément insuffisante, nous montrera cependant le
sens des phénomenes. Chaque atome a dans 'état d’équilibre thermique
a la température T une énergic moyenne

‘ T /.')'V/Lv

etT—

parce que latome a wrois degrés de liberté. L'énergie dun atome
gramme du corps solide est

Ey= 3_/..:7:(,_/1/ (9L = nombre d’Avogadro).
kT

e 1

L.a chaleur spéciﬁqu(- atomigue A volume constant se¢ caleule aussitol

124
dEs . ax >'—’ ek?
eA= —F = IR <-/l—l; T ‘)__,
el —u

Si le quantum /v est ires inféricur a AT, on retouve ey = 3R, c'est=a-
dire la loi de Dulong et Petit, comme on devail s’y attendre.
St le quantum /v esl erand devant AT, on trouve

hvy \? — =
C._\=3R<-kl—,;,) e k];
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ey est done alors trés inférvicur a 3R et tend vers zévo quand T tend vers
zéro. On s‘explique ainsi qu'a tees basse température les corps solides
aientune chalear spécilique plus faible que ne le voudraitlalor du Dulong
et Petit De plas. pour fes corps solides tres durs, les atomes doivent
ctee ligs @ leur position d'équilibre par des forces trés énergiques et, par
sutte, v doit étve élevé, On concoil alors que, pour ces corps, le
(quotienl 7\/1_11 puisse ¢lre grand. meéme anx lempératures usuelles et que
Lo chaleur spécilique a ces tempdératures soit déja mféricare a 3R.

La théorie précédente est tres schématique. Un peu améhorée par
. \. Lindemann, elle a surtout éé développée par les travaux de
Debye et ceux de Born et Karman qui ont considéré, non plus une
seule [réquence v, mais Uensemble des fréquences des ondes ¢lastiques
susceptibles de se propager dans un corps solide cristallisé. On obtient
ainsi une théorie plus satisfaisante et plus susceptible d’étre comparée
i L réalité. Nous ne Pétndicrons pas ici, la théorie primitive d’Einstein
suffisant pour donner une premidre idée des applications de la théorie
des Quanta a 'interprélation des chaleurs spécifiques.
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CHAPITRE VI.

LA STRUCTURE CORPUSCULAIRE DI LA LUMIERE.
LES PIIOTONS.

I. Apergu historique sur les théories de la Lumisre. - I.’histoire
des théories de Ia Lumiere est Lune des hranches les plus curicuses de
I'histoire des Sciences. Deux grandes conceplions de Ia Lunnere, la
conceplion corpusculaire etla conception ondulatoire, se sont disputées
la préférence des savants, el cette rivalité a abouti a heure actuelle a
une synthese d'un type trés nouveau, faisant appel a des conceptions
trés originales dont il est essentiel de bien comprendre la nature si Fon
veul s'initier aux théories quantiques conlemporaines.

Les philosophes de I'Antiquité semblent avoir penché vers une
conceplion corpusculaire de la lumiere @ Luerece. dans son pocme
De Natura verum, imaginait que.les corps projettent dans espace a
des vitesses « inimaginables » des sortes de pellicules uliralégeres ou
« simulacres » qui se détacheraient de lear surface et reproduiraient les
détails de celle-ci, de sorte que ces pellicules recueillies par notre il
pourraienl y reconstituer Paspect des corps qui les a émises. Glétait La
une théorie mgénicuse, mais sans base physique rvéclle. 1 en fut de
mcéme pour toules les conceptions de la lnmiere développées jusquian
xvir® siecle, ¢poque ot commence, avee les recherches de Descartes,
de Snell et de Fermat, Pétude scientifique de Ia Tumiere. Descartes
parait avorr é1¢ plutor favorable a I'hypothese corpusculaire, mais les
textes quiil a laissés sur ce sujel sont obscurs ¢l ont é1¢ diversement
ierprétés. Puis, tandis que le Danois Remer mesure pour I premiére
fo1s en 1656 la vitesse finie de Ja lumere, un esprit trés vigourcux. le
Hollandais Christian Huyghens. entreprend des travaux théoriques sur
la lnmicre qui sont restés justement célebres et développe des méthodes
qui subsistent encore dans notre enscignement actuel. Huyghens émet
pour la premiére fois, sous une forme scientilique, la conceplion
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ondulatoire de la lomicre. [l montre quiavee elle, on peut mlevpréter
les lois de la réllexion et de Ia réfraction connues depuis les travaux de
Suell et de Descartes. ainsi que le phénomene, alors récemment
découvert par Bartholin. de la double réfraction du spath d’Islande,
mais il ne peut donner aucune explication précise du |)h(-,n()m(_-nu
fondamental de la propagation rectiligne de la lumiére st facile a
comprendre avee Phypothese corpusculaire. L'auvre de Huyghens élait
rés en avance sur son temps et fut vile oubliée grice surloul a
Pinfluence de son conlemporain Newton qui jouissait dans le mondc¢
savant d’une immense réputation, par suile de ses découvertes ¢on
Mathématiques, en Mécanique et en Astronomic. Newton a fait de
belles recherches expérnmentales en Oplique : toul en se défendant
de faire des hypotheses, il a toujours plutor soutenu Uhypothese
corpusculaire. Néanmoins, comme il avail découvert le phénomene
d’interférences qui porte son nom (anncaux de Newlon), il avait senu
la nécessité de compléter son point de vue corpusculaive en faisant
intervenir des “¢léments périodiques @ sclon lui, les corpuscules de
Iumiere passeraient alternativement par des acces de facile réflexion el
des acces de facile transmission, ces acces dlant sans doute dus a
I'influence de perturbavions périodiques qui accompagneraient e
corpuscule lors de son passage a travers les milicux matériels. Newton
obtenait ainsi une interprétation des anneaux qu’il avait découverts el
il définissaat wmeéme une « longueur daceds » qui est étroitement
apparentée a la longucur ’onde des théorvies ondulatoires. Cetle
tentalive un peu batarde n'a pas ¢1é res fructueuse : elle est cependant
tres curicuse au point de vue de Phistoire des Sciences, car elle est une
sorte de pressentiment de la Mécanique ondulatoire.

Apres Newton, pendant le xvin® sieele. on adopta généralement
Ihypothése  corpusculaire @ quelques savants, tels que Buler. se
prononcérent cependant d'une fagon un peu platonique en faveur de
I'hypothese inverse. Au début du siecle dernier, 1l ¥ eut un changement
complet. Le savant anglais Thomas Young découvre les phénomenes
d’interférences. Aungustin IFresnel les ¢tudie ensuile ainsi que les
phénomenes de diffraction et montre ue scule la conception ondu-
latoire les interpréte récllement : il leve la grosse objection qu’on
pouvait faire a cette hypotheése en montrant ¢u’clle peut aussi expliquer
la propagation rectiligne de la lumicere. D’abord combattu par de
grandes aulorités scientifiques de son temps, IFresnel finit parv
imposer ses vues (1816-1820). Peu apres, il interprete les phénomenes
de double réfraction et ceux de polarisation (¢étudiés a cette époque par
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Malus, Arago et Fresnel lui-méme). en itroduisant Ihy pothese de Ta
transversalité des vibrations lumineuses el compléte ainsi son uvre
admirable. Aprés sa mort (1827). I'hypothese ondulatoire triomphe de
tous ses anlagonistes. Vers 1850, Fizeau of Foucault mesurent avee
précision la vitesse de propagation de Iu lumicere dans le vide et dans
divers milicux matériels : ils montrent notamment que L vitesse de a

lumicre dans 'ean. on Findice de réfraction 2 ost supéricur a . est plus

petite que dans le vide conformément a la formule \ de fathéore
n

oudulatoire ¢t en contradiction avee la formule N = ne fonrnie par la
théorte corpusculaire de Newton.

Ensaite vint Maxwell qui o donné de la théorie ondulaoire de
IFresnel Uinterprétation électromagnétique que nous avons éludicée an

cha pitru I.

- Arrétons ici cel apercu historique. Pendant toute la fin du siecle
dermier, les physiciens ont accumulé un nombre énorme de vérifications
exirémement précises des théories de 'Opuque ondulatoire. Apres cette
longue ¢l minuticuse mise a Péprenve de I'Opuque ondulatoire, 1l
paraissait inconcevable quion puisse étre amené a remellre en question
sa valiité. CG’est cependant Tinconcevable qui s'est réalis¢ apres la
déeouverte de Peflet photoélectrique.

2. L’effet photoélectrique. — Une plaque de métal irradice par de la
lumiere de courte longuenr d'onde émet de Vélectricité négative : tel est
Peflet photoclecirique observé par Hertz en 1885, Liétude de ce
phénomene a d’abord montré que cette émission d'électricité négative
avait lieu sous la forme de projections d’électrons pour lesquels on a pu
retrouver la valeur du rapport }?i de la charge a la masse connue par
aillenrs.

Or, le phénomene photoclectrique obéit a des lois i paraissaicnt
déconcertantes parce que rien ne pouvait les faire prévoir. La{réquence
de la radiation incidente v joue un role essentiel et tout a fait inattendu.
Pour que Ie phénomene apparaisse, il faut dabord que cette fréquence
dépasse une certaine valeur dépendant du corps irradi¢ et dite
« fréquence seuil ». Lorsque la fréquence est supéricure a la fréquence
seuil, les ¢lectrons expulsés par Taction de la lumiere (photoélectrons)
sortent de la matiere avee une énergie cinétigue d'autant plus grande
que la fréquence dépasse davantage la [réquence seml. Ta lot est
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linéaire, de sorte que st v désigne la l'réqlu-nm-, vy I l'l'é(lm-n('u sentllet 7

Pénergie cinétique des photoélectirons, on a
T = L(v—w).

Ce qui est extraordinaive dans cette lot si simple, c’est que la
[réquence, et la (réquence seule, y intervienne, Pintensité o’y jouant
aucun role @ toutes les conceptions classiques auraient fait prévorr le
contraire. Glest sculement le nombre des photodlectrons ¢jectés par
seconde qui croit proportionnellement & I'intensilé : tout se passe.
remarque fort imporlante, comme st les processus pholoélectriques
¢lementaives dépendaient uniquement de la fréquence et ancunement
de Uintensité, celle-ct n’intervenant que dans la détermination de la
probabilité des processus élémentaives. I est impossible d’imaginer
un processus conforme aux idées classiques sur lIa constitution de la
lumiere qui conduise @ un résultat semblable, d’autant plus que Fémis-
sion photodlectrique commence dos que la substance est ¢elarée, cir-
constance qui écarte idée d'une accumulation progressive d’énergie
puisée peua peu par la maucere dans une onde Iumincuse ot 'énergie
serail uniformément répartic.

Réfléchissant o ce probleme diflicile, M. Einstein a proposé en 19od
de le résoudre en reprenant sous une forme nouvelle la vieille
conception corpusculatre de la lumicre. I imagine que dans une onde
lumincuse de fréquence v Pénergie, au lieun d’étre répartic uniformément
comme le veulent les théories ondulatoires classiques, est pelotonnée
sous {orme de grains d’éncrgie de valeur /v, Uintensité de Ponde
lumincuse étant proportionnelle auw nombre de ces grains par unité de
volume ou, st on préfere, a la probabilité de trouver un de ces grains
dans une unité de volume. Cetle conceplion est suggérée par les iddes
de Planck sur les quanta qui, on le sait, mtroduisent une proportion-
nalité entre Pénergie el la fréquence, la constante de proportionnalité
élant la constante /. St Pon admet Pexistence de ces quanta d’énergice
ou « photons » dans toul rayonnement monochromatique, les lois
essenticlles  de Teffer photodleetrique en découlent immdédiatement.
Eu eflet, st o0 est énergie qu'un électron doit dépenser pour sortiv du
“mélal irradié, Pabsorption par cet ¢lectron d’nn quantum d’énergie /v
du rayonnement iecident pourra provoquer sa sortic hors du mélal avee
I'énergie cinétique v — . Pour ue Pexpulsion photodéleetrique puisse
se produire, il famt done que la [réquence v sott supéricure a la

., ( . ., . . , . L.
[réquence vo= 5 quoest la fréquence sewl décelée par Texpérience.
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De.plus, st v est supéricure a vo, I'énergic cimétique du photocleetron
sera

T=hyv—w=h(v—v).

Clest la I‘Llatlon d’Emstein pour Teflet pllolucl((ln(]uv relation qui
montre qu(, la constante A de la loi empirique doit étre égale a la
constante % de Planck : ce fait a ¢16 bien vérific d’abord pour la
lumiére, puis pour les radiations X et ~.

En ce qui concerne la lumiére, étude quantitative la plus précise de

Ieflet photoélectrique est due a Millikan (1916). 11 ¢clairait une surface
propre de lithium ou de sodium avec les radiations monochroinatiquvs
'un arc au mercure. L’énergie cincétique des photoélectrons était
mesurée en délerminant la différence de potentiel minimum néceessaire
pour les empécher d'atteindre une ¢lectrode auxiliaire. 11 fallait
d’ailleurs tenir compte de la dillérence de potenticl de conlact entre le
mélal éclairé et Délectrode auxiliaire, laquelle dépend de T'état dex
surfaces, ete. Quand on tient compte de ces corrections, on obtient
pour représenter T cn foncuion de v des droites dont le coeflicient
angulaire donne bien pour la constante de Planck une valeur voisine de
celle que T'on connait par ailleurs.
" La vérification de la relation photoélectrique d'Einstemn est done
bonne dans le domame de la lumiére, mais clle ¥ est rendue délicate
par le fait que les /v sont petits, que les « sont de lordre des 4y et
dépendent de circonslances difficiles & controler exactement comme
I'élat de propreté des surfaces métalliques, cte. La vévification de la loi
d’Einstein est beaucoup plus facile et plus nette dans le domaine des
hautes fréquences (rayons X et v). Tout d’abord, ici, les quanta Zv sont
tres grands : ensuite, les pholoélectrons expulsés sont, pour la plupart,
des é¢lectrons arrachés i la structure profonde des atomes irradiés et
non des électrons libres dans le métal et, par suite, le travail de
sortie (v est pour cux sensitblement égal au travail d’arrachement de
I'électron hors de T'atome, travail devant lequel le travail de sortie hors
du mdial est négligeable (1'V devant 50 ooo V, par exemple). D’ailleurs,
le travail nécessaire pour arracher les diverses catégories d’électrons
hors des atomes est fourni avec une grande précision par la spectro-
graphie des rayons X. 1l est done facile de vérifier la loi d’Einstein.
C’est ce qui a ¢t fait pour les rayons X par Maurice de Broglie en 1921
et ensuite pour les rayons y par Ellis et Jean Thibaud.

On s’est servi pour cela d'un « spectrographe magnéuque »

présentant la disposition Sui\'ﬂlllt‘ (fig. 17):

L. DE DROGLIE.



98 CHAPITRE VI.

La radiation mcidente tombe a 45° sur un film d'un corps chaisi
comme radiateur photoélectrique. Les électrons qui s’en échappent
pénetrent dans une chambre bien évacuce ot régne un champ magne-
tique uniforme 1L normal au plan de la figure qui impose aux ¢lecirons
une trajectoire circulaire, puis ils viennent frapper une plaque photo-
graphique en y produtsant une impression. On constate alors sur la
plaque photographique Tenregistrement de raies dont chacune corres-
pond a Iimpact dun flov d'électrons. La position de ces raies sur la
plaque permet de mesurer le rayon du cercle déerit par les électrons du
flot correspondant ¢t d'en déduive par le caleul Uénergie cinéuque de
ces Clectrons. Pour chaque radiation incidente monochromatique de
[réquence v, on déctle ainsi 'existence de flots d'électrons corves-

pondant aux énergies cinéligues -

v — . fov — oy L
vide
®
PN H plague
/ AN photographique
ll P ‘/ VIIRISIIINE Ll ITA
radiation “corps
mcidente S irradie

Fig. 17.

ot les «v; sont les travaux de sortic hors de Tatome des diverses

satégories  d’électrons inlra-atomiques pour le corps choisi comme
adiateur photoélectrique. La vérification ainsi oblenue pour la relation
d’LEinstein est excellente et tres précise.

Il est tres intéressant de noler que, pour les rayons X durs ct les
rayons v, les quanta Zv et, par suile, les ¢nergies cinétiques des photo-
dlectrons sont grands, de sorte que la vitesse de ces photoélectrons
devient de lordre de la vitesse de la lumiere. Pour obtenir une bonne
concordance avee les résultats de Pexpérience, il est alors néeessaire,
on le constate, d’employer pour calculer I'énergic cinétique des
¢lectrons a partir du rayon du cercle quiils décrivent dans le champ
magnétique, non pas les formules de la Mécanique classique, mais
celles de la Mécanique relativiste avec variation de la masse avece la
vilesse. On obtient ainsi, en passant, une vérification remarquable de la
Dynannque relativiste.



LA STRUCTURE CORPUSCULAIRE DE LA LUMIERE. 99

3. L'hypothése des photons et ses succes. — L' hivpothese d Finstein
revient @ supposer qu'au moins dans certaines circonstanees la lumiére
s¢ comporte comme siclle était formée de particules qu'on nomme
anjourd’hui « photons ». Le p]lolun lié i une onde plane monochro-
matique de feéquence v est défim par la relation

W =/l

Cela sullit déja a prouver que la théorie des Photons ne constitue pas une
théorie corpusculaire de la Lumitre ayant un caraciere auntonome.
puisque dans cette formule fondamentale figure la fréquence v a laquelle
seule une théorie introduisant unce idée de périodienté peut donner un
sens. Il faudra donc chercher a faire une synthése de la théorie
ondulatoire qui permet de définir v et de cette nowvelle théorie
corpusculaire.

Emstein a moniré, notamment par des considérations sur Péquilibre
enire les atomes matéricls ot le rayonnement dans une enceinte a
température uniforme, que les photons devaient posséder une quantité
de mouvement cgale a

_ hy
p=-—n=-on
ol @ esLoun’ veeleur nnilé porté dans le sens de la propagation.

Cette formule peut s'obtenir aussi a partir des formules de la
Dynamique relativiste dont Papplication au photon est évidemment
nécessaire. Pour un corpuscule de masse propre g, ces formules

donnent en eflet

W=-——1/0, p=—r p=-—V

Supposons (ue mnous cnvisageons des  corpuscules  de masses
propres o de plus en plus petites en faisant en méme temps croitre la
vitesse de facon que W garde une valeur constante. A la lnonte

pour =0 ¢l ¢ = ¢, nous obtiendrons

LW W
P~ ¢ ¢
Donc. si 'on admet que W = /v, on trouve bien pour Limpulsion du

photon la formule d’Einstein. Le photon nous apparait ainsi comme
une particule de masse propre évanouissante se déplacant sensiblement
avee la vitesse ¢ ou, si Pon croit devoir passer a la limite. comme nne
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particule de masse propre nulle se déplacant “exactement avee la
Vilesse o,

Nous avons vu comment la vérilication dé la lor photoclectrique
d'Einstein apportait une confirmation de fa relation W == /v, Nous
allons parler maintenant d'aulres confirmations. L'une d'elles est la lot
qui donne la limite du spectre continu des rayons X. Dans un tube a
ravons X, Ianticathode est frappée par un flux d’électrons qui ont ¢i1¢
accélérés par une méme chute de potentiel 'V et ont tous une méme
¢nergie einétique To=e\V. L anticathode émel alors un spectre de rares
de rayons X dont la théorie releve de la théorie de Patome et un spectre
conlinu ol sont 1‘01’)1‘05(!11[6(:5 toules les fréquenccs jus([u’il une

[réquence maximum v,, a laquelle corvespond une longueur d’onde

PR C "o . N
minimum 2, = -, comme 'indique la figure 18.
Ym ‘

VN,

Am A
Fig, 18.

L’expérience prouve que Fon a (loi de Duane et Hunt)

T eV

Ym= 7 =
h h

Cetie lot s'interprete immédiatement en admettant que, lors du
ralentissement d'un  ¢leciron dans la matiere de Danticathode, les
rayons N sont émis par photons. Si, en éflet, quand Pélectron perd une
fraction AT de son énergic cinéuque, il y a émission d'un photon de

Al

- AT L : .
fréquence v = la fréquence maxima présenle dans le spectre

conlinu sera ¢mise dans le cas ot un ¢électron perd d'un seul 'coup la
totalit¢  de¢  son énergie cincLique ¢l celle fr(:([uon(:(s amra  pour

r

T . . . .
5,7 €C qui est bicn la lot de Duane-Hunt.

(2

La relation W == /v a 616 aussi confirmée par le succes de la « loi des

valeur v, =

[réquences » de Bohr. Dans sa théorie de 'atome ue nous éludicrons
dans le prochain chapitre, M. Bohr a admis que les atomes et autres
¢difices matériels de I'éehelle atomique ne peuvent avoir que certains
élats ¢énergétiques stables, les dlals stationnaires ou dlats quantifiés,
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dont la détermination doit se faire suivant certaines régles de quanti-
fication ou intervient la constante Z. Soient W, ..., W, ... les
¢énergies des états quantifiés d’un systeme atomique. M. Bohr a admis
que le systeme quantifié peut passer brusquement de I'état d*énergie W
a un état quanufié d’énergic moindre W, <Z W, avee ¢émission d'une
radiation de fréquence

W, — W,

h

Vik =

Cect se comprend immédiatement si Pon admet que énergie perdue
par le systéme matéricl est ¢mise vers Pextéricur sous la forme d'un
photon. De méme, si le systtme se trouve initialement dans I'état
quantifi¢ d’énergic Wy et s’il est irradi¢ par un rayonnement ayant la
{réquence vy, 1l peut absorber un photon d’énergic /v el passer ainsi
dans I'étal d’énergic supérieurc W;. On voit donc bien la liaison étroile
(ui existe entre la loi des fréquences de Bobr et Tidée de photon.

L’eflet Raman apporte une autre vérification indirecte de la théorie
des Photons. En 1928, le physicien hindou Venkata Raman, en éclairant
des substances telles que le benzéne par unc radiation monochromatique
de fréquence v du spectre visible, a montr¢ que la lumicre diffusée
contient, en plus de la fréquence v elle-méme, des fréquences de la
forme v — v, ot les v sont des {réquences infrarouges figurant dans le
spectre des molécules du corps diffuseur. On est ensuite arrivé a
montrer que la radiation diffusée contenait, mais avec des intensités
beaucoup plus faibles, des fréquences de la forme v + vj;.

Tout ceci est facile a expliquer avee les 1dées quantiques ¢l I'hypo-
these du photon.

Sotent encore 'W; et W, << W, I'¢énergie de deux états quantifiés de
la molécule du corps diffuseur : cette molécule peut done émellre ou

W, — W, -
— ¢t la fréquence v

figure dans son spectre d’émission (infrarouge). Supposons mainlenant

absorber des photons de fréquence vy =

que cette substance soit irradi¢e par de la lumicre visible de fréquence v,
c¢’est-a~-dire recoive des photons d’énergice /v, Une molécule se trouvant
dans I'état d’énergic W, pourra alors, au moment de la diffusion, céder
I'énergic W;— W, = hvi au photon cn passant dans I'état d’énergie W
et le photon diffusé dont I'énergic sera A(v -+ vi) correspondra a la
fréquence v+ vi. De méme, si la molécule diflusante se trouve
initialement dans I'¢tat d’énergic Wy, elle pourra emprunter au photon
Vénergie hvj: pour passer dans I'état d’énergie supcéricure W, ct le
photon diffusé n’aura plus que la feéquence v —vi. Maintenant, dans la
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substance dillusante. 1l v 2 normalement heaucoup plus de molécules
dans 1'état d'énergie iféricure Wy que dans Fétar d'énergie supdé-

ricure W,;. comme cela se déduit de la lor de Gibbs-Bolizmann
Y

en e AT 1)on une inlensité beaucoup plus forte pour la raie dulusée de
fréquence v —vj que pour la raie diffusée de fréguence v = vj;. Celle
conclusion est dailleurs en accord avee la lor générale dite « regle de
SNtokes ». dapres laquelle dans les phénomenes dinteraction entre
matiere et Aumicre [0y oa une tendance o abaissement  des
Jréquences.

Toultes les particularntés de eflet Raman se trouvent ainsi expliquées
par I'interprétation quantique. On peul aussi donner une inlerprétation
classique de ce phénomene. mais cette interprélation est incompléte et.
en partrculier, elle conduit a atteibuer a la rane de {'ré([uunce v - v une

intensité plus grande qua la vaie de [réquence v — v, conlrairement a

Uexpérience.
4. L’effet Compton. — Nous venons de résumer quelques preuves a
I'appui de la relation W = /v, Nous allons maintenant voir que Ueflet

Compton a permis non sculement de la vérifier une fois de plus, mais

. e . fev
ausst de vérifier la relation p =

L’eflet découvert en 1923 par le physicien amdéricain II. A. Gompton
est un phénomene de diflusion de radiation. I est néanmoins rés
différent de leffet Raman. L'eflet Raman se produit pour la Inmiere;
le changement de [réquence corvespondant dépend de la nature du
diffuseur et est indé¢pendant de Pazimut de la diffusion. L'eflet
Compton, au conlraire, s¢ produit sculement pour les rayons X ot v;
le changement de [réquence correspondant est indépendant de la nature
du radiateur, mais il varie avee Fazimut d'observation.

On obtient une théorie (rés simple et tres satisfaisante de Fellet
Compton ¢n se plagant au point de vue de la théorie des photons
(Gompton, Debye). On admet alors que les photons X ou =+, en
traversanl la matere, y rencontrent des ¢lectrons libres qui sont au
repos ou sensiblement au repos. Gelle rencontre s’accompagne en
géncral d'une interaction, d'un « choe ». avee échange d'énergie et de
quantilé¢ de mouvement. Apres le choce, le photon a perdu une partie de
son éncrgic et est diffusé dans une direction généralement dilférente
de sa divection initale, avec une fréquence inférieure a sa [réquence
inttiale; en meéme temps Uélectron. par eflet de recul, est projeté avee
une cerlaime vitesse.
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Sur la ligure 19, on a supposé I'électron initialement au repos en O

. . . -, I
et le photon incident possédant la quantité de mouvement =L, Apres le
C

., . . .. . ny e
choe, 'éleciron part dans la direction o avec I'impulsion 2 o e

1— 32

. . . . o v .
photon dans la direction 0 avec Innpulsion — La conservation de
p

I'énergie et celle des deux composantes de la quantité de mouvement
donnent les équalions

. ngc? Jovg me e v
fovg 4+ mige? = hvy+ —— —.J(-¢»sf)++;,—cos;=—_",
\/1—;3‘-' ¢ V3 ¢
ho 3¢
T my3c
—sinll = ———sinz.
1— 32
+
. ~Na
A h{
Vo
r 0
0 P
2
6\/’6
<75
Fig. 14

En ¢liminant entre ces trois relations, d’abord 3 el ¢, puis 3 et vy,

on cn lire

(I) vy = Yo = bl
14+ 2(1—cosl) - v’
1+ 22 SI1n= —
2
2 ]
2 I—cosl = ou cotgs =(1+2)tg—
(2) i I+ tg20(1+4 a)? g7 =( ) 5y’

avee abréviation
hvo

T e

La relation (1) donne la fréquence du photon en fonction de 'angle 0
de difl'usion.

La variation de fréquence croit avec 'angle 0 et avee la fréquence de
la radiation incidente. La variation correspondante de la longucur
d’onde est

a

sin-

- ~ - . ) /l . 0
87 = A)— ho=2a Ao sm2; =2 5"
2 myc 2

Elle présente ceci de remarquable quielle est mdépendante de la
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longueur  d'onde mmtiale 74, Ges formules  sonl. 1'('-m.'|'1‘([uz|l,)l(‘m(*nL
vérifices par Uexpérience.

Quant a la formule (2), clle donne la relation existant entre angle
de diffusion 0 et langle o de mise en mouvement de Uélectron de recul.
Dans une chambre de Wilson, on observe sur le passage d’un faisceau
de vayons N une chevelure de courtes trajectoires clectroniques @ ce
sont les trajectoires des électrons de recul (fish tracls) et la tangente a
Porigine de Pune de ces trajectoires donne son angle o ( fig. 20).

L’angle 0 est plus difficile a déterminer parce que le photon X diflusé
ne laisse pas de trace dans la chambre de Wilson. Heurcusement, 1l
arrive (ue sur certains clichés on apercoive a la fois un fish tract en O
et une longue trajectoire ¢lectronique débutant brusquement en P en

y 2\ ¥ / Faisceau de
0 \\/ 0 A ) Rayons X
\\\ /\_/
P 3
Fig. 20

dehors du faiscean de rayons X. On en conclut qu'un effet Compton
s'est produit en O ct que le photon a ¢16 diffusé dans la direction OP et
a produit en I un cffet photoélectrique. L’angle 0 se trouve ainsi
déterminé et 'on peut vérilier la relation (2). Gette vérification faite
par Compton et Simon montre que, dans le phénomene d’interaction
entre photon ct ¢lectron, il v a bien conservation de I'énergie ct de la
quantité  de¢ mouvement. Cetle conclusion, corroborée par des
expériences de Bothe et Geiger faites a I'aide d’un compleur a pointe,
a conduit a abandonner I'hypothtse, un instant soutenue par Bohr,
Slater et Kramers, suivant laquelle la conservation de I'énergie ct de la
quantit¢ de mouvement aurait licu sculement en moyenne. Il semble
bien ¢labli que cette conservation a licu pour chaque phénomene
individuel.

5. Difficultés soulevées par la théorie des Photons. — l.a Lthéoric des
« ¢uanta de lumiere » d’Einstein, aujourd’hui nommée théorie des
Photons, a, des son apparition en 1903, soulevé de graves objections.
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Non sculement, nous 'avons vu, clle ne se suflfit pas a cle-méme
puisqu'elle définit Pénergic du photon a I'aide de la fréquence v qui e
unc nolion extraile de la théorie ondulatoire, mais elle ne peul
¢videmment pas exphiquer les vérifications innombrables et extré-
memenl précises de la théorie ondulaloire, notamment dans le domaine
des interférences et de la diflraction. On peut bien imaginer
évidemment u'il y ait dans la lumi¢re une association de corpuscules
et d’ondes, mais commenl préciser celle association ?

Une premiere idée serait de supposer que le photon est formé par
I'ensemble d’un train d’ondes. Mais il existe des trains  Pondes
lumincuses qui sont cohérents et ont une longueur de plusicurs métres.,
On ne peut supposer qu'un tel train d’ondes forme un photon, car cela
reviendrait a dire qu’un photon, particule insécable et bien localisée,
a une longucur de plusicurs metres. Loventz avail présenté cetle
objection sous une autre forme en remarquant que dans une lunette
astronomique recevant la lumiére trés faible venant d'une éGloile
dloignée, il se produit des cffets de diffraction que l'on peul prévoir
trés exactement a 'aide de la théoriec ondulatoire de la lumiere : dans
cette prévision, on suppose (ce qui cst naturel en théorie ondulatoire)
que l'onde incidente couvre toule la surface de Vobjectif de la lunette,
surface qui peut éire de Pordre du métre carré dans les grandes
lunettes. Or, la lumi¢re venant de P’étoile ¢lant tres faible, lIes photons
doivent arriver un par un sur la lunetle et, pour pouveir interpréter
I'existence des phénomenes de diffraction, ‘il semble qu'il faille
supposer le photon assez large pour couvrir toule la surface de
I'objectif : le photon aurait alors des dimensions transversales qui
seraient de 'ordre du metre, ce qui parait encore incompatible avee ses
propriétés d'insécabilité et de localisation.

Ne pouvant assimiler le photon a I'ensemble d’un train d'ondes, on
pourrait chercher a interpréter les inlerférences ct la diffraction en
supposant qu’elles proviennent, non d’unc propagation ondulatoire,
mais d’une interaclion entre les photons. Les faisceaux lumineux
usuellement employés dans les laboratoires sont assez intenses pour
contenir un grand nombre de photons : on pourrail tenler (ce ne serait
pas facile !) d’interpréter les phénomenes d'interférences et de
diffraction par des interactions entre ces photons. Mais il y a & cela
unc objection fondamentale. Les phénomeénes d'interférence et de
diffraction devraient alors dépendre de Vintensité de la lumicre et
disparaitre pour une intensité tres faible @ or 1l nen est rien. Nous
“avons déja remarqué pour la lunctte astronomique que. méme dans le
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cas des photons arvivant un par un d'une éoile ¢loignée. les phéno-
menes de dilfraction se produisent. Des expériences précises onl ¢ié
fartes sur ce poimnt caputal par Tavlor dabord, puis par Dempster el
Batho. Hs ont employve des appareils d’interlérences éelaieés par une
lumigre st faible que les photons devaient en moyenne arriver un parun
sur Pappareil avee de grands mtervalles de temps. En utilisant un
enregistrement photographique. ils pouvaient prolonger 'expéricnce
pendant des heares, de sorte que finalement Pénergie lomineuse
recucillic au total par Fappareil devenait notable. Ov ils ont trouvé de
cette facon que les franges d’interférence étaient en {in de comple
exactement les mémes que si lon avait opéré avee une lumiere inlense.

Il faut renoncer a expliguer lTes mterlérences par des interactions
entre photon : il faut revenir & Finterprétation ondulatoire en admettant
que chaque photon est associé a un irain dondes, sans quion puisse
cependant lui enlever son caractere ponctuel et Passiniler a Pensemble
élendu du train d’ondes. Pour sortiv de cetie impasse, 1l a (allu adopter
une interprélation d’un lype nouveau qui tient comple entierement du
double aspect onde-corpuscule de la lumiere, interprétation qui a €Lé
ensuite généralisée par la Mécanique ondulatoire au cas de toules les
particules matériclles. Nous allons insister sur cette inlerprélation qui
est essentielle pour une honne compréhension des théories actuelles de
la Physique quantique.

(. Caractére probabiliste de la synthése onde-corpuscule. — Nous
commencerons par analyser lIe concept de corpuscule employé par les
physiciens en discernant deux formes. On peut commencer par
concevoir le corpuscule comme une unité susceptible de se mantfester
localement par des actions ot il intervient tout enticr; on peul ensuite
aller plus loin ¢t 1maginer le corpuscule déerivant au cours du temps
une trajectoire dans I'espace avee une vilesse bien déterminée a chaque
mslant.

Le développement de la Physique quantique conduit a considérer le
premier point de vue comme beaucoup plus essentiel que le second :
ce qui caractérise esscnlicllement le corpuscule, ¢’est sa facullé de
manifester sa présence localement comme une unité physique indé-
composable. Quand on envisage 1'évolution du corpuscule au cours du
temps, 1l est souvent possible de lui autribuer grosso modo une
lrajecloire ¢l unc vitesse, mais celte propriété est beaucoup moins
essentielle que la premiere et dans beaucoup de cas disparail comple-
temenl : la raison en est que pour délerminer lrajecloire et vilesse,
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il faut @ chaque stant repérer le corpuscule et ce repérage nécessite
de faire entrerlle corpuscule en interaction avee quelque disposiif de
mesure, ce qui, dans certains cas, trouble complétement le mouvement
du dit corpuscule.

Quand nous ¢tudicrons les incertitudes (d'Hersenberg, nous verrons,
¢n nous appuyant sur lexistence des quanta. quiil est impossible de
mesurer simullanément avee une précision absolue la position et la
vitesse d'un corpuscule, ce qui exclut toute détermination complete de
la trajectoire.

D’une facon générale, il faul abandonner I'idée que Ia conception du
corpuscule entraine celle dune trajectoire et d’une vitesse bien
déterminées. pour ne retenie que celle d'unité physique inséeable
pouvant se manifester localement en un point. Ainst, pour le photon,
dans les phénomenes d'oplique géomdirique. on peut considérer le
rayon lumineux comme la trajectoire du photon. mais c’est a condition
de ne pas vouloir trop bien définir Ie rayon, car, en étranglant un rayon
lumincux pour micux le délimiter, on fait apparaitre des phénomenes
de diffraction et la notion méme de rayon disparait. Dans les champs
d'interférence, on ne peut plus définiv un rayon-trajectoire du photon
et cependant le photon peut toujours ¥ manifester sa présence par un
ellet photoclectrique locahisé, ce qui_monlre la supériorité de la
premiére définttion du corpuscule sur la seconde.

Ne gardant donc plus du corpuscule que I'idée d'unité physique
inscéeable et susceptible de produire un eflet localisé, nous pouvons
alors associer a cette idée celle d'onde grice a des conceptions qui font
mlervenir les probabilités. Dans une région ot se trouve un photon,
il pourra y avoir unc action locale de ce photon et 'onde lumineuse
représentera les probabilités pour que ce photon se localise 1ci ou la :
d’une fagon plus précise, la probabilité de localisation du photon en un
point sera mesurée par lintensit¢é (carré de I'amplitude) de Ponde
lumineuse en ce point. L'onde lumineuse nous apparait alors comme
une sorte de champ de probabilité dont 'extension provient justement
du fait que le photon ne peut pas étre localisé & chaque instant en un
point, mais est susceptible de manifester sa présence par une aclion
¢nergélique ponctuelle dans toute une région étendue de Pespace. Cette
conceplion toule nouvelle des rapports entre l'onde (ici T'onde
lumineuse) et le corpuscule (ici le photon) va prendre toule sa
eénéralité dans le cadre de la Mécanique ondulatoire.

Avee cetle conceplion nouvelle, on interprete facilement le résultat
de Texpérience de Taylor. Chaque pholon arrivant sur l'appareil
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d'interférences ext accompagné d'un train d’ondes lamineuses, chamyp
de probabilité représentant ses localisations possibles. Pénétrant dans
Iappareil, Tonde lumincuse interfere et la probabilité pour que le
photon produise un effet photoélectrique en un point de la plaque
photographique d’enregistrement est proportionnelle a Dintensué de
Ponde lumincuse en ce point. La méme chose se reproduit a 'arrivée de
(haqm, photon. Finalement, au bout d’un temps trés long, quand scront
arrivés dans Pappareil un grand nombre de photons, les effets photo-
¢lectriques produits aux différents points de la plaque photographique
par les photons successils seront répartis proportionnellement au carré
de Tamplitude de Tonde lumineuse dans le champ 'interférences. Les
probabilités relatives des divers phénomenes élémentaires se traduisent
cn fin de compte par une répartition statistique. Ainsi se dessinent sur
la plaque d’enregistrement les franges claires et les {ranges obscures
prévues par la théorie classique de Fresnel, mais les franges claires sont
tracées point par point par les arrivées successives ¢grenées dans le
temps des divers photons et non pas par I'arrivée conlinue d’une énergic
radiante continiment répartic. Les apparences finalement observables
sont done les meémes que celles que prévoyait la théorie classique, mais
la facon dont elles sont obtenues est cssentiellement différente. Dans le
phénomene statistique finalement enregistré, 'onde lumineuse apparait
en quelque sorte comme élant la réalité physique, alors que cependant
clle n’est quun champ de probabilité pour les manifestations discon-
tinues ct localisées des divers photons.

Celle mtcrpruatlon asscz subtile parait bien ¢ire la scule qui
permette de réunir dans un schéma LIILOI‘IC{UC cohérent l’t,nslencc des
photons ct les vérilications des prévisions de la théorie ondulatoire ct
L’expliquer pourquot on peut obtenir les mémes phénomenes d’inter-
[érences avee une lumiere intense ¢t une pose courle ou avee unc
limiere tres faible et une tres longue pose. Il importe de bien réfléchir
A ces 1dées st 'on veul bien comprendre le sens des théories quantiques
actuelles.
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CHAPITRE VIL.

LA THEORIE QUANTIQUE DE L'ATOME DE BOHR-SOMMERFELD.

1. La formule de Balmer, les termes spectraux et le principe de
combinaison. — La s¢éric de raies spectrales la plus anciennement
connue dans le spectre de 'hydrogenc est la série de Balmer. Elle est
formée de quatre raies principales, qui sont en réalité de petits
doublets, dont voici les noms et les longuenrs d'onde :

H,: 6563 A4, Hg: 48614, Hy: 43504, Hz: 4102 A.

Il y a 70 ans, Balmer est parvenu a trouver une formule empirique
qui donne les fréquences de ces raies. Cette formule est la suivante :

ym=R [% — mi] (m=3,4,5,6),
vy est la fréquence de g, v, celle de 1g, ete. R est une constante dite
« constante de Rydberg », trés sensiblement Géeale & 3,20201. 10t
en C. G. S.

D’autres séries de raies découvertes postéricurement dans le specire
non visible de I’hydrogénc suivent des lois analogues. Telles sont
notamment la séric ultraviolette de Lyman ct la série mfrarouge de
Paschen dont les fréquences sont respectiveinent données par

vm= R [I_nlﬂ:l (m=2.3,4 ...).

ym= R [1_ Iq] (mo=14.5 ...
9 m

On voit que toutes ces formules rentrent dans Ie type géncéral

(1) T !
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Pour la sérvie de Lyman. =13 pour la sérvie de Balmero n =50 pour la
série de Paschen. n-= 30 ele.

De cette constatation, on peat s'élever a une loi générale qui s’est
montrée ¢tre exacte pour toutes les vaies spectrales de tous les corps.

Cestle « principe de combinadson de Rits » dont voier 'énoned :

Le fréquence de toute raie spectrade est éeale o la différence de

dewr termes spectraur caractéristiques du corps considére,

Ou crneore sous une autre l.(,)l'lll(' .

Pour tout corps émetieur. on peuwt droesser un tableau de nombres.
dits « Lermes spectraux v tels que la fréquence de toute raie spectrale

du corps soit donnée par la différence de deux termes spectraur.
La formule (1) nous montre alors que pour Phydrogene, Tes termes

. N R )
spectranx ont. au moins en valear absolue. Ta forme —, avee
7

*)

JTRREEE AT S
Une étude expérimentale plus approlondic des raies de la série de
almer a dailleurs montré qu’elles sont formdées de raies 1rés voisines.
Bal "l { qu’ell tf d¢ os | 0 ¢
Jinterprétation de eelte « structure fing » du speetre de Phydrogeénce a
I interprétat le celt lructure | du speetre de hydrogeénc
¢té. nous le verrons, le but de la théore de Sommerfeld. Ajoutons que,
pour les corps autres que Phydrogene, 1l exisie toujours des termes

. . : . . R
spectranx, mais que lear forme est plus compliquée que la forine P

Rydberg et Ritz ont donné, il y alongtemps, des formules empiriques

pour I'('pl'(-s(‘nl(‘r ces lermes speclranx.

2. La théorie de 1’atome quantifié de Bohr. — Lin 1g13, M. Bohr est
parveni a int(‘rprét(&r les termes speelraux de ]’Il)‘dl'ogt‘:ll(- ct 1l a ainsi
fondé toute la théorie moderne de 'atome.

A cette époque, a la suite des cxpériences de Rutherford sur la
déviation subic par les particules  quand elles traversent la matiere, les
physiciens venaient de se rallier & un modele planétaire de Patome.
Selon cette vue, Patome d'un corps simple dont le numéro d’ordre dans

série de Mendéléefl est Z serait munt d’un noyau cenltral portant Ia

harge ¢lectrique + Ze, ot e cst la charge ¢lémentaire 1,8, 10710 u. e, s.
e, de sorte

Autour de ce noyau, graviteraienl 7 électrons de charge
que Tensemble de Patome serait électriquement neutre. M. Bohr a cu
Pidée de soumettre ce modele au calcul en lur applhiquant les lois de
quanta mtroduites avec succes par Planck dans 'étude du ravonnement

noir.
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Bohr a admis un premicr posinlat, le postudat des étars stationnaires
quantifiés, Q’apres lequel un électron ne peut déerive dans Tatome
autour du noyau central que certaines trajectoires déterminées par
une régle de quantification inspirée des travaux de Planck. A ces
mouvements quantifiés, seuls stables. de I'électron, correspondent pour
Patome des « états stationnaires » durant lesquels, contrairement
aux prévisions de la théorie ¢leciromagnélique classique,  aucun
rayonnement n’est émis. L'émission des raies speetrales ne peut done
avoir licu que lors du passage brusque de 'atome d’un état stationnaire
a un autre état slationnaire de moindre éncrgic. Mais quelle sera la
fréquence de la'raic émisc pendant un tel passage ?

Pour répondre a cette question, Bohr introduit un deuxi¢me postulal,
la loi des fréquences, en admeuant que énergic perdue par atome
au moment de¢ la transition est rayonndée sous la forme d'un scul
quantum de lumiere de valeur Av, c’cst-a-dirc d’un scul photon.
Si donc E; et E, désignent les énergies de latome dans I'étal
stationnaire inilial et dans DPétat stationnaire final, la [réquence vy,
¢émise lors de la transition 1 — 2 sera

E,— [,

(2) Vip = —p—

Cette simple formule explique immédiatement le sens du principe de
combinaison de Ritz et montre que les termes spectraux d’un atome
sont égaux aux ¢nergics de ses élals stationnaires divisées par la
constante de Planck.

La réversibilité des processus ¢lémentaires exige d'ailleurs (ue. siun
atome sc trouvant dans I'¢tat d’¢énergie I, est {frappé par un rayonnement
de fréquence vy, 1l puisse absorber un photon de ce rayonnement pour
passer a I’élat d’énergic supérieure Ey, ce processus d’absorption étant
aimnsi exactement P'inverse du processus d’émission.

Le probléme esscntiel qui se posait a Bohr était done de déterminer
les énergies des états stationnaires. Pour cela, il a admis dans son
travail 1nitial que I’électron se comporte comme une charge ponctuclle
obéissant aux lois de la Dynamique de Newlon, mais il restremt le
nombre des mouvements possibles en introduisant ‘les régles de
quantification de Planck. A Pépoque on Bohr écrivait, la question s¢
présentait de la facon swivante. Planck, ayant reconnu que la
constanle /i, (ui a les dimensions ML2T -t d'une Action au sens de Ia
Mécanique, constituait une sorte d'unité d'action, avait remplacé son
¢nonc¢ primitif de quantification de 'énergic, valable seulement pour
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un oscillatenr harmonique (1), par un énoncé de quantification de
l'action qu’il n’avait su d’ailleurs donner que dans le cas d'un
mouvement périodique & un seul degré de liberté. Pour ce cas, la
méthode de quantification de Planck était la suivante : p étant le
momenl de Lagrange conjugué de 'unique variable ¢, on devait éerire

(ﬁp dg=nh (n entier),

I'intégrale élant élenduce 4 un cycle entier du mouvement. Clest celle
formule que Bohr a tout naturcllement cherché a employer pour déter-
mincr les états stables quantifiés de Patome.

Il a envisagé les trajectoires quantifiées de I'unique électron-planéte
de Tatome  d’hydrogene (Z=1) autour du noyau (proton) de¢
charge + e. Pour n'introduire qu'une scale variable ¢, il s’est astreint
a n'envisager que les orbites circulaires de rayon 7 sur lesquelles la
position de I’électron est déterminée par une scule variable, azimul 0.
La condition de Planck donne alors

mr'—’é:n—h— (6—({())-

27 Tt
Elle exprime que le moment de la quantité de mouvemenl de
h
- DD’autre

Y
part, les lois de la Dynamique classique neus donnent la relation

Pélectron sur Lovbite stable doit étre un multiple entier de

2

. e
mrt= —-
?

.2
On trouve aisément pourl'énergic du "™ mouvement circulaire quantifié
2

I . 272 et
=—-mr2l=s— ——

1 .
E,=-mrg2— —
" r 2 nth?

Donc, si 'on s’en ticnt aux mouvements circulaives, les termes spectraux
de '’hydrogenc doivent ¢tre de la forme

E, 272m et
) ey Tk

D’aprés la formule (2), les raies de I'hydrogene doivent avoir des
P /) y o)
{réquences données par la relation générale

oxtmet [ 1 1 . e
Van'= e — =5 (n' > n).

n? n

(') Voir le début du chapitre suivant.
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On retombe sur la formule empirique (1) en posant

R = o2 I.)l et

h3
Or, le caleul de R d’apreés cette relation donne une valeur sensiblement
¢gale a la valeur expérimentale de la constante de Rydberg. ce qui {ut
un grand succes pour les idées de Bohr,

On peut recommencer le méme caleul en supposant que Fon a aflaiee
a un atome de nombre alomique Z ionis¢ Z —1 {ois ¢t comportanl, par
saite, un seul électron tournant autour d'un noyau de¢ charge Ze
(atome hydrogénoide). On trouve alors a la place de (3)

> =2 1
&_:__ =me Z2=_l{_72
h n:hs n:’

c¢'est-d-dive que les lermes spectraux sont multipliés- par le carré du
nombre atomique. Le cas le plus simple est celui de hélium pour
lequel Z=2 : les termes spectraux ¢t les fréquences sont alors
quadruplés. Les nombres expérimentaux indiquent toutefois que la
constantc R n’a pas tout a fait la méme valeur pour H ct pour He-.
Mais M. Bolir a pu rendre compte brillamment de cette divergence en
tenant compte de la réaction de I'électron sur le noyau, plus importante
dans le cas du noyau léger de H que dans le cas du noyau quatre {ois

plus lourd de He.

3. Succes et insuffisances de la théorie de Bohr. —- La théoric de
I'atome de Bohr nous a fait comprendre la véritable structure des
¢difices atomiques et nous a appris que les quanta y jouent un role
cssentiel. Les nolions d’états stationnaires, de transition brusque d'un
¢tat stationnaire 4 un autre, notions si ¢étrangeres a la Physique
classique, sc sont des lors montrées indispensables pour 'interprétation
des phénomeénes atomiques.

I est devenu certain que les systemes alomiques possédent des
nivecaux discrets d’énergic et que les fréquences des raies spectrales
s’obtiennent par la relation du quantum & partir des différences entre
ces niveaux d’énergie. Celte 1dée a donné la clef de I'interprétation,
non sculement de tous les spectres opliques, mais aussi des spectres de
rayons X. La scule différence entre les deux cas est que dans le cas
optique Pélectron qui subil une transition est un ¢lectron périphérique.
tandis que dans le cas des rayons X, c¢’est un ¢lectron de la structure
profonde de Fatome. Un électron périphérique (électron optiue) peut.

L. DE BROGLIE. 8
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par suite d'une action extéricure (choc), ¢ire porté vers un niveau
d’¢nergie normalement inoccupé @ son relour par transilion quantigue
vers des niveaux d’énergie plus faible donne alors hieu a 'émission de
raies speetrales da speetre oplique. En ce qui (:()11(:(-1'110‘l’inLerprélulion
des raies X, on a admis des le début de la théorie de Bobr, ¢ue les
niveaux inlernes de Patome présentaient un phénomene de « saturation »,
cest-a-dire quil ne pouvail pas y avorr plus d’un cerlain nombre
maximum d’¢lectrons  par niveau. Ge  principe  est extrémement
important ¢l nous aurons a v revenir lorsque nous parlerons du
principe de Pauli il est hi¢ a la périodicit¢ des propriétés physico-
chimiques des éléments quand on s’éleve dans la série de Mendéléet
(7. croissant). Au fur el a mesure que. des ¢lectrons s’ajoutent a la
structure de Patome, il se constitue successivemnent, par suite de la
saturation des niveaux, des couches successives d’¢lectrons e, les
propriéi¢s des éléments dépendant principalement do nombre des
électrons sur la couche périphérique, on concoit que la constitution
successive des couches provoque une périodicité des propriciés. Ces
idées développées notamment par Kossel sonl aujourd’hui bien connues
ct nous renvoyons a leur sujet aux traités de Physique.

Une conséquence intéressanle de la saturation des niveaux dans
I'atome est 'absence pour les rayons X du phénomene de renversement
des raies si classique dans 'Optique ordinaire. (G’est un principe hien
connu de I'Optique lumincuse que si un corps est susceptible d’émetire
une raie, il est aussi capable de I'absorber. Geci s’explique immé-
diatement avee les idées de Bohr car, les raies optiques étant émiscs
lors des transitions électroniques entre niveaux périphériques inoccupés,
la transition est en principe possible dans les deux sens, de sorte que si
I'émission d’une raie est possible, 'absorption 'est aussi. Il en est
différemment pour les raies X : leur émission est provoquée par le fait
que, dans lanticathode du tube émetteur, Parrivée des électrons du
[aisceau cathodique provoque l'arrachement de certains électrons de la
structure interne de 'atome. Alors il se crée « une place vide » sur un’
niveau normalement occupé : un électron appartenant a un niveau plus
extéricur peut, par unc transition quantique, venir occuper cetle place
vide et cette transition s’accompagne de I'émission d’une raie N. Ges
conceplions ont permis d’interpréler tous les détails de la speciro-
graphiec X apportant ainsi a la théoriec de Bohr une trés remarquable
confirmation. Mais il est mainicnant évident que, si P'on place sur le
trajet d'un faisceau de rayons \ une lame d’un corps capable d’émettre
une des raies spectrales contenues dans le faisceau, il n’y a pas
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absorption de la raie. En effet, dans les atomes de la lame interposée,
tous les niveaux internes soul occupés an maximum et la rransition
d’absorption ne peul pas pour celle raison se produire. On voit sur cel
exemple que les schémas tirés de la théorie de Bohr ont une grande
puissance d'explication.

Ils rendent également tres bien compte des phénomenes d'exeitation
¢l dronisation des atomes. Si des; particules de méme  énergic
bombardent un corps. elles pourront, si leur ¢énergic est suflisante.
latre passer Iatome d'un niveau ’énergie 2 un niveau d’énergic plus
¢levé, Geartant un  ¢lectron de son niveau normal el Provoquant
an ¢lal d’excitation de Patome qui sera ainsi mis & méme d'¢metire
certaines raies spectrales par retour de U'électron vers un niveau
d’¢nergie inféricure. Si 'on bombarde le corps avee un faisceau de
particules incidentes dont on fait croitre progressivement I'énergic, on
verra apparaitre des effets d’excitation du corps chaque [ois que T'on
atteindra I'éncrgic correspondant a P'unc des transitions quantiques
("excitation possibles. Si les particules incidentes sont des particules
¢lectrisées qui ont été accélérées par une différence de potentiel, on
délerminera ainsit des « potenticls de résonance » correspondant en
électron-volts a des différences d’énergic entre niveaux de Bohr. 11
pourra méme arriver que les particules incidentes aient assez d’éncrgice
pour arracher completement un des ¢lectrons de atome bombardé.
mettant cet atome cn état d’ionmisation : les potentiels accélérateurs
correspondanis sont des.« potentiels d’ionisalion » qui mesurent en
¢lectron-volts les énergies de liaison des divers électrons de 'atome.
L’étude des potenticls de résonance el des potentiels d'ionisation par
choc poursuivie par de nombreux physicicns a apporté une nouvelle
confirmation des idées de Bohr ¢t en a montré la fécondité.

La théoric de 'atome de Bohr a donc été une révélation pour ceux
qui étudiaient la structure de 'atome ct les phénoménes qui en dérivent.
Elle restait cependant visiblement insuffisante.

Du point de vue théorique, clle juxtaposait d’une manicre trés peu
homogeéne des images et des calculs empruntés aux théories classiques,
aux formules de la théorie des Quanta et aux conceptions si nouvelles
d’états slationnaires et de transition quantique. Gomme la théorie de
Bohr déterminait la trajectoire des électrons a I'aide des équations de la
Mécanique classique, quitle a restreindre, par Papplication de reégles
quantiques, le nombre des trajecloives possibles, on pouvait croire
quelle n'innovait pas d’une facon essentielle, du moins en ce qui
concernait les principes. Mais a la réflexion, elle apparaissail comme
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toul a fait révolutionnaire. Bolir lui-méme insistail sur le fail que les
états slalionnaires sont en quelque sorte suspendus en dehors du temps
el que les transitions quantiques ne devaient pas élre concues comme
des mouvements de transition entre deux détats de mouvement stables,
mais devaient ¢tre regardées comme impossibles a décrire dans le cadre
de Vespace et du temps. Bref, on sentait que la théorie de Bobr avait un
caractére hiatard et provisoire. Clest le développement des nouvelles
Méeaniques qui a permis de micux comprendre sa nature profonde.

En dehors de cette insuffisance, la théorie de Bohr présentait aussi
une insuffisance pratique puisqu’elle ne permetiait le calcul des états
stationnaires que dans le cas, évidemment trop particulier, des trajec-
toires circulaives. Il en résultait que les calculs de Bohr ne fournissaient
(u'unc premiére approximalion ct ne pouvaient rendre compte de la
complexité des structures fines spectrales. Méme dans le cas de
I'hydrogene, ils ne permetiaient pas de rendre compte du [ait que les
raies de la séric de Balmer sont en réalité des doublets. Il fallait donc
chercher a s’affranchir de l'obligation de ne considérer que des
mouvements & un seul degré de liberté. Nous allons voir maintenant
comment, dés 1910, on y est parvenu.

%. La théorie de Sommerfeld.

Soil un systéme a n degrés de liberté
dont la configuration est définie par » variables de Lagrange ¢4, . . ., ¢n-
Si toutes les variables admettent la méme période T, c’est-a-dire si a
des intervalles de temps T clles reprennent toules la méme valeur, le
systeme reprend périodiquement la méme configuration : le mouvement
est périodique. Si chaque variable ¢; est périodique, mais chacune avee
sa période propre T; de variation, les périodes T; étant incom-
mensurables entre elles, le systdme est « quasi-périodique ». Les
conditions de quanta n’ont de sens ue pour les systemes périodiques
ou (uasi-périodiques. Pour tous les systémes de ce genre que 'on a cu
a4 quantifier dans l'ancienne théorie des Quanta, il a toujours été
possible de choisir les variables de fagon qu’elles forment un systéme
de « variables séparées », c’est-a-dire que chacun des moments de
Lagrange p;- puisse s’exprimer cn fonction de la seule coor-
donnée ¢;i correspondante. Les vartables étant ainsi choisics, Wilson
et Sommerfeld ont montré (u'on obtenait des conditions e quanta
sahsfaisantes en posant

j)pith,: nih (ngentier;i=1, 2, ..., n),

l'intégrale étant prise pour une période enticre T de la variable qi.
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Ln appliquant ces nouvelles conditions de quanta a 'atome by dro-
géne de Bohr, on devait pouvoir quantifier les trajectoires elliptiques

R . . . _
képlériennes qui, dans Ie champ coulombien du noyvau en =, doivent
A e

pouvoir exister pour Dé¢lectron-planéte et ne plus se borner a la
considération exclusive des trajectoires civculaires. 1l sullisait d’appli-
quer les conditions de quanta de Wilson-Sommerfeld aux deux
coordonnées r et 0, rayon-vecteur et azimut, qui varient périodiquement
le long de T'ellipse képléricnne ct I'on pouvait espérer oblenir ainsi les
structures fines observées dans le spectre de 'hydrogeéne.

Cet espoir fut dégu. Sommerfeld a fait le calcul en introduoisant les
deux nombres quantiques n, ct n, correspondant aux deux variables
g1=10 et ¢go=r, nombres quantiques qui sont des nombres entiers
pouvant varier de o 4 @, ct il a trouvé pour les énergies des élats
slationnaires I'expression

animet 2:2m et

E=— = —
(ny+ ns 2 ht nh?

en posant n = ny—+ n,. Il est alors évident ¢ue I'on obtient ainsi les
mémes niveaux d’énergic que dans la théorie primitive de Bohr et que,
les nombres uantiques 2, et n, n’intervenant que par leur somme, leur
introduction n’a permis aucun progrés pour la prévision des structures
fines.

C’est alors que Sommerfeld a cu I'idée tres ingénicuse de refaire les
calculs en utilisant, a la place des formules de la Dynamique classique
celles de la Dynamique relativiste. Il s’est, en eflet, apercu que, pour
les trajectoires internes de 'électron dans un atome de Bohr, les vitesses
devenaient comparables a ¢, ce qui logiquement conduil a envisager
I'emploi de la Dynamique relativiste.

La fonction de Lagrange sera ici

G
4

—_— I~ | ——
L=—meeY1— 2 —U=—mec2 V1 — 3 + ) avec 3= -\ it4 r:
: ¢

et les moments de Lagrange seront

7054 mor L o 20
Pr= 5 = o= = —=

- ey
e N Vi—3

ce qui conduit a écrire pour les conditions de Wilson-Sommerleld.

2% A

(4) f —M—L_’i(ﬂ):n.h, ‘¢—fm0—rlll'=llg/l.
0 \/1—:j1 \‘I—{jz
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L'¢tude détaillée de fa trajectoire, que nous ne ferons pas ici, montre
que Pélectron déerit une ellipse avee rotation lente du périhélic
(trajectoire en roselte); autrement dit, la trajectoire réelle est a chaque
instanl tangente a une cllipse osculatrice qui tourne lentement dans son
plan. Le rayon vecteur oscille done entre deux valeurs extrémes ry et 7,
mats le temps qu'il met a déerive le cyele ry— ry— 1y (période de la
variable 1) est un peu plus long que le temps mis par 'azimut 0 pour
augmenter de 27 (période de la variable 0), de sorte que le mouvement
n’est plus strictement périodique, mais seulement quasi-périodique.

Cecer posé, d’apres la dynamique relativiste, Pexpression hamil-

tonienne de Pénergre est (1)

B / ) e?
W= c\/ miet-i- pk+ ’9, — -

Le moment de Lagrange pg est le moment de la quantité de
mouvement de I'éleciron par rapport au noyau : il est constant en vertu
du théoréme des aires qui est encore valable en Dynamique relativiste.
La premiere condition (4) donne done

mor?2f I

Portant cette valeur de py dans I'expression de W, on trouve

B C
p,'=t\/A+27+%,

(') Il suffit, pour obtenir ce résultat, d’effcctuer un calcul analogue A celui du

chapitre III, paragraphe 6, calcul qui consiste 3 éliminer 8 entre les cxpressions

m,c? e? m,r2d m,r
W= T __ % py= —2 —, p= —l
ly— r 0 /g — B2 / o2
\ P Vi—3 VIi—2p

9

. P
En calculant 7? —+ p37, on trouve

N . .
Py o my (r24r202) mi3ic?
ey = pPr= = ’
re ! 1—p2 1— p2

d’olt

/=
2 o2 s L0
. mgc +P‘,. -+ F
= b
Vi— {_-,'_' m;c

cc qui conduit & expression indiquée pour W.
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avec les définitions

| D4 / E \:
.\:-EQ-+zmol‘,=m§c?[<|+ > —1],

nyc?
B E e? .
= — + my e,
oo e . e nih?
"_E'.;_PO—(;'E_ 4___,’

E =W —myc* élant la somme de 'énergic potentielle et de I'énergie
cinétique. ,

Sommerfeld introduit alors dans. son calcul ce quil a nommé la
« constante de structure fine » qui est un nombre sans dimensions

257 e? y I
2 =",2. 1072~ — .
hc 2 137

On peut donc écrire ‘
nth

4= ('_Z,>

Or, Tapplication du théoreme des résidus permet d'¢tabliv que on a

o A—t

W

C=—

En c¢galant le second membre a n,2 conformément a la scconde
condition (4) et cn remplacant A, B, G par leurs valeurs, Sommerfeld
obtient, aprés un calcul simple, Ia formule rigourcuse

1
. E " a2 B
- =11 —
moc? [ 7o+ yni— o]

qui donne I'énergic de I'élat quantifié de nombres quantiques n, et n,.

La quantité a? étant trés petite, une premidre approximalion consisle
a la négliger devant l'unité. On rctombe alors sur la formule de la
théorie non relativiste et 'on ne trouve pas de structure fine. Une

approximation meilleure consistera a garder les termes en a? etl. cn
posant ny + n,= n, on trouvera alors

272my et a? /1 o
E=—_—-[1+; - + (nyetne=o,1,2,...).

n2h? 4 ny

Le dernier terme du crochet explique 'existence d’une structure fine
parce quil dépend séparément de ny cl de n, et non plus sculement de

leur somme.



120 CHAPITRE VII.

On désigne souvent le nombre 7, =+ n.= n sous le nom de « nombre
quantique total » ¢t Fon nomme « nombre quantique azimutal » le
nombre A=un;. La donnée des nombres quantiques n et A& sulfit a
déterminer un nivean d'énergie puisque le « nombre quantique radial »
ny est égal o n— /. En introduisant la constante de Rydberg, on obtient
pour 'expression de I'énergie du niveau n, k

. RA 22 /'n 3
Lppr=——114+ -5 y :{ .

n: n?

Dans Lancienne théorie des Quanta, on admeltait que le nombre
azimutal A ne pouvail jamais prendre la valeur zéro parce qu’clle aurait
correspondu i une Irajectoire rectiligne passant par le noyau. D’apros
la formule obtenue, chaque orbite stationnaire possede unc éncrgic E, ¢
qui ne dépend plus seulement de 2, mais aussi de £; seulement, comme
2* st tres petit devant I'unité, les divers termes speciraux correspon-
dant & une méme valeur de 2 sont trés voisins et 'on obtient bien ainsi
une structure fine des raies prévues par la théoric primitive de Bohr.

Chaque ierme spectral de Bohr correspondant a une valcur donnée
de n se décompose en n termes voisins, car pour n fixé il y a n valeurs
possibles de &, savoir 1, 2, ..., n. Il convient de¢ remarquer que P'écar-
tement des lermes spectraux voisins est d’autant plus petit que 7 est plus
¢levé a cause dé la présence de n? au dénominateur du terme cn a®.

Considérons la s¢ric de Balmer. En premiére approximation ses raies
sont données par

1 .
‘l=l{[52‘—’—_;] (’l=5,/|,...)-

In scconde approximation, on doit d’aprés Sommerfeld remplacer le

R
lerme spectral - par

92

%) =
—
—
w| R
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R
oL le terme spocll'ul — par
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+
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II'v a dans la série de Balmer une structure {ine a écartement conslant
provenant du dédoublement A =1, 2 du premier terme spectral fixe et
une antre structure fine a écartement déeroissant quand on s’éleve dans
la série, due, celle-ci, a la complexit¢ du second terme spectral variable.
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Celte deuxiéme structure fine est pratquement inobservable paree
qu’elle est trop fine. La premicre correspond & une décomposition de
chaque raic prévue par la formule de Balmer ¢n un doublet & éeario-
ment constant pour toute la série est égal a

?<2 3>J R[ 1‘3<2 3 IR =2
- — = — =1+ - — - = .
1 4 22 22\ i>] 16

Jumeér; . ; : ‘
Numériquement, en remplacant les [réquences par les nombres "onde,
qut sont les fréquences réelles divisées par ¢, on obtient

R

!

A‘I" = 5’[1 -+
2_

N
“

Avi = 0,365cm—1,

Cetle valeur est en assez bon accord avee les donndes de Lexpérience.
On obtient donc une mterprétation quantilative de Uexistence des dou-
blets dans la série de Balmer par I'introduction dans la théorie de Bohr
de la Dynamique relativiste. '

Sil'on reprend les calculs de Sommerfeld en supposant que Fon ai
aflfaire & un atome de nombre atomique Z 1onis¢ (Z—1) fois ¢t ne
gardant, par suite, qu'un électron périphérique, on trouve pour 1'élal
stationnaire caractérisé par les nombres quantiques n ct &

RZ27 @272/ n 3
Ei=— —q[l—l— —<k — 7)] .

2
n? n? 4

L’écartement des doublets va donc se trouver multipli¢ par Z*. Pour
I'hélium ionisé (Z = 2), I'écartement des doublets dans la série (qui
correspond & la sériec de Balmer va donc otre 16 fois plus grand que
celui de la série de Balmer elle-méme. On concoit donce que Pétude des

‘doublets -dans le spectre de He+ ait pu {fournir une vérification précise
F |

de la théorie de Sommerfeld : cette vérification faite par Paschen a ¢té
trés satisfaisante,

d. Succes et insuffisance de la théorie de Sommerfeld. — I.a thcorie
de Sommerfeld avait done donné pour les spectres de 1T et de He= des
résultats qui semblaient excellents. Par des calculs motns rigourcnx,
Sommerfeld a pu aussi en tirer une justification des formules empi-
riques proposées par Rydberg et par Ritz pour représenter les raies
spectrales des éléments non hydrogénoides. '

Lorsque I'on cherche a étendre la théorie de Bohr a des atomes conte-
nant plus d’un électron-planéte, on sc heurte a de grosses difficultés. Le
probleme dynamique devient compliqué ct Papplication des reégles de
Quanta devient incertaine. Gependant, l'analogie générale des spectres
de tous les ¢léments, l'intervention dans les formules empiriques du
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tvpe Rydberg de la constante de Rydberg conduisail i penser que le
schéma planétaire si utile dans le cas de Patome d'hydrogene devait
pouvoir aussi ¢tre utilisé de quelque manigre dans le cas des autres
¢léments. Pour le faive, on a commencé par admettre une hypothesc
assez grossiere @ dans Patome de nombre atomique 7, on a considérd
7

constituant autour de lui une sorte de « carcasse électronique », tandis

t des dlectrons-plancles comme lournant an voisinage du noyau et

que le ZFEme glectron-plancte, dit « électron optique », aurait son orbite a
Fextérienr de In carcasse ¢lectromique. Les transitions de 1'électron
oplique ('un état stationnaire a un aulre détermineraient I’émission des
raies du specire optique de élément. Grice a Phypothese de la carcasse
¢lectronique, on peut admetire que Paction du noyau de charge Ze sur
I'¢lectron oplique esta une unilé pres compensée par celle de la carcasse
¢leetronique, de sorte que I'électron optique se meut & peu prés comme
s'il ¢était soumis au champ d’une charge —+ e¢. On est-ainsi ramené au
probléme de I'atome d’hydrogenc avee un seul nombre quantique 2. En
deuxitme approximation, on cherchera avec Sommerfeld a tenir compte
de ce que la charge du noyau ct celle de la carcasse ne se compensent
puas exactement a une unité pres : la trajectoire de I'électron optique qui
peut méme pénétrer dans la carcasse électronique ne se ferme plus et il
faut introduire un deuxiéme nombre quantique &. On trouvera tous ces
développements théoriques exposés en détail dans les livres consacrés a
Iancienne théorie des Quanta, notamment dans ceux de Sommerfeld el

de Léon Brillouin [1], [2].

D’autres calculs, ¢galement assez approximatifs, ont permis & Som-
merfeld d’¢élendre sa formule de structure f{ine au cas des spectres de
rayons X. Dés le premier travail de Bohr, on avait cherché a rendre
compte des spectres X en considérant 'atome de nombre atomique 7
comme conlenant 7 électrons lournant sur’ des cercles coplanaires
(cercle K, cercle L, cle.). Pour tenir compte grossierement de la répul-
ston muluclle des électrons, on avait supposé qu’elle se traduisait par un
simple « effet d’écran » ayant pour conséquence unc diminution appa-

rente de la charge du noyau. Ainsi électron K serait soumis a une force

(7

e? ) . . r e? . .
k)-55 électron L a une force (Z—1)=; ete., &k, [, ... élant appelés
e : =

« nombres d’écran ». Les calculs de Bohr pour 'atome d’hydrogene
peuvent alors s’appliquer ici sans difficulté et 'on trouve les termes
spectraux

_RB(Z—ke  RAZ—I7

12 22

vy
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ce qui permet de retrouver approximativement laloi de Moseley suivant
laquelle les termes spectranx des ravons N\ varient en gros comme 7.2,
Mais cette premidre approximation est manifestement insuffisante paree
qu'elle conduit a prévoir sculement wn niveau L, wn niveau M, cte..
alors qu’on sait que tous les niveaux (sanl le nivean K) sont muluples.

En introduisant sa théorie de la structure fine el en supposant hardi-
ment qu’on peut isoler par la pensée les diverses trajectoives des élec-
trons de la carcasse électronique, Sommerfeld est paryenu pour le terme
spectral X caractérisé par les nombres quantiques 2 el ki Fexpression
o B Mo (3],

h n? n? k 4

ol z,; est le'nombre d’écran relatif a la trajecloire caraclérisée par o
et k. Gomme pour n donné, il y a 2 valeurs possibles pour 4, la théorie
de Sommerfeld prévoil un niveau K, denz niveaux L. (rois niveaux M,
etc. En réalité, la siructure fine des raies X est plus riche que eela et il
Yy a trois niveaux L, c¢ing niveaux M, cte. La théorie de Sommerfeld
plus complele que la théorie primitive est donc encore lrop étroite.

Néanmoins. malgré cette insuffisance évidente, elle a paru remporter
un trés grand succes pour 'explication quantitative des doublets dits
« réguliers ». Dans les séries L, par exemple, ces doublets proviennent
de la combinaison des termes spectraux Ly et Ly avec un méme terme
M, N, ctc. Les deux raies du doublet ont donc des fréquences de la
forme v;,, — v; et v, — v; et 'écartement du doublet est vy, — v;,,. Dans
sa théorie, Sommerfeld laissait de colé comme provisoirement inex-
pliqué le niveau L; et il attribuait aux niveaux Ly et Ly, les nombres
quantiques n=2, A=1ctn=2, k= 2respecuvement. La formule (d)

lui donnait alors

(Z— =1, 2 2’ =t g e
Sy — — —_— 9y - —— —_ e (7 - 2
OVL= YLu— VL= Rz - - ‘)) = Sy (7. — z1)2.

L’¢cartement des doublets L doit done varier comme (7 — 5p)% ou.
comme pour les atomes par trop légers = est beaucoup plus petit que Z,
comme Z/ : c’esl bien la loi constatée expérimentalement. St 'on pose
1. =1, 5= o0, on retombe sur I'¢cartement oy des doublets de la série
de Balmer. On a done
ove = v — 51.)%,

formule qui est bien vérifiée -numériquement a condition d'adopter
pour 5. la valeur raisonnable 3.5. Les doublets des séries M et N sont

ausst numdriquemeit bien prévus par Iapplication des formules de
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Sommerfeld. {Cette prévision exacte des doublets réguliers a paru tout
dabord un tees grand sucees de la théorie de Sommerfeld.

Dautres sucees de cette théorie furent la prévision exacte de Peftet
Zeeman normal et de Teffer Stark. Nous renvoyons sur ces points aux
Ouvrages cileés.

Parlons maintenant des insuffisances de la théorie de Sommerfeld.
An point de vue théorique général, elle souflre des mémes insuffisances
que la théorie dont elle n’est que 1o prolongement. La réalité physique
des trajectoires en rosetie caleulées a Taide d'un mélange assez bilard
de regles classiques e de conceptions quantiques est doutcuse. D’autres
insuffisances apparaissent quand on examine les résultats mémes de la
théorie. Le grand mérite de la théorie de Sommerfeld, c¢’est d’avoir
rendu compte d'une partie des structures fines que la tentative initiale
de Bohr ignorait completement. Mais les structures fines réelles sont
encore plus complexes que ne le prévoient les raisonnements de
Sommerfeld : Ia chose est particulicrement visible pour les spectres X
ot les miveaux sont heaucoup trop nombreux pour pouvoir ¢tre numé-
rotés a Taide des deux seuls nombres quantiques n et &. Pour ¢établir
une classification complete des niveaux dans Ie domaine optique ct dans
le domaine N, Sommerfeld lui-méme a 61¢ obligé d'introduire empiri-
(quement un troisicme nombre quantique j dont la signification théo-
rique restait lees obseure. On n’a pu comprendre réellement Porigine de
la multiplicne réelle des niveaux et le sens vérilable du nombre quan-
tique 7 que le jour ou Fon a atteibué a Pélectron une propriété nouvelle
Jusqualors méconnuce @ le spin.

Une autre difficulté avait surgi entre temps. En introduisant la dyna-
mique rvelativiste, Sommerfeld élait parvenu a prévoir Uexistence et la
variation en fonction de Z des doublets réguliers, ce qui paraissait un
trés beau suceds. Mais les formules de Sommerfeld prévoyaient Dexis-
tenee des différences de fréquence, origines de ces doublets, entre les
niveaux de meme 2 dont le & differe d’une unité, comme le montre la
formule (5). Or quand on établit la classification rationnelle des niveaux
en introduisanl le nombre 7, on s’apercoit que les niveanx origines des
doublets réguliers, (tels, par exemple, que les niveaux Ly et 1y,) ont
mémes nombres et ooet que clest leur nombre jogqui differe d’une
unité. Le sucees des formules de Sommerfeld ¢élait done remis en cause,
les donblets réguliers ne se trouvant plus ¢étre placés la ou la théorie les
prévoyail, La théorie de I'éleetron a spin de Dirac a montré qu’en intro-
duisant i la fois Ie spm et la Relativité dans le cadre de la Mécanique
ondulatoire, on obtient une formule analogue a celle de Sommerfeld,
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mais ot le nombre 7 remplace le nombre . de sorte gue tout rentre
dans I'ordre (voir chap. XIV, §6).

Nous étudierons ces derniéres questions d’une facon plus approfondic
dans le chapitre XTIV consacré au spin ct i la théorie de Dirac.
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CHAPITRE VIII.

LE PRINCIPE DE CORRESPONDANCE.

1. Objet du principe de correspondance. — L’introduction. dex
Quanta dans la théorie de Fatome avait considérablement amélioré nos
interprétations des phénomenes atomiques en ce qui concerne les
¢changes d’énergic et le calcul des fréquences spectrales. Elle avan
méme permis de retrouver certaines formules classiques concernant les
fréquences ou la constante /e se trouve ¢liminée. telles que les formules
de Teffet Zeeman normal. Mais les physiciens se sont trouvés dans un
grand embarras quand il leur a fallu transposer dans le cadre des théo-
rics quantiques les questions d'intensité el de polarisation et les théories
comme celles de la diflusion et de la dispersion, en un mot Uinterpréta-
tation des phénomenes o les propriétés ondulatoires de la lumicre
jouent un role essentiel. Tous ces phénomenes qui, dans leur ensemble,
s'interprétaient d'une fagon trds sausfaisante avee les idées classiques,
devenaient tees difficiles a rattacher aux i1dées quantiques. G'est pour
tenter de faire cette pénible jonction que M. Bobir a développe. quelques
annces apres sa théorie de 'atome, son principe de correspondance (1916).
Ce principe étail ¢n réalit¢ une sorte de fil directeur ayant pour role de
cuider les physiciens dans le difficile travail qui consiste a raccorder les
ancicnnes théories ondulatoires avec les conceplions quantigues.

L’idée qui a dirigé Bohr dans sa découverte du principe de correspon-
dance est que les théories classiques, donnant des résultats satisfaisants
pour Ies phénomenes a notre échelle, doiventavoir le caractere d’approxi-.
mations statistiques valables pour les phénomenes qui metient en jeuun
¢rand nombre de guanta. 11 en est bien ainsi, on peul le constater. pour
les fréquences des raies spectrales, car, si I'on consideére des états (quan-
liques correspondant & un trés grand nombre de quanta, les {réquences
d’émission par application de la ot des fréquences de Bohr coincident
avee celles que la théorie classique prévoil en décomposant le mouyement
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de I'éleetron en composantes harmoniques. Ce résullal constitue ce que
Fon peut appeler « le théoréme de correspondance pour les {réquences ».
Il ¢rait done assez naturel de géndéraliser cetle coincidence en supposant
(que. pour les transitions entre élats a grand nombre de quanta, les pré-
vistons de la théorie classique relatives aux intensilés et aux polarisations
¢taient ausst sensiblement exactes. Hardiment, Bohr a 616 plus loin : 1l
a admis que les prévisions classiques pouvaient encore ¢tre utilisées pour
¢valuer, an moins grossicrement, les intensités ¢t les polarisations méme
pour les raies ¢mises par transition entre ¢lats a petits nombres de
(quanla.

[l importe de bien comprendre dans quel sens on peut dive que les
intensités caleulées par la théorie classique sont exactes dans le cas des
grands nombres quantiques. Au point de vue quantique, chaque acte
d’émission donne naissance  un seul quantum Zv et cela n’a pas de sens
de parler de lintensité du rayonnement ainsi émis. Mais, s’il y a un
tees grand nombre N d’atomes semblables présents dans Ie méme état
initial, il ¥ aura une certaine fraction P de ces atomes qui, pendant
I'unité de temps, subira la transition avec émission du quantum Zv, de
sorte que Pénergie émise par unité de temps par U'ensemble des atomes
scra PN /2y et c’est cette ¢nergie que le principe de correspondance per-
met d’évaluer par I'emploi des formules classiques. En fin de compte,
les formules classiques serviront done a déterminer « les probabilités de
transition I’ ». C’est donc sculement au point de vue statistique que
I'électromagnétisme classique conserve unc certaine valeur et ce serail
unc crreur de dirve que, d’apres le principe de correspondance, I'atomne
¢met survant les lois de I'¢lectromagnétisme. Pour parler correctement,
il faut dire : « Les ensembles d’atomes émettent statistiquement, dans
le domaine des grands nombres quantiques, suivant les lois de I'électro-
magndétisme ».

Avant d’aborder I'étude détaillée du principe de correspondance, 1l
esl nécessaire que nous disions quelques mots des variables angulaires
et de leur miervention dans 'ancienne théorie des Quanta.

2. Les variables angulaires. — Rappelons comment Planck avait
mtroduit la notion de quantum. Il envisageait des oscillateurs lincaires
barmoniques dont la {réquence d’oscillation v e¢st indépendante de
Famplitude ct, adoptant un énoncé de « quanta d’énergic », il avail
admis que les seuls mouvements stables de l'oscillatcur sont ceux dont
I'énergie est de la forme

(1) E = nhv (n entier).
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Cel énoncé a Pinconvénient de ne pouvoir s’applhiquer qu'a un oscilla-
teur quasi-¢lastique dont la fréquence est indépendante de 'amplitude.
Planck a alors cherché un ¢énoncé plus général qui soit applicable & un
systéme périodique quelcongue @ un degré de liberté et il a adopté le
suivanl :

(2) (t)pdq: nh,

ou I'intégrale est élendue a une période de la varmable ¢. Cetle nouvelle
régle de quantification a 'avantage de bien faire ressortir que la cons-
lanle % a le caractére d’une unité d’action, car elle exprime que 'inté-
grale d’Action Maupertuisienne étendue a un cycle complet du mouve-
ment périodique est égale a4 un multiple entier de la constante A.
Appliqué au cas particulier de l'oscillateur linéairc harmonique, la
formule (2) permet d’ailleurs de retrouver aisément I'énoncé (1).

La formule de quantification (2), apres avoir ¢té utilisée par Bohr
dans sa théorie primitive des orbites circulaires, a éLé généraliséc par
Wilson et Sommerfeld pour les mouvements définis par plus d’une
variable. Les mouvements de ce genre que 'on a a quantifier sont lou-
jours des mouvements quasi-périodiques ot chacune des variables a son
cycle propre de variation. Il y a alors toujours au moins une maniere de
choisir les variables g; de facon que chacun des moments p; puissc
s’exprimer & l'aide de la seule variable g; qui lui est conjuguée (systeme

de variables séparées). Chacunc des intégrales fﬁp,—dq,- étenduc a un

cycle entier de variations de ¢; a alors un sens bien défim et, d’apres
Wilson et Sommerfeld, on doit quantifier en posant

(3) ¢p,~ dgi= n;h (n; cntier).

On obtient ainsi autant de conditions de quantification qu’il y a de
variables g;.

Cette méthode de quantification donne des résultats satisfaisants ct
univoques quand il n’y a pas de « dégénérescence », c’est-i-dire quand le
nombre des dimensions de la trajectoire n’est pas inféricur au nombre
des variables ¢;. La forme des orbiles quantifiées est alors entiérement
déterminée par le choix unique des variables séparées.

Il n’en est pas de méme dans le cas ou il y a dégénérescence, parce
qu’alors il se trouve qu'il y a plusicurs choix possibles de variables
séparées. Selon le systéme de variables séparées que Pon choisit, la
forme des orbites quantifiées diflfére, ce qui n'est pas satisfaisant. On

I.. DE DROGLIE. 9
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vérific cependant, que les énergies des orbiles quantifiées restent tou-
jours les mémes, comme si seules les éncrgies, ct non les formes, des
orbites quantifiées avaient un sens physique. Dans ces cas de dégéné-
rescence, la méthode des variables séparées de Wilson et Sommerfeld
semble donc donner un nombre trop grand de conditions quantiques et
il paraissait désirable de trouver unc antre méthode ne donnant pas des
conditions trop stricles Mdans les cas de dégénérescence. Ce bul a été
atteint par 'emploi des « variables angulaires » qui ontjoué, par ailleurs,
un role essentiel dans le développement mathématique du principe de
correspondance.

Considérons un systeme a f degrés de liberté déerit par f coordon-
nées gx el f moments conjugués de Lagrange p;. Entre ces variables
canoniques, nous avons les équations de Hamilton

dgy L oH dpi _ oH . .
7’-—;)1)7) '%—'—'dq_‘ (k=1,2, ..., /),

ot Hl est la fonction hamiltonienne qui exprime I'énergic du sysiéme en
fonction des gy ct des p;.

On démontre en Mécanique analytique (*) le théoréme suivant tres
souvent utilisé en Mécanique céleste :

SNe lon parvient a dé finir de nouvelles variables
Qi=fi(qs;, pt) et Pi=gi(qr pr)-
alaide de Uensemble des anciennes variables canom'q'lu’s qr et pi et

st Uexpression
2 P; dQ; —Zpk dq
; k

i

est la différentielle exacte d’'une fonction des g et des py, les Qi et
les P; sont encore des variables canoniques, ¢’est-d-dire qu'elles satis-
Sont & des équations de la forme

dQ; _ Jae oP; _ dde
Tdt T JP; a — JQ;

De plus, si la fonction hamiltonienne primitive H(qipi) ne dépend
pas explicitement du temps (ce qui est le cas pour les systémes conser-

') On trouvera la démoustration de cette proposition ainsi que de tecutes celles qui
suivent 4 la fin du tome II du livre de Sommerfeld [1].
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vatifset,en particulier, pour les systemes quantifiables), la fonction 3¢
des Q; et des P; s'obtient simplement en remplacant dans H(qx, pr)
les qi et les pi par leurs expressions en fonction des Q; et des P;.

Le passage des variables ¢x, pr aux variables Qi, Pi qui conserve la
forme des équations de Hamilton est nommé « changement de variables
canoniques ».

Considérons alors un systéme quasi-périodique ct soient ¢y, .... gr
un jeu de variables séparées pour ce systeme. On peut démontrer qu'il
est possible de trouver un changement de variables canoniques tel que
les nouveaux momenls P; soienl précisément  égaux aux inlégrales
cycliques de Wilson-Sommerfeld (ou a des combinaisons lincaires de

. dl)
ces intégrales). Ces P; sont alors des conslantes, les = sont nuls et,

dt
o . dH .
d’apres les équations de Hamilton, lcsd— sonl nuls aussi. Donc la fonc-
4 4

tion hamiltonienne, exprimée a laide des P; que nous nommerons J;
et des coordonnées Q; que nous nommerons dorénavant «;, se lrouve
nc pas dépendre des w;. Comme, d’aulre parl, on a
dQ[ _ {lwl . dJC
dt — dt — dl;
JH . . L.
et que les -+ sont des constantes, les v sont des fonctions linéaires du
Ji
temps de la forme

w; = v;{ + 6,
ou les constantes v; sont d¢finies par

JH
;J—ia

V=

relation fondamentale pour le principe de correspondance.

On démontre encore que les variables g sont des fonctions pério-
diques des variables w;.

Bref, il est possible de trouver un changement de variables cano-
nigques faisant passer des variables séparées primitives g el py a de
nouvelles variables canoniques w; et J; telles que :

1° la fonction hamiltonienne exprimée avec ces variables ne dépend
que des J;;

2° les J; sont des constantes;

3° les coordonnées wv;sontdes fonclions linéaires du temps v ==v; t+43;;

4° les gx sont des fonctions périodiques des ;.
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Les o sonlappelées des «variables anguladres », parce qu’elles crois-
sent proportionnellement au temps comme un angle dans un mouvement
de¢ rotation uniforme. Les quanutés J; sont appelées les « variables
’action », nom dont I'origine est évidente.

Il faut remarquer que les w; etles J; ne sont pas entierement détermi-
nées par les conditions 1°, 2°, 3° ¢t 4° ci-dessus, car si Pon a trouvé un
jeu de w; et de J; quisatisfasse a ces conditions, on en trouvera un autre
cn posant

4y o
Wy = A; Wy, J—— -

les o ¢tant des constantes arbitraires. Pour achever de déterminer les w;,
on pose par convention que la période de lous les gx par rapport aux w;
doit étre égale & Punité.

Ceci posé, on prend comme conditions de quantification dans la
méthode des variables angulaives les formules

(N Ji=n;lt (n; entier).

Quand il n’y a pas de dégénérescence, le nombre des variables angu-
laires est égal au nombre des variables séparées ct chaque J; est égal a
I'une des intégrales cycliques de Wilson-Sommerfeld. I1 y a donc alors
coincidence entre les conditions (3) et (4), c’est-d-dire entre les deux
néthodes des variables séparées et des variables angulaires.

Mais il n’en est plus de méme dans les cas de dégénérescence. On
lrouve alors un nombre de variables angulaires inférieur a celui des
variables sépardées et cerlaines au moins des variables J; sont des combi-
naisons linéaires des intégrales cycliques d¢ Wilson-Sommerfeld. Le
nombre des conditions (4) est donc inféricur a cclui des conditions (3),
¢’est-d-dire que la méthode des variables angulaires détermine moins
strictement que la méthode des variables séparées la forme des trajec-
toires ctles difficultés soulevées par I'application des conditions (3) de
Wilson-Sommerfeld n’existent plus avec les conditions (4), ce qui donne
une netle supériorité & la méthode des variables angulaires.

Puisque tous les g (ct, par suite, la configuration du systéme) sont
des fonclions périodiques de période 1 des variables angulaires w;, une
grandeur quelconque qui dépend de la configuration du systeme (par
cxemple T'une des composantes de son moment électrique) pourra sc¢
développer en série multiple de Fourier sous la forme

E (J.:I;'---Tn (J Iy voes J”) e‘l'ﬁi"Tlll'1+...+7"||'"\,

Typeeeiom
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les 7; élant des nombres entiers positifs ou négatifs ¢t n ¢lant le nombre
des variables angulaires (n < f). Si la grandeur doit ¢tre réelle d’apres
sa signification physique, on aura

*
C_< L. =0

BT T Tty eceyTad

Les w; étant des fonctions linéaires du lemps, nons éerirons le déve-
loppement précédent sous la forme

2 drn---,fn(‘lh et _|"‘)921:l(‘.v)1’
<5 T

\

2 d= (1) =il =n,

T

ou, c¢n abrégé

avee la définition

(M)=T1vi--.. .4+ Tava.

3. Exemples de quantification par la méthode des variables angu-
laires. — Nous allons donner deux exemples de quantification par la
méthode des variables angulaires.

Ml

M.

i
0]

Fig. ar.

D’abord I'atome d’hydrogénc. Dans cet atome, 'unique électron décrit
une orbite képlériennc sous I'action de la force de Coulomb : dans la
théoric des ellipses képlériennes, classique en Mécanique rationnelle, on
montre qu'ill existe un angle, 'anomalie moyenne, qui croit proportion-
nellement au temps. GCet angle 0 est reli¢ a Panomalic excentrique « par
la relation bien connue

0= u—esinu,

ou ¢ ¢st Uexcentricité de ellipse.

: 0 : : :
En posant & = . on obtient unc variable angulairc augmentant pro-

o~

portionnellement au temps ct lelle que le systéme reprenne la méme
configuration quand o augmente d’unc unité. Il y a1c1 dégénérescence
¢t nous avons unc seule variable angulaire au licu des deux vamables



13 CHAPITRE VIII,

séparées r el 0. La variable d’action J conjuguée de w est égale a la
somme des intégrales de Wilson-Sommerf(eld

(]51)0 b —|—§b prdr.

Quand on cherche & évaluer Pénergic du mouvement de P'électron en
fonction de o et de J. on trouve

2=t met

H(J)=— "5

qui est bien constante et indépendante de w. 1l suffit alors de poser
J = nh pour retrouver la formule des élats stationnaires de Bohr sous la
forme

B o— 2xm2m et

e nzh?

Un deuxiéme exemple nous sera fourni par la théorie de effet Zeeman
pour un atome d’hydrogene. L’atome est placé dans un champ magné-
tique uniforme et constant H. Un théoréme célebre du a Sir Joseph
Larmor nous apprend que pour les valeurs des champs usuellement
réalisables, le mouvement de I’électron peut s’obtenir de la fagon simple

“suivante : « Imaginons un systeme de référence qui tourne d’un mouve-
ment uniforme autour de la direction du champ H avec la vitesse angu-
laire (dite de Larmor)

ol e el mq sont la charge et la masse de I’électron, alors le mouvement
de Télectron par rapport a ce systeéme de référence sera le méme que si
le champ H n’existait pas ct si le systéme ne tournait pas ». Autrement
div, pour les valeurs pas trop fortes du champ, il y a compensation entre
Peffet de la rotation et 'action du champ.

La trajectoire de ’électron sera donc une cerlaine cllipse képlérienne
tournant d’un mouvement uniforme de vitesse angulaire  autour de H.

Dans le systéme tournant, nous pouvons donc toujours définir une
anomalie moyenne que nous nommerons maintenant (; et qui aura tou-
jours pour moment conjugué la variable d’action

Jn] = ¢ 1.}01 d01 —!—¢ Pr d/',

ou 0; est 'azimul dans le systéme tournant.
Mais maintenant pour connaitre la position de Vélectron, il faut
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encore nous donner un angle 0, qui fixe Ja position du systéme lournant
par rapport au systemec de¢ rélérence de 'observateur et, comme cet
angle augmente avec la vitesse angulaire ». on obtient une seconde
variable angulaire en posant

w ¢eH

{
W= — = —"—t+ag= Vgt—i—ag, avec Ve = —m
2% 2% fmmgc

g est la [réquence de Larmor. L¢ moment conjuguc J, est le produit
par 27 du moment de la quantit¢ de mouvement de I’électron autour de
la direction H qui est constanl.

Pour obtenir la fonction hamiltonienne H (Jy, Jo), nous remarque-
2% mget
Ji
vement relatif dans le systéme tournant, plus un terme du a la rotation

rons qu’elle contient d’abord l¢ terme — correspondant au mon-

du systeme de Larmor qui dépendra de J,. Nous calculerons ce terme
en remarquant que sa dérivée par rapport & J, doit nous donner v.. de
sorle que finalement

22 Mg et ecH
—+ .
Jz2 frmmyc

H(Jy, Jo) =—

2

En posant Jy:=nh et Jo==mh, nous obuendrons pour les ¢nergies

quantfiées
. 27 meet eh H
l‘4n,m: - >~ T 5 . b}
n*h? 4T MyC

d’on, pour les fréquences ¢mises,

Eim— Enrp AR2mpet [ 1 1 .. e¢H
amwnw' = =g —— = g5 — | gr — ) (mmmI)
" . ell
= My H0Imn T
4mmecC

ou v, est la fréquence émise en I'absence de champ ct dm la variation
pendant la transition du nombre quantique m. En admettant la « végle
de sélection » suivant laquelle le nombre m peut varier de o, +1 ou —1,
on retrouve l'effet Zeeman normal. Remarquons que dans ce calcul, la
constante £ s’élimine. ce qui permet de retrouver un résultat de la
Physique classique.

4. Le principe de correspondance. — Nous avons ¢Xposé au para-
graphe 1 de ce chapitre 'idée de base du principe de correspondance.
Nous pouvons la retrouver en partant de la remarque suivante : I'écart
entre les théories classiques ct les théories quantiques réside dans le fail
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que la constante A a une valeur finie el cel éeart s’évanouirail si /
tendait vers zéro. Donc dans les phénomenes mettant en jeu un nombre
¢norme de quanta, on doit retrouver asymptotiquement la théorie clas-
sique puisqu’alors tout se passec comme si /2 était infiniment petit.

Nous allons d’abord prouver qu'il en est bien ainsi en ce qui concerne
les fréquences en démontrant le théoréme de correspondance pour les
fréquences dont nous avons déja parlé.

Considérons un systeme défini par des variables angulaires w,y, ...,
4, ... ctun certain mouvement défini par des valeurs constantes des
variables d’action J,, ....J;, .... Comme toutes les grandeurs attachées

>
au systéme, le moment électrique < peut s’exprimer sous la forme

- .
p ZEPT(J) QiYL
T

ou 7 représente I'ensemble des nombres entiers 7y, . .., 7. ... JI'ensemble

des variables d’action et ou (1v) :Z 7;vi. Enfin on a
H

_oH
Vi = dT'k'

Supposons maintcnant que le mouvement du sysiéme soil un mouve-
ment quantifi¢ 4 lun grand nombre de quanta, c’est-a-dire que 'on ait
Ji:= nth pour tous les J; avec tous les n; grands devant 'unité. D’apreés
la conception classique de I’émission du rayonnement, 1l y aurait émis-
ston stmultanée par le systeme de toules les fréquences de la forme
(=v) :2 7;v; figurant dans le développement de ‘jl, P'intensité de I’émis-

i
sion de la [réquence (tv) élant déterminée par la valeur du p. corres-
pondant.

Dans la conception quantique, au contraire, il n'y a pas de rayonnc-
ment tant que dure I'état initial, mais 1l y a possibilité de transition de
I’état initial défini par les J,= nih 2 d’autres états quantifiés d’énergie
moindre ct le passage a4 un ¢tat final défimi par J/.-: n) h donne lieu a
I'émission d’une radiation de fréquence
E,— E,

Y= h ’
d’apres la lo1 de Bohr.

Or, d’aprés I''dée de basce de la méthode de correspondance, si tous
les n; sont grands ct si tous les |ny | = | ny— n',| sont petits devant
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les 74, on doit rétomber sur les résultats de la théorie classique. Comme

les n varient alors peu en valeur relative dans la transition 7 - n' on
peut écrire ponr la variation correspondante de I'énergic

JH Jll
En_Eu’: Sy Vi = 27 Gy
daad J] & i dJ b By
k t
el, par suite,
NI\ P NN
‘nn s iz onj OnLvi.
k k

Nous pouvons donc faire correspondre a chaque terme de [réquence

(=) du développement classique de ¢ la transition quantique

(nyyney oo, ngy o) (Rp— 5, M= Tay e G — T )

puisque, sclon la régle de Bohr, cette transition donne précisément lieu
a I’émission de la fréquence (1v).

Si au début nous avons aflaire a un cnsemble d’atomes dans 1'érat
’énergic E,, ces atomes subiront dans le /domaine des grands nombres
uantiques les diverses transitions possibles, de sorte qu’un observateur
verra dans le rayonncment global émis par Pensemble d’atomes toutes
les fréquences prévues par la théorie classique. Statistiquement, le
résultat classique sera donc vérifi¢ malgré la diflérence profonde des
processus d’émission imaginés par la théorie classique ct par la théoric
quantique. Nous avons ainsi démontré que les fréquences ¢mises suivant
la loi:de Bohr coincident asymptotiquement pour les grands nombres
quantiques avec les fréquences prévues par la théorie classique a condi-
tion d’élablir une certaine correspondance cnire les transitions quan-
liques ct les termes du développement classique du moment électrique
en série de Fourier.

Vérifions le théoreme de correspondance pour les fréquences dans le
cas de 'atome d’hydrogeénc. Comme nous Pavons vu, nous avons alors

anZmet JH i=tmet
—_— V= e = ————
J2 al Js

v élant la fréquence de rotauion de Pélectron sur son orbite. La fréquence
émise lors de la transition J - </ - J est donnée par

E(J—f——.h)-—E(J)__zx'-’me" T 1 4=2m et
h - h J? (J+=<h)

et Ie théoréme est vérifié.
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Le¢ résultal précédenl concernant _les fréquences donnant une base
solide & la méthode de correspondance, M. Bohr I'a ¢étendu aux ques-
tions d’intensité et de polarisation. Il considére un nombre énorme
(Patomes tous orientés de méme ct s¢ trouvant dans le méme ¢élat quan-
lique initial défini par les valeurs Jp = nih avec des ng trés grands. Soit

(3) ‘J?-'-'=Zl)grl.)(‘l)ezﬂi(-'")l

le développement de Fourier de I'une des composantes reclangulaires
du moment électrique de chacun de ces atomes. Au point de vue clas-
sique, chacun de ces alomes devrait émettre toutes les fréquences de la

JH
erak:Z Tk:m (avec des = entiers),
k k

Pintensilé de la composante parallele a I'axe des z de la radiation de
fréquence (7v) étant déterminée par la valeur de p”. Plus précisément,
la quantité d’énergic rayonnée par unité de temps sous forme de radiation
de fréquence (7v) avec vibration électrique parallele 8 O z est en moyenne
par atome égale &

forme

64wt (v ) (x) |a
—3a P
’aprés la formule (14) du chapitre I. Un observateur qui analy-
serait, par cxemple, a4 'aide d’un réscau, le rayonnement de 'ensemble -
des atomes, y verrait donc des composantes spectrales ayant toutes les

fréquences de la forme Zrkvk, les intensités ct les polarisations de
k

chacune d’elles s¢ trouvant définies par la loi qui vient d’¢tre rappelée,

apphquée aux trois axes z, y, 2.

Dans la conceplion quantique, les choses se passent différemment
puisque chacun des N atomes de Pensemble ne peut émettre qu’unc
scule des fréquences (tv) en effectuant la transition n—n—7 corres-
pondante. Il faudra donc ici introduire des probabilités de transition.
On dira, par exemple, que tous les atomes de I'ensemble ont la proba-
bilite P, o d'eflectuer la transition 2 - n-——< avee Cémission de la
[réquence (tv) ct vibralion électrique parallele a Paxe des 2. Des lors,
\ élant par liypolhésc trés grand, il y aura par scconde NP, _. atomes
(qut subiront la transition 2 -> n— = dans ces conditions. L’observateur
(qui observe le rayonnement émis par 'ensemble d’atomes sans pouvoir
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préciser le role de chaque alome, trouvera donc dans le rayonnement
des composantes ayani toutes les fréquences (7v). I'énergic ¢mise en
moyenne par seconde avec la fréquence (7v) el une vibration électrique
paralléle & Oz étant égale a NP, _ A (7v). Mais ici intervient 'idée de
correspondance qui conduit i postuler ue, dans le domaine des grands
nombres quantiques, les faits observés doivent ¢tre en accord avee les
résultats classiques et que, par suite. on doit avoir

6474 (V) R
NP A(wv) = N ———="p7 2,
’ou on tire 'expression de Py, _-
b SR
n,n—=< 3/1(:3 f - {

avec naturellement des formules analogues en ce qui concerne les axes
des y et des =.
Par ce principe, la théorie de correspondance détermine, a Faide dex

coefficients du développement classique de € en séric de Fourier, les
probabilités de transition dans le domaine des grands nombres quan-
tiques défini par les conditions

(6) np>1, nh -1, By =g — N T ng.

Mais M. Bohr a été hardiment beaucoup plus loin. 1l a ¢tendu par
induction le méme principe en dehors du domaine des grands nombres
(uantiques.

Considérons un ensemble de trés nombreux atomes dans un étal
quantique initial quelconque défini par un jeu de nombres quantiques
sur lesquels nous ne faisons plus maintenant les hypotheses (6). Dans
cel état initial, nous avons toujours un développement de Fourier pour
%, de la forme (5) ct & chacun des termes de ce développement, nous
pouvons encore faire correspondre la transition quantique n->n —-=.
La fréquence émise lors de cette transition est donnée par la regle de
Bohr et clle n’est plus égale a (tv) puisque le théoréme de correspon-
dance a été démontr¢ sous les conditions (G) que nous ne supposons
plus vérifiées. Soit alors v, .« la fréquence ¢mise. Bohr suppose alors
que la probabilité de transition P, - est encore donnée approximative-
ment par la relation
_ 64nrv?

l,(_t) n,n-—"T

Cplts e
- —— U .
nn -3 ‘;hc:, ] T
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‘(5 C CX )l'USSiOIl acy 'ﬂi . perl re i "3s 1, une évalua iOl'l au
Geu ] levrait permetire, d’apres Bohr, luat
moins approximative des intensités et des polarisations.

Remarquons qu’ainsi ¢énoncé, le principe de Bohr n’était pas Lrds
satisfaisant. En effet, si 'on considére le mouvement quantifié initial,
Fimage classique fournit bien pour les pt des valeurs bien détermindées.
Mais pourquoi choisir les pf” de état initial plutol que ceux de I'état
linal pour évaluer les probabilités de- transition entre ces deux élats ?
Dans le domaine des trés grands nombres quantiques, la difficulté ne se
présentait pas car, les pt™ étant des fonclions continues des J; et les J;
variant trés peu en valeur relative pour les transitions qui satisfont aux
conditions (6), les pi® de 'état final differcnt trés peu de ceux de I’état
initial, de sorte que 'indétermination s’évanouit. Mais quand les condi-
tions (6) ne sont pas réalisées, y a-t-il lieu dc prendre les p7™ de 1'élat
initial, ceux de I'état final ou encore une sorte de moyenne de pt¥ prise
sur I'cnsemble des états non quantifiés intermédiaires entre I'élat initial
et état final ? Bohr a fait une intéressante tentative dans son rapport au
Troisitme Conseil de Physique Solvay [2] pour préciser la manitre
dont unc telle moyenne pourrait étre définie, mais malgré ses cllorts, le
principe de correspondance pour les intensités a gardé dans ’ancicnne
théorie des Quanta un caractére un peu flou, et seule, la nouvelle Méca-
nique a pu, comme nous le verrons au chapitre XII, en donner un
¢nonc¢ loul a fait précis.

Bien qu’imparfait, le principe de correspondance a cependant rendu
dans le cadre de Pancienne théorie des Quanta des services éminents en
permettant de faire de nombreuses prévisions i peu prés exactes pour
les intensités ¢l les polarisations des raies spectrales et en fournissant
unc démonstration des « régles de sélection » sur laquelle nous revien-
drons plus loin. Guidés par I'idée fructueuse de correspondance, les
théoriciens de 'Ecole de Copenhague, collaborateurs ou éleves de Bohr,
sonl parvenus vers 1920 a développer des théories parfois un peu
batardes, mais qui ont été en leur temps trés utiles parce qu’elles ont
préparé la voic aux théories actuelles. C’est ainsi que MM. Kramers et
Heisenberg ont développé la premiére théorie quantique de la dispersion
¢t ont pu donner la formule qui porte leur nom et dont nous aurons a
reparler. Ce sont ces études orienlées par le principe de correspon-
dance qui ont mis & cetle ¢poque le jeune Werner Heisenberg sur la
voie de la Mécanique quantique développée sous la {forme de théorie des
Matrices qui a éLé irés importante pour I'essor de la nouvelle Mécanique
et sur laquelle nous aurons Poccasion de revenir,
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5. Démonstration des régles de sélection par le principe de corres-
pondance. — Il faut d’abord définiv ce que Ton appelle « régles de
sélection ». La théorie de Bohr prévoit pour chaque sorte d’atome une
suile inddéfinic d’é¢tats stationnaires quantificés dont les ¢nergies divisées
par A fournissent les termes spectraux a partiv desquels on obtient par
différence les fréquences des raies quien principe 'atome peul émettre.
Mais toutes les raies ainsi prévues figurent-elles réellement dans e
speetre de 'atome ? La réponse est @ non, en géncéral. Le fait qu'une
fréquence spectrale est donnée par la loi de Bohr est une condition
nécessaire, mais non suffisante pour U'existence de la raie correspon-
dante. I 'y a done licu de compléter la loi des [réquences de Bohr par

des «regles de sélection » indiquant quelles sont. parmi les fréquences

-
~

Ty

T X

Fig. 22,

prévues par la loi de Bohr, celles qui figurent réellement dans le spectre
de 'atome considéré.

Le principe de correspondance nous fournit un moyen de trouver ces
régles de sélection, car il nous permet d’évaluer les intensités des raies
spectrales prévues par la régle de Bohr ct, s’il se trouve que I'intensité
de certaines de ces raies soil nulle, elles seront absenles du spectre
¢ludié. Par cette voie, on a pu arriver a des reégles de sélection qui se
trouvent ¢tre identiques a celles que Rubinovicz avait antérieurement
¢noncées en parlant de considérations sur le moment de la quantité de
mouvement des ondes lumineuses sphériques.

Pour bien faire comprendre sur un cxemple comment on peul
démontrer les régles de.sélection a I'aide du principe de correspondance.
reprenons le cas de I'atome d’hydrogéne placé dans un champ magne-
tque uniforme. En ce cas, dans le systeme de référence de Larmor qui

tourne autour du champ magnétique H avee la vitesse de rolation uni-
ell

2m,¢
n’existail pas ot st le systéme ne tournait pas.

forme © =

y I'électron a le méme mouvement que si le champ
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Dans le systéme tournant, le moment électrique sera donce le méme

(que st le systéme ne tournait pas : il aura la valeur ij“” qu'il aurail alors
en I'absence de champ. Mais si nous prenons des axes Oz y s tels que
Oz coincide avec la direction de H, 'axe Oz’ du systéme tournant fera
avee Oz un angle ¢ = w¢ et nous aurons a chaque nstant

De= D) cosp — 2" sin g, ZTy= 20 sino+ Z{P cos g, T, =20,
Eerivons €, €., . sous forme complexe en posanl.

PO =

> .
ﬂ:"l)) e?l.l\‘ll,

vy ¢tant la fréquence mtroduite au paragraphe 3. Nous pourrons éerive
Dot [ By= (D + (DY) 017,  Dp— iD= (TP —i2\V) 617, D=,

En introduisant la variable angulaire

w
Pag = ? = —
2% 2=x
. . eH
a laquelle corvespond la fréquence de Larmor vo= ———) nous
2nmgye
obtenons
Dt i Dy = (20 + I DLY) @200t
(Br— iBy) = (DO — (D)) e—2Fivat, P, = T4,

Or, a la variable angulaire w, correspond la variable d’action J, égale
au produit par 27 du moment cinétique de Pélectron autour de Oz et
le nombre quantique que nous avons appelé m (nombre quantique
magnétique). Les formules précédentes montrent alors, d’apres la
correspondance établie entre les transitions q'uantiques ct les cocfficients

" glantl évi-

du développement de Fourier du moment électrique que, ‘.’f‘

demment indépendant de w,, les seules transitions associées i un

moment ¢lectrique non nul sont celles pour lesquelles 0m = o, = 1.
Aux transitions pour {lesquelles dm = -1, correspond un moment

électrique tel que

Lr+1IZy5£0 avec Z,— (%, =Z.=0

ct la premiere de ces équations montre que

e
!’By = ‘J:.,; ] !,

c’est-a-dire que mous avons affaire a ’'émission d’une onde circulaire
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gauche autour de Osz. Aux transitions om=—1 correspond un
moment électrique tel que
L+ 1Zy=o0, Lr— L%y # 0, T.=o, d’on L, =Tre
estoidir _ ] . . . .
c’est-a-dire que nous avons affaire a unc onde circulaire drodte autour
de Oz. Enfin, aux transitions ém =— o, correspond un moment électrique
dirigé suivant Oz, car alors

L= ‘.ﬁy= 0 el L. 0,

c’est-a-dire que nous avons aflaire a une onde rectilignement polarisée
avec vibration électrique parallele a O z.

Si nous portons ces résultats dans la formule précédemment obtenue
pour les fréquences modifiées par I'effet Zeeman, savoir

ell

. — 0 o
’nm.n'm'——V%,,),r—l— om ———,
qrmge

nous relrouvons immédiatement la théorie de Ueflet Zeeman normal.
Un autre exemple de régle de sélection nous sera fourni par I'atome
de la théoriec de Sommerfeld. La variation relativiste de la masse de
I'électron avee sa vitesse a pour cflet d'imprimer a I'orbite élecironique
képléricnne un mouvement de rotation uniforme dans son plan autour
du noyau. Si 'on prend le plan du mouvement en rosctie comme plan
2Oy ct I'axe des z normal & ce plan et passant par le noyau, il existe
un systeme de référence lournant autour de Oz avec la vitesse du
pérthélic par rapporl auquel la lrajecto.ire esL rigourcusement 'orbite
képlérienne qui serait décrite dans le systeme de I'observateur en
I’absence de¢ la variation de la masse avec la vitesse. Dans ce systeme
tournant, le moment dlectrique €(®) est contenu dans le plan de la

trajectoire : donc %€’ = o constamment. On obtient alors. comme
précédemment, ’
D+ LDy = (2L + (TV) €', Lr+ (T, =(TH— (2} )6 is.

Sil'on prend comme variation angulaive .y = on o est I'angle de

)
2=

rotation li¢ au périhélie, on trouve
Dot iD= (T + LDY) et D iD= (DO — (DY) @, 0
La variable J, conjuguée de w» est égale au produit par 27 du moment

de quantit¢é de mouvement de I’électron aulour du noyau et illui corres-
pond le nombre quantique azimutal 4. On trouve done la regle de
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s¢lection ok ===, les deux possibilités correspondant a des émissions
circulaires de sens inverse. La possibilité 6k = o s¢ trouve 1ci éliminée
parce que €. =o. La régle 6k == 1 a rendu des services pour classer-
les raies spectrales dans le schéma de Sommerfeld.

Des régles de sélection analogues pouvaient ¢tre obtenues chaque fois
(que Pon parvenait a définir dans un systéme alomique un systéme de
référence tournant d’'un mouvement uniforme autour d’une direction D
et par rapport auquel le mouvement du systéme élait indépendant de la

rotation. Nous n’insisterons pas sur ces généralisations.
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CHAPITRE TX.

IDEES DE BASE ET EQUATIONS FONDAMENTALES
DE LA MECANIQUE ONDULATOIRE.

1. Point de départ. — l'idéc de buse de la Mécanique ondulatoire

a 61¢ la suivanle : puisque U'expérience a révélé que, pour la lumicre, il
exisle un aspecl corpusculaire et un aspect ondulatoire des phénomenes
reliés entre cux par la rcelation W = /v ou figure la constante 2 de
 Planck, on peul penser qu’il pourrait exister aussi pour les particules
de mati¢re un aspect corpusculaire et un aspect ondulatoire (ce dernier
longlemps méconnu) qui seraient reliés entre cux par une relation on
figurerait la constante de Planck.

Pour chercher a développer cette idée, il faut chercher a associer un
élément périodique a I'idée de corpuscule. Imaginons un corpuscule
qui s¢ meut d’'un mouvement rectiligne ¢t uniforme en Fabsence de tout
champ : nous ne précisons pas o se trouve le corpuscule, nous n’envi-
sageons que son étal de mouvement. Ce mouvement a licu dans une
certaine direction que nous prendrons comme axe des 5 et il y est dyna-
miquement défini par les deux grandeurs énergic et quantité de mouve-
ment dont les expressions relativistes sont

- m,¢? m,v v
I W = e | = —_—_—.— (-8 = —)
W Vi—f2 P Vi— 32

dont on tire

W
p=Ipl= 20

Le¢ mouvement est ainsi défin1 pour un certain observateur galiléen A
lié 4 un systeme de référence Oz y s et dont le temps propre est ¢.
Soit maintenant un autre observateur galiléen B lié¢ a un systeme de

L. DI BDROGLIE. 10
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référence qui se déplace avee la vitesse ¢ == 53¢ dans la direction Os.
Nous pouvons dire que B est entrainé par le mouvement du corpuscule.
Nous supposcrons que B a choisi un axe des z, qui glisse sur Oz ct des
axes des 2o el des 3 qui sont paralleles aux axes Oz et Oy. Alors les
coordonndées z, ¥, 3, ¢ ¢l Zo, Yo, B0, Lo sont relides par les formules de
la transformation simple de Lorentz. Pour B, le corpuscule est au repos

etal pose

(2) Wo= m, ¢?, Po= 0.

Pour introduire un élément périodique, nous allons d’abord chercher
te définie dans le systéme propre du corpuscule, c’est-a-dire dans le
systeme de Pobservateur B. Gomme dans ce systéme tout esl au repos,
il est naturel d’introduire dans ce sysiéme un ¢lément périodique
stationnaire. analogue a unc onde stationnaire. Désignant cel ¢lément
par W,. nous écerirons done

[y= A eTielo

en cmployant la forme complexe de la représentation d’une onde
stationnaire. Au cours du temps ¢y, W, oscille avec la fréquence v,.
Nous admettons que A est une constante, de sorte que ¥ a la méme
valeur en tout point du systéme B a l'instant ¢,. Nous pouvons nous
veprésenter la répartition des valeurs de W, dans le systéme propre en
imaginant une infinité de petites horloges disposées en tous les points
du systéme propre, synchronisées entre elles par I'observateur B ot

, L. | S -
possédant la période Ty = —- S1 l'arguille de ’horloge a pour longucur A,
Yo

Y, sera en somme laffixe de 'extrémité de l'aiguille dans le plan du
cadran constdéré comme le plan d’une variable complexe.

Quelle valeur allons-nous attribuer a la fréquence vo ? Nous devons la
définir @ partic d’une grandeur caractérisant le corpuscule dans son
systéme propre et celte grandeur ne peut étre que W, La relation qui
s¢ présente alors tout naturellement & 'esprit quand on connait les
théories quantiques est la relation

o= Yo,
h
analoguc a la relation d’Einstein pour les photons.
Comment alors va sc manifester I’élément périodique ainsi introduit
pour I'observaleur qui voit passer le corpuscule avec la vitesse 3¢ ? Une
remarque  que nous avons faile a propos du ralentissement des



IDEES DE BASE DE LA MECANIQUE ONDULATOIRE. 137

horloges (') nous fournit wul de suite la solution : les phases de
Pélément périodique introduit sont. pour Fobservateur A. réparties
dans I'espace comme celles d’unc onde de fréquence v se propageant le
long de 'axe des z avee la vitesse ), v et ayant les valeurs :

‘/:_, 0\7

kn effet en remplacant z, par === dans I’ “ensl de ¥
kn ¢ s Gi o ar f_ ans Lexpression de 8, on
I — 13-

trouve

N Z =
a7 —2 (l - '?'—) om0 7
/TPy - QL

la longueur d’onde de cette onde est

y o 2,
v
En tenant comple des expressions (1) el (z) de W et de Wy, on obtient
aisément
W, h

i B Vi P

de sorle que la relation du quantum « énergie = /. fréquence », qui a

W=

= hv.

été postulée dans le systéme B, se trouve aussi ¢ire exacte dans le
systeme A el plus généralement dans tout systeme galiléen. De plus,

on a
. V ct h ct N Y/

A= - = - = = .

v e hy v W T
. h .. .
La formule fondamentale 2 = » prend, pour les faibles vitesses, quand
on peut se contenter de la Mécanique newtontenne et poser p = me, la
forme bicn connue

A= —.

me
Ces expressions de la longucur d’onde ont ¢té véritices par les expé-
riences de diffraction des électrons par les cristaux, ainsi que par les
expériences analogues faites avec certains noyaux d’atomes et avee les

neulrons.

(') Voir chapitre 11, fin du paragraphe 1.
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[l résulte des formules précédentes que nous pouvons éermre

o i
- (Wt
V=Ael
ou, plus généralement, pour un mouvement rectiligne unifornie qui n’a
pas licu dans Ia direction de laxe des =

e 2R
—— (WL pre—py—po5) — f(l ds)

. 7 ks 3y 7
U=Ae" =Ae" y

oit T est le vecteur d’espace-temps « impulsion d'Univers » pour le
corpuscule considéré (1). On voil alors que la phase de I'élément ondu-

latoire W' coincide au facteur ?-TZ—L prés avec l'action f(I ds) du

corpuscule. On comprend alors que le principe de moindre action pour
le corpuscule n’est qu'une traduction du principe de Fermat (principe
du temps minimum) pour 'onde ¥ qui lui est associée. On parvient
ainsi a I'idée que la Mécanique ancienne (aussi bien sous la forme rela-
tiviste d’Einstein que sous la forme classique de Newton) ne doil étre
qu'unc approximation ayant le méme degré de validité que I'Optique
céométrique (qui, on le sait, dérive toul entiere du principe de Fermat).
On est donc amené & concevoir la nécessité de construire une nouvelle
Mdécanique, une Mécanique ondulatoire, qui soit par rapport a la
Mécanique ancicnne ce qu’est 'Optique ondulatoire par rapport a
I'Optique géomélrique.

Telles sont les considérations qui ont é1é le point de départ de la
Mé¢canique ondulatoire : clles sonl imprégnées de Relativité. Néanmoins,
la nouvelle Mécanique s’est développée cnsuite sous une forme non rela-
Liviste en sulvant une voie que nous allons maintenant examiner, quitte
i revenir plus tard au pomntde vue relativisie.

2. La théorie de Jacobi en Mécanique analytique. Nous voulons
«‘abord rappcler quelques résultats bien connus de la Mécanique ration-
nclle dans le cas ou I'on envisage un corpuscule de masse donnée m
soumis & un champ de force également donné qui dérive d’une fonction
potenticlle V(z, y, 3, ¢).

Dans I'anciennc Mécanique, on admel qu'un corpuscule, un point
matériel, est un objet extrémement petit qui occupe a chaque instant

dans l'espace une position bien déterminée que Pon peut caractériser

(1) Voir chapitre III, paragraphe 4.
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par Pemploi de trois coordonnées rectangnlaives 3. 3o Xu conrs du
lemps ¢, la position du corpuscule varie ¢n général et il décrit sous
I'influence du champ de force une certaine courbe que T'on nomme la
trajecloire. Au point de vue mathématique, la trajectoire du corpuscule
ct la maniere donl elle est décrite sont connues si 'on obtient I'expres-
sion des coordonnées z, 3, z en lonction du temps. Les ¢quations dont
partait la théoric classique pour déterminer le mouvement du cor-
puscule sont les ¢quations classiques
dzx A% dy oy d* s A%

m—=-— —, M— = — m— —-

dre dz e % der — 95

Ges trois équations différentielles simultances du second ordre ont des
solutions qui sonl parfaitement déterminées quand on connait les

g, 2, D95 cigsicdive Ta position ot I
» By gy g0 o cest=i-dive Japosition et la

vitesse 1nitiales du mobile.

valeurs initiales de z, y

Nous ne rappellerons pas les trés nombreuses conséquences que les
traités de Mécanique rationnelle lLirent des équations précédentes cl
nous nous bornerons a énoncer un théoreme de Mécanique analytique
du a Jacobi qui prépare le passage a la nouvelle Mécanique.

Dans le champ de force donné, il y a une infinité de mouvements
possibles pour le corpusculc suivant sa position ct sa vitesse initiales.
Le théoréme de Jacobi a pour but d’étudier I'ensemble de ces mouve-
ments ct de les classer. Voici ’énoncé de ce théoréme.

St lon parvient & trouver une intégrale complete S(x, ). 5,4, 2, 5,7).
c’est-a-dire une solution dépendant de trois constantes arbitraires
non additives, de U'équation auz dérwées partielles du premier ordre

LISV (98 (V) vy, o=
om |\ dz - 37) ((E 1 (2,75 % V=gt

dite « équation de Jacobt », alors les équations

J8S , as b S
— = _— =
dz ’

T dp ay

ot «a, b, ¢ sont des constantes, représentent Uun des molcements
possibles du corpuscule dans le champ de force. De plus, les compo-
santes de la quantité de mouvement du corpuscule. lorsqu’en exécutant
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ce mouvement (L occupe la position x. v, s a linstant t, sont données

par les releations

> S 7N
[ = N = — ’:—Z, Pr= vy =— 3—}, P==my.=— r)— s
). . : . S
p = — gradS.

l.e grand intéreét du théoreme de Jacobi est de permettre de classer
les trajectoires. En effet, nous pouvons, connaissant I'intégrale complete
S(x, )y, z,(, =, 5, %), réparlir les monvements possibles en diverses
classes, chaque classe correspondant 2 un méme choix des « conslantes
primaires » «, 3, . Ghacuane de ces classes comprend wne infinité de
mouvemenis posstbles, chacun élant caractéris¢ par un certain choix
des « conslanles secondaires » @, b, c.

\ous allons maintenant {ixer nolre attention sur le cas particulierement
important des champs permanents ot V ne dépend pas explicitement
du temps. Nous savons qu'alors il y a conservation de I'énergie. c’est-

. . 1
a-dire que, durant tout le cours du mouvement, la somme —-me?+V
jue, , =

reste égale i une constante E. I est naturel de fairc jouer a E le role
’une des constantes primaires, par exemple y. On peut alors trouver
une intégrate complete de I'équation de Jacobi en posant

S(x7 Y, 3. 4, %, .Ija E)= Et—sl("[’ Yy S, &, :j7 E)a

ot S,. la fonction de Jacobi raccourcie, ne dépend pas du temps ct est
une intégrale compléte, dépendant de la constante E et de deux autres
conslantes arbitraires non additives o et 3, de I'équation de Jacohi

raccourcie
, L[/dS\t [9S1\* (()s, 2 o
(3 ,—nz[<ﬁ>+(\~3>+z> + V(z, 1, s)=E.

Quand on a obtenu une intégrale complete Sy(z, v, 5. z, 3, &), il
résulte du théoréme de Jacobi que 'un des mouvements possibles du

(‘()I‘l’)llS(‘,lll(‘, esl (lonn(’e pﬂl‘

9SS 98 _, JS 95 48,
ar = 73 T ORT I TTIE T

et la quantité de mouvement, du corpuscule cn chaque point de la

trajectoire correspondante est donnée par
p = gradS,.

[.es mouvements possibles du corpuscule dans le champ permanent
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se réparussent done en classes correspondant & une méme intégrale
complete Sy avec des valeurs déterminées de Uénergie E et des deux
autres constantes primaires 2 et 3. Chaque classe contient une triple
infinité de mouvements, chacun d’eux étant caractérise par une valeur
donncée des trois constantes secondaires , b, .
Les équations
S, JS,

—_—= el

Jx a8

=10

ne conliennent pas le temps : elles détinissent une courbe de Fespace

Sy

. . . p) .

qui est la trajectoire du corpuscule. L’¢quation {— == == ¢ que l'on
.. dS .

peut éerire ()_F‘l == {— to donne le mouvement du mobile le long de la

trajecloire : on lappelle parfois I'équation de I'horaire. On peut donc
dire que, dans le cas des champs permanents, I'étude de la trajectoire
peut étre séparée de celle du mouvement sur la trajectoire. Cette
circonstance ne sc présente pas dans le cas des champs variables avec
le temps.

Un autre résultat important valable dans le cas des champs permanents
est le suivant : les trajectoires d’'une méme classe correspondant a une
méme intégrale complete Sy (z, ¥, z, a, 3, E) avee valeurs données de
a, B, E sont orthogonales aux surfaces S, = const. Ceci se déduit imme-
diatement de la relation

P = gradS,.

Cette propriété des  trajectoires d’¢lre mormales  aux  surfaces
S, = const. conduit facilement au principe de moindre action de
Maupertuis dont voici I’énoncé :

Dans un champ de force permanent, toute trapectoire passant par
deuz points A et B de Uespace est caractérisée par le fuit que Uinté-
I
grale Vem|E—Y (z,y, 3)]dl prise le long de la trajectoire de
A
A en Beest plus petite que la valeur de la méme intégrale prise sur
toute courbe infiniment voisine de la trajectoire et allant de A en B,

la valeur de ¥ étant maintenue constante dans cette variation.

Pour terminer, nous ilustrerons par un exemple trés sunple ces

considérations sur les mouvements possibles d’un corpuscule dans un
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champ permanent. Nous supposerons le champ nul @ alors V=0 et

'équation de Jacobi raccourcie

U980\, (950), (93\ ]y

>m da:) A\ az ) | ="
admet Pintégrale compléte

S, = ;,lzrnE(aa;—.L By ~+ \/‘ I—a"—B?z).

Nous obtenons les trajectoires possibles en écrivant

()Sl ‘< az

— =VomE|[r— ————} = a,
. \/I_a‘z__.p2
d—b,'-z\/?,/nE )-—‘B—z- =10.
ap Vi— af— 2

Les irajectoires d'une méme classe sont donc ict des droites de
cosinus directeurs a, B, v =y 1—a*—f2 Le mouvement sur ces

droites est donné par

1S "
o M (ax + By + J1—a?— 322) =t—1,

X+ 3V +vi= E—I-L(t“tn)-
m

Cesl un mouvement uniforme de vitesse v :\/F’ c¢ qut devail élre

ol

. - 1 ; A .
puisqu’ict nous avons — me* = L. Les surfaces S; = const. sont des plans

paralleles dont la normale a pour cosinus directeurs «, 3, 7 ct les trajec-
toires de la classe correspondante sont bien les normales a ces plans.
‘nfin, la relation p = grad S, sc vérilic aussi trés aisément.
Fnfin, la relat gradS érifi tré t

3. Rappel de notions fondamentales de la théorie des ondes. —
\yant sommaircment rappelé quelques points de 'anciennc Mécanique,
nous devons aussi, pour préparer le passage a la nouvelle Mécanique,
rappeler quelques notions sur la propagation des ondes monochroma-
tiques dans un milicu isotrope réfringent et dispersif. Cette propagation
est régie par U'équation
T

A = -
At arr’

D - Y

1

ot Y est une fonction du point considéré (z, y, =) ct de la fréquence »
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de 'onde monocln‘onmliquo. Londe monochromatique est représentée
par une fonction de la forme

ll"(: Ly N, 3, [) =.f(_1-, v, z) @2l

el, st on pose pour définir indice de réfraction # :

1 n(ar, y, 2, v)

= v,

b .

ot Yy est fa valeur de ¥ dans un milieu de référence homogiéne el non
dispersif (par exemple le vide dans la théorie de la Inmiére), on a

472v2n?
2
V3

AW+ Y’ = o.

Rigourcusement, I'étude de la propagation doit se laire en cherchanl
les solutions de cette équation correspondant a des conditions traduisani
le probleme posé, mais il arrive assez fréquemmenl que Pon puisse
résoudre le probléme par unc méthode approximative qui constitue
« ’Optique géométrique ». Pour comprendre ce qu’est cette méthode.
considérons d’abord le cas ot l'indice n ne dépend pas de ooy, =
(milieu réfringent homogene). Alors on obtiendra une solution rigou-
reuse de ’équation de propagation en considérant I'onde plane

ARV |:t — :‘(—'2 (:t.r—f—ﬁ_\’-o—]’:,)]
Y'—ae Y, ‘_

“avec y?=—1—a?— 3% La constante @ est appelée amplitude de Fonde

i

plane; la fonction

n(v) . _
2 =v[t— B, (11‘—*—{:))’—{*—";’0)]

est sa « phase ». Les surfaces d’égale phase o == const. sont ici des
plans paralleles. Au cours du temps, les valeurs de la phase ct, par
suite, celles de la fonction d’onde W progressent dans la direction

(a, B, v) avec la vitesse V = ’% A un nstant donné, on retrouve les
mémes valeurs de W sur les plans d’égale phase paralleles ct séparés les
uns des autres par la distance conslante 2 :—?—7 appelée « longueuar
’onde ». En un point donn¢ de 'espace, on retrouve les mémes valeurs
de Wa des mtervalles de temps égaux a la période T = l’ Les droites

normales aux plans d’égale phase, dont les cosinus directeurs sonl
. B, v, sont par définition les « rayons » de la propagation d’ondes.
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Tout cect est bien connu. Mais considérons matntenant un milien
réfringent non homogene, ¢'est-da-dire ou Pindice n varie d’un poinl a

Fautre. Une onde monochromatique pourra s’écrirve
L] [ a(z’ ¥, z)e‘mi[vt—:p.(:r,)'. 3)).
St, a Pintericur du corps réfringent, la variation de l'indice est négh-

geable a I'échelle de la longueur d’onde, on peut voir aisément que 9,
doit obéir approximativement a Péquation

4 ()i * ﬁ * ()i 2__ VEILE("I;? NS ") _ I
W (o’r) +(d.y> +<0‘s_) - V3 T A=z, y, 5)

~

D

-, \ . . . NET) .

7. ¢lant la longucur d’onde = qui varie d’un point a Vautre. [amplitude «
8 v {

varic alors lentement a grande échelle, mais reste presque constante
Féchelle de la longueur d’onde. Le point remarquable est que I'équation
oblenue pour g;, dite équation de I'Optique géométrique, permet de
déterminer les variations rapides de la phase sans s¢ préoccuper des
variations lentes de Pamplitude.

Sort alors ¢4 (2, ¥, 2, «, B,v) une intégrale complete de Péquation de
I'Optique géométrique : la fonction d’onde

1 — e-zi{vz—q;,(xyzaﬂw_,

ot «¢ estune fonction lentement variable 4 grande échelle de z, y-, =
sera, avec ’hypotheése faite sur les variations de 'indice 7, une solution
approzximative de I'équation des ondes dans le milien réfringent et
représentera donc unc des propagations d’ondes possibles dans le milieu.
Par définition, les courbes orthogonales aux surfaces d’égale phase
9y = const. sont les « rayons » de la propagation d’ondes.

En appliquant le méme raisonnement qui conduil en Mécanique
analylique au principe de Maupertuis, on peut alors démonirer le
« principe de Fermat » dont voici I’énoncé :

St une courbe G joignant deuzx points A et B d'un milien
réfringent a indice lentement variable est un rayon d’'une propaga-
tion d’ondes, sa forme est déterminée par le fait que Uintégrale

Mt al Y nv
5= @«
S A °
prise le long de G de A en B est plus petite que la méme intégrale
prise le long de toute courbe infiniment voisine de G joignant ausst
les points A et B.
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L'Optique géométrique fondée sur I'équation (4) et le principe de
Fermat qui en découle nc constituent qu’une approximation. Quand
Pindice de rélraction du milieu varie sensiblement a Uéchelle de la
longucur d’onde (et ¢galement au voisinage immédiat des sources et
foyers et des bords de 'ombre géométrique ou Famplitude varic tonjours
rapidement), 1'Optique géométrique cesse d’étre valable : il en est de
méme quand des obstacles rencontrés en cours de route par l'onde
produisent des phénomenes d’'interférences ot de diffraction. Dans ces
cas, on ne peut plus calculer les variations de la phase indépendamment
de celles de 'amplitude et il faut, pour étudier les phénomenes. partir
de I’équation rigoureuse de propagation. Remarquons d’ailleurs que. si
la longueur d’onde était infiniment petite, I'Optique géomdétrique serail
toujours valable.

4. Nouvelle maniére d’accéder i la Mécanique ondulatoire. — l.a
vrande analogie de forme de I'équation de Jacobi rvaccourcic (3) et de
’Optique géomélrique (4), analogic qui se traduit par l'identité de
forme des principes de Maupertuis et de Fermat, avait frappé, il y a
plus d’un siécle, I'esprit pénétrant du géometre écossais Hamilton, mais
c'est sculement le développement de la théorie des Quanla qui a permis
de donner un sens physique a cette analogic formelle. Clest ce que
nous allons maintenant indiquer et, par cetie voie, nous allons retrouver
des résultats tout a fait analogues 4 ceux que la méthode relativiste du
paragraphe 1 nous avait donnés.

Commencons par comparer le mouvement d'un corpuscule en
Vabsence de champ (V =o0) avec la propagation d’unc onde dans le
milieu de référence (= 1). Pour le corpuscule, la fonclion 5, pcut
étre prisc égale a I'intégrale compléte de I'équation de Jacobi raccoureie

Sy = \/2mE(az+ By +3)
avee

.1 .
K= —my? et a4 (324 vi=1.
Pour Vonde, nous avons alors 'équation en ¢,

921\ (92N, (d) L 2
dz av dz )~ Vi

(qui admet I'intégrale compléle

v | S . N
o = v(czz:z—'-{3J'+'(z,)= ; (22X 4+ 31 ~+ 73)
0 .
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N
; ! et A= 0
V]

N
IS
+
[N
"
+
3
Il
—

Les fonetions S et ¢ correspondant &Sy el o4 sont
S=Lt—me(az+By+v13)

L
s =vt— 7(a:.z'—i- By +v3),

ot L'on supposera que 2, 5, - ont les memes valeurs.

Un des principes essentiels de la théorie des Quanta, qui s’est mani-
festé notamment dans la théorie des Quanta de lumiere d’Einstein, c’est
de toujours admelttre une proportionnalité entre I'énergic d'un corpuscule
ct la fréquence d’une onde, proportionnalité de la forme I == Av, £ élant
la constante de Planck. Pour élablir cette proportionnalité entre 'énergie
d’un corpuscule dont S est la fonction de Jacobi et la fréquence d’une
« onde associée » donl o serait la phase, 1l faut poser

S =hle,

car, en ¢galant les coefficients de ¢, on trouve bien alors E = Av. Mais
on trouve du méme coup en égalant les cocfficients de 2z 4+ By + vz

. I3

=

my

¢quation qui élablit une haison entre la quantité de mouvement du
corpuscule ct la longueur d’onde de 'onde associée.

Donc en posant S = /9, nous avons associé au mouvement rectiligne
ct uniforme du corpuscule d’énergie E ct de quantité de mouvement
mvV =P la propagation dans la direction du mouvement d’une onde
plane monochromatique

2R1L 27

pak 22 (Bt—piae 2By a)
U'=ae"® =uel

L N h ~
de fréquence v = i et de longueur d’onde 4 == 5 Nous retrouvons donc

exaclement sous une forme non relativiste les conclusions obtenues au
paragraphe 1.

Mais cette correspondance entre mouvement d’un  corpuscule et
propagation d’une onde associée n’est loujours obtenuc que pour le cas
Irés particulier du mouvement recliligne et uniforme en I'absence de
champ. Nous allons chercher a la généraliser au cas du mouvement d’un
corpuscule sous 'action d’un champ permanent défini par 'énergic poten-
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uclle V(z, ), z). Pour le faire, nous comparcrons le mouvement du
corpuscule a la propagation d'un¢ onde dans un milicu ou Iindice
n(z,y, s, v) varic d’'un point a un autre. La fonction S de Jacobi pour
le corpuscule s’éerivant alors E¢ — S, etla fonction de phase ¢ de Ponde
associée s’éerivant v/ — o4, nous poscrdns encore

S=rhy,
d’otr nous tirerons

E:}L‘I, Sl=h?|.

Les fonclions S, et ¢4 satisfont aux équations (3) et (4)

TR a5 \2 a5 \?

(%) +(5) + () =2m(E~Via 2,
dei\2 d7.\? d:p,)ﬁ__v‘ln‘l

(dz) +(W> *(E R

Pour avoir S; = /i ¢4, 1l faut donc poser

a2m[E—V(z, y, 3)]= "

v Vla l
Or TO est la longueur d’onde correspondant a la [réquence v en 'absence

de champ; on a donc
Py h

v y2mE

Par suite, en éhiminant ¥, entre les deux dermieres relations, nous

obtenons
V= yE) M=y 3)
E - Ay ’

)

n-=1

relation qui a I'allurc d’une formule de dispersion. Nous oblenons ainsi
Vindice de réfraction variable que nous devons attribuer a la région de
I'espace ou régne le potentiel V quand nous envisageons la propagation
de 'onde que la relation S = /¢ associe au mouvement du corpuscule.
En chaque point, nous pouvons définir une longueur d’onde locale

Vo h h

)-(-’17> 7, Z) = m = ‘/?mlE__V(:L'y >, z)] = me

¢ élant la vitesse du corpuscule en (x, 17, z).
Portons
nry? 2Mm

DT = F[E —V(z, v, 3)]
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dans équation des ondes

. n2y?
‘/'\q‘ "‘_1,|T-'2—;— ll‘ = 0,
i
on ohtient pour P'équation des ondes associées au corpuscule la famecuse
« ¢quation de Schrodinger »

Sn2m .

72 [E--V(x, v, 2)|]¥F = o.

(‘:) ;l /:\lll' —+

5. Remarques importantes et généralisation au cas des champs non
permanents. — Nous avons supposé jusqu’ici que le corpuscule obéis-
sait aux lois de la Mécanique classique, ce qui permet de considérer la
fonction S de Jacobi ct nous sommes ainsi parvenus a la conclusion
suivante : aux mouvements classiques d’énergie bien définie du
corpuscule, correspond la propagation & Uapprozimation de U Optique
géométrique d’une onde monochromatique obéissant a I’équation (3).

Chaque fois que I'Optique géoméirique est valable pour la propa-
zation de l'onde W régic par I’équation (3), nous pouvons poscr

R i

W S 7 {Et—S8y(x, v, 5)]
L qet

V=ae
et les trajectoires d’une méme classe prévue par la Mécanique classique,
normales aux surfaces S;= const., nc sont pas autre chose que les
rayons de la propagation d’onde associée qui sont normaux aux surfaces
’¢gale phase.

Il semble donc y avoir, dans les limites de 'Oplique géométrique,
une coincidence parfaite entre les deux points de vue. Néanmoins, nous
voyons déja qu’un¢ méme onde W correspond a tout I'ensemble des
mouvements d’une méme classe concus a la lagon classique. Du point
de vae classique, le corpuscule qui est supposé bien localisé dans
'espace & tout instant déerit l'une des trajectoires possibles, tandis que
le point de vuc de la Mécanique ondulatoire nous oblige déja, méme
dans les limites de I'Oplique géométrique, a adopter une sorte de vue
slatistique qui cnvisage simultanément toutes les trajecloires d’unc
méme classe. ,

Mais une divergence beaucoup plus grave des deux points de vue
apparait quand la propagation de I'onde W associée au corpuscule,
propagation régic par l’équation (5) ne peut plus étre décrite par
I'approximation de 'Optique géomélrique. Comme I'idée essentielle de
la nouvelle Mécanique est de donner le réle essentiel a la propagation,
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il parait naturel en ce cas d’abandonner la description du mouvement
corpusculaire donnée par la Mécanique classique comme constituant
une approximation qui n’est plus valable. En d’autres termes, la Méca-
nique classique ne serait utilisable que quand I'Optique géométrique
serait valable pour la propagation de Vonde associée :a la fin du
prochain chapitre, nous préciserons plus exaclement comment cela a
lieu. Pour que I'emploi de la Mécanique classique soil possible, il faut
donc que I'indice n défini précédemment varie lentement a 'échelle de
la longucur d’onde et il faut de plus, que Ponde ne rencontre pas sur
son parcours d’obstacles provoquant des phénomeénes d'interférences et

de diffraction. D’apres la formule 2 = — ctle fait que I'Optique géomé-
my

trique serait loujours valable si la longueur d’onde était infimiment
petite, on voit que la Mécanique classique scrait loujours valable si /
était infiniment petit. Les modifications que la nouvelle Méeanique a da
apporler aux conceptions classiques nous apparaissent donc comme
intimement liées a la valeur finie de la constante de Planck.

Nous sommes arrivés a substiluer aux équations de la Dynamique
ponctuelle du point matériel dans un champ permanent I'équation de
propagation d’une onde monochromalique. Mais, comme nous le
verrons, on est amen¢ en Mécanique ondulatoire, comme dans
Panciennc théoric des ondes, a considérer des trains d’ondes non
monochromatiques que I'analyse de Fourier permel de représenter par
une superposition d’ondes monochromatiques de différentes fréquences
et de différentes directions de propagation. Il est donc nécessaire de
chercher une forme de I'équation des ondes qui puisse rester valable
dans le cas ot 'onde W n’est pas monochromalique. Naturellement,
cette équation devra nous redonner I'équation (5) dans le cas d'un W
monochromatique.

I.’équation

. 8mim g hmim oV
L\‘I" — TV(.’L‘,), ~)W— _-/l——L)?

satisfait a ces conditions, car pour unc onde ¥ monochromatique de

. E
fréquence 50 ona
(3

U’ E ) .
— =_E\
dt h
¢t, en substituant dans I'équation précédente, on retrouve 'équation (3).
I'avanlage qu’il y a a écrire 'éguation des ondes sous celte forme
plus générale est ires grand. D’abord. toute onde W formée par une
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superposition quelconque d’ondes monochromatiques va étre solution
de I'équation nouvelle, ce qui permeltra de représenter un train d’ondes
par une solution ¥. De plus, comme nous ne sommes plus obligés de
considérer unc onde monochromatique, le temps ne va plus jouer de
role particulier ¢t nous allons pouvoir nous affranchir de la condition
que le champ soit permanent. Nous allons donc pouvoir supposer que
la fonclion V dépend a la fois des coordonnées et du! temps et que la
forme la plus générale de I'équation de propagation est
8=2m zim oW

. 4
J — 4 —_ —_— .
AN e V(z, v, 5, ) ¥ A Y

Nous examinerons dans le prochain chapitre comment nous devons
utiliser cette équation pour la prévision des phénomeénes ohservables
ol le corpuscule manifeste sa présence.

6. Le théordme de la vitesse de groupe. — Rappelons d’abord que,
dans la théorie générale des ondes, on appelle « groupe d’ondes » un
train d’ondes formé par la superposition d’ondes planes monochroma-
tiques de fréquences ct de directions de propagation trés voisines. On
démontre qu'un tel groupe d’ondes occupant une région limitée de
I'espace se transporte sensiblement en bloc d’un mouvement d’ensemble
avec une vitesse constante U dite « vitesse de groupe ». D’aprés un
théoréme de lord Rayleigh, la vitesse de groupe est donnée par les
formules

v 1 d(nv)

U= = 3, av
%o ¢lant toujours la vilesse de propagation dans le milieu de référence.
Donnons une démonstration du théoréme de Rayleigh. Le groupe
d’ondes peut se¢ représenter par la formule
Vot

V= c(v) eV =2V ¢y
vo—Av

vo étant la {réquence « centrale » du groupe ct g, la fonction de phase
qui dépend de z, y, = et de v. En posant v =v,—+ n, nous pouvons
Gerire

—Av

w = g st [
—Av

c('rl) e‘lr:~f. [l _<?‘)i‘:>v°]d'q
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en négligeant les termes de Pordre de 72, Ceet peut aussi s’éerire

=TF [[ — <dd—?l> ] @iyt ?l(vu,‘"
v Sy,

ce¢ qui montre que Fonde W est assimilable a une sorte d'onde mono-

chromatique de fréquence v, dont Vamplitude  serait fonction de
d .. ; .
r— (22) . Sinous nous déplacons le long du rayon normal a la sur-
dV v, v D
face 9, = const. d’unc longucur ! enun temps de. Pamplitude Frestera
la méme si { et d¢ sont liés par la relation
d ()'.’)l
dt — — | — ) dl=o.
dZ< Y ) °

()?|

Comme
‘ dal

est ¢gale a Uinverse de la longueur d'onde. on voit que les
valeurs de Pamplitude se déplacent le long du ravon avee une vitesse

gﬁ = U telle que

1
)L
[ d<d;‘ 0y
U~ ~\dl ] o
¢l nous avons bien obtenu la formule de Rayleigh.
Nous voulons maintenant appliquer la théorie des groupes d’ondes a

la Mécanique ondulatoire. Nous avons obtenu au paragraphe 4 les
relations

5 h I
= ] Vo= -
Vom[E—V(z, y, 3)] h
Nous ¢n tirons
J I
_l_d\/-zm(E-—V)_ m oom 1
o JE T Vam(E—V) me o«

(’otr, par la tormule de Rayleigh.

U=c.

Nous voyons donc que lu vitesse de groupe des ondes W associées «
un corpuscule est égale a la vitesse du moucement classique du
corpuscule.

Ce théoreme est tres bmportant parce quiil permet, ainsi que nous
I'expliquerons en détail a la fin du prochain Chapitre. de faive le raccord

IL.. DE BROGLIE, 1



162 CHAPITRE IX. — IDEES DE BASE DE LA MECANIQUE ONDULATOIRE.

cndre la nouvelle .\[écani(luc ¢l l'ancienne en considéranl un peut

croupe dondes qui ghisse e long 'un rayon (1),
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CHAPITRE X.

LA SIGNIFICATION PHYSIQUE DE LA MECANIQUE ONDULATOIRE.

. Remarques générales. — Noux avons obtenu les ¢quations fonda-
mentales de la Mécamque ondulatore du point matériel. Nous devons
maintenant chercher ce quielles signilient et ce qu’on peut en tiver.

En somme, Ie passage de In Mécanique ancienne a la Mécanique
ondulatoire consiste @ prendre comme base de 'étude du mouvement
d’un corpuscule, i la place des équations de Newton, équation de
propagation

Sr2m A

: O (o 1. z U —
(l) AI 2 \(.17)a 7[)1 7 ()/’

du moins quand on peut négliger les corrections de relativie,

Toul ¢tat de nos connaissances sur un corpuscule sera done repre-
senté par une solution ¥ de I'équation (1). Excepuonnellement, cette
onde W pourra ¢tre une onde plane monochromatique qui, nous 'avons
vu, correspond a un état de mouvement rectiligne ¢t uniforme, mais en
général la solution représentera un train d'ondes que Tanalyse de
Fourier permettra de représenter par une superposition d’ondes planes
monochromatiques. Un cas particulier sera celut du groupe d'ondes
formé par la superposition d’ondes planes monu(‘ln'mnﬁliquos de fre-
quences ¢l de directions de propagation trés voisines.

Au sujet de I'équation (1), une remarque s impose @ celle équalion
contenant le symbole /= \"—_l est une équation complexe et ses solu-
tons sont essenticllement complexes. La fonction W, étant complexe de
nature, ne peut représenter une vibration ayvant un sens physique réel.
En Optique classique, on considérait la vibration lummeuse comme la
vibration d'un milicu et Fon devait done la représenter par une ou plu-
sicurs fonctions réelles. Souvent. il est vrai. on se servait dans les cal-
culs d’expressions complexes dont les véritables fonetions d'onde ¢taient
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les parties réelles. mais ce n'élan la quun artifice mathématique ayant
pour but de faciliter les caleuls et, ceux-ci achevés, on ne retenait que
la partie véelle des expressions complexes qui, seule, paraissait avoir un
sens physique. Il ne va plus en étre de meéme en Mécanique ondulatoire
puisque la fonction W est essentiellement complexe. Mais une grandeur
coniplexe ne peul pas avorwr de signification physique directe, c’est-
a-dire représenter quelque chose de « mesurable », puisque le résultat
d'une mesure est toujours un nombre réel. Nous sommes ainsi amendés
a penser que la fonction d’onde W est seulement une grandeur qui peut
nous servir i former des quantités réelles qui, elles, auront un sens
physique. Ge qui suil va conflirmer cette idée. Evidemment, cn passant
des conceplions anciennes aux conceptions nouvelles, la théorie phy-
siqno va faire un pas 1mportant dans le sens de Pabstraction. Certains
désireraient peut-étre revenir i des images plus concretes, mais le déve-
foppement de la Physique depuis vingl-cing ans ne parait nullement,
confirmer celle espérance.

Nous allons retrouver en Mécanique ondulatoire pour les particules
maltériclles les 1dées que nous avons exposéesa la fin du Chapitre VI au
sujet de la lumiere et des photons. Le lien enire le corpuscule et Ponde
vaencore nous apparaitre comme de nature probabiliste, 'onde élant
essentiellement une onde de probabililé qui représente les localisations
possibles du corpuscule. Chaque fois que I'Optique géomdéirique ne
sera pas valable pour la propagation de Ponde, la nouion de trajectoire
lice a celle de rayon va disparaitre et nous serons obligés, comme pour
le photon, de considérer le corpuscule comme une enlité susceptible de
produire des eflets localisés, mais i laquclle nous ne pouvons pas
toujours .attribuer unce localisation bien définie dans I'espace a chaque
instant.

Dans la nouvelle Mécanique, il s'agit essenuiellement de savoir ce que
['on peut déduire de la connaissance de Ponde W et de sa propagation
relativement aux phénomenes corpusculaires  observables. Dans
I'ancienne conceplion des corpuscules, nous pouvions délerminer avec
une préeision en principe illimitée, en pratique limitée sculement par
'imperfection de nos observations, la position ct la vitesse d’un cor-
puscule & un instant donné. Les équations classiques de la Dynamique
nous permellaient alors de prévoir, avee une précision d’autant plus
erande que 'observation initiale avait éLé plus précise, a quel endroit et
avee quelle vitesse le corpuscule pourrait ¢tre observé a un instant ulté-
rieur ¢. L’hypothése que Pobservation mitiale était en principe suscep-
tible d'une préeision illimitée et qu'une prévision rigourcuse de Pobser-
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vahion a instant ¢/ fcmin. possible exprimait le déterminisme mécamgue
el élail conforme au postulat dune enticre prévisibilité des phénoméenes
naturels. Nous verrons que le développement de v nouvelle Méeanmque

a conduail a des conceplions tees diflérentes.

2. Principe de localisation ou principe d'interférences. — (Juand on
a cherché a interpréter la signification physique des ondes Woon a tout

de suite été amend a énoncer le principe suivanl

Le carreé du module de la fonction complere W mesure en chague
poent et chague instant la probabilité pour qu’une obsercation

permette de localrser e corpuscile en ce point a cet instant.

La fonction W peut toujours s"éevive U= e@. ot « ¢l 2 sont le
module et Pargument de la quantité complexe W et sont. par suite, des
fonctions réelles des coordonnées et du temps. En emplovant le langage
de Ta théorie classique dex ondes, nous dirons que « est Famplitude
el a? intensité de Ponde W. Si nous désignons par U7 fa guantite

complexe conpugudce de W. c'est=a=dire «e %, nous aurons

==

c'est cetle quantité qui, d'apres le principe énoneé, donne L probabilite
de localisation du corpuscule.

Nous devons maintenant expliquer comment on a éé amenéaadopier
le principe énoncé plus haut que Fon peut nommer « principe «des
rnterfeérences ». Dans L théorie classique de la lumiere, Fintensié de
Ponde lumincuse mesure en chaque point la quantité d’énevgie lomi-
neusc qu'on peul v recucillie. Glest cette vegle qui permet la prévision
correcte des phénomenes d'interférences et de diflraction. Mais on sail
que I'élude.des phénomenes ¢lémentaires d’action entre la matiere ¢t le
rayonnemenl a montré (ue tout se passe comme si loute radiation de
[réquence v étail formée de corpuscules (photons) d'énergie fiv. Pour
concihier celte structure discontinue de la radiation avec le calcul elas-
sique des inlerférences, nous devons dire que Pintensité de Ponde
lumincuse associée a un photon mesure en chaque point et a chaque
mstant la probabilité pour que le photon produise un effet observable
en ce point et @ cet instant. Clest bien Ia le contenn du principe des
interférences et nous allons voir quiil ¥ a bien lien de I'é¢tendre des
photons aux corpuscules matériels.

En effet, un résultat expérvimental tres miportant obtenu en 1g27 a

é1é la découverte de la dillraction des dlectrons par les eristaux. St
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Fassoctation des ondes avee les corpuscules exposée dans fe dernier
chapitre est exacle. a toul ¢lectron de vitesse ¢ dort ¢lre associée une

onde dont la longueur d'onde. en laissant de eaté les corrections relati-

- < . . h . . .o .

vistes, doit ¢re (';:ﬂl(- a —« Colle exXpression conduil i assoeier aux
me

¢leetrons usuellement employés dans Fexpérience des longueurs d’onde

L} -4

de Fordre de 1o *a 1o em. Gete longueur d'onde est de Pordre de
celle des ravons N\ par suites on pouvail espérer observer avee des
¢leetrons des phénomenes analogues a ccux découverts par Laue pour

les rayons No Un faiscean délectrons de vitesse ¢ ¢lant associé a une
. h . . .
onde de longucur d'onde <22y st ce faisceau tombe sur un eristal, Ponde
& e ‘

subira une diflraction présue par Lo théorie développée par Laue et
Bragg et Famplitude de Fonde sera maximum dans certaimes directions
privilégices déterminées par des formules hien connues. (Gest bien ce
qu'ont ¢tabli les belles expériences de Davisson et Germer, puis celles
de G P Thomson, de Rupp. de Ponte. de Kikuehi. ete. Ces expcé-
riences, complétées en 1g9fo par les expériences de Borsch mettant en
évidence fa diffvaction des électrons par le bord d'un éeran, prouvent
que Fintensité de Ponde associée donne bien en chaque point el a
chaque mstant la probabilité pour que Pélectron mantleste sa présence
en ce poinl a cel mstant. Le principe des interférences, valable pour les
photons, est done aussi exact pour les électrons et nons sommes fondés
a Fadopter d'une facon géndérale.

Nous allons préciser Pénoneé du prineipe des mterférences. Toul
dabord. Tonde W, solution d'ane solution aux dérivées partielles
linéaire, n'est définie qu'a une constante multiplicative complexe pros
el nous pouvons choisir le module de cette constante de facon a avoir

-~

(2) , / Uz =1,

Fintégrale ¢tant étendue a tout Pespace. Nous verrons tout a Uheare
que. st celle condition est réalisée a un mstant quelconque, elle reste
ensuile toujours cxacle en verlu méme de Péquation de propagation.

On dit alors que la fonction W est « normée ».
La fonction d'onde élant normée. nous énoncerons le principe des
interférences en disant ;

Soit d= un élément de colume de Uespace contenant le point de
coordonnées x, v, z: la probabilité pour qu’une observation faite a
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/

Pinstant t permette de localiser e corpuscule o Uinterieur de et
clément de volunie est

W(z, v, 5, YW (x, v, 5. 1)l

La formule de normalisation du W signitie que o probabilite 1otale
de toutes les positions possibles du corpuscule est égale i 1.

Nous sommes maintenant conduils & une image qui peut servir ase
représenter la maniere dont évoluent au cours du temps les probabilités
de localisation du corpuscule. En eflet. an cours du temps, la répar-
tition dans I'espace du WW¥* se modific en général et, pour suivre ces
modifications, il est commode d’imaginer un fluide fictif dont la densité

a Cll{l([l](‘ istanl ¢l ¢n chaque pomt serail donnée par Uexpression
s(x, 1y, 5, 8)=W(x, r, z, )" (r, 1, 5, 1).

Par délinition, nous attribucrons a ce luide fictif un mouvement tel

(que sa vitesse au point r. v, za Uinstant 7 soit donnée par la formule
t T . . . h

v= —— (W' gradV™* — Y™ grad ') =

W gmim amm

grads,

g ¢tant Pargument de W. Nous allons démontrer que le flurde ietil ainsi
défint se conserve en se déplagant. ¢'est-a-dire (lll(‘fp(l? demeure

constanl au cours du lemps. Nous aurons ainst obtenu la preuve préce-
demment annoncée que, si la condition de normalisation (2) est salis-
faite & un instant initial, elle le reste toujours ensuite.

Pour obtenir la démonstration en question, nous partirons de I'équa-
tion de propagation (1) el nous remarquerons que W* obéit a I'équation
conjuguée

Sxim, . Jmim V'

* Uy .= s —
(1) AN T Viz, v, z, OU 7 oy

Multiplions (1) par W, (") par W ¢l vetranchons, il vient

N A fmom (U™ tmim dp
INE - SN = = —

R at Ao at’
d’on
do h L ¢ d Iy’ JU
g YA ) = — e« v — —div(s
7)3 .’|zim(AL : AN !.::imzui.r(q dx ! d.r) div(zv)
s

grace aux délinitions adoptées pour o el pour V.
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Le momvenment du flarde fienf de densité p et de vitesse v obént done

a léquation

:;: +div(gv)=o0
appelée en hyvdrodynamique « équation de continuité ». Or cette équa-
tion signific quiil n’v a. au cours du mouvement, i apparttion. ni
disparition de Mluide. en dautres termes qu'il ¥ a conservation de la
quantité totale du fluide. Nous avons ainsi une image hydrodynanique
du mouvement de la « probabilité de présence » du corpuscule.

Fn réalitg, le principe des iterlérences ne peut pas nous conduire a
attribuer au corpuscule qui est associé o une onde W connue. une posi-
tion bien déterminée. I nous permet seulement d’évaluer la probabilite
pour que, lors d'une loealisation par Fobservation, on trouve ses coor-
données comprises dans un certain itervalle. La oo la Dynamique
classique nous parlait de valeurs bien définies des coordonnées a ehaque
istant, la nouvelle Mécanique nous fournit seulement des valears pos-
stbles avee une eertaine répartition de probabilité entre ces valenrs a
chaque nstant. Nous apercevons déja iei le caractere probabilisie de la
nouvelle Mécanique. caractére que nous verrons saceentuer au fur et a
mesure que nous approfondirons davantage les coneeptions de Ta nouvelle

théorie.

3. Théoreme d’Ehrenfest. — lin nous servant encore du fluide ficul
de probabilité que nous venons d'introduire, nous allons énoncer un
théoreme daa P. Ehrenfest dont nous verrous hientor importance.

Donnons d’abord une définition générale. Considérons un train
dondes W oceupant un domaine mité de Pespace et soit fune grandeur
délinie en chaque point de cette région (f est une fonction de point),

Nous appellerons « valeur movenne de la grandeur £ & Finstant ¢ dans

7:/ FYRRPS

Le théoreme d’Ehrenfest s'énonee comme suil

Fonde M 0 quantile

Le centre de gravité du fluide fictif de probabilité attaché d un
corpuscile de masse m se déplace dans Uespace comme le ferad,
ldapres la Dynamique classique. un point matériel de moasse m

soumis i la valear moyvenne de la foree.
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Naturellement, nous délinissons ici le centee de gravite do flaide tienf

de probabilite par ses (rois coordonndées

= / 20 o, ¥ :j'.]tq,‘\]-- o=, i:f:‘l"l" -

v

En combimant les équations (i et (07 on parvient aus équations

W (=,
B Lt
ce qui exprime le théoreme d'Ehrenfest.
4. Principe de décomposition spectrale ou principe de Born. — \ous

avons (rouvé un principe nous permettant d’évaluer la probabilié de
l()Calisnli()l} (un corpuscule quand on connait son onde W associcée.
Mais dans l'ancienne Mécanique, on admettait quiil était possible
dattribuer a chaque mstant a un corpuscole non sculement des coor-
données r, ¥y, =, mais aussi un ¢tat de mouvement délint par une
éncrgic E et une quantne de mouvemenl P = mv. O Jusquiei, dans
la nouvelle Mécanique, nous navons définn qu'une probabilité de posi-
tion, nous n'avons pas parlé des élats de mouvement. Nous allons
maintenant chercher a délinie une probabilité des états de mouvement
pour un corpuscule associ¢ a une onde ¥ connue.

Envisageons d'abord le cas simple de absenee de champ. Nous avons
trouvé en ce cas qu'au mouvement vectiligne et umforme dénergie E
conslanle el de quantité de mouvement P également constante s'opérani

z

dans la direction de cosinus divecteurs 2, 3, + correspond Fonde

(K1 yImE e+ By -

I . h . .
"ol de loneucur donde == Cotte onde représente done
o me

h
un élat de mouvement bien déterminé. mais elle correspond. dapres le

de fréquence

principe des interférences, a une position entierement indélerminée
car, A ¢lant une constante, Uimtensité 2 =X "2 ext la meéme en tons
les points de Fespace. Nous commencons alors iCapercevonr une diflié-
rence essenticlle entre Fancienne et la nouvelle Mécanique @ tandis que

I'ancienne Mécanmigue |w|‘|n('ll:li| toujours datteibuer au corpuscnle i la
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fois une position et un ¢tat de mouvement bien déterminés, nous voyons
déjic qu’en Mécanique ondulatoire, si 'état de mouvement est entiére-
ment connu, la position est complétement indélerminée.

Mais ¢’est la un eas Iimite. En géndral, Ponde W sera formée par une
superposition dondes planes monochromatiques constituant ce que Fon
nomme en Oplique classique un « train d’ondes » quioccupe une région
limitée de Pespace a chaque instant, les composantes de Fourier se
détruisant par iterférences en dehors de cette région. Alors Iinten-
sité W' n'est diflérente de zéro que dans la région occupée par le train
Jondes et la position du corpuscule se trouve micux délinie que dans
le cas précédent. Mais 1l v a une contre-partic. Nous avons, en ellet,
[ait correspondre a toute onde plane monochromatique de {réquence v
¢t de longuenr d’onde 2 un é¢tat de mouvement défini par'énergie 1==/ry
et par les composantes de quantité de mouvement

h 1/ I
Pa= a“i, Pyr= 33> == 'Yi/":‘

Comme un train d'ondes de dimensions finies comporte nécessairement
une superposition d’ondes monochromatiques. nous ne pouvons plus
attribuer au corpuscule associé a un tel train d’ondes un état de mouve-
ment bien défini. Ainsi, en passant du cas limite de onde plane mono-
chromatique au cas du train d’ondes de dimensions finies, nous vovons
apparailre une incertitude sur I'état de mouvement.

Nous pouvons encore considérer Ie cas limite opposc a celui de I'onde
plane, celui d'un « train d’ondes ponctuel », c’est-a-dire d’un train
d’ondes de dimenstons mnfiniment petites. En ce cas, la représentation
de Fourier du train d’ondes comporte, ou le démontre, la superposition
d’une infinité d’ondes planes monochromatiques ayant toules les fré-
(quences el toutes les directions de propagation. Alors; tandis que la
position du corpuscule est parfailem