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Yorwort.

Die mit der Vermehrung unserer Kenntnis verkniipfte Aufspaltung der
Wissenschaft in eine stindig wachsende Zahl von Einzeldisziplinen stellt den
Unterricht vor immer neue Aufgaben. Die Entwicklung der theoretischen Phy-
sik in den letzten Jahrzehnten ist ein besonders eindrucksvolles Beispiel einer
durch Spezialisierung gewonnenen Vertiefung unserer Einsicht in die grund-
legenden Gesetze des natiirlichen Geschehens. Ihr Arbeitsgebiet ist die Verwen-
dung mathematischer Methoden zur Beschreibung physikalischer Tatbestinde.
In diesem Sinne ist sie eine erfolgreiche Verkniipfung von Mathematik und
Physik. Man darf aber die Augen nicht verschlieBen vor der Tatsache, daB3
parallel mit dieser Entwicklung eine zunehmende Entfremdung zwischen diesen
beiden Fichern eingetreten ist, welche besonders im Unterrichtsbetrieb auf
beiden Seiten schmerzlich empfunden wird. Der Mathematiker verweist etwa
auftretende physikalische Gesichtspunkte in das Gebiet der theoreticchen Phy-
sik. Ebenso besteht auf seiten der Experimentalphysik oft die Neigung, eine
tiefere mathematische Behandlung der beobachteten Phinomene der ,, Theorie
zu iiberlassen. So hat denn der Student, welcher in seinem dritten oder vierten
Semester mit der theoretischen Physik anfingt, bis dahin auf der einen Seite
in der Experimentalphysik die wichtigsten physikalischen Tatsachen kennenge-
lernt. Auf der andern Seite wurde er in den Grundlehren der Infinitesimal-
rechnung und in der Technik des Differenzierens und Integrierens unterwiesen.
Im allgemeinen bleiben aber beide Disziplinen zwei ganzlich verschiedene Be-
zirke seiner geistigen Welt. Die charakteristische Schwierigkeit, welche ihm
gerade den Anfang der theoretischen Physik erschwert, besteht darin, jene ge-
trennten Bezirke teilweise zur Deckung zu bringen durch das Erlebnis der
Identitdt von mathematischen und physikalischen Aussagen. Es geniigt nicht,
die Physik als ein Reservoir fiir mathematische Rechenaufgaben anzusehen oder
die Mathematik als eine Technik, welche die zweckmifBige Zusammenfassung
von MeBresultaten erleichtert. So niitzlich beides in Einzelféllen sein mag, so
wird man doch dadurch dem Wesen der theoretischen Physik in keiner Weise
gerecht. Hier kommt es darauf an, zu erleben, wie aus der physikalischen
Einsicht heraus die mathematische 'ormulierung erzwungen wird urd wie
schlieBlich diese Formulierung iiberhaupt erst eine klare und unmilBverstind-
liche Beschreibung des physikalischen Tatbestandes oder der vermuteten Zu-
sammenhinge ermoglicht. Erst wenn der Student dahin gelangt ist, die mathe-
matische Formulierung nicht als eine zusitzliche Gelehrsamkeit, sondern als
den natiirlichen Ausdruck des jeweiligen Naturgesetzes anzusehen, erst dann
ist er imstande, mit Nutzen und Erfolg theoretische Physik zu treiben. Wenn
der Lernende spiterhin beim Auffassen von theoretischen Gedankengidngen
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Schwierigkeiten hat, so liegt die Ursache dafiir haufig nicht in der Kompliziert-
heit dieser Gedankenginge, sondern darin, daB er vorher nicht gelernt hat, eine
mathematische Gleichung als Beschreibung eines physikalischen Tatbestandes
ernst zu nehmen.

Damit ist die Stelle gekennzeichnet, an welcher dieses Buch helfen méchte.
Es will nur eine Vorstufe zur theoretischen Physik sein. An Hand von einigen
speziellen Kapiteln soll der Leser zu jenem Erlebnis gefiihrt werden, welches
die Vorbedingung fiir ein weiteres erfolgreiches Studium ist. Die getroffene Aus-
wahl ist natirlich ganz willkiirlich. Das erste Kapitel handelt von der Mechanik,
wobei diejenige des Massenpunktes durchaus im Vordergrund steht. Das Kapitel
Schwingungen und Wellen entwickelt am einfachen Beispiel der linearen Kette
einerseits einige niitzliche mathematische Methoden und Begriffe (Eigenwerte
und Eigenvektoren im #n-dimensionalen Raum), andrerseits wird der Ubergang
zum Kontinuum vorgefiihrt. In mathematischer Hinsicht ist dies der anspruchs-
vollste Teil. Die Warmelehre (3. Kapitel) mit ihrer Dreiteilung in Wé4rmeleitung,
Thermodynamik und Statistik erscheint mir besonders geeignet zur Einfithrung
in die erfolgreiche Verflechtung von Mathematik und Physik. Neben der Ana-
lysis sind es die Grundbegriffe der Wahrscheinlichkeitsrechnung, welche hier
entscheidend in die physikalische Beschreibung eingreifen. In dem mathema-
tischen SchluBkapitel werden einige Dinge hervorgehoben, deren Beherrschung
nach meiner Erfahrung fiir den werdenden Physiker besonders wichtig ist.

An der Fertigstellung des Buches ist mein Mitarbeiter Dr. Leibfried ganz
wesentlich beteiligt. Indem ich ihm fiir seine unermiidliche Hilfe und Aufmun-
terung herzlichst danke, biirde ich ihm zugleich einen Teil der Verantwortung
dafiir auf, daB ich diesen padagogischen Versuch bereits in der vorliegenden
Form herausgebe.

Gottingen, im November 1949, R. Becker.
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. I. Aus der Mechanik.

A. Geradlinige Bewegung eines Massenpunktes.

1. Geschwindigkeit, Beschleunigung, Newtons Grundgesetz.

. Die gemdlz'm'gfz Bewegung eines Massenpunktes sei das erste Beispiel, an dem
wir uns das fir die ganze theoretische Physik kennzeichnende Ineinandergreifen
von physikalischer Anschauung und mathematischer Formel klarmachen wollen.
Physikalisch denken wir bei dem Wort Massenpunkt immer an irgendein mate-
rielles Objekt, dessen Bewegung wir insoweit beschreiben wollen, als wir angeben,
an welcher Stelle es sich zu einem bestimmten Zeitpunkt befindet. Jedes materielle
Objekt hat eine endliche Ausdeh-
nung; es kann also auch rotieren #
und Deformationen erleiden. So- *»
lange wir es als Massenpunkt be- s}
schreiben, verzichten wir jedoch auf
Aussagen iiber Rotationen und De- 4,
formation, beschrinken unsere Aus-
sagen vielmehr auf solche iiber Be- |
wegung eines Punktes, in der Regel
des Schwerpunktes. In diesem Sinne .

.. ; . . 0 L
kénnen wir die Bewegung eines ¢ 0¥ 1 %
geworfenen Steines, eines fahrenden Fig. 1. Graphischer Fahrplan eines Eisenbalinzuvges, der
Eisenbahnzuges oder auch eines um 1 Uhr 0 bel krl? Osgbafirillirt und um 2 Uhr 10 bei

m ommt.

ganzen Himmelskorpers als die-

jenige eines ,Massenpunkts* behandeln. — Wir kennen die Bewegung des
Massenpunktes vollstindig, wenn wir fir jede Zeit die Stelle angeben koénnen,
an welcher er sich befindet. Die Angabe kann z. B. vorliegen in Form einer Ta-
belle, einer Kurve, einer mathematischen Formel. Beim Eisenbahnzug kann man
die Zahlenangaben des Kursbuches als eine solche Tabelle ansehen. Wesentlich
iibersichtlicher ist der im internen Bahnbetrieb benutzte graphische ,,Fahrplan®.
In einem Koordinatensystem mit der Zeit als Abszisse und dem Ort als Ordi-
nate trigt man iiber den verschiedenen Zeiten diejenigen Orte ab, an denen der
Zug sich gerade befindet. Wenn man annimmt, daB zwischen den einzelnen
Zeiten nichts Abnormes passiert, kann man die so erhaltenen Punkte durch einc
Kurve verbinden und behaupten, daB man daraus fiir jede beliebige Zeit den
zugehorigen Ort ,,richtig’* abliest. Wir sehen an der so erhaltenen Kurve der Fig. 1:
Der Zug stand von 0 bis 1 Uhr still bei km 0. Um 1 Uhr setzt er sich allméhlich
in Bewegung. Um 1 Uhr 5 hat er eine konstante Geschwindigkeit erreicht. Um
2 Uhr bremst er ab und kommt um 2 Uhr 10 bei km 33 wieder zum Stehen. Der
Anblick unserer Kurve vermittelt uns nicht nur eine Kenntnis des Ortes, sondern,
wie wir eben sahen, dariiber hinaus eine Vorstellung von der momentanen Ge-
schwindigkeit des Zuges sowie auch seiner Beschleunigung. (Das Anfahren ist
eine positive, das Bremsen eine negative Beschleunigung.) Mit dieser Kurve sind
wir aber bereits nahe bei der mathematischen Beschreibung der Bewegung.

1

o N\

A

Becker, Theoret. Physik.



2 Geradlinige Bewegung eines Massenpunktes.

Mathemathisch beschreiben wir die Bewegung durch Angabe des Ortes x als
Funktion der Zeit ¢{. Wenn wir sagen, x sei eine Funktion von ¢, oder in der sym-
bolischen Ausdrucksweise x = x(¢), so meinen wir damit, daB eine Vorschrift
existiert, welche innerhalb eines bestimmten Zeitintervalls jedem Wert ¢ einen
Wert x zuordnet. Diese Vorschrift kann gegeben sein in Form einer Tabelle,
einer Kurve oder einer mathematischen Formel. Nur die letztere gibt einen exakten
und vollstindigen Zusammenhang, wihrend die Tabelle nur fir diskrete Werte
von ¢ den zugehorigen x-Wert liefert, die Kurve dagegen stets nur von beschrank-
ter Genauigkeit sein kann.

Die Geschwindigkeit ist der Quotient aus dem zuriickgelegten Weg und der
dazu benétigten Zeit. In Fig. 1 hat der Zug zwischen 1" 5min und 20 die

Strecke von km 2 bis km 30 zuriickgelegt, also eine Geschwindigkeit von 0—23—2
= 30,5 km/st. Die Steilheit der Weg-Zeit-Kurve miBt die Geschwindigkeit. In
mathematischer Formulierung: Ist ¢ eine bestimmte Zeit, v ein bestimmtes an
¢t anschiizBendes Zeitintervall, x(¢) der Ort zur Zeit ¢, dagegen x (¢ + ) der Ort

zur Zeit ¢ 4+ t, so haben wir als Geschwindigkeit wihrend der Zeit = den Bruch

(1) — 2(1)

T

(1.1)

Der Anblick unserer Kurve (Fig. 1) zeigt aber weiter, daB3 diese Erklirung der
Geschwindigkeit nur auf dem geradlinigen Abschnitt sinnvoll ist. Wahrend des
Anfahrens von 1" bis 1" 5 min dagegen dndert sich die Geschwindigkeit dauernd,
sie wird selbst eine Funktion der Zeit. Wie kann man die Geschwindigkeit in
einem bestimmten Zeitmoment messen? Wenn Sie sich das {iberlegen, so sind
Sie gezwungen, die Differentialrechnung zu erfinden, auch wenn Sie vorher noch
gar nichts von ihr gehért haben. Offenbar gibt (1.1) nur die mittlere Geschwindig-
keit in dem an ¢ anschlieBenden Intervall . Um die Geschwindigkeit zur Zeit ¢
selbst zu haben, wird man aber das Intervall = so klein wie moglich machen,
in der Uberzeugung, daB in einem hin-
| reichend kleinen Zeitintervall r die
Geschwindigkeit sich praktisch kaum
gedndert haben kann. Auf diese Weise
kommen wir zu der Erklirung

z(trtr)

}z{t*r/-z{tj
(1.2) v(l) = lim 2D —*0)

. /
r ' 0 T
Das ist aber genau die Definition des
Differentialquotientender Funktion x (¢)
nach ¢,v=dx/dt. (Fir dx/dt pflegt
man auch % zu schreiben.) Der Uber-
4 44

T ¢t gang von der mittleren Geschwindig-

¥ig. 2. Zur Definition der Geschwindigkeit nach (1.2).  keit zur momentanen Geschwindigkeit

ist gleichbedeutend mit dem Ubergang

von der Sekante (Fig. 2) zur Tangente. Das anschauliche Ablesen der momen-

tanen Geschwindigkeit aus der Kurve der Fig. 1 erméglicht also das Zeichnen

der Kurve fiir v(¢) = d x/dt. Beispiele fiir diesen Zusammenhang werden spiter
in groBer Zahl folgen.

Die Beschleunigung ist die Zunahme der Geschwindigkeit mit der Zeit. Hier

wiederholt sich, wenn man von der Kurve »(f) ausgeht, die obige Uberlegung, also

. vttt —w() dv_ dx
(1.3) Beschleunigung = lx_ino ——— o = or



Die Kraft ist eine Funktion des Ortes allein. 3

Die Beschleunigung ist also gegeben durch die Steilheit der »(f)-Kurve oder die
Kriimmung der x(¢)-Kurve.

Das Grundgesetz der Mechanik besagt, daB ein Massenpunkt ohne duBere Ein-
wirkung seine Geschwindigkeit unverandert beibehilt, daB also die Funktion v (f)
durch einen fiir alle Zeiten festen Zahlenwert gegeben ist, d. h. es ist v(f + 1) —
— v(t) = 0 fiir Jedes t. Erst eine duBere Einwirkung, welche wir als , Kraft*
bezeichnen, fiihrt zu einer Anderung der Geschwindigkeit, also nach (1.3) zu einer
von Null verschiedenen Beschleunigung dv/d¢, welche um so groBer ausfillt,
je kleiner die trige Masse m des Korpers ist. Nach dem Newtonschen Grund-
gesetz schreiben wir

av
(1.4) md_t:K'

,,Masse mal Beschleunigung gleich Kraft®.
Es ist viel dariiber diskutiert worden, ob in dieser Gleichung die ,,Kraft*
als neue physikalische GroBe auftritt oder ob nicht in (1.4) der Buchstabe K

lediglich eine Abkiirzung fiir den Ausdruck m% bedeutet. Im letzteren Fall

enthielte (1.4) iiberhaupt keine physikalische Aussage. Zu einer solchen wird sie
erst durch weitere Angaben iiber K, etwa dariiber, wie K vom Ort oder von der
Zeit abhingt. Nur durch eine solche zusitzliche Angabe erhilt Gl. (1.4) einen
Inhalt, indem sie uns eine Aussage iiber die Beschleunigung und damit den Ver-
lauf der Weg-Zeit-Kurve vermittelt.

2. Die Kraft ist eine Funktion des Ortes allein.

Die fiir uns zunichst wichtigsten Fille sind diejenigen, in denen A nur vom
Ort abhingt, an welchem der Massenpunkt sich befindet. Als spezielle Fille be-
trachten wir zunichst die konstante Kraft sowie die elastische Kraft. Bei der kon-
stanten Kraft hat K einen festen, vom Ort unabhingigen
Zahlenwert. Das ist der Fall beim senkrechten Wurf, bei wel-
chem nur die nach abwirts gerichtete Schwerkraft von der
GroBe mg auf den Korper wirkt. Gleichbedeutend mit ,,Schwer-
kraft* ist das Gewicht des Korpers. Es ist eine Eigentiim-
lichkeit der Schwerkraft, daB3 sie der trigen Masse m genau
proportional ist und daB sich daher aus der Bewegungs-
gleichung (1.4) der Faktor m auf beiden Seiten heraushebt.
Fir die Bewegung beim senkrechten Wurf haben wir also

a*x ]

(1.5a) iz = &

Fig. 3. Eine elastisch
Die elastische Kraft ist dadurch gekennzeichnet, dal sie der #pungene Masse M
Entfernung des Massenpunktes aus einer als , Ruhe-Lage‘ z2=0.
bezeichneten Stelle proportional ist. Wir kénnen sie z. B.
dadurch realisieren, daB wir die Masse am Ende einer elastischen Wendel
befestigen, deren anderes Ende fest eingeklemmt ist (Fig. 3). Befindet sich
die Ruhelage speziell bei x = 0, so wird also die Bewegung des Massenpunktes
unter der Wirkung einer elastischen Kraft beschrieben durch

2

- x -
(1.-)b) 7717F = —b.l,

wo b eine Konstante ist, welche die , Hirte der elastischen Bindung kenn-
zeichnet. Drittens betrachten wir den allgemeinen Fall, daB die Kraft irgendwie

1*



4 Geradlinige Bewegung eines Massenpunktes.

als Funktion des Ortes gegeben ist, also
{1.5¢) m @x

’ ar
wo K (x) nun eine gegebene Funktion des Ortes ist.

Gleichungen vom Typus (1.5a) bis (1.5c¢) sind kennzeichnend fiir die Arbeits-
weise der theoretischen Physik. In allen drei Fillen suchen wir nach einer Be-
schreibung der Bewegung unseres Massenpunktes, d. h. wir suchen x als Funktion
von ¢. Unsere Naturgesetze (1.5a) bis (1.5¢) liefern zwar nicht direkt diese
gesuchte Funktion, sie geben vielmehr nur eine spezielle Eigenschaft der-
celben, niamlich ihre zweite Ableitung, also die Kriimmung der x-i-Kurve.
Sie kennzeichnen damit deren Verhalten in der unmittelbaren Umgebung
eines beliebig herausgegriffenen Zeitpunktes. Dieses Verhalten ist aber —
und das verleiht diesen Gleichungen eine so groBe Bedeutung — génzlich

unabhingig von den speziellen

z 3 Versuchsbedingungen, im Fall
des senkrechten Wurfes (1.5a)
| etwa unabhingig vom Anfangs-

el : ort und der Anfangsgeschwindig-
/- ¢’ keit. Andererseits muB man diese
Anfangsgr6Ben natiirlich kennen,
wenn man etwas iber die wei-
_______ -2 tere Bewegung voraussagen will.
Tatsichlich steht es mir frei,
dem Massenpunkt zu einer be-
stimmten Zeit, etwa {=0, von
einem willkiirlich gewihlten Ort
x = x, eine beliebige Geschwin-
digkeit v = v, zu erteilen. Dann
wird durch die Gl (1.5) der wei-
tere Ablauf der Bewegung ein-

— K(x),

Ly~————————

|
|

|

i

"{ |
! l
! |
, |
i |

! 1 l . . . .
P t t; ¢ deutig festgelegt. Diese Situation
) uUberblicken wir am besten, wenn
Fig. 4. Zur schrittwelsen Konstruktion der Lésung z(¢) der . . .
Gl (1.5b). wir versuchen, eine Ldsung .der

Bewegungsgleichung, z. B. von
(1.5b), hinzuzeichnen. Zu dem Zweck kdnnen wir zu einer beliebigen Zeit ¢,
von der Stelle x; aus (Punkt A der Fig. 4) mit einer ebenfalls beliebigen Ge-
schwindigkeit v, starten. Wir wiirden dann etwa zur Zeit f, den Punkt B mit

%(fy) = x, erreichen. Nun schreiben wir die Gl. (1.5b) in der Form dv = — % xdt,
ersetzen fiir die Zwecke der Zeichnung 4¢ durch das endliche Intervall ¢, — ¢,
und haben damit in dv = — %x(t2 — t,) eine Aussage dariiber, um wieviel die

Geschwindigkeit in B von derjenigen in A verschieden sein muB3, wenn wir fiir
die Strecke x, einsetzen. Die weitere Bewegung (bis £ = ¢,) wird also nicht mit
der alten Geschwindigkeit CD/BD erfolgen, sondern mit der etwas kleineren
C'D/BD, wobei durch |[dv| = CC//BD = bx/m (¢, — t;) die Abweichung der
neuen Geschwindigkeit von der alten gegeben ist. So fortfahrend, wiirde man einen
abschnittweise geraden (geknickten) Verlauf erhalten, welcher sich dem wahren
Verlauf offenbar um so mehr annihert, je kleiner man die Intervalle ¢, — ¢,,
{3 —t,, usw. wihlt. Dieser Tatbestand findet rechnerisch seinen Ausdruck darin,
daB bei der Integration von (1.5) zwei verfiigbare Konstanten auftreten, welche
man den Anfangsbedingungen anpassen kann.
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Die durch (1.5a) oder (1.5b) gestellte Aufgabe lautet also: Suche die all-
gemeinste Funktion x(¢), durch welche die beiden Seiten der Gl. (1.5a) bzw.
(1.5b) zur gleichen Funktion von ¢ werden. Diese Losung lautet im Fall von (1.5a):

(1.6a) v(t) = — gt + vy,  x(f) = — % gt® 4 vot + x,.

Die Diskussion dieser Funktion wird wesentlich erleichtert, wenn man rechts

die ,,quadratische Erginzung'* v3/2g subtrahiert und addiert. Man hat dann
I T S PRI A

aus welcher man z. B. unmittelbar abliest: Der hoéchste Punkt, welcher erreicht

2
werden kann, liegt bei x = x4 + 12% Er wird zur Zeit ¢ = -2 erreicht. Uber-

zeugen Sie sich selbst, daB die Gestalt der Kurve x(¢) ginzlich unabhingig von
%o und v, ist und daB durch diese GroBen lediglich die Lage der Kurve in der
x-1-Ebene festgelegt wird.

Im Fall der elastischen
Bindung (1.5b) kommt es
darauf an, eine Funktion Vri+ 2y
%(t) zu finden, welche beim
zweimaligen Differenzieren

bis auf den Faktor — %

z

wiederhergestellt wird.
Bezeichnen wir zur Ab- 1 / ‘
kiirzung R g
b
W=

_ so haben die Funktionen
sinw¢ und coswt diese
Eigenschaft. Da iiberdies
(1.5b) homogen-lin-ar in x Fig. 5. Verlauf der durch (1.6b) beschrleb lastischen Schwi

. . . ) . 9. erlau er urc . eschriebenen elasti win-
ISt’}iOI;St l'lill)t xl(é) 111'2(; xz_(t) ¢ gung als Funktion von w(t). stischien Sciwin
auc %, (2) + B x,(t) eine ,

Loésung (A4 und B zwei beliebige Konstante). Diejenige Losung, welche fiir
;=0 in x = x, und dx/dt = v, iibergeht, lautet also

(1.6b) x(2) =x0coswt—|——27°sinwt.

Das Aufzeichnen der hierdurch gegebenen Kurve wird wesentlich erleichtert
durch die Bemerkung, daB cos (« — f) = cosacosfl + sinasinf ist. Setzen

. . %o . Vo/ .
wir & = w! sowie cosf = ———— und sin § = ——2—— (es i1st stets
* @ p Vag? + v} w? p Vag? + vp% w? (
cos?f + sin?f = 1!), so lautet (1.6b) auch
x(f) = /xz—}—v—”z-cos(wt— );  tgg = —2
0 @° @), By o "

Die x(f)-Kurve ist also eine einfache cos-Kurve mit der Amplitude } xj + v§/w?
und der Kreisfrequenz w = }Jb/m. Sie erreicht ihr erstes Maximum zur Zeit
t = @/w. (Vgl. Fig 5.) Diskutieren Sie die Spezialfille x = 0, sowie v, = 0. Eine
wichtige Kontrolle von (1.6b) ist z. B.: Wie sieht x(f) fiir kleine Werte von £ aus,
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d. h. fiir den Fall w¢<<1? Bei Entwicklung von (1.6b) nach Potenzen von w!
und Abbrechen beim ersten Glied erhidlt man einfach x = x, + v,¢. Was be-
deutet diese Gleichung geometrisch? Doch offenbar die Tangente an die x(¢)-
Kurve fiir £ = 0.

Machen Sie selbst folgenden Versuch: Hingen Sie eine Spiralfeder oder ein
Gummiband senkrecht auf und messen deren Linge. Dann befestigen Sie am
unteren Ende ein Gewicht oder einen Stein und messen die dadurch hervor-
gerufene Dehnung s. Damit haben Sie die Konstante & der Gl. (1.5b)
gemessen. Nunmehr berechnen Sie nach (1.5b), mit welcher Frequenz der in
solcher Weise elastisch aufgehingte Stein auf und ab tanzen muB, wenn man ihn
etwas anzupft und dann losliBt. Danach fithren Sie diesen Versuch aus, indem
Sie die Frequenz wirklich auszihlen. Vergleichen Sie die Messung mit der Rech-
nung!

3. Der Energiesatz.

Die Bewegungsgleichungen (1.5) gestatten eine Umformung, welche dem An-
finger als ein harmloser technischer Kunstgriff erscheinen mag. In Wahrheit
ist diese Umformung fiir die gesamte Physik von so groBer Tragweite, daBl man
sie gar nicht griindlich genug betrachten kann. Sie besteht einfach darin, daf
man die Bewegungsgleschung mit der Geschwindigkeit v = d x/dt multipliziert und

beachtet, dafl dann auf der linken Seite der Gleichung mv% = ‘% (g— v2) er-
scheint, also die zeitliche Anderung der ,kinetischen Energie“. Aber auch die
rechte Seite wird zu einem Differentialquotienten nach ¢; bei der elastischen

. . dx d [ x* .
Bindung (1.5b) ist z. B. « T d_t(—z—) Somit folgt aus (1.5a):

(1.7a) % (% v+ mgx) = 0 (senkrechter Wurf),
aus (1.5b) dagegen
(1.7b) Tid—t (% v? % x2) = 0 (elastische Bindung).

Die hier neben %vz auftretende Ortsfunktion (mgx beim-senkrechten Wurf,
%x2 bei der elastischen Bindung) heilt potentielle Energie, fiir die wir die

allgemeine Bezeichnung U (x) einfiihren. Die GI. (1.7) besagen, daB3 die Summe
aus potentieller und kinetischer Energie sich mit der Zeit nicht dndert. Sie
behdlt wihrend der ganzen Bewegung denjenigen Zahlenwert, welchen sie
zu Beginn der Bewegung hatte:

E= %zﬂ + U(x) = ’—2"-1'3+ Ulxg) .

Uberzeugen Sie sich an Hand der speziellen Bewegungen (1.6a) und (1.6b) durch

direktes Ausrechnen, daB die GroBe _’2&1}2 -+ U(x) tatsdchlich einen von ¢ unab-
hingigen Wert besitzt!

Die Gl. (1.7a) und (1.7b) sind die einfachste Form von ,,Erhaltungssitzen®,
denen wir immer begegnen werden. ,,Erhaltungssatz’ fiir eine Gré8e A bedeutet
hier immer dA/dt = 0. A behilt wihrend der Bewegung einen festen, durch die
Anfangsbedingungen vorgeschriebenen Wert. Manche Fragen iiber den Ablauf der
Bewegung werden durch den Energiesatz besonders einfach beantwortet. Zum Bei-
spiel: Ein Stein fillt aus der Hohe x = %. Welche Geschwindigkeit hat er am Erd-
boden (x = 0) erreicht? Hier ist die Energie E = mgh, denn bei x = % sollte
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doch v =0 sein. Bei x =0 ist aber E =gvz, also muB gvz = mgh oder

v = Y2gh sein. Od<r: Einer elastisch gebundenen Masse wird von ihrer Ruhelage

(bei x = 0) aus durch einen StoB die Geschwindigkeit v, erteilt. Wie groB ist die

Amplitude x, der entstehenden elastischen Schwingung? Aus der Konstanz
2

m , b . m b v .
von ?'UZT 5 x? folgt sogleich ZU%=7% x2 oder auch x, = (-3 (mit der Ab-

kiirzung & = Vb/m)-
Eine allgemeine Form des Energiesatzes (ohne die spezielle Annahme, da3

K eine Funktion des Ortes x sei) erhalten wir aus der urspriinglichen New-

tonschen GI. (1.4) durch Multiplizieren mit v:

4 (ﬁ

dt \ 2

(1.82) v?) — Ko,

Betrzchten wir 4¢ als eine endliche, wenn auch sehr kleine GréBe, so kénnen wir
(1.8a) mit d¢ multiplizieren und vd¢{ = dx setzen, wo dx der in der Zeit df zu-
riickgelegte Weg ist. Dann wird aus (1.8a)

(1.8b) d(%vz) — Kdx,

wo nun die Zeit nicht mehr explizit vorkommt. Es ist fiir das Verstindnis ent-
scheidend, daBB man solche Formeln nicht nur hinschreiben, sondern ihren In-
halt in deutschen Sitzen erliutern kann. In (1.8b) nennen wir Kd x die von der
Kraft K bei der Verschiebung des Massenpunktes um die Strecke dx geleistete
Arbeit und entnehmen dann aus (1.8b): Bei der Bewegung des Massenpunktes
von x nach x -+ dx nimmt die kinetische Energie um die von der Kraft auf dem
Weg dx geleistete Arbeit zu. Materiell die gleiche Aussage enthilt natiirlich
(1.8a), nur daB hier auf der rechten Seite nicht die Arbeit Kdx steht, sondern
der Quotient Arbeit/Zeit = Kdx/dt, welchen wir als Leistung bezeichnen.
(1.8a) besagt also, daB die Anderungsgeschwindigkeit der kinetischen Energie
gleich der Leistung der wirkenden Kraft ist.

Beachten Sie, daB (1.8a) und (1.8b) zunidchst noch keinen Erhaltungssatz
liefern, denn sie enthalten keine Aussage iiber die zeitliche Konstanz irgendeiner
GroBe. Erst wenn wir hinsichtlich der GréBe K die Spezialisierung einfiihren,
daB etwa K als Funktion von x gegeben sei, liBt sich daraus eine potentielle

Energie U (x) entnehmen von der Art, da83 % v? 4+ U (x) sich im Laufe der Zeit

nicht dndert. Wie hingt dann U (x) mit K (x) zusammen? Die zeitliche Anderung
dU _dU dx _ dU

dr T dx 4t dx
meine Gl. (1.8a) nimmt also dann die Form

von U (x) ist offenbar gegeben durch - v. Unsere allge-

d (m o - _
(1.9a) 37(—2—11 LU (x)) —~0
an, wenn
. . au
(1.9b) K(x) = — —

ist, wenn also die Kraft gleich der megativen Ableitung von U mnach x ist. In
dieser Weise haben wir oben in (1.7a) und (1.7b) fiir die einfachen Fille (1.5a)
und (1.5b) tatsichlich bereits die potentielle Energie ermittelt. Ist umgekehrt dic
Kraft als Funktion von x gegeben, so folgt aus (1.9b) als potentielle Energie
an der Stelle x

(1.10) U(x) = —dex.
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Dabei kann die untere Grenze x, des Integrals noch beliebig gewéhlt werden,
entsprechend der Tatsache, daB eine additive Konstante bei U an der Giiltig-
keit von (1.9b) nichts dndert. Es steht uns frei, einem beliebig gewédhlten Punkt x,
die potentielle Energie Null zuzuschreiben, d.h. die potentielle Energie von
ihm aus zu zdhlen. Nur der Unterschied der potentiellen Energie zwischen zwei
Orten hat eine physikalische Bedeutung. Sehen Sie die durch (1.10) gegebene
Verkniipfung der potenticllen Energie mit dem dort eingefithrten Begriff der
Arbeit? Fassen Sie bitte in Gedanken den Massenpunkt an und bewegen Sie ihn
langsam von x, nach x! Dabei miissen Sie die Kraft K iiberwinden, also selbst
die Kraft —K auf den Massenpunkt ausiiben. Bei der Verschiebung 4 x miissen
Sie also selbst die Arbeit — K d «x leisten; durch Summation iiber die auf den ein-
zelnen Wegabschnitten dx geleistete Arbeit ergibt sich: Die in (1.10) erklirte
potentielle Energie bedeutet die Arbeit, welche Sie aufwenden miissen, um den
Massenpunkt von x4 nach x zu verschicben. Setzen wir etwa in den Fillen (1.5a)
und (1.5b) x, = 0, so erhalten wir diese Arbeit im Fall der Schwerkraft U (x)
= mgx, bei der elastischen Bindung dagegen U(x) = 4 bx2 Sie miissen beim
Anblick dieser Formeln die soeben beschriebene Arbeit in Ihrer Muskulatur
fiihlen, sonst haben Sie den Begriff der potentiellen Energie nicht verstanden.

4, Ein Molekiilmodell.

Das zweiatomige Molekiil diene als Beispiel fir die Anwendung der bisherigen
Uberlegungen. Wir wissen, daB in einem solchen Molekiil die beiden Atome in
einem gewissen Abstand aneinander gebunden sind, daB sie gegeneinander um

diesen Abstand als Ruhelage schwingen kénnen (etwa

Yiz) mit der aus dem Absorptionsspektrum zu entnehmen-

den Kreisfrequenz w,= 2xv,) und daB eine bestimmte,
meist in Kalorien angegebene Arbeit D (Dissoziations-
arbeit) nétig ist, um die beiden Atome voneinander zu
trennen. Wir suchen einen bequemen Ausdruck fiir die
potentielle Energie als Funktion des Abstandes x, welche
uns ein solches Verhalten liefert. Damit wir nur von
einem Massenpunkt (etwa dem Atom B) zu reden brau-
chen, denken wir uns das Atom A kiinstlich bei x = 0

Xz

x

i
I
|
|

Fig. 6. Potentielle Energle als Funktion des Abstands beim Molekiilmodell.

festgehalten und nur das Atom B beweglich. x sei weiterhin der Ort von B,

K=— % also die an der Stelle x auf B wirkende Kraft. Den willkiirlich wihl-

baren Nullpunkt von U wollen wir diesmal ins Unendliche (x - co) verlegen.
Dann muB3 U(x) qualitativ den in Fig. 6 gegebenen Verlauf haben: Bei x = x,
muBl U = — D werden (also negativ!), denn nach Voraussetzung muB} ich ja die
Arbeit D = U (c0) — U(x,) leisten, um die Atome voneinander zu trennen.
Ferner muB3 U (x) bei x = x, ein Minimum haben, damit dieser Punkt zu einer
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Gleichgewichtslage wird. K ist also positiv, d. h. abstoBend dort, wo U mit x
abfillt, negativ da, wo U ansteigt. Betrachten Sie die Kurve U (x) als eine Berg-
und-Tal-Bahn: Das Atom B hat die Tendenz, bergab zu rollen, also von jeder
Stelle der Kurve aus zu dem Punkt x = x, hin. [Ergdnzen Sie selbst die Fig. 6
durch Einzeichnen der Kurve fiir K(x) und iiberzeugen Sie sich davon, daQ
B von jeder Stelle aus nach x = x, hin getrieben wird.] Aus der einmal gezeich-
neten Kurve U (x) kénnen wir aber noch viel mehr ablesen. Angenommen, das
Atom B werde an die Stelle x, geschoben und dort losgelassen. Dann wird seine

weitere Bewegung vollig durch den Energiesatz % v2 4 U (x) = const beschrieben.

Es bewegt sich zunichst unter der Einwirkung der Kraft K nach rechts, wobei
an jeder Stelle x seine kinetische Energie durch den ,,Héhenverlust'* U (x,;) — U (x)
‘gegeben ist. Die Geschwindigkeit kann also erst wieder zu Null werden, wenn die
potentielle Energie (etwa an der Stelle x = x,) ihren urspriinglichen Wert wieder
erreicht hat U (x,) = U(x,). Es kann aber auch diese Stelle nicht {iberschreiten,
da die kinetische Energie ihrer Natur nach nicht negativ werden kann. Somit
muB B zwischen den Punkten x;, und x, hin und her oszillieren. Natiirlich werden
diese Schwingungen nicht sinusférmig sein, da ja der Verlauf von K (x) im all-
gemeinen nicht geradlinig ist, wie es nach (1.5b) zum Zustandekommen einer
solchen Schwingung erforderlich wire. Beschrinken wir uns aber auf Oszilla-
tionen geniigend kleiner Amplitude, so haben die Schwingungen stets sinus-
formigen Verlauf mit einer bestimmten Frequenz «,, deren Zusammenhang
mit der Funktion U (x) wir noch herausarbeiten wollen. Zu dem Zweck entwik-
keln wir U (x) in der Nihe von x = x, nach Potenzen von (x — x,) und lassen
hohere als quadratische Glieder weg.
. 1 a2
(111a)  Ulx) = Ulwo) + (G5 ) (= 5) + 5 (o) (8 — %2

Nach Voraussetzung hat aber U an der Stelle x,ein Minimum, alsoist (d U /d x),= 0.
Somit erhalten wir fiir die Kraft K (x) in der Ndhe von x,:

aU au
dx ( ax? )0. (% — %)

(1.11b) K(x) = —

Damit wird aber die Bewegungsgleichung

&x dZU) (x —
magE = —(—dx-z o ¥~ o).

Setzen wir hier x — x, = £ als neue Variable, so erhalten wir fiir £(¢) (das ist
der Abstand von der Ruhelage x,) die mit (1.5b) gleichlautende Differential-
gleichung dt a2U

mam =~ ()&

aus welcher Sie, wenn Sie (1.5b) und (1.6b) verstanden haben, unmittelbar ent-
nehmen, daB die Oszillationen um x, mit der Kreisfrequenz

;Y ad*u
@0 = |/ (T,
erfolgen miissen. Wir sehen, wie sich tatsichlich aus der einen Funktior: U (x)
die drei wichtigen und experimentell feststellbaren GréBen x,, D und w, ergeben.
Uberlegen Sie, was die oben fiir kleine Werte von x — x, benutzten Naherungen
(1.11a) und (1.11b) geometrisch bedeuten. [Approximation der U (x)-Kurve durch
eine Parabel, der K (x)-Kurve durch eine Gerade!] Zur vollen Durchfithung dieser

Uberlegungen braucht man noch irgendeinen formelmiBigen Ansatz fiir U(x).
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Hiufig benutzt wird hier ein Ansatz der Form

(1.12a) U(x) =-. ——, (p>qund ¢ etwa gleich 1, 2 oder 3)

. .a . . . b
welcher aus einem ,,abstoBenden Teil - und einem ,,anziehenden Teil” — —

zusammengesetzt ist. ¢ sei dabei eine kleine ganze Zahl, p wesentlich groBer als
g (etwa gleich 8 oder 12). Dann hat U wirklich den gewiinschten Verlauf: Bei

sehr groBen x-Werten ist allein — % merklich, bei sehr kleinen dagegen iiber-
wiegt das positive Glied %. Rechnen Sie mat diesem U(x) die Groflen x,, D

und w, wirklich aus. Wir schreiben hier gleich das Resultat hin, wobei wir im
Interesse der Ubersichtlichkeit den Bruch g/p neben 1 vernachlissigt haben:

(1.12b) e __gb. p_b. o_ 1 pgb_ pgD

P
xO

—_f_a_x_Z' _;r—g’ O m AT Al

Natiirlich ist bei einem so rohen Modell eine genaue Ubereinstimmung mit der
Erfahrung nicht zu erwarten. Trotzdem rate ich Ihnen dringend, sich zu iiber-
zeugen, ob die Gr6Benordnung wenigstens verniinftig herauskommt, vielleicht
am Beispiel des HCI-Molekiils, bei welchem man im Sinne unseres Ansatzes
das Cl-Ion ruhend ansehen kann und fiir den anziehenden Teil der potentiellen

2
Energie — % einfach die Coulombsche Anziehung — % zwischen den beiden

Tonen Cl— und H+ der Ladung ¢ und —e einsetzt. Probieren Sie, was etwa fiir D
und , herauskommt, wenn man x,=1-10"8 cm oder x, = 3-10-8 cm und
p = 8 einsetzt. Tatsdchlich sollte w, im kurzwelligen Ultrarot liegen.

Nachdem wir soweit das mechanische Verhalten unserer Molekiilmodelle untersucht

haben, sei noch ein iiber die eigentliche Mechanik hinausgehender physikalischer Gesichts-
punkt angefithrt. Nach der Quantentheorie kann ein Oszillator der Frequenz w, nur die

diskreten Energiewerte %hwo, %hwo, _ (n + %) fwg, ... besitzen. (Hierbei ist £ = k/2n
und %z dasPlancksche Wirkungsquantum.) Esgibt also zwei fiir unser Molekiil charakteristische
Energien: die Anregungsenergie hw, der kleinsten Schwingung und die Dissoziationsenergie

D — —12- ki wy = D’. Besitzt nun ein aus solchen Molekiilen bestehendes Gas die Temperatur T,
so steht zur Anregung bzw. zur Dissoziation im Mittel die thermische Energie £ T zur Ver-
figung (k Boltzmannsche Konstante; %k T gleich mittlere Translationsenergie eines Mole-

kiils). Fiir die Frage, ob eine Anregung der Schwingungen oder gar eine Dissoziation erfolgt,
ist also das Verhaltnis &k T/h w, oder k T/D’ entscheidend. Solange kT < #i w, ist, kénnen
keine Oszillationen angeregt werden; ist dagegen AT > D’, so wird das Molekiil meist
in seine Atome dissoziiert sein.

5. Bewegung mit Reibung.

Bisher haben wir uns bei der Behandlung der Bewegungsgleichung (1.4)
m d?th = K auf den Fall beschrinkt, daB K als Funktion des Ortes x gegeben war.
Dann lieB sich stets eine potentielle Energie U = —dex; K= ——dd—ijl an-
geben, mit dem Erfolg, daB aus der Bewegungsgleichung der Erhaltungssatz
% (—7; v: 4 U(x)) = 0 folgte. Wir wollen jetzt einer etwa vorhandenen Reibung
in moglichst einfacher Weise Rechnung tragen, indem wir die Reibung als eine
bremsende Kraft einfithren, welche der Geschwindigkeit entgegengesetzt ge-
richtet und ihr iiberdies proportional ist; das gibt eine Reibungskraft —pv

= — g—d%. (Dieser in v lineare Ansatz fiir die Reibung ist bei nicht zu schneller
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Bewegung in einer zihen Fliissigkeit mit der Erfahrung in guter Ubereinstim-
mung, es sei aber bemerkt, daB er z. B. bei der Bremsung eines schnell fliegen-
den Geschosses durch die Luft nicht mehr richtig ist.) Uberzeugen wir uns zu-
nichst, wie sich ein solcher Zusatz bei unseren beiden einfachsten Kraftansitzen
(1.5a) und (1.5b) auswirkt. Beim freten Fall wird jetzt

dv
(1.13) v m—de—mg—(_)‘U.
Es ist lehrreich, diese Gleichung zunichst ohne weitere Rechnung zu diskutieren:
Fiir die Frage, ob v zunimmt oder abnimmt, ist das Vorzeichen der rechten Seite

entscheidend. Die rechte Seite ist gleich Null fiir v = —- % Wenn der Stein

sich mit der Geschwindigkeit mg/p abwirts bewegt, so ist dv/dt = 0; es ist die-
)

jenige Geschwindigkeit, bei
welcher sich die Schwerkraft
und die Reibungskraft kom-
pensieren. Nunmehr schreiben
wir (1.13) in der Form:

Yo

Fig. 7. Verlauf der Geschwindigkelt
belm senkrechien Wurf in einem reiben-

dv m den Medium. Asymptotische Annahe-
(1'133,) = £ ('l) + g) . rung an dle konstante Endgeschwindig-

m 4

Wir zeichnen in der {-v-Ebene
(Fig. 7) die Gerade v = — lngi

ein. Wenn nun v in einem be- 0

stimmten Moment irgendeinen
Wert hat (etwa v, fiir £ = 0),
so nimmt nach (1.13a) v ab, ,,

wenn v, iiber dem Grenzwer o 7

'bls

— % liegt, v wichst dagegen, \

wenn v, unter jenem Wert liegt. In jedem Fall nihert sich » monoton jenem
Grenzwert. v(f) muB also etwa den in Fig. 7 gezeichneten Verlauf haben. Auch
die GréBenordnung der Zeit 7, welche bis zur (praktischen) Erreichung des Grenz-
wertes verstreicht, kénnen wir noch ohne Rechnung aus (1.13a) ablesen. Diese
Gleichung gibt doch unmittelbar die Richtung der Tangente v,-B an die
v-t-Kurve an. Deren Abschnitt 4-B = m/p ist ein recht brauchbares MaQ
fiir die bis zum Erreichen der Endgeschwindigkeit verstreichende Zeit T = m/g.
So kann man aus der Gl. (1.13) bereits eine Menge Aussagen ableiten, ohne daf3
es nétig war, die Gleichung wirklich zu lésen. Allerdings macht im vorliegenden

Fall auch die strenge Losung keine Schwierigkeit. Man braucht nur v - 78 .

als neue Variable einzufithren und hat dann leicht die Losung
mg -2t

—:CE m R

v(t) + =

L4

wo die Integrationskonstante C sich aus der Anfangsbedingung (v(7) = v,) be-
stimmt: v, —{—% = C. Die gesuchte Kurve (in Fig. 7 bereits als Vermutung

eingezeichnet!) ist also gegeben durch
m . .om - %!
(]..].3b) 'U(t) _— _5_ e (1,0 -+ g) e .

0 0
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Kontrollieren Sie selbst, daf diese Funktion v(t) wirklich den erwarteten Verlauf
hat. Eine wichtige weitere Kontrolle: Bei Abwesenheit der Reibung (also im Fall
e = 0) muB natiirlich das altbekannte v(f) = v, — g¢ herauskommen. In unserer
Gl. (1.13Db) gibt aber g = 0 zunichst ein Ungliick, weil ja dann mg/p unendlich
groB wird. Warnung fiir Ungeiibte: In solchen Fillen darf man nicht einfach

o = 0 setzen, sondern muB hiibsch langsam p immer kleiner und kleiner werden
4

.. - =t 0
lassen. Wenn aber g sehr klein ist, sodarfman e ™ =1 — P ¢t setzen, und dann

16st sich bereits alles in Wohlgefallen auf! Will man auch noch die Kurve fiir

x(f) bei gegebenem Anfangswert x(0) = x, haben, so hat man mit dem durch
t

(1.13b) gebenenen v(¢) nur das Integral x(f) = x0+fv dt zu berechnen.
0

Eine andere Schreibweise von (1.13b), namlich

0 ! e
v(l) = ,er_ﬁ‘ — % (\1 — e_ﬁt),

zeigt v als zusammengesetzt aus der Anfangsgeschwindigkeit v, und der End-
geschwindigkeit mg/p, jede mit einer Funktion von ¢ multipliziert. Machen
Sie sich selbst an Hand einer Skizze den zeitlichen Verlauf dieser beiden Bestand-
teile klar! '

Auch bei der elastischen Bindung (1.5b) wollen wir die Wirkung der Reibung
durch eine zusitzliche bremsende Kraft —gv beschreiben. Dann wird die Be-

2
wegungsgleichung m% =—bx — Q%, oder

(1.14)

Diese Differentialgleichung der geddmpften Schwingung ist Ihnen sicher schon
vorgekommen, so daB hier einige Andeutungen gentigen mégen. Man 16st (1.14)
entweder durch den Ansatz
x(t) = e % cosmt,

wo nun die Konstanten 6 und w so zu bestimmen sind, daB mit diesem x(¢) die
Gl. (1.14) fiir jeden Wert von ¢ erfiillt ist. Oder aber — und das ist der rechnerisch
bequemere Weg — man setzt versuchsweise x=e*? in (1.14) ein, wodurch man
fiir « die quadratische Gleichung

Lol
mit den Losungen

' 1 o , .1/0 o \2
N i
(1.15) 1 3 Y
da= =g i |~ (25)

erhilt. Die allgemeine Ldsung von (1.14) lautet somit
(1.15a) x(t) = Aext 4 Bex!

mit den beiden Integrationskonstanten A4 und B. Allerdings ist hier die Kiirze der
Rechnung damit erkauft, daB x(¢) zunichst als komplexe Funktion erscheint.
Nach dem bekannten Satz ¢*?! = cosa - 7 sin« kénnen Sie aber leicht x in Real-
und Imaginirteil zerlegen. Uberzeugen Sie sich selbst, daB3 dann sowohl der Real-
teil wie auch der Imaginirteil, jeder fiir sich, eine Lésung von (1.14) darstellt.
Fithren Sie diese Diskussion selbst durch.
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Energiesatz und Retbung. Um zu sehen, was bei Anwesenheit von Reibung aus
dem Energiesatz wird, wihlen wir gleich die allgemeinere Bewegungsgleichung
d’x
dz*
durch eine Reibungskraft —pv. Fiithren wir die zu K(x) gehorige potentielle

m = K (x) mit einer beliebig vom Ort abhingigen Kraft und erginzen diese

Energie U(x) ein (K = — %), so lautet unsere Gleichung mit Reibung

ax avu
T + ax Y
Durch Multiplikation mit v geht die linke Seite in der oben (S. 7) ausfiihrlich
erorterten Weise iiber in die zeitliche Zunahme der mechanischen Energie E,
das ist die Summe aus kinetischer und potentieller Energie. Wir erhalten also jetzt

% (—1;—1 2 -} U(x))z — v

Solange also {iberhaupt eine Bewegung erfolgt (d. h. solange v #+ 0 ist), nimmt
die mechanische Energie £ = } mv? 4+ U dauernd ab! Das ist ein Ergebnis von
groBer Tragweite. Die Stellung, welche man dazu einnimmt, hingt wesentlich
davon ab, ob man sich lediglich fiir das Spezialgebiet Mechanik interessiert oder
ob man das Ganze der Physik im Auge hat. Vom Standpunkt der reinen Mechanik
wird man sagen, dafl bei Wirkung der Reibung der Energiesatz nicht mehr gilt.
Seine Giiltigkeit ist eben auf solche Fille beschrinkt, in denen die ganze wirkende

(1.16)

Kraft durch — % dargestellt werden kann. Als Physiker dagegen weiB man,

daB Energie unter keinen Umstinden verlorengehen kann. In unserem Fall
ist sie durch den Zaun, welcher die ,,Zone Mechanik* umgrenzt, entwichen und
in die ,,Zone Wirmelehre* geraten; sie wird sich durch eine Erwirmung des
Mediums, in welchem Reibung erfolgt, bemerkbar machen. Ist niamlich ¢ die
Wirmekapazitit der ganzen Versuchsanordnung, also cd7 die Wirmemenge,
welche erforderlich ist, um den Massenpunkt mitsamt der reibenden Flissigkeit
um 47T Grad zu erwirmen, so wird bei der betrachteten Bewegung die Tempe-
ratur T sich in der Zeit d¢ solcherweise erhéhen, dal3

cdT = pv?dt = pvdx

ist. ,,Die von der Reibungskraft auf dem Wege d x geleistete Arbeit pvd x erscheint
als Erhéhung der Wirmeenergie ¢ 7. Setzt man also gemdB der letzten Glei-

chung g% = chtI:, so erhilt (1.16) die Gestalt eines Erhaltungssatzes, nimlich
(1.16a) a (7

—7 |3 v2+U(x)—}—cT)=0.

»Erst die Summe an mechanischer und Wirmeenergie ist zeitlich konstant.*

Durch (1.16) wird noch eine weitere wichtige Tatsache handgreiflich vor
Augen geriickt, namlich die Nicht-Umkehrbarkeit der mit Reibung verkniipften
Bewegung. Die mechanische Energie nimmt ja stets ab und niemals zu, ganz
gleichgiiltig, welche Anfangsbedingungen wir wihlen. Diese Nicht-Umkehrbarkeit

ist erst durch das Reibungsglied (etwa 7(;— % in Gl (1.14)) hereingekommen,

wihrend die vorher an Hand von (1.5a) bis (1.5¢) behandelten Vorgédnge durch-
aus umkehrbar waren. Das bedeutet anschaulich: Photographiert man etwa einen
durch (1.5c) beschriebenen Vorgang kinematographisch, so kann man den ent-
standenen Film sowohl vorwirts wie auch riickwirts ablaufen lassen, in beiden
Fillen bekommt man einen moglichen Ablauf des mechanischen Vorgangs. Der
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Mathematiker sagt in seiner lakonischen Ausdrucksweise: ,,Zugleich mit x(¢) ist
auch x(—?) eine Losung der Differentialgleichung (1.5¢).”" Das kommt dadurch
heraus, daB in (1.5c) nur die zweite Ableitung, namlich d?x/d¢?, vorkommt,
nicht aber die erste Ableitung dx/dt, bei welcher eine Vorzeicheninderung von
t das Vorzeichen umkehren wiirde. Sobald aber die Reibung wirksam wird, also
ctwa die Bewegungsgleichung lautet
d’ d,w;

wiirde der riickwirts laufende Film einen durchaus naturwidrigen Vorgang zeigen:
Im Fall der Schwingung in der reibenden Fliissigkeit wiirde man sehen, dal3 auf
Kosten des Wirmeinhalts der Flissigkeit die Schwingung zu immer gréBeren
Amplituden angefacht wird. Tatsichlich ist x (— ¢} keine Losung von (1.17),
wenn x(¢) eine Losung ist. An dieser Nicht-Umkehrbarkeit erkennen wir zum
zweitenmal das Eingreifen der Prinzipien der Warmelehre in unseren mechani-
schen Vorgang. Die Umschreibung von (1.16) auf (1.16a) trug dem ersten Haupt-
satz der Wirmelehre (Erhaltung der Gesamtenergie) Rechnung. Und soeben
sind wir dem zweiten Hauptsatz begegnet, nach welchem zwar mechanische
Energie beliebig in Wirme umgewandelt werden kann, wahrend riickwirts die
Umwandlung von Wirme in mechanische Arbeit nur in duBerst beschrinktem
(und spiter genau zu erérterndem) Umfang méglich ist. —Noch allgemeiner kann
man sagen: Hinsichtlich des Bewegungsgesetzes mfl F = = K (x) gibt es keinen

grundsitzlichen Unterschied zwischen Vergangenheit und Zukunft. Ein solcher

(1.17)

tritt jedoch auf, sobald man dieser Gleichung das Reibungsglied — g% zufiigt.

Nach diesen Abschweifungen kehren wir wieder zur braven Mechanik im
engeren Sinn zuriick.

6. Die Kraft hiingt explizit von der Zeit ab.

Wir wollen jetzt zulassen, daB3 in der Newtonschen Gleichung m“i;t2 =K

die Kraft nicht allein vom Ort und eventuell der Geschwindigkeit, sondern auer-
dem noch direkt von der Zeit ¢ abhingt, indem eine von ,,auBen her‘‘ regulierte
Kraft f(¢) auf den Massenpunkt einwirkt. Ein in der Atomphysik wichtiger Fall
ist etwa der, daB auf ein elastisch gebundenes Elektron eine Lichtwelle einwirkt.
In diesem Fall ist f = ¢ E(¢), wo E die mit der Lichtwelle verkniipfte elektrische
Feldstirke und e die Ladung des Elektrons bedeutet. Ein besonders einfacher
Fall liegt dann vor, wenn die gegebene Kraft f(f) auf einen sonst freien Massen-

punkt wirkt. Dann 148t sich die Glelchung m——s d = f(¢t) durch zweimalige In-
t

tegration direkt erledigen: v =y, - /f\t )dt und x= x,+ / v(t)dt. Ist spe-

0
ziell die Kraft harmonisch, also etwa f(f) = acosw’t, so wird v = vy + mi sinw ¢
w

und x = x5+ v,

maw__, (1 — coswt). Die unter der Einwirkung der Kraft

acosw ! entstehende Bewegung unseres Massenpunktes ist clso zu beschreiben
¢Is eine durch die Anfangsbedingungen vorgegebene Translation x, + vy¢, welche
iberlagert wird von einer Oszillation der Amplitude a/m w?; diese erfolgt genau
im Takt der erregenden Kraft, ist ihr aber gerade entgegengesetzt gerichtet!
Infolge der Massentragheit ist die Phase der Bewegung um 180° gegen diejenige
der Kraft verschoben. Auf diese merkwiirdige Antiresonanz kommen wir nachher
(S. 16 und 21) wieder zuriick.
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Als nidchsten Fall nehmen wir den des elastisch gebundenen Massenpunktes:

d*x

(1.18) mﬁz—bx—{—/(t).

Die Aufgabe, eine diese Gleichung befriedigeride allgemeine Funktion x(f) zu
finden, ist bereits hoffnungslos kompliziert, wenn man keinen besonderen Kunst-
griff anwendet. Wir werden so vorgehen, daB wir zunichst zwei ganz spezielle
Funktionen f(f) angeben, fiir welche die Losung leicht anzugeben ist. Das sind die
beiden Fille der harmonischen Kraft sowie der stoBartig wirkenden Kraft. Erst
spater werden wir — nach dem Prinzip ,,divide et impera’ — zeigen, da8 sich
die Losungen fiir ein beliebig gegebenes f(¢) als eine Uberlagerung von lauter
solchen einfachen Fallen beschreiben lassen.

a) Elastische Bindung mit periodischer Kraft. Fir die aus (1.18) folgende
Gleichung '
(1.19) mﬂq'—bx:acoswt

at*
1aBt sich sofort eine Losung angeben auf Grund der Vermutung, da8 auch der
Massenpunkt eine Oszillation vom Typus x = A4 cosw ¢ ausfithren wird. Nach
Einsetzen in (1.19) hebt sich der Faktor cosw ¢ heraus; (1.19) wird damit zu einer
einfachen Gleichung fiir die Amplitude A4 der erzwungenen Schwingung. Man
erhalt somit als Losung a
x(f) = —— _coswt.
—mw*+b

Unter Einfithrung der durch w, = }b/m gegebenen Eigenfrequenz des Massen-
punktes schreiben wir dafiir
(1.19a) x(t) = m-coswt.
Diese Losung kann aber noch nicht vollstindig sein, da sie keinerlei verfiigbare
Konstante enthilt, wir aber doch die Anfangsbedingungen (also etwa x, und v,
fiir £ = 0) willkiirlich vorgeben kénnen. Hier hilft die Bemerkung, daBl wir zu
dem bisher gefundenen x(f) noch eine beliebige Losung der ,,homogenen* Glei-
chung m#% + bx = 0 hinzufiigen koénnen, ohne daBl x(¢) aufhért, eine Losung

von (1.19) zu sein. Mit der alten Abkiirzung w, = Vb/m haben wir also die all-
gemeine Losung von (1.19)

(1.19b) x2(t) = Cycoswyt + Cysinwgt + cosw i,

m(we: — w?)
wo nun die beiden Konstanten C,; und C, zur Befriedigung der Anfangsbedingun-
gen zur Verfligung stehen. (1.19b) beschreibt die Bewegung als zusammengesetzt
aus einer allein durch die Anfangsbedingungen gegebenen freien Schwingung
und einer von diesen Anfangsbedingungen unabhingigen erzwungenen Schwin-
gung. Wir werden in der weiteren Diskussion den ersteren Bestandteil ignorieren,
also einfach mit der ,,partiellen I.6sung'* (1.19a) rechnen. Das ist physikalisch
dadurch begriindet, daB es in der Natur keine ganz reibungsfreie Bewegung gibt,
daB also die freie Schwingung, auch wenn sie im ersten Augenblick vorhanden war,
im Laufe der Zeit abgedimpft wird. Einige Zeit nach dem , Einschalten’ der
periodischen Kraft wird daher die erzwungene Schwingung (1.19a) allein iibrig-
bleiben. a
Zeichnen Stie sich die Amplitude A = — (oF —

Frequenz w auf! Diese Kurve verdient die allergenaueste Betrachtung. Zunichst
die beiden Grenzfille: Im Fall w < w, haben wir die cinfache statische, von o

5 als Funktion der erregenden
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Losung von (1.21)
(1.25) x(l) =

{
! //‘(1?’) e~ ¢Ut=-Nging, (1 — ) dP,

w, m
—

wo & und o, die in (1.22) angegebene Bedeutung haben.
Uberzeugen Sie sich durch direktes Einsetzen in (1.21), daB durch (1.25) diese
Glcichung wirklich befriedigt wird. Evne weitere Kontrolle von (1.25) besteht
darin, da3 die Formel fiir
den Fall der periodischen
Kraft (f(#) = a cos wd)
natiirlich auf unser altes
Ergebnis (1.20a, b) fithren
muf. Die erforderliche Inte-
gration wird wesentlich er-
leichtert durch Benutzung
komplexer GréBen, indem

e’ilx + e—ta

Sie cosa = —s und

VLA

Iz

et a__pg— in
sin 6 = ——-— einfiihren.
Dann hat man nur iiber

» einfache Exponentialfunk-

7 . .
U drdd . tionen vom Typ ef? mit

I'ig. 9. Zerlegung elner als Zei‘funk-ion gegebenen Kraft f(f) in eine 3
Folge von StoBkriften f(8)d#d. lrgendweIChen komplexen

Zahlen § zu integrieren.

Die allgemeine Losung von (1.21) 1aBt sich auch dadurch gewinnen, da3 wir
von der Losung fiir eine periodisch wirkende Kraft ausgehen und die willkiirlich
gegebene Funktion f(f) als Uberlagerung von lauter periodischen Funktionen
vom Typus ¢t mit verschiedenen Werten w beschreiben. Zur Durchfiihrung
dieser Rechnung braucht man allerdings den Entwicklungssatz von Fourier
sowie den Cauchyschen Integralsatz aus der Theorie der komplexen Funk-
tionen. Wenn Ihnen diese Begriffe noch ginzlich fremd sind, so iiberschlagen
Sie die nichsten beiden Seiten. Der Fourier-Satz besagt, daB unter sehr all-
gemeinen Voraussetzungen eine beliebig gegebene Funktion f(¢) sich mit Hilfe
einer Funktion g(w) darstellen 1iBt durch

-+ oo
(1.26a) (@) =fg(w) etetdw.
Dabei ist g(w) gegeben durch )
+ 00
(1.2Cb) g(w) = %f/(ﬁ) e~ iwd i

(Wir haben hier aus ZweckmaiBigkeitsgriinden die Integrationsvariable ¢ durch
P ersetzt.) Setzt man dieses g(w) wieder in (1.26a) ein, so resultiert nach Ver-
tauschen der Integrationsfolge

(1.26¢) () = jj(ﬁ) ( 21n ]t‘w(‘—ﬂ)dw) ad.

Diese Schreibweise des Fourierschen Doppelintegrals wird bei den Mathemati-
kern sicher AnstoB erregen, weil die durch Einklammerung hervorgehobene
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Funktion (ich ersetze fiir den Moment  — ¢ durch 2)
1
d(z) = T‘/le"‘“dw

iberhaupt nicht existiert, denn ersetzt man zunichst die Grenzen 4+ oo durch die
2sin Wz

2 z
welche sich (bei fest gewihitem z!) im Limes W - oo {iberhaupt keinem verniinf-

endlichen+Zahlen W, so ergibt eine einfache Integration zunichst

tigen Grenzwert nihert, sondern immer wieder um die Werte

Nur an der Stelle z =0, wo sie den Wert W/x besitzt, geht sie mit wachsendem W
monoton ins Unendhche Wie kommt es, daB sie trotzdem in dem Doppcl-

hz)

/7722222

>

D
)
)

Ei4
W

A "5 78 \/—zn - 0 Vn [ex R N\ Z
S5 W\ W, WW \J 2\
+W
Flg. 10. Verlauf der Funktion k(z) = -‘)]—_'f 1?2 g, welche Im Limes W—oo in dle ,,Funktion® 8(z) iibergeht.
-

integral (1.26c) eine sinnvolle Bedeutung hat? Um das zu sehen, machen wir
uns zunichst fiir endliches (aber sehr groBes) W eine SklZZC (Flg 10) der Funk-

tion h(z) — 3072 L

wachsendem W schieBt die Mitte immer mehr in die Hoéhe, wihrend die Null-
stellen immer enger zusammenriicken, aber so, daf3 der schraffierte Flicheninhalt
der mittleren Zacke annihernd konstant bleibt. Er ist prakticch gleich 1. Wird
nun diese Funktion %(z) mit einer beliebigen Funktion f(z) multipliziert und das
Produkt iiber z integriert, so gibt bei extrem groBem W die mittlere Zacke der
h(z)-Kurve allein gerade den Beitrag f(0) [ Adz = f(0), wihrend die seitlichen
Z: cken mit ihrem schnellen Wechsel von +enach — kcinen Beitrag mehr geben.
Sie radieren im limes W —+ oo die Funktion f(z) aus. So entsteht die Formel

. Deren Nullstellen liegen bei z = 4-— -usw. Bei

+ o0
[f(2)8(z) dz = f(0).

Die Funktion §(z) schneidet aus der ganzen Funktion f(z) gerade den Wert f(0)
heraus. Dieser Exkurs sollte den Inhalt der Formel (1.23¢), fiir deren strenge

2%
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Begriindung auf die Fachliteratur verwiesen sei, Ihrem Gefithl niher-
bringen.

Nunmehr 148t sich die Lésung von (1.21) mit der durch (1.26a) erklirten
Funktion f(¢) leicht hinschreiben. Dazu setzen wir auch x(¢) als Fourier-Integral

x(t) = fA(w) eetd w

in (1.21) ein und finden die Amplitudenfunktion

_ g(w)
A(w) = —mw?t+igw+b’

Mit den alten Abkiirzungen b/m = w3 und p/2m = § also

+oo
N _ 1 g (w) ot
JC(t)_ﬁ‘/‘cu02—,L2i(§w—w2 ¢otdw. -

Setzen wir darin den Wert (1.26b) fiir g(w) ein, so wird

1 oo + 00
1 =9 g4
o= =
(1.27) x(t) = QRmff(ﬁ) dﬁf we:+ 210w — 0*’

Als letzten Schritt zur Herleitung von (1.25) miissen wir hier noch die Integration
nach o wirklich durchfithren. Wir betrachten dieses Integral in der komplexen
w-Ebene. Es ist zunichst entlang der reellen Achse von — oo bis 400 zu er-
ctrecken. Der Integrand hat einfache Pole an den Nullstellen des Nenners, also
mit o, = Jw? — 0% bei w = — w, + 16 und w = w, + 4. Das sind die Punkte
P, und P, in Fig. 11. Zur Anwen-
dung des Cauchyschen Residuen-
satzes miissen wir den Integrations-
weg zu einem geschlossenen Weg
erginzen, etwa durch einen Halb-
kreis vom Radius R, welcher (im
Limes R - oo) das rechte Ende des
offenen Weges mit dem linken Ende

#, 3 2,

| 1 -] verkniipft. Und zwar muB dieser
~w, wy #_  Halbkreis bei positiven Werten von

rig. 11. Ausfihrung eines Integrals in der komplexen t — ¢ in der Oberen’ bei negatlven
w-Ebene. t — ¢ dagegen in der unteren Halb-

ebene verlaufen, damit durch den
Faktor ¢/©¢~9 der Beitrag des Halbkreises zum Integral in jedem Fall ver-
schwindet. Den solcherweise geschlossenen Weg kénnen wir nun nach Cauchy
auf die von ihm umlaufenen Pole zusammenziehen. Dabei ergibt sich: Im Fall
9 >t liegen die Pole P, und P, auBerhalb des Integrationsweges, das Integral
wird also zu Null. Im Fall ¢ < ¢ dagegen bleibt je ein einfacher Umlauf um
P, und P, iibrig, deren Beitrige nach der Formel

}{ 10 gy — 974 f(z)

z— zy

sofort anzugeben sind. Fiir den Fall von 2 Polen z, und z, ergibt die gleiche Formel

/(z)dz _2m‘( fa | JG) )222”. (1) — f(e9).

(3—30)(3—21)_ 20 — 2, Z)— 29 1— %o
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Indem wir den Nenner unseres Integranden in seine beiden Faktoren aufspalten,
haben wir also fiir 4 <C ¢

+oo B
B | e“"(t_mdw. o 9mie-bU-® 2isina (t — 9)
(@ —i0+ w)(@—10—w) 2oy
—oe

2~ .

. =w—le—"(‘—‘”smw1(l—0).
Beriicksichtigen wir auBerdem, daB das gleiche Integral fiir 4 > ¢ Null ergibt,
so geht (1.27) genau in (1.25) iiber, wie es sein sollte. Wir haben bei dieser Ge-
legenheit einen Einblick in einige wichtige Rechenmethoden der mathematischcn
Physik getan, nimlich das Fouriersche Doppelintegral, die 4-Funktion und
das Integrieren in der komplexen Zahlenebene.

d) Die mittlere Leistung der erregenden Kraft. Bei Verschiebung des Massen-
punktes um d x leistet die Kraft f(f) die Arbeit f(¢)d x. Die Leistung ergibt sich
daraus durch Division mit der zugehérigen Zeit d¢, also Leistung L = f Z—’: . Die
Leistung der harmonischen Kraft a coswt? in (1.20) betrigt also

gt MaEa %% ) T g T T or

(1.28) L =acoswt 7 QKdt, =7

Sie wird, wie diese Gleichung lehrt, verbraucht zur Anderung der kinetischen
und potentiellen Energie sowie zur Deckung des Reibungsverlustes gv? (z. B. zur
Erwirmung des reibenden Mediums). Die mittlere Leistung erhalten wir durch
Mittelung iiber eine groBe Zeit 7. Wir deuten Mittelung durch einen iiber die
Funktion gesetzten Querstrich an: Ist g(f) als Funktion der Zeit gegeben, so
ist also der Mittelwert definiert zu:

T
— 1
(1.29) gty =— [ gvydt.
o/

Fir periodische Vorginge geniigt Mittelurg {iber eine Periode, d bei wird der
Mittelwert eines Differentialquotienten stets gleich Jull. Speziell wird:

sin wt = cos wt = sin w? cos wt = 0,

(1.29a) 8@ _ o und (129D
sinfw? = cos?wt = §.

Setzen wir in (1.28) x nach (1.20a) ein, so resultiert als mittlere Leistung wegen
(1.29b):

= adow . =
L = ——sing = gv*.

Diese Beziehung kann man wegen (1.29a) auch unmittelb>r aus (1.28) ableser.

e) Eine optische Anwendung (Dispersionskurve). Die soeben durchgefiihrte
Behandlung der erzwungenen elastischen Schwingung ist von grundlegender
Bedeutung fiir die Beschreibung des optischen Verhaltens durchsichtiger Ma-
terie. Diese konnen wir hiufig kennzeichnen durch die Annahme, daB die ein-
zelnen Molekiile elastisch gebundene Elektronen enthalten, welche unter der
Wirkung des Lichtes erzwungene Schwingungen ausfiihren. Bei einer Verschie-
bung des Elektrons (Ladung ¢) um die Strecke x erhilt das Molekiil ein Dipol-
moment p = ex. Ist andererseits E cos w¢ der zeitliche Verlauf der elektrischen
Feldstirke, so ist e E cos wt die wirkende Kraft. Fiir das Dipolmoment des ein-
zelnen Molekiils erhalten wir somit aus (1.19a)

e?

p() = (e = ) E cos wt.
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Das so gekennzeichnete Dipolmoment macht sich optisch als Abweichung des
Brechungsindex # von 1 (» = 1 ist der Brechungsindex des Vakuums) bemerk-
bar. Bedeutet N die Zahl der Molekiile im ¢m3, so wird, wie man in der Optik

Ne'2
m(we? — 0?)

zeigt, n? — 1 =4=xn

Wir haben damit also bereits eine Formel fiir die

Abhanglgkelt des Brechungsmdex n von der Irequenz (Farbe) w des benutzten

)

Fiz. 12. Verlauf des Brechungsindex n und der Ab-

sorption in der Umgebung der Resonanzstelle.

Lichtes vor uns, wenigstens insoweit,
als das Verhalten sich durch eine ein-
zige Sorte von Elektronen der Re-
sonanzfrequenz @, beschreiben 1aBt.
Wir sehen, daB der Brechungsindex
mit wachsendem  bis zur Resonanz-
stelle w, anwichst. In der Regel liegt
w, 1m ultravioletten Teil des Spek-
trums. Nach deren Uberschreitung
wird ér kleiner als 1, um sich dann fiir
extrem hohe Frequenzen (Rontgen-

strahlen) der 1 von unten her anzundhern. Tatsichlich ist z. B. Glas fiir Réntgen-

strahlen ,,optisch diinner*

als das Vakuum, es zeigt fiir hinreichend flach auf-

treffende Strahlen Totalreflexion. Die Resonanzstelle w =~ w, macht sich durch
Absorption des einfallenden Lichtes bemerkbar. Zu ihrer Beschreibung mull man
eine Art von Reibung [etwa nach Gl. (1.20)] einfithren ; durch diese ergibt sich dann
auch die Halbwertsbreite der Absorptionslinie. Sie sehen, wie tief bereits diese
einfache mechanische Fragestellung in die Probleme der Atomphysik hineinfiihrt.

B. Ein Massenpunkt im Raum.

1. Polarkoordinaten, Skalarprodukt, Bewegungsgleichung.

Der Ort eines Massenpunktes » im Raume wird durch drei Zahlen angegeben,

etwa durch die drei rechtwinkligen Koordinaten x, y,

z. Wenn er sich im

Raum bewegt, so gehdrenszu verschiedenen Zeiten verschiedene Werte dieser

Z

vz

drei Koordinaten. Das bedeutet: x, y
und z sind Funktionen der Zeit. Eine
vollstandige und erschépfende Beschrei-
bung d.r Bewegung ist geleistet, wenn
wir diese drei Zeitfunktionen x(¢), y(¢)
und z(¢f) angeben kdénnen. Die Ablei-
tungen dieser Funktionen nach der
Zeit, also die GroBen v, = dx/dt,
vy = dy/dt, v, = dz/dt, nennen wir die
Komponenten der Geschwindigkeit nach

>/

Fig. 13. Zerlegung des Vektors b in Komponenien.

den drei Koordinatenachsen. Entsprechend heiBen die zweiten Ableitungen
dvy/dt = d®x/dt? usw. die Komponenten der Beschleunigung.
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Geschwindigkeit und Beschleunigung sind gerichtete GréBen. Im Gegensatz
zur geradlinigen Bewegung sind sie nicht mehr durch eine, sondern erst durch
drei Zahlenangaben gekennzeichnet. Man pflegt sie geometrisch durch einen
,,vektor* zu veranschaulichen, das ist ein Pfeil, dessen Richtung und Linge mit
der Richtung und dem Betrag der zu kennzeichnenden GréBe iibereinstimmt.
Wir bezeichnen Vektoren durchgehend mit deutschen Buchstaben, also etwa
den Geschwindigkeitsvektor mit v und den Kraftvektor mit §&. Aus den
Komponenten v,, v,, v, eines Vektors v (.ig. 13) ergibt sich der Betrag v zu

v = ]/vi + v2 4 v2. Seine Richtung kann man zahlenmiBig festlegen durch
die Winkel «, 8, y, welche er mit den drei Achsen des Koordinatensystems ein-
schlieBt: cosa = v,/v, cosf = v,/v,
cosy = v,/v. Stets ist cos?a + cos2f
+ cos?y = 1. Auch den Ort «x, v,z
kennzeichnet man hiaufig durch einen
,,Ortsvektor”, das ist ein vom Null-
punkt das Koordinatensystems zu
dem betreffenden Ort hingezeich-
neter Pfeil. Im Gcgensatz zum
Geschwindigkeits- und Beschleuni-
gungsvektor ist aber der Ortsvektor
von der Lage des Koordinatennull-
punkts abhingig.
Riumliche Polarkoordinaten und Fig. 14. Zur Delinition der Polarkocrdiiaten 7,9, ¢.

das Skalarprodukt. Um die Lage eines '

Punktes P im Raume zu beschreiben, kann man anstatt der drei rechtwinkligen
Koordinaten auch andere Zahlenangaben benutzen. Unter diesen spielen die Polar-
koordinaten », ¢, ¢ in der Physik eine besondere Rolle. Dabei gibt » den Ab-
stand von einem festgewdhlten Zentrum C an. Durch die Zahl » wird also eine
Kugel um C festgelegt. Eine feste durch C gehende Gerade wihlen wir als Achse
des Koordinatensystems; sie durchsticht die Kugel an zwei Punkten (Nordpol N
und Siidpol). Ferner schneiden wir durch eine — die Achse enthaltende — Ebene
auf unserer Kugel einen Nullmeridian heraus. Nunmehr kennzeichnen wir die
Lage unseres Punktes auf dieser Kugel durch seinen
Winkelabstand ¢ vom Nordpol (& = 0 ist der Nordpol,
$ = /2 der Aquator, ¢ =z der Siidpol), d. h. also
seinen Breitengrad. Mit ¢ kennzeichnen wir die geo-
graphische Liange, also den Winkel, welchen sein Meri-
dian mit dem Nullmeridian einschlie8t. Zeichnen wir
dazu ein rechtwinkliges Koordinatensystem mit der
z-Achse in Richtung von C zum Nordpol und der x-Achse
im Nullmeridian, so sind die Koordinaten x,y,z des
betrachteten Punktes mit den Polarkoordinaten verkniipft
durch

Ty

x = 7 sing cos
7 Fiz. 15. Zur Berechnung des

. = 7sin® sinQ von den Kinheitsvek oren
(1 30) Y o ¢ (r;)ound (1'q ein~e-~hlossenen
z = r cosg. Winkels 8.

Wir nennen den Ortsvektor speziell einen Einheitsvektor (r),, wenn seine
Linge » = 1 ist. Ihm entspricht ein Punkt der Einheitskugel. x7, /7, z/r (mit
¥ = |/x2 + y*+ 22) ist daher stets ein Einheitsvektor. Wir betrachten nun zwei
Einheitsvektoren (1,)q = (%;/7y, ¥1/71, 21/71) und (tg)g = (%a/75, Vo 75, Z5/75) und
fragen speziell nach dem von ihnen eingeschlossenen Winkel § (- ig. 15). Fiir ihn
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liefert die sphirische Trigonometrie — angewandt auf das Dreieck N P, P, —
den Wert

cosd = cosd, cosd, + sind, sind, cos (s — ¢)
= cos ¥, cosPy + sind, cos ¢, sin}, cosp, + sind, sin @, sin, sin'g,.

Nach der Zuordnung (1.30) zwischen rechtwinkligen und Polarkoordinaten wird also

(1.31) cosd = DZet IiYeh BiZy

V1%
Das Skalarprodukt zweier Vektoren 4., 4,, A, und B,, By, B, ist definiert als
das Produkt 4 B cosd, wo 0 den von beiden eingeschlossenen Winkel bedeutet.
Es ist also zugleich das Produkt des einen von beiden mit der Projektion des
anderen auf ihn. Fiir das Skalarprodukt entnehmen wir aus (1.31) die Darstellung

(1.32) ABcosé=A4,B,+ A4,B, + A,B,.

Seine wichtigste Anwendung findet es in der Mechanik in dem Ausdruck Kraf!
mal Weg fir die von einer Kraft geleistete Arbeit. Hier ist stets das Skalarpro-
dukt gemeint.

Das Linienelement. Andern sich 7, ¢, ¢ um die sehr kleinen GréBen dr, d¢,
d¢, so ist damit nach (1.30) eine Anderung von «x, y, zum dx, dy, dz verkniipft.
Zum Be:ispicl wird

dx = drsind cosq + 7 cosPdd cosp — 7sind sinp dg.

Fiir die Linge ds der bei dieser Verschiebung zuriickgelegten Strecke gilt
ds? = dx%* L+ dy?® + dz2. Man findet dafiir '

(1.33) ds* = dr® + r2d9* + 7*sin?9d @2

Bestitigen Sie dieses Ergebnis. geometrisch durch Betrachtung des kleinen
Quaders, dessen drei Kanten durch die Anderung von 7 allein, von ¢ allein und
von ¢ allein bestimmt sind.

Sind weiterhin 7, £ und ¢ als Funktion der Zeit gegeben, so folgt aus (1.33)
nach Division mit d¢ fiir die Geschwindigkeit v

(1.34) v = 72 4 1292 1L #2sin%y @2
Beschreiben Sie die durch
(1.35a) x=aco:wl, y=asinwt, z=0

gegebene Bahn sowie GréBe und Richtung der Geschwindigkeit und Beschleu-
nigung, indem Sie an jede Stelle der Bahn einen entsprechenden Pfeil anheften;
achten Sie insbesondere auf die Beziehung zwischen Beschleunigungsvektor
und Ortsvektor. Losen Sie die gleiche Aufgabe fiir den Fall, daB y(¢) eine Phasen-
verschiebung ¢ und eine andere Amplitude hat, also

(1.35b) x=acoswt; yv=>bsin(wt— ¢); z=0.

Setzen Sie darin beispielsweise ¢ = 0 oder /4 oder =/2.

Die Newtomsche Bewegungsgleichung im Raume erhalten wir, indem wir die
Kraft ebenfalls in ihre drei Komponenten K,, K,, K, zerlegen und nun die
bei der geradlinigen Bewegung bewihrte Gl. (1.4) auf die drei Komponenten
der Beschleunigung einzeln anwenden:

| dx d*y . a’z
lmd—t_-K'T’ mdﬂ:K?/’ —:Kz

(1.36) m—s

[
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Das sind die Grundgleichungen fiir alle weiteren Uberlegungen dieses Abschnitts.
Zunichst zwei einfache Anwendungen, welche sich unmittelbar an die fritheren
Betrachtungen zum senkrechten Wurf und zur elastischen Bindung anschlieBen.
Bei der Wurfbewegung im Schwerefeld der Erde ist, wenn wir die Richtung
der z-Achse unseres Koordinatensystems senkrecht nach oben legen, die z-Kom-
ponente der Kraft gleich —mg, wihre. d die x- und y-Komponenten dagegen
gleich Null sind. Die resultierenden Bewegungsgleichungen
dx ay d*z

=0 E =0 =-

(1.37) =

lassen sich unmittelbar integrieren. Dabei treten 6 willkiirlich wihlbare Intc-
grationskonstante auf (namlich 2 fiir jede der 3 Gleichungen), entsprechend
der Tatsache, daB wir etwa zur Zeit ¢ = 0 von einer beliebig gegebenen Stelle
%9, Yo, % aus mit der Geschwindigkeit (v)y, (vy)o, (v:)o Wwerfen kénnen. Die weitere
Bahnkurve wird dann durch (1.37) eindeutig festgelegt. Man erhilt

(1.372) x =%+ (Wot; ¥ =1Yo+ (ylof; 2=z + (v:)of — Lgt*

Diskutieren Ste selbst die durch (1.8a) beschriebene Wurfbewegung, indem Sie
z. B. setzen x5 =y, =2,=10; (vz)g = Upc0sa; (U)o = 0; (vz)p = vgsina. Er-
mitteln Sie Wurfweite, Wurfhéhe, Flugzeit in ihrer Abhingigkeit von der An-
fangsgeschwindigkeit v, und dem AbschuBwinkel o.

Bei der elastischen Bindung an den Nullpunkt des Koordinatensystems ist
die Kraft stets auf diesen Punkt hin gerichtet und dem Abstand von ihm pro-
portional. Sie fillt also bis auf einen negativen Zahlenfaktor —b mit dem Orts-
vektor x, y, z zusammen. Unsere Grundgleichungen besagen in diesem Fall
d*z

a*x . aty
m—s = —bux; m—rs

(1.38)

Auch diese Gleichungen lassen sich im AnschluB an den geradlinigen Fall (S. 5)
unmittelbar integrieren; wieder ergeben sich 6 Integrationskonstante zur An-
passung der Losung an die Anfangsbedingungen. Diskutieren Sie selbst die ent-
stehende Bahnkurve, am besten zunichst mit einfachen Anfangsbedingungen,
wie 2. B. =0, 2, =0, (v5)0 =0, (v;)=0.

Wir sahen, daB die allgemeine Ldsung der raumlichen Bewegungsgleichungen
(1.37) und (1.38) sich sofort hinschreiben lie, wenn man diejenige der entspre-
chenden geradlinigen Bewegung kennt. Diese Gleichungen stellen aber einen
hochst seltenen Ausnahmefall dar. Ihre Behandlung war deswegen so einfach,
weil in ihnen die Koordinaten ,,separiert’ waren, indem KA, nur von x abhingig
war, dagegen unabhingig von y und z usw. Daher konnten wir die erste der drei

2

Gleichungen m% = K integrieren, ohne uns um die beiden anderen Koord:-

naten y und z zu kilmmern. Im allgemeinen ist aber K, eine Funktion von allen
drei Koordinaten x, ¥, z. Die drei Gleichungen (1.36) sind dann in einer recht
undurchsichtigen Weise miteinander verfilzt, so daf ihre Lésung nur unter Ver-
wendung besonderer Kunstgriffe gelingt. Von diesen griindet sich der weitaus
wichtigste auf den Energiesatz, ein weiterer auf den Satz vom Drehimpuls.

2. Der Energiesatz.

Im eindimensionalen Fall fanden wir d(% vz) = Kdx; in Worten: , An-

wachsen der kinetischen Energie bei Bewegung von x nach x + dx ist gleich
der von K auf dem Weg d x geleisteten Arbeit. Wie sieht der entsprechende Satz
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bei der raumlichen Bewegung aus? Dazu berechnen wir auch hier das Anwachsen
der kinetischen Energie 1 m92, niamlich
¢ d 1 2 2 9 dv, _dvy | dv,
gz st =m(n G e ).
Diesen Ausdruck bekommen wir aber aus (1.36), wenn wir die drei GI. (1.36) der
Reihe nach mit v,, v,, v; multiplizieren und addieren:

(1.392) d%(—;—mv'-’) =K,v, + K,v,+ K, v,.
Nach Multiplikation mit der kleinen Zeit d¢ wird also
(1.39b) d(dmv?) = K,dx + K,dy + K,d=z.

Wir nennen wieder den rechts stehenden Ausdruck die von der Kraft K, K,, K,
auf dem Weg dx, dy, dz geleistete Arbeit. Sie ist als Skalarprodukt aus Kraft und
Weg gleich dem Produkt Kds cose, wo K und ds die Betrige von Kraft und Weg
sind und « der von ihnen eingeschlossene Winkel. Im Fall der eindimensionalen
Bewegung war « entweder gleich 0 (K und ds parallel) oder gleich = (K und ds
cntgegengesetzt).

Wir fragen nun weiter im AnschluB3 an (1.39a): LdBt sich hiér eine poten-
tielle Energie U (x, y, z), also eine Funktion des Ortes, angeben, von der Art,
daB die Summe aus kinetischer und potentieller Energie konstant ist, daB3 also gilt

(1.40) %(f,’,ivur L;) —0?
Diese Gleichung wiare mit (1.39a) identisch, wenn
(1.41) %tgz—szz—Kz,vy——szz

gelten wiirde. Machen Sie sich griindlich klar, was dU/d¢ bedeutet: Ein mit
dem Massenpunkt bewegter Beobachter sei zur Zeit ¢ am Ort %, y, z. Dann
ist er zur Zeit ¢+ dt am Ort x + v,d¢, v + vydt, z + v,dé. Da U als
Funktion des Ortes gegeben ist, beobachtet er also eine Anderung von U
um dU = U(x+v,d¢,...) — U(x,...). Fir sehr kleine d¢ folgt daraus im
Limes d¢ - 0: dU = aU oU oU

ar T 9w e T gy T g v
Ein Vergleich mit der vorhergehenden Gl. (1.41) ergibt also: Der Energiesatz
der Form (1.40) gilt immer dann, wenn sich zu den gegebenen Kraftkomponenten
K., ... eine Funktion U finden 14i8t, so daB
oU aU aU
a—x:-—— T W:—- ¥ E_:—KZ'
Hier begegnen wir einem ganz fundamentalen Unterschied gegeniiber der ein-
dimensionalen Bewegung. Wihrend dort zu der beliebig gegebenen Kraft K(x)

(1.42)

z
stets eine potentielle Energie U (x) = — f K d x gehorte, ist davon bei der rdum-

Zo
lichen Bewegung nicht mehr die Rede. Die GI. (1.42) fordern vielmehr eine
spezielle Relation zwischen den Kraftkomponenten, denn wegen der Vertausch-
( 0tU U )

barkeit der Reihenfolge bei mehrfacher partieller Differentiation 950y — Gy0%

verlangen die Gleichungen (1.42)
9K, 0K, . 9K, 0K,

(1.43) ax ay =0 dy  dz =0

0K, 0K,

0z ox 0.
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Eine potentielle Energie kann also hochstens dann existieren, wenn die Kraft-
komponenten die Relationen (1.43) befriedigen. Man nennt soche Krifte ,,Poten-
ticlkrifte* oder zuch ,,wirbelfreie Krifte. Wir werden in IV, B 2 zeigen, d:-B
die Bedingungen (1.43) nicht nur notwendig, sondern auch hinreichend sind fiir
die Existenz einer potentiellen Energie.

Bei Giiltigkeit von (1.42) kdnnen wir auch die Arbeit angeben, welche man auf-
wenden ,mufl, um einen Massenpunkt gegen die wirkende Kraft entlang eines
endlichen Weges, etwa von 4 nach B in Fig. 13, zu verschieben. Auf dem Weg-
abschnitt ds mit den Komponenten dx, dy, dz hat man gegen diese Kraft

die Arbeit — K,dx — Kydy — K,dz =dU

zu leisten, bei Summaﬁon iber alle Wegelemente von A bis B also
B B
(1.44) —f(K,dx + Kydy + K,dz) :de = U(B) — U(4)
4 4

(lies U an der Stelle B minus U an der Stelle A).

Wir sehen: Bei einer Potentialkraft ist die Arbeit zur Verschiebung lings eines
gegebenen Weges nur vom Anfangs- und Endpunkt des Weges abhingig, nicht abcr
von dessen Verlauf zwischen diesen beiden
Punkten. (In Fig. 16 wiirde man z. B. ¥
fiir den g.str.chelten Weg die gleiche Ar-
beit aufzuwenden haben wie auf dem
ausgezogenen.) Weiterhin ist die aufzu-
wendende Arbeit gleich dem Zuwachs
der potentiellen Energie (Differenz der
Werte von U im Endpunkt und Anfangs-
punkt). Durch Auffinden der potentiellen
Energie haben wir zwar die Bewegungs-
gleichungen (1.36) noch nicht geldst, wohl
aber haben wir — als Schritt auf diesem -
Wege — bereits eine allgemeine Aussage ) , =z
iiber die Bewegung. Wenn namlich An- 5 & G yeso e o der Arberc o
fangsgeschwindigkeit v, und Anfangsort
%o, Yo, %0 gegeben sind, so ist auch die Energie § mv3 + U(x,, ¥o, 2,) bekannt.
Wenn nun der Massenpunkt im Laufe seiner Bewegung den Punkt x,, y,, z, er-
reicht, so kénnen wir aus (1.40) entnehmen, daB er diesen Punkt mit einer durch

mef + Ulxy, 31, 2) = dmvg + U(x,, o, 20)

festgelegten Geschwindigkeit v, passiert. Dagegen gibt der Energiesatz noch keine
Auskunft dariiber, ob der Punkt x,, y,, z; wirklich erreicht wird. Auch {iber die
Richtung von v, sagt er nichts aus.

Ein besonders wichtiger Fall der Potentialkraft ist die Zentralkraft. Das ist
eine Kraft, welche von einem festen Zentrum S weg (oder auch nach ihm hin)
gerichtet ist und deren Betrag nur vom Abstand » von diesem Zentrum abhingt.
Thr Betrag hat also auf einer Kugel mit dem anziehenden Zentrum als Mittel-
punkt iiberall den gleichen, nur von 7 abhingigen Wert K (»). Wir verabreden,
daB wir K (r) positiv zihlen wollen, wenn es sich um eine abstoBende Kraft han-
delt. Wihlen wir das Kraftzentrum zum Nullpunkt unseres Koordinatensystems,
so fillt also die Richtung der Zentralkraft mit derjenigen des Ortsvektors (x, y, z)
zusammen. Die Komponenten der Kraft lauten dann

(1.45) K.,=K(n>; K,=Knil; K.=KinZ.
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Kontrollieren Sie an Hand von (1.43), daB diese Kraft wirklich wirbelfrei ist.

Dabei haben Sie natiirlich » = }Ja® + y2 4 22 als Funktion von x, y, z aufzu-
fassen! Beachten Sie die wichtigen Relationen d7/0 x = x/r; 07/0y = y/r usw.

Die zur Kraft gehorige potentielle Energie ist nun leicht anzugeben. Be-
cchrinkt man sich zunichst auf eine Bewegung in Richtung des Fahrstrahles
von 4 (Abstand 7, von S) nach B (Abstand » von S), dann fallen ja die Rich-
tungen von Kraft und Weg zusammen, so daB wir fiir die gegen K () aufzuwen-
dende Arbeit erhalten

(1.46) Ur) — Ulry) = —er(r)dr.

Dabei steht uns die Wahl einer additiven Konstante zur potentiellen Energie
noch frei. Wir kénnen z. B. ihren Wert U (7,) an der Stelle 7, noch willkiirlich an-
nehmen. Die fiir diesen speziellen Weg gewonnene Funktion U (7) ist schon wirk-
lich die zu (1.45) gehdrige potentielle Energie! Aus (1.46) folgt namlich

at
K@ = — ir "
Ftr unser, nur von 7 abhingiges U wird also nach der Kettenregel:
ouU al dv aU x x
o = ar ax T dr v o KOS

alto wirklich 0U/0x = —K,, 0Uf0y = — K, ..., wie es in (1.42) gefordert
wurde. :

Wir stellen gleich ein paar wichtige Spezialfille von Zentralkriften zu-
sammen:

Elastische Bindung K(r) = —bv U(r) =406+

Massenanziehung zwischen ey mg

2 Himmelskoérpern K(r) = —y—5 U()=—y My Mg

(Masse m,, #nip) ! 7
Coulombsche AbstoBung e, ey ey 0y

zweier Ladungen ¢, und ¢, K(r) = " Ur) = —*

Prigen Sie sich den Verlauf dieser U (r)-Kurven gut ein, besonders auch das
Vorzeichen: Die Richtung der Kraft ergibt sich stets daraus, daB der Massen-
punkt ,,den Berg herunterrollen mdéchte.

3. Drehimpuls und Flichengeschwindigkeit.

Die unter der Wirkung einer Zentralkraft K(r) erfolgende Bewegung wird

dadurch einer einfachen Behandlung zugingig, daB neben dem Energiesatz
% 92+ U = const noch drei weitere Erhaltungssitze gelten, namlich diejenigen
von der Erhaltung der Komponenten des Drehimpulses. Wenn wir nimlich von
den Bewegungsgleichungen

a*x
dr?

2 2
:K(r)ir; m-—,yzK(r)%; m%:K(r)%

(147)  m

die zweite mit —z, die dritte mit y multiplizieren und die beiden so entstandenen
Gleichungen addieren, so fillt die Kraft aus der resultierenden Gleichung

d*z d*y
m (y T 2717) =0
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iiberhaupt heraus. Die Gleichung ist aber identisch mit
d dz dy\
am\var — =) =0
Also dandern die drei GréBen

, . dz  dy _ dx dz . o dy dx
(1.48) 'I”_m(ydt zdt) I, = m(zm dt) I, = m( (11__-\-21‘1)
im Laufe der Bewegung den Zahlenwert, welchen sie zu Anfang besaBen, nicht.
Die drei Konstanten I, I,, I, nennt man die Komponenten des Drehimpulses
um die drei Koordinatenachsen x, y, z

Aus (1.48) folgt zunichst, daB die ganze Bewegung in einer Ebene verliuft,
welche durch Anfangsort, Anfangsgeschwindigkeit und Kraftzentrum festgelegt
ist. Man kann ndmlich durch eine geeignete Drehung des Koordinatensystems
immer erreichen, daB3 sowohl der Anfangsort wie auch die Richtung der Anfangs-
geschwindigkeit in der x-y-Ebene liegen. Dann sind aber fiir £ = 0 sowohl :
wie dz/dt = 0, also auch die Konstanten I, und I,. Unter diesen Umstinden er-
geben aber die beiden ersten Gleichungen nach Multlphkatlon mit x bzw. v
und Addition zI, = 0. Also ist z dauernd gleich Null, wenn I, % 0 istl. Wir
kénnen daher, ohne an Allgemeinheit zu verlieren, die x-y-Ebene als Bahnebene
wéhlen und uns auf die Diskussion der einen Gleichung

m( dt Vﬂ) =1
beschrinken. Die geometrische Be-
deutung dieser GroéBe erkennt man
am einfachsten beim Ubergang zu ie
Polarkoordinaten
X = 7rcosq; Do
<,
dx—dycosa—rsmo.da .
at dt at’
(1.482) |
y=17sna; . G
y d—ysmcx -+ rcosadu
dt dit dt’
Es ergibt sich einfach ot -
da Fig. 17. Die Dreiecksfliche 1/, 7* 4 x als Zuwachs d Xy
(1.48b)  mri— =1I. " Fanrsurahl © ubersirichenen Flache F.

Daraus liest man soglelch den Zusammenhang mit der Flichengeschwindigkeit ab.
Es sei F(¢) die bis zur Zeit ¢, etwa ausgehend vom Passieren der x-Achse, vom
Fahrstrahl iiberstrichene Fliche. Mit einer VergréBerung von a um 4« ist ein
Flichenzuwachs 4F = 1724 a verkniipft. Das ist die Fliche des schmalen, in
Fig. 17 doppelt schraffierten Dreiecks. Nach Division mit der dazu benétigten
Zeit At wird also im lim 4¢— 0

aF _ 1 ,da _ I
dt ~ 2 dt 2m"

Bis auf den Zahlenfaktor 1/2 ist also unsere Konstante I identizch mit der
Flichengeschwindigkeit. , Konstanz des Drehimpulses’ und , Konstanz der

1 Die Uberlegung des Textes 148t sich etwas knapper auch so formulieren: Aus (1.48)
folgt, daB stets das Skalarprodukt xI; + yI, + zI, = 0 ist. Das bedeutet aber, dag der
Ortsvektor die auf dem Drehimpuls senkrechte Ebene, in welcher er sich anfangs befand,
nie verlassen kann.



30 Ein Massenpunkt im Raum.

Flichengeschwindigkeit“ sind nur zwei verschiedene Bezeichnungen fiir den
glcichen Tatbestand. ,,Der Fahrstrahl {iberstreicht in gleichen Zeiten gleiche
Flichen.” Dies ist das allgemeinste der drei Keplerschen Gesetze. Es gilt fiir
jede Zentralkraft.

Durch die beiden Konstanten- E——ﬂ v+ U(r) und Izmrzé—? ist die

Gestalt der Bahn festgelegt. Starten wir z. B. von einem bestimmten Punkt P
mit einer bestimmten Geschwindigkeit, so erreichen wir nach der Zeit d¢ einen
um vd¢ davon entfernten Punkt P’. Aus der Konst nz von E ergibt s.ch nun der
Betiag von v im neucn Punkt P’. Dann ist aber mit der Konstanz der Fliachen-
geschwindigkeit nur eine ganz bestimmte Richtung von v im Punkt P’ vertrag-
lich. So legen die GréBen E und I Betrag und Richtung der Geschwindigkeit
im neuen Punkt P’ fest. So kann man grundsitzlich fortfahren und die ganze
Bahn konstruieren.

Auch fiir die Rechnung haben wir mit den beiden Konstanten £ und I den
Schliissel zum ganzen Problem in der Hand. Um das zu sehen, fiithren wir auchin E

. . dx\2 dy\2 dr\2 dx\2

Polarkoordinaten », « nach (1.48a) ein (vz— (—d—t) + (d—jtl) = (d—t) -+ 72 (E) )
Wir haben dann die Aufgabe, zwei Zeitfunktionen 7(¢) und «(¢) zu finden, welche
die beiden Glelchungen

(dy) L7 (da)J—{— U(, =E und mre

(1.49) at a dt

2

mit den festen Werten E und I befriedigen. Hier kénnen wir dajfdt = I/mr®
aus der zweiten in die erste Gleichung einsetzen, welche dadurch zu einer Glei-
chung fiir » und dr/d¢ allein wird. Die Variabeln sind separiert! Man erhilt,
wenn man nach dr/d¢ auflost,

(1.502) dv _ 2 _ v L

rn m m miy? "

Schreiben wir dazu die zweite Gl. (1.49) in der Form
pda _ 1
at wm’
so hat man nach Division in die vorhergehende Gleichung
_l_ﬂ_l/2Em_ 2Um L
r* da

(1.50b)

(1.50a) beschreibt den Abstand #» als Funktion ¢, ohne Riicksicht auf den je-
weiligen Wert von «; (1.50b) dagegen liefert 7 als Funktion von «, d. h. die Bahn-
kurve ohne Riicksicht auf die Zeit. Bereits ohne weitere Rechnung gewihrt
(1.50a) einen tiefen Einblick in den Charakter der durch die Konstanten E und /
gcgebenen Bewegung, und zwar allein durch Ausnutzung des Umstandes, daB
der Radikand in (1.50a), also auch die GréBe

1'2
2mr?’

(1.51) E—U() —
niemals negativ werden darf. Sie stellt den auf die Radialkomponente ent-
fallenden Te11 der kinetischen Energie dar. Wir zeichnen den Verlauf von

Ulr) + —= 2 pe als Funktion von r» auf, wie es in Fig. 18 fiir die elastische Bin-
dung (U (r) =4 b#?) und in Fig.19 fiir die Newtonsche Anziehung (U(r): — —A;—)

geschehen ist. Die entstehende Kurve nennen wir kurz die C-Kurve. Sie bedeutet
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physikalisch die Summe von potentieller Energie und dem auf die Tangential-
komponente entfallenden Teil der kinetischen Energie.

In Fig 19 ergibt sich der Verlauf der C-Kurve qualitativ bereits aus der
2
Bemerkung, daB in dem Ausdruck — — —{—

377 fiir sehr groBe 7 allein der erste,
fur sehr kleine » dagegen allein der zwelte Summand wesentlich ist. Dazwizchen
I A A2m

! -
liegt bsi rf, i ein Minimum vom Werte E/ = ~ 2., = T
wir nun eine Parallele zur Aszissenachse mit der Ordinate E (die E-Gerade),

so kommen fiir die Bahn nur solche Werte von 7 in Betracht, {iir wclche die
E-Gerade oberhalb der C-Kurve liegt.

Denn nur dort ist (1.51) positiv. Eine %’
Umkehr der Bewegungsrichtung hinsicht-
lich 7, d. h. ein Ubergang von positiven
zu negativen Werten von dr/d¢, ist nur
da moglich, wo d#/dt = 0 wird, also nach \
(1.50a) nur an einem Schnittpunkt der \
E-Geraden mit der C-Kurve. Im Fall \
der elastischen Bindung (Fig. 18) haben \
wir somit bei gegebenem Drehimpuls I \
je nach dem Zahlenwert von E folgende N

Situation: Der kleinste mogliche Wert E’ S~

. Zeichnen

1
|
|
|
|
\

-—

Fig. 18. Elastische Bindung. Fig. 19. Newtonsche Anzlehung.
————— 13/2me2. — == U(n) =130 —————I12mn. ———— U(r)=—AJr.
2

Verlauf von C(r)=

I
2mr?
(Fig. 19). Bei gegebener Energie E geben die Punkte C(r) = E dle Umkehrpunkte r, und r, der Babn.

ist derjenige, bei welchem die C-Kurve von der E’-Geraden beriihrt wird. Es
existiert nur dieser eine mdgliche r-Wert, die Bahnkurve i<t notwendig ein Kreis
mit diesem 7 als Radius. Fiir jeden gréBeren Wert von E haben wir zwei
Schnittpunkte. IThnen entsprechen zwei Radien 7, und r,, zwi chen denen r
hin und her oszilliert. Auch im Fall der Newtonschen (oder Coulombschen)

Anziehung U (r) = —% (Fig. 19) gibt es einen kleinsten Wert E = E’/, fiir

welchen allein eine Kreisbahn (Radius 7,) méglich ist. Fiir groBere Werte haben
wir — solange E noch negativ ist — wieder zwci Schnittpunkte mit der C-Kurve,
entsprechend den gréBten und kleinsten Werten von r (Apheldictanz 7, und
Periheldistanz 7,). Das ist der Fall bei einer Planetenbahn. Sowie aber E positiv
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wird, haben wir nur noch einen Schnittpunkt mit der C-Kurve. Der Massen-
punkt wird sicher als Komet ins Unendliche entweichen; und zwar wird er je
nachdem, ob fiir t = 0 dr/d¢ positiv oder negativ ist, sogleich mit dieser Flucht
vom Zentralkoérper beginnen oder sich ihm erst bis auf den kiirzesten Abstand
nihern, bevor er sich fiir immer entfernt.

Die Zeit, welche zur Ausfithrung der so beschriebenen Bewegung benétigt
wird, sowie der Winkel, welcher dabei vom Fahrstrahl iiberstrichen wird, lassen
<ich nach (1.50a) und (1.50b) in Form von Integralen direkt hinschreiben.

4, Die Planefenbahn.

Wir wollen die erforderliche Rechnung fiir den Fall des Newtonschen Kraft-
gesetzes A . A
K(?’):—?—’ L(r):_-T

wirklich durchfithren. Die Form der Gl. (1.50b) legt es nahe, an Stelle von #

das Reziproke 1/r=gals gesuchte Funktion von a einzufiigen, dann lautet (1.50b):

. 2Em 24 m
(1.52) =z V T + - G — g2.
Zur Diskussion fithren wir zwei Konstante ein:
2
(1.52a) 15— —1/14—2]5[ .

Man nennt p den Halbparameter, ¢ die numerische Exzentritiat der Bahnkurve.
Dann lautet (1.52)

e R Bl bt 2

Man schreibe das in der Form

o a1

1
fihre ¢ — P als gesuchte Funktion ein und denke dara.n, daB sin?x 4- cos?x =1

ist. Dann sieht man unmittelbar, daBB ¢ — % — — cos(x — &) sein muB. Dabei

ist ¥ die Integrationskonstante. Uber diese verfiigen wir so, da ¢ fir «a =0
ceinen groBten Wert hat (¢ = 0). Damit haben wir wegen ¢ = 1/ die Bahn-
kurve in der Form 5
(1.53) 7(0) = T reosa -
Zunichst verschaffen wir uns eine Ubersicht iiber die verschiedenen in (1.53)
enthaltenen Typen von Bahnkurven, die sich dadurch unterscheiden, daB e
kleiner oder gréBer als 1 ist und daB $ positiv oder negativ ist. Das Vorzeichen
von p ist durch dasjenige von A4 bestimmt. 4 ist positiv bei der eigentlichen
Newtonschen Anziehung sowie im elektrischen Fall (Kern und Elektron) bei
zwei Ladungen entgegengesetzten Vorzeichens. Dagegen wird p negativ bei
zwei gleichnamigen Ladungen (AbstoBung). Damit haben wir folgende drei
Moglichkeiten:

I) » >0 Anziehung II) p >0 Anziehung III) p<< 0 AbstoBung
e<< 1 E negativ e >1 FE positiv ¢ >1 FE positiv

Diesen drei Fillen entsprechen die drei in den Figuren 21, 22 und 23 dar-
gestellten Bahntypen.
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Im Fall I haben wir nach (1.53) fiir jeden Wert von « positive -Werte. Die Bahn

und fiir « =z ihr Aphel mit 7p,,x = P

hat fiir & =0 1ihr Perihel mit 7y, = oL

p
. 146
Der groBle Durchmesser 24 der Bahn ist also

p A
1—& (—L)°

Im Fall I1 (Anziehung und E positiv) hat die Bahn wieder ein Perihel bei a = 0,

13
24 = Ymin + "max = 2

also 7min = %E Mit wachseﬁdem o wichst aber 7 iiber alle Grenzen. Beil dem
durch cosay = — - gegebenen (stumpfen) Winkel «, wird » = oo. Fiir noch
groBere « gibt es keine positiven r-Werte mehr.

Im Fall ITI (AbstoBung) wird 7 fiir den gleichen Wert «, (cos ay = — %) un-
endlich groB. Positive Werte von 7 gibt es aber erst fiir a > «y. Das Perihel
liegt jetzt bei « = a, also bel 7= 7y, = i fe = (e-——Pl)

Erst nachdem wir uns qualitativ iiber den Inhalt der Gl. (1.53) orientiert
haben, wollen wir diese auf die iibliche Form der Kegelschnittgleichung bringen.
Wir schreiben sie dazu in der Form 1

und | fiihren .als Nullpunkt unseres Ko- yF————- T
ordinatensystems einen Punkt C ein,
welcher in einem vorerst unbestimmten
Abstand ¢ links von S liegt. Dann ist
nach Fig. 20

r =179 — ercosa

W ————

rcosa=x—c und r=}(x—c)2+y: ¢ S

. . . Fig. 20. Ubergang von Polarkoordinaten r, a
Wenn wir das einsetzen und quadﬂereﬂ, zu kartesischen Koordinaten um das neue Zen-

so haben wir trum C.
%2 — 2xc 4+ 4 y2=p% — 2pe(x — c) + €2(x® — 2xc + ).

Jetzt wihlen wir ¢ so, daB die in x linearen Glieder sich herausheben, d. h. daB
c = pe+ &2c ist. Setzt man somit

(1.54) c=-P°_ und a=_P

1 —¢? 1 —¢&%’

so erhalten wir als Bahnkurve

Z2 y2
Lt is=1,

a® —c?

(1.542)

also eine Ellipse oder Hyperbel, je nachdem ob c¢2 kleiner oder griBer als a? ist.
Im letzteren Falle ist aber zu beachten, daB zwischen den Kurven (1.53) und
(1.54a) doch ein wesentlicher Unterschied besteht, insofern, als der EinfluB des
Vorzeichens von $ in (1.54a) verlorengegangen ist. (1.54) enthilt namlich beide
Aste einer Hyperbel, wihrend wir oben bereits sahen, daB die Bahnkurve nur
einen der beiden Aste durchliuft. Die in (1.54) eingefiihrte Strecke c ist tatsich-
lich nur in den Fillen I und IIT positiv, dagegen negativ im Fall II. Daraus
ergibt sich die Lage des Kegelschnittzentrums C, wie sie aus den Figuren zu
ersehen ist: in Fig. 21 und 23 links von S, in Fig. 22 rechts von S. Nach dieser
Ubersicht wollen wir die einzelnen Fille noch etwas niher betrachten:

3
Becker, Theoret. Physik.

|
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- . : . A
I) Ellipsenbahn. Sie tritt nur auf bei anziehendem Potential U(r) = — —,
. A .
mit positivem 4 und negativer Gesamtenergie £ = —— - %vz. Durch die

beiden Integrationskonstanten Energie E und Drehimpuls I sind die geometri-
schen Daten der Bahn festgelegt:

r
e GroBe Halbachse
Z 2t 1 A
b L 1.55 a=5 —%
¢ ( ) 2 (—E) »
Halbparameter
I2
p= Am’
a | kleine Halbachse
f 7£ -1 .'/—‘ I
= b _
= yapP=—-—-—=——.
Fig. 21. Fall I. Anzlehende Kraft und negative Energle. p ]/2m(_E)
Bahnellipse mit dem anziehenden Zentrum § als Brenn- .
punkt. Es ist sehr auffallend, daB & nur

von der Energie und, s nur vom
Drehimpuls abhingt.

Die Umlaufsdauer T der Ellipse
folgt sogleich aus dem Flichensatz.
I/2m ist ja die konstante Flichen-
geschwindigkeit. Andererseits ist

mab=mwaVap dieFliche der Ellipse,

also wird 2—1”; T=nar}p. Nach dem
2

Quadrieren hebt sich wegen p =

Am
der Faktor I2? heraus. Es bleibt
ad A

Das ist das dritte Keplersche Ge-
setz, welches besagt, daB fiir alle
Planetenbahnen der Quotient aus
dem Kubus der groBen Hauptachsen
und dem Quadrat der Umlaufszeiten
gleich ist.

Uberzeugen Sie sich selbst, daB

Fig. 22. Fall I1I. Anzlehende Kraft d itive Energle. . . .
& “Hyperbelbahn. T & dieses Gesetz fiir den Fall der Kreis-

bahn unmittelbar aus dem Gleich-
gewicht zwischen Anziehung und Zentrifugalkraft folgt!

IT) Hyperbelbahn hei anziehender Kraft (Kometenbahn). » wird unendlich
groB fiir den durch cosa, = —% gegebenen (stumpfen) Winkel. Fiir groBere

Werte von a existiert kein Wert von » mehr. Die in der Fig. 22 angegebenen
Strecken geniigen den Relationen

2 —_—
(1.57) p:a(52—1)=—1— b=aVer—1=

am’

I
VZmE
Bei der Hyperbel ist b der senkrechte Abstand der Asymptoten vom Brennpunkt.
Das ist zugleich derjenige Abstand, in welchem ein aus dem Unendlichen mit

der Geschwindigkeit v, kommender Komet bei geradliniger Fortsetzung seiner
Bahn an der Sonne vorbeifliegen wiirde. Man nennt ihn auch den StoBpara-
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meter. Daraus ergibt sich eine einfache Kontrolle des Ausdrucks (1.37) fiir b,
m
2
lich der Drehimpuls des unendlich fernen Kometen in bezug auf die Sonne. Fiir
die Anwendung ist noch die Verkniip-
fung zwischen dieser Strecke & und dem
Asymptotenwinkel «, von Bedeutung.
Man findet

2F

denn in diesem Fall ist E = —- v}, also nach (1.57) I = muyb. Das ist aber wirk-

Daraus folgt fiir den Winkel B, um wel-
chen der Komet beim Voribergang an der
Sonne aus seiner wurspriinglichen Bahn
abgelenkt wird (es ist doch 2ay=f§ + =,

also tgay = — ctg%!)',

(1.58a) ctg% = —2—5—

III) Hyperbelbahn bei abstoSender
Kraft. Jetzt wird 4 und damit auch ¢
negativ. 7(a) wird nur fiir « > «, posi-
tiv. Das abstoBende Zentrum steht jetzt
im Brennpunkt des anderen (IliCht / Fig. 23. Fall III. AbstoBende Kraft.
durchlaufenen) Hyperbelastes. Der Zu-

sammenhang (1.58a) zwischen StoBpara- w’f'gxz/p’%’”
meter b und Ablenkungswinkel f§ bleibt der .yz,-”f,y/,,«,-mf,’
unverdandert. Er wird besonders einfach

durch Einfithrung des kiirzesten Ab-
standes 7,, auf den der Massenpunkt an
das abstoBende Zentrum bei zentralem

StoB herankommen wiirde. Er ist nach 4
dem Energiesatz gegeben durch

A

7—0 = E, Gotdfolre
also gilt fir die Ablenkung f aus der
urspriinglichen Bahn:

ﬂ b a-JS¥rablen
1.59 tg & =2—.
(1.59) ctgg =2
b. Rutherfords Streuformel .und Bohrs

Quantenbedingung.
. . Fig. 24. Streuung von a-Telichen an einer Gold-
Elne hﬁuflg benutzte Anwendung der folie. Schema der Versuchsanordnung.

Ablenkungsformel (1.59) ist die Ruther-

fordsche Streuformel: Auf eine diinne Goldfolie (Fig. 24) mit » Goldatomen pro cm?
treffen (in der Figur von unten her) a-Teilchen auf, und zwar @ Teilchen pro sec.
Diese werden an der Folie gestreut. Zur Auszihlung der um den Winkel g gc-
streuten Teilchen werden im Abstand R von der Folie die dort auf einem Fluore-
szenzschirm der Fliche df ausgelosten Szintillationen mittels eine Mikroskops
gezdhlt. Wir fragen nach der Zahl s(B)df derjenigen Teilchen, welche sekundlich
auf die kleine Fliche df auftreffen. Dazu berechnen wir zunichst die Anzahl
Z (b)d b derjenigen unter den Q Teilchen, welche mit einem zwischen b und b 4 db

KLJ
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iicgenden Abstand an einem Goldkern vorbeifliegen wiirden. Denken wir uns
jedes Goldatom mit einem Ring vom Radius b und von der Fliche 27546 um-
ceben, so sehen wir, da8 von den auf ein c¢m? einfallenden Teilchen im Durch-
~chnitt der Bruchteil »2zxbdb auf einen solchen Ring treffen wird. Also ist

Z(b)db = Qv2mbdb.

(Dabei haben wir b als so klein angenommen, daB die zu verschiedenen Gold-
kernen gehérigen Ringe sich nicht gegenseitig tiberdecken.) Diese Teilchen werden
um einen zwischen S und g+ 4p
liegenden Winkel abgelenkt, wo-
bei nach (1.59) 8 durch

1

Fdf = A b

sin? 5 "o

mit 4 § verkniipft ist. Fiir die Zahl
der im ganzen in den Bereich 48
gestreuten Teilchen haben wir
also S(p)dp = Z (b)db oder

SB)dp=Qv2xbdd

1
=sz2n%ctg£~ﬁ———dﬁ.
24 B
sin® o-

Fig. 25. Zwel Balinen elnes
«-Teilchens unter der Wir-
kung eines Kerns Ze.

I StoBparameter b und Ab- 1 4

emkungewinkel Diese Teilchen treffen auf qer
II Zentralstod (b=0). xur- Kugel vom Radius R auf eine
4 1 zester Abstand 7. Ringfliche zwischen den beiden
zu B und f + df gehorigen

Breitenkreisen von der Fliche dF = 2x R?sin fd . Die Flichendichte s(pg) der

Szintillationen ist aber der Quotient S(g;_dﬂ . Wegen sinf = 2sin 2 cosE
. . 2 2
wird daher :
2
(1.60) s =&

16 sin* i;—

Darin bedeutet 7, den kiirzesten Abstand, auf den bei zentralem StoB das a-Teil-
chen der Ladung (2¢) an den Goldkern (der Ladung Ze¢) herankommen kann,
nach dem Energiesatz also

2Ze _m 4z

(160a) ;= 3 % oder 0= o
0

Fir den Fall der von RaC emittierten oc-"feﬂchen ('vo = 2-10° cin,’sec),
e=4,77 10719, m = T und fir Gold (Z = 79) findet man z. B.

(1.60b) 7o = 2,8 -10-12cm.

(1.60) ist dic bekannte Rutherfordsche Streuformel. Thre weitgehende Be-
stitigung durch das Experiment bedeutet einen Wendepunkt in der Geschichte
der Physik, indem damit bewiesen wurde, daB die positive Ladung Ze auf einen
Raum zusammengeballt ist, dessen Linearabmessungen nicht wesentlich gré8er
als 74 sein kann. Denn in unserer Rechnung steckt doch die Voraussetzung, da83
der Kern noch bei dem kiirzesten Abstand, auf den ein a-Teilchen an ihn
herankommen kann, als Punktladung wirkt.
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Die Bedeutung dieses Ergebnisses liegt darin, daB die Ausdehnung des Atom
in der GroBenordnung bei 10—8 cm liegt, also 100°0mal griBer ist als der Radius
7a- Danach kann der Bau des Atoms nur so gedeutet werden, da dic Elektronen
sich auf Bahnen von etwa 10—8 cm Radius um den nahezu punkt{érmigen Kern
bewegen. Die Versuche iiber die Streuung von «-Teilchen gaben im Jahre 1912
die unmittelbare Veranlassung zur Aufstellung des Bohrschen Atommodells,
dessen einfachsten Fall das Wasserstoffatom (Kern +e mit einem Elektron —e¢)
darstellt. In ihm muB sich also das Elektron in einer Kepler-Ellipse von der
oben betrachteten Art um den Kern bewegen. Dieser Triumph der klassischen
Mechanik ist jedoch eng mit ihrem Ende verflochten. Denn die Tatsache der
Stabilitdt des Atoms sowie die Eigenschaften des von ihm emittierten Linien-
spektrums fordern zusitzliche, der Mechanik bis dahin voéllig fremde Annahmen,
nimlich diejenige, daf in der Natur nur bestimmte, durch diskrete Werte von
Energie E und Drehimpuls I gekennzeichnete Bahnen vorkommen, und da8l
zwischen diesen ein Ubergang nur in sprunghafter, klassisch nicht mehr be-
schreibbarer Weise moglich ist, wobei die Energiedifferenz zwischen Anfangs-
zustand (E,) und Endzustand (E,) durch ein Strahlungsquant gedeckt wird,
gemiB der Bohrschen Frequenzbedingung

(1.61) hv = E, — E,.

Das Quant Av wird dabei emittiert oder absorbiert, je nachdem, ob dic An-
fangsenergie groBer oder kleiner als die Endenergie ist. Die Bohrsche Vorschrift
zur Auswahl der ,erlaubten’ Bahnen*sei hier — ohne nihere Begriindung —
noch in der Form, welche durch Sommerfeld gegeben wurde, kurz angefiihrt.
Sie Jautet im Fall der Zentralbewegung: Man bilde zunédchst aus der kinetischen
Energie m/2 [(d7/dt? + 7% (d«/dt)?] die Impulse p, und p,. Diese sind definiert
als die partiellen Ableitungen der kinetischen Energie nach den entsprechenden
ar o A

i P ="
Werten der Konstanten der Bewegung (in unserem Fall der Energic £ und des
Drehimpulses I) gelingt, jeden Impuls als Funktion der zugehérigen Koordinate
allein darzustellen, so bilde man die Integrale {iber einen vollstindigen Umlauf,
also §p,dr und §pada. Die erlaubten Werte von E und I sind dann dadurch
ausgezeichnet, daB diese Integrale gleich einem ganzzahligen Vielfachen der
Planckschen Konstante % sein miissen, also

(1.62) $ppdr =nw'h, $p.da=Ilh. (n’ und ! ganz)

Geschwindigkeiten, also p, = m—- . Wenn es nun bei gegebenen

In unserem Fall ist $, mit dem Drehimpuls I identisch, also von « {iberhaupt
nicht abhingig. Da « bei einem Umlauf von 0 bis 2 lauft, so ergibt die zweite
Gleichung fiir die erlaubten Werte I; des Drehimpulses sogleich
/i

I = %
Wegen seiner groBen Bedeutung fiir die Atomphysik sei auch das erste der beiden
Integrale (1.62) hier explizit angegeben. Nach (1.50a) ist mit 4 = Z¢? (Kern-
ladung Ze, Elektronenladung —e¢) zu berechnen

[2
11’11—¢dr )mE—— 7m—— —
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Das Integral lduft dabei zwischen den beiden Nullstellen 7, und 7, des Radikan-
den (vgl. Fig. 19b) einmal hin und zuriick. Dabei ist E negativ (Ellipsenbahn!).
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Setzen wir --E = E’, so haben wir mit den Abkiirzungen

1 Ze® 1
= 5 und =]
Y=2E b= omE

zu berechnen

Tz
wWh=2 V?mE’_/ %1 V—72+ 297y — 2.
n
Nach Erweiterung mit der Wurzel 148t sich das Integralin drei Summanden zerlegen:
71
[g —rryr+yr—F
vV —r 2y —p2

Ts

T Ta

T2
— {ar y—v o dy iy dy .
f—r+2yr—p V=7 4 2yr — B2 rV—92 3 2yy — B2
n

7 T

72
Von diesen gibt das erste  —#2+2y7 — ﬁ2| = 0, das zweite ist direkt elementar -

(21
auszuwerten und gibt y:r, das dritte nach der Substitution 1/ = ¢ ebenfalls
und liefert fx. Damit haben wir aber
wh  Vm Ze

27 V2 E

Setzt man fir I den vorher berechneten Wert lzl—; ein, so erhalten wir (E’ war
ja gleich —F) mit »’ 4+ = n: ’

] 2 51
(1.63) E,l:_‘”—’;:f—’-% n=1,2,3,...
fiir die erlaubten Energiewerte.

Die erschopfende Beschreibung des Wasserstoffspektrums wie auch — nach
geringen Modifikationen — des Réntgenspektrums der schweren Elemente durch
geeignete Kombination von (1.61) und (1.63) bedeutet fiir die Atomphysik den
Beginn einer neuen Epoche unerhérter Fruchtbarkeit. Dieser Erfolg tiduschte
vielfach dariiber hinweg, daf3 die Einschrinkung der klassischen Mechanik durch
solche Zusatzforderungen der Art (1.62) (man hat sie gelegentlich Polizeivor-
schriften genannt) duBerst unbefriedigend ist. Hier brachte erst (vom Jahre
1925 ab) die Quantenmechanik den entscheidenden Fortschritt durch ihren Ver-
zicht auf eine detaillierte Beschreibung der Elektronenbahn im Sinne der makro-

skopischen ,,Anschaulichkeit.

6. Zusammenfassung in Vektorform.

In den bisherigen Darstellungen wurde die Vektorrechnung absichtlich ver-
mieden, weil sie dem Anfinger oft mehr schadet als niitzt. Sie ist nichts als eine
Art Stenographie, mit deren Hilfe man viele physikalische Gleichungen be-
sonders kurz und prignant hinschreiben kann. Wie die Stenographie bietet sie
bei nicht vollstindiger Beherrschung die Gefahr von MiBverstindnissen. Man
lasse sich durch die Eleganz nicht zu sehr imponieren, sondern stelle sich bei
einem Wettstreit zwischen Klarheit und Eleganz stets auf die Seite der Klar-
heit. In den folgenden Abschnitten werden hiufig die Abkiirzungen der Vektor-
rechnung benutzt. Sie finden dazu eine kurz gehaltene Einfithrung im letzten
Kapitel.
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Wir wollen jetzt die bisherigen Resultate noch einmal in Vektorschreibweise
zusammenstellen. Mit den Bezeichnungen
Ortsvektor t,
Geschwindigkeit v = 1,
Kraft §
lautet die Newtonsche Bewegungsgleichung fiir einen Massenpunkt im Raum
(1.64) my = .

Im Fall des Schwerefeldes ist § =mg
ein konstanter Vektor, das allgemeine
Integral von b = g lautet

(1.65) t(f) =15+ Vot + 3g22

v\,\\/’ /
"‘/1\13
e =

S et ® T3

—— \ In /\"a

— \

DA TR =
\
A\

Fig. 26. Beschreibung der Wurfparabel durch Addition von 3 Vektoren: 1y - a2 = /.0t

mit zwei willkiirlich wiahlbaren Vektoren 1, und v,. Hier erscheint t(¢) als Vektor-

summe, welche sich unmittelbar fiir £ =1, 2, 3, . . . hinzeichnen liBt (Fig. 26).
Skalare Multiplikation von (1.64) mit v gibt
d (m .
(1.66) e (Tv-) —(®,0),

also den Zuwachs der kinetischen Energie als Leistung der Kraft.
Vektorielle Multiplikation mit t ergibt

(1.67) %m[r,sz [t, 8],

also den Zuwachs des Drehimpulses gleich dem Drehmoment von &. Wenn $
als Funktion des Ortes gegeben und iiberdies wirbelfrei ist (f§ = — grad U),
so ist dU/dt = (grad U, 1) = — (®,v), also nach (1.66)

d

= (%v? 4 U, , z)) —0.

Wenn R eine Zentralkraft ist, d. h. die Richtung von 1 hat, so ist [r, ] = 0, also
d -
(1.69) am[r,x]_().

(1.68)

Als eine spezielle Anwendung der Vektorrechnung betrachten wir nochmals dic
Kepler-Ellipse. Wenn wir den Einheitsvektor 1, = 1/7 in Richtung des Fahr-
strahles einfithren, so wird

(1.70) L= tyr + to?.
Aus der Bewegungsgleichung
(L.71) mi= — i:;—fo

folgt durch Vektormultiplikation mit t, daB der Drehimpuls §=m[t, t]=m7r2[1,, Ty
zeitlich konstant ist. Wir bilden jetzt — und das ist der spezielle Trick! —

(1.72) — 11, 3] = m[¥,72[xq, 1]
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Entnimmt man nun mir? aus der Bewegungsgleichung und beachtet, dafl

fvg, [Yg, To)] == — fp ist, so sieht man, daB auch der Vektor
1. -
(1.73) (‘:7“,6]—1’0

zeitlich konstant ist. Multipliziert man diese Gleichung skalar mit t, so folgt
wegen (1, [t,3]) = (3, [x, 1)) = I¥m: .
(1.74) 7+ (r,0) = —r.

Bezeichnen wir nun mit ¢ den Betrag
von ¢ und mit « den Winkel zwischen
e und t, setzen ferner I*)/mA = p, so
haben wir 7(1 4+ ecosa) =, also
genau unsere GI. (1.53).

Auch der Nachweis, dal durch
r + (t, €) = p wirklich eine Ellipse be-
schrieben wird, gelingt mit der Vek-
v n i torrechnung ig gghrd knﬁpger Weise:
Fi 2. 2ar Bebandlng e Rpengechons i1 ST R . . i von A
' und B nach P gezogenen Vektoren,

so liegt P dann auf einer Ellipse mit der groBen Halbachse 4, wenn

(1.75) vV"=2a—v»
ist. AuBerdem gilt laut Fig. 27

U =2¢c 1.

Wenn man beide Gleichungen quadriert und subtrahiert, so folgt nach Division

durch 4 0=a%?—c®—ar— (1)

a® — ¢?

mit c¢/a = e und = ¢ also
(1.75a) p=7+ (e, 1).

Das ist aber die gesuchte Gleichung.

C. Der Ubergang zur Elektrostatik.

Wenn Sie in der Mechanik des Massenpunktes den Zusammenhang zwischen
Kraft & und potentieller Energie U sowohl in der differentiellen Form

fw) = —grad U
“e wie auch in der Form des Linienintegrals
; U, — Uy = — [(®, dy)
1

voll erfaBt haben, so bietet der Ubergang zur Elek-
# , trostatik in mathematischer Hinsicht nichts Neues.
Flg. 28. Die von Q auf ¢ ausgelibte  Neu ist im wesentlichen nur die Ausdrucksweise

o und die physikalische Blickrichtung. Zunichst er-
fordert der Begriff der Feldstirke € einige Uberlegung. Das Grundphinomen
ist die Kraft, welche zwei Ladungen, sagen wir Q und ¢, aufeinander ausiiben
(Fig. 28). Nach dem Coulombschen Gesetz ist die von Q auf e ausgeiibte Kraft
(1.76) g=29

2 7’
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Hier ist r der von () nach ¢ wecisende Ortsvektor, t/r also der Einheitvektor der
gleichen Richtung. Zu ihr gehért eine potentielle Energie

(1.77) U—22

. v

Das 1st genau dieselbe Situation, wie sie frither (S.27) fiir die Newtonsche
Zentralkraft ausfiihrlich diskutiert wurde. Die neue Blickrichtung entsteht hier
durch die auf Faraday zuriickgehende Auffassung vom ,elektrischen Feld.
Diese hat sich zwar erst in der Elektrodynamik zeitlich verinderlicher Felder
(Strahlungsvorginge) ihre volle Existenzberechtigung erobert, wird aber heute
auch zur Beschreibung statischer Vorginge allgemein benutzt. Sie entsprirgt
wieder einem verfeinerten Gefiihl fiir physikalische Kausalitit. Die obige Kraft-
gleichung wiirde besagen, daB auf die Ladung ¢ ,,deswegen‘ eine Kraft wirkt,
well im Abstande » die Ladung @ vorhanden ist. Die damit behauptete und in
der Geschichte der Physik lange Zeit hindurch zih verteidigte , Fernwirkung"
iiber den Abstand # hin erscheint uns heute héchst unbefriedigend, ganz abge-
sehen davon, daBl die GI. (1.76) rein experimentell nicht mehr zutrifft, wenn
sich die Ladung Q bewegt (Ausbreitung der Wirkung mit Lichtgeschwindigkeit).
Statt dessen lesen wir die Gleichung so: Wenn an der Stelle » auf die Ladung ¢
eine Kraft ausgeiibt wird, so ist diese Stelle des Raumes durch eben diese Tat-
sache vor anderen Stellen ausgezeichnet. Die Beschaffenheit des Raumes an dieser
Stelle kennzeichnen wir durch die ,,elektrische Feldstirke €. Sie macht sich
dadurch bemerkbar, daB auf eine an diese Stelle gebrachte Ladung ¢ die Kraft
! = ¢C ausgeiibt wird. In unserem obigen Beispiel war also € = ? TI Die Exi-
stenz der Feldstirke € an der betrachteten Stelle ist danach ginzlich unabhingig
von der Anwesenheit der Ladung e. Diese spielt nur die Rolle eines , Indika-
tors* oder einer ,,Probeladung®. Mit der Aussage, ,,an einer bestimmten Stelle
herrscht die Feldstirke €‘, meint man also: ,,Wenn man an die Stelle die LLadung ¢
bringen wiirde, so wiirde auf diese die Kraft ¢€ ausgeiibt werden.” Die Ursache
fiir diese, durch das Feld € gekennzeichnete, abnorme Beschaffenheit des Raumes

ist natiirlich die Ladung Q, welche in ihrer ganzen Umgebung das Feld ¢ = % »i—
erzeugt. An dem materiellen Inhalt der Gl. (1.76) wird dadurch natiirlich nichts
gedndert. Thre Fruchtbarkeit entfaltet diese zunichst kiinstlich anmutende be-
griffliche Unterteilung der einfachen Kriftegleichung in deren zwei, nidmlich
Erzeugung des Feldes durch Q und Nachweis desselben durch e, erst bei
schnell verinderlichen Feldern, welche sich von den erzeugenden Ladungen
ablésen kénnen und vermoge ihrer Eigengesetzlichkeit als Lichtwelle den Raum
durcheilen.

Eine wichtige Aufgabe der Elektrostatik ist die Beschreibung des von einer
gegebenen Ladungsverteilung erzeugten Feldes. Da der Vektor € drei Kompo-
nenten hat, bedeutet ,,Beschreibung des Feldes* natiirlich Angabe der drei Orts-
funktionen E,(x, v, z), E,(x, v, 2) und E,(x, y, z). Diese Aufgabe ist grund-
sitzlich erledigt, wenn wir zu dem bereits angegebenen Feld einer Punktladung
noch die Erfahrungstatsache hinzunehmen, daB3 die Felder mchrerer Punkt-
ladungen sich ungestort ,,superponieren‘’. Das bedeutet : Wenn von zwei Ladungen
Q, und Q, die eine allein auf eine Probeladung ¢ die Kraft §; ausiiben wiirde, die
andere allein dagegen die Kraft §,, so iiben beide Ladungen bei gleichzeitiger
Wirkung die Kraft &, 4 &, aus (Krafteparallelogramm, Iig. 29). Die entsprechende
Feldstirke ist also € = €, 4 €,. Die Fortsetzung des Verfahrens fiir den Fall,
daB 3, 4 oder auch sehr viele Punktladungen gegeben ¢ind, liegt auf der Hand.
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Die hiernach geforderte Summation iiber die vielen Einzelfeldstirken €, G,, . ..
wird nun ungeheuer vereinfacht durch zwei Bemerkungen. Die eine besagt,
daB das elektrostatische Feld ein Potentialfeld ist. Die andere bezieht sich
auf den aus einer geschlossenen Fliche heraustretenden FluB des ©-Feldes.
Das elektrostatische Potential @ steht zur Feldstirke € in der gleichen Be-

a-q.q, Zehung wie die potentielle Energie U zur
{ ' Kraft ®: Aus € = —gradgp folgt nach Multi-
plikaticn mit einer Ladung ¢ und mit ¢€ = &;
ep = U unsere alte Beziehung § = — gradU.

Wenn man sagt, zwischen zwei Punkten P,
und P, herrscht die Potentialdifferenz (oder
die ,,Spannung’) V = ¢ (P,) — ¢ (P,), so meint
man damit folgendes:

Wenn man eine Ladung e von P, nach P,
bringen will, so hat man dazu — wunabhingig
vom Weg — die Arbeit eV zu leisten. Bei dieser
Uberfithrung hat man namlich die Kraft R =¢€
zu iiberwinden, also die Arbeit

| 2 2 2
ey =—[(f,dr)=—e[(C,dr)=c[dp=c(p,— 7))
I'ig. 29. Die Addition der von 2 Ladungen 1 1 1

@, und @Q; ausgeiibten Xrifte.
aufzuwenden.

Nur in dieser Weise kann man einer Aussage wie: ,,Zwischen den Stellen 1
und 2 herrscht die Spannung von 100 Volt“, einen physikalischen Sinn verleihen.

Die Existenz eines Potentials ¢ fiir jedes elektrostatische Feld folgt bereits
daraus, daB zum Feld einer Punktladung Q das Potential ¢ = Q/r gehort. Ge-
nauer gesagt: Befindet sich die Ladung Q an der Stelle x,, y,, z,, so ist

Q
Vo =)+ (y — )" + (2 — 2

Uberzeugen Sie sich, daf daraus mit € = — grade wirklich das Feld von Q folgt.
Fiir das Potential mehrerer Ladungen Q,, Q,, ... gilt danach

p(x,y,2) =

"
Wenn die Ladungen kontinuierlich verteilt sind mit der Ladungsdichte o (d. h
wenn sich im Volumenelement dx dy dz die Ladung g dx dy dz befindet), s
wird die im Element 4§ d#nd{ befindliche Ladung pdé dnd{ an der um d1e

| edédndl
[ 4

Strecke » davon entfernten Stelle x, v, 2 das Potentia erzeugen.

Uberlagerung der Beitrige aller Volumenelemente gibt also

(1.79) p(x, v, 2) fff e(&,n,0)dEdndt
Vo= +—n'+ (=07

Das nidchst der Punktladung wichtigste Objekt der Elektrostatik ist der Dipol.
Er entsteht aus 2 entgegengesetzt gleichen Ladungen (4+Q, — () im Abstande 3
[der Vektor 5 fiihrt von — @ (Fig. 30) nach 4 Q] durch den Grenziibergang |3| - 0,
Q - o0, so daB das Produkt 3Q = p einen endlichen Wert behilt. Den Vektor p
nennt man das Dipolmoment.

Zeigen Sie selbst, daB das Potential eines Dipols p am Ende des von ihm
ausgehenden Ortsvektors r gegeben ist durch ¢ = (p, 1)/r3. Zeichmen Sie die
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Flichen @ = const und die zugehérigen Feldlinien, indem Sie etwa p in dic
x-Richtung legen. Anleitung: Sind a, b, ¢ die Komponenten von 8 und befindet
sich —Q im Koordinatensprung, so wird zunichst

(1.80) @(x, y,2) = Q Q

Ve —af+(y — 0P+ (z—0f Vit yitzt
Hier entwickeln Sie rechts nach Potenzen von a, b, ¢ und fithren den Grenz-
iibergang a,b,c >0, Q+oco0 mit aQ =p;, bQ =9, cQ = p, wirklich
durch.

Die zweite der oben erwihnten allgemeinen Aussagen iiber das elektrosta-
tische Feld bezieht sich auf den Fluf des Feldes durch eine geschlossene Fliche
hindurch. Betrachten wir zunichst eine um die Ladung Q als Zentrum gezeich-
nete Kugel. Auf ihr weist der Vektor €

iiberall senkrecht nach auBen und hat 2
den Betrag Q/2. Also ist der FluB von € ,
durch die Kugelfliche hindurch .
(L.81) ff@mr:%m%:mg. j :
3
Nun iiberzeugen Sie sich, daB dieser Wert
des Flusses sich nicht 4dndert, wenn Sie ¥ pe
die Kugel beliebig verbeulen oder ver- . .0 .. o o icotmomentes
schieben, solange nur ( innerhalb der T % belmr o I%]_‘io d Gooent
Flache bleibt. Sind jetzt mehrere La-
dungen Q,; Q,, ... von F umschlossen, so miissen sich nach dem Superposi-
tionsprinzip ihre Fliisse einfach addieren, also wird
-~ [[Gudf = 420, + Qs + - ).
\\ F
\
\ Damit haben Sie folgende allgemeine Aussage : Der gesamte,
\ aus einer geschlossenen Fliche heraustretende FluB des
IN Vektors € ist gleich dem 4x-fachen der von dieser Fliche
AN umschlossenen Ladung, ganz gleich,
: \\ wie diese Ladung innerhalb der
NG Hiillfliche verteilt ist. Ist Q die
S gesamte von F umschlossene La-
\*7'\"\\ dung, so wird also
£ ff@ndfz 47(Q).
7

Als Anwendung betrachten Sic
(Fig.31) das Feld einer homogen ge-
ladenen Kugel (Radius «, Ladungs-

\
i 47 3 ..
&\ dichte p, Gesamtladung Q = - @ 9) . Das Feld muB natiir-
\\\‘i\“ lich kugelsymmetrisch sein. Ist » der Abstand vom Zentrum
\ der Kugel, so ist also fiir » >a: |C|4x7* =42Q, also
\\Q\\\ |(§|=9- dagegen fﬁrr<a:|(§|4nrﬂ_—_4,~;Q§, |@|:S_’,,

2’
denn in der Kugel mit dem Radius << @ ist ja nur die
Fig. 81. Potential ¢(r)

- »
und Feldstirke E(r) -
ciner homogen geladenen Ladung @ po enthalten.

Kugel.
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Als weitere Anwendung berechnen Sie danach mit Hilfe der beiden Formeln
1
[[Gudf =420 und ¢, — ¢ =[(Ed3):

1. Die Kapazitit des Plattenkondensators (Plattenabstand d),

2. die Kapazitit des Zylinderkondensators (zwei koaxiale Zylinder der
liinge ! mit den Radien 4, und a,),

3. die Kapazitit des Kugelkondensators (zwei konzentrische Kugeln der
Radien 7, und 7,). Zeigen Sie, daB die zu 2. und 3. erhaltenen Formeln in den
Grenzfillen a, — @, < a;, und 7, — 7, < 7, in diejenigen des Plattenkonden-
sators iibergehen.

Ist allgemein die Ladung kontinuierlich verteilt mit der Ladungsdichte p(x, y,2),
<0 1st in (1.81) fiir Q das Volumenintegral

Q:fffgdxdydz

zu setzen. Andererseits folgt aus dem GauBschen Satz (vgl. Teil IV, S. 163)
fir die linke Seite von (1.81): '

[[Cuaf= /[ [divEaV.

Unsere Flufigleichung erhilt also die Gestalt
[[[(dive — 4zp) dxdydz =0.
vV

Wenn diese Gleichung fiir jedes auch noch so kleine Volumen richtig sein soll,
so muBl der Integrand {iiberall gleich Null sein, d. h. aber

(1.82) div€ = 4np.

Uberzeugen Sie sich, daB das vorhin fiir die homogen geladene Kugel errech-
nete Feld wirklich diese Gleichung befriedigt, und zwar auBlerhalb wie innerhalb
der Kugel a.

Wenn wir den ¢-Vektor als Bild einer Geschwindigkeit deuten, so kénnen
wir das elektrostatische Feld beschreiben als das Strémungsbild einer volumen-
bestindigen Fliissigkeit, welche nach MaBgabe der GI. (1.81) oder (1.82) aus den
Stellen positiver Ladung herausquillt und von den negativen Ladungen wieder
cingesaugt wird. 47 Q milBt in diesem Bild die Ergiebigkeit der Quelle Q. Aus
den beiden somit herausgearbeiteten Eigenschaften des elektrostatischen Feldes

(1.83a) €= —gradp und div€ =4np

folgt durch Elimination von € die La placesche Differentialgleichung fiir g allein:
. Pp 9 . dp

(1.83b) Frr Tl o —4mop,

die man hiufig in der Form 4@ = — 4xp schreibt. Die GI. (1.83a, b) bedeuten

fiir die Physik viel mehr als ein rechnerisches Hilfsmittel und auch viel mehr als
ctwa eine nur zufillig herausgegriffene Eigenschaft des elektrostatischen Feldes.
Wir erblicken in ihnen die eigentlichen Grundgesetze des elektrischen Feldes
und in dem Coulombschen Gesetz nur eine spezielle Auswirkung. Sie be-
friedigen unser Kausalititsbediirfnis, indem sie eine Eigenschaft des Feldes auf-
zeigen, welche lediglich durch die am gleichen Ort befindliche Ladung bestimmt
ist. Zudem bilden sie die natiirliche Plattform zum Aufbau der ganzen Elektro-
dynamik und damit der Maxwellschen Theorie.

Zur Rechtfertigung dieses hohen Lobes miissen wir noch zeigen, daB die
Gl. (1.83) keine akzessorischen Eigenschaften des Feldes sind, sondern daB das
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Feld € durch sie (bei gegebener Ladungsdichte g) auch wirklich eindeutig fest-
gelegt wird. Dabei beschranken wir uns auf den Fall, daB alle Ladungen im End-
lichen liegen, daf sich also eine Kugel (vom Radius R) angeben 148t von der Art,
daB auBerhalb dieser Kugel iiberall p = 0 ist. Dieser Eindeutigkeitsbeweis ist
typisch fiir viele dhnliche Fille. Angenommen, wir hitten zwei Lé:ungen G,
und &, der Gl (1.83). Dann betrachten wir ihre Differenz ¢ = ¢, — €,. Fiir
¢’ muB dann gelten ¢’ = gradg’ und A’ = 0. Nunmehr bilden wir das iiber
eine Kugel vom Radius b erstreckte Intcgral

e[ f118) " () | econee

Wir benutzen die Identitit

(a_(p,)Q_— i I; la_lp/“ 4 82(p,
ax]  ox (p ax) O gar

und #hnlich fiir ¥ und z. Damit wird ¢’% = div (¢’ gradg’) — ¢’4¢’. Der erste
Summand gibt nach dem GauBschen Satz ein Integral iiber die Oberfliche der
Kugel vom Radius 4. Da auBlerdem A¢’ = 0 ist, so wird

fvff@”dlf:{pfqﬂ@jd/.

Wenn nun & viel gréBer wird als der Radius R jener oben eingefithrten Kugel,

const . const
5— und [€’| wie 5= Begen

Null gehen. Es mu8 also eine endliche, nur von der Gesamtladung Q abhingige

so muB ¢’ fiir immer weiter wachsendes b wie

Konstante C existieren, so da von einem bestimmten & ab iiberall |¢’C; | < b—ca

ist. Ersetzen wir also ¢/} durch diesen, sicher zu groBen, Wert, so wird

ff 624V < 5% ey

Gehen wir nun zum Limes b - o0, so sehen wir, daB f f f €2dl” = 0 wird. Da

aber ¢’2 niemals negativ sein kann, so folgt daraus notwendig, da8 iiberall
€’ = 0, also €, = G, ist. Die beiden Lsungen unserer Gl. (1.83) sind also iden-
tisch. Damit ist der Eindeutigkeitsbeweis erbracht.

Die Frage nach dem Feld einer gegebenen Ladungsverteilung ist nur die
erste Stufe der Elektrostatik. In den Anwendungen sind meistens nicht die
Ladungen vorgegeben, sondern die Spannungen zwischen einzelnen gegenein-
ander isolierten Metallstiicken M,, M,, ..., also bis auf eine gemeinsame
additive und wie bei der potentiellen Energie willkiirliche Konstante die Werte
des Potentials ¢,, @,, ... auf diesen Metallstiicken. Im statischen Fall muB
das Potential in einem homogenen Metallstiick konstant sein, also einen be-
stimmten Zahlenwert besitzen. Denn eine Ortsabhidngigkeit des Potentials be-
deutet wegen € = — gradp die Existenz einer Feldstirke, und diese wiirde
ihrerseits zu einem elektrischen Strom Veranlassung geben. Ein solcher Strom
wird auch, wenn man z. B. eine isolierte Metallkugel in ein elektrisches Feld
hingt, im ersten Moment in der Kugel flieBen. Dieser fiihrt zu einer solchen Ver-
schiebung der Ladungen, daB diese sich an der Metalloberfliche anhdufen. Das
geht so lange, bis durch die entstehende Oberflichenladung das Metallinnerc
gegen das duBere Feld abgeschirmt ist. Dann erst ist derjenige Zustand erreicht,
mit welchem die Elektrostatik anfingt. Wenn der Raum zwischen den Metallen
(denken Sie etwa an den Raum zwischen den Belegungen eines Kondensators)
ladungsfrei ist, so gilt in ihm die Laplacesche Gleichung 4¢ = 0. Damit ent-
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steht die Aufgabe: Gesucht ist diejenige Ortsfunktion ¢(x, y, z), welche der
Gleichung A = 0 geniigt und welche auf den gegebenen Metalloberflichen
in die dort vorgegebenen Werte ¢,, @,, . . . usw. iibergeht. Ist diese Aufgabe ge-
l6st, so ergibt sich daraus das Feld € = —gradg und daraus endlich die in
irgendeinem Volumenteil vorhandene Ladung

i

Die genannte Aufgabe 148t sich nur in Ausnahmefillen vollstindig lésen.
Sie wird wesentlich vereinfacht, wenn die gegebene Anordnung der Metall-
flichen von vornherein auf einfache Symmetrie-Eigenschaften der gesuchten
Potentialfunktion schlieBen 148t.

Der Plattenkondensator. Legt man die x-Richtung senkrecht zu den Kon-
densatorflichen, so muB ¢ eine Funktion von x allein werden, also ‘wird
A@ = d*p/dx* und mit zwei Integrationskonstanten 4 und B: ¢ = Ax + B.
Dabei nehmen wir an, daB3 der Abstand der Platten klein ist im Vergleich zu
ithrer Kantenlidnge. Das Verhalten am Rand wird also von unserer Behandlung

nicht miterfaBt. Hat die eine Platte (bei x = 0) das Potential 0, die andere
(bei x = d) das Potential ¥, so wird also g = V2, das Feld Ey = ~ a7
und die Ladung pro cm2? der Oberfliche gleich HlEl =i q

Beim Zylinderkondensator (Achse in der z-Richtung) kann ¢ nur vom Ab-
stand @ = )/a? + 42 von dieser Achse abhingen, also ¢ = @(a). Dann wird
(bitte selbst nachrechnen) A = % % (a%
lautet @ (a) = 4 lna + B.

Bei Kugelsymmetrie ist @ eine Funktion des Abstandes » = |/x% 4 y2 4 22

vom Ursprung allein. Hier wird A¢ = % {7 (7’” %) Die Lésung von Ap =0
lautet also @ () = A/r + B.

Die Suche nach geeigneten Losungen der Gleichung 4¢ = 0 in allgemeinen
Fillen gab Veranlassung zur Ausbildung einer besonderen als Potentialtheorie
bezeichneten Wissenschaft, die sich in den verschiedensten Teilgebieten der
Physik und Mathematik als fruchtbar erwiesen hat.,

) . Die allgemeine Lésung von Ap = 0

D. Mechanik von vielen Massenpunkten.

Die Weiterentwicklung der Mechanik erfolgt sowohl nach mathematischen
wie auch- physikalischen Gesichtspunkten. In mathematischer Hinsicht hat man
die Grundgleichungen, ohne an ihrem materiellen Inhalt etwas zu &indern,
wiederholt in andere Form gebracht. Unter diesen Formen spielen fiir die An-
wendung die Lagrangesche und die Hamiltonsche Form eine besondere Rolle.
In physikalischer Hinsicht ist man bestrebt, die Gleichungen so zu erweitern,
daB moglichst viele Vorginge der uns umgebenden Welt durch sie richtig, d. h.
in Ubereinstimmung mit der Beobachtung beschrieben werden. Wir wollen hier,
an Hand einiger Beispiele, einen Einblick in diese physikalische Weiterentwick-
lung vermitteln. Dabei gehen wir von dem bisher ausschlieBlich betrachteten
Fall eines Massenpunktes zunichst iiber zu demjenigen vieler (aber endlich
vieler!) Massenpunkte, die aufeinander Krifte ausiiben. Bei der Behandlung
des Kontinuums tritt an die Stelle der diskreten Massenpunkte m,, m,, ...
cine Funktion p(x, y, z) des Ortes, welche die Massendichte oder kurz Dichte
heiBt und welche besagt daB im Volumenelement dxdydz die Masse
o(x, v, 2)dxdydz enthalten ist.
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1. Zwei Massenpunkte.

Hinsichtlich der Kraft, welche zwei Massenpunkte aufeinander ausiiben,
fithren wir sogleich das Newtonsche Postulat

Actio = Reactio

ein. Es besagt: Wenn eine Masse m, auf eine zweite Masse m, mit der Kraft §t,,
wirkt, so wirkt m, auf m, mit der Kraft &, = — &,,. Dieser Satz bildet die
Grundlagé der ganzen weiteren Mechanik, er ist keineswegs selbstverstiandlich.
Im Gegenteil: Im Fall elektrischer Krifte ist er nicht einmal genau richtig, sobald
die geladenen Massenpunkte sich gegeneinander bewegen und dadurch die end-
liche Ausbreitungsgeschwindigkeit der Felder in Betracht kommt. Von solchen
Feinheiten wollen wir aber hier ab ehen.

Wir behandeln nun zunichst als Beispiel die Bewegung zweier Massenpunkte,
also etwa die Bewegung der Erde um die Sonne unter Beriicksichtigung der Tat-
cache, daB die Sonne kein festes Zentrum der Anziehung ist, sondern sich eben-
falls bewegt. Mit den Bezeichnungen '

my, 1y, bl‘fﬁr Masse, Ort, Geschwindigkeit der Erde,
my, Ty, b, fir Masse, Ort, Geschwindigkeit der Sonne
haben wir jetzt die sechs Bewegungsgleichungen
i rz _ rl

(1.84) mi = — 50 mty = — 5

»

(darin ist # = |r, — 1,| der Abstand der beiden Massenpunkte). Aus beiden
Gleichungen folgt durch Addition

(1.84a) m ¥, + myi, =0 oder m,v, 4 myb, = Const.

Unter Einfithrung des Schwerpunktes & (auch Massenmittelpunkt genannt) und
der Schwerpunktsgeschwindigkeit %8

- _ MLy Myl N
(1.85) R = BT und R=9
haben wir also ein erstes allgemeines Integral
(1.86) R(t) = Ro + By,

in welchem die festen Vektoren R, und B, den Ort und die Geschwindigkeit
des Schwerpunktes zur Zeit ¢ = 0 angeben.

Sodann bemerken wir, daB die rechte Seite der beiden Gleichungen nur von
der Differenz

(1.87) T=1 — 1

abhingt (Fig. 32). Wenn wir nach Division durch m, bzw. m, beide Gleichungen
subtrahieren, erhalten wir fiir T die Gleichung

(1.88) F— _(L_:ﬁ L‘)iL,

in welcher nur noch die Relativkoordinaten x; — %,, y; — ¥z, 2, — 2, vorkommen.
Zusammenfassend kénnen wir also sagen: Mit den Schwerpunktskoordinaten
R — MLy -+ MyTy
7 + 73
u= J:n;—mr:f, gehen ‘die 6 Gleichungen (1.84) iiber in die anderen 6 Gleichungen:
- " A

, den Relativkoordinaten r =t, — 1, und der reduzierten Masse

T
s
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Dic letzte Gleichung unterscheidet sich aber nicht mehr von derjenigen des Ein-
kérperproblems. Damit ist es gelungen, das Zweikorperproblem vollstindig auf
dasjenige des Einkd&rperproblems zuriickzufithren.

Zetgen Sie selbst, daf3 die kinetische Energie in den neuen Variablen (1.85),
(1.87) lautet:

Sie setzt sich rein additiv aus der Energie der Schwerpunktsbewegung und der-
jenigen der Relativbewegung zusammen. Machen Sie sich selbst den Inhalt
diecer Gleichung noch einmal klar, indem Sie sich iiberlegen, wie jetzt die Be-
wegung von Erde und Sonne aussieht. Nehmen Sie hierfiir der Einfachheit halber

an, der Schwerpunkt ruhe im Ursprung des Koordinaten-
¥ systems, also 1, + m,t, = 0. Damit kénnen Sie in
(1.87) t durch i; oder t, allein ausdriicken.

m,

il

~ T
% -z,

Fig. 32. Dle Relativkoordinaten 1, —r; beim 2-Kérper-Problem.

Die reduzierte Masse ist bei gleichen Massen (m, = m,) gleich der Hailfte
der Einzelmassen. Wenn m, sehr klein gegen i, ist, so ist u fast gleich der

kleineren Masse. Denn es ist u = m, (1 - :n_z . Beim H-Atom z. B. wire
1 2
m, die Masse des Elektrons, =, die des Protons, also u = m, (1 — 1_810_6)

wihrend beim Hg+-Ion wegen der viermal groBeren Masse des Kerns
1
pu= mz(l — 4—18%) zu setzen wire. Der spektroskopische Nachweis dieses

Unterschiedes in den resultierenden Massen gehort zu den schonsten Erfolgen
der neueren Physik. Fir Erde — Sonne ist das Verhiltnis der Massen
1:330000; die Korrektur an den im vorigen Abschnitt erhaltenen Bahnen fiir
die Erde ist daher nur ganz geringfiigig.

2. Impuls, Drehimpuls und Energie.

Bei einer groBeren Anzahl von Massenpunkten kénnen wir so einfache Sitze
nicht mehr erwarten. Immerhin gelten noch in sehr allgemeiner Weise die Sitze
vom Schwerpunkt, vom Drehimpuls und der Energie.

Wir nennen die zwischen den einzelnen Massenpunkten wirkenden Krifte
auch ,,innere’’ Krifte unseres Systems. Sie sind durch 2 Indizes gekennzeichnet:
Rir ist die Kraft, welche der Massenpunkt Nr. z seitens des Massenpunktes %
erfihrt. Nach dem Satz Actio = Reactio ist stets

i 4 K= 0.

AuBer den inneren Kriften sollen auch noch ,duBere” Krifte, wie z. B. die
Schwerkraft, oder zusitzliche elektrische Krifte wirksam sein. Wir bezeichnen
mit §; die solcherweise auf den Massenpunkt Nr. 7 wirkende duflere Kraft. Nach
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diesen Vorbereitungen kénnen wir als Bewegungsgleichungen eines Systems
von n Massenpunkten hinschreiben:

dv,

(1.90) mlﬁ=ﬁ12+@13+"'+ﬁln+%1;
' dv, v o
. mnﬁ=ﬁnl+9n2+"’ i S?n(n—l)_:l"l)'n-
Das sind im ganzen 3% Gleichungen fiir die 3# Ortsfunktionen
% (8), y1(8), 2(); %(8), ¥2(8), 2(); -5 (D), Yalt), 2 (D).

Der Schwerpunkissatz. Wenn wir die n Vektorgleichungen (1.90) addieren, so
heben sich die inneren Krifte vollstindig heraus. Es bleibt nur

d .
(1.91) E(mlbl%—---—{—mnb,,):%l—l—----{—%}n.
Zur Wiirdigung dieses allgemeinen Resultats fithren wir den Schwerpunkt oder
Massenmattelpunkt R mit den Koordinaten X, Y, Z unseres Systems ein. Dieser
ist definiert durch
1.92 — m1t1+m2rz+--:+m,r,..
( ) ER my + Mo +---m,

Die x-Komponente von R ist also

vy=1
Uberzeugen Sie sich fiir einfache Fille (# = 2 oder 3), daB die Definition genau
das wiedergibt, was man auch anschaulich als Schwerpunkt empfindet.
Wenn sich die einzelnen Massenpunkte bewegen, so werden t,,..., r, und
damit nach (1.92) auch R Funktionen der Zeit. Fir die Geschwindigkeit
LB = dR/dt des Schwerpunktes gilt somit

B — mo;+ -+ mu,

my+ -+ ma
Fihren wir neben 8 noch M = m, + --- + m, als Gesamtmasse unseres
Systems und § = §; + - - - + Fr als Summe aller auf die einzelnen Punkte
wirkenden Krifte ein, so liefert (1.91) die Aussage:

a3

Auf die Bewegung des Schwerpunktes haben somit die inneren Krifte iiberhaupt
keinen EinfluB. Er bewegt sich so, wie sich ein Massenpunkt von der Gesamt-
masse M =m, + - - - + m, unter der Wirkung der resultierenden Kraft
§ =%+ -+ + Fn bewegen wiirde. Ein drastisches Beispiel bietet eine wiahrend
des Fluges krepierende Granate. Sieht man von der Wirkung des Luftwider-
standes ab, so setzt der Schwerpunkt des aus Sprengstiicken und Pulvergasen
bestehenden Systems die Parabelbahn der Granate vollig ungestort fort.

Die inneren Krifte sind Zentralkrifte. Wir wollen nun von der Kraft zwischen
2 Massenpunkten noch fordern, daB sie stets in der Richtung ihrer Verbindungs-
linie wirkt, daB sie also als anziehende oder abstoBende Kraft beschrieben werden
kann. Wenn iiberdies ihr Betrag K,, nur vom Abstand 7,, der beiden Punkte
abhingt, so haben wir z. B. fiir die von 2 auf 1 wirkende Kraft (Fig. 33)

T, — Ty

(1.94) ﬁ]g - Klz »

Y12

(1.92a)

Becker, Theoret. Physik
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fir die von 1 auf 2 wirkende Kraft dagegen

(1.95) oy = K o2

Y12

Dabei steht 7,, als Abkiirzung fir 7, = J(%, — %% -+ (¥, — ¥2)2 + (2, — %)%
Beachten Sie, daB sowohl (1.94) wie auch (1.95) sich aus ein und derselben Poten-
tialfunktion herleiten. Nennen wir

R 0-T, L - ;
(1.96)  Uy,(r) = — j‘Kw(r)dr
T
T
die gegenseltlge potent1elle Energie der
beiden im Abstand r befindlichen Mas-
Fig. 33. Die inneren Krafte als Zentralkrifte senpunkte aufgefalt als Funktion der
iz + B2y =0, 6 Variabeln x,, y,, z;; %a, ¥a, 25, s0 Wird
dU(7y,) U (ry,)
z. B. (Ry9)z = — Tl” und  (Ry,):= — a—x;z usw.
In der Tat {olgt aus (1.96)
aU al dv : x— X
1.97 ——— = - — L= K(r , L2
(99 9%, dryy 0% 1) F(xy — %) 4+ (31 — 92)* + (28 — 2,)°

Fiihren wir den Ansatz fiir (1.97) fiir die inneren Krifte in unsere allgemeinen
Gl. (1.90) ein, setzen also I
. Stij = Kqj(ri)) 11 - —,

wo nun Kj,(7;;) eine skalare Funktion des Abstandes #;; ist!, so kénnen wir aus
thnen neben dem Schwerpunktsatz (1.91) noch zwei weitere Folgerungen von
groBer Tragweite ableiten, ndmlich die Sitze iiber den Drehimpuls und iiber
die Emnergie unseres Punkthaufens. Beides sind die natiirlichen Verallgemeine-
rungen der entsprechenden Sitze von der Mechanik des einzelnen Massenpunktes.

Der Drehimpuls. Von den Gleichungen

dv;
(1.98) mi— _ZKU ¥ij)

1]
+ i

multiplizieren wir jede vektoriell mit dem zugehdrigen Ortsvektor r; und addieren
alle so entstehenden Gleichungen. Auf der linken Seite beachten wir wieder,
daB |v;, | =
vollkommen heraus, ebenso wie vorhin beim Schwerpunktssatz! So hebt sich
z. B. das in der ersten Gleichung (; = 1) auftretende Produkt [t;, to) gegen das
in der zweiten Gleichung entstehende [v,, r;] weg und so fort. In allgemeinerer
Schreibweise: Bei der vorgeschriebenen Multiplikation von (1.98) mit r; und Sum-
mation iiber 7 erscheint rechter Hand

— 2 Kij(ri5) e ]
(2%)

= % [v,, v;] wird. Auf der rechten Seite fallen die inneren Krifte

¥ij

In dieser Doppelsumme kompensieren sich aber immer die beiden Summanden;
welche durch Vertauschen der Indizes ¢ und j auseinander hervorgehen.
Im ganzen erhalten wir somit

d L , . N
(1-99) i (ml[rl, Oy = e T My [1',1, Dn]) = [1'1, i)‘]] R [rn, i)‘n]-
! Beachten Sie, daf bei dieser Bezeichnung §;;, = - §j; ist, jedoch K;; = K;;. Wir ver-

abreden auBerdem, K;; = 0 zu setzen.
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In Worten: Die zeitliche Anderung des resultierenden Drehimpulses
3 - Z’nl [Y,, D./J
/
= (v, &)
7

ist gleich dem Drehmoment

der duBeren Krifte.
Sind insbesondere nur innere Krifte (und keine #ulleren) wirksamn, so bleiben

also sowohl der . e
I'ranslationsimpuls > v,
: ]

wie auch der Drehimpuls >'m;[v,, v
7

zeitlich konstant.

Zum AbschluB dieser allgemeinen Ubersicht bilden wir — angeregt durch
(1.96) und die daran angekniipfte Bemerkung — die potentielle Energie U
aller inneren Krifte

U= U12(7'12) - U13(713)

_IL U(_n - l)n(r(u - l)n)
oder kiirzer geschrieben als Doppelsumme

(1.100) U= ﬁ' Uij(rij) = > ZlUi,i(n'j)-

Jede Kombination 7,5 kommt dabei nur einmal vor. Dieses U ist nun eine
Funktion der 3» Variabeln %, y;, z;; %5, ..., 2,.

Differenzieren Sie dieses U partiell nach einer dieser 3 Varlabeln etwa nach
%;, so erhalten Sie genau die x-Komponente der Summe aller auf das Teilchen

Nr. 1 wirkenden inneren Krgfte Nimlich — Z—UI = (Ry9)e+ Reg)e+ -+ = (f10)z-
Entsprechend gibt z. B. — -— die z-Komponente der resultierenden, auf d’lS Teil-

02y
chen Nr. £ wirkenden inneren Kraft. Sie haben damit eine ungeheure Verallge-
meinerung gegeniiber unseren fritheren Betrachtungen zur potentiellen Energie.
Scheuen Sie nicht die Miihe, sich von der Richtigkeit dieser Behauptung durch
ausfithrliches Hinschreiben der Gleichungen (QU/0 ;) = --- selbst zu iiber-
zeugen. Sie sehen dann, da8 mit der in (1.100) erklirten Funktion U die Glei-
chungen (1.98) lauten
dx U o

(1.101) ) mi dt2 - ()AL | (OI)I

nebst zwei dhnlichen Gleichungen fiir die y- und z-Komponenten. \Wenn Sie
nun weiterhin beachten, dal3 bei der Bewegung unseres Systems alle 322 GréBen

%y, ..., 2, Funktionen der Zeit werden, so wird auch U eine Funktion der Zeit
mit der zeitlichen Ableitung

dU _ U dx, |, oU dy, 90U dz, , oU dz, , , JU dz,

dt  0x, dt ' 0y, at ' 0z dt ' 0x, dt T oz, dt

Multiplizieren wir somit in altgewohnter \Weise die der GI. (1.101) entsprechende
Vektorgleichung skalar mit v; = 1; und addieren alle so entstehenden Einzel-
gleichungen (Summation iiber ¢), so haben wir

d( Tom; o

i 1_2’1 5 Ui T - Uy - ))ZZ(UL&')-

(1.102)

4*
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Unser System besitzt also eine aus kinetischer Energie Z—vz und innerer
potentieller Energie U bestehende Lnergie

(1.103) E=>"
i=1

U (xy .- 20),s

deren zeitliche Anderung nach (1.102) gleich der Leistung der duBeren Krifte
ist. Insbesondere ist E bei Abwesenheit duBerer Krifte zeitlich konstant.

Wir haben so in recht allgemeiner, dafiir zunichst aber farbloser Art die
drei fundamentalen Sitze vom Schwerpunkt, vom Drehimpuls und der Energie
eines aus beliebigen Massenpunkten bestehenden Systems herausgearbeitet. Ihre
Fruchtbarkeit muB sich bei konkreten Anwendungen offenbaren. Insbesondere
wird sich im nidchsten Abschnitt zeigen, daB beim starren Korper diese Sitze
bereits zur vollstindigen Beschreibung der Bewegung ausreichen.

3. Der starre Korper.

Der starre Korper besteht zwar — im Sinne der vorhergehenden allgemeinen
Betrachtungen -— aus ungeheuer vielen Einzelteilchen. Die Bedingung der Starr-
heit besagt jedoch, daB diese Teilchen sich nicht gegeneinander bewegen. Da-
durch ist es moglich, die momentane Lage des Kérpers durch 6 Zahlenangaben
festzulegen. Zum Beispiel kann man die kartesischen Koordinaten eines Punktes
willkiirlich vorgeben; das sind drei Zahlen. Fiir irgendeinen zweiten Punkt des
Korpers bleibt dann noch als Lagemdglichkeit eine Kugelﬂéche um den ersten
Punkt. Auf dieser wird der zweite Punkt durch zwei Zahlen, eine geographlsche
Linge und Breite, festgelegt. Jetzt bleibt fiir einen dritten Punkt nur noch ein
Kreis um die Verbmdungsllme der beiden ersten iibrig. Sein Ort auf diesem
Kreis wird durch eine Zahlenangabe festgelegt. Damit liegt aber auch der ganze
Korper im Raume fest. Im vorigen Abschnitt haben wir fiir einen Punkthaufen
mit inneren Kriften gerade 6 Gleichungen gewonnen, in denen die inneren
Krifte nicht vorkommen, ndmlich diejenigen vom Schwerpunkt und vom Dreh-
impuls:

(1.104) '
E(;’ m;[t;, bi]) ZL‘[ll,O-z — 9.

Diese 6 Gleichungen miissen also ausreichen, um bei gegebenen dufleren Kriften §;
die Bewegung des ganzen Korpers zu beschreiben. Bevor wir auf diese Frage
eingehen, sollen vorweg einige einfache Fille behandelt werden.

a) Die Drehung um eine feste Achse. Der Korper sei so gelagert, daB er sich
nur um eine Achse (die z-Achse) drehen kann. w sei seine Winkelgeschwindigkeit.
Wir fragen nach seinem Drehimpuls

(1.105) J = 2 mi[r;, 0]
1

und seiner kinetischen Energie

(1.106) L =2 1mvi.
7

Wir berechnen zuerst die z-Komponente von §, also
(1.107) e = 2 mi(%iviy — Yivia).
T

Bedeutet 7; = }'4? + 92 den Abstand von der Drehachse, so ist der Betrag
der Geschwindigkeiten v; = w7;, also wird die kinetische Energie, da ja
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fir alle Punkte wegen der Starrheit des Korpers den gleichen Wert hat,
(1.108) L= }a? X m(x}+y3).

In J; brauchen wir noch die Komponenten von v;, nimlich vy = x; 0; v;, = — ¥; w,

wie wir sie aus Fig. 34 entnehmen, einzusetzen (zur Kontrolle: es muB sein
vgy + v2, = 7% ® und auBerdem b; senkrecht auf t;). Damit erhalten wir
v

(1.109) S =0 Zmi(a2 + ¥3).
?

Die hier auftretende Summe {iber Masse mal Abstandsquadrat nennt man das
Trigheitsmoment ©. In unserem Fall &,, weil die Drehung um die z-Achse er-

folgt. Solange nur von dieser einen Achse die
Rede ist, kénnen wir den Index z auch weg-
lassen und haben dann

(1.110) §; = w® und L = }w?6.

Es ist oft bequem, das Trigheitsmoment durch
einen Trdgheitsradius R zu kennzeichnen, in
dem man mit M = > m; setzt

B

(1.111) 2 mi(x + y3) = M R2.

Berechnen Stze R fiir eine flache Kreisscheibe
von der Dicke d und vom Radius 4 bei Drehung
um die Symmetrieachse sowie fiir Drehung um
einen Scheibendurchmesser, auBerdem fiir eine
massive Kugel.

Zum Beispiel fiir die Kreisscheibe (Fig. 35):
Mit der Dichte p befindet sich im Abstand
zwischen 7 und » + d» die Masse ¢-d - 2zrdr.
Das ist mit #2 zu multiplizieren und von Null
bis a zu integrieren. Andererseits ist M = pdn a®.
Daraus folgt fiir den Trigheitsradius

Rgreisscheibe = ”'% .
Fiir die Kugel erleichtert man sich die Be-
rechnung durch die Bemerkung, daB fiir die

2)
A
s N
/7 \r;dp
s | N
4 \
yd W
Y0z
/ p-wdl |
7/ Ty
/ 4
Z l
I

Fig. 34. Dle Anderungen der Koordinaten
i, yi des ¢-ten Massenpunktes bei einer
Drehungumden klcinen Winkeldg=w 4 L.

¥4

pd-l

Fig. 35. Zur Berechnung des Trigheits-
moments einer Krelsscheibe.

Drehung um die x- und y-Achse der gleiche Trdgheitsradius herauskommen
muB. Addiert man alle drei Trigheitsmomente, so resultiert

3MR2 =23 m(x; + ¥ + 7).

Bei der Kugel wird die rechte Seite gleich

47 s

a
2 a’
2-fg4nr2drr~:8:-rg—5—:2-3- 3 ga3?.
0

Also Riuge = |/ 2 a.

Der sogenannte Steimersche Saiz ist fiir manche Anwendungen niitzlich.
LEr gibt an, wie sich das Trigheitsmoment bei einer Parallelverschiebung der
Drehachse dndert. In Fig. 36 sei in einer Projektion auf die x-y-Ebene S der
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Schwerpunkt des Korpers und 4 mit den Koordinaten x und y der DurchstoB3-
punkt der Drehachse. S sei im Ursprung des Koordinatensystems. yDer Abstand

des Punktes x;9; von A4 ist also }(x; — %)% + (3; — ¥)2 Das Trigheitsmoment @ 4
bei Drchung um A ist also

th — X% 4 (v — ¥)?
_Z'm x4+ yi) (a2 4yt 2”%—212”11% — 23}214%%

Y

5

P A A | IR R T W N B O W A A B G

LI S B B B

i
L
z L
I [ <J_-|”r
B ”3D> Iz
x
Z
Fig. 36. Zum Steinerschen Satz. S ist der Schwerpunkt, 4 mit den . Fig. 37. Die Atwoodsche
Koordinaten z, ¥ der DurchstoB8punkt der Drehachse. Fallmaschine. ’

Da S der Schwerpunkt sein soll, so sind die Summen Zm, x; = O0und th v =0,
es bleibt also mit Zml = M:

(1.112) O, = Os + Maz.

Wo @y das Tragheitsmoment bei Drehung um den Schwerpunkt bedeutet und
d den Abstand der Drehachse A vom Schwerpunkt. Das ist der Steinersche
Satz. Wir betrachten einige spezielle Fille:

Die Atwoodsche Fallmaschine (Fig.37) diente frither hdufig zur Demonstra-
tion der Fallgesetze. Sie besteht aus zwei Massen M, und M, (es sei M, > M,),
welche an den beiden Enden eines Fadens hingen. Der Faden lduft iiber eine Rolle
(Metallscheibe vom Radius a). Gefragt ist z. B. nach der Beschleunigung, welche
M, erfahrt. Das ganze System hat nur einen Freiheitsgrad. Daher ist der Energie-
satz zur Beschreibung bereits ausreichend. Zahlen wir die x-Koordinate senk-
recht nach unten, so ist die potentielle Energie — M,gx, — M,gx,, das Gewicht
des Fadens ist vernachldssigt. Die kinetische Energie besteht aus den Trans-
lationsenergien der Massen und der Rotationsenergie der Scheibe. Es muB} also

E= —Mgx, — Mygx,+ 3+ M, %3+ L My4} + 1O w?
zeitlich konstant sein, d. h.
ar . oL
TI; = —M,gx, — Mygi, + M %, %, -+ M,%,%, + Owew = 0.
Wegen der Verbindung zwischen M, und M, ist aber %, = — %, und aw = 4,.
Damit hebt sich #, heraus, es bleibt fiir die Beschleunigung #, = v der Masse M,

o M, — M,
=& M, L M, L Gja®"
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Mit M, fir die Masse der Scheibe und ihren Trigheitsradius R = a,"]':Z also
auch v =g- M, — M,

M, + M, + 3 0M,"
nigung g um das Verhaltnis der Massendifferenz M, — M, zur ganzen Massen-
trigheit M, + M, -+ } M, verkleinert.

Es ist lehrreich, die gleiche Maschine mit dem Satz vom Drehimpuls zu
behandeln. Dazu brauchen wir noch die Zugspannungen Z, und Z, der beiden
Fadenenden. Dann ist a(Z, — Z,) das auf die
Scheibe ausgelibte Drehmoment, also

Ow = alZ, — 7).

Dazu treten jetzt die Bewegungsgleichungen der
beiden Massen

Gegeniiber dem freien Fall wird also die Beschleu-

Ressina
M,%, = M,g — Z,.
(Es wiare falsch, einfach Z, = M,g zu setzen!) . _ _ i
Berechnen Sie selbst daraus o durch Elimina- & %% D'ioﬁ;',fdéle{{lé‘:}fde" fibene
tion von Z; und Z,.
b) Die rollende Kugel auf der schiefen Ebene (Iig.38). Nach dem Energie-
satz bilden wir die Summe aus potentieller und kinetischer Energie

1
I
Mz, =M,¢g— 27, i
i
1

. M .,
—Mgs-smoc—}—Ts‘—}—%wz:E.

Wenn die Kugel rollt, so ist w = s/a. Aus dE/dt{ = 0 erhalten Sie

2

O=MR=:Ma

§ = gsina
oder wegen

(1.113) § =gsina 1 i T =

o

5
7

g -sina.

Auch hier kann man statt dessen mit dem Satz vom Drehimpuls arbeiten,
wenn.man das Rollen beschreibt als eine Drehung um den momentanen Beriih-
rungspunkt 4 der Kugel auf der schiefen Ebene. Man hat dann

G40 = Mgasina,

denn asina ist der Hebelarm der in S konzentriert gedachten Schwerkraft in
bezug auf die Drehachse 4. Mit @ = s/a und dem Steinerschen Satz fir @,
haben Sie wieder den obigen Ausdruck fir .

¢) Das physikalisehe Pendel (Fig. 39) 1aBt sich sofort durch '4\\
den Drehimpulssatz erledigen: Sei « der Auslenkungswinkel, \ O\
so ist w = &. Mit dem Abstand s des Schwerpunktes S vom R4
Aufhingepunkt A ist das Drehmoment der Schwerkraft in .
bezug auf A4 gleich Mgssin«, also wird \/‘

O, 6 = — Mgssina.

Fir a < 1 karn man sina durch « ersetzen und erhilt Fie 59 Dhyeikli-

_—M sches Pendel.
(1.114) a(f) = C - sin V aLh £ dankepunkts
Nach Steiner ist @4 = Og + Ms2. Mit dem durch &4 = M R} erklirten Trig-
heitsradius Rgs des auf S bezogenen Trigheitsmomentes folgt

A

. S
(11148) a(t) = C -sin l/ﬁ t.
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Fiir den Fall, daB die ganze Masse in der Nihe von S konzentriert ist, wird R, < s
und s wird einfach gleich der Fadenlinge / eines Fadenpendels mit punktférmiger
Masse. Man nennt allgemein die GréBe

2 2
(1.115) BAts

auch die reduzierte Pendellinge. Mit ihr hat die Schwingungsdauer T den Wert

T=2x l/—é— . I hingt in hochst charakteristischer Weise von s ab (Fig. 40), wie

, man am besten aus der Schreibweise
2
l=s+4 Rs

7 (l1.115a)

N

]
|
|
| /
l
|

4

e I
VA
/ |
)

|

Iig. 40. Zum physikalischen Pendel. Abhingigkeit
der reduzierten Pendellinge ! vom Abstand g§ des
Aufhiangepunktes vom Schwerpunkt.

Fig. 41. Das Reifenpendel. Die reduzierte Pendel-
"lange ist gleich der in der Ruhelage vertikalen
Sehne 4 B.

erkennt. / hat ein Minimum fiir s = Rg. An dieser Stelle der Kurve ist / und da-
mit auch T besonders unempfindlich gegen kleine Anderungen von s.

d) Das Reifenpendel (Fig.41) stellt eine einfache Anwendung dieser Ergeb-
nisse dar. Das Reifenpendel ist ein in beliebiger Weise mit Masse belegter Kreisring
(Radius b), welcher um einen Punkt 4 des Kreises als Aufhingepunkt Pendel-
schwingungen ausfithrt. In der Ruhelage befindet sich der Schwerpunkt S ge-

A A A
fm, mny
\"y my

my m;

Fig. 42. Das symmeltrische Reifenpendel. Alle haben die gleiche Schwingungsdauer.

rade unterhalb 4. Es gilt nun der Satz, daB die in dieser Lage gemessene verii-
kale Sehne A B des Kreises gleich der reduzierten Pendellinge ist. Zum Beweis

R 1 g2
s

bilden wir I = . s ist die Strecke 4 S. Ferner kennen wir das Trigheits-

moment um das Zentrum C des Ringes; es ist einfach &@¢ = M b2. Nach Steiner
ist ferner @5 = O¢ — ¢2M, also R% = b% — ¢ oder Rs = (b — ¢) (b + ¢). Damit
wird s(I —s) = (b — ¢)(b+ ¢). Nach dem Sehnensatz, angewandt auf die
beiden sich in S schneidenden Sehnen, folgt daraus, daB [ — s gleich der
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Strecke S B ist. Das wollten wir aber gerade beweisen. Fiir symmetrisch zu A4
gelegene gleiche Massen 1 und 2 folgt daraus die gleiche reduzierte Pendellinge
I = 2b fir die drei in Fig. 42 angedeuteten Lagen dieser Massen.

e) Drehgeschwindigkeit und Drehimpuls bei allgemeiner Bewegung des
starren Korpers. Gegeniiber dem Fall der fest gegebenen Drehachse wird die all-
gemeine Bewegung des starren Koérpers von der Tatsache beherrscht, dafB die
Drehachse,und der Drehimpuls nur in Ausnahmefillen die gleiche Richtung haben.
Der Vektor w mit den Komponenten w,,w,,w, der Drehgeschwindigkeit hat
die Richtung der Drehachse (Fig.43). Sein Betrag ist gleich der Winkelgeschwin-
digkeit, mit welcher die Drehung um diese Achse erfolgt. Fiir die Geschwindig-
keit v; eines am Ort 1; befindlichen Massenpunktes folgt aus dieser Erklirung

(1.116) v = [, 13).
Hat z. B. o die z-Richtung, also v = {0, 0, w;}, so wird .
danach #; = — w;y;; 75 = w,%;. Zur Berechnung des Dreh- é‘ L

impulses haben wir den Vektor ‘
(1.117) (t;, 0] = [1;, [0, 1;]] = wi? — r;(w, 1;) %

zu bilden. Es ist hier bequemer, zur gemeinen Koordi-
natenschreibweise iiberzugehen, also etwa

0

(1.117a) [r;, 0} = wg (5 + 2§ +Zi2) — % (w0 %+ @y ¥; + 0, 2;)

oder
(1.117b) [r;, 0], = @, (v + %) — w, %y — w, %%

zu setzen. Ferner brauchen wir fiir die kinetische Energie
Fig. 43. Die Verkniipfung
D:f _ [m' TJZ — szf’g . (m, 1.1.)2, vi=[14) zwischen Dreh-

also geschwindigkeit v und
_ P Translationsgeschwin-
b% = wi (yf + Zf) -+ a)fl (Z? -+ xf) —+ wz2 (xf =+ y;'?) — digkeit des Massenpunk-

(1.118) tes mi.

— 2w Wy XY — 20, ;Y32 —2 Wp W %325

Mit diesen Ausdriicken haben wir den Drehimpuls § = >’ m;[t;, v;] und die kine-
tische Energie L = %Zmi b} zu bilden. Zur iibersichtlichen Schreibweise fiithren

wir die Abkiirzungen1 ein :
12 7= —mexiy,-,
(1.119) O,y = 2 m; (2 + i) 13> — ; M XiZis
Oy = mi (i +35) O3 = _Zi"miyizi'
Ferner schreiben wir {w,, w,, ws} und {I;, I,, I3} an Stelle von {w,, w,, w,}

und {I,, I,, I;}. Dann erhalten wir fiir die Komponenten I; des Drehimpulses
und fiir die kinetische Energie in ihrer Abhadngigkeit von der Drehgeschwindigkeit

(1.120) . Ij _—_Zijwk und L = %Z@ikwiwk.
k i,k

Wir diskutieren zunichst den Ausdruck fiir L in emnem Raum der w,. Ein Vek-
tor w in diesem Raum stellt nach Richtung und GréBe eine Drehgeschwindig-
keit dar. Wir fragen nach der Gesamtheit derjenigen w-Vektoren, welche eine
fest vorgegebene Energie L, liefern. Die Endpunkte aller dieser Vektoren liegen
auf dem sogenannten Trigheitsellipsoid. Ly = %Z;Qikwi w; . Hauptachsen dieses
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Ellipsoids sind dadurch gekennzeichnet, daf cie Tangentialebcne am Endpunkt
der Hauptachse auf dem zugehorigen Vektor i senkrecht stcht. An irgendeiner
Stelle des Ellipsoids ist die Richtung der Flichennormalen gegeben durch
- 0 ;T \ ) !
(1.121)  ny:nging = 0Ly 9Ly 9Ly _ (Z om W) : (Z’ 6, cz)L.) ‘ > Oy c:)k) )
I / I

dw, " dowy " dwy oy

/ A

Damit diese Richtung mit derjenigen von 1 zusammenfalle, mul} also mit einer
Proportionalititskonstanten @ gelten

(1.122) D 0w =0 w,, i=1,2,3.
/.-

Das sind drei lineare homogene Gleichungen fiir die drei Komponenten w, von 1.
Sie haben nur dann cine Losung, wenn die zugehérige Sdkulargleichung

011 -0 012 013
(1.123) 0,, O, — O O, =0
@31 032 033 — 0

erfiillt ist. Die drei Lésungen @, @, @y dieser Gleichung dritten Grades heilen
die Haupttrigheitsmomente des Koérpers. Zu ihnen gehéren drei Drehvektoren
Wy, Wy, Wyrr. Sie bilden die gesuchten Hauptachsen des Trégheitsellipsoids.

Diese Drehachsen sind zugleich dadurch ausgezeichnet, da8 bei ihnen der
Drehimpuls § in die Richtung der Drehachse fillt. Denn nach der obigen Glei-
chung fiir die Flichennormale gilt ja auch stets

(1.124) n,:112:n3£I1:I2113.

Damit haben wir aber eine Vorschrift zur Konstruktion der Richtung von §
bei gegebenem . Zeichnet man (rig. 44) im Endpunkt von w die Tangential-
ebene an das Trigheitsellipsoid, so gibt das vom Ursprung auf diese Ebene
gefillte Lot die zu v gehoérige Rich-
tung von J. Diese Konstruktion
ermoglicht einen ersten Einblick
» in die kriftefreile Bewegung eines
" Kreisels. Beim Fehlen duBerer Krifte

%, sind nach unseren Grundgleichun-

Z_ gen J und L zeitlich konstant. Mit
3 und L ist auch die Projektion
von m auf § gegeben, da ja stets

TIYig. 44. Drehgeschwindigkeit und Drehimpuls beim (m' ’S) =2L 1st. Der Endpunkt von
starren Kérper. 1 mulB also stets auf der zu ,\C}
senkrechten ,,invariablen Ebene‘
bleiben, auf welcher er zu Anfang war. Das mit dem Koérper fest verbundene
Tragheitsellipsoid muB diese Ebene. berithren. Der Beriihrungspunkt gibt die
momentane Drehgeschwindigkeit. Die weitere Bewegung spielt sich so ab, daB
die Richtung von 1 sich sowohl in bezug auf  wie auch in bezug auf den Kérper
dauernd dndert, und zwar derart, da immer andere Punkte des Ellipsoids
mit der invariablen Ebene in Berithrung kommen. Von einer weiteren Ver-
folgung dieser in die Kreiseltheorie hineinfithrenden Uberlegungen wollen wir
hier absehen.

Zum Schiull noch ein einfaches Beispiel der Drehbewegung eines starren
Koérpers. Wenn eine Drehgeschwindigkeit v konstant bleiben soll, so ist das im
allgemeinen mit einer Anderung von & verbunden. Dazu ist aber ein #ufBeres
Drehmoment T = d$/d¢ notig. Wir erldutern dies am Beispiel eines schiefen

Richtung vonQ
90%
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Schwungrades (Fig. 45), welches sich in seinem Lager mit der Drehgeschwindig-
keit w, = w um die z-Achse dreht. Die ,,Schiefe’* des Rades soll darin bestehen,
daB sich an zwei gegeniiberliegenden Stellen eines Scheibendurchmessers je
eine Stérmasse # befindet, und zwar an einem Ende % cm iiber der Scheiben-
mitte, am anderen unterhalb derselben. Die beiden Zusatzmassen haben somit
die beiden Koordinaten

X, = a cos wt, Yy, = asin wt,

X, = - aCOS wi, Vo = — asin wt,
2z, =",
29 = — h.

Bedeutet @, das Trigheitsmoment der Scheibe
selbst um die z-Achse, so haben wir fiir die
Komponenten des Drehimpulses (w, = w, = 0):

In=—w,DXmizix;=—w-2ma-hcosol,

11/ = - wzzmizi Yi= —w- 2ma-h sin wt! Fig. 45. Das schiefe Schwungrad mit
9 b} < . den beiden Zusatzmassen m .

I, = Oy + 0 mi(x + 37) = 0(Op + 2ma?).

"Um also w konstant zu halten, miissen von seiten des Lagers als Drehmoment
aufgenommen werden:

dl, . .
Mzz-dt = w?2mahsinwl,
1, 5
M, = ddtj = —w2mahcoswt,
M.=0.

Mit diesem Moment ,riitteln’’ die unsymmetrisch angebrachten Massen m am
Lager. Der Betrag dieses Momentes, nimlich 2 w®mak, 1aBt sich auch so inter-
pretieren: Auf eine der Massen m wirkt die Zentrifugalkraft w?ma. Diese bildet
zusammen mit der auf die andere Masse wirkenden gleichen Zentrifugalkraft
ein Kriftepaar mit dem Abstand 24, also dem Drehmoment 2/ - w?ma.

II. Schwingungen und Wellen.

A. Lineare Schwingungen einer Kette.

1. Die Problemstellung.

Von den ungeheuer vielen Beispielen, welche die Physik fiir Schwingungen
bietet, wollen wir ein ganz spezielles herausgreifen, nidmlich eine Kette von
n gleichen Massenpunkten, von denen jeder mit dem nachsten durch eine masse-
lose elastische Feder verbunden ist.

Wir interessieren uns fir die Lingsschwingungen, welche dieses Gebilde
ausfithren kann. Fiir kleine #, etwa # = 2 oder 3, kann man sich dabei die Schwin-
gungen der Atome eines zwei- oder dreiatomigen Molekiils vorstellen. Fiir un-
geheuer groBe # andererseits (und entsprechend kleine Abstinde a) erhalten wir
ein schematisches Modell fiir einen Stab, der elastische Liangsschwingungen aus-
fiihren kann. In mathematischer Hinsicht fiihrt unsere Fragestellung auf die
Begriffe der Eigenwerte und Eigenvektoren und einige damit zusammenhangende
algebraische Fragestellungen.
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Zur Kennzeichnung unseres Modells (Fig. 46) bezeichnen wir mit a die Linge
der ungespannten Feder, mit x die ,,Federkonstante’’, d. h.: Zu einer Verlingerung
einer einzelnen Feder um die Strecke b ist die Kraft bx erforderlich. Ferner sei
%y die Koordinate des »-ten Massenpunktes. In derjenigen Lage, in welcher alle
Federn spannungsfrei sind, ist x, = » - a. Die Verschiebung x, — v - a, von der
Gleichgewichtslage nennen wir ¢, = %, — » - a. Dann ist die Linge der Feder

zwischen 1 und 2 gleich x, — x,, thre Verlingerung ¢, — ¢,,
zwischen 2 und 3 gleich x; — x,, ihre Verlingerung q; — ¢,

usw. Damit erhalten wir als Kraft auf den v»-ten Massenpunkt

#(@vt: — qv) — 2@y — @v—1) = #(—2¢» + Gr+1 + gr—1).

Denn wenn z. B. alle Federn gedehnt sind, so wird der Punkt » mit der Kraft
#(gv+1 — ¢») nach rechts hin gezogen, mit x (¢, — ¢,—1) dagegen nach links. Nur

N Fig. 46. Die lineare Kette.
Oben: Die Ruhelage bei entspannten Federn.
Unten: Eine andere Lage.
Die Masse Nr.2 ist um ¢, aus ihrer bel 2a befindlichen Ruhe-
lage verschoben.

die Punkte Nr. 1 und # erfahren nicht zwei Krifte, sondern eine Kraft. Damit
lauten unsere Bewegungsgleichungen:

mg, = x(— ¢, + ¢5)

MGy = #(g; — 29, + g)

m, = %(qv—1 — 29y + gv41)

MG, = x(q'n—l - qn) .

Gesucht sind natiirlich die # Zeitfunktionen g, (¢) . . . g, (£}. Dabei miissen, wenn
die Losung vollstindig ist, 2# Integrationskonstanten auftreten, da wir z. B.
fir £ = 0 noch die Orte ¢, (0) und die Geschwindigkeiten ¢, (0) willkiirlich vor-
geben konnen.

2. Die Fille n = 2 und Fille n = 3.

-Wir beginnen mit den einfachsten Fallen, zunichst mit # gleich 2. Die beiden
(:le’chungen .
(22) mql - Z(_ ql + QZ)’

mgy = x(q; — qa)
ergeben nach Addition und Subtraktion die beiden anderen Gleichungen
m(d; + §p) = 0,

(2.3) o
ooy — @) = (0 — 9,
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die uns beide gut bekannt sind. Die erste gibt die kriftefreie Bewegung der ganzen
Kette: g+ g, = At + B,

Die zweite dagegen eine harmonische Schwingung des Abstandes:
o 23

91— ¢o=Ccoswt + Dsinwt, w?="—.

Die vier Konstanten A BC D geniigen gerade zur Erfiillung der Anfangsbedingung.
Man kann z. B. zur Zeit ¢t = 0 dem Atom 1 einen Schlag versetzen, so dal es
mit der Geschwindigkeit v, aus seiner Ruhelage startet. Dann haben wir als

Anfangsbedingungen fiir { = 0: y
/Y

=0 ¢=0,
Gy =1, ¢.=0. wx

)
la+ oW

Nach unseren Gleichungen ist
allgemein

G+ 4. =4,
gy — g = o (— Csinwt 4+
+ D cos wt).
Die speziellen Anfangsbedin-
gungen verlangen also E3 7x ix il
B = O, A= Yo, Fig. 47. Dle Weg-Zeit-Kurven von zwel elastisch verbundenen

Massenpunkten fiir den Fall eines StoBes auf 1 zur Zeit {=0.

C =0, wD = v,.
Fiir x,(f) und x,(¢) bekommt man daher

7 1 .
2, (f) =%(t +75mwz) 1 a,

Daraus ergibt sich fiir x,(¢) die in Fig. 47 skizzierte Kurve. Wir erhalten eine
typische Uberlagerung von Oszillation und Translation. Beachten Sie, daB der
Schwerpunkt sich mit der konstanten Geschwindigkeit 3v, bewegt, und daB
nach der Zeit sr/w das erste Teilchen ruht, das zweite dagegen die Geschwindig-
keit v, hat usw.

Der Fall » = 3 liBt sich auch noch einfach erledigen. Wir haben die drei

Gleichungen m
7 h =0+t

(2.4) %qz =q¢, — 2¢, + ¢35,
m
= 3= 92— s

Wir lassen uns leiten von dem beim Ubergang von (2.2) nach (2.3) bewihrten Ver-
fahren, indem wir die drei Gleichungen (2.4) in solcher Weise zu kombinieren
suchen, daB jeweils nur eine Kombination von g¢,, ¢, und ¢, auftritt. Man errit
leicht die folgenden drei Gleichungen:

(‘71‘*"‘?2‘*“:3) =0,

(2.5) Gy —Ga) = — (@1 — 93)»

SERIERIE

Gy — 29, 4+ d3) = —3(q, —2¢, + ¢3)-
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Auler der ersten Glefchung, welche wieder eine reine Translation der ganzen
Kette gibt, haben wir zwei einfache Schwingungsgleichungen vom altbekannten
Typ. Auch hier kénnen wir mit 6 Konstanten sofort die allgemeinste Losung

hinschreiben: g+ g, g, = AL+ B,

(2.6) g, — g3 = Ccos w,t + D sinw,t,
g, — 29, + q3 = E cos wyt + F sin w,t.

Darin bedeuten 3

9 x

2=

&

» x
wy = —,
1 m

Der StoB auf den Punkt 1 der Kette erledigt sich wie oben bei n = 2.
Wir erhalten jetzt aus

und aus

‘]1(0):%]
QZ(O):OIA—CUID—(UZF:UO-
43(0) =0

Dic Bewegung von 1 folgt nun aus (2.6), indem man die erste Gleichung mit 2,
die zweite mit 3, die dritte mit 1 multipliziert und addiert und die Summe durch
6 dividiert: o .

g ) =2t 2 gne 1 sin z)

71 3( g, SNl g sinw, ).

Im Zeitmitte] ist ¢, = %t, wie es nach dem Schwerpunktsatz sein muBl. Da-

gegen ist zu Anfang der Bewegung (d. h. fiir w,f < 1 und w,¢ << 1) sinw, ¢ =~ w,t
alco g, = vy¢, wie es verlangt war.

»

3. Nochmals der Fall n = 3. (Allgemeine Behandlung.)

Der im Fall # = 3 noch leicht zu erratende Ubergang von (2.4) nach (2.5)
ist bei einer groBeren Teilchenzahl kaum mehr in dieser Weise durchzufiihren.
Zu emner allgemeinen Behandlung gibt unser Resultat (2.6) den folgenden
Fingerzeig: Wir kénnen nach derjenigen Bewegungsform fragen, in welcher

lediglich die Frequenz e, = |/ % auftritt, in welcher also nur die zweite Zeile
g q 1 -

von (2.6) von O verschieden ist. Das ist der Fall, wenn A = B=E=F =0

wird. Das bedeutet:
G+ ¢+9:=0,

¢ — 292+ g3 = 0.

Aus beiden Gleichungen folgt ¢, = 0 und ¢, = —¢,. Damit haben wir eine
mogliche Bewegung (mit einer willkiirlichen Konstanten p)

q, = pcoswt,
(2.7) g, =0,
g3 = — B coswt,

bei der 2 in Ruhe bleibt und 1 und 3 gegeneinander schwingen. Soll dagegen w,
allein auftreten, so mubB
G174+ g3 =0
und
gy — g3 =0
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sein, also ¢; = ¢, und ¢, = —2¢,. Wir haben damit eine mggliche Losung
(28) ql =43 = ﬁ Cos (02t,
. Qs = —2p cosw,t.

1 und 3 schwingen beide nach rechts, 2 mit der doppelten Amplitude nach links.

Wir wollen diese Art der Betrachtung unmittelbar an unserer urspriinglichen
Bewegungsgleichung (2.4) vorfithren, indem wir verlangen, daB alle Massen-
punkte mit der gleichen (vorerst unbekannten Frequenz) w schwingen sollen.
Mit den ebenfalls noch unbekannten Amplituden &, &,, & versuchen wir also

den Ansatz q,(t) = &, cos wt,

(2.9) g, (t) = &, cos wt,
g5 (¢) = &5 cos wt.

Setzen wir das in (2.4) ein und bezeichnen noch

9 olm
(.-1.10) % - 7)!
so erhalten wir das algebraische Gleichungssystem
E] — 52 = 77451:
(2.11)- - 51 + 2‘52 - 53 = 77521
— &+ & =7n¢
oder auch ’ G
(=& —&=0,
(2.12) " —&H T2 -n& - §G=0,

— &+ (1 —9n&=0.

Das sind drei lineare homogene Gleichungen fiir die drei Amplituden &,, &,, &,:
damit sind wir in das weite Gebiet der Algebra solcher Gleichungen hineingeraten,
mit dem wir uns bei dieser Gelegenheit ein klein wenig anfreunden wollen.
(2.12) hat natiirlich immer die Losung & = &, = &3 = 0, welche aber héchst
uninteressant ist. Eine andere Ldsung hat (2.12) im allgemeinen nicht. Das
sieht man geometrisch leicht ein. In einem Raum mit den Koordinaten &,, &,, &,
wird ja durch jede der drei Gleichungen (2.12) eine durch den Nullpunkt gehende
Ebene festgelegt. Zwei von diesen Ebenen haben eine Gerade gemeinsam, ndm-
lich ihre Schnittgerade. Damit nun alle drei Ebenen auBer dem Nullpunkt noch
einen weiteren Punkt gemeinsam haben, muBl also die dritte Ebene ebenfalls
die ganze Schnittgerade der ersten beiden Ebenen enthalten. Dann sind aber
alle Punkte dieser Geraden Lésungen von (2.12). Wenn man sich klarmacht,
daB a&, + bé, + c&; = 0 diejenige Ebene ist, welche mit dem Vektor (a, b, c)
senkrecht steht, so kann man die geschilderte Bedingung {iir die Lé&sbarkeit
von (2.11) auch so formulieren, da man sagt, die drei Vektoren

1-n -1,0; (=1, 2—» —1); (0, —1,1—17

miissen in einer Ebene liegen. Die Bedingung dafiir lautet aber, daB die Deter-

minante 1—y 1 0 |
(2.13) Dp=! —1 2-y —1{:0
| 0 -1 l—ni

verschwindet. (D ist ja nach S.162 gleich dem Volumen des von den drei
Vektoren aufgespannten Parallelepipeds.) Nur dann, wenn 7 dieser kubischen
Gleichung geniigt, hat (2.12) iberhaupt eine von 0 verschiedene L&sung. Man
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nennt (2.13) auch die Sikulargleichung unseres Schwingungssystems. Sie ist noch
leicht zu 16sen. Addiert man z. B. die Summe der zweiten und dritten Zeile zur
ersten, so steht in der ersten Zeile iiberall —#, also wird

1 1 1|
Dipy=(-n| -1 2-n —ly
0 -1 1—n9

Wenn man jetzt die erste Spalte von der zweiten und von der dritten Spalte
subtrahiert, so wird

1 0 0
D=(-n| -1 3-—19 01,
I 0 =1 1-—9
also D= — (3 —n) (1 — n). Damit haben wir die drei Loésungen unserer

Sdkulargleichung gefunden: n =0
1 »
Ny =1,
7}3 —_— 3.

Nur fir diese drei Werte von n 1aBt sich (2.12) I6sen. Wir beachten noch, daB
durch (2.12) die &,, &,, &; nur bis auf einen gemeinsamen Faktor festgelegt sind.
Uber diesen kann man so verfiigen, daB} & 4 £ 4 £% = 1 ist, daB also die &;
im Raum der &,, &,, &, einen Einheitsvektor bilden. Wenn wir von dieser Mog-
lichkeit Gebrauch machen, erhalten wir das im folgenden Schema angegebene
Resultat: Darin sind unter jedem erlaubten 7-Wert diejenigen Werte von &,, §,, &,
angegeben, welche (2.12) befriedigen.

n=20 n=1 n=3

¢ 1 1 1

1 } = py— —_—

: V3 V2 V6

(2.14) ) 5
3 — 0 - =
: V3 Y6

1
& V3 T 6

Wir koénnen unser Schema (2.14) jetzt auch so lesen: Wir wollen mit den Buch-
staben v die Nummer unseres Massenpunktes kennzeichnen. Damit veranschau-
lichen wir uns die Verriickungen &, (v =1, 2, 3) als die Komponenten eines
Vektors im # = 3-dimensionalen Raum. Mit s kennzeichnen wir die einzelne,
zu einem bestimmten 7 = 7, gehdrige Eigenschwingung. [Nach (2.10) ist ja

Wy = V"' ' %J . Dann sind durch das Schema (2.14) drei Einheitsvektoren e®) fest-

gelegt, mrint den Komponenten
el) = (% , y_lﬁ’ 71‘3_) = (e, €, €D,
(2.15) W= 0~ =, 4, ),
e® — (% - %{;) = (D 4D ).
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Es ist hochst bemerkenswert, daB diese drei Vektoren alle aufeinander senkrecht
stehen! Es ist tatsachlich! (e®, e®)) = §,,.. Durch die e® wird also ein Koordi-

natensystem aufgespannt in dem Sinne, daB ein beliebiger Vektor & mit den
Komponenten &, (v =1, 2, 3) auch durch seine Komponenten ¢, nach diesen
Einheitsvektoren geschrieben werden kann:

- 3 -
2.16) . £=ce®, ¢ —=C(& co).
s=1

Nennen wir ¢ die »-te Komponente des s-ten Einheitsvektors e®, so lautet

diese Zerlegung auch 3
£y =2 cel), o= &l
s=1 v

Man nennt die Zahlen #, die Eigenwerte und die Vektoren ¢® die Eigenvektoren
des Gleichungssystems (2.12).

Hinsichtlich der speziellen mit (2.4) begonnenen Fragestellung haben wir
natiirlich — abgesehen von einer héchst gelehrten Ausdrucksweise — nichts
Neues erhalten.

Gehen wir ndmlich zu unserem Ansatz (2.9) zuriick, so besagt unser Resultat,

daB (2.9) dann eine Losung von (2.4) ist, wenn darin fiir w eines der w, = V N - 1%

und gleichzeitig fiir &, &,, &5 nach Tabelle (2.14) die zugehorigen Komponenten
e, e, e des Einheitsvektors e® eingesetzt werden. Dabei kann man die
ganze Losung noch mit einer beliebigen Konstanten 4, multiplizieren und iiber-
dies noch eine entsprechende Lésung mit sin w? und einem Faktor B, hinzufiigen.
Um die allgemeine Losung von (2.4) zu bekommen, hat man diese fiir die ver-
schiedenen w,; gewonnenen Partiallésungen zu addieren. Damit hat man schlieB-
lich als allgemeinste Losung in Vektorform

3 .
(2.17) q(t) = D e® (A; cosws t + Bg sinw, t)
§=1
oder skalar ausgeschrieben
3
(2.17a) g (t) = D el® (As cosws t 4 By sinw, t)
s=1

mit 6 willkiirlichen Konstanten A4,, A4,, A3 und B,, B,, B,. Die Gl. (2.17a)
sind natiirlich bis auf die Bezeichnung der Konstanten identisch mit den friiher
gewonnenen Gl. (2.6). Um genau die Form (2.6) zu erhalten, miiBte man (2.17)
skalar mit einem der Einheitsvektoren, etwa e®? multiplizieren. Dann wird

3
24y ()elf) = Ay cosmgt -~ Bysinwgt, (sf=1,2,3..))
va=1

wo fiir die &* die Zahlen aus dem Schema (2.15) einzusetzen sind. Damit auch
der Fall s’ = 1 mit w, = O miterfafit ist, kénnte man statt der Konstanten B,
die andere Konstante C,./w, einfiihren. Dann geht

sinw ¢

Acoswt + C -

im Limes w—-0in A —C!

iiber. Man erhilt wieder die reine Translation.

1 Das in der Physik oft benutzte Symbol d,s bedeutet:

Oy =0 fur s==s’, &s=1 fir s =s.

1

Becker, Theoret. Physik.
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4. Eigenwerte und Eigenvektoren einer symmetrischen Matrix.

Bevor wir zu unserer Kette mit # Massenpunkten zuriickgehen, wollen wir
das soeben gegebene Rechenschema aus Freude am Formalismus viel weiter
verallgemeinern, als wir es im Augenblick physikalisch brauchen. Wir denken
uns n Massenpunkte, die zwar wieder alle auf der x-Geraden liegen sollen, die
aber alle verschiedene Massen haben koénnen und alle miteinander in Wechsel-
wirkung stehen konnen. Wir machen nur die eine Voraussetzung, daB3 die auf-
tretenden Krifte linear von den Verriickungen @, abhingen und daB das Ge-
setz von actio und reactio gilt. Dann lauten die »n-Bewegungsgleichungen

.. n
mi(Q); = —AZ A O,
~

1=1,2, ..., n,
A = Api.
Gk

Setzt man die Verriickungen Qy = 7—_— so lauten in den so ,,reduzierten‘ Ver-
My

riickungen unsere Gleichungen nach Division durch }m;

(2.18) I

T Vﬁimk

Indem wir noch A;; = Vm;ma;; setzen, erhalten wir fiir die gi
n
(2.18a) —Gi =D aipqr; v=12,...,n
i1

mit a;z= 4a;;. Die urspriingliche Aufgabe mit den verschiedenen Massen ist
damit mathematisch zuriickgefithrt auf System (2.18a), in welchem alle Massen
gleich 1 sind. Das Schema der #? Zahlen a;; nennt man eine Matrix e@. Im frither

behandelten Falle # = 3 war z. B. .
a,, dys ay +1 -1 0
J— “ i .) 3
A= dyy Uy 3 )=- -1 =2 —1
gy Ago Agq 0 —1 -1

Zur Losung von (2.18) fragen wir wieder nach synchronen Schwingungen aller
n Massenpunkte, also einer Lésung der Form g, = &, cos¥n - ¢ mit derselben
Frequenz | fiir alle ». Mit diesem Ansatz wird aus (2.18a):

n
(219) Z‘liﬁ'sﬁ': 7)5,'; 1= 1,2,...,11.
k=1

Die n linearen homogenen Gleichungen fiir die # Amplituden haben nur dann
cine von Null verschiedene Losung, wenn die Determinante

bay, — y aq .. adyg

i1
(2.20) ‘“?1 oy — 1) - - . (l-_:." 0
| |
wird., | @i R Y|
Die n Wurzeln dieser Sikulargleichung seien #,, #,, ..., 15,. Man nennt sie
die , Eigenwerte'* der Matrix @. Zu jedem Eigenwert 7, gehort eine Losung &
der Gl (2.19). Die Zahlen &8, &8 &9 bilden die n-Komponenten des
rum Eigenwert #, gehorigen Eigenvektors. Fiir diese Eigenvektoren gilt der
ganz fundamentale Satz: Zwe: zu verschiedemen Eigenwerten n, und v, gehirige
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Evgenvektoren stehen senkrecht aufeinander, d. h. cs gilt Z S8 L6 — 0. Der
Beweis ist hochst einfach. Aus

V (&) _. (s)
& TS =008
A.

ety __ =ls?
Zalk’l = MNgr 3 )

folgt, wenft man die erste Gleichung mit £, die zweite mit & multipliziert,
iiber alle 7 summiert und beide Glelchungen subtrahiert

und

n
/ (s ( g - R ’
(2.21) 2‘4 T Y‘g P a5 = (g, - ’/s')Z 30,
1 1=1
Wenn man in der ersten Summe links die Indices 7 und % vertauscht und von

der Symmetrie von a (a,k = ap;) Gebrauch macht, so sieht man, daB die linke

Seite Null ist. Also muB ZE"” £¥) = 0 sein, sobald », + #n,,. Das war aber ge-
rade die Behauptung. ¢!

Wenn die Eigenwerte #, ... 7, alle voneinander verschieden sind (was wir
zundchst annehmen wollen), so steht also jeder der » Eigenvektoren senkrecht
auf jedem andern. Da bei jedem Eigenvektor noch ein allen Komponenten ge-
meinsamer Zahlenfaktor beliebig wihlbar ist, so kénnen und wollen wir {ber

n
diesen so verfiigen, daB >’ (£#)2 = 1 wird fiir alle s. Die so ,,normierten’* Eigen-
v—=1
vektoren nennen wir ¢® mit den Komponenten e{®.

Formulieren wir diesen merkwiirdigen Tatbestand noch einmal, unter der
Benutzung des Wortes ,,Operator' an Stelle des Wortes Matrix. Das Wort Ope-
rator weist auf folgende Blickrichtung: Durch die Zahlen &, ... & ... &, ist ein

—

Punkt im #-dimensionalen Raum der §, festgelegt. Der Vektor £ ist der Fahr-
strahl, welcher den Ursprung mit diesem Punkt verbindet. Durch die Matrix e

- -
wird nun jedem derartigen Vektor § ein anderer Vektor & mit den Komponenten &,
zugeordnet durch die Vorschrift

) D N | . - 174
(2.22) > aipsy = &
—
Die Matrix a ,,operlert in dem Raum der &,, indem sie aus jedem Vektor &

einen anderen, nimlich den Vektor F’ macht. Man kann (2.22) auch in der sym-
bolischen Weise schreiben:
(2.228.) aé =&

(lies: Operator a angewandt auf den Vektor & macht daraus den Vektor 7).
Unsere GI. (2.19) gestattet dann die Schreibweise

-

(2.23) al =y

‘,”¢

Sie stellt die Aufgabe: Gegeben ist der Operator a. Gesucht ist ein Vektor &, wel-
cher bei Anwendung dieses Operators a seine Richtung beibehilt und lediglich seine
Linge (um den Faktor #) indert. Unser obiges Resultat besagt nun, daB es genau

n zueinander senkrechte Einheitsvektoren e® (s =1,2,..., n) gibt, fiir welche
L ]

(2.24) acl® = p,c®
ist. Oder in Komponenten-Schreibweise:
. ( )
(2.24a) Sage = e
3 5o
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(e{® ist die 7-te Komponente des s-ten Eigenvektors). Wenn also das durch den
Operator a gegebene Eigenwertproblem gel6st ist, so haben wir eine recht an-
schauliche Beschreibung davon, in welcher Weise der ganze Raum der §, durch
a verzerrt wird: Jede Strecke in Richtung e wird um den Faktor 7, gedehnt,
jede Strecke der Richtung e® dagegen um den Faktor 7, und so fort.

5. Die quadratische Form.

Zu einem noch anderen Aspekt des gleichen Tatbestandes fiihrt die Frage
nach der Gestalt der durch die Gleichung

(2.25) Z XiAip Xp = 1

i, k=1

im #n-dimensionalen Raum festgelegten Fliche. Fir # = 2 lautet (2.25) z. B.

2 . 2
Ay %1+ 2855 %y + g% = 1.
Fir n = 3 dagegen

2 ) 9 | < :
Ay %]+ Ay %3 + Ag3 X5 + 2(a19%, Xy + G153 %) Xy T dag¥gXy) = 1.

Wenn die zur Matrix a;; gehorigen Eigenwerte 7, und Eigenvektoren e®) ge-

funden sind, so kénnen wir den Vektor g darstellen durch seine Komponenten

nach den #n Eigenvektoren e®, also etwa ¢ = D'y,e® oder skalar ausgeschrieben
8

x, = D Vs 6. Dabei ist also y, die Komponente von g nach der Richtung e®.

8
Der Ubergang von den x; zu den y;, ist gleichbedeutend mit einer Drehung aus
der urspriinglichen Lage in die durch die Eigenvektoren gegebenen Richtungen.

Es gilt stets n n
25 = 2%
k=L §=1

Nunmehr wird nach (2.24a)

_ . {s) __
_f:aik Xy = g%% airer == Z% s 3§”-
. 8§ 3 8

Wenn wir, entsprechend der Vorschrift (2.25), diesen Ausdruck mit x; = 3y, el
<

multiplizieren und die Summation iiber ¢ ausfiihren, so ergibt sich wegen der
Orthogonalitit der e® stets Null, wenn s’ + s ist. Wegen der Normierung da-
gegen 1 fiir s’ =s; ( DeP? = 1). Die gemischten Produkte y;y; verschwinden
also und es bleibt ‘¢

n n
(2.26) _]Z'lxiaik Xp = Z;’). i = 1.
i, b= 8=

Man nennt die Richtungen e® auch die Hauptachsen der Matrix a;; und
die soeben durchgefiihrte Drehung des Koordinatensystems auch die Haupt-
achsentransformation. An (2.26) ist noch bemerkenswert: Wenn wir uns fiir die
Lage der Fliche (2.25) im Raum nicht interessieren, sondern nur fiir ihre Ge-
stalt, so ist diese durch die Eigenwerte 7, von a;; bereits vollig festgelegt! Zum
Beispiel liefert (2.26) fiir » = 3 und positive Eigenwerte 7,, 7,, 7, ein Ellipsoid
ESU R

a?  a a2 .

mit den Halbachsen a, = 1/}, a, = 1/Vn,, a3 = 1/V ;. Ist eines der 7, negativ,
so gibt es ein einschaliges Hyperboloid. Sind zwei davon negativ, so ist das Hyper-
boloid zweischalig. Bei drei negativen 7, gibt es keine reelle Fliche mehr.
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Wiederholen Sie selbst die Uberlegung fiir den Fall n = 2. Hier kann man die
Vektoren e® immer darstellen in der Form

e = {cosp, singp},
e = {— sing, cosp}.
Die quadratische Form (2.25) hat neben der soeben dargelegten Bedeutung noch

einen anderen, fiir unser mechanisches Problem (2.18) héchst bedeutsamen Sinn.
(Wir setzen fiir den- Augenblick die Massen = 1.) Dann ist

Flgy...q0) = éj%‘,-_lqmik%
gerade die potentielle Energie, welche zu den Verriickungen g¢, . .. g, gehért.
In der Tat ist z. B. OF 1

1
aq = g,;alkl]k -+ 7_;2‘11'“{1-

Wenn wir auch in der zweiten Summe den Index 7 durch & ersetzen, <o wird also
aF a1k + Ak

24, :%' D) 9k -

Wegen der vorausgesetzten Symmetrie von a;; ist das aber gleich 3'a;; gz, also
. P

gleich der ¢,-Komponente der in (2.18a) angegebenen Kraft. Die Gesamtenergie
des durch (2.18a) gekennzeichneten Systems von z-Massenpunkten ist also

n
=M@+ -G+ 3 D qiaig.
i k=1.
Gehen wir hier im-Raum der g; wieder zu dem durch die Eigenvektoren c¢® von
a;r gegebenen Koordinatensystem nach dem Schema

n

R (8)

Op = Z Ve tx
§=1

iiber, so lautet die Energie, ausgedriickt in den neuen Koordinaten y;:

Die Energie erscheint als einfache Summe-der Energien von » einzelnen Oszilla-
toren, von denen jeder fiir sich der Schwingungsgleichung

Ve == — 1 Vs
geniigt.
6. Die Eigenvektoren als orthogonale Matrix.

Hier sollen die zuletzt gewonnenen Ergebnisse noch einmal in anderer Schreib-
weise zum Ausdruck gebracht werden. Wir haben oben die symmetrische Matrix a;;;
als einen Operator im Raum der Vektoren ¢ mit den Komponenten x; gedeutet,
in dem Sinne, daB der Operator 4;; angewandt auf einen Vektor x; aus diesem
einen anderen Vektor, sagen wir X;, macht, nach der Vorschrift

n
(2.27) Zaik 2 = Xg.
k=1

Beziehen wir den Vektor r auf das von den Eigenvektoren e® aufgespannte
Koordinatensystem und nennen y, die Komponente von 1t nach der Richtung ¢®.
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setzen also ( - (s v~
ap =Py und Xp= Y,
& s’

<0 erhalten wir - (o 1
Zaikekg Yo o Zf'is Ve
ks s’

Nach Multiplikation mit ¢! und Summation iiber 7 bleibt rechter Hand wegen
(e, c6Y) = ;5 nur Y stehen, so daB

(2.27a) ST 0l Y,
8 1 i

wird. Zur Beschreibung dieses Tatbestandes fiihren wir neben der symmetrischen
Matrix :

Ay dp2 . - A1y
L4 . .
a-—|a.
Apt - - - « - - Quy
noch die orthogonale Matrix
' I C I
etV
e =
(1 ()
en’ - oo - et

ein. Sie entsteht einfach dadurch, da3 wir die Komponenten von e in die erste
Spalte schreiben, diejenige von e® in die zweite Spalte usw.. Dabei ist eine
orthogonale Matrix in folgender Weise definiert: Bezeichnet man mit at die zu
a adjungierte Matrix, d. h. diejenige, welche aus a durch Vertauschen von Zei-
len und Kolonnen hervorgeht, also (af);x = a;;, so nennen wir eine Matrix e
dann orthogonal, wenn die Produktmatrix e'e = 1 ist. In der Tat ist e'e

A S S AR O N7 S R A 1 0 0...0
e 62 . L2\ [l : 01 0...0
: : : =10 0 1 0
ef™ c el el elm. 0O 0 0. . I

wenn man dic Produktbildung nach den Regeln der Matrizenmultiplikation
(ab)ir = 2 aisbsr
$

ausfiibrt. Den Ubergang von (2.27) nach (2.27a) kénnen wir jetzt so beschreiben:
Der urspriinglich in (2.27) durch seine Wirkung auf die »; Komponenten eines
Vektors erklirte Operator a wirkt nach einer Drehung des Koordinatensystems
auf die in diesem Koordinatensystem gewonnenen Komponenten y; gemif3

Detaey v, = Y.
8§

Ist nun die orthogonale Matrix speziell aufgebaut aus den zu @ gehérigen Eigen-

vektoren, ist also

() __ A2)
121":'/.-% TN

’
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so hat die transformierte Matrix die Gestalt

m 0 0. . .0
0 1/2 O .00
e ae —= . .
0

Die Gleichung (2.27a) lautet jetzt
My = 3.

So sind wir zu einem héchst bedeutsamen Satz der reinen Algebra gelangt,
welcher besagt: Zu jeder symmetrischen Matrix @ 148t sich eine orthogonale
Matrix e angeben, so dal} die transformierte Matrix

etae

eine Diagonalmatrix ist. Deren Elemente heiBen die Eigenwerte von a. Dic
Spalten von e heiBen die Eigenvektoren von a.

In der Quantentheorie sind diesé¢ Begriffsbildungen von grundlegender Bedeutunyg. Aller-
dings sind die dort auftretenden Matrizen im allgemeinen komplex. Bei komplexen \latrwen
versteht man unter der adjungierten Matrix h' diejenige, die aus h durch Vertauschen von
Zeilen und Spalten sowie Ubergang rum konjugiert Komplexen hervorgeht. Das 1. ist also
definiert durch (Wf)ix = (hei)®

Man hat im wesentlichen zu tun mit hermitischen Matrizen h = h' (im Reellen svmmetrisch
genannt) und unitiren Matrizen utu =1 (im Reellen orthogonal genannt).

Viele Probleme der Quantentheorie bestehen darin, daB zu einem gegebenen hermitischen
Operator h ein unitiarer Operator u gesucht wird, von der Art, daB uthu diagonal ist.

Die vorstehenden Betrachtungen sollten nur eine erste Vorstellung von den Begriffen
,,Eigenwerte und Eigenvektoren’’ iibermitteln.

7. Die n-gliedrige Kette.

Wir kehren nach dieser Abschweifung zuriick zu unseren Gl. (2.1) und suchen
eine Eigenschwingung

Mit der Abkiirzung

gy = &y cos 't (r=1,2...n).
w2
77 == () —
7 ”

erhalten wir fiir die Amplituden &, die # linearen homogenen Gleichungen

& — & né
(2.28) - G2 f ik
— Ealy b= N

Die méglichen Eigenschwingungen # sind gegeben durch die Wurzeln der Sikular-
gleichung

-y -1 0 0 . 0
=1 2-5 -1 0 . 0
o -1 2—5 -1 0 o !

0 [ —1 2—y -1 0

Bis dahin liuft das allgemeine Schema automatisch. Damit ist es aber auch
am Ende, denn nun kommt alles darauf an, die Gleichung n-ten Grades (2.24)
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wirklich aufzul6sen, also die Nullstellen der Funktion D, (%) zu berechnen. Und
dafiir 148t sich kein allgemeines Rezept angeben. Es ist in jedem Einzelfall eine
Frage des Gliicks oder der Geschicklichkeit, wieweit einem das gelingt. Wenn
im Folgenden die Losung von (2.29) explizit vorgezeigt wird, so sei doch darauf
hingewiesen, daB dieser Losung keine besonders tiefe Bedeutung zukommt. Sie
ist nur als ein lehrreiches Beispiel fiir die allgemeinen Sitze der vorigen Para-
graphen zu werten.

Die Determinante D,(n) hat den Schénheitsfehler, daB in der Diagonalen
an den beiden Enden 1 — 5 an Stelle des sonst iiberall vorhandenen 2 — # steht.
Wir versuchen unser Gliick daher erst mit der etwas einfacheren Determinante
2y 1 0 0 . 0
-1 2-5 -1 0 . 0
0 -1 2-n -1 0 0

0 0 -1 2-5 -1 0
0 . . 0 -1 2—-n -1
0 . . 0 0 -1 2—n |

Entwickelt man nach den beiden Elementen der ersten Zeile, so hat man
(2.31) Hy(n) = (2 — ) Hu—1(n) — Hu—2(n).

Damit diese Rekursionsformel auch noch fiir » = 2 richtig bleibt, miissen wit
Hy(n) = 1 setzen. Wir miissen also (2.31) erginzen durch

(2.31a) Hy(n) =1, Hy(n)=2-n.
Schreiben wir (2.31) in der Form

Hn—] + Hn+1 = (2 - 7]) Hn,
so liegt es nahe, den Ansatz H, = ¢"f zu versuchen. Dann wird H,+; = e»+DF
usw. Unsere letzte Gleichung wird von » unabhingig und gibt

e + e F=2—p,

wofiir man auch )
n= = (P — e 2

schreiben kann. Offenbar ist der Ansatz e~ "# ebenso brauchbar. Wir haben also
die allgemeine Ldsung von. (2.31) '

H, = Cyenf 4 Cye=17,

wo nun die Konstanten C, und C, durch die beiden Anfangsbedingungen (2.31a)
bestimmt werden:

Hy=C, +(C,=1, >
Hy =Cief + Che=F = el ¢ 5,
Aus beiden Gleichungen folgt o5
1 e?’_ P
-8
Corm — —m
et’ e P

Damit ist die Berechnung von H, geleistet:

e(n+ npg _ e n1g

H,(n) = - -

el _ =8

(2.31b) e +e P =2-.n.
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Fiir reelle f ist # negativ, und Hp (7) hat iiberhaupt keine Nullstelle! Also wihlen
wir f rein imaginar: f§ = {«. Dann haben wir endgiiltig
sin(n + )

(2.31¢) H,(n) = e ; 2cosa =2 — 1.
Die Nullstellen von H,(n) liegen also bei a = =n nj—l mits =1,2,..., n.

(Beachten Sie, daB &« = 0 keine Nullstelle von H, ist.)
Zur Berechnung von D, (7) fithren wir noch die Determinante

i1-5 =1 0 0 . T

-1 2—3 —1 0 . T

0 -1 2—-n -1 0 1} :

!

— : \
Pn("?) = . . ;
i

0 0 -t 2-p —1 0 |

0 0 -1 2-p -1|

0 0 0 -1 2—p

ein, welche nur an einem Ende der Diagonalen 1 — n trigt. Setzt man hier
1 —-—5n=2—n—1 ein, so sieht man, daf

P, =H, — H,
sein muB. Ebenso schlieBt man, daB

Dy = P, — Pp_,
ist. Aus beiden letzten Gleichungen folgt

(sin(n + 1) « — 2smna + sin(n — 1)a).

Dn:Hn - 2Hn—1 +H -2 =

sin «

Mit der allgemeinen Formel

. . . x4+
1 = 2
SINX — smy = ZSIn 5 >

kann man den ersten und dritten Summanden zusammenfassen:

2.32 D, (n) = 25818 (osa — 1) — — 2sinna-tg
n sin @ €3
wobei o
n = 4. Sin27
ist. D, wird Null fiir
(2.33) a=a;=(s—Dx/m mt s=1,2, ..., n.
Die Nullstellen %, von D, (%) liegen also bei
(2.34) ns=(2sin%)z, s — 1.2 . n.
(Beachten Sie, daB s = # +— 1, also a = & keine Nullstelle von D, ist.) Nach
2
Voraussetzung ist 7, — —<—. Mithin werden die méglichen Eigenfrequenzen
g 7 ~ g
(2.342) W, = ]/%.zsin ('(i,;n”") s— 1.

Um also die Eigenfrequenzen w, der Kette zu erhalten, zeichne man iiber « als
Abszisse den Bogen 2sina von &« = 0 bis a = /2, teile die Abszisse in n gleiche
Teile und zeichne zu allen Teilpunkten 0,1,2,...,# — 1 die Parallelen zur
Ordinatenachse. Deren Linge bis zur Kurve gibt dann die zugehdérige Frequenz
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mit dem Faktor |/m;x, also - |/m/=. Diese Konstruktion ist in den Figuren
48a und 48b fiir die Fille » = 3 und » = 10 durchgefiihrt. Es ist stets w, = 0,
entsprechend einer reinen Translation der ganzen Kette. Die eigentlichen Schwin-
gungen beginnen erst mit s = 2. Damit ist das Schwingungsspektrum unserer
Kette vollstindig bekannt. .

Zur vélligen Erledigung des Problems méchte man nun natiirlich auch wissen,
wie denn die zu den einzelnen w, gehérenden Schwingungen wirklich aussehen.

‘”‘v'l/%ﬁ {”5'1/'?1 R T

l Salfsml Sai Sal $=5 5ub Sa7 S=8 59 $=10
5=) I S N I N O

als

L o o
4

b!

TVig. 48. Graphische Ermittlung der Eigenscliwlngungen der 3-gliedrigen (48a) und der 10-gliedrigen (451) Kette.

al

Nun, dazu haben wir durch Losen der Gl. (2.28) die Eigenvektoren e® zu den
7s zu berechnen. Auch das liBt sich gerade noch exakt durchfiihren. Wir gehen
-aus von einer der , mittleren Gleichungen von (2.28) vom Typus

‘Ev:—l + & = (2 — 77)5,,
v+ &= (€10 F+ e~ in) g,

Diese Gleichung wird offenbar befriedigt fiir &, = e/ ** wie auch durch &, = ¢— 7,
also auch durch die Linearkombination

Ev — Cle-g-iva -+ ng»riv:x

oder auch

mit zwei Konstanten C; und C,, die jetzt so bestimmt werden miissen, daBl auch
die ,,Rand‘‘gleichungen
&= (1 —n)&,

E L — (] —
erfiillt sind. Mit £t = (1 — )&,

ergibt die erste Gleichung =~ p=etaertt ol
C]e'_’ix + Czc—zia — (eit -+ e~ o 1) (C]ei« + C2e—ia)’

0=Cy+ C, — Cyéi™ — Coe—is,

also

welche durch i
C,=e¢ 2, Cp=e?

gelost werden. Damit hitten wir

(2.35) ,f_—.a'.(”_%)“-{feq(v“%)“:2cos(r— )a.

e
WSl

Damit auch die zweite Gleichung

Eno1 = (1 - "'))En
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-1
M

erfillt 1st, miilte iiberdies sein

E (¢i% 1 o in _ l)('e,-(n» Lyx o . ,-(,H.g,\-)

[

ei(n - g)f\ - e i(n —

oder

O: (57.(11'.3' E)‘ _i e_i(ll o ‘3)‘ — gi("*é)‘ —-i(ll‘%)‘

— €

Diese Gleichung ist nur richtig, wenn ¢i”* = ¢~ %= jst, d.h. wenn 2" = 1, wenn
also 2z« ein ganzzahliges vielfaches von 2z ist. Das ist aber nach (2.33) gerade
die Definition der Eigenwerte fiir a. Setzen wir in (2.35) also noch einen der
# Eigenwerte &, aus (2.33) ein, so erhalten wir fiir die Amplitude des »-ten Massen-
punktes unserer #-gliedrigen Kette bei der Erregung der s-ten Oberschwingung

(v—5(s—1) r=1,2,...,n,

9 E®) __ g 2/ 7
(2.36) S o n T s=1,2,....n.

Um im Sinne unserer vorhergehenden Betrachtung auch noch die Einheitsvek-

toren ¢® zu erhalten, hitte man’jedes & durch /()2 + ()% -- - (&9)*
zu teilen. Wir geben nur das Resultat der Rechnung an: Es wird
ﬂ"l) e ____1:
¥ o’
(2.36a)
) — 1y (s —
C(j’: ]/— C()g(__")')n(s Jf)~_‘[, S = 2,3, ... N

Damit das schon ziemlich raffinierte Resultat (2.36) nicht zu abstrakt bleibt, wollen
wir uns einige Schwingungsformeln wirklich ansehen, speziell die Grundschwin-
gung (s = 2) und die hochste Frequenz (s = #n).

Fiir die Grundschwingung liefert (2.36)

ff(f):fcos(r—%)% r=1,2 ... n.

Um also die einzelnen &P zu erhalten, zeichne man den cos-Bogen von 0 bis =,
teile die Abszisse in # gleiche Abschnitte und errichte in der Mitte eines jeden
Abschnittes das Lot. Die Fig. 49 gilt fiir.den Fall » = 6. Man sieht, daB die rechte
Hilfte aller Teilchen gegen die linke Hilfte schwingt, und zwar mit einer nach
auBen hin wachsenden Amplitude.

Fir die hochste Eigenschwingung (s = ») liefert (2.36)

v—pHm—1) _

ny _.
&M = cos m

Zur Diskussion multiplizieren wir aus:
1

Y—3

v—3 .
:) == — cos (or7) - sIin (7

") = sin(rr v — -
n

v—%_".

1
n) __ [
e cos(1 3

n
Der Faktor cosz v ist mit wachsenden ganzen Zahlen » abwechselnd +1 und --1.
Nach Fig. 50 erhalten wir (im Fall # = 10) £ aus dem nach oben und unten ge-
zeichneten sinus-Bogen, wenn wir die Abszisse wieder in » gleiche Teile teilen und
in der Mitte jedes Teiles die Vertikale zeichnen, und zwar fiir » = 1, 3, 5 nach oben,
fiir » = 2, 4, 6 nach unten. Jedes Teilchen schwingt gegen seine beiden Nachbarn,
jedoch nimmt die Amplitude (fiir groBe #) zum Rand hin auf Null ab. Zum Schlu8
iiberzeugen wir uns noch davon, dall wir mit den in (2.34a) und (2.36a) gegebenen
Zahlenwerten von w; und ¢ die Bewegung unserer Kette bei beliebigen Anfangs-
bedingungen vollstindig beherrschen. Wir haben die allgemeine Loésung mit
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2n Integrationskonstanten 4, und B;

gv () = 3 &2 {As cos wst + By sin wyt}
5
und daraus

n
D g, (t)e) = As cos wst + By sin wgt
yv=1
sowie - _
D a,(t) e = — wsAg sin wst + w; By cOS wyt.
1 4

I 3% & 570}

7 fz) (3) (v 15) (6) [(7) [(8) (9) {v)

1
|

Fig. 49. Die Amplituden E(yz) der Grundschwingung Fig. 50. Die Amplituden E(,:') der hoéchsten Eigen-
fiir dle 6-gliedrige Kette. schwingung fiir die 10-gliedrige Kette.

Sind also die Verriickungen ¢, (0) und die Geschwindigkeiten ¢, (0) fiir £ = 0 vor-
gegeben, so erhalten wir daraus die fiir die 2# verfiigbaren Konstanten

n
A= 3q,0)e®,

v=1 i
s=1,2 ..., n.

Damit ist das Problem rein formelmiBig restlos erledigt. Ob man allerdings in
einem konkreten Fall mit diesen allgemeinen Formeln etwas anfangen kann, ist
eine andere Frage, auf die wir hier nicht weiter eingehen wollen.

B. Lingsschwingungen eines Stabes.

1. Der Stab als Kontinuum.

Anstatt der aus diskreten Punkten bestehenden Kette betrachten wir nun
einen aus Eisen bestehenden Stab von der Linge / und vom Querschnitt f.
Wir wollen dessen Lingsschwingungen untersuchen. Das Material sei charakteri-
siert durch seine Dichte g, und seinen Dehnungsmodul E. Dieser bestimmt nach
dem Hookeschen Gesetz die zu einer Zugspannung o gehorige Dehnung ¢;
¢ = o/E. Unsere erste Aufgabe besteht darin, eine klare und zweckmiBige Be-
schreibung seiner inneren Bewegung zu verabreden. Zu dem Zweck fithren wir
fiir den ruhenden und ungespannten Stab eine Lingskoordinate b ein, welche von
0 bis / lauft (I'ig. 51). Diese Skala der b-Werte denken wir uns etwa auf dem Stab
eingeritzt, so daB jeder materielle Querschnitt durch seine b-Marke gekennzeichnet
ist. Wir bezeichnen jetzt mit x(b, £} den Ort des Querschnitts mit der Marke &
zur Zeit {. Die kontinuierlich veranderliche Gréfe b tritt also an die Stelle der
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Nummern », durch welche wir bei der Kette die einzelnen Massenpunkte kenn-
zeichneten. Der rdumliche Abstand der beiden Marken 5 und b 4+ 64 hat zur
Zeit t den Wert Ix

Im Ruhezustand hatten die beiden Marken den Abstand db. Wir definieren als
i D =
und haben daher Ting
Jdx
E=——y = — 1 oder Sr=1+e

Zur Aufstellung der Bewegungsgleichung betrachten wir die zwischen & und
b + b befindliche Masse g,fdb. Bedeutet o (b) die Zugspannung an der Stelle b
des Stabes, so wirkt auf diese
Masse die Kraft

flo(d+ 6b) — o(b)]
do
Damit haben wir die Bewe- fﬁrlmmmu_lmﬁfﬁmmmu_lmlﬂmn m m TR Y eyl A nTI DT T
. 0 b b+db .
gungsgleichung

Fig. 51. Die auf dem Stab eingeritzten Marken b zur Kennzeicli-

i — do nung der materiellen Punkte.
[ 00005 =f 55 0b.

Dazu kommt noch die Verkniipfung von ¢ und & durch das Hookesche Gesetz
o=FE- ¢ '

(E = Dehnungsmodul). Es sind somit drei Grundelemente, welche die Behand-
lung der Stabschwingungen ermdglichen.

ail’:— = ¢+ 1 als Definition der Dehnung e,
(2.37) % = _01_ g—g als dynamisches Grundgesetz,
0
c=FE¢ als Materialeigenschaft.

Durch Elimination von ¢ und e folgt daraus fiir die der ganzen Beschreibung
zugrunde gelegte Funktion x(b,¢) die Differentialgleichung
Px L 9x
Ebenso wie bei der Kette fragen wir wieder nach stehenden Schwingungen der
ganzen Anordnung. Wir fithren wieder die Verriickung ¢(b, ¢) des Teilchens b
aus seiner Gleichgewichtslage ein, setzen also
x(b, 1) =b+q(b,1)
und suchen nach Lésungen der Form
g(b,t) = &(b) cos wt.
Das ergibt fiir £(b) die Gleichung
q E e
(2.39) w?& - ag/ =0
mit der allgemeinen Lésung

(2.39a) E(b) = 4 cosw |/ b + Bsinw ]/Q—E b.
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Danach konnte es so aussehen, als ob alle w-Werte auftreten konnten. Tatsdch-
lich haben wir aber die auf die Endquerschnitte bei b = 0 und b = [ wirkenden
Krifte auBer acht gelassen. Wir wollen fordern, daB die Enden kriftefrei sind,

also 5(0) = a(l) = 0.

Dann muB nach (2.37) an diesen Stellen dauernd dx/0b =1, also 0£/0b = 0 sein.
Das ist nur dann der Fall, wenn die Integrationskonstante B = 0 ist und wenn

/ .
(y'lr’%ff-l:s-:r mit s=0,1,

[

Wir bekommen also ein diskretes Spektrum mit

(240 g =5 _oé
<0
und der dazugehérigen Verschiebung
(2.404a) £ () = A, COSST” b
2

Schreibt man & in der Form A4, cos=5-b, so lehrt der Vergleich mit (2.40a),

A
daB die Wellenlinge der s-ten Oberschwingung
2
(2.40b) ho= 2t
1st.

Wir merken noch an, da3 mit dem Schema (2.37) auch die Schallbewegung
in einer Gassidule erfaft wird. Wir haben zu dem Zweck nur die Bezeichnungen
zweckmiBig zu dndern. An Stelle der Dehnung ¢ betrachte man beim Gas die
Dichteinderung. Bei der Anderung einer Linge /, in [ ist bei gleichbleibendem
Querschnitt die Lange umgekehrt proportional zur Dichte g, also wird

1;1__6-—_—_1_:;@“

Ly o’
An Stelle der Zugspannung ¢ pflegt man den Druck $ = -~ ¢ einzufiihren und
dann das Material durch eine Zustandsgleichung p = p(g) (an Stelle des Hook-
schen Gesetzes) zu kennzeichnen. Damit wird aus (2.37)
dx 9y . Px 1 adp _
T T ar T g o PP
Aus 8 %0 9% Wi d bei kleinen Dichteand d.1
AUS gy = e Ub wird bei kleinen Dichteinderungen (d. h. g, =~ p)
RPx 1 dp
) 9 g, Jb
und damit
ap fiP do dp Px
6 T de 9b Y Tow-
Fir x(d, #) resultiert dann
2 P @) P
(2.41) ez (dg 0 002’

wo wir fir dp/dp den Wert fiir den Ruhezustand, d. h. an der Stelle ¢ = g,
cinsetzen. Das ist wieder nur fiir sehr kleine Dichteamplituden statthaft. Fir
grofBere Dichteamplituden gelten sehr viel kompliziertere GesetzmiBigkeiten.

Der Unterschied gegen (2.38) besteht also nur darin, dall E/g, ersetzt ist durch
(dpid o).



Der Stab als Grenzfall der Kette. 79

2. Der Stab als Grenzfall der Kette.

Wir wollen versuchen, die soeben fiir den Stab gewonnenen Resultate aus
dem Modell der n-gliedrigen Kette abzuleiten, indem wir uns vorstellen, dal3 der
Stab aus einem kubischen Gitter von Massenpunkten mit der Gitterkonstante a be-
steht (Fig. 52). Jeder Massenpunkt sei mit seinen 6 nichsten Nachbarn durch eine
Feder mit der Federkonstan-
ten k& verbunden. Wir be- % 1
schrinken uns auf Dehnungen
in Richtung der x-Achse, bei
denen die senkrecht zur x-

1
|
|
|
1

| f

. . T = — — =~
Achse orientierten Federn 1T 1 oll .
nicht beansprucht werden. |[Z24-¢}4J 2121 el Ja-¥nyindin- 2]
Ist f der Querschnitt des fe- ., ] af
Stabes, / seine Lange, so be- o . )
steht er nach diesem Bild Fls. 52 D:rzs,f?,?:fqelfkf,hrsel?f;fgadﬂ rete.

aus f/a® Atomketten, deren
jede n = [/a Atome enthilt, wenn jeweils ein Atom im Zentrum einer Elementar-
zelle liegt. Wiahlen wir speziell f = 4%, so kdénnen wir uns auf eine Kette be-
schranken. Die Dichte g, (Masse pro Volumeneinheit) ist g, = #m,4%. Durch einc
Zugkraft ¢a® (¢ ist die Zugspannung) erfihrt jede Feder eine Verlingerung:
da = oa*/x. Die Dehnung & = da/a wird also & = ¢ - aj. Unser Modell hat
demnach einen E-Modul

E-= =

a

Fir die Umrechnung von der Kette mit den Konstanten s und x auf{ den durch
0o und E charakterisierten Stab haben wir also

m=pea® und = =FE-a.

Obwohl unser Modell sehr stark idealisiert ist, so sind diese einfachen Formeln
doch bedeutsam und typisch als Verkniipfung der makroskopischen Daten
(E und g,) eines Kristalls mit den atomaren GréBen = und x». Den frither be-
nutzten Index » werden wir nun als eine fast kontinuierlich verinderliche Variable
aufzufassen haben, indem wir z. B.

a, (f) ersetzen durch x(va,t)

(lies: ,,x an der Stelle va‘'). va tritt also an die Stelle der kontinuierlich veriander-
lichen Variablen &, welche auf S. 76 eingefithrt wurde. Wenn wir noch verlangen,
daB die Verriickung beim Ubergang von einer Masse zur nichsten sich nur wenig
indert, so konnen wir also

%Xy,51(f) — %, (¢) ersetzen durch x(b +— a,t) — x(b,’t) = ag—g = a(l + ()
und

» U 71

(%1 — %) — (% - x,_4) durch a-e(b+a) —-a-c(b) = a® 0 T o

Damit konnen wir auch die Differentialgleichung unserer Kette

2 4
dx,

(2.42) M- =% (v — 20} — (2 — xp_y)]

umschreiben auf eine Differentialgleichung

)2 x N
(2.43) 0o a3 id.tf = (E-a)-a*

NPx
Jbt’
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welche tatsiachlich mit der Stabgleichung (2.38)
Px L *x

it g, 0b*

identisch ist. Dieser Ubergang von der Differenzengleichung zur Differential-
gleichung hingt natiirlich entscheidend an der Annahme, daB die Wellenldnge
der Schwingungen groB ist gegen die Gitterkonstante a. AuBerdem ist die Be-
handlung der freien Enden in beiden Fillen verschieden. Beim Stab forderten wir
o = 0 flir > = 0 und b = /. Bei der Kette dagegen galt die Differentialgleichung
fir ¥ =1 und » = »# nicht mehr.

Wir stellen zum SchluBl die Ergebnisse fiir Kette und Stab noch einmal gegen-
iiber, zum besseren Vergleich setzen wir in den Formeln fiir die Kette (Fig. 52)
x E 1 : ! b, 1
o sowie ¢ = - und v=—d 5

e a
ein. AuBerdem erniedrigen wir die Laufzahl s um 1, so daB s =1 die Grundschwin-
gung kennzeichnet. Dann erhalten wir zu (2.34a) (2.36) sowie (2.40) und (2.40a).

Stab ! Kette
— [ —
E oo E 2 a2 as)
244 W —— —-s — Zsin (—— —)
( ) 0 ! 9 4 2
b
£,(b) cos 2> i cos 75 g

Wie zu erwarten war, gehen im Limes a - 0 beide Formeln ineinander iiber.
Trotzdem ergibt sich fiir die hohen Eigenfrequenzen ein wesentlicher Unter-
—_ schied. Damit (ws)stab = (ws)kette Werde, geniigt

‘.’0"’

N Yex es nicht, dal a </ ist, es muB vielmehr auch
a s-a< !l sein. Um den Unterschied zu erkennen,
tragen wir Fig.53 die GroBen
el ] w1/ g !
CEd g ¢ E =a
a als Funktion von s auf. Es gilt nimlich beim Stab
o !
o |5 7 =,
7+ dagegen bei der Kette
a R
Fig. 53. Dle Eigenfrequenz w, in Ab- w Qo L — 21 i ar s
hangigkeit von der Ordnungszahl s sV E = an 21
— beim Stab (Lange ), .
-~ bel der aus l/a-Atomen be- Wihrend also die Frequenzen der langen Wel-
stehenden Kette,

len bei beiden gut iibereinstimmen, ergibt sich im
Bereich der hohen Frequenzen eine grobe Abweichung in dem Sinne, daB die
héchsten Frequenzen bei der Kette um 36 % tiefer als diejenigen des Stabes
liegen.

3. Der Energiesatz.

Wir wollen auch die Gestalt des Energiesatzes in den Fillen Stab und Kette
miteinander vergleichen. Im Fall der Kette hatten wir oben die Energie bereits
angegeben. Mit den Verriickungen ¢, (f) = %,(¢) — v - a wird

, . o n—1
(2.45) W=2 5@+ 5 @mwm—q)
v=1 v=1 “
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Um den Ubergang zum Kontinuum vorzubereiten, setzen wir wieder

1) .
m=ad.p; q,,H—q,,:a-mq)—, x=FE-a

n
—a2. 3|2 (24} 99
W=a £{2 (a:) T3 (ab)}
Fiir kleine 2 haben wir auf dem Abschnitt 84 die Anzahl db/a von Summanden.
Wenn sich auf einer Strecke der Large a die GroBen dg/dt und 0¢/db nicht
merklich dndern, so darf man die Summe durch ein Integral ersetzen:
!

(2.46) W:aZf{g (gtq) +Z (gg)}db

U]

und erhalten

Beachten Sie, wie beim Ubergang von (2.45) nach (2.46) die kinetische Energie
der einzelnen Massenpunkte und die potentielle Energie der einzelnen Federn

ersetzt werden kann durch die kinetische Energie - (g—?)zd b und die elastische
d b des Abschnitts db.

Wenn man einen Ausdruck fir die Energie hingeschrieben hat, sollte man
immer zugleich dessen zeitliche Anderung untersuchen. Im Fall der Kette er-
hilt man auf Grund der Bewegungsgleichung (2.1) sogleich dW/d¢ = 0. Wie ist
es aber beim Stab? Aus (2.46) folgt zunichst

I
1 dW [ dq dq ag 9
@ di */{9 at atz +E ab'abaz}‘”"

Spannun g<energ1e

]

Dieser Ausdruck wird nach einer partiellen Integration durchsichtiger. Setzt
man namlich fiir den zweiten Teil des Integranden die Identitit

2
E.aq dtqg B{E 9q 6q} E_aq dg

9b 8b-9t b b at ab: a1

ein und fithrt die Integration nach & aus, so wird

L oo St et (25530, - (2 -3

Hier wird das Integral wegen der Bewegungsgleichung (2.38) zu Null. Ferner
/ijzloch 0q/0b = ¢ (Dehung) und E - ¢ = ¢. Somit erhalten wir

. 1 dw g agq
(2..7) ?W:(a at) —(U 6t)
dt b=t
die an der Stirnfliche b = ! unseres Stabes von auBen her ausgeiibte Zugspan-
nung. Bei einer Verschiebung der Stirnfliche um §q leistet sie die Arbeit ¢ - dq.
9q
at
des ganzen Stabes wichst um die von auBen her an den beiden Stirnflichen
geleistete Arbeit. Insbesondere bleibt W immer dann konstant, wenn an den
Stirnflichen entweder die Spannung o = 0 ist (den Fall haben wir oben aus-
fithrlich diskutiert) oder aber, wenn diese fest eingespannt sind, so daB3 dg/0¢t an
den Enden verschwindet.

. d .
Das ist in der Tat genau das, was man erwarten muB. Denn in (0 _q) st o

Thre Leistung (Arbeit je Zeiteinheit) ist also = ¢ - = ¢ -v. Die Energie W

6
Becker. Theoret. Physik.
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4. Zwei Arten der Beschreibung eines kontinuierlichen Mediums.

Die Art, in welcher man den Bewegungszustand eines kontinuierlichen Me-
diums mathematisch beschreiben soll, ist keineswegs selbstverstdandlich. In der
Praxis haben sich zwei verschiedene Arten durchgesetzt, welche durch die Namen
Lagrange und Euler gekennzeichnet sind. Wir wollen diese fiir den Fall der
eindimensionalen Bewegung genauer betrachten. Sie bilden den Ausgangspunkt
der ganzen Hydrodynamik und der Elastizitéitslehre. Die Lagrangesche Be-
schreibung ist diejenige, welche wir oben bei der Stabschwingung verwandt
haben. Wir wollen sie' noch einmal charakterisieren. Wir gehen aus von einem
willkiirlich gewihlten Ruhezustand der Materie. In diesem Zustand bringen wir
auf der Materie Koordinaten & an (ritzen also eine Skala ein), so daB jeder
materielle Punkt seine Marke & erhidlt und dauernd mit sich fiihrt. Wenn sich
nun die Materie bewegt, so definieren wir x(b, ¢) als den Ort des Teilchens &
zur Zeit ¢. Bei dieser Definition ist speziell x(b, 0) = b. Die Zahl & spielt also
die Rolle eines Personalausweises, den jedes Teilchen mit sich fithrt. Mit x(b, ¢)
kenne ich also die Weg-Zeit-Kurve jedes einzelnen Teilchens. Was bedeuten die
partiellen Ableitungen von x(b,#) nach einer der beiden Variablen? d x/0¢ = w (b, ¢}
ist natiirlich die Geschwindigkeit des Teilchens & zur Zeit ¢. Nach S. 77 ist
0 x/0b der Faktor, um welchen das urspriinglich bei b liegende Material gedehnt
wurde. Anstatt der Dehnung ¢ wollen wir die Dichteinderung einfiihren: Ist g,
die Dichte im Ruhezustand, g (b, ¢) dagegen die Dichte des Materials der Marke b

zur Zeit ¢, so ist, da ja die Masse erhalten bleiben muB, g,db = g-%éb, also

9 . 0% @
(2.48) % =%
Bei der Eulerschen Beschreibung faBt man nicht ein individuelles Teilchen &
ins Auge, sondern eine bestimmte Stelle x des Raumes und fragt nach den Vor-
gingen an dieser Stelle, insbesondere nach der Geschwindigkeit «(x,¢) der
gerade in dieser Stelle befindlichen Materie, ohne sich um den Ursprung, alse
deren Erkennungsmarke &, zu kiimmern. Also bedeutet! (9#/J¢), nicht die Be-
schleunigung irgendeines Teilchens, sondern die Anderung von % am festen Ort.
Zur Deutung von d#/0 x fithren wir noch die Dichte g(x, ¢) ein und beachten,
daB p-u#dt¢ die Substanzmenge ist, welche in der Zeit d¢ durch einen Quer-
schnitt von 1 cm? hindurchstrémt. Betrachten wir nun zwei solche Querschnitte
im Abstand dx, so muB sich die zwischen ihnen befindliche Masse gdx in der
Zeit 6t um {(o#); — (0%)z+ 65} vermehren. Daraus folgt

Jdo . Jd(ou)
oder Jt ox
. do de u

Die beiden Arten der Beschreibungen sind durchaus dquivalent. Es ist oft eine
Frage der Gewohnheit oder des Geschmacks, welche von beiden man vorzieht.
Will man sie ineinander iiberfithren, so hat man bei jeder ZustandsgréBe (z. B.
der Dichte) genau darauf zu achten, ob sie als Funktion von b und ¢ (Lagrange)
oder von x und ¢ (Euler) aufzufassen ist. Zur Umrechnung etwa von p(x, #)
denke man sich x als Funktion von & und ¢ eingesetzt, so daB

o(x,2) = p(x(b,0,1)

1 Der Index x ist nur zur Vermeidung von MiBverstdndnissen hinzugefiigt. Er soll an-
deuten, daB beim Differenzieren nach ¢ die Gréfle ¥ konstant gehalten wurde.
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wird. Daraus entnimmt man z. B.
(6_9) - (0_9) 90 0%
at )y \ot )z ax at

(58).= (35); (55,

und

Zur Ubung”wollen wir den Erhaltungssatz der Materie aus der Lagran geschen

Form
dx
0 b = 0o

in die Eulersche Form umrechnen. Da g, nicht von der Zeit abhingt, folgt durch
Differentiation nach ¢ bei konstantem & und Ersetzen von (dx/d¢), durch u:

de\ dx | du
(a—t),,'m;ﬂ"%—o-

Nach Anwendung der soeben abgeleiteten Regeln hebt sich 0 x/0b heraus. Es
bleibt 90 3o ou
{(a?){“"ﬁ}"' 0 5y =0

Das ist aber gerade die bereits vorhin angegebene Gl. (2.49). Auch die Lagrange-
sche Bewegungsgleichung

(2.50)

oz __ 10
02~ g, 3b

kénnen wir jetzt leicht umrechnen. Ist doch

2z ou [0u du ap ap dx dp 9,
r __ (%) %%y 4,00 fr _ 9P 9% __F %o
FYE (3t)b (a:)z' “ gy Wd = e T Gx o

mithin

) du du 1 ap

(2.51) FT IR R P

Auch diese Eulersche Form der Beschleunigungsgleichung kann man direkt
begriinden (Fig. 54). Auf die Masse g x zwischen den zwei im Abstand § x befind-

lichen Querschnitten wirkt die Kraft — g—i dx. Zur Angabe ihrer Beschleunigung
beachten wir, daf} sie sich in der Zeit 6¢ um % d¢ bewegt hat, da wir also die

Fig. 54. Auf den Abschnitt 8z vom Querschnitt 1 ecm® wirkt die Kraft p(z) —p(z+481z),

Geschwindigkeit an der Stelle x zur Zeit ¢ zu vergleichen haben mit derjenigen
an der Stelle x 4+ #d¢ zur Zeit ¢ + 6¢. Man hat demnach den ,,substantiellen*
Differentialquotienten zu wihlen, welcher definiert ist durch

. DU . U@+udtt+é)—Uxt) aU aU
(2.52) ‘Dt altl-rPo ot T T dx
Somit wird Du ap

00x 5y = — 5, 0%,

G*



84 Lingsschwingungen eines Stabes.

in Ubereinstimmung mit dem vorhin gewonnenen Resultat. Wir stellen die Er-
gebnisse noch einmal zusammen:

Lagrange Euler
Gesucht x(b, 1) u(x,t) und p(x,?)
o dx o do do ou
Kontinuitat = ? 3 4+ 2 P +p- F s 0
.y @?x 1 adp du | du 1 ap
Dynamlk ‘(’Tﬂﬁ = — a -gz 7{ T 1t E‘ = —? —x'
Materialgleichung P =9 (0) ‘ ? =)

Die Gleichungen vereinfachen sich erheblich, wenn man sich auf Wellen kleiner
Amplitude beschrinkt. Das bedeutet, daBB die Dichte p sich stets nur wenig
von g, entfernt, daB also [p — gy| < g, ist. In der Lagrangeschen Schreib-
weise hat man unter Ausnutzung der Materialgleichung

9p _ 4p  9e
ab ~ do ab-
Aus der Kontinuitdtsgleichung folgt andererseits
#x g de
ap: 9% 9b’

also _1ap -9—0)2 dp 0«
0 9b (9 de 9b*°

Setzt man hier im Sinne unserer Ndherung ¢ = g, ein, so liefert die dynamische
o5 7o _(4) 72

0= orf ~ \dg)y 90% "

In der Eulerschen Gleichung mufl man auBerdem noch fordern, daB # klein
gegen die Schallgeschwindigkeit w ist. Wir werden nachher zeigen, daB die Losun-
gen der Wellengleichung stets in der Form

flxt) = glx — w)) + hix + wy)

geschrieben werden koénnen. Dann wird aber

0 '
a—f— =w(—g + W),
dagegen Y
Uy = u(g —ffh')-
Das bedeutet aber im Hinblick auf die Eulerschen Gleichungen, daB im Falle
. .. 7] 0 - a
u << w die GroBen u ~% neben a—g und u% neben z—? vernachldssigt werden

kénnen. Mit den beiden Einschrankungen |p - g,] < g, und # < w fithren dann
die Eulerschen Gleichungen auf

do 0 du
D6 = T gy

9=

(254 gu_ _1(dp) Je
Fr Go\do /g 0%

Fir die Funktion u(x,¢) folgt durch Elimination von p:

- 0 u ap\ 0%u
9 55 S Bl o
(2.55) ar = (d_o )0 EPl
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5. Die Wellenbewegung.

Der weiteren Betrachtung legen wir die Eulerschen Gleichungen (2.54) fiir
Schallwellen kleiner Amplitude zugrunde. Im Interesse der iibersichtlichen
Schreibweise fithren wir ein:

Schallgeschwindigkeit 1w == (Vﬁe ) ,
0

do

<

sowle die "dimensionslosen GroéBen

Verdichtung s =

und u

U =—.
w

v ist also die Stromungsgeschwindigkeit mit w als Einheit. Damit lauten die

Gl (2.54) 9s v
_ == — W —
ot dx’

(2.56) o 0:
A T

Man sieht es diesen beiden Gleichungen unmittelbar an, daB sie den zeitlichen
Ablauf der Bewegung beschreiben, wenn etwa fiir £ = 0 die Verdichtung s und
die Geschwindigkeit v als Funktion des Ortes vorgegeben sind, etwa als s,(x)
und v, (x).

Wir kénnen die Losung dieser Aufgabe sogar ohne groB8e Miihe explizit an-
geben. Die entscheidende Bemerkung besteht darin, daB die durch Elimination
von s folgende Gleichung o .

(2.57) Fr a Ay
immer befriedigt wird, wenn v eine beliebige Funktion des einen Argumentes
x — wt ist. Wir setzen also v = g (x — w¢). Dann ist tatsdchlich

dv , dv

—_— - = — 4
ax 8 4 at we
P, un e,
e =8 ae = e

Machen Sie sich die Bedeutung des Ansatzes recht anschaulich klar, z. B. durch
Zeichnen der Kurven g(x — wt) = const in einer x — {-Ebene: Sind etwa fiir
t = 0, also auf der x-Achse die Werte von g vorgegeben, so bleiben sie konstant
auf der Geraden x — wt -+ const. Ein Beobachter, welcher sich mit der Ge-
schwindigkeit w bewegt, beobachtet immer denselben Zahlenwert von g. ,Der
Zustand pflanzt sich mit der Geschwind’gkeit w nach rechts hin fort.” Da in
unserer Gl. (2.57) nur w? auftritt, so ist auch eine beliebige Funktion A(x + w!?)
eine Lésung. Damit haben wir den schon sehr allgemeinen Ansatz

(2.58) v(x,t) = g{x — wt) + h(x + wt).

Ein entsprechender Ausdruck muf auch fiir s gelten. Wegen der Verkniipfung
zwischen s und v muB er lauten

(2.59) s(x,t) = g(x — wt) — h(x + wi).

Uberzeugen Sie sich, daB damit beide GI. (2.56) wirklich befriedigt sind. Damit
ist auch die Anfangswertaufgabe geldst. Ist namlich fiir £ = 0 sg(x) und v, (x)

gegeben, so mul} gelten: 99 (%) = g(x) + h(x),
So(%) = g(x) ~ h(x).
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Also wird g = 34wy + S und &= %(vy — So)

und damit nach (2.58) und (2.59):

B(x, 8) = § {vo(x — wt) + vo(x + WO} + } {So(x — W) — so(x + W)},
s(x,0) = {vo(x — wl) — vo(x + wh)}) + & {so(x — W) + so(x + w)}.

Ist z. B. fiir £ = 0 in der Umgebung von x = 0 eine ruhende Verdichtung vor-
gegeben (v, = 0), so teilt sich diese Verdichtung in zwei Héilften, die nach rechts
und links mit Schallgeschwindigkeit davonlaufen. .

Die ,,Sinus‘-Welle ist ein einfacher Spezialfall des allgemeinen Ansatzes (2.58).
Wir setzen 4 = 0 und wihlen fiir g den Sinus. Dann haben wir die Lésung
(2.60) v(x,0) = s(x,0) = Asin 22 (x — wt).

Dabei haben wir den bei x — w¢ noch willkiirlich wihlbaren Zahlenfaktor mit
2m/A bezeichnet. Dafiir kénnen wir auch schreiben

v(x,8) =s(x,t) = Asin2x (% —vt);

wo zur Abkiirzung » = w/A gesetzt wurde. Pragen Sie sich die dreifache Lesart
dieser Formel recht ein! Der mit w mitlaufende Beobachter beobachtet dauernd
die gleiche Phase des Sinus. Man nennt w daher auch die Phasengeschwindigkeit.
Eine Momentphotographie des ganzen Zustandes konstatiert die Wellenlinge A
als Ausdruck der rdaumlichen Periodizitit. Ein an einen festen Ort x fixierter
Beobachter miBt die Zahl v als Frequenz der Pulsationen.

Zu der allgemeinen Losung (2.58) kann man auch durch folgende Uber-

legung gelangen: Wenn f(x, ¢) die lineare Gleichung g—;'; + —;» g—f = 0 befriedigt,
so fiihre man an Stelle der Variablen x und ¢ die neuen Variablen
E=x -+ at, x:ETn,
n=x — at, t:EQ_a"
ein, wodurch f in eine Funktion f (£, ) iibergeht. Dann wird
9f _0f ax 8 ot _ 1 of | 1 of
: ag‘mag‘mas‘?ﬁ? Zﬁﬁ
und
6f _ 8f dx | of ot _ 1 (af 1 0/)
© Gy T axan ot an —2\ar T a e
Die Gleichung K K ) 7 g “
91 Y 9f
X a ¢
geht dadurch ber in )
L—o.

Das bedeutet: f ist eine Funktion von # allein, also:

f=7/n) = flx — at).
Nun haben unsere Gl. (2.56)

ds 1 dv
o Twar =
dv ., 1 ds
% Twar =0
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af af

noch nicht die einfache Gestalt ST a Az = = 0, wohl aber ihre Summe wie auch

ihre Differenz:

d 1 o :

— £ S S —_ =
d-x (S l 'U) } W at (s . 'U)—O,
1 4
TV Ty gt =0.

Nach der vorstehenden Uberlegung lesen wir daraus ab:

s -+ v ist eine Funktion von # = x — w! allein und
s — v ist eine Funktion von & = x + w¢ allein.

Das ist aber gerade der Inhalt der allgemeinen Lésung (2.58).

III. Aus der Wirmelehre.

Einfiihrung.

1. Der Temperaturbegriff.

Die ganze Wirmelehre wird vom Begriff Temperatur beherrscht. Er ist aus
unseren Sinnesempfindungen warm und kalt entstanden. Die auffilligste Eigen-
schaft der Temperatur in physikalischer Hinsicht ist ihre Tendenz, sich auszu-
gleichen. Zwei Koérper 4 und B, welche hinreichend lange miteinander in Be-
rithrung (thermischer Kontakt!) sind, nehmen die gleiche Temperatur an, ganz
unabhidngig von der sonstigen Beschaffenheit der Kérper und der speziellen Art
der Berithrung. Auf dieser Eigenschaft basiert ja das einzige experimentelle Ver-
fahren, eine Substanz auf eine gegebene Temperatur zu bringen. Man setzt sie
in ein Warmebad oder einen Thermostaten. Dann hat sie eben — und zwar per
definitionem ! — die gleiche Temperatur wie das Wirmebad. Zur Messung der
Temperatur kann jede Eigenschaft dienen, welche sich stetig und reproduzier-
bar mit ibr dndert, wie z. B. das Volumen, der Druck, die Thermokraft, der
elektrische Widerstand und viele andere. Die Temperaturskala ist zunichst véllig
willkiirlich ; sie muf3 durch eine Konvention festgelegt werden. Von den vielen im
Laufe der Zeit benutzten Skalen seien nur hervorgehoben das Quecksilberthermo-
meter, das Gasthermometer und die Skala der absoluten Temperatur (Kelvin-
Skala). Das Quecksilberthermometer benutzt in bekannter Weise zur Messung
als temperaturempfindliche Eigenschaft die Differenz der Volumina von Queck-
silber und Glas, indem man die Kapillare des Thermometers im Intervall
zwischen den Fixpunkten 0° (schmelzendes Eis) und 100° (siedendes Wasser)
in 100 gleiche Teile einteilt. Beim Gasthermometer wird der Druck # einer in
ein festes Volumen V eingeschlossenen Gasmenge (z. B. Stickstoff oder Helium)
gemessen. Dabei gilt in guter Niherung:

(3.1) p=%(1+at),

wo A eine Konstante und o = 1/273,2° C den Ausdehnungskoeffizienten, 4/V also
den Druck bei ¢ = 0° C bedeuten. Die Zahl « ist fiir alle Gase die gleiche, so-
lange die Temperatur geniigend weit oberhalb des Kondensationspunktes liegt
und der Druck nicht zu gro8 wird. Bei genauerer Priifung zeigt sich aber, daB
der Gasdruck nicht genau linear mit der Quecksilbertemperatur anwichst, wenn
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man, wie, oben angegeben, dessen Skala in 100 gleiche Teile geteilt hat. Da nun
die GI. (3.1) fiir alle Gase gilt, die Quecksilberskala an die zufélligen Eigenschaften
eben des Quecksilbers gebunden ist, so hat man sich entschlossen, auf die gleich-
miBige Teilung der Skala des Quecksilberthermometers zu verzichten und statt
dessen die Gl. (3.1) als Definition der Temperatur anzusehen, indem man die
Druckskala des Gasthermometers zwischen den beiden Fixpunkten in 100 gleiche
Teile einteilt. Wenn man in (3.1) den Faktor & vor die Klammer setzt, so wird

p— AV-a (%—{—t).

Diese Gleichung nimmt eine einfache Gestalt an, wenn man den Null-
punkt um 1/a = 273,2° verschiebt und

T =2732+¢

als ,,absolute Temperatur einfithrt. Mit 4 « = » hat man dann in
: =7
(3.2) p=—-T

die Grundgleichung fiir das Gasthermometer, wo nun die Fixpunkte bei T'=273,2°
(schmelzendes Eis) und T=373,2° (siedendes Wasser) liegen. 7 ist noch abhingig
von der chemischen Natur des Gases und von der Menge des in das Thermo-
meter eingefithrten Gasquantums. Auch diese Einfilhrung der absoluten Tem-
peratur hat noch durchaus vorlaufigen Charakter. Zunichst gibt es in der Natur
kein Gas, welches exakt die GI. (3.2) befriedigt. Wenn man umgekehrt 7 durch
(3.2) definiert, so wiirde man fiir zwei verschiedene Gase zwei verschiedene
Skalen fiir die Temperatur erhalten, wenn auch die Abweichungen gering sind
und ¢m limes p -~ O ebenfalls gegen Null konvergieren. Als ideales Gas bezeichnet
man ein — in der Natur nicht existierendes — Gas, welches exakt der GI. (3.2)
geniigt und auf dessen Verhalten man durch Extrapolation der bei endlichem
Druck erhaltenen Messungen schlieBen kann. Abgesehen von dieser Unzuling-
lichkeit, kann durch (3.2) eine Temperaturskala nur in einem beschrinkten
Temperaturintervall definiert werden, dessen untere Grenze dadurch gegeben
ist, daB bei ihr keine Gase mehr existieren. Sie liegt etwa bei 7 = 1° abs.
(Der Siedepunkt des Heliums betrigt 4,2° abs.) Nach oben hin verliert die gas-
thermometrische Skala praktisch ihren Sinn, wenn keine festen Gefille zur
Abgrenzung des Gasvolumens mehr existieren, also bei Temperaturen von
einigen 1000°.

Eine endgiiltige Festlegung der absoluten Temperatur, ohne Bezugnahme
auf spezielle Eigenschaften irgendeiner Substanz, wird erst durch den zweiten
Hauptsatz der Thermodynamik ermdéglicht. Wir kommen nachher darauf zuriick.
Man muB} es in diesem Sinn als Zufall bezeichnen, dafl sie mit der durch (3.2)
erklirten und an eine streng genommen {berhaupt nicht existierende Sub-
stanz gebundenen ,,absoluten Temperatur'‘ iibereinstimmt.

2. Einteilung der Wirmelehre.

Die historische Entwicklung der Wirmelehre ist gekennzeichnet durch die
Vorstellung, welche man sich in ihren verschiedenen Stadien vom Wesen der
Wirme macht. Man kann hier drei Stufen hervorheben:

A. Die Wiarme ist ein Stoff, welcher innerhalb der Materie strémen (Wirme-
leitung) oder auch durch das Vakuum hindurch als Wirmestrahlung zwischen
verschiedenen Koérpern ausgetauscht werden kann.
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B. Wirme ist eine spezielle Form der Energie, welche aus anderen Energie-
formen (mechanische, elektrische, chemische Energie) entstehen kann (Thermo-
dynamik).

C. Wirme besteht in der unregelmiBigen Bewegung der kleinsten Teilchen
der Materie (Molekiile, Atome). Sie ist nur eine besondere Form der mechani-
schen Energie und dadurch ausgezeichnet, daB sie sich auf ungeheuer viele
Freiheitsgrade verteilt. Die Einzelheiten der Bewegung sind der direkten Beob-
achtung” nicht zuginglich. Nur Mittelwerte iiber viele Einzelmolekiile haben
praktische Bedeutung (statistische Mechanik).

Je nach den Erscheinungen, fiir welche man sich gerade interessiert, ist auch
heute noch das eine oder andere Bild vorzuziehen. So ist das Bild vom Wirme-
stoff so lange legitim, als eine Umwandlung in andere Energieformen nicht in
Frage kommt. Der Satz von der Erhaltung der Energie fordert dann die Er-
haltung der Wirmemenge, welche innerhalb eines ungleich temperierten Kor-
pers stromen kann. '

Die unter B genannte Auffassung von der Wirme als Energieform findet
ihre erste Formulierung in der Einfiithrung des mechanischen Warmeiquivalentes,
welches die Umrechnung der Wirmeeinheit 1 gcal (das ist die Warme, die man
braucht, um 1g Wasser von 14°C auf 15°C zu erwirmen) auf mechanische
Energieeinheiten gestattet. Bekanntlich ist z. B.

1 gcal = 0,427 mkg = 4,19 - 107 erg = 4,18 Wattsec.

In unseren Formeln wird das Wirmedquivalent niemals explizit auftreten, weil
wir grundsdtzlich innerhalb einer Gleichung die Energie stets in derselben Ein-
heit gemessen denken. Den Ausgangspunkt dieses Teils der Wirmelehre bilden
die beiden Hauptsitze der Thermodynamik, das sind die Sitze von der Unmég-
lichkeit eines Perpetuum mobile erster und zweiter Art. Unter Perpetuum mobile
zweiter Art versteht man eine periodisch laufende Maschine, bei welcher nach
einem Umlauf nichts weiter geschehen ist als Leistung von Arbeit und Abkiih-
lung eines Warmereservoirs. Ein drastisches Beispiel wire ein Dampfer, welcher
seinen Energiebedarf dadurch deckt, daB3 er den durchfahrenen Teil des Ozeans
etwas abkiihlt. Eine solche Maschine wiirde dem Energieprinzip nicht wider-
sprechen, wire aber technisch doch einem Perpetuum mobile gleichwertig. Dic
ganze Thermodynamik besteht im wesentlichen aus einer konsequenten Anwen-
dung der beiden Hauptsitze auf die verschiedenartigsten Naturerscheinungen.
Ihre Ergebnisse beanspruchen strenge Giiltigkeit; sie gibt aber grundsitzlich
keine Auskunft iiber den atomaren Mechanismus und 148t daher das Bediirfnis
nach Anschaulichkeit hidufig unbefriedigt.

In diesem Sinne befinden wir uns bei der Auffassung C in der entgegengesetztcn
Lage. Hier versucht man, ausgehend von einem bestimmten Atommodell, die
unter B behandelten Phinomene, wie Zustandsgleichung, Dampfdruck oder
chemisches Gleichgewicht, als mechanische Vorgidnge zu verstehen. Die Ergebnisse
haben, wenn diese mechanische Interpretation gelungen ist, ein hohes Ma8 von
Anschaulichkeit. Dafiir konnen sie aber nur in Ausnahmefillen strenge Giiltig-
keit beanspruchen. Denn einmal sind die Atommodelle stets mit einer gewissen
Willkiir behaftet, zum anderen 1aBt sich das mechanische Vielkérperproblem
in der Regel nur unter vereinfachenden Annahmen iiberhaupt bzhandeln. So
erginzen sich die Auffassungen B und C in einer ganz eigentiimlichen Weise.
Ihre volle Fruchtbarkeit entfaltet die Warmetheorie erst demjenigen, welcher
gleichzeitig mit beiden Auffassungen zu operieren versteht.

Im folgenden soll versucht werden, an Hand von einigen typischen Bei-
spielen in den spezifischen Geist dieser drei Auffassungen einzufiihren.
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A. Die Wirme als Stoff (Wirmeleitung).

1. Herleitung der Wirmeleitungsgleichung.

Diese Disziplin ist — abgesehen von ihrer unmittelbaren praktischen Be-
deutung — deswegen so wichtig, weil an Problemen der Warmeleitung wesent-
liche Methoden der mathematischen Physik entdeckt wurden. Sie ist so recht
geeignet, den Anfinger an die Theorie der partiellen Differentialgleichung heran-
zufiihren, in welcher eine streng kausale Naturbeschreibung ihren vollkommen-
sten Ausdruck findet.

Die Wirmeleitung wird in der Experimentalphysik in folgender Weise be-
obachtet: Gegeben sei eine Platte von der Dicke 4. Von den beiden Flichen F
(senkrecht zu a) sei die eine auf der Temperatur! U,, die andere auf U, gehalten
(U, << U,). Zum Beispiel sei U, = 0° C, realisiert durch ein Gemisch von Wasser
mit Eis, und U, = 100° C (siedendes Wasser). Dann strémt durch die Platte im
stationidren Zustand eine gewisser Wirmestrom @, den man z. B. durch Wigung
der in der Zeiteinheit geschmolzenen Eismenge messen kann. Man beobachtet,
daB die sekundlich iibergehende Warmemenge (das ist ja der Warmestrom) propor-
tional zu F und zur Temperaturdifferenz U, — U,, dagegen umgekehrt propor-
tional zur Dicke a ist:

. U, — U
(3.3) 0=2.F. L2t

Die Proportionalititskonstante 4 ist eine Eigenschaft des Plattenmaterials und
heiBt Wiarmeleitfahigkeit. Das ist ein experimentelles Resultat, aber noch kein
Naturgesetz. Zunichst gilt (3.3) nur im stationdren Endzustand unserer An-
ordnung, keineswegs aber zu Beginn des Versuches, als etwa die ganze Platte
noch die Temperatur U, hatte. Fassen wir weiter eine spezielle Schicht P inner-
halb unserer Platte ins Auge, durch welche die Wirme doch hindurchstrémen
v muB3. Dann wiirde (3.3) besagen, daB durch die

Schicht P ,,deswegen’ die Warme @ hindurchstrémt,
¢ weil die von P ganz getrennt liegenden Endflichen
bei x = 0 und x = 4 auf den Temperaturen U, bzw.

, U, gehalten werden. Diese Aussage widerstrebt einem
N verfeinerten Kausalitdtsbediirfnis. Denn die Vorginge
§ : an der Stelle P (z. B. der Wirme-

[ strom an dieser Stelle) kénnen doch
g nur bestimmt werden durch den

J'cﬁmfe/zmo’as s
) ‘ Sredendes Wasser Zustand in der unmittelbaren Um-
(U,=0°C) N Up=100°C

gebung von P. Es erscheint héchst

unbefriedigend, zu sagen, daB bei

P ein Wirmestrom flieB3t, weil an

irgendeiner entfernten Stelle eine

ik 7  Erwdrmung vorgenommen wurde.

Fig. 55. Temperaturverteilung in elner Platte der Dicke a. Wenn wir uns den Verlauf von U als

Funktion von x auftragen (Fig. 55),

so erwarten wir im stationidren Zustand einen geradlinigen Anstieg, also eine
konstante Steigung

iU U, — U,

(3.4) -

dx a

|
|
I
v
z |
l
I

! Wir bezeichnen in diesem Abschnitt die Temperatur nicht mit ¢ oder T wie in den
spdteren Abschnitten der Warmelehre, sondern mit U, um Verwechslungen mit der Zeit ¢
zu vermeiden. Im ibrigen soll es uns hier auf die Art der Temperaturskala nicht ankommen.
Dariiber wird in der Einleitung und (B 3b) gesprochen.
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Nach dieser Einsicht ist es leicht, das Ergebnis (3.3) so umzuschreiben, dal3
_daraus ein Naturgesetz wird. Wir vermuten, daB es fiir den Wirmestrom in £
im allgemeineren (auch nichtstationiren) Fall gar nicht auf U, oder U, ankommt,
sondern allein auf das Temperaturgefille dU/d x an der Stelle P selbst. Indem
wir (3.3) noch durch den Querschnitt F dividieren und zum limes a + 0 iiber-
gehen, erhalten wir fir die Wirmestromdichte (das ist Wirmemenge pro cm?
und Sek.) an einer hervorgehobenen Stelle des Materials

3. =02
(3.5) J Arm

Das Minuszeichen haben wir eingefiihrt, weil wir den in der positiven x-Rich-
tung flieBenden Strom als positiv zihlen wollen. ,,Die Wirme flieBt bergab.”
Der rechnerisch so harmlose Ubergang von (3.3) nach (3.5) ist fiir das Verstandnis
physikalischer Uberlegungen von grundlegender Bedeutung. An die Stelle einer auf
eine ganze MeBanordnung beziig-
lichen Aussage ist eine andere
getreten, in welcher nur von dem
Verhalten an einer hervorgeho-
benen Stelle des Materials die
Rede ist. Man muB sich bei die-
sem Ubergang mit der Phantasie Wendepunit
von dem &HuBeren Aufbau des
Experiments trennen und wirk- |
lich in das Innere des Materials : |
hineinkriechen. ' |

Wir beschrinken uns auch x X xzvb z

/]

weiterhin auf die lineare Warme- ] "
leitung. Das bedeutet, daB die ! , —
Temperatur nur von x und ¢ ab- crﬂz S |
hingen soll [U = Ul(x, ], daB |'* L /@ ___| | _ Lty
also U auf einer Ebene senkrecht | _-~ P e

zur x-Achse konstant ist. Unsere x x+}

Gl (35) enthalt ZunéChSt fur den Fig. 56. Zur Wirmebilanz des zwischen g und z -+ b liegenden
statzom’iren'zustand eine emfache Abschnittes eines Stabes vom Querschnitt 1.
Aussage fiir den Fall, daB A

von x abhingt, daB also unsere Platte in Fig.55 aus Schichten verschiedener
Wirmeleitzahlen zusammengesetzt ist. Im stationdren Zustand muB durch jede
Schicht der gleiche Warmestrom hindurchtreten. Also ist j und damit auch
A % von x unabhingig. Die Steilheit %]— der U (x)-Kurve ist im stationidren
Zustand dem Leitvermdgen umgekehrt proportional.

Wir fragen jetzt nach der zeitlichen Anderung der Temperatur und fassen
(Fig.56) zu diesem Zweck eine Siule unseres Materials vom Querschnitt 1ins Auge
und in dieser wieder zwei benachbarte, bei x und x + b liegende Querschnitte.
In der kleinen Zeit 7 flieBt durch den bei x liegenden Querschnitt die Wérme-
menge 7 (x) 7 in das Stiick von der Dicke & hinein, wihrend gleichzeitig die Warme-
menge j(x + b)t herausflieBt (lies: ,,7 an der Stelle x + b”). Die Differenz
{j(x) — j(x + b)} 7 bleibt also in dem Abschnitt b stecken und wird dessen
Temperatur indern. Nun hat unsere Schicht das Volumen & und die Masse ¢ - b
(0 = Dichte). Ist weiterhin y die spezifische Warme, so ist zur Erwdrmung
um ein Grad die Wirmemenge y ob erforderlich; sind also U (x,f) und U(x, { + 1)
die Temperaturen unseres Abschnittes zu den Zeiten ¢ und /4 7, so mub
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wihrend der Zeit 7 die Warmezufuhr ypb{U(x, ¢ 4+ t) — U(x, t)} erfolgt sein.
Diese Wiarmezufuhr haben wir aber oben gerade als Differenz der beiden Warme-
stréme berechnet. Wir haben also

{7(x) —jlx + b)) v = by {U(x, 2+ 7) — U(x,8)}

als Ausdruck fiir die ,,Erhaltung der Wirmemenge*'. Dividieren wir diese Glei-
chung durch das Produkt 7 - b und gehen wir dann zum Limes 7 >~ 0 und 4 > 0
iiber, so erhalten wir 3 U

Wenn wir j aus (3.5) einsetzen, so kommt
d aUu oU
W(}" Ox): TR
Wir nehmen weiterhin an, daBl A eine Konstante ist, also nicht mehr vom Ort
abhingt. Dann erhalten wir unter Einfithrung der fiir die Geschwindigkeit des
Temperaturausgleichs maigebenden Temgeraturleitfihigkedt

A

a=—

oy
die amtliche Grundgleichung der W irmeleitung
U U

fiir die Temperatur U als Funktion der beiden Variablen x und ¢. Wenn fiir einen
bestimmten Augenblick U als Funktion von x gegeben ist, etwa als Kurve in
der x-U-Ebene, so ist auch 02U/0 x? bekannt und damit nach (3.6) auch U zu
einer um §¢ spiteren Zeit. Denn die Anderung dU ist ja danach gleich

' 0tU

OU = a - W@t
(3.6) ist eine der altesten partiellen Differentialgleichungen der Physik. Durch
ihre Diskussion wurden viele Methoden der theoretischen Physik wie auch der
reinen Mathematik entwickelt. Zunichst eine anschauliche Kontrolle: Gegeben
sei U(x,0) etwa als Kurve der Fig. 56. Wir greifen eine Stelle x, heraus und
fragen, ob diese Stelle im nichsten Augenblick wiarmer oder kilter wird. Wir
sehen unmittelbar, daB die in der Fig. 56 markierte Stelle x kdlter werden muB,
well ja links von x, der Gradient von U etwas steiler ist als rechts davon, so daB3
bei x, etwas mehr Wiarme ab- als zustrémt. Es kommt tatsichlich auf die Kriim-
mung der U (x)-Kurve an, was ja gerade in (3.6) behauptet wird. In Fig.56 werden
somit die links vom Wendepunkt W liegenden Teile kélter, die rechts davon liegen-
den dagegen wirmer, wenigstens im ndchsten Augenblick. Was spiterhin ge-
schieht, 148t sich natiirlich nicht unmittelbar aus (3.6) ablesen, dazu brauchen
wir eine richtige Integration dieser Gleichung.

Als Beispiel behandeln wiv die folgende Aufgabe. In einem seitlich isolierten
Stab der Linge [/ sei die Temperaturverteilung fiir ¢ =0 als U(x, 0) = f(x)
irgendwie vorgegeben. Wir fragen: Wie sieht die Temperaturverteilung U (x, ¢)
zu einer spiteren Zeit aus, wenn die beiden Enden des Stabes von ¢ = 0 ab ent-
weder auf der festen Temperatur U = 0 gehalten (auf Eis gelegt) werden, oder
aber, wenn die Enden thermisch isoliert sind? Wir haben also diejenige Funktion
U (x, t) aufzusuchen, welche die Gl. (3.6) befriedigt und fiir £ = 0 sowie fiir x = 0
und x =/ die angegebenen Anfangs- und Randbedingungen erfiilit.
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2. Losungsmethoden fiir die Wirmeleitungsgleichung.

a) Die Fourier-Entwicklung, Um eine Lésung unserer Aufgabe zu finden,
miissen wir uns erst eine Weile den Methoden anvertrauen, welche die Mathe-
matiker zur Behandlung der Gl. (3.6) ersonnen haben. Sie basieren alle auf der
wichtigen Tatsache, daB (3.6) linear und homogen in U ist. Das bedeutet: Sind

U,(x,t) und U,(x,t) zwei Losungen von (3.6), so ist — mit belicbigen Kon-
stanten” 4 und B — auch
3.7 AU,(x,t) + BU,(x,1)

eine Ldsung. (Uberzeugen Sie sich selbst davon ) Dadurch ergibt sich folgende
Methode zur Behardluag urserer Aufgabe: Man verschafft sich zunichst durch
Raten oder sonstwie eine Reihe von Losungen U,, U,, ... von (3.6), welche
zundchst mit dem speziellen Problem nichts zu tun haben brauchen. Danach pro-
biert man, ob man aus den so erratenen Ldsungen durch Linearkombination
AU, + A,U, + A,U, . . . mit geschickt gewidhlten Zahlen 4,, 4,... den An-
fangs- und Randbedingungen gerecht werden kann.

Beginnen wir danach mit dem Erraten einer Losung von (3.6). Unsere an
Hand von Fig. 56 durchgefiihrte Uberlegung legt es nahe, das Schicksal cines
anfinglich sinusférmigen Verlaufes der Temperatur ins Auge zu fassen, also
etwa 9~ 4

f(x) ="sin=

wo L die Wellenlinge der Verteilung bedeutet. Wir wissen, daB im nédchsten Augen-
blick die Wendepunkte der Sinuskurve ihren Wert behalten, wihrend der obere
Bogen etwa gedriickt, der untere etwas angehoben wird. Das bringt uns auf die
Idee: Bleibt nicht vielleicht die Sinuskurve als solche iiberhaupt erhalten, indem
nur ihre Amplitude im Laufe der Zeit abgesenkt wird? Wir probieren also, ob

etwa 24
e~ %t.sin .Lx
eine Losung von (3.6) sein kann. Und siehe da, das ist tatsdchlich der Fall, wenn
2-\2
6=a(L)
gewihlt wird. Damit haben wir unsere erste ,,Partikularlésung*
27m\2
(3.8) Ulx, t) = eaa(T) tsin—zg— x.

In Wahrheit haben wir damit aber nicht eine Losung, sondern gleich ungeheuer
viele; denn fiir L kénnen wir ja eine beliebige Zahl einsetzen. AuBerdem bleibt
(3.8) auch dann eine Losung, wenn wir den Sinus durch Cosinus ersetzen. Die
groBe und folgenreiche Entdeckung von Fourier bestand darin, gesehen zu
haben, daB man damit bereits alle Losungen von (3.6) in Hianden hat, Damit
ist gemeint, daB sich durch geeignete Kombinationen von L&sungen des
Typus (3.8) nach dem Schema (3.7) jedes Problem der linearen Warmeleitung
erledigen JaBt.

Aus (3.8) entnehmen wir bereits eine fiir Abschitzungen wichtige Aussage
iiber die zum Ausgleich von Temperaturdifferenzen erforderliche Zeit: Nach
der Zeit 1 (.L )2

T=--|5=—
a \2a

sind die Amplituden der U (x)-Kurve auf den e-ten Teil gesunken. Diese Zeit
wichst also mit dem Quadrat der Wellenldnge.
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Eine Methode, welche hiufig das Auffinden von Partikularlésungen er-
leichtert, besteht darin, daB man die Differentialgleichung durch einen Produkt-

ansatz der Form Ux,t) = 0() - X ()

zu lésen versucht. Geht man damit in (3.6) ein und dividiert nach dem Einsetzen
durch das Produkt @ - X, so bleibt

@I xY”

o =4 ¥
Danach wird eine Funktion von ¢ allein, niamlich @//@, gleich einer Funktion

44

aiX— von x allein. Das ist aber nur mdéglich, wenn beide Funktionen den

gleichen konstanten Wert haben, den wir mit — a 3% bezeichnen wollen. Dann
haben wir in den zwei Gleichungen

o’ — 2 X" — 2

® - a.B » X —ﬂ

die Variabeln separiert. Wir haben fiir jede der beiden Funktionen @ () und X (x)
eine gewohnliche Differentialgleichung. In unserem Fall wird
O() = C-eef,
X(x) =Acosfx + Bsinfx,
wo A, B, C drei Integrationskonstanten bedeuten. Mit

27
= L

finden wir so unsere Losung (3.8) wieder. Wiirde man statt — a2 eine positive
oder auch imaginire Konstante setzen, so erhdlt man noch ganz andere Lsungen,
auf die wir hier jedoch nicht eingehen. Wir kommen nun zu dem oben angedeuteten
speziellen Problem.

Ein von x =0 bis x =/ reichender Stab sei zur Zeit ¢ = 0 gleichmiBig
auf U = U, erwirmt. Von da ab sollen seine beiden Endflichen dauernd auf
U = 0 gehalten werden. Wir kénnen von diesem Problem des endlichen Stabes

1

o —

A P>
/s \
y N
- /. N
’,f -, N A b . ",' N\
‘\\a—f’/ ~\\~"/ 7] £ \\\——,r z
N /i
\\N ./

F.g. 57. Die ersten beiden Glieder der Fourier-Entwicklung einer Maanderkurve.
4

-0, —;— sin % T,  mee--e-- an—nsin ST” z, —_——— Summe der beiden ersten Kurven.
mit Randbedingungen iibergehen zu dem eines unendlich langen Stabes ohne
Randbedingungen, indem wir uns den Stab nach beiden Seiten hin ins Unend-
liche verlingert denken und fiir diesen als Anfangsbedingung fordern, daB er
abschnittsweise die Temperaturen 4 U, und —U, besitzt (vgl. Fig. 57). Also
von x =0 bis x =1/ ist U= U,, von x =1 bis x = 2/ dagegen gleich — U, usw.
Es ist klar, daB wihrend des Wirmeausgleichs die Stellen x = 4- v/ (v ganz)
davernd die Temperatur U = 0 behalten werden. Unsere Aufgabe ist somit
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e'rledigt, wenn es gelingt, die Mdanderkurve der Fig. 57 durch eine Summe von
sin- und cos-Funktionen darzustellen. Zeichnerisch sieht man, wie diese Dar-

stellung ungefihr laufen wird. Eine erste Anniherung wird gegeben durch

. 7 . . . .. . 3ax
@ sin x. Diese wird verbessert durch Hinzufiigen von a, sin ——

geeignet gewahlten Konstanten a,), sie wird dadurch bei x = I/2 abgeflacht, bei
=0 und x =/ dagegen besser in die Ecken hineingedriickt. Eine weitere

(mit einer

Verbesserung erfolgt durch Hinzufiigen von ag sin5% usw. Somit hoffen wir,
daB es moglich sein wird, unsere Maanderkurve f(x) als Summe

3.9 f(x)=alsin—j;—x+assin:3lix+assin57ﬂx...

darzustellen und die Zahlen a,, a,, 45 usw. so zu bestimmen, daB

f(x) =U, fir 0< <! und 2I/< x<< 3/ usw.,

3.9
(3.9a) f(x) = —-U, fur I<<x« 2] und 3I< x<< 4! usw.

wird. Wenn eine solche Darstellung méglich ist, éo folgt der Wert eines speziellen
Koeffizienten a, durch folgenden Kunstgriff: Man multipliziere die ganze Gl. (3.9)
Y
T
erscheint links fiir ungerades »:

mit sin—- x -und integriere iiber eine Periode, d. h. von x = 0 bis x = 2/, dann

! 21
. (vm . [(va , 4!
fsm(—l—x)dx —fsm (—l—x)dxj| =Uy -
0 i

(fiir gerades » wiirde sich O ergeben!). Auf der rechten Seite gibt der mit dem
Faktor a, behaftete Summand
21

(3.10a) a,fsinz (”l” x)dx=a,-1,

’

27
(3.10) 6[f(x) sin (”—l” x) dx=U,

0

dagegen liefern die iibrigen Summanden keinen Beitrag, da

21

(3.10b) fsin (? x) sin (# x) dx =20 fir v + u.
0

Damit sind aber die Zahlen 4, = Uo—:—fz gefunden, also auch die gesuchte Dar-
stellung der Mianderkurve

4

E 3n )\ 1
n

(3.10¢) f(x) = 'Uo (sin ) x + —;—sin(Tx) —}—gsinﬁTnx...).

Wenn wir hier noch jeden Summanden nach der Vorschrift (3.8) mit dem Zeit-

faktor ¢ o versehen, so haben wir als endgiiltige Losung fiir die Auskiihlung
unseres Stabes

—al . 1 -9 "T’l . (3
(3.11) U(x,t):%Uo(e a”t51nn7x+—§e ‘i sm(Tnx)...).

An unserer Losung springt insbesondere folgender Umstand in die Augen: Die
verschiedenen Komponenten, in welche wir nach (3.10c) die gegebene Maander-
kurve zerlegt haben, klingen mit ganz verschiedenen Geschwindigkeiten ab.
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2
So ist z. B. nach Ablauf der Zeit 7 = % % die Grundwelle auf % — 0,368 ab-

geklungen, die nichste bereits auf (1/¢)> = 0,050, die folgende auf (1/¢,° = 0,0067.
Nach einer wesentlich gréBeren Zeit ist also praktisch nur noch die Grundwelle
vorhanden. Die zunichst als rechnerischer Kunstgriff eingefiihrte Zerlegung
wird also in der Natur durch den Mechanismus der Warmeleitung insofern wirk-
lich ausgefiihrt, als aus allen Fourier-Komponenten schlieBlich die erste her-
ausgesucht wird.

Zeichnen Sie die ersten der Funktionen

a,sinx, a;sinx + agsin3x, a;sinx + agsin3x 4 a5sinbx

usw. wirklich auf, damit Sie erleben, wie diese Folge es fertigbringt, die Ecken
der Mianderkurve darzustellen.

Die vorstehende Betrachtung liefert uns ein einfaches Beispiel fiir den Nutzen
der Fourier-Reihen in der Physik. Wir wollen im Hinblick auf seine groBe Be-
deutung fiir viele andere Anwendungen diesen Entwicklungssatz in seiner all-
gemeinen Fassung wenigstens angeben. Wegen eines strengen Beweises sei auf
die Mathematikliteratur verwiesen. Die wichtigste Eigenschaft unserer in Fig.57
skizzierten Funktion ist die, daB sie in x periodisch mit der Periodenlinge 2/
ist, d. h. sie erfiillt die Gleichung f(x + 2/) = f(x). Bei einer Wahl einer anderen
Lingeneinheit !

lautet diese Gleichung )

flze+2m|=r(5¢).

Durch geeignete Wahl der Lingeneinheit kénnen wir also stets erreichen, dafB
die Periodenlinge 2x wird. Nun lautet der Fouriersche Entwicklungssaiz:
Jede periodische Funktion f(x) mit der Periode 27, welche in diesem Intervall
nur endlich viele Maxima und Minima und nur endlich viele Unstetigkeitsstellen
besitzt, 148t sich durch die unendliche Reihe '

(3.12) f(x) = %ay+ say cos{rx) + S’ by sin (v x)

darstellen mit . \
1 7 T
(3.12a) a, = ;]f(x) cos(vx)dx und b, = %‘/f(x) sin(vx)d x.
0 0

Wenn. man als bewiesen unterstellt, daB die Reihe (3.12) fiir jedes x existiert
und gleichmdBig konvergiert, so folgt (3.12a) in der oben [GI. (3.10), (3.10a) und
(3.10b)] bereits angedeuteten primitiven Weise. Fiir viele Zwecke der Anwen-
dung ist die komplexe Schreibweise von (3.12) zweckmiBig in der Form

Va2 00
(3.13) f(x) = 2 a,etvE,
. 1
(3.13a) oy = %.[f(x)e‘”’dx. ‘
v}

Uberzeugen Sie sich, daB (3.12) und (3.13) den gleichen Tatbestand beschreiben.
Dazu miissen Sie nur in (3.13) jeweils die beiden Summanden mit » und —» zu-
sammenfassen. (3.12) und (3.13) werden tatsichlich identisch, wenn

dy = 0y + &_,, bv:i(o‘v — a—v)

gewihlt wird. Damit f(x) in (3.13) reell sei, muB a_, = a¥ sein.
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b) Die quellenmiiBige Darstellung. Wir haben oben die Losung (3.8) der
Wirmeleitungsgleichung (3.6)
oU 02U
(3.6) W =a- 'axg
erraten und von ihr aus einen Einblick in die Fourier-Reihen gewonnen. Wir
wollen jetzt eine ganz andere Losung derselben Gleichung erraten. Der nach
beiden Seitep hin unendlich lange Stab besitze zur Zeit ¢ = 0 iiberall die Tem-
peratur U = 0, nur an einer sehr schmalen Stelle von der Breite b herrsche zu
Anfang die Temperatur U,.

Wie wird die Temperaturverteilung zu einer spiteren Zeit aussehen? Wir
erwarten natiirlich, daB sie sich seitwirts ausbreitet, daf3 sie also etwa zu den
Zeiten ¢, und £, den in der Fig.58 skizzierten Verlauf hat. Versuchen wir zunichst,
diese Erwartung formelmiBig
zu beschreiben. Fiir die erwar-
tete Glockenkurve bietet die
Mathematik die Funktion vom
Typus o T

e =

14

Up 1)

dar, wo s die Dimension einer
Lingehat (im Exponenten darf I
nur eine dimensionslose GroBe oo N

stehen). Diese Funktion ist bei -244 =
x = s auf 1/e abgeklungen. s
miBt also die Breite unserer b b
Glockenkurve, von der wir zwischen = —5 und z= +? konzentrierten Erwiirmung.
aber von vornherein wissen,

daB sie mit der Zeit anwachsen muf3. Aus der Differentialgleichung sehen wir

aber unmittelbar, daB }a: die Dimension einer Linge besitzt, also vermuten
wir ‘s2 = z-at, wo z eine vorerst unbekannte Zahl bedeutet. Diese Funktion
kann aber noch nicht die gesuchte sein, da sie fiir x = 0 dauernd gleich 1 bleibt,
wihrend doch die Mittelh6he mit wachsendem ¢ abnehmen mulB. Den von f
abhingenden Faktor, welcher fiir dieses Absinken sorgt, kénnen wir aber aus
der Bemerkung entnehmen, daB die gesamte ins Spiel kommende Wirmemenge
durch ihren Anfangswert, also das Produkt U, - b, gegeben ist. Sie muB ja ihren
Wert dauernd beibehalten. Die den Wirmeausgleich beschreibende Funktion
U(x,t) muB also fiir alle Werte von ¢ der Bedingung

Fig. 58. Ausbreitung einer anfangs auf den schmalen Bereich

+oc
[U(x,)dx="U,b

geniigen. Versuchen wir also die Losung

IE

g(t) e 6t
so ist von dem Faktor g zu verlangen, daB

z!
g(t) -]e zat dy =Uyb
ist. Das Integral ist aber gleich Vrzat, mithin wire

R =
U(x,t):(fobm‘f t,

Becker, Theoret. Physik
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Bis dahin haben wir uns nur von der physikalischen Anschauung leiten lassen.
IZs wird nun hochste Zeit, daB wir uns um die Differentialgleichung (3.6)
kitmmern. Nun, wenn Sie unsere erratene Funktion in (3.6) einsetzen, so sehen
sie, daB (3.6) tatsichlich befriedigt wird, wenn Sie z =4 setzen. Damit haben
wir endgiiltig

(3.14) Ulx, 1) = Upb —oe

Van at

8— lat

fir die Ausbreitung der anfinglich bei x = 0 konzentrierten Warmemenge.

Diskutieren Sie (3.14) als Funktion von ¢ fiir einen festgehaltenen Ort x,,
iiber welchen die Wiarme hinwegstromt. Zu welcher Zeit hat hier die Temperatur
thren Hochstwert? Kann man aus dem Ergebnis so etwas wie eine Ausbreitungs-
geschwindigkeit der Warme ablesen?

Besondere Aufmerksamkeit verlangt das Verhalten der Funktion (3.14) an
der Stelle x = 0, ¢ = 0.- Sie bekommt hier den Wert co, wenn man erst x =0
setzt und dann mit ¢ gegen 0 geht. Dagegen ergibt sich # = 0, wenn man zuerst
(bei endlichem x) ¢ = O setzt. Tatsdchlich wird unsere Lésung hier sinnlos, sie
liefert im Limes ¢ — 0 ja auch gar nicht den in Fig. 58 skizzierten Rechteck-
verlauf der Breite &, sondern eine unendlich hohe und unendlich schmale Zacke
vom Flacheninhalt Uyb, welche h6chstens im Limes b —» 0als Ersatz fiir das Recht-
eck Uyb genommen werden kann.

Wir werden auf die Losung (3.14) der Differentialgleichung (3.6) spiter im
Zusammenhang mit der Diffusion von einem ganz arideren Gesichtspunkt aus
zuriickkommen. Jetzt wollen wir uns iiberzeugen, daB wir mit (3.14) tatsich-
lich eine viel allgemeinere
L6sung in der Hand haben.
Es ist natiirlich ganz un-
Ji(7] S — wesentlich, ob die Wiarme
anfangs bei x = 0 oder an
einer anderen Stelle etwa

v

24 x=£& konzentriert war. Nen-

u/z) nen wir die Dicke der an-

. fangs geheizten Schicht d&

& Erdé = und ihre Anfangstempera-

Fig. 59. Zur quellenmiBigen Behandlung der Wirmeleitung. tur f(£), so haben wir in

(3.14) nur Uyb durch f(&)d&
und x durch x — & zu ersetzen. Nun sei die anfingliche Temperaturverteilung
U(x,0) = f(x) vorgegeben (s. Fig. 59). Wir denken sie in lauter kleine Inter-
valle d& zerschnitten und fassen danach eine bestimmte Stelle x ins Auge.

An dieser wird die von einem einzelnen Abschnitt f(£)d& hervorgerufene Er-
wirmung durch die soeben abgeleitete Formel beschrieben. Durch Uberlagerung
der Wirkung aller Abschnitte erhalten wir also an der Stelle x den Temperatur-
verlauf

P o
(3.15) U, £) = s /f(E)c et g

1—4.7 at

Damit haben wir also diejenige LGsung von (3.6) gefunden, welche aus einer
fir ¢ = 0 vorgegebenen Verteilung U (x, 0) = f(x) hervorgeht.

Fir die Anwendung ist eine andere Schreibweisc von (3.15) zweckmaiBig.
Fiihrt man nimlich an Stelle von & die Grdfe
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als Integrationsvariable ein, so erhilt man die Formel
+ oo
(3.15a) Ulx, f) = Vi_ff(x + BV4al)e-"dB,
by 4

welcher man sogleich ansieht, daB sie fiir £ = 0 wirklich 4 = f ergibt, wihrend
der Grenziibergang in (3.15) zunichst recht knifflig aussieht. Er liefert ein weiteres
Beispiel fiir die bereits auf S.19 diskutierte und in der modernen Physik oft
benutzte §-Funktion: 2
. 1 -
0(z) =lm —e *.
70 V;"[ T

Sie hat die paradoxe Eigenschaft, da8
0(2) =0 fir z=+0 und fd(z)dz= 1.

-

Fiir eine beliebiges f(z) gilt also
f f(2)8(2)dz = £(0).

Als ein Beispiel fiir die Anwendung von (3.15a) sei als Anfangsverteilung fir
den unendlich langen Stab gegeben:

f(x) = U, fir x>0 und f(x)= —U, fir x<0.

Dem entspricht physikalisch ein von x = 0 bis ins Unendliche reichender und
auf U, erwirmter Stab, dessen linke, bei x = 0 liegende Stirnfliche von ¢ =0
ab auf U = 0 gehalten (auf Eis gelegt) wird. Dann hat f im Integranden von
(3.15a) immer den Betrag U,, er wechselt nur sein Vorzeichen bei demjenigen
Wert von g, fiir welchen S

x+ BV4at=0

~ . Somit wird
Y4at

ist, also beir = —

= |
oo ]/4at

(3.16) Ulx, 1) = ;fi f—*’dﬂ fe ﬂ"dﬂ!
l ]’4at J

Hier steht aber in der geschweiften Klammer die Fliche unter der Gaul-

Kurve e—#* zwischen den Stellen g = - , also ist

Vd4at

ot forun
_ 2 : - g
z) = V—;fc B8
U]

nennt man das ,,Fehlerintegral’’. Tabellen dafiir finden sich z. B. bei Jahnke-
Emde, Funktionentafeln. Beachten Sie, wie diese Funktion es fertigbringt, den
T

(3.16a) Ulx,

§|“°

die hier auftretende Funktion
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fir £ == 0 geforderten Rechteckverlauf darzustellen. Die obere Grenze des Inte-
grals in (3.16a) wird im Limes ¢ - 0 er.tweder 400 oder — oo, je nach dem Vor-
zeichen von x, so daB die Funktion selbst nur noch von diesem Vorzeichen abhéngt.

In der Nihe von x = 0, d. h. fir x < ]/4at, kann man in erster Niherung
den Integranden in (3.16a) = 1 setzen und hat dann

2 —
(3.16b) U, t) = Uy~ T;—t fir x< }4at.
71 a
7 —
—
|
A
/ !
/0 a
/'/ f/'llln_ﬂ_'/'ﬂﬂlﬁ' l
7 d-YT viar
——————— -/

Tig. 60. Abkiihlung eines anfanglich gleichmiBig temperierten Stabes von einer Seite.

Daraus entnimmt man als zweckmiBiges MaB fir die Eindringungstiefe 4 des

Ausgleichsvorgangs zur Zeit ¢ die Strecke d gleich V- Yat; das ist die Abszisse
des Schnittpunktes der Tangente (3.16b) an die u-x-Kurve mit der geraden
U = U, (vgl. Fig. 60).

B. Thermodynamik.
1. Zustand und Zustandsgleichung.

Zu diesem fortgesetzt benutzten Begriffe sind einige Erliuterungen an-
gebracht. Man pflegt den Zustand eines physikalisch homogenen Korpers zu
kennzeichnen durch gewisse Zahlenangaben, wie z.B. Druck, Temperatur,
Dichte; bei festen K6rpern kommen hinzu Angaben iiber Zug oder Zugspannung
usw. Bei ruhenden Fliissigkeiten und Gasen sind durch zwei solche Zahlen-
angaben, etwa Druck und Temperatur, alle iibrigen, wie z. B. das Volumen und
damit auch die Dichte, festgelegt. Wir beschrinken uns vorerst auf solche durch
zwei Zustandsgrofen zu beschreibende Stoffe. Zur Klarstellung der Worte Druck
und Temperatur sei an folgendes erinnert: Jede Definition einer physikalischen
GroBe ist gleichbedeutend mit einer Vorschrift zu ihrer Messung. Durch Be-
sinnen auf diese fundamentale Tatsache kann man viele Unklarheiten beseitigen.
Wenn man z. B. den Druck als Kraft pro Flicheneinheit definiert, so ist diese
Definition erst sinnvoll, wenn man sich iber die daraus folgende MeBvorschrift
im klaren ist, etwa in folgender Weise: Ein Stiick von der Fliche F sei aus der
Wand herausgeschnitten und als reibungsfrei beweglicher Stopfen wieder an
seine Stelle eingesetzt. Der Druck p einer von der Wand umschlossenen Fliissig-
keit ist jetzt dadurch definiert, dal man von auBen her auf den Stopfen mit
der Kraft ¢ - F driicken muf}, damit er an seinem Ort bleibt. Damit hitten wir
den ,,Druck auf die Wand*. Selbst diese Erlduterung ist noch nicht voll befriedi-
gend, weil wir nur von dem auf die Wand ausgeiibten Druck gesprochen haben,
wihrend wir doch im Innern der Fliissigkeit den Zustand an irgendeiner Stelle
durch den dort herrschenden Druck zu kennzeichnen pflegen. Was bedeutet hier
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das Wort Druck? Zur Klirung braucht man wieder notwendig einen Gedanken-
versuch (Fig.61). Man denke sich an der zu priifenden Stelle einen Teil der Fliissig-
keit entfernt, so da8 in ihr ein kleiner Hohlraum entsteht. Infolge des ,,Druckes*
der Flissigkeit hat die Umgebung die Tendenz, in dieses Loch hineinzustiirzen.
Um dieses Hineinstiirzen zu verhindern, um also zu erreichen, daB8 durch die
Schaffung des Loches seine Umgebung nicht gestért
wird, mu3 man von innen her auf eine Fliche F der \
Lochwand die Kraft F ausiiben. Man muB den Hohl- \ \\
raum mit dieser Kraft abstiitzen. Diese Erlauterung \\ \
mag zunichst recht pedantisch anmuten. Sie ist aber ~
unvermeidbar, wenn man mit der Aussage, an einer '
Stelle im Innern der Fliissigkeit existiere ein Druck p,
einen physikalischen Sinn verbinden will.

Wir kommen nun zu dem Begriff der Zustands- \\
gleschung. Bei Fliissigkeiten und Gasen ist der Zu-  r1ig. 61 zur Definition des
stand durch zwei Zahlenangaben festgelegt, z. B. durch =~ Pruckes im Innern einer Fliis-
Angabe von Druck und Temperatur. Eine plastische R
Veranschaulichung dieser Tatsache bietet die in Fig. 62 skizzierte Anordnung:

Die Substanz befinde sich in einem zylindrischen, oben durch einen Stempel
der Flache F abgeschlossenen GefidB. Der Druck wird gewihrleistet durch ein auf
dem Stempel sitzendes Gewicht P, die Temperatur dadurch, daB das ganze Ge-
fiB in ein Bad von der Temperatur T eingetaucht ist. Unter diesen Umstiinden
nimmt das Gas ein ganz bestimmtes Volumen V ein, welches somit eine Funk-
tion von p und T ist. :

Die Gleichung V=V (p, T), welche diese Abhingig-
keit zum Ausdruck bringt, nennt man die thermische F E T/
Zustandsgleichung. Natiirlich ist es ganz unwesentlich,
daB wir hier gerade p und T als unabhingige Variable
gewahlt haben. Man hitte statt dessen ebensogut V
und 7 oder auch ¥ und p zur Kennzeichnung des
Zustandes wihlen kénnen. Man wiirde dann $ als
Funktion von V und T oder T als Funktion von V
und $ als thermische Zustandsgleichung bezeichnen.
Nach dem Energiesatz besitzt die Substanz auch I TN R i
einen bestimmten Energieinhalt E, also muB auch beiden Variabeln p und T.
E=E(V,T) eine ,Zustandsfunktion“ sein. Man
nennt diese Gleichung auch die ,,kalorische Zustandsgleichung*.

Besonders einfach werden die Zustandsgleichungen fiir Gase, wenn man
sich auf diejenige Niherung beschriankt, in welcher die Gase als ,,ideal” be-
zeichnet werden konnen. Die thermische Zustandsgleichung haben wir oben
(S. 88) bereits angegeben. Fiir die dort auch auftretende individuelle Gas-
konstante » haben Messungen an den -verschiedensten Gasen ein hochst wich-
tiges Gesetz ergeben: Wihlt man als Gasquantum ein Mol des betreffenden
Gases, d. h. so viel Gramm, wie das Molekulargewicht angibt, so erhilt man
bei allen Gasen denselben Zahlenwert R fiir ». Bezeichnen wir, um diesen
Tatbestand zu formulieren, mit V,, das Volumen von 1 Mol des betreffenden
Gases, also etwa von 2 g Wasserstoff (H,) oder 32 g Sauerstoff (O,) oder
44 g Kohlensdure (CO,), so lautet die Zustandsgleichung

(3.17) pVy = RT,

welche fiir alle Gase mit demselben Zahlenwert fiir R gilt. R wird daher auch
oft als universelle Gaskonstante bezeichnet. Ihr Zahlenwert folgt z. B. daraus,

1 Wormesad
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daB bei p = 1 Atm und T = 273,2° das Molvolumen 22,4 Liter betrdgt. In
absoluten Einheiten (p in dyn/cm?, Vj; in cm3/Mol) wird

. 107 518
R = 831 - 10" 557 -
Eine andere Schreibweise der Gasgleichung (3.17) wird sich insbesondere in
der Atomphysik als niitzlich erweisen. Es sei L die Zahl der Molekiile im Mol.
Wir wissen, daB L (die ,, Loschmidtsche’* Konstante) ungefihr ~~6-10% ist,
aber der Zahlenwert tut hier nichts zur Sache. Wir dividieren (3.17) durch V)
und erweitern rechts mit der Loschmidtschen Konstanten L:

L. R ..
P=v, Tt

Nun ist 1/V,, die Anzahl der Mole im cm3, L/V;; = » die Zahl der Molekiile
im cm?® Der Quotient R/L =k heit Boltzmannsche Konstante. Mit diesen
neuen Bezeichnungen lautet (3.17) auch

(3.17a) p=nkT.

Bei gegebenem T ist danach der Druck allein durch die Zahi der Molekiile im
cm3 gegeben, ganz unabhingig von deven individueller Beschaffenheit.

Auch die kalorische Zustandsgleichung idealer Gase ist besonders einfach, wie
Gay-Lussac durch seinen beriibmten Uberstrémungsversuch zeigte (Fig. 63).
Ein GefaB ist durch eine Wand
in zwei Riaume 4 und B unter-
teilt. Im Teilraum A (Volumen
V,) befinde sich ein Gas der Tem-
peratur 1,, der Teilraum B sei
it zunichst evakuiert. Nun werde
@[l die Wand zwischen den beiden
wrosg ool Teilraumen  plotzlich  beseitigt,

e il etwa dadurch, daB sie her. us-

gezogen wird. Das Gas stréomt

Fig.63. Gay-Lussacs Uberstrémungsversuch, nach B ein und erfiillt jetzt

das ganze GefiB (Volumen V,).

Nachdem die mit der plétzlichen Expansion verbundenen turbulenten Bewe-

gungen abgeklungen sind, werde wieder die Temperatur des Gases gemessen;

es ergebe sich der Wert 7,. Da bei dem ganzen Vorgang keine Energie vom

Gas nach auBen abgegeben wurde, mufl die Energie des Gases vor und nach

dem Versuch denselben Wert haben; fiir die Energie als.Zustandsfunktion
muB also gelten

(3.18) E(W, T)=E(V, Ty.

Die Messung ergab nun, daB sich bei dem geschilderten Versuch die Temperatur
nicht dndert. Zu der Energiegleichung tritt als experimentelles Resultat hinzu
T,=T,, so dall wir erhalten E(V,, T;) = E(V,, T,). In Worten: Bei einer
isothermen Expansion erfihrt die Energie eines idealen Gases keine Anderung.
Sie ist eine Funktion der Temperatur allein (und bei konstant gehaltener Tem-
peratur unabhingig vom Volumen):

(3.18a) E = E(T).
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2. Der erste Hauptsatz.

a) Formulierung und physikalische Aussagen. Der erste Hauptsatz der
Thermodynamik ist der Satz von der Erhaltung der Energie. Man pflegt ihn in
der Form zu schreiben:

(3.19) dE = 00 + 8 4.

Darin bedeutet 6Q die dem System zugefiihrte (kleine) Warmemenge, 64 dic
an dem System geleistete (kleine) Arbeit, dE die dadurch bewirkte Anderung
der Energie E des Systems. Das Wort System
ist iiblich fiir irgendeine materielle, genau um-
grenzte Anordnung. Machen wir uns den Inhalt
der fundamentalen GI. (3.19) an dem Beispiel
eines Gases oder einer Fliissigkeit klar (Fig. 64).
Das Gas stehe unter dem Druck p, etwa da-
durch, daB es durch einen ,,Stempel vom
Querschnitt F abgeschlossen ist, auf welchem ein
Gewicht P = pF lastet. In dem GefiB befinde
sich eine Heizspirale vom elektrischen Wider-
stand R, durch welche wir nach Belieben Strom  Fig. 64, Energieinderung ciner Ga:-
hindurchschicken kénnen. Eine Wirmemenge 80 me"ged"mhWeizi"s‘ﬁf,‘l‘;”” nnd Arbeit
kénnen wir dem Gas dann dadurch zufiihren,

daB wir wiahrend der Zeit v den Strom I flieBen lassen, so da 6Q = R - I*7
ist. Wenn wir dabei den Stempel festklemmen, so wird die Energie E des Gases
um eben diese Wirmemenge vergroBert. (Dabei sehen wir von der Wirme-
kapazitit des GefiBes und der Spirale ab.) Dagegen wird eine Arbeit an dem
Gas geleistet, wenn der Stempel unter der Wirkung des Gewichtes P sich etwax
abwirts bewegt, etwa um die kleine Strecke 4%. Nach dem

Ki

Gesetz Arbeit = Kraft mal Weg wird dabei von der Schwer- ""m"‘w
kraft die Arbeit 64 = PAh = pF Ah geleistet. Das ist zu- faas

gleich die Verminderung der potentiellen Energie von P. P

Unsere Gl. (3.19) besagt, daB3 sich um eben diesen Betrag e

die Energie E des Gases vermehrt haben muB. Nun ist Y

FAh gerade die Abnahme des vom Gas erfiillten Volumens (ana

V, also FAh = —dV. Fiir den Fall eines Gases oder einer R
Fliissigkeit erhilt damit (3.19) die spezielle Gestalt . ; -

(3.20) dE = 6Q — pdV. PRI s

Zur Bewegung des Stempels um groBere Betrdge denken
wir uns folgende Vorkehrung: Neben dem Gefi befinde
sich ein vertikales Regal mit sehr viel dicht iibereinander
geordneten Fichern. In jedem Fach liege eine groBere
Anzahl von sehr kleinen Gewichten, desgleichen sei das &%
Gewicht P auf dem Stempel in viele kleine Gewichte °

nnterteilt (s. Fig. 65). Um jetzt den Stempel zu senken, Tig.65. Reversible Rom-

. . . . i . - . pression cines Gases durch
verschieben wir in horizontaler Richtung ein kleines Ge- horizentale Verschicbune

wicht aus demjenigen Fach des Regals, welches sich gerade ‘Q:;‘;i'au?*:;'ﬁ“‘sie,;,?;{‘,
neben dem Stempel befindet. Dadurch wird der Stempel

ein klein wenig heruntersinken, etwa um die Strecke d x. Dabei hat er die Arbeit
Pd x geleistet, seine potentielle Energie ist um diesen Betrag kleiner geworden.
Nennen wir % die Hohe des Stempels iiber dem Boden, soist d x = —d 1, also ist die
geleistete Arbeit

(3.21) A= Pdh= — _fj_d(Fh.) = — pdV.

.
SNNNN
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Will man eine endliche Kompression des Gases bewirken, so hat man den an-
gedeuteten Proze8 fortzusetzen, also immer nur horizontale Verschiebungen kleiner
Gewichte vorzunehmen, so daB auf dem Stempel stets das zur jeweiligen Héohe 4
gehorige Gewicht P (k) sitzt, bis auf eines der kleinen Zusatzgewichte, welches
man aber im Limes beliebig klein machen kann. Die bei einer endlichen Ver-
schiebung von &, nach h,(h, << h;) am Gas geleistete Arbeit wird dann

fZM = —fh.P(h)dh = —f;(V)dV =[p(V)av.
i by 7

Diese ganze Arbeit ist bei unserer Anordnung materiell vorzeigbar als Abnahme
dér potentiellen Energie aller an dem Vorgang beteiligten Gewichte. Diese selbst
gehoren nicht mit zum ,,System’. Sie sind Bestandteile der dufleren Vorrich-
tung, mit welcher wir das System bearbeiten.

Es ist jetzt hochste Zeit, die obige Bezeichnung 4E und JQ zu erldutern,
nimlich den Unterschied zwischen dem geraden d und dem krummen 6. Oben
wurde hervorgehoben, dall E eine Zustandsfunktion ist, d. h. der Energieinhalt
hat einen bestimmten Wert, sobald die den Zustand kennzeichnenden GréBen
(also T und V oder auch $ und V) gegeben sind. Beschreiben wir etwa den Zu-
stand durch $ und V, so kénnen wir ihn durch einen Punkt in der V-p-Ebene
kennzeichnen. Dann sind sowohl T = T(V, $) wie auch E=E (V, ) Zustands-
groBen, d. h. jedem Punkt der Ebene ist ein bestimmter Zahlenwert von E
zugeordnet. Wenn ich nun, von p,, V, ausgehend, p um dp und V um 2V
indere, so ist damit eine bestimmte Anderung von E, nimlich

(3.22) dE — (‘;—ﬁ)pdv (g—f)ydp

verbunden. Bei einer endlichen Anderung des Zustandes, etwa von V., P, nach
V,, p,, andert sich dann die Energie im ganzen um

fsz:E2— E,,
1

und zwar ist diese Anderung unabhingig vom Verlauf des von 1 nach 2 fiihrenden
Weges. Durch die Gleichung

E2=E1+f2dE
1

kann man geradezu die Energie in einem beliebigen Zustand 2 definieren, sobald
E, und der Zuwachs dE, welchen E bei einer infinitesimalen Anderung erfahrt,
gegeben sind. Ist diese Anderung in einem allgemeinen Fall durch zwei Funk-
tionen X (V, ) und Y (V, $) beschrieben, in der Weise, da3

dE = XdV + Ydp

ist, so ist von diesem Ausdruck zu verlangen, daB er ein vollstindiges Differential
sei; das bedeutet: Es muBl d X/0p=07Y/0V sein. Nur dann kann X =0E/0V
2

und Y = 0E/0p sein. Und nur darn ist das Linienintegral f dE wirklich vom

i
Wege unabhingig. Im Gegensatz dazu sind 6Q und § 4 keine vollstindigen Diffe-
rentiale. Es existiert keine Zustandsfunktion ,,Warmemenge Q‘‘ oder ,,Arbeit 4"*;
es hat keinen Sinn, zu sagen, das betrachtete Gas enthalte eine bestimmte Wirme-
menge. Q meint also nur ,,eine kleine Warmemenge*’. Es ist nicht das Differential
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einer Funktion Q. Ebenso ist es mit 4. Betrachten wir zur Erliuterung die
3

Arbeit f — 04, welche gewonnen wird, wenn das Gas aus dem Zustand 1 in den

i
Zustand 3 iibergefithrt wird (Fig. 66). Aus der Relation — 84 = $d V sieht man un-
mittelbar, in welcher Weise dieses Integral vom Wege abhingt : Fithrt man das Gas

3
iiber’2 nach 3, soist f — 0 A gleich dem Inhalt der in der Figur schraffierten Fliche,
i

welche von dem durchlaufenen Weg #

. . 7

und der Abszissenachse begrenzt wird. S>
Fiihrt man dagegen das Gas iiber den _g?;%

3 A
Weg 1—4—3, so ist (4) f — 0 A gerade mEA%7%% /%72327%;

1 % 27 %
um den Flicheninhalt des Vierecks %/“2/2/ 25
1—2—3—4 kleiner als im ersten Fall. n %7 24/ f/?
Es hat also wirklich keinen Sinn, zu 744 22
sagen, zwischen den Zustinden (1) J
und (3) bestehe ein bestimmter
Unterschied der GroBe A. Die ,,Ar- 7 E 7
beit*“ ist eben keine Zustandsfunk- Fig. 66. Die bei der Expansion von (1) nach 3)
tion, weil sie vom Wege abha_nglg gewonnene Arbeit [pdV hingt vom Weg ab.

ist. Besonders drastisch kommt diese
Eigenschaft zum Ausdruck, wenn man den geschlossenen Weg 1—2—3—4—1

durchldauft. Wir deuten einen geschlossenen Weg durch 9§ an. Dann ist selbst-
verstdndlich

(3.23) 9§d£=0, also 9§aQ=—9§aA.und 9§5A:g§pdv.

Bei einem geschlossenen Umlauf ist die Energie zu ihrem alten Wert zuriick-
gekehrt, dagegen ist die im ganzen zugefiihrte Warmemenge gleich der im ganzen
geleisteten Arbeit, welche ihrerseits gleich der Fliche des durchlaufenen ,,Indi-
katordiagramms'‘ ist. Nach dem Umlauf befindet sich das Gas wieder im gleichen
Zustand, obwohl ihm eine endliche Warmemenge zugefiihrt wurde.

b) Spezielle Zustandsinderungen. Schreiben wir die Energiegleichung (3.20)
in der Form

(3.24) 8Q = dE + pdV,

so besagt sie: Die dem Gas zugefiihrte Warmemenge 6Q wird verbraucht, um
die Energie des Gases um dE zu vergrofern und gleichzeitig die Arbeit pdV
zu leisten. Letztere kénnen wir z. B. in der Form von gehobenen Gewichten
direkt vorzeigen, wenn der Druck durch einen belasteten Stempel erzeugt wird.
In welcher Weise dQ sich auf diese beiden GréBen dE und pdV verteilt, hingt
von der Versuchsfithrung ab. Wir betrachten hier vier charakteristische Arten
derselben. Sie unterscheiden sich dadurch, daB8 entweder das Volumen oder
der Druck oder die Temperatur konstant gehalten wird, oder schlieBlich, daf3
iiberhaupt keine Wirme zugefiihrt wird. Ist E als Funktion von 7T und V ge-
geben, ist nach (3.20) auf jeden Fall

(3.25) 80 — (%); aT -+ {(%ﬁ)ﬁ p}dV.

Wir betrachten nun die folgenden vier Fille.
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o) Konstantes Volumen. Bei der Warmezufuhr sei also der Stempel festgeklemmt,
d.h.dV =0, also 0E
00 = (W)V ar.

Das Verhiltnis 6Q/d T von zugefithrter Wiarme und Temperaturerh6hung nennt
man spezifische Wiarme ¢. Erfolgt also die Erwirmung bei konstantem Volumen,
so haben wir speziell!
a1

(326) cy — (—a‘:l:‘l)r .
In diesem Fall dient die ganze zugefiihrte Wirme zur Erhohung der Energie E.

B) Konstanter Druck. LiBt man wihrend der Erwirmung den Druck kon-
stant, so muB sich das Volumen #ndern. Ist ¥ als Funktion von ¢ und T
bekannt, so ist oV oV

V= (W)Tdﬁ - (5T)vdT'

Im Fall dp = 0 haben wir also nach (3.25)
0E . (OE av
(00} = {ﬁ + (57 +2) ﬁ}‘”'
Bei Beschrinkung auf 1 Mol eines idealen Gases wird 0E/0V = 0und V = RT/p,
somit das bekannte Resultat

(327) CPZ%QT)L:CV+R.

Von der zugefiihrten Warme ¢,d T dient also der Teil ¢y d T zur Erhéhung der
Energie des Gases, der Teil Rd T dagegen zur Leistung der mit der Ausdehnung
verkniipften Arbeit.

1) Konstante Temperatur (isotherme Expansion). Dann ist 4T = 0, .also

(3.28) 80 = (2—5 +p)av.

Bei dieser Versuchsfiihrung (der das Gas enthaltende Zylinder befindet sich
in einem Wairmebad der festen Temperatur T) ist eine Temperaturerhéhung
per definitionem ausgeschlossen. Die Wiarme §Q dient zur Erhéhung der inneren
Energie (falls £ von V abhingt) sowie zur Deckung der duBeren Arbeit p4dV.
Besonders lehrreich ist hier der Fall des idealen Gases, bei welchem ja E von
V nicht abhingt, also @ E/0 V = 0 ist. Dann ist einfach 6 4 = pd V. Bei der iso-
thermen Expansion eines idealen Gases dndert sich dessen Energie iiberhaupt
nicht. Die bei der Expansion gewonnene Arbeit pdV wird quantitativ durch die
Wirme 0Q gedeckt, welche dem Wirmebad entzogen wird.

0) Adiabatische Expansion. Das ist eine Expansion des thermisch isolierten
Gases, also 0Q = 0. Dann ist mit der Expansion 4V eine durch

JFE
gegebene Abkiithlung verbunden. Fiir das ideale Gas ist wieder dE/0V =
und p = RT/V. Nach Division durch T wird dann

cydInT 4- RdlnV = 0.
Nun ist nach (3.27)
R=c¢, —cr.

Mit der iiblichen Abkiirzung » = cp/cp fiir das Verhiltnis der beiden spezifischen
Wirmen wird also dnT + dlnV*-1 — 0,

! Fiir ein ideales Gas ist cyp konstant (vgl. S. 1221f.).
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Also gilt bei der adiabatischen Expansion

(3.29) TV*~1 = const.
Da allgemein RT = $V ist, so hat man auch
(3.29a) pV* = const

als Ausdruck fiir die adiabatische Expansion.

Eine berithmte Anwendung dieser Gleichung und zugleich eine wichtige
Methode zur Messung von x = c,/cy liefert die Schallfortpflanzung. Fiir die
Schallgeschwindigkeit w liefert die Hydrodynamik (vgl. S. 85) die folgende
Aussage. Sei g die Dichte des Mediums (in g/cm?®) und # als Funktion von p
bekannt, also » = #(p), so gilt T

Mit dem Molvolumen ¥V (Volumen von M Gramm des Gases, M = Molekular-
gewicht) wird o = M/V, also

p=o- RT
Nun ist: M
Bei der isothermen Kompression: $ = const - p, also (:_p) o %
0 /izot
Bei der adiabatischen Kompression: $ = const - g%, also, (Z—f:) = % :
0 [ac

Wir erhalten also, je nachdem, ob die Schallbewegung isotherm oder adiabatisch
verlduft, einen verschiedenen Ausdruck fiir die Schallgeschwindigkeit w, und
zwar wird ' R i
P V2
(w)l.\'oth — ] A
! RT
(@)aa = |/# =7
Tatsichlich gehen die Schallschwingungen so rasch vor sich, da zum Temperatur-
ausgleich keine Zeit bleibt. In Ubereinstimmung mit den Messungen ist also

W — Wyq-

Rechnen Sie selbst den Wert w,q numerisch fiir Luft aus (M = 29, 7" = 290°K,
% = 1,40). :
¢) Die Entropie des idealen Gases. Fiir ein ideales Gas folgt aus (3.25)
50 = cvar = XL av.

Wir haben oben mit Nachdruck betont, daB Q keine Zustandsfunktion ist. Wenn
wir aber obige Gleichung durch T dividieren, so steht rechts wirklich cin voll-
standiges Differential. In der Tat wird

60 aT av ] N

’—1‘—'¥ C['—:‘l\‘ RT— d(C; IHT-j Ran).
Mit der Abkiirzung?
(3.30) S=¢InT - RInVT

1 Der im Text angegebene Ausdruck fir S hat den Schonheitsfehler, daB man sinnvoller-
weise nur von dimensionslosen GroBen den Logarithmus bilden solite. Tatsichlich kommen
in den Anwendungen nur Differenzen

T, . 1
.Sz— Sl = CVIH‘TI i Rln T;'
vor. Bei ihnen aber ist diese Forderung erfiillt.
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wird also

2

é é

(3.31) 2 =45 und fTQ —S,—S,.
1

2
Die hier gewonnene Zustandsfunktion S heift Entropie. Wahrend f 00 vom Weg
B 1

abhiangt, ist das beim Integral f % nicht mehr der Fall. Dies sieht zunichst
1

aus wie ein Rechenkunststiick, welches auf das ideale Gas beschrinkt ist. Tat-
sdchlich ist die in der letzten Gleichung enthaltene Definition einer neuen Zu-
standsfunktion von ungeheurer Allgemeinheit. Man kann sie geradezu als den
Kernpunkt des zweiten Hauptsatzes der Thermodynamik betrachten, welchen
wir uns nun ansehen wollen.

3. Der zweite Hauptsatz der Thermodynamik.

a) Das Prinzip der Carnotschen Wirmekraftmasehine. Den zweiten Haupt-
<atz haben wir oben bereits dahin prizisiert, daB es unmdglich sein soll, ein Per-
petuum mobile zweiter Art zu konstruieren, das wire eine periodisch wirkende
Maschine, bei welcher nach einem vollstindigen Umlauf nichts weiter geschehen
ist als Leistung von Arbeit und Abkiihlung eines Wirme-
reservoirs. Die Forderung ,,vollstindiger Umlauf’ ist
besonders zu beachten. Denn wir sahen oben bereits,
daB bei der isothermen Expansion eines Gases die dem
Wirmebad entnommene Wirme restlos in Arbeit ver-
wandelt wird. Zur Herstellung des
vollstindigen Umlaufs miiBte man
aber das Gas wieder komprimieren.
Und dann miiBte man — das ist die
Behauptung des zweiten Hauptsat-
zes — mindestens dieselbe Arbeit
wieder aufwenden, welche man vor-
. her — bei der Expansion — gewon-

/A7) V5 e ¥ nen hatte. Wir betrachten als eine

Fig. 67. Diagramm zum Carnotschen KreisprozeB. besonders iibersichtliche AnOrdnung
die sogenannte Carnotsche Wirme-

kraftmaschine, welche zwischen Wirmereservoiren von den Temperaturen T,
und T, arbeitet in einer durch die Fig. 67 angedeuteten Weise. Das Gas befinde
sich zundchst im Zustand 4 in einem Warmebad von der Temperatur T,. Wir
lassen es isotherm expandieren bis zum Zustand B. Dabei werde dem Bad die
Wirmemenge (), entzogen. Dann trennen wir das Gas vom Wairmebad und
expandieren es adiabatisch bis C. Bei dieser Expansion erniedrige sich die
Temperatur auf 7,. Wir bringen es nunmehr in Beriihrung mit dem Wirme-
bad T, und komprimieren bis zum Zustand D. Dabei werde an das Bad 7T,
die Wiarme @, abgegeben. Zum SchluB 16sen wir wieder den Kontakt mit T,
und komprimieren adiabatisch, bis der Ausgangszustand A wieder erreicht ist.

Auf Grund unserer fritheren Uberlegung kénnen wir die Arbeit-Wirme-
Bilanz dieser Maschine fast ohne Berechnung hinschreiben. Zunichst folgt aus
dem ersten Hauptsatz, daB die gewonnene Arbeit A gleich der Differenz der
Wirmemenge @, und @, sein muB, also

A :()l _Qz-




Der zweite Hauptsatz der Thermodynamik. 109
Ferner sehen wir oben, daB fiir ein ideales Gas (welches wir zunachst als Arbeits-
2
)
substanz voraussetzen) f TQ vom Weg unabhingig ist, daB also insbesondere

0 N 1
f _’FQ fir einen geschlossenen Weg A BCD A gleich 0 sein muB. Nun hat auf
dem Abschnitt 4 B die Temperatur dauernd den konstanten Wert T,. Also ist

. fOQ=~fOQ——

Auf den Adiabaten BC und CA ist 6Q = 0, auf CD schlieBlich wird f WY
2
Somit geht die Gleichung 6TQ = 0 fiir unser Carnotsches Vlereck iiber in
die Gleichung
Q Q
2 <1 __ X2
(3.32) T < T,
Setzt man von hier
(3.32a) Q=032
1
in die Gleichung fiir 4 ein, so resultiert
(3.33a) Gewonnene Arbeit: 4 = Q, - —_ Tz
Mit der Abkiirzung
_ I, =T,
(3.333.) = T

kénnen wir also sagen: Von der dem heieren Reservoir entnommenen Wirme (),
ist der Bruchteil @, #in mechanische Arbeit umgewandelt. Der Rest Q, = Q, (1 —7)
wurde dem kilteren Reservoir zugefithrt. Man nennt n den Wirkungsgrad der
Wirmekraftmaschine. Machen wir uns zunichst klar, daB der errechnete Wir-
kungsgrad einen Hoéchstwert darstellt, der praktisch niemals erreicht werden
kann. Wir haben namlich angenommen, daB unser Gas die durch das Carnot-
sche Viereck vorgeschriebenen Gleichgewichtszustinde auch wirklich durch-
lauft, daB es z. B. auf den Isothermen A4 B immer genau die Temperatur 7,
des Wirmebades besitzt. Das ist aber unmdglich. Denn auf diesem Abschnitt
soll ja eine bestimmte Wirmemenge (nimlich Q,) aus dem Reservoir in das Gas
einstréomen. Das tut sie aber nur, wenn das Gas etwas kilter ist als das Reservoir.
Das zum Uberstrémen von ), erforderliche Temperaturgefille ist um so kleiner.
je langsamer die Expansion vor sich geht. Nur bei ,,unendlich langsamer Ex-
pansion‘‘ hat auch das Gas stets die Temperatur T;. Bei jeder endlichen Ge-
schwindigkeit durchliuft es eine unterhalb von T, liegende Kurve (in Fig. 67
gestrichelt gezeichnet). Aus dem gleichen Grunde verliduft der Ubergang von
C nach D stets etwas oberhalb der Isotherme T,. Es soll ja Wirme vom Gas
an das Bad T, abgegeben werden! Die Fliche des Indikatordiagramms wird
in° jedem Fall verkleinert, der Wirkungsgrad wird also kleiner als LT,
,,Der unendlich langsame ProzeB*, bei welchem im Limes dieser Wert wirl-;lich
erreicht wird, ist zugleich reversibel, d. h. wir kénnen die Maschine auch ,,riick-
wirts‘‘ laufen lassen in der Richtung ADCBA, indem wir die Arbeit 4 auf-
wenden, dem unteren Reservoir die Wirmemenge (), entziehen und dem oberen
dafiir die Wirme Q, = Q, + 4 zufiihren. Lauft die Maschine mit endlicher
Geschwindigkeit, so hat das zum Wirmeiibergang erforderliche Temperatur-
gefille zur Folge, daB die jetzt beim Riickwirtsgang aufgewandte Arbeit groBer
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ist als die Fliche des Carnotschen Vierecks. Die Abweichung vom idealen Ver-
halten geht also jetzt stets in dem Sinne, daB nach der Ausfiihrung je eines
vollen Vorwirts- und Riickwirtsganges im ganzen Arbeit aufgewandt und als
Wirme den beiden Reservoiren zugefiihrt wurde. Fiir die weiteren Uberlegungen
ist die Annahme wesentlich, daB es moglich ist, mit den benutzten Vorkehrungen
ein reversibles Arbeiten beliebig gut anzunihern.

b) Die physikalischen Aussagen des 2. Hauptsatzes. Nun kommt die ent-
scheidende Einfithrung des 2. Hauptsatzes: Angenommen, wir hdtten neben der
oben beschriebenen Carnotschen Gasmaschine noch irgendeine andere Arbeits-
maschine, welche periodisch und reversibel in solcher Weise funktioniert, daf3
sie dem Bad 1 eine Wirmemenge @/ entnimmt, dem Bad 2 eine Wirmemenge Q3
zufithrt und die Differenz als Arbeitsleistung A’ nach auBlen abgibt. Diese zweite
Maschine kann im iibrigen ganz beliebig konstruiert sein und irgendwelche Ver-
dampfungsvorginge oder chemische Reaktionen oder auch elektrische Hilfs-
mittel ausnutzen. Wir behaupten nun, der Wirkungsgrad dieser zweiten Maschine
muB notwendig mit derjenigen der Carnotschen Maschine iibereinstimmen,
d. h. es muB sein T o

A"=0Q1 7, W=t

Q=011 — 7).
.. Der Carnotsche Wirkungsgrad n = T‘T;Tz gut allgemewn fiir jede zwischen
1

den beiden Wirmerveservoiren T, und T, reversibel arbeitende und periodisch wir-
kende Kraftmaschine.” | Periodisch’ bedeutet dabei, daB nach einem Umlauf
der Maschine die Situation der benutzten Apparatur sich nur insofern ge-
dndert hat, als daB die beiden Wirmebider die Wirmemengen Qi bzw. Qf
abgegeben bzw. aufgenommen haben und eine Arbeit A4’ geleistet worden ist.
Dabei kann man stets annehmen, daB die Arbeit 4’ in Form von gehobenen Ge-
wichten vorzeigbar ist. Dieser merkwiirdige Satz folgt unmittelbar aus dem
Postulat der Unmdoglichkeit des Perpetuum mobile zweiter Art. Zum Beweis
wollen wir nun die zweite Maschine so dimensionieren, daB gerade Q] = (@,
daB also beide Maschinen beim Vorwirtsgang dem oberen Reservoir die gleiche
Wirmemenge entnehmen. Ist jetzt #’ der Wirkungsgrad der zweiten Maschine,
so ware nach einem Umlauf:

Maschine I Maschine IT
4 =930, A" =90
Q=1 —7)0Q, Q=1 —2)0

Wenn jetzt %’ kleiner als 7 ist, so lassen wir die Maschine I vorwirts und die
Maschine II riickwirts laufen. Dann hitten wir nach einem Umlauf beider
Maschinen im ganzen die Arbeit

44 =0in - )

gewonnen und dem unteren Warmereservoir die gleiche Energie in Form von
Wirme
Q= Q@ =01(n — )

entzogen, wihrend nach Voraussetzung im ganzen aus dem oberen Reservoir
keine Wirme entnommen wurde. Beide Maschinen zusammen wiren also wirk-
lich ein Perpetuum mobile zweiter Art, da ja nach einem Umlauf nichts weiter
passiert ist, als daB die Arbeit 4 — A4’ auf Kosten des einen Wirmereservoirs 7,
geleistet wurde. Es muB} also 5 = #»’ sein. (Der Fall »/ > # erledigt sich natiir-
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lich durch Umkehrung der Arbeitsrichtung beider Maschinen.) Bei dieser ganzen
Beweisfilhrung war gar nicht mehr davon die Rede, daB die Maschine I mit
einem 1dealen Gas betrieben wurde. Wir haben ja nur gezeigt, daB irgend zwei,
reversibel arbeiter.de, Maschinen den gleichen Wirkungsgrad besitzen miissen.
Dieses Resultat setzt uns in den Stand, eine Temperaturskala ohne jede Bezug-
nahme auf eine spezielle Substanz zu definieren, indem wir den fiir das (nicht
existierende) ideale Gas geltenden Wirkungsgrad

I, — 1,

T.l

N =

zur Definition der Temperatur benutzen. Damit diese Definition eindeutig wird,
miissen wir noch {iber einen fiir alle T willkiirlichen konstanten Faktor verfiigen.
Denn mit T wiirde ja auch die Skala 4T mit festem a den gleichen Wert von
liefern. Uber diesen Faktor verfiigen wir so, daB der Siedepunkt des Wassers
gerade 100° {iiber seinem Schmelzpunkt liegen soll. Ist in dieser Skala T, der
Schmelzpunkt des Eises, so wire grundsitzlich T, zu messen durch Wirkungs-
grad 7, einer zwischen den Temperaturen des siedenden Wassers (7, + 100°)
und des schmelzenden Eises (7) reversibel arbeitenden Maschine:

100

(3.34) 7}0 = m .

Bei dieser thermodynmamischen Temperaturdefinition (Kelvin-Skala) ist vom
idealen Gas nicht mehr die Rede. Das Gasthermometer hat jetzt lediglich die
Bedeutung, daB sich mit seiner Hilfe die Kelvin-Temperatur (wenigstens in
guter Niherung) in einem beschrinkten Bereich besonders bequem realisieren
14Bt. Wir bemerken noch, daB ganz allgemein der Wirkungsgrad jeder irreversibel

arbeitenden Maschine kleiner als ET_—TZ ist. Wiare er namlich gréBer, so konnte

man wieder durch Kopplung mit dérlCarnot-Maschine das Perpetuum mobile
zweiter Art konstruieren.

Bei den konkreten Anwendungen unseres Satzes vom Wirkungsgrad kann
man in verschiedener Weise vorgehen. Entweder man treibt die allgemein
theoretischen Betrachtungen noch etwas weiter und sieht dann, daB die oben
fiir das ideale Gas gewonnene Entropiedefinition

2

sg—slzf’;—?

1

fiir jedes beliebige System zu einer Zustandsfunktion fiihrt, wobei, wie es sein
muB, der Wert des Integrals vom Weg unabhingig ist. Nur mul3 der Weg in jedem
Falle reversibel durchlaufen werden. Ein lehrreiches, schon vorher beriihrtes
Beispiel bietet die isotherme Expansion eines idealen Gases. Wir vergleichen dic
beiden Zustinde I(V = V,) und II(V = V,). Nach dem Gay-Lussac-Ver-
such kann man den Ubergang von I nach II dadurch herstellen, daB man durch
Beseitigung der Zwischenwand das Gas ohne Arbeitsleistung und ohne Wirme-
zufuhr in das gréBere Volumen V, iiberstrémen laft. Das ist aber kein Weg,
um die Entropieverinderung zu ermitteln, da er irreversibel ist. Dazu muB man
den Ubergang reversibel durchfithren. Das kann z. B. so geschehen, dal man das
GefaB in ein Bad der Temperatur T bringt, die Wand durch einen beweglichen
Stempel ersetzt und diesen Stempel so langsam in die neue Lage I bringt, daB
dabei das Gas dauernd die Temperatur 1" behilt. Bei diesem Herausschieben

des Stempels wird vom Gas die mechanische Arbeit fpd V' geleistet. Da dic
1
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Energie des Gases sich dabei nicht dndert, muB die ganze Arbeitsleistung durch
Wirmezufuhr aus dem Bad gedeckt werden. Die dem Gas zugefithrte Warme
betrigt also

(3.35) Q:_/'pdV:RTf%;:RT(]an—an]).
1

Die Entropiezunahme f 6—19 ist sofort anzugeben, da ja bei dem betrachteten

i
ProzeB die Temperatur konstant blieb. Also ist

2

(3.36) 52—51=f%:—g—:R(1nV2—1nV1),
1

was ja nach (3.35) zu erwarten war.

4. Einige Kreisprozesse.

Die andere Methode der thermodynamischen Behandlung irgendeines Vor-
ganges besteht darin, daB man mit seiner Hilfe eine reversibel arbeitende Wérme-
kraftmaschine konstruiert und fordert, daf3 diese den Carnotschen Wirkungs-
grad besitzt. Diese Methode ist besonders instruktiv. Wir méchten sie die appa-
rative Methode nennen, da es immer darauf
ankommt, einen geeigneten Apparat zu er-
finden. Wir erldutern sie an drei ganz ver-
schiedenen Beispielen, nimlich dem Peltier-
Eifekt, der Verdampfung und der Wairme-
strahlung. Amn Verschiedenartigkeit lassen
diese drei Beispiele wirklich nichts zu wiin-
schen iibrig.

a) Thermokraft und Peltier-Effekt. Als
Wirmebédder seien zwei GefiBle mit Wasser
von den Temperaturen 7, und 7T, gegeben
(Fig.68). In die beiden GefiBe tauchen die bei-
den Lotstellen eines Thermoelements, gebildet
== aus dem Metall B und dem Metall C (letzteres

_ in der Figur gestrichelt). Der Draht C laufe
Fig. 68. Das Thermoelement als Warmekrall-  q;r0kt von der einen Lotstelle zur anderen.
Dann herrscht zwischen den Enden # und v

von B eine elektrische Thermospannung U, welche bei nicht zu groBen Tempe-
raturunterschieden der Differenz von T, und T, proportional ist. Wir setzen also

(3.37) U=q(T, — T,.

q ist also die spezifische Thermospannung. Mit dieser Spannung kdénnen wir
Arbeit leisten, z. B. einen Motor treiben oder einen Akku aufladen. Wir ziehen
die letztere Methode vor. Dabei denken wir uns einen Akku, der in sehr viele
Zellen unterteilt ist, von denen jede nur eine sehr kleine Spannung haben soll,
das eine Ende (#) von B sei mit dem einen Pol des Akkus fest verbunden, das
andere (v) mit einem Gleitkontakt so verschiebbar, dal man am Akku jede be-
liebige Spannung abgreifen kann. Stellt man v so ein, daB gerade die Spannung U
abgegriffen wird, so ist die Thermospannung kompensiert. Es passiert gar nichts.
Verringere ich jetzt die abgegriffene Spannung ganz wenig, so flieBt der Strom I
in solchem Sinn, daB der Akku aufgeladen wird. In der Zeit ¢ leistet die aus dem
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Tl‘he.rmoelement bestehende Maschine die etektrische Arbeit 4 — Ulil. Diese
ist jetzt im Akku aufgespeichert und steht zur Leistung mechanischer Arbeit
zur Verfiigung. Diese Maschine ist auch reversibel. Ich brauche v nur in der
entgegengesetzten Richtung etwas zu verschieben, um zu erreichen, daB jetzt
vom Akku aus Arbeit in das aus Thermoelement und Warmebidern bestehende
System hineingesteckt wird. Auch hier bemerken wir wieder, daB strenge Um-
kehrbarkeit nicht realisiert werden kann, da ja im Fall der Arbeitsleistung die
Spannung am Akku etwas kleiner, im anderen dagegen etwas groBer als U
?flr]; muB, damit iiberhaupt ein endlicher Strom in der gewiinschten Richtung
ieBt.

Nun die entscheidende Frage nach der Energiebilanz. Nach dem Energiesatz
mul die ganze gewonnene Arbeit aus dem Energieinhalt der beiden Bider ge-
deckt werden, d. h. es muB ein Warmeiibergang zwischen den stromdurchflosse-
nen Lotstellen und dem Bad erfolgen. Nach dem zweiten Hauptsatz beteiligen
sich die beiden Bider in solcher Weise daran, daB dem heiBeren Bad T eine
Wirmemenge (), entzogen, dem kilteren Bad T, eine Wiarmemenge Q, zugefiihrt

wird, so dafB :
so @@ A=0 —0, (1. Hauptsatz)

und
4=0 12T (2 Hauptsatz)
1

ist. Mit dem oben ermittelten Wert 4 = ¢(T, — T,) I - ¢ wird also

(3.38) Qu=T,-q-1-t und Q= Ty-q-1-¢t.

*,,Wenn durch die auf der Temperatur T gehaltene Loétstelle wihrend der Zeit ¢
der Strom I in der Richtung B — C hindurchflieBt, so nimmt diese Létstelle
die Wiarme ¢ - T - I - t aus jhrer Umgebung auf; das Bad wird etwas abgekiihlt.
FlieBt der Strom dagegen in der Richtung C -~ B (Létstelle II), so wird die
Umgebung erwiarmt.* Das ist aber genau der Peltier-Effekt, den wir somit
durch Anwendung des Satzes vom Wirkungsgrad nicht nur entdeckt, sondern
auch gleich quantitativ beschrieben haben.

Es wird manchem Leser aufgefallen sein, daB bei dieser ganzen Uberlegung
die mit jedem Strom verkniipfte Joulesche Warme in den Drihten B und C
ignoriert wurde. Diese ist stets positiv und proportional zum Quadrat I2 der
Stromstirke, wihrend die Peltier-Wirme linear mit I anwiichst. Nun kann man
grundsitzlich 7 stets so klein wihlen, daB3 das quadratische Glied, also die Joule-
sche Wirme, neben dem linearen Glied vernachldssigbar klein wird. Unsere
Maschine arbeitet also erst im ,,Limes I = 0 reversibel.

Aber auch in diesem Fall ergibt sich noch eine recht beachtenswerte Schwierigkeit.
Die Thermodynamik verlangt doch anscheinend, daB bei nnserer in Fig. 68 skizzierten thermo-
dynamischen Kraftmaschine die Peltier-Warme sich genau wie T, : T, verhalt, daB also
die gewonnene Arbeit A = Q; — Q, der Temperaturdifferenz 7, — T, streng proportional
ist. Das bedeutet weiterhin, daB die -n (3.37) eingefiihrte spezifische Thermokraft ¢ von der
Temperatur unabhingig sein muB. Davon ist aber nach Ausweis der vorliegenden Messungen
gar nicht die Rede, vielmehr ist auch bei kleinen Werten von 7, — T, der Faktor g noch stark
von der Temperatur selbst abhdngig. Wir stehen damit vor der Alternative: Entweder ist die
Thermodynamik falsch, oder aber es fehlt bei unserer Skizze noch ein. wesentliches Element,
damit die Maschine wirklich reversibel arbeiten kann. Zum Gliick ist das letztere der Fall.
Es tritt namlich noch ein neuer Effekt auf, den wir bisher iibersehen haben. Das ist der
Thomson-Effekt. Dieser besteht darin, daB beim Vorhandensein des Temperaturgefalles in
einem Metall ein elektrischer Strom noch eine zusitzliche Wiarmeentwicklung bewirkt, welche
ebenfalls vom Strom linear abhdngt und als ,,Thomson-Wirme’ gemessen werden kann.
Nun ist in den Drahten 5 und C der Fig. 68 ja notwendig ein Temperaturgefille (von T, nach
T,) vorhanden. Damit unsere Maschine reversibel arbeitet, miilten wir also entlang der
Drahte noch eine ganze Reihe von Bidern anbringen, welche an jeder Stelle fiir eine zeitliche
Konstanz der Temperatur sorgen, indem sie die Thomson -Wiarme aufnehmen (oder abgeben).

8

Becker, Theoret. Piiysik.
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Dieser zusitzliche Wiarmeaustausch ist in der Gesamtbilanz mit aufzunehmen. Die Durch-
filhrung dieser etwas kniffligen Uberlegungen wollen wir uns hier ersparen. Sie liefert neben
dem Peltier-Effekt zusitzlich eine vollstindige Theorie des Thomson-Effektes.

b) Die Verdampfung. Der Peltier-Effekt ist zwar als Beispiel zum Wirkungs-
grad recht iibersichtlich und instruktiv, mutet aber als Quelle einer Wérme-
kraftmaschine etwas kiimmerlich und weltfremd an. Wir wenden uns nun dem
Urtyp der Kraftmaschine, der eigentlichen Dampfmaschine zu. Das ihr zugrunde
liegende Phinomen besteht darin, daf3 jede Fliissig-
keit, welche einen vorher evakuierten Hohlraum
teilweise erfiillt, so lange verdampft, bis sich ein
bestimmter, nur von der Temperatur abhingiger
Druck, nimlich der Dampfdruck P (auch Sattigungs-
druck genannt), eingestellt hat. Nur bei diesem
Druck sind Dampf und Fliissigkeit miteinander im
Gleichgewicht. Machen wir uns diese Situation an
Hand der Fig. 69 noch einmal klar: Das GefiBl im
Wirmebad T ist teilweise mit Dampf, teilweise mit
Flissigkeit erfiillt und oben durch einen mit dem
Druck P belasteten Stempel abgeschlossen. Diese

. . Anordnung ist nur dann stabil, wenn P genau gleich
Fie- “3&33&13,’,“3‘0‘;“‘;‘;%5} wteint  demzu T gehorigen Dampfdruck ist. VergréBert man
P nur ein klein wenig, so senkt der Stempel sich

herab, bis der ganze Dampf kondensiert ist, der Stempel also direkt auf der Fliissig-
keit sitzt. Bei einer minimalen Verkleinerung von P dagegen muB der Stempel .
so lange steigen, bis die ganze Fliissigkeit verdampft ist. Wir bezeichnen mit Vj
und Vp, das Volumen von einem Mol Fliissigkeit bzw. Dampf bei einer Tem-
peratur 7. Dann ist die bei der Verdampfung eines Mols gewonnene Hubarbeit

(3.39) A= P(Vp, — Vy).

Um wihrend der Verdampfung die Temperatur konstant zu halten, muB3 dabei
dem Bad eine bestimmte Wirmemenge (Qj entzogen werden. Um nun einen
vollen Arbeitsgang mit unserer Maschine aus-
zufiihren, durchlaufen wir denim P-¥-Diagramm
der Fig. 70 skizzierten KreisprozeB. Nachdem
c wir bei der isothermen Verdampfung bei dem
4 konstanten Dampfdruck P(7) von A4 nach B
gekommen sind, entfernen wir den nur noch
Dampf enthaltenden Arbeitszylinder aus dem
Bad T und expandieren den Dampf adiabatisch
auf die Temperatur 7/<< T (Punkt C’ des Dia-
gramms) und bringen ihn in Kontakt mit einem
Fig 70. Das Indikatordiagramm ceinet  Wirmebad 77. In C’ ist der Dampf aber iiber-
Dampfmaschine. sdttigt. (Man denke an die Wilson-Kammer!)
Um den zu 77 gehérigen Sittigungsdruck zu
erreichen, miissen wir also isotherm expandieren (von C’ nach C). Jetzt kénnen
wir bei 77 wieder kondensieren. Damit gelangen wir zum Punkt D. SchlieBlich
trennen wir wieder vom Bad T’ und erwdrmen die Fliissigkeit auf T, so daB 4
wieder erreicht ist. Dazu brauchen wir die Wirme ¢ (T — 77), welche z. B. aus
Bidern entnommen werden kann, die zwischen T und 77 liegen und die wir
wenigstens teilweise zu der bei T entnommenen Wirme Q hinzurechnen miissen.
Nunmehr wird die gewonnene Arbeit

(3.40) A={0+cn(T - T}

(T'=r-dr)

77 Vog . ¥

TI—T
7
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Dann gehen wir zum Limes dT = T — T/ - 0 iiber. In der Grenze d1 — 0
wird A = (Vp, — Vy) - d P, also

(3.41) (Vi — Va)dP = QL.

Bei diesem Ubergang zum infinitesimalen KreisprozeB spielen die mit den Asten
B - C und D - A verkniipften Komplikationen keine Rolle mehr. Ihr EinfluB
geht streng gegen Null, so daB wir fiir P(7T) die Differentialgleichung

dP 0

AT~ (Voa— Vo) T

erhalten. Das ist die sogenannte Clausius-Clapeyron- Gleichung fiir den Gleich-
gewichtsdruck zweier Phasen einer Substanz. Sie ist eines der wichtigsten Re-
sultate der ganzen Thermodynamik und zugleich eine der Grundgleichungen
‘der physikalischen Chemie.

Zu unserer Ableitung ist noch zu bemerken, da8 wir iiber die Eigenschaften des Dampfes
oder der Fliissigkeit keinerlei Annahmen brauchen. Es kam i{iberhaupt nur das Volumen dieser
beiden Phasen vor. Daher gilt unsere Gleichung auch fiir andere Phasenumwandlungen, wie
z. B. fiir die Verschiebung des Schmelzpunktes durch einen AZuBeren Druck. Bedeuten 7T,
den Schmelzpunkt, L die Schmelzwirme, Viet und Vp die Volumina der festen und fliissigen
Phase, so liefert (3.41a)

(3.41D)

(3.41a)

dT, (Vo — Vi) T

P L

quantitativ den Anstieg von T, mit dem Druck. Zum Beispiel wird bei Wasser in der Gegend
von 0°C dT,/d P negativ werden, die Schmelztemperatur also durch Druck erniedrigt, da
hier Vit groBer als Vg ist.

Bei der speziellen Anwendung auf den normalen Verdampfungsvorgang ge-
stattet unsere Gleichung eine sehr hiufig benutzte Vereinfachung. Wenn man
niamlich Vi als klein neben Vpn, vernachlissigt und iiberdies annimmt, daB sich
der Dampf als ideales Gas behandeln 1aBt, daB also

RT

P

gesetzt werden kann, so erhalten wir die Clausius-Clapeyron-Gleichung in
der Form

(3.41¢)

VDa =

dln P _ QM

dT =~ RT*~

Daraus 148t sich grundsitzlich die ganze Dampfdruckkurve [d.h. P = P(T)]
berechnen, sobald Qy als Funktion von T bekannt ist. Wenn wir fiir den Augen-

blick annehmen, Q,r sei konstant, so wiirde folgen In P = Const - —R‘I'.—, ‘lso
%
(3.414) P(T)=Ce AT,

In Wahrheit ist aber Q, temperaturabhingig, P(7T) sieht also wesentlich kom-
plizierter aus. Wir haben trotzdem diese sehr unexakte Gleichung fiir P(T)
hingeschrieben, weil ihre Gestalt fiir viele Gleichungen der Wirmelehre typisch
ist: Im Exponenten der e-Funktion steht der Quotient aus zwei Energien, die
sich in der Sprache der Atomphysik etwa kennzeichnen lassen als die Energie Qy,
mit welcher die L Molekiile des Mols an die Fliissigkeit gebunden sind, die man
also zu ihrer Abtrennung aufwenden muB. Im Nenner dagegen steht die kinetische
Energie der thermischen Bewegung, welche im Durchschnitt zur Verfigung
steht. Um den praktischen Inhalt der Gl. (3.41c) zu kennzeichnen, schreiben wir

sie 1n der Form
dP _ Qu dT

(3.41¢) P T RT T

8‘
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Die Verdampfungswarme von 1g Wasser betrigt 540 cal, diejenige von

I Mol also Qy = 18 - 540 = 9700 cal. Mit R = 2 522
T = 373° wird }g—; = 2—97;)% = 13. Also ist bei kleinen Erwirmungen 47 die
prozentuale Druckerhéhung 13mal so groB wie diejenige der absoluten Tem-
peratur. Fragen wir z. B. nach dem Dampfdruck bei 101° C, also 1° iiber dem
Siedepunkt, so wird AP 1 ;
Der Dampifdruck ist bei 101° um 3,5% hoher als bei 100°.

¢) Wirmestrahlung und Stephan-Boltzmannsches Gesetz. Fillt eine Licht-
oder Wirmestrahlung auf eine Wand, so iibt sie auf diese einen Druck aus.
Diesen Strahlungsdruck wollen wir zur Konstruktion einer Kraftmaschine aus-
nutzen. Ein evakuierter Hohlraum, dessen Wandung auf einer Temperatur T
gehalten wird, ist von einer Wirmestrahlung erfiillt, deren Beschaffenheit nach
Kirchhoff allein von T abhingt. Sie entsteht dadurch, daB die Wand Strahlung
emittiert und auch absorbiert. Bei einer bestimmten Energiedichte % der Strah-
lung wird ein Gleichgewicht fiir die Absorption und Emission erreicht. Wir inter-
essieren uns fiir die Frage, wie #» von T abhingt. Dazu brauchen wir noch einen
Zusammenhang zwischen # und dem Strahlungsdruck $. Diesen wollen wir hier
nicht ableiten, sondern aus der Elektrizitatslehre iibernehmen. Allein aus der
Annahme, daf3 die Strahlung elektromagnetischer Natur ist, folgt der einfache
Zusammenhang

und der Siedetemperctur

Uu
p=3-
Nun machen wir einen KreisprozeB dhnlich dem, welchen wir oben beim Dampf- .

druck ausfiihrten. Wir denken uns den Strahlungshohlraum durch einen verschieb-
baren Stempel abgeschlossen (Fig. 71).

n
Zunichst soll in einem Wirmebad T
n ; der Stempel so weit herausgeschoben
n-dn T werden, dal das mit Strahlung erfiillte

Volumen von V, auf V, anwichst. Da-
bei muB3 dem Wirmebad 7T eine Warme-
v ™ 7 menge () entzogen werden, welche dazu
verbraucht wird, um 1. das zusitzliche
Volumen V, — ¥V, mit der Strahlungs-
@ energie u(V, — V,) zu erfiillen, und 2.,
Al = um die gewonnene mechanische Arbeit

= p(Vy—V,) zu decken. Es muB also
Wdrmebad [T)

Bl 0 — (w+ ) (Vo = V).

Fig. 71. Die Verwendung der Hoblraumstrahlung ~ Nunmehr entfernen wir den Strahlungs-
zur Gewinnung von Arbeit. . . .

Oben: Das zugchorige Indikatordiagramm. raum wieder aus dem Bad T, ernied-

rigen unter adiabatischer Expansion die

Temperatur der Strahlung und damit den Druck ein wenig und schieben jetzt

in einem zweiten Warmebad T — 4T den Stempel wieder hinein. Beim ganzen

Proze8 ist die Arbeit A =dp(V, — V,) gewonnen. Die Unsauberkeit des

Verfahrens auf den kleinen, die ‘Anderung von T bedi. genden Abschnitten

wird wieder gegenstandslos, wenn wir zum infinitesimalen ProzeB iibergehen
(dT - 0, dp - 0). Der Satz vom Wirkungsgrad

—

ar
A:Q'T
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fordert somit

(3.42) (Ve = Vdp = (u+p) (Vs — V) 2L
Setzen wir hier p = #/3 ein, so haben wir also
1 4 4T
ghu=gu 7
oder

dlnu=4-dInT =dIn T4

Also wird
Inu = InT* + Const

oder mit einer Integrationskonstanten ¢
(3.43) u,= o T4

,,Die Energiedichte der Hohlraumstrahlung wichst proportional zur vierten
Potenz der absoluten Temperatur.’” Dieses Gesetz wurde zuerst experimentell
von Stephan beobachtet. Die obige theoretische Begriindung stammt von Boltz-
mann. Weitere Untersuchung der Hohlraumstrahlung, insbesondere der spek-
tralen Zusammensetzung von #, fithrte iiber das Wiensche Verschiebungsge-
setz zur Planckschen Formel und damit zur Quantentheorie. Wir gehen hier
aber darauf nicht niher ein.

Fiir die Physik ist das Stephan-Boltzmannsche Gesetz so bedeutsam, weil
cs den Ausgangspunkt fiir die Messung sehr hoher Temperaturen liefert. Denn
die GréBe T ist ja allein durch die Anwendung des zweiten Hauptsatzes (Satz
vom Wirkungsgrad) in unsere Gleichung hineingekommen. Mit Hilfe von Strah-
Iungsmessungen 1dBt sich also die absolute Temperatur auch dann noch sauber
messen, wenn keine festen Korper mehr zur Konstruktion anderer Thermo-
meter existieren.

Zunichst 1st hier nur etwas ausgesagt iiber dic Strahlung im Innenraum
eines geschlossenen Hohlraumes. Man wird mit Recht fragen, wie man diesc
denn der Messung zuginglich machen kann. Tatsichlich geht man so vor, da
man an dem Hohlraum ein kleines Loch anbringt und die aus diesem Loch
herauskommende Strahlung z. B. mit einem Bolometer mifit. Dabei muf3 das
Loch so klein sein, daB durch seine Anwesenheit das thermische Gleichgewicht
im Innern des Hohlraumes nicht merklich gestért wird. Man nennt diese Strah-
lung auch schwarze Strahlung, weil das Loch ja bei gewdhnlicher Temperatur
absolut schwarz aussehen wiirde. Es verschluckt alle von auBlen auftreffende
Strahlung, ohne etwas zu reflektieren. Man bezeichnet eincn Kdorper (ein Stiick
Kohle oder einen Himmelskorper) dann als schwarz, wenn er — ebenso wie jenes
Loch — alle auffallende Strahlung absorbiert. Befindet er sich iiberdies auf
einer einheitlichen Temperatur, so verlangt die Thermodynamik, daB3 die von
ihm ausgehende Strahlung die gleiche Beschaffenheit hat wie diejenige, die von
dem kleinen Loch des Hohlraums ausgeht. Sie gestattet dann auch ecine bolo-
metrische Messung der Temperatur.

C. Kinetische Gastheorie.

Die kinetische Gastheorie behauptet, daB ein Gas aus einer groBen Anzahl
von Molekiilen besteht, von denen jedes einzelne geradlinig mit konstanter Ge-
schwindigkeit durch den Raum fliegt. Diese Bewegung des einzelnen Molekiils
wird nur kurzzeitig unterbrochen durch ZusammenstéB8e mit der VWand oder
mit anderen Molekiilen. Die Theorie hat die Aufgabe, aus diesem Bild heraus
die beobachtbaren Eigenschaften mdoglichst quantitativ abzuleiten. Als solche
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kommen zunichst in Frage die Zustandsgleichung p = p(V, T), die spezifische
Wirme und weiterhin die innere Reibung, Wirmeleitfahigkeit usw.

Wir haben somit zunichst eine rein mechanische Fragestellung vor uns,
die wir fiir den Fall, daB die Molekiile als Massenpunkte idealisiert werden diirfen,
ctwa folgendermafBen zu formulieren hitten: x;, y;, z; seien die Koordinaten
des i-ten Molekiils. Der Index ¢ lduft von 1 bis N. Zwischen irgend zwei Mole-
kiilen 7 und % bestehe eine potentielle Energie w, welche nur vom Abstand
rae = V(xi — %)% + (95 — y&)2 + (2 — z)% abhingt, und zwar in solcher Weise,
daB w fir groBe 7 gleich 0 ist, fir 7 = 24 (@ = Molekiilradius) steil ins Un-
endliche geht. AuBerdem bestehe eine potentielle Energie @ gegen die Wand,
welche fiir das ¢-te Molekiil so von seinem Abstand &; von der Wand abhingt,
daB @ fiir b; - 0 positiv unendlich wird, sonst aber (im Innern des Volumens V)
gleich 0 ist. Die gesamte potentielle Energie U wire also eine Funktion von
3N Variabeln:

(3.44) U(x...2y) = »},__—Z.;:]Zw(ﬁk) + Z(D(b@)
1 ) ?
Daraus wiirden die drei N Bewegungsgleichungen folgen:
. au
Mixy = — Frik
Mli\"’,,;z—ﬂ, 1=1...N
. F] Vi
. aU
m;2; = — 3z .

Eine vollstindige Lésung wiirde die Angabe der 3N Zeitfunktionen x, (2) . . . 2y (¢)
verlangen, bei Vorgabe des Anfangszustandes x,(0)...zy(0), %,(0)...2x(0),
als der 6 N Zahlen, durch welche man Ort und Geschwindigkeit aller N Mole-
kiile zur Zeit ¢ = 0 willkiirlich vorgeben kann. Natiirlich ist dieses Problem
hoffnungslos kompliziert. Gott schiitze uns vor dem Mann, der etwa eines
Tages die vollstindige Losung prisentiert. Wir wollen ja auch gar nicht wissen,
wie sich das einzelne Molekiil bewegt. Was uns interessiert, sind lediglich gewisse
Mittelwerte, wie z. B. der Druck, also die Kraft, welche auf einen hicht zu
kleinen Teil der Wand ausgeiibt wird. So ist die kinetische Gastheorie der An-
fang einer allgemeineren, als ,,statistische Mechanik'’ bezeichneten Disziplin.

1. Zustandsgleichung idealer Gase.

Wir beginnen mit der Berechnung des Druckes, welchen unsere N in ein Vo-
lumen V eingesperrten Molekiile auf die Wand ausiiben. Wir verfiigen iiber die
oben erklirte Funktion @ (b;) so, daB die Molekiile von der Wand véllig elastisch
reflektiert werden. Dann kann

N AN X c offenbar von einem Druck im
e T UNP Sinne einer zeitlich konstanten
N L Ny Kraft nicht mehr die Rede sein.
| AN ahanan———} Um die Verhiltnisse klar zu

IR Lo~ W&E: iibersehen, gehen wir auf die ur-
§ e spriingliche Definition zuriick:

Wir denken aus der Wand ein

C L e T kleines Stiick der Flache f her-
NN N ausgeschnitten und als ,,Stem-

o :
Fig. 72. Die Wirkung der St68e auf den Stempel wird im Mittel pel mn C‘lem S0 e.ntstar}denen
kompensiert durch die von der Feder ausgeiitbte Kraft p.f. Loch frei beweghch (Flg 72)
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Damit der Stempel jetzt nicht herausgeschleudert wird, miissen wir von auBen
mit der Kraft p-f gegen ihn driicken. Das ist der experimentelle Tatbestand. Wir
kénnen nun aber nicht mehr verlangen, daB der Stempel dabei in Ruhe bleibt,
da ja die gleichmiBige Kraft - f niemals durch die regellosen MolekiilstoBe
kompensiert werden kann. Nennen wir X; die vom Molekiil Nr. 5 auf den Stem-
pel (der Masse M) ausgeiibte Kraft, so gilt in jedem Augenblick fiir die x-Koor-
dinate des Stempels "y

Msi=X, +
+ Xoo o+ Xy —p-f.

Alles, was wirdurch die rich-
tige Wahl von p erreichen
konnen, ist, daB der Stem- -/ ¢
pel ,,im Mittel” in Ruhe
bleibt, d.h.seine Geschwin- Fig. 73. Zeitlicher Vex;:::;{l‘e;l;;n all{lf-a?te.n Stempel der Iig. 72
digkeit soll méglichst nahe
bei Null bleiben. Der zeitliche Verlauf der auf den Stempel wirkenden Kraft
ist in Fig. 73 veranschaulicht. Die monoton wirkende Kraft —p - f wird durch
eine Reihe von Zacken iiberlagert, wobei jede Zacke durch den Aufprall eines
Molekiils erzeugt wird. Die Folge dieser unregelmiBigen Kraft ist eine Brown-
sche Bewegung des ganzen Stempels, wie wir sie spiter noch genauer betrachten
werden.

Integrieren wir unsere Gleichung iiber eine Zeit ¢, so wird

t

t
(3.45) (M) — (MA)o= [(Xyd) + - + [Xudt —1-p-.

Indem wir diesen Ausdruck gleich Null setzen, fordern wir, daB der in der Zeit ¢
auf den Stempel iibertragene Impuls gleich Null bleibe. Nun ist die Kraft X;,
welche das i-te Molekiil auf den Stempel ausiibt, nur dann von 0 verschieden,
wenn das Molekiil sich in der unmittelbaren Nidhe des Stempels befindet. Be-
deutet #; die x-Komponente der Geschwindigkeit des i-ten Molekiils und m
seine Masse, so gilt nach dem Satz von actio und reactio fiir die Bewegung dieses
Molekiils wihrend seines Anpralls gegen die Wand

—mi = + X;.

Integrieren wir diese Gleichung iiber die ganze Dauer des StoBes gegen die Wand,
so erhalten wir links die GréBe 2mv;, da wir ja die Kraft als elastisch angenom-

men haben, rechts dagegen f X; dt, das Zeitintegral iiber die Dauer des StoBes.

(SfoB) )
Bezeichnen wir noch — zur einfacheren Schreibweise — mit &, 7, ¢ die Kompo-

nenten der Geschwindigkeit, so wird der nach Gl. (3.45) in der Zeit ¢ iibertragenc
Impuls zu Null, wenn

(3.46) tpf=2m 3" &

ist. 3" bedeutet dabei Summation iiber alle in ¢ auf f auftreffenden Molekiilc.
Die Zahl der Summanden ist hier gleich der Anzahl der Molekiile, welche in der
Zeit ¢t auf die Fliache f auftreffen. Zur Weiterfilhrung der Rechnung brauchen
wir den fiir alles weitere entscheidenden Begriff der Zustandsverteilung. Durch
ihn erhilt unsere ganze Uberlegung den statistischen Charakter. Wir machen
niamlich die Annahme, daB unsere N Molekiile sich ,,gleichmiBig” iber den
Raum V verteilen. Das soll besagen: In einem beliebig herausgegriffenen kleinen
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Teilvolumen 4V sollen sich N %71/ = ndV Molekiile befinden. Dzbei bezeichnen

wir mit » =—II\,—I ,,die Zahl der Molekiile in der Volumeneinheit*. Diese Aus-
sage ist natiiclich nur dann sinnvoll, wenn das ,,Volumenelement'' 4V so
groB ist, daB es noch sehr viele Molekiile enthilt. Andernfalls hdtten wir mit
starken Schwankungen der in @V enthaltenen Molekiilzahl zu rechnen, welche
uns erst spiter beschiftigen werden. Nunmehr wollen wir diese # Molekiile noch
nach ihrer Geschwindigkeit sortieren. Dazu denken wir uns von jedem einzelnen
die drei Geschwindigkeitskomponenten &, %, { gemessen. Aus der so erhaltenen
Tabelle aller vorkommenden Geschwindigkeiten wihlen wir diejenigen aus, fiir
welche die Geschwindigkeiten £, #,{ in einem bestimmten Intervall

(3.47) & bis £+dE, nbisn+dn, ¢ bis{+4d
liecgen. Diese Zahl nennen wir
(3.48) n-F(&,n,0)dédnydl.

Der Faktor # wurde hinzugefiigt, damit {iir das Integral iiber alle Geschwindig-
keiten too
(3.48a) [[[FE nodsands =1

&= —o
gilt. Dicse Funktion # - F nennen wir die Geschwindigkeitsverteilung. Wir kénnen
sie der Anschauung noch ndherbringen, wenn wir uns ein &-n-{-Koordinaten-
system zeichnen (den ,,Geschwindigkeitsraum®) und darin fiir jedes der % Mole-
kille den seiner Geschwindigkeit entsprechenden Punkt markieren. Unsere
Funktion F (£, n, {) gibt dann die Belegungsdichte des so entstehenden Sternen-
himmels an. Kinematisch kann man dieses Bild so entstehen lassen, da3 man alle
n Molekiile am Ursprung des Geschwindigkeitsraumes vereinigt denkt und sie
zur Zeit £ = 0 jedes mit seiner Geschwindigkeit fortfliegen 1iB3t. Dann gibt
die Lage der Molekiile zur Zeit ¢ = 1 gerade das Bild der Geschwindigkeitsver-
teilung. Ist I bekannt, so kénnen wir die verschiedenen Mittelwerte bilden, die
wir durch einen Querstrich andeuten. Nach Voraussetzung ist

[[[F&. n ) atdandl =1.
Damit wird z. B. der Mittelwert von & = 2
+ oo
(3.49) £=[[[eFdsdyd;

und der Mittelwert der kinetischen Energie Ey,

(3.49) Ew— [ [[5@+m+e)F-asanac.

Eine andere Beschreibung der Funktionen F benutzt den Begriff der Wahr-
scheinlichkeit, indem man sagt: Greife ich aus den n Molekiilen willkiirlich eines
heraus, so besteht die Wahrscheinlichkeit F d& d# d{ dafiir, daB die Geschwindig-
keit des herausgegriffenen Molekiils gerade im Intervall (3.47) liegt. Stets ist bei
der Erklirung die Angabe des Intervalls d&dnd{ wesentlich. Es wdre ganz
Jalsch, zu sagen, F(&,n, () sei die Wahrscheinlichkeit dafiir, dafi ein Molekiil
gerade die Geschwindigkeit &, v, [ besitzt. Diese Wahrscheinlichkeit fiir einen
exakt vorgegebenen Zahlenwert ist ndmlich immer gleich Null. Erst fiir ein
endliches Intervall besteht eine endliche Wahrscheinlichkeit.
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Nun kénnen wir die in (3.46) begonnene Berechnung des Druckes leicht zu

Ende fithren: Zur Auswertung der Summe (3.46) betrachten wir zunichst den
Beitrag der hervorgehobenen Molekiile (3.47) zur Gesamtsumme. In der kleinen
Zeit 7 legen alle diese Molekiile die gerichtete Strecke £z, nt, ¢ 7 zuriick. Inner-
halb der Zeit 7 stoBen also alle diejenigen Molekiile
auf f, welche sich zur Zeit 0 in dem schiefen Zylin-
der mit der Grundfliche f und der Héhe £t befin-
den (Fig 74). Thre Zahl betrigt fét-n-Fdfdndl.
Jedes dieser Molekiile iibertrigt bei der Reflektion ””””Q,Z‘;:ﬁ,’eﬂ”f Fonder
den Impuls 2m& auf den Stempel. Der Beitrag F Indl
dieser Molekiile zur rechten Seite in (3.46) ist also rérn /5’.7,{)4'{ f/
2n -méE2tF(§,n,80)dEdnydl. Jetzt konnen wir R
iber alle auftreffenden Molekiile -ummieren.
Das bedeutet Integration tber % und ¢ von —oc
bis +oo, iiber £ dagegen von 0 bis oo. Somit
resultiert

ALL LSS

. Fig. 74. Die in der Zeit 7 auf die
‘n - Mf ff #'I‘ , 1, C ds dr] d Fliche f auftrelfenden Molekiile mit
Zo der Geschwindigkeit v = (%, 9. 2.
= — 0

Ohne nihere Annahmen iiber die Funktion F kommen wir hier nicht weiter.
Wir brauchen aber nur zwei sehr allgemeine Annahmen, um fertig zu werden.
Diese sind fiir ein ruhendes Gas unmittclbar plausibel.

1. F ist symmetrisch in &, d. h. nach links gerichtete Geschwindigkeiten kom-
men ebenso oft vor wie nach rechts gerichtete. Wir driicken das aus durch dic

Forderun ..

g F(—§& =TF(.
Dann wird 2 |...d¢ = f ..d&. Nach der durch (3.49) erklarten Mittelwerts-
bildung also ¢ S

p:n-m-;“"-.

2. F ist kugelsymmetrisch. Die x-Richtung soll nicht vor der y- und z-Rich-
tung ausgezeichnet sein. Dann ist

wenn v = ]'/_52 + n* 4 {* der Betrag der Geschwindigkeit ist. Damit haben wir
(3.50) p=%nmu

Das ist ecin Ergebnis der reinen Mechanik. Beachtet man, daB

U= jnmv?

die ganze in einem cm? enthaltene kinetische Energie der Translation darstellt,
so besagt (3.50), daB p = § » ist. Eine dhnliche Relation wurde oben bei der Hohl-
raumstrahlung verwandt. Fiir diese galt aber p = } . Den auffallenden und
wichtigen Unterschied im Z ahlenfaktor (4 gegen %) l\ann man auch durch die
Lichtquantenvorstellung begriinden, indem man die Wirmestrahlung auffaBit
als bestehend aus Teilchen von der Ruhmasse 0, welche sich alle mit Licht-
geschwindigkeit bewegen und bei denen zwischen Impuls P und Translations-

energie E die Relation P—i~E gilt. Die Relativititstheorie fordert nim-
lich allgemein P——}E* m‘c4 Darin sind beide Extremfille enthalten:

Fiir m = 0 ergibt 51ch die Lichtquantenformel. Die von uns oben allein benutzte



122 Kinetische Gastheorie.

klassische Mechanik dagegen ist beschrinkt auf den Fall, daB E nur wenig
groBer als die Ruheenergie mc? ist. Mit Eyjn = E — mc? wird in dieser Grenze

P=2VE-—mc VE+mc~ {2mEqn = 2Euo

v

wie man in der gewohnlichen Mechanik gewohnt ist.

Nun gehen wir zur Zustandsgleichung iiber. Wenn wir jetzt fordern, daB unsere
in V eingesperrten N Massenpunkte wirklich ein angemessenes Bild eines idealen
Gases darstellen, so muB (3.50) identisch sein mit dessen Zustandsgleichung

(3.51) p=nkT.

Das besagt aber: Zwischen der mittleren kinetischen Energie eines Molekiils
und der Temperatur T muB die Beziehung

(3.52) Imov?=3kT
[oder auch fiir eine Komponente von v:
(3.52a) 1mE = L kT

bestehen. In der Form ,,mittlere kinetische Energie eines Fretheitsgrades = 3 kT
ist dieses Ergebnis der Ausgangspunkt der ganzen mechanischen Warmetheorie.
Tatsdchlich ist es hier zum erstenmal gelungen, eine bisher der Wirmelehre eigen-
tiimliche Gr68e, ndmlich die Temperatur, auf eine rein mechanisch erklirte
GroBe zuriickzufithren. Das gelingt hier allerdings nur in einem sehr speziellen
Fall. Die Verallgemeinerung und Vertiefung dieser Einsicht ist der Inhalt der
statistischen Mechanik.

Die experimentelle Priifung von (3.52): Unser Ergebnis enthdlt zunichst nur
eine notwendige Bedingung dafiir, daB unser mechanisch erklirter Punkthaufen
sich hinsichtlich der Zustandsgleichung (3.51) wie ein ideales Gas verhilt. Wir
wissen aber noch gar nicht, ob denn die kinetische Energie auch wirklich den
durch (3.52) gegebenen Wert besitzt. Eine direkte Priifung wiirde in einer un-
mittelbaren Messung der Geschwindigkeit oder ihrer x-Komponente & bestehen.
Das ist tatsdchlich méglich mit Hilfe der neuerdings sehr entwickelten Methode -
der Molekularstrahlen: Man 1Bt durch ein kleines in der Wand angebrachtes
Loch einzelne Molekiile aus dem GefdB ins Hochvakuum herausfliegen und miGt
direkt ihre Geschwindigkeit. Aber schon lange bevor diese raffinierte Versuchs-
technik entwickelt war, hatte man bereits eine rein thermische Methode durch
die Messung der spezifischen Wirme. Wenn namlich unsere Molekiile keine andere
Energie enthalten als diejenige der Translationsbewegung, so wire ja der ganze
Energieinhalt U unserer N Molekiile

U=N-imuv?

also nach (3.52) U— i NET

Fiir die Energie eines Mols wire also mit N = L (Loschrnldtsche Konstante)
und L.- 2 = R auch U=3RT.

Die spezifische Wiarme ¢y war aber oben erkirt als (—gg )V ,

erhalten ¢ = $ R. Wegen ¢, — ¢, = R ergibe sich damit

y— % _ r_ 2
3 = —1—}—0',_1-}—3

cy

somit wirden wir

Unser Bild fithrt also zwangsliufig zu
(353) Cy = -g— R, Tt = 1,67
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Diese Wert'e waren nun zur Zeit ihrer Entdeckung (vor etwa 90 Jahren!) in
krassem Wlderspruch mit den Messungen an den damals bekannten iiblichen
Gasen wie H,, O, oder N,. Diese ergaben

(3.54) cv=3R, x=140.

Die Aufklirung dieses Widerspruchs fiihrte zu einer wichtigen Einsicht: Die fiir
(3.53) entscheidende Voraussetzung war doch, daB die Energie U nur aus der
kinetischen Energie der Translation des Schwerpunktes besteht. Bei den ge-
nannten zweiatomigen Molekiilen kommt aber noch die Rotation um eine zur
Verbindungslinie der beiden Atome senkrechte Achse hinzu. U ist also sicher
groBer als 3 RT. Um wieviel U zu vergroBern ist, kénnen wir mit den hier
entwickelten Mitteln nicht entscheiden. Wir bedienen uns daher des erst von
der allgemeinen statistischen Mechanik bewiesenen Gleichverteilungssatzes, daf}
auf jeden Freiheitsgrad die kinetische Energie } k- T entfillt. Die Zahl der
Freiheitsgrade ist definiert als die Anzahl der Zahlenangaben, welche zur ein-
deutigen Festlegung der Konfiguration (einer Momentfotografie) erforderlich
sind. Bei einem als starr gedachten zweiatomigen Molekiil sind das drei An-
‘gaben fiir die Lage des Schwerpunktes und zwei Angaben fiir die Richtung der
Molekiilachse (etwa die geographische Linge und Breite auf einer das Molekiil
umgebenden Kugel). Wir erhalten dann pro Molekiil fiinf Freiheitsgrade
und damit nach dem Gleichverteilungsgesetz

- U=%RT,

also fiir ¢y und x gerade die in (3.54) angegebenen wirklich beobachteten Werte.
Dagegen sollten die zuerst errechneten Werte (3.53) fiir einatomige Gase zu Recht
bestehen. Das ist auch tatsachlich der Fall. Das erste derartige Gas, fiir welches
aus der Schallgeschwindigkeit cp/cy = 1,67 gemessen wurde, war Quecksilber-
dampf. Spiter kamen die Edelgase (He, Ne, Ag) hinzu.

Diese in allen Lehrbiichern wiedergegebene Ableitung der Formeln (3.53) und
(3.54) fiir die spezifischen Wirmen von ein- und zweiatomigen Gasen enthilt eine
grobe Gedankenlosigkeit, auf die man nachdriicklich hinweisen muB. Wir haben
bei der obigen Darstellung [Ableitung von (3.50)] die Molekiile als ,,Massenpunkte‘
behandelt. Ein Massenpunkt ist aber eine durchaus wirklichkeitsfremde Abstrak-
tion. Wir wissen, daf3 auch das einzelne Atom ein endliches Gebilde von einem
recht komplizierten inneren Aufbau ist. Wenn wir uns schon die Freiheit nehmen,
die inneren Bewegungen innerhalb des Atoms zu ignorieren, so sollten wir doch
mindestens das Atom als starren Kérper behandeln. Ein solcher hat aber not-
wendig 6 Freiheitsgrade, ganz unabhingig von der speziellen Gestalt, welche wir
ihm zuschreiben. Wir bekimen dann nach dem Gleichverteilungssatz mindestens
U=3RT, also ¢y = 3R, in eklatantem Widerspruch zu den Messungen an
einatomigen Gasen. Von diesem Gesichtspunkt aus miissen wir das MeBresultat
geradezu als eine Katastrophe fiir die statistische Mechanik ansehen. Tatsachlich
findet diese Schwierigkeit ihre Aufldsung erst in der Quantentheorie, durch
welche der Gleichverteilungssatz eine wesentliche Einschrinkung erfiahrt. Da-
nach erfordert die Anregung eines Rotations-Freiheitsgrades eine ganz bestimmte
Mindestenergie. Wenn diese wesentlich gréBer ist als die thermische Energie 27,
so wird der entsprechende Freiheitsgrad iiberhaupt nicht angeregt, er ist ,.ein-
gefroren’’. (Zum Beispiel kann man dem H-Atom — ein Kern und ein Elektron —
nur dadurch Rotationsenergie zufiihren, da man das Elektron auf die nichst-
héhere Quantenbahn anhebt.) Durch diese Einsicht ist man berechtigt, beim
Einzelatom jede Rotation zu ignorieren und beim zweiatomigen Molekiil noch
die Rotation um die Molekiilachse auBer acht zu lassen, wie es zur Gewin-
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nung der Formeln (3.53) und (3.54) nétig war. Erst durch die Quantentheorie
finden also unsere vorstehenden Betrachtungen ihre nachtrdgliche Rechtferti-
gung. In einem mehratomigen Molekiil miiten iiberdies noch die Oszillationen
~der Atome gegeneinander beriicksichtigt werden. Auch deren Vernachldssigung
ist nach der Quantentheorie, solange das Schwingungsquantum #» gro8
gegen kT ist, zuldssig.

Durch die kinetische Gastheorie werden viele Eigenschaften der Gase unmittel-
bar verstindlich. Wir weisen zunichst hin auf die Unabhingigkeit der Energie
vom Volumen (Gay-Lussac-Versuch). Wenn die Molekiile bei dem in Fig. 63
skizzierten Gay-Lussac-Versuch nach Entfernung der Zwischenwand ins Va-
kuum stiirzen, so besteht ja keine Veranlassung fiir eine Anderung ihrer mittleren
Geschwindigkeit. Andererseits kénnen wir jetzt auch anschaulich beschreiben,
weshalb ein Gas bei einer adiabatischen Expansion kilter werden mufB. Zur
Durchfithrung einer solchen Expansion mufl man einen das Gas begrenzenden
Stempel mit einer (kleinen) Geschwindigkeit w herausziehen (etwa in der
x-Richtung). Das hat zur Folge, daB ein mit der Geschwindigkeit £ auf den Stempel
treffendes Molekiil jetzt mit der kleineren Geschwindigkeit & — 2w reflektiert
wird. Jedes auftreffende Molekiil verliert also an kinetischer Energie

m I - P> < &
5 (52— (§ — 2w)?) = 2mw.

B
Dabei haben wir w als klein gegen & angenommen, weil ja sonst die Expansion
gar nicht adiabatisch wire. -

Berechnen Sic daraus selbst den Verlust des Gases an kinetischer Energie
bei ciner adiabatischen Expansion um 4 V!

Zum AbschluB geben wir noch eine auBerst primitive Herleitung unserer Grundgleichung
(3.50) an, welche zwar das Problem in unzulissiger Weise vereinfacht, aber zufillig zum rich-
tigen Resultat fithrt. Nehmen wir namlich an, alle Molekiile hitten die gleiche Geschwindig-
keit ¢ und es seien die Richtungen so verteilt, daB3 je ein Sechstel aller Molekiile sich genau
in den sechs Richtungen +x, —x, +y, —y, +z, —z bewegen. Auf die Fliacheneinheit einer
cenkrecht zur a-Achse orientierten Wand treffen dann in der Zeit von 0 bis 7 alle Molekiile
auf, welche zur Zeit 0 im Zylinder mit der Grundflache 1 und der Héhe vt sind und sich in
der +x-Richtung bewegen. Das sind } nv7. Jedes iibertragt den Impuls 2 mo auf die Wand,

s0 daBl im Ganzen 1 . 1
pT =g novt- 2mv = 3 TRmv?

wird. Abgesehen davon, daB in (3.50) das dort genau erklarte Mittel 22 an Stelle von ¢? steht,
ist das unser fritheres Resultat.

2. Die Maxwellsche Geschwindigkeitsverteilung.

Von der Geschwindigkeitsverteilung F (£, , ¢) haben wir bisher nur voraus-
zusctzen brauchen, daB sie kugelsymmetrisch sei und daB
e
sei. Die Kugelsymmetrie besagt, da8 ' nur vom Betrag, nicht aber von der Rich-
tung der Geschwindigkeit abhingen soll. F ist in Wahrheit nur eine Funktion
der einen Variablen &% + 5% + (2. Die Maxwellsche Geschwindigkeitsverteilung,
welche wir nachher eingehend begriinden werden, gibt dieser Funktion die Gestalt

\35-’)) F(g' 7]' C) — Cc'“ﬂ(sg -i- 7}‘1 ,; :2).

Wenn man diese Form hat, so ergeben sich die beiden Konstanten aus den
Forderungen foo

defd?)dC:l und ?5_‘—_ »:])TkT,
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]
ot

Es wird ndmlich nach (3.55)

+ o0 .
[ ee Pag PR
—  _% iy d 1
3: _———:——l -p& = — — _%:-——-
T ap ‘le de=-gph Pt =gy
ferner ist b oo
[erays

daraus folgt

also endgiiltig:
(3.56)

T S
s 2

FEm.0=(s0g)2e 7

Enthilt 1 cm® des Gases im ganzen » Molekiile, so wird also die Zahl der Mole-
kiile je cm3 im Geschwindigkeitsintervall v bis b 4 db
% (& +n' LM
3 =

(3.562) n(f,n,C)dfdndézn(—zanT)?e T dEdndl.

Das charakteristische Merkmal der Verteilung (3.56) ist also eine e-Funktion,
deren Exponent im Zihler die kinetische Energie, im Nenner dagegen die ,,ther-
mische Energie” 2T enthilt. Man kénnte jetzt, ausgehend von (3.56), fragen,

wie groB die Wahrscheinlichkeit fiir einen bestimmten Wert von v = V&2 + 52 4 (2
oder auch fiir einen Wert der Energie E = % v? g

sei. Es wdre ein ganz grober Fehler, zu behaup-

ten, diese Wahrscheinlichkeit sei proportional

m
m . a
7Y E

zue *T bzw. e *¥T.Denndie Wahrscheinlich-
keit fiir einen bestimmten, arithmetisch scharf
gegebenen Wert von v ist immer gleich 0! Wir
haben oben schon betont, daB F allein iiber-
haupt keine Bedeutung hat, sondern erst das
Produkt F d£ dnd{ von F mit einem Intervall 277 - .
im Geschwindigkeitsraum. Daher kann man, — - 7
wenn man sich fiir die v-Verteilung interessiert, Fig. 75. Das Intéivall zwischen o und
nur fragen nach einer Wahrscheinlichkeit w (v) dv v+do im Geschwindigkeitsraum.
dafiir, daB » im Intervall v bis v 4 dv liegt.

Diesem Intervall entspricht im Geschwindigkeitsraum eine Kugelschale, welche
von den beiden Kugeln £2 + 7%+ {2 =% und £2 4 n® + (% = (v +— dv)? be-
grenzt wird (Fig.75). Deren Volumen ist aber 47 v2dv. Wir bekommen somit

m
‘ 5 v
v+de

@57 w(do—[[[F(E 0.0 dednd = 4xCe FT w2

v

Es tritt also ein Faktor 72 zu unserer Funktion hinzu! Machen Sie sich zeich-
nerisch den Verlauf der neuen Funktion v2e—#?" klar. Obwohl die Dichte F unseres
Punkthimmels bei & =7 ={ =0 am groBten ist, so ist doch w(z) an dieser Stelle
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gleich Null. Das Volumen der zu dv gehdrigen Kugelschale wichst eben mit v2
an. Suchen wir dagegen die Wahrscheinlichkeit 6(E)dE firr das Energieinter-
vall E bis E + dE, so ist zu beachten, daB

2 =
E= —1::— v?, also v = l/— VE
= m

und
; 2 2 dE 1/({2\3 %
2 4o — = s T =7
vdv =B == (m) EYdE,
also 1st T
(3.58) b(E)dE = const -¢ *T JE dE.

Natiirlich muB auch daraus wieder E = $ kT folgen. Uberzeugen Sie sich selbst
davon!

Zu einem hochst lehrreichen Ergebnis fithrt die folgende Fragestellung:
Wir greifen aus unseren N Molekiilen nicht eines, sondern eine gréflere Anzahl,
etwa v, heraus und fragen nach der Wahrscheinlichkeit b, (E)dE dafiir, daB
deren Gesamtenergie E=E, + E,+ - - - E, in einem gegebenen Intervall E bis’
E + dE liege. Zunichst ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, daf3 das erste Molekiil
in d£,dn,d{, und gleichzeitig das zweite in d£,d7,d{, usw. liege, gegeben durch

F(‘fﬂhcl)d‘stld’hdclF(fznzcz)dfzdﬂde L EF(Engy) - dédn,dl,.

Das ist nach (3.56) proportional zu
E +E;.--+ E,
e kT aé&dn,...d¢,.

Diesen Ausdruck haben wir im Sinne unserer Fragestellung zu integrieren iiber
alle Werte der 3» Variabeln &, bis {,, fir welche die Gesamtenergie

E=2 (&4 +1Y
im Intervall E bis E + dE liegt. Dazu haben wir also das Volumen einer Kugel-

schale im 3v-dimensionalen Raum (Kugelradius 7= ‘/% ]/E) zu ermitteln.

Bis auf eine Konstante, die uns zum Gliick nicht zu interessieren braucht, ist
das Volumen der n-dimensionalen Hyperkugel gleich const - 72, in unserem Falle
3v

also gleich const -(VE)*” = const - E 2. Durch Differenzieren nach E ergibt
3v

sich fiir des Volumen der Schale 4 E also const -3—2”E7_1dE. Als Antwort er-

halten wir somit
E 3v

(3.59) b(E)dE = C'e T EZ '4E.

[Fir » = 1 muB natiirlich wieder (3.58) herauskommen.] Erste Kontrolle von

(3.59): Natiirlich muB E = »-3kT werden. Stimmt das? Beachten Sie zur

Berechnung von o

[Eb,(E)dE

E=4%

[by(E)dE
0

wieder, daB im Zahler die Ableitung des Nenners nach — = steht!

Fir groBe Werte von » hat die Funktion &, (E) in (3.59) einen héchst iiber-
raschenden Verlauf. Sie besteht aus zwei Faktoren, von denen der erste mit
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wacl.l.sendem E sehr stark gegen Null geht, wihrend der zweite ungeheuer stark
anwichst. Um dieses Verhalten bequem zu iibersehen, vereinfachen wir die Be-
zeichnungen etwas und untersuchen die Funktion

f(x) — e NPT xn — (e—xx)n.

Die hier zur un-ten Potenz erhobene Funktion e~%x hat ihr Maximum bei x =1
und hat hier den Wert ¢~1. Es ist iibersichtlicher, wenn das Maximum gleich 1

ist. Setzen wir also F(‘L’) _ e"f(x) — (e—a;-q-lx)n

so haben wir eine Funktion, welche fiir x =1 stets den Wert 1 hat, fiir jedes
von 1 verschiedene x bei groBen Werten von # dagegen ungeheuer klein wird
Fioh ' (Fig.76). Das Maximum von f(x)

7 wird also sehr steil. Fir sehr groBe
:\‘\ n wird F praktisch zu Null, sobald x
merklich von 1 verschieden ist. Das
Verhalten in der Nihe von x =1

y

\n= 10

\ .
i ’ Vha -~
7’ e | (2-700 \L- P — \_l—m
4 7 2 J ¢ 5 x
Fig. 76. Die Funktion F(z)=¢"- (¢ *2)" fiir verschiedene Werte von n. Mit z = - und n:‘r}__)v_ 1 ist
F die Energieverteilungsfunktion fiir v Molekiile. n -

wird noch durchsichtiger, wenn wir x = 1 + ¢ setzen und nach & entwickeln:

e““"lx:e—‘(l—l—s)z(l —e-{—%z) (l+£)wl—f;.

In der Nihe von x = 1 wird also

Fla)~(1- %z)z P

- T 3
F(x) ist also bereits auf % abgesunken, wenn ¢ = V; oder x =1 + :—_ 135t
”n

Die Ubertragung dieses Resultats auf unsere Gleichung

_E 3
b, (E)=e¢ *T EE

.liegt auf der Hand. Mit der Abkiirzung % — 1 = » haben wir b, in der Form

{ £ g
— kTn
by(E) = C'(kTn)*\e *T an}
zu schreiben und E

m =X
zu setzen. b, (E) hat fiir groBe » ein ungeheuer steiles Maximum bei x =1,
also bel Epay = (—:;—” — 1) kT. Das Maximum liegt also etwas tiefer als der Mittel-
wert E = %’ kT, was aber bei dem gegeniiber x = 1 unsymmetrischen Verlauf

der Kurve ¢~ 2 - x nicht verwunderlich ist. Die Schirfe des Maximums von &, (E)
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hat eine {iir die ganze Wirmelehre grundlegende Bedeutung. Die Thermodynamik
beginnt ja mit der Behauptung, daB die Energie eines Gases eine Funktion von
V und T sei. Betrachten wir aber nur ein Molekiil des Gases von der Temperatur T,
so gilt fiir dessen Energie die sehr breite Verteilungskurve &(E) der GI. (3.58).
Es ist also keine Rede davon, dafl durch Vorgabe der Temperatur auch seine
Energie gegeben sei. Ahnlich ist es bei einem aus nur wenigen Molekiilen be-
stehenden Gas, welches sich in einem auf 7T temperierten Gefi befindet. Wenn
wir dagegen zu sehr vielen Molekiilen iibergehen, etwa » = 102, so kénnen wir
an Hand des Verlaufes der b, (E)-Kurve sagen, dafl die Energie praktisch mit

Sicherheit den Wert E = %k T besitzt. Der Unterschied zwischen E und Emax

spielt dann keine Rolle mehr. Schon die einfache Aussage, die Energie sei eine
Funktion der Temperatur, wird erst sinnvoll, wenn das Maximum von b, (E)
zu einer nadelscharfen Spitze ausgeartet ist. Dieser Tatbestand ist fiir die ganze
Wirmelehre so charakteristisch, daB wir nachher — im Zusammenhang mit
den Schwankungserscheinungen — nochmals darauf zuriickkommen werden.

3. Boltzmanns Begriindung der Maxwellschen Geschwindigkeitsverteilung.

Wir skizzieren zunichst die Idee der Boltzmannschen Uberlegung. Es
moge zur Zeit ¢ = O irgendeine von (3.56a) beliebig abweichende Geschwindig-
keitsverteilung n (&, 7, {) gegeben sein, die wir uns als Punkthimmel im Ge-
schwindigkeitsraum vorstellen. Dieser Himmel wird dauernd szintillieren. Wenn
zwei Molekiile zusammenstofen, werden sie beide nach dem ZusammenstoB
eine andere Geschwindigkeit haben als vorher. Die ihnen zugeordneten Punkte
werden also im Augenblick des ZusammenstoBes verschwinden und dafiir werden
an einer anderen Stelle des Geschwindigkeitsraumes zwei neue Punkte auf-
tauchen. Die Verteilung der Punkte iiber den Raum wird sich dauernd idndern.
Die Verteilung = (£, n, {) wird also auBer von &, %, { auch noch von ¢ abhingen;

n=mn(, & n,/7).

Zur Ermittlung der Zeitabhingigkeit greifen wir ein bestimmtes Kistchen
dt,dn,dl des Geschwindigkeitsraumes heraus und fragen:

Erstens: Wie viele der in d§ dn d{ enthaltenen Molekiile erleiden innerhalb
der kleinen Zeit 7 einen Zusammenstol, so daB sie am Ende der Zeit 7 nicht mehr
dem Intervall angehdren? (Zahl 4.)

Zweitens: Wie viele der auBerhalb d& dznd befindlichen Molekiile erfahren
in 7 einen solchen ZusammenstoB, daBl sie danach in diesem Intervall liegen?
(Zahl B.) Beide Zahlen 4 und B sind natiirlich von der Verteilungsfunktion
n(&, n, ) abhidngig. Hat man sie berechnet, so gilt offenbar

(3.60) {n(t+7, 600 —n(t, & n,0)})dldndl =B — A.

Damit die Verteilung stationir sei, mu8 B = A sein. Aus dieser Forderung
werden wir die stationire Verteilung ermitteln. Es kommt alles darauf an, die
Wirkung der Zusammenst6Be auf die Verteilung im einzelnen zu untersuchen.

Im Interesse einer kiirzeren Schreibweise werden wir in diesen Paragraphen
haufig n(v) an Stelle von % (&, n, () schreiben, desgleichen dv an Stelle von

dédndl. Ein Integral der Form f f(p)dv bedeutet ein dreifaches Integral
[f(€,n,0)d&dnd¢ iiber den Geschwindigkeitsraum.
a) Der einzelne ZusammenstoB. Zwei Molekiile mit den Geschwindigkeiten

v, = {&; 1, ¢} und v, = {&, 1, {,} mogen so zusammenstoBen, daB sie nach dem
StoB die Geschwindigkeit vj und b} besitzen. Wihrend des StoBvorganges sollen
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andere als die gegenseitigen Krifte der beiden Molekiile nicht wirksam sein.
Dann kénnen bei gegebenen Werten von b, und v, nur solche Werte fiir v} und

by auftreten, welche den Sitzen der Erhaltung des Impulses und der Energic
n

geniigen, d. h. es muB sein v + v} = b, + v, und 7—;— (01% + v3?) = < (0] -+ 03).
Fir dqn Uberg.ang von den gestrichenen zu den ungestrichenen GréBen existieren
also Fhe I'nvarlanten £ £y — & 5
by + 0y = 0] + 1} { Mt M= N1+ s,
Cl - Cz :4-{ - ;2,
B+m+l+8+n+8
=GP O g

Uy 1 Uy
2

(3.61)

o} -+ of = {7 + vj? |

Fiir einen Beobachter, welcher sich mit der Geschwindigkeit g = des

Schwerpunktes der beiden Teilchen bewegt, ergibt sich daraus ein sehr ein-
faches Bild. Bezeichnen wir mit ,, w, usw. die von ihm beobachteten Geschwin-
digkeiten, so ist

b+ b v, + v,
122’ 0, = v, — 12

Nach (3.61) ist dann
o, + my, =0, wi+w,=0, wl=w=mw?=1wl

usw.

Im Schwerpunktsystem sieht jeder StoB so aus, daB beide Teilchen mit der
gleichen Geschwindigkeit geradlinig aufeinander zufliegen und nachher
mit der gleichen Geschwindigkeit in einander entgegengesetzter Richtung

Fig. 77. ZusammenstoB zwischen zwei gleichen Molek{len.

a Leobachtet im Schwerpunktsystem; c beobachtet in einem dagegen mit —g bewegten System:
b Konstruktion zum Ubergang von a nach c.

davonfliegen. In Fig. 77 ist angedeutet, wie aus diesem einfachen Bild durch
Uberlagerung irgendeiner Schwerpunktgeschwindigkeit g ein kompliziertes Bild
des ZusammenstoBes entsteht.

b) Der StoBzahlenansatz. Zunichst seien in der Volumeneinheit N, Mole-
kiile mit der Geschwindigkeit v, und N, Molekiile mit v, vorhanden. In einer
Zeit 7 werden einigen von ihnen zusammenstoBen. 7 sei so klein gewdhlt, daB
wihrend dieser Zeit die Zahlen N, und N, noch keine merkliche Verinderung
erfahren. Von all diesen in 7 erfolgenden StéBen fragen wir speziell nach den-

9
Becker, Theoret. Physik.
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jenigen, bei welchen nach dem StoB die Geschwindigkeit des ersten zwischen
v! und v} - dv}, diejenige des zweiten zwischen b} und vj -+ 4} liegt. Die Zahl
dieser StoBe sei

(3.62) N, N,Tf(v,,0,,01,00)d0]d0;.

Dieser Ansatz muB starkes Befremden erregen, da ja wegen der Bedingung (3.61)
die GroéBen v, und v} gar nicht beliebig gewahlt werden, z. B. ist bj nach (3.61)
gleich v, -+ v, — b1, so daB eine IntervallgréBe dvj neben dvj keinen Sinn hat.
Zur Beleuchtung dieser Schwierigkeit betrachten wir eine einfachere Aufgabe.
- Auf der x-Achse befinde sich an einer Stelle x = a eine exakt punktférmige
Masse m. Ich habe den Wunsch, diese Art der Belegung durch eine Belegungs-
dichte g(x) zu beschreiben von der Art, daB g(x)d«x die auf den Abschnitt dx
entfallende Masse bedeutet. Das sieht zundchst hoffnungslos aus, gelingt aber
doch durch folgenden Kunstgriff. Ich ersetze in Gedanken die bei a4 konzentrierte
Masse durch eine kontinuierliche Verteilung in der Umgebung von «, so daf
n = f o(x)dx ist. Die Breite dieser Massenverteilung kann ich kleiner wihlen
als jedie vorgegebene — beliebig kleine — endliche Schranke. Wenn dann dx
klein ist gegen diese ,,Unschirfe’" der Massenverteilung, so hat g(x)dx wirklich
die gewiinschte Bedeutung. Da man im Sinne der Integralrechnung nachher
doch zum Limes dx — O iibergeht, so ist der hier als Kunstgriff eingefiihrten
Unschirfe keine untere Grenze gesetzt. In diesem Sinne lassen wir auch an den
Energie- und Impulsbedingungen eine kleine Unschirfe zu, in dem Sinne, da
f(v,,05,07,05) zu O wird, wenn die zwolf Argumente dieser Funktion ,,merklich*
von den Bedingungen (3.61) abweichen, im {ibrigen f aber eine durchaus stetige
Funktion insbesondere von vf und vj wird. Physikalisch ist natiirlich von einer
Aufgabe der GI. (3.61) nicht die Rede, da ja die Unschirfe unter jede angebbare
endliche Schranke gedriickt werden kann.

Die so in (3.62) erklarte Funktion f befriedigt jetzt zwei Relationen, die fiir
alles weitere entscheidend sind. Die erste besagt, da@3

(3.63) vy, by, b7, 0§) = f(by,0,,05,07),

ist, daB also f sich nicht 4ndert, wenn man gleichzeitig b, mit v, und b] mit b}
vertauscht. Das folgt unmittelbar aus der Definition, da wir mit diesen Ver-
tauschungen nur die Bezeichnung der Teilchen geandert haben. Wesentlich
schwieriger ist der Beweis der zweiten Relation

(3.64) f(oy, 05,07, 0) = f(b1,03,0,,0,),

welche behauptet, daB f sich nicht dndert, wenn man die gestrichenen und un-
gestrichenen p-Werte vertauscht.

Zum Beweis von (3.64) denken wir uns erstens einen Beobachter, der sich
selbst mit einer Geschwindigkeit g bewegt und die Sté8e (3.62) zihlt. Er muB
natiirlich dieselbe Anzahl erhalten. Fiir ihn sind aber alle vier Geschwindig-
keiten geindert, statt v, beobachtet er v, — g usw., wihrend die Intervalle
dvi, dvj fir ihn dieselbe GriBe behalten. Also mul3 gelten

S0y, 0y, 07, 05) =f(b, —g,9 — g, 01 — g, 05 — g).

Zweitens denken wir uns einen Beobachter, dessen Achsenkreuz gegen das ur-
spriingliche irgendwie gedreht ist. Anstatt b, miBt er etwa eine Geschwindig-
keit ab;, wo a symbolisch eine Drehung des Vektors andeuten soll. Auch fiir ihn
crfchren die IntervallgroBen dvg, dv} keine Verinderung, auch nicht die Zahl
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der StoBe. Also wird auch
f(nll 02: Di: Dé) :f(ablr abZJ OAD{, aD.f,).

Jetzt erfolgt der Beweis von (3.64) durch eine dreifache Umformung von f.
Wir gehen zunichst zu einem mit der Schwerpunktgeschwindigkeit g = l—‘_, 2
bewegten Koordinatensystem iiber und erhalten

’ J(vy, 0y, 07, 03) = f(wy, Wy, 0], W,

wo nun die w die einfache Lage der Fig. 77a haben. Nunmehr drehen wir das
Koordinatensystem um die Gerade A—A (Winkelhalbierende von tv; und 1))
als Achse um einen Winkel von 180°. Dabei geht w, in ], w, in w} usw. iiber,
so daB als Resultat der Drehung
) ey =W, af,=w}, W] =1mw, aw, =,
wird. Somit
f(y, Wy, W1, W3) = f(1g, Ioé:mv 10,) .

Gehen wir jetzt — das ist die dritte Umformung — unter Hinzufiigung von
q= D—l_—;& wieder zum urspriinglichen Koordinatensystem zuriick, so haben

wir als Resultat die Relation (3.64) vor Luns, welche damit ebenfalls be-
wiesen ist. '

¢) Die Berechnung von 4 und B in (3.60). n(v,, t}db, sei die Zahl der Mole-
kille im Geschwindigkeitsintervall b, bis v, 4 db;,. Mit 4 bezeichnen wir dic
Zahl derjenigen unter ihnen, welche in der Zeit*z durch ZusammenstoBe mit
anderen Molekiilen aus diesem Intervall herausgeworfen werden; das sind aber
alle diejenigen von den #(b,, {)db,, welche innerhalb = iiberhaupt einen Zu-
sammensto erleiden. Diese konnen wir direkt aus (3.62) entnehmen, wenn
wir dort N, durch #(b,)db; und N, durch #(v,)db, ersetzen und dann iiber alle
dvid v} und de integrieren. Also

=7-do, [ [n(vy) F(y, vy, 0], v}) dv, dv) dv}.

Mit B bezeichneten wir die Zahl der]enlgen StoBe innerhalb 7, welche so erfolgen,
daB nach dem Sto8 einer der beiden Partner sich im Intervall b,dv, befindet.
Die Zahl der StéBe, bei denen zwei Partner aus den Intervallen v{dbv; bzw.
bjdvs in die Intervalle v,db, bzw. v,dp, geraten, ist gegeben durch

zn (0f)doin (v5)d o) f(b], b5, 0y, by)d,db,.
Daraus erhalten wir durch Integratlon iiber p,, v und v} die Zahl
= 7db n f(b1, 05, 0y, V) d0,d0]dv).
Nach (3.60) it fro e . B
n(v,, ¢+ r)_dn1 — n(bl, t)ydo, =B — 4.

Wenn wir jetzt von der fundamentalen Gleichung (3.64) Gebrauch machen,
so haben wir nach Division durch zdb, im limz - 0

c6) 220D — — [ fav,aoiast (n(o)n (o) — n(of)n (0]} (01, 00,17, 1)),

d) Die Geschwmdlgkeltsvertellung. Nach (3.65) ist die Verteilung 7 (v,) sicher
dann stationir, wenn
(3.66) 7 (0,) n(0,) = (0f) m(vl)
ist fiir alle Werte v,, t,, b7, b3, welche den Energie-Impuls-Bedingungen geniigen.
(Fiir davon abweichende Werte der vier Geschwindigkeiten besorgt ja dic Funk-
9*
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tion f das Verschwinden des Integranden.) Wir werden nachher zeigen, da
(3.66) zum Gleichgewicht auch notwendig ist. Zunichst wollen wir (3.66) zur
Ermittlung von 7 (v) ausnutzen. Nach (3.61) sind die Invarianten

P-E=.£1+£2’
Py ="+ ",
pZ:CI+C2v
E=8+B+0+8+n%+8

vier Kombinationen aus b, und v,, welche sich beim Ubergang zu den gestriche-
nen GroBen nicht dndern. (3.66) ist also sicher erfiillt, wenn das Produkt
n(v,)n(v,) sich als Funktion dieser vier Invarianten treiben laBt:

(3.67) (&, My, &) * (&, M, Co) = F bz, by, P2, E).

Eine nicht durch die vier Invarianten ausdriickbare Gré8e darf aber auch in F
nicht vorkommen, weil dann nach (3.66) auch diese neue GroBe beim StoB kon-
stant bleiben miiBte. Das wiirde aber das Vorhandensein einer fiinften Invarianten
bedeuten, welche nicht existiert, da alle mit der Invarianz von p und E vertrig-
lichen StéBe auch wirklich vorkommen. — Bilden wir nun von (3.67) den Loga-
rithmus, so steht links die SummesIn(#n(b;)) + In(n(v,)), wo der erste Summand
nur von b,, der zweite nur von b, abhangt Das ist aber auf der rechten Seite
nur dann der Fall, wenn InF linear in ., $,, $, und E ist. Damit ist aber unser
Problem gelost. Mit fiinf willkiirlichen Konstanten a, b, ¢, §, ¢’ muB} sein

Inn(, n,0)=ab+bn+cl — &2+ +03)+ C.
Durch eine andere Verfiigung iiber die fiinf Konstanten kann man auch schreiben
Also Inn= — B{(§ — w2+ (1 — v+ € — )3} 4 C".
(3.68) n(E,n, L) = CePlE-w+m -+ —w

Die physikalische Bedeutung dieser fiinf Konstanten C, #, v, w, § ist diese:
Die GroBen #, v, w sind die Komponenten der mittleren Geschwindigkeit. Denn
aus (3.68) folgt _ _ -~
E=u, n=v, [=w.

Fiir einen mit dieser Geschwindigkeit mitbewegten Beobachter ruht das Gas als
Ganzes. Fiir ihn sind # =0, v =0, w = 0. Es bleiben

n(f) 77, é) — Ce—ﬁ(fz+ 7'+ C’)_

Das ist aber gerade die in (3.55) angegebene Maxwellsche Verteilung fiir
N Molekiile der Temperatur 7, wenn

C — V m ﬂ . m
= e ="
gewihlt wird. 2akT 2R

¢) Boltzmanns H-Theorem. Zum SchluBl zeigen wir nach einer sehr geist-
vollen Uberlegung Boltzmanns, daB die Gl. (3.66) wirklich fiir ein Gleichgewicht
notwendig ist. Dazu betrachten wir die zeitliche Anderung der GrofBe

H = [don(s)nn,).

Es ist
0 an on
ETl [n (v) In n(U)] = FI Inn - TR
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Nun ist die Gesamtzahl der Teilchen konstant, d. h.

d ‘on
Efn(b)dbz Wd0= 0.

dH dn(v,)
dt —fdr'l at

Somit wird

Inn(v,).

Mit 0n/0¢ aus (3.65) erhalten wir

dH
G = — [avdvduiavnn(oy) - (n(o)n(v) — (o7 (0D} Floy, vy, 0], ).

Diese Gleichung schreiben Sie bitte noch dreimal mit anderer Bezeichnung
der Integrationsvariabeln hin, und zwar, indem Sie

1. b, mit b, und gleichzeitig b mit v},
2. p; mit bj und gleichzeitig v, mit vy, |
3. v, mit v} und gleichzeitig v, mit v}. ‘

vertauschen. Dabei dndert sich nach (3.63) und (3.64) die Funktion f nicht,
wihrend in den Fillen 2 und 3 die Klammer {. . .} ihr Vorzeichen wechselt. Wenn
Sie nun alle vier Gleichungen addieren, so bekommen Sie

dH _ —fdnldbzdbidbé {In(n(v)n(by)) — In(n(v)n(v))} X

X [n(0;)n(0,) — m(0§)n(0)] X f(0,0,0]03).

Der Witz dieser eigentiimlichen Rechnung liegt nun darin, daB der Integrand
rechter Hand niemals negativ werden kann. Denn fiir irgend zwei reelle positive
GroéBen x und y hat Inx — Iny stets dasselbe Vorzeichen wie x — y. Die GroBe
H muB daher notwendig abnehmen, solange die Gl. (3.66) fiir irgendeinen der
-durch (3.61) erlaubten Werte von b,, b,, b7, bj verletzt ist. Die StoBe miissen
also, wenn wir von einer beliebigen Verteilung ausgehen, schlieBlich dazu fiihren,
daB sich die Verteilung (3.68) herstellt. Erst dann hat die Gré8e H einen kon-
stanten Wert erreicht. Das ist der Inhalt von Boltzmanns H-Theorem.

f) Das Vorzeichen der Zeit. Das Boltzmannsche H-Theorem scheint ein
duBerst merkwiirdiges Paradoxon zu enthalten, welches zu vielen Kontroversen
Veranlassung gab. Die » Gasmolekiile sind ein mechanisches System, dessen
Konfiguration sich gemiB den Gleichungen
U )
zeitlich verindert. Diese Gleichungen enthalten nur den zweiten, nicht aber
den ersten Differentialquotienten nach der Zeit. Wenn also x;(¢) eine Ldsung
ist, d. h. eine mogliche Bewegung des ganzen Systems, so ist x;{(— ) auch eine
Losung. Anschaulich bedeutet das: Wenn man in einem bestimmten Augenblick
die Geschwindigkeiten aller Molekiile umkehren wiirde (gemiB einem Kom-
mando ,,Kehrt marsch!‘‘), so wiirde das System alle friiheren Zustinde in genau
umgekehrter Richtung durchlaufen. Hitte man etwa den Ablauf kinemato-
graphisch aufgenommen, wiirde der erhaltene Film sowohl bei Vorwirts- wie
auch bei Riickwirtsdrehung einen mit den Grundgesetzen der Mechanik ver-
traglichen Ablauf beschreiben. Wenn also irgend zwei zu verschiedenen Zeiten
aufgenommene Momentaufnahmen vorgelegt sind, so ist es grundsitzlich un-
moglich, zu entscheiden, welche von beiden die frithere und welche die spitere

4 -
(3.69) di

mx; =
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ist. Und nun haben wir im H-Theorem, ausgehend von den einfachen rein mecha-
nischen Gleichungen des StoBes zweier Kraftzentren, eine GroBe entdeckt, welche
sich einsinnig mit der Zeit dndert. Durch Messung der Gré8e H kénnen wir ein-
deutig zwischen Vergangenheit und Zukunft entscheiden. Die Losung dieses
Paradoxons liegt in der Erkenntnis, daB wir uns zur Ableitung des H-Theorems
nicht allein auf die Mechanik gestiitzt haben, sondern auBerdem den StoBzahlen-
ansatz iiber die Zahl der innerhalb 7 erfolgenden St68e zugrunde gelegt haben.
Bei der UnregelmiBigkeit der Molekiilbewegung wird es immer wieder vor-
kommen , daB gelegentlich innerhalb 7 viel mehr und gelegentlich auch weniger
St6Be auftreten. Durch (3.62) haben wir tatsichlich ein statistisches Element
in die Rechnung hineingebracht. Diese Gleichung ist genauer so zu lesen: Wenn
man die von der Gl. (3.62) beschriebene Zihlung mit den N, und N, Molekiilen
der Geschwindigkeiten b, und b, sehr oft wiederholt, so findet man als Mittel
aller Zahlungen das Resultat (3.62). Und in diesem Sinne beansprucht auch das
H-Theorem nur im Mittel strenge Giiltigkeit. In der statistischen Mechanik wird
eingehend gezeigt, daB3 die GroBe H bei hdufiger Wiederholung in der erdriicken-
den Mehrzahl der Fille abnimmt.

4. Schwankungserscheinungen.

a) Die quadratische Streuung. Wir hatten bisher schon mehrfach Gelegen-
heit, auf den unregelmiBigen Charakter der von der kinetischen Theorie be-
schriebenen Erscheinungen hinzuweisen. Zuerst bei der Betrachtung des Druckes
(Fig. 73) und zuletzt beim Zusammenhang zwischen Energie und Temperatur.
Wir wollen hier diesen statistischen Charakter in etwas allgemeinerer Weise be-
trachten. Dazu brauchen wir zunichst einen Grundbegriff aus der statistischen
Mechanik. Wir stellen uns vor, es sei an einer Reihe von # gleichartigen Objekten
eine GréBe a gemessen und man habe dafir die Zahlenwerte a,, a,, ..., @
gefunden (etwa Gewichte von Menschen oder Lebensdauer von Gliihlampen).
Dann ist klar, was unter dem Mittelwert @4 von a zu verstehen ist:

ﬁz%(‘h—:‘az‘ o ).

Das nidchstwichtige Kennzeichen einer solchen MeBreihe ist ihre Strewung. Wir
suchen eine Zahl, welche fiir die Abweichung der Einzelmessungen vom Mittel
kennzeichnend ist. Die einzelnen Abweichungen sind @, — a, a,— a, ..., a, —a.
Der Mittelwert dieser einzelnen Abweichungen ist Null, denn so ist ja @ gerade
definiert. Man konnte nun das Mittel der absoluten Betrige von den Einzel-
abweichungen als Streuung definieren. Gegen eine solche Definition der Streu-
ung wire grundsitzlich nichts einzuwenden. Es hat sich jedoch immer wieder
gezeigt, daB diese Definition fiir allgemeine Betrachtungen sehr unzweckmaBig
ist. All die schénen GesetzmiBigkeiten, welche man iiber die Streuung ab-
leiten kann, gelten nur, wenn man diese definiert als ,,quadratische Streuung s2,
wobei s? der Mittelwert der Quadrate der Einzelabweichungen ist. Also

1 -
§? = 7{(‘11 — @)+ (ay — @)%+ -+ (a, — @)% = (a — a)%
Die Ausfiihrung der Quadrate ergibt die wichtige Formel
(3.70) s2 = g2 — a2

(in W01_'ten: a Quadrat im Miitel minus a im Mittel ins Quadrat). Oft bezeichnet
man mit (4 ) die Abweichung der Einzelmessung vom Mittel. Dann haben wir also

(3.70a) (Aa)? = a® — a2
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b) Dichteschwankungen des idealen Gases. Als erste Anwendung betrachten
wir die Dichteschwankung eines idealen Gases. N Molekiile des Gases seicn im
im Volumen V enthalten. Wir grenzen innerhalb V ein kleines Teilvolumen =
ab und interessieren uns fiir die Zahl » der Molekiile in diesem T cilvolumgn.
Dabei nehmen wir an, daB die Molekiile sich ganzlich unabhingig voneinander
in V bewegen. Wir stellen uns vor, da wir die Zahl » sehr oft (in kurzen

zeitlichen Intervallen) messen und dabei die Werte 7y, Vg, V3 . . . erhalten.
Natitirlich ist zu erwarten, daB3 im Mittel
(3.71) =N _'1“7

wird. Wie ist es aber mit der Streuung der Einzelwerte von »? Wir erwarten,
daB diese um so geringfiigiger wird, je gréBer v ist. Um das exakt vor uns zu
haben, miissen wir nach (3.70) »2 berechnen. Dazu brauchen wir die Wahrschein-
lichkeit w(v) dafiir, daB bei einer Einzelmessung gerade » Molekiile in » an-
getroffen werden. Wir bezeichnen noch

v V—vu
(3.72) p== wd g=1—p=——.
Zur Berechnung von w(v) denken wir uns die N Molekiile numeriert mit den
Nummern 1, 2, ..., N. Wir fragen zunichst nach der Wahrscheinlichkeit da-

fiir, daB bei einer zufilligen Verteilung der N Molekiile gerade diejenigen mit
den Nummern 1 bis » in das Teilvolumen v fallen, die restlichen N — » dagegen
auBerhalb, also in das Teilvolumen V — v. Diese Wahrscheinlichkeit ist gleich
p?q¥ —7, denn $ bzw. ¢ sind ja die Wahrscheinlichkeiten dafiir, daB ein einzelnes
Molekiil in v bzw. V — v fillt. Wir suchen in w(v) die Wahrscheinlichkeit dafiir,
daB » beliebige Molekiile in vliegen. Es brauchen nicht gerade die » ersten zu sein.
w(v) ist also'viel groBer als p*¢¥ —”, und zwar um einen Faktor, welcher angibt,

auf wieviel verschiedene Weisen ich aus den N Molekiilen » herausgreifen kann.
In der elementaren Kombinatorik! wird gezeigt, dafl das auf (1:7) =N J’\]'\j—;—_zj)"
verschiedene Weisen geht. Damit haben wir ' '

(3.73) W) = (1:’ ) prgi .

Zur Kontrolle: Die Wahrscheinlichkeit, irgendeine Anzahl in v zu finden, muB
gleich 1 sein. In der Tat ist

N N N
(3.74 Suwm =3 () pe" =0

Nach (3.72) ist aber p +¢g=1.
Nunmehr kénnen wir leicht
7=vwp und »2= 312w
berechnen. # erhalten wir gerade, wenn wir die in (3.74) stehende Identitidt nach
p differenzieren und dann wieder mit p multiplizieren. Denn dadurch zaubern

1 Um z. B. aus N = 6 Molekiilen ¥ = 4 herauszugreifen, wihle man zuerst ein Molekiil
aus. Das geht auf 6 verschiedene Weisen. Darauf kombiniere man jedes der 6 mit einem der
fiinf iibrigen. Das gibt 6 - 5 Zweier-Kombinationen. Indem man jede von diesen wieder
einem der vier restlichen kombiniert, erhilt man 6 - 5 - 4 Anordnungen von drei Molekiilen
und schlieBlich 6 -5 -4 -3 Anordnungen von vier Molekiilen. Dabei sind aber alle Per-
mutationen der vier Molekiile innerhalb der Vierer-Gruppe mitgeziblt. Iaher miissen wir
noch durch 4! dividieren und erhalten

* 6-5-4-3 6!

4! 41(6—4)' "
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wir ja vor jeden Summanden den Faktor ». Also wird
~ by b0 =pN(p+ ¥

Durch Wiederholung der gleichen Operation p-5— P schaffen wir den Faktor »
noch einmal vor jeden Summanden, also wird

v? = b3 {?N( ¥R =pN@p+ ¥ '+ PNV -1 (p+q¥?
Jetzt erst setzen wir aus (3.72) fir ¢ + ¢ den Wert 1 ein. Dann wird
3 =pN, »2=pN 4 p2N2 — p2N.
Fiir das Schwankungsquadrat folgt

12— 2= pN(l —p) =5( — p).

Es ist sehr beruhigend, daB die Schwankung fiir # = 1 zu Null wird. Denn p =1
heiBt ja v = V. In diesem Fall miissen wir aber bei jedem Versuch mit Sicherheit
alle N Molekiile finden. Uns interessiert hauptsidchlich der andere Grenzfall, daB
niamlich v ungeheuer klein gegen V ist, daB also jetzt $ < 1ist. Dann wird einfach

(3.75) 2 — =7,

Das koénnte zunichst enttiuschen, da wir ja vermuteten, daB die Streuung
mit wachsendem % abnimmt! Tatsdchlich richtet sich unser Gefiihl aber gar
nicht auf den Absolutwert der Streuung, sondern auf die prozentische oder rela-
tive Streuung, d. h. auf das Verhiltnis der Abweichung zum Mittelwert. Dafiir
haben wir aber

(3.752) (ﬂj”)“z !

v v

Das Quadrat der muttleren relativen Strewung ist gemau umgekehrt proportional
der mittleven Teilchenzahl. In dieser Form 14Bt sieh unser Resultat direkt auf die
Dichteschwankungen anwenden. Mit man die Dichte ¢ durch Bestimmung
der in dem kleinen Teilvolumen v enthaltenen Masse, so wiirde man bei hdufiger
Wiederholung eine Schwankung 4 ¢ der Dichte beobachten, fiir welche ebenfalls

l/:’(/JQg) Vl gelten wiirde. Bei » = 10000 wiirde also die relative Dichte-
v

schwankung noch V—T = 1 Prozent betragen, bei ¥ = 10® immerhin noch 1 Pro-
v
mille. Dieses Gesetz der quadratischen Streuung spielt in der Statistik eine
groBe Rolle.
¢) Energieschwankungen eines Gases der Temperatur T. Als weitere An-
wendung nehmen wir die oben schon behandelte Energieschwankung eines auf
der Temperatur T gehaltenen Gases wieder auf. Dazu schreiben wir unsere

Gl (3.59) fiir ein aus » Molekiilen bestehendes Gas in allgemeinerer Form, in-
3v

. — =1 . .
dem wir den Faktor E 2 durch eine Funktion g(E) ersetzen. Auf deren Gestalt
wird es hier gar nicht ankommen. Dann wird also

E

(3.76) w(E)dE = Ce *Tg(E)dE.
Der Durchschnittswert ist definiert durch
o wa(E d],_

Jw(
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Fir ein durch (3.76) beschriebenes Gas wird also
_E
[Ee ¥ g(E)dE
= .
fe *T g(E)dE

(3.77) E(T) =

JIE . . .
3T indem wir die rechte
Seite von (3.77) nach T differenzieren, so kommt etwas héchst Merkwiirdiges
E E
0 -tz 1 v . . .
heraus: Wegen 37 ¢ kT — aE Ee kT liefert die Differentiation des Zihlers
1 = ... . 1 52 . .
WEz, diejenige des Nenners ﬁEz, im ganzen wird also

1 — p—
Cy = ﬁZ(EZ — E2>

Berechnen wir nun die spezifische Wirme ¢, =

von (3.77)

Damit haben wir das Schwankungsquadrat der Energie gefunden. Fiir die relative
Energieschwankung bekommen wir

AEN\? ¢ kRT?
= — .

E2
\_?Venn wir annehmen, daB ¢, von der Temperatur nicht mehr abhingt, so wire
E = ¢,T. Dann wird die Energieunschirfe

7 2
(3.78) ( ﬁ) =k,

E C
Bei einem aus N Atomen bestehenden einatomigen Gas wire ¢, = 3 Nk, die
relative Energieschwankung also (£)~= %% Bis auf den fiir uns un-

wesentlichen Zahlenfaktor £ ist also wieder das Quadrat der relativen Un-
schirfe gleich dem Reziproken der Teilchenzahl.

5. Die barometrische Hohenformel.

Diese Formel soll die Abnahme des Luftdruckes mit der Hohe iiber dem
Erdboden beschreiben. Die verschiedenen Methoden zu ihrer Ableitung beleuchten
in eindrucksvoller Weise die verschie-
denen physikalischen Gesichtspunkte.

Wir betrachten die in einem verti- z
kalen Zylinder eingesperrte Luftsdule. Es
herrsche thermisches Gleichgewicht, also
iiberall gleiche Temperatur. Wir fragen
nach der Druckabnahme mit der Héhe x
iber dem Erdboden, d. h. wir suchen
eine Funktion p = p(x). Wir verwenden
nacheinander vier verschiedene Gesichts-
punkte zu ihrer Bestimmung, niamlich /
die Mechanik, die Thermodynamik, die
kinetische Gastheorie und die Diffusion. A ] ,

a) Herleitung nach den Gesetzen der Fig. 78. Zur Ableitung der barometrischen
Mechanik. Wir greifen in Gedanken aus
der Siule vom Querschnitt 1 cm? eine Schicht des Gases von der Dicke s heraus
(Fig.78). p sei die Dichte des Gases. Diese Schicht erfahrt seitens der Erde die
Kraft pg-s. Warum fillt sie eigentlich nicht zu Boden? Nun, sie crfdhrt ja auler
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der Schwerkraft noch eine Kraft seitens der unter und iber ihr befindlichen Gas-
mengen. Auf ihre untere Begrenzungsebene (an der Stelle x) wirkt die Krait
p(x) nach oben, auf die obere Ebene (in der Hohe x 4 s) dagegen die Kraft
p(x + s) nach unten. Die Differenz dieser Drucke ist es, welche die Schicht

trigt. Als
T - p(x) — plx+s) = 0g-s.

Geht man zum Limes s - 0 iiber, so steht links — %s, also wird
. ap _
(3.79) == —e.

Wenn ¢ als Funktion von p bekannt ist, so ist das eine Differentialgleichung
fur p(x). Zur selben Gleichung gelangt man auch, wenn man sich klarmacht,
daB der Druck an jeder Stelle gleich dem Gewicht der ganzen {iiber dieser
Stelle lastenden Gassdule (vom Querschnitt 1) ist. Bezeichnet man mit '
irgendeine Stelle oberhalb %, so muB} also

p(x) = [o(+) gdx’

sein. Differenzieren dieser Gleichung nach x fiihrt wieder auf (3.79). Speziell
bei einem idealen Gas vom Molekulargewicht M sind nun 4 und g verkniipft

durch RT
P=e7r-
Damit wird nach (3.79)
dlnp Mg
dx ~ RT’
also
_ Mgz
(3.80) P (x) = poe BT .

Darin ist ﬁo der Druck am Boden bei x = 0.
Zunichst eine praktische Anwendung: In welcher Héhe x = % ist der Druck

auf 1/e des Wertes am Boden gesunken? Fiir diese Héhe muB % =1 sein,
also RT
k - M—-g .

Mit rohen Zahlen (g = 981 cm/sec?, T = 300° K, R = 8,31 - 107 erg/° K Mol
und M = 29 fir Luft) erhalten wir

8,31-107. 300
29 .981
also etwa die Hoéhe des Gaurisankar,

Wenn wir im Exponenten von (3.80) Zihler und Nenner durch die Lo-

schmidtsche Zahl dividieren, so steht im Zihler die Masse m des Einzelmole-
kiils, im Nenner die Boltzmannsche Konstante k:

h:- :8,7-105Cm28700m,

(3.81) M@=mfﬁ$.

Im Exponenten steht jetzt im Zihler die potentielle Energie mg x itber dem Boden,
im Nenner die thermische Energie 2 7T. Diese Schreibweise fordert dazu heraus,
zu sagen: Wegen der potentiellen Energie mgx ,,mochten die Molekiile zu
Boden sinken. Durch thermische Bewegungsenergie 27T werden sie aber daran
verhindert. Die beiden entgegengesetzten Tendenzen einigen sich auf den in
(3.81) formulierten KompromiB. Diese Auffassung wollen wir noch genauer pri-
zisieren.
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b) Hohenformel und kinetische Gastheorie. In der oben entwickelten G-
theorie haben wir angenommen, daB die Dichte des Gases innerhalb des ganzen
Volumens ¥ die gleiche sei. Demgegeniiber haben wir jetzt die Komplikationen,
daB die Dichte noch vom Ort abhingt. Dadurch erhebt sich die allgemeine Frage-
stellung: Wir grenzen im Ortsraum der «, y, z ein Volumenelement dx d ydz
ab und im Geschwindigkeitsraum der &, %, ¢ cin Element d& dndS und fragen
nach der Zahl

(3.82) S, v, 2,6 0, ) dxdydzdEdyd:

derjenigen Molekiile, welche sich im Raum dx dy dz aufhalten und gleichzeitig
eine im Intervall d¢édnd( liegende Geschwindigkeit besitzen. Die  Frage nach
der stationdren Verteilung lauft darauf hinaus, eine solche Funktion f der 6 Va-
riabeln x ... zu finden, welche sich trotz der Bewegung der einzelnen Mole-
kiile und der auf sie wirkenden Krifte nicht indert.
Zum Gliick kénnen wir im Fall der Héhenverteilung
von vornherein annehmen, daB eine Abhingigkeit
von ¥, z nicht existiert. Uberdies wollen wir fiir den
Augenblick auch die Abhingigkeit von # und ¢ igno-
rieren, da diese Komponenten der Geschwindigkeit
durch das Erdfeld nicht verindert werden. Wir be-
schrinken damit unsere Betrachtung auf eine Funk-
tion f(x, §), deren Bedeutung wir nochmals in einer
x-&-Ebene vor Augen fithren (Fig. 79). Jeder Punkt
in der Ebene soll ein Molekiil repriasentieren, mit den )
durch die Koordinaten x und £ gegebenen Werten von -k
Hoéhe x» und Geschwindigkeit &. f(x, §)dxd§ ist o ‘r
dann einfach die Zahl der Punkte im Volumenelement v : z - 4.";1' .
dxdé. Auch wenn keine Zusammenst68e zwischen

den Molekiilen stattfinden, ist diese Verteilung im all- & 19 Sisohungsbild in der
gemeinen nicht stationir. Denn im Schwerefeld ist ja  stanten Schwerefeldes in z-Rich-

tung. Im stationiren Zustand
a&

dx ist die Punktdichte lings der ge-
(3.83) — = —¢ Auflerdem ist —- = ¢. octant

X

strichelt eingezeichneten Parabel

Ein Punkt, welcher zur Zeit ¢ an der Stelle &, ¥ unseres Diagramms war,
wird sich also zu der um die kleine Zeit 7 spiteren Zeit ¢ 4 7 an der Stelle
& — g, x + &7 befinden. Diese Bewegung ist in der Figur durch einen Pfeil
angedeutet. Nunmehr sehen wir: In unserem Intervall dx d¢ werden sich zur
Zeit ¢t + 7 diejenigen Molekiile befinden, welche zur Zeit £ in einem bei & + gz,
x — &1 liegenden Intervall lagen, wo ja die Verteilungsfunktion den Wert
f(x — &7, & 4 g) besitzt. AuBerdem erfihrt die Fliache des von den Molekiilen
erfiillten Intervalls dx d& bei dieser ,,Strémung* keine Anderung. Soll also die
Punktdichte bei x, & zeitlich konstant sein, so muB

flx — &7, 6 +g7) = f(*, §)

sein. Im Limes 7 — 0 wird also

af af
(3.84) FE8 T ax = 0.

Zur Losung dieser Gleichung beachten wir: Wenn fiir eine Funktion ¢(«, v)
der beiden Variabeln die partielle Differentialgleichung d¢@/du = d@/dv gilt, so
kann @ nur eine Funktion der einen Variabeln u -- v sein, es ist ¢ = @ (% + v).
(Vgl. die Uberlegung auf S. 86.) Dies Resultat wenden wir auch auf (3.84)
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an, nachdem wir hier die GréBe # = gx und v = }£? als Variable eingefithrt
haben. Dann besagt (3.84), daB

f(x,8) = flgx + &)

eine Funktion der einen Variablen gx + 3£2 sein muB. Nun ist aber die Ab-
hiingigkeit von & bereits durch die Maxwellsche Formel bekannt. Somit er-
halten wir myzo M

flx, &) =Ce T

Sieht man umgekehrt die barometrische Hoheformel als bekannt an, so folgt
aus unserer Uberlegung die Maxwellsche Geschwindigkeitsverteilung. Gehen
wir jetzt zuriick zur allgemeinen Funktion (3.82), so haben wir als Verteilungs-
funktion im Schwerefeld vgzs M et

(3.85)  f(x, &, n,8)dxdEdndl = Ce kT dxd&Edndl.

Dies Resultat ist sehr einfach zu formulieren. Im Zihler des Exponenten steht
cinfach die Summe aus potentieller und kinetischer Energie an der Stelle des
Intervalls dx d& dndl. Natiirlich ist in (3.85) wieder die Hohenformel enthalten.
Bei dieser ist nur nach der Dichteverteilung im Ortsraum gefragt. Die Zahl
n(x)dx der Molekiile in der Schicht dx (vom Querschnitt 1) {iberhaupt folgt
aus (3.85) nach dem Schema

n(x)dx = dxf}7f(x, E,n,)dEdndE

durch Summation (= Integration) iiber alle Geschwindigkeiten. Die wirkliche
magw

Ausfithrung dieser Integration kénnen wir uns sparen, da man die GréBe ¢ *T
als Faktor vor das Integralzeichen setzen kann. Mit einer von x unabhdngigen
GroBe #, wird also die Teilchendichte in der Héhe x
magx
n(x) = nge *T .

Das ist aber unser altes Resultat.

¢) Hohenformel und Thermodynamik. Wir betrachten unsere mit Gas ge-
fillte Rohre vom Standpunkt der Thermodynamik. Eine iiberall gleiche Tem-
peratur soll durch ein geeignetes Wiarmebad dauernd konstant gehalten werden.
Dann wird sich innerhalb der Réhre eine Druckverteilung einstellen, unten 2,
und in der Hoéhe % etwa ein Druck p,. Wenn man jetzt unten Gas zufiibrt, so
wird dadurch der Druck im ganzen Rohr ansteigen. Auf Kosten der Energie des
Wirmebades wird ein Teil des Gases nach oben gebracht. Man kénnte nun
auf die Idee kommen, diese Tatsache zur Gewinnung mechanischer Arbeit aus-
zunutzen, indem man in der Héhe %2 Gas entnimmt (etwa M Gramm), dieses
in einem geeigneten Behilter an das eine Ende eines Seiles hingt. Das Seil lduft
iiber eine Rolle und trigt am anderen Ende eine Gewicht von M Gramm. Jetzt
kann man reversibel und ohne Anstrengung den Kasten mit dem Gas langsam
herabsenken und gleichzeitig das Gewicht M um % cm anheben. Man kann also
die gewonnene Arbeit m -g-h wirklich als angehobenes Gewicht vorzeigen.
Jetzt stopft man das Gas unten wieder in den Zylinder hinein, schiebt in den unten
befindlichen Kasten ein neues Gewicht, wihrend man das im anderen Kasten her-
aufgeschobene Gewicht seitwirts auf ein in der H6he % angeordnetes Regal
schiebt. Damit wire das Perpetuum mobile zweiter Art fertig, denn nach dem
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beschriebenen Umlauf ist ja nichts weiter passiert, als daB die Arbeit » - g-h
gewonnen und dem Wirmereservoir eine Wirmemenge vom gleichen Betrag
entzogen wire. In Wirklichkeit darf aber bei einem isothermen reversiblen
KreisprozeB keine Arbeit gewonnen werden. Zur Lésung dieses Widerspruchs
missen wir die Vorginge der Gasentnahme (bei x = 4) und des Hineinstopfens
(bei x = 0) genauer iiberlegen. Zur Entnahme des Mols beim Druck $, fithren
wir einen mit einem Stempel verschlossenen Zylinder von der Seite her an das
Steigréhr heran und 6ffnen dann in diesem ein Ventil, so daB der Druck P, jetzt
auf den Stempel wirkt. Jetzt ziehen wir den Stempel langsam heraus, bis wir ein
Mol vom Volumen V, abgezapft haben. Dabei gewinnen wir die Arbeit »HV,.
Nunmehr senken wir in der vorher beschriebenen Weise den abgesperrten Hilfs-
zylinder zu Boden und gewinnen die Arbeit Mgh. Bis dahin haben wir also
71V + Mgh gewonnen. Jetzt kommt die entscheidende Aufgabe, das Gas
wieder ins Steigrohr, wo ja der Druck #, herrscht, hineinzubringen. Dazu miissen
wir das in unserem Hilfszylinder befindliche Gas erst einmal auf den Druck p,
isotherm komprimieren. Dazu ist die Arbeit

Vv, v,
fpdV:RTfﬂz RTInYt — RTIn Po
, S 7, 2

aufzuwenden. Erst nachdem das geschehen ist, kénnen wir das Mol unten gegen
den Druck p, wieder in das Steigrohr hineindriicken. Der Vorgang ist die ein-
fache Umkehrung der oben geschilderten Entnahme und erfordert die Arbeit
PoV,o. Die im ganzen gewonnene Arbeit wird nun

bV, + Mgh — RTln% — b V.

Setzt man diese gleich 0 und beachtet noch, daB ¢, V, = $,V, = RT ist, so er-
hilt man Mgh

ln-z—; = — ]‘;[?é’;.h oder p;=poe ET,
also genau die alte Héhenformel. Die vom zweiten Hauptsatz geforderte Gleich-
heit von Hubarbeit Mgh und Kompressionsarbeit R T In p,/p, ist in der Tat
identisch mit dem alten Resultat.

d) Hohenformel und Diffusion. Der Gegenstand dieser Betrachtungsweise
ist nicht eigentlich die Hoéhenverteilung in einem Gase, sondern diejenige in einer
kolloidalen Suspension oder in einer Ldsung von gréBeren (organischen) Mole-
killen. Solche Losungen oder Suspensionen folgen niamlich ebenfalls unserer
Hohenformel. Ist » die Masse eines einzelnen Teilchens der Suspension oder
eines Molekiils, so gilt fiir die Teilchendichte nach wie vor

(3.86) n(x) =nge *7T.

Wenn m sehr groB gegen die Masse eines Luftmolekiils ist, so schrumpft die Hohe
unserer ,,Teilchenatmosphire’* entsprechend zusammen, von der Gaurisankar-
hohe bei Luft bis auf einige mm oder cm bei Kolloiden. Die Giiltigkeit von (3.86)
auch in diesem Fall folgt aus der Tatsache, da3 der osmotische Druck einer Sus-
pension mit # Teilchen im cm® durch das Gasgesetz p = nkT gegeben wird.
Allerdings steht im Exponenten nicht genau die Schwerebeschleunigung g,

sondern die kleinere GréBe g’ = g (1 — %), wobei g, die Dichte des Lésungs-

mittels und p diejenige der suspendierten Teilchen bedeuten. [Bedcutet m die
Masse des Teilchens und #, diejenige der verdringten Wassermenge, so ist ja
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der Auftrieb durch (m — my)g=mg- (1 — %) gegeben.] Wir wollen nun den

Mechanismus, welcher zur Verteilung (3.86) fithrt, im AnschluB an eine Unter-
suchung von Einstein mit Hilfe zweier neuer Begriffe, der Diffusion D und der
Beweglichkeit B, beschreiben. Diese sind folgendermaBen definiert: Wenn die
Konzentration # einer Losung vom Ort, etwa von x, abhidngt, so werden sich die
Konzentrationsunterschiede durch Diffusion auszugleichen suchen. Und zwar
werden durch eine senkrecht zur x-Achse angeordnete Fliche von fcm? in einer
Zeit dt um so mehr Teilchen hindurchdiffundieren, je gréBer das Gefille dn/d x
ist. Es ist in der Regel diesem Gefille proportional. Dann ist also die in d¢
durch f hindurchtretende Teilchenzahl:

an
D~Wdt-f.

Das ist die Definition von D.

Wenn jetzt auf ein Teilchen von auBen her eine Kraft K (etwa die Schwer-
kraft oder — bei geladenen Teilchen — eine elektrische Kraft) wirkt, so wird
das Teilchen sich in Richtung der Kraft durch das Losungsmittel hindurch-
bewegen, unter Uberwindung einer Reibung, die wir als proportional zur Ge-
schwindigkeit v des Teilchens annehmen wollen. Diese Reibung wird gerade
durch die Kraft K iiberwunden. Also erreicht das Teilchen unter der Wirkung
von K die Geschwindigkeit o — BK

mit der als ,,Beweglichkeit” bezeichneten Proportionalititskonstanten B.
Nunmehr betrachten wir wieder unsere durch #(x) gekennzeichnete Ver-
teilung von kolloidalen Teilchen. Da # nach oben hin abnimmt, erwarten wir

erstens einen nach oben gerichteten Diffusionsstrom von — DZ—Z Teilchen pro sec

und cm?. Diesem entgegengerichtet ist ein durch die Beweglichkeit erméglichter
Strom. Auf jedes Teilchen wirkt ja die Kraft K = m - g’ nach unten. Danach
miiten in einer Sekunde durch 1 cm? alle diejenigen Teilchen hindurchtreten,
welche in einem Zylinder von der Grundflache 1 und der Héhe v liegen. Das sind
aber #n - v = n - Bmg’ Teilchen. Im Gleichgewicht miissen sich aber beide Stréme
gerade kompensieren, es mull also gelten

an ;

—Dﬂ—nB'mg

oder (3.87) . mg' B
dx D °

dlnn __ mg’

dx kT
Der skizzierte Mechanismus fithrt also nur dann zum richtigen Gleichgewicht,
wenn zwischen Diffusion und Beweglichkeit der allgemeine Zusammenhang

(3.88) D=BkT

Andererseits wissen wir aus der Thermodynamik, daB — sein muB.

besteht. Diese allgemeine und von allen speziellen Eigenschaften der Sus-
pension unabhingige Verkniipfung erscheint zunichst sehr {iberraschend. Sie
wurde von Einstein entdeckt. Sie gehért zu dem Grundlagen der Lehre
von Losungen und Suspensionen. Sie wird verstindlich, wenn man sich die
Wechselwirkung zwischen einem Teilchen und dem umgebenden Ldsungsmittel
etwas genauer veranschaulicht. Diese besteht nidmlich aus den vielen unregel-
miBigen StéBen, welche die Teilchen seitens der Losung erfahren und welche
bewirken, daB die Teilchen in der unregelmiBigsten Weise um jeweils sehr kleine
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Strecken hin und her gestoBen werden. Je hiufiger diese StoBe erfolgen, um so
mehr wird sowohl die Beweglichkeit wie auch die Diffusion behindert. An Hand
eines einfachen Modells werden wir im nichsten Abschnitt diesen Zusammen-
hang genauer iibersehen.

6. Diffusion und Brownsche Bewegung.

Gegeben sei ein langes horizontales, mit Wasser gefiilites Rohr vom Quer-
schnitt 1. Die x-Achse verlaufe in der Langsrichtung des Rohres. Nun denken
wir uns eine diinne, bei x = 0 liegende Schicht des Wassers durch eifhe wiBrige
Losung mit im ganzen N gelosten (oder auch suspendierten) Teilchen ersetzt.
Diese Teilchen werden dann nach beiden Sejten auseinanderlaufen, so daB sic
sich im Laufe der Zeit iiber immer lingere Rohrabschnitte verteilen. Wir kdnnen
diesen Vorgamg von zwei ganz verschiedenen Gesichtspunkten aus betrachten,
welche durch die Worte Diffusion und Brownsche Bewegung gekennzeichnet
sind.

a) Diffusion. Wir interessieren uns fiir die Verteilung der N Teilchen iiber
das Rohr zu irgendeiner Zeit £ nach Beginn des Versuchs. Das heiflt: Wir suchen
die Konzentration #z(x,?) an der Stelle x zur Zeit {. Nach Voraussetzung
muB natiirlich fiir alle Werte von ¢

ﬁ(x,z)dx:zv

sein. Diese Aufgabe haben wir — wenn auch mit anderer Bezeichnung — bercits
oben bei der Wirmeleitung erledigt (S. 97). Wir betrachten zwei benachbarte
Querschnitte (bei x und bei x4 b) unserer Wasser-
siule und fragen nach der zeitlichen Anderung
der Anzahl der zwischen diesen Querschnitten
befindlichen Teilchen, wihrend der Zeit df also
nach der Differenz

{n(x,t+ dt) — n(x, )} b.

. . . . R . A Fig. 80. Zur Ableitung der Diffusion:-
Bezeichnen wir andererseits mit j(x) die Teil- gleichung.

chenstromdichte an der Stelle x (Zahl der sekund- )
lich durch den Querschnitt 1 hindurchtretenden Teiichen), so mufB diese Ande-
rung gleich dem UberschuB {j(x) — j(x + b)}d¢ sein (Fig. 80). Damit wird

nix, t4+dt)—nxt) J(x -+ b) —7(x)
dt - b )
Im Limes d¢ > 0 und b - 0 also %—7 = — % Nun ist der Diffusionskoeffizient D
in (3.87) definiert durch j— — D+ 9% ist. Damit haben wir
an *n

JDas ist genau die Warmeleitungsgleichung (3.6). Wir kénnen also fiir unsern Fall
die Losung (3.14), welche dort ausfiihrlich diskutiert wurde, direkt iibernehmen:
o e—*I—D‘.

Y4z D¢

Aus (3.70) folgt als die fiir uns jetzt wichtige GroBe das mittlere Verschiebungs-
quadrat zur Zeit ¢. Wir denken zur Zeit ¢ den Ort x von jedem Teilchen gemessen.

(3.90) n(x,t) =




144 Kinetische Gastheorie.

Wegen der Symmetrie der Anordnung ist dann natiirlich der Mittelwert x {iber
alle Verschiebungen 0. Berechnen wir dagegen aus

at = Lo x2n(x,t)dx

: N, x,t)d:

— o0

den Mittelwert der Quadrate von x, so liefert uns (3.90) fiir das mittlere Ver-
schiebungsquadrat

(3.91) ' xt = 2D¢.

b) Brownsche Bewegung. Nunmehr gehen wir zur Betrachtung eines ein-
zelnen der N Teilchen iiber und versuchen, dessen Bewegung wihrend einer Zeit ¢
zu beschreiben. Wenn es gelingt, diese im Ultramikroskop sichtbar zu machen,
so erhilt man das Bild einer héchst unregelmiBigen Zitterbewegung, welche zu-
nichst jedem Versuch einer-gesetzmiBigen Beschreibung spottet. Man sieht die
sogenannte ,,Brownsche Bewegung®, welche durch die regellosen StéBe seitens
Wirmebewegung aufrechterhalten wird. Es ist aber doch gelungen, in dieser Be-
wegung eine experimentell scharfe GesetzmiBigkeit zu entdecken. Man messe
dazu die x-Koordinate des Teilchens zu den Zeiten 0, ¢, 2¢, 3¢ usw. (¢ ist eine
fest gewihlte Zeit). Die erhaltenen Werte seien x,, ¥;, %,, %3. Daraus bilde man
die in den einzelnen Zeitintervallen erfolgten Verschiebungen

Xy — Xo, Ke — Xy, X3 — Xp...

usw., quadriere alle diese Verschiebungen und bilde das Mittel x* = (%, 11 — %)%
Wiederholt man die gleiche Messung fiir andere Werte des Intervalles £, so

besagt die angezeigte GesetzmiBigkeit, daB x2 proportional zu t ist. Nennen wir
den Proportionalititsfaktor 2D, so kénnen wir unsere obige Gl. (3.91) direkt
lesen als mittleres Verschiebungsquadrat eines einzelnen Teilchens in der Zeit ¢.
Beachten Sie die Anderung der Betrachtungsweise! Die Konstante D war ur-
in
dx’
Diese Definition ist nur sinnvoll, wenn # ungeheuer groB ist, so daB es einen Sinn
hat, von einer Teilchendichte zu reden. Jetzt aber haben wir nur ein einziges
Teilchen betrachtet und fiir sein Verschiebungsquadrat den Wert (3.91) ge-
funden. Wir kénnen also D auch messen durch die Analyse der Brownschen
Bewegung dieses einen Teilchens! Diese Bewegung ist in der Tat der Vorgang,
welcher der Diffusion zugrunde liegt. Jedes der N Teilchen fithrt unabhingig
von den iibrigen seine Brownsche Bewegung aus mit dem Ergebnis, daB alle
Teilchen .zusammen in ihrer Dichteverteilung durch die Differentialglei-
chung (3.89) beschrieben werden kénnen, durch welche, wenn man diesen Ur-
sprung auller acht 1iBt, ein streng kausales Verhalten vorgetiuscht wird. Die
m (3.90) errechnete Funktion #(x,¢) hat aber auch im Fall der Brownschen
Bewegung ihre Bedeutung. Es ist namlich

spriinglich definiert durch (3.87), nimlich den Teilchenstrom j= — D -

1-2
nix,t) 1 v
L ldx = ———0¢ Pl dx
N Vaz Dt : ’

dic Wahrscheinlichkeit dafiir, daB das Teilchen, welches bei x = 0 startete,
sich zur Zeit ¢ zwischen x und x 4 dx befindet.

¢) Fin schematisches Modell. Zum SchluB betrachten wir noch ein stark
schematisiertes eindimensionales Modell fiir die Brownsche Bewegung: Ein
Massenpunkt soll sich entlang einer Geraden mit der Geschwinigkeit v, bewegen.
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Jedesmal nach zsec soll er seine Bewegungsrichtung entweder umkehren oder
1m gleichen Sinne fortsetzen!. Die Entscheidung dariiber, welche dieser beiden
Alternativen eintritt, soll in jedem Fall rein zufillig sein (,, Kopf-oder-Adler-Spiel*
beim Werfen einer Miinze). Nach einer Zeit von ¢ = nt sec hat der Massenpunkt
dann die Strecke

S=1vgT(e; + &5 - - + &), gi=4+1 oder = -1

zuriickgelegt. Jede der Zahlen ¢; kann dabei 41 oder —1 bedeuten. Wieder-
holt man "diesen Versuch viele Male, so ist im Mittel offenbar 5 = (. Da-
gegen erhaiten wir fir

) 2 c
(14 -+ &, + 268 +-).

Hier sind alle ¢ = 1. Bei der Mittelung iiber viele Versuche ergeben die.- ge-
mischten Produkte &;¢ Null, so daB wir erhalten

Soll unser Modell wirklich eine Brownsche Bewegung beschreiben, so miilte

2 = 2D¢ sein. Also wire die Diffusionskonstante D = }v27. Soll die Bewegung
thermischer Natur sein, so muB nach dem Gleichverteilungssatz fiir die ein-

dimensionale Bewegung %02: 17 kT gelten. Somit hitten wir

D= kT -5—.
= m

Man kénnte die Uberlegung noch verfeinern durch Berechnung der \Wahr-
scheinlichkeit w(s)ds dafiir, daB das Teilchen einen zwischen s und s + ds
liegenden Weg zuriickgelegt hat. Das wird auf S. 160 durchgefiithrt mit dem

Resultat pe
1

w(s) =

— __)_ e 2 et zt'
]/2:1'1,'61'5

Auch die Beweglichkeit konnten wir an unserem Modell studieren, wenn wir

jetzt noch eine nach rechts gerichtete Kraft K auf den Massenpunkt wirken

lassen. Wihrend der Zeit T von einem Zusammensto8 bis zum nichsten gilt dann
) N K

mv =K oder V=12 L. 0<t<<n)

Zu der bald nach rechts und bald nach links gerichteten thermischen Geschwindig-
keit v, tritt also noch %t in Richtung von K hinzu. % 7 sei klein gegen t,, <o

daB es sich nur um eine schwache Drift der im {ibrigen ungestérten Brownschen
Bewegung in Richtung von K handelt. \WWir nehmen ausdriicklich an, daBl am
Beginn eines jeden der z-Intervalle die Bewegung wieder mit z, beginnt. Diece
Annahme ist ein schematischer Ersatz fiir die Forderung, daB durch die Sté8e
fiir eine Konstanz der thermischen Energie (3mv; = 1£T) gesorgt wird. Fiir das
Zeitmittel (viele z-Intervalle) der Geschwindigkeit erhalten wir '

1 Apstatt mit der StoBzeit T konnte man auch die folgende Uberlegung mit der freien
Weglange 7 = v, durchfithren. Bei manchen Anwendungen ist ! zweckmiBicer, wdil bel
Temperaturinderung ! eher konstant bleibt als 7. :

. 10
Becker, Theoret. Physik
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#,ist aber gleich 0, weil v, ebensooft positiv wie negativ ist. Also bleibt 7 = K7/2m.
Andererseits ist die Beweglichkeit B definiert durch ¥ = BK. Unser Modell

liefert also
T

2m °

Die Einsteinsche Beziehung D = BkT ist tatsichlich erfiillt. Trotz seiner
starren Schematisierung gibt das einfache Modell einen guten Einblick in den
dieser wichtigen Relation zugrunde liegenden Mechanismus.

IV. Mathematische Erinnerungen und Beispiele.

A. Aus der Analysis.

1. Kurvendiskussionen.

Bei den Anwendungen der Mathematik in der Physik ist es oft von entschei-
dender Bedeutung, daB man in der Lage ist, sich vom Verlauf formelmaBig dar-
gestellter Funktionen eine Vorstellung zu verschaffen, ohne dal man sich eine
., Wertetabelle“ herstellt und ohne daB man nach dem eingelernten Schema

durch Nullsetzen des Differential-
y . quotienten die Extremwerte aus-
rechnet. Dieses ,,Erschauen’ des
. Funktionsverlaufes sollte man aus-
S S . A — giebig 1iiben. Besonders wichtig
ist die Beschreibung des Verhal-
. : tens der Funktion ,,in der Nihe*
e besonderer Punkte. Die Funktion
wird dem Betrachter erst dadurch
lebendig, daB man sie nicht als
b Z  Rezept zur Berechnung einzelner
Iig. 81. Die Funktion y= 22 (— ). Die Tangent® Werte ansieht, sondern im Geiste
im Nullpunkt ist die Geradbe+yz= oA R ), die Asym- mit den Fingerspitzen ihrem

: b ’ ? . .
ptote fiir groBe z die Gerade y=a (—-—-— ). ganzen Verlauf nachspiirt. Ein
paar ganz einfache Beispiele

mogen diese Art der ,,Kurvendiskussion® erldutern.

NE

Wie verlauft die Kurve y = ? Anstatt irgendeinen Punkt zu berech-

ax
b+ x
nen, betrachten wir das Verhalten fiir x > b und |x| < b. Fiir x > b spielt das
b im Nenner eine untergeordnete Rolle, wir erhalten y = a fiir x > b. Umgekehrt
a
b
b auf der x-Achse und zeichnen laut Fig. 81 die Geraden y = %x und y=a.

wird ¥y = — x fiir x < b. Wir tragen also die Strecke a auf der y-Achse ab und

Unsere gesuchte Kurve ist durch die Forderung, daB sie fiir kleine x mit der
ersten und fiir groBe mit der zweiten zusammenfallen muB3, schon weitgehend
festgelegt, wenn man noch den eimen Punkt y = a/2 fir x = b wirklich aus-
rechnet. Setzen Sie selbst diese Diskussion fiir negative x fort, vor allem das -
Verhalten in der ,,Umgebung von x = — b. Was wird aus der Kurve, wenn b
selbst sehr klein wird? Offenbar ist dann ,,fast”“ immer y = a. Aber gerade auf
dieses ,,fast‘ kommt es an! Will man noch die Giite der Approximation durch
die beiden Grenzgeraden unserer Figur abschitzen, so beachte man, daB
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fiir x> b gilt

1 1 1 1 b b
= — mz — 1] — = e — =
b s % 1+% x( x), also  y(x) a(l x),
fir |x]| < b dagegen
1 1 x a x
. mw—b‘(l—?), alSO y’/‘\i?x(l—-g).

b/x fir x> b und x/b fiir | x| < b geben also direkt die relativen Abweichungen
der richtigen Kurve von den beiden Geraden an.
Diskutieren Sie selbst den Verlauf von

¥ —1

1
y=x+7, V=5 y=3+4 2x 4 a2
Die letzte Kurve wird besonders einfach, wenn man sie in der Form schreibt :

y—2=(+ x)2
Bezieht man diese Kurve auf die Koordinaten

<

yY=y—-2;, x=x+41,
so hat man die einfache Parabel
yl — xl2-

Wir haben den Ursprung des Koordinatensystems in
den Punkt £ = —1, n = 2 verschoben (Fig. 82).

Einesolche Verschiebung des Koordinatenursprungs
i1st auch sehr wirksam bei der Diskussion der Kurve

3. Grades y=x8+ax*+ bx+oc, ' .

indem man zunichst x = x’ + £ setzt und £ so be-
stimmt, daB der Faktor von 2’2 gleich Null wird. Dann
setze man y = 9’ + n und bestimme 7% so, daB fiir Fig. 82.

x' =0 auch 9 =0 wird. Dann hat unsere Kurve ‘e2vfvenwv(@=3+2z+z.

die Gestalt y = x'3 4 By’

i
-~ F = - 0 7 2 r

mit der einen Konstanten B, welche die Neigung in der Nihe von x/ = 0 be-
stimmt ! Wie sieht nun die Kurve y’ (x’) aus? Diskutieren Sie sie fiir einige Zahlen-
werte fir a, b, ¢ selbst durch!

Eine in der Physik wichtige Kurvendiskussion ergibt sich aus der van der

Waalsschen. Gleichung a
(p+75) V=8 = RT

fir reale Gase. Wir fragen hier speziell nach dem Verlauf der Funktion
RT a
pV.T) =55 — -

Indem wir T festgehalten denken, beschrinken wir uns zunichst auf die Dis-
kussion-einer Isothermen im -V-Diagramm. Sowohl fiir sehr groBe Werte von V'
wie auch fir V nahe gleich b tiberwiegt jedenfalls der erste Summand VR—_Tb
Fir den Verlauf dazwischen fragen wir zweckmiBig nach etwa vorhandenen
Maxima oder Minima von p, also nach den Nullstellen von

ap RT | 2 _ 2 ((V_br RT

9V T (V=b2 " V3T (V—0bp V3 2a |°

10*
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(V—0b)?
V3
ob und wo sie den Wert RT/2a erreicht. Fiihren Sie die Uberlegung (aber nur
qualitativ!) selbst durch. Sie erhalten dadurch ohne weitere Rechnung bereits
einen guten Uberblick iiber den Verlauf der van-der-Waals-Isothermen fiir

verschiedene 7.

Man hat also den Verlauf der Funktion anzusehen und festzustellen,

2. Die Funktionen e*, sinx.

Die Funktion y(x) = ez kann man dadurch definieren, daB y(0) =1 und
dv'dx = y ist, daB die Funktion also mit ihrem Differentialquotienten iiberein-
stimmt. Daraus folgt bereits qualitativ ihr Verlauf. Das durch dy/dx =y

n.—\\ S s e T e e

|

|
A
RN
YA A O A A
AV /A A A A AV
Liliiiiiiiny

Tig. 83. Das durch d y/d z= y gegebene Richtungsfeld und die Kurve y=¢".

gegebene Richtungsfeld (Fig. 83) gibt die Steigung } fiir y = }, Steigung 1 fiir
y =1, Steigung 2 fiir y =2 usw. Damit hat man, ausgehend vom Punkt
¥ =0, y=1, bereits im groben den Verlauf. Aus der Definition folgt bereits
fiir das Verhalten in der ,,Nihe‘ von x =0

(4.1) e~1+4x fir r<l.

Das ist eine der wichtigsten Formeln der ganzen Physik. Ich erlebe es immer
wieder, dafl Studenten, welche ihre Mathematik ganz brav gelernt haben, eine
Zahl wie ¢0,000008 — ] picht berechnen konnten, weil sie keine zehnstellige
Logarithmentafel zur Hand hatten.

Zur Herleitung der Potenzreihe fiir ¢z beachten wir zunichst: Wenn eine
Funktion f(x) sich in eine Potenzreihe

(+-2) J() =ay+ ayx + apx? o - -
entwickeln 1if}t, so ist

dr f (%) R
(4.3) e )FO =n'a,.

Bis auf den Faktor n! ist also a, gleich dem Wert der 7n-ten Ableitung an der
Stelle Null. Nach Definition sind aber alle Ableitungen von ez wieder ¢z, also

(d" et) = 1. Daher ist n! a, =1 fir alle », also
dx")r=0

(4.4) elzl—':—x—;-x- AT I 4

21 . ) ; .
21 31 =) 1!
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Daraus ergibt sich der Zahlenwert von ¢ zu

(4.5) e=> L _9ms. ..
n=0 " !
Eine andere Darstellung der Funktion ez lautet
4.6 . e = lim (1 + i)".
n—>co n
In der Tat ergibt diese Formel den Wert 1 fiir x gleich Null, wihrend der
Differentialquotient (zunichst fiir endliches #) (1 + %)"—lz (1 + %)n/‘/(l - %

wird. Dieser geht aber fiir # — co in lim (1 + %)n, also wieder in die urspriing-
liche Funktion, iiber. n—+o

Rechnen Sie selbst die Zahl (l + %)" fir n =10, n = 100, n = 1000 mit

der Logarithmentafel aus und iiberzeugen Sie sich, daB sie sich wirklich einem
Grenzwert nihert!

Die Definition der Funktion ez als Losung der Differentialgleichungdy'dx = v
entspricht ihrer fundamentalen Bedeutung. Man entnimmt daraus, daB die all-
gemeine Losung der Differentialgleichung

d
(4.7) > =ay

lauten muB y = Ce*? mit der Integrationskonstanten C, welche den Wert von
y fiir x = 0 festlegt. Eine solche Gleichung tritt immer auf, wenn die Zunahme
oder Abnahme einer physikalischen GréBe dieser GroBe selbst proportional ist.
Beispiele dafiir sind:

Absorption von Licht beim Durchgang durch ein absorbierendes Medium. x sei
der zuriickgelegte Weg, I(x) die Intensitit an der Stelle ¥, fIdx die Abnahme
von I auf dem kleinen Weg d x (klein heiBt hier: es soll #d x < 1 sein). Dann wird
(4.8) dI = —pldx, also 95— g1, I=Ic =

Radioaktiver Zerfall. N sei die Zahl der radioaktiven Atome zur Zeit f. Die
Wahrscheinlichkeit, daBB ein Atom in der sehr kurzen Zeit d¢ zerfillt, sei ad:.
Dann ist Nadt¢ die Zahl der in d¢ zerfallenen Atome, also d N = — Nadt oder
(4.9) AN &N und N(f) = Nee .

Berechnen Sie daraus selbst die mittlere Lebensdauer. Dazu denken Sie sich fiir
jedes einzelne der N, Atome die Zeit bis zum Zerfall gemessen und aus allen so
gemessenen Zeiten das arithmetische Mittel gebildet.

Entladung eines Kondensators tiber einen Ohmschen Widerstand. K sei die
Kapazitit des iiber den Widerstand R geschlossenen Kondensators, @, seine
anfingliche Ladung. Wie gro8 ist Q(f) zu einer spiteren Zeit £ An den Enden
von Rliegt die Spannung V = Q/K , also flieBt inihmder Strom/ = V/R = Q'RK.
In der Zeit dtflieBt die Elektrizititsmenge Id¢ von der einen Kondensatorbelegung
zur anderen, um diesen Betrag muB somit () abnehmen, also wird

aQ Q
(4.92) ar = T RK
und o
(4 9b) Q = Qpe HK.

Nach der Zeit T = RK ist die Ladung auf 1/e ihres Anfangswertes gesunken.
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Diskutieren Sic die Funktion e~ Sie ist symmetrisch zur y-Achse, gleich 1
fiir x = 0, gleich 1/e fir x = 1, verlduft in der Nihe von x = 0 wie 1 — x% und
hat Wendepunkte bei x = % Hiufig gebraucht wird die unter ihr liegende
Fliche I =fe— #*dx. Dies Integral ist elementar nicht direkt auszuwerten,

— 00

wohl aber das Flichenintegral
+oo +o0 +

I'= [e-@dx[evdy =ffe—<z*+v=>dxdy

— 0O

erstreckt iiber die ganze x-y-Ebene. Mit #% 4 y2 = 7? wird die zwischen den
Kreisen 7 und » 4 dr liegende Fliche gleich 2z rdr, also

oo oo

I = fe"’22:rrdr = nfe—”zd(ﬂ) =.
0 6
Damit haben wir e
(4.10) fe=dx= V.
Daraus folgt re o e _
je"”adx = Viﬁ f e~ ¥Vdy = l/%

Durch fortgesetztes Differenzieren dieser Gleichung nach % kann man daraus
+ oo + oo

auch die Integrale f x2e=* dx, f ¥t e~% dx usw. gewinnen. Die Funktion e—%

tritt insbesondere als GauBsche , Fehlerkurve's auf. Ist

(z — z,)*

(4.11) w(x)dx = Const-e 2% dx

die Wahrscheinlichkeit dafiir, daB3 ein MeBwert im Intervall x bis x 4- d x liegt,
so ist offenbar der Mittelwert von x gleich x,. Die ,,Streuung’ (vgl. dazu
oben S. 134f.) wird gemessen durch das Mittel des Quadrats (x — %)% der
Abweichung vom Mittel. Man erhilt

_(z— 2
(4.12) (x_x_)2___ f(x—xo)zw(x)dx f(x_xo)ze 28 g,
. — xg)? = _

fw (%) dx j %)
e

282 dx

Mit den neuen Integrationsvariabeln y = =% wird

V2s
Y
g 2-—
P PP Y Ll aL.r S T
fe=¥vay Y

s in (4.11) gibt also direkt die quadratische Streuung an.
Cosinus und Sinus werden am einfachsten definiert als x- und y-Koordinaten
der Punkte des Einheitskreises (Fig. 84), namlich

X =cosp, y=sing.

Geht man auf dem Einheitskreis von P aus unter VergréBerung von ¢ um d¢
zu einem Nachbarpunkt P’ iiber, so hat man dx = — yd¢, dy = xde fir die
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Anderung der Koordinaten von P. Daraus folgen die Differentialquotienten

; d (cosp) . d (sing)
4.13 = — Pl =
( ) av sing, do = cos @,
sowie die wichtigen zweiten Differentialquotienten
, d%cosx a2 si .
(4.14) T2 = —Cosx, ;j:x = —sinx,

,,»Sinus "und Cosinus stellen sich beide beim zweimaligen Differenzieren bis auf
das Vorzelchen wieder her.” Die Differentialgleichung

(4.15) y=20 ¥
wird also gelost durch £’
(4.15a) y = A cosax + Bsinax, ,//E_ »
wo A und B zwei willkiirliche Kon- S
stanten bedeuten. Das ist auch bereits ANEAT 8
die allgemeine Losung der Gleichung . o | -
y" 4+ a®y =0, da ja 4 und B stets e =

so gewdhlt werden kormen, daB3 ¥ und
y' fiir x = 0 die vorgegebenen Werte
y(0) und y’(0) haben.

Mit (4.13) sind auch alle héheren
Ableitu: gen von cosx und sinx be-
kannt, nach (4.3) ¢lso auch die Ko-
effizier.ten der zugehdrigen Reihenent-
wicklungen. Sie finden auf diese Weise  Fig.84. Zur Definition der Funktionen cos und sing.
leicht die Reihen

(4.16)

I A
Slnx—-@«—3'—r'—5—!'—

3. Komplexe Zahlen.

Die Zahl ¢ ist dadurch definiert, daB 2= — 1 ist. Einer komplexen Zahl
= x4+ 7y (x und y sind reell) pflegt man einen Punkt in einer x-iy-Ebene
(der komplexen Zahlenebene) zuzuordnen. Man rechnet mit ¢ wie mit einer ge-
wohnhchen Zahl. Sobald 22 auftaucht, setzt man dafiir —1. Soist z. B. i3 = — |,

14 =1 usw., ferner (x4 iy)2= 2% — y2 £ 2ixy.

Fir das Reziproke von Z hat man
1 1 i x—1iy _ x—1y
Z x4ty  (xtiy)(x—1iy) At Lyt
Bei all diesen algebraischen Operationen erhilt man immer wieder eine Zahl
der Form A 4+ 7B, d.h. eine in der komplexen Zahlenebene liegende Zahl.
Addition zweier komplexer Zahlen Z und Z’ ist gleichbedeutend mit der vektor-
miBigen Addition der vom Ursprung nach Z und Z’ fiihrenden Vektoren:

(x+2y) + (' +iy)=x+ 2" +i(y + ).

Ersetzt man in irgendeiner Funktion f(a, b, ¢, i), welche auBer von 7 noch von
reellen Zahlen a, b, ¢ abhdngt, 7 durch — 7, so erhilt man die konjugiert kom-

plexe Funktion
(4.17) Sf*(@,a.b,¢c)=f(—1i,a,b,c).
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Da (--1)2=142= —1 ist, somuB, wenn f= 4 + B ist, f*= A—1B §ein, d. h.
f* geht aus f durch Spiegelung an der x-Achse hervor (rig. 8§). Also ist f+f*
cicher reell, ebenso ist f — f* cicher rein imaginir. Durch die Identitdt

(+.18) =3+ +4( -1

haben wir also die Zerlegung einer beliebigen komplexen GréBe fin Real- und
Imaginirteil geleistet. _

Eine systematische Behandlung des Verhaltens von Funktionen in der kom-
plexen Ebene ist Gegenstand der Funktionentheorie. Einige Teilergebnisse
dieser Theorie sind fiir die Physik unentbehrlich, obwohl man billigerweise

sie
L1
2 Lty

2i

7w )

T Yy=rsing
-3
- 4i

P

Z=rcos@ z

-5

Tig. R3. Z* ist konjugiert komplex zu Z. Fig. 86. Polarkoordinaten in der komplexen Ebene.
(Spiegelung an der reellen Achse.) Z=z+iy=rel¥.

nicht von jedem Physiker eine vollstindige Beherrschung dieser herrlichen
Theorie fordern kann. Eine der praktisch wichtigsten Formeln ist das Moivre-
sche Theorem:

(4.19) ¢i* = cosa + 7sinx.
Man erhilt es am einfachsten aus der Potenzreihe fiir ei«:
. .ty (1x)? (ix)®
‘“:14“?"—'21) 3T T
x2 !
=1— 37 + TR

S x x3 x°
1 l— = —
T (1! 31 T 5t )
und Beriicksichtigung der Reihen (4.16).
Aus dem Theorem folgt unmittelbar

Ei’—1—8~i’ L. o eix —pg—ir
—5 ., isinx= 3
Die erste bedeutsame Konsequenz dieses Theorems ist die Darstellung einer
komplexen Zahl Z durch Polarkoordinaten in der x-y-Ebene:

(4.20) cosx =

(4.21) Z=x-+1y=r(cosp + ising) = re?.

Bei dieser Schreibweise wird die Multiplikation von zwei Zahlen Z = ref®,
Z' = v'¢'v’ besonders durchsichtig:

(4.22) ZZ' = ry el 0,

Wie man sieht, werden tei der Multiplikation die Betriige » und # multipliziert,
dic Argumente ¢ und ¢’ dagegen addiert.



Komplexe Zahlen. 153

Eine primitive Anwendung ist die Herleitung der elementaren trigono-
metrischen Formeln, mit welchen man sich in der Schule so plagen mul.

Zum Beispiel ist . .
e P = cos(a + B) + 7sin(a 4 B)
gleich ei*¢i#, also auch gleich

(cosa + zsina) (cosf + 7sinf) = cosacosf — sinasinf -
4+ i(sina cos f + cosa sin ),

woraus man die alten Schulformeln abliest:

cos(a + f) = cosa cosf — sinasinp,
sin(a 4 f) = sina cosf + cosasinf.

Setzt man « + =« und & — § = v, so folgt daraus z. B.

U - u— v
5 — €05 —5

4 -

cos# -+ cosv = 2cos

Man kann diese Formel auch direkt gewinnen durch die Bemerkung, daB

LU+ U — T

. eillv = el = . CT _-) ) l.lﬂdy.
1st.

Komplexe Zahlen werden in der Pra-
xis haufig zur Beschreibung von Schwin- 2./
gungsvorgangen benutzt. Ist C eine be-
liebige komplexe Zahl, so geht die Zahl L \et

. T=210)

(4.23 Z(t) = Cetot : - : e

aus C durch Drehung um den Winkel
@ = ot hervor. Z(t) beschreibt also eine
Bewegung auf dem Kreis vom Radius
|C| mit der Winkelgeschwindigkeit w. Je .
nachdem, ob man fiir C die Darstellung _/

C=A+iB oder C= Cy
wihlt, erhilt man fir Z (¢) die Zerlegung

Tig. 87. Die durch Z = C - el @! Dheschriebene
Bewegung in der komplexen Ebene.

Z(t) = Acoswt — Bsinwt + (4 sinwf + B cos o)
oder

(4.24) Z(t) = Colcos (wt + ) -+ 7sin (wt 4+ 2.

Sowohl der Realteil wie auch der Imaginirteil von Z (das sind die Projektionen
von Z auf die x- bzw. y-Achse) stellen harmonische Schwingungen dar. In der
Tat ist (4.23) eine Lésung der Schwingungsgleichung

arz

2L/ =
TE L w2/ = (),

(4.25)

welche sich im Komplexen oft einfacher behandeln 1Bt als im Reellen. Setzt
man hier nimlich versuchsweise als Losung die Exponentialfunktion

(4.25a) Z = et
ein, so geht die Differentialgleichung in eine algebraische Gleichung fiir &, nimlich

(4.28Db) a2+ =0
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iiber, welche die beiden Ldsungen
(4.25¢) a=-41tw und a="—1tw
besitzt. Die allgemeine Losung lautet mit zwei komplexen Zahlen C und D also
(4.25d) Z(t) = Céi®t 4 De—tel,
Soll die Lésung reell sein, so sind die Zahlen C und D nicht mehr frei wihlbar,
viclmehr muf3 dann Z = Z* <ein, d. h.
Ceiwt 1 De—iw0t — C*g—i0t | D*griot

es muB also D = C* sein (D konjugiert komplex zu C). Mit

C = Cyéi?
haben wir so als allgemeinste reelle Losung
(4.25¢) Z(t) = Colet@t+ )  em i@+ 1] = 2C, cos (wt + y)
mit den zwe: Integrationskonstanten C, (Amplitude) und y (Phase).

4. Drehung eines ebenen Koordinatensystems, Coriolis- und Zentrifugalkraft.

Es sei P ein Punkt in der x-y-Ebene mit den Koordinaten x, . Nun drehen wir
das Koordinatensystem um den Winkel «. Gesucht sind die Koordinaten «/, y/
von P in bezug auf das neue Koordinatensystem (Fig. 88). Fasse ich die beiden
Ebenen als komplexe Zahlenebe-
\ P nen auf und kennzeichne die Lage
\ V\ von P in ihnen durch die Zahlen

Z=x+41y
und :
\ ! - 2= + zy/’
\
\ _ so haben Z und Z’ den gleichen

\ —— \ Betrag, nur das Argument von Z’
) ' ist um den Winkel o kleiner als

\
-A

-

i . e aes Kasirssems, Casjenige von £, Daraus folgt so-
(4.26) Zl=Ze %, %' 4iy = (x + 1y) (cosa — isina).
Es gelten also die beiden reellen Gleichungen
(4.27) % = xcosa+ ysina, 3 = — xsina -+ ycosa.

Wie man sieht, 14Bt sich diese Drehung im Komplexen viel einfacher beschreiben
als im Reellen. Eine lehrreiche Anwendung dieser Betrachtung bietet die Ab-
leitung der Coriolis- und der Zentrifugalkraft.

Wir stellen uns unter P einen wirklichen Massenpunkt vor, der sich unter
der Wirkung einer gegebenen Kraft mit den Komponenten K, und K, in der
x-y-Ebene nach den Newtonschen Gleichungen

mx = KII
my = K,

bewegen mdoge. Unter Einfilhrung von Z = x + 7y und der komplexen ,,Kraft"

K = K, + 1K, konnen wir diese beiden Gleichungen auch in die eine komplexe
Gleichung

(4.28) mi— K
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zusammenfassen. Nun setzen wir einen Beobachter auf eine Drehscheibe, welche
mit der Winkelgeschwindigkeit o rotiert, und beauftragen ihn, die Bewegung
von P in seinem Koordinatensystem zu beschreiben. Setzen wir in Fig. 88 a = wt,
so stellen die #/-y’-Achsen ein mit der Drehscheibe fest verbundenes Koordinaten-
system dar. Die Verkniipfung zwischen Z und Z’ lautet jetzt also
Z =2Z'¢iot: somit Z — Z' eiwt + 2t wetet
und . o ;
Z=271¢2 4 2mZ7 {wei®t — mZ wreiet,

Setzen wir das in mZ = K ein, multiplizieren mit e~ ! und beachten, daB
K’ = Ke~ it die Komponenten, von K im gestrichenen System bedeuten, so

erha i 7 U ;
Iten wir mil =K —2miZ o+ mZ' ot

Der rotierende Beobachter muB danach zu dem SchluB kommen, daB auBer
der Kraft K’ noch zwei weitere Kriafte auf P wirken. Gehen wir zur reellen
Schreibweise zuriick (Z/ = x’ 4 74’), so haben wir auf der Drehscheibe die Be-
wegungsgleichungen.

429) mi' =K, +2my o+ mx o, mi’ =K, —2mi'o+ my ot

Der letzte Summand ist die nach auBen gerichtete Zentrifugalkraft vom Be-
trage mr w?

Die andere Zusatzkraft heit Corioliskraft. Sie steht senkrecht auf der Ge-
schwindigkeit. Fat man @ als einen in die z-Richtung weisenden Vektor auf,

so kann man die Corioliskraft € auch beschreiben als € = —2m[®,v]. Um ihre
Wirkung an einem drastischen Fall zu erkennen, stellen wir uns einen Jiger
vor, der genau auf dem Nordpol der Erde steht und einen in der Ferne sicht-
baren Eisbiaren schieBen will. Wenn er beim Schufl gerade auf den Biren zu
hilt und seine Kugel nicht zu schnell fliegt, so wird er vorbeischieBen, weil
durch die Erddrehung der Bir wihrend der Flugzeit der Kugel aus der Schuf-
linie herausgedreht wurde. Wenn aber der Jiger nichts von der Erddrehung
weiB, so muB er angesichts seines MiBerfolgs zu dem SchluB kommen, da8
irgendeine Kraft am Werke ist, welche seine Flintenkugel aus ihrer geradlinigen
Bahn ablenkt. Diese Kraft ist gerade die Corioliskraft.

5. Weitere Kurvendiskussion.
In der x-y-Ebene <oll die Kurve
Ax2 L 2Bxy+ Cy*=1
diskutiert werden. Zu diesem Zweck fiihren wir Polarkoordinaten @, r durch

x=rcosp und y=rsing
ein. In ihnen lautet die Gleichung

. . 1

A cos*p + 2B cosgsing + Csin?p = ;.

Dieser Zusammenhang zwischen » und ¢ wird viel durchsichtiger, wenn wir
mittels _ o _ cos?2p = }(1 + cos 2¢),
sin 2¢ = 2sing cosp; sin?p = }(1 — cos 2¢)

zum doppelten Winkel ¢ iibergehen. Dann erhilt man

1 ALC 4-C P s
= = L cos2¢ 4+ Bsin2g.

r? 2
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Jetzt fithren wir noch den Winkel » und eine neue Konstante 4 ein durch

A-—-C

i — 2 —C\: :
5 = bcos2y b I/(A2(,)z . B
B = bsin2y;

')C . sowie b und n wird also
%:a—{—bcos?(tp—n).

: A+
Mit den Zahlen @ = —5—

Diskutieren Stie selbst den durch diese Gleichung gegebenen Zusammenhang
zwischen » und ¢, indem Sie 1/72 als Funktiorr von ¢ auftragen. Fiir positive a

I'ig. 89. Zur Diskussion der Kurve 4 z*+-2Bzy+ Cy*=1.

und b << a wird 1/#2 fiir alle @ endlich und positiv. Wir haben eine Ellipse mit
den Halbachsen 7, =

Fir &> a dagegen existiert fiir

Va+b’ 2= Va —
gewisse Bereiche von ¢ kein reeller \Vert fiir . Das gibt natiirlich Hyperbeln.

Wir betrachten nun einige andere Kurven. Wie verlaufen die Kurven y = sin?x,
sin x? Bitte dazu keine Punkte berechnen, sondern unmittelbar aus dem An-
blick der Kurve sinx heraus die neuen Kurven qualitativ zeichnen.

Wie verlauft die Kurve y = sinx/x, insbesondere in der Ndhe von x = 0?
Hier gibt x = 0 zunichst den sinnlosen Wert 0/0. Bitte gewohnen Sie sich daran,
in solchen Fillen nach dem Verhalten in der Ndhe von x = 0, d. h. fiir kleine
Werte von x, zu fragen. Fiir kleine Werte von x gilt doch

23
an X == Y — .,T'— 5

also wird fiir kleine » _ N
sinx ~ 1 — £
o~ 5

Das ist eine nach unten gedffnete Parabel mit dem Scheitel in x =0; y = 1.
Im iibrigen hat natiirlich sin x/x die gleichen Nullstellen ¥ = n wie sinx. Fiir
x > xr erhalten wir also eine Sinuskurve mit nach auBen abnehmender Ampli-
tude.

Wir berechnen noch das fiir manche Zwecke wichtige Integral

(29

1= sin'x dx.
IE m
Das gelingt auf dem Umweg iiber ein Doppelintegral. Es ist doch — / e~ 2%da.
Also wird I auch 0

I:fdafe—”sinxdx.
0 U
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St
-1

Setzt man hier sin x = % (eiz — e—iz),
so bereitet die Integration keine Schwierigkeit mehr. Man erhilt

- da oo 0
szmz[arctga]o :?.
0
Da sinx/x eine gerade Funktion ist, hat man auch

4 au

sin x
f dx = .
X

— 20

Daraus ergibt sich eine merkwiirdige andere Formel. Betrachtet man die Identitiit

d sin®x 2sinx cosx sin?x

dx x x x?

und integriert diese Gleichung von — oo bis + 00, so resultiert (wegen 2 sin x cos x
=sin2x), dal auch oo
sinx\2
[lemfos=-

. X
1st. oo

Die Schwebungskurve. Zwei Téne von den nahe benachbarten Frequenzen wm,
und w, werden iiberlagert. Wie sieht die Amplitude des resultierenden Tones

s(t) = cos w,? + cos wyt
als Funktion von ¢ aus? Zur einfachsten Diskussion beziehen wir uns auf die

w,+ w . . . . w, — o
L 5 %, fithren wir noch die ,,Verstimmung* » = - --*

mittlere Frequenz w =

£1)

Fig. 90. Die Schwebungskurve.

ein, so wird o, = w + n und w, = w — 1. Gehen wir weiterhin zur komplcxen
Schreibweise iiber, so wird also

s(f) = Realteil von {ei@+mt - gite—nt}
= Realteil von {ei@f (et 4 ¢~ 1)},

also
s(¢) = 2 cosnt cos wi.

Damit haben wir das Phinomen der Schwebung formelmiBig vor uns. Nach
Voraussetzung ist ja 7 << w. Also kénnen wir s(¢) auffassen als eine Kurve
2 cos wt, deren Amplitude jedoch mit der Frequenz 7 moduliert ist (Fig. 90).
Man hért tatsichlich den einen Ton w, jedoch mit dem bekannten an- und ab-
schwellenden Intensititsverlauf. Unfersuchen Sie selbst, in welcher Weise die s (¢)-
Kurve durch das Minimum bei ¢/ = 7 2# hindurchlauft.
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6. Niherungen fiir n! und

In der Statistik spielt die GroBe
(4.30) n!l=1-2-3---n

P

:) Die Stirlingsche Formel.

cine groBe Rolle. Insbesondere interessiert ein Niherungsausdruck von #! fiir
groBe Werte von #. Man gewinnt ihn am einfachsten, indem man den Logarithmus

betrachtet : lgn' :1g1 +1g2+ lgn

In Fig. 91 ist iiber x als Abszisse die Kurve y = lg x aufgetragen. Fiir den ge-
zeichneten Fall n = 6 ist danach 1g6! gleich der Fliache unter der Treppe. Diese
Fliche besteht aus der Fliche unter der Kurve lgx und den aufgesetzten drei-

¥
401

5 U

%/

Fig. 91. Zur Ableitung decr Stirlingschen Formel.

%
<3

N\

4 7 é

@
-
&
o
§

eckigen Fliachenstiicken. Wenn wir nidherungsweise diese Flichenstiicke als
richtige Dreiecke auffassen diirfen, so ergibt sich fiir die Summe ihrer Flichen
einfach }1g», denn die Grundlinien der Dreiecke sind alle gleich 1, die Summe
ihrer Héhen aber gleich lgz. Danach hitten wir

n
Ign! = flgxdx—i— dlgn=mlgn —n+ 1+ }lgn
oder 1
(4.31) n! = nre=n Yn-e.

Offenbar ist dieser Ausdruck etwas zu groB, und zwar um die Fliche derjenigen
,Linsen, welche von der lg-Kurve und dem geknickten Linienzug
1—A’—B’—(C'—D’—F' begrenzt wird. Man koénnte auch diese noch abschitzen
und so die Ndherung verbessern.

Statt dessen betrachten wir eine ganz andere Methode zur Abschitzung.
Wir gehen aus von der Gleichung

(4.32) nl = [e=z-zndz,

0
deren Richtigkeit man durch fortgesetzte partielle Integration leicht bestitigt.
Der Verlauf des Integranden e—zz» als Funktion von z wurde bei der Diskussion
der Maxwellschen Geschwindigkeitsverteilung auf S. 127 bereits ausfiihrlich
diskutiert. Er hat bei groBen Werten von # ein sehr steiles Maximum bei z = #.
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Es liegt daher nahe, z —- » = { als neue Integrationsvariable einzufiihren, in
der Erwartung, daB die Umgebung von { = 0 den entscheidenden Beitrag zum
Wert des Integrals liefern wird. Mit z = # + { wird zunichst

n! = e—ﬂn"fe‘f(l + %)”d{.

Der Logarithmus des jetzt noch verbleibenden Integranden ist
4 1 &2 re
R a1

Der Integrand ist nur in der Umgebung von { = 0 wesentlich von Null verschie-
den. (Wir unterlassen hier bewuBt eine strengere Formulierung dieses Satzes,
was fiir eine schirfere Fassung unserer Niherung unerliaBlich wire.) Wenn wir
unsere Reihe mit dem ersten Glied abbrechen, haben wir

4o
f —£(1+ f "dC—]’ZTn
—-n

und damit die Stirlingsche Formel

(4.33) nl ~ e=n-nn-Y2an.

Gegeniiber unserer (schlechteren) geometrischen Abschitzung ist e = 2,718 er-

setzt durch }27 = 2,507.
Eine Anwendung der Stirlingschen Formel besteht in einer Abschitzung
der Binomialkoetfizienten

N N!
(4.34) (n) T n (N —m)!
fiir groBe Werte von N und #. Aus der Identitét
. N N
(4.35) L4y =3 (n) — 9N
n=0

kennt man auf jeden Fall die Symme aller (IZ) Mit der Stirlingschen
Formel wird nun

N! N¥.Y2aN
"!(N—") n"(N—n) —n 27 n (N — n)
Wir setzen hier n = - + p, also N —n = %T — ¢, und erhalten durch ein-
faches Einsetzen
N!N — 1 ON _ 1 -
N ¥2aN Xy 5

Fiir kleine /N wird nun z. B.

L !
m%+%fﬂzg+m%—a%r»~«%—%m

Auf diese Weise resultiert schlieBlich

_2” ¥ /9 _Zj N
(4.36) (N)N i-?-e N=—2:‘l/36 N v=n—?
n Y2. N Ya
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fir den Verlauf von (:) in der Umgebung des bei n = - LN 1egenden Maximums.

)=F

32

Wie zu verlangen war, gilt fiir unsere Ndherung mit (

SchlieBlich noch eine einfache statistische Anwendung. Gegeben sei ein grofler
Sack mit gleich vielen roten und weiBBen Kugeln. Sie greifen willkiirlich N Kugeln
heraus und fragen nach der Wahrscheinlichkeit W (n) dafiir, da8 unter diesen
N gerade n rote Kugeln sind. Dann ist, wie oben auf S. 135 begriindet wurde,
(4.37) Wn) = 1 (N)

FERYY

&~

Fiir nicht zu kleine N betrigt also die Wahrscheinlichkeit W(») dafiir, da3 »
um » von }N abweicht!:

(+.38) W(r) =

— 21’2
12 ¥,
Va N
Fiir die quadratische Streuung haben wir also

(+.39) vi= [rworar =7

Fir das Quadrat des Verhaltnisses der Abweichung vom Durchschnittswert zu
diesem Durchschnittswert } N selbst, d. h. also fiir die relative Streuung, haben
wir damit wieder die alte Grundformel der Statistik

(L)“ -1

N2 N

Die relative Streuung Ve ist gleich 1
Nj2 VYN

B. Aus der Vektorrechnung.
1. Vektoralgebra.

Unter einem Vektor versteht man eine gerichtete Groe, wie wir am
Beispiel Kraft, Geschwindigkeit usw. gesehen haben. Wir kennzeichnen ihn
durch deutsche Buchstaben (§, %, v usw.) oder auch durch einen quer iiber

—_—

den Buchstaben gesetzten Pfeil (K, Z , ;, ...). Zur quantitativen Beschreibung
cines Vektors A braucht man drei Zahlenangaben, z. B. seine Komponenten

Az, Ay, A;. Der Betrag oder die Linge eines Vektors % kennzeichnet man durch
|9 oder auch 4. Es gilt

(4.40) A=) = VA2 + 43 + 42

Gleichheit zweier Vektoren bedeutet Ubereinstimmung in allen drei Zahlen-
angaben. Schreibt man z. B. % = ¥, <o meint man damit die dre: Gleichungen

A, = B,
(4.41) 4, = B,,
A, = B,.

! Das Spiel mit den Kugeln lifit sich unmittelbar auf unser Diffusionsmodell (S. 144)
libertragen. Rot bedeutet etwa einen Schritt nach rechts, WeiB einen nach links. Mit
8 -2 20T - v erhalten Sie direkt die dort angegebene Formel fiir w(s) ds.
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Man hat folgende Rechenregeln mit Vektoren verabredet:

1. Addition. Den Vektor % 4 B erhidlt man durch Anfiigen von 8 an das
Ende von 9. Er weist dann vom Anfang des %-Vektors zum Ende von 8. Die
Komponenten von U + 8B sind

(4.42) As+B,, Ay + B, A, + B,

2. Multiplikation wmit einer Zahl a gibt einen Vektor der gleichen Richtung
vom a-fachen Betrage. Die Komponenten von 4% sind

(4.43) aB,, abB,, ab,.

3. Skalare Multiplikation zweier Vektoren. Wir bezeichnen das Skalarprodukt
mit (A, V). Es wurde bereits auf S. 24 eingefiihrt als

(4.44) (A, B) = |A| - |B]| - cos (A, V).
In Komponentendarstellung wird
(4.45) (A, B) = A4,B, + 4,8, + A.B,.

Wenn 4 und B ungleich Null ist, so ist (2, 8) nur dann gleich Null, wenn dic
beiden Vektoren aufeinander senkrecht stehen. Eine einfache Anwendung bildet
die Frage nach der Lage der durch die Gleichurg

Ax+ By +Cz=D

gegebenen Ebene im Raume. Dividieren wir die Gleichung durch } A% + B2 + C?
und bezeichnen mit e den Einheitsvektor mit den Komponenten

A B C

g = ———

VA2 2 50 YT T 5 &= ey e
+ B2+ C fA2 4+ B2+ C VYA B2 L (2

so lautet die vorgelegte Gleichung
D

(e, 1) =

Vom Vektor t wird also verlangt, dafl seine Projektion auf die gegebene Rich-
D
VA®4- B+ C?
der]emgen Ebene, die man erhilt, wenn man vom Ursprung aus in der Richtung ¢
die Strecke S
yAz + B2+ C?

Ebene zeichnet.

4. Das Vektorprodukt [U, ¥B] ist ein Vektor, welcher auf dem von % und ¥
aufgespannten Parallelogramm im Rechtsschraubensinn senkrecht steht (Drehung
von A nach B und gleichzeitiges Vorschieben in Richtung [, %] soll eine Rechts-
schraube sein) und dessen Linge gleich der Flache dieses Parallelogramms ist
(Fig. 92). Die Komponenten des Vektorproduktes sind

(2, V), = 4,B: — 4. B,
(446) [9[, EBL/ = Az B:r - AIBZr
O, 9], = 4,B, — A, B,.

-tung ¢ den festen Wert besitzt. Sein Endpunkt liegt also auf

abtrigt und an dieser Stelle die zu ¢ senkrechte

In der Punktmechanik ist uns bereits das Vektorprodukt in den Gleichungen
(S. 29) fir den Drehimpuls begegnet. Dort war

o~

mr, v = 3

11
Becker. Theoret. Physik.
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der Drehimpuls des Massenpunktes, welcher sich an der Stelle t = (x, y, z) mit
der Geschwindigkeit b = (v., v,, v;) bewegt. Ein weiteres geldufiges Beispiel
lautet : Drehmoment = Kraft x Hebelarm, in Formeln

? D =[r, &).

b

1ig. 92. Erliuterung des Vektorprodukts am Beispiel des Drehmoments. Es ist D= (r, ®].

Aus der Definition folgt, d-8 das Vektorprodukt von zwei parallelen Vektoren
Null ist. Ferner ist das Vektorprodukt antikommutativ:

(4.47) (A, B) = — [B,U].
5. Das Spatprodukt 4, A4, A,
(4.48) (2, [8,€))= B, B, B;
c. C, C,

ist das Volumen des von den drei Vektoren %, 8B, € aufgespannten Parallel-
epipeds. Es gilt

(4.49) (&, (B, €)) = (B, [€, A) = @€, [UA, B)).

Wir notieren weiterhin die Rechenregel:

(4.50) (A, 0B, €] =B, E) —C(U, B).

Sind die drei Komponer'lten Az, 4,, A; eines Vektors % Funktionen der Zeit,

so verstehen wir unter 9 oder d9/d¢ einen Vektor mit den Komponenten
A, A, _d4,

(4.51) Az: ' Ay:W’ z dt -

T A

2. Vektoranalysis.

Von einem Vektorfeld reden wir, wenn jedem Punkt x, y, z des Raumes ein
Vektor % zugeordnet ist. Es wird dadurch beschrieben, daB man die drei Kompo-
nenten von A als Funktion des Ortes angibt. Beispiel eines Vektorfeldes war die

oben (S.27) angegebene Zentralkraft & = K(7) % , deren x-Komponente, ohne
Eleganz hingeschrieben, lautet:

- K (Ve g x
K. %, y,2) = K(Yx* + y* + z%) el
Am Vektorfeld sind speziell zwei Begriffsbildungen fiir die Physik von entschei-
dender Bedeutung, namlich das Linienintegral und der Flup.

Ist in dem betrachteten Raum auBer dem Vektorfeld noch eine von einem
Punkt P, zu einem anderen Punkt P, fithrende Kurve C gegeben, so nennen wir

[ (A, dr) das von P, auf dem Weg C nach P, erstreckte Linienintegral. Es
I
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entsteht durch Summation der Skalarprodukte von 9 mit den Linienelementen d'r,
in welche man sich die Kurve C zerlegt denken kann. Oben (Teil I) begegnete
uns die bei der raumlichen Bewegung eines Massenpunktes aufzuwendende
Arbeit als erstes (und wichtigstes) Beispiel eines Linienintegrals.

Der Flup eines Vektorfeldes durch eine gegebene Fliche hat seinen Namen von
einem hydrodynamischen Bilde. Deuten wir das Vektorfeld als das Abbild der
Strémung einer Fliissigkeit, wobei der Vektor 9 die Strémungsgeschwindigkeit
an jeder Stelle angibt, so kénnen wir nach dem in der Zeiteinheit durch ein
gegebenes Flichenelement df hindurchtretenden Fliissigkeitsvolumen fragen. Wir
kennzeichnen die raumliche Orientierung von df durch Angabe eines Einheite-
vektors n, welcher auf df senkrecht steht. Man nennt ihn die Flichennormale.
Man muB dabei willkiirlich eine Seite von dfals die ,,positive* Seite vor der ande-
ren auszeichnen. Dann ist der FluB von 9 durch 4f gegeben durch (rig. 93)

(4.52) (A, n)df = |U| cospdf = A, df.

Denn in der Zeit d¢ schiebt sich dasjenige Volumen durch df hindurch,
welches vorher in dem Parallelepiped der Grundf.iche df und der Héhe

/
// u
d./fL‘ :4\;1\47;\\ /l/L
~ v

Eig. 93. Zur Berechnung des Flusses von U durch die Fliache df.

|A|d¢ cos(n, A) enthalten war. Fiir den FluB von 9 durch eine endliche Flache F
haben wir also ein Integral iiber die einzelnen Elemente 4f der ganzen Fliche I
zu bilden:

(453) [ [ (2, n)df = GesamtfluB des Vektors ¥ durch die Flache F.
F

Die Divergenz. Sind die Vektorkomponenten von ¥ als differenzierbare Funk-
tionen des Ortes gegeben, so gilt fiir den FluB von 9, welcher aus einem ab-
gegrenzten Volumen V durch dessen Oberfliche F heraustiitt, der Satz von GauB:

o [Joner= [ g e
F v

Den rechts auftretenden Integranden nennt man die Divergenz des Vekiors .

94. | 04, . 4.

dx + vy 9z

(4.55) divd = +
Zum Beweis von (4.54) betrachte man zunichst einen sehr kleinen, nach den Ko-
ordinaten orientierte: Quader von den Kantenlingen a, b und ¢ und an die-em
speziell denjenigen FluB, welcher durch die beiden senkrecht zur x-Achse orien-
tierten Flichen von der GréBe bc hindurchtritt. Von diesen liegt die eine bei
% + a und liefert einen austretenden FluB A (x 4+ a, ¥, 2) - bc (lies: A an der
Stelle x 4 a usw.). Davon ist abzuziehen der durch die andere Fliche eintretende

?.{4 z

FluB A.(x, y, 2) bc, die Differenz beider ergibt ’Ox abc. (Entsprechend ver-

fahre man mit den verbleibenden Flichenpaaren ca und ab, welche die Beitrige
von A, und 4, liefern.)

1i*
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Die mit (4.55) gleichbedeutende, aber von der Koordinatenschreibweise un-
abhingige Definition der Divergenz lautet:

(1.56) v — %iinO%ffAndf,
F

welche die Divergenz als Ergiebigkeit der Strémung an einer hervorgehobenen
Stelle unmittelbar erkennen l4Bt.

Der Gradient. Ist U(x, y, z) eine gewohnliche Funktion des Ortes, so kann
man deren Verlauf der Anschauung niherbringen durch Angabe der Flichen,
auf denen U konstante Werte hat, nach Art der aus Landkarten geldufigen
Héhenlinien. Wir nennen eine durch die Gleichung

(4.57) U(x,y,2)=a

(a eine Konstante) hervorgehobene Fliche eine Niveaufliche. Wir zeichnen nun
an einer Stelle dieser Niveaufliche einen kleinen Vektor dt mit den Kompo-
nenten dx, 8y, 6z und fragen nach der Bedingung dafiir, daB dieser Vektor in
der Niveaufliche liege. Genauer gesagt, soll er in der Tangentialebene liegen,
welche die Niveaufliche in dem hervorgehobenen Punkt beriihrt. Diese Be-
dingung bedeutet, daB U an der Stelle x4+ dx, y - 0y, 2+ dz ebenfalls
den Wert a hat, daB also

U(x+0x,y+0y,z4+02z) — U(x,y,2) =0

ist. Im Limes dx — 0, dy —= 0, dz— 0 also
- oU o . U ou .

Das ist aber das Skalarprodukt aus dem Vektor dt und dem Vektor mit den
oUu oU aU

Komponenten —, —, —, den wir als ,,Gradienten von U bezeichnen.
dx ’ dy Az
- oU oU oU
D9 = (= =X =X
(4.39) grad U (ax’ 7y’ az)'

Die Gleichung (4.58) besagt nun: Der Vektor grad U steht senkrecht auf allen
Vektoren dr, welche in der Tangentialebene liegen, d. h..aber, er steht senk-
recht auf der Fliche U = const. Der Betrag von grad U ist um so gréBe:, je
dichter die Niveauflichen aufeinanderfolgen. Schreitet man um einen beliebigen
kleinen Vektor dr fort (welcher nicht mehr in der Tangentialebene zu liegen
braucht), so ist damit eine Anderung von U verkniipft, um

oU

T dz,

dU = U(x—}—dx,x-{—dy,z—{—dz)—U(x,y,z)=%dx—{—g—;]dy—}-
also
(4.60) dU = (dx, grad U).

Hat speziell dr den Betrag ds und die Richtung von grad U, also senkrecht auf
der Niveaufliche, so ist das' Skalarprodukt gleich dem Produkt der Betrige, also

) dU
(4.61) |grad U| = P
Schreitet man, von einem bestimmten P, ausgehend, senkrecht zu den Flichen
U = const im Sinne wachsender U fort, so bewegt man sich auf einer Ortho-
gonaltrajektorie. Mit man auf ihr den von P, aus zuriickgelegten Weg s, so
kann man zu jedem Wert von s, d. h. fiir jede Stelle des Weges, den dort giiltigen
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Wert von U notieren. So wird U eine Funktion der einen Variabeln s. Ihr Diflc-
rentialquotient nach s gibt nach (4.61) den Betrag des Gradienten an der be-
trachteten Stelle. Aus (4.60) folgt weiter unmittelbar: Bildet man mit dem durch
grad U = A erklirten Vektorfeld das Linienintegral von P, nach P, iiber irgendeine
Kurve C, so gilt

P, pP,
(4.62) fQudy = [(gradU, dv) = U(P) ~ U(P).
v P, P,

Es ist vom Wege unabhingig. Ist insbesonderc der Integrationsweg geschlossen,
fallen also die Punkte P, und P, zusammen, so ist

(4.63) $@dny =0

fir jeden geschlossenen Integrationsweg. Ist umgekehrt ein Vektorfeld I ge-
geben, welches der Bedingung (4.63) geniigt, so kann man ihm durch (4.62)

eine Funktion U des Ortes x, y, z durch
(2, Y1, 2))

Ux, vi,51) = Ul%o, Yo, 20) = [ (U, d)
(To. Yo 20)
zuordnen, wenn man den Wert von U an der einen Stelle x,, v,, 2, willkiirlich
festsetzt. Dann ist A der Gradient von U. Die analytische Bedingung dafiir,
daB % als grad U dargestellt werden kann, folgt aus (4.59). Wegen der Vertausch-

barkeit der Reihenfolge bei partiellen Differentiationen ist d—a— (’Za—[z]) == (;l (‘37[)
Fir A = grad U muB daher gelten: Y Ay
04, 04,_ , 04, 94, _ 04 84,
9y 9z 7 9z  9x T dx ady
Sind (4.63) bzw. (4.64) erfiillt, so heiBt das Vektorfeld wirbelfrei.

Rotation. Zur Abrundung sei noch der Satz von Stokes angegeben. Wir
definieren zu einem Vektorfeld 9 den Vektor

94. 04, 24, 04, o4, id )

Ay dz ' 4z  dx ' dx  ady]”

Wir erkannten eben rot = 0 als Bedingung dafiir, daB jedes Integral ¢ (2, dr)
iiber eine geschlossene Kurve verschwindet. Der Satz von Stokes verschirft
diesen Zusammenhang durch folgende Behauptung:
Gegeben sei irgendeine geschlossene Kurve ¢ mit Um-
laufsinn. Wir legen in diese Kurve irgendeine Fliche F,
deren Rand gerade von C gebildet wird (Fig. 94). Wir
ordnen jedem Element dieser Flache diejenige Normalen-
richtung zu, welche mit dem Umlaufsinn von C zusam-
men eine Rechtsschraube ergibt. Dann gilt nach Stokes

(4.66) 56 (¥, dr) = [ [ (rot ), df.
C F

Wir wollen hier auf einen eigentlichen Beweis dieses

Satzes verzichten, da er vom Ziel dieses Buches zu weit abfiithren wiirde. Man

kann ihn plausibel machen, wenn man als Kurve C zunichst ein kleines in der

x-y-Ebene liegendes Rechteck mit den Kanten dx und dy betrachtet und die

Komponenten von % nach den Potenzen von éx und dy entwickelt.
Zusammenfassend sei bemerkt: Als charakteristische Eigenschaften eines

Vektorfeldes haben wir einen Skalar und einen Vektor eingefiihrt, ndmlich

die Quellstirke divl und die Wirbelung rot .

(4.64) 0.

(4.65! otA = (

Fig. 84, Zum Satz von
Stokes.
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Sie sind aufs innigste verkniipft mit den fundamentalen Begriffen des , Linien-
integrals’® und ,,Flusses”, indem

[[Wadf= [[fdivi-dV und ¢, dr) = [[ (6t df

ist. GroBe Teile der Elektrodynamik und der Hydrodynamik bestehen geradezu
in einer fortgesetzten Anwendung dieser beiden Sitze.

3. Vektoren und Tensoren in der Algebra.

Es ist oft von Vorteil, eine Folge von » Zahlen x,, x,, ..., x,, einen ,,Vektor*
im n-dimensionalen Raum zu nennen. Man kann diesen Raum in rein algebraischer
\Weise folgendermaBen aufbauen: Wir fithren # ,,Basisvektoren*

R

ein, welche orthogonal und normiert sein sollen. Darunter verstehen wir die
Festsetzung, daB fiir die Skalarprodukte gilt:

= 1 fir j =4
4.7% e, ) = & :_—{ }
( ")) ( (k) ik 0 ﬁirj:k &

Der ganze n-dimensionale Raum wird nun gebildet von allen méglichen Linear-
kombinationen der e;, also

(476) T= 2.6, - x0;--- —;—xnen=Zx,-c,-.
J
Damit folgt fiir das Skalarprodukt zweier Vektoren g und y:

(r,v) = (gxm-) (%?ykexf/) = le Vi (€i, Cr) -

Also nach (4.75):
(4.77) (x,v) Z XV

fo hei8t die ,,Norm‘ oder der ,,Betrag* von .

Neben den Vektoren benutzt man ,, Tensoren‘* oder ,lineare Operatoren’ B.
Einen Operator B koénnen wir ansehen als eine Vorschrift, welche aus einem
Lregebenen Vektor r einen anderen Vektor 1) macht (oder jedem g ein Y zuordnet),
in symbolischer Schreibweise

(4.78) By =y
(B angewandt auf g ist gleich ).
Linear nennen wir B dann, wenn mit beliebigen Konstanten o und g gilt:

(4.79) B(ag + B9) = aBg + BY.

Ein linearer Operator ist also voéllig erklart, wenn man angeben kann, wie er
auf die # Basisvektoren wirkt. Diese Wirkung ist zu beschreiben durch »2 Zahlen
B,i, indem wir B erkliren durch

n
(480) Bej = ZB,“-ek.
k=1

Dann hat man fiir einen beliebigen Vektor g

n

(4.81) By =D x(Byjer) kZ(ZBm i) ek

k,7=1

Die symbolische Gleichung By = 1) gestattet also die Schreibweise

n
(4.82) 2 Brjx = v
j=1
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fiir die Komponenten y; des durch B aus g erzeugten Vektors. Man nennt dic
Gesamtheit der #2 Zahlen B;; eine Matrix. Den Vektor y; = D’ B, x; kann man
dann als Produkt von B mit g definieren. Weiterhin definiert man als Produkt
zweier Matrizen 4 und B die neue Matrix

n
(4.83) (A B)ix = AZ‘AH.BM-
=1

Diese FeStsetzung ist deswegen zweckmiBig, weil das Nacheinander-Anwenden
der Operatoren B und 4 beschrieben werden kann als Wirkung des einen Ope-
rators 4 B, denn es ist doch z. B. die j~-Komponente von A (By):

%‘Ajk(BZ)k = %‘A_;k;Buxl= ;‘ (%‘AjkBkz") xy.

Aus einer Matrix B entsteht die ,,transponierte’* oder ,,adjungierte’’ Matrix B
durch Vertauschen der Indizes 7, 2. Es ist also definiert

(4.84) (B*)ir = Bui.

Daraus folgt fiir die transponierte Matrix eines Produktes
(4.84a) (AB)t = B+A+.

Fiir ein Skalarprodukt von 1 mit Bt gilt ferner stets
(4.85) (v, Bg) = (B+y, 1)

(Heriiberwilzen des Operators B von einem Faktor auf den anderen).

Die allgemeine orthogonale Transformation des , Koordinatensystems*: Wenn
wir statt der Basisvektoren e, ... e, andere Basisvektoren ej. .. e} einfiihren,
so konnen wir einen Vektor r auch durch seine Komponenten x! nach den
neuen Basisvektoren beschreiben, so daB also gilt:

n n
r= D xpep = > x30Cp.
E=1 E=1

Wenn auch die gestrichenen e,f orthogonal und normiert sind, also die Gl. (4.75)
befriedigen, so kénnen wir durch skalare Multiplikation mit ¢; (oder auch einem ¢/)
sofort die Transformation der Koordinaten angeben:

(4.86) X = %‘ (e, ep) 2 und ) = %‘(e;, or) Xic.

Man_nennt die Matrix « mit den Komponenten ag; = (¢}, ¢z), welche nach dem
Schema

(4.87) x = X aypx oder /= ag
)

den Ubergang zu den neuen Koordinaten vermittelt, eine orthogonale Matrix. Man
kann sie auch dadurch charakterisieren, daB fiir jedes Skalarprodukt gilt:

(4.88) (az, an) = (L, ).

Nach (4.86) ist die Auflésung von t/= ar nach r gegeben durch r= a+ p’. Wendet
man also auf beide Seiten von ¢’ = ar die Matrix a* an, so gelangt man zu der
Forderung

(4.89) ata=1 oder a* =a"l

als Bedingung fiir die Orthogonalitit. Diesc ist wegen (4.85) auch aus (4.88) db-
zuleiten.
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Die Gl. (4.89) ist identisch mit
(489d) Z‘cx“c &1 = 6kl und Za]g]‘ oy = 6kl-
i j
I
Sowohl die Zeilen wie auch die Kolonnen von « stehen paarweise senkreght auf-
einander. Das steht ja bereits in unserer ersten Schreibweise, nimlich in

(epe)) (efep)  (efes)
a=|[(che) (ezes) (egcy)
(gey) (c3eq)  (c5ey)
Denn hier stehen ja in der ersten Zeile die Komponenten von e; in bezug auf das
urspriingliche Koordinatensystem, in der ersten Kolonne dagegen die Kom-
ponenten von ¢, in bezug auf das gestrichene Koordinatensystem.

Die Transformation von Tensoren. Wenn im Sinne von (4.78) der Operator B
den Vektor g in Y iiberfiihrt und andererseits bei der Drehung ¢ in ¢’ und j in
)/ iibergeht, so soll bei dieser Drehung B in ein solches B’ transformiert werden,
welches ¢/ in y’ iiberfithrt. Es soll also gelten

By =1y .
Nun folgt aus By =1 durch Anwendung von « auf beide Seiten aus (4.87)
und (4.89) aBaty =,
Mithin lautet die transformierte Matrix
(4.90) B'=aBa+.

Als snvariant bezeichnen wir solche GroBen oder Relationen, welche sich bei
einer Drehung nicht dndern. Wir nennen B symmetrisch, wenn B = B+, anti-
symmetrisch dagegen, wenn B = — B+. Man kann jedes B aufspalten in einen
symmetrischen und einen antisymmetrischen Summanden nach dem Schema

. B = }(B+ Bt) + §(B — BY)
Biy = $(Bix + Bri) + 3(Bir — Byi).

Nun folgt aus (4.90), daB die Eigenschaft symmetrisch oder antisymmetrisch
zu sein, tnvariant ist. Denn aus (4.90) folgt [beachte (4.84a)]

B'+ = (aBat)T = aBtat.

oder

Wenn also B+ = B ist, so ist auch B’+ = B’ usw.

Die antisymmetrischen Tensoren treten in der elementaren Vektorrechnung
des dreidimensionalen Raumes bereits hiufig auf, etwa als Vektorprodukt oder
Drehgeschwindigkeit. Tatsédchlich ist das Vektorprodukt

Pir = XV — X Ys
cin antisymmetrischer Tensor. Nur im dreidimensionalen Raum ist es méglich,
dem p;; einen Vektor P; zuzuordnen durch die Vorschrift [vgl. mit (4.46)]
Py = py5, Py =5, Py = py5.

Bilden wir aus $;; und einem dritten Vektor z; den Vektor Zp” 2., SO erhalten
wir dafiir allgemein

Sxive — apv) sy = (Z 3’k2k) — ¥ (Z xkzk)-
I k

IS
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Fiir » = 3 ist diese Gleichung offenbar identisch mit

[3.0r, 9] =z, 3 —y(x,3).

D1e Drehgeschwindigkeit erhalten wir aus unserer allgemeinen Transformation
x; = oy, % durch Spezialisierung auf eine infinitesimale Drehung, bei welcher a;;
von der Einheit J;; nur unendlich wenig verschieden ist. Setzen wir

’ aip = Ok + ik,
so verlangt die Orthogonalitit von «

2 (ix + i) (0 + i) = Gpre

1

Bei Beschrinkung auf die in den & linearen Glieder ergibt sich daraus
ert + ar = 0.

Die &;; bilden also einen antisymmetrischen Tensor, durch welchen die infinitesi-
male Drehung x! = a;; x; die Gestalt erhilt:

n

’
X; — Xy = Zsikxk.
k=1

Speziell im dreidimensionalen Raum kann man jetzt die Bezeichnung wech-
seln, indem man etwa

g3 = — W, A, &, = —wydt, £,= —w;dt
setzt. Dann hat man z. B.
2 — % = dx; = di(wy Xy — Wy%,)
oder unter Einfithrung des Vektors w mit den Komporenten w,, 0., w,

r=[w, .

Das ist aber die iibliche Definition des ,,Vektors w der Drehgeschwindigkeit.

Symmetrische Matrizen (oder Tensoren) sind dadurch awusgezeichnet, daf alle
Eigenwerte reell sind. Unter einem Eigenvektor t des Tensors ‘A versteht man
einen solchen Vektor, welcher durch Anwendung von A nicht in seiner Rich-
tung, sondern hochstens in seinem Betrag gedndert wird, fiir den also mit
einer Zahl A gilt:

(4.91) Ar=7-1.
In Koordinaten ausgeschrieben
(4.91a) DAix,=4%, i=1,2,...,n
k
A heiBt der zu g gehérige Eigenwert von 4. Die 1n den x, .. . x, linearen homo-

genen 7 Gleichungen (4.91a) haben nur dann eine von Null verschiedene Losung,
‘wenn die Determinante verschwindet, d. h. wenn

1‘111“'1 A12 A1
(4.92) : : : =0

erfiillt ist. Aus der Symmetrie von 4 folgt, daB alle Eigenwerte reell sinq, daB alo
die Gleichung n-ten Grades (4.92) nur reelle Losungen hat. Man beweist das so:
Sollten etwa die x; komplexe Zahlen sein, so multipliziere man die Gl.'(4.91a)
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mit x¥ und summiere iiber alle 7. Dann ist sowohl Z x¥ x; wie auch Z'x A %,

ur.d damit auch 2, sicher reell. Denn das kon]uglert Komplexe der letzten Summe
ist nach Vertauschen der Summationsindizes ¢ und % mit der 3 selbst identisch.

Angenommen, ich hitte durch Losen der Sikulargleichung (4.92) einen
Eigenwert 2 = A, von 4 und den zugehdrigen Eigenvektor ¢ bestimmt, so dal3

Ay =4,

ist! Jetzt sei y irgendein zu g senkrechter Vektor, fiir welchen also (r,Yy) == 0
ist. Dann steht auch Ay senkrecht auf r. Denn aus 4 = A+ folgt doch, daB

(¢, Ayp) = (Ar,v) = 4,(z,9) =0

ist. Anwendung von A auf einen Vektor des zu p senkrechten Unterraumes
fithrt also stets wieder auf einen Vektor dieses Unterraumes. Also muB in diesem
Unterraum mindesiens ein Vektor 1 existieren, von der Art, daf3

A).):Az'l)

mit einem neuen Eigenwert A, ist. So fahre ich fort, indem ich innerhalb des
zu r senkrechten Unterraumes alle diejenigen Vektoren 3 betrachte, welche auch
noch senkrecht auf y stehen, fiir die also (y, 3) = 0 ist, und unter diesen einen
Eigenvektor 3 aufsuche:

Ay = Ay 3

So kann man fortfahren, bis der ganze Raum erschopft ist. Man hat dann schlie(3-
lich » Eigenwerte 4, 4,, ..., 4, von A mit den Eigenvektoren ™, ¢2, ..., ™,
welche alle aufeinander senkrecht stehen:

(rO), t®) =0 fir j =+ k.
Nunmehr kénnen wir die Richtungen
[

dieser Eigenvektoren als Basisvektoren unseres Koordinatensystems wihlen.
In diesem Koordinatensystem gilt dann

AC:)-: AJ...C,’..

Die Matrix A hat in ihm die Gestalt
/Al 0O 0
0 O

<

0 0
0 0
A, 0 0

0 0 0...4,

Jeder symmetrische Tensor lifit sich durch eine Drehung des Koordinatensystems
auf Diagonalform bringen.

Wenn einige der Eigenwerte 4, ... A, unter sich gleich sind, so liegen die
Richtungen der Hauptachsen nicht eindeutig fest, da ja aus Ay = A’y und
Ay = A’y folgt, daB auch jedes ar -+ fy Eigenvektor zu A4’ ist.

Beispiele von Hauptachsentransformationen finden sich in diesem Buche bei
der Behandlung des Trigheitstensors (Teil I) und der Schwingungen (Teil II).
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