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PREFATA

Giroscopul este un aparal cu proprietdft din cele mai curi-
oase, plastic caracterizat de GRAMMEL: Giroscopul este ca un animal
indédrdtnic, care porneste in alti directie decAt aceia in care este
impins®. |

Solutiunile magoritdtic problemelor de Mecanicd, pot fi pre-
vdxute de specialisti — cel puiin calitativ — in mod intuitiv, fard
caleul. Nu este tot astfel cu giroscopul, nimeni nici chiar Foucault,
fara subtild analixd matematicd, w’ar fi putut banut cd cu aju-
torul acestus corp rotindu-se cu iufeald in jurul agului sdu, si
folosind migcarea de rotafie a pamdantului, se poate ajunge la de-
terminarea direcfiunit meridianulwi si a latitudinei.

Studiul giroscopului constitue, din acest motiv, unul din ca-
pitolele cele mar captivante ale Mecanicer §i, in acelas timp, cele
mai folositoare din punct de vedere teoretic.

Dar st aplicatiunile practice ale giroscopului sunt din cele
mat interesante; pe ldngd determinarea latitudinet si a direcliunes
Nord-Sud, mar sigur st mai precis decdt cu busola, giroscopul este
folosit, intre altele, la reducerea in mare mdsurd, a miscdarilor care
produc rdul de mare, la dirijarea torpilelor, la stabilizarea avioa-
nelor st — aplicatie foarte importanta — la pilotarea lor automatd.

Lucrarea de fald a D-rei Gabriela Titeica si Ing. Al. Stoe-
nescu, are meritul de a prexenia, sub o formd simpld si relativ
usor accestbild, principiile §i proprietdfile giroscopice, precum st
aplicaliile practice ale giroscopulus.

Autorii au adoptat, cu avantaj, pentru expunerea pdrfii leo-
retice, 0 metodd diferitd de cea obigsnuild, intrucdt plecind dela o
miscare presupusd cunoscutd, se cautd condifitle necesare realixdrei es.

Lucrarea este insofitd de o serie de probleme a cdror rexol-
vare desdvdrseste infelegerea fenomenului giroscopic.

O bibliografie termind aceastd lucrare, realmente folosiloare,
care se adreseaxd inginerilor mecanict, aviatorilor st marinarilor,
precum st acelora curiogt de proprietdfile giroscopulus.

Ii urex tot succesul pe care il meriid.

Prof. N. VASILESCU-KARPEN

4 Noemvrie 1944, Bucuresti.



NOTATII $I| FORMULE

Oayx sistem de axe coordonate rectangulare fiz in raport cu gi-
roscopul cu origina in punctul fix O, axa Oz fiind pe axa de
simetrie a giroscopului (ax:‘i principali de inertie) Oz si Oy
in planul ecuatorial al giroscopului.

Oux; y1 %1 sistem de axe de coordonate fix in spatiu.

Ox'y' 2 sistem de axe de coordonate mobil fafd de giroscop si de
sistemul fix in spatiu. Axa Oz’ coincide cu Ox. Axa Ox’
(linia nodurilor) este intersectia intre planul 2Oy si planul
21 Oy1. Axa Oy’ (linia transversald) este perpendiculari pe
planul determinat de Oz’ si Oz.

Sensul positiv de rotafie considerat este dela dreapta spre stdnga
ca in trigonometrie (invers sensului de rotatie al acelor de
ceasornic).

Semnul A\ insemneazi produs vectorial.

Semnul — deasupra unei litere inseamni vector.

Semnul . deasupra unei litere inseamn# derivata in raport cu timpul.

..-)

v = vectorul zufeald situat pe tangenta la traectorie, de mirime v.

_>

o = tuteala unghiulard de rotafie proprie a giroscopului in jurul
axei sale de simetrie Oaz.

+ . . - . . .

oy == tuleala unghtulard de precesie a axei de simetrie a girosco-
pului in jurul unei axe fixe Oz,.

> > ) .

Q=+t o, =1iuteala unghiulard de rotafie rexultantd.

8 =unghiul intre axele Oz si Ox.

> >

@=unghiul intre directiile pozitive ale vectorilor £ si ®,
(.l)—l—(.!)l cos 6
cosx=——g—

3 + » +

B =unghiul intre directiile pozitive ale vectorilor & si 0y,
(l)cose—'-u)l
cosf= —a

¢ = X (0 z,;, Oz’) = unghiu de preceste, $ = o, = tufeala de precesie.
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9= (0«, Oz)= unghiu de rotafie propric P==w= iuteala de
rotatie proprie.

0= (0z,, Ox)=unghiu de nutafie.

Con de precesie==con de deschidere 29, descris de ® in jurul
llli 0%1.

-—>
Con-baxd== con de deschidere 28, descris de € in jurul lui Oz,.

.+

Con rostogolitor = con de deschidere 22, descris de £ in jurul
lui Ozx.

Precesie regulatd = Migcare in care o, wp si 0 sunt constante.

-> >

h = mv == cantitatea de miscare a elementului material de massa
m si iuteala v.

* + . . .

H =2Xh=suma cantitd{ilor de miscare pentru intreg corpul.

I:, I, I.= momente de inerf{ie in raport cu axele principale Ozyx.

->
F=forta exterioard care lucreazi asupra elementului de massi m.

i
2 F=rexultanta fortelor exterioare ce lucreazi asupra corpului.

R=

.—)

My = moment in raport cu punctul O, al fortelor exterioare, de
componente Mz, M, M fati de Oxyx.

...)

> > >
=Moh=0M A mv = momentul cantitifii de miscare a punctulm

M de massi m in raport cu O.

_> 1_> . .

K =2 k= suma momentelor cantitdfilor de miscare in raport cu
punctul fix, de proectii pe axele Ozyz: K.=1,%2;, K,=

1,8y, Ka=1,92,

—)

dK > . ciepas .

g U= iuteala extremititii vectorului K.

—)
<X & == unghiul lui K cu axa Oz.
Ecualiile lui Euler

Q.
ded (I1 x) Qy 97‘:%5
1 Q
Iydd—ty_(lx_lz) Q, 9w=mzy
dQ
T

e (Io—1y) 0 2,=M,



Diferite misciri de precesic regulati.

Miscare epicicloidald. Migecare in timpul cireia conul rostogolitor

.—>
rimine exterior conului-bazi, < (w, @) este cuprins intre O si
T
- (fig. 13).

Miscare hipocicloidald. Miscare in timpul cireia conul rostogolitor

T

este interior conului-bazd, 9 (w, ) este cuprins intre ) gi

T 4
‘Tt, a<?, B>-2— (flg 14).

Miscare anvers epiciclordald. Migcare in timpul cireia conul rosto-

+

golitor este exterior conului-bazi, <X (w, w,) este cuprins intre
T T T
— 5w a<l— — (fig. 15).
g sim <o B (fig )

Miscare invers hipocicloidald sau pericicloidald. Miscare in timpul

cireia conul-bazi riméne interior conului rostogolitor <X (w, w,)

T T T
este cuprins intre ) si T, a>?. @<? (fig. 16).
T = perioada oscilafiet armonice a axei giroscopului Oz in jurul

vectorului iutelei unghiulare proprii

2T I *

-[‘ =(Ix— Iz)wx.

Axa Oz a giroscopului este stabili in cazul in care i se di
—)
giroscopului o iuteali unghiulari proprie suficient de mare w.

-
I g = cuplu giroscopic = cuplu de inertie egal si de sens contrar

_>
cu cuplul exterior Po. Efectul acestui cuplu este de a aduce
axa Oz citre Oz; pe drumul cel mai scurt (tendinti de pa-

ralelism a axelor).
g ' ) ] 1w, sin b
F =reactiune giroscopicd; F = a

unde a = distanta intre reazimele axei giroscopulai.

—_—
M c = momentul total al forfelor de inerfie Coriolis cu directia
pe axa Oz (linia nodurilor): M c= — I ww, sinb.

-—
I p= momentul total al forfelor centrifuge cu directia ps axa Og’:
M,=(I:—1:) w2 sinb cosb.



—
Ri=rezultanta totali a forfelor de inerf{ie ce lucreazi asupra giro-

scopului: Ri= M w2 %, sin b
unde M ==massa giroscopului, zo, == coordonata centrului de
greutate al giroscopului in sistemul de axe Oxyx.

m
d = distanta dela punctul fix O la Ri: d= qu-
2
Precesie pseudo-regulaid = migcare in care elementele w, w; s1 0
sunt variabile, dar variatia lor este suficient de mici pentru
a putea fi considerate practic constante.
0, si 8, = unghiurile extreme intre care variazi ubpghiul de pu-

tatie 0.
_ mgacosf; . . .
(Dm—(l)o'—? == juteala medie de rotatie proprie.
% 0
. X . . mga . .
wym= iuteala de precesic medie = (aceins ca in cazul pre-

"Ix Wo
cesiei regulate).

I sin 0
9m=eo+£2—gaﬂl= unghiul mediu de nutayie.

IZ 0}
2% . . .
Tr=;0= perioada de rotafie proprie.
2t 27w] . .
Tp=-—= % wo == perioada de precesie.
Wy # mga
2n] . .
To= I ? = perioada de nutafie.
% (VO
n = numirul de nutatii ficut de axa giroscopului intr'o rotatie in
2
jurul axei fixe Oz,: n=—Lﬂ-
mgalz

A = latitudinea.

Mr= cuplul de frecare in jurul axei giroscopului, dirijat dupi axa
Oz, de sens contrar cu w.



PARTEA I
TEORIA GIROSCOPULUI

. CAPITOLUL 1

Teoremele cantititilor de migseare si momentelor
cantititilor de miscare

Sd considerim un punct material M de massi m in migcare.
- . —
Fie, la un anumit moment, F' forta rezultanti ce lucreazd asupra

—_
punctului, 20 acceleratia pe care o capdtd punctul material sub ac-

- -

tiunea fortei F gi v iuteala punctului (fig. 1). Prin definitie, vec-
- =

torul A=mv avind ca suport, directie si sens acele ale vecto-

Tomw
W
Weote
g —
BT
0 .
. ! Fig. 1

—
rului », iar ca mirime valoarea produsului mv, se numeste canfi-

tate de miscare a mobilului M la momentul considerat.
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Conform postulatului lui Newton, avem :
-
F=muw

- -

Dar acceleratia w este derivata iutelii ».

-9
— dov
w = -(%
Rezulti:
- -
F: m El—’v‘ = d (m’v)
di dt
gau :
.+
=2 (1)
T dt

Prin urmare in miscarea unus mobil, derivata in’ [rapir*t“cu
timpul a cantildttc sale de miscare esle egald in \'fiecare"y-moment
cu forfa care produce miscarea.

Fie O un punct fix oarecare in spatiu. Momentul in raport

+
cu O al vectorului % se numeste moment al cantildfic de miscare

si este exprimat prin relatia:

> > —
Mo 2=0OM A (mv) (semnul A indicand produs vectorial)

Derivand aceastd relatie in raport cu timpul, avem:

d o dg\l d(_>)
— 1 —_ —_ me
7 (Mo &) “d A(mv)+ OM A T
Dar -5
dOM —
at "
si prin urmare:
e
v A my=0.
Rezulti ;
d — = d(?Z;) - -
d—t(‘mok)=OMA gy =0MA

e
Produsul vectorial OM A F nu este insi decit momentul

—_
forter ¥ in raport cu O, deci:

d —— — >
E(mo h)=M, F. (2)
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Prin urmare, in miscarea unui mobil, derivata in raport cu
timpul, a momentului fajd de un punct fix al cantildfii sale de
mescare, este egald cufmomentul, fatd de punctul considerat, al

—_
forter T
—_
Si considerim acum un corp 7igid (C) in miscare. Fie R re-

—_
zultanta forfelor exterioare ce actioneazi corpul si Mo momentul
acestor forte in raport cu un punct fix O (fig. 2).

Corpul fiind in migcare, fiecirui element de volum din jurul

Fig. 2
._>
fiecirui punct M al corpului ii va corespunde o iuteald v si o
e
cantitate de miscare h=mu.
5l - — .—)- ) _r>
Fie H, rezultanta tuturor acestor vectori %, si K suma mo-
—_

mentelor vectorilor # in raport cu O. AplicAnd fiecirui element
de volum relatiile (1) si (2), obtinem:
—> d d H
— -
F= Z E z h=— (3)

—
g > mﬁ=2%(mﬁ)=%29ﬁﬁ? L
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—_—
Dar in suma ZF, fortele interioare dispar, fiind doud cite
doui egale si de sens contrar. Deci:

2 F-R

-
Deasemenea in suma 2 3o F' momentele fortelor interioare se
distrug si prin urmare:

Z <
mo F = Wto
Relatiile (3) si (4) devin:
if ik
_->— @ o _

Fig. 3

Rezultd deci in migcarea generald a unui corp rigid la fie-
care moment:

1) Derivata in raport cu timpul a sumei cantildfilor de mis-
care este egald cu rexultanta fortelor exterioare.

2) Derivata in raport cu timpul a sumet momentelor canti-
tdfelor de migcare in raport cu un punct fix este egald cu suma
momentelor extlerioare in raport cu punctul considerat.

Aceste doui proprietiti exprimate prin formulele (5) si (6)
au o interpretare geometrici simpla.
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- -
In adevir, sd presupunem vectorii H si K construiti grafic

cu origina in punctul fix 0 (fig. 3).

- -
Vectorii H si K variind cu timpul atit ca mirime cit si ca

directie, extremititile lor vor descrie fiecare cite o curbi in spatiu.
Dar in acest caz

-> -~

dH__ > _dK_ >

—-=0vH; $i - =0k

dt dt

— - -
ve si vk fiind respectiv iuteala extremititii vectorului H si iu-

. -~
teala extremitdtii vectorului K. Relatiile (5) si (6) devin astfel:

-> - - -
R=uwnm (7) Mo =k (8)

Adici: 1) Iufeala absoluté a extremild{ii vectorului repre-
xentdnd suma cantitdiilor de migcare este echipolentd in fiecare
moment cu rexultanta fortelor exterioare.'

2) Iufeala absolutd a extremitdfis vectorului reprexentind
suma momentelor cantitdfilor de maiscare in raport cu un puntt
fiz este echipolentd cu momentul forfelor exterioare in raport cu
punctul considerat.

CAPITOLUL II
Momente de inertie.

_ Prin definitie se numegte moment de inertie al unui corp C
in raport cu axa 4, inte-
grala:

I =Smr2

in cave m, reprezinti massa
unui element de volum al
corpului gi r distanta a-
cestui element la dreapta
A (fig. 4). Fig. 4
S# considerim un punct
O si un sistem de referinti Oxyz cu origina in O (fig. 5).
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Momentele dec inertie ale corpului in raport cu axele sunt
respectiv

e 1. = Smrf‘{- =.Sm(x2+y2)
Iy=Smr§ =Sm(w2+x2) 9)
L= Smri = S m (x® + y2)

Prin definitie expresiile Izy, Iy, Ixs
date de relatiile

R
1)

m (Tu1)

hs

Iy = Sm cxy, lyx= Sm Yz,

Ixx=Sm-xm

[}
l
,bb—-' """ * Y se numesc momente centrifugale
o T de inerfee.
, Se pot alege astfel axele Oxyx
Y incat
x L. y=Iy=Ix.=0

Fig. b In acest caz axele Oz, Oy, Oz
se numesc aze principale de inerfie
iar momentele in raport cu aceste axe se numesc momente prin-
cipale de inerjie.
In cazul cind corpul are ¢ axi de simetrie, aceasti axi este
axi principald de inertie iar momentele de inertie in raport cu
axele perpendiculare pe axa de simetrie sunt egale inire ele.

CAPITOLUL III

Determinarea vectorului-sumi a momentelor cantitiatilor de
migeare in cazul unui corp ce se roteste in jurul unei axe.

Si considerim (fig. 6) corpul C raportat la sistemul de re-
ferinti Ozyx si mobil, in jurul unei axe A care trece prin O, cu

+
iuteala unghiulardi Q (2., 2y, Q2.).

-+
Iuteala » (v, vy, vz) a unui punct M (x, y, z) este dati de
relatia vectorialid

- - —
r=0AMM
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-
care reprezintd momentul vectorului 2 in raport cu punctul M.
Scalar avem::

Ve =0yx— 0z y
vy=0sx— 222 (10)
vy =0uy —Qyx

Tinand seama de definitia vecto-

.+
rului K (K, Ky, K:) care reprezinti
suma momentelor cantititilor de miscare

— — - - >
K=30MA mv=2r A mv

Obtinem pentru proectiile sale pe
axe valorile:

Kz = 2 (myvy — mzvy)
Ky = Z(mav: — mavs) Fig. 6
Kx = Z (mavy — myvz)

sau, tinidnd seama de (10) i grupind termenii:
Ko=2Z[m Qs (y*+22)—m Qy xy — m Qx xx]
Ky=2[mQy(x2+ 22) —m Q:yx — m Lz yx)
Kx=2[m 2« (a®+y2)— m Q.22 — m Qyxy]
de unde, avand in vedere definitiile momentelor de inertie
Kx=Ix.Qx —I,nyy - Ixex
Ky =Iy Qy I Iyx Qx - Ixy.Qx
Ki=1: Q: —Lx 2 — Iyz Qy
In cazul cind sistemul de referinti Ozyz este astfel ales

incit axele Oz, Oy, Ox sunt axe principale de inertie, momentele
centrifugale fiind nule:

Kx=Ix.Qx, Ky=IyQy, K: =1 Qx (11)

CAPITOLUL IV
Ecuatiile lui Euler

Pentru simplificarea expresiei vectorului _IE, Euler studiazi
problema rotatiei unui corp in jurul unui punct fix, alegdnd drept
sistem de axe de coordonate Ozyx, axele principale de inertic ale
corpului. Acest sistem legat rigid cu corpul, este mobil cu iuteala

—_
de rotatie @ fati de un sistem fix Oz y1 x1.
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— >
Pentru stabilirea ecuatiilor miscirii aplicim relatia M=ok in

-
sistemul mobil Ozyx. In acest caz iufeala absoluld vx a extremi-

— —
titii lui K se compune din #ufeala sa relativd vr in raport cu sis-

. -
temul mobil si din iuteala conductoare v, a lui Oazyx fatd de

Oa:, Y1 %1
> > >
v =vr+ 2.
. dK . > S>>
Rezulti deci z'r=~d—t (in sistemul mobil), iar v.=9LAK
I

dK
2B 1 QAR=
dt—l— K=M

sau proectat pe axele mobile, obtinem sistemul general:

%‘—l—gy K, — Ky =mx
dKx

dt + Q. Ky — Q, K.=M,

Pentru K.=1.02.; Ky=I, Qy; Ki=1: 024, sistemul de
mai sus devine:

L. dQ"—(Iy—Ix)Qy Q. =M,

dt
I, dfty'—(lx 1) 0. 0. =M, (13)
1, dzx—(lx—Iy)Qx 0, =M,

Ecuatiile (12) sau (13) se numesc ecuafitle dinamice ale lui
FEuler.

CAPITOLUL V
TEORIA GENERALA A GIROSCOPULUI

Rotatie proprie uniformi. Precesie regulati.

Numim giroscop un solid de revolutie (C) care are un punct
fix O situat pe aza sa de simetrie Oz, in jurul cireia i se di o
mascare rapidd de rotafie.

Si notdm cu I. momentul de inerfie al giroscopului in raport
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cu Ozx. Solidul, fiind de rotatie in jurul lui Ox, momentul de inertie
este acelag pentru orice dreapti A trecAnd prin O si cuprinsi in
planul P perpendicular in Q pe Oz. Il notim cu I.. Si presu-
punem ci dim giroscopului o miscaride rotatie cu iuteﬂa unghiu-

lari o constanti in jurul lui Ox. @ este un vector OM (fig. 7).
Fie o dreaptd fixd Oz care face unghiul 6 constant cu Oxz.

%A

Fig.

Ne propunem sd determindm condifiile necesare pentruca in
timp ce giroscopul se roteste in jurul lur Ox cu iufeala constantd

, aza Oz sd se roteascd in jurul lui Oz, cu o iuteald constantd
> >
w1. (OM1=(D1).
> >
Din cauza iutelilor unghiulare ® si w,;, giroscopul va avea o

> > > .
iuteali unghiularid rezultanti & (2=ON) (fig. 8), care e dati prin
relatia vectoriali:

> > >
Q=p+w (14)
sau scalar din paralelogramul OM, NM:
Q=2+ 0,2+ 2w w; cosb (15)
> >

Proectind vectorii w, w; si £ pe directiile Oz si Ox; avem:

9 CcOS a=w+w1 (ZOS9
Q cosp=w1+w COSe
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De unde gisim:

w—l—w, cos 0

Ccos a=———9 (16)
p_ w0056+a)1
cos ———-9

+
@ gi B fiind unghiurile ficute de & respectiv feu Oz si Oz si
legate prin relatia a-+p==9.

. 1->
Con-baxd si con rostogolitor. Iutelile w si’w si}funghiul 0
sunt presupuse constante prin ipotezi, rezulti deci din (15) si (16)

pé p
N
S NG
- /A b I
.- i -~
-7 /f S~
.- N
d , \
/ \
N e
c]' ] \
fOPt My
/,
’ 9 .
W
!
o XK con de precesie
w
0
Fig. 8

ci tufeala totald @ precum si unghiurile o si B sunt constante.

Prin urmare, in timpul migec#rii:
+ - e * + . 3
1) o si 9 fiind constante, ®=0OM descrie un con fix cir-

cular drept cu varful in O si axa Oz, de deschidere 26, denumit

con de precesie. Iuteala de rotatie a vectorului OM in jurul lui
-—)
Oz este wy, cHci astfel a fost presupus in ipotezi (fig. 8).
> >
9) Q si P fiind constante, vectorul ¥=ON deserie in raport

cu axa fixd Ox; un con Cp fix circular drept cu varful in O si
—)

axa Oz avand deschiderea unghiulard 28. Vectorul ON are iu-
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->
teala de rotatie w: in jurul lui Ozx:1 cici ON fiind rezultanta dintre
> > -
OM: fix si OM ce se roteste, trebue ca ON si rimfni mereu in

planul definit de OM, M adici se roteste cu aceias iuteali ca
-> ->
OM, deci cu w: (fig. 8).

- 8) @ si @ fiind constante, vectorul 2=ON descrie in raport
cu axa mobild Oz un con circular drept C,, mobil cu varful in

O, de axd Oz, avind deschiderea unghiulari 2«. Iuteala de rotatie
_.)
a acestui vector in jurul lui Oz este w, cici un observator situat

-—)
pe corp, vede rotindu-se vectorul & cu o rotatie egald cu a cor-

-—>
pului, deci cu w. (fig. 8).

-> .
Observafie. Conal fix descris de € in jurul lui Oz, si conul

—)
mobil descris de & in jurul Iui Oz, au in fiecare moment o gene-
> >
ratoare ON=8 comuni.

Iutelile punctelor situate pe directia ON fiind nule, rezulti
ci miscarea generali a corpului se face prin rostogolirea firi alu-
necare a unui con C,r legat fix de corp, asupra unui con fix Cs.
Din aceste motive C» se numeste con-bazd iar C, con-rostogolitor.

Din cele de mai sus, se observid cid migcarea generali a gi-
roscopului este compusi din doui miscéri simultane de rotatie:

a) O rotatie in jurul lui Ox, numiti rotafie proprie, cu iu-
-
eala unghiulari o, care se numeste deci iufeala unghiulard de
g §

rotafie proprie.
b) O rotatie in jurul unei axe fixe Oz;, numiti precesie cu

tufeala de precesie w,.
-> >

In cazul de care ne-am ocupat am presupus w, w1 si 0 cons-
tante. Suntem in cazul unei rofafiz proprii uniforme si al wner
precesit regitlate.

Odatii aceste elemente prime stabilite putem trece la studiul
problemei ce ne-am propus: ‘

Determinarea condifiilor ca un giroscop avind o rotafie pro-
prie uniformd de tutealdtw in jurul azei de simetrie Oz, sd aibd
0 precesie regulald de iufeald ©, in jurul uner axe fixe Oz, din-
du-se ¥ (0zx;, QOz)=0=constant.

Sisteme de aze fize st mobile.— Pentru studiul ce urmeazi
vom lua intr’un plan P care trece prin O si e perpendicular pe
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Oz, 2 axe fixe Oan si Oy1 (Oz1 L Ow1). Obtinem astfel {riedrul
de referinid fix Om y1 z1. In planul P, care trece prin O si e
perpendicular pe Oz, luim axele Oz §i Oy (Oxl Oy) fixe fatd
de giroscopul (C). Obtinem astfel triedrul de referinfa Oxyx legat
rigid cu giroscopul (C), dar mobil fatd de sistemul fix Oz y1 x4

+
cu iuteala de rotatie & (fig. 9).

Fig. 9

Planele P1 si P se tae dupid o dreaptd Oa’. In planul P ducem
perpendiculara Oy pe Oz’ Sistemul Oz 9 2" in care Oz’ se con-
fundi cu Oz alciitueste un al tretlea sistem de referinfd mobil
atdt fajdé de Ozys cdt si fafd de Omi+y z1, In adevir sistemul
Ozyz se miscd fati de Oz’ y %z’ cu iuteala de rotatie w, iar sis-
temul Oxz'y'z’ se migcd in raport cu Oz y1 z1 cu iufeala de ro-
tatie w;. .

Unghiurile lui Euler. Vom nota, conform notatiei lui Kuler,
unghiurile:

X (Oz;, Oz’)=0= unghiu de precesie
X (02" Oz)=9= unghiu de rotatie proprie
X (021, O2)="0=unghiu de nutatie.
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Dreapta Oz’ se numeste linia nodurilor, iar Oy’; axd trans-
versald.

Iutelile de rotafie corespunzitoare unghiurilor lui Euler sunt:

dq)—-wl—(rotatla in jurul lui Oz,).

at

de . . c .. . . .
—d7=w == (rotatia proprie a corpului in jurul axei de simetrie).
do

E= —(rotai;la in jurul axei nodurilor oz').

In cazul nostru 6'=0, decarece am presupus 0= constant.
Vom aplica ecuatiile hii>Euler (12) in raport cu sistemul Oz'y'x".

Proectiile vectorului @ pe aceste axe sunt:

Qp=0, @=uw, cos (% — 9) =i sinf, Ly =0+ w: cosb.

Rezulti deci pentru componentele Ko, Ky, Ki ale vectorului
K (K=momentul cantititilor de migcare), valorile din ecuatiile (11):
Ke=1I: Q:1;’=0, Ky’=.[y 9_1_4’=].':1: w18in 9,
Ke=1I; Qu=1I; (0 w1 cosb) (17)

-—)
Intrucdt w, w;, 9 sunt constante, avem:
de’ _ de’ de’

a0 g 0 5 =0

Iuteala unghiulari de rotatie a sistemului Oz’ y'z' in raport
-+

cu sistemul fix fiind w, de proectii pe axele Oz’, Oy, Oz’ respectiv

O, wi sin0, i cosb
rezulti din (12):
My = w1 sin 0. Ky — w1 cos 0 Ky
Smy.'=0 (18)
mx’=0

unde M., M, M, sunt éom_;;onentele pe axele Oz y' %' ale vec-

torului momentului rezultant .
Introducénd in (18) valorile lui Ky si Kx' date de (17) ob{inem

M, = M= T, coeon sin e(1+ —L P ose) (19)

x
Rezulti deci cid pentru a avea miscarea din ipotexd, irebue
dat corpului un moment total rexullant de valoare constantd (19)
st cu direcfia pe linia modurilor Og.(Oz L pe planul 20z1).
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T
Oax particular. Observim ci in cazul cos =0 (9= + —2—)

ob{inem formula simplid

M=+ 1. wawn (20)

Ajungem la o formuli simpld pentru valoarea momentului re-

zultant si in cazul cos 85%0, considerand dufeala de rotafie proprie

-> ->
w suficient de mare fafd de cea de precesie w,, pentru a putea ne-

glija termenul:

I, o "

Cipitim astfel o relatie aproximativé pentru momentul Mo :
M, =1, wow: sin 0 (21)
~ . _*
Forma vectoriali a relatiilor ce dau pe IM,.

> > >
Tinind seama de faptul ci Mo, on si w sunt vectori indrep-

tati dupi Oz, Ox, Oz, si avand in vedere ci Oz este perpen-
dicular pe planul Oz, z, relatiile (20) si (21) se pot scrie vectorial:

- > >
Mo =1, (w1 A w) (22)

Deasemenea putem scrie vectorial si relatia exacti (19):

> >
o—I~ (1—{— — Lo % cos 9) Aot Aw)  (23)
factorul

Ix(l--i-Ix_Lc —cose)
Ix, w
fiind considerat ca un simplu scalar.

Determinarea pe cale direetd a relatiei aproximative (21).

Fie giroscopul (C) ciruia ii dim o rotatie cu iuteald foarte
-
mare ® in jurul aﬁi sale Oz (fig. 10). Vectorul momentului can-

titdtii de misE;u‘e K poate fi considerat ca indreptat dupi axa Oz

cici pentru w: destul de mic fati de w, avem QN si putem
> >
considera K=1I: w
Presupunind mérimea lui K constantd si aplicAnd principiul
-—>

.—)
din relatia (8) ci iuteala vi a extremitdfsi vectorulus K este un
vector echipolent cu vectorul moment M avem:

> > > —>
Mo=vr =an AM'M= (mAOM IxanAw
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sau scalar
mo=Ix w1 sin 8.

-
Determinarea miirimii si pozitiei exacte a vectorului K.
Z 24

Fig. 10

-
Prin proectii ale iutelii unghiulare rezultante @ pe axa Ox

si pe axa transversaldi Oy (Oy  perpendicular pe Oxf in planul
O2zx,) avem (fig. 11).

Szx =9 coS a=w—|—w1 cose

Q= sin a=w; sin,
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_>
Proectiile pe aceleag axe ale vectorutui K vor fi:
K. =1, 2, =1, Qcosa=1I, (04w cosh)
Ky=I:2=1:Q sina=1; an sin?.
Rezalti:
K=VK:+Ki=0 VI:sin?a-412 cos?a (24)

sau:

K=VI20® sin?0+1; (w4 cos0)? (25)
_>
Notand cu 8, unghiul vectorului K cu axa Oz avem:

t 5=Kl=1_zt o= I 0 Sine
g Kx, % g Ix ((l)+(_l)1 COSe)

e
Vectorul K fiind situat in planui 2Oz, rezulti ci se rotegte

odati cu acest plan in jurul axei fixe Ozi cu iuteala unghiu-
-
larﬁ Wy,

(26)

Experienta 1ui Pohl

-
Pentru a eviden{ia migcarea vectorului iutelii de rotatie £2 a

giroscopului se fixeazi pe axa de simetrie a acestui giroscop un
disc D acoperit cu hartie imprimati (de ex. dintr’un ziar) (fig. 12).

N

Fig. 12

Cind giroscopul se roteste, literele imprimate, din cauza mis-
cirii lor nu se pot distinge unele de altele, totul confund4dndu-se
intr’un cenugiu uniform. Numai in panctul A de intersectie al axei
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_>
de rotatie £ cu discul D ziarul este in repaos si se pot citi
literele.

-
Astfel se poate urmiri migcarea axei de rotatie 2 im mod

destul de deslusit.
Prin aceasti experientd Pohl spune ci se observi cum:
«Axa de rotatie si axa corpului se inconjurd una pe alta, ca
o pereche care danseazi».

Studiul formelor de miscare ce se intdlnese in cazul
. precesiei regulate.

S# considerdim giroscopul in migcare de precesie regulati,
avand iuteala de rotatie proprie ® in jurul axei sale de simetrie
Oz si iuteala de precesie 1 in jurul axei fixe Oza.

Pentru fixarea datelor, vom alege in mod arbitrar pe axa fixi
Oz un sens pozitiv (in cazul giroscopului greu am considerat drept
axi Oz, verticala ascendenti trecAnd prin O). Pe axa de simetrie
Ox vom lua sensul pozitiv astfel incét:

X (0%, 0m)=0<—+-

Tutelile de rotatie w si w1 sunt pozitive sau negative dupi
cum sunt indreptate in sensul pozitiv sau negativ pe axa respec-
tivi Oz si Ox1.

Pistrond notatiile din fig. 8, vom impir{i formele de migcare
ale giroscopului in cazul precesiei regulate in 2 categorii:

Categoria A
-> - x
Pentrn X (w, w,)==9 cuprins intre O si 5"
~ Avem: %>O; a-}p="0

in @
tgoa=—20" g f=—100 (27)

£ 4 cos® % ~+ cos 0

Ultimele 2 relatii se obtin ugor din ecuatiile (16) eliminind
pe 2 prin impdirtire, §i tinind seama ci a+5=0_6,
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In aceasti categorie, miscarea de precesie a giroscopului este
- -~
progresivd, vectorul @ proectindu-se pe directia vectorului w; in

1
! Q

—

sy,

/

°0
Miscare epicicloldalo.
Precesie progresiva.

Fig. 13

acelas sens cu vectorul w:. In timpul migcdrii, conul rostogolitor
ramidne exterior conului-baxd. Migcarea giroscopului in aceastid
categorie se numegte epicicloidald. (fig. 13).

Categoria B

> > T
Pentru ¥<(w, w,)=%—0 cuprins intre ) i ™.
Avem: %<O, atpf=n—0 (28)

Formulele pentru calcularea unghiurilor & si  sunt in acest caz:
—sin 0 — sin 0
tg“=w—sul——v th=w_—SI"n_—‘ (29)
— - cos 0 :‘ 4 cos 9

w1
si se pot obtine fie direct ca in cazul A, fie din formulele (27)
deduse pentru A, inlocuind unghiul 6 prin ©®—8 si schimb4nd

(43 . W1
semnul rapoartelor — i —-
(13]] w
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In categoria B, miscarea de precesie este retrogradd, vectorul
-
o proectindu-se pe directia vectorului on in sens contrar acestui

vector.
Categoria B se poate subdivide in 3:

1) B>%-

Rezulti din velaiile (28) 5i (29): a<—- tgf <0, a

“+cos6>0.
De unde:

0>2> _ ¢os.
w

Migcarea giroscopului este hipocicloidald. Conul rostogolitor
rimine in timpul migcirii in ¢nferiorul conului-bazi (fig. 14).

Miscare b//'oac/c/o/a'a/d
Precesie refrogroda.

Fig. 14

T T

2) o< 5 s < 5
Rezulti din (29):

tga>0, tgf>0.

Deci:

2L} c0s0<<0, 2L Jcos6<<0.
[4) . w
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De unde:
1

Cos 6

—cose>&>—
[4)]

Miscarea giroscopului este tnvers epicicloidald. Conul rosto-
golitor este exterior conului bazi (fig. 15).

, .
Miscore inwers epiciclordals.
Precesse refrogroda.

Fig. 156

3) a>?'

Rezults din (28) si (29):
< —;’ tga <0, = 4~ cos0>0.
w1

De unde:

L sos o

Cco8 b w
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Migcarea giroscopului este énvers hipocicloidald sau pericicloi-
dald. Conul bazi riméne ¢nferior conului rostogolitor (fig. 16).

Wy
N
\

)

Miscareo invers hipocicloidolo (pericicloidols ).

Precesie refrogroda.

Fig. 16

forma urmitorului tablou:

In rezumat putem exprima rezultatele obtinute mai sus sub

2 leo>%50 0>%>_
) ) )
Sensul . 5
. . progresivi retrogradi
yrecesiei
Natura C e a1 1w O1  0all—ensl>EL S S . SPr1y
nigedrii epicicloidald 0= w >~ cos cos?> w > cosf| cosl o =
. . L. invers hipocicl.
hipocicloidal |invers epicicloidald rs P
- pericicloidald
. e v W1 . W) 1
Studiul cazului limiti — =—cosb 5i —=— —=--
) ) cos

In primul caz, conul bazi se reduce la un plan intrucat



30

o TT >
pentru — = — cos B, tgf=00,=-—-. In acest caz, vectorul 2 este
w

2

.—)
perpendicular pe vectorul w: (fig. 17).
In al doilea caz, conul rostogolitor sg) reduce la un plan, iar

—+ - 3
vectorul Q este perpendicular pe vectorul ® (fig. 18).

wy

-~
~

Cazu/ wys -w cos 8 Caza/ w = -wy, cos 8
Conul bazé sereduce la plana/ P Conal rasfogolifor se reduce la plonul P
Fig. 17 Fig. 18

CAPITOLUL VI

Determinarea conditiilor ea axa de simetrie
in jurul edreia se roteste giroscopul si fie fixi

S# considerim un giroscop, mobil in jurul unui punct fix O
gt cidruia i s’a dat o rotatie w in jurul axei sale de simetrie Oz

care are o directie oarecare in spatiu.

Pentru ca aceastd axd sd ramdnd tmobild trebue ca iufeala
->
sa de precesie w1 in jurul azei fize Ox1 sd fie nuld.

Din formula (19) rezulta imediat conditia IMo=0.

Prin urmare, un giroscop cdruia © s’a dat o migcare de ro-
tatie in jurul axei sale de simelrie, isi pdstreaxd neschimbaid di-
recfia acesler axe, in caxul cdnd momentul tuturor fortelor exlert-
oare tn raport cu punctul fiz O este nul.

Realizim aceastd conditie, alegind ca punct fix, punctul in
care este aplicatd rezultanta R a fortelor exterioare. In cazul par-
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ticular, cAnd singura forti care lucreazii asupra giroscopului este
greutatea lui, alegem drept punct fix O, centrul de greutate al
corpului (fig. 19).

Sd aritim acum c# pozitia axei Ox este stabili. Pentru

-—>
aceasta presupunem c# iuteala de rotatie proprie @ s’a deplasat

-
putin depe axa de simetrie Oz a corpului si ci deci acum @ are

componente wz si wy pe Oz s1 Oy. Si presupunem ci ele sunt

mg
Fig. 19
mici la inceput gi si aritdim c# ele rimin tot mici in timpul mig-

cirii, deci axa este stabili.
Avem din ecuatiile lui Euler (13) scrise pentru corpul sime-

tric: (I =1,) si liber (M, =MW, =M, =0).

L,d%—l—(lx — 1) wywr=0

I;%’_‘F(Iw—lx) wx a)a:_=0

dwx -
I 7 0
din ultima ecuatie obtinem BT 0 deci w: = const. Notind:
Ix -_ Ia;
o= ——"""Wx

I
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primele dou# relatii devin:

dws dwy
awy =0; —aw; =0.
dt + Wy O, dt Wz
Elimindnd pe wy respectiv w: intre ele obt{inem:
dzwx . dzwy . 2
Cap T e Tgp =%

Aceste doud ecuatii diferentiale au ca solutii
wz = A1 sinat—l—Agcosat P
wy =Bi sin% ¢4+ By cosxt

in care A;, A, Bi, B: sunt constante de integrare depinzéind de
conditiile initiale. Deoarece ws §i wy sunt functii sinusoidale de
timp rezulti ci valorile lor vor ridméine in jurul citimilor A,;, As
By, B; adici in jurul iutelilor mici initiale. Stabilitatea azei Oz
este astfel demonsitraid.

Mai observim deasemenea ci ecuatiile (30) reprezinti doui
oscilatii armonice cu perioada:

2n _ 2wl,

R (s = P o

timp in care axa Oz executd o rotatie complecti in jurul vecto-
rului iutelii c_o>

Stabilitatea azxer va fi cu atdt mai mare cu cht perioada T va
fi mai mici adici pentru un giroscop dat, cu cdt itufeala de rotajie
proprie va fi mat mare. In afari de aceasta giroscopul trebue astfel
construit incat I« sd fie mare in raport cu I. (giroscop turtit).
Un alt caz in care axa Qzse mentine, dar de rAndul acesta numai
in pozitie verticaldi este acela in care centrul de greutate G se
giseste pe axa Ox.

Cand G se afli sub © sau chiar in O, pozitie verticald a
axei este stabili; cAnd G se afli deasupra lui O, pentru a putea
pistra stabilitatea axei Oz trebue si dim corpului o iuteali de
rotatie proprie suficient de mare: (a se vedea cap. XIV sfirleaza
adormits).

In toate cazurile cAnd axa Oz igi pistreazi neschimbati di-
-

rectia sa, vectorul K este indreptat in lungul lui Ox gi are va-
loarea I. w. Rezultatul este evident dar se poate deduce si din
formulele (25) si (26) pentru w; =0.

Aplicatii ale proprietitii axei giroscopului.de a fi stabili in
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cazul cind se di in jurul acestei axe o iuteali mare de rotatie se
intilnesc foarte adesea in viaia curenti.

Dim mai jos citeva exemple:
a) Jocul de diabolo (fig. 20). Aci se d:i piesei C, cu’ajutorul

unui fir prins de 2 bete A 5i B o rotatie w in jurul axei orizon-

Fig. 20

tale a piesei, care este gi axd principald de inertie. Se asvirle apoi
piesa C in sus. In tot timpul migec#rii, axa piesei rim4ne orizontald
si in cddere poate fi prinsd cu ugurinti din nou pe firul AB.

b) Aruncdtorul de cutite (fig. 21). Inainte de a arunca cutitul
se di o migcare de rotatie in jurul axei cutitului. Aceasti rotatie
face ca axa cutitului si rim4nd paraleld cu ea insdsi in tot timpul
migeidrii, astfel incAt face posibild prinderea de méner in ciidere.

3
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c) Skiorul care sare (fig. 22). CAnd ‘se arunci dela inil-
. time roteste ambele brate in acelag sens in jurul orizontalei AB.
Aceasti axd continuAnd s# riméni orizontali in tot timpul mis-
ciirii, skiorul va rimine vertical in timpul ci#derii gi deci va cidea

in picioare.

Pentru cazul cind punctul O nu coincide cu centrul de greu-
tate, iar axa Oz este verticald mentionim urmitoarele exemple:
a) Monedd invértita in jurul unui diametru vertical OA

(Fig. 23).
b) Sfirleaxd in rotafic cu amxa sa OA wverticald (fig. 24).

>
Déndu-se in aceste doud: cazuri monedei sau sfirlezii o rotatie w

in jurul axei verticale OA, prin aceasti rotatie moneda sau sfar-
leaza igi pistreazi un timp pozitia verticala.
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c) Qiroscopul lui Gervat (piciorul echilibrist) (fig. 25). Discul
acestui giroscop are axa sa orizontald articulati pe suruburile de
calaj OA. Aceste guruburi sunt mentinute prin tubul metalic sub-
tire OBCA indoit in modul aritat in figurs, astfel inc4t portiunea

Fig. 25

BC este orizontali gi formeazd un picior care poate fi agezat pe
o masi orizontali.

—)
Dandu-i-se discului o rotajie destul de mare w in jurul lui
OA, aparatul riméne in echilibru pe piciorul sin BC.

CAPITOLUL VII

Studinl migedrii unui girosecop suspendat in centrunl de
greutate, cirmia i1 s’a dat o iuteala de rotatie initiali de
directie oarecare

Si considerim un giroscop mobil in jurul centrului siu de
greutate G cdruia i s’a dat o iufeald de rotatie initiald Q, ficand
unghiul @ cu axa de simetrie a giroscopului (fig. 26).

Fie Gz axa fixi si O unghiul dintre axele Gz si Gas,

Din paralelogramul iutelilor dedncem:

@ _ w —
sin 0 sin (0 — ) sin &

(32)
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in care o reprezinti iuteala de rotatie proprie a giroscopului in
jurul lui Gz gi o iufeala sa de precesie in jurul lui Gz1.
Giroscopul fiind suspendat in centrul siu de greutate si ne-

Fig. 26

supus nici unei forte exterioare:

Emo=0.

Intrucét, wi si sin O sunt diferiti de zero, din relatia (19)
deducem :

1+Ix — 1o o cos 0=0. (33)
Ix w

Dar, din (32):

sina sin @
sin(0—a)  sin 0 cos @ —cos 0 sin

o
w
Introducind aceasti relatie in (33) si simplificAnd obtinem
I
tg 0= 1. tg o, (34)

Aceastd relatie ne di posibilitatea de a determina pozifia in
spafiu a axei fixe Gz :
In primul rind axa Gz: se giseste in planul determinat de

.—>
pozitia initiald a axei Gz si de vectorul £ reprezentind iuteala

initial4.
Lufnd in acest plan, unghiul 8 dat de relatia (84) cu axa Gz
obtinem pozitia axei Gzi.
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Iutelile de rotatie proprie si de precesie rezulti ugor din
formulele (32) si (34):

__ Qsin(0—a)
="M=

sin 0

% Qcosee (35)

s 7 . 7
o = Qsina _ QV1isin?a-+I7 cos?a (36)

sin 9 Iz

=0 (cos*— sin % cotg0)=

In concluzie, cind, unui giroscop suspendat in centrul de
greutate G, ¢ se dd o rotafie inifiald inclinatld pe aza sa de simetrie
Gz, giroscopul are o miscare de precesie in jurul unei axe fize
Gz, situatd in planul determinat de poxifia inifiald a axei Gz

.+
st de tuteala inifiald Q §i care face cu Gz un unghiu 8 dat de
relatia (34).
3 - * . ~l
Iuteala de rotatie proprie w gi iuteala unghiulari de precesie

.+
w1 din aceasti migcare sunt date de formulele (35) si (36), iar

-
mirimea vectorului K este [din (24)]:

K=20 VIsin®a+4I2 cos2a.

Pentru determinarea pozifiei acestui vector, din relatia (26)
-deducem:

tg 0= %tga=tg9_.

Rezulti: 5=06.
- -

Prin urm;r‘er,mvectorul K este indreptat chiar dupd directia
axei fixe Oz;. Acest rezultat era de asteptat, intrucAit momentul
in raport cu G al fortelor exterioare fiind nul, conform formulei (6)

adici vectorul K are o poxifie fixd in spajiu.
Cum acest vector este neapirat cuprins in planul 2Gz, re-

->
zultd ci vectorul K va fi indreptat dupd directia Gz, singura
directie fixi a planului 2Gx1.
-> -
Pentru =0 obtinem 0=0, w1 =0, 0=20: ara Oz: se con-
fundd prin urmare cu azxa Oz.
Rezulti deci, in aceasti ipotezd, ci axa de simetrie Ox ri-

méne fixi in spatiu. Suntem in cazul studiat in capitolul precedent,
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al unui giroscop asupra ciruia nu lucreazi nici un moment gi ciruia

i 8’a imprimat o iuteali initiald w in jurul- axei sale de simetrie.

Ca aplicatie a acestui studiu, si considerdim un cilindru cir-
cular drept de massi M, de razi r si indlfime A=6r (fig. 27)
suspendat in centrul s#u-de greutate O, gi cdruia i se di o mig-

R T

Fig. 27

care de rotatie in jurul dreptei OA cu iuteala unghiulari Q=20

rad

oo Unghiul dintre OA §i axa Oz a cilindrului este .

(tg“=%'; a=18°26')-

Vom determina mai intdi axa fix# de rotatie Oxi. Aceastd
axd se gisegte in planul 2OA si face cu Oz unghiul 0 dat de

relatia (34):
Iz
tg="2 | tga.

x
Dar la un cilindru, momentele de inertie I. si Ix sunt:

_3M2+MET 39 My
I = 12 =M L=
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rezultd:

tg9=?.%=2,1666, B 65° 13’

Din relatiile (35) pi (36) giisim pe w §i i :

_ ~sin(B—a) __sin46°47 rad
w=4 sin 8 “sin65°13’ =16,05 sec
—sina_ o sin18°26" rad
om0 “Usin65°18° 6.’96 sec

Perioadele tn migcare de rotatie propri‘e gi in cea de precesie

sunt respectiv:

T= 2;71:= 0,391 sec, T =2_-n: =0,903 sec.

w1

Realixarea practicd a fixdrii centrului de greutate al cilin-
drului se face cu ajutorul suspensiei Cardan datd in fig. 28.

. Cilindrul are axa sa A—A articulati intr’unfinel AaA. Acest
inel este articulat la rfindul sfiu in inelul BbB prin axa orizontali
BB care se poate roti in jurul axei verticale CC. In acest mod,
prin rotatii eonvenabile tn jurul axei verticale CC si ale axei ori-
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zontale BB, axa AA a cilindrului poate fi adusi in orice pozitie.
Afari de aceasta cilindrul se poate roti in jurul lui AA (rotatie
proprie). Astfel cilindrul are cele 3 grade de libertate, iar axele
AA, BB, CC trecind prin centrul O fixeazd pozitia acestui centru.

Constructia suspensiei Cardan cere o mare atentie, conditiile
unei bune executii fiind:

1) Centrarea perfecti a axelor de rotatie AA, BB, CC in
centrul de greutate O al corpului. Necentrarea perfecti aduce dup
sine producerea unui moment al greutid{ii corpului si ca urmare o
‘migcare de precesie in jurul verticalei. Pentru acest motiv, de multe
ori suspensia Cardan este ficutd cu ajutorul unor suruburi de calaj
reglabile.

2) Obtinerea unei freciri minime in articulatie, pentruca efec-
tul cuplelor de frecare si fie neglijabil.

3) Greutitile inelelor si tuturor accesoriilor si fie neglijabile
in raport cu corpul care se roteste in jurul axei sale AA.

CAPITOLUL VIII

Determinarea conditiilor e¢a un giroscop sub actiunea
momentului greutitii sale si aib3l o migcare de precesie regulati

Sd considerdim un giroscop de greutate P, avind punctul fix
O situat pe axa de simetrie Oz, ax¥ in jurul cireia i s’a dat gi-

->
roscopului o migcare de rotaie proprie cu iuteala unghiulari w.

(fig. 29).
Fie v unghiul axei Ox cu verticala §i / lungimea distantei
OG (G centrul de greutate al giroscopului). Momentul in O al

-—)
greutiitii este vectorul orizontal WMo dat de relatia:

> > >
My=0GAP
de mirime Mo =PI sin¥y.
Pentru ca miscarea acestui giroscop si fie o miscare de pre-

cesie regulatd, conform teoremii studiate la cap. V sunt necesare
si suficiente urmitoarele conditii:

1) Mirimea momentului M si fie constantd deci =constant.

._)
2) Directia vectorului Mo si fie in tot timpul migeirii, per-
pendiculard pe planul 2 Oz:1 si deci perpendiculari si pe axa fixd
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-
Ozi. Intrucat My in aceasts migcare, descrie un plan orizontal care
trece prin O, rezulti ci axa Oxi este verticali si deci paraleld

+
cu P, iar Y= ¥ (Ox;, Oz)=0= const.
L1

4

LD'D‘LO

Y

Fig. 29

8) La momentul initial, intre elementele geometrice 6,7, I, I.
-> - -
greutatea P, iuteala de rotatie proprie w si iuteala de precesie w;

trebue si existe relatia de legiturd (19):
Pl=T1; wo + (I — Ix) * cosH (37)

Cu alte cuvinte, pentruca un giroscop, gata construit, de greu-
tate dald avind un punct fix O determinat, sd aibd o migcare de
precesie requlatd in jurul verticalei, trebue, ca, pentru o inclinare
initiald O fata de wverticald a azei de simetrie Ox, sd ¢ se dea o
wteald inifiald de rotafie proprie w §i o tujeald initiald de precesie

+
w1 astfel incdt sd satisfacd relafia (37).

Pentru cazul cind o este mare in raport cu w;, formula (37)
devine
Pl=1. wwn
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de unde: .
Pl -
Lo

w1 = (38)

In cazul cind conditiile initiale mai sus mentionate nu sunt
indeplinite, migcarea giroscopului nu mai este o precesie regulati.
In adevir in acest caz, unghiul de nutatie 0 nu mai rimine cons-
tant si prin urmare la miscarea de rotatie proprie gi la cea de
precesie se mai adaugi §i una de nutatie.

Cu studiul acestei migciri de nutatie ne vom ocupa intr'un

capitol urmaétor.
-> >

In privintia seosurilor vectorilor w, w: si 93?0, trebue si avem
in vedere relatia (23).

> > o> L o > >
ﬂ)to=0GAP=I%(1—|—I” I .ﬂcose).(wlAw). (39)

Ix w

Pentru @ mare in raport cu w, :

> > >
Mo =1: (0, A ). (40)

- -
Adicd, pentru o rotafie proprie w datd, sensul precesier w;

-
este astfel incdt momentul vectorului wi in raport cu extremitatea
-
vectorulur o sd aibd acelas sens cu momentul greutdfic P in raport

cu punctul fixz O.
Rezulti prin urmare, ci daci schimbim pozitia centrului de

greutate din G depe partea pozitivi a axei Oz in G’ pe partea
-+
negativi a axei, se modified sensul momentului lui P in raport cu

O i deci gi sensul precesiei.
->
Mirimea si pozitia vectorului K in migcarea de precesie re-

gulati a giroscopului’ greu sunt date de relatiile (24) si (26) din
teoria generali a giroscopului.

Generalizare. In cazul cAnd rezultanta for{elor la care este
, > ’
supus giroscopul este o for{i unici R de mirime, directie §i sens

constante, aplicatd intr'un punct A (OA=1) al giroscopului, avem:
> > >
PM=0A AR mirimea lui M, fiind Mo=R . I sin Y= const. -
Conditiile ca miscarea giroscopului si fie o migcare de pre-
cesie regulati sunt identice cu cele din cazul precedent cu o sin-
gurd diferentd in ceeace priveste directia axei fixe Oz, care de
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randul acesta nu mai este verticald ci paraleld cu directia fortei

> :
R (fig. 30).

* Dim mai jos cAteva exemple aritind actiunea momentului
greutdtii proprii asupru giroscopului. In toate aceste cazuri, i se

4

Fig. 30

-+
di giroscopului (C) o rotatie proprie de iutealdi w in jurul axei
-—>
sale Oz. Din cauza momentului greutitii P, pentru o iuteald de

rotatie proprie destul de mare, axa Oz are o migcare de precesie
-
in jurul axei verticale Oz:1 cu iuteala uoghiulard w: datd de relatia:

Pl
w1 L; w

Sensul acestor migediri de precesie este dat in figurd si co-
-—)
respunde sensului momentului greutdtii P in raport cu O. (Relatia

(40)). Pentru o iuteali suficient de mare , unghiul intre axele Ox
si Ox1 rimine aproape constant.

Ezemple. a) Figurile (81) si (32) reprezinti 2 sfarleze astfel
construite incit la una centrul de greutate se afli pe partea pozi-
tivi a axei Ox (fig. 31) si la cealalti pe partea negativi. Daci
dim celor dous sfarleze o migcare de rotatie de acelas sens in jurul
axei Oz, se observd cid migcirile de precesie au sensuri contrarii
una fatd de cealalta.
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de unde: .
Pl
w =T

(38)

In cazul cind conditiile ini{iale mai sus mentionate nu sunt
indeplinite, migcarea giroscopului nu mai este o precesie regulati.
In adeviir in acest caz, unghiul de nutatie 0 nu mai rimine cons-
tant gi prin urmare la migcarea de rotatie proprie si la cea de
precesie se mai adaugd si una de nutatie.

Cu studiul acestei migciri de nutatie ne vom ocupa intr’un

capitol urmitor.
-> > >

In privinta sensurilor vectorilor , w: si M, trebue sd avem
in vedere relatia (23).

> > > I , > >
Emo=OG‘rAP=Iz(1-—!—-1251 I % COSe).((DIA(D). (39)

Pentru @ mare in raport cu w, :

> > >
Mi=1I (0, A w). (40)

- ->
Adicd, pentru o rotafie proprie w datd, sensul precesier w;

.—)
este astfel incdt momentul vectorului w1 in raport cu extremitatea

-> ->
vectorulur w sd aibd acelas sens cu momentul greutdfic P in raport

cu punctul fiz O.
Rezulti prin urmare, ci daci schimbim pozitia centrului de

greutate din G depe partea pozitivi a axei Oz in G’ pe partea
-
negativii a axei, se modified sensul momentului lui P in raport cu

O i deci gi sensul precesiei.
. - - » + - .
Mirimea si pozitia vectorului K in migcarea de precesie re-

gulati a giroscopului’ greu sunt date de relatiile (24) si (26) din
teoria generali a giroscopului.
Generalizare. In cazul cAnd rezultanta forielor la care este

supus giroscopul este o fortd unici E{) de mirime, directie si sens
constante, aplicatd intr’un punct A (OA=1) al giroscopului, avem:
> > >
My=0A AR mirimea lui My fiind Mo=R . I sin Y= rconst. -
Conditiile ca miscarea giroscopului si fie o migcare de pre-
cesie regulati sunt identice cu cele din cazul precedent cu o sin-
gurd diferentd in ceeace priveste directia axei fixe Oz, care de
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randul acesta nu mai este verticald ci paraleld cu directia fortei
> :
R (fig. 30).

Dim mai jos cAteva exemple aritind actiunea momentului
greutitii proprii asupru giroscopului. In toate aceste cazuri, i se

p4

Fig. 30

di giroscopului (C) o rotatie proprie de iutealdi w in jurul axei
-
sale Oz. Din cauza momentului greutitii P, pentru o iuteald de

rotatie proprie destul de mare, axa Oz are o migcare de precesie
-
in jurul axei verticale Oz1 cu iuteala unghiulari w: dati de relatia:

__ P!

—wa

w1

Sensul acestor migedri de precesie este dat in figurd i co-
.—>
respunde sensului momentului greutitii P in raport cu O. (Relatia

(40)). Pentru o iuteald suficient de mare w, unghiul intre axele Ox
si Oz riméne aproape constant.

Ezemple. a) Figurile (31) si (32) reprezinti 2 sfirleze astfel
construite incdt la una centrul de greutate se afli pe partea pozi-
tivi a axei Ox (fig. 81) si la cealalti pe partea negativd. Daci
dim celor doui sfarleze o miscare de rotatie de acelas sens in jurul
axei Oz, se observd cd miscérile de precesie au sensuri contrarii
una fa{i de cealalta.
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b) Figura 33 reprezinti o roati situati pe o axi pe f;are e

infdsurat un fir. Roata se coboari cipitidnd o rotatie propyie w prin
desfigurarea firului depe axa rotii. Sensurile sunt aritate in figuri.

%4

Fig. 31 Fig. 32

—)
In adevidr, momentul lui P fati de punctul O este negativ,
-—)
este deci reprezentat printr'un vector Mo perpendicular pe planul

Fig. 33

figurii si _c)u directia spre fundul hartiei. Viteza extremititii

vectorului w este in sensul lui Mo, deci axul se roteste in plan
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perpendicular pe Oz in sens pozitiv. Din cauza precesiei, roata
se coboari rotindu-se cu axa orizontal.

¢) Aparatul lui Fessel si Pliicker. (balania giroscopicd) (fig.
34). La acest aparat se poate muta centrul de greutate depe por-

Z.

Fig. 34

tiunea pozitivi a axei Oz pe cea negativi. Prin aceasta se modi-

fici sensul momentului lui P si deci si sensul precesiei (forta P
este rezultanta greutdtilor Pi si Py).

Fig. 35

d) In figura 85, la inceputul experientii vasul A este umplut
cu nisip gi centrul de greutate se afld pe partea negativi a axel
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> ,
Oz, deci momentul My fati de punctul de reazim O este pozitiv
(perpendlcular pe planul hﬁrtlel. spre fata flguru) Viteza extremi-

+
titii lui @ este paraleld gi ‘de acelag sens cu §Dt0, deci vectorul

-
w se invartegte intr’un plan orizontal in sens negativ. Vectorul

+ .
w1 e dirijat in jos. Prin scurgerea nisipului, centrul de greutate

ge muti pe partea pozitivi a axei Oz, iar sensul precesiei se
schimb# devenind pozitiv.

Sfarleaxa (fig. 36) cu axa Oz inclinati pe verticald. Din
aceasti inclinare, rezulti cid greutatea P, di un moment in raport
cu O, ceeace produce o migcare de precesie in jurul verticalei.

Za

Fig. 36

d) Eaxperienta lut Charron (flg 37). In aoeastﬁ experienti gi-
roscopul are axa sa Oz formati dintr’un. magnet NS. Cat timp
giroscopul este imobil, pentru a putea atrage po‘lulvNord al axei
giroscopului, trebue apropiat de el polul Sud al unui alt magnet.

S& imprimdm giroscopului o inteald mare Zjn jurui axei sale NS.
Apropiind de polul Nord al axei giroscopului, polul Nord al unui
magnet, vedem c& in loc ca vérful N al axei giroscopului si se
depirteze de magnet, el se apropie astfel incAt avem impresia ci
cei doi poli cu toate cd sunt de acelag sens se atrag.

In realitate, intre cei doi poli, va exista o forti de respin-
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-> : -> :
gere F. Aceasti for{i, impreuni cu greutatea P dau o rezultanti

—)
R. Conform celor determinate la pag. 42 (fig. 30), giroscopul se va
roti, in jurul unei axe SA care trece prin S si este paraleld cu R,

/o
/ /'/
F N/ A/ N _ magnet

R4

i
[

deci se va apropia de magnet. Se observd usor faptul ci cu cit
- ->
apropiem magnetul de giroscop, cu atit forta F creste si deci R sgi

axa SA se vor inclina mai mult, indepiartdndu-se de verticali, si
apropiind din ce in ce mai mult varful N al giroscopului de ca-

Fig. 37

pitul N al magnetului.

Analog, se poate observa si explica faptul c¢i in cazul cand
apropiem capitul Sud al magnetului de virful Nord al giroscopului,
giroscopul se depirteazii, lisdnd impresia paradoxald ci polii de
sens contrar se resping.

CAPITOLUL IX

Analogie intre migcarea de precesie regulati a giroscopului
si migcarea uniformid pe cere a punctului material

Miscarea circulara Miscarea giroscopicd
>

v= 1uteala constanti a punc- §2=iuteala unghiulari constanta
tului material. a giroscopului.
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->

F=forta constanti necesari
migcArii.

- -

F este perpendicular pe v in
tot timpul migedrii.
-+

Lucrul mecanic al fortei F
este nul.

Vectorul cantititii de migcare
7—n>v, constant ca mirime in tim-
pul migedrii, se rotegte in jurul
punctului fix cu iuteald cons-
tanta.

> . >
CAnd F nu mai lucreazi, mv

isi pistreazid o directie fixi,
punctul se migcd rectiliniu pe

-5
directia lui mv.

-
Mo =momentul constant nece-

gar misecirii.

- , -

M, este perpendicular pe 2
in tot timpul migcirii.
Lucrul mecanic al cuplului

.—)
M, este nul.

Vectorul momentelor canti-
tatilor de mig;care,_-IZ constant
ca mirime in timpul migcirii,
ge rotegte in jurul unei axe fixe
cu iuteald constanti.

- ->

Cand My nu mai lucreazi, K
isi pistreazi o directie fixi, gi-
roscopul are o precesie regulati,

. ->
naturali in jurul lui K.

CAPITOLUL X

Fenomenul giroscopie

Si presupunem un giroscop greu, mobil in jurul punctului

g2

Z

Fig. 38

fix O, ldsat liber sub actiunea greutitii sale, fird a i se da nici o

miscare de rotatie (fig. 38).
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Fie 0 unghiul initial ficut de axa Oz a giroscopului cu ver-
ticala Oz1.

-~
Greutatea giroscopului va produce in O momentul Py per-
pendicular pe planul z2: Oz care va migea axa Oz mdrind unghiul

O in sensul sigetii » din figuri si producand cdderea corpului.

>
In cazul insd, cind ddm corpului o iuteali de rotatie w in

jurul axei Oz, destul de mare; observim ci efectul momentului
este cu totul diferit gi anume: Unghiul 8 rdmdne constant, iar Ox

ta o magcare de precesie wn cu directia perpendiculard pe planul
-
%0z, §t pe greutatea D.
Acest fenomen curios poarti numele de femomen giroscopic
si explicd o intreagid serie de aplicatii pe care le vom prezenta mai
departe.

Acelag fenomen giroscopic se observi si in cazul generali-

-
ziérii studiate in Cap. VIII in care sub actiunea fortei R, axa Ox

in loc de a se roti in planul 2Oz ‘ciutdnd si se depirteze de

Oz si s mireascd unghiul 0, se deplaseazi cu iuteala de precesie
-

wt perpendiculari pe planul 2Oz si pe directia fortei, unghiul 0
riminind constant.

CAPITOLUL XI

Cuplul giroscopie, reactiune giroscopici, tendinta de
paralelism a axelor de rotatie

Fie un corp (C) ciruia ii dim o rotatie de iuteali unghiu-
+ -
lari o in jurul axei sale de simetrie Oz. Se di deasemenea iuteala

de rotatie w: in jurul axei fixe Oz1 si unghiul 0 intre Ox si Ox
(fig. 39). Pentru a putea intrefine aceastdi migcare am vizut, in
Cap. V, c# este necesar un cuplu exterior de moment:

- L > >
mto=Ix (1+ IN]. I .%COSO)(O)lAw).

sau aproximativ:

> > >
9)20=Ix (wl A w).
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Acest cuplu este perpendicular pe planul 2Oz gi pastreazi
constant unghiul 0 dintre axa Oz si Oz;. Acestui cuplu de moment

+ - - - -
M, i se va opune din partea corpului un cuplu de iner{ie egal si

de sens contrar M, astfel incAt:

Z 24

- —>
m_q - mo =Ix,’(1 +

sau aproximativ:

_ > >
I%] L. .w—a;cose)(wA w;) (41)

—> -> >
—>

M, se numeste cuplu giroscopic.
In legdturd cu acest cuplu giroscopic vom studia dou# pro-
prietdti remarcabile ale giroscopului: -

1) S# considerim un giroscop suspendat in centrul siu de

greutate, ciiruia dupid ce ii imprimim o iuteali de rotatie proprie
-> i
w in jurul axei sale de simetrie Oz, il rotim in jurul unei axe

+
Ox1 (X Ox, Ox1 =0) cu sufeala wn (fig. 40).

Giroscopul fiind centrat My =0 totusi datorits migcidrii sale
_)
impuse din exterior ia nagtere cuplul giroscopic I care va actiona

singur. )
Din aceastd cauzid unghiul 0 nu va mai putea rdmdne cons-
tant. Avind in vedere sensul cuplului giroscopic resultd cii unghiul
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0 se va micgora (sigeata n din figuri). Prin urmare sub efectul cu-

plului giroscopic, axa Ox este adusd cdire axza Oz, pe drumul cel

-> -
mai scurt, astfel incdt sensurile poxitive ale vectorilor w § w

sd coincidd.

Fig, 40

Aceasti proprietate a giroscopului este cunoscuti sub denu-
mirea de tendinfa de paralelism a axelor de rotafie ale giroscopului.
2) Si considerim acum un giroscop suspendat in centrul siu

de greutate, cidruia, dupd ce ii imprimdm o iuteald de rotatie pro-
-
prie w in jurul axei sale de simetrie, il rotim in jurul unei axe

-—)
Oz, cu iuteala w;, men{inind in acelag timp unghiul 0 dintre axe
constant.

Aceasta nu se poate realiza decAt anihildnd efectul cuplului
-
giroscopic M, care cauti si apropie axele Oz si Oz, prin rein-
-
troducerea cuplului exterior M, egal si direct opus cu m,.
In adevir, pentru efectuarea migedrii mentionate mai sus,
trebue. si actionim asupra axei AB a giroscopului printr’o armi-

turd S (fig. 40).
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. —_>
Prin aceasta se introduc in A si B foriele F care produc
—

cuplul M, :
. . -> >
M,=AB A FXI, (w; A w). (43)

->»
Fortele F sunt reactiuni in A si B ale armiturii S asupra

axei AB si se numesec reacfruni giroscopice.
Scalar avem:
I ww, sin 6

F——— (44)
a

in care a este braul de parghie AB.
. ->
Fortele egale si direct opuse cu F reprezintd presiunile in A
.—)
gi B ale cuplului giroscopic I, asupra axei AB gi se numesc pre-

stunt giroscopice.
Aceste presiuni giroscopice sunt cele care cauti si aduci axa.
Oz peste axa Oz;.

CAPITOLUL XII
Actiunea unui cuplu exterior asupra giroscopului centrat

Sd considerim (fig. 41) un giroscop A suspendat cardanic in
centrul sdu de greutate ciiruia i s’a dat o iutealdi de rotatie pro-
prie in jurul axei sale de simetrie a —a. Notim cu b—b axa de
rotatie a inelului interior B gi cu ¢—c¢ axa de rotatie a armiturii
exterioare C.

Vom studia efectul unui cuplu exterior asupra giroscopului
in urmitoarele cazuri:

1) Vectorul cuplului este indreptat dupd axa a—a a volan-
tulur giroscopulusz.

Efectul acestui cuplu este de a miri sau micsora iuteala de
rotatie proprie, directia axei a—a a giroscopului riméinind fixi.

2) Vectorul cuplului este indreplat dupd aza b—Db a inelului
tnterior B. Suntem in cazul teoriei giroscopului studiate la Cap. V5
aXa a—a a giroscopului va avea o migcare de precesie in jurul
axei c—ec.

38) Vectorul cuplului este indreptat dupd arxa c—ec a armd-
turiv exterioare C. Acest cuplu se poate descompune intrun cuplu
indreptat dupd axa @ —a, al cirui efect este studiat la punctul (1),
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si un cuplu indreptat dupid o perpendiculari pe planul determinat
de axele a—a gi b—0b.

Efectul acestui din urmi cuplu este o migcare de precesie a
axei a—a a giroscopului in jurvl axei b—-b.

AN c

In cazul cdnd vectorul cuplolui indreptat dupi axa c—c este
constant, migcarea de precesie a axei a—a a giroscopului in jurul

lui b—>b cautd si aduci pe drumul cel mai scurt axa a—a peste

-—)
axa c—c astfel incit sensurile pozitive ale vectorului w si vecto-

rului cuplului si coincidi.

Aceste influenie ale cuplelor exterioare asupra miscérii giro-
scopului sunt intrebuintate in aplicatiile technice ale giroscopului,
in special in constructia pilotului-automat.

CAPITOLUL XIII

Calculul fortelor de inertie in migcarea de precesie regulati
a giroscopului

In studiul migedirii unui giroscop in jurnl unui punct fix O,
in cazul unei migedri de precesie regulati, am descompus migcarea
generald in doud migcéri:
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a) O migeare de rotatie proprie a giroscopului in jurul axei
sale de simetrie Oz cu iuteala unghiulari constanti o constituind

miscarea relativd a giroscopului.

b) O migcare a axei Oz in jurul axei Oz: (migcarea de pre-
->
cesie) cu iuteala unghiulari constanti w, constituind miscarea con-

ductoare a giroscopului.

In aceste migedri, unghiul 6 dintre axele Ox si Oz, a fost
presupus constant,

Sd considerim un punct M al giroscopului de massi m i de
coordonate z, ¥, % in raport cu sistemul de referinti Oz ¥y z in
care Oz’ este linia nodurilor, Oy’ axa transversali si Oz axa de
simetrie.

Asupra punctului M al giroscopului vor lucra trei feluri de
forte:

1) Fortele centrifuge datorite rotatiei proprii a giroscopului
in jurul axei Oz.

2) Fortele centrifuge datorite rotatiei axei Oz in jurul axei Oz;.

3) Fortele de inertie Coriolis datorite faptului ci miscarea
conductoare este o rotatie.

1) Fortele cenirifuge datorite rotatier propris.

Corpul fiind simetric in raport cu axa Oz, unei forte centris

", 0%

 Fig. 42

fuge elementare mr w? (r fiind dlstani;a dela M la Oz) care lucreaza
asupra lui M ii va corespunde o forti egali si de sens’ cOntrar care
lucreazd asupra simetricului M' al lui M in’ raport cu axa Ox



85

(fig. 42). Rezultanta tuturor acestor forte va fi nuld; deasemenea
si momentul fortelor centrifuge, fatid de punctul fix va fi nul M,=0.
2) Fortele centrifuge din miscarea de precesie.
Forta centrifugi elementari in M va fi perpendiculari pe axa
de precesie Oz, gi va avea ca valoare
- —>
Fu=m M M.0I=mow?r
in care MM’ repreziati distanta punctului M la Oz;. Proectind
conturul MBAO pe directia Oz, obtinem: (fig. 43)

OM’'=ysin0 4z cosb

iar, prin 'proectii ale lui OM’ pe axele de coordonate, obtinem coor-
donatele punctului M’

“zu =0
ym'=(ysin04 2z cos 8)sin 0
xm == (y sin 0 4z eos 0) cos 8.

- &7‘”5’,-
—D—— 1
A
-_—————_———_—-_—-&/‘
B
x! : S
Qo' ~ linia nodurilor

Fig. 43

Proectiile pe axe ale fortei centrifuge elementare Fu vor
fi deci:
X=mowlz
Y=mow![y—(@ysin04=: cos0)sin 0]
Z=mw; [z —(ysin 04z cos0) cos 0]
Rezultanta R (Rx, Ry, Rx) a acestor forte se obtine prin sumare:

R.=XX: R,=3Y; R.=23Z
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Avand in vedere cd centrul de greutate al giroscopului este
situat pe axa de simetrie Oz, rezulti ci coordonatele sale sunt
respectiv :

xo=0, yo=0, xo-’;“éO.
Mai avem deasemenea, conform teoremei momentelor statice:
Ymr=Mzo=0; Zmy=Myo=0; Zmrz=Mzo

in care M reprezinti massa totali a corpului.
Tinind seama de aceste doui observatii:
R:=Xmw:z=ow; Xmz=0
Ry=2mo! [y—(ysin 0+ x cos 8) sin 8]= v} cos? 8 Tmy —
—w!cosBsind X mr=—Mow? %, cos0sinb
R:=2Xmw! [2x—(ysin 042z cos0) cos 8] =M w} x0 sin? 6.

Rezultanta R a tuturor fortelor centrifuge va fi deci;
R=VR:+RI4+Ri=Mow® z0sin0 (46)

In cazul particular cind giroscopul este sustinut chiar in
centrul de greutate: x0=0 si deci R=0.

Pentru calculul momentului M, (M, M, M.) in raport cu
O al fortelor de inertie centrifugale datorite precesiei, avem-

M, =2yZ—2Y=Zmo y[x—(ysin04 2cos0) cosOl-Zmw]x(y—
\ (ysin0+ 2z cosb)sin @
=, sin 0 cos 0 2 m (22 —¢?) + w; (sin2 0 — cos?0) X myz =
=, sinfcos O [ m (22 +22)—-2 m(y?+2?)]+ w? (sin? 0—cos? 0) X myx.

Dar conform definitiei momentelor de inertie (9) pentru un
giroscop simetric (I, =1;), avem:

Emizx24-)=Iy=1,
Zmy+ad)=I.
ZmyX=Iyx=0.

In definitiv:
M,=(Ix—1I.) o} sin b cos?.

Procediand analog, gisim pentru S;Ry si 9327@ valorile: -
My=Imw; 2z +mao’ zsind (y cosd—=z sine)#O
M, =3 mow]zcosb(y cosd —zsin0) —m o’ 2y =0.

Momentul total al fortelor centrifuge este deci:

Mp =Mz = (Io—1I.) w; sinB cos b (47)

si indreptat dup# linia nodurilor Oz
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8) Calculul forfelor de inertie Coriolis.

Numim forte de inertie Coriolis, fortele corespunzitoare acce-
leratiilor lui Coriolis. Pentru a determina aceste forte in cazul
giroscopului, si ducem printr’un punct al siu M, un plan P per-
pendicular pe axa de simetrie Oz (fig. 44).

linia
transversald y

Fig. 44

Vectorul care reprezinti iuteala relativi in miscarea de rotatie
proprie a giroscopului se giseste in planul P, este perpendicular
pe MO’ (O fiind punctul in care axa Oz inteapi planul P) si
are mirimea: '

vr=0.MO'=0w.r
(MO'=v).
-
Si descompunem iuteala de precesie w; corespunziitoare mig-

cirii conductoare in doui componente:

a) o componenti ws=w; cosf indreptati dupi axa Oz.

b) o componenti ws==w,sin0 perpendiculari pe axa Oz si
situati in planul 2Ozx;.

-
Forta de inertie Coriolis corespunzitoare componentei w; are

mirimea :
Feol=2 mvr ws=2mww, rcosH
7 7

-> >
intrucAt %:(vr,w,)=? si sin ?=1.
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-> > > . -

Vectorial F; =2m (v, A ws). Vectorul care reprezinti pe Fy este

situat in planul P avind directia O'M si sensul centrifug indicat
in figuri.

>

Forta elementari de inertie Coriolis corespunzitoare lui ws

are mirimea;

Fs =2 mv, ws sin (vr, ws) =2m ww, r sin O sin ¢

Vo -> >
in care p=<x(0"z, 0 M)= < (vr, ws)
> > >
Vectorial; Fs=2m (vr A ws).

-
Vectorul care reprezinti pe Fs e perpendicular pe planul P

si indreptat in sensul aritat in figuri.

Proectind pe axele de coordonate Oz, Oy’ si Oz gi suménd:
pe axa Oz'...ZF; cos =2 ww; cos 0 Zmr cos p=2ww, c0s9 2 mz=0
pe axa Oy ...2F;sin 9={2 ww, cos 0 2 mr sin =2 ww, cos b L my =0
pe axa Oz.....2Fy=— 2 0w, sin O X mr sin p=0.

Rezultanta fortelor lui Coriolis este nuli.

-+
Calculand momentul M, (M; Myr; M,) in raport cu O al
forfelor de inertie Coriolis, avem:
gﬁw'=z (y F3—% Fs sin (P)
= —2 ww; 2myr sin ¢ sin B +mzr sin ¢ cosb

= -2 ww; 2 my? sin 0 4 myzx cos 0
= —2 0w, sin § 2 my? = — ww, sin 0 Zm (*+y?)
sau My = — I wew, sinb.

Prin calcul absolut analog, tinAnd seama ci axele Oz, Oy’
si Oz sunt axe principale de inertie si ci deci momentele centri-
fugale sunt nule, gisim: -

M, =2z Fsycosp—aFs=0
M, =2z, sinp—y Fs cos9==0.

Rezultd pentru momentul total al for{elor de inertie Coriolis:

->
) Me=M, =—1, wew, sin b, (48)
Momentul total al tuturor fortelor de inertie va fi: '
> > > >
93’tg = mr + m? + S)I,EC (49)

> > >
Intrucat M,=0, iar Mp i Mc sunt situati pe aceeag axi
Oz’ (linia nodurilor), suma din relatia (49) este algebrica.
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Avem prin urmare: -

M, =(Tx—11) w? sin 0 cos 8-— I« ww, sin B
sau: - .
M, = — I, ww, sin O (1-}-1"_1”_&0059 ) (50)
Ix w
Am regisit valoarea cuplului giroscopic determinati in Cap. X1.
Rezultanta totali a tuturor fortelor de inertie este (46):

Ri=M w? 20sinb

care neavind componenti pe Oz’ inseamni ci se giseste in planul
> >
20z, definif de vectorii w si wi.

Notand cu d distanta dela punctul fix O la R; (in planul 20z,)

avem:
mg = Ri d
de unde: -
_
d R:

CAPITOLUL XIV
Studiul migeidrii de nutatie in cazul giroscopului greu

Am studiat in paragrafele precedente miscarea unui giroscop
- -
in care iuteala de rotatie proprie w, iuteala w; in migcarea de pre-

cesie, 0 unghiul de nutatie, s’au presupus constante (cazul prece-
siei regulate).
Am stabilit in aceasti ipotezi formula fundamentals :

My =1, ww, sin 0+ (I—Iz) w? sin 0 cos 0. (51)

Pentru un giroscop asupra ciruia nu lucreazi decit greutatea
sa proprie mg
Mo = mgasin b

(2= distanta centrului de greutate de punctul fix).

" Introducied aceasti valoare in formula (51) gi simplificAnd

obtinem: ,

' (I — Ix)w?2 cos 0+ 1 ww; — mga=0. (52)
Pentru a avea o precesie regulati, trebue ca din momentul

initial, relatia (52) sd fie satisficutd. Astfel, presupunénd ci sunt

date elementele geometrice Iz, 11, 9, a, massa m si iuteala de rotatie
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proprie o, trebue ca la momentul initial si se imprime axei Ox a
giroscopului o iuteali de precesie w;, dati de ecuatia:

_Lho + V12 w*—4(Is—1Ix)mgacos O
@ 2(Iz—Ix)cosb

Problema admite deci in general dou# solutii, date de cele
douit valori ale lui w, din ecuatia (53). Pentru ca w, si fie real
trebue ca

(53)

2V(Iw—1x) mga cos B

w=> I
T 7
In cazul particular © =5 sau = — <5 obtinem din (52):
—_mga
@1 Ix w

In privinta celor de mai sus, observim urmitoarele:

a) Iuteli unghiulare initiale care si satisfacd o relatie datid
sunt greu de realizat in practica.

b) Din cauza frecdrilor si rezisten{ii aerului, w si @, nu pot
fi constanti si ca urmare 0 variazi si el.

In consecinid, miscarea de precesie regulatd este o migcare
teoreticd ce nu poate fi realizatd practic.

Vom studia in cele de mai jos, miscarea unui giroscop de ele-

mente geometrice cunoscute, de greutate dati, ciruia i s’a dat o
-
iuteald de rotatie proprie initiali w si care este ldsat liber cénd

axa Oz face cu verticala Oz,, unghiul initial 6.

Vom considera cd asupra giroscopului nu lucreazid decit pro-
pria lui greutate. Spre deosebire de migcarea de precesie regulati
studiatd anterior, vom presupune ci iutelile w si w, gi unghiul 6
sunt variabile. In afari de aceasta, in momentul initial vom con-
sidera iuteala de precesie w, neglijabili in raport cu iuteala pro-
prie de rotatie w.

Si reluim sistemul de referintd fix Oay y, z, in care Ox
este vertical ascendent gi sistemul mobil Oazyx legat rigid cu giro-
scopul, avind axele Oz, Oy, Oz indreptate dup directiile prin-
cipale de inertie.

Pozitia sistemului Ozyx este determinati prin unghiurile lui
Euler ¢, ¥ si 0 (fig. 45).

Iuteala unghiulard totali Q are drept componente:

a9
1° =27
) w=—
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‘indreptati in lungul axei Oz.

20) o= —

Fig. 46

indreptatd in lungul axei Oz, si
. db
30 = "—
) dt

indreptati dup# linia nodurilor Oz’
-
Rezultd cid proectiile lui £ respectiv pe Oz, Oy si Ox sunt:
-Qm=é cos®~+ w, sin O sin ¢
Q,=—0sin9+w, sinbcose (54)
Q= o+ w, cosb

-
Proectiile pe axe ale vectorului K reprezentind momentul

cantitdtilor de migecare, vor fi deci:
K:=1, Q1=Iz(é cos P+ w, sin 0 sin 9)
K,=1:02,=1,(—0sin ¢+, sin 0 cos ) (55)
Kx=I,~.,Qx=Ix(CO+CU, COSe).

Momentele greutd{ii mg in raport cu axele Ox si Oz, sunt
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nule, deoarece vectorul mg se giseste in planul 2034, rezulta con-
form teoremei (8), ci proectiile zufelilor exiremitdjilor vectorului

-
K pe Ox g¢ Oz, sunt nule si deci K» gi Kx sunt constanti.
Avem astfel:

K = constant
de unde
o+ w, cos = wo (56)
Prin proectii pe directia Ozx,:
K= Kzsin ¢sin 8-+ K, cos ¢ sin 04+Kxcosb
sau, inlocuind pe Kz, Ky, K: prin valorile lor din (55):
Ku=1I:0, sin? 0+I:(w+ w, cosb)cosH
Kxu=1I;0, sin? 041, wocos = constant=Trwocosby (57)
Am obtinut astfel pentru cele 3 necunoscute ¢, ¥ si 0, dous

relatii (56) si (57). Pentru obtinerea celei de a treia relatii, si
aplicim teorema energiei cinetice:

Energia cinetica inifiald este:

E0=iwag.

2
Energia cineticd la un moment oarecare este:

—_1_ 2 l 2 _1_ 2
E= 9 I. Q: + 9 Iz:Qy_l- 9 I1.02%

sau, tinAnd seama de (54):

1 .
E= 9 I (024 w? sin? 0)4 % 1: (w+w, cosb)?

1 -
=3 1:(924 w? sin2 0) 4 -;— I, wd:
Variatia energiei cinetice este pri_n urmare:
E—Eo=3 L "+ 01 sin?0)

Aceastd variatie a energiei cinetice fiind egali cu lucrul me-
canic al greutitii, obtinem cea de-a treia relatie:

1
2

Iz(éz-l-wf sin? 8) == mga(cos 8o —cos 6). (58)
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Pentru rezolvarea sistemului format din ecuatiile (56), (57),
(58), eliminim pe w, tntre (57) si (58). Cipitim astfel:

: 1z wi (cosOp—cos0)2  2mga
g2 1z @0 0 __2mg
+ 13: Siﬂze Ix

adici o ecuatie in 0. Notand: u=cosf, avem

(cosBy——cos 8) (59)

. . . 2 2

. . U u
u=_51ne'e; Sln29=1-—u2; 62= PR —— .
sin?f  1—qy2

Introducind aceste valori in (59) si grupand termenii, obtinem:

% = @i—;_u) [2 mga Tz (1—u?)— 1% 03(u, —u)] (60)
sau:
=2 ﬁga(ub—u) (e —wur) (ug —u) (61)

in care u, $i w» sunt rddicinile ecuatiei de gradul II:
Ffu)=2mgals (1—u?) ~12 0l (uy —u)=0 (62)

S# presupunem: us > u,
Pentru a> 0, avem: f(—1)<<0; flue)>0; f(+1)>0,
f(+o0) <0.

Rididcina micd u, se giseste in intervalul (—1, u,), iar radi-
cina mare us in intervalul (1, + o). Cum u#=cos 0 deci « <,
ridicina s nu are sens, _

" Pentru ca fenomenul fizic si existe, trebue ca u si fie real,

deci produsul:

2mga (o —u) (w—uws) (us —u)
X,
trebue si fie pozitiv.
Factorii mIga'ai (us —u) fiind pozitivi (a>>0) rezulti nece-
T
sitatea ca (uo —u) (u—wuy)>0.
Deci U Z U U,
san cos 80=cos0>cosH,
deci: 0, <<0<H,

adicd in miscarea de precesie, aza giroscopulur Oz, oscileaxd intre
2 conuri de deschidere unghiulara 280 si 26, (fig. 46), avdnd drept
axd comund, verticala ascendentd Ozx.

Pentru a<<0, dupi o discutie absolut identici obt{inem:

6o =620,

adicid o oscilafie analoagd cu cea precedentd.



64

Duciand din O o sferd, cele doui conuri determini pe sfers

Zs
u

Aa>0
Fig. 47

roscopulut descrie pe sferd curbe cuprinse intre cele doud cercurt
de forma celor date in figurile (47 pani la 51).
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A>0 A <0
Fig. 49 Fig. 60

a <0
Fig. 51

Cazul unei inteli de rotatie proprie initiali o mare si
al unui cuplu mga mie

In aceasti ipotezd, u, este foarte apropiat de wo si deci si
6, de 6,. In adeviir, din (62):

_ 2mgal:{t—wul)
Ug— UL — Ii 2
x Wo
sau:
22
cos o — cos b, = 2 mga’L, Sm b (63)
Ix [

diferenti care tinde spre O cand wo cregte.
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Rezulti deci ci in acest caz, cele doudi conuri sunt foarte
apropiate intre ele si prin urmare miscarea de nutafie este redusd.
Din (63):

c0s 0, — cos 9=25in

2 I} w?
Diferenta 6; —0o fiind mic#, putem considera:

. 0,46 91-—00'=l01—00
sin ——5— 2 9

Rezulti formula aprozimativa:

6,+6, . 6i—6, _ 2mgal.sin?6,
g 8in .

= in 0o, sin » sin 6; =sin bo.

2 mga 1z sin 6o
Ixs Cl)g

6, —6, — o+ mga I sin Go (65)

2 I} 0}

(fig. 52). Din relatia ultimi din (57) si tinAnd seama de egalitatea

e1_00=

(64)

Unghiul mediu §m»==60+

(63) rezulti ci in timp ce O variazi intre 6o si 6, iuteala de pre-
cesie variazi dela zero la:
#* Tx o (cosBo—cos ) __2mga
Lsin?0, = Iiwe
Prin urmare iuteala de precesie medie este

mga
wlm ——
Ix, wo

(66)

adici acetas ca in caxul precesiei regulate.
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Observim cid in aceiag perioadd de timp variazi si iuteala de
rotatie proprie. In adevir, din relatia (56):

Ww=wo— w, cos .

Rezultd cd pentru 6==0o; w, =0 si deci w=wo, iar pentru

mga ) 2 0
0=0,; = 9% deci w=qo— 21I2C08T Obtinem o iuteali
Iz wo Iz wo
de rotatie medie wm:
___ _mgacosb
wn== wo T Las (67)

Intrucdt wo este mare in raport cu mga, putem considera pe
o constant in timpul migedrii si egal cu wo. In concluzie, rexulla
cd pentru tufele mar: de rotafie, miscarea giroscopului se apropie
de o precesie regulatd. Din aceasti cauzi precesia fn miscarea gi-
roscopului greu cu iuteald mare de rotatie proprie se numeste
pseudo-regulatd.

Perioada de rotatie proprie T, este:

T
T,= 2% (68)
wo
Peritoada de precesie Tp este:
T,=20=2%L (69)
w1 mga

Determinarea perioadei de nutatie,

Pentru aceasta vom rezolva ecuatia diferentiali (59) in cazul
cind diferenta 0, —— 0o este mici, adici pentru o variajie micd a
unghiului 6.

Avem in acest caz:

cos 0o —cos 6 =2sin GO;I—G sin 6—6o N (H—6,) sin . (70)

2
IntroducAnd aceasti valoare in (59) si av&nd in vedere ci:
db_ d0—06) . .~s.:
7 ar : sin 02 sin by
obtinem:
d(@—6,)? 2mga sinb I wi
[ dt 0] ===1, Ot — 5" 66
cu solutia:

. e . :
60— 6= mga I« sin Y [1_ cos (I" Do 4 )] (71)

2 2
]% 600 IX
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Perioada de oscilaie a nutajrei T» este deci:
2n _ 2rnl.

= = 72
Tn Ix wo I wo ( )
I-
L . .
Din (71) pentru {= Tome € obtine 6, gi diferenta:
x WO
he 6, — 6, — 2 mga ] sin 6,

2 n2
Ime

regiisind astfel formula (64).
Din (56) si (57) avind tn vedere (70) si (71) si luand

sin 0X2sinfo; cos 0 cos by, giisim:

_ mga(, Lo )

W=7 (1 cos — - 13 (73)
— . Mga cosbo ( . Lo )

0= W, Lo ‘1 cos —- ¢ (74)

Numirul de nutatii (numirul de bucle) ficut de axa girosco-
pului intr'o singuri rotatie complecti de precesie in jurul verti-
calei Oz, este:

- Tp - (Ix (‘)0)2
n= Tn mga 1. (73)

Se vede din aceasti relatie ci numirul de nutatii e cu atét
mai mare cu cit iufeala de rotatie initiali ®Wo este mai mare, cu
ct giroscopul este mai ugor (mg mai mic) si mai turtit (I« mare,
I- mic, @ mic). Acest numir de nutatii nu depinde de deschiderea
conului de precesie.

Sfdrleaxa adormitd. Ca aplicatie a studiului migcirii de nu-
tatie sd determinim conditia de stabilitate, in pozitie verticald, a
axei de simetrie a unei sfirleze cireia i s’a dat o iuteald de ro-
tatie proprie. Sfirleaza se presupune agezatd cu virful siu pe un
plan orizontal lucios.

O asemenea sfirleazi pare nemiscatd, cel putin ca prim
aspect si din aceasti cauzi se numeste sfdrleaza adormitd.

Fie O punctul de sprijin si Oz axa sfarlezei (fig. 53). Din
conditia initiald, Oz fiind vertical, rezulti 6o=0 si cos fp=wo=1.

Fecuatia (62) devine:
flul=(1 —u) [2mga 1. (14u)—12 0f]=0
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2 0.2
avind ridicinile 1 si EL —1.
2mgal.
Pentru
Ix’ Cl)o2
2mgalx_1 >1 (76)

rezultd pentru ridicina micd valoarea w, =cos 6, =1 si prin ur-

4%

ﬁw

0
Fig. 53

‘mare axa Oz a giroscopului, variabili in general intre 6, si (,

-este stabild deoarece Go=0, = 0.
In cazul cAnd inegalitatea (76) nu este satisficutd, rezulti

— o Ixz wOZ
Uy =cos ;= 5 mga 1. 1
51 prin urmare axa Oz pu mai e stabild, ci variazi intre 6,=0
§i 01.
Inegalitatea (76) se poate pune sub forma
2V mga I
— 0, > V—IQ— (77)
x

Dacid aceasti iuteald initiald ar rdméne constants, sfirleaza ar
continua si doarm# linigtitd, dar din cauza frecidrii in O §i a re-
zistentii aerului, iuteala de rotatie proprie scade cu timpul. Con-
ditia de stabilitate nu mai este indepliniti si axa Oz se inclind
din ce in ce mai mult gi sfirleaza igi sfargeste migcarea prin ciidere.



70

CAPITOLUL XV

Studinl migearii giroscopului sub influenta
rotatiei piméintului

Vom studia in cele ce urmeazi influenta rotatiei pdméntului
asupra migc#rii giroscopului in urmitoarele cazuri:

A) Cazul cand axa giroscopulvi este mobild in planul ori-
zontal al locului.

B) Cazul c4nd axa giroscopului este mobild in planul meri-
dianului locului.

C) Cazul cand giroscopul este liber.

Fig. b4

Caxul A). Si presupunem un giroscop centrat, ciruia i s’a
-
dat o iuteali de rotatie proprie ® in jurul axei sale Oz, axi mo-

bili in planul orizontal P al locului (fig. 54).
-
Notiand cu ®, iuteala unghiulari de rotatie a pimantului, ob-

tinem prin proectii, componentele:
w; cos A == componenta dupi direct{ia tangentei la meridian
in planul P,
®, sin A= componenta dupi directia verticalei locului.
(A = latitudinea locului).
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Ne propunem si studiem migcarea axei de simetrie Oz a gi-
roscopului in planul orizontal P, in jurul verticalei locului, de o
parte sau de cealaltdi a tangentei orizontale N’S’ la meridian
{fig. 55). Migcarea este o rotatie simplid in jurul verticalei.

Hl

Z
N W, 00s A

tg.in 0 Ia me- N
ridianul trecind, N
prin 0 | \

| \
N

I
: Planul
) orizontal P

s
Fig. bb

Fie ¢ unghiul lui Ox cu N’S'. In raport cu un sistem fix
de axe, ecuatia migcirii este:

da*e
1. =N 78
in care M reprezinti suma momentelor fortelor exterioare. In cazul
nostru, studiem insi miscarea relativd a giroscopului fat{i de piméint.
In acest caz, pentru a putea aplica formula (78), trebue ca in I
8d introducem i cuplele de inertie datorite migcéirii p#méntului:

-
1) Din rotatiile ® gi , sinA rezulti momentul fortelor de

o > > -> _
inertie (cuplul giroscopic) M, =1. w A w, sinA, (de mirime I ww,

. - - - - ﬂ
sin} cici unghiul intre w si o, sinA este ?) Vectorul care re-

prezinti acest moment, este situat in planul P si efectul sdu este

anulat prin condifia impusd dela inceput ca axa giroscopulur sd
rdmdnd in planul P.

—_
2) Din rotatiile ® gi ©, cosA rezulti momentul fortelor de

: : P > ' -
inertie My =1, 0 A, cosA de mirime I; W, cos*sin®, indreptat
dupi verticala locului, cuplu ce cauti si micgoreze pe 9.
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Deci
M, == — I, ww, cos Asin ¥

Introducand in (78):
2
ttiit:P + % 0w, cosAsinp=0. (79)
Pentru ¢ suficient de mic, sin ¢ poate fi inlocuit cu ¢ si
ecuatia (79) reprezinid o oscilafie simpld armonicd in jurul lus
N’'S’ cu perioada:

I,
T=2ﬂ\/— 30
I wow, cos A (30)
Poxitia de echilibru a azei Ozx este pentru ¢ =0, adicd pentru
caxul in care axa giroscopului este indreptatd dupd direcfia meri-
dianulur loculua.
Rezulti deci ci prin freciiri sau printr’un sistem de amorti-

 mwm perpendiculard in O
pe planul meridion NM S

Fig. 56

zare convenabil ales, axa Oz a giroscopului se va opri pe directia
tangentei la meridian N'S".

Proprietatea giroscopului ldsat cu axa sa liberi in planul ori-
zontal de-a se aseza cu aceasti axi dupi directia meridianului, a
fost experimentati de Foucault gi intrebuintati in marini si aviatie
la constructia compasului giroscopic pentru determinarea nordului.
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Caxul B). Si considerim acum cazul unui giroscop al c&rui
axi Oz este mobili in planul vertical al meridianului (fig. 56).
Procedand analog ca in cazul precedent, ob{inem urmitoarea
ecuatie a migcdrii axei Ox:
azé
dr?
in care 0 reprezintd unghiul axei Oz cu direc{ia Nord-Sud (fig. 56).

Pentru 6 mic, sin 6 poate fi inlocuit cu 6 si ecuatia (81)
devine :

1. =—I,ww, sinf (81)

azo I

ap T, 00 0=0
si reprexintd o oscilafie armonicd simpld a axei Ox in jurul direc-
{tes N-S cu perioada

T=2nv I (82)

Ix w1

Poxitia de echilibru a arer giroscopului are loc pentru 6=0,
adicd in caxul cind axa giroscopului are direcfia axer polilor.

Prin urmare, fie prin freciri, fie prin aplicarea unui amor-
tizor, giroscopul se va opri cAnd axa sa va fi paraleld cu axa de
rotatie Nord-Sud a piméintului. _

Aceastd proprietate a fost experimentati de Foucault si in-
trebuintatd ulterior la constructia giroscopului de azimut care de-
termini latitudinea unui punct depe pdmént prin citirea unghiului
ficut de axa giroscopului cu orizontala.

Caxul C. In cazul giroscopului liber, in sistemul de axe fix,
rotatia pAmAntului nu are nici o influenti. Prin urmare, daci agezim
axa Oz-a giroscopului in directia unei stele, axa continui si ri-
méind in aceasti directie cu toati rotatia pdmantului.

In raport cu piamintul, axa Ox a giroscopului este insd mo-
bild, descriind in jurul unei paralele la axa polilor pimantului N-S,
un con de precesie in 24 ore siderale si avAnd sensul de rotatie

invers cu acel al rotatiei piméntului. In" adevir, si considerim un

. >

giroscop a. cirui axi Oz in jurul cireia se roteste cu iuteala w,
> ' A

face cu iuteala w, de rotatie a piméntului unghiul 6 (fig. 57). Cand

studiem migcarea acestui giroscop in raport cu p#méintul presupus

fix, trebue sd introducem cuplul de inerfie:

M;=1.w Aw, de mirime I: ww, sinb, drept cuplu activ. Sub
. ->
actiunea acestui cuplu, giroscopul ia o migecare de precesie — w:
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-
egali gi direct opusi cu w;. Rezulti deci ci in raport cu pdméntul,
axa giroscopului se rotegte in sens invers cu rota{ia piméntului
ficand o rotatie complectd in 24 ore siderale. In raport cu un sis-

——— ;
sensul de rotatie ol Famé‘nb.'
~W

)
s
Fig. b7,

tem de axe fixe, axa giroscopului riméne fixi in spatiu, intrucit
efectul rotatiei pidmAntului este anulat de rotatia direct opusi de
precesie a giroscopului.

CAPITOLUL XVI
Influenta freeirii asupra migedrii giroseopuluni

Studiul influentii frecirii asupra migcérii giroscopului in cazul
general prezinti mari greuti{i analitice, astfel inc4t pén# in prezent
nu s’a putut obtine o soluiie complecti a problemei.

In cele de mai jos se arati influenta frecirii in céAteva ca-
zuri simple.

Oaxzul A. Giroscopul suspendat cardanic in centrul de greutate.

-+
S4 presupunem iuteala de rotatie proprie w mentinutid cons-

tantd printr’un mijloc exterior: presiunea unui curent de aer, curent
electric, etc.

In acest caz, efectul freciirii axei giroscopului pe inelul car-
danic interior este anihilat. In schimb din cauza freciirii datorite
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-
rotatiei de precesie w;, mirimea w, scade. Intrucit in cazul giro-

scopului liber suspendat in centrul de greutate trebue si avem:
I o+ (I — 1z )w, cos§=0 (83)
(relatie demonstrati in Cap. VII formula (33))
- ->

Deoarece w este constant si w, scade, rezultd ci mirimea lui cos 8
trebue si creascd si s ajungi la valoarea -+1 pentru I <I» (gi-
roscop alungit) sau la valoarea — 1 pentru I.> Ix (giroscop
turtit). Rezulti 6=0 sau 6=m.

Deci in ambele cazuri axa giroscopului ia locul axei de pre-
cesie, iar migcarea giroscopului se reduce la migcarea de rotatie

proprie in jurul axei sale.
. . N
In cazul, cind iuteala de rotatie proprie w nu mai este men-

tinutd constanti printr'un mijloc exterior, se produce un cuplu de

~>
frecare M in jurul axei giroscopului care va cauza sciderea lui .

Vectorul care reprezinti acest cuplu este indreptat dup# axa
->
Oz i este de sens contrar lui w.

Actiunea cuplului de frecare asupra inelului interior cardanic

> >

este cuplul My egal si direct opus lui M; (conform principiului
actiunei gi reactiunei) iar proectia acestui cuplu pe directia axei
de precesie w, este M/ cos 6.

r
Pentru I. <<Ix (giroscop alungit) 6 este cuprins intre — —

2
ﬂ ’ .
si +? iar cuplul M/ cos 6 cautd si mireasci pe w, (fig. 58).

Intrucat relatia (83) trebue si fie satisficutd, trebue ca si se

. - - ﬁ
micgoreze cos 0, deci 0 cregte ajungind la valoarea 6= — cind axa

2

giroscopului este perpendiculari pe axa precesiei (pozitie instabili).

T
Pentru I, > Ix (giroscop turtit), O este cuprins intre * o

gi £ iar cuplul M/ cos 6 cauti s¥ micgoreze pe w, (fig. 59) care
scade mult mai repede ca w.

Intrucit relatia (83) trebue si fie satisficuti trebue si se
mireasci cos 6, deci 0 se micgoreazi ajungind la valoarea 6§=0,
cind aza giroscopului se aseaxd peste axa de precesie (poxifie
stabild).

Caxul B. Giroscopul greu cu o iujeald mare de rotafie proprie.
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Si considerim un giroscop greu in migcare de precesie regu-

Fig. b8

latd, in jurul punctului O, avind iuteala de rotatie proprie w, iu-
teala de precesie w, (in jurul verticalei Ozi) si centrul siu de

Fig. 60

greutate G situat pe partea positivd a axei de simetrie Oz (fig. 60).
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_) _>
Fie M, momentul in O al greutitii (Mo perpendicular pe
->

palanul 2, Oz) si K vectorul reprezentind suma momentelor canti-
Y
titilor de migcare. In cazul unei rotatii proprii cu iuteali w mare
> -

putem considera K=I: w in lungul axei Oz. Tinind seama numai

+
de momentul greut#tii, conform teoremii dati de relatia (8) iuteala vx

B o
a extremitd{ii vectorului K este
-> >
’UK=%0

Sub influenta frecirii insi, iuteala de rotatie proprie w scade
in timp ce iuteala de precesie w, se miregte.
Fenomenul se observd ugor experimentul. Rezulti ci cuplul

de frecare ﬁf are o componenti indreptati dupi Oz de sens con-
trar cu_c: si o componentd dupi Oz, de acelag sens cu a_)r Vee-
torul 53’3/” se giseste deci in planul z,Ox gi are directia si sensul
aritat in figurid. Practic 93_3),' se poate considera de mdrime cons-

tantd st de direcjie orixontald..

Prin aceste aproximatii rezultdi ci am neglijat frecarea de
pivotare in jurul verticalei, precum gi frecarea de ununtatie, nefinind
geama deciAt de cuplul de frecare de lunecare al extremititii O a
giroscopului in lagirul siiu fix (extremitatea O s’a presupus emis-
fericd, iar lagirul un con plat cu axa verticald).

AplicAnd relatia (8) avem tinind seama de frecare:

> 2> > > >
vx'=Wo+ WMy =vx s
-> >
unde vy = My,
->
Se observid ci sub actiunea cuplului de frecare, vectorul K

g1 axa Oz se indreaptd citre verticala Oz;.
Acest fenomen se poate exprima in modul urmitor: frecarea
redreseaxd axa de rolalie proprie a giroscopului aducdnd-o pe cea

mazr scurtd cale spre verticald.
->
Extremitatea vectorului K descrie in acest caz o curbd ase-

mdndtoare spiralei lui Arhimede, ajungind dupi un numir finit
de nutatii si intr’un timp finit pe verticali.

Giroscopul odati ridicat, cuplul de frecare de lunecare m,
dispare, rim4nand in actiune numai frecarea de pivotare care va
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- -
micgora iuteala w si vectorul K, producind cu timpul ciderea gi-

roscopului.
In ceeace privegte nutatia, mentiondim faptul ci in cazul gi-

roscopului cu iuteald mare de rotatie proprie, iujeala de nutatie 6
schimbindu-gi mereu gi repede sensul, frecarea ce se produce prin
aceasti migcare igi va schimba deasemenea sensul, “ar efectul

z
acesletr frecdri se reduce numai la micsorarea lut 0 §i dect la mic-
sorarea miscarit de nutafie.

CAPITOLUL XVII
Migcarea giroseopiei in univers
Miscarea giroscopicd a pdmdantulus.

Piméntul are forma unui elipsoid turtit al cdrui plan ecua-
torial face cu planul traectoriei p#mAntului in jurul Soarelui

PLANUL ECLIPTICE]

Sensul migcsrtt -
oparonte asaezlu!

QU «linic aoduritor

fwzo- momantu! atracliei solare

o
Fig. 61

{ecliptica) un unghiu de 28°5. Dreapta de intersectie intre planul

ecuatorului si planul eclipticei se numegte gi in Astronomie, linia
nodurilor.
Atractia Soarelui di un cuplu in jurul axei nodurilor, care

are tendinta de a face ca planul ecuatorial al pimantului si se
ageze in planul celipticei (fig. 61).

Pimantul ins#, considerat ca un corp rigid, se roteste in jurul
axei sale ficdnd o rotatie pe zi, adicd

— 27 rad
©T94 X 3600 ° sec
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deci poate fi comparat cu un giroscop, care ar avea centrul de
greutate sub punctul de reazim.

—>
Momentul M ii di deci o migcare de precesie in jurul nor-
malei la eclipticd. Aceasti precesie di nagtere migc#rii retrograde

a nodurilor cu 50” pe an. Rotatia complecti a axei pimantului in
0

%=26000 ani.

In general, se considerd axa de rotatie Ox ca trecAnd prin
polii geografici. In realitate, aceasti axi intersecteazi suprafata
piméintului in alt punct care se mige, trasiénd pe suprafaia pi-
méntului un cere, cercul lui Euler.

Presupunind piméntul ca un corp rigid a cirui turtire este
datid de elipticitate:

jurul normalei la ecliptici se face deci in

L—-T _ 1
Iz 300
si {inAind seama de relatia (31) care di perioada in care axa Oz
_>
executd o rotatie complectd in jurul vectorului iutelii w.
T=2% _Ir_ _ ZEX300X24X3600 300 sile=10 luni.
w Ix -_ Ix 2 T
Aceasti perioaddi de 10 luni nu s’a adeverit experimental,

-
cici deplasarea masselor de aer schimb# viteza de rotatie w, deci

lungimea zilei.

Deasemenea, piméntul niu este rigid, ci se deformeazi elastic
din cauzi cd prin oscilarea polilor, fortele centrifuge variazi. Pe-
rioada determinati experimental (perioada lui Chandler) este de
14 luni.

Miscarea giroscopicd a atomulus.
Intalnim deasemenea fenomene giroscopice si in infinitul mic.
Astfel, atomul considerat tzolal, cu toati constitutia sa complexi,

formatd dintr’un nucleu si un anumit numir de electroni, care se
->
rotesc in jurul acestui nucleu, are totus un vector K al momen-

tului cantitifilor de miscare, rezultant al vectorilor momentelor
cantititilor de migcare elementare, ai fiecirui electron in migcarea

sa. Acest vector rezultant E este constant in mdrime, direcfie §i
sens, iar suportul sdu trece prin centrul de greutate al atomuluz.
Se poate considera ci vectorul K trece prin nucleul atomului.
Putem deci, prin analogie, si asemZnim un atom cu un solid
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suspendat in centrul siu de greutate si cHruia i s’a imprimat o
iuteald de rotatie in jurul unei axe principale de inertie.

-
Si considerim acum atomul intr’un cAmp magnetic exterior H.

Sub influenta acestui cAmp se exerciti asupra atomului, un

> e
cuplu atomic M perpendicular pe planul determinat de vectorii K

_>
si H, dat de relatia:

> > >
M=0.KAH
-in care a este un scalar, care depinde de sarcina electronului, etc.

-
Sub actiunea acestui cuplu, axa vectorului K are o migcare

de precesie in jurul unei axe care trece prin centrul de greutate
-+
i paraleli cu directia cAmpului H.

Suntem deci intr’un cax cu totul asemdndtor giroscopuluz greu
sub acfiunea momentului rexultat din greutalea proprie (cimp gra-
vitafional).

\—)
Mentionim faptul ci producerea cuplului 2N se datoreste mis-
cirii electronilor, traectoriile acestor electroni indeplinind un rol

identic cu cel al spirelor unui solenoid.
—>
Tuteala de precesie a vectorului K se poate observa prin me-

tode speciale precum liniile noi in spectru (efect Zeeman), metode

de rezonanti, etc., iar pe baza acestor misuritori se poate deter-
>
mina valoarea momentului magnetic M.



PARTEA 1II
APLICATIILE TEHNICE ALE GIROSCOPULUI

CAPITOLUL XVIII

Fenomene giroscopice in miscarea vapoarelor si avioanelor

S&4 presupunem un vapor cu turbind, cu axa de rotatie Oz
in lungul vasului, sustinutid in lagirele A si B (fig. 62). In cazul
cind vaporul inainteazi in linie dreaptid in directia Oz, nu se in-
tAmpld nimic deosebit.

Fi