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Partea a lil-a

TEORIA CAMPURILOR

Capitolul VII
CAMPUL SCALAR

§ 47. CAMPUL SCALAR S$I SUPRAFETELE DE NIVEL

Definijie. Fie un domeniu Q in spafiu (vezi fig. 95). li
atribuim o functie scalara @, uvdnd o valouare numerica bine
determinata in fiecare punct. Vom numi o fungtie de acest fel
junciie de punct in domeniul considerat, iar domeniul Q il vom
_humi cdmp scalar ul functiet
@. Daca ne vom referi la
coordonatele cartesiene, po-
zitia fiecarui punct va fi de-
terminata de coordonatele lui
x, y §i z. Prin urmare, putem
caracteriza funciia @ drept o
functie scalara oarecare de. - . d
coordonate x,y, z.

o(x, y, 2) (1)

In cazul general cand nu
ne vom rcferi la un anumit
sistem de coordonate, vom
scrie

Fig. 95

(M) sau @(r) (2)

Acest simbol ne arati cid valoarea lui ¢ depinde de po-
zitia punctului M. .

Domeniul Q poate ocupa o parte limitata a spatiului sau
intregul spatiu. In prima ipotezd trebue precizate in fiecare
caz concret suprafelele care-1 limiteaza. In particular, domeniul
Q poate degenera intr'un plan (sau intr’o portiune de plan).



4 I. F. DADON

Zicem atunci ca avem de a face cu ,un camp scalar plan.«
Notiunea campului scalar esle foarte raspandita in fizica
de unde a trecut si in stiintele matematice. Se pot da o
muli{ime de exemple fizice de campuri scalare.-
Si consideram astfel domeniul Q care reprezinta un volum
oarecare ocupat de un corp fizic la un anumit regim termic.
Temperatura T arc o valoare¥bine determinata pgin%fiecare

punct al corpului
T(r, y, 7).

Ansamblul valorilor !lui Tjin {loate punctele volumului
considerat constitue cdmpul scalar al temperaturilor. Daca
vom infelege prin domeniul Q volumul unui $olid oarecare,
putem considera densitatea materici y(r, y. z). in ficcare punctk
al solidului. Obtinem punctul scalar al densita{ilor §.a. m. d. ).

Sa considerim inca un exemplu din teoria electricitatii.
Un camp clectrostatic este produs de sarcina punctiforma gq,
situata intr’'un punct oarecare A (§ 44. fig, 89). Fie M punctul
considerat al acestui camp, situat la distanta r de sarcina.
Dupa cum am vazut mai sus, fiecarui punct M ii poate fi
atribuitd o marime scalard V egala cu

V 2 1 (3)

er

O vom numi potenfialul campului clectrostatic in punctul
daf. Numeric, aceasti marime este cgala cu travaliul pe care
l-ar efectua fortele cAmpului deplasind o sarcina unitara 41
din acest punct la infinit. Totalitatea valorilor functiei V in
toate punctele spatinlui constitue un camp scalar oarecare
numit cdmpul scalar al potenfialului. Daca acest cAmp elec-
{rostatic va fi produs de cateva sarcini punctiforme, poten-
tialul lui intr’'un punct arbitrar se va exnrima, dupa cum am
vazut, prin formula:

5 . 8 g

q—’+—q—'—f— ...... LTI R L

ary er, =y j—1 &
ri — fiind distanta punctului considerat M dela sarcina gq;
Problema noastra constd in studiul metodelor de cerce-

tare a campurilor scalare.
Prima si cea mai simpla mectoda consfa in trasarea asa

1) Dupa cum se stie din fizicd, prin densitatea vy a unui corp in-
o . Alll . N . - - .
tr'un punct dat se intelege lim —_—, adica limita raportului unei mase
Anrso AV
infinit mici Am citre volumul! Av din jurul punctului, cind cel dintiij
tinde spre zero, strangandu-se in jurul punctului considerat.
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numitelor ,,suprafete dc nivel* sau ,,suprafetc izostatice. S3i
atribuim scalarului ¢ o valoare numerica oarecare C

o(x, y, 2)=C (4)

si sd gasim locul geomelric al tuturor punctelor regiunii in care
[unclia primeste aceuasla valouare dald. Vom obline, in general.,
o suprafatd § binc determinata, cunoscand din geometria ana-
litica c& locul geomecetric al punctclor ale caror coordonate sa-
tisfac o ccuatic de forma (4). constitue o suprafatd. Aceastid
-suprafata e numitd suprafata izostatica?!) sau de¢ nivel, iar
egalitatea (4) reprezinta ccuafia ci in coordonate cartesienc.
Atribuind lui € diferite valori numerice

Coy Ci=Co--ANCy; C,=C,+ACy;....., 5 a m, d.,

vom obline o familic_de. suprafele de nivel.

In $t11ntele aplicate acceste suprafcie poartd nume spe-
ciale. In electrostatica 1i se zice suprafcte _¢chipotenfiale
(adicd de potential constant), in tcoria caldurii - izoterme
s. a. m. d.

In cazul particular al unui cAmp scalar plan, vom oblinc
dinii de nivel definite prin ecuatiile ¢ (2, y) = €. De [)llldd,
Serviciul meteorologic trascaza zilnic, la ore anumite, linii de
temperatura constanta (,izoterme*) si dc¢ presiune constanta
(,»1zobare**) pc harta ficcarei tari. Pe cartile topografice vedem
linii ,,orizontale*s, ctc.

In practica, liniile sau suprafeclele de mnivel se traseazi
la. .trepte** numerice egale una de alta, adica

.= AC.

ANCo=AC,=AC,

Imaginca suprafetelor trasale in campul respectiv, clari-
ficd in mare masura structurc lui. Aceasta imagine ne ajutd
m primul rand sa ordonam oarecum conceptia noastra despre
campul in cauza, deoarece permite si judecam care sunt di-
vecliile in care functia cr-jte, care sunt acelea in care ea
scade, s1 in ce locuri isi conserva valoarea. Inatara de aceste
considerentc pur calitative, imaginea suprafctelor de nivel ne
permile si unele aprecieri cantitative, cu condiiia ca supra-
fetele sa fietrasate la ,,trepte” numerice A C egale. Asa, de pilda.
regiunilor in care suprafetele de nivel sunt mai apropiate unele
de altele si in care ,,densitatea* lor este mare, le corespunde
o variatie mai rapida a functiei ¢ intre doud puncte vecine.
Dimpolriva, in locurile unde suprafeiele de nivel sunt ,rare-

l) [Dela cuvantul :2s; : ,,egal“. Suprafefele izostatice sunt niste
suprafefe de valoare constanta pentru functia ¢. Presupunem ca functia
v este continud induntrul regiunii considerate, cu exceptia unor puncte
s1 linli, unde poatc suferi discontinuitati.]
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liate”, funclia variaza mai incet. Deci ne putem face o idce
justa despre rapiditatea variatiei unei funclii dupa suprafeiele
lor de nivel. Aceastd idee va fi amanuntit tratata in cele ce
u rmeaza.

Sa facem urmatoarea observalic: Daca q reprezintid o
[unclic univocd, suprafetfele de nivel nu se pol intretaia in ni-
ciun punct al campului. Intr'adevar, daca intr’un punct oare-
care s’ar intretdaia doua suprafele de nivel € si C; (C; £ (),
aceasta ar insemna ca in punctul de inlerseclic functia poale
avea in acelas timp doua valori diferite, cecace este imposibil,
deoarece am presupus functia @, ca fiind univoca.

Exemplul 1. Si se siudieze suprafelele echipotentiale ale
campului electrostatlic produs de o sarcina punctliforma g.

Rezolvare. Fic ¢ > 0. Egalam fupclia scalara (3) cu
constanta C.

e r ) 6))

Egalitatea repreziatd eccualia unei suprafele echipoten-
liale; s’o scriem sub forma

Observam ca am oblinut ccualia locului geometric  al

Fig. 96

punctelor cgal departate de punctu! dat A (unde este situata
sarcina ¢) sau cu alte cuvinte ccualia unci suprafete sfcrice
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cu centrul in A i raza cgald cu ——»E-(% (vezi fig. 96). Variind
sarametirul €, oblinem o familie de suprafcle sferice concen-
iricc. Raza r desereste pe masurad ce creste €. Prin wmare,
Junctia noastrd cresle pe mdsurd ce ne apropiem de punctul
A. In fig. 96 sunt reprezenlate suprafetele corespunczatoarc
valorilor conscculive C; 2C; 3C; cle. Dupa cum rciese din
‘igurd, suprafctele de nivel se ,indeasa* pe masurd ce nce
apropiem de punctul A.

Daca sarcina g carc creeaza campul ar fi negativi, su-
nrafelcle de nivel ar fi decasecmenca sferice, dar in acest caz
<i valorile lui € ar fi negative asa cum reicse din ccuatia (5)
Funclia scalara ar creste in accst caz algebric, pe masura ce
ne-am depdarta de punctul A

Fig 97

Exemplul 2. In planul xOy sunt date doua punctle F, §i
F,. Distanta dintre cle este egala cu 2c¢ (vezi fig. 97). Fiecarut
punct M al planului it atribuim o marime scalara

R (6)
Valoarca c¢i numerica cste cgala cu suma distantelor

dintre punctele date F; s1 F,. Carc sunt liniile de pivel ale
funcfiei
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Rezolvare. Egaland funclia cu o constanta, oblinem:

=1, +r,==const (7
Accasta cste ccualia unci familii de clipse homofocale.
avand focarele comunc in F, si FF, (in spaliu am obline «
familic de eclipsoizi de rotatic homofocali linia FF; F, ar repr:e-
zenta axa de rotatie).
Daca am fi considerat funclia scalarda r, —r, liniile d<
nivel ar fi fost ipcrbole homofocale (r,—r,=const = C)

§ 48. DERIVATA UNEI FUNCTII SCALARE IN RAPORT
CU O DIRECTIE DATA

GRADIENTUL

Pasul urmaitor in studiul campului scalar il constitue
crcarca notiunii de derivata a unci functii scalare in rapo:t
cu o directie dala.

Fic dat campul scalar al unci funclit oarccare @ !
punciul M in interiorul lui. Valoarea functici in acesl punct
va fi @ (M). Sa ne deplasam din M intr’un punct infinit veeix
M, situat la distanfa As de primul, pe o direclic paralela c:.
versorul dat s (fig. 98). Functia va lua in punctul M, o valoar:
oarccare @(M,). Diferenta ¢ (M,) — o(M) = A constitue cres-
terea functiei corespunzatoare deplasarii As. Sa facem raportu:

Ao _ o) —o(M)
As T As .

dintre cresterea functici si deplasarca  As. Acest raport 1e-
prezinta viteza medie de varialie a juncfiei pc unilatea de
lungime a drumului parcurs in directia data. Intr’adevar, dac:
pe distanta As tunctla a varlat cu A, pe o unittaie de luwe-
vime functia va varia in medic cu A? Facem pe As sa nndy
catre zero. in tol acest timp segmentul MM, trebue sa ramans
paralel cu versorul s. Punctul M, sc¢ va apropia nelimitat «v
M de-a-lungul unei drepte paralele cu s. In general, raportul
Agp
As
limita :

' linde catre o limita determinatia. Vo numi aceasta

c_p(.\[l) —i(p(\l)
As

lim - =lim (1;

As-o As Asso

derivata ¢ in punctul M in raport cu dircclia s si o vom not:

prin simbolul _afP_.
Js
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Astfel, prin definijice

= lim L (1,)
oS As=0 AS

(w3
8

Simbolul ,.0*“ accentucaza faptul c¢a functia poate avea
in punctul considerat M o mulfime infinitd de derivale in
raport cu toate dircctiile care diverg

in M. Totusi derivate
din M. Totusi dcrivata sc notcaza Z N,[pu.ymf;zmz}

adesca si prin simbolul Ao g A
ds B
Sa calculam valoarea acestei Miz:y:z)
derivate in coordonate cartesiene. i \S
Alegem drept sistem de referinta al r
campului nostru scalar sistemul de
coordonate rectangulare a0yz. In a- a /

cest caz, deplasandu-se dela pune-
tul M (v, y, =) pana la punctul I

M, (v -+ Ao, y+dy, z4A ), functia Fig. 98
va cresle cu ‘

do=o¢ (*+Ar, y +dy, s+ A1) —o (v, 4, =

Introducem in Jocul eresterii functici, diferenliala ci tolala

2 : 2
dgp = “ Py, ce Ay + C®Paza g,
o oy o< —_

e Jdo . 0@

3 1}1 .
cr dy 0=
fiind valorile derivatclor partiale in punctul M, iar = — o ma-
rime mmfinitezimala de ordin superior lul 1.

In acest caz

AT - ‘) g n] . ‘
lim 2e_ e, Jim A + iq) lim -A!l/+ —O;ip- Hm —
Mgy ? S (j/ J Ly S ol dsn A .\'/ C~ As=p >
Ct -
<& <
-+ hm -— (2)
Ason §
bar,

Adr=Ascosu; Ay =AscosB; Az =As cosr,
a. B. v fiind unghiurile deplasarii As, sau ale versorului s cu
axcle de coordonale. Deei

Ar Ay R

= ¢0osS a ; - = cos S$I —r— = COS ¥
As ’ A.\' B > A\
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Decoarcce tinzand catre M, M, ramiane mercu pe o dreapta
paralcla lui s, unghiurile «, § $i vy rdman tol timpul constante
si deoarecc

As30

Acclas lueru se poale spunc si despre cclelalte doua un-
. . € . -
ghiuri. In cceace priveste raportul T el tinde catrc zcero.
Din cele spuse rcicse ca putem scrice egalilatea (2) sub forina
o® Jo AL

0o
5« 32 Ccos oy cos g + 5 - cos ¥ (3)

-~ _—

Accasta expresie reprezinta tocmai paloarea derivalei in
coordonute cartesiene in punctul M in raport cu direcf{ia s. Este
remarcabila structura dubla a formulei (3). Pe de o parte
0% . .- . dy 0
—a-i- depinde de alegerea punctului considerat M, deoarece Ey 6—:P

s - X Yy

3
si % depind de coordonatele punctului. Pe de alti parte, in
5. aep 1

punctul dat, valoarca derivatei depinde de directia (a, B, 7)
in raport cu carc cste calculata. -

, Gradieniul unei functii scalare. Examindnd cu atentic
membrul drept al egalitatii (3) obscrvam ca forma lui cste
apropiatda de cea a proicclici unul vector oarccarc pe direclia
s. Intriadevar, dacd a reprezintd un vector oarecarc, proicctia
lui a; pe dircetia s, caracterizatd prin unghiurile o, 8 si 1 sc
exprimi prin formula

d: = dx CO0S a + dy cos B+ a, cos T (4)

S3i construim in punctul M un vector auxiliar G, avand
proiecliile pe axvele de coordonate respectiv egale cu deriva-
tele parliale ale funcfici ¢ in raport cu r, y, si z, adica

. 0w \
(Ix :é‘\_\f
G, =27 )
Oy
. d%
G, = -
’ Ox / (;))
_ 0%, 0% . , 0%
G_a.vl+ l]] Y k. (6

L)
T

. . . - . 0y
In acest caz, din formula (3) rciese ca derivata T
b
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»sle egala cu proicclia acestui vector G pe direclia s :

0 .
<= Gi=2, _
¢ S (/)
Vectorul G determinat de formulele (5). poartd numele
de gradient si se noleazd prin simbolul grad 7. Prin urmare

¢ © D
0% o | 9% . | 0%

irad © = -— i : .
5 oo +ay] 0z (8)

Egalitatca (7) poate fi transcrisi sub forma

‘)n
¢ -
= grad ¢s = grady .

5 (9)

>
>

Din ccle spusc oblinem teorcma: Intr’un punct dat, de-
irtvata unei funcfii scalare @ in raport cu o direclie oarecare
s este egala cu proieclia gradientului acestei functii in punctul
considerat pe directia data, valoarca gradientului se deter-
mina din formula (8) cu ajutorul cxpresici:

o 9 0

|~ V(g_i)+ (Sf)+ (3_2) (10)

1ar unghiurile pe care le formeazi cu axele de coordonate
vor fi:

G =| grad ¢

G

Gy
G

. . .
cos(G,x): (:\ ; cos |G,y | = : cos |G,z

Ficcarc punct al unui
¢amp scalar poscda un gra-
dicent.

Notda. Atunci cand am for- ¢
mat derivata (1) am fi putut Campul scalar ol
trasa prin M o curbid oarecare Mo funclier %

LL’ (fig. 99) in locul dreptei L
MM, Inlocul formulei (1) am 0 Y
i obtinut in acest caz :

lim » (My) — (M) o
A oo MM, s

, (1l’) I
Fig. 99

As Tfiind cresterea arcului s. Limita de mai sus reprezinti tocmai
derivata functiei ¢ in raport cu arcul s (deoarece coordonatele punc-
telor curbei sunt functii de s). Conform cu regula diferentierii unei
functii compuse putem scrie

0zr 0dz d 0 dy 0= d:

Rl _f b

= . + T

s Odx ds 0y ds 0z ds (

——
e
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| de dy . d:
dar 570 =51 -
'Wds’ ds* ds
tangent la curbd. Obtinem deci din (4)

reprezinta toemai cosinusurile directoare ale versorului =

. q .
dz
== Gz - {gru(l ,) =T,

0z
0 s S 0=
sau altfel : derivata unei functii scalare = in raporicu o curbd oare-

care coincide cu derivata in raporl cu directia < langentd in punctul W
la curbd.

Derivatele. Fie in punctul M gradientul AMC construit la
scard precum si dircctia s, determinatd prin drcapta Ms.
(fig. 100).

Sa coborim din € o perpendiculard pe dreapta Ms. Obti-

.o . . CQ < .
nem valoarea numerica a derivatei as trasata grafic la a-
cceasi scara cu MC si egala cu scgmentul MA. Repetam con-
structia pentru {oate celelalte direelii Ms, . Ms, .... s. a. m. d.
l.ocul gcometric al tuturor cxtremitiatilor aceslor proiectii
A,4, 4, . reprezintd o suprafala sferica, construita pe
segmentul MC, luat ca diametru.

Observatie. Daca una din drectiile Mk, formeaza un unghiu obtur

-

. . ¢z . - . .
cu directia gradientului, derivata ;9; va 11 reprezentatd geometric priu

tr'un segment cgal cu ML, luat insd cu semnul minus. Derivata va i
negalivi in raport cu aceastid directic.

Din fig. 100 reicse ca dintre toate dircctiile ce divery din
punctul M se remarca aceca care coincide cu direcfia insast
a gradientului si o a doua oarecare perpendiculara pe primic

Derivata gv luata iw

raport cu dircctia gradien.
tuluil primestc vatoarea ss
marimd, cgala cu | graa @.

Pentru directiile per-
pendiculare pe aceasla. de-
rivata cste nula.

Faptul acesta ne per
mite si dam o definitie de-

! finitiva a gradientului. in-
| y dependenta de sislemul d-
)r' \ J coordonate considerat di cpt

r sistem de referinta, deti-

nitic legata doar de camp si
de proprietatile funclici .

Gradientul unei funclii intr'un punct oarecare constitub
un vector egal in valoare numerica cu mavimual vitezei de

Fig. 100.
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variafie a funcliei ¢ in puncilul consideral si « carui direclie
~oincide cu direclia celei mai rapide dintre variatii.

Marimile independente de sistemul de referinfe carvacte-
rizind proprictatile de care sc bucurd in mod nemijlocit obi-
cctul studiat, poartda numele de invarianti ai acestuia.

Dc pilda, raza dec curbura a unei curbe intr’un punct
warccarc constitue invariantul c¢i in punctul considerat. Dim-
potriva, unghiul dintre tangenta la curba, intr’un punct oarc-
care, §i axa ¥ nu va constitui un invariani, dcoarece depindc
¢a marime dc alegerca axei x, adicad de alegerea unui anumil
sistem de coordonate.

Din cele spuse mai sus reiese ca gradientul unui camp
scalar constitue un invariant al campului. Marimea si dircctia
‘ui depind numai de proprietafile fuactiei ¢, fiind indcpendente

de alegerea sistemului de referinte. -

Directia MT, perpedicularid pe gradicnt prezinta o impor-
tan{d deoscbita prin faptul ca derivata in raport cu ea eslc
aula. Prin urmare, functia ¢ ramanc constanta de-a-lungul
anci translatii infinit mici efectuata din punctul M dc-a-lun-
gul unei directii perpendiculare pe gradient.

§ 49. GRADIENTUL $I SUPRAFETELE ' DE NIVEL

1° Sa consideram o suprafaia dc nivel S care trece prin
punctul M si satisface ecuafia -
r=C. (1)

33 denwstran ca gradientul este perpendicularipe aceastda
suprafala. Intr’adevar, fic MT o dircctie oarccare tangenta la
suprafata de nivel in punc-
tul considerat ({1g. 101) si
situata, prin urmare, in
planul P tangent la supra-
tala de nivel ce treee prin
punctul nostru. Decrivata
in raport cu acecasta di-
recfie estc nula. dcoarcce
functia este constanta pe
suprafata de nivel. Pe dc
altd parte, derivata trebuc
sa fic egala cu proiectia Gy
a gradientului pe accasta
dircctie. Rezulta ca

G, =0 Fig. 101

adicd gradientul esle perpendicular pe orice dreapta dusa in
planul tangent prin punctul M. Prin aceasta gradientul este
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perpendicular pe planul tangent insusi. Dect gradientul estr
orientat de-a-lungul normalei la suprafala de nivel.

2° Sa demonstram ca gradicntul este indreptat in sensui
cresterii functiei.

Sa construim in punctul M (vezi fig. 101) versorul nor-
mal n pe suprafata @ = C si oricntat in sensul cresterii lui ¢.
Sa consideram ca acest versor sc intretaic cu o suprafala
infinit vecina

o=C—H+ AC=C, (AC > 0)
in punctul M, si ci MM, = An. In acest caz
1 A_._,(:— ﬂEp — G- ¢ — (r )
Iim An—on= G- cos (Gym) =G- (+1) (2)

(am pus -+ in fata cosinusului, deoarcce nu stim inca daca
unghiul dintre G si versorul m c¢ste egal cu (° sau 180°).

- Membrul stang al egalitafii (2) este in orice caz pozitiv,
deoarece AC > 0. Prin urmare, considerdm si membrul drept
ca fiind pozitiv. Acest lucrua ne arata ci unghiul dintre gra-
dientul G §i n este nul si deci gradientul cste oricentat in sen-
sul ecresterii functici. Deci

. AC_d9 N
hmAn—an— G. (2)

Corolar. Proprielafile 1° si 2° ne permit sa dam inca e
definilie a gradientului, importanta in practica. Gradientul
unel funcfii scalare @ intr’un punct oarecare poate f[i definit
ca vectorul normal la suprafafa de nivel in punctul considerat,
orientat in sensul cresterii functiei st cgal in valoare numerica
cu derivala ¢i in raport cu normalu pe suprafatd.

19 ‘ ‘
ST —_ T
grad P= n. (3)

Acest lucru ne confirma din nou faptul ca gradientul este
nedependent de sistemul de coordonate, adica caracterul lui inva-
riant. :

Nc folosim de formula (3) in practici pentru calculul
aproximativ si constructia gradientului, atunci cand nu cunoag-
tem ccuatia analiticd a suprafeijelor sau liniilor de nivel.

Presupunem aproximativ

AC . o
grad IV (AC>0) (3

Astfel se procedeaza pentru construirea gradientului pe har-
tile meteorologice.
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Incheicm capitolul printr’un exercitiiu din domeniul clee-
trostaticeli.

Exercitiu. Campul clectrostatic estc produs de sarcina
puncliforma q situata in punctul 4 (fig. 96). Sa sc afle gra-
dientul potentialului

T (1 14
V==
eEr (*)

Rezolvare. Ne vom referi la sistemul de coordonate car-
tesicne rectangulare cu originea in punctul A. Vom avea in
acest caz pentru punctul considerat M (r, y, =)

r=| a2 4y? 42, ()

Gasim proicctiile gradientului pc axele de coordonate.
Pentru G, de pilda. oblioem

oV oV éar q or
(’x:_.—:’_' Ty ’
c.r or or S R
din formula (5) insa
ar v X

@ VetgprsE 0

In mod analog

or_Y¥ gor_= (6)
oy r o o=z 1
Astfel
Gx:—i.—;
e 1
; q y.
(,Iy:—?.-lg,
=4 =
G, = e 7

Inmulfind cgalitatile obtinute respectiv cu i, j §i k §i
adunandu-le, giasim

grad V :_Eira (it yj+ k)

Expresia din paranteze reprezinta vectorul de pozific r al
punctului considerat; deaccea

grad V=—9

Erar’ (7)
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In cele ce urmeaza vom deduce accasla formula si pe
alla calec.

Daca sarcina ¢ > 0, gradicentul este orientatin sens contrar
cu veetorul r. Daca insd ¢ < 0, orientarile lor coincid.

Corolar 1. Comparand (7) cu formula cunoscuta:

giasim urmaloarea relatic importanta.
E = — grad V. (8)

Intr’un camp electrostatic vectorul inlensitale B este egal in
valoare numericd cu gradienful potentialului V si este orientat
in partca opusd acestui gradient. Dupa cum vom vedea ulle-
rior, expresia ramanc valabild nu numai in cazul campului
produs de o singura sarcina, ci si in cazul unui camp clectro-
static -arbitrar. ‘

Corolar 2. Egalilalea vectoriala (8) sc descompunc in
trei egalilati analitice:

) 4 7 7
Ey= v, E. — oV si - F, - — av. (8)
or ' cy '

Intr’un camp electrosalic proiecfiile vectorului B pe avele
sistemulut reclangular de coordonale sunt egale respectiv cu
derivatele parfiale ale [uncfiei V in raport cu x, y si =, luate
cu semnul schimbat.

§ 50. EXPRIMAREA SIMBOLICA A GRADIENTULUI
OPERATORUL LUI HAMILTON

Sa consideram formula gradientului unei functii in coor-
donalce cartesicne:

acpi+ o9, 4 99

grad =
° A TS oy E

Sa-l scoalem pe @ in mod conventional din paranteza in
membrul drept, consideriandu-l ca factor:

., 0 o
ograd ¢ = [ - 1 -3 : |
grad e = | i+ 00+ 5 ke, (1)
Vom nota prescurvtal operatia 9 i+ ij —+ 9 k, carc
or oy 0<

consta din trei difcrentieri succesive in raport cu v, y, z, .apoi
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dintr’o multiplicare prin vectorii fundamentali respectivi si
dintr’o adunare, prin simbolul vy, adica:

o i‘ _6_' L _Q_
V=t T oyt T ez ()
Putem acum sa transcricm cgalitatea (1) sub forma:
grad ¢ = yo (3)

Simbolul y se numeste .,operatorul Jui Hamilton‘* sau pe
seurt ,,nabla‘. Dupa cum vom vedea mai jos, acestoperator joaca
un rol foarte importlant in calculul vectirial, analog in multe
privinle cu rolul derivatei din calculul difereniial.

Formula (3) se enunta astfel: ,,Gradientul functiei este
egal cu nabla @, sau mai pe larg: ,pcntru a gisi gradientul
funciici @ trebue sa-i1 aplicam operatorul nabla. Formula (3)
poartd dcnumirea. de expresic simbolica a gradientului.

Sa rezolvim cateva probleme din care sa reiasa unecle
proprietali ale opcratorului lui Hamilton, aplicat funcjiilor
scalare.

Problema 1. Sa se gaseasci gradientul sumei p+y a doua
functii scalare.
Rezolvarec. Gasim

aotv) _ap  3¥ . d(@+¥) _o0 ¥ o(e+¥) _d9  a¥

ox  9xr 9x ay oy 9y 8z 0z 9z
Inmul(ind respectiv cu i, j si k si adunand, obtinem
grad (p+V¥) = grad ¢ + gradV, (4)
sau inca
Viep+V) =votvyV¥. (4)

Problema 2. Si se giscasca gradientul produsului (@ V)
a doua functii scalarve.
Rezolvare. Gasim

ﬂq’)'i).:qj(ﬂ-{- l‘uam. "

ox ox dx’
o (9.¥) _ oV o . .
L= — 4 — > '.
oy Pay T Vay oo
QLQ;QJ: Q¥+-WQ$

Inmul{ind cu versorii fundamentali i, j si k $i adunand
pe coloane, obfinem : -
grad (p.¥) = pgradV¥ + Y grado (95)

2. — DBazele calculului vectorial
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sau inca |
v(p.¥) =oy¥+Y¥Yve. (59

Problema 3. Si se giseascd gradientul unei funclii sca-
lare compuse. 3 _ .
Rezolvare. Fiind datd o functie oarccare F (u), care
depinde de u, iar u la rindul sau esle o funclie de x, y, =
adica _
u=o(,Yy,7

In acest caz

oF g uy . 94,
Jr or
oF , ou
- = F u.) . —— 9
oy ( oy
oF , ou
vo __F'(u) . ==
oz (1) 0z
Inmultind cu i, j si k si adunand, oblinem
grad F(u)*= F'(u) grad u, (3]
sau altfel
vFu) =F(u)vyu. (6

Prcblema 4. Sa sc gaseascd gradientul lui r, r fiind dis-
tanta punctului considerut M dela un punct oarecare A ales
drept origina (fig. 102).

Rezolvare. Alegcm drept sistem de referinla al functiei
r.un sistem de coordonate rectangulare cartesiene cu originea
intr’un punct arbitrar O, diferit de A.

FFunctia noastra va fi de forma

=Y (@ —a) + (=0 + (z— )%

De unde gasim

or r—a r—a

o V(@—aPF(y—blr+(=—c)k r
In mod analog
o _y—b

$i ﬂ — L —2c
oy r 0z r

Inmul{ind cu i, j si k si adunand, objinem

grad r = %{(:r—a)i + (y — b)j + (:—c)k}
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Expresia din parantezi reprezinta tocmai wvectorul de
pozifie al punctului considerat M in raport cu originea A.

Avem deci Miz.4.2)

z
grad r = —=r° (D L/
-

sau sub forma simbolica Aw.b.c)
r 0
V== r’. 7 ¥
z
Problema 5. Si se gaseascd gra- Fig. 102
dientul unei functii arbitrare de forma

F (r).
Rezolvare. Aplicim mai intiiu formula (6) pentru o
funclie de functie

grad F (r) = F' (r) grad r.
De unde, in baza lui (7)
gradF (r) = F’ (1) —I’— = F (r)r* (8)
sau sub forma simbolica
vF(r)=F (r)-f— = F'(r)r’. (8a’)

Observatie. Cu toate ca demonsiratiile au fost facute cu ajutorul
sistemului cartesian de coordonate, rezultatele deflinitive nu depind de
alegerea unui sistem de coordonate, ele fiind invariante.

§ 51. EXERCITI

Sa terminiam capilolul prin rezolvarea unor exercitii.

Exerciliul 1. Campul electrostatic este produs de cateva
sarcini punctiforme ¢q,, ¢, ...., go. S& se gaseascd gradientul
[unctiei :

v B, 4 4 4o ; gi

- 7 sesasn . LY
er, er, Elp i=1€ I'j

ri fiind distanlele dintre punctul considerat M si punctele 4 ;
in care sunt situate sarcinile.

Rezolvare. Folosindu-ne de formulele paragrafului pre-
cedent, obtinem cu usurinta

rj i=181'i
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Corolar. Comparand cele de mai sus cu expresia vecto-
rului B gasim

BE= —grad V, (1)

adicA acelas rezultat ca si in cazul unei singure sarcini punc-
tiforme.

Exercifiul 2. Si se demonstreze ca normala la elipsa, in-
tr’un punct arbitrar ales, imparte in doua par{i egale unghiul
dintre vectorii de pozilie ai acestui punct.

Rezolvare. Sa ne amintim de campul scalar al functiei
@ = r, + r, pe care l.am studiat in § 47. Liniile de nivel ale
acestel functii sunt niste elipse. Sa calculim gradientul funciiei
de mai sus intr’un punct oarecare M situat pe una din ehpse
In conformitate cu formulele paragraful_ui precedent

grad (r,+r,) = =% Iz 4. (2)
"1 r, !

Reiese ca gradientul este egal cu diagonala rombului construit
pe versorii vectorilor de pozijie dusi din focarecle elipsei la
punctul M (fig 97). Normala imparie deci in doua par}i egale
unghiul dintre vectorii de pozilie. Din acclas desen reiese ca
tangenta la elipsa are aceeasi inclinare fata de wveclorii de
pozilie, dusi in punctul de tangenia.

Daca am fi considerat funciia ¢ = ry,—r, am fi putut
demonstra in mod analog ca tangenta la iperbola este bisec-
toarea unghiului dintre vectorii de pozilie.

Acest lucru ne arata cia fiecare curba din familia elip-
selor homofocale intersecteazid curbele familiei de iperbole
homofocale sub un unghiu drept. Aceste doua familii se nu-
mesc reciproc-oriogonale.

Exercitiul 3. Se stie ca potentialul V al campulul exte-
rior produs de un cilindru de lunginte infinitd avind sarcina
uniform repartizata esle egal cu

| C—2\Inp, (3)
A — fiind sarcina pe unitatea de lungime, p — distanta dintre
punctul considerat si axa cilindrului, iar C — o constanta ar-

bitrara a carei valoare depinde de alegerea suprafetci iniliale,
astfel incat valoarea potentialului ei sa fic egala cu aceea a
potentialului inifial V.

Sa se determine suprafefele echipotentiale ale campului
produs de doi conductori paraleli. purtind sarcini diferite si
avand raza scctiunii transversale negliiabild in raport cu dis-
tanta 2c¢ dintre axele conductorilor (aceasta insemneazi c¢a
putem socoti conductorii nostri, intr’o prima aproximatie, drept
linii drepte lungi si infinite, fara grosime).
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Rezolvare. Fie axele conductorilor perpendiculare pe
planul desenului. Notam punctele de interseciie cu planul
nostru prin A, si A, (fig. 103). Alegem axele de coor-
donate ca in figura. Fie M punctul considerat. Distanta lui
dela A, 51 A, o notdm respectiv cu p, si p,. Campul va fi, evi-
dent, acelas in toate planele perpendiculare pe axele conduc-
torilor. Ne putem, deci, margini la studiul caimpului doar in
planul 20y. Pentru a preciza, socotim conductorul din dreapta
ca fiind incarcat pozitiv, A fiind valoarea sarcinii pe unitatea
de lungime. Potentialul produs de conductor in punctul
M va fi

Fig. 103

In mod analog, potentialul produs de cel de al doilea con-
ductor in acelas punct M va fi

V,=C + 2\lnp,

In acest caz valoarea totala a potentialului va fi
V=V, L V,=2C+20(lnp,—1np) =2C+ 2x1n L2 (4)

° . Al L
Trebue sa gasim suprafefele echipotentiale ale campului
scalarcorespunzator functiei V.
Vom obtine ecuatia unei suprafete oarecare egalind V cu
0 conslanta
2 ¢ + 2\!n 22= const

1
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de unde
In P2 const
P4
sau astfel
—2 = const= k. (5)
Py

Aceasta ecualic exprima principala proprictate a supra-
fetei echipotentiale.

In planul xOy ecualia va delermina o linie oarecare CMD,
care poseda proprietatea ca raportu/ distanfelor unui punct
arbitrar M deia punctele date A, si A, reprezinld o mdrime
constantd egala cu un numar oarecarc k.

Trecand la coordonatele carlesiene, scriem ecuafia (5)
dupa cum urmeaza

Ve — o T o

3

sau inca
(x + )+ y* = K {(x — c)* + y7).

Efectuand parantezelc, oblinem
VA —KF) +2c A+ )+ y* (1 —=Fk%) = (K —1) (8)

sau inca
1 + k2

C 1{—2——1 T

In planul x0y, ecuatia reprezinta un cerc. deoarece coefi-
cientii lui 2*® si y* sunt egali si nu contin niciun termen in zy.
Parametrul k fiind variabil, vom obtine o familie de cercuri.
In spatiu, acestei familii ii vor corespunde niste cilindri.
Cercurile noastrc vor constitui directoarele acestor cilindri.
Axele cilindrilor sunt paralele cu axele conductorilor.

Deci, suprafetele echipotenfiale reprezintd o famifie de
cilindri drepfi circulari ale cdror are sunt paralele cu axele
conductorilor.

Sa determindm raza r si coordonalcle a si B ale centrului
cercului. Adiugdm in acest scop ambilor membri ai ecuatiei

2 4+ yt—2 = —c*. (v")

/ 23\2
(6°) méirimea c? (I—F—k) . Facand simplificarile necesare

kB —1
obtincm :
rx— C _l_j,-l{j_ : + 0 __ Cg 4 112
(. 1{2 _ 1) y — (kQ _ 1)2
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De unde
e 2k
V=1
41 (7
e=¢ pp—q $E=0

Reiese ci centrele cercurilor sunt situate pe axa x. Dand
diferite valori parametrului k din formula (7) putem construi o
infinitate de cercuri ale acestei familii. In figura ele sunt
reprezentate prin linii continui. Cercurile inconjoara fiecare
conductor. In cazul particular k =1, ob;inem—%z— = 1 si ecuatia

1
(6) ia forma 4c¢x = 0, sau x = 0. Este ecuafia axei y care
constitue cazul — limita al cercurilor.

In acest din urmi caz r = ~ si @ = ~. In spatiu ii co-
respunde un plan de simetric ce trece prin axa y. Daca
consideram potentialul planului ca fiind egal cu V, oblinem
din nou cu ecuatia (4).

Vv, =2¢C,

de unde putem determina constanta arbitrara C. Prin urmare,
ecuatia (4) poate fi scrisd sub forma

V=V,+2x1nt. 4)

Py

Trasarea liniilor de mnivel. Putem trasa usor liniile de
nivel, bazindu-ne pe considereniec geometrice, fara a ne folosi

de formulele (7) si plecand dela proprietatea % = const. Sa
1

construim in triunghiul A4, M A, bisectoarele unghiului interior
si exterior in punctul M. Aceste bisectoare vor intersecla axa
r in doua puncte oarccare C si D. In acest caz, cercul construit
pe segmentul CD ca diametru va fi loemai linia de nivel cau-
tata ce trece prin punctul considerat M.

Intr’adevar, folosindu-ne de proprietatea bine cunoscuta
4 bisectoarei, obtinem :

A0 p, . A,D Pa

- = i = -7
Ac " 5, M AD T

Prin urmare punctele € si D (rebue sa se afle pe cercul
P

Py
complect cercul si-l putem construi. Segmentul CD repr2zinta

diametrul acestuia, deoarece unghiul dintre bisectoarcle M(

= k, care trece prin M. Trei puacte C, D si M determina
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si MD este drept. Cercul care satisface ecuatia %i = const
i
poarta numele de ,,cercul lui Apolonius*!

Luind in consideratie diferite puncte M in plan, putem
construi o infinitate de cercuri.

Notd. Daci cilindrii nostri ar fi fost inciircati cu sarcini de acelas
semn am fi obtinut in locul ecuatiei (4) o alta analoaga:

V=2C—(2xInpe, +1np)=2C—22x1In (p5 py)-
Rezulta ci liniile de nivel ar fi fost determinate de relalia
po py = const = k,

care reprezintd ecuatia asa numitelor ,,ovale alelui Cassini“ printre care
existd ca un caz particular si lemniscata Jui Bernoulli.

Gradientul. Sa calculam gradientul V, plecand dcla for-
mula (4)

grad V = grad2» (Inp, — Inp,) = 2\ (grad Inp, — grad lnp,)

Conform formulei gradientului unei functii compuse:

grad V = 2\ ( ! grad pg———igrad 0)s
P2 P
1 p 1 o 1 1
grad V =2\ (— =2 - —]) = ‘))\(- 5 P — =
P2 P2 Pi Py p.2 P2 p 2
Deoarece BE = —grad V
1 1
E =2\ (5p,— — 3
pl_p1 p23p2) (3)
Aceastd expresic reprezintd caAmpul vectorului — inten-

sitate. Descompunénd pe p, si p, in componente, obtinem
Pr = (J}__C) i+ y i
pp = (@+c)i+ yj

Rezultd ca proiectiile vectorului B pe axele de: coordonalte
vor fi

E, —9\( V.’L'—ZC . -_;r—l—(:) ;

<9

(451 P2
Y : ( Py po’ )5

E,=0.

1) Ve_zi deasemenea exercitiul 8 din § 19, unde am intalnit sfera
lui Apolonius.
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Capitolul VIII
CAMPUL VECTO
§ 52. DEFINITIA CAMPULUI. LINILE VECTORIALE

Sa considerdm in spaiiu un domeniu Q (fig. 104). Fieca-
rui punct M ji vam airibui wn veclor a cu o valoare numerica

si 0 orientarc bine deteciminatla. Vcm numi pe a — functie
vectoriala de punct in demeniul considerat, adica
a=—a(M). (1)

Vom numi, in continuare, do meniul Q — campul veclorial al
vectorului a. Dacd dorim sa definim un camp veclorial, tre-
bue sa indicdm legea confoim céarcia putcm determina in
orice punct M al domeniuiui consideral alat marimea cat si
orienlarea veclorului. In cocordonate cariesiene, unde . '

a— axli—l—ayj—l—azk,
trebue date cele trei proiectii ale veclorului
ax= ax (z,y, =), ] '
ay= ay (x,y, z). @)
a, = a; (x,y, z),ﬂj

sub forma a treci functii scalarc de coordonatele x, y si z ale
punctului M. o\

Putem da numecroase exemple de cimpuri vectoriale, mag
ales in fizica Astfel sunt: campul
clectroslatic al unor sarcini punc-
tiforme, cimpul magnetic al unui
conductor rectiliniu parcurs de
curent, cAmpul gradientului unei 2
functii scalare oarccare @.

In mecanica existd campurile
vectoriale ale vitezelor si accele-
ratiilor unui solid intr’'un moment
oarecare, fiecdrui punct al solidu-
lui in miscare fiindu-i atribuite un
vector-viteza si un vector — acce-
leratic, etc.

Vom vorbi in cele ce ur- c/

meaza despre campul vectorial ‘
in general. In cazul particular cind ¢
vectorul reprezinta o for(d, avem /

de » face cu un ‘cdmp de forte.

Problema noastra consta in crea- Fig. 104

rea unor metode matematice gene-

rale, adaptate studiului cAmpurilor vectoriale. Acestemetode s’au

format cu incetul in diferitele stiinte aplicatc cum sunt: teoria



26 1. F. LADON

clectricitatii, magnetismul, mecanica (in special mecanica flui-
dclor, teoria potentialului, teoria elasticitalii, 5. a, m. d.) In proce-
sul de creare al calculului vectorial, aceste metode au fost anali-
zate, scoase din cadrul fenomenelor concrelc si desvoltate. An-
samblul lor constitue continutu]
teoriei genecrale a cimpurilor,
Sa observim c¢d domeniul
poate ocupa o parle marginita
a spatiului sau intregul spatiu
nemarginit.
Liniile vectoriale. Prima me-
toda de studiu a campurilor vec-
toriale consta in trasarea asa
numitelor_linii _vectoriale. Vec-
torul — camp este tangent la
. linia vectoriala in fiecare punct
Fiz. 105 al"ei " 'fig.A 104). .In cazul parti-
cular al campurilor dec forta,
liniile vectoriale sunt numite linii de forta, in mecanica flui-
dcelor ele sunt numite linii de curent, s. a. m. d.

Linia de fortd a unui camp ) electrostalic reprezinia linia
de-a-lungul careia s’ar misca o sarcind libera 41, fira viteza
initiala, ea fiind doar sub acliunea fortelor campului.

" Sa deducem ccuatia dgiferentiala a liniei vectoriale. Fie
in fig. 105 vectorul de pozitie r al punctului curent M, apar-
tinand acestei linii, satisfacad relatia

r=r (s)

care reprezinila ecualia liniei sub forma vectortala. Punein con-

ditia ca vectorul — camp a si coincida in fiecare punct M cu
dr . . .
versorul tangent v = ds” Este suficient sd punem condifia ca
s
T si a sd fie paraleli, deoarecc au un punct comun — M.
Obtinem
dr
JRSLAPN [T (o)

l_ s

iclalia reprezinta tocmai ecualia ciutata. Pentru a o trans-
pune intr’o forma analitica, sd ne aducem aminte ci proiec-

tiile vectorilor paraleli sunt proportionale intre ele (paragraful
21). Obtinem

ds dy d
ds :f_l_s ds ,

Qg ay a,
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sail
dr . dy _ dz

as (v,y, z) ay (v,y,z) a, (x,y,z)
Am obtinut un sistem de douid ccuatii difercniiale scrise sub
forma de proportii. Prin urmare, problema gdsirii liniilor vec-
toriale se reduce la inlegrarea unui sistem de doud ecuafii di-
[erenfiale de forma (4).
Sa presupunem ca am rcusit sd gisim doud integrale in-
dcpendente ale sistemului

[ (v, y,2) =C, ]
[, (v,y,2) =C, | (5)

(4)

Ansamblul celor doud ecnalii va determina linia vectoriala,
aceasta constituind intersectia a doud suprafete. Variind arbi-
trar parametrii C, si C,, vom obtine o familie de linii vecto-
riale depinzand de doi parametri (cu doua grade de libertate).
In cazul general, integrarea sistemului (4) poate fi anevoioasa.
Din aceastd cauza se obisnueste, in practica, mai ales in ca-
zul campurilor planc si paralele, sa se traseze aceste linii prin
meclode grafice aproximative (fig. 104). Luam un punct arbi-
trar A si ducem prin el vectorul-camp respectiv AB. Ne de-

plasam din punctul A de-a-lungul lui AB f{iotr’un punct
oarecarc foarte- apropiat A,, in care construim din nou

vectorul-camp A,B,, covespunzator. Din punctul 4, ne depla-
sam acum péana in punctul vecin 4, si asa mai departe.

Obtinem un fel de linie franta A A, A,..... A, ale carei
laturi coincid ca orientare cu vectorii cAmpului. Alegand la-
turile indeajuns de mici, linia franta va reprezenta aproxi-
mativ tocmai linia vectoriala ce trece prin A. Daca am miri
la infinit numarul laturilor linici frante si daca fiecare latura
ar tinde catre zero, la limita, linia franta s’ar transforma in
linia curba AC care ar reprezenta tocmai linia vectoriala ciu-
tatd. In stiintcle experimentale existd si unele metode fizice
pentru a obtine liniile vectoriale §i pentru a le fotografia
(astfel, liniile de for{d ale campurilor magnetice ce se eviden-
tiaza cu ajutorul piliturii de fier, liniile de curent ale cam-
purilor hidrodinamice — prin culoarea vinelor de lichid, ete.).

Sd convenim a intelege prin sensul si direcfia liniei vec-
loriale sensul si directia vectorului-camp a tn punctul con-
siderat.

Densitatea liniilor vectoriale. Deoarcece putem lua drepi
punct inifial orice punct A, pentru trasarea linie! vecioriale,
insemneaza ci numarul liniilor cste infinil d¢ mare si, din
punct de vedere {coveiic, ele pot acoperi intregul domeniu Q
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Totusi, dupa exemplul fizicei, s’a convenit sa se atribuc
liniilor vectoriale o densitate anumita si anume se atribue
unei suprafete de 1 cm?situata in punctul A perpendiculara
pe vectorul-camp (fig. 106) ,,un numar de N linii“ egal cu
marimea vectorului in acel punct.

Avem deci relatia N = a. Daca suprafata in cauza are o
valoare oarecare As diferita de 1 cm? dar ramane perpenddi-
culara liniilor vectoriale, i se atribue

AN = a.As

linii. .
Datorita acestui fapt, campul veclorial are o densitate di-
ferita a liniilor vectoriale in diferitele sale puncte: densitatca
este mai mare acolo unde a¢ cste mai mare si viceversa. Daca
vectorul a are aceeasi marime, orientare si sens, in toate punc-
tele unui domeniu oarecare, liniile vecio-
riale vor umple campul in mod uniforin.
Campul se va numi uniform.

Prin urmare, ne putem face o idee
despre valoarea vectorului, avand in fala
reprezentarea campului. Campul devine
intuitiv.

Sa consideram cateva cxemple de
determinarce a liniilor vecloriale.

Fig. 106 Exercifiul 1. Intensitatea H a camn-

pului magnetic produs de un €8nductor

infinit lung si rectiliniu in punctele exterioare, se deiermma
prin formulele (§ 22, fig. 64).

unde

| p= Va4 y?
Sa se determine ecuaiiile liniilor vectoriale si forma lor.
Rezolvare. Scriem sistemul de ccuatii diferentiale (4)
dv dy d= :
O = Y 2 )
—y x 0
Deducem ca dz = 0, deoarcce numai in acesl caz ultimul ra-

0 = .
port — )~ poate fi egal cu primele doua.

(
Reiese ca

: = const = (, (7)
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Ecuatia reprezinta o familie de¢ plane, paralecle cu planul
rQy, situate la distante corespunzitoare diferitelor valori pe
eare le 1a C,.

Din primele doua relatii obtinem

axdr + ydy = 0,
san inca

de unde
* 4 y? = const = C3. (8)

Amob{inut o familic de cilindri circulari drepti. Axele lor
coincid cu axa z, lar razele sunt determinate de C,. Ansam-
blul ccuatiilor (7) si (8) determina liniile vectoriale ca fiind
intersecfia familiei de plane cu familia de suprafele cilindrice.
Liinille reprezintd nislc cercuri cu centrele situate pe axa =z.
Cercurile se afla in plane perpendiculare pe axa condu-
. <torulul.

Daca am fi studiat proiecliile campulm magnelic interior

Hy—= —2nuy ; Hy = + 2w ux siyH, =0,

am fi obtinul un sislem de ccualii diferen{iale, analog cu (6).
Prin urmare, si liniiie vectoriale ale cAmpului interior
reprezinta niste cercuri.

Exercifiul 2. Sa sc¢ determine liniile de fortd ale campuiui
cleclrostatic produs de doi conductori paraleli, avind sarcini
de semn  diferit, identici cu cei considerati in figura 103 a
paragrafului precedent.

Rezolvare. Utilizam formulcle (9) ale paragrafului pre-
cedent, simpiificindu-le in prealabil:

[ (-v—(')—m (r—+c)

Er =2 =
P P’
_s x[(r +¢)* + y*] (r—c) 2—[(2:1:—0)"' +y*] (v + ¢)
P1° P2
i
. = 2) (x+c¢) (x—vc¢) (T+c—r+(*) + ¥ (x—c —x—()

01 P2
x2 - c‘.’ I y2

:4)\(3 9 3
P P2
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Analog
2 2 PRS- 2 _ [fr_ )2 _n? X
E,—2ny 0 —gy y(BFHY OO =gy XY
p1° P2 P1° P2 TR

In acest caz, sistemul de ecualii diferentiale (4) ia forma
dc mai jos:
dx dy dz 9)
2 K e ( )
rt—c¢'—y 2ay 0

Prima familic dc suprafete va fi, ca i in exercitiul pre-
cedent, o familie de plane:
- = const = C,. (10)

Pentru a oblinc cea de a douaintegrala a sistemului, in-
mul{im prima relatic sus $i jos cu x, cca dc a doua—cu y si
utilizim teorema sirului dc raporluri egale. Avem

rdr-4+ydy _dy
N 2z . g2 D g 2 T D g
ro(a ¢ y*) +2xy’ Rxy

sau dupa simplificare

rdr+ydy dy
-ty 2y

Numairidtorul membrului slang poate fi scris sub forma
1 ) o o
5 d @y — ).

Prin urmare

d(@ +y°— %)

_dy
4yt —ct Ty
Relafia se integrcaza fara greutate. Obfinem
In(r+y>—c¢*)=Iny + In2C,,
2 C, fiind o constautd arbitrara (factorul 2 (ste luat pentru
comoditate).
Pe baza celor de mai sus
a4 gt —2C,y=-c?. an
Accasta esle cca de-a doua integrald a sistemului.
Ea veprezinta in planul xOy o familie de cercuri, in fun-
clie de un parametru arbiwar C,. In spaliu oblinem o familic
de cilindri circulari drepi{i cu gencraloarele paralele axei =-
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Cercurile de mai sus constitue directoarele cilindrilor. Inire-
taierea planelor (10) cu cilindrii (11) ne da o familie de cercuri.

Prin urmare, liniile de forld ale cdmpului considerat
reprezinta cercuri situate in plane perpendiculare pe axcle
conduclorilor.

Sa studiem aceste cercuri in planul xOy. Pentru aceasta
transcriem (11) sub forma

4 (y—C,) *=c*+ C3.

Reiese de aici ca centrele lor sunt situate pe axa y, deoarece
coordonatele centrului sunt

o=20 si g=C,.

Este lesne de observatl din (11) cad toate cercurile frec prin
punctele A, (c,0) si A, g]—c, 0).

Segmenlul A, A, constitue, prin urmare, coarda comuni
a fascicolului de cercuri trasate in fig. 103 punctat. Deoarcce
liniile de for{a ale vectorului E sunt in acelas timp linii ale
gradientuiui, fiindecd B = —grad V, urmeaza ca ele se vor
intretaia cusistemul de linii echipotentiale sub un unghiu drept.
Cele doua familii de curbe din fig. 103 sunt reciproc ortogonale.

§ 53. CAMPURILE SCALAR Sl VECTORIAL PRIVITE CA O NOTIUNE
GENERALIZATA A DEPENDENTE! FUNCTIONALE

Pozilia unui punct in spaliu poate fi determinaia in doua
feluri : prin precizarca a trei numere scalare v, ysi z, adica
a celor trei coordonate din sistcmul rectangular, sau prin
caracterizarca vectorului de pozilie r ul1 punctului considerat,
in raport cu un puncl oarccare O luat drept origina. Prima
metoda este in spiritul analizei scalare, cea de a doua este
tipicd analizei vectoriale.

Cand am definit campurile scalar si vectorial, am numit
functia P si vectorul a func;u de punct, intelegind prin accasta
faptul ca aceste mirimi sunt legate de punctul M, adica sunt
functii de coordonatele punctulm

Sa {inem seama de faptul ca fiecirui punct din spatiu ii
corespunde un vector de pozitie r. Putem afirma ca ¢ si a
sunt functii oarccare de r, adica

o =9 (xr) si a=a(r). 1

Aceastd notalic este caracteristicd analizei vectoriale si se
bucura de o raspindire foarte largid. Prin urmare, putcm
spune ca in teoria cimpurilor operam cu méarimi carc sunt
functii de vectorul r, scalare sau vectoriale, dela caz la caz.

Nofiunea functici de argument vectorial constitue o gene-
ralizare a potiunii elementarc de dependenta funcfionald. Vee-
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torul joaca aici rolul de argument, in timp ce in calculul di-
ferential rolul de argument apartinea méarimilor scalare.
Un sir intreg de exemple ne demonstireazi cit de utila este
aceasla generalizare a notliunii de dependentd functionala.
De pilda, veclorul B al cimpului unei sarcini electrice
punctiforme nu numai ca poate fi imaginat, dar poate fi chiar
scris sub forma unei functii de r:

—-9 - 9.
BE =5 b sau E = e ()’ (2)

Putem da si un exemplu de functie scalara. Mirimea
y=ecr )

reprezintd o functie scalari de r, iar ansamblul valorilor ei
constitue un camp scalar oarecare fiind un vector oarecare
constant, iar r vectorul de pozitie corespunzitor fiecarui punct).

In multe probleme din cadrul analizel vectoriale este mult
mai comod sa se opcreze direct cu ¢(r) si a(r) sub forma
lor vectoriala, fira a recurge la coordonate luate drept argu-

mente scalare.
Generalizdnd si mai departe, putem introduce notiunca

funcliilor de un wvector variabil arbitrar sau chiar de mai multi
vectori variabili;
p=¢o(mmn.....) sia=a (myn....)

fara a ne limita numai la vectorul de pozifie considerat drept
variabila independenta.
Din acest punct de vedere, produsul mixt, sau dublu vec-

torial
V=m [np] 5i A= [m [np] ]
reprezintd funclii de trei vectori dia membrul drept.
Sa mentionim, in incheere, cA numim stationar campul
care nu variazé in timp Da(‘a insa valoarea inlemil&tli lui

electromaﬂneuc" (,ar joaci un rol cxtreln de important ip
tehnicd ne poate servi de exemplu pentru campurile variabile.
Forma simbolicd a cAmpului variabil este urmaitoarea

=09 (r,t) si a=a(rl), (4).

argumentul scalar { reprezentand timpul.
-

§ 54. FLUXUL UNUI VECTOR PRINTR'O SUPRAFATA

Dupa notiunea de linii vectoriale, urmeazi o alld nofiune
importanta, flurul vectorului. Fluxul vectorului joacd un rol
primordial in studiul cAmpurilor vectoriale. La inceput, aceasli
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notiunc s'a desvoltat in domeniul mecanicei fluidelor. Gauss
a aplicat-o in teoria campurilor gravitalionale §i apoi in dome-
niul electricitatii si magnetismului.

Noua notiune si-a gasit multiple aplicalii in diferite stiinte
fizice, devenind in cele din
urma principalul instru-
ment al analizei vectoriale.

Sa incepem cu un e-
xemplu din mecanica flui-
delor.

Sa consideram campul
de viteze al unui lichid in
miscare permanenta. Pen-
tru simplitate, presupunem
campul uniform, adica ad-
mitem ca vectorul viteza v
are aceeasi marime si di-
reclie in toate punctele
ciAmpului (fig. 107).

“Alegem un clement
arbitrar de suprafaia AB
Fig. 107 cu aria S si ducem verso-

rul normal in sensul miscarii lichidului.

Sa delerminam acum volumul de lichid ce strabate acest
clement de suprafata in unitatea de timp.

Este evident ca el va fi egal cu volumul cilindrului ABCD,
avand drept bazd clementul nostru de suprafata si drept gene-
raioarc pe AC, cgald cu marimea vitezei v.

Intr’adevar daca in momentul inifial un strat de lichid
ocupa supi'afala AB, el va ocupa peste 0 secunda, dupa ce a
efectuat o miscare de translalie.
pozitia CD, la o distanta egala Z
cu v de AB, iar toate straturile
care-l urmeaza vor umple vo-
lumul cilindrului. S3 notam vo-
lumul cilindrului prin N. Vo-
lumul este ecgal cu produsul
bazei prin inallime, adica

N=S-h — ¥

A\
N\~

x\\\\ \

b \
N

Din triunghiul dreptunghic 4
ACE gasim Fig. 108
i=v. cos g,

— —

¢ -- fiind unghivl dintre vectorul v si direc{ia normalei m.
Prin urmare .

N=uv.5¢cosp=vwvn-S (1)

3. — Bazele calcului vectorial
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Si credim, prin analogie, notiunea de flux a unui vector
arbitrar a printr'un clement de suprafati situat intr’un camp
vectorial oarecare.

Definitie. Sa consideram campul unui veclor oarecare a
si induntrul lui un element de suprafati infinit mic AS cu
versorul normal n (fig. 108), avdnd un sens bine dcterminal.
Consideram elementul de suprafaia suficient de mic penlru a
putea afirma ca vectorul a este aproximativ constant in marime
si directie in toate punctele lui.

Sd convenim a numi flur elementar AN al vectorului a
prin elementul de suprafaid@ AS ,in sensul Tormalei n! ma-
rimea scalard determinata de egalitatea:

AN=a - AS - cos (a,n) = an - AS = a, - AS. (2)

Daca unghiul ¢ = (a, n) este ascutit, vom socoti ca fiind
" pozitiv fluxul ,,in directia acelei normale*, conform formulei (2) ;
daca insa unghiul ¢ este obtuz, vom socoti fluxul ca fiind
negativ.

Prin urmare, vom considera fluxul printr’'una si aceeasi
suprafata drept o mdrime algebrica putind avea un semn sau
altul in functie de sensul normalei in raport cu care esic
calculat.

Sa demonstrim urmitoarea propozifie: putem presupune
prin convenlic mdrimea absolutd | AN | ca [iind egald cu nu-
marul liniilor vectoriule ce traverseazd elementul de supia-
fata AS.

Intr’adevar, si ducem prin punctul M un element de
suprafafa auxiliar A’'B’ ortogonal vectorului a si s notam aria
Iui cu AS’. Acest element de su-
prafata reprezinta proiectia ele-
mentului AS si deaceea

AS | cos (a, n) | = AS.
Prin urmare
AN [=a- AS|cos(a,n) | =aAS’, (2a)

ceeace, conform paragrafului 52.
reprezinta tocmai numarul de linii
vectoriale ce traverseaza elemen-
tul de suprafata AS’ sau, ceeace
este acelas lucru, elementul de
suprafafa AS.

Fig. 109

] Fluxulvprintr'.o suprafata arbitrara. Sa generalizim defi-
nifia noastra. Consideram o suprafati curba oarecare S de
dimensiuni finite (fig. 109). O vom diviza intr’un numar m
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foarte mare de suprafete elementare A S; indeajuns de mici
pentru a putea socoti, in prima aproximatie, fiecare -dintre
ele ca fiind plana.

Sa fixam pe fiecare element de suprafati AS; un punct
arbitrar M; si sa construim in acel punct versorul normal
n; (avand un sens bine determinat) si vectorul —camp a

Conform celor spuse mai sus, fluxul elementar AN; prin
fiecarc element de suprafafi va fi egal cu

AZV{ = aj niASi.

Vom numi limita catre care tinde suma

m

T ajmAS;,

i=1
fluxul folal N prin intreaga suprafata S. In procesul de tindere
la limi{a, numarul m al elementelor de suprafata tinde catre
infinit, iar fiecare element AS; devine infinit mic, convergind
inspre punctul M; adica

N = lim E ainiASizj.jan ds - (3)

m-=>= j—1
(s)

Calculul lui N se reduce la efectuarea integralei duble
din expresia

an = ay cos (n, r) + ay cos (n, y) + a, cos (n, z)

extinsa la toata suprafata S:

N = jjan dS:.”[ax cos (m, ¥) + aycos (n,y) + a, cos(m,z)1dS (3)

(s) (s)
Metodele de efectuare a integralelor de acest tip sunt
indicate in cursurile de calcul integral.

Fluxul printr'o suprafata inchisa. In sfarsit, daca supra-
fala S va fi inchisa (fig. 109 a) o vom diviza deasemenea in
elemente AS; si vom conveni si consideram infotdeauna nor-
mala exterioard. In acest caz, vom numi expresia

N =& an dS (4)
(s)

fluxul wvectorului ,,din interiorul suprafelei inchise S in exte-
rior* (cerculetul care cuprinde semnul integralei duble arata
ca suprafata este inchisa, iar termenul ,,din interiorul supra-
fetei inchise in exterior* este conventional, indiciAndu-ne faptul
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[

ca in cursul efectudrii integralei (4) am adoptat normala
exterioara ca fiind pozitiva).

Observafie. Pentru a prescurta calculele, in cele ce urmeazda vom
scrie in locul integralei duble

if)an ds

(s)
considerand ci simbolul dS indicd indeajuns de clar faptul cid avem de
a face cu o integralid dubli extinsa la suprafata.

Proprietatile inte-
gralei (4). Admitem cia,
am reusit sa efectudm
aceasta integrala, Sa ve-
dem ce concluzie putem
trage asupra campului
din interiorul suprafetei
S, studiind valoarea ei.
$% men(ionam ca diferitii
termeni
ai N ASi = daj ASi COS @j
al integralei pol i de
semne conlrarii in di-
feritele puncte ale su-
prafetii. In punctele unde
vectorul a este orientat
in inleriorul suprafelei
(punctul M;) unghiul ¢i
dintre directia lui si di- Fig. 109 a
rec{ia normalei exteri-
oare (avind in vedere sensurile respeclive) va fi obtuz si
cos ¢; — negativ.

Prin urmare, i fluxul elementar prin AS; va fi negativ
in astfel de puncte. Menfionam ca in aceste puncle liniile vec-
toriale intra in interiorul suprafetei.

Dimpotriva, in celelalte puncte, ca de pildd in M, vec-
torul este oriental in exteriorul suprafejei, iar liniile de forti
ies din volumul marginit de aceasta. ’

In aceste puncte, fluxul clementar este pozitiv, deoarece
cos ¢; > 0. Iu sfarsit, in punctele in care liniile vectoriale
sunt tangenfe la suprafalad (de pilda M,), fluxul este nul,
deoarece unghiul ¢; este drept.

Deoarece diferilele elemente ale integralei (11) sunt de
semne diferile, insasi infegrala

N = (gan ds, (4)

_ J )
care reprezinti suma lor algebricd poate fi mai mici, mai
marc sau egala cu zero.
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Sa consideram mai intii ca vectorul a reprezinta viteza
unei particule intr’o scurgere permanenti, iar campul a un
camp de viteze. In primul caz, adica N > 0, observam ca din
interiorul volumului V iese mai mult lichid decat intra.

Cu alte cuvinte, induntrul volumului V existd puncte in
care lichidul este produs. Aceste puncte (sau locuri) se nu-
mesc ,,sursele campului. Marimea N indica tccmai cantitatea
de lichid pe care aceste surse o revarsa prin suprafata S in
unitatea de timp. In acest sens, marimea N poate fi privita ca
o masurd a productivitatii acestor surse in unitatea de timp.
Daca N < 0, insemneaza ca volumaul lichidului ce intra in in-
teriorul lui V este mai mare decat volumul lichidului ce iese.

Prin urmare, in interiorul lvi V exista puncte sau locuri
in care lichidul este ,,distrus* sau ,,absorbit*,

Vom numi aceste puncte ,,putluri‘“. In acest caz, N va re-
prezcnta masura productivitatii negative a acestor puturi.

In sfarsit, daca N = 0, insemneaza ca volumul lichidului
ce iese dintr'un domeniu este egal cu volumul lichidului ce
intra (in unitatea de timp). Prin urmare, in interiorul supra-
fetei S or1 nu exista nici surse nici pufuri, ori exista si unele si
altele, dar actiunea lor se anuleaza, productivitatea fiind aceeas.

Vom numi, pe viitor, puturile, surse negative. In acest

caz, se poate spune ca marimea N = ¢ an dS serveste i{oldea-

-

S
una drept o mdsura a produclivitdfii surselor continute in in-
teriorui suprafefei S.

Sa considerim acum cazul general cind a nu mai repre-
zinta viteza, ci este un vector oarecare, iar campul lui este
un camp vectorial arbitrar. Adesea, consideram si aici cAmpul
ca fiind campul de viteze al unui lichid imaginar, iar pe N
ca fiind o masura a .,surselor‘ lui. Putem socoti, deasemenea
marimea N drept ,,numarul* liniilor vectoriale ,,aparute‘ sau
»disparute* in interiorul suprafetei S, deoarece, dupa cum am
meniionat mai sus, putem considera fiecare flux elementar
ai A S; cos ¢; drept numarul liniilor ce traverseaza suprafata
elementara A S;. i

In acest caz, punctele din carc aparliniile vectoriale (punc-
tul A din fig. 109 a) le vom denumi surse de linii vectoriale.

Celelalte puncte, ca de pildda punctul B, in care liniile
vectoriale dispar, se vor numi pufuri. Intr'un camp electro-
slatic sarcinile pozitive joacd rolul surselor, iar cele negative,
rolul ,,pufurilor<.

Prin urmare, mirimea

N = (}’; an dS

ne permite sa determindam natura partii cdmpului vectorial
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din interiorul suprafcfei S. Ne ddm imedial seama despre
existenfa unor surse sau pufuri si pulem aprecia productivi-
tatea lor.

In paragraful urmator vom desvolta aceastd nofiune
aplicdnd-o unui punct si unui volum intreg V, ca pina acum.
Sa considerim pentru aceasta un exemplu.

Exemplu. Campul este definit de ecuafia a = r. Sa se
gaseascd fluxul printr'o suprafajd sfericd cu centrul in origi-
nea sistemului de coordonate si de razd R (fig. 110).

Rezolvare. Se considera pe suprafata

a . A sferei un punct arbitrar M (r) si o supra-

o fata elementara dS in jurul acestuia. Vom
S M avea

a=r—Rrx°

r° fiind versorul veclorului r. Se stie ca
normala exterioara la sfera are acelas sens
cu r adica

Fig 110 n® = r

Fluxul elementar va fi

dN = an dS = R n* dS =RdS.
Fluxul total prin suprafata sferei va fi

N — j{,Rdsszf,ds _ RS.

Deoarece suprafata sferei este egala cu 4« R® insemncaza
ca In definitiv
N =4z R®.
Prin urmare, campul considerat prezinta surse in interiorul
sferei. Acest lucru reiese din aceea ca fluxul din interiorul
suprafefei spre exterior este pozitiv.

§ 55. DIVERGENTA CAMPULUI

Notiunea de flux al unui vector printr’o suprafata a dus
la crearea altei notfiuni extrem de importante — divergenia
campului. Aceasta din urma pe permite sa caracterizam campul
mai complect si mai exact si anume : cu ajutorul divergentei
putem caracteriza cdmpul din punct de vedere cantitativ in
fiecare punct aparte (si nu.in intregul volum, cum o faceam cu
ajutorul notiunii integrale de flux printr’o suprafata inchisa).

Sa considerdm un punct oarecare M (fig. 111) si sa-l1 in-
conjuram cu o suprafatd S de forma arbitrard. asifel aleasa
incat toale punctele ei sd se afle la distante foarte mici de
M. Insemnam volumul elementar, marginit de suprafala noas-
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‘.

tra, prin AV. Sa calculam fluxul N = ¢ andS al

J

39

vectorulu

a prin suprafata S. Sa facem raportul acestui flux N céitre

valoarea AV a volumului

(-%)an dSsS

(1)

Numaratorul reprezentand productivita-
tea surselor din interiorul intregului vo-
lum AV, este evident ca raportul (1) va
defini productivitatea medie a unitatii
de volum. Sa facem acum suprafata S
sa convearga simultan din toate direc-
tiile inspre punctul M, iar volumul AV

h\
./ Y si tinda citre zero. In acest caz, dupa
e ¢

cum vom vedea mai jos, raportul (1) va

. tinde catre o limita anumitia. S°a convenit

Fig. 111 a se numi aceastd limitd divergenfa cdm-

pulud in punctul M si a se nola astfel:

diva= lim _#

Avaso

Divergenta este 0 marime scalara, deoarece atidt numi-
torul, cat si numaritorul sunt mirimi scalare. Valoarea ei ca-
racterizeaza productivitatea surselor campului dintr'un ele-

ment infinitezimal de volum
care inconjoard punctul dat,
valoarea aceasta fiind rapor-
tata la unitalea de volum..

~ Daca divergenta esle po-
zitiva, rezulta ca in punctul
M si in vecinatatea lui ime-
diati existd surse ; daci insi

divergenla este negativi, re-

zultd ci in vecindtatea punc-
tului M si in insusi punctul
M liniile vectoriale sunt ab-
sorbite.

It cazul divergentei nule,
punctul M si vecinidtatealui
nu au nici surse, nici puturi.
Uneori, in loc de aspunc di-
vergenia campului, spunem
divergenfa veclorului a.

b4

r)andS

AV

(2)

. ¢
AR AY),
<—1 L: H? £ > n
-4 [l ]l
S 0 /"' y/
RO Y/
L, ¢
z
b4
¥ y-
X
Fig. 112
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Calculul divergeniei in coordonate cartesiene. Sc poale
demonstra in cazul unor condilii {foarte gcnerale pentru functia
vectoriala a (x, y, ) si derivatele ei, ca raportul (2) posedao
limitd bine detcrminati si nu depln(le de forma supr'lfetel S
care inconjoara punctul considerat. Si inconjurim, prin urmare.
punctul M (fig. 112) cu un paralelipiped infinitezimal, avind
laturile pdlalelc cu axcle de coordonate, aslfel incal punctul
M (x, y, z) sa sc afle tocmai in centrul Iui de simetrie. Con-
sideram vectorul — camp sub forma

a—=as i+ ay §J + a, k, O

dax, ay si a, fiind niste functii scalarc oarecare, dec coordonatele
x, y si z ale punctulm M. Plesupuncm ca functiile ay, a¢, «,
sunt uniforme si continui in domeniul nostru, imprcuna cu
derivatele lor partiale de ordinul intai.
Sd calculam fluxul
' (

N=@pandS (4)

7 S

prin suprafata paralelipipedului nostru. Si notam dimensiu-
nile paralelipipedului prin Ax, Ay si A-.
Avem astfel
AV = ArpAy Az,

Sa calculam fluxul AN,, prin suprafaja ABCD perpendicu-
lara pe axa y. Sa nctam valoarea veclorului in centrul M, al
suprafetei prin a,. Din cele trei componente ale vectorului a,,
paralele cu axele de coordonate, numai a,,j, paralela cu axa
y, ne da un flux diferit de zero: celelalte doui, fiind tangente.
dau fluxuri nule.

Prin urmare
. AN = ay in, AS, = a, jn, Ax Az,
Dar jn, =j° = 1, dcoarece normala exterioari mn, la su-
prafata ABCD coincide cu versorul j. Avem, deci
AN, = apy- Ax Az, )

In formuld am notat prin «;;, — valoarea proecliei ax in
punctul M, adica
1 ,
a,y = ay (v, y + 5 4y, 2), (6)
deoarece, deplasindu-ne dela M citre punctul M,, doar coor-

- . 1 . .
donata y isi schimbd valoarea cu—Ay, iar x si z au riamas

neschimbalfe.
Sa scriem cresterea parfiali a functiei a,
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Aay = ay (7, +LA11, z) —ay (v, y, 2)

-

sub forma diferentialei ei partiale

oa Ay
Aay = —%L . = .
“ ay = 2 o
o, fiind un infinit mic de ordin superior, in raport cu Ay.
Atunci
1 i oa
ay (x,y + 5 Ay, 7) = ay (X,4,7) + 5 ayy Ay +
sau pe scurt
1 “day
o Ay +q,.
@y =dy + & 3 y+ a,
Introducand aceste valori in formula (5) obtinem
AN,=ay- Aw- Az + — %‘;"Aq Ay -Adz+4e  (6)

g, =a,-Axr-Az fiind un infinit mic de ordin superior lui trei.

Sia calculam acum fluxul AN, prin cea de a doua supra-
fata A,B,C,D,, simetricd cu prima. Mersul calculului este ace-
las, cu singura deosebire cd dc data aceasta m —=—j deoarece
este orientata in sens contrar axei y. In afard dec aceasta,

A . . A .
cresterea - ,‘).',J o vom inlocuil prin —- g De aci

A
AN, = — - AS =— (a.v—aaayy. F4a)as
sau inca
AN, =—a,dxdzta 0% Azdy-dzie (6”)
e Yo - 2 ay ) * y ~ 29

e, filnd deasemenea un infinit mic de ordin superior lui trei.
Adunand (6°) si (6”) gisim suma fluxurilor care ies prin am-
bele suprafcie perpendiculare pe axa y

a:y JAV e, (8)

AN, + AN, = 6;; AveAy. Azte=

unde ¢, = sl—{—e,. In mod cu totul analog putem gasi suma
fluxuulor prin suprafetele pelpendlculare pe axa x. Deose-
birea va consta doar in aceea ca fluxul este dat de componenta
ax orientata dupa axa x si ca diferentierea se cfectueaza in



42 1. F. LADON

raport cu « si nu in raport cu y, asa cum am fiacut-o ante-
rior. Vom obiine

AN,+AN, = ‘9;; AV L, (8"

In sfarsit, suma fluxurilor prin cea de a treia pereche de
suprafete perpendiculare pe axa z va fi cgald cu

- AV e, (8")

Adunand expresiile (8), (8') si (8") vom afla fluxul total
prin intreaga suprafata a paralelipipedului

AN, + AN, —‘9‘1'

N :(jﬂ ands:(%‘g + .‘9;;' + ‘9;’—) AV + ¢, 9

g, fiind suma marimilor ¢; 4 ¢, + ¢,, ¢l reprezentand deaseme-
nea un infinit mic de ordin superior, in raport cu cresterile
Az, Ay si Az pe care le presupunem infini{i mici de ordinul
trei.

Impar{ind ambii membri ai relatiei (9) prin AV i trecand
la limita pentru AV — 0, obtinem

(J{) an dS

S dayx day oa,
di — . _ 3
iva Ahi)lg v = o7 + 2 + 3z

€ ' . . . . .
deoarece lim 5%7 = 0, ca fiind limita raportului dintre un in-
AV -0

finit mic de ordin superior si un infinit mic de ordin in-
ferior.

Deflmtlv deci:

div a =

dax | 04y . 94
oxr + oy * 0z

Acecasta relatie reprezinta crpresza divergenjei in coor-
donate cartesiene.

(10)

Exercitiul 1. Si se giseasci divergenta campului a—=r1x
Rezolvare. In cazul nostru
a=r—uai+ yj + zk,
adica

a,=2x, ay =y $i a, = z
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Prin urmare

dax . 0ay , 0 _
ox oy = 9z

Deci campul a =r are o divergenia constanta si egala cu
3 in toate punctele sale. Acest rezultat complecteaza pe cel ob-
tinut in exemplul 1° din paragraful precedent.

div a = div r =

Exercifiul 2. Si se determine divergenta campului elec-
trostatic produs de o singuri sarcina punctiforma situata in
punctul A (a, b, ¢)

Rezolvare. In accest caz

, qg T—a ., qg y—b ... g zz—c
Ex= T Ev=r sl Be= 5y
De aici
oE: _q 1 r—aor, _q [1 (x—a)*

oxr ¢ (1'3 — 3 o a.v) e |87 3 r_]'

In mod analog

oEy :«_1[1 _ 3(.11—b)-'J s OB _ q,[l_ 5 (:—0) ]

ay c l.a ,-5 az

Adunand obtincm

i_ 3(.v—a)2+ (g]——_b)2+ (z—c)”].

rd 1P

-

div B = ﬂ—[
<
Se observa insid imecdiat ca pumaratorul celei de a doua
. e . - . 9 . .
fracyii reprezinta tocmai r®. Prin urmare

. q |3 r
r o —_— — | T . 11
div E E[rs 3r5] 0 (11)

Razultatul este valabil pentru orice puact al spatiului, cu
exceptia punctului A, in care este situata sarcina punctiforma.
Deductiile noastre din paragraful prezent sunt inaplicabile
punctului A, aceasta fiind un punct singular, in care marimea

E = Zzl; si proieciiile Ex, E, §i E, isi pierd sensul.

Prin urmare, divergenta campului unei singure sarcini
electrostatice este nula in toate punctele acestuia.

Ne vom convinge in cele ce urmecaza, ca teorema este
valabila pentru orvice numar finit d@ sarcini punctiforme.
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Exercijiul 3. Si se gaseascd divergenia cimpului magne-
tic al unui conductor rectiliniu infinit lung.

Rezolvare. Utilizind formulele (10) si (13) din para-
graful 22 si faciAnd un calcul analog cu cel din exercifiul 2*
vom gasi o

div H ext = 0 S1 div H int 0. (12)

Divergenta ca invariant al campului. Din definitia di-

vergentei

(
jb an dS

diva=Ilm s _____
AVso AV
rezulti ca toate mirimile ce v compun depind doar de camp
si nu depind deloc de sistemul de referinta. Deci, divergenta
oricarui punct este un invariant al campului, caracterizand
proprietafile interne ale acestuia si depinzand dc structura
lui, dar nu si de alcgerea sistemului de coordonate.

§ 56. EXPRIMAREA DIVERGENTElI SUB FORMA SIMBOLICA
CU AJUTORUL OPERATORULUI LUI HAMILTON

Sd scriem formula divergentei in coordonate cartesiene

. dax | ddy 0
Bdiv a st ooy T sz (1)

si alaturi de ea formulele ce reprezintd operatorul lui Ha-
milton y si vectorul a

T I R
V—axl—'_ayl T—azk’

_ Si convenim a considera pc¢ y ca pe un’ ,vector sim-
bolic** §i sd-1 supunem formal operatiilor de inmultire si im-
parlire dupa aceleasi regule pe carc le urmeaza vectorii reali
in algebra.

~ Observdm-comparand formulele (2) si (1) ca putem con-
sidera formal expresia divergentei drept un ,,produs® scalar
al ,,vectorului simbolic* nabla prin vectorul a adica

div a =y a, (3)

a N 2 . N R 0 . aa .
infelegand aci prin .,inmultirca* o7 CU Ux derivata 67‘51 ana-

] . 0
log pentrua—y ay si 5 -

~
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Formula (3) poarta numele de cxpresiec simbolica a di-
vergentei prin operatorul nabla. O putem cnunta astfel :
pentru a gasi dwergen{a unui vector oarecare a irebue sd
Linmulfim* scalar : ER—a—

Sa exemplificam ut1117aroa divergenici s1 a operatoruhu'

nabla.
Exercitiul 1. Sa s¢ demonstreze ca

div (a+b) = diva + div b

v (a4b) = va < yb. (4)

Razolvare. Dacad adunam gcometric doi vectori, proiec-
{itle lor se vor aduna algebric. Prin urmare

(a+b)x = uy +by

§l
9 (ax + bx) _ dax | ab_w
ox T ex | ga”
In mod amalog
0 (ay + by) — ody | aby'
oy oy | ay
$i

o(a, + bz) oa, ab,
I A A
o= z z
Adunand, ob;ineln
div (a+b) = div al+ div b.
Am fi putut obfine, dc altfel, acest lczultat 1 pe cale

directa din definitia divergentei : LXplCSlv'.).‘j) (a + b) n dS re-

prezinta fluxul sumar al vectorului a+b prmtro suprafata
oarecare S, fluxr ce este egul cu suma algebrica a fluxurilor
celor doi vectori componenti prin acecast suprafald, deoarece,
conform proprietafii produsului scalur,

(‘a—{—b) ndS =amdS + bnds,

de unde

J J
8 S R

Observafie. S’a convenit si se numeascd campul a--b
.suma‘ sau_,suprapunerea‘ a doud campuri scparalc a si b.

fy
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Prin urmare, din (4) reiese ci divergenta unui camp carc
reprezintd suma a doud campuri scparate este egald cu suma
algebrica a dlvergentelor fiecaruia din campm ile componente.
Teorema poate {i extinsd asupra sumei oricarui numar finit
de termeni:

div (a,+a,}+...+a,) =div a, +diva, + ...} diva,.
Si consideram drept aplicalic campul electrostatic pre-
dus de céiteva sarcini punctiformc
n
E=E +E +...+E, =3 E;.
i=1
Dec aici rezulta
n
div B = ¥ div E; = 0. (5)
=1

Formula cste valabild pentru toate punciele spafiului, cu
exceplia punctelor 4; in care sunt situate sarcinile g;j .

Exercitiul 2. Si sc demonstreze ci
divea=o9¢diva-+agrado (6)
sau altfel
v(ipa) =pva-dave

unde ¢ estc o functie scalard oarecarc, iar a este o funclic
vectoriala de punct.

Rezolvare. Daca se inmulieste un veclor printriun scalar
¢, fiecare proiectie a Iui se va multiplica prin acelas factor.
De aiei rezulta

d(pax)  dax | 9@

QX P T

0 (o ay) =9 9 dy +ayacp:

oy oy ay

d(pa,) _  da, 0@

oz =95z T

Adunand pc coloane, obtinem

0@ 0
div o a = pdiva + (a . L o¥
P (‘aa+ ay+a‘az)

Expresia din paranteze reprezinti Insa tocmai produsul
scalar dintre vectorul a i gradientul functiei scalare ¢. Prin ur-
mare, formula (6) este demonstrata.
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Observatie. Din problemelc 1° si 2° fragem concluzia ca
opcratorul nabla poseda pe de o parte unele insusiri vecto-
riale, decoarece sc supune legii distributivitatii, actionand
asupra sumei a 4 b, iar pc de alta parte, ca acest operalor
posedd uncle insusiri difercentiale, deoarece sileste membrul
dlet (div ¢ a) sd s¢ descompuna in doi termeni, asemanatori
in multe privinte cu termenii rezultati in vrma diferenficrii
unui produs din analiza obisnuita.

Exercitiul 3. Sa se¢ gascasca div (f (r) a), f (r) fiind o
functic scalara de r, iar a un vector variabil.

Rezolvare. Conform problemei precedente
div (f (r) a) = [ (r) -div a-|+ a grad [ (r)
Dar

¥ r i’ (
grad f(r) ={ (r)—r- = /" (r)r’
si deci \
div (f(rya) = f(r)div a +L£L) ar. (7)
Exercitiul 4. Sa se gascascd div (@ r), r fiind vectorul
de pozitic al punctului, iar ¢ — o funclic scalara arbitrara
Rezolvare. Conform problemei 2° oblinem
div (pr) = ¢ divr + r grad o.
Dar div r = 3 §i prin urmare
div (pr) = 3¢ + r grad o. (8)

Exercifiul 5. Sa se gaseasca div ¢, ¢ fiind un vector
constant,

Rezolvare. Deoarece ¢y cy §i ¢, sunt deascmenca marimi
constante, vom avea

dcx _dcy _de,

ax o9y o8z 0
si deci
dive = 0 (9)
sau inca
ve =0 (10)

Exercitiul 6. Si se gadseasca div [er], ¢ fiind un vector
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conslant, iar r — vectorul de pozilie al punctului in raport
cu originea.
Rezolvare. Deoarece

[er] = (cyz—cay)i— (2@ — cx2) j+
+ (cxy— ¢y v) k.

avem
olerlx _ o ., . — 0

or  ox (6= —cxy) =0
Analog

olerly _ o g olerl g

oy 0z
Rezulta deci
div [er] = 0. (11)

Exercifiul 7. Am vazut ca pentru un camp de forte supus
legii lui Coulomb (camp coulombian)

_q, q_f.z r,

Y

(12)

divergenta esle nuld in orice punct al campului (inafara de
punctul r =0, carc nu face parle din camp). Exista oarc si
alte fortc de forma

F=f(nr, (12)
- . £ o v ge < s .
a caror divergenta sa fie aulda in orice punct?

Rezolvare. Sa presupunem ca f(r) este o functie oarecarc
necunoscuta de r. Trebuc s o alegem astfel incat divergenia
campului (12) sa fie nuld. Conform problemei 4° scriem

[
i

divE =3 f(r) +-r gradf(r) = 3/(")4—/‘,(") rr=

r l

=3f(r) + ['(r) .r

Egaland expresia cu zero, oblinem pentru f(r) o ecualie
diferentiala
f(r)-r+3/[ (r) =0.
Separam variabilele
df 3dr

7 o

Integrand, obtinem

Inf=—=3Inr+ InC, sau f(r) = 7(.’5—
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Introducind rezultatul in formula (12) obtinem

C
= — T, (13)
1
¢ fiind o conslanta arbitrard. Prin urmare, din toate fortele

\ . . C o .
f(r).r, numai c¢cle dec forma 5 T produc un camp de diver-

genda nuli in toate punctele (afara de punctul r = 0).

Fizica cunoaste doua cimpuri de acest fel: campul cou-
lombian in electricitate si magnetism si campul newtonian in
teoria clementard a gravitatiei.

§ 57 TEOREMA LUl GAUSS

Intrecaga mmportanta a notiunii de divergenid reiesec din
asa numita tcoremia a lui Gauss, demonstrata de acesta mai
intal sub forma scalara. O vom cxpune in limbajul marimilor
vectoriale.

Si  consideram in
campul vectorului a o
suprafati inchisa arbi-
trara § (fig, 113) carc 4V, e
margineste  volumul V. z S
Se cerc sa  calculam \ = OMk
fluxul vectorului a din S .
interiorul acesiei supra-  4Y
fete. adica integrala du- 3 .
bla ’ A

Cimpul vectordlui @

[ .
(}) an dS.

s 0 4

definila pe suprafata. T

Teorema lui Gauss
afirnia ci putem inlocui n
accasls integrald cu una
tripla de div a, extinsi Fig. 113
la volumul V, adica

j{; an dS = j div a- dV (1)
s Vv

Teorema se enunid astfel: flurul vectorului a din interiorul
unei suprafete inchise oarecare S situatd oriunde in cdmp este
egal cu integrala divergenfei acestui vector extinsd la volumul
V. marginit de aceasta suprajata.

4. — Bazele calcului vectorial
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Demonstratie. Si divizam volumul V intr’un numar foarte
mare de volume elementare AV, AV,, ..., AV, astfel incat

m
T AV =V,
i=1
si si consideram unul din aceste volume clementare —— AV,

Notam suprateilele inchise care marginesc volumecle AV; prin
literele §,,S,,..,, Sn.

Toate volumele clementare AV; pol fi impartite in doua
grupe. Unele, cum este de pildda AVy in figura 113, sunt asifel
situate incat o parte din suprafata ce le delimitcaza apartline -
elementelor invelisului exterior S, iar o partc este constituita
din elementele unor suprafete ajutdtoare, dusc in interiorul
volumului V. Alte volume, ca dec pilda AV; in figura noastra,
sunt astfel situate in interiorul volumului V incat suprafata
care le delimitecaza esle in intregime constituita numei din cle-
mentele suprafetclor ajutatoare.

- Sa alegem in interiorul fiecarui volum AV; un puncl ar-
bitrar M; si sid scriem valoarea divergentei in acel punct.

Prin definitic

[
(JD an dSi
(diva)y; = lim S | (2)

Avi®0 Ay,
Conform definitiei limitei, din egalitatea (2), rciesc

(
fP an dS;
54 .
——A—V;*— = (dlva)Mi -+ Eji
s; fiind un infinit mic oarecare.

De aici

[
jb an dS; = (diva)M; AV; + ¢ AV, (1 =1,2,...m)
8; ,
Daca scriem egalitati de acest fel pentru fiecare dintre volu-
mele AV;si le aduniam, vom obline

n m n
b f]g andS; = ¥ (diva)y; A Vi+ 2) e;A V. (3)
i=1 i=1 i=1

Afirmam ca suma tuturor integralelor de suprafati din mem-

) X Lo R |
brul sting este egala tocmai cu integrala ciutata (J) an dS ex-
- ~ - S '
tinsd doar la suprafafa exterioard S.
Intr’adevir, acele parti ale integralelor de suprafala care

sunt extinse la suprafefele ajutitoare se vor anula reciproc,
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prin insumare, ramanand doar partile extinse la elementele

suprafelei exterioare S. Suma lor va constitui integrala <JD and$

extinsa la intregul invelis exterior S. s

Anularea reciproca a integralelor extinse la suprafetele
ajutfitoare se va produce din cauzd ca fiecare element AS; al
acestor suprafefe aparifine, in acelas timp, ambelor volume
vecine si va fi considerat de doud ori in calculele noastre.
Deoarece normalele n; si n;,,, exterioare in raport cu cele doua
volume vecine AV;si AViy,- sunt de sens contrar (vezi figura),
elementele an A S; ale integralelor luate pe aceste suprafele
ajutatoare vor fi egale in valoare absoluta si de semn contrar.
Rezulta ca ele se vor anula prin insumare, in timp ce elemen-
tele integralelor extinse la invelisul exterior S vor da

m m
q‘;an dS = 3 (diva) Mi AV + I ¢ AV, (4)
I j=1 i=1
8

Sa facem acum numarul volumelor elementare AV; sa creasca
spre infinit, fiecare dintre ele tinzand in acelas timp cu cele-
lalte catre zero. Ce infafisare va avea expresia (4) la limita?
Membrul stang raméane constant, oricare ar fi schimbarile su-
ferite de m si deci limita lui este egala cu el insugi. In ceeace
priveste limita primei sume din membrul drept

. m
lim s (diva) M; AV;

m-a>=z j—

ea rcprezintd prin definitie tocmai integrala tripla

j‘” divadV,
vV

extinsa la volumul V. Sa demonstram acum ca

R m
lim 5 ¢ AV, = 0. (5)
m-:= i

Intr’adevar, sa calculdm aceastid suma. Scriem mai intai

Esi AV,}SE IEiIAV1.

i=1

1=

Inlocuind toti termenii |e, |, |e | ,...c., | en | prin cel
mai mare dintre ei, pe care-l vom nota prin |[e| nu vom
face decat sa intarim inegalitatea, unde
m

> gj A Vi

i=1

_E, > |EiAV1:|EI > AV; = ElV
i i=1

1==1
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Atunci caind m va tinde spre infinit, toti | e | si printre cisi
cel mai mare dintre ei | ¢ | vor tinde citre zero. In acelas timp,
factorul V riaméine constant si finit. Prin urmare

lim |e]- V=0,

m=x

iar egalitatea (5) este valabild. Egalitatea (4) ia, deci, la

limita, forma _
;
t}) and$ = jjj diva.dV
JJ

S

sau mai simplu

‘.
(}) an dS = j diva. dV. . (6)
. R b

\S_,_ T SN
Teorema este astfel demonstrata.

Demonstratie directda. Formula (6) este aproapc evidenta.
Intr’adevar, in membrul stang cautim numarul liniilor aparute
sau absorbite in interiorul volumului V in care scop calculam
integrala extinsa pe suprafata care margineste acel volum.
Membrul drept ne spune cd putem patrunde in interiorul volu-
mului V, il putem diviza in elemente dV, putem calcula pro-
ductivitatea fiecdrui element cu formula div a. dV si insuma
rezultatele pentru intregui volum Este evident cd vom obline
acelas numar de linii ca si in primul caz.

Expresia analiticd a teoremei lui Gauss. Si exprimim
produsul am in coordonate cartesiene
an = ay cos (m, r)+ ay cos (n,y)+ a, cos (nm, z).

Egalitatea (6) ia forma

!
(Jb{ax cos (m, )+ ay cos (n, y)+4 a, cos (n, z)} dS =
] .

1

| 0a das , oa,
=N T sy T oz )V ()

Aceasta este forma sub care teorema este dedusa in cursurile
de calcul integral. Aici intelegem prin a;,ay si @, nu numai
proiectiile vectorului, ci trei functii scalare oarecare de varia-
bilele z, y §i z care sa salisfacd in interiorul volumului V si pe
suprafata S conditiilée de uniformitate si continuitate, atat
pentru functii, cAt si pentru derivatele lor de ordinul intai,
precum si pentru valoarea finita a derivatelor de ordinul doi.
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Observatie. Trebue luat in seama faptul remarcabil ¢id in membrul
stang al teoremei lui Gauss )

({)an dS:j‘(aa“'——}—ﬁ +ial) dv
J 0z |

ox oy
S v

se afld o integrald care depinde numai de valorile functiei a pe supra-
fala sau invelisul S (adicd depinde numai de proprietidtile ,locale ale
cimpului pe suprafala) pe cind in membrul drept se afla o integrala ce
depinde de iniregul ansamblu al valorilor lui a in intreg volumul V. Faptul
cii aceste integrale sunt egale, dovedeste ca derivabilitatea si continui-
tatea functiei a impreuna cu continuitatea primelor derivate, adica con-
ditiile pe care le satisface cAmpul, stabilesc o legitura striansa intre va-
lorile functiei in unele puncte ale ciampului si valorile ei in alte puncte
vecine sau, ceeace constitue acelas lucru, intre proprietatile campului
intr’un punct oarecare si cele din punctele vecine. Fara aceste conditii,
egalitatea nu ar putea avea loc. Trebue si avem in vedere observatii
identice referitoare la teorcmele lui Slokes s1 Green.

Importanta teoremei lui Gauss consta in faptul cd ea

i
permitc transformarea unci integrale duble de tipul (JDana’S,-

§
extinsa la o suprafata inchisa, intr’o integrala tripla de forma

jdiv a - dV cxtinsa la volumul marginit de aceastid suprafata
d

si reciproc. In acest sens o putem numi formula de ftrans-
formare a integralelor si o putem folosi atit dela dreapta la
stinga, cat si vice-versa, in functie de usurinta efectuarii inte-
gralelor in fiecare caz aparte. Se
poate intampla ca volumul V sa fie
madarginit nu de o singurd supra-
fajfa S, ci de mai multe, cum se
vede de exemplu in figura 114. In
acest caz, formyla (6) sufera o schim-
bare, intrucit integrala de suprat
fata din membrul stang se va diviza
intr’'un sir de integrale

}r)an dsS, 4 (‘}) an dS, +.....s.a.m. d.

S S
Trebue si menfiondm ca nor-
mala n trebue dusa intotdeauna ast-

Fig. 114
fel incat si fie eaferioara in raport cu volumul (vezi fig.).

Exercitiu. Si considerdim un cimp vectorial a=1r. Sa
se aplice teorema lui Gauss la volumul V al unei sfere des-
crise din origine cu o raza arbitrara R.

Rezolvare. Conform formulei (6) scriem
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' J
S
Pe suprafala sferei avem insa rn = R r° r’ = R. Prin urma

£ rnds= jdiv r dv.
)

[ [ ‘
re, membrul stang va lua forma (%) RdS =R (j) dS = RS, unde S

s 8
reprezinta suprafata sferei.
In ceeace priveste div r, ea este constanta in toate punctele
volumului, fiind egala cu 3 unitidti. Deaceea, in membrul

drept vom avea 3 jdV = 3V. Egalitatea 1a forma
v
RS=3YV - (8)
si reprezintd relatia dintre suprafatia S a sferei si volumul ei
V. Daca ne este cunoscutd una din aceste marimi, o putem
calcula si pe cealalta. De pilda, daca stim ca

— 4 3
V — ?Tl' R

putem cu ajutorul lui (8) sa obtinem
S=4nR?

$1 vice-versa.
i

§ 58. APLICATIILE TEOREMEI LUl GAUSS LA CAMPURILE '
ELECTROSTATICE

Sa studiem un sir de exercilii consecutive, care ne vor
permite sa facem cateva constatari extrem de importante in
ceeace priveste campurile electrostatice.

Exercitiul 1. Sarcina punctiforma gq, situata intr’un punct
-oarecare A este inconjurata de o
suprafata sferici S de raza arbi-
trara R, sfera fiind descrisa chiar
din punctul A. Sa se gaseasca
fluxul vectorului E prin suprafata
sferica (vezi fig. 115).

Rezolvare. Fie M (r) un punct
arbitrar de pe suprafata sferei si
‘ dS — elementul de suprafata pe
J J° care i-l atribuim. Pentru punctul

Fig. 115 M versorul normal n = r° iar
3 ) _ vectorul de pozitie va fi r =R r°.
Sa scriem expresia veclorului E pe suprafata

-9, _ _4 4 o
E—ﬁr_eR:‘RrO:‘aR?r'
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Fluxul elementar prin suprafata dS va fi

— _ q o, . q
dN = BEn dS = TR (x°)2 dS = D ds.
Fluxul prin intreaga suprafali este
A ( q , p._ 419
N = , RZ dS Rz (J dS-_ tR? AR = c " (1)
Rezulta ci fluxul nu depinde de dimensiunile suprafetei

. . . . hmq
sferei si este egal cu o marime constanta "

I :
K“M Velumul ¥V
. O'JUUUL.'«

Semnul flu-

xului depinde de semnul
lui ¢. Daca sarcina q este
pozitivi, vom avea §i un
flux N > 0. Pentrugq < 0 si
N < 0.

Exercitiul 2. Sa con-
sideram aceeasi sarcina ¢
inconjurala din toate par-
tile de o suprafata S de
forma arbitrard. S3 demon-
stram ca si in acest caz
flurui nu depinde de su-
prafafa si  este egal tot

cu 4"" (tig. 116).

Fig. 116

Rezolvare. Calculul nemijlocit al integralei (JDEn dS este

s

dificil, suprafata fiind de forma arbitrard. Si recurgem la un
artificiu de calcul. Vom descrie din A o sfera auxiliard 3 de
razd arbitrara, dar destul de micd R, incat toatia suprafata ei
sd incapa i interiorul lui S, ceeace este intotdeauna posibil.
Sa utilizdm tcorema lui Gauss, aplicAnd-o volumului V’ dintre
suprafelele ¥ si §. Conform observaliei din § 57, membrul
stang al tcoremei lui Gauss se descompune in doui integrale
s1 formula ia forma

(’f) En dS + ({) End > = div E dV'. 2)
. d v’
o Observiam, insa, ca integrala din membrul drept este nula,
deoarece div E este indentic nula in toate punctele volumului
V’. In membrul stAng, prima integrald este cea cautatd, iar
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4 nq . .
cca de a doua cste cgala cu miarimea — luald cu semnul mi-

nus, dat fiind ca in exercifiul 1°, normala n era orientata in
exterior, in raport cu volumul sferei, iar in cazul nostru ea
va fi orientald in interiorul sferei ¥, fiind o normala exteri-
oard in rapert cu volulmul V'. Egalitatea (2) se va scrie deci
[ Jmq
® En dS — 4 — o,

-

s
De aici obtinem

f

4
N — pEBnds = ™

= S,

Exercifiul 3. Campul electrostatic este produs de cétevi
sarcini punctiforme ¢, ¢, - . ., qu. O suprafala S de forma

arbitrara cuprinde foate sarcinile. Sa se demonstreze ca
[ A o
(J[)En dS = ?.E qi,
1=
L3
n -as . - . - ) .
S ¢; fiind suma algebricd a tuturor sarcinilor aflate in in-
i=1
teriorul lui S.
Rezolvare. Dcoarcce in cazul nostru
4 E]_

E=E, +E 4B+ .+E= 3

1
fluxul total va fi egal, conform celor demonstrate in § 56, cu
suma algebrica a fluxurilor partiale produsc de fiecare dintre
veclorii B; adica

YA

b

[ . fre D,
GBn dS = N,+ N, + N, +...+N, = , = (Gi-.

2 f=—

s S

Exercitiul 4. Cimpul este produs de nistec sarcini punc-
tiforme ca i in cazul precedent, dar suprafata § de forma
arbitrara nu cuprinde niciuna dintre sarcini. Sa se demonstreze
cg in acest caz fluxul vectorului E printr'o astfel dc suprafata
este nul.

Rezolvare. Aplicim volumului V, marginit de suprafala
noastra, teorcma lui Gauss (fig. 117).
r /
(Jb En dS = _‘. div B dV.
] \Y%
Observam imediat ca membrul drept estc evident nul, deoa-
rece divergenia Jui E este identic nuld in toatc punctele vee
lumului V. Prin urmare si membrul sting va fi nul, q.e.d.
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Observatie. Din excrciliile 3° si 4° rezulta urmatoarea tco-
rema: Fluxul vectorului unui camp electrostatic prin orice su-
prafafa inchisa dusd in camp nu dcpinde de forma ei, si este

. /2 | S .
egal cu produsul dintre — si suma algebrica a tuturor sar-
3

cinilor, aflate in interiorul volumului madarginil de aceastda su-
prajfatd. Fluxul sarcinilor situate ina-
fara volumului considerat este nul.
Din acestea se vede ca teorema
poate fi usor cxtinsa la cazul unor sar-
cini spatiale (sau superficiale) consi-
derate drept caz limita al unui ansam-
blu de sarcini puncliforme, cand nu- S
marul acestora din urma tinde citre
infinit. A
Accasta teorema importanta a elec- 7
trostaticel este deseori denumita a doua b4 Ane
teorema a lui Gauss. Deosebirca el esen- °g 7a
tiala de cea dintal consta in urmatoa- g
rele : in timp ce prima este generala si
poate ti aplicata oricarui camp vecto-
rial, cea deca doua prezinta un caracter Fig. 117
mai restrdans si poate fi aplicata doar

~

campurilor coulombiene, adica celor de forma r. Acecst

r3
fapt trebue luat in consideralie in diversele aplicatii.
Importanta celei de a doua.lcoreme constla in facilitarca
considerabilda a determinarii fluxului intr’un cAmp coulombian,
determinare ce se reduce la insumarea sarcinilor aflate in in-
teriorul suprafetei. Acest lucru cxplica insemnitatea ei prac-
ticd in electrostatica. Exercitiile de mai jos o vor demonstra.

Exercitiul 5. Si se dctermine divergenta unui camp pro-
dus de o sarcini eleclroslatica spaliala.

Rezoivare. Pana acum am studiat doar sarcinile puncli-
forme. Sa consideram si un camp produs de o sarcina spafiald
distribuita intr’un volum oarecare W, avand densitatea p. lL.a
randul siu p este o funclie de punctul 4 al volumului. Pentru
a reduce problema la cazul sarcinilor punctiforme, sa divizam
volumul W in elementele

dW = da - db - dc

si sa consideram sarcina elementara dg =p -dW drept o sur-
cind punctiforma (fig. 118). In acest caz, oblinem urmaéifoarca
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expresie pentru a-1 determina pe E intr'un punct ()arecarc
M (x, y, z) dupa formula (1) § 4

E—111112~r_jjjp (a,b,c) da db . dc .

er’
W

sau in proiectii

: Ey= b (a1 ¢) ¥4 gy db-de, )

L E r

E;— ([ &@b.9) v=b,4, qb. qc
€ r T 3)

E,= _P(%Eb"?) “=" da-db-dc
3

Inlegrarca sc efectueaza in interiorul volumului W, cu

coordonatele a,b si ¢, rfiind egal cuV(x—a)®+ (y—>b)* +(z—c)
Coordonatele z, y si z ale punctului considerat M, raman ne-
schimbate in proce.sul integrdrii si constitue parametri ai func-
tici de sub integrala. Prin urmare, dupa efectuarea integrarii
proicctiile Ey, Ey si E, reprezinta niste functii de x, y si z.
Mai putem demonstra ca potentmlu] V al campului cste
cgal (conform teoremei despre insumarea algebricid a poten-
tialilor datorili diferitelor sarcini puncliforine) cu marimea

V=lim¥ (i—(ll = jjj pab ) da-db - de (3")

W

er

W

o« Ne putem convinge de aceasla si
/ . altfel, demonstrand cd marimea
Mayst (37) satisface egalitatilor

)
bx _ 6—1: ’

4
Ey, =— i‘—,

oy

N N .y
e , oV
X -“Z T e —-':’
Fig. 118 9%
si E= —grad V.

Aceste relatii rezultd imediat dacd derivim integrala (3') in
raport cu parametru r, y si z.
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- Integralele (3)  si (3') sunt convergenle si reprezintia
functii de 2, y si z finite, continui si bine determinate, nu nu-
mai in cazul cand punctul M este situat inafara volumului W,
dar chiar si in cazul cand punctul considerat se atla in inte-
riorul lut (punctul M, din figura).

Prin urmare, in cazul unei sarcini spaliale putem vorbi
atdl despre cdmpul cxterior B, cdt si despre cel interior, dind-
untrul volumului W 1),

Dcoarcce nu avem posibilitatea de a demonslra aici con-
vergenta integralelor. demonstratic destul de dificila (vezi ['])
nc marginim la o simpla mentionarc aici si trecem la studiul
proprietatilor campurilor.

Vom considera douid cazuri:

Cazul 1. Punctul M este situat inafara volumului W. Sa-1
inconjuram cu o suprafata orbitrari, suficiecnt de mica pentru
ca volumul Aw, pe care-1 margineste, si nu aiba puncte co-
mune cu W.

In acest caz, conform celei de a doua teorema a lut Gauss,
fluxul vectorului E prin aceasta suprafati cste nul, deoarece
toate sarcinile sunt situate inafara acestei suprafete, adica

r
(JD En do =0.

S

Impartind ambii membri ai cgalitatii prin Aw si facandu-1
pe Aw sa tinda catre zero. gasim

.{ En do

lim Z— oo = 0.
Ao >0 Aw

Prin definitie, insd, membrul stang al acestei relatii re-
prezinta tocmai div E.y in punctul M si deci

div Beyy = 0. 4)

Cazul 2. Sa consideram un punct M situal in interiorul
volumului W. Sa-l inconjuram cu o suprafaia o, arbitrar de
mica, avind volumul Aw,. In acest caz, sarcina intregului
volum W va fi impartitd in doud parti: una mai mica, pe

1) Vezi lucrarea prof. V. 1. Smirnov ,,Curs de matematici superi-
vare vol. 11, ed. 1931, pag. 259—263. Problema convergenjei este extrem
de importanti din urmitoarele considerente: Dacd punctul M; (x, y, =)
se afld in interiorul volumului W, functia de sub integralele (3) si (3")
devine infinitid la integrarea in raport cu a, b si ¢ pentru a=zx, b=y si
t=z. ’
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care o vom numi AQ, si carc va fi cuprinsa in interiorul lui
Aw, si alta mai mare — inafara lui. Conform celei de a doui
teoreme a lui Gauss, fluxul prin suprafala o, va fi determinst
doar de prima parte, adici de cea interioard si deci

jEn d6, = A Q,.

I

Impartind prin Aw, si facandu-1 pe Aw, sa tinda calre
zero, vom gasi

. A
div Bj,t = dm Iim AQ.
€ Aw,
I ;A c e
Dar limita raportului A% pentru Aw, — O reprezinta toc-
1 .
mai densitatea spatiald S in punctul M, si prin urmare
. 4mp -
div Byt = € * )

Am obtinut tecorema: Divergen{a unui cdmp elcectrostatic
de sarcini spatiale este nula in punctele in care nu exisia
dmp

<

sarcinile spaliale $i esle egald cu in punctele unde exista

o densilate p de sarcint spaliale.

Acecasta teorema o fost transpusid de Maxwell sub forma
de postulat in domeniul cimpurilor elcctromagnetice, unde
joacd un rol important.

Corolar. Sa scriem tecorema sub {forméa analilica
oE oEy " 701:‘.,, _4_@

or oy oz e

ude p=0 in punctele exterioare (in raport cu volumul W) ale
campului si diferit de zero in cele interioare. Introducind in
locul proiectiilor Ey, Ey si K, o functic potentiald V, conform
formulelor ' '

(6)

) | (A av
bx—_—&l" YT T oy $1 Lz-——"—z,
transformim ecuatia (6) in
oV VgV 4mp -
e e e — o -

In cazul p=0 ecuatia se numeste a lui Laplace, iar in
cazul p 20 a lui Poisson. Obtinem astfel teorema: funcfia poten-
. ~ v . A y A . . . ’ a
{iala V salisface intr'un cimp electrostatic ccuafia lui Laplace in
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punctele fdra sarcini spaliale, si ecualia lui Poisson cu mem-

4rp e . oy
brul drept — 2T i punctele unde exista o densitate spatiala p.

a3

Teorema csle extrem de importanta pentru electrostatica.
Ea ne arata ca problema gasirii functiiei potentiale poate fi
rcdusa la integrarea ecuatiei lui Laplace-Poisson. Astfel, pro-
blema intra in categoria gencralda a ,,Ecuatiilor fizicei mate-
matice unde este studiatd in mod amanuntit. ‘

Sa exemplificam utilizarea celei de a doua teoreme a lui
Gauss.

Exercitiul 6. Sia sc determine cimpul unei sarcini spa-
tinle sferice dc¢ raza «, sarcinile fiind uniform distribuite.

Rezolvare. Sa consideram o sarcina spatiala Q de forma
sferica, avand raza a (fig. 119).
Vom avea relatia
Q _ 30

PEW T Ina

Sa consideram acum un punct
M in exteriorul sferei la dis-
tanta r de centrul sarcinii sfe-
rice (r > «a). In virtutea sime-
triei, in raport cu punctul O,
vectorul cautat B va {1 orientat
de-a-lungul dreptei OM. jar va-
loarea lui numerica va depinde
doar dc distanla r, adica :

E=/(rr, (8)

f(r) fiind o funclic necunoscula
oarecare de r.

Pentru a o determina, sa
descriem din O o sferda auxi- Fig. 119
nara S de razd r, astfel incdt ca si treacd prin M si s gasim
duxul vectorului B prin aceastd suprafata S. Conform defi-
mliei fluxului

[ [
N = (}) ¥En dS — (}r» f(r)y (x)?* dS=f(r). (}) dS = f(r) . 4nr®.

S S N

Pe de alta parte. conform celei de a doua teoreme a lui Gauss,

()

4 - N « .. .
luxul este egal cu . Egalind ccle doua expresii, obfinem

<

[@) - dmpe = 4TC (9)
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Q

De unde gisim f(r) = -, . In acest caz, conform formulei
E.-I

(8), expresia vectorulul camp va fi

E Q OZQ (10)

- Rezultd cd sarcina spalidld sferica aclioneaza asupra punc-
tului exterior M cu §i cand ar fi concentrata in cenlrul sferel
si ar acfiona dupd legea lui Coulomb.

Si presupunem acum ca punclul M, se gisesle in inte-
riorul sferei, adicd r, < a. Vom descrie, ca si mai sus, sfera S,
de raza r,, ce trece prin M,. In acest caz, relatia (8) pentru
cazul considerat se scrie analog, iar fluxul vcetorului E prin
suprafata S, va fi {(r,)4nr}.

Pe de alta parte, dupa cea de a doua teorema a lui Gauss,
4"01

€

el va fi egal cu , unde prin @, infclegem numai acca

parte a sarcinii lotale @, care sec afla in interiorul sferei S,.
pentruca pariea extierioara, in raport cu ca, a stratului sferic,
va produce un {lux nul, prin S,. Astfel
, 4
[ (r)dmr?= O, .
€
Dar

Q. =p- --%Tl’l‘:;.

Inlocuind aceasta in egalitatea precedenti, obtinem dupa
simplificare
()=,
! 3¢ Y
De aici, din formula (8) pentru campul interior, obt{incem

4
E:.—Tl' r,r’ =
o mery 52 ™Iy (1)
_ Dup'l cum se vede, campul interior se supune legii propo:-
tionalitafii directe in raport cu distanfa r,,in timp ce cAmpul
exterlor este invers proportional cu pitratul distantei. Pro-
lectiile campului interior vor fi

4o TP 2

Observalie. Este usor de verificat in acest exemplu teorema can

" .4 ‘
Ex=g-mor, Ey=gmy, E, =
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4w

spunc ca divergenta cimpului interior este egald cu —

Intr’adevar,

4 ) 4 4mp
div B, == 3e TP div I =3, 7. 3=

s

, __GCapitolul IX .
" RoToruUL camPULUIL /

§ 59. INTEGRALA DE LINIE A VECTORULUI

O altd noliune importanta pentru studiul cimpurilor vec-
toriale o constitue notiunea de integrala de linie a vectorului.

Sa presupunem ca in campul vectorial a am trasat o linie-

arbitrara pe care am luat doua
puncte oarecare 4 si B (fig.
120). Vom imparti segmentul
de linic cuprins intre 4 si B
intr’un numar foarte mare n de
parli, notind punctele de divi-
ziupe prin M,, M,,..... yMu_y.
Fixam directia de parcurgere a
liniei dela A la B, Portiunile de
linie astfel obtinute le presupu-
nem suficient de mici pentru ca
intr’o prima aproximatie, fie-
carc element M; M;4, si poata {i
considerat drept rectiliniu; vom
asimila acesle clemente cu niste
vectori, notiindu-le prinsimbolul Fig. 120

M; My = AL .

Pcntru generalizare, vom insemna punctele initial si final 4
si B prin M, si M,. Sa construim acum in fiecare punct M; cite
un vector a; al campului nostru si sa alcatuim suma produ-
sclor de forma

n-1

> aj Al, (1)

i=0
luati de-a-lungul acestei linii.

Sa facem acum numérul n de diviziuni si tindid spre
infinit, iar elemecntele Al; sa tindi simultan spre zero. In
acest caz, dupa cum vom vedea mai departe, suma (1) va
linde, in general, odald cu cresterea nelimilatd a numarului
de clemente AL, si cu restrang(’rea simultana a tuturor aces-
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lora cdtre dimensiuni punctiforme, spre o limitd oarecare bine
definita.

Aceastd Iimita o vom numi, prin definifie, infegrala de
liniec a veclorului a de-a-lungul liniei AB, notand-o prin sim-
bolul

n—l1
lim s a; Al = jadl. @)
Do i=1
AB

In cazul particular cand linia AB este inchisi, adica atunci
cand punctul final B coincide cu cel initial A, ea poarta nu-
mele de contur i s¢ noteaza prin litera C, Tar integrala (2)
se numeste circulatia vectorului a de-a-lungul conturului L.
notandu-se pl‘ln simbolul

(
(}> adl. . )

¢

——

Se poate da o interprctare fizica integralei (2) in cazul cand
vectorul a reprezinta o for{d, iar campul nostru este un camp
de forte. In uacest caz produsul adl reprezinta travaliul fortei
a de-a-lungul elementului de drum d1, iar toatd integrala, ca
limita a sumei, reprezinta travaliul fortei de-a-lungul drumu-
lui strabatut AB. In cazul general, insi, noi nu vom da inte-
gralei o interpretare oarecare, ci o vom numi simplu iotegrala
de linie dupa cum s’a menfionat mai sus. .

Sa raportam curba noastra la o originad oarecare O; sc¢
\edP in acest caz din figuri ci elementul de drum dl“sto

gal cu cresterea dr a vectorului de pozitie corespunzator
punctu1u1 M, sau
dl = R

de undc inlegrala (_2), poate fi scrisd sub forma

adr_
AB -
Sa descompunem vectorul a si clementul d xr dupa versorii
fundamentali ai unui sistem rectangular de coordonate cartesienc

a=asdi4 ayj+ a k

o

dl~dr—dr i+4+dy-j+dz.k
In acest caz -
. adr:a§/dg;+a'}._gg+azd:
si ' a

jadl:fadrzja,d:v—}—aydy+azd: (3)

AD | AB . AB -
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Reiese de aici ca efectuarea integralei (2) in coordonate
cartesiene se reduce la calculul integralei curbilinii (3)

Modul de calcul al acestei integrale este expus in cursu-
rilc obisnuite de calcul integral. De

exemplu, o metoda foarte buna pen- : ‘
tru rezolvare constd adesea in re- AN
prezentarea ecuatiei dreptei sub for-
ma parametricd, dar sunt posibile §i _

!

alte metode. Am calculat in § 44, din
capitolul VI, travaliul vectorului E
de-a-lungul uneci traiectoriioarecare,
in campul electrostatic. S& mai adu-
cem aici inca un cxemplu.

. ) Fig. 121
Exemplu. Sa se calculeze inte-

grala de linie a vectorului

1, 1,
A=yl g

o

de a-lungul elipsei din fig. 121, in directia aritata de sigeata.
Rezolvare. Integrala ia, in cazul nostru, forma_

[ )
dadr :i(l)(—yd.r + xdy).
J 2 ) )
C ..o C
Considerand eccuatia elipsei sub forma parametrica x =a Cost
$i y=>b sint, ajungem la urméitoarea expresie sub"ifi‘t'egljgi‘l:a'

— ydx + xdy = ab (sin*t + cos’t) dt = ab dt.

In acest caz

Sa consideram aici unele proprietati ale integralei de linie
a unui vector. Daca schimbam dircectia de integrare de-a-lungul
aceleiasi linii AB. iutegrala isi schimba semnul, fara a-si schim-
ba valoarea, adica

) BA AB

Iatr'adevar, odatd cuschimbarea direcjiei dela Bla A, toti
factorii Al; isi schimba semnul, in timp ce faclorii a réméq
neschimbati, de uade rezultd tocmai valabilitatea lui (4). Mai

5. — Bazele calcululuj vectorial
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departe, daca punctul D va fi situat intre 4 si B éste evi-
dent ca

jadl =jadl —‘r—jadl. 5)

AB AD DB

Aceastd teoremi ramane valabila siin cazul cand punctul D
este situat inafara segmentului de integrare AB. Intr’adevar,
din fig. 122 reiese ca, parcurgind de doud ori segmentul DB,

in doud direcfii contrarii, integralele jadl si j adl se anu-

BD DB
leaza reciproc prin adunare.

Observim, in sfarsit, ca din in-
sasi definitia integralei de linie re-
zulta, in general, ca valoarea aces-
tei integrale depinde efectiv de forma
traiectoriei, precum si de¢ alegerea
punctului inifial si final pe aceasta.
Intr’adevir, daca in fig. 120 am f{i
considerat o alta linie intre acc-

Fig. 122 leasi puncte A si B, ea ar fi trecut

prin alte portiuni ale campului si

deci in egalitatea (3) s’ar fi schimbat expresia de sub inte-
grala

ax dx - ay dy + a, dz,

deoarece s’ar fi schimbat valorile numerice ale Tunciiilor
ax, ay §i a,, atunci cand am fi parcurs noua linie, precum
si expresiile dx, dy si dz, definite prin noua ecuatie a dreptei.

Exista, totusi, asemenea cazuri particulare ale campurilor
vectoriale (aceste cazuri joaca, de altfel, un rol important in
practicd) in care aceasta integrald nu depinde de natura tra-
iectoriei, ci numai de pozitia punctelor initial si final.?)

Vom examina mai departe aceste tipuri de campuri, in
mod amanuniit.

§ 60. CIRCULATIA UNUI VECTOR DE-A-LUNGUL CONTURULU! UNUI
ELEMENT INFINITESIMAL. ROTORUL UNUI VECTOR.

Sa rezolvim urmitoarca problemi. Fie M punctul con-
siderat intr'un cdmp vectorial oarecare a (fig. 123), punct
prin care ducem un eicment plan infinitesimal de suprafala.
AS, de form# arbitrari si marginit de un contur C. Si pre-

1) De exemplu, campul fortelor electrostatice din § 44, campul
gravitational, si altele.
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supunem ca pe contur este dat un anumit sens de parcurgere,
indicat de o sigeata. Sa parcurgem conturul C in directia ara-
tatd si sa calculam circulatia vectorului a de-a-lungul acestui

)
contur, adica integrala (JD a dl. Dupa cum vom vedea, rezolva-

e

rea acestei probleme ne va conduce la o notiune noui, la asa

Fig. 123

de suprafafa

numitul »vector — varteJ" sau ,,rotorul
campului* in punctul M.

Sa presupunem mai intai, pentru
simplitate, ci originea coordonatelor coin-
cide cu punctul considerat M. Prin acea-
sta nu limitam caracterul general al ra-
fionamentului nostru, deoarece din insisi

~tipul integralei reiese clar cd valoarea

ei nu depinde de alcgerea coordonatelor
ci numai de natura campului in vecina-
tatea M, de natura conturulni si de sen-
sul de parcurgere. Fie astfel, clementul

luat ca in figura 124, iar campul deflmt prin

relatiile -—
a=axzi+ dyj+a;k
in care
a =ax (v, y, z)
ay = ay (%, Yy, 2) 1)
a =a, (v, y, z)

Vom presupune dimensiunile
elementuluidesuprafata drept
infinitesimale in orice direc-
lie, iesind din punctul M sau
O (fig. 124) astfel incatla par-
curgerea conturului, coordo-
natele a, y, z ale unui punct
oarecare de pe acesta sa difere
de zero printr’o cantitate
infinitesimala

Integrala pe care ne-o
propunem si o rezolvim este
de forma

C c

[ [ [ [
(JD adl= (}) ag dx + (}) ay dy + (;> a; dz

C

()
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Si calculam termenul

)
b ax da.
:
Fie K (r,y, z) un punct curent de pe contur. Sa stabilim
diferenta

Aay = axs (v, 4, z) —ux (0,0, 0),

adici cresterea funcliei ax, odata cu fieplz{sarea din punctul
considerat - M (0, 0, 0) din origina pana In pungtAul curent
K(x, y, z) de pe contur. Daca functia as este continua In punctul
M si in vecinitatea lui, avand derivale parfiale (!elordm'u}
intai, deasemenea continui, crestereva A a, poate fi inlocuita
printr’o diferentialda complecta dupa formula

Aay = day+ q, (3)

20, (3)

0

sau

X a X aa_\'
ax (x) y, Z) - (a.\' )0:(%_)0"1’.—‘_(6: )O.y—-}_(_a-:——)

in care am notat prin (6 ax) ,(8 s | '(6 af) » (ay ), valorile func-
oxr 0 6 .lj'k -0 0=z 0

tiei si ale primelor ei derivate in raportcu a, y, z, caI.cu{atc in

punctul considerat M (0, 0,0) ; valorile x, y, z reprezinta crecs-

terile coordonatelor la trecerea dela M la K, iar a« un infinit

mic de ordin superior in raport cu z, y, z. In acest caz obti-

nem din (3')

‘ . X a X a X
ax ('Tr Y, Z) = (ax )0 + %(;—‘.‘}O'T'—'_ (aay )0. Y + (6.—02_)0 < +0.,

Prin urmare

jh axdr = (a_x )o(JD dx + (Fl_)o b rdr+ (35)0 (}) ydr+
C C c c
—+ ( dax (f [ (g) d A
253 o g _
2z )OJ‘.,CLL—}—J.(I x. (4)

Sa efectuam separat fiecare integrala din membrul drept.
Vom arata aici ca primele doud dintre ele sunt nule.

Sa alegem pentru aceasta, drept origina, un punct oare-
care K, pe conturul C si si imparfim acest contur intr’un
numar foarte mare n de parti cu ajutorul punctelor K, Kj.
K,,..., K, astfel incatultimul punct K, si coincidi cu primul
K, In acest caz pe axa x vor corespunde o serie de abscise
2y, Ty, e, Ton de unde xp=2u,. Avem, dupi definilia integralei

n—1
(.%‘)'da: = lim sy Ax;, (3)

n>oo =0
C
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dar

s Ay = (.ri—a"O) + (o, — xy) F+ oo F+ (vp— .150_1) =
B = an—x, =0,
caci rp,=x,.

Rezultd de aci ca si integrala (5) este nula.

Pentru efectuarea celei de a doua integrale o vom scrie
de doua ori sub forma urmatoare -

[  n-1 o ol
dbr dr=Ilim v x;dux si o= 1lim s x4 4 x;.
J n-00 i=u J 193 xi=0
c C
De aici, ob{inem prin adunarve
[ . n-1
2 prdr=1lim v (vi+i+2i)Adx;. (6)
J n->»x i=o '

C
Dar
2 2
(@ig1 F ) A = @i+ 21) (@41 — X)) =i — 25

Rezulta ca
(Vig) + 7)) Avi = (¥ — ap) + (r3 —a3) + ...

2 .. 2
..... + (.l n X n—]) — n - .1.0 = 0,
caci ¥y = r,. Sc vede deci ca si integrala (6) este nula.

= ~ [ . Lo
Sa efectudm acum pe ¢ y dx. Pentru aceasta sa proicctam

C
conlurul C pec planul 20Oy, perpendicular pe axa z si sa in-
scmnam conturul astfel obtinut prin C,, iar suprafata, limi-
tata de el, pe planul 2Oy — prin AS,. S& demonstram ci

(J[r) ydr = — AS,.

c

Este evident ca in locul integrarii de-a-lungul conturului

C putem introduce integrarea de-a-lungul conturului C,,
adica

[ [
bydr=d¢ y dr,
J J

o c,

pentrucd orice punct A al conturului C, are aceleasi coor-
donante y si « ca si punctul K care-i corespunde pe conturul
C, iar in expresia de sub integrala intrd numai méarimile x
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si y, fara coordonata z. Vom integra deci de-a-lungul contu-
rului C,. Dar, prin definifie

3{)y dr = lim 3 y;A a;
CZ

C
'z

Elementul y; Ax; din aceasta integrala este egal cu suprafata
fagiei infinitesimale DEFG luate cu semnul minus, fasie a
carei baza este DF = | Aa; |, iar inal{imea DE = | y; | . Par-
curgand conturul C, in sensul aratat de sigeata, toate suprafetele
fasillor vor capata semnul minus §i se vor aduna aritmetic,
dand suprafata figurii 4,B,C,D,4,,-cu semnul minus.

Intr’adevar, deplasandu-ne pe curba A;B,C,, in primul si
al doilea cadran al planului 20y, toti factorii y; vor fi pozitivi
(vezi- figura) iar tofi factorii Ax; vor fi negativi, pentruca
abscisa a; descreste mereu. Invers, deplasandu-ne pe curba C,D 4,
in cadranele trei si patru, factorii y; vor deveni negativi, iar
toti Ax; pozitivi. i astfel

[
O ydr= ®ydr=lim 3 y; Ar;y = —AS,. (7)
J J (C,)
C C,
Demonstram in mod analog ci
[ [
O zdx = zdr = lim X z; Ax; = + AS,, 8
‘(’3 i) (Cy) 1 1 ¥y ( )
¥y

unde Cy— rcprezintd proiectia conturului C pe planul 20z,
perpendicular pe axa y, iar ASy; — proiectia corespunzitoare
a clementului de suprafata AS pe acelas plan.

Inlocuind in formula (4) rezultatcle (3)—(8) obtinem

[ oax oy )
(Jz axd-r:—( ay)o AS, + ( 2, ) AS,+ <;> ady (9)
. C

Sa efectuam, in sfarsit, ultima integrala (j> a dr §isia demons-

- Il . L3 - - » .C .
tram ca valoarca ei reprezintd un infinit mic de ordin su-
perlor, In raport cu primii doi termeni din membrul drept.

Intr'adevar
)
¢ gdr=lim s o Ax;,
J (©)
C
Par
(chxiA.’L'i <(Ec)laiHA33i 1<|a|max -»(%)lA‘ri,:

:l almax 2|AOCOI:2|a|mnx:-b9
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unde prin b am notat brescurtat marimea segmentului Ay C,.
Deoarece a reprezinti o marime d: ordin superior ordinului
intdi, 2lalmax ® va fi de un ordin superior ordinului doi; sa
0 notam prin ¢,. Astfel

[ dr— 8ax a_ai
C
Analog, prin permutarea ciclica a lui 2,y,z, oblinem
oay

r aa\
(j)a‘v dy:— ( 3z ) ASA—F ( E )0 ASZ +Ez.
R

da, 2

[ .
jhaz(lz:—(aa:)( AS —|— ( l]—) ASX+53

C
Adunand termen cu termen aceste egalitati, obtinem circu-
latia cautati, sau

| 9 (a"y) das) (94.)
On dl = ayJo“ ) | ase+ | % - ax)o ASy +
C

N [(@aa;) _ (‘;‘;)0 ] AS, +e, (11)

in caree = e, + ¢, + g reprezintd un infinit mic de ordin
superior lui doi.

Sa introducem acum versorul normal n la elementul de
suprafata As, ,,acorddandu-1* cu sensul de parcurgere al con-
turului € dupa regula sistemului dextrotors. In acest caz,
dupa teorema proieciiei unei saprafete

ASy =AS . cos (n, X),
ASy; = AS . cos (m, y),
AS, =AS . cos (n, z).

Vom conveni, de asemenea, pentru simplitate, ca in cele ce
urmeaza si nu mai mtrebum;am simbolul ( )0, ci sa subinte-

legem cd deriv s. a. m. d. sunt calculate pentru

punctul considerat M. Formula (11) poate f1 scrisd gi astfel

d‘;a(llz { ( 0s _ aa‘)cos (n,x) + (aax — aa7) cos (m,y) +
) oy 5
0ay  9ax N
+ (5 —Z%) cos (n.2) },_AS + e (12)

Aceasta constitue tocmai solufia problemei propuse.
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Vectorul retor. Introducem in punctul M un vector auxi-
liar W astfel incat proiectiile lui pe axele de coordonate sd
fie egale cu valorile corespunzdatoare cuprinse in parantezele
simple ale egalitafii (12) adica

aay, day A
r oo %%y |
Wy = oy 6z
o0ax oa;
J — X ,
W, = = Y } (13)
v _ 9ay a“x,
W, = oy )
iar
W= W;i+ W,j + W, k. (14)

Vectorul W este complect determinat in marime si direcfie
prin aceste egalitafi. Il vom numi ,.vectorul rotor -al campu-
lui“ in punctul M, sau simplu ,,rotorul* vectorului a si-1 vom
nota conventional prin simbolul rot a astfel ca

da, _ say
oy o<

0ayx _ oda,
oz or

oy day

)i+ (G =

In afara denumirii latine de ,,roctor* se
mai intrebuinfeaza si denumirea engle-
zeasca de ,,curl“ (citeste keurl) care in-
semneaza ,,bucla-c.

Egalitatea (12) poate fi atunci scrisa
prescurtat

rot a = (

) 14 (

)k. (15)

q‘.)adl =WnAS +e=W,. AS+e (16)
¢

[’ sau

ol l dl t AS +

¢ a = rolp a. E s
J (16")

Fig. 125
C

si ne aratd ca circulafia vectorului de-a-lungul conturului ele-
mentului infinitesimal de suprafald S dus prin punctul consi-
derat poale fi exprimat cu aproximatia unui infinit mic de
ordin superior, prin fluzul vectorului — rotor W prin acest
element de suprafajd, in direcfia normalei n legatd de direcfia
de parcurgere a conlurului, prin legea sistemului dextrotors
(fig. 125). Formulele (13), (14) si (15) servesc la calcularea
lui rot a intr’'un sistem de coordonate cartesiene.
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Rotorul ca invariant al campului. Rotorul W este deter-
minat de formulele(13)—(15) prin intermediul sistemului car-
tesian de coordonate. Sa-i ddm acum o alta definit:e, inde-
pendenta de alegerea sistemului de coordonate. Sa dividem
ambii membri ai formulei (16’) prin AS i sd trecem la
limitd facadndu-l pe AS si tinda spre zero, iar elementul
de suprafata sad convearga calre punctul M. In acest caz,
deoarcce '

objinem s

(17).
As»0 AS

Aceasta egalitale poate fi considerala drept definitia roto-
rului, exprimand-o astfel:

Rotorul vectorului a intr'un punct oarecare M este un
veclor, a carul proiecfie pe o directie oarecarec m este egald
cu {imita raportului dinire circulalia vectorului a de-a-lungul
conturului elementului infinitezimal de suprafata AS, ortogo-
nal pe n si marimea acestui clenient de suprafata, atunci
cand acesta din urma tinde spre zero, reducandu-se la
punctul M si ramandnd inconlinuu orlogonal pe mn. In tot
timpul procesului sensul de parcurgere al conturului este legaf
de orientarea lui m prin regula sistemului deatrotors. Reiese
de aici ca rot a este un invariant al campului.

§ 61. EXEMPLE DE ROTORI INTALNITE IN CAMPURILE FIZICE

Exemplul 1. Cadmpul vitezelor unui solid in rotafic. Fie
un solid cc se roteste in jurul upei axe imobile ! cu viteza
unghiulara w. Putem suprapune axa [ peste axa z fiara ca prin
accaslia sa se¢ resiranga caracterul general al rationamentului
(fig. 126).

Fie, deasemenea, M (r) punctul considerat al cimpului,
asifel ca

r = zi-}+yj + zk.
Vectorul w se exprima in figura noastra astfel

w=01i+0-j+uw k-=w-k

({) adl
1) Expresia'(’;
AS

este uneori denumita ,,densitatea circulatiei,

unui vector.
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In acest caz, vectorul v care reprezintd viteza liniara a punc-
tului M se exprimi dupa formula (16) § 22 sub forma
|

!
N v = [wr] = | l
v i 1
sau

RO

j
0
y

w e K

v=—uw-y-i+tw-2.-j + 0.k,
de unde

vy =—Ww.Y Uy =w-T,0, =0,

Sa gisim acum rotorul
vectorului v. Dupa formula
(15) din paragraful pre-
cedent, oblinem

avz a"Y
7= ——== =0,
Wx oy EE
_ OUx  dDs _
Wo="os "o =
0ty Ovx —9
W"_O.x: ay—w—%—w- w.
Prin urmare
rot v = 2wk = 2w, (1)

adicd rotorul campului vitezelor unui solid in rotalie este
acelas in taate punctele cdmpului, paralel cu ara de rotalie
st egal in marime cu dublul vitezei unghiulare de rotatie.
Exemplul considerat reprezintd cazul cel mai simplu de
camp fizic, avand un vector-rotor in fiecare punct al sau. Daca
consideram un corp lichid ce se roteste in jurul unei axe ca
un tot, aceastid imagine a rotafiei este legata in reprezentarea
obisnuitd de notiunea de rotor. De aici a si aparut, prin ana-
logie, denumirea de rotor.

Exemplul 2. Cimpul magnelic al unui conductor recti-
liniu infinit lung.
Am studiat in aminunt acest cimp in § 22 unde am dat

s1 reprezentarea lui, la care ne vom referi §i in cazul de fata.
Sa examinam doud cazuri:

‘Cazul 1. Campu! exterior. Avem relatiile

Hx:_21p—!']"’ Hy:21p—x2,Hz=0,
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unde
p=Varf gt
Calculand proieciiile rotorului pe axele de coordonate
oH, oH;
oty H = ———= =0,
0Hsy oH,
te H = ——= =0
I‘O y a: a.l‘ Y
rot, H = LH“'—aHX:QI(L—Z )4—21(—}———2!] )
or oy p p- p
sau
‘2 2
rot, H = 21 (pi-_o ;9):0.
Prin urmare
rot cht =0. (2)

Vedem deci cd in cAmpul magnetic exterior nu exista rotori.
Acesta este un camp potenlial.

Cazul 2. Cdmpul interior. Avem relaliile
Hi=—2nuy, Hy =2nux si H, = 0,
in care u reprezinta densitatca de curent. De unde
oH, oH,

roty H = =0,
oy 0z
rot, H = aHx——a—[!—z =0,
; 0z or
rot, H = aH"'—— aHx:2'rru +2nmu=4mnu.
o oy
Astfel
rot Hizc = 4nmu-k=4mu, 3)

in care u reprezintd vectorul densitate de curent. In cAmpul
magnetic interior al curentului poate exista deci un rotor.
Dupa cum se vede, el este acelas in toate punctele din inte-
riorul conductorului, este paralel cu.sensul curentului si egal
cu 4nmu. In teoria generala a campurilor magnetice se demon-
streaza ci aceastd formulid este valabila nu numai pentru un
conductor rectiliniu, ci si in cazul general.

Exemplul 3. Campul electrostatic. Sa luam pentru sim-
plificare, cimpul unei singure sarcini punctiforme

Ex_—q- .—I—g,Eszi.y_b, E, = q .Z—C.

- z _—
5 r € ré € r
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De aici
oo OB, Ey . q (z—0)(y=b) | . q (4=b)(s=¢) _
roty B= a3y P _—33— e —{—3E e =0.

Gasim analog ca si celelalte doud proiectii sunt nule.
Asifel

rot B = 0, (4)

adica un camp electrostatic produs de o singura sarcina punc-
tiforma este lipsit de rotor. Se poate demonstra usor pe acecasi
cale ca aceasta tcorema este valabila pentru orice cimp elec-
trostatic, printre care si peniru un cAmp produs de sarcini
spatiale, in toate punctelc acestuia.

§ 62. CAMP ROTORIC

Fic un camp oarecare a. Construind rotorul lui in fiecare
punct, oblinem un nou camp vectorial oarecare. care poarta nu-
mele de camp rotoric al campului dat. Liniile vectoriale ale
campului rotoric se numesc linii rotorice. Asa, de exemplu,
pentru campul magnetic interior al curentului, liniile lu:i roto-
rice vor fi chiar liniile de curent, pentrucia conform formulei
rot Hipy = 4mu, rot H fiind orientat dupa liniile decurent; in
cazul campului vitezelor unui solid in rotatie, liniile lui roto-
rice vor fi niste drepte, paralele cu axa de¢ rotatie si asa mai
departe. '

Campul rotoric poseda o proprietate caracteristica, anume
divergenta lui este idenlic nuld in {oute punctele, adica

div rot a = 0. (1)

Aceasta leorema poate fi verificatd usor pe cale directa.

Intr’adevar
W =rota= W;i+ Wj+ W, k.

De aici
oWx oW, oW,
oxr T oy T ez -

div rot a =
Calculand, se obline

oWx__ 9 1 da, aay)_ o’a,  day
or ~ oxv9y 9z )  oyor o0zox
é'Wy__a_(aax aaz)_ o ay da,
oy —oylaz oxr)” ozoy oray
oW, _i(aay dax\ _ day 0y
oz — oz\exr oy )— ordz Yoz

- Prin adunare, tofi termenii se simplificid unii cu al{ii, teo-
rema fiind astfel demonstrati. ’
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Vom studia amanuntit in cele ce urmeazi, proprietitile
campurilor de acest fel. Divergenta fiind nuld in toate punc-
tele campului rotoric, acesta din urmia poartid numele de
,,camp fara surse‘.

§ 63. TEOREMA LUI STOKES

Importania notliunii de rotor reiese din urmatoarea teo-
rema descoperita de fizicianul si matematicianul Siokes, sub
forma scalara si apoi tran-
spusa in calculul vectorial,
unde si-a gasit o interpretarc
specifica. Sa expunem con-
{inutu! ci folosindu-ne de lim-
bajul marimiior vectoriale.

Fic in cimpul vectorial
a un contur arbitrar C de
dimensiuni finfte, pe care am
ales un sens de parcurgere
bine determinat (fig. 127).

Sc cerc sa se calculeze
integrala

(J{;adl.
C
Teorema lui Stokes afir-
ma ci sc poate lua o suprafata X
arbitrara S care si se sprijinc pe conturul dat, astfel ca in
loc sd sc caleuleze circulatia vectorului a de-a-lungul contu-
rului, sii sc gascascd fluxul rotorului a prin accasta supra-
fald in dircclia normalei m, luata in concordan{a cu scnsul de
parcurgerc, dupa regula sistemului dextirotors.
Cu alle cuvinte

Jv

Fig. 127.

r
<j’adl :jnrotadS:jrotnadS. (1)
C S S ‘

sau, enuniand: circulalia vectorului a de-a-lungul unui contur
oarecare este egala cu fluxul rolorului acestui vector printr’o
suprafata arbitrara sprijinita pe conturul dat; normala n la
aceasta suprafald este in concordania cu sensul de parcur-
gere al conturului dupa regula sistemului dextrolors

Demonstratie. Presupunem funciiile ay, ay si a, ca fiind
uniforme si continue impreuna cu primele lor derivate par-
tiale calculate in orice punct al domeniului de cAmp consi-
derat. Impartim suprafata S intr’un numar foarte mare m de
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suprafete elementare AS; . suficient de mici pentru ca ficcare
din ele intr’o primd aproximatie s poata fi consideratd drept
plani. Pe fiecare din ele alegem un punct arbitrar M; si con-
struim in punctele alese versorul normal mn;. Contururile ele-
mentare care limiteazd elementele de suprafata AS; sa le no-
tam prin Cj si stabilim pentru fiecarc din cle sensul de par-
curgere in raport cu normala m; si cu sensul general pe con-
turul de baza C (vezi figura). Trebue sa nolam cia uncle dintre
aceste contururi (de pilda conturul €y, sunt compuse, in parle,
din elementele confurului de baza C si in parte din clemente
de legatura sau linii auxiliare; alte contururi, insa, cum ar fi,
de pilda, conturul C;, se compun numai din clemcentele li-
niilor de legatura.

In fiecare punct M; construim vectorul rotor al campului
(rota) M;, sau Wi; si-1 aplicam defini{ia fundamecntala (17)
din § 60.

b adl
a al;
!
, lim_~i _ _w.n —= (W
A0 As; Wi nj (Wn) My .
De aici, conform definitiei limitei, rezulta
(
‘:F a dli
Cy _ ) )
—As,i— —Wl n; + €
sau inca
[
('{) adli=W;n; AS;+ ¢ AS;, ({=1,2,...,m) (2)
C.

-

in care ¢ estec o cantitate oarecare infinit mica. Adunand toate
egalititile (2) membru cu membru vom obline:

s (jr)adli = SWimAS + SeAS,. (3)
Ci . '
Afirmam ci
Eq‘;adli:qﬁadl,
SR |

sau: suma din membrul stang al egalititii (3) este egald cu
circulatia cdutatd de-a-lungul conturului C, dcoarece integra-
lele luate de-a-lungul elementelor liniilor de legaturd se anu-
leaza reciproc prin insumare.

_ Intr’adevar, din figura reiese ci fiecare dintre liniile de
legaturad este parcursad de cite doud ori in sensuri contrare;
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deaceea, acea parte a integralelor curbilinii ce se refera la
ele, va intra de doua ori in suma cu semnc¢ contrarii.
Astfel

m m
(jr) adl = SW,; n; AS, +3 €AS; (4)
1=1 i=1
C
Sa facem numaiarul m de suprafele elementare sa tinda
catre infinit, in timp ce toate AS; tind simultan catre zero.
Atunci este evident ca

m
lim S Win;AS; = SWndS:SnrotadS (5)
m-=y i=l
S S
In ceeace priveste cea de a duoua sumaé, la limita ea este
nuld, adica

lirn E 54 ASi = 0.

m- g i=1

Intr’adevar, apreciind-o in mod analog cclui in care pros
cedam la deducerea teoremei lui Gauss, obfinem

m m
‘E g A S; >

i=1 i=1

m
s AS; =

max i=1

(] A Si < € el . S
max’

in care S este valoarca intregei noastire suprafele (pe care o
presupunem finita). De aici

E‘nmx § =0.

Iim
m-oc

Decaceea, egalitatca (4) va deveni
[
(JD adl= S n rot a dS (6)

C s
demonstrand astfel teorema lui Stokes.
Daca exprimam analitic pe adl si n rot a in coordonate:
cartesienc, atunci teorcma lui Stokes va capata forma

[ ‘0a, oday
®O adr 4 ay dy 4+ a, dz :-j ( 5. o cos (m r) +
J : y z
C s
0a, 7 oa O0dx
for - )cos (n, y) + ( i 6_11\)(:05 (m,2) lds 7

Sub aceastd formai, teorema apare in cursurile de calcul in-
tegral in care ax, ay §i a, pot fi presupuse ca fiind trei functit.
scalarc oarccare de x, y §i z.
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Imporianta teoremei lui Stokes constd in aceca ca ea

L. . . L. v .o
... ‘mite sa se inlocuiasci integrala curbilinie de tipul ¢ a dl

. v
prin calculul integralei duble de tipul f nrot a dS exlinsi la
S

suprafata limitatid de acest contur.

In acest sens, ea reprezinti teorema sau formula trans-
formarii integralelor ).

Caz particular. Si luim drept contur C o curba inchisa
plana oarecare situata in planul Oy
si drept suprafata S acea parte a pla-
nului Oy care este limitata de a-
ceastd curba (fig. 128). Sensul de
parcurgere pe curba sa-l1 stabilim
astfel incat in timpul deplasarii de-
a-lungul conturului C, suprafala pe
care o inconjuram si care esfe li-
mitata de C sid ramana in stanga
noastra.

x Atunci versorul normal n la sui

prafata S este paralel cu axa z s§i

deacecea

N

AN

Fig. 128
cos (m,z) =1 s cos (m,z) =cos (mn,y) =0
~ Ca functii a, si a, sa luam funcliile arbilrare scalare de2
variabile P (x,y) si Q (v, y) continue in tot cuprinsul dome-
niului $ cuprinzind si conturul C. avind ca derivate partiale
oP . 90Q
— s .
oy . or
Functia a. o consideram nuld. Atunci egalitatea (7) va
forma

continue de ordinul intai

[ , oQ oP
(JD Pd.v—}-Qay:j (EC — ﬁ) dx dy (8)

e 8
in care avem in membrul drept o integrala dubla, extinsa la

domeniul S. Egalitatea (8) exprima formula cunoscutd din

1) Si .aici este bineveniti observatia ficuti referitor la teorema lui
Gauss (vezi-nota pentru § 57). In membrul stang al formulei avem o in-
tegrala ce dgplnde numai de proprietatile locale ale campului de pe con-
turul C, iar in cel drept se afld o integrald ce depinde de totalilatea va-
lorilor functiilor de pe suprafata S, limitati de contur.

) Contm_uitatga primelor derivate partiale poate fi inlocuiti si aici
pnntr_"o exigen{a mai redusd in ceeace priveste continuitatea lor ,,pe
anumite portiuni, cu alte cuvinte, prin admiterea de salturi finite de
pe liniile de discontinuitate ce se gisesc pe suprafala.
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calculul integral sub numele de teorema lui Green-Riemann,
in plan, Ea transforma integrala curbilinie luatd de-a-lungul
unei curbe plane intr’o integrald dubla extinsid la domeniul
limitat de aceastda curba.

S Sa studiem un exemplu pentru aplicarea teoremei lui
Stokes.

I

Fig. 129

Bxemplu. Travaliul fortelor unui cdmp magnetic de-a-
lungul unui contur ce inconjoard cureniul. ,

Fie, in fig. 129 un conductor electric rectiliniu infinit
lung, de forma cilindricd, prin care trece curentul I. Sa ludm
in planul P, perpendicular” pe el, un contur arbitrar C si sa

gasim f}f) H dl, decci “travaliul'l forfelor cimpului jjmagnetic

[
efectuat de-a-lungul conturului C, intr’un sens legat de sensul
curentului electric dupa regula lui Maxwell.
Deoarece calculul direct al integralei curbilinii este dificil,
conturul C fiind arbitrar, vom aplica teorema lui Stokes?).
Sa presupunem ca in primul caz conturul nu cuprinde
conductorul strabatut de curent (vezi figura). Sa alegem drept

1) Conditiile de aplicare ale teoremei lui Stokes sunt indeplinite
in cazul de faji, deoarece funcliile Hx, Hy si Hz sunt continue in toate
punctele campului, atit celui interior cat i celui exterior, cuprinzind
si suprafata conductorului. In ceeace priveste primele lor derivate, ele
sunt continue peste tot, inafarid de suprafaja conductorului, dar discon-
tinuitatea ce o capitid la trecerea prin suprafatid este finiti. La inter-
secjia suprafetei conductorului cu planul P vom obtine linia de discon-
tinuitate de pe suprafata noastra S (vezi nota de pe pagina precedenti).

§. — Bazele Calculului Vectorial. — C. 764
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suprafatd S partea din plan cuprinsi in interiorul conturului.
Versorul normal m este paralel cu curentul I in toate punc-
tele de pe aceastd suprafata, fiind legat de sensul de par-
curgere al conturului. Dupa teorema lui Stokes

[
(JD Hdl= n rot HdS
C 5 A w s . -
Prima parte a egalititii este, insd, identic nuld, dcoare-
ce in cAmpul magnetic exterior rotorul este nul. Rezulta ca si
membrul sting este deascmenea nul, adica

(f, Hdl =0, (9)
J
C
Astfel, travaliul forfelor unui cdmp magnetic de-a-lungul
unui contur arbitrar ce nu inconjoarda curentul, este nul.
Sa luam acum un contur ce inconjoard curentul; si aici
drept suprafaia S pentru teorema lui Stokes, si luadm partea
din plan limitata de conturul nostru. Sa divizim pe S in doua

parti
§=S§,+S,,

. ' . . - < \ e e
in care §, este partea interioara cgald cu suprafata sectiunii
transversale a conductorului, iar §, esle partea ecxterioara,
inelari. Atunci

.

[ _ i
(JDI-I dl :j o rot H dS, + j n rot HdS," - (10)

@3 =@ C St S:

Integrala a doua din membrul drept este, insa, nuli, deoare-
ce in aceste puncte yotorul este nul. In ceeace privesle punctele
de pe S,, in ele rotorul este egal cu 4 wu, u fiind densitatea
de cureni. Deaceca, expresia de sub prima integrala devine

n-4nudS, = 4muds,.
De aici

[
T Hdl=j drudS,=4mu j dS,=4 7 uS,=4nl,
C Sy Si1

deoarece produsul uS; va da intreaga intensitate a curentului /
ce trece prin secliunea transversali a conductorului. Astfel

;
¢ Hdl=érl, (11)

. ¢ .
adica, travaliul for{elor unui cdmp magnetic efectuat de-a-lun-
gul unui coniur oarecare parcurs in sens pozitiv, conlur cc
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inconjoard curentul, nu depinde . de forma acestuia $i este egal
cu 47l -

Pana acum, rationamentele noasire le-am facut pentru
planul P si am cercetat doar contururi plane. Teorema, insi,
poate fi demonstrata pentru contururi oarecare in spatiu. Se
poate demonstra, deasemenea, ca ea este justd nu numai pentru
un curent rectiliniu, ') ci si pentru un curent oarecare inchis,
ce trece printr’'un conductor de forma arbitrard (vezi mai
departe Cap. X[V, § 91).

Analog cu expresia ?Edl, care sc numeste ,,forta elec-
¢ o
tromotoare, expresia ¢ Hdl se numeste ,,for{a magnetomotoare*

din conturul C.

§ 64. EXPRESIA ROTORULUI SUB FORMA S!MBOLICA CU AJUTORUL
OPERATORULUI LUI HAMILTON '

Sa scriem formula rotorului in coordonate cartesiene

rot a = (‘9‘“ S )it =)+ ( 9dy —-‘9»‘15) k(1)

oy oz ox oy

si impreuni cu aceasta, expresiile operatorului y si vectoru-
lui a:
J . 0 . )
=i+ =i+ -k
V= or oy oz’ )

a = ui + ayj + a. k.
Prin comparalie, observam ca rot a poate fi privit conventio-
nal ca un ,,produs* vecctorial intre vectorul simbolic nabla
si vectorul a, adica

| i! i! ks
R
rot a= [ya] = or oy o7l 3)

1y, Uy, Q
Intr’adevar desvoltand determinantul dupa regulele cu-

. . R d .
noscute si considerand ,,produsele‘* — a,. day. etc. ca pe niste
yi 5

oy dz
da, day

dy > 0z

derivate . . . obtinem formula (1).

1)In genere, curentul rectiliniu infinit lung se consideri ca un caz
particular al curentului inchis, atunci cind cea de a doua jumaitate v
conturului se indepéirteaza spre infinit.
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Expresia [ya] poarti numele de expresia simbolici a ro-
torului cu ajutorul operatorului lui Hamilton.
Sd dim cateva exemple pentru calculul rotorului

Exemplull1. S3 _se' demonstreze ca
rot;(a’+ b) =Jrot a4 roth (4)

Rezolvare. Relatia (4) este cvidenta, deoarece prin adu-
narea geometricd a vectorilor, proeictiile lor se insumeaza
algebric; deaceea, in formula (1) fiecare dintre derivatele
parfiale se descompune intr’o suma de derivate ale fiecarui
termen in parte. Dupa grupare vom obtine relatia dorita.

Sub forma simbolica acest rezultat este de forma

[v(a+b)] =[va] 4+ [vb], (5)

cu alte cuvinte, operatorul nabla se supune legii distributivi-
tatii faja de inmultirea ,,vectoriala“.

Exemplul 2. Si se gaseascd rot (pa) in care ¢ este o ma-
rime scalara. iar a este o funclie vectoriald de punct.

Rezolvare.
rot; (pa) = o%a, __ 9vay _ 1) (aa’ —_ ﬂ) (59—(’2 a, — 9P ay).
oy 0z oy 0z oy 0z

In mod analog

_ofas ) (30, i

da day 0 0
rol, (pa) = CP( axy - a;)+(£ay_(j—(;)ax)-

Inmultind aceste egalitd{i, membru cu membru prin i, j si k
si adunand, oblinem

rot (pa) = oprota —{ (ay

o Jpj .

| a_z—az 6—l] i+
(q,.92 9 i o [q, 9@ %9

T % onJ T % gy T i) X

Observam ca expresia din paranteza mare nu estealtceva
decat un produs vectorial {a grad ¢[. Deaceea

rot (pa) = ¢ rot a — [a grad o]. (6)

] 1Intr’o forma simbolicd, aceasta egalitate va fi exprimata
astfel:

[v (e a)] = o [vali—[aye]. (7)

Exemplul 3. Si se giseascd rot r in care r este vectorul
de pozilie al punclului in raport cu originea coordonatelor.
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Rezolvare. Deoarece
r = zi 4+ yj + 7k,

or. __ ory
y oz

roty r = =0, rot,r =0 si rot, r =0 (8)

Deaccea
rot r = 0.

Egalitatea (8) ramane valabila si atunci c¢and vectorul
de pozitfie se ia in raport cu oricare punct A (a, b, ¢) deoarece
im acest caz

r=(@—a) i+ (y—>5 i+ (z—c) k.

Dc altfel, aceasta reiese direct si din invariabilitatea ro-
torului faja de alegerea sislemului de referinta (sistemul de
coordonate).

Aceasta observatie este valabila si pentru exemplele ur-
matoare

Exemplul 4. Sa se gaseasca rol (f (r) a)
Rezolvare. Dupa {formula (6) scriem
rot;(f (r) a){={(r) rot a—[a grad [ (r)] =

=l (r)%rot a—f’# (ar]. (9)

Exemplul 5. Sa se gaseasca rot (f (r) r).

Rezolvare. Aceastid problema este un caz particular al
problemei anterioare. Deaceea, dupa formula (9) avem:

ret (f (r) ) =" (r) rot r—f—'ii) [xx] = 0—0=0. (10)

Exemplul 6. Si se giseascd rot [er], in care ¢ este un
veclor constant, iar r vectorul de pozitie al punctului in
Faport cu originea.

Rezolvare. Desvoltaim mai intai produsul vectorial
[exl= (cyz—c )i+ (c.x—cxz)j+ (cxy—cyx) K,
dupa aceea
rot; [er] = 9 (cxly —cCy) _9 (cocx—cxz)=cx+cx=2c¢y
oy oz :

In mod analog

roty [er] = 2c¢y si rot; [er] =2c¢, .
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Inmultind cu versori si adunand, gasim
rot [exr] =2 (cxitceyj+c k) =2e. (11)

Exemplul 7. Se stie cd vectorul a este gradientul unei
functii scalare oarecare. Sa se demonstreze ca in campul unui
asemenea vector rotorul este identic egal cu zero pentru toate
punctele campului.

Rezolvare. Din conditiile problemei

a=gradop= g—CEI—I_(%l +gi~:k

Deaceea

__0d (0o é (0o, oo Po
rm"“‘ﬁ(ﬁ)_é—:(ﬁ,— 0z dy  dyoz =0

In mod analog gééim
rotya = 0 si rot, a = 0.
Astfel
rot grad o = 0 (12)
sau simbolic

[vve] =0.

Exemplul 8. Sa ne folosim de notiunea de rotor pentru
ca sa rezolvam problema urmaitoare; sa se gaseasca div [a b],
in care a si b sunt functii vectoriale de punct.

Rezolvare. In primul rind
[a b] = (aybz— a, by) i+ (azbs—axb, ) i+ (axb.v_aybx) k.
Dupa aceea

9
g

(agb, — ayby) + =2 (ay bs— azby ) +

div [a b] = 55

0
+a_2 (axby—ayby).

Derivand si grupand apoi, obtinem

. oa, oa dax o0a; oua oa
divia b] = by — = b —_ . y 9% |
v(ab] (ay o)+ y(az o)+ b G ay)

(b, by\ (b, &b, ob, b,
"‘_ay o 6Z}|—ay(6_z_5x_)— "( )

ox oy
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Observam ca expresia aflatd in randul intai nu este altceva
decat produsul scalar dintre vectorul b si rotorul a. In mod
analog cel de al doilea rdnd ne va da produsul scalar dintre
a si rotorul b luat insi cu semn invers.

Astfel

div{ab] =brota—aroth (13)

sau
viab] =b[ya] —alfybh]. (14)

§ 65. DERIVATA VECTORULUI IN RAPORT CU O DIRECTIE DATA

In incheiere, vom studia o chesliune analoaga aceleia
considerate la campurile scalare si anume problema derivatei
functiei vectoriale a (r) in raport cu o direclie data. Aceasta
ne va duce la o operatie noua care se efectueaza cu ajutorul
simbolului nabla.

Ca introducere, sia ne intoarcem la cdmpul scalar al
functiei p. Am vazut cd dacid s este versorul unei directii
oarecare, atunci

EX 0o ER 0@
“ — co -~ + cos cos 1

o T 00s ay Bay+ Yoz (1)
in care o,B si ¥ sunt unghiurile dintre directia daia si axele
de coordonate. Convenim sa introducem operatia s y in care
s este versorul unitar; prin aceasta intelegem urmatoarele

SY= COS o —— ~}—cosBa +COST00 (2)

ox

Atunci formula (1) se poate pune sub o formid simbolica

op
s —SV-© (3)

Se poate crea, deci, o nofiunec despre o operatie mai gene-
rala decat s y. §i anume, fie v un vector oarecare avand
proiectiile vy . vy $i v,. Sa introducem operafia v y. prin
carc convenim sa infelegem urmatoarele

0
vy = Ux'x’l‘ vyg;-l-vzg, (4)
asifel incat

8
vy - cp—vxaq)-l—vs +v 52! (3)
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Este evident cd operatia (2) constitue un caz particular
al lui (4) si anume atunci cind v se transforma in versorul s.

Sa ne referim acum la cimpul vectorial. Sa consideram
in campul vectorial a (r) un punct M (r) s§i un versor oarc-
care s (fig. 130). Sa ne deplasiam intr’un punct infinit vecin
M, situat la distanta A s, pe o direclic paraleld cu s astfel
incat

Ar=MM, =sAs.

Atunci vectorul a in acest punct va capata o noua va-
loare a (r + Ar). Facem raportul

Aa_a(r+An—a(n "
A s As ’ s

adica raportul dintre cresterea func-
tiei vectoriale si marimea deplasarii
As dupa directia data. Sa facem pc
As sa linda catre zero, astfel incat
MM, sa ramana tot timpul paralel
cu versorul s. Vom numi atunci li-
mita raportului (6) derivata vec-
torului a in raport cu direcfia dala
s notind-o astfel:

lim 2a _da ()
Agy 0 As as

Se vede ca ‘aceasta reprezinia
un vector oarecare MD care va fi li-
i . ' . N Aa
X mita vectorului JMC egal cu ——
Fig 120 e As
\vezl fig.)
Daca notam

a=ai+ agj + a, k,

atunci
A a=Aai  Aayj + Aq, k.
Deaceea
Jda . Aa ] Aa Aa
— = lim —— = lim 2 i i -y im %
33 am As As i+ lim As] L lim As k
sau inca
da_dayx . v da,
as —as "oy 1T oy (®)
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Dar ax, ay $i ¢, sunt nigte funcfii scalare oarecare de

r, y sz .
Dea ceea, putem scric conform formulei (3)
as SVy- ax s V-as § (').\‘—Sv'az'

E xpresia (&) o putem scrie, deci, astfel

g—::(s v-ax)it(sv-as) j+

+(v-a)k=sy-(axi+ ayj+ a: k)

sau, pe scurt
da _
3= s vy. a. (9)

Astfel, dacd operafia s v efectuata asupra scalarului ¢ ne
dddea derivata lui ¢ in raport cu directia s, atunci lot eq,
aplicata vectorului a ne da derivata lui a in raport cu di-
recfia s.

In acest sens, simbolul s y poate fi numit simbolul deri-
varii in raport cu directia datd; acest simbol este valabil:
atat pentru functiile scalare, cat si pentru cele vectoriale.

Expresia analitica. Daca in formula (8) vom efectua

toate derivatele aa‘i_’ , 33’; si ‘%: ob{inem :
‘3‘: = %;1;‘ cos a+ 6(;1; cosp + 6_(;1; cosy) i +
+ %;% cos at % cosg + gjy cost) i+ (10)
L 0_:; cos a+ %(‘OSB'—{— aaizzcosT) k, J

in care o, § §i y reprezintd unghiurile pe cari le face verso-
tul s cu axele de corordonate. Regrupind dupid coloane, pu-
tem scrie

ca dax . _l_aa,. . _La_al

o = (Gp it g T K cosat

day

+ (5214

day ., da,
dy oy 3T 3y

dax . a& du

R R

k) cosS -+ (11)

Z k)cos y.

~
uz
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De aici 5 5
da da a a
—— = COSU —— —— - 12
35 — (08¢ o —+cos B 2y 4+ cosy 3z (12)
De altfel, ultima formula se putea obfine direct din (9)
efectudnd operatia sy. _ _
Prin analogie cu egalitatfiie (4) si (5) operatia mai gene-
rala v y asupra vectorului a o vom defini astfel

Jda Jda Ja
vv~a=vx5+ vy»@%—vz—a—; (13)

Operatia vy se numeste uneori derivata (scalarului ¢ sau
vectorului a) in raport cu un vector dal v, spre deoscbire de
operatia sy pe care noi am numit-o derivata in raport cu o
direcfie datd s. Intrc ele se poate stabili usor o legatura, daca
ne amintim ca

v=osV
De unde
vyv.e = v (v'y.9)
si
vy.a = v (v'y. a),
Aici v° este versorul vectorului v,
Sa observiam incid o proprietate evidentd a operatiei s A
aplicata scalarului ¢.
SV-¢ = S.V ¢. 5
<
NOTA. Am vazut ci totalitatea valorilor scalare ale derivatei ——

. , oS
a scalarului ¢ intr’un punct oarecare M, exprimati prin trei valori fun-
- d% 09 0¢ .
damentale ) s in formula
dx dy Oz :
0 0% a9

29
as gx TEOR g TS

ne-a definit in mod analitic un vector oarecare(pe care l1-am numit grad ient

a .
In acelas fel, totalitatea valorilor vectoriale g—— in punctul M al cam-
S

. . . . : . . .¢ga
pului vectorial a exprimate cu ajutorul celor trei vectori fundamentali 0
X

da Ja . . .
) prin formula analoaga
dy Oz 5 2a 5 5
a a
as = cos « P + cos B oy —|—cos7*az

ne determind o nofiune noui mai complexd, care poartd numele de ten-
sor (mai precis — tensor ortogonal afinorial de rangul doi). Tensorii
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se mai cheamai ,alinori*. Vectorul este determinat prin cei trei scalari
si anume prin cele trei proiectii ale lui pe axele de coordonate in timp
ce afinorul este determinat prin trei vectori, adici noud scalari. Studiul
proprietatilor afinorilor si al operatiilor ce se efectueazia asupra lor, con-
stitue obiectul unei stiinte aparte ce poarti numele de calcul lensorial
sau afinorial (sau diadic).

Analiza tensoriald este o consecinta si o desvoltare naturala a ana-
lizei vectoriale, la fel cum analiza scalard este o generalizare si o des-
voltare a calculului scalar obisnuit (vezi de ex. Gibbs-Wilson ,,Vector
analysis ,,Braunshweig. 1914; I. H. Schouten ,,Grundlagen der Vector und
Affinoranalysis ,[eipzig, 1914; in limba rusia: Lagalli ,,Calculul vecto-
rial** ONTI 1936 (traducere), Kocin ,,Calculul vectorial si elemente de
calcul tensorial ,,ONTI 1934). Actualmente, calculul tensorial este din ce
in ce mai rispandit in fizica teoretici (in special in legdturi cu des-
vul]tarea teoriei relativitatii) si-si gaseste si in tehnica aplicari mul-
tiple.

Capitolul X.

METODA SIMBOLICA SI OPERATIILE DIFERENTIALE
DE ORDINUL DOI -

—

§ 66. BAZELE METODE! SIMBOLICE.

Am viazut, intr’un intreg sir de exemple, ca operatorul
nabla, inafara de insusirile sale diferentiale . proprii, poseda
si proprietati vectoriale, specifice, care-i permit sa fie conce-
put in mod conventional ca un vector ,,simbolic*“ oarecare,
care se supune legii distributivitatii in operatiile de inmult{ire
scalarid si vectoriala. Asa de pilda, in capitolul referitor la
campurile scalare am gasit

grad{(py) = pgrady + y grad o

grad F (u) = F’ (u).grad u
sau sub forma simbolica
view =o- vy +y.vo (1)
si .
v F (u) =F (u) .yu.
In"aceste formule apar proprietatile diferenfiale ale ope-
ratorului -nabla, proprietati analoage intr’'un anumit sens¥pro-

prietatilor simbolului d din analiza obisnuita. Este evident
deasemenea si faptul ca

. V(mge) =m. yo (2)
$
vc=0,
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in care m si c sunt constante scalare. :In capitolul despré
divergenia si rotor am vazut ca

div (a + b) =diva + divb si rot(a+b)=rota +roth
sau
v(a+b)=va+ybsi[y(a-tb)]=[va]+ [vb] (3)

Aceste formule evidentiaza, pe de o parte, proprietatile dife-
rentiale ale operatorului nabla, (actiunea lui asupra sumei),
jar pe de alti parte dau la iveala si proprietatile lui vecto-
riale: cele ale unui vector oarecare conventional care se su-
pune legii distributivilalii, in cceace priveste operatiile de
,inmultire* scalara si vectoriala cu vectorii reali. In acelas
sens putem inlelege si formula

grad (¢ + y) = grad ¢ + grad y
sau
v +vy) =vel+ vy’
care se refera la cazul inmullirii opcratorului nabla prin”sumz
a doi scalari.
In sfarsit, din formulele
div (pa) = ¢-.diva -+ agrado

Si

rot (p a) = p-rota — [a grad @]
sau inca
vi(iepa) =9-ya-t+ave,
v (pa)l =09 [va] + {(ve)all (%)

reiese din nou o evidentliere a proprietitilor diferentiale ale.
operatorului nabia aplicat produsulul ¢ a. S& amintim §i alte
formule evidente

dive=0gsi rotc=20 l

sau (5}
ve=20si{ve] =0, l

atunci cand ¢ este un vector constant.

Totalitatea proprietatilor si regulilor de acest -fel carc
au fost observate la inceput, in mod practic, inirun sir de

1) Paranteza rotunda din simbolul [(v ¢) a] ne arati cd operatorul
n_ubla acfioneaza numai_asupra Jlui 9. Uneori se utilizeazd in acest scop
virgula §i anume [y ¢, al,
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cxemple, a dus — in analiza vectoriala — la aparifia unei
metode prescurtate ,,sui generis'* pentru oblinerea rapidia a
formulelor cu ajutorul operatorului nabla, metodd care astizi
poate fi numita simbolicd. $i anume, convenim sa socotim
operatorul nabla ca fiind un vector simbolic oarecare si sa
cfectuam asupra lui opcraliile de inmultire vectoriala si sca-
iara dupa aceleasi reguli ca si asupra vectorilor reali, tinind
seama, acolo unde este necesar, de proprietatile lui diferen-
tiale. Pentru aceasta, ne folosim de urmatoarele reguli:

1° Daca operatorul y aclioneaza asupra unui produs oare-
care, se tine seama — in primul rind — de proprietatile lui
diferentiale si abia apoi se utilizeaza cele vectoriale.

2° Toti vectorii sau scalarii asupra carora operatorul
nabla nu actioneazd trebue — in rezultatul final — pusi in
fata operatorului nabla (adica in stanga lui)!); reciproc, mari-
mile asupra carora operatorul y actioneazi, se aseaza in
dreapta lui. '

3° In sfarsit, deoarece y este un operator si nu un vec-
tor real, el nu trebue si fie asezat singur la sfarsitul vreunei
formule, adicd nu trebue sa fie asezat astfel incat dupa
¢l s nu mai urmeze vreo marime asupra careia ar trebui
~i actioneze.

Afard de cele amintite, mai existd un sir intreg de reguli
mai marunte pec care cititorul si le va nota atunci cand va
stzolva exemple concrete.

Astfel, pentru a sublinia faptul cd operatorul nabla nu
actioneaza asupra vreunei valori wvariabile oarecare, ce inira
intr’o formula complicata, sub aceastd marime se pune sem-
nul ,,c*“ dela cuvaniul constant, carc apoi, dupa ulilizare,
poate fi inlaturat. De pilda, la rezolvarea problemei

div (p a) = v (o a)
scriem mai intai, tindnd seama dec proprietatile diferentiale
ale operatorului nabla

. ) v(pa) = voca-+t voac,
sl apoti

vV (pa) =9..y at+aTyo=9¢.vat ay o= o¢diva-agrado.
In mod aunalog, in problema delerminarii lui rot (¢ a)

scriem mai intai

rot (p a) =[voea] =[voc.a]l +[voa]

Apoi, in membrul intii, scoatem factorul scalar . inafara
produsului vectorial; in cel de al doilea membru il trecem pe

. 1) Sau despir}iti de cl prin parantezd rotundi, virguld sau prin
oricare alt semn.
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o la operatorul nabla si schimbidm ordinea factorilor, pentru
ca simbolul a, asupra caruia operatorul nabla nu_ aclioneazi,
s4 se giseascd inaintea semnului y. Astfel,
rot (¢ a) = gy a) — [a vy ®] = prot a — [a grad o).
Notd. Se mai aplici si un alt sistem de notatie. De pilda
V(va) = Va (v a) + Vo (v a).

Semnul ya arati ci in membrul intii operatorul V actioneaza doar
asupra factorului a, iar V¢ actioneazd doar asupra lui o.

Si aratam acum modul de aplicare al metodei simbolice
in probleme mai complicate.

Exemplul 1. Si se gaseasci prin mectoda simbolica
div [a b].
Rezolvare. Scriem mai intai
div[ab] = ylab] =v[a.b] + v [ah,].
In fiecare dintre produsele mixte rezultate, efectuam o per-

mutare ciclici a factorilor, in asa fel incat a. si b, si apara
in fata simbolului nabla

div [ab] = ac [bV] _{— b, [V a]'

In sfarsit, inlaturam semnul ,,c** si schimbam, in plus.
ordinea factorilor in membrul intai [by] astfel incat y sa stea
inaintea lui b.

Obtinem

div [ab] = — a [yb] 4+ b [y a].

In incheiere, si trecem dela notatiile simbolice la celc
obisnuite, fnlocuind [yb] §i {ya] prin rotb si .rota. Ob{inem
astfel forma finala

div [ab] = b rota—a rotbh. (6)

Acest rezultat a fost obtinut in mod analitic in § 64 din
Cap. 1X exercitiul Nr. 8.

Exemplul 2. Si se giseascd prin metoda simbolica
rot [ab].
Rezolvare. Scriem mai intai

rot [ab) = [ v[ab] ] =

+ el @

Am obtinut astfel produse dublu vectoriale. Efectuam pe
fiecare dintre ele dupa regula cunoscuti(vezi formula (7). § 26)
De exemplu,

v (a. b]

[viac b1[= Vb a—a.y-b.
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Sa observam ca in membrul doi am pus in mod voit sim-
bolul a. inaintea lui y, deoarecc y nu aclioneazi asupraluia .
Fiacand acecasi mutare si in membrul intai, obtinem

[v [acb]]: a.-yb—a,y-b
sau, definitiv
[v [acb]] —a - divb—ay -b. (8)
Dupa cum vedem, in membrul al doilea a apiarut ope-

ralia .ay asupra vectorului b.
In mod analog -

[V [abu]]:bcv ra—va b.=by-a—b d.iv a. (9)
Introducand rezultatele' (8) si (9) in epgalitatea (7) ob-
{inem forma definitiva
rot [ab]—=a divb—b diva+by-a—ay-b (10)
Exemplul 3. Si se giseascad grad (ab).
Rezolvare. Scriem mai intéii
grad(ab) = v (ab)=vy (a. b)+ v (ab.). (11)
Pentru efectuarea primului membru, plecim dela pro-

blema urmaiatoare: si se giseasca

[ac [ Vb]} sau [arotb].

Desvoltind produsele dublu vectoriale, obtinem

[ac[vb]}:acb-v—acv-b. (12)

In membrul intii, in fata luiy se afla factorul scalar a. b
lar ultimul loc il ocupid operatorul y. Sa schimbam locurile lor,
deoarece y nu trebue sa fie situat la sfarsit; atunci obtinem
v (a.b). Al deilea membru reprezinta pur si simplu operatia
ay asupra lui b. Astfel (12) devine

[a rot b] =y (agb)—avy-*b.
De aici gisim
v (acb)=[arotb]+ ay-b. (13)
Aceasta reprezinta tocmai expresia cautata pentru mem-
brul intai al lui (11). Schimband aici rolurile intre a si b
putem obtine, in mod analog

v (ab.)= [brot a] + by-a. (14)
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Iniroducand (14) si (13) in egalitatea (11) oblinem rezultatul
. definitiv
grad (ab)={[aroltb]+ (brota]+ay-b+by-a. (15)

Caz particular. Daci b=a, atunci in membrul stang
obfinem grad «? iar in membrul drept termenii asemenea se

aduni. Rezulta ca
grad ¢* =2 {[arota]l +ay-a}

Observatie. Avantajul metodei simbolice constid in concizia notatiilor
care inlocuesc prin simboluri scurte transformairi analitice foarte com-
plicate, de unde reiese rapiditatea obtinerii rezultatului final. Pe de alta
parte, insa, trebue si efectudm cu multid atentie diferitele transformari
formale cu simbolul nabla, deoarece din cauza lipsei de atentie la utili-
zarea simbolului, pot surveni greseli grosolane. Deaceea, se recomanda
ca in cazul unei nesigurante in ceeace priveste rezultatul, acesta sa fie
verificat prin metoda analitica; in acest caz, rezultatele aflate prin so-
lutia simbolicad servesc drept indicatie utila pentru stabilirea sensului in
care este util si se transforme expresiile analitice complicate.

Vom considera, in cele ce urrueaza, bazele teoretice ale metodei

simbolice.

(16)

§ 67. FORMULE SIMBOLICE CARE CONTIN VECTORUL DE POZITIE

In incheiere, pentru o mai buni utilizare a metodei sim-
bolice, vom da un tabel contindnd cele mai importante for-
mule pentru r si r pe care le-am obf{inut mai inainte

1. r=zi4yj+ zk sau r = (r—a)i+ (y— b)]+(z—c)k
2. dr = idr 4 jdy 4 kdz (pentru ambele cazuri la fel).

, or r Or y or z
3 = . - _d. 7 __
T T e T (pentru cazul intai)

sau
or x—a_ or y—b JIr :—c¢ .
= T o =", 5= (pentru cazul doi)

Formulele ulterioare vor fi aceleasi pentru ambele cazuri
ale vectorului de pozifie r. Le vom scrie atat sub formi obis

nuita cat si in cea simbolica §i anume:
Nolatie obisnuita Nolatie simbolica

bograd (D=L L= /() =) vr=/(r) L

r
5. grad I':T——-r" Vr:%:r“.
6. grad(er) =¢ (¢ vector constanl) vy (er)=c(c-vector constant)
7. div r =3 vr=3.
8. rot r=0 lyr] =0.
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r 0
9. ay'r=a - yr =a—-=ar.

0 0 0
10. av-r_‘ (ax(Tr—i—a,.@—{—aZ&) r— a.

Din acecste formule fundamentale putem obtine un sir
intreg de alte formule care prezinta o mare importanta in
stiintele aplicate

1
Tz

’ % = ——r=— rlﬂ r°} [conform formulei (4)]

11. grad (li) =

12. grad (/") =n rn-1 —i— =nro—1r°

13. div (f(r)r)={f(r) div r+1r grad f(r)=3 f(r)+ rf ().
14. div (,lsr) = % +r (%): 0 (din formula precedenta).

15. rot (f (r) r) =f (r) rotr — [r grad f(r)] =

=0— 1/ (r) [rr]=0

16. rot :%r) = 0 (din formula precedcntd).

Pcentru deducerca formulelor (13) si (15) ne-am folosit
de formulcle cunoscute din paragraful precedent pentru
div (pa) si rot (¢ a)

Sa rezolvam acum cateva cxemple mai complicate.

Exemplul 1. Sa sa gascascd div r [ar],in care a este un
~vector constant, r fiind un vector de pozitie variabil.

Rezolvare. Conform formulei ce da div (pa) scriem

div r {ar] =r div [ar] < [ar] grad r.

Dar div [ar] conform formulei (6) din paragraful
precedent cste egal cu

r rot a—a rot r = 0.

Deaceca

div r

ar}:[ar]grad r= % r [ar]:O,

-deoarece produsul mixt r [ar] este nul, ca avind doi factori
egali.

7. — Bazele calé¢ului vectortal II 58
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« Exemplul 2. Si se giseasci rot [r [a r]] in care a este

un vector constant, iar r un vector de pozitie variabil.

*

Rezolvare. Intai desvoltam produsul dublu ve‘ctorial.

[r[ar]]:rza—ra-r '

Deaceea
rot [ r[a r]] = rot (#* a) — rot (ra.r). (17)
Dar conforﬁ formulei pentru rot (pa) se poate scrie
rot (r?a) = r?rot a — [a grad rz] =0—2r [af—_] = 2[ra]. (18)

La fel
rot (ra. r) = (ra) -rot.r — [r grad (ra)] =
' (19)
= 0 — [ra] = — [ra]
Introducand rezultatele (18) si (19) in formula (17) ob-
{inem :

rot [r [ar] ] =3 .[ra].

Exemplul 3. Sa se giseasca rot [er] in care ¢ este un
vector constant.

Rezolvare. Dupi formula (10) din paragraful preccdent
scriem

rot [er] = ¢ divr—r divef+ry.c—cy. I

Insa termenul al doilca si al treilea dispar din membrul
drept, deoarece ¢ esle un vector constant. Rezulta ca

rot ferj =¢ divr—cy-r.
Dupa formulele (7) st (10) din acest. paragraf oblincm

rot [er] =3c¢c—e¢ =2c.

liti _Acest rezultat s’a ob{inut in paragraful 64 pe cale ana-
itica.
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Exemplul 4. Un corp solid se roteste imprejurul unei axe
oarecare [ cu o vitezi unghiulard w. Sa se gaseasca rotorul
cimpului de viteze.

Rezolvare. Viteza v intr’'un punct oarecare M (r) se re-
prezintd prin formula
v = [wr],

in care r este vectorul de pozitie al punctului considerat in
raport cu un punct oarecare O de pe axa de rotatie, luat
drept origina.
Atunci
rot v = rot [wr],

Dar w nu dcpinde de coordonatele z,y si z ale punctului
M (w poate varia doar in funclie de timpul ¢). Deaceea, pentru
aflarea rotorului, putem aplica rezultatele exemplului 3° stu-
diat mai sus, obtinand astfcl imediat.

rot v = rot (wr] = 2w,

cu alte cuvinte, rotorul campului de viteze al solidului in rotatie
este cgal cu dublul vitezei unghiulare de rotatic. Acest rezultat
l-am obtinut pe cale analitica in paragraful 61.

§ 68 OPERATIi DIFERENTIALE DE ORDINUL DOI

Opcratiile grad o, div a, rot a, vy-o si vy-a se numesc
operatii diferenliale de ordinul intai, deoarece simbolul y
aparc in ele o singura data. Prin analogie cu acestea, s’a con-
venit a se numi operatii diferentiale de ordinul doi accle ope-
ratii in care operatorul y apare de doua ori. Si studiem
pe acelea dintre cle care sunt cele mail Importante §i mai
uzitate.

1°. Fie un camp scalar oarecare ¢. Admitem ca in fiecare
punct al lui s’a calculat si construit grad 9. Vom obline atunci
un cidmp nou oarccare si anume campul gradientilor functiel
@. Aceasta va fi un camp vectorial. Aci, ca si in oricare alt
camp vectorial putem considera notiunile de divergenta -si rotor.
Apar, astfel, urmatoarelc operatii diferentiale de ordinul doi :

I) div grad ¢ = v (v 9),
II) rot grad ¢ = [y vy @J.

2" Fie dat campul vectorial a. Daca in fiecare punct al lui
calculdm divergenta, obtinem un camp scalar oarecare — campul
divergentelor. Intr’insul ca si in oricare alt cAmp scalar, poate
fi gasit gradientul lui. Deci

II1) grad div a =y (y a).
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3° In acelas camp vectorial a inafara divergentei, putem
considera si rotorul, adicd rot a in fiecare punct. Aceasta ne va
conduce la un nou camp si anume la cdmpul rotational.

/

IV) div rot a = y [y a],
V) rot rot a = [y [y a]].

Am obtinut, deci, cinci vperatii fundamentale de ordinul
doi. Inafaralor mai sunt posibile si alte operalii cu operatorul
vy, dar nu ne vom ocupa de ele, deoarece se aplici in cazuri
relativ rare.

Sa studiem operatiile I-V. Ne vom " folosi, in special, de
metoda simbolica, in unele cazuri, insi, urmand sa folosim si
pe cea analitica. '

I. Efectuand simbolic operatia I putem scrie

div grado = v (vo) = (VvVv) o =V o.
Deoarece insa
0 0

o . .
V=921 3y T 5z

k,

gasim, conform regulei inmultirii scalare, ca

0 0? 0® 0?
V- — 92 + D] + -2 2
0z (1 )

de unde

. a’.’ 6‘.’ 6'2
div grad ¢ =
grad ¢ = (gor+t 5ot 5o5) o

S’a convenit si se numeasci operatorul y*> exprimat prin
formula (1) operatorul lui Laplace, sau pe scurt, laplacian,
notandu-l prin simbolul A.

Astfel

] .. 0? 0?2 0*
dlvgradq):Acpzaxcg—l—aycg-}-azcg, (2)

in care

VU R I
A_ox2+ay2+azz' (3)

Astfel, operafia div grad p da laplacianul functiei ¢. Aceeas
deduclie se poate face §i pe cale analitici. Intr’adevir:

dp . , 0o 0
rad ¢ = —— il ‘o
grad ¢ = - -1 ayH"az k,
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de unde, conform regulei determinarii divergentelor, obfinem
) 0 o 0 00 0 oo,
div grad o = 57 G3) T35 Gy) Taz G) =

‘o P9 o
+ 2-!-0‘22

— da ' @ y
Observatie. Mai departe vom utiliza laplacianul functiei
a, determinandu-l dupa cum urmeaza

Na=Alazi+ayi+a. k) =i Aas-Lj Aag+k Nas.  (4)

Sau, desvoltand

o a,  0%ax  Pay, . 62av 0ay aay
Aa=1i(3— ay2+ =) TG +6y tam) +
%a, 0%a, 0%a,
TEGEtayp i)

II. Sa studiem acum rot grad 9. S& demonstram ca
rot grad ¢ =0, (3)
adica sa ardtdm cd in cdmpul gradientilor, rotorul este identic
nul in toate punctelec.

Demonstratie. Exprimat sub forma simbolici, acest lucru
este evident, deoarece

rot grad ¢ = [y v 0.

Daca vom scoate din paranteza factorul scalar ¢, vom obtine
[vvle, termen nul, deoarece in interiorul parantezei patrate
se afla un produs de doi factori egali. Analitic, egalitatea (9)
a fost demonstrata in paragraful 64 din cap. IX (vezi exemplul
Nr. 7).

1II. A treia dintre operatiile noastre
grad div a = y (v a)
prezentatad analitic are urméitloarea forma

0 day L day , da, .
grad div a = (5 +6J +azk)(0;r+6;+6z)'

Derivand si regrupand, obtinem
0% ax Bgay+62(17 i+ (6 aT 62aV 0%a,

0 x* axay 0.1'62 Oxay J y* 6yaz

grad diva = ( )+

+(a'-'ax a"’aV 0%a,
0xoz -ayaz dz*

) k.
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Ulterior vom vedea legitura dintre aceastid operafie si
operatia V.

IV. A patra dintre operatiile noastre este de forma
div rot a.

In paragraful 62 am demonstrat in mod analitic ca

div rot a = 0, (6)
adicd am ardtat cd divergenfa unui camp rotational esic iden-
tic nuia.

Simbolic, lucrul acesta reiese imediat, deoarece
divrot a = y[vya].

Dar produsul mixt a trei vectori este nul cand doi dintre
factori sunt egali; in cazul nostru exisla doi ,,factori* egali v,

V. Si studiem, in fine, rot rot a. Forma simbolica este
rot rot a= [y [va] ]

Desvoltam produsul dublu vectorial din membrul drept
[vIval] = va.y—v'a.

In membrul intai mutam factorul scalar ya in locul fac-
torului vectorial y, pentru ca operatorul si nu se afle la sfarsit.
In membrul al doilea operatia y*a ne di Aa adica laplacia-
nul funciiei vectoriale a. Rezulta ca

rot rota =y (ya) — Aa.

Operatiunea y (ya) nu reprezinti insia altceva decat
grad div a. Deaceea, avem definitiv

rot rol a = grad div a — Aa. (7)

Corolar. Dupa cum vedem, existd o legaturd intre rezul-
tatele operafiilor IIl si V. Din (7) se poate obtine

grad div a = rot rot a 4+ Aa. (8)

Deducerea analitica a formulei (7). Daci notim prescur-
tat rot a prin b avem:

. __ dag oay
a;'a bz —_— o

—_ -—

b — 9% day . _ das 0dty
=T dz * YT oz

ay

EE oy
Efectuand acum rot b, sa calculim proiectiile lui:
_ db, oby 8 [(day aaY) E (aazx oa, )

dy - ez T Gylew T oy) 6z |\ Bz  ox
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Luand derivatele si grupand termenii, ob{inem
_ [O%ay 0%a, 0%y 0%ay
rotsb = (axag T 6;1:62) ~ (ay2 T 62"’)'

*ay .
—— , lar la

Sa addugam la ultima parantezd termenul —

ox?
. 2ay
prima —- cu semnul plus.
Observam atunci ca se poate scrie
_ 0 (dax day da, o0%a, 0%ax 0%ay
rotsb = 0.1‘(6.1' + oy + _0:"—)_ (O.ﬁ + oy - 9z* )

Expresia din prima paranteza reprezinti tocmai div a, iar
<ea din a doua, laplacianul A« al funcliei scalare ay . Rezulta

0 .
rotyb = s (div a) — Aag.

In mod analog
0

rot. b :gg (div a) — ‘Aay,
rot, b = -> (div a) — Aa
z - Oz z

Inmultind cuiambii membri ai primei egalitati, si respectiv
<u j si k membrii celei de a doua si a treia, si adunand ob-
tinem:

rot b = grad (div a) — Aa,

-expresie care reprezinia tocmai formula (7).

Operatiile diferentiale de ordinul doi se intilnesc adesea
in teoria campurilor electromagnetice, din care s’ar putea cita
un mare numar de exemple concrete. Nu le vom da aici, de-
oarece ele sunt prea complicate si chestiunile pe care le cu-
prind au un caracter special. Unele dintre ele vor fi tratate
in ultima parte a lucrarii. Ne vom limita aici la examinarea
unui exemplu din teoria dipolului lui Hertz. .

. . 1 .
Exemplu. Si se giscasca laplacianul vectorului Z:ZOITh(r),

in carec Z, estc un vector constant oarccare, iar h(r) o
functie scalara oarccare de variahila r (problema din dome-
qniul propagarii undelor sferice).

Rezolvare. Este evident ca dcoarece Z, este constant

AZ=Z,A (—1— h (r) ) ©,
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Deaccea, problema se reducc la gasirea laplacianului functliei

Qo = —1‘— h(r). Tinind seama de faptul ci /A ¢ nu este altceva
decat div grad ¢, scriem

1 1 1 1 , r 1 r
grad —;‘— h ———I—' grad h+h grad —I—'—-T h .'—r— _ -I_','— h. —IT-,

sau

' 1 1 ., 1
grad—r— h = (—F h — s h) r.

_ Pentru gasirea divergenlei acestei cxpresii, luim formula
(13) din § 67
div f(r) r =3f(r) + r{(r).

In cazul nostru

. 1 B 1 _ 1 ’ 1 2 ’ 1 44
div (_T,h——— )r_3(F—h_73_ h)—i-"(——l?h—F;.‘z‘h +-

e 3
3 1.
+ _[‘—4_ Il —_— —rah )

sau
div (—1; - & h) =1 p
r* r r
Rezulta ca
(1 . VST T
A(—r— h) = div grad (T hJ = - h
Revenind la formula (9) gasim

AT = zo—ll_— R (r).

§ 69. FORMULELE LUl GREEN

Pentru a exemplifica operatiile de ordinul doi, sd dedu-
cem aga numitele formule ale lui Green, care joacd un rof
important in teoria potentialului si, in particular, in teoria
campurilor electrostaticc.

' Sub denumirea de¢ teorema sau formula lui Green ne sunt
cunoscute un sir de formule integrale, carc permit transfor-
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marea unor integrale de suprafatd in integrale de volum si

reciproc.

Fie, intr’'un domeniu oarecare Q, doud functii scalare,.
e (v, y, z) si ¢y (v, y, z) continue in
toate punctele acestui domeniu im- nk
preunid cu derivatele lor partiale de z

ordinul intai (acelea care vor figura
in formulele noastre) si derivatele lor
de ordinul doi? fiind finite. %

Sa construim cimpul vectorului

a — ¢ grad ¥ 0
si sd-i aplicim teorema fundamentali Y Y
a lui Gauss: £
[ o
jD an dS :j div adV, (1) Fig. 131

s
in care V reprezinti un volum arbitrar situat in interiorul

cimpului (fig. 131), iar S suprafata care-1 limiteaza. Functia
de sub integrala din stinga este de forma

an—=—o¢ngrad ¥,

Insad produsul n grad ¥ nu este altceva decét proiectia gra-
dientului ¥ pe directia n. Conform proprieta{ii fundamentale

. . - . oY A
a gradientului, ea este egala cu derivata an 2 functiei, in ra-

port cu directia data. Rezulti, deci, cd parlea stidnga a ega-
‘s i .
litatii (1) o putem prezenta sub forma (Jf) ® d § in care

S
integrala este extinsid la suprafata S, care limiteaza vo-
lumul V, iar n este versorul normalei exterioare la aceastisu-
prafata. Sa transformam acum membrul drept. Functia de sub.
inlegrala este de forma

div a = div (¢ grad ¥) = o div grad ¥ + grad ¢ grad V.

Dardiv grad¥nu este altceva decatlaplacianul A ysideaceea

div a = oAy + grad ¢ grad V.
De unde egalitatea (1) ia forma

S v

1) Derivatele de ordinul doi trebue si fie, in general, continui, dar
pot admite salturi finite sau discontinuitifi pe unele suprafefe din in-
teriorul domeniului considerat.
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Aceasta constitue prima formuld a lui Green. Sub forma
analiticad ea poate fi scrisa :

[ (oY oY N ~
(wa{afrcos (m, x) + 5g_jcos (m, y)+ 5 cos (m, z)} dS =

S
. oy 02‘1’ dpd¥ , dpo¥ , dpao¥ ,
= - V.
j{q)(axz—}_()y )+(6a:61 6y6y+6z Oz) }d
Vv
Daca intr’un caz particular ¥ = ¢ formula (2) devinc
6 T
jfw %dszj{cmcpﬂgrad qa)*’}dv. (3)
§ v
In sfarsit, daci functia @ satisface relatia lui Laplace in
domeniul Q ,
Ao = 0,
formula (3) devine
r a;o _— 2 T ’
0o ands_j(grad @) dV. (3)
§ v
Daca ¢ = 1, formula (2) devine
[0y , «
(Jba—nds_jAde. (4)
8

Din formula (2) sc poate deduce cea de a doua formula a lui
Green. Si anume sd schimbam pentru aceasta in egalitatea (2)
rolurile functiilor ¢ si y. Putem scrie atunci

d . .
jglp %db:j{q;Aqa—{—grad\pgrad cp}d V. %)
S \4
Scazand pe (5) din (2). obtinem
( 0
blo Gm—vmds= ”mAw—wAcp}dV (6)
S

Aceasta constitue cea de a doua formula a lui Green.

Sa consideram acum un exemplu din teoria campurilor
electrostatice, in care formula lui Green isi gaseste una dintre
aplicaliile ei.

Exemplu. Energia campului electrostatic. In campul elec-
trostatic produs de o sarcina q, (fig. 132) introducem o alta
sarcina electrostatica q,. Presupunem ca sarcina g, este adusa
dela infinit (sau din regiuni indeajuns de departate de q,,
astfel incit caAmpul E,, produs dc aceasta, poate fi socotit,
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practic, nul), intr’un punct oarecare A, care se giseste la
distanta r,, de A,. Pentru aceasta, trebuec sd efectudm un tra-
valiu egal cu
q 1 q.
A, = V1q2:_iq2: _°i‘— (7)

Z €l e Iy
in care V, este potentialul produs de g,
g, in punctul A,. Acest travaliu efectuat
< de mnoi, d1ﬂn exterior, pentru producerea
A noului camp al_ sarcml.lor q, $1 q, se
g, numeste energia potentiald a unui sis-
tem de douda sarcini g, si q,. Nu este
y greu de observat ca aceasta energie
. ® este aceeasi ca si cand am f{i avut ini-
4 tial sarcina ¢, in punctul A, si apoi
am {1 adus din exterior sarcina ¢, in
Fig. 132 campul acesleia, situand-o in punc-

tul 4,.

Formula (7) ne va permite sa rczolvam problema ener-
giei potentiale a unui numar oarecare de sarcini q,, q,, . . .,qm
situate in punctele A, 4,, 4,. . . .. 4, (fig. 133).

Este evident ca energia va fi egala cu

p-N
-

1 1 m qi (Ik
=, =y AIx 8
A 2 € jk=1 Tik ®)

: A . .o ?‘
suma cuprinzand {oate combinatiile /
pare posibile ale indicilor i i k, valori Am

care variazi dela 1 la m (combinatiile o /

t3

>

de felul g; qi sauu gy qx ete. se exclud).

Factorul %l’am introdus deoarece fie- 4 7

care pereche de sarcini intrd de doua L
ori datorild modului in care s’a alca- Fig. 133
tuit suma.

Expresia (8) poate fi transformata astfel

m m(*) .
A=1% g5 Ay (8)

. dnd
2 ko1 i=1 €rlik

semnul (*) din cea de a doua sumia aratind ci la insumarea
indicelui { dela 1 la m valoarea i=k se omite. Dar expresia

reprezinli tocmai potentialul Vi produs in "punctul Ay, de
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toate celelalte sarcini, afari de ¢;. Deaceea (8) se poate scrie

astfel
1 m (9)
A= 5 X Vi qx.
k=1
in care suma sec extinde asupra tuturor sarcinilor ¢q,, q,, . . . .,
,gm- Aceasta este energia sistemului de m sarcini punctiforme
separale qu, Qg - « « -+ -+ » Qm-

Sa consideram acum o sarcind spafiald repartizata intr’un
volum oarecare Q (fig. 134). Divizand volumul in sarcini ele-
mentare d, = pd Q, in care p (z, y. z) reprezintd decnsitatea
volumetrica, vom reduce problema determinarii energiei unui
asemenea camp produs de o sarcind spatiala, la problema pre-
cedenta.

In acest caz, suma din membrul drept al egalitatii (9)
se va transforma intr’o integrala tripla extinsa la volumul @
ocupat de sarcina noastra, adica

A:—l-j VpdQ (10)
2 Je

Sa transformam expresia (10)

-—T—-ea (};‘,4 Decoarcce in interiorul volumului

Q potentialul V satisface relatia

SN, lui Poisson (vezi paragraful 58)
> adica

?V . oV &V _ 4mp
oa dy*  9z2 e’

sau

dmp
€

AV =

’

atunci il putem inlocui pe p in
integrala (10) prin expresia lui
din laplacianul A V.

Fig. 134

Atunci

=—g| vavae (11)

Sa inconjuram volumul Q cu o suprafati S a unei sfere,
descrisa din origind cu o razd agbitrard R suficient de mare
pentru ca intregul volum Q sa fie continut in volumul v al
acestei sfere. Aceasta este posibil intotdeauna in cazul céind
volumul Q este finit, conditie pe care o presupunem indepli-
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nitd. Atunci integrala tripla din formula (11) poate fi extinsa
la intregul volum al sferei S, deoarece laplacianul A V este
nul in toate punctele cxterioare lui Q. Astfel, formula (5) o
putem scrie sub forma

3 , N
A__—g;ijVdm (11)

Sa aplicdAm acum la integrala tripla formula (3) a lui
Green luind functia ¢ = V. Atunci

_ & Nedp— b vV
A_8nX@md1)dv 2 A (12)

Prima integrala din mcmbrul drept este extinsd asupra
volumului v al sterei noastre auxiliare, iar cea dea doua in-
tegrala asupra suprafetei ei S.

Sa facem acum ca raza R a sferei si tinda catre infinit,
Atunci, prima dintre integrale va deveni

€
—j (grad V)* dv,
8

adicd va fi extinsa la intregul spatiu nemdrginit. A doua inte-
grala, insa, va fi nula la limitd. Intr’adevar, din formulele
(3’) si (3) § 58 se poate usor demonstra ca potenfialul V al cam-

pului sarcinilor spatiale scade spre infinit, intocmai ca un
T

e . . . At . .
infinit mic de ordinul L, iar derivata lui —scade cao marimede

R on
-ordinulﬁl.;. Cu alte cuvinte, pentru orazda R sufiecient de mare
au loc inegalititile
oV C
rl<—> si 2
¢ ' R on R*

in care C, si C, sunt constante oarecari. Atunci

[ R% [ ov CC, I
Vv dS —|dS < 212 —
(JD an <(JD'V on R? (JDdS
:C1C24 x R? :4“(:162.
R? R

De aci rezulti ci pentru R — o a doua integrala devine
nula lalimit3. Astfel, energia inmagazinata intr’un camp electro.
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static produs de o sarcina spatiala, poate f1 exprimata prin-
tr’o integrala de forma

I(ﬂlad V)? dv. (13)

extinsa la intregul spafiu nemarginit. Se stie, de altfel, ci in
toate punctele cAmpului are loc cgalitatea

E = — grad V.

Deaceea, integrala (13) poate fi exprimatd prin vectorul
camp E

—jEz dv = —j E? dv. (14)

Expresiile (13)si(14)ne permit si considerim cnergia drept
o marime fizici, repartizald in intregul spatiu- nemarginit in
asa fel incaAt fiecare element dv al volumului sa contind o

. . . € . . .
cantitate de energie egala Cl18— E?*dv, iar fiecare unitate de
T

volum,
e E?
8w °

Aceastd cantitatc o putem numi densitatea energiei electro-
statice a campului raportatd la unitatea de volum.

Vom considera inca o aplicatie importantd a formulelor
lui Green, la rezolvarea problemei determinarii campului
atunci cand se cunoaste divergenta si rotorul lui.

(15)

CAPITOLUL XI
Principalele tipuri de cimpuri vectoriale
§ 70. OBSERVATIl GENERALE o

Divergenta si rotorul pot fi considerate ca doua caracte-
ristice diferentiale ale campului vectorial, cu alte cuvinte, ca
doud miarimi evidentiind proprietatile ciAmpului in fiecare
punct al acestuia. Divergenta este o marime scalara legata
de prezenta surselor §i puturilor, iar rotorul este o marime
vectoriala legati de nofiunca de integrala lineard sau de
eirculatia vectorului. Importanfa acestor caracteristice va fi
si mai evidenta atunci cand ne vom da seama ci ele pot fi
puse la baza clasificarii cdmpurilor si cd din proprietalile
lor se pot deduce cele mai importante proprietiti ale cAmpu-
rilor insasi.
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Sa convenim urmaitoarele :

1° Campurile (sau domeniile campurilor) in care rotorul
este identic nul, iar divergenta este o funclie oarecarep (z, y, z)
le vom numi irotationale sau potentiale.!)

Astfel, pentru aceste campuri,

rot a=20, }

diva=p (2,9 2), 1y

Marimea p in unele puncte ale caAmpului sau chiar in unele
regiuni izolate poate fi nuld intr’un caz particular; in general,
insa, este diferitd de zero si reprezinta o functiie oarecare
scalara de punct.

2° Campurile (sau domeniile caimpurilor) pentru care:

diva=0, } 2)

rota =w (z, y, z),
adica in care divergenta este identic nuld in toate punctele
lor, iar rotorul este o funcilie vectoriala oarecare w (z, y, z),
le vom numi ,.fdrd surse* sau .,solenoidale*.

Daca intr’un caz particular pentru un ciAmp oarecare
(sau pentru un domeniu oarecare al caAmpului) avem div= 0
si rot =0, aceasta va purta numele de cdmp laplacian in re-
giunea respectiva.

3° In sfarsit, campurile (sau domeniile campului) pen-
tru care

diva = P (x’ Yy, Z), } (3)
rota =w (y, z, z).

adica acelea pentru care, in general, divergenta si rotorul sunt
diferite de zero, le vom numi cdmpuri de formd generald.

Astfel, cAmpul a = m r in care r este vectorul de pozitie
al punctului curent raportat la o origina oarecare, iar m un
scalar constant, reprezinta un camp potential in intregul spaliu
nemarginit, deoarece

rot (mr):mrotr:bgj div (mr) =mdivr =3 m.

CAmpul vitezelor unui corp solid ce se roteste impre jurul
unei axe oarecare | este un cdmp solenoidal, deoarece pentru el
v = [wr], in care r este vectorul de pozitie al punctului in
raport cu o origind oarecare de pe axa, de unde

div [wr] =0 si rot [wr] =2 w.
_—

1) [In cazul cind egalititile (1) nu aulocin intregul spaj{m ocupat
de cimp, ci numai in unele domenii ale lui, termenul irotafional sau
»potenfial“ se va referi numai la aceste domenii. Acelas lucru trebue
avut in vedere §i pentru definijiile ulterioare].
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Intregul volum V, ocupat de corp in fiecare moment dat
.constitue domeniul acestui cimp.
Campul de forma
_C
a = F I ,
in care C este un numir constant, va fi un camp laplacian
in intregul spatiu nemirginit, cu exceptia punctului r = 09
.care nu face parte din camp.
Pentru el
C R . ,C
rot a = rot (F r) = 0si diva = div (Fr) = 0.
-Campul
a=mr-+4 [c],
in care m este un scalar constant, iar ¢ un vector constant,
reprezintd un ciAmp de forma generala.
Campul elecrostatic B produs de o sarcina spatiald va fi

un camp potential in intregul spatiu nemairginit, inclusiv in
punctele ocupate de sarcina, deoarece

dmp

rot E =0 s5i divE =

(In punctele din afara sarcinii spaliale el va putea fi chiar
laplacian, deoarece p = 0). Campul magnetic H produs de un
curent repartizat intr’un velum va fi un cimp solenoidal in
-domeniile prin care trece curentul, deoarece

div H=0 sirotH=4mu,

unde u reprezinta vectorul densitatii curentului; in celelalte
regiuni el va fi laplacian.
In starsit, in teoria ciAmpurilor electromagnetice vom in-
tilni cimpuri de forma generala.
Pentru aincheia, si dam inca doua exemple de cAmpuri ma-
tematice caracteristice tuturor rationamentelor ulterioare.
Anume, daca vectorul a este gradientul unei funcfii sca-
dare oarecare @, atunci cdmpul acestui vector este potential.
Intr’adevar, daca

i

a=grad o, (4)
atunci, dupa cum am vazut

rot a=rot grad ¢ =0

1) [Punctul r = 0 nu face parte din cidmp, deoarece pentru el
£xpresia Fci—r isi pierde sensul].
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Functia ¢ se numeste funcfie potenliald a acestui cdmp vec-
torial, iar valoarea ei numerici, intr’un punct oarecare, se nu-
meste potenfialul campului in acel punct. Vom vedea, in pa-
ragraful urmator, cd i reciproc, orice cAmp polential poate
fi privit ca un camp al gradientilor unei funclii scalare ¢
oarecare.

Un exemplu tipic de cimp solenoidal il constitue cdmpul
rotorilor oricarui camp veclorial. Intr’adevir, daca

W = rot a,
campul W este solenoidal, deoarcce dupda cum am viazut

div W = div rot a = 0.

Vom vedea ca i reciproc, pentru orice vector solenoidal
a poate fi gasit un vector A, (chiar o infinitate) Zastfel incat
veclorul dat sa reprezinte rotorul A, adica

a = rot A. (5)

Vectorul variabil A poate fi numit primitiv in raport cu
a(r, y, z), la fel cum in analiza obisnuitd o functie F(z) este
primitivi pentru functia f(r) dacda f(x)—= F’(x). Dar, prin
analogie cu potcntialul'scalar, vectorul variabil A este denumit D
vectorul potential al cimpului solenoidal a.

Tot asa cum poate fi gasit vectorul potential a prin po-
tenlialul scalar @, cu ajutorul gradientului putem gasi vecto-
rul solenoidal a cu ajutorul rotorului » vectorului A.

Ulterior vom preciza notiunea de vector potential.

§ 7i. NOTIUNEA DE DOMENIU SIMPLU $1 MULTIPLU CONEX

Si ne propunem problema studierii proprietitilor princi-
palelor campuri vectoriale. Dupa cum vom vedea ulterior, va
[t necesar sa ne ocupam, in amanunf, nu numai de forma
funcliei a(r), ci st de proprietatile pur geomcirice ale acelui
domeniu Q in carc a este definit.

Deaceea, este necesar sia ne ocupam mai intidi de unele
consideratii gcometrice si sii introducem céiteva definitii.

Vom numi domeniul de definilie al cAmpului acea parte
a domeniului Q in carc el este delerminat. Campul poate fi
sau extins la intregul spaliu nemadrginit tridimensional, sau li-
mitat de oarccare suprafcfe, pe care le vom numi limitele
campului.

De ex., domeniul de definitie al cAimpului clectrostatic E
produs de o sarcind punctiforma, va fi constituit de intregul

1) In cazul unor conditii suplimentare, despre care vom vorbi in
cap. XIIIL
2) Aceastii operafic s¢ numeste uncori ,rotajia vectorului A“.

8. — Bazele calcului vectorial
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spatiu nemirginit, cu exceptia punctului 4, in care se afla sar-
cina care-l produce. Pentru o sarcind spaliala, domeniul de
definitie al cAmpului va fi constituit de intregul spatiu nemar-
ginit, fird nicio excepfiec. Pentru campul magnetic exterior
produs de un curent cilindric infinit, domeniul de definitie va
fi constituit de intregul spatiu nemarginit, cu exceptia dome-
niului din interiorul cilindric al conductorului (fig. 135). Su-
prafata limitd o constituc suprafala cilindricd aconductorului.
Invers, pentru cAmpul magnetic interior, domeniul de defini-
fic se va extinde in interiorul conductorului.

Pentru campul
de viteze al unui
solid in miscare,do-
meniul de definilie
al lui, in fiecare
moment, va fi re-
prezentat dec volu-
mul ocupat de acel
corp intr’un mo-
ment dat, lar su-
prafata lui limita
va coincide cu su-
prafata corpului,cte

Astfel, fie Q
domeniul de defi-
nitie al campului.
Vom presupunc a-
. cest domeniu co-
nex. Prin acest termen se intelege un domeniu care poscda in-
susirea ca dintr’'un punct oarecare A se poate trcce oricand
la un alt punct B printr’o linie continua, teate punctele careia
se afli in interiorul domeniului dat; aceastd linie nu trebue
sa depdseascd limitele domeniului. Sa ducem in acest dome-
Diu. un contur arbitrar, C, avand punctele situate in domeniul
rgspectlv si sa-1 deformam continuu, {icindu-l si convearga
citre un punct, fird insi a permite vreo discontinuitate a
conturului. In acest caz, dupd cum vom vedea imediat, cu
fljulorul unor exemple, sunt posibile doui tipuri de domenii
in dependenta de forma lor.

Fig. 135

In unele cazuri, domeniul Q cste de asa natura, incatorice
contur ,C ce-i apar{ine, poate fi redus, printr’o transformare
continui, la un punct oarccare A al domeniului, fara a tra-
versa limitele domeniului §i fard a intrerupe liniaC.

Astfel de domenii (sau spatii) le vom numi simplu co-
nexe. Drept gxemplq pentru acesi fel de domenii poate servi
intregul spafiu nemirginit. La fel, domeniul situat in interio-
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rul suprafeter sferei, precum si domeniul cuprins intre su-
prafetele a doud sfere concentrice, vor fi simplu conexe.

In alte cazuri, domeniul Q este astfel incat nu orice con-
tur C, care-i apartiine poate fi redus la un punct printr’o trans-
formare continua. fara a traversa limitele domeniului si fara
a intrerupe linia C.

Astfel de domenii sau spatii le vom numi mulliplu co-
nexe. Asa, de exemplu, in fig. 135, toata partea nemarginita
. a spatiului, exlerioara in ra-

port cu cilindrul infinit lung,
nu va mai fi simplu conexa.
Intr’adevar, unele contururi cum
este de ex., conturul I sunt ast-
fel incat pot fi reduse la un
punct A. Altele insi, cum este
‘conturul II, care cuprinde ci-
lindrul, nu pot fi reduse la un
. punct, fara sa se intrerupa
Fig. 136 conturul sau fira ca si se tra-
verseze suprafata cilindrului care serveste drept limita pentru
acest domeniu exterior.

Un al doilea excmplu il constitue volumul ocupat de un
tor (fig. 136). Aci sunt posibile astfel de contururi, cum
este de exemplu LL’, care nu pot fi reduse la un punct.

Un exemplu intuitiv de domeniu multiplu conex il poate
constitui si volumul ocupat de o scindura groasa, in care s’au
executat unul sau mai T
multe orificii cilindrice
(fig. 137). Intr’adevar,
contururile duse in in-
tcriorul acestei scanduri
si care cuprind unul sau
mai multe orificii, nu
pot fi reduse la un punct,
fira ca sa se traverscze
limitele domeniului sau
fara aseintrerupelinia. |

Un domeniu mul- 1
tiplu conex poate fi tran- .
sformat in simplu conex, Fig. 137
dacid prin el se duc astfel de suprafete secante sau ,sec-
liuni* S;, care ar impiedica existenta unor contururi ce nu
se pot reducc la un punct, suprafefe care sd fie incluse in
numdrul de limite ale domeniului. Astfel, in fig. 135 este su-
ficient si ducem un plan oarccare S, care si treaca printr’'una
dintre generatricele cilindrului. Atunci, in acest domeniu ,,com-
plectat”, adicid in domeniul in care suprafefei cilindruluiis’a
adidugat o moua suprafatd ,limiti* §,. nu vor putea fi duse
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contururi de tipul 1I, iar domeniul se va transforma in simplu
conex. In fig. 136 este suficient ca prin tor sa ducem o sec-
tiune transversala de forma S§,; in fig. 137 sunt necesare doua
astfel de sectiuni §, si S,.

Numaiarul minim \ de tdieturi sau ,,sectiuni‘‘ care trebue
facute intr'un domeniu, pentru ca acesta, din multiplu, sa de-
vind simplu conex, adunat unitatii, se numeste ordinul de co-
nexitate, adica

M + 1 = ordinul de conexitate.,

Astfel, in fig. 135 si 136 do-
meniul este dublu conex, in fig.
137—triplu conex s.a.m d.

Sa introducem incd o de-
finitie. In fig. 138 este reprezen-
.tat schematic un domeniu tri-
plu conex Q cu doua taieturi
sau ,,gauri“ in el. Atunci, doua
contururi oarecare, de exemplu
C, si C,, pe care prin schimbari
continue le putem transforma

Fig. 138 unul intr’altul fara ca sa iesi din

limitele domeniului si fara ca

sa intrerupem contururile, le vom numi comparabile intre

ele. Invers, vom numi incomparabile contururile C, si C, sau
C, si C,, etc,

§ 72. CAMPUL POTENTIAL INTR'UN DOMENIU SIMPLU CONEX]

Fie dat intr’un domeniu oarecare simplu conex Q un cimp
potential

a=uazi-taj-+ a; k.

Presupunem cid functiile ag, ay; si ‘a, sunt uniforme,
continue si diferentiabile in orice punct al domeniului, im-
preuna cu primele lor derivate partiale, avand derivatele de
ordinul doi finite.

Sa studiem proprietitile acestui cAmp. Deoarece campul
este potenfial, rotorul este nul, adica

rot a = 0. (1)

Rezulta ca proiectiile rotorului pe axele de coordonate sunl
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identic nule. De aici obtinem conditia analitici a potentialului
sub forma urmatoarelor egalitati

day _ duay ]

dy ~  oa’

day _ 94,

3z~ ey’ | (2)
b das

v 0z’

Egalititile (2) nu sunt numai necesare, ci si suficiente,
deoarece din ele reiese (1).

~ Teorema 1. Intr’'un cdmp potenfial situat intr'un domeniu
simplu conex, integrala de linie a vectorului de-a-lungul unei
tratectorii oarecare, ce uneste doud puncte arbitrare ale cdm-
pului trecdnd prin interiorul acestuia, nu depinde de forma
traiectoriel.

Intr’adevar, fie M, AM si M ,BM doua traiectorii arbitrare
intre punctele M, si M (fig. 139).

Datoritd simplei conexitati a dome-
niului nostru, drumul M AM il putem
transforma pe cale continua in M BM,
fara ca sd iesim din limitele doineniului.

Presupunem ca locul geometric al
tuturor acestor pozilii succesive ale liniei
M, AM in timpul trecerii ei continue din
pozitia I in pozifia II, formeaza o supra-
fald oarecare S. Atunci aceasta suprafaia,
cu toate punctele ei, se va gasi in dome-
niul nostru. Sa luam linia M, AMBM, drept un contur continuu
C. Atunci, conform teoremei lui Stokes putem scrie

i j adl+ j.a'd 1= jnrolla ds. '(3)

MoAM T MBM, S

Fig, 139

Dar in toate punctele suprafefei S, rotorul este nul prin
definitie, deoarece suprafaia S se afla in intregime in interiorul
domeniului, in care campul este potenjial. Rezultd ca integrala
din membrul drep! se va anula, iar egalitatea noastra va deveni

jadL+jadl:& (4)

MgAM MDBM,
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jadl:—- jadl.

MpAM

MBMg

In sfarsit, schimband sensul integrarii in integrala din mem-
brul drept si schimbind simultan semnul vom obtine expresia

cautata

sadl:jadl. (3)

MoAM

M,BM

Din egalitatea (4) am ob{inul o a doua teorema.

Teorema 2. In cdmpul potenfial situal intr'un domeniu
simplu conex circulafia vectorului de-a-lungul unui contur
oarecare: aparfindind campului, nu depinde de forma lui, fiind

lotdeauna egalda cu zero.

Teoremele 1 si 2 sunt strins legate intre ele, deoarece
upa poate fi dedusd din cealalta ca o consecin{a, si reciproc.
De altfel, din teorema 2 rezultd o consecintd importanta :
intr’'un_camp potential in cazul unui domeniu simplu conex,

nu pot exista liniT vectoriale inchise.

Intr’adevar, sa admitem situatia inversi, deci existenia
macar a unei singure linii inchise L. In acest caz, parcurgand-o
o singurd data in sens pozitiv, observim ca toti termenii de

sub integrala

v F H/.z-,y,z)

Fig. 140

t%; adl
- - .L - -
sunt pozitivi, iar integrala nu

poate fi nula, ceeace ar contrazice
teorema 2.

Teorema 3. Peniru un camp
poltential poate fi gdsita® infol-
deauna o funcfie scalara astfel
incdt vectorul camp a sa fie gra-
dientul primei, adicd

a = grad¢.

Demonstratie. Fie M (z, y, z)
punctul considerat. Sa alegem in

campul nostru un punct arbitrar imobil, A (a, b, ¢), pe carc
sd-]1 denumim punct initial (fig. 140)
Plecind din acest punct, ne deplasim in punctul consi-

derat.



BAZELE CALCULULUI VECTORIAL 119

M de-a-lungul unei traiectorii arbitrare AM* S& calculam
integrala:

v (x,y,2z) = j a dl. (6)
AM

Conform celor demonstrate anterior, valoar¢a numerica a
acestci integrale nu depinde de forma traiectoriei, ci numai
-de pozitia punctului M (z, y, z) (punctul A este presupus imobil).
Rezulta de aici ca totalitatea valorilor marimii ¢ din integrala
noastrd formeaza pentru diferitele puncte M un camp scalar
oarecarc al functiei ¢ (z,y, z). S& demonstram ca vectorul
camp este gradientul acestei functii, adicd axele de coordonate
sunt legate de functia data prin relaiiile :

_dy9 _dy9 _ 0o ~
T T ey ™ T 6 (™)

De unde reiese:
_ Qe . de . de¢ . ' |
a= g it g i+t Gk = grad ¢. (8)

Pentru aceasta, sa consideram o deplasare din punctul M in
punctul infinit vecin M, sjituat la distan{a Ar pe dreapta MM,,
paraleld cu axa x si sa calculam integrala curbilinie de-a-lungul
traicctoriei AMM,. Conform egalitatii (6) avem

¢ (2482, y,2) = j a dl (9)

AMM;

Scidem egalitatea (8) din (9). Atunci, in membrul drept ra-
mane doar integrala luata dc-a-lungul deplasarii rectilinii
infinit mici MM, = Ax

¢ (v4+A2,y,2) —¢ (v, y, 7)= .‘a dl (9)

€
MM,
Deoarece, insa, in cazul nostru

adl=a.Ar + ay;Ay + a,Az= uzAv

(dcoarece Ay=Az =0) conform teoremei mediilor, integrala
(9') este egala cu ax (N) Ax, in care ax (N) este valoarea func-
llei ay intr’'un punct intermediar oarecare N intre M si M,.
Astfel
o (x+Ax,y,7) —e(x,y,2) =a< (N) A

1) [Se intelege dela sine cii traiectoria AM trebue si se giseasca
cu toate punctele sale in domeniul de definitie al cAmpului}.
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Impartiind ambii membri prin Az si trecand la limita
pentru Az — 0 vom obtine

lim ax (N) =1lim® (* + 4%, 4.2 —o (. u )
Ax->0 Ax>0 Ax

sau inca

3
ax (M) = f_ :

In mod analog putem demonstira si celelalte doua cgali-
tati (7) si de aici si egalitatea (8). Astfel, orice cdamp polen-
fial poale [i privit ca un camp al gradientilor unci funcfii
scalare oarecare @, definita prin egalitatea (6).

Alegerea punctului A fiind arbitrara, putem oblinc un
numar infinit de functii ¢ pentru acelas camp.

Sa demonstram cad doua func{ii arbitrare dintre acestca
se deosebesc intre ele doar prin termenul constant C. Intr’a-
devdr, daca am considera un punct oarecarc B drept punct
initial, am gési o alla functie

p = jadl.l

IB M

Deocarece insd alcgerea traiccloriei BM este arbitrara,
putem sa o alegem astfel, incit ea sa treaca prin punctul A
de mai sus. Alunci

Y = j adl + s adl = C —}—'\- adl = Cl+ o.
BA

AM AM

Rezulld ca y = ¢ + C. Prezeni{a conslantei arbitrare nu
Joaca un rol holaritor, deoarece; in primul rand, la gasirea
gradientului, aceastd constantd dispare; in al doilea rand.
deoarece, in practicd, deobicei, nu importa valorile insasi ale
functiei ¢, ci doar diferenfele valorilor lor intre doua puncte
oarecare,

Adesea, punctul initial este ales la infinit. Seintelege. ci
acest lucru se poate face doar in acele cAmpuri in care vee-
torul a dispare la infinit, in asa fel incat integrala (6) sa aibi
o valoare finild, cu toate ci traiectoria de-a-lungul cireia efec-
tuam integrarea este infinita.

Integrala jadl se numeste potentialul caimpului in punctul
AM
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dat M, iar functia ¢ = j adl in cazul lui M variabil se numeste

AM
funclie potenfiald a cdmpului.

NOTA. In fizica, de pildj, in electrostalici se preferi sa se ia adesea

in locul functiei ¢ o functie de semn contrar acesteia V =—g¢. Atunci
egalititile (7) si (8) capati forma:
v ov ov 7Y
ax:'—g"ay:—'ﬂ saZ=_5;-; (
a=—grad V : (8)

Teorema 4. Intr'un camp potential, liniile vecioriale sunt
perpendiculare pe suprafetele de nivel ale functiei ¢.

Demonstrafie. Lucrul acesta reiese direct din egalitatea
a = grad ¢. Deoarece vectorul caimp a coincide cu gradientul
lui @, el va fi ortogonal la suprafata de nivel si deci liniilc
vecloriale vor fi si ele ortogonale in orice punct la aceste
suprafete.

Teorema 5. Integrala liniard a vectorului, de-a-lungul
fraiectoriei cuprinse intre doud puncte arbitrare date M si N
ale campului, este egald cu diferenta valorilor functiei poten-
ltale corespunzdtoare punctelor final si initial, adicd

j‘ adl = (pN - q)M . (10)

MN

Intr’adevar, conform lui (8),

adl = ay,dr+ a;dy + a, dz = cPd +——dJ+ cpdz—dc,o

Deaceea
N

N
jadl_jdm_[Q(x U.Z)]-—go\ Par
MN

Daca intr’un caz particular punctele M si N suntsituate pe
aceeasi suprafatid de nivel, integrala devine nulad deoarece

Py = Px-

In sfarsit, s utilizim divergenta campului pentru a de-
monstra urmaioarea teorema.

Teorema 6. Intr'un camp potential al vectorului a, functia
lui potenfiald satisface relafia lui Poisson

AP =ps
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sau inca

St gt g =0 (11)

in care p (a, y, z) este divergenfa cdmpului.
Intr’adevar, prin definifie

div a=np.
Introducand aici, in locul lui a, expresia lui sub forma
uneilfunctii potentiale, scriem
div grad ¢ =p
sau, deoarece div grad ¢ este laplacianul Age,
AP = p

ceeace trebuia demonstrat.

Intr'un caz particular, in punclele cimpului, in care diver-
genta este nuld, egalitatea (11) se transformd in ecuafia lui
Laplace

. o’y 0% 9%y
A¢ =0 sau e + FIE + -2

—0. (12)

Ecuatia lui Laplace-P01sson permile determinarea functiei’
potentiale prin integrarea unei ecuatii diferenfiale cu derivate
partiale. In unele probleme, aceasta cale este uneori mai
comoda decat calculul integralei (6). Teoria acestei ecuatu si
a functiilor, pe care le determini, formeaza obiectul unei dis-
cipline aparte numita fizica matematica.

In incheiere, si reamintim ca in teoria campurilor elec-
trostatice, ecuatia lui lLaplace-Poisson, dupa cum s’a aratat in
paragraful 58, are forma

_4mp
4

: (13)

in care p este densitatea sarcinii spatiale intr’'un punct dat al
campului.

Sa aratam printr’un exemplu elementar explicatia ecua-
tiei lui Laplace-Poisson.

Exmplu. Campul produs de sarcini de semne contrare
intre doua placi paralele.

Fie placile AA’ si BB’ infinit lungi, incédrcate cu sarcini
de semn contrar, aflindu-se la potentiale V, si V, astfel ca

V,> YV, Sa gasim valoarea campulm E produs intre ele
(flg 1&1)
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Rezolvare. Sa orientim axa a2 perpendicular pe plici,
in sensul descreslerii potentialului, iar planul yO: si-l1 supra-
punem peste placa incarcata pozitiv AA’. Vom cauta sa obtinem
functia potentiala din ecuatia lui Laplace-Poisson. In virtutea

»
E 5 v,
{ z i + = = = -{[u va = ‘11 71%111—1_1_1_
I 1 | '
e A
| I S S e S
,'i : ! ! ! !
i Sy o Bl ____—-f-_—L———J———f___
f ' | | L l ! ! '
— -t T Sadien Biieslinl Englieaiiien S S i Sntiadidih ol 7
* + |+'| - y o+ g + o+ L+ 0+ | K
WW
’
-~ A . J . A

'Fig. 141

simelriei problemei in raport cu axa‘'x si {infind seama ‘de
lungimea infinitd a placilor, putem conchide ca suprafetele
echipotentiale vor fi niste plane paralele cu placile noastre si
deci functia va depinde, in cazul nostru, de o singura varia-
bila x. Egalitatea (13) va lua forma}

a2V
=0 (14)

deoarece intre placi nu existi sarcini spatiale.
Integrandu-l1 pe (14) gasim
'V = Ca+ D, (15)
€ si D fiind niste constante arbitrare.
Punem conditia ca pentru =0 functia V si ia valoarea
V,, iar pentru x = d, d fiind distanfa dintre placi, functia sa
ia valoarea V,. In acest caz D =V, si
V,=Cd+V,.

Introducand pe C si D in (15) obtinem

V,—V V. —V,
V:——-d—‘;v—i—"lzl’1——1d—-x. (16)
Vectorul E poate fi acum gasit din formula
ov, oV, aV
E= —grad V = '—(El_‘l —l—w] +£k) ’
sau inca
E— V.—V,.

g b a17)
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Rezulta ca acest camp este uniform §i orientat dupa axa -,
Mirimea E este egald in orice punct cu

T
V,—-V,
d b4
adicd este egala cu cdderea de potential pe unilalea de lun-
gime a drumului celui mai scurt dintre pldci.

§ 73 CAMPUL POTENTIAL INTR'UN DOMENIU MULTIPLU CONEX

Intr’un domeniu multiplu conex,campul potential (rot a=0)
poate prezenta uneie particularitati diferile de cele studiate
in paragraful precedent. Astfel, circulatia de-a-lungul contu-
rului poate sia nu devind nula pentru orice cpntur arbitrar
ales. $Si anume, daca putem rcduce conturul mnpgm (fig.142)
la un punct, atunci circulatia de-a-lungul lui este nuld. Intr’a-
devar, suprafata S construitd pe el, asa cum s’a aratat in para-
graful precedent, se¢ va afla situata cu toatec punctele ei in
interiorul domeniului, in care campul cste potential. Deaceea,
fluxul rotorului prin aceastd suprafata va fi nul si atunci,
dupa teorcma lui Stokes,

(J{; adl:}nrotadS:O. (1)
mnpqin 8

Daca insa conturul
ABCDA nu poate fi
redus la un punct, su-
prafata S, cc se sprijina
pe c¢l, va intersecta alle
domenii, n care campul
poate sa nu mai fie po-
tential, adica in care pot
exista linii de vartej si
deci fluxul rotorului din
cgalitatca (1) poate fi
diferit de zero. Am con-
siderat un caz asemana-
tor in cazul campului
magnctic produs de un
Fig. 142 curent .rectiliniu_ infinit

lung (fig. 143)

Campul cxterior
H = —2] py—2i+21‘_”'_fj+0.k.
o?
este potential, deoarece pentru el
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(este laplacian, chiar, deoarece si div H. = 0) dar domeniul
lui de existen{a este dublu conex,
Dar campul interior

Hi;_—_—Znuyi—l—2nui—l—0-k

are rotorul egal cu 4 wu; rezulta cd el poseda linii de vartej
eare, in cazul de fata, constitue liniile de curent electric in

conductor. Am gasit tocmai ca circulatiajr) H dl de-a-lungul

(V]
conturului m n p q (fig- 143) ce poate fi redus la un punct,
esle nula; dar circulatia de-a-lungul conturului ABCD A ce
cuprinde conductorul, este diferitda de zero si egala cu 4 w l.
Suprafata S construitd pe un astfel de contur intersecteaza
domeniul interior al conductorului si este traversata de linii
de vartej.
Sa ne intoar-

ccm acuin la cazul .

general din fig. 142. Z

Este usor sia demon- f _>_<
stram ca circulatia &/ 3

de-a-lungul a doua
contururi compara-
bile ABDA si AB,
D,A,, considerate de
aceeasidireclic, este

n

e de vartg
v

L
3
E

_—) ey e e .

. : . Y.
aceeasi. P O L 7@
- ~ - "N\
) Intr’adevar, sa /,—f/ . N
facem o sectiune : p '
auxiliara dupa li- 2 Y e /7
nia AA, carc unesle . |
ambele contururi si T A "(x.y.2)

de-a-lungul linici
complexe 4 BDA
A D B A A. Aceca-
sta este o linie in-
chisa, deoarece in-
cepe §i s¢ termind
in acelas punct A. Ea apartine categorici de linii ce pot fi
reduse la un punct, deoarece am facut sectiunea prin A Ay, con-
siderand accasld portiune de doua ori. Deaceea, circulatia
de--alungui unei astfel de linii este nula. Insemnand integrala
curbilinie printr’un simbol (A BD A A, D, B; 4,), putem scrie
ca aceastd integrald este nuld. O pulem insd imparti intr'o
suma de inlegrale de forma ascminatoare.

(ABDA) + (AA) + (4, DB, A,) + (A, A) = 0.

|
i
I
sa studiem integrala i
|
[

Fig. 143
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Deoarece ifntegralele curbilinii (4 4,) si (4; 4) se anuleaza
prin insumare, egalitatea va lua forma

(ABDA) + (4,D, B, 4,) = 0.

Trecand a doua integrald in membrul drept cu semnul mi-
nus si schimbénd sensul de integrare (din carecauzasemnul se
schimbia din nou) vom obfine ceeace trebuia demonstrat

(ABDA) = (4,B,D, 4,). (2

Astfel, circulalia de-a-lungul unor contururi comparabile
nu depinde de forma contururilor, trebuind sa tinem seama
numai daca ele cuprind o acceasi gaura. Invers, circulatiile de-
a-iungul unor contururi incomparabile, cum sunt dc exemplu
ABDA si MNPM pot fi, in general, diferite intre ele.

Sa facem niste sectiuni S; in domeniul multiplu conex ca
sa-l transformam in simplu conex. Convenim sd numim con-
tururi principale acelc contururi alc domeniului, care inter-
secicaza o singurd dala numai una dintre sectiuni. De exemplu:
ABDA si MNPM, iar valorile circulafiilor de-a-lungul lor,
luate intr’un scns oarecare hine determinat, le vom numi con-
stante ciclice. De exemplu, pentru campul magnetic exterior,
studiat mai sus, vom avea o singura constanta ciclica egala cu
4 wm I. Atunci circulatia de-a-lungul conturului care intersecc-
tcazad cateva sectiuni S;, va fi cgald cu suma constantelor
ciclice respective. Intr’adevar, fic I K E F H un astfel de contur.
Ducand o linic auxiliara E H, putem scrie

(HKEFH) = (HKEH) + (HEFH) = m"+ m,, (3)

in care m, si m, sunt constantele ciclice corespunziitoare fic-
carui contur principal.

In cazul cel mai general, circulatia de-a-lungul oricirui
contur inchis are forma

p: my + p.m, + et P My,
in care m;sunl constante ciclice, iar p; sunt numere, intregi
(pozitive sau negative, care ne arata de cile ori si in ce sens
conturul nostru intersecteaza fiecare din sectiunile §¢).

Este evident ca numairul constantelor ciclice este egal cu
numarul sectiunilor necesare pentru transformarea domeniului
in simplu conex.

Sa consideram acum problema funcliei potentiale intr’un
domeniu mulliplu conex. Fie un punct oarecare A (fig. 144)
punctul inifial, iar M (z, y, z) punctul considerat. Ca si in pa-
ragraful prccedent, si determindm funclia curbilinie cu aju-
torul integralei

¢ (2, y,z) = j a dl, (4)

AM
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luata dela punctul initial A spre punctul considerat de-a-lun-
gul unei traiectorii oarecare AM, ce trcce prin camp. Sa de-
numim valoare principald ¢, a integralei, acea valoare care se
obfine atunci cand ‘traiectoria AM nu intersecteazia niciuna
dintre secliunile S;; de exemplu, integrala de-a-lungul lui
ABM din figura. Ca si in paragraful precedent, se poate de-
monstra ca

0, _ 09y __ 9%
o’ YT 6y’az_ dz °

Sa presupunem acum ca o traiectorie oarecare dintre A
$i M intersccteaza una dintre sectiunile S; o singura data.

Atunci valoarea ¢ a integralei in acelas punct M de-a-lun-
gul acestei traiectorii, va fi
diferita de ¢, prin constanta
ciclica m;, corespunzatoare
sccliunii dale S;, adica”®

¢ = ¢, + mi. (3)
Intr’adevar
v = (ACDM) = (ACDMBA) -+ -
+ (ABM) = m; 4+ ¢,.

In general, expresia cea
mai generala a funciiei ¢ in
punctul M va fi

ax =

k
7 = jadl = @ Py o+ Pyt APk = ¢+ X pimi, (6)

AM
in care numerele intregi p; ne arati de céte ori §i in ce sens
traiectoria AM inlersecteaza ficcare dintre sectiunile S; Astfel,
functia potenf{iald a unui camp potential intr’un domeniu mul-
tiplu conex va fi, in general, multiformd, iar valorile ei intr'un
punct dat difera prin constante ciclice.

Sa verificam acest fapt pentru un camp magnetic exte-
rior He (fig. 143). Atunci

xdy—ydr
x® +y*

Impar{ind prin2®*numitorul si numiritorul fractiei, obtinem

d (—y—) )
rdy—ydx v _ d( . _y_)
Ayt (y) arc tg o |



128 | 1. F. LADON

Fie A si M doua puncte arbitrare ale cimpului exterior.
Atunci
— — ete ¥y —2 A
o= |H.dl=211)d (arctg =) =21 |arc tg . (7
x . x|,
AM AM
S& insemnam prin 6 unghiul, pe care-1 face planul meridio-
nal dus prin axa z si punctul M cu planul xOz (fig. 143). Atunci

— _y_ i _y__-:
g6 = p §1 arc tggx 0.

¥

De unde, din (7) obtinem definitiv

o = jne dl =21 (0y — 04). (8)
AM

Unghiul 6 este o functie multiformé. Cand se inconjoara con-
ductorul o singura dati in sensul pozitiv si se revine in punc-
tul ini{ial, vsaloarea ei creste prin aceasta cu 2 w. Astfel, po-
tentialal cAmpului magnetic exterior, reprezentat in fig 143,
prezinta valori multiple. Intre altele, din (8) pulem deduce,
din nou, ca circulatia vectorului H,, atunci cand se inconjoara
curentul in sens pozitiv, este egald cu 2 I' 2w, adica 4nl.

Sa observam, in incheiere. c¢i daca intr’'un domeniu sim-
plu conex, liniile vectoriale ale caAmpului potential nu pot fi
inchise, intr’un domeniu multiplu conex, in schimb, liniile vec-
toriale inchise pot exista, deoarece inlegrala vectorului de-a-
lungul unei astfel de linii poate fi diferita de zero, aceasta
necontrazicind caraclerul potential al cimpului. In mod co-
rect, in fig. 143, liniile vectorului H. reprezinta cercuri inchise.

§ 74. CAMPUL SOLENOIDAL

Am definit campul solenoidal ca salisficind condilia.
div a’= 0 (1)
Sau, sub forma analitica
dayx day da, )
w T oy Ta =0 )

Presupunand functiile ax, ay si a, impreuni cu primele lor
derivate partiale ca fiind uniforme si continue, si demonstram
proprietalea fundamentald a unui asemenea camp solenoidal
care poate fi exprimatd prin urmitoarea teorema.

Teorema. Intr'un cdamp solencidal, liniile vectoriale nu pot
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’

incepe sau sfdrsi intr’'un punct oarecare situat in interiorul
domeniulut cdmpului.

Intr’adevar, fie M un punct oarecarc interior regiunii
(fig. 145). Sa& ducem prin acesta
un element de suprafala AS orto-
gonala vectorului a astfel incat
la o prima aproximatie vectorul a
sa poatd fi considerat constant
in marime s$i direcjie in toate £
punctele suprafetei.

a5
Ducand liniile vectoriale prin
toate punctele conturului C al
acestel - suprafcle, vom obtine asa numitul tub vectorial.
Intr’un punct M, infinit vecin, ducem o a doua suprafata AS,,
decasemenea ortogonala vectorului a.
Vom obtine un volum oarecare infinit mic AV, limitat de
suprafefcle AS si AS, si de suprafata o a tubului vectorial.
Sa aplicam tcorema lui Gauss volumului

Fig. 145

j an dS + j andSl—I—S an do = [ div adV  (2)
As As, g AV

Membrul drept al acestei cgalita{i este identic nul prin
nitic, deoarece divergenta a este identic nula in toate punc-
tele campului.

In membrul stang integrala extinsa la suprafata o este
deasecmenea nula, deoarece in toate punctele acesteia normala
n la suprafatia esle perpendiculara pe directia vectorului.

In ceace priveste, insd, primele douad integrale, acestea,
in virtutca faptului ca AS si AS, sunt infiniti mici, dau — aAS
si + «,AS,. Astfel egalitatea (2) va deveni

— aAS + ¢;,AS; =0
de unde
a, AS, = aAS = constanlt. 3)
sau
AN, = AN = constant.

Astfel, fluxul vectorului, prin sectiunea transversala si-
tuatd la inceputul tubului, este egal cu fluxul, ce trece prin ce-
ldlalt capit. Reamintindu-ne ca am definit ,,numarul de linii,
prin produsul ¢AS, rezultd cd ,,numdrul de linii ce ies prin-
tr’un capat al tubului vectorial este egal cu numdrul de linii
ce intra prin celalalt capdt. Deoarece aceastd deducfie poate
fi facutd pentru orice punct M si pentru un tub de lungime

9. — Bazele calcului vectorial X
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si secliune transversala oricdt de micd, reiese ca niciuna din-
tre liniile de acest fel nu poate nici sa fie intrerupta, nici sa
inceapa nicaieri in camp.
Rezultid ca liniile vectoriale ale unui camp solenoidal
pot fi:
1. sau inchise;
2. sau sa inceapi si sd se termine la limitele campului;
3. sau si mearga spre infinit.
Astfel, in cAmpul magnetic al unui curent recliliniu, dupa
cum am viazul, ele formecaza cercuri.
Intr’un camp elcctrostatic produs de
o sarcind pozilivi punctiforma ') (fig.
146) cle se sprijind cu extremitatile lor
pe suprafata sferci infinit mici care in-
conjoara sarcina §1 care exclude punctul 0
din componenta campului; iar celelalte
exiremitali merg spre infinit. Intr’un
camp electrostatic produs din sarcini su-
perficiale, repariizate pe conductori me-
Fig. 146 talici, ele incep si se termina pec supra-
fetele conductorilor; uncle dintre ele, insa,
sprijinite cu o extremitate pe suprafata conductorului, pot
merge spre infinit cu cealalta.

Expresia aAS = ¢, AS, = ... = a; AS; =.. ..

care isi pastreaza constanta valoarea de-a-lungul tuturor sec-
tiunilor transversale ale turului, se numesie uneori tensiunea
tubului ?).

Din egalitatea a, AS, = a, AS, reiese ca
AS,: AS, = a,: a,,

adicd suprafetele sectiunilor transversale ale tubului sunt in-
vers proportionale cu marimeca vectorului. Rezulta ca in acele
locuri 1n care marimea « scade, secfiunca transversala a tu-
bului se mareste, si invers.

Campul de vartejuri. Am vazut cad un camp de varlejuri
al unui cAmp vectorial oarecare a constitue un exemplu ca-
racteristic de camp solenoidal. deoarcce divergenta rotorului
este totdeauna nula. Rezultd ca liniile de vartejuri nu pot in-
cepe sau sfarsi in interiorul campului. " Astfel, in campul vi-

1) Ambele aeeste campuri sunt solenoidale, ceeace este usor de
demonstrat luand div H. si div E.

2) De altfel, insasi denumirea de camnr solenoidal, sau fubular pro-
vine din faptul ca liniile de for{i sau vectoltiale ale unui asemenea caimp
formeaza tuburi continui si intregul volum al cimpului poate fi impér-
fit in astfel de tuburi.
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tezelor unui corp in rotatie, liniile de vartej sunt paralele cu
axa de rotalie, incepand si sfarsind pe suprafata corpului (li-
mita campului).

Pentru un camp magnetic interior al unui conductor, ser-
vesc drept linji de vartej liniile de curent, ce nu se pot intre-
rupe sau incepe nieaeri in interiorul conductorului (asa zisa
teorema a ,,continuitatii* curentului). Pe suprafetele de cep
ale conductorului, daca acesta nu este inchis, ele intra in die-
lectric; iar in cazul unui camp electromagnetic alternaliv, ele
se continud in dielectric sub forma unui asa numit ,,curent
de deplasare, notiune introdusi de Maxwell. Daca vom lua un
tub de rotori de sectiune variabila oarecare AS, atunci pro-
dusul | rot a | AS este continuu in toate sectiunile si se nu-
mesfe tensiunea rotorului din acest tub.

Teorema inversa. Se poate demonstra §i invers ca orice
camp solenoidal a este cdmpul wvartejurilor unui alt vector
oarecare A care poate fi numit primitiv peniru a.

Intr’adevar, fie divergenta unui vector oarecare, identic

nula, adica -

ddy day da,-
TR N P (4)

Vom cauta un vector
A=A.i+ A;j+ Ak,

asifel incat
a == rot A. (5)

Egalitatea (5) ne duce la un asemenea sistem de ecuatii
diferentiale cu derivate partiale

04, 84y )
TR T

0‘4x 8_4L —S (:r -7)

Gz T ex W B T (6)
04, oA, @ (2, U, 2)

ox oy = @& (%5, “/» J

in care ay,ay $i a,sunt functii date de z,y,z, iar A, Ay si A,
sunt functiile cautate. Rezulti cd problema gasirii lui A se
reduce la integrarea sistemului (6).

Si ne convingem ci in cazul cand existd un vector oare-
care A, (z,y,z) astfel incat rot A, = a, putem gési un numar
infinit de asifel de vectori. lnir’adevar, si adaugam lui A, un
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vector potential arbitrar grad y (v, z},,.), in care y este o functie
scalard arbitrara de (z, y, z,) Atunci vectorul

A=A + grad y (6"
satisface deasemenea conditia (5) dcoarece
rot (A, + grad y) = rot A +-rot grady = rot A, = a.

Alegerea functiei y fiind arbitrara, putem gasi un numar
infinit de vectori A, dupa formula (6).

Una dintre solufiile sistemului (6) o putem obtine prin
cuadraturi. Pentru a demonstra aceasta, sa incercam sa gasim
solutia lui (6) presupunand cd 4,= 0. Atunci sistemul va
deveni

— s a@y o, Y2 =a oy,

L ZE = (nyo). "
Primele doui egalitiati pot fi satisfacute, luand
Ay:-—-faxcuyznu+44wy>$iAx= jaymuywd dz +

- SN RC) N (8)

in care z, este valoarea initiala arbitrar aleasd pentru z, iar
{. §1 f, sunt doua functii arbitrare de x $i y care joacd rolul
unor constante arbitrare la integrarea parf{iala in raport cu z.

Pentru determinarea lui f, si f, folosim ultima dintre

Ed

ecuatiile. (7) Pe baza egalilé;ilor (8), ea'va deveni

_ 9 9 Lo (9 Ofsy _ .
jaxd/, j. ydz+ (E):L‘ 01}) = a,(1,Y,z).

leerentund in raport cu r si y, sub .integrald vom scrie
day day. Of of,
— dz -+ — 22 = q, (7 z).
j‘{ y } + lal_’ ay) a/. ('1; y' )
Conform conditiilor de solenoidalitate (4) inlocuim funciia

dax day
ox oy
Z
é)a,

de sub integrald prin — O_a:_ Atunci

~

d
d+%_m:mW@ (9)

Zo
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Prima integrald se efeclueazad usor si da
( day z
j —a:_;‘— dz = [az (x,y, z)] =aqa, (2, Y, z) —az (2,Y, z,).
Zy

Atunci obtinem din (9)

9/, of, .
ir 5;} =a, (v, Yy, z,)-

Deoarece avem o singura ecuatie de legéitura intre f, si f, si
doud functii necunoscute, una din elc wgm poate fi aleasa
arbitrar.

Pentru simplitate luam

fo (x,y) =0. (10)

Atunci pentru determinarea luif, (x, y.) ramane ecuatia
0
51_— = a, (v, y,z,)-

Solutia ei va fi
X

L), = | ey =) det s ), (1)

x0

in care x, este o valoare initiala arbritrar aleasd pentru x.
iar 3 (y) este o functie arbritrard de y, care joaca rolul unei
constante arbitrare la integrarea partiala in raport cu wx.
Vom gasi din (8), (10) si (11) urmatoarea solutie :

Z

A = j ay (v, y, z) dz,
o

2 X
AY:_j‘ ax ('l‘) yr:) dz+j a (‘r' ."1' %o ) d‘l' +q)(-u)’

Zo
A, =

Procedeul expus aici ne arata doar posibilitatea principiala
de a gisi una dintre solutiile lui A cu toate ca din punct de
vedere practic, el nu este intodeauna cel mai comod. In
practici, dupa cum vom vedea, se aplica alte procedee. In par-
ticular, folosindu-ne de teorema referitoare la solutiile mul-

tiple ale lui A, alegem pe aceea pentru care

(div A E_QJ
Aceasta solutie se numeste, deobicei potenfialul veclor al
cdmpului a.




134 ' 1. F. LADON
§ 75. CAMPUL DE FQRMA GENERALA

Am definit cAmpul de formid generald prin conditiile
diva=p (x,¥,2),
rot a = w (xX,y,2).

Functiile p si w pot fi nule in unele puncte, darin general
ele sunt diferite de zero. In ceeace priveste campul de forma
generali, ne vom limita la expunerea, fara demonstratie, a
teoremei, care aratd ci un astfel pe camp poatc fi descompus
intr’'o suma de doua cadmpuri vectoriale

a— a, + a,
dintre care unul cste poteniial, iar celalalt solenoidal, adica
rot a, = 0; diva, =0;
div a,=p (7, y, 2); rot a, = w (7, y, 2).

Campul potential si solenoidal reprezinta, dupad cum am
vazut mai sus, tipurile cele mai.simple de cimpuri vectoriale,
din care se poate forma un camp de forma generali prin su-
prapunerea lor. Vezi detalii in capitolul XIII.

§ 76. NOTIUNEA DE DIFERENTIERE iN SPATIU

Intre operatorii grad 7, div a si rot a existd o mare deo-
sebire atat in ceeace priveste conditiile care determina ope-
ratiile cu acestia, cat si in ceeace priveste -expresiile lor for-
male. Se poate, totugi, ca toate aceste operalii sa fie reunite
din punct de vedere formal sau matematic infr’'o singura no-
fiune generala « asa numitei , diferenfieri in spaliu‘‘, care poate
fi pusa intr’o anumitd legidturd cu noliunea obisnuitd de di-
ferentiere din analiza scalard. Deoarece ideea difcrentierii in
spatiu incepe si apara din ce in ce mai des in manualele de
stiinte aplicate, socotim necesar si explicim si in cursul de
faia aceastia notiune.

O astfel de urificare a celor mai importante notiuni ale
teoriei campului intr’o singura notiune generala este prefioasa
prin ea insagi, deoarece raspunde unei cerinte naturale a ma-
tematicii in ceeace priveste generalizarile. Pe de alta parte,
este esentiald si deoarece, atit campul scalar, cit si cel vec-
torial, dupa cum am vazut in § 53, pot fi privite dreptl o ge-
neralizare in domeniul vectorial a importantei notiuni despre
functii, intalnita pentru prima oard in analiza marimilor
scalare,. .

Fie determinat in domeniul Q un cAmp oarecare, care

!
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poate fi atat scalar ¢ (r), cat si vectorial a (r) si fie M (r)
punctul considerat (fig. 147).

I.a deplasarea intr’'un punct oarecare infinit vecin
M (r + Ar) functia, care reprezinta campul, va cipata o crestere
oarecare (scalard sau geometrica).Se poate pune aici chestiunea
vitezei de variatie a functiei la trecerea dcla punctul dat
spre punctele vecine, analog mo- v
dului in care pentru functia sca- z
lara f(r) sc pune chestiunea vite-
zel de variatie in legatura cu va-
riatia argumentului .

Pentru ca sa {inem cont de
posibilitatea variatiilor in spatiu S
dupa toate directiiie, iesind din-
punctul M, sa-1 inconjuram pe
acesta cu o suprafala mica inchisa
S, care sad cuprinda un volum mic v /
oarecare AV si si construim ver- | z
sorul normal n in toate punctele
lui S. In fiecare punct al supra-
fetei putem scrie trei feluri de produse

n o, na si [n aj, ()

adica produsele dintre valoarea versorului normal n intr’un
punct oarecare al suprafetei prin valoarea corespunzitoare a
functiei studiate in acest punct.

Primul si al treilea dintre ele reprezinta niste vectori,
ilar al doilea un scalar; toate trei sunt legate de punctele
suprafetei S. Descompuncm suprafata § in elementele dS
formand pentru fiecare din cle expresiile

n ¢dS, nadS si [na] dS, (2)

in care valorile marimilor din (1) sunt calculate pentru un
punct oarecarc arbritrar ales pe fiecare din elementele dS.

Daca vom alcatui acum integralelele expresiilor (2).
extinse la suprafata § si vom lua raportul dintre integrala si
volumul corespunzator AV, cuprins in interiorul suprafetei,

n

Fig. 147

obtinem
[ [ (]l;
(JD no dS (JD na dS | [ma] dS
[ R 5 l 5 .
AV AV ’ AV

Sa facem acum ca volumul AV si suprafata S satinda catre
punctul M, astfel incat toate distantele infimit mici ¢ dela
punctul M pana la oricarc dintre punctele suprafelei S sa tinda
simultan catre zero. Atunci, dupa cum vom vedea mai departe,
fiecare dintre raporturile (3) va tinde, in general, catre o li-
mitia oarecare bine determinata, pe care o vom numi derivata
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in spatiu a functiei corespunzatoare ¢ (r) sau a (r) in punc-
tul M, convenind sid o notam astfel:

dno dS
li L ©; 4
A%,r_r:(] AV Vs 4)
[
ﬂ) nadS
li s 0 = vya; 5
A{rTo AV v )
[
?[na]dS
1i s = al. 6
im, TV [va] (6)

Simbolul y ilvom numi simbolul diferentierii in spatiu;
vom demonstra ulterior c¢id el nu reprezinta altceva decat
operalorul nabla.

Derivatele (4) si (6), prin insisi definitia lor ne vor da
niste vectori, deoarece integrala exlinsd la suprafata §, fiind
o sumi a elementelor vectoriale n ¢ dS si [ma] dS ne va da un
vector oarecare,A V de la numitor fiind un scalar.

In ceeace priveste derivata (5) ca va reprezenta o miarime
oarccare scalard, deoarece si numariatorul si numitorul din
membrul stang al expresiei el sunt scalari. Dupa cum se vede,
functia scalara ¢ (r) admite o singurd derivata spatiala, de-
oarcce din factorii n si ¢ se poate forma un singur fel de
produse n¢ in timp ce pentru functia vectoriala a(r) sunt po-
sibile doua feluri de produse na si [ma] si deci douad derivate

Urmeaza sa demonstram ca cxpresia (4) ne da tocmai
grad ¢, iar expresiile (5) §i (6) sunt egale respectiv cu div a
si rot a; prin aceasta vom demonstra si coincidenta simbolu-
lui vy, introdus de noi, cu operatorul nabla, precum si posibi-
litatea de a efectua cu operatorul nabla aceleasi opcratii ca
si cu un vector.

inainte dc toate, accasta este evident pentru (5), deoarcce
definitia divergenici, datd de noi mai sus, coincidc in intregime
cu definitia (5) din acest paragraf.

Raméane sa demonstram echivalenta lui (4) si (6) cu
grad ¢ si rot a.

Ar urma si demonstram, in prealabil, insasi existenta
limitclor (4) — (6) si sd determindm conditiile in care ele
existd. Aceasta este neccesar, deoarece in numitorul celor trei
formule apare marimea AV, care, in genere, este un infinit
mic de ordinul trei faia de p, ordinul marimilor dela numérator
fiind greu de stabilit, fara o cercetare amanuntita.
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Nu vom da aici demonstratia, aceasta fiind prea lunga,
marginindu-ne doar la indicatia cd in unele conditii, destul
de generale, referitoare la functiunile ¢ si a, conditii corcspunzand
acelora de care ne-am fo-
losit in tot cursul nostru,
limitele (4) si (6) exista
si nu depind de forma su-
prafctei S, nici de natura
convergentei calre punctul
M. cu conditia ca toatc di-
mensiunile lineare ale lui p
sd tinda concomitent catre
zero.

Sa consideram drept
suprafata S suprafata para-
lelipipedului infitnit mic,
avand muchiile Ax, Ay si Az,
paralele cu axele de coor-
donate(fig 148) si sa situam
punctul M in centrul lui de simetrie.

: [
Sa calculam pentru el (j) n ¢ dS.
Vom avea pentru supraf;ta ABCD pcrpendiculara pe axay

Ay
np AS = jo (x, y + ),~) «Ax Az,

Insa
Ay Ay oo
v (z, y+'—2-,4)—(p(1 L],z)+—_ 735_*—

unde o, este un infinit mic de ordin superior lui Ay. Atunci

npALI—]cpAa,Az+1 —Ar Ay Az + § o, Ax Az. (7)

. 00

2 6
Pentru suprafata 4,B,C,D, simetrica cu ABCD, oblinem o
expresic analoaga, cu singura deosebire cia normala 4 j trechue
. o . y oo Al
inlocuitd cu—j, 1ar cregterca + 5 prm———g2

~

npAS——]p ArAz-i——l— Ax Ay Az — § a, Ax Az, (7’)

oo
2 léy

Suma expresiilor (7) si (7°) ne da pentru ambcele suprafete
perpendiculare pe axa y

-0’ CoYr -
lgg‘A" + 1 &
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in caree, = (o, — 0,) Axr Az este un infinit mic de ordin supe-
rior lui trei. In mod analog, pentru cele doua suprafefe per-
pendiculare pe axa x obtinem
. 0 v,
i a—i AV + ie,
iar pentru ultima pereche de suprafete, perpendiculare pe
axa z
k %?A V + k¢,

Prin urmare, avem pentru intrcaga suprafatd a paraleli-
pipedului S

[ dp, 99 09 s

(j) ne dS = 5;1-%5?]] + -k AV + (i + & + & k).
Impartind prin AV gi trecand la limita pentru AV — 0, ob-
tinem

‘.
(j);lcp dS

lim _= o _0p . de.  dp . .

AV>0 AV = ! + 6yl + - k — grad ¢, (8)

deoarece
i ,E‘-’_ 3 E‘_ ¥ _E3_ —
fm (AV Pty T oAy k) =90,

cceace trebuia demonstrat.
In mod analog vom calcula si expresia (6) pentru acelas
volum al paralelipipedului din fig. 148. Fic

a(l') :axi—}— ayi—l"az k’

o fonclic vectoriala de punct. Avem atunci pentru suprafala
ABCD

_ rial . _ X Ay ’
[na] -=[jaj, = {——kax—l-mz} =—kac (v, y + 5> ) +

My
A
+1ia, (1 y -+ —‘)y, z).

Desvoltand functiile dupa formula lui Taylor in raport cu
. “ . Ay . . ook
puterile crescatoare ale lui ?] si oprindu-ne la termenii in-

finit mici de ordinul intii, obtincm
day
oy

aay,l
ay |

+1i

My

[ma]., = —kay+i«, —l——Azi{——k
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in care functiile a, $i a, precum s§i derivatele lor au fost cal-
culate pentru punctul M.
De aici avem pentru suprafata ABCD

. 1 aax . aa'l.
.[na]Ml ASl — (_kax + 14, ) A.TAZ—I—-Z— AV {_ k ay + IW} (9)

Pentru suprafata opusa obtinem o expresie analoagi, inlo-

cuind versorul normal n prin—i $i + = prin——zy,
na S.—= 1 da da

{,A 0= s — i . x. Az —_ 7 X . 7 ,
[ ]M_ 2 (+k(1_ 1, )A’l A,{,—*_ — A} {—k + i J }(9)

Insumand (9) si (9°) obtinem pentru ambele suprafefe per-
pendiculare pe axa y expresia

AV.{—‘k Ods 4 a“"}

dy ay
<u aproximatia unor infinitfi mici de ordin superior.
Permutand ciclic versorii i, j, k si litérele x, y, z oblinem
expresii analoage pentru percchile de suprafete perpendiculare
pe axa x si axa z. Dc aici obfinem pentru intreaga suprafata
a paralelipipiedului suma

day 1 oa, i day
oy '~ dy oz

[ .
— 7)) —_
(J) [ma]dS=AY { k P —

S

. 0dy . 0d, du,
-+ij —1 +k OL;'—}'

Impartind prin AV si trecind la limita, obtinem termenii

(J{; [na] dS
. d«, day day da Jday da
1 o At [ X 7 e 3 X —
A{zn.}g AV :( oy or )l +( dz oxr )]+( Ox dy )k
= rot a. (10)

adica- ceceace trebuia demonstrat.

Sa deducem si proprietatile funda-
mentale ale gradientului si rotorului cu
ajutorul metodei diferentierii spatiale.

Sa consideram in campul scalar al
functiei @ un punctoarecare M si versorul
corcspunzator h avand o directie oarecarc
(fig. 149). Sa ducem prin punctul ¥ o su-
prafatd circulara infinit micad AS, per-
pendiculard pe versorul h si sa construim
pe ca un cilindru cu generatoarele para-

Fig. 149 lele cu h. Alegem marimea Ah in asa fel
incit ca sa fie un infinit mic de or-
din superior faia de raza pa cercului, luat drept suprafafa
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AS. Vom putca neglija atunci marimea suprafetei laterale a cilin-
drului faia de marimea AS a arici bazei lui. Sa formam integrala

® no.do, extinsa la intragea suprafatad o a cilindrului si sa

c -
luim raportul ei catre volumul cilindrului AV =AS.Ah. Atuncj,

conform celor demonstrate, gradientul functiei ¢ in punciul M
se definegte astfel:

(
jb n ¢ do
1
grad ¢ = lim 2 an
Avo av
. Insa

[
(j)n:pd(r:—cp(M)h-AS+ cp(Ml)h-AS:{:p(Ml)—:p(M)}h-AS,

g
cici'neglijam acea parte a integralei care se refera la suprafala
laterala a cilindrului din motivele indicate mai sus.

Atunci egalitatea (11) ia forma
o (M) —gODWS o 2 (OL)—s ()

grad ¢ = lim
AvV>0 AS . Ah Ao Ah
Insa '
lilll {z(ﬂll)—tp(ﬂl) — ﬁo,
Ab 50 Ah oh

ceia .cc reprezinta tocmai dcerivata functiei p in raport cu
directia h.
Asa dar
do
radyp = - h.
g v oh h.
Inmultind scalar ambcle parti ale acestei egalita{i cu ver
sorul h, obtinem definitiv
o
— = rad o,
an = boerade . (12)
cu alte cuvinte, derivata funcfiei ¢ in raport cu o direcfie
oarecarc h este egald cu proiectia gradientului pe aceastda direc-
{ie. Aceasta cste proprietatea fundamentala a gradientului.

Proprietaiile rotorului. Fie in punctul M al cimpului
vectorial o suprafatia AS limitatd dec conturul € avand un
sens de parcurgere bine determinat (fig. 150). Fie h vec-
torul normal suprafetei, legat de sensul de parcurgere al con-
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turului dupd regula sistemului dextrotors. Sa construim pe
suprafata AS un cilindru infinit mic, avand generatoarele
paralele cu h. Conform cclor demonstrate, avem pentru rotorul
din punctul (M)

)
(j) [na] do
W=rota=lim?®_ __
swor Ay U3

in care iIntcgrala este extinsa la
intreaga suprafata o a cilindrului.
Pentru a gasi proiectia rotorului
pe directia h, vom inmulli scalar
cu h ambele parti ale cgalitatii
(13), Atunci

jb (na]do

h Fig. 150
Wy=lim_°___ —
Avso AV
[
(JD h(naldo
=lim ° . (14)
Avso AV

L-am introdus pe h sub semnulintegralei, intrucat este un
factor constant. Pe suprafelele AS si AS;, adicid pe bhazele cilin-
drului. produsul mixt h[na] este nul, caci normala n este
paralela cu h in toate punctele acestora. Deaceea ne rimane
in numaratorul lui (14) numai integrala extinsa la suprafafa
laterala a cilindrului. Peniru a calcula, sa efectuam permu-
tarea ciclici a factorilor in ficcare din elementele integralei

h/na) do = a[hn] do (15)

Insa produsul [hn] ne di, dupa cum reiese din figura, ver-
sorui tangent conturului C in punctul 4, iar elementul de
suprafatd do poate fi exprimat cu ajutorul lui dirdl in care
dh cste inaltimea cilindrului, 1ar di= AB este un element de
lungime a conturului. Prin urmare, expresia (15) ia forma

ar dh-dl = adl- dh-

caci produsul tdl/ reprezintd tocmai dl. Astfel, egalitateca (14)
poate fi scrisa acum

(Jf, adl-dh dh(jﬁ adl
R [J P I .
Wi = }\i’lgo Av —AI{YTO AV

sau, simplificﬁnd prin dh
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(
Wh=lim ¢
Asso _A?

Accasta cste tocmai proprietatea fundamentald a rotorului,
care consld in aceea cd proiecfia lui in raport cu o direclie
oarecare h este egald cu limita raportului circulafiei de-a-
lungul conturului suprafefei ortogonale direcfiei h, cdtre ma-
rimea suprafefel, cand aceasta din urma converge cdtre punctul M.

Din exemplele de mai sus reciese cd metoda diferentierii
spatiale ne da posibilitatea de a deduce pe cale simpla ccle
mai importante proprietati alc caracteristicelor difercntiale ale
campului.

§ 77. GENERALIZAREA FORMULEI DE DIFERENTIERE IN SPATIU

Asemanator felului in care am dedus operatiile grad o,
div a si roi a din noliunea dec diferenticre spaliala, putem
deducc si operatiile vy.9 si vy -a din egalitatile

(
T vapus
co—=lim 5— 1
| vy .o Al;g; AV (1)
si
[
(JD.vn.ad\'
vy-a=lim= £ . (2)

Avso AV

Putem demonstra urmitoarea teorema generala. Sa con-
sideram o cxpresie algebrica oarecare F(m), lincara si omo-
gena, in raport cu m, cu alte cuvinle o expresic care se bucura

de proprietatile:
F(n1+n2):F(n1)+F(n2);
F(n)=\F(n).

In compozitia acestei expresii pot intra, inafara lui n, dife-
riti scalari variabili sau vectori, sau chiar scalari si vectoriim-
preund. Sa concepem o expresic analoaga F (v) inlocuind vec-
torul m prin simbolul y, in' care y va fi considerat drept operator

TR R

ox oy 0z

convenind, asa cum am facut-o la timpul siu, in capitolul X,
cd operatorul nabla aclioncazi numai asupra marimilor varia-
bile care se afld in dreapta lui si nu actioneazad asupra miri-
milor situate inaintea lui, cu alte cuvinte in stAnga lui. Atunci
expresia F (y) va reprezenta rezultatul unci operatii diferen-
tiale oarccare, care se efectueazd asupra mérimilor variabile

k,
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care intra in compozitia ei. In aceste conditii putem demonstra
ca exista urmaitoarea relatie

;
T F(n)ds
S

F(y) = lim *—5— (3)
>0

in care n este versorul nmormal exterior suprafetei S, care in-
conjoarda volumul AV din jurul punctului M. Formula (3) este
cca mai generala formula a diferentierei spatiale; toate for-
mulele deduse pana acum fiind cazuri particulare ale ei.

In concordantd cu conditia impusa mai sus operatorului
nabla, va trebui sa consideram constante in cursul integrarii
toate accle marimi din membrul drept, care in membrul stang
al formulei (3) stau inaintea lui y.

Sa dam caleva exemple.

Daca F(n)=[na] in care a este un vector variabil atunci

;
(j) [naldS
v __qc S—_ 4
[va] = rot a = ?;1_1)0 AV (4)

Daca F(n) =n¢, in care ¢ estc un scalar variabil atunci

[

‘j’ nods
ve=grado z‘}ir({l N (5)

Daca F(n)=vn.a, in care v este un vector constant, iar
a un vector variabil atunci

(
(j) ven.adS
vy-a.=lim*>~————. 6)
Vo= AV , ©®
Daca F(n)=vn.ain care v si a sunt vectori variabili, atunck
o
] nv.adS
Av-a=lim*® (7
Avso AV )

in care prin operalia yv-a, conform conventici. noastre, vom
intelege urmatoarea operatie

vv.a= 6(1)‘a)+6(uya) O(E;EZ—VV a4 adivv.



144 I F. LADON

Diferenta intre operatiile vy-a siyv-a consta in accca ca,
in prima, operatorul actioneaza numal asupra lui a, iar fn a
doua, el actioneaza si asupra lui v si asupra lui a, deoarcce
ambele marimi din operatia a doua stau dupa semnul y. In
membrul drept al formulelor (7) si (6) deosebireca consta in
accea .ci in formula (6) v cste considerat constant in procesul
de integrare, iar in formula (7) este variabil. Demonstratia
formulei generale (3) poate fi gasita in cursurile complecte
de calculul vectorial.? Formula (3) serveste drept baza pentruo
metoda simbolica si pentru acele regule ale ei, care au fost
prezentate in capitolul X, ca regule deduse pc cale experi-
mentala,

Operatiile diferentiale de ordinul doi pot fi deascmeneca
definite cu ajutorul difcrentierii spatiale, numai ca in locul
primului simbol y, socotind din partea stanga, trebue pus in
integrala versorul n. ?)

De exemplu

» [m ret aldS

®——

SEYZY
o= as
[ = lim = =lim—
[VLVa]] A;TO AV A\l-l)tn XV (8)

sau de exemplu

[ [
& nyopdS ® n grad ¢dS
Vqu:limi = lim -!

Avo v AV>0 = G ’ (9)

In particular, observand ci n grad ¢ nu este altceva decat

9y
din formula (9) sc poate obtine o astfel de expresie pentru
laplacianul funcgiei 9:

b 2 4s

/¢ =lim 1 on

Ay ————.
V> AV

Acceasi formula s’ar fi putut obtine si altfel, plecand dela
formula lui Green [vezi formula (4) § 69]

(10)

[ do
\Y [

1.) Vezi, de exemplu, Kocin ,,Calculul vectorial si elemente de caleul
tensorial“ 1934, pag. 156—160.

_2) Mai detaliat, vezi, de exemplu, Ignatowsky, ,Die Vektorana-
lysis* 1921, Bd. II, pag. 27—29.
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Aplicind-o la volumul infinit mic AV format imprejurul
punctului studiat M, se poate scrie cu aproximatia unor infi-
niji mici de ordin superior S

(
3
Anw tv=F Eds+ e

De aici, imparlind cu 4V si trecind la limitd cand volu-
mul A V tinde citre punctul M, vom obtine formula (10).

Capitolul XII

OPERATIILE DIFERENTIALE IN COORDONATE
CURBILINII

§ 78. NOTIUNEA GENERALA DE COORDONATE CURBILINII

Adesea este util sa se studieze campurile, nu intr’un sis-
tem rectangular de coordonate cartesiene, ¢i in alte coordonate,
care sunt mai convenabile problemei (cilindrice, sferice, elip-
tice, etc.). Deaceea este necesar si avem formulele, care ex-
prima in noul sistem invariantii campului.

In sistemul cartesian, pozi{ia unui punct se determini cu
ajutorul a trei numere x, y si z, care exprimi distanjele lui
dcla planele de coordonate. Cercetand ecuatia

x = const = C,,

ne convingem ca pentru diferite valori ale constantei C,, ecu-
afia reprezinta o familie de plane ‘
paralele cu yoOz.

In mqd analog ecuatiile :

y = const = C, §i z = const=C,

reprezinta familii de plane para-
lele respectiv cu zOx si Oy (fig.
151). Faptul ca punctul M este
determinat prin trei numere

r=aYy=>bz=c

poate fi ix_lterpretat geomet.ric, ca Fig. 151

o determinare a punctului prin ) o
inlerseclia a trei plane, ce fac parte din cele trei familii de
plane corespunzitoare valorilor parametrilor o

C, =aq, C,=0bgsi C, = c

1¢. — Barele calculului wvectorial
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In sistemul de coordonate cilindrice. (fig. 152) pozitia
punctului M este definiti- deasemenea prin trei numcre $..%
si z, dintre care primul exprimd distanfa punctului dela axa
z, al doilea — unghiul diedru, (azimutul punctului) dintre
planul origind (xOz de .pe figurd) si planul meridional P
dus prin axa z si punctul studiat si in sfasit, al treilea numar
exprimi ,,suprainiliarea* z a punctului M fata de un plan
oarecare (rQy) luat ca plan de bazid. §i aici putem stabili
trei familii de ,,suprafete de coordonate. :

p = const; ¢ = const; © = const.

Prima dintre ele reprezinta familia cilindrilor coaxiali
avindu-l pe z drept axd comuna, a doua — familia semipla-
nelor meridionale care trec prin axa z si, in sfarsit, a treia
— familia planelor perpendiculare pe axa z. Determinarea
punctului M cu ajutorul a trel numere p = ¢, ¢ = b si z = ¢
poate fi interpretata geomelric, ca o determinare a punctului
prin intersec{ia a lIre su rafetei de coordonate apartinand
celor trei familii. Spre
deosebire de sistemul
cartesian, in care toate
suprafelele de coordo-
nate reprezinta plane,
in sistemul cilindric
exista o :familie de
planc curbilinii (cili-
ndri). Daci am alege
axele de coordonate
- cartesiene ca in fi-
gura, se pot slabili ur-
matoarele formule de

transformare
r = p CcoOS ¢
y = psin o (1)
zZ = z
Fig. 152
si
p =V g
¢ = arc tg g, (2)
x
= z.

In sistemul sferic, pozifia unui punct este determinata de
mirimea vectorului de ‘pozitie r, de longitudinea ¢ si de lati-
tudinea 0 (fig.153). :

Familiile de suprafefe ‘de coordonate sunt :

r = const; ¢ = const; 8 = const.
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Prima dintre ele reprezinta familia de suprafete de sfere
concentrice, a doua este familia semiplanelor meridionale ce
trec prin axa z §i, in sargit, a treia este familia de suprafete
conice a carei axd comuna o constitue .axa z. Punctul M de
coordonate

r=ua ¢ =bsio =c

este determinat §i aici ca un punct de intersectie a trei su-
prafete care corespund valorilor a, b si c. Dintre toate supra-

Fig. 153
fefele, cele sferice si conice sunt curbilinii. Formulele de
transformare sunt

T = r sin 8 cos ¢
. y = r sin 6 sin ¢ (3)
Z = rcos 9
r = Vx4 y* 4+ 2% )
_ y
¢ = arc tg T (%)
6 = arc cosi
r

In general, fie determinate printr’un procedeu oarecare
trei familii de suprafefe ce se intercaleaza reciproc

g, = const; q, = const; g, = const

care corespund respectiv valorilor unor parametri oarecare
4 g, $1 q,. Prin fiecaré punct M al spaliului trece cate o sin-
gura suprafafa din fiecare familie. Atunci pozitia punctului
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poate i determinati prin intersecfia acestor trei suprafefe
sau, ceeace este acelas lucru, prin fixarea a trei valori nume-
rice corespunzitoare q,, q, §i ¢q, (fig. 154). Cantititile q,, q,
si g, si le numim coordonate ale punctului M, iar cele trei

P familii de suprafete — su-
et m— prafefe de coordonate ale
- == T TOY g0 TN sistemului curbiliniu de
-.% coordonatejdat.
~d

g =ceas? ale suprafefelor fintre ele

& | le vom numi linii de coordo-
2% vanigtiti Wl q, nate ale sistemului nostru.
by In mod concret, linia

-
| - L] .

1 Liniile. de intersectie
|

!

AN 9y =const I g dc interseclie a planelor
e;\\ 7€, g,= const $i g;= const sa o
SN -7 . numim ,linia de variatie

a lui g, sau simplu,,linia

Fig. 154 q,*. Pe aceasta linie se va

geplasa punctul M, daca q, si q, vor raimane counstanti, variind
oar q,.

Analog se determina si .linia ¢, si ,linia g, (vezi
fig. 154). Astfel, in sistemul cilindric liniile p vor fi reprezen-
tate de catre semidreptele DM, perpendiculare pe axa z, li-
niile ¢ — de cercurile ML, si liniile z — de dreptelc paralele
cu axa z. In sistemul sferic, liniile r vor fi semidreptele OM
ce pleacd din origina, liniile ¢ — cercurile ML i liniile 6 —
scmicercurile meridionale.
++% |Sa alegem drept sens pozitiv al liniei de coordonate gy,
peTacela in care se deplaseazi punctul M, atunci cand g; cregte.
Formulele ce urmeazi le presupunem cunoscute

x = T (qy 9q G5)»
Yy =Y (9u 92 qy), (5)
z = z _(ql’ q2" qa)’

q, = q, (z, y, z),
q2 q2 (x! y’v Z)o (6)
9, = q; (%, Yy, 2),

aceste formule exprimand coordonatele cartesiene z, y §i z in
functie de q,, q, si g, si invers.

Functiile (3) si (6) le presupunem uniforme, astfel ca
fiecarui ansamblu de valori z, y si z sid-i corespunda un sin-
gur ansamblu de valori g; §i invers ?). ,

Sa construim in punctul M trei versori unitari e,, e, si e,

1l

1} Inafard de aceasta, vom presupune ulterior ci functiile (5) si
(6) sunt continue si derivabile.
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langentl liniilor de coordonate g; in sensul pOthlV, denummdu-
versori fundamentali in punctul dat.

In sistemul cartesian, ei sunt constanfi pentru toate
punclele spajiuluifiind egali cu versorii fundamentali 1, J si k.
In orice alt sistem, ei isi vor schimba, in general, -directiile,
in timpul deplasarii dintr’un punct M in altul.

In fiecare punct, totalitatea celor trei versori e; va forma
un trledru mobil.

Convenim si luam intotdeauna versorii e,, e, si e, astfel incat
ansamblul lor sd formeze un fascicol drept. Sistemul de coordonate
se numeste orlogonal daca ‘in fiecare punct M versorii e;
formeaza unul cu altul unghiuri drepte; rezulta ca liniile si
suprafejele de coordonate intr’'un asemenea sistem vor fi de-
asemenea ortogonale. Pe viitor, nu vom considera decat sisteme
ortogonale.

Deplasiri elementare. Fie r vectorul de pozifie al punc-
tului M in raport cu ordinea O. La fel cum in sistemul carte-
sian, r este o functie de coordonate z, y, z, tot agsa si in sis-
temul curbiliniu, el va fi o functiie oarecare de scalarii gq;.,
adica

r=r (9 s qs)-

Imprimam scalarului g,o deplasare elementara dg,, lasand
valorile g, si g, neschimbate. Punctul M se va deplasa pe li-
nia g, care reprezinta hodogra-
ful vectorului r pentru variatia e
argumentului ¢,, ¢, si g, fiind J
constanti. Valoarea deplasarii
corespunzatoare variatiei dgq,
va fi exprimata prin arcul
ds,=MA (fig. 155).

Deplasarile analoage MB €.
si MC dealungul liniilor g, $i q,,
sub influen{a cre;terllor respec- L,

tive dq, si dq, sa le insemnam
prin ds, si ds,. Deplasarea totala

ds a punctului, din pozifia M in
M,, sub actiunea simultana a
tuturor celor trei cregteri dgq,,
dg, si dg, poate fi privita- (cu
aproximatia unor infiniti - mici
de ordin superior) ca diagonala Fig. 155

MM, a paralelipipedului. -,,cur-

blhmu“ MACM,C. Acest paralelipiped este format din trei
plane de coordonate, duse prin punctul M gi alte trei plane
infinit apropiate care trec prin punctul M, (q,+dq,, q,-}dqg,,
q,+dq,).

\
Lm:}: 9
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Deoarece paralelipipedul- este ortogonal, reiese ca, cu
aproximatia unor infiniti mici de ordin superior, putem scrie

ds*= dsi +dsyj+ds3, (7)
iar volumul clementar al paralelipipedului va fi
dV = ds,. ds, - ds,. (8)

Calculul elementelor ds;, In unele cazuri, elementele ds;
sc determind usor in mod direct din consideratii geometrice.
Astfel, pentru sistemul cilindric din fig. 152, gasim:

a. pentru linia p ds, = dp,
b. pentru linia ¢ ds, = pdo, (9)
c. pentru linia z ds, = dz.
De aici
ds® = dp® + p* d¢* + d=° (7)
dV = p.dy-dp-dz. (8’)
Pentru sistemul sferic din figura 153,
a. pentru linia 6 ds, = rde,
b. pentru linia ¢ ds, = rsin odg, (10)
c. pentru linia r ds, = dr.
De aici
ds® = r*de® + r%sin®e d¢® + dr? (7")
dV = r® sin 6 dr dy dé (8)

In cazul general insd se poate pleca dela aceea cad la
schimbarea unei singure variabile q,, q, §i q, ramdnand con-
stanfi:

or
dr = — dgq,.
0q,

Dar derivata vectorului r in raport cu gq,, cand dg, > 0
cste orientatd dupa versorul tangent e, la linia g, de unde

o | o
aq,

e, = H,e,,

9q,

in care, prin simbolul H, s’a notat

or_
aq, |’
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" Dcaceea
dr = H, dqg, e,.
Dc aici, deoarece ds, :’ dr |, putém scrie ci
ds, = H, dq,,
in (:I'are
or :
H, = |, 11
1 aql ( )
In mod analog se va exprima si ds, §i ds,. In general,
d81 = Hi dqi (12)
unde
or| ..
Hi— W (l = 1,2.3)-

Marimile H, H, si H, se numesc coeficientii lui Lamé
pentru un sistem dat de coordonate. Mai ramane sa aratam
calea ce trebuc urmata pentru calculul lor.

Pentru accasta se poate pleca dela egalitatea

r=uai+4+ yj+ zk.

De aici
or ox oy 0z
. = ———- 1 - k,
dq, 2q, + dq, ! dq,
de unde
o=l | = VT~ G + ()
1 aq, 8¢, | 7 \oq,) T \oq,

In genecral
o
Oqi

H;

JiT+ (8 T emren oo

Deoarece formulele (3) care cxprimi coordonatele carte-
sicne cu ajutorul celor curbilinii q,, q, si ¢, ne sunt deobi-
cei cunoscute, cocficientii Lamé pot fi complect determinati
cu ajutorul formulelor (13). Astfel, pentru coordonatele cilin-
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drice si sferice, coeficientii Lamé calculati cu ajutorul formu-
lei (13) au forma

Sistemul cilindric Sistemul sferic

Hniile p: H, =1 liniile 0 : Hy=r

liniile  : Hy, = p (14) liniile @ : H, = rsin® (15)
liniile z : H, = 1 liniile r : H, = 1 |

De altfel, ele ar fi putut fi determinate usor, in acestcaz si
in mod direct, prin compararea formulelor teoretice (12) cu
cele concrete (9) si (10).

Cunoscand expresiile pentru ds; din formula (12) se poate
scrie

ds* ='Hidq} + Hjdq; + Hids3 (16)

dV =H, H, H; dq,dq, dq,. (17)

Sa consideriam, in incheere, si formula generald pentru
dr referitoare la cazul variatiei simultane a celor trei coor-
donate qQi.

Deoacece r=r (4,, q., q,) avem dupia formula 12)

or or
dr=jq. 0+ 5= 2+ g, 49 = M1 dq, e, + H, dqge, -

+ H, dqs e, (18)

§ 79 GRADIENTUL §I DIVERGENTA

Fie M (q, ,q,, q;) un punct oarecare al cAmpului scalar
corespunzitor funcfiei F(q,, q,, ¢;)
si vectorul G gradientul acestui
camp in punctul dat (fig. 156).

Vom gisi vectorul G daca
vom reusi sa determinam proicc-
tiile lui G, G, si G, pe versorii
e, e, 5l e, corespunzatori acelui
punct, deoarcce

G=grad F=G, e,+G, e, + G,e,. (1)

. Vom gasi proiectia lui &, pe

directia e,, din proprietatea funda-
Fig. 156 .mentald a gradientului, luand de-

rivata lui F in rapmt cu arcul s, al liniei de coordonate

Gl_ ds, ~ 0q, 0s,
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'Peoarece s’a dedus mai sus [formula (12)] ¢

0, _ 1
ds, = H,
avem
1 9dF
L Oy= - .
H, éq,
 Vom gasi explesu analoage si pentru celelalte drma pro-
1ectn
De unde obtinem din (1)
Y _ 1 oF 1 oF 1 oF
L T H 5" H, 0%, 0, > @)

--In cazul par tlculal al sistemului cartesian, rezulta 0. f01 mu-

d
1 bine cunoscuta, deoarece atunci totlH =1, 1ar éq£ se: trans-
1

forma respectiv in —E a—F— i (E
P or’ dy M oz

; -lar versorii e; in i, J,sik.
_ ! Pentru coordonatele cilindrice, folosindu-ne' de tabloul
(14) al paragrafului precedeunt, putem scrie i :
OF 1 OF oF
ad F= — — —e v
sr % %o a% CP+ oz 0 (4)
in care versorii e; sunt inlocuiti prin versorii concreti ey, ep

si e; (vezi fig. 152).
In sfarsit, peniru coordonatele sferice, cu ajutorul tablo-

ului (15) scriem

1 oF 1 oF. oF
: gl ad F= T (:)F e9 +__—l.' sin © %ecp:*- 0_1' e.. (5)
Divergenta. Fie a (q, q, q.) ° | AL‘\

un camp vectorial oarecare i
M (q,.q., q,) punctul considerat (vezi
fig. 157). In acest punct sa construim
un paralelipiped elementar cu vo-
lumul

dV = HHH, dq, dq, dq, (6)

si sd notam prin S suprafata care-l
limiteaza. Pentru calculul divergen-
{ei utilizam defmltla ei fundamentala

jDan dS

div a = lim
AV gy -
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Vectorul-camp a il presupunem descompus in puncful M
dupa versorii e; sub forma

a—a,e | a, e, 4 a;e,

in care proiectiile ¢; sunt funclii scalare oarecare de q,, 9,

iq,

" Fluxul ce trcce prin fata posterioara MBA,C este deter-
minat numai de componenta a, e, perpendiculard pe aceasla
(celelalte componente fiindu-i tangente). Deoarece aria acc-
stei fete este egala cu ds, ds, = H, H, dq, dq, iar normala ex-
terioara m — — e,, fluxul prin fata posterioara va fi

an’dS = — a, H, H, dq, dq,. 7)

- La trecerea catre fata anterioara AC, M, B,, expresia (7)
isi pastreaza forma. Deoarece, insa, coordonata q, capata o
crestere dq,, functia a, H, H,, ce intra in (7), va primi o va-
loare noua pe fala anterioara

a, H, H, 4 2041 1)
99,

Afara de. aceasta, semnul minus se transforma in plus
deoarece normala exterioara isi va schimba sensul. Prin ur-
mare, fluxul prin fata anterioara este:

aq,.

d(a,H, H
a 1, Hy - 20000 dg, | dg, dg, (8)
1
Suma expresiilor (7) si (8) va da
O(L‘H_?E{), dq] dq2 dqa_ (9)
0q,

In mod analog se vor exprima §i fluxurile prin celelalte
doua perechi de fete. Fluxul total prin intreaga suprafata S
va fi (cu aproximatia unor infini{i mici de ordin superior)

\
/o(a,H,H,) |, 0(u,H,H,) a(aHH)]
andS—= 17727737  FiTerTai1/ B il Sl .
? . { 34, + 34, + o, | dq, dq, dq,
Impartind prin méarimea dV [formula (6)] si trecand
la limita, vom obtine definitiv

1 {a(alHZH_,) Jra('azHaHl)
H1H2H3 aqi OQ2

Nu este greu de observat cd in sistemul cartesian in care

H; = 1, aceasta formula se transforma in formula obisnuita.
Pentru sistemul cilindric: Hp =1, Hy = p si H, = 1.
Deaceea

S

6(a,1,H,)
+ aq

div a=

}. (10)

3

a1 fd(app) | dap | d(asp)
d1va__p{ R —|—acp—|— 7% ("
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In ultimul termen, factorul p poate fi scos de subsemnul
derivarii. Deacecca, obtinem efectuand parantezele
1 a(ap p) 1 aaq, da,
0 ) 0 _F az (11)

diva——

Pentru sistemul sferic dupa tabloul 15: Hy = r, Ho = r sin 0
si H, = 1. Prin urmare
1 | 8 (agr sin 9)
risin 6 | a9

Jdaqr
e

Scofand de sub semnul derivatiei pe r din primul si al
doilea termen, precum si din al treilea pe sin 6 obfinem

1 g?(q@jjﬂn ) 1 0 ap 1 a(a, r)
r sin 8 08 r sin 8 0d¢ Tt

diV a—=

+

. 0(a, r?sine)
+ - or }

diva= .(12)

§ 80 EXPRESIA LAPLACIANULUI IN. COORDONATE CURBILINII
ORTOGONALE

Fie F (q,, 9., g,) o functie scalard oarccare de g¢,,q, si q,.
Pentru -a afla expubla laplacianului ei in coordonate q,, q,, q,,
sa ne reamintim ca laplacianul poate fi obtinut ca rezultat a
doua diferentieri succesive ale functiel F: 1) efectuarea gra-
dientului F si 2) gasirea divergentei gradientului

‘AF = divgrad F.

Dcaceea, scriecm conform formulei (3) din paragraful pre-
cedent
1 oF 1 oF 1 oF

H, g, W, 3, @ H, aq, 1

Dupa aceasta aplicém rezultatului obtinut formula (10) co-
respunzatoare divergentei in care trebue sa-i inlocuim pe a,,
«, $1 a; din (1) prin factorii scalari care stau pe langa ver-
soril el. Obtinem

grad F=

L1 8 (0F H,H, & (9F  HH,
~F = H,H,H, {0711(3(?1 | —Hl—) T a9, (8q-.. " H, ) T
9 (6F H,H,
— 2
T aq, (6q3 )} (2)

Este usor sa recunoagtem in aceasta formuld pe cea proprie
coordonatelor cartesiene, cand H; =1.
Pentru sistemul cilindric: H, =1, H, = p i H, = 1. De

daceeca
1 d (oF d (0F 1. d oF
AF—ﬂap— (ap—P)JF @('a—cp p—) T (a—p)}
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Dupéa scoaterea factorilor nederivabili de sub semnul
derivatei objinem simplificind

1 o (oF 1 9°F *F .
— - Y (et — 25 4 . 3
Pentru sistemul sferic: H9 = r, H, = rsinogiH; = 1.
Deaceea '

1 (9 (dF . 9 (8F 1 9 (OF , .
—— ) 2 4+ —|= . =— |+ == r*sins
AF = &5m 9{09 (ae S"‘e) D (atp sin e) ar (Or o ‘}

sau inca

. 1 8 (éF 1 &F .1 a (oF , _
S S i w90 2 T 2] (4
AF r*sin 9 de (69 sme)—}— r? sin®g d¢? + r* dr (6 r) (4

§ 81. EXPRESIA ROTORULUI

Construind din nou paralelipipedul elementar (fig. 133)
folosim pentru determinarea rotorului proprietatea lui funda-
mentala [

(JD a dl ‘
n rota = rot,a = lim < ___ . (1)

Ass0  AS __
Sa luam fata MBA,C perpendiculara pe versorul e; §i sa
calculam circulatia vectorului a dealungul conturului MBA,CM.

Vectorul a in punctul M il presupunem doscompus dupa
versori

a=a, e + a,e,+ a,e,.
Pe portiunea MB dupa formula (12) § 78 putem considera
dl =dr = H, dq, e,.

Deaceea, integrala curbilinie de pe aceasta portiune, da-
torita faptului ca MB este un infinit mic, se va reduce la un
singur element

l(adl)MB = d, H2 'dQ2° (2)
Pe portiunea A,C expresia adl va avea o.-forma analoa-

ga lui (2), doar funciia a,H, schimbandu-si valoarea (dcoa-
rece coordonata g, va capata o crestere dgq,)

- Afara de aceasta se va schimba semnul ex_pr’e'si‘ei_ (2) deoa-
rece sensul A,C este contrar sensului MB. Astfel

(adl)ac = —{ ai, '—l— a—(%;ga) dg, } dg,. (3
3
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Pe port{iunea CM avem

dl = — MC = — dr = —H, dq.e..
De unde * qala
(adl)CM = — q, H dqa (4)

Pe porfiunea BA, rafionand ca
mai sus, scriem din (4)

(atjpa,=-H o, + 257 g, Lag. (o

Suma tuturor expresiilor (2) —
(D) ne-va-da circudatia pe inlreg con-
turul MBA,CM (cu aproximatia unor

infinifi mici de ordin superior). Fig. 158
o(a,H,) o(a,H,)\ .
adl = a3, . 222\ dq, dq,.
f o o, § “%

Impar;md prin aria fetii
AS = ds,ds, = H,H,dq,dq,
st trecand la limita pentru AS — 0 gasim, conform formulei (1)
proieciia (rot a), a rotorului pe direciia versorului e,, adica
1 a,H 6 a,H,)!
e o(all) _ 3(ally) ) (6)
H | 9q, oq, |

In mod analog vom gasi proiectiile lui §i de pe celelalte
doua directii

(rot a), =

_ 1 fa(aH,)  d(aHy)
(ot @), = gml~aq, — g }
\ 7)
_ 1 {é(a,H) _ o(aH (
(rot a)s = 7 ;| "oq, 3q, }

Inmulfind pe (6) si (7) respectivcu e, e, $i e, si adunand
‘ vom ob{ine pentru rot a expresiile corospunzitoare.
In particular, pentru coordonatele cilindrice:

. 1" Jda; dagp
(rot a)p = -~ 5 3z
__ dyp da,
(I‘Ot a)cp - E.: i Op . ¢ (8)
1 d(agyp) 1 dqp
rot a), = — —— — ——F—
‘ ( ) dp (1
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pentru cele sferice:

[ _\1 a(l,. 1 o(aCP I')
(ot )= Gn6 30 T T ar
1 9(abr) 1 da,
(rota)g = o 57~ — 7 - F o)
1 in 0 3 :
(rot a);, = .- a(bacpsn] ) L aq |
rsin® - gg rsind  do |

§ 82 EXEMPLE DE APLICATIl ALE LAPLACIANULUI iN
COORDONATE CURBILINII

Sa rezolvim douad probleme care reprezinti aplicatii ale
laplacianului in coordonate curbilinii.

Problema 1. Si se determine campul electrostatic produs
de sarcina @ intr'un dielectric omogen; sarcina fiind uniform
repartizatd intr’'un volum sferic de raza a si avand densita-
tea p (fig. 159).

Rezolvare. Am rezolvat
aceastd problema fin para-
graful 58 capitolul VIII, cu
ajutorul teoremei lui Gauss.
Acum o vomrezolva printr’un
alt procedeu si anume vom
cauta mai intai functia poten-
tiala V a acestui camp siapoi
il vom afla pe E dupa formula

E=—grad V (1)

Sa studiem doua cazuri.

Fie punctul M (r) interior,

adicar < a. Se stie ca in punc-

tele In care exista sarcini spa-
tiale, functia potenfiala satisface ecuatia lui Poisson

N (2

in care AV este laplacianul functiei V.

Fig. 159

In virtutea simetriei problemei in raport cu toate direc-

tiile iesind din punctul O, se poate afirma ca acest camp E

‘precum s§i potenfialul V vor fi in fiecare punct func{ii numai

de distantia r dintre punctul considerat si centrul O al sferei
adica

=V (r). (3)
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Sa transformam laplacianul in coordonate sferice. Atunci
ecuafia (2) va deveni

1 0 oV 1 0* V
r’sin0 4o (0_681 8) + Fem 7SIn%0 dg? -
1 o ,0V_, 47p
T () = —— (4)
fex T . . oV .9V . .
Deoarece insa V nu depinde de 0 si Prag $1FP vor fi 1dentic
nule si relafia (4) va lua o forma mai simpla
1 d  dVv ,  4mp
Tarla )T ®),
sau fnca
d dV ,  dnp
ar Lar )= 0T
Integrand odata in raport cu r, obfinem
v, 4 mp .
PR B
sau inca
dv. 4 wp C
ar = T3 e Tt ©)

C. fiind o constanti arbitrari. Pentru a o determma, sa ob-
servam ca dupa formulele (1) si (3)
dV
— o o — T po
E = grad V ar T (7)

Prin urmare, marimea (6) reprezinti valoarea numerica a
vectorului E (cu ‘semnul schimbat). In virtutea simetriei este
cvident cd in centrul sferei vectorul E trebue si fie nul. Relese

deci ca termenul —E_:— din egalitatea (6) trebue sa llpseasca ;

altfel (6) si-ar pierde sensul in cazul r = 0. Prin urmare

av._ __ hwmp. (6)
dar T T3 e (8

Introducand acest rezultat in (7), obtinem
32_4_ Hrrozi’f_p (7)

3 ¢ 3 ¢
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De aici deducem: in punctele interioare vectorul B este pro-
porfional in mdrime cu distanfa r a punctu{ui considerat dela
centrul sferei si este colinear cu r. Am ob{inutin §58 acelag
rezultat, pe altd cale insd, In cazul particular cind ne aflam
pe suprafata sferei si r - = a.

4 mp 1 dmp 1

Esupr. — 3 _E a —a—g"3_ c a —EGQQ. (8)
Integriand. in continure pe (6°) am putea gasi funct{ia po-

tenfiala

2
3 .
C, fiind o constantd arbitrara, depinzand de alegerea supra-
fetei al cdrei potenfial il presupunem prin conventie nul.
Sa consideram acum un punct M exterior (r>a), in care
funcfia V' satisface ecuatia lui Laplace AV =0. Ecuafia
(b) ia in acest caz forma :

"'———’—' T%r2+cl’ (9)

d dV _,
ar Car™) =0
Integrand odata in raport cu r, ob{inem
v, _
4r . = const = C,
sau inca
dv C
) ar = (10)

~ Sa gasim vectorul E al campului exterior utilizind for-
mula (7)
..
dr = r2 "

, Observam ca el este invers propor{ional in mérime cu patra-
tul distantei dela centrul sferei.

Peniru a determina constanta C, trebue sa {inem seama de
faptul ca vectorul E reprezintd — in cazul unei sarcini spa-
tiale situate intr’'un dielectric omogen — o functie continud de
punct in intregul domeniu de definitie al campului?)

De aceea, pentru r = «a, valoarea lui E, ob{inuta din (11)
trebue sd coincida cu valoarea (8) oblinutd cu 4ajutorul for-
mulei valabile pentru campul interior '
¢, 1

a?  ta

’ E=— (11)

3 Q.

E supr —

1) Dupid cum ‘se stie, functia noastra poate suferi discontinuit&gi
doar la trecerea prin suprafele cu sarcini disiribuite pe ele.
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De aci €, = — % si deci
1Q Q
E e ——3 . ;—2 0:;—51'
si
dV Q ,
dr = T er® (107)

Rezulta ca o sferd incarcata acfioneazd asupra unui punci
din exterior ca si cum intreaga sarcind ar fi concentraldin cen-
trul ei si ar actionu conform legii lci Coulomb. Continuand in-
tegrarca lui (10’) vom obtine funcfia potentiald a campului
exterior

L ,
V ==+ C, (12)

Putem lcga constanta €, de constanta C, din formula (9)
astlel incat pentru r = « adica pe suprafata sferei sa avem unul
si acclas polential.

Exercitul 2. Si sc determine campul clectrostatic produs
de o sarcinid spatiald distribuita uniform si avand dcnsitatea
3 in interiorul unui cilindru drept infinit lung de raza «
(fig. 160).

Rezolvare. Rczolvand problema ca si in cazul precedent
sd alegem un sisicm dc coordonale cilindrice, astfel incat axa
- sa coincida cu axa cilindrului. In virtutea simetriei, in ra-
port cu axa z, putem afirma ¢3 E si V sunt functii doar dec
distanta p la carc sc afld punctul considerat de axa =z. Prin
urmare, vectorul E si potentialui V vor avea acelecasi valori
numerice pe suprafata unui cilindru de raza p coaxial cu cel
dat. Afara de accasta, campul va fi aceclag in toatc planele
perpendiculare pe axa = (un astfel de cimp se numeste camp
plan-paralel). Este destul. deci, sa-1 studiem intr’un plan oarc-
care, de pilda xOy. Prin urmare

V=1 (p) (12)
atunci
av (13)
= —grad V = — —p° '
E grac a pp
Pentru punctele interioare ale cilindrului, ecuatia  lui
in coordonatc cilindrice ia forma

1 ¢ oV 18V, a*V _ 4ng.
p a—p(a‘p p) T po@ 9z e

11. — Bazele calcului vectorial. C. 769
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. .oV . oV . .
Deoarecc 1nsaa— Si 9= sunt identic nule, avem

@ z
1 d (dV )= _/fjﬁ
p dp o’ S
De aci
' d  dV 4
dp(dpp) -—:—rfp (14)

Integrand odata in raport cu p obfinem (dupd cc am
impartit prin p)
av_ _ i

dp g

B C
T
p
Ca si in excreitiul precedent, sa demonstram ca €=0, adica

av. _ _ 2

P

o3

. (15)

De aici, conform

. formulei (13)
MK 2nB

)
E = pp’ = --'-»Erﬁp (16)

T~ (re.2) : :
.\?\hf_ - Prin urmare, vec-
J"" """ i torul-camp din interio-
/7 z rul cilindrului cste pro-
/" . porfional in mdrime cu
/ D @?_ﬁ_é’ distanfa p a punctului
’ , e T considerat dela ara ci-
Ty X v A lindrului, fiind colinear
cu p.

In cazul particular
al punctelor situate pe
suprafata cilindrului
(p = a), obtinem

2
Fig. 160 E supr = TrB - (17)

Continuand integrarea lui (15) obtinem func;xa poteniiala

V=— NB p* 4+ const. (18)
Pentru punctele exter:oarc cilindrului (p > a) si consi
deram fin locul lui (14) ecuatia lui Laplace

d  dV
& o =0
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De unde, dupa integrare (si imparlind prin p), obfinem

dv  C,
dp E) )
Deci, conform formulei (13)
C
E = ——?1 p°. (19)
Vomfletermina constanta C, ca si in exercitiul precedent.
cerdndcain cazul p = a (adica pe suprafata cilindrului) valo-
rile lui E din formulele (17) si (19) sa fie aceleasi
. — _le uly a.
a . <
Adica
C,= —2—1”302.
€
2nfat 2nfa?® (19)
E= —"— p°=21"F*"
ep 2p°Jp
$i
dV_ 2nfda?
To=" es (20)

Rezulta ca in domeniul exterior vectorul B este invers
proportional cu distanta p dela axa cilindrului. Din (28) reicse

. 2 ard
Ver: = imEa J’_p -+ const.
€ P
sau inca
. 2 a? :
Ves=Cp— 2™ %05 0. 1)

€

Am obtinut potentialul exterior. Observim ca suprafetele
echipotentiale sunt cilindri coaxiali cu cel dat..

Observafie. Presupunem cia in locul unei sarcini spatiale nu  este
dati una superficiald, repartizatd pe suprafata unui cilindru metalic in-
finit lung, dr densitate superficiala o. In acest caz, in domeniul exterior,
cimpul rimine acelas, ca si in cazul sarcinii spatiale, cu conditia ca
densitatile o 5i psa fie alese astfel incat fluxul vectorualui prinsuprafatala-
terala a cilindrului, a cirei generatoare este egala cu unitatea (fig. 16)
sd fie aceeasi pentru sarcina spatiala ca si pentru cea superliciala. Su-
prafata cilindrului din fig. 161 este egala cu S = 2= a 1.

Rezulld ca fluxul sarcinii superficiale va fi, dupa formula (17)

2n fa
€

N = Esupr. S = S (22)
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In cazul sarcinii superficiale, inconjuram ci!indrul _nost‘ru cu
suprafata unui alt cilindru, infinit apropiat de primul, a}atu_randu-l
doui suprafete de cep (baze). In acest caz, conform teoremei lui Gauss

A T iw
N = »*-_—Q- :i- (s S) = ‘_3 S. (23)

ot ,,,////// SN - )

1 v: : Comparind (22) cu ({(23) gasim relatia

: ! | dintre B si o

' i 3 =3 Ao o

| : E. 3 ? 21 S — L:I S

o ] )

g | ! sau

i . '

! 1 v 2 3,

P ; =

| e
-1 B Daci-linlocuim in (19’) si (21) pe 3 prin ex-

presia lui echivalenta din (24), obtinem for-
Fig. 161 - mulele corespunzitoare pentru cimpul exterior
produs de o sarcind superficiala.
In particular, obtinem din (21) pentru potentialul V' al campului
exterior.

4734

"' = Cr_)'— ln P. (2’&)

=3

Mirimea » = 2=sa reprezinti sarcina pe unitalea de lungime a cilin-
drului. De aici putem scrie

V==C, —2x1np,

Am utilizat aceasta formula, fara demonstratii, in § 51, capitolul VII.

Capitolul XIII

DETERMINAREA UNUI CAMP CU AJUTORUL DIVER-
GENTEI SI ROTORULUI

§ 83. METODA GENERALA

In cele antcrioare nec-am ocupat cu precadere de pro-
blema afiarii divergentel si rotorului unui camp dat a intr’un
punct oarccare. Acecasta problema este, dupa cum se stie, asc-
manatoare cu problema diferentierii intalnita in analiza sca-
lara, atunci cand ni se cerea sa aflam derivata sau diferen-
tiala unei functii date. Putem incerca totusi sd puncm pro-
blema inversa, adicd fiind date divergenta si rotorul unui
camp arbitrar a intr’o regiune oarccare sa incercam a gasi
campul, adicd funcfia vectoriald a (r). Problema aceasta esltc
analoaga intcgrarii. Am mai intdlnit panid acum probleme de
acest fel. Astfel, in § 82, cunoscand divergentia cAmpului clec-
trostatic (densitatea  sarcinilor de volum) am aflat care cste
campul E. In acest caz cunoastem rotorul campului (rot E=0).
deoarece acel camp cra potential. Inir’o oarccare masura sc
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ascamana cu accasta problema si § 74 in care fiind data di-
vergenta campului solenoidal (div a = 0) a trebuit si aflam
vectorul primitiv A pentrucd apoi, prin rolatie, sa gasim vec-
torul a. Vom examina acum problema sub forma generala,
permiland cititorului sa-si faca o idee despre melodele de re-
zolvare si despre acele probleme clasice ale fizicei matema-
tice dc carce este legata aceasta.
Fie astfel in regiunca Q:

diva = g (x,y,2),) |
g (x,y,2) } (1)
rot a = w (x,y,2),

adica se dau divergenta campului a, sub formp unei functii
scalare oarccare ¢q (r, y, z) si rotorul lui, sub forma unei
functii vectoriale oarecare w (v, y, z) si s¢c cere a se deter-
mina vectorul a ca funclic de punct (sau proieciiile lui ay.
ay si a, ca functii de z, y, 2)

a = aci+ a.j + a; k. (2)

Sub forma analiticad aceasta problema se reduce la inte-
grarca urmitorului sistem de ccuatii diferentiale cu deriva-
tele partliale:

duy da, ﬁ&__ i .

ox + ay + FER (x. 4. 2),

aa(;;‘ _ 6(:3- = wy (Y, Z).

e e (3)
- gy~ Wyt g

a(l‘\- aa:\' . . -

—6—;.—— —_ Fy— = Wy ('l, Yy, "')’

in care ¢, wy, wy $i w,sunt cunoscute, iar ay, ay $i a, repre-
zinta functiile de punct cautate (1). Este cvident ca sub acca-
std forma problema (3) prezinia un caracter prea general si
nceesita, in general, adaugarea unor condilii suplimentare,
sau unor asa numitc conditii la limita, pentru determinarea
complecta a campului.

Sa presupuncm regiunea Q simplu conexa si finita §i sa
admitem ca inafara relatiilor diferentiale (3) se¢ cunosc si
valorile componentei normale

a,=1f[ (v, y, =z (4)

a vectorului ciutat a pe suprafata S carc o _delimiteaza.
Conditia Td) poarta numele de conditie la limita. Sa
aratdim cd in acest caz vectorul a este complect definit deci
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ca sistemul de ecualii ') prezinia o singurd solufic atunci cand
ii addugam conditia (4) (este vorba aici de o solutic continua).

Intr’adevar, sa presupunem ca am reusit sa gasim, inafara
solutiei a (w,y, z) o alta solutic oarccare b (r,y,z,) carc sa
satisfaca acclecasi conditii (1) si (4), sau

divb = q, \: 5)
roth = w
bn = [ (v,y,z) (pc suprafata S). (6)
Difcrenta accestor solulii este un vector variabil
u(x,v,z) =a — b. (6%)

In acest caz functia u (x, y, z) ar trebui sa salisfacd urma-
toarele ccuatii in regiunca Q:
div u = 0.}
rotu =0,

(7)

iar proicetia ci up, pe normala la suprafala S ar fi identic
egala cu zero, dcoarcce

lip = Qp—by= [ —[ = 0. (8)

Din ccualiile (7) rczulta ca in regiunea noastra campul vee-
torului m va fi laplacian. In acest caz, insa, cl este reprezen-
tat printr’o functie potentiala, iar problema aflarii lui u poate
fi redusid la problema aflarii functiei lui potentliale.

Sa insemna&m prin ¢ (¥, y, z) accastd funcfie potentiala.
Conform § 72 ca trebue sa satisfaca reclatlia lui Laplace (caci
divergenta lui u cste nula).

A g =0

Si astfel laplacianul A" 7 va fi identic nul in toate punc
tele regiunii considerale

Sa aplicam formula lui Green funclici ¢

0

o 0o .
[ {eost@aaortar=y¢ ¢ % as
J on
AY 8
in care prin V se infelege intregul volum ocupat de dome-
niul Q, iar prin § — suprafata ce il delimitecaza. In baza con-
dijiei (9) formula lui Green ia forma
. N _ [ 09 L6
j (grad )* AV = o 3 ds. (10)
A\ 8

(1) Functiile ¢, vwx, vy si 0, sunt presupuse uniforme, continue si
diferentianile in regiunea noastri impreuna cu derivatele lor, care ne
vor fi necesare in cursul demonstratiei.
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Dar membrul drept este identic nul, ciéci, dupi cum
am aratal mai sus

u = grad <. (11)

Dc¢ aicl reiese ca ugy ca proiectic a gradientului pe directia n

~

0 ) .
cste egal cu T S1 dcoarcce u, cste nul in toate punctele su-

prafetei, conform formulei (8) rezultda ca si g—z este nul in a-

cele puncte. De aicl

(g‘) (grad ¢)* dV = 0. (10')

&

Dar cxpresia de sub inlegrala (grad ¢)®* dV este o marime
evident pozitiva (sau nula) in toate punctele regiunii V. Prin
urmare, si integrala (10°),fiind suma acestor clemente poate fi
nula numai in cazul cand functia de sub integrala este iden-
tic nula .in tot domeniul. Si astfel

grad z = 0 (in tot domeniul Q).

In acest caz, din (11) rezulta ca si u=0, dec unde b—a=0
sau b coincide cu a in orice punct. Cu alte cuvinte, exista o
singurd solufie care salisface condiliile (1) in domeniul Q st
condifia limita (4) pe suprafaia S care il delimileazd.

Sia presupunem acum ca domeniul Q cste nelimitat. Pen-
tru a extinde tcorema si la acest caz, pulem reprezenta prin
conventic pe Q ca o regiune limilata de suprafafa sferei ima-
ginare S descerisd dintr'un punct oarccare O cu o raza R, care
cregte nelimitat.

In acest caz, in locul condiliei (4) carc dispare, trebue
sa introducem acum alta, care, de altfel, se realizeaza adesea
in practicad si anume sa impunem conditia ca vectorul-camp
sa dispara la infinit, capatand o \'aloar(c infinit mica de or-

. 1 R ¥ o .
dinul =% pentru R— o; in acest caz ¢ va fi o marime de
R*

. 1 . . .
urdmulT{. Cu alte cuvinte, trebuc ca pentru un R suficient
Jde mare sa aiba loc inegalitatea

\ A . | B
la| < 7= M e <g

A si B fiind niste constante oarccare. In acest caz, in formula
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Iui Green (10) integrala din membrul drept va tinde catre
zero, ')pentru R— c si va lua forma

j (grad @) dV = 0
v
de unde vor rezulta aceleasi deductii ca si mai inaintc.
»Teorema unicitafii*“ solutiei demonstratd mai sus, joaca
un rol important in practica, de exemplu in tcoria cAmpurilor
electrostatice. Este astfcl uneori posibil sa ghicim pur si sim-
plu cu succes solutia unci probleme, sau sa o gasim cfectiv.
pe baza unor consideratii de simeiric sau pec o altd cale oa-
recare ?).
In baza teoremei vom putca afirma ca solulm gasita ¢ unica,
Observafie. Se mai observa cia functiile ¢ (x, y, z), o (x, y, z) »i

[ (x, y, z) din relatiile (1) — (4) nu pot fi date absolut arbitrar. Astfel
din relatia rot a = o rezulti ci o trebue sa satisfaca conditia
div v = (.

Mai departe, pe suprafata limitd S si in volumul V' al regiunii
noastre trebue sa fie satisfacuti teorema lui Gauss, adica sa avem

j an dS:j div ad V.

s v
De unde, intre functiile an= f (x, y, z) si ¢ (x, y. z) trebue sa
existe relatia

j [ (x,y,1z2) dS:;j q (x, y, z)dV.

\Y%

§ 84. CAMP'JL POTENTIAL. POTENTIALUL SCALAR

Sa rezolvam acum ploblema generala (1) a paragrafului
precedent. O vom rezolva mai lntal pentru cazul particular al
absentei rotorului, adica pentru cazul

diva=g¢q(r,y,z)

rot a = 0.

(1)

1
1) Intr’adevar, daci|a {si|b| sunt infiniti mici de ordinul R:

si |u | va fi de acelas ordin, deci si | un | sau | *g% | . In acest coz
[ &% rLoi o B AR 4z AR
d ¥ g dS <qf, %!l on las < R,({,ds ~ pridmRI T
J st J
s 5 8
De unde
[ g
1 ==
R_l)l;‘l (J, &) on dsS == (.

2) Pqntru problemele clasice ale electrostaticei, vezi Tamm ,,3u-
zele tcoriei electricitatii®, 1932, vol. 1 p. I, pg. 77-50.
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Vom vorbi mai departc despre conditiile limita.

Domeniul @ in care sunt satisfacute relatiile (1) este pre-
supus simplu conex.

Din relatia rot a = 0 rezulta caracterul potential al cam-
pului cautat. Deaceea, vom afla mai intai funclia lui poten-
tiala 9 (r, y, z) dupa care, vom gasi usor insasi vectorul a
din relalia

a = grad 3. (2)
Iniroducand expresia(2)in prima dintre relatiile (1) obser-
vam ca aceasta va lua forma
div grad » = ¢q (v, y, 2)
sau
Ae =4q (r, y, z), (8)

adica problemau aflarii campului s’a redus la integrarea ecua;
liei lui Poisson, sau la aflarea functici v cu ajutorul laplacia-
nului eci.

Pentru rezolvarca problemei lui Poisson aplicim formula™

a doua lui Green
$ 6w as= [Gav—vanav. @
| on on
= A\

Vom considera doud cazuri. Vom presupune astfel mai intai
ca domeniul Q este limitat (fig. 162) si fie M (x,, y,. =,) punc-
tul consideral in care dorim sd delerminidm valoarca functiei
cautate » (v, y,, =,). Fie A4 (¥, y. ) un punct wvariabil in
domeniul nostru. Vom cfectua integrala din formula lui Green
in raport cu coordonatele lui. In-
scimnam prin

PV @) ) T )

distanla dcla punctul considerat
M pana la punctul variabil 4. Sa
luam drept y in formula lui Green,

o funclic y = T.Obscrvém de in-

dati (accasla nc va fi necesar in
cele ce urmeaza) ca laplacianul

funclict y = — csle nul in orice

punct al domceniului, inafara punc-
tului M (v, y,, =,), unde functia

1 . .
w =-— nu are nici un sens. Lucrul
T

wr,
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acesta poate fi verificat si pe cale directa, luand laplacianul
dupa formula

Ay = div grad % .

. - . - d - . ] A
Este inca si mai simplu sa luam laplacianul lm--l;- in coor-

donatec sfericce

1y 1 d (dy )\ 1 d (1 ,\
A(T) T ar (d— ,)—“‘? ar (— ) =0

Sa trecem acum la formula lui Green.
feox o .1 . . .
Deoarece insa funcfia — devine discontinua pentru r=0,

pentru a evita accasta si pentru a avea dreptul sa aplicam
formula lui Green, excludem punctul M din regiunea noastra,
inconjurandu-l cu o sferd ¢ dec razd foartec mica p. Imsemnam
volumul acestei sferc prin . Aplicam asifel formula lui Green
volumului V—e, cuprins intre suprafctele S si o. Sliind ca pen-
tru acest volum Ay = U, vom scrje formula (4) sub forma ur-
matoarc:

[ 0(%) (1 5 [ 0(11) (1 4
oY <
Oy —b — Y (L R — — b — =
(j) “on dS—¢ r on s + .l) ‘ do (l) r on do
S s 3 3
— X L gav,® (5)
\T -2

Integrala din membrul drept ne este cunoscula deoarece
valoarca A¢ = ¢ cste data. O vom scric deci sub forma :

— y 4 dV.
"
v-z

s . ¢ , .
Lalimita, penlrue — 0 ca devine X 4 dV, rceprezentand o
"
v

‘aloarc finitd si complect determinata, dupa cum am arilat
in § 58 (vczi cxemplul 5 si observalia carc-l insoteste). In
cccace priveste integralele din membrul stang pe primele doua
le vom ldasa neschimbate. Sa vedem cu ce va ti cgali, la li-
mita, cea de¢ a treia :

[
13:(.'1’:?
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Decoarece pe sfera g, exterioara fa{a de volumul V — z nor-
mala n eslc orieniata spre interiorul sferei, adica in sens opus
veetorului de pozifie r reicse ca

)l

1.
an ar o
Prin urmarc
1 1
13:<|f>q. ._Zda:?(‘}{)q&-do. (6)

- . [ - . i
Dupa {corema mediilor, ¢ ¢ do poatc fi inlocuita prin
J
J

“xpresia
z (N) (;f) do,

J
in care ¢ (N) reprezinta valoarea functiei ¢ intr'un punct oa-
recare N de pce suprafata sferei o.
Si astfel

uzéégww§wzﬂn¢w»

)
g

Atunci cand sfera conv erge catre punctul M, valoarea ¢ (N)
tinde la limita catre valoarea ¢ in"punclul considerat M, dc unde

lim I, = 4n . lim ¢(N) = dno(M) = 4mn o, (7)
e—>0 g0

in carc ¢ (M) sau ¢ reprezintd valoarea cautata a functiei po-
tenfiale 7 in punctul M.

Sa aratam, in sfarsit, cd ultima integrala din membrul
siang

(1 09 1 [ ad¢
L= o7 gy do = & 5 do
‘G ¢}

tinde calre zero; intr’adevar
' 0 o | .
!(fl;_qoda <({)l—i‘§(lc<b({)d6:4nCp2,
] on J 1 J

g

¢ fiind limita supcrioarda a valoril pe sfera o.

9y
on

Reiese ca

1[4 < —:)— dn Cp* = 4 C p,
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de unde

lim I, = lim 4= Cp = 0.
s> 0 220

La limita, formula (5) va lua forma

1
a— .
( (r) : (1 d¢ ,o , q ’
» dS — ¢ — <~ dS - «(M) = — | — dV.
Pz gl dS — - gEdS o+ dme (D) \jr
de ﬁndc |
oy 1 [ ¢ 116y
f(‘l)——ﬁ(j —r—dV‘1' 'TI'-(j) r and‘s
Ay S
v
— ) dS. (8)
4“3[)'? on

s

Accastd formula ne da valoarea functici potentiale cautate
(M) in orice punct din interiorul domeniului, daca sc cunoaste:
1¢ valoarca divergenlei g(a, y, =) in lot domeniul gi
07
4

3 dupa normala la su-
n

2° valoarca lui z si a derivatei sale

prafata limita S.

Conditiile 2° reprezintd tocmai conditiile la limita despre
carc am aminiit la inceputul paragrafului. Formula (8) nc
da astfel solulia problemei lui Poisson pentru o supralala
simplu conexa limitata.

9%
on
valentd cu cunoasicrca componcenlei normale a vectorului a
pc aceasta suprafata, caci
0%
on

Sa insistam acum pufin asupra condifiilor la limita.

Formula (8) pentru a fi aplicata, cere cunoastcrca po-
tentialului ¢ precum si cunoasierca componentei normali

Obscrvam ca cunoaslcerea lui

pesuprafata S este echi-

= n grad t =na = u,.

oy , N < .
n la suprafata S. Dcoarcce, insd, dupa teorema univo-

citatii cste deajuns sa cunoastemy numai una dintre compo-
nentele normale ale vectorului, formula (8) prezintda o defi-
cientd considcrabila si nccesita o transformare ulterioara, de-
oarcce cunoagterca simultana a jui an §i ¥ nu constitue in
practica un lueru chiar atat dc simplu, cu atdt mai mult cu
cat accstia nu sunt indcpendenti unul fatd de cceldlalt. Vom

Uy =
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arata mai deparle, in § 87, modul in care se rczolva problema
in cazul cand numai «, estec cunoscut.

Sa presupunem acum domeniul Q nelimital §i ocupand
intregul spatiu infinit tridimensional. Vom introduce in locul
conditici 2° o alta carcsa impuna vectorului cala limita sa fic
% Este usor sa aratam, in a-
cesl caz, cum am mai facut-o de altfcl de doua ori, ca ulti-
mele doua integrale din formula (8) tind catre zero, daca le
extindem la suprafata sferci de raza infinita R. Formula va
lna. deci, pentru spatiul infinit, o forma mult mai simpla

de¢ acclas ordin de marime cu

20 = — - |1y, 0

sau

: 1 g (r,y,z) dvdyd:
7 (0 Yo 20) = — - .‘ v 5 =
T V(v ) B (YY)t (2-5,)°

Formula (9) constitue solulia problemei lui Poisson penlru
cazul spalindui infinit, atunci cand conditia de disparitic a
vecelorului-a la infinit csle indeplinita.

Observafie. Din motive asupra carora nu vom insista aici, expre-

sia (Y) poarti numele in fizica teoretica de ,potential ncwtonian al ma-

. N . A . . 4o
selor repartizate in volum®. Daca inlocuim ¢ prin — == 0 VOom putea
3

numi, din punct de vedere electrostatic, potenlial coulombian al sarci-
nilor spatiale. \

§ 85. CAMPUL SOLENOIDAL. POTENTIALUL VECTOR

Si rezolvam acum problema determinarii campului in al
doileca caz particular, adica pentru
diva = 0, A

i (1)

rota = o (r, y, )

Ne vom limita numai la cazul unui spafiu simplu conex in-
finit. Vom pune conditia ca la limitd modulul vectorului a sa

. < . < s 1 .
fie dc acelas ordin dc¢ marime cu T lar o — de aceclasg or-
. . . 1 . . . . .
din de marime cu T (sau cel pulin superior ordinului al doi-

ry 1 A - .
leca, in raport cu F)' Dcoarcece campul cautat este solenoidal,
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va trebui sa aflam mai intdi un vector primitiv A, al carui
rotor sa fie tocmai vectorul a, adica sa avem

a = rot A. (25

Introducand expresia (2) in a doua relatic (1) obtinem
urmatoarea ecuatie diferentiala pentru A:

rot rot A = v (v, Yy, z)
salu
grad div A — AA = o. (3)

Deoarece exista o infinitate de vectori primitivi A (vezi § 74)
vom alege din acest numiar pc acela a cdrui divergenta este
identic nula

sau
div A =0 (4)
(vom arata in cele ce urmeaza ca accastd alegerc este po-
sibila).
In acest caz, relatia (3) se simplifica, luand forma
AA=—o (9)

Aceasta constitue o relatie analoagd cu aceea a lut Poisson,
fiind pusad insd -sub forma vectoriuld. Daci descompunem acum
pe A si o dupd versorii fundamentali

A=A i+ A;j+4. k 51 0o =owzitoyjtok

ccuatia (5) va fi echivalenta cu trei ecuatii Poisson obisnuite
sub forma scalara:

NAzy=—wz; Ady=—wy; s5i A4, =—uw,.

Rezolvand pe fiecare in parte dupa formula (9) a para-
grafului precedent (in cazul spajiului infinit) putem scrie :

1 ( o ,

Ax— Z_T? | r d‘,
_ 1

b= ) T W

A, = 1 B aqv,
4w r

s!
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Inmultind respectiv prin versoriii, j si k si adunand, obti-
nem vectorul cautat A sub forma

1 w , )
— - g > av. (6)
o 2]

Prin analogie cu expresia (9) a paragrafului precedent,
aceasta cxpresie se numeste polenfialul-vector al cdmpului
solenoidal a, Vectorul a se determina din expresia (6) prin-
tr’o rotatie, adica

1 ® , -
a =i rot j—r—d‘f (7)

o0

Sa demonstram ca div A = 01). Pentru aceasta ne ra-
mane sa aratam ca expresia gasita (6) satisface efectiv con-
difia div A = 0.

Intr’adevar

div A = - div j Y oqv =L j divy (i) dv. (8)
4m r hm r
oo} oo

Reamintim aici ca divergenta lui A se ia in raport cu coor-
donatele x,, y, 51 z, ale punctului M (fig. 162 din paragraful
precedent) iar integrarca integralei triple sc¢ efectucaza in
raport cu coordonatele z, y si z ale punctuiui curent. Deacecea,
putem introduce semnul divergentei sub semnul integralei, ca
semn al difercentierii functici de sub integrala, in raport cu
parametrii x,, vy, §i z,. Simbolul divy. ne aratd tocmai ca
difercentierca se efectucaza in raport cu coordonatele punctului
M. Dar dupa formula

div (pa) = o div a 4 a grad o,

. 1 1 1
divy (%) = — o grady (T) = 0y, (-;—) (9)

deoarece w nu depinde de coordonatele lui M.

Se in{elege usor ca

) == )

Lucrul acesta se poate verifica printr'o simpla derviare
a expresiei

1) Citiforul poate trece peste acest aliniat la prima citire.
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1 1

r \/(‘l‘_'l‘o)2+ (y_y())2+ (z_:o):
mai intai in raport cu coordonatele lui M, iar apoi in raport

cu cele ale lui A.
Expresia (9) poatle fi scrisa, deci

divy (11— u)) — — o grady (}“) (10)

Aplicam acum membrului drept al relatiei (10) formula
“cunoscuta div (pa) = ¢ div a -+ a grad g, scriind-o in ordince
inversa adica

a grad ¢y = div va — p div a
Rezulta ca

o grady (—}) = divy (}— w)—}— diva 0w = dl\';\(l—' ) )

P

cici w divy = 0, dcoarcce w este rotorul vcectorului a. Inte-
grala (8) poate fi deci scrisda sub forma:
div A 1 div 1 u)\ dVv (11)
A% = — — —_— .
4m AT )
axzT

Integrala noastra este cxtinsa la intregul spaliu infinit. O
vom considera ca o integrala de volum a sferei S, descrisa din
punctul 3 cu o raza R cc tinde sa ia valori infinite. In acest
caz putem aplica teorcma lui Gauss membrului drept al lui
(11) si scric

oA 1 [ 1 1
div A= — A (J) w,,TdS = R (Jh w, dS. (12)

B S
Vom dcmonstra acum ca integrala din membrul drept
tinde catre zero pentru R— oo. Intr’adevar, am presupus ca
valoarca lui w este la infinit, de acclas ordin de marime cu

deci si .
B
R¥

g

lwn <

B {iind o conslanta oarecare.

Prin urmare

1 .
’ —I{—j wy ds
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de unde rezulti cd integrala (12) tinde la limitd citre zero,
pentru R — oo, De aici '

div A= 0. q.e.d.

§ 86. POTENTIALUL-VECTOR AL CURENTULUI ELECTRIC

Sa presupunem ci intr’un mediu oarccare a fost produs
un curent clectric I repartizat in intregul volum (fig. 163) si
ca vectorul lui densitate este dat .
prin functia w (a, y, z). In studiul ;x4 / e
elcctricitatii si magnetismului se de- ¢
monstreazi ca un caimp magnetic H /
produs de un curent arbitrar se \f
bucurd dc urmatoarele proprictati: u

div (W H) =0 T [ =<
(1)

rot H = 4nu.

In cazul particular cand y =1,
prima relalic devine div H=0 aratan- .
du-ne ca H estc un camp solenoidal. Fig. 163
Relatia a doua reprezinta una din °
asa numitele relatii fundamentale ale lui Maxwell si exprima
natura rotoricd a campului H de unde rezulti cd liniile lui
rotorice reprezinta tocmai liniile de curent?!). Decoarece cAm-
pul H satisface condiliile (1) din paragraful precedent, re-
zultd ca, cunoscindu-sc densitatea de curent u (z, y, z) il
putem afla pe H produs dc acesta.

Pentru aceasta vom determina potentialul-vector dupa
formula (6) a paragrafului precedent, inlocuind in prealabil
® prin 4m w.

In acest caz

A= ji dav,
r
\/'

in punctele cclelalte, in care u este nul, functia de sub inte-
gralid devine deasemenca nuld. CiAmpul H se determini acum
din formula (7) a paragrafului precedent

H = rot A = rotj = av. (2)

\,’
Expresia (2) poartd numele, in studiul clectricitatii i magne-

1) Acest lucru va fi demonstrat in § 93 Cap. XIV.

12, — Bazele Calculului vectorial. C. 763
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tismului, de potentialul vector al curentulut electric. Conform
cu (5) § 85 ca satisface relalia vectoriald a lui Poisson care
se obtine din (5) inlocuind pe v cu 4mu

AA = ——4mu. (3)
Si rezolvim acum urmitoarea problema practica:

Problema 1. Si se giascascd potentialil-vector gi cAmpul
magnetic H al curentului ce trece printr’un conductor cilin-
dric rectiliniu de lungime infiniti, densitatea curentulni fiind
uniform repartizata i avand valoarea

na* (4)

Mirimea a reprezintd raza cilin-
drului (fig, 164).

Rezelvare. Dispunem axcle
de coordonate asa cum se vede
in figurda. In acest caz vectorul
densitate va fi

t‘_x’) u:uk:n—Ia—._,k.

Fig. 164.

. Sc wvede din relatia (2) ca si po-
ten;_lalul-vector va avea acum o singurd componenta dealungul
axei z sau

A = Ak. (5)

De aici, din (3) obtincm pentru dcterminarea lui A in
p_unctelg situate in interiorul conductorului urmaitoarea rela-
{ie a lui Poisson sub forma scalara (dupa climinarea lui k)

NA :—% . (6)

Pentru punctele din exteriorul conductorului, unde u =0,
ea se transforma in ecuatia lui Laplacc

NA = 0. (6)

Deoarece campul este plan si paralel, fiind simetric in
raport cu axa z, este evident cd A va fi funcljie numai de p,
unde p reprezinta distanta dela punctul considerat la axa ci-

lindx:ului. De aici, trccand la coordonatele cilindrice, obtinem
ca si in § 82

1 d (d4 _ 4 .1 d (d4A
pdp(dp )——a—-z§‘7&;(agp)=°- 7
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Aplicand reczultatele (18) si (21) din §82 (vezi problema 2)
obtinem
a) pentru campul interior

A = Cl—*I“Dz.‘

aZ
b) pentru campul exierior
Ae :Cz—QIlnp,

p =y + y4,

I
Ai = (Cl—;z pZ)k

/
in care

de unde

si
A.,= (C,—2Inp)k.
Cunoscdndu-l pe A il obfinem pe H printr’o rotafie. Vom
folosi formula

rot za = ¢ rot a— [a grad ¢]. (8)

In cazul nostru, rolul lui a il joaca versorul k si deci
rotorul lui este nul. .

Vom gasi prin urmare pentru cadmpul interior, t{inand
secama de formula (8)

: 2
[k grad p*] = —I—I:k 2p—g] = :1—12 (kp].

?

H; = rot (——(%p"’k):—}— !

a®
Inlocuind pe é prin ru si introducand factorul scalar u

in interiorul parantczelor, obtinem
H; = 2r [up]. 9)

carc reprezintd formula cunoscuta de noi din § 22, capitolul ITI.
Pentru campul exterior avem, dupa aceeasi formula (8)

H,. = rot (— 2Ik In p) = 2I [k grad In p] = 2I [k% . %] = %é[kw] ;
sau, introducindu-l pe I in ‘interiorul parantezelor, obtinem
H.= 2—[5)"_(:9‘] ’ (10)

adici tocmai formula (9) a aceluias paragraf. Din (9) si (10)
putem obtine componentele pe axele de coordonatec, asa cum
s’a procedat in § 22.
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Sa rezolvim acum o a doua problemi:

Problema 2. Si se giseasci campul magnetic exterior
produs de doi conductori cilindrici, paraleli si infinit lungi,
strabatuti de un curent I in sensuri contrarii. Razele conduc-
torilor se presupun suficient de mici in raport cu distania 2¢
dintre axele lor (fig. 165).

z . Rezolvare. In acest
exemplu ne vom folosi

] nemijlocit de expresia

potentialului vector A

A= j% dv, (11)
J

in care. dupa cum am
spus, integrala se extinde
la tot volumul V ocupat
de curenti.

Alegem axele de
coordonate asa cum se
aratda in figura. Fie M
punctul considerat al
campului exterior. Dis-
tantele lui la axe sunt
p, S p,. Fara a ingradi cu nimic caracterul general al rationa-
mentulai nostru, avem dreptul si luam punctul M in planul
x0Oy caci este evident ca acest caimp va fi plan si paralel.
Vom mai insemna prin D si D, punctele de coordenata z si-
tuate pe conductori. Un element de volum apartinind fiecarui
conductor va fi in acest caz

dV = og.dz = na? dz,

in care 0 = wu® reprezinti suprafata sectiunii transversale a
conductorului. Densitatea de curent u, va fi, sub forma vecto-
riala pehtru primul conductor

n= gk
lar pentru cel de al doilea
w =L
2 = T a‘)

Integrala (11) se divide in acest caz in doua

A= 12=?ﬂ° dz__ 12=+u° dz
= Vaigpr T f\/m k, (12)

2= &=—00
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ea efectudndu-se in raport cu z, adica de-alungul fiecarui
condutor.

Vom integra mai intii intre limite finite, dela—1 la + 1.
Obscrvand ca
+17

' B P BN S5V e

obtmem, apllcan(l accasta la (12)

( VIEE oz 2L o2)

A =2l In. L HVE+Te? _111M>k

{ P1 P2 J

sau
I+ VET o
A=2{m® 1y, —p;}k. (13)
U Py I+ VIE+p,?

Fiacand pe [ si tindd citre 4 o fractia a doua de sub
logaritm tinde citre unitate, deci al doilca termen dispare.
Obtinem la limita

p
A=2In k. (14)
P
Accsta cste vectorul-potential al unui sistem de doi con-
ductori paraleli. Se vede printre altele ca liniile de cgald va-
loare ale potenfialului veclorial A sc determind din relatia

A =2In"2 = const, (15)
P1
sau
P2 — const.
P1 -

Accasta csle ecuatia cunoscuta a cercurilor lui Apolo-
nius, intalniia in electrostatica.
Pentru a-1 gasi pe H trebue sd ludm acum

H = rot A=2]. rot (ln ﬁ’—k). (16)
_ P1
Putem efectua aceasta expresie dupa formula cunoscuta
rot (pa) = @ rota -} [grad ¢, a]
P2

in care ¢ = Iln — - In cazul nostru (deoarece a = k este con-

P1
stanti)
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H = 2] [grad o, K], (17)
iar
Q= ln .& .
Py

In fig. 166, cercurile trasate cu linie conlinuda reprezinta
linii de egala valoare pentru potentialul vectorial (cercurile
lui Apolonius). Afirmam ca ele reprezintda in acelas timp

(an"hfmaqr*h. Frac’.:s da doi curenli
,uez"aleh de semsn d:/crlf
Fig. 166

liniile de for{a ale cimpului H. Intr’adevar, liniile grad ¢ in

care o= In P2 . au fost examinate de noi in § 52. Ele {or-

Py .
meaza @ familic de cercuri, reprezentate in fig. 166 prin linii
punctate. Dar in acest caz, in virtutea egalitatii (17) liniile
vectorului H vor fi ortogonale pe ele. Rezulta ca acestca vor
coincide cu liniile continue.

§ 87 CAMPUL DE FORMA GENERALA

Sa presupunem acum ca problema determinarii campului
cu ajutorul divergentei si rotorului sau este data sub o forma
generala, adica

diva = q (x, y, 2)
rot a w(x,y, 7).

(1)
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O vom rezolva mai intdi pentru un spatiu iniinit, simplu
conex. Presupunem pentru aceasta ca valoarea lui |a| devine

la infinit ca i mai inainte, de acelas ordin de mirime cu TR

In acest caz, problema se rezolvd usor. Vom gisi mai intai
un vector potenfial a, pentru spatiul infinit, astfel incat

diva, =q (x,y,z) si rota, =0. (2)

Solufia accstei probleme, conform § 84 se reprezinta sub
forma
a, = grad o,
unde

o= —(Zav. 3)

4) r
@
Vom gasi apoi un vector solenoidal a, astfel ca

diva,=0 si rota,=o0 (2,y,2). (4).

Aceasldi problema se rezolvd conform § 85 cu ajutorul
formulei
a, = rot A,
in care

A— ijﬂ dv. (5)
A ) r

Este evident cd in acest caz vectorul
a—=a, - a,
va satisface conditiile problemei (1) si va constitui solutia ei
deoarcce
diva = div (a, 4+ a,) = diva, + diva,=q (2, y, z,)
si
rot a = rot (a, + a,) = rota, +rota, = v (x,y,z,).

Dupéa teorema fundamentala a § 83 accasta solutie va fi
unica. Astfel incat, dupa formulele (3) si (5),

__ L1y 93y _ fe-
a_—-hlgxadi—rdv rotwrdV}. (7).

Sub forma simbolica, cu ajutorul operatorului y lucrul
acesta se poate scrie astfel

a:_%r{VMl‘;—_adV_[va@dV]}. (7)

o
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Cazul domeniului finit simplu conex. Vom da pentru
acest caz numai planul general de rezolvare, indicand citito-
rului cursurile speciale de fizicd matematica.

Conditiilor (1) 1li se aldtura aici, dupa cum, am aratat
in § 83, o conditic la limita

an=f (z,y,z) (pe suprafata S). (8)

Vom descompune problema in trei parti. In prima vom
ciuta un vector a, astfel incat el sa satisfaca in domeniul @
conditiile

diva,=q (v,y,z,) si rota,=0. (9).

Nu vom impune vectorului a, conditiila limitd pe supra-
fata. In acest fel, va trebui sd rezolvam problecmalui Poisson
pentru un domeniu finit.

Cu toate acesteca, nimic nu ne impedica sa extindem
aceastd problema si sa o rezolvim pentru cazul spaliului
infinit; pentru accasta estc deajuns sa ,,prelungim‘ functia
q (x, y, z)') peste limitele domeniului facéand-o arbitrara
inafara acestor limitc, de exemplu egaland-o chiar cu zero.
Vectorul a, gasit pe aceastd cale va satisface conditiile (9)
inlaunirul limitelor domeniului considerat Q. Vom avea atunci
groblema lui Poisson pentru un spatiu infinit si nc vom putca
folosi de rezultatele § 84, astfel incat

L [T o
a, = ——gr ad )+ dv, (10)

p——
in care ¢ reprezinta functia ,,prelungita« q.
In al doilea rand, vom cduta un vector a astfel incat el
sa satisfacid pentru domeniul nostru condifia

diva,=0 si rola, =w (2, y,z). (11)

Nici aici nu vom pune condilii la limitd. Vom extinde si
aici problema la un spaliu infinit, prelungmd functia w (r, y, z)
peste limitcle domeniului Q. Aci, totusi, trebue si pre-
lungim pe o tinind scama de unele conditii. Trebue mai

/——/
intdi ca div o = 0. Trebuc apoi ca functlia © impreun3 cu pri-
mele salc derivate parllalc sa fic continud in orice punct, cu
exceptia posibila a unui numar finit de supr afetc; pc aceste

suprafete componenta normald a vectorului ‘o trebue si ramani
continud, doar cea tangentiala putdnd suferi discontinuitati.

—
In sfarsit, vectorul w trebue sa fie, la infinit, de un ordin

1) Functiile initiale din relatiile (1) ¢ (x, y, z) si o (z, y, z) sunt
determinate numai in domeniul 2.
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< . . cors s 1 -
de marime superior lui doi —in raport cu B Tinand seama
de aceste conditii, problema poate fi rezolvata dupd formu-
lele din § 8 adica

—

a, = % rotm f% dVv (12)

—
in care o reprezinta functia ,.prelungita“ .

Gasindu-1 pe a, si a, putem defini componentele lor
normale pe suprafata limita S. Sa presupunem ca cle vor
aveca urmétoarelc valori

=1, (¥, y, “)’{( (pe suprafata S). (13)
am=1£, (v, y, 2),

Suma vecterilor a, 4+ a, satisface relatiile (1) inlauntrul
domeniului, caci

div (a, -} a,) = diva, + diva, =q (1,y, z),
rot (a, + a,) = rota, 4+ rot a, = o (2,y,z,).

Dar aceastd suma nu satisface inci conditia la limita (8)
inlduntrul domeniului, deoarece, pe suprafala, componenta ei
normala este egala cu

a;n + azﬂ:f1+f2'

Este necesar insa ca a, = {.

Deaceea, in partea a treia a problemei, vom cauta un
vector care sia satisfaca in interiorul domeniului considerat
conditiile

div a, = 0 si rot a, = 0. (14)

Vom pune conditia ca valoarea lui pe suprafata S sa fie
egala cu

dp=f—[,—f.=9 (v,y,2). (15)

Daca vom reusi si gisim un astfel de vector, atunci suma

a—a,+a,+ a, (16)

*

va conslitui solutia problemei.

Intr’adevar, este evident cid expresia (16) satisface condi-
tiile (1) caci
diva=gq si rota=o0

Pe suprafaia S solulia noastrd se comporta astfel

g = Q-+ dm+an=[f+[o+ ({—[—1) =1
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adicd va satisface si conditfia la limita (8).

Sa vedem la ce se reduce acum ultima parte a problemei.

Din ecuatiile (14) reiese ca vectorul a, trebue sa formeze
un caAmp laplacian in domeniul finit Q. Rezulta deci ci functia
lui potentiala y trebue sa satisfaca relatia lui Laplace in in-
teriorul domeniului, sau

Al

Aw = 0. (17)

Functia y trebue sa satisfacd pe suprafaja S urmailoarea
conditie ce decurge din (15)

d

ay=n grady = <E =g (z, y,2). (18)
Si astfel problema s’a redus la aflarea unei asifel de funcfii
y care sd satisfacd relatia lui Laplace (i7) inlauntrul unui
domeniu simplu conex finit oarecare §i a cdrei derivald nor-
mala sa ta valori date g (z, y, z) pe suprafata finita S. A-
ceastd problema poartd numele de problema lui Neumann in
cursul de ecuatii ale fizicei matematice, in care se dau si me-

todcle ei de rezolvare.

Incheiere. — Prin aceasta incheiem scurta privire asupra
problemelor determinarii campurilor cu ajutorul divergente-
lor si rotorilor §i asupra acelor probleme ale fizicei matema-
tice de care este legata.

Nu ne-am referit la cazurile determinarii cAmpurilor in
domeniile multiplu conexe, deoarece pentru aceasta ar fi fost
nccesar si desvoltam o serie de generalizari ale formulei lui
Green, date de Thomson Lord Kelvin precum si o serie in-
treagd de aite probleme cum ar fi, de exemplu, conditiile
care permit determinismul $i existenta solutiilor si cazul cand
functiile campului pot suferi discontinuitati si multe altele.
Pentru lamurirea lor trimitem cititorul la cursurile corespun-
zitoare ale fizicei matematice. ).

1) l\lfezi Webster si Sege ,,Ecuatiile diferentiale ale fizicei matema-
tice* p. 11.



BAZELE CALCULULUI VECTORIAL ]87

Capitolul XIV

CAMPUL ELECTROMAGNETIC

§ 88. CONSIDERATII GENERALE

Vom examina in incheiere, cAteva probleme din teoria
campului eclectromagnetic.

Sa presupnnem ci intr’un mediu fizic oarecare, au fost
creiate simullan vectorii intensitate ai cadmpului clectric si
magnctic B si H care sunt, in general, funcliuni nu numai de
loc, ci si de timp, adica

E=E(r,{) 5i H=H (r, 1) (1)
sau in coordonate cartesiene

E!\': Ex ('T’yyz,t); Hx:Hx (‘l',y’z)t)r
Ey = E; (2,y4,z51), Hy=H;(2,y,z1), (2)
K, =E, (1".1];:’1): H,=H, (r,y.z,1).

Domeniul Q al unui astfel de mediu il vom numi domeniul
campului electromagnetic B si H sau-simplu — camp clectro-
magnetic. ‘

Campul va fi dectecrminat prin relatiile (1) si (2). 1Y)
Problema metodelor practice de creare a unui astfel de camp
este cxaminata ian disciplinele tehnice corespunzitoare (radio-
{chnica. tcoria clectricitatii si magnetismului s. a.), ea ne-
constituind obicctul stud:ului nostru.

Ne vom limita, dcci, la enumerarea catorva exemple
simple. Astfel, un mediu gazos nclimitat ce inconjoara o an-
tend, o bobind sau, in general, un conductor oarecare de cu-
rent alternaliv constitue exemplul cel mai simplu de camp
electromagnetic. Tot asa si interiorul unei antene si, in ge-
ncral, regiunea interioara a oricarui conductor strabatut de
curent va constitui un exemplu de astfel de camp.

Pentru caracterizarea deplind a unui camp electromag-
neclic este necesar sa se dea, inafara relafiei (1) $i mediul
fizic, in care se produce aceasta.

Dupd cum ne arata experienta, pentru o descriere mate-
matici unica a. proceselor electrice fundamentale ce au loc

1) In locul coordonatelpr_.cartesiene, putem lua oricare altele, de
exemplu coordonatele curbilinii q;, (o, qz.
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in acest mediu, odati cu aparifia unui cimp electromagnetic
este absolut necesar si se cunoascd constanta dielectrica e,
permeabilitatea magnetica u si conduclibilitatea chimica vy.
Intr'un mediu uniform, aceste valori sunt constante pentru
toate punctele lui; in general, ele reprezintd funclii oarecare
de loc (uneori si de timp).

e = e(a,y,z2,t,),
w=up(x,y,z1,), (3)
Yy=vy(a,y,5t).

Notiunca de mediu este una dintre cele mai generale pe care
le-a creat Maxwell. Prin mecdiu se poate subintelege si un
spatiu infinit ce inconjoara conductorii si interiorul acestor
conducitori si substanta diclectricului dintre armaturile con-
desatorului s.a.m.d.

Dupa cum au aratat, primele cercetari ale lui Maxwell,
variatia vectorilor E si H cu timpul, constitue o conditie pri-
mordiald pentru ca aceste campuri electromagnetice B si H
si fie electromagnetice in adeviratul sens al cuvantului.

Dupa cum vom vedca mai jos, numai atunci are loc o
interactiune a campurilor electric si magnetic si exista o le-
gaturd reciproca intre cle. Exprimata mai departe in limbaj
matematic, accasti legdlurda ‘duce la cunoscutele relatii ale
lui Maxwell, care constitue bazcle intregii teorii.

O a doua condilie esentiaid a acestui camp o constitue
posibilitatea de a se propaga iIn spatiu si de a transmite
energia din unele puncle in altcle. In aceasta consti dcose-
birea escntiala de campurile statice care piastreazi imobila
cnergia in acele puncte ale cimpului in care ea s’a strins
initial.

Relatiile lui Maxwell constitue o genecralizare matematici
si o trecerc in domeniul campurilor variabile a unui intreg
sir de legi fundamentale ale electrotehnicei teoretice si, in
primul rind, a legii integrale a lui Biot si Savart referitéare
la travaliul fortelor cimpului magnetic in cazul inconjuririi
curentului si a legii lui Faraday asupra inductiei electro-
magnetice. .

Decaceea, peuntru a le deduce, va trebui si examinam
unele din aceste legi. In acest studiu, vom ciuta sa evitim
obisnuitele reprezentari strimte, legate dc sistemele de con-
ductori, bobine, etc., si vom da acestor legi o astfel de for-
mulare incat ele sa vamana valabile, oricare ar fi mediul
considerat. In acelas timp, vom da exprimarca lor in termenii
corespunzitori teoriei ciAmpurilor si calculului vectorial.
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§ 89. LEGEA LUI OHM SUB FORMA VECTORIALA PENTRU
UN MEDIU CONDUCTOR

Fie un camp electric intr’'un mediu conductor oarecare.
Prin fiecare din punctele acestuia va trece un curent electric.
Vom intelege, ca deobicei, prin scnsul curentului, sensul opus
miscarii electronilor, adica sensul de trecere a sarcinii pozi-
tive dupad directia vectorului B dintr’un loc cu potentialul
mal ridicat intr’altul cu potentialul mai scazut.

Sa construim doud suprafete de nivel infinit apropiate,
V = const 5i V, = const (fig, 167) si fie prin definitie V>V,

Sa construim in punctul M un elecment de suprafata dS
pe suprafata V si pe aceste drept baza, *un cilindru infinit
mic ABA,B, de acceasi parte cu latura dn paralela cu normala
si orientatd in sensul polentialului descrescator. Rezistenla
ohmica a acestui cilindru va fi

1 dn

R:T_ ds

Diferenta potentialclor la extre-
mitalile lui vafi V-V, =dV.

Sa calculam valoarca curen-
tului in cilindru dupa legea lui
Ohm '

V—V, _dV

di == =y52dS. (1)

Fig. 167

Introducem acum vectorul densitate

i
: o ds
al valorii curentului di citre mirimea elementului ortogonal
de suprafati dS si coincizind in directie cu versorul E° al
vectorului B.

de curent uw in punclui M, egal in miarime cu raportul

In acest caz obf{inem din formulele (1)

_di _ v
—ds _ 'ldn

u

Curentul este orientat de partea potentialului descrescator.
Deaceca inmultind ambii membri ai accstei relatii cu ver-
sorul B, perpendicular pec suprafata V = const, oblinem sub
forma vectoriala

dv

o | B (2)

u=x
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T

. | dV . .
Dar valoarea absoluta rrak ca valoarc a functiei derivate
n

V, dupd normala la suprafajia V = const, reprezintd tocmai va-
loarea | E | caci

: ldV |
E=|E|l=|—grad V| = 12171’
de unde oktinem din (2)
u = TEEO
sau in sfarsit
n —= TE. (3)

Aceasta constitue tocmailegea lui Ohm sub forma vectoriala.”

Importanta formulei (3) consta in aceeca cid ea exprimai
legea locala, adica legea referitoare la punctul M al ecampului,
la fel cum sub forma (1) legea se referd la volumul elemen-
tului de cilindru ABA,B,, adica la o intreagd portiune de
curent.

Deaceea, formula (3) poarti uneori numele de expresie
»localda“ sau ,,diferentiala“ a legii lul Ohm, spre deose-
—V
R

In cuvinte, o putem enunfa astfel: daca intr’un punct
oarecarc al unui mediu conductor se produce uun cimp elec-
tric B, atunci in fiecare punct al lui se va produc. un curent
de conduclie; vectorul densitate de curcnt w raportat la 1 cm?*
de secliune transversala, ortogonald pe directia curentului,
este egal in marime cu produsul vE si orientat dupa vectorul E.

Importanta eseniiald a formulei (3) consta in urmatoa-
rele : in timp ce formula. (1) este valabild numai pentru un
camp potential, fiind legata de functia potentiald V, formula
(3) poate {i extinsd si asupra campurilor de orice tip, de
exemplu asupra campurilor variabile '), caci in aceastda formula
campul este in dependenida nu de V, ci de vectorul E care
constitue cauza miscarii sarcinilor libere.

bire’ de forma cbisnuita sau ,,integrala* L

(1) Dupd cum vom vedea mai departe, in cimpurile variabile
E va fi in general nepotential. Valabilitatea formulei (3) pentru orice
cAmp magnetic este admisid ca un postulat al fizicii (se verifica a
posteriori, adicd pe baza corespondenfei dintre deductiile teoretice si
experienta.)
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§ 90. CURENTUL DE DEPLASARE, MEDIUL DE FORMA GENERALA

Notiunea de curent de deplasare constitue una dintre
cele mai importante notiuni introduse de Maxwell in teoria
fenomenelor electrice produse in dielectric.

El reprezintd, dupa cum se slie, o consecutivitate de im-
pulsuri instantanee ale polarizalici dielectricului, transmise
dela un strat al diclectricului la altul, odata cu variaiia ten-
siunii in conductorii despartiti de stratul de dielectric (fig. 168).

Asa, de exemplu, la aparilia unei
sarcini oarecare A (Q pe armatura MN a
condensatorului (fig. 168), in stratul
adiacent al diclectricului se va produce
o deplasare a orbitelor electronilor in-
tr'un scns si una a nucleilor pozitivi in
celalaltl sens. Lucrurile se intampla la
fel ca si cdnd o sarcina, egala cu AQ, ar
fi fost transmisa de pe armiiura MN pe
stratul infinit vecin AB-al dielectricului;
ea va fi transmisa pe aceeasi cale dela
accasla din urma la cel invecinat A4, B,
si asa mai departe pand ]Ja armatura ur-
matoare M,N,. Curentul de deplasare in
diclectric constiluie o continuare a curentului de conductie din
conductlor. Daca armaturile condensatorului se afld sub o ten-
siune variabild ¢(t), se va produce incontinuu o transmisie
de impulsuri de polarizatie, cand intr'o parte, cand intr’alta,
adicd, se va produce un curent continuu in timp, care poarta
numele de curent de deplasare. Valoarca acestui curent se de-
termina din egalitatea

lim aQ = e

At —0 At dt ’

unde At reprezinta timpul in care se obtine o crestere de sar-
cina AQ pe armatura MN, Daca insemnam prin Q = o S sar-
cina variabild de pe conductorul MN, in carc ¢ reprezinta den-

1 —

sitatca superficiala, iar § — aria suprafetei conductorului
avem
d
— d———Q = S—G .
dt dt

Dar, dupi formula cunoscuti, densitatea superficiala o este
legata de valoarea |E | a campului electric pe suprafafa con-
bmo

ductorului prin relatia | B | = . De aici

(e E). (1)

& a,

. 1
I—Sﬂ
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iar densitatea de curent u raportata la unitatea de suprafaii,
ortogonala pe E, va fi

u — i 1 d(eE)
T s d4n  dt
sau, sub forma vectoriala (inmultind ambii membrii prin ver-
sorul m perpendicular pe suprafalia S in punctul dat, oricntat
in sensul lui B si introducand pe m ca factor constant, sub
semnul derivatiei),

1 d(enE):i d(z B) .

" T T br dt (2)
Formula (2) se poate scrie si sub forma
_dp
Cdt’ (29
in care vectorul
81
—_ 3
D 4TrE )

poartd numele de vector deplasare in punctul dat al diclec-
triculoi.

Cu toate cd formula (2) este dedusi numai pentru stratul
dielectricului adiacent suprafelei conductorului, o putem extinde
la orice strat care se afla in intériorul acestuia. Ea este decli,
generala peniru orice dielectric.

In cuvinte, ea se enunti astfel: daca intr’un mediu die-
lectric & se creeaza un camp electric E, variabil in timp
(E = B (1)), atunciin fiecare punct al mediului se va produce
un curent de deplasare; vectorul — densitate w al curentului
ce trece prin clementul de suprafati de 1 cm? perpendicular
pe u, se determina prin formula (2).

Trebue sa observam ci acest curent de deplasare se pro-
duce numai intr’un ciAmp electric variabil.

Daca, insd, ¢ si E sunt independente de timp, derivata
lui ¢ E este nula, iar curentul de deplasare dispare.

Maxwell, referindu-se la curentul de deplasare, a pre-
supus c¢a in raport cu fenomenele magnctice, el poseda ace-
leasi proprietati, ca si curentul de conductie si anume ca cl
poate crea in mediul inconjurator un cAimp magnetic, asema-
niator campului curentului de conductie, si produce aparitia
unui fenomen de inductic in conduclorii invecinati. Valabi-
litatea acestei ipoteze este intaritd de coincidenta dintre deduc-
tiile teoretice si experienti. Ulterior, aceastd afirmatie a fost
verificata nemijlocit, pc calea incercarilor directe.

Teoria lui Maxwell adincegte aceasta generalizare refe-
ritoare la curentul de deplasare. Sa presupunem astfel ca avem
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un mediu oarccare (semiconductor) caracterizat prin constanta
dielectrica ¢ si conductanta ohmicd y. Maxwell presupune in
acest caz ci intr’un astfel de mediu se produc, in fiecare punct,
sub influcnta cAmpului electric E, ambii curenti (adica atat
curentul de conductie, cat si cel de deplasare). Vectorul den-
sitate total va fi suma lor geometrica, adica

Utoy = Weend + Wqepl » (4)
.sau
_ 1 9(E)
=vE T )

Daca mediul se apropie, prin proprietatile lui, de conductor,
primul termen capita o importantd primordiala; dacd se
apropie dc dielcctric, cel de al doilea termen devine hota-
ritor.

Al doilea termen poatc prezenta o mare importanta si in
campurile repede variabile, unde derivata lui ¢ E in raport cu
timpul poate capita valori insemnate.

Fie in punctul M al mediului (fig. 169) un element infi--
nitezimal de suprafata dS care nu este ortogenal pe vectorul u.
In acest caz, tindnd scama de definitia densitatii, este evident
ca curentul clectric di ce strabate acest element va fi cgal cu

di = udS’'=udS cos (n, u)=un ds, (6)

in carc dS reprezinta elementul de
suprafata ortogonal u.

Vom extinde accasta formula
si pentru cazul in care normala n
face un unghi obtuz cu directia lui u.

Vom considera astfel valoarca
curcntului prin acest clement de su-
prafatd in directia normalei date mn
drept o marime algebrici, sensul Fig. 169 -
lui depinzand de alegerca normalei.

In sfarsit, daci suprafaa S va avea dimensiuni finite gi

0 forma arbitrara, este cvident ca

izjunds. (7)

§ 91. TRAVALIUL CAMPULUI MAGNETIC LA INCONJURAREA UNUl
CONTUR STRABATUT DE CURENT.

!.:H

O importan{a deosebitd pentru deducerea ecuatiilor lui
Maxwell, o prezinta tcorema travaliului for{elor cAmpului mag-
netic in migcarea imprejurul unui curent. Si o deducem sub

forma ci generala.

13. — Bazele Calcululuj vectorial. C. 7¢9
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Fie, in fig. 170, conturul inchis D strabatut de curentul i,
a carui orientare cste indicata de sigeati. S& ludm un alt
contur inchis C care sc¢ inldntuc cu conturul D la fel ca veri-
gile unui lant si sa-1 parcurgem aslfel incat cl sa fie legat de
directia curentului i dupi legea lui Maxwell. Sa calculam tra-
valiul fortelor cimpului magnetic H la parcurgcrea conturului
C si sa ardatam ca

(
(ID Hdl = 4mi,
C

adici sa aratam ca
el este independent
de natura drumulai
si are o valoare
constanta 4ni.
1¥ Sa luam un
punct arbitrar M pe
conturul C si sa de-
terminam valoarea
intensitatii campu-
lui H creat in ace-
sta de catre curen-
Fig. 170 tul i ce circula prin
D.
Fie AB =ds un element de contur al curentului. In acest
caz, el creeaza in punctul M, dupa legea lui Biot §i Savart,
un vector elementar

[dsr, ]

D) ’

dH =1

in care r, reprezinta versorul vectorului AM.

Reamintim ca in legea lui Biot-Savart, orientarea vccto-
rului AM sc¢ ia intotdeauna ,dela punctul® A, ce produce
campul .,spre punctul studiat M. Valoarea intreaga a lui H
creat de intregul curent { in punctul M va fi

H:idﬂ[ds‘,rl],
J r
D

.integrarea efectuandu-se de-a-lungul conturului-D al curentului.
2° Sa ne deplasam acum pe conturul C din punctul M in-

te’un punct infinit vecin M,, cu MM, = dl. In acest caz trava-

-}iul elementar al vectorului H in aceasta deplasare va fi

o B r e {
dA ="Hdl = idl (}Q “L—df._,‘“‘-—_— i o —dl[;{,srl]
b b
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(factorul dl fiind constant, poate fi introdus sub semnul inte-
gralei). Vom ecfectua o permutarc ciclicA a factorilor produ-
sului mixt; vom mai introduce deasemenea un semn minus
suplimentar in faia lui dl pentru motive pe care le vom arita
mai jos. Astfel
[r [ — 1
dA:_l'(l)Mﬁ.

J r-

D

Vectoruldl reprezinta deplasarea punctului considerat din M
in M,. In loc dc accasta vom lasa punctul M fix yi vom deplasa
printr’o translatic intregul contur ai curentului D, ca un tot
in directia lui M cu 44, = —dl. '

Este e¢vident ca in acest caz pozitia reciprocd a contu-
rului deplaesat D, si a punctului M va fi acecasi ca si pozitia
punctului deplasat M, fata de conturul imitial D. Cu alic cu-
vinte, am schimbat migcarea punctului M in directia contu-
rului D printr'o miscare inversa a conturului D in direclia

tui M. Si astfel
d-\:—l({; [44 ds_ ]

r:

\ 0
Dar produsul [ A4, ds] constitue reprezentarea vectorialid a
clementului de suprafata AA,BB, format de pozitiile succe-
sive ale clementului AB in miscarca lui dec translatie., Prin
accasla '
[A4, ds] = n do,

in care n reprezinta versorul nor-
mal la elementul de suprafala,
orientat asa cum se vede in fi-
guird. Introducem, in sfarsit, ver-
sorul r*= —r,, adica versorul
orientarii inversc dela M spre A.
Integrala se va scrie in acest caz

Q
dA =i 62 4o, ()
]
1)
. r’n
Dar expresia = do = dw re-

prczinta unghiul solid sub care
cste vazut elementul de supratata
AA, BB,, din punctul M. Lucrul a-
L(,btd reiese din fig. 171, in care ele-
mentul este marit. Si descriem,
intr’adevar, din M o sfera dc raza
MA - trecand prin A si sa ducem Fig. 171.




196 1, F. LADON

din M razele catre varful elementului de suprafata do. In

acest caz, produsul ’m do = dog cos (r% n) = dc_r’, .constituc

suprafata elementului A4,EB, al aeccstei sfere, iar raportul
k]

9 este egal cu unghiul solid dw. Rezultda cd travaliul cle-

mentar {1) poate fi reprezentat sub forma
dA = i j{; dw. (1)

D

Integrala din membrul dreprtal formulei, fiind suma clemen-
telor ¢w, ne da unghiul solid w sub care cste vazutid din M
intreaga suprafatd inelard, cuprinsa intre contururile D si
D,. formatd de, pozitiile succesive ale conturului D alunci
cand accasta se deplaseaza in pozitia D, (fig, 170).

3% Sa insemnam prin Q unghiul solid sub care este vazut
din M conturul D si prin Q, unghiul corespunzalor conturu-
lui D, (fig. 172),

Reiese din desen ca
({)Ew:Ql—Q:dQ, ,
?
de undec .
dA =1 (Q—9Q) = id Q. ()

4° Parcurgem acum conturul C in-
cepiand dintr'un punct oarecare M, (fig.
173) termindndu-nc drumul in acelasi punct. Travaliul total
A va fi in acest caz ‘

A=1lim3ydA =ilim3 dQ = i (Qin—9,); (3)
(¢) (c)

in care Q, reprezinta valoarea initiala a unghiului solid; sub
care este vazut din M conturul D, iar Qg, reprezintad valoarea
finala pe care o ia unghiul la sfarsitul parcursului. Afir-
mam ca

erﬂ = QO + 4“,

sau: unghiul solid, ca functie de punctul M, variind neince-
tat in timpul parcurgerii conturului C, ce se interpatrunde
cu D, capata in punctul M, o valoare nrarita cu 4 m,
Lucrul acesta reiese din fig. 173, in care este aratat con-
turul curentului obtinut prin intersectia lui D si D, cu planul
desenului. Semnul @ aratd ca sensul curentului este dela noi
spre planul figurii, iar semnul © arata ca sensul curentului
este dela planul figurii spre noi. '

Conturul C este reprezentat printr’o linie punctata. M,,
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M, M,, M,...,. sunt pozi-
tiile succesive ale punctului
M in timpul parcursului. Li-
nia intreruptad indica, prin
‘definitie, variatia continua a
unghiului solid Q dela vlaoa-
rea initiald Q, pana la

197

Qf’in = Q, + 4m.

Si astfel, din formula (3) sc

obtine

A:(JrDHdlzlmi,

Accastd formula poarta u-
ncori -numele de legea -inte-
grala a lui Biot-Savart.

q.e.d.

§ 92. LEGEA INDUCTIE! ELECTROMAGNETICE

Sa scricm acum legea inducliei electromagnetice sub

forma vectoriala.

Fie un cAmp magnetic variabil H produs intr'un mediu
de permeabilitate magnetica p. Vectorul B = p. H poarta nu-
mele de vector inductie magnetica, iar liniile vectoriale ale
campului B — Jinii de induciic magneticd (cig. 174). ‘

Fic C un contur inchis oarecare, situat in acest camp, a

i
.S» %

Fig. 174

carui directie de parcurs cste datd si
S o suprafald oarecarc, limitata de
acest contur. Normala m in diferitele
puncte ale acestei suprafefe o stabilim
in raport cu directia dc parcurgere
a conturului, dupa regula sistemului
dextrotors. Fluxul vectorului B prin
suprafata S '

[
©=®Bn dS

il vom numi flux de inductic magne-
tica, strabatind conturul € sau supra-

fata S. Acest flux este in general o

functie de t, daci H depinde de (.

Legea inducliei electromagnetice a lui Faraday spune in
acest caz ca variatia fluxului ® produce o fortd eléctromo-
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toare de inductie in conturul C, depinzand de viteza variafiei
fluxului in raport cu timpul si egald cu

o0 0

Dacid conturul C ar fi ficut dintr’un material conductor,
accastd for{a ar fi determinat in el aparitia unui curent. Dar
deoarcce curentul, adici miscarea sarcinilor electrice, se pro-
duce datoritd existentei unui cAmp electric E, rezultd ca legea
lui Faraday contine afirmatia cd varialia campului magnetic
aduce cu sine o varialie corespunzitoare (sau o aparitie) a
curentului eleciric in spatiul inconjurator.

Vom exprima acum foria electromotoare ¢ din conturul

C prin integrala de linie ({) E dI, luata in sensul dc par-

¢
curgerc, asa cum se obisnuieste in electrodinamici. Legea lui
Faraday va lua in acest caz forma

jndlz—a—‘i B n dS, 2)
sau introducénd derivata in rai)ort cu t sub semnul integralci
0B
c 5

Astfel, legealui Faraday contine nofiunca de interdepen-
denld sau de legatura reciproca dintre campurile magnetic st
electric. Aceeasi idee, dar sub altd forma, o cxprima silcgea
lui Biot si Savart

del:4ni,

in masura in care in membrul stang intra vectorul H, iar in
cel drept — vectorul E prin intermediul curentului i (vezi
legea lui Ohm si formulele pentru curentul de deplasare).

Meritul cel mai mare al lui Maxwecll constd tocmai in
aceca ca el a observat primul aceasti interdependenta si a
considerat problema aceasta pe o scard largi, ficand din ea
baza teoriei sale.

Inafard de aceasta, c¢l a reusit sa deca acestei idei o
forma matemalica finita, exprimand-o in celebrele sale ecuatii
diferentiale, din care s’au putut face o serie de deduclii teo-
retice §i practice de cea mai mare importantd (indeoschi
legile de propagare ale undelor electromagnetice §i crearca
levriei electromagnetice a luminii). Vom deduce aceste legi
in cele ce urmeaza. |
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§ 93. DEDUCEREA RELATIILOR LUI MAXWELL

Vom pune problema sub forma urmaitoare. Fie intr’un
mediu oarecare (e, u,y) un cimp electromagnetic E si H produs
pe o cale oarecare, in care vectorii E si H sunt niste func-
tiuni oarecare de loc si timp. Experienta (vezi, de exemplu,
ralionamentul dela sfarsitul paragrafului precedent) ne arata
ci aceste campuri E si H sunt interdependente?’). Se pune pro-
blcma de a exprima matematic aceasta interdependenta.

Sa ducem prin punctul considerat M un element plan de
suprafata § de dimensiuni arbitrare (fig. 175). Conturul ce
delimiteazia elementul de suprafata il vom insemna prin C. Sa
luam apoi pe contur un sens arbitrar de parcurgere, indicat
de sageala, in figura, si si ducem normala n la elementul de
suprafata conform orientarii alese dupa regula sistemului
dextrotors. :

Datorita existentci vectorului B rezulti conform cu § 90
ca in fiecarc punct al mediului vom avea ‘un vector densuate
de curent u alcatuit dinir’un
curent de conductic $i un curcnt ¥4 L
de deplasarec.

B4 - a(f) (1)

In acest caz, prin supra-
fata S va trece un curent de
intensitate. ¥

i:JundS.

-avand directia normalei n.

Acest curent va fi legat de cdmpul magnetic H dupa
legea lui Biot-Savart. Sa parcurgem conturul C dupa directia
indicata mai sus si sd calculam circulatia vectorului H.

Putem scrie dupa formula din § 91

del:&'rri:/HTj.un ds, (2)

£

L]

1) Dupa cum vom vedea mai departe, aceastid dependentd este

‘reciprocia. adica variatiile cimpului electric pot produce variatii co-

respunzitoare ale campului magnetic si invers. Deaceea este mai just

.s4 consideram vectorii E si H ca doua fete sau ca doud manifestiri ale

aceleiasi cantitaji fizice unice, si anume ‘ale unui caAmp electromag-
netic unic,
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sau inlocuind pe u
1 d(e
({,Hd1:4nj{xn+,,ﬂ (atE) }ndS. @)
J 5 '
S

Avem .astfel inaintea noastra o dependenta integralia oa-
recare intre E si H in domeniul elementului de suprafala S
ales arbitrar si deci nelegat de proprietalile campului
ca atare.

Sa exprimam aceasti dependenia sub o forma locali.
Vom transforma in membrul stang al relaiiei (2), integrala
curbilinie a vectorului H dealungul conturului C, conform
legii lui Stokes, intr’o integrala dubla a rotorului lui H, luata
pe suprafata S, adica

f Hdl— nrot H dS.
J

N
In acest caz, relatia (2) ia forma

. 1 6 (E)
lnrotHdS_4n£{YE+ﬂ Y }ndS. (3}

Deoarece aceasta relalie este valabila pentru orice element
de suprafata, putem sa o aplicdm elementului infinitezimal AS
considerat in punctul M. Dar in acest caz, datoritd dimensiu-
nilor infinitezimalc ale lui AS, fiecare dintre integralcle (3)
se raporteaza la un singur element numai, si relatia devine

mrot H)y - AS =4 n (un)u-4S + «

(cu aproximatia unui infinit mic o« de ordin superior).
Impartind prin A S si trecind la limitd, observand ca
pentru AS —0 clementul de suprafata se reducc la un punct
M, obtinem o relatiic intre H si wu referifoare la punctul
ales M
n rot H = n 4nu,

adica proiecfia lui rot H pe o dir eclie oarecare u este egali-
cu proiecfia vectorului 4 w u pe aceiasi directie. Dar, deoarecc
egalitatea acestor pr01ect11 este valabili pentru toate directiile
pOSlblle n, rezultad cd insisi vectorii H §i 4 7 u sunt egall in
punctul dat sau ').

rot H=4mu (5)

10 (¢B)
bm- 0l }

1) Vezi si in observatia asupra egalitﬁ;ii a doua produse scalare
care contin un factor arbitrar.

sau

r-olH=41r{YE—|-
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Egalitatea (5) reprezintd prima relofie a lui Maxwell sub
forma vectoriala ce . leagd pe H st B in punctul consideral.

"Dupa cum am aratat mai sus, ea se referd la un punct
dat si deaceea [spre deosebire de legea integrala (2)] exprima
legea diferentiala sau locala.

Din punct de vedere fizic, ea ne spune ca liniile de cu--
rent electric w constituie linii rotorice pentru campul mag-
netic H..

Observatie. Am mai intilnit o astfel de relatie in § 61, capitolul
IX, dar acolo ea a fost dedusd numai pentru cazul particular al unui
conductor cilindric infinit lung. Acum insa, am obtinut-o pentlu cazul
general al unui camp electromagnetlc

Pentru a deduce cca de a doua relatie a lui Maxwell, ne
vom inloarce la elementul de suprafata S (fig. 175) si ne vom
folosi de legea lui Faraday. Datorita vectorului H (¢) prin cle-
mentul de suprafafda S va trece un flux de inductie magnetica

= [BndS:prndS.
: S

In acest caz putem aplica conturului C legea induciiei a lui
Faraday sub forma

0

B dl_—;,)—t[p Hn dS.

J B

C
Derivata a—al poate fi introdusa sub semnul integralei.
Intr’adevar, integrarea din membrul drept se face in ra-
port cu coordonatele r, y si z ale punctului de pe elementul
de suprafatd S. Timpul ¢ intrd deci in functia de sub integrala
ca parametru. Deoarece limitele integralei nu depind de ¢ (elc
sunt determinate de contur), derivata integralei definite.
in raport cu parametrul este egald cu integrala derivatei func-
tiei de sub integrala, adica

(Jf);:dlz ja(“H“)ds (6)

ot
c S

Am obtinut a doua relatie dintre E si H sub forma integrala
o vom transforma la fel ca mai inainte. Vom inlocui mai intii
integrala de linie din membrul sting printr’o integrala dubla,
dupa teorema lui Stokes

[

(JDEdl = jn rotEdS.‘
C

]
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In acest caz

jn rot Edsz—_j-n‘&‘;ﬂds.

S5 S

Deoarece factorul n este independent de timp, il putem
scoate in fata semnului derivatei §i obtinem

j.n rot B dS = — Jn a(“f{) ds.
S

0

s

Trecand acum la elementul infinitczimal de suprafata A §
putem scrie
e 0 (uH
nrotE.A b=—n—(;t—)-AS 4+ B,
£ fiind un infinit mic de ordin superior in raport cu AS . ln
sfarsit, impartind cu A S si facand elementul de suprafata sa
tinda catre punctul M, oblinem la limita

_ d (uH)
nrot E = — n 37
sau
ot B = _ L), )
at

Aceasta este u douarelatie alui Maxrwell sub forma vecto-
riala.

Ca si precedenta, ea exprimid o lege locala si leaga intre
el veclorii B si H in fiecare punct al cimpului.

"Din punct de vedere fizic. se exprima doua lucruri:

a) cad in cadmpurile eleclromagnetice variabile, campul
electric E nu mai este, in general un cimp potential, caci

rot B esle diferit de zero si egal cu—a (SIH);
b) ca liniile vectoriale ale campului %—Bt sunt linii roto-

rice ale campului E.
§ 94. RELATIILE LUI MAXWELL IN COORDONATE CARTESIENE

Am gasit deci ca intr'un camp electromagnetic vectorii B
si H sunt legati intre ei in fiecare punct prin relatiile

rotH=4nT.E+ 2(:;'—3:) 4))
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$1 rot B :_Lg‘tﬂ)_. (1I)

La aceste doua relatii ale lui Maxwell se mai adauga
doua relatii complimentare. Una dintre ele

divE= 4—:9

sau, sub forma mai generala
div (eB) = 4np , (II1)

poate fi trecuta, sub forma de postulat, din domeniul campu-
rilor, electrostatice in domeniul campurilor variabile. Cealalta

div (yH) = 0 (1IV)

se stabileste {indnd seama de faptul ca liniile de inductie
magnetica u H apar sub forma unor linii inchise in experien-
{ele noastre si deci campul vectorial uH este un camp sole-
noidal (fara surse).

Valabilitatea acestor presupuneri, la fel ca si o serie de
altele, transpuse de teoria lui Maxwell din domeniul cAmpu-
rilor statice in domeniul campurilor variabile!) se demon-
streaza a posteriori, adica prin aceea ca toate deducliile teo-
retice sc adeveresc in practica.

Daca vom descompune pe E si H dupa versori
E=E.i+E;j+E,k si H=H,;i}+H;j+H; Kk,

relatiile I-IV vor capata, in coordonate cortesiene, forma
unor ecuatii diferentiale cu derivate partiale. Si anume, prima
dintre ele se descompune in urmatoarele {rei

0H, 0Hy; 9 (¢Ex)

dy 0z =4mrEx + ot
0 Hy o0H, d (eEy)

0z  ox =4myEy + at (Ia)
6H, O0H, d (eE, )

dx — oy —rmEit—5—

(1) Asa sunt, de exemplu, relatiile dintre proiectiile normale si
tangentiale ale campului si intensitatea curentilor pe suprafelele de
discontinuitate, sau la limitele de trecere din unele medi1r intr’altele:

Dm + DDI = 0',
Bny + Bn,=0
Eh = Efz
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A doua relatie ne da

OE, OE, _ 8 (uH:)

ey 9z ot

oFE oE, Ol(p,Hy)’

0z o . e (ITa}
OB, OB, _ 0 (uMy).

ox dy at

In sfarsit, (ITIF) si (IV) se vor scrie
O(eEy) RS 0 (cEy ) +6 (sl:_) = 4mp, (111a)
e oy
a(uH )+d(uH )+0(MH ) o (IVa)

Proiectiile E¢, E,E, Hy, Hy, ;51 densitatea sarcinilor
p sunt legate astfel intre ele printr’un sisiem de 8 ecualil
diferentiale cu derivate partiale de tipul I — IVa.

Rezultd de aici cd cunoscaAnd proprietatile mediului,
adicd pe e, u si v. precum si unele conditii initiale §i la limita
(cunoscdnd adici starea ciAmpului intr’un moment initial oa-
recarc fsi valoarea lui pe suprafefele limita sau alte supra-
fete oarecare) \putem rezolva problema aflarii naturii cAmpului
intr'un moment oarecare f si intr’un punct arbitrar, integrand
acest sistem de ecuafii.

Cu alte cuvinte, se poate prevedea modul in care vor
decurge procesele electrice si magnetice in mediul considerat,
din ecuatiile initiale §i la limitd. In aceasta consta tocmai
important{a principala fizico-matematica a relatiilor lui Maxwell.

Deoarece numarul necunoscutclor este de 7, iar cel al
ecuatiilor de 8, apare aici problema compatibilitatii lor.

Sa4 examinam aceasti problema consideriand forma vecto-
riald. Sa demonstram anume c¢a dacid in momentul initial /£,
campul H, este luat astfel incat div (uH,) =0, in oricc alt
moment ¢, relatia (IV) va fi satlisfacuta si va constitui o con-
secintd a relatiei (Il). Intr’adeviar, deoarecc pentru orice cAmp
a, div rot a = 0, reiese din relatia (II) ca in orice moment
t vom avea

o (u H)

div rot B = — div 57 = 0. (V)

Intervertind operatorul div si derlvata%mtre ei (ceeace

este posibil, deoarece operatia aflarii divergcntei este echiva-



BAZELE CALCULULUI VILECTORIAL 205

lenta cu efectuarca unei serii de derivari parfiale in raport
cu coordonatele x, y si ) vom obtine relajia valabild pentru
orice moment {.

0 .
a—l (le lJ.H) = O,

Rezulta de aici ca expresia div (uH) in fiecarc punct al cam-
pului este independentd de timput ¢ si egala cu o constanta,
oricarc ar fi valoarea ¢

div (u H) = const

Dar daca nisecdicainmomentul initial {, divergenta lui uH
cste nuld, rezultia cii ea va ramane nuld st in momentele ur-
matoare, prin aceasta verificindu-se si valabilitateca formu-
lei (IV).

Observam, in inchecre, ca la deducerea relatiilor lui
Maxwell au aparut subintelese urmaitoarele presupuneri :

a) isotropismul mediului;

b) permecabilitatca magnetica p estc independenta dc
inductia magnctica B si

¢) mediul estc imobil.

‘Rezultd cd relatiile lui Maxweil considerate aici (sub
forma I-IV) nu pot fi valabile si pentru acele fenomene cum
sunt procesele electromagnectice din mediile cristaline, feno-
mencele care au loc in substantele clectromagnetice, precum
si clectrodinamica mediilor mobile.

Inafara de accasta, in categoria fecnomenelor care nu suni
cuprinsc de teoria lui Maxwell in forma considerata aici, intra
si fenomencle clectronice, deoarece accle legi fundamentale
a caror generalizare sta la baza teoriei lui Maxwell prin insasi
esenta lor aparfin acelor asa numite legi ,,microscopice* ale
clectricitatii si nu ating problemele structurii atomului.

Observalii asupra sistemului de wunitali. Am presupus
pina aici, in deducerilc noastre, ca toate marimile fizice
.carc intra in relatiile noastre sunt masurate intr’un sistem
oarccare de unitali; de excmplu in .sistemul clectromagnetic
ubsolut sau sistemul electrostatic absolut s.. a. m. d.

Tolusi, in practicd, se impune folosirea pe de-artregul a
asa numitului sistem ,,mix{*“ de unitati. E1 consta, in esenia,
in accca ca toate marimile legate de campul electric cum
sunt ¢, B, p. w, i, v 5. a. m. d. se transforma in unitati electro-
statice absolute, iar marimile legate de campul magnetic cum
sunt u, H, B, 5. a. se transforma in unitatr electromagnetice
absolute. _

In acest caz, forma relatiilor I-IV se schimba intrucéatva,
si anume apare coeficientul de transformare c, egal in valoare
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numerica cu 3101 care permite trecerea dela un sistem de
unitafi la celalalt.

Sa demonstrim aceasta. Sa presupunem ca la incepul,
in legea initiala a lui Biot si Savart

(‘[.) He.m. dl = 41Tic.m. (1)

Co—

ambele marimi H si i au fost masurate in unitdti electromag-
netice absolute. Dacid vom maisura acum aceeasi intensitate
a curentului din membrul drept in unitali electrostatice abso-
lute acesta va creste si egalitatea nu va mai fi valabila, dcoa-
rece unitatea electrostatici absoluta de intensitate a curentu-
lui este mai micid decat cea electromagnelica absoluta d¢
3% 10" ori. Deaceea, pentru restabilirea egalitatii (1) in siste-
mul mixt, trebue sa dividem membrul drept prin ¢ §i sa serim

({; Hcm dl I:*—Trle 3 (1)
J C
C

De aici si in prima relalie a lui Maxwell care conslitue
. . - - . 1 A
transformarea ci matematica se obline factorul — in membrul
L C

drept, adica

rotH = 4:- u. (V1)
La fel, daca in legea initiala a lui Farady
a(I)e.m. [
€em. = — at“‘ (’—))

exprlmam valoarea forlei electromotoare din membrul drept
in unitati electrostatice absolute, membrul sting se va micso-
ra, iar egalltatea fsi pierde valabilitatea (deoarece o unitate
electrostatica absoluta de f. e. m. este egald cu 3.10'° unitali
electromagnetice absolute).

Deaceea, pentru a restabili egalitatea (2) in sistemul mixt
trecbue sa scrim

=)
C. €es. = — gtIL

sau

o 1 a(I]t':.m. )
T @)
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Rezultd ca si in cea de a doua reclatic a lui Maxwell va

apare factorul % in membrul drept, sau

div (e B) =4np (VIII)
div (nH) =0, (IX)

forma lor va ramaéane invariabilid. Intr’adevar, in cea dintai,
atdl membrul drept cat si cel stdng se referda la acelas camp E,
deci forma ei ramianc invariabila. Acelas lucru trebue spus
si despre relatia (IX) la care membrul drept estec nul.

Ne vom folosi in cele ce urmeaza numai de sistemul
mixt de unitdfi.

§ 95. ECUATIA PROPAGARII UNDELOR ELECTROMAGNETICE
INTR'UN MEDIU UNIFORM

Vom arata aici cateva transformiri generale, referitoare
la relaiiile campului clectromagnetic.

Sa presupunem ci avem un camp electromagnetic intr’un
mediu uniform invariabil, adica in care ¢, u §i v sunt aceiasi
in orice punct, fiind invariabili cu timpul.

Sa mai presupunem c¢i in mediu nu existd sarcini spa-
tiale (adica p=0). In acest caz, putem scoate in relatiile
lui Maxwell pe ¢sip in fata semnului derivatei si scrie (dupa
simplificare):

_hmy e 0B
_ _hrOH —
I‘OtE———C 3[ ’ (Il)
divE = 0, (I11)
divH = 0. (TV)

Sa aratim ca in acest caz pufem elimina usor din sistem
una din marimile E sau H si si obtinem o relatie cu o sin-
gura necunoscuta H sau B. Va reiesi, deasemenea, ca alat
pentru H cat si pentru E se. obline o uceeasi ecuafie dife-
rentiala liniard de ordinul doi cu derivate parfiale.

Sa eliminam, de exemplu, la inceput, pe E. Vom lua
pentru aceasta rotorul ambilor membri ai ccuatiei (1) (cici
daca vectorii sunt egali §i rotorii lor sunt egali)

)

ST 1o B -
rot rot H = 710t E 4+ EJ rot T

‘s
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Sa intervertim in termenul al doilea din membrul drept

operatorii rot si gt Lucrul acesta este posibil deoarece ope-

ratia rot a este echivalentd cu derivarea in raport cu z,y, s,

a e . . <
of reprezintd o derivare in raport cu f{. Rezulta
de aici ¢d rezultatul diferenlierii nu sc schimba prin schim-

barea ordinei de diferentiere.

lar operatia

Vom obiine
4y e 0
rot rot H=— rot BE 4+ — - (vot B).
¢ ¢ ot
Inlocuindu-1 pe rot E prin expresia lui din relatia (IT)avem
g JH
rot rot H:—4—"YE. ﬂ__ ~£EOT(-—)_—_

bryu OH  =u 0°H ] 1)

Inlocuind mai departe dupa formula cunoscula
rot rot H = grad div H— A H,

/\ Hreprezentind, dupa cum se §tie, laplacianul vectorului H.
Dar termenul grad div H dispare in baza relatiei (IV) a lui
Maxwell, deoarcce div H = 0. Relafia (1) a lui H ia asa dar
forma

TARE T g T e
sau
ey O°H 4dmyu 0H .
AR =0 5p ¢t ot (2)
Efectuand laplacianul, obtinem in sfarsit
PH  #H  #H e 9°H  4myy OH ,
Tt T e T e a )

axt T oy

O relatie complect analoagd se obtine §i pentru E. Pentru
-aceasta vom lua rotorul in ambii membri ai relatiei (II)

u JH

T S )
rol rot E = c rot L= 3l (rot H). .

Vom inlocui ‘aici pe rot H prin expresia lui din relatia
{I) a lui Maxwell, efectuind apoi membrul sting, ca mai sus.
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J (4 c
: ivE — = M I g
grad divE — /A B = p 6!( - E —,l—;

S1 aici dispare (ermenul grad div E conform relaliei
(Itl) a lui Maxwell; in membrul drept vom efectua diferen-
tierca aratata. I)ll])d schimbarea semnelor sc¢ obtine

.-.u ’E -ln*fu 6E .
N = — . — - 1 — 3
FARY E ( = 0{_ i C-_g 6[ ( )

Aceasta relatie este intru lotul analoaga relatiei (2). $i
astfel, problema delerminarii campului intr’'un mediu uniform

invariabil, in care nu evistd sarcini spatiale, se reduce la
tnfegrarea unei ecualii diferentiale de forma:
su U | 4nyp 90U
U = o - 4
L c2att et T (4)
in carc vectorul U poate reprezenia pe H sau pe E.
Daca descompunem vectorii B si H dupi versori
E=Ei+E,j+E,k si H=H;i+ Hyj+ H, Lk,

obtinem din relalia (4) pentru ficcare din cele sase marimi

E.. E..... H, 0 aceeasi ecualie scalara de forma
6‘ o*U en *U | 4mou oU ,
Tt e s d gt e #)

in care prin U(r.y,zt) poate fi subinicleasa oricare dintre
functiile

Ec. Ey, E, 5 Hy, Hy, H, .

Fcuatiile (4) si (4) se numesc ecuatiile propagarii un-
delor electromagunctice intr’un mediu conductor uniform gsi
invariabil. Ea poarlid uneori numele dec ecuafia ,telegrafi-
stilor deoarecc este intdlnitd in studiul problemei propagarii
oscilatiilor pe liniile lungi.

In cazul particular in care mediul este un dielectric
ideal uniform, adicd vy = 0, in rclatiile (4) si (4') dispare ter-

menul contindnd pe éayf si obtinem o relatie mult mai simpla

_w 0U
A U= ETE
satl
%TU =@ AT, (3)
14. — Bazele calculului vectorial.

AAXXI
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unde s’a pus pentru prescurtare

(I —— ’_l:‘; (6)

]/ T

Analitic, accastd relalic este cchivalenta cu trei relalii
scalarc dc forma

otU | , (02U 0Pl

orr =7 ot

in care, ca-si mai inainte. prin U (r,y.5,0) sc¢ intelege oricare
din marimile E., Eq.....H,.

Relatiile (3) sau (5') poarti numele de¢ ccualia propa-
gdrii undelor electromagnelice intr'un diclectric uniform
invariabil.

In fizica matematica ca sc¢ numeste ecualia undelor
pentru un mediu {ridimensional. Problema determinarii cam-
pului sc rceduce astfel, pentru un dielectric ideal uniform. la
inlegrarea ecualiei undclor (5) sau (5"). Miarimca « reprezinla
vileza de propagarc a undclor clectromagnelice. '

: (5)

§ 96. POTENTIALUL-VECTOR $I POTENTIALUL SCALAR PENTRU
MARIMILE CAMPULUI ELECTROMAGNETIC. VECTORUL LU! HERTZ.

In aplicatiile practice ale ecuatiilor lui Maxwell. este nc-
cesar adesea sa aflam, mai intai, nu marimile E, H si ¢ ci
unele marimi auriliare, lcgale de acestea, care prezinta intr'un
caz sau altul mai multd comoditate, iar apoi, cu ajutoiul
acestor marimi auxiliare sa le gasim pe cele fundamentalec.

Folosul acestor marimi auxiliare constd sau in aceea ca
putem stabili mai usor pentru ele conditiile inifiale si la limita.
sau in faptul ca ele sunt mai apropiate de acele marimi carc
pot fi masurate direct, sau in sfarsit, pentruca ele simplifica
problema din punct de vederc matematic (de pilda se micso-
reazd numarul ecuatiilor).

Ceva asemanator emstd, de exemplu, in teoria campurllm
electrostatlce. in. care, in multe probleme, se impune sa cautam
mai intai nu insuyi vectorul B ce caracterizeaza campul, ci
funcfia lui 'potentiala sau potentialul V(x, y, z); in acest caz
E = — grad V.

Astfel, rezolvarea ecuatiei problemnei Laplace-Poisson
pentru functia V se simplifica adesea dvca problema poseda o
simetrie centrald sau axiala; in alte cazuri se intrebuinfeaza
cu succes un sistem adecusl de coordonate curbilinii, si asa
mai departe.

In sfarsit, diferenta potentialclor se miasoara, in practica,
direct cu ajutorul instrumenielor, mult mai comod decat ma-
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rimea lui B, {iind niull mai usor aslfel sa se obtind conditii ¢
la limita pe uncle sau altele dintre suprafelz s$i asa mai de-
partc.

Vom inotalni proccdec ascmanatoare si in teoria campu-
rilor electromagnetice, dar, bineinteles, sub o forma mult mai
complicata.

Si astfel, fiind date pentru un mediu uniform invariabil
oarecare, ecuafiile

otHe yTg_ < dB
rot H = . E - T (N
u JH
—_ = )
rot B = p ot ) ("‘)
div B = ™ (3)
divH =0, (4)

deoarece campul H este solenoidal (div H=0), putem afla
dupa cum sc stie, un veclor primitiv A astfel incat

H = rot A. (9)
In acest caz, uliima dinire ecuatiile lui Maxwell, este evi-
dent satisfacuta.
Sa aflam acum vectorul A. Dupa cum se¢ gtie, existd o
infinitate de vectori primitivi care satisfac conditia (5).
Intr’adevar, daca A reprezinta una dintre wvalorile cc
salisfac pe (5). orice alt vector de forma

A - grad |, (6)

in care f(x,y,z,t) e o tunctie scalara arbitrara de x, gy, = si ¢,
sulisface aceeasi condifie () caci
rot (A -4 gradf)=rol A 4 rot grad { = rot A. (7)
Ne vom folosi §i in cele ce urmeaza de posibilitatea de
a alege aibitrar functia /.
Sa presupunem cid am reusit sa gisim una dintre valorile
vectorului A. Vom arata cum poate fi exprimat vectorvl B in

funclie de aceasta valoare. Vom folosi pentru aceasta a douyu
ecuatie a lui Maxwell, care capati forma

uw 0H u 90

rot E = — T = _(.“gt‘mt (A 4 gradf).

. .. 0 . .
Intervertind operatorii 57 §i rot, putem scrie
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OtE = —rot|[ LA L 1 )
rot B = lot(—c 3 Py grad f|. (8)

Aceastd ecuatie se rezolvd ugor in raport cu E daci o
scriem sub forma

u A ua

rot{E A + adf}

Daca insa rotorul unui vector oarecarc este nul, acest
vector este potential, de unde

ucA.

d
E - o at tgradf__——gradw,

in care y (x,y, z,t) esteo func;ie scalara arbitrara de r, y, z
si { (semnul minus este luat pentru comoditate).

De aici

B u 6A p o . )
BE—= - L-ﬁf—(c éTgradf+g1dd l|l. .

. R - . 0
Intervertind, in sfarsit, operatorn — §i grad, scriem

__-ndA . (_“_ of )
E = cat_glad c{)t+w,’
sau, in sfarsit,
JA
BE=—L = —grado. (9)

in care ¢ este deasemenea o functie scalara arbitrara de r, y, =
§i ¢t pe care o vom alege intr'un mod corespunzator in cele ce
urmeaza. Egalitatea (9) reprezinta solutia gencrala a ecuatiei (8).

Daca gasim, deci, vectorul A, primitiv pentru H, acesta
se va determina luind rotorul lui A, iar vectorul E se obfine
din relatia (9) printr’o diferentiere.

Dar cum poate fi determinat A si aleasd corespunzater
funciia @? Ne vom folosi pentru aceasta de celelalte ecuatii
ale lui Maxwell, (1) si (3). v

Dupa introducerea lui (3) si (9), relatiile (1) si (3)
capéata forma

___“_iaA_ e u *A Ocp)_
rot rot A = c ( — - graquJ—l—?(—— C««at?—grada—t ;
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Amintindu-ne cd rot A = grad div A — AA si cd div
grad ¢ = A, oblinem, grupand termenii,

22
_AApH TA L i OA | ddivAat T grad o
Z ofF T ¢ at ¢
L& ad 99 -
: —C—gldd—at =0; (10)
Mgy QA e
A div it .

Sa examindm acum cateva cazuri caracteristice.

‘Cazul I. Fic un mediu dielectric uniform ideal (y=0)
in care nu exista sarcini spatiale (p=0). Relatia (10) se
poate scric in acesi caz

— NA + %% + grad (div A +%99) = 0,]

ot
3 : (11)
u .
— A — .- divA,
¢ ot
. A . . c®
in care am insemnal pentru prescurtare prin «® pe - —
us
sau
¢
a = (12)

Veu

Dcoarece funclia @ cste arbitrara vom pune conditia ca
expresia din parantezele simple sa devina nula, sau

. e dp

Aceasta ecualic s¢ numeste ,,ecualia continuitatii¢. In
acest caz relatiile (11) vor deveni [in baza relatiei (13)]:

8*A )

e = AA, »
d%¢ . k)
o TYLe

Prima dinlre aceste relatii permite determinarea lui A,
iar cea de a doua, determinarea functiei ¢ [din infinitatea de
solutii pentru A si ¢ trebue alese acelea care satisfac ecuatia
(13).

Dupa cum se vede. pentru A si @ s’a obtinut ecuatia un-
delor. Cu ajutorul lui A si ¢ determinam acum pe H si in
virtutea relatiilor (5) si (9). Si astfel, in acest caz, problema
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aflirii marimilor auxiliare A si o s’a redus la rezolvarca
ccualiei undelor. '

~ Vectorul A si funclia @ poartd numcle respectiv de po-
lential-vector si de potential scalar pentru marimile campului
elcctromagnetic.

Vectorul lui Hertz. Putem rcuni si mai mull marimilc
A si @ si in locul lor sa cautam o singura marime auxiliara.
Pentru accasta. introducem. tinand scama dc¢ ccualia (13), un
vector auxiliar Z. astfel incat

A__ S OZ _
¢ ot (15)
51
Q = —}— div Z

In acest caz. ccuatia (13) va fi cvidenl satisfacuta (sa sc
verifice prin inlocuire). Relatia (14) va lua forma

J | 0*Z '
T {T — @2 [L -0,

2
div : gtzz —aZAZl = 0.

Aceste ceuaiii pot {i satisfacule simullan, daca csle inde-
plinila conditia -
04
— 42,
= NZ.

ot (16)

Dupa cum sc vede, pentru Z am obhtinut ccuatia undelor.
Rezolvand-o, il aflam pc Z, deci putem detcrmina pc A si ¢ cu
ajutorul lui printr’o simpla diferentiere a rclatiilor (15).

Vectorul Z a fost introdus pentru prima oara de Herlz,
atunci cand accasta a rezolvat problema campului electromag-
netic al unui dipol oscilant (1889) si poarta numcle dc¢ wvee-
lorul lui Hertz.

Formulele (5) si (9) pot [i contopite cu formulcle (15)
pentru a obtine o metoda directd de calecul a lui H si E in
funclic de vectorul Z. Vom avca atunci

3 04 £ ©
H—-lOtA -—'—C— rot E———T—a—[[otz, l
JA (e
E = _'_ZW_ grad ¢ = + %6‘7[_ (7%?—)—@-3(1 din.] (17)

. . ) . 1 ?Z, .
Inlocuind in ultima rclatie valoarca —- TD in virtutea ecua-
P
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lici undcelor (16) prin AZ. putem scrie

E=AZ—grad divZ = —rot rot Z.
Vom avea. deei, in sfarsit
e 0
H=—— —_—_—rotZ,
¢ dt ] (18)
E = — rotrot Z. l

Astfel, in studinl problemei propagarii campurtlor electro-
magnelice intrrun dielectric invariabil uniform, lipsit de sar-
cini  libere (p=0). problema determinarit.  campulul se re-
duce la determinarea vectorului lui Hertz din ecualia undelor
(16), H si B afldandu-se din formulele (18).

Cititorul va gasi in cursurile de radiotchnica cxemple
concrete de aplicatii ale vectorului lui Hertz la problema
oscilatiilor (Iipolului ui Hertz. In cursurile de propagarea si
transmiterca cncergici clectromagnetice se pot gisi numeroasc
aplicalii aic lui Z si in probleme mai complicate.

Cazul II. Sa ne intoarcem la relaliile (10) exprimate sub
forma generala si sa presupunem ca in problema ni se dare-
partifia curenfilor de condnc{ie Weng §$i cea a sarcinilor
spaliale p. Acest caz se intalneste adesea in practica. in teoria
cmisiunii - radiofonice (mai ales pentru p=0). Prima dintre
relatiile (10) se poate scerie astfel

1 0A dnmyudA

—NAF ——— S —
«? ot* c* at
c 0@\ | dmr
+ (fmd divA—- -~ + - - grade = 0. (19)
¢ al. ¢
Considerand $i aici ccuatia (13) sub forma
div A+ 299 —q, (20)
- ¢ ot
vom aduce relafia (10) la forma
r 0*A duyrju 6A
— A A+ R TR IR L gad ):(
- ar dt* ¢ \c¢ Ot rerade l
1 d%p 4rp ]
—_ cp+—7~—— _ — .
8 u* ot? S
Dar expresia din paranleza reprezinla tocmai—E, de unde
— AA+ 1 e A 41 it g

«* 6(‘ ¢
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In sfarsit, deoarcce conform legii lui Obhm 1B = u ¢,
eblincm relatia finala care permile determinarca lui A si o

2
_AA_T—l,a A,. = 4_1T U cond., I
a? ot? ¢ | 1)
1 ¢ 4 ‘ -
— + wee = I —— () .
A® a* ot* z [

Am oblinut astfel ecuatiile undelor cu parte dreapta. Se
presupun cunoscuic functiile u si p din membrul drept.

Caz particular. Sa ne oprim asupra cazului particular
cand curentii W .,y $1 sarcinile p sunt constante in timp
adica atunci cand consideram curenti electrici stationari (cu-
renii constanti) si sarcini elcclrostatice. In acesl caz A si o
vor fi deasemenea invariabili in raport cu ¢, derivatele lor
in raport cu ¢ fiind nule.

Relatiile (21) vor lua forma

4
Ao =— T
4
A A=——u cond.
C

Prima dintre ele reprezinta obisnuita ccualie a lui La-
place-Poisson, iar a doua — rclatia cunoscuta de noi pentru
determinarea potentialuiui-vector al curentului clectric. pe
care am utilizat-o in capitolul preccdent. Acolo s’a dal. de
altfel, si rezolvarca acestor ccuatii pentru cazul spatiului in-
finit, sub forma

1S pdV

P = — e

€ r

A_Lpﬂ;
C . r

Vectorii B si H vor lua si ei in acest caz forma cunos-
cuta, in baza formulclor (9) si (D)

E=—grad ¢ si H= rol A.

Prima dintre cle determina campul clectrostatic al sar-
cinilor p, iar a doua campul magnetic stalionar al curentilor
constanii. Dupa cum se vede, teoria acestor campuri poate {i
considcrata ca un caz particular al {coriel generale a campu-
rilor electromagnctice.

Sd ne intoarcem acum la relatiile (21) sub forma lor ge-
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nerala, adica in cazul cand wu si p sunt functii de timp. Se
poate demonstira ca tot asa cum solulia relafiei lui Poisson

Ao =rp (x,y,7)

poate fi pusa (pentru cazul spatiului infinit) sub forma asa
numitului potentiul newloniun de volum

o= — ljl) (& 0. %) dV
4

r

la fel si pentru ccuatia undclor cu parte dreapta

109 0
No——=F =06y 50 (22)
ot*
solutia ei poale fi reprezentati sub forma asa numitului po-
tential newtonian intarziat
- I.
p‘t,n,g,t——
1 \ a .
Q= — — dV
41 e r
(amanunte asupra acestuia pot fi gasile in cursurile de fizica
matematica).

(23)

i .

Cazul III (cazul general). Daca, in sfarsit, nici repartilia
curentilor, nici cea a sarcinilor spatiale nu ne sunt cunoscute.
putem scric prima dintre relatiile (10) sub forma

4 =0
grad ((]1\ A+ — e QT ¢ ) =0.
¢ oL,

C

a 6!'—’ ¢ ot

8

v

In acest caz ccuatia (13) se alege sub forma

CLUPE (24)

div A + o3

lar relatiile (10) iau forma
1 &A | 4w 9A

_. . = ()
— AA +u-’ o + ot ’
1 0°g dmyu ée 4w o
—AF T e TOTE 90 T e (29)

Vectorii B si H s¢ delermind ca ql inainte din (9Y) si (5).
In acest caz, prima dintre ecuatiile (23) poarta numelce de
ccuatia telegrafistilor. Prin analoglc cu precedenta, $i aici ma-
rimea se numeste potential scalar, iar A vectorul potential al
caimpului. Urmeaza, desigur, sid obscrvim ci maéarimea nu
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poate fi identificati in intregime cu poteniialul campului clec-
trostatic deoarcce vectorul E conline, in formula (9) in afara

v . u A
termenuiui — grad o si termenul — PR
Incheiere Vom mai face incad o obscrvatie pentru cim-
pul electromagnetic produs inir'un dielectric uniform ce con-
line sarcini spaliale p (p5£0), S& demonstram ca in acest caz
el poate fi privit ca o sumda de doua campuri : unul electro-

static produs de sarcinile p, celalalt — eclectromagnetic pur.
determinat prin relatiile lui Maxwell (1) —- (4) in carc p=0
Intr’adevar fie v=0 si p+0. Relatiile (1) — (4) vor capita
forma
rot H == = B gy g =47,
¢ at g -
H (26)
rot B= — 9,‘ -divH = 0.
¢ ot

Sa calculam divergenta in ambii membri ai primei rela-
tii. Deoarcce divergenta rotorului este nuld, oblinem

e
<

divrot H =

J .
52‘ dl\’ E — 0.

»

~

. . . . 4 Tp ) .
Dec aci, inlocuind div B cu valoarea —é—' oblinem din re-

Jalia a treia

Dc aci reiese ca p = const, adicd p ecste constant in raport
cu t. Si astfel dcusitatea p a sarcinilor spatiale intr’un die-
lectric perfect este constantia in raport cu timpul. Si repre-
zentdm cimpurile cautate B si H sub forma

E=E |+ E, i H=H, (27)
impunand vectorului E, conditia ca
rot B, = 0 si divE, = ‘%" (28)

Ansamblul relatiilor (28) determina un cimp electrostastic
obisnuit E,. El va fi invariabil, deoarece p nu depinde de {.
Din relatiile (26) vom oblinc atunci pentru cimpurile E, si H

‘ & 0A, ¢ 9B, < oE, ., _ 9B, _ .
rot H = — -5 + > = ¢ 3 (cdd—5 =10
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u oH

rol B, = — —CA T
divE, =0
div H = 0.

Acestce relatii sunt analoage cu (26) cu singura deoschire
citin cea de a treia membrul dlet este nul. Siastfel, in stu-
diul campului clectromagnetic intr’un diclectric putem consi-
dera pe p nul, fard a limila caracterul gencral al problemet,

3 97. TRANSMITEREA ENERGIEI IN CAMPUL ELECTROMAGNETIC.
TEOREMA LUI POYNTING

Si examinam, in incheiere procesul transmiterii encrgiei
in campul clectromagnetic din unele puncte ale mediului in
altele. Sa presupunem ci intr'un®mediu invariabil uniform
(z,u,7) In care s’a produs un camp elcclromagnetic, izolam un
volum avbitrar V, limitat d¢ suprafata S (fig. 176). Sa insem-

s

r

Fig, 176
nam prin A cantitatea de cnergice elecctromagnetica existenta
in acesl volum oarecare. Admi{and ca dcnsltatea energiei elcc-

trice in unitatea dc¢ volum cste cgala cu 8— E?*, iar densitatca
o

. . . u a
energiel magnetice o )
us

oblinem
A= —-g(- B + u H?) dV = gl—nf (¢ B 4+ u H) AV, (1)

v
in care 111teglald cste extinsa la volumul considerat V.

]) Teorm lu1 Maxwell presupune ci aceste formule introduse pen-
tru cimpurile statice, raman valabile si- pentru campurile variabile.
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Insemnand prin A4, cantitatca de¢ cnergic acumulata in
acelas volum in momentul

t, =t 4 At

Adica intr’un interval de timp At, putem presupunc cu
aproximafia unui infinit mic de ordinul iniai, ca

: — ! A
A = A+ 7 At.
.. 9 dd | -
Vom numi difercnfa 4 — A, cgald cu — v At, varialia
cantitafii de energie in volumul V in intervalul At, insem-
>

nand-o prin b A

j (c B2 4 uH?)dV. (2)

v

dA At d
dAd = — G dt=— g 0

Sa nc ocupim pulin de¢ marimea d A. Introducand deri-
vate in raporl cu ¢ sub semnul integralei ob{inem?)

LAt OB | _ oH\) . .
b;l_—ﬁj(EE ‘E’t— i luda_[)d‘ (3)

\

Din relatiile (1) §i (2) ale lui Maxwell, § 94, deducem
JE
g —- — —
S = c. rot H ImyE,

JH
MW—-—l. rot E.

De aici, inmullind scalar respectiv prin B si H si adu-
nand, obtinem

3
sl-lE +uH oH =c¢c (BErol H—H rot B)— 4wy E*.
ol ot
Integrala (3) se descompunce in  alte doud, luand forma
A
odA =C /’?lrj (Hrot E— ErolH) dV -+ Af j“f E*dv. (4)
v v

1) Limitele integralei nu depind de & Timpul { intrd ca parametru
in cxpresia de sub integrala
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Reamintindu-nc ca
div [ab] = brota—aroth,
putem scrie, aplicand formula in ordine inversa
Hrot E— Erot H= div [E H|.

De aici, egalitatea (4) poale fi scrisa aslfel

At . -
PA= () Jdlv [EH]dV - Atjy E* . dA. (5)
1y
v v
Astfel, variatia cantitatii de encrgie electromagnetica din
volumul -V in intervalul Af se exprima prin formula (5) com-
pusa din doua integrale.
Sa aratam ca integrala a doua reprezintd acea parte a
encrgiei clectromagnetice ¢are s’a desvoltat in intervalul de
timp A? in volumul V sub forma dec efect Joule. Intr’adevar,

fie M un punct situat in interiorul volumului (vezi figura). Sa
construim imprejurul lui un volum clementar

AV =Ac-Al

sub forma unui cilindru cu baza Ac¢ ortogonal pe vectorul E
in punctul M si avand generatoarea Al, paralela cu E. Reazi-
stenfa ohmica a acestui cilindru conductor va fi

1 Al

R=- .20
¥ Acg

Intensitatea curentului de conductie i ce trece prin cle-
mentul de suprafata Ao va fi, conform legii lui Ohm din § 89,

leena = U+ Ao = 1 E- Ao.

Cantitatea de energie desvoltata sub forma de¢ caldura,
in cilindru, in intervalul Af{ este
.. 0 pe oA w Al w  A\s
Ilﬂul(].R'A[:T_'h-AG-'{-.A—(;A[:AI'TIL-AG'AI:At'Tb-'AV,

i

in care AV reprezinta volumul cilindrului. Cantitatea de ener-
gie ce se desvoltd in intregul volum V in acelas interval de
timp At va fi. evident '

At lim );TE‘-’.AV:AijTE‘-‘ dv, .
V) (6)

v
In care insumares esle extinsa asupra intregului volum V, li-
mitat de suprafata noastra. Marimea (6) reprezinta tocmai cea

de a doua integrald din formula (5). S& neglijam acum acest
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termen al lui (5) si sit insemnam expresia ramasa prin 2.1
adica

At - - v ~
v = ¢ —j div [EH] dV. (7)
EL
A%
Sa transformam acum inlegrala de volum a divergenici
vectornlui {EH] intr’o integrala dubla, extinsd la suprafala
S, cc delimiteaza volumul nostru. In acest caz
. At ;
¢'d=c. — | [BEH], dV. (%)
4
S

in carc simbolul [EH], rcprezinta proicctia vectorului [EH,
pc normala exterioarda n la suprafata (vezi punctul € din
fig 176).

Sa interpretdam integrala (8) din punct de vedere fizic.
Sa construim pentru aceasta in ficcarc punct (¢ cite un vee-
tor auxiliar P egal cu

¢ .
P = E[EH]. (9)

In acest caz formula (8) ne arata ca prin fiecare clement.
dS al suprafetei se propagd in iulervalul Af¢, o energic
egala cu '

At [EH], dS (10)

4

adicd egala numeric cu fluxul acestui veclor auxiliar P prin
clemeniul de suprafaia dS, multiplicat prin Af.

Imparlind expresia (10) prin Af, obtinem cantitatea dc e-
nergie transmisa prin elementul de¢ suprafala dS, raportatilx
unitatea de timp

¢ . ‘
ype [ EH] , dS=P, dS.

Daca clementul de suprafatd dS ar {i fost perpendicular
pe vectorul P, am {i avut

r .
[EH]) .dS=P.dS.

C

4m

Impartind, in sfarsit, prin dS obtineimn cantitatea de encr-
gie’ transmisa in unitatea de timp raportata la unitatea de su
prafala ortogonala pe vectorul P sub forma.

P:ii[ﬂﬂ]i:—c—b‘ﬂ-sina. (1D
4 ! 47

in care o este unghiul dintre vectorii B si H (fig. 177)..
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Vectorul P poarta numele de vectorul lui Poyntling. De-
oarccc planul S afost dus arbilrar, rezultatul (11) obtinut pcn-
tru punctele lui poate fi aplicat oricarui punct al campului
clectromagnetic. Putem spune deci ca: intr'un camp electro-
magnetic se producc o transmitere dc ecnergie clectromagne-
tica din fiecare punct al cAmpului spre cele vecine: aceasta

{ransmitere sc¢ efcclueaza in mod dirijat, sub forma unui flux
orientat de partea vectorului lui Poynting P determinat prin
formula (9). .
Reiese deci ca prin unitatca de suprafaia ABCD (fig.
177) ortogonala pc vectorul P se transmite in unitalea
de timp o cantitate de energie egala in valoare numerici cu

C

e [(EH)
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