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BEBOAKNTOA AWMALITICA

% 1, Teoria lul Hemiltor - Jacobl, Sisteme ou ] xrad
de libertats

Postuleteic fundamentale ale tworiel ocuesntelor sunt fn car
tvezicers cn principiilie mecanicel clagice. Bate deal necesaréd o re-—
Aradre nogeestor principid, fusinte de & le puice aplica la studial
anomens sy ghowine, Marires fundemental® a icorian eusntelor, -
constenta £, o iui Plamek ~ are dimensiunile unei sctiuni {energis

x %imp sau impule x Jlungime)j pentru a ne da seama de falul
tn omrs acazstl conabtantd pecate £1i introduss 4n nrinciniile mecani-
cal, este nevels Tnt8i 34 formulim messte principii astfel Incit mH-
rimile de tipul unei acyiuni sl aperk oft mal $n svidentd. Capitolul
Sin mecanicl In care mirimile de acest tip Jceokd rolul primordisl
a fost constituit malt fpneinte e formularea teoriei ocumntelor gi
poarts numele d¢ "meoanioca analltic¥”, decarece modul de tratare
face nz aproape sxoclusiv Ge metodele analizei, $n special de acele
ale caloululul vsriajiilor. Regultatsle esaniials ale teoriel au insi
o interpretare gsometrio® gi fizioX eimplE, in spacial iIn ocazul mig-
clrii unui singur punct material supus unul céxp de forf{e dat, In
expuneres ce urzeazi vom prorni dele acemt caz simplu, chutféind sl ob-
tinam 2% mal direct acels rezultate sare ne sunt nscagzare pentru a-
plicatiile le figica atomioc®; ele pot fl ugor generalizate la sistems
wal ooxplicate,

Fie deci vn punct matsrisl de measli, M , supue urul cémp

%
<
i«

e,

da forts F . Vou nresupuns ok acest cfwp de furhe derivd dintr'un
potential ! svom m&i presupung decsamdatl ol avem da s face cu un
efmp atuficoar, dsoi fortsle gl poteniislul ) nu depind ds timp.
Beaatiile difsrentinle alc wigehril suat o
3. z, o /
. 4.43;_:-- = - B-U » T é,i = - QQ m. Lf."g“ = - ELL )

ars - ax aF -~ bj ’ At T =



Posts migcdrile posibile ale punectwluil in cimpul de fowge
dat sunt cunogcute dack cuncagtem integrals gensralZ a aceatul aig-
tem de eocuatii, cavre deofinegts pe x,é;,z In fuactians de Timp
gi de gase constants de integrare arblirare

_ 7 /s Y L _ 7 (.. . ) N
X = 7{1(;,(’4,(':,...,(‘6/ ? g—/*l (O)Ca;,t.z_,...,\.g} 3 Z:-/-J (T;Cq’...,(bl} (‘Z‘,

O migoare oerecare se obtinag daénd valori fixe scestor
sonatante gi 1438nd ¥ variezs numai timpul, Componentals viteaai
punctului se obtin derivénd Sn raport cu timpul, dar mentindnd fixe
oonstantels Ci,Cay.. G

_ ott ‘f;c,, » ..,(‘,) Y (} % ,f y €y (6) . - ;:1‘-""3 (t7 c’./"‘i/' . (5)

Uonstentsle amnt ou adevirat indepsndente dagé pubenm satle-
face ou ajuterul relatiilor (2) gi (3} orichror conditii imitiale
dorim, adiocld dscl putem alegs conatantele asilel ing&t la un timp
dat, voordonatele gi componentele vitesel pot lua crise valori dorim.

¢ Aoeasta insemneazd ¢H, pentru orice valori als wirimiler x.Y¥, =z,
W, Y sistemul compus din cele gase ecuatii (2} g1 (7
- poate fi rezolvat In report ou Cn‘>:---u‘3 .
In mecanics analitich nu abordém §intr'odat¥ problems deder
. mingrii solutiei generale a problemei mecanice (1) , ¢i ne prescupinm
int8i de a determina familiils cu trei varenetr] de wigchri. 0 ast-
fel de¢ Tamilia e definitd prin ecuatii de fornmam

.

B /'.‘s/‘! . _.I‘.J.. ) r} ~ o~ )
I-—-ft'é')('4,"2;c3) ? Zj-ahiaﬁ.z;h) ; %= ;5{3/:)' Cio Ly, (3/ ¢4)

Bvident o# aceste Functiuni, vantra valorl conatande sle

” M N
varemsirilor Ly ,(;, {; trebuy a¥ gatisfach ecuafiilor Tundsman-
tale (1), Tom mai presupune of Sazilis de migedri eate astfel, fueli
ceouatiile (4) not 24 vecolvats in rapert eo L ,CE ,Ca cara
vor zpires atunci exprimate cu ajutcrul Imi  x g,;?,‘f . Compo~

-nentele vitsssi 58 obfin oa mal sus prin derivare variisll 'a raport
cu timpul
el )
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Dgolk in membrii al doiles al meestor ultime ecuafii i‘nl{
»im pe C GG cu exproniﬂc lox x,y,z , T obt i.nu’
orin rezolvaren sistemului (4), atunei Vi , ¥y , V; spar gi ¢
za funcfiuni de X, Y. % , T s

=g (mynt) | Y= 9 (xnynt) % =gs (x.4.2,%) ¢

Familie de migeoldri {4) definegte deci un glmp 4 o o

in relatiile (6), care spur of §n fiecare punct al Spatiului gl

la ficcare moment, componentale vitesel punctulul care se gisaghe
5081 punct la acel meoment supnt perfect definite, Reciproo, dack cu
wcoghem velatiile (6) care dou cimpul de vitess, prin integrareaé

R o

0 ocafynt) oo g(mpat) B ogget) L

-
L

ot4inem din nou familie de migedri (4); $n adevir, integrarea ace
istem d@ ordinul intdi introduce trei constante srvitrare (Gl

Funofiunile g, > 921 93 care reprazinti ccmponent ele
tsgel Tn ofmp, nu pot fi arbitrare, In adsviir, migodrile obi;inute
srin integrsrea sistermului (7) %rebus s¥ satisfack legilor fundam
tele sle dinamice exprimate prin ecuatiile (1). Ca si obtinem ocon
tiile la care trebue sk satisfank aceste funmetiunit; mu avem decht
derivim totel fn raport ou timpul relatiils (7), tinfnd in seami!
tul o £n membrul al doiles X ) Y. Z depind gl ai de t:[unp tl

R TR

(2]
<)

Inlocuind atit pe 9, » 92, 93 c&t gi pe %L %’% a

prin 1%, % , , inmul{ind cu massa w i comparé,ndt
aouatiila fundamentale (1), obtinem
/W 31& w U ). el . O, . . A :
av', W 2l
m{LE oV, ) oo
{D'l' TRt ) oz

Orice cimp de vitese Sare conduce la familiil de migofr
poaibile in clmpul de forte dat trebue s¥ satisfaod eouajiilor (i
Nu ne punem prbblema genaraly de a determina Yomte sceste chmpur:
de vitese, ol numai o problem¥ particulari, anume arcsca do & deb



4 este posibil, ascele clmpuri de vitece care derivé dintr'un po-
tial al viteselow ¢ (x,g,z , ) :

o¢ 0%,y - W @

?./‘x el —5;: 2 2’3 ‘ = ag:

Fentru un moment vom restréfige chiar mel mult problems,
ginindu-ne la determinarea c@mpurilor stationare; prin n.rnare vom
jeupane o8 @ ,deci gl UV , ¥y , % , nu depind de timp,
% ipoteza {7 e verificatd, rezultd imediat o _Tof ¥ =0 . g

11

0¥ 2 Ve _ 0¥ LIy
T 3 ’ . — x ! X T oy
by ¥ I'ES ’j
O
- Inl oouing “gncj. fn prima aeua’gi@ {8) pe oy cu
Q ~
rra gi e ol °F cu o _ . & fox gi tindrnd scama de con~
tie de staticnaritate O Ui W _ 0, chpltam
ot ot
m (v Ve L oy O av% o
( ¥ ik * d Erg_ bac) ox
re se mal poate scrie
1 1 2 \
O (p BtV % L)) =0
LT + J) (10)
mu? .
latie care exprimk of mirimea - + U e independentd de ____

X . Mn celelalte douk eouani (8) se obfin relatil analoage
1 (10) care exprim¥ ok aceeagi mirime nu depinde de ¥ gi 2 -,
irimes & deci constant¥ gl valoarea el are un sens fizlc imediat:
snergia totels E  a punctului material, Inlocuind ¢n loc dé

Ve, ¥y , V3  expresiile (9), avem vonditia pe care trebue sk

satigfacg __ P

BN INC R N R *

<

Constatim din aceastd ecuatie c#, pentru ca o familie de
iecérl & dea nagtere unui cAwp de vitase derivind dintr'un potengial

tationsr, e necesar ca toate migokrile s& oorespundi unei aceleiagi
nergii totale £, Conditia tusk nu este suficisntd, J8mpurile de
itess d4s acet fol se obtin ghsind solutiile ecuatiei (11),



SH presupunem o8 am gisit ¢ solutie 9’) a acesteil ecua~

ti%. C8mpul de vitese respectiv se poate reprezaenta geometrie 4dupi
scaleagl procedse care se fntrebuiniteazk pentru descriptia Ca&Mpurily
de foris care derivi dintrfun potential, In special deseripltis cdwpw

1ui electrostatic., Vom reprezenta suprafefele "echipotenfiale”,
qB(x:g.i) = sprin fiesare punct al spatiuluil trece o aestfel da
, suprafaté, Curbele ortogonale la

/..__\ ’ familia de¢ supratete echipotentials,
pd care corespund liniilor de fortd i
?{,H,a)'- 2 ﬁ\ > teoria clAmpului de for{#,nu sunt ali
w seve decft trsectoriile migcHrilor

din familia de migedri corespunzé-
toare clel vectorul vitesi ¢ tangent

DG, T la traectorii, iar ecuetia (9) ne
\f\/ Tio. 4. spune c8 e normal la suprafats schi-

% potentiali,

Diferenta de potential ¢ intzs doul puncte ale campului

ge cbiine integrand diferentiala totald d¢ dealungul unei curbe

oarscare €@ unee,te gele doué puncte @ E

o0)-62) = |4 = [(Bee sy = [y n =[5 @
R rq P f

unda ds» e vectorul de deplasare infinitezimalk dealungul curbei.

Prin introducerea potentialului (f) am obfinvt zproape o
mérime de dimensiunile unei actiuni; dimensiunile lui ¢ sunt vi-
tesd x 1lungime , pe cénd actiunea are dimensiunile impuls x lungi-
we. E suficient deoi sB inmultim pe ¢ cu massa m & punctului
matearial pentru a obtine o actiune, Vom pune decil S(x»g.z):m-.cﬁ(x.g.z)
gi vom lur.va numal cu mArimea ) , care evidant reprezintld pcten—
tialul impulsului f}’ :

—>

gud $ = m grud ¢ = m¥ = p (13)

Trecerea dela vites® la impuls gi dela ¢) la 5 apare
in problema simpld de cerc te ocupdm, ca o operatie arbitrary, La
gisteme mai complicate 9= 2 Tng¥d absclut necesari, decarocs de cele
sl mlte ord nu exiati un potentisl al viteselor dar existd unul



al impulsuriloer,
Vom numl "scyiune” potentialul \5 &l cfmpulul de Lmplsurl
degxz 4n 1iteratur& 3¢ rezervi acest nume penitru diferenta de potan~

18l R
S(®) - S@) = | Fd ”
R

Introducénd in eocuatia (1l) actiunes f) ir loc de potens
{lalul viteasslor ¢> , obiinem aza pumita ecuatie a lul Hamiltoen =

Jacobl @ .
Vi 3S 352 P e :
= @) (B (R U =E 2

Suprafetels de =2gali sctlune E; = const coincld evident
cu suprafetels. ¢> =¢onst.

34 ne ocuplm acum de problema gisiriil tulurer migscirilor
posibiie &n cAmpul de forte dat., Am constaitat ¢ ¢ soluiie particula-
g 1 .5 & ecuatisl lul Hamilton ~ Jacobi (15} nu ns permite sB deter-
winkm deoit o familie cu trel paremetri de migeHri, cesace nu con—
stitue Snc integrala generald a problemei mecanice (1), Pentru a
determina aceast® integraill gensrald, care depinde da gase paramcird,
egte neovesar s¥ cunocagtsem solutil f} ale ecuatiei t15) devinzénd
ds trel paramstri, dintrs care unul evidert trebus si fie ensrgis
deoarece mwigecsri diferite In cédmpul de fcrte dat pot avea snargli
diferite, Odati cunosout® acsasti socluiie S)G: JY, B, Gy a0z, E)
integrarea sistemului (7) sau & sigtemului echivalent

dox BS , mC_{gN — BS md,; BS (/:‘u)

m —

dt = »=x L 3y

aF T w
introduce trei noi constente, deci putem obiine estfel migcarea zes
mal generald, Teorema centrals a mecanicei analitice sfirm% oX cu
noagterea unei solujii ‘S depinzénd de parametril a,,ae; E ne dis-
penseszl de integrarea sistemului (7°) gi ci solufie gener:ly & pro-
blemei mecanice (1) se poats obting prin deriviri, Vom 3a mei lco
demonstretis aneliticl extrem de si.plX a accstel tuorems, dar vou
incepe cu anumite consideratii gecmetrice ocars pun in evidenth zer X
fiziec al operatinnilor ancglitice ve carcs lo vem facs,

Congideragiile neastre s6 vor baza pe urmbitoargs consgia-



tera fundamsntall i 6 presupunem ci e sunt cuncscuts gould selufil
partioulare 54 (x. y,z) g1 SAER'D 2) ale ecuatiel lui
Tamiltor - Jacobi (15) corespunzfnd acelelagi valori a constantei E ,
deci douB ciuspnuri de impulauri; 88 revrazentdm acaste dould campuri
prin fawilille de suprafste echipoteniiale vsspective i sd preaupu-
nem ck suprafefele dir primg i a dows famille, cars trec printr'un
anumit punct P a gpatiului, sunt tangente in acel punct, S& consi-
S, =G K™ derfim acum acea migcare a punctulul
\\\\ material, care corespaonde urmiinare-
lor gondifil inigials ¢ la un mo—-

% =Gt K Q magnt dat 1: punetul sre pozitia
Pl inijials P , vitess lui fn soel
/' J moment avéued dirssiia normalei co—
A= mune ir P l1s celes dous suprafete,
%-Q:=%x¥ Jar mBrimes svelel vitese fiind cea
| carg corespunde snsrglel totale da-
¥%%.2. te £ , In aﬁevﬁrs energla poten™

+ti91% in ¥ s osaut®l eunsscéind

valoarsa enzsrgiel totale putem forma prin diferengﬁ,Vu&oaraa engrgieli
cinetice, deci nmirimes vitesel in P , Migcarea punctulul e perfect
determinet® yi ca espartine atét familiei de misciri d:Ffinith de chm-
pul , c&t gi selel definita de oimpul Sg . W8 aglci rezultl ur—
mitoarea conssciutad ¢ dacA ludm un punct ‘Q oarecara ve traectoris
migclrii astlel determinate, suprafofele echipotsntlale care trec prin

Cl ale ambelor familii trebus s¥ tale ortogonal traectoris, deci
: trebua g4 fia tangentec una la cealaitd Sn punctul (X ., Deasemsnea
puten trage concluzla cf "astiunea",adic8 diferenta de potential in—
tre suprafajele achipotentisie treclnd respectiv prin Q gi P
este acaeayi periru ambele faxlilii de suprafete, ciel o putem ealcula
dealungul migcdr»ii comune, In figur¥ aceastd diferenté a fost notath
-eu K, iar l\ are yaloarsa i

i-ia

Q
{7 —» —»
K:: ' )p%l'/b . : 7 $
3 | (integrala dealungul trasctoriei)
P
Caih oommtatuio aveste fapte geomstrics yi mecanice ai-
ple, s wgor dv vizub 2wy o poats folosl o integrali 3( =, Y. %,
Cop &2, 1T 1, Gepinzind de parametril ¢, , &2 , E , a scustiel

it Hamiltow ~ Jacobi, pantru glsires migelivii ssle mal generale,
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. E clar ok, prin alegerea conatantel C y Bputem face ca
guprafaeta echipotentials S =C gk treacl prin orice punct din-
ty'o anumith regiune & spatiului, Vom wmai presupune c# solutia 5 o
astfel, incA% printr'o alegere convensabil¥ a parametrilor o, gi G
putem da plamuilul tangent In punctul considera* la suprafata echip
tsnyial’d orice orientars vrem, Vom spuns zturci ¢k S o = "intogra
1% completd” a ecuafiei lui Hamilton - Jacobi. Vom aréta ci cu ajute
rul acestei integrale complete putem obking orice alth sclujie a scu
tiei lui Hamilton - Jacodl corespunzing unei erergii L. date.

Fis in adovir 5,, (x,y,2) v astfel de solupis gi sk pr
gupunem of ne este cunoscut# numsi suprafate sohipotentiali S =6G.
Iat3 construci{is prin csare ‘p’:zt'sm atuncl afla oricars altd suprafsid

Se =G+ K
"' In fiecare punct al suprafetei dad

s° =Cg+ k —_—— ' !’
# /' ‘ S, =( s& duc suprafate echi

S=lexl ¥ R
! )N\/fi potentiall a integraleci complete
S S{x.y %, a,,a., E) care trece
7 prin acel punct gi ¢ tanzentsd in =
cel punct la suprafata dat¥,gi co-
respungand valorii date & energiei
Fio . 3. totals £ ; prin ipotezk censtruo
2 tis e poylbil¥. Suprafata dati spa
re astfel ca o fnfigurlitoare de integrale complete depinzénd de doi
parsmetri, anume cel dol parametri care fixeasi pozifla unui punct
oarccars pe suprafate dat¥, Pentrun flecare pereche de valorl fixe
ale gcs3tor parametri, deci pertru fiecare supratajl Infiégurati
S=C s 88 oonstruesc suprafate echipotentialé a cirui potsnyi
diferd de ( prin censtents dsty K , deci sk consider suprafefe
S C-jc_, Yy, , &, ,0Q; , E)=C+K «ipysfnd si varieze eel doi pa~
remetrl de cari depind a, , a. i ( , aceste suprafeie edmit
¢ enumitd $nfésur%toare, Constatarea fundementall de mai sua, aplic
td fiecHrui punct de contact dintre infiguriitoare gi Infiszurate, ne
afirmd off suprafata obi{inuti prin constructia noastri ezts o supraft
t& ochirotentiall a familiei definita de suprsfata dnti e = (o
gl c# diferenta de potential fath de aceasta ars valoarea K . Deo
rece guprafata dath era artitrar¥, construct{it ne permite s4 obfine
orice solutle 2 scuatiei lui Jamilton - Jacobdi,
Atragem atentia asupra faptului, de o deogebitd importany
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peatru fundarsa mecapicel stomice, cl msceaatd construofie este Sniru
totyl asenm¥pitoers ou coustructis lul Hdurghens din cptica goometrics:
guprufeielec schipotenfinle, odicd ds egel¥d actiuvneg, din mecanicl sunt
annlogui suprafetelor de undd, adlch de egall faz¥, ddn opitlch,
Myerenta do fezldl se dedwes In optilcl din dyumml optic, difsrenta de
poteriial sl lmpulsurilor dim mecanich 39 deduss din actiunea‘!ﬁgz.
Detorminarsa unso gelutil caracare a ecuaflsi lui Hemilton - Jacobi
¢ sluborul integralei complete este anslogul determin¥rii unel pro-
pagsard de uande in opiich ou ajutoral undslior elementare ale lui
Huysghens. Analogilie poste T1i Smpinsd gl mal departs, Duphd cum In opti-
-cl 89 aralti ci constructia lul Huyghens este echivalsnti cu prinei-
piul lul Fermal, 42 minim al drumuwlui optic, tet aga se poate ardta
o rezolvarea problemsi mocanice cu ajutorul scuafiei lui Hamilton-
Jaﬁsbi este achivalentid ¢u un principiv de ninimom pentru actinne,
ﬁeonrece pentru splicatlile pe care ls asvem In vedsre nu avex nevoile
de acests oonsiderafil, ne mulfumim si elragem atenila asupra lor.
Rimiine acum 8 traducem analitic epsretiile geometrice ps
care le~am discutst sl In speclal =38 ardtim cum se poate obftine din
integrela complety » mizcare oarecsre, Totalitates puncteior & de
pe trasctoris care %trece prin punctul initial P este identicd cu
totalitateca punctelor de contact dintre suprafetels sohipotentiale
als integralel complete 5 (=, Y, %, &, ,0:.,E)=(C+K sl infhgurd~
toares ei, mentinénd constante atit energia [ cAt si valorile calor
doi parametri de care depind a, , a, i E , dar lEsénd s& va-
rieze diferenta de potential K . Se stis c# acest punoct de contact
dintre o anumitéd cuprafaill a unei familil gl Infigurdtoarea familisei
ce ghsegte luEnd punctul ds interseciie sl suprafetei considerate cu
suprafetele infinlt vecine ale familiei, Putem presupune totdeauns of
ne-an 4les pe a, ei a, ca paramstri si cé ( este o functiuneg datd
-oarecare de &, gl a, . Atunci cocrdenatsle punctulul de contaoct

4 se obyin resclving fn report cu X ,y, 2 gistemul ds trai
¢
ecuatii
5/%1430. 4, E) =02l - d-() __5( : 2::;'_~ 3_C .
(e, Bj= K S " ta, = da 2a

l4s8nd s& varieze pe K obgjinem dlversels puncte R ale trasctoriet
Par ultimele doud ecuwatil nu conyin pe K |, dsci coordona~

e e e
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tele oricirul punct de pe traectoris catisfac aocestor ecuatii ; 2ls
sunt ecuatiile treectoriel gi se obfin deoci egaldnd cu snumite cun-

stante 2‘;4 ) %S s P8 care le vor nota mai scurt ou G, si é:
derlvatale par’giale als integrelei completo :
9 R S (16)
aa,, 1 ? \-)az 2

In felul aceats em clpiizt prime parts a teoremei ceatrsle

& 1ml Jgoobl, privind deterwinares trrostarial Givine g arBtim cuo
se poate afla modul cum aceastd trasc® iu ¢ oarso rot in tham, Dack
‘f; este momentul la care punctul matoerisl se “all (o P memen~

tul 1t 1la ocare el =% afli tntr'un cunt sarecars (o al traectoric:
a ar putea afla prints’o oL sratle do _piogrars dselungul trscatoriol-

Q : .
T - JC = j dt } in adevidr, wirimes vitessl ne ests cunc®
e =
td in filecare puuct din egalitatea ociuarydrid o '-.‘;;z'?_.aie ’%}’— L U
[Tz L Ay
dood V= JRE-Y) o, db= o=y o o toh s L s
Dar ounoagterea modulul cum dapindr 1r reds soenioin O dw Vanoss
rea energiel ne scutegte de¢ efectuare:. -.ustel Iutsorari. in adeviire
Q ?a ru'. - — ‘Ls
.SQ - SP = J pds = j_m‘v'dé = J m l/;h—(E-U) : :
- P P : P

Derivind amhil membri ai acestei egalititi in rapoert cu energia E )
ob{inen

e
ahsa:._. 9_22.: Xfm % dé:jg-d——:'tL
2J2E-0) b

()3 °F
Dacd x,y,z sunt coordonatele punctului QR , avea

-aSIx,g,i‘,a. )‘lz.,E) _ .t_.L_ + §§£ z-t- - (4?)
T ° }E
ok
unde prin T fintelsgem constanta ‘fo ~ _:_SL_:__E. 'Tﬁrin simprla de-

rivare a integralei complete in raport cu emergia putum decit afla
modul oum tralectoris e parcursi fn tisy. Ega.l..t!lg....,ie (16) zi (17)
oonstituesc enuriul tecremei lul Jacuui i ne crats: odul cum o

migacre ocarccare poate £i obtlnutid din cunosgtsrea _ntegralei vcx

plete, Numlirul ccnstantelor care apar & toomai de gsase, odci “n
afarf d& @, ,u, ti E care apar in integrala omplet® se nai

introduc constzntele arbitrare b, , by, T

g ’
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Dupd oum am anuntat, rezultatele (16) si (17) pot fi veri
fioate foarte ugor pe cale analitic#, Deoarece sensul gecmetric gi
fizic al acestor rezultate este ldmurit prin consideratiile de mai
gus, vom folosi de acum inainte procedeul amalitic, care conduce
mai repede la rezultat, Iat# in ce const® acest procedeu :

Si presupunem ok am substituit in ecuatia lui Eamilton -
Jacobi (15) intcgrals completi S (x y Y, B, 2y, 8a, E)_ ;Egalitatea
trabue si fie verificath care ar fi valorile parametrilor w,,a,,£,
e & deal o identitate in ascegtl parametri, Daci derivim ambil mem
al 1dentitd{ii In raport cu a, , olpltim

) 2S 2 % EA) _.
541'( gf'axam"“ ly g?'au b2 mw) =0

{
deoarecs d nu deyinde de 4, . Folosind relsatia (13), gare ¢

naonte sorie %-graﬂ 8 a2 » adicl B}Q % i’ %S %

45, 4 o3
é“ 2o 3 B ecuajla precedentd se scrie

4,729, dix L J. /03, __. ) Lod 35 '
Zbcuau) \aa,) :‘i#; * % aa4 = "

c9cace exprin¥ od mirimes -gg nu depinde de 'timp, are deci o v
loare conctenti pe ocare o putem nota cu G . Am verificat astfel
prime relatie (16). In soslagl mod se verificl relatia a dous (16).
relatia (17) se verificd derivénd ecuatia lui Hamilton - Jacobi in

raport ou energia a :

£ e 9 39 oY 39 B T e \a1 e L0235
m L3 ok o3y W*g.ﬁiﬁ "'d.t{a jHL s ( A

Dacd potentialnd /] ain ocare derive far@el@r de*""i,nde a9
timp, ru maji este posibil ok oomstrulm ~Bmpuri el

din ¢are si rezulte migodri ocmpativile vu legen J.ummnemm.a e
numicel, Aceasts se constetsd din faptvl ¥ energis totaly wa wal s
o conatanty, deol nu msi prtem da o valoare fixl parametruini £, 4
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scuatia lui Hamilton - Jacobi, Suntem deci nevoiti si oconsidersm g
ofmpuri de vitese sau da gmpulsuri variabile in timp. Dealtfsl uon—
gsideratia acestor feluri de cAmpuri e util¥ de mults ori chiar ¢n
cazurl oénd U m depinde de timp, In adevir, de multe ori e caomod
s gruphm in aceeagl familie migolri cars nu au o sceeagl velcare

a ccanstanteiE deoi, oare con!orn unei obasrvajii fdcute mai sus,
. pot da nagtere unor cfmpuri sattionars i« vitese. Vom porni
atunol dela eouatiile generale (8), in oare QL # 0 o Vom oluta
53 in acest caz clAmpuri cari deriv® dintx’un potem;ial dar aocest
petential trebue sl conjinl fn mod explicit timpul., Ver introduce
dela fnosput poteniimlul impulsubilor, de dimensiunile uneil scfiun:
gi 91 vom nota V(x,y,'z )

F = m? = 31‘0.4.‘ V . (18)

CAmpul viteaeler, ca gi acel al impulsuriisr, are dsei ro-
taiia nuls gi din nou putem inlocui $n (8) pe %1—’} cu %%

gi pe %"- ou %lr;_ , 2ga fnoft prime eduatie (8) devine
n(Boti)--d

sau
B L(B) R0

v Irlocuind in aceastd aouatie pe Px ou valoersea sa din
(18) Y , OHpAtHm

e %
AR RECURIRL

Aceasts éouatie, fmpreuns cu celelalte doul corespunzénd
axelor y i x , ne spun c¥ paranteza mare [] nu depinde
de = , Y 4 T, deci e& nu poate dopinde dec&t de timp 1

/ Wy ()2 2 ;
¥ e T (] U - v

In smceastd ecuatie putem totdeaune presupune potentialul
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\/ astfel ales, incdt funciiunea +(t) din membrul al doilea,
£is nuld, Ple, in adevdr, V&) o funotiune primitivi a lui Y/
Vi) = Yt » Potentialul v,(x,g,z,t) = V(x.y,Z,f)-qlr(f) are aog
gradient oa g1 U : grad |(1 = grad V s dar derivatele in rapon
ou timpul difers prin functiunea Y (£) gg* = %};’ sl ) .
¥: d4 negtere sxsot aceluissi cdmp de ilmpulsuri ca gi V , dar
sntiaface ecuatiei

%% +"{'(f) + 2’,—"1[9’1“4] + U = ¥ (t)

fn nare dispare functiunea % » Presupunfnd c# dela Imosput pot
tialul a fost ales astfel incét ‘f’ si dispark, avem urmiitoarea

eountie a lui Hamilton = Jacobl pentru potenfjialul impulsurilor &
trtun ofmp nestationar ¢

[ (L) (V)] + Ugst)- 0. @

X ag / P

Fiecare solulie partioular¥ a acestéil ecuatil conduce pr
fermarea gradientului, conform ecuatiei (18), la un cémp de impul
gurl, apol prin integrare la o familie cu trei parametrl de migok

Toorema fundamental¥ a lui Jacobl se emuntd aici $n mod
urmdtor : dack avem o integralX complets V(x,cd,z ,y &, , @ , Q3 , f)
depinz&nd de trei parametri, a ecuatiei (19), putem obiine prin du
virl sclujla general® a problemei mecanice ; nu avem declt sH ege-
1im derivatele partiale ale lui V 4n raport ou cei treil parametr
cu trel nol conptante arblitrare

av—ﬁ' ) ‘%‘(vl—:ﬂz ) %‘éﬁ:({i ' (20)

Y |
ba.4

oV 9
F T

Rezolvénd asceste ecuatii in raport ou X, Yy,Z% ‘putem er
prima acests cantitdt{l in functiune de timp gl de cele gase consta
te a,, a;,, o, b, , 0, B, Oondi};:lﬁ, ca solutla datd sdh fie cu ad
viirat o integral® completX este ca rezolvarea sistemulul (20) si s
roath face, Analitiec eceast¥ conditie se exprim# prin aceea ci dete

minantul functional al primilor membri, lug$ fat# de x,y,z sl
fie diferit de zero : |
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ot/ oV Y
D _ay_ , q_v_ ) Q_L/ \ -1 oa, 0x 0Q, 0x B—E;J-:C
( 6054 oQ, aa3 / p 1y 2/ Y
T = 0%-0—} gayd} b‘fz l{)y #: 0 (24)
D(x,vy.z2 ; z 3
(xvy.2) s o a2

Verificarea analitic# a enuntulul (20) se face, exact ce
tn ocazul stationar ,derivénd suocesiv ambili membri ai ecuatiei (19)
fn raport cu parametrii 4 , @, , Q3

S(L) [ b gd) Ly(dh)]-o

apoi, inloocuind componentele lui 4; grad V prin componentele vite-
sel

Pz dxﬁ__(b_‘[_deV de d (V) _d e
af(-ﬁ,,) t W a4)+ é'ay(ag) t T I:(:@Fg(a—iko )
SV
relatia obf{inutld ne spune ci da. e o constants, pe care o notém

eu ‘(:1 In acelag mod se veriﬂcé’ g1 celelelte doul ecustii (20),

Obser'vém cgd ecuatis (19) poate fi folositd ehiar atunci
o8nd potentialul U a1 fortelor nu depinde de timp, O aolutie par-
ticulars )/ a acestei ecuatii ne conduce in general, pr:l.n formarea
gradientului, la un cfmp nestajionar de impulsuri, Pentru ca totugi
acest ofmp si fie stationar, e necesar gi suficient ca in V varia=
bile T s fie seperaty, adicH V s# fie suma unuil termen depin-
gzénd numai de x , y , ¥ ocuun termen numai de T s

Vix,ge,t) = Seyz)+ Tk) .

Introducind aceast® form# separati a lui V ‘fn ecuatia
generall (19), avenm

T i [P (§ - ()] + Ut -

Primul termen din primul membru al acesteil ecuatii depinde
numai de timp, ceilal{i Qoil numai de coordonatele spaiiasle, Pentru
ca sume lor s8 fie constant egalld cu zerc, trebue ca termenul Intéi
8l fie constant, iar suma celorlalt{i doi s&i aibh o valoare constanti
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egald gi de semn contrar cu aceea e primului termen :

4'( )Z ( )+(——)J U(x.g.;):ﬁ . T'&) =-

2m
Rezulth cf O satisface ecuatiei (15) din cezul stationar:
de aceger l~am notat ou acelag simtoli ayoi constanta nu este altce-
va decdt energis totsld, iar in fins T=-ET , neglijénd o ocon-
stantd editivi¥ neinteresant:. Aloglnd decl psntiru V solutll de

forms

V@ 'Y B, f) 5(1 L,:/ - ET ) (22)

cixmpul da impulsuri corespunzitor ¢ stationar, In chutarea unel in-
tegrale complete de forma (22) a eouatiei lul Hamilton - Jaecobi,
putem zlege pe [ ce unul dintrs paramstri ; integrala atunci de-—
vine

V(:c,y,z,'t' ) E ) ,a,_) = S (x,y,a)ﬂ,!ﬁ,@,”qz) — Et

gl formulsle generale (20) se reduc la cele cuncacute (17) gl (16)
din cezul stationar disoutat mai sus, Der uneori e util s# se consi=
dere integrale complete de forma (22) fn care nici unul dintre para-
metri nu coineide cu energia, Constanta [ apars atunel ca functi-
ane de cel trel parametrl comstanti a , @, , ¢ gi integrala com-
plety se =erie

\/‘\/I;yle,f)a’47a‘1','a3)\= S(I,y,i,a‘,,‘,"/ E‘( azQs

s/ /ﬂa)
Pormulele generale {(20) ne dmu fn acest caz
da, ca; (24)

dacl dexivatels ra tlals nln Iud -S fath de parawetrl sunt funcii~
uni 1linears de timp, Forma (23) » 4nitsgralel crupliste ne va fi
Tozrie 23118 i disocutia siztemsloyr periodiocs,

-
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§ 3.~ Sisteme cu n grade de libertate

Procedesle expuse mal sus in cazul special al migolrii
unui punct material se generalizeszl ugor la sisteme cu msl multe
grade de liberfate, dacl ecuatiile de migcare se pot reduce le forma
canonick a }ui Hamilton

ic = bH ‘x,P; ?2 , P: - _ aH(;'P/t) (25)

DPL’ X

prin introducerea unor variabile de pozitie x, ,x,,...,x, &5i a
unor variabile de¢ impuls 3 FQ)P;J...)Pn_

Vom considera gi in acest caz edmpuri de jmpuisuri, dats
prin expreaiif de forma

PL' Aﬁ' (fi‘x":“'z‘x") ; (26)
gingura deosebirc fatl de cazul. punctului materiael fiind aceea ci,
acoste ofmpuri nu sunt definite in spatiul ordinar, c¢i 2u spatiui
cu n dimensiuni sl variabilelor X, )&y 0., Oy ¢ BURES "apatiul
configuratiilor" sistenmlui, Introdugénd cxpresinnils (26) in mem—

brii al doiles &l ecusfiilor X = T putem exprima vitesele
eu ajutorul coordonatelor gi timpului;°obtinénd un gistem de forma
A po ‘.
*—&-t“{- =X FE [t,x4,...)xn) ; (s:z‘-f).“)ﬂ)

a obrui integrare ne conduce la aflarea unei familii cu ¥ parame—
tri de migodri, Pentru ca aceste mischri si satisfacE sistemului
canonic cemplet (25}, funcyiunils ﬁ din (26) trebue sk satis-
fack unor anumite condifii, csre 22 obiin formlnd derivata totald

& lui ?ﬁ, in paport eu timpul, gi egalénd—-¢ cu -~ 2H $

0 X
doe _ o LV o dw o ¥, VAW oy
dt ot /.F_ dx,  dit o T L dx dp 3o

Vom cduta acum ascele cémpuri Je impulsuri cars Jorivd
dintr'im potenyisal

ij ¢

5 .
’ 4 - =
- 1,{L,x_,,....‘.x.,.) (22)
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dp;
In acest caz avem evident 7%7 = %ﬁf , deci eouatia
(27) se poate scrie *

2 N\ 0b« 9} H
S(E)+) Bk &t

K

Q

Aceasts relatie ests echivalents cu urmitocarss :

o | W . W ey o
ox; L of H (x5 )_“O ! (29)
cdol derivata in raport cu X; .nu &: oniculessd pistrand constants
impulsurile ;x ; ¢l tirénd seam¥ c¢.. ‘i cfimpur dat ele depind de
x; conform relatiiloer (e8), Cele n acuatil {29) gpun ci expre-
sla %% + H(x, %%Aff) m depinde de Ty X y i
poate depinde cel mult de timp, Ca o casul speeial discutat amai

sus, putem pregupuna potentialul V  oastrel alesa, fncdt functiuneas
de timp sH fie jidentic nuld, dscl s& vem

Aceasta ¢ ccuatia lul Hamilton - Jscobl pentru un sistem
cu oricdte grade de libertate, Teoreme lul Jacobl se snuntld gl ae
demonstreazli exact oa in cazul particular &l punotului material ¢
dach se cunoaste o integralli complets s ecuafiei (30), adicd o so-

lutie |/ depinzénd de » parametri o, ,a, , ..,a., relatiile
..C)_‘V; = 6{. ((=1,...,n) ) (31)
da; '
| S
_prelupuse'rezolhhilg in raport ou X, x:, .y ne dau soclutia ge-
neralll a sistemului canonie (25), constantele de integrars fiind
@y n by, oo, by o In adevidr, deriviand in raport cu o; embl

membri ai eouatiei (30), obtinen

oy g
(Dm) q% mw\u@) =

Inloculnd g« %?- QW VELCuISE ﬁﬁg din (25}, avem
Pk o
3 dx, 0o /QV) . 21
bf\bm) + dt | Ox\da/ a’r\au)‘-"o’
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roelatie oare exprimfi ol %% e o constantdt fail de timp.

In cazul particular In care functiunea hamiltonian#k
ru depinde explicit de timp, se pot cluta integrale complete als
goustiei lul Hamilton - Jacobi (30) $n care timpul s¥ fie separat,
deoi oadmpul respectiv de impulsuri (28) si fie stajionar, Potanfie~
iunl V va avea atunci expresia |

V =S (a0 xma,. yan) - E@,, a)t (52)

iar scuatie lui Hamilton — Jacobi (30) se reduce la urmitoarsa
ecuatle care ne determini funct{iunea de aotiune restrénsk S

H(x,aa—i)::f: ) (32°)

Eouatiile migchrii (31) devin fn acest caz :
Q.éa = aE- t + G"

~—

da;  -da (33)
Putem specialize mai mult, presupundnd cd energia totalk
E ooincide cu unul dintre parametrii a. , de exemplu ou an ,
Atunci din integrala complet# S (xa vy X, Qg y -l an-,,E) a ecuatiel
(32) objinem,prin aplicarea formulelor (33)

e M- . 95 .
%% :»@‘. (“'49""" 1) '5E~_:-t+ f’n , (3%)
col %g =0 pentrm {=1,...,n-4 diav %% = 1 . Bezultatele

acestea oconstitue gensralizarea celor gisite in cazul punctului me~
terial.

§ 4.- Transformiri canonice

Intreaga teorie expusld in paragrafele precedente poate
i privitd din alt punct de vedere declt cel adoptat pani acum, °
Ne vom pune problema de a face o schimbare de veriabile in sistemul
canonic (25), trecind dela vechile variabile X,,..,Xn,p,,..,pa,l 16 8ltc
2n+ 1  variabile, apoi vom ciuta si alegem aceastd schimbare
astfel, fncdt fn noile variabile sistemul si fie mai ugor de iate-

!



erat. Pentru 4 nu complica Ixn mod inutil problema, vom prasupune o
tirpul cu suferi nici ¢ schimbarae, d4ecl cl transformarea este de
“orme

X; -.-.«{: (f;o.”...,a,,,ﬁ:,,...,&n) , P‘- = g (1", a,,...,an,é;,...,ét) (55)

nnde noile variabile au fost notate cu a4, ,...,an, enf..., (},,,17 .
FPentrn a avea efectliv de a facs cu o achimbare de variabile, e nec
cer ca ecuatiile {35) s¥ fie rezolvabile fats de a,,..,an,0,,...,6n
Migcaree sistemnlunl este cunosoutéi dacsd putem afla modul cum varig
n timp aceste centititl, Ecuatiile diferentialse care determini
acoasth variatlie se ob%in derivéand total iIn raport cu timpul rels-
tiile (35) gi Znlocuind valorile obtinute fr sistemul canonic (25)
_ o ] i
LR 2PN AR Ak
| (3¢
dp; v oH

i oo . M .4, 4+ M G o=- 5

Putem presupune ci in expresia lui H am fnlocuilt, cu
ajutorul formulelor de transformare (35), vechile variabile X,p
prin noile variebile 4, & } derivatele functiurii H ¢n rapor
cu aceste noi variabile sunt

H _ N | iy S O o
A T -

¢ ‘

DH 5- ort . dpe 3H  dxe
'—Jz:'— L op 36, 2_ ox; 53’;

< £

ali aHIn:Locuim'i in membrii ai doilea ai acestor ogalitifi pe

3.’ 5,  brin valorile lor date de (3u) gi grupénd convenabi
termenii, chpitim :



- — . . Y.
N (A Ay v dx Yy . \ o U7 foxe dor | & e )
Ml = J4 U os7— I vy -, d;‘ / i X7 3 Y F"Jr
by Ly et oaa- ot Aa )t S TR dag Ser O
T . K <
S [axi | 8pi _ 0be | ex:
+ \ {7 / H ‘-"Vrf' S P ,\,'_ \
X ‘/-’ \ dt.f“‘, L, [SRV Wl !
X — . v [ St sor o Jdyy
'H _ ‘., / 0xe f)b‘_ _ ng;_;_ 5_5(_ A\ . \ G (' a_ L CI,"“ T ‘EZL f
YA T S ] SR N
- s \ . <
LTSS (e g . g )
s 7 v Nl N Y§
A zf‘.’_, Y 35“"( GLhye a'x i'"‘/}
" ] )
M opanbrli al Jdoilsw ol acesbor ecuatli, atit cesMicien~
. P s - . .
24 geriveielor o, 3L x 03% st termandd iberd en toii acesani
struuturé s o1 sunt de ferme
- N N - 5
Noofexe ek L g Ak |
e du ¥ Ju )
unde 4 gl v sont Jevk oavscard dintre csla An ! wvoi variahis:
- P fq— o, = o
e U, ., 2, By W, C oaatfel de exprauie ss nuwegts "paran.
mza Ind. lagranga® o verdshilaler «. YV 52 ze noteasd oo zise

n <)
End 1 . - - - - .
Cw)ﬂl Luwtri o Yoservim ol o astfal de varaniteskE gl scnimtd e

Cu aczeste ginmbolurl algtsomul diferantiel o Jotarmin
svolutia In timp 4 noilor varizbile se soris

[ 3
-

r‘. Luns . . - = [7. e al
t r-\ -+ X « ’ v, (r = -
L , 4 ] 2‘(- a ‘ll R aj + X « ‘ 3

L., _J
l
]

r—

/

I i
L0
L%

/
v

,‘( !
a !
\”‘ s v !

G
"

K

I 1 A R I N
Bl D afac 6] 43

S
Il
o | S
{

K K

Pani ecum, schimbarea de varigbile (35) putss fi av
trark; singura condifie ps care trevus s& o satisfacy functi%ﬁite
; 91 §; este, in eferd unor conditii evidente 22 continuitats
51 derivebilitate, =2ceez de a permite rezolujia szistemulwi (35) :in
raport ou noile variabile., De acum fnajnte vom spocialiug trgnsfor-
norea, impunéndu-i conditis cs 2a e derive dintrio"functiune genera



- 23 -

toare " F(f» X r")""»“u---;a“) , oontinul gi derivabild pank
la un ordin suficient de mare gi astfel fncit sistemul

...?_E_ = @‘. (1’:1,...,11.) (39')

da;

s# fie solubil 2Ir raport cu variabilele X , Aceste relat{ii sunt
construite £n paerfeot¥ analogie cu relatiile (31) ale teoriei lui
Jecobi, cu singura deosebire c¥ funct{iunea F nu e restrénsi numaj
la solutiile unei scuatii cu derivate partiale, Solutia sistemlui
(39) fatd de x,,...,x, ne d& primele n ecuatii (35), Celelal
te 7 ecuatii le obiinem punéind, tot in analogie cu teoris lui

Jaoobi, ,
_ o (¢
Ps‘ = dx: h
$n membrul al doilea variabilels X, fiind presupuse Tnlocuits pri
axpresiile lor $n functiune de T,a,,--,0n, 6, N
Pentru a vedea ce devine sistemul diferential (38) pentn
o astfel de transformare speclall, esta necesar si calcullém paran-
tezele lui Lagrange corespunzitoare, Vom forma 4n acest scop dife-
rentiala totald a functiunil generatoare F ’ exprimat® intéi
cu ajutorul variabilelor T,>,a de care ea depinde expliocit
dF = %_Edt + ’ g—f;dx" +2; %da‘w

3

heam) . ("O)

sau, tinfind seamd de (39) gi (40) :
OF . X
dF:Ejt-dt"f"ZPcdxc +Z@[da"

Trecem epoi la noile iariabile independente + y X, ¢
punénd '

L ax‘. gﬁd“ T axs d'&
dx“..-é-t—dt-_ﬁ-z D T S

Py .

§i grupfnd la un loc termenii cu aceeagl diferentialX :

o (T )e oL (b S BT (T
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Egte suficient de a scrie condifiile de integrabilitate
ale acestei diferentiale totale pentru a obtine imediat wvalorile
parantezelor lui lagrange, In adevir, pentru perechea de variabile

f’, &, oonditia este |

o [ C dx
do.x ZP'ax‘ ot (@"+ZP‘ _5%

d0 [ F Opi . 0 Za dx, I
() SRR TA L R E T

care se reduce la

0 /3 iy
N o "t', K :O (lf")
o L ) * | “J
d [3F 6| = )
La fel se obtine 6, [ oF -f[ ’ } =0 (1)

Iudnd apoi succesiv dous variabile a , de exmplu a4, g¢i
a, , apoi variabilele (@; si & , in fine q gl 0 , cbyinem
prin calcule analoage

[a.,(,a.ej =0 [fa,ﬂz];o ,[fm,ae]:dle, (41°)

unde simbolul J,( are valocarea 1 pentru k= f si véloa.rea Zero
pentru k#{ , Aparitia acestui simbol se datoregte prezentei ter-
menului {i in coeficientul lui da, . Derivata acestui termen in
raport cu o variabili f;— este tocmai 7 sau O dupi cum A= sau
kel .

Introducénd valorile (41), (41') si (41") ale peranteze=
lor lui Lsgrange in sistemul (38), acesta devine

9 () 4 o M
Ba,.( ) aar ’ a{;r(ot - =3

sau




Fongad
f<. = éf—- + M (‘fr ,E , e ) (42
\)t ada

siztemul drferential {29, exurimes ou ajutorudl noller varisbile
r

4
< B4 ~+ . . Y I PR oy %3
o, w4 1, pdsireasi lorma cuznenied

V. D

[ ] A . ,l [

J SN G e o TN Cdi )
U b L ] Ay -~ - ’J b k

” OCL;' ;,L’

si a4 Juednd wrzpoediv rolul neilor varlisbile de

3
f\;\

as

inJLd gi impuls, iar nciz fanetivoe handitonlsax fiind K . Prans-
formirile de variabile cars piatreads Torza cancnict a aistemulud
diferantisl sce aumaeme "transformfri cancnice". Ualoviul nostru arat¥
cg o transfeormsre cars derivi dintr'o furcfiuvne gensvrat

priv intermedinl formuielor {3%) ai {40) este ¢ transte
novicd,

Wuare i~

G

i 31 Ini Jacovi su ajvtorul transformie
rilor caronice este foart: 2iwpls dacd finen seanma ¢ forma (43}
a funotiunii hawiitoniene in sistemul trancformat, SE prasupunem
fntal ck vecheas Danectiune }4 nv depinde axpliedi? de time, 3l s&
cX¥utlm o trapsformars osnonicd, indepwideail si om de ting gi aglfsl
fredt noun funciune K &3 depinda numai de varisbilele a;,..., ca-
Not&nd cu S(EL,,“,xu,ow,m;an) Tvenjiunes generatcars a transfor-
miril cdutate, ea trebus si satisfacd ecusiledi

H(= 92 )= Ka

ox

Interpratarea toores

o

cara coindide, cu oxcapiia notefiunilor, cu ecuajia lui Hamilten -
Jacobl (32) ; sistemul canonic in poile varisbile « , & se scrie

G‘r—ak 1, = ak —"—'O

. - -b-a—r ! br =7 ﬁ;

g1 se integreaz¥ imediat @

O.,:Cms'f G’,.—.-a_g..t- - _p’_

Tinind seama de definijia (39), aceste relatii coincii

3



pénd la notatii cu ecuatiile (3%),

Trecénd acum la cazul gansral al unsid transformErd care
depinde de timp, ne putem glege Tunotiuree generatoare V a weal
transformiri aSufei, incdt nous funcfimne hamiltonianz ss fie iden-
¢ic nuld, Este sufiocient oa V st satisfack ecunajiel

_ o H JV + ) .
K-— < N (x, &;,i/)-o

7
—~—

of
Noul sistem hamiltonien se integreazi imediat :

ar = Const @r = Const

P

Prin teoria transformiérilor canonics am putut deci obtine
toate rezultatele lui Jacnbi,

§ 5.~ _Teoria perturbatiilor,
(Metoda variagiel canstantelor)

Sistemele dlferen}lale canonioce, care se intflnesc in pro-
blemele de fiziocd atomicH, nmu pot fi in general integra®e exact.
Trebueso deci ghsite metode care si permiti cel pufin o integrare
aproximativé., Probleme de aceeagi naturi su mai fost int&lnite in
mecanica cereasch i astronomii av creat un numir de metode care
pot fi imediat aplicate la fizica atomicd, Ye vom midArgini aici la
discutie metodei varia{iei constantelor, provusi de lLagrange.

S84 presupunem cfl functiunes hamiltoniany P{ a sistomalul
roate fi desoompusi inty'o sumi dz dei termeni

H o+ H, (45)
astiel Incdt terwenul al doillea Ft, numit termanul perturbetor, sk
fie mic; si mai presupunenm ci prchlema’meoanicé ca ge ctiine negli-
jénd acest termen, deci idantificAnd pe }{ ca Ho . poate fi in~
tegrat¥ exact, Solutis aenardlé va f; de tipul (35) si va cchtine
'2n constante arbitrare, n fiind aumirul G2 grade de libertate
ale sistemului. Dack %inem i sespd influenta tarmenuini psriurdator




migcarea nu va mai fi aceeagi, constantele arbitrare ale prob” imei
neparturbate 1gi pierd caracterul de constante, devenind functiuni
de timp, Dmcd insHd prerturbetia e suficient de micH, aceastd vario—~
tie a oconstantelor o lentd, astfel inc8t pot fi gisits exoresii ans-
litice aproximative care sd dee valorile acestor "constante" $n func
{iune de timp pe durate de timp destul de lungi. Modul In care con-
stantele problemei neperturbate variaz¥ in timp sub influenta pertur
baiei e dat de sistemul diferential obt{inut prin transformaree
sietemului cancnic dnt dela variabllele initiale la constantele ds
integrare luate ca noi variabile, Transformarea are forma cea mai
simplad dacd phéstreaz® caracterul canonic al sistemului, Vem presu~
pune decl ch derivi dintr'o funectiune generatoare V%t,xya) , CAare
satisface ecuatiel lui Hamilton - Jacobi corespunzétozre problemei
neperiurbate ¢

v Ho=0 49

An presupus o0& gtim s¥ Integrim probleme nepsrturtath,
deci gtim s¥ determinfim pe V oa integralk completd a ecuztiai (46)
Introduchnd noile veriabile (. prin relatiila
o
;. ¢

evolu{ia in timp a variabilslor a , 4 e dati de sistemu;

[ = 3K a = 9K
r-o’b_'a;" ) r a&r

unde K = &£ + Ho + H, . 7inénd seamst de conditia (46), mcest

@r = 8H4 , (.1,- = - -a—g; . (q?)

day

Este deoi suficient sk exprimim termenul perturbator cu
ajutorul constentelor migclrii neperturbate perntru a obtine siste-
mal oanonic care determini variatie acestor constante, Pink soum
oy am ficut uz de faptul ci h& e mic, clol transformarea dela sis-
temul inifial 1a sistemml (47) poate f£i fHcut# oricsre ar f£i or—

. 8inul de mirime al lui H, . Dar in acest caz general, sistemul



- 28 -

;i poate Tl Yot atd¥ de grou da integrat ca ¢i sistemnl inifial.

Teobsan micinli 1o /f ined simplifick malt intagrares alstomulul

(47) 5 In ndevir, in woeestd ipotezd b i G- sunt foarte mici, deci

¢ gi & variasd foarte pufiz pe durats ds timp suficient do lungi.
Gr=im expresil ezrdximgiive suficient de corzote ale acsestel varia-
t11 dmed ifnloculw irn memorii al doiliw ad scuwagiiler (47) pe &
"Q pyin valerdlie lor initiale; intsgrares gsistemuivi se reduee
astfel tu siwple ouadrsturi, Dacd esits nevole, se pol odiine suce:-
sty aprozileayil auyer} vare fnisowind, la fiscare ordin 33 aprozima-
tie, In wembril al doilez ai scuajiilor (47) valorile corscte ale
yeriabilelor a , G prin aproximayie de or din jmediet inTerior
relei pe cave vrem sb ¢ ealowlim,

L+ ]
-
inl

o)



Capi$alul 1IX

Migchirli periodice gi multiplu —~ periodice

X wrest capitol vom aplica metodele mecanicei analitice

ta ostudi )l wmizesriler parlodice., ZSistemele mecanice conservative
care gdoa bt asti e} de migolirl prezinti un deossebhit intsres pentru fi»
isca ghonicd, Motlvul este wrmiitorul i
S%¢1in cd leglle mesanicel si electromagnetismulul clasic
©a zund vslabile la scars atomlicy. Dar pentru a ne putea da seama
3 medul cam aceste legl trebue modiffiicate ca sl devink aplicabille
i2 fencvenele atomice, e necesar 84 consider#m fntii modelele olasi.
3 ¢als mal aproplate de realitate, s¥ studlem proprietétile lor gi
Lnowede s care tradturi ale aoeggorwmodele pot fi pHstrate gl care
soia udocuite pentru a le puné de acord ou expserisnta., Menomenao
« do eilede, abaorbtie gi dispersie a radilatiel arati clar ci mo-~
cet=le Jiaploe cele mai potrivite pentru atomi si uwelesule smnt a-
s2ies olo vnor sisteme mecanice care executy migciri periodice.ln
~iaviy, Taptul cl radiatia emis¥ de un atom are frecvente oine de-
Lvite nu se poate interpretsa clasic altfel, decéi_édmitand céd in
atow ¢xlstd ssrcini electrice care se migel pg;iodlc, frecvenia
mecenici fiind egeld cu frecventa radia;iei.ami‘e.‘Eiistenta acestor
frecvents mecanice 6 conflr““fﬁfirln fenomenele de absorbiile gi

dispersie ocare srati c? atomml*poatﬁlintra fn rezonant¥ atunci cénd

-

¢HMPUs uaor campuri electromagnetlce alternative avé&nd anumita
“recvenye bine definije.,

(Y

»

§ 6,- Sisteme cu un grad de libertate

Cazul sistamelor conservative ou un grad de libertate e
10086bit de simplw gi se poate trata ugor prin mijloace elementare.
'n adevdr, cu ajutorul integralei prime a energiei, 3integrares acuz
tiilor de m%goare se poata reduce la cuadraturi, Fie x variabils
le pozitle care caracterizeazii configuratia sistemulul, p impul~

:7 conjugat corespunzitor gi ff( X, p ) functiunea hamiltoniani
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prosupusi independenth de timp.
Sistemul de ecuatii cancnicas

. _ 3H s _ o
1=g‘;; P T 5

ainmite integrala

:l '/-X,/:/) = const = [

ade L[ este energia totald a sistamului. Rezolvénd accasi® PP
tie in raport cu impulesul f ,olpitéc
li
p=p(rE) ; G
introducind acsast®’ oexpresie In merwuy ) al doxt e 7 seimet esvn Tl
canonice putem exprima pa n Tunecyivne oowsl Jnooo g —

dx - Qr_f.(x)P) = QH— (:Y‘ lb(x,E/) = I/:a'/):{/

dt op Qp . g X
Aoeasty scuatie se integrasazl prin separatiz :
x
__iif_._:df ; t-1 :'f_ﬁif_.. {4)
xﬂ

Pentru ca migcarea s¥ fie periodics, traebue ca, duph
gcurgerea unui timp | , numit perioads, starea sistemulul , defi-
nitd prin configuratie gi vitesa lui, s# fie aceeagi ce in mowentul
initial T, . Aceasth conditle poate fi realizatl in doulh feluris:
sau varisbilele x gi X revin la valorils initiale gi avem de a
face v o migcare de oscilaties sau valoarea finald a lui x nu
¢nrinclde ¢n ces initialyY, dar totugi configurai{la devins aceeagi,
Acest ultim coz se peoate intémpla dacl varisbila x e de tipul unui
unghiu, nare nu s definit prin configuratie aistemulul decAt pinM
la multipli de 20 , C&nd unghiul cregte stz scade »u T, con—
figuratla revine la situaiia initisli gl o ;:area execntatd este
0 tatie,

Un exemplu tipio de migcare oscilatorie i1 constitue un
punct material de masad m , oapabil de a ss migea pe o linie
(dreap®# ssu curbl) gi supus unor Torte derivénd dintr'un potentisal
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J care prezirtd un minimum pentru o anumdtd pozitis & punetului
{nozitis 32 ochilibriu) i creghe monoton adnd punsiul s¢ indephrtea-
ZE §n apbele sensuri dela amcaasts pozifle, Foténd cn x abacisa
punctuluel deslungul linilei, cu x, abselea pesifiel de echllivru
si cu Hh=mx impuisul, functiucea lui Hamilton se scris

/

(x,b) = J:—?; -+ U'x
H (p) = 4 (x)

ian U are asapectul 4in figura el¥turath, In specisl, daecl forie
e proporfional¥ cu distanta dela

U# pozitla de repacs, (' oragte pro-

/ d portional cu patratul acsstel dis-

= S VN tente gi curba reprezentaiivd e o

S N parsbold, Ecuatie (3) ss reduse n
o X, o — X acest caz la

Fig. 4.~ p =t fzmE-U) = fE) @)

Dacarace centitaetes de sub padiocal trabue si fie pozitivi,
se vede ol pozlfliie pe care le poste lug punciul mpterisl e gh-
gesc¢ In Intarvalul X , X, , otiinut prin interseci{ia curbel rspre
zantstive a potertiaiului |/ ou dreapta purncteler de ordonati
constznt egald eu £ ., In planml fazelor x, =R scuatiile echi-

valenta (2} sau (%) sunt reprezen-
?? , tate grafic prin curbs ca In figu-

‘L“iﬁﬁi re alituratk! X variaz® intre 1i~

\ mitelse x, , gi o, # pentru aceste

t}? »x punote (/@&,) = Ufe) = E , deci

e
°f &» ) =0 3 pentru orice alt® valosre

o & lui X 1n interiorul intervaluliui
( x;,x ), » ie dous valori
agale gl de semme contrarid, gi di-
ferite de zeroy curba & Jdeoi sime”’
tric#k fath de axa Ux } pentru X =X, crdonata $ 1a valoarea
moxind,

In general,avem do a facse ou migefirl oscilatorii atunei
,r, e -« ~ B
28ad curbele 4 i\:r,‘b).: E. sunt curbe inchise, astfsl 1nocdt, pentn



:‘.‘ i . g, -
E 5 E ourbe sorsspinzdng param

atrolul = g4 cony!

4
b 4
) 280 V8 cea vorsapunclnd parasmstruiel L. . In fignra 5 aw re-

prazentet doud uurbs covesdpanzing

7

ppels o mHrimda vectorului grad
nermal la ourta iJ( x, p = F
$e. wa axa (x fatl de oxa \,p o

pars ne curb¥ e deci invers sensului trigzonomedri
o

5 arcul po curbd misurat fn sces

P ds rdx)t ‘- Ydp } /-a., ......... e
avaty < ,(dt Z'%) ‘/u-)s/’ 7 (?Lk/
romuitd imedist modul éum punctul

curby 4

“miﬁﬁnd cd grad }{ n

paromstyilor & el £ o+ dE
Deoaroce energis & o intexrelsd pri.
mi & migenrii, punctul raorezents -
tiv 21l elstemulini 1o planul fezelor
g8 miged dealungnl unel zstfel ds
surbs,

Vectorul ds cempenente X gl

ﬁ‘? reprezantind viteza ds dopler
gars 2 punsgtaulal reprazevitativ In
plenul fazelor, sabe evidznt
gent la corb, EBousiiile cancnice
{1) ne wai spun oX whrimea Ini aste

5 9 Y
H  de compecante fgf-- Evlt

§1 el 81l este sgituat fail de arces~
In figura ( 3 )} senmul d= Aeplis-

sen# dels o

. { ; ) ) )
:;3mi%f€ 4y 3 @iln acenetd scuagie
reprazentativ ws deplaeazi s

u ge anuleazi nicirevi in lungil

curtaei, dex o aceasts uu are purct@ gingulare ,obtinem zericade

iuari efectuahd integrala (5)

penirw un eircudt compled 20 Jun-

gul curbel, uperaiie pe care ¢ vom nots ou simboliul !§

. !

) j‘gnui_}\'?

Lceast® relstic are ¢ intsrpratare geonetricy simpls Juck
—~ !

folosia faptul cB Igraﬂ f{l 63te
gi distanta J , MAzuratf deal

(’T;P ) = E gi H {L--, ;b /,' =

limita raportului dintve & -F
wigud. normeled, dintre curbele

~ /

b .



| grad H | = Ui E‘TE' (7)

atuncl ofnd E' tinde o#tre £ , Introduofnd acocast¥ exprssie in
(6), ov,inem

i = m ji) e ' ¥
E-E F-E -

opei [ -F este constant é&ealungul surbei, Lotegrala E) dods b
dela numiritor nu este Insi aitceva dectt arls coroasnsl cuvringe
fntre cele dou¥ curbe fnchiss H=E i =F" . Dack noth,
cu J aria domeniniui éuprins fn interiorvl surbel H[.x,lb):gf
gl cu J ' aceeazl mirixa pentru curda H {/::':, ‘;." = F' avem '

1, L
/

< " ,

[aadty v Ny
[; T Wi

sau, introcducénd frecventa ) = ’/7'

dE

Introduclind soum expresiam (7) a lui |grad H | » in rek

(5), olphtim 9, , 1
d.ds ! d.ds I ds

-t 't, = &”m —————L = 4(1?'1 f_j_ :‘3 . ._:[’a": —_ d; : -j—&m __J/_;cr_ (4
E'-E Ee J-3 €  J-;

"Raportul a ckrul limits apars ‘n ultimal membru al ao
egalititl reprezinti raportul dinire eria portlunii de corocani i
nitezimal¥ cuprined fntre punctele de nhscisk ourbilinie 4, ¢
gi arla total% a coroaneil, Limita acestul raport, care e eviden
functiune de abscisa 4 , ae note.a?lfji e litera w 3

J.
W) = &m “{"('c‘“f'?'f‘

oy f

T

l

Cénd 4 cregte poraiad sein o gl descrie wa ognl &
curbei de energls constamtl, » o e;uc delae O la 4. Pentru af
vezitia urnul punet pe aceastd curty suiewm lua ca parametru pe !
loec da 4 . Coordonatels x gi o &L punchuludl sunt Ffunediun
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riodice de W ou perioada 1 . Ds acees amceastd variabil¥ a pr mit
pumele de yariabil¥ unshiuisgrl. Dack anummite conditiuni de regu ari-
]tate gunt satisfﬁcuta-, goordonatelise pot i desvoltate in azerie
iFourier dupd funcﬁi nile cos Wwrnw gi sm 2raw’ , unde n  este un
pumiy intreg gi pozi"" by De milte ordl e util s% se introducs ex o

LMl nw . .
neti&lcle imaginare ¢ ' = e WMnw = [ -5m Wnw, Atunci seriaz

(Fouriexdevine o serie fn ¢ T came se scrie mai comcd oa
o serie in e ¥ TW  unde fntregul T poete lua valori pozitive, ne-

gative sau zero 3%

= aTw i’g i cw
X = 2_- x'C e ? rz—m Pr - e (7)
Coefloientii x_ gl P se oalculeazd dup¥ formulele obig-~
nuite
4

~UNHTW —2F(TW
Xe = xiw). € dw = xX{w). e dwr
' J ~ -

4
~-~1TL <W I s
5) F(ﬂf L dw = X P()V‘) e T JW"’

O

Y .

Ecua.tia-. (10) aratii c& ; . este funcfiune lineark de timp :
W = (](tt) -”(t T) (12)

iIn baza acestei relajii gl a esunatiel (9), periodicitatea cu perioa™
,Tdai fath de w a variabilslor. x gi 5 e identiod cu periedici-
 tatea fai¥ de timp cu pseriocada T . Inlocuird pe (12) in seriile
Pourier (11), obtinem ps =x gi.p oa funcfiuni de timp

= 2ri v (- 1) = miTy (f-t) »
x.—_Zx‘_.e =D hee #)
i ~ 00 - 0
In definitiv, cercetarea noastra ns-a condus ls intro-
| Gwoeree noilor mirimi J ¢i w pentru caraoterizarea migohrii.
( Mairimea 8 , egal¥ cu aria regiunii din planui fazelor ouprinsi
in interiorul curdei H(x,;;): & , 5e poate caiculse prin integrala :

d=§pe) = ™



\

o
i

!

Himensianile &), fiind da%e de pradusul dintre lupals g
ceordanaii 4o pondile, it scelea ple urze’i aefiuwni, s u':nea-: j

N

T —— e

voarty numole de f‘-"“?&",i,?g?ﬁi_:}j; G2 55, By g evident Zunaliune de
. > 1
anergie i, raedrroc, exersgla se powte exprime In fuaciiune ds 7

Ca g2l susriin, aq « of conalanty wesntra o migoers €abd l

S

Vapien: La wignbUiar A ’tt eats agtfael definitid, nods sadbie.

et a

. . (;a g £ e T - . I Y .
fzoe argifoar-Toy coadl il Y UTh wverigbllele x g3 p ot Tunegluy
- : : . . ’ ' ’ ' e
r) . Yo e . N % Ol » R Y Ca ol
periodoes o owoem periosda L, ¥ } w8 Tusctlune linearid 42 Sdip,
’ ' S
P T Bl V.. ‘.
*A"‘, S vl LAy iR ;\3_“} . ?
2 I .y RO 2 I SN S R N I o Ay Fo
Gy Cormy ds odlYew ';,.-.A{;..::‘..Lr.‘.s acuatliila de mignars ponima ¥
Togd o oer scrde |
L ‘ l
1
: ~ }‘ d,{: .T {"t',é 't, F
v o 2 A 3 - = iy :
- L P :
Iy Y ‘
4}
(
' y -~ K - - oo - . N . s
Mservim cH sle formeazdi un sigtem cenonie, Ln Caro W
& - PRV B S f 8 oo ™ cwq ot e e ke 3
Tigoyeazsh oa wnyiahild dz posdyic dar g ea impulewt ooniugaed. In
adoevir, sistamul (14) ss peats soxis
Y3 5 ~
r’_‘ OL:; T ¢
Y = T » o = - 3= )
ac, Q-’W ]

cinil enevyis vy depinde decit de ¢
Reiapitle (110, cere sx primi pe x gi f*’ in -:’ff‘_:gi;értigi}:ﬂﬁy

g Jl al w :'.:eyrezijq'tii?, fecl o transfermard canonl |

tone aGasts rezultate sa re,_‘:i I8¢ :Lqui__a.’x; oy ajukorul |

toleler meas H"u snnlitica, Beuatia lui Homilton - J,a.co"\i peniy

ac’gmma mstr‘msﬂ S a aisiemnlul esbe. !
!

H (=, %?- | = E (s2)

i 36 ohting, o2 deobicel, inlocwind In, evuat,ia conserwErii. apemm
m 91 mm):*. uJ f prin exrre wia lul oz g_._t:c—._ggiom;. al eciiundi. Dupk
cun, ecuayie (2), re ~orls'ata- in raport ow p, ae conduc@ Lo Belary
Wa (3), toh aga ecuatia (15) se poate rezolva Tapout ob, “FI
3... ng. Oun‘i;lﬁﬁ, 1a e.cuatia

%i- = p(z, E) ey
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are se integreasd imediat .
§ = \jﬂx,&)’.u . 4D

Sensul pe ozre 11 are vwarisbile J reszultd olar din com-
aratia acestel eouatii cu egalitatea (13) : J oasts cantitates cu
are oregte actliunen S o6And sistemul descris o periondd Intreagh.

Expresiunea {17) pentru S reprexiiutd o intuzrall com—
leth a eousiiei lui Hamil¥on - Jamoobi (15), perametrul a<uitrar™
1inéd F o Iz gensrai, o integral# completk 4. yinde de un parameteu
o, gl energia este yi em functiune de acel ;.rzmatru. In aapiio-
ul preoeden" am aritat & o astfel de integrals complets defiza:ts
transformares canomicl®, nous variabild de imyuls £iind yarametr'cai
¢ , iar noua variadill de pozitie t‘ f1ind dath do sxpresia :

{ - 35 (—‘l;,a)‘_

ety & p——

70,

Aosasts noul verisbill de porities ewts funcglune linear:
y timp, ckecl 3 -

Constatsm of § gi o au o parte din propriethfile varis-
llelor w ‘gl 3 Pentru ¢a C a4 poatl £1 idettificatd ou veris-
{la unghiunlard » , trebue ca rezolvlnd pe {18} 4x raport cu x
| e¥iplifiim o funcilung pariodich de {; cu poiocis {. Aceastd covdi-
le 3¢ nel poate exprima gi in meodul urﬂ,tor i cdud x descrie ¢
icliatie completH, @ dat da (18) trebue si cresaecly ou unitatexn.
ferem§lind relatia €18) pentru o valoare constantd a lui a avew @

b -_3_2_ e o O (8 )g. e 4,
da 0x bu. \ 0x / da
] Iy .
: Cregterea iui { pentru o osoilatls cowpieth este :

Loay d & " ‘LCI
@i@ = j%’id’x = da'éP& =

Conditiz ca acsasty cregtere adh fie egsili ou unitatea,
Sace ne permite si identificku po & ou varisbila unghiularl w

¢



%—f—:’] s dd=de , a=J+ const

Deci parametrul a , care apars ca impuls oonjtfgat al v
bilel unghinﬁsre w , este egal cu J pén# la o constanti aditiy
avbitrard, Dar dacd tinem seawa de proprietatea lul J de & fi g
1 oregteree actiunii 5 pentru o oscllutie completh, e wugor ds!
mu8 9 condltic suplimenter¥ care s& ne pernit¥ ldantificarea fin
nici o awbiguitate » parametrului & cu variabila unghiulari J
vom ¢8ré ca funciiunesa 3

5 = 8§« Jw (

3% fle pbriodic# cu pariocads 7 Path de variasbila » , In adew
cdni W cregte cu unitetea, slstemul descrie o cscilatie complet)
fsci O ersgte ou J , Termemu} mubstractiv Jw oregte gi el
d le oresteres lul w ou unitatea, Piferenta S' reia deci val
rea Anitialll, prin urmare ¢ funediune periodicH.

Pantru un slsten care descrie migechrl oscilatorii, cxk
deci totésauna o integralX completd O (x, 3 & scuatiei lui
damilton = Jacobi astfsl {ncét urmitoarsls condi%iuni a¥ fie ind
nite :

19, Definind varisbila unghiulars w prin souatis

=3
varisbilele candniee x gi p sunt funofluni periodice de.
periosda 4, N T "
) 20), Functiunes

R

S=5-gw ¥

e Tunotiwhe periodivk de¢ w ou periocada i.

Prin aceste condiyit g e defini% fir¥ nici o ambig
ia¥ W e definti pAnk la o constantX® aditivi¥ arbitrar¥ care p¢
iepinfie de. a ’ clot,%oate adkoga integralei complete- S et
;iuﬂo:' arbitrer¥ de J Ters a infringe ocondifiile 1P g1 29, b



[
snergie ai vaviebile do sugiune agtfel detinite se ponte Je-

in exporsia {17)
Ga exeupl:: sl dasvelthrilor ce praced ~om digsula NigoE~

crile cgeilabergdiul liosar argonic, Iufind cz origine puziila de eohi:-

forte este dirijetd aprs aceastd poeiiie ¢l proporiisiial® ou
F= -k ; ererglig votanfiallf are deci expresia
i _ k Z
)= £x
4 i
. . : f . R 2 - <
iones lu? Hamilter R = 4%; + X", Carbzie d6 osnergie cw

igr Tuncii
stantd Tn planul fazelor su souatis
2 ; —
;@—' <+ ",,é'lb = t_,
Im <
28U
2y T o
R [l 2E[k
. . r::--‘-'-‘_u-
VE e VER L as

domeniului ouprins In inte
veriabllsa de actiune g} . 2ste datd de produsul

en N

rile

Ale sunt slipss de aami-som
4l

(=]
ilorul wneld astiel de oil pre, egelil ow

gemi~Azelor famalilt

?
-

Agtiunea ¢a inafigi se caleulsaszd din acuatie lul EBawilior

cacobl

349

--__.._,

J}/«W’F brt).dx  (20)

Putem determira dirzct variabila unghiulard w  der. -i: . .

-
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i%. raport cu 3

o 25 _ ‘3§ dE _ 4 V_[L f m — dx (%
o= EO:(— T OE 4 2 bm yzm(E~§x‘)
Punénd x = P%——-E , avem
w = L I) L3 f ks : -i; dE — 1 d; — arcsm;
X m Im E (4_52) /2 V4- gl
dect @ |
g = Adin ZXW )‘ ‘x = ‘/%;E-— . A 2TW - (ij
Introducind aceasth valoare a lul x 4n integrala ()
or EtAm ) ‘

S = JV;mE (4—5[»-& zrcw")- 2T 2—5 . Cod Imw dw

It
Qy

2

+

QA

An 2TW . Ced 2x W

Conditia 29), ca S gw st fie functiune perlodicd de

cu perioada 1, e evident satisfacuta. Conditia 1—) pentru variabl
x este gl ea satisf¥out#, aga cum rezulth din expresia (21);
- Fourier & variabilei x se reduce la un singur termem, cel oare!
respunde vibratiel fundamentale. Seria lui Fourier pentru ;b Em'L
tine prin derivare in raport cu timpul, tinédnd seami de faptul d

- 1 \[E
"’"’"‘zn ™

* |/ -
P‘—_-’: my = m.,QJI'W’}’_‘%g; . Cod AW = m L . Coy 2w
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In definitiv, trecerea dela variabilsle initiale, X, f isa ;
variabilele unghiuvlare gi de actimme gs fasas prin formulels

-

ZTCQ % ,’M:vt. 20 w ) /’3 = U:’Zr_n-;’-j‘ coc W w Cz35)
In cazul mige#drii per*odiua de_rotatie, vom prssupune ci

vozitia sistemulul e 4«7 sinitd printr'un unghiu ¢ o dar cX la ran-j
dul s¥u pozitia nu defineste unghiul decit pénz la multipli de 27 ;|
cu alte cuvinte unghiurile € t+iTwn | unds v este un Iinireg, defi
nesc zceeagl pozitie a sistemului., Energis cineticl este ds forus

A¢ , unde A are dimensiunile unui moment de inertie.In~
pulsul p: Ae are dimensiunile unui moment al caniit#{il de mis-
care, Ensrgia votentiall U(%) depinde de pozitila sistemului, deci
este o functiune pericdic¥ de ¥ ou periocada 2% , Purctiunes lul
Hamilton sste

Uy

E
natie

1

H e, p) ';’% ¢ Ule)

Energia totals este evidant cel putin egalll cu valoaras
minim¥ a energiei potentiale, Dac% oz este mai mic# decit valoares
maxim#, migcarea este o osellatie in jurul pozitiel care corespunde
minimului energiei potenyialas , DacZ insk ensrgla totzls e wai mare
decét maximul energiei potenyisie, Y, cregte sau acade monctoen gi
nigearea aeste o rotatie, In planul fazelor, curbsle de anergis con-
stant® (g1 mai mere decét maximwl fwi W) ju aspeotul din figura 5
pertru fiecare vsloare a lul ¢ ecuatia 3? e Ui} = & na 4R
doul valori egale gi de semne oontrarii pentru p . Of&nd W e minin
p ¢ mexim gi recipros, si $ varias¥ periodic cu periocada 2 fatd |
+de g o Migcarea punctulul reprszentativ &n planul fazclor se faoe?
dealungul uneia sau celeilalte curbe si corespunds unei raotafii di-
recte sau retrograde. S5i fn acest caz puten introduces variabila de




i R T R U . SR R O T . Ae ot
sotivpe ], Aeflnida woin aris cupringsi frtre omrba punctalor cu
.
8

!

- - e - “s pa . - < R STl i
oeeesgl anergiz totall, aza Uy
1

2t . 31 @sult parslele 1z axe Vp avénd Ine
i 47 ] o
e I - tre ole o distsnii egalz cu il . B
! "" - " v -~ - -,
| *<§@ﬁ) - ¢ sgall on valsarees sbgolut’d a vie
LR
. Y 2 Eimmdd S wmamtmn o vorde
-ﬁ“_"“" e riatied ackivnii -2 veondtra o yuszf
; \$ 5 sadd futreagh 5
} 5 YotEl o B B
‘l g \\“ ./’/—.\ ( T jas)- ! j » dy l
ST 2 R I A I 5 (i o K
L o AS: fede  Solasimidede)
R T N 'u i
v L & i
FigeSe- Ja gl In cazul owmeilafiel, zz poa-
ts arits oi Trecvents rotatiasi e datd de ralatia (3}, Teswemeces se |

poats Ilutraiuves o varisbilX unghiularg # , dsfinit# ca in esiud
oseilatisl 1 ceare are proprictates de a creglts linear ou timml,
Simgvra Jscoshire ssentiald fTaty de casel omoilatiel eate amcees of
¢ rmu oo fanchinne oeriodicd de ¥ wu pericads X, ei, sbunci cind
w  creglta cu mnitates, ¥  aragis seu svade cu AT | dups cws ro-
taila sste dirsctd sau rsbtrogradd, Hesaltd oY suma aav diferengs
¢ t 20w ezte funobiwie vericdich da w 3

= £ 2w 4 funddie peripsiied de W (24)

Ca exomple Ge sistem care poats evea mige@ri de cscilatis
san de rotatle cltém cazul pendulului, Daci Y gste unghiudl pe
care 11 face raza OUm cu verticals, snergia potential¥ este daty d&

U + " { (4= wig) -
™ X ;
Funcgiunea lut Hamilton ee scris &

Hz j_%v' + m%“ (4“‘-&"@)

Dup® cum enargia total® E , care este obligator pozi-
tivk, este mei mare sau mai mich deoft maximul 2mgl al energiei po
tentisle, migoarea e o rotatie sau o sseilatie., In cazul limits cf

& = 2mgl curbele de egeld energie in planu fazelor au acuatia
_f_\-‘ + mgj{.“_—mtc) a 2 mg‘

2m{

3 Ly
pr=hmigll (e wme] = 8 m7y (g

ﬁr
Prof, ?.Tit.itt. Pigiock ctatistioll gi Mec,ouantici. IIXI, Fasc.6.-
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P- 1'}5’”\3‘{ . UTJ%“

i acest caz mijearea ni e perlsdieil

geoare e este necesar un timp infinit
pentru oa punotul sd atinga pozitia
%=“‘1ﬁ# 7
AR . | = - J a
Jeme = [ ¥
ot dy
L"f—’"zgﬁ%“""
Tmig L’ &
PigeT.” | Integrale e divergentl din cauzs
ant. 3rii numitorului s lJa Yimite ¢« ¥
§ 7.-_Sicteme multiplu = periodice \K\
N

Gerieralizarea la siatems wecanieca vu mai nulte grede de 1i-
bertate & rezultatelor pranedonte se voate face in mal muite Qirac~
tiunt, Putem considera ca fapt esential provristatea de pericdlcitav
te a migcHrii, edici existenta nunui iunterval de timp T, nusdd po~
rioadk, sstfel fnc8ht pozitille gi vitesele futuror punctelor maierie
le sars constitue sistenul s& aibH acelessl valori la un morgnt caras-
cara 1 si 1la momentud L+T , Vom fnt8lni mei tarziu exemple de
astfel de sisteme, Ele insd Tormeszl o clasi prea restrined gl muitye
sisteme mecenlce cari prezintf interes Ifn fizics atomicd nu intrs
fn aceest® clas¥. O clas¥ mai vast¥d de sistews, cere cugrinds ca un
caz particnler pe cele periodice, oate accea a sistemeloer malfiplu-
veriodics. Aceastd clasi este definitid prin aceea ci ss pot introe
duce variabile de acyiune gi variabile unghiuiars cara su aceieagl
vropriet#tl ca pereches de veriablle ls Tel numite dir 2zzul aistere
lor cu un grad de libertate,

Pis decd un sistexr conservativ ou . z»ade de liherrtels

descris prirn varisbilele de peoziftle x,,%.,- - | %Xu , Soapuisu~
rile conjugate Pp.,f,-~-3 Pw gl funetiuwnea hamll*oniani

H{x, - Xn,Po, 0 o= -fpn ) o Tom spune ¢ acest sisten e wnltiplu - per o
die, Jac# eocuatia lutf Hamilton -~ Jacebi pentra actiuiiss restran-
st S

-~

PR T (25}
Hix, -~ *y 8=~ 7 Q"t%i £

adnite o-integraly romplets (=, - "n,-}_.r - L) depin«énd I, n



parametri J%--~'---,J; numiti "variabile de aotiune” astfel in~
ofit urmiitoarele conditiuni ¥ fie satisfHcute :
1°, Defining variabilele unghiulare W, W , V¥  PYID
ecuatiile )
W, = 25 , (26)
A
coordonatels de pozitie -14,“.-u-;--~—~--3d? sxerimste In functiune

dg W, ,Wa,............, Wy prin rezolvarea gsistainii ¢.(L ) g3 fie funce

tiuni periodice eun periocada 1 fath de fiecars a;ntre variabilele

(Ve mHrginim in acsact arunt, la cazul cind coordonatele 2. .. -- ,%.

sunt de tlpul ecordconatelcyr cartezilene, adicl unives doterminate de

wozitla sistemulvni, Dmox unele coodonate X sunt ds tipul uuor un=

saiurd, conditta trebue inlocuit® printr'n conditie analoagh cu (24).
Functinnee

]
7

&G = S- 2wk (2¥)

este pericdicl cu perinada 1 Tatd de fiecare dirntre variabilele Vy
Accasty oonditfe gensralizeazi Qonditiuhea (19) tnt#nitd %n camul
gistemelor cu un grad de 1llibertate,

Dacl presupunem ci anumite conditiuni de regularitate wunt
satieficute, rezulti dic 1° o& coordonateie X pot fi desvoltste
in serii Fourier multiple feti de variabilele wW 3

c.

too  4oe + 20 L e WL
— B i Wt -t we 'V.z) 7 $'}
- E :i . E o, . o : [
\}.r - 'J(‘"”“l.,o-‘?n L . “
t & T - ge
-t oy T 00

nde coeficienfif depindé de Z;,n--q3;~

Din faptul cf O ¢ o integral¥ complet¥ a ecuaiiei (?5)
‘ezt ¢2 energis tohely E. 1 depinde do variabilele i o---. . Xn
ar pocate depinde ds ;a.-» 5n » Lopremas lul Jpechi ne zru-
6 atunci od veriabilele n'ghialare W ieping linesr 2e timp (vszi
©.(33), cap, precedent},

o F

VR L SN A g, 29

& =, A "
nde Giy..ee.., dp gpnt 12 ol aonstante arbitrare, Cosfinientii
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Tl 1 ain acests erpreocsii pcartX rumsle ds Trecvente Tundamentsls

a1la sipteormulul i sunt nodafi ocu " :
\’h = ;:-—-_:" ( JO)
) J‘f

Introducénd expresiile {29) %n seria (28), putem exprimc
asoordonztels X, in functiuvne de timp :

- . (24 Y i 3
2. :E i) LTI CERRRER LS N L S ) (A S UL I N
O A - A (34)

Fiecare termen al acestel serii e functiune pariodicht de
timp ou periomsda egall cu (Xw +- - - ~ - - 4TaW)) Buria ea Tnsk gl
ny ¢ periodicH decédt dach Yermenii au o perloadd comuns, In aceat
caz tredvue sk exists o duretd T asifel Incht, efnd Himpul oreste
cu 1 , sistemul 38 revinll in pozitim inifiald, dsci toate varia=
bilele unghivlears sf creasod cu vnitates ssu cu multiplii de unite-
t9, adici cu numere Intregl :

Aw, 2 vbt=%T = ny  (n- ondng)

—e A
NotBnd | = ¥ aceste reletii se seri
¥o: MY 122)

docl sistemul nu e periodic decAt dacsh frecventels fundamentale
sunt mltiplii Intreszi ai unel acelagi frecvente ¥ ., Cistemele
periodice sunt deci un esx particular al sistemelor multiplu-perio-
dice ; in cazul general nu exosti rslatil de Torms {(32) o1 sistemul
mu ¢ periodic In sensuvl strict al cuvEniuiui,

Pantru & putea gplica defini{ia prscedentd a sistemelor
mltiplu-periodice, trebue si rispundem la urmitoarels Joui chesti-
umi

A) Cum se poate recunoagte dach un sistem dat prin funce
{iunea hamiltonian® H este multiplm - periodie, deci dack scuagia .
lui Hemilton - Jacobi admite o integrall complati satisficénd condi~
tienilor 1° g3 2° ¢

B) Dac& admite o astfel de intsgral¥ ccmpleti, adnite una
sdngurd sau mai multe, dsci existd un singur med de 2 defini warda™
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tiisie T gi w sau mai multe 7

im intrebarea A ne vom mirgini s& d#m un rispuns pariial,
vara ogte sufiodent pentru toate aplicetiile pe care le vom face
proivienaie flzicli atomies. Vom admite i varlsbilele X - -- &,  py
i zntfel alege, inokt scuaiies Inl Hamilton = Jacobl si admith o

v+ orald completd ou "variabllels separate”, adicHd egall cu o sum

de termeni care depind fiecere de oBte o singurk variablll x

S (xh - I, Ay, - An) = S! (u,,q“ : "a'-‘) + SL'(I.L) Ay, - - qh)"‘ B 1 Sh“mau' "“h)
{23)
Paremesrii & sunt cel V) psrametri de care depinde inte-
oo, compleotd, CAmpul de impulsuri definit de sosastsh integrali
cc,yr:ta este astfel {ncé&t flecare variabil¥ p, depinde numail de
reristilis X, ocorespunzitoare @
pe v 22 W5y, 4y, 00 {32')
A x2 Ql)‘.

Sistemal este multiplu periodie, dacd fiecare termen al

senzi (33) are proprietatile actiunii din ofmpui sistemelor perioedb

¢ cua un singur grad ds libertate, ou alte cuvinte vom presupuns
c# veprejentarea grafick Sn planul X.p,, a relatiel {33') este o
curhsh d« tipul ocelor dlsoutate in paragraful precedent.

MArginind discutia la cazul oscilatiel lul xﬁ vom nota
F0 oy sregterea lul .5, atunci cénd x, descris ¢ oscilatie com
pi:td , Ea e dat® de aria domeniulnl din interiorul curpsi i

T - ASe = &éur = #’ o 4“ &Pr dye {34)

Cantitatile Jr depind de parametrii &,--- &n , Re
zolvind ecuafiile (34) fath de &, . . - 4,  putém introduce %n in-
"Wgrals completH (3%) pe T,, . -- J. ca nol parametri, Integrale

ammpiotd astfel exprimat® ars propriet#tile 1° gi 20 9 dacid --- Ju
Pt 71, jdentificate cu variabilele de actiune. In adevir, din (26)
res1lts @ "

%&(xh TH - - I“',)_ + qsmttl: Jf:__;,‘_.:I:_),_+ -l Dn L}_“‘,_J;L— J“—) (35)
A’ Ty DIy . e r

Si studiem variatia lul w, cénd una sirgurd dintre coordv

\




(
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nateie x , 8H zlcem X, , desorie o oscllatle completi s

Aw, = p A dy, "§ (115_!3‘:; J")Jz L. é Vs day 2 2B (38

xy AT % Y A e r R ¥
gnde simbelul dvs &ars valoares 1 dach r=S gl valoarea C laci
+#f , Paciproe, s# presupunsm sistemul (35) rezolvad $n rerost o
yordesilede ¥, - - - An si 84 studiem variatia uncvia dintze sls

stunel cdnd w,. ° oregte cu unitatea, ceilaltl w  rimAnénd oon-
stanti., Veriabila . trebue s# demcrie o oscilatie ocompleisl, cici
eltfel diu (36) or resvlt¥ =4 w, ne a crecout euw unitetes. - cor-

N

trh, orice alt ¥ ol S# 17 nu prate desciin o csellatie ceaw av.,

. deoavecs din {36) er rezulta ch i & oresout ou o unitaic, 4ot
oz riumes congtant, Prin umare cocrdenatels x sunt funoiw.
pariodice ou periosda 1 dath de fiscare it « Deasemenea, -7~
W, oregte cu o unitate, celslalte wariablile unghivlare rap:iring
constante, singurul termen din (37} care veriazB @ S, gi el oro s
semal ou T .
Prin urmare functiunea &'+ S— 2 JL wi
Tl s iaﬂi nisi o veriagie, clecl varistia termenului substrac:tiw
hyw gconpenseazl varistia luil S . Cele douxs gonditii 1° 1

sunt decl satisfHouts,

Tertra & raspunde la intrebarea (B) 84 presupunem 63 ofla-
tie lui Hamil'bon ~ Jaccbi (25) ar mai sdmite o integrall complat#
Slx, .- 2, ? \ depinzénd de parametrii 'J:,? SR R cuie

of aib¥ propriet&tile 1° gi 20, Varisbilele unghiulare corespunzi-
toare sunt dates de expresif analoage ou (26) :

g

S8 (37)

Pantru aemAndoul integralsele prime, impulsurile sunt dats
de

tny

NS L9

a——

Porow a

Ly

derivatele partiale f£iind calculate respectiv fn ipoteza ch para-
metrii T suwx 3  sunt constantfi,

A%8% treceres dela variabilele ¥%,p 1la variabilele w:J
08t g1 acean dela aceleagi variabile primitive X,P 1la noils vari:-
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-

vile * ] constitue céte o transformare canonic#i, Eliminénd va~
rigbilele primitive X, p, obtinem o trecere directs dela variabllels
w, d la veriagbilele w, g i ea este tot o transformars ca-
nonicd, deocarece in ambele sisteme de variabile ecuatiile de migca-
re au forma carornicl , Fie F functiunea gensratoare a aceatei
transformérl ; ea depinde de vechile variabile de pozifie W gi
de nolle variabile de impuls 7 , lar formulele de transformarse
sunt dete de scuatiile (vezi ec.(39), (40), cap. precedent)
y 3F( ey Wny iy Fu} (5§)

¢ * o wi

QF"H4,“.,. n i,u.f?ﬂ)
7

: S8 studiem primml grup de eocuatil din acest sistem, punind
2L b (w )
e Th

Dack d¥m uneia dintre variabilele W din membrul al doi-
lea, fie wy, , 0 cregtere egal¥ cu unitatea, conform conditiedl 1°
veriabilels ¥ g1 p iau acesagl valoare; rezulti atunci din con-
jitia 1© apulicat® variabilelor W ~o# acestea trebue o# varieza
cu un multiplu &l pericadef, adlied cu un intreg Nix ¢

“:3);%.:4 s f{{w‘wb "4"3'4)"""""5j) - fl{"/’""’ Wiyros Wa) ] ) = Nix

De aci rezult® ck functiunile

R oafolw]) 2 M

ru variazi edand o ocarecare dintre wvariaebilele wyx cregte cu o
unitate, deci o¥ aceste functiuni sunt periodice cu perioada 1 fafi
e fiscare dintre varisbilele w ; putem scrie decl

U:aﬁ("'lj)=-i Nig W j{(“’}jj (37)
*e

Aceste ecuatil pot fi rezolvate in raport cu variabilele
w o Un rationament identiec cu cel precedent ne arati cd sclutia
trebue si fila de forma
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A {-2" «c"’jz + E(W']}

— oy
ande Mg sunt nigta numers intregd iar Tanetiunile .72 sunt peric-
dioe ou vericada 1 fst® de flecarg variabild # ,Introducénd acesta
exprasii In (39), trebue si obtinem o identitste in W 1

‘\2‘.‘5 ZZ NtuN;\'c""/z + f;(EZ’ :f')
x £

Furetiunile compuse IQ‘_,_(F,' J’J) sunt periecdice In W
Pantru ca membrul sl doilea al identititii si fie linear in W  tre:
bue ca aceste functiuni periodice g% fie linears, Dar o funciiune
periodic® nu pcate fi linear¥ decdt dac# se reduce la o constanti,
Dar, membrul fntédi fiind omogen in W | aceste constante trsbue si
fie nule, Identitatez se reduce la

—

m‘ a Z E Naﬁ. Nh’{ WE‘ ’
¥ £

Egalénd coeficientdi lui “¢ 4$n ambii membri, obf{inem con-
iijie

Z Nin Big 2 e
L1

Notand cu & determinantul coeficientiler N zi cu 4
acel al coeficientilor W, , rezult#® din relatie de mal sus ck

4_'.3.:-‘4

AtAt determinantul A cfit i A au valori f{ntregi, oici
tcate elementele lor sunt in'tzre‘gio Produsul a doud numere intrezi
nu poate fi unitatea decit dacd sceste numere sunt ambele egzle wu
+ 1, Prin urmars 2n ecuatiile (39) determinantul coeficienyilcr
are valnarea £ 1§ "

A:‘g4 (4¢)

S8 folosim acum fapitul ci variabilels de actiuaa J B
J sunt constante £n timp, iar variabilele unghiulare w zi W
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WK =9“’t t J;l

Introducénd mceste expresii fn (%9), cépAtam :
»

3% presupunem c# am desvoliat In serie Fourier multiply
aumd de termeni de fomy

fonot{lunea per¢ci¢cé, J% { ea spars ¢n o

ia?%lf"‘ b,.‘:'.fn.-*- Em H/"/ ':‘7}[
[ K

comi . E

unda coeficienfiil ¥,,.+s ¥« gunt Intregi pozitivi san negativ?’, Ii
ouind valorile Ini W, in functie de timp obiinem tsrmenit de R*

RS 2 R et 2 0N
comss o £

R RSy 4

Par o astfel Je suwX nu peates 71 funtdlune linesef de Y
dec:v dach fiecare termen eatz consiant Tn timp, Agensti condiiy
au este fndepiinitl pentru termenui (41} desdt in cazul céni sal)
fzotorul constant e nul, sau cseficientu) ivi & delas &pﬁnenﬂ
ot f

;

xdl(,".",;‘.-' Fnda =0 {4d)

Ps baza acestel constgtliri, sistemele mecanics multipk
pericdice se fmpart in dout oategorli 1°, slsteme nedegaoratt
cere au proprietatea de a nu admite nici o relefie lineariy oucu
ficienti intregi intre frecventele lor iundamentale, de tipu Irl
tlei (42), decht cea pentru care toti cceficientii sunt unlii ;
sisteme dezenerate, care admit una sau mai multe astfel de!
latii linear independente cu coeficlentd diferiti de zsro, In#
cial, sistemele periodice admitn-1 gatfel de relatii, agacﬁ

rezultd din ecuatiile (32) prin eliminsree lui ¥ o
Ne vom ocupa §nt&l de sistemsle nedegenerate, Concluzi

raiionamentului nostru este c¥ seriils Fourizer Pi se redue 1a%

Frct. ?.?iteica, Fizlok statisticl gi Vec,cuantioh, I1IT, Faami



menul constant, indspendent de varisbilcle unghiulare, avand in
vedere primele scuatii (38),

Ge3 e n () - 2D

Sy
N

Derivénd Tn raport cu [, aceasth egalitate, obf{inem

2 . E‘Z
. Jx UJ 33

Membrul =1 doiles fiind simetric fatd de indicii © yix
trebus X aven

9%

U

—

Q.
2l
CT ",uﬂ

LS W
Ca,

“~

geeace ne permita =28 ofirpdmi c8 fanotiunile Pi sunt derivatele
particls ale unail Tunctinn- P (J} R

R = :“jf

Dack formim difsreniiale totald & funcfiunii F mentinénd
constante mivimile w | obtinem

—

d F= Z d;;_? la/a. O(-(h ;Z(_ Nig WH } 2_ J = . Niw

[

Prin integrnre se¢ deduoce
faF 5 Niw % &t P(J)r BCD | (43
TN
unde se introduce aditiv mirimes arbitrar® G , care e constanti

fath da ;L; ve oy Z,‘ dar pecate, & priori, depinde de variabilels
w . Pytem folosi acum 2l doilea grup al sistemuludi (38) :

- BF :ZN“‘ i aR(N)

d Wy

S§ folosim conditia 2° impusd sistemelor multiplu periodice,
enume aceaa ei functiunile S'=G -7 Jie , respectiy
?:' S-v jt wr , sunt functiuni periodice cu perioada 1 fat¥ de
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}

i
fiecare variabild w , raspectiv w ., Forménd diferentislels tetmé
la aie acestor Tuncotiuni, obtiven @ §
!

e COS 7 1 . S we AT 'i
4 <o ES?" dx, ) "§‘ Ad’ - > Uy dw, ~ > W ({jf !
oo = & DX . - ‘\'T‘_ —_ - :
£ y L - J ;

= S‘ ;_VJV 4 \; Wf-iar - T W A y Jr dwy

4

VARE ko L. J7 !
i
!
S LS pdn - ) e 4w
La fel : & 2 g Peaxs = L

igy zrin difcrentld

d’@l"f’) = ; 3. dw, _‘S 31-..d$, = 3 dw +Ym.dj |

o —d \ 3.-1';1 i
Ftilizéna relatiile (38), ecuatia devine S
., "",__ 7\ _ Y oF N J,\ _ F
d,(S S/} =3 ulm Z d. > 3 ;}

de unde rezulty ol

55 S F T IR

ya 33',

,\
Fanc{iunile S g3 S f£iind periodice, trebua ca gi
membrul al doilea a4 fie periodic, Putem construi acest membrulﬂ
doilea ou ajutorul expvesiei (43 pentru F
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Singurul terman care depinde de viariahilele w  aste '(":i‘f*f)
. deol el trebue a8 fie periodle cu pericadéa I Iath de fiecare v>ris-
pild w si poate fi desvoltat In werie Fourier multiplX, Atuw.:i
gerivatele o, , care apar in mem>rul zl dollea al ege!ith-
tilor (44) sunt gl els serii Feurier, dur firi termen zonstar.
agastea dispar prin derivare,

Pentru a face uitimul pas in girul nostru de coroluz._:t.
vem Tolosl proprietatea variabilelor de actiurs de = fi oonsthante
fath de timp, Introduclnd expresiile variebilsior $n functiune da
timp $n membrul al doiles al relatiilor (i4), derivatels -
devin sume de termeni de formi (41), Dar an vwizut c¥, pentru iyt

mele nedegenerates, o astfel de sum¥ nu poste i Indepandent® d- +iz:

dec8t dach se reduoce la termenul cu T =7, . -, =0 , 1lar coest
termen e nul pentru Q@ o Daci
oWy
0@ _

gi, neglijénd constanta aditivi @ » PEra important® pentru func-
tia generatcare F a transformérii, aceasta s reduce la

F=3 5 Momde + PO

iar relatiile dintre vechile gi noile variabile unghiulare gl de
actiune lau.forma definitivi

W, =ZNLRM‘ + B{%} - =ZN.~KC—]; (4s)

Beciproc, se verificl imediat ch o astfel de transformare
satisface conditiunile 10) gi 2?, deci variabilele w gi J pot fi
considerate ca varisbile unghiulare gi de actiune pentru sistemul
mecanic considerat,

In rezumat, putem enunta urmdtoarea proposifiune s |

. Dack un sistem multiplu — periodic este nedegenerat, varie-
bilele de actiune J nu sunt definite decdt péni la o transformare
linears gi omogend ou coefiocientl intregl gi cu determinant egal
ca + 1, ;

Observim c¢& la o astfel de transformare, frecventele funda-
mntale se tranaform# gi ele dupi leges



- 5% =»

-~ A dw. _ ,
Vi * = Nex —5— ?'Z_,Ns'xﬁt ( 46’
RN
_Sistegy degenerate. S¥ presupunem fnt8i ck exist® o sine

gur3 relatie de comensurabilitate intre freoventele fundamentale
ale sistermlni, adicid o relatie linear® de forma

Now+ Modg v v Moy ro t43)

unde fntregii #; nu sunt totl null, dar sunt primi Sntre ei. Evi.
dent & vom putea face totdeauna o schimbare de variabile de tipu
[v1), ciicl ea nu infrénge Bonditiile 1° gi 2°, In specigl, s¥ ne
slegen coeficiaentii Sntregi al transformhirii astfel Inclt ultima
linie & tabloulul lor sA coincid¥ ou coefiocientii relatiet (47) *

ﬂnlyg‘} N,‘) /V*J.... IVE,‘.;IV;L

Se poate demonstra ci o astfel de alegere o totdeauns
£22303ilk , Atunel ultima relatie (46) ne d¥, %{infnd sesud de (47):

(—‘)—5- V. 2 N - 2 M =0
Az~ [ )
Aceasta se exprimA fn modul wrmitor : putem alege variabi
ileis de actlune astfel, Tncét anergia s& nu depinds de una dintre
cic, de exemplu de ultima : Pfrecvenfa fundamentall corespunzitoare
z pnlf, decl variabila unghiularsi a migc#rii, Intre celelalts wi4 
‘rocvente fundamentale nu pot exista relatii de comensurabilitate,
z&ch acveaste ar lmplica existenta altor relatii de forma (47),con-
trav ipotezel ch existd una singur#i, Jeci wh o singura constantd|
avxllari,
Sk admitem c¥ dela Snceput alegerea varizbilelor J  giv
a Tca3t facutd astfsl inciAt energia s& nu depindd de Ju gi deei
w,. 81 fie constant, Urmfrind pas cu pas rajionamentul ficut in
cazul sistemelor nedugenerate, constatim <& urmdtoarele conclusziu
trebuesd modificate s Functiunile & » care in cazul absentyei de-
generescentel trebueiagu si fie independente de Wi, --- Wi pot
acur Gepinde periodic de corstanta auxiliard w, , deci gi funciiv|.
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pes 0 poats depinde deo wi., Bsasemenes & nu mel esii oblige -

independent da vy, - - Wi 0i poate ésyimde psriodio Js .
Funotiunes gensratoare z transformiirii se sorie

Fe 55 MWk v @LT o) e Uy

Vom sere ca gi In noile variabile ssexgis S& noy 2gpio 0 da
w 5 Gocl varigbila . s fie oconmtenmil susilieri, iun

<y £ e fﬂ‘n‘ .
Wt Q—% = gv Naw Wi '—(’f(?:'—’i + el

L]

3

[ -

deduoes

%’2 ‘é.“‘ Z N-h.n V:Q

K*t

Dar in sums seupra frecvenyseler fundameniamle, uls sxl ter~
pot 6 Anulieasd, oloi P> ¥ + Regultd ol

w!

> N w:d

Ml
Baz oum, prin ipotesl, nu putem avea astfel €6 relagii i-
_oomensurablilitate intrs freoventele y ... y,., 7 trebuwe oa

R 4
[ ]

Ny * Mue ? - - '-'N;z.n-'t » @

Oonsideriim acum formulele de trausformare pentru variahi:
lv do actiune 1

E
I‘ W,
Baolk $s4124 - - - )n-,g , av'cm
J; > i M& g

)

unds ultimal termen, oel oare corespunde iui S-n | se anuleasi.
- cl8l NMuyx =0 peatra k- 1,.---- ) A 3 deod.



(48)
n @
= 9 )P
T\n - Z M"I T Own W
¢ s
Vo n~wmi variabilele de actiume T, . . T , Sare

tri §fnativ in expresia onorgiai, "variabile de ac{iume preprii’,
Souatiile (48} erath eX ele sunt définite plni ls o subetifutie”
fineark on soafieieontl intregi, dar olf variabila de setiunne impre
1-18 ¥ & tntr'e largl misurli arbitrarfs okci fn tranaformirile
21 peate intra donstanta amxiliark w, .
PBaclk existh n-m mlati:l de cemonaurabilitate indeende
‘e &3 forma (47), putem amule n-m. frecvente fundemertnle, deoi
w-esrgia no 5 fulicfiune dect de m vu::l_a,bile de actiuns proprli,
jaes fn mMed snalog sent dafinite pénk la o substitufjie lineard cu
cefioliensd Intregit eslelalte w-yn variabile ds actiure sunt ar
4rere Iatr'c mult mei largl mBsurl. In special, dack sistemul e
yur periodic; existh cele w-i relatii de comensurabilitate (32)
4 sigtemil nu e dseft o singurk freovenil :tunda.montal!: i energia
fepinde 46 - 2ingnPd variabill de actiune preprie, care @ perfact

datinitd, Fn ¢ evident egall cu cregtcrea actinnii pantru o peri
4 o miscHril :. -

" J= As- é im?‘*i’




Capitel ; 1 I

CUANRIFICARKEA SISTENELCR ICE SIMPLU
SI NUIZIPLU PERIODICR

$ B.é Introducers. Prineipiul de_oorespondenti

Interpretarea teoretich a fenomenelor fizice la sczard ate-
micd au oa punct de ;lecare cele doulh postulate fundamentxle ale lui
Bohr ‘., Aoeste dous postulate nu constituis fnsi
¢ fundatie suticients pantru.oonstrulrea Bistomatich, deductivi,a
teoriel atewmiee., In sdeviir, fiind dat un sistem atomic d= o structu~ |
ri eunoéout!§ adiel Fiind cumoscute particulgle slememiare wars aic&-;
tuese sistemul gi foryele cmre se ezercith Initre asests parileuls '
celeo doud postulsts nu ne dau 2i¢i un procedeun pentru s dstermine
propri=titile stlriicr stapjlonals e cliror existentd e afirmutd de |
priml postulat, Ip spesisl pm resultk nici um procedeu ventr: afla~ |
ree energiiler £, L, ... ___..._ £. ale scestor stsri, Zar duck
prosupunsm ch 8nergiile su fost ghsite pe cale d@xperimentall, poato”
latyl al dodliea ne permite sl determiniim numal freoventa radigjisi |
omind, aar mu spuns ¢u privire la intensitates sau stsrea de poiari- [
gatle a acelai padiatii, Cele Aocmid nastulaxiwgghstituie deci un fali |
de cedru al unel teorii, rimAnind ca £n interiorul acesiul ¢adru
88 umplem gelurile prin legl de naturi specialll.

In scest cepitol vom arfitas cum se pot ghsl astfel ds legi,
oars sli dea eel pu}ir o solutie provizerie problemeler rimase THrd
rispuns prin simpla formulare a celor doull postulate fnndanentale.
idoia cilBuzitoare in aceastlf cercetare este de a foloal la maxjimum
netedele si rezultatele fizicil olasice, Stim c¥ in principiu aceste gk
legi sunt fn contrazicere cou rezultatele expaorimentals condensate
in celes deud postulate, decl c& els nu pet £i aplicate rigsuros fe-
domenelor la scars .atomich. Pe de altd parte nenumlirate experiente
dovedenc valabilitatea legilor clasice atuncl ofnd sun® aplicate
interpretarii fencmenealor macrcaespice. ¥uoceuica analiiiichd ne avava
in mod destul de preois care e Troantiera dintre domeniul iu care e

N A T T, .. . (L maot an T SO
:'-Ln"‘"e'r»-?"w- il i TR Chpos A R S R TR T



Epandﬁntﬁ 8 lul Bohr, decaréce fisckirui resmitat al” Isgilcr“aaantb
0@ 21 putem face ali corespundl asimptotic wuan rezultat dcdua.dla

- 57 =~

relabild fislema clasind gl cel in care apar trisfiiurile rpeo!’ .uv |

ale €ixinil civmice, In sdevir, acestis ‘véaﬂfur‘ speaeifice sun:

oarscterisate prin ayarijie csmstantel * @ lui Planck,de dimsn
sluniie chel aojinal. In sistemul de anitéil o.g.8., adaptat rﬁmu*
toeriley la soaxd mgorosoeyplicl, sgeaxntlB constantl ars valoares num.
ri¢h 2x%rem de misd im 6,6 X 1O°E7 GEEL 2 secunds.

i Tepemen &sonltd de logila olssizca Jach miArimile 4o fh@

ansl zoilend, gere iatervin In goset Lfennmen. sunt marl fajl e i |
Ir epecial, éack svem 49 s fe0e6 9u wn sictem simplu sas multivla
periedic, legile mecgmioce olagiss stndlets in sapitoliul preeodent
sunt aigur valabils gack vazishilele 4¢ sofiune <9 sa velori mar}
ratk €e ..
O priml conditle pe cars trebue s o savisfeocd legils omﬂ

condach la resultste care tind ssimpieiic clitre ocele clazice atuy
cBrd Wirimile de 3ipul enel aztiuni devin mmel Patd 46 oometanta
iul Plmmk, Aosastd comditis pearsh pumele de prinoipinl de cores

tlce Pp6 cars le olutis o desl urniiteeres 1 aoceste legli trabue ol %

aplicarea legilor olssice.

Formalat imes os medi sus, principinl de eorespondsniid o
do putin f£oloe, clci presugunc cunoagieres z nrlori s leglilor ouww
tiee 3i permite momai & postericri o rerificare a corespoadengei
asimptotics. Bl nu devise vu adevirat ubil decht dacd 11 inveradn
eftutul f din anumite rezuliates slasice, presupuss ounoscute, va
labile naimpiotic, putem., »riatr’y eztzepslare convensdild, of
afifin legi ouantics exasts . Loeastl forwulare o numitd tot prin-
cipinl de screspondentl, desi nu e3te vorbs de un principiu fn sy
sul in cars acest cuvhnt se Snotrsbuinteszl fn celalaita svapitole
ale fi= icli, Da obieel prin termenul ds prinoipin se Yntelsge un
snun} &in carwy s pey trage soxcluzil prim vrajlomament logie; i
cazul prigcipialul 4¢ corespondenid mm avem de 2 facs cu un astf
de cnung, cdei nw nl ge axatﬁ; ozrs anume raguliate praetice as
pet extrepcla la domeniul scyilunilor de aBrims comparabils ou bl
cun Eranne fhcuid posastd cxtrepclare. BEimfne gz intuifie esroe-
titoruinl condas de yvezsullsiele expsrimenterle, sii fa2k alegerea
cea wal votrivitd.,

Pror.B,%10ica, Flsica statizstich ¢i Eeo.suantich., IT1, Fasc. &

—a

e
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inalplnl Iinyaris abaticg. Yom i~ ceps prin
s semnala un oae in oare sﬂgur ) axtrapolare a legilor clasice py ©
posibill ¢ 9 vorba de prec:zewl de trandiiie e wnui eistom etomic
dintr'oc stave statienars sin slia, seb Influsnie woui odmp ds radim~
tie #du & Sloaniriley ¢w alte partisule atemive. Acest proces dis-
gontinuu 9ate atlt de zt¢triin de teaie ocnoeptlile fiszteli olaeyisce,
{nefit nu puienm imagine wt w2oanier olasie prih ¢droc el s’ postdE
#i desoris, Observiinm o, %z smbele oszuri, transitia discomiizmua
ge produce dub acticnes vzl o8mp de forte care variazdl fearte re-
pede fn timp. In primmi caz Torta este cea exeroitatl ée oluwpurile
eleotrice gi magnetios sl= radiatiel, ocare cmoilemzi ow o frecwenid
fosrte ridicatd, fn sl doilse de forisle de imtermctiune dlotra
gistemele care me cicenzac, forie cvare variageh fearle rapeéde, dsoca~
rece vitesa relstivi & sosctor sisisme trebae sl fis dusiul & nmure
pentru ca la cleenire yroegasul de transifie ddntr'o siars sisiicon-
i $r alta o8 aibl lce. '

Pubem insl medifiss emsrgia unnl sistenr gi pris intsrveaiii
din extarior care variazi fncet Zn timy. Experisnta aravd of fx
acest oam slstemml nu auferd tranaiji: cusntige dints'e siare fn
alts, ol variesl comtimua § slisteasul rlémlio: Tewen $n aoceesgi asers
suantios. ¥n enemplu de satfel @¢ intsrventie sare modificd smergls
wwi sistapeate acela de g supane plstemul wnul eBmp elzcirdc sum
mgrotic extrem de Snost variabil, Experienys mrath cf 1iniile zpso-
trals emise do sistem suni® modificmte sub aciiunes acestor cfmpuri,
deod, confora postulatului al ‘dcileus al lui Bohe, irabus si sa me-
lifice gi easrgiile stiErilor sisilonars. Verlind fucet oémpul apli~
okt, iiniile spectrals s¢ depladeszzf centisum gl tiad cdire linlile
nemodificate atumel sBnd ofEmpul tinde aktyre zaro,

Bste natural si Smeerclim s# szplichm clssic ccesstd varia- |
tie sontinc#k a stériler siatiecnars. Yom edemite desi, gel pujim pro-
vizeriu, cB fnir'p stere atationari migeliwile imterne als zistemulvi!
pet 71 desorise olasic. SB preaurtner of am numariotat Irtrts or-
ine careosrs eirul egidriler stajicnare, carscterisind fiséare ast-
fal d2 gimre printrianul seo meld colie mumers intregl, P ocare. le
voR nwei “oumers culntiocs™. Hedificzaad pripirfo intsrvengis szterice
' guficirnt de lentl mizdérile sistemulul, preprietBdiile sthriloer
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stationare vor varia ccatinmu. Dar numerile cuantice intregi nu pot ',
sufer: variatii continue, Ele trebue deci sk riménid constante, Prin-
tr'c anslogle ou terminologie din te:modinamici, o transformare ex-
trem de lentd a manul sistem mecanic =z fost numitd o transformare a-
Giabatich, iar o mirime rare nu veariazd intr'eo astfel de transforma-
re se numezte un invarlant adianatic. Raticnamentul nestru ne aendufj
¢e la concluzia o mwisr-cle ouaniice prin cars am caractsrizat sti- f
rile stetionare ale unui sistem atomic suni astfel 4e invarianti |
adiabatici, Lach ipoteza valabilitl{il mecanicei clasice pentru’
descrierea migoériior intr'o stare stationari e raaiisaﬁl; trebua

e3 adaltem el mumerele cuantice sunt direct legate de anumite P
rimi macanice ale sistemului, gl ol aceste mirimi sunt pi ele inva- |
riantl sdiabatiol. ¥rima problemlk pe care ¢ nvem ds resolvat este ;
deol de¢ a gzl astfel de invasrianti adiasbatici zi =igecirilor claai~:

e8, ;

§ 10,-_Ipvarianta adjabatiocl a varigbilai dg gciiupe

pent:u eisteggrcn !n,igad de libggﬁsta

|
{
i

a
!

In cazul sistemelor psriodice cu un grad de lidbertate pr&ﬁ
blema ghsirii invarianjoilor adiabatici e deosebii de simpls, S8 |
presupunem cii cele douk variabile eanonice sunt > gi /7 » lar
ci funciiunea hamiltoniand depinde de un parametru A care varissi
foarte incet in timp, FYentru orice valoare constantd daté lui 2.
vom presupune clii migcarea e periodicd, de tipul ocelor discutatas $n
capitolul precedent} pentru a avea un caz precis, vom presupuna of
e vorba de e oscilafie, deci curbele H(x,p, 1) =FE  sunt aigp
te ov¥ale pentru orice valori ale lui A gi [ , aless %n anumi-
te intervale, Dao¥k A variazd in timp, emergis nu mai este oon”
stantl, iar variatia ei este dat¥d de ecuatia

dE 0H 2, dH e oM 5 _ H S 1
il - v L el TS g /
deoarece primii doi fermeni me compenseazi atunci eind inloonig‘wf
X gi p prin valerile deduse din ecuafiile canenice, Comditir
nea de adiabasie s varistiei 1ui A poate fi formulatd $n modul |

‘3
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Bouatin (4) se porie

~ o & QH J—A
’ ?}\,ROL HI
Bar eantitatea de integrat nu e altoeova deciit distania
nsRalh 1 iatre cele douk ovale infinit vecine H (X, p,A)=£ |i
H{x, p,AJz E +d E

Uitima ecuagie se mai peate sorie ///(x, P’ﬁ)+ Hfr=£+d€ anu
H(r,pa)s E+dE-22 A . In adevir, eosinmii directori ai normalei |

sont = 2L9E, o (- il , deci o de-
plasare on cantitatea A dealungul normalei, pornind dela un pnneﬁ

X v P situat pe primul oval, ne duce la un punet de coordenr
te” x+ea , pt/PA , oare trebue s fie¢ situat pe al di
lea oval, decl |

l

J

Hix+da, pt3ard)=H(x Prﬂ)+4("“ +ﬂap) E*‘fE'“"leOr}\ |

!
De aci roinlt‘l olt
L JE-ZO e g,
"‘ax +/3 W =

Ecuagia (5) se mai poate serie 1

o

unde membrul fntli reprezintl variatia ariei domeniului cuprins i

A =

,}ﬂad H I
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interiorul ovaiuluil, adici variastlia J J a varndilel ao zue L.
T ., Fein nrwars, dach conditiunes de adlatacie este s -
tg, variukiiz o acjiune are o vardeflc maii, o un varis
~ watiec. _
| Aceastsh preprietaete are consscirn;e extrsm de Impertants
pe;t’cru problems care pne nrzoeupd. In sdersr 34 rrosupuners 4 pruv-
ir'sc transformare adisbatiod puram tronstorne poroonfialus Ul
sub actiunsa olruis oscilsazh wittemul ‘n Jorme corabelick. ouns
entA éin cazul oscilatiel armonrive, Ovaielis ge ver transforma u
elipsele studiate la capitolul precedent =i oscllafia Inif{salid -4
va transforma fntr'c eselilatie srmonicz., Iu tol lungul aceriel
tpansforméri, variabila da actiune J »rimBne invariantl., Tay iszii
¢ cuantificare ale ogclizteralui armonic ne wsunt cwanoscuie 3 - i
¢t valorile energiilcr stirilor astatlonare formeaszkh o priugyess-
aritmetich on ratia he

En -_-' -Eo.f fu?-l’\.

Pe do altd parte gtim ol relatla dintre energle gi ve ia-
bila de actiune J se reduce in casul escilatiei armonice ia
T: 5 , Geol stérile stajlenare omantice sunt caraetarizai.
prin urmiitoarele valori ale acestei wvariabile :

T. = w=£g.+kn—_3},+f-w [t/
n » y

prin urmare els formeash o progresie aritestiocd cu rafia h. Din
cauga invariantel adisbatice a lui J , acest rezultat trebues st
. fie valabil gi pentru oscilatia initialX, anarmoniol. Oonditia de
| onantificare (6) are deci un caracter gemeral gi vom postula vala-
bilitatea ei pefitra orice sistem periodic ou un grad de libertate.
Cu ajutorul ei putem determina nivelele de energie pentru orioce
astfel de sistem ¢ e suficient ¥ exprimifim energia cu sjutqrul
variabilel de actiune dupk legile mecaniceil olaslice, apol sl ~on~
siderim o¥ stiri stationare in semsul pestulatului Intéii al luil
Bohr moele stiri oare satisfac eendifiunii (6),
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§ 1~ Erdpgindad. de gereapondsabsd, sanira.pne. sxsd.de. il
werinte, Sornditie de wuaniilicare (&) n variebileil de actiume, dfne
4w wne poslhilitécan uh dierminkm nivelels de szergls ala sistemu-
fut, /me paraite s atlam gy fuvesrenefsls apeoirale omise fom sbaord
te d2 acedt sistew; phetulatul sl follise sl iul Boehe oo syune atame
93 Pracventeis sunt dats fn teoria susnteler de sxyresis

g = Sl T D
Y T
Vi avita ob freaventela astfel ecalceulats pelisfac prinei-
viulut de copoapondentd, 4deci o8 la limite unor ashizol ward feis
de , ele esinold ou freoveneis’ls olasioe, In adovhy, avaml:wk?<l
dead

L_, &;dﬂ’ o ( i["l

DY -~ —
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:LA
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rogupundnd R varisbilels }oau velori wmari fafi de 12,
deci cB 2. gl Y2' sury numers marid, der ci difersnys Intre ele e
wich, Girerenis encrgiilar poate £ *B&Oeuitﬁ prin difsrenyinla |

) P . 'I " -‘ - _‘:'(} )
- e\ Ad, g da

wnde prin 3L== (Cﬁﬁﬁlﬂj' injeleger freowvenis m&eaniua_datﬁ de ls-
gils olasice peniru miq&area sars 2grespuwnde valoril (}u 8 rarls
bilsi de sctiune, Tocria emisiel undelor slectromegnstice de ciitre
un slatem vscilent de sarcinl slectrice ne spune off freoventa uwose
tor unde eszte egalé ou frecventn mecanish saw ocu un multiplin Sntre?
al acestel frecvsnte fundsmewntala. Belaﬁi& agimptotiol {(7) ne spwi;
ch frecvensfele cuantice date de postulatul ol doilea tind cltre
aceste valord clasice gi precizeazi ci diferenis numerelor ouentist
R gl . ale ocelor dcuk shiri Intre oare so face transiiis cores
punde ou ordinul s¥ymoniocii clasice, Recipreo s’ar putern felnai ro-
lajia (7), poatulakl ca valabil¥ pe baza principiului de corespond
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th, PONtPU a slunge la relaiiile de euantificerss {5).

Bohr s chulat sf satinds ﬁﬂrAsrunc@nta 07} dintre Tsovenis
gl 1z intengitdyile zaaiay smiee, Extrapalzresa lotansiterdree
eingicn ia nuwere cusmblss mlcl presintd Snsb JiTicnltigl deomselle
ta, 46 QBIG NE Vot VsuUpA fTedv'nn cepliiel witerior. Intrion alogar
nay Boaastd extrapoiery de poste fece Fies sabigaitiLfl: € vaal
sleaic suuml e avaonlice spar ov o Intenaliats fdombic vulid, 22a43
mas sricare ar 1 valearas lud  J L, pectro esellabia czie offl nag
terd eminrionii, Aduvnced outem tropga coacluris o4 dotaneitatae sugrii-
s oorespummitoars stedtaor srmonine este gl e nuld, d4o fraashiid
1o pentyn csre difavanta h-w' LG AUES Veloars 2are cowigorunds
ordinulal semonleel olesice sunt intersisc, T obrln s iful ags e
mitels treguil de salostie® veniru numtvul cuaniic n

Un exsuplu de estfsl de xepull do asslooiie na & dot 4
sasiiatorul armonic, In woest caz amowraenivwd slecirlo domy ittt
rie Fourisr nwt conting dechi termenvl Tundmmental, Soebe yumesisete
supericare avand o amplitedine, ds0d gi o nteazitate;, aulid. Hagule
3 suanble off ordoe tronsitie intre doud nivele als ofiyror nutere
rnantios v, JAdfera uelin melil malt de o unitate ovnt indarzign In
tworie cuantiol, Fsguia de selecils se foremleass dect :ghn~r?
Ripgura redietic ps sare o rosts emits gau abacrhi uxm eseils
zonlc 1o Yeorla cuanteior sste deol radiatia &vénd ¢ fr@cvéntb D5 LA
o frecvanta lul mecanicd, dousrecs
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dzeilatenl sauntic 3e comportd din acest punct de vadgry

sxact ca up vecilaior clasic, (
-

L.

% 32.,~ Sigteme pericfice i multiplu = periodise ui mad

mlte grads de libertate. Rezuliéatele discutats In parsgrarui pwae

cedent 26 pot genersmliza ls sistewe muliiplu ~ periodice. Fs poatn

dovedd of varisbilele de estiore prevedd T, ..., F.. et frvevian-
te ndiabatice, dar cf oele impreprii nu g a02a8TX provrisiaie, Jde-
monstrafis au 2 atdt de simpld os L omrul sistemolor e un grad e
iibertﬁtﬁa‘dﬁﬁareca'nu aate suficlent g& folcsim principini Joneay-
virii onergiei. Trobmesc gorize scuatiile corects 49 vuriziie o oo
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T $n timp, atunci cé&nd parametrul A variacsk, gi arditat ok §
cazul limitld & unel variatii extrem ds lemts, variabilele 7 pr,
prii réefn copstante ., Hu vor da aieci dsmonstratda, ol vom ad:iie
rezultatul, Bate natural at9ncl s¥ impunem variabileler T DT opr}

conditii de cuantificare de tipul

T‘n') _T,“‘J 'l ,’l ”" (.L‘ . ",_2, 5 n; - O"ﬁJéJ - .- ) a)

~ [

caregeneralizeszd condijia (6 valabils pentru un grad de liberts
te.

In schimb, variabilele ds asciivns impropril rZmAn nesugn.
tificate , Dsoarsce :nergia nu depinds dezfi de varimbilele propr
ea @ parfect determlnaliil prin condifilile &= svantifiomre, ~Ana.liza
fhcuts fn capitolul wrscedemt ne arath ci dacl impunem condifii &
cuantifiocare de forma (8) unul anumit sistom T,..  , Tv de wvary
bile de actiumne proprii, aceste c,onditi:l. rimfén valabile pentru or
alt sistem echivalemt F: .. 7T, , deogrece cele doui sistems
de variabile proprii, sunt J,.sa.to prin relatii lincgre ou coofioieg
t11 Sntregi, Cendi{ii de tipul (8) pentru J atrag deci dupd si
condi{il de scslag tip pentrm IT' |

Am atras atentia asepra faptului ci variabilele improprii
nu trebueso cumntificate, decli consgointels particulare oare ar
rezulta dintr'o astfel de cuantifieere, nu au sens :E:I.si_o-: In schix
cuantifioares aesstor variabile nu are nici un efeet asupra snerg
sare nu depimde de ele, Psntru caloulul nivelelor de energie nus
deol necesar af lulim precantis de a o exprima Intdi ou ajmtorul |
variabilelor de actiune proprii, cl putem folosl orice siatam dev
riabile de actiune pe care le cuantifiocsm prin cemdif§ii de tipul |
Aceastl observatie ugureasdl de multe ori ealeqlul onerg:l.ai.

Principiul de corespendentih pentru freoventc ge veriﬂc!'
fn ocazul aotwal ca gi in caszsul unui singur grad de libertate, de«%
rece in aceleagi coendit{ii avem sgalitates ssimptotich

QE < o AT < ., A
R
w 4 L ® ¢

Prin urmpre o transii{ie cuanticZ in care numiirul cuanti
n, variasd ocu An unitdfi corespunde armonicel olaelce de ol
nul A4n: A freoventeil fundamertale VY. .Daocli intensitatea ol¥

Profff’?,?iteicae Pizica statisticd gi Mdec. cnantick., III, Faso. I~



of oorespunzind acestei armonice 8 identioc selt, putem trage oon-
olusz {a ofl transiyie cuantied respectivih e interzis¥ gl ob{inem astfel
o reguld de seleci{ie pentru aumirul cuantic.

Is rezumat, procedeul de cuantifioare este vrmiitorul ! se
studiaz® migokrile clasice ale sistemului , iar dintre acestea se
considerk ca "permise" de teoria cuantelor gi se pun In corespondent#

' ou stéirile stejlonare ale sistemmlui acelea care satisfac unor condi~
. 4ioni de cummtifiqare de tipul (8), Singurele mirimi pe oare le-am
' l4sat pAnd aonm nedefinite sunt valorile initiale ai(o) ale progre-

" giilor aritmetics cm ratia ﬁ, . La fnceput s'au ales toate acele

il

!

valori egale ou zero; exporienta a ar#dtat ins& c¢¥d ge ob{in rezultate
pal bune dacd se rezérvi wvaloarea initiald Zero numal ka migcirile
de rotatie gi se adoptid valoarea initiald ZIL pantru migclhirile de
oscilatie. In acest cas conditia de ouantificare se scrie

Jm = ﬁ (nm + % ) (7!4,: =o,1,...) (40)

Acensthd alegere poate fi justificati prin procedeele co-
recte de summtificare date de mecanica ondulatorie,

€x proocedsul rezrumat mai sus nu poate &vea un caracter dofi-
nitiv reszult#® din urmiitoarele considera{iuni ! pornim prin a pestula
velabilitatea universaldi a meommicel clasice, apol o restrfngem la
anumite migodri cuantificate, excluzind acele migciri cari nu satis-
fac unor cohdiiii de tipul (B), Dar aceasti excludere atrage cuph

~ sine o¥ mic! wmigoarea im stlirjle care satisfas acestor conditii nmu
poate avea un sens fizic bine definit., In adevidr, migoarea e datd pe

laingl veariabilele a , Prin cunoagterea variagbilelor '*-ghiniaro

w . Dar scestea se obyin prin derivarea in raport cu. J a func-
tiunil de aotlune S gi aceastd derivare .mu are sens fisic daelk sin-
gurele valeri ale.lui (§ care au un sens fizic ferpeasi un gir
discontinuu.
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Vom ar&ta oi o8 poate obf{ine o intaegral® ocomplets a zcestei
' geuatil in care variabilele apar separate, dac# se intr-duo ca noi
carisbile coordonatels polars r, € ¥ ale particulei, definite

s in figura aldturath. Relatills dintre coordonatsls sarteziona 3i
' ppordenatele polare sunt atuncl

x =71 sinf. cn® , Yys7T. sinG . s P ) = r oo & ()

Pentru a feace schimbarea de variabiil (2) in sovatla 1), »
! puficient s observim oi expresiunes (33)1' 23) * \/“'-'55 ) mapra-
gints pitratul lungizii vectorulul grad & , gi ob putem calcula
| peest pitrat aplicfind teorema lui Pitagerz compcementelor Jupd orice
- pistem de trei dirsotii ortogonals. Up astfsl da sistom o constitutt
.| din raza vactoare 7v:=0MJdeglungul cérsila variezd numad r , teagentsa
la meridian, dealungul clBreia variaz® nvmai €6 , i tangenta 1. pe-
ralelul prin M, dealungul ckreis varisz$ nvmai ¥ . Distangele
paercurse deslungul acestor directli atumol c2nd variezid respectiv

r,0, Y en dr, df ;, d¥ gunt respeotiv
dr rdé ,  r.sim0dY¥ (3)

’

col meridianul e unr cero mare de razd Y , pe 98md paraleliul g in
| generel un cerc mic de ragh v.snf . Componentels gredlieptulul
lui 5 dupd cale trei directii sunt deci respectiv

35 ¥ 4 39 )
P 00 r.sing Y

4.
7

| Deovarscs 5 ests potentialul impulsului £ (cwiS=F),

. componentele (4) sunt deoi componentele impulsului pe cele trei di-
' reotii ortogonale, Ecuatia lui Hamilton -~ Jacobi (1) se scris

U S\ 1 a 1 . Y )J—i + U(ﬂ“: 2 &
I }_ 37/ "'( (T.an@ %/ | ’

Vom separa intAi actiunes S fatr'c narts radiala, depin”
z80d numai de r gi o parts depinzfnd numsi s upngbiuri ?

S =50 + 569 9
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Introducfind ageastl expresie in (6) obiinem
40 4 [, 4 (3 2] - b
2m {(17) * %'—‘ U\‘a?) T e éq’) + Uy =

2m

564, inmlfind ambii membri ocu 2Zmr? oy
, . 2 2 is.y 2
(35" + g (B = amefe - V0] ()

Primul membru al acestel eouatii depinde numai de 0,f g
gel de al doilea numal de 7 ., Pentru ca ocei doi membri si fie i
tic egali, ei trebue Bi se reduct fiecare identioc la o aceeagi v
loare constanté, care, dath fiind forma primului membru, traebue

fie ponsitivd.Vom nota aceastd oonstantli cm A* unde A >0 )
zulté deci a
JS \2 p (as;)z B A2

20 Sm19 2%/ "

. 6

Z ‘

Amr? [E - U-(T)] - TZ(%’) = AL
Ultima ecuatie se mal poate scris ra*

45, )2, - A

Cﬁg'=2m@‘w r |

d» unde rasultl imediat pentru S, @) expresis |
i b
S4(Y) = SV}"‘(E‘U)"% cdr (?,!La

Conatanta A are o semnificatle mscanicl simpll, aga cf
rezultl imediat din (6); in adevir, fmpiryind embii membri al o
tel egalitzti ou r? , ob{inem fe

(’% ab%) +Lr/_:5me, aa%.)’- i SV 25 )2

-(7 20/ (f‘SmG %) - T
| Primul membru raprezint® snma pitratelor componentslor
pdalsulul pe cele doul diresctil perpendiculare ps raza vectoard,
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l

tg pitratul mdrimel componentei impulsului transversal pe reza

ootoare, adici  p*. Aint , dach prin © 4indickm mArimes
alsulul gi prin o« nunghiul dintre dirscyila lui gi directia roze.

gctoare, Deci
A = fID.SI'no( y

2 .
A = r2 ID’iSin"O(

geace incemnoazi o8 A aste mArimea momentului cantit&iid de mip-
are & particulei $ acest moment e definit ca produsul vectorial

lntre veotorul de posifie ¥ gi impuisul p , lar marimea lvi =
galk cu produsul mérilnilor acestor veotori immmlt{it cu simusul un-

ului dintre ei.
Ecuajia unghiulars (6') se poate separs 1la r&.ndul el, ciu

é.nd lolutii de forma

500 = 00 + ) . (8)

Introduchnd aceasts expresie fn (7), objinem

48) o (&) = #

\

jau
271

(%_)2 = sinr0 . {Al - (%)H

] In aceastd ultimi eeué.tie variabilele apar marate, deci
pargumentatie analoagh cu cea fHoutd mal sus ne condgoe 88 afirmim

' fiecare membru in parte trebue sl fie constant ; %\lltf—i cé
%

Ejg; = me@,[ A- (Ig)] =B e '%%)=

5@ )

1
jo unde obtinem imediat ’&

se deduce din acesa

Semnificatia mecanicd a constantei B
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-1
4 db o1 = B
V. sing ¢ — r.sm@ 0¥ r.sim0 |

reprezint componenta impulsului pe direei;ia tangentd 1s paralely
trecfdr prin punoct, Aseastd compomentl, fnmltits ou bratul de pis
ghie r.osing fatd do axa (x , are oca valeare pe .B gi esate u’
ov. momentul cantitl{ii de migeare fatl de eceaptdh axd §t B e deg
ezel cu oomponenta momentului impvlsului £n direetia exei Ox obl
servim ci B ypoate avea gl valori negative, dupk orismtares in
spativ a vectorulul ocare reprezintd mementul impulsului, In defin

tiv,aotiunea O se& poate sorie

S = (r) +906%) = S0+ OB + ¢(99) =

= SVEm(E-U)-ﬁr;.dr + SVH_ d0 + BY . (t

Aoeaet® solutie a eouatiei lui Hamilton - Jaoobi rapresi
o integrall complets, deoarece depinde de cele trei constante aril
trars, £ 6 A, B a olror semnificatie mecaniol.a fost discutati
Observim ca in (10) partea unghiularé (3+-¢ nu depinde de . form
speoiald e potenjialului U() ; pricare ar fi ofmpul central, |
acegti termeni r#émfn mereu aceiagi, Natura speciallh s fort{slor nuf
intervine deocft in termenul radisl 51 al actiunii, [

§ 14.- Propriethifile migchril deduse din integrala compli

,Din forma (10) & integralel complete razuita imediat c& miaoarea%
¢aracter pericdio de rotatie fatd de varigbila F  gi caracter

riodic de osoilatie fath de variebila 9 3 in adevir, 6. nupj
" yarie decht Sn intervalul de valori in care ocantitatea de sub rail

e positiva

2 2
Al B B O (3 Sin 20 5 B (

C;ml 6 7 ? A* ;

Mrrgzinind pe 7 la velori cuprinse in intervalul
*B din {11) 2B @ poaite oscils Sntrs doud wslori e, i 0,
te zimetric fath de ﬂj/z g1 date de




s‘ne — - —-‘g— S > = + =
1 /‘q ’ |

Acesta valorl sunt rsale , doesvece B, fiind proectia
ps axa (x u veetorului moment al impulsulul, vector de mirima A
¢ de forma

f
R = Acnd,

unde ¢ oste anghiul ds f{nclinatie Lfntre amcest veotor gl 2x4 Cz
sau, ceencs a tot una, intre plapul orbiteil i plamal xCy

Caracterul migodirid fall de variebils r depinde de nsture
fortelor centrale cars lusreazd asuvpra perticulei. Vom presugune cb
aceast¥d Tortd tinde oBitre zsro cind " -»oc gi cf desorsgteren ci-
tre mceastih 1limitk & mitrimii fortei ¢ suficlent de rapldi pantruca
lucrul mecanic efeotuat de foril, atuvnci ci&nd punetud ei de azplica-
re se deplaseaezl la infinit, si fie rimit, Atunci U  tinde siétre
o limit¥d finith ocfpd v —>°° 31 putem presupuns o3 am ales ant-
fel constants oere riméne arbitrard ia definiiia lui U |, fnost
acoastd limith s# file null, In urma acestel normiiri & enavgioi po-
tenyisle U , aistingem doudt tipuri de misedari ¢ 1% wigedrile pen-
tru cars enargia totald L[ o positivd . In acest caz punotul neje-
rial m s8e poate deplrta pénd la infinit deosrece cantiftates de mud
radicalul oare iatri fn exgresia lul J (r) rawhne poesitiv cind

T =00 ,
lim [2nE-0)-42] = 2uE >0

r »oo

Acseste migedri ru su ceractor periedic, particuls nu ridmine
tot timpul in vecinlitatea csntyului de foril, ei corespund unel
olocniri Sntre partiouls gi centrul de forys ¢ particnla pornegte
dela infinit, & deviat® de forfsle ezercitates de centwul (' si
80 depirteazii din nou la infivrit, Yn cercetBriie cors ne intoresoazi
in acest capitel vom exelufe deci cazul acaste. 2?% £ <0 sPantru
‘¢a expreoia de sub radical sE poatl aven valerl pozitive; 2 nogasar
ca, cel pufin $ntr'un anumit istervel, U s¥ cspetls valori uegstive
decl 38 exists o régiune s spetiuiul v care Ffortels oupt atractive,

-

Ve presupune desoi exiatenis escaestel regivpd gl vem aotsn on V...



61 Vuax extremitiitile intervelului fn care cantitatea de sub ra-
y

dival » positivé, Yom presupuns dsasemenes 0% Tmim 81 1.  sunt-

r3d8cind simple ale expresiel de sub radical 3 considerafille expuse .

in oapitolul Il ne conduo atunoci la eonclugia o¥ migcarea are ca-
racter periodic &e oscilatie gl fati de variasbila r . In acest caz
punctul material oconstitule un =sistem mulitiplu ~ periodio,

Aplic&nd teorema centvralk a lui Jacchbi obginem concluzii
pai preoise cu privire lia migeerc. Agesstl tagramié ne spune ci troece
torilie particuleil se ob{in sgalind cu nigte coantsute arbitrare de~
rivatele partiale ale integralszi ocomplete in rapori cou parametrii

L 53 B . Vom serie deci Sntai

%=§%+§—§=-‘%+?x% (3)
h) v ‘

nade % e o constant® arbitrarid. Dar

r -
00 - LB up = Do de
Lk 0B Sin€ A8 14 BE

4m

Integrala sa poate efectua dacd luim pe coTj ¢ ca variabi

14 de inteégrare :
co*@ + sintf

48 A _ - L
- sm*@ - d(wfje) ’ smt@ it B c‘ﬂ:} P+
a_@__ = S d (B_C_d} 9) = S ——--::l%. E‘.B_C_Oj}f_e) .
OB V4= Br1+catyg) | =B -(Bestyd)*

Punfind B wz‘j ¢ =u , avem

00 _ du , ‘i Desgl
_O—B_ = J V}T_I——; = QYesin i/if—i - == O,_ﬁf% Tﬁ_ (ﬂf)
1~B=u yALB V4B
Constanta aditivih dé integrare poate fi Jicatd la o parte
dacl presupunem spre exemplm ¢f limita inferidiBldesie integrars @

fost aleasd egald ou X , Aven atwnoi din % (14)

are Am _LB ey . = Lﬁ, - ¢ (’/‘f’)
%L— B

Frot.3.Titeica. Pizica statistiok gl Mec.cuantiol. III, Fasc,l0.~
' o)




sau

ﬁﬂ{i = A,ax(kﬁ_SO) = B . P - cnB. A

/4 B

Interpretarea geometrich a acestei ecuatil este evidentd daclB tre-
cem la ooorgonate carteziene fnmultind ambil membri cu r s»éd :

.M = T 5inb ¥ s3n® - 7 sl sinf e B

VA~ B*
B

Saac V/'}_,__"B_,_' |
Aok -~ I/A"_..Bz  AnE L x + blqiﬁ—{.m%.y 4+ B =0 . (15)

x = a:s:'ncﬁ -—ym%

Epuatia ne spune prin urmare o# orbita e o curbi plani, al
ofirel plan trece prin origine gi e perpendicular pe vectorul ‘de com
ponente - VA SBhsin® , JARB . 5T, B

~Acest vector, cars are mirimea egald cu A g1 proiectia
pe axa Uz egal¥ cu B este momentul cuatitstii de migears.Un-
ghiul constant 1§ fixeaz¥ deci complect orientarea acestui vector
in spatiu, deci orientaresa planului orbitei, FicBnd ==0 4n
scuatia (15), obtinem intersectia planului orbitei cu planul X0y
*. 1‘} = x‘.. fj % 3 (ﬁ deci poate fi interpretat gi ca unghiu-
pe care 41 face aceast¥ intersectie cu axa Ox ,Imprumutind termi-
nologia folosité in astronomle, aceastsd intersectie se numegte
"linia nodurilor", deoearece punctele unde crbita traWerseaz# planui

ij se numes¢ "nodurile” orbitei,

. 0 a doua ecuatie péntruv orbitsd se obtine egaléind cu o con-

tsanth arbitrari derivata integralei complete in raport c¢u parame-

trul - A :
35 - ‘)516/5./4)4_ 06 = i

op M 3A
Dar 20 j Tré—a:‘“ 18 @5
3 A { B



-5 -

Inruitind st numBrdtorul a8t gi mumitorul functiunei de

ictograt s nin 8 s 88 obdtine ,
’ f /

06 _ ([ Asaodg [ dfAes) f_/'c”éi)___

a/r J,’//” 8 - 2 J/Aﬁrc;“b—‘_?ﬁ J ;9’/%2-'-;57’--(/460:1@1

Iudnd ca veriabild ds integrare po /;‘ s , 38 obfins

) f)[) A cosd

arcsin —-—

()A ) TS )

unda am prsoupus, ca mal sus, ci 1imits inferioars de iiztegrara 8
L . Pantru a interpratz geometric membrul al doilea al reélatiei

{16), vem intred-ce un nou sistem ds &xe O?m‘, ; agtfel fnodt
58 alblt dirsciin momsentulei canfita'gn de migcars, G§
0 fiind perpendicularl ps amfn-

ara 00
directia liniei noduriler, iar oy

$C7 . Fajd de vechile axa,
ara componantele

douk, Planmul orbitei & atunci pianul
W(ﬁ . Ain b ; ¢

un vecLor urxitafe in directis QE

17

[
. y ,
w vector unitate $n direcyia Of !

< x&‘)l& are coﬂpbnentele
T/ 1 . =Bt JiE B
151 v = h, Alnﬁ‘; ) A TR A ) ';‘ .
F‘.'%' . Forménd produsul veetorisl al aces-

tor oi vectori, in ordinea O « 0§

obtinem vectorul unitate in directle axei Oy ¢ |
-3 e B ot |, - _____ML ~ f
A A A

»

Un punet de coordonzbo 2 ,‘r{ ¢n planul crbitei are daoi

coordonatsle _
' X = E ,mcﬁ - .B.. Yl Sﬁ\.ﬁa ] _
A ‘ {t7)

3:2.'6’_.1‘-‘& + ﬁyszo



| .:i“,.? 1’11. i
: PrecAnd la cocrdonste at&t In spaflu., ot 51 {n plans
;oﬂﬁjei prin formulels g=;T.mnu, o= 7 osine owitipe senatic N
l [A-F Y
! 7. Cﬁ(g - — ,L’}ﬂr___.. . T’.Smé),{_)
decl
A.cxn@® .
Tl = « Ain W
A-B*
gan
A ocord
W = - arcs ———-_-:fgi:b_
S ot R
in-B

Compardnd cu ecuatie {(16), cbiinem asmuifloaiiam grnouwetri- s

- IS A
a derivatei 3 :

)~ .

oA

unde @ este unghiul polar in planul orbvisedr, & dous relapls dets
de taorera lui Jacobl se sorie deeci

a0
. / E * ___L Y . '
ab, { Ty &, ’A) - - ‘ ‘..1-_- o wo -~ "\49}
b ' VN Y T3 <
A J jm E- PR

Aceastd relayie ma 48 ocuojle erbited Imtr’wum pistem dv oo
erdorats polura plane &in planul oroited, Es ne ze poBte explloiic
docdt dacl se dd explicit forme functiuniilﬁctén§iala g

Titima relajie detd de teorema lul Jecovi arsavh muwdul ovm
crbita ¢ varcurzd In timp; Es ne scrie -

o . [ _me (20)
o ~ 1 '
d —re ! 5 z,n |\l:' - L’) - ‘é{

¥1 este achivslentd cu legeaz sriilor ¢ suriiad sub form§ difer-u-

.

tleliy ralatiile (19) gsi (20), aven Ay

- s 8
m.dz = & I 2w

————
} P

XQMGE-U},fﬁ VQnKE;I6-A¥
r: ] °




_77_
;i tmplrtind membru cu membru :
daw A

At~ mr?

§ 15.- Beiermingrea variab*lalﬁg i3 getiune =i vny

Suzs provadenl. gensral indlcet pentru sistemels multipiu = perig

saparubile, variabilele de acjlune se obiyin calculfnd cregtores
*iunif D atunoi cAnd fiecare veriabilk in care se face seyar
Aoserie o perlowdd completd. Inm cazul migelirii in clmp central
s agtfel trel variabile de aatiune

— . Rz ﬁr'
T (L T

Sm'6

Jitimele douk pot fi determinate indepkndent ds forma
viuiulal /] .Dack facem convenjiunea c¢a in cazul retatisi si w
el iem decft velerli pezitive pentru yqrigpila de sotiune, obtina

3? - 27:] B}

Cajculul lui (J% ‘56 3impliriod laol {inoem seama ci aw
intograld & o funoilune amogend de gradal Intdl de A gl B
~rsoagl proyristats o are de §1tfel gi &ntegrala 1@defﬁﬂit5

-~

e

Ds aol rezunltd, prin apl4carea formulai 1ut Ealey- penife

functiunile cmogsne, i 8
]

- aC 26)
Q) ' = A ' a‘fh . B\,S-E_ A

1 5

relatle cure peafe i verillcali di%éé" tnlsouing sxpPeiiile
neasoute ale derivatsior paxﬁimlam 4w avbtat Tnsi (vezd tid},l”
cég BG' = W 3(:3 2, C‘m “'(‘?

2B

A !




D = Aw - Bl-%)

o unde rezultd ol variatla lui © , atunei eind « cregte cu U
f cregte seu scade, dupk semmul lui 3 , ou 2%, este

39 = 2w <A—\,B]> (23)

%,unde rezulth ci

a A (}9

()
| /

Prima relayie (21 ne permite sB ¢ .izulém e Sr f€n func-
june de A gl d2 eonsrgils, dacH ensrgis polentialk 2 cunoseutk.
potproc, din aceasth relajle putem scdhats valcares ewerziei in Fun:
fane da Jr g1 de A  dscl, dupk (24), in funciivae e [, ¢ de

P R .
b (3 Fo v 3o

| Acoaat¥ expresiune ne aretd of migcareza in ofmp central
te totdeauna cel putin simplu degenoratli, decarecs fresveantale
seilatiel lui 0 pgi rotatiei lui f sunt egale :

3L JE

= = = Y
2 e ¢
COY'I.SCCt'ﬂ:;/t;

| Acest rezultat e o a faptulul ch orbita e pla~
pa deci o¥ semi—dregpta dealungul cHirela e situatd raza vectoare
]evine dupl un anumit timp in aceceagi positis, fir¥ oa totupgl dis-
}&nta Y a4 revini tn mod necesar la valoarea initialé. Bevenirea
eni-dreptel la positia initiald trage dup¥ sine revenirea simmlta-~
4 & unghiurilor 6 gi ¢ respectiv la valoarea initiall sau la
Bloarea initial® plus 27

Pentru 2 elimina variabilele de actiune improprii, vom face
}ubstitut,ia lineard ou coeficienti intregi sl determinant egal cu

Yo =

{
|
i
|




q it
. L L Qe)
gr = get jv = WA ’
T \ /
‘;J = ,::'f 2 B l
Varigbilg | ni mei apare in expresia energier si fry

- O
enta respoltive 3—1";- N sURE:

Var 1ab.;;.=ﬂse urgniulare se obiin forméand derivatele partii

Ale mojiunilS fn raport cu variebilele de actiune :
35 4 Adli':' + @ BS VPR C)Q
- i =+ o W, = 499
Wy = 63% Ju 5 o ) 2 OJ = o 3 m[(bﬁ 4. NAJ
W - 334 ~ 6_54 QE 3& '{ m dr Qf
TN E Y Vom0 4%

'
|
|

1
Din teoria genersld expusi¥ in capitolul I rezultd ci i

vargerea ultimei relatii (26°') ne permite s¥ exprimiim pe Y o8 |
Tunciiune periodicd cu perinada 1 fat# de wariabila v, :
T = ?@(1) (2?

Fvident ci in aferd de 1w, , r mai depinde (fn mod nei

pariedic) de E g1 A , deoi de T si d. = ar A
‘Veriabila unghiulard W, e o sumdi de doi termeni, tom
nal -J’-} %% ests egal cu gj—r (vezi €0.18). Celdlalt este
o functiure de v, £ | A , deci de’ r, J,, gl JZ o Punénd in|
evidanti numal dependenia fat¥i de ! ,vom serie @ |
A aS ) _ f("?

T \@—t
I1 = Conat

)

deriverea fathh de A ge face pH#strind constante celelalte vsrie
l.1le do aotiune § de mcecs am erdtat printr'un indice ci 34 treb
saniinut sonatant. Functiunea f (*) nu e ¢ funotiune uniforms !

v , chcl cregterds mcestei funotiuni atunci ofnd r descrie]
nseiiatie complets a datd 4. l’



!

caci 34 e oconstant la derivarea in raport cu A

Dgoarece W, oregte ou 1 cénd 7 dsseriz ¢ oacilatis 2un

plets, rezultd ok suma W, + f(r)
fie 90 3

2 o fanc{lunes wiiformf de

W fy = go

: @ ¥) - W, - = W, + W, — Tqh) ey
= 2 + q@) Wy o) V) ¢ V2 1 “
W2 Ar ?f ' 5(

Aceasthd relatis ne permite s& oxprimim coordonatele carts.i
ne ale particulei materiale in funotiune de variabilals unghiulare

gi de variabilele de actiune, Exprimfnd Intai coordonatels ? @l
M din planul orbitel avem @

i

E = T.ww = T.Co [211')\/5_ + AW, ‘.3"7"5@1 = r-tod {)](Cnf"-(?).cml’ﬂufi

~ . 2N

i . ~ 1. 8in erw,,-g,) Sin 2w
72 -7 5,'.-,;“) = T Sn J_-‘Z.n'ufz + 2w, -zyrg(r)-} = T.e0 z:rr(u/,,—‘,}). Sein Q7C v

5,

+ v cod 27:(%&,—5)-"45 2% Wy

7y _
’ Goeficientii r. oo 27(%-9) = r-Cosl§.cod AW+ ¥ Am ?erq -Sin STy, g1

v.sm W(%-g) = 7-Co) 2y - im AWy~ 7. Sin g & T, gunt sume de produse fntre

functiuni uniforme ds 1r , care doeci sunt periodice ot paripadn 1 in
my o, Inmultdt om  Ced 27w, gaun  Sm 2w

struge propriet#itile lor de pariodicitate . Putem s

<

, Ce&aca nu ai-~

4 L
IO e

E = B(w:,) R G E(uq) .S UMW,
i (29)
N = Pw,) - sin 2x ' P (v;) . cod 2w

YZ — ,7 ,‘) - N W’Z +' z. N * "wJ-

-

Evident 1 E gl E mad &epiné;':tn mod neperladiia us

/'L; "’.[
) b -
1 » Inlocuind expresiile (£9) in formmlsle {17} gi {inind scamd de
prima relayie (26) care leugh pv ¥ de W , Puism scprime ecordc-
natele

X g’ ! z  In funcfiune de W, , R T J v

1 Wy, 1,41, h S,Caracta-nl
! . ’ LI Y -



- Bl -

de periodicitate a fost pus $n evidentk, iar din formalele {29) gi
(17) rezultd ci armonice superioare ale variabilelor w; gi w; nu
apar in expresiile lui X, Y.z odlcl nu apar Sin AW ; ,cos 2TNA,
ocu un cveficient n>1 " ‘

$§ 16,~ Cazg; gtraciiel electirostatice dintéa un nuecleu gi

yn _electron. In cazul odnd perticuls e un electron de gssaroinl -e
iar centrul de for{# un nucleu de¢ sarcind Ze , energia potentiall
U/ are forms soulombians:

T (39

L8 o Y.-_;_
Cuanosc8nd aceastd formd, atdt wigcarea cAt gi relstia din-
tre energle gi varisbilels de actiume éﬁ',éh pot Il determinate

-

explicit . Ecuatia (19) care detarminh fowpa orbitel devine

4 dr
- j r = o, -w .
AT -
_V;"' (E+%)- 4 )
Lu8ind ca variabild de integrars pe u = — , avem du= ~:-%dr)
deol
du ( du
CL) - wo = - / — T = — J 7 Z
1 . o~ T 12,y 3
[ 2ne 22w JonE TR (- mZET-
m;{el
= arcced ———- A )
}2».E + mz e
A'l.
de unde, prin inversars,
A m Zet 1/ g 2Ly
— = u = + RQmE + T2 20 cod(w-Wo 1)
; T g )G

Se verifici ugor o# aceast# ecuatis tn coordonate polare
reprezintii o elipsd, avénd foearul in origine gl axa mare in direo~
tiunea dreptei de azimut <o, . Distanta r ia valocarsea minimi-
cfnd membrul al deilea al ecuafiel (31) e mexim, deci pentru w-w, ,
g1 valoarea maximi ofind W = Wet T +Tunfind e deobicei

Ton = & (1-8) | Ty = a(1+s) unde Q este semi-sxa mare gi £ ex-

Yrof,S.Piteica. Figica statistioh gi Mecs,ocusntick.lXII . Fasc.11.-



centricitatea elipsei, avem ‘
2 ‘ fj’
A 3 ‘mfe pm y ; f:’ - 72_2_5’_/2",5 m
a(1-6) A A aft+e) .
g . 7 : N -
. A _ p‘,_g;.’: “f . 'fl 4 4 ZEA ) . _--_/_4 = m et i- .'i/ 1+ '_245:[’2) (32)
| a(1-¢) o —'A | !‘“:’L o7 mF%t ) TaEg) AL ¥ ng e, :

Impiriind membru ou membyu aceste relajii ) obiimem

)

/ 2
/-,S _ 4-}/1‘/":?%‘,
1+é 1+ ,i/,7+ 2EAT
¥ mZ ey
L P . I____.._..-—_-.._ZE _2.'. C e .‘r P . B .

E R vd"‘;:;“?%—‘f . e R (33)
mirime care e mai mich dec&t unitetea, decarece £ < (0 ,Apei, immu
tind de exemwpiu prima relajie (32) cu ij—a gl %in&nd seema
de (35),Aobﬁinem H L

1. mEet E(i-t) = Z’L;:Zilcf'i—e“ o nde 3 Y 2 , (3%
a7 g (rg(i-) = A* / A m T £e?

wslatie 'din cmre rezultd ci axa mare a orbitei ¢ invars proporiio~
‘nalg cu energia,-edhtorul de p*unar+1unalit%te fLind independenﬁ

de excentricitate. ' - - ST A
Variabila de actlune C;' po gidgegte substituind in prima
. . it - p
relatie.(2¢} expresis lui '[/‘-uatﬁ de (3C)
i > A1
K \ — 11' - ~)L‘;r:l__,_A..-: o (35)
‘ d'r ‘% ;/\/ML‘ N ~T T TR -
R A R R A R B TP - R T I Ll S COR X R

integrala fiind luatd ¢ oscilavic completd a lui -7, adicd'o c¢re
tore délg’ﬁ 55M: 1 Voax - apﬂl Jasﬁrestewa din nou la valﬂa~
rea ”’F¢y-‘; ”-Dﬁéﬁ o = Vivay - dsci dacd orbita e circularaCJ
trabus =i se anuleze, In acest wuz yol¢nnmu¢ de gradul I1 in T Qe
eub radical trebue g8 aibd¥ radicini confundate, decil
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2
(nvle‘) = - 2mEA*
ggau =z,
1 mALe”T i .
A = T 3
V-2me

(Aceles rezultat putes fi obtinut anulégnd excentricitatey

(53}); Prin urmare din (35) J, s&pasre oa o funciiune de E gi A |

asare so auvnleazd atunci cfind aoceste cantitidtd satislfac relatiei (j

Dar Asrivand aceastd functiune $n raport cu A , cénd menfinsm pe
F counstent, cdpithim A,

&(E/A) - _ %} r
dA

Intograla nedefiritd din membrul al deilea a fost ¢alouly
cu ocazlia determindiril €ormei orbitei, filnd egelf cu asimutul in
placul orbitei., Integrala definith mentru ¢ cacilatie completd e
decl agsld in wvalcare absclnti cu orgeteres acestul azimub, adich |

ew AT, Deci 3

Y 2.

aJ{(E/A) - -2
A

De aod rezults

J :-2TCA+COJ-
-

unde oonatanta o independents de A , dar poate depinde de E. .k
g0 datermini prin condifia oa é;: gb 895 gnuleze atunol cAnd rele
(36) o satisfécuts, deci fn definitiv

[ mie
:L = A0 \ m— A) . (37)

Aocenstd escuajle poate fi rezolvatd in raport ou energis |
cAare pne arare astfel exprimatl cu ajutorul variabilslor de actiun

Bv ‘,."i ZNA SJL !.

A
N -




deol

gnte sm Jotrodoz variabllia de scgiune éi definith grin eo.{28) .Se
copstatd din (38) ¢d snssgla nu.&apindﬁ7§ﬁ vsriablla de aot:vae .,
decl ¢l aa 8 o variabill improprie, Aeest rezuliat o leget 4o fap-
tnl <&, in cazul cczslderat acum al atracjisi coulembieme, ®ije:rex
¢ yar periodicl gl orbita e o curb& inchisk, Owzervim tm txsusoRt o
puica frecventd dilqorith de sero o datd de %él s G0l ;aiioads
raapectivd T esto dola de . “{Z
: ’ Wi X ef

——
-

=

eiimindnd atét energia L ,eAt gi vardsbila (J, Tntre acensch ul:
timf relatie gl ecuatiile (58) si (%4) se obtine "Ysgea a treis 5
iui Kepler", care exprimi o rélatie Intre zami-sxd (O #i paziaad&~?

-~

<

de



CQapitolul V

CUANTIPICAREA MISCARII IN CAMP CENTRAL SI .
# : : F) !
ALTE APLICATII LA STRUCTURA INVELISULUI ELECTRONIC AL ATOMUIUL |

§ 17.- Migcaresa in cfmp centrsl.~ Analize precedentd, ba-
zatd pe mecanjioa claesicl, ne - condug la determinares variabilelg
de eogiure care corespund migolirii unei particule intr'un cémp cer
tral., Cuantificarem se face apol dupk regulils expsue in cap, y‘}
Decarece nigoarea separats e unghiului P este o rotatile, varig
bila de ae{ione corespunzitoare trebue sd ia valori egale cu mul- |
tiplii intregi de A 1 |

(-32 = fln’, (n?=o,4’,z,..._) (1)
Dar din (22) rszults ok J{f = zyr/B/I , deci
- . |
lBl=§.—,r-O£a:§r-m 78

Dats fiind semnifioajia mecanici a iui B , vom mai scris)
B= Mz , unds Mz este componenta &n directia axei Oz amcr;

mentului cantité{il de mlgoarse W o Aceasth componentE poate luai,

velori pozitive gi negative, deci, {inind in seamd condijis (1),
putem scrie / ’

m (2)

unde ™M es5te un nouw numilr ouantic, care poate lua valori intregi:f
pogitive, negative, sau valoaream zero, Iin motive ¢s vor apirea |
clar mai térziu, 6l este numit "numlirul ocuartic magnetie®, de unde
gimbolul m , Acest simbol este Incetiéitenit in spectrofocople, i
gl ar putea duoe la confuzili ou simbolul folosit pentru massa p&
culei, Aceastd confuzie trebue evitats ou griji., Din comparatia &
nititlor (1) gi (2) rezults |

|

n?=|ml . |
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Coordonata polari d desoris » wigoare ds osciletie, deoi
variabila de ac{iune coraspunzBtoare ia valori ezals ou multiplii
geml~ introgl 3s ¢

(;76 :ﬁ(n9+%/l (7?9=0,f,2,.--~)
DacYd introducem verisbila de ac{lune Jl definits prin
(26) gi légath de constanta 2 , ezall ou miArimsa M a momentulul
santitétii de migcare, aven
T,
M-"—i:qg.*&, :i- 7’~I.+‘-::_""':ml . 3)

Putem intreduce un singur numir cuantic ’f—“— 7, +|m|  pen=-
tru 2 determinag mirimea momentului ocantit#tii de migcare :

A =M= .-;é;(h %) ((’:0,4,2,,.../) (3)

Acost numiiyr Tntreg posrti numelo Je "nimErunl owantic aai-
mtal” , Este evident,din definifim lui { gi dinm faptaul ed 7, au
9 niclodaté negativ, ¢vi avem inegalitstee

N §)
v { » im )

din oare regultd c# pentzn o valoars daté a& sumirului cuentic azi-
-iut&'l L ) pumdrnl cusntic Magnstic nu poate Jua dect cale 2bet
valors,

2

(-
-n,;_(,]-e+4,...,~4,0,4,... + L ()

In speciel, pentru f=0,m ne poate avea declil valoarea zeroc,
Observém ok —,;,;—E- =cosi unde [ este unghiul dintre direc™
tia momentulul cantitafii de migcare gi de directia axei Oz , sau,
cesace o tot una, unghiul dintre planul orbitei perpendicular pe
M  gi planul :"05 perpendicrlar pe Jr . bim (2} si‘(B') re-~

Z2ultd o8 cedi nu poats lua Jdecht cele [?{_w valori

{
. m -0 -+
Céiv 8 — = "6—’ =y

¢
. Aveast¥ cuentificare a orientlrii in spatiu a planului or-
bitei se numegte "gumntificarea de directie”.

Fas
Y
v
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Varisbila polard v descrie gi so o migoare de ssclilagile,
deci variabila de aciiuuz corespunsciitegre trebue sgalald cu multi-
pli semi-tntregl de A

a, ‘"‘A("r*‘%) (nf=6,112,.-.)

Daon intrcéucem, conform defirifiedi (28), variabila J., .

34=Jr+23r/4 g(”r- [+2))

deoli J poate i cuantificat on ajutorul uwnul siagur numiir cusxs-
tiec numit "numpféirul cugntie prJ.qoipal n" , definit pr:m

?1':7‘) rfff ("""— (6

aven

atohed Lo
=h 5 (%

Ovservim cf rundrnl cuentic principal mn poate lua valosres
oo, gL ocl, 4at fi%nd ¢ B, Bpu e¢ negativ, aven loegalitatea

7Y P 1 ' | (8

Fonirau nn penkr cuantic principel det 7, numiral ovaw
t2¢ mzimutal na poate lun Jeoht vzlorile:
g_z o, t, 2' , n-1 . (9)
Disouf ia f&ont!. in paragraful precedent ne—a aratat cl
migearen Sn cAmp central e degeneratd , gi cl verisbila 73 -J
te"deauna improprie, Dusi ca.mpnl a coulombian, variabila Jz_znd
e ei ea lmpropris, singura varla.bila de aciiune proprle fiimd
-l . Rezult¥ of, iu acest oaz, cuantificarea variabilelor J: g
J: nu are sens fisic gi off numsi cuantificarse variabllel J, are
si19, Date de mltfel ratural ca ds exemplu cuantifisarea ds direo-
3w fatB de axa Oz  o# nu aibd nicl un sens fizio atdts timp cdl
X aaté ax¥ nu este fotru nimic privilegimts fats de alte directim
»le spatiulul, Stim Sncé cd ouantificares veriabileler improprii
nu influenieazl asupra valorilor energiei, Fe de alti parts, voum
dicouta mal departe migcarea £n clmpuri centrals naco: ulombians, parr

tru care variabila Jz devine variabill proprie, apeoi perturbatls lu;

;




(itredusd in migcars priniy'un ofimp wagnetic exterior, a oMrui direc-
15 este astfel privilegisti in spatiu, perturbatis care ridioci ei
egoperescenta de directle, variebila (f, devenind proprie. Dis-
tia fhoutd in acest pars.graf asupra numerelor cuantice 4 gi m
Pap&tﬁ atunci o semnificatie fizlel,
In cagul migeHdrii in cAmp coulembian, energia e dath de
18) ., Introducénd pentru ] expresia cnantificetd (7), obiinem
anfru nivelele de enorgie . Z" .
2rmd& ¢ 4
E. = ~ . o)

_,n;.-“ ﬁt. R ) n:‘

Acest rezultat cste fundementdl pentru interpretarsa spec~
rslor atomilor mi iorxillor cuw un singer electron. Conform postulatu-
ol 8l doilea al lui Bghr, frecventele liniiler spactrale ale aces-
or homi gi lend sunt Qate de

\-"2’
.. -"L:--ﬁ.‘ En' - 277'177‘7./_ ;'Eq

P4 — ———— vy ot RO 1 )
- J
7

s,

¢t - 2 S Y
‘_":!v ,£: -] \ n,:

4
..-'5—2‘

g, cerzoterdglind ca ir erzeiroccepls limiile epeotrale prin inver-
kl longimii de unci 4 = 2

;L owreldl A0 "
- = Ny {2 { ;,‘,'5_ - _?.)1" i ( )
:iuda Q 23"'2“)‘71‘:[{
| R=— ()

)aia aga numite constent¥ a4 lul Rydverg. In special, in cazul hidro-
ervlui avem - '-Z:‘f gl formla (11) oo reduce la
5 5 (’ 4 A \‘ .
2o~ - 73
. K e (13)

!
Ny
n*,

Experients verifiok hine scest rezultat teorstie, In adevir,
iniils spectrale als hidrogerniui atomle pot fi grupate in serii,
wirul de unde /e al liniilor unel serii oarecarl poate fi
eprezsuiat cu mare préoiaf.ie printr'o. formuld de tipul (13), dand
U n'. o valoare fixh, caracterisiich pentru intreaga serie, lar
W 7 valori variabile, mai mari decdt n' , valori care carscte-



rizeacs Tiecar: linie g seriei. Numersele de undi ale unei serii
2300 roneton gl tind olitre o valoare limitd obtinutsd féclnd pe »
sh tindd cxtrs Infinit, Cateva dintre seriile spectrulul nidrogenuly
etominc prarth denumiri spaciale, AstTel, pentra N'=2 n=34.  frac-
veniels respective corespund liniileor seridi lui Balmer, ale cirei
rrime linii seo gisesc in domeniul vigidbil al spectrului, iar limits
in wltreviclstul epropiat, Seria cu 7»'=7  poeartd numele Go saris
Ly §i 3¢ afik ip intregime In uwléraviolat, 8Bsria cu »'=23 poarty
puyls de zeris iui Pasohsn gi se afld in infrarogu, sic.

¥nloarsa sxperimentald a constanktei ~ este
-1

RH = 109637, 87 °m (14)

in foasrte bunii coneordenid on valoarsa teoreticl obtinmuti inlocuind
¢n axpresie (17) somnstantsle universele prin valorils lor. curioscnte
3in a“te detarningri,

In spectroscopie ss obignuegte gl
gse reprezinte nivelele de energile ~ub
Torma unel auheme cae in figura alatura
% t4, La o scard convenabil alens, aie |

tantels dintre treptele ﬁrizont e "Te

':\1‘* |

prezentind doult nivels ada INGLgE S pmn‘
p«oporilona @& cu diferenya ene*g ilor‘
sater nivels, dacl gi, on‘;gecven
‘Fiqo.’l. sau numirul. de unde el liniei spéatre-
Bn le, emiuve ir transijlie respectivi,
Linille spectrals #le ins¥gi sun? reprezentate prin skgefl
sare Indiol trarsiyla céreia i se dstoreyte emiais liniei; Pifaren”
$a de enerjie fatre ur nivel carecare gi nivelul Fw reprezinti
energia necesari pentru a indepirta la infinit elsctronul situat
inttiel pe acest nivel, In apecial; decd ls inceput alsctronul se
efld in stare fundamentall, energia aceasta de lonizare e daty de
4

Zas=(y
k3

- 27 me
=T TR

Inlocuind in aceasta oxpresie valorile constantelor funde
rentale se obtine o vioare ds 13, 5% o , in tn¥ concordantl
cu rozultutele experimentale directe,

!
)

Pf&?.E.T'yel.a. Pizica statisticd gi Meo,cuantici,IIX, FaSO. 12,.- {
) .

¢
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In fine, formula (34) no arols 4 somi-axe mare a alijtwe
-desorish de e1actron(ISgaté diraot de enargie. Inloouind valoa:*
(10) se cbyine

X
ﬁ 2z FY-a
= —-n 75
Ay = , ¢#5)
Yit me“ L

deci semi-axs mare oragte propoertional cu pitratul pumBrulul cuan-
tie principal n , In specizl, pentru sterea fundamentzal® a atommlul
de hidrogen ocorespunzfnd valerdli n=7 , avem

T
a.’ = Ie —_— T 0,532
! ‘l'ff me?

X>a

) @e)

valoare cars corespunde® cuv ordianl) de x¥rime cunoscut al rasslor
atomilor,

§ 18.~ Higgares nmoleplui. Duck incerchum & aplicsim for-
mls (11) la spacirul heliunlud eimpin ionizat, pentru cave =4 |
constatdm off numersle de unde care coreésrund trancitillor Intre ni-
v¢le avénd numeres suantice »n gl 77/  pare ccincid gxact ov numes
rele de nnds ale liniiler hidrogenului, Ar $rebui doci ea In spoe-
trul jomului He® o8 se giseasch exmct Hoate Tipiile hidregenulul
atomic gi £n rluas linii care corespund itransit{iiler fatre dousd rni-
vele dintre oare unnl ocel putin are numir ouantic dmpar. Pxpesien-
te aratl ci Iin adevir snimiie linii din epectrul fonulunl #F' '
numere de undf foardte veoine de cels ale liniiler Rigrogenulul, Jer
o# coincifenta mu & perfects, Deosebirea se explioft tacretie priz
acees cf nuoleii celor dcull sisteme moncclsectrondes gi S’
m au acelasi mases,

In studiul migolvii Sn clmp centrael am presupus tobt Timpul
ch csntrul de Tortd e fix in sriglrne. Le fapt, ousace e fux, zan
deserie o migcare reatilinie uvniformi farh influenid 2anaibily asc
pra speotruiui, e centrul de greutate al sisfemuinl puclen + alage
tron ; degi nuclevi ests mult wwi grewn dssdt alactrenwd, toitugl
acert centru nn coincids perfect ¢u nucleul gd decd avests din urad
are 5i el o migcare de amplitudineg feasrte mick In jurul cantruled
UrmEtoarale conslderatii ne arati caro sent modific¥rils a8 Tredunac
introduse 4n rezultatele noastrs pentru a fine gasxy de migcares

anr
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nuclonlni'.' ;

Pie in gareral un sgistem gomy #4n dew® rarticuls dey

m, g1 m, gi avéud coordonatele .. Y., E, , X2, Y., %, . Pregy

o 8ingurele forte care lucreazf asupra acestor particule gunt

tiani mutuele de straotie sau repulsio; satlafclnd princiniu]
nid gi resotiunii. Zcuatli.ls ds migoars sunt deci

d Y my A5 2 X

?— = s “‘_‘l;tfl

gl alts doul perschi analcsnge corasymrxﬁna axelor O; gl Oz
Darg 1ntr§ﬁcen coordorsieis velative x=x,-x;, y- ==Y, F 5 En
ob{inem

Gz dmodoLin oy

seau

ma Mz C{"'.X' - >\/ m
m,f ™ dt*

sl alte doul scuaiil znaloage corespunsind celorialte axs, Res
ch migcarea reletivi a oelor dousi particule za face dupld exaoct:
leagl legl oa gi cfnd particula a doun ap fiffiba, on singura
tie de a Be inlocui masez primei pariicule prin "massa redusi"

-

Mg M2

/u‘ = 77')’ +. M,

De altfel gi &n expresia smergiel winestice a sistamulul
apare nasaa redus in loo ds masmsa Individusl¥ a partiauleloraf
adevir, presupunind off centrul ds greutato @ 4n repaos fn origh
axelor, avem mX, + MXy =* 0 gl doul ecunatil analoags pent
colelate axe de coordenate, Coordonatels x, gi x =me exprimly
tunci fn modul nrméter cu ajutcrul cocricnatel relative x=x

1 ]l?- i,
Jf‘ = — e X ) X, = S X
] Tr‘ + mz T L

“———

de unde rezultd ci pentru ~ontr1hntia migelrid in directisa Ox
ensrgla oinetic#d

. . 2 & v ol
Mgty Texd o= Dafmn Yxtiomaf M PO 1Y
- —— 1 — e — N .
2 Z 1 2 77‘)4’-7"1/ '2 m'fmtl 2 "z’*ml
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Cum energia potent{ialX nu depinde decdt de eoordomebs]-
relative, singura wmodificare ce trebue intrcdusi in formulels obf »u-
+¢ presupunfind ci nucleul e in repaos este inlocuirea massei ™
glectronululi prin massa redusi

mM _ m

m+ M —_.71"—’9-
M
a sigtemului eiectron plus nucleu, M £iind massa acestui: di:
urnfi, Deoarece massa electronnlui e foarte micl fatldh de aoces: a nu
eului, factorul de coractie e foarte apropiat da =ita.,
cleului, faotoru) e Tk Spropist da mitat,
dar 61 ¢ifevs deln sistom la sictem. Iu special, exprsaiam {i7! n
niveleler e euergin irobtue modificatd in forma

2

2rmX e*

E” = — -ﬁ—l-z-rf -73—__ . —;,/:L (1:\)
M

‘decl constanta lui Rydberg devine
ZJTz;neq E/gl)

—
o

o B (%#ﬁ%;-

51 nu mal este identicd pentru hidrogen gzi pemtru iomul M .Va -
loarea (14)este valoarsa experimental® pentru hidrogen, da zcaea .
fost notatd cu K, , Valcarea experimentaldl pentru fonnl de hgll!

sste "y

R, = f09722,31 em (17)

Diferenta fntre valorile counstantei lul Rydberg explich
faptul o¥’Viniile sepctrale ale uiirosénului, nu coineid ou anumit:
linii din spectrul keliului ionizat. Din aeeastd 7%Fferenth se poat.
deduce ¢ veloare foarte precisi pentru massa electronwlul, £n scarn
Pizic#h a massalo~, Avem in adevir

Rie ,11;5;__
m__

de undy se poate determina valoarea lui m , fnlocuind pe W%' gi
Nﬂe prin valorile lor cunoscute din acare fizic# a greut#jilor
atomice, .
Latorith 6cestul c<fect al massei rucleulud asupre frecven-



tel liniilor spectrale a fost pus@d In svidentd pentru prima oark
oxistenta unui isotop greu al hidrogenului,

Prir calcul, din cunoagtorea msss9l electronului si s
valorii enpirice a constanvei lui Rydberg pentru hidrogen se poate
dedace prin c=2lcnl valoarsa pe care ar avea~0 aceastl constantd in
o8zal odnd massa wmucleunlni ar fi infiniti. Valoarea obiinuty aste

13 27 =rne? -
Reo = z—z—-ﬂa 2 = 10973%, 11 cm !
c
19.- Biscares in cdmp ceniral necgulombian., Proprista-

tea orbital mnui electron, &tras dx un nucleu dupd legea lul
Coulon®, de a f1 o curbé inchigd, deci faptul ci migeares este
simplu peoriodiod, este o caracteristiocll specislt a legal de foryi,
cum e G¢ exomplu cea a atraciiei elastice, proportionali cu dis-~
tanim. Pentru alte legi de¢ fortid centrals, crbita nu mai es=te o
curb® {nchisk ¢l migcarsa prasinté un caractier dublu periocdic,
Yom discuta acom o astfel Jd¢ lage, care prezints aplicatii impor-
tante in fisica atomioi,

'‘Spectrele discutate 1n parsgraful precedent, ale atomify
g1 ionilor cu un sipgur elsectron, sunt cele mal simpla spectre
atomlce care se intdlnesc. Un mapeot amaleg, dar seve mal compli-
cat, 1l prazinti specirele metalalor &lcalins si ale ionllor in-
vecina$l ecu scelapl numlr de elactronl, adic# spectrele matalelor
alcalino~pimdnioass { Be, Mg, Ca,Sr, Ba,Ro } simplu ienizate,
sau als metalelor pémantosas ( B,AC , Ga, Jo , 7¢ ) audiu
icaizate, =2tc. liniile mpectrsle emise de acepii atomi sauw icni
se pot grups in serii aseminiitoare cu seriile cuncseute dela
apectrul widrogenului ; liniile unei eceleiagi serii nu sunt
schidistente, ¢l dlstanta intre slz sceds apre extremitatea vig-
letk, autfal Tno&t 1iniile converg o¥tire ¢ limitd a seriei sitva-
t2 Sn spre lungimile de unéd micl, Se giie din ohimie ci& metalel:
alesliine en un aleciron foarte slab legat, Aat fiind Taptel ok
ele #e ionizeazdd "139r pentru a ds ionii pozitivi Efff.hhf)en,

E naturel sH presupunem c¥ spectrul saste datorit migofrilor
acestul eingur electren, pe care 11 vom numi "electrenul optic®
al atemmlui ( respectiv ionulni Savecinat). Dim faptul ci emisia
8 datoriil mdge¥rilor unuil singur electron rozultl analogia cu
spectrele hidrogenului sau ionilor hidrogenoizi, dar din feptul
"& migosrea nu se face In cAmpul exolusiv al nucleului, ci gi
sur activwea calorlalti 23lectroni rezuiid enumite deosebiri ocare
t-obuege anallzate mal amanuntit



Problems moscaniol coreotd pe omre o puns stundiul nunui
atewm cu c¢el de litiu/ este prroblewa de a studla migoearea culor
trel slecireoni ai atomuluil sub influanfa s&trscflei nucleulul
vezitiv $1 & repulaiunii lor wituele, Prebicma aceasta aste
axtrem de ceomplicatB, Xa inad se simplificéd dach tinei gesma
de Taptul o alectronul opt;c, f11nd mal slab legat &ecadt cei-
lalti 20i, are o situatie speclald, El se migzéd o ffﬁuti“' impor
ten4d d4n timpul tetal in regiunl spatiale depiéirtate de sistamud
compus din nucleu gi ceilalyi doi elesctroni ouil strfins legatl,
sistem pe care 11 vom numi "restul atomic® (Atomrumps, atomio
aore). Acyiunes acestul rest asupra electronului osptic pouts
£i fnlocuitd intr'o foarte buni aproximatie prin acees a unuvi
~Emp electrostatic, negliiand dec’ schimburile de enargie Intre
glactrornl optic gl rest, gi atridbulnd elecironiilui ontic e
gnercie individuels canstentd, Problema mecunich se reduce de:
la gtudiul mige#iril unei particule intrfun cémp central stati -,
problem® pe care am rszulvat~o la inceputul aceetui capitols
problema fizslcH erte acesa de a determina o expresiuns cidt wal
potrivith pentru potentialul campului static.

S8 coneijdsrdm pentruv aceauta
problama_generali a actiunii unui rosy

et atomic, cowpus dintr'un nucleu de var-
K ciné Ze gi din 7 clectront strinu
e legatii de el, asupra electronului

Fig. 2. optic. £L£%t3ta timp cft electronul o, tic

88 glsesgte la distante mari fatld dse
imemsinunlle restulul, putem oonecentrs intreaga oarcicé netd
Zenje 2 reatnlui fn nucleu gi energia potuniisli o putem epro~
ine foarts bins prin sxpresia coulombiand

Uy = - Exnle

ﬂ

(pentru v aimensiuvrea reatulni,
Se poate spuns od cel n éloctreni al restnlui am ua
“‘efeoet de~ecran® asapra sar<inii nucleului, reducdnd-o la o vales-
fo ofectivi ~

-—

Xe :(Z-*n)e , x=Z -n (12)

Cénd v scade, dcot ofind electrenul optic se aproepie de
nucleu, el” pit-unde im regiunea 2n care se migck electronii
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resiulii, Cenform unei teoreme de electro-staticid sarcinile care
s0 gis93c fr extericrul sferel de razd » ' nu mai au nicil o actiup
asuprg +lactrenului optic, deel pumal o fraci{iune din aumdrul tots)

M 2. olestronilof restului mai exercitd o aofiune de ecran
asupre sarcinei nucleului, deci sarcina tcotald efectivid cregte,
Pirtem reprezenta energla potentiala printr*o expresie de forma

U(,;) - ,:( -ne )f(r} M (19)

r T

vnd e .f(f) is valoarea unu c8nd r e mal mare fatf de ulmenmunile
getelui, 31 creste atunci cBnd - soade, electronul ontie apro-
>iindu-ce d¢ nuocleu, Deavolténd aceast® funotiune dupi puterile
'ul L, putem scrie

b bf-‘

‘T((r_) = 1 + ¢ + 2 4 -

in cele ce urmeaszs, peniru ugurarea caloulel or, ne vom
mh 'unl 14 primid doi termeni din aceastdd serie., Regultstele nu
not nvea pretentla de a reprezenta in mod cantitativ apsctrole
.;.tudie-.‘?:e. ¢l nu indicH decat calitativ care sunt decsebirile esen-|
tlala fa{Z de spectrul hidrogenului, Vom pune deci

Ur) = - ¥+ %) )

unde constenta ¢, este pozitivz‘i" pentru a reda calitativ cregte
rea luil f(r) cu sciderea lui 7T .

, Studiul migedrii electroenului optic sub actiunea cémpulv
da fore avénd energia potentiall (20) se face duph progedeele .

gonerale discutate la Inceputul acestui oapitol. Expresiile varia'
bilelor de ac+iune Jg sl Jﬁ’ nu sufers nieci o modificare, PG

chdé[ devine h
T = SVET By~ §fonfe (i) ,

Crp&nd intr‘un singur termen cei doi termeni de sub
radioal care cont{in ps r* la numitor, avem

- , e | |
JY - §7f2m(E+ %)_L_ngfg Cdw b

Expresin nu se daosébegte de cea ( 35 ) obtinuti la |
studiul sistemelor hidregenoide decdt prin inlocuirea lui A°?
1
prin A "= AL Imze’e,, Ralatla dintre embrgie gi variabilele de

actiune se va ob}ine 4¢cf 9in cazul actudl ihloc"u.:ﬁ in ( (38) )
pe & cu A
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L 27]_177’)5!2_89

T (J,.+27TA' *

-—

Considerand perturbatia produsk prin prozenta termenulu-
%; ca mics, oe cepétd printr'~ desvoltare in serie dund
formula binomuluil

PUBSEL et . " %elc mch"-’
A.'.’ VA"—thCLqu = A y-/{"‘ Q_A;_:—,‘J = ,4 (/f— ——,q—{——- + j

gan, p¥strdnd nuvmal primii doi termeni din aceasiB serie,

m2etc,

L d lfd —
Al= A - 2L

. de unde

ST 2te”

£ - (7, +4A -"-’;ﬁ_?:‘c.jl

. . .
Introducsnd variabilele de actiune J: i J, Gerin.:

nrin (2¢), cEpltim

2Ttmate?

(3 - HL2Ees )"
Aceastld expresie arati od energia depinds explictt de

ambele variabile de actiume I gi 7T, deci c¥ migoarea in plenn:

orbitei nu mai ecte degeneratk. 0 imagine calitativi desprs Toras

orbitei se peate obf{ine {n modul urmitor *

; Dacl retreévnentim intdi elissa
xeplerlang care corespunde migolrii
in cgmpul coulombian al unul csntru
e garcinZ, orbita reals va coincide
cu aceactl curb@ in regiunea distan-
telor mari fatl¥ Ade dimensjurnile res-
tulnd atowic. La distants micl fnsi,
fortsls ds atracyle sunt mai puberni
ca dealt cele date de un centru de
sarcing 2¢ , deci orbita are o
curovuri mel pronuntata. Dup& ce par-
curgem rarura interioard a orbitei,

rartionla cze iari din rsgiunea restului, pitrunzind 3in regiunea

unde legea lui Coulomb e din neu vala&dill i Snodepe lar si
desorie un sro de elipsl care nu coincide insi ou arcul deseris
inainta de pitrunderea in rsgiunes restului atomic. Orbite are

Fe-
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deci fermm din figurd, danunitd "'roze &'} ar joiie f1 coazidaraty
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soziegi Preaventds fu timpuwl nuoesar peniivu ¢z @y parnsasch
deda valoerss ot seximd pl of revind laz seeaadl veloars, usghiul.
oreyte ou mol muil da 4%, deoi perilesds sseiletler radiels o
Iangse desdt poriedz vodetisl avimuitala, ‘
Laoareos snsrgiu depinde explioit de¢ variahila de eatiogl
I, feacvenga v, 'ié pn mal 8 ruld gi verliabliws unghiunlarg
nu mei & constantk St timp, Pormolole (29} aratil o3 uospossitoley
nestulivd sleatria al atcualnl, exprimste ca aer i1 Foardar fagi
riaviiels unghiuvlare, nu ceugic 4223t termeni covispunand froowm
Tondegmentale 9, 5 abfit teramenul irdependent dz wi  cRL # arne
osia superiezwe iipoesc. Prinarpiila oypuse & sw 7 } ne son
atonci 18 Torgnlarey wrmltoscei scgli do selscyiw @ aingare tr
sitiile In care numdeni cusatts eaii-lef @ covespuizénd vaciabilel
ge motiume 4, ) wwriask ou o unitaie ,

Al = 24 (22}
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gunt permise,

CGuantilissrea enargini (21) ¢ Tacs fupd regulele (3'),
(7), istrodusfnd awsfrul owambis pripnc) al N gi jusfirul suert
azlmital £ :
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So conmvatlh oi energis Aepizde de amBele numerg sumabloc
. gl f&'-a Doosa¥irea fath de expresim (10) &in amzwl sistewslu
hidrogencide sousty ¥n pregenia tepmenvlui mbotegstiv '

£ A mee (24)
£t )
dela numiterul fraetiuwnsi, In sproximatia noazstrl, aoect termen o
stractiy, pumit "gorvectim lul Rydberg”, dapinde numal 4e¢ numfirul
cuantio asimutal ', @alenls wai exact> “ratd =4 a) poata depimde!
tr'o vai slgbk miswrdA g1 do numiirul euvantie principyal., Expresia(’
aratd ol sseastll ecrecyls & cu atl% mai micl, ou s&t numirul
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aantio mzimutal o mui uare, Efec-tul 31 agupra eny-giei este de a
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\agelag pumér owantlc priocipal al unuil sistem hsdrogenoid :
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jiferente energiilor Tiind eu atét mai mare, cu ¢dt corecyia $

i mare, MMourdter:ls spectroscopics perwit sd so doterming dires
jmee M-d  care 55 numagte "auwskral cuantic efeativ® &l ni-

elul’. 51 se moteazd oun rn" .Rxpreeis onergiei o seris atunol

Yotalitatea niwelelor se¢ repruszintk printr'c achsud ~omplext
serezent@nd prin frishiterd erizontale siinesite pe soesagl colaand
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cuan$ic azinetal, dar diferdrd prip
noudrul suantic Principal, Pentpu

= = = = fiecare valoare & numiraiui cuantic
| — t=2 asimutal S 9ngine ¢ mattel &3 meoamd
i e In pomenslaturs gyooirsancpiel; ri-
vels ou 4 ¢ 86 pupers nivils . v
wivelsde ¢o £*7 s& numesc nivele

Tia . i p o, vele su L=<  niveie 4
Iy ? asle ou  f: niveis ;ili_ , SERELT

| mifnd apci alfgbetice § 4 Ry

J

Trarmit dls Zatre niweis, cars dan smaghiers linillay speatra~
t, B2 fac on reupestares rygwlel du mciaotls AL = 7 j

f0ars i miwvelul 4 Pusdamentzl, cere ¢ sivelwl fusdamonbtal ol
Mregnlul etem, se numegts seris principalid (de wnde alwsoolel ¢ )7

¢
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velul funiamental o se numegte seria difucd. Ba are acesagi li-
aitE do convergentd ca gi eeria Tin#, In anumite comdi{ii €3 pot
pune in evidentd gl liniile unel serii, numitd fundamentall, care
regults din transitii fntre un nivel f oarecars gi nivelul <
fundemental.,

Oonstatliyile experimentale sunt fm buni concorijanyi cu
sohema teorotioch. Aceasts nu explicl numsil exisverta sordilier obae
vate, 0l d& In mod celitativ coreot sl pozifia relativd a aivelelc
deasemensa s destul de bime verifiocath experimen'ta.l censtanto oo~
rectie o & loi Bydosrg peutru nivelele acels”agl fTamilii. Take
lal al¥turat eonfinme nwesrele osuantioe efsctive 7 penbru wviveld
atomuini de NVw ¢

Hivels s n' = 1,63 2,64 5,65 4,65 3,6% G,
" P = 2,12  $,13 4,14 5,14 6,25 T,
. d = 2,9 3,99 4,99 5,99 4,39
1 F - 4,00 5,00 6,00 °

)

B¢ verifiok feptul vl acesbe numers, psniyra nivo.ale acel
iayl famiiii, formeszldl praotic o pragrssie mritmeticl cu ratiawn
aga cum care formuls

n'- n-& 3
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t8 dintre numiral ouantioc principal gi ocel asimutal

}
!

g

n =4+

L] j< T T
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unde ea are valorile 0,88 gi 0,87, Numerele cuartine adevirate I D

pective Incep deol cu valoarea 3, deyi inegaiitatsn (26) ar pern
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- . £
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M
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cluzie sate Aw mars lwportanis pepiru interpratdras, dia punstud
vaders 81 strmotur~ii avdmlive, e sBisbeirdad '9.1'4.‘.45130 Dﬁa.aamemm
ne aratk &t de ~mulr sunt coberiie nivaiele s ais atomilar oow

feelgie gu R00lRg hasdlr onentio prﬂimipa;'e.f‘&i giat

;plmi fatl de mivwy |
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- : {7
e o = g Erc? )
- -3 - .
Cémpurile E gt H 82 pot exprima cu ajuiorul potenii
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Intrrniucnd moeste expresiuni in ecuaris de migears s

.',"f _ ) vy ~ 1
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(ret A)ix ¢ (ret /T), =0 (rol 4;’2 = M
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rin:a pentru partes radialli a aofiwni: scuafie
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e isrd ), Anbd de (a0}, e wmephe
"feseventa 104 Eoomor® 5 &, 8l iamigd 28te pulsaiis care copenpur

ia soeetel fresvanye.
Onanti®lea~se onsralast os Joce duph regnlaele ablgouite,

swensivicdad vas lebdlale do asjiune T, d, proovg 23 pe &k
gat 40 vordsbils de scylbane J) 2 Ou otiticares welmelow doul v

riavile as & znivaelale de enspple aspsy:urbates, doagatate fn -pa.?&gr(
Telw pvaceiaﬂ“a, La valoenrsa enrvglel ac stor nlvel e %o adnogd onser

.6 magrs Ylok., Fegula de cuantificare {i' pag. pent—n B ge
bpnna cl |

unds M este numirul suantic magnatic {pentin a evite vonfuzia

cu &ce9t numdr sm notat cu M. wmses elsotremilui), osre ia valer
intreg: pozitive, negative sau zero, d:lg -Jg- pind la +£ inclusiv
sxtremcle, Enasrgia lagnet_icﬁ ouantifira*i are dend expresia




- 108 -~

- Ay

13 {. 45,
- 'ﬂ.aim 4// Mol ’

In se¢sustd cxpresie apare factorul

"“.B = -"f—f{--— ' i/é" f'/'
¥, ¢

mplt "magpetcimi iu. Solie?., El este unitatcr cuantich le memsen:

gy 2ito gl se obfing yrin fowel firss wnithgll ouan Lic 3{}; “y
8 . 7

om0 At A Lossuddl 9L raporiui sagnedoiws ool -'-a_-;'—_-

| Forma (45) & vierglel may-:%iszs -+ spone of ws nival oseo™

[ . ne . Wk - P .
epe aperturtat & & desoempeanc , sv s ciunes ofgp ivL magneto
‘ / ’ ’ 4,
H » 1../‘ . - 2 . el o * = o 'a ‘5
o in S+ 1 nivele echiddsiants, o sohidistobd

- - L b2 h'mc
FAv LN L mEGLAL, DS pwlmmr
"IZ‘ * 4 p >
n z valorii ma o 4 nusliruluil
[ ettt e s .,., " 5
¢ - - Gl m gy vadving g ov
o gueniy gagnetic, coineids o
nilvoin ne] 1 ervw at,. Jexrpal
Eose¥dls distru, v Sy veoe
N L e s L . R b . ¥ AP S S
. 2, menia e d-arec 3, dato ish
ELJ ﬁ — = . : ¥ » &k s

Gonhra angdli v ouror dIoaoer:
wiier iin apafi gl Inioaw”
eta o2 guantit —cure.y da disec
""%‘6 %iv, vare atrl e eniriiel mag
retic: diferit: calor 4 £+7
oriertiri posivile nls planului orbite (saa ale .op :ntul i impal-
eulnl’ feti de directin privileziati » cdmrului magr.atic.
Pantru & ghol influenia pe "are ¢ ers cfmp .l mag:-utle H
asupra spectrului, tretine stabilit’d tnt@i regula de selec:in pin-
tru nuwirul ouantie magnetic . Fa rezult® @in forms {17), cepi-
$olul , & relatiilor dintre conrdcnatele o:rteziens >, y-%
&le particul:1 (care sunt proporg:ionele ou compoasr.tele nome:.t lui
electric ., gi unghiul Y. cara acum nu mail scte constant, oi
veriazl $n t4wp dup# legea (44), Tr primele doui relatii nu wm-re
de.it pericada fundamentall a presaciei lui bamor, deci ragulw le
relectie coreSpunzétoare cate identicH cu cea dela osoilatorul .u-
monic

Am 2% 4 43
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In ultima relatie ny figureaza A deloo, deci regula
derespunzlitoare eate

Am .O (*’lj’

Din aceste constatiri rezulthﬂanunite oonsecinte a’upr:
polaljrat*ﬂi radiefiel emise in aceste transitiun Daoli 6 valabiiy
rag~*a (4? ), singura oomponenté activili a momentulul eleotric s cgg
d:n sirectla, Oz , paraleld ¢u cémpul magmetioc, Obgervénd 4n lun-
g1l soestel directii, radia{is spare ou intenaitato anll, der ed-
serviad perpendioular pe aceastl direotie, raﬂiatia apare polarizaia
,uﬁa*al on chmpul mognetic. Psch, din oontra, Yinia spect=ali se da

cppyte unei transitii care satisface regulei. (47), supt -active 1u°
mal ccmponsntels momentului eleztric rerpendicular ps directia cén-
pului. La o observatie transverssald, gceasta linte @ polarizati 1i-
nony perpsndicular pe cfmp, lar la o observatie longitudinald @ aile
apare polarizata_oircular; *
Pracventa liniilor e datd de pstulatul &l doilsa al 1uil

Bapy |
{ i - f -
——Lf 2 9 (974_ 1 4 [-/‘M'“‘m/',}:
2 Vo e H A v £ A bhith1oc S
n O. lf;?-moc. ‘
undc Yo este Precven a linioi spectrule in cazul absenteil cAmpulus
nagracic,

Tinfind seamk de regulele de welectie (47) gi (47°), rezultl
28 linie 3peotrall .ani{ial¥ se Adescompune in twel linti spect-ale,
de frecveanie

Ve v, » 2H_ oy, L Ef
2 ‘lll)'n'ac 4/77’7,C

;
Sn scare frecventslor cele ‘rei 1linii suat echidistants, echidistar
Y8 fi1ind egallh cu rrecvenia lui Larmor, iar linia mijlocle avénd
sceeasl pozitie ca linia neperturbat, |
Experienta confirmi teoria precedentk nume! fn anumits
cazuri ; se vorbegte atunci de un "efect Zesmar normal®".” Piu echi-
distanta liniiler spectrale ale tripletulul normal se poate deducs
0 valoare foarte yrecissi pentru sarcine speoifick £ n 3lec~
. Mo
trommlui, In foerte multe caguri fnsi, linia nepertarbati se desesw
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l H=0 : pune %pn mult mai multe linii a -
efectn) ofmpulnt magnetic, Sa -
bagts atunci Gs an efevt Zeeman g~

l i ‘ H 0 normal. Considerajiile teoretica
¥y ) y. )‘°+yL neogess&: s }’Jén';:ru f*‘:{f_rligmﬂaa ae“-_’:,‘t.ui
efect “no <hissvn. parsczafulul ure
rf%-*- mit o,

$ 2 - Splnul eleetronie, Tonwis 2xpush %n paragrafels Lro-
codenss nu poats 9xplica nied maltipliicitzian 1isiilor upeotra’
(ibiafil apectrelor metaleler alealine), nie? sfuo¥nl %qsmen .+ ¢
mal . 2ficultdti ds aceeasl maturdh se nld nwess 3! la studiw?
trelor atomilior cu mai multl electron; de velazuik. Ln acest ocr -
tiplicitatss Iiniilsr gpectrsle este gi mai aare dacAt n casul -
tomilar am ayu gingur aleetrorn optic. Analize smanufitsd a tutursr
acogstor Alflicultitd a condus la concluzis of fusuficienta teoriei
sste de doud feluri ® intdl, modelul adoptat - ingufiecient 3 apri
witoda de cuwmnbiricars de cere ne—am folosit p&nM acum nu duce tot-
deavne la rezultate conforme cu exparienta.

Pentru: a explica multiplicitatea riyplelor de energie, car=
m1dreptoonsecint£ maltiplicitatea liniilor spuctrale, s'a constatat
clh este neneszr 3B sz admitl existenta in aftom a unui moment cinetic.
§1 deci_g unui momeni wmagnetio, suplimentar, §fn afara momsntulei ci-
netic ™M datorit migo¥rii eleotrchnulul pe orbita sa, Din inter-
actiunea hagnatic! & calor dout momente magnetice rezulti un Sermen
suﬁlimantar fn expresia energiei, termen care depinde de crientares
relativi a celor douk momente. cinetice., Un timp 3°a crezut ofd acest
mcment . suplimantar ar f1 datorit migec8rilor slectronilor restului
é&qmic; dar s'a conatatat cd uceastld ipotagh nu peate fi menjinuild
Unul d@intre argumentsle cels mai paternice oontra ei este wrmiitorul:
dacid admitem sneastl ipotezd, ar trebul os ionli pogitivi ai metale”
lor elcaline LL*, NaT, olz. gy posads un moment magnetic permancut,
dacl ar f£i a3 fie paramagnstici, contrar axperienfoi, Uhlenbgck gi
Coulswit au emis ipoteza, verificat® apol d3 toats faptele cunoscute,
24 momentul suplimentar e datorit chiar electronului optic, dar
¢l 3]l este un moment propriu, independent de migearva de transiafic
& elecivorului pe orbits, Momeztul ciretie prosriu al ¢lectrenului



©: uarica constaatt, por- 543 nunele de "zpinul electronuini", omey

c..'netig;tota‘l N T ©8te desd cuma vectorlalsd - mo antuly
R I 1Y M...~¢ etudiet pin# ecum g4 a Bpinulu? AN i !

-
Mz = A snled T Mssin {4 8)

»

S 4.;:;1., maﬂnetica auplluantar 6 hroportionafu!i ad pro” anl g
RS {’f o5 - M) 5m~n) , In mazapi.a c¢lagich, eingne viotorul ﬁl'ml‘
. I

\

ey

£

LB tdec aons *e.nt. in marjm 35 1ire 4§13 ; cele duuk mo-.ent partiile
:

a3 A s sl o an decdt mBisdmosa tbne’anvlj Aix

drida

o d o

-

1y ravald reguldactal Cor

Tutreducersa voe L noment cinetdo suplimeriar .ire Jeapt o

woiuhs saardiin tnel kol periodi 1%4fi in migoar:a = a2traniler,

REF :.:-.-,:.r;-:\azttu'fiearaa acebtel nol periodicitatl as post erplioca mul't;j

i %t .a linddiicr speeirals, Pr bleme de ocuaat’ f£ic iye. agtfel i
- ouefa. conduce, pentru .. puns te.ria In ajord ci rrzultatele exp

v Tooppatie e vw*:&.a.._‘z.,ja, o0& i, 4in cammz iateracyiandi mugn
G, irceriogrs stommins . -ls de orii o migoure de prroesie TTﬂiI’CfT

Gl WS — e Smas ~o- |

#lucsts e, la unele modliiiolrl al: procedselor e eiantificars |
t9 uaiic pand aoum, Yom .dmite, ir. mod provizoriu, A noile momar:
sivatic - Introduse, Mlpl:h gl l:\tuzq,c , 88 uantifiol dup,
5l cwg legl ca momentu olmetias Mo, Ge ., disectat in parsgr

-,

tae precadente, Ve introcuce deci dould numere Jus.ti.e A gi 4, .
ienunits  respeotiv "muak "ul cusatic de spin® gi "num¥drul ouvantic
ztarn®, legate de mlArinile moment:lor cineti:e resyective rrin
razayiils

Mn‘ﬁ:t’ 2 ;{':{-‘ (4*%} ("9)

)

Mspu'r. =-ﬁ‘-—< A+ ,«)

anelcags cu reiatia ('5') lintre mirimea A ¢ momertului orbi *:alé

$i suukrul cusantio ag.}fmta] »@_) . Deasemenes vor admite & prile |

tidle veaterilor  Mynin gt Mriree pe o diroctia privilegiatd
din spayiu nu are de:at recpratlvy 2 4+ 4 33 2 4+4 va.lezrfl,i
caracterizate prin clte un numrd cuantic magr atic my si PR
ale uéror valeri formeaz#d o progresie aritme:ichi cu ratia 1 ei
getisficand inegalitigiler

-4 € h‘\,ss*/ﬁ ! ....4' \< m $4-L4‘ 50




ogte pumere cuantioce, cét gi vondifiile a cari sunt swue -, co
",_-.;».pun'd ngm_éruilui ouantic magnati. I as.clat momentulul ¢.tital.
“rima problem¥ :tars se¢ nagste ests nceea de a detarr nsg va-
,roe numericd a lui A . in tecris de 2 nd acum, descoapliersa
ivelelor datoriil orlentdrii in spajiu a romentuluil cinati: se
prea in L+ nivele; multiplicitat.s nivelelor ara woci
.i.gator un num&r imper, Exparieata spectrusoopicd arati ¢ , in
. spectrelor sigtemzic» ¢u un aingur el ustren optico, ail elels
wo m tiplicvitates egald cu Jui. Denarece . admis B nesa VA uwul-
tiniicit. "9 & datorits epinuiuvi elesotronic, zsuntem conduygl .34 admi-
tos €4 XAtd w2, deut A2l . Spre deosabiry :umdrul

;cuan,‘m azime* &l [' s aumirul 2cuvantle & spla nuw era 2 - alceare
1_~1:1‘c1'€s¢f.,_;53, el o aleare ssmi-Intrengd, egal¥ cu ¢ jumitate - perisn-
v,mad srati oB rovelela  § 0 wle metalelor alecallne, dect. 1ivelsls
) f 40 {a na 8¢ z-nfunda siwbolul speztvoserpic §  or numi™
m) evantic de gpin), wi sunt duble, ceeacs lovedegts ci ‘n icest
:az nu g-i9td cAmp magnetic interier atcmulu, i deci nmu exigti
interantivie magneticé intre womentul cine*is ortital sl epin A-
swasva inssmnaazé ol momentul magnetic, Jdatorit8 aigodirii pe via-
t4, s0 snuleazi in sti&rile § . In teoria de péAn# acum, a'9: % mo-
ment magnetie, preoportiomal su momentul einetic, &r trebui st sibsg
o valrers diferitd de zerc fn stirile S , obsd, pentru £Lao

-« A A
Morba.rclf = —1‘.—/-/: . -z—- :# ]

Rolatia dintre mérimss momerntului vineris i numirvl uman-
tis respectlvy, datl de tecria dss*dguraty plnd s-um , esta dec: con™
truzish de experisnili, Un mataeriai .rverimental «xtrem de bogat,
axtras din observatiile spectroaccpics, conduce la uruzitcsarele rala-
3il dintre momentele cinetice jyi ruwers:: cuantio. respective;

(57} Morb L ﬁ.
& f 2 S oty e
FNTET | Mo 2T Mot $\775

Pentru valori mari ale numerelsr cuantioce raspe:tiva, ex-
preriile (%1) tind clitre expresiile ({3°) gi (49) ado; tate pénd acum,
cicl, spre exemplu

Veitr) = AVar L = Z(»u.;’f ~ 4 +)
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Msirginind garia datl de formula dinommaluvi la primii dei
termeni, obtinem zgalitatea apreximativdl, valabild pentru <€)

”/{H) ~ (+

[}
Broresciliz (51) satisfes Ggol gx 3. weyintelor principiy
3n cereapondeniid der arathi ¢l mopenlil cinetae, decl gi nomontulyq
wavilae agecigl, se anuleaz® atunol cind ramArul cuentic respectiv y

LS

egal on zers
Yaloarss nwidricl a numirului cuantic intern 4 ar

pul! e reszulte din formula de aditie vecterialy (¢ "‘f’e Dar, deoarsy
dla - 'nd"‘gJ‘Ne de cuan‘cifieare rezult¥ c& cel del rectordl componen
N\ spin 54 Mu,.b,;[qg nu pot avea orice orlentare unul fati g
seldlalt, regurlel de a.di;ie's goomstricl 11 trebuemo aduse completi
dec natarg sritwetics, Vom formuls in mod genss-rél regula de aditisy
Zouli moments cinastivce oarsecari, dedual din analiza aminunyitid amﬁ*j
rialulul experimgntal :j
Dacgd M, gi t“l\k,sunt momentele cinetice ale p.riilor conf
tutivedintr'un atcw, iar mn, gl N, sunrt numerele cuantice resPec‘]

ve, lagate de mizimes momentelor cinetice prin relatli 'de forma (521

Mabp /) M, = 55 Vnlne

atunci rezultanta lor m *‘M “'M; va i m.,%ntr?a.oa*'!. printr un
numir cuentic M, , legat de mirimsa lui A prin relatia

valorile admise peniru numfrul ¥. sunt valcrile 'sirﬁlui in progrfi
sle aritmetick cu ratia 4 ! | F‘

Mo = n,+Mn, g MaFh-1, o0 g an | G

Valorile ", ,n, sunt pozitive s?su rv‘.é', ntregl sau sem|,
fntregi § M, este gl el pczitiv sauuw nul, i ssie fntreg daoch 7145:
M, sunt ambele intregi sau ambele semi-intregi, semi intreg dedd|,

Pref .S, Pigeica, Fizicn atatisties si Mew, cunantich.JIT, Fasc, I
] ) ’
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galorile lul " gl 7y sunt una fntreaghi gl cealaltd semi Lntres-

:ha.

In cazul clnd =, ars valearsa extremf m +mn, vom spune

~ —~ , -
by vectordl ™. gl “. aunt paralell, in cazul clnd are valearea
ytromi l'ﬂr’%i vom spune c¥d M, gi fqz sant antiparaleli,

In sazul aditiei momentului oinetic orbital al unui eleo~

'r°n cu spihul electronului, valorile posibile pentru numéirul cuan~
tio intern 4 esunt deecl
i

I Y R B

S

chu singura excepiic a st¥érilor s (cu -0 ), astari in care

_rare mmai valoarea ~;: . Aceste sthri nu se dedubleazi, ag'a cum
"fcere sxperienta. Valoarea lui j se noteazli ca un indice pe 18ngX
':smbolnl s;;ectrbacopic al nlvelulzui, Vom &aves astfel niveieisr gim~
fple S, 3 nivelele dubls ¢ , descompuse t,. 81 . $ Wi
frelele duble - o, descompuse fn s i oA T3 ete. Studiul
cantitativ al descompunerii nivelslecr sub actiunea iuteractiunilor
|lnagnetice introatomice va fi fcut la cgpitolul respectiv din meca-
|nica ondulatoris, cars justifiod toate fegrlale farmulate in pre-
gentul paragraf gi permite interpretarea complets s multipli&i‘tﬁtii._
liniilor aspestrale,

or
%

) § 22,~- Multipletii spectrali ai atomilor cu mai mulii elac-
ireni de valentd. In cele ce urmeazh, ne vom mirgini 1la cdteva in-
%dioatii succinte privind aga numitul model vectcerial al atomuluis;
pentru eminunte se vor consulta cursurile spscisle (e Bspectroscopie.

Dacl atoinul- are mal muly{i seleotroni de valeril, fiecare con~
tribuie cu spinul gi cu momentul sku orbital la compurserea momentu-
lu oinetic totel al atomulul. lnteractiunilc wegnetics dintre diver-
i0le momente nu au importentdh egall, a;n incht ordinea In care se fac
‘uplérile are important® pentru pozijia nivelulul de erergie 4in sche~
ma goriarald & nivelelcr, Vom descris alei owylriul normal, aumit gi
ouplajil de *ip Russel - Saunderw, oars oxplicd structure a multiple-
Hlor tipici, Acemt ~uplaj se tnillnepte wai ales la elementele”
Ugoare, Trntru gtudiul altur tipuri do ocuplaj, vom refer: din nou 1a
tratatele de spectroscopie,




In cuplajul noramel. trevuctt aduretc veectoriel dupd reg

le ouent:iie Intli momeniasle orbitale <!« tuturc: zlectronilo=, R
tanta esie mumentul orbitel totml, cuentiticat rrintr'un nuskr o
ti¢ notai cu litera L . Dgoarece numeraele cuantice ozimmuba’:s
ale d:feitior electrori sunt totdeauns numsre intrag: . I Aot
el un nwaer intreg., Notuiis apsctreacepicl frlootdi - oictamsls

line a r.z% srxtinsh gi la sistemele cn mal enii L sloctron. o T
se verbegte do nivele S oand L*t’ﬁj de rdvele [ pe «fnd |
eta, O1 i decssbire Tall de cazul wniz, singur electron ortiv gy
Conesn Loater ldters mavi. pentru o seata ¢X es3te worba de memm
reswatea e
DNeagsneN8s G° JOMP .l =% oo JUENEAT oo ey shsvtrendog
vaientl, rontiu a obfine spioml otal, cuantis ;z,:':!ntr'un T
cuantis E tsare nu %rebusz osrfuidat eu oiutelIvl epentrozoep.:
al niveie 2 o =0 ) Wumzoul S , provenit din ciiyis spimd
1nddvidus . ou =4 . 2re vrloarsa int.mm._?:!i_." = semi—»f‘intreﬂ#
Sao8 we cwxiral total o8 olcetrendiler cero comtritus da alefto
Cste perache Jaw Nepar1ing.
In prim8 apraiss;is  enersgda nivelulul whomic pu Aeping
2 cd dz L gt S , Prevum gvident i do numerel? cuantise y
p:e ale alectrenilor és valesuth, Ln aceoal td aprovimatie inol en
nu depivue de orientares relzidvE o momeaiulul cinetio orkital i
spirului total,
1 g doua aproximaijie, =ul: actlunes uncr cAmpuril inagoet
intraatorice foarte slabe, nivelul se descompuns inir'un multipd
iz nivile, dupd oriontarea relativd a momeuntaloyw totale de snimf
sroitel, Plecare nivel al mmitiplatulni ests carackerigzat prin vl
res numdrulul cuantic intern total J - €are cuantifich m_rtmea*
wantului sinetic total al atomului. Conform reznlei generale (¥
iorile pcsibile pantru J sunt cele din girul '

= }
J=1+5, Les~4, . L-s) (54
Dacr L 25 , ace3st gir confine <5+ tsrmeni, dec i

"m. tiplicitatea”™ nivelulul g9uta 2S5+ 4 , Dgek L < S , nomd
ie nivele ale multipletuluil e mai redus, Se spuns totugi cf muld
tul are muitiplicitates 2S+ 4 , dar oB aceastd maltiplioitst



RN

|tera cara corespunde csnyenyional cu valoarea ui L
.|ge adaogh ce indice jos la dreapta, valoarea 1lui J , lar ca in-
.;dioe sus la sténga valoarea multiplicititii, 25+ o D8 examplu.
liivelele unui myltiplet cu L.<1 81 S5=1 sunt notate

1

f
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¢ complet desToltatd’

Simboiic, un nivel dintr'un multiplet este notat prin 1i
» la oare

v

R, R, R
care 896 cites: yespectiv ¢ triplet P ger>, tripl at P ureg,
piet P doi, Livera P resnintezte cf ¢ 'rorta de -1 , irndi
lle % ch e vorka de 5! (umltiplicitatea e dezi 2 = 2,4+ 1 .
|1an indicii 0.3:,2 dau diversele valceri ele lui J =1+ 1, 1*1-7,
N1=2,1, 0 .

§ 23.- Anomalis magnetichi a spinului gi sfectul Zeeman
goomgl . Tn discufia calitativd a multiplicitétii riveleler de enmiv-

gle, fRevtd fa paragrzful precedent ne~am mirginit & nuafirgm ni-

valalo in care s8¢ deascompune, sub actlunea clmpului ragnetic intas-

rior gtomviunil, un nivel av&nd un spin total gi wn moment ocinetic
orbital total dat. Pentru oca s8 existe cdmpul -megnetic interior,

i

.8 guficient sk admitem existenga unor momente magnetice. asociate
momentelor clnetice, dar nu e nevoie s cunoagter mirimea ecastor
‘momenite magnetioe. At8t discutia cantitativlh a serararii nivelelnr
wnui multiplet, oAt i tecria efectulul Zeeman ancmal cer fmséi cu-
noagterua mArimii momentelor nagaetioe; Teoria eleatromagnetich cl«-
sic, duce, apa cum am vizut, la relatia ( 43) dintre momentul magn:
tic g1 cel cinetio. Expsrienta arat¥ Insd oi accste rel:tii, aplica-
te tuturyr momentelor atomului, duoce la rezultata §n ocontrazicere -t
faptele; Dsaceea Uhlenbeck gi Goudsmit au fos%t ccndugi sa admitii

o8 relatia (43) este valabilh. numal pentru momentile arbitate

-> —> f
/u.vrbi"l‘al. = - Mrrb(tat S-H)

ZMA,C
dar ci pentru spin raportul magneto - macanic are o valoere dubtll
dociit coa daty de (54) : .
> I Y 155)

Spim .
/“-P“‘ m Splruw
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Acest raport megnetic - meoanic anomal constitue ceeace
se nnmegte anomalia magueticid a splnului,

lono__gtul magnetic total /Ezcvt..l, , legat de memantul
tic total M™,,, , fiind rezultanta momentelor orbital gi de
ya prezenta gl el o snomalie magneticH, variabils dup& important
coniritutiel spinului la momentul total, Avem, in adevir

—p >

e I e —
fu'tetu. i ;Ma«-b;m * /\&s,;k - l_:v:,c- Mnb;tqt - /VTDLMM"IR =
—> — i >
--& M . + » - € + M
- .?_/wot_( Urb‘tnl 2 MSP‘:W) =T ‘Z_;(Oc_ ( A total !SV“"“)

Aceastl rela’gie arati cid }"t.m nici mEcer nu are dirs

ia vectorului Mtom . JDar M,,, . nu are o orientare fixij

spa‘giu, ¢l are o migcare de precesie in Jjurul lui ,\/rtth o Caey
36 observii e valoarea mijlocie a momentulul magnetic total :

-ﬂ.‘

—> > r |

/“tom 3 —.2—4«—, (Mtor( + Ms-rm> (5(;)
unde am folosit barele pentru indicarea valorti mij ooii. Pentru:
calculd valoarea mijloole a vectorului M, , descompunen
acest -g’o_tor fnty'o componentd perpendioulard pe direotia momentr
lai My, , Componentl# care are o valoars mijlocle nuli, si
S 6 ocomponenth paralell ou aceasti
Midtas directie, care a conatants gi dec

coinoide cu valoarea mijloode ok

ralele este ™, .. . cos (M, . M

Svu,s i

Inmul{ind acegsti n&rim cu vecto;

Y&
N M © |
kY ful unitate —ietst , Obtinen!
i t cfal i

o .

— MI!) . C ( ™M i — |
(Y7 D>\ w, M : - i
Msviw a Y - dp¢ tdan Hi‘ ta l ), . (M‘t.tq(‘ M"r‘l)g;
Mtetq L tal. M Z:tqt %

Numkriitorul fraotiunii nu e altceva deoft produsul scalar
gl ee calouleazB ridicénd la patrat ambii membri al relafiei veo!

tath, Mirimea acestei oomponente}

¢

1€
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— — —
i

Spo Lt srb tal
lobfinem

b3 1 -~ — 2

iv{tnt.d + [\/isrin -2 (Mt,o‘&l . MSP"“-) = Mo—r&«'t«(-

Fa unde
Z 2
»;:Al‘ i M tobal + M [ - M Of'ﬁv..'.t,- i
_-~'- el o 2
heci o ; 2 Q 2 5
GC' -—-:{7 I\I;\LO“‘LL + M 9'('5‘, - I O‘I‘bita L M
! Mepn = 2 — Mol
'Z Mif.b"'ta.t‘
%

In aosaastl relatie Tnlocuim pBtratels momantelor olnetiis
prin valorals Lor ouantifioate date ds (51) ; faciorul comun(j-‘;;\
fela numlrzior <3 dela oumitor se reduoe, i obi{inem

N (J44)+ S(S+4)-L(L+4
t I\l! LT J ) ( ) Mfo’fq(
e 23 (J+A4)

Introducdnd mceastd valoare in expresia  (54) a momentuiut
[Mgnetio total, ob{inem

ti - __ e _[/]_'_ J(J+4)+ S(S+)-L{L+1)

r

l —
3 e La, 2' R
ﬁ [ e e 27(J«4)

M Lt

Paotorul din parantesd, numit "factorul lui Landé " gi
notat cu litera g °*

= ,/{+J(J'+4)+ SCS+4) -LlL+1)
ﬁ 2T (JT+4)

detarnunﬁ aronalis magneticl a momentului total, El depinde, dup#
(4R ge conatnis, de numerele cuantice L S »J ale nivelului con-
siddret, Ounti acest factor determinat, teoria efectulul Zeeman ans-
mal se desfiycary la fel ca aceea a eéfectulul nomal. Un cémp magne-

tic exterior are oa efeot adlogarea unui termen magnetic
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E; (}Laat rf) lﬂtu {ﬁanl-Fr) (5'7 )

& onergia nivelului considerat. Proiectiile veotorulai ’\4tcaL

directia privilegiatd a cAmpului magnetic exterior H  are valor
torma = M, , unde ™; este un numir cuantic magnetie toty
apre ia valorl pozitive, negative gl eventual zero, in progresis
aritmeticl cu ratia 1, dela -] pénd la +J . Anomalia descomy
#11 liniiler spectrale se datordgte faptuluil o# factorul g nuy
cengtant, ci are valorl in general diferite dela nivel la nivel,

Teoria precedentls nu e valabils dect dacd cBmpul magps;

/1 e suficient de slab ; mai exaot, el trebue s& fie slab fafi;
c3mput magnetlioc interior care provoac&iﬁescompunerea unul nivel
ou numere ouantice [ gi 5 date in nivele diferite, caracterin
to prin valorile lui J .o In adevar, am prespupus oé momentale |

FThu, gi “1"hnx ~unt ouplate aatfel Tncdt al rezulta o mig
.1:@ de precesie fn jurul direotiei reszultanteil lor fﬂtﬂat Kt
apoi cl aceastd rezultantdd are o miggare de precesie Larmor $n ju
djrectiei ofmpylul magnetic exterior. Pentru ca aceastd deacommm
re s¥ aib¥ sens, este necesar oa ultima precesie si fia lentd ﬂm
ie oea dintdiu, Dacd H __e mare, faih de oémpul interior, el di*
struge ouplajul intre b4,#h gl h4arhfal gl acegti vet.r!:eri.I
descrin’ preceaii Larmor independente una fa{¥ de ceglaltd in mnm
directiei lui H - . Acest aaz limit¥ a efeotului Zeeman poartt.
numele de "efact Paschen - Baok",

In tine, &n cfmpuri magnetice exteriuare extrem de puter
nilce, seo slabeate gi cuplajul fntre momentele orbitale individusi
%1 spinii individuall al fiechrul electron gi teate aceste moment
se orienteazli independent unul fata de celdlalt in cémpul magnsti
" extericr,. 3 |

W

§ 24,- Spectrels de raze X.- Bazele X amise 'de o antwa

todﬁ, sub aocflunea bomabriamentului razelir catod®ce, se compuﬂ,5
¢in punctui de vedere al distributiei intonsitatii tn funecfianed
Trecvents, din doud pirti Line distincte, O primd parte codBtitu
un speciru continuu cars gse intinde pénk la o anumit¥ frecvenii
narimf Y ; aceastl frecventi maximi depinde numai de tens

e o
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" pee V' sub oare lucreazh tubul gi e dat¥ cantitativ de lages in-
" yorsé a etectulul fotoelectric :

Av.. = eV ) (5 )

Distribujle intensit&tii in speotrul continuu are un paxi-
| gum pentru o frecveni{d inferioary frerventel maxime, apoi pantr-u
freovente gi mai mieci, scade din nou olMtre zero. Radiatia BPGCtr\lhIL
4 continuu & emis¥ de cltre electronii oatodici,, atunci ocfnd suut {r&-
) gatl de ofitre materialul anti-catodic, Progesul do franaru £iiné e~
periodic, radiatia respeotivi . are freovenyele intinse pe o zamX cor.-
| tinuli, Frecventa maxim¥ dat¥ de (58) o frecventa crre coresyund:
{ fotrnilor de energie maximi. Acegti fotoni sunt smigi de acel alme-
" troni oari 1gl plerd intreiga ensrgie eV fntr'un Singur pro-
| ces elementar, |
Pgate acest fond contiavu 88 SUprSDUNE VR Spe truv de linii.
i Preoventele liniilor spectrale sunt caracteristice pen:ru nstura b
{ pilor din care e alciAtuiti anticatoda, Spre deosebire de apettivele
1 optice, spectrele caracteristice de raze X ale tuturor elumepte=
{ lor (ou exoejﬂ;ia elemsntelor celor mal ugoare, pentru care spec-
, trul de reze X nu poate fi pus fn wvidsnil) se aseam#nk Intre ele ;
in cazul 'epeotreloir optice, t ebuia sh «(omparkm elemente-dintr'o
aceiagl familie a sistemului periodic ypntru a gBsi spectre azemini-
tours, Deasemensa, 3p1?a deocsebira de sreotrele optine, sperotrslse
" de _r%ze X nu depind de combinatia chimw:.cd in cire intr3 elementul
emitq,tor.,

' Liniile spestrului de raze X se gruveazi in seril asomiini-
toare cu seriile spectrelo’ optice aie metalelor aléaline., Seria
care ars liniile de freoventd cea mai fnalt¥ poartd numele de
"seria K " gi se ghsegte ia tomte elementele, cu: excepiia celor foar
tg ugoars, Dacs se urnmlirents o aceiégi linie din seris K, in spec-
irul difsritelor elemente¢ se constatd of frecventz acestel 1linii
tregte monoton cu numdrul de ordine el elementului in sistemul pe-
riodio, Mossley & dat urzBitoaree lege apreximativd pentru variatia
frecventei unei anumite 1inii in functiune de numirul de ordine Z @

—

W o= a4 ¢ (59)

In afara deplasirii spre frecvente mari a ceriei K, 1a ele”™
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msnts ceve ®ai grele incepe sd aparfl, spro extremitates de joasd
freovonil a spectrului de vese X, o nouli serie, "numith seria L *
Acenath serie @e regimegte apol la teéste elementéle urmiitoare, de-
placéndnu-se gi ea spre freovente mari dupi o lege de ferma (59),
ingh < alte constante o 31 4 decht cele cari eorespund seriei K,
g eiemo-ite 3i wal grele, apare o novM garie, numitd "geria ", iar
la eleme. tsls foarte grele se oconstatd prszentsa unel noi serii de
joazd frosvenjd aumitd "seria H", Teate i:i deplaseamszl frecvenyele,
clnd itrscem jele element la element fn =irtsuld periodic, dupid legl |
de forma {39).
At8% Lipsa de psriedicitats s s-elirviuni de rage X fn fune.
tlace de auwwdrul dg srdine al elemeniulni, oAt ¢i freoventa mare a
1izailor, wratd ok smiala seestul gpectru n2 Agloreate mieearilor
¢ Leitroaiior selor mai strina legati de owmcleu. Plsoufjia epsotraluni
sutie al metelelor aloaline aratd of elsctromml ds walsntk, olfiruia
1 ¢ datoresc atht propristitile chimice zle at:omului cht si acest
apretrn, nu coupl nisi adcer Tp staven fundmnantall ofbite de aner

gia manek cdreis 11 cerespunde pup¥ial toawiic principal
Provuegts of presupunem ol acesstsd . titk cste ocupat¥ de cHtre unul

G¢ingre siectroaii restulul atomic, Dar ¢ antfel de orbitd are o semi
nare Icarte mied, deci electronul psespectiv se migod tot timpul
fn veoindtatsa imediatd a nuclenlui, Dack aproxim#m fortels care 1w
creazd asurra electromuiui printr'uwn clmp static central, electronii
care se gheesc lea distanfe mal mari de nucleun decA! semi-axn orbitel
ecestui electron nu sxercits nici un fel de actliune asupra lui, Cér|
pul emte dat ¢n prima aprozimaiie Gv acfiunea atractivi a nuocleulul.
slébita sventual prinir'un efact de eceran datorit celorlali{d elec-
{roni imediat fnveeinaii ou nuoleul, Zlsctronul considerat se migod
deol sub sctilunea atraciiedl vnel smarcini slectrosatice centrale

ogall ou (Z2-4) e unde termenul subsirectiv 4  tine fn sean

E
an

J

efectul de eoran, Ensrgia e dat¥ atunci de expresia ( 0 ),
unde trebue si Ffuacem .- gl 834 iniocuinm pa 2 prin 24
2
L. Ar (2o (60)

PR

4
Acoastl expreaids & rnesglet de lsghturd & unvi electron iU
torivry caphti valori numerice foarte meri dach £ cregte in alv
temul perisdic. Un rajlonament suslsg ns covducs pentru energis wl

‘Frofo§,3 Yoica. Pizica atatistics gl Mec.cusntiel, III, Pasc. 16.-
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glectron interier sitns [+ ¢ orbitd ou ur oumdr cuantic princircd
n , care are o valeare deatul de mich, la axpresia °

"

La constanie 3 a~ran am adfogat indicele ™. » pertru
a tine seamk de varisnjiia si ou numHrul cuasntic prinocipel., In adavii~.
o de presupus o, 1. cresclnd, dwol cresclnd razma crbitei, ls ePfac-
tul de eoran vor contribul din ce in ce mai mul{i electrouni,

Expresia (60) nu reprezinté decdt ¢ sproximstie peniyu
valoarea corectdi & emsrgiei. Chiar dacy aproxigim cBmpal de Toric
real printr'un cfmp statlic central, acest odmp mu e pur sou’ mwhiir,
deci energia depinde intr'o carecare misurd si de nvehrul suaniic

azimtal 4 . Nivelul de enargis (60) se descompune ir = niveis
apropiate, corespunzdnd valorilor ¢, 1, ......, &~ 1 als lui
A , Deasemenea, din cauza fortelor meruetice care <= exerciic

intre spinul eleotronilor gi momentul orbital, fiecare nivei par~

"gial,v cu exceptia celui corespunzitor valorii zero a numirului

cuantic agimutal £ , 8@ descompune fn douf nivele invecinate, Deg
numfirul total de nivele pentru un numir cuantiec principal "

dat easte de

A+ 2 (m-4) = L~

Fiecare nivel e caracterizat prin numerele cuantice
sl A » Precum gi prin numlirul cuantioc 3 =4 Jg_ .Avem un
singur nivel ocu = , clci A- 0 gf_.,; } cele trei nivele
ou numirul ousntie " =2 sunt caracterizate respectiv prin grupu-
rile /(’_-O) j‘=§-_; {:‘{,j‘<ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>