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CAPITOLUL |
ECUATII DE GRADUL INTII-§1 DE GRADUL AL DOILEA
(RECAPITULARE) '

§1. ECUATI! SI INECUATII DE GRADUL INTII
1.1. Forma generald a ecuatiei de gradul intli este
ax+b=0, a#0 : (1)

a, b fiind numere reale.
Observatie. fin practicd vom considera si ecuatii a cdror rezolvare se reduce la rezol-
varea unor ecuafii de gradul intii.
. ki s b
Ecuatia (1) are rdddcina — —.
a

Interpretarea geometricd (fig.1.1). Graficul functiei f:R - R, f(z) =

= ax -+ b, este o dreaptd care intersecteazd axa Oz in punctul de abscisd — o
a

(——b- fiind raddcina ecuatiei ax + b= O]. In figura 1.4 am construit
a

graficul pentru cazul : ¢ >0 gi b >0.
Exemplu. S& se rezolve ecuatia in z,
m—z=1—miz. (2)
Aceastd ecuatie devine
(m? —1)z=1—m.
Dacd m? — 1 5 0, adici m 5 1 si-m £ —1, atunci T,
ecuafia (2) este de gradul intfi, avind ridicina

S =M adih = .
m? — 1 m + 1

Daci m = 1, ecuafia (2) devine

V=10 / ,i

care este adevdratd pentru orice numir real «. / ‘
Dacd m = —1, 8e obtine :

0 2 =2, ;

care nu esfe verificatd pentru nici o valoare a |
lui z: Fig. 1.1




1.2, Inecuagille de forma

az +b >0, ax+b 20, ax+b <0 sau aex+b <0,

unde a §i b sint numere reale date, iar a # 0, se numesc inecuajii de gradul
iniii.

Observayie, In practici vom considera orice inecuafie care se reduce, folosind pro-
prietitile inegalititilor, la o inecuatie de gradul intii.

1. S4 considerdm inecuatia de gradul intii
ar+b >0, - a#0. (3)

1° Daci a >0, atunci = >——b—.adic§ i E[——i, —|—co).
a a

2° Dacd a <0, atunci z L adicd z € (——co. -——”—J.
@ a
Grafic, cele doud situatii sint reprezen-
tate in figura 1.2, respectiv in figura 1.3, por-
tiunile hagurate marcind multimea solutiilor.

2. Pentru inecuatia az 4+ b > 0, avem:

Fig. [.2 . " . TR Fars
1° Dacd a >0, atunci z > — —, adica
a
T & ~+ oo
[ a : ).
2° Dacd a < 0, atunci z < —-li. adica
a
T et b
Fig. 1.3~ zE [—oo, -——]-
a

Observam ca punctul — 2 face parte din mulfimea solutiilor.
a

Ezemple. 1) Sa se rezolve inecuafia

z+4>—22-+ 3.

Obfinem succesiv: # + 22 > —4 + 3, sau 3z > —1, de unde z > — % « Decl
1
o — —_——y Fo].
(=5 5
2) S# se rezolve inecuatia
46 — z) > 3(z — 13).

Obfinem succesiv: 24 — &z > 3z — 89, sau — 4x — 3z 2 — 39 — 24, de unde
— 7z >» —63, adicd « £ 9. Deci « & (—o0, 9] '

4

.

-

1.3. Ecuagll care congin necunoscuta in modul

Valoarea -absolutd a unui numér a, notati prin |a |, se defineste astfel:
a, dacd a > 0,
la|= 0, daci a = 0,
—a, dacd a< 0.

. De exemplu:|9 | = 9, » 1—380| =30, =)/2| =)/2 ete.

1
3

dal <

5| =
Valoarea absolutd a numirului ¢ se mai numeste modulul numérului .
Rezult} cd | | = max (—=, z) si-deci: 2 < | 2|, —2 < | 2 |, (max (—z, )

fiind cel mai mare dintre numerele —z i ).
Sid mentiondm proprietdtile fundamentale ale modulului.

Daca a si b sint numere, atunci:

1. |a| > 0; '

2. |a| =0 daci gi numai dacd a = 0;

3. |ab|=|a|-|b];

blat+b|<|al+]b]

Primele trei proprietiiti sint evidente, dupd definitia modulului.

S# o demonstrim pe ultima. Intr-adeviir, daci a = 0 sau b = 0, atunci
este clar cd |a +b|=|a |+ |b|. Deci sd presupunem a # 0 si b # 0.
Si considerdm cele patru cazuri posibile:

i) Dacia >0sid >0, atunci ¢ +b >0. Deci |a+b|=|a |+ |b|

ii) Dacd @ <0 si b <0, atunci @ + b < 0. In acest caz |a | = —a,
1b]=—b, la+b|=—(a+b) sideci|a+b|=lal+]|bl
iii) Daci a>08i b < 0, atunci |a | = asi | b | = —b. In aceastd situatie

avem, sau ¢ +b > 0, sau @ + b < 0. Dacd a 4+ b > 0, atunci
la+b|=a+b<ga=|a|<|a|+|]];
iar dacd a + b < 0, atunci
le+b|=—a—b=—a+[b|l<|b]|<]a]+|b]
iv) Analog, se demonstreazd cazul ¢ < 0 g1 b > 0.
In practicd este foarte utild urmitoarea proprietate:
5. |a | € ¢ dacd si numai daci —c < a < ¢
(In aceste relatii se poate inlocui semnul < cu semnul <.)
De asemenea, avem :
6. a|—=1]bll<|a—2b]
Proprietétile 5 gi 6 se demonstreaza ugor pe baza celor precedente.
Demonstrarea lor o lasim ca exercitiu.




Exemple. 1) 5a se rezolve ecuatia
|z —3 | =4 _ (4)
Dupi definitia modulului avem
z— 3, daci 2 — 3> 0,
|z — 3] = : :
— (¢ —3),dacdi x — 3 < 0,
adicil
[t x — 3, dacd z > 3,
— x + 3, dacdi z < 3. -
Asadar, ecuatia (4) devine:

=

a) Dacd 2 > 3 avem x — 3 = 4, de unde » = 7. Cum 7 > 3, rezulti ci 7 este o
riddcind a ecuafiei.

b) Dacl # < 3 avem —z | 8 = 4, deunde x = —1. Cum —1 < 3, rezultd cd —1 .

este o riidicind a ecuatiei. Deci ridicinile ecuafiei (4) sint: 2, = 7, 2, = —1._
2) Sa se rezolve ecuatia
|6 — =z | =2z + 3. (5)

6 — z,daci 6 — x> 0,

. Avemi |6 —z | =
— 6 + z, dacdi 6 — z < 0.
Asadar, ecuatia (5) devine: :

_ a) Dacd 6 — = > 0, adicd < 6, avem 6 — 2 = 22 + 3, de unde z = 1. Cum
1 < 6, rezultd cd 1 este rdadicind a ecuafiei.

b) Daci 6 — z < 0 adicd & > 6, avem —6 + z = 2z + 3, de unde z — —9. Cum
—9 nu verificd inecuatia » > 6, rezultd ci —9 nu este ridicind a ecuatiei (5). Deci ecua-
tia (5) are rdddcina 1.

§2. ECUATII DE GRADUL AL DOILEA CU
i‘iﬁ‘\(.‘/\'C'!\i[ REALE

2.1. Rezolvarea ecuatiei de gradul al doilea cu ridicini reale

Fie ecuafia ;
ax? +bx 4+ ¢=0, a 20,

a, b, ¢, fiind numere reale.

O astfel de ecuatie se numegte ecuapie de gradul al doilea cu coeficienyi
reali. Se numeste solujie sau rdddcind reald a ecuatiei un numér real « pstfel
Incit sd avem

ae? 4+ ba + ¢ = 0,

Prin rezolvarea ecuatiei az® + bz + ¢ =0 se intelege determinarea
tuturor solutiilor (rddécinilor) acestei ecuatii.

Ecuatia are rdddcini reale dacd si numai dacd b® — 4ac > 0. Dacd b* —
— 4ac < 0, ecuatia nu are rdddcini reale.

Existenta rddédcinilor reale ale ecuatiei de gradul al doilea, precum si
numirul lor depind de expresia b* — 4ac. Aceastd expresie se numeste discri-
minantul ecuatiei de gradul al doilea si se noteazd cu A.*

. Dacd discriminantul ecuapiei de gradul al doilea este poziliv, atunci ecuafia
are doud rdddcini reale diferite intre ele

—b4+VA,, —b—)A.

e 2a e = 2a

Dacd discriminantul ecuapiei de gradul al doilea este egal cu zero, atunci
ecuafia are doud rdddcini reale egale

b
:Cl:xz:— 2a'

Exemple: 1) Reualia 22® — z.— 3 = 0 are discriminantul A = (—1)2 — 4-2
*(—3) = 25 > 0. Deci, ecuafia are doud riidicini reale diferite |

1+1/2 _ 3.
i T e
24 ::_4&5_:_1,

2) Ecuatia 22 — 4z + 2 = 0 are discriminantul

A= (—4)? — &-2-2 = 0. Aceastd ekuafie are ridicini reale egale
4
A=y — = = 1
22
3) Ecuatia 2z2® + « + 1 = 0 are discriminantul A =1 — 4+2 = —7 < 0, Dedi,

ecuafia nu are raddcini reale.

Dam acum citeva forme particulare importante ale ecuatiei de gradul al
doilea, care are discriminantul A > 0.

1. Fie ecuatia a2? + bz + ¢ = 0 gi 88 presupunem ci b are forma b =
= 2b, (de exemplu, b = 2, b = 4]/ 2 etc.).

Radacinile ecuatiei ax? 4 2b,z + ¢ = 0 sint

— b+ |/ b?—ac. » —b =/ ¥ —ae
2 :
a

a

T, = Fo i

Egemplu. S& se rezolve ecuatia
322 — 102 4+ 3 = 0.

* Expresia b* — 4ac se mai numegte realizantul ecuatiei.




Deoarece coeficientul Ini z este —10 = 2 * (—5), aplicim formulele de mai inainte
si obtinem:

54126 —9 _5+ 4,
Tie = 3 el

Deci

1
Ty — 91 IE;E.

2. Forma redusd a ecuajiet de gradul al doilea. O ecuatie de gradul al doilea
se numeste redusd dacd coeficientul lui 2? este egal cu 1. Forma generald a
ecuatiei reduse este:

2?4+ px +q =0, (3)
unde p si ¢ sint numere reale. ?
Punind in formula generald a rdd#cinilor ecuatiei de gradul al doilea:
—b b* — 4ac
T10= = [/2(1 ac

a =1, b =p si c= g se obtine formula pentru rddicinile ecuatiei de gradul
al doilea sub formd redusa:

o=~ 4V -tV

Ezemplu. Fie ecuatia 2% | 4z — § = 0,
Atunci )

Ta=—2£V4+ 5= -2+3,
de unde
o=l Ty ==
Observajie, Orice ecuatie de gradul al doilea aa® + bx + ¢ = 0 (a 5 0) poate si i
fie adusd la forma redusi impédr{ind ambii membri ai sdi prin a:
b e

az? + bz 4+ ¢ = 0 este echivalentf en 2* 4+ — o + — = 0.
a @

2.2. Relagii intre coeficientii si ridicinile unei ecuatii de gradul al doilea

1. Relajiile lui Viéte . [
Dacé radacinile ecuatiei
ar*+br+c=0 (@a#£0, A=D5h— dac > 0)
 sint z; §i x,, atunci:
b

a?1+:2?2=—*;. !

:2?1.232 =

ala

Aceste relatii poartd numele de relafiile lui Viéte.

Ezemplu. Feuafia 42® — 32 — 1 = 0 are diseriminantul A = 9 + 16 = 25 > 0.
Deci ecuatia are doud raddcini reale distincte x, si z,, iar
:r-l—a:wﬁ:i——a— :cxf_l— :
1 2 4 == 4 . 142 — 4 L

_ 2. Formarea unei ecuaii de gradul al doilea cind se eunosc rdddeinile
Dacé z, §i x, sint numere reale, fie z; + 2, = — p si z,2, = ¢. Atunci
Ty §1 %, sint rédécinile ecuatiei de gradul al doilea 22 4 px 4 ¢ = 0. -
Intr-adevir, a} + pa, + ¢ = 2} — (2, + To)%y + @y 2y = af — 2] —
— %%y + #,2, = 0. Analog, avem 2% + pz, + ¢ = 0. Deci 2, §i z, sint rids-
cinile ecuatiei % + pzx 4 g = 0.
‘ Ezemply. Fie x; = —5 8i oy = 2. Atunci @y + 23 = —8 = —p, ay70s — —10 = ¢
5i deci p = 3 5i ¢ = —10. Ecuatia care are radicinile o, = —5 si 2, — 2 estt

&+ 3z — 10 = 0.

2.3. Studiul semnelor ridicinilor ecuatiei de gradul al doilea

Fie ecuatia de gradul al doilea

. az® +bxr+c=0, a£0 - ' (1)

cu A =p— bac > 0. }
S& notdm cu § §i P suma, respectiv produsul riadécinilor z,, z, ale ecua-

tiei (1), adici: ‘ v

¥

P — .1711'2 — .

a
5 Impirtind ambii membri ai ecuatfiei (1) prin a, se ob{ine o ecuatie echi-
valenta:

? w2+£x—|—£:0
a a
sau _
%2 — Sz + P =0, (2)

Vom ardta cum, in raport de semnul lui P si S, se poate stabili daci
rdddcinile ecuatiei sint pozitive sau negative, fard' a le afla efectiv.

Sint posibile urmétoarele combinafii ale semnelor lui P i S:

1° P >0. Deoarece z;x, = P >0 rezulti ca ambele ridicini au acelasi
semn. Dacd § >0, atunci @; + 2, = § >0 si deci ambele ridécini sint pozi-
tive. Dacd § <0, atunci z; 4+ 2, =85 <0 si deci ambele radicini sint
negative.




2° P < 0. Deoarece a7, = P < 0, atunci una dintre ridacini este pozi-
tivi, iar cealaltd negativd. Dacd § >0, atunci z, + z, = § >0 gl deci
raddcina pozitivd este mai mare decit valoarea absoluti a radicinii negative.
Dacd § <0, atunci @, 4 2, =S < 0 si deci valoarea absolutd a radicinii
negative este mai mare decit riddcina pozitivi..

Rezultatele obtinute se pot reprezenta in urmitorul tabel:

S =0 Iy = 0, Ty = 0
B ) :

S <0 <0, im0

§ > 0 ridicinile au semne diferite: @, < 0, @y > 0, |y | < @
BP0 :

§ < 0 rdddcinile au semne diferite: x; < 0, 2, > 0, |2, | > z

Observajii: 1. Fie § = 0. Ecuatla are raddcini reale numai daca P < 0.
In acest caz avem z, 4 x, = 0, adicd z, = — x,. '
2. Fie P=0. Atunci 2, =0 si z, = S.

Ezemple. 1) Fie ecuatia 22® — 8z + 7 = 0. Ayem A = 64 — 56 — 8 > 0. Deci

-

‘ 4 Sai e 1 8 e = -
ecuafia are doudf réiddcini diferite. Cum oz, = = si z, + @y = — = 4, adici suma si
2

produsul rddicinilor sint pozitive, rezultd ci ambele ridicini sint pozitive.

2) Fie ecuafia 2% + 22 — 15 = 0. Avem A = & + 60 = 64 > 0, deci ecuatia are
doud riddcini diferite. Deoarece @y, = — 15 §i 2y + @3 = — 2, rezultd ci ridicinile au
semne”diferite gi valoarea absolutd a rdddcinii negative este mai mare decit mdﬁcma
‘pozitivi,

-

2.4. Descompunerea trinomului de gradul al doilea in produs de
polinoame "de gradul intii

Fie polinomul de gradul al doilea aX2 4+ bX + ¢, a # 0, in nedetermi-
nata* X. Un astfel de polinom se numeste trinom de gmdul al doilea .

1. Sa presupunem cé ecuatia az? + bz + ¢ = 0 are rddacini reale,  fie
acestea z; §i z,. Atunci

aX? +bX + ¢ =a(X — 2)(X — z,)
sau
aX?® 4+ bX 4+ ¢ = (aX — az) (X — z,).

Asadar, dacd b* — 4ac > 0, atunci trinomul aX? +bX + ¢, a # 0, se
descompune in produs de factori de gradul intit cu coefwwn;a reali.

2. Reciproc, fie trinomul aX® 4 bX + ¢, a # 0, si si presupunem  ci

acesta se descompune in produs de factori de gradul intii cu coeficienti reali,
adicd

aX?+ 0X + ¢ = (0, X + by) (@X + by), (1)

* Nedeterminata polinomului se noteazd, uzual, cu liters mare.

unde ay, by, @, by sint numere reale. Atunci radacinile ecuatiei ax® + bx -+
+ ¢ =0 sint reale.

Intr-adevir, din relatia (1), identificind coeficientii ui X2, avem a = a,as.
Cum a # 0, rezultd od a; # 0 si ay # 0. Produsul (a,x + b,) + (ayx + b,)

b by . . . g
este zero pentru z = — —~ sau # = — —= gideciecuatia az® + bz ¢ = 0 are
- a; as
e by . b
radécinile reale — —% i — X,
@y ay

.E:r.'em;Dle. 1) 84 se descompund trinomul 6X2 — X — 1, in factori de gradul intii
cu coeficienti reali, '

i 2 : 1
Rddicinile ecualiei 6z* — & — 1 = 0 sint: x = Sl @y = — —.
. 3

o | =

Atunci.

S, G [ [X—é][X—i— ):{2x_1)(3}:+1).

2) Deoarece discriminantul ecuatiei 22 + z + 2 = 0 este A — 1 — 8 — —7 <0,
rezultd cd trinomul X* + X + 2 nu se descompune in factori de gradul intii cu coefici-
enti reali.

EXERCITII

]
1. Si se rezolve ecuafiile in x: '

i;) br +1 =m; b)) mz — m? = & — 2a; /)xﬁn—mﬂm

d)\] 442 =ﬁ.ai; é}m: ] = ;l_ﬂ'j[ -+ |_q:|=
z — 2 x? — 4 1+na: .
g))| 72 — 1| =21 — 9a; (h) 11—3w[=|3—°m|;-ﬁ‘) [10 + & | = = 10 — =;

j)‘)lr+li+ z=1|+la=3|=8+alk)la|—-1|=
2, Si se rezolve mecual,ule-

2

d]ﬁ$h6<$+12 h)/’-—a._._.>,0 -Jﬂx-l-b ar —

a—b a+b

e L S T e P
a + 1 + 1

Q)20 -1l <le—1];B)la—2] 4 le—1]>1.

L Vo e PN

[Pid)\a.a:+b>3—2.r; e}a:+

/8. 5i se determine valorile lui z pentru care existd radicalii urmitori (in mulfimea nume-
relor reale):

a) /8 + 3z; b) V6 —a; ¢) 2z + 6; d) YT =3z + |V =

4, 54 se rezolve ecuafiile: .

8) 62— 2 —1=0; b) BP=-z4+1= 0; ¢) — 2% Bz — 16 = 0

-7 — 3 b 9
d) 3z =.1‘l ¢ o s iy
T x 4+ 2 e 2 2z 4 3




5 1 _10m . h)

Lt
x -+ m m— mt: — g T — 12 x— 6

r — 12

5
g) - ==
6

5. Si se determine m, astfel incit ecuafia =® + maz + 1 = 0]
a) si aibd rddicini egale; b) s aib# riddcini reale diferite; c) sd nu aibé ridicing
reale.

6. Acelasi enunf ca la problema 5,peniru ecuatia z* — 2ma + m(1 + m) = 0.

/ 7. S# se determine valorile lui m, stiind cil ecuatiile 2* + = + m = 0giz® + 2 — m = 0

au acelasi numir de rdddcini reale,
/8 84 se formeze ecuatiile de gradul al doilea, care au rddacinile:
a) @y = —3siay — 5;b)ay =m+ ngizg =m — n;c B2 e — 2 —
po v m—VE+ Y Bhn= VI3 -
' 9, Fie z, §i z, riddcinile ecuafiei z* + px + ¢ = 0. S& se formeze ecuatiile de gradul al
doilea in y, ale ciror riddcini sint:
) T My e 1 :
a) yy= 2L 5igs=2; Dp=ai+ —sim=m+—; )u=(=n + ) 8
Ta T Ty T

2 Ty 1
Ye= (o — ) d) yy=—7 51 o = —
ry Ty

710, Fard a rezolva ecuatiile urmitoare, si se determine semnele raddcinilor lor:
) gt —xz—6=0;b) 622 —2z—1=05¢) =5+ z—-7=0. 2

\f 11. Si se determine valorile lui m, astfel ineit rddécinile ecnatiei 2® + (1 — mjz — m = 0

sii aibd:
a) acelagi semn; b) semne diferite.

12, 94 se descompuni in factori de gradul intii trinoamele:
a) (6X: — 70X - 95 b)) X=X -+ 4} a) 2X® —ImX 6m2.
/18, 8% se determine valorile lui m, astfel incit ecuatiile
22 4+ mz + 1 =0si 2+ 2+ m=0 st aibd o rddicind comund,
v/ 14, 83 se studieze semnul rddicinilor ecuatiei:
ma? 4+ 2(m + 1)z + |m — 2 | = 0, m fiind un parametru real.

’\"15. Fie ecuatia 4mz® + &(1 — 2m)z + 3(m — 1) = 0. Bi se determine valorile lui m
astfel incit si avem:
a) ambele rddicini si fie mai mici decit 1;
b) ambele rdddcini si fie mai mari decit 13
¢) o rédicind mai micd decit 1 si alta mai mare decit 1.
g', 16. Si se determine valorile parametrului m, astfel incit urmatoarele ecuatii s aibd doud
ridicini egale:
a) 42 + ma + 9 = 0; b) ma® 4 hx + 1 = 0}
¢) & — 2(1 + 3m)z + 7(3 4 2m) = 0.

¥ 17. Descompunind membrul sting in factori, si se rezolve ecuatiile:

a) 4z® + 282 — 92 — 63 = 0; b) 6z — a® — 486z + Bl = O;
¢) 8 + 3x* — 162 — 48 = 0.

12

e T

e S

. //
18, S se rezolve ecuatiile:
a) 1 E 2z — 1 by 1 Iy
S5z — & 122 + 122 Sz — 5
3z — o - :
b) o _Gm 5_773.1,—1—2 =0
z? — 1 x— x? z* — @

19. Sa se rezolve ecuafiile:
a) '+ 4z —1=0; b) z* — 42 — 1 = 0;
: x ]2 o 2,
c) = m(m — 1).
(x+l}+[:cm'l] n )
Indicapie. a) Adunim la ambii membri pe 2z* + 1; se obfine ecuatin g* -+ | =

.= /2 |z — 1].b) Se tnlocuiegte z cu i si se obtine ecuafia de la punctul a), c) Adu-
&T

222

ndm la ambii membri ai ecualiei p¢ —2—1- si objinem ecué;ia
P .
22
y?—y — m(m — 1) = 0, unde y = AL
Vs % R
20, Fie ecuatia z* — | z | = mz(z + 1). S4 se determine m (m < R) astfel incit aceastd

ecuatie si ajbd trei riddicini reale.
Indicagie. Se considerd cazurile: a) 2> 0, 2 — = = mz(z + 1); b) 2 <0,
z? + o = ma(z + 1). b

21, S4 se rezolve ecuatiile in z, m fiind un parametru real:
a) 32% — Smz — 2m® = 0; b) z(2z + 5) — m(z + 3) = 3.

) Sm 4+ | 7m |

Indicatie a) A= 49 m? 2= 0. Dacd m # 0, atunci z = . , de unde
1 : WEE e i3
21:“5 m $i xp = 2m. Dacid m = 0, atunci a; = xp = 0.
b) A= (m + 7)% Dack m = —7, atunci A = 0 gi rezultd z = z = —3. Daci
m== — 7, atunci A > 0 i z= m—~5i!m+7\ de unde -T:‘=——m+1 §l
‘ 2

Ty = —4d.



CAPITOLUL I
ELEMENTE DE LOGICA MATEMATICA, MULTIMI, FUNCTII
' -

§ 1. ELEMENTE DE LOGICA MATEMATICA
1.1. Elemente ‘de calculul propozitiilor

Notiunea de propozitie. Se numeste propozifie un enuny* despre care gtim
cd este sau adevdrat sau fals, insé nu si una st alta simultan.

Exzemple. Considerim enunturile: 1) In orice triunghi suma unghiurilor
sale este egald cu 180°; 2) ,,3 4+ 2 = 5%; 3),2 > 5“; 4) ,,Balena este un mami-
fer; 5) ,Planeta Venus este satelit al Pamintului®.

Toate aceste enunturi sint propozitii, deoarece despre fiecare putem sa
stim daci este adeviirati sau falsi. De exemplu 1), 2) si 4) sint propozitii
adevarate, iar 3) si 5) sint propozitii false.

Observagie. O clasd foarte largd de propozitii aclevérate o consfituie teoremele din
matematicd.

Ezemple. Considerim, enunfurile: 1) ,z 4+ 2 =5%; 2) ,z 1 < A4
3) ,Deschide usal“; 4) ,,Nu.marul z divide numdrul y*; 5) ,,Atomu] de aur este
galben®.

Se observd ci 1), 2), 3), 4) si 5)sint enum}uri pentru care conditia de mai
sus (de a fi adevirat sau fals) nu este indeplinitd. Mai exact enunturile 1 ), 2) si
4) au caracter variabil (vom vedea cd ele sint predicate). Enuntul 3) este o
porunca (ordin) despre care este lipsit de sens sd afirmam cé este adevirat sau
fals. Enuntul 5) este absurd, deoarece este lipsit de sens sd vorbim despre
culoarea unui atom.

Valoare de adevdr. Dacd o propozitie este adeviratd, spunem cd ea are
valoarea de adevdr ,adevarul” si vom nota valoarea de adevir, in acest caz,
prin semnul ,,1“ (sau ,,a“); cind propozitia este falsd spunem ci ea are valoarea

de adevdr ,falsul® gi vom nota valoarea de adevar prin semnul ,0¢ (sau ,f). -

Observatie. ,,0° si ,1° sint aici simboluri fard in}fies numeric,

Vom nota propozitiile cu literele p, ¢, r,... sau py, Pa, Payeee- Aaestea se
pot compune cu ajutorul aga-numif,;i]‘or conectori logici ,non»,  si“  sau®
dind propozitii din ce in ce mai complexe. Si indic'é\m, in cele ce urmeaza,
modul de obtinere de noi propozitii cu ajutorul conectorilor logici.

* Un enunt este un asamblaj de semne céirora li s-a dat un sens.
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Negatia propozifiilor. Negatia- propozitier p este propozifia ,non p“, care se
noteazd \p §i care este adevdratd cind p este falsd si falsd cind p este adevdrata®,
Valoarea de adevir a propozitiei Tp este datd in tabela urmitoare:

p |p
1 0
0 1

- De exemplu, considerdm propozitia p: ,Balena este un mamifer”. Nega-
tia 1p este propozitia: ,Non“ balena este un mamifer sau, in fimbajul obignuit,
»Balena nu este un mamifer”. In acest exemplu 1p este o propositie falsi.

Conjunctia propozifiilor. Conjunctia propozitiilor p, ¢ este propozifia care
se citegte ,p §1 ¢ (notatd p N q) care este adevdratd atunci gi numai atunci cind -
fiecare din propozitiile p, q este adeydratd.

Valoarea de adevir a propozitiei p A ¢ este dat¥ in tabela urmatoare:

pil ol |Fphag
1 1 1
1 | 0 0
1 0
0| o 0

De exemplu, sd consideram propozitiile p:,2 4 4 = 6“ gi ¢: ,Luna este
satelit al Pamintului®. Propozitia pAg este ,24 4 =6 si Luna este satelit
al Pamintului®. In acest exemplu p A ¢ este o propozitie adeviratd, deoarece
P, ¢ sint amindoua propozitii adevarate. Deseori in loc de p A gse mai folo-
seste si notatia p & ¢.

Disjunetia propozifiilor. Disjunctia propozitislor p, q este propozijia care
se citeste ,,p sau ¢ (notatd p v/ q ) st care este adevdratd atunci st numat atunct
cind este adevdratd cel pufin una dintre propozitiile p, q

Valoarea de adevir a propozitiei p y ¢ este datd in tabela urmitoare:

|
|

De exemplu, sé considerdm propozitiile p: ,2 >3 gi ¢: ,Balena este un
peste”. Propozifia p v ¢: ,2 >3 sau balena este un peste“ este 0 propozifie
falsd; deoarece p, ¢ sint amindoud propozitii false.

Cu propozitiile p, ¢, r,... am construit propozitiile: Ip, p A ¢, p v ¢,... .
Din acestea obtinem alte propozifii, ca de exemplu: (1p)yvgq, (1p)A ().
(Opvq) A r ete. -

ped] q

q V
1 1 1
1 0 1
0 1 1
0 0 0

* Negafia propozifiei p se mai noteazi p.
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Propozitiile care se obtin din propozifiile p, g, r,... (numite propoziti
simple ), aplicind de un numér finit de ori conectorii logici ,,1, A, \/“, se vor
numi propozitii compuse. Caleulul propozitiilor studiaza propozitiile compuse
din punctul de vedere al adevirului sau falsului lor in raport cu valorile logice
ale propozitiilor simple care le compun.

Implicatia propozitiilor. Sd considerdm propozitia compusi (1p) v ¢
a cérei valoare de adevar rezultd din tabela urmitoare:

P 29 L | < Op)ve

TN T 1
I s O 0
oo o [0 1
R I N 1

Observam ca propozitia compusa (1p) v ¢ este falsd atunci st numai atunci
cind p este adevirald st q falsd, in celelalte cazuri fiind adevdratd.

Propozitia compusd (1p) v ¢ se noteazd p - ¢ si se citeste, ,dacd p,
atunci ¢ sau ,,p implicd ¢“. Ea se numegte iinplicatia propozitiilor p, ¢ (in
aceasta ordine).

In implicajia ,,p — ¢“, p se numeste ipoteza sau antecedentul implicatiei,
lar propozitia ¢ se numeste concluzia sau consecventul implicatiei.

De exemplu, si considerim propozitiile p: ,2 -2 = 5 s5i ¢: ,Balena este

un mamifer”. Propozitia p — ¢ este ,dacd 2 -2 = 5, atunci balena este un
mamifer®, care este o propozitie adeviratd deoarece p este falsid, iar ¢ adeva-
rata.

Observaie. Deseori se intimpld ca propozifiile compuse pe care le obfinem sd fie
.bizare ca in exemplul dat mai sus la implicatie, Din punctul de vedere al logicii mate-
malice, in studiul propoziliilor compuse ne infereseazi numai valoarea lor de adevir,

Eechivalenta propezigiilor. Cu propozitiile p, ¢ putem forma propozitia
compusd (p = ¢q) A (¢ — p), care se noteazd p <— ¢ si se citeste , p daci si
numai dacd ¢“.Din tabela de mai jos se vede ¢ propozitia p < ¢ este ade-
vdratd atunci §i numati atunct cind p §i ¢ sint in acelagi ump adevdrate sau false.

Pl g |lp=q|g—p|psq
1] 1 1 1 4
1|0 0 1 0
R 1 0 0
0| 40 1 1 1

Formule echivalente in calculul propozitional

Asga cum in clasele mici cu literele @, b, ¢, ..., @, ¥, z,... si simbolurile -+,
, — , . putem forma expresiile algebrice, aga gi in calculul propozitional cu
literele p, ¢, r,... (sau py, pa; Pa,...) §i cu simbolurile conectorilor logici: V, A,

—, < putem si formdm diverse expresii numite formule ale calcululur pro-

pozifional. Formulele calculului propozitional le notdm cu literele «, B, vy, J,...
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Exemple: pV g, (pVoAr, (Vg = (A9, (pV1)=p, 1p~=p
sint formule ale calculului propozifional.

Fiind datd o formuld « = « (p, ¢, r,...) in serierea cireia intrd literele p,
g, 71,..., ori de cite ori inlocuim literele p, g, r, ... cu diverse propozitii obtinem
o noud propozitie (adevirati sau falsd) care se va numi valoarea formulei «
pentru propozitiile p, g, r, ... date.

Obserpayie. Gititorul poate si facd imediat legitura cu valoarea unei expresii alge-
brice pentru diverse valori numerice date literelor ce o compun,

O formuli «(p,q,r,...) garé are valoarea o propozitie adevirata indiferent
cum sint propozitiile p, ¢, 7, ... se numeste formuld identic adevdratd sau tau-
Jologie.

Doui formule « gi f in scrierea cdrora intra literele p, g, r,... se zic echi-
valente dacd st numai dacd pentru orice inlocuire a literelor p, q, 1, ... cu diverse
propozitil, valorile celpr doud formaudle sint propozific (compuse) care au aceeast
valoare de adevdr.

Cind doud formule « si B sint echivalente scriem o = p.

Observagie. $i aici cititorul poate si-si dea seama imediat cd echivalenta formulelor
in caleulul propozifional este analoagd nofiunii de identitate a douli expresii algebrice.

Pentru a dovedi c¢d doud formule ale calculului propozitional sint echiva-

‘lente se folosesc tabelele de adevar.

Ezemple. 1). Fie o ="1(pV ¢q) si B = (1p) A (1¢). Din tabela de mai jos rezulti
cd o= f.

B .2 |p\/q] o ["'lp | T | g

1

1 1 0 0 0 0
1 (0] 1 0 0 1 0
0 1 1 0 1 0 0
0 0 0 1 1 1 1
2) Fie y=1(pAg) si & = (1p}V (1g). Din tabela de mai jos rezulti ci y= §:
I RS e e B e
1 1 1 0 0 0 0
1 0 0 1 0 1 1
0 1 0 1 1 0 1
0 0 0 1 1 1 1

EXERCITII

7~ 1. Si se decidd care din enunturile urmétoare sint propozitii si ce valori
de adevar au: .

a) 2:3=6; b) (245):(3-+8)=80; ¢) |z| >0 (z numér real);
d) Oricare ar fi numérul real z avem | x| > 0; e) Inchide carteal; f) Exista
un numar real z, astfel incit 2* 4 2z — 3 = 0; g) Dreptele d si d’ sint paralele.

2. Din propozitiille p: ,2=4“ si ¢: ,3 <b5“ alcdtuiti conjunctia,
disjunctia, implicatia gi echivalenta celor doud propozitii.

"3 Folosind tabelele de adevir, s se verifice:
R pPVEAD =@V OARY D ) pAlGVD=@ADV (P AD;
) p=10p)d) p = ¢=19 =p; &) PVe = qVp sipA¢=qAp-.
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4. Si se arate cd urmitoarele propozitii au valoarea de adevar o1 indi-
ferent de propozitiile sunple ce le compunt

a) p ~(pVa); (P A9 — P; ) (PAp » ) =g
d) ((p > N\g = r))—*(p—w'); e) (p—2q9)+(g =7) = (p =71));
fH pV (p) 8 1p ACP).

1.2. Elemente de calculul predicatelor

Notiunea de predicat are o importantd deosebitd in matematici. Fard
a exagera, aproape orice teoremd din matematicd este un enunt ce contine

» unul sau mai multe predicate. .

Notiunea de predicat. S& consideram enunturile:

1) ..o 4 2'< 3%; 2),x divide y*.

Sd ludm enuntul ,z 4+ 2 < 3“. Se vede ci dacd inlocuim « cu 2, obtinem
propozitia fals, ,2 + 2 < 3“. Dacd facem x = 0, obtinem propozitia adeva-
ratd ,,0 + 2 < 3“ ete. :

S# consideram enuntul ,,z divide y“. Pentru z = 2 si y = 6 obtinem pro-
pozitia adeviratd ,2 divide 6“. Pentru z =4 si y =6 obtinem propozitia
falsa ,,4 divide 6“ etc

Un enunj care depinde de una sau mai multe variabile si are proprietatea
cd pentru orice ,valori date variabilelor corespunde o propozifie (adeviratd sau
falsi) se numeste predicat (sau propozifie cu variabile ). Predicatele sint: unare,
binare, ternare ete., dupd cum depind respectiv de 1, 2, 3,... variabile. Notam
predicatele cu p (@, ¥, 2,...), ¢(%, ¥, %,...)... Ori de cite ori definim un predicat,
trebuie sd indicdm si muliimile in care variabilele iau valori.

Ezemple, 1) Enuntul p(z): .z — | = 7% unde z desemneazd un numdr intreg, este

un predicat unar. )
2) Enuntul p(z, y): ,z este frate cu y*, unde x, y desemneazi oameni, este un pre-

dicat binar.
3) Enuntul p(z, ¥, 3): .2 = y + 3, unde z,"y, z desemneazd numere intregi, este

un predicat ternar.
4) Daci avem douid predicate P = p(z, y, 2, ...) §i Q = ¢(z, ¥, 3, ...}, care confin
aceleasi variabile, putem forma cun ajutorul r_on(.ctonlm' logici noi predicate: 1P, P A Q,

P\ Q, P—Q, P«>Qsa
Asa, spre ew(emplu pentru predicatul p(z), 1p(z) este predicatul oérm'\ pentru fie-
care valoare = — =z, ii corespunde propozilia T1p{z,).

Cuantificatorul existenjial (3) si cuantificatorul universal (¥). Strins legati
de notiunea de predicat apare notiunea de cuantificator. Fie predicatul unar
p(x), unde z desemneaza un element oarecare din multimea E. Putem forma
enuntul : \
existd cel pupin un z din E astfel incit p(@ )", care se noteazi (3z) p().
Acest enunt este o prepozijie, care este adevdratd cind existd cel pu;m un ele-
ment zydin E, astfel incit propozifia p(w,) este adeydratd si este falsd cind nu
existd nici un z, din E astfel incit p(2,) sd fie adevdratd.
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Egemple. 1) Considerdim predicatul p(z) :,,» + 3 == 0%, unde p desemneazd un

numir intreg, Propozifia (3z)(z + 3 = 0) este adevdratd, deoarece pentru z, = —3
propozifia p(—3): ,,—3 4 3 = 0 este adeviratd. j
3) Fie predicatul p(z): ,a2* + .= 0% unde z desemneazi un numir real. Propaozifia

(39:] (.-c 4+ 1 = 0) este fdls"i deoarece nu existd nici un numir real z, astfel incit s avem
.Lo + 1 =0,

Cu predicatul p(x) putem forma si enuntul:
woricare ar fi x din E are loc p(x)“,

care se noteazd (Vxz) p(x). Acest enuny este o propozitie, care este adevdratd dacd
pentru orice element x, din E, p(x,) este adevdratd si este falsd in cazul cind
existd cel putin un z, din E pentru care p(x,) este falsd.

Ezemple. 1) Tie predicatul p(z): ,2 + 3 = 0% unde x desemneazdl un numir intreg.
Propozifia (Vz)(z + 3 = 0) este falsi, deoarece de exemplu pentru z, = 4, propozifia
pl&): .4 + 3 = 0“ este falsi,

42) Considerdm predicatul p(z): ,2* > 0 unde z desemneazi un numdr intreg. Pro-
pozma (Vx) (2 > 0) este adevirald, deoarece pentru orice numir intreg z, avem
.'Io = 0.

Echivalenja predicatelor. Doua predicate p(z, y, z,...), ¢, ¥, 2, ...) se zic
echivalente i scriem p(x, y, 2, ...) < ¢(z, ¥, 2, ...), dacd oricum am alege valorile
variabileler zy, ¥, Zg,..., propozitiile p(zy, Yo, Zgy---) $1 ¢(Zgy Yo, Zgy-+-) AU ACELAS]
valoare de adevir. Daca oricum am alege valorile variabilelor z;, yg, 2g, .-
pentru care propozitia p(xy, ¥, 20, -..) este adevarata rezultd cd si propozitia
q(%9, Yo, 2oy --«) este adevaratd, vom scrie

P(-"L', Y, % ) = Q'(R:| Y, % )

_Se vede c& p(z, ¥y, z ..)< q(z, ¥, z,..) atunci §i numai alunci cind

p(z, y, z, ) = g('E, Yy 2 .0) §1 9z, Y, 3, ...) = p(& Y, 3 ..).

Egemple. 1) Considerdm predicatele p(z): ,@ < 0 si ¢(z): ,,@ > 0“ unde x desem-
neazi un numdr real. Se observi ci

pla) = q(2) si 1g(z) = pla).

2) Considerdm predicatele p(z, y): o = y“ §i ¢(=, y): ,& # y“, unde z, y desem-

neazi numere reale, Se observi ci
1[)(.1‘, y} #Q[Tw 3/) .
3) Considerim predicatele p(xz): ,,z > 0 si ¢(z): ,z* > 0% unde z desemneazd un

numdr real.

Se vede cd p(z) = ¢(z), dar nw are loc implicajia ¢(z) = p(a), deoarece pentru z, =
= —1, propozifia g(—1): ,(—1)* > 0“ este adevdratd. pe cind propozifia p(—1): ,,~1 =
= 0% este falsi. :

Reguli de nega;‘ié. Fie p(z) un predicat unar, unde z desemneazi un ele-
ment din mulfimea E. Atunci

1) U@z) p(z)) = (Vo) Tp(a),
2) (V=) p(2)) = (32) 1(p(2)

(aici*semnul,, = “ desemneazd faptul ci cele dous propozitii au aveeu&,‘u va-
loare de adevir).
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Exsmple. 1) 54 considerdm predicatul p(z): ,& — 2 = 3%, unde z desemneazd un
numir intreg. Propozilia (3z) p(x) este adevidratd deoarece pentru z, = 5, propozilia
plzg): »5 — 2 = 3“ este adeviiratdi. Atunci propozitia 7(3z) p(x) este falsi. Pe de alti
parte, predicatul 1p(z) este echivalent cu predicatul ,z — 2 3 3. Propozilia (V) (.x =
— 2 5 3) este falsd, deoarece pentru z, = 35, propozifia ,,5 — 2 # 3* este falsd. Deci am
verificat cd

13z) (2 — 2 = 3) = (Vz) Ux — 2 = 3).

2) Considerdm predicatul p(z): ,= > 0% unde z desemneazi un numdr intr.e‘g.
Propozifia (Vz)(z > 0) este falsd, deoarece pentru zy = —1, ,—1 > 0“ este o propozifie
falsd. Atunci, propozifia T((Vz)(z > 0)) este adevirati. :

Pe de alti parte, 1p(z) este echivalent cu predicatul ,z < 0%, Propozifia (3z) (x < 0)
este adevdratd, Deci am verificat ci

: (V) (2 > 0) = (=) 1z > 0).

Predicate de mai multe variabile. Fie p(z, y) un predicat binar. Folosind
cuantificatorii (3) si (V), putem forma predicatele unare: (3z) p(z, y)-lr}i
(Vz) p(z, y), unde y este variabila acestor doud predicate (y se zice variabild
liberd, iar @ variabild legatd). Din aceste doud predicate unare putem forma
propozitiile: ;

»(3y) (3z) p(z, y), (V) (32) p(z, y), @y) (V2) p(z,y) si (Vy) (V&) p(z, ¥)*

Semnalim urméatoarele proprietdti de comutativitate ale cuantificato-
rului de acelagi fel:

(Vz) (Vy) plz, y) = (Vy) (V) p(z, y)
(3z) @y) p(=z, y) = @y) @2) p (2, Y)-
Din regulile de negatie pentru predicatele unare obfinem regulile de
negatie pentru predicatele binare. ‘
De exemplu: 1((3z) (Fy) plz, ¥)) = (Va) (YY) 1p(2, y).
Intr-adevér: 1((3z) 3y) p(z, y)) = (V&) 1(3y) Pz, y)) = (V2) (YY) 1p(@, ¥)-
Consideratii analoage se pot face pentru predicate cu 3, 4 sau mai multe va-
riabile.
Observatii. 1) Daci p(z, y, 3, -..) §i ¢(z, y, 2 ...) sint doud predicate, atunci p(z, y,
z,...) > q(z, y,2z,...) daci si numai dac# este adeviratd propozitia: (Vz) (Vy) {Vz)-
(plz, ¥, 2, ...) == gz, ¥, %, ...)]. De asemenea, p(z, ¥, 3,...) = ¢(z, ¥, 3 ...) atunci si
numai atunci cind este adeviratd propozifia:
(Vz) (V) (V2) ...[p(2 ¥, 2 ...) = glz, ) 2 -20))
2) Multe teoreme se scriu sub forma implicajier
plz, ¥, % -.) = @z, 'Y 7 ...
1o Considerim teorema: in orice triunghi medianele sint concurente. Aceastd feo-
remd este de forma p(z, y, 2) = qla, ¥, 2), unde p(=z, y, z) este predicatul ternar: ,x, y, 2

sint medianele unui triunghi® iar g¢(z, y, 3) este predicatul: ,z, y, z sint concurente®.
9° Fie teorema: daci ABC este un triunghi dreptunghic, atunci BC®* = AB* +
4 AC® Aceasti teoremd este de forma:
pla, y, 3) = qlz, v, 2),
unde p(z, y, z) este predicatul: .z, y, 2 gint laturile unui triunghi dreptunghic A (z <

2¢¢

< z) Aly < 2)% iar q(=, y, 2) este predicatul:,,z“ =l =l e,

20

o

L=

3°. Teorema urmdtoare: winlre doud numere rationale dislincte se gasesle un numdr
rational diferil de-acestea®, se scrie sub forma:
piz, ¥) = q(z, y), unde p(x, y) este pradicatul: .{z # y) A (@ < y)¢, iar gz, -y) este
predicatul: ,,(3z) [(z < 2) A (3 < y)].

EXERCIT

1. Fie, predicatul p(z, y): ,2 divide y* unde z, y - desemneazi numere
.naturale. .

_ - a) 54 se determine valorile de adevér pentru propozitiile: p(2, 6), p(7, 15),
p(20, 100), p(45, 100).

b) Si se determine valorile de adevir ale propozitiilor:

(Vz) (Vy) p(=, y), (V2) Ay) plz, y), (vVy) 3x) p(z, y), (Fz) Qy) pl=, y).

2. Fie predicatul p(z): ,2% — 2z + 3 = 0“ unde % desemneazi un numér
real. Sd se determine valorile de adevdr pentru propozitiile: (3z) p(z) si
(Vz) p(z). S se verifice regulile de negatie.

3. Pentru orice predicat binar p(z, y), sa se verifice ca propozitia
(3z) (Vy) p(z, y) = (Vy) (Az) p(z, y) este adevirati.

4. Fie predicatul p(z, y): ,z + y = 2* unde =z, y, desemneazi numere
intregi. Sa se spund daca propozitia (Vy) (32) (p(z, ¥) - (3z) (Vy) p(a, ¥))
este adevarata sau falsa.

5. Sa se determine valoarea de adevir a propozitiilor:

a) (Vz) [(z >0) V (z <0) \V/ (x =0)], unde 2 desemneazi un numir
real oarecare;

b) 32) Ay) [(xz # ) Aly # 0) » (zy =0)], unde 2z, y sint numere

oarecare.

§ 2. MULTIMI
2.1. Notiunea de multime

Notiunile de multime si de element al unei mulfimi fac parte din categoria
acelor notiuni matematice care nu pot fi definite, dar sint impuse de numeroase
exemple: 1) mullimea cuvintelor din limba roméni; 2) multimea elevilor
dintr-o clasd; 3) multimea numerelor naturale: 0, 1, 2, 3, ... ete.

Asa cum scria Cantor, creatorul teoriei multimilor, o multime este 0
coleclie de obiecte (numite elementele muliimii) de naturd oarecare, bine deter-
minate si bine distincte".

Vom nota cu litere mari multimile, cu litere mici elementele lor. Dacd 4
este 0 mulfime i # un element al sdu, vom scrie zE A si vom citi ,z apar-
tine lui A%, Dacd x nu se gisegte in A, atunci vom scrie 2 & A si vom citi
»Z nu apartine lui A%,

Aga cum rezultd din fraza de mai sus, elementele unei multimi sint dis-
tincte, adicd un acelagi element nu se poate repeta de mai multe ori. De aseme-
nea, elementele unei muitimi trebuie sa fie bine determinate. Exista doua
moduri de definire (de -determinare) a unei multimi:
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a) Numind individual elementele sale. In acest caz multimea se specificd
scriind intre acolade elementele sale: {z, ¥, 2,...}. De exemplu: 4 = {0, 1, 2,
3, 4, 5} adicd multimea formati din primele gase numere naturale; B = {«,
B, v, 8}, adica multimea formata din primele patru litere mici ale alfabetului
grec. :
b) Specificind o proprietate pe care o au elementele sale $i nu o au alle
elemente. Mai precis, datd o proprietate, se poate vorbi de multimea acelor
obiecte pentru care proprietatea respectivd are loc. Multimile definite in acest
mod se vor nota prin

4 = {2 ] P(a)}

adici multimea acelor obiecte z, pentru care are loc P(z).

Ezemple. 1). Considerdm proprietatea: ,este numér prim par. fn acest caz mul-
fimea este {2}. ‘

2) Daci consideriim proprietatea: ,numdr natural par“ in acest caz A este mul-
{imea numerelor naturale pare. '

O multime definitd dupa primul mod sé zice cd este data sinteiic, iar o
multime definitd in al doilea mod se zice ca este datd analitic.

O multime care are un numér finit de elemente se zice finitd. In caz
contrar se numeste infinitd. De exemplu: multimea elevilor dintr-o clasé,
multimea oamenilor de pe glob, sint multimi finite. Multimea numerelor
naturale, multimea numerelor naturale pare, sint multimi infinite.

In teoria multimilor se admite existenta unei multimi care nu are nici
un element; aceasta se numegte mullimea ¢idd i se noteazi cu simbolul @.

Notatit, Cu N vom nofa mul{imea numerelor naturale:
N = {0, 1, 2, 3,...}; cu Z mul{imea numerelor intregi; cu @ multimea numerelor rafio-
nale, iar cu R mulfimea numerelor reale. Dacd a §i b sint doud numere reale cu a < b,
vom nota cu:
[a, b] = {¢ |z = R, a < = < b}, numit intercal inchis cu extremititile a si b;
[a, b) = {z | z = R, a < & < b}, humit intercal inchis la stinga §i deschis la dreapta;
(a, b] = {& |z = R, a < x < b}, numit inlerval deschis la stinga $i inchis la dreapta.

Dacii « = R, notdm cu:
[a,0) = {z|z =R, a< z}, (respectiv (a,00) = {z|z R, e < z}), numit interval
tnchis la stinga §i nemdrginit la dreapta (respectiv interval deschis la stinga §i nemdrginit
la dreapta ).

De asemenea notim cu:
(—co, a]l = {z|z=R, z < a} (respectiv (— oo, a) = {z |2 € R, 2 < a}), numit inter-
pal inchis la dreapta §i nemdrginit la stinga (respectiv interal deschis la dreapta §i nemdr-
ginit la stinga).

Se observil cd toate aceste mulfimi sint definite analitic,

2.2, Multimi egale

Se spune cd multimea A este egald cu 0 multime B daca orice element
al lui 4 apartine lui B si reciproc. Notdm faptul cd mulfimile A gi B sint
egale astfel: A = B.
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Egemple 1) 2678, 5% 8= {4, 3, 2y 0y U},

2) Multimea {2} esle egald cn multimea numerelor nalurale pare care sint prime.
3) Multimile {2, 3, 4} si {2, 3, 7, 10} nu sinl egale,

Relatia de egalitate intre multimi are urmatoarele proprietali:

1) este reflexivi, adicd 4 = 4;

i) este simetricd: dacd A = B, atunci B = 4;

iii) este tranzitivi: dacd A = B si B = (C, atunci 4 = C.

2.3. Relatia de incluziune

Se spune c¢d o multime A este inclusd in multimea B dacd orice element
al multimii A este si element al multimii B. Se noteazid A c B sau B D A.
Dacd A nu este inclusa in B se scrie A ¢ B. Altfel spus, A ¢ B inseamna
ca existd x € A astfel incit 2z & B. .

Cind A este incluséd in B se mai spune cd B confine pe A sau ca A este
o submuliime (sau parte) a lui B.

Ezemple. 1) {1, 2, 3}esteinclusdin {1, 2, 3, 5, 7}, adied {1, 2, 3} = {1,2, 3,5, 7}.

2) Multimea numerelor naturale pare este inclus& in* mullimea numerelor naturale,

3) NcZcQcCR.

4) Se face conventia cii pentru orice multime A, multimea vidd este inclusd in A4,
adicdi @ C A.

5) Multimea {1, 2, 3} nu este inclusd in mulfimea {2, 3, 5. 7} deovarece | & {2.-3.
5 7}

Fie A o multime gi o proprietate P(z); multimea elementelor din A care
au proprietatea P(x) se noteaza:

- B={zxc 4| P} -

Egemple. 1) Mulfimea numerelor naturale care se divid cu 5 se noteazi A =
= {z = N | 5 divide x}. 4

2) Mulfimea numerelor. intregi z cu proprietatea 7z + 8 = —6 se scrie 4 =
—{zeZ|7z+ 8= —6} Se vede ci 4 = {—2}. :

Din definitia relatiei de incluziune rezultd cA aceasta are urmétoarele
proprietati.

a) este reflexiva, adici A c 4;

b) este antisimetricd, adicd dacd A ¢ B gi BC A, atunci A = B

¢) este tranzitiva, adicd din A c B si Bc C rezultda 4 c C.

Proprietatea b) se utilizeaza in practica in sensul cd pentru a dovedi
c¢d A = B se probeazi incluziunile A C B si BC A. . :

Daca A este o multime, atunci multimea care are ca elemente toate sub-
multimile lui A4, se numeste mulfimea partilor lui.4 si se noteaza cu P(A).
Asadar

PA) =X X 4}

Observam cd multimea viddi @ si multimea totala 4 sint elemente ale
lui P(A). :

Exemple. Fie A = {1, 2, 3}, Avem
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2.3. Operagli cu mulgimi

1. Reuniunea multimilor

Definiftie. Senumeste reuniunca a doudh mulfimi A gi B multimea tuturor
elementelor care aparfin cel pufin uneia din mulfimile 4 sau B.

Notidm reuniunea multimilor A si B prin A U B si citim ,,4 reunit cu B*.
Deci AUB = {z |z € 4 sau z € B}.

Exemple. 1) {1, 2, 3, 4} U {3, &, 10, 12, 13} = {1, 2, 3, 4, 10, 12, 13},
2) {(J,, b: c]' u {Ci d’: e, f} o= {CL, b; Cy d$ €, f} :

Grafie, reuniunea a doua muliimi este reprezen-
tatd in figura IL.1 prin portiunea hagurata.

Observajie. Asa cum am definit reuniunea a doud mul-
timi, putem defini reuniunea unui numir finit de mul{imi.
Fig. 11.1 : Mai exact, dacd A4,, 4,, ...,d, sint n multimi; atunci mulfi-
- mea elementelor z cu propuictatea ,x aparfine cel putin
uneia din mulfimile 4; sau Ay=sau ...sau A," se numeste reuniunea mul{imilor 4,, 4,, ...
oy An siose noteazi 4, U A, U ... UAd, Deci A4,UA4,U..Udy,={z|(F}]1l<is<
< n astfel incit =z = A;}.
Exemple. 1) Fie A; = {1,2}, A, = {2,3,4} si A; = {1,3,5}. Atunci 4, U 4, U 4; =
= {1, 9,78, %, 5}
2) Dacd B; = {1}, B, = {2, 5}, B; = {1, 2, 6} si B, = {2, 5, 7},atunci B, U B, U
WAB By =S h 6]

2. Intersectia muljtmilor

Definifie. Se numeste intersecjia a doudl multimi A gi B multimea ele-
mentelor care apartin gi lui 4 gi lui B.

Intersectia multimilor A si B se noteazd A N B si se citeste ,4 inter-
sectat cu B*. )

Deci: AN B={z |z € Asi x € B}.

Multimile A si B se numesc disjuncte dacéi AN B = @, adicd dacd nu
au in comun nici un element.

Ezemple. {1, 2, 3}N {2, 5, 7, 8} = {2}

2) {a, b, ¢, d, e} N {b, d, f} = {b, d};
3) {1, 2, 3} N {4, 8, 9} = @.

> Grafic, intersectia a doud mul{imi este reprezen-

pig. 1 tatd in figura I11.2 prin portiunea hasurata.

Observagie. Asa cum am definit intersectia a doudi multimi, putem defini intersectia
unui numdr finit de muolfimi, Mai exact daci A, A,, ..., 4, sint » multimi, atunci mulfi-
mea elementelor o cu proprielatea .z aparfine si lui 4, gi lui 4, ... si lui 45" se numegte
intersectia’ multimilor A, 4, ..., A, si se noteazi 4, N A, 0.0 Ay, Deci 4;NA,NAy =
= (x| (Vi)l. < i < n avem z € 4;}.

atunci CNy A este multimea numerelor naturale impare:

Exemple 1) Fie A, = {1, 2, 3, 4}, Az = {1, 3, &, 5} i A, = {1, &, 6}.

Atunci A;NA4,N A4, = {1, 4},

2) Dacﬁ B.‘l — {’! 2! 3’ 4! 5}! Bz T {l! {‘l 5= 6}1 BS i {11 I‘? 51 7}1 B-I = {E,’ 5' 6, 8} ?l
B, = {3, &, 5}, atunci B, N BN BN B, N Bs = {4, 5}.

3. Complementara unei submuliimi

Definifie. . Fié £ o multime gi A o submulfime a lui £, Submultimea lui
E formati din acele elemente ce nu apartin lui A se numeste
complementara lui A in raport cu E. Aceasti multime se no-
teazd CpA (sau mai simplu C4 eind nu existi nici un dubiu
asupra multimii £).

Deci: CpA = {zc E |z e A}.
Exemple. 1) Dacd E = {l, 2, 3, &, 5} si A = {1, 8, 5}, atunci Cgd = {2, 4}.

2) Dacd A este mulfimea numerelor naturale pare,

3) Daci E — {a, b, ¢, d} si A — {b, d}, atunci
CgA = {a, ¢).
4) CgE = 9 i Cp® = E.
Grafic, complementara unei submultimi A in raport
cu multimea F este reprezentatd in figura 11.3 prin por-
tiunea hasurata.

4. Diferenta a doud mulfimi

Definitie. Fie A4 gi B doud mul{imi. Multimea formati din elementele
~ lui A care nu sint elemente ale lui B se numeste diferenfa
dintre mulfimea A gi mulfimea B §i se noteazi A — B.

Deci: _
A—B={z|zxc A si ze& B}
Exemple. 1) {1, 2, 8, &, 5}-— {2, & 5,7} = {1, 3}

2) {a, b, ¢} — {d, e, f} = {a, b, c}.
3) {a, b, ¢} — {a, c} = {b}.

Grafic, diferenta dintre A si B este reprezen-
tatd in figura II.4 prin porfiunea hagurati.

5. Produs cartezian

Definifie. Se numeste pereche ordonatd (cuplu) formati din elementele
x §iy o ordine intre elementele z §i y in sensul e x este primul
element, iar y este al-doilea element gi se noteazi cu (z, y).

In perechea (z, y), z se mai numegte prima componentd, iar y a doua
componentd.

Doud perechi (z, y) §i (2/, y’) sint egale dacd §i numai daci z = 2’ si
y=1y.




Rezultd o (=, y) # (y, ), egalitatea avind loc numai pentru z = ¥.

De aici rezultd cd notiunea de pereche ordonaté este diferitd de cea de mul-

time formatd din doud elemente.

Ezemple. 1) Cu numerele 1 §i 2 putem forma doua perechi ordonate: (15:2) si (2, 71)

care sint distincte. in plus perechile (1, 2) si (2, 1) sint diferite de multimea {1, 2};

2) Gu numerele 1 si 1 putem forma cuplul (1, 1).

Definifie. Fie A si B doui mulfimi. Mulfimea ale cirei elemente sint
toate perechile ordonate (a,b), in eare a < A gib < B se nu-
meste produsul cartezian al mulfimilor A si B (in aceasti
ordine) §i se noteazi A X B.

Deci: A X B="{ (a, b) |a € A i b € B}.
Cind A = B, se noteazid A X A = A%

Exemplu. Fie A = {1, &, 5,} si B ={1, 2, A :
Atunci 4'x B = {(1,1), (1,2), (1,3), (4,1), (4,2), (4,3), (5,1), (5,2), (5,3)}
si B x A={(1,1), (1,4), (1,3), (24), (2,4), (2,5), (3,1), (3,4), (3,5)}.

Se observd c¢i A x B # B x A deoarece, de exemplu, elementul (1, 2) & 4 x B

si (1, 2) & B X A.

Observatii. 1) In exercitiile undg avem de dsterminat produsul cartezian a doud
mulfimi este bine si refinem faptul ci dacd 4 este o mulfim® finitd cu m elemente, iar B
este 0 mulfime finitd cu n elemente, atunci A x B are m - n clemente. Intr-adevir, cu
fiecare element a = A putem construi n perechi ordonate de forma (a, y), cuy & B. Cum
B are m elemente, numirul total de perechi ordonate este m - n.

2) Fie A si B submultimi ale mulfimii numerelor reale R. Multimea 4 x B se
poate reprezenta grafic printr-o mulfime de puncte din plan, in care s-a fixal un sistem
de axe rectangulare xOy, asociind fiecirui, element (z, y) & A x B, punctul P(z, y) de
. coordonate z si y. =

De exemplu: 1° Dacd 4 = [1, 2] i B =[2, 4], atunci Ax B are ca reprezentare
' ‘ in plan dreptunghiul hasurat ABCD (fig. I1.5) unde
4 A(1, 2), B(1, 4), C(2, 4) si D(2, 2).

2° Daci 4 = B =R, atunci R x B = R* are ca

reprezentare tot planul.

v 6. Proprietdji ale operafiilor cu mulfimi

v (Exercitii)

by 1°. Daca A, B, C sint trei multimi, atunci
| AU(BUC)=(AUB)UC si AN (BNC)=

| — (AN B)N C (asociativitatea reuniunii §i a

inlersectiet).
“l 2° Daci A, B sint multimi, atunci
Fig. 115 _ AUB=BUA si ANB=BNA (comutafivitatea

: reuniunii gi intersecfiet).
3° Dacit A este o multime, atunci AUA =4 si AN A=A (idempo-
tenja reuniunii §i intersectiei).
4° Oricare ar fi multimea 4, AU @ = A §i AN = 0.
5° Dacd A, B, C sint trei mul{imi, atunci AU (BN C)= (AU B)N
N(AUC) (distributivitatea reuniunii fatd de intersecjie) si AN(BU C)=
— (AN B)U (ANC) (distributivitatea intersecjiei fafd de reuniune).
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: 6° Dacd A,B sint submultimi ale lui E, atunci Cx(4A U B) = CxANCgB
§i Cp(AN B) = CyA U CgB (formulele Iui de Morgan).
7°. Daca A este o submulfime a lui E, atunci Cp(CzA) = A.
8° Dacd A, B sint doud multimi, atunci 4 — B = C4(4N B).
' 9° Daca 4, B, C sint trei multimi, atunci
T.)-A—(BUC):(A—B)—C; i) A—(BNC)=(A—B)U(4 — C);
i) (AUB) —C=(4A—-C)U(B—C); iv) (ANB)—C=AN(B—C)=
= (_A — C)N B.
: 10° Daca A, B, C sint trei multimi, atunci ‘ ;
1) A X (BUC) = (A x B)UI(A 5 s i) A (B )= (4 x B0 (4 C);
i) A X (B—C)= A4 x B—A x C.
l Vom demonstra, ca model, distributivitatea reuniunii fatd de intersectie,
adicd AU (BNC) = (AU B)N (AU Q). '
Fie 2 € AU (BNC). Avem: ;
zEAU(BNC)= 2cA sau #€BNC = zc A sau (z=B si 2€C) =
= (€A sau z€B) si (€A sau 2cC)=>2=AUB si 22AUC =
= ;I;E-(A UB)N(AUC). Deci AU(BNC)c (AU B)N(AUZC).
Fie 2x=(AU B)N(A U (). Avem:
zc(AUB)N(AUC)= 2z AUB si 2€AUC = (254 sau z€B) s
(@A sau 2eC)= 2cA sau (z€B si 2€C) = zcA sau zBNC =
= a:g.A U (BNC). Deci (AUB)N(AUC)c AU (BNC). Din cele doui
incluziuni rezulta ca A U (BNC) = (AU B)N(4 U ().
Observayie. Ca exercifiu, s1 formalizim in termeni logici citeva din definifiile din
ac2st paragrafl. De exemplu:
1) relatia d2 incluziune, 4 c B, se scrie:
Ac B (Va) (zx € 4=z B);
2) relalia 4 ¢ B se scrie:
AZ B+ (3z) ({x € 4) A (x & B)).
Folosind legile de negatie din caleulul cu predicate, se poate verifica usor e pr ifii
(3z) ((z = A) Az & B)) esle echivalentd cu propozitia 7((Vz) (1‘: E“E-':-; grl‘:’;})mm
3) definilia reuniunii 4 U B, se scrie %
i e AUB<s(zes A)V (z B);
4) definitia intersecliei A N B, se scrie
y z€ ANB <« (ze A) Az  B);
5) definifia complementarei CpAd, se scrie :
ze CgA < (ze E) A\ (x& A);
6) definijia diferenfei 4 — B, se scrie
ze A — B+ (ze d) Alz& B).
Propunem cititornlui si formalizeze si alte definiii intilnite,
EXERCITII |
1,/84 se verifice egalitifile:

a) {reN|a* — 4x 4 3 =0} = {1, 3);
b) {zeN|a*+ 22— 2= 10} = {l1};
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D {reZ(2 —32+1=0)= {1}
d) {r=Q |2z — 3z + 1 :ﬂ}zi—%, 1};
e) {xes Z| lz —1]=2}= {—1, 3}.
2, Sd se determine mul{imea:
{r e Z | ma® — (m® + )z + m = 0}. Discutie.
B, Sil se arate cd oricare din conditiile: Ac B, AN B = A si AU B = B, pentru sub-
_mullimile 4 si B ale multimii X, implicd celelalte doui. y
4./Care dintre urmitoarele propozitii sint adevirate sau false:
a) {a, b, e} = {b, a, c}; b) &, 5, 6} = {6; &4 &};
¢) {8+ 1, 5} = {5, 9}; d) 3= {3}; ®) 3& (3}
f) 3c {3}; 8) {3} = {4}:7h) {3} = {{3}}
i) @c {1};4) 9= {1}
b, Sd se descrie multimile:
2(2({1})) 5i 2LE({1}))).
( 6. 5i se determine mullimile

a) A=JdazeN|z = [' , neNt:
n-—+ 2
b) B=Jlae Z :12:6”'+7f. HEZ};
3n + 1
2
t')C:{re'N I:MM—H—. HEN}.
n® 1

ﬁ';) Fie A — {1, 2, 3, 4}, B = {2, 3, 7, 11}. Sd se determine multimile 4 U B, A N B,
A — B. Dacd E = AU B, si se determine CgA §i CgB.
8. Fie 4 — {1, 3, 5, 7}..B = {3,7,9},€ = {3,5, 7, 9} Sisearateci 4 UB = 4 UG,
9. Dacd A, B, C sint trei mulfimi astfelincit AU B = AU Csi AN B = AN C, atunci
2t — (- :

110.)84 se determine m astfel incit:

o dzeR|a*—tbzt+m=0}N{reR|a®— 3z 2=10}+# @

{‘ll.__)S:‘i se determine m astfel incit:

fzreR|222 824+ m=0IN{zeR |z —5z+4=0}= @.

N
!

12.)Sﬁ se determine m astlel incit:
{relll.rz-{-m:rﬁl:l]}—{—Q‘ %}:Qj_ i

13. S8 se arate ed mulfimea
{freR|z224+mzx+1=0U{zeR|z®+ b4+ m?®= 0}
are doud elemente oricare ar fi m  R.

14. Si se arate ca:

2
{xeR :c=-a—-ﬂii, aeR}:(Hoo, —3JU[L, + o).

a1
“1b.Fie A = {z R |22} mz} m? 4 1 = 0}. Si se calculeze CI{A'
(16, Determinati toate submulfimile urméitoarelor mulfimi:
‘A= {1,238}, B=/1a b, ¢ d}, C= iz y, 3 u, ¢}
17. Fie @ un numdir natural. Vom nota cu D{a) miltimea
Dfa) = {x = N | x divide a}.- '
i) Dovediti ca D(a) are cel putin doud elemente (a > 1).
ii) Pentru care numere naturale a, D(a) are exact doud elemente.
iii) Pentrn care numere naturale a, D(a) are exact patru elemente.
iv) Determinati multimile: D(8), D(160), D(120). -
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18, 54 se determine m astfel incit mulfimea ;
A={zeR|z*—mz +2=0}U{resR |22 — mz+ | = 0}
sd contind 3 elemente. Poate avea, A, 2 elemente? ;

19. Fie r; < ry < ... < rp < ... numere naturale. Fie,de asemenea, a un numar natural.

Pentru orice numir natural & notim:
Ap={a+rmmim=1, 2, ...}
Dovediti ¢d nu existd nici un element comun tuturor multimilor Ax(k > 1).

20. Fie A, B doud mul{imi. Notdm cu AAB = (4 — B) U (B — A) (Mullimea AARB se
anumeste diferenja simetricd a mulfimilor 4 si B). Dovedili c¢d: a) Pentru orice frei
multimi 4, B, C are loc egalitatea (AAB)AC = AA(BAC); b) AAD = OAA = A;
c) AAB = BAA; d) AAd = @.

21, Fie a, un numir natural. Definim mulfimea

A SENE
A= {0y By Gy By wseir UHAA gy == Lf ap + 1, ..., aGpyy = l/ an 4+ 1, ...

Ardtati cd mulfimea 4 — Q # @,
22, Dacit M este o mulfime finitd, vom nota prin n(M) numirul elementelor sale. Fie
A, B, C trei multimi. Dovedifi ci:
n(AUBUC) = n(4) + n(B) + n(C) — [r(A N B) + n(4A N C) + n(BNC)] +
+ n(AN BNC). _
Fie A,, 4,, ..., Ap, n multimi (rn > 2). Dovedi{i c& pentru oricare doud numere na-
turale ¢, j (1l <i<n, | <j<n), avem: :
(AN N NA) O (A D NAy) = (A; N Ag N N A7) N (Ajyg Do N Ay) =
= A, NA,N..0MA,
gi (AyU AU .. U Ay U (Aggg U Udy) = (4; U 45U .. U 43) U (Ajg U LU 4y,
De asam=nea, dacl i,, is, ..., iy sint numsrele 1, 2, ..., n scrise intr-o altd ordine, atunci
Al Ll An = A‘h Wi UAfn‘
; ALV GO A =, 0 A
24, Fie 4 = {1, 2, 3} si B = {l, 8, 4}. Si se determine mulfimile
Ax A, A x B, B x A, B x B siapoi sii se reprezinte grafic intr-un plan de ccor-
donate xOy.
25. Fie multimea 4 = [1, 2] U [3, 4]. Si se determine 4 x A si apoisd se reprezinte gralic
intr-un plan de coordonate zOy. !
26. Fie multimea B = [1, 2] U {3, 4}. Si se determine mulfimea B X B si apoi s se
reprezinte grafic intr-un plan de coordonate xOy.
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§ 3. FUNCTII

Cuvintul ,functie* este adesea utilizal in vorbirea curentd. Se spune,
de exemplu, cd recoltatul griului se face in functie de starea vremii. Se spune,

de asemenea, cd nota pe care o obtine un elev, atunci cind este ascultat, este-

in functie de rdspunsurile pe care le da. Ca si in viata de toate zilele, conceptul
de functie joacd un rol imens in toatd matematica si chiar in toati stiinta.
In continuare ne vom ocupa de studiul conceptului matematic de functie.

3.1. Notiunea de functle

Definifie. Fie A gi B doudl mulfimi. Prin funciie definitd pe muliimea A,
cu valori tn muliimea B se intelege orice lege (procedeu sau
convenfié ete.) f, in baza cireia oricdrui element « < A i se
asociazid un unic element, notat f(q), din B.
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Definitia functiei presupune de fapt existenta a trei elemente:

1° O multime A, pe care este deflmta functia si care se numeste domeniul
de definijie al func;wt

2° O a doua multime B, in care ia valori functia si care se numeste dome-
niul valorilor functiei sau codomeniul functier.

3° O lege (procedeu, conventie etc.) f.

Pentru a simboliza faptul céd aceste trei elemente A, B, [ sint elementele
tonstituante ale unei functii definitd pe multimea A cu valori in multimea B
e scrie simplu:

fi14 — B gau AL B

si se citegte ,f definitd pe A cu valori in B*.

Dacd a € 4, atunci elementul f(a) & B se numeste imaginea lui a prin
functia respectivd, sau valoarea lui f in a.

O functie f: A —» B se mai numegte §i aplicafie de la A la B.

Observatii. 1) Desi in definitia unei functii 4 ol B apar in mod necesar trei ele-
mente, totusi, uneori peniru simplificarea limbajului, se spune cd [ este o functie",
urmind ca celelalte doud’ elemente sd rezulte din context.

2) Dacid A si B sint doud mulfimi oarecare, atunci, in general, e‘ﬂsta mai multe
funclii definite pe 4 cu valori in B.

3) Doud functii f: 4 - B si g : A’ — B’ se numesc egale daci A = A’, B = B’
i in plus, pentru orice element e = A, avem f(a) = g(a). Dacd existd cel pufin un element
a e A pntru care f(a) # g(e), atunci funcgiile f si g nu sint egale. Cind functiile [ si g
sint egale notdm f = g; in cazul cind nu sint egale notdm f # g.

4) Fie f: A - B o funclie. Dacil x desemneazdi un element ocarecare din A, iar y
desemneazi elementul f(z), atunci vom scrie: y = f(z). Aceastd egalitate poartd numele
de dependenfd funefionald asociatd funcfiei f, iar @ se numeste pariabila sau argument. Ori
de cite ori ne este clar cine este domeniul $i codomeniul funcgiei f, putem si mduﬂm pentru
aceastd funclie numai dependenf{a functionald y = f(a).

Egemple. 1) Fie multimile 4 = {a, &, ¢, d}si B = {1, 2, 3, 4, 5}. Definim functia
{:A4 - B dupa ,legea“: lui a i se asaciazﬁ I;lui b ise asociazi 2; lui ¢ i 5¢ asociazd 2;
lui d i se asociazi 5. Pentru aceastd functie avem: f(a) = 1; f(b) = 2; flc) = 2 5i f(d) = &.

De asemenea, de la 4 la B putem defini funclia g : A —+ B dupd legea: oricdrui
element x din 4 i se asociazii numirul 1.

Pentru functia g avem: gla) = g(b) = gle) = g(d) =

Se vede cd funcliile f si g nu sint egale.

2) Fie A mulfimea tuturor tirilor de pe glob, iar- B mul{imea tuturor oragelor de pe
lob.
3 Definim functia f : A — B dupd legea: unei {dri i se asociazd capitala sa.

Pentru aceastd tunciie avem de exemplu: f (Roménia) = Bucuresti, { (Italia) =

= Roma ete.

3) Fie Z mulfimea numC‘relor intregi, Definim' functia f: Z - Z dupd legea: lui

a e 7 i se.asociazii pdtratul siu, adieil f[a) =gt

3.2. Moduri de a defini o functie

Cind definim o functie trebuie sd precizdm cele trei elemente ce o carac-
terizeazi: domeniul de definitie, domeniul valorilor si legea de asociere. Vom
distinge doud moduri de a defini o functie.
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a) Funcyii definite sintetic. In multe cazuri 0 functie f: 4 — B poate fi
definitd, numind pentru ficcare element in parte din A elementul ce i se asociazd
din muliimea B*.

Exemplu. Fie 4.= {1, 2, 3, 4} 51 B = {1, 7, 9}.
Definim f: 4 - B punind: f(1) = 1; f(2) =7; f(38) =1 si f(4) =9

Legea de asociere a functiei f: 4 — B :
poate. fi reprezentatd grafic printr-o f
diagramd (fig. 11.6) sau printr-un. / —
tabel (fig. IL7). (In figura IL.6 sage-. = 71— i
tile indicd legea de definire a functiel |
de la mul{imea A la B. In tabelul din /
figura I1.7 in prima linie sint trecute

elementele mul{imii pe care este Fig. 11.6
definitd functia, iar in linia a doua

elementele din multime unde functia ia valori).

N (P
fx) | 4 7 1 9
Fig. 11.7

Pentru orice functie definita sintetic se poate asocia o diagrama ca in

 figura I1.6 sau un tabel (numit tabelul de valori al functiei ), ca in figura I1L.7.

De multe ori este preferabil gi suges-
tiv sd indicam diagrama sau tabelul de A
valori pentru a defini functia respectiva. / g e

De exemplu, si considerim diagrama din -] ‘ iy |

ligura 1L.8. { - J:’ { 3 ‘I‘.
Functia asociati este: f: 4 — B unde. : =1
fla) = —1; fbl= —1; fle) =2 si f(d) = 4. '
Sau sit considerdm tabelul din figura I1.9. Fig. Il.h

@ |ea b ¢ d
f@ | 1 7 10 13
Fig. 11.9

Funcfia asociatd este f : {a, b, ¢, d} - {1, 7, 10, 13}, unde f(a) =1; f(b) = 7;
fle) = 10 §i f(d) = L '

b) Functii definite analitic. O funcfie f : A — B poate i definiti specifi-
cind o proprietate (sau relatiile ) ce leagd un element arbitrar a € A de elementul
f(e) din B. i

Exemple. 1) Fie A multimea tuturor oamenilor din Romdnia, iar N
multimea numerelor naturale.

Definim functia: f: 4 — N astfel:

f(z) este egald cu virsta (in ani) a lui z in mom“ntu] de fata.
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2) Fie B multimea oragelor din Romdnia iar C muljimea judetelor {drii.
Definim funectia f: B — C astfel:

f(z) = judetul cdruia ii apartine oragul z.

3) Dindu-se o formuld (sau expresie algebricd) E(xz), putem si-i asociem
o functie sau mai multe functii. (Intotdeauna aceste functii vor avea domeniul
si codomeniul, submul{imi ale multimii numerelor reale.)

De exemplu, considerim expresia E(z) = z* 4 1. Putem defini funcfia. f : R = R
astfel fneit f(z) = = + 1.

Aceleiasi expresii E(z) = z* 4 1 putem s#-i asociem si funciia g : Z — R; g(a) =
= x? 4 1

Este evident cii -functiile f gi g sint diferite deoarece domeniul de definitie al lui f
este R, iar al lui g este Z.

Retinem faptul cd unei expresii sau formule i se pot asocia mat mulle
functit.

De asemenea, cind definim o functie cu ajutorul unei expresii algebrice
trebuie sd avem in vedere dacd acea expresie are sens pentru elementele din
domeniul de definitie.

De exemplu, si considerdm expresia:

E(e) = 21
z— 1
Acestei expresii nu-i putem asocia o funclie h:R — R, k(z) = 'T—+—l, deoarece

expresia E(z) nu are sens pentru z = 1.

4) Dindu-se mai multe expresii algebrice putem sd definim o functie
sau mai multe functii. 1
SH considerdm expresiile:
Ey(a) = # + 2, Eyfz) = a* si Eyfa) = —.
Definim functia:
f:R - R astfel-
x+ 2, daci =z < 0,
pd o ddch 0= 2 <1,

i, dacd z > 1.
T

flz) =

Aceloragi expresii putem sd le asociem si funcfia g : R — R datd in felul urmdtor:
2+ 2, dacd 2 < —1,

x* dacih -1 <2,
glz) = 4
— daed w2
&

Se observi imediat ci avem f(2) = % , iar g(2) = 4, deci f si g sint funciii distincte.

tntr-un mod aseminitor putem defini o funcfie prin patru, cinci sau chiar un numdr
mai mare de formule,
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Trebuie sd remarcam faptul ca, daca functia f: A — B este delinita
prin mai multe formule, atunci fiecare din formule este valabild pentru o
anumitd submultime a lui A, iar doud din formule nu pot fi folosite pentru
determinarea imaginii unuia gi aceluiasi- element.

5) Geometria ne furnizeazi o gamd variatd de functii delinite analitic.
Iata citeva exemple:

1° Simetria in raport cw un punct, Fie M un punct fixal din planul P. Notdm
sar: P — P funcfia definitd astfel: °
sy(X) = simetricul lui X fatd de M. Functia sy se numesle simetria fala de punctul M.

29 Simetria in raport cu o dreaptd. Fie (d) o dreaptd din planul P. Definim functia
sq 1P — P, astlel: sy(X) = simetricul lui X fata de dreapta (d), Funclia sq se numeste
stmetria fatd de deeapta (d).

3° Fie O un punct fix in planul P. Vom defini funclia d : P — R astfel: d(X) =
— lungimea segmentului O,

4° Fie A mullimea triunghiurilor din planul P, Yom defini funclia a : 4 — R, astfel
a(T) = aria triunghiului 7.

3.3. Graficul unei functii -

Fie f: A »'B o functie. Prin graficul acestei functii intelegem submul-
timea Gf a produsului cartezian A x B formata din toate perechile (a, f(a)),
cuac A

= Deci:

Gr = {(a, f(@) |a € A}.

Ezemplu. Si considerim Tuncfia
asociatd urmdtoarei diagrame (fig. 11.10):
fla) =2, f(b) =1, flc) =2, f(d) =

In acest caz graficul G; este mul-
fimea:

6 = {(a, 2), (&, 1), (e 2), (4,5 )} Fig. 11.10

3.4. Functii numerice si reprezentarea geometrici a graficului lor

Se numeste functie numericé o functie f: A — B, pentru care atit dome-
niul de definitie A cit i domeniul valorilor B sint submulf{imi ale multimii
numerelor reale. ®

Ezemple. Urmitoarele functii:

1) f:R—=R, [(z) =2z 4+ 1,

2) g:[0, 2] = [0, 4], g(a) = 2* sint funciii numence

Graficul unei i‘unc@u numerice are o partmulautate deosebitd, care consti
in aceea cd el se poate reprezenta ca o submultime de puncte din plan.

Fie f: A —+ B o functie numericd gi Gr graficul sau. Fie z0y un sistem
de axe perpendiculare din plan. Dacéd (a, b) este un element din Gy, atunci
ii asociem punctul P(a, b) din plan (a este abscisa, iar b este OIdUnata.punu
tului P). Multimea de puncte din plan de coordnndte z s y unde (z, y)
este un element oarecare din multimea Gy se numeste reprezentaréa geometrica
a graficului funcfiei f. Dacd nu este pericol de confuzie, pentru sitmplificarea
limbajulut, vom numi, simplu, aceastd reprezentare geometricd graficul funcfiei f.
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Ezemple. 1) Fie functia £ - . 3
%wf{»Lm—‘%ﬁ{aVZL2}ﬁwmﬁtﬂwwl

1
i =15 N0 =

tel | =3 1

——

2 =|/3

,-Vﬂ}

a punctelor P,, Pa:k P Py

Fig. IT.11
Fig. I1.12

.2) Fie funetia de gradul intli f: R - g [z
aficul acestei functii este mulfimea ,

» }tmz+nundem,neR$im#O

: (),l =] {{al } (ﬂ}) L I{J g l(ﬂ‘l ma L} l @ = Il'}
R rezentai €a eome A a graf ul func €1 de g d | f
ep f: g 11 t]"l(: g lcul f n atl d é,['ﬂ u] intil ( )
x

ast . > . 3T :
este o dreaptf cape faie axele ip punctele p e
i . 1

(0, n) si PE.(._ -:: oJ (fig. 11.12)

3) Fie funclia moduz f:RSR flz) =

p- unde il

z,dacd » ~ 0,
= 0,daci = = o,

—a,dacd z < g,

Gra.ﬁcul acestei funcfii este constituit din douj
semidrepte ¢ §i d° (fig. I1.13) unde d este

bi : AR
1sectoarea unghiuluyj 20y, iar 4’ este bisectoarea

Fig.
g. 11,13 unghiului z'0y. s

Obserpagie. Cing avem o fune

' fie numericy
trasa graficul acestei functii, adjcy Ky ntlisy e

de a vedea ce figurd geometric

. d reprezinty i
entru fiecare cay in parte ; ot i

in plan. Acest lucry va fi ficut p
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3.5. Funcgll injective, surjective, bijective

‘Definitie. Fief: A — B o functie. Yom spune ci f este o tuncﬁe injectivd

sau ¢ este o injecjie, dacd pentru oricare doud elemente x §i
y ale lui 4, z # y, avem f(z) # f(y)-
Faptul o# functia f este injectivd se mai éxprimd i astfel: dacd z si ¥
sint elemente oarecare din A cu proprietatea f(z) = f(y), atunci rezultd z = y.
Din definitie rezulti ci o functie f: A —B nu este injectivd daci exista
cel putin doud elemente z si y din A, & # ¥, astfel incit f(2) = f(y).
Egemple de funcyli injective ' :
1) Funectia f : 4 - B, asociati diagramei din figura II.1& este o functie injectivi,
2) Functia g : N = N, definitd prin formula g(z) = 2* este injectivd. intr-adevir
st presupunem ci g(z) = g(y) unde z, y  N. Atunci z* = y*de unde (2 — y) (z + y) = 0.

Fig. 11.14 ; Fig. 1115

Din aceastd egalitate rezultf ci @ — y = 0 sau z + y = 0. Din prima egalitate avem
cd z = y. Dacdl are loc egalitatea z + y = 0, cum z §i y sint numere naturale, obtinem
¢d & = y = 0, Oricum, din egalitatea g(z) = g(y) rezultd ci =z = y si deci g este o funcfie
injectiva. ‘

3) Funcfia h : Z - N, h(z) = 2® nu este o funcfie injectivi deoarece A(—2) =
= k(2) = 4.

4) Functia & : A — B aseciati diagramei din figura II1.15 nu este injectivd, deoa-
rece k(1) = k(&) = e.
Definifie. O funcfie f: A — B este o funcfie surjectivd sau, simplu, este

-0 surjecjie dac pentru orice element bc B existi cel pufin

un element ac A, astfel ineit f(a) = b.
Rezultd cd o functie f: A - B nu esle surjectivd daci existd cel putin
un element b€ B, astfel incit pentru orice element zcA avem f(x) # b.

Ezemple de funcjii surjective
1) Functia f : R -» R definitd prin relajia
flz) = az, a # 0, este surjectivd. Intr-adevir,

fie y = R. Atunci 2= R si avem f[l]-_—
. a e 8

=dad

& |

=y \ . ‘
v "4 | ‘ :
\ |

2) Funclia g : A — B asociati diagramei
din figura I1,16 este de asemenea surjectivi,

8(1) = a, g(2) = g(3) = b, g(4) = ¢, g(5) = a (oo

-




3) Functla h 1 R - B definiti

1 { : 3 4 prin fo ==
. vdr pentru orice s R avem A(z) }:: xR ;m—iﬁla s
element, prin h, din domeniul de definitie, '
4) Functia k1 4 » B asociatd diagramei din figur

Intr. fede cif
P r-adevdr se vede ci elementul 2 & B nu este imag

Deci —1 nu este imaginea niei unuf

a I1.17 nu este surjectivi,
mea prin k a nici unui element

Fig. 1117 BTl

Definifie : |
fie. s{; funetie f: 4 =+ B”care este simultan injeetivi 8i surjectivi
numeste funcyie bijectipd sau, simplu, dijectie.
Ezemple de funcii bijective .
1) Funetia f: 4 - p asoci i | :
;A atd diagramei din fj ijecti
Al = e et o gura I1.18 este bijectivi:
2) Fi = ini
Func;i; ; 1:5;: = '::ijegnif z 2= 0}. Definim funcfia g : 4 - 4 prin formula: g(z) =
ek Jectivi, .nEr-aqevér, trebuie sd arftim ci g este injectiv si surjectivi
Gt ot )g{; este injectiod, Fie L Yy = A astfel incit g(z) — gly). Atunci z? — 52 df‘.
x_y;dacﬁy -:_4—_1;):0.};1decx,x-—y:-.ﬂsaux-i—y_—_l) Dacid z — y Oszl;em'
=y &y =0, avem wi— — si : Saloni) tush
vk : - 0, ¥ §1 cum =z, y sint i
% = y = 0. Oricum, din egalitatea g(z) — gly) rezultjé z *l;umere Dl
Funcia g este surjectip. Fi ( ol
Jectivd. Fiey = A. Cum y > 0. atung Y. y
T 3 My 2 0, atunci are sens |/y. Cum |/y > o,
3)prmifj3: fSe ;Ede o g/ y) = V)2 = y si deci g este surjectivi.
L e d.a é—-v R, f(z) = ax + b, unde a, b= R sia#0 este bijectivi
S s ,0 (t: f{."rl} =flag) at.unci az; + b = ax, + b, de unde obtinem a-x =
» dtuncl z; = z,. Deci f este injectivd. S ardtim ci f este si surject;v;

Fie ¥y = R. Are Séns numérul —=
0 real z — _3" i i Yy b
. Atunm f(a:) e a(_ ___J + b= Y,

ceea ce aratd cd f este i surjectivi.

3.6. Compunerea ﬂlmc;iilor

SL f;:rc;t:iet; gS Ff);nmde cu c?domeniul functiei f. Aceasty situatie particulari
o gésmdu_l iacegl urmatoare]'e GO{:sidera’pii. Fie ac 4; atunci elementul
e C.u o;sew};?,:ez; vaosil;;ld; l::g;ginea sa prin g, adici de elementu]
oy : asocia oricdrui element
jl::rlne?t Igmc c.hn muI;}mga C, anume eleme'ntul 4(f(a)). In felul a:eij al;rr:
nit o fupctie h al cirei domeniu de definitie este cel al functiej [, iar ¢
domeniul este cel al functiei g. Deci k2 4 - € unde h(a) =g(,f(a))’pe:1;*ou-

F- J .. . .
ie functiilef : 4 B g:B — C. Observim, o domeniul de definitie
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il e e e i e T e ————"

= z® nu este surjectivy. Intr-ade.

orice.a= A. De obicel functia h astfel defi-

nitd se noteaza gof (san gf) si se numeste ‘
compunerea funcjiec g cu funcgia f. (In | | 9o _ '
figura 11.19 este reprezentat modul de defi- | f' - | --'}w..\l

nire al functiei gof.) A N | |
Ezemple. 1) Considerdm funcliile f: 4 - B si = N g ‘f' r o\ /
g : B > C delinite respectiv prin diagramele din A 1 -
figura 11.20. ‘ i /
in acest ecaz avem fgof) (1) = glf{1)) = \ fia) /,f
= a(3) = 1 (2ofli(2) = glf2)) ‘= z(6) =1 e,
(gof)(3) =&(f(3) = g(1) = q; (gof) (4) = g(f(4) = Fig. 11.19

= gl4) = m.

Funciia gof : A — C poate {i reprezentatda prin diagrama din figura I1.21.
2) Fie f : R — R si g : R R functiile definite respectiv prin formulele:-
‘ flz) = ot — 1; gla) = 1 + . |
Funcfia go f : R - R are sens. Pentru orice z € R avem:
(gof) (2) = glf(x)) = gla® — 1) = 1 + (a® — 1)2 = 2t — 24 4 2.

Fig. 11.20 Fig. 11.21

Deci funcfia compusd go [ este dati de formula: !
(gof) () = =* —2z* 4 2.
Se observd cd are sens sil vorbim gi de compunerea lui f cu g, Pentru orice 2 = R avem
(fog) (z) =7lglz)) =1(1 + 2% = (1 + 2*)* — 1 = 2 + 2a%
Deci functia fog : R — R este datd de formula:
(fog) (z) = 2% + 222

Observafii. 1) Dacd f: A - B §i g : C - D sint dou#l functii, are ‘sens sd vorbim
de compunerea functiei g cu functia f numai atunci cind B = C. .

9) Daci f:A— B si g:B— A sint doudi funclii are sens gof : A— A si
fog': B— B. Asa cum rezulti si din exemplul 2) in general gof # fog, adicit
compunerea, nu este qonwrau'wi. .
Teoremd. Fie f: A > B g: B—>C 8i h:C - D trei funefii. Atunei

' fiecare din funefiile z o (g o f), (ko g) o f are sens i existd egali-
tatea: ho(gof) = (hog)of.

Demonsiragre. Codomeniul funciiei g o f este multimea €. Cum domeniul
de definifie a lui A este tot C, atunci are sens compunerea ko (go f). Analog,
domeniul de definitie al functiei’ ko g este B, iar codomeniul lui f fiind tot B
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are SB]’.lS compunerea (ko g)o f. Funetiile % o
domeniu de definitie (mulfimea A) si acelag
Pentru a arita egalitatea ho(gof) = (

pentru orice z € 4 avem (ho(gof)) (z) = ((ho
Intr-adevir (ho(gof B v gef) (m):
~ (hog) (F(=) = hioifl x)))}gfv? = (g0 f) (2)) = h(g(f(2))), iar (Rog)of) (@) =

Comparind, obtinem egalitatea ceruts.

‘(goif) §i (hog)of au acelasi
1 codomeniu (multimea D).
hog)of rimine gi dovedim o3

tatea compunerii functiilor,
y Aceastd proprietate ne permite sd folosim scrierea

ho(gof) = (hog)of = hogoy.
3.7, Fupc;ia inversi

Fie A o multime oarecare. Vom nota cu 1,

afstl‘el: A4(a) = a pentru orice g € A. 1, se numes
timii A, - '

*4 - A functia definits
te functia identicd a mul-

Propozitie. Fie 4 o mulfime

i §i 1, funcfia sa identic. Atunei:
1° Pentru orice

mulfime B -gj pentru orice functie
f:A4 - B, avem foly =t

2° Pentru orice mulfime C i pentru orice functie

g C >4, avem 1, og=yp
dom..fszwr'wtrasw. Demonstrim afirmatia 1°, Functiile £ si fo 14 au acelaéi
: §1 codomeniu aga ci pentru a arita e alitat =f ri
sd dovedim cd pentru orice ¢ € 4, (foly) (a) =g;"(a:).+‘1 g
Ii')ntr~adetv§r (Fo14) (2) = f(14(a)) = f(a).
emonstrdm afirmatia 2°. Functiile 1, 0 g s i iu gi
codomeniu, adici multimile ¢ respeci?iv A.A AR '
: Pentru a arita egalitatea 1
¢€C avem (1,0 2).(c) = g(c).
Intr-adevir (1, o 8) (e) = 14(g(e)) = gle).
Definifie. 0 functio f: 4 - B so num
funcfie g: B — A4 astfel incft
: gof =14 5i fog =1, (1)
; vOI:servam cd functia g definitd de relatiile
acd g" : B —~ A este o altd functie astfel incit

gof=14 i fog' =1,,

.

4°& =g rdmine si dovedim cj pentru orice
ogte inversabild dacd existy o

(1) este unics. Intr~adev§r,

atunci ob;in__ém: ' ?
 8=lieg=(g'oflog=go(fog) = g0ty = g
unde s-au utilizat relatiile (1) §i (2) precum §i aso

e clativitatea compunerii func-
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Daéﬁ f este o functie inversabild, atunci functia g definitd de relaiile (1),
care este unicd, se numegte inversa funcjiei f i se noteazd [
Se pune intrebarea, cind este o functie inversabili? Rispunsul este dat

.de urmatoarea toeremd.

Teorem ﬁ. O funcfie f: A — B este inversabili daci gi numai dacd este
bijectivi.

Demonstrajie. S& presupunem mai intii ci f este inversabild si sd ardtdm

cé f este injectivd si surjectivd. Din faptul ci [ este inversabild rezultd cd
existd f~1: B — A astfel inoit

frof=148i foft=1s 3)
Fie 2, 7, din A si s# presupunem c# f(x,} = f(2,). Din prima dintre relatiile (3)

obtinem & @, = 14(z1) = (f o f){@y) = f* (f(21)) = (flan) = (Frof) (zs) =
= 1,(2;) = ,. Deci f este injectivii. Fie y B. Din a doua dintre relatiile (3)
se obfine: y = 1p(y) = (fo ) (¥) = f(f(y)). Daci se noteazd x = [~(y),
atunci y = f(2), ceea ce aratd cd f este gi surjectivi. :

Reciproc, presupunem cé f este bijectivd. Definim functia g: B — 4
in modul urmitor. Fie y& B. Deoarece f este surjectivd existd & A astfel
‘incit f(z) = y. Elementul z este unic determinat cu aceastd proprietate,
intrucit f este injectiva gi definim g(y) = =. 5

Si dovedim cd gof = 1, 8i fog = 1. Fiezc A. Atunci, notind y = f(z),
rezultd din definitia lui g cd g(y) = «'si deci g(f(2)) = = sau (gof)(x) = 1a().
Rezultd atunci gof = 14. Si ardtdm acum ci fog = 1p. Fie y € B. Din
definitia lui g, g(y) = «, unde 2 este elementul din A pentru care f(z) = y.
Atunci (fo g) () = f(g(y)) = f(«) = y = 1(y), de unde oblinem cé fog =1p.

Observajie. Din demonstratia teoremei precedente rezultd cd dacd f: A — B este
o functie bijectivil, atunci funcfia sa inversd f~ : B — A se defineste dupd wrmdtorul pro-
cedeu: daci b e B, atunci f-*(b) este unicul element a = A, astfel incit f(a) = b.

Ezemple: 1) Fie funciia f : A —» B asociatd diagramei din figura 11.22:

701) = e21(2) = a, 1(3) = e, 7(4) = 4, f(5) = b.

Se vede c# f este o functie bijectivi. Atunci existd funcfia inversd f-1 : B — A.

Vom avea: f~Ya) = 2; f-}b) = 5; f-(c) = 1; f~(d) = 4&; [~*(e) = 3. Funclia /-
are diagrama reprezentatd in figura II.23.

Se observi ci diagrama functiei f/—! se obfine din aceea a lui f, inversind sensul
sigetilor.

Fig. 11.22 Fig. 11.23




. 2) Fie funclia f : R — R, flz) = az + b unde a, b = R si a == 0. Aceastd funcio
este bijectiva, deci putem vorbi de inversa sa, Fie ¢ e R. Atuncif~Y(y) = zunde f(z) = y.
Deci dat y <R trebuie s34 determinim = = R, astfel incit [(z) = y sau az + b = y.
Din az s b g IEEL RIS " % Deci, 1{y) = Ly =2 Folo-

-~ - a a@ a a mn
sind notatia cu z, atunci funclia inversd a lui f este:

71 R >R unde f-Yz) = Lo _ 2.

u a d

Inlerpretarea geometricd a inverser unei funcii numerice

Fie f: A - B o functie numerici inver-
sabild s f-1: B - 4 functia inversi a
e o). lui f. Fie M(z,, y,) un punct al graficului
; A functiei f (fig. 11.24). Atupci Yo = f(2g)
! i deci z, = f~Yy,). Rezulti ci punctul
' ‘ M'(yo, x,) apartine graficului functiei !
(reprezentat punctat in figura I1.24)
— Dar M si M’ sint simetrice fata de
bisectoarea unghiului 20y (numits prima
bisectoare)*. Rezultd ci graficele functii-
rig. 11.24 lor f gi f~! sint simetrice fata de prima
bisectoare.

* Observatie. Ca exercitiu, si for

in acest paragraf.
1) Definifia functiei injective, f:A— B, se scrie:

elefneg;;ni?zti;c’f) < (Vz) (Vy) [(z = y) = (f(z) £ f(y))], unde literele y desemneazi

Faptul ¢ f nu este injectivd se formalizeazd astfel:
(f nu este injectivi) < (32) (3y) [(z 2 y) A (fz) = f(y)).
2) Definitia funciiei surjective, f : 4 — B, se scrie:
( surjectivd) « (Vy) (32) [y = f(z)],
unde y desemneazi un element oa
din A4.
Faptul ci f nu este surjectivd se formalizeazd astfel: .
(f nu este surjectivd) < (3y) (Vz) [y = f(=)],
unde y c;esemnea_zéi un element din B, iar » desemneazi un element oarecare din A,
Propunem cititorului si formalizeze gi alte definitii intilnite.

malizim in termeni logici citeva din definitiile date

recare din B, iar 2 desemneazi un element oarecare

L. Fie funcfia 1 : R - R definitd astfel
: 8z — & dded w < —
flz) = — 7, dacd —1 € z < 3.

" — 8z 4 2, dack z > 3,
S4 se determine f(—2), 7(—1), f(2), f(a). -

* Intr-adevir, cum (OP) = (0Q) si (MP) = (M’'Q) rezults ci AOPM = AOQM’

§ ; gy
deci (OM) = (OM.). Pe de alti parte m(POM) = m(QG/\M’} si deci ﬁ = ﬁm. In
AMOM’ care este 1soscel, dreapta OR este bisectoare deci i mediand. Rezultd ci MR —
= M'R, adicd M si M’ sint simetrice fatd de dreapta OR.
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2, Fie functia f : {1, 2, 8, &) — {1, 8, 5, 7} definitd astfel:

fl1) =1.f(2) = 3, f(3) = 5 5i f(&) = 7
sifunctiag : {1, 2, 3, &4} — {1, 8, 5, 7} definitd astfel: g(z) = 2z — 1, S se arate cd
f=ge : '
X

8. Se poate asccia expresiei E = T =i o functie f:R — R, astfel tncit f(z) =

=— L pentru orice z & R?
|

4. Folosindu-se diagrama asociatd unei functii, si se determine numdrul tuturor functiilor
definite pe mulfimea {1, 2} cu valori in mulfimea {3, 5}.
5. Fie functia f : Z — {0, 1, 2, 8, 4, 5} definitd dupd legea: f(x) este restul mp&r{irii
lui z 1a 6. 34 se determine f(—12), f(—9), f(3), (9), f(272).
6. Existd un numdr intreg m astfel tncit s4 existe o functie f @ {1, 2, 3} — {1, 2, 3} defi-
nitd dupd formula f(z) = 2®* 4+ m?
7. Fie functia f: {1, 2, 8, 4} — {4, &, 6} definitd astfel: f(1) = 4&; f(2) = 2; f(3) = 2;
f(4) = 6. Sd se traseze graficul acestei functii.
8. Folosind faptul ei graficul functiei de gradul intii este o dreapti si se traseze grafi-
cele urmditoarelor funcii:
) 2z — 1, dacl @z —1,
2 fl'R_'R"h(m)_{ — 5, daci =z > —1;
2z — 3, dacd << 0,
7z, dacd = > 0;
2, daci z < 1,
3z, — 1, dacl x > 1; 5

b) fz : R - R; fa[:x:):-{

¢) fai[—). o) = R f3(z) = {

—2x - 3, dacd =< —1,
5, daci — 1 < & < 3,

s

d) fy :R— R; falz) =
lx—2,dacﬁm23;
3

e)' fs: N—= N, fi(n) = 2n + 1;
f) fo:z_."’za fu($)=3$—2. -

9. 54 notdm cu 4 multimea oamenilor de pe glob. Definim funciia f:4—> R dupk
legea ,f(x) = indl{imea lui 2. Este f injectivi? Dar surjectivd?

10. S4 se arate cd functia din exercitiul 5) este surjectivii, dar nu este injectivi.

11. Fie multimea 4 = {0, 1}. S4 se construiasci toate functiile de la 4 la A4 si si se
precizeze care sint injective, surjective sau bijective.

‘12. Folosindu-se diagrama asociatd unei functii si se determine numgrul funetiilor injec-

tive.de la mulfimea 4 = {1, 2} in mulf{imea B = {3, 5, 7}. Existd funcjii surjective
de la A la B?

18. Care dintre funcfiile de la exercifiul 8) sint injective? Dar surjective?

14. Notdm cu 4 muliimea oragelor {4rii noastre, iar B mulfimea judefelor {irii noastre.
Definim functia f : 4 — B dupd legea ,f(a) = judeful pe teritoriul cireia se gflé a*
si funcfia g : B — A dupi legea ,g(b) = orasul care este resedinfa judejului b *.
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i) Cine este f(Galati) si f(Figirag)? Cine este g(Teleorman) si g(Mehedini)?
ii) S se arate ci f este surjectivil si g injectivi,

we

iii) Sd se arate cil fog = 15 si gof # 1.

Se considerd functiile / : R — R; g : R — R definite respectiv prin formulele:
flz) =2+ 2 —1;gly) =y* —y + 1.

S5d se determine gof si fog.

: 22 — 3, daci =z < 0

Considerdm functiile f : R — R; f(z) = { :
7z, daci z > 0

sig: R R; gla) = { & dack = < —2,
2z — i, d‘acé > —2,

54 se determine gof si fog.

Fie A o multime finitd 5i f : 4 — A4 o functie, Sd se arate cd : f bijectivd « f injec-
tivil < f surjectivi. >

Considerdim functiile 4 Snid Sd se arate ci:
1) dacil f si g sint injective, atunci gof este injectivi.
ii) dacd f si g sint surjective, .atunci g o f este surjectivi.

?':l se determine numdirul funcliilor bijective de la mulfimea {1, 2, 3} in mulfimea
1, 2.8

2

Fie f : N — N funcfia definita astfel: £(0) = 1; daci n > 1 atunci f(n) este ultima
cifrd a numirului 77, ;

i) Caleulafi f(1), £(2), vy 1(7).

ii) S4 se arate cd f(n + 4) = f(n) pentru orice n = 1.
iii) Trasati graficul functiei f.

Arétafi cd doud funclii f: 4 — B si g : A — B sint egale dacd si numai dacil gra-
ficele lor sint egale,

Considerdm functiile definite respectiv prin formulele:
i) [: 2> Z; f(z) = —2 + &

ii) g : 2= Z; glz) = = + 1;

iii) b : Z = Z; h(z) = 22 ’

iv) k : Z— N; k(z) = 22

Sd se arate’'cd f, g sint bijective. Cum sint h si k?
Sd se determine funcfiile inverse pentru f si g.

Considerdm functia f : N — N, definitd astfel:

fn) a4, daci n este numir par,
n — 1, dacd n este numdr impar.
Aridtati cd f este o bijectie si construifi inversa sa.
Fie functia f : B - R,
) 2z, dacd = >0,
3z, dacl x < 0,

54 se arate off f este bijectivdl si 54 se determine inversa sa.

1.1. Notiuni preliminarii

In practicid se foloseste, de obicei, reprezentarea (scrierea) numerelor

rationale sub forma de fractii zecimale.
-Aga cum esfe cunoscut din aritmeticd, cu ajutorul algoritmului de im-

{0 . H s . " m . o
pirtire orice numdr rational nenegativ— (m > 0,n > 0) se reprezintd sub
n

forma unei fractii zecimale finite sau infinite (adicd, cu o infinitate de zeci-

male). Astfel in loc de %se scrie 0,25; in loc de —Z—se scrie 0,625; in loc de

5 e serie 0,333.... Deoarece avem de-a face atit cu fractii zecimale finite, cit i

cu fractii zecimale infinite, pentru uniformizare, se pot adduga la dreapta
fractiei zecimale finite o infinitate de zerouri.

1 5 :
De exemplu:T = 0,25000...;? = 0,625000... .

Astfel putem spune cd toate fractiile zecimale sint infinite.
Numerele intregi se reprezintd, evident, ca fractii zecimale cu o infi-
nitate de zerouri dupd virgula.

De exemplu: 5 = 5,000...; 13 = 13,000....
. & - o bm 4
Asadar, orice numdr rational nenegativ— , poate fi reprezentat sub
n
forma unei fracfii zecimale infinite:

mn
— =g, 0 a0y ...
n

5 [ a v . m »
Numirul @, se numegte partea intreagd a lui —, iar
n
0, eya.a5... :
partea fraciionard a sa. Numerele a,, ag, a3,... sint cuprinse intre 0 gi 9, adica

0<ag <9, pentru i =1, 2, 3,... .
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Observam acum cad §i numerele rationale negative au o astfel de repre-
zentare. Vom nota partea intreagd a unui numér negativ cu semnul minus

deasupra. Astfel numérul — % = —3+ :— se poate scrie sub forma.3,5000... .

Analog, —0,321 = 1,679000....;
= 3 — — 25,666... = —26 + - = 76,333....
In acest mod, orice numaér rational (negatw pozitiv sau zero) se repre-
zintd sub forma unei fractii infinite:

m
S ao,. a-]aaa.s... y (1)
n

. o - m .
unde @, este partea intreaga a lui — , iar
n

0, aya405...

este partea fractionard (zecimald) a sa (@, este un numdr intreg, iar a,, a,,
@g,... 8int numere cuprinse intre 0 si 9).

. Partea fractionard 0, a@,@,as... din reprezentarea (1) a oricdrui numaér

rational este un numdir pozitiv mai mic decit 1. Reprezentarea numerelor
rationale negative sub forma de fractie zecimald, infinita, cu partea intreagi
numdr negativ (iar partea fractionard un numar pozitiv) o vom face cu scopul
de a uniformiza in continuarea acestui capitol studiul numerelor reale (pozi-
tive si negative). :

Obserpatie. Scrierea numerelor negative sub forma indicatd mai inainte se intilnegte
in practicd la calculul cu logaritmi.

‘1.2. Fractii zecimale periodice

S4 vedem acum care sint fractiile zecimale prin care se reprezintd nume-
rele rationale. Mai intii, s& definim fractia zecimald periodica.
Definitie. O fracfie zecimald infinitd

Qg 0105035
se numeste periodicd, daeii existi numerele naturale k& §i p
astfel ineit
anip = @y, pentru orice n > k.
O fractie zecimald periodicd se noteazi, pé scurt, prin
Ay U yllg. @y (@ @y 4y Wy ypy)-

Multimea cifrelor scrise (in aceastd ordine) in parantezid se numegte
perioada fractiet zecimale. Dacd k = 1, adicd perioada incepe imediat dupa
virguld, avem de-a face cu o fracjie zecimald periodicd stmpld; in caz contrar

. avem de-a face cu o fractie zectmald periodicd miztd.

In exemplele numerice de mai inainte fractiile zecimale sint periodice,
Astfel, pentru 0,333... avem k=1, p=1 §i ay, = a, = 3, pentru orice
n = 1. Scriem 0,333... = 0,(3), aceasta fiind o fracfie zecimald periodica
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simpld. Fractiile zecimale finite, care dupd cum am observat pot fi consi-
derate ca fractii zecimale infinite (prin adiugare de zerouri) sint periodice.
De exemplu, pentru 0,25000... avem &k = 3, p = 1 si ap,, = @, =0, pentru
orice n > 3; iar pentru 0,625000... avem k=4, p =1, ayp, =a, = 0,
pentru orice n > 4 Deci 0,25000... = 0,25(0), iar 0,625000... = 0,625(0).

Asadar acestea sint fractii zecimale periodice mixte. In sfirgit, fractia -

15,723 434... este periodicd si se scrie, pe scurt, 15,72(34):
Am observat ca reprezentarea unui numér rational sub formé de fractie
zecimali se obi;me cu ajutorul algoritmului de impar@lre Sa considerdm, de

19
exemplu, numerele o e . Avem:

§_ 33 19 F55
50 | 0.15. . ] 190 ] 0,345...
33 ' 165
170 250
165 220
b 300
: 275
25
Exemplul 1. Ezxemplul 2.
Fiecare numér de dupa virguld se obtine printr-o impirtire partiali.
033 170 |33 190 |55 250 |55 300
331 165 |5; . 185 |3° 220 IT 275 (5
17 5 25 30 25
Exemplul 1. Exemplul 2.

Fiecare deimpirtit parfial se deduce din restul precedent prin adiugarea unui
zero la dreapta sa, adicd mirindu-l de zece ori. Resturile partiale sint toate
mai mici decit impértitorul. Dupd un numar finit de operatii partiale se rega-
segte deci, ori delmpdrtitul initial (exemplul 1), ori un sest deja intilnit
(exemplul 2). De la acest pas putem sa nu mai continudm impérfirea, deoarece
in citul impé&rtirii lui 5 la 33, respectiv in citul impartirii lui 19 la 55, cifrele
se vor repeta. De aceea

*

19
=05 i 0,3(45).
In general, avem: \

Teorema 1. Orice numir rafional se reprezinti sub formd de fractie zeci-
mald infinitd periodicdi, care ira are perioada. (9).

’

Demonstrapie. Dacd a este un numdr rafional oarecare, atunci a = a, + o, unde a,
este un numadr intreg (partea intreags a lui a), iar o’ este un numir rational nenegatiy
mai mic decit 1. Dacd a’se reprezintd sub formd de fracfie zecimal periodici, care nu are
perioada (9), atunci si a se reprezintd sub formi de fractie zecimald periodici care nu are

Textele insemnate cu o bard la marginea paginii sint facultative.
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perioada (9), in care partea intreagi este a,, iar partea fractionary il reprezintd pe a .
Asadar, pentru demonstratia teoremei este suficient si considerdim numai numere ratio-

; m
nale =, astfel incit()..g—”ri < 1.Fiedeci— (m =2 0,n > 0) un astfel de. numir
n n n

rafional. Prin algoritmul de impértire a lui m la n sint poesibile resturile:
) o hy L R | R
Deoarece resturile iau cel mult n valori, rezultd ci dupi cel mult » pasi ai algoritmului
se repetd unul din ele. Deci va rezulta o fractie zecimald periodici.
Qe aratd cd nu este posibil ca fractia zecimald periodici asociatd unui numér rafio-

nal, s aib# perioada (9). S& presupunem, prin absurd, c# fracfia ar avea perioada (9).

Atunci, prin algoritmul de impdr{ire, ajungem la un moment dat la un rest r astfel
. fnett inmulfindu-1cu 10, si impérfindu-11a n, s se obtind un cit egal cu 9 gi restul si fie,

de asemenea, r. Deci dupd teorema fmpdérfirii cu rest, avem:

: 10r=n"9 4+ r, 0u r < n.
De aici se obline 9» = 9n, de unde r = n, ceea ce este in contradictie cu ipoteza r < n.

Observatie. Fractiile zecimale finite (adigd de perioadd (0)), se obfin atunci cind prin
algoritmul de imp#r{ire se obfine la un moment dat un rest egal cu zero. Dupd aceasta
toate resturile vor fi egale cu zero.

Impértirile partiale din exemplele precedente se scriu astfel:

Ezemplul 1. 50 = 33 -1 + 17; 170 =33 -5 + 5.

Inmultind cu 10 prima relatie, gi folosind pe a doua avem, 500 = (33 - 1 4
4 17)-10 — 33+ 10 + 170 = 33- 10 + (33 -5 + 5) = 33 15 + 5.

Deci 100 - 5 = 33 - 15 + b, adic# 15 este citul impartirii lui 100 - 5 la 33.
Exemplul 2. 190 = 55 - 3 + 25; 250 =55 - 4 + 30; 300 = 55+ 5 + 25.

Inmultind cu 100 prima reletie si folosind pe urmétoarele dous avem 19000 =
— (55 - 3 - 25) - 100 = 55 - 300 4 250 - 10 = 55 - 300 + (55« & + 30) - 10 =
= 55+ 300 4.55 + 40 + 300 = 55 - 340 +- 55 -5 4 26 = 55 -345 | 25.

Deci, 1000-19 =55-345 +25 si 10-19 =553 4 25, adicd 345 este
citul impértirii lui,1000 - 19 la 55, iar 3 este citul impértirii lui 10 - 19 la 55.

In continuare vom, observa c# reciproca teoremei precedente este, de ase-
menea, adevarata.

S& ddm mai intii doud exemple:
1) Fie 0,(43) o fractie zecimald periodicd simpla. Dacd existda un numér
raional =, astfel incit fractia dafd si se obtind din acesta prin algoritmul
n

de impértire, atunci 43 este citul intreg al impér{irii lui 100 m la n; mai mult,
din motive de periodicitate, restul acestei impértiri este egal cu m. Deci
100m=n-43 +m
de unde |
99 m = n - 48.
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Numdrul rational céiutat este = = :;_2-.
n

Verificare. Este suficient si aplicdm algoritmul de impérfire pentru a
vedea c& numirul rational% se reprezinté.sub forma fractiei zecimale 0,(43).
2) Fie 0,41(23) o fractie zecimald periodicd mixtd. Dacd existd un numér
'ral,;ionfil -'ni.astfel incit fractit datd sd se obtind din acesta prin algoritmul

de impértire, atunci: ,
4123 este citul intrég al impértirii lui 10 000 mla n, iar 41 este citul intreg
al impértirii lui 100 m la n.
Mai mult, din motive de periodicitate, cele doud resturi obtinute sint
egale. Deci
: 10000 m =n-4123 +r
100m=mn-41+4r
gi prin scddere se obfine:
9900 m = n - (4123 — 41).
Numaérul rational cdutat este:
m 5123 — 41 4082

n 9900 9900

Verificare. Este suficient si aplicim algoritmul de impérfire pentru a

- x G ; 2 e : ) :
vedea cd numirul rational :0—8 se reprezintd sub forma fractiei zecimale
900

0,41(23).

In general, avem:

Teorema 2. Orice fractie zecimald periodic#, care are perioada diferitd
de (9), reprezintd un anumit numir rational, din care se obtine
prin algoritmul de fmpirtire.

Fie
Aoy Q1050 1@y i1+ ipy) () -

o fractie zecimald periodicd, care nu are perioada (9). Trebuie si ardtdm cé

existd un numér rational, astfel incit fractia datd (1) s se obfini din acesta

prin algoritmul de impartire. Nu vom da o demonstratie a acestei teoreme.

Observdm insd cd cele doud exemple de mai inainte ne sugereazd reguli de

gisire, in general, a numdérului rational cfutat. Astfel:

1°. Dacd k = 1, adica fractia este periodicd simpli, avem:
s 8g ... Op

99.... 9

_"
p ori

g, (@185...4,) = @,

L

(in partea din dreapta a egalitdtii de mai sus @,@,...a, reprezintd numérul na-
tural avind cifrele a;, a,,..., a,).
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n°. Dacd k& > 1, adicd fractia este periodica mixtd, avem:

oy @100y (B Opps-Opips) =

Elag... ﬂh___l_llhah-{-! vos Optp—g — Gyl3 ... Bh—

s 00...0
e et S, aTRE=Y
p ari (k—1) ori

Formulele 1° si 2° dau reguli dupd care se géseste numérul rational care
se reprezintd sub forma unei fractii zecimale periodice date.

E le: 1) 0,(3 3—i-0(45)~£—3~

PR ’(_)'9"3" T

P 453 — 45 _ 408 34

L e e R T
9745 — 27 ° 2718 151

3) 0,027(45) = — =

i —J =
99 000 99 000 5 500.

Observajie. Am definit fractiile zecimale periodice fird a face présupunerea ci au
sau nu perioada (9). Dacd considerdm o fracie zecimald cu perioada (9), aplicind in mod
formal regulile 1° si 2° de mai sus, se objine un numdr rational. Fie, de exemplu, fracfia
zecimalé'periodicé 0,(9). Dupi regula 1°, acestei fraciii zecimale fi corespunde numérul

rational
g
0=l
=,

Pe de altd parte numérului 1 i corespunde prin algoritmul fmpér{irii fracfia lui zecimald
1,000... = 1,(0).

S4 considerim un alt exemplu gi anume fractia zecimald periodicd 0,4(9) cu peri-
oada (9). Dup regula 2°, acestei fracil fi corespunde numirul rajional:

Pe de altd parte numéarului rafional 5 ii corespunde prin algoritmul imp#rfirii frac-

{ia zecimald 0,5000 ... = 0,5(0).

Din cele dousi exemple rezult¥ cii teorema precedentd (in ultima sa parte) nu mai
este adevdratd pentru fractiile zecimale infinite cu perioada (9). Mai precis, dacd este
datd o fractie zecimald infinitd cu perioada (9), acesteia 1i corespunde dup# regula 1° sau

m A : m ¢ .
regula 2° un numir rational — . fnsii acestui numér rafional e prin algoritmul fm-
n

piriirii, nu-i mai corespunde fracfia zecimald datd, ci o fractie care se obtine- din aceasta
prin mérirea cu o unitate a numérului din fafa primei perioade si inldturarea Glfl‘elt.}l‘ tfrm{l-
toare. Se poate vedea usor ci aceasti regulil se referd la toate fraciile zecimale periodice cu
perioada (9).

De aceea, ori de cite ori intilnim in caleule o fractie zecimal¥ cu perioada (9) conve-
nim s4 o inlocuim cu fractia zecimald cu perioada (0) (finitd) obfinutd dup#eregula enun-

{atd mai inainte, De exemplu:

0,5(9) = 0,5(0);  0,1(9) = 0,2(0).
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In concluzie, numerele rationale (si numai ele) se reprezintd sub forma
de fractii zecimale infinite periodice. Dar exista fractii zecimale care nu sint
periodice? Réspunsul la aceasta intrebare este afirmativ. De exemplu, fractia

"0,101001000100001000001...
(dupi primul 1 este un 0, dupa al doilea sint doi de O etc.) este o fractie zeci-
‘mald infinitd neperiodica.

Intr-adevir, sd presupunem cé aceastd fractie este periodicd, §i fie p
numirul cifrelor din perioadd. Perioada trebuie si contind gi o unitate. De
aceea intre orice doud unititi consecutive (de dupd virguld) nu pot fi mai
mult de p — 1 zerouri; contradictie. Contradictia objinutd aratd ci fractia
este neperiodicé. .

In paragraful urmitor se vor indica probleme concrete care conduc la

. fractii zecimale infinite neperiodice.

in clasele anterioare a fost prezentatd necesitatea ldrgirii mulfimii Q
a numerelor rationale, obtinindu-se astfel multimea R a numerelor reale.

Iatd dou# probleme concrete care conduc la aceasta.

1) Nu existd nici un numir rational al cdrui pitrat sa fie 2.

Intr-adevir, sd presupunem, prin absurd cd existd un numar rational

2
™, astfel incit [ﬁ) — 2. Putem presupune ¢a fractia — este ireductibili, adica
n n % n

m si n sint numere intregi prime intre ele. Din [E) = 2 rezultd m? = 2n2.
. n

Cum 2nr? este numar par, atunci si m? este par si deci m este par. Fie =
= 2k, k un numir intreg. Inlocuind pe m = 2k in relatia precedentd, rezulta
4k? = 2n?, de unde 2k? = n?, adicd n este par. Deci m $i n sint numere intregi

pare, ceea ce contrazice ireductibilitatea fractiei—.Prin urmare presupu-
- n

m

3 :
nerea noastra cé( ) = 2 este falsd. Acest fapt arata cd ecualia cu coefi-

n

cienti- intregi 2 — 2 = 0 nu are, ca solutii, numere rationale.
2) Fie acum un triunghi dreptunghic isoscel ABC
(fig. IIL.1). i
Alegind cateta [AB] ca unitate de masuri(adica de

lungime 1), vom arita cé nu existd un numar rational L i N
: n
care si reprezinte lungimea lui BC  adicd a n-a parte :’7 \-7 2
din AB si se cuprindi de mori in BC. Intr-adevar, B
dacd lungimea lui [BC] s-ar exprima prin- numiérul Fig. 111.1
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L m \ ity ' 2
rajional —, atunci conform teoremei lui Pitagora rezultd (EJ = 2. Dar am
n

n
ardtat la pet. 1) cd o astfel de relatie nu poate avea loc.

Dacd BC = a, rezultd cd @ este o rddicind a ecuatiei 2* — 2 = 0.
Notém a = |/2, care reprezintd lungimea ipotenuzei. Am vizut ci /2 nu
este un numar rational, deci el va i un numér de o naturd noua. Un astfel de
numér, care nu este rational il numim iragional. In acelasi mod numerele
/3, |/ 5s.a. care sint radédcini ale ecuatiilor: 22 — 3 =0, 22 — 5 = 0 s.a.
sint numere irationale. (Existd §i numere irationale care nu sint radicini ale
unor ecuatii, de exemplu numarul = care este egal ¢u raportul dintre lungimea
unui cerc §i diametrul siu.) Multimea numerelor rationale impreuns cu mul-
timea numerelor irationale formeazd multimea R a numerelor reale.

In clasele anterioare, a fost indicat un algoritm de constructie a fracliei

zecimale sub care se reprezintd |/2:
/2 = 1,41421356... .

Deoarece |/2 este numir irational rezultd cd fractia zecimald care-l repre-
zintd este o fractie zecimald infinitd neperiodica. (Si numirul = are 0 repre-
zentare ca fractie zecimald infinitd neperiodici )

“ Acceptidm cd fiecare fractie zecimald neperiodicd infinitd reprezintd un
numér real, mai precis un numir irational. :

In acest mod orice numir real a se reprezintd printr-o fractie zecimald
infinitd (periodicd sau neperiodicd) a,, a,a,a,... .

Funetia

a — @y, 0y0505..,
de la multimea numerelor reale la mul{imea fractiilor zecimale infinite, care
nu au perioada (9), este bijectivd, adicd fiecdrui numir real i se asociazd o
fractie zecimald, care nu are perioada (9), bine determinat, si fiecare astfel
de fractie zecimalad reprezintd un numdr real bine determinat.

Teoria riguroasa a numerelor reale ca fractii zecimale infinite depisgeste
programa clasei a IX-a. Introducerea fractiilor zecimale infinite ne permite
sd pitrundem mai mult in natura acestor noi numere (irationale).

Observaie. Pentru simplitate, pe baza bijecfiei precedente, vom identifica in conti-
nuare numdrul real cu fractia zecimald prin care se reprezintd, adicd

a = @y, 010485...,

fn particular, numerele rafionale se identifick cu fractiile zecimale periodice (de

pericadd diferitd de (9)) prin care se-reprezintid.

§3. ORDONAREA NUMERELOR REALE

Vom defini ordinea pe multimea numerelor reale, folosind reprezentarea

lor zecimald, astfel incit aceasta sd coincidd pentru numerele rationale cu

cea deja introdusd pentru aceste numere in clasele anterioare.
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Fie @ = ay, a4504... §i b = by, bbsby... doud numere reale, unde fractiile
@,a584... §1 bo,bibobg... nu au perioada (9).

Spunem ci cele doud numere sint egale dacd oricare ar fi = Q25
avem a; = b;.

a

3

Definifie. Spunem ci numirul real ¢ = a,, a0 este mai mic deeit
numirul real b = by, b,byb,... §i scriem

a<b

daci existd un numir natural % > 0, astielineita, < b, §i
a; = b, pentru oriece ¢ < k.
In acest caz se mai spune ci b este mai mare decit a si se scrie b > a.
Exzemple. 1) 3,9014 ... < 4,1735 ..., deoarece ay = 3 < & = b,.

2) 9,45170... < 8,45181 ..., deoarece gy = by = 3, a; = by = 4, @, = bg =5, g =
= by =1, a, < by (7 < 8).

3) 20,432 ... < 1,720 ..., deoarece a, = —20 < 1 = by,
4) 3,173... > 3,165 ..., deoarece g, =.by = 3, a; = b, = 1 §i as > by (7°> 6).
5) 4,232 ... > 4,193 ..., deoarece ag = by = —4, a; > b (2 > 1).

Dacid @ < 0 se spune cd numirul real @ este negativ, iar dacd a >0
atunci @ se numeste pozitiv. Este clar cd un numdr real @ = a,, @,a,as... este
negativ dacd gi numai daci partea sa intreagd a, este numdar negativ.

De. exemplu,

1,372 ... < 0,000... = 0, deoarece a, = —1 < 0.

Observatie. Pentru numerele rationale, definifia inegalitdfilor datd mai inainte este
teemai cea pe care o cunoagtem din clasele anterioare. Asifel:

1 a1
.., dacd si 1Al dacE— <)
0,5000... <0,51000.., dacd §i num 5 &
) . ; 1 3%
0,3000... < 0,334000... dacd si numai dacd 73 < 00

Este adeviratd urmitoarea proprietate numita legea de tricolomie:
Daci @ si b sint doud numere reale, atunci este adeviratd una gi numai
una din relafiile:
@ > ba —hnt="0

Definitie. Sespune cii numirul real ¢ este mai mic sau egal en numérul
real b, i scriem a < b dacd ¢ < b sau a = b.

Relatia ,,<“ are urmitoarele proprietéfi:

1)'a < a, oricare-ar fi ¢ din R (feflexiuitétea),

2) dacd @ < b §i b < aatunci @ = b (antisimetria),

3) dacd @ < b si b. < ¢ atunci @ < ¢ (tranzitivitatea ).

Aceastd relatie se numeste relajia de ordine pe muljimea numerelor reale.
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Observam cd proprietatea de tranzitivitate o poseda si relatia , <",
adicd dacd @ < b 8i b < ¢, atunci ¢ < c.
Revenim cu alte proprietati ale insgalitdfilor in § 5.

§4. APROXIMARI ZECIMALE ALE NUMERELOR REALE

In practica, aproape niciodatd nu se cunose valorile exacte ale marimilor.
Orice instrument sau aparat nu aratd cu.exactitate absolutd marimile. Orice
termometru indicd temperatura cu o oarecare eroare, nici un ampermetru
nu poate indica intensitatea exactd a curentului etc. O anumiti eroare se face
chiar la citirea rezultatelor mésurdtorilor pe aparate. De aceea in loc si
operdm cu valorile exacte ale mirimilor, sintem obligati s operiim cu valorile
lor aproximative. In general, o marime se reprezinti printr-o fractie zecimali
infinita, dar un aparat nu poate indica, practic, decit un numér finit dintre
zecimale, adicd o valoare aproximativi a marimii. :

Fie @ un numar real oarecare reprezentat sub form# de fractie zecimald
infinitd. Aprozimdrile (valorile aprozimative) .zecimale prin lipsd ale numé-
rului @ se definesc ca fiind numerele care se obtin prin inliturarea succesivi
a tuturor cifrelor sale care stau dupi virguld, incepind cu prima cifra, apoi
cu cea de-a doua, dupd aceea cu cea de-a treia s.a.m.d.

. De exemplu, pentru numirul ¢ = 2,173256..., aproximarile zecimale prin
lipsa vor fi:

&3 21247 21735 2.178% 2473254
Dacé la ultimul numér de dupd virguld al fiecéirei aproximiri zecimale prin
lipsd & numérului a se adaugd 1, atunci se obtin aproximdrile (valorile aprozi-
mative ) zecimale prin adaos ale numdrului . De exemplu, pentru numadrul
2,173256..., astfel de aproximari zecimale vor fi: s
33220 A A8 DA TLD 173352 17326 :. .

+ Avind in vedere relafia de ordine pe mul{imea numerelor reale, introdusa
in § 3, primele cinci aproximéri zecimale ale lui a se pot ilustra in urmatorul
tabel:

L

2,17 < 2174
2,1732 < a < 2,1733.

: * Cum numaérul a = 2,173256... este cupring intre:
12 81 33— 2=
2) 24 s 2251 22 —21=01;
' 3) 2,17 si 2,18 5i 218 — 2,17 = 0,01 g.a.m.d.
o aceste aproximari zecimale sint, respectiv, eu o ernare mai mica decit 1;
04 = 1074 0,01 = 1072 g.a.m.d. E
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In general, pentru numéirul a = @y, @yloly...0n... aproximdrile zecimale
cu o eroare mai micd decit 107", sint: i ’

i) prin lipsd: a, = ay,a,a,0...a,,
ii) prin adaos: a, = ay,a,a,a,...a, + 107,
Observajii. 1) Dacit numérnl a este reprezentat de o fractie periodici cu perioada (0),

atunci incepind cu un anumit rang, aproximéirile zecimale prin lipsd ale sale sint egale
cu numérul insugi. De exemplu, pentru numérul 1,52 = 1,52000..., avem:

De aceea, peniru a cuprinde toate cazurile, in tabelul cu aproximaliile zecimale ale unui
numdr real, inegalitatea din stinga o scriem , <

2) Scrierea valorilor aproximative a, §i a; o vom face sub formd de fractie zeci-
mald finitd, fArd a mai adduga la dreapta o infinitate de zerouri,

Dupa definitie (vezi i) si ii)), precum si observatia precedenta, pet. 1)
rezultd c¢d numérul ¢ este mai mare sau egal cu orice aproxinfare zecimala
prin lipsd a sa i mai mic decit orice aproximare zecimala prin adaos a sa.

Asadar, unui numér real @ i se asociaza aproximirile sale zecimale:

prin hipsas” ag, @i, G5, O

L5 PP BdB08: 36 B1, Ok, Bayren. w) -

-

astfel incit

ay < @ < ay (cu o eroare mai micd decit 1)

a5 & a< @y (cu o eroare mai mica decit 0,1)
< a_< ay (cu o eroare mai micd decit 0,01)

Obserpatie. Este foarte important de semnalat pentru cele ce urmeazi e aproximirile
zecimale prin 1ipsd si prin adaos ale unui numir real g, sint intotdeauna numere ralionale

§5. ADUNAREA §| INMULTIREA NUMERELOR REALE

5.1. Vom defini adunarea si inmultirea numerelor reale, folosind repre-
zentarea lor zecimala, astfel incit aceste operatii sa coincida pentru numerele
rationale cu adunarea gi inmultirea deja introduse in clasele anterioare.

Fie date doud numere reale a §i b §i si considerim aproximadrile zecimale
prin lipsd §i adaos cu o eroare' mai micd decit 107 Atunci pentru orice .
avem : ' '

& TS =y
b, < b <by
Dupa cum am observat la sfivgitul paragrafului precedent, numerele
Gy Gy, by, by sint  rationale i deci, de la adunarea numerelor ralionaie. au

sens sumele a, + b, 8i @, + b,, pentru orice 7.
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Definitie. ~Se numesgte suma numerelor reale ¢ 8i b un numir real ¢, eare
pentru orice numir natural n, satisface inegalitifile:

0o+ b € cal kY

Se poate demonstra cd un astfel de numadr real ¢ existd si, mai mulf, este
unic. Demonstratia riguroasé a acestui fapt depégeste programa clasei a 1X-a.
Ea necesitd notiunea de limitd gi se va face la Analizi matematici in clasa
a Xl-a.

In exemplele de mai jos vom ardita cum aceasti definitie a sumei ne
permite si gésim valoarea aproximativé a ei, cu o eroare oricit de miod dorim.

Ememple, 1) S8d gisim primele patru cifre dupd virguld pentru suma numerelor
a=|/25ib =3 '

Avem:
e[V ADTe 2<|/5 <2
LA/ 2 =15 oo /B0
1,81 < |2 < 1,42 2,23 < /5 < 2,2
1,616 < /2 < 1,415 2,236 < |/5 < 2,237
1,4142 < |/'2 < 1,4143 2,2360 < |5 < 2,2361
1,61421 < |/ 2 < 1,51422 2,23606 < |/ 5 < 2,23607

Deci a; + b = 3,65027 < |/ 2 + |/5 < o + b = 3,65029 de unde
V2 + /5 =3650....

2) S# giisinu primele patrn cifre dupi virguld pentru suma numerelor o = 3,12714. ..

si b = 2,42731... (celelalte cifre dupd virguld care ar urma dup# cele scrise nu au impor-

tan{d, pentru problema pusi).
Avem a + b, = 1,55645 < @ + b < af + b} = 1,55447. Astfel, putem scrie patru
cifre dupd virgula pentru suma
a4 b= 1,554k, = —0,4456....
3) Fie numerele a = 2,23751... i b = 3,76248.... Atunci “5 - b; — 5,99999, iar
ag “+ b_;" = 6,00001. Deci, 6,00000 este o valoare aproximativi a sumei a + b, cu o eroare
mai micd decit 10-3,

Analog, se definegte produsul numerelor reale nenegative.

Observdm mai intii, ca si pentru sumd, ¢d deoarece a,, a,, b,, b, sint
numere rationale, produsele a,b, si a,b, au sens si sint produse de numere
rationale. i

Definifie. Senumegte produsul numerelor reale nenegative a §i b, un numir
reald, eare pentru orice numir natural r, satisface inegalitifile:

aby < d < db;,

Se poate demonstra ca un astfel de numir real d existd si este umic.
Dacéd unul sau ambele numere sint negative, atunci se inmul{esc valorile
lor absolute gi apoi se {ine seamd de cunoscuta reguld a semnelor i anume:
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1° produsul este pozitiv dacd ambii factori au acelagi semn gi atunci:
' ab=lal|bl;
2° produsul este negativ dacd semnele factorilor sint diferite gi atunci:
' ab=—|allb|
Exemple. 1) 8% se calculeze pitratul numirului
a = 1,4142....
Avem la; = 1,4142 si a.; = 1,4143. Atunci:
a;B = 1,99996164 < a? < a;ﬂ = 2,00024449.

Se observd cH pdtratul numirului a este foarfe aproape de numérul 2,

2) S8 se giseascd trei ciffe dupi vi;'g'ulﬁ pentru  produsul numerelor o .:%

sib=)2.
Avem a = 0,33333... si /2 = 1,41421... Atunci
0<a<t {iguhcid
0,3 <a< 04 1, <b<1,5
0,33 < a < 0,34 1,61 < b < 1,42
0,333 < a < 0,334 1,616 < b < 1,415
0,3333 < a < 0,3384 1,4142 < b < 1,4143,
Deci

0<ab< 2
0,42 < ab < 0,6
0,4653 < ab < 0,4828
0,47062 < ab < 0,47261
0,47135286 < ab < 0,47152762.

Astfel am obfinut:

-

ab = 0,471....

5.2. Proprietégile-adundrii §i inmultiril numerelor reale.
Proprietitile inegalitigilor

Mentiondm in continuare proprietatile operatiilor de adunare gi inmul-
tire a numerelor reale, precum si unele proprietdti ale inegalitdtilor. Pe baza

“ definitiilor operafiilor de adunare gi inmultire date mai inainte §i folosind

proprietifile corespunzitoare ale adundrii §i inmulfirii numerelor rationale,

" verificarea acestora se face fird dificultate. Lisim ca exercitiu demonstra-

rea lor.
Adunarea pe muljimea R a nwmerelor reale are proprietdjile:
1° este comutativd, adicd oricare ar fi a i b din R, avem

a+b=>b+a

2° este asociativd, adicd oricare ar fi a, b i ¢ din B, avem

@+b)+ec=a+(b+eo)
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3% numarul 0 este elemeni neutru pentru adunare adica oricare ar fi
a din R, avem
a+0=0+a=a
4° orice numdr real a are un opus, care este — a, adici
y a+(—a):(—ﬂ)+a:0.
Ca. de obicei, in loc de a 4+ (—b&) vomn scrie a — b.

Inmuljirea numerelor reale are proprietdile:
1. este comutativd, adica oricare ar fi a i b din R, avem

ab = ba;
2. este asociatied, adicd oricare ar fi a, b $1 ¢ dm R, avem
(ab)e = a(bc)

3. numirul 1 este element neuiru pentru inmultire, adicd oricare ar fi
a din R, avem
al —lgi=ra:

4. orice numar real a diferit de zero are un invers, adicd existd un numaér
real, notat cu a1, astfel incit

1
du:t = grlg =1k

5. este distributivd fatd de adunare, adicd oricare ar fi a, b, ¢ din R an
loc egalitdtile: ;
alb + ¢) = ab + ac,

(@ -+ b)e = ac + be.
Ca de obicei, in loc de ab (b # 0), vom scrie @ : b sau %. !

Am dat in § 3 unele proprietati ale inegalitatilor pe multimea numerelor
reale. Dam mai jos i alte proprietati ale lor legate de operatiile de adunare
si inmultire. Astfel: ¢

1° dacd a < b, iar ¢ este un numadr real oarecare, atunci

atc<b+e, 3

2° dacd a < b si ¢ >0, atunci ac < be,

3° dacd a < b g1 ¢ < 0, atunci ac >bc

De aici rezultd usor ca:

4° daci a <bsic<datuncia+c¢ <b+dsia—d<b—e,

5% daca a, b, ¢, d sint numere reale pomtlve astfel incit a < b 1 e < d,

atunci ae < bd. In aceleasi conditii, avem i E < D
¢

Aceleasi proprietati (1° 2° 3° 4° b°) sint valabile'si pentru relatia , <"
Obserpalie. in general, cind se lucreazd cu numere reale nu se recurge neapéreat la

reprezentarea lor zecimald. Rezultatul unei probleme poate fi dat surb forma: |/ 2 + /3,
1.:2

(‘2+|/",) F[/‘ ==

]
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Fie d o dreapti oarecare pe care fixdm un puﬁct O numit origine (fig. 111.2) si
sensul pozitiv de la stinga la dreapta. Originea imparte dreapfa « in doud semidrepte
(Oz si (0z'; Ox este semiewa pomunva, war vz semiaza negalivi. Dacd fixdm o unitate de
mdsurd, atunci distanta AB dintre orice doudl puncte 4 si B ale dreptei d se exprimi
printr-un numar nenegativ

] I
ry T T

A 0 U - X
Fig. 111.2 '

S84 alegem ca unitate de misurd lungimea segmentului [OU]; atunci OU = 1.
Dacii M este un punct al semiaxei pozitive Oz, sd notdm cu zM= OM, abscisa sa.
fn acest mod se defineste o funcfie

M— zpy

de la punctele semidreptei (Oz la mul{imea numerelor reale pozitive,
fn cursul de Geometrie se afirmi ci: pentru orice numér real pozitiv (lungime) z,
existd un punct bine determinat M pe semiaxa Oz, care si se giiseascd la distanfa = de
punctul 0, adici xar = . Aceasta ne spune ci functia definitd mai inainte este bijectivi.
Dacd punctul M aparfine semiaxei negative Oz’, abscisa sa este numérul zp =
—= — OM. Convenim ca zg = 0 (zero).
Atunci functia

M — zy

definitd pe toatd dreapta d cu valori in mul{imea R a numerelor reale stabilegte o bijectie
intre aceste doud mul{imi. De aceea mulfimea numerelor reale se numegte adesea
dreapte numericd sau dreapta reald, sau aza reald, iar elementele (humerele) sale se numesc
punctele dreplei numerice. Bijectia stabilitd permite s folosim, adesea, pentru numere,
terminologia geometrici.

Existd procedee simple de constructie cu rigla gi compasul a unor puncie pe axa
z'z care corespund unor anumite numere reale (cum ar fi; numerele rajionale, precum si
unele numere irationale ca: |[/2, |/3, |/3 s.a.).

in acest sens vom prezenta urmitorul exemplu:

Ezemplu. Si se construiascd pe dreapta d, cu ajutoral riglei si compasului,
numirul |/2 (fig, 111.3). i

Se construieste pitratul de laturd [OU]: OU = 1. Conform teoremei Iui
Pitagora, OA? = OU? + AU? = 1 + 1 = 2. Deci OA = |[/2. Cu ajutorul compasului
se construieste OM = 0A = /2.

Pe semiaxa Ox am reprezentat si aproximdarile zecimale prin lipsi i prin adacs cu
o eroare mai micd decit 1; 0,1 respectiv 0,01 ale lui |/ 2.

84 vedem sensul intuitiv al teoremei amintite mai inainte, eu ajutornl reprezen-
tarii sub form# de fracfie zecimald a numerelor reale. De la reprezentarea numerelor
rationale pe dreapld, stim s construim un punct M a céirui abgcisd este un numdr care
se reprezintd sub formé de fracfie zecimala finita.

Fie

a = g, Qyydy...

a7




Fig. 111.3

un numdr real oarecare si

0 1y a'.n

a,

aQ A‘ e

a
11

0y

aproximérile zecimale prin lipsi si prin adaos ale lui a. S# considerdm segmentul
Ap = [M( a},), M( ap)] cu capetele a §i o si de lungime 10-7, Avem
AfD Ay DD Db DD
Se aratd cd existd un singur punct care si aparfind tuturor segmentelor A,, pentru
orice n. Acesta este punctul M(a).
De exemplu, fie a = 1,671..
Atunci .
- l<a<?
1,6 €@ <Y
1,67 < a < 1,68.
Interpretarea geometricd este datd in figura II1.4.

IMfa)
0=M(0) u=mr1) J M2)
— ; e B e T
.‘/’ ;
M6) M(1.7)

Fig. 111.4

_EXERCITII

1. Si se scrie sub formi de fracfie zecimald infiniti, numerele:

15 1 29 123
a) 3; b) —; ¢ —; 0; e —-, e —_—
<+ 9 =i 4l 0pe) entl kBl oss B =
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2. Pentru fracfiile zecimale pericdice urmitoare, si se gHseascd numirul rafional pe
care-l reprezinti $J sé se verifice apoi prin algoritmul de impértire ci se objine. fractia
zecimald inifiald: :

a) 1,33(4); b) 0,(7); ¢) —o,(1&); d) 2,073(83); e) —0,01(023); f} —2,001(7).

8. 5 se arate care dintre numerele de mai jos sint rajionale:

—1,3; 8,75; |/'3; 1/'5; 1/ 6; 0,34344344434444344444. .. (dupd primul 3 urmeazd un &;

dupd al doilea 3 urmeazi doi de 4 s.a.m.d-); 0,12345678910111213,.. (dup# virguld se -

scriu in ordine toate numerele naturale).

54 se indice citeva numere naturale n astfel incit

a) I/'n este rajional; b) |/n nu este rafional.

6. 84 se arate cd nu existi numere rafionale I astfel tneits
n

a) [%Js= 2:50) (%JB= 3; ¢ (—:—’:—]3= 6,

Sd se spunid care numere din perechile de numere urmé#toare este mai maré si care
este mai mic:

. " v
a) 3,43479... i 3,43497...; b) 15,25... si %; c) % si 0,(5); d) —% si —0,375...;

-

e) —5,4833... i —5,5829...; f) 0,(6) si %; g) 0 si —0,00011; h) —1,1 si —1,1(01).

i) S# se giseascd aproximirile zecimale cu o eroare mai micd decit 0,1, prin lipsd si
' adaos, pentru numerele;

a) V'5; b) — I/F; ¢ d)—-~' ) V758 =V g)ﬂ h) V/11;

ii) 84 se giseascHl apoi pentru aceleasi numere primele trei aproximri zecimale prin
\ lipsd si adaos.

8 Fie o = 2,7154.,. si y = 1,4287.... S se giseascil primele trei cifre dupd virguld

ale sumei z + .

9. Tie z = 2,1468... i y = 1,5!131.... 5S4 se giseascd primele doud cifre dupd virguld
ale produsului lui z cu y.

10. 5% se gdseascd primele patru cifre dupd virguld ale sumelor:
1 = = 5 s - - ry - =
a) 3 +V 3D V2 + V3o VE VT VI+(=1VT); 0 (=V3) + 17T
11. 84 se giiseascll primele trei cifre dupi virguld ale produselor:
4 pult o et - 2 sl
a) v V7 D) V2T, 0 VB VE V3 (=VT) ) V2V

12. a) S4 se construiascd cu rigla si compasul segmentele de lungime: |/ 3, |/, I/'6, |/ 10,
si apoi sd se figureze pe axi.
b) 84 se figureze pe axa r realﬁ punctele care au abscisele:

T~l/3;l/3 —VE VL —VEVE -y V.

Indicajie. Se foloseste teorema lui Pitagora.

18. 84 se arate cf numerele |/ 2 + |/ 3 si |/ 2 — |/ 3 sint iralionale,
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14. Fie a i b numere reale astfel incit a + b gl a — b s#l fie numere rationale, Sint nume-

rele a, b §i a*b rafionale?
15. Fie a si b numere rationale, 54 se demonstreze ci daci a + bI/E% 0, atunci i

a—b)/ 20, i i
16. Fie a un numdr. Este posibil oare ca primele 10 puteri ale numdrului a

@z a¥ gt el
sd fie irationale, iar urméitoarele 10 puleri:
¥ au, al2l ala, k. J a0

si fie rationale?

17. Dati exemple de ecuafii de gradul al doilea cu coeficien{i intregi ale ciror rddicini si ¢ !

fie irationale.

18. Sil se demonstreze cd ecualia 2* — px + 1 = 0, pentrup e N, p > 2, nu are rildicini 3
rationale, :
.
Indicatie, Dacd « — ™ este o riddcind a ecuatiei, atunci se aratd ¢ m si nsint
n
+1 sau —1; deci o este egal cu 1 sau —1, dar aceste numere nu sint, evident, riddcini
ale ecuafiei.

CAPITOLUL IV

FUNCTIA DE GRADUL AL BDOILEA

[

§1. l\'l_.i"H\'-H.IHJ.-’-E\ FUNCTIEI DE- GRADUL AL DOILEA., EXEMPLE

Definit i-e. Fiind date numerele reale, e, b, ¢ eu a # 0, functia
fR-R

definitd prin formula: f(z) = aa® + bx + ¢, se numeste functie de gradul al
doilea cu coeficientii a; b, c.

Obsergatic 1) Domeniul gi codomeniul functiei de gradul al doilea este mul{imea .nume-
relor reale. Deci functia de gradul al doilea este o functie numerica.

2) Deoarece domeniul 5i codomeniul funetiei de gradul al doilea este B vom indica
aceastd functie astfel: - :

[(x) = az® + bz + ¢ sau y = ax® + bz + c.
3} Ofunctie de gradul al doilea [ : R —R, f(z) = az® | bz + ceste perfect determi-
natd cind se cunosc numerele reale a, b, ¢ (a == 0).
%) Trebuie sd observam ¢i in deflinitia func{iei de gradul al doilea condifia a == 0 este
=esentiald in sensul ¢d ipoleza a = 0 conduce la functia de gradul intii, studiatd in clasa
a VIII-a.
5) Denumirea de functie de gradul al deilea provine din faptul cd este definita prin

intermediul trinomului de gradul al doilea aX? + bX + c.

. Exzemple de funciii de gradul al doilea

1) filz).= 72* — 9z + 10, la =3, b= —9; ¢c.= 10):

9N folz) = /222 + |/ 22 + 1, (e =12 b=)2 c=1);

3) falz) = 0,508 — 2z, (a =051, b= —2 ¢=10)
kil = ZR 4= 0131, fa =1, =0, ¢ =031

8) falz)="—2% 5z — 0,81, la= —1, b= —5, ¢ = —0,31)

Probleme care condue la funcfia de gradul al doilea

Existd numeroase exemple concrele care an impus studiul sistematic al Tunctiei de
gradul al doilea;

1) Aria A a unui pitrat este functie de lungimea latuvii sale @ Mai precis, aceastd
dep endenta funclionald este data de relalia:

A =
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2) Aria A a unui cerc este funclie de lungimea razei sale z; aceastd dependenté
functionala se exprimi astfel;-

A = maxb,

unde w este o constantdi aproximativ egald cu 3,14,
3) In fizicX se aratd ci in cdderea liberd a unui corp in vid, sub acfiunea forfei
gravitationale, spatiul s(t) parcurs de corp in timpul ¢ este dat de formula:

g
sty = = 18,
2
unde g este o constantd aproximaliv egald cu 9,8 m/s?,

4) Dintr-un turn de inil{ime h, se aruncd o piatrd pe verticald in sus cu viteza ini-
iald vo. Inalfimea A(z) la care ea ajunge la momentul ¢ este dati de formula:

hit) = hy + vgt — % 2,

5) In miscarea uniform acceleratii spatiul s(t) parcurs de un mobil in timpul ¢ este
dat. de formula:

a
8(t) = =1,
‘ 2

unde a esté accelerajia mobilului.

§2. GRAFICUL FUNCTIEI DE GRADUL AL DOILEA

Ne propunem s construim graficul functiei f(z) = aa® 4 bz + ¢, a # 0.

Aceasta o facem cu scopul de & pune in’ eviden{d elementele principale ale gldh-
cului funcyiei de gradul al doilea si de a avea posibilitatea ca atuneci cind sfudiem funclia de
gradul al doilea sa interpretim din punct de vedere geometric proprietatile obfinute.
Graficul functiei de g1adu! al doilea il vom face in mai multe etape.

1. Graficul funcfiei f(z) = z*
(Liegea de asociere a acestei functii se poate exprima foarte simplu g1 in
cuvinte: ,,fiecdrui numar real 1 se asociaza patratul sau®.)

Trasarea graficului f(x) = 2 se face prin ,,pun(,te Mai precis se asociazi
urmatorul tabel de valori fun(,tlel f(z) = x2:
P E=G U e | —;; LR 1) R s e B
|
D)=az|.. 9 4 1 VIGO0 R e

Repr‘ezentém intr-un sistem de axe xOy punctele ale cdror coordonate
gint valorile din tabel. Punctele obtinute le unim printr-o linie continua ca in
figura IV.1.

(Facem observatia cd punctele reprezentate nu se unesc cu segmente ca
in fig.~IV.2.) :

Curba obtinuta se numegte parabold. Pentru a obtine o constructie cit
mai exactd a acestei parabole, trebuie sd reprezentim cit mai multe puncte
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Fig. TV.1 ' Fig. 1V.2

ale graficului. Parabola functiei f(2) = a? are urmétoarele proprietiti impor-
tante:

1° ea se gaseste deasupra axei z'z; trece prin originea axelor si, punctul O
are cea mai micd ordonata (egalad cu zero) dintre toate punctele de pe para-

bold. Punctul O se numeste virful parabolei;

2° axa y'y este axd desimetrie pentru parabola. Intr-adevir, dacd P(«, «?)
este un punct al graficului, cum «® = (—«)?, atunci gi P'(—«, «*) aparfine
graficului. Dar punctele P gi P’ sint simetrice fajd de y'y.

1. Graficul functiei f(z) = —

(Legea de asociere a functiei f se poate exprima si in cuvinte: ,fiecdrui
numér real 1 se asociazd opusul patratului siu“.)

In figura IV.3 am reprezentat punctat graficul funetiei fi(2) = 2%
Graficul functiei f() = —a* se poate obtine prin simetria fatd de axa x'z,
a graficului functiei fi(z) = 2 ‘

Intr-adeviir dacid P(«, «?) este un punct al o
graficului functiei f;(x) = a* atunci simetricul
sdu-fatd, de axa z'z este punctul P'(a, — «?). o h
Cum f(a) = —a? atunci P’ se giiseste pe gra- f
ficul functiei f(z) = —a* ; ' Pl )

Graficul functiei f(z) = —2® se numeste,de Y5 /
asemenea, parabold. Ea se giseste sub axa z'z. ' 4 '
Axa y'y este axd de simetrie, iar O are cea mai L LT R S
mare ordonatd dintre toate punctele graficului .\“\ '
f(z) = —=z% Punctul O se numeste, de ase- / \
menea, virful uparabo]ei functiei f(z) = —a? et

n practicd constructia graficului functiei - vl
f(z) = — x?se face tot prin ,,puncte®, ca la func- : ;
fia fu(z) = o \

2. Graficul funcjiei f(z) = az? (a # 0)

‘Graficul acestei funci;n se constrmegte ca ‘
si in cazul functiei fi(z) = 22 tot prin ,,puncte. Fig. IV.3
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Curba obtinutd se numeste, de asemenea,
parabold. S& vedem care este pozitia graficu-
lui functiei f(z) = aa? in raport cu graficele

functiilor fi(z) = 22 si fy(z) = —2% (Func-
tiille f,(x) = 2? si f(x) = —a® sint cazuri
particulare ale functier f(z) = az? cind
a =1 si respectiv a = —1.)

Cazul @ > 0. In figura IV.4 am repre-
zentat punctat graficul functiei fy(z) = z*
iFie P(a, «?) un punct' de pe acest grafic.
Dacd a > 1, atunci punctul Py(« , ae®) apar-
tine graficului functiei f(z) = ax® si cum
ao? > o2, atunci ramurile parabolei functiei f(z) = ax* se gisesc intre
-ramurile parabolei f;(z) = 22

Dacd 0 < a < 1 atunci punctul Ps(e, ax®) apartine graficului functiei
f(z) = az? si cum o® > aa? atunci ramurile parabolei functiei f(z) = az® se
gisesc sub ramurile parabolei fi(z) = 2

Cu cit @ este mai mare ramurile parabolei f(z) = az® se depdrteazi mai
lent de axa y'y care este axd de simetrie. Originea O are cea mai micé ordonati
dintre toate punctele graficului functiei f(z) = az®. Acest punct se va numi, de
asemenea, virful parabolei acestei functii. -

Cazul a < 0. Graficul functliei f(2) = az?® este simetricul fatd de axa 2’z
al graficului functiei f’(z) = —a2? unde —a > 0. Diversele pozitii ale gra-
ficului functiei f(z) = a2? se ob{in din cazul precedent (fig. IV.5). Axa y'y
rdmine axd de simetrie, iar punctul O care are cea mai mare ordonata dintre
toate punctele gralicului functiei f x) = ax* se va numi virful graflculm

3. Graficul functiei f(z) = az® + c(a #-0)

Vom considera functia g(z) = axz®. Fie P(x,, y,) un punct al graficului
functiei f(z) = az® + ¢ (fig. IV. 6). Atunci

yo = azi + ¢ de unde y, — ¢ = a2 sau Yo — ¢ = £(Zy)-
Deci punctul P'(z,, yo — ¢) aparfine graficului functiei g(:v) = az®, repre-
zentat punctat in flgura IV.6.F =~

Fig. 1V.4

Fig. IV.5 Fig. IV.6
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Rezultd cd graficul f(z) = ax® 4 c se obline din graficul funcliei g(z) =
— az®, printr-o translafie de-a lungul axei y'y, cu o canlitate ¢gald cu c ( dacd
¢ > 0, translajia se face in sus, iar daci ¢ <\, translatia se face in jos ).

Axa 7'y este axd de simetrie a graficului functiei f(z) = az® + c. Gra-
ficul functiei f(z) = az® 4 ¢ se nmneg,te'pa.rabold, iar punctul ¥(0, ¢) se nu-
meste virful parabole.

In figura 1V.7 sint date dxfentele pozitii ale graficului functiei f(z) =
= ax® 4 ¢ in raport cu valorile numerelor « si c.

4. Graficul funcjiel f(z) = az® + bz + ¢ (a # 0)

az? + bz + ¢ se poate scrie sub forma:

aw2+bx+6=a[m+%)2_b2*!ﬂ=a[x+ﬁ)2+ ~A

ha 2a ha

unde am notat cu A = b? — 4ac (A este discriminantul ecuatiei az® + bx +
+ ¢ = 0). Este clar ca pentru orice numar real z &€ R avem

ba

} f(o) = afa + 5]4 =4 @
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by ' Egalitatea (1) se numeste forma cano- i i) / .
: ' \ | nicid a functiei f. ,\\ w / 1

% ' | Trecem acum la construirea graficului : !
\ \410.c) ‘ functiei f(z) = aa? + bz + ¢. Considerim : BT R e \ : /

‘*', P "h,‘ ,'»‘,;'r,-‘,”;u;‘):'! f functia de gradul al doilea g(z) = ax? + —::A ) e ‘ oy // /
R 0w i \ \

R / i : ' o b 4

57 +—/ In figura IV.8 am reprezentat punctat : ! - M

| / graficul functiei g, avind pe y'y ca axi de & A ol ‘ . &
v'(a,- —]—}L_F}( b 4, simetrie gi cu virful in ¥V’ [0, i) Fie _ % | 92031470

ha
P(zy, yo) un punct pe graficul functiei f(z) =
= ax® + bz + c. Din egalitatea (1) se obtine

TR a(xo i Eb;}z ol :_,,_A sau Yy, =g [3’0 + Eb;] Rezultd c& punctul .

P’(z’o +- ':Ts yo] apartine graficului functiei g. Se observd ci P se obtine - ‘ i
@ % -

s 2 : 5 : o —b :
din P’ ficind o translatie paraleld cu axa 2’z cu o cantitate egali cu = 7 . | ,

<

Deci graficul functiei f(z) = ax® 4 bx -+ ¢ se obfine din graficul functiei \ ‘l / i '\.\!

g(z) = az® 4 —_;‘;-A prinir-o translafie paraleld cu aza 'z, cu o cantitate egald : i \ {I /,’ ,,’ i \\\
—b . — P : 3 . —b \ ' e

e — (daca el 0, translatia se face spre dreapta, iar dacdi — < 0, trans- — '_.)\_;’ Tk - { \

2a 2a ! 2a ¥ 2 WA ‘ \

o "--.—’,’. - “‘JL/ ‘\' &

\ 20 wa

\ ¥ ‘

latia se face spre stinga].

y| a=0s A>0

Cum y'y este axd de simetrie peniru graficul funciiei g, atunci dreapta : . : d

C

este axd de simetrie pentru graficul functiei f(z) = aa® + b + c.

—b
L i—
2

Graficul functiei f(z) = aa® + bz + ¢ se numeste parabold, iar punctul

V [;—b. :‘A) se numeste ¢irful parabolei. Graficul functiei f(z) = az? -+ bz + ¢
@ a

intersecteazd aza y'y in punctul A(0, £(0)), unde f(0) =e." , \ y
Urmiérind figura IV.9 obtinem diferite pozitii ale graficului [unctiei veL.o)
f(z) = az® + bz + ¢ in raport de valorile lui a i A. In figura IV.9, punctat, 7 NCO ;

— ] \
am reprezentat graficul functiei g(z) = ax? + —;—é . / j/f \ \
] a ! L

: I
Cum A = b% — hae = 64 — 98 - L8 si Eb:z =—';—8 = —2 rezultd cd forma canonici a ll
functiei este f(z) = 2(x — 2)% + 1. r , ; P

Graficul functiei il construim astfel:

1) Prin puncte construim graficul funcfiei g(z) = 222 ” ’

2) Translatdm parabola funcliei g(z) = 2s* de-a lungul axei ¥’y cu cantitatea 1. .
Aceasta este graficul Tunctiei h(z) = 22® + 1 (a se vedea figura 1V.10).

. I
| 3 |
Exemplu. S& construim graficul functiei f(z) = 2% — 82 -+ 9. : B 4 ! \ ‘ Il ll
, |
| |

-

: Y'la<Osi A>0

Fig. V.9

B7
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3) _Facem o translatie paraleld cu axa =%,
cu cantitatea 2, a graficului functiei k(z) =
= 22?4 1 i obfinem graficul functiei f(z) =

punctul ¥ (2, 1), iar axa sa de simetrie este
dreapta & = 2 (a se vedea figura IV.10).

A Interpretarea geometrici a rezolpdrii
ecuajiei de gradul al doilea

az® + bz + ¢ =0, (a # 0) .

Din figura IV.9 rezultd urméatoarele:

1° Graficul functiei f(z) = aa® +
+ bz < ¢ intersecteazi axa.z'z in doui

Fig. IV.10

puncte distincte dacd gi numai dacd A = b2 — 4ac > 0. Punctele de inter-
seclie ale acestui g_rafic cu axa &'z sint punctele de coordonate B;(z, 0) gl
By(x4, 0), unde z; i z, sint raddcinile ecuatiei az? 4 bz + ¢ = 0. Rearr;intim

cd aceste rdddcini sint date de formulele

it —b —[-l/gbE — hae 8 iy —b —-[/E’k:mr
a 2a
Cum z el Wi T b 5 i
R = atunci ‘—2—-2— = Rezultd cd axa de simetrie

a Igrf‘icului functiei f(z) = aa* 4 bz + ¢ trece prin punctul de coordonate
1 &g
(__L___, u). )
.G

s 2 Graflc_:ul functiei f(z) = az? 4 bo 4 ¢ intersecteazd axa z'z intr-un
Tngur Runct (spunem in acest caz cd axa 'z este tangentd la grafic) daca
~ s 2 -

§1 numai dacaf‘ = b* — 4ac = 0. Punctul de intersectie al graficului cu axa
0 —b ! ; : ;

z este V[ i 0),-care este g1 virful graficului. Ecuatia az® 4+ bz 4 ¢ = 0
are in acest caz doud riiddcini reale egale:

Ty = Zp = i :
2a

3° Graficul functiei f(®) = az® 4 bx + ¢ nu intersecteazi axa z'z daca

1 numai aA=0b%— i
8 a 'dzfcaA = b 4ac < 0, ceea ce este echivalent cu faptul cd ecuatia
nu are nici 0 raddcind reald.

§3. MAXIMUL SAU MINIMUL FUNCTIEI DE GRADUL AL DOILEA

Considerdm functia de gradul al doilea f(z)= a2? + ba+-¢, a # 0,
Am vizut cd pentru orice x € R avem fle) = a(m -+ i)e AE =4
2a La

% : b2 T
Cazul a > 0. Cum [w+ ;J = 0, atunci s a(m + Ei]jz 2 0, de unde

prin adunarea cantititii constante =2 obtinem o4 a (CB + i’)ﬂ e SR
3 ba 2a P = o 0
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=22 — 8z 4 9. Virful acestui grafic este .

Deci

f(z) = %é, oricare ar fi z € R. ' (1)
a
2 -
Cum. egalitatea [x + éll) = 0 are loc numai cind z = EP , atunci pentru
a a
z = =2 avem f[:f) e Inegalitatea (1) arald cé f[:—l-’ = =4 este
2a 2a ha 2a ha

s e ot ; 7 & —A A5 By,
cea mai micd dintre valorile funcjiei f. Numirul real — se numegte minimul
| - ba
_ i e —b . , y
funcgiei f, iar valoarea 5 este valoarea argumentului z in care se realizeazd
a

3

acest minim.
2 : 2
Cazul a < 0. Cum (;1: i s 23) >0 si a <0, rezultd a [:c + ab—) < 0,
@ a

; T o = ; _ 2
de unde prin adunarea cantitd{il constante -él—ﬂ obtinem ca a (x -+ Eb—) e
o) a

+

—A —A - :
£ — . Deci putem scrie
ha La A

f(z) < T—A, oricare ar fi € R. (2)
4a

Am vizut mai inainte cd f (-g—b) T care, imprelind cu inegalitatea (2), -
a

4a
arati ca [ (?) = —Zé este cea mai mare dintre valorile funcjiei f. Cantitatea
a @

= i . ¥
2 se numeste mazimul funciiei f,
ba i
care se realizeazd acest maxim.

Concluzii. 1) Dacd a >0, functia f(x)= aa*+ bz + ¢ are un minim

jar =2 este valoarea argumentului z in
2a

—A B ; v —b
egal cu S minim ce Se realizeazd peniru x = o
5 a a

2) Decd a < 0, funsjia f(z) = az® + bz + ¢ are un maxim egal cu —
@

; ; v s —b
maxim ce se realizeazd peniru = o—-
a

Interpretarea geometricd

In cazul @ >0, parabola functiei f(z) = a2® 4 bz + ¢ are ramurile
indreptate in sus (spre y pozitiv). in acest caz minimul functiei este egal cu
ordonata virfului graficului, iar valoarea lui  in care se realizeazi acest minim
este abscisa virfului graficului (fig. IV.11).

In cazul @ < 0, parabola are ramurile indreptate in jos (spre y negativ).
In acest caz maximul functiei este, de asemenea, egal cu ordonata _virfulul
graficului, iar valoarea lui  unde se realizeazd acest maxim este, de asemenea,
egald cu abscisa virfului graficului (fig. TV.12).
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Ezemple. 1) Fie functia f(z) = 2® — 4z + 1. Cum @ = 1 > 0, aceastd funclie arc
A 16 — &

un minim egal cu—é; = -_ﬁ—-—\= —3. Acest minim se realizeazi pentru z —
= — e 2,
a 2
2) Fie funetia f(z) = —22% 4 2z + 1. Cum a — —2 < 0, functia f are un maxim
= 448 12 3
ega]cu-———:————=_=_ 1 1ali a ___b 1
i . 5 = Acest maxim se realizeazi pentru z = = 5
§4. INTERVALE DE MONOTONIE PENTRU FUNCTIA DE GRADUL
AL POILEA

Detinifie. Fie f: 4 > B o funetie numericd (adici A si B sint sub-
multimi ale lui R). Spunem ci f esto crescaloare pe o mulfime
I c A, dacd oricare ar fi z,, x, < I, astfel inett Ty < ¥, aVem
f(2y) < [(xy).
Functia 1 se ziee descrescdtoare pe multimea I ¢ A, dac oricare
ar fi z;, x, € I, astfel incit 2, < z,, avem () = ).
Vom spune cd [ este strict crescdtoare (respectiv strict descrescitoare) pe
multimea I daca oricare ar fi 2, 2, € [, astfel incit Zy < &y, s rezulte f(z,) <
< f(@,) (respectiv oricare ar fi 2, x, & I, cu 2; < z,, sd rezulle f(z) > f(2,)).
O functie numerica f : A — B cresciitoare sau descrescitoare pe o submultime
I € A se zice monotond pe I. ‘
yEzemplu. Functia de gradul intli f : R— R, f(z) = ma + n (m # 0) este strict
crescitoare dacd m > 0 si strict descrescitoare dack m < 0. Intr-adevir fie z, < z,.
za;,(érr;. > 0, atunci mz, < ma,si decigi mz, + n < mz, - nceea ce inseamnd ci fl(a:l) ;
Zy).
Daci m < 0, atunci din inegalitatea &y < @, obfinem may > mx, de unde mz; +
+ n > me; + n, ceea ce inscamni cd f(x;) > f(z,).
Relativ la functia de gradul al doilea, vom démonstra:
Teorema. Fie funefia de gradul al doilea flo) =aa® 4 bx4¢ a+#0
1° Daeii a >0, funefia f este strict descrescitoare pe inter-

valul [—00, lb] §i striet crescitoare pe intervalul [j ~|~ooJ.
_ 2a 2q '
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2° Daedl ¢ < 0, functia f este striet crescitoare pe intervalul
[—oo, ;—b] gi strict descrescitoare pe intervalul [2_—;’ ; +oo).
a

(Iutervalela(—oo, :9] 8i- [i’, —|—oo) sé numesc¢ intervale
2a 2a

de monotonie ale funciier f]

Demonstratie 1° Vom presupune cd a >0. Pornim tot de la forma

canonici a functiei f, f(a) = (o + ) + 7

. Fie z,, #,-doud numere reale

care se gisesc in intervalul (—oo, :2'5], astfel incit z; < x,. Deci putem scrie

—b
x1<$2-.<._'2—

de unde prin adunarea cantitét,ii;, obtinem:
a
:t:l—l——b—<:n52—}-i < 0.
2a 2a

Prin ridicare la pdtrat se deduce cd

[31 ’b_i]z >($2 =+ %)

2

Prin inmulire ¢cu numdrul pozitiv @, obtinem:

a[xlt—|—l :—a}z >a [mz - %1)2 oy

Adunind cantitatea %é obtinem:
a
b2 , —A b2 —A
slecbf #am e lob g 3

sau, altfel soris: f(x,) > f(x,), ceeace ne aratd ci functia f este strict descres-

: —b %
catoare pe mt.ervalul(—oo, —2;] . Presupunem acum c¢d numerele z;, z; se

gisesc in intervalul [;—‘f, —I—oo), astfel incit =, < @3 Deci putem scrie

—b
L é 331 <.’E2
2a

de unde prin adunarea canbitéiyii = , obtinem:
a
b b
T
0<x1+2a< z+2a‘
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Prin ridicare la pitrat obtinem:
byt _- b2
[-’51 ' i’_a} < (372 e h) ’
Prin inmultire cu @ >0 si adunarea c&ntitﬁtii:—‘ﬁ obtinem :
@

—A
La

a[xl—{-g_i)z ,+% <a(.tt:2 -]—i%r‘.i_

sau f(z,) < f(=x,), ceea ce inseamnd cd [ este strict crescitoare pe intervalul
—b
& +=) .
2° Presupunem c¢d a <0. Fie 2, x, numere reale din intervalul
[—-—oo, —;—b] astfel incit z, < a,.
@
Am vizut la pet. 1° ci
b2 b2
[3314-—] >(95'z+—] :
2a 2a

care, prin inmultirea cu numdirul e negativ, ne conduce la inegalitatea

a(xl+2%}2 < a[xz—l-i]z.
L s

Adunind cantitatea obtinem:

4a

b )2 —A b2 —A
a|x = — == Py
[ 1+2a) g7 ha [ 2+2a] e ha

sau altfel soris: f(z,) < f(%,), ceea ce ne aratd ca functia f este strict cres-

citoare pe intervalul [—oo, ;]
@

Presupunem acum cd numerele z;, z, sint in intervalul[z:’—’, —I—oo) asa
a
incit x; < %, Am vazut la pet. 1° cd avem .
b2 b2
[.’El.—]- 4‘) <(xz+'—‘) ¥
2a 2a
din care, prin inmultire cu numérul negativ @, se obtine:
b2 b2
a[x;#—# >a(x2—|-~) ‘
2a 2a

Adunind cantitatea :4——A— rezulta:
a

afer+ i]"’ + 2= >alet ) + T s fl@) > ).

2

Deci, f este strict descresciitoare pe’ intervalul [;’ A —l—oo). Este foarte su-
@

gestiv a se transpune afirmatiile 1° si 2° din teorema de mai sus in urméitoa-
rele tabele; |
=
2a
=l
ha
minim

too

2

x = — +o0
2a
=4
La
maxim

a<0
N

(@) A

In ambele tabele, inclinatia sigetilor indicd intervalul pe care functia
este strict descrescdtoare sau strict crescdtoare.

Interpretare geometricd
Cazul a > 0. Parabola functiei f(z) = az® + bz + ¢ are ramurile in sus
(fig. IV.13). Fie P(x,, yo) un punct arbitrar pe parabold avind proiectia pe
axa 2’z in Q. Cind Q se apropie de la stinga la dreapta de punctul 4 [;, 0],
a

atunci punctul P coboard. Cind punctul Q se indepiirteazii de punctul A
spre dreapta, punctul P urcd pe ramura din dreapta a parabolei.

Y Y|

Fig. 1V.13 Fig. 1V.14

Cazul a < 0. Parabola functiei f(z) = aa® + bz + ¢ are ramurile in jos
(lig. IV.14). Cind Q se apropie de punctul A de la stinga la dreapta, punc-
tul P urcid pe ramura din stinga a parabolei, iar c¢ind @ se indepirteazi
de A spre dreapta, punctul P coboard pe ramura din dreapta a parabolei.
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—b

et ,1_, functia este strict
2a &

Exemple. 1) Fie tunctiaf(z) = 22* — z + 1.Cuma = 2 §i

1
descresciitoare pe intervalul(—oo, —2] gi strict crescitoare pe intervalul [—4- ) +oo].

Tabelul asociat este urmitorul:

x ] =400 1 +oo
4
7
flz) = 22 — = 4 1 N =, 7
minim
2) Fie funcfia f(z) = —z* + 2. Cum a = —1 < 0 si g—b = 0, functia este strict
o

crescitoare pe intervalul (—co, 0] si strict descrescéitoare pe intervalul [0, +00).
Tabelul asociat este urmétorul: '

L [ 5 0 +co

flz) = —a® + 2 | A2 5
maxim

Am- vizut ca graficul functiei f(z) = az* 4 bx 4 ¢ se poate construi
in mai multe etape pornind de la functii simple al ciror grafic il construim
prin ,puncte si apoi se fac una sau doud translatii. Dar in practicd se con-
struieste graficul prin ,puncte®, adicd 'se reprezintd un numdr cit mai mare
de puncte ale graficului care apoi se unesc intre ele cu linii continue, iar figura
geometricd ce se obtine constituie o reprezentare aproximativd a parabolei
functiei f. Pentru a obfine o reprezentare cit mai bund a graficului functiei
date, alegerea punctelor care se reprezintd nu se face la intimplare. Se pro-
cedeaza astfel: - ;

Se face un tabel numit tabelul de variafie al functiei fin care se trec urma-
toarele date:

1) Valoarea =0 si valoarea f(0). Punctul A(0, f(0)) reprezintd inter-
sectia graficului cu axa y'y.

2) Ridicinile z;, z, ale ecuatiei aa®+ bz -4 ¢=0 cind acestea existd.
Punctele By(z;,0) si By(,, 0) reprezintd intersectia graficului cu axa 2'z.

o > - S ke
3) Valoarea z = = si valoarea f =b) = =2, Punctul V[—. =A
' 2a ) 2a ha 2a ha
reprezinbd virful graficului. In tabel se mai specifici daci : ~ este un minim
a
§au un maxim. (La trasarea graficului se are in vedere ci dreapta @ = %I-’
: da

este axd de simetrie.)
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4) Se indicd prin sdgefi intervalele de monotonie ale funcliei.

5) Pentru a obtine o reprezentare cit mai exactd a graficului, in tabel
se-trec eventual si alte valori ale lui 2, precum si valorile corespunzitoare f(x).

Exemplu. S3 se rveprezinte graficul functiei f{z) = &* + 2z — 3

Tabelul de variatie al funcfiei este:

@ e . =3 —1 0 1 b0
flz) = 2 + 22.— 8 | 0 D R | g et S E G A
i minim :

Punctul A(0, —3) este la intersectia grafi- J
cului cu axa y’y.
Punctele B,{(—3, 0) si By(1, 0) sint intersec-

tiile graficului cu axa @'z, iar V(—1, —4) este ) 0]
virful parabolei. Graficul functiei f(z) = 24+ : —al A
+ 2z — 3 este redat in figura I'V.15. LA | { |
] | ‘
\ 2 14
: : ‘ e -
§6. SEMNUL FUNCTIEI DE \ - l J
GRADUL AL DOILEA \ ' heo-3
\ " ._,’.":u’, L4y
]
A studia semnul functiei de gradul VET-4)
al doilea f(x)=az®+bx+e¢c, a#0, ‘ vl
inseamnd a determina valorile lui - 3 )
Eig. I\l

pentru care f(z) este un numér pozitiv si
valorile lui z pentru care f(z) este negativ. In studiul semnului functiei f(x) =
— aqx? 4+ bx + ¢, un rol important il joacd discriminantul A = b* — 4ac.
Vom avea urmitoarele cazuri:

1. Cazul A < 0. Folosim forma canonioi a funetiei f; f(z) = ﬂ-(iﬂ i 5]2 §
B a

LA 2

+ —. Cum [x + ﬁ) este patrat perfect atunci [:c -+ —b}z > 0. Dacid
La 2a 2a

s A i

a

: 2 :
a >0, atunci a(:c +§~] = (08 >0 care, adunate, dau
a

]

: Bl e A

Deci, in acest caz, pentru orice z € R, avem f(z) > 0. Dacd a <0, atunci

a[m —%—3]2 < 0 s b= T
2a ha
care, adunate, ne dau:
“P+ir+:ﬁ<a
i 2a ba

Deci, in acest caz, pentru orice x € R, f(z) < 0.
Putem enunfa regula:
Daci A < 0, atunci f(x) are acelagi semn ca al lui a, oricare ar fi x € R.
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Acesl rezultal se lrece intr-un tabel in felul urmator:

A<O—m| —00 : e
f(x)ll semnul lui «

Grafic tabelul este transpus in figura IV.16.

_________ \

T RS E R Ay
3 :

X
A<0,a>0

A<0,a<0
Fig. IV.16

2. Cazul A= 0. In acest caz, pentru orice 2 R avem fz)=
= a(x -I—ﬁ)z. Daca = #j, atuneci [m —|—3] # 0 s deci (x—l— i]2 > 0.
2a 5 2a 2a 2a
Rezultd cd pentru orice z # ;—b semnul hii f(z) este acela§i cu al lui a.
@

Daca =z :‘—:5 , atunci f(z) = 0. Putem enunta regula:

Daci A = 0, atunci f(z) are acelasi semn cu al lui a, oricare ar fi z€ R,
cu exceplig lui @ = 2:5; , unde f ia valoarea zero. Acest rezultat se trece in
tabelul urmitor:

- x —oo e )
- 2a
A =

0 ; - :
f(z) | semnul lui a 0 semnul lui a

Grafic tabelul este transpus in figura IV.17.

¥ ' ¥y

++++++++ | T+++++
= - x

4=0,a>0 4=0,a<0 -
Fig. 1V.17

3. Cazul A >0. In acest caz ecuatia az® 4 bx + ¢ = 0 are dous radi-
cini reale z; §i z,, distincte. Mai mult, trinomul ¢ X2 + bX -+ ¢ se descompune
in factori de gradul intii:

aX?+ bX +c¢=a(X — z,) (X— )

Deci, pentru orice z € R, avem f(z) = a(z — z;) (v — 2;). Cum z; # z,
putem presupune ¢ %, < %, Dacd numirul real  nu apartine intervalului
[z, @,], atunci & < 2z, sau zy < x. Presupunem cd z < z;, atunci 8i & < .
Deci z — z;, <0 §i 2 — 2, <0 de unde rezultd ci (z — z,) (z — =) >0.

‘ In situatia 2, < x avem z; < x si deci 2 — 2, >0 i 2 — 2, > 0, de
unde rezultd cd (z — z;) (x — ) >0.

Deci, cind 2 nu apartine intervalului [z,, %,], obtinem (z — z,) (z —
— ) >0 gi deci semnul lui f(z) este acelasi cu semnul lui a.

Dacé x se giseste intre rddécini, adicd z; < © < @y, abunci (z — z;) (z —
— %) < 0 gi deci semnul lui f(z) este contrar semnului lui a.

Cind 2 = z; sau 2 = 2,, f(x) = 0.

Putem enunta regula:

Dacaé A >0, atunci f(z) are semnul lui a in afara rdddcinilor §i are semn
contrar lut a in intervalul dintre rdddcini, cu excepfia lui x = z, §i = = 2y,
unde f ita valoarea zero. (z;, x, sint raddcinile ecuatiei az? -+ bx + ¢ =0.)
Acest rezultat se reprezintd in tabelul urmadtor:

a
|

o e i 4 ' - i
flz) | semnul lui ¢ 0 semn contrar lui ¢ 0 semnul lui a

-

Girafic, tabelul este transpus in figura IV.18.

Vi
x, x_,\o X

++++++++ \",————‘: 5 s 1ol 1
0| X

A>0a0 A>0,a=0
Fig. 1V.18

Ezemple. 1) Fie funciia f(z) = «® + 22 + 3. Cum A =4 — 12 = —8 < 0, ne
gdsim in primul caz, Cum e = 1 > 0, tabelul semnului functiei este urmdtorul:

& | —o0 +oo

fla=a+2+3]  + + + + + + + + +




2) Fie functia f(z) = —2® — 22 — 1, Cum A = 4 — 4 = 0 sl m'z. -1, tabelul en
semnul functiei f este urmdtorul:
—b.
z = T ]
' 5 : 2a R
f(x}:—:c‘—?m-—ll ————— [

3) Fie funclia f(z) = 2* — 32 4+ 2. Cum A = 9 — 8 = 1 > 0, atunci ecuafia z* —
— 3z + 2 = 0 are rid#cini reale gi distincte. Acestea sint z, = 1 si , = 2. Tabelul sem-
nului functiei este urmitorul:

T

fla) =a* — 3z + 2

—Q 1 2 “+ 00
+ A A0 — — =0+ ++ + + +

¢

§7. APLICATII ALE SEMNULUI FUNCTIEI DE GRADUL AL DOILEA

1. Inecuajii de gradul al doilea
Inecuatiile de forma - ]
a? +br+c¢ >0 ax*+bx+¢ >0, az®+ bz + ¢ <0 si

az® + bz + ¢ < 0, unde @, b, ¢ sint numere reale date, @ 0, se numesc
inecuafiic de gradul al doilea. .

Observatie. In practicd vom considera orice inecuatie care se reduce, folosind proprie-
tifile inegalititilor, la o inecuatie de gradul al doilea,

Rezolvarea inecuatiilor de gradul al doilea este o consecintid imediatd
a studiului semnului functiei f(z) = az?® + bz }e.
Ezemple. 1) 84 se rezolve inecuafia «® — 3z + 2 > 0, Se vede ¢ A =9 a1 e

=1 > 0, Ridicinile ecuatiei 2* — 3z + 2 = 0, sint z; = 1 5i 2, = 2,
Tabelul semnului funetiei f(z) = z* — 3z 4 2 este urmitorul:

a:l—oo 1 2 + 00
fla) | ++++ 0 ———— 0 ++ ++

Din acest tabel rezulti ci muf;imea solutiilor inecuatiei date este (—oo, 1) U (2, +oz).
2) 8# se rezolve inecuatia 22* + x < 1. Aceastd inecuatie este echivalenti cu
inecuadia 22% + x — 1 < 0. 8e vede ¢l A = 1 + 8 = 9 > 0 si ridicinile ecuatiei 22* +

P DB B 2 e % . Tabelul semnului funcgiei f(z) = 22* + & — 1
este urmdtorul:
; ;
i — o0 | — o5 ]
g +
f(z) G Uit O S e e

Mulfimea solutiilor inécua;iei date este[-—l, -21;]
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3) 54 se rezolve inecuatia 2® < 2z — 3. Aceastd inecuafie este echivalenti cu ine-
cuatia 2® — 22z 4+ 3 < 0. Cum A =4 — 12 = —8 < 0, atunci semnul funcfiei f(x) =
= 2% — 2z + 3 este urmitorul:

r | —e A +0o
f(z) oA+ F

Din acest tabel, rezultd cd mul{imea solutiilor inecuatiei date este mulfimea vidi, adici
nu existd nici un numir real care sd verifice inecuafia z® < 2z — 3.

4) Sid se rezolve inecualia (x — 1)? > 2z — 3. Aceastd inecuafie este echivalentd
cu inecuatia z® — 2z 4+ 1 > 2z — 3 care este echivalentd la rindul su cu inecuafia 2® —
— b + & > 0.Avem A = 16 — 16 = 0. Rdd#cinile ecuatiei 2® — 4x + & = 0, sint x, =
= 2, = 2, Tabelul semnului functiei f(z) = 2® — 4= -+ & este urmitorul

a:|~co 2 + o0
/(z) | + + + 0 + + '+

Din acest tabel rezultd ci mulfimea solutiilor inecuatiei date este R — {2}.

2. Sisteme de inecuajii de gradul al doilea e

Prin sistem de inecuayii de gradul al doilea se intelege un sistem de inecuatii
in care cel putin una dintre inecuatii este de gradul al doilea, iar celelalte ine-
cuatii ce compun sistemul sint de gradul intii sau gradul al doilea.

Observayie. In practicd vom considera orice sistem de inecuatii care se reduce, folosind
proprietétile inegalitifilor, la un sistem de inecuatii de gradul al doilea.

Ezemple. 1) 84 se rezolve sistemul de inecuafii
x4+ 5> bx+ 3,
(8) § 22 +1 > 32 — 1,
i a? 4+ 2z — 3> 0.
Sistemul (S) este echivalent cu sistemul de inecuatii de gradul al doilea
' — 3z 42> 0,
-z 4+ 2> 0,
2?2z — 3> 0.

Mul{imea soluiilor inecuatiei —3z + 2 > 0 este M, = (—w, .3_]

Multimea solutiilor inecuafiei —z -+ 2 > 0 este M, = (—co, 2).

Mulfimea solutiilor inecuafiei #? 4- 22 — 3 > 0 este My = (—oc0, —3] U [1, +c0).
Atunci mulfimea solufiilor sistemului (§) este M = M; N M, N M; = (—o00, —3].

3) 84 se rezolve sistemul de inecuatii ;

2?4 22 + 8§ > 0,
(8) ¥ 2 — 2z — 3> 0,
22 +1 <2 — 2.

Folosind proprietafile inegalitdtilor sistemul (S) este echivalent cu sistemul de gra-
dul doi

xt 4 22 4+ 3> 0,
2~ 2z — 3> 0,
3z — 1 < 0.




Mulfimea solutiilor inecuatiei z* + 2z + 8 > 0, este M, = R.
Mul{imea solutiilor inecuatiei z* — 2z — 3 > 0 este My = (—o0, —1]1U[3, +o).
Mulfimea solutiilor inecuafiei 3z — 1 < 0 este M, = [—oo, é—) .

\

Atunci, multimea solutiilor sistemului (S) este M= M,N My A Myg=(—oc0, —1].

3. Semnul expresiectc E = a—a——rH‘IZ il B ay, by, €y, g by, o sint
e ayx? -+ byx + ¢
numere reale dale.

A determina semnul expresiei E, revine la a determina pentru ce valori
reale ale lui z expresia este pozitivd §i pentru ce valori reale ale lui # expresia
este negativa.

Se stie ci: 1° o fractie este pozitivi dacd §i numai dac# numdratorul si

numitorul au acelasi semn si 2° ea este negativi dacd numaratorul §i numitorul
sint de semne contrarii.

. Rezultd ¢ pentru a determina semnul expresiei E, vom determina sem-
nele functiilor fi(z) = a,2* + 0,2 + ¢ s fo(x) = asx? 4 by + Cay care se
trec intr-un tabel. Tinind cont de 1° si 2° se obtine semnul expresiei E.

22 — 52+ 6
z— 1

functiile f,(z) = a* — 5z + 6§ falz) = = — 1. Rdd4cinile ecuafiei z* — 5z 4 6 = 0 sint

z, = 2 si zy = 3, iar ridicina ecualiei z — 1 este 1. Facem urmitorul tabel cu semnele

Ezemplu. S3 se determine semnul expresiei E = Considerdm

functiiler f; si fa: ‘ -

T — 00 1 2 3. + o0
fa(e) B e S s 0 ol
falz) = =g wngeape il el i e o T

E e kAL e G A e

Din tabel rezultd cd expresia E este pozitivi pentru z & (1, 2) U (3, +oo), negativid pentru
z e (—o0, 1) U (2, 3) si este egald cu zero peniru z = 2 si = — 3. Expresia E nu are
sens pentru z = 1.
a,z* + bz +
azz® + bz + €
zolvarea inecuatiilor de forma E >0, E>0, E<0s E<O.
Ezemple. 1) S se rezolve inecuafia
: z? —1

xt— 4

Studiul semnului expresiei de forma E = ne ajutd la re-

> —1k

Inecuatia datd este echivalentd cu inecuafia = >
8 o B
el < 0. Vom determina semnul expresiei E = 2—9;——; '

T —_

valentd cu inecuatia
) : z? — 4

* Hste gresit de scris z* — 1 > — f(a? — 4), deoarece z* — & poate fi pozitiv sau

negativ.
3

80

1 + 1> 0% care este echi-

Facem tabelul

&

%, | e = _\/g \/g S
2% — 5 | A e B el 0 e ok A b
Pk 4+ 0 = = — — — — — — — —0++
E | +4++ | — — 0+ + +0 ——— | ++

Din acest tabel rezultd cd mulfimea solutiilor inecuatiei date este- (—oo, —2) U

e
U(_\/E‘ \/5)“‘2* +eo).

2) Sd se rezolve inecuatia

e
x z +1 it .
224+ x4 1
Aceastd inecuatie este echivalentd cu inecuafia ewmend, 1 <0<+ - =2 <
z? 4+ x4 1 A 24z + 1
Determindm semnul expresiei E = pliepiity Facem tabelul:
224z 1
z — 00 0 + 00
—2z e e o b
C i e L T R g R R e i e
E ! L — i

Din acest tabel rezulti ci mulfimea solutiilor inecuatiei date este [0, +oo).

4. Inecuatii cu modul
1) Sa se rezolve inecuatia: |22 —z — 2| < 1.
Rezolvarea acestei inecuatii este echivalenta cu rezolvarea inecuatiei

—1<ga®—x—2<1,

care la rindul siu este echivalentd cu rezolvarea sistemului de inecuatii
{ r—zx—2<1
.'Ez = 2 = —1.

Multimea solutiilor inecuatiei 2 — x — 2< 1este M, = [1 = 2l/f3 PRl r“|)/ 13 ] ;

Multimea solutiilor inecuatiei 2? — x — 2 > —1 este

om (o [, o)

2

Multimea soluliilor inecuatiei date este

M= M,N M= l152|/T3, ’”ZVB]U[HFJ/E, 1+|/T3].‘
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B — Matematicd-algebra, cl. a X-»




2) Sa se rezolve inecuatia |22 — 32+ 2| < x4 7.
Ecuatia 2> — 3z +2=0 are ridicinile z;, =1 si z,= 2.
- Rezultd cd pentru z € [1, 2] avem 22 — 32 4 2 < 0 si pentru z €

€ (—oo; 1]U[2,00) avem 22— 324 2> 0

-1° Considerim cazul ¢ind 2 € (—oo, 1]U[2, co). Inecuatia datd se scrie
in acest caz, astfel:

—3x+2<La+7

care are solufii, mult;imea M,=[—1, 5]

Rezultd cd pentru z €[ — 1, 1]U[2, 5] inecuatia
| 2% — 32z — 2| € 4+ 7 este verificati.

2° Consideram cazul cind @ & (1, 2). In acest caz mecudma datd se scrie
astfel: .

“3

—(z?—3zx+2)< z+ 7.
care este echivalentd cu inecuatia: ' :
2 —22+9 =0

Aceastd inecuatie are ca solutii multimea M, = R.

Rezultd ca pentru z € (1, 2) inecuatia |22 — 3z — 2| < 2 + 7 este
verificata.

In concluzie multimea solutiilor inecuatiei date este:

§8. APLICATIlI PRACTICE ALE STUDIULUI FUNCTIFI '
DE GRADUL AL I)OILU\

Asa cum am spus si in § 1, existd numeroase exemple practice eare .au impus stu-
diul funcliei de gradul al doilea. In continuare vom prezenta citeva dintre ele.

1) Dintr-un lurn de indltime h, se aruncii o pialrd pe verticald in sus cu viteza -
mtiald v, Sa se afle: .

i) la ce indl{ime maximi ajunge piatra;

ii) dupd cit timp piatra ajunge pe pimint.

Caz numeric: hy = 30 m, v, = 20 m/s.
Solutie. i) Indltimea h(t) la care ajunge piati‘a la momentul ¢ este datd de formula:

h(t) = hy + vt — %t”, unde g = 9,8 m/s?.

Pentru a calcula in_{llt.imea maximi hmax la care ajunge piatra determinim maximul
funcliei k() care este

hmax = Iy + %

ii) Pentru a determina dupd cit timp piafra ajunge pe p&mint trebuie si deter-
mindm pe ¢ astfel incit k() = 0. Deci avem de determinat rddécinile ecuatiei:

hy + vt -—-%l’=0.

;

T R T

Rezolyind accastii ecuafie gisim solutiile :

v+ 1V v + 28k
g

Ly =

Deoarece v, < I/u&z + 2gh,, atunci timpul dupd care ajunge piatra pe pdmint este
egal cu
e o= I/ w + ‘25'""
I = P ———— )
g g

Dacil hy = 30 m §i vy = 20 m/s, atunci kmax = 50 m i ¢, =~ 5,58

2) Din apropierea unui turn avind indltimea k, este aruncatﬁ o piatrd vertical in
sus de la suprafata pémintulul cu viteza initiald wv,.

i) Cit trebuie sd fie v, pentru ca piatra si depiseascd indl{imea turnului?

i) In ipoteza ci piatra depiigeste indl{imea furnului s# se determine cit timp rdmine
deasupra lui. ’

Caz numeric: hy = 20 m, v, = 25 m/s.
Solufie. i) La momentul ¢, piatra se va gisi la indltimea A(t) datd de formula

h{t) = vt — ég!”, unde g = 9,8 m/s%.

Pentru ca piatra si depigeascd indl{imea turnului trebule ca h(t) > hy, pentru un ¢ > 0.
Avem inecuafia de gradul al doilea in ¢

Vgl — —1— gt® > hy
2
sau
gt* — vt + 2hy < 0. (1)
Cum g cste pozitiv trebuie ca discriminantul A = 4ug — 8gh, st fie pozitiv, adicd
kg — 8ghy > 0 de unde v, > |/ 2gh,. =
Deci ca pialra si se ridice deasupra lurnului vileza sa @, trebuiesi fie mai mare nart/ﬂghn.
ii) S84 presupunem acum c¢i w, > |/2gh,. Rezolvind inecuafia (1) obfinem ci

i ”B—Vﬂg'—2ghn -t < ”o+l/“)02—23hu.
g g

I2 — 2 —_—
Daci notim ¢, = h B l/ v — 2gho by = Up V v — 2gho se observid cd

& 8
t, > 0 si t, > 0, iar intervalul (¢, ;) este intervalul de timp in decursul ciiruia piatra
_se gisegte deasupra turnului, }
Deci piatra se giseste deasupra turnului un timp egal cu

2 1/'03 — 2gh,
g

Caz numeric. Deoarece |/ 2gh, = /29,820 ~ 20, atunci vy, > 20,
Deci piatra, prin aruncare, dep#sesle indltimea turnului.
Timpul cit ea se giiseste deasupra turnului este egal cu

2 |/ @ — 2gh, _ 21/25 — 29,8720
g 9,8

t2_11=

= 48,
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3) Dintr-o sirmi cu lungimea de 10 m se confectioneazi un dreptunghi, Cum tre-
buie si fie acest dreptunghi pentru ca aria sa si fie maximi?
Solufie. Dacd = si y sint laturile dreptunghiului, atunci
2 + 2y = 10 adied * 4+ y = 5. Aria dreptunghiului este

S =zy =z(5 — z) = 5z — 22,

- Pentru a determina maximul lui § vom determina maximul functiei de gradul al
doilea

f{m) = bz — m’:

care este — [‘A = 2—:§i se realizeagd pentru x =-g- = 2,5. Deci laturile ' dreptunghiului
a

pentru care aria sa este maximi sint: 2 = 2,5 m si y = 2,5 m. Deci dreptunghiul
trebuie sd fie un pitrat, iar aria sa maximi este
Smnx = 6,25 m’. ;

B 4) Din doud orase 4 si B situate pe doud
soscle perpendiculare pleacd in acelasi moment doud ve-
hicule cu vilezele constante v, si vy, in directia punctului
O de intersectie a celor doud drumuri (fig. 1V.19).

g Distanfele oragelor 4 si B fafd de punctul de

N ~ intersecfie fiind a, respectiv b, si se determine dis-

L tanfa cea mai mici dintre cele doui vehicule.
o NN A Caz numeric: v; = 80 km/h, v, = 60 km/h; a = 120 km
= = sL==100nkm:
Fig. IV.19 Solufte. Presupunem cii dup# timpul ¢ primul vehicul
ajunge in A’ iar al doilea vehicul in B’

Avem AA’ = v, BB’ = vy si deci OA’ = a — vt, OB’ = b — w,t. Din teorema

lui Pitagora avem.

A'B? = 04" 4 0B*, .

de unde A'B* = (a—v0)*+ (b — v)® = (o3 + 0)2 — 2avy + buy)i + a? + b i

deci A8 = /(o2 + v3)2 — 2(av, + bug)t + a® + B9,
Hste vlar cd distanta dintre cele doudl vehicule esle minimd cind expresia de sub

radical este minimd. Deci vom determina minimul functiei de gradul al doilea
f(t) = (of + vd)er — 2(avy + buy)t + a® + B2

Minimul funcfiei f este

A W[ (av, + bv,)2 — (vf + v) (a2 + 87)]
= B e 4} + o3)
(v + 03) (a2 B%) — (avy + bup)®  (avy — buy)?
% v} + 1§ T d+d
; ; ayy + bu, 3
si esle realizat pentru t = v% R

| avy — by, |

Deci minimul distanfei este dat de A'B’ =
2 2
V“: + v3

84 ¢

!

112060 — 100-80 | .- 800

In cazul numeric, minimul distantei, A'B' = : = = 8 (km)
/80 -+ 602 100
Aceasta are loc dupd un timp egal cu
ol 120 - 80 - 100 * 60 == 1,5 ore,

80% + 60°

5) Fie o fereastrd avind forma din figura IV.20, la bazi fiind dreptunghiulari iar
in partea de sus fiind un semicerc. Pentru ce lungime totald de toc de fereastri avem
lumina maximi a ferestrei? ;

Solufie. Fie 2r lungimea bazei ferestrei care este egald cu diametrul semicercului si &
indl{imea ei (fig. IV.20). Vom nota cu p lungimea totald a tocului de fereastrd gi § aria
totald a ferestrei. Avem p = 2r + 2h + =r,

4 4
2

8 4 2
S="rh+% =—f2£-—|—r(p — 2r — mr) =%—|—rp-- 2% — mrf = —

r* + rp.

Maximul lui § este egal cu maximul functiei de gradul al doil=a

flz) = — —“—;I_—[i i S
Acest maxim este deci
PZ
‘5' =,
max 2 + 4)
si este realizat cind = —£ |
T+ &

Deci trebuie ca r = —i—z si prin urmare din egalitatea
™

pP=12r+ 2h 4+ 7wr
obtinem cid r = k.

fn concluzie aria § este maximi pentru r — h = —2—,

Fig. 1V.20

6) Si se taie dintr-o bucati de metal de formi sferici un cilindru avind aria late-
rald maximi.
Soluiie. S8 notdm cu R raza sferei (care este datd), cu r §i h, raza, respectiv indl{imea
cilindrului care este tdiat din sfera de metal (fig. IV.21). Daci § este aria laterald a
cilindrului, atunci y

S = 2nrh.

" si AM = 1.

in triunghiul dreptunghic OAM avem OA = R, OM =

b | =

85




Din teorema lui Pitagora obfinem:
04* = OM* + MA® sau R® = 3 +[ JE, de unde
h? = 4R® — 4r%,

Atunci §% = 4n%r2h? = Ln®r?(4R? — 4r?).

Este clar ci § este maximi daci gi numai dac# S? este maximi.

Deoarece &n® este un numdr, atunci $* este maximd cind cantitatea r2(4R% — 4r?) este
maximd, Notind r® = z, avem c¥ r*(4R® — 47%) este maximi cind z(&R® — 4x) este
maximd, Deci totul revine la a determina maximul funciiei de gradul al doilea

flz) = —ba* + 4R%x.
Acest maxim este egal en -
_ 8 _p
ba

si se realizeazdi pentru z = -é R2. Deci Spox = 2nR? 81 r® = —;— -R? adicd r= Q R
L 3 : 2
In concluzie, ca cilindrul tiiat din sfera de metal s3 aibd aria laterald maximi trebuie

ca raza cilindrului si fie r = IQ R
- 2

§9. REZOLVAREA CITORVA SISTEME DE ECUATII
CuU COEFICIENTI REALI

In acest paragraf avem in vedere citeva tipuri de sisteme de ecuatii cu
coeficienti reali a ciiror rezolvare se reduce la rezolvarea unei ecuatii de gradul
al doilea. Trebuie sd remarcdm ci ori de cite ori rezolvim un sistem de ecuafii
avem fin vedere numai solutiile reale ale acestui sistem.

Vom indica in continuare modul de rezolvare a urmitoarelor tipuri de
sisteme de ecuatii:

1. Sisteme formate dinir-o ecuafie de gradul al doilea i una de gradul intii.

Aceste sisteme sint de forma:

IS) {a.'.c—i-by-l—c:O,
{
a2® + by 4+ ey +dix + ey + f,=0.

Rezolvarea acestui tip de sisteme se face prin metoda substitufiei. In
prima ecuatie putem presupune ci, sau a # 0sau b # 0 (cazulcind a = b = 0
ne-ar duce la disparitia primei ecuatii). Presupunind cd b # 0, atunci ecuatia

.ax + by + ¢ = 0 este echivalentd cu ecuatia y =

—C — ax a@ C

e e e i T e i

b b b

Dacd substituim pe y in cea de-a doua ecuatie a sistemului (S), atunei (5)

este echivalent cu sistemul:

Efectuind calculele in ecuatia a doua a sistemului (5”) obtinem in general
o ecuatie de gradul al doilea care, rezolvatd, ne da valorile lui z. Apoi, inlocu-
indu-le in prima ecuatie din sistemul (S5’) obtinem valorile lui y.

Discugre. 1) Daca ecuatia a doua a sistemului (S') are doud radacini reale,
atunci sistemul (5) are doua solutii reale.

2) Daca ecunatia a doua din sistemul (§°) are doud rddécini egale, sau,
in cazul cind aceasta este o ecuatie de gradul intii, atunci sistemul (5) are o
solutie reala.

3) Daca ecuatia a doua din sistemul (5') nu are nici o raddcind reala,
atunci sistemul (5) nu are solutii reale.

Exemple. 1) Si se rezolve sistemul
2o by = 1,
wn{z ¥

= ORI, SR
Cum ecualia 22 4+ y = 1 este echivalentd cu ecualia y = 1 — 2z, sistemul (S,) esle
echivalent cu sistemul [Si):

’ o= =27
(Sy) : g
(1 — 2z)2 = 2% —"3z + 3.

Feualia a doua a sistemului (S1) se reduce la ecuatia de gradul al doilea

3z —xz — 2 =10,

- A 2
care are riddcinile z; = 1 §i z3 = — e
. y:! 2 : 7
Pentrn =; = 1 obtinem y;, = —1, iar penlru z, = — ? obfinem y, = —.
- 2
g =
[z =0 3 ‘e : :
Deci . si sint solutiile sistemului (.5y).
P P 7
g

2) S4 se rezolve sistemul
z—=9y—1=0,
wn{z Yoo fom
o — gy —yi 4o —3 =0

Ecuafia z — y — 1 = 0 este echivalentd ¢ ecualiay = = — 1. Inlocuind in ecuatia
a doua pe y obfinem ci (ng este echivalent cu

y=z—1
(52]{ alp = Ap=(r = 1) &= 3= 0.

Ecuatia a doua a sistemului (S3), dupd efectuarea calculelor, se reduce la ecuafia
de gradul al doilea z* — 4x + & = 0, care are o rddicind dubli a, = x, = 2. Din
y = =z — 1 obfinem y; = y; = 1.

Deci perechea (2, 1) este o solutie dubld a sistemului (S,).

3) S84 se rezolve sistemul

(w{y"‘*=“

y = —a?* + 142 — 50,




Sistemul (S,) este echivalent cu sistemul
’ y=1+ z,
S
(3){ Lo 2w g NG — 50,
Fcuatia a doua a sistemului (S3) se reduce la ecuatia de gradul al doilea z* — 132 -
+ 51 = 0. Cum A = 5" — 4ac = 169 — 204 = —35 < 0, atunci sistemul (S4) nu are
nici o soluie reali.
Interpretarea geometricd a rezolvdrit sistemului de ecuatii de forma

s az + by + ¢= 0,
4 [’y:alx"‘-i—blm—}—cl,
unde e, b, ¢, a,, b,, ¢, sint numere reale date cu a, # 0.

S& notdm cu A mulfimea solutiilor ecuatiei az - by + ¢ = 0, iar cu B
multimea solutiilor ecuatiei y = @,2* -+ b,;x 4 ¢,. Mulfimea A reprezintd
in planul de coordonate 20y o dreaptd. Mai precis, dac§ b # 0, atunci 4 repre-

zintd graficul functiei de gradul intii: f(z) = —%mi—i. Dacd b =0,
a

atunci ecuatia az + by + ¢ =0 este echivalents cu ecuatia z=—2. In
" a

acest caz A reprezintd dreapta paraleld cu axa y'y, care trece prin punctul de

coordOnate( et 0] 2
- a

Mul{imea B reprezintd in planul zOy graficul functiei g(z) = a,2? +
+ bz + ¢4, care este o paraboli.

Cum mul{imea solutiilor sisterului (§) este egald cu A N B, atunci solu-
tiile sistemului (S5) reprezintd in planul 20y punctele de intersectie ale drep-
tei A cu parabola B.

Discujie. 1) Sistemul (§) are doud solutii distincte daci dreapta A inter-
secteazd parabola B in doud puncte distincte.

2) Sistemul (§) are o singurd solutie dac# dreapta A intersecteazd para-
bola B intr-un singur punct. Trebuie s& observdm cd in cazul cind b = 0,
dreapta A intersecteazd intotdeauna parabola B intr-un singur punct.

3) Sistemul (S) nu are nici o solufie dacd dreapta A nu intersecteazi
parabola B. :

Cele trei situatii discutate sint reprezentate in figura IV.2}3.

Ao TR ; ol \‘s
ot N

\

o
]
=]

Fig. 1V.22

Ry ey

Exemplu. Si se rezolve sistemul de ecuatii

2z +y— 4 =0,
(Sl){y=:c5—3x_+2.

Din ecuatia 2z + y — 4 = 0 obfinem y = & — 2z. fulocuind pe y In ecuatia a dona
obtinem: & — 2z = a® — 3z 4 2, sau 2* — z — 2 = 0. Aceastli ecuafie are ridicinile
2y = —1si xp=2. Atunci avemy, = 4 — 2z, =4+ 2 =65iy; =4 — 203 = 4 —
— 4 = 0, Sistemul (5;) are solutiile:

{ e —1 y { By — 2
si
=6 Yya =0
- Interpretare geoﬁelricd. in figura 1V.23 dreapta A ce trece prin punctele de coor-
donate (0, &) si (2, 0) reprezintd graficul functiei f(z) = & — 2z, iar parabola B repre-

zintd graficul funcfiei g(x) = #* — 8z + 2. Dreapta A intersecteazii parabola B in punc-
tele de coordonate (—1, 6) si (2, 0), care sint solutiile sistemului (S,). "

2) Si se rezolve sistemul de ecuatii

z—y—5=10,
S
(a){ et — 3x —1. i

Din z — y — 5 = 0 objinem y = z — 5. Inlocuind pe y in cea de-a doua ecuatie a sis-
temului obtinem ecuafia x — 5 = 2? — 3z — 1, sau z® — 4z + 4 = 0. Aceastdi ecuatie
are solufia dubld 2z = 2. Atunci y = 2 — 5 = 2 — 5 = —3. Deci sistemul (S,) are ca
solutie dubld perechea (2, —3). .

Interpretare geometricd. In figura 1V.24 dreapta A reprezintd graficul functiei f(z) =
= z — 5, iar parabola B reprezintd graficul functiei gx) = a* — 32 — 1, Dreapta A
intersecteazd parabola B in punctul de coordonate (2, —3) care reprezintd solufia siste-
mului (S,). ;

3) Si se rezolve sistemul -de ecuatii

2z +y + 1 =0,
(Sy) § .
y:wn5x+4_.

Din 2z + y + 1 = 0 obfinem y = —2z — 1. fnlocuind in ecuafia a doua a sistemului
(S3) obfinem ecuafia de gradul al doilea z® — 3z + 5 = 0, Cum _discriminantul acestei
ecuatii este A = b? — hae = —11 < 0, rezultd ci sistemul (S;) nu are nici o solufie reald.

F

(=2

Fig. 1V.23 Fig. 1V.24
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¥ Interpretare geomeiricd. in figura 1V.25 dreapta
l 8 A este’ graficul functiei f(z) = —2x — 1, iar para-

J bola B este graficul functiei g(z) = z® — 5z -+ &.
Dreapta A nu intersecteazd parabola B in nici un punct.

\ \ / 2. Sisteme de ecuajii omogene
_\7 o\"\i ‘ / b Un astfel de sistem este de forma:
= f\ T : 2 [ a,@® + by + ey? = dy,
\\ ag@® + by + ¢y = dy.
\ Sistemul (S) se numeste omogen deoarece
polinoamele @, X% + b, XY + ¢,Y? i apX? + -
Fig. 1V.25 + by XY + ¢, Y? sint omogene in sensul ci

toate monoamele care apar in scrierea lor au
acelasi grad. Presupunem mai intii ¢ d, # 0 si dy 0. Existd in acest caz
numerele reale « si B diferite de zero astfel incit «d; + Bdy =0

(de exemplu a =1 gi B = — g—) Se inmultegte prima ecuatie cu a« §i cea
2 -

de-a doua cu B si apoi se adund. Se obtine sistemul echivalent:

(iS* { az® + by + ¢y = dy,
(aay + Bag)z® 4 («by + Bbo)xy + (aeq + Beg)y? = 0.

Notam, coeficientii ecuatiei a doua din (S') cu ag, bs, ¢5, atunc

(Sl) ‘ a’lxz + bl"‘cy + clyz = dl'r

agx?® + bgxy + c3y® = |
Deoarece d, # 0 sistemul (5’) nu are solutiaz = 0 si y = 0. Putem presupune
¢i # % 0. Atunci, in ecuatia a doua din (8') impartim cu 2* si obtinem ecuafia

de gradul al doilea in Z:

z
[ ] + by = +a3—0

care, rezolvati, ne di in general doud valori k; §i k, pentru Y, adici:
2 z

-'i =R % =K
Acum, rezolvarea sistemului (S) este echivalentd cu rezolvarea urméitoarelor
doud sisteme formate dintr-o ecuatie de gradul intii §i.o ecuafie de gradul
al doilea: ‘
y =k,
al:‘r2 + b2y + ¢,y = dy.

L= k’lw1

: ¢ (Sg)
a,z% + by + eu® = d,

Cind d, = 0 sau dy = 0, sistemul (S) este de forma (S') si rezolvarea se con-
tinud ca pentru sistemul (S”).
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Exemple, 1) 83 se rezolve sistemul de ecuatii:
2 I e
(S,) x* - 3zy + = —2,
zy + y* =4,
fnmultind prima ecuatie cu +2 si adunind-o pe a doua, obtinem sistemul echivalent
2% 7 Syt =
(S,) { 3+ ;ry + 3y
Yy + y* = 4.

Prima ecuatie o imp#r{im cu 2® si obfinem 'ecuatia de gradul al doilea 3 [1 ]2 g e 8 +
x

x

+ 2 = 0, care, rezolvat, ne di ridicinile ¥ — —2 s L = — % Rezolvarea sis-
x xT
temului (8,) se reduce la rezolvarea sistemelor: _ !
y=—2a
.y == dd, [ 3 :
zy +y*=4 ° '
zy + y? = 4.

Din primul sistem obfinem solufiile:
& =VE {:.c= ST,
=—2/2"' ly=2)"72.

Cel de-al doilea sistem nu are solutii reale.
2) 84 se rezolve sistemul de ecuatii:

2z + 3zy + y* = 0,
(Sa) i
zy + y* = 0.

Dacd « = 0, atunci din prima ecuafie, rezultd y = 0. Presupunem z % 0. Atunci impér-
tim prima ecuafie cu 2* si obfinem ecuafia de gradul al doilea .

(1] e 3[ )—E— 2 = 0, care are réd#cinile: LA 1 o S
2 z

Dacd impér{im ecuafia a doua a sistemului cu 2* obfinem ecuatia

2
[ll-) -} ¥ 0, care are riidicinile : L : LAY
& T T &
Ridicina L = —1 este comuni i deci perechea (¢, —a) unde a = R, este solujie a sis-

z
temului (S,;). Deci sistemul are o infinitate de solufii.
3) S4 se rezolve sistemul

(S,) 2z% + 3zy + y2 =0,
g z* — xy + y: = 0. |

Daci & = 0, atunci din prima ecuatie trebuie ca y = 0. Presupunem = # 0. Impirtim

cu z* ecuafia a doua gi obfinem ecuafia in Z.

x

[y )2 Yy oY ;
— 1<%+ 1 =0, care nu are nici o solufie reald,
x x
Rezultd ci sistemul (§;) are ca singurﬁ‘solutie perechea (0, 0)
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3. Sisteme cu ecuajii simetrice

[

O ecuatie in doud necunoscute se zice simetricd daci inlocuind z cu y i

Y cu z, ecuatia nu se schimba.

Exemple. 1) Ecuatia 22® — 3zy + 2y® — 10 = 0 este simetrici. Intr-adevir, inlo-
cuind z cu y §i y cu = obfinem ecualia 2y? — 3zy + 22® — 10 = 0, care este identici
cu cea initiald.

2) Ecuatia z — y 4+ 5 = 0 nu este simetrici,

Un sistem de ecuafii format din ecuatii simetrice se numeste simetric. Deoarece
ecuatiile unui sistem simetric nu se schimbi dacd inlocuim pe 2 cu y si y cu z, rezultd
¢l dacdd z = a, y — b este o solulie a sistemului de ecuatii, atunci si 2 = b, y = a cste
solutie a aceluiagi sistem de ecualtii.

Rezolvarea sistemelor de ecuatii simetrice se face astfel: se introduc
necunoscutele auxiliare s gi p date de relatiile:

z4y=s 51 2y =p.

Prin introducerea acestor noi necunoscute s i p, in foarte multe cazuri “siste-
mul simetric se reduce la un sistem de ecuatii format dintr-o ecuatie de gradul

_ intii §i 0 ecuatie de gradul al doilea in necunoscutele s si p. Pentru a face aceste
substitutlii se va fine seama de identititile:

2t + y* = (2 + y)* — 2zy = 52 — 2p,

2+ y? = (z + y)° — 3ay(z + y) = s* — 3sp,

2t + y* = (2* + 9%)* — 22%y% = (s* — 2p)* — 2p*.
Exemple. 1) Sd se rezolve sistemul

() ay +x +y =4,
zy — 2(z* 4 y%) = 23.

Sistemul (S) este simetric. Ficind substitutiile & + y = s si 2y = p oblinem sis-
temul:

(S’) {S+P=4»
— 2s% -+ 5p = 23.

Inlocuind pe p = 4 — s in ecuafia a doua, obtinem ecuatia

2s* + 5s 4 3 = 0, care are solufiile: s, = —1; s, = —i.

i " 1 : A ;
Atunci p; = 4 — s, = 5s5ipy = & — gy = 72;1 . Deci, rezolvarea sistemului (S) se reduce

la rezolvarea sistemelor:

3
m+y=—")
{z~|~_y=—-1, g 2

$1
Ry i B, A2
2!

care nu au nici o solufie reald. Rezultd c4 sistemul ($) nu are nici o solutie.
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2) S# se rezolve sistemul de ecunatii

3 —
(m{ﬁ+y“5
zy = 2.

Fidcind substitutiile z + y = s §i zy = p obtinem sistemul:

s*—2p =3, » s=1a 3= —8
S’ = care are solutiile: { y {
e {P=2: ¥ Py =2 Pa=2.
Pentru s; = 3 si p; = 2 obtinem sistemul de ecuatii:
== Ty =2 |
@ = care, rezolvat, ne di solutiile: { & . { 3
zy = 2, ¥y =1 Ya=
Pentru s, = —3 si py = 2 obtinem sistemul de ecuatii:
S g = —2, z, = —1,
it care, rezolvat, ne dd solutiile: { - ; { s .
zy = 2, Y= —1 Ya= —2.

Deci sistemul (8) are patru solutii.

EXERCITI
Furictia de gradul al doilea
1. Fie f(z) = a;2® + byz + ¢; §i g(x) = a,2® + bz + ¢, doudl functii de gradul al doilea.

5S4 se arate ¢ f=g<a; = a3, b, = by §i ¢ = ¢;.
2. 84 se aducd la forma canonici urmitoarele functii de gradul al doilea:

a) flz) = 22 — =z 4+ 11; b) flz) = —222 — Tz + 1;

¢} flz) = 32 — 2z + 1; d) f(z) = 0,512 — 0,1z -+ 1;

s o 1 s 0
= — g% — — — fiflz) = ——a?— — =z 4 1,
e) f(x) 5 & 330-5-4, ) flz) i :

8. S4 se construiascid graficul urmitoarelor functii (folosind metoda prin puncte si efec-
tuind una sau dou# translatii): f

a) flz) = —22% + 1; b) flz) = 2 — =z 4 11;
¢) flz) = —38z? 4 8z + 3; d) f(z) = 32® — 2z + 1;
e) flz) = a2 + =z — 2; f) flz) = —a% + 3z — 2.

\. 4, 8% se stabileasci maximul sau minimul urmétoarelor functii:
~a)?(x) = g2 — 2z + 10; b) f(z) = —z* + 2z — 12;
c)iflz) =z —'5: >od) flz) = —122% + 31z — 1;

e) flz) = —2® — 22 + 1; f) f(z) = 0,5z 4 0,72 — 0,31.
75.- SH se stabileascd intervalele de monotonie pentru urmitoarele functii de gradul al
~ doilea:
“a) flx) = a® — 2z — 1; © D) fla) = @ — 2z + 1;
¢) flx) = 0,522 — 7a; —5d) flz) = —0,32% + z — 0,5.

6. Sd se stabileascd semnul urmétoarelor functii:
a) flz) = z* — 2z — 8; b) f(x) = 0,32 — z + 0,1;
3) flz) = 0,52 — 7z; d) flz) = —22* + = + 1.
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7. S4 se facd tabelul de variafie .;si apoi si se traseze graficul la urmitoarele functii:
L)\ () = 2* — 4z + 3; b)|fe) = —22* + 32 — 1;
c) flz) = 2® — 22 — 4; d) f(z) = a® — 0,5z;
e) flz) = 2® — = - 10; 1) flx) = 2 — 2z + 1.
8. Si se arate cil orice functie de gradul al doilea nu este nici injectivi si nici surjectivi.
| ¥. 5 se determine functia ‘de gradul al doilea f(z) = aa® + bz 4 ¢, astfel incit graficul
acestei functii si treacd prin punctele A(1, —8), B(—1, —10) si sa taie axa y'y in

punctul C(0, —10). s

10. 54 se determine funétia de gradul al doilea f(z) = az® + bz + ¢ astfe-l incit gréficul
acestei functii sd aibd virful in punctul ¥ (1, 2) si il tale axa 3y in punctul B(0, —3).

- 11. Fie familia de funclii“de gradul al doilea fm(_.%) = a2 — 2(m — 1)z + m — 2, unde m

este parametru real. :
S se arate cil virfurile parabolelor asoeiate acestor functii se gisesc pe o paraboli.

12. Sii se determine funciia de gradul al doilea f(z) = az® + ba + c, stiind ci admite un
minim egal cu 9 si graficul funcfiei trece prin punctele A(—1, 13) si B(2, 10).
Inecuajii de gradul al doilea. Sisteme de inecuatii de gradul al doilea

18, Sd se rezolve inecuatiile:
a) 22 — 3z +1 > 0; b) 22 — 8z + & > 3z 4 2;

c)2z’—23<—%; d) —2® — 3z + 5 < a® — 1;

e) 22 + x + 7 < 0; f)-—m’+2.:c>:c—|-%;

:cr-l— 1

D [ : z— i
I h) —mm— 2
g)x+2>m-ﬁ-2 )a:’—3x+2> =
. e
1) [l — 82 | <= [ - 2[; j)m—ajx—"_!‘él;
z? —
8- e 2
k)z 6z 16_' : 1)_1<x + 3z + 2

—a% 4 Bz — 12 2 —hx 3

14. Pentru ce valorireale ale lui m urmitoarea inecuafie este verificatd pentru orice z = R
(m — 1)z® — (m + 1)z + (m + 1) > 0. .

15. S# se determine valorile lui m asa incit inecuatia

ma® 4 (m — 1)z — (in — 2) > 0

s nu aibd nici o solutie.
16. Si se determine valorile lui m astfel incit ecuafia

(m — 8)a® — 2(8m — &)z -+ Tm — 6 = 0
sd aibd réd#cini reale.

17, Fle fracia B= St mAdle +m + 2

2+ x4+ m
s# aibi sens si s4 fie pozitivd pentru orice = = R. 4

. 54 se determine m astel incit fracfia E

94 ., \k-4){4:
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18. S4 se rezolve sistemele de inecuatii:

—zt— 2 < — 6,

b
) 2xa—l~§-1—;r;

) z¥ — 3z > —2,
{x2+1‘<12;

flz—1)(z—38)>(z —1)(z+ 2),
-y z—6>0, Td) S (2 —2) (& — 3) < (z + 2) (2 8),
z? — 32 — > 0; 2 —3x + 2> 0;

2z — 1 >x2 — 5,

zd — b6z 4+ 5 . 3
o) | —82% — 2z — 7 f}{'f"‘$+31+"’” =4
L st Yo,
ot 16

19, Fie familia de funcfii de gradul al doeilea

fmlz) = mz® + 2(m + 1)z + m + 2, unde m < BN {0}, (1)

a) 84 se arate c# virfurile parabolelor asociate acestor functii se giisesc pe dreapta
fp=— 2 =l

b) Fie A, B punctele de intersecfie ale unei parabole oarecare cu z’z si F proiectia
virfului ¥ al parabolei pe z'z. S# se arate cd oricare ar [i m, AB =2 FV,

c) Sd se arate cid toate parabolele definite prin (1) trec printr-un punct fix.

20. Dacid f: A ~ B este o funclie carecare, vom numi imaginea ei mul{imea notatd Im [
si definitd astfel -

Imf={f(z) | = A} = fye B |3z e 4, y = flz)}

84 se determine Im f pentru urmitoarele funciii:
a)f:R >R, flz) = |z — 1|, b) f: R>R, f(z) =2*+ 1, ©) f: R-R, f(z) =

22— 3z 42 x? — ho + 5

=3 ——=—r K H *R,. = — — [ : 'R i R’ —
ST = e iR Rl
=.‘T:2;5£._—_|—_§, f)f=R+R,ftx)=x”+x+1_

z? — 2z + 1

Sisteme .de ecuatii. Aplicatii practice

21. S4 se rezolve sistemele de .ecualii:

X ?—zy—y=5, b) xf 4 3zy — y® 4 2x — Sy = —B4,
2z — 3y = 8; L=y = =13
— 9y = Byl By =
oy 2z 3y 1, d){m Y by &,
2t — zy + Syt = 7; 2 -y = 83
3 ; L /
0N e Tt Y et ik S
)t z—y o) z+y
204 3y = 7; z+ 2y =4
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22, 84 se rezolve sistemele omogene :

28.

24,

26.

27.
28,
29,

80.

31,

32.
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z? — 5y* = —1, b) z? — 3xy + y* = —1,
z* 4 zy = 6; 3z2 — zy + 3y* = 13;

o) {2xz — 32y — 19y* = 25, a) { 2y? — 322 = —19,
z? — 6y% = 250; zy = —6;

7z® — bxy + 12y® = 108,

2z? — 3zy —|~2y’=5,l
e) 5 7 HEt 2
o — =zt yh= 18 o —zy — Yyt = -2
6 3
9% se rezolve sistemele de ecuafii simetrice:
a){z+zy+y=11, B{xy+y+:c=11,
z—zy +y=1; %y + y’x = 30;
za_i_yn:s, -
I z? + 4y =1,
L% d)
T y F =

Il

e] { 5z® — G.’By-l— 53/5 29, ” Ty + & i — 2

722 — Bxy + 7y® = 43; ay — 3z +y) = —9.

»
Fie O un cerc avind diametrul AB = 2a. Pe acest diametru considerim un punct
variabil M . Construim doud cercuri O, si O, avind segmentele [AM] si [BM] ca dia-
metre. Si se determine punctul M astfel incit aria cuprinsi intre cele treicercuri sd fie
maximé. '

Fie ABC un (riunghi dreptunghic in virful A,avind catetele A8 = a si. 4C = b.
Se inscrie in acesl triunghian dreptunghi MN PQ avind virfurile P si Q pe ipotenuza
triunghiului, M pe (AB) si N pe (AC). Sd se determine laturile acestui dreptunghi
astfel incit aria sa sd fie maximi, :

Un cilitor merge cu automobilul pe o gosea rectilinie A B din orasul 4 pind intr-un puncl

C, de unde pleaci mai departe pe jos peste cimp intr-un sat D. Se stie cd viteza auto-

mobilului este v, km/h, iar pe jos cilitorul face v, km/h. Cum trebuie ales punctul €
astfel ca tot drumul si se fac in timpul minim?

84 se giseascd maximul ariei unui dreptunghi inscris intr-un cerc dat.
Si se ghseascA minimul perimetrului unui trapez isoscel circumseris unui cerc dat.

% se calculeze catetele unui triunghi dreptunghic cunoscind ipotenuza a gi indl{imea .
Discutie.

a4 se calculeze laturile unui triunghi dreptunghic cunoscind perimetrul 2p si indl{imea
L. Discutie,

tntr-un semicerc de razi R sd se inscrie un trapez isoscel de perimetru dat 2p. Discujie.

94 se circumscrie unui cerc de razi R un trapez iscscel de arie dati 4 R®. Discufie.

88. fntr-un patrulater ABCD care are unghiurile din virfurile din 4 gi C de 90°, se dau
laturile AB = a, BC = b si aria egald cu k%. S se calculeze celelalte doud laturi ale
patrulaterului. Discufie.

84. Dou# brigizi trebuiau sd execute o lucrare. La inceput prima brigadd a intrebuinfat
pentru lucrare o treime din timpul pe care l-ar fi intrebuintat cealalti brigadd pentru
executarea intregii lucrdri; dupa aceea, a doua brigadi a lucrat o treime din timpul pe
care prima brigadd l-ar fi intrebuinfat pentru intreaga lucrare. Dupd aceasta s-a con-

4 18" :
sta_tat cd s-a executat ey din intreaga lucrare. 54 se afle in cit timp ar fi terminat

lucrul fiecare brigadd in parte, daci impreund acés;e brigizi pot sd-1 execute in

3 i ore,
5

35. U‘I'.l dreptunghi este inscris intr-un cerc-cu raza de 50 m. 54 se determine laturile sale
stiind cd diferenta lor este egald cu 20 m.
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CAPITOLUL V
PUTERI $1 RADICALI

§1. PUTERI

Pe parcursul acestui capitol vom nota cu N* multimea numerelor natu-
rale nenule: N* = {1, 2, 3, ...} '

.

1.1. Puteri cu exponent natural nenul

Fie a un numir real si n un numir natural mai mare sau egal cu 2.
Se numeste puterea n a numdrului a produsul a n numere, fiecare numar
fiind egal cu a. Acest numir se noteazd cu an. .
Deci:
a"=a -qa..a.

‘oz
n ori
Inr n : Al oy o
- In. epr(izentarea ", a se numegte baza puterii, iar n ezponentul puterii,
Convenim sd punem a' = a.

)

Exemple: 1) (—2)8 = (—2) - (—2)+(—2) = :
174 b Bl 1
2) [_) =——.—.— = — = 0,0625
2 gEE gy HE
\. Semnul puterii eu exponent natural
Puterea unui numdr real pozitiv cu ‘exponent natural nenul este pozi-

tivd. “Puterea unui numdr real negatiy cu exponent natural par este pozitivd, iar
cu exponent natural impar este negalivd.

Intr-adevir daci ¢ >0, atunci a* fiind produsul a » numere pozitive
este pozitiv. Dacd a<<0, atunci din regula semnelor rezultd ci a2 care este
produsul unui numir par de numere negative, este pozitiv, iar a?™*1 care este
produsul unui numér impar de numere negative, este negativ.

De exemplu (—2)" are semnul (—) iar (—2)'* are semnul (+).
2. Puterea produsului §i a citului a doud numere reale
Fie a, b, doud numere reale i n € N*. Atunci

(ab)™ = anb®
al\n an
| ) -&oxo.

98 =

Intr-adevar: (ab)" = (ab) - (ab) ... (ab) = (a *a..a) » (b +b..b) = a"b"
B o T
n orl n ori n ori ,
(am folosit asociativitatea g§i comutativitatea produsului a doud numere
reale). :

n
De asemenea: ( fi) iy
b b

Observatie: In calcule, deseori,folosim egalititile de mai sus sub forma:

a®b® = (ab)" i 'g; B [ﬁ]n‘

b
5 5 5
De exemplu: 65 - 5 = s.i ..__li] =?'_=%ﬂ_
4 2 2 L 32

3. Inmulfirea puterilor care au aceeasi bazd

Dacd a este un numdr real gi m, n € N* atunci
(HES TG = B

Intr-adeviir am gt = (a . a) . (a.a = lI) = @ . @ = amin,

= m orl n ori (m-+n) ori
De exemplu: 1) 23 -2¢ =27 =128;2) (—2) - (—2)* = (—2)° = —32.

4. Ridicarea unei putert la altd putere
Dacd a este un numdr real st m, n &€ N*, atunci
) (@m)" = gmn,

m+mi ... +m
el ey

Intr-adevir. (a™)" = ™™ :..am =a ™" = gmn,
h-_\-—.ﬂ‘
n

(Am folosit proprietatea 3.)

1 3472 a5 Teadey
De exemplu: (23)2 = 93 «2 = 28 = 64; [—— ] — _#J =
2 _' 2 256

5. Impdrjirea a doud puteri cu aceeasi bazd.
Dacd a este un numdr real nenul i m, n & N*, astfel incit m > n, atunci
am ' '

an

am—n.

Intr-adevir, folosind proprietatea 3, avem: a™ " :qg" = gm-m+n = g™ de
am

unde rezulti cd a™ " = ==
a

. o 45
De exemplu: =— = 319-8 — 32 — 9; — — 453 — 4% — {6,
a¢ 43

1.2. Funcgla putere

Fie n € N*. Definim functia
f:R =R, f(z) = a™

Aceastd functie se numegte funcfia putere de gradul n.
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Observatii: 1) Functia putere este o functie numerici.

2) Pentru n = 1 se obfine functia de gradul intii f(z) = z, iar pentru

n = 2 se obline functia de gradul al doilea f(z) = 22

Teorema 1. 1° Daei n este un numir par, atunei funefia f(z) = 2™
este strict descreseifoare pe intervalul ( — co, 0] si striet
creseitoare pe intervalul [0, oo).
2° Dacd n este un numir impar atunci funcfia f(z) = a" este
striet creseitoare pe R.

| Demonstrajie. Vom aréita mai intii egalitatea
‘ a" — b = (a — b) (" 4 @' - .., + abPP | pu-l),
Intr-adeviir, (@ — b) (an1 4 an—2p - ... 4 abn—2 + -1y = gr o gnetpops
e @®hn= o ghnl . gn=Yp R a1l gno— g pn.
54 domnnstl dm acum afirmatia 1° din teoremd. Presupunem LE n este par, adicd n =
| = 2m. Fie o ra € [0, o) astfel incit z, < Tq.

Din egalitatea: S

2m—2 =
-+ T IS +_7- T2m 2 5 Igm l),

2m— 2
gy, L o3l de-unde

= (& — x) (aF
ceum 0z < %y atunu By — Ty DB L

obtinem 27™-— 23™ < 0, deci f(z,) < fla.). £

Rezultd il funclia f(z) = 2" este strict crescitoare pe intefvalul [0, o0). Presupunem
‘ acum ¢d x;, T, &(—oo, 0] astfel incit 2, < z,. Cum =z, < =, < 0, atunei (—=z,) >
= (—ay) > 0 i deci ()" > (—zy)*m, adicd 3™ > Z5™, Prin urmare f(z,) > f(xa),
ceea ce ne aratd cd f este strict descrescitoare pe intervalul (— oo, 0].
2° Presupunem acum cd n este impar, adici n = 2m - 1 si fie 2y < .
Dac 0 < a; < x,, la fel ca mai sus avem ci r“m“ < 2™ Dacy Ty <z,
alunci (—x,) > (—ay) > 0 si deci {—:r Jmat {—12)”ﬂ?+1 adicd —aq ™ > — il

si deci ervl <z2m-{1

adicd f(x;) < f(za), adicd funclia f(z) = a®m+1 este strict crescitoare pe R. °

Definifie. O submulfime A4 a lui R se zice simetricd daci pentrn orice

zE A avem si —z € A.

Exemple. 1) Multimile R, R — {0}, [—1, 1] sint simetrice.
2) Mulfimile [0. o0), [0, 1], [—1, 2] nu sint simetrice.

Definitie. Fie A o multime simetricii §i f: A - B o funefie numerici
Functia f se zice pard daci pentru orice z € A avem f(— z) =
= f(x). Funefia [ se ziee impard daci pentru orice z € A
avem f(— z) = — f(2). : :

Teorema 2. Dacd n este un numir par, funetia putere f(z) = 2" este
o funcfie pard. Daci n este un numir impar, funetia putere
f(z) = 2™ este impari.

Demonstrajie. Dacd n = 2m, atunci f(—x) = (—2z)* = 22" = f(z) si
deci functia f(z) = a®™ este pari. Dacd n=2m + 1, atunci f(—z) =
= (—a)H = — g2 = — f(z) i deci functia f(z) = 22™*+1 este impara.
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Dacd @y < 081 = = 0, alunvi 2™ este un numir negativ, iar 2371 > 0 gi deci in .
< 3 % 2m 2
acest -caz avem 23"+ < 8™, iy concluzie, din z, < z, se obfine 3t < p3MH,

L

"

Interpretarea. geometricd. Fie' f : A - B o functie numericd unde multi-
mea A este simetricd. Dacd feste o functie pard, atunci y'y este axd de simetrie
pentru graficul functiei f. Intr-adeviir dacd M (2o, yo) este un punct al grafi-
cului functiei f, atunci din egalitatea yo = f(2o) = f(—%o) rezultd cd si punctul
M'(—%, yo) este un punct al graficului. Dar M’ este simetricul lui M fata
de y'y. Daci f este o functie imparéd atunci originea axelor O este centru de
simetrie al graficului functiei f. '

Intr-adevar, dacid M(xz,, y,) este un punct al graficului, din egalitatea y, =
= f(w,y) = — f(— @) rezulti cd si punctul M’ (— =z, — y,) apartine graficului.
Dar M’ este simetricul lui M fata de originea axelor.

Graficul funcjiei pulere f(x) = at pentru n = 3, 4

1. Functia f(z) = 2% Trasarea graficului functiei f(x) = x* se face prin

,puncte®. Mai exacv, functiei f(x) = a® i se asociazd urmatorul tabel de

valori:

x | —eo —& " =3 =3 N0 1 % 8" & —t_o_oi

fla) = 2° T T T R TR

Reprezentdm intr-un sistem de axe z0y, punetele ale ciror coordonate
sint valorile din tabel. Punclele obtinute le unim prmtl -0 linie continud. In
figura V.1 este schitat grah(:u] functiei flm) = 2

Graficul. acestei functii se numegte parabold cubicd.

Parabola cubicia are urmatoarele proprietati:

1) trece prin originea axelor, care este un centru de simetrie (deoarece
f(x) = z° este funciie impard);

2) ramura din dreapta a graficului se géasegte
deasupra axei #'z, iar ramura din stinga se gésegte
sub axa z'z.

Observatie. Graficul funeliei- f(z) = z2¥(m > 1) L :
are o comportare asemiiniloare cu graficul functiei

fla)i= a3

2. Functia f(z) =
se traseazd tot prin ,puncte’. Pentru  aceastd
functie se asociazd urmatorul tabel de ivalori:  Eig Vi1

x4, Graficul acestei functii

¥

x|—00—41—3—‘_24’10123 4 oo
f(z) = 2| 256 81 16 - 1 0 1 16 81 256

Punctele ale ciror coordonate sint valorile din tabel le reprezentim
intr-un sistem rectangular de axe xQy. Punctele obtinute le unim printr-o
linie continua. In figura V.2 este schitat graficul functiei f(z) = @
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~ Graficul acestei funetii are urmaétoarele
proprietati:

= o
1° Se giiseste deasupra axei z'z gi trece prin
originea axelor.

3 v g .2° Axa y'y este axi desimetrie pentru graficul
functiei f(z) = 2! (deoarece f(x) = 2% este o
functie para).

& Observapie. Graficul funciiei f(z) = «®"(m > 1) are
Eig. N2 o comportare asemindtoare cu graficul functieif(x) = a1,

1.3. Puterea cu exponent fintreg

Am demonstrat cd pentru m > n
abimgh = gl e O
Vom c#duta sd lirgim notiunea de putere astfel inecit formula ™ : a" =
= g™ ™" (a % 0) sd aibad loc si pentru cazul cind m < n.
1) Exzponentul 0. Dacd a # 0, prin definitie vom pune a° = 1.
Dacd m = n, atunci @™ : @" = 1 gia™ ™ = a° = 1. Rezultd cd formula ¢™ : a"=
= a™ " are log si pentru cazul m = n. v

Observatie. Expresia 0° nu are nici un sens.

2) Ezponent negativ. Dacd n € N* si a este un numir real nenul, prin

definitie vom pune a" = iﬂ
= a
B ) i ’
De exemplu, 27° s 0,425; 371 = o 0,(3).
Dacii m, n € N astfel incit m < n, atuol o o 20 i i B =
an amt(n—m) am .« gn-m

1

an—m

—(n—m) qm-n,

Rezultd cd formula a™ : " = a™ ™ are loc §i pentru cazul m < n.

3) Exponent intreg. In urma definirii puterilor cu exponent 0 si nega-
tiv expresia ", a € R, n € Z este bine precizatd exceptind cazul @ = 0.
Vom ardta cd proprietafile puterilor cu exponent natural se pastreazi si
pentru exponent intreg:

1° (a .b)ngan .bn; 30 am .an___am+n;

go fa)y _w* . 2
(b) b et =ty

bR aMral =gt

S& verificdm 1°. Pentru exponent » >0 am demonstrat egalitatea 1°.
Dacd n = 0, atunci (¢- b)° = 1 §i a®-4° = 1+ 1= 1. Deci

(@ - b)* = a™ - b", are loc §i pentru n = 0,
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g g ant : :
Dar cum —n >0, am vizut cd — = """ = a™ gi deci a™
5 a”

Presupunem » < 0. Atunci (ab)" =

e b B L S MGV R e e
Cum —n >0, atunci e P e a‘? b". Deci egalitatea
(ab)® = ™" are loc §i pentru n < 0.
In acelagi fel se verificd egalitatea 2°.
Sd verificim egalitatea
' am . g = o™ (a #£ 0). (1)

Deoarece pentru m >0 gi n >0 egalitatea (1) este adeviratd, rdmine de
ariitat pentru urmitoarele trei cazuri:

- 1 an

Camul m >0 gi n<0. Atuncig™-a" =a¢" —=— -
a—'n u—'ﬂ.

Hett—a gl

Cazulm < 0 §i n < 0. Avem g™+ g" = — . — = ————.
Cum —m >0 i —n >0, atunci a™ + g™ = ¢~ 0"+"),

- R |
Deci @™ g = —
a—(m+n)

=5 am-!-n

Cazul cind unul dintre m saw n este zero. Presupunem cd n = 0.
Atunci a™ +a* =a™ +a® =a™ + 1 =a™ §i @™ =a ™ = g™
Deci ‘g,i in acest caz avem a™ - a® = a™t™".
Din egalitatea 3° rezulti gi egalitatea a™: a" = a™ ™" (a # 0).
Si verificdm, egalitatea
(@™ = a™" (a # 0), (2)
Deoarece pentru m >0 §i n >0 egalitatea (2) este adevératd, rdmine de
ardtat in urmitoarele cazuri:

Cazul m < 0 st n >0. Avem (a™)" = (—I—)m= :

a—m a(—mn i

Cum —m >0; atunci (¢™)* = a™". Deoarece —mn < 0 atunci e¢™® =
1

= gi deci (@™)* = a™".

Cazulm > 0sin<0. Avem (a™)* = (:r:—)__ﬁn = ;r'l?.m =waieaPeel (e =al*%
Cazul m <0 si n <0. Avem (e = (an:‘)_n . Din primul caz obtinem ca
(@™ = a ™ gi cum mn >0, atunci a_lm = —11— = @™, Deci (a™)" = a™".

amn
Cazul cind unul dintre m sau n este zero. Dacd m = 0, atunci o™ = 1 §i deci
(@)= 1" = 1. Dar cum ™" = a® = 1, rezultd (a™)" = a™".
Dacid n = 0, atunci (a™)" = (a™)° =1 §i a™ = a® = 1. Deci § in acest caz
avem (alil)ﬂ. p— a?rlﬂ'
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ixemple; 1) 3=%» 38 = 3-0+8 - 32 = 9;
1 1

2) (42)-2 = 4—8 — — o

) ( ) 4 =256'

3) [[%]_2]3[{_1)-213 = (3% = 3% = 729.

1.4. Functia putere de exponent negatly
Yom studia func{ia
. f:R— {0} =R, flz) =27 ne N*
Vom distinge doud cazuri: 1) n = 2m; 2) n = 2m 41, ]

1)f:Rq{0}—>R,f(ﬂr)="x:—m- o

In §2 s-a ardtat cX daci 0 < 2, < x,, atunci I < zdm

; i e et T ok, ; ?
de unde —— ~ —si deci f este strict descrescitoare pe intervalul (0, co).
x2m x 2m y
1 2
; : . = e o
Dacd z; < z, < 0, atunci 22m > z2m 5i deci — <'— ,
1 2 z2m 2m
2

ceea ce ne aratd ci f este strict cresedtoare pe interpalul (— oo, 0).
Cum z*m — (—g)*m atunci f(z) = f(—z) i deci [ este o funciie pard.

1

.
p2mil

2)f:R— {0} >R, flx) =

A

Dacd 0 < @, < z,, atunci 0 < z3IM+1 < zZmtl de unde -

1
> ——gzi deci f este
x?m+1>z§m+1$ oL

strict deserescitoare pe intervalul (0, oo).

Dacd @y < x, < 0, atunci mfm“ < 22l < 0 i deci dotrig ~ 2= , ceea ce aratd
ggm+1 z3mi1

cd [ este strict descrescitoare si pe intervalul (— o, 0).

Cum z2m+1 — —('—:c)zm“, atunci flz) = —f(—x) si deci f este o functie impard.

Observatie. Desi functia f este strict descrescitoare pe intervalele (— co, 0) si (0, oo0)
ea nu este strict descrescitoare pe muljimea R — {0}. intr-adevir dack zy = —l,zy =1
atunci z, < . Dar f(z;) = f(—1) = —

P A fle) = f(1) = 1 si deci

f(z) < f(z,).
Graficul functiei putere f(z) = z», pentru n = —1 §i n = —2,
Functia f : R — {0} - R, flx) = =1

Trasarea graficului se face prin ,puncte“. Pentru aceasta asociem urmitorul tabel de
valori:

z BT S SN B T e
, 3 A0 100" T00A0 & 0 -
L7 4 |
flz) = a1 ——-_—-_-3-—1—2--10—-100100102 1-11——1--}—-
SO0 T T b 2 10100
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In acest tabel se vede cd pentru valori din ce tn ce mai mari ale lul |z |, flz)
se ,apropie” de zero, iar pentru valori din ce in ce mai mici ale lui |z |, f(z) ia valori din
ce in ce mai mari (in valoare absolutd). Graficul functiei f(z) = =-? este schitat in figura
V.3. Acest grafic se numeste hiperbold. El este constituit din doufi ramuri simetrice fata
de originea axelor (deoarece funcfia f(z) = x—* este o functie impara),

Functia .f :R — {0} = R, f(z) = z—2.

Fig. V.3 Fig. V.4

Pentru trasarea graficului, acestei functii ii ascciem urmatorul tabel ‘de valori:

o o gt S Sl | I T

z e R T 1 S RS S O i ) T 11 T
2 10 10010010 2
1 il P =
— — _ — = 1'% 100 10000 10000 £00% { —— ——
fle} = 10 000 100 4 A 4 100 10 000

Din acest tabel se vede cd pentru valori ale lui z din ce in ce mai apropiate de 0 (pozitive
sau negative) functia f ia valori din ce in ce mai mari. Pentru valori ale lui |z | din
ce in ce mai mari, functia f ia valori din ce in ce mai mici.

wraficul functiei f(z) = z—2 este schitat {n figura V.4,
Acest grafic este constituit din dou#t ramuri simetrice fald de axa y'y (decarece functia
flx) = =™ este pard) situate deasupra axei a'z.

CiTH

.
L

3
1. Sd se calculeze: a) 22 » 42 . g2 (i 2;b) it i B O A [-L s;(:]I[[—-l ]2
16 | 125 3

__5)100 . 5 5 0q-2
0 0 (<5 (BT
(—5)tes 17 2 15 3
2. In raport cu valorile lui ,m* s se determine semnul expresiilor:

a) (1 —m)¥;b) (2 = 3m)1®; ¢) (& — 2m)22,

3. 84 se calculeze: a) («%%)2: (2%)? (z,y # 0); b) [a® + &% + 3abla + b)]* : (a® + b +
+ 2ab)%, (a 4 b # 0); ¢) (10" — 4n) ; (50 — 2n), :

4. SH se arate cfi: @+l - b+l — (g 4 B) (gt — g¥n—1p | qPn—2pe + oo = @bl L pn),
5. S se arate cii: (a + b) (a® + b%)(at + 5)(a® 4 59)(a®® + b19) = 2 "f? U 5231,

6. Si se descompund in produs de doi factori-
)z + gMin 4 gm=n 4 {(m > n); b) am (zn=1) — gn(gm-1),
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7. Care dintre urmétoarele numere este mai mare:

a) 4%sau 2°; b) 272 sau 9%; c) 125% sau 257; d) 4% sau 340°; e) — A sau [ — _1._)" .
8 32

f) [-llﬁ]m sau (-;—)m; g) 5% sau 6-9; h) [%]” sau 5-987

8, Sd se reprezinte grafic functiile:
a) fy :R— R, fy(z) = 22°; D) f5 : R — R, fu(z) = 2* — 1;
¢) fa:R=R,fylz) = (z —1)%d) fy : R = R, fy(z) = (z + 2)*;
e) fs : R—R,fi(z) = |2° |; §) fo : R = R, folz) = | (x — 1) |.
Sd se arate cil functia putere f: R — R, f(x) = 2®™ nu este nici injectivi, nici sur-
jectivi, ;
10. S# se arate cd funcfia putere f : R — R, f(z) = x®m+1 este injectivi.
11. 84 se scrie, folosind exponentul negativ
a) 1 . 1 o Bl 3
a®pi (@ + b)3(a?® — b%)? ' abpoe?
b) 0,0002; 0,000003; 0,0015.
12. Si se efectueze: a) (a2 + 1)(e? — a2 + 1) (a 3 0);
b) (a® 4+ 1) — (a2 — 1)%, (a # 0), ¢) z(a + b}~ 4 bla + b)Y, (e + b  0).
18. 84 se reprezinte grafic functiile: 3
a) i:R— {0} >R, filz) =22+ 1; b) fa: R — {0} = R, folz) = 2—2 — 1;
1 1

PR a0 o il 0B = B AR P

)

sla, bye# 0:|a|# |b]);

§2. RADICALI

Fie n > 2 un numir natural, iar ¢ un numdr real. Si considerdm ecuatia

2" —a=0. (1)
In continuare ne punem problema existentei si a numdarului r#d&cinilor
(solutiilor) reale ale acestei ecuatii. Amintim c8 o rdddcind reald a ecuatiei

(1) este un numdr real o, astfel incit «® — @ = 0.
2.1. Radicalul unui numir pozitiv

1. Fie ca mai sus n > 2 un numdr natural, a >0 un numdr real pozitiv $i
ecuafia 2" — @ = 0. Atunci avem

Teoremi. Ecunatia :
*—a=0mENn22;a€ Ra>0) (2)

are o ridicind reald pozitivd §i numai una.
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Demonstratia riguroasd a faptului ca exista o radacina pozitivd a ecua-
tiei (2) depaseste programa clasei a I1X-a. Ea necesitd notiunea de conti-
nuitate si se va face la Analizd matematica in clasa a XI-a. Vom indica totusi
mai jos pe un exemplu (exemplul 2) cum poate fi gasitd o valoare aproxi-
mativd a radacinii pozitive a unei astfel de ecuatii.

Sa demonstrim acum unicitatea. Intr-adevdr, si presupunem prin

“absurd, cd ecuatia (2) ar avea mai multe rddacini pozitive diferite. Fie atunci

Zy §i T, x; # ¥, doud astfel de radécini, adicd

== (3)
Cum 2z, # @, atunci unul dintre aceste numere este mai mic decit celilalt.
Fie, de exemplu, #; < ;. Dar functia putere fiind strict crescitoare pe
[0, c0) (dupa cum, am ardtat in § 2) rezultd ca af < 23, ceea ce contrazice
relatia (3). Aceastd contradictie aratd cd existd o singurd riddcind pozitivi
a ecuatiei (2).

Cu alte cuvinte, teorema precedentd spune cd pentru orice numdr real
pozitiv a >0 si orice numdr natural n > 2, existd un unic numdr real poziliv
cu proprietalea cd pulerea a n-a a sa sd fie a.

Atunci putem da urmitoarea definitie:

Definitie. Daci a >0, n € N, n > 2, se numegte radical de ordin n din
a, numirul pozitiv a efirui putere a n-a este a.

Conf_or.m’teoremei precedente existd un astfel de numar si este unic.

Notagie: Vom nota radicalul de ordin n din & prin 7 a. Pentru ]z/c;,
de obicei, se omite 2 gi se scrie, simplu, |/ a.
Asadar, [”a este un numir care verifica relatiile:
Va >0,(" a)" = a(a >0).
Ezemple: 1) /9 =38; /125 =5; /16 =2; /32 = 2; /81 = 3.
2) S& ardtdm, acum, cum poate fi gisitd o valoare aproximativd a numirului T
Deoarece 1 = 1% < 2 < 29 — 8, rezulticil < ¥ 2 < 2 si deci 1, respectiv 2 sint valorile

aproximative prin lipsd, respectiv prin adaos, ale lui /2, cu o eroare mai micd decit 1.

Ca si giisim valorile aproximative cu o eroare mai micd decit 0,1 ale lui 2, procedim
in modul urmétor. Scriem girul de numere

1,05 143 1,2 1,80 £.6:1°55 1,65 1:7:4.8: 1,95 2.0

Ciutim in acest sir doud numere consecutive, astfel incit cubul primului dintre

_ ele s3 fie mai mic decit 2, iar cubul celui de-al doilea sd fie mai mare decit 2.

Pentru aceasta si ridicim la cub numirul din mijloc.

Obtinem 1,5° = 3,375, care este mai mare decit 2. Deoarece toate numerele de la
dreapta lui 1,5 prin ridicare la cub dau numere mai mari decit 2, perechea de numere ciu-
tatd va fi printre numerele

b R S b [ T

Ridicdm la cub pe 1,2 si obfinem 1,728 care este mai mic decit 2, si deci cubul lui 1,1 va
fi si mai mic. Calculim atunci cubul lui 1,3 si oblinem (1,3)® = 2,197 care este mai
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mare decit 2. Deci 1,2 < #2 < 1,3, Asadar 1,2 vespectiv 1,3, vor fi valorile aproximative

prin lipsd, respectiv prin adaos ale Iui 2, cu o eroare mai mici decit 0,1,
Daecd vrem s4 gisim valorile aproximative cu o eroare mai micd decit 0,01 ale lui

#2, proceddm ca mai inainte pentru sirul de numere urmitor:
! 2] A:22:00.284 1,245 o0 1,29,
Deoarece (1,25) = 1,953125 este mai mic decit 2, o sd ludm in considerare numai
numerele:
1,28 8189 JLa8 31 291

Cum (1,26)* = 2,00376 este mai mare decit 2, avem 1,25 < V2 < 1,26. Asadar 1,25
respectiv 1,26 vor {i valorile aproximative prin lipsd, respectiv prin adaocs, ale lui /2,
cu o eroare mai mica deeit 0,01,

“Continuind procedeul putem gisi valori aproximative ale lui 2, cu o eroare oricit
de micd dorim. 1

In general, ecuatia 2" — a = 0 (a >0) poate si aiba si alte ridicini
(care evident trebuie sa fie negative). De exemplu, ecuatia 2? — 4 = 0 are
radécinile #; = — 2 < 0 i, ;= 2 >0. In acest sens avem in general:

1° Daca n = 2k 4 1, atunci ecuatia 2% — g =0 (@ >0) nu are ri-
dacini negative.

Aceasta afirmatie rezultd usm' observind cé oricare ar fi « <0 avem
o?rTL =0 i deci a2FtL o gi(g = 0).

2° Dacd n = 2k atunci ecuatia az** —a =0 (¢ >0) are o) singuri
raddcind negativd gi anume — 2'1‘/5.

Intr-adevdr, avem (— = (**/a)™ =@ si deci — "/ a este o
riaddcind a ecuafiei 2% — g = 0. Un rationament analog celui folosit la de-
monstrarea unicitatii in teorema precedentd, ne aratd ca — i/ @ este unica,
riddcind negativa.

Prin definitie, avem I/_H 0 (n > 2, numir natural).

Evident, /0 = 0 este unica radicind a ecuatiei a" = 0.

Obserpatie. Avind in vedere definitia radicalului, mai precis ¢4 radicalul unui numir
pozitiv (sau nul) este pozitiv (sau nul) este folositor de remarcat urmitoarea formuld impor-
tanta:

z, daci = > 03
|/,—1;-_5= 0, dacd = = 0;
— x, dacdi z < 0.
Cu alte cuvinte, [/a® = |2 |, l
P 2 —a, dacd a < 2;
Ezemple: 1) )/(2 —a)®= |2 —a|={ 0, dacd a = 2;
5 a— 2, dacd @ > 2.

N V(A + 1= |at +1|=a"+ I,

deoarece pentru orice z, avem z* 4 1 = 0.
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2. Functia radical. Fie n > 2 un numir natural. In paragraful precedent
definind notiunea de radical de ordin n, fiecirui numir pozitiv (sau nul) a

i s-a asociat un numadr bine determinat, pozitiv (sau nul) 7 a.
Astfel am obfinut o functie

f:[0, s0) = [0, o0), flz) =[=.

Aceasta functie se numeste funcfie radical. Iata citeva proprietiti ale functiei
radical;

;

1° Functia radical este strict crescdtoare.

Intr-adevir fie @, x, € [0, co), astfel incit 2, < x,. Deoarece z; =
=" z)" 51 2= (%)", avem (¥ ;)" < ([ z,)". Dar functia putere
fiind strict crescitoare pe [0, co) (dupd cum am vézut in § 1.2) rezultd cd
Ve, <Vay adic f(z,) < ().

2° Functia radical este bijectivd. a

Deoarece functia radical este strict crescdtoare (proprietatea 1°) rezultd
ca ea este injectiva. Intr-adevﬁr, fie i, z, € [0, oo), astfel incit z; #* z,.
Atunci avem z; < z, sau @, > z,. Daci presupunem, de exemplu, cd @, < Zy,
rezultd f(z;) < f(a,) si deci f(x;) # f(x,). Analog, dacd z, > x,. Deci f este
injectiva. Fie, acum, y=[0,00) atunci f(y")= [¥y"=y. Deci f este surjectiva.

Observafii. 1) Deoarece funclia radical
f:[0, o) = [0, c0), f(z) =Vz

_este bijectivil (proprielatea 2°), rezulld (vezi I:Porema § 8.7, din cap. II) ci ea este tnver-
sabila.

Din relatiile: p2" = z §i Yy =y (x>0, y=0) rezultd o inversa sa nu
esle alta decit funclia

8 1[0, co) =+ [0, oo); glz) = an
(a nu se confunda funcfia g cu functia putere, ele neavind acelagi domeniu de delinilie),
Intr-adevir, (gof)(z) = glf(z) = g (/2) = (V' 2)" = 2,2 [0, ).
(Fo8) (y) = flely) = (W) = V¥ =y, y [0, <o).

2) Din pet. 1) rezultd ci g este inversabild si
conform teoremei din § 3.7, cap. II, este deci yé
bijectivi.

3. Graficul funciiei radical f(z) ==
peniru n = 2, 3.

1) Funct,ia f:[0, oo0) = [0, co), f(z) =
=]/ &. Din proprietitile 1° gi 2° de mai_sus
rezultd, in particular, cd functia f este
strict crescitoare si bijectivd. Graficul aces-
tei functii (comstruit prin ,puncte”) este
reprezentat in figura V.5. Fig. V.5
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2) Functia f:[0, oo) = [0, o0), f(z)=
=[g/ x. De asemenea, aceastd functie este
strict crescitoare gi bijectivi. Graficul sdu
(construit prin ,puncte”) este reprezentat
in fig. V.6.

Se observi din aceste figuri ca graficele
celor doud functii radical considerate sint

asemandtoare.

In cele doua figuri am reprezentat prin
linie intreruptd graficul functiei inverse.
Cele doud grafice (al functiei f si al inversei

Fig. V.6 ~ toare (vezi § 3.7, cap. II).

2.2, Radicalul (de ordin impar) al unui numir negativ

Fie n > 2 un numdr natural, a < 0 un numdr real negativ si ecuafia z» —
— a = 0. Atunci avem:

Teoremi. Fiind dati ecuatia:
" —a=0mneN n>22acR,a<0) (1)
avem:

1° Daed n = 2k (k > 1), ecuatia (1) nu are ridicini reale.

2° Daclh n =2k + 1 (k > 1), ecuatia (1) are o ridicind reald
negativd gi numai una.

Den:;anstra;ie. Afirmatia 1° rezultd usor observind c&, oricare ar fi « €R
avem «* = (¢®)* > 0 si deci 2% #a (@ < 0), adicd a?* — g0,
Sa demonstram acum 2°. Fie pentru aceasta y = —z. Cum y2r+1 = (—z)+1 =
= — 2?1 ecuatia devine —y2**1 — g = 0, sau inci y#*+! — (—a) = 0.
Cum @ < 0 rezultd —a > 0 §i dupd teorema din § 2.1, rezulti cd ecuatia
in 3 are o ridicind reald pozitivid unicd. Aceasta este toecmai|/ —a (—a > 0).
Dar, atunci este clar c& ecuafia in z are o ridicind negativd unicd §i anume
z2=——a (—a >0).
Av%nd in vedere afirmafia 2° a teoremei precedente putem da urmitoarea
definitie: \
Definifie. Dacia <0, ncN gi n > 3 este un numdr impar, se numegte

radical de ordin n din a, numirul negativ a ciirui puterea
n-a este a.

Un astfel de numér existd si este unic. Il notdm prin [Va. Asadar [¥a(a <0,
n » 3, impar) este un numér care verifici relatiile: [Va < 0, ([Ya)" = a.
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sale g) sint simetrice fatd de prima bisec-

Din consideratiile anterioare rezulté:
Daci a <0, n = 2k + 1, atunci [Va = — [/ —a.
Ezemple: 1) Ecuatiile o + 81 = 0 gi 2% + 125 = 0 nu au réidicini reale.

2) Ecuatiile 25 + 32 = 0 si 2® + 125 = 0 au cite o singur ridécind reald negativd
gi anume:

l?/:3_2 = —2, respectiv |“/—125—= —5.

Obsercatie. Pentru un numir nafural impar, n = 2k + 1, am definit radicalul de
ordin n din orice numir real a fird a pune condifia ca a > 0. Astfel se obfine o functie

f:R— R, f(z) = a

Aceastd functie este inpersabild, inversa sa fiind functia putere g:R—R, glz) = am

2.3. Proprietitile radicalilor

in cele ce urmeazi vom vedea ci radicalii au o serie de proprietdti ase-
mandtoare puterilor. .

Amintim, la inceput, ci daci z si y sint numere reale, iar n un numar
natural nenul, atunci z™y" = (zy)".

De asemenea, daci @, ¥ >0 sint numere reale, iar n este un numér natural
nenul, atunci din 2" = y* rezultd z = y (vez, de exemplu, observatia din
§ 2.1 pct. 2).

in cele ce urmeazi m, n, k vor fi numere naturale nenule, iar atunci
cind ele indicd ordinul unui radical, vor fi mai mari sau egale decit 2.

1. Oricare ar fi numerele reale a, b > 0, atunci

ab =1 al/ b ‘ )
Intr-adevir, fie 2= [Yab si'y =/ a|/b. Atunci 2 >0, y >0 si 2" =
= (ab)" = ab, y* = (Va /D) = (Va)" (V9)" = ab. Deci 2™ =y", de
unde x = y, ceea ce trebuia demonstrat.
Cerinfa @ > 0 si b > 0 este esentiald numai pentru n par.
Dacs n este impar, formula (1) este valabild pentru orice numere reale
a si b (inclusiv negative).
Exemple: |/25 + 49 = /25 /49 = 5-7 = 35;
B/ 1258 =§/—125 /8= —5:2= —10.
Remarcim ci formula (1) rémine adeviratd pentru orice numir finit de
numere a;, ag, ..., 4, = 0 (k > 2), adicd
Vaa,...q, =Va Vas...lV a (2)

2. Oricare ar fi numerele reale ¢ > 0, b >0, atunci

wjE . Val 3
\/b = 3)
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Intr-adevir, fie'z = VE v Y= ﬂ. Atunci z >0, y 20 si a" =
b Vo

n n : n, n .
—_—( E) =_f§i y“:(ﬁjn.=-(—y—g)—-—f-.Deci "= y" de unde x =y,

b VE) @b

ceea ce trebuia demonstrat.

Cerinta @ > 0 gi b > 0 este esentiald numai pentru » numdr par.

Dacd n este impar formula (3) este valabild pentru orice numir real a
gi orice numdr real b # 0.

3 a
Ezemple: ﬂi=@=—ﬁ-: il e 6_4=_£6—!f=_£,
9 /&9 7 \fz'f 27 V20 3

3. Oricare ar fi numirul real ¢ > 0, atunci

‘ I:"‘/ amm — gm, (4)

Intr-adevar,

V amm =r'/(aﬂ)m=|7§-:‘_-w- w Yot =a-a-.. -a=am

m ori m ori
Ezemple: /& = Y587 = 42 = 16; /21 = {/297 = 23 — 8.
4, Oricare ar fi numirul real ¢ > 0, atunci

¢y = v, | ©)

Intr-adevir

Vo =VelVa. .. Va=Vi a. a=Va

m ori m ori

Dacé n este impar, formula (4) este valabild si pentru a < 0.
Ecemple: (3 = Y/ F = Y705 (YO = Y75 = 0 —&;
V=F =V =y
5. Oricare ar fi numarul real @ > 0, atuneci:-
' W am ="/, ’ (6)
Intr-adevir, fie o ="}/a™ gi y = [/a™ Atunci >0, y > 0 §i 2" =

— (nv—ﬁz)ﬂ =X "Wq‘ — am ai ?f"’ = (I/’l am)ﬂ = DeGi = 'y“, dB

unde z = y, ceea ce trebuia demonstrat.

Ezemple: 17_5 = IW; 25}/ =/ L

6. Oricare ar fi numirul real ¢ > 0, atunci
=" G
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Intr-adevar, fie x = VEVE si y=""1 a Atunci z > 0 §i y > 0. Dupa
proprietitile. 4 si 5 avem y" = ("™/a)'=""/a" = Ya. Cum 2" =¥/a,
dupi definitia_radicalului de ordin n rezultd cd y = ]/Va T

Deci ¥ = z, ceea ce trebuia demonstrat.

Egemple: Vs = 2/, 13/?/—7 =W

2.4. Operatii cu radicali

1. Scoaterea unui factor de sub semnul radical §i introducerea wnui factor
sub semnul radical.

Uneori numarul de sub semnul radical se descompune in factori, pentru
care radicalul este usor de calculat. In aceste cazuriexpresia radicalului devine
mai simpli (se simplifici),dacd scoatem acesti factori de sub semnul radical.
in efectuarea unei astfel de operatii, ne bazam pe proprietitile 1 gi 3 ale
radicalilor.

De exempiu.‘ ViZ2=V&-3=)14 _|/-§ =21/3;
Y50 — Y625 -2= Y52 =YY 2 =52
¥ 2 =|a* | ¥/ 2. A
Uneori este folositor sa introdu;:em factori sub semnul radical. Peﬁtm

efectuarea unei astfel de operatii ne bazim pe aceleagi proprietdli mentio-
nate mai sus.

De exemplu: 13/16[/§ =Vie2 = Vizsz = ]3/[7_2:"= /%0 = |/ =4/ 5.

2. Inmultirea radicalilor. Proprietatea 1 a radicalilor ne di legea de
inmultire a radicalilor de acelasi ordin:

Va,-Vay- . Van=Vay a3+ -a (1)

Ca s# inmultim radicali de ordine diferite, este necesar si-i aducem la

acelasi ordin si, apoi, si-i inmultim dupd formula (1). Fie, de exemplu, I a
si 5/b. Folosind proprietatea 5 a radicalilor avem:

Ve ="y a; ¥t ="V
Atunci m - % N JVQT” o n /—b.u P /‘_“am _ b‘f,_ v '. .
De ecemplu: |/ 3Y S = YBYF = YT 9 = V55 = YT — 3}/ 3.

. Observam ci se poate lua ca ordin comun al radicalilor a §i ¥ bs
tocmai cel mai mic multiplu comun al numerelor n i m.
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De exemplu, putem lua ca ordin comun pentru radicalii &3 si /32 pe 12, care
este cel mai- mic multiplu comun_al numerelor 4 $i 6, Atunci avem;

Y2 Wa="YF Y- Y Y

3. Impdrfirea radicalilor. Proprietatea 2 a radicalilor ne di legea de
impartire a radicalilor de acelasi ordin: :

Ca sé impartim radicali de ordine diferite, ii aducem mai intii la -acelagi ordin
g1 apoi ii impartim dupi formula (2).
3—‘/}:__-9/?:6 E:V—i_
Ve /98 29

4. Rationalizarea numitorilor. Intelegem prin rationalizarea numitorilor,
operatia de eliminare (prin transformari) a radicalilor de la numitorul unei

fractii. Vom clarifica aceasta prin citeva cazuri speciale, pe care le vom pre-
zenta mai jos.

De exemplu:

S& precizdm mai intii notiunea de expresie conjugatd. Astfel, o expresie
care contine radicali se numeste conjugata unei alte expresii care contine
radicali, dacd produsul acestor expresii se poate scrie firi radicali. Atunci
cele doud expresii se numesc conjugate.

In cazurile urmitoare, rationalizarea numitorului se realizeazi prin
amplificarea fractiei cu conjugata numitorului. De aceea vom pune in evi-
dentd pentru fiecare caz in parte, conjugatele numitorului.

1° Numitorul este un radical. in acest caz radicalul de la numitor se
elimind printr-o amplificare. X

De ecemplu: > _ 2V/3 _2V/F. 5 _ YT _5Ym
VAR (74 AR Sl 7 M 6
2° Numitorul este de forma: 1/ a + /% (a, b >0).
Observim cd (/a4 1/8)(|/a — |/B) =a —b. Expresiile Va+ /b

si |/a—1/b sint conjugate. Pentru a rafionaliza numitorul amplificim
fractia cu conjugata numitorului.

De exempiu :

il ORI U Ve | R P01 1 R
V3+Vz  (/3+/DW3-1/2) 3—2 :

3° Numatorul este de forma |/ a + /5 4 /¢ (a, b, ¢>0). In acest
caz, radicalii de la numitor se elimina succesiv, reducind problema la cazul
precedent.
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De exemplu:

4 sl + /3 +VE s(1 + /3 +1/2)

Y T B e e L e %
_ s+ V341/3) _ a0+ VE4VE) 20+ V841D

(e +21/3) —2 -2/ 1413 _
20 V34D V3 _ 21 —VE4VE-34+V2-V6) _ |
e (1 +1/3) (1 —V3) t -3 , _ 1
- = S TR, |
4° Numitorul este de forma [/a & /b sau [/a® + ¥ ab + /0%

Avem:
(Fa+ /o) (Vi —Vab + [/5?) =a +b si
(Fa—/0) (Va2 +Vab+ [/B?) =a—b

acestea fiind perechi de expresii conjugate.

Vs VBT VE 34+ V)

I:'.rumplu-.' _IVE— ,3/’3 (Va-__ '3/5) (?/‘5—34; ?/5_'3- + m
. V{;—_59+3/3a.5+;‘y3ﬂ_ 37i73 45 +ﬁ.

Bras 2

Cazul 4° se poate da mai general, astfel: :

5¢ Numitorul este de forma Va—1/b sau [Va? + [Vav% + |
i Y :
Avem (Yo — I/B) (W@ + 1Y a™ % + .. + /b™1) =a—b
acestea fiind deci expresii conjugate.

6° Numitorul este de forma [Va + /b sau [/a" — Va2 + ..
o — [ab™2 - /5" 1 unde n = 2k + 1, este impar. Avem:

b

(Wa+ o) (Ve — 1/ a% + ... — Vab" 4 P0L) = a+ hin =2k 1)

acestea fiind deci conjugate. 3

2.5, Ecuatii irationale

1. Se numesc ecuafii irajionale, ecuatiile care contin necunoscuta sub
semnul radical. Aga, de exemplu, ecuatiile

Ve—2=564+Vz Vo=1-2;
PL= &=z T 10 4+ 5z; s.a
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Amintim ¢ radicalii de ordin par sint definifi numai pentru numere nenega-
tive, acestia fiind de asemenea numere nenegative., S considerdm, de exem-
plu, ecuatiile irationale: :

Mg V/2—3 + |/2=2=3. Cum radicalii de ordinul doi sint definiti
numai pentru numere nenegative, rezulti ci solutiile ecuatiei trebuie si
verifice sistemul de inecuatii:

F— 3= 0 2 — x>0, ‘ (1)

De aici rezultd: z > 3 i 2 < 2 i deci sistemul (1) evident nu are solu-
tii. Agadar, ecuatia dati nu are solutii reale. _ :
2 Va+1/3—2=—5 Cum |/7 §i /53— % sint nenegative, avem

( Va+ I/3—z>0 pentru z real. Insi —5 < 0 §i deci ecuatia nu are
solutii reale.

Observayie. Cele dou#t exemple precedente ne aratd ci este necesar ca inainte de a
trece la gisirea, prin diferite metode, a solutiilor unei ecuatii irationale, si ne asigurim
dacd astfel de solutii pot si existe.

2. Metode de rezolvare a ecuatiilor iragionale. Calea obisnuitd de rezolvare
a ecuatiilor irationale constd in eliminarea radicalilor, prin diferite transfor-
mdri, reducindu-le astfel la ecuatii deja studiate (de exemplu, de gradul intii
sau al doilea). Mai jos prezentim citeva exemple de ecuatii irationale a ciror

rezolvare se poate efectua prin ridicarea la putere sau inmultire cu expresii
conjugate.

Ezemplul 1. Si se rezolve ecuatia:

z =2 =z (2)

Pentru ca radicalul si existe trebuie ca 2 — # = 0, de unde z < 2. Deci solutiile
ecuatiei trebuie si verifice aceastd inegalitate. Ridicim acum ambii membri ai ecuatiei
la piitrat si obfinem: 22 = 2 — zsau 22 4z — 2 — 0, de unde =; = —2 si z, = 1.

Cu toate cfl z, < 2 5i =, < 2, nu putem trage inc concluzia ci acestea sint ridicini
ale ecuatiei (2). 5

Aceasta pentru ci la acelasi rezultat am fi ajuns ‘(prin ridicare la pitrat, membru
cu membru) chiar dacit am fi considerat ecuatia irationald « = — |/2 — 2, care evident
este diferitd de ecuafia dati (2). Deci printre riiddcinile ecuatiei obtinute prin ridicare la
péitrat (membru cu membru) a ecuafiei (2) se giisesc si rdddcinile ecuatiei x = — /2 — x,
care pot s¥ nu fie rddicini ale ecuatiei (2). De aceea, trebuie sd verificim dacd, intr-ade-
vir, z; = —2 si 2, = 1 sint rddicini ale ecuajiei irationale date. Pentru z = —2, mem-
brul sting al ecuatiei (2) are valoarea —2, iar cel drept /% — 2. Cum —2=£2, rezulti
cd —2nu este rdddcind a ecuatiei (2). Pentru z = 1, ambii membri ai ecuatiei (2) iau
valoarea 1. Deci 1 este rddécin a ecuafiei irafionale date.

Ezemplul 2. Si se rezolve ecuatia:

Ve =54+ )/T0—z =3, (3)

Din conditiile de existentd a radicalilor rezultd ci solufiile ecuatiei verifici inegali-
tatea 5 < « < 10. Prin ridicare la pitrat se obfine:

"

'z—5+2|/(x—5)uo—a:)+1o—m=9, sau
21/ (z — 5) (10 — z) = 4, sau Vie —=35)(10—z) = 2
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Printr-o nou# ridicare la pitrat se obfine: .
(x — 5) (10 — z) = & sau —a® + 15z — 50 = & sau z® - 15x + 54 = 0.

Aceast¥ ecuatie are rdddcinile: x; — 6, =, = 9, deci cuprinse intre 5 §i 10. Veri-
ficarea aratd ci atit 6 cit si 9 sint riddcini ale ecuatiei date.

Ezemplul 3. S se rezolve ecuatia: g
Vz+71+Vz—1=54 (&)

Din condiiile de existent{ a radicalilor rezultd z > 1. ; ; ]
S# rezolvim aceastd ecuafie prin inmul{irea ambilor membri cu expresia conjugatd

a membrului sting, adici cul/z + 7 — /= — 1. Astfel obfinem:
Wa+i+Va -0z +7—Va—1)=4(/=+7—|/z—1), deunde
| (@+7) —(z—1) =4z +7-Vz— 1)
De aici, avem |/z + 7—Vz —1 = 2. (5)

Adunind membru cu membru ecuatiile (4) si (5) se obfine 21/ +7=6, de unde
x 4 7 =9, adici = = 2. Prin verificare, se obtine ci 2 este o ridicind a ecuatiei date.

Observatie. Prin metodele de rezolvare a ecuatiilor irationale, ind'icate iI-l exemple}e
de mai sus, nu se pot pierde riidicini ale ecuatiei irationale datf'a. Dimpotrivi, ecuafia
(tard radicali) la care se ajunge prin transformiri ale ecuatiei iraLloPgle datel pof\te avea
si alte rdddcini. De aceea remarcim din nou necesitatea de a ver_lflca daci re}dﬁclmle
ecuatici obtinute (prin transformiri) sint rdddcini ale ecifatiei -ira;l(-mal‘e date. (in forma
inifiald) aceastd etapd fdcind parte din insdsi rezolvarea ecua_tlilor irationale.

2.6. Puteri cu exponent-rational - ‘

In acest paragraf vom prezenta o extindere a notiunii de putere, care

cuprinde in particular, atit notiunea de putere cu exponent intreg, cit gl cea .

de radical.
1. Puteri cu exponent rajional pozitiv
. d St e ¥ e
Detinitie. Fie a > 0 un numdr real nenegativ §i — un numdr rajional

pozitre, atunei definim

m =

aE = i? a® 1)

(citim a la puterea ':’)

Observam ¢d in aceastd definifie intervin numerele naturale m §i n care
definesc numdrul rational dat.

Cum numérul rational 2 < 0 este egal, de exemplu, cu numirul rafio-
n .
Rl , pentru k& numdr natural nenul, se pune in mod firesec problema de a
kn e

arata cd aceastd definifie este corectd, adicd nu depinde de alegerea repre-
zentantilor.
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2. Puteri cu exponent rajional negativ. Asa cum am definit puterea cu

(ol I
J | :
;: | A : E m ' X : |‘
i , ; 5 L e I on Proat ifi rietati.
‘ . R m__m ; ’ ca exercitiu, verificarea celorlalte prop
w‘ Cu alte cuvinte, trebuie aratat cd dacd = =" atunci ¢" =a" . ) Lastim il : , o LT
il ; e ‘ Observatie. Proprietatea 12 este adeviratd si pentrn un numir finit de facteri, adied:
f Intr-adevir, avem = — ~n—1,— acd gi numai dacd mn’ = m'n. b i i =
| i n n E B m, m, L Mty A= B,
1 Atunci folosind proprietatea 5 a radicalilor, avem e iy fl B T i
l
; b e e iy —— . 3 45 4 1 -4
0 = & =" T = R — PRy : Briph S b B S o .
: : | : i Ezemple: 5 5 =25 = Bt= 57 ‘ |
Obtinem astfel notiunea de putere cu exponent rational poziiry. o A w
S L T
De eaemplu: : | agor RO LU \
5 2 : = ‘ : o ) 0 — 1. Expresiei 0° nu i se da
R Ahn e s T = p " Pentru @ # 0, am convenit s& punem a® = 1. Expr
9 =y95:f/94.9=9f/9=9|/_3'; 83=V32:V20=5. . ) 7 5 - |
: : : o : : nici un sens.
Din notiunea de putere cu exponent rational pozitiv, particularizata la

] . : g hegMe . g e g™ R,
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" n
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numerele naturale n, respectiv la numerele rationale pozitive 1_, se obtine exponent intreg negativ (vezi § 1.3), definim si puterea cu exponent rational |
n h [ 2 |
nojiunea de putere cu exponent natural, respectiv notiunea de radical, pentru : negels. o N = Yy o Alengt |
numerele pozitive. : Fie a >0, un numdr real pozitiv si DO U rational pozitiv. | |
Observatie. Cerinfa a > 0,din definitie, este esen;if]ﬁ deoarece, in caz contrar, L prin definitie, ' !
- - |
. s _m : !
‘ formula (1) ar putea si nu aib¥ sens. De exemplu, (—2)" dupd formula (1) ar trebui si . ‘ i el L 1 |
“ J fie radical de ordinul & din —2, care nu are sens. m l‘
| g : . e & |
}\ ’ Proprietiti ale puterilor cu exponent rajional pozitiv . o % ”
. g ’ lu:
‘ In'cele ce urmeazi presupunem ci = si £ sint numere rationale pozi- il o Y . |
| n q : i - s 1 e = ‘
; ; 1 1 8 1 1 i
tive. Atunci: 8 3:J_=——=—,27 == == == - 5 '
| i oipe me TETE A D 4 7 T |
) s Sl 8 27
1 I 1oan_aq_an q(G’,}O); : s r icirui [
‘ \ o, E Acum stim ce inseamnd puterea cu exponent rational oaracare a orica . |
m m . : 5 5 A
"‘ 2 (a - b)I= L i (@, b3 0); . ¥ numir real pozitiv. Puterile cu exponent rational oarecare an urmdétoarele ‘ |
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I S e ol Wy omp
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b ' - _ moom - om -
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n a . Wam P M/ e g S oy T e . 3 ; P
'l‘ a" -a? = Vam §/ ap = V/ ama"/ qmp — YVamitne —q ™M — gt ¢ ST
;| 118 : i1
|
Il .




Am demonstrat in paragraful precedent aceste proprietati pentru cazul
exponentilor rationali pozitivi. Ele se pot demonstra gi pentru exponenti
rafionali oarecare.

S& demonstrim, de exemplu, proprietatea 1). Fie pentru aceasta —
n

g1 % numere rationale. Cazul in care ambele numere sint pozitive a fost dat
in paragraful precedent. Rimin atunci de considerat urmitoarele cazuri:
1° ambii exponenti sint negativi;
2° unul dintre exponenti este négativ, iar celdlalt pozitiv;
3° cel putin unul dintre exponenti este zero.
Sé le analizdm pe rind:

1° Daci % : f ) LRt =i % > 0. Dupé definitie si aplicind

n
proprietatea analoagd a puterilor cu exponent rational pozitiv, avem:
L m P
aﬂ-aqz 1 . 1 —_ ! L= 1 :a-ﬂ-:+?
o i _1+[_1] =(=32) ;
R e i q R -

2° In cazul al doilea fie, de exemplu, '% >0 si % <0 (adicé R >0].
Sl

Sd presupunem mai intii ci = >— £, Atunci, dupd definitie §i proprie-

n q
o ; o
tatea 5° a puterilor cu exponent pozitiv, avem:
LS i m P m P
n q n 1 al n ( ?] n i 71‘
a A =0 N ——— . = — e
e RgHin
a i i i
- m .
Daci —< — £ | atunci -
n q -
At 1
an aq — an £ 1 - 1 . 1
g o) & P it
u = a i a g
P m my .. T :
_ Dar — e~ > = [— :] §i dupd situatia precedentd, avem:
m .
1 1 1 ?*%
— = = a .
m- B SRS T _[_+P)
a n a q o n q a n q
T
: . m 4 m = i
In sfirsit, dacd ™ = — ? adict 2 + £ = 0, atuncia™ a7 =% — =
n q n q e
a
m D a
— o —
= 1 = ﬂ',u = % g

3° Daca unul sau ambii exponenti sint zero proprietatea este evidenta
(avem in vedere cd a® = 1).
Lisdm ca exercitiu demonstrarea celorlalte proprietati.

Observatie. Dacil in cazul puterilor cu exponent rational pozitiv am putut vorbi des-

pre proprietatea 5, doar pentru M — 2 in acest paragraf (dupd ce am definit puterile
n -4

cu expon'ent rajional negativ) ea se poate demonstra gi pentru i) % (cind @ > 0),
n

De exemplu;
,1- R 1 1 1
16" W5 a0 T 1
6 — 16 = (29) =2 = —=—
b & e
. ;
16 =)

3. Funclia putere cu exponent rajional. Fiind dat un numir rational — , mnenul,
n :

putem defini o funclie

2

m
f : {0: oo) N (01 OC)’ f(I) = 4000
numitd funcfie putere cu exponent raional. _ .
Deoarece f(x) = (/ =)™, rezultd cd functia putere cu exponent rafional are pro-
prietdti aseminitoare cu ale functiei putere. Astfel: ;

a) Daca M este pozitiv, atunci functia f este strict cresciloare.
n

b) Daci ™ este negativ, atunci functia f este strict descresciitoare.

n
¢) Funciia f este inversabild, inversa sa fiind
G m

n
g (Us 00) =3 (Oi Do): g(.’l’:) S s
S% demonstrim a). Fie x,, z, (0, o) cu x; < z,. Folosind proprietatea analoagi
de monotonie a functiilor radical §i putere deducem ci Vi, < ¥ z;, de unde (V)" <

< (Y z)™, adicd fla,) < f(z).
Analog se demonstreazi b).

min
S3 ardtdam in sfirsit proprietatea ¢), Dacd « (0, ), alunci g{f(z)) = (I § ]m =,
ot
jar dacd y e (0, o), atunci f(gly)) = (ym] By
Deci g o f si fog sint egale cu functia identicd a lui :
(0, oo,). Asadar, f este inversabild, g fiind inversa sa. |
Mai mult, fiind inversabild, functia putere cu ; l
exponent rational -este bijectivil (vezi § 3.7 din
cap. 1), in figflra V.7 am reprezentat graficul func-
1

tiei f: (0, co) = (0, o), f(z) e ? (construit prin
»puncte®). Cu linie intreruptd am reprezentat graficul

functiei inverse g : (0, oo) = (0, o), g(z) = =2 Fig. V.7




12. 83 se simplifice expresiile:
EXERCITII | 2
1
. o » k% 7 'y 7
1, Si Stfff}fcé radicalii: . i) 3: S XV g E’IG/ I/ (a> 0);
a) [/(.:J: — 1)% b) |/ (z + 5)%; ¢) |/ (22® — 3z + 1)%; d) |/ (—32*+ x — 1)2 ¢ >
2, 84 se efectueze suma; L
) z—y 12 — y¥
Vie =92+ /(5 - a)* " : V e ——(z>0, y>0, z #y)
3 z — T —
8, Si se construiascd graficul functiei /: R — R, * 4 .
gt b S5 W 18, Sé se rezolve ecuatiile:
- fla) = V&= 2P + V5 = . . y ] .
4, Si se giseascd valorile lui x, pentru care sint definite expresiile: I )z +i1=2 b)Yyz—8=a-3;c)z—1+1= l/-t +V = +8;
a)fla) = /= —2; b) fla) =Yz —2; ¢ flz) =¥/ 82>+ 5z —2; P ) VT —a—t=0; et 5 =5
d) fl2) = ¥/3 — =+ ¥/'52—5; o) f(x)_—?/:c’-x+1.
5. Si se caleuleze: . | Vo ti=21z—Vz—38;.8 |/ 1+zV e F2%=2x+1;
a) |/173% — 52%; b) ¥/373% — 252%; c) |/(242,5)% — (46,5)% hWYaetae+Va—z=2; )fYz—3—)z+3=2—)10;
6. Sd se simplifice expresiile - i) VI+az =2 +VT—az; k) Pz +45— z—16=1;
10 12 S e | , —
V2 /(—5)‘ Va,\/Qsﬁ;V(V?~2)3, : N Va—-14+Vz—2+Yz—-8+1=0; m);c-|-V6+|/.1:”=0.
W V/3)%: f/(l/— V3 “i/(l/'g — AP lﬁ/(l i 14. Si se construiascd graficele funciilor: -
; 7. Si se simplifice expresiile: W .fx ([l o) =R, fi(z) =)z —1; b) fz. BR— R falz = MF 0
| a) Vilz— 1) (= + O b) Vie#— =+ 1) . ' - O fs:BoR, flo) =Pz —2 .
8. Fird a calcula radicalii, sd se giiseascii care dintre numerele urmétoare cste mai mare: y ' !
E f 15, S8 se ageze in ordine crescitoare numerele:
, a) 21/ 3 sau 31/ 2; b) 5)/7 sau 8)/3; c) 3Y 4 sau 4P 2. : 9 A o 1
: 9. Si se simplifice expresiile: | a) (i 3; [!*_9 2 i [E’J 2y b) [i iy 9 e {E 2 3
' S 7 f6) t u\agf 4 ) T I I T D
| b D) 2 — /2 - 12, i 2
| a) 1/ 5Wes; b) 12l uis; o T i : o 112 F3, Y
| a— ; 5 ; . 16. 54 se demonstreze identitifile (formulele radicalilor compusi):
! d) g W St -
a—1 a-+ 1 L T e
| : | — = a+Va®—b g— a5 =1
10. Si se calculeze: | Vatvs - \/ 2 Ty SRR
a) |/50-~5|/3+|/2+|/123 b) ¥2 + Y250 — /686 — J/16; - == —
£ o l/'—rb— a-+|/a*—b a—|a®—b
o) (21/3—=3)/2+16) (V6—V2—21/3);d) (V8- 3/2+1/10)" e Ea VR S e )
(/2 4+ /16 + 31/0,4). - . :
4 unde a, ¢ §i a® — b sint numere reale nenegative.
11. Sd se rafionalizeze numitorii fractiilor: S e T y
y 35 " i5 g | 17. Folosind formulele radicalilor compusi si se transforme expresiile:
— i ) ;e 5 W) ; e e —
i /3 VRBP4 VE-VE Y | a) V/s+21/8; b) Vo -1/, G)V10—2[/21 Q) Ve -/,
e) _‘_—L—t, f) —‘:—_«i':—-“‘-—f‘» g) r— L — — i o) Ve —Var =yt
L{/—}i2—|/ﬁ Vs + /2 2—=V2+)3 -6 18. 54 se demonstreze cf, pentru 1 <z < 2,
Va— /b — — -
litee e, Va:-.{~2|/m—1—|—]/:z:—2[/z—i—.;2
VVatrys
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19, 84 se caleuleze;

- Lo SNk
Yz |z Tyy)? |2 8|3
5y \ v y—‘g' :
pentry =5y =20.
29, Sd se calculeze:
AN T fealn ol )
[ﬂ+y4 (==t + y7) + 12T?lx2+y2l
[z3'+-y5)

dacd se di ca:
1

.%::(L) : z/y=w(~) :
9 /3
21, B# se arate cd, pentru orice @ > 0,6 > 0, ¢ > 0 i ]/m > 2, are loc identitatea
‘v abe + 4 VE
Sl ] | et
a [ 1

Vabe — 8 T

CAPITOLUL VI

NUMERE COMPLEXE

Prin introducerea numerdlor reale se pot exprima rezultatele oriciror
mésuratori, dar problema solutiilor ecuatiilor de orice tip, cu coeficienti
reali, nu este rezolvatd. Ecuatii simple ca 22+ 1=0, 224+ 2+ 1 =10 nu
au solutii in multimea R a numerelor reale. De aceea, se pune in mod necesar
problema extinderii in continuare a notiunii de numdr. Aceastd extindere
conduce la notiunea de numir complex. Vom arita la sfirgitul acestui capi-
tol ¢ multimea numerelor complexe este suficient de largd, incit orice ecuatie
de gradul al doilea cu coeficienti reali sd aiba solutii in aceastd multime.

Numerele complexe nu reprezinti rezultatul unor misuritori si de aceea
teoria numerelor complexe are un caracter mai abstract, mai formal decit
teoria numerelor reale. Remarcdm cd in pofida acestui grad de abstractizare
a notiunilor, teoria numerelor complexe, prin implicatiile sale, are multiple

_aplicatii practice (de exemplu, in: mecanicd, electrotehnicd, fizicd atomica

g.a.).
§1. MULTIMEA NUMERE[_OR COMPLEXE

~1.1. Definirea numerelor complexe

Prezentdm acum constructia multimii numerelor complexe, plecind de
la multimea R a numerelor reale.
Fie produsul cartezian

RxR:ﬂmm|mfeRL

adicd multimea perechilor ordonate de numere reale.

Precizidm c#, dou#t perechi (@, b) i (a’, b’) sint egale dacé i numai dacd
a=a'si b=>b" Astfel egalitatea (a, b) = (o', b’) este echivalentd cu doud
egalititi de numere reale: a = a’ §i b = b". :

Definim pe multimea R x R doud operatii algebrice: adunarea i inmul-
firea.
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Dacd z = (a, b) si 2’ = (a’, b') aparfin multimii R x R, atunci definim:
z+2' = (a+a', b+ b) (1)

Elementul (a + a’, b + ') se numeste suma dintre z si z’, iar operatia prin
care oricdror elemente z i z° din mulfimea B X R se asociazd suma lor, se
numeste adunare.

De asemenea, definim:
zz' = (aa' — bb', ab’ + a'b). (2)

Elementul (aa’ — bb’, ab’ + a'b) se numegte produsul dintre z si z’, iar ope-
ratia prin care oricdror elemente z i z” din multimea R x R se asociazd pro-
dusul lor, se numeste inmuljire. :

De exemnplu:
(2, =) (=3,) = 2+ (—3) — (—1) 4,21 4 (—1) (—3)) = (—6 + 1,2 + 3) =
< = (5, 5). '

Definifie. Fiecare element al multimii R x R, pe care sint definite cele
doud operatii precedente (1) si (2), se numeste numdr complex.

Se noteazid cu C mulfimea numerelor compleze.
Fie submultimea Iui C:

| R = {(a, 0) |a € R}.
Functia de la R la R’ definitd prin
.a — (a, 0)
este evident o functie bijectivd de la multimea R a numerelor reale in sub-
multimea R’ a lui C.

‘Mai mult, operatiile de adunare §i inmultire a numerelor complexe care
apartin multimii R’ se transcriu astfel:

(a, 0) + (a', 0) = (a + ', 0);
(a, 0)(a’, 0) = (aa’, 0).

Aceste relatii aratd cd adunarea gi inmultirea pe R’ se fac dupi aceleasi
teguli ca adunarea gi inmultirea numerelor reale. Din acest motiv rezulti
cd R’ are aceleagi'propriete‘it;i aritmetice ca multimea R a numerelor reale.
Acest fapt, permite s identificim numdrul complex (@, 0) cu numdrul real
a. Practio, aceastd identificare revine la a inlocui numérul complex (a, 0)
cu numdrul real ¢ §i invers.

Agadar punem (@,0) = a. In particular, numerele complexe (0, 0) si (1,0)
sint numerele reale 0 s1 1.
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1.2, Proprietdgile aduniril numerelor complexe

1° Adunarea este comutativd, adicd oricare ar fi z §i z° din C, avem
z2+2 =3 + 2.

Intr-adevir, daci z = (a,b) si 2’ = (a’, b’), atunci avem z + z" = (a, b) + (2, ') =
= (e +a’, b+ b). Analog avem z' +z= (a’ 4 @ b+ b). Cum insd adunarea
numerelor reale este comutativi avem a +a'=a 4+ a si b+ b =0+ b Deci
(@ +a, b+ b)) =(a" + a, b'+b), adicd z + 2" = z" + 2.

2° Adunarea este asociativd, adicd oricare ar fi z, 2’ §i 2" din C, avem
(5 +8) + 2" =5+ (& +5)..
fntr-adevir, dacd z = (a, ), 3’ = (a’, b’) si z” = (a”, b"), atunci avem (z 4 z') +

+ 2" = [{a, b) + (a, &)1+ (a”, ¥*) =(a + @', b+ ¥) 4 (0, b") = ((a +4d’) + a,
(b 4 b') + 2”). Analog avem z + (2 4 2”) = (a + (o’ 4 a”), b + (b’ 4 b”)). Cum insd

adunarea numerelor reale este asociativi avem (a + a') + a” = a + (a’ + @) §i

(6 +8)+0b"=0b+ (b + b"). Deci (z + z') + 3 = z + (2’ + 7").

3° Element neutru. Numirul complex 0 = (0,0) este element neutru
pentru adunare adicd oricare ar fi z din ¢ avem ;

z24+0=0+42z=z
inlr~ade\;ﬁr, dacd z = (a, b), atunci cum 0 este element neutru. pentru adu-
narea numerelor reale, avem
24 0= (a,b) + (0,0) = (@ + 0,5 + 0) = (a,b) = 2.

Dar dupd proprietatea 1°, avem de asemenea (0 + z = z.

4° Orice numdr complex are un opus, adicd oricare ar fi z din C exista
un numér complex, notat cu —z, astfel incit

2+ (—2) =(—2) +2=0.
Intr-adevir, dacid z = (e, b), atunci —z = (—a, —b), deoarece

3+ (—2) = (a,}) + (@, —b) = (a + (—a), b+ (—b)) = (0,0) = 0.
Conform proprieté{ii 1° avem, de asemenea, (—z) + z = 0.
De exemplu: i
dacd z;, = (2, 3), atunci —z; = (—2, —3),
dacd z, = (—1, 1), atunei — z, = (1, —1),
Obserpatie. Dacd z i z° sint numere complexe, suma z 4 (—z') s¢ noteazd, simplu
prin z — z’ gi se numegte diferenta dintre z si z’. Operatia prin care oriciiror doud numere

complexe z si 2" se asociazii diferenta lor se numeste scddere,
Dacd z = (a, b) si z° = (a’, b’), atunci avem formula;

23—z = (a=a, b=10). (3y
De exemplu: daci z= (2, —5) si 2" = (=3, 1), atunci z = =14 (=7) =
= (2, —3) + [=(=3, D= (2, =3) + (3, 1) = (5 —86).
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1.3. Proprietitile inmulgirii numerelor complexe

1° Inmultirea este comutativd, adicd oricare ar fi z gi 2’ din C, avem:
=3z

intr-adevir, daci z = (a, b) §i 2’ = (@', b’), atunci zz’ = (a, b) (a’, ') = (aa’ — bb’,
ab’ + a’b). Analog, avem 3z = (a’a — b'b, a’b 4 ab’). Cum adunarea si inmultirea
numerelor reale sint operatii comutative, avem aa’ — bb’ = a’a — b'b. gi ab’ + a'b =
= a'b + ab’.
Deci 27" = 273,

2°, Inmultirea este asociativd, adicd oricare ar fi z, 2’ 51 z¥ din C, avem

.

(z2')z" = z(2'2").

intr-adevir, daci z = (a, b), 2 = (a’, ") §i 2" = (a”, "), atunci (z2") 2% = [(oa"—
— b, ab’ + a'b)] (a”, b") = ((aa’ — bb')a” — (ab’ + @’b)b", (aa’ — BB)B" + a(ab’ +
+ a'b)) = (aa’a” — bb'a” — ab’b” — a'bb”, aa’h” — bB'D" + a’ab’ + a”a’b). Analog,
avem z(zz") = (aa’a” — ab’d" — ba'b” — ba'b’, aa't’ + aa’b’ + d'd’b — b'b"b).
Avind in vedere comutativitatea adundrii si inmultirii numerelor reale, rezultd cd
expresiile lui (z2')z” 5i z(z'z") sint aceleagi; deci (z2)z" = z(z'z").

3° Element neutru. Numirul complex 1 = (1, 0) este element neutru
pentru inmultire, adici oricare ar fi z din C avem :

ze il emi— 7

intr-adevir, dacs z = (g, b) atunci cum 1 este element neutru pentru inmulfirea

numerelor reale, avem .
z°1l.= (alb) (l! 0)= (0., b} = &

Dupd proprietatea 1° avem, de asemenea, 1°z = z.

4° Orice numir complex diferit de 0 are un invers, adicd oricare ar fi
z # 0 existd un numar complex, notat cu z71, astfel incit

2zl = z71z = 1.

Fie z — (a, b) diferit de (0, 0), adicd cel pufin upa din componentele a sau b este

nenul#, altfel spus, ® + &% # 0. Dacil (@, y) este un numir complex astfel incit
(@, b) (z, y) = (1, 0), atunci
\ (az — by, bz + ay) = (1, 0).
De aici rezulti: :
ax — by =1,
bz + ay = 0.
. Rezolvind sistemul, se obline:
" a ’ =b
' = I = i — .
3 az + b?. J GE + bi
Dupa proprietaten 1° avem, de asemenea,
(z, ) (a, b) = (1, 0).
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Observatia 1. In loc de z-1 (z # 0), se Ioloségte uneori nofatia o Dacli z’ = (a’, ')
zZ

’

este un alt numér complex, atunci z’z—! se noteazi incd prin i gi se numeste citul im-
z

partirit lui 2" la z (2 # 0).

Citul = este definit de formula:
z

f._ aa’ + bb! ab’ — a’b (4)
z _( a® | b ; a’-l—b’)

Ezemple:

1) dacd z = (2, —1) atuncir‘=i=( : , 1 )=(£.-‘-—]
z Lo e 1Y 5 5

2) dacd z = (2, —1) si 2" = (1, —1), atunci
s Caned [2" +(=t) (1) (=) — 1 (1)) _
z A4 1 5 -1

_[2+1 —2 41 _[3 1
=WE R TE ]_ 5 5]'

5°. Inmultirea este distributivd fayé de adunare, adica oricare ar fi z, z’ si
z'" din C, au loc relatiile:

2(z -+ 2") = zz' 4+ 23"
(z +2)2" .—22" 4 232"

fntr-adeviir, dacdi z = (a, b), 2’ = (a’, b") siz” = (2, b”"), atunci z(z" + z*)=(a, b)-
[, ¥) + (a”, b")]= (a, b) (@’ + a”, b’ + b"") = (ala’ + a”) — b(b" + "), a(b'+b") +
+ (a’ 4 a”)b) = (aa’ + aa’’ — bb’ — bb”, ab’ + ab” 4 a’b + o’B). Pe de alti parte,
avem zz’ + 22" = (a, b) (a’, ¥’) + (a, b) (a”, ") = (a2’ — bV’, ab’ + a’b) + (aa” — BL",
ab” + a'’b) = (aa’ — bb’ + aa’’ — bb”, ab’ + a’b + ab’ + o’’b). Avind in vedere comu-
tativitatea adundrii numerelor reale,rezultd ci expresiile lui z(z" + z”) §i 22" 4 22"
sint aceleasi; deci z(z" + z") = 22" + 22",

Analog, se demonstreazi cea de a doua relatie pe care o lisiim ca exercifiu.

Observalia 2. S4 observiim ¢ numirul complex (0, 1) are proprietatea (0, Hor )=
— (—1, 0) = —1. Rezultd deci ci (0,1) este o ridicind a ecuafiei z* 4 1 = 0. Agadar,
aceastd ecuatie are solufii in mul{imea numerelor complexe, ceea ce nu era posibil in mul-
{imea numerelor reale.

§2. FORMA ALGEBRICA A NUMERELOR COMPLEXE

2.4. Notatia z = (a, b), introdusd pentru numerele complexe, nu este
prea comodi in calculele cu numere complexe. De aceea, de obicei, se folo-
seste o altd scriere a numerelor complexe. Convenim sd notém numarul com-
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plex (0, 1) prin i. Atunci, dup# regulile de adunare i inmultire a numerelor
complexe, avem: . '

(2,) = (2,0 + (0,8) = (&,0) + (5,0) (0,1). {

Deoarece (a, 0) si (b, 0) se identificd cu a respectiv b, iar (0, 1) s-a notat
cu i, atunci aceastd scriere se reprezintd sub forma. |

(ﬁ., b) = a -+ bi.
Aceastd expresie se numeste forma algebricd a numdrului complex (a, b).

“De exemplu: : ' i
(2, =1) =2 + (--1)i = 2 —i;
(1, 0) =140 +i=1;
{0, —5) = 0 + (—5)i = —5i.

In continuare vom scrie numerele complexe sub forma lor algebrica.
Numdrul complex i se numeste unitate imaginard. Numerele de forma bi,
cu b numir real, se numesc imaginare. Dacd numirul complex z se scrie sub
forma z = a 4 bi, atunci a se numeste partea reald, iar bi partea imaginard a
numdrului z. Numirul b se numegte coeficientul pdrjii imaginare®. '

De exemplu, pentru numérul complex 4 4 5i, partea reald este 4, iar partea imagi-
‘nard 5i; coeficientul par{ii imaginare este egal cu 5. Pentru numérul —2i, partea reali
este 0, cea imaginard —2i, iar coeficientul pir{ii imaginare este —2. Penfru numi-
rul 3, partea reald este 3, cea imaginard este 0 *i = 0, iar coeficientul pdr{ii imaginare
este egal cu 0. i

Reluim mai jos adunarea si inmultirea a doud numere complexe repre-
zentate sub forma lor algebrica. Astfel: !

(@ + bi) + (a’ + b)) = (a + a') + (b + b)i; (1°)

(a + bi) (@' + b'1) = (aa’ — bb') + (ad’ + a'b)i. (27) ‘

Deci, suma a doud numere complexe este un numdr complex a cdrui parte

reald, respectiv imaginard, este suma pdrjilor reale, respectiv imaginare, ale
numerelor date. ;

Formula (2’) care di inmultirea a doud numere complexe este mai greu

de retinut si chiar de formulat. Observdm insi cd, dacd z=a + bi §i 2’ =

— @' + b'i sint numere complexe, atunci avind in vedere proprietitile opera-
tiilor pe € rezulta:

(@ + b1) (a’ + 1) = aa" + (ab’ + a’b)i + bbi2

Dar, inlocuind i2 = — 1 in ultima relatie, se obyine formula (2’).

Pentru un numér complex z = a + bi se noteazi, uneori, @ = Re(z), care se citegte
oreal de z si b = Im(z), care se citegte ,imaginar de z*.
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nare. Observdm, de asemenea, ci (4') rezultd daca amplificim fractia
a

2.2, Numere complexe conjugate

Dacé z = a + bi este un numér complex, atunci numérul ¢ — bi, notat

prin Z (adicd z barat) sau @ 4 b1 se numeste conjugatul siu. Evident, conju-
gatul lui Z este z. De aceea, numerele complexe z gi Z se numesc conjugate.
Dacé a este un numdr real oarecare,atunci

a=a-+0i=a—0i=a,

g1 deci a este egal cu conjugatul siu, Mai mult, dacd a + bi este un numar
complex , astfel incit a + bi = a — bi, atunci b = — b, de unde b = 0. Deci
a4 bi=a-+ 0i = a este un numér real.

Astfel, amn ardtat ci: dintre toate numerele complexe, numerele reale (st
numai ele) sint egale cu conjugatele lor.

Avem urmitoarele proprietati:

1° Suma st produsul a doud numere complexe conjugate sint numere reale.
Intr-adevir, z + 2 = (a + bi) + (@ — bi) = 2a i

2z = (a + bi) (@ — bi) = a® + b2

2° Oricare ar fi numerele complexe z §i z’ avem

e N Ly e
z4+2' =32+ 3,

zz" = 22'.

-

Intr-adevér, dacd z = a  bi g1 2’ = &' + b, atunci

z2+2 =(a+a)+G+b)i=(a+a)—(b+b)i=
= (@ — bi) + (&' — i) =2 + 25

22" = (aa’ — bb’) + (ab’ + a'b)i = (aa’ — bb’) — (ab’ + a'b)i =
= (& — bi) (a" — b'1) = 22".
Formulele (3) si (4), aplicate numerelor complexe scrise sub forma alge-
brici, dau relatiile:

(@ 4 bi) — (@’ +0%) = (a —a') + (0 — b')i (3
o +bi aa’ b , ab’ —a'b. k
a + bi 3 a?® + b? T a?® + b? s (4)

Pentru relatia (3') se poate da o reguld analoagi celei date bentm adu-
a’ + i

_prin_conjugatul numitorului, care este a — bi.

In particular, aga se poate proceda si pentru aflarea inversului unui numér
complex. Intr-adevir, daci a’ +b'i=1 s§i a + bi # 0, atunci
t _ a—db e R I
a+bi (a+bi)(a—>b) a*+b° aP+b* a4




Ezemple: - ’
7—i (7-—-1)(3-—1) 21—7i—3i—1=20-—10i=2_“
34+i (341)(3—1i) 9+ 1 10
2)24—31 (2 + 3i) (2 —1i) 6—2i+6i+3=7+4i=l+ii;.
241 (2+1)(2—1) 441 e 5 5
1 1—1i 1—1 1 1is

) = -l

i HLnu—i) 1+1 .2 2

2.3. Modulul unui numir complex

Moduiul unvui numir complex z = & - bi se definegte ca fiind numdrul
real |/ a®+ b? si se noteazi prin |z |= |'a 4 bi|.

Modulul unui numir complex z = @ -+ bi este intotdeauna pozitiv, el
fiind egal cu zero daci si numai dacd a = b = 0.

Ezemple: |1 +3i| =)/T+9=V10,| —1 —i|=VT1+1=V2,

|20]=]042i|=)0+&=2,|4]|=1440i|=)/16+0=4
Dacd z si 2z’ sint doud numere complexe, atunci
1° ' [ =1z]]2 3
2° 2| =zl < |2 +z] < |2 [+ ]2t

Sé demonstrim prima relatie. Intr-adeviir daca A
z=a-+bi gi z'=a'+4 bi, atunci |2z’ | = | (aa’ — bb') + (qab’ + a'b)i | =
= |/{aa” — W6 + (@b’ F @b = |/ (@ + 57) (@7 + b7) =
—V@EFRY T = |z |7

A doua relatie o lisim ca exercitiu. Noi insd o vom demonstra in para-
graful urmitor pe cale vectoriald.

2.4, Puterile numiarului i

Conform observatiei 2 din paragraful 1.3 avem i®= — 1. Atunci se

deduce succesiv: .
B=il=(—11= —i
, . =il = (=i)i'=1.

In general, fie n un numér natural oarecare. Atunci numéirul n se gaseste
intr-una (si numai intr-una) din urmitoarele situatii: :

1° n = 4k (k, numdr natural) si deci i® = it* = (i%)* = 1k — 3

2° n = 4l + 1 (I, numar natural) §i deci i"® =it =it -i= 1 'i=1

3° n=4p+2 (p, numir natural) i deci i"=i®t¥=i® . 2=1(—1) = —1;

'4° n = 4q + 3 (¢, numér natural) §i deci i"= 1*+3=i% + i3 = {(—i) = —i.

Asadar, puterile cu exponent natural ale lui i sint elementele multimii {—1,
1, —i, i}
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De exemplu,

i — 4.0+ — (4)0.1 =1 .i=],
jO = jAett = ()82 — 1 +(—1) = —1,

91— 08— (i8)74i8 = 1 o (—i) = —i.

§3. REPREZ ENTAREA GEOMETRICA A NUMERELOR COMPLEXE

3.1. Amintim ca numerele reale se pot reprezenta prin punctele unei
axe. Mai precis, fie d 0 axi pe care fixdm o origine O si o unitate de misura.
Dacd asociem fiecdrui punct al dreptei d abscisa sa, se obfine o functie bijec-
tivd de la punctele acestei drepte in multimea numerelor reale.

Un numdr complex,z = @ + bi, este determinat prin doud numere reale
a §i b. De aceea este natural ca sd reprezentim geometric numerele complex«
prin punctele unui plan.

Fie pentru aceasta un plan = in care ne fixdm un sistem de axe ortogo-
nale zOy. Fiecdrui numér complex z = a |- bi, i se asociazd punctul M de
coordonate (a, b) (fig. VI.1).

Punctul M se numesgte imaginea geometricd-a numéarului complex a + b,
iar numadrul @ -+ bi se numeste afizul punciului M.

Din teorema lui Pitagora, aplicatd in triunghiul dreptunghlc OMM', se
deducec8OM =)/ oMz + MM? = |/ a* + b = | 2 |. Aceastd egalitate ne
aratd cd lungimea segmentului [OM] este modulul numérului complex
z=a -} bi.

Fig. V1.1 Fig. V1.2

FEzemple. Numerelor complexe 1 + 31, —1 +i, 2i = 0 4 2i, 3 ='8 + 0i, li se aso-
ciazd respectiv punctele M,(1, 3), My(—1, 1), M,(0, 2), M,(3, 0) (fig. V1.2).

Avem OM, = |1+38i| =)/10, OM,= |—1—i| =1/2, OM, = (2i| = 2,
OM, = |3| =3,

Asocieréa
z=a+ b - M(a,b)

este o functie bijectivd de la multimea numerelor complexe la punctele pla-
nului 7. Prin aceastd funcfie, multimii numerelor reale ii corespunde axa z'z,
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iar multimii numerelor imaginare ii corespunde axa y'y. De aceea axa 2’z se
numegte axa reald, iar axa ¥’y axa imaginard. Planul ale cirui puncte se iden-
tificd cu numerele complexe prin functia bijectivd definiti mai inainte se
numeste planul complez.

3.2. Interpretarea geometricid a adundrii si sciderii numerelor complexe

Numerele complexe au g§i 0 alti interpretare geometricd. Sd asociem

2 7
fiecirui punct M al planului = vectorul O M, care are originea in O si capatul
in punctul M. Aceastd asociere este evident o functie bijectivi de la multimea
numerelor complexe in multimea vectorilor care au originea in 0(0, 0). Astfel

. . —
fiecare numdar complex a + bi poate fi reprezentat geometric ca vectorul O M
unde M are coordonatele (a, b). Se spune ci (e, b) sint coordonatele vectorului

oyl

oM. ,
Reprezentarea numerelor complexe cu ajutorul vectorilor ne di o inter-

pretare simpld a adundrii numerelor complexe:

(@ + bi) + (2’ + ') = (a + a') + (b + )i
Este cunoscut ci la adunarea vectorilor coordonatele corespunzitoare
lor se adund. De aceea dacéd vectorul O_JI&7 (fig. VI.3) are coordonatele (a, b),

iar vectorul OM’ are coordonatele (a’, b"), atunci vectorul ES'F(S fiind al patru-
lea virf al paralelogramului, care are celelalte trei virfuri respectiv M, O si M’)
are coordonatele (@ + a’, b -+ b’). Acest vector corespunde numdrului com-
plex (@ + a') + (b + b)i care este suma dintre a + bi si @’ + b'i.

(). — - : RS e

Fig. V1.3 Fig. VI.4

Exemplu. Fie numerele complexe z, = 3 4 2i §i 2, = 1 4+ 3i, reprezentate in plan
prin vectorii OM, §i OM, unde: My(3, 2) §i My(1, 3) (fig. VI.4). Atunci suma zy == z, -

4 25 = (3 + 2i) + (L + 8i) = & + 5i este reprezentatd in plan prin vectorul OM, unde
M, este punctul de coordonate (4, 5).
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Observam, de asemenea, cd opusul numarului @ - bi, care este —a —bi,

este reprezentat prin wvectorul (ﬁﬁlbl, unde /M, este simetricul punctului
M(a, b) fata de origine (fig. VI.5). Astfel se deduce ugor interpretarea geome-
tricd a scdderii a doud numere complexe.

Cum z'—z=2"+4 (—2z), avind in vedere interpretarea geometrici
a adundrii numerelor complexe,rezultd cd D are coordonatele (a’ — a, b’ — b)

1 —
si vectorul OD corespunde diferentei
z2' —z=(a"— a)+ (b' — b)i.
Avem OM = |z |,OM' = |z |, OD= |3 —z | si OS= |2 + z |.

Relatiile dintre laturi in triunghiurile O M8 si O MM’ dau respectiv:
MS — OM < 0S < MS + OM,
OM' — OM < MM' < OM' + OM.
Dar cum MS = OM' si MM’ = OD, rezulti:
2| —lz]l< |2 +2]< |2 |+ |2
|2 | —[z| < |2 —z|< |2 ]|+ |z2]

Obsergaiie. Definifia produsului numerelor complexe are o interpretare geometrici
mai pulin simpld. Aceasta se va face la geometrie,cu ajutorul reprezentirii trigonometrice
a numerelor complexe,

Vi
\Mia,b)

yM(a.b)

Fig. V1.5 Fig. V1.6

3.3. Interpretarea geometrici a numerelor complexe conjugate

Dacd M este imaginea geometriocd a numarului complex a - bi (fig. V1.6),
atunci simetrioul M’ al lui M fati de axa reald este imaginea geometrici a
conjugatului sdu, a — bi.
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Observiam, de asemenea, cd numerele
complexe de modul egal cu r se reprezinti
in plan prin punctele cercului cu centrul in
origine gi de razi egald cu r.

De ‘exemplu, numerele: l/-—“ -l{% l—/;—é—
_Va R vEy l/— l/_

DA 2 o
modul este egal cu 1 se gésesc pe cercul cu
y! centrul in origine si de razi unitate (punctele
Fig. V1.7 M,, My, M, M) (fig. VL7).

§4. REZOLVAREA ECUATIEI DE GRADUL AL DOILEA CU
COEFICIENTI REALI

i, al céror

In capitolul I, am rezolvat ecuatia de gradul al doilea cu coeficienti reali,
in cazul in care discriminantul sdu este pozitiv sau nul. Am aritat astfel cd
raddcinile ecuatiel

ar? +bxr+4+e=0,a # 0,
pentru A = b% — 4ac > 0, sint date de formulele:

—b +/b*— hac
Liy2 = %a

In acest caz ridicinile ecuatiei sint numere reale.
1. S3 rezolvim acum ecuatia
ax? 4 bxr+e=0,a # 0,
in cazul in care A = b2 — dac < 0.
Stim cd ecuatia az® 4 bz + ¢ = 0 se mai poate scrie §i sub forma:

b)* b®—hac
T = 0.
[ + 2a ha

Cum A = b% — 4ac <0, atunci — A = bac — b* >0.
In multimea numerelor complexe ecuatia se poate scrie astfel:

il

3+ 2 + - 8o

sau

de unde

b /A=A S A
m+ﬂ+—1V2a =Osaux+ﬂ ]Vh = 0.

Deducem de aici cd, in acest caz, rdddcinile ecuagiet de gradul al doilea sint:

—b + i/ hae —b® . —b — i}/ kac — b*
Fee 2a Pta= 2a L
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Asadar, dacd ,A <0 ridd¥cinile ecuapiei ax® 4 bz + ¢ = 0, a # 0 sint
numere complexe conjugate.
Relatiile lui Viéte sint evident aceleagi ca in cazul cind A > 0, adicd

b
a:l—l-mz:—:.

Tyly =

ale

2. Formarea ecuagiet de gradul al doilea cind se cunosc rdddcinile.

Fie x, §i x, numere complexe date. Pentru ca ele si fie rddécinile unei
ecuatii de gradul al doilea cu coeficienti reali, trebuie ca z; §i , s fie conju-
gate. Deci z; = a + bi gi @, = a — bi. Atunci

2y + 23 = 20 §i 2,25 = a® - b%

Ecuatia de gradul al doilea care are ca rédacini pe z, §i @, va fi 2* + pz +
4+ ¢ =0, unde —p = 2z, + %, = 2a, iar ¢ = 7,2, = a* { b2

Deci, ecuatia 2? — 2az + a® + b2 = 0 are ca rddédcini numerele com-
plexe: a 4 bi i a — bi.

. 3. Descompunerea trinomului de gradul al doilea cu cocfr,ctenn reali in
produs de polinoame de gradul intii.

Fie trinomul aX? 4+ bX + ¢, a # 0, cu @, b, ¢ numere reale. Dacd z, 1
z, sint ridicinile ecuafiei az® + bz + ¢ = 0, atunci un rationament analog
celui facut in cap. I, § 2.4, pentru cazul b* — 4ac > 0, da

aX? +bX +c¢c=a(X — z;) (X — z,) = (aX — az;) (X — z,).

Deci orice trinom de gradul al doilea cu coeficienti reali se descompune
in produs de polinoame de gradul intii cu coeficien{i complecgi. Din gap. I,
§ 2.4 rezultd cd in cazul b* — 4ac > O si numai in acest caz, trinomul de gra-
dul al doilea se descompune in produs de factori de gradul intii cu coeficienti
reali.

Ezemple. 1) S4 se rezolve ecualia: -
z?+z 4 1 =0.
U e T T S s WS il e R

2 2
2) 84 se giiseascd ecuafia de gradul al doilea care are ridicinile z, = V3 —isiz, =
4 i. Avem =z, + x5 = 2/ 8 §i 2,2, = &. Deci ecuafia ciutatd este z* — 2|/ 3z +
0 .

Vv
4

+ 1

3
3) S# se descompund in factori de gradul intii trinomul X2 — 2X + 10.
Ridicinile ecuatiei z* — 2z 4 10 = 0 sint:
=1+38isi x3=1—3i.
Atunci X’ —2X +10= (X — 1 — 3i) (X — 1 + 8i).
Aplieatie. Descompunerea trinomului in factori de gradul intii se foloscgte la simpli-
ficarea fractiilor. Dac printre factorii numardtorului gi ai numitorului sint trinoame de

gradul al doilea, le descompunem in factori de gradul intfi ca la pet. 8 $i apoi factorii co- -
muni la num3rator si la numitor se pot simplifica.
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X® + 10X — 11

T i T

Descompunind in factori num#ritorul gi numitorul, obfinem:
X2 410X — 11 ) (X—-1)(X+11) X4+11
=ER PO ¥ _ 8 (X —1) (=X}  —BX 42

XL X2 4+ X 41

XV =XV =X

(Xeh ) (X o) (Kom i) oo X s,

XX M=) 8t X

Ezemple. 1) S4 se simplifice fracia:

2) 84 se simplifice frac{ia

X4+ X4X+1

Avem =
X4+ (1 —i) X2 —iX

L]
EXERCITH

1. 84 se giiseascd numerele reale z 5i y din ecnatiile:
a) (5x + 8yi) + (2y — =i) = 3 — i;

b) (z+3yi)+2iy+2xi:4+si;

| IR
o) (— 3y+;zl)—(—- Bt Sy 2 405

—2 =
=g ¥ =1— 3
1—i‘+1+i 3

2. S se calculeze:
a) (2 41) (3 —2i); b) (—6 +1i) (5 + 2i);¢) (X 2— i) (V3 + 2i);
d) (V2 + 38i) (3 —1/2i); ) (V34 V20) (V3 — |/ 2i).
‘8. 84 se caleuleze:
248 g % iV g eV ai
TR e T s i nly T Y
na—bi_ib—ai' )V1+a+i|{1—a_V1—a+iV1+a..
bbut  gdbi T Yhre—ilT—a s Vi=e—ilf Tt

n) (1+;V‘§)‘* +(1 —;1/‘7‘)4_

4. 34 se demonstreze egalititile

=3 —Hi. (60
Gt P

a)

6—i 18y e o241 13 + 4i

a) =
T I T S e T Sl T Sy

b. Sil se spund care sint conjugafele numerelor complexe: 1 + i, 2 — 3i; 5; 4i; 0, 2i — 1
i 8 se interpreteze geometric.

6. Si se calculeze:
) 10 o 80 o 90 100 4§90 ) (—i)0 o (D)2 o (=) (=0 (D)0

O TR it g d) i i ey gp L b
ji1 {41 i {203’

1) [i(2 — i)]% g) (2i(3 — &) h)in 4 in# 4 in42 a8 < N,
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.7, S4 se giseascd valorile reale ale lui m astfel incit numirul 3i* — 2mi* 4 (1 — m)i +
+ 5 54 fie: :_1) real; b) imaginar; ¢) nenul.

- B, 54 se giiseascd toate numerele complexe ale cdror pétrate si fie:
; Kl . A
/0 aYirh) = i; e) —i; d) — it
/ ) 2 2 ) ) 2 + 2

9. Si se reprezinte in plan numerele complexe:
a) 3+ 5i; b) & — i; ¢) —2 —2i; d) —4&i; e) 5i; f) —5 —5i.
10, 84 se dea interpretarea geometricii a formulelor: ’
(1 + 8i) + (8 —31) = 2;
(8 — 5i) + (—1 + 81} = 2 — 2i.
11. 84 se descompunii in factori de gradul intii trinoamele:
a) X2 —2X 4 2; b) 4X* 44X 4 5; ¢) X* — 14X + 74,
12. S% se rezolve sistemele:
— 6 — Lt =]
a} { z+y ) b) { 2z 3y s
xy = 45; zy — 1.
13. S4 se simplifice fractiile:
15X% — 8mX 4 m* 19 -—X—1
12X — mX — m?’ FEE X — 2
Xt41 X2 — X 41
P e ¢V T X4 X241
14, Si se giseascd ecualiile de gradﬁl al doilea cu coeficieni reali, astfel incit una dintre
rdddcini si fie:

Xt —2X2 X 42

Xi—_3xs4ax
X' 43X —2
Bl e LT

a) (8 — i) (21 — &)3 b) 32 "3}; o) /a+V/Bi (ab tiind numere reale i pozitive).
1 —3i

15. Sd se rezolve ecuafiile:
a) 2% = 27; b) 2® = — 27; ¢) 32" = 2; d) & = —5; e) z* = 16; f) z* = — 16;
g) 2% = — 3; h) 3z* = 5.
16. Si se gdseascd suma tuturor rddicinilor ecuafiilor:
a) 3 = —&; b) zt =4,
17. Si se giiseascid produsul tuturor rddicinilor ecuatiilor:
a) 23 = 6; b) zt = —7.
18. S4 se arate ci patratul unui numar complex z = a + bi este ree{l dacd si numai dacil
X ori a =0, ori b = 0.

/ 19, S% se giseascd numerele reale z 5i y astfel incit
a) (zi — y)? = 6 — 8i + (z + wi)%;

b) — 4 — _i_ EL, pmy s ok -|-E (a si b fiind numerele reale cu a=£0).
z Y
20. 84 se determine perechile (z, y) din plan pentru care:
a) |V/a + &+ Vy—ail=V10; ¥>4
b) [V/2x+y +V/a+2il=V3 22 4y>0a+2y >0
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21. 5S4 se rezolve sistemele de ecuatii:
5 1 S 33 2 = 5 1 =2
a]{z—l—y ;b){xa—fy ;c){x xy = 28
z+y=3 Tyt =2 y:— ay = — 12,

22. Dacd a 4 bi este un numir complex dat, s se giiseascd numerele complexe z = = +
+ iy, astfel incit z2 = a + Bbi.

23, S# se determine numerele complexe z, care verificd relatia:
383 —4i=0.
24. Si se arate cd pentru ecuatia de gradul al doilea

az? + Bz 4+ v = 0, cu coeficienfi complecsi, rdd4cinile sale sint date de aceeagi for-
muld ca si in cazul ecuatiei de gradul al doilea cu coeficienti reali.

CAPITOLUL VII

PROBLEME RECAP|TULATIVE
1. Dacd x si y satisfac relatia az® 4 2bxy 4 cy* =0, sa se determine
= (y # 0).
e

2. Dacé a, b, ¢ sint laturile unui triunghi oarecare, s se arate cd ecuatia
b22% + (b%2 4 ¢* — a*)x + ¢ = 0 nu are rddicini reale.

7_8. Si se determine valorile parametrului m, astfel incit ecuatia z? — 6x +

-+ m = 0 si aibd doua riadacini reale dintre care una sa fie dublul celeilalte.

4. 53 se determine doud numere nenule, astfel incit suma, produsul si
diferenta patratelor lor si fie egale.

b. S& se determine legitura dintre radacinile ecuatiilor: az? + bz 4+ ¢ =0
si ca?® +bx + a = 0.
6. Fara a rezolva ecuatia, s se giiseasca suma pétratelor riadacinilor ecuatiei:

(22 + 22)%2 — (2> -+ 2z) -3 = 0.
Indicatie. Se noteazii y = z® + 2z.

7. 54 se determine multimile A4 si B si numerele reale p si ¢ stiind ca:
A={zcR|2*+ 2+ p =0} .
B={zcR|2?+qx—"% =0},

AUB={-—2, —1,1, 4}
Indicajie. Se folosesc relatiile dintre rdddcini si coeficienti.
8. 53 se determine parametrul real m, astfel ineit
{fzeR|ma>+(m—1Ne+m+2=0}nNJ[0,1] # 3.

Indicatie. Punem z = H.‘?_:.,L, unde 0 gi 1sint capetele intervalului; obfinem ecuatia
z—0

in z: (m + 2)z%2 — 3(m + 1)z + 3m + 1 = 0. Fie =z, z, rdddcinile ecuatiei in & i z;, 2,

rddicinile ecuafiei in z. Avem: a) x; e (0, 1) daci si numai daci z; < 0, i = 1, 2.

b) =; & (0, 1) dacd si numai daci z; > 0, i = 1, 2.

Deci problema se reduce la studiul semnelor raddcinilor ecuatiei in z.
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9. S4 se determine parametrul real m, astfel, incit
fzreR|mt4+m+)e+m+2=0Nn[—-11]=0.
10. Si se determine numerele reale a gi b astfel incit

freR|a2+20x4+b=0N\{r€Z|2*+ 22 +a=0}=0.
S0 Se considatl ol tinilsd = { xez] LR R z} s}iB={m e

28
=i z}

c Z

Si se arate ca 4 = B.

3z2

12, S se arate cd functia
f:R =R, flz) =axt + bz + ¢, a#0
nu este injectiva.
Indicatié. Se observd cd ecuafia f(x) — ¢ = 0 are doud rdd¥cini distincte.
13. Sa se arate cd dacd ecuatiile 2 + ax 4+ b =0 si 22 +ecx +d =0,
(a, b, ¢, d € Z), au o riddicind irationald comuni, atunci ¢ =c 5i b = d.
/{_14. Si se arate ¢ numirul |/ 2 + /3 + |/5 este irational.

5 < x . I : i .
15. Si se arate cd numerele rationale — gi —, unde m i n sint prime intre
n n

ele, au acelagi numér de cifre in perioada.
Indicatie. Fie (n, 10) = 1. Dacdl k este cel mai mic exponent pentru care 10k = n.l -1,
unde ! e N, alunci k este numdirul cifrelor din perioada fractiei zecimale sub care se

reprezintd numdrul L . Din 10k = n -l 4 1, rezultd m 10k = mnl + m si reciproe.
n

16. Si se arate ca orice numdr prim cu 10, are un multiplu seris numai cu

de unde n * P = 99 ... 9. Deducem de aici cd daci n este prim si cu 9, atunci el admite
un multiplu seris numai cu cifra 1.

% u Thare . m 4 : .
17. Sa se arate cd un numér rational —, astfel incit n este prim cu m si cu 9,
n

se reprezintd sub forma unei fractii zecimale a cirei perioada reprezinti
un numdar multiplu de 9.

Indicatie. Fie — , un astfel de numir rational, care se reprezintd sub forma unei fracfii
n

zecimale periodice simple: L 5 £ i Cum n este prim cu 9, rezultd ci P se divide
n e

cu 9. Daci ™ se reprezinti sub formé de fractie zecimalid mixtd, avem 10n % =k +
n n

P " : o iy S
+ Bt s unde k este intreg, iar n este numérul cifrelor dinaintea perioadei.
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cifra 9. 5
Indicatie. Fie (n, 10) = 1. Numdrul i se reprezintd sub forma unei fractii zecimale
s n
periodice simple. Notind cu P numérul reprezentat de perioada sa avem i = — L i
n 99....:9

18. S¥ se arate cd fractiile
i) 0,2,002,0000a40 ... O, 0 ... 02,40 ...,

2n ori

ii) 0,a,2,000440 ... 04,00 ... 000a,,0...

n(1-2...n) — 1 ori

unde 0 < a; < 9 gi oricare ar fi m & N, existd n > m, astfel incit a, # 0,
reprezintd numere irafionale.

. B v %
19. Si se giseascd numerele rajionale —gi —, a cdror sumid este egald cu
& Y

0,(0043992).
» . o % 1 APE 1
20. Si se arate cd oricare ar fi numdrul intreg n, suma-; - ST
: . nt 4 1
se reprezintd printr-o fractie periodicd mixtd. La fel, pentru ﬁr;?nat_l) .

1 1 Srg1p—1

n+1. n+2 ap+1)(n+2)
fracjiei este multiplu de 3, pe cind numirdtorul nu este multiplu de 3. Numitorul

. Se observi ci numitorul

Indicatie = -+
n

fractiei adusi la forma ireductibild are factorii 2 si 3, de unde rezultd ci fracia se

reprezintd printr-o fractie periodici mixti.
.21, Fie ecuatia I/ m+ z= |/n(m,n < N). Si se arate daca:
i) ecuatia poate avea rddicind irabionald;
ii) ecuatia poate avea radidcind rationala.
1129, Fie @, b, ¢ numere rationale. Si se arate ci a + b 2+ [Y% = 0 daci
gl numai dacd a =b=c¢=0.
23. Dacd @, b, ¢ sint numere reale, si se arate c:
max(a, min(b, ¢)) = min(max(e, b), max(a, c)),
min(a, max(b, ¢)) = max(min(e, b), min (@, c)).

~>24, Si se determine minimul expresiilor

i) E(a, b) = 2a® + 2b% + 4b — 1;
ii) E(e, b) =ab + a%* + 2,
unde a, b € R.

25. S¥ se reprezinte grafic functiile: ~
)fi:R=R, filz) =|a2>—4a+1];
i) fo:B =K, fola)=|—a? — 4z + 5|

* 26. Fie familia de functii de gradul al doilea
fnl®) = ma® + 2(m + 1)z + m — 1.
i) Sd se arate cd virfurile parabolelor asociate acestor functii se gésesc
pe dreapta y =z — 2. _
ii) Ce porfiune din aceastd dreaptd cuprinde virfurile parabolelor cu
ramurile in sus.
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27. Fie f:R >R si g : R - R doud functii.
Definim functiile 2, : R — R g Ay : R - R, prin:
hy(z) = max(f(x), g(z)) i hy(x) = min(f(z), g(x)).
i) Si se arate cd daci [ si g sint strict cresciitoare (respectiv strict descres-
ciitoare) pe multimea ACR, atunci &; 8i &, sint strict crescdtoare (respec- |
tiv strict descrescdtoare) pe aceeasi multime. ‘
ii) S& se reprezinte grafic functiile %, §i h,y, daci:
a) f(z) =2z+1 si g(z) =2z — 3;
b) f(z) = 20— 1 |gi gle) =2 +3; |
o) flx) =a*—22z —3 si gla)=2+3. |
28. Sd se rezolve ecuatiile:

a) [x—i«‘.l]::r—-l. b) 152 — 7 =[5+6x].

3 g 5 8
Indicatie. a) Dupi definitia pirtii intregi a unui numér avem

xﬁl<x+1<m—l

+17
2 3 2

3:—1* e Z-.

—1
= e Z,avemz = {1, 3, 5}.

Din inegalititile de mai sus,rezulti 2  (— 1,5]. Cum

b) La fel ca mai sus,avem:
15z — 7 546 152 — 7
x < 4 6z = Sz
5 8 5

+iv y |

Rezulti =z 1. -ri}
15 5

29. Si se construiascd de la mulfimea Z a numerelor intregi in ea insdsi o
functie injectiva care sd nu fie surjectiva si o functie surjectiva care sd nu
fie injectivi. ‘

30. Fie N* multimea numerelor naturale nenule. Si se dea exemplu de doud
functii f si g de la N* la N* astfel incit fg = 1ne, dar gf # 1n..

31, Si se determine numerele naturale z, y care verificd relafia

z? — y? = 135.
32. Sd se giseascd rddgcinile intregi ale ecuatiei
. 2t + y' + 2 = bay.
Indicajie. Ecuatia devine (z? — y%)? 4 2(zy — 1) = 0, de unde

z? — gt = 0,
zy = A.
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33. Se considerd functia f: R - R, datd prin

1@ =

Ty e
bz, x >4

a i b fiind numere reale. Sa se studieze monotonia functiei f, dupi valorile
lui a si b.
34. Se considerd functia f: R — R datd prin

() = {

art, ¢ =0
bz =10

a §1 b fiind numere reale. Sd se determine a gi b astfel incit fsé fie bijectivi
g1 in acest caz si se determine inversa.

35. Cite solutii in numere intregi nenegative are ecuatia
Vz+ |/ y=1/1960?

36. S se scrie in ordine crescitoare numerele:
| /3, /8, I30.
37. Si se scrie in ordine descresciitoare numerele:
V8, V13, /7.
38. 53 se rezolve ecuatiile:
2 Vxlixz 5 '/11_822 =2 %
b) 42 + 63 + /@ F 6z — 20;
4

¢) @24+ 4)/6+a24+1=0;d) %g—l—g 210(%—;)-

F ) . 18 o
Indicatie. a) Se noteazd y = Vx _:2; b) Se noteazi|/=* + 6x — y; ) Se noteazi
/6 F z* = y; d) Se noteazi y — & — %,
3 T

39. S4 se rezolve ecuatiile:
a) 'z + /z=12; b) 16a2* — 625 = 0;
¢) oz +1) (z+2) (x +3) =24; d) 92° — 13 2 — 6 = 0;
e) (x + a) (z + 2a) (x + 3a) (z + 4a) = b4 .

Indicatie. a) Se noteazi y =/ z; ¢) Avem (2% 4 3z) (2 + 8z + 2) = 24; punem
=z? 4 8z; d) 9% — b2 = 9z + 6, z(3z — 2) (3z + 2) = 3(3z + 2); (3z + 2)

(3z® + 22 — 3) = 0 ete.; e) Se noteazd « + 2 s Y.
2
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40. 54 se rezolve ecuatia:
x2—8(m+3)]/x—1 + 222 — 7 = 0.
Indicatie = > 1. Ecuatia devine (z + 3 — & |[/z — 1)* = 0.

41. S& se rezolve ecuatiile:

2 2
i) (@ + 2)° + 4(e — 2)* — 5(a® — 2?)

i) Va+ Va +1a— V= 5;
i) W=z + Vo =5; iv) V@— D+ V&= 4 =2

c.o!....

Indicagie. iii) Se noteazd w = /97 — z, v= /= si obfinem sistemul

w4 v=35,
ud vt = 97,

42. 5& se arate ci
V20 + 14 |/ 2+ /20 — 141/ 3 = 4
43. 54 se rezolvé inecuatiile:
a) V2 =% = b)e— s

44. 54 se arate cd suburile a dou# numere complexe conjugate sint de ase-
menea conjugate.

45. Si se arate cd produsul oriciror dou# ridicini ale ecuatiei z* — 1 =0,
este de asemenea o rdddcind a acestei ecuatii.
L f e pentru @ numar
4 —ai
real, este 1. Reciproc, sd se arate cd orice numir complex de modul 1, poate
fi scris in mod unic sub forma precedent. Dar daca a este numir complex?

46. S& se arate ci modulul numérului complex

47. Si se determine 2 gi y, numere intregi, astfel incit
{ x — y = 48,

48. 54 se rezolve sistemul de ecuatii:

[Ix—il+ly—5|=1,
y=5—|—1m'—1]

Indicatie. Se foloseste y = 5, dupd cum rezultd din a doua ecuatie,
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e b Y,

49. Si se rezolve sistemele de ecuatii:

) _
Vit y)P@—y?=28;

a)[z+y+ Vﬁ=1é’
2? + y? + zy = 84;

lzty=28;

zt 4 2?y? 4 y* = 133, f) Y
?—zy+yr=17;

Indicajie. b) Se noteazd u =/ z +y, v=}z—y; o) Se foloseste relafia

2t + 2yt 4yt = (22 + @y +97) («® — 2y + ¥%); ) Senoleazi u = "mx; Y,
_ sty
xy
50. Si se rezolve sistemele:
ngTz:é, z(z + y + 2) = 20, e

)iy Vm=9, DbDlyet+y+2=30, ¢fatty—22=3],

z |/ ay = 16; 4z + y + 2) = 50; gyt =
24yt z—=a, u -+ v =2,
d) § 2 ey 4 e =15, @) uw2+ vy ;:_11 A
x -+ e?y + ez = ¢, - uxa—[_vyaé— 3
(unde 1 ¢ 4 &2 =0);, ux’ + vyt = —0.




RASPUNSURI §I INDICATII

Capitolul I

4 + m®

.m — | 5 .
1. a) fz—;ﬁ ; b) Dacd m # —2, atunci 2 = - ; pentrum = —2, nu are

radacini; d) Daca m # 1 si m # %, atunci z — L= %™ .; pentru m = 1 8l

m— 1

3 g 3 e .
m = - .nu are ridécini; e) Dacd n = 08i m = 1, atunci z este oarecare; daca

n=20 si m # 1, nu are rddicini; pentru n # 0 si m # —1, 2 = 1__"‘_;
n(m —+ 1)
pentru n # 0 §i m = —1, nu are radacini; h) —2, —2-; 1) r € {—oo, —10];

ez &[4, 3]; k) —14, 14. 2. c¢) Dacd e > b, atunci z € (—1, o0);
dacdk @ <b, atunci z € (—oo, —1). d) Dacdi a > —2, atunci
2= }—b: daci a < —2, atunci & > ~—

a+ 2 a -+

; dacd @ = — 2 $l
b >3, atunci z este oarecare; pentru @ = —2 i b < 3, nu-are solutii.

5 = 2
e) Dacd ¢ > —1, atunci =z >(—:—1—);; daci a < —1, atunci z'<
5 a

a+ 1)
3. a) Trebuie ca 8 4+ 3z > 0, de unde z > —%. d) a:e[O,l]. 4, a) 2y —
3

| 1 e
= S — r ;b) nu are radacinireale; d) 2y, = 1; 2, =% ; 1) 2; g) Pentru

3 Tt Sl i
m= —;nu are rdddcini; pentru m # —%, 2=3+m. 5. A = m® —4.

Dacd | m| = 2, atunci A = 0 gi in acest caz ecuatia are o riidicind; daca
| m| > 2, atunci A >0 si in acest caz ecuatia are doui ridacini distincte;

dacd | m| < 2, nu are ridicini. 6. m=0; m <0; m >0. 7. | m| e
4
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e ) "
] + =3 2y + x3)? — 2z, LB b}
)

X X
& a) Avem Y1 + ya e P‘é + ;c—:— L Ty1Ty rs LyTg F —Q_ =

¥y, = 1. Ecuatia este m[y2 - (ﬂ — 2) ¥+ 1] =0, m fiind un numar real
‘ q

oarecare, nenul. 11, a) m <0; b) m >0. 12.¢) (2X — 3m) (X — 2 m).
18. m = —2. 15. Punem z = z — 1 si obtinem ecuatia in z: 4mz? 4 4z —
—(m — 1) = 0. Fie z,, z, radicinile ecuatiei in x $i z,, 2, radacinile ecuatiei
in z. Avem ci: a) z;, 2, < 1 dac# si numai dacé zy, z, <O0; b) 2,, z, > 1 daci
si numai dacd z;, 25 >0; ¢) z; <1 si z;> 1, dacd si numai dacd z; <0
§1 25 >0. Deci problema se reduce la studiul semnelor raddcinilor ecuatiei
in z. 16. a) Trebuie ea A = 0, adicd m? — 144 = 0; de unde m; = —12,
my=12. 17. a) (z + 7) (2z + 3) (22 — 3) = 0;

b) (6z—1)(x—9(z+9 =0;¢) (z+3) (x—4) (z+ & =0.

Capitolul II
§ 2. Mulfimi

4. a) adeviratd; b) adevirati; ¢) adevaratd; d) adevaratd; e) falsa; I) falsa;
g) falsi; h) falsd; i) adeviiratd; j) falsd. 6. a) A = {0, 2,3 }; b)B = {1, 7};
¢) C=1{2, 4} 71 AVB= {1, 2 3 47, 11}; A 0. B= {2,3}; A —B =
= {1,4}.10.m =3, m=4 1l.m € R — {—4, 2}. 12.m=%. 15. Cpd = R.

16. Submultimile lui 4 = {1, 2, 3}) sint: @, {1}, {2}, {3}, {1, 2} {4, 3},
{2, 3}, {1,2,3}. 17.1) 1, « € D(a);1i) @ = numadr prim; iii) dacd « este de
forma a = p?, unde p este numar prim sau de forma pgq, unde p si g sint numere
prime diferite; iv) D(8) = {1, 2, 4, 8}, D(160) = {1, 2, 4, 5, 8, 10, 16, 20, 40,
80, 160}. 18. m = + 3. A are 2 elemente cind m = + 2|/ 2. 19. Daca z € 4,
oricare ar fi k > 1, atunci 2 =a +rymy=a + rgmg = a + rgmy = ... Se
obtine m; > my > ms..., contradictie cu faptul cd existd doar un numar fimt

de numere naturale mai mici ca m;.

§ 3. Funetii

1. f(—=2) = —10; f(—1) = f(2) = —T7; f(4) = —10, 2. Se verifici faptul ca:
g(1) = f(1), g(2) = £(2), gB) = [(3), g(4) = f(4). 3. Nu. 4. Se pot defini patru
functii. 5. f(—12) = 0, f(—9) = 3, f(3) = 3, f(9) = A, f(272) — 2. 6, Trebuie
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ca numerele 1 4+ m, 4 + m, Y 4 m sd apartind muljimii {1, 2, 3}. Nu existi
nici un numdr intreg m. 9. Functia nu este nici injectivd §i nici surjectivd.
12. Existd 6 functii injective. Nu existd functii surjective. 13. f;, fs, f5, sint
injective; nici una din functiile date nu este surjectivd. 14. f(Galati) =
= Galati, f(Fagirag) = Bragov, g(Teleorman) = Alexandria, g(Mehedinti) =
= Drobeta Turnu-Severin. 15. (gof) (z) = 2* 4 22° — 222 — 3z + 3; (fog) (&)—
= 2% = 22% + 42 —~ 3z + 1. 16. Pentru z < 0, avem f(z) < --2 s deci
(gof)x) = glf(x)) = [f(2)]? = (2o — 3)% Pentru z >0, avem f(z) >0 si deci
(gof)(z) = g(f(z)) = 2f(x)— 1 = 14z — 1. Pentru z < —2, avem g(z)=

— 22 >0 si deci (fog)(z) = flg(x)) = Tg(x) = 7 2. Pentru z € [—2, é-]

avem g(z) = 22 — 1 < 0 si deci (fog)(z) = f(g(x)) = 2g(z) —3 = 2(2z —1) —
—3 — 4z — 5. Pentru @ >é, avem g(z) >0 si deci (fog)(z) = fle(z)) =
= Tg(z) = 7(2x2 — 1) = 14x — 7. Deci

12?, dacd * < —2,

(fog)(z) =(4%—5, dacd —2<z< £

(22 — 3)?, dacd =z <0,
2

of)(z) =
e1e) 14z — 1, daca = >0;

143.12—7, daci =z >%.

19. 6 functii bijective. 20. f(1) =7, /@) = 9, @) =3, f(4) = 1, {(6) = 7,
f(6)=9, f(7)=3. In general, f(bk) =1, flsk+1)=7, fl&k-+2) =0,
[(4k + 3) = 3. 22. h si k nu sint nici injective i nici surjective; f~(z) =
= —z+4; g (z) =z — 1. 28. Se verifick ¢ fof! = ly si deci f-!=.

. 24, Inversa este

1

;m,m = 0,
k> e & S e ) i

1

Ex,x<0.

Capitolunl III

900 '

7 N | e 375
b) 5 38, —13=— T 3,75 = B Celelalte numere sint irafio-

1. a) 3,000..; ¢) 0,25000...; d) 0,000...; e) T,75000...; g) 3,(36). 2. a) 2%,

nale; pentru demonstratie a se vedea § 2. 4.a) 4; 9; 144; 1024 b) 2;

3: 7; 1001, 6. a) 3,43479... < 3,43497 ...; e) — 5,4833... > —55829 ...
150

7.1 a) 22 < /5<23; b)—23<—/5<—22 o 15¢ 173 < 1,6;
d) —1,6 < ‘—; cols Y ) 2e Ve 22< /B <2339 < /5 &

<224 ¢ 1<§<2; 1,5s37—1<1,6; 1,575%1<1,58. 8. z4+y=

— 0,144... . 9. =y = 3,31... . 10. a) 2,0653..;; b) 3,1462... . 11. a) 1,322...;
3,741... . 12. a) Alegind o unitate de masuré de lungime 1, am construit pe
/2 precum si orice segment avind lungimea un numér intreg. Folosind
teorema lui Pitagora putem construi segmentele de lungimea cerutd. Pen-
tru noeasta observamase (1/3)F = 13 L (A 2)% (/B = 12 - 2% (1/6)* =
= 2% | (]/_5)2; ( [/ﬁ))2 = 12 4 32, Astfel /3 .este ipotenuza triunghiului
dreptunghic avind catetele de lungime 1 si 1/ 2 s.a.m.d. b) Punctele care au
abscisele /3 si — |/ 3 sint simetrice fatd de origine g.am.d. 13. Daca
/24 |/ 3 ar firational, atunci gi (V2+ 1/3)2=5+2 /6 ar fi rational,
de unde ]/?:‘: ar fi rational. Dar cum ]/ 6 nu este rational (demonstratia este

analoagi aceleia pe care am dat-o pentru 1/ 2), avem de-a face cu 0 con-
3 gl B 5 2 SR . o B ) 1 i
tradictie. Cum |/2 + |/'3 este irajional, iar V2=V 3= TE LV

(@ 4+ b) + (@ — D)
2 ]

b= (a+b};(a'_b), ab = L‘ﬁ_bi;‘_‘f;bi Cum a + b gi @ — b sint ra-

tionale rezultd cd i @, b i ab sint raionale. 15. Dacd unul din a +b /2
sau a—b|/2 sint egale cu zero, atunci (a+b)/2)(a—0b ) 2) =

=0, de unde [%)z = 2. Cum —:— este rational aceastd relaie nu este posibild.

rezults cd si |/ 2 — /3 este irational. 14. Avem a =

Altd solutie poate fi datd observind cd ¢ € Q,iar b|/2 & Q, §i deci suma
lor nu poate fi numér rafional. 16. Nu 17. De exemplu, 22 — 2z — 1 =0,

ot =1 =0

Capitolul 1V

1. Dacd f = g, atunci f(0) = 2(0), f) =g (1), f(—1) = g(—1); de unde

2

L 43 7
rezultd a; = as, b1 = bz, ¢ = Cag. 2. a)[x———;—] +-[:, b) — 2 (.’D -} I] -

+2 0)3[x—-;-)’+§; d) 0,51(m-%]2+2——?:; e)—‘}(z—ﬂ%)z-[-?;‘;
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f)——;—[m-l-%)g‘}':—;v 4, a) Ymn=9; b) Ymax = =11} ¢) Ymin = —5;

)

13 —111
d) Ymax = _!I

3 €) Ymax = 25 ) Ymin = 200 6. a) Pentru z € (— oo, 1),
functia este strict descrescatoare, iar 'pentru z € [1, o0) functia este strict

crescatoare. d) Pentru z & [ —o0, %] , Tunctia este strict crescitoare, iar
pentru z € [% 4 oo) functia este strict descrescitoare. 6. a) x&(—o0, —1]U

=il = f(:x:). 20; z&€(—1, 3) = flz) <0; d) z¢c [_m, —%]U

W, oo) = f(z) < 0; xe[ -;4 1] = f(z) > 0. Se folosegte reprezenta-
rea graficd a functiei. 9. f(z) = 2% + & — 10. 10. f(z) = —522 + 10z — 3.

11. Virful parabolelor, V(z, y), are coordonatele: x —=m — 1, y = —m? +

+ 3m — 3. Eliminind pe m se obtine y = —a2 4 — 1. 12. Se rezolvi
sistemul: a — b 4 ¢ =13, 4a + 2b 4 ¢ = 10, 4ac — b2 = 36a. Se obtin
functiile: f(z) =— d Sy T+ —10—6 , flz) = 2*—224-10. 13. a) xe[—m’%)u

U1, 00); b) 2€ (—c0, 3 — 1/“7‘] U [3+ /7, 00); d) xe(_w i—w]

U(FELT o) s o) se s by o€ (2 55 1) 20, 45 ) 2€ o, 1]

5 I/ T0E Too
U[;, ocJ; 1) xE[—oo, ?1 '2 1OS]U[“ +l2/ 1“", oo] 14. Se pun conditiile: -

m—1>0,A <0 sise obtine me [% oo). 15. Se pun conditiile: m < 0

si A <0.16. Se rezolvi inecuatia A = b2 — 4ac > 0. 17. Pentru ca fractia E si
aibd sens pentru orice z real, trebuie ca discriminantul ecuatiei 22 4+ z'+m =0
sé fie negativ,adicd 1 — 4m < 0. Apoi din conditia ca 2%+ (m~+1)z+ m 4+ 2>0,

oricare ar fi z real, se obtine ci me[l. 142 [/293). 18.8) €[ —4, 1) U(2,3];

= B 1
b) xe(z,aj;f)xe[—s,L{iJU [ ] 19.0) py=—"0 oL g

m
cunde — may =m 4+ 1, saum = — — | deei yy=zy 4+ 1; b) AB =
14 zy
L[ i FV:'__.’.‘.: : Deci AB =2 FV;

| m | m | m |

¢) Punctul fix este (—1,0). 20. a) Imf= [0, +-00); b) Imf=[4, +oo);
21 21 3
e Imf=[9_§V21!9+23V21]; 0) Imf=[—%,+oo]? ) Imf= [Z' _|_°°).
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s ofn(- 6= ) w5} ofens -2 )

2. o) {@ i (-3 -0 (225, =) (22 ) we s
(=1 —2; (4,25 (=2, =1} o {(20, 5); (=20, —5)}; d) {(—3, 2);
8, ~2)}. 23. a) {@, 5); (5, 1)}; b) TS 5. A (2, B): (3, 2)};
o) {(2,2; (=1+£ V3 —1£1/3)} d) {0, 1; (1 0} e {2 3);
(— 2, =3); (3,2 (=3, =2} ) {(3, 1); (1, 3)}. 24. Dacid se noteazi

AM =z si cu § aria cuprinsd intre cele trei cercuri se obtine § =

=:§(—w2 + 2az). Maximul lui § are loc cind z = a. 26, Notim NP =

= MQ = =z si cu S aria dreptunghiului. Dacd [AD] este indltimea din A
pe ipotenuzid, atunci din aseminarea triunghiurilor 4 MN si ABC obtinem

M A h e it D - BO — AL AC, atunci AD = ——2__
BC AD Vat+b

MN—*(AD—)=as+b2( —:c). Dar S = MN- & =
AD |/a3+b2

— m] 2. Se obtine o functie de gradul al doilea

— g deci

a4y ab

. ab (;/Eﬂ- b? E
in z. 26. Notim AD =a, AC =z, DC —y. Daci E este proiectia
lui D pe [AB], vom nota DE =b. Avem z = |/a® — b* — |/y* — b

B 2 __ }2
Timpul total pe care il face cilitorul este ;— L (e o M=) +2-
1

Up U Y Uy

Timpul este minim dacid cantitatea m =§-—M

2 1

nind radicalul obtinem ecuatia de gradul al doilea in y: (v3—uv3)y*—2vivamy 1+
+ (3m* + b®)v3 = 0. Se pune condifia ca discriminantul acestei ecuatii sa fie

A b V a2—p?
Deci timpul minim este ———
Uy : Yy

este minima. Elimi-

pozitiv si se obtinecid m >° % @lvg
=i ? ]/ “'? = U%
VyUy
cercului atunci 2 + y* = 4R? Daci S este aria dreptunghiului avem S = zy.
S este maxim cind S* = a%? = 2* (4R* — 2?) este minimi. Notind 2® = z
se obtine o functie de gradul al doilea. 28. Dacid R este raza cercului si z, 3

+

. 27. Dacéd z si y sint laturile dreptunghiului iar R raza
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semibazele trapezului avem c# perimetrul este 4(2 4 y). Se aratd cd zy = R?

gi deci avem minim, pentru perimetru cind # = y = R. 29. Fie z, y pro-
iectiile catetelor pe ipotenuzi. Avem sistemul de ecuafii =+ y =a si

zy = k% 30. Fie z, y catetele triunghiului. Avem sistemul de ecuatii z ¥ +
+ V224 y*=2p si xzy = k |/ 2* + y® 31. Se ia ca necunoscutd semibaza
inferioard. Iniltimea trapezului este |/ R? — z?. Laturile neparalele ale tra-
pezului au lungimile egale cu |/2R? — 2Rz. Se obtine ecuatia 2z + 2R -+
+21/2R* —2Rz = 2p. 32. Se iau ca necunoscute z, y semibazele trape-
zului. Se obtine sistemul zy = R? R(z + y) = 2R2 33. Fie AD =gz,

DC=1Y.-  Se obtine sistemul ez -+ by = 2k?% x? + a® = y? - b2 34. Daci -

x, y reprezintd numdrul de ore necesare primei brigézi, respectiv celei de-a doua

o, .- . . 7} ik ot . x 13
brigdzi, pentru terminarea intregii lucrdri, obfinem sistemul ?i - %.: =
3y 3z

%(i + i] =1. Se obtine # = 9, y = 6. 3b. Laturile dreptunghiului sint
x Y - .

80 m gi 60 m.

Capitolul V

" § 1. Puteri .

1. a) 16; b) 153; ¢) [%)m; d) — 31: 2. a) m < 1, este pozitivd; m = 1, este

5 o 2 Ve 2
zero; m > 1, este negativi’h) m < 2 este pozitivd; m = ! este zero; m > —2—,
3

o PP R . 1
este negativd; c) este pozitivd oricare ar fi m # i Pentru m = % , este zero.

3. a) zy®; b) (e + b)?; ¢) 2" 4. se calculeazd membrul drept. 5. Se descompune
in factori a® — b% = (al%)2 — (b19)% 6. a) (™™ 4 1) (z™ "+ 1); b) 0. 7. a) 28;
b) 9% o) sint egale; d) 43 = (43)1%0 gj 3900 = (34)100 43 - 38 3490 este mai

32
strict crescdtoare. 11: a) a~%7%; (a + b)™%(a — b)7%; 3a7%~%¢2; b) 2-107%;
3:107%; 15:107%; 12, a) a1 + a®) ' (a® + a® — 1); b) 4a~2%; o) 1.

mare; e) [— L 3; f) (é)m’u‘. 9. Se foloseste reprezentarea graficd. 10. Este
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- § 2. Radicali

1. a) [z—1|; d) |[—322+2—1|=322—a24+1. 2. 7— 2z pentru
z € (—oo, 2); 3 pentru z € [2, 5]; 2z — 7 pentru z € (5, oo). 3. Conform

- problemei precedente, avem f(z) = 7 — 2z, z&(—o00, 2); f(z) = 3, xe[2; 513

fl#) =22 — 7, z€(5, o). 4. a) 2E[2, co0); b) multimea tuturor numerelor
1

reale; ¢) z € (—oo, —2)U[§, oo]; d) z€[1, ). 7.0) |/ |s2—1];

b) Ve*—z+1 8.a)3/2>21/3; o) &|V2>3V%.9. b) %/ ;
4

dy %i 10. c) 41/6 —8]/3;d) 8. 11.¢) 2(2)/ 2 +1/10 — /5 —1) ;

d) 2 (9 — /21 + /59). 12. ; iy - VB qp by 3. 4
; % /49 i) Va—"a 11)|/E+|/§ )

d) 12;e) 4, —5; 1) 4;8) 0,5; h) —a, a; i) 7. 1b. 0) 1 < /2 =i < |/3.
17. a) /'3 + 1/ 2; ¢) V7— 1/3. 18. Se scrie z42]/2—1 sub forma
a—1+4+2)2—14+1=(/2—1+1)>% Anaog, se procedeazi cu
z—2/z—1. 19. 0,1, 20. ﬁa

Capitolul VI

1. a) z=%, y=—1%; b) pi=t, y=§(4—t), unde ¢ este un numdr

real oarecare; ¢) $=—-%, y=—%)f-; dyz=0 yg=7. 2.8 85— i;
/

Q) 61/Z+7i;¢)5 8.0 L= q)i; f)—1—i; g) %; b) 1. 6. ¢) 0,

dacd n = 4k; i, dacd n =44 +1;1 — 1, daci n =4k + 2; —1, dacd n =

=4k+3; d) —1; 1) 4—3. 7. a) m=—2; b)m=—-;i; o) m £ —2

sau maé—-*% 8. a)il/—‘f(ijn); h)il/i—i. 1L a) (X —1—i) (X —

—14i); b) 2X 4+1—2i) (2X +1 4+ 2i). 12. a) x1=3l— 6i, y; =3 +
+ 6i; 23 =3+ 6i, y; =3 — 6i. 14. a) m(«x® + 20z 4 200) =0, m € R;
b) m(22? — 14z 4 205) = 0. 15. a) Scriem 2® — 27 = (2 — 3) (2 + 3z +

+9)=0 si se obtin radicinile: 3, —3(1 + [/3i). Avem a®+27 =
=(@+3) (a*—3z+9) =0; se 6b§in rédicinile: —3, %(1 +1/3i);
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d) — 13/3, i/gi_ (1 + }/3i). e) Scriem z*— 16 = (z -+ 2) (x — 2) (2% 4 4), de
unde rezultd rdddcinile: —2, 2, —2i, 2i; f) Avem 2% 4 16 = (22 + 4)% —
— 822 = (22 4+ 21/ 2z + 4) (22 — 2 /22 + 4) = 0. Ridcinile ecuat,iéi sint:
—V34+VE — V2= VEVI-VE VI+VE g — LEGED.
Vs . ;

VRULD 16 ) 0; b) 0. 17. 8) 2,252, = 6 b) 7324, — 7. 20. a) Punctele

se afld pe parabola y = —2?  10; b) Punctele se afld pe dreapta y =
=1—a 21 b) {(1: l/i)ﬂ (1: g V§)7 (2? 1)1 (21 - 1)} G) {(7! 3); (—71 _3)}

22. Pentru b>0, $+yl=:|:(va+l/:ﬁ+bﬂ +iv_a+l2/aa+bl);

pentpu b < 0, T _l_ yl = | (v%‘w_ 1VL’2/0'2._|__I’?)_ 23. Se

noteazd z* = y si se are in vedere problema precedenti.

S
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