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CAPITOLUL I 

ECUAŢII DE GRADUL TNTTl ~ŞI DE GRADUţ AL DOILEA 
(RECAPITULARE) 

§1 . ECUAŢll ŞI INECUAŢII DE GRADUL TNTîl 

1.1. Forma generală a ecuaţiei de gradul intii este 

ax + b = O, a # O 
a, b fiind numere reale. 

(1) 

ObserPaţie. ln practică vom considera şi ecuaţii a căror rezolvare se reduce la rezol­
varea unor ecuaţii de gradul întîi. 

Ecuatia (1) are rădăcina - !.. . 
• a 

Interpretarea geometrică (fig.1.1). Graficul funcţiei f: R --. R, f(x) = 

= ax+ b, este o dr~aptă care intersectează axa Ox in punctul de abscisă - !.. 
a 

( _ · ~ fiind rădăcina . ecuaţiei ax + b = O) . In figura 1.1 am construit 

graficul pentru cazul : a > O şi b > O. 
Exemplu. Să se rezolve ecuaţia in x, 

m - x = 1 - m2x. (2) 
Această ecuaţie devine 

(m2 - 1)x = 1 - m. 

Dacă m~ - 1 # O, adică m # 1 şi ·m # -1, atunci 
ecuaţia (2) este de gradul tntîi, avînd rădăcina 

1 - m . ·1 
--- , adică - - --
m2 - 1 m + 1 

Dacă m = ·1, ecuaţia (2) devine 

0 •X = 0 

care este ,adevărată pentru orice număr real x. 
Dacă m = -1, se obţine 

O· x = 2, 

care nu este verificată pentru nici o valoare a 
lui x: 
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1.2. lnecuaţll le de forma 

ax + b > O, ax + b ;;is O, ax + b < O sau ax + b < O, 

unde a şi b stnt numere reale date, iar a =!: O, se numesc inecuaţii de grad.ul 
tntîi. 

Obseryaţie. In practică vom considera orice inecuaţie care se reduce, folosind pro­
prietăţile inegalităţilor, la o inecuaţie de gradul tntîi. 

1. Să considerăm inecuaţia de gradul tntti 

ax + b >O, - a =!: O. (3) 

1° D . - >O t · b d' - ( b aca a , a unei x > - - , a ica x E - - , 
a a +oo)· 

2° Dacă a< O, atunci x < - : , adică x E ( -oo, -~J. 
X>- F Grafic, cele două situaţii stnt reprezen-

ţ' t t 1 t t 1 I t -4 tata în figura 1.2, respectiv în figu. ra 1.3, por­
, j J 17; ; ) ; ) 

_ _ ţiunile haşurate marcind mulţimea soluţiilor. 
n 

2. Pentru inecuaţia ax + b ~ O, avem : 

Fig. L2 b 
1° Dacă a >O, atunci x ~ - - , adică 

a 

b )( <- - x E [ - : , +oo). 
l/U1/i1111) 
/JJ/7177//) b 

2° Dacă a < O, atunci x ~ - - • 
a 

adică b 

Fig. l.3 r' X E (-oo, -~} 
b 

Observăm că punctul - - face parte din mulţimea soluţiilor. 
a 

Exemple. 1) Să se rezolve inecuaţia 

X+ 4 >-2X + 3. 

1 
Obţinem succesiv: x + 2.x > -4 + 3, sau 3.x > -1, de unde x > - - . 

3 

x e(-~· +oo). 
2) Să se rezolve inecuaţia 

4(6 - x) ~ 3.(x - i3). 

Deci 

Obţinem succesiv : 24 - 4.x > 3.x - 39, sau - 4.c - 3.x ~ - 39 - 24, de unde 
- 7.x ~ -63, adică x < 9. Deci x e (-oo, 9J . 
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1.3. Ecuaţii care conţin necunoscuta în modu l 
„ 

Valoarea -absolută a unui număr a, notată prin I a I, se defineşte astfel: 

I a I = o'. dacă a = O, I a dacă a> O, 

-a, dacă a< O. 

. De exemplu.: 19 I = 9, l-~ l = : , I - 30 I = 30, I -V2 I = V2 etc . 

Valoarea absolută a numărului a se mai numeşte modulul numărului d. 
Rezultă că Ix I= max (-x, x) şi deci : x ~I xi, -x ~Ix I, (max (-x, x) 
fiind cel mai mare dintre numerele -x şi x).' 

-Să menţionăm proprietăţile fundamentale ale modulului. 
Dacă a şi b sint numere, atunci: 

- ' 
1. I a I ~ O; 

2. I a I = O dacă şi numai dacă a = O; 

3. I ab I = I a I · I b I ; 
4. I a + b I ~ I a I + I b 1. 
Primele trei proprietăţi sînt evidente, după definiţia modulului. 
Să o demonstrăm pe ultima. lntr-adevăr, dacil a = O sau b = O, atunci 

este clar că I a + b I = I a I + lb I . Deci Eă presupunem a # O ·şi b # O. 
Să considerăm cele patru cazuri posibile: 

i) Dacă a >O şi b >O, atunci a + b >O. Deci I a + b I = I a I + I b I· 
ii) Dacă a < O şi b < O, atunci a + b < O. In acest caz I a I = -a, 

I b I= - b, I a + b I = -(a+ b) şi deci I a+ b I = I a I + I b 1. 
iii) Dacă a> O şi b < O, atunci I a I = a şi I b I = -b. ln această situaţie 

avem, sau a + b ~ O, sau a + b < O. Dacă a + b ~ O, atunci 

I a+ b I= a+ b ~a= I a I ~ I a I+ I b I; 

iar dacă a + b < O, atunci 

I a + b I = -a - b = - a + I b I ~ I b I ~ ! a I + I b 1. 
iv) Analog, se demonstrează cazul a < O şi b >O. 
In practică este foarte utilă următoarea proprietate: 

5. I a I ~ c da.că şi numai dacă - c ~ a ~ c. 

(în aceste ~elaţii se poate. înlocui semnul ~ cu semnul <.) 
,• 

De ase:menea, a.vem: 

6. li a I - I b 11 ~ I a - b 1. 
Proprietăţile 5 şi 6 se demonstrează uşor pe haza celor precedente. 

Demonstrarea lor o lăsăm ca exerci ţiu. 
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Exemple. 1) Să se rezolve ecuaţia 

I X - 3 J = 4. 

După definiţia modulului avern 

I X - 3 J = . { 
x - 3 , dacă x - 3 ::;;i. o, 

- (x - 3) , dacă x - 3 < O, 

I x _ 3 I { x - 3, dacă x ~ 3, 
= - x + 3, clară x < 3. 

Aşadar, ecuaţia (4) devine: 

(4) 

a) Dacă x ::;;i. 3 avem x - 3 = 4, de unde x = 7. Curn 7 > 3, rezultă ră ? cs le o 
rădăcină a ecuaţi ei. 

b) Dacă x < 3 avem -x + 3 = 4, de unde x = - 1. Cum - 1 < 3, rezultă că -1 
este o rădăcină a ecuaţiei. Deci rădăcinile ecuaţiei (4) sînt : .ri = ?, x2 = - 1. -

2) Să se rezolve ecuaţia 

I 6 - x I = 2x + 3. (5) 

I { 
6 - x, dacă 6 - x ::;;i. O, 

Avem J 6 - x = 
- 6 + x, dacă 6 - x < O. 

Aşadar, ecuaţia (5) devine: 

a) Dacă 6 - x ::;;i. O, adică x ,.; 6, avem 6 - x = 2x + 3, de unde x = J . Cum 
1 ~· 6, rezultă că 1 este rădăcină a ecuaţiei. 

b ) Dacă 6 - x < O adică x ». 6, avem - 6 + x = 2x + 3, de unde x = - 9. Cum 
- 9 nu verifică inecuaţia x > 6, rezultă că - 9 nu este rădăcină a ecuaţiei (5). Deci ecua­
ţia (5) are rădăcina 1. 

§2. ECUAŢII DE GRADUL Al DOILEA CU 
RĂDĂCINI REALE 

2.1. R.ezolvarea ecuaţiei de gradul al doilea cu rădăcini reale 

Fie ecuaţia „ 
ax2 + bx + c = O, a -:I O, 

a, b, c, fiind numere reale. 

O astfel de ecuaţie se numeşte ecuaţie de gradul al doilea cu coeficienţi 
reali. Se numeşte soluţie sau rădăcină reală a. ecuaţiei un număr real oe ~stfel 
tnclt să avem 

acc2 + bec + c = O. 
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Prin rezolvarea ecuaţiei ax2 + bx + c = O se lnţelege determinnreEt 
tuturor soluţiilor (rădăcinilor) acestei ecuaţii. 

Ecaaţia are rădăcini reale dacă şi namai dacă b2 - 4ac ~ O. Dacă b2 -

- 4ac <O, ecaaţia nu are rădăcini reale. 
Existenţa rădăcinilor reale ale ecuaţiei de gradul al doilea, precum şi 

numărul lor depind de expresia b2 - 4ac. Această expresie se numeşte discri­
minantul ecuaţiei de gradul al doilea şi se notează cu a.• 

. Dacă discriminantul ecuaţiei de gradul al doilea· este pozitiv, atunci ecuafia 
are două rădăcini reale diferite între ele 

- b + Vii - b - VL\ 
X1 = 2a ; Xz = 2a • 

Dacă discriminantul ecuaţiei de gradul al doilea este egal cu zero, atunci 
ecuaţia are două rădăcini reale egale 

b 
X1 = X2 = - -. 

2a 

Ex~mple: 1) Ecua ţia 2x2 
- x - 3 =O are discriminantul 6. = (-J°) 2 -:- 4 · 2 • 

• (-3) = 25 > o. Deci, ecuaţia are două rădăcini reale diferite 

1 + i/25 - ~ . 
Xi = __ 4 _ __ - 2 ' 

1 - i/25 
Xs = 

4 
= - J. 

2) Ecua ţia 2x2 - 4x + 2 = O ar e discriminantul 
6. = (-4)2 - 4" 2 • 2 = o. Această ebuaţie are rădăcini reale egale 

' 

'• X i = X2 = -- = J. 
2. 2 

3) Ecuaţia 2 x~ + x + 1 = O are dis<'riminantul ~ = 1 - 4 • 2 = - 7 < O. Deri , 
ecuaţia nu are rădăcini reale. 

Dăm acum citeva forme particulare importante ale ecuaţiei de gradul al 
doilea, care are discriminantul A ~ O. · 

1. Fie ecuaţia ax2 + bx + c =O şi să presupune.ro că b are forrna b = 

= 2b1 (dţ exemplu, b = 2, b = 4 V2 etc.) . 

Rădăcinile ecuaţiei ax2 + 2b1x + c = O stnt 

- bi + V bÎ - ac - b1 - V b~ - ac 
X1 = i . X2 = ---------

a a 

Exemplu. Să se rezolve eoua.Fa · 

3x2 
- 10x + 3 = O. 

•Expresia b* - 4ac se mal numeşte realizantul ecuAţiel. 
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Deoarece coeficientu l lui x este -10 = 2 • (-5), aplicăm formulele de mai tnainte 
şi obţinem: 

Deci 

5 ± J/25--=--9 - 5 ± 4 • 
3 - - 3-

1 
X1 = 3: X2 = 

3 

2. Forma redusă a ecuaţiei de gradul al doilea. O ecuaţie de gradu.I al doilea 
se numeşte redusă dacă coeficientul lui x 2 este ega.l cu 1. Forma generală a 
ecuaţiei reduse este: 

x2 + px + q =O, (3) 
unde p şi q sint numere reale. 

Punind în formula generală a rădăcinilor ecuaţiei de gradul al doilea: 

-b ± i/b2 - 4ac 
X1,2= 2a 

a = 1, b = p şi c = q se o~ţine formula pentru rădăcinile ecuaţiei de gradul 
al doilea sub formă redusă: 

p "\ '( p )2 p "\ '( p )2 . 
Xi= - 2 + V 2 -q; Xz = - 2 - V 2 - q. 

Exemplu. Fie ecuaţia x2 + 4x - 5 = O. 
Atunri 

X1.2 = -2 ±V 4 + .'i - - 2 ± 3, 

de unde 

X1 = 1 ; X2 = - 5. 

Observaţie. Orice ecuaţie de gradul al doilea ax2 + b:r + c = O (a i= O) poate să 
fie adusă la forma redusă împărţind ambii membri ai săi prin a: 

b c . 
ax2 + bx + c = O este echivalentil r 11 a-2 -I a- + - = O. 

o a 

2.2. Relaţii între coeficienţii şi rădăcinile unei ecuaţlf de gradul al doilea 

1. Relaţiile lui Viete 
Da.că rădăoinile ecuaţiei 

ax2 + bx + c = O (a t= O, d = b~ - 4ac ;;;,. O) 

. stnt x1 şi x2, atunci: 

8 

b 
X1 + X2 = - - ' 

a 

c 
- ..-­a 

/. 

Aceste relaţii poartă numele de relaţiile lui Viete. 

· Exemplu. Ecuaţia 4x2 
- 3x - I = O are discriminantul ~ = 9 + 16 = 25 > Cl. 

Deci ecuaţia are două rădăci n i reale distincte :r1 şi x 2 , iar 

-3 3 - 1 I 
X1 + X2 = - ·- = - , X1X2 = - = - - • 

4 4 4 4 

_ 2. Formarea unei ecuaţii de gradul al doilea cînd se cunosc rădăcinile 

Dacă x1 şi x2 slnt numere reale, fie Xi + x2 = - p şi XiX2 = q. Atunci 
Xi şi· X2 sînt ;ădăcinile ecuaţiei de gradul al doilea x2 + px + q = O. -

lntr-adevăr, x~ + px1 + q = x~ - (x1 + x2)x1 + x1 x2 = x~ - _ x~ -
- XzX1 + X1X2 = O. Analog, avem x~ + px2 + q = O. Deci Xi şi x 2 sint rădă­
cinile ecuaţiei x2 + px + q = O. 

~ 

Exemplu. Fie x 1 = -5 şi x2 = . 2. Atunci x 1 + x 2 = -3 = -p, x1x2 = -10 = q 
şi deci p = 3 şi q = -10. Ecuaţia care are rădăcinile x1 ·= -5 şi x2 = 2 este 

.x~ + 3x - 10 = O. 

2.3. Studiul semnelor rădăcinilor ecuaţiei de gradul al doilea 

Fie ecuaţia de gradul al doilea 

ax2 + bx + c = O, a =F O (1) 
cu Ll = b2 - 4ac ~ O. . ... 

Să notăm cu S şi P suma, respectiv produsul rădăcinilor x1, x2 ale ecua-
ţiei (1), adică: · 

- b S = x 1 + x2 =--; 
a 

Împărţind ambii membri a1 ecuaţiei (1) prin a, se obţine o ecuaţie echi­
valentă: 

b c 
a;2 + - X+- = 0 

a a 

sau 

x 2 
- Sx + P =O. (2) 

Vom a.răta cum, in raport de semnul lui P şi S, se poate stabili dacă 
rădăcinile ecuaţiei stnt pozitive sau negative, fără' a le afla ef eotiv. 

Sînt posibile următoarele combinaţii ale semnelor lui P şi S: 
1° P > O. Deoarece x 1x2 = P >O rez:ultă că• ambele rădăcini au acelaşi 

semn. Dacă S > O, atunci x1 + x2 = S >O şi deci am beie rădăcini sint pozi­
tive. Dacă S < O, .atunci x 1 + x2 = S < · O şi deci ambele r!dăcini sint 
negative. 

9 
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2" P <O. DP.Oal'(~1;e .l' 1.t'2 = P <O, al.unei llllfl dint.„e 1·1ldiit:ini P.:>t.1• pozi­
tivă, iar cealalt~ negativă. Dacă S > O, atunci x1 + x2 = S > O şi deci 
rădăcina pozitivă este mai mare decit valoarea absolută a rădăcinii negative. 
Dacă S < O, atunci x 1 + x2 = S < O şi deci valoarea absolută a rădăcinii 
negative este mai mare decît rădăcina pozitivă .. 

Rezultatele obţinute se pot reprezenta în următorul tabel: 

8>0 X1 > 0, Xz > 0 I P > O 

I S<O X 1 < 0, X2 < Q 
I 

P < O 
S >O rădăcin il e an semne diferite: x1 < O, x 2 > O, I X1 I < .x2 

S < o rădăr.inile a11 semne direri t e: x1 < O, x2 > O, I X1 I > X2 

ObserCJaţii: 1. Fie S = O. Ecuaţia are rădăcini reale numai dacă P ~ O. 
In acest caz avem x 1 + x 2 = O, adică x1 = - x 2• 

2. Fie P = O. Atunci x1 = O şi x2 = S. 

Exemple. 1) Fie ecuaţia 2x2 
- 8x + 7 = O. Avem D. = 64 - 56 = 8 > O. Deci 

ecuaţia al'e două rădăcini diferite. Cum x1x~ = 2 şi x1 + x 2 = ~ = 4, adică suma şi 
2 . 2 . 

produs ul rădăcinilor sint pozitive, rezultă că ambele rădăcini sînt pozitive. 
2) Fie ecuaţia x 2 + 2x - 15 = O. Avem D. = 4 + 60 = 64 > O, deci ecuaţia are 

două rădăcini diferite. Deoarece x 1 x2 = - 15 şi x1 + x 2 = - 2, rezultă că rădăcinile au 
sem_!le ' diferite şi valoarea absolută a rădăcinii negative este mai 11\are decit rădăcina 

· pozitivă. „ 

2.4. Descompunerea trinomului de gradul al doilea în produs de 
polinoame · de gradul întîi 

Fie polinomul de gradul al doilea aX2 + bX + c, a =F O, tn nedetermi­
nata* X . Un astfel de polinom se numeşte trinom de gradul al doilea . 

1. Să presupun.ero că ecuaţia ax2 + bx + c , O are rădăcini reale , fie 
acestea x1 şi x2. Atunci 

aX2 + bX + c = a(X - x1)-(X - x2) 

sau 

aX2 + bX + c = (aX - ax1) (X - Xz). 

, Aşadar, dacă b2 
- 4ac ~ O, atunci trinomul aX2 + bX. + c, a =F O, se 

descompune în produs de factori de gradul întîi cii coeficienţi reali. 
2. Reciproc, fie trinomul aX2 + bX + c, a =F O, şi să presupunem că 

acesta se descompune tn p·rodus de factori de gradul tntij cu coeficienţi· reali, 
adică 

( 1) 
... 

• Nedeterminata polinomu lui s e notează, uzual, cu literă mare. 
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unde a1, b1 , a 2, b2 stnt numere reale. Atunci rădăcinile eoua.ţiei ax3 + bx + 
+ c = O stnt reale. 

lntr-adevăr, din relaţia (1), identifictnd coeficienţii,lui X 2, avem a · a1a2• 

Cum a =F O, rezultă oă a1 i: O şi a2 # O. Produsul (a1x + b1) • (a2x + b2) 

este zer-0 pentru x = - ~ sau x = - bz şi deci ecuaţia ax2 + bx+ c = O are 
. a1 az 

~dv . .1 l b1 . b, ra ac1m e rea e - „- ş1 - - . 
a1 az 

Exemple. 1) Să se descompună trinomul 6X9 - X - 1, în factori de gradul tntti. 
cu coeficienţi reali. 

Rădăcinile ecua p ei 6x2 - x - 1 = O sînt: 'l . J 
X 1 = - ŞI X2 = - - , 

2 ' 3 
Atunri . 

6X
2 

- X - 1 = 6 l X - ~)(X+ f) = (2X - I) (3X + !) .' 

. 
2) Deoarece discriminantul ecuaţie i x 2 + x + 2 = O este D. = 1 - 8 = - 7 < O, 

rezultă că trinomul X 2 + X + 2 nu se desco!îlpun·e în factori de gradul întîi cu coefici ­
enţi reali. 

EXERCIŢII 

„ 
1. Să se rezolve ecuaţii le lr:i x: 

·~ 4x + J = ~; b) mx - m2 = 4 - 2x; @ x = n - m2 x; 

\ m x + 'l ) l - nx /:?Î 
di ) -- = ; e) m = ; \JY 1 +Ix I· = m; 

x - 2 . x 2 
- 4 1 + nx 

gJ) l 7x - 1 I = 21 - 9x; ~ I 1 - 3x J =I 3 - 2x I; (\} I 10 + x I = - 10 - x; 

j l) I :r + 1 I + I X - l I + I X - 3 I ..: 3 + :r :~J I :r I - 1 I = 1 3 . 

!>" 2. Să se rezolve inecuaţiile: . . 

0J 2 . • /":) ax + b ax - b 
a) x - 6 < x+12 ; b --- > 0; \.91 > (a > O,b > O); 

3- x a - b a + b 

r' r' x - 1 x + 1 r).. 
\ d )I ax + b > 3 - 2x; e1 ji; + - - > -- - ax; f)J Ix + 3 I < 5; 

a + 1 a+l 

~ I 2x - 1 I < I x - l I; h)) I x - 2 I + I x - J I > 1. 

;(.a. Să se determine valorile lui x pentru care există radicalii următori (tn mulţimea nume· 
relor reale): 

a) vs+ 3x; b) r/G=X'; c) 1hx + 6; d) t/1 - .3x + v;. 
Y 4. Să se rezolve er,ua~iile: 

a) 6x~..,.... :r - '1 ~O: b) ;i;2 - x + 1 =O; c) - x 2 + Bx - 16 = O; 

d) ~:r - 7 = x ~ 3; e) _ s __ +. 9 2 ; 
X + 5 X + 2 X + 2 2x + 3 

11 
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f) - 6-+ _ 3_ = _ 2 _ + I; 
x 2 - 1 X + 1 x - 1 

5 1 
g) ------ =2 + 

x + m m-x 

J0ht • h) X - 6 X - 12 5 
m• - x• ' ~ - .x - 6 = G · 

6. Să se do termine m, astfel Incit ecuaţia· x• -t mx -I 1 ~ o: 
a) să aibă rădăcini egale·; b) să Hibă rădăci n i real e diferili'; c) să nu aibă rildlkin\ 

reale. 
J . 

6. Acelaşi enunţ ca la problema 5,pentru ecuaţia x 2 
- 2mx -t- m( l + m) = O. 

/ 7. Să se determine valorile lui m, ş ti i nd că ecuaţiile x 2 + x + m = O şi x 2 + x - m = O 
' au acelaşi număr de rădăcini reale. 

Să se formeze ecuapile de gradul a l doilea, care au rădăcinile: / s. 
a) x i = -3 şi x 2 = 5; b) x1 = m + n şi x 2 = m - n; c) x 1 = 2 + i/3 şi x 2 = 2 -t - i/3; d) X 1 = V2 + V3 şi X2 = i/2 - i/3. -

i 

1 9. Fie x1 şi x
2 
rădăci nile ecuaţiei x 2 + px + q = O. Să se formeze ecuaţiile de gradul al 

doilea in y, ale căror rădăcini s"lnt: 

) x i . x 2 b) I . I ) ( )• . a Y1 = - ŞI Yz = - ; Y1 = X1 + - Ş I Y2 = x2 + - ; c Y1 = X1 + Xz ŞI 
~ ~ ~ ~ 

( ) 
1 . I 

Y2 = X i - X2 
2

; d) Y1 = 2 ŞI Y2 = 2 . 
Xt X2 

10. Fără a rezolva ecuaţiile următoare, să se determine semnele rădăcinilor lor: 
a) ,x2 - x - 6 =O; b) 6x2 - x - 1 = O; c) -5x2 + x - 7 = o. ·~ 

'(_ 11. S1 se determine v<ţlorile-lui m, astfel incit rădăcinile ecuaţiei x 2 + (1 - m) x - m = O 
să aibă: · 
a) acelaşi semn ; b) semne diferite. 

.j 12. Să se descompună în factori de gradul înlîi t1:i noamele: 

a) 6X2 - ?X+ 2; b) X 2 - X + 1; c) 2X2 
- ?mX + 6m2

• 

\. 
1
13. Să se determine valorile lui m, a~tfel incit ecuaţiil e 

x 2 + mx + 1 = O şi x2 + x + m = O să aibă o rrtdăcină comună. 

f - -0 J... H. S.ă se studieze semnul rădăcinilor ecuaţie i : 
mx2 + 2(m + J)x + I m - 2 I ;, O, m fii nd un parametru real. 

~15. Fie ecuaţia '•mx2 '+ 4(1 - 2m)x + 3(m - I) = O. Să so determine valorile luj m 
\ astfel Inci t să avem: 

a) ambelll rădăcini să f ie mai mici declt l; 
b) ambele rădăcini să fie mai mari declt 1; 
c.J o rădăcină mai mică decît 1 şi alta mai mare decît J. 

/ rn. Să se determine valorile.parametrului m, astfel încît următoarele ecuaţii să aibă două 
rădăcini egalo: 

} 

a) 4x2 + mx + 9 = O; b) mx2 + t.x + 1 = O: 
c) x 2 - 2(1 + 3m} x + 7( 3 + 2m.) = O. 

'7 17. Descompunînd membrul stlng în factori , să se rezolve ecuaţiile: 
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a) 4x3 + 28x2 - 9x - G3 = O; b) 6x3 - x2 
- 486x + 81 = O; 

c) x 3 + 3x2 
- l 6x - 48 = O. 

/ 18. ~ă se rewlw ecuaţiile: 
) 

·1 + 2x - 1 a ---
5x - 5 J2x2 + 12x 5x 8 

- 5 
O; 

b ) 3x-5_~-5 _ _3x+ 2 = O. 

x 2 - 1 x - x 3 x 2 - ll 

19. Să se rezolve ecuaţiile : 

a) x' + 4x - J = O; b) x ' - 4x3 
- 1 = O; 

·c) (--x )2 + (- x )2 '= m(m _ J). 
X + 1) X - '1 ' 

Indic aţi e. a) Adunăm la ambii membri .;e 2x2 + '1 ; se obţine ecuaţi a :i;s + J .,. 

• = V2 I x - 1 1. b} Se înlocuieşte x cu ~şi se obţine ecuaţia de la punctul a). c) Adu· 
X 

năm la ambii membri ai ecuaţie i p~. 2x~ şi obţinem ecua ţia 
x2 

- 1 • 

y 2 - y - m(m - 1) = O, unde y = 
2x2 

x 2 - l 

20. Fie ecuaţia x2 - I x I = mx(x + J) . Să se determine m (m e R) astfel tncît această 
ecuaţie să ajbă trei rădăcini reale. 
Indic aţi e. Se consideră cazurile: a) x > O, x2 

- x = mx(x + 1); b ) a; < O, 
r x 2 + x = m,z(x + 1). 

21. Să se rezolve ecuaţiile în x, m fiind un parametru real: 
a) 3x2 - Smx - 2m2 = O; b) x(2x + 5) - m (x + 3) = 3. 

I ndic a ţ ie. a) - 6. = 49 m 2 ~ O. Dacă m =f O, atunci x = Sm ± I ?m I , de unde 
6 

1 . 2 D" t . · x1 = - - m ş1 x 2 = m. aca m = O, a unei x 1 = x2 = O . 
3 

b} 6. = (m + 7) 3• Dacă m = -7, atunci 6. = O şi rezultă x1 = x~ = -3. Dacă 

m =I= - 7, atunci ~ > O şi x = m-... 5 ± I m + 7 I , de unde .'.J'.f = m + 1 şi 
4 2 

I 
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CAPITOLUL li 

ELEMENTE DE LOGICĂ MATEMATICĂ, MULŢIMI, FUNCŢII 
• 

§ 1 ELEMENTE DE LOGICĂ MATEMATICA 

1.1. Elemente de calculul propozlţlllor 

Noţiunea de propoziţie. Se numeşte propoziţie un enunţ* d~spre care ştim 
că este sau adeC1ărat sau fals, însă nu şi una şi alta simultan. 

Exemple. Considerăm enunţurile: 1) În orice triunghi suma unghiurilor 
sale este egală cu 180°; 2) „3 + 2 = 5"; 3)„2 > 5"; 4) „Balena este un mami­
f'er"; 5) ,,Planeta Venus este satelit al Pămtntului". 

Toate . aceste enunţuri stnt propoziţii, deoarece despre fi~care putem să 
ştim dacă este adevărată sau falsă. De exemplu 1), 2) şi 4) sint propoziţii 
adevărate, iar 3) şi 5} sint propoziţii false. 

Observaţie. O clasă foarte largă de propoziţii adevărate o constituie teoremele din 
matematică. · 

Exemple. Considerăm enunţurile: 1) „x + 2 = 5"; 2) „x - 1 < 4"; 
3) „Deschide uşa I"; 4) „Numărul x divide numărul y"; 5) „Atomul de aur este 
galben". • 

Se observă că 1), 2), 3), 4) şi 5) sint enunţuri pentru care condiţia de mai 
sus (de a fi adevărat sau fals) nu este indeplinită. Mai exact enunţurile 1 ),2) şi 
4) au caracter variabil (vom vedea că ele sint predicate}. Enunţul 3) este o 
poruQcă (ordin} despre ca.re este lipsit de sens să afirmăm că este adevărat sau 
fals. Enunţul 5) este absurd, deoarece este lipsit de sens să vorbim despre 
culoarea unui atom. 

Valoare de adeC1ăr. Dacă o propoziţie este adevărată, spunem că ea are 
C1atoarea de adeC1ăr „adevărul" şi vom nota valoarea.· de adevăr, în a.cest caz, 
prin semnul „1" (sau „a."); cînd propoziţia este falsă spunem că ea are C1aloarea 
de adeC1ăr „falsul" şi vom nota valoarea de adevăr prin semnul „O" (sau „f"}. · 

Observaţie. „O" şi „1'~ sînt aici simboluri fără înţ_!lies numeric. 

Vom nota propoziţiile cu literele p, q, r,„. sau p 1 , p2 , p3,„ .. Acestea. se 
pot compune cu ajutorul aşa-numiţilor con'ectori logici „non", „şi", „sau" 
dind propoziţii din ce în ce mai complexe. Să indic'ăm, în cele ce. urmează, 
modul de obţinerP. de noi propoziţii -::u ajutorul conectorilor logici. 

•Un enunţ este un asamblaj de semne cărora li s-a dat un sens. 
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Negaţia propoziţiilor. Negaţia· propoziţiei peste propoziţia „non p'', eare se 
notează 1p şi care este adeC1ărată cînd p este falsă şi falsă ctnd peste adevărată"', 

Valoarea de adevăr a propoziţiei 1p este da.tă tn tabela. următoare: 

p 

1 
o 

jlp 

I ~ 
· De exemplu, consid.erăm propoziţia p: „Balena este un mamifer". Nega·· 

ţia lp este propoziţia.: „Non" halena este un mamifer sau, în itrnbajul obişnuit, 
„Balena nu este un mamifer". în acest exemplu 1? este o propoziţie falsă . . 

Conjuncţia propoziţiilor. Conjuncţia propoziţiilor p, q este propoziţia care 
se citeşte „p şi q" (notată p fV. q) care este adeC1ărată atunci şi numai atunci clnd 
fiecare din propbziţiile p, q este adepărată. • -

Valoarea de adevăr a propoziţiei p f\ q este dată h1 tabela următoare: 

p 

1 
1 
o 
o 

I q I 
1 
o 
1 
o 

p/\q 

1 
o 
o 
o 

De exemplu, să considerăm propoziţiile p: „2 + 4 = 6" şi q: „Luna este 
satelit al Pămintului". Propoziţia p A q este „2 + 4 = 6 şi Luna este satelit 
al Pămintului " . .fn acest .exemplu p A. q este o propoziţie adevărată, deoarece 
p, q sînt amîndouă propoziţii adevărate. Deseori în loc de p A q se mai _folo­
seşte şi notaţia p & q. 

Disjuncţia propoziţiilor. Disjuncţia propoz iţiilor p ,· q este propoziţia care 
se citeşte „p sau q" (notată p v q) şi care este 'adevărată atunci şi numai atunci 
cînd este adeC1ărată cel puţin una dintre propoziţiile p, q. 

Valoarea de adevăr a propoziţiei p v q este dată in tabela următoare: 

p 

1 
1 
o 
o 

I q I 

~ I 
~ l 

P vq 
1 
1 
1 
o 

De exemplu, să considerăm propoziţiile p: „2 > 3" şi q: „Balena este un 
peşte". Propoziţia p V q: „2 > 3 sau halena este un peşte" este o propoziţi1:> 
falsă, deoarece p, q sint amindouă propoziţii false. . 

Cu propoziţiile p, q, r, ... am construit propoziţiile : 1p1 p /\ q, p y q,.„ . 
Din acestea obţinem alte propoziţii, ca de exemplu : (1 p) v q 1 (1p} A ('1 q ), 
(1p V q) A r etc. , 

• Negaţia propoziţiei p se mai not~ază p . 
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Propoziţiile CiJ,re se obţin din propoziţiile p, q, r„ .. (numite propoziţii 
simple), aplicînd de un număr finit de ori conectorii logici „1, /\, v", se vor 
numi propoziţii compuse. Calculul propoziţiilor studiază propoziţiile compuse 
din punctul de vedere al adevărului sau falsului lor în raport cu valorile logice 
ale propoziţiilor simple care le compun. 

Implicaţia propoziţiilor. Să considerăm propoziţia compusă (lp) y q 
a cărei valoare de adevăr rezultă din tabela urrri'ătoare: 

P I q ip„ 
_1_1_1 _ o 

1 o o 
o 1 1 
o o 1 

(lp} V q 

1 
o 
1 
1 

Observăm că propoziţia compusă (lp} y q este falsă atunci şi numai atunci 
cînd p este adeCJărată şi q falsă, în celelalte cazuri fiind adeCJărată. 

Propoziţia compusă (lp) y q se notează p -+ q şi se citeşte, „dacă p, 
at.ilnci q" sau „p implică· q". Ea se numeşte implicaţia propoziţiilor p , q (in 
această ordine). 

In implicaţîa „p -+ q", p se numeşte ipoteza sau antecedentul implicaţiei, 
iar propoziţia q se numeşte concluzia sau consecCJentul implicaţiei. 

De exemplu, să considerăm propoziţiile p: „2 · 2 = 5" şi q: „Balena este 
un mamifer". Propoziţia p -+ q este „dacă 2 · 2 = 5, atunci balena este un 
mamifer", care este o · propoziţie adevărată deoarece peste falsă, iar q adevă­
rată. 

Observaţie. Deseori se întîmplă ca propoziţ.iile compuse pe care le obţ,inem să fie 
.. bizare" ea în exemplul dnL mai sus ln implir·nţie. Din p11nr·t11l dr vedere ni logirii mflt<'-
111aLire, ·111 sL11di11l propozi\.iilor 1:0111p11se ne int rresl'azij 1111mai v<1lo;_11·en lor dP adpv;il'. 

Echivalenţa propoziţiilor. Cu propoziţiile p, q putem forma propo1iţia 
compusă (p -+ q) /\ (q -+ p), care se notează p ..- q şi se citeşte „p ·dacă şi 

numai dacă q".Din .tabela de mai jos se vede că propoziţia p - q este ade­
vărată atunci şi numai atunci cind p şi q sint în acelaşi timp adevărate sau false. 

_ P_ I q p-+ q q-+ p Jp-q 

1 1 1 1 1. 
1 o o 1 o 
o 1 1 o o 
o o 1 1 1 

Formule echivalente în calculul propoziţional 

Aşa oum în clasele mici ou literele a, b, c, .. „ x, y, z,.„ şi simbolurile +, 
, - , : putem forma expresiile alge·brice, aşa şi în calculul propoziţional cu 

literele p, q, r,„ . (sau p 11 p 2; p 3,„ .) şi ou simbolurile conectorilor logici : V,/\, 
..... , - putem să formăm diverse expresii numite formule ale calculului pro­
poziţiol!-al. Formulele calculului propoziţional le notăm cu literele ex, ~. y, ~„„ 
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· Exemyle: pVq, (pVq)/\J, (pVq) -+(p/\q), (pVr) -+p, 1p -+p 
sint formule ale calculului propoziţional. 

Fiind dată o formulă ex= ex (p, q, r, „.) în scrierea căreia intră literele p, 
g, r, ... , ori de cite ori înlocuim literele p, q, r, ... cu diverse propoziţii obţinem 
o nouă propoziţie (adevărată sau falsă) care se va numi valoarea formulei oc 

pentru propoziţiile p, q, r, „. date. 

ObserCJaţie. Cititorul poate să facă imediat legătura c11 valoarea unei expresii alge­
brice pentru diverse valori numerice date liLerelor ce o compun. 

O formulă ex(p, q, r, „. ) Sllr~ are valoarea o propoziţie adevărată indiferent 
cum sint propoziţiile p, q, r, „. se numeşte formulă identic adeCJărată sau tau­
Jologie. 

Două formule oc şi ~ in scrierea cărora intră literele p, q, r, .„ se zic echi­
valente dacă şi numai dacă pentru orice înlocuire a literelor p, q, r, „. cu diverse 
propoziţii, CJalorile celor două formule sînt propoziţii (compuse) care au aceeaşi 
valoare de adeCJăr. 

Cînd două formule oc şi ~ sînt echivalente scriem oc = ~· 

Obser1Jaţie. Şi aici cititorul poate să-şi dea seama imediat că echivalenţa formulelor 
în calculul propoziponal este analoagă noţiunii de identitate a două expresii algebrice. 

Pentru a dovedi că două formule ale calcu~ului propoziţional sint echiva­
· 1ente se folosesc tabelele de adevăr. 

Exemple. 1). Fie °' = 1(pV q) şi ~ = (1p) /\ (1q). Din tabela de mai jos rezultă 
că (1. = ~· 

_P_ l_q _IP V ~i-(1.~-· 1_P_; __ 1_q-:--~-
l l o o o o 
J o l · o o o 
o 1 o 1 o o 
d o o ·t 

2) Fie y = 1(p/\ q) ş i 8 = (lp)V (1q). Din tabela de mai jos rezultă că y = 8: 

EXERCIŢII 

_ P ___ q_ I~ f\qj_r_/~l~_s_ 

I 

o 
n 

I 
o 
1 
o 

J 
o 
o 
o 

o o 
o 
t 

o 

o 

o 
1 
1 
1 

-/- 1. Să se decidă care din enunţurile următoare .sint propoziţii şi ce valori 
de adevăr au: . 

a) 2 · 3 = 6; b) (2 + 5) · (3 + 8) = 80; c) I x I > O (x număr real); 
ci) Oricare ar fi numărul real x avem I xi~ O; e) Închide cartea!; f) Există 
un număr real ;x, astfel incit x 2+ 2x - 3 =O; g) Dreptele d şi d' s!nt paralele. 

2. Din propoziţiile p : „2 = 4" şi q: „3 < 5" alcătuiţi conjuncţia, 

disjuncţia, implicaţia şi echivalenţa Cf!lOr două propoziţii. 
3 Folosind tabelele de adevăr, să se verifice: 

fay p V (9 f-. r) = (p V q) /\ (p V r) ; · b)) p /\ (q V r) = (p /\ q) V (p /\ r); 
j p=l(lp)·.d~p -.... q=lq -+lp; &~ pVq = qV p şi p/\q=qf\p. 
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4. Să se arate că următoare le propoziţii au va.loarea, de adevăr 111" indi· 
ferent de propoziţiile simple ce le compun: 

a) p -t (pVq) ; b) (p/\q ) -+p; c) (p /\(p -+q)) -+q; 
d) ((p -i- q) /\ (q --+ r)) --+ (p --+ r) ; e) (p -t q) -t ((q --+ r) -t (p --+ r)); 

f) p y {lp) ;. g) '1(p /\ (lp)). 

1.2. Elemente de calculu l predicatelor 

' Noţiunea de predicat are o importanţă deosebită in matematică. Fără 
a exagera, aproape orice teoremă din matematică este un enunţ ce conţine 

' unul sau mai multe predicate . 
Noţiunea de predicat. Să considerăm enunţurile: 

1) „x + 2 < 3"; 2) „x divide y". 
Să luăm enunţul „x + 2 < 3". Se vede că dacă tnlocuim x cu 2, obţinem 

propoziţia falsă, „2 + 2 < 3". Dacă facem x = O, obţinem propoziţia adevă­
rată „O + 2 < 3" etc. 

Să considerăm enunţul „x divide y". Pentru x = 2 şi y = 6 obţinem pro­
poziţia adevărată „2 divide 6". Pentru x = 4 şi y = 6 obţinem propoziţia 
falsă „4 divide 6" etc. 

Un enunţ care depinde de una sau mai multe 1Jariabile şi are proprietatea 
că pentru: orice „Mlori" date M~iabilelor corespunde o propoziţie (adevărată sau 
falsă) se numeşte predicat (sau propoziţie cu Yariabile ). Predicatele sint: unare, 
binare, ternare etc., după cum depind respectiv de 1, 2, 3; ... variabile. Notăm 
predicatele cu p (x, y, z, ... ), q(x, y, z, .. . ) ... Ori de cite ori definim un predicat, 
trebuie să indicăm şi mulţ imile în care Yariabilele iau Mlori. 

Exemple. 1) Enunţul p( x ): „x - I = 7", unde x desemnează un număr întreg, es te 

un predicat unar. 
2) Enunţul p(x, y ): „x es te f1·ate cu y", unde x, y desemnează oameni, es te ·un pre-

dicat binar. 
3) Enunţul p(x , y , z): „x = y + z", unde x, · y, z desemnează numere întregi, este 

un predica t ternar. 
4) Oacă avem două predic:ite P = y{ x, y , z, ... ) ş i Q = q(x, y, z, .„), care conţin 

ac~lcaşi variabi le, putem forma cu ajutorul conectorilor logici noi predica te: lP, P /\ Q, 
P V Q, P --+ Q, P - Q ş.a. ' 

Aşa, spre exemplu, pentru predica tul p(x), l p (x) este predicatul căruia pentru fie-
care valoare x = x0 îi · corespunde prop oziţia l p(x0 ). 

Cuantifi catorul existenţfal (3) şi cuari.tificatorul universal (V). Strîns legată 
de noţiunea de predicat apare noţiunea de cuantificator. Fie predicatul unar 
p(x}, unde x desemnează un element oarecare din mulţimea E. Putem for.m a 

enunţul : . 
„există cel puţin un x din E astfel încît p(x)", care se notE!az ă (3 x} p(x). 

Acest enunţ este o propoziţie, care este adeYărată cînd există cel pu{in un ele­
ment x

0
• din E , astfel incit propoziţia p( x0) este adeYărată şi este falsă cînd nu 

există nici un x
0 

din E astfel încît p(x0) să fie adeYărată. · 
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Exemple. J) Considerăm predi ra tul p (.x) : „x + 3 ~__,, O", unde ;r. dese mnează un 
.., număr întreg. Propozi ţia (3x)(x + 3 = O) este adevărată, deoarece pent.ru x0 = - 3 

propoz i ţia p(-3): „-3 + 3 = O" este adevărată. · 
3) Fie predica tul p (x) : „x9 + l. = O" , unde x desemneaz'.i un număr rl•al. i'l'llJ.> vzi!ia 

( ~x) (x2 + 1 = O) es te fal să, deoarece nu există nici un num'ir rea l x0 as tfel !ncll. să avem 
Xo + I = O. . 

Cu predicatul p(x ) putem forma şi enunţul : 

„oricare ar fi x din E are loc p(x )", 

care .se notează (Vx) p(x). Acest enunţ este .o propoziţie, care este ade~ărată dacă 
pentru orice element x0 din E, p(x0} este adB IJCtrată şi este falsă în caznl clnd 
există cel puţin un x 0 din E pentru care p(x0} este falsă. 

Ex~mple . 1) Fie predica tu l p(x): „x + 3 = O", unde x desemnează un număr întreg. 
Propoziţia ('v'x)(x + 3 = O) este fal s,ă, deoarece de exemplu pentru x 0 = 4,' propoziţia 
p(4): „4 + 3 = O" es te falsă . 

. ~) Consid:răm predicatu l p(x): „x• >-· O" unde x desemnează un număr întreg. Pro­
p~z1\.ia ('v'x) (x ?,. O) es te adevărată , deoarece pentru or ice număr întreg x0 avem 
xo ~ _o. 

EchiYalenţa predicatelor. Două predicate p(x, y, z, ... ), q(x, y, z, ... ) se zic 
echiYalente şi scriem p(x, y, z, .„ ) ~ q(x, y, z, .„), dacă oricum am alege valorile 
variabilelor x0 , y0 , z0 ,.„, propoziţii le p( x0 , y0, z0,„. ) şi q( x0 , y0 , z0,„ .) au aceeaşi 
valoare <le adevăr. Dacă oricum am alege valorile variabilelor x y z 0> Ol 01 .„ 

pentru care propoziţi a p(x0 , y0, z0 , „ .) est e adevărată rezultă că ş i p ropoziţia 

q(xo, y0 , z0 , ••• ) esLe adevăraLă , vom scrie 

p(x, y, z, .. . ) = q(x, y, z, ... ). 

. Se vede că p(x, y, z, „.) ~ q(x, y, z, ... ) atunci şi numHi 
p(x, y, z, „. ) ::::. q(x, y , z, .. . ) şi q(x, y, z, .„) ::::. p(x, y , z, .„ ). 

H l.11 I l \' Î dn d 

E xem ple . I) Considerăm predicatele p(x): „x < O" şi q(x): „x?,. O" undo x dcsem-
11 eazi\ un număr real. Sl' observă că 

lp(x) ~ q( x) şi l q(x) - p(x). 

2) Considerăm predicatele p(x, y): „x = y" şi q( x, y): „x :j. y", unde x, y desem­
nează. numere reale. Se observă că 

l p(x, y) - q(x, y). 
3) Considerăm predicatele p (x): „x > O" şi q(x ): „x• > O", unde x desemnea~ă un 

·număr real. 
Se vede ~ă. p(x) ~ q(x), dar nu are loc implicaţia q(x) ~ p(x), deoarece pentru xn = 

= - J, propoziţia q( - 1): „( - 1)3 > O" este adevăra tă, pc cî nd propozipa p( - 1): „ - 1 > 
> O" es te fal să. ' 

, Reguli de negaţ{e. Fie p(x) un predicat unar, unde x desemnează un ele· 
rnent ~in mulţimea E. Atunci 

1) 1((3x) p(x)) = (Vx) lp(x), 

2} 1 ((Vx) p(x)) = (3x) 1 (p(~)) 

(a ici ·semnul„ =" desemnea.ză faptul că cele două propoziţii au aoee~şi va­
loare de adevăr). 

1 \I 



Exemple. J) Să considerăm predica tul p(x): „x - 2 = 3", unde x desemnează un 
num'ir întreg. Propoziţia (3x) p(x) este adevărată deoarece pentru x 0 = 5, propoziţia 
p(x0): „5 - 2 = 3" este adevărată. Atunci propoziţia 1(3x) p(x) este falsă . Pe de altă 
parte, predicatul 1p(x) este echivalent cu predicatul „x - 2 =F 3". Propoziţia (Vx) (x -
- 2 'I= 3) este falsă, deoarece pentru x0 = 5, propoziţia „5 - 2 =/= 3" este falsă. Deci am 
verificat că 

1(3x) (x - 2 = 3) = (Vx) ~ - 2 = 3). 

2) Considerăm predicatu l p( x): „x >: O", unde x desemnează tJn număr întreg. 
Propoziţia (Vx)(x > O) este falsă, deoarece pentru x 0 = -1, „-1 > O" este o propoziţie 
falsă. Atunci, propoziţia 1((Vx)(x > O)) este adevărată. 

Pe de altă parte, 1p(x) este echivalent cu predicatul „x .;; O". Propoziţia (3x) (x .;; O) 
es te adevărată. Deci am verificat că 

1((Vx) (x > O)) = (3x) 1(x > O). 

Predicate de mai multe CJariabile. Fie p(x, y) un predicat binar. Folosind 
cuantificatorii (3) şi (.V), putem forma predicatele unare: (3x) p(x, y) · şi 
(Vx) p(x, y), unde y este variabila acestor două pred.icate (y se zice CJariabilă 
liberă, iar x CJariabilă legată). Din aceste două predicate unare putem forma 
propoziţii le : 

„(3y) (3x)p(x, y) , (Vy) (3x)p(x, y), (3y) (Vx)p(x, y) şi (Vy) (Vx)p(x, y)" . 

Semnalăm următoarele proprietăţi de comutativitate ale cuantificato­
rului de acelaşi fel: 

(Vx) (Vy) p(x, y) = (Vy) (Vx) p(x, ,Y) 

(3x) (3y) p(x, y) = (3y) (3x) p (x, y). 

Din regulile de negaţie pentru predicatele unare obţinem regulile de 
negaţie pentru predicatele binare. 

De exemplu: 1((3x) (3y) p(x, y)) == (Vx) (Vy) lp(x, y). 
Intr-adevăr: 1((3x) (3y) p(x, y)) == (Vx) 1((3y) p(x, y)) == (Vx) (Vy) lp(x , y) . 
Consideraţii anaioage se pot face pentru predicate cu 3, 4 sau mai multe va-. 
ri!lbile. 

Observaţii. 1) Dacă p(x, y, z, .„) şi q(x, y, z, ... ) stnt două predicate, atunci p(x, y , 
z, „.)- q(x, y, z, ... ) dacă şi numai dacă este adevărată propoziţia: (Vx) (Vy) (Vz) ... 
[p(x, y, z, ... ) ..... q(x, y, z, ... )]. De asemenea, p(x, y, z„ .. ) = g(x, y, z, . .. ) a tunci şi 
nnmai a tunci cînd este adevărată· propoziţia : 

(Vx) (Vy) (Vz) „.(p(x, y, z, ... ) -+ qlx, y, z, ... )). 

2) Multe teoreme se scriu sub forma implicaţiei · 

p(x, y, z, ... ) = q(x, y, z, „.). 

J ° Considerăm teorema: în orice triunghi medianele sînt concurente. Această teo­
rtimă esle de forma p(x, y , z) = g(x, y, z), unde p(x, y, z) es te predicatul t ernar: „x, y , z 
slnt medianele unui triunghi" iar g(x, y, z) este predicatul: „x, y, z sînt concurente". 

2° Fie teorema: dacă ABC este un triunghi dreptunghic, atunci BC2 = AB2 + 
+ AC3 . Această teoremă este de forma: 

p(x, y, z) = q(x, y, z), 

unde p(x, y, z) este predica tul: „x, y, z sînt laturile unui triunghi dreptunghic /\(X< 
< z) /\ (y < z)", iar q(x, y, z) este predicatul: „z2 = x 2 + y•". 

\ 
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s•. Teorema u~mătoare: „lntre donă numere r<t~ional e rlislinclu se găssşle 1111 nurnilr 
raţional diferi t de · acestea", se scrie sub fnrrna: 
p(x , y) =:.- q(x, y ), unde p(.'1;, yl esle µr~dicalul : „ (x-# y\ /\ (~: < y )", iar q(x . y ) rsle 
predicatul: „(3z) [(x < z) /\ (z < y)]. 

1. Fie, predicatul p( x, y): „x divide y" . unde x , y desemnează numere 
.naturale. 

. a) Să se determine valorile de adevăr pentru propoziţiile: p(2, 6), p(7, 15 ), 
p(20, 100), p(45, 100). 

b) Să se determine valorile de adevăr ale propozi ţii lot·: 
(Vx) (Vy) p(x, y), (Vx) (3y) p(x, y) , (Vy) (3.r) p(x, y) , (3 :i;) (3y) p (x, y). 

2. Fie predicatul p(x): „x2 - 2x + 3 =O" unde x desemnează. un număr 
real. Să se determ.ine valorile de adevăr pentru propoziţiile : (3x) p(x) şi 
(Vx) p(x). Să se verifice regulile de negaţie. 

3. Pentru orice predicat binar p(x, y), să se verifice că propoziţia 
(3x) (Vy) p(x, y) -+- (Vy) (3x) p (x, y) este adevărată. 

4. Fie predicatul p(x, y): „x + y = ·2" unde x, y, desemnează numere 
întregi. Să se spună dacă propoziţia (Vy) (3x) (p(x, y) -+ (3x) (Vy) p(x, y)) 
este adevărată sau falsă. 

5. Să se determine valoarea de adevăr a propoziţiilor: 
a) (Vx) [( x >O) V (x < O) V (x ~ ll)], unde x desemnează un număr 

real oarecare; 
b) (3x) (3y) [( x =F O)/\ (y =F O) -+- (xy =O)], unde x, y sînt numere 

oarecare. 

· § 2. MULŢIMI 

2.1.. Noţiunea de mulţime 

Noţiunile de mulţime şi de element al unei mulţimi fac parte din categoria 
acelor noţiuni matematice care nu pot fi definite, dar sînt impuse de numeroasP 
exemple: 1) mulţimea cuvintelor din limba română; 2) mulţimea elPYilnr 
dintr-o clasă; 3) mulţi mea numerelor naturale: O, 1, 2, 3, ... etc. 

Aşa cum scria Cantor, creatorul teoriei mul ţimilor, o multime e~te „o 
colecţie de obiecte (numite elementele mulţimii) de natură oarecar~, bine deter­
minate şi bine distincte". 

Vom nota cu litere mari mulţimile, cu litere :pi.ici elementele lor. Dacă A. 
oste o mulţime şi x un element al său, vom scrie xE A şi vom citi „x apar­
ţi~e lui A". Dacă x nu se găseşte în A, atunci vom scrie x e A şi vom citi 
„x nu aparţine lui A". · 

Aşs cum rezult~ din fraza de mai sus, elementele unei mulţimi sînt d is· 
t inete, adică un acelaşi element nu se poate repeta de mai.multe ori. De aseme ­
nea, elementele unei mulţimi trebuie să fie bine determinate. Există două 
moduri de definire (de -determinare) .a. unei mulţimi: 
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a) Numind individual elementele sale. In acest caz mulţimea se specifică 
scriind intre acolade elementele sale: {x, y, z,„.}. De exemplu : A= {O, 1, 2, 
3, 4, 5} adică mulţimea formată din primele şase numere naturale; B = {o:, 
~' y, ~ }, adică mulţimea formată din primele patru litere mici ale alfabetului 
grec. 

b) Specificînd o proprietate p e care o au elementele sale şi nu o au alte 
elemente. Mai precis, dată o proprietate, se poate vorbi de mulţimea acelor 
obiecte pentru care proprietatea respectivă are loc. Mulţimile definite în acest 
mod se vor nota prin 

A = {x i P(x)}, 

adică mulţimea acelor obiecte x, pentru ·care are loc P(x) . . 

Exemple. 1). Considerăm proprietatea: „es te număr prim par". !n acest caz mul­
Urnea este {2}. 

2) Dacă considerăm proprietatea: „număr natural par" în acest caz A este mul-
ţimea numerelor naturale pare. · 

O mulţime definită după primul mod se zice că este dată sinteti~, iar o 
ro-ultime definită în al doilea mod se zice că este dată analitic. 

'O mulţime care are un număr ·finit de elemente se zice finită. ln caz 
contrar se numeşte infinită. De exemplu: ~ulţimea elevilor dintr-o clasă, 
mulţimea oamenilor de pe glob, sint mulţimi finite. Mulţimea numerelor 
naturale, mulţimea numerelor naturale pare, sînt mulţimi infinite. 

In teoria mulţimilor se admite existenţa unei mulţimi care nu are nici 
un element ; aceasta se numeşte m~lţimea vidă ~i se notează cu simbolul 0. 

Notaţii. Cu N vom nota mul(.imea numerelor naturale: 
"N = {O, 1, 2, 3,„.}; cu Z mul ţimea numerelor întregi; cu Q mulţimea numerelor raţio­
nale, iar cu R mulţimea numerelor reale. Dacă a şi b s înt două numere reale cu a < b, 

vom nota cu: 

[a, b] = {x I x e R, a~ x ~ b}, numit interval închis cu extremităţile a şi b; 
r a, b) = {X I X E R, a ~ X < b}, n li mit interval tnchis la stînga şi deschis la dreapta; 
(a, b] = {x I x e R, a < x ~ b }, numit interval deschis la stînga şi închis la dreapta. 

Dacă a e R, notăm cu : 
[a,oo ) = {x Ix e R, a< x}, (respectiv (a,oo ) = {x Ix e R, a< x}), numit interval 
tnchis la sttnga şi nemdrginit la dreapta (respectiv interval deschis la stlnga şi nemdrginit 
la dreapta) . 

De asemenea notăm cu : 
(- oo, a) = {x Ix e R , x ~a} (respectiv (- oo, a) = {x Ix e R, x < a}) , numit inter­
val închis la dreapta şi nemărginit la stînga (respectiv interval deschis la dreapta şi nemăr­

ginit la stfnga). 
Se observă că toate aceste mulţimi sînt definite analitic. 

2.2. Mulţimi egale 

Se spune că mulţimea A este egală cu o mulţime B dacă orice ele:ment 
al lui A aparţine lui' B ş~ reciproc. Notăm faptul oă mulţimile A şi B slnt 
egale astfel : A = B . 
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E:cem.ple: 1) {I, 2. :-!. 4, !I I = {4 , :1. 2, ii, I} . 
2) M11lţimPa {2} t>s le ega l ă r.11 m11Jţimea n11m.erelor nat11r11 le pure tnre sl~ t prirno. 
3) ~fo l pmil e {:.!, 3, 4} şi {2, 3, 7, 10} nn sînL e0a le. 

Relaţi a <le egalitate Intre mulţimi are· urmăLoarele propl'ieL1\.i: 
i) est e reflexiv~, adică A = A; 
ii) este simetrică: dacă A = B, atunci B = A; 
iii) este tranzitivă: dacă A = B şi B = C, atunci A = C. 

2.3 . Rel aţia de incluziune 

Şe spune că o mulţime A este inclusă în mulţimea B dacă ori ce elemen L 

al mulţimii A este şi element al mulţimii B. Se notează A c B sau B ::::> A. 
Dacă A nu este inclusă in B se scrie A <t. B. Altfel spus, A <t. B înseamnă 
că există x E A astfel incit x ~ B. 

Cînd A este inclusă în B se mai spune că B conţine pe A sau că A este 
o submulţime (sau parte) a lui B. 

E xemple. I) {I , 2, 3}estc inclusă în {l , 2, 3, 5, 7}, adică {J , 2, 3} c {l, 2, 3, 5, 7}. 
2) Mulţimea numerelol' natura le pare est e inclusă în• mu lpmca numerelor naturalf'. 
3) N cz cQ cR. 
4) Se race con venţia c:t pentru orice mulţime A, mul ţimea vidă este inclusă î n A, 

adică 0 cA. 
5) Mul ţimea {l , 2, 3} nu es te inclusă în mulţimea {2, 3, 5. 7} deoare1·e I (t: {2.- 3. 

5, 7}. 

Fie A o mulţime şi o proprietate P(x); mulţimea elementelor din A care 
au proprietatea P(x) se notează: 

B = {x E A I P(x) }: · 

Exemple. 1) Mul ţimea numerelor na turale care ,;e divid c;~ 5 se notează A = 
{x e N I 5 divide x} . 

2) Mul ţimea numerelor. întregi x cu proprietat.ea 7x + 8 -=' - 6 se scrie A = 
{x e Z I ?x + 8 = - 6}. Se vede că A = {-2}. 

Din definiţia relaţiei de incluziune rezultă că aceasta a re următoarele 
proprietăţi. 

a) este reflexivă, adi că A c A; 
b) este anti simetrică, ad ică dacă A c B şi B c A, atunci A= B ;-
c) es te tranziLivă, adică din A c B şi B c C rezultă A c C. 
P roprietatea b) se utilizează în practică în sensul că pentru a dovedi 

că A = B se probează inc luziunile A c B şi B c A. · 
Dacă A esLe o mulţime, atunci mu lţimea care are ca elemente toate sub­

mulţimile lui A, se numeşte mulţimea p ărţilor lui .A şi se notează cu rp(A). 
Aşadar 

rp(A) = {X I X c A}. 
Observăm că mu lţimea vidă 0 şi .mu lţimea totală A slnt elemente a le 

lui rp(A). 
E.'J;emple. Fie A = {1, 2, 3}. Avem. 

rp(A) = {0, {1}, {2}, {3}, {1 , 2}, {1, 3} {2, 3}, {1 , 2, ::l}}. 



2.3. Operaţi i cu mulţimi 

1. Reuniunea mulţimilor 

D e f i n i ţ i e . Se numeşte reuniunea a două mulţimi A şi B mulţimea tuturor 
elementelor care aparţin cel puţin uneia din mulţimile A sau B_. 

Notăm reuniunea mulţimilor A şi B prin A U B şi citim „A reunit cu B". 

Deci A U B = {x I x E A sau x E B}. 
I 

Exemple. 1) {1 , 2, 3, 4} U {3, 4, 10, 12, 13} = {1, 2, 3, 4, 10, 12, 13}, 
2) {a, b, c} U {c, d, e, f} = {a, b, c, d, e, f}. 

Grafic, reuniunea a .două mulţimi este reprezen­
tată in figura 11.1 pr~n porţiunea haşurată . 

Obsere>aţie. Aşa cum am definit reuniunea a două mul­
ţimi, putem defini re11ni11ne:i unui nnmăr finit de mulţimi. 

Fig. II .1 Mai exacL, dacă Al> A2, • : . ,An sînt n mulţimi~ alunei mulţi-
mea elementelor x cu propuie'Latea „x aparţine cel puţin 

uncia din mulţimile A1 sau A 2 •sau ... sau An" se numeşte reuniunea mulţimilor Ai. A 2 , ••• 

. . . , An şi se notllază A 1 U A 2 U ... U An. Deci A 1 U A 2 U „. U An= {x I (3i) 1 ~ i .;;; 
~ n astfel incit x e AiJ. 

Exemple. 1) FieA1 = {l, 2}, A 2 = {2, 3, 4 } şi A 3 = {1, 3, 5 }. Atunci A 1 U Az U Aa = 
= {I, 2, 3, 4, 5}. 

2) Dacă B1 = {1}, B2 = {2, 5}, 8 3-= {I, 2, 6} şi B4 = {2, 5, 7},a Lunci.B1 U B2 U 

U B3 U B 4 = {l , 2, 5, 6, 7}. 

2. Intersecţia mulţimilor 

D c f i n iţi e. Se numeşte intersecJia a două mulţimi A şi B mulţimea ele­
mentelor care aparţin H lui A şi lui B. 

Intersecţia mulţimilor A şi B se notează A n B şi se citeşte „A inter­
sectat cu B ". 

Deci: An B = {x I X EA şi X E B}. 
Mulţimile A şi B se numesc disjuncte dacă An B = 0, adică dacă nu 

Fig. II.2 

au in comun nici un element. 

Exemple. {l , 2, 3} n {2, 5, 7, 8} = {2}; 
2) {a, b, c, d, e} n {b, d, f} = {b, d} ; 

3) {I, 2, 3} n {4, 8, 9} = 0. 

• Grafic, intersecţia a două mulţimi este reprezen­
tată in figura 11.2 prin porţiunea haşurată. 

Obsere>aţie . Aşa cum am definit intersecţia a do11i! mulţimi, putem defini intersecţia 
unui număr finit de mulpmi. Ma i cxacL dacă A1 , A 2 , „ .,A„ sînt n mul ţimi, a lunei mulţi­
mra elementelor x cu propriclalea „:r apar\.ine ş i lu i A1 ş i l11i A.2 .„ şi lui An" se numeşte 
i n i ~rscc ţia mulţi milor A1 • A 2 . • . „ A a şi se not p,azi'l A1 n A , n „ . n An. Deci A 1 n A2 n An = 
.., (x I (V'i )l .;;; i .;;; n avem :i: E Ad. 
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Exemple J) F'ie A1 = {I , 2, 3, 4}, Az = {l, 3, 4 , 5} şi A3 o:= {I , 4, 6J , 
Atunci A1 n A2nA3 = {l , 4}. 

2) Dacă B 1 = {I, 2, 3, 4, 5}, B 2 = {l , 4, 5, 6}, B 9 = {l , '•, 5, 7}, H 4 = {4, 5, 6, 8 } şi 
B 5 = {3, 4, 5 }, atunci B1 n B2 n B3 n B 1 n B 5 = {4, 5}. 

3. Complementara unei submulţimi 

Definiţie. , Fie E o mulţime şi A o submulţime a lui E . Submulţimea lui 
E foi-mată din acele elemente ce nu aparţin lui A se numeşte 
complementara lui A în raport cu E . Această mulţime se no­
tează CEA (sau mai simplu CA cînd nu există nici un dubiu 
asupra mulţimii E). 

Deci: CEA= {x E E I X e A}. 

Exemple. 1) Dacă E = {l , 2, 3, 4, 5} şi A= {l, 3, 5}, atunci CEA = {2, 4} . 
. ·2) Dacă A este mulţimea numerelor naturale pare, 

11.Lunci CNA este mulţimea numerelor naturale impare: 
3) Daci\ E = {a, b, c, d} şi A = {b, d}, atunci 

CEA = {a, c}. 
~) CEE = 0 şi CE0 = E . 

Grafic, complementara unei submulţimi A în raport 
cu mulţimea E este reprezentată · în figura 11.3 prin por­
ţi unea haşurată. 

4. Diferenţa a două mulţimi 

Fi!{. l 1.3 

D e f i n i ţ i & • Fie A şi B două mulţimi. Mulţimea formată din elementele 
- lui A care nu sînt elemente ale lui B se !lumeşte diferenţa 

dintre mulţimea A şi mulţimea B şi se notează A - B. 

Deci: 

. A - B = { x J x E A şi x e B}. 
Exemple. 1) {1 , 2, 3, 4, 5} - {2, 4, 5, 7} = {1, 3}. 

2) {a, b, c} - {d, e, f} = {a, b, c}. 
3) {a, b, c} - {a, c} = {b}. 

Grafic, diferenţa dintre A şi B este reprezen­
tată în figura 11.4 prin porţiunea haşurată. 

5. Produs cartezian 

Fig. II.4 . 

D e f i n i ţ i e. Se numeşte pereche ordonată (cuplu) formată din elementele 
x şi y o ordine între elementele x şi y în sensul că x este primul 
element, iar y este al · doil~a element şi se notează cu (x, y). 

ln perechea (x, y) , x se mai ' numeşte prima componentă, iar y a doua 
componentă. 

Două perechi (x, y) şi (x', y') sint egale dacă şi numai dacă x = x' şi 
y = y'. 
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Rezultă că (x, y) '# (y, x), egalitat ea avind loc numai pentru x = y. 
De aici rezultă. că noţiunea de pereche ordonată est e diferită de cea de mul­

ţime formată din două elemente. 

E xem ple. 1) Cu num'}rele 1 şi 2 putem forma două perechi ordonate : ( J, .2) ş i (2, . J) 

care slnt dis tincte . În plus p erechile (1 , 2) şi (2, 1) stn t diferite de mulţimea {l , 2}; 
2) Cu numer ele I şi 1 putem forma cuplul (l , 1) . 

D e f i n iţi e. Fie A şi B două mulţimi. Mulţimea a.le cărei elemente sînt 
toate perechile ordonate (a, b), în care a E A şi b E B se nu­
meşte produsul cartezian al mulţimilor A şi B (în aeeastă 
ordine) şi se notează A x B. 

Der.i: A x B = ·{ (a, b) I a E A şi b E B}. 
Cind A = B, se notează A X A = A 2

• 

E xemplu. Fie A= {1, 4, 5,} şi B = {'.1 , 2, 3,}. · -
A tunci A ·x B = {(1,1), (1,2 ), (1,3), (4 ,1), (4 ,2), (l• ,3 ), (5,1), (5,2 ), (5,3)} 

.ş i B X 4 = {(1,1}, (1,4) , (1,5), (2,1 j, (2,4), ('2,5 ), (3,1), (3,4), (3,5 )}. 

~e observă că A x B '# B x A deoarece, de exemplu , elementul ( J, 2) e A x B 

şi (1 , 2) !i!'; B X, A. 
Observaţii . 1) ln exerciţiil e und~ avem de d 3t ermina t produsul cartezian a două 

mulţimi este bine să reţinem faptul că dacă A este o mulţime finită cu m clemente, iar B 
este o m•1lţime finită cu n elemente, alunei A x B a r e m · n elemen te. Într-adevăr , cu 
f iecare element a e A putem cons trui n perechi ordona te de forma (a, y), cu y e B . Cum 
B are rn elem ente, numărul total de perechi ordona te es te m • n . 

2) Fie A şi B submulţimi ale mulţimii numerelor reale R . Mulţimea A X B se 
p oa te reprezenta grafic printr-o mulţime de punc te din plan , în care s -a fixat un sis tem 
de axe r ect a ngulare xOy, asociind fie(:ărui. element (x, y) e A x B, punctul P(x, y) de 

coordona te x şi y. -
De exemplu: 1° Dacă A = [l , 2J şi B = [2, 4), atunci A x B are ca reprezentare 

în plan dreptunghiul haşurat ABCD (fig . II. 5) unde 
A(l , 2}, B(l , 4) , C (2, 4) ş i D(2 , 2). J 

4 B C 

,~,I" 
o 

I I 
I · I 
I I 
I I „ 

Fig. 1,1.5 , 

J( , 

2° Dacă A = B = R, atunci R x R~= R 2 a re ca 
r eprezenta re tot planul. 

6. Proprietăţ i ale operaţiilor cu mulţimi 
(Exerciţii.) 

1°. Dacă A, B , C sint trei mulţimi , atunci 
A u (B u C) = (A u B) u c şi A n (B n C) = 
= (A n B) n C (asociativitatea reuniunii şi a 
intersecţiei) . · 

2° Dacă A, B sint mulţimi , . a~unci 
AUB = BUA şi AnB= BnA (comutaticn tatea 
reuniunii şi intersecţiei). 

3° Dacă A este o mulţime, atunci AU A = A şi A n A = A (idempo­
tenţa reuniunii şi intersecţiei). 

4° Oricare ar fi mulţimea A, AU 0 = A şi An 0 = 0. 
5° Dacă A, B, C sint trei mulţimi , a.Lunci A U (B n C) = (A U B) n 

n (A U C) { distribati"itatea reuniunii faţă de intersecţie) şi An (B U C) = 
= (An B) U (An C) (distributi"itatea intersecţiei faţă de reuniune). 
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6° Dacă A,B sînt submulţimi ale lui E, atunci Cg(A U B) = CEA n CEB 

Şl c g(A n B) = c EA u c EB (formulele lui de Morgan). 
7°. Dacă A est e o submulţ.ime a lui E, atunci CJ<:(CsA) = A. 
8° Dacă A , B s!nt do.uă mulţimi , atunci A - B = C A(A n B). 
9° Dacă A , B , C sînt trei roultimi at unci 

I ) 

~?. A - (B U C) = (A - B) - C; ii) A - (B n C) = (A - B) U (A - C) ; 
m) (A U B) - C = (.A - C) U (B - C) ; iv ) (An B) - C = An (B - C) = 

= ~A - C)nB . . 
10° Dacă A , B , C sînt trei multimi at unci . ' ' ' 

~~- A X (BU C) = (A X B)U(A X C); ii) A X (Bn C) = (A X B)n(A XC); 
111) A X (B - C) = A X B - A X C. 

V?m demonstra, ca model, distributivitatea reuniunii faţă de intersectie 
adică AU(Bn C) = (AUB)n(AUC). . . ' 

·Fie x E A U (Bn C). Avem: 
xE A U (Bn C) = xE A sau xE Bn C = xEA sau (xE. B şi xEC) = 

= (xEA sau x E B ) şi (x E A sau xEC) = xEA U B şi x E A U C = 1.. 

= xE (A U B) n (A U C). Deci A U (JJ n C) c (A U B ) n (A U C). 
Fie xE(A U B) n (AU C). Avem : 
a;E (A U B ) n (A U C) = xE A U B şi xEA U C = (x6 A sau x E B) şi 

(.xc.A sau xE C) = xE A sau (xE B şi xE C) = xE A sau x E BnC = 
~ xc..A ~ (Bn C). Deci (A U B ) n (AU C) c AU (Bn C). Din cele două 
m clu zrniu rezu ltă că A U (B n C) ' (A U B) n (A U C). 

Observa,iie. Ca ex.crriţiu , s'\ forma l iz~m î n termeni logici cllcva d in definiţiile d in 
an ::;L paragra f. De exem p lu : 

J) relaţia d 3 incluziune, Ac: B , s e scri e : 

AC: B.,,,. (\I x) (x E A => x e B ); 
2) rela ţi a A (t B se scrie : 

A (t B ""' (3x) ((x e A ) /\ (x E B)). 

Folos ind legilll de negaţie d in calc1'.l11l cu p1°edicatc, se poa le verifica uşor eii p ropozi ţia 
(3x ) ((x e ':41. 0 (x E. B)). es te echival en tă cu propoziţia 1(( 'v'x) (.c e A => x E B )) 

3) def1111\.ia r eun1uni1 A U B , se scri e ' 

x E A U B ""' (x e A) V (x E /J) ; 
4) definiţia in tersecţie i A n B , se scr ie 

X E A n B ...,.. (x EA)/\ (x E B); 
:i) definiţia complementa rei CEA, se scri e -

x e CEA...,.. (x e E) /\ (x !i!'; A) ; 

6) definiţia diferenţei A - B, se scrie 

x e A - B ...,.. ( x e A ) /\ (x !i!'; B) . 

Propunem citilorului să formalizeze "şi alte definiţii !ntîlnile. 

EXERCIŢII 

.U Să se verifi cie egalită ţil e: 
'a) {/E N I x2 - 4x + 3 = O} = {J, 3}; 

b) {x E NI x 2 + x - 2 ;=:. O} = {J }; 

27 

„ 



G) { .c e Z I 2J-2 - :Jx + l = O} = {J } : 

d) {x E Q I 2x2 
- 3x + I = O} = { +, 1} ; 

e) {x e Z I Ix-. l I = 2} = f - 1. 3). 

2 Să se determine mulţ.imea: 
{x E Z I mx2 - (m2 + J) x + m = O}. Oisr11ţi t>. 

3J Să se arate că oricare din condiţiil e : Ac B, An li = A şi AU B = B, pentru s ub­
m'.llţimile A şi Bale mulţimii X, implică celela lte două. 

4.)care dintre urm'itoarele propoziţii sînt adevărate sau fa lse: 
a) {11, b, c} = {b, 11, c}; b) {4, 5, 6} = {6, t,, 5}; 
C) {8 + J , 5} = {5, 9}; d) 3 E {3}; O) 3 (i!O {:~}; 

• f) 3c {3}; ' g) /il} = f4}: ' h) {3} = {{:-!}}; · 
i) 0C (1}; j) 0 E { I }. 

5. S11 se descrie mulţimile: 

~f~({ I})) şi ~:!!t:!!t ({1}))). 

( li. Să se determine mulţimi i& 

a) A = {x e Nlx =_'!!!__, neN}; 
n + 2 

b) B = { x E Z I x = 
5

11. + 7 
. n e Z } ; 

3n + 1 

1·) C = { x e 'N Ix = 2n
2 -i: 4

n -1-
2 

, n e N}. 
n· + I 

(9 F ie A = {l , 2, 3, 4}, B ~ {2, 3, 7, 11} . Să se determine mulţimile AU B, An B, 
A - B. Dacă E =A U B, să se determine CEA şi CEB. 

8.> FieA :: {I , 3, 5, 7}, B = {3,7,9},C = {3,5, 7, 9}.SăsearatecăAUB= AUG. 

9. Dacă A, B , C sînt tr"ei muJt.imi astrei încîl A U B = A U C şi A n .B = An C, atunci 

'"' B = C. 
'r to.)să se determine m astfel î ncit: . 
11'""\{x E R I x2 - .'ix+ m = O} n {:t e R I x 2 

- 3x + 2 = O}-# 0. 

\ ll;JS'i se determine m astfel Incit: 
~ {x E R I x 2

:.. 3x + m = O} n {x E R I x 2 
- 5x + 4 = O} = 0. 

12.) S<1 se de termine m as tfel încît: 

{x e R I x 2 + mx - 1 = O} - { - 2, +} = 0. 

ta. Sf' st• arate că mulţimea 
{x e R I x2 + mx + 1. = O} U {x E R I x2 + 4:r + m 2 = O} 

arc două elemente oricare ar fi m e R. 
14. Să se arate că: 

{xeRjx = a2 7;7 1
, aeR} =(-oo, - 3]U(l , -too). 

JJ>. Fie A = fx e R I x 2 + mx + m 2 + 1 = O}. Să se calrnlczc C1t'4. 
( rn.pa terminaţi toate submulţimile următoarelor mulţimi : 

A = {I, 2, 3}, B =.{a, b, c, d} , C = {x, y_, z, u, vf. 
17. Fie a 1111 num.:ir natura l. Vom nota cu D(a) millţimea 

D(a) = {x e N I x d iv ide a}. · 
i) Dovediţi că D(a) are cel puţin două elemen te (a > l). 

ii ) Pentru r.Jr e numere natura le a, D(a) are exact două elemente. 
iii) Pentru care nu mere naturale a, D(a) are exact patru elemente. 
iv) Determinaţi mulţimile: D(B), D(l60)~ IJ(120). · 
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18. Să se determine m astfel încit mulţimea 

A = {x E R I x 2 - mx + 2 = O} U {x e R I 2x2 
- mx + 1 = O} 

să conţină 3 elcm.mte. Poale avea,A., 2 elemente '? • 
19. Fie r 1 <. r 2 < .„ < rn < „. numere naturale. F ie1 de asemenea, a un număr natural. 

Pentru orice n11 miir natural k notăm: 

A1t = {a + r1im I m = 1, 2, „.). 
Dovedi ţi că nu exis tă nici un element comun tuturor mulţimilor A1i(k ~ I ). 

20. Fie A, B două mul ţimi . Notăm cu A6B = (A - B) U (B - A) (Mul! imea A 6B rn 
numeşte diferenţa simetrică a mulţimilor A şi B). Dovediţi că: a) Pentru orice lrei 
m'ulţimi A, B, G a re loc egalita t ea (A6B)6C = Ati(B6C); b) A/10 = 06A = A: 
c) /16B = B6A; d) A6A = 0. 

21. Fie a0 un număr natural. Definim mulţimea 
. ; -2- v---

A = {ao, a1, a2,„„ a11, „.} unde a1 =V ao + l , „„ a1i+1 = · a;. + I , .... 
.Al'ătaţi că mulţimea A - Q -# 0. 

22. Dacă M este o mulţime finită, vom nota prin n( lld) numărul elementelor sale. F ie 
A , B , C trei mu_Jţimi. J:?ovediţi că : 

n(A U BUC) = n(A) + ri(B) + n(C) - [n_(A n B) + n(A n C) + n.(B n C)] + . 
+ n(A n B n C). . 

23. Fie Al> A 2 , .„, An, n mulţimi (n ~ 2). Dovediţi că pentru oricare două numere na­
turale i, j (1 ~ i ~ n, 1 ~ j..; n), avem: 
(.41 n A2 ri . „ n Ai) n (Ai+i n . „ n Anl = (A1 n A 2 n „. n A;) n (Aj+i n .. . n An) = 

= A 1 n A 2 n ... ri An 
şi (A1 U A2 U „. U Ai) U (Ai+t U ... U An) ==' (A 1 U A 2 U . . . U A;) U (A;+1 U .„ U Anl ­
De as'.lm3nea, dacă i 1 , i~, .. „ in s lnt nu.merele l , 2, .. „ n scrise într-o a l tă 01·d ine, atunci 

A 1 U ... U An = Ai, U ... U Ain• 

A 1 n „. n An = Ai, n „ . n Ain· · 

24. Fie A = {l, 2, 3} şi B = {I, 3, 4}. Să se determine mulţimil e 

A x A, A x B, B x A, B x B şi apoi să se reprezinte grafic într-un p lan de cc or­
donate xOy. 

25. F ie mul ţ imea A = [J , 2] U [3, t.]. Să se determine A x A ş i apoi să se reprezin te gra fi e 
într-un p lan de coordonate xOy. 

26. F ie mulţimea B = ( 1, 2] U {3, 4}. Să se determine mulţimea B X B şi apoi să se 
re.p rezin te grafic în tr-un pla n de coordona te xOy. 

§ 3. FUNCŢII 

Cuvîntul „fu ncţie" esLe adesea utilizat în vorbirea curentă. Se spune, 
<le exemplu , că recoltatul griului se face în funcţie de starea vremii. Se spune, 
de asemenea, că nota pe care o obţine un elev, atunci ctnd este ascultat, este· 
în funcţie de răspunsurile pe care le dă. Ca şi în viaţa de toate zilele, conceptul 
de funcţie joacă un rol imens în toată matematica şi chiar ln toată ştiinţa. 

In continuare ne vom ocupa de studiul conceptului matematic de funcţie. 

3.1. Noţiunea de funcţie 

D e f i n i ţ i e. Fie ..4 şi B dou.ă mulţimi. Prin funcţie definită pe mulţimea A, 
cu CJalori Zn mulţimea B se înţelege or ice lege (p1·ocedeu sau 
convenţie etc.) f, în baza di.reia oricărui element a E A i se 
asociază un unic element, notat f<a), din B. 
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Definiţia funcţiei P.resupune de fapt existenţa 11. trei elemente: 
1° O mulţime A, pe care este definită funcţia şi care ~e numeşte domeniul 

de definiţie al funcţiei. 

2° O a do1:1a mulţime B , în care ia valori funcţia şi care se numeşte dome­
niul fJalorilor funcţiei sau codomeniul funcţiei. 

3° O lege (procedeu, convenţie etc. ) f. 
Pentru a simboliza faptul că aceste trei ·e lemente A, B, f sînt elementele 

1·onstituante ale unei funcţii definită pe mulţimea A cu valori în mulţimea B 
e scrie simplu: 

r f : A -+ B sau A - B 

şi se citeşte „f' definită pe A cu valori în B". 
Dacă a E A, atunci elementul f(a) EB se nume~te imaginea lui a prm 

funcţia respectivă, sau fJaloarea lui f în a. 
O funcţie f : A -+ B se mai numeşte şi aplicaţie de la A la B . 

Observaţii . 1) Deşi in defini pa unei funcţii A~ B apar în mod necesar lre i ele­
mente, lotuşi , uneori pentru simplificarea limbajului, se spune că „{ este o f'uncfie", 
urmind ca celelalte două' elemente să rezul te d in context. 

2) Dacă A şi B sînt două mulţimi oarecare, atunci, în genera l , există mai multe 
funcţii definite pe A cu va lori t n B. 

3) Două funcţii f: A -+ B şi g : A' -+ B' se numesc egale dacă A = A', B = B' 
şi in p lus, pentru orice element a e A, avem f(a) = g(a). Dacă există cel puţin un element 
a e A pJntru c:1.re f(a) # g(a), atunci funcţiile f şi g nu sînt egale. Cînd funcţiil e f şi g 
s!nt egale notăm f = g; ln cazul cind nu s înt egale notăm f # g. 

4) Fie f : A -+ B o func\.ie. Dacă x desemnează un element oarecare din A, iar y 
desemnează elementul f(x), atunci vom scrie: y = f(x). Această egalitate poartă numele 
de dependenţă f'unc/ională asocia tă funcţiei f, iar x se numeşte variabilă sau argument. Ori 
de ci te ori ne es te clar cine este domeniul şi codomeniul funcţi ei f, putem să ind icăm pentru 
aceas tă funcţie num9.i dependen ~a funcţiona l ă y = f(x). 

E :r:emple. 1) F ie mu l ţ im il e A = {a, b, c, d} şi B = {J , 2, 3, 4, 5}. Definim fun cţi a 
f: A -+ B după „legea": lui ai se asociază 1 ; lui b i se asociază 2; lu i c i se asociază 2; 
lui di se a3ociază 5. Pentru această funcţie avem: f(a) = I ; /'(b) = 2; f(c) = 2 şi f(d) = 5. 

De asemenea, de la A la B putem defini funcţia g : A -+ B după legea: ~ricărni 
elemenl x din A i se asocia1;ă număru l I . 

Pentru funcţia g avem: g(a) = g(b) = g(c) = g(d) = I . 
Se vede că func:pile f şi g nu sint egale. 
2) Fie A mulpmea tuturor ţărilor de pe glob, iar -B mulţimea tuturor oraşelor de pe 

glob. 
Defi nim funcţi a f : A ~ B după legea: unei ţări i se asociază capi tala sa. 
Pe ntru această 111ncţie avem de exemplu : f (România) = Bucureşti , f (Italia) = 

= Roma l' Lr. 
:1 ) FiP Z mulţimea numerelor întregi. Defi nim' funcţia f : Z -+ Z după legea: lui 

a e Z i se . asociază pătra tul său, adi că f(a) = a2
• 

3.2. Moduri de a defini o funcţie 

Cind definim o funcţie trebuie să precizăm ce le trei elemente ce o carae­
terizează: domeniul de definiţie, domeniul valorilor şi legea de asociere. Vom 
distinge două moduri de a defini o funcţie. 
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a) Funcţii definite sintetic. In multe cazuri o funcţie f : A -+ B poat~ fi 
definită, num1:nd pentru fiecare element în parte din A elementu( ce ·i se asociază 
din mulţimea B". 

Exemplu. ,Fie A = {1 , 2, 3, 4} şi B = {1, 7, 9}. 
Definim f: A-+ B punind: f{l) = 1 ; f(2) = 7; f(3) = 1 şi f(4) = 9. 

Legea · de. asociere a funcţiei f: A - B 
poate. fi reprezentată grafic printr-o 
diagramă (fig. II.6) sa u printr-un. 2 

tabel (fig. iI.7) . (ln figura Il.6 săge- . .1= 

ţile indică legea de definire a funcţi'ei 
de la mulţimea A la B. In tabelul din 
figura II.7 in prima linie sint trecute 
elementele mulţimii pe care este Fig. I 1.6 
definită funcţia , iar în linia a doua 
elementele din mulţime unde funcţia ia valori). 

X I 1 2 3 4 

f(x) I 1 -7 1 9 

Fig. IT .7 

=B 

Pentru orice funcţie definită sintetic se poate asocia o diagramă ca in 
figura II.6 sau un tabel (numit tabelul de Mlori al funcţiei), ca în figura II.7. 

De multe ori este preferabil şi suges­
tiv să indicăm diagrama sau tabelul de 
valori pentru a defini funcţia respectivă. 

De exemplu , să cansiderăm diagrarna d in A= 
figura II .8. 

Funcţia asocială es l e: f : A -+ B unde . 

f (a) ~ - 1; f(b). = - I ; f(c) == 2 şi f(d) = 4. 

Sau să considerăm tabelul din figura II. 9. 

x I a b c d 
f(x) 1 7 10 13 

F ig. II.9 

' 

Fig. I 1.8 

Funcţia asociată este f : {a, b, c, d} -> {! , 7, 10, 13}, unde f(a ) = I ; _f(b) = 7; 
f (c) = 10 şi f(d) = 13. 

b) Funcţii definite analitic. O funcţie f : A -+ B poate. fi definită specifi­
cînd o proprietate (sau l'elaţiile) ce lec.gă un element arbitrar a E A de elementul 
f(a.) din B. 

Exemple. 1) Fie _ A mulţimea tuturor oamenilor din România, iar N 
mulţimea numerelor naturale. 

Definim funcţia: f : A -+ N astfel: , 
f(x) est e egală cu vlrsta (in ani) a lui x în momentul de faţă. 
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2) Fie B mulţimea oraşelor din România iar C mulţimea judeţelor ţării. 
Definim funcţia f : B _. C astfel: 

f( x ) = judeţul căruia ti aparţine oraşul x. 
3) Dindu-se o formulă (sau expresie algebrică) E(x), putem să-i asociem 

o funcţie sau mai multe funcţii. (Intotdeauna aceste funcţii vor avea domeniul 
şi codomeniul, submulţimi ale mulţimii numerelor reale.) 

De exemplu, considerăm expresia E(x) = x2 + 1. Putem defini funcţia f : R _. R 
as tfel fncît f( x) = x2 + I.· 

Aceleiaşi expresii E(x) ,;,,_ x• + l putem să-i asociem şi funcţia g : Z .-t R; g(x) = 
= x• + l. 

Es te evident că ,funcţiile f şi g sîn't diferi te deoar.ece domeniul de definiţie al lui f 
este R, iar a l lui g este Z. 

Reţinem faptul că unei expresii sau formule i se pot asocia mai multe 
funcţii. 

De asemenea, cind definim o funcţie cu ajutorul unei expresii algebrice 
trebuie să aCJem tn CJedere dacă acea expresie are sens pentru elementele din 
domeniul de definiţie . 

De exemplu , să considerăm expresia: 

E(x) = x + 1 • 
X - 1 

X+ 1 
Aces tei expresii nu-i putem asocia o fun cţie h : R -t R, h( ~) = -- , deoarece 

...._ X - 1 
expresia E( x) nu are sens pentru x = J„ 

4) Dindu-se mai multe expresii algebrice putem să definim o funcţie 
sau mai multe funcţii. 

Să considerăm expresiile : 

X 

Definim funcţi a : 
f : R -+ R astfel· 

l 
x + 2, dacă x < O, 

) 
x 2, dacă O ~ x ~ 1, 

f( x = 
I 

- , dacă x > 1. 
X 

Aceloraşi expresii putem să le asociem şi funcţia g : R-> R dată în felul următor: 

1 

x + 2, dacă x < - 1, 

x 2
, dacă - l ~ x ""' 2, 

g(x) = 
J d " - , acri x > 2. 
X 

Se observă imediat că avem ((2) = _!_, iar g(2) = 4, deci f ş i g sînt funcţii distincte. 
2 

Într-un mod asemănător putem defini o funcţie prin patru, cinci sau chiar un număr 

mai mare de form ul e. 
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Trebuie să remarcăm faptul că, dacă funcţia {: A .... B este clefinit il. 
prin mai multe formu le, atunci fiecare din. formule este valabilă pentru n 
anumită -submulţime a lui A, iar două din formule nu pot fi folosite pentru 
determinarea imaginii unuia şi aceluiaşi · element. 

5) Geometria ne furnizează ·o gamă variată de funcţii definite analitic. 
Iată cîteva exemple: 

1° Simetria i11 raport cit tut pwict. Fie ,11 un puncL fix11l din planul J>. ,:\oturn 

s .lf: P -+ P funcţia definită as tfel: · 
SJ:r(Xi - s imetricul lu i X faţ[i dl' .U . Funcţia s,u se numeşte simetria fafd de punctul ,iJ . 

2° Simetria in raport cu o dr·eaptci. Fie (d) o dreaptă din planul P. Definim funcp::i. 
Sd : P -> .P, astfel : s,1(X) = s imPlricu 1 lui X faţă de dreapta (d). Funcpa s11 se numeşte 
simetria faţă de d1·eapla (d). 

3° Fie O un p un<'l rix în planul P. Vom d('fini funcţia d : P -+ R astfel : d(X) = 
= lungimea segmentului O.\. 

4° Fie A mÎilţimca triunghiurilor din planul P. Yom defini funr\ir1 a : A -t lt, ;1stfd 
a(T ) = aria t riunghiului T. 

3.3. Graficu l unei funcţii 

Fie f : A --+ B o funcţie. Prin graficul acestei funcţii înţelegem sub.mul ­
ţimea G( a produsului cartezian A X B formată din toate pe1·echi le (a, f(a)), 

cu a EA~ 
Deci : 

Gr = {(a, f(a)) I a E A}. 

Exemplu. Să l'onsiderăm ÎUncpa 
asoci a tă urmălor1rei diagrame (fig. II.10): 
f(a) = 2, f(b) = J , f(c) = 2, f(d) = 5. 

tn aces t caz grafi cu l Gr este mul­
t.imer1: 

Gt = {(a: 2), (b , 1) , (c, 2) , (<l ,5 ) }. 

A 

Fig. 11.10 

3.4. ·Funcţii numerice ş i reprezentarea geometrică a graficului lor . 
Se numeşte funcţie numerică o funcţie f : A --+ B, pentru care atît dome-

niul de definiţie A cit şi domeniul valorilor B sînt submulţimi ale mul ţimii 
numerelor reale. „ 

Exemple. Urmttloare]e fll fl ('ţi i : 

I ) f : R -t R , f (x) = 2x + J , 
2) g": [O , 2] _.[O, 4), g(x) = x~ sini func~ii numerice. 

. . ' 

Graficul unei funcţii numerice are o particularitate deosebită, care constă 
în aceea că el se poaţe reprezenta ca o submulţime de puncte din plan. 

Fie f : A _. B o funcţie numerică şi Gr graficul său. Fie xOy un sistem 
de axe perpendiculare din plan. Dacă (a, b) este un element din Gr, atunci 
îi asociem punctul P(a, b) din plan (a este ab.scisa, iar b este ordo~ata.punc­
tului P). Mulţimea de puncte din plan de coordonate x şi y unde (:c, y) 
este un element oarecare din mulţimea Gr se numeşte reprezentarea geometrică 
a graficului funcţiei f. Dacă nu este pericol de confuzie, pentru simpli{ icarea 
limbajului, CJom numi, simplu, această reprezentare geometrică graficul funcţiei f. . . 
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Exemple, 1) Fie f'uncţia f : {-1 O 1 } { -
' ' -2 ' 3 -!< = v~ .. 1,_ 2. } as . t~ t _ .. PC!!l .!'. .ftb11Jujuj 

__ x_I -1 o _l_~ 
f (xJ. -V2 j 2 - V2 

-
2 I ' 3, -V2) . 

Graficul funcţiei feste: Gr = { (- 1, 

Repre<entarea geometrică 
(fig. II .11). 

- V2) , (O, 1J, (~ 2) ( } 

a mulţimii Gr este lţ· mu imea punctelor p 
11 Pa, Pa, P, 

Fig. II.11 
Fig. II .12 

2) p· • 
. ie funcţia de gradul întîi f: R-+ 

Graficul acestei funcţii este mulţimea R, f(x) = mx + n unde~. n e R şi m :F O. 

\ 

· Gr = {(a, f(a )) I a e R} _ {( 
- a, ma + r1) I a E R} • 

Reprezentarea ge t · · 
ome rică a graficului funcţiei de rad l î , . 

este o dreaptă care t . g u nt11 f(x) = mx + n, m :f: O 
a;e axele fn punctele P1 (O, n) şi p ( n ) . ' 

Jt 

Fig. II.13 

• 2 - ;;; , O (fig. II.12) . 

3J Fie funciia modul f : R · R f( ) 
unde -+ ' x = I x I 

{ 

x, dacă x > o, 
I x I = O, dacă x = 0 

' 
-x, dacă x < o. 

Graficul aceste' f „ 
• J uncţu este constituit din d ă 

sem1drepte d şi d' (f' I ou 
b . ig. I.13) unde d t 

isectoarea unghiul . O . es e 
unghiului 'O u1 x y, iar d' este bisectoarea 

X y. 

ObserfJaţie. Ctnd avem o funcţie numerică , 
trasa graficul acestei funcţii adi ă d , o problemă care se pune este d 
în l , c e a vedea ce fi u ă e a 

pan. Acest lucru va fi făcut pentr f' g _r geometrică reJ.>rezintă acest grafic 
. u iecare caz tn parte 
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3 .5. Funcţii Injective, surjective, bijective 

D e f i n 1 ţ i e. Fie f : A -+ B. o funcţie. Vom spune că f este o funcţie injectic>ă 
sau că este o injecţie, dacă pentru oricare două elemente x şi 

' y ale lui A, x :t= y, avem f(x) :f: f(y). 

Faptul că funcţia f este injectivă se mai exprim~ şi astfel: dacă X şi y 
sint elemente oarecare din A cu proprietatea f(x) = f(y), atunci rezultă x = y. 

Din definiţie rezultă că o funcţie f: A -+B nu este injectic>ă dacă există 
cel puţin două ele.mente x şi y din A, x :/=. y, astfel incit f(x) = f(y). 

Exemple de funcţii injectifJe 
1) Funcţia f: A -+ B, asociată diagramei din figura 11.14 este o funcţie injectivă. 
2) Funcţia g : N -+ N, definită prin formula g(x) = x 2

, este injectivă. Într-adevăr 
să presup~nem că g(x) = g(y) unde x, y e N. Atunci x 2 = y 2 de unde (x - y) (x + y) = O. 

8 

Fig. II.14 Fig. II.15 

Din această egalitate rezultă că x - y = o sau x + y = o. Din prima egalitate avem 
că x = y. Dacă are loc egalitatea x + y = o, cum x şi y stnt numere naturale, obţinem 
că x = y = O. Oricum, din egalitatea g(x) = g(y) rezultă că. x = y şi deci c .este o funcţie 
injectivă. 

3) Funcţia h : Z -+ N, h(x) = x2 nu este o funcţie inj'ectivă deoarece h(-2) = 
= h(2) = 4. 

4) Funcţia le : A -+ B asociată diagramei din figura II.15 nu este injectivă, deoa­
rece k{1) = k{4) = c. 

Definiţie. O funcţie f: A -+ B este o funcţie surjectic>ă sau, simplu, este 
-o surjecţie dacă pentru orice element b E B există cel puţin 
un element aEA, astfel încît fta) = b. . 

Rezultă că o funcţie f : A -+ B nu este surjecti1Jă dacă există cel puţin 
un elemen~ bE.B, astfel incit pentru orice element xEA avem f(x) :t=. ~· 

Exemple de funcţii surjectifJe 
t) Funcţia f : R-+ R definită prin relaţia 

f(x) = ax, a -:/: O, este surjectivă. lntr-adevăr, 

fie y e R. Atunci x = 1L e R şi avem f (1L) = 
. a . · a 

y 
=a-= y. 

a 
2) Funcţia g : A -+ B asociată diagramei 

din figura Il.l6 este de asemenea surjectivă. 

g{1) = a, g(2) = g(3) = b, g(4) = c, g(5) = a. 

= 

Fig. II.16 
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3) F'uncţla h : R -+ R definită prin formula h(x) ·= x 0 nu este surjectivă. fntr-ade. 
. văr pentru orice x e; R avem h(x) = x 9 rf: - l . Deci -1 ,nu este imaginea nici unul 

element, prin h, din domeni ul de defi ni ţie. 
4) Funcţia k: A -+ B asoci ată diagramei din figura II. 17 nu este surjectivă. 
fntr.adevăr se ~de că c)emenl nl 2 e B nu este imaginea p rin k a nici unui elem~nt din A . 

A= 

Fig. II.1 7 
Fig. 11.18 

D e f i n i ţ i e. O funcţie f : A -+ B care este simultan injectivă şi surjectivă 
se numeşte funcţie bijectiCJă sau, simplu, bijecţie. 

Exemple de fu~cţii bijecti11e 

··1) Funcţia f : A -+ B asociată diagra mei d in figur a II .18 este bijectivă : 
f(J ) = b, f (2 ) = c, f(3) =a, f(4) = d. 

' 2) F ie A = {x e R Ix~ O} . Defi nim funcţia g : A -+A p rin formula: g (x) = x
2

• 

F uncp a g este bijectivă . Într-adevăr, trebuie să arătăm că g es te injectivă şi surjectivă. 
Funcţia g este injecti11ă. Fie x, y e A as tfe l încî t g(x ) = g(y) . Atunci x 2 = y

2
, de 

un de {x - y) {x + y) = O şi ăeci . x - y = o sau x + y = o. Dacă x - y = O, avem 
x = y ; dacă x + y = o, avem -:c = - y şi cum x, y sînt numere r eale :;;;i, o trebuie ca 
x = y = O. Oricum, din egalitatea g(x ) = g(y ) rezultă x = y. 

Funcţia .g este surjecti11ă. Fie y e; A . Cum y ~ O, a tunci a re s ens VY. Cum VY- >. O, 

a tunci V"i/ e A. Se vede că g(Vy) = (Vy )2 = y şi deci g es te surjectivă. 
3) Funcţia f : R-+ R, f {x ) = ax + b, unde a, b e .R şi a =F o est e bijecti vă. 
În tr-adevăr, dacă f (x1 ) = f{x2 ), a tunci ax1 + b = ax

2 
+ b, de unde obţinem ax

1 

= 
= axa. Cum a =F O, atun ci x1 = x 2 • Deci feste injectivă. Să ară tăm că f es te şi surjectivă. 
F ie y e; R. Are sens numărul r eal x = JL - !!.. . Atunci f {x ) = a (JL _!!..) + b = y, 

ceea ce ara tă că f este şi surjectivă. a a ă a 

3.6. Compunerea funcţiilor 

Fie funcţiile(: A-+ B şi g_: B -+ C. Observăm, că domeniul de definiţie 
al funcţiei g coincide cu codomeniul funcţi ei f Această situaţie particulară 
ne permite să· facem următoarele consideraţii . Fie a EA ; atunci elementul 
f(a) găsindu-se în B putem vorbi de imaginea sa prin g, adică de elementul 
g(f(a)) din C. Observăm că astfel putem asocia oricărui element aE A un 
element unic din mulţimea C, anume elementul g(f(a)). În felul acesta am 
definit o funcţie h al cărei domeniu de definiţie este cel al funcţiei f, iar CO· 
dom.eniul este cel al funcţiei g. Deci h-: A -+ C unde h(a) = g(f(a)) pentru 
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. r-,A De obicei functia h astfel defi-orice ac: · ' t 
nită se JlOtează g of (sau gf) şi se_ nurneşI e 
compunerea funcţi:ei g cu funcţia f. ( ~ 
figura II.19 este reprezentat mod ul de def1· 
ni re al funcţiei g 0 f.) 

E • le J) Considerăm f11ncpi le f: /ţ _,.. B şi xen.p . · . I d" 
g : B -+ C definite respectiv prin d iagrame e rn 

f igura 11.20. ( )) _ 
t"n acrst ~riz flvem (go fl (J) '."' g(f 1 _ -;. 

= g(3) ·= I ; (g of) (2) = g(f (2)) = g(G) - _'. F ig. I l.1 9 
(gof) (3) = g(f(3)) = g(I) = q ; (go f) {4) = g(f(4)) -

= g( ~) = m . . t tă prin diagrama din figura I I. 2 1. ţ . f . A -+ c poate f1 reprezen a . f 
1 1 

. , 
Func ia g o . . , f ţ„1 definite r especti v prm OtJllll e r,. 2) Fie f : R -+ R ş1 g : R -+ R unc 11 e • . 

f (x ) = xz - 1 ; g(x) = 1 + x-. 

· R a vem · v ţ · f . R -+ R are s ens. Pentru orice x e . „ unc ia g o · 
4 2 

2 + 2 
(g of) {x) = g{((x)) = g(x2 - 1)_ = 1 + (x2 - 1)2 = x . - x . 

Fig . 11.20 Fig. Il. 21 

Deci fun cţ.ia compusă g o f es te da Lă de formula: 

(g o f) (x) = x4 - 2x" + 2. 

I i f cu g Pentru orice x e R avem Se observă că are sens să v orbim ş i de compunerea u . . 

(f o g) (x) = f (g(x )) = f (l + x = 2) ( 1 + x 2)2 - 1 = x4 + 2x2. 

Deci ftmcţia f ci g : R-+ R es te da tă de formula: 

(f o g) (x) = x4 + 2x2. . 

.. ) D ă f . A -+ B şi g : C -+ D sînt două funcţii; a re ·sens să vorb im Obser11aţu . J ac · . · • d B - C 
,. . . r nc'ia f numai a tunci crn - · de com punerea fur1 ctie1 g cu li ~ . . 

0 

f . A -+ A şi 
. B A sîn t două fuucţ11 a re sens g · d ' ·• 2-) Dacă f : A-+ B şi g :_ -:-+ · . I l 2) în gPnera l go{ -=I f og, a iea f o g : lJ-+ B. A~a cum rez 1~1t_a ş1 dm exemp li . 

<:o mpunerea , n u este comu1atwa. . 

. . B . B -+ C si h: C -+ D trei funcţii. Atunci Te ore mă. Fie f ·A -+ ' g · • • · · ty egali 
fiecare din funcţiile ho (g o f) , (ho g) of are sens ş1 ex1s a -
tatea: ho (g of) = (h 0 g) 0 f. . 

· . . f t mulţimea C Cum domemul Demonstraţie. Codomeniul funcţ.101 g o es e h . ( {) Analog 
· compunerea 0 g 0 • ' de definiţie a lui h este tot C, atunci are sens . d . I lui f fiind tot B 

domeniul de definiţie a l funcţiei.ho g este B, iar co omenrn 
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are sens compunerea (h o g) o f. Funo iile h o o . 
domeniu de definiţie (mulţimea A) ~ 

1 
~g () şi . (h 0 g) 0 f au acelaşi 

Pentru a arăta egalitatea ho :1 ace aş10 codomeniu (mu!ţimea D). 

pentru orice x E A avem (h 0 (g 0 A1 ( ~~ = ~~h 
0
g) 

0! rămtne sa dovedim oă 
Intr-adevăr (ho (g 0 f)) ( ) _ h g) f) (x). 

= (ho g) (f(x) ) = h(g(f(x)))~ -:- ((g 
0 
f) (x)) = h(g(f(x))), iar ((ho g) of) (x) = 

Comparind, obţinem egalitatea cerută. 
' Observaţie. Proprietatea demonstrată tn te . . 
lalea compunerii foncţiilor. crema de mai sus se numeşte asociativi-

Această proprietate ·ne permite să folosim scrierea 

ho (g of) = (ho g) of = ho g of. 

3.7. Funcţi a Inversă 

Fie A 0 mulţime oarecare. Vom nota 1 . 
astfel: .1A(a) = a pentru orice a E A 1 cu A · A -+ A. funcţia definită 
ţimii A. · A se numeşte funcţia identică a mul-

p r o p o z iţ i e. ~!e p A to mulţime şi lA funcţia sa identică. Atunci: 
en ru orice mulţime B . şi pentru orice f~cţie 

f : A -+ B, av~m f o 1A = f 
20 Pentru orice mulţime C şi p.entru or1'ce 

fu.ncţie 
. g: C :-+A, avem 1A og · -g. 

Demonstraţie. Demonstrăm afirmaţia 1 o F . . . . 
domeniu şi codomeniu aşa oă pe t V • unc~ule f ş1 f 0 1A _au acelaşi 

V d d ' n ru a arata egalitatea f 0 1 f v 

sa ove im că pentru orice a EA, (f o 1A) (a) = a . A = ramtne 
într-adev~r (f o 1A) (a) = f(1A(a)) = f(a). f( ). . 
Demonstram afirmaţia 20. Funcţiile 1 o . . 

codomeniu, adică mulţimile C respectiv A. A g ş1 g au acelaşi domeniu şi 
. Pentru a arăta egalitatea 1A 0 g ____: rămt V • V 

CEC .avem (1A o g) .(c) = g(c). g · ne sa dovedim ca pentru orice 

Intr-adevăr (1A o g) (c) = 1A(g(c)) = g(c). 

D e f i n i ţ i e. O funcţie f : A -+ B se numelilte 
f " inCJersabilă dacă există 
uncţie g: B -+ A astfel încît 0

' 

g 0 f = 1 A ŞÎ f o g = 18. 

dacă ~~s~;~ lă funcţia ~ defini~ă de relaţiile (1) este unică. 
· este 0 alta f uncţ1e astfel tnctt 

g'of=1A •şi fog' = 1n, 
atunci obţin~m: 

' 
g = 1~ o g ~ (g' of) o g = g' o (f o g) = g' ~ 1 = g' 

(1) 

Intr-adevăr , 

(2) 

unde s-au utilizat relaţiile (1) " (2) . 
8 

' 
ţiilor. şi precum şi asociativitatea compunerii func· 
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Dacă feste o funcţie inversabilă, atunci funcţia g definită de relaţiile (1), 
care este unică, se numeşte inCJersa funcţiei f şi se notează r-1• 

Se pune întrebarea, ctnd este o funcţie inversabilă? R~spunsul este dat 
. de următoarea toeremă. 

T e o r e m ă. O funcţie f: A -+ B este inversabilă dacă şi numai dacă este 
bijectivă. 

Demonstraţie. Să presupunem mai intii că. f este inversabilă şi să arătăm 
că f este injectivă şi surjectivă. Din faptul că f este inversabilă rezultă că 
există r-1 : B -+ A astfel incit 

(3) 

Fie x1, x2 din A şi să presupunem că f(x 1 ) = f(x2). Din pri.ma dintr~ relaţiile (3) 
obţinem - că X1=1A(X1) = (f- lo f)(x1) = f-i(f(X1)) = (-l (f(X2)) = (f- lof) (X2) = 
= 1A(x2) = x2• Deci feste injectivă. Fie YE B. Din a do'ua· dintre relaţiile (3) 
se obţine: y = 1B(Y) .:_ (f o r-1) (y) = f(f-1(y)). Dacă se notează X= r-1(y), 
atunci y = f(x), ceea ce arată că feste şi surjectivă. 

Reciproc, presupunem oă f este bijectivă. D'efinim funcţia g : B -+ Â 
în modul următor. Fie y E B. Deoarece feste surjectivă există xE A astfel 
incit f(x) = y. Elementul x este unic determinat c'u această proprietate, 
intrucit f este injectivă şi definim ~(y) = x. , 

Să dovedim că g of= 1A şi fog = 1B. Fie xE A. A'tunci, notind y = f(x), 
rezultă .din definiţia lui g că g(y) = x: şi deci g(f(x)} - x sau (go f)(x) = 1A(x). 
Rezultă atunci g o f = 1A- Să arătăm acum că f o g. :--- 18 . Fie y E B. Din 
defiruţia lui g, g(y) = x, · unde x este elementul din A pentru care f(x) = y. 
Atunci (f o g) (y) = f(g(y)) = f(x) = y = 1.ii(y), de unde obţinem că f o g = 1n. 

Observaţie. Din demonstraţia teoremei precedente rezultă că dacă f : A -+ B este 
o funcţie bijectivă, atunci funcţia sa inversă f-1 : B-+ A se defineşte dupd următorul pro­
cedeu: dacă b e B, atunci f- 1(b) este unicul element a e A, astfel lnctt f(a) = b. 

Exemple: 1) Fie funcţia f: A-+ B asociată diagramei din figura II.22: 

f(1) = c; f(2) = a, f(3) = e, f(4) = d, f(5) = b. 
Se vede că f este o ţuncţie bijectivă. Atunci există funi::ţia inversă f-1 : B -+ A. 

Vom avea: f-1(a) = 2; f-1 (b) = 5; f-1 (c) = 1; f-1 (d) = 4; f-1(e) = 3. Funcţia f- 1 

are diagrama reprezentată tn figura II.23. 
Se observă că diagrama funcţiei f-1 se obţine · din aceea a lui f, inverslnd sensul 

săgeţilor. 

{J 

Fig. II.22 Fig. II.23 
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2) Fie funcţia f : R-+ R, f (x) = ax + b unde a b t::: R şi a :::f= o. Această funcţlo 
l'Ste.bijectivă, deci putem vorbi de invc:>rsa sa. Fie !I E R. Atunci r-\(y) = X unde f(x) = y. 
Deci dat y e R trebuie să determinăm x e R, astfel înclt f(x) = y sau ax + b = y . 

Din ax + b = y obţinem că x = Y - b = ..!.. y - _!!._. Drci, f - \(y) = __1_ y - ..!!_ . Folo-
a a a a n 

sind notaţia cu x, atunci fun cpa inversă a lui f rste: 

1 b r-1 : R-+ R unde f-1(x) = - X - - . 
a a 

Interpretarea geometrică a infJersei unei funcţii numerice 

Fie f: A -+ B o funcţie numeric3. inver­
sabilă şi f-1 : B '-+ A funcţia inversă a 

. o _ lui f. Fie M(x0, y0 ) un punct al graficului 
fu~cţiei f (fig. II.24).- Atm1ci y

0 
= f(x

0
) 

şi deci Xo = r-1(yo). Rewltă că punctul 
M'(Yo. Xo) aparţine graficului funcţiei r-1 

(reprezentş.t punQtat în figura II.24) 
Dar M si M' sînt simetrice fată de 
bisectoare~ unghiului xOy {numită 'prima 
bisectoare)*. Rezultă că graficele funcţii „ 

r 'ig. II.24 lor f şi f-1 sînt simetrice faţă de prima 
bisectoare. 

· Obser11aţie. Ca exerciţiu, să formalizăm în termeni logici clteva din definiţiile dale 
în acest paragraf. 

J) Definiţia .funcţiei injective, f : A -+ B, se scrie: 

(( _inj~ctivă) -= (Vx) (Vy) [(x =/= y) => (f (x) =I= f(y))], unde literele x, y desemnează 
elemente dm A. 

Faptul că f nu este injectivă se formalizează astfel : 
(f nu este injectivă) .- (3x ) (3y) [(x =f;=. y) /\ (f (x) = f (y))l. 
2) Definiţia funcţiei surjective, f: A-+ B, se scrie: 
(f surjectivă) .- (Vy) (3x) [y = f (x)] , 

unde y desemnează un element oarecare d1'n B · d , iar x esemnează un element oarecare din A. 

Faptul că f nu est!) surjectivă se formalizează astfel: • 
(f nu este surjectivă) .- (3y) (Vx) [y =I= f(x)J, 

unde Y desemnea.ză un element din B, iar x desemnează un element oarecare din A. 
Propunem cititorului să formalizeze şi alte definiţii întîlnite. 

1. Fie funcţia f : R-+ R definită astfel 

I 
3x - 4 dacă x < - f, 

f{ x ) = - 7: dacă -1 .;;; x < 3. 

- 3x + 2, dacă x ~ 3. 
Să se determine f( - 2), f(-1), f(2), f (4). 

•Într-adevăr, cum (OP)= (OQ) şi (MP) = (M'Q) rezultă că 60PM,= 60QM' 

deci (OM) = (OM'). Pe de altă parte m(Pâ'M-) = rn(~') şi deci MOR= ~R). tn 
~MOM' care este isoscel, dreapta OR este bisectoare deci şi mediană. Rezultă că MR = 
= M'R , adică M şi M' stnt simetrice faţă de dreapta OR. 
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2, Fie foncţia f: {I , 2, 3, 4}-+ {1, 3, 5, 7} definită astfel : 

f(1) = 1. (( 2) = 3, ((3) = 5 şi f(4_) = ' 

. . 

şi funcţia g : {I, 2, 3, 4} -+ {1, 3, 5, 7} defini tă astfel: g(x ) = 2x - 1. Să se a rate că 
f = g. 

3. Se poate asocia expresiei E = X o funcţie f : R ~ R, astfel hrctt 1(x) = 
x 2 

- 1 . 

x pentru· orice x e R? 
x 2 - 1 

4. Folosindu-se diagrama asocialii unei funcţ,ii, să se determine numărul tuturor funcţiil or 

· definite pe mulţimea {1, 2} ~u valori în mulţimea {3, 5}. 

5. Fie funcţia f: Z-+ {O, 1, 2, 3, 4, 5} definită după legea: f(x) este restul împărţirii 
lui x la 6. Să se determine f(-12), f{ - 9), f (3), f (9), f(272) . 

6. Existăunnumărtntregmastfelincltsăexisteofuncţie(: {1, 2, 3}-+ {1 , 2, 3}defi­
nită după formula f(x) = x 2 + m? 

'1. Fie funcţia f: {1, 2, 3, 4}-+ {~. 4, 6} definită astfel: ((1) = 4; ((2) = 2; ((3) = 2; 
f{4) = 6. Să se traseze graficul acestei funcţii. 

8. Folosind faptul că graficul funcţiei de gradul întîi esle o dreaptă să se traseze grafi­
cele următoarelor funcţii: 

{ 2x - 1, dacă x< -1, 
a)· (1 : R-+ R; f1(x) = d ă 1 · 

- 5, ac x > - , 

{ 
2x - 3, dacă x < O, 

b) fz : R-+ R; f2(x) = d ă 
0 7x, ac x > ; 

{ 
2, dacă x < 1, 

c) f 3 :[-1 ,·oo)-+ R; fa(x) = 
3 1 

d ă 1· • 
x . - , ac x > , 

- 1-2x + 3, dacii x<-1, 
5, dacă - 1 < x < 3, 

d) f4 : R-+ R; f , (x) = 
7 

- x - 2, dacă x ~ 3; . 3 

e) f 6 : N-+ N, f 5 (n) = 2n + 1; 

f) f 6 : Z-:+ Z, f 8 (x) = 3x - 2. ' 

9. Să .notăm cu A mulţimea· oamenilor de pe glob. Definim funcţia 't : A-+ R după 
legea „f(x) = înălţimea lui x". Este f injectivă? Dar surjectivă? 

10. Să se arate că funcţia din exerciţiul 5) este surjectivă, dar nu este injectivă. 

11. Fie mulţimea A = {O, 1 }. Să se construiască toate funcţiile de la A la A şi să se 
precizeze care stnt injective, surjective sau bijective. 

12. Folosindu-se diagrama asociată unei funcţii să se determine numărul funcţiilor injec­
tive .de Ia mulţimea A = {1, 2} în mulţimea B = {3, 5, 7} . Există funcţii surjective 
de. la A la B? 

·13. Care dintre funcţiile de la exerciţiul 8) slnt injective? Dar surjective? 

14. Notăm cu A mulţimea oraşelor .ţării noastre, iar B mulţimea judeţelor ţării noastre . 
Definim funcţia f : A -+ B după legea „f(a) = judeţul pe teritoriul căreia se află a" 
şi funcţia g : B -+ A după legea „g(b) = oraşul _care este reşedinţa judeţului b ''. 
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i) Cine este f(Galaţi) 'şi {(Făgăraş)? Cine este g(Teleorman) şi g(Mehedinţi)? 
ii) Să se arate că f este surjectivă şi g injectivă . 

iii) Să se arate că fog = 1.B şi gof <F 1A. 

16. Se consideră funcţiile f : R -+ R; g : R -+ R definite respectiv prin formulele: 

f (x) = x9 + X - 1 ; g(y) = y9 - y + 1. 

Să se determine g of şi f o g. 

lfl. Considerăm funcţiile f : R-+ R; f(x) = { 2~ - 3, dacă x ~ O 
7x, dacă x > .O 

şi g: R-+ R; g(x) = { x
9

, dacă x ~ -2, 
2x :- 1, dacă x > -2. 

Să se determine g of şi f o g. 

17. Fie A o mulţime finită şif: A-+ A o funcţie. Să se arate că: f bijectivă - f injec­
tivă - f surjectivă. 

18. Considerăm funcţiile A ~ B ~ C. Să se arate că: 
i) dacă f şi g stnt injective, atunci g of este injectivă. 

· ii) dacă f şi g sînt surjective, atunci g of este surjectivă. 

19. Să se determine numărul funcţiilor bijective de la mulţimea {1, 2, 3} în mulţimea 
{1, 2, 3}. 

20. Fie f: N-+ N funcţia definită astfel: f (O) = 1; dacă n ~ 1 atunci f (n) €ste ultima 
cifră a numărului 7n. ' 

i) Calculaţi f(1), f(2), „„ f(7). 

ii) Să se arate că f(n -f- ~) = f(n) pentru orice n ~ 1. 

!ii) Trasaţi graficul funcţiei f. 

21. Arătaţi că două funcţii f : A -+ B şi g : A -+ B stnt egale dacă şi numai dacă gra-
---. ficele lor stnt egale. 

f-22. Considerăm funcţiile definite respectiv prin formulele: 

i) f : Z -+ Z; f (x) = -x + 4; 

ii) g : Z -+ Z ;. g(x) = X + 1; 

iii) h : Z-+ Z; h(x) = xZ; , 

iv) k : Z -+ N; k(x) = x•. 

Să se arate ' că f, g stnt bijective. Cum sînt h şi k? 

Să se determfoe funcţiile inverse pentru f şi g. 

fi 28. Considerăm funcţia f : N-+ N, definitll. astfel : 

f(n) =·{ n + 1, dacă n este număr par, 
n - 1, dacă n este număr impar. 

Arătaţi că f este o bijecţie şi construiţi inversa sa. 

)'-24. Fie funcţia f : R -+ R, 

f (x) = { 2x, dacă x ~ O, _ 
3x, dacă x < O. 

I Să se arate oă f este bijectivă şi M se determine inversa sa. 
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~APITOLUL llf 

NUMERE REALE 

§1. REPREZENTAREA• NUMERELOR RAŢIONALE SUB FORMĂ DE 
FRACŢII ZECIMALE (PERIODICE) 

1.1. Noţiuni preliminarii 

În practică se foloseşte, de obicei, reprezentarea (scrierea) numerelor 
raţionale sub formă de fracţii zecimale. 

- Aşa cum este cunoscut din aritmetică, cu ajutorul algoritmului de im-

părţire orice număr raţional nenegativ : (m ~ O, n > O). se reprezintă sub 

forma unei fracţii zecimale finite ·sau infinite (adică, cu o infinitate de zeci­
male). Astfel in loc de ~se scrie 0,25; în loc de ~se scrie 0,625; in loc de . 

. 4 8 

~se scrie 0,333 .... Deoarece avem de-a face atît cu fracţii zecimale finite, cit şi 
3 

cu fracţii zecimale infinite, pentru uniformizare, se pot adăuga la dreapta 
fracţiei zecimale finite o infinitate de zerouri. 

1 5 
De exemplu: - = 0,25000 ... ;- = 0,625000 .... 

4 8 

Astfel putem spune că toate fracţiile zecimale sint infinite. 
Numerele întregi se reprezintă, evident, ca fracţii zecimale cu. o infi­

nitate de zerouri după virgulă. 

De exemplu: 5 = 5,0dO„.; 13 = 13,000„ .. 

Asadar, orice număr raţional nenegativ.!!!:. , poate fi reprezentat sub 
• n 

forma unei fracţii zeqimale infinite: 
m 
- = ao,a1 azaa .... 
n 

Numărul a0 se numeşte partea Zntreagă a lui m , iar 
n 

O, a-1a2a3 .• • 

partea fracţionară a sa. Numerele a11 a2, a3, ••• sint cuprinse intre O şi 9, adică 
O " a1 < 9, pentru i = 1, 2, 3,.„ . 
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Observăm acum că şi numerele raţionale negative au o astfel de repre· 
zentare. Vom nota partea tntreagă a unui număr nega.tiv cu semnul minus 

deasupra. Astfel numărul - ~ = - 3 + ~ se poate scrie sub forma. 3,5000„ .. 
2 2 

Analog, -0,321 = 1,679000„.; 
2 I -

-25 - = - 25,666„. = -26 + - = 26,333 .... 
3 3 

In acest mod, orice număr raţional (negativ, pozitiv sau zero) se repre­
zintă sub forma unei fracţii infinite:· 

unde a0 este partea întreagă a lui m , iar 
n 

O, a1a2a3 ••• · 

(1) 

• 

este partea. fracţionară (zecimală) a sa (a0 este un număr întreg, iar a1, a2 , 

a3„ .. sînt numere cuprinse intre O şi 9). 
Partea fracţionară O, a1a2a3 „. din reprezentarea (1) a oricărui număr. 

raţional este un număr pozitiv mai mic decit 1. Reprezentarea numerelor 
"raţionale negative sub formă de fracţie ze0imală, infinită , cu partea întreagă 
număr negativ (iar partea fracţionară un număr pozitiv.) o vom face cu scopul 
de a uniformiza în continuarea acestui capitol studiul numerelor reale (pozi­
tive şi negative). 

Observaţie. Scrierea numerelor negative sub forma indicată mai înainte se întllneşte 
în practică la calculul cu logaritmi. · 

1.2. Fracţi i zecimale periodice 

Să vedem acum care sînt fracţiile zecimale prin care se reprezintă nume­
rele raţionale. Mai intîi, să definim fracţia zecimală periodică . 

D e t i n i ţ i e. O fracţie zecimală infinită 

a0,a1a2a3 .„ 

se numeşte periodică, dacă există numerele naturale k şi p 
astfel încît 

an+p = an, pentru orice n ;;i: k. 
o fracţie zecimală periodică se notează, p e scurt, prin 

ao,a1a2 .. ·<Zit-1 (ah. ah.+1 · .. ah.+P-1)· 
Mulţimea cifrelor scrise (în această ordine) în paranteză se numeşte 

perioada fracţiei zecimale. Dacă k = 1, adică perioada începe imediat după 
virgulă, avem de-a face cu o fracţie zecimală periodică simplă; în caz contrar 

. avem de-a face cu o fracţie zecimală periodică mixtă. 
In exemplele numerice de mai înainte fracţiile zecimale sint periodice: 

Astfel, pentru 0,333„. avem k = 1, p = 1 şi 11n+i = an = 3, pentru orice 
n ;;i: 1. Scriem 0,333.„ = 0,(3), aceasta fiind o fracţie zecimală periodică 
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simplă. Fracţiile zecimale fin_ite, care după cum am observat pot fi consi­
de~ate ca fracţii zecimale infinite (prin adăugare de zerouri) stnt periodice. 
De exemplu, pentru 0,25000.„ avem k = 3, p = 1 şi an+i = an= O, pentru 
orice n ~ 3; iar pentru 0,625000 ... avem k = 4, p = 1, an+i = an = O, 
pentru orice n ~ 4. Deci 0,25000„. = 0,25(0), iar 0,625000.-„ = 0,625(0). 
Aşadar acestea sint fracţii zecimale periodice mixte. In sfirşit, fracţia 

15,723 434„. este periodică şi se scrie, pe scurt, 15,72(34).-
~m observat că reprezentarea unui număr raţional sub formă de fracţie 

zecimală se obţine cu ajutorul algoritmului de împărţire. Să considerăm, de 
5 19 exemplu, numerele - şi - . Avem : 

- 33 55 

5 1 33 50 -,0,.....,..,..,15- .-.. 
33 
170 
165 
5 

Exemplul 1. 

19 r- 55 
190- 0,345„. 
165 

- 250 
220 

- 300 
275 

25 

Exemplul 2. 

Fiecare număr de după virgulă se obţine printr-o împărţire parţială . 

·50, 33 170 133 190 155 250 1~ 300 155 
33 1 165 5; 165 .3 220 4 275 5 - -- -- -- --
17 5 25 30 25 

Exemplul 1. Exemplul 2. 

' 

Fiecare deîmpărţit parţial se deduce din z:estul precedent prin adăugarea unui 
zero la dreapta sa, adică mărindu-l de zece ori. Resturile parţiale sînt toate 
mai mici <lecit im părţi torul. După un număr finit .de operaţii parţiale se regă­
seşte deci, ori deîmpărţitul iniţial (exemplul 1), ori un .rest deja tnttlnit 
(exemplul 2). De la acest pas putem să nu mai continuăm împărţirea, deoarece 
în citul im.părţirii lui 5 la 33, respectiv in citul împărţirii lui 19 la 55, <?ifrele 
se vor repeta. De aceea 

5 19 
- = 0,(15); - = 0,3(45). 
33 55 

În general, avem: 

Te ore ma 1. Orice număr raţional se reprer.intă sub formă de fracţie zeci· 
mală infinită periodică,, care Jtu are perioada. (9). 

Demonstraţie. Dacă a este un ~umăr raţional oarecare, atunci a = a0 + a', unde a0 

este un număr întreg (partea întreagă a l ui a), iar a' este un număr raţional nenegativ 
mai mic decît 1. Dacă a' se reprezintă sub formă de fracţie zecimală periodică, ca1·e nu are 
perioada (9), atunci şi a se reprezintă sub formă de fracţie zecimală periodică care nu are 

Textele însemnate cu o bară la "narginea paginii sînt fa1:ultative 
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perioada (9), în care partea întreagă este a0, iar partea fracţionară îl reprezintă pe a • 

Aşadar, pentru demonstraţia teoremei este suficient să considerăm numai numere raţio-
m m : m 

nale - • astfel încît O< - < 1. Fie deci - (m :;:i: O, n > O) un astfel de. număr 
n n n 

raţional. Prin algoritmul de împărţire 11. lui m la n slnt posibile resturile: 
O, 1, 2, „„ n - 1 . 

Deoarece resturile iau cel mult n valori, rezultă că după cel mult n paşi ai algoritmului 
se repetă unul din ele. Deci va rezulta o fracţie zecimală periodică . 

Se arată căpu este posibil ca fracţia zecimală periodică asociată unui număr raţio­
nal, să aibă perioada (9). Să presupunem, prin absurd, că fracţia ar avea perioada (9) . 
Atunci, prin algoritmul de împărţire, ajungem la un moment dat la un rest r astfel 
tnctt tnmulţindu-l cu 10, şi împărţindu-l lan, să se obţină un ctt egal cu 9 şi restul să fie, 
de asemenea, r. Deci după teorema împărţirii cu rest, avem: 

10r = n • 9 + r, cu r < n. 
De aici se obţine 9r = 9n, de unde r = n, ceea ce este tn contradicţie cu ipoteza r < n. 

Observaţie. Fracţiile zecimale finite (adicll. de perioadă (O)), se obţin atunci ctnd prin 
algoritmul de împărţire se obţine la un moment dat un rest egal cu zero. După aceasta 
toate resturile vor fi egale cu zero. 

Itn părţirile parţiale din exemplele precedente se scriu astfel: 

Exemplul 1. 50=33·1+17; 170 =33·5+5. 

înmulţind cu 10 prima relaţie, şi folosind pe a doua avem, 500 = (33 · 1 + 
+ 17) · 10 = 33 · 10 + 170 = 33 · 10 + (33 · 5 + 5) = 33 · 15 + G. 
Deci 100 · 5- = 33 · 15 + 5, adică 15 este citul împărţirii lui 100 · 5 la 33. 

Exemplul 2. 190 = 5S · 3 + 25; 250• ·55 · 4 + 30; 300 , 55 · 5 + 2?· 

lnmu.lţind cu 100 prima relaţie şi folosind pe următoarele două avem 19 OOO = 
= (55 . 3 + 25) . 100 = 55 . 300 + 250 . 10 = 55 . 300 + (55 . 4 + 30) . 10 = 
= 55 . 300 + 55 . 40 + 300 = 55 . 340 + 55 . 5 + 25 = 55 . 345 + 25. 
Deci, 1 OOO · 19 = 55 · 345 + 25 şi 10 · 19 = 55 · 3 + 25, adică 345 este 
citul împărţirii luit1 OOO · 19 la 55, iar 3 este citul împărţirii lui 10 · 19 la 55. 

In continuare vom. observa oă reciproca te?remei precedente este, de ase­
menea, adevărată. 

Să dăm ro.ai intii două exemple: 

1) Fie 0,(43) o fracţie zecimală periodică simplă. Dacă există un număr 

raţional m , astfel tnoit fracţia. daiă să se obţină din acesta prin algoritmul 
n 

de împărţire, atunci 43 este citul întreg a.I împărţirii lui 100 m la. n; mai mult, 
din motive de periodicitate, restul acestei împărţiri este egal ou m. Deci 

100 m = n · 43 + m 
de unde 

99 m = n · 48. 
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Numărul raţional căutat este ~ = 43 
• 

n 99 

Verificare. Este suficient să aplicăm algoritmul de tmpărţire pentru a 

vedea că num.ărul raţional 43 se reprezintă . sub forma fracţiei ze~imale O,( 43). 
99 

2) Fie 0,41(23) o fracţie zecimală periodică mixtă. Dacă există un număr 

'rJ.ţion.al : ~astfel incit fracţiti. dată să se obţină din acesta prin algoritmul 

de împărţire, atunci: . 
4123 este citul intr~g ~l împărţirii lui 10 OOO m lan, iar 41 este citul întreg 

al împărţirii lui 100 m la n. 
Mai mu'lt, din motive de periodicitate, cele două resturi obţinute sint 

egale. Deci 

10 OOO m = n · 4 123 + r 
100 m = n · 41 + r 

ŞI prm scădere se obţine: 

9 900 m = n · (4 123 - 41). <. 

Numărul raţional căutat este: 
m 

n 

4 123 - 41 

9 900 

4 082 =--. 
9 900 

Verificare. Este suficient să apli.căm algoritmul de împărţire pentru a 

vedea că numărul raţional 4 082 ' t v b f . f ţ' • • 1 -- se reprezm a su orma rac 101 zec1ma e 
9 900 

0,41(23). 
fn general, avem: 

T e o r e m a 2. Orice. fracţie zecimală periodică, care are perioada diferită 
de (9), reprezintă un anumit număr raţional, din care se obţine 
prin algoritmul de împărţire. 

Fie 

ao, a1az .. . ah- 1(ahak+l"'ah+P- 1) (1). 
o fracţie zecimală periodică, care nu are perioada. (9). Trebuie să arătăm că 
există un număr raţionai, astfel incit fracţia dată (1) să se obţină din acesta 
prin algoritm.ul de împărţire . Nu vo.m da o demonstraţie a acestei teoreme. 
Observăm tnsă că oele două exemple de mai înainte ne sugerează reguli de 
găsire, in general., a nwnărului raţional oăutat. Astfel: 

1°. Dacă k = 1, adică fracţia ~ste periodică simplă, avem: 

( ) + a1a2 .„ ap 
a0 , a1a2 „. ap = a0 99 „. 9 

• pori 

(in partea din dreapta a egalităţii de mai sus a1a2„.ap reprezintă numărul na­
tural avind cifrele a 1, a 2,„., ap)· 
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2°. Dacă k > 1, a.dică fracţia este periodică mixtă, avem: 

a0 , a 1a2„ .all_1(a1tak+i ···a1t+p-i) = 

p ori (k-1) ori 

Formulele 1° şi 2° dau reguli după care se găseşte numărul raţional care· 
se reprezintă sub forma unei fracţii zecimale periodice date. 

3 1 45 5 
Exemple: 1) 0, (3) = 9 = 3; 0,(45) = 99 = 11 ; 

453 - 45 408 34 
2l 0•45(3) = 900 = 900 = 75 ; 

2745 - 27 . 2 718 151 
. 3) 0,027(45) = 

99 
OOO = -- = --99 OQO 5 500. 

Observaţie. Am definit fracţiile zecimale periodice fâră a face presupunerea că au 
sau nu perioada {9). Dacă considerl!.m o fracţie zecimală cu perioada (9), aplictnd în mod 
formal regulile 1° şi 2° de mai sus, se obţine un numl!.r raţional. Fie, de exemplu, fracţia 
zecimali!.. periodică 0,(9). După regufa 1°, acestei fracţii zecimale îi corespunde numărul 
raţional · 

9 . 
0,(9) =- = 1. 

9 

Pe de altă parte numărului 1 ti corespunde prin algoritmul împ~rţirii fracţia lui zecimală 
1,000.„ = 1,(0). . 

Să considerăm un alt exemplu şi anume fracţia zecimală periodică 0,4(9) cu peri­
oada {9). După regula 2°, acestei fracţii îi corespunde numărul raţional: 

49 - 4 45 1 
0,4{9) = ---go- = 90 = 2. 

• 1 
Pe de altă parte oumărului raţional 2 îi corespunde prin algoritmul împărţirii frac-

ţia zecimală 0,5000 „. = 0,5(0). 
Din cele- două exemple rezultă că teorema precedentă {în ultima sa parte) nu mai 

este adevărată pentru fracţiile zecimale infinite cu perioada (9). Mai precis, dacă este 
dată 0 fracţie zecimală infinită cu perioada {9), acesteia ti corespunde după regula 1° sau 

regula 2° un număr raţional ~ . Însă acestui număr raţional~ , prin algoritmul tm-
n n 

părţirii, nu-i mai corespunde fracţia zecimală dală, ci o fracţie care se obţine din aceasta 
prin mărirea cu o unitate a numărului din faţa primei perioade şi înlăturarea cifrelor urmă 
toare. Se poate vedea uşor că această regulă se referă la toate fracţiile zecimale periodice cu 

perioada (9). 
De aceea\ ori de cîte ori înttlnim în calcule o fracţie zecimală cu perioada (9) conve­

nim să o înlocuim cu fracţia zecimalll. cu perioada (O) (finită) obţinută după•n-egula enun-

ţată mai înainte. De exemplu: 

0,4{9) = 0,5(0); 0,1(9) = 0,2(0) . 
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lri conduzie, numerele raţionale (şi numai ele) se re_prezintă sub formă 
de fracţii zecimale infinite .periodice. Dar există fracţii zecimale care nu sînt 
periodice? Răspunsul la această întrebare este afirmativ. De exemplu, fracţia 

·0,101901000100001000001.„ 
(după primul 1 este un O, după al doilea sint doi de O etc.) este o fracţie zeci­

·mală infinită neperiodică. 
Într-adevăr, să presupunem că această fracţie est.J:l periodică, şi fie p 

număml cifrelor din perioadă. Perioada trebuie să conţină şi o u-n.itate. De 
aceea intre orice două unităţi consecutive (de după yirgulă) nu poL fi ma·i 
mult de p - 1 zerouri; contradicţie. Contradicţia ·obţinută arată că fracţia 
este 'neperiodică. 

In paragraful următor se vor indica probleme concrete care conduc la 
fracţii zecimale infinite neperiodice. 

§2. NUMERELE REALE CA FRACŢII ZECIMALE INFIN'T E 

In clasele anterioare a fost prezentată necesitatea lărgirii mulţimii Q 
a numerelor raţionale, obţinindu-se astfel mulţimea R a numerelor reale. 

Iată două probleme concrete care conduc la aceasta. 
1) Nu există nici un număr raţional al cărui pătrat să fie 2. 
lntr-adevăr, să presupunem, prin absurd că există un număr raţional 

~,astfel încit (~)2 

= 2. Putem presupune că fracţia m este ireductibilă, adică 
n n · n 

m şi n sînt numere intregi prime intre ele. Din(': r = 2 rezultă m2 = 2n2
• 

Cum 2n2 este număr par, atunci şi m2 este par şi deci m este par. Fie m · = 
= 2k, k un număr intreg. Înlocuind pe m = 2k în relaţia precedentă, rezultă 
4.k2 = 2n2 , de unde 2k2 = n2, adică n este par. Deci m şi n sînt numere intregi 

pare, ceea ce contrazice ireductibilitate~ fractiei ~.Prin urmare presupu-
' n 

t ~ (m)2 2 nerea noas ră ca -;;: = este falsă. Acest fapt arată că ecuaţia cu coefi-

cienţi· intregi x 2 - 2 = O nu are, 
2) Fie acum un triunghi 

(fig. III.1). 

ca soluţii, numere raţionale. 
dreptunghic isoscel ABC 

Alegînd cateta .[AB] ca unitate de măsură(adică de 

lungime 1), vom arăta că nu ex.stă un număr raţional~ 
·n 

care să reprezinte lungimea lui BC adică a n-a parte 
din AB să se cuprindă de mori in BC. Intr-adevăr, 
dacă lungimea lui [BC] s-ar exprima prin numărul 

• - MatematlcA-algebrA. el. a IX-• 

c 

Fig. Il J.t 



~ -

raţional ~- . atunci conform teoremei lui Pitagora rezultă (: / = 2. Dar am 

arătat la pct. 1) că o astfel de relaţie nu poate avea loc. 
Dacă BC = a, rezultă că a este o rădăcină a ecuaţiei x2 - 2 = O. 

Notăm a = v2, care reprezintă lungimea ipotenuzei. Am văzut că V2 nu 
este un număr raţional, deci el va fi un număr de o natură nouă . Un astfe I de 
număr, care nu este raţional ii numim iraţional. ln acelaşi mod numerele 

V3, V5 "ş.a. ~are sînt rădăcini ale ecuaţiilor : x 2 - 3 = O, x 2 - 5 = O ş.a. 
sint numer~ iraţionale. (Există şi numere iraţionale care .nu sînt rădăcini ale 
unor ecuaţii , de exemplu numărul 7t care -este egal cu raportul dintre lungimea 
unui cerc şi diametrul său-) Mulţimea numerelor raţionale împreună cu .mul­
ţimea numerelor iraţionale formează mulţimea R a numerelor reale. 

In clasele anterioare, a fost indicat un algoritm de construcţie a fracţiei 
zecimale sub care se reprezintă V2: 

V2 = 1,4g213s6„ .. 
Deoarece V2 este număr iraţional rezultă că fracţia „ zecimală care-l repre­
zintă este o fracţie zecimal ă infinită neperiodică. (Şi nu.mărul rt are o repre­
zentare ca fracţie zecimală infinită neperiodică ) 

Acceptăm că fiecare fracţie zecimală neperiodică infinită reprezintă un 
număr real, mai precis un număr iraţional. ' 

In acest mod orice număr real a se reprezintă printr-o fracţie zecimală 
infinită (periodică sau neperiodică) a0 , a1a2a3„ . • 

Funcţia 

a -+ a0 , a1a2a3 „. , 

de la mulţimea numerelor reale la mulţime·a fracţiilor zecimale infinite, care 
nu au perioada (9), este bijectivă, adică fiecărui număr real i se RS"ociază o 
fracţie zecimală, care nu are perioada (9), bine determinată, şi fiecare astfel 
de fracţie zecimală reprezintă un număr real bine determinat. 

Teoria riguro·asă a numerelor reale ca fracţii zecimale infinite depăşeşte 
programa clasei a IX-a. Introducerea fracţiilor zecimale infinite ne permite 
să pătrundem mai mult în natura acestor noi numere (iraţionale). 

Obser1JaJie. Pentru simplitate, pe baza bijecţiei precedente, vom identifica în conti­
nuare numărul real cu fracţia zecimală prin caro se repre zintă, adică 

a = a0 , a1a 2a3 .•. • 

ln particular, numerele raţionale se identifică cu fracţiile zecimale periodice (de 
perioadă diferită de (9)) prin care se reprezintă. 

§3 . ORDONAREA NUMERELOR REALE 

Vom defini ordinea pe mulţimea numerelor reale, folosind reprezentarea. 
lor zecimală, astfel incit aceasta să coincidă pentru numerele raţ.ionale cu 
cea deja introdusă pentru aceste numere tn clasele anterioare. 
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I 
r 

Fie a = a
0

, a 1a2a9„. ~i b = b0 , b1b2b5„. două numere reale, unde fracţiile 
a

0
, a

1
a2a3.„ şi b0,b1b2b9 „. nu au perioada (9). 

Spunem că cele două numere stnt egale dacă oricare ar fi i = 0,1 ,2„„ 
avem ai-= bi. 

Definiţie. Spunem că numărul real a== a0 , a1a2a3. „ este mai mic decit 
numărul real b = b0, b1b2b3.„ şi scriem 

a<b 

dac~ există un număr nat.urat Ic ~ O, astfel incit a11 < bi< şi 

ai = bi pentru orice i < k. 

în acest caz se mai spune că b este mai mare decit a şi se scrie b > a. 
' 

Exemple. 1) 3,9014 „. < 4,17.35 .„ , deoarece a0 = 3 < 4 = bo. 

2) 3,45170 .„ < 3,45181 „„ deoarece a0 = b0 = 3, a 1 = b1 = 4, a2 = b2 = 5, a3 = 
= b3 = 1, a, < b, (7 < 8) . 

3) 20,432 „. < 1,720 „ „ deoarece a0 = -20 < 1 = bo. 
4) 3,173 „ . > 3,165 „„ deoarece a0 = . b0 = 3, a1 = b1 = 1 şi ag > b2 (7 > 6). 

5) 4,232 „. > 4,193 .. „ deoarece a0 = b0 = -4, a1 > bi (2 > 1). 

Dacă a < O se spune că numărul real a este negatil', iar dacă a > O 
atunci a se numeşte pozitil'. E ste clar că un număr real a = ao, a1a2aa.„ est e 
negativ dacă şi numai daci partea sa întreagă a 0 este număr negativ. 

De . exemplu, 

~:.1 72 . „ < 0,000„. = O, deoarece a0 = - 1 < O. 

Obser1Jaţie. Pentru numerele raţ.ionale , definiţia inegalită ţilor da l ă mai înainte es te 
tocmai cea pc care o cunoaştem din "clasele anterioare . Astfel: 

I S t 
o,5000 . „ < 0,51000. „ dacă şi numai dacă '2 < 

100 
• 

1 334 
o,3000 . . . < 0,334000 . . . dacă şi numai dacă 3 < 

900 
• 

Est e adevărată următoarea proprietate numită legea de tricotomie: 

Dacă a şi b sînt două numere reale, a tunci est e adevărată una şi numai 
una din relaţiile : 

a > b, a = b, a < b. 

D e f i n i ţ i c. Se spune că numărul rea l a este mai mic sau egal cu numărul 
real b, şi scriem a ~ b dacă a < b sau a • b. 

Relaţia „ ~ " are următoarele proprietăţi: 

1) ·a ~ a, oricare ·ar fi a din R ( T'eflexiYit~tea) , 
2) dacă a ~ b şi b ~ a atunci a = b ( antisimetria), 
3) dacă a ~ b şi b. ~ c atunci a ~ c (tranziti1Jitatea ). 

Această relaţie se numeşte relaţia de ordine pe mulţimea numerelor reale. 
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Observăm că proprietatea de tranzitivitate o posedă şi relaţia „ <", 
adică dacă a < b şi b < c, atunci a < c. 

Revenim cu alte proprietăţi ale i~egalităţilor în § 5. 

§4. APROXIMĂRI ZECIMALE ALE NUMERELOR REALE 

ln practică, aproape niciodată nu se cunosc valorlle exacte ale mărimilor. 
Orice instrument sau aparat nu arată .cu -exactitate absolută mărimile. Orice 
termollletru indică temperatura cu o oarecare 'eroare, nici un ampermetru 
nu poate indica intensitatea exactă a curentului etc. O anumită eroare se face 
chiar la citirea rezultatelor măsurătorilor pe aparate. De aceea 1n loc să 
operăm cu valorile exacte ale mărimilor, sintem obligaţi să operăm cu valorile 
lor aproximative. in general, o mărime se reprezintă printr-o fracţie zecimală 
infinită, dar un aparat nu poate indica, practic, decît un număr finit dintre 
zecimale, adică o ·valoare aproximativă a mărimii. . 

Fie a un număr real oarecare reprezenţat sub formă de fracţie zecimală 
infinită. Aproximările (valorile aproximative J zecimale prin lipsă ale numă­
rului a se definesc ca fiind numerele care se obţin prin inlăturarea succesivă 
a tuturor cifrelor sale care stau după virgulă, incepind cu prima cifră, apoi 
cu cea de-a doua, după aceea cu cea de-a treia ş.a.m. d. 

De exemplu , pentru numărul a = 2 ,173256 ... , aproximările zecimale prin 
lipsă vor fi: 

' 2; 2,1; 2,17; 2,173; 2,1732; 2,17325; ... 

Dacă Ja ultimul număr de după virgulă al fi ecărei aproximări zecimale prin 
lipsă a numărului a se adaugă 1, atunci se obţin aproximările (valorile aproxi­
mative) zecimale prin adaos ale numărului a. De exemplu, pentru numărul 
2.173256 .. . , astfel de aproximări zecimale vor fi : 

3; 2,2; 2,18 ; 2;174; "2,1733; 2,1Î326; .. . . 

Avlnd în vedere relaţia de ordine pe mulţimea numerelor reale, introdusă 
în § 3, primele cmci aproximări zecimale ale lui a se pot ilustra in urm~torul 
tabel · 

2~a<3 
2,1 ~a< 2,2 

2,17 ~ a < 2,18 
2,173 ~ a < 2,174. 

2,1732 ~ a< 2.1733 

Cuni numărul a = 2, 173256.„ est e rupri M intre: 

L) 2 şi 3 şi 3 - 2 = 1; 
2) 2.1 şi 2.2 ş i 2,2 - 2.1 = 0,1; 
:J) 2, 17 şi 2.18 şi 2.18 - 2,17 = 0,0 1 ş.a.ro.ci. 

ntestP aproximări zecimale s1nt. respP<'ti,·, c·u 11 f'f'OHre rrtHÎ inir.ii dl-'l'it 1: 
O. J -= 10- 1 ; 0,0·1= 10 2 ş.a.ro. ci . 
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fn general, pentru numărul a = a0, a 1a2a3„.a„.„ apro.rimările zecimalP 
cu o eroare mai mică decît JO-n , stnt: 

i) prin lipsă: a;, = a0,a1a2a3„.an, 

ii) prin adaos: a~ = a0 ,a1a2a3 ••• an + 10- n. 

Observaţii . 1) Dacă numărul a este reprezen ta t de o fracţie p eriodică cu p erioada (o). 
atunci încep!nd cu un anumit rang, aproximările zecimale prin lipsă ale sale sînt egale 
ru număl"ul însuşi. De exemplu, pentru numărul J,52 = l.'12000„., avem : 

1; 1,5 ; 1,52; 1,520; 1,5200: . .. . 

De aceea, pentru a cuprinde toate cazurile, in tabel ul cu aproximaţiile zecimale ale unui 
număr real, inegalitatea din st!nga o scriem „~". 

2) Scrierea· valorilor aproximative a~ şi a;, o vom f;irr s ub formi\ do frac\.il' zrci­
mală finit1l, fără a mai adăuga la dreapta u infiniLale dr zerouri . 

După definiţie (vezi i) şi ii)), precum şi observaţia precedentă, pct. 1) 
rezultă că numărul a este mai mare sau egal cu orice aproximare zecima lă 

prin lipsă a sa şi mai mic <lecit orice aproximare zecimală prin adaos a sa. 
Aşadar, unui număr real a i se asociază aproximările sale zecimale : 

prin lipsă: a~, a; , a2 , a3,„. 

pl'in adaos: a~, (l; , a;, a;, ... 
astfel incit 

a~ ~ a < a~ (cu o eroare mai mică <lecit 1) 
I 

a; ~ a < a; (cu o eroare mai mică <lecit 0,1) 

a; ~ a_< a; (cu o eroare mai mică <lecit 0,01) 

. .. ..... . .. . . . ... ... .. .. . . ... .. ... . . . . · .... 
Observaţie . Es te fonrte impor!;i nt de semnal a t pentr u r rle <'<' urmcazil că aprox1măril C" 

zl'l'Î male prin li"psil ş i prin adaos a le un ui număr rea l a, sl nL i11t otdPa11na nutnr re raţiona le 

§5. ADUNAREA ·şi TNMULŢIREA NUMERELOR REALE 

5.1. Vom defini adunarea şi înmul ţ irea numerelor rPalP, folosind repre -
zentarea lor zecima l ă, astfel lncit aceste operaţi i să coin<.;id ă pent ru numerele 
r11ţionale cu adunarea şi înmul ţirea deja int roduse in clasele a nlrrioare. 

Fie date dou ă numere reale a şi b şi să considerăm ap1·o ximăril P zecimalP 
prin lipsă şi adaos cu o ero are' mai mică decît. 10-11

• Atunci pent ni orice n, 
avem : 

a„ ~ a < a~. 

După r.um am observat. la idîrşitul rara!!rn fnl 11 i JH'P('PdPnl . l)tJl!'l!'t'ClP. 

a„, a„ b~. b;, si ni ra\ io11a l<! ~ I deci, dn IH adunelJ'P.H Clll-n'\ t'l't lor· I :t(iot t illP, ,llJ 

-;ens i-umA]r a~ ..1- h~ şi a~ -t b~. pent1·11 orice n 
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D e f i n i ţ ie. · Se numeşte suma numerelor reale a şi b µn număr real c, care 
pentru orice ·număr natural n, satisface inegalităţile: 

a~ + b~ ~ c < a~ + b~. 
Se poate demonstra că un astfel de număr real c există şi, mai mult, este 

unic. Demonstraţia riguroasă a acestui fapt depăşeşte programa clasei a IX-a. 
Ea necesită. noţiunea de limită şi se va face la Analiză matematică in clasa 
a XI-a. 

ln exemplele de mai jos vom arăta cum această definiţie a sumei ne 
permite să găsim valoarea aproximativă a ei, cu o eroare oricit de mică dorim. 

Exemple. 1) Să găsim primele patru cifre după virgulă pentru suma numerelor 
a = v 2 şi ·b = vs. 

Avem: 

1~ V2<2 
1 ,4~ 112 < . t,5 

J,41 ~ V2 < 1,42 

1,414 ~ V2 < 1,415 

1,4142 ~ v·2 < 1,414 3 

1,41421 ~ V2 < 1,41422 

2 ~ Vs < -s 
2,2 ~ Vs< 2,3 

2,23 ~ V5 < 2,24 

2,236 ~ Vs < 2,237 

2,2350 ~ v -s < 2,2351 

2,23606 ~ vs < 2,23607 

Deci a~ + b~ = 3,65027 ~ V2 + Vs < a~ + b~ = 3,G5029 de unde 

112 + Vs = 3,6502 . . .. 

2) Să găsir.1 primele patru cifre după virgulă pentru suma numerelor a = 3,127 l4 ... 
şi b = 2,42731... (celelalte cifre după virgulă care ar urma după cele scrise nu au impor­
tanţă, pentru problema· pusă). 

Avem a~+ b~ = Î,55445 ~a + b < a~+ b; = 1,55447. Astfel , putem seric palru 
cifre după virgulă pentru suma 

a + b = T,5544 ... = - 0,4456„ .. 

3) Fie numerele a = 2,23751... şi b = '3,76248 .... Atunci a~ + b~ = 5,99999, iar 

a~ + b; = 6,00001. Deci, 6,00000 este o valoare aproximativă a sumei a+ b, cu o ero~re 
mai mică dectt 10-&. 

Analog, se defineşte produsul numerelor reale nenegative. 
Observăm mai întîj, ca şi pentru sumă, că deoarece a~, a~, b~, b~ sînt 

numere raţionale, produsele a~b~ şi a~b~ au sens şi sint produse de numere 
raţionale. 

Definiţie. Se numeşte produsul numerelor reale nenegatiPe a şi b, un număr 
real d, care pentru orice număr natural n, satisface inegalităţile: 

a;,bK ~ d < a;,b~ . 

Se poate demonstra că un astfel de număr real d există şi este uriic. 
Dacă unul sau ambele numere stnt negative, atunci se înmulţesc valorile 

lor abioolute şi apoi se ţine seamă de cunoscuta regulă a semnelor şi anume: 
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1° produsul este pozitiv dacă ambii factori a.u acelaşi semn şi atunci: 

ab = I a I I b I; _ 
2° produsul este negativ dacă semnele factorilor stnt diferite şi atunci : 

ab = - I a I l b I· 
Exemple. 1) Să se calculeze pătratul numărului 

a = 1,4142 .... 

Avem a~= 1,4142 şi a;= 1,U43. Atunci: 

a~2 = 1,99996164 ~ a2 < a~2 = 2,00024449. 

Se observă că pătratul numlirului a este foarte aproape de numărul 2. 
• 1 

2) Să se găsească trei cifi'e după virgulă pentru produsul numerelor a = -
3 

şi b = v~z: 

Deci 

Avem a= 0,33333 ... şi i/2 = 1,41421 . .'. Atunci 

O ~ a <::1 

0,3 ~a< 0,4 
0,33 ~ a < 0,34 

0,333 ~ a < 0,334 
0,3333 ~ a < 0, 3334 

O ~ ab < 2 
0,42 ~ qb < 0,6 

1,4 ~ b < 1,5 
1,41 ~ b < ·1,42 

1,4 14 ~ b < 1,415 
1,4142 ~ b < 1,4143. 

0,4653 ~ ab < 0,4828 
0,47062 ~ ab < 0,47261 

0,4 7135286 ~ ab < 0,4'2152762. 

Astrei am obţ.inut: 

ab = 0,471.. .. 

5.2. Proprietăţile adunării şi înmulţirll numerelor reale. 
Proprietăţile Inegalităţi lor 

Menţionăm în continuare proprietăţile operaţiilor de adunare şi înmul­
ţire a numerelor reale, precum şi ţmele ]>roprietăţi ale inegalităţilor. Pe baza 

· definiţiilor operaţiilor de adunare şi înmulţire date mai înainte şi folosind 
proprietăţile corespunzătoare ale adunării şi inmulţirii numerelor raţionale, 

· verificarea acestora se face fără dificultate. Lăsăm ca exerciţiu demonstra­
rea lor. 

Adunarea pe mulţimea R a numerelor reale are proprietăţile: 
1° este comutatiPă, adică oricare ar fi a şi b din R, avem 

a+ b = b +a. 
2° este asociativă, adică oricare ar fi a, b şi c din R, avem 

(a + b) + c = a + (b + c). 
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3° numărul O este element neutru pentru adunare, adică oricare ar fi 
a din R, avem 

a + O= O+ a= a. 

4° orice număr real a are un opus, care este - a, adică 

a + (-a) = (-a) + a = O. 

Ca de obicei , în loc de a + (-b) vom scrie a - b. 
lnmulţirea numerelor reale are proprietăţile: 
1. este comutatiPă, adică oricare ar fi a şi b din R, avem 

ab =ba; 

2. este. asociatiPă, adică oricare ar fi a, b şi c din R, avem 

. (ab)c = a(bc); 

3. numărul 1 este element neutru pentru înmulţire, adică oricare ar fi 
a din R, avem 

a1 = 1a = a; 

4. orice număr real a diferit de zero are un ifwers, adică există un număr 
real , notat cu a- 1, astfel incit 

aa-1 = a- 1a = 1; 

5. este distributiPă faţă de adunare, a~ică oricare ar fi a, b, c din R an 
loc egal ităţile: 

a(b + c) = ab + ac, 

(a + b)c = ac + bc. 

Ca de obicei, în loc de ab-1(b # O), vom scrie a : b sau a 
b 

Am dat în § 3 unele proprietă~i ale inegalităţilor pe mulţimea num~relor 
reale. Dăm mai jos şi alte proprietăţi ale lor legate de operaţiile de adunar·e 
şi lnm1:1lţire. Astfel: 

1° dacă a < b, iar c este un număr real oarecare, atunci 

a + c < b + c, 

2c dacă a < b şi c > O, atunci ac < bc, 
3° dacă a < b şi c < O, atunci ~c > bc. 
De aici rezultă uşor că: 

4° dacă a < b şi c < d atunci a+ c < b.+ d şi a - d < b - c, 
5° dacă a, b, c, d stnt numere reale pozitive astfel !~cit a < b .şi c < d, 

aLunci ac < bd. ln aceleaşi condiţii , avem şi ~ < .!!.. •. 
d c 

Aceleaşi proprietăţi (1°, 2°, 3°, 4°, 5°) -sînt valabile' şi pentru relaţia „ ~ ". 

Observaţir. În gen.erai, cînd se hicrează cu numere rea le nu se recurge neapă1·at la 

rcprr z<'nlarea lor zecimală. Rewltatul unei probleme poate fi dat sub forma: V2 +va. 
l 7t2 

n~(2 + i/ .';), :i V ;. 3 
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§6. INTE:RPRETARfA GEOMEf~ICĂ A NUMERELOR REALE 

Fie d o dreaptă oareca re pe care fixăm un pu~ct O numit origine (fig . 111.21 şi 
sensul pozitiv de la s ttnga la dreapta . Originea împarte dreapJa .a în două semidrepte 
(Ox şi (Ox'; Ox este semia:ca pozuwu, 1..t r ux· semiaxa· negali!Jă. Dacă fixăm o unitiite de 
mă.sură, atunci distanţa AB dintre orice două pun cte A şi B ale dreptei d se exprimă 
prmtr-un număr nenega liv 

x· o u X 

Fig. IIT.2 

Să alegem ca unitate de măsură lungimea segmentului [OU]; atunci OU = 1 . 
Dacă M este un punct al semiaxei pozitive Ox, să notăm cu xM= OM, abscisa sa. 

f n acest mod se defineşte o funcţie 

M-+ XM 

de la punctele semidreptei (Ox la mulţimea numerelor reale pozitive. 
tn cursul de Geometrie se afirmă că: pentru orice număr real pozitiv (lungime) x1 

există un punct bine determinat M pe semiaxa Ox, care să se găsească la distanţa x de 
pune.tul o; adică XM = x . Aceasta ne spune că funcţia definită mai înainte este bijectivă. 

Dacă punctul M aparţine semiaxei negative Ox', abscisa sa este numărul XM = 
- OM. Convenim ca xo = O (zero) . 

Atunci funcţia 

M-+xM 

definită pe toată dreapta d cu valori în mulţimea R a numerelor reale stabileşte o bijecţie 
Intre aceste două mulţimi. De aceea mulţimea numerelor reale se numeşte adesea 
dreapta numerică sau dreapta reală, sau axa reală, iar elementele (humerele) sale se numesc 
punctele dreptei numerice. Bijecţia stabilită permite să folosim, adesea, pentru numere, 
terminologia geometrică. 

Există procedee simple de construcţie cu rigla şi compasul a unor puncte pe axa 
x'x care corespund unor anumite numere reale (cum ar fi: numerele raţionale, precum şi 

unele numere iraţionale ca: · V2, V3, Va ş.a.). 
tn acest sens vom prezenta următorul exemplu: 

Exemplu. Să se con~truiască re dreapta d, cu ajutorul riglei şi compasului, 

numărul v2 (fig. Ill.::Jj. 

Se construieşte pă tratul de latură [OU]: OU = 1. Conform teoremei lui 
Pitagora, OA2 = OU2 + AU2 ·= 1 + 1 = 2. Deci OA = V2. Cu a jutorul compasului 
se construieşte OM = OA = V2. 

Pe semiaxa Ux am reprezentat şi aproximările zecimale nrin lip să şi prin adaos cu 

o eroare mai mică decît 1; 0,1 respectiv 0,01 ale lui t/"f 
Să vedem sensul intuitiv al teoremei amintite ma i îna int e, r.11 ajutorul reprezen­

tării sub formă de fracţie zecimală a numerelor reale. De la reprezentarea numerelor 
raţiona-l e pe dreaptă, şlim să construim un puncl M a cărui abscisă es te un număr care 
se reprezintă sub formă de frarţin r.ecimală finită· . 

Fie 
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un număr real oarecare şi 

Fig. lll.3 

a~, a~ , a;, 
a~, a;, a~, 

/vf(2J 

2 

aproximările zecimale prin lipsă şi prin adaos ale lui a. Să considerăm segmentul 
6 n = [ M( a~), M( a~)] cu capetele a~ şi a~ şi de lungime 10-n. Avem 

61 :::> 6 2 :::> 63 :::> · • · :::> 6n :::> 6n+t :::> . • · • 

Se arată că exisţă un singur punct care să aparţină tuturor segmentelor 6 n, pentru 
orice n . Acesta este punctul .M(a). 

De exemplu, fie a = 1,671 „ . . 
Atunci 

1 ~a < 2 

1,6 ~ a· < 1,7 

1,67 ~ a < 1,68. 

Interpretarea geometrică es te da tă tn figura III.4. 

O= M(OJ 

Fig. IIU 

Mf2J 

I \ 
M0,6) M(1,7J 

EXEP.C ITll · 

P 1. s• " '"'' <ub form• do frao\io "oima1' inlinit•, ""m"'l" 

a) 3; b) 
1
8
5

; c) ~ 1 d) o; e) - ~ ;if) --
3

2
: g) - 29

• h) - fil. 
„ „ 11' 17 
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2. Pentru fracţiile zecimale pericdice u rmătoare , să se găsească numll.rul raţional pe 
care-l reprezintă şi să se verifice apoi prin algoritmul de împărţire că se obţine. fracţia 
zecimală iniţială: - -

a) 1,33(4); b) 0,(7); c) - 0,( 14); d) 2,073(83); e) - 0,01(023) ; f) -2,001(7). 

8. Să se arate care dintre numerele de mai jos sînt raţionale : 

-1,3; 3,75; V3; V s; V6; 0,34344344434444344444... (după primul 3 urmează un 4; 
după al doilea ' 3 urmează doi de 4 ş.a.m.d ~) ; 0,12345678910111213„. (după virgulă se · 
sc~iu ln ordine toate numerele natura.le). 

,,,,. ~· Să se~ndice cîteva numere ~aturale n astfel Incit 

a) V n este raţional; b) V n nu este raţ.ional. 

6. Să se arate că nu exis tă numere raţionale -~ astfel Incit ~ 
- n 

a) (:r= 2 ; b ) ('::r= 3 ; c) (:r= 6. 

-<; 6. Să se spună care numere din perechile de numere următoare es te mai mare şi care 
este mai mic: 

a) 3,4347.9„. şi 3,43497.„; b) 15,25„. şi ~; c) 5 şi .0, (5) ; d) - ~ şi - 0,375„.; 
4 9 8 

e) -5,4833„. şi -5,5829„.; f) 0, (6) şi _!; g) O şi -0,00011 ; h) - 1,1 şi - 1,1(01) . 
3 

)~ i) Să se găseascii apro'ximăril e zecimale cu o eroare mai mică decît 0,1, prin lipsă şi 
adaos, pentru numerele; 

,/- ,r - 1 1 11 11- v- 178 v-
a) v 5 ; b ) - ! 5 ; c) ? ; d ) - ? ; e) 7; f) - 7; g) l3 ; h ) 11; 

ii ) Să se găsească apoi pentru acel eaşi numere primele trei aproximări zecimale prin 
\ _ lipsă şi adaos. 

~· F ie .x = 2,7154... . şi y '= 1,4287. „. Să se găsească primele trei cifre după virgu lă 
ale sumei x + y. 

9. F ie x = 2,1468„. şi y = 1,5431.. . . Să se găsească primele două cifr~ după virgulă 
ale produsului lui x cu y . 

10. Să se găşească primele patru cifre după virgulă ale sumelor: 

a l ! +Va; bl V2 + V3;· cl Vs + V7; dl v -a+ (- V'7}; el ( - V3) +V?. 

11. Să se găsească primele trei cifre după virgulă ale produselor : 

a) ~ ·i/7; b) V2 ·V7; c) V 3 ·V5 ; d) V3 · (-i/5 ) ; e) ~ ·V-2·V3. 

12. a) Să se C'onstruiască cu r igla şi compasul segme~tele de lungime : V3, V5, V6, V 10, 
şi ap.oi să se figureze pe axă. 
b) Să se figureze pe axa reală punctele care au abscisele : 

~ 
f~Va; Vî; - V5; V~ -V6; v·s; - V10; V 10. 

Indicaţie. Se foloseşte teorema lui Pitagora. 

18. Să se ara te că numerele V2 +va şi V2 - va stnt iraţionale. 
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14. Fie a şi b numere reale astfel Incit a + b şi a - b st! fle numere raţion11le. Sînl nurne. 
rele a, b şi a· b raţionale? . . . 

16. Fie a şi b numere raţionale. Să se demonstrez~ că dacă u + b t/2 * O, atunci ~i 

a - bt/2 =f;: O. 

16. Fie a un număr . Este posibil oare ca primele 10 puteri ale numărului a 

să fie ira\.ionale, iar următoarele 10 puteri: 

să fie raţionale? 

17. Daţi exemple de ecuaţii de gradul al doilea cu coeficienţi întregi ale căror rădăcini să 
fie iraţionale. 

18. Să se demonstreze că ecuaţia x3 - px + 1 = O, pentru p e N, p > 2, nu are rădăcini 
raţionale. 

· Indicaţie. Dacă ex = !!!._ este o rădăcină a ecuaţiei, atunci se arată că m şi n sint 
n 

+ 1 sau -1; deci «este egal cu 1 sau - 1, da r acest e numere nu sînl, ev ident, rădăcini 
ale ecuaţiei. 

CAPITOLUL IV 

FUNCŢIA DE GRADUL AL DOILEA 

§1 . DEFINIŢIÂ FUNCŢIEI DE GRADUL AL DOILEA. EXEMPLE 

De t i niţi e. Fiind date numerele rep,le, a, b, c cu a i= O, funcţia. 

f:R--+R 

definită prin formula: f(x) = ax2 + bx + c, se numeşte funcţie de grad_ul al 
doilea cu coeficientii a; b, c. 

Obseri;aţ ii 1) Domeniul şi codomeniul funcţiei de gradul al doilea rst e mul\imea nume­
relor r eale. Deci funcţia de gra dul al doilea este o funcţie numei:ică . 

2) Deoarece domeniul ş i codomeniul funcţiei de gradul a l doilea este R vom indica 
această funcţie as tfel : 

· f (x) = ax 2 + bx + ~ sa u y = ax2 + bx + c. 

3) O funcţie de gradul a l doilt>a f : R --,. R , f (x ) = ax~ + bx + c es tl' ped ec t determi-
nată rînd se cunosc numerele rea le a, b, c (a =f;: O) . · 

4) 1'rebuie să observăm C'ă în definiţia func ţiei de gradul a l doilea r·ondi\ia n =f;: O rst e 
-esen ! ială in sensul că ipoteza a =.o condu <.:c la func ţia de gradul înlîi , s tudia t ă ln chlsa 
a VIII -a. 

5) Den11mirra dr f11nr\ic de gradu l al doi lea provine d in rap tul ri\ Ps lr def i nită prm 
il'Jtermediul tri nomului de grad11! al doilea aX2 -r b,'( + c . 

. Exemple de funrţ11 de gradul al doilea 

l) ft(x) = ;xz - 9x ~ 10, 

2) fh) = V2.r" + t/ix + I, 
3) fh·) = 0,5 1x 2 - 2:r, 
4) f4 1x) = .c2 + 0,3 1, 
5) r~(x) = -x2 - 5.r - 0,31. 

(a= 7, b = -9. c = 10); 

(a= V2, b = v·2. C= I ); I 

(a = 0,5 1, b = -2. c =O)~ 
(a= l . b =O, c - 0,31); 
(a= - 1, b ~ -.'i, c = -0,31). 

Probleme care co11cl11c la f ullf'(Îa de gradul al doilea 

Rxistă numt•roasr t>xt>mple con cre ţe !'arc a u impus stud il il sis tema li<' ;i i fun1•\iei de 
grad ul a l doilc·a: 

1) ,\ria A a unui pă trat este ru nl'\ie dr l11ngimr;1 la t urii sa le .r. Mai pt·Pl'ÎS, areastă 

dcprndrn \ ă funl'\ iouali\ t·s le dala r.le rela \ia. 

A ~ .r• 

ol 

„ 



.,. 

2) Aria A a unui cerc este funcţie de lungimea ra1,ci sale :i:; această dep endenţă 

fun cţională se exprimă astfel: · 

unde n esto o constantă aproximativ egală cu 3,14. 
3) În fizică se arată că în căderea liberă a unui corp în vid, sub acţiunea forţei 

gravitaţionale, spaţiul s(t) parcurs de corp ln timpul t es te dat cie formula: 

s(t) = ..f t 2, • 

2 

unde g este o conslanlă aproximativ egală cu ~.8 m/s2• 

4.) Dintr-un turn de înălţime h0 se aruncă o p~atră pe verticală în sus cu viteza ini­
.ială "o· Înălţimea h(t) la care ea ajunge la.momentul t este dată de formula: 

h(t) = h0 + '1ot - ..f t2• 
2 

5) ln mişcarea uniform accelerată spaţiul s(t) parcurs de un mobil în timpul t este 
dat de formula: 

uryde a este acceleraţia mobilului. 

s(t ) = ~ ti, 
2 

§2. GRAFICUL FUNCŢI EI DE GRADUL AL DOILEA 

Ne propunem să construi~ graficul funcţiei f(x) = ax2 + bx + c, a =I O. 

Aceasta o facem cu scopul de a pune în' evidenţă elementele principale ale grafi­
cului funcţiei de gradul al doilea şi de a avea posibili lat.ea ca alunei c!nd s 6'1diem funcţia de 
gradul al doilea să interpretăm din punct de vedere geometric proprietăţile obpnuto. 
Graficul funcţiei de g1·âdul al doilea tl vom face în mai multe .etape. 

• 
1. Graficul fu:ncţiei f(x) = x2 

(Legea de asocier~ a acestei funcţii se poate exprima foarte simplu şi in 
cuvinte: „fiecărui număr real i se asociază pătratul său".) 

Trasarea graficului f(x) = x2 se face prin „puncte". Mai preciş se asociază 
următorul tabel de valori funcţiei f(x) = x 2 : 

X l_·~~·--~3~~-~2~~--1~~~~~-0~-1-/2~~1~~2~~3~ 
f(x) · x2 I .„ 9 4 1 1/4 O 1/4 1 4 9 

Reprezentăm într-un sistem de axe xOy punctele a}e căror coordonabe 
slnt valorile din tabel. Punctele obţinute le unim printr-o linie continuă ca in 
figura IV.1. 

(Facem observaţia că punctele reprezentate nu se unesc cu segmente ca 
in. fig. IV.2. ) 

Curba obţinută se numeşte parabolă. Pentru a obţine o construcţie cit 
mai exactă a acestei parabole, trebuie să reprezentăm cît mai multe puncte 
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x• 

y 

' ' ' ' ' ' 
-} -2-1 O I 2 3 

F ig. IV.1 

I 

-X 
X 

Fig. IV.2 

ale graficului. Parabola funcţiei f(x) = x2 are următoarele. proprietăţi impor­
tante: 

1° ea se găseşte deasupra axei x' x; trece prin originea axelor şi, punctul O 
are cea mai mică ordonată (egală cu zero) dintre toate punctele de pe para-
bo~ă. Punctul O se numeşte 1,1lrful parabolei; 

2° axa y'y este axă de simetrie pentru parabolă. Intr-adevăr, dacă P(a., a.2) 

este un punct al graficului, cum a.2 = (-a.)2
, atunci şi P'(-a., a.2 ) aparţine 

graficului. Dar punctele P_ şi P' sint ~imetrice faţă de y'y. 
1'. Graficul funcţ iei f(x) = -x2 

(Legea de asociere a funcţiei f se poate exprima şi în cuvinte: „fiecărui 
număr real i se asociază opusul pătratului său'\) 
· In figura IV.3 am reprezentaţ punctat graficul funcţiei f1(x) = x2• 

Graficul funcţiei f(x) = -x2 se poate obţine prin simetria faţ.ă de axa x'x, 
a graficului funcţiei f1(x) = x2• 

lntr-adevăr dacă P(a., a.2) este un punct al 
graficului funcţiei f1(x) = x2

, atunci simetricul 
său-faţă, de axa x'x este punctul P'(a., - a.2). 

Cum f(a.) = -a.2
, atunci P' se găseşte pe gr~­

ficul funcţiei f(x) = -x2• 

Graficul funcţiei f(x) = -x2 se numeşte,de 
asemenea, parabolă. Ea se găseşte sub axa x' x. 
Axa y'y este axă de simetrie, iar O are cea mai 
i'.n.are ordonată · dintre toate punctele graficului 
f(x) = -x2• Punctul O se numeşte, de ase­
menea, 1,1îrful parabolei funcţiei f(x) = -x2• 

In practică construcţia graficului funcţiei • 
f(x) = - x2 se face tot prin „puncte", ca la func­
ţia f1(x) = x2

• 

2. Graficul fu:ncţiei f (x ) = ax2 (a # O) 
·Graficul acestei funcţii se construieşte ca 

şi în cazul funcţiei f1(x) = x2 tot prin „puncte". 

------- - ---

X' 

y 
I 
I 
I 
I 
I 
\ 
\ 
\ 
\ 
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Y' 

Fig. IV.3 
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X 
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Curba obţinută se numeşte, de asemenea, 
parabolă. Să vedem care este poziţia graficu­
lui funcţiei f(x) = ax2 în raport cu graficele 
funcţiilor f1(x) = x 2 şi f2(x) = -x2

• (Func­
ţiile f 1(x) = x2 şi f2(x) = -x2 sint cazuri 
particulare ale funcţiei f (x) = ax2

, cînd 
a= 1 şi re~pectiv a = -1.) 

Cazul a > O. In figura IV.4 am repre­
zentat punctat graficul funcţiei f 1(x) = x2

• 

1 Fie P(cx, cx2) un· punct · de pe acest grafic. 

Fig. lV.'1 Dacă a > 1, atunci punctul P 1(cx, acx2
) apar­

ţine graficului funcţiei f(x) = ax2 şi cum 
acx2 > ~~ atunci ramurile parabolei funcţiei f(x) = ax2

· se găsesc intre 
·ramurile parabolei f1(x) = x2

• 

. Dacă O <a < 1 atunci punctul P 2(cx, acx2
) aparţine graficului funcţiei 

f(x) = ax2 şi cum cx2 > acx2, atunci ramurile parabolei funcţiei f(x) = ax2 se 
găsesc sub ramurile paraboiei f1(x) = x2

• 

Cu cit a este mai mare ramurile parabolei f(x) = ax2 se depărtează mai 
lent de axa y'y care este axă de simetrie. Originea O are cea mai mică ordonată 
dintre toate punctele graficu]ui funcţiei f(x) = ax2

• Acest punct se va numi, de 
asemenea, vîrful parabolei acestei fu?cţii. · 

Cazul a <.O. Graficul funcţiei f(x) = ax2 este simetricul faţă de axa x'x 
al graficului funcţiei f'(x) = -ax2

, unde -a >O. Diversele poziţi~ ale gra­
ficului funcţiei f(x) = ax2 se obţin din cazul precedent (fig. IV.5) . Axa y'y 
rămine axă de simetrie, iar punctul O care are cea mai mare ordonată dintre 
toate punctele graficului funcţiei f(x) = ax2 se va numi vîrful grS;ficului. 

3. Graficul funcţiei f(x) = ax2 + c(a # ·O) 
Vom considera funcţia g(x) = ax2• Fie P(x0 , y 0) un punct al graficului 

funcţiei f(x) = ax2 + c (fig. IV. 6). Atunci 
y0 = ax~ + c de unde Yo - c = ax~ sau Yo - c = g(xo)· 

Deci punctul P'(x0 , y0 - c) apar.ţine graficului funcţiei g(x) = ax2
, repre­

zentat punctat ~ figura IV.6. 

-~ 

" -• 

Fig. IV.5 Fig. IV.6 
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Rezultă că graficul f(x) = ax2 + c se obţine din graficul funcţiei g(x) = 

= ax2 , printr-o translaţie de-a lungul axei y'y, cn o cantitate ~gală cu c (dacă 
c >0, translaţiasefaceînsus, iar dacei c < U, translaţiasefaceînjos). 

Axa y'y este axă de simetrie a graficului funcţiei f(x) = ax2 + c. Gra­
îicul funcţiei f(x) = ax2 + c se numeşte · parabolă, iar punctul V(O, c) ~e nu­
meşte vîrful parabolei. 

ln figura IV. 7 sint date diferitele poziţii ale graficului funcţiei f(x) = 
= ax2 + c in raport cu valorile numerelor a şi c. 

4. G1~aficul funcţiei f(x) = ax2 + bx + c (a # 0) 

ax2 + bx + c se poate scrie sub forma: 

ax2 + bx + c = a (x + ~)2 
- b

2 

- ftac = a (x + ~)2 + - t:. • 
2a 4a 2a 4a 

unde am notat cu A = b2 - 4ac ( Â este discriminantul ecuaţiei ax2 + bx + 
+ c = O). Este clar că pentru orice număr real x E R avem 

I ( b )2 _ !1 I f(x) = a x + - + -I 2a ___ ~ 
(1) 
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Fig. JV.8 

Egalitatea (1) se numeşte forma cano­
nica a funcţiei f. 

Trecem acum la construirea graficului 
funcţiei f(x) = ax2 + bx + c. Considerăm 

funcţia de gradul al doilea g(x) = ax2 + - 6.. 
4a 

In figura IV. 8 am reprezentat punctat 

graficul funcţiei g, avind pe y'y ca axă de 

simetrje şi cu virful in V' (O, ~at.) . Fie 

P(x0 , y0) un punct pe graficul funcţiei f(x) = 
= ax2 + bx + c. Din egalitatea (1) se obţine 

Yo = f (x0) = a (x0 + .!!..J2 + - t. sau Yo = g (x0 + ..!!..) . Rezultă că punctul 
2a 4a 2a · 

P' ( x0 + :'a, Yo) aparţine graficului funcţiei g. Se observă că P se obţine 

din P' făcînd o translaţie paralelă cu axa x' x cu o cantitate egală cu .:::.!! 
. 2a 

Deci graficul funcţiei f(x) = ax2 + bx + c se obţine din graficul funcţiei 

g(x) = ax2 + - t. printr-o translaţie paralelă cu axa x'x, cu o cantitate egală 
4a 

- b ( - b -b cu - dacă - >O, translaţia se face spre dreapta, iar dacă - < O, trans-
2a. 2a 2a 

laţia s_e face spre stinga) . 

Cum y'y este axă de simetrie pentru graficul funcţiei g, atunci dreapta 

x = - b este axă de simetrie pentru graficul functiei f(x) = ax2 + bx + c. 
2a ' 

Graficul funcţiei f(x) = ax2 + bx + c se numeşte parabolă, iar punctul 

V ( ;ab. ~ae,) se numeşte CJfrfal parab~lei. Gi:aficul funcţiei f(x) = ax2 + bx + c 

intersectează axa y'y în punctul A(O, f(O)), unde f(O) = c. · 

Urmărind figura IV.9 obţinem diferite poziţii ale graficului funcţiei 

f(x) = ax2 + bx + c în raport de valorile lui a şi â. In figura IV.9, punctat, 

am reprezentat graficul funcţiei g(x) = ax2 + - t.. 
. 4a 

Exemplu. Să construim graficul funcţiei f(x) = 2x2 - Sx + 9. 
. . b -8 

Cum t. = b2 
- 4ac = 64 - 72 = -8 şi - = - = -2 rezultă că forma canonică a 

2a 4 
funcţ.iei este f(x) = 2(x - ·2) 2 + 1. 

Graficul funcţiei îl construim astfel: 

1) Prin puncte construim graficul funcţiei g(x) = 2x2, 

2) Translatăm parabola funcţiei g(x) = 2x2 de-a lungul axei y'y cu cantitatea 1. 
:\ceasta este graficul funcţiei h(x) = 2x2 + 1 (a se vedea figura IV.10). 
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3) Facem o translaţie paralelă cu axa x'x, 
cu cantitatea 2, a graficului funcţiei h(x) = 
= 2x~ + 1 şi obţinem graficul funcţiei f(:+) :i 
= 2r - Bx + 9. Vtrful acestui grafic este . 
punctul 1' (2, 1), iar axa sa de simetrie este 
dreapta x = 2 (a se vedea figura IV.10). 

Interpretarea geometrică a rezolpării 
ecuaţiei de gradul al dqilea 

ax2 + bx + c = O, (a ,p O) . 

Din figura IV.9 rezultă următoarele: 
1° Gra~icul funcţiei f(x) = ax2 + 

Fig. IV.10 + bx + c intersectează axa . x'x ln două 
puncte distincte dacă şi numai dacă tJ,. = b2 - 4ac > O. Punctele de inter­
secţie ale acestui g_rafic cu axa x'x sînt punctele de coordonate B

1
(x

1
, O) şi 

B2(X2, 0), unde X1 ş1 X2 sint rădăcinile ecuaţiei ax2 + bx + c = O. Reamintim 
că aceste rădăcini sînt date de formulele 

.i· - b + V1Ji -= 4ac . - b - Vbz - 4ac 
I = 2a ŞI X 2 = . 2a 

Cum ..C1 + .l'z = - b , atunci xi + x 2 = - .!!__. Rezultă că axa de si metri e 
a 2 2a 

a graficului funcţiei f(x) = ax2 + bx + c trece prin punctul de coordonate 

(~--±:....=!.. oJ . - 2 . ' • . 

2° Graficul funcţiei f(x) = ax2 + bx + c· intersectează axa x'x într-un 
singur punct ·(spunem în acest caz că axa x'x este tangentă la grafic) dacă 
şi numai dacă !J,. = b2 

- 4ac = O. Punctul de intersecţie al graficului cu axa 

:r;' x este V (-~: , O). care eşte şi vîrful graficului. Ecuaţia ax2 + bx + c = O 

are în acest caz două rădăcini reale egale: 

- b 
Xi = Xz = -­

l!a 

·3° Graficul ·funcţiei f(x) = ax2 + bx + c nu intersectează axa x'x dacă 
şi numai dacă !J,. = b2 

- 4ac . < O, ceea ce este echivalent cu faptul că ecuaţi a 
nu are nici o rădăcină reală. 

§3 . MAXIMU L SAU. MIN IMUL FUNCŢIE I DE GRADUL AL DOILEA 

Considerăm funcţia de gradul al doilea f (x) = ax2 + bx + c, a ':/= O. 

Am văzut că pentru orice x E R avem f(x) = a (x + .!.)2 + - 6 . 
. 2a 4a 

Cazul a >O. Cum { x + 2bu)
2

;;;, O, atunci ·şi a ( x + 
2
baJ2 ;;;, O, de unde 

prin adunarea cantităţii constante ~ obţinem că a (x + .!.-)2 + ~ > ~. 
_ 4a 2a 4a 4a 
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Deci 

f(x) ;:?; -
6

, oricare ar fi x E R. 
4a 

(1) 

Cum egalitatea (x + ~)2 = O are loc numai cind x = - b, atunci pent.ru 
. 2a 2a 

X = -b avem r(-b)' = ~. Inegalitatea (1) arată că r( -b) = - 6. este 
2a 2a 4a 2a 4a 

cea mai ~ică dintre CJalorile funcţiei f Numărul real ~: se numeşte minimul 

+'uncţiei f iar valoarea -b este valoarea argumentului x in care se realizează 
I' ' 2a 

acest minim. 

( 
/J )2 

Cazul a < o. Cum ( x +;ar ;:?; O şi a < O, rezultă a x + 2a ~ O, 

de unde prin adunarea CRntităţii cons tante -. - o t'inem ca a x -- D.. . b . - ( + li )~ + 
4a ' 2a 

-6. -6. . + - ~ - . Deci putem scrie 
!ta 4a 

f (x) ~ ~, oricare ar fi a; E R. 
li.a 

(2) 

Am văzut mai înainte că f (-b) = -6. care, împretmă cu inegalitatea (2), 
2a 4a 

aratu că f (-b} = - 6. este cea mai mare dintre CJalorile funcţiei f. Cantitatea 
2a 4a 

~ se numeşte maximul funcţiei f, iar -b este valoarea argumentului x în 
4a . 2a 

care se realizează âcest maxim. 
Concluzii. 1) Dacă a >o·, funcfia f(x) = ax2 + bx + c are un minim 

-6. - . . -b 
egal cu _ , min 1 m ce se realizează pentru x = 

2
a • 

, 4a 
- ~ 

2) Dacă a < O, fun~ţia f(x) = ax2 + bx + c are un maxim egal cu!;;", 

-b 
maxim ce ·se realizează pentru x = 

2
a • 

Interpretarea. geometrică 

ln cazul a > O, parabola fun"ţiei f(x) = ax_2 + bx + c are ramurile 
indreptate în sus (spre y pozitiv). ln acest caz minimul funcţiei este egal cu 
ordonata vîrfului graficului, iar valoarea lui x în care se realizează acest minim 
este abscisa vîrfului graficului (fig. IV.11). 

ln cazul a < O, parabola are ramurile îndreptate in jos (spre y negativ): 
ln acest caz maximul funcţiei este, de asemenea, egal cu ordonata _vîrfulu1 
graficului, iar valoarea lui x unde se realizează acest maxim este, de asemenea, 
egală cu abscisa vîrfului graficului (fig. IV.12). 
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Fig. IV.J J Fig. IV. I:?. 

Exemple. 1) Fie funcţia f(x) = x 2 
- 4x + 1. Cum a = 1 > O, această func(ie arc 

. . I -/:i 16 - 4 
un mmim ega cu - = - - -- = -3. Aces t minim se realizează pentru x = 

4a 4 \ 
- b 4 

= - =- = 2. 
2a 2 

2) Fie funcţia f(x ) = -2x2 + 2x + 1. Cum a = -2 < O, funcţia fare un max im 

I - ~ 4 + 8 12 3 A I • 1· ~ t - b 1 ega cu - = - - - = - = - . ces. maxim se rea 1zeaza pen ru x = - = - . 
4a -8 8 2 2a 2 

§4. INTERVALE DE MONOTONIE PENTRU FUNCŢ IA DE GRADUL 
L 0011 rA 

De t i niţi e. Fle f : A -+ B o funcţie numerică (adică A şi B sînt sub­
mulţimi ale lui R). Spunem că feste crescătoare pe o mulţime 
Ic A , dacă orioa.re a.r fi x1, x2 E I, astfel incit x

1 
~ x

2, avem 
f(x1) ~ f(x2) . . 

Funcţia, f se zice descrescătoare pe niulţ imea I c A, dacă Ol'ÎCare 
ar fi x1 , x2 E / , a,stîel incit x 1 ~ x2, avem J'( x1) ;;::. f(x

2
). 

Vom spune că feste strict crescătoare (respectiv strict descrescătoare) pe 
mulţimea I dacă oricare ar fi x1, x2 E l , astfel incit x1 < x

2
, să• rezulte f(x1) < 

< f(x2) (respectiv oricare ar fi x1, x2 E I , cu x1 < x2, să rernl'Le f(x
1

) > f(x
2
)). 

O funcţie numerică f : A -+ B crescătoare sau descrescătoare pe o submulţime 
I c A se zice monotonă pe I. 

Exemplu. Funcţia de gradul întîi f : R-+ R, f (x) = mx + n (m :/= O) este strict 
crescă toare dacă m > O şi s trict descrescătoare dacă m < O. Într-adevăr fie x

1 
< x

2
• 

Dacă m > O, atunci mx 1 < mx2 şi deci ş i mx1 + n < mx2 + n ceea ce înseamnă că f( x
1

) < 
< f(xz). 

Dacă m < O, atunci din inegalita tea x1 < x 2 obţinem mx
1 

> mx
2 

de unde mx
1 
+ 

+ n > mx 2 + n, ceea ce înseamnă că f(x 1 ) > f(x
2

) . 

Relativ la funoţia de gradul al doilea, vom demonstra: 
Te ore ma. Fie funcţia de gradul al doilea f(x) = ax2 + bx + c, a ./= O 

1° Dacă a > O, funcţia f este strict descrescătoare pe inter· 

valul (-oo, -b] şi strict crescătoare pe intervalul [-b , +oo). 
2a 2a 
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2° Dacă a < O funcţia f este strict crescătoare pe intervalul 
, [-b } (-oo, ;:] şi strict descrescătoare pe intervalul 

2
a , +oo · 

(Intervalele ( - oo, ;:] şi [ ;: , +oo) se numesc inter"ale 

de monotonie ale funcţiei t.) 

Demonstraţie 1° Vom' presupune că a >O. Pornim tot de la forma 
· ( b ) 2 

- !:i p· ..J ă eale canonică a funcţiei f, f( x ) = a x + 
2
a + ~. ie X1, X2-uou numere r 

care se găsesc în intervalul (-oo, ;:] ' astfel incit X1 < X2. Deci putem scrie 

-b 
X1 < X2 ~ 

2a 

de unde prin adunarea cantităţii 
2
: , obţinem: 

b b o 
X1 + - < X2 + - ~ · 

2a 2a 

Prin ridicare la pătrat se deduce că 

(x1 + 2ba)2 >(x2 + ~r. 

Prin înmulţire cu numărul pozitiv a, obţinem : 

a ( X1 + :ar > a ( Xz + :ar • 
„ 

-/:i b. Adunînd cantitatea - o ţinem: 
4a 

a(x1 +:ar+~: >a(x2 + ~r + ~: 
sau, altfel scris : f(x1) > f(x2) , ceea ce ne arată Că funcţia f este strict descres· 

cătoare pe intervalul ( -oo, ;:] . Presupunem acum că numerele X1, Xz se 

· . · l [-b ) tf 1 î it x1 < x2•. Deci putem scrie găsesc in intervalu 
2
a , +oo , as e ne 

/.. 

de unde prin adunarea cantităţii 2~, obţinem : 

b b 
Q < X1 + - < X2 + -

2 
• 

2a a ' 
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Prin rirlica.re la pătrat obţinem : 

(xi+ :ar « (xz + 2~f. 
Prin inmulţire cu a >O şi a,dunarea C{l,ntităţii - 6 obţinem; 

4a 

a xi+ - .+ -< a x2 + - · +~ ( 
b )2 - 6 ( b )2 - 6 

2a 4a 2a 4a 

sau f(xi) < f(x2), ceea ce înseamnă că feste strict crescătoare pe intervalul 

[;:' +oo). 
2° Presupunem că a < O. Fie Xi, x2 numere reale din intervalul 

(-oo, ;:] astfel încît x1 < x2• 

Am văzut la · pct. 1° că 

(Xi + 2bar > ( Xz + ~r 

care, prin înmulţirea cu numărul a negativ, ne conduce la inegalitatea 

„ 

a(xi +:ar < a (x2 + 2bar. 

Adunînd cantitatea - 6 obţinem: 
4a 

. „ 

a x1 + - + - < a x 2 + - + -( 
b )2 - !>. l b )2 - 6 

2a 4a 2a 4a 

sau altfel scris: f(x1) < f(x2), ceea ce ne arată că funcţia f este str"lct cres­

cătoare pe intervalul (-oo, ;:] . 
Presupunem acum că numerele x1, x2 slnt în intervalul [ ;: , +oo) aşa 

incit x1 < x 2• Am vă.zut la pct. 1° că avem . 

(x1+ ~r < (x2 + ~r. 

din care, prin înmulţire cu numărul negativ a, se obţin~: 

a( Xi + ~r >a ( Xz + :ar · 
Adunînd cantitatea - !>. rezultă: 

4a 
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b eci, f este strict descrescătoare pe· intervalul [ ;: , +oo) . Este foarte su­

gestiv a se t ranspune afirmaţiile 1° şi 2° din teorema de mai sus în următoa­
rew tabele; 

X -oo - b 

2a 
a >O --1-----------

f( x) 'x 

X -oo 
a< 0 --­

f(x) 

-6 

4a 
minim 

- b 

2a 

-!>. 

4a 
maxim 

+oo 
l' 

+oo 

'x 

în ambele tabele, înclinaţia săgeţilor indică intervalul pe care funcţia 
este strict descrescătoare sau strict crescătoare. 

Interpretare geometrică 

Cazul a >O. Parabola funcţiei f(x) = ax2 + bx + c are ramurile în sus 
(fig. IV.13). Fie P(x0 , y0) un punct arbitrar pe parabolă avind proiecţia pe 

axa x'x în Q. Cînd Q se apropie de la stînga la dreapta de punctu l A ( ;:, O), 
atunci punctul P coboară. Cînd punctul Q se · îndepărtează de punctul A 
,.qpre dreapta, punctul P urcă pe ramura din dreapta a parabolei. 

X' 

y 

' ' I 
I 
I 
I 
I 

ivr-JL . _'.ri J 
I }Q WI 
'A I 

o _])_ x, o 
]a 

Y' 

Fig. JV.1 3 

y 

• 

'" 

X 

Y' 

f ii-( . IV. 14 

Cazul a <O. Parabola funcţiei f( x) = ax2 + bx + c are ramurile in jos 
(fig. IV.14). Cînd Q ~e apropie de punctul A de la stînga la dreapta, punc­
tul P urcă . pe ramura din stînga a parabolei, iar ctnd Q se îndepărtează 
de A spre dreapta, punctul P coboară pe ramura din dreapta a parabolei. 
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Exemple. t) Fie Cuncţiaf(x) = 2x2 - x + 1. C~m a = 2 şi -b = 2-, funcţia este strlrt 
2a 4 

descrescătoare pe intervalul (-oo, ~] şi strict crescătoare pe intervalul [: , + oo) • 

Tabelul asociat este următorul: 

-oo 1 +oo 
4 

X 

7 ,l' ~ 
8 

f (x) = 2x2 - x + -1 

minim 

- b 
2) Fie ~uncţia f{x) = -x2 + 2. Cum a = - 1 < O şi - = O, funcţia este slrirt 

2a 
crescătoare pe intervalul (-oo, O] şi strict descrescătoare pe intervalul [O, +oo). 
Tabelul asociat este următorul: 

-oo o +oo 
X I 

,l' 2 
maxim 

f (x) = -xz + 2 I 

§5. TABELUL DE VARIAŢIE ŞI TRASAREA GRAFICULUI FUNCŢIEI _ 
DE GRADUL AL DOILEA 

Am văzut c~ graficul funcţiei f(x) = ax2 + bx + c se poate construi 
tn mai multe etape pornind de la funcţii - simple al căror grafic il construim 
prin „puncte" şi apoi se fac una sa~ două translaţii. Dar în practică se con­
struieşte graficul prin „puncte" , adică ' se reprezintă un nu.măr cît mai mare 
de puncte ale grafi01;ilui care apoi se unesc intre ele cu linii continue, iar figuro. 
geometrică ce se obţine constituie o reprezentare aproximativă a parabolei 
funcţiei f. Pentru a obţine o reprezentare cit mai bună a graficului funcţiei 
d ate, alegerea punctelor care se reprezintă nu se face la întimplare. Se pro ­
cedează astfel : 

Se face un tabel numit tabelul de Pariaţie al funcţiei f în care se trec urmă-

toarele date: 
1) Valoarea x=O şi valoarea f(O) . Punctul A(O, f(O)) reprezintă inter-

sectia graficului cu axa y'y. 
' 2) Rădăcinile x1, x2 ale ecuaţiei ax2 + bx + c =O cînd ace~tea există. 

Punctele B
1
(x

1
, 0) şi B 2(x2, O) reprezintă intersecţia graficului cu axa· x'x. 

3) Valoarea X= -b şi valoarea f(-b) = - t:,. . Punctul V (-b. - t:,.) 
2a 2a 4a 2a 4a 

' . - ~ 

reprezinttă virful graficului. In tabel se :inai specifică dacă - este un minim 
4a 

sau un maxim. (La tras.area graficului se are 1n vedere că dreapta x = ~: 

est e axă de simetrie.) 
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4) Se indică prin săgeţi intervalele de monotonie ale func~iei. 
5) Pentru a obţine o reprezentare cit mai exactă a graficului , ln tabel 

se trec eventual şi alte valori ale lui x , precum şi valorile corespunzătoare f( x ). 

E:i:eniplu . Să se reprezinte gra fh;ul funcţiei f(x) = x• + 2x ·- 3 
Tabelul de varia ţie a l funcţiei este: 

X -oo -3 - 1 

o ~ - 4 f (x) = x2 + 2x. - 3 I 
minim 

Punctul A(O, - 3) este la intersecţia grafi­
cului cu axa y'y. 

Punctele B 1 (-3, O) şi B 2 (1, O} sîn t intersec-

o 1 

,l' - 3 ,l' o 

J 

+oo 

ţiile graficului. cu axa x'x, iar V( - 1, - 4) este ' (10) 
vîrful parabolei. Graficul funcţiri f(x) = x2 + ....,...+'U..:~T-~r--t=-....-._.__":!"„ 

X' „ + 2x - 3 este redat în fi gura JV.15. 

§6. SEMNUL FUNCŢIEI DE 
GRADUL AL DOILEA 

A studia semnul funcţiei de gradul 
al doilea f( x ) = ax2 + bx + c, a # O, 
înseamnă a det ermina valorile lui x · 
pentru care f( x ) este un număr pozitiv şi 

ul 

Fig. J \ '. 1:, 

valorile lui x pentru care f(x) este negativ. În studiul semnului funcţiei f( x) = 

= ax2 + bx + c, un rol important îl joacă discriminantul b. = b2 
- 4ac. 

Vom avea următoarele cazuri: . 

1. Cazul !::.. < O. Folosim forma canoni oă a funcţiei f ; f( x ) = a(~ + ~r + 
+ - t:.. • Cum (x + ~)2 este pătrat perfect atunci (x + ~)2 

~ O. Dacă 
4a 2a 2a 

a > O, atunci a (x + ~)2 ~ O şi - t:.. > O care, adunate, dau 
2a 4a 

a( x + ~)'.! + - t:.. > O. 
2a 4a 

Deci, în acest caz, pentru orice x E R , avem f( x ) > O. Dacă a < O, atunci 

a (x + ~)2 ~ O şi - t:.. < O 
2a 4a 

care, adunate, ne dau: 

ax + -+-< . ( 
b )2 - t:,. o 

2a 4a 

Deci, tn acest caz, pentru orice x E R, f(x) < O. 
Putem enunţa regula: 
Dacă !.l. < O, atunci f( x ) are acelaşi semn ca al lui a, oricare ar fi x E R. 
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AcesL r·ezu)tat se lrece într-un tabel în ffllul următ.or: 

- oo +oo Â<0-~1 
f(x) 1 

---- ----- ----- - --
semnul lui a 

Grafic tabelul este transpus ln figura IV.16. 

y 

o X 

. 

y 

++++++++ +++++++++ 
ti<O,o>O 

Fig. IV.16 

2. Cazul ti =O. În acest caz, pentru orice 

= a (x + !:)2 
• Dacă x =F .::.!! , atunci (x + ~) =F O 

2a . 2a 2a 

x E R avem f x) = 

şi deci (x + ~f > O. 

Rezultă că pentru orice x · # -b semnul lui f(x) este acelaşi cu al lui a. 
2a 

-b 
Dacă x = - , atunci f(x) = O. Putem enunţa regula: 

2a 

Dacă ti =O, atunci f(x) are acelaşi semn cu al lui a, oric~re ar fi x E R, 

cu excepţia lui x = ;: , unde f ia valoarea zero. Acest rezultat se trece în 

tabelul următor: 

X -oo - b 

2a 
+oo 

ti = o ------~-----------------
f(x) semnul lui a O semnul lui a 

Grafic tabelul este transpus în figura IV.17. 

y y 

X 

ti=O,a>O ti- 0,a<O 

F ig. IV.17 
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X 

3. Cazul ti > O. In acest caz ecuaţia ax2 + bx + c = O are două rădă­
cini reale x 1 şi x2, distincte. Mai mult, trinomul aX2 + bX + c se descompune 
în factori de gradul tntii: 

aX2 + bX + c = a(X - x1 ) (X - x 2). 

Deci, pentru orice x E R, avem f(x) = a(x - x 1 ) (x - x 2). Cum x 1 # x 2 

putem presupune că x1 < x2• Dacă numărul real x nu aparţine intervalului 
[x1 , ;i;2], atunci x < x 1 sau x2 < x. Presupunem că x < x1, atunci şi x < x2• 

Deci x - x 1 < O şi x - x2 < O de unde rezultă că (x - x1 ) (x - x2) >0. 
In situaţia x2 < x avem x1 < x şi deci x - x1 >O şi x - x2 > O, ·de 

unde rezultă că (x - x 1) (x - x2) >O. 
Deci, cind x nu aparţine intervalului [x1, x2], obţinem (x - x1 ) (x -

- x2) >O şi deci semnul lui f(x) este acelaşi cu semnul lui a. 
Dacă x se găseşte intre rădăcini, adică x1 < x < x2, atunci (x - x1) (x -

- x2) < O şi deci semnul lui f(x) este contrar semnului lui a. 
Cînd x = x1 sau x = x 2, f(x) =O. 
Putem enunţa regula: 

Dacă ti >O, atunci f(x) are semnul lui a în afara rădăcinilor şi are semn 
contrar lui a · în intervalul dintre rădăcini, cu excepţia lui x = x1 şi x = x 2, 

unde f ia Mloarea zero. (x1, x 2 sînt rădăcinile ecuaţiei ax2 + bx + c = O.) 
Acest rezultat se reprezintă în tabelul următor: ., 

ti > 0 -~1 
f(X) I 

-oo ~ ~ +oo 
semnul lui a O semn contrar lui a O semnul lui a 

Grn.fic tabelul este transpus în figura IV.18. 

y y 

A>O,o:.O · 

Fig. IV. 18 , 

Exemple. 1) F ie func\.ia f(x) = x 2 + 2x + 3. Cum !::.. = 1, - 12 = -8 < O, ne 
găsim !n primul caz. Cum a = 1 > O, tabelul semnului funcţiei este următorul : 

X -oo +oo 

1 (x ) = x2 + 2x + a I + + + + + + + + + 
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2) Fie funcţia ((x) = -x2 - 2x - 1. Cum t:.. = 4 - 4 ,., O şl a= - 1, tabelul cu 
semnul funcţiei feste următorul: 

X -oo 

((x) = -x1 - 2x - 1 

-b . 

2a 

o 

-t + oo 

3) Fie funcţia f(x) = x 2 - 3x + 2. Cum Â = 9 - 8 = 1 > O, atunci ecuaţia x 2 -

- 3x + 2 = O are rădăcini reale şi distincte. Acestea sînt x1 = 1 şi x1 = 2. Tabelul sem­
nului funcţiei este următorul: 

X I -oo 2 
f (x) = x 2 - 3x + 2 ___ +_ +_+_+·-0---_·-_- o_+_+_+_+_+_+ 

+ oo 

§7. APLICAŢII ALE SEMNuLUI FUNCŢIEI r l l RADUL AL DOILEA 

1. Inecuaţii Iţe gradul al doilea 

Inecuaţiile de forma 

ax2 + bx + c >O, ax2 + bx + c ;;i: O, ax2 + bx + c < O şi 

ax2 + bx + c ~ O, unde a, b, c sînt numere reale date, a 1:- O, se numesc 
inecuaţii de gradul al doilea. 

Observaţie. fn practică vom considera orice inecuaţie care se reduce, folosind proprie­
tăţile inegalităţilor, la o inecuaţie de gradul al doil.ea. 

Rezolvarea inecuaţiilor de gradul al doilea este o consecinţă imediată 

a studiului semnului funcţiei f(x) = ax2 + bx + ·c. 

Exemple. 1) Sll. se rezolve inecuaţia x 1 - 3x + 2 > O. So vede că Â = 9 - 8 = 

= 1 > O. Râdăcinile ecuaţiei x 2 - 3x + 2 = O, slnt x1 = 1 _şi x2 = 2. 
Tabelul semnului funcţiei ((x) = x 2 - 3x + 2 este următorul: 

X I -00 ___________ _____ ____ 2 ___________ +_00_ 
((x) . + + + + · O - - - - O + + + + 

Din acest tabel rezultă că mulţimea soluţi ilor inecuaţiei date este (-oo, 1) U (2, +oo ). 
2) Să se rezolve inecuaţia 2x3 + x E; 1. Aceasta. inecuaţie este echivalenta. cu 

inecuaţia 2x2 + x - 1 E; O: Se vede câ Â = 1 + 8 = 9 > O şi râdâcinile ecuaţiei 2x2 + 
+ x - 1 = O sînt x1 = -1 şi x 2 =_!. .Tabelul semnului funcţiei ((x) = 2x.2 + x - 1 

2 
este următorul: 

- 1 +oo X -oo 
2 

((x) +++ o o + + + + + 

Mulţimea soluţiilor inecuaţiei date este [-1, f]. 
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3) Să se rezolve inecuaţia x 2 < 2x :_ 3. Această inecuaţie este echivalentă cu ine­
cuaţia x 2 - 2x + 3 < O. Cum Â = 4 - 12 = -8 < O, a lunei semnul funcţiei f(x) = 
= xz - 2x + 3 este următorul: 

(~) I -_ oo ____ +--+---+--+--+--+---+-~+ ___ + ____ +_oo_ 

Din acest tabel, rezullâ că mulţimea soluţiilor inecuaţiei date este mulţimea vidă, adicli 
nu există nici un număr real care sâ verifice inecuaţia x8 < 2x - 3 . 

. 4) Să se rezolve inecuaţia (x ~ 1.) 2 > 2x - 3. Aceasta. inecuaţie este echivalentă 
cu inecuaţia x 2 - 2x + 1 > 2x - 3 care este echivalentă la rlndul său cu inecuaţia x 8 -

- 4x + 4 > O. Avem Â = 16 - 16 = O. Rădăcinile ecuaţiei x 9 - 4x + 4 = O, sîntx1 = 
= x 2 = 2. Tabelul semnului funcţiei ((x) = x 9 - 4x + 4 este următorul 

2 + oo 
X I -oo 

f(x) + + + o + + + 
Din acest tabel rezultă că mulţimea soluţiilor inecuaţiei date este R - {2 }. 

2. Sisteme de inecuaţii de gradul al doilea 
Prin sistem de inecuaţii de gradul al doilea se inţeleg~ un sistem de inecuaţii 

in care cel puţin una dintre inecuaţii este de gradul al doilea, iar celelalte ine~ 
cuaţii ce compun sistemul sînt de gradul intîi sau gradul al doilea. 

Observaţie . fn practică vom considera orice sistem de inecuaţii care se reduce, folosind 
proprietăţile inegalităţilor, la un sistem de inecuaţii de gradul al doilea . 

Exemple. 1) Să se rezolve sistemul de inecuaţii 

I 
X+ 5 > 4X + 3, 

(S) 2x + 1 > 3x - 1, 

x 2 + 2x - 3 >O. 

Sistemul (S) este echivalent cu sistemul de inecuaţii de gradul al doilea 

I
-3x + 2 > O, 

- X+ 2 > 0, 

x 2 + 2x - 3 ~ o. 

~1ulţimea solu ţiilor inecuaţiei -3x + 2 ~ O este M1 = (-oo, ~ l 
Mulţimea soluţii lor înecuatiei -x + 2 > O este M 2 = (-co, 2). 
Mulţimea soluţiilor inecuaţiei x 2 + 2x - 3 >O este M3 = (- oo, -3] U (1 , + oo). 

Alunei mulţimea soluţiilor sistemului (S) este M = M1 n M 8 n M3 = (-oo, -3]. 
3) Să se rezolve sistemul de inecuaţii 

I 
x 3 + 2x + 3 > O, 

(S) x 2 - 2x - 3 ~ O, 

2x + 1 < 2 - x. 

f'olosind proprietăţile inegalităţilor sistemul (S) este echivalent cu sistemul de gra· 
dul doi 

I 
xa + 2x + 3 > O, 

x 2 
- 2x - 3 :.> O, 

3x - J <O. 

- - p~ ---

• 
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Mulţimea soluţiilor inecuaţiei x2 + 2x + 3 > O, este M 1 = R. 
Mulţimea soluţiilor inecuaţiei x 2 - 2x - 3 >-O este M 2 = (-oo, - 1] U (3, +oo). 

Mulţimea soluţiilor inecuaţiei 3x - 1 < O 
1

csle M 3 = (- co, ~). 
Alunei, mulţimea soluţiilor s istemului (S) esle M = M 1 n M2 n M3= (-co, - l) . 

3 l 
. . E a1x 2 + b1x + C1 d b b . Semnu expresiei = un e a 1, 11 C1, a2, 21 C2 

a2x2 + b2x + c2 

stnt 

numere reale date. 
A determina semnul expresiei E, revine la a determina pentru ce valori 

reale ale lui x expresia este pozitivă şi pentru ce valori reale ale lµi x expresia 

este negativă. 
Se ştie că: 1° o fracţie este pozitivă dacă şi numai dacă numărătorul şi 

numitorul au acelaşi semn şi 2° ea este negativă dacă numărătorul şi numitorul 

sint de semne contrarii. 
• Rezultă că pentru a determina semnul expresiei 'E, vom determina sem-

nele funcţiilor f1(x) = a 1x
2 + b1x + c1 şi f2(x) = a2x 2 + b2x + c2 , care se 

trec într-un tabel. Ţinind cont de 1° şi 2° se obţine semnul expresiei E. 

. . x2 - 5x ' + 6 
Exemplu. Să se determine semnul expresiei E = Considerăm 

X - 1 

funcţiile f
1
(x) = x2 - 5x + 6şif2(x) = x - 1. Rădăcinile ecuaţiei x2 

- 5x + 6 = O stnt 
x

1 
·= 2 şi x

2 
= 3, iar rădăcina ecuaţiei x - 1 esle 1. Facem următorul tabel cu semnele 

funcţiilor f1 şi f 2: -

X -co 1 ~ 3 +co 
- -

f1( x ) + + + + + + + o - - - o +++++ 
- -
f2(x) - - - - ·o + + + + + + + + + + 

- -
E - - - - I + + + o - - - o + + + + 

Din tabel rezultă că expresia E es te pozitivă pentru x e ( 1, 2) U (3, + co), negativă pentru 
x e (-co, 1) U (2, 3) şi este eg3:lă cu zero pentru x = 2 şi x = 3. Expresia E nu are 

sens pentru x = 1. • 

S d
. l l · · · d f E aiX

2 + b1x + C1 • t v l tu m semnu w expres1e1 e orma = · ne aJU a a re-
a2x2 + b2x + Ca 

zolvarea inecuaţijle>r de forma E > O, E ~ O, E < O şi E ~ O. 

Exemple. 1) Să se rezolve ine.cuaţia 

x• - '1 ·--- > -1. 
,xa - lt 

Inecuaţia dată es te echivalentă cu inecuaţia x• -
1 

xa - 4o 

1 · ţ' 2x
2 

- 5 O V d t . 1 va entă cu inecua 1a · > . om e ermma semnu 
x2 - 4o 

+ 1 > O*, care este echi· 

. . 2x2 - 5 
expres1e1 E = - - - . 

.. xa - 4o 

•Este greşit de scris x2 - 1 > ~ 1(x2 - 4), deoarece x2 
- 4 poate îi pozitiv sau 

negativ. 
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Facem tabelul 

2 +co 

2x2 - 5 , + + + -t + I + + + o - - - o -+-+ +- + + + 

1

-------- - - - -
~ E-_ 4o + + + o - - - - - - - - - - o + + 

+++I - - o+++o-- - 1++ 

Din acest .tabel rezultă că mulţimea soluţiilor inecuaţiei date este (- co, -2) U 

u ( - v ~ . v t) u (2. +co). 

2) Să se rezolve inecuaţia 

X 2 - X+ 1 
~ 1. 

X3 +X+ 1 

A t v • ţ' t h' l tă . ţ' x2 - X + 1 - 2x ceas a mecua ie es e cc 1va en · cu mecua 1a - I ~ o - - ~ o. 
x 2 + x + 1 x 2 + x + 1 

- 2x · 
Determinăm semnul expresiei E = 

X
2 +X+ 1 

Facem tabelul: 

X - co o + oo 
----

-2x + + + + o - - - - - -
X 2 +X+ 1 + + + + + + + + + + + 

E + + + + o - - - - - -

Din acest tabel rezullă că mulţimea soluţiilor inecuaţiei date este (O, +co). 

4. Inecuaţii cu modul 

1) Să se rezolve inecuaţia: lx2 
- x - 21 < 1. 

Rezolvarea acestei inecuaţii este echivalentă cu rezolvarea inecuaţiei 

- 1 ~ X 2 - X - 2 < 1, 

care la rindul său este echivalentă cu rezolvarea sistemului de inecuaţii 

{ x
2 -x-2~ 1 

X2 - X - 2 ~ -:-1. 

Mulţimea soluţiilor inecuaţiei x 2 - X - 2~1 este Ml = [ ~-r 13 
, 

Mulţimea soluţiilor inecuaţiei x2 
- x - 2 ~ - 1 este 

Mz = (- oo, i -2v-5 ] ~ [ i +2V5_, oo). 
Mulţimea soluţiilor inecuaţiei date este 

M =Mi n Mz = l 1 --_r1a, 1 - 2Vs Ju [ t +2~!. . ~+ r1aJ·. 

i - Matematică-algebră, CI. a IX· " . 
' 'I 
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2) Să se rezolve inecuaţia lx2 - 3x + 21 ~ x + 7. 
Ecuaţia x2 - 3x + 2 = O are rădăcinile x1 = 1 şi x2 = 2. 

. Rezultă că pentru x E [1, 2) 'avem · x2 - 3x + 2 ~ O şi pentru x E 
E (-oo~ 1) U [2, oo) avem x2 - 3x + 2 ~ O. 

· 1" Considerăm cazul cînd x E (-oo, 1] U [2, oo). Inecuaţia dată se scrie 
ii• ace.~1 caz, astfel: 

x2 - 3x + 2 ~ x + 7 

care a1·e soluţii, mulţimea M 1 = [- 1, 5). 
Rezultă că pentru x E [ - 1, 1] U [2, 5) inecuaţia 

I x2 - 3x - 21 ~ x + 7 este verificată. , 
2° <;::onsiderăm cazul cind x E (1, ~) . In acest c1:1z inecuaţia dată se scrie, 

astfel: 
-(x2 

- 3x + 2 ) ~ x + 7. 

care este echivalentă cu inecuaţia: 

x2 - 2x + 9 ~O. 

Această inecuaţie are ca soluţii mulţimea M2 = R. 
Rezultă că prntru x E (1, 2) inecuaţia I x2 - 3x - 2 I ~ x + 7 este 

verificată. 

În {;Onrluzie .mul.ţimea soluţiilor inecuaţiei date este: 

. M = [ -1, 1) U [2, 5] U (1, 2) = [ - 1, 5]. 

§8. APLICAŢII PRACTICE ALE STUDIULUI fUNCŢIEI 
DE GRADUL AL DOILEA 

'\ 
Aşa cum aru spus şi în § 1, exis tă numeroase exemple practice care .au impus stu-

diul func~ici de gradul 111 doilea. În continuare vum prczcnla c!tova dintrr r le. 
J ) ·Dintr -un Lurn de înălţime h0 se aruncă o pialră pe verticală in sus cu 'v i~ez;, _ 

,mţială v0 . Să so afle: 
i) la ce lnălţime maximă ajunge piatra; 
ii) după cit timp piatra ajunge pe pă.mînt . 

Caz numeric : h0 = 30 m, v0 = 20 m/s. · 
Soluţie i) Înălţimea h(t) la care ajunge piati·a la momenlul t este dată de formula: 

h(t) = h0 + v0t - .!L t2, unde g = 9,8 m/s2 • 
2 

Pentru a calcula 1nălţimea maximă. hmax la care ajunge piatra determinăm maximul 
funcţiei h(t) care este 

2 vo 
hmax = h0 + 2g . 

ii) Pentru a determina după cit timp piatra ajunge pe pămînt trebuie să deter­
minăm pr. t astfel încît h(t) = O. Deci avem de determinat rădăcinile ecuaţiei: 

h0 + v0t - .!L t2 = O. 
2 
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Rezolv!nd acoaslă ecuaţie găsim soluţi ile : 

V 0 ± V v5 + 2gh0 • 
t1.2 = -'-------'o.....;. 

g 

Deoarece v0 < V v5 + 2gh0 , a tun ci timpul după care ajunge piatra pc p<lmin t csle 
egal cu 

V 2 ' 
v0 vo + 2gh0 to = - + -----=--"-
g g 

Dacă h0 = 30 m şi v0 = 20 m/s, atunci hmax ~ 50 m şi t0 ~ 5,5 s. 
2) Din apropierea unui turn avînd înălţimea h0 este aruncată o piatră vertical în 

sus de la suprafaţ.a pămîntului 'cu viteza iniţială v0 • 

i) Cit Lrebuie să fie v0 pentru ca piatra să depăşească înăl ţimea lurnului ? 
ii) în ipoteza că p·iatra depăşeşte înălţimea turnului să. se determine cît timp rămîne 

deasupra lui. 
Caz numeric : h0 = 20 m, v0 = 25 m/s. 

Soluţie. i) La momenlul t, piatra se va găsi la înălţimea h(t) dală de formula 

1 
h(t) = v0 t - - gt2, unde g = 9,8 m/s2 • 

2 . 

Pentru ca piatra să depăşească înălţimea turnului ·trebuie ca h(t) > h0, pentru un t > O. 

sau 

Avem inecuaţia de gradul.al doilea în t 

1 
vot - - gt2 > h0 

2 

gt2 - 2v0t + 2h0 < O. 

Cum g est e pozitiv trebuie ca discriminantul D.. = 4v$ - 8gh0 să fie pozitiv, adică 
2 , / -

(I) 

livo - 8gh0 > O de unde v0 > v 2gh0 . 

Deci ca piaLra să se r idice deasupra Lurnului viteza sa 110 lrebuiesă fie mai marc cai/'2gh0 . 

ii) Să presupunem acum că v0 > i/2gh0 • Rezolvînd inecuaţia (1) obţinem că 

v0 - V v$ - 2gho v0 + V v6 - 2gh0 --''---'---'----"--'-- < t < -~----~-
g g 

Dacă notăm t1 = v0 - V v~ - ;2gho 
' ta= 

V 0 + V v5 - 2gh0 se observă că 
g g 

t1 > O şi t2 > O, iar intervalul {ti. t2 ) este intervalul de timp ln decursul căruia piatra 
se găseşte deasupra turnului. 

"" Deci piatra se găseşte deasupra turnului un timp egal cu 

2 V v5 - 2gho 

g 

Caz numeric. Deoarece · i/2gh0 ~ i/f:''9,8~ ~ 20, atunci v0 > 20:- - ·- ­
Deci piatra, prin aruncare, depăşeş le înălţimea turnului. 

"J'imp11l cit ea se găseşţe deasupra turnului este egal cu 

2 V v5 - 2gh0 2 V 625 - 2 • 9,8 · 20 
= 

g 9,8 
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3) Dintr-o sîrmă cu lungimea de 10 m se confecţionează un dreptunghi. Cum t.re. 
buie să fie acest dreptunghi pentru ca aria sa să fie maximă? 
Solu/ie. Dacă x şi y sînt laturile dreptnnghiului, atunci 
2x + 2y = to adică x + y = 5. Aria dreptunghiului este 

S = xy = x(5 - x) = 5x - x9. 

. Pentru a determina maximul lui S vom det ermina maximul funcţiei de gr~dul al 
doilea 

f(x) = 5x - x2, 

ciire este - ~ = ~şi se realizea~ă pentru x = ~ = 2,5. Deci laturile ' dreptunghiului 
laa la 2 

pentru care aria sa este maximă sînt: x = 2,5 m şi y = 2,5 m. Deci dreptunghiul 
trebuie să fie un pătrat, iar aria sa maximă este 
Smax = 6,25 m2 • 

4) Din două oraşe A şi B situate pe două 
şose le p erpendiculan. pleacă în acelaşi momen L două ve­
hicule cu 'vilezele constante v1 şi v2 , în direcţia punctului 
O de intersecţie a celor două drumuri (fig. lV.19). 

Distanţele oraşelor A şi B faţă de punctul de 
intersecţie fiind a, respectiv b, să se determine dis­
"tanţa cea ma i mică dintre cele două vehicule. 

A Caz numeric: v1 = 80 km/h, v; = 60 km/h ; a= 120 km ~-r-~~--~~~~~~--o 

Fig. IV.'19 

Avem AA' = v1t, BB' 
lui Pitagora avem. 

şi b = 100 km. 

Soluţie. Presupunem că după timp4l t primul vehicul 
aj•mge în A' iar al doilea vehicul în B' . 

v21 ş i deci OA' = a - v1t , OB' = h - v2t. Din teorema 

A'B'2 = OA'2 + OB'2 , · 

de unde A' B'2 = (a - v1 t) 2 + (b - v2t) 2 = (v~ + v~)t2 - · 2(av1 + bv2)i + a2 + b2 ş i 
dei:i A'B' = V(vf + v~)t2 - 2(av1 + bv2 )t + a 2 + b2• 

Este dar că distanţa dintre cele două vehicule esle minimă cînd expresia de sub 

radica l este minimă. Deci vom determina minimul funcţiei de gradul al doilea 

Minimul funcţiei f este 

4a 
4[(av1 + bv2)2 

- (vr + v~) (a2 + b2)] 

t.(v~ + v~) 

(v~ + v~) (a.9 '+ b2
) - (av1 + bv2) 2 (av2 - - bv1) 2 

= =------
V~+ V~ V~+\'~ 

. l 1· t •· av1 + bv2 ş 1 es e 1·ea iza · pen .;ru t = - 2- . 2 ·- · 
Vt + V2 

t d t d A'B' __ I av2 - bv1 I Deci minimul distanţei es e a e 

84 • 

fn ca zul numeric, m inimul di.stanţe i , A' B' - I 120 ·60 - 100·80 I ·~ 800 = 8 (km\ 
V802 + 602 100 

Aceasta are loc după un timp egal cu 

120. 80 + 100 • 60 
t = = '1 ,5 ore. 

802 + 602 

5) Fie o fereastră avînd forma din figura IV.20, la bază fiind dreptunghiulară iar 
în partea de sus fiind un semicerc. Pentru ce lungime totală de toc de fereastră avem 
lumina maximă ll ferestrei? · 
Soluiie. Fie 2r lungimea bazei ferestrei care este egală cu diametrul semicercului şi h 
înălţimea ei (fig. IV.20) . Vom nota cu p lungimea totală a tocului de fereastra şi S aria 
totală a ferestrei. Avem p = 2r + 2h + 7tr, 

7tr2 7tr2 • 7tr2 2 2 7t + la 2 
S = 2rh + - = - + r (p - :!r - 7tr) = - + rp - 2r - 1tr = ·- - - I' + rp. 

2 2 2 2 

Maximul lui S este egal cu maximul funcţiei de gradul al doi!?.a 

f(x)=-~+4 x2+px. 
2 . 

Acest maxim este deci 
. p2 

0max=---
2(7t + 4) 

şi este realizat cînd x = _ _ P __ , 
7t + i. 

Deci trebuie ca r = _ P_ şi prin urmare din egalitatea 
7t + 4 . 

p = 2r + 2h + 7tr 

obţinem că r = h. 

Îri concluzie aria S es te maximă pentru r = h = --1!._ . 
7t + 4 

I 
( 
I ---------

h h 

F ig. IV.20 Fig . IV.2 1 

„ 

6) Să se taie dintr-o bucată de metal de formă sferică un cilindru avind aria la te­
rală maximă. 

Solu}ie. Să notăm cu R raza sferei ·(care este dată) , cu r şi h, raza, r esp ectiv înălţimea 
cilindrului care este tăia t din sfera de metal (fig. IV.21). Dacă S este aria laterală a 
cilindrului, atunci 

S = 27trh. 

1n triunghiul dreptunghir. OAM avem OA = R, OM = !!_şi AM = r. 
2 
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Din leoremR lui Pitagora obţinem: 

OAt = OM2 + MA2 sau R2 = r2 + (; r, de unde 

h 2 = 4R2 - 4r2 • 

Alunei S 2 = 4rt2r 2h2 = 4rt2r 2(4R2 - 4r2). 

Es te clar că S este maximă dacă şi numai dacă S 2 este maximă. 
Deoarece 4rt8 este un număr, atunci S 2 este maximă clnd cantitatea r 2{4R2 - 4.ra~ esle 
maximă . Notlnd r 2 = x, avem că r 2{4R2 - 4r2} este maximă clnd x(4R 2 - 4.x) este 
maximă . Deci totul revine la a determina maximul funcţiei de gradul al doilea 

Acest maxim este egal c11 · 
f (f) .= -4.x2 + rn2x. 

- ~ = R4 
4a 

şi se realizează pentru x = _!.. R 2
• Deci Smax = 2nR2 şi r 2 = _!.. -R 2 , adică r = V2 R. 

2 . 2 2 

În concluzie, ca cil indrul tăiat din ~fera de metal să aibă aria laterală max.imă trebuie 

ca rAza cilindrului să fie r = V2 R. 
2 

§9. Rl;ZOLVAREA CTTORVA SISTEME DE ECUAŢII 
CU COEFIC I ENŢI REALI 

In acest paragraf avem în vedere cîteva tipuri de sisteme de ecuaţii cu 
coeficienţi reali a căror rezolvare se reduce la rezolvarea unei ecuaţii de gradul 
al doilea. Trebuie să remarcăm că ori de cîte ori rezolvăm un sistem de ecuaţii 
avem în 

1 
vedere numai soluţiile reale ale acestui sistem. 

Vom indica tn continuare modul de rezolvare a următoarelor tipuri de 
sist eme de ecuaţii: 

1. Sisteme formate dintr-o ecuaţie de gradul al doilea şi una de gradul întîi. 
Aceste sisteme sin't de forma: 

'S {ax+ by + c =O, 
I ) aiX2 + b1XY + ~iY2 + dix + ely + fi = o. 

Rezolvarea acestui tip de sisteme se face prin metoda substituţiei. In 
prima ecuaţie putem presupune că, sau a .;: O sau b .;: O (cazul cînd a= b =O 
ne-ar duce la dispariţia primei ecuaţii}. Pr~supuntnd că b .;: O, atunci ecuaţia 

+ b + , O t h' l v ţ' - c - ax a c . ax y c = es e ec iva enta cu ecua ia y = - - -- = - - x - - . 
b b b 

Dacă substituim pe y in cea de-a doua ecuaţie a sistemului (S}, atunci (S} 
este echivalent cu sistemul : 

a c y=-bx-z;, 
(S'} 

a1x2 + b1x (-: x- ;)+c1(-~x-· :r+d1x+e1(-:x-;)+ 
+ f1 =o. 

86 

E fectu!nd calculele în ecuaţia a doua a sistemului (S') obţinem în gener·al 
o ecuaţie de g1·aduJ al doilea uare, r·ezolvaLii., ne dă valorile lui x. Apoi, tnlocu­
indu-le in prima ecuaţie din sistemul (S '} obţinem valorile lui y. 

Discuţie. 1) Dacă ecua,ţia a doua a sistemului (S') are două rădăcini rea.le, 
atunci sistemul (S) are două soluţii reale. 

2) Dacă ecuaţia a doua din sistemul (S') are două rădăcini egale, sau, 
in ca~ul cînd aceasta este o ecuaţie de gradul înt1i, atunci sistemul (S) are o 
soluţie reală. 

3) Dacă ecuaţia a doua din sist emul (S') nu are nici o rădăcină reală, 
atunci sist emul (S) nu are soluţii r eale. 

Exempţe. 1) Să :;e rezolve s is temul 

(Si) { 2x + y = 1, 
y 2 = x 2 

- 3x + 3 

Cum ec11apa 2x + y = 1 e:;Le <:t:h i valenlă cu ucuapa y = J - 2x, sistemul (S1 ) t•sle 

echivalent ctl sis temul (S~) : 

• { y = 1 - 2x, 
(Si) (I -2x)2 =x2 -"3x+3 

Ecuaţia a doua a sistemului (S~) se reduce la ecuaţia de gradul al doilea 

3x2 - x - 2 =O, 

care are rădi\cinil e x1 = 1 şi 
2 

X2 =. - - . 
3 

2 b ' 7 P en tru x 1 = I ob ţinr,m 1h = - 1, iar p<'nlru Xz = - 3 o ţmem Y2 = 3 · 

Deci { x1 ~ + l 
Y1 = - I 

şi sîn t soluţiile sistemul ui (S1) . 

{ 

Xz = -

7 

f 
Y2= S 

2) Să se rezolve s istemul 

{ 

X - y - 1 = 0, 
(S2

) x 2 - xy - y 2 + x - 3 = O. 

Ecuaţia x - y - 1 = O es te echiva lentă cu ecuaţia y = x - 1. !n locumd în ecuaţia 
a doua pe y obţinem că (S 2) es te echiva lent cu 

, {y = X - 1, 
(S2) x2 - x (x - 1) - (x ·- 1)2 -I .r - 3 = O. 

Ecua ţia a doua a sistomului (S; ), după efectuarea r.a leulclor , se reduce la ecuapa 
de gradul al doilea x 2 - 4.x + 4 = O, care are o răMwină dublă x1 = x 2 = 2. Di n 
y = x - 1 obţinem y1 = Y2 = 1. 

Deci perechea (2, 1) este o soluţie dublă a sistemului (S2). 

3) ::\ii se rezolve sistemul 

{ 
y - 1 - X = O; 

y = -x2 + 14.r - :10 , 
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Sistemul (S3) este t>ehivalent cu sistemul 

(s;) { y = 1 + x, 
1 + x = -x2 + 14x - 50. 

Ecuaţia a doua a sistemului (S;) se reduce la ecuaţia de gradul al doilea :r:2 - I 3x i 

+ 51 = O. Cum 6. = b2 
- 4ac = 169 - 204 = -35 < O, atunci sistemul (S~) nu aN' 

nici o soluţie reală. 

Interpretarea geometrică a rezolCJării sistemul'ui de ecuaţii de forma 

(S) { .ax + by
2 
+ c = O, 

y = a1X + b1x + c1 , 

tinde a, b, c, a 1, b1, c1 sint numere reale date cu a 1 =I: O. 
Să notăm cu A mulţimea soluţiilor ·ecuaţiei ax + by + c = O, iar cu B 

mulţimea soluţiilor ecuaţiei y = a1x2 + b1x + c1. Mulţimea. A reprezintă 

în planul de coordona.te xOy o dreaptă. Mai precis, dacă b =I: O, atunqj A repre-

zintă graficul funcţiei de gradul intii : f(x) = - .!!:.. x ~ .!!.... • Dacă b = O, 
b a 

atunci ecuaţia ax+ by + c =O este echivalentă cu ecuaţia _;; = _ _:_ . ln 
a 

acest caz A reprezintă dreapta paralelă cu axa y'y, care trece prin punctul de 

coordon~te ( - ~ , O) . 

Mulţimea B reprezintă în planul xOy graficul funcţiei g(x ) = a 1:t2 + 
+ b1x + c1, care este o parabolă. 

Cum mulţimea soluţiilor silitemului (S) este egală cu A n B, atunci solu­
ţiile sistemului (S) reprezintă în planul xOy punctele de intersecţie ale drep-
tei A cu parabola B. · 

Discuţie. 1) Sistemul (S) are două soluţii distincte dacă dreapta A inter­
sectează parabola B în două puncte distincte. 

2) Sistemul (S) are o singură soluţie dacă dreapta A intersectează para­
bola B într-un singur punct. Trebuie să observăm că in cazul cînd b = O, 
dreapta A inters_ectează întotdeauna parabola B într-un singur punct. 

3) Sistemul (S) nu are ni'ci o soluţie dacă dreapta. A nu intersectează 
parabola B. 

Cele trei situaţii discutate sint reprezentate în figura IV.22. 
y y 

y 

X X X 

Fig. JV.22 
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Exempla. 811 se J'f'1,olvc sistemul de ecuaţii 

{ 
2x + y - 4 =O, 

(Si) y = x 8 - 3x, + 2. 

Din ecuaţia 2x + y - 4 = O obţinem y = 4 - 2x. fulocuind pe y fn ecuaţia a doua 
obţinem: ·4 - 2x = xz - 3x + 2, sau x2 - x - 2 = O. Accast!I. ecuaţie are rădăcinile 
x1 = -1 şi x2 = 2. Atunci avem y1 = 4 - 2x1 = 4 + 2 = 6 şi 1/z =- 4 - 2x~ = 4 -
- 4 = o. Sistemul (S1) are soluţiile : 

{ 
x1 = -1 

Y1 = 6 

• { X2 = 2 
ŞI 

Yz = O. 

. I nterpretare geo.metrică. ln figura IV.23 dreapta A ce trece prin punctele de coor­
donate (O, 4) şi (2 , O) reprezintă ·graficul funcţiei f(x) = 4 - 2x, iar parabola B repre­
zintă graficul funcjici g(x) = x 2 '"'" 3x + 2. Dreapta A intersectează parabola B în punc­
tele de coordonate (- 1, 6) şi (2, O), care sînt soluţiile sistemului (S1). 

2) 8ă se r ezolve sistemul de ecuaţii 

(S2) { X - y - 5 = O, 
y' = x 2 - 3x - 1. 

Din x - y - 5 = o obpnem y = x - 5. Înlocuind pe y în cea de-a doua ecuaţie a sis­
temului obţ.inem ecuaţia ; - 5 = x 2 - 3x - 1, sau x 2 - 4x + 4 = O. Această ecuaţie 
are soluţia dublă x = 2. Atunci y = x - 5 = 2 - 5 = - 3. Deci sistemul (Sal are ca 
soluţie dublă perechea (2, -3). 

Interpretare geometrică. În figura IV .24 dreapta A reprezi ntă graficul funcţiei f (x) = 
= x - 5, iar parabola B reprezintă graficul funcţiei g(a:) = x 2 - 3x - 1. Dreapt31 A 
i ntersectează parabola B în punctul de coordonate (2, -3) care reprezintă ~oluţia siste-
mului (S2) . . 

3) Să se rezolve "Sistemul ·de ecuaţii 

(S, . ) { 
2x + y + l = O, 

y = x 2 
- 5;e + 4. 

-

Din 2x + y + 1 = O o-bţinem y = -2x - 1. Înlocuind !n ecuaţia a doua a sistemului 
(S3) obţinem ecuaţia de gradul al doilea x 2 - 3x + 5 = O. Cum discriminantul acestei 
ecuaţii este 6. = b2 - 4ac = - 11 < O, rezultă că sistemul (S0) nu. are nici o soluţie reală . 

y 
B 

X 

li 

F ig. l V.23 Fig. IV .24 
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y 

B 

Interpretare geometrică. În figura IV.25 dreapta 
A este · graficul funcţiei f(x) = -2x - 1, iar para­
bola B este graficul funcţiei g(x) = x 3 - 5x + 4. 
Dreapta A nu intersectează parabola B în nici un punct. 

2. Sisteme de ecuaţii omogene 

Un astfel de sistem este de forma: 

S { a1x2 + b1xy + c1y 2 = d1, 

( ) a2X2 + b2XY + CzY2 = dz. 

Sistemul (S) se numeşte omogen deoarece 
polinoamele a1 X2 + b1XY + c1 Y2 şi a 2X2 + -

Fig. IV.25 + b2XY + c2Y2 sint omogene în sensul că 
toate monoamele care apar în scrierea lor au 

acelaşi grad. Presupunem mai 1ntii c·ă d1 =f. O şi dz =f. ·O. Există 1n acest caz 
numerele reale a şi ~ diferite de zero astfel incit ad1 + ~d2 = O 

(de exemplu a= 1 şi ~ = - ~:). Se înmulţeşte pri.ma ecuaţie cu a şi cea 

de-a doua cu ~ şi apoi se adună. Se obţine sistemul echivalent: 

(S') { a1x
2 + b1xy + c1y

2 = d1, -

(aa 1 + .[3a2}x
2 + (ab1 + ~b2)xy + (ac1 + ~c2)y2 =O. 

Notăm coeficienţii ecuaţiei a doua din , (S') cu a3 , b3, c3, atunci 

S' { a 1x2 + b1xy + c1y
2 

= d1, 

( ) a 3x2 + b3xy + c3y2 =O. 

Deoarece d
1 

=f. O sistemul (S') nu are soluţia ·x = O şi y = O. Putem presupune 
că x of: O. Atunci, in ecuaţia a doua din (S') împărţim cu x2 şi obţinem ecuaţia 

de gradul al doilea în JL: 
X 

care, rezolva tă, ne dă în general două valori k1 şi k2 pentru L, adică: 
X 

y_,~. y_,, 
- - 1•1 ' - - •2· 
X X 

Acum, rezolvarea sistemului (S) este echivalentă cu rezolvarea următoarelor 
două sisteme formate dintr-o ecuaţie de gradul intîi şi . o ecuaţie de gradul 
al doilea·: 

{ 
y = k1x, . , (" ) { y = k2x, 

(S1) ·, •lz , 
a.1x2 + b1xy + c1112 = d1 0.1X

2 + biXY + C1Y
2 = di · 

Clnd d
1 
= O sau d2 = O, sistem~l (S) este de forma (S') şi rezolvarea se con· 

tinuă ca pentru sistemul (S'). 
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Exemple. I) Să so rezolve s istemul de ecuaţii: 

(S1l { x2 + 3xy + y2 = - 2. 
xy + y2 = 4. 

lnmulţind prima ecuaţie cu +2 şi adunînd-o pe a doua, obţinem sistemul echivalent 

(S1) { 2x2 + ?xy + 3ya = O, 

xy + y 2 = 4. 

Prima ecuaţie o împărţim cu x 2 şi obţinem 'ecuaţia de gradul al doilea 3 (~ r + 7 ~ + 
+ 2 = o, care, rezolvată, ne dă rădăcinile Jl = -2 şi Jl = - ..!. . Rezolvarea sis-

x X 3 

ternului (S1) se reduce l a rezolvarea sistemelor: 

{ 
y = -2.x, 
xy + y 2 = 4 I y = - 31 x, 

r~ 
I 

xy + y2 = 4. 

Din primul sistem obţinem soluţiile: 

Cel de-al doilea sistem nu are soluţii reale. 
2) Să se rezolve sistemul de ecuaţii: 

{

X= -V2. 
Y =~ V2. 

(S2) { 2x2 + 3xy + y2 = O, 
xy + y 2 =O. 

/ 

Dacă x = o, ati,mci din p,rima ecuaţie, rezultă y = o. Presupunem x =f. O. Atunci împăr­
ţim prima ecuaţie cu .1:2 şi obţinem ecuaţia de gradul al doilea 

(~f + 3 (~) + 2 =O, care are rădăcinile: ~ = -1; ~ - = -2. 

Dacă împărţim ecuaţia a doua a sistemului cu i 2 obţinem ecuaţia 

(J!...)2 + JL = O, care are rădăcinile : Y = O ; }!_ = -1 . 
X X X W 

Rădăcina .JL = -1 este comună şi deci perechea (a, -a) unde a e R, este soluţie a sis­
x 

ternului (S1). Deci sistemul are o infinitate de soluţii. 
3) Să se rezolve sistemul 

{ 
2x2 + 3xy + y 2 = O, 

(Sal 
x 2 - xy + y 2 = O •. 

Dacă x = O, atunci din prima ecuaţie trebuie ca y = O. Presupunem x =f. O. Împărţim 

cu x 2 ecuaţia a doua şi obţinem ecuaţia tn JL : 
. X 

. { ~ r -( ~) + 1 = o, r.are nu are nici o soluţie reală. 

Rezultă că sistemul (Sal are ca singură soluţie perechea (O, Ol 
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::!. Sisteme cu ecuaţii simetrice 

O ecua\.ie în două necunoscute se zice simetrică dacă înlocuind x cu y şi· 
y cu x, ecuaţia nu se schimbă. 

Exemple. 1) Ecuaţia 2x2 
- 3xy + 2y2 - 10 = O este simetrică. Într-adevăr, înlo­

cuind x cu y şi y cu x obţinem ecuaţi a 2ya - 'dxy + 2xa - 10 = O, care este identică 
cu cea iniţi a lă . 

2) Ecuaţia x - y + 5 = o nu este simetrică. 
Un sistem de ecuaţii format din ecuaţii simetrice se numeşte simetric. Deoarece 

ecuaţiil e unui sistem simetric nu se schimbă dacă înlocuim pe x cu y şi y cu x, rezullă 
că dac;l :r = a, y = b este o soluţie a sistemului de ecuaţii, atunci şi x = b, y = a este 
so luţie a acelui aşi sistem de ecuaţii. 

Rezolvarnu sistemelor de ecuaţii simetrice se face astfel: se introduc 
necunoscutele auxiliare s şi p date de relaţiile: 

X·+ y = S Şi xy = p. 

,Prin introducerea acestor noi necunoscute s şip, în foarte multe cazuri. ·siste­
mul simetric se reduce la un sistem de ecuaţii format dintr-o ecuaţie de gradul 
întii şi o ecuaţi.e de gradul al doilea în necunoscutele s şip. Pentru a face aceste 
substituţii se va ţine seama de identităţile: 

x 2 + y2 = (x + y)2 - ·2xy = s2 - 2p, 

x3 + y3 = (x + y)3 
- 3xy(x + y) = s3 - 3sp, 

x4 + y4 = (x2 + y2)2 _ 2x2y2 = (s2 _ 2p)2 _ 2p2. 

E:remple. 1) Să se rezolve sistemul 

(S) 
{ 

xy +X+ y = 4, 

xy - 2(x2 + y•) = 23. 

Sis temul (S) este simetric. Făcînd substitupile x + y = s şi xy = p obţinem sis­
temul : 

(S') { s + p = 4, 
-- 2sa + 5p = 23 . 

fnlocuind pe p = 4 - s tn ecuaţi a a doua, obţinem ecuaţia 

2sa + 5s + 3 =O, care are soluţiile: s1 = - 1; sa= - ~. 
2 

Atunci P1 = 4 - s1 = 5 şi p 2 = 4 - Sz = ~ . Deci , rezolvarea sistemului (S) se reduce 
;! 

la rezolvarea sistemelor: 

{

X + .y = - t , 

xy = 5 . 

· / x + y = -:. 
ŞI 

11 
xy = -

2 

care nu au nici o soluţie reală . Rezu!tă di sistemu l (S) nu are nir,i o soluţie. 
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2) Să se rezolve s istemul de ecuaţii 

(S) { x• + y2 = 5 
xy = 2. 

Făcînd substituţiile x + y = s şi xy = p obţinem sis temul : 

(S') = { 
9 2 

-
2
P = 5

• care are soluţiile : { si = 3
2

; 
p = 2, P1 = 

Pentru s1 = 3 şi p1 = 2 obţinem sistemul de ecuaţii : 

{
Sa = - 1\ 

Pa = 2. 

- ' care, rezolvat, ne dă soluţiile : 
{ 

X + y - 3 { X 1 = 2 ·, { X2 = 1 
xy=2, Y1 = l Ya =2 . . 

Pentru s2 = -3 şi p 2 = 2 obţinem sistemul de ecuaţii: 

- ' care, rezolvat, ne dă soluţiile: {
x+y--3 {x3 = -2,

1
, {X4=-l, 

xy = 2, Y3 = - 1 Y4 ==' -2. 

Deci sistemul (S) are patru soluţ.ii. 

Furtcţia de gradul al doilea 

1. Fie f(x) = a1x 2 + b1x + c1 şi g(x) = a2x2 + b2x + c1 două funcţii de gradul al doilea . 
Să se arate că f .= g - a1 = aa, b1 = ba şi c1 = c 2. 

2 . Să se aducă la forma canonică următoarele funcţii de gradul al doilea : 

a) f(x) = x 2 - x + 11; b) f (x} = -2x3 
- 7.x + 1 ; 

c) f(x) = 3x2 - 2x + 1; d) f{x) = 0,51x2 
- O,lx + 1; 

1 1 1 
e) f(x) = - x 2 

- - x + - · 
2 3 4 ' 

1 2 
f) f (x} = - - x2 

- - x + I. 
3 5 

3. Să se construiască graficul următoarelor funcţii (folosind metoda prin punc te şi efec­
tuînd una sau două translaţii ) : 

a) f(x) = -2x2 + 1; b) f (x) = x 2 - x + 11 ; 

c) f(x) = - 3x2 + Sx + 3; 

e ) f (x) = x 2 + x - 2 ; 

' 4. Să se stabilească maximul sau 

a)q (x) = x 2 - 2x + 10; 

c) f (x) = x 2 - 5 ; 

e) f(x) = - xa - 2x + 1; 

d) f (x) = 3x 2 - 2x + 1; 

f) f (x) = - x2 + 3x - 2. 

minimul următoarelor funcţii: 

b) f (x ) = - x 2 + 2x - 12 ; 

>d) f (x) = -12x2 + 31x - 1; 

f) f( x) = 0,5x2 + O,?x - 0,31. 

( 5: Să se stabilească intervalele de monotonie p entru următoarel e funcţii de gradul al 
doilea: 

a) f(x) = xa - 2x - 1; p) f (x ) = x2 - 2x + 1; 

c) f(x) = 0,5x2 - ?x; -'-d) f (x) = -0,3x2 + x - 0,5. 

6. Să se stabilească semnul următoarel or funcţii: 

a) f(x) = x 2 - · 2x - 3; b) f(x) = 0,3x 2 
- x + O,l ; 

;) f(x) = 0,5x2 - ?x; dj f (x) = -2x 2 + x + 1. 
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7. Să se facă tabelul de variaţie şi apoi să s~ traseze gra ficul la următoarele funcţii : 
( 

l aJ f(x ) = x2 - 4x + 3 ; b Uf (x). = -2x2 + 3x - 1 ; 

c) f (x) = x 2 
- 2x - 4 ; d) f(x) = x 1 - 0,5x; 

e) f (x) = x 2 - x + 10; f) f (x) = x 2 - 2x + 1 . 

8. Să se arate că orice funcţie de gradul al doilea nu este nici injectivă şi nici surjectivă . 

\I. Să se determine funcţia dde gradul al doilea f(x) = ax2 + bx + c, a~trel încît graficul 
acestei funcţii să treacă prin punctele A (1, - 8), B (- 1, - 10) şi să taie axa y 'y în 
punctul C(O, - 10). ~. 

10. Să se det ermine fun~ţia de gradul a l doilea f( x ) = ax2 + bx + c astfel Incit graficul 
acestei funcţii să aibă vîrful în punctul J- (1 , 2) şi să taie axa y 'y în punctul B(O, - 3). 

11. Fie fa milia de funcţii"de gradul a l doilea fm(ii:) = x 2 - 2 (m - 1)x + m - 2, unde m 
est e parametru real. 
Să se arate că vlrfurile parabolelor asoeia te acestor funcţii se găsesc pe o parabolă. 

12. Să se determine funcţia de gradul al doilea f (x) = ax 2 + bx + c, ştiind că admite un 
minim egal cu 9 şi graficul funcţiei trece pr in punct ele A(-1 , 13) şi B(2, 10). 

Inecuaţii de gradul al doilea. S isteme de inecuaţii de gradul al doilea 

18. Să se rezolve inecuaţiile: 

a) 2x2 - 3x + 1 > O; 

1 
c) 2x2 

- :lx < - · 2 ' 

e) x2 + x + 7 :!6; O; 

) X+ 1 ...._ 2x - 1 
g - -.,,,,. ; 

x+ 2 x - 2 

i ) I x 2 
- 3x + 2 I< I x + 2 I; 

x 2 
- 6x - 16 k) > O; 

-x2 + Sx -12 

b ) x2 
- 3x + 4 ~ 3x + 2 ; 

d) -x2 
- 3x + 5 < x 2 - 1 ; 

1 
f) -x2 + 2x > x + - · 4 , 

h) 
X - 1 

2 -----> ; 
x 2 

- 3x + 2 

j ) I x2 - 5x + 41 ~ 1 ; 
x 2 - 4 

1 ) - 1 < x2 + 3x + 2 < 2. 
x 2 

- 4x + 3 

14. Pentru ce valori rea le a le lui m următoarea inecuaţie es te verificată pentru orice x e R 

(m - 1)x2 
- (m + 1)x + (m + 1) > O. 

16. Să se determine valorile lui m aşa încît inecuaţia 

mx2 + (m - 1)x - (in - 2) > O 

să' nu aibă nici o soluţie. 

16. Să se det ermine valorile lui m' astfel tnct t ecuaţia 

(m - 3)x2 - 2(3m - 4)x + 7m - 6 = O 

să aibă rădăcini reale. 

17. Fie fracţia E = x~ + (m + i )x + m + 2 • Să se det ermine m astel Incit fracţia E 
x 2 +x+ m 

să aibă sens şi să fie pozitivă pentru orice x e R. 
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18. Să se rezolve sistemele de inecua ţii: 

c) I 
o) I 

:z;2 - 3x > -2, 

x2 +x< 12; 

2;i; - 1 > ;i; - 5, 

;i; - 6 ~o, 

x8 - 3X - ; ~ 0; 

x 2 - 6;i; + 5 <o , 
-3.r.2 - 2;i; - 7 

x2 < 16; 

- x2 - x < - G, 

17 
2x2 

- 1 < - x; 
3 

(x - 1) (;i; - 3) :>- (x - 1) (x + 2), 

(;i; - 2) (x - 3) < (x + 2) (x + 3), 

x 2 
- 3x + 2 ~O; 

f) { I x 2 
- 4x + 3 I + x - 2 > O, 

x2 < 25. 

19. _Fie familia de funcţii de gradul al doilea 

fm(;i;) = mx2 + 2(m + 1);i; + m + 2, unde m e R"{Ol. ( 1) 

a ) Să se arate că vîrfurile parabolelor asociate acestor funcţii se găsesc pe dreapta 
y = x+ t. 
b ) Fie A , B punctele ·de intersecţie ale unei parabole oarecare cu ;i;'x şi F proiecţia 
virl ulu i V a l parabolei pe x'x. Să se a1·ate că oricare ar ri m, AB = 2 FV. 
c) Să se arate că toate p arabolele definite prin (1) trec printr-un punct fix. 

20. Dacă f': A -+ B es te o funcţie oarecare, vom numi imaginea ei mul ţimea notată Im f 
şi definită as trei 

Im f = {f(x) I x e A} = {y e B I 3x e A , y = f(x)}. 

Să se determine Im f pentru următoarele funcţii : 

a ) f : R -+ R, f( x ) = I x - 1 I, b) f : R -+R , f(x) = x2 + 1, c) f: R-+R, f(x) = 

x2 - 3x + 2 d) f : R -+ R , f (x) = ;i;2 - 4;i; + 5 • 11) f : R" {1} -+ R,f (x) = 
;i;2 + ;i; + 1 x 2 - 2x + 2 
x 2 - Sx + 6 

= · , f ) f : R -+ R,f(x) = x2 + x + 1. 
x 2 - 2x + 1 

Sisteme de ecuaţii. Ap.llcaţ il practice 

21. Să se rezolve sis temele de ecua ţii: 

a) {:i;2 - x y - y = 5, 
2.;i; - 3y = 3 ; 

c) { 2x - 3y = 1, 
x 2 

- zy + 5y2 = 7 ; 

I 
x2 

- xy + ·1 , 
e)\ X - y = .~, 

2x + 3y """ 7; 

I 

b) { ;i;2 + 3;i;y. - y 2 + 2x - 5y ~ -64, 
x-y=-7; 

d) { ;i;2 - yz - 6y = -4, 
2;i; + y = 3; 

I 
:r;2 - ;i;y + 1 
- - --- = x- y. 

f) X+ y 

X+ 2y = 4. 
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22, Să se rezolve sistemele omogene : 

a) {xz- 5yl = -1. 

x 2 + xy = 6; 

c) { 2x2 
- 3xy - ·19y2 = 25, 

XZ - 6y 2 = 250; 

{ 

7x2 - 6xy + 12y2 = 108, 

e) 5 7 
x2 - - xy + - y 2 = 18; 

6 3 

28. Să se rezolve sistemele de ecuaţii simetrice: 

a) { x + xy + y = 11, 
x-xy+y=I; 

I 
xz + yz = s,, 

r) _!_ + _.:!:_ = 1; 
X y 

e) { 5x2 
- 6xy .+ 5y2 = 29, 

7x2 - Bxy + 7y2 = 43; 

{ 
x 2 - 3xy + y 2 = - 1, 

b) 
3x2 - xy + 3y2 = 13; 

d) { 2y2 
- 3x2 

= -19, 
xy = -6; 

{ 
2x2 - 3xy + 2y2 = 5, 

f) 
x2 - xy - yz = -2. 

E) { xy + y + x = 11, 
xzy + yzx = 30; 

d) { x3 + y3 = 1, 
X+ y = l; 

{ 
xy +X + y = 7, 

r) xy - 3(x + y) = '-9. 

24. Fie O un cerc avlnd diametrul AB = 2a. Pe acest diametru considerăm un punct 
variabil M. Construim două cercuri 0 1 şi 0 2 avlnd segmentele [AM] şi [BM) ca dia­
metre. Să se determine punctul M astfel incit aria cuprinsă Intre cele trei cercuri să fie 

maximă. 

21>. Fit: ABU 110 lr•i11nghi dreplunghk in vir1'11l A,avlnd calelele .-1/:J =" :;;i AC::: b. 
Se înscrie în acest triunghi l,!_n dreptunghi MN PQ nvînd v irl'11riÎc P şi Q pc ipotenuza 
triunghiului, M pe. (A.B) şi N pe (AC). Să se determine laturile uccst.vi dreptunghi 
aslfel Incit aria sa să fie maximă. 

26. Un călător merge cu automobilul pe o şosea rectilinie ABdin oraşul A pînă într-un punci 
C, de unde pleacă mai departe pe jos peste cîmp într-un sat D. Se şti.r că viteza aulo· 
mobilului este v

1 
km/h, iar pe jos călă.torJJl face v2 km/h. Cum trebuie ales punctul C 

astfel ca tot drumul să. se facă. în timpul minim? 

27. Să se găsească maximul ariei unui dreptunghi înscris într-un cerc dat. 

28. Să se găsească minimul perimetrului unui trapez isoscel circumscris unui cerc dat. 

29. Să se calculeze catetele unui triunghi dreptunghic cunosclnd ipotenuza a şi înălţimea h. 

Discuţie. 

80. Să se calculeze laturile unui triungbi drrptunghic cunoscînd perimetrul 2p şi înălţimea 
h. Discuţie. 

31. tntr-un semicerc de rază R să. se înscrie un trapez isoscel de perimetru dat 2p. Discuţir. 

32. Să se circumscrie unui cerc de rază R un trapez iscscel de arie dată 4R
2

• Discntic. 
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33. Într-un patrulater ABCD care are unghiurile din vtrfurile din A şi C de 90°, se dau 
laturile AB = a, BC = b şi aria egală cu k2 • Să se calculeze celelalte două laturi ale 
patrulaterului. Discuţie. 

34. Două. brigăzi trebuiau să execute o lucrare. La început prima brigadă a întrebuinţat 
pentru lucrare o treime din timpul pe care l-ar fi întrebuiÎlţat cealaltă brigadă pentru 
executarea întregii lucrări ; dupa aceea, a doua brigadă a lucrat o treime din timpul pe 
care prima brigadă l-ar fi întrebuinţat pentru întreaga lucrare. După aceasta s-a con-

statat că
0

s-a executat~ din întreaga lucrare. Să se afle în ctt timp ..y fi terminat 
. 18 

lucrul fiecare brigadă în parte, dacă împreună aceste brigăzi pot să-l execute în 
3 

3 - ore. 
5 

35. Un dreptunghi este înscris într-un cerc cu raza de 50 m. Să se determine laturile sale 
ştiind că diferenţa lor este egală cu 20 m. 

„ 
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CAPITOLUL V 

PUTERI ŞI RADICALI 

. §1 . PUTERI 

Pe parcursul ace.stui capitol vom nota cu N* mu lţimea numP.relor natu­
rale nenule: N* = {1, 2, 3, .„ }. 

1.1. Puteri cu exponent natural nenul 

Fie a un număr reai şi n un număr natural mai mare sau eg!J.l cu 2. 
Se numeşte puterea n a numărului a produsul a n numere, fiecare număr 
fiind egal cu a. Acest număr se notează cu an. 
Deci: 

a11 =a ·a ... a. 

n ori 
În reprezentarea an, a se numeşte baza puterii, iar n exponentul puterii. 

Convenim să punem a1 • a. 

Exemple: 1) (-2)3 = (-2) · (- 2) · (- 2) = - 8 ; 

( 
J )4 1 1 1 l 1 

2) 2 = 2 ·2 ·2 ·2=16 = 0,0625. 

1. Semnul puterii cu exponent natural 

Puterea unui număr real poz itiv cu ·exponent natural nenul este pozi­
tivă. ·Puterea unui număr real negativ cu exponent natural par este pozitivă, iar 
cu exponent natural impar este negativă. 

Într-adevăr dacă d > O, . atunci an fiind produsul a n numere pozitive 
este pozitiv. Dacă a<O, atunci din r~gula semnelor rezultă că a211, care este 
produsul unui număr par de munere negative, este pozitiv, iar azm+i, care este 
produsul unui număr impar de numere negative, este negativ. 
De exemplu (-2)0 are semnul( - ) iar (-2) 12 are semnul(+). 

98 

2. Puterea produsului şi a citului a două numere reale 
Fie a, b, clouă numere reale şi n E N*. Atiinci 

(ab)n = anbn 

(~)" = ~ (b :!: O). 
b bn 

----------- --

Intr-adevăr: (ab)ll = (ab) · (ab) „. (ab) ·= (a · a ... a) : (b · b . „ b) =< a'0 b" 
n ori n ori n ori 

(am folosit asociativitatea şi comutativitatea produsului a două numere 
reale). 

( 
a )n a a a a · a ... a an 

De asemenea: - = - · - · · · - = --- = bn • 
b b b b b·b ... b 

ObserPaJie: în calcule, deseori,folosim egalită ţile de mai sus sub forma: 

anbn = (ab)n şi an = (~)n . 
bn b 

De exemplu: 65 
• (~) = (6 · ~)5 

= l~)
6 

= 
36 

= 243 
• 

'• 4 2 26 32 

3. Înmulţirea puterilor care au aGeeaşi bază 
Dacă a este un număr real şi m, n E Nll< atunci 

am , an= am+n. 

Într-adevăr am · an = (a · a „. a) · (a· a ... a) = a · a ... a = aw 1 11
• 

m ori n ori (m+n) ori 

De exemplu: 1)" 23 ·24 =27 =128;2) (-2) · (-2)4 = (-2)5 

4. Ridicarea unei puteri la altă putere 
Dacă a este un număr real şi m, n E N* , atunci 

(am)n = amn. 

într-adevăr. (am)n = am · am : .. am =a ----n 

(Am folosit proprietatea 3.) 

m+m+ ... + m -------n ori 

De exemplu: (23
)

2 = 23 
• 

2 = 2~ = 64; [( -f rr = ( ~~r = 2~6' . 
5. lmpărţirea a două puteri cu aceeaşi bază. 

-32. 

Dacă a este un număr real nenul şi m, n E N*, astfel încît m > n , atunci 

într-adevăr, folosind proprietatea 3, avem: am~n · a11 = acm- n>+n = am, de 
. . am 

unde rezultă că am- n = - • 
an 

3~ ~ 
De exemplu: - = 3iq-e = 32 = 9; - = 46-3 = 42 = 16. 

3s 4a 

1. 2. Funcţia putere 

Fie n E N*. Definim funcţia 
/ 

f : R -+ R, f(x) = x1
' . 

Această funcţie se numeşte funcţia putere de gradul n. 

'1 • 

99 



OhsPrva/ii: I) Funcţia putere este o funcţie numerică. 

. 2) Pe~tru /ţ = 1 se obţine funcţia de gradul tntîi /(x) = :r, iar pentrn 
n 2 se obţine funcţia de gradul al. doilea f(x) = x2. 

Te ore ma 1. 1° Dacă n este un număr par, atunci funcţia f(x) . xn 
este strict descrescătoare pe intervalul ( - oo, O] şi strict 
crescătoare pe intervalul [O, oo). 
2° Dacă n este un număr impar atunci funcţia f(x) = xn este 
strict crescătoare pe R. . 

Demonstrniie. Vom arăta mai întli egalilatea 

an - bn = (a - b) (an-1 + an-2b + ... + abn-2 + bn-1). 

ÎnL1·-adevăr, (a - b) (an-1 + an-2b + . „ + abn-2 + bn-1) =' an + an-1b +' „. 
... + a2bn-2 + abn-1 - an-lb - an-2b2 - ... - abn-1 - bn = an - un. 

};ii demonstrăm acum afirmaţia 1° din teoremă. Presupunem că n este par, adică n = 
- 2m. Fie xi> X2 E [O, ao) astfel încît X1 < .'.1'2· • 

Din egalilatea: xÎm - x~m = (x1 _ x ) (x21m-1 + x2m-2r + + x 2111-2 -I 2m-l) 
2 I • 2 · · · rX2 .r2 , 

. cum O ~ Xi < x2, atunci X1 - xa < o şi :rrm-1 + xîm-2x2 + ... + x~m-1 > O de unde 
bi' 21>1 "m ' o ,mem x 1 ·- x2 < O, deci f(x1 ) < /(:r2 ). 

Heznltă ră funcpa f(x) = x 2m este strict crescătoare pc intervalul [O, oo). PresupurH'm 
H<'llffi că :r1, x2 e(-oo, O) astfel încil :r1 < x2. Cum x1 < x2 ~o, alunei (-x1) > 
„ (-x2) > O şi ~leci (-x1) 2m > (-x2)2m, adică xÎm > x~m. Prin urmare /(:r ) > /(.i·2) 

(•t•ca CE' ne arată că feste strict descrescătoare pe intervalul (- 00 , O]. 
1 

' 

2° Presupunem acum <'ă n este impar, adiei'I n = 2m + l şi fie x
1 

< x
2

• 

Daeă O~ x1 < x 2 , la Cel ca mai sus avem cil :r~m+l < .'l:~m+1. Dară :r
1 
<x

2
"'o, 

al unei (-x1 ) > (-x2 ) > O şi deC'i (-x1)2m1-1 > (-x2)2m+i, adică -xÎm+J > -.1.~m-11 
şi P,eC'i .cim+J < ~m+l . ~ 

Dacă x1 < O şi x2 > O, alunei .i·rm+i <'sir un numilr nP~aliv„ inr x~m+i >o şi dt>ci in 

ar~sl raz avem x~m+l .< x~m-i 1. În concluzie, din x1 < x 2 se ob(ine :rîm+i < :r~m+1, 
adică f (x1) < f (x2), adică funcpa f (x) = x 2m+1 este strict crescătoare pe R. 

D e f i n iţi e. O submulţime A a lui R se zice simetrică dacă pentru orice 
x EA avem şi - x EA. 

Exemple. 1) Mulţimile R. R - {O}, [-1, Jl sînt s ime trice. 
2) Mulţimile [O. oo), [O, !), [-.1, 2] nn sînt simetricf'. 

D e f 1 n i ţ i e. Fie A o mulţime simetrică şi f : A -+ B o funcţie nu~erică 
Funcţia f se zice pară dacă pentru orice x E A avem f(- x) = 
= f(x). Funcţia f se zice impară dacă pentru orice x E 11 
avem f(- x) = - f(x). 

Te ore ma 2. Dacă n este un număr. par, funcţia putere f(x) = x11 este 
o funcţie pară. Dacă n este un număr impar, funcţia putere 
f(x) = xn este impară. 

Demonstraţie. Dacă n = 2m, atunci f(-x) = (-x)2m = _x2m = f(x) şi 

deci funcţia f(x) = x2m este pară. Dacă n = 2m + 1, atunci f(-x) = 

= (-x)2m t i = - x2m+i = - f(x) şi deci funcţia f(x) = x2m+i este impară. 
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Interpretarea. geometrică. Fie· f : A -+ B o funcţie numerică unde mulţi­
mea A .este simetrică. Dacă feste o funcţie pară, atunci y' y este axă de simetrie 
pentru graficul funcţiei f. lntr-adevăr dacă M (x0 , y0) este un punct al grafi­
cului funcţiei f , atunci din egalitatea y0 = f( x0) = f(-x0 ) rezultă că şi punctul 
M'(-x0 , y0) este un punct al graficului. Dar M' este simetricul lui M faţă 
de y'y. Dacă feste o funcţie impară atunci originea axelor O este centru de 

simetrie al graficului funcţiei f. 
Într-adevăr, dacă M(x0 , y 0) este un punct al graficului, din egalitatea y0 = 
= f(x0) = - f(- x0 ) rezultă că şi punctul M' (- x0, - y0) aparţine graficului. 
Dar M' este simeLricul lui M faţă de 01·iginea axelor. 

Graficul fu.ne{ iei putere f(:i:) = .t" pentru n = 3, 4 

1. Funcţia f(x) = x3. Trasarea grafrcului funcţiei f'(x) = ..c3 se face p1·in 
„puncte". Mai exact, funcţiei f(x) = x3 i se asociază lll'mătorul tabel de 

valori: 

.c '~--4 -=.3 ~2 -=l_J)- 1 ~ - 4_+ oâ 
f(x) = x3 I -64. -27 -8 -1 O 1 8 27 64 

' 

Reprezentăm într-un sisLem de a.xe xOy, punctele ale căror coo1·donaLe 
sint valorile clin tabel. PuncLele obţinute le unim prinl1·-o linie cunt.inuă. În 

figura V.1 este schi~a.t grafi~ul funcF-ei f(:r) = x3
. 

Graf icul acestei funcţii se numeşte parabolă cubică. 
Parabola cuh1cfl are lllWătoarele proprietăţi: 
1) trece pn n originea axelor, care este un crn I n1 <IP si llH' t:rie ( r[pua r<!<'P 

{(.t) = x3 este func~ie impară); 

2) ramura din dreapta a graficului se găseşt.e 

deasupra axei x' x, i~r ramura diry. stînga se găseşte 
sub axa x'x. 

Obser1•a/ie. f:raficul furw\il'i · f(x) = y21ri+1 (1li ;:i: I) 
are o comportare asemănătoare 1·11 g raficul funcţiei 

f (:r) = x3. 

x• 

2. Funcţia f(x) = x4• Graficul acestei funcţii 

se trasează tot prin „puncte". Pentru această 
funcţie se asociază următorul tabel de •valori: t F 1~. V. I 

-= -4 ;,_3 
256 81 

-2 -1 o 1 2 3 4 
16 1 o 1 16 81 256 

+= 

- X 

Punctele ale căror coordonate sint valorile din tabel le reprezentăm 
tntr-un sistem rectangular de axe xOy. Punctele ob~inute le unim printr-o 
linie continuă. În figura V.2 este schiţat graficul funcţiei f(x) = x4

• 
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x· 

y 

X 

y· 

Fig . V.'2 

Gr·aficul !\Cestei runcţii a.r·e următoarele 

proprietăţi: 

1° Se găseşte deasupra axei x'x şi trece prin 
originea axelor. 

. 2° Axa y' y este axă de simetrie pentru graficul 

funcţiei f(x) = x4 (deoarece f(x) = x4 este o 
funcţie pară). 

Observaţie. Graficul funcpei f(:i;) = x~m(m ;;;,. 1) al'e 
o comportare asemănătoare cu graficul funcţiei f( :i=) = x4. 

1.3. Puterea cu ex~onent întreg 

:\m demonstrat că pentru m > n 
am : an = am-n (a # O). 

Vom căuta să lărgim noţiunea de putere astfel incit formula am an = 
= am-n (a !F O) să aibă loc şi pentru cazul cind m ~ n. 

1) Exponentul O. Dacă a # O, prin definiţie yom pune ao = 1. 
Dacă m = n, atunci am : an = 1 şi am-!t = a0 = 1. Rezultă că formula am : an= 
= am-n are loc şi pentru cazul m = n. • 

Obser11a/ie . Expresia 0° nu are nici un sens. 

2) Exponent negatiCJ. Dacă n E N* . şi a este un număr real nenul, prin 

d f
. . . 1 -e m1ţie vom pune a-n = - . 

. an 

De exemplu, 2-3 = ~ = ~ = O 125 · 3- 1 = _.!._ = 0,(3). 
23 8 , , 3 

am am Dacă m, n E N astfel incit m < n, atunci am 
an 

- - - - = ---am+(n-m) 

1 = - L- = a-(11- m) = am-n. 
aTI-m 

Rezultă că formula am : an = am-n are loc şi pentru cazul m < n. 

. 3) Ex!JOnent întreg. în urma definirii puterilor cu exponent O şi. nega· 
tiv exptesia an, a E R, n E Z este bine precizată exceptînd cazul a = O. 
Vom arăta că proprietăţile puterilor cu exponent natural se păstrează ş i 

pentru exponent întreg: 

1 o (a . b)n = an . bn 30 am . an = am+n; 50 am : an = am-n. 

Să verificăm 1°. Pentru expnnent n > O am demonstrat egalitatea 1°. 
Dacă n =O, atunci (a· b)0 = 1 şi a0 • b0 = 1·1= 1. Deci 

(a · b)n = a'1 
• b", are loc ş i pentru n =O. 
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Presupunem n < O. Atunci (ab)11 = -
1
- -. (ab)-n 

. 1 1 1 1 Cum -n >O, atunci -- = ---- = ~. - = a" · b". Deci egalitatea 
(ab)-n a-n • b-n u-n b-n . 

(ab)11 = a11b11 are loc şi pentru n < O. 
ln acelaşi fel se verifică egalitatea 2°. 
Să verificăm egalitatea 

am · a"= am+n (a # O). (1) 

Deoarece pentru m > O şi n >O egalitatea (1) este adevărată , rămine de 
arătat pentru următoarele trei cazuri: 

Cazul m >O şi n < O. Atunci am· an 
I am 

=am ·-=-, 
a- n n-n 

Dar cum -n > O, am văzut că~ = am-(-nJ = am+n şi deci a111 ·an = am+n. 
. a·n 

1 ·1 1 
Cazul m < O şi n < O. Avem am · an = - . - = - --- . a-m a-n a- m • a-n 
Cum -m > O şi-n > O, atunci a- m · a-n = a-<m+n>. 

• 1 
Deci am · an = --- = am+n. 

a-(m+nl 

Cazul cînd unul dintre m sau n este zero. Presupunem că n = O. 
Atunci am ·an = am · a.0 =am · 1 =am si am+n = a m+o = am. . ' 
Deci şi in acest caz avem am · an = am+n. 
Din egalitatea 3° rezultă şi egalitatea am : an = am-n (a # O). 
Să verificăm egalitatea 

(am)n = amn (a # O). (2) 
Deoarece pentru m > O şi n > .o egalitatea (2) est e adevărată, rămine de 
arătat în următoarele cazuri: 

Cazul m < O şi n > O. Avem (am)n = (-
1-)n. = _

1
_ . a-m a(-m)n 

Cum -m > O; atunci (a-m)n = a-mn. Deoarece - mn < O at unci amn -

= - 1- şi deci (am)n = amn. 
a-mn 

I · 1 Cazul m > Oşi n < O. Avem (am)n =-- = -- = amn. Deci (am)n = amn. 
(am)-n a-mn 

Cazul m < O si n < O. Avem (am)n = -
1
- • Din primul caz obţinem că 

• (am)-n 

(amt 11 = .a-mn şi cum mn >0, atunci-1- = - 1
- == amn. Deci (am)n = amn. 

a-nm 1 

Cazul cînd unul dintre m sau n este zero. Daoă m = O, atunci am = 1 şi deci 
(am)11= 111 = 1. Dar cum amn = a0 = 1, rezultă (am)n = a171 11

• 

Dacă n =O, atunci (amyi = (am)0 = 1 şi amn = aQ = 1. Deci şi in acest caz 
avem (a"l)ti = anm . 
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t•:xemple; I) a-0 • 3~ = 3- 0+s· = 3i = 9; 

·l 1 
2) (42)-11 = 4-' =-- .... - . 

4' 256 . 

3l[(f rT[{-1)-2)3 = (32)3 = 30 = 729. 

1.4. Funcţi a putere de exponent negativ 

Vom studia funcţia 

f : R - {O}-+ R, f(x) = x-n, n e N•. 

Vom distinge două cazuri: 1) n = 2m; 2) n = 2m + 1. 

1 ) f : R - {O}-+ R, f{x) = _ l_ , 
xzm 

ln § 2 s-a arătat că dacă O < x1 < x., a tunci x2m < x2m 
• . 1 2 ' 

de unde -
1
- > -1-şi deci f este strict descrescătoare pe intervalul- (O, oo). xim x~m · 

Dacă x1 < x2 < O, alunei x2m > x2m şi deci -
1
- «-1- , 

1 2 x2m x2m 
1 2 

ceea ce ne arată că f es te strict crescătoare pe intervalul (-oo, O) . 

Cum :r
2m = {-.x)2m, atunci f (x) = f( - x) şi deci f este o funcţie pară. 

2) f: R - {O}-+ R, f(x) = _l_ , 
x2m+1 

1 ·1 
Dacă O < Xi < x2, atunci O < x2m+I < x~m+I de unde --- > ~--şi deci f esto 

1 2 ' x2m+I x2m+1 
1 2 

strict descrescătoare pe inter11alul (O, oo ). 

Dacă x1 < Xz < O, atunci x~m+i < x~m+1 < O şi deci _ 1_ > 
x~m+I 

că f este strict descrescăto_are şi pe intervr;ilul (- oo , O). 

l 
- - , ceea 
x2m+I 

2 

Cum x 2m+i = -( -'-x)2m+1, atunci f (x) = - f (-x) şi deci f este o funcţie impară. 

ce ara tă 

Observaţie. Deşi funcţia feste strict descrescătoare p e inte~valele (- oo, O) şi (O, oo) 
ea nu es te strict descrescătoare pe mulţimea R - {O}. Într-adevăr dacă x

1 
= -1, x

2 
= 1 

atunci X1 < x2. Dar f(x1 ) = f(-1 ) = - -
1
-- - 1 ş i f{x2) = f (1) = 1 şi deci 

(- 1)2m+1 
f (xi) < f (x2). 
Graficul funcţiei putere f (x) = xn, pentru n = - 1 şi n = -2. 
Funcţia f : R - {O}-+ R, f(x) = ,x-1, 

Trasarea graficului se face prin „puncte". Pentru aceasta asociem următorul tabel de 
valori: 

-oo -100 - 10 -2 - 1 - .!. _ ...!.. _ ~ _i_ ..!... _!_ 1 2 10 100 +oo 
2 10 100 '100 10 2 

X 

f(x) = x-1 - _.!_ _ .!. - ..!. - 1 - · 2 - 10 - 100 100 10 2 1 ..!. _!_ _!__ 
100 10 2 2 ·10 100 

104. 

ln acest tabel se vede di pentru valor i din ce ln ce ma i ma ri a le Ju l I x I. f(:t:) 
se „apropie" de zero, iar pentru valori din ce în ce ma i mici a le lu i I x I, f (x) ia valori din 
ce în ce mai mari...(tn valoare absolut11.). Graficul funcţiei f (x) = x-1 estP schiţat în figura 
\'.3. Acest grafic se numeşte liiperbolă . El este constitu i t din două ramuri simetrice fa\.il. 
de originea .axelor (deoarece funcţia f (x) = ,x-1 este o ful!cţie imp;irli), 
Funcfia f: R - {O} -+ R , f(x ) = x- 2• 

~~ 
X ' Q X 

Fig. V.3 Fig. V.4 

Pentru trasarea graficului, acestei funcţii îi a,seciem următorul tabel 'de va lori: 

J 1 J I 1 1 
- oo - J 00 - 10 - 2 - 1 - - - - - - - - - 1 2 10 100 + oo 

2 10 J 00 100 1 o 2 
X 

1 1 
f (x ) = x- 2 

10 OOO 100 4 
4 100 ,10 OOO 10 OOO 100 4 1 _!_ _.!... _l _ _ 

4 100 10 OOO 

Din acest tabel se vede că pentru va lor i ale lui x din ce în ce mai apropia te de O (pozitive 
sau negative) funcţ i a fia valori din ce în ce mai mari. P entru va lori a le lui Ix I din 
i:e în ce mai mari , funcţia f ia valori din ce în ce mai mici. 

r-;raficu l funcţiei f (x) = x-2 este schiţat 1n figura V.4. 
Acest grafic este constituit din două ramur i s imetrice fa ţă de axa y'y (deoarece l'uncţiii 
f (.rl = x-2 este pară) r.ituale deasupra axei x'x. 

EXERCIŢII 

d) - -- I e) - - • - - • - - 'f) 6 - 4 - , (-5)1~~ . ( 10)5 ( 5J)6 ( 1)6 [ (2)~]-2 
( -5 )1~3 1? 2 J 5 ' 3 

2. În raport cu valorile lui „m" să se determine semnul expresiilor: 
a) (1 - m)13 ; b ) (2 - 3m) 126 ; c) (4 - 2m)I~2 • 

3. Să se calculeze : a) (x5y 3) 2 : (x3y) 3, (x, y =F O); b ) [a3 + b3 + 3ab(a + b)]' : (a2 + b2 + · 
+ 2ab)5, (a+ b =F O); c) (lon - qn) : (5n - 2n). 

4. Să se arate că : a2n+i + b2n+1 =(a+ b) (a2n _ a2n-1b + a 2n- 2b2 + „ . _ ab211-1 + bzn). 

o. Să se arate că: (a + b) (a2 + b2)(a4 + b')(as + bB)(als + blo) 

6. Să se descompună în produs de doi factor i · 
a)x2m + xm+n + xm-n + J(m > n); b) xm (xn- 1) _ xn(xm-1). 

a32 _ b32 
---- (a =F b). 

a - b 
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7. Car; dintre următoarele numere este mal mare : 

a ) ~z sau 28 ; b) 273 sau 98 ; c), 1259 sau 253 ; d) ~aoo sau 34oo; e) - _.!_ sau ( - _!_)a · 
8 32 • 

f) (/
6
y00 

sau ( ~ f00 

; g) 5- 93 sau s- 8 8
; h) ( ~ rs sau 5-ss? 

8. Să se reprezinte grafic funcţiile: 

a ) f1 : R -to R d1(x) = 2x3 ; b) fa : R ..+ R,f9(x) = x3 - 1; 

c) f 3 : R-t- R,f3(x) = (x - 1)3 ; d) f , : R-t- R,f , (x) = (x + 2)'; 

e) f 6 : R-t- R, f s(x) = I x3 I; f) f8 : R -to R, f o(x) = I (x - 1)3 I. 
9. Să se arate că funcţia putere f: R -to R, f (x) = ·x 2m nu este nici injectivă, nici sur­

jectivă. 

10, Să se arate că funcţia putere f : R -to R, f (x) = x2m+1 este injectivă . 

11. Să se scrie, folosind exponentul negativ 

a) 
1 

• 
1 

· · -
3

- ·(a b c # o· I a I .J. I b I)· 
a3b4 ' (a + b)3(a2 _ b2)2 'a&b&c2' ' ' · ' ' 

b) 0,0002 ; 0,000003; 0,0015. 

12. Să se efectueze : a) (a-2 + 1)(a' - a-2 + 1) (a =F O) ; 

b) (a-2 + 1)2 - (a-2 - 1)2, (a# O), c) :i(a + b)-1 + b(a + b)-1, (a + b # O). 

18. Sll. se reprezinte grafic funcţiile: 

a ) f1 : R - {O} -to R, f1(x) = x--3 + 1; b) fu : R - {O} -to R, f2(x) = x--2 - 1; 

1 - 1 
c)f3 :R- {-1)-+R,f3(x) = -- ; d)f, :R- {1}-+R,fh) = ---

x + 1 (x -1)2 

§2. RAD ICALI 

Fie n ;;?; 2 un număr_ natural, iar a un număr real. Să considerăm ecuaţia 

xn - a = O. (1) 

In continuare ne punem problema existenţei şi a numărului rădăcinilor 

(soluţiilor) reale ale acestei ecuaţii. Amintim că o rădăcină reală a ecuaţie i 

(1) este un număr re.al oe, as'tfel incit oc11 
- a = o: 

2.1 . Radicalul unui număr pozitiv 

1. Fie oa mai sus n ;;?; 2 un număr natural, a > O un număr real poziti" şi 

ecuaţia xn - a = O. Atunci avem 

Teoremă. Ecuaţia 

l 06 

xn - a = O (n E N, n ~ 2; a E R, a >O) . 

are o rădăcini reali pozitivi şi numai una. 

(2) 

D.emonstraţia riguroasă a faptului că există o rădăcină pozitivă a ecua· 
ţiei (2) depăşeşte programa clasei a IX-a. Ea necesită noţiunea de conti­
nuitate şi se va face la Analiză matematică !n clasa a X I-a. Vom indica totuşi 
mai jos pe un exemplu (exemplul 2) cum poate fi găsită o valoare aproxi­
mativă a rădăcinii pozitive a unei astfel de ecuaţii . 

Să demonstrăm acum unicitatea. lntr-adevăr, să presupunem prin 
· absurd, că eouaţia (2) ar avea mai multe rădăcini pozitive diferite. Fie atunci 

x1 şi x2, x 1 # x2 două astfel de rădăcini, adică 
\ 

X~= X~= a. (3) 

Cum x1 # x2, atunci unul dintre aceste numere est e maţ mic decit celălalt . 

Fie, de ex.emplu, x 1 < x 2. D,!ir funcţ.ia putere fiind strict crescătoare pe 
(-0, oo) (după cum am arătat in § 2) rezultă că x~ < x~, ceea ce contrazice 
relaţia (3). Această contra.dicţie arată că există o singură rădăcină .Pozitivă 
a ecuaţiei (2). 

_ Cu alte cuvinte, t eorema precedentă spune că pentru orice număr real 
poziti" a >O şi orice număr natural n ;;?; 2, există un unic număr real poziti" 
cu proprietatea că puterea a ·n-a a sa să fie a. 
Atunci putem da următoarea definiţie: 

Definiţie. Dacă a > O, n E N, n ;;;i: 2, se numeşte radical de ordin n din 
a, numărul pozitiv a eărui'putere a n-a este a. 

Conform - teoremei precedente există un astfel de număr şi este unic. 

Notaţie: Vom nota radicalul de ordin n din a prin l'.Ya. Pentru fi, 
de obicei, se omite 2 şi se scrie, simplu, va. 
Aşadar, lYa este un număr care verifică relaţiile: 

!Ya > O, (!Yar = a (a > O). 

E xemple: 1) V9 = 3; 1Y125 = 5; V16 = 2 ; V32 = 2 ; V81 = 3. 

2) Să arll. tăm, acum, cum poate fi găsită o va loare aproximativă a numărului Vf. 
Deoarece 1 = l3 < 2 < 23 = 8, rezullll. cil. 1 < V2 < 2 şi deci 1, respectiv 2 slo t valorile 
aproximative prin lips ll., respectiv prin adaos, ale lui ty2, cu o eroare mai miel!. decît 1. 

Ca să găsim valorile aproxima tive cu o eroare mai mică decît 0, 1 ale lui IY2, procedăm 
h1 modul următor. Scriem şirul _de numere 

1,0; l , l ; 1,2; 1,3 ; 1,4; 1,5 ; 1,6 ; 1,7; 1,8 ; 1,9; 2,0. 

Căutăm în acest şir două numere consecutive, astfel îpclt cubul primului dintre 
ele să fie mai mic decît 2 , iar cubul celui de-al doilea să fie mai mare decît 2. 

Pentru aceas ta să ridicăm la cub numărul din mijloc. 
Obţinem 1,53 = 3,375, care este mai mar~ decît 2. Deoarece toate numerele de la 

dreapta lui 1,5 prin ridicare la cub dau numere mai mari decît 2, perechea de numere cău­
tată va fi printre numerele 

1,1; 1,2; 1,3; 1,4. 

Ridicăm la cub pe J,2 şi obţ.inem 1,728 care este mai mic decîl 2, şi deci cubul lui 1,1 va 
ti şi mai mic. Ca l culăm atunci cubul lui 1,3 ş i ob\.inem {1,3)3 = 2,197 care este mai 
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mare dec!t 2. Deci t,2 < r2 < 1,3. Aşadar 1,2 respectiv 1,3, vor fi valorile aproximative 

prin lipsă, respectiv prin adaos ale lui e;2', cu o eroare mai mică decll O, I, . 
Dacă vrem să găsim valorile aproximalive cu o eroare mai mică decît 0,01 ale lui 

e;2, procedăm ca mai înainte pentru şirul de numere urmii.tor: 
1,21; 1,22; l,23 ; 1,24; „.; l ,29. 

Deoarece {l ,25)3 = l ,953125 este mai mic dectt 2, o să luăm în considerare numai 
numerele: 

1,26; J,27; 1,28; l ,29. 

Cum ( l ,26)3 = 2,00376 este mai mare decît 2; avem 1,25 < r2 < 1,26. Aşadar . 1,25 

respectiv 1,26 vor fi valorile aproximative prin lipsă, respectiv prin adaos, ale lui r2. 
<'li o eroare mai mică declt 0,01. 

Conlinuînd procedeul pulem găsi valori aprox imative al~ lui rf. cu o croar~ oricîl 
de mil'ă dorim. 

In general, ecuaţia x 11 - a = O (a > O) poate să aibă şi alte rădăcini 
(care evident trebuie să fie negative). De exemplu, ecuaţia x 2 

- 4 = O are 
rădăcinile x 1 = - 2 < O şi . x2 = 2 > O. 1n acest sens avem în general: 

1° Dacă n = 2k + 1, atunci ecuaţi a x2h+1 - a = O (a >O) nu are ră­
dăcini negative. 

Această afirmaţie rezultă uşor observind că oricare ar fi ex < O avem 
cx21i-l.1 < O şi deci cx2k+1 # a (a > O). 

2° Dacă n = 2k atunci ecuaţia x21i. - a = O (a >O) are O', singură 

rădăcină negaţivă şi anume - 2Ya. 
Într-adevăr, avem (- 2'Va)2k = (2k(li)2k = a şi deci - 2

h(a este o 
rădăcină a ecuaţiei x2'1 - a = O. Un raţionament analog celui folosit la de­

monstrarea unicităţii în teorema precedentă, ne arată că - 211.Va este unica. 
rădăcină negativă. 

Prin definiţie, avem lYO" = O (n ;;i: 2, număr natural). 

Evident, !Y'O = O este unica rădăcină a ecuaţiei x11 = O. 

Observaţie. Avînd în ved~re definiţia radicalului, mai precis că râdicalul unui număr 
pozitiv (sau nul) este pozitiv (sau nul) es te folos itor de remarcat urmă.toarea formulă impor­
tantă: 

I 
x,dacăx>O; 

V xz = o, dacă x = o; 
- x, dacă x < O. 

Cu alte cuvinte, v ;cz = I X 1. 

Exemple: l) i/(2. - a) 2 = I 2 - a I = l 
2 - a, dacă a < 2 ; 

O, dacă a = 2; 

a - 2, dacă a > 2. 

2) i/(x2 + 1) 1 = Ix~+ 1 I = x~ + 1, . 
deoarece pentru ol'ice .c, avem .r• + J > O. 
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2. Functia radical. Fie n ~ 2 un număr natural. ln paragraful precedent 
definind no{iunea de radical de ordin n, fi~cărui număr pozitiv (sau nul) a 

s-a asociat un număr bine determinat, pozitiv (sau nul) Jra. 
Astfel am o?ţinut o funcţie 

f: [O, oo) -+ [O, oo), f( x) = !Yx. 
Această funcţie se numeşte funcţie radical. Iată olteva proprie~ăţi ale funcţiei 
radical: · 

1° F unctia rarlical este strict crescătoare. 
într-ade~ăr fie x1, x2 E [O, oo), astfel incîL x 1 < x2• Deoarece X1 = 

= ([Y x1)n şi x2 = (IY x2)n, avem (Jr x1t < (IY x2 )n. Dar funcţia putere 
fiind strict crescăto.are pe [O, oo) (după cum am văzut în § 1.2) rezultă că 

lY X1 < lY X2 adică f( x1) < f(xz). 

2° Funcţia radical este bijectiPă. 
Deoarece funcţia radical este strict crescătoare (proprietatea. 1°) rezultă 

că ea este injectivă. Intr-adevăr, fie x~, x2 E [O, oo), astfel încît X1 # X2· 

Atunci avem x1 < x2 sau x 1 > x2~ Dacă presupunem, de exemplu, că X1 < Xz, 

rezultă f(.x1) < f( x2 ) şi deci f(x1 ) # f(x2). Analog.!... dacă x 1 > x2• Deci f este 
injectivă. Fie, acu m, Y.E[O,oo) atunci f(y")= ir y"=y. Drc i r PSI e Slll'jecti' ă. 

Observa/ ii. J) D,eoarecc funt\ ia t'adidtl 

f : (O, oo)-+ (O, oo), f( x) =- Vx 
_es te bijectivă (propric \a lca 2°), rezultă {vezi teorema,§ 3.7, din cap. II ) că ea csle inver­
sabilă . 

Din relapi lc: iY;;i = .-i; şi 1/1 = y (x )>O, y ~ O) rczn llă că inversa sa nu 
es te alta dedt funcţia 

g: (O, oo)-+ [O, oo); g(x) = x" 

(a nu se confunda funcţia g cu funcţia putere, ele neavînd acelaşi domeniu de definiţie). 

fntr-adevăr, (g o {)(x) = g({(x)) = g (vx) = (V'x)" = x, X E (0, oo). 

({o g) (y) = f(g(y)) = f(y':) = V yn = y, y e (O, oo). 

2) Din pcl. 1) rezu ltă că g este inversabilă şi 
conform teoremei din § 3.7, cap . II, este deci 
b ijectivă. 

' 

3. Graficul funcţiei radical f( x ) = JYx 
pentru n = 2, 3. 

1) Funcţia f: [O, oo) -+ [O, oo), f(x) = 

·= Vx. Din proprietăţile 1° şi 2° de m ai_ sus 
rezultă, in particular, că funcţia f este 
strict crescătoare şi bijectivă. Graficul aces­
tei funcţii (construit prin „puncte") este 
reprezentat in figura V.5. 

X' 

lfl 

Fig. V.5 
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X 

Fig. V.6 

2) Funcţia f: [O, oo) --t [O, oo), f(x) = 

= !Yx. De asemenea, această funcţie este 
strict crescătoare şi bijectivă. Graficul său 
(construit prin „puncte") este reprezentat 
în fig. V.6. 

Se observă din aceste figuri că graficele 
celor doua funcţii radical considerate sînt 
asemănătoare. 

ln cele două figuri am reprezentat prin 
linie întreruptă graficul funcţiei inverse. 
Cele două grafice (al funcţiei f Ş.i al inversei 
sale g) sint simetrice faţă de prima bisec- · 
toare (vezi § 3.7, cap. II). 

2.2. Radicalul (de ordir. impar) al unui număr negativ 

Fie n ;;;i: 2 un număr natural, a < O un număr real negatill şi ecuaţia· xn -

- a = O. Atunci avem: 

Te ore mă. Fiind dată ecuaţia: 

x 11 
- a= O (n E N, n > 2; a E R, a < O) (1) 

avem: 

1° Dacă n = 2k (k ;;;i: 1), ecuaţia (1) nu are rădăcini reale. 

2° Dacă n = 2/c + 1 (k ;;;i: 1), ecuaţia (1) are o rădăcină reală 
negativă şi nuinai una. 

Demonstraţie. Afirmaţia 1° rezultă uşor observînrl că, ori care ar fi ex ER 
avem cx2k = (cx2)11 >O şi deci x2k=l=a. (a< O), adică cx2k - a=/=0. 
Să demonstrăm acum 2°.· Fie pentru aceasta y = -x. Cum y2H1 = (-x)2~~ I= 

= - x 2k+i, ecuaţia devine -y2k+i - a= O, sau incă y2k+i - (-a)= O. 

Cum a < O rezultă -a > O şi după teorema din§ 2.1, rezultă că ecuaţia 

în y are o rădăcină reală pozitivă unică. Aceasta este tocmai IY -a (-a > O). 

Dar, atunci este clar că ecuaţia în x are o rădăcină negativă unică şi anume 

x = - Ir -a (-a >O). 

A vînd în vedere afirmaţia 2° a teoremei precedente putem da următoarea 
definiţie: 

D e f .i niţi e. Dacă a < O, n E N şi n ;;;i: 3 este un număr impar, se numeşte 
radical de ordin n din a, numărul negativ a cărui putere a 
n-a este a. 

Un astfel de număr există şi este unic. Îl notăm prin !Yă. Aşadar !Ya(a <O, 

n jlill 3, impar) este un număr care verifică rel.aţiile: !Ya < O, (IJ"'a)n = a. · 
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Din consideraţiile anterioare rezultă: 
TIZ/- TIZ/-

Dacă a< O, n = 2k + 1, atunci va= - v -a. 

Exemple: 1) Ecuaţiile x' + 81 = O şi x1Q0 + 125 = O nu au rădăcini reale. 
2) Ecuaţiile x5 + 32 = o şi x3 + 125 = o au cîte o singură rădăcină reală negativă 

şi anume : 
V-32 = -2, ·respectiv jV-125 = -5. 

ObserCJaţie. p'entru un număr natural imyar, n = 2k + 1, am definit.radicalul ~e 
ordin n din orice număr real a fără a pune condiţia ca a~ O. Astfel se obţme o funcţie 

f: R-+ R, f(x) =V'~. 

Această funcţie este inCJersabilă, inversa sa fiind funcţia putere g- : R --t R, g(x) = xn. 

2.3. Proprietăţile radicalilor 

ln cele ce urmează vom vedea că radicalii au o serie de proprietiiţi ase­
mănătoare puterilor. 

Amintim, la tnceput, că dacă x şi y sînt numere reale, iar n un număr 
natural nenul, atunci xnyn = (xy)n. 

De asemenea, dacă x, y ~O sint numere reale, iar n este un număr natural 
nenul atunci din xn = yn rezultă x = y (vezi, de exemplu, observaţia din , -
§ 2.1 pct. 2). . . 

ln cele ce urmează m, n, k vor fi numere naturale nenule, iar atunci 
cind ele indică ordinul unui radical, vor fi mai mari sau egale dectt 2. 

1. Oricare ar fi numerele reale a, b > O, atunci 
1n/- 1n/- T'trî: 
V ab =V a V b. (1) 

Într-adevăr, fie X= IYllb şi y = Ira Irb. Atunci X >o, y ~ o şi x n = 

= (!Y(ibr = ab, yn = (Jra lYbr = (l'.Var (IJ"'~r = ab. Deci xn = yn , de 

unde x = y, ceea ce trebuia demonstrat. 
Cerinţa a ;;;i: O şi b ;;;i: O este esenţială numai pentru n par. 
Dacă n este impar, formula (1) este valabilă pentru orice numere reale 

a şi b (inclusiv negative). 

Exemple: v2s. 49-== V25 v'49 = 5. 7 = 35; 

1Y=-125 · s = iY-125 Vs= -5 • 2 = -10. 

Re~arcăm că formula (1) rămine adevărată pentru orice număr finit de 
numere a1, a2, „„ ah. ;;;i: O (k ;;;i: 2), adică 

TIZ/ !IZ/- TIZ/- III/-
V a1a2 „. ah = v a1 v az „. v a11. · (2) 

2. Oricare ar fi numerele reale a > O, b >O, atunci 

v:=~~- (3) 
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Intr-adevăr, fie x = ~ fi., y = iYă . Atunci x ;;ii O, y ;;ii O şi xn = 
Vb n 

( ~ {§_)n (Va )n (Va)n • = y b = f şi yn = V'; = (~)n = : . Deci xn = yn, de unde x = y, -

ceea ce trebuia demonstrat. 
Cerinţa a ~ O şi b > O este esenţială numai pentru n număr par. 
Dacă n este impar formula (3) est e valabilă pentru orice număr real a 

şi orice număr real b t: O. 

Exemple:~ = ~= ~; W,= -\(;=-::= 4 

3 

3. Oricare ar fi numărul real a ~ O, atunci 

iranm =am. 

într-adevăr~ 

trTm = Jr (anr = ~ · 1Yă'1- · ... • ~ = a · a · ... · a = am. - - ~ 
mori m ori 

Exemple: Vf;6 = ~ = 42 = 16; V2i2 = ~ = 2a = s. 

4. Oricare ar fi numărul real a ~ O, atunci 

lntr-adevăr 

mori m ori 

D_acă n este impar, formula (4) este valabilă şi pentru a < O. 

E xemple : (V°3}3 = V33 = V27; (\Yî6)3 = V2ii = 22 = 4; 

(V-°2)5 = Vi - 2)5 = ~ - 32 . 

5. Oricare ar fi numărul real a ~ O, atunci: · 

tram =TI~· 

(4) 

(5) 

(6) 

lntr-adevăr, fie. x = n~ şi y = fYam: Atunci x ~O, y ~ O şi xn = 

= (nit( amlty = nVa(n1t)m = am şi yn = (tramr = am. Deci xn == yn, de 

unde x· = y, ce!'!a ce trebuia demonstrat . 

Exemple: l}'5 = 
1V'5a; 2Vaio = ~. 

6. Oricare ar fi numărul real a ~ O, atunci 

~= nra. 
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într-adevăr' fie X = V ~a şi y = '"Va. Atunci X ;;i:: o şi y ;;::. o. După. 
proprietăţile . 4 ~i 5 avem y" = (rnn( at= nmva" =o/a. Cum. x"· =o/ a, 

după definiţia,_radicalului de ordin n rezu_lţă că y = i/ o/«. 
Deci y = x, ceea ce trebuia demonstrat. 

13/--= 12v- 13/- 15 , ~ 
Exemple: V V 2 = 2 ; V V 7 = v' 7. 

2.4 . Operaţii cu radicali 

1. Scoaterea unu.; factor de sub semnul radical şi introducerea unui factor 

sub semnul radical. 
Uneori numărul de sub semnul radical se descompune în factori, pentru 

care radicalul est e uşor de calculat . În aceste cazuri,expresia radicalului devine 
mai simplă (se simplifică) ,dacă scoatem aceşti factori de sub semnul radical. 
în efectuarea unPi as tfel de operaţii , ne bazăm pe proprietă ţi le 1 şi 3 ale 
radicalilor. 

De exemplu : Vl2 = V4. 3 = V4 vi= 2 l/'3; 

V 1250 = V 625 • 2 = V~= V 54 V2 = 5 V 2 : 

V 2a12 = I a3 I V 2. 

Uneori est e folositor să introducem factori sub semnul radical. Pent ru 
efectuarea unei ast fel de operaţii ne bazăm pe aceleaşi proprietăţi menţio ­

nate mai sus. 

De exemplu : lYrnV2 = !Yvw.2 = IYV28 ·2 = tYv2° = V2i = t/23' = ~v2. 
2. lnmulţirea radicalilor. Proprietatea 1 a radicalilor ne dă legea de 

înmulţ~re a radicalilor de acelaşi ordin: 

JY a1 · !Yiî;; · ... · ir a11 =ir a 1 · Clz · .. . · ak. (1) 

Ca să înmulţim radicali de ordine diferit e, est e necesar sa-1 aducem la 

acelaşi ordin şi, apoi, să-i înmulţim după formula (1). Fie, de exemplu , \Yll 
şi o/b. Folosind propriet atea 5 a radicalilor avem : 

ira- = nnvam ; y'b =.ll'W. 

De _exemplu: V3 n = V33 V9z = ?/33 • 92 = V3~ .,.., w = 3V:-1. 

Observăm că se poate lua ca ordin comun al radicalilor· l/"a şi o/61 

tocmai cel mai mic multiplu comu n al numer·elor n şi m. 
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De exemplu, putem lua ca ord.in comun pent.ru radi ra lii' V2 şi V32 pe 12, care 
es te cel ina i: mic mul tip lu comun. a l numerelor 4 şi 6. Atunci avem: 

IY2 . Va2 = •2(23 . 1y 2 1~ = 1Yz13 = 2 1v;. 
3. lmpărţirea radicalilor. P roprietatea 2 a radicalilor ne dă legea de 

im părţi re a radicalilor de acelaşi ordin : 

Va = v~ · v·I b 
(2) 

Ca să împărţim radicali de ordine diferite, îi aducem mai întii la ·acelaşi ordin 
ş 1 apoi ii împărţim după formula (2). 

n 1:/42 6v24 --
De exem plu: V"2 = V 

23 
= .

23 
= V 2. 

4. RaţîMalţzarea numitorilor. Înţelegem prin raţionalizarea numitorilor, 
0peraţia de elimin.are (prin transformări ) a radicalilor de la numitorul unei 
fracţii . Vom clarifica aceasta prin cîteva cazuri speciale, pe care le vom pre­
zenta mai _jos. 

Să precizăm mai întîi noţiunea de expresie conjugată. AsYel, o expresie 
care conţine radicali se .numeşte conjugata unei alte expresii care conţine 
radicali, dacă produsul acestor expresii se poate scrie fără radicali. Atunci 
cele două expresii se numesc conjugate. 

In cazuri le următoare, raţionalizarea numitorului se realizează prin 
amplificarea fracţiei cu conjugata. numitorului. De aceea vo.m pune în evi-
denţă , pentru fiecare ca.z în part e, conjuga.tele numitorului. · · 

1° N umitorul este un radical. In acest caz radicalul de la numitor se 
eli .~ină print r-o amplificare. 

2 2V3 2 1/ 3 
= - -= --- ; v:i (vaF a · 

s s v2--:az s V 1s - = - --- = - -
Vi2 ~ 6 

De exemplu : 

2° Numitorul este de forma: Va ± Vb (a, b > O). 

Observăm că ( Va + Vb) ( Va - Vb) = a - b. Expresiile Va:+ V"b 
şi Va - Vb sint co~jugate. Pentru a raţionaliza numitorul ~plificăm 
fracţia cu con juga.ta numitorului. 

01' exemptu : 

(l/'3 -V2)2 

(V"3 + V 2) (Va - V2) 
a - 2 Vs + 2 
---'-----'~ = s - 2 VG. 

3 - 2 

·3o N umitorul este de forma Va ± Vb ± Vc (a, b, c > O). In 
caz, radicalii de la numitor se eli mină succesiv, reducînd problema la 
precedent. · 
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acest 
cazul 

D.i exernplu. : 

4 i. [(1 + V3) + V2J _ 4 (1 + V3 + i/2) 
1 +V3 - V 2 - .[ (1 + V3 ) -V2][(1 +V-3)+V-il (1 +V3)2 -(V2)2 

4 (1 + V3 + V2) _ 4 (1 + V3 +1/2) = 2(.t + V3 + 1/2) = 

- ( „ + 2 V3) - 2 - 2 + 2 V3 1 + Vs . 

2 < 1 + vs + v2) ( 1 - Vs) _ 2 ( 1 - va + vs - a + v2 - Vs) _ 
(I + V3) (I - V3) 1 - 3 

= 2 -V2 +Vs. 

4° N umitorul este de forma Ila± JYb sau JYii2 ± JYlib + JYb2. 
Avem: 

([Ya + f b) (IYa~ - tY ab + JYbz) = a+ b şi 

([Ya - !Yb ) (JYii2 + !Y ab + !Yb2) =a - b 

acestea fi ind perechi de ex presii conjugat e. 

V3 V3 (V52 + ~ + Vâ3}._3_3 - - -

J:'J·ernplu : VS - ~/ 3 - W5 - V3) (W +Vs . 3 + V32) 

Vr.52+ V3275 + Va~ = ~-+ V45+ V7s. 
= · s-=--~ 2 

Cazul 4° se poat e da mai general, astfel : 

S" N umitorul este de forma iYa - irb sau ~ + lY an-zb + 
... + irbn-1. 

Avem (ira - ir 6) (ir a11
- 1 + ir~11-2b + ... + irbn-l) = a - b 

acestea fiind deci expresii conjugat e. 

6° Nu~itorul este de forma Va + irb sau ir an-l - ~ + ··· 
... _ JYabn-2·+ Ji"b11-1; unde n = 2k + 1, est e impar. Avem: 

(JYa + tyb) (JY an-1 _ ['.Y an- zb + ... _ ['.Yab n-2 + fYbn-1 ) = a + b,(n = 2k + 1) 

acest ea fiind deci conjugate. 

2 .5. Ecuaţi i iraţionale 

1. Se numesc ecuaţ ii iraţionale, ecuaţiile care conţin necunoscuta 1; ub 
semn ul radical. Aşa, de exemplu, ecuaţiile 

vx=2 = 5 + Vx; V x = 1 - 2~ ; 

JYr--x = tYX+· io + ·5.x;; ş.a. 
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Amintim că radicalii de ordin par stnt definiţi numai pentru numere nenega· 
tive, aceştia fiind de asemenea numere nenegative. S3. considerăm, de exem­
plu, ecuaţiile iraţionale : 

, 1° V x 3 + V2- x = 3. Cum radicalii de ordinul doi sint definiţi 
numai pentru numere nenegative, rezultă că soluţiile ecuaţiei trebuie să 
verifice sistemul de inecuaţii : 

X - 3 ~ O; .2 - X ~ o. (1) 

De aici rezultă: x ~ 3 şi x ~ 2 şi deci sistemul (1) evident nu are 1iolu· 
ţii . Aşadar, ecuaţia dată .nu are soluţii reale. 

2° Vx + V3 - x = -5. Cum Vx şi V3- x sint nenegative, avem 

' Vx + I/ 3 - x ~ O pentru x real. Insă -5 < O şi deci ecuaţia u'u . are 
soluţii reale. 

Obser(Jaţie. Cele două exemple precedente ne arată că este necesar ca înainte de a 
trece la găsirea, prin diferite metode, a soluţiilor unei ecuaţii iraţionale, să ne asigurăm 
dacă astfel de soluţii pot să existe. 

2. Metode .de rezol11are a ecuaţiilor iraţionale. Calea obişnuită de rezol11are 
a ecuaţiilor iraţionale constă în eliminarea radicalilor, prin diferite transfor­
mări, reducîndu-le astfel la ecuaţii deja studiate (de· e.xemplu, de gradul intii 
sau al doilea). Mai jos prezentăm citeva exemple de ecuaţii iraţionale a căror 
rezolvare se poate efectua prin ridicarea la putere sau înmulţire cu expresii 
conjugate. 

Exemplul 1. Să se rezolve ecuaţia: 

x = V2-x. (2) 

Pentru ca radicalul să existe trebuie ca 2 - x ~ O, de unde x .:;; 2. Deci soluţ.i ile 
ecuaţiei trebuie să verifice această inegalitate. Ridicăm acum ambii membri ai ecuaţiei 
la pătrat şi obţinem: x 2 = 2 - x sau x 2 + x - 2 = O, de unde x

1 
= -2 şi x

2 
= 1. 

Cu toate că X1 ~ 2 şi Xz ~ 2, nu putem trage încă concluzia că acestea sînt rădăcini 
ale ecuaţiei (2). 

Aceasta pentru că la acelaşi rezultat am fi ajuns '(prin ridicare la pătrat, membru 
cu membru) chiar dacă am fi considerat ecuaţia iraţională x = - V2 - x , care evident 
es.te diferită de ecuaţia dată (2). Deci printre rădăcinile ecuaţiei obţinute prin r idicare la 
pătrat (membru cu membru) a ecuaţiei (2) se găsesc şi rădăcinile ecuaţiei x = - V2 - x, 
care pot s~ nu fie rădăcini ale ecuaţiei (2). De aceea, trebuie să verificăm dacă, într-ade­
văr, X1 = - 2 şi x2 = 1 sînt rădăcini ale ecuaţiei iraţionale date. Pentru x = -2, mem­
bru.I stîng al ecuaţiei (2) are valoarea -2, iar cel drept V4 = 2. Cum -2 ::/:::. 2, rezultă 
că - 2 nu este rădăcină a ecuaţiei (2). Pentru x = 1, ambii membri ai ecuaţiei (2) iau 
valoarea 1. Deci 1 este rădăcină a ecuaţiei iraţionale date. 

Exf!mplul 2. Să se rezolve ecuaţia: 

Vx - 5 + V10-x = 3. (3) 
Din condiţiile de existenţă a radicalilor rezultă că soluţiile e{:uaţiei verifică inegali· 

tatea 5 ~ x ~ 1 O. Prin ridicare la pătrat se obţine: 

x - 5 + 2 V(x - 5) (10 - x) + 10 - x = 9, sau 
2 V(x - 5) (10 - x) = 4, sau V(x - 5) (10 - x) = 2 
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Printr-o nouă- ridicare la pătrat se obţine : 

(x - 5) (10 - x) = 4 sau -x2 + 15x - 50 = 4 sau x 2 
- 15x + 54 = O. 

Această ecuaţie are rădăcinile: x1 = 6, x2 = 9, deci cupr inse între 5 şi 10 . Ver i­
fi carea arată că atît 6 cît şi 9 sînt rădăcini ale ecuaţiei date. 

Exemplul 3. Să se rezolve ecuaţia: 

Vx+7 + VX-=1 = 4. (4) 

Din condiţiile de existenţă a radicalilor rezultă x ~ 1. . . . 
să rezolvăm această ecuaţie prin înmulţirea ambilor membri cu expresia conjugată 

a membrului stîng, adică cu vxn - vx=-i. Astfel obţipem: 

(V x + 7 + V x - t) (V'X+-7 - vx=-1) = ~ (VXŢ2 - VX-1), de unde 

(x + 7) - (x - J) ,,;, 4 (V x + 7 -,-~ ). 

De aici, avem V x + 7 - Vx-=-1 = 2. (5) 

Adunînd membru cu membru ecuaţiile (4) şi (5) se obţine 2 V X + 7 = 6, de unde 
x + 7 = 9, adică x = 2. Prin verificare, se obţine că 2 este o rădăcină a ecuaţiei date. 

Obser(Jatie. Prin metodele de rezolvare a ecuaţiilor iraţionale, indicate în exemplele 
de mai sus, ~u se pot pierde rădăci ni ale ecuaţiei iraţionale date. Dimpotrivă, ecuaţia 
(fără radicali) la care se ajunge prin transformări ·ale ecuaţiei iraţio~~le date, poale ~v.ea 
şi alte rădăcini . Dll aceea remarcăm din nou ~e~esitatea d~ ~ . ver.1f1ca dacă r~dăc1~1le 
ecuaţiei ob ţinute (prin transformări) sînt rădăc1m ale ect.Îaţ101 .'.raţ1~na l_e date . (m f01ma 
iniţială) această etapă făcind parte din însăşi rezolvarea ecua~11l or 1raţwnale. 

2.6. Puteri cu e?{ponent · raţional 

In acest paragraf vom prezenta o extinâere a noţiunii de putere,. care 
cuprinde in particular, atit noţiun~a de putere cu exp~nent intreg, cit Şl cea 
de radical. 

1. Puteri cu exponent raţional poziti11 

D e f i n i ţ i e. Fie a ~ O un număr real nenegativ şi m un număr raţional 
n 

poziti11, atunci definim 

<1) 

( c1it~m a la puterea : ) . 

Observăm că în această definiţie intervin numerele naturale m şi n care 
definesc numărul raţional dat. 

Cum numărul raţional m > O este egal, de exemplu, cu qumărul raţio-
n . 

nal km pentru k număr natural nenul, se pune in mod firesc problema de a 
kn I . 

arăta că această definiţie este corectă, adică nu depinde de alegerea repre­
zentanţilor. 
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n1 n1' 

b ,,,,... ni m' n n' Cu alte cuvinte, tre uie arătat că dacă - = - , atunci a = a 
n n' 

lntr-adevăr, avem m = m: d acă şi numai dacă m_n' = m'n. 
n n 

Atunci folosind proprietatea 5 a radicalilor, avem 
m' m 
7i' nv· - n·mv- · m'n/- - Jl1/:fil - • a = am'= . a mm = V am'm = V am = a n 

Obţinem astfel noţiunea de putere cu exponent raţional pozitiv. 

Dl! exemplu: 

5 

9
4 

= V95 = t-'§4:9 = 9V9 = 9V3°; 
2 

s 3 
= V82 = rF = 4. 

Din noţiunea de putere cu exponent raţional pozitiv, particularizată la 

numerele naturale n, respectiv la numerele raţionale pozitive ~- , se obţine 
n 

noţiunea de putere cu exponent natural, respectiv: noţiunea de radical, pentru 
numerele pozitive. 

Obser11aţie . Cerinţa a ~ o, din definiţie, es te esenţială deoarece, în caz contrar, 
1 

formula (1) ar putea să nu aibă sens. De exemplu, (-2) 4 după formula ( 1) ar trebui să 
fie radical de ordinul 4 din -2, care nu are sens. 

Proprietăţi ale puterilor cu exponent raţional pozitiCJ 

In· cele ce urmează presupunem că m şi }'_ sînt numere raţionale pozi-
n q 

tive. Atunci: 
p m P - + -

10 a"· aq = an q(a;;i::O); 

m m m 

m m 

3° (.!:)n =~(a ;;i:: · o , b > 0) ; _ 
b ~ 

b n 

4° (a~ ):= a';; : (a ;;i:: O); 

m 
n ~- E-

50 D ~ m p . a n q aca - > - , atunci -- = a (a > 0). 
n q E.. 

aq 

Aceste prowietăţi se demonstrează uşor folosind proprietăţile radica­
lilor. Să demonstrăm prima propriet at e. Avem 

m q + np ~ + E. 
I"' a"' V aP = nv amq )Iv anp = "V amq+np = a-,-,CJ- = a" q • 
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Lăsăm ca exerciţiu , verificarea celorlalte proprietăţi. 

Obser!iaJie. Proprietatea J~ este adc;vărată şi pentru un număr finit de factcri, adicâ : 

..!. _4_ _1_ + .i 
Exemple: 5

5
: 5

5 
= 5

5 5 
= 51 = 5; 

6 5 6 5 71 
7 6 7+6 42 

a . a = a = a (a :> O). 

Pentru a # O, am convenit să punem a0 = 1. Expresiei 0° nu i se dă 
nici un sens. 

2. Puteri cu exponent raţional negatiCJ. Aşa cum am definit putere~ cu 
exponent întreg negativ (vezi § 1.3), definim şi puterea cu exponent raţumal 
negatiCJ. 

Fie a >O, un număr real pozitiv şi ~un număr raţional pozitiv. Atunci 

prin defini ţie, 

De exemplu: 

a 
m 
n 

n 

1 

m 
n 

a 

2 5 
-3 1 1 1. - 6 1 1 l - L 1 

8 = -2- = -ff-s· = t:.· 27 = i_ = V27• =V 310 = v"36 = 91/a 
s3 

27
6 

Acum ştim ce înseamnă puterea cu exponent raţional oaracare a oricărui 
număr real pozitiv. Puterile cu exponent raţional oarecare au următoarele 
proprietăţi de bază: 

m E.. !..1:. + _E_ 

1) a 11 
• a q = an q (a > O) i 

m "' 
2) (ah) n = an · b 11 (a, b > O); 

m m 

(!:) n = _!:_~ (a, b > O) j 
3) b ~ 

b n 

m 
~ - E.. 

an li O 5) - = a q (a > ). 
.!!... 

a q 

iH> 



Am demonstrat în paragraful precedent a.ceste proprietăţi pentru cazul 
exponenţilor raţionali pozitivi. Ele se pot demonstra şi pentru expone.nţi 
raţionali oarec;ire. 

Să demonstrăm, de exemplu, proprjetatea 1). Fie pentru aceasta !!!_ 
n 

şi p_ numere rat-ionale. Cazul în care ambele numere sint pozitive a fost dat q • 

in paragraful precedent. Rămin atunci de considerat următoarele cazuri : 
1° ambii exponenţi sint negativi; 
2° unul dintre exponenţi este n~gativ, iar celălalt pozitiv; 
3° cel puţin unul dintre exponenţi este zero. 

Să le analizăm pe rînd : 

1° Dacă m , p_ < O, atunci m - !!_ >O. După definiţie şi aplicind 
n q n q 

proprietatea analoagă a puterilor cu exponent raţional pozitiv, avem: . 
m 

an 

2° ln cazul al doilea fie, de exeIIiP.lu , -m > O 
n 

şi p_ < O (adică - !!_ > 0). q q . 

Să presupunem mai întîi că !!!_ > - p_ . Atunci, după definiţie şi proprie-
n q 

tatea 5° a puterilor cu exponent pozitiv, avem : 
m E_ m '" ~- (- .!'..) m P - - - - +-li q n I a" " q n q a a - a - - = -- - a - a . 

p „ --
a " 

'I 

Dacă m < - !!_ atunci 
n q 

1 1 ·--= - .-·--
-E m _E.._ · 

<1 n q 
a a a 

Dar - p_ > m = - ( - !!!_) 
q n n 

şi după situaţia precedentă, avem: 

a 

m 
n 

1 

_E_ 
q 

·a 

1 ~+ E.. 
----------= an q 

-~-E.. (m fJ) - - + -.-n q n 11 a a 

In sfirşi t, da.că !!!.- = - P adică !!!_ + !!.. = O, 
n q n q 

m P n 

t . n q a 
a unei a · a = --= 

_E_ 

a 
q 

!!: + _E_ 
1 = a0 =an q 
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3° Dacă unul sau ambii exponenţi sînt zero propriet at ea este evidentă 
(avem în vedere că a0 = 1). 

Lăsăm ca exerciţiu demonstrarea celorlalt e proprietăţi. 

Observaţie. Dacă în cazul puter ilor cu exponent raţional pozitiv am putut vorbi des­

pre .proprielalea 5, doar pen tru m > p_, în acest paragraf (după ce am definit puterile 
n q 

cu ex_ponent raţional negativ) ea se poate demonstra şi pen tru m ~ E.. (ctnd a> O). 
n q 

De exemplu; 

3 / 
-;;·- :;!.. _!':. 

-~- = 16
11 5 

4 

J6
5 

m 
3. Funcţia putere cu exponent raţional. F iind dat un număr raţional n 

p utem defini o funcţie 
n 
m 

f : (O , ex>) -+ {O, oc), f (x) = x , 

numită funcţie putere cu exponent raţional. 

nenul, 

Deoarece f (x) = (v x)m, rezultă că funcţia putere cu exponent raţional are pro­
prietăţi asemănătoare cu a le funcţiei putere. As t fel: 

a ) Dacă m este pozi t iv, a tunci funcţia f este strict crescătoare. 
n 

b) Dacă m es te negati v, a tunci funcţia f_ esle sli:ict descrescătoare . . 
n 

c) Funcţia feste inversabil ă, inversa sa fii nd 
m 
n 

g : (O, oo) -+ (O , oo ), g(x) = x . 

Să demons trăm a). F ie x1 , x 2 e (O, oo} cu x 1 < x 2 • Folosind proprielalea analoagă 
de monoton ie a funcţi il or ra dical ~i putere deducem că ~ < ~. de unde (~r < 
< (iY i;)m, a dică f (x1) < f (x2) · 

Ana log se demonstrează b). 

( :):i Să arălăm in sfîrşit propriela lea c) . Dacă x E (O, ex.), a tunci g(f(x)) = x = x, 

. ( ;):)': 
iar dacă y e (O, co}, atunci / (g(y)) = y = Y· 

Deci g o f şi f o g sînt egale cu· funcţia identică a lui 

(O, oo,) . Aşadar, f este inversabilă, g fiind inversa sa. 

• Mai m ult, fiind inversabilă, funcţia putere cu 

exp onent raţional --es te bijectivă (vezi § 3.7 din 

cap . II ). În f ig~ra V.7 am reprezentat gra ficul func· 
t 

ţiei f : (O, oo}-+ (O, oo} , f(-x) = x - -:f (construit prin 

„puncte"). Cu linie întreruptă am reprezentat graficul 

func~iei inverse g : (O, oo)--. (O, oo), g(x) = x- 2
• Fig, V.7 
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EXERCIŢII 

I, i:iă se găsească radicalii: 

a) V!:c _:--1)~; b) V!x + 5)~; c) V(2x3 - 3x + 1) 2 ; d) V(-3x2 + x -1)2 • 

2. Să se efectueze suma: 

V!x - 2) 2 + V!5 - x) 2
• 

3. Să se construiască graficul funcţiei f : R-+ R, 

f !x) = V (x - 2P + Vî5:_ x) 2 • 

4. Să se găsească valorile l ui :c, pentru care stnt definite expresiile: 

. a)f(x) = Vx-2; b) f(x)=Vx..=-i; c) f(x) = V3x2 +5x-2; 

d) f (x) = lYa - ;; + V 5x - 5; e) f (x) = V x 2 =-x + 1. 

5. Să se calculeze: 

a) V 1732 - 522 ; b) lJl3732 - 2522; c) V (242,5)2 - (46,5) 2• 

6. Să se simplifice expresiile: 
. ~ 

10 r.:; 1v--' 1s/- " I 625 i6/ . 
V 25;_ (-5)4; V a4

; V m; V (V 7 - 2)3 ; 

JY( 1 - i/2)2; JY(i/3 - VS)S; 10((V3 - 4 )2; ir (1 - [12)2. 

7. Să se simplirice expresiile: 

. 
8. Fără a calcula radica li i, să se găsească care di!'ltre numerele următoare este mai mare: 

a) 2V3 sau 3V2; b) 5i/7.sau sV3; c) alY4- sau t,lJl2. 
9. Să se simp I ifice expresiile: 

a) V 5lJl625; b) V 2 JY t.V8; c) V2 +V~'\/~-~; 
2 - v2 V 2+v2 

d) Va + ~ '\ J a - 1 • 
a- 1 Va+1 

10. Să se calculeze: 

.al i/5o - 5V8 + V2 + V12s; bl iY2+1Y25o- lY6s6 - lYi6; 

c) ( 2v·a - aV2 + i/6) · (i/6 - v-2 - 2V3); dl (Vs - 3i/2 + V10) · 

· (v'-2+V1,G+aVo,t.) . . 

11. Să se raţ.ionalizeze numitorii fracţiilor: 

a) 1 - V2 ; b) 1 . ; c) 12 
1 + V2 lJl25 - 1Y2t. 3 + V2 - ~15 

15 
d)---

iY3 + V7 
e) 

31 1 1 . 

; f ) V 5 + ~12 ; g) 2 - V2 + V3 -· V'6 ; 2 + V2-V6 
h) Vva-t/b 

V v-a+v-,; 

12. 8ă se simpli fice expresiile: 

1 !_ 
i) 3 ll'îi 6 a 7 '3ao' 

-a- + a iY"ă - zv·-;;- v-;; (a> O); 

3 3 
X - y ;i:Z - y'f 

. ii) - ----(X> 0, y > 0, X oF y). 
Vx-Vy x-y 

13. Să se rezolve ecuaţiile: 

a) Vx-:+1=2; b) V x - 3 =.x - 3; c) V x -1+1 = V~ +V x + 8; 

d) V7-Vx-3 = 2; e)i/.4-x+V-s=t='X=3; 

f) V2x+1=2Vx-Vx-3;,g) V1 +x Vx2 + 24=x+1; 

h) v·a +X+ v-a=x = V2a; i) V X - 3 - Vx+3 = 2 -i/10; 

j) V1+ax=x+V1-ax; k)lJlx+45-lJlx-16=1; 

I ) Vx - 1 +V X - 2 +V X - 3 + 1 =O; -m) X+ V6+ V x2 = o. 

14. Să se construiască graficele funcţiilor: 

a) f1 : [l, oo)-+ R, f1(x) = i/X-:-1; b) / 2 : R-+ R , f2(x) = lJI x - 2; 

c) fa: R-+ R, f(x) = Vx - 2. · 

15. Să se aşeze în ordine cresclitoare numerele: 

2 4 1 

a) (~f3; (~)3; (~fT 
el 1; V2 ; ,iY3; V4. 

16. 8ă se demonstreze identitliţile (formulele radicalilor. compuşi) : 

V- v- '\ J a + V a2 - b '\ J a - (/ aa - b 
a+ b= V 2 + v- 2 

V V ya +V a2 
- ~ ya - V a9 

- b a- b = - • 2 2 

u_nde a, o şi a2 - b slnt numere reale nenegative. 

17. Folosind formulele radicalilor compuşi sli se transforme expresiile: 

a) V'S+ii/6; b) V6-i/W; c) V'10-2i/2l ; d) V9-i/45; 

e) V x - V x2 - y2. 

18. Să se demonst!'eze cli, pentru 1 ~ x ~ 2, 

V X + 2 V. X - 1 + V X - 2 V X - 1 = :.! . 

-
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19. l:iă s~ calcu lez~ ; 

pentru .r = '1: y = 20. 

29. Să se calculeze: 

da cil. se dă dl.: 

21. l:iă SC:' arale că, pentru orice a> O, b > O, c > O şi Vabc > 2, are loc Îdentilatea 

-v·abc a+ 4 _ 4 V~ 
VăbC ~ 2 

„ 

CAPITOLUL VI 

UMERE COMPLEXE 

Prin introducerea numere"'lor reale se pot exprima rezultatele oricăror 
măsurători, dar problema soluţiilor ecuaţiilor de orice tip, .cu coeficienţi 

reali, nu este rezolvată. Ecuaţii simple ca x2 + 1 = O, x2 + x + 1 = O nu 
au soluţii in mulţimea R ·a. numerelor reale. De aceea, se pune in mod necesar 
problema. extinderii in continuare a noţiunii de număr. Acea.stă extindere 
conduce la noţiunea de număr complex. Vom a.răta. la sfirşitul acestui capi­
tol că mulţimea numerelor complexe este suficient de largă, incit orice ecuaţie 
de gr.adul a.I doilea. cu coeficienţi reali să aibă soluţii in această mulţime. 

Numerele complexe nu reprezintă rezultatul unor măsurători şi de aceea 
teoria. numerelor complexe are un caracter mai abstract, mai formal decît 
teoria numerelor rea.le. Remarcăm că în pofida acestui grad de abstractizare 
a noţiunilor, teoria numerelor complexe, prin implicaţiile sale, are multiple 

. ·aplicaţi i practice (de exemplu , in: mecanică, electrotehnică, fizică atomică 
ş.a.). 

§1 .. MULŢIMEA NUMERELOR COMPLEX~ 

/ 

1 .1. Definirea numerelor complexe 

Prezentăm a.cum construcţia mulţimii numerelor complexe, plecind de 
la mulţimea R a numerelor reale. 

Fie produsul cartezian 

R x R = {(a, b) I a, b E-R}, 

adică mulţimea perechilor ordonate de numere reale. 
Precizăm că, două perechi (a, b) şi (a' , b') sint egale dacă şi numai dacă 

a= a' şi lJ = b'. AstJel egalitatea (a, b) =(a', b') este echivalentă cu două 
egalităţi de numere reale: a = a' şi b = b'. 

Definim pe mulţimea · R X R două operaţii algebrice: adunarea şi înmul­
ţirea. 
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Dacă 'z =(a, b) şi z' =(a', b') aparţin mulţi.mii R .x R, atunci definim: 

z + z' = (a + a', b + b'). ( 1) 

Elementul (a + a', b + b') se numeşte suma dintre z şi z', iar operaţia prin 
care oricăror elem~nte z şi z' din mulţimea R X R se asociază suma lor, se 
numeşte adunare. 

De asemenea, definim: 

zz' = (aa' - bb', ab' + a'b). (2) 

Elementul (aa' _.:. bb', ab' + a'b) se numeşte produsul dintre z şi z', iar ope­
raţia prin care oricăror elemente z şi z' din mulţimea R X R se asociază pro­
dusul lor, se numeşte înmulţire. 

De exemplu : 

(2, -1) + (-3, 1) = (2 - 3, -1+1) = (-1, O), 

(2, ~1) (-3,1) = (2 . (-3)- (-1) · 1,2 „1 + (-1) (-3)) = (-(? + 1,2 + 3) = 

= (-5, 5). 

Definiţie. Fiecare element al mulţimii R x R, pe care sînt definite cele 
două operaţii precedente (1) şi (2), se numeşte număr complex. 

Se notează cu C mulţimea numerelor complexe.. 
Fie submulţimea lui C: 

R' = {(a, O) I a E R}. 

Funcţia de la R la R' definită prin 

. a -+ (a, O) 

este evident o funcţie bijectivă de la mulţimea R a numerelor reale in sub-
mulţimea R' a lui C. . 

. Mai~mult, operaţiile de adunare şi înmulţire a numerelor complexe care 
aparţin mulţimii R' se transcriu astfel: 

(a, O)+ (a', O)= (a + a', O); 

(a, O)(a', O) = (aa', O). 

Aceste relaţii arată că a.dttnarea şi înmulţirea pe R' se fac după aceleaşi 
t'eguli ca adunarea şi inmulţirea numere.lor reale. Din acest motiv rezultă 

că R' are aceleaşi' proprietăţi aritmetice ca mulţimea. R a numerelor rea.le. 
Acest fapt, permite să identificăm numărul complex (a, O) cu numărul real 
a. Practic, această identificare revine la a inlocui numărul complex (a, O) 
cu numărul real a şi invers. 

Aşadar punem (a, O)= a. ln particular, numerele complexe (O, O) şi (1, O) 
sint nu merelP reale O şi 1. 
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1.2. Proprietăţile adunării numerelor complexe 

1° Adunarea este comutati"ă, adică oricare ar fi z şi z' din C, avem 

z + z' = z' + z. · 

!nt~-adevăr, dacă z = (a, b) şi z' = (a', b'), atunci avem z + z' = (a , b) + (a' , b' ) = 
= (a+ a', b + b'). Analog avem z' + z = (a' + a, b' + b). Cum tnsă adunarea 
numerelor reale este comutativă avem a + a' = a' + a şi b + b' = b' + b. Deci 
(a + fl', b + b') = (a' + a, b' + b), adică z + z' = z' + z. 

2° Adunarea este asociati"ă, adică oricare ar fi z , z' şi z" din C, avem 

(z + z') + z" = z + (z' + z") . . 

Într-adevăr, dacă z = (a, b), z' = (a', b') şi z" = (a",, b"), a lun ei avem (z + z' ) + 
+ z" =[(a, b) + (a', b')] + (a", b") = (a+ a', b + b' ) + (a", b") = ((a + a') + a", 
(b + b') + b"). Analog avem z + (z' + z") = (a+ (a'+ a") , b + (b' + b")). Cum însă 
adunarea numerelor reale este asociativă avem (a + a') + a" = a + (a' + a") şi 
(b + b') + b" = b + (b' + b"). Deci (z + z') + z" = z + {z' + z") . 

3° Element neutru. Numărul complex .O = (O , O) este element neutru 
pentru adunare adică oricare ar fi z din C avem 

z +o= o+ z = z. 
lnlr-ade~ăr, dacă z = (a, b), atunci cum O es te elemen t neutru · penlru adu­

narea numerelor reale, avem 

z + O = (a, b) + (O, O) = (a + O, b + O) = (a, b) = z. 

Dar după proprietatea J 0
, avem de asemenea O+ z = z. 

4° Orice număr complex are un opus, adică oricare ar fi z din C există 
un număr complex, notat cu -z, astfel încît 

z + (-z) = (-z) + z = O. 

Într-adevăr, dacă z =(a, b), atunci -z =(-a, -b), deoarece 

z + (-z) =(a, b) + (--yx, -b) =(a + (-a), b + (-b)) = {O, O)= O. 

Conform proprietăţii 1° avem, de asemenea, (·-z) + z = O. 

De exemplu: 

dacă z1 = (2, 3), atunci - z1 = (-2, -3), 

dacă za= (-1 , 1), atunci - za= (1, -1). 

Observaţie. D~că z şi z' slnt numere complexe, suma z + (- z') se notează, simplu 
prin z - z' şi se numeşte diferenţa dintre z şi z' . Operaţia prin care oricăror două numere 
complexe z şi z' se asociază diferenţa lor se numeşte scădere. 

Dacă z =(a, 'b) şi z' = (a', b'), alunei ·avem formula; 

z - z' = (a. - a', b - b'), ( 3~ 

De exem/llu: dac;1 z = (~. - 5) şi z' = (-3, 1). at110l' i z ··- g1 = z + (~i) = 
= (î , - 5) T L- 1-:-i, 1)) = (2 , - 5) + (~ . - l l = (5. - 6); 
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1.3. Proprietăţi l e înmulţirii numerelor complexe 

1° lnmulţirea este comutati1Jă, adică oricare ar fi z şi z' din C, avem: 

zz' = z'z. 

Într-adevăr, dacă z = (a, b) şi z' =(a', b'), atunci zz' = (a, b) (a', b') = (aa' - bb', 
ab' + a'b). Analog, avem z'z = (a'a - b'b, a'b + ab'). Cum adunarea şi înmulţirea 
numerelor reale slnt operaţii comutative, avem aa' - bb' = a'a - b'b . şi ab' + a'b = 
= a'b + ab'. 
Deci zz' = z'z. 

2°. înmulţirea este asociati1Jă, adică oricare ar fi z, z' şi z'( din C, avem 

(zz')z" = z(z'z"). 

Într-adevăr, dacă z = (a, b), z' = (a', b') şi z" = (a", b"), atunci (zz') z" = [{aa' -
- bb', ab' + a'b)] (a", b") = ((aa' - bb')a"· - (ab' + a'bW, (aa' - bb')b" + a"(ab' + 
+ a'b)) = (aa'a" - bb'a" - ab'b" - a'bb", aa'b" - bb'b• + a"ab' + a"a'b). Analog, 
avem z(z'z") = (aa'a" - ab'b" - ba'b" - ba"b', aa'b" + aa"b' + a'a"b - b'b"b). 
Avînd în vedere comutativitatea adunării şi înmulţirii numerelor reale, rezultă că 
expresiile lui {zz')z" şi z(z'z") sînt aceleaşi; deci (zz')z" = z{z'z"). 

3° Element neutru. Numărul complex· 1 = (1, O) este element neutru 
p~ntru Jnroulţire, adică oricare ar fi z din C avem 

z . 1=1. z = z. 

Înlr-adevăr, dad z = U!_, b) atunci cum 1 este element neutru pentru înmulţirea 
numerelor. reale, avem 

z • 1 = (a, b) (1, O) == {a, b) = z. 

După proprietatea 1° avem, de asemenea, 1 · z = z. 

4° Orice număr complex diferit de O are un iMers, adică oricare ar fi 
~ =F O există un număr complex, notat cu z-1

, astfel incit 

zz-1 = z- 1z = 1. 

Fie z = (a, b) diferit de (O, O), adică cel puţin 1,\.1).a din componentele a sau b este 
nenulă, a ltfel spus; a2 + b2 =F o. Dacă (x , y) este un număr complex astfel încît 

(a, b) (x , y) = (1, O), atunci 

De aici rezultă: 

(ax - by, bx + ay) = (1, o). 
ax - by = 1, 

bx + ay = O. 

Rezolvîrid sistemul, se ob\.ine: 

a ~b 

x=---, 
a 2 + b2 

y =---. 
a2 + b2 

După proprieta tea 1• avetn1 de asemenea, 

(x, y) (a, b) „ (I , O) . 
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Deci 
• 

z-1 =(--a-, 
a•+ b' 

- b ) 
a 2 + b2 • 

Obser11aţia 1. fn loc de z-1 (z :F O), se folos~şte uneori notaţia_.!_. Dacii z' = (a', b') 
z 

este un alt număr complex, atunci z'z-1 se notează încă prin ~ ş~ se numeşte citul tm­
z 

părfirii lui z' la z (z :F O). 

z' 
Citul - este definit de formula: 

z 

Exemple: 

~ _ (aa' + bb' 
z - a2 + bZ o 

ab' - a'b) 
a2 + b• 

1) dacă z = (2, -1) atunci z-1 = ; = ( 
4 

: 
1 

, 
4 
~ 

1
) = ( ~ , 1). 

2) dacă z = (2, -1) şi _ z' = (1 , -1), atunci 

z'z-l = ~ = (2• 1 + (-1) •{ - 1)
0 

2· (-1)-1 ·(-1)) = 
z 4+1 4+1 

=(2:1, -\+1)=(:· ~1)· 

(4) 

5°. Înmulţirea este distributivă faţă de adunare, adică oricare ar fi z, z' şi 
z" din C, au loc relaţiile: 

z(z' + z") ..:..... zz' + zz" 

(z + z')z" .= :.:." + z'z". 

fntr-adevăr, dacă
0

z = (a, b) , z' = (a', b') şi z" = (a", b"), alunei z(z' + z")=(a, b)· 

·[(a', b') +(a", b")] = (a, b) (a'+ a", b' + b") = (a(a' +a") - b(b' + b"), a(b' +b") + 
+ (a' + a")b) = (aa' + aa" - bb' :- bb", ab' + ab" + a'b + a"b). Pe de altă parte, 
avem zz' + zz" = (a, b) (a', b') + (a, b) (a", b") = (aa' - bb', ab' + a'b) + (aa" - bb", 
ab" + a"b) = (aa' - bb' + aa" - bb", ab' + a'b + ab" + a"b). Avlnd în vedere comu­
tativitatea adunării numerelor reale, rezultă că expresiile lui z(z' + z") şi zz' + zz" 
sînt aceleaşi; deci z(z' + z") = zz' + zz". 

Analog, se demonstrează cea de a doua relaţie pe care o lăsăm ca exerciţiu. 

Obser11aţia 2. Să observăm că numărul complex (O, 1) are proprietatea (O, 1) (O, 1) = 
= (-1, O)= -1. Rezultă deci că (0,1) este o rădăcină a ecuaţiei x1 + 1 = O. Aşadar, 
această ecuaţie are soluţii în mulţimea numerelol' complexe, ceea ce nu era posibil în mul­
ţimea numerelor reale. 

§2. FORMA ALGEBRICĂ A NUMERELOR COMPLEXE 

2.1. Notaţia z =(a, b), introdusă pentru numerele complexe, nu este 
prea comodă in calculele cu numere complexe. De aceea, de obicei, se folo ­
seşte o altă scriere a rtumerelor complexe. Convenim să notăm nu.mărul corn-
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plex (O, 1) prin i. Atunci, după regulile de adunare şi tnmulţire a numerelor 
complexe, avem: 

(a, b) = (a, O) + (O, b) = (a, O) + (b, O) (0, 1). 

Deoarece (a, O) şi (b, O) se identifică cu a respectiv b, iar <O, 1) s-a notat 
cu i, atunci această scriere se reprezintă sub forma. 

(a, b) = a+ bi. 

Acea~tă expresie se numeşte forma algebrică a numărului complex (a, b). 

· De exemplu: 
(2, -1) = 2 + (- - 1)i = 2 - i; 

(1, O) = 1 + O • i = 1; 

(O, - 5) = O + (-5)i = - 5i. 

ln continuai:e vom scrie numerele complexe sub forma l9r· algebrică. 
Numărul complex i se numeşte unitate imaginară. Numerele de forma bi, 

cu b număr real, se numesc imaginare. Dacă numărul complex z se scrie sub 
forma z =a +bi, atunci a se numeşte partea reală, iar bi· partea imaginară a 
numărului z. Numărul b se numeşte coeficientul părţii imaginare*. ' 

De exemplu, pentru numărul complex 4 + 5i, partea reală este 4, iar partea imagi­
. nară 5i; coeficientul părţii imaginare este egal cu 5. Pentru numărul -2i, partea reală 
este O, cea imaginară -2i , iar coeficientul părţii imaginare este -2. Pentru numă­

rul 3, partea reală este 3, cea imaginară este O · i = O, iar coeficientul părţii imaginare 
este egal cu O. 

Reluăm mai jos adunărea şi înmulţir~a a două numere complexe repre­
zentate sub forma lor algebrică. Astfel: 

(a+ bi) +(a'+ b'i) = (a + a')+ (b + b')i; 

(a + bi) (a'+ b'i) = (aa' - bb') + (ab' + a'b)i. 

(1 ') 

(2') 

Deci, suma a două numere complexe este un număr complex a cărui parte 
reală, respecti" imaginară, este suma părţilor reale, respectiP imaginare, ale 
numerelor date. 

Formula (2') care dă înmulţirea a două numere complexe este mai greu 
de reţinut şi chiar de formulat. Observăm însă că, dacă z = a +bi şi z' = 
= a' + b'i sînt numere complexe, atunci. avînd în vedere proprietăţile opera­
ţiilor pe C rezultă: 

(a + b1) (a' + b'i) = aa' + (ab' + a'b)i + bb'i2
• 

Dar, înlocuind i2 = - 1 în ultima relaţie, se obţine formula (2'). 

Pentru un număr complex z = a + bi se noteaz!i, uneori, a= Re(z), care se citeşte 
„real de z" şi b = Im(z), care se citeşte „imaginar de z". 
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2.2. Numere complexe conjugate 

Dacă z = a + bi este un număr complex, atunci numărul a - bi, notat 

prin !t (adică z barat) sau a + bi se numeşte conjugatul său. Evident. conju­
gatul lui !t este z. De aceea, numerele complexe z şi z se numesc conjugate. 

Dacă a este un număr real oarecare, atunci 

a = a + Oi = -a - Oi = â, 

şi deci a este egal cu conjugatul său, Mai mult, dacă a + bi este un număr 
complex, astfel incit a + bi = a - bi, atunci b = - b, de unde b = O. Deci 
a + bi = a + Oi = a est e un număr real. 

Astfel, am arătat că: dintre toate numerele complexe, numerele reale (şi 

numai ele) sînt egale cu conjugatele lor. 
Avem următoarele proprietăţi: 

1° Suma şi produsul a două numere complexe conjugate stnt numere reale. 
Intr-adevăr, z + z = (a + bi) + (a - bi) _ 2a şi 

zz = (a + bi) (a - bi) = a2 + b2. 

2° Oricare ar fi numerele complexe z şi z' avem 

z + z' = z + z', 
zz' = zz' . 

• 

lntr-adevăr, dacă z = a + bi şi z' = a' + b'i , atunci 

z +7 = (a + a') + (b + b')i = (a +a') - (b + b')i = 
= (a - bi) + (a' - b'i) = z + z'; 

zz' = (aa' - bb') + (ab' + a'b)i = (aa' - bb') - (ab' + a'b)i = 

= (a - bi) (a' - b'i) = zz'. 
Formulele (3) şi (4), aplicate numerelor complexe scrise sub formă alge­

brică, dau relaţiile: 

(a + bi) - (a' + •b'i) = (a - a') + (b - b')i 

a' + b'i = aa' + bb' + ab' - a'b i. 
a + bi a3 + b11 a 2 + b2 

.... 

(3') 

(4') 

Pentru rel aţia (3') se poate da o regulă analoagă celei date pentru adu-

nare. Observăm, de asemenea, că (4') rezultă dacă amplificăm fracţia a' + ~'i 
a+ bi 

p.ri_n conjugatul numitorului, care este a - bi. 
ln particular, aşa se poate proceda şi pentru aflarea inversului unui număr 

compJex. lntr-adevăr, dacă a' + b'i = 1 şi a + bi '# O, atunci 

t a - bi a - bi a b . 
- -- = =-- = -- - - - 1. 
a +bi (a + bi) (a - bi) a2 + b2 a2 + b2 a2 + b2 
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Exemple: , 
7 - i (7 - i) (3 - i) 21 - 7i - 3i - i 20 - lOi _ 

2 
.„ 

i ) 3 + j = (3 + i) (3 - Î) = 9 + 1 =: 10 - - I, 

2 ~ 3i = (2 + 3i) (2 - i) """ (t - 2i + 6i + 3 = ' + (ti = 2 + ~ i; 
) 2 + i {2 + i) (2 - i) (t + 1 5 . 5 5 

3) _ 1_ = 1 - i = 1 - ic::.!_..!.. i. 
1 + i (1 + i) {1 - i) 1 + 1 2 2 

2.3. Modulul unui număr complex 

Modulul unui nllll}.ăr complex z = a + bi se defineşte ca fiind numărul 
real V a2 + b2 şi se notează prin Iz I = l·a +bi I· 

Modulul unui număr complex z =a+ bi este întotdeauna pozitiv, el 
fiind bgal cu zero dacă şi numai da.că a= b = O. 

Exemple: I 1 + 3i I= t/1+9 = t/10, I -1 - i I= t/1+1 = t/f. 

I 2i I = I o+ 2i I= t/o + 4 = 2„ I 4 I = I 4 +oi I= t/i6 +o= 4. 

Dacă z şi z' sînt două numere complexe, atunci 

1° .1 zz' I = Iz I I z' I; 
2° I z' I - I z I ~ I z' + z I ~ I z' I + I z t. 
Să demonstrăm prima relaţie. Intr-adevăr dacă 

z = a +bi şi z' = a' + b'i, atunci I zz' I = I (aa' - bb') + (_ab' + a'b)i I = 

= V(aa' - bb')2 + (ab' + a'b)2 = V(';Z2 + b2) (a'2 + b'2} = 

= Va2 +b2Va'2 +b'2 = I z I Iz' I· 
A doua relaţie o lăsăm ca exerciţiu. Noi 1nsă o vom demonstra in para­

graful următor pe cale vectorială. 

2.4. Puterile numărul ui 

Conform observaţiei 2 din paragraful 1.3 avem i2 = - 1. Atunci se 
deduce succesiv: D 

i3 = i2i = (-i)i = -i. 

i4 = i3i = (.:....i)i = 1. 

In general,_ fie n un număr natural oarecare. Atunci numărul n se găseşte 
tntr-una (şi numai intr-una) din următoarele situaţii: : 

1° n = 4k (k, număr natural) şi deci in = i41t = (i4)1t = i lt = 1; 
2° n = 4l + 1 (l, număr natural) şi deci in = i41+1 = i41 • i = 1 . i = i j 
3° n=4p+2 (p, număr natural) şi deci in=i4PH=i4P • i2= 1(-1) = -~; 

· 4° n = 4q + 3 (q, număr natural) şi deci in= i'q+3=i4q · i3 = 1 (-i) = -1. 

..A.şa.dar, puterile cu exponent natural ale lui i stnt elementele mulţimii {-1, 
1, -i, i}. . 
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De exemplu, 
j25 = j4.0+1 = (il)O • j = 1 • j = i, 

j1B = j4·H2 = (i')' •j2 = 1 • (-J ) = -1, 

j31 = j4·7+3 = (i')7 ·i3 = 1 • (-i) = -i. 

§3 REPREZENTAREA GEOMETRICA A NUMERELOR COMPLEXE 

3.1. Amintim că numerele reale &,e pot reprezenta prin punctele un ei 
axe. Mai precis, fie d o axă pe care fixăm o origine O şi o unitate de măsuri\. 
Dacă· asociem fiecărui punct al dreptei d abscisa sa, se obţine o funcţie bijec­
tivă de la punctele acestei drepte în mulţimea numerelor reale. 

Un număr complex,z = a +bi, este dete~minat prin două numere reale 
a şi b. De aceea este natural ca să reprezentăm geometric· numerele compleH 
prin punctele unui plan. 

F ie pentru aceasta un pian 7t în care ne fixăm un sist em de axe ortogo­
nale xOy. Fiecărui număr complex z = a + bi, i se asociază punctul M de 
coordonate (a, b) (fig. Vl.1). 

Punctul M se numeşte imaginea geometrică-a numărului complex a + bi, 
iar numărul a + bi se numeşte afixul punctului M. 

Din teorema lui Pitagora, aplicată în trfonghiul dreptunghic OM M', se 

deduce că OM= V OJ11'2 + MM'2 = Va2 + b2 = Iz I· Această egalitate ne 
arată că lungimea segmentului [OM] este modulul numărului complex 
z =a+ bi. 

y 

M·z- ___ : (a.b} 

b : 
I 

' I 
-x·---0 a M' 7 

Fig. Vl.1 

X' 

y 

J ;M, 
I 

2 Mii 
,..,,„_L : 

;, ' 
I M. 

-1 o J 

Fig. Vl.2 

Exemple. Numerelor complexe 1 + 3i, -1 +i, 2i = O + 2i, 3 = 3 + Oi, li se aso. 
cină respectiv punctele M1 (1, 3), M 2(-1, 1), M 3(0, 2), M 4(3, O) (fig. VI.2) . 

Avem OM1 = 11 + 3i I = f/10, OM2 = I - 1 -i I = t/2," OM~ = I 2i I = 2, 
OM4 =I 3 I= 3. 

Asocierea 

z =a +bi __. M(a, b) 

este o funcţie bijectivă de la mulţimea numerelor complexe la punctele pla­
nului 11:. Prin această funcţie, mulţimii numerelor reale îi corespunde axa x'x, 
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iar mulţimii numerelor imaginare ii corespunde axa y'y. De aceea axa x'x se 
nume~te ax a reală, iar axa y'y axa imaginară. Planul ale cărui puncte se iden­
tifică cu numerele complexe prin funcţia bijectivă definită mai înainte se 
numeşte planul complex. 

3.2. Interpretarea geometrică a adunării şi scăderii numere lor complexe 

Numerele complexe au şi o altă Interpretare geometrică. Să asociem 

. -fiecăru i punct M al planului 7t vectorul OM, care are originea în O şi .capătu l 
in punctul M. Această asociere este evident o funcţie bijectivă de la mulţimea 
numerelor complexe în mulţimea vectorilor care au originea în 0(0, O). Astfel 

. -fiecare număr complex a + bi poate fi reprezentat geometric ca vectorul OM 
unde Mare coordonatele (a, b). Se spune că (a, b) sint coordonatele vectorului -OM. 

Reprezentarea numerelor complexe cu a jutorul vectorilor ne dă o inter­
pretare simplă a adunării numerelor complexe: 

(a + bi) + (a' + b'i) = (a + a') + (b + b')i. 

Este cunoscut că la adunarea vectorilor coordonatele corespunzătoare -lor se adună. De aceea dacă vectorul OM (fig. Vl.3) are coordonatele (a, b), - -iar vectorul OM' are coordonatele (a', b'), atunci CJectorul OS (Sfiind al patru-
lea virf al paralelogramului, care are celelalte t rei vîrfuri respectiv M, O Şi M') 
are coordonatele (a + a', b + b'). Acest vector corespunde numărului com­
plex (a + a') + (b + b')i care este suma dintre a + bi şi a' + b'i. 

y 

----}( 
x • x• o 

I' „., 
Fig. Vl.3 Fig. VI.I. 

Exemplu. Fie numerele complexe z1 =- 3 + 2i şi z2 = 1 + 3i, reprezentate ln plan - - . prin Vtlctorii OM1 şi OM2 unde: M1(3, 2) ~i M 2(1, 3) (fig. VI.4). Atunci suma Zn = z1 + 
. -+ z2 = (3 + 2i) + (1 + 3i) = 4 + 5i es te reprez•Jntată ln plan prin vectorul OM3 unde 

M 3 es te punctu l de coordonate (4, 5). 
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Observăm, de asemenea, că opusul numărului a + bi, care este -a -bi, -este reprezentat prin vectorul OM 11 unde M 1 este simetricul punctului 
M(a, b) faţă de origine (fig. VI.5). Astfel se deduce uşor interpretarea geome­
trică a scăderii a două numere complexe. 

Cum z' - z = z' + (- z), avînd in vedere interpretarea geometrică 
a adunării numerelor complexe,rezultă că Dare coordonatele (a ' - a, b' - b) -şi vectorul OD corespunde diferenţei 

z ' - z = (a' - a) + (b' - b)i . 

Avem OM= I z I, OM' = I z' I, OD = I z' - z I şi OS = I z' + z 1. 

Relaţiile dintre laturi in triunghiurile O MS şi OM M' dau respectiv : 

MS - OM < OS ~ MS + OM, 

OM' - OM< MM' < OM' + OM. 

Dar cum MS = OM' şi MM' = OD, rezultă: 

Iz' I - Iz I ~ Iz' + z I ~ Iz' I + Iz I, 

I z' I - I z I < Iz' - z I < I z' I + Iz I· 
ObserCJaţie. Definiţia produsului numerelor complexe are o interprelare geometrică 

mai puţin simplă. Aceasta se va face la geometrie.cu ajutorul reprezentării trigonometrice 
a numerelor complexe. 

~1 

t -.M!a.bJ 
I 

M'fa:b') 
I 
I 
I 
I - I 

K K I 
+ ~ x· o I J( 
I 
I 
I 
I 
I 

-4M~o. b) 

Y'I 

Fig. VI. 5 Fig. V\,6 

3.3. Interpretarea geometrică a numerelor com plexe co njugate 

Dacă M este imaginea geometrică a. numărului complex a + bi (fig. Vl.6), 
atunci simetricul M' al lui M faţă de axa reală este imaginea geometrică a 
conjugatului său, a - bi. 
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y · 

Fig. Vl.7 

Observăm, de asemenea, că numerele 
complexe de modul egal cu r se reprezintă 
lo plan prin punctele cercului cu centrul in 
origine şi de rază egală cu r. 

D . l tl2 + V2 . V2 e exemp u, numerele: 2 21, -2 -

- ifi i _ Vf + V2" i - (/2·_ t/2 i al căror 
2' 2 2' 2 2' 

modul este egal cu 1 se găsesc pe cercul cu 
centrul în origine şi de rază unitate (punctele 
M1 , Mz. M3, M,) (fig. VI.?). 

§4. REZOLVAREA ECUAŢIEI DE GRADUL AL DOILEA CU 
COEF ICIENŢI REALI I 

In capitolul I, am rezolvat ecuaţia de gradul al doilea cu coeficienţi ieali, 
ln cazul in care discriminantul său este pozitiv sau nul. Am arătat astfel că 
rădăcinile ecuaţiei 

ax2 + bx + c = O, a # O, 

pentru 6. = b2 - 4ac ;;i,: O, sînt date de formulele: 

-b ±Vb2 - 4ac 
X1,2 = 2a • 

ln acest caz rădăcinile ecuaţiei sint numere reale. 
1. S'ă rezolvăm acum ecuaţia 

ax2 + bx + c = O, a # O, 

ln cazul in care 6. = b2 - 4ac · <O. 
Ştim că ecuaţia ax2 + bx + c = O se mai poate scrie şi sub forma: 

(
X + ~)' - bZ - 4ac = 0. 

2a 4a2 

Cum 6. = b2 - 4ac <O, atunci - 6. = 4ac - b2 >0. 
ln mulţimea numerelor complexe ecuaţia se poate scrie astfel: 

(x + :af-C~~f = 0 

sau 

(x +~ + iV- t!i.)(x + ~- lV~) = 0 
2a 2a 2a 2a ' 

. de unde 
b iV~ b iV-t!i. 0 X + 2a + 2a = O sau X + 2a - 2a = · 

Deducem de aici că, în acest caz, rădăcinile ecuaţiei de gradul al doilea sînt: 

-b + i Vt.ac - b1 -b - i Vt.ac - b2 

X 1 = 2a şi Xz = 2a 
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Aşadar, dacă 6. < O rădăcinile ecuaţiei ax2 + bx + c = O, a rl: O sint 
numere complexe conjugate. 

Relaţiile lui Viete sint evident aceleaşi ca in cazul cind 6. ;;i. O, adică 
b 

X1 + X2 = - -, 
a 

c 
X1X2 = -. 

a 

2.· Formarea ecuaţiei de gradul al doilea cînd se cunosc rădăcinile . 
Fie x1 şi x2 numere complexe date. Pentru ca ele să fie rădăcinile unei 

ecuaţii de gradul al doilea cu coeficienţi reali, trebuie ca x1 şi x2 să fie, conju­
gate. Deci x 1 =a+ bi şi x 2 =a - bi. Atunci 

X1 + Xz = 2a şi X1X2 = a2 + b2
: 

Ecuaţia de gradul al doilea care are ca rădăcini pe x1 şi x2 va fi x2 + px + 
+ q =O, unde -p = x1 + x2 = 2a, iar q = x1x2 = a2 + b2

• 

Deci, ecuaţia x2 - 2ax + a2 + b2 =O are ca rădăcini numerele com­
plexe: a+ bi şi a - bi. 

3. Descompunerea trinomului de gradul al doilea cu coeficienţi reali în 
produs de polino.ame de gradul întîi. 

Fie trinomul aX2 + bX + c, a # O, cu a, b, c numere reale. Dacă x1 şi 
x2 sint rădăcinile ecuaţiei ax2 + bx + c = O, atunci un raţionament analog 
celui făcut in cap. I, § 2.4, pentru cazul b2 

- 4ac ;;i. O, dă 

aX2 + bX + c = a(X - x1) (X - x2) = (aX - ax1) (X - x2). 

Deci orice trinom de gradul al doilea cu coeficienţi reali se descompune 
in produs de polinoame de gradul intii cu coeficienţi complecşi. Din piip. I, 
§ 2.4 rezultă că in cazul b2 - 4ac ;;i,: O şi numai în acest caz, trinomul de gra­
dul al doilea se desc~mpune în produs de factori de gradul intii cu coeficienţi 

reali. 
Exemple. 1) Să se rezolve ecuaţia: 

x 11 +X+ 1 = 0. 

Avem 6 = 1 - 4 = - 3 < O. Atunci x1 = - 1 + i Va 
2 

. -t-iV3 
Ş I Xz = . 

2 

2) Să se găsească ecuaţia de gradul al doilea care are rădăcinile x1 = V3 - i şi x 2 = 

= V3 + i. Avem x1 + x 1 = 2 Vs şi x1x2 = 4. Deci ecuaţia căutată este x2 
- 2 V3x + 

+ 4 =o. 
3) Să se descompună în factori de gradul întîi trinomul X2 - 2X + 10. 
Rădăcinile ecua\.iei x2 - 2x + 10 =O stnt: 

X1 = 1 + 3i Şi Xz = 1 - 3Î. 
Atnnci X 9 - 2X + 10 = (X - 1 - 3i) (X - 1 + 3i). 

Aplicaţie. Descompunerea trinomului în factori de gradul lntli se foloseşte la simpli· 
fi carea fracţiilor. Daci\ printre factorii numărătorului şi ai numitorului slnt lrinoame de 
gradul al doilea, le descompunem în factori de gradul întti ca la pct. 3 şi apoi factorii co- · 
muni la numărător şi la numitor se pot simplifica. 
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Exemple. 1) Să se simplifice fracţia: X
2 + lOX - 11 

-sx2 +1x-2 
Descompunlnd în 'ractori numărătorul şi numitorul, obţinem : 

X 2 + 10X - 'l1 (X - 1) (X+ 11) X+ 11 

-5X2 +7X-2= (X-1)(-5X+2)= -5X+2 

X 3 +X2 + x + 1 2) ::lâ se simplifice fracţia ---'---~---''---
X3 + (1 - i)X2 - iX 

Avem _ X3 + X 2 +X+ 1 _ (X+ 1) (X+ i) (X - i) 
X 8 + (1 - i) X 2 - iX - X (X + 1) (X - i) 

X+i 
=-- · 

X 

1. Să se găsească numerele reale x şi y din ecuaţiile: 

a) (5x + 3yi) + (2y - · xi ) = 3 - i; 

b) (x + 3yi) + _! y + 2xi = 4 + Si · 2 , 

c) (- 3y + ~ xi) - (- 8x + 5yi) = -2 + 12i; 

d) ~ + y -
3 

= l - 3i . 
1 - j 1 + i . 

2. Să se calculeze: 

a) (2 + i) (3 - 2i); b) (-6 + i) (5 + 2i); c) (V2- i) U/3 + 2i); 

<ll (V2 + 3i) (3 -V2 i); el (Va + t/2i) (t/a - t/2 i). 
18. Să se calculeze: 

a)2+3i·b)~. c) 1 + i t/!~d) aVli+bV~i. e) -2-5i _ _ 6_-_7i. 

1 - i 
1 

2 - i I 1 - i vs ' b Va - at/b i 1 
4 + i 4 - i • 

f) a - bi _ ib - ai • g) t/î+a + it/t=<î _ t/l=""a + i t/î+Ci. ' 

b + ai a + bi 
1 

t/ 1 + a - qii - a t/ 1 - a - i t/ 1 + a' 

h) c + ! V7r + c _ ! V'r . 
4. Să se demonstreze egalităţile 

a) 6 - i. = 13 + 41i ; b) 2 + i = _ 13 + 4i 
3+41 -25+25i 3-i 17-9i 

6. Să se spună care sînt conjugatele numerelor complexe: 1 + i, 2 - 3i; 5; 4i; o, 2i - 1 
şi să se interpreteze geometric. 

6. Să se calculeze: 

a) i6 + ilO + j2~ + j36 + i'°; b) (- i)3 + (-i)13 + (-i)23 + (- i)33 + (-i)43 j 

c) i + i2 + i3 + i' + ... + in (n ;;;i,. 4); d) i • jL is. i'- ... · p~o; e) ...!.. _ ~ + ~ __ 1_. 
ill i'1 j75 i243 , 

f) [i(2 - i)]8 ; g) [2i(3 - 4i)l2 ; h) in + in+t + jn+2 + in+a, ne N. 

138 

~ 
. 7. Să se găsească valorile reale ale lu i m astfel t nctt numărul 3i3 - 2mi2 + (1 - m)i + 

+ 5 să fie: ~) real; b) imaginar; c) nenul. 

..-;,. 8. Să se găsească toate numerele comp lexe ale căror păt.rate să ric: 

") a) i; b) ~-t/3 i; c) - i ; d) ~ + 113 i. 
2 2 2 2 „ 

9. Să se reprezinte ln plan numerele complexe: 

a) 3 + 5i; b) 4 - i ; c) -2 -2i ; d) -4i; e) 5i ; f) -5 -5i. 

10. Să .se dea interpretarea geometrică a formulelor: 

(1 + 3i) + (1 - 3i) = 2; 
(3 - 5i) + (- 1 + 3i) = 2 - 2i. 

11. Să se descompună în factor i de gradul întîi trinoamele: 

a ) x2 - 2 x + 2; b) 4X2 + i.x + 5; c) x 2 - 14X + 74. 

12. Să se rezolve sistemele: 

a) { X+ y = 6, 
xy = 45; 

2x - 3y = 1, 

xy = 1. 

13. Să se simplifice fracţiile: 

a) 15X2 - BmX + m2
• b) 12x2 

- X - 1 
12X2 - mX - m2 ' aX2 + 5X - 2 

x• + t 
d) X 2 +X V 2 + 1 

x 2 -x+ 1 
e) - --- · 

X'+ X2 + 1' 

X 3 - 2X2 
- X+ 2 c) . 

X 3 - 3X2 + 2X ' 

X 2 + 3iX - 2 f) • 
X 2 + iX + 2 

\ 

1~ Să se găsească ecuaţi ile de gradul al .doilea cu coeficienţi reali, astfel tnc!t una dintre 

rădăcini să f ie: 

a) (3 - i) (2i - 4); b) 32 - ~; o) t/a + t/b i (a, b fiind numere reale şi pozitive). 
1 - 31 

16. Să se rezolve ecuaţiile: 

a) xa = 27; b) x3 = - 27; c) 3x3 = 2; d) x3 = -5; e) x' = 16 ; f) x4 = - 16; 

g) x4 =c - 3; h} 3x4 = 5. 

16. Să se găsească suma tuturor rădăciniloi: ecuaţiilor: 

a) x 3 = -4 ; b) x 4 = 4. 

17. Să se găsească produsul tuturor râd!icinilor ecuaţiilor: 

a) x3 = 6; b) x• = -7. 
' 

18. Să se a rate că pătratul unui număr complex z = a+ bi este real dacă şi numai da..:ă 
ori a = O, or i 'b = O. 

( 
19. Să se găsească numerele reale x şi y astfel încît 

a) (xi - y) 2 = 6 - Si + (x + yi)2
; 

i i + 1 1 1 + bi ( . b r· · d I I -+- ) b ) - + - - = - - - - a şi un numere e rea e cu a...,... O . 
X y a X Y y 

20. Să se determine perechile (x, y) din plan pentru care: 

a) l t/x2 +4+ t/y -
0

4i l=t/îii; . y),.4 

b) I t/2x + y + t/ x + 211 i I = V3; 2x + y :>O, x + 2y ~O. 
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21. Să se rezolve sistemele de ecuaţii: 

a) ; b) ; { 
x6 + y6 

= 33 { x2 + y ' = 5 
X+ y = 3 xy2 = 2 

) { x
2 

- xy = 28 
c y 2 - xy = - 12. 

22. Dacă a + bi este un număr complex dat, să se găsească numerele 'complexe z = x + 
+ iy, astfel încît z3 = a + bi. 

28. Să se determine numerele complexe z, care verifică relaţia: 

z' + 3 - 4i =O. 

24. Să se arate că pentru ecuaţia de gradul al doilea 
(XX

2 + ~x + y = o, cu coeficienţi complecşi , rădăcinile sale sînt date de aceeaşi for­
mulă ca şi în cazul ecuaţiei de gradul al.doilea· cu coeficienţi rea li. 

- ~ --- - - - - --- -- ~-

CAPITOLUL VII 

PROBLEME RECAPITULATIVE 

I . Dacă x şi y satisfac relaţia ax2 + 2bxy + cy2 = O, să se determine 

3- (y "# O). 
y 

2. Dacă a, b, c sint laturile unui triunghi oarecare, să se arate că ecuaţia 

b2.z2 + (b2 + c2 - a2)x + c2 = O nu are rădăcini reale . 

.g 3. Să se determine valorile parametrului m, astfel incit ecuaţia x2 - 61· + 
+ m = O să aibă două rădăcini reale dintre care una să fi e dublul celeilalte. 

4. Să se determine două numere nenule, astfel incit suma, prorlusul şi 

diferenţa pătratelor lor să fie egale. 

5. Să se determine legătura dintre rădăcinile ecuaţiilor: ax2 + bx + c = O 
şi cx2 + bx + a = O. 

6. Fără a rezolva ecuaţia, să se găsească su!lla pătratelor rădăcinilor ecuaţiei: 

(x2 + 2x)2 
- 5(x2·+ 2x) + 3 = O. 

Indicaţie. Se notează y = x 2 + 2x. 

7. Să se determine mulţimile A şi B şi numerele reale p şi q ştiind că : 

A = {X E R I X 2 + X + p = o} 

B = {x E R I x2 + qx - 4 = OJ, 

AU B = { -2, -1, 1, 4}. 

Indicaţie. Se folosesc relaţiile dintre rădăcini şi coeficienţi. 

8. Să se determine parametrul real m, astfel incit 

{x E R I mx2 + (m - 1)x + m + 2 = O} n [O, 1] "# 0. 

Indicaţie. Punem z = ~=-!_, unde O şi 1 slnt capetele intervalului; ob!.inem ecu.aţia 
x-0 

în z: (m + 2)z2 - 3(m + 1)z + 3m + 1 = O. Fie x1 , x 2 rădăcinile ecuaţiei în x ş i zj, z2 

rădăcinile ecuaţiei în z. Avem: a) xi e (O, 1) dacă şi numai dacă Zi < O, i = I , 2. 
b) Xi~ (O, 1) dacă şi numai dacă zi > o, i = t , 2" 
Deci problema se reduce la studiul semnelor rădărinilor ecuaţiei ln z. 
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9. Să se determine parametrul real m, astfel, tnctt 
{x E R I mx2 + (m + 1)x + m + 2 = O} n [·- 11 1) ;;a 0 . 

10. Să se determine numerele reale a şi b astfel lnctt 

{x E R I x2 + 2ax + b = O}"'- {x E ZI x8 + 2bx +a= O}= 0. 

,/'u. Se consideră mulţimile -A -= { x E Z \ x
1

:; 
3 E Z } şi B = { x E 

E z I x1~ + 2 E z} . 
3x2 

Să se arate că A = B. 

_ -:-!y 12. Să se arate că funcţia 
1 f : R -+ R , f( x ) = ax' + bx + c, a=FO 

nu este injectivă_ 

Indicaţie. Se observă că ecuaţia f(x) - c = O are două rădăcini distin ct e. 

13. Să se arate că dacă ecuaţiile x2 + ax + b = O şi x2 + ex + d = O, 
(a , b, c, d E Z), au o rădăcină iraţională comună, atunci a = c şi b = d. 

/(14, Să se arate că numărul V2 + V3 + V5 este iraţional. 
,,. 10. Să se arate că numerele raţionale _..!_ şi m , unde m şi n sînt prime intre 

n n 

ele, au acelaşi număr de cifre în perioadă. 

Indicaţie. Fie (n, 1 O) = t. Dacă Ir este cel mai mic exponent pentru care 1 Ok = n · l + 1 , 
unde l e N, atunci k este numărul cifrelor din perioada fracţiei zecimale sub care se 

reprezintă numărul_..!._ . Din 101< = n · l + 1, rezultă m ·10k = mnl + m şi reciproc. 
n 

16. Să se arate că orice nwnăr prim cu 10, a re un multiplu scris numai cu 
cifra 9. 

Indicaţie. Fie (n, 10) = 1. Numărul_..!._ se reprezintă sub forma unei fracţii zecimale . 
n 

periodice simple. Notînd cu P numărul reprezentat de perioada sa avem_!_ = _ _.!.._____, 
n 99 ... 9 

de unde n • P = 99 ... 9. Deducem de aici că dacă n este prim şi cu 9, atunci el admHe 
un multiplu scris numai cu cifra 1. 

17. Să se arate că un număr raţional ~ , astfel incit n este prim cu m şi cu 9, 
n 

se reprezintă sub forma unei fracţii zecimale ş, cărei perioadă reprezintă 
un număr multiplu de 9. 

Indicaţie. Fie -1"1'._ , un astfel de număr raţional, care se reprezintă sub forma unei fracţii 
n I 

zecimale periodice simple: .!!!:...· = _ P __ . Cum n este prim cu 9, rezultă că P se divide 
n 99 . .. 9 

cu 9. Dacă !!!:... se reprezintă şub formă de fracţie zecimală mixtă, avem ion..::!:. = k + 
n n 

+ __ P __ , unde k este întreg, iar n este numărul cifrelor dinaintea perioadei. 
99 ... 9 
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18. Să se arate că fracţiile 

i) O,a100a20000a30 „. Oan O „. Oan+iO „., ..__. 
2n ori 

ii) O,a1a2000a30 .„ OanOO „. OOOan+iO ... 
n(1·2 ... n) - 1 ori 

unde O ~ ai ~ 9 şi oricare ar fi m E N, există n > m, astfel 1nclt an # O, 
re.prezintă numere iraţionale. 

19. Să se găsească numerele raţionale _..!._şi _!_, a căror sumă este egală cu 
X y 

0,(00fi3992). 
1 1 1 

20. Să se arate că oricare ar fi numărul întreg n, suma - + ~-· + -­
n n+ 1 n + 2 

.n 2 + 1 
se reprezintă printr-o fracţie periodică mixtă. La• fel pentru - ---· 

' n(n2 - 1) 

. . ·I 1 1 3(n + 1)2 
- 1 · 1 

Indica/ie - + ~ + -- = . Se observă că numitoru 
n n + 1 . n + 2 n(n + 1) (n + 2) 

fracţiei este multiplu de 3, pe ctnd numărătorul nu este multiplu de 3. Numitorul 
fracţiei adusll la forma ireductibilă are factorii 2 şi 3, de unde rezultă cll fracţia se 
reprezintll printr-o fracţie periodică mixtll. 

~21. Fie ecuaţia V m + X = vn (m, n E N). Să se arate dacă: 
i) ecuaţia poate avea rădăcină iraţională ; 

ii) ecuaţia poate avea rădăcină raţională. 
1

1 • 22. Fie a, b, c numere raţionale. Să se arate că a + b ty2 + c ţY4 =O dacă 
şi numai dacă a= b = c =O. 

23. Dacă a, b, c sint nll.mere reale, să se arate că : 
:max(a, min(b, c)) = min(max (a, b), max(a, c)), 
min(a, max(b, c)) = max(min(a, b), min (a, c)). 

--- -> 24. Să se determine minimul expresiilor 
i) E(a, b) = 2a3 + 2b2 + 4b - 1; 
ii) E(a, b) = ab + a2b2 + 2, 
unde a, b E R. 

26. Să se reprezinte grafic funcţiile : / 
i) f1 : R _,. R, f1(x) = I x2 - 4x + 1 I; 
ii) f2 : R-+ R, f2(x) = I -x2 

- 4x + 5 I· 
26. Fie familia de funcţii de gradul al doilea 

fm(X) = mx2 + 2(m + 1)x + m - 1. 

i) Să se arate că vtrfurile parabolelor asociate acestor funcţii se .găsesc 
pe dreapta y = x - 2. 
ii) Ce porţiune din a.ceastă dreaptă cuprinde virfurile parabolelor cu 

ramurile tn sus. 
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27. Fie f : R _. R şi g : R _. R două funcţii . 

Definim funcţiile h1 : R _. R şi h2 : R _. R, prin : 

h1(x) = max(f(x), g(x)) şi h2(x) = min(f(x), g(x)). 

i) Să se ara.te că dacă f şi g sint strict crescăţoa.re (respectiv strict descres­
cătoare) pe mulţimea ACR, atunci h1 şi h2 sint strict crescătoare (respec­
tiv strict descrescătoare) pe aceeaşi mulţime. 

ii) Să se reprezinte grafic funcţiile h1 şi h2, dacă : 

a) f(x) = 2x + 1 şi g(x) = x - 3; 
b) f(x) = I 2x - 1 I şi g(x) = Ix+ 3 I; 
c) f(x) = x2 

- 2x .- 3 şi g(x) = x + 3. 

28. Să se rezolve ecuaţiile : 

a) rx:1J=x~1; b) 15x5- 7 =[~6x] · 

Indicaţie . a) După definiţia părţii întregi a unui număr avem 

l
x-1 x + 1 x - 1+ 1 --~-- <-- , 

2 3 2 

X - 1~ E Z. 
2 

Din inegalităţile de mai sus,rezul tă x e (- 1,5]. Cum x -
1 

e Z, avem x e {! , 3, 5}. 
2 

b) La fel ca mai sus,avem : 

I 
15x - 7 5 + 6x 15x - 7 + 1 ~ --- <--· ' 

5 8 5 

15x =.l_ E z. 
5 

Rezultă x e { ~ , : } . 

29. Să se construiască de la mulţimea Z a numerelor întregi in ea însăşi o 
funcţie injectivă care să nu fie surjectivă şi o funcţie surjectivă care să nu 
fie injectivă. · 

30. Fie N* mulţimea numerelor naturale nenule. Să se dea exemp1u de două 
funcţii f şi g de la N* la N* astfel incit fg = 1N•, dar gf # 1N·· 

31. Să se determine nillnerele naturale x, y care verifică relaţia 

x2 
- y2 = 135. 

32. Să se găsească rădăcinile întregi ale ecuaţiei 

x4 + y 11 + 2 = 4xy. 

Indicaţie . Ecuaţia devine (x2 - ya)a + 2(xy - 1)2 = O, de unde 
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{ 
x2 - ya = O, 

xy = 1. 

33. Se cons i deră funcţia f: R ..... R, da.tă prin 

f(x) = { ax, x < 1 
. bx, X ~ 1 

a şi b fiind numere reale. Să se studieze monotonia funcţi ei f', după valorile 
lu i a· şi b. 

34. Se consideră funcţia f: R ..... R dată prin 

r(x) = { ax
2
, X < 0 

bx, X ~ 0 

a şi b fiind numere reale. Să se determine a şi b astfel încît f să fie bijectivă 
şi în acest caz să se determine inversa. 

35. Cîte soluţii în numere întregi nenegative are ecuaţia 

v-x + V"Y = v1960'? 

36. Să se scrie în ord ine crescătoare numerele: 

37. Să se scrie în ordine descrescătoare numerele:· 

38. Să se rezolve ecuaţiile: 

b) x2 + 6x + V x2 + 6x = 20; 

c) x2 + 4 V 6 + -;2 + 1 = o; d > ~
2 + :~ = 10 ( ~ _ : ) • 

TndicaJie. a) Se notează y = V x J!x 2 ; b ) Se notează V T 2 + 6x = y ; <") Se noteaz/i 

,/~- X 4 
v 6 + x 2 = y ; d) Se notea ză y = - - - . 

:'! X 

39. Să se rezolve ecu'aţiile: 

a) Vx +~X= 12; b) 16x4 - 625 = O; 

c) x(x + 1) (x + 2) (x + 3) = 24; d) 9x3 - 13 x - 6 =O; 

e) (x + a) (x + 2a) (x + 3a) (x + 4a) = b4 • 

Indicaţie. a) Se notează y = V"î:: c) Avem (x2 + 3~) (x2 + 3x + 2) = :.!t. ; punem 
y = x 2 + 3.x; d) 9x3 

- t,x = 9.r t 6, x(3x - 2) (3x + 2) = 3(3.1· ..f 2); (3.r -f 2) 

(3x2 + 2x - 3) = O etr. ; t> ) Se nol.Ntzil T + ~ 11 = y . 
2 
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40. Să se rezolve ecuaţia: 

, x2 
- 8(x + 3) V x - 1 + 22x - 7 = O. 

indica/ie X:;;;.. l. Ecuaţia devine (x + 3 -- 4 vx-„::--0 2 = O. 

41. Să se rezolve ecuaţiile: 

2 2 t 

i) (a + x)3 + 4(a - x )3 · - 5(a2 - x 2)
3 =.0; 

ii) V~ + V X +ii a - V X= !Yb; 

iii) 1197 - x + !Yx = 5; iv) V (x - 2)2 + V (x - 4)2 = 2. 

4/-- 4/~ . Indicaţie. iii) Se notează u = v 91 .-- x, v = v x ş1 obţinem sistemul 

{ 
U +V= 5, 

u4 + v4 = 97. 

42. Să se arate că 

v20 + 14 V2 + v20 _ 14 112 = 4. 

43. Să se rezolve inecuaţiile: 

a) V2- X > x; b) v2 - X ,;:; X. 

44. Să se arate că mburile a două numere complexe conjugate s1nt de ase­
menea conjugate. 

45. Să se arate că produsul oric3.ror două rădăcini ale ecuaţiei x 3 - 1 = O, 
este de asemenea o rădăcină a acestei ecuaţii. 

46. Să se arate că modulul numărului complex .....!....±_a'. • pentru a număr 
1 -- a1 

rea.I, este 1. ~eciproc, să se arate că orice număr complex cfe modul 1, poate 
fi scris în mod unic sub forma precedentă. Dar dacă a este număr complex? 

47. Să se determine x şi y, numere întregi, astfel incit 

I 
X - 'fi= 48, 

x ~ 11 - V xy = 18 ... 

48. Să se rezolve sistemul de ecuaţii: 

{ 
I X - 1 I + I y - 5 I = 1, 

y = 5 + J X'- 1 '· 

Indicaţie. Se foloseşte y ~ 5, după cum rezultă din a doua ecuaţie . 
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49. Să se rezolve sistemele de ecuaţii: 

a) { x + y + Vxy = 14, 
x2 + y2 + xy = 84; 

c) V X+ V y = 4, 
{ 

1S/~ 13/-

x+y=28; 

{ 
x4 + x2y2 + y4 = 133, 

e) 
x2 - xy + y2 = 7; 

b) I Vx+Y + irx-=y = 6, 
IY<x + y)3 (x- y)2 = 8; 

I 
x +y +_3L_ =a+.!.. . 

xy x+y a 
f) 

X - y xy _ b + 1 -+-- -. 
xy X - y b 

Indica/ie. b) Se notează u = Vx + y, V = rx - y; e) Se foloseşte relaţia 

x' + xay2 + y' = (x2 + xy + y2) (x2 -- xy + y2); f) 

x+y 

;i;-y 
Se noleazi!i. u = - - , 

xy 

V=~. 

x y 

6.0. Să se rezolve sistemele : 

l 
xVyz = 4, 

a) y V xz = 9, 

z V xy = 16; 

b) y(x + y + z) = 30, l 
x(x + y + z) = 20, 

l 
X+ y - Z = 7, 

c) x2 + y2 - z2 = 37, 

xs + ys - za = 1; z(x + y + z) = 50; 

d) X + e:y + e:2z = b, I 
X + y f Z -= a, 

X + e:2y + e:z = C, 

(unde 1 + e: + e:2 =O); . 

' 

l 
U +V= 2, . 
ux + vy = 1 

e) ux2 + vy2 = _.: 1, 

ux3 + vy3 = - 5. 
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RĂSPUNSURI ŞI INDICAŢII 

Capitolul I 

1 ), m - I b) D • 2 . 4 + m2 • a -- ; aca m i= - , atunci x = --- ; pentru m = -2 nu are 
4 m + 2 ' 

ădă · · d) D • 1 · 3 . t - 2m · • r cim; J.ca m =F ş1 m i= - , atunci x = --- ; pentru m = 1 şi 
4 m-1 

m = ! -nu are rădăcini; e) Dacă n = O şi m = 1, atunci x este oarecare; dacă . 
n =O şi m =F 1, nu are rădăcini; pentru n =F O şi m =F -1 x = ~~. 

' n(m + 1)' 

pentru n i= O şi m = -1, nu are rădăciHij h) -2, ~ ; i) x E {-oo, -10]; 
5 

j) x E [1, 3]; k) -14, 14. 2. c) Dacă a > b, atunci x E (-1, oo); 
dacă a < b; atunci x E ( - oo, - 1). d) Dacă a > - 2, atunci 

3-b 3-b x > --- ; dacă a< -2, atunci x > --; dacă a = ·- 2 şi 
a+2 a+2 

b > 3, atunci x este oarecare; pentru a = -2 şi b ~ 3, nu . are soluţii. 

e) Dacă a > -1, atunci x >--2- ; dacă a < - 1 atunci x ·< 2 

(a + 1)2 ' (a + t )Z 

3. a) Trebuie ca 8 ·+ 3x ~ O, de unde x ~ - : . d) x E [O, f]. 4. a) x1 = 

= + ; x2 = - ~ ; b) nu are rădăcini reale; d) x1 = 1; x-2 = f ; f) 2; g) Pentru 

m = - f nu are rădăcini; pentru m i= - f , x = 3 + m. 5. A = m2 -4. 

Dacă I m I = 2, atunci Â = O şi 1n acest caz ecuaţia are o rădăcină; dacă 

I m I > 2, atunci Â >O şi 1n acest caz ecuaţia are două rădăcini distincte; 

dacă Im I < 2, nu are rădăcini. 6. m :__O; m < O; m > O. 7. J ml ~ __!_ 
~ 
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9. a) Avem Y1 + Y2 = .:'.!.. + X2 = xi+ X~ == (X1 + Xz)2 - 2X1X2 =pe ......,.2, 
X2 X1 X1X3 X1X2 q 

y1y2 = 1. Ecuaţia este .m [ y2 - ( P: - 2} y + 1] =O, m fiind un număr real 

oarecare, nenul. 11. a) m <O; b) m >O. 12. c) (2X - 3m) (X - 2 m). 
13. m = -2. 10. Punem z = x - 1 şi obţinem ecuaţia in z: 4mz2 + 4z -

-(m - 1) = O. Fie x1, x2 rădăcinile ecuaţiei in x şi z1 , z2 rădăcinile ecuaţiei 

in z. Avem că: a) x1, x2 < 1 dacă şi numai dacă z1, z2 <O; b) x1, x2 >1 da~ă 

şi numai dacă z1, z2 >O; c) x1 < 1 şi x2 > 1, dacă şi numai dacă z1 <O 
şi z2 >O. Deci problema se reduce la studiul semnelor rădăcinilor ecuaţiei 

in z. 16. a) Trebuie ea Â = O, adică m2 - 144 = O; de unde m1 = -12. 
m2 = 12. 17. a) (x + 7) (2x + 3) (2x - 3) = O; 

b) (6x - 1) _(x - 9 (x + 9) =O; c) (x + 3) (x - 4) (x + 4) =O. 

Capitoiul II 

§ 2. l\lulţimi 

4. a) adevărată; b) adevărată; c) adevărată; d) adevărată; e) falsă; f) falsă; 

g) falsă; h) falsă; i) adevărată; j) falsă. 6. a) A = {O, 2, 3 }; h)B = {1, 7}; 

c) c = {2, 4}. 7. Au B = {1, 2, 3, 4, 7, , 11 }; A n B = {2, 3}; A - B = 

3 _ {1, 4}. 10. m = 3, m = 4. 11. m E R- {-4, 2}. 12. m = 2 . 15. CRA = R. 

16. Submulţimile lui A= {1, 2, 3}) sint: 0, {1}, {2}, {3}, {~, 2} {1, 3}, 

{2, 3Ji {1, 2, 3}. 17. i) 1, a E D(a); ii) a= număr prim; iii) dacă a este dP 

forma a= p 3 , unde p este număr prim sau de forma pq, unde p şi q sînt numere 

prime diferite; iv) D(8) = {1, 2, 4, 8}, D(160) = {1, 2, 4, 5, 8, 10, 16, 20, 40, 

80, 160}. 18. m = ± 3. A are 2 elemente cind m = ± 2 v2. 19. Dacă X E A„, 

oricare ar fi k ~ 1, atunci x = a + r1m1 = a + r 2m2 = a + r3m3 = „. Se 

obţine m1 > m2 > m3.„, contradicţie cu faptul că există doar un număr finit 
de numere naturale mai mici ca m1• 

§ 3. Functii 

1. f(-2) = -10; f(-1) = f(2) - -7; f(4) = -10, 2. Se verifică faptul că: 

g(1) = f(1), g(2) = f(2), g(3) = f(3), g(4) = f(4). 3. Nu . . 4. Se pot defini patru 

funcţi i.. o. f(-12) = O, f( - 9) = 3, {(?>) = ~. f(9) = ~. {(272) - 2. 6, TrPhuiP 
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ca numerele 1 + m, 4 + m, 9 + m să aparţină mulţimii {1, 2, 3}. Nu există 

nici un număr întreg m. 9. Funcţia nu este nici injectivă şi nici surjectivă. 

12. Există 6 funcţii injective. Nu există funcţii surjective. 13. f2, f5, f6, stnt 
injective; nici una din funcţiile date nu este surjectivă. 14. ((Galaţi) = 

= Galaţi, {(Făgăraş) = Braşov,· g(Teleorman) = Alexandria, g(Mehedinţi) = 
= Drobeta Turnu-Severin. 16. (gof) (x) = x4 + 2x3 -2x2 -3x + 3; (fag) (.z)-: 
"""' x4 - 2x3 + 4x2 - 3x + 1. 16. Pentru x ~ O, avem f(x) ~ - ··2 şi dec;i 

(g o f)(x) = g(f(x)) = [f(x)]2 = (2x - 3)2• Pentru x >O, avem f(x) >O şi deci 
(go f)(x) = g(f(x)) = 2f(x)- 1 = 14x - 1. Pentru x ~ -2, a.vem g(x) = 

= x2 > O şi deci (f o g)(x) = f(g(x)) = 7g(x) = 7 x2• Pentru x E (-2, f J, 
avem g(x) = 2x - 1 ~O şi deci (fog)(x) = f(g(x)) = 2g(x) -3 = 2(2x-1) -

-3 = 4x - 5. Pentru x >f, avem g(x) > O şi deci (f o g)(x) = f(g(x )) = 

= 7g(x) = 7(2x - 1) = 14x - 7. Deci 

'7x2, dacă x ~ -2, 

(gof)(x) = { (2x - 3)2, da.că x ~ O, (fog)(x) = 4x-5, da.că -2 < x~ _21 • 

14x -1, dacă x > 0 ; 
14x - 7, dacă x >..!_. 

l • 2 

19. 6 funcţii bijective. 20. {(1) = 7, f(2) = 9, f(3) = 3, f(4) = 1, f(5) = 7, 

f(6) = 9, f(7) = 3. In general, f(4k) = 1, f(4k + 1) = 7, f(4k + 2) = 9, 
f(4k + 3) = 3. 22. h şi k nu stnt nici injective şi nici surjective; r-l(x) = 

= -x + 4; C 1(x) =X - 1. 23. Se verifică că f o 1-1 = 1N şi deci r-1 = f'. 
24. Inversa este 

I 
1 

- a;, X ;;i: 0, 

r-1 : R -+ R, f-1(x) = ~ 
a X 1 X< 0. 

Capitolul III 

1. a) 3,000 ... ; c) 0,25000 .. . ; d) 0,000 ... ; e) Î,75000 ... ; g) 3,(36). 2. a)~. 
900 • 

h 7 3 1 3 -13 - 13 3 375 ) 9 · • - , = - 1o = 1o i , 75 .= lOo · Celelalte numere stnt iraţio· 

nale ; pentru demonstraţie a !le vedea. § 2. 4. a.) 4; 9; 144; 1 024. b) 2; 

3; 7; 1001. 6. a) 3,43479„. < 3,43497 ... ; e) - 5,4833„. > -5,5829 „ .. 
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7. i) a.) 2,2 ~ V5 < 2,3; h> -2,3 ~ - V 5 < -2,2; c) 1,5 ~ ~ < 1,6; 
7 

a) -1,6 ~ 11 < -1,5. ii) a> 2 ~ V5 < 3; 2,2 ~ V5 < 2,3; 2,23 ~ V5 < 
7 

11 11 11 < 2,24; c) 1 ~ - < 2; 1,5 ~ - < 1,6; 1,57 ~ - < 1,58. 8. X+ y = 
7 7 7 

= 0,144 .... 9. xy = 3,31.. .. 10. ~) 2,0653 .. ; ; b) 3, 1462„ .. 11. a) 1,322.„; 

3,741.. .. 12. a) Alegtnd o unitate de măsură de lungime 1, am construit pe 
V2 precum şi orice segment avînd lungimea. un număr întreg. Folosind 

teorema lui Pitagora putem construi segmentele de lungimea cerută. Pen­

tru aceasta observăm că: ( V3)2 = 12 + (V2)2
; ( V5)2 

= 12 + 22
; ( V6)

2 
= 

= 22 + (V2)2 ; ( v10)2 = i2 + 32• Astfel V3 este ipotenuza. triunghiului 

dreptunghic avind catetele de lungime 1 şi V2 ş.a.m.d. b) Punctele care au 
abscisele V'3 şi - V3 stnt simetric'e faţă de origine ş.a.m.d. 13. Dacă 
1/2 + V3 a.r fi raţional, atunci şi ( V2 + V3)2 = 5 + 2 V6 ar fi raţional, 
de unde V6 ar fi raţional. Dar cum V6 nu este raţ.ional (demonstraţia este 

analoagă aceleia pe care am da.t-o pentru V2), avem de-a face cu o con-

tradictie. Cum V2 + V3 este iraţional, iar V2 - V3 = - V 
1 

V ' • 2 + 3 . v- v- . . - (a + b) + (a - b) 
rezultă că ş1 2 - 3 este iraţional. 14. Avem a = 2 • 

b = (a + b) - (a - b) , ab = (a + b)2 - a
2 

- b
2 

• Cum a + b şi a - b sint ra-
2 2 

ţionale rezultă că şi a, b şi ab s1nt raţional.e. lo. Dacă unul din a + b V2 
sau a - b V2 sint egale cu zero, atunci (a + b V2) (a - b V2) = 

= O de unde (~)2 = 2. Cum ~ este raţional această relaţie nu este posibilă . 
- ' b b 

Altă soluţie poate fi dată observincL că a E Q, iar b v-2 E Q, şi deci suma 

lor nu poate fi număr raţional. 16. Nu 17. De exemplu, x2 - 2x - 1 = O. 

x2 - X - 1=0. 

Capitolul •v 
1. Dacă f = g, atunci f(O) = g(0),{(1) = g (1),f(-1) =r= g(--1); de unde 

( 
1 )B 43 ( 7 )2 rezultăa1 =a2,b1 =b2,c1=Cz.2.a) x-·2· +(;; b)-2 x+4 + 

~~. ( 1 2 2 ( 5 )2 203 I ( 'I )~ ; 

+ ::'..-8 
·, ) 3 ) + d) 0,51 X - - + - '1 e) - X - - + - . c X - a a i 51 204 2 3 3ti ' 
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4. a) Ym1n = 9; h) Ymax = - 11 i c) Ymfn = -5; 

913 - 111 
d) Ymax = - ; e) Ymax _: 2; f) Ymin = --. 5. a) Pentru x E (- oo, 1), 

48 200 

funcţia este strict descrescătoare, iar pentru x E [1 , oo) funcţia este strict 

crescătoare. d) Pentru x E ( -oo, : J , funcţia , este strict crescătoare, iar 

pentru x E [ ~ , oo) funcţia este ~trict descrescătoare. 6. a) x E(-oo, -1] U 

U [3, oo) => f(x);?; O; x E (-1 , 3) => f( x ) < O; d) x E (-oo) - ~] U 

U [1, ~) => f(x) ~ O; x E ( - ~ , 1) =>. f( x ) > O. ~e foloseşte reprezenta­

rea grafică a funcţiei. 9. f(x) = x2 + x - 10. 10. f (x) = -5x2 + 10x - 3. 

11. Vîrful parabolelor, V(x, y), are coordonatele : x = m - 1, y = -m2 + 
+ 3m - 3. Eliminînd pe m se obţine y = -x2 + x - 1. 12. Se rezolvă 

sistemul : a - b + c = 13, 4a + 2b + c = 10, 4ac - b2 = 36a. Se obtin 

funcţiile: f(x) =.!_ x 2 
- ~ x + ~ , f(x) = x 2 -2x + 10. 13. a) xE (-oo, _!_) U 

9 9 9 2 

U (1, oo); b) xE (-oo, j _ V7J U [3 + V7„ oo); d) xE(-:--oo, - 3 ~V57Ju 

u(-3 ~v57 ' oo); e) X~ R; h) X E (2, ~); i) XE (O, 4); j) XE [o, :Ju 
U [ ~' oo ); l) xE(-oo, ~ 1 -~Ju (11 + rl05, oo) · 14. s .e pun condiţiile: 
m - 1 > O, A < O şi se obţine mE ( % , oo} 15. Se pun condiţiile: m <O 

şi A < O. 16. Se rezolvă inecuaţia t1 = b~ - 4ac ;?; O. 17. Pentru ca fracţia E să 
aibă sens pentru orice x real, trebuie ca discriminantul ecuaţiei x2 + x+ m =O 
să fie negativ, adică 1-4m< O. Apoi din condiţia ca x2 + (m+1)x+ m + 2 >0, 

oricare ar fix real, se obţine că mE( ~ . 1 + 2 V2). 18. a) xE[ -4, 1) U (2, 3]; 

b) xE(2,3]; f) xE [-s, 
3-rs J u (s-ys 's J. 19. a) Xy=-m~1 ' Yv=-;, de 

.unde - mxv = m + 1, sau m = - - 1
-, deci Yv=Xv + 1; b) AB = 

1 + xv 
2 - I X2 - X i I=~ I FV=l-.!_l=-1 . 

m· Im I 
Deci AB = 2 FV; 

t;) Punctul fix este (- 1, O). 20. a) Imf =[O, +oo); b) Imf = [1, +oo); 

c) Imf=[
9 -!V2i, 9+i'21

} e) Imf= [- ~ ,+oo); f) Imt-[!, +oo) · 

152 

21. a){(3,1);(- 4, -
1

3

1J}; b){(2,9);(-~. 1

3
1)} ; c){(2,1);-:;. - ~:)}· 

22. a) {(2, 1); (-2, -1) ; ( -
3
2vs. 2 ~5); (

3 ~s. 2-:s)}j b){(2, 1); 

(-1, - 2); (1, 2); (-2, - 1)}; c) {(20, 5); (-20, -5)}; d) {(-3, 2); 

(3, ~2)}. 23. a) {(1, 5); (5, 1)}; b) {(1, 5); (5, 1); (2, 3); (3, 2)}; 

c) { (2, 2) ; (- 1 ± V3, - 1 ± V3) }; d) {(O, 1) ; (1, O)}; e) {(2, 3); 

(- 2, -3); (1, 2); (- 3, -2)}; f) {(3, 1); (1, 3)}. 24. Dacă se notează 

AM = x şi cu S aria cuprinsă intre cele trei cercuri se obţine S = 

=~(-xi + 2ax). Maximul lui S are loc cînd x = a. 25. Notăm NP = 
2 

= MQ = x şi cu S aria dreptunghiului . Dacă [AD] este înălţimea din A 
pe ipotenuză, atunci din asemănarea triunghiurilor AMN şi ABC obţinem 
MN AD - X • c . D ab . d . -- = . Cum AD · BC = AB · A , atunci A = ş1 ec1 
BC AD · V a 8 + b2 

MN = BC (AD - x) = . a
2 + b2 

{ ab _ - x). Dar S = MN · X = 
AD ab I( a 2 + b2 

= a2 + b2 ( ab - x) x. Se obţine o funcţie de gradul al doilea 
ab Va2 +b2 

în x. 26. Notăm AD = a, AC = x , DC = y. Dacă E este proiecţia 

lui D pe [AB] , vom nota DE = b. Avem X -: Va2 
- b2 

- 11 y2 
- b2

• 

x y Va2 - b2 V y2 - b2 y 
Timpul total pe care il face călătorul este - + - = - v +v- · 

I v 1 V2 V1 l 2 

Timpul este minim dacă cantitatea m = JL - V~ este minimă. Elimi-
vz V1 

nînd radicalul obţinem ecuaţia de gradul al doilea în y: (v~-v~)y2-2viv~y+ 

+ (v~m2 + b2)v~ = O. Se pune condiţia ca discriminantul acestei ecuaţii să fie 

· · · b · b V vi - v~ D · · l · · t V a2
- b

2 + poz1t1v ş1 se o ţine că m ~ . ec1 t impu mm1m es e ---
v1v2 V1 

b li V~ - V~ D . ] . "] d t h" l . . R + . 27. acă x ş1 y sînt atur1 e rep ung iu m iar raza 
V1Va 

cercului atunci x2 + y2 = 4R2
• Dacă S este aria dreptunghiului avem S = xy. 

S este maxim cînd S 2 = x2y2 = x2 
( 4R2 

- x2
) este minimă. Notînd x2 = z 

se obţine o funcţie de gradul al doilea. 28. Dacă R este raza cercului şi x, y 

153 



I 
I 

I 
li 

i 

li 

I 

11 

I 

I 

I 

semibazele trapezului avem că perimetrul este 4(x + y). Se ara.tă că xy = R2 

şi deci avem minim pentru perimetru cind x = y = R. 29. Fie x, y pro­
iecţiile catetelor pe ipotenuză. Avem sistemul de ecuaţii x + y =a şi 

xy = h2• 30. Fie x, y catetele triunghiului . Avem sistemul de ecuaţii x + y + 

+ V x2 + y 2 = 2p şi xy = h Vx2 + y 2
• 31. Se ia. ca necunoscută semiba.za. 

inferioară. !nălţimea trapezului este V R 2 - x2• Laturile neparalele ale tra­

pezului au lungimile egale cu V 2R2 - 2Rx. Se obţine ecuaţia 2x + 2R + 

+ 2 V2R2 - 2Rx = 2p. 32. Se iau ca necunoscute x, y semibazele trape­

zului. Se obţine sistemul xy = R 2, R(x + y) = 2R2• 33. Fie AD = x, 
DC= Y· Se obţine sistemul ax+ by = 2k2, x 2 + a2 = y 2 + b2• 34. Dar.ă . 
x, y reprezintă numărul de ore necesare primei brigăzi, respectiv celei de-a doua 

brigăzi, pentru termina.rea întregii lucrări, obţinem sistemul _::_ + JL.. = 1il ; 
3y 3x 18 

!! (..!. + ..!.) = 1. Se obţine x = 9, y = 6. 35. Laturile dreptunghiului sint 
5 X y . 

80 m şi 60 m. 

Capitolul V 

§ 1. Puteri . 

1. a) 16; b) 153 ; c) ( ~ y0
; d) - ;3. 2. a) m < 1, este pozitivă; m = 1, este 

1 t t • V b) 2 t •t• V 2 2 zero; m > , es e nega iva; m < - , es e poz1 1va; m = - , este zero; m > - , 
3 3 3 

t t • V ) t •t• V o f" 1 p 1 es e nega iva; c es e poz1 iva oricare ar i m-# - . entru m = - , este zero. 
2 2 

3. a) xy3 ; h) (a+ b)2
; c) 211

• 4. se calculează membrul drept. 5. Se descompune 

1n factori a32 - b32 = (a16) 2 - (b16 )2• 6. a.) (xm+ii + 1) (xm-n+ 1); b) O. 7. a) 28; 

b) 96 ; c) sint ega.le; d) 4300 = (43) 1qo şi 340~ = (34)100, 43 < 34, 34qq . este mai 

ma.re j e) ( - 3~ r ; f) (A rQ· 9. Se foloseşte reprezenta.rea grafi oă. 10. Este 

striat oresoătoa.re. 11; a) a-sb-'; (a+ bt5(a - bt2 ; 3a-5b-6c-2; b) .2 · 10-'; 

3 · 10-0 ; 15 · 10-4 ; 12. a) a-•(1 + a2) • (a6 + a2 - 1); b) 4a-2; c) 1. 
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· § 2. Radicali 

1. a) Ix - 1 I ; d) I - 3x2 + x - 1 I = 3x2 - x + 1. 2. 7 - 2x pentru 
x E (-oo, 2); 3 pentru x E [2, 5]; 2x - 7 pentru x E (5, oo). 3. Conform 
problemei precedente, avem f(x) = 7 - 2x, xE(-oo, 2); f( x) = 3, xE[2, 5]; 

f(x) = 2x - 7, xE(5, oo). 4. a) xE[2, oo); b) mulţimea. tuturor numerelor 

reale; c) x E (-oo, -2) U [f, oo); d) xE[1, oo). 7. a) V lx2 -1 1; 

b) V x2 
- x + 1. 8. a) 3 V2 > 2 VJ; c) 4 ţ2 > 3 1Y4. 9. b) 2V"27; 

d) ~· 10. c) 4V6- 8VJ; d) 8. 11. c) 2(2V2+1/10-1/5-1); 

d) ~ (iY§" - lY2î + ty°49). 12. i) Vii - 2Ya5 ; ii) V"XY 13. b) 3, 4; 
2 ~ Vx+vY 

~) 12; e) 4, -5; f) 4; g) O, 5; h) -a, a; i) 7. 15. c) 1 < 1/2=JY4<17'3· 
17. a) V3 + V2; c) V7 - V3. 18. Se scrie X+ 2 vx=-1 sub forma 

x - 1 + 2 vx-=-I + 1 = (V x - 1 + 1)2
• Ana.log, se procedează cu 

X - 2 vx=t. 19. 0,1. 20. ~-. 
243 

Capitolul VI 

11 2 2 
1. a) x = -

7 
, y = - - ; h) x = t, y = - (4 - t), unde t este un număr 

-J 7 3 

92 194 
real oarecare; o) X= - n, y = - n ; d) X= 0, y = 7. 2. a) 8 - Î; 

d) 6 V2 + 7i; e) 5. 3. c) i V~ - 1 
; d) i; f) -1 -i; g) 2a; h) 1. 6. c) O, 

dacă n = 4k; i, dacă n = 4k + 1; 1 - 1, dacă n = 4k + 2; -1, dacă n = 

=4k+3; d) -1;.f)4i - 3. 7. a) m=-2; b)m=-:; c)m-F-2 

sau m # - ~ 8. a)±~ (1 + i); b) ±Vs - i. 11. a) (X - 1 - i) (X -
2 V2 2 

- 1 + i); b) (2X + 1 - 2i) (2X + 1 + 2i). 12. a) x1 = 3 - 6i, y1 = 3 + 

+ 6i; X2 = 3 + 6i, y 2 = 3 - 6i. 14. a) m(x2 + 20x + 200) =O, m E R; 
h) m(2x2 - 14x + 205) =O. 15. a) Scriem x3 - 27 = (x - 3) (x2 + 3x + 

+ 9) =O şi se obţin rădăcinile: 3, - ~ (1 ± V3 i ). ·Avem x3 + 27 = 
2 . 

= (x + 3) (x2 - 3x + 9) =O; se obţin rădăcinile: -3, ~ (1 ± V3i); 
2 
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d) - !Y5, ~s (1 ± V3i ). e) Scriem x4 -16 = (x + 2) (x - 2) (x2 + 4), de 

un-de rezultă rădăcinile: -2, 2, -2i, 2i; f) Avem x' + 16 = (x2 + 4)2 -

- 8x2 = (x2 + 2 V2x + 4) (x2 
- 2 V2x + 4) =O. Rădăcinile ecuaţi~i sint: 

- V2 + V2i, - V2 - V2i, V2 - V2i, V2 + V2i; g) - Vii~ ± i). 

V12(1 ± il 
2 16. a) O; b) O. 17. a) x1x2x3 = 6; b) x 1x2x3x4 = 7. 20. a) Punctele 

se află pe parabola y = -x2 + 10; b) Punctele se află P.e dreapta Y. = 

= 1- x. 2i. b) {(1, 1/2), (1, - V2), (2, 1), (2, -1)}. c) {(7, 3), (-7, -3)}. 

22. Pentru b > O, x + yi = ± ( y a+ V ;a + b2 + i y- a + ~ aa + ba); 

pentru b < O, X + yi = ± ( y a+ V ; 2 + ba - i y- a +~as + b2
). 23. Se 

notează z2 = y şi se are in vedere problema precedentă. 

" I 
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