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1.0. Introducere
In primele patru capitole ale acestui manual se trateazd ecualiile
algebrice, adicd ecuafiile de forma P(z) = 0, unde P(z) este un poli-
nom. De aceea este necesar si reludm notiunea de polinom, cuneoscuti
din clasele anterioare, pentru a aduce unele precizari gi completdri.
i
1.1. Precizdri §i completdri
L]
1.1.1. Notiunea de polinom. Dupd cum se stie, expresii ca
{ P(z) = 22% 4 52® — T + 10,
) .
P(z,y) = 2*+ y* — 3ay + z — 2y + 6,
J ’ P(a,y,z) =222 +3y* + 22 —ay +2yz+ 2 + y — 10

se numesc polinoame. Primul este un polinom eu o singurd variabild,
al doilea — cu doud, iar al treilea — cu trei variabile.

In acest manual vor interveni numai polinoame cu o singurd varia-
bild, pe care le vom numi, scurt, polifoame. Deci, un polinom este
o expresie de forma

P(z) = @z + a2t + ... +a, 12 + @,

in care coeficientii ¢;(i = 0,1,2, ..., n) sint numere intregi, rationale,
: " reale sau complexe, n este un numdir natural, iar z este o variabila
Reterentiz: conf, univ. lon D. 1on care parcurge o multime numericd determinatd, Z, @, R sau C.

A ::::.' J;;npgi“:upt‘:;cu" Un polinom este un simbol care indicd un sir de operafii (ridiciri .
SERE R i i la putere, ipmulpm 51 adundri) ce se fac cu o Valqare a \farlab}lel_(r}eﬁlt-

' v ; noscutei) si cu coeficientii. Astfel, polinomul 3x* — 5z + 8 indica ur-
mitoarele operatii: numdirul 2 (rational, real sau complex) se ridici
L la piitrat gi se inmulteste cu 3; acelagi numir se inmulteste cu (—5),
gl produsul se adund eu primul; rezultatul se aduna cu 8.

Coperta; N. Sirbu
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1.1.2. Exempte, a) Ple) = 32° — 200 4 ma? — |/ Bz 4 & csle un polinom

ot

2
cu coelicienti reali, a,=3, a, = — =, =10, = = — /3, @
]
(Termenii eu coeficientul zero nu se seriu.)
b) Qz) = ia® — Far 4+ (1 — i)/ 3) &+ &
este un polinom cn coeficienti complecsi, ay =i, qy = — 7, @y =1 — i |/ 3,
(Numerele — 7 si & sint privite ca numere complexe: — 7 = — 7 + 0i, %

fly = 4,
= & - 01.)

1.1.3. Multimea ciireia fi apartin coeiicientii unui polinom si varia-
bila. Spre deosebire de felul cum se procedeazd de cele mai multe ori
in clasele mai mici, cind coeficientit sinl literali, trebuie sa se precizeze
totdeauna edrei mulfimi numerice ii apartin (Z, ¢, R, C). Acest lueru
este necesar din motivul urmétor.

Polinoamele cu coeficienti dintr-o multime mai restringd au unele
proprietdli pe care nu le au polinoamele ai céror coeficientl apartin
unei multimi mai cuprinzdtoare. Astlel, polinoamele cu coelicienti
reali au unele proprietdti pe care nu le au polineamele cu coelicienii
complecsi, dupd cum polinoamele cu coeficienti ralionali au unele pro-
prietiti pe care nu le au polinoamele cu coeficienti reali g.a.m.d.

Cit despre mullimea pe care o parcurge variabila, ea cste de obicei
aceeagi ca mullimea cdreia i aparlin coeficientili sau mai cuprinza-
toare. Deoarece ZcQ c Rc C, se poate considera totdeauna ci
coelicientil ecuatiel aparfin multimii in care variabila ia valori.

In pnmele doua capilole ale acestei cdrti vom trata polinoame cu
coeficienti complecsi, .‘in care variabila ia valori complexe. Pentru a
tine prezent in minte acest lueru, vom folosi pentru variabild litera z.
Dat filnd ¢d Z2 Cc@Q c R, tol ce vom spune rdmine valabil i pen-
tru polinoame cu coelicientii in oricare din aceste multimi, cu conditia
ca variabila si ia wvalori complexe,

1.1.4. Gradul unui polinom. Polinomul
aOZ"‘ + alzu_l "|' 'ﬁi’ Apq 2 '+" Uy
este de gradul n, dacd a, == 0. ,
Polinoamele de la 1.1.2 au, respectiv, gradele b si 3.
Conditia @, 0 este esenliali. De exemplu, polinomul

0zt + 0z% 4 522 — 3z 1+ 8

este de gradul 2, nu 4.

Coeficientul a, = @,z° se numeste (lermenul liber al polinomului.
Un polinom poate {i formal numai din termenul sdu Liber. De exemplu
polinomul 3, care este acelagi polinom ca

0z 3, 0z2 L0z - 3, .. 0= L 01 L ... L0z 1 3

Gradual unui asemenea polinom este zero.
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Vom considera gi polinomul special, notat cu P*,
P* = 0z" 4+ 07" + ... + 0z 0

cum ar {i: 0z 4+ 0 sau 0z22 + 0z + 0 s.a.m.d., in care toli coeficienti
sint nuli. Acest polinom se numeste polinomul nul. El nu arve grad.

Gradul unui polinom joacd uneori rolul pe care-l joacd ,mirimea“
unui numdr real (v. problema -30).

1.1.5. Operatii cu polinoame. Regulile dupd care se fac aceste opera-
tii sint cunoscute din clasele anterioare. Motivul pentru care s-au format
toecmai aceste reguli, nu altele, va [i ardtat mai departe (1.1.8.). Adet
ne marginim s mentiondm cd ele sint valabile gi in cazul polinoamelor
cu coeficien n{l CO]TL‘J]JCSJ

1.1.6. Gradul sumei si al produsnlui. Fie P un polinom de gradul m
gl ¢ un polinom de gradul n,

gr. P =im, gr.Q = n.

a) Dacd m > n, gradul sumei P + Q este m, cdci primul termen
al sumei este primul termen din P. Daci insd m = nr, gradul sumei
este egal cu gradul lor sau mai mic, ciici se poate ca primul termen,
sau primii doi termeni ete. si se reduc#

Acelasi lucru se poqte spune deqple gradul diferentei P — Q. In
adevir, L Q= P+ (—(), cel pentru a scidea din P se aduni
P cu pohnomul care se obline schimbind semnele tuturor coelicienti-
lor polinomului @, iar gr. (—-()) —op ()

Asadar, -

gr. (P -4-Q) < max. (gr. P,gr. Q)%
by Gradul produsului lor este m <~ n. In adevir, daci P = az2™ 4
+ ..., Q = bt + ..., atunci PQ = agh 2" +
1.1.7. Funetia-polinom. Considerdm, de exemplu, polinomul
222 — bz + 7.

El indicd un gir de operatii care duc, pentru fiecare valoare a lui z,
la un numar bine determinat, dar in algebra elementard nu se aratd
v X * i =] ' . A
precis care sint toate valorile pe care le poate lua z. Dacd se precizeazd
care este multimea E a valorilor pe care le poate lua z, de exemplu
L= {1, 2, 3}, se poate deflini o functie P : E— R datd de relatia
eyl 1 v s

Plzy = 22 — b5z + 7.

* gl b fiind doud nunere reale, prin max. (a, b) se intelege cel mai mare dintre
numerele « si b, Daci @« = b, max. (g, b) = a =10.

De exemplu: max. (3, 4) = 4, max. (2, 2) = 2. Un sens analog are simbolul
min. (a, b).




Caleulul da:
P(l) = 4, P(2) =5, ‘P(3) = 10.

In acest exemplu, s-a dat un polinom (cu coeficienli intregi) si cu
ajutorul lui am definit o functie. Acelagi lucru se poate face in cazul
oricdrui polinom, dar multimea de definitie nu se ia la intimplare. Pre-
zintd interes cazul in care se ia ca multime de definitie una dintre mul-
timile Z,Q, R sau C. Functiile astfel definite se numesc funciii-poli-
nom sau funcfic polinomiale.

Exemple. 1) Cu ajutorul polinomului z2 - 8iz — 4, cu coeficienti complecsi,
se poate defini funcfia

P:C - C, datd de relatia P(z) = 2* + 3iz — &

92) Cu ajutorul polinomului cu coeficienti reali a* — 5a - |/ 2 se pot defini
functiile rl
P,:R—> R, cu Pfa)—a®— 52+ |/ 2 (x= R)
si

Py:C—»C, cu Pyzs) =2 — bz} 12 (z e C).

8) Cu ajutorul polinomului cu coeficienti intregi 2* — 3z - 4 se pot defini
functiile:
P :Z->%, P:Q—>0Q, P,:R>Rsi P, :C—>C,

prin relatia Pj(z) = a* — 3z + 4, i=1,2, 3,4, unde a parcurge respecliv una
dintre multimile Z,Q, R sau C.

Cazul cel mai important pentru teoria ecuatiilor algebrice este cel
al polinoamelor cu coeficienti reali in care variabila ia valori com-
plexe.

O functie-polinom este o functie #: M — M, unde M este una
dintre multimile Z, (), R sau C, datd de o relatie de forma

P(z) = aga™ + 2% + ... + dn, Qg @y, o0y 8y E M.

Exemplele de mai sus se incadreazd in aceastd delinitie, desi acolo
multimea in care functia ia valori a fost uneori mai cuprinziloare de-
cit multimea cdreia ii apartin coeficientii, cdci se poate considera ci
coeficienfii aparfin multimii mai cuprinzitoare. Astlel, in cazul in
care polinomul are coeficienti reali, 1ar variabila ia valori complexe,
putem considera coeficientii ca numere complexe (R c ().

Deosebirea dintre functia polinomiald si polinom este urmitoarea:
o functie P este delinitd cind se dau multimea de definitie £, multi-
mea F in care functia ia valori si un procedeu prin care se asociazd fie-
cirui element 2 din £ un element unic P(x) din F. Polinomul, ca expre-
sie algebricd, este numai al treilea dintre aceste elemente: el ne di nu-
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mai procedeul prin care se afli pentru fiecare element z € FE elementul
corespunzator P(z) din F. ‘ .

Pentru prescurtare, se spune polinom in loc de funclie-polinom,
deci valoarea polinomulut in loc de valoarea funcliei-polinom.

1.1.8. Operatii eu polincame, operatii eu funetii-polinom. Acum
putem ariita care este sensul regulilor de calcul cu polinoame (v. 1.1.5.).

Dupi cum se stie, doud functii f si ¢ sint egale cind sint definite
pe aceeasi multime M i valorile lor pentru aceleagi valori ale variabilei
sint aceleasi:

[f =gl=[VYz, z € M s f(2) = g2)]*

Cu alte cuvinte, doud functii egale sint una si aceeasi functie.
Regulile de calcul cu polinoame sint astfel intocmite incit sd dea funcii
egale™ ™,
De exemplu:

2z + 1) (x — 3) = 22* — by — 3.

Se spune ci expresiile care figureazd de o parte si de alta a semnului
»=" au aceeasi ,,valoare numericd® oricare ar fi valoarea lui 2.
Sensul precis al acestei relatii este urmitorul:

Se dau polinoamele 2z + 1 si # — 3. Apoi se considerd functiile:
A:R— R, A(z)=22-+4+1, B:R—- R, B(z) = 2—3,
P:R - R, P(z) = 2a% — bx — 3.

Regula de inmultire a polinoamelor ne garanteazi cd, oricare ar
i € R,
A(z)B(z) = P(z).

* Simbolul V se citeste: ,oricare ar fi* sau: ,pentru orice. De exemplu, Ve,
z = M... se citeste: ,oricare ar fi x, x apavtinind lui M...* sau: ,,pentru orice z, «
aparfinind lui M...“. Pentru prescurtare, se poate citi: ,oricare ar fi = din M..*

Simbolul 3 se citeste: ,existd (cel pufin) un®. De exemplu, e, ¢ = Z, astfel
incit si avem a = be se citeste: ,existd un ¢ aparfinind lui Z astfel incit...”

Simbolul ¥ se numeste cuantificator universal, iar simbolul 3 se numeste cuan-
tificator existential.

** Acest lucru nu este adevirat pentru orice calcul algebric. De exemplu

1 1
z2— 1 a:—l—'l‘

Aceste doud fraclii nu au aceeasi valoare pentru ,orice valoare® a Iui . Pentru

« = 1, prima n-are sens, iar a doua are o valoare bine determinati 5

<




Situalia este analoagd in cazul celorlalle operatii cu polinoame.

Pentru a exprima cii procedeele indicate de doud expresii algebrice
definesc aceeasi functie (dacd se ia aceeagi multime de definiie) vom
lolosi cuantificatorul universal ¥ si vom preciza care este mulfimea de
definitie. Vom scrie, de exemplu, :

Vz, € R2z 4 1) (x — 3) = 22> — bz — 3.

Aceastd afirmatie este echivalenti cu urmatoarea: [unctiile

f:R-R, flz)=2z+1)(x—3) g¢i g: R> R, gla) =22>°—5z—3

sint egale.

Pentru prescurtare, vom renunta de multe ori la cuantificatorul v
dar vom mentiona ed este vorba de o identitate®; muliimea in care
variabila ia valori va fi subinteleasa.

1.1.9. Observare despre simbolul P(z). Pentru a ne conforma unui obicei inri-
dicinat, vom folosi simbolul P(z) sau P(s) cu doud semnificaliif Pe de o parle
P(z) reprezintii polinomul insusi, ca expresie algebricii, care indici un sir de operatii.
De exemplu,

Plz) — 2z* — bz —8.
Aici P(z) esle un simbol care reprezintd unul si acelasi lucra cu expresia 23> — 5z — 3.

Pe de alldl parle, P(s) reprezinti valoarea functiei corespunzitoare P : C —» C
pentru o valoare oarecare z a argumentului. In acest sens se scrie ,,ccnatia P(z) = 0.

Un polinom, ca sir de operatii, nu poate fi egal cu zero sau cu un alt numir;
valoarea functiei respective poate fi egald cu zero. De exemplu, forma gencrala
a unei ecualii in care ambele piirti sint polinoame (de exemplu: 2z* 4 z = 3% —

— z — 3) este
P(z) = Q(3).

Aici nu polinoamele sinl egale — doud polinoame egale sint unul si acelasi
polinom — ci valorile celor doud functii — polinom pentru o valoare a argumentului
care umneazit si lie deferminatit sint egale.

1.2. Polinoame identice

1.2.1. Polinoame egale, polinpame identice. a) Orice expresie al-
gebricd indicd un sir de operatii. Atunci doud expresii algcbrice, in
special doud polinoame, sint egale daca indicd aceleasi operatil; ele
sint una si aceeagi expresie scrisi de doud ori. De exemplu, polino-

* In unele cirli se foloseste semnul ,,=* Acest semn {rebuie evilal din doua
motive. Primul: el nu este deslul de precis, prin faptul cid nu se aratd ce se infe-
lege prin ,,orice valoare®; al doilea: el nu se folosegte in mod consecvent; el ar trebui
folosit la cele mai multe calcule algebrice si in Lrigonometrie. De exemplu, ar trebui
scris sin®a - cos?z = 1, ceea ce de obicei nu se face.
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mul 3z% — 5z + 2 indicd operatiile: ridicarea lui z la pdtrat, inmul-
tirea Iui z2 cu 3 s.am.d. Polinomul az? + bz + ¢ ne indica aceleasi
operatii dacd si numai dacd ¢ = 3, b = — b, ¢ = 2, §i numai in acest
caz cele doud polinoame sint egale.

In general, polinoamele

az" + a4 o am §i b + byt ... 4 by
sint egale daci si numai dacd m = n, @y = by, @ = by, vy @y = bye
h) Pe de altd parte orice polinom ne di un procedeu care poate
intra in definitia unei functii. De exemplu, cu ajutorul polinomulu
322 — 5z + 2 se poate defini functia P : C — C data de relatia P(z) =
= 3z — 5z -+ 2. Doud polinoame care definesc aceeagi funclie se nu-
mesc polinoame tdentice.
Sensul precis al acestei afirmatii este nrmitorul. Fie
@g2™ + a;F™ Tt o @ g bgE® - byE - L By,
dond polincame cu coeficientii complecgi gi z o variabilda complexa.
Aceste polinoame sint identice dacd gi numai dacd funciia P:C—C
dati de relatia
P(z) = ap?" 4 ;7™ 4 ... + ap
este egali cu functia Q : C— C datd de relalia

Q(z) = boa" + b2 + o + by

Este evident c¢d doud polinoame egale sint identice. Se pune pro-
blema dacd st reciproca acestei propozilii este adevdratd, adica: fiind data,
de exemplu, functia:

P:C—C, Plz) =72 —5z+2,

existi si un polinom az" + a; 2" + ... + @, diferit de z* — 5z 2
astlel ineit functia

0 :C —C, Q0(z) = apz® + a;2** + ... + a®
e 0

si lie egali cu functia P? In cazul expresiilor algebrice sau trigono-
melrice oarecare, rispunsul este negativ. De exemplu, functiile

f:R- R, fla)y=2+ /2 +1 s

g:R->R, gla) = V222 +14+2z) a2+ 1

sint egale, dupd cum se poate verifica ridicind ambele expresii la patrat

(ele sint pozitive pentru orice valoare a lui z).

De asemenea, [unetiile

f:R—-R, f(x) =sin2z §i g: R—> R, g(z) = 2 sin x cos z sint egale,
desi expresiile sin 22 gi 2 sin 2 cos 2 sint diferite.
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in cele ce urmeazi, vom trata aceastd problemd, care este funda-
mentali pentru teoria operatiilor cu polinoame. Vom trata intii cazul
particular cind funcfia definitd de un polinom este funclia constantd
Zero.

1.2.2. Polinom identic nul. a) Definifie. Fie
P(z) = a2 + ayz7 1 + ... 4 a,
un polinom cu coeficienti complecsi.

Polinomul P(z) este identic nul daci si numai daci valcarea
sa este zero pentru orice valoare complexd a lui z.

Cu alte euvinte, polinomul P(z) este identic nul dacd si numai dacé
functia P : € — C definitd prin relatia
Pz) = a7 + aya 2 4 . A ay

este functia constantd P(z) = 0*.

b) Punem problema: ce conditie trebuie si indeplineasci coelicien-
tii unui polinom ca polinomul si fie identic nul?

Este evident ¢d polinomul nul, adica

P* — 078 + 0z2%1 4 ... 4 0z + 0,

ai cirui coeficienti sint toti nuli, ia valoarea zero pentru orice valoare
a lu z

[ag =01 = ... =ty =0]=[Vz, z€C P(z) =0]. (1)

Vom demonstra implicatia inversi: dacil polinomul P(z) este iden-

tic nul, tofi coeficientii sai sint nuli. Pentru a fixa ideile, vom lua cazul

unui polinom de gradul III,
D(z) = ayz® + a;2* + a5z + as.

Presupunem ci polinomul se anuleazd pentru mai multe valori
diferite ale lui z, z = z,, 2 = 2, s.a.m.d. (prin ipoteza, astfel de valori
existi cite vrem) gi ciutdm si aflim coeficientil ay, a@,, @y, @ Fiinded
avem patru necunoscute, ludm patru valori diferite ale lui z gi formim
patru ecuafii:

P(z) = ayz} + a;28 + ag2, + a3 = 0,
P(z;) = ag33 + 0175 + @23 + a3 =0,
P(zg) = agzd + a;73 + ay23 + a3 = 0,
P(zy) = aezd + a7 + a5z, + a3 = 0.

*in acest enunf, simbolul P(z) apare cu doud semnificalii diferite. Prima
oari P(z) reprezintd polinomul, iar a doua oari, valoarea polinomului (v. 1.1.9).
Aceastii ambiguitate va apirea deseori.
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Am format astfel un sistem de patrn ecuatii liniare §i omogene cu
cele patru necunoscute @y, @y, @, @3 Determinantul acestul sistem este

% 5 % 1
LR TR 1
2 2 2
A —
m. mnsg 1
Lo R . |

Este determinantul lui Vandermonde (au ap#rut liniile in locul
coloanelor si invers cu unele intervertiri). Se stie cd

A = (23, — 25) (3, — %) (2, — 24) (22 — 25) (2, — 24) (3 — Zy).

Deoarece 3y = z,, 21%333 vy 23 7 7y, acest produs este cliferit de
zero, deci A == 0. Rezultd ca sistemul nostru admite o singurd solutie,
gi anume solutia banald

a4, =0, a1=01 a; = 0, ((3207

ceea ce inseamnd cd, dacd polinomul P(z) este identic nul, toti coefi-
cientil sl sint nuli,

Aceeasi demonstratie se poate face pentrn un polinom de orice
grad. Deci, in general, in cazul polinomului P(z), de gradul n,

[Vz,z€ € Plz) =0]=[a,= a; = ... = az = 0]. (2)
Pe baza implicatiilor (1) si (2) putem enunla:

Un polinom P(z) = agz® + ;2! + a,2"* + ... + @42 + a, oste
identic nul daed si numai daci toti coeficientii sii sint nuli (adicd
Blz) = P*).

[Vz, 2 C, Pla)=10]< [0, =0 = ..= a8, = 0(Pz} = P¥)).

1.2.3. Observiiri. 1) In demonstratia leoremei de mai sus nu am folosit toatd
ipoteza. Se presupune ci polinomul se anuleazi pentru orice valoare a lui z, iar noi
am folosit, in cazul polinomului de gradul I1I, numai patru valori (cfci avem patru
coeficien{i, deci ne-au trebuit patru ecuatii). Putem enunta teorema mai tare:

Daci un polinom P(z) de gradul n se anuleazi pentru n + 1 valori ale
lui z, polinomul este identic nul.

Cu alte cuvinte: o ecuatie algebrici de gradul n are cel mult n rddacini.

2) in cursul demonstratiei s-a folosit si faptul urmitor: dacd un polinom de
gradul n se anuleazd pentru orice valoare a lui z putem gasi n + 1 valori ale lui z
care-1 anuleazii, Acest lucru se poate face cili vreme multimea de definitie a functiei
corespunzitoare este infinitd, cum este mulfimca C. Demonstratia nu mai este
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valabild, si leorema nu mai esle adeviratd, dacid acea mullime esle finitd. Dacd,
insdi, multimea de definilie este finild, formati din » eclemente si operatiile au
aceleasi proprietiti ca in cazul numerelor, leorema ramine adeviratd penfru
polincame de grad <{n — 1.

De asemenea, s-a folosit faptul cd daci fofi factorii unui produs sint diferiti
de zero, produsul este diferit de zero. Daci variabila z ia valori intr-o mullime
in care aceastd propozifie nu este adevirati, demonstratia nu mai este valabild
sl teorema nu mai este adevirali.

3) Notiunile de polinom nul, P*, gi polinom identic nul nu trebuie confundate,
dar ultima teoremda aratd ci singurul polinom identic nul este polinomul nul, adici
singurul polinom care ia valoarea zero pentru orice valoare a variabilei esle poli-
nomul in care Lloti coeficientii sint nuli.

1.2.4. Conditia ca doud polinoame si fie identice. Acum putem rezolva
problema pusd la inceputul acestui paragrat (1.2.1): eind sint doua
polincame identice?

Considerdm polinoamele
P(z) = apz® + a;z2* + ... 4 a, 8i
O(z) = bz 4 bzt + ... + by

Este evident cd daci coelicientii acelorasi puteri ale lui z (pe scurt:
coeficientii corespunzédtori) sint aceiasi in ambele polinoame, cele doud
polinoame sint identice, céici sint unul si acelagi polinom

[a{) = b[h @y = bl! oy Uy = bn] ‘::’[VZ: FE P(z) — Q(Z)] (8)

Pentru a demonstra implicatia inversd, considerdm polinoamele de
mai sus g1 judecdm astfel:

Dacd cele doud polinoame iau aceeasi valoare pentru orice valoare
complexi a lui z, diferenta lor este egald cu zero pentru orice valoare
complexa a lui z, adicd polinomul '

P(Z) — Q(Z) == (GD E [)D)z‘ﬂ e (a'l i bl)zn-l it (g'n—l = bﬂ—l)z = Oy — bn
este identic nul. Aplicind teorema precedentd, rezultd cd
ag—by=0 0, —b,=0 .., 8,3 —by=0, ¢, —0,=0

sau
aO = b(]'.' al T blr ALK an—l = bn—lv a‘n = bnv

ceea ce inseamnd cid coelicientil corespunzitori sint egali. Deci
[Vz z € ¢ P(Z) e Q(Z)] = [QO = bm iy = bla sy Oy = bn] (4)

Pe baza implicatiilor (3) si (4) putem enunta:
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Doud polinoame

Plz) = gy2” - a7k v ity 2 F ay,

'Q(z) = byz" + byt Gy o U5 8 - By

sint identice dacd si numai daci coeficientii lor corespunzitori sint
egali

[V3> zEC P{z) — \(Z)] o [a[) - bD! a, = bl: ey Oy = b'n.]

1.2.5. Observiiri. 1) Faptul ci in cele doudl polinoame primul termen conline
z la aceeasi pulere ar putea da impresia ci trebuie pusd conditia ca cele doud
polinoame si fie de acelasi grad. Dar acest lucru nu esle necesar, cdei in demon-
gtratie nu intervine nicieri faptul ci a, 550 sau b, == 0. Totul este ca in ambele
polinoame si figureze aceleagi puteri ale lui z, ca fiecirui coeficient dintr-un
polinom si-i corvespundi un coelicient al celuilalt polinom. Daci polincamele nu
sint de acelasi grad, se adaugi la polinomul de grad mai mic unul sau mai multi
termeni cu coeficientul zero. De exemplu, in cazul cind polinoamele sint

Plz) = az* + bz% + ez? 4 dz + e, Q(z) = mz*+ nz -+ p,
polinomul al doilea se scrie:
Qz) = 0z* + 0z + mz? - nz 4+ p
si condifia ca P(z) si fie identic cu Q(z) este:
a=10, =0} =iy d=n; e=p.

2) Din cele ariitate la 1.2.3., obs. 2 rezultd ci penlru ca doud polinoame de
orddul n si fie identice este suficient ca ele si ia valori egale penlru n -+ 1 valori
ale variabilei (nu pentru toate). Acest lucru se intimpld numai la functii-polinom.
O functie oarccare este deliniti cind se dau valorile ei pentru toale valorile varia-
bilei din mullimea ci de definifie, nu numai pentru unele din ele.

3) In algebra elementard, regulile de caleul cu polinoame se justificd prin
faptul ci ele duc la functii egale, adicil la identitidti (v. 1.1.8). De exemplu, suma
polinoamelor

Plz) =2z — T4+ 8 51 OQlg) =22+ 52— 8
este polinomul
S(z) =322 — 22— 5
pentru ¢, orvicare ar fi z (z € €, z € R ete.), numiirul §(z) este suma numerelor
P(z) si Qfz).

Algebra clementard ne invatd cum se afli un polinom care s indeplineasci
aceastd condilie, dar ea nu ne garanteazd ci S(z) ecste singurul pelinom care si
aibd accastd insusire. Numai ullima {eoremi ne di aceasté garantie.

1.2.6. Metoda coeficientilor nedeterminati. Teorema de la 1.2.4. std

la baza metodei coeficientilor nedeterminati, pe care o vom pune in
evidentd prin exemplele urmétoare:
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1) Sa se pund polinomul
P(z) = 223 — bz2 — 8z + 7
sub forma

E@z) = a(z — 2)* + b(z — 2)2 + c(z — 2) + d.
Efectuind calculele, se obtine
0(z) = az® 4 (—6a + b)z* + (12a — 4b + ¢)z + (—8a - 4b — 2¢ + d).

Acum judecdm astfel:

Polinomul Q(z) s-a obtinut efectuind operatiile indicate in E(z),
deci expresiile [(z) si Q(z) definesc aceeasi functie (1.1.5.). Atunci E(z)
va fi identic cu P(z) dacd si numai dacd Q(z) va li identic cu P(z). Apli-
cdm teorema de la 1.2.4. :

Egalind coeficientii corespunzilori ai polinoamelor P(z) si ((z), se
obfine

a=2 —6a+b=—512¢c —bb+c=—8,—8a+4b—2ce+d=1.
Acest sistem de ecuafii dd: a = 2, b =7, ¢ = — 4, d = — 13. Deci,
978 — 532 — 82+ 7 =2z—2)%+ 7(z — 2)2 — 4(z — 2) — 13.

Se spune cd am dezvoltat polinomul P(z) dupi puterile descrescitoare
ale lui (z — 2). s

2) Sd se determine constantele reale A, B, C astfel incit si aibd loc
identitalea

vz, € B\ {—1, 1, 2}

-

2z + 1 A o A G

(z +1) (.E*"J}(.L"—ﬂ)t z 41 £ z—1 - z— 2
Sciapdm de numitori: .
2x+1=Ax—1) (z—2)+ Bz +1) (z—2) 4+ C(z + 1) (z — 1).

Efectufim inmultirile si ordondm dupd puterile descrescitoare ale
lui & Obtinem

22+1=(A+B+C) 22+ (—34 — Bz + 24 — 2B — C.
Egalim coeficientii corespunzitori:
A+B+C=0, —34—B=2,24—2B—C=1,

de unde

A=_;I‘)‘B:——r =‘—.
6 3
Deci,
.5 P 54
2z 4+ 1 - gl 2 U
(:x:+'1)(:r:—'l)(z—2)4x+1+w—1+x—2

22 4 1
, (@+1) (2 — 1) (¢ —2) !
simple. Asemenea descompuneri sint necesare in calculul integral.

a fost descompusdi in fractic

Se spune ci fractia
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1.3. Impirtirea polinoamelor

1.3.1. Recapitulare. Fiind date doud polinoame, D(z) si /(z) cu coefi-
cienli din Q, R sau C, I(z) fiind diferit de polinomul nul, a impérti primul
dintre aceste polinoame prin cel de-al doilea inseamnd a gisi doua
polinoame C(z) si R(z), astfel incit sd aibd loc identitatea:

¥z, 2 € C D(z) = I(z)  C(2) + R(z)

i gradul lui R(z) si lie mai mic decit gradul lui I(z) sau R(z) sd fie
polinomul nul.

Polinoamele D(z), I(z), C(z) gi [i(z) se numese, respectiv, detmpdriitul,
tmpdriitorul, citul si restul.

in clasele anterioare s-a inviitat un algoritm (procedeu) prin care
se pot afla eitul gi restul. De exemplu, pentru

D(z) = 328 — 723 4+ 1222 1+ 3z — 6, I(z) = 2 — 2z + 4,
se oblin citul si restul
C"(z) =322 —z— 2, R(z) =3z 4 2.
Are loc identitatea
(*)3z* — 728 + 1222+ 32— 6 = (2* — 224 4) (32° —z2— 2) + 3z 4 2.

Algoritmul se poate aplica si in cazul polinoamelor cu coeficienti
complecsi.

De vreme ce cunoastem un proceden dupd care putem afla citul si
restul, problema existentel nu se mai pune; ele existd toldeauna (oricare
ar [i polinoamele D(z) si [(z)), Mai mult, citul gi restul sint unice (v. 1.3.3.).

Mentiondm cd, dacd ddm lui z o valoare z = a, relatia dintre deim-
partit, impirtitor, cit si rest devine relatia numerici D(a) = I(a)C(a)+
-+ R(a), dar aceasta nu inseamnd cd C(a) si R(a) sint, respectiv, citul
gi restul tmpértirii numarului D(a) prin numdrul /(a). Astfel, in exem-
plul polinoamelor cu coeficienti numerici de mai sus, D(3) = 165,
1(3) =17, C(3) = 22, R(3) = 11. Relatia (*) devine 165 = 7 - 22 4 11;
ea este adeviratd, dar 22 si 11 nu sint citul §i restul impartirii lui 1656
prin 7.

1.3.2. Folosirea metodei coeficientilor nedeterminati. Impiriirea se
poate face gi prin aceastd metodd. Reludm exemplul precedent.

Deoarece gr. D(z) = 4 si gr. I(z) = 2, citul va fi de gradul 4 — 2 = 2
iar gradul restulni va fi cel mult 1. Trebuie deci sd aflim un polinm“q]
de gradul I, C(z) = az* 4+ bz + ¢, si un polinom de gradul 7, R(z)’erl'
= dz + e, astfel incit si aibd loc identitatea et

328 — 72 41222+ 3 — 6= (2 — 22+ 4) (a2 + bz +¢) + &

15




Efectuim operaliile din partea dreapta si obtinem:
azd + (—2a + b)z® + (4a — 20 + ¢)z* + (4b — 2¢ 4 d)z + 4ec e
Egalim coeficientii corespunzitori:
a=3, —204+b=—7, ba—20+c=12, 4b— 2+ d=3,
4e + e = —0.

I

Acest sistem de b ecuatii cu 5 necunoscute da:
a=3 b=—1,¢e=-=2d=3,c=2.
Deci citul si restul sint
a2+ bzt ec=322—25—2, dz+e=3z242.

1.3.3. Unicitatea citului si a restului. Fiind date doua polinoame D(z) si /(z),
procedeul uzual de impiériire ne di un pelinom C(z) si un polinom R(z), astlel incit
sii aibi loc identilatea:

D =1IC+ R, gr.R < gre. I (1)
{pentru a simplifica serisul, n-am mai seris litera z). Aceasta nu inscamni ca poli-
noamele C(z) si R(z) gisite astlel sint singurele care satisfac aceastd condilie. S-ar
putea ca printr-un alt proceden si se oblina un alt citgi un alt rest ? Vom demonsira
ci acest lucru nu este posibil.

Demonstralia se face prin reducere la absurd.
Presupunem e ar exista alle doud polinoame, C” si R’, care satisfac de ase-

menea conditia ~
D — TG R e ) (2)
Scizind (2) din (1), se obline identitatea
g — CYy= R — R. (3)
Comparim gradele celor douil polinoame scrise de o parte si de alta a semnului
,=% Dack C =£ ¢, diferenta ¢ — €’ nu este polinomul nul, deci ea este un poli-

nom conslant san un polinom de grad > 0. inmultind 7 eu un polinom de grad > 0,
se obfine un produs de grad cel pulin egal cu gradul lui 7, deci
gr. I{C — C’) > gr. L. (%)
Cit despre polinomul din partea dreaptd, avem (1.1.6)
gr. (R — R) < max. (gr. R’, gr. R).

Dar R si R’ sint de grad mai mic decit 7, deci max. (gr. &', gr. R) < gn £
Jezulld cd
gr. (R — R) < gr. L (5)
. Rezultatele (4) si (5) sint contradictorii, ciici ar insemna cii in identitatea (3)
mul din stinga sa fie de grad mai mare decit cel din dreapta. Rezultd cd
Se merea € == €’ este [alsd, deci € = €’. Atunci C — C’ este polinomul nul,
simple. J'.'-rmmul din dreapta este polinomul nul, deci R = R’
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Asadar, ¢’ = C si R' = R, ceea ce & fost de demonstrat. = j

Fiind date polinoamele D(z) 5i I(z), existd un singur polinom C{z) si un
singur polinom R{z) astfel incit si aibd loc identitatea

D{s) = I(3)C(s) + Ria) si gr. R(z) <gr. 1(3).

1.3.4. Sechema lui Horner. In cazul cind impértitorul este un binom
de forma z — p, impirtirea se poate face prinir-un procedeu rapid.

)

Fie de [Acut impartirea
(2g7® + ay2* + a2® + agz® + @42 + as) : (z — p).

Citul va fi un polinom de gradul IV de [orma o2t + €12 -2 +
+ ¢z + ¢y, lar restul va {1 un polinom constant R. Trebuie sd.aflam
coeficientil ¢y, ¢y, Csy €3, € §i R. Liucrarea incepe astfel:

agz® + a3t 4 a2 + .. a5 e
:_a“zo_i—.@pii gzt + (aop + )2 + .
L (@op + )2t + @z + oo T a5 e
[—————— 1
€

Se constatd ¢ primul coeficient al citului este egal cu primul ccefi-
cient al deimpirtitului, ¢, = a,, iar coeficientul urmiitor al citulul este

€, = @GP + Q1 = CoP 1 G}

el se obfine inmultind primul coeficient al citului cu p si adingind la
produs pe a;. : .

Acum primul rest partial se scrie ¢zt + dpz® + .. 4 a5 §1 lucrarea
continui ca si cum am avea de impdrtil acesi resi partial prin (z — p).

et + a2t - ..+ a; ni= 1 B
o= A ed® + (@p + @) + .-
/T (ap o) e+ G e
2
Ca

Se constati cd coeficientul urmitor al citulul este
€ = 1P + @5

¢, se obtine din ¢; la fel cum s-a obtinut ¢, din ¢, si anume: coeficientul
precedent al citului se inmulteste cu p, gi produsul se adund cu coeli-
cientul urmétor al deimpértitului. In acelasi fel se obtine ¢; din ¢ g.a.m.d.
In general,

¢ = P + G
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Ultimul coeficient al eitului este ¢, = esp + a4, §i ultimul pas al
impirtirii se prezintd astfel:

€42 -+ ag Z—p
—€4Z7 4 eyp €y
/et

Restul este R(z) = ¢,p + a5. El se obtine prin acelagi procedeu ca
i coeficientil citului.

In practici se procedeazi precum urmeazd. Fie de electuat impdr-
tirea (22¢ — 72 + 8z — b) : (z — 3).

Coelicientii deimpértitului se seriu in rindul intii (avind grijd sd
se scrie gi coelicientul lui 2%, care este 0), in rindul al doilea, la dreapta,
se scrie numirul 3 (din z — 3), apoi se procedeazd astfel:

OB Ry
g A =3 =4 —E 3

Sub coeficientul 2, se scrie acelasi pumdr 2; 2-3 4 (—7) = —1,
sub (—7) se serie (—1); (—1) -3 4+ 0 = — 3, sub 0 se scrie —3; —3-
-3 +4+8= —1, sub 8 se scrie (—1); in sfirgit, (—1) ‘3 — 5= — 38,

sub —b se serie —8. Citul gi restul acestei impér{iri sint:

Clz) = 23— 22 — 3z — 1, R(z) = — 8.

1.3.5. Exemple, 1. Daci impirtitorul esle de forma z - p, el se pune sub
forma z -+ p = z — (— p). In schema de mai jos s-a ficut impértirea (z% — 8iz® -
-+ 4z + 1 — 2i) : (34 2).

1 — 3i 4 1— 2i|
T —32—8 846 —15—14 | —2
Citul si rvestul sint: C(z) = 22 — (2 + 3i)z + 8 4 6i, R(z) = — 15 — 14i,

2) Numirul p poate fi imaginar, adici un numir complex e - bi in care
b= 0, ca in cazul

[iz — (2+ i)zt + 42— 3 —i]: (2 — 1+ i).
fmpirtitorul este z — (1 — i).

T % 4 =%=4 |
TRt 3+1 - 1—3i [ 1T—1

(in acest caz, inmultirile nu se mai fac in gind.) Citul si restul sint:
Clz) = izt — 3+ 3 4+ i, R(z) =1 — 3i.
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Exerci

Operatii cu polinoame

1. Si se calculeze:

a) [(1+ )2 —3s4+ (2= 3) i]+ [(1 —i)22 — iz + i1/ 3];

b [2® — (2 + i)s2 — iz 4+ 1 — i] — [(8 — i) + (1 — 2i)z — 2 + 8i].

2. Se di polinomul

923 1+ |/ 322 — 5z 41

si se cere si se giseascd un polinom care, adunat cu el, si dea polinomul nul.

3. 84 se electueze inmulfirile:

8) (4 1 —i) (2 — 3+ 2i);

b) [+ (1 —i/B)z—3@+i/3)] -2+ i/ 3);

o) [a8 — (1 + 2i)s — 14 ] [22 — (& + i) 2+ &+ 2i];

d) [ — (& — 1) 5+ 3 — i) [ — (74 i) 5+ 43 + i)]

4. 8id se rezolve ecuatiile:

a) 1+ i)z4+1—2i=0; Db)z22—(2+38)z—i+3i=0;
2 Eeim i MY

< =—.

s+1 z—1i B

c)z2—5z+74+i=0; d)

5. i se dea un exemplu de doud polinoame P(z) si Q(z) de acelasi grad, ast-
fel ca gradul sumei lor si fie: a) cu 1 mai mic decit gradul lor; b) cu 2 mai mic
decit gradul lor.

6. Si se demonstreze cd dacd produsul a dond polinoame este de gradul zero
{un polinom constant), fiecare dintre ele este de gradul zero..

7. Se dau: polinomul P(z) de gradul m si polinomul nul P*. Care este: a) gradul
sumei lor ?; b) gradul produsului lor ?

8. Presupunem cii propozitia [ab = 0] =[a = 0 sau b = 0] n-ar [i adevirata.
Atuneci propozitia' cu privire la gradul produsului a doud polinoame (1.1.6) mai
rimine adevdrata ?

9. Se consideri numerele complexe u = a -+ bi, v = ¢+ di. B4 se giseascd
condilia necesard si suficientd pe care trebuie sd o indeplineascd numerele reale
a, b, ¢, d, ca produsul (z 4 u) (s + ») sil fie un polinom cu coeficienti reali.

Polinoame identice

10, Si se demonstreze c¢i [Vz, 2 C az?+ bz ec=0l=[a=b=c=10]
dind lui z valorile z=0, z2=1 §i 2= — 1.

S3 se giiseasci pe o cale aseminitoare condifia ca polinomul az? 4- bz* 4 ez + d
si fie identic nul.

19
2




11, £e considerd un polinom de gradul n. Examinind indeaproape in ce masurad
s-a folosil ipoleza {eoremei de la 1.2.2, sii se spund penlrn cite valori ale varia-
bilei trebuie si se anuleze un polinom ca gi putem conchide cé el este polinomul nul ?

12, Si se aplice procedeul de la 1.2.2, pentrn a determina un polinom de
gradul 1I, P(z), care si se anuleze pentru z =1, 5= 2 5i z = 3. Ce leoremd cu
privire la sistemele de ecualii liniare se aplicd aici?

18. Si se refacd demonstratia teoremei de la 1.2.4. peniru cazul a doud poli-
noame de gradul IV,

14, Considerdim polinoamele A(z) = 2+ 2z — 5, B(z) = 3z* + 5z — 11.

Produsul lor este P(z) = 3z* 4+ 11z> — 16z% — 473 4 55,

Si se giiseascdl loate polinoamele care iau pentru orice valoare a lui z(z e C
sau z e R) acceagi valoare ca produsul A(z) B(z). Ce teoremad se aplici aici ?

15. S# se determine un polinom de gradul IT, P(z), care sa indeplineasci con-
ditiile: P(1) =9, P(2) = 17, P{— 1) = 11. Cile solutii existd?

16. Si se demonstreze cii: a) dacd un polinom de gradul » ia valori reale pentru
7 - 1 valori reale ale lui =, toti coeficientii polinomului sint reali; b) dacd un
polinom de gradul n ia valori rationale pentru n 4+ 1 valori rationale ale Tui 2, toti
coeficientii polinomului sint rationali.

17. a) Sése determine un polinom P(z) de grad <C 2 care si salisfacit identitatea:

Vz, 5 €€ Plz) = P{1 —a).

Si se demonstreze cii, daca P(z) si Q(z) sint doud polinoame care indeplinesc
aceastii condilie, suma lor indeplinesie de asemenea conditia.

b) Aceeasi problemi in cazul unui polinom P(z) de grad < 3. ¢) Generalizare.

18, In vorbirea obisnuitii cuvintul identic are sensul urmitor: doui lucruri
sint idenlice dacit sinl unul si acelasi lucru. De exemplu, autorul poeziei Luceafi-
rul este identic cu peetul Mihai Eminescu. Acest cuvint are acelagi sens si in
expresia polinomme identice? (S se revadil si definitia egalitiilii a doud polinoame
— 1.2.1.) In cazul cind rdaspunsul este afirmativ, de ce mai este necesari teorema
de la 1.2.47

19. Fie & muliimea expresiilor algebrice inlregi care contfin o singuri varia-
bild z, si @ mullimea functiilor polinomiale. Tie f:8 — & functia care asociazd
fiecirei expresii I7 & & functia P e € dati de polinomul care se obtine efectuind
toale operatfiile din E. a) Esle functia [ surjeclivii? injectivd?; b) Aceceasi inlre-
bare dacd & esle multimea polinoamelor cu coceficienti reali.

Metoda coeficientilor nedeterminati

20. Si se delermine a, b, ¢, astfel ca s aiba loc identitatea:

224 22 — T =alz —1) (2 — 2) + bz — 2) (x — 3) 4 ¢(x — 1) (= — 3).

21. Presupunem cii nu cunoastem formula de rezolvare a ecuatiei de gradul II.
Penlru a rezolva ecuatia 2 — 5z - 4 = 0, de exemplu, judeciim astfel: Ecuatia
va fi rezolvali dacii vom reusi sii o punem sub forma (v — p) (¢ — ¢) = 0, ciici
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atunci riidaeinile ei vor fi p si ¢. Si se foloseascit metoda coeficientilor nedeterminati
pentru a determina p si ¢. De ce este aceastd metodd ineficienta?

22, Pentru a dezvolla (a + ) dupi puterile crescitoare ale lui z, se poate
proceda astfel:

Se scrie (a -+ z)" = ¢a? + o™z + a2 - L A+ Cp_qaa~t -} epxt coefi-
cientii ¢y, ¢,... fiind necunoscuti. Apoi se pune in ambii membri x = 0 sisc afld
¢y, se deriveazii ambii membri ai identitdlii, se pune x =0 gi se obtinc ¢;
s.a.m.d. Si se demonstreze in acest fel formula binomului.

Impirtirea pelinoamelor

28. S se efectueze:

a) [2z3 4 (7 —i)z224 724+ 83+ i]: (& 2 —i);

b) [4z® 4 1222 + (3 — i)z — 9 -+ 6i)] : (4z® — 8iz — 15 + 22i);

e) [228 + (1 — 2i)z8 + (& — 2i)z® + (1 + i)z — 2i] : (22 — iz + 2).

24, Existd un polinom Q(z) astfel ca si aibi loc identitatea

Vz, 2 C 28 — 2221 62+ 8 = (32 + z+ 1)Q(z)?

Se poale riaspunde la aceastd intrebare fird teorema de la 1.3.3?

25. Si se efectueze impértirea (2a* — 52% + 32 — 8) : (22% — 3z + 5)

a) direct; b) prin metoda coeficientilor nedeterminafi.

26. Si se determine a si b, astfel ca polinomul 2z* — 223 4 ez + b si fie divi-
zibil prin polinomul z2 — 2z 4 3.

27, Si se determine restul impirtirii unui polinom P{z) prin (@ — a) (x — b).

Aplicatie numerici: P(z) = a* — 82?4 52 — 2, a =2, b= 3.

28, a) Polincamele A(z), B(z), C(z), D(z) salisfac identilatea

A(z) = B(z)C(z) - D(z).

Avem dreptul si deducem de aici cil D(z) este restul impdr{irii lui A(s) prin
B(z)?: b) intrebare analoagd in cazul unor numere naturale 4, B, ¢, D.

29. a) Se poale impérti polinomul A4(z) prin polinomul B(z) dacd gr. A(z) <
< ar. B(z)?; b) Dar dacd B(z) este polinomul nul, P*?; c) Este sitnatia analoagi la
impirtirea numerelor naturale?

80. a) Si se compare definitia impértirii polinoamelor cu definitia impartirii
numerelor naturale. in ce consti deosebirea:

h) Fie C(z) si R(z) citul si restul impartirii polinomului D(z) prin polinomul
I(z), amindoud cu coeficienti reali. Dacil in identitatea prin care se defineste im-
pirtirea ddm lui z o valoare carccare z = a, oblinem relatia numericd D{a) =
= [(a)C(a) + R(a). Se poatle spune cd R(a) este restul impérfirii lui D{a) prin I(a)?

c) Se considerd polinoamele

Afz) = 2 — 52+ 10, B(z) = = — 2.
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Fie C(x) si R{x) citul si restul impirfirii lui A(z) prin B(z). Inlre ce limite
poale varia @ pentru ca numirul R(x) s fie restul imp#r{irii numiralui  A(x) prin
numiral B(x)?

81. a) P(a) si Q(x) fiind polinoame cu coeficienti intregi, care dintre afirma-
tiile urmitoare este adevirata?

1) Suma lor, 2) diferenta lor, 3) produsul lor, este un polinom cu coeficienti
intregi, 4) citul si restul impéartirii lui P(xz) prin Q(z) sint polinoame cu coelicienti
intregi. '

b) Aceeasi intrebare cind P(z) si Q(2) sint polinoame cu coeficienti rationali,
iar in afirmatiile (1 — 4) cuvintele coeficienti intregi se inlocuiesc prin cuvintele coefi-
clenti raflonall.

¢) Acceasi intrebare cind P(z) si Q(«) sint polinoame cu coeficienti compleesi,
iar in afirmatiile 1( — &) cuvintele coeficienti intregi se inlocuiese prin cuvintele
coeficienti compleest.

in cazurile in care afirmatia este falsd, se va da cite un exemplu.

82. Si se demonstreze ci, la impirtirea polinoamelor, citul si restul sint unice,
ficind impirfirea prin metoda coeficientilor nedeterminati. (Se poate lua cazul
(g2® + @3* + oo + a5) 1 (By3° + by2® + oz + by).

88. Si se efectucze prin schema lui Horner impirtirile:

a) (22° — 72 -+ 638 — 837 4 954 10) : (5 — 2);

o) (28 + /B3 — 52° 4 2/ 32 — br— b F) 2= [9);
d) (43" — 324 4 52' + z* + 33— 2 : (2 — i);

)
e) [0 (1 + i)+ i+ (— 94 Ti)z—1+38i]:(z—2+ i).
Polinoame cu coeficienti din Z,*
84, Si se efeclueze calculele urmitoare in clasele de resturi indicale.

Prin a : b, unde a, b = Z,, se infelege aici mulfimea elementelor din Z,, care,
fnmullite cu b, dau @, adici mul{imea solutiilor ecuafiei az = b. BExemple: in

A A A i A A A A A A A A A A A
Z;, 8:hk=106; inZy,, 2:7=0, 8 oide— {9 9 A9 A7), 4 & 5=
" A A A A A A A A A A A A A A A A
a)in Z, 3+ 5:5—2; 3 —6;2—3;4°6;5:3;3:5;1:2;
A A A A A A A A A A A A A A A A
b)in Zg 8-4+5; 1 —2;2—3; 2 —4;3°5; 3:5;5:3; &:2;
A A A A A A A A A A A A A A A A
¢)in Zi;, 5:8; 8:3; 2:4; 40k 2:8; 8uk; Bid; 6 =8

* Pentru a rezolva aceste probleme, trebuie studiab 5.1.12. care se poate infe-
lege fdrd o pregitire prealabild. Se vor alciitui tabelele de adunare si de inmultire
pentru clasele de resturi modulo 2, 3, &, 5, 6, 10 si 12. Notim cu Z, multimea
claselor de resturi modulo n.
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55. a) Sciderea o — y este posibild oricare ar fi elemenlele o s1 y din Z,7;
b) Din Z,?; ¢) Impirfirea = : y este posibild oricare ar fi « si y din Z;7; d) Dar
daci @ si y apartin lui Z,?; e) Lui Z;, ?

86. Un element =~ 0 se numeste divizor al lui zero, daci existd un element

y == 0, astfel incit zy = 0.

- g AL A A -y " . A A A A LA
Exemple: In Z,, 3 si 5 sint divizori ai lui zero; in Zy,, 2, 3, 4, 6 si 8.

a) Si se giseascd toti divizorii lui zero din Zy, Z;, Z;, Zg, Z;, Zys: b) in care
dintre aceste multimi este adevirati propozitia: un produs de doi factori este egal
cu zero numai_daci miicar unul din factori esfe zero?

37. Si se efectueze fmmulfirile:
N A P A A ot n : A A ~ A
a) (22 — 82 -4 &) (3z + 2) ... coeficien{ii din Z;; b) (ba®+ 3w 4 1) (227 +

A
+ 8) ... coeficientii din Z,,.
De ce nu se adeveregte propozitia cu privire la gradul produsului a doud poli-
noame (1.1.6)?

28, a) Se considerii polinomul P(a) = a? - %% cu coeficientii din Z,; in
care x r—:{a, 'f, 5}. Si se verifice cd P(z) este identic nul. De ce nu se verifici
teorema de la 1.2.27; b) Aceeasi chestiune in cazul polinomului P(z) = G -+
+ a® + b - hx cu coeficienti din Z., = {6\, f, 2A, é\, !:}; c) Aceeasi chestiune
in cazul polinoamelor P(z) = Z;r-3+ P si Qlx) = ;::cT + x® 4+ Bt - f.r, cu coefi-

A A

. % A A A A
cienti in Z;, 2. {0, 1, 2, 3, 4, 5}.




Capitolul II

Ecuatii algebrice cu coeficienti complecsi

2.0. Intraducere

O ccuatia algebried cu o singurd necunoscutd este o ecuatie de forma
Blz) =0,
unde P(z) este un polinom. Dacd nu se face mentiunea contrard, se inte-
legeiea Plz)is5 Ph
Exemple: 28 — 222 — 11z L 12 =0, [/3z'+ 528 — s+ 2 =0,

2% + (3-|—i}z4—(V?T—i)z-"’+-%-z’~’A253+l—i=0

~J

sinl ecuatii algebrice. In schimb,
2=22—1, logz=1— 2 x—2sina=20

nu sinl ecualii algebrice, sint ecuatii transcendente.

Gradul polinomului din partea stingd a unei ecualii algebrice se
numeste gradul ecuatiei.

Dacd P(u) = 0, numirul ¢ se numeste solulie sau rdddcind a ecuatiel
P(z) = 0; se mai spune cil este o radicind a polinomului P(z).

In acest capitol vom trata ecuatii algebrice cu coelicienti complecsi,
in care necunoscuta ia valori complexe.

In algebra elementard se invald cum se rezolvil ecuatiile algebrice
de gradul I g 1I, de forma ax -+ b = 0, respecliv aa* 4 ba -+ ¢ = 0,
gi unele ecuatii particulare de grad superior (ecuatii bipitrate, binome
etc.).

Rezolvarea ecuatiilor algebrice de grad superior este una din cele
mai importante si mai fecunde probleme ale matematicii si, intr-o anu-
mitd perioadd, a fost obiectul principal al algebrei.

Incd din antichitate, matematicienii stiau si rezolve ecuatii de
gradul II, printr-o metodd apropiati de cea care se foloseste astazi.
In secolul al XVI-lea, matematicienii italieni (Ferro, Tartaglia, Cardano,
Ferrari) an gisit formule de rezolvare pentru ecuatiile de gradul 11 si
IV. De atunci si pind la mijlocul secolului al XIX-lea, cel mai de seami
matematicieni ai lumii aun ficut eforturi mari si giseasci formule de
rezolvare pentru ecuatii de grad mai mare decit patru, dar aceste efor-
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turi au fost zadarnice. Problema a fost rezolvatd, in sens negativ, ahia
in prima jumdtate a secolului al XIX-lea, printr-o lucrare a mate-
maticianului norvegian H. Abel, care a murit la virsta de numai 27
de ani. El a demonstrat cd, in general, o ecuatie algebricd de grad mai
mare decit patru nu poate fi rezolvatd prin radieali. Cu alte cuvinte, nu
existd nici o expresie cu radicali formatd cu coeficientii ecuatiei — si
cu atit mai putin va exista o expresie rationald — care s [ie o rddéicing
a ecuatiel.

Cercetirile care s-au fdent in legdturd cu teoria ecuatiilor algebrice
an impus un studiu adineit al polinoamelor, care a dus la rezultate
importante eu privire la ridéiicinile ecuatiilor algebrice de orice grad.
Astfel, fird a putea rezolva ecuatia P(z) = 0, unde P(z) este un poli-
nom oarecare, s-a putut stabili cite rdddcini are ecuatia, unele relatii
intre coeficientii polinomului P(z) si rddacinile ecuatiei P(z) = 0 s.a.m.d.

In acest capitol se trateazd unele dintre aceste proprietiti. In mate-
malica modernd ele se studiazd intr-un cadru foarte general. Aici vom
congidera cazul polinoamelor cu coeficienti complecsi, in care variabila
ia valori complexe.

Un rezultat fundamental care stabileste o legidturd intre teoria poli-
noamelor gi riddacinile ecuatiilor algebrice este legat de divizibilitatea
polinoamelor g constd in teorema lui Bézout. De aceea incepem cu
aceasld teorema.

2.1. Teorema lui Bézout

2.1.1. Divizibilitatea pelinoamelor. Considerim, de exemplu, poli-
noamele

Alz) = 28 — 2 — 2 — 2 81 Blz) =z — 2.

Impiirtirea A(z) : B(z) di citul C(z) =22 4z 41 s ca rest poli-
nomul nul; are loc identitatea

A(z) = B(z) C(2)

care aratd ci existd un polinom, C(z) = z* + z + 1, care, inmultit cu
B(z), di A(z). Se spune cd polinomul A(z) = z° — 24— 2z — 2 este
divizibil prin polinomul B(z) =z — 2.

Se spune ca polinomul A(z) este divizibil prin polinomul B(z), daci
existd un polinom ((z), astfel incit sd aibd loc identitatea

Vz, ze C, A(z) = B(z) C(2).

Pentru a decide dacd un polinom A(z) este divizibil printr-un poli-
nom B(z), se face impértirea A(z): B(z). Daci se obtine ca rest polino-
mul nul, rdspunsul este afirmativ; dar dacd se obtine un alt rest, de
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exemplu 3z - 5? Atunci ritspunsul este negativ, cdci, dacii ar exista
un polinom €(z) astfel incit sd aibi loc identitatea A(z) = B(z) C(2),
adicd A(z) = B(2) C(z) + P*, restul impirtirii fiind unic (1.2.3), ar
urma ci P* — 3z - 5 — ceea ce nu este adevirat. Asadar:

Un polinom A(z) este divizibil printr-un polinom B(z) dacd si numai
daci impirgirea A(z) : B(z) di ca rest polinomul nul.

9.1.2. Observare. Relatia de divizibilitate este o relatie inlre polinoame, nu
intre functiile-polinom corespunzitoare. Aici, simbolurile A(z), B(z) etc. repre-
zintd polinoamele, ca expfresii algebrice, nu valorile functiilor corespunzitoare
(v. 1.1.9). Dacit A(z), B(z) si C(z) ar reprezenla numere, relafia

Alz) = Blz) Cls)
care apare in definifia divizibilititii polinoamelor n-ar avea de multe ori nici un
sens. Astfel, in cazul exemplului de mai sus relatia este
A —z—2=(s—2) (4 2+ 1)
Pentru z = 3 » ea devine L S 2 - i si aratd ca 2y este ,,divizibil® prin—.
2 8 2 4 8 2

Aceasta n-are nici un sens, ciici orice fractie este divizibild prin orice fractie (diferitd
de zero).

9.1.3. Teorema lui Bézout. a). Fie P(z) un polinom si R restul impér-
tirii lui P(z) printr-un polinom de forma z — a. Impdrtitorul fiind de
gradul I, restul R va fi de gradul zero (o constantd, eventual zero).

Valoarea poliﬁomului P(z) pentru z = a este egald cu restul impdr-
tirii polinomului P(z) prin z —a.
) P(a) = R. _
Pentru a demonstra® aceastd teoremd, pornim de la identitatea
vz, z€ C P(z) = (z — a) C(z) + R.

Dack inlocuim in partea dreaptd a acestei identitdti z prin a, obti-
nem (¢ — a) C(a) + R=0-Cla) + R=0-+ R = R. Dec,

P(a) = R,

ceea ce a fost de demonstrat.

* Se pecomandi si se facd intii rationamentul pe un caz particular. De exem-
plu, impirtirea (33 — 8z® 4 5z + 19) : (5 — 2) dd citul z* — 6z — 7 si restul 5.
Folosind identitatea
P(z) = 8 — 822 | 52+ 19 = (z — 2) (* — b6z — 7)+ 5
ne propunem si calculim P(2). Rezultatul se obfine imediat daci inlocuirea se
face in partea dreapta. :
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b) De aici rezulti imediat cd daca R =0, P{a) = 0 si reciproc.

Un polinom P(z) este divizibil prin z —a dacd si numai daci
numirul g este o ridicini a ecuatiei P(z) = 0.

[P(z) divizibil prin (z — a)] « [P(a) = 0].

Aceste doud propozitii, dintre care a doua este o consecintd a pri-
mei, dar cu mult mai importantd, formeazi teorema lui Bézout.

@ Aplicatii

214, Legiitura dintre divizibilitatea polinoamelor gi rddicinile ecu-
atiilor algebrice. Teorema lui Bézout (partea a doua) arald cd propo-
ziliile:

Numiirul a este o radicind a

i : Polinomul 2(z) e;te divizibil
ecuatici algebrice P(z) = 0.

prin z — a.

sint echivalente: dacd una din ele este adeviratid, cealalta este de ase-
menea adeviratd. Datoritd acestui fapt, din studiul divizorilor de forma
z — a ai polinoamelor se pot trage conecluzii cu privire la radacinile
unei ecuatii algebrice (v. 2.2.4.) si, invers, cunoscind rddicinile unei
ecuatii algebrice P(z) = 0 se cunosc divizorii de forma z — @ al polino-
mului P(z). In special dacd se cunoaste o ridicind a unei ecuatii alge-
brice, se poate cobori gradul ecuatiei. ;

Exemplu. Sd se rezolve ecuajia
Plz) =322 — 11224+ 8 —6=0

stitnd cd admile rdddcine z = 3.
,, Stim cd polinomul P(z) este divizibil prin z — 3. Impirtirea di citul
3z — 2z 4 2, deci ecuatia se poate scrie sub forma

(z—3)(3z2—2z4+2)=0
si se descompune in
' 2—3=0s32—2:4+2=0.

Prima ecuatie di rdddcina cunosculd z = 3; a ramas sd rezolvim

s -2 s - . G ¥ . % s
ecuatia 3z — 2z + 2 = 0, al céirei grad este cu 1 mail mic decit al ecuatiei
propuse. Radacinile ei sint 1—i;|/—°

gy 1EIVE,

+ Radacinile ecuatiei propuse sint:
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2.1.5. Dacii a este o riidicind a ecuatiei P(z) == 0, polinomul P(z) este divi-

zibil prin z — a. Fie C(z) citul impértirii lui P(z) prin z — a. Atunci
Vz, 2= C Plz) = (z — a) C(3).

Fie b o altd ridicind a aceleiasi ecualii. inlocuind in ultima identitate z prin b

obtinem
Pb) = (b — a) C(b).

Deoarcce P(b) = 0, expresia din dreapta este egald cu zero. Dar b — o =0,
deci C(b) = 0, b esle o ridicind a ecuatiei Clz) = 0, deci € (z) esle divizibil prin
z—b. . )

Dacd a si b sint dowd radicini ale ecuatici algebrice P(z) = 0 gi P(z) : (g — ) =
= ((z), atunci C(z) este divizihil prin s — b.

Dacid ¢ este o a treia raddcind a ecuatiei Ps) =0 si C{3) :
atunci D(z) este divizibil prin (z — ¢) g.a.m.d.

Exemplu, S se rezolve ecuafic

Plz) =320 + 434 35 — 10 =0
stiind ed admite rdddcinie 1 $1 —2. ; y

P(z) este divizibil prin z — 1, iar citul este divizibil z 4+ 2. Luecrarile s¢ asaza

astfel:

2 5 0 g —40
3 7 7 10 0 1
3 1 5 0 — 2

Se finparte polinomul dat prin z — 1. in rindul al doilea apar coeficientii citului
P(z) : (s — 1). Continuim lucrarea imediat, folosind vindul al doilea ca delmpdr-
fit i impirtind prin z 4 2. in rindul al treilea apar coeficientii noului cit [P(s) :
i(z—1)]: (54 2) = Pls) : [z — 1) =+ 2)]. Acest cit este 322+ z-- 5. Acum
ecualia se scric
Plz) = (s —1) (54 2) (32 + 2 + 5) =
si se descompune in
zg—1=0,242=0, 38243+ 5=0
Primele doud ecuatii dau rddicinile 1 si — 2, cunoscute dinainte, iar ccuatia
;o — A5
a treila di 3= ——————
b -
. — 14+ i/59
Ridicinile ecuatiei propuse sint: 1, —2 si - %}—V =
Cind se cunoaste o ridicind a unei ecualii sau doud, sau frei... rezolvarca ei
se reduce la rezolvarea unei alte ecuatii, al ciirei grad este cu 1, 2, 3, ... mai mic
decit gradul ecuafiei inifiale, ceea ce ne permite uncori si rezolvim ecuatia.
2.1.6. Divizibilitatea prin (z — a) si (z — ). Fie a si b doud radacini
ale ecuafiei algebrice P(z) = 0. Atunci P(z) este divizibil prin (z — a)
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§i (z — b). P(z) fiind divizibil prin z — @, existd un polinom C(z), astfel
incit sa aibd loe identitatea

P(z) = (z —a) C(2).

Am aritat (2.1.5.) ¢ C(z) este divizibil prin z — b, deci existd un poli-

nom {z}, astlel incit si aibd loc identitatea
C(z) = (z — b) D(2).
Inlocuind in ultima identitate C(z) prin (z — b)D(z), obtinem
P(z) =[(z — a) (z — b)] D(z),
ceea ce inscamnd cd P(z) este divizibil prin (z — a) (z — b).
Dacd un polinom P(z) este divizibil prin 2 — a si 2 — b, el este
divizibil prin (z — a) (z — b).

Teorema se extinde ugor pentru cazul cind polinomul este divizibil
prin 3, 4, ... factori de aceastd forma.

Exemplu. Ecualia

"Plz) =3 — 822+ 172 — 10 = 0
admite ca ridacini numerele 1 si 2, deci P(z) esle divizibil prin z — 1 si z — 2.
Rezulti ca P(z) este divizibil prin (z — 1) (z — 2), adicd prin 2% — 3z + 2 — ceea
ce se poale verifica, facind impartirea.

2.1.7. Aflarea valorii unui polinom prin sehema i Horner. Tot
teorema lui Bézout (partea intil) ne aratd cid, pentru a afla valoarea
P(a) a unui polinom P(z) pentru o valoare z = a a variabilei, putem
calcula restul R al impdértirii P(z) : (z — a), cdci Pla) = R. Restul se
afli foarte ugor dacd se foloseste schema lui Horner. :

Astfel, in primul exemplu de la 1.3.5. am aflat, printr-o impartire,
valoarea polinomului P(z) = 2* — 3iz® + 4z 1 — 2i penlru z = —2:

In exemplul al doilea.am aflat pe aceeagi cale valoarea polinomului
P(z) =iz — (2 +1i) 2° + 42 — 3 — i pentru z = 1 — i:

P —iy =1 — 8i.

2.2. Descompunerea polinoamelor in factori liniari.
Numiarul rddacinilor unei ecuatii algebrice

2.2.1. Solutiile ecuatiilor algebrice in diferite sisterne numerice.
1. In multimea numerelor naturale, ecuatia

a4 x =0, a, be N (1)
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i i i tx-+3=05¢ exemplu:
admite o solutie numai dacd a << b. E;cemp]u. z-+3=5, fogtra} va[;_we
z4+3=1 Numai dupd ce au fost introduse numerele intregl nebbéz
si s-au definit operatiile in Z, orice ecualie de forma (1) in care a,
are o solutie, =0 — a. : F ot

9. In multimea numerelor intregi, ecuaia

ax = b, a, be Z (2)

1 - — 12, coniraexemplu:
nu admite totdeauna o solutie. Exemplu: 3z = 12, lcoqtl ?gaede})init
32 — 11. Numai dupi ce s-au introdus numerele rationale g1 8 e
operatiile cu aceste numere, orice ecnatie de forma (2) in care a, b ;

a == 0 admite o solufie, = —-

a ; :
' 1 T ar ssitatea unor nol
3. Cind se trece la ecuatia de gradul 1T, apare neccsltal
largiri ale notiunii de mumar, cacl ecualia

2=a, a €Q (3)
Tt s x2=9, e xemplu:
nu are totdeauna o solutie in Q. Egemplu. xH = 9, cioiltra_e tioinle
g2 =9 g2 = — 9. Numal in urma introducerii numerelor 1ral1ona
o= .

de forma ]/ a, a >0 si, mai general, dupd ce s-a constmgt mug}’g.;r(ﬁiii?
a numerelor reale, orice ecuatie de forma (3) in care a > 0 are tie,
chiar doud: z=|/a §i 2= — l/a ok B
Aceasta citd vreme a 3> 0. Cind a <0 apatre ((1) nmée; 11121(111;]):32;};1;?
i i ibili inlaturd prin introducer l
tate. Aceastd imposibilitate se Inle ‘
cromplcxe, de forma @ + bi. In multimea C a numerelor cc;mpl?zxi (zuga
ecuatie de forma (3) cu a € C are 0 501111,;13. De exemplu, :, = 7 %
% — - 3i. Mai mult, dupd cum s-a ardtat in algebra elenéen a:/i\,o b
orice ecuatie de gradul II, ax® + bz :{- ce=0,a0b cEC,a )
doudl solutii date de formula cunoscubd. .
4. Cind se trece la ecuatii de grad >2, cum ar IL:

72— 3z4 5=0, 2wt — 322+ 3z +i=0,

i jguri e ii dcar
se pune problema urmétoare: sintem Siiglm C(E;l zlxclesliﬁ ggzaﬁg g;la:ﬁﬁcII
i i i ecualia de gradu
cite o solutie? Trecerea de la 1a : Ly song o
i drgi junii umir, chiar doud: nu cumv ea
a impus o lirgire a notiunii de n , chiar d oumn .
la eG]uaLia de gradul III va impune o altd largire adn_(,)‘glunn de numér,
trecerea la ecuatia de gradul IV inea una, §.a.m.d.:
Riispunsul il dd teorema urmaétoare:

9.2.2. Teorema fundamentald a algebrei.
Orice ecuatie algebricd
P(z) = apz® + a;2" 7 + oo A+ naZ S =)
oy Gay v U S €, B >Q

are cel putin o ridicini in C.
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Simbolie,
VY P(z), 3z, z, € C, astfel incit P(z,) = 0.

Aceastd teoremd se numeste fcorema fundamentalii a algebrei sau
teorema lui Gauss, unul dinfre cei mai mari matematicieni germani din
sec. XIX sau teorema lui d’Alembert. Nu vom da demonstratia ei.

Teorema fundamentald a algebrei aratd ci procesul de lirgire a
notiunii de numir astfel ca diferitele ecuatii algebrice si aibd solutii,
se termind odatd cu introducerea numerelor complexe. Se spune ci
corpul numerelor complexe este algebric inchis.

2.2.3. Observare. Am presupus cd ecuafia are coeficienti complecsi. Aceasla
nu exclude ca coeficientii si fie reali, rationali, intregi sau chiar numere naturale,
cici ZcQc Rc €. De asemenea, riidicina poate fi reald, rationald g.a.m.d., dar
existen{a ei este asigurati numai daci se admit ca solufii §i numere complexe.

_ 2.2.4. Descompunerea polinoamelor in factori liniari. Intre ridici-
nile unei ecuatii algebrice P(z) = 0 i descompunerea polinomului P(z)
existd o legiturd foarte strinsd, de aceea, pentru a putea continua
studiul ecuatiilor algebrice, trebuie si ne ocupim de descompunerea
polinoamelor in factori liniari, adicd in factori de forma z — «.

Ecuatia de gradul I, ayz + @, = 0 are o singuril ridicing, z, = — &
. . . ao
si are loc identitatea
Yz, z€ C agz + v, = a, (z - a—’] = @y(z — 7).
@y
Ecuatia de gradul II,
@y2® + a2 + a, = 0,
are doud riddcini z; §i z, §i, dupd cum se slie,
V2, 2 € Cap + gz + ay = a5z — 2,) (2 — ).

Relatii analoage existd oricare ar fi gradul ecuatiei.
Consideréim, de exemplu, un polinom de gradul V

Py(z) = aez® + a12* + ay2® + a52° + a2 + a,.

Teorerqa fundamentald a algebrei ne spune ci ecuatia Py(z) = 0 are
cel putin o riddacind. Sio numim z,, z; € C. Pe baza teoremei lni Bézout
putem afirma cd P(z) este divizibil prin (z — z,). Citul va fi un polinom
de gradul IV, Py(z) si va avea loc identitatea
Vz,2 € C Py2) = (z — z;) Pylz).
_ Tot pe baza teoremei fundamentale a algebrei, putem spune ci ecu-
atia Py(z) = 0 admite cel putin o ridicind, s-o notdm cu z,, diferiti de
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z sau egald cu z. Fie Py(z) citul impdrtirii lai Py(z) prin z — z,.
Py(z) va fi de gradul T11 si vom avea

Vz, 2 € C Py2) = (3 — z,) Py(2).

Repetind rationamentul, se ajunge la concluzia ci existd un numir
complex z; §i un polinom P.(z) de gradul II, astfel incit si aiba loc
identitatea

Vz,z € C Py(z) = (2 — 25) Py(2);

existd un numir complex z, i un polinom P,(z) de gradul I, astfel incit -

s aiba loc identitatea ‘
Yz, 2 € C Pyz) = (z— z,) Pylz);

in sfivgil existd un numér complex z; si un polinom P,(z), care se reduce
la o constantd, s-o notim cu A, astfel incit si aibd loc identitatea

Vz, z € C Py(z) = (3 — z;) A.

Pentru a determina factorul A4 observim cd, dacd impértim un poli-
nom @gz" + a;2"*1 4 ... 4 @, prin (z — z), primul termen al citului
este aqz"1; deci primul coeficient al citului este acelagi ca al deimpir-
titului. Rezultd c& primul coeficient al polinomului P,,(z) este acelasi
cu al lui Py(z), adicd ay. Din acelasi motiv, primul coeficient al Tui Py(z)
este acelagi cu al lui Py(z), adicd a, g.a.m.d. Primul coeficient se pis-
treazdl de-a lungul tuturor impdrtirilor. Deci, 4 = a,.

Inmultim aceste identititi (si inlocuim A prin a,). Obtinem:

PiPyPyPo Py = (2—2)) (z — 2,) (2 — ;) (s — 24) (2 — 25) Py Py P, Py Pay
sau, simplificind* eu P,P,P,P,,

- 1 PR -

Vi, 2€ C Py) = afa — 2) (2 — %) (2 —2) (2 —2,) (z— 7).

Acelagi rationament se poate face oricare ar fi gradul polinomului.
In cazul general, al polinomului de gradul n, nyz" + a;2"1 + ... 4+ a,,
se obtine identitatea:

Vi, 2€Capd® - az™ + ... L ay=ay(z— 2) (58— 2) ... (z2— z,).
Orice polinom de gradul n se poate descompune in n factori liniari,
diferiti sau egali,

* Avem dreptul de a face aceastd simplificare. in adevir, fie 4, B, C trei poli-
noame, inlre care existd relatia A B = AC, A fiind diferit de polinomul nul. impirtind
ambii membri prin A (ceea ce este posibil, ciici AR este divizibil prin 4 si citul
este unic de asemenea i AC), obtinem A = C. Asadar AB = AC = B = (, ceea
ce Inscamni ot avem dreptul si simpliticim identitatea 48 = AC prin A.
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Se face abstractie de factorul constant a, Unii dintre factorii z — zy,
Z — %5, ... pot fi egali, cdcl se poate intimpla ca unele dintre numerele
2y, Zs... dintre care primul este o rddicind a ecuatiei P,(z) = 0, al doi-
lea, a ecuatiei P,(z) : (z — z;) = 0 s.am.d. s fie egali.

Aceastd descompunere este unicd (v. 2.2.7.).

2.2.5. Faetori egali. Cind existd factori egali, apar in descompunerea
polinomului puteri ale unor binoame, ca (z — z;)? (z — z,)® ete.

In general, descompunerea unui polinom in factori liniari este de
forma:

02" + a7 o = (2 — )01 (2 — 2 .. (2 — z) e Ky K, e
wy, k€ N, unde numerele 2y, 2y, ..., 2, sint diferite unul de altul si
By + ke + o + R =0
De exemplu: '
P(z) = 28 — 1225 | 57z* — 13822 - 180z% — 120z | 32 =
=(z—4) (z—1)*{z — 2),
dupi cum se poate verifica efectuind calculele ‘din partea dreapti.
In acestcaz, gy =1,z =4, k1 =1, 2, =1, by =2, 2z, =2, k3= 3.

2.2.6. Observare. Descompunerea polinoamelor in factori liniari este analoagd
cu descompunerea numerelor naturale in factori primi. Rolul factorilor primi il
joacit aici factorii liniari, de forma z — a. Trebuie insd mentionat ci aceastd analogie
existd numai dac# se admit si factori liniari z — @, in care a este un numir complex
si descompunerea nu este totdeauna posibili daci se cere ca a si fie real. De
exemplu, polinomul z2 4 1 nu se poate descompune in factori liniari reali, dar
acest lucru este posibil in complex: 22 + 1 = (z -+ i) (s — i).

2.2.7. Unicitatea descompunerii. Vom demonstra acum ci descompunerea
unui polinom in factori liniari se poate face numai intr-un singur fel. Vom {face
demonstratia pe un caz numeric,

Am vizut mai sus ci descompunerea polinomului

P(z) = 2% — 123° + 57z* — 138z% - 18022 — 120z 4 32
este
Plz) = (z— 2)3(z — 1)2 (z — 4&).
S presupunem cd ar exista o altd descompunere a aceluiasi polinom in factori
liniari,
Pz)=kiz—a)(z—Db)(z—c)(z—d)(z—e) (z— )
Ar urma si aibi loc identitatea
Kz—a)(z—b)(s—c) t—d (s —e) (s — f) = (s — 2 (s — 1)? (s — 4). (1)

Pentru z = 2, partea dreapti se anuleazd, cici factorul z — 2 se anuleazi.
Rezulta ci si partea stingd a identitatii se anuleazii, ceca ce esle posibil numai dacid
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mécar unul dintre binoamele z — @, 5 — b ele. se anuleazd pentru z = 2 (ciici k == 0),
Putem admite ci factorul 5 — @ se anuleazi. Cu aceasta generalitatea demonsiratiei
nu se restringe, ciici, de vreme ce unul dinlre factorii din stinga se anuleazi
pentru z = 2, n-avem decit si notdm cu a termenul al doilea al acelui binom. Din
2 —a =0 rezulti ci

a= 2,
fnlocuim in (1) e prin 2, simplificim* prin z — 2 si obtinem identitatea
kz—b)(z—c)(z—d)(z—e)(z—f)=(z— 2)% (z — 1)% (z — &). (2)
Repetim rationamentul, conchidem cii
b= 2
inlocuim & prin 2, simplificim prin z — 2 si obfinem identitatea
kz—c)(z—d)(z—e) (s —f) = (s —2) (2 — 1) (z — 4. (3)
Facem acelasi rafionament, ajungem la concluzia cit
gi=2,

fnlocuim in (3) ¢ prin 2, simplificim cu z — 2 si ob{inem identitatea
k(s —d) (5 — ) (s — ) = (s — 1)* (s — 4). ()

Acum ohservim cid partea dreaptd se anuleazi pentru z = 1. Ralionind ca in
cazul identitatii (2), ajungem la concluzia ci

di=1 a=41.
fnlocuim in (4) d si e prin 1, simplilicim prin (z — 1)2 si obfinem idcﬁtitatea
k(s — f) =z — &, adicd kz — kf = z — &, '
care ne di, pe bhaza conditiei ca douii polinoame sii fie identice,
R, f=4 )

Am demonstrat cA a =b=¢=2, d=e=1, f=4, &k =1. Deci desconi~
punerea a doua este aceeasi cu prima.

Factorii liniari care au apiirut sint de forma z — p (coeficientul lui z este 1).
Astfel de factori se numese faclori liniari normalizaii, spre deosebire de factorii

liniari obignuiti. De exemplu, 2z — 3 nu este normalizat, z — - este normalizat.
2

Putem deci enunta:

Descompunerea unui polinom fin factori liniari normalizati este unici.

Numai pe baza aceslei teoreme se poate vorbi de descompunerea (articulat),
nu de o descompuncre a unui polinom in factori liniari.

*v. nota de la 2.2.4.
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Subliniem cé, daci nu se cere ca factorii liniari si fie normalizali, descompune-
vea nu este unicid. De exemplu

623—53+1=6[z——;—)[zfé—)=3(2z—1)(z—%)=

;

=2(7,-—%](Sz—1)=(23—1) (Sz—'l)=:—0(1Oz—5)(6z—2)=...

9.2.8. Numiirul ridicinilor unei ecuafii algebrice. Din udc?scompune:
rea polinoamelor in factori -liniari, vom deduce o teoremd importantd
cu privire la numérul ridddcinilor unei ecuatii algebrice.

Considerim o ecuatie algebricid de gradul n

P(z) = 0.
Stim cd polinomul poate {i descompus in n factori liniari,
P(z) = au(z 0 2.'1) i ZZ) e (32— zn):

unde a, coeficientul lui z*, este diferit de zero, iar umele dintre
numerele 2z;, Zg, ..., Zp POL flv egale intre ele. ok

a) Vom presupune intii ¢d factorii liniari sint diferifi. :

Dack inlocuim aici z prin 2, factorul z — z se anuleazd, d?}'_‘,l
P(z,) = 0. La fel se aratd cd P(z) =0, .., P(z,) =0, deci ecuatia
P(z) = 0 are ridécinile z;, Z3, . Zn o .

Daci punem in locul lui z un numdr o« diferit de z;, 25, ..., Zn, toti
factorii & — 2y, & — %, -y & — Z,, vor {i diferifi de zero, @, este diferit
de zero, deci produsul din dreapta este diferit de zero, deci P(a) == 0,
deei « nu este ridicinid a ecuatiei P(z) = 0. Aceast.:a in_seamna cd ecuatia
P,(z) = 0 nu admite ca rddicind nici un numdr diferit de z;, 25, ... 2,

Am obtinut un prim rezultat: o ecuagie algebricd de gradul n are cel
mult n raddcini (v. 1.2.3., obs. 1). oy e e .

b) Acest rezultat nu este destul de precis, din cauzd cd unele dintre
numerele z;, Z, ..., 2, pot fi egale Intre ele.

Dacél in descompunerea

P(2) = as — 71) (2 — 23) e (5 — %)

# Aceasti demonstratie n-ar fi corectd dacid n-am sti cd descompuncrea unui
polinom in factori liniari este unicd. in adeviir, dacit ar exista o alti descompunere
a aceluiasi polinom

P(z) = aglz — 7) (58 — 25) ... (5 — Za),
unde in partea dreapti ar apirea micar un singur factor care nu apare si in prima
descompunere, de exemplu factorul z — z1, ecualia P(z) = 0 ar admile, pe lingi

X
riidicinile z,, 2, ..., #,, §i ridicina z1.
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a unui polinom apar doi factori egali, in ‘care al doilea termen este ace-
lagi numdr a, adicd apare Tactorul (z — @)%, se spune c¢il numéirul « este
o riddcind dubld a ecuatiei P(z) = 0, dacd apar trei factori egali, adici
apare (z — a)’, se spune cd numirul a este o raddeind tripld a ecuafiei
P(z) = 0; s.am.d.

 In genersl, dacd in descompunerea unui polinom in factori liniari
apare factorul (z — a)* si nu apare o putere mai mare a lui (z — a), se
spune cd numdrul a este o riddacind multipld de ordinul k a ecuatiei
B(z) =0, :

O radicing care nu este multipld se numesgte radicind sinipld.

Evident, o ecuatie algebricd poate avea mai multe rddacini multi--

ple, fiecare dintre ele avind ordinul ei de multiplicitate. De exemplu,
daca efectudm operatiile indicate de expresia

Plz) = (z—5P(z—1) (2 —7)*(z —2)

si egalam rezultatul cu zero, obtinem o ecuatie algebricd care are: rada-
cina tripld 5, raddeina cuadrupld 1, rédicina dubld 7 si rddicina sim-
pld 2. In acest exemplu, ecuatia este de gradul 3 4 4 2 4 1 = 10
gi existd numai 4 numere care o satisfac: 5,1, 7 gi 2. Dar dacil conside-
ram rddécina tripld ca trei rddédcini confundate, cea cuadrupli ca patru
riddcini confundate, iar cea dubld ca doud rdd&cini confundate, putem
spune cd ecuatia are 10 réddé&cini:
In general, daci descompunerea unui polinom este de forma

P(z) = apz — 2)" (z2 — 22 ... (2 — )P,

ecuatia P(z) = 0 are rddidcinile 2, Zy, ..., Z, cu ordinele de multiplici-
tate &y, ks, ..., K, respectiv.
Acum avem un rezultat precis:

O ecuatie algebricd de gradul n are n r3dicini, fiecare ridicini
multipl3 fiind socotitd ca atitea ridicini confundate cit aratd ordinul
ei de multiplicitate.

2.2.9. Observare. Accastd teoremi ne arati cite rddicini are o ecuatie alge-
bricd, dar nu ne di si mijlocul de ale afla. Este o teoremd de existeryid. Acelasi caracter
il are si teorema fundamentald a algebrei. De asemenea si teorema cu privire la
descompunerea unui polinom in factori liniari; ea spune ¢d un polinom de gradul
n se poate descompune in n factori liniari, dar ea nu ne di gi mijlocul de a-i afla.

® Aplicatii

2.2.10. Descompunerea in factori liniari si rezolvarea ecuafiilor. Faptul ci
riddcinile vnui polinom se citese din descompunerea lui in factori liniari, stabileste
o legiiturd intre riadicinile ecuatiei algebrice P(z) = 0 si descompunerea in factori
a polinomului P(z). A rezolva ecuatia si a descompune polinomul in factori liniari
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gint doud probleme cchivalente: dacd slim sd rezolvim una din ele, glim s-0
rezolvim si pe cealaltii.
Exemple. 1) Bcuatia bipitrati
bt — 1322 43 =10

i 1 = - :
are riiddcinile a; = 5 Lyl A= 52 @5 =|/8, z, = — /3. Deci:

hat — 1822 4 a;a[xe%](a:ﬁ— %)(x—l/ﬁf)(m%—l/ﬁ')

gau, dach descompunem 4 in 2 <2 gi inmultim unul dintre acegti factori cu primul
binom, iar celdlalt cu al doilea,

hat'— 1322 1+ 3 = (22 — 1) 2z + 1) (= — /3) (= + 1/3).

Pentru ci am putut rezolva ecuatia am pulut descompune polinomul in factori
liniari.

2) Considerim ecuatia

Pla) = a® + 2% —z — 2 — 0.
Scoatem in primii doi termeni a? in fata parantezei, apoi « + 2.

Plz) = oz + 2) — (4 2) = (x4 2) (2 — 1) = (2 + 2) (z — 1) (2§ 1).

Radicinile ecuatiei sint: — 2, 1 si —1. Pentru cd am reunsit si descompunem
polinomul P(z) in factori, am pulut rezolva ecuatia.

2.9.11. Formarea umnei ecuatii cind se cunoge ritdiicinile ei. Pe baza aceleiasi
legiituri putem construi o ecuatic algebricd care si aibid ca rddécini nigle numere
date dinainte.

Exemple. 1) Si se formeze o ecuajie algebricd care sid aibd rdddeina dubli 3 st
réaddcina tripld 1 si sid nu aibil alte rdddcing.

Ecuafia este

(z— 8)2 (z — 1)° = 2% — 92 +-802% — 46a% + 33z — 9 = 0.

9) Si se formeze o ecuatie algebricd care si aibd rdddcinile 2 + /3, 2 —1/3,
5 2isi 5 — 2istsd nw aibd alte raddeini.

Ecuatia este

Pla)=G—2—V8)lz—2+1/3)lz—5—2i)(s— 5+ 2i) =0

Primii doi factori sint de forma (e —b) (e 4+ b) cu a=2z—2, b=|/3 i

ultimii doi factori sint de aceeasi forma. Deci:

Pla) =[(z — 2)2 — 3][{z — 5)2 + &] = (s2 — 4z + 1) (a2 — 103+ 29) = 0

sau
74 — 1473 + 7032 — 126z 1+ 29 = 0.

Se putea proceda si astfel: Be formeazd cu ajuforul sumei ¢i produsului rada-

cinilor trinomului care are rddicinile 2 4- /3 si 2 — |/ 3, el este 22 — 4z + 1, apoi
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trinomul care are ridicinile 5 4 2i gi 5 — 2i, el este 22 — 10z - 29, si se inmullesc
intre ele.
2.2.12, Condifia ca doui ccuatii si aibdi accleasi ridicini. Fie
Plz) =0 gi Qz) =0
doud ecuafii algebrice care au aceleasi ridécini, de aceleasi ordine de multiplicitate:
z, de ordinul &y, z, de ordinul ky, ..., z, de ordinul &,. Atunci au loc identitatile:

P(z) = aglz — z)k1 (53 — z)he ... (5 — zr)hr ay =+ 0;

Qla) = byls — )kt (5 — z)ke ... (5 — z)*r By =0,
unde @, si b, sint coeficientii primului termen din P(z) si Q(z). Dacd inmultim
b :
expresia din dreapta a primei identitéti cu — obtinem expresia din dreapta a
Gy
identititii a doua, deci

o) =20 (a),

dp

b
ceea ce inseamnil ci polinomul Q(z) diferd de P(z) prin factorul conslant - (SEHJ
gy
@
P(z) diferit de Q(z) prin factorul constant b—° .
0
Reciproe, presupunem ci polinomul Q(z) diferd de £(z) printr-un factor con-
stant &, k=50
Qz) = kP(3),
si P(z) are radicinile multiple z;, 2, ..., 7 cu ordinele &y, ky, ..., &y
Atunci

Plz) = apfs — 5)k1 (2 —z)he .. (2 — z,.)hr

iar

Olz) = kP(s) = kaylz — z)k1 (3 — Zg)e .. (5 — zr)hl", f
ceea ce inseamni ci Q(z) arve tot ridicinile z;, 55, ..., 2, cu ordinele &y, ky, ..., kp
Asadar:

Doui ecuatii algebrice au aceleasi r3dicini, cu aceleasi ordine de
multiplicitate, daci §i numai dacd diferd printr-un factor constant
diferit de zero. -

9.9.13. Observiri. Pe baza acestei propozitii se poate spune c¢i un polinom
este determinat de ridicinile sale pind la un factor consiant.

Aceasta inseamni ci dacd printr-un procedeu oarecare, de exemplu prin cel
de la 2.2.41., am construit o ecuatie care si aibd ca ridicini niste numere date,
orice altd ecuatie care are aceleasi rddicini, ridicinile multiple fiind de acelasi
ordin, se obtine inmultind ecuatia giisitd cu un factor constant arbitrar, diferit de
Zero.
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2) Dacd scriem polinoamele P(z) si Q(z) desfagurat, conditia ca ele si difere
printre-un factor constant se scrie:

gz + az2v -+ L+ ap = k(bya + bzt = by Ry
de unde egalind coeficientii corespunzitori:
By ="kl 8y =Ry ey Oy — KOy,
de unde:
[ O ) By S
by by by,

ceea ce Inseamnil cd cocficientii sint proportionali.

Doud ecuatit algebrice au aceleagi rdddeint, eu aceleagi ordine de muliiplicilate,
dacd 51 numai dacd coeficientii lor sint proportionali.

Lo 3 a; - "
Mention#im ci trecerea de la a; = kb; la —* = kse poate face numaiin relatiile
i

in care b;'== 0. Dacd b; = 0, se ob{ine @; = 0. Cind doud siruri de numere sint
proportionale gi un termen al unui sir este zero, termenul corespunzifor din celalalt
sir este de asemenca zero.

3) Conditia k=£0 este esentiald, dupd cum aralid exemplul urmitor: Sd se
determine p gt ¢, asifel incit ecuajitle

Plz)=pz2+ (p+q)a+2p—3¢g=10 si Qz) =22+ 72--3=0
sd aibil aceleagt rddédcing,
Sistemul de ecuatii

2P — 39 45

P M s
2 .

p= = (.
; ¢

Ar urma ca prima ecuafie si fie P(z) = 022 4+ 0z -+ 0 = 0, ceea ce esle gresits
cici aceastd ecuatie are o infinitate de riddcini, iar ecuafia Q(z) = 0 are numai

doud. Greseala provine de la faptul ci, pentru p = ¢ = 0, toate raporturile sint
egale cu zero — contrar conditiei & =~ 0, Problema nu are solutie.

2.3. Relatii Tntre coeficienti si rddécini

2.3.1. Introducere. Se stie cd intre coeficientii ecuatiei de gradul TI
532 -+ a7+ ag =0

gi riddcinile ei, z, gl 2z, existd relatiile

a. a
31+52:_j’ thz=a—2-
0 0
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Acesta este numai un caz particular. Relafii aseminitoare existd
intre coelicientii si ridicinile oricdrei ecuatii algebrice. De exemplu,
in cazul ecuafiei de gradul III

a3 + a2 4+ a,z + a; = 0,

riadicinile fiind z;, z,, z,, relatiile sint:

a @, a.
Otz tm=— " ah+asht =" 57z = —-2,
@y A g
relatii asemiindtoare existd in cazul ecuatiei de gradul 1V, s.a.m.d.
Pentru a putea deduce aceste formule, trebuie si stabilim in prea-
labil o propozitie ajutitoare.
2.3.2. Calenlarea unui produs de mai mulﬁ factori liniari. Este vorba de
fnmul{irea ‘ ‘

(2 —2) (2 — 2) (3 — 25) ... (5 — z).

in cazul unui produs de ‘doi factori, se obtine

(z = zl) (z — zz) = 5% — (z_: + zz)z + 2125

inmultind cu z — z,;, se obtine

(2—35)(8—2) (3 —2) =23— (5 + 5+ 23) 22 -+ (2,55 + 5,53 + 5455) 2 — Z)%3%4;

fnmultind cu z — z,, se obtine
(z2—2)(z—2)(z—2) (z — {5;) =zt — (5, + 23+ 2, + 24)5% + (3125 + 5% +

t 512+ 2uzy A 208+ 25%)5% — (5128 T 51208, + 5153 + 52535)3 + 215053,
s.a.m.d.

Se constatil cii, in toate cazurile, primul coeficient al produsului este 1;

coeficientul al doilea este suma numerelor z;, =, ... luatd cu semnul ,,—¢;

coceficientul urmitor este suma tuturor produselor de cite doi factori care
se pot forma din numerele z,, z,, ... (in cazul produsului de doi factori, aceastd
H»sumi® se reduce la un singur termen);

coeficientul urmitor este suma tuturor produselor de cite trei factori care
se pot forma din numerele z, 2, ..., luati cu semnul ,,— (in cazul produsului de
trei factori, aceastd sumi se reduce la un singur termen) s.a.m.d.

wirul acestor coeficienti se termini totdeauna cu produsul 4+ 23, ... z,.

Ca si putem exprima acest fapt sub forma generald, introducem notatiile
urmitoare:

S§ =2z + 2+ ...+ 2,
8y = 2% + 225+ ... + 5noy I,

S5 = #1285 + .. + Zn-p Zn-y 2n,

Cu aceste notatii, produsul de n factori se scrie:
(8 — 5) (8 — &) o (5= 8q) =87 — S2% 14 S22 L ...
o (= 1) Spanh 4 (— )R Spanchl 4 (= 4)2 Spe ()

Vom demonstra aceastd formuld prin inductie completi®.
Formula este adevirati pentru » = 2, In adevir,

(z—2)(z—2z)=22— (5 + z)z + 52 = 2% — S5+ S,

Presupunem acum ci formula (8) este adevdratd pentru »n si vom demonsira
cil ea este adevirata pentru n - 1.
inmulim in (8) ambele pirti cu (z — zp4;). Obtinem

(2 — 21) (2 — 23) oo (B8 7 %n) (8 — Zpaa) = (5% — SyaT - 532 + ..
aee + ('— 1)k‘ Shsn‘k' + {'— 1)k+1.§k+lzn'k" + aes —F (— ’.I.)n' S'n_) (Z = zi'H'l)'
Efectuim inmuliirea din partea dreaptd si obbinem

2+l — (8 + zng) 2t 4 (Sp + Sizngg) 2
e (— 1}h+1 (Srer + Shznts) o S S (— 1) Spyy

Examiniim expresia Sps; + Sknsg, care figureazd in termenul general.

Sy4; este suma tuturor produselor de cite (& + 1) factori ce se pot forma cu
numerele z;, 2, ..., %n Sau, ceea ce este acelasi luern, suma tuturor produselor de
cite (k- 1) factori ce se pot forma din numerele 3z, 2, ..., Zn, ns1 excluzindu-1 pe
Zn+1; Sp este suma tuturor produselor de k& factori ce se pot forma cu numerele
Zy, Zgy oy Bny deCi Spznyy este suma tuturor produselor de (k + 1) factori ce se pot
forma din numerele 3z, Zs, ..., Zn, Zn4; §i care contin factorul zp4. Rezultd cd
expresia Spyq 4 Spzns este suma tuturor produselor de (k- 1) factori ce se
pol forma din numerele z, Zy, ..., Zn, Znsr- Afirmatia analoagd se poale face despre
toale parantezele din (57), deci (&) se poate scrie

gt — Ty Tagn-i . 4 (— 1 Tpypan-k 4 (— 48 Ty (T)

(am pus S; + zp4y = T1, Sy + Sisne = To gam.d.), unde T este suma nume-

(5

* [iste util ca in prealabil si se calculeze efectiv produsul de patru factori
pornind de la produsul de trei factori:

(8 — 2) (2 — 22} (3 — 33) (53— 7)) = [5° — (21 + 272 + 35)2% + (32, + %125 + ZaB3)s —
— 5,35] (2 — 7,) = 2% — (3 + % + 23+ 54) 2 + (5% + 2%+ 2% G
A+ 735 + 2.7, & 537)3% — (2158 + 51523 + 51553 T+ 5u53%)8 515355
Aici se viid direct cele douii feluri de produse care apar in fiecare coeficient.
De exemplu, in coeficientul lui 2, primii trei termeni sint toate produsele de cite
doi factori care se pot forma din numerele z,, 23, 33, 2, §i care nu conlin z;, iar

termenii urmitori sint toate produsele de cite doi factori care se pot forma din
aceleagi numere si confin z,. Acelasi lucru se constati si la ceilalti coeficienti.

41




relor 3,, Za, ..., S0, Zne1, e Cste suma produselor de cite doi factori ce se pot forma
cu aceleagi numere s.a.m.d., adica

Ty=3z+ 2+ ...+ 2n+ 2nn
Ty =23, + 58 1 -+ ZnSnas
Trs1 = %155 o BnBritas
Rezultd ci expresia (77) esle de aceeasi formé ca partea dreaptd din (S), ceca
ce a fosl de demonstrat.

2.3.3. Formulele lui Vieta. Pe baza formulei (5), putem demonstra
usor relatiile anuntate la inceput.

intre coeficientii unei ecuatii algebrice
(B) P(s) = apz" + a2 + a5z 2 + oo F @32 o @y, g0
gl ridicinile ei z,, z,, ..., 2z, existi relafiile

@
Sl=‘-zl~|-22—i—...—|—zn_1—'}-z.n=—-;-‘-’
(]
a
Sy = 2155 + 2123 + oo F Zpap = o
0
a
8 =zttt £ i - B Eig zn——a—gs
(1]
(V) o e O e e ATt
pan *
Sk—zlzzzs ,..Zh+...=(—' 1) L)
]
Sa = 2123 - = (— 12,
g

Reciproe, fiind datd ecuatia P(z) = 0, dacii numerele z, 2, .., 2,
satisfac relatiile (V), ele sint ridiicinile ecuatiei.

Simbolie, !

[Pla) =10t = 1,32, ..., 0]« (V)

Pentru a demonstra aceastd teoremd, déscompunem polinomul

P(z) in factori.
7" + a2t +ag? . F @+ Ha, =
= ay(z — 1) (2 — Z3) .o (2 — 2p) woe (2 — 2p)

# In partea dreaptd figureazii semnul ,+“ (nici un semn) sau ,,—*, dupd cum

termenii din partea stingd sint formafi dintr-un numéar par sau impar de factori,

Acest Jucru se exprimi pria factorul (— 1)%, ciei (— 1) este egal cu + 1 sau cu
— 4, dupid cum k este par sau impar.
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gau impdrfind prin ag,
Al L g2y
g Ty
31) (.Z = 2’2) (Z —Zp) e (z — zn)

gi, inlocuind produsul din dreapta cu expresia datd de relatia (S) de
la 2.3.2.

an

a
o g
ap

ap

r

—— | pd

P B e T ‘;—" =
g )

a
ay Gy
= " — Slzawl + Sazn—z _|_ + (_ 1)1‘: Sk + + (_ '1)” Sn-

Egalind coeficientii eorespunzitori, se obtine:

pSy==apEE, ..,

g

ay

ay

s

S

; Gy 2y

adicd formulele (V). _ of ‘

Reciproe, sd presupunem cd intre coeficientii ecuatiei (E) si nume-
rele zy, Zg, ..., 2, existd relatiile (V), pe care le punem sub forma:

a4 = — agSy, @y = ySgy -y Ap = (— 1.)k Sy vy A = (— 1) @Sy

Tnlocuind in partea stingd a ecuatiei (E) a;, a,, ..., a, prin aceste
expresii si scotind factorul comun a,, obfinem:

P(2) = a2 — SZ + Seg™1 4 oo+ (= WP S 4 e 4 (— DS,),
iar pe baza relatiei (5):
P(z) = aglz — 2z)) (2 — ) .. (2 — 24)-

Acum se vede ci P(z) =0, P(z) =0, .., P(z;) = 0, cilci pentrn
5= %y, & = Bg, wsy 3 = I, unul dintre factorii din dreapta se anuleaza,
deci 2y, Zs, .- sint riddcinile ecuatiei (E) — ceea ce a fost de demon- ;
strat.

Dacd introducem notatiile

721’1

Mz — 5) = (2—2) (82— 2) ... (2— 2z,),
& S(Z) =z" — Slzn_l 'I_ Szz'n—2 + Lt "I" ("'" i)n Sm

si notiim cu (V) relatiile care fac obiectul acestei teoreme, demonstratia
teoremei directe se poate rezuma prin schema

[P(z;) = 0] = [P(2) = a,ll(z — z;)] } = Pz} =a;5(z) = (V)
m Iz—z)=>5&]@) &
(2)
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unde cifrele dintre paranteze aratd pe ce se bazeazd relatia respectivd,
§1 anume:

(1) teorema cu privire la descompunerea unui polinom in factori
liniari;

(2) formula dupi care se exprimi un produs de forma:
(2 — 2) (z — 2p) ... (z — z,), adicd formula (S) de la 2.3.2.;

(3) tranzitivitatea relatiei de egalitate;

(4) conditia ca doud polinoame si fie identice.

Schema demonstrafiei reciprocei’ este:

(V) = [P(z) = aS(a)]) = [PL(z) = a,11(z = z;)] = [P(z;) = 0].
(4) [S(2) = I(z — 2)1) (3) (1)

Relafiile (V) dintre coeficientii si ridédcinile unei ecuatii algebrice se

numesc §i formulele lui Vieta, dup& numele matematicianului francez
Frangois Viete (Vieta), unul din fondatorii algebrei.

2.3.4. Observiri. 1) Se constatii cii expresiile din stinga sint simetrice® in raport
cu riidacinile ecuatiei. De exemplu, dacd in expresia

L =
212y T 3133 1 ZaB3

punem z in loc de z,, si invers, oblinem o expresie egali cu ea. Acelasi lucru se
constaliisi dacd se schimba z; cu z; sau 3, cu z,; de asemenea si oricare ar fi relatia
considerata.

Este firesc si fie asa, ciici ridiicinile unei ecualii date sint anumite numere,
care riimin aceleasi oricum le-am nota sau numerota.

2) In cazul ecuatici de gradul IV, relaliile se obtin astfel:

Prima relafie nu prezinti nici o dificultate; primul membru este Z + 3y
-+ %3+ 2,; pentru relatia a doua, se inmulfegte fiecare ridicind, pe rind, cu toate
ridacinile urmitoare: z; cu z,, 2, cu 5, s.am.d.; pentru a scrie relalia a treia, par-
curgem girul z,, z,, zy, 7, de la dreapta la stinga si suprimam pe rind cite o ridi-
cind: suprimém z, si obfinem z,5,z,, suprimim z, si oblinem z,z,z, s.a.m.d.

3) Pentru unele probleme, este util ca, in cazul ecuatiei de gradul 1V, relatia
a doua si a treia si fie puse sub forma:

(31 + 22) (33 + 3y) + 2,35 + gz, = < 1
Qg

%%52(8x + ) + BBilz + &) = — 2.
1 ay

* Cuvintul simetric are aici aproape acelasi sens ca in geometrie. Cind o figura
admite o axii de simetrie, ea rdmine neschimbatd atunci cind schimbim intre cle
cele doud parti situate de o parte gi de alta a axei — o expresie simetrici in raport
cu doud litere rimine neschimbatid daci schimbiim intre ele cele dowi litere.
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® Aplicatii

Formulele Iui Vieta joacd un rol important in teoria ecuatiilor, rol
care apare intr-un studin mai adincit al algebrei. Aici se vor da numai

citeva aplicafii imediate. '
2.3.5. Cazul cind ecuatia are coeficien{ii numerici. Sd se rezolve
ecuajia
473 — 24z% 4 65z — 87 =0
cind se di cd intre rdddeinile ei existd relafia z, 4 z, = z3.
Seriem formulele lui Vieta:

z + 2, -+ 23 = 6, : (1)
; 4E
oty + Byt + Bt = s (2
oo 3)
i ey
gl relafia dati: |
2 + 2, = 7. (&)

A rezolva ecuatia propusi revine la rezolvarea sistemului format
din ecuatiile (1) — (3). Se dd, in plus, relatia (4), avem deci un sistem
de 4 ecuatii cu 3 necunoscute.

Din (1) si (4) rezultd cé

2+ 2,=3, =3 (5)
Punem (2) sub forma
; 65 i
2125 + 23(31 + 22) = & (27)
§i, inlocuind aici 2 §i 2, 4 2, prin valorile date de (5), obtinem
%1% 4

Din (5) si (6) rezultd ci z; §i 2z, sint ridécinile ecualiei

34 2i /5
ba? — 12z + 29 = 0; z1,2=L§LL-

Se constati cX si ecuatia (3), pe care n-am folosit-o, este salisfacutd,.

. 29 87
cicl (2125)23 = = 3= =

Ca'\l

g ey 3+ 2i y
Ridicinile ecuatiei sint: zp = —2--15—’ 2y = O
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92.3.6. Observiiri: 1) Dupil ce am aflat ¢il z; = 3, putem impérti partea stingd
a ecualiei date prin z — 3. Citul este 4z — 12z 4 29 si di rddécinile z, si z,.

2) Dup# ce am obtinut relatiile (5), putem folosi relatia (3). Inlocuind aici
3, prin 3, se obtine (6) si se poate continua ca mai inainte,

2.3.7. Cazul eind unul dintre coeficientii ecuatiei este variabil. Daci
adoptidm solutia datd la inceput, relatia (3) rdmine nefolositi. Aceasta
inseamnd cd am rezolvat ecuatia fdrd sd cunoastem termenul liber
(stiind in schimb ¢id z; + 2, = z;). Am rezolvat deci problema urmi-
toare:

Sd se rezolve ecuatia
4z — 242° + 56z +a =0

cind se ddi cd zy - 7, = 24 L G se determine ¢aloarea lut a.
In adeviir, dupd ce am aflat rdddcinile, relatia (3), care se scrie
acum

Tilots — -—%(dar a ridmas nefolositd) ne da
o i/5 87
'—%= 2 ;l/a' 3+zll/5:3=z; a= — 87.
Sistemul format de ecuatiile (1), (2), 2,22, = — & si (4) are o
a
solutie dacd i numai daci a = — 87.

Dacd mergem pe calea indicatd in observarea 2) de mai sus, relalia
(2) rdmine nefolositd. Deci, pe aceast cale se poate rezolva problema:
Sd se rezolve ecuafia:

hz® — 2422 - gz — 87 = 0.
stitnd cd 2, + 2z, = 2z si sd se determine valoarea lui a.

2.3.8. Cazul cind toli coeficientii ecuafiei sint variabili. S¢ se deter-
mine condifia necesard st suficientd pe care irebuie s-o indeplineascd coefi-
clenfit ecuajiet -

2t aBtb2tez+d=0

pentru ca intre rdddcinile ei sd exisle relafia z) + 2, = z3 + 2,
Aplicajie numericd. Sd se verifice cd ecualia

2t — 1228 4 5322 — 1022 + 70 =0

satisface condifia gdsitd si sd se rezolve.
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Seriem relatiile lui Vieta, precum gi relatia datd

H+ztuti=—a (l)
(21 + 25) (73 + 20) + 2122 + 232, = b, (2)
2135(25 + %) + Zaz((21 + 2) = —6, (3)
Bt —d, (4)
2y + 2 = 23 1+ %4 . (5)

Avem aici un sistem de 5 ecuafii cu 4 necunoscute, 2y, Zs, Z3, 7y
Pentru ca intre ridicinile ecuatiei si existe relatia (5), este necesar g1
suficient ca acest sistem sd fie compatibil.

Rezolvim sistemul format din ecuatiile (1), (2), (4) si' (5).

Din (1) i (b) rezultd

21—]‘522534‘34:_,(—1" (6)

Inlocuind in (2), obtinem

b2 -
B4%p + 2% = b “"az- (7)
Ecuatiile (4) gi (7) ne dau suma gi - produsul numerelor g = %,2,,
. - a
7 = 237,. Cunoscind ¢ = z2; $i, din (6), 3; + 2, = — = putem afla
, ' - y
z, §i z,; analog, cunoscind z3zy =7 §1 2 + 2, = — — putem afla z;

gi z,. Deci ridicinile ecuatiei se pot afla fiird a folosi ecuatia (3).
Solutiile sistemului format din ecuatiile (1), (2), (4) si (5) fiind aflate,
totul depinde de rezultatul care se obtine inlocuind in (3) @1, %5 @y
, prin valorile lor. Pentru a face inlocuirea, nu este necesar sa aflim
afectiv ridicinile. Pe baza relatiilor (6), ecuatia (3) se scrie

212 N 2z, [ — i] = —g; —
L g’ 9 324 9 9
iar pe baza ecuatiei (7), ea devine

2 (—2)=

5] [*

o

T

(2125 + 23%4) = €,

sau

(R) a® — 4ab -+ 8¢ = 0.

intre rHdicinile ecuatiei existd relatia z, + 2, = 23 -+ 7, dacd sl
numai dacd intre coeficientii ecuatiei existd aceastd relatie,

[2, + 23 = 25 + 24] < [a® — 4ab 4 8¢ = 0].
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In adevir, sistemul format de ecuatiile (1), (2), (4) si (5) este compa- '

tibil, iar relatia (R) exprim# faptul cd orice solufie a acestui sistem

satisface si ecualia (3). Dacd sistemul complel este compatibil, acea

solutie satisface si ecuatia (3), deci are loc relatia (R), ceea ce inseamni

cd (R) este o condifie necesard. Reciproc, dacd relatia (R) are loc, orice

solutie.a ecuatiilor (1), (2), (4) si (5) satisface gi ecuatia (3), deci sistemul

este compatibil — ceea ce inseamnid ci (R) este o conditie suficientd.
In aplicatia numerici, ¢ = — 12, b = 53, ¢ = — 102, d = 70.

(— 12)3 — 4(— 12) 53—8 - 102 = 0,
deci ecuatia satisface conditia (R). Ecuatiile (7) si (4) sint in acest caz

5125 + 7y = 17, (7

(2125) (252) = 70 (&) .

%12y 81 242, sint rddéicinile ecuatiei

12— 17t + 70 = 0, care d& t, =7, &, = 10,
deci
By, = 4y Zaay. = (8)

Ecuatia (6) se scrie
2z + 23 = 23 + 2, = 6. 9)

Relatiile (8) si (9) aratd cd z, z, §i 2z z, sint, respectiv, rdddcinile
ecuafiilor

22— 6t+7=0gi t2— 6t+ 10 =0,
care dau:

z1,2:3:’[:]/§, Zsq =341

2.3.9, 'Observare. Se constatid cii in conditia aflatdi nu figureazi coeficientul d.
Acest lucru nu are nimic surprinzitor. El arati cii, dacd intre riidicinile unel ecuatii
de gradul IV existd relatia z; + z, = 2, + 24 i schimbim ultimul coeficient (de
exemplu, dacd in ecuatia din enuntul problemei punem in loc de 70 orice alt
numdr) radacinile se schimbé, dar intre ele va exista aceeasi relatie.

Relatia aflati nu trebuie si cuprindii neapiirat tofi coeficieniii. Ea poale si
cuprindd chiar numai un singur coeficient. De exemplu, condifia necesari si sufi-
cienti ca suma ridicinilor ecuatiei 2® 4 pz* 4 gz r=0 sa lie z; + 2, + 23 =
=1 este p = — 1; g si r sint arbitrari.

2.3.10. Procedeul prin identificare. Reluiim problema precedentd
(2.3.8.) si fie z;, 25, 23, 3, rdddcinile ecuatfiel propuse. z; si z, sint rddi-
cinile unei ecuatii de forma z% - pz+4 ¢ =0, z; 8i z, sint ridicinile
unei ecuatii z* 4 p'z4+r =20, z -+ 2, = z; -+ 2z, dacd si numai dacid
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p=p 'De::i ecuatia inéieplines,ste conditia z; -+ 2, = 23 + z, dacd si
numal dacd poate fi pusd sub forma

@+pz+q(@+pz+r)=0
saun, dupi efectuarea inmultirii,
2+ 202+ (PP q+ 1) 22+ plg+ 1)z + g =0

Egalind coeficientii acestei ecuatii cu coeficientii ecuatiei propuse,
obtinem  sisternul

2p = a, (1)
P o p =0 AR ¢
plg+1)=c¢ (3)
qr=ds (4"

Urmeazd si gdsim condifia necesard si suficientd ca acest sistem si
fie compatibil. Rezolvim sistemul format .din ecuatiile (1), (2") s (4").

Ecuatia (1') d& p =§. Introducind in (2°), se obtine ¢ +r =5 —

2
— az; aceastd ecuatie impreund cu (4') ne di ¢ sir. Decip, ¢ 3ir se pot

afla din ecuatiile (1), (2') si (4'). Necesar si suficient ca sistemul si fie
compatibil este ca valorile aflate pentru p, ¢ si r si satisfacd si (3').

Inlocuind in (3') p prin %g,i g+ rprin b— %, se obtine conditia (R)

de mai inainte. .
In cazul ecuatiei cu coeficienti numerici, ecuatiile (1), (3') si (4')
devin

2p = — 12, plg +r) = — 102, gr = 70.

Prima dintre aceste ecuatii dd p = — 6, a doua devine acum g +r =
= 17. Aceastd ecuafie, impreund cu ultima dau ¢ =7, r = 10 (sau
g =10, r = 7, ceea ce revine la acelasi lucru). Ecuatiile care dau z,
Zy §l zs, 7, sint, respectiv,

2—6t4+7=0¢ t*—6t4+10=0
aceleasi care au apdrut mai inainte.

2.3.11. Observare. Analogia dintre acest procedeu si cel precedent este izbi-
foare. Ecuatiile (1°) — (4’) se obtin din ecuatiile (1) — (4) inlocuind z, + z, si
z3 -+ 2z, prin — p, z;z, prin q si z;z, prin r. Aceasta se explicd prin faptul ca atunci
cind aplicim formulele Ini Vieta, procedim, in fond, tot prin identificare; cici
aceste formule se obtin prin identificare. Se identificd, in cazul de fald, polinomul
dat cu polinomul care se obfine efectuind inmultirea (3 — z;) (z — z) (3 — 25) (3—3,).

in procedeul al doilea se porneste, in mod tacit, tot de la produsul (z — z)
(5 — 2.) (3 — 2,) (z — z,), dar factorii se grupeazii aslfel: primii doi factori dau
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un produs z*+ ps - ¢, ullimii doi — un produs z2-- p’z + r, deci polinomul se
identificd cu produsul (22 + pz+ ¢) (22 + p'z 4 r) si, datoritd conditici z; + z, =
= z; 1 z,, se inlocuieste in prealabil p’ prin p. Deeci, procedeul al doilea ocoleste
formulele Iui Vieta: se merge direct la sursil care este identificarea. Avantajul constd
in faptul ci notatia este mai simpld (in primul procedeu, g = 7,2z, 51 r = 2,2, se
infroduc ca necunoscute ajutdtoare, pe cind in procedeul al doilea aceste necunos-
cute apar de la inceput) si conditia z; + 2, = 33 + 2, se infroduce de la inceput.

2.3.12. Recomanditri. 1) Rezolvarea problemelor de acest tip constd in elimi-
narea necunoscutelor z, z,, ..., 7, din sistemul de n - 1 ecuatii format din cele n
relatii ale lui Vieta si relaia datd. Aceasld eliminare se poate face in mai multe
moduri. Dacll nu se procedeazid cu suficientid grija, se deduce din eccualiile date o
relatie intre coeficienti, dar din caleule rezulld numai implicatia intr-un gingur
sens; in cazul de fati:

[31 + 33 = 55 -+ 3] = [a® — 4ab |+ 8c = 0].

Cu alte cuvinte, se obtine numai conditia necesari. Demonstratia implicaliei in
celilalt sens (condilia aflatd este si suficientd) cere de multe ori calcule foarte
Iaborioase, iar fird aceasti demonstratie problema nu este complet rezolvati.

In lipsa unei teorii generale a eliminirii, care nu se face in scoald, se poate
folosi regula urmitoarc — pe care am aplicat-o in problema precedenti.

Fiind dat un sistem de n -+ 1 ecuajii cu n necunoscule cu parametrii a, b, ..., ¢,
pentru a gdsi condilia necesard st suficientd ca sistemul sd fie eompatibil, se aleg n
ceuafil si se rezergd una. Sistemul format din cele n ecuatii se rezolpd, lar valorile aflate
penhtru necunoscuie se introduc in ecuatia rezerpatd. Relapia (R) inire parametri care
s¢ cbline asifel este condifia cdutatd.

In exemplul nostru, am ales sistemul format din ecuatiile (1), (2), (&) si (5)
si am rezervat ecuatia (3).

2) In unele probleme, cind se di o relatie () [intre ridiicini, se alli usor o
ridéicind a ecuatiei. Atunci se obiine foarte usor o relatie (R) intre coeficienti punind
condifia ca valoarca aflali si satisfacd ecuatia, dar acest procedeu nu este corect.

In adevir, se demonstreazii numai implicatia (S) = (R); rimine si se demon-
slreze gi implicatia inversa (R) = (5); cu alte cuvinle, se gisegte numai conditia
necesard, nu gi cea suficientd,

2.4. Riddécini multiple

2.4.1. Obiectul acestui paragraf. Notiunea de riddcind multipld
este cunoscutd (2.2.8.) De exemplu, dacd descompunerea unui polinom
P(Z) este

Plz) = (z— 3)2(z — 53 (z — 1),

ecuatia P(z) = 0 are ridicina dubld 3, rdddcina tripld 5 i rddicina
stmpld 7.

In cele ce urmeazi, vom avila cd existd o legdturd intre rdddecinile
multiple ale unei ecualii algebrice P(z) = 0 si rdadécinile derivatelor®
lor P'(z) =0, P"(z) =0 s.aam.d.

Pentru a ardta in linii mari despre ce este vorba, considerim, de
exemplu, ecuatia

B =lz— a)t =0,
care are rdadicina cuadrupld z = a.
Derivatele consecutive sint

P'(z) = 4(z — @)}, P"(z) = 12(z — @)%, P'"(2) = 24(z — a), P1V(z) = 24.

Se constatd cd numdrul ¢ anuleazd primele trei derivate, dar nu anu-

leazd derivata a patra si, pe mésurd ce ludm derivalele consecutive,

ordinul de multiplicitate al rdddecinii scade cu cite o unitate.
Ecuatia | P(z)=0 P'(z)=0 P'z)=0 Pz =0 BV — )

1
Ordinul
riddcinii & 3 2 1 0
Deoarece intervin functii (polinomiale) de o wvariabili complexd,
trebuie sii extindem notiunea de derivatd; la analizd s-au tratat numai
functii reale de variabild reala.

2.4.2. Derivata unei funetii intregi de o variabild complexi
Derivata unui polinom cu coeficienti complecsi
P(z)= a5 + a2t + . F a2t a2z C
este polinomul
P'(z) = nagg®t - (n — Dagm2 + ... + a,4.
De exemplu, derivata polinomului
Plz) =224 (1 — 2022 — (/T + 3i) 22 + 5iz — (1 +1)
este
P'(z) = 4z® + 3(1 — 2i) 22 — 2(]/2 + 3i) z -+ 5iL.

In analizii, aceastd propozitie se demonstreazi, pe baza definitiei
cunoscute a derivatei unei functii; pentru cazul polinoamelor cu coefi-
cienti complecsi, ea este definifia derivatei.

Pornind de la aceastd definitie, formald, a derivatei, avem dreptul
sd aplicim regulile cunoscute pentru a calcula derivata oricdrei expresii
intregi.

* Tiste o exprimare prescurtati; existd derivata unei functii, nu a unei ecuatii.
Sensul acestel expresii rezultd din modul in care o folosim.
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In adevir, fie 4(2) 5i B(a) doud polinoame cu coeficien}i reali si C(z) =
= A(z) B(a) produsul lor. in analizd se demonstreazi ci

i) C’'(z) = A'(x)Blz) + A(x)DB'(x).

Deoarece produsul C(z) esle tot un polinom, ca si A(x) si B(z), derivata sa
poate fi calculatd si fard aceasti formuld: se efectucazii inmulfirea A(x) B(x)
si se deriveazii produsul oblinut. Rezullatele trebuje si concorde; relatia (¥) este
o identitate. De exemplu, daci

Alz) = 2% — 5z 4 2; Blz)= a4+ 8z -+ 1.
Avem:

C(z) = A(z)B(x) = 2t — 227 — 122% + 4 2.
Dacii caleulam derivata polinomului €{x), ob{inem
C'(x) = 4a® — 6a®? — 24z | 1;
dacd aplicim formula (*), avem
A'lx) =22 — 5, Ba)=22-4 8
deci
C’'(2) = (22 — 5)(2® + 32 + 1) ++ (22 + 3)(a? — 5z + 2).

Are loc identitatea:

@ — 22% — 1222 - x| 2 = (22— 5) (22 + 3z + 1) + (2% + 3) (2% — 5z 1 2),

ceea ce se poate verifica, efectuind calculele din partea dreapti.

Asadar, relatia (*) este o identitate. Ea are un caracter pur algebric, ciei
intervin numai aduniri si inmultfiri de polinoame.

S presupunem acum ci A(x) si B(x) sint polinoame cu coeficienti complecsi,
deci C(x) esle de asemenea un polinom cu coeficienti complecsi.

Tot ce s-a spus aici despre derivata unui produs rdmine adevirat. In adevir,
conform definitiei derivatei unui polinom cu coeficienti complecsi, derivata A’(x),
B’(x) si C'(@) se calculeazd dupi aceleasi formule ca in cazul polinoamelor cu coefi-
cienfi reali si operaliile cu polinoame se fac dupi aceleagi reguli indiferent daca
coeficientii lor sint reali sau complecsi. Rezultidl ci formula (*) este valabild si in
cazul polinoamelor eu coeficienti complecsi.

2.4.3. Definitie

Un numir a este ridicind multipli de ordinul % (k € V) a ecuatiei
algebrlce P(z) = 0 daci s§i numai daci P(z) este divizibil prin
(2 — @)%, iar citul C(z) = P(z):(z — @)* nu se anuleazi pentru
z = a.

Simbolic: [a rid. mult. k, P(z) = 0] <
[3C(z) astfel incit Vz, z & C P( ) = (z — a)* C(2) §i C(a) 5~ 0]
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(»a rid. mult. £* trebuie citit ,,@ este riddcind multipld de ordinul & a
ecuatiei®).
De exemplu, dupd cum am vazut (2.4.1.), ecuatia

P(z) =(z—1)%(z—5)2(z—7)

are rddidcina dubld 1, radacina tripld 5 si rdddcina simpld 7. Polinomul
P(z) este divizibil prin (z — 1)? si citul

P(z) : (z — 1)3 =(z—5)P(z—17)

nu se anuleazd pentru z =1; P(z) este divizibil prin (z — 5)® si citul
Piz):(z2—5P=(z—1)%(z—17)

nu se anuleazid pentru z = 5; P(z) este divizibil prin (z —
By i e — 1) = (2 - BB

nu se anuleazd pentru z = 77

7) si citul

2.4.4. Observare. Se poate demonstra cii aceasld definitic a rddacinii multiple

este echivalentd cu cea dati inainte (2.2.8).
De asemenea, conditia C(a) =0 este echivalenlii cu conditia ea polinomul
si nu fie divizibil printr-o putere mai mare a Iui z — a decit k. Deci:

Un numiir ¢ este ridicind multipli de ordinul % a eeuatiei algebrice
P(z) = 0 dacii si numai daci polinomul P(z) este divizibil prin (z — a)",
(k & N), si nu este divizibil prin (z — a)**.

Bineinteles, daci polinomul P(z) nu este divizibil prin (z — @)%+, el nu va
fi divizibil prin nici o putere a lui (z — &) mai mare decit k.

2.4.5. Propozitie auxiliari. O ridicind z — o a ecuafiei algebrice
P(z) = 0 este riadicind multipla de ordinul % dacii gi numai daei este
ridicind multipld de ordinul £ — 1 a derivatel P'(z) = 0.

Simbolie,

[a@ rdd. mult. & P(z) = 0] < [a rdd. mult. (k — 1) P'(z) = 0].

In adevir, fie P(z) = 0 o ecuatie algebricd si fie ¢ o radicind mul-
tipla a ei de ordinul . Conform defmmel existd un pohnom C(z) astfel
ca si aibd loc identitatea

P(z) = (z —.a)F C(3), Cla)=£0-

Aceastd relatie exprimi faptul ed dacd efectudm caleulele din partea
dreapta obtinem polinomul P(z). Rezulti cd dacd vom deriva expre-
sia din dreapta, vom obtine o expresie care, efectuatd, va da un
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polinom identic cu polinomul P’(z). Cu alte cuvinte, avem dreptul de
,a deriva® identitatea. Obtinem identilatea

P'(z) = k(z — a)¥ 1 C(2) + (z — a)t C'(2)

(am aplicat regula dupi care se deriveazi un produs).
Scoatem in partea dreaptd factorul comun (z — ayri:

P'(z) = (z — @) {kC(2) + (s — a) C'(2)]:

Factorul (z — a)*! aratd ci numirul a este rddicind multipld cel
putin de ordinul & — 1; rdmine si examindm expresia din paranteza
mare. Pentru z — a, termenul al doilea, (z — a) C'(z), se anuleazi, lar
primul termen di k C(a), care este diferit de zero, cdel, prin ipotezd,
C(a) 5 0. Rezulti cd expresia dintre paranteze nu se anuleazd pentru
z = a, deci g este radicind multipld de ordinul & — 1 a ecuatiei P'(z) =

Reciproe, presupunem cd o ridicind a a ecuatiei algebrice P(z) = 0
este radicind multipli de ordinul & — 1 a derivatei P'(z) = 0. Ce ordin
de multiplicitate are ea pentru ecuatia initiald P(z) = 07 Fie s ordinul
de multiplicitate. Atunci, dupd cum am demonstral, numirul @ este
radicind multipld de ordinul s — 1 a derivatei, deci

s—1=Fk—1, de unde s =k,

ceea ce a fost de demonstrat.
Pe baza acestei propozitii putem demonstra teorema anuniatd.

2.4.6. Teoremi,.

Un numir @ este radicind multipli de ordinul k& a unei ecuatii alge-
brice P(z) = 0 daci si numai daci anuleazi polinomul P(z) si pri-
mele sale & — 1 derivate, si nu anuleazd deriyata de ordinul £.

[@ rid. mult. k& P(z) = 0]« [P(a) =0, P(a)= 0, Pa)= 0.
PO (g) = 0, P8 (a) = 0], j

Vom face demonstratia pe cazul & = 4. Va trebui si demonstram
¢ numirul @ este ridicind cuadrupld a ecuatiei P(z) = 0 dacé si numai
daci P(a) =0, P'(a) =0, P"(a) =0, P"(a) =0, P¥(a) 0.

Considerim ecuatiile

P(z) =0, P'(z2) =0, P"(z) =0, P"(z) = 0, PV(z) = 0.

Ficcare dintre ele este derivata celei precedente.

Privim primele doud ecuatii. Deoarece numdirul a este ridicind
cuadrupld a primei ecuatii, el este, conform propozitiei auxiliare, rada-
cind tripli a ecuatiei P'(z) = 0. Acum considerim ecuafia a douva si a
treia, P'(z) = 0, P"(z) = 0, si privim P’(z) ca polinomul dat, deci P"(2)
ca derivata sa. Tot propozitia auxiliard ne aratd cd numérul a este rada-
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cind dubld a ecuatiei P"(z) = 0. Repetdm raticnamentul, conchidem
cd numirul e este rddicind simpli a ecuatiei P"(z) = 0. In sfirsit
considerdm ultimele doud ecuatii i privim P"'(z) = 0 ca ecuafia data,
deci P1V(z) = 0 ca derivata ei. Deoarece numirul « este ridicind sirnz
pld a ecuatiei P"(z) =0, rezulti cd P!V(a) = 0.

Pentru a demonstra implicatia inversd, parcurgem acelasi sir de
ecualii de la dreapta spre stinga. . C

Considerdm ecuatille P"(z) =0, PIV(z) =0, dintre care a doua
este derivata primei. Deoarece P"(a) =0, P!V(a)==0, numirul «
este, conform delinitiei, ridédcind simpld a ecuatiei P’”(z)1= 0; @ fiind
ridicind simpld a ecuatiei P"(z) =0 gi anulind P’(z) (caci s-a pre-
supus P"(a) = 0), este, conform propozitiei auxiliare, rddidcind dubla
a ecualiei P"(z) = 0. Continuind in acest fel, se ajunge la concluzia ci
@ este ridicind cuadrupld a ecualiei P(z) = 0, ceea ce a fost de de-
monstrat.

In particular, a este o radicini dubld a ecuatiei algebrice P(z) = 0
dalce“t g1 numai dacd Pla) =0, P'(a) =0, P"(a) == 0; a este rﬁdfwine{
i;:péti, dacﬁd gi numai daed Pla) =0, P'(a) =0, P'(e) =0, P'"(a) =&

g.a.m.d.

® Aplicatii

_2.47. Rezolvarea unei ecuafii care are o ridicind multipli. Se con-
siderd ecuajia

Plz) =2t — 112 + 4222+ mz + n = 0

Sd se determine m si n astfel ca ecuajia si aibd o raddcind iripld §i si se
rezolve ecuajia. i
Dm(}"})ﬁdécma tripld trebuie sd anuleze P'(z) i P"(z) si sd nu anuleze
P (),
P'(z) = 42° — 322° + 84z + m, P"(z) = 12z® — 66z -}- 84,
P"(z) = 24z — 66.

_ N 7 ; :
Ecuatia P"(z) = 0 are ridéicinile 2 si 5" deci ridicina tripld nu

poate fi_decit unul din aceste numere. Nici unul din ele nu anuleazi
P"(z), deci raddcina va fi strict tripld.
a) Inlocuim z prin 2 in P’(z) si P(z). Sistemul
PR2)=68+m=0, P2)=96+2m - n =0, di
m= — 068, n = 40,
Ecuatia este

Plz) = =4 — 112° J- 4222 — 68z - 40 = 0.
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P(z) este divizibil prin (s — 2)%. Facem impdrtirea eu ajutorul schemei
Iui Horner; impiirlim P(z) prin z — 2, citul prin z — 2 si noulcil iardsi
prin z — 2:

L+ —41 43 —68 .G

T TR e 0 |2
1 =7 A0 0 9
§ —5 0 2

Citul este z — 5, deci riidicina a patra este z = 5.
s p iy v 1w 3 oAl e s (P
b) Repetim procedenl punind condifia ca ridicina tripldi si fie—.

" 2!" 5 q ,’3 4
b’ (l) S A P(lJ =0 di apoi n= ?’;T Deci ecu-
|2 't A 16
atia este
245 343
2 g8 hger 20 38
o & ] 16

sau, dacd scipim de numitori,
16z% — 17623 - 67272 — 980z + 343 = 0.

Impiriirile se fac ca mai inainte, prin schema lui Horner si se obtine
1

9

-

%1

2.4.8. Observare. Problema se poate rezolva cu ajutorul formulelor lui Vieta.
Ridicinile se noteazd cu o, «, =, 8. Primele doui dintre relatiile lui Vieta dau
ecuatiile 8o+ B =11, afx+ B) =14, cu solufiile o« =2, B; =5, w=

B = l). Urmitoarele doud dintre relatiile lui Vieta dau m si n.

)

l».:;ﬂ\]

Se poate proceda si prin identificare; polinomul dat se identilicd cu (z — «)?
(x — B). '

2.4.9. Condifia ea ecuatia z® + pz - ¢ = 0 si aibd o ridicind du-
bli. Sd se determine condilia necesard si suficientd pe care trebuie si o
satisfacd numerele complexe p §i q pentru ca ecuajia

Pz)=z2-+pzt+qg=0
st atbd o rdaddcind dubld.
Ludm derivatele:
Pla) = 325-F p, P'(2).— 62

Numiirul z este radicina dubli a ecunatiei propuse dacd §i numai daca

satisface ecuatiile

Piz)y=z2+pz4+q=0 )

Pi)=32+p=0 (2)

iar
Pz = Bz=0i (3)

Presupunem p == 0. Atunci ecuatia (2) nu admite rdddcina z = 0.
Cum P"(z) se anuleazi numai pentru z = 0, conditia (3) este indepli-
nitd gi rimine sd gisim conditia ca ecuatiile (1) si (2) sd aibd o rdddcind
comund.

Inmultim* ecuatia (1) cu 3, ecuatia (2) cu (— 2) i le adunim. Obti-
nem ccuatia ' :

Q(z) = 3P(z) — zP'(z) = 2pz + 3¢ = 0. (4)

Conditia ca ecuatiile (1) si (2) si aibd o riddcind comund este echi-
valentd cu conditia ca ecuatiile (2) gi (4) sd aibd o rddacind comuni.
In adevir, fie & o ridicind comund a ecuatiilor (1) si (2), adied P(a) =0
$i P'(«) = 0. Inlocuind in (4) z prin «, obtinem

Q(«) = 3P(ax) — aP'(a).

Deoarece ambii termeni, 3P(«) si «P’(x) sint nuli, Q(«) = 0, adicd «
satisface gi ecuatia (4). Reciproc, s presupunem cd « ar fi o rdddcini
comuni ecuatiilor (2) gi (4), adica

Pla) =0 si 3P(a) — aP’(a) = 0.

Dacd tinem seama de prima dintre aceste relalii, a doua se reduce
la 3P(2) =0, adicd P(«) =0, deci satisface si ecuatia (1).
Acum trebuie gisitd conditia ca ecuatiile (2) si (4) sd aibad o rida-
cind comund, ceea ce este foarte ugor. Ecuatia (4) are o singurd rada-
3¢

‘eind, z = — == (am presupus cd p 5= 0). Deci, ecuatiile (2) si (4) admit

2p
o ridicind comund dac¥ si numai dacd aceasti valoare a lui z satisface
ecuatia (1). Inlocuirea da

4p® + 27¢2 = 0.

Aceagta este conditia cdutati.
Rémine si examindm cazul p = 0. In acest caz, ecuatiile si deri-
vatele sint:

Pli) =128 ¢=0, Plz)=8:2=0, P(z) =62=0,
P"(z) = 6 0.

Ecuatiile P'(z) =0, P"(z) =0 au riddcina z=0, si P(0) = q.
Dacit ¢ = 0, ecuafia admite ridicina tripld z = 0 (ceea ce se vede si

* Recurgem la acest arlificiu penlru a evita calculul cu V— ‘-7 care repre=

ool

zintd doud numere complexe.
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direct, clici in acest caz ecuatia este z® = 0), iar dacd ¢ =~ 0, ecuatia
are numai riiddcini simple — in nici un caz ea nu are o radicind dubla.
Asadar ecuatia z% - pz + ¢ = 0 are o rdddcind dubld dacd si nu-
mai dacd
4p*+ 21 =0, p<£0.
2.4,10 Exemplu. in cazul ecuatiei
Plz) =22+ 3:—2i=0

avem p = 3, ¢ = — 2i,
4pd 4 27¢% = &+ 3% 4 27+ (— 2i)2 = 108 — 108 = 0.
Derivata,
3z* 4 3 = 0.
are radieinile z; = i, z, = — i. Unul din aceste doud numere este rddicina dubli.

Calculim P(i):
Pli)=#¥+8i—2i=—1i+48i—2i=0,

Deci { este riidicina dublid (nu mai calculim P(— i), ciici ecuatia fiind de gradul
ITI, nu poate avea doui radécini duble). Ridéicina a treia se afld prin schema lui
Horner:

1 0 3 —2i
1 i 2 01
1 21 0 i
Ecualia rdmasi este z 4 2i = 0 si di z = — 2i. Riddcinile ecuafiei initiale

sint i, i, — 2i.

Rezumat

@ Valoarea unui polinom P(z) pentru z = a este egald
cu restul impdrtirii polinomului prin z — a.

P(a) = R.
® Un polinom P(z) este divizibil prin z — a daci si
: numai dacd numérul ¢ este o rddicind a ecuatiel

2)i="0s
[P(z) divizibil prin z — a] < [P(a) = 0].

@® Orice ecuatie algebricid P(z) = 0 de gradul » >0 are
cel putin o radécind in C.

Y P(z), 3z, 51 € C astfel incit Plz) = 0.

a8

@ Oriece polinom de gradul » se poate descompune in »
factori liniari. Aceastd descompunere este unici.

@ O ecuatie algebricad de gradul n are n rddacini, fiecare
radicind multipld fiind socotitd ca atitea radicini cit
aratda ordinul .ei de multiplicitate.

@® Intre coeficientii ecuatiei

P() = ay + 63" + a8 + . + 6, = 0

81 raddcinile el z;, 2, ..., 2, existd relaliile

a
ZI+ZZ+.--+Z,,=——1—
@
(V)
g
218y + BBy F e ot By 2y =,
g

Reciproe, fiind datd ecuatia P(z) = 0, dacd numerele
21,23, -+, B, satistac relatiile (), ele sint rddécinile ecuatiei.
® Un numir a este rdddcind multipld de ordinul % a
ecuatiel algebrice P(z) = 0 dacd si numai dacii P(z) esle
divizibil prin (z — a)®, iar cltul P(z) : (z — @)* nu se anu-
leaza pentru z = a.

Un numir a este rdddcind multipld de ordinul & a
ecuafiei algebrice P(z)=0 daci si numai dacd el anuleazd
polinomul P(z) si primele sale & — 1 derivate, si nu anu-
leazd derivata de ordinul k.

[@ rad. mult. &k P(z) = 0] «[Pla) =0, P'(a) =0, ...
WP (g) = 0, Pth)(a) == 0).

Exercitii

Teorema lui Bézout

1. Si se rezolve ecuatiile urmitoare cunoscind cite o radicini:

a) 322+ 452+ 52— 6=0, z =

b) 22 — 32 — 3z° 4 922 — 45+ 12 = 0,2z, = 3.

2. S se rezolve ecuatiile urmiloare, cunoscind cite doud ridacini:

1
a) 23! — 3z% — 22 — 334 2= 0; 3 =2, 2= —
2

b) a* 4 228 4 422+ 234 3 = 0;
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8. Si se demonstreze, pe baza teoremei lui Bézout (2.1.3), cd: a) Oricare ar
fi numérul natural n, % — a? este divizibil prin z — . b) Dacd n este un numir
natural impar, z? 4+ a® esle divizibil prin z + a. ¢) Dacd n esle un numar nalu-
ral par, z — a® este divizibil prin z -+ « si prin z — a. .

4. Si se demonstreze cii, dacii m este divizibil prin n (m, n, € N), zm — 1 esl.o
divizibil prin z" — 1.

5. Sd se demonstreze teorema lui Bézout folosmd srhcma lui Horner. (Se
poate lua cazul unui polinom de gradul IV, ays! + a,3% + a,3* + ays | ay.)

6. a) S# se verifice, efectuind inmul{irea, cii binomul de forma a% — b7,
n e N, se descompune dupa formula

an — bt = (g — b) (a1 a2 b f an*® b 4 ...+ abn? 4 ol
94 se' serie aceastd identitate pentru cazurile n = 3 si n = 4. Binomul a7 — b7
este divizibil prin @ — b7 b) Fie un polinom oarecare
Plz) = a2+ oz + .+ oy,
si ¢ 0 valoare oarecare a lui z. Atunci
Ple) = ape + a6 4 .+ o,
' 84 se calculeze diferenia P(z) — P(c); sii se grupeze termenii in perechi, sd

se scoald factorii comuni a,, a, etc. si si se demonstreze astfel parlea a doua a teo-
remei Iui Bézout.

7. Si se demonstreze cii restul impértirii unui polinom P(z) prin az - b este

i [—- i) . S se facd proba pe un exemplu numeric.
@

8. Fie C(z) si R(z), respectiv, citul si restul impérfirii polinomului A{z) prin
polinomul B(z). Si se demonstreze cd dacit @ este o ridicind a polinomului B(z),
atunci 4(a) = R{a).

9. Propozilia: ,,P(z) fiind un polinom, dacd Pla) == 0, afunci P(z) nu este
divizibil prin z — &' este adeviratd?

10. a) Existd in cazul numerelor naturale o teoremi analoagd cu cea de la
2.1.67; b) Sa se demonstreze cd, dacd un polinom P(z) este divizibil prin z — a,
z — b siz — ¢, el este divizibil prin (z — a)(z — b)(z — ¢).

11. Si se demonslreze pe baza teoremei lui Bézout (partea intii) unicitatea
citului si a restului pentru cazul cind impariitorul este de forma z — a.

Descompunerea polinoamelor Tn factori liniari,
numirul radicinilor unei ecuatii algebrice
12, a) Se considerd multimea A formatd din toate numerele intregi si Irac-

fiille cu numitorul 107, n e N. Ce conditie trebuie sid satisfacd numerele intregi
a si b pentru ca ecuatia ax = b si aiba o solutie in M?; b) Se consideri multimea
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0(1/2) formati din toate numerele de forma a -} b /2 unde a, b = Q. Ce conditie
trebuie si indeplineascd numerele rationale @, b, ¢ pentru ca ecuatia az® + bz +

+ ¢ = 0 s admiti cel putin o solutie in Q(/2)?

13. Si se rezolve ecuatia |z|+ |z - 1| = 0. Este rezultatul in contradictie
cu teorema fundamentald a algebrei?

14. Teorema fundamentals a algebrei rdmine valabild si in cazul ecuatiei P* —
= 0 unde P* este polinomul nul?

15. 84 se refacd demonstratia teoremei cu privire la descompunerea unui
polinom in factori liniari (2.2.4) pe cazul polinomului de gradul IV.

16, Dacii inmul{im n factori liniari, oblinem un polinom de gradul n. Reci-
proca acestei propozitii este adevirati? Pe baza cirei teoreme?

17. Un polinom P(z) este divizibil prin z — @. Sintem siguri ci in descom-
punerea polinomului in factori liniari apare factorul z — a?

18, 54 se demonstreze cd dacd b — 4ac < 0, trinomul aa® + bz - ¢, a,b, e = R
nu poate fi descompus in factori reali.

In general, daci o ecuatie algebrici P(z) = 0 are micar o singurd radicini
imaginard, polinomul P(z) nu poate fi descompus in factori liniari reali.

19. Sd se rezolve ecuatia|2? — 4| = 2. Se obfin patru solutii. Este acest
faptin contradictie cu teorema cu privire la numirul rddécinilor unei ecuatii algebrice?

20. In demonstratia teoremei cu privire la numirul ridicinilor unei ecuatii
algebrice intervine propozitia: Un produs de douil numere este egal cu zero numaij
daci micar unul din factori este egal cu zero? Dacd aceastii propozitie n-ar fi adevi-
rald, s-ar putea ca o ecuatie de gradul n sd aibd mai mult ca » ridicini?

21. a) De ce se pune in enuntul teoremei fundamentale a algebrei (2.2.2) con-
difia n > 07

b) Aceastd mentiune mai esle necesard in cazul teoremei cu privire la numirul
ridicinilor unei ecuatii algebrice (2.2.8)7 y_t

22. Penlru cite valori ale lui z ia un polinom de gradul », P( ), aceeasi valoare a?

23. a) Se dau doud polinoame: P,z), de gradul III, si P,(z), de gradul 1V.
Pentru cite valori ale'lui z iau aceste polinoame aceeagi valoare? b) Aceeasi intre-
bare dacii gradele celor doud polincame sint m si n, m > n. ¢) Aceeasi intrebare
dacd polinoamele sint de acelasi grad n.

24. Se dau polinoamele: P(z) de gradul m, Q(z) de gradul n, amindoud cu coefi-
cienti reali, si se considera functiile defmll.e de ele pentru 2 = R. Cite puncte comune
au graficele lor?

25. Se considerd polinoamele cu coeficienti reali 4(x) si B(z) si produsul lor
P(z) = A(x)B(x). Fiecare dintre aceste polinoame defineste o funciie pentru z = R.
Fie, respectiv, S4, Sp si Sp multimea punctelor de interseclie a gPaficelor acestor
funelii cu axa Oz. Ce relatic existd intre aceste multimi?

26. Care este ordinul de multiplicitate maxim pe care il poate avea o radicini
a unei ecuatii algebrice de gradul n? Si se dea exemple.
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97, Si se descompund in factori liniari polinoamele

a) 2z — 3z 4 1; b) 822 — 2az + 5a%;

c) 22— 38iz—2; d) 222 — (3 4 2i)z 4 i+ 135

e) 4zt — 522+ 1; f) st—1.

28, 93 se demonstreze ¢ fractiile urmiloare sint ireductibile. Se poate face
demonstratia fird teorema cu privire la unicitatea descompunerii unui polinom in
factori liniari?

#— (14 i)2241i 23— 8
a) ; by —
22— 4 32— 4z + 3
29, Si se formeze ecuatiile de grad minim care au riidicinile urmitoare
5 A o
a)E; 1 si E; b)-1, i sl 21

o) 2+ 3815 2—38)5si 1. dy1, 3, 1+igi1—1;

e) ridicina dubld 2 si riddcinile simple —3 si 1;

f) riiddcina tripld 1, ridicina dubld i si ridicina simpld —i,

30. a) Si se formeze o ecuafie de gradul 100, care si aibd ridicinile 2, = 2
si r, = —2. b) Si se formeze o ecuatie de gradul ITI care s aibil rddicinile: 1, —1;
0 si 3.

81, a) O ecuatie algebrici cu coeficien}i complecsi P(z) = 0 poate avea numai
ridicini reale? 84 se dea exemple. Care este condifia necesard si suficienta? b) Invers,
se poate ca o ecuafic algebricd cu coeficienti reali si aibd numai radacini complexe?
Si se dea exemple.

82, Se considerd ecualiile:

a) (5 —1) (s 4+ 1) (5 — 21/3)2 =05 b) (a+ 1)* (s — 1) (s — 6)" = 0.

Care sint radicinile lor? Ce ordin de multiplicitate are fiecare dintre ele?

32, a) Si se indice un polinom P(z) de gradul X care si se anuleze pentru
aceleasi valori ale lui z ca polinomul Q(z) = 2%+ z — 2. b) Se poate gisi un poli-
nom de gradul VII care si indeplineascd aceeasi conditie? Cite astlel de polinoame
existii? c) Generalizare pentru cazul cind se cere un polinom P(z) de gradul p.

81. Se consideri ecuafiile P(z) =0 si Q(z) = 0. Fie z;, 2y, ..., zm rddcinile
primei ccuatii, care se presupun distincte, Si Zmaty Zntas --r Iman raddcinile ecuatiei

. a doua, de asemenea distincte si diferite de rdddcinile primei ecuatii. a) Care sint

radicinile ecuatiei P(z) + Q(z) = 0? b) Ce se intimpld daca cele doud ecualii au radi-
cini comune? c¢) Care este situafia daci un numir z; este riaddcind multipld de ordi-
nul p a uneia dintre ecuafiile date si de ordinul ¢ pentru cealaltd?
85. i se determine p si g astfel ca ecualiile urmétoare sa aibil aceleasi riaddcini:
a) 2+ (2p — Q)2 + (p+ @22+ (p—q)e+2p+ ¢+ 1 =0 s
at 4 528 L 4a? 4 22 8 =0;
b) pr+ (p+ g+ M+ (p—g—rlatqg—r=04
32?4 4a? — B8z + 6 = 0.
84 se explice de ce in cazul b) nu se obtine rezultatul asteptat.
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86. Doui ecuatii algebrice au accleasi ridicini si una dintre puterile lui = are
fn ambele ecualii acelasi coeficient. Ce se poate spune despre ceilalti coelicienti?

37. Se poate ca douil polinoame de grade diferite si se anuleze pentru aceleasi
valori ale necunoscutelor? Sd se dea exemple. Este acest lucru in contradictie cu
teorema de la 2.2.127

88, a) Hste posibil ca produsul a doud polinoame s fie o constantd {un poli-
nom constant)? Demonstratie.

b) P(z) si Q(z) fiind doud polinoame, si se demonstreze ci, daci P(z) este divi-
zibil prin Q(z) si Q(z) este divizibil prin P(z), cele doud polincame diferd printr-un
factor constant.

¢) Existd ceva analog in cazul numerelor naturale?

Formulele lui Vieta

89. Si se scrie relatiile dintre coeficientii si rdadicinile ecuafiei de gradul V,
@25 + a7 + aye® + ag2® + @z + a; = 0.

40, a) Citi termeni contine partea stingd a fiecdreia dintre relatiile Iui Vieta
tn cazul ecuatiei de gradul VI? in cazul ecuafiei de gradul n?

b) Citi termeni conline partea stingd a relaliei lui Viela de rang p in cazul
ecuatiei de gradul n?

41, 84 se verifice formulele Iui Vieta in cazul ecuafiilor a) 22 —1 = 0;
b) #+1=0;¢) 2*—1=0.

42, Si se formeze pe baza formulelor lui Vieta ecuatiile care an ridicinile
urméitoare si si se facil proba cu ajutorul schemei lui Horner:

a) —2,1,35i4;b)i, 141,151 —2.

Se aplicd teorema lui Vieta sau reciproca? Ecuatiile se pot forma si pe baza
teoremei cu privire la descompunerea unui polinom in factori liniari (2.2.11). Care
din aceste procedee este mai practic? Care din ele este anterior gi care este derivat?

43. tg o, tg B §i tg v sint rddicinile ecuafiei 2® + a2® 4 ba+ ¢ = 0. Si se
calculeze tg (¢4 B+ 7).
44, Suma dimensiunilor unui paralelipiped dreptunghic este a, aria sa totald

este s iar volumul siu este ». S se scrie ecuatia de gradul IIT care are ca rida-
cini dimensiunile paralelipipedului.

45, 4 se rezolve ccuatiile urmiitoare stiind cd intre riidicinile lor exista rela-
{ia indicatd. Se va verifica cd intre ridicinile aflate existii acea relatie.
a) 328 + 722 — 185+ 8 =0, 3, + 7, = —3;
b) 22— (5—|/3) 22+ (6 —5/3)24+6)/3=0, z+ 2,=5;

¢) 528 — 2722 + 734 15 = 0, 7,3, = 5;
d) 227 — 3(1 + 2i)z% — (5 — %)z + 6 =0, zz, = 3i;
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e) 5 — 72% 4+ 43 +12 = 0, z; = 3z
f) 3% — 10iz2 — 27z + 18i = 0, 5, = 22,;
g) 93 — 18az* 4 11a% — 2¢® = 0, 3, + 2z, = 333
h) 22 — (1 4 4i)z2 — (6 — Bi)z + 2(1 4+ 1) = 0; 2, — z, = 1;
i) 28 — 13az + 1243 = 0, 3, — 2, = 2a;
2 —ale®+ a+ 1)+ adla? + a + 1)z — a® = 0, z; = 2,5,
k) 2% — 10z* + 273 — 18 = 0, 2, = 23,3,
46, Aceeagi problemi in legiturda cu ecualiile urm&toare:

a) 2 — 483 — 224 102+ £ =0, 7.3, = —1;

b) z* — (5 4 1)z + 5(1 + i)2®2 4 (3 — 5i)z — 3i = 0, z3, = 3i;
¢) 52+ 12z — 5 =0, %; + 3, = 2;

d) 2z* —.12az% 4 15a%2 + 9a% — 20a® = 0, z; + 3z, = 3a;

e) 2 — 224 12z — 36 = 0, 22, = —2,%;;

f) 3% — (& 5i)2® — 4(3 — 5i)a® + 6(& + 5i)z + 36 = 0, 5,27, = 2,3,

]

a

47, Si se determine in ecuatiile urmitoare parametrul m astfel incit intre
ridacini sé existe relatia indicatd in dreptul fieciireia si si se rezolve.
a) 4z 4 2022 + mz — 15 = 0, 3, + 2, = 33; :
b) 2 —2(V24+ /3)2+ (5+31/6)z+m=0, z, + 3, = z,;
c) 283 —322— (m+10)z+ m+-5=0, z, + 2, = 1;
d) 328 — (Bm+ 1)z22 + (5m — 2)z2 — 6 =0, 53z, =1;
e) 2t — 228 — 62% - mz — 3 =0, 52, = 3;
f] 2+ — 8z + mz? — 19z 6.=0, z; 5 = 5]

" P 2 2

g) 8 — 7224 754+ m=0, z1 + 35 = 10;
h) 22 — 1222 4 mzs — 60 =0, 23 = 22+ 22

48. Sd se rezolve ecuatiile urmitoare si si se determine parametrul real a,
stiind cit infre riddcinile lor existd relalia z, + z, = 25 + 24,
a) 2 4-.az? 4 8z} 3 = 0;
b) z* — 2(3 4 )2 + az? — 2(1 + 7i)z — 3(1 — 2i) =0,

49, Sa se rezolve ecuafia
a) 4z — 82° + mz2 -} bz + n = 0;
b) 2* — 2(1 + 1) 2® + 4iz2 + mz 4+ n = 0.
gtiind ca are doud ridécini duble si si se defermine m si n.

50. Se considerd ecuatia

4 (m—n)z2+ (2m — 3n)z L m 4+ 3n = 0.

Si se delermine m si n si sd se rezolve, sliind ¢i una dintre riddicinile ei este
2, iar suma celorlalle doudi ridicini este zero.

51. Se considerd ecuatia

A — 78 L mz2d Tzt n=0.
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84 se rezolve si sit se determine m si n, stiind ¢ ca admite ridiicina 2 §i suma
a doud dintre celelalte riddcini este zero. ;

52. Se considerit ecuatia

B4 az® bz 4+ e = 0.

8# se determine conditia necesard si suficientd pe care trebuie si o indepli-
neascii coeficientii a, b, ¢ i d, pentru ca intre ridicinile ei si existe relatia de mai
jos. Se va constrai in fiecare caz cite un exemplu numeric, adicii o ecuatie cu
coeficienti numerici care sl satisfacil conditia gisitd, ecuatia se va rezolva si se va
verifica el intre ridiicini existd relatia dati:

a) 5,4+ 2, =0;
€) 2, = 25+ 253

b) zz, =.fl;

d) z, -+ z; = 22,;

e) 2, = 2z;, %3 = 3z
53. Aceeagi problemi in legiiturii cu ecuatia

2t ai® - b2+ ezt d=0,

relatia dintre ridédeini fiind

2) 5+ 5 = 0; B) 5,5 = 5
C) 3y = 2y, B3 = 5y} d) 5 + 2z, = 73, 25+ 34 = 5%
8) z; = 25, 53 = 23y

54. Se stie cil radacinile ecuatiei bipdlrate
ast 4 bz2 - =0

sint opuse doui cite doud. Si se demonstreze ci, reciproc, daci riidicinile unei
ecualii de gradul IV sint opuse douil cite doud, acea ecualic este bipitrata,

55. Ce relatie trehuie si existe intre numercle complexe a, b, ¢ pentrn ca sis-
temul

z4+y+z=a xy+azstys=>H, ayz=c
sit fie compatibil?

56. Se consideri sistemele

e+ytz=p, aytaztys=gq, ayz=r
§i '

e+y+z2+ uw=a, ay + xz+ au4- yz 4+ yut-zu==b

zys 4 ayu + z3u -+ ysu = ¢, aysu = d.

Se di ci intre solutiile lor existi legiitura urmitoare: dacd (z,, ¥, 5,) este o solutie
a primului sistem, atunci existi un numdr w, astfel ca (2, y,, 7, u,) si fie o soln-
tie a sistemului al doilea. Ce relalie existd in acest caz inlre numerele p, g, r;
a b, e,d?

57. Se considerd ccuatia

ai? 4+ b2+ ez d=0,a=£0 (1)
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si ridacinile ei, «, @, v, pe care le presupunem simple. Problema de a rezolva aceasti
ecuatfie este echivalentd cu problema de a rezolva sistemul

c

b d
m+ﬁ+y=—;- GB+“Y+BY—:' ﬂBYﬂ-‘;- (2)

Or, ecuatia (1) are 8 solutii, z = «, z = B §i z = ¥, pe cind sistemul (2) are 6 solu-
tii, ciici gradele celor trei ecuatii sint, respectiv1, 2i 3 (12 +3 = 6). Este aceasta
o contradictie reald? Pentru orientare, se poate examina in prealabil cazul ecua-
tiei de gradul II, de exemplu z® — 4z} 8 = 0. Si se trateze aceeasi chestiune
pentru ecuatia de gradul I'V.

68. Si se incerce si se rezolve ecuatia de gradul 1I, az? + bz + ¢ = 0, rezol-

vind sistemul @, + », = — ! y T L. Cese constati? (v. cap. I, probl. 21).
a a

Pentru a ariita cd si incercarea analoagi in cazul ecuafiei de gradul III, az® 4-
+ a,2% + a,x -+ a; = 0, duce la un cerc vicios, se poate proceda astfel: se scriu
cele trei relatii ale lui Vieta gi, pentru a elimina , §i a;, se inmulteste prima cu
3, a doua cu (—ay), far a treia cu 1 si se adund. Ce se constati? Dar ‘dacd
se elimind printr-un proceden aseminitor x; §i @3? x; §i x,? S& se demonsireze
ci si in cazul ecuatiei de gradul IV acest procedeu duce la un cerc vicios.

Ridicini multiple®

59. Si se verifice ci ecuatiile urmitoare au cite o rddicind dubld si si se re-
zolve.
a) 27z% — 36z + 16 = 0;
b) 2 — 9%+ 6}/3 = 0; ye = BN
¢) 2 — 3(3 + 4i)z + 2(2 + 11i) = 0; e
d) 23 — 6iz — & 4 4i = 0.
60. Sd se verifice ca ecuatiile urméatoare au cite o ridicind tripld si si se
rezolve.
a) 3z% — 17az® + 80a%? — 12a% — 8a = 0;
b) 24 — 2iz® — 2iz — 1 = 0;
¢) 2 —(7+3)/5)a8+8(11 + 5)/5)a2— (65+29/5)z4 38 +17)/5=0.
61. Si se determine in fiecare dintre ecuatiile urmétoare paramefrul ¢ astfel
fncit ecuatia sii admitd ca radicind duwbld numdirul indicat in dreptul ei si sa
se rezolve.
a) 24 as® 4 bz 4+ 18 =0, 2, = 3, = 3;

b) 42 — 4(1 — )22+ bzt c =0, 5 =z, =

.
r

o | =

c) B+ mad 1722 — 1754+ n=0, 5, =5,=1.

* Problemele 59—67 se pot rezolva si prin identificare (2.4.8) sau eu ajutorul
formulelor lui Vieta.
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62. Si se determine in fiecare dintre ecuatiile urmitoare parametrul a astfel
incit ecuatia respectivil sil aiba cite o radacind dubl@ si sd se rezolve. La exerci-
tiile a) si b) se va folosi si rezultatul de la 2.4.9.

a) 429 — 8334 a=0; b) 224+ 353+ a=0; ¢) 422} 8:2 — 11z} a = 0.

63. Sd se determine in fiecare dintre ecuatiile urmitoare coeficientii necu-
nosculi astfel incit ecuatia respectivd si aibd o rdddcind rripld si s se rezolve.

a) 28 — 63 12224 az+ b= 0;
b) 2222+ az 4 b= 0;
c) 2* — 622+ az+ b= 0.

G64. Si se determine coeficientii p, ¢ 'si r astfel incit ecualia
Plz)y=2— 58+ pa2 -z r=0
sl aibd ridicina tripld z = 2 si si se rezolve.
65. Si se determine coeficientii a, b i ¢ astfel incit ecuatia
Plz) = 42° + az* — 2728 + b2 + 692+ ¢c =0

git aibi ridicinile duble 7, — 2, = —8§i5, = 3, = % si s4 se rezolve.

66. Ce condifie trebuie si satisfaci coeficientii ecuatiei
Hpt g+ r=0
pentru ca ecuatia si admitd o ridicind tripld? Si se afle ridécina.

67. 5d se determine p si ¢ astlel incit ecuatia z? 4 pz 4 ¢ = 0 53 admitd radi-
cina dubla z = p.

68. Si se refacd demonstratia teoremei de la 2.4.6 pentru cazul unei radicini
triple.

69. Ce este gresit in enuntul urmator: numirul a este o raddcind tripla a ecua-
tiei algebrice P(z) = 0 dacd anuleazd P’(z) si P”(z).

70, Numdrul z = 0 satisface ecuatia f(z) = sin*acosx = 0 si derivata
f/(z) = 0. Se poate spune ci & = 0 este o radicini dubld a ecuwatiei f(z) = 0?
91. Fie z,, 2, ..., radicinile ecuatiei algebrice P(z) = 0, toate riddcinile
fiind simple. Care sint rddicinile ecuatiei
[PEE=0, [PlE)=0,keN?

e 5 5 atb ;
Z, =z, =@, ;=2 — b, derivata admite ridicina z = 215 Generalizare

pentru cazul unei ecuatii de gradul 2n care admite doud ridicini multiple de or-
dinul #n..
78. Care este condifia ca ecuatia cu coeficienti reali
2+ prt+qg=0
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si admitdl o rddidcind dubli reald. Ce relafie exista intre semnul lui ¢ si semnul rada-
cinii duble?

74, Un polinom poate fi divizibil prin derivata sa? Si se examineze in spe-
cial cazul polinomului de gradul II.

75. Si se regiiscascd pe baza teoremei de la 2.4.6 condilia ca ecualia az® 4
-4 ba -} ¢ = 0 si aibd o ridicind dubla,

76. Se considerd o ccuatic algebricd cu cocficienti reali P(z) = 0 si curba
y = P(z). Fie & = a o ridicind multipld de ordinul %k a ecualici. Ce pozitie are
curba fatd de axa Oz in vecinidtatea punctului de abscisd 2 = a?

77. Care dinlre teoremele din acest capitol se bazeazdi, direct sau indirect,
pe leorema lui Bézout?

Ecuatii cu coeficienti in Z*

8. 1) 84 se efectueze impiirfirile urmitoare (coeficientii apartin claselor de
resturi indicate). 2) Sid se examineze dacd demonstratia de la 1.3.3. este valabild
in cazurile a) si b), in care impirtitorul este de forma & — a, precum si in cazurile
¢) si d), avind in vedere cd in Zg si Z,, existd divizori ai Iui zero.

A A A A A A A A A
a) (229 + 22+ 8z + 1) : (w4 4) ... Z5; ) (2224 224 1) : (224 1) ... Zy;

A A A A A A A A
b) (2® + 4a® 4 3x+ 1) : (24 2) ... Zg; d) (6224 Tz &) : (Bz+ 2) ... Zy,.

79. Teorema lui Bézout este valabild in cazul polinoamelor cu coeficienli din

Z,? Verificare pe primele douét exemple din problema precedents,

80. Se considerii ecuafiile urmaitoare:

A A A A
a) 3 +1=0..2Z3 d) 22+ 22 =0.. 2,
A A A A A
b) 228+ &2+ 2 =0..2Z; e) 22 8w 0., Zi5s

c) .1'2+:t::0...25; f) a:er'J'a:—{—B:?l...Zﬂ.

1) 8d se rezolve, incercind toate clementele din multimea de delinitie.

2) Teorema de la 2.2.8 se poale aplica la ecuatii algebrice cu coeficienti din Z,?

3) Faptul ci numirul ridicinilor unei ecuafii algebrice nu poate s intreaci
gradul ecuatliei se demonstreazi si la 1.2.3. De ce nu se adevereste aceastd pro-
pozitie in cazul ecuatiilor ¢) — [)?

4) 8i se descompunit fiecare dintre aceste douii polinoame in factori liniari
folosind teorema lui Bézoul. Teorema de la 2.2.7 mai este valabild in toale cazu-
rile? De ce?

T s . » " A
5) In ecuatiile ¢), d) si e¢), dupd ce s-a fdcut descompuncrea a? - az =
A
= u(a -+ a), de ce nu se poate trage concluzia cil ecuatia are numai rddicinile

N A
2=08l a= —a?

* Aceste exercitii se pot face numai dacd s-a facut in prealabil ultima grupi
de exercitii (34—38) de la capitolul I,
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Capitolul III

Ecuatii cu coeficienti reali, rationali, intregi

3.0. Introducere

In primele doudl capitole am tratat polinoame si ecualii algebrice
foarte generale, cu coeficienti complecsi. Deoarece R cC, QcC, ZcCC,
tot ce s-a spus pind acum rimine adevirat si in cazul polinoamelor si
ecuatiilor cu coeficienti reali, rationali, sau chiar intregi, dacd necu-
noscuta (variabila) ia valori complexe.

In acest capitol vom restringe treptat multimea ciiveia ii apartin
coeficientii ecuatiilor: vom da intii o proprietate a ecuatiilor cu coeli-
cienti reali, apoi o proprietate a ecuatiilor cu coeficienti rationali si,
in sfirgit, ne vom ocupa de eeunatiile cu coeficienti infregi. Propozitiile
pe care le vom stabili nu mai sint adevirate in cazul ecuatiilor ai ciror
coeficienti apartin unei multimi mai cuprinzdtoare. Astfel, teorema pe
care o vom demonstra pentru ecuatiile cu coeficienti reali nu mai este
adevdratd dacd coeficientii ecuatiei sint complecsi, teorema pe care o
vom demonstra pentru ecuatiile cu coeficienti rationali nu mai este
adeviratd pentru ecuafii cu coeficienti reali g.a.m.d.

3.1. Riédicinile imaginare ale unei ecuatii algebrice
cu coeficienti reali

3.1.1. Cazul ecuatici de gradul II. Se stie cii dacd ecuatia de gradul
IT, az* 4+ bx + ¢ =0, cu coeficienti reali admite rididcina m -+ ni,
unde m, n€ R, ea admite gi rdddcina m—ni; de asemenea, daci o ecua-
tie de gradul 1I cu coeficienti rationali admite ridicina m + n|/p
unde m, n € Q si p € N nu este pdtrat perfect, ea admite si ridicina
m — nl/ p.

Exemple. a) 2* — 62 + 13 =0, 2, = 3 4 2i, 2, = 3 — 2i;
b) 22482 —29 =0, 2, = —443]/5, 2,—= —4—3]/5.
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Aceasta se explicd elementar prin formula de rezolvare, pe care o
scriem sub forma

] b Vb2 — hac
o 2a 2a
Dacai toti coeficientii ecuatiei sint reali si b2 — 4ac << 0; ecualia are
doud rdddcini imaginare. Dar ambele ridicini au aceeasi parte reald,
. |V bae — b .
R e e
In mod analog se arat ci, dacd toti coeficientii ecuatiei sint ratio-

b, . R T : 2 [/ljac —b* .
—3,’ lar pirlile imaginare sint 4 “— i

: T - . o b . R
nali, ambele rddicini au aceeagi parte rationald, — oo lar pirtile ira-
a

fionale au aceeasi valoare absolutd, dar semne contrare.

Acest lucru este adevirat oricare ar fi gradul ecuatiei, dar demon-
stratia se face prin alte consideratii, cici nu mai dispunem de o formuld
de rezolvare.

Mentiondm c& cele ariitate sint adeviirate numai dacd coeficientii
ecuatiel sint reali, respectiv rationali.

3.1.2. Numere imaginar conjugate. a) Fiind dat numé&rul complex
z=a + b, a, b e R
numérul
z=a—bi
se numegte conjugatul lui z gi se noteazid cu Z (z supraliniat).
Exemple: 4 + 3i =4 — 3i; 5 — 11i =5 — (—11i) =5 4 11i; 3=3.

Conjugatul numirului z = a + bi este 2 = a — &i, sd-1 notdm cu u;

atunei # =g — b1 = @ — (—bi) = a + bi = z. Aceasta inseamni ci,
dacd u este conjugatul lui z, atunci z este conjugatul lui u. De aceea
se poate spune cid numerele z=a -+ bi 8i 2= a — bi sint imaginar
conjugate, in sensul ci fiecare din ele este conjugatul celuilalt. Relatia
»este conjugat cu® este simetricd.

Exemplu: Conjugatul lui 3 - 7i este 3 — 71, si conjugatul lui 3 — 7i
este 3 4 7i; numerele 3 - 7i si 3 — 7i sint imaginar conjugate.

b) Conjugatul sumei. Considerdm, de exemplu, numerele complexe
z2=34+51 s u=2-"T.
Conjugatele lor sint:

2=3—56i g #w=24T7T
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Suma numerelor considerate este

z2-+u=>5—2i
iar suma conjugatelor lor este
Z4 0 =05 2

S-a obfinut tocmai conjugatul sumei: z 4+ & = z -} u.
Acest fapt este general. Dacd

z=a - bi, u=c 4 di,

atunci
Z = a — bi, o= c¢— di.
Suma numerelor date este

z+u=(a+bi)+ (c+ di) = (a + ¢) + (b + )i,
iar suma conjugatelor lor este

Z+a=(e—0b)+(c—di)=a-+c— (b4 di
S-a obtinut toemai conjugatul lui z 4 u, adicd z + u.

Conjugatul sumet a doud numere complexe este suma con-
Jjugatelor lor.

Simbolie,
2+ u=32-a. (A)
Teorema se extinde ugor asupra unei sume de mai multi termeni,

¢) Conjugatul produsului. Notatiile fiind cele de mai sus, si cal-
culam zu §i Z-@.

Yz, u, zuecC

zu = (ac — bd) + (ad -4 be)i,
zZ+a = (ac — bd) — (ad -+ be)i;
se constatd il produsul al doilea este conjugatul primului.

Conjugatul produsului a doud numere complexe este pro-

dusul conjugdtelor lor:
Yo b, HZwet =25 (I)

Exemplu: Fie

z2=3—5, wu=—742i; deci 2=3 451, =—T7— 2.
Avem:
m = — 11 - 41i; Zeii = — 11 — 41i,
Rezultatele sint conjugate.
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d) Conjugatul puterii. Dat fiind cil ridicarea la o pulere cu exponent
natural este o inmulfire repetatd, rezultd imediat ci:

Puterile naturale a doud numere imaginar conjugate sint
imaginar conjugale.

Vz z2€C, ¥Yn neEN z2"=72" (P)
~ Aceste propozitii rdmin adevirate dacd unul dinfre numere este real,
cicl, daci z = a = a + 0Oi, conjugatul sdu este z =a — 0i=a=z

3.1.3. Funetia z. Asociind fiecirui numédr complex conjugatul siu,

am definit o functie f:C — C, carc face ca fiecirui numir complex
sii-1 corespundd conjugatul siu:
fla 4 bi) = a + bi = a — bi.
Exemple: f(2 +3i)) =2 —3i, f(l —i) =1+ i, f(i) = —i, f(3) = 3.
Folosind simbolul f, cele frei propozitii demonstrate mai sus se
seriu:
flz + u) = f(z) + f(a),
f(zu) = f(2)f(w),
fz) =[f()T™
Se spune ci aceastd funciie pdstreazd adunarea nungerelor complexe,
inmulfirea numerelor compleve §i ridicarea unui numar complex la o
pulere cu exponent natural. ] :
3.1.4. Valorile unui polinom pentru doui valori con;;l}'gate ale varia-
bilei. Fie P(z) un polinom cu coeficienti reali. Dacd dim varlab}]el )
valoare complexii, polinomul ia, in general, o valoare complexd. De
exemplu, in cazul :
P(z) = 5z® — 3z + 4,
pentru z2 =2+ 3i i 2=2 — 3i, se obline
P2 +3)=5(2431)2—32+3)+4=—27+ 21i,
P2 —3i)=5(2—3i)2—32—3)+4=—27— 211.
Rezultatele sint conjugate. .
Pentru a afla valoarea unui polinom pentru o valoare datd a varia-
bilei trebuie si facem numai ridiciri la putere, inmultiri si adundri.
Teoremele de la 3.1.2. ne permit si demonstrdm cil ceea ce am constatab

pe acest exemplu este totdeauna adevirat.
Fie polinomul

P(z) = ayz® 4+ a2 + . + @y 2+ o+ 0y, 4 € R.
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Daca dam variabilei z doudl valori conjugate, z = u i z = @, obfi-
nem

P(u) = agu® + a ™t + ... + a0t + ... + a,
P(8) = ag@® + &;8% + ... + @B + ... + ay,

Trebuie sd compardm aceste doud expresii. Am pus in evidentd
termenul general @, ,z". El dd in rindul de sus si in cel de jos respectiv

an—.'tuk 51 a’n—hnh'

Teorema cu privire la ridicarea la putere (P) ne aratd ed factorii u® si
@* sint conjugati. Fiecare din acesti factori se inmulteste cu numiirul
real a, . Deoarece coeficientii polinomului sint reali, a,_, = a,,_. Putem
deci considera coeficientul a,_, din produsul al doilea ca fiind conju-
gatul lui @, , din primul produs. Teorema cu privire la inmultire (I)
aratd ci a, ,i" este conjugatul lui e, pu®. Termenul considerat fiind
oarecare, rezultd cd fiecare termen din rindul al doilea care contine w
este conjugat cu termenul scris deasupra lui. Si acest lucru este valabil
pentru toti termenii care contin z. Cit despre a,, el este conjugat cu el
insugi. N-a rdmas decit si adundm in fiecare rind termenii. Fiecirui
termen din rindul de sus ii corespunde in rindul de jos un termen conju-
gat cu el. Teorema cu privire la adunare (A) ne aratd cd sumele vor [i
conjugate. Dacd in rindul intii se obtine rezultatul m - i, in rindul

al doilea se obtine m 4+ ni = m — ni.

Valorile unui polinom cu coeficienti reali pentru doud valori
imaginar conjugate ale variabilei sint imaginar conjugate.

Simbolic,
[P(u -+ vi) = m -+ ni] = [Plu — vi) = m — ni]
sau, mai scurt:
P(z) = P(z).

3.1.5. Radicinile imaginare ale unei ecuatii algebrice ¢u eoeficienti
reali. Cu aceastd pregitire putem demonstra teorema anuntati la ince-
putul acestui paragraf. '

Fie
Plz)—.0
o ecualie algebricd cu coeficien{i reali si @ 4 bi o rddicind a ei,
P(a + bi) = 0.
Atunci P(a — bi) va fi conjugatul lui zero, care este tot zero, deci
P(a — bi) = 0, :
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ceea ce inseamni cii @ — bi este de asemenea o rdddcind a ecuatiei
Piz) = 0.

Daci o ecuatie algebrici cu coeficienti reali admite radicina
u -+ vi, ea admite ridicina u — vl.

[P(u + vi) = 0] = [P(z — vi) = 0].

Cu alte cuvinte, rddécinile imaginare ale unei ecuafii algebrice cu
coeficienfi reali sint conjugale doud cite doud.

3.1.6. Rezumat. Am introdus functia Z pentru a putea demonstra
aceastd teoremd. Demonstrajia se poate rezuma in schema urméitoare:

[2h = 78] = [a, 2 = ap 2] =
(P) () (A)
= [P(z) = P(2)] = [P(z) = 0 = P(z) = 0].%
(0)
Semnele de sub simboli arati pe ce se bazeazi fiecare relatie, si anume
_(P), (I) si (A) inseamni, respectiv, c¢i trecerea la numdrul conjugat pistreazi ridi-

carea unui numir complex la o putere naturald, inmulfirea si adunarea nume-
relor complexe, iar (0) — faptul ci conjugatul lui 0 este 0.

Aplicatii.
3.1.7. Beuatii cu cocficienti numerici. Sd se rezolve ecuatia
Piz) =72 — 75 + 2422 — 412 +- 35 =0

stitnd cd admite rdddcina 2 -1 |28

Ecuatia datd avind coeficienti reali, admite gi rdddcina 2 — il/3
deci polinomul dat P(z) este divizibil prin produsul (z—2—1]7 3} —
— 2 41i]/3), care este egal cu z2— 4z -+ 7. Impiértind polinomul
P(z) prin acest trinom, se obtine citul z* — 3z + 5, cu ridéicinile

ﬁ—;ﬂi— Deci, riddcinile ecuatiei sint: 2 1 il/3 si ﬁ:t_;l/_ii

3.1.8. Observiiri. 1) Problema se mai poate rezolva identificind polinomul
P(z) cu polinomul care se obtine efectuind (22 — 4z + 7) (2% 4 pz 4 ¢); se obtine
un sistem de ecuatii compatibil, care dd p = —3, ¢ = 5.

2) Se poate proceda si astfel: Polinomul dat se imparte prin z — (2 + i}/3),
iar citul prin 3 — (2 —i,/3).

#) In aceastd schemd, ca si in cea de la 2.8.3, sigeata (=) trebuic censide-

rati ca semn de relafie, nu ca in logici matematicd; numai astiel lantul de sageti
are sens.
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3.1.9. Cazul cind ecuatia contine parametri. De fapt nu trebuie s&

cunoastern toli coeficientii ecuafiei P(z) = 0. De exemplu, cind se:

foloseste metoda identificdrii, indicatd mai sus, se obtine sistemul
p—4=—17 —4p+q=17, Tp — 4g = —41, T7q = 35.

Pentru a afla p si ¢, ajung doud oarecare dintre aceste ecuatii (faptul
cil valorile aflate pentru p si ¢ satisfac gi celelalte doud confirmi ci
ecuafia propusi are rddicina datd), iar cu ajutorul celorlalte doui
ecualii se pot determina doi parametri care ar figura eventual in ecuatie.
De aceea se pol rezolva pe aceeasi cale problemele de tipul urmétor:

Se da ecuafia:

22 azt 42422 4 bz 435 =0, sau 2! — 722+ az?+ b2+ 35 =0

s.a.m.d. Sd se determine coeficiengii reali a $i b astfel incit ecuafia sd admitd
rdddcing 2 +1]/3 si si se rezolve ecuajia.
In cazul primului exemplu, se obtine sistemul

p—4=a —b4p+q=17, Tp — 4qg = b, T7q = 35.
q q

Ecuatia a doua gi a patra dau p si ¢, iar prima si a doua dau coefi-
cientil a si b.

3.2. Ridicinile irationale pdtratice ale unei ecuatii algebrice
cu coeficienti raticnali

3.2.1. Irationale pétratice. Numere reale ca
34 1/5, %—% 1/ 13, %+%Vﬁ ete.

se numese irajionale pdtratice.
Un numdr irational pdtratic (mai scurt, un irational patratic) este
un numdr real de forma

m - RV;:

unde m € Q, n € Q\ {0}, p € N si p nu conjine nici un factor care si
fie pdirat perfect.

In exemplele de mai sus m, n si p sint respectiv:
2 1

y N = — —, P=13;

m:3,n:1,p=5;m=_:)T -

2 8
m=—5‘: n:E,p=11.
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Multimea tuturor irationalelor pétratice care contin sub radical ace-
lasi numir p fac parte dintr-un corp pdtratic, carve se noteazi cu Q(|/p).

o/ p) ={m + nl/p|m, n €Q, pE€ N si p nu contine nici un factor
care si fie pitrat perfect}.

De exemplu, toate numerele de forma m + n]/2, m, n € Q, cum
ar fi:

1 3 g 9 = 1969 3 )
k'__l/z? _+V2: e s A s
formeazi corpul pitratic Q(]/2); numerele

= — VW, 1 -4V, 3 + 17/, ..

formeazd corpul pitratic 0(1/29).

Vom considera i cazul in care sub radical apare un numir rational
oarecare, dar le vom transforma astfel incit sub radical s rdmina un
numir natural care si nu con{ind nici un péatrat perfect ca factor.

Exemple: 2 +1/45 = 2 + 3]/5, 3+4V%=3+%]/§5:

3.2.2. Ridicinile irationale pitratice ale unei ecuafii algebrice cu
coeficienfi rafionali. Fiind dat irationalul patratic 2 =m +n |/p,
numiral Z=m — n |/p se numeste conjugatul lui z. Aceastd relatie
este simetrici: fiecare dintre numerele z=m 4 n]/p si T =m —
— n ]/ p este conjugatul celuilalt. ;

Exemple: z = % +31/3, z= % —.3173;

2=9%— /7, 2=2+ /T.

Toate cele aritate la 3.1.2. — 3.1.6. despre numerele imaginar conju-
gate se pol repeta pentru iralionalele patratice. Se ajunge astfel la
teorema:

Daci o ecuatie algebrici cu coeficienti ragionali P(z) =0 admite
ca ridicini un iragional pitratic 7 +n |/ p, ea admite si conjugatul
siu, m — n]/p. ca ridicini.

[P(m + n]/p) = 0] = [P(m — n]/p) = 0].

Cu alte cuvinte rddicinile de forma m -+ n)/ p ale unei ecuaii cu coefi-
cienfi rafionali sint conjugate doud cite doud.
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3.2.3. Aplicntie. Si se rezolve ecualia
Pla) = a* — 529 — 722 + a4 52 =0
stiind ci admite ridicina & 4 /3.

Ecuatia admite si ridicina 4 —}/'3. Trinomul cu ridicinile 4 +}/3 si 4 — /3
este a2 — 8z - 13. impirtim P(x) prin acest trinom si obtinem citul &* + 8z + &

—3 L7 —3+i)7
2 2

cu ridicinile - Ridicinile ecuafiei sint: & 4 |/3 si

3.2.4. Observare. Se poate demonstra cil dacii o ecuafie algebrici cu coefi-

"cienli rationali admite o ridicini de forma m + n}/p + g/, unde m, n,q =Q

p, r = N si nici p, nici 7 nu contin ca factori nici un pitrat perfect, ea admile

si ridicinile m —n )/ p+qVf/ mm+n/p—q/ 1, m—n)/p —q/r, care se
obtin schimbind semnele in toate modurile posibile. Analog, in cazul unei rdada-

cini de forma m+ n)/p+ ql/ v+ s/ ¢ samd.

3.3. Ridicinile irationale ale unei ecuatii algebrice
cu coeficienti intregi

3.3.1. Limitele riidicinilor. Dacd o ecualie algebricd are coeficienti
intregi, rdddcinile ei rationale, daci existd, se pot giisi prin incercir.
Pentru ca numiirul acestor inceredri si fie cit mai mic, este util si gisim
in prealabil un interval, ¢it mai mic, in care se gdsesc toate radécinile
reale ale ecuatiei.

Fie P(z) = 0 o ecuatie algebricil cu coeficien{i reali. Dacd ea nu are
nici o riddicini reald mai mare decit un numir L, se spune cd L este
o limitd superioard a radicinilor ecuafiei; dacd ecuatia nu admite nici
o riadicin mai micd deeit- numdrul L’, se spune cd L’ este o limild
infertoard a raddcinilor ecuafici.

Dacil am gisit limitele L’ si L gtim c& riidicinile reale ale ecuatiel,
daci existd, se afld in intervalul (L', L); ecuatia nu are nici o ridicind
in afara acestui interval (fig. 1).

Numerele L si L' nu sint unic determinate. De exemplu, daci prin-

tr-o metodd gisim L' = —15, L = 24, inseamnd cd rddécinile reale
ale ecuatiei se gisesc in intervalul (—15, 24); daca printr-o altd metodd
gisim L' = — 10, L = 18, inseamn# cd raddcinile se gisesc in inter-

valul (—10, 18). Aceste rezultate nu sint contradictorii, dar al doilea
este mai util.

Xy X2 X
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3.3.2. Propozitie ajutitoare. Fie, de exemplu, ecuatia
P(z) = 4ad + a5 + 2% + 5a® — 822 — 62 — 7 = 0,

care prezintd particularitatea urméitoare: semnele coeficientilor polino-
mului P(w) sint: +---+———; primii coeficienti sint pozitivi, iar
indatd ce apare un coeficient negativ, toti coeficienfii urméitori sint
negativi. Se spune c# polinomul are o singurd eariajie. Polinoamele in
care coeficientii au semnele -}-+4————, san —+———— etc. au
de asemenea o singurd varialie.

Punem polinomul 2(z) sub forma

P(z) :x3[4x3+m2+2x+5—[%+%+_§d)].

(Am scos in fata parantezei cea mai micd putere a lui z care are un
coeficient pozitiv.)
Expresia dintre paranteze este de forma

E(z) = f(2) — g(2)

unde
o) = 2 + 2 + 22 4 5, g0) =S+ S 4 L.

Considerdm functiile f, g si E definite de aceste relafii pentru
z € (0, co). Functia f este crescitoare, iar functia g este descrescitoare
pe acest interval. In adevir, derivata

flx) = 1222 + 22 + 2

este pozitivil pentru orice z din intervalul (0, oo), iar

este negativd pentru orice z din acest interval. Rezultd ci functia E
este cresciitoare in intervalul (0, oo), ciici dacd descizutul f(z) creste
gi scdzidtorul g(z) descreste, diferenta E(z) cregte.

Fie acum e¢ un numdir pozitiv pentru care valoarea expresiei E(x)
este pozitivi: a >0, E(a) >0. Deoarece functia E este crescitoare
in intervalul (0, oo), E(z) va fi pozitiv pentru orice valoare a Iui z mai
mare decit ¢. Revenim la polinomul P(z),

Plz) = zE(x)-

Dat fiind ed 2® >0 cind z >0, rezulti P(z) >0 pentru orice
T > a.
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. Acest rafionament se poate face in cazul oricirui polinom cu coefi-
clenfi reali care are o singurd variagie. Rezultd oi:

Dacd un polinom P(z) cu coeficienti reali care are o singurd variatie
este pozitiy peniru o valoare pozitivi a lui x, z = a, el ramine pozitiv
peniru orice valoare a lut x mai mare decit a.

[a >0, P(a) >0]= [z >a= P(z) >0].

3.3.3. Metoda grupirii termenilor. Numirul ¢ din aceastd propo-
zitie este o limitd superioard a rddicinilor ecuatiei P(z) =0, a =L
cdci pentru orice z >a, P(z) >0, deci P(z) == 0.

Deci, dacd polinomul P(z) cu coeficienti reali are o singurd variafie,
orice: numdar care face polinomul P(x) pozitiv este o limitd superioard a
rdddcinilor ecuatiei P(z) = 0.

Dacd polinomul P(z) are mai multe variatii, se procedeazd prin
grupareg termenilor, ca in exemplul urméitor.

Fie ecuatia

P(x) = 2% — 32° + 22* 4 322 — 31z — 96 = 0.

Grupidm termenii astfel incit:

a) coeficientul primului termen din fiecare grupi si fie pozitiv;
b) fiecare grupd si aibd o singurd variatie sau nici una.

Deci scriem:

P(z) = (2% — 32°) + (22* — 312) 4 (322 — 96)

]

sau

P(z) = 25z — 3) + (22 — 31) + (32* — 96).

4 3 6

Ciutim cel mai mic numdr intreg, pentru carve fiecare grupd este
pozitivd. Gisim pentru prima grupi 4, pentru a doua 3 si pentru a
treia 6. Conform propozitiei auxiliare (3.3.2), prima grupi este pozitivd
pentru. #. >4, a doua pentru x >3, iar a treia pentru z > 6. Pentru
z > 6, toate grupele vor fi pozitive, deci polinomul va fi pozitiv, deci
L = 6 este. o limitd superioard a riadicinilor ecuatiei propuse.

Gruparea se poate face si astfel:

P(z) = z(x — 3) 4+ (22* — 96) + z(3z — 31).
4 3 11

Am obtinut L = 11 >6. Prima grupare di un rezultat mai bun.

3.3.4. Transformata in (—z). Considerim, de exemplu, o ecuatie
de gradul IV:

P(z) = a,z* + a12° + ay2® + a2 + a, = 0. (1)
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Introducem o altd necunoscutd y = — x. Ecuatia devine
P(—2x) = Qy) = ayy* — a,y* + ay® — a3y + a; = 0. )

Ce legiiturd existd intre rddicinile acestor ecuatii?
Fie r o rdddcind a ecuatiei (1), deci

P(r) = agr* + ayr® + ayr? 4 agr + ag = 0.
Dacél inlocuim in ecuatia a doua y prin —r, obfinem
Q(—r1) = agr* + a7 + axg® + agr + a,.

Relatia precedentd arati cd aceastd expresie este egald cu zero,
deci —r este ridicind a ecuatiei (2). Asadar, dacil » este o riddcind a
ecuatiei (1), atunci —r este o riddcind a ecuatiei (2).

Dacil in (2) notdm necunoscuta cu z, ea se scrie:

P(—2) = agzt — ;2% + a,2® — a2 + g =0

gi se numegte transformata in (—z) a ecuatiet (1).

Din cele ardtate rezultd c#, in general:

Daci o ecuajie algebricid P(z) = 0 are rdddcinile z,, 2y, ..., ¥, trans-
formata et in (—z), P(—z) = 0 are rdddcinile —&,, — 2y, ..., —Zp.

Transformata in (—z) a transformatei in (—z) a unei ecuatii P(z) =
= 0 este chiar ecnatia P(z) = 0. Rezultdi ci, dacd transformata in
(—o) a unei ecuatii P(z) = 0, adicd ecuatia P(—=z) = 0 are ridéicinile
Ty, Tz «eey Ty, ecuatia P(z) = 0 are rdddcinile —ay, — 25, ..., —2,.

3.3.5. Limita inferioard a ridicinilor. Aceastd limitd se afli cu aju-
torul transformatei in (—z).

Considerdm ecuatia P(z) = 0 si transformata ei in (—z), P(—z) =
= 0. Fie L o limita superioard a radicinilor ecuatiei P(—z) = 0. Aceasta
inisea_glmi cll, dacd z;, %, ..., %, sint riddicinile acestei ecuatii, au loc
relalile

oy = By =g i)y ey <

Conform propozitiei de la 3.3.4, ecuatia initiald P(z) = 0 va avea
radicinile —a,, —25, ..., —x, si vor avea loc relatiile

i e L) —xy > —L, vy — &y = ""La

ceea ce inseamnd cd toate rddicinile ecuatiei P(x) = 0 sint mai mari
decit —L; numirul L' = — L este o limitd inferioard a rddacinilor
ecuatiei P(z) = 0. :

Rezultd cd, pentru a afla limita inferioard a rddéicinilor unei ecuatii
P(z) = 0, se poate proceda astfel: se formeaza transformata in (—a)
gi se cautd o limitd superioard a radacinilor ei, L. Numirul L' = — L
va fi o limitd inferioard a raddcinilor ecuatiei P(x) = 0.
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3.3.6. Exemplu. in cazul ecuatiei (3.3.3)
Pz) = a® — 3a° + 2a' + 3a® — 3la — 96 = 0.
{ransformata in (—z) este
P(—2z) = af 4 3a° + 22 4 32 4 212 — 96 =0
Grupam lermenii astfel:
(2% — 96) + (32° 4 2a* -- 32® 4 3lx).
——

.

-

3 1
Am obi{inut L = 3, deci L' = —3 este o limitd inferioard a ridéacinilor ecua-
{iei propuse.
Am aflat mai fnainte (3.3.3) ci pentru ecuatia dati L = 6 gi am aflat acum
ci L’ = —3. Rezultd ci ecualia nu poale avea ridicini reale decit in interva-
lul (—8,6).

3.3.7. Aflarea ridicinilor intregi. Fie
a2 + 42" + o+ a2+ 0, =0
o ecuatie algebricd cu coeficienti intregi, a; € Z, §i fie £ =p o ridécind
intreagd a ei, p € Z. Atunci
agp® + a.p™ 1t + . + apyp + a, =0,
de unde
Plagp™™ + a1p" 2 - o A+ ) = —ay
sau

an

GP" ! + app" P+ i A Gy = — o

Expresia din partea stingd a acestei relatii este un numér intreg,
cici toate literele pe care le contine reprezintd numere intregi. Rezultd
cd §i in partea dreaptd trebuie sd figureze un numir intreg, deci g, este
divizibil prin p.

Daci o ecuatie algebricd P(z) = a,z™ + ... + a, = (0 cu coeficienti
intregi admite ca rddicind numdrul intreg p, atunci g, este divizi-
bil prin p.

[p € Z, P(p) =0]=[a, divizibil prin p].

De aici rezultd cd, pentru a afla ridicinile intregi ale unei ecuatii
cu coeficienti intregi se poate proceda astfel: se face o listd a tuturor
divizorilor termenului liber din intervalul (L', L) si, prin incerciri, se
stabileste care dintre ei satisfac ecuafia. Ecuatia nu are alte ridicini
intregi decit cele gisite pe aceastd cale.
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3.3.8. Exemplu. Reludm ccuatia
28 — 325 - 228 + 32% — 31z — 96 = 0.
Am stabilit ci ridiecinile ei se pot gisi numai in intervalul (—3, 6). Divizorii
lui 96 care se gisesc in acest interval sint —2, —1, 1, 2, 3 i 4.

Numai aceste numere intregi vin in consideratie. Le incercdm pe rind, folosind
schema lui Horner:

1 -3 2 0 3 —31 —9 |

1 —5 12 —24 51 —133 * —2
1 —4 6 — 6 9 — 40 * i
4 —2 0 0 3 — 28 * 1
1 —1 0 0 3 — 25 * 2
1 0 2 6 21 82 0 3

Polinomul se imparte prin = + 2 si se constatd cil impértirea nu} se face exact
— in locul restului se pune o stelutid. Apoi se imparte prin 2 1, 2 — 151 =« — 2,
si se constatd cd nici —1, nici 4, nici 2 nu sint raddcini. Impérfirea prin 2 — 3 so
face exact. Ar trebui sii impdrtim citul (2° 4+ 22° 4 62® 4 212 + 32) din nou
prin # — 8, pentru a vedea daci x nu este rdddcind dubli, apoi prin 2z — &, dar
in cazul de fatid aceste incerciiri nu sint necesare, deoarece toti coeficientii citului
sint pozitivi, deci el nu poate avea o radacind pozitiva.

3.3.9. Aflarea ridicinilor fractionare. Admitem ca adevirate urmi-
{oarcle propozitii:

1) Fie a st b doud numere iniregi. Dacd a este prim cu b, atunci si
a(n € N) este prim cu b.

De exemplu, 14 este prim cu 15, clci 14 =2+7,15 =35 (aceste
numere nu au nici un divizor comun); 14% = 22-72; 148 = 23.73,,
sint de asemenea prime cu 15.

2) Fie a, b, ¢ trei numere intregi. Dacd produsul ab este divizibil prin
¢ §t a este prim cu ¢, atunct b este divizibil prin c.

De exemplu, 35 - 12, adicd 420 este divizibil prin 6; 35 este prim
cu 6, dar 12 este divizibil cu 6.

Conditia ca a si fie prim cu ¢ este esenfiald. De exemplu 42 + 18, adicd
756 este divizibil prin 12, dar nici 42, niei 18 nu este divizibil prin 12;
deoarece unul din factori, in cazul de fatd 42, nu este prim cu 12, nu
sintem in drept sid conchidem cd celdlalt factor este divizibil prin 12,

Fie acum

P(z) = apz™ + a2 + oo + a2+ a, =0

o ecualie algebricd cu coeficienti intregi. Si presupunem cé [ractia ireduc-

tibili £ este o ridicini a ei:
q

V3 R g et p -
P[.g] = a,,—q;—l— a; - + e + an.l? + a, = 0.

32

——.

Scipdm de numitori:

(«) aop" + ap"g + e+ piPg - ang” =0
a) Aceastd relatie se poate pune sub forma
plagp™t + ap™ % + o + apag™?) = — A"
-sau
app™t 4+ a1 p* g + e+ g = -—a—"‘g.

Expresia din partea stingd reprezintd un numdr intreg, deci si expre-
sia din dreapta trebuie si reprezinte un numér intreg, ceea ce se intimpld
numai daci a,g" este divizibil prin p. Or, a,g" este un produs de doi

factori; fractia L fiind ireductibils, ¢ este prim cu p; pe baza primei

propozitii, deducgm cd si g este prim cu p. Deci unul dintre factorii
produsului a,q" este prim cu p; pe baza propozitiei a doua deducem
cd celilalt factor, a,, este divizibil prin p.

b) Reluim relatia («). Printr-un procedeu simetric cu cel de mai sus,
o punem sub forma
&p"
. q
gi, prin acelagi rationament ca cel de mai sus, ajungem la concluzia
ca a, este divizibil prin g. Asadar:

Daci o ecuatie algebrici P(z) = 2" + ... 4 @, cu coeficienti

intregi admite ca ridicind fractia ireductibili £, atunci a, este
q

@p™t e I B PP O = —

divizibil prin p si @, este divizibil prin g¢.
[Jl €Q, P (ﬁ) = o] — [a, divizibil prin p, a, divizibil prin g].
g q
Pentru a tine minte care dintre termenii fractiei P este un divizor

q "
al lui a, si care al lui a,, este bine si observiim ci, dacd ¢ = 1, rdddcina
este numirul intreg p — care trebuie s¥ fie un divizor al lui a,. Sau,
cu ajutorul schifei

a2z 4 ... F ay
i

N

q

De aici rezultd procedeul urmitor pentru a afla radécinile fractionare
ale unei ecuatii cu coeficienti intregi: se formeazd toate fractiile ireduc-
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tibile care au ca numiritor un divizor al termenului liber §i ca numitor
un divizor al primului coeficient, apoi se stabilegte prin incerciri care
dintre ele satislac ecuatia.

3.3.10. Exemplu. Si se afle ridécinile fractionare ale ecuafiei,

hat 4 8a® — 112 — 132 — 3 = 0.

Divizorii pozitivi ai 1ui 8 sint 4, 8, divizorii pozitivi ai lui 4 sint 1, 2, & [i
ageziim intr-un tabel (lisind la o parte pe 1 de la divizorii lui 4)
1 3
2 4

Acum formiim loale fractiile care au numiritorul 1 §i numitorul 2 sau 4, apoi
cele care au numdritorul 3 si numitorul 2 sau 4 — lisind la o parte fractiile reduc-
tibile. Obtinem

la care se adangi

Acestea sint singurele fractii care vin in considerare. Le incerciim:.

& 48 —14 —13 -3 |
1
4 10 -6  —16 * -
2
4 9 * ...t'.l..
A
& 14 10 2 0 &
2
4 20 40 * 2
2
A 12 & 0 -
2

; % B e Rl S S T 2
Primele doud rinduri aratd ci . si o nu sint riddacini. Daci la cit apare un
coeficient fractionar, lucrarea nu mai trebuie continuati — este sigur ci numi-

rul respectiv nu este ridicind (v. problema 38). Rindul al treilea aratii ci 2
2

este riddcind. Citul obtinut I-am impirtit din nou prin z — - , pentru a vedea
2
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daca = nu este riidicind multipli — am constatat ¢ nu. Deoarece toti coeficientii
2

citului din rindul al treilea sint pozitivi, el nu admite nici o radicinid pozifivi,

. .3 N 5 et 1
de aceea n-am mai incercat fractia o Impirfirea urmiitoare aratd ci — T este

riidiicini si a rimas de rezolvat ecuatia Za? 4 12z 4 4 = 0, adicd 224 3z+1 =0.
Ridiicinile ecuatiei sint:

3 —-34+1/5

o 1
2'1_'5': -’”2=_'§:x3-4= 9

3.3.11. Excluderea unor fraetii. Dacd numiirul fracfiilor care trebuie incercate
esle mare, unele dintre ele pot i eliminate pe baza observaliei urmitoare.
Presupunem cii ecualia cu coeficienti intregi P(z) = 0 admile ca ridécind

fractia ireductibild %. Atunci polinomul P(z) este divizibil prin « — %, sau
prin bz — a, si are loc identitatea
Yz, 2= R Plz) = (bz — a)C(x),

unde C(z) esle un polinom. cu coeficienti intregi (v. problema 38).
inlocuim in aceastd identitate z prin 1; obiinem

P(1) = (b — a)C(1).
Deoarece P(1) si C(1) sint numere intregi, accastid relatie aratd ci P(1) cste
divizibil prin b — a. Rezultd ci, dacd P(1) nu este divizibil prin b — e, fractia 1;-
nu esle radicind. Inlocuind in identitatea de mai sus 2 prin —1, se aratd in mod

analog cii, daci P(—1) nu este divizibil prin a + b, fractia % nu este ridicini.

in cazul ecualiei de mai sus (3.3.10); P(1) = —15, P(—1) = —5. Lucrdrile
s¢ pol ageza astfel:
g L <% DR . U e S | 2
b 2 4 2 4 2 4 2 4
b—al A B —2 2 3 5 5 7 ‘ P(l) = —15
a+ b 3 5 5 7 1 QR SR 1 P(—1) = —5
P(l) = —15 este divizibil prin toate numerele din rindul al doilea afard
de 7, ceea ce duce la eliminarea fractiei — %; P(—1) = —5 este divizibil prin

toate numerele din rindul al treilea afard de 3 si 7, ceea ce duce la eliminarea frac-

tiilor -:— si % fn felul acesta am eliminat trei fractii — au rimas de incercat

celelalle.
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3.3.12. Reguli. Pentru a afla rdddcinile rationale ale unei ecuatii
algebrice cu coeficienti intregi, se fae lucrdrile urméitoare:

1. Se determind limitele radacinilor L gi L'

2. Se cautd rddidcinile intregi.

3. Se cautd rddicinile fractionare.

In principiu, s-ar putea ciuta intii riddécinile fractionare, dar este
mai practic si se caute intii ridicinile intregi, care cer calcule mai
ugoare. Dacd ecuatia admite una sau mai multe rddicini intregi, rdmin
de cdutat riddcinile fractionare ale unei ecuatii de grad mai mic, unde
calculele sint mai simple.

3.4. Descompunerea polinoamelor cu coeficienti reali

3.4.1. In ce constd problema. Se stie ¢ orice polinom de gradul n
se poate descompune in n factori liniari — dacid se admite ca termenii
liberi ai factorilor sd fie numere complexe. Aceastd descompunere nu
mai este totdeauna posibild in cazul unui polinom cu coeficienti reali
dacd se cere ca termenii liberi ai factorilor sd fie reali. De exemplu,
ecuatia 2% — 4z + 5 = 0 are rddécinile 2 4+ i, deci

2 —hr+5=[z— (2 —i)][z— (2 +i)]

Descompunerea in factori liniari fiind unicd (2.2.7.), sintem siguri
cd nu existd factori liniari reali al céiror produs si fie tot z? — 4z -I- 5.
Urmeazd sid vedem cum se poate descompune un polinom cu coeficienti
reali in factori cu coeficienti reali.

3.4.2. Polinoame ireductibile

Un polinom P(z) cu coeficienti reali se numeste reductibil intr-o
multime numerici datd (Z, ¢, R sau () dacd existi doud poli-
noame, A(x) si B(x) cu coeficienti din acea multime astfel fncit -s3
aibd loc identitatea

Plz) = A(n)B(x).

Un polinom care nu este reductibil intr-o mulfime numericd dati
"se numeste ireductibil in acea multime.

Subliniem cid o afirmatie ca: polinomul P(z) este reductibil (sau
ireductibil) nu are nici un sens dacd nu se precizeazdi cidrei mulfimi ii
aparfin coeficientii factorilor. Astfel, polinomul 2? — 4z + 5 de mai
gus este reductibil in C, dar nu este reductibil in R. Tot asa

Pa)=a*—4a+1=[z— (2—13)][z—(2+ /3)]

este reductibil in R, dar nu este reductibil in Q, si cu atit mai putin
in Z.

86

i

3.4.3. Descompunerea polinoamelor cu coeficienfi reali

Orice polinom cu coeficienti reali se poate descompune in factori
ireductibili de gradul I si II cu coeficienti reali.

In adevir, fie P(z) =0 o ecuatie algebrici cu coeficienti reali.
Fieciirgl ridicini reale r, ii corespunde un factor real (z — r). Dacd
ecualia are o riddcind imaginard a - bi, ea are gi rdddcina @ — bi i in
descompunerea polinomului in factori liniari apar factorii  — (a - bi)
§i & — (@ — bi). Dacd grupim acesti factori la un loc gi efectudm inmul-
firea, obfinem:

[z — (a + bi)][z — (@ — bi)] =[(z — @) + bi][(z — a) — bi] =
= (z — a)? + b* = 2* — 20z + o + b2,

adici un factor de forma 22 - pz + ¢, unde p, ¢ € R.

Dacii ecuafia are o riidicind imaginard multipld @ - bi de ordinul
k, in descompunerea lui P(z) apar factorii
(@ — (a + BT i [o — (a — B,
produsul lor este (22 — 2az + a? + b?)*, adicd de formi (2 + px -+ g)~

3.4.4. Exemple. 1) Ecuatia
Pla) = a8 — 52° + 8z* — 10a® + 132 — 524 6 =0
are ridicinile simple 2 si 3, si ridicinile duble i §i —i. Descompunerea polino-
mului P(z) in factori reali ireductibili este
P(z) = (z — 2) (2 — 38) (a® + 1)%
2) Ecualia
Plz) = a® — 32 + 3a2® 4 ba% 4 8w — 14 =0
are ridacinile 1, 2 & i3, —1 4 i. Descompunerea polinomului P(z) in factori
reali ireductibili este
Plz) = (z — 1) (2 — ha -+ 7) (2 + 2z + 2).

3.4.5. Studiul semnului unui polinom. Se gtie din algebra elementara
cum se studiazd semnul unui produs sau al unui cit de polinoame, folo-
sind descompunerea polinoamelor in factori liniari i teoremele despre
seronul trinomului. Acum cind gtim sd rezolvim unele ecuatii de grad
superior, putem folosi aceeasi metodd pentru a studia semnul unui
polinom de grad mai mare.

Fie, de exemplu, de studiat semnul polinomului

P(z) = 225 — 2925 + 1362* — 2302° - 982 — 61z + 84.
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Ecuafia P(2) = 0 are ridicinile 1, 3, 4, 7 si =t ﬂzi[/—j‘ Descom-

punerea polinomului in factori reali ireductibili este
P(z) = (x — 1)(z — 3)(x — 4)(z — 7)(222 + x | 1).

Trinomul 222 + z 4 1 este pozitiv* pentru orice valoare reali a
lui z, deci acest factor nu influenteazd semnul Iui P(z). Rimine de
studiat semnul produsului format din primii patru factori. Acest Iucru
se face cu ajutorul unui tabel ca cel de mai jos.

& | 1 3 4 i
z—1. | — 0 + + + 4+ + +
z—3 | — — — 0 + 4+ + + +
g—4 | — — — = — 0 4+ 4+ 4+
BT s e At e e = D) el
P@ [+ 0 — 0 + 0 — 0 +

Se studiazd semnul fiecdrui factor in parte, apoi se completeazd ulti-
mul rind pe baza rindurilor precedente. Se constatd cd polinomul isi
pistreazd semnul cind z variazi intre doudi rdddcini consecutive si isi
schimbd semnul ori de cite ori x trece printr-o ridécina. '

Rezumat

® Daci o ecuatie algebricd cu coeficienti reali P(z)=0
are riddcina u -+ vi, ea are si raddcina u — vi.

[P(u L vi) = 0] = [P(a — vi) = 0].

@ Dacd o ecualie algebricd cu coeficienti rafionals
P(x) = 0 are ca rdddcind irationalul pétratic m
-+ n]/p, ea are si ridicina m — n IV p.

[P(m4+n)/p)=0] = [P(m —n]/p)=0].

* Teorema cu privire la semnul trinomului f(z) = aa® + bz 4 ¢ in cazul
ridicinilor imaginare este o consecintd a unei teoreme de analizd dupid care o
functie continud intr-un interval inchis nu poate si-si schimbe semnul fird si se
anuleze (4.2.2).

in adevir, dacii ar exista douid valori a, si z, astfel incit f(x;) si f(z,) si fie
de semne confrare, ar exista z, = (z,, x,) pentru care trinomul se anuleazi, ceea
ce este contrar ipotezei. Deci trinomul are semn constant. Deoarece f(0) = ¢, f(x)
are acelasi semn cu ¢ oricare ar fi # = R. Pentru a obfine regula uzuald (trinomul
are acelagi semn ca e oricare ar fi ), se observd cd a s5i ¢ au acelasi semn, céci
in cazul contrar am avea ac < 0, deci b* — &ac > 0.
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@ Dacid numirul intreg p este o ridicini a ecuatiel cu
coeficienti {ntregi P(z) =a,2™ + ... + a, = 0, atunci
a, este divizibil prin p.

[p € Z, P(p)=0]=[a, divizibil prin p].

@ Daci fractia ireductibili £ cste o radicind a ecuatiei
il LRy
cu coeficienti intregi P(x) = ag2® + ... + a, =0,
atunci a, este divizibil prin p gi a, este divizibil prin ¢.
[f- QP (£J — ]== [a,, divizibil prin p, a,
q q
divizibil prin ¢].

‘@ Orice polinom cu coeficienti reali se poate descom-
pune in factori ireductibili de gradul I gi Il cu coefi-
cienti reali.

Exercitii
Rdddcini imaginare
1. 5& se rezolve ecuatiile urmétoare stiind ci ficcare din ele are ridicina scrisd
in dreptul ei.
a) 31 — 12z% 4 5022 — 762+ 17 =0, z;, = & — i;
b) a* — 3/ 528+ 1122 — 3/ Bz 4+ 10 = 0, z, = i;

¢) 2% 4 2% — 820 — 928 - 112% - 20z + 20 = 0, 7, = =1 +21[/3 .
2. Se dau ecuatiile urmiitoare. Si se determine pentru fiecare din ele coefi-
cientii reali a si b astfel incit sd admiti radécina scrisa in dreptul ei.

2 = —1 4+ i|/3;

a) 2 — 228 — 1422+ az + b =0,
b) 4z% + az® + bz — 136z 4+ 29 = 0, = ——
Calculul di de la sine pentru a si b valori reale. Atunci de ce s-a pus in mod
expres conditia ca a si b sd fie reali? (v. problema urmitoare).
3. Se di ecuatia
Plz) =2°+ az®* + (8 + 3i)z — 4 — 21 = 0.

a) S# se determine a si s se rezolve ecuatia, sliind ¢ii are riidicina 2 + i,
b) Aceeasi problema, dacid se cere ca a si fie real.

89




4. S& se rezolve ecuatia _
B—(5—1)24 (b—4i)z—1+4+i=0
stiind cd admite riddicina 1 — i.

6. Unde intervine in demonstratia teoremei de la 3.1.5 (riidicinile imaginare

ale unei ecuatii cu coeficienti reali) faptul c¢ii coeficientii ecuatici sint reali? De ce

nu mai este teorema adevirati daci ecuafia are coeficienti complecsi?

6. 84 se formuleze si si se demonsfreze o reciproci a teoremei de la 3.1.5,

Riddcini irationale pitratice

7. 84 se pund sub forma de irationale pitratice numerele:

fhai 3 31/ 7
4—5)/733, 1 ol .
v +Vs AVM

8. Bi se rezolve ecuatia urméitoare stiind ci admite riaddcina indicati:

a) 2a* — 1128 — 2 — 4o 2 =0, 2, =3—V7;

b) 2% — 102* 4+ 312 — 30 =0, & =2

9. 84 se determine parametrii rationali m si n astfel incit ecualia urmitoare
88 admitd rddécina indicaté si sé se rezolve:

a) 2t 4+ mad — a? — 224 n = 0, @ =24 |/2;

b) 2t — 223 4 ma? 4 na 4+ 1 =0, w;:%/i'
Aceeasi problemd, dacdi nu se pune conditia ca paramelrii si fie rationali.
10. Se considerd ecuatia
a3 — 322 4+ az — /2 = 0.
Si se determine « gi si se rezolve ecuatia, stiind ci admite ridicina 1 + |/ 2.
11. a) Si se determine numerele rationale m si a astfel incit ecuatia
a) @8 — 92?4 252+ m=0; b) 2% — 4ha® —S5x+ m=0
sii aibd o ridicind egald cu @ -+ |/ 2 si sé se rezolve apoi ecuatia.
12, S4& se determine coeficientii rationali m, n, p si ¢ astfel incit ecuatia
2% - ma® 4 nat 4+ 4a® + 2322+ px+ q=10
g4 admita ridicinile 8 4 /11 si 2 — |/5 si sil se rezolve.
18. *Se considerd ecuafia
228 4 aab 4 bat + ca® — a4 dz+ 8 =0,
S4 se determine parametrii rationali «, b, ¢, d, astfel incit ecuat.ié s admitd
ridicinile 54+ i)/ 3 i 1 — |/ 2 si si se rezolve.

* in problemele 13—15 nu se vor face calculele; se va arita numai calea de
rezolvare.
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14, *8e dau ecuafiile urmitoare

a) o° + &a' — 62% + az® + bz + ¢ = 0;
b) a5+ aa? — 82® + 5a% 4 bx + ¢ = 0;
¢) a® 4 22t + az® 4 ba? — 6z 4 ¢ = 0.

84 se determine pentru fiecare din ele parametrii reali a, b, ¢ astfel incit ecua-
{ia s admitd rddicina 1 + i]/3 siintre doui dintre ridicinile ei « si B3, deosebite
de cea datd si de conjugata ei, s existe relafia p = 2« si sd se rezolve.

15. *Se dau ecuatiile
a) 22° + axt — 62+ 322 — z - a= 0;
b) 4a® — 32t + az® + ba? — bz + 1= 0.

84 se determine pentru fiecare din ele parametrii reali @ si b astfel incit ecua-
tia si admitd rdddcina 3 4 2i si o rddidcind dubld deosebild de cea datd si de
conjugata ei. :

16. Si se enunfe si s se demonstreze in legidturd cu riddécinile de forma m +
+ n|/p ale unei ecuatii algebrice cu coeficienti rationali teoremele analoage cu cele
de la 3.1.2—3.1.5. Se vor trata si chestiunile analoage cu cele de la problema 5 de

la acest capitol.
Se va face o schem# analoagi cu cea de la 3.1.6.

17. 83 se demonstreze feorema de la 3.1.4 despre valorile unui polinom cu
coeficienti reali pentru dou# valori imaginar conjugate ale variabilei in cazul ecua-
tiei de gradul IV.

Plo)=az* + b+ cz* L ds+-¢c a, b, ¢, d = R,

calculind efectiv P(u + vi) si Plu — vi).
Se poate face demonstratia analoagi in cazul general, al unui polinom de gradul n?

18. O ecuatie algebricd cu coeficienti reali admite numdirul a + bi ca rddicini
multipld. S# se demonstreze cd ea admite si @ — bi ca ridicind multipld de acelagi
ordin,

S# se enunte si si se demonstreze o propozifie analoagi cu privire la ridicinile
multiple irationale piitratice ale unei ecuatii algebrice cu coeficien{i rationali.

19. a) 84 se demonstreze ci numdirul ridicinilor imaginare ale unei ecunatii
algebrice cu coeficienti reali este par, oricare ar fi gradul ecuatiei. b) Ce se poate
spune despre gradul unei ecuatii algebrice cu coeficienti reali care are numai rida-
cini imaginare? c¢) S# se formuleze si si se demonstreze propozitiile analoage cu
privire:1a rddacinile irationale pé#tratice ale unei ecuatii algebrice cu coeficienti
rationali.

20, a) Afirmafia: ,Daci realizantul unei ecuatii de gradul II este pozitiv,
H2 — hge > 0, ecuatia are ridicini reale” este justd? Si se verifice pe ecuatia z* —
— 2iz—2=0.

# in -problemele 13—15 nu se vor face calculele; se va arita numai calea de
rezolvare. -

91




b) Dar afirmatia: ,Daci b® — dac < 0 ecualia are doud ridicini imaginare*?
Exemplu: z2 — 2(1 4 i)z 4+ 1 4 2i = 0.

¢) Aceeasi inirebare cu privire la afirmatia: ,Dacit realizantul unei ecualii
de gradul IT este un pilral perfect, ridicinile ecuatiei sint rafionale”. Sa sc dea
un contraexemplu,

Ridicinile ragionale ale unei ecuatii cu coeficienti intregi

21. Reciproca propozitiei de la 3.3.7 (cu privire la ridicinile inlregi ale unei
ecuatii cu coeficienti intregi) este adevirali?

22, Si se refacit demonstratia propozitiei de la 8.3.7 pe cazul ecuatiei
2% 4 2a® + 82 — 12 = 0.

28. Se dau ccuatiile urmitoare. Si se afle ridicinile lor infregi gi, cind este
posibil, si se afle si celelalte ridécini,

a) at + 22% — 32% — b2 — 12 = 0;
b) a® — 32a% + 3223 + 31a® — 92z 4 60 = 0;
c) 2a% - 112% + 7a% — 202% — 36z — 144 = 0;
d) 2% — 33a%a2® — 28a’2 + 60a* =0; a < R;
e) 28 — |/ 3a% — 1262% 4 258 |/ 3z — 756 = 0;
f) 2% — 1324 + 652% — 1612® + 200z — 100 = 0.
24, Si se afle riidicinile intregi ale ecuatiei
4222 —2) 20— 8=0.
25, a) 8i se determine numirul intreg e astfel incit ecualia
20t 4+ 2+ ax+1=0

sd admiti o ritdiicind intreagd. b) Aceeasi chestiune dacd se ecre ca o si fie rafional
sau real, nu neapiiraf infreg.

26. Ce relatie trebuie si existe intre numecrele intregi p si ¢ pentru ca ccuatia
23+ pat4 gz —1=10
s admitd o rddicind intreagi?

27, Si se demonstreze cd dacd toti coeficientii unei ecuafii algebrice afard de
unul sint rationali, ecuatia nu poate admite o radicind rationali. (Se poale con-
sidera cazul ecuatiei az® 4 ba® + ax+ c=0unde a, b, c € Q, o & Q.)

28. Si se refacii demonstratia propozitiei de la 3.3.9 pe cazul ecuafiei
4ad — 5224 72z — 9 = 0.

29, Reciproca propozitiei de la 3.3.9 (cu privire la rddicinile fractionarc ale
unei ccualii algebrice cu coeficienti intregi) este adevirati?
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80. Cum sc poate deduce propozitia de la 8.3.7 din propozifia de la 3.3.9?
81. Si se afle ridicinile fractionare ale ecuatiilor urmiitoare. Cind este posi-
bil, se vor afla gi celelalte rédacini.
a) 8at | 262% — 152> — 2z 4+ 1 =10;
b) 9at 4 923 - 202° — 3224 8 = 0;
¢) 2445 4+ 106 mat 4 57m?ad — 20m2? — 15m*z — 2m® = 0; m = R;
d) 2025 — 7aa® + 17¢%s® + 13a%z® — 10a*z — 3a® = 0; a = R;
e) 18a% — 51a* — 11823 4 2492% — 1322 + 20 = 0.
82, Si se rezolve ecuatiile urmitoare:
a) 2a% — 19a% 4 5922 — 1092 4 42 = 0;
b) 4ad — hat 4 52% — 44a® + Ma — 10 = 0;
¢) 6a® 4 Haa* — 18a2a® + 47a%2* — bha'x 4 12a° = 0;
d) 32a% — 1922°% — 14a? 4 872 — 18 = 0;
e) 6a® — 172 — 2223 — 242 — o+ £ =0,
33. Sit se afle ridicinile fractionare ale ecualiei
z? — 196922 + 1576522 | 144653 = 0.
84. Sit se rezolve sistemele urmitoare:
a) a®+ y3 =133, 22+ y=9;
b) a? 4 2y 4 5 = 0, 4y® -} 15z — 51 = 0 (inlerpretare geometricd);
c) 2+ y+z2=23, ay + ys+ zx = —18, ayz = —40;

d)z+y+z4+u=0, zy+ az+ au+ yz4 yu+ 2u= —2,
zyz + ayuw + azu 4 yzu = 11, ayzu = —30;

e) a® + hy® — & =0, a?+4 y® 4 2z — y = 0 (interpretare geometricd);

f) 4% 4+ 82z — 3y — 83 =0, 8a?+ 9y® — 162 — 73 =0 (interpretare geo-
mefricit);

g) 82 + 8y® = 85, 2a® — 92 — 2y - 11 = 0 (interpretare geometrici).

85. O ecualie algebricd cu coeficienti inlregi in care primul coeficienl esfe %
poale avea ridécini fractionare?
g6, a) Si se determine numirul rational m astfel incit ecuatia

223 — 22+ maet+ 1=0

s#i aibil o riiddcind fractionard; b) Aceeasi problemi dacil se cere ca m sil fie real,
nu neapirat rafional.

87. 83 se demonstreze cu ajutorul formulei de rezolvare a ecuatiei de gradul TI
cii, dacii p si g sint numere intregi, ecuatia a* + pa + g = 0 nu poale avea ridi-
cini fracfionare.
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88. a) Se constati pe toate exemplele cii, dacd 2 Q este o ridécind a ecua-

i q

tiei algebrice cu coeficienti intregi P(z) =0, citul P(z) : (m — £J este un poli-
q

nom cu coeficienti intregi. S# se demonstreze ci acest lucru se intimpld totdea-

una. b) Se constatd, de asemenea, ¢i toti coeficientii citului sint divizibili prin g.

S4 se demonstreze ci si acest lucru se infimpla totdeauna.

39. Suma pitratelor primelor » numere naturale consecutive este 385. Si
se afle n.

40. Primul termen al unei progresii geometrice este 5; suma primilor patru
termeni este 425. Sd se determine progresia.

41, Primul termen al unei progresii aritmetice este 8. S# se delermine ratia
ei astfel incit produsul primilor patru termeni si fie 3465.

42, Dimensiunile unui paralelipiped dreptunghic (exprimate in c¢m) formeazi
0 progresie aritmeticd cu rafia 2; volumul paralelipipedului este de 315 em? 5d
se afle dimensiunile lui.

48. Intr-un triunghi dreptunghic, proiectia pe ipotenuzd a uneia dintre catete
este cu 9 cm mai mare decit a celeilalte. Aria triunghiului este de 45 cm®. Si se afle
proiectia catetei mai mici.

44, intr-un paralelipiped dreptunghic, una dintre laturile bazei este cu 1 cm
mai lungi decit cealaltd, indltimea paralelipipedului este egald cu diagonala bazei,
iar volumul de 60 cm?®. Se cer dimensiunile paralelipipedului.

45. Volumul unui cilindru circular drept este de 45z cm?, aria sa totald este
de 48 = cm?, Se cer raza si indl{imea cilindrului,

46. Un corp are forma unui eilindru la care una din baze este inlocuitd cu o
emisferdi de aceeasi razit cu cilindrul situati in exterior. Iniltimea cilindrului este
de 10 cm, iar volumul corpului este de 504= cm?® Se cere raza cilindrului,

Descompunerea in factori reali

47, Descompunerea unui polinom cu coeficientireali in faclori reali ireduc-
1ibili este unicd?

48, Si se scrie sub formi de produs de factori liniari si de gradul IT cu coefi-
cienti reali polinoamele care au radicinile urmitoare:

a) 3, = 8, 2, =24 5i, 73 =2 — 5i;
b)zy =2,=1+1], 23=2A=1_i7?25=%;
¢) 5, =243, =72 z=2z=2+i/3, zn=2=2—i) 3.
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49, S# se descompuni in factori reali ireductibili polinoamele de la exercifiile:
23 a,23¢ 23d,231,381a,31b, 3¢, 82a—32c.

50. Si se simplifice fractiile urmiloare:

228 - 22+ 2 —1 b) 824 4 6a® 4 132* — S22 — 12
al — 222 — 22 — 3’ 2428 — 222° + 2 4 2
c) ha® — g — 32 — 42>+ 1 3 d) ad — 52 + Sz 4+ 1
3ab — 5zt 4+ 223 — 32 4 53:—2' 23 — 1322 + 262 — 10
51. Se poate formula o teoremd analoagd cu cea de la 8.4.3 cu privirelaun
polinom eu coeficienti rationali — folosind faptul cd ridécinile sale irajionale pétra-
tice sint conjugate doud cite doud?

-
r

62, 84 se studieze semnele polinoamelor de la exercitiile 32 a — 32 c.

B8, Si se studieze semnele fractiilor urmiitoare. Rispunsul se va da sub forma
de tabel ca la 3.4.5.

(22 — 1) (=4 2) b) (z+ 1)% (2 — 2)
(x— 8 (a+ &)’ (z — 1) (& — 5)*'
a’ — 4a? 4+ 2+ 6 22t + 523 4 722+ 7z -+ 3
B Gkt B 8 G4 52— 72+ 3 -

)

o)

d)

54, Si se studieze semnul polinomului
Plz) = 2% — (2 + i)22 4 2(1 + i)z — 2i.
Ridicinile sint: 1 4+ 1, 1 — i si i.
b5. Ce se poate spune despre semnul unui polinom P(z) cu coeficienti reali
care are numai radicini imaginare?

56, Pe exemplul de la 3.4.5. se constati cii: a) un polinom P(z) cu coeficienti
reali pistreazi acelagi semn cind 2 variazd infre douil rédécini consecutive; b) el
fsi schimb# semnul cind # trece printr-o ridécind. Aceste fapte sint totdeauna ade-
virate?
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Capitolul IV

Rezolvarea numericd a ecuatiilor

4.0. Introducere

Am ardtat (2.0) cd nu existd formule de rezolvare a ecuatiilor alge-
brice de grad mai mare decit patru. Pentru ecuatiile de gradul 111 si
IV existd astfel de formule, dar ele prezintdl unele inconveniente care
fac ca ele sd fie putin utile in practica.

In aceastd situatie, nu ramine decit si se giseascd metode de a
rezolva fiecare ecuatie in parte.

In cele ce urmeazd vom trata aceste metode.

In acest capitol ne vom ocupa numai de ecuatii cu coeficientii reali
si vom cduta numai rddicinile lor reale. Dat fiind cd vom face apel
numai la faptul ci functiile care intervin sint derivabile pe toatd mul-
timea lor de definitie, eventual cu excepfia unui numdr {init de puncte,
metodele pe care le vom expune sint valabile pentru orice ecuatie f(z) =
= 0 in care f este o functie reald de o variabild reald, derivabild.

4.1. Separarea raddcinilor prin metoda graficd

4.1.1. Ce inseamni a separa ridicinile unei ecuatii. Un prim pas in

rezolvarea unei ecualii se face dacd se afld cite riddcini are gi se indicd
pentru fiecare rddécind un interval in care se afld. Aceasti lucrare. se
numesgte separarea rdddcinilor ecuafiei. De exemplu, fiind datd o ecua-
tie, dacd stabilim cd are trei rddicini, una in intervalul (—4, —3),
alta in intervalul (1, 2) si a treia in intervalul (5, 6), am separat rida-
cinile ecuatiei.

4.1.2. Eenatii de forma f(z) = 0. Fiind dati o ecuatie f(2) = 0, se
{raseazd curba a cdrei ecuatie este y = f(z). Abscisele punctelor in care
curha taie axa Oz sint rddécinile ecuatiei. Ele se citesc intr-o prima
aproximare pe grafie, iar intervalul se restringe prin incerciiri, precum
aratd exemplele urmitoare.

4.1.3. Exemplu. Si se separe rddicinile ecuatiei
flz) = 2% — 322 — 92+ 10 =0, =z € R.
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i cazd = —1 g 2,=23.
Derivata, 322 — 6z — 9, se anuleazd peniru z @,
Tabloul var;atiei este cel de mai jos, iar gr’ﬂ'flcﬂ se vede in figura 2
(s-a luat pe Oy o unitate de 3 ori mal mica decit pe Ox).

f'(2) i P b
flx) | —o0 A 15 ~ —17 A oo

Po o schitdl cit de sumari se vede cil ecuafia are trei riadicini reale
ate de abscisele punctelor 4, B gi C. . e
i (la s gidsim uIr)1 interval mai mic pentru rédicina df).ta de punctul
A, introd uzem in polinomul dat valorile —2, —3, ... pind cind obijinem
pentrn f(z) o valoare negativi. Calculele se fac cu a]uto_rul schemei él}l
Horner. Se giseste P(—2) =8 > 0, Pi—3)= :—‘17 < 0; deci r? 35
cing se afli in intervalul (—3, —2). Pentru ridddcina a doua, grafic
arati o ea se afld intre O gi 3. Caleulul dé P0) = 10 >0, ‘P.(’l) =
— — 1 < 0, deci aceastd riddcind se afld in intervalul (0,4). T ot prin
incercari se afli cd P(4) = —1-(140 5<) 0, P(5) = 15 >0, deci ridédcina

reia se ciseste in intervalul (4, 9). } o N
. tlAr?l sepgara'h' ridicinile ecuai;ie,i. Ecuatia are trei ridicini reale
Ty 51 T3

T € (_" 3: Y 2)3

@y € (0, 1), &5 € (4 5).

4.1.4. Beuafii de forma f_(m) = Y
— g(z). Considerim o ecuafie de
forma

de exemplu

A o 8
2=z + 2, [
unde f(z) i g(¥) sint doudl expresii ;
care contin variabila reald z gl pre-
supunem cd functiile defini_te de
rle pe R sau pe o submulfime a
lwi R sint derivabile pe toatd muli-
mea de definitie afar¥, eventual, de

& = g2 —x—2 ete.

o7

7 — Elemente de algebrd superioard, anul v
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Fig. 3.

un numir finit de puncte. Considerdm curbele [ gi g (lig. 3) ale cdror

ecuatii sint y = f(z) §i y = g(a).

Cum putem g#si cu ajutorul acestor curbe rdddcinile ecuatiei?

Numirul @ nu este radicind a ecuatiei, ciei f(a) << g(a), ordonata
punctului A este mai micd decit ordonata punctului A’; nici & nu este
rid3cind a ecuatici cici f(B) > g(b). In schimb 2, este ridicini a ecua-

A
e et an

0 x:} £
{

Fig. 4.

g R WS-

fiei, cdci paralela la Oy prin punctul (z,, 0) taie ambele curbe in acelagi -

unctM; f(x,) = g(#,), = ordonata punctului M. Abscisele punctelor
gi P sint de asemenea rddicini ale ecuatiei considerate.
Ridiicinile ecuatier f(x) = g(x) sint abscisele punctelor de interseciie

ale curbelor y = f(x) si y = g(2).

4.1.5. Exemplu. Fiind dat un cerc cu centrul O, si se gdscascd un arc
al siu AB asifel incit coarda AB sd imparid sectorul AOB in doud pdrji

echivalente™.

Conditia din enuntul problemei este echivalentd cu aceea ca aria
triunghiului AOB si fie jumitate din aria sectorului OARB (fig. 4.) Fie
R raza cercului §i # mésura in radiani a arcului ciutat AD.

OA « BC R+ Rsinz
=] "

R? gin x
-

aria triunghiului AOB = :

(lungimea arcului AB).raza _ Rz.R Rz

2

aria gectorului OAB =
Conditia este

sau
. T
SINYL = —=.
2

* Aceastdl problemi a fost tratatd chiar de Euler.
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2 2

Sintem in cazul consi-
derat, ecuatia este de forma

f(z) = g() cu f(x) =sin z,
gl2) =
In figura 5 se vid gre-

ficele functiilor sin z si

T

? , 2 € R. Ele ge taie in-

tr-un singur punct M, a
cirui abscisd este cuprinsi

{ntre -’21 gi m Ecuafia are

o singurd solufie situatd in
intervalul [1 4 n).
2

Fig. 5.

Ecuatia din acest exemplu nu este algebricd pentru ci sin z — %

nu este un polinom; este o ecuatie transcendentd.

4.1.6, Obgerviiri. 1) Forma f(z) = 0, este un caz particular al formei f(z) =
= g(=), si anume cazul in care g(z) este functia constantd zero. Graficul acestei
functii este axa Ox; ea joacd acum rolul curbei y = g(x).

2) Metoda expusa aici se poate aplica uneori cu folos gi atunci cind ecuatia
datd are forma f(z) = 0. Astfel, ecuatia 2® — 322 — 92+ 10 =0 (de la 4£.1.3)
se poate pune sub forma

a3 — 32% = 9z — 10.

Atunci ridicinile ei sint abscisele punctelor de infersectic ale curbei y = a® —
— 32? cu dreapta y = 9z — 10.
Iicuatlia poate fi pusd si sub forma

a? = 3a% 4 92 — 10.
Dacil avem curba y = 2% gata trasatid (ceea ce ar fi util atunci cind avem de

rezolvat multe ecuatii de gradul III), ciutim punctele ei de interseclie cu parabola
= 3a* 4+ 9z — 10, care se construiegte ugor.

4.1.7. Discufia unei ecuafii care depinde de un parametru. Consi-
derdm, de exemplu, ecuatia

Plz) = 2® — az? 4 a = 0, (1)

in care @ reprezintd un numdir real variabil. De fapt, avem aici o infi-
nitate de ecuafii. Pentru a =1, 2, 3, ... avem, respectiv, ecuatiile
2 — a2+ 1=0, 2> —2224+2=0, 2® — 322+ 3 =0,... A discuta
ecuatia propusd in raport cu parametrul @ inseamnd a gési cite ridi-
cini reale are fiecare dintre aceste ecuatii.

99




Rezolvim ecuatia in raport cu a:

3
;— - =a 2)

Ecuatia (2) este echivalentd cu (1). In adeviir, ecuatia (2) se obtine
din (1) impirtind ambele parti din (1) prin 22—1 (gi trecind « in par-
tea dreaptd). Or, P(1) =10, P(—1) = — 1550, deci 1 61 — 1 nu
gint riddicini ale ecuatiei (1), deci 2* — 1 55 0.

Urmeazd si studiem ecuatia (2). Ea are forma f(z) = g(z), unde

flo) ===, g =a, a€ R\ {-1, 1}

(g este lunctia constantd g : R — R, cu g(x) = @ pentru orice z € R).
Construim curbele y = f(z) si y = g(x). '
Pentru prima curbé, avem:

a?(a? — 3)

f'(z) = ey

Tabloul de variatie este cel de mai jos, iar curba se vede in figura 6.
Ea are prima bisectoare ca asimptotd, un maxim in punctul

[ /3, — ?"/ ]§1 un minim in punctul B{ 355)
z —oo — /3 —1 1 /3 doo
@) |+ 0 e e R ) O T

Curba y = g(x) = a este o dreapti paraleli cu axa Oz, de exemplu
cea notatd cu (1) in figura 6. Radicinile reale ale ecuatiei propuse sint
abscisele punctelor de intersectie a acestei drepte cu curba. Dacid
dreapta are pozitia (1), ecuatia are trei rdddcini reale, gi anume absci-
sele punctelor M, IV si P. Cit despre intervalele in care se gisesc aceste
riddcini, una, datii de abscisa punctului M, este undeva la stinga punc-
tului — /3, adici la intervalul (—oo, —]/3), o alti ridicini,
abscisa punctului &V, se afli in intervalul (—1/3, —1), iar a treia
ridicind, abscisa punctului P, se afli in intervalul (0,1).

Rémine acum si studiem cum variazid numéirul punctelor de inter-
sectie a dreptei cu curba atunci cind dreapta se deplaseazd réminind
paraleld cu axa Ouz.
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Fig. 6.
Dreapta (2) corespunde cazului cind a=— ’-i[z/j" . Gitd vreme a <
< — 81/3 adicd dreapta mobild se afld sub dreapta (2), ca de exemplu

2
dreapta (1) ecuatia are trei riidicini reale, cite una in fiecare dintre
intervalele (—eco, —|/3), (—=1/3, —1), (0, 1). Cind dreapta mobild
31/3

k1)

coincide cu dreapta (2), adicd a = — , ea are doud puncte comune

cu curba: punctul 4, de abscisi —]/3 si punctul Q a cirui abscisi
se afli in intervalul (0, 1), deci ccuafia are o riddcind egald cu — /3
si alta situatd in intervalul (0, 1).

Ridicina — /3, care corespunde punctului A in care dreapta este
tangentd la curbd, este o rddicind dubli.
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Cind dreapta ajunge in pozilia (3), adicd ea este mai sus de punctul
A, dar mai jos de O, adicd — g'ga <a<<0, ecuatia are o singurd ra-
dicinii, datd de abscisa punctului R, situatd in intervalul (0,1) g.a.m.d.

Discutia se rezumi in tabloul urmétor:

Numdrul rdddeinilor reale ale ecuajiei

Valorile lut a s g -
si tniervalele in care se gdsese

iy | e 22 R 1 O AL
@ | &= 3{3 R W

@ |~ Eeaen |64

4 | a=0 By = @y = 1y = %

(5) (;<a< 3 (—1, 0)

© | a= 3'2/5 2 = 2 =13, (—1,0) d

G | et (—1, 0), (1,1/3), (1/3, o)

In cazul (2) ecuatia poate fi rezolvatd pind la capit. Polinomul

Plz) = z* —[——‘9’%?— 2% — iigi

Sﬁ] se imparte prin - /3, folosind schema

(am inlocuit @ prin — 3

*Nu am mai menfionat care este numirul ridécinilor, Dacdi se indicd, de
exemplu, trei intervale, se intelege de la sine cd ecuafia are trei ridacini reale, cile
una in ficcare dintre intervalele indicate.

#% Cu privire la forma curbei in vecindtatea unui punct in care ecnatia are
o ritddcind tripld, vezi capitolul II, problema nr. 76.
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lui Horner, citul se imparte din nou prin z - |/3 gi rimine ecuatia

3 " v e v 2 v
@ ——[/2— =0, care dd z = -IQ Aceastd rdddcind se gisegte in adevar
. o o —31/3
in intervalul (0, 1) — cum s-a previzut. Asadar, dacd a = _El{_
ecuatia are riddcinile:
- V3
2 = @3 =— /3, oy =g
j, C e S o w w 3l/§ o VLI e K
n mod analog se afld cd, dacd a= ==, riiddcinile ecuatiei sint
~ V3
@ =2 =3, &= — 7

4.1.8. Alt exemplu. S se discute in raport cu paramelrul o ecualia
iranscendentd

e* = az.

Metoda I. Construim curbele ¥ = ¢* gi y = ax. Prima este curba
exponentiald (fig. 7), iar a doua este o dreaptd de pantd a care trece
prin origine. Cind @ variazd, dreapta se rotegte in jurul originii. Se
vede pe grafic cd sint posibile patru cazuri: 1) dreapta nu taie curba,
2) dreapta este tangenti la curb#, 3) dreapta taie curba in doud
puncte, 4) dreapta taie curba intr-un
singur punct, Trebuie sd aflim pentru
ce valoare a lui @ dreapta este tan-
gentd la curbd. Fie (u, ) un punct
oarecare al curbei. Panta tangentei
la curbd in acest punct este deri-
vata functiei in punctul u, adicd ¥,
deci ecuatia tangentei este

y— ¢ = (o — u);

ez — y 4 el —u)=0.

Condilia ca tangenta si treaci prin
origine este ¢%(1 — u) =0 (am anulat
termenul liber), adici u = 1.

Fig. 7.
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_ Deci panta tangentei din origine la curbd este e! = e; dreapta y =
= ar este tangentd la curbd dacd e = e. Coordonatele punctului de

contact M sint x=1, y=e.
Acum avem toate elementele pentru a face discuiia

Numdrul rdddcinilor §i intervalele

Valorile lut a 2 %
in care se gdsesc

(1) 0L a<e nici o raddcind
(2) a=c¢e z =1 (abscisa punctului M*)
(0, 1), (1, oo) (abscisele punctelor

@) e N'si P)
(—oo, 0) (abscisa punctului Q)

(4) a<0
Metoda II. Punem ecuatia sub forma
y L
. @
\N P / ¢ Construim curba
- .
) y=1()= =
—
gi o tdiem en dreapta variahild
¥ = a.
(7 Functia f este definitd pe
R\ {0}. Derivata, f'(z G(L:—i—)
o
se anuleazd pentru :v=1. Tablpul
0 % de variatie este cel de mai jos
gi curba se vede in figura 8.
q # 5 |- 0 1 s
P - —0+
10 —oo!—|—oo\e}( co

Fig. 8.

# 2 = 1 nu este o ridicind dubld., Notiunea de ridécind multipld se definegte

numai pentru ecuafii algebrice.
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Trebuie s# deosebim 4 cazuri indicate in figurd. Rezultatul discutiei

concordd cu cel precedent. Dreptele au fost numerotate la fel ca in solu-
tia precedentd, de asemenca si punctele M, I, P, Q care indicd radi-

cinile ecuatiei.

discule ecuaiia

4.1.9. Cazul eind ridicinile trebuie si fie Intr-un inferval dat. S se

gin® « -I- 3 cos?a - a =0

in raport cu parametrul real g.
nlocuim cos?x prin 1 — sin%« g§i punem sin « = z. Ecunatia devine
2 —322+a+3=0

Pentru ca o raddcind a acestei ecualii sd satislacd ecuatia propusé,
nu este suficient ca ea sd fie reald: ea trebuie si fie cuprinsi in inter-
valul inchis [— 1, 1], deoarece gin « ia numai valori din acest interval.

De aceea ecuatla trebuie consideratd pe intervalul [— 1, 1].
Proceddm la inceput ca in exemplul precedent. Punem ecualia sub

forma
22— 332 = —qg—3

i construim graficul functiei f(z) = 2® — 32?% =z € R. Derivata f'(2) =
= 2. Tabloul variatiei este

A
= 32% — 6z se anuleazi penfru o =0 gi &

cel de mai jos iar curba se vede
in figura 9. w & @ 2
(1) e
A —CQ 0 2 ©o 'f
&
() 28 . B 5 5
@) |—c0 2 0N —4 4 oo @) g | =
i
Ne intereseazi restrictia aces- () / \ "
tei functii pe intervalul [—1, 1]. , H
Graficul ei este arcul de curbii AB  (4) {
cuprins intre dreptele (D) si (D’), Bh T
z=—14 z=1. / 1Y !
s % !
=1 =—4 f) = —2. ’ ;ST
f.
Deci coordonatele punctului A4 ‘\ i
sint 2 = — 1, y = — 4, coordo- (6) A Nz
;a__tfli ‘}:)Zl:mctului B sint 2=1, (7 [
Urmeazit sd tidtem curba cu ‘H
dreapfa mobild y = — a — 3. Fig. 9.
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Figura aratd ci trebuie si deosebim cazurile urmétoare:

1) dreapta mobild este deasupra axei Oz; 2) ea coincide cu axa Oz;
3) ea se afli sub axa Oz dar mai sus decit punctul B; 4) dreapta trece
prin punctul B; b) ea se gisegte sub punctul B, dar mai sus decit punc-
tul A; 6)ea trece prin punctul A; 7) dreapta se alli sub punctul A.

Cazul 1) este caracterizat prin y = —a— 3 >0, deci a < — 3;
cazul 2) este caracterizat prin y = —a— 3 =0, deci ¢ = — 3; cazul 3)
prin —2< —a—3<0, deat —3 < a< —1; g.amd.

Riiddcinile ecuatiei sint abscisele punctelor de intersectie ale arcu-
lui de curbd AB cu dreapta y = — a — 1.

Rezultatul discufiei este redat in tabloul de mai jos:

Polrets Tk g Numdrul rdddcinilor st intervalele
in care se gdsese
(1) a<< — 3 nici o rdddcind
@ | e=—3 2 =2, =0,
(2) —JI<a<—1 (—1, 0),~(0, 1)
(4) a=—1 =1, 2 (—1, 0)
(5) —1l<a<1 (—1,0)
(6) a=1 z=—1
(7) a =1 nici o radicind

4. Separarea ridicinilor pe baza teoremei lui Rolle

4,21, Teorema lui Rolle. Amintim teorema lui Rolle cunoscutd de la ana-
lizd. ,Fie f o functie definiti pe un interval | §i @, b doud puncte din | cu
a < b.

Daci:

1) { este continui pe intervalul inchis [a, b];

2) f este derivabili pe intervalul deschis (a, &);

3) fare valori egale in a si b, f{a) = f(b); atunci existd (cel putin) un punct ¢
intre a §l b, @ << ¢ < b, in care derivata se anuleazd, f'(c) = 0".

Interpretarea geometrici a acestei teoreme este datdi de figura 10. A si B
fiind puncte ale graficului functiei f cu aceeasi ordonatd, existd intre a si b cel
putin un punct ¢ in care functia are un maxim sau un minim (in cazul figurii exista
trei puncte de extrem ey, ¢, si ¢5).
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Un caz particular important este cel in care f(a) = f(b) = 0 (fig. 11) i functia
nu se anuleazd intre a §i b. Atunci « si b sint doud riidicini consecutive ale ecuatiei
f(z) = 0 gi ¢ este o ridicind a derivatei, f’(c) = 0. In acest caz teorema se poate

enunta (simplificat) astfel:

intre doud ridicini consecutive ale ecuatiei f{x) = 0 existd cel putin o ri=
dicind a ecuatiei f’(z) = 0. Simbolic:

[f(@) =0, f(b) =0]=[3 ¢, ¢ = (a, b) astfel incit {*(c) = 0].

4.2.2, O proprietate a functiilor continue. Fie f o functie continui pe un
interval Tnchis [z, %,], ¥, = f(z) §i ¥z = f(z,) valorile functiei f la capetele
acestui interval si y; un numir cuprins intre ¥, si ¥y (¥ < ¥a < ¥o).
In intervalul (z;, @) existi cel putin un punct z; astfel incit si avem

Ya = f(zy).

in figura 12 se di o justificare intuitivi a acestei teoreme.
Fie arcul AB graficul functiei f in intervalul [z;, a,] si ¥; un punct oarecare
situat intre gy, si y,. Ducem prin y, o paraleld la Oz, Arcul AB fiind neintrerupt,

aceastd paraleldl trebuie sd-1 intilneascd in-
tr-un punct (sau in mai multe). Fie M acest
punct. Ducem prin M o paraleld la Oy; ea
va tdia Oz Intr-un punct z, situat intre z, gi
x,. Deci, existd un punct z; e (z;, ;) astlel

 fnett f(zs) = ¥s

Un enunt simplificat al acestei teoreme
este: o functie continud nu trece de la o
paloare la alta fdrd si ireacd prin toaie valorile
intermediare.

Un caz particular important este cind
fla,) si f(a,) sint de semne conlrare si
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y se ia ;= 0 (fig. 13). In intervalul (a, ,)
existd cel pufin un punct =z astfel incif f(ay)

|B sa fie egal cu zero.

: : Dacd functia f este conlinud pe un interpal

]I E inchis [xy, z5] st f(2) flzy) < 0% existd intre

1

|

x; ST 5 cel pufin un punct x5 astfel incit sd
avem [(x3) = 0.
Simbolie,

[flz)f(2s) < 0] = [T @3, 23 € (2, )
y astlel incit fag) = 0].

Fig. 13. Enunt simplificat: o functie continud nu
poale sd-gi schimbe semnul fdrd sd se anuleze.
£.2.3. Sirul Ini Relle. Considerdm o ecualie

flz) =0
unde [ este o functie derivabild (deci si continad) intr-un interval (a, b). Fie o si
B (fig. 14) doud riddicini consecutive ale derivatei f'(z) = 0, , p & (g, b). Cite radicini

poate avea ecuatia f(z) = 0 intre o si f?

Dacd intre « si B ar exista doudl riadicini, #, §i 2, ale ecualiei f(z) = 0, atunci,
conform teoremei lui Rolle, intre =, si =, ar exista cel putin un punct, si-1 numim
v, in care derivata se anuleaz, f’(y) = 0. Dar atunci o i B n-ar mai fi riddcini
consecutive ale derivatei. Rezultd ci, intre o 5i B ewistd cel mult o raddcind a ecuatiei.

Sint doudl posibilitdti: 1) intre « i B existd o singurd ridicind a ecuatiei, 2) in-
tre o gi @ nu existd nici o ridicind a ecuatiei. Totul depinde de valorile funcliei f
in punctele ¢ si B. Va trebui si deosebim trei cazuri.

a) fle)f(B) < 0. Functia f fiind continud pe intervalul [«, B], ultima propo-
zitie 4.2.2. aratd cil ecuafia f(xz) = 0 are in intervalul («, 8) cel putin o riddcini.
Dar doudl sau mai multe rddicini nu pot exista. Rezultd cd in acest caz ecuatia
are tn interpalul (o, B) o singurd rdddcind.

b) f{«) f(B) > 0. Considerim, de exemplu (fig. 15), cazul cind f(«) > 0, f(B) > 0,
f(m) < f(B). Sd presupunem ci ecuatia ar avea in intervalul («, p) o ridicind =z;.
in punctul @, functia f ia valoarea zero, f(z,) = 0, in punctul @ funclia ia valoa-
rea f(B) > 0, si am presupus ¢ f{e) < f(B), deci f(«) este cuprins intre f(z;) si £(B).
Functia ffiind continui pe intervalul [«, ], este continui si pe [, ], deci putem
si-i aplicim prima propozitie de la £.2.2.: in intervalul (z,, ) existd cel putin un

Xy 2
! " * ; e }
a o a2 A b
Fig. 14.

* Pentru a exprima ci doufi numere reale = §i y sint de semne contrare, se
scrie il ay < 0, pentru a exprima ci ele sint de acelasi semn, se scrie i zy > 0,
iar pentru a exprima ci unul din ele este egal cu zero, se scrie ¢ zy = 0.
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punct x; astfel incit sd avem f(ap)=f(c). ) y
(4

Teorema lui Rolle aplicatd intervalului T
[, a;] aratd cd in acest interval existy ' /" i 1)
cel pufin un punct y in care derivata 7o i
se anuleazdi, f’(y) = 0. Atunci o si 8 nu f@c)?— ””””” o /73’/ :
mai sint ridicini consecutive ale deri- ! oA | !
vatei — ceea ce este contrar ipotezei. - Ly T ac“,' ﬂ

Contradictia provine de la faptul ¢i am Fig. 15.
admis ci ecuafia are in intervalul (e, B
o ridicind x;,. Rezulti ci ecualia nu are in intervalul (¢, B) nici o radacmé

Dacit f(«) > f{(B) rationamentul se poate repeta intoemai, cu singura deosebire
cil f({) este cuprins intre f(a), care este egal cu zero, i f{«) si se foloseste faptul ci
functia f este continui in intervalul [e, 2], apoi se aplicd teorema lui Rolle in inter-
valul [z, B].

Cazul f(a) = f(@) este exclus, cici, in acest caz, conform feoremei Iui Rolle,
intre o« gi B s-ar glisi o rédicind a derivatei, deci « gi p n-ar mai f{i riddcini conse-
cutive ale derivatei. La acelasi rezultat se ajunge daci se presupune ci f(a) < 0
i f(B) < 0. Asadar, dacd f(«) §i f(B) au acelasi semn, ecuagia nu are in intervalul
(@, B) nici o rdddeind.

¢) f(x) = 0 sau f(B) = 0. Consideriim, de exemplu, cazul cind f(z) = 0, f(g)<> 0.
Presupunem cf ecuafia f{z) =0 ar avea fin intervalul (x, B) e ridicini Dy
Teorema lui Rolle, aplicatd in intervalul («,a;) aratd ci in acest interval existi
cel pufin un punct y in care derivata se anuleazi, deci « si @ n-ar mai fi rddicini

-conseculive ale derivatei. Rezulti ci, in acest caz, ecuatia nu are in intercalul (ey B)

nici o raddeing.

Agadar, o §i @ fiind doud ridicini consecutive ale deripatei, dacd f(a) si f(B) stnt
de semne contrare, ecuatia are in interoalul («, B) o singurd rdddcing; dacd (o) 5i f(B)
sint de acclage semn, sau fla) = 0 sau f(B) = 0, ecuatia nu are in interoalul (a, B) nici
o raddcind.

Réimine si vedem cite rid¥cini are ecuatia mai mici decit cea mai mici ridicing
i cite mai mari ca cea mai mare riidicini a derivatei.

Iie o, coa mai micd ridécind a derivatel. Dacil ecuatia ar admite doud rédicini,
@y §i @y, mai mici deelt o, (fig. 16), conform teoremei lui Rolle, derivata s-ar anula
pentru o valoare y cuprinsi intre z; si «,, deei y < a, si, prin urmare ¢; N-ar mai fi
cea mal micd ridécind a derivatei. Rezulti cd ecuafia are cel mult o rddicing mai
micd deeit cea mai micd rddicing a derivatei.

>

Pentru a decide care din cele dou# cazuri posibile se pmduce se fac asupra
comportirii funcfiei f in intervalul (z, o;) consideratiile pe care le-am ficut mai
mai.nte referitor la intervalul («, B) determinat de doud riidiicini consecutive ale
derivatei (a joaci rolul lui « i «, al lui B) §i se ajunge la acceasi concluzie ca mai

: B A ST
Fig. 16.
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fnainte. Se poate spune cd, in problema de care ne ocupdm, eatremitatea stingd a
intervalului (a, b) in care studiem funclia joacd acelasi rol ca radicinile derivatet.

Dar acum intervine f{a) in loc de f(e) §i se poate intimpla ca functia f sd nu
fie definitd pentru = — a sau a si fie — co. Atunci, in loc de f(a), se ia 33.1.?; fl=),

ciici, pentru valori ale lui = suficient de apropiate de a, f(z) are acelagi semn cu
aceastd limitd, Pentru uniformitate, vom spune ci lim f(z) este valoarea functiei
x—=a

pentru z = a.
Se aratii in mod analog ci extremitatea dreapti b a interpalului in care se studiazd
ecualia joacd acelagi rol ca raddcinile derivatei.
De aici rezulti urmitorul procedeu de separare a ridicinilor unei ecuafii f (z) =0.
Se scriu in ordine crescidtoare ridicinile derivatei, x;, @, ..., Zn, precum si

extremilitile i b ale intervalului de definifie a functioi f, iar dedesubt valorile

corespunziitoare ale funciiei.

z | a x, Lgiiv n b
fla) | lim f(a) fla) (@) - fl2n) lim f(x)
x>0 x—b
Dacii la capetele unuia dintre intervalele (a, @), (24, @), ..., (2, b) funclia f

ia valori de semne contrare (prezinti o variatie), ecuafia are in acel interval o singura
riddicing; daci, insd, valorile functiei sint de acelasi semn sau una din ele este
egald cu zero, ecuatia nu are in acel interval nici o rddicini.

Deoarece aceste intervale acoperid toati multimea de definifie a functiei f,
am separat ridiicinile ecuafiei f{z) = 0.

Rindul al doilea din tabelul de mai sus se numeste sirul lui Rolle.

Exemple.

4.2.k. Eenatie algebrici cu cocficienfi determinafl, Sd se separe raddcinile

ecuagiel
flz) = 3at — &ad — 1222 4+ 10 = 0.

Derivata, f/(z) = 12z(a® — @ — 2), se anuleazd pentru 2 =0, z=—1 g
@ = 2. Formim girul lui Rolle.
7 —o0 —1 0 2 + o

fla) + oo +5 +10 —22 + 00 _
La extremitifile intervalului (—oco, — 1) funcfia f are acelagi semn, deci in
acest interval ecuatia nu arve nici o riddcind; in intervalul (— 1, 0), situalia este
acoeasi; la extremititile intervalului (0, 2) functia are valori de semne contrare,
+ 10 5i — 22, deci in acest interval ecualia are o singurd rddicind; in intervalul
(2,00) situatia este aceeasi ca in intervalul precedent. Agadar, ecuafia propusi
are doud riidicini reale, ; 5i @y,

a, = (0, 2) z, = (2, o).

Prin incerciri (v. 4£.4.3), aceste intervale se reduc la (1, 2) si (2, 3). Celelalte
dou#t riidacini sint imaginare.
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Fig. 17.

4.2.5. Ecuatie cu un parametru. Sd se discute in raport cu parametrul real a
riddcinile reale ale ecuatiei (v. 4.2.4)

flz) = 3a* — 4a® — 122 4 a = 0.
Sirul lui Rolle este:

@ | —co —1 0 2 + o0

f(z) ]+oo a—5 a a — 82 400

Ne intereseazd semnele expresiilor din rindul al doeilea. Ele gint date de tabelele:

a | — o0 5 oo a | —o 0 + o0
a—5| — 0 + a I - 0 I
a —co 32 + o
a—732 — 0 -+

Yaiorile remarcabile ale parametrului a sint : 5, 0 si 32. Pentru a sti cite cazuri
trebufe s deosebim, le scriem in ordine crescitoare (fig. 17). Trebuie si deosebim
cazurile urmiitoare: ¢ < 0, ¢ =0, 0 <a <5, a=05, 5 < a < 32, a = 32,a > 32.

Discutia se face intocmind tabloul urmitor.

—00 —1 0 2 - oo
a + oo a—5 a a— 32 -+ oo concluzii
a<0 + — - — + (— o0, —1), (2,00}
& =10 =+ — = e 2 =2y, =0,
(— o0, — 1), (2, o0)
a<a<b = — -+ — -+ (— o0, — 1), (— 1, 0)
(0, 2), (2, o0)
a=15 -+ 0 S == Ar Ty =x,=—1
(0, 2), (2, o)
S<a<32 | + + - — + (0, 2), (2, oo0)
a-— 89 = - -+ 0 -+ By = o =2
a> 32 + - + -+ - nici o ridicind reald
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Tatd cum se procedeazi.

La stinga liniei verticale se trec toate cazurile considerate, tabloul va avea
in cazul de fatd 7 rinduri, iar deasupra liniei verticale se scrie sirul lui Rolle. Apoi
se completeazd partea de mijloc a tabloului.

In prima coloani se scrie peste tot ,,+%, cici f{—oco0) = +co oricare ar fi
valoarea lui a.

in coloana a doua, care corespunde lui @ — 5, se pune zero in linia carc cores-
punde lui ¢ = 5, in rindurile de deasupra se pune semnul ,,—*, iar in cele de dedesubt
semnul ,,--“ peniru a exprima ci f(— 1), adicd a — 5, este egal cu zero cind & = 5,
negativ cind « < 5, gi pozitiv ¢ind a > 5.

in mod analog se completeazi celelalte coloane ale pirtii de la mijloc.

fn partea a treia a tabloului se scriu concluziile. Fiecare rind contine semnele
girului lui Rolle pentru cazul respectiv. in rindul intfi, care corespunde cazului
a < 0, apar doud varialii, cind x trece de la —ocola —1 gi dela 2 la oo, la concluzii
ge scrie* cil ecuatia are cite o ridicind reald in intervalele (—oco, —1) si (2, co). in
rindul al doilea apare un zero in linia care corespunde cazului ¢ = 0, Aceasta inseami
c#, dacdl @ = 0, valoarea @ = 0, care este o rddécind a derivatei, anuleazi gi functia,
deci 0 este raddcind multipld de ordin > 2. Afard de aceasta, apare cite o variatie
eind z trece de la —oo la — 1 si de la 2 la - co, ceea ce inseamni cd ecuafia are
cite o ridicini reald in intervalele (—oo, — 1), (2, o0). Aceste lucruri se inscriu
la concluzii g.a.m.d.

in cazul @ = 0, ecuatin este 32* — 4a3 — 122% = 0. Ba are in adevir ridi-

cina dubld # = 0. Celelalte rddicini sint z, = &gl/—ii) = — 1,4k .., 24 =

E(L_%m) = 2,84 ..., ele se gisesc in adevir in intervalele previizute.

fn cazul a = 5, ecuatia este 82* — ha®—122% 4 5 = 0. Se imparte (Horner)
prin (2 4 1)? i rimine de rezolval ecuafia 32% — 10z 4 5 = 0. La fel se proce-
deazdl penlrn a = 382.

4.2.6. Cnzul cind se cere ca ritdicinile si fie infr-un interval dat, Reludm exem-
plul precedent,

flz) = 3a* — ha® — 122° 4 a = 0,

dar punem condifia ca rid#cinile si fie cuprinse in intervalul [— 2, 3].
in locul functiei f definitd pe R, ne intereseazi acum restrviclia ei pe interva-
lul [— 2, 8]. Sirul lui Rolle este acum,

@ l -0 = 0 2 3

flz) | @+ 32 a—35 a a— 32 a+ 27

* vy, nota de la 4.1.7.
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Rezultatul discutiei este redat in tabloul urmitor:

— 2 —1 0 2 3
a concluzii
a+ 32 a—>5 a a— 32 a-+ 27
a< — 32 — — — —_ - nici o radicing
= — 32 0 — - — - x=—2
—32<a<—27 1= = = — S (—2; — 1)
a= — 27 -+ = — — 0 2, = 3, (—2, —1)
— 27<a<0 - = = == -+ (—2, —1),(2, 3)
a=0 + - - - 2 = 25— 0;
('_ 2: B 1): (23 3)
0<a<h e = el = == (— 2, —1), (— 1, 0),
(0’ 2)! (21 3)
a=5 + 0+ = 4 | m=am=—1,
(0, 2), (2, 8)
b<a<82 Els 1= A& = i (0, 2), (2, 8)
a = 82 ot A e 0 + Ty = Wy — 2
a>>32 + — - -+ -+ nici o radacingd

4.3. Aproximarea rddicinilor reale ale unei ecuatii

4.3.1. Introducere. Daci avem de rezolvat o ecuatie f(z) = 0 — vom
presupune functia f derivabild pe intervalul considerat, degi aceastid
condifie nu este totdeauna necesard — gi am separat rddicinile ei, se
pune problema de a le afla efectiv. De cele mai multe ori ele sint irati-
onale, gi trebuie aflatd cite o valoare aproximativd a fieciireia, sub
forma de fraclie zecimala.

Fie @, o rdddcind a unei ecuatii si #; o valoare aproximativd a ei.
Dacli #; < x,, se spune cd z; este o valoare aproximativd prin lipsd,
iar dacd #; > x, se spune ci x, este o valoare aproximativ prin adaos
sau prin ezces. Hste important sd gtim gi cit de mult diferd valoarea
aflatd de cea adeviratd, adicil s cunoagtem o limitd superioard a erorii.
Daci gtim ci un numir z este cuprins intre doud numere agi b, a < z <

; . . a-+b .
< b, se ia penfru z valoarea aproximativd z; = 2% Atunci ercarea

este sigur mai micd decit #, — a si decit b — x,. De exemplu, dacd se
stie cd 5,473 < x < 5,479, se ia x =~ x, = 5,476; atunci eroarea este
signt mai micd decit 5,476 — 5,743 = 5,479 — 5,476 = 0,003 si
ge scrie: '

z = 5,476 (L 0,003).
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Dac¥ media are o zecimal mai mult decit numerele @ si b, ea se rotun-
jeste. De exemplu, dacd se gtie cd x este cuprins intre a = 2,34 §i b =

= 2,39, deci a:b = 2,365 se ia x; = 2,37. In acest caz avem: 2,37 —
— 2,34 =0,03; 2,39 — 2,37 = 0,02; pentru sigurantd, se considerd
cd eroarea este mai micd decit 0,03 gi se serie

z = 2,37 (4 0,03).

4.3.2. Fracfionarea intervalelor. Si presupunem ci am gisit doud
numere intregi consecutive, @ i @ + 1 intre care se giseste o singurd
ridicind a ecualiei f(z) =0 si

fla) <0, fla 1) >0

de exemplu f(2) < 0, f(3) > 0. Aceste numere reprezintf deja cite o
valoare aproximativd a rdddcinii. Pentru a avea o aproximare mai
bund, se incearci

21 22 23 .. 29

pind ce se obtin doud valori consecutive ale lui 2 din acest gir pentru
care functia [ are valori de semne contrare, de exemplu

12, 3) <0, f(2,4) >0.

Bineinteles nu este necesar si se meargi din zecime in zecime. Se
poate incepe cu 2,5 dacd f(2, 5) >0, inseamnd cd riddédcina se giseste
intre 2 §i 2,5. Acum se incearci 2,3 s.a.m.d.

Dupd ce s-a gisit prima zecimald, de exemplu s-a aflat ci rddicina
se afld intre 2,3 gi 2,4, procedeul se poate repeta: se calculeazd valo-
rile funcfiei pentru

231 233 233 .. 239

g.a.m.d.
Acest procedeu se numeste fracfionarea intervalelor.

4.3.3. Exemplu. Considerim ecuatia
fl#) =a®—2z—9=0.

Trasind curba y = 2% — 2z — 9, sau prin girul lui Rolle, se stabi-

leste cd ecuatia are o singurd rddicind reald, in intervalul (4 A ooJ

Apoi,
fl) = — 10, f) = —5, f(3)=12.

Deoarece f(2) si f(3) sint de semne contrare, ridicina se afli in inter-
valul (2, 3). Urmeazi sd fractiondm acest interval. Calculdm intii f(2,5),
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obtinem f(2,5) = 1,625 >0, deci
ridicina se gisegle in intervalul
(2; 2,5). Acum calculim pe rind:

f(2,4) = 0,024,  f(2,3) = — 1,433.

Deoarece aceste doud rezultate
gint de semmne contrare, ridicina se
gdsegte in intervalul (2,3; 2.,4).

Am putea continua, fractionind
intervalul (2,30, 2,40) s.a.m.d.

Fractionarea intervalelor este un
procedeu foarte gimplu, dar foarte
greoi. Existd mai multe metode prin Fig. 18.
care se pot afla rapid si cu mare
precizie rdddcinile unei ecuafii, din care vom expune doud.

4.3.4. Metoda coardei. Considerdm o ecuatie
I, f(.’U) =0,

unde f esi®@ o funciie derivabil¥ intr-un interval I.

Presupunem cd am stabilit printr-un mijloc oarecare cd ea are o
gingurd rdddcind in intervalul (e, b) unde a, b € I gi cd f(e) <0, f() >0.
Graficul functiei f va avea in intervalul (g, b) forma din figura 18,
in sensul ed punctul M(a, f(a)), se giseste sub axa Oz, iar punctul
N(b, f(b)) deasupra ei. Ridécina pe care o ciutdm este abscisa punctului
P in care graficul taie axa Oz, nbscisd pe care nu o cunoagtem.

Metoda coardei constd in faptul urmétor: se ia ca valoare aproxima-
iivd a rdddeinii abscisa puncinlui Q in care eoarda MN taie aza Oz. Se
poate spune ¢d arcul de curbd M PV se inlocuieste eu coarda MN.

Pentru a calcula absecisa punctului Q nu avem decit s scriem ecua-
fia dreptei care trece prin punctele M gi N, gi sd determindm abscisa
punctului ei de intersectic cu axa Ox.

Ecuatia dreptei este

y—fla) =T =15 _ g (1)

Punem y =0 g rdmine si aflim 2 din ecualia

— fla) = f(b;’ : fla) (z — a).

Este, insd, mai simplu si aflim numirul x — a, care este misura
algebricd a vectorului _!—1_@):
b — a) f(a) ,
O R Y .. & 1. (2)
[(b) — f(a)
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Valoarea rddicinii va fi
z =g -+ h. Numirul A, care
ge adund cu @ pentru a obtine
o aproximare mai bunid se
numegte corecturd.

Sensul erorii se poate de-
termina cu ajutornl graficu-
Iui functiei. Intervaiul (a, b)
se ia destul de mie, astfel ineit
derivata a doua [“(z) sd pés-
treze acelagi semn cind  vari-
azd de la a la b, deci curba s
fie in intervalul (e, b) sau tot
timpul convexd, sau tot timpul
concavd. Figurile 19—22 arati
toate cazurile posibile. In
fiecare figurd, abscisa punc-
tului P este valoarea exactd
a rdddcinii, iar abscisa pune-
tului Q este valoarea dat¥ de
metoda coardei. In cazul figu-
rilor 19 gi 21 (f'(2)>0, f"(2)>0
respectiv f'(z) < 0, f"(x) < 0)
punetul Q este la stinga punc-
tului P, deci metoda coardei
di o valoare aproximativy prin
lipsd, in cazul figurilor 20 gi 22
(f'(xz) >0, f"(x) < 0 respectiv
f(z) <0, f(z) > 0) se obtine
o valoare [aproximativd prin
adaos.

4.3.5. Exemplu.
ecuatia (4.3.3).

flx) = a® — 22 — 9 =0,

Reludm

Stim cé ea are o rdaddcind in
intervalul (2,3; 2,4). Aplicim
formula (2). Avem:
a=23, b=24,
b—a=01,
fla) = f(2,3) = — 1,433,

f(b) = f(2,4) = 0,024.

Deci,
0,1°(—1,433) _ 0,1433

= = 0,0983...
0,024 — (— 1,433) 1,457

O valoare aproximativd a rdddcinii este
z=a-}+ k=223 0,0983... = 2,3983...
Pentru a cunoaste sensul erorii, calculdm derivatele:
f'lz] = 322 — 23, [*(z) = 64

In intervalul (2,3; 2,4) ambele derivate sint pozitive, graficul are
forma din figura 19. Valoarea aflatd este aproximativd prin lipsi. Nu
putem evalua limita erorii.

4.3.6. Observiri. 1) Relatia (1) se mai scrie
y = file) = fla) + L=1C () ()
b—=a

sau, dacd expresia din dreapta se ordoneazi in raporf cu =z,

[B) — fla) . ; bfla) — af(b) -

b—a Y—a

y = filz) =

Deci f(z) este un polinom de gradul I (liniar). tnlocuind in (1°)z prin a si prin

b, se obiine
fila) = f(a), filb) = ()

adicit polinomul £, ia in a si b aceleasi valori ca functia f. Se spune ci fi(z) este
un polinom de interpolare liniar, iar metoda coardei se mai numeste metoda inter-
polirii liniare. In loc de a rezolva ecuatia f(x) = 0, se rezolvi ecualia fi(z) = 0
(in practicd se calculeazd z — ¢ = h, nu z).

in cazul ecuatiei precedente (4.3.5), polinomul de interpolare este

filz) = — 1,433 + 14,57 (z — 2,3).

Pentrn aflarea rddicinii, polinomul f(a) = @® — 22 — 9 a fost inlocuit cu
acest polinom.

2) Polinomul de gradul I fi(=) se poate determina independent de considera-
tiile geometrice. Fiind datd o ecuatie oarecare f(x) = 0, se consideri un polinom
de gradul I cu coeficienti nedeterminati,

filz) =mz+n
si se pun condifiile f(a) = f(a), f1(b) = f(b), adic#
ma -+ n = f(a), mb -+ n = f(b).

Rezolvind acest sistem in raport cu m si n (determinantul sistemului este
a — b == 0) se obtine pentru f,(z) expresia din (1°).
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Tot prin aceeasi metodi, a coelicientilor nedeterminati, se poate construi un
polinom de interpolare de gradul II, al unei functii date f, adici un polinom f,(z) =
= maz?-+ na 4+ p care ia in trei puncte date aceeasi valoare ca funcfia f. In mod
asemiiniitor se defineste polinomul de interpolare de gradul III, IV, ... Aceste poli-
noame aproximeazi din ce in ce mai bine funcfia f.

3) Interpolarea care e face cind se folosesc table, de exemplu tablele de loga-
ritmi, este tot liniard. Acolo se procedeazii astfel:

Fie a gi b doud numere ai cdror logaritmi se gisesc in tabld, iar @ un numir
cuprins intre a i b al cirui logaritm se cautd. Se aplicd procedeul numit ,regula
de trei*,

R R e L S R el logh — log a
o A T e R e R e h
b—a=logb—-loga’ o 1Indeh=logb—lgga( =
& —a h b—a
gi se ia
logh — log a o
log‘a:=loga+h=loga+T—(a:—a) (17)
— a

pdudecata® este urmitoarea:

Dacii numirul cregte de la a la b, logaritmul creste de la log a la log b; dacd

numirul creste de la a la @, logaritmul va creste cu un numér necunoscut h.
Numiirul & se afld considerind cresterile functiei logaritmice proporfionale cu cres-
terile argumentului, Aceasta revine la a inlocui log @ prin polinomul din (1/). In
adeviir, in cazul cind f(x) = log =, relafia (1’) devine (17).

4.3.7. Metoda tangontei. Fie
flz) =0

o ecualie care admite o singurs riidécind in intervalul (a, b). Presupunem
¢l funcfia f este derivabili in intervalul [e, §]. Ducem in punctul M
(lig. 23) tangenta la curba y = f(z). Punctul T in care tangenta taie
axa Ox ne d& o valoare

y !4'7 aproximativdd a rdddcinii.
Wi Pentru a calcula abscisa
Vi punctului 7, scriem ecuatia
1 tangentei la curbd in pune-
A tul M (e, f(a)). Coeficientul

ei unghiular este f’(a), deci
ecualia este

“ y — f(a) = f'(a) (x — a).

Punem aici =0 gi obfinem

h=z—a=— ﬁ?ﬁ),;.
Fig. 23 [{a}

ey
o
kx
o
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Numiérul & = x# — ¢ este méisura algebrici a vectorului A7, el
reprezintd corectura care trebuie addugatd la a pentru a obfine o valoare
aproximativd a radéacinii.

Se poate duce tangenta in punctul N(b, f(3)). Ecuatia ei este

y — f(b) ={"(6) (& — ).

Pentru y = 0 ea ne d& corectura

B b= — 2
()

care trebuie adunaté cu b pentru a obline abscisa punctului 7", Valoarea
astfel obtinutd este de asemenea o valoare aproximativid a ridd&cinii.
Pentru a gti care din cele doud tangente dd un rezultat mai bun, se
poate folosi graficul functiei: se duc tangentele in 3/ gi IV la grafic si se
alege tangenta care taie axa Oz infr-un punet mai apropiat de P,

Ca si la metoda coardei, sensul erorii este dat de forma curbei (v.
fig. 19—22). In cazul figurii 23, ambele valori sint aproximative prin
adaos.

Aceastii metodd se numegte si metoda lui Newion.

4.3.8. Exemplu. Reludm ecuafia
fla) =2 —22—9=0

care are o singurd rddicind in intervalul (2, 3; 2, 4). Avem:

a=23 f(a) = — 1,433, f'(z) = 322 — 3, '(2,3) = 13,87,
= e =LA o403,
() 13,87

deci
2, = 2,3 4+ 0,103 = 2,403.
Pentru tangenta in punctul IV, avem:

b'= 24, f(b) = 0,024, f'(b) = 15,28,

BBl OOBE_ . ppgis
(%) 15,28 :
deci
xy = 2,4 — 0,0015 = 2,3985.
Aceastd valoare este mai buni.

4.3.9. Tolosirea simuliani a ambelor metode. Figurile 19—22 arati
cd punctele Q gi T se gisesc de o parte si de alta a punctului P.
Aceasta inseamnd cd daci una dintre cele doud metode di o valoare
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aproximativi a rdddcinii prin
lipsd, cealaltd da o valoare apro-
ximativd prin adaos. Acest fapt
ne permite si ne dim seama de
precizia rezultatului.

Astfel, in cazul ecuatiei din
exemplul t{ratat aici, metoda
coardei gi metoda tangentei au
dat rezultatele

v = 2,3983... §i @ = 23985,

primul prin lipsd, iar al doilea
_ prin adaos. Deci, rédddcina se
7 ghsegte Intre aceste doud numere.
Rezultatul este

x = 2,3984 (- 0,0001).

Subliniem c¢# aproximdirile date de metoda coardei gi metoda lui
Newton sint de sens contrar numai citd vreme derivata a doua igi pis-
treazd semnul in intervalul (g, §). Situatia nu mai este aceeagi daci
curba are un punct de inflexiune in intervalul (e, b). Astfel, in cazul
figurii 24 punctele Q si T sint de aceeagi parte a punctului P. Ambele
metode dau valori aproximative prin adaos. .

4.3.10. Aplicarea repetati a celor dousi metede. Cele doud wvalori
aproximative, una prin lipsi si cealaltd prin adaos, ne aratd cd rildicina
se afld infr-un interval mai mic (a’, §’). Putem aplica din nou cele doud
metbode gi s4 gdsim un nou interval (a”, 8”) s.a.m.d. Procedeul se poate
repeta de cite ori vrem, obtinindu-se o precizie din ce in ce mai mare.

Vom face acest lueru in cazul ecuatiei

flz) = 2 — 22 — 9 = 0.

Am aflat c# rddidcina ei este cuprinsd intre 2,3983 gi 2,3985. Zeci-
mala a patra se determind printr-un singur sondaj, calculind valoarea
polinomului pentru z = 2,3984. Se obline

£(2,3984) = — 0,000429572096 < 0,

deci rdddcina se giseste in intervalul (2,3984; 2,3985).
Aplicdm metoda coardei.

a=23984,  f(a) = —0,000429572096,
b=23985  f(b) = 0,001096196625,

i A Y

Fig., 24

corectura este

0,001525768721
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deci
x, = 2,39842815446 (prin lipsd).

Aplicim metoda tangéntei, si anume ludm tangenta in punctul de absecisi
b = 2,3985, cdci s-a vézut (4.3.10) cd dd un rezultat mai bun.

f'(z) = 3a? — 2, f'(b) = 15,25840675.
Corectura este

k= — 2001096196635 _ _ 0,0000718421...,
15,25840675

deci
x = 2,3985 — 0,0000718421 = 2,3984281579 (prin adaos).

Cele doud rezultate au 8 zecimale comune. Rotunjindu-le la 9 cifre,
cifra a 9-a din x, s x; este, respectiv 4 gi 7, deci Iuind media,

@ = 2,308428156 [:1: %)

emxa
e

==
=
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Exerc

Separarea ridicinilor

1. Se considerd ecuatia
3 — 822 —9%+ m=0
in care m este variabil. 83 se separe riddcinile reale ale ecualiilor care se oblin dind
Ini m pe rind valorife urmitoare:
a) m=8; b) m= —6; ¢) m=2380; d) m=27.
2, Sd se separe ridicinile reale ale ecuatiilor:

a) @? — hx? + 72 — 12 = 0; b) 8a' — 162® — 302% 4 15 = 0;
c) a® — 5a% — 50z + 120 = 0; d) 2° — 523 — 502 4 10 = 04
e) wt — 229 — 1122 + 4122 + 20 = 0;

f) 8a% — 152 — 3523 + 25562% — 360z + 160 = 0;

g) 3ot + Ba® — 78a% 4 120z — 53 = 0;

h) 22° — 63a* — 7742z — 120 = 0.

8. Si se separe ridicinile reale ale ecuafiilor:
a) |2t — 2z = 9 — a?; b) l/waﬁSa:gJ.—E:%:-—l- 1;¢) |/a? — 32T+ & =3 — z%;
d) |2 —1] =a+ 2.
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4, B4 se separe prin metoda graficd rddidcinile ecuatiilor urmitoare:

a) 2% = 3z2; b) 9* = g% ¢) & =cogx;d) sinw=z¥ e)sine—a+ 1.=0;
f) loga+ z=0; g)loge=sinx; h) tge+4 2 —1=0.

{
a

<

5., 84 se separe solutiile reale ale sistemelor:

a) 2y +y=2 2+ y=1;
b) a?y 4+ ¢ —x =10, a? + 3% = 1;
¢) 2t y+ 2=0, 2y + ys+ 22 = —12, ayz = —7.

6. 94 se discute in raport cu parametrul a ridécinile reale ale ecualiilor urmi-
toars™:
a) 2° — 622 — 152+ ¢=10; b) 2% — 222 - a = 0; c) a— 24 e =0.

7. 84 se discute in raport eu parametrul « riiddcinile reale ale ecuatiilor urmis-
toare:

a) a4+ (e —3)(z+1)=0; b) g2 — 2z —a=0;
¢) a? —aw+ 1=0; d) as® — 3(a+ 1)z + 2(a+ 1) = 0.

8. B4 se discute in raport cu parametrul m ridicinile reale ale ecuatiilor urmé-
toare:

a) e*=a-+ m;b)Ina= a4 m;e)sine =2+ m;d sinz =2z m;
e) 3% = ma%; 1) {g 2 = mz; g) In & = ma; h) arc tg 2 = me; i) arcsin 2 = z 4+ m.

9. Se di ecuatia
(@ —1)a? — 2(8a — 1)z + 8a — 1 = 0.

84 se discute in raport cu parametrul ¢ numérul rddéecinilor sale reale situate
fn intervalul:

a) [—1, 11; b) [0, 2]; ¢) [3, 5].
10. Acceasi problema in cazul ecuatiei
sin @ + cos ¢ = a,

intervalele fiind:

o] o[ ol ) o [
2 2 2 2
11. Aceeasi problemi in cazul ecuafiei
523 — a(ba? — 22 — 8) =0,
intervalele fiind:
a) (= oo, O B I=1, 435 0 [0 eo].

12. 84 se discute cu ajutorul girului lui Rolle ridicinile reale ale ecuafiei
a4 pr4¢=0, (p, ¢ = R).

* La problemele care contin parametri se va folosi de preferin{d metoda grafici.

122

18*, a) S4 se inscrie intr-o sfer# cu raza de R cm un con al ciirui volum s fie
de w¥ cm3. Discutie in raport cu V.

b) Aceeasi problemi daci se pune conditia ca cenlrul sferei s8 fie tn interiorul
conului. '
2578 *

64

c) 54 ge rezolve electiv ecualia in cazul ¥V =

14. a) Si se fnscrie intr-un cerc cu raza de R ¢cm un triunghi isoscel a cidrui arie
sd fie de § cm? Discutie.
b) B4 se rezolve efectiv ecuatia problemei in cazul § = R2,

15. intr-o elipsil b2a? -+ a?y® — a®* = 0 se duce o coardd A’ paraleld la
axa Oz si capelele ei, M gi M’ se unesc cu punctul 2(0, b). 84 se determine pozilia
acestel corzi astfel incit aria triunghiului B M’ s fie egald cu un numir dat S.
Discutie. Ce legiturd existd infre aceastd problem# gi cea precedentd.

16, a) B4 se inscrie intr-un con cu raza de R cm gi infiltimea de 2 cm un cilin-
dru al cdrui volum si fie de =¥ cm? Discutie.
. i 4 2R?h
b) 84 se rezolve efectiv ecualia fn cazul V =——.
; 27
17. a) Generatoarea unui con circular drept este de « cm, volumul siu este
de =7 cm?® B84 se afle raza si indlfimea conului, Discutie.

3
b) Caz particular: ¥V = —% .

18. Aria laterald a unui cort conic este de w8 m?, volumul sdu este de =¥ m?3.
824 se determine raza gi gencratoarea conului. Discutie.

19, a) 84 se determine dimensiunile unui paralelipiped dreptunghic cu baza
patrati stiind ci aria sa totald este de S cm?, iar volumul de ¥ cm? Disculic.
17 /78,

2

20. a) Aria totald si volumul unui clindru circular drept sint, respectiv, de
s cm? gi n¥ cm?, 34 se afle raza si indltimea cilindrului. Discutie.
188 .
54

b) 84 se rezolve problema pind la capét in cazul cind § =

b) 54 se rezolve problema pina la capit in cazul cind ¥V =

Aproximarea ridicinilor

21, 84 se separe riddcinile ecuatiilor urmitoare si sé se calculeze cea care se
afld in intervalul indicat. Prima zecimald se va determina prin fractionarea inter-
valelor, apoi se vor aplica metoda coardei si metoda tangentei.

a) a® — 5 —3=20, (2; 8); b) & — 22 — 5 = 0%%, (2; 3);
¢) 2 — 3zt + 1 =0, (0, 1).

®

* Problemele 183—20 se considerd rezolvate dacd se formeazd ecualia si se
separa riiddcinile ei reale.
** Hxemplu tratat de Newton insusi.
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22. 54 se rezolve ecuafiile urmiitoare. Ridcinile se vor separa prin metoda
graficd, apoi se va proceda prin fractionarea intervalelor (4.3.2), pind cind se va
obtine un interval a efirui lungime este mai miei decit 1 (Ia primele dou# exerciii)
sau decit 0,4 (la ultimele doui).

a) lgz=sina; b) 2 =cos z; ¢) a® = 3; d) 8% = » + 2.

: 23, Perimetrul unui dreptunghi este de 12 ¢m, Volumul corpului niscat prin
rotirea drepfunghiului in jurul unei laturi este de 10z cmé. Se cer laturile dreptun-
ghiului,

24, intr-un triunghi dreptunghic, diferenta dintre ipotenuzi si o cateti este
de 5 m, aria triunghiului este de & em2. Se cere o catets a triunghiului.

25. (Problema lui Arhimede ). S se taie o sferd cu un plan astfel incit velumul

pirtii din sferd situatd de o parte a planului s fie a n-a parte din volumul sferei,
Cazuri particulare: a) n — 3 (Impdrtirea unei sfore in trei pirii echivalente)
b) n = 4 (impirfirea unci emisfere in doud pirti echivalente).

3

26, Pind la ce adincime se scufundi in apd o sferd ficutd dintr-un material
cu densitatea p = 0,7,

27. 54 se duci intr-un semicerc printr-un capit al diametrului o coardi care
sd fmpartd semicercul in doudi parti echivalente (de aceeasi arie).

28, B4 se ducd intr-un semicerc o coardi paraleld cu diametrul care sit imparti
semicercul in doud pérti echivalente (de aceeasi arie).

28, 54 se ducd intr-un cerc o coardi AR astfel tncit lungimea arcului 4 2 si
fie dublul distanfei de la centrul cercului la coardi,

80. S8 se ducH intr-un cerc o coardi AR astfel incit lungimea arcului 4 B si
fie dublul lungimii corzii 4 5.

31. Se consider un cerc cu diametrul A B si tangenta in punctul B. Prin punc-
tul 4 se duce o semidreapti gi se noteazii cu € si D respectiv punclele ei de
intersecfie cu semicercul si cu tangenta in B, S4 se determine unghiul CAB = =
astlel incit lungimea segmentului BD si tie dublul lungimii arcului BC,

32. Se considerd un triunghi dreptunghic 04 B (_/fi\ = 90°). Se duce un are
de cerc cu centrul in O i cu raza OA, si se noteazi cu ¢ punctul lui de interseclie
cu OB. 84 se determine unghiul O astfel incif aria sectorului 0AC si {ie jumﬁt:ﬁe
din aria triunghiului OAB.
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Capitolul V

Structuri algebrice

5.1. Legi de compozitie interne

5.4.1. Introdueere. Matematica, din cele mai vechi timpuri, s-a
dezvoltat in strinsd legiturd cu ideea de calcul. Documentele cele mai
vechi, rimasge de la egipteni 8i babilonieni, dovedesc ci acegtia arau in
posesia unui sistem complet de reguli de caleul privind numerele intregi
pozitive, numerele rationale pozitive, lungimile, ariile, volumele, ecu-
atiile de gradul intii si doi. Aceste reguli, date {drd nici o justificare,
erau enuntate in cazuri particulare, numerice, dar nu lisau nici o indo-
iald asupra generalitdtii lor. In aceastd etapd regulile de calcul aveau
menirea de a oferi un mijloc de a afla rezultatul unui calcul, in care
intervin operafiile aritmetice uzuale cu numere date efectiv. Primele
enunfuri cu caracter general gi Incercdri de justificare ale regulilor de
calcul se intilnese la greci (Euclid, Diophante). Aparitia algebrei, eavac-
terizatd prin introducerea notaliei cu litere a elementelor care intervin
in probleme, a permis enuntarea unor reguli genecrale de caleul (referi-
toare la numere pozitive §i negative, precum si la unele marimi numc-
rice — lungimi, arii, volume). In aceastd noui etapi se fac tot calcule
cu numere, dar operatiile aritmetice uzuale se aplicd gi unor numecre
neprecizate efectiv, notate cu litere.

Perfectionarea continui a notatiilor matematice (notatiile folosite
azi le datordm aproape in intregime matematicienilor Viéte, sec. XVI
gi Descartes, sec. XVII), precum gi aparitia unor notiuni noi de naturd
foarte wvariatd (polinoame, vectori, permutdri, matrice elec.), cu care
se caleuleazd dupd reguli analoage regulilor de la numere, au determinat
pe matematicieni sd reflecteze asupra principiilor generale care stau
la baza caleulului, indiferent c¢éi acesta se face cu numere sau cu alte
elemente. Apare necesitatea de a se face un studiu al operatiilor in gene-
ral, fird a se tine seama de natura obiectelor cu care se opereazi, astiel
ineit rezultatele obfinute si fie aplicabile gi in cazul operatiilor uzuale
cunoscute in multimi concrete.

In rezumat, evolutia notiunii de operatie a trecut prin urmitoarele
faze:

1) operatii determinate cu elemente determinate (numere) — obiec-
tul aritmeticii;
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2) operalil determinate cu elemente determinate gi nedeterminate
{numers) — obiectul algebrei elementare;

3) operatii nedeterminate cu elemente nedeterminate — obiect al
algebrei abstracte.

In acest manual vom face un studiu al operatiilor in general, subli-
niind acele proprietiti cars permit pe de-o parte sd justificim dintr-un
punct de vedere unitar unele reguli als algebrei elementare, iar pe de
altd parte s3 aplicim aceste reguli, sau numai o parte dintre ele, i in
cazul unor multimi ale cdror elemente nu sint numere.

5.1.2. Pentru a face un calcul, cu notatiile gi conventiile folosite
in zilele noastre, se opereazi succesiv cu doud elemente scrise aldturat
in textul respectiv gi considerate de la ,stinga la dreapta“, ordinea in
care se calculeazd fiind indicatd de paranteze. Parantezele se pun astfel
incit, la fiecare etapd a caleulului, 8i se opereze cu doud elemente scrise
aliturat. Sint cazuri cind pe baza unor conventii parantezele se omit,

Si no referim acum la operatiile aritmetice cu numere naturale.

Adunarea, in multimea N a numerelor naturale, asociazd, in
mod unie, oricirui cuplu (z, y) de numere naturale, numdirul natural
x4 Y. ;

Multimea cuplelor (2, ¥), unde x€N, y € N este produsul cartezian
N x N. Corespondenta (z, y) - z -+ y determind o functie definitd pe
N X N cu valori in N. Asadar, adunarea in N este o funcie definiid pe
muljimea N X N cu valort in N.

Inmultirea, tn mulfimea IV asociazd (in mod unic) oricirul
cuplu (z, y) de numere naturale, numérul natural z - y.

Inmnlgirea in N este o funciie definitd pe produsul cariezian N X N
cu valori in INV.

Scaderea, in multimea N a numerclor naturale, asociazd (in
mod uni¢) numai la anumite cuple (#, y) de numere naturale (cele in
care 2 >y), un numir natural, notat x — y.

Multimea cuplelor (#, y) de numere naturale, in care z >y consti-
tuie o parte a produsului cartezian NV X V.

Corespondenta (z, y) - # — y determind o functie definitd pe o
parte a produsului cartezian N X N cu valori in V.

Agsadar, sciderea in N este o funcjie definiid pe o parte a produsului
cartezian N X N cu valori in V.

Impdrtirea in N asociazi numai la anumite cuple (z, y) de
numere naturale (cele in care x este multiplu de g) un numir natural
notat x : y.

Multimea cuplelor (z, y), unde z&N, yE N gi & este multiplu de y
este o parte a produsului cartezian N X N. Asadar, impdriirea in mul-
fimea N a numerelor naturale este o funciie definitd pe o parie a produ-
sului cartezian N X N cu valori tn N.
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La toate operatiile, in multimea IV, cercetate mai inainte s-a obser-
vat o caracteristicd comuni: existenta unei reguli pe baza céreia la orice
cuplu sau la anumite cuple de numere din mul{imea consideratd (mul-
timea numerelor naturale) se poate asocia in mod unic un numir din
aceeagi multime. Cum IV X NV X N(N X N esle o parte a multimii
N x N), putem spune cd oricare dintre operajiile aritmetice studiaie
este o funciie definitd pe o parte a produsului cartezian N X N cu valori
in N. Multimea N n-a jucat un rol esential in consideratiile anterioare.
Daca in loc de multimea IV se considerd multimea Z a numerelor intregi,
gau mulfimea @ a numerelor rationale, sau multimea R a numerelor
reale, sau multimea C a numerclor complexe, orvicare dintre cele patru
operatii aritmetice va fi consideratd in multimea respectivd, ca o
functie definitd pe o parte a produsului cartezian Z X Z, respectiv
Q@ XQ, R X R, C XC cu valori in Z, respectiv Q, R, C.

Refinind ce a fost esential in operatiile aritmetice studiate mai
fnainte sintem condusi, in mod natural, la o notiune cu caracter general,
aplicabild si in mulfimi care nu sint formate din numere, notiunea de
lege de compozijie inlernd, prin care se extinde notiunea de operafie
aritmeticd.

DEFINITIE. Se numeste lege de compozitie internd intre elemen-

tele unei multimi M, o aplicatie f definitd pe o parte a produsului
cartezian M x M cu valori in M.

in loc de lege de compozifie interni se mai spune operajie algebrici
tnternd. O lege de compozitie intre elementele unei multimi M se mai
spune cd este definitd pe M.

Elementul corespunziitor unui cuplu (#, y) prin functia f se numeste
compusul lui  cu y gi se noteazd scriind succesiv, z, un semn numit
gemnul legii de compozitie gi y (semnul dintre z gi y este acelagi pentru
toti compugii pentru o lege de compozitie datd). Compusul lui z cu y
poate fi notat in diverse moduri, ca de exemplu: Ty, # | y, + ¥,
zoy, wAy.

Se poate intimpla ca o lege de compozitie si prezinte unele analogii
cu adunarea numericli gi atunci se folosegte pentru notarea compusului
lui 2 cu y, tot semnul = 4 y. Elementul x 4 y se va numi suma lu z
cu y, iar elementele x gi y se vor numi fermenii sumei. Se spune in
acest caz cd legea de compozitie este notatd aditie. O lege de compozitie
notatd aditiv se va numi tot adunare.

Daed legea de compozitie prezintd unele analogii cu inmultirea
numericd, atunci compusul dintre z 8i y se noteazd uneori cu z *y
sau zy gi se numesgte produsul lui z cu y, elementele # gi ¥y numindu-se
factorii produsului. In acest caz se spune c# legea de compozitie este
notatd mulitplicativ. O lege de compozifie notatd multiplicativ se va
numi {nmulfire.
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Se spune lege de compozitie ,interna®, deoarece compusul a doud elemente
dintr-o mult{ime datd este un element din aceeasi multime. Algebra studiazi in
afard de legile de compozitie interne, si legi de compozitie externe, prin care se
compun clementele unei mulfimi de bazi cu elemente dintr-o mulfime auxiliard,
obfinindu-se un element tot din multimea de bazd (exemplu: inmultirea vecto-

.
rilor cu numere reale este o lege de compozifie externd prin care la orice cupliu («, v)

- >
format din numérul real « i vectorul v fi corespunde vectorul awv),

Dacd legea de compozitie consideratd intr-o mul{ime M face si
corespundd la orice cuplu (2, y) din mulfimea respectivi un element
din aceeasi multime (functia corespunzitoare este definitd pe produsul
cartezian M X M), se spune ci legea de compozitie este pesie lot defi-
nitid. O lege de compozijie internd peste tot definitd asociazd la orice cuplu
de elemente din M un element si numai unul din M. In cazul cind existi
cel putin un cuplu (z, y) de elemente din multimea consideratd ciruia
nu-i corespunde, prin legea de compozifie datd, nici un element (din
aceeagi multime), legea de compozitie nu este peste ot definitd. (In acest
caz se presupune, evident, cd este definit cel pulin un compus.)

Cele mai frecvente legi de compozitie studiate in acest manual vor
fi legile de compozijie peste tot definite. Vom intilni des cazuri cind
legea de compozitie este astfel datd, incit nu este evident cd ea este
peste tot definitd. In aceste cazuri, peniru a demonstra ci legea este peste
tot definitd, trebuie s@ verificdm cd oricare ar [t x st y din multimea consi-
deratd, compusul lui x cu y este un element din aceeasi muljime.

Exemple:

5.1.3. Operafiile ariimetice, considerate pe diverse mul{imi de numeras,
gint legi de compozitie interne.

5.1.4. O lege de compozijie definitd pe mulfimea {a, b, c}.

In unele cazuri vom defini legile de compozitie cu ajutornl unui
tabel format din linii gi coloane. De exemplu, in tabelul (1), este dati
o lege de compozitie definitd pe multimea {a, b, ¢}, si notatd cu semnul

5

T (semnul legii de compozitie se trece in coltul din stinga)

i a b ¢

a2 . b % Compugul unui element cu un alt element se

b ¢ a b citeste la intersectia dintre linia primului ele-

¢ b b b ment gi coloana celui de-al doilea element,
Tabelul 1

Avem, de exemplu ¢ T b=b,bTa=c¢ aT(dTe)=aTb=0
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5.1.5. Reuniunea, intersecjia. Fie E = {1, 2}. Mulfimea (L) a
pirfilor lui E are ca elemente mulfimile: '
@ (multimea vid¥),
A= {}y B={2),
E={1 2},
Asedar, 2(E) = {5, {1}, {2}, {1, 2}} = {2, 4, B, EJ.
In multimea @(E), asociind oricrui cuplu (X, ¥) de pirti a lui £

mulfimea XU Y (tabelul 2), respectiv XN Y (tabelul 3) definim doud
legi de compozifie peste tot definite,

Ul @ A B I nj| A B E

@ I} A B B I} o} 2} @ @

A A A E E A @ A & A

B B E B E B =} 3 B B

E E B E E E @ A B E
Tabelul 2 Tabelul 3

Procedind analog, putem fnzestra multimea &(E) a pirtilor oricirei
multimi F, cu doud legi de compozitie peste fot definite, reuniunea,
respectlv intersectia.

_ 5.1.6. Compunerea funciiiler. Fie £ o multime gi functiile f : E- E
$i g:B—E. Asociind cuplurilor (g, f), funclia gof : £ — E delinim o
lege de compozifie peste tot definiti in mulfimea functiilor definite
pe E cu valori in E. Reamintim ci functia g o f realizeazi corespondenta
z— g(f(2)), adicd (gof) () = g(f(x)) si o aceste functii se reprezintd
in diagrame ca cele din figurile 25 gi 26 (sfgefile punctate indici cores-
pondenta realizati de gof).

In diagrama corespunzitoare compunerii gof se desencazi intii

f si apoi g.
i

£ )
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De exemplu, in mul{imea functiilor deflinite pe B cu valori in R
s consideram funciiile: '

flz) =3z 4 2
g(x) = a® + bz

(f : 2~ 3z - 2)%,
(g : ¢ — 2% | bHx).
Avem:
(Fog) (x) = f(g(x)) = 3g(x) + 2 = 3(2® + 5z) + 2 =
= 32 - 15z + 2.
fog:x—3a%+ 15z 4 2.
(g°f) (z) = g(f(2)) = [f(2) + 5f(z) = Bz + 2)* +
4 5(3z + 2) = 922 + 27z + 14.
gof iz — 2% 4 272 + 14.

Se observd cd: fogsEgof.

5.1.7. Oompunerea permutirilor. Reamintim ¢d se numeste permu-
tare asupre mulfimii E = {1, 2, 3,..,n} orice aplicajie biunivocd
Il: E—E (o aplicajie cu proprictatea: i 5= j = II(7) == II(j)).

O permutare asupra lui E care realizeazd corespondenta 1 — ey,
2 — ey, .., R'— €, 8¢ noteazd prin semnul:

(i 2 s n)
€1 €9... €y
Numerele e;, €, ..., e, sint numerele 1, 2, .., n, luate o singurd data

eventual in altd ordine decit ordinea naturali. Intrucit in determinarea
unei permutiri nu intereseazi decit corespondenta realizatd de aceasta,
putem scrie elementele din linia intii in orice ordine, avind insd grija
ca in linia a doua sd scriem imaginile corespunzitoare elementelor
gerise deasupra. ‘

De pild4, pentru permutarea asupra multimii {1, 2, 3, 4} care reali-
zeazd corespondenta 1 —2, 2-3, 3—=1, &— 4, putem folosi notafiile:

(1 2 3 4 1 2 & 3 (4 1.2 3
sau sau ete
2 3 1 4 (2 3 4 1 4 2053 4
Scopul acestui paragraf nu este de a studia in améinuntime compu-
nerea permutarilor (aceastii chestiune va fi reluatd), ci de a da tehnica

de compunere a doud permutéri asupra unei multimi. Pentru simplitatea
expunerii vom considera permutérile particulare.

T fr A8 4) g o=[ % 3 B cnom miltimi {4, 2 3,45
24 24 214 3

# Prin notatia f:z — 3z 4 2 se exprimd faptul ci functia f face sd cores-
pundd elementului «, elementul 3z -} 2.
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3 1 2 4

Ne propunem sd determinim permutarea oo = (

1234)0

0(1 %3 ) Avem, Ao axempln, (I0e0) () =T — ) — %
2 I
Deci pentru a afla imaginea elementului 4 prin IT o ¢, afldm intii imaginea
o(4) a lui 4, prin o, imagine care este 3, apoi imaginea lui o(4) = 3,
prin H, imagine care este 2.
Avem: :
n (1234)1234 lZSé)
= o — .
3124—(2143) (1342
11 G

Se citegte astiel: )
1) lui 1 ii corespunde, prin o, 2, lui 2 ii carespunde, prin II, 1, deci
lui 1 §i corespunde, prin Ileog, 1. {
2) lui 2 ii corespunde prin o, 1, lui 1 ii corespunde, prin II, 3, deci
Iui 2 §i corespunde, prin llog, 3 ete. !
5.4.8. Adunarea vectorilor de pozifie. Multimea vectorilor situafi
intr-um plan P care au aceeagi origine O se numesc veclori de pozifie.
In aceastf multime adunarea (care se face dupd regula paralelogramu-
Ini — figura 27) este o lege de compozitie peste tot definitd (suma a

-
doi vectori de pozilie este un vector de pozilie). Suma dintre vectorul v,

- - -
si vectorul v, se noteazd cu vy + Vs
Ne-am referit numai la adunarea vectorilor care au aceeasi origine.
In cazul cind vectorii nu au aceeasi origine, adunarea se poate reduce
la adunarea a doi vectori cu aceeagi origine, considerindu-se vectori
echipolenti, cu originea comuni.

5.1.9. Transformiri punctuale. Compunerea translatiilor gi rotatiilor.
In acest paragraf vom intelege prin fransformare punctuald a planului
P, o aplicatie f: P— P (o transformare punctuald a planului P este
o functie care face ca oricdirui punct din planul P si-i corespundd un
punct gi numai unul din acelagi plan).

Cempunerea a doud transformdri punctuale ale planului P este tot
o transformare punctuald a planului P.

Aplicatia identici a multimii P
(functia care face ca oricdrm punct
M din plan s#-i corespundd tot M)
este o transformare punctuald a pla-
nului P,

"
Se numegte translajie de vector v 0

o aplicajie t7: P — P care face ca

oricirui punct M (respectiv N ) sd-t
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N'  corespundd un punct M’

- o (respectiv N'), astfel incit
v K ' :
vectorul MM’ (respeciiv

-——’-_ .
NN') si fie echipolent

-
cu v (fig. 28).
Aplicatia identici a
Fig. 2. planului P este transla-
tia de vector nul (13).
Compunerea a doud translatii 7, §i ¢7. este tot o translatie. Vom
justifica aceastd aflirmafie urmdrind diagrama din figura 29 (pentru
compunerea /7, o {7 se deseneazd intii {3, si apoi ¢7. Se observd cii:

P N S S T
£y1°tu‘ =2 tu,-{- == tul+ Uge

i

Asadar, in mulfimea T a translatiilor planului P, compunerea este
o lege de compozilic peste tot definitd.

Rotatia. JSe numeste rotatic de ceniru O gi unghi « (unghiul o
consideral oriental) o iransformare punciualii care face ca punctului O
sd-i corespundd tot O §i oricdrui punct M (respectiv N) sd-v corespundi
un punct M’ (respectiv N') astfel incit OM = OM’ (respeciiv ON —=

e i
=ON') si MOM' = « (respectiv, NON' = o) (fig. 30).

Punctul O se numegte centrul de rotajie, iar unghiul « se numeste
unght de rotatie.

Rotatia al cdrui unghi de rotatie este 0 este transformarea identici
a planului.

Se observd cd o modificare a unghiului prin adfiugirea sau sciderea
unui multipln de 27, nu schimbd rotatia in sensul c¢d corespondenta
ramine aceeagi (fig. 31). '

Notim rotatia de unghi « cu R(a).

Avem: R(a) = R(oe + 2kw) (=0, 41, -+ 2, ).

De exemplu:

R (%J — R(Iﬁ‘_ + 27r) sau

R(—EJ: R (%’i (In grade, R(30°) = (390°).)

4
/-"’ £
-

-
/f?
Fi
*uFI

7
M

Fa

i M’

7 ( \F. )
i Vi

5 \ R J UL/ /s M

ot ! ! s

" -

“—-—-—/
Fig. 30. Fig. 31.

Compunerea a doud rotatii (de acelasi centru O) este tot o rotatie
de ceutru O (lig. 52). ‘

Se ohservi ca R(z) e R(P) = R(x + B).

De exemplu, R(120°) o R(270°) = R(120° + 270°) = R(390°) =
= R(30%), (30° = 390° — 360°).

5.1.10. Adunarea gi inmulfirea matricelor. Modul cum se face adu-
narea gi inmulfirea matricelor il presupunem cunoscut din anul IIL
In multimea matricelor pitrate de ordinul » adunarea este o lege de
compozitie peste tot definitd, ciici suma a doud matrice pitrate de ovdi-
nul n este o matrice patratd de ordinul » (manualul de algebrd pentru
anul ITI).

In muliimea matricelor pitrate de ordinul doi, avem, de exeraplu:

Heke ek | —5] —2
| 3 I3 5] 2
, 3

Na ol " & —8
In multimea matricelor pitrate de ordinul n inmulfirea este o lege
de compozitic peste tot definitd, caci produsul a doud matrice pitrate
de ovdinu! # este o matrice patratd de ordinul » (manualul de algebrd
pentra anul 1),
in multimea matricelor patrate de ordinul doi, avem, de exemplu:
12 3) |6 7
b | o1t I ==
4 51 08 9
_ 126 +3-8 2:743-9 !7;;36 411
146 +58 4.715.9] 64 73|

_ |4
_J‘S

5.1.11. Aduparea si inmullirea po-
linoamelor. In multimea polinoamelor
cu coeficienti intr-o multime de nu-
mere reale sau complexe, adunarea si v M
fnmulfirea sint legt de compozilie in- Fig. 32.
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terne. Vom reveni cu mai multi precizie, asupra polinoamelor, in
cadrul paragrafului Inele de polinoame.

5.1.12. Clase de resturi. Impdrtirea cu rest in multimea numerelor
intregi. In cazul numerelor intregi este adeviratd urméitoarea pro-
prictate:

Fiind date doud numere iniregi a gi b=~ 0, existd un singur numdr
inireg ¢ si un singur numdr inireg r > 0, astfel incit

(a) a=0b-g-+rsi(b) 0Lr<lbl

Numdérul intreg e se numeste deimpdrfit, numirul intreg b = 0 se
numegte impdrfitor, numirul intreg ¢ se numegte citul impargirii lui o
la b, 1ar r se numegte restul impdrtirii Ini a la b.

Exemple. a) Citul imp&rtirii num&rului —17 la 5 este —4, iar restul
3, cdei —17 =5 +(—4) 4+ 3 8i 0 <3 < 5. b) Citul impérfirii numi-
rolui —23 la —5 este 5, iar restul 2, clei —23 = (—5) *H 4 2 2 <
<|-—b

.

Observare. Dacid b = 0, nu existd numerele ¢ si r satisficind conditiile citu-
lui gi restului. Intr-adevir, relatia » < | b |, devine » < 0, ori in enunf s-a presu-
pus r > 0.

Clase de resturi modulo m. Fie m un numir natural. Impiirtim mul-
timea numerelor intregi in clase in modul urmitor: o clasd este formatd
din toate numerele intregi care impirtite la m dau acelagi rest. O astflel
de clasd se numegte clasd de resturl modulo m. Deoarece resturile tmpér-
tirii la m sint numerele 0,1,2..., m — 1, avem m clase disjuncte de
resturi modulo m. Numerele intregi din clasa corespunzitoare restului
0 sint numerele intregi de forma mk (k€ Z), numerele intregi din clasa
corespunzitoare restului 1 sint numerele intregi de forma mk - 1 ete.

Exemple. Clagele de resturi modulo 4 sint urmitoarele:
Co={., =8, —4, 0, 4, 8.} = {4k | k € Z}

— multimea numerelor intregi care impdértite la 4 dau restul 0.
€ =% —7;, —3,4, 5 9,..}= (k- 1|k}

— multimea numerelor intregi care impirtite la 4 dau restul 1
C;={.. —6, 2,2 6,10, ..} ={4k+2|kEZ}

— multimea numerelor intregi care impirtite la 4 dau restul 2.
Co={n =5, =1, 3, 7, 14, .} ={6k 43| ke Z}

— multimea numerelor intregi care impiirfite la 4 dau restul 3.
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Oricare numir dintr-o anumitd clasd se numeste reprezentant al
acelei clase. De exemplu, in cazul claselor de resturi modulo 4, numerele
—2, 2, 6, 10 sint reprezentanti ai clasei C,.

Dacil x este un reprezentant al unei clase de resturi, atunci aceasta

A
se mai noteazd cu z. Cum intr-o clasi existd mai mul{i reprezentanti, o
clasi poate fi notatd in mai multe feluri.
De exemplu, in cazul claselor de resturi modulo 4, clasa C; poate

fi notatd de pildd prin .‘é\, prin 'J"\, prin —1 ete.
Pentru notarea urzi clase se preferd de obicei cel mai mic reprezen-
tant pozitiv (restul impértirii la m). De exemplu, clasele de resturi

modulo 4 pot {i notate astfel: 6, i, ﬁ, g,

Adunarea. Inmultirea. In multimea clagelor de resturi
modulo m, definim doud legi de compozitie, una notatd aditiv gi a doua
notatd multiplicativ, in modul urmitor:

TN

2L b=d-1b
- A A & i
& ~h=a b,

\

ey . . B ek
Se observil cd suma, respectiv produsul, dintre clasa a i & este
exprimatid cu ajutorul reprezentantilor « si b. Se poate ariita ci oricare

. -a - A - A - -
ar fi reprezentantii alesi pentru clasele a §i b, clasa sumei, respectiv a
produsului este aceeasi.

De exemplu, in cazul claselor de resturi modulo 4 avem:

A
Alegind pentru clasa 2, ca reprezentant pe 6, iar pentru clasa 3 ca
reprezentant pe —b, obtinem:

A N /\ A
6 +(—5)r==8-(—5) =1,

A~ AN e
8 + (5] = B={—5) — — 30,

Suma, respectiv produsul, nu depinde de alegerea reprezentantilor

gy e - . Gy A 5 A
folositi, clici b = 1, respectiv 6 = —30.

In mod uzual, cind se fac calcule cu clase de resturi, se prefery
cei mai mici reprezentanil pozitivi.
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De exemply, in cazul claselor de resturi, modulo 7, se iau ca repre-

A a3

gentanti unul din numerele 0, 4, 2, 3, 4, 5, 6. Pentru a caleula 546

se procedeazd astlel: 5 4 6 = 11, 11 impdrtit la 7 d& restul 4; deel

g -+ g = 1’2 Pentru a afla produsul acestor clase, se procedeazi astfel:

A A A

§.6 = 30, 30 tmpértit la 7 i restul 2; deci 5 <6 =2 ‘

Dim mai jos tabelul adundrii §i tabelul inmultirii claselor de resturi
modulo 5.

LA
518 1 5 5 £ 6|6 6 6 & ¢
sl ¢ 8 3 2 % tib T &8 & %
wlhe ia 3 st w88 &4 4
s13 4 5 £ & 5|5 5 & & 4
$0s 54 3 2td T.o% 3 i

sy a ot . . W
5.1.13. 0 lege de compozijie pe mulfimea R. ésocnud oricirul cup

(z, ) de num?:re reale numirel real 277 ¥ = z:'a: + Y -+ 3xy defu}lin

pe’ raulfimea numerelor reale It o lege de compozijie peste tot definitd.

Avem, de exemplu:
4T5=2-4+5+4+3:4:-5=8+5-460=73.
5144 Obgerviri. 1) Fie T o lege de compozifie peste tot definitd intre ele-

menlele unei multimi E. Dacd a=bg v =1y, faeM,beM,zeMyc M),
atunci rezultd, evident, ci e Ta=bT ¥

(a=bsic=y)=aTa=bTy
in particular, daci a € M si z =y (v & M, ye M), atunci e Te=aT ¥:
z=y=HaTz=aTy

Se spune in acest caz ci egalitalea a T « = aT y s-a obfinut din egalitatea
2 = y, prin compunere la stinga cu a.

Analog, z=y=aTa=y | a in acest caz se spune ci egalitatea ¢ T a =
= y T as-a obfinut din egalitatea z = y, prin compunere la dreapta cu a.

= o 1
Din egalitateca a T 2 =a | y, N1 rezultd in gencral, z = y. De exemplu, ia

A A A AL A A
cazul claselor de resturi modulo 6, avem 24 =215 431
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Asociativitate

5.1.15. In paragrafele precedente s-a pus in evidentd faptul c#
fiind datd o lege de compozitie pe o mullime £ putem face calcule gi
eu trei, patru, sau mai multe elemente din %, utilizind scrierea cu paran-
teze. In general, compusul a trei sau mai multe elemente (considerate
intr-o anumitd ordine) depinde de asezarea parantezelor. Se gtie, pe de
altd parte, cd in cazul unor legi de compozitie definite pe multimi de
numere (adunarea, inmulfirea) parantezele pot fi omise, deoarece com-
pusul este independent de modul in care se agazi parantezele.

De exemplu, notatia 3 + 17 -}- 13 poate reprezenta fie 3 4 (17 -
4+ 13) =3 - 30 = 33, lie (3 4+ 17) + 13 = 20 + 13 = 33, cici 3 +
4 (17 +13) = (3 4- 17) 4 13.

In cazul imparlirii, lipsa parantezelor poate duce la confuzii. De
pildd scrierea 24 : 12 : 2 poate {i interpretatd ca (24 :12) :2=2:2 =
=1 (aceasta este interpretarca curentd in aritmeticd) sau ca 24 :
:(12:2) =24 :6 = 4. In acest caz nu putem omite parantezele,
sericrea 24 : 12 : 2, fird o conventie prealabild, fiind ambigua.

Legile de compozitie interne, pentru care putem omite parantezele
(calculele ficindu-se insi de la ,stinga la dreapta”) se numesc legi de
compozitie asociative. S-a constatat cd daci agezarea parantezelor nu
influenteazd compusul a trei elemente, atunci compusul a patru, cinci
sau mal multe elemente (considerate intr-o anumiti ordine) este de
asemenea independent de agezarea parantezelor. '

DEFINITIE. O lege de compozitie internd peste tot definitd intre
elementele unei mulgimi E, notatd cu semnul |, s& numeste asocia-
tivd, daci:

T (y T 2=(xT4yY Tz oricare ar fi elementele z, ¥, z (dis-
tincte sau nu) din A.

Vo, y,2z€E:2T(yTaA=TyT =
Din definitie rezultd ci o lege de compozitie peste tot definitd intre

elementele unei multimi £ este neasociativa dacd existd un triplet
(z, y, z) de elemente din F astfel incit:

2Ty TaFETyYTa

Adunarea in oricare din multimile numerice uzuale (V, Z, Q, R, C)
precum si in orice mul{ime de numere in care adunarea este peste tot
definitd, este asociativd, cdci, oricare ar fi numerele x, ¥, z (dislincle
Bau nu) avem:

z+y+2=(@+y +2
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Inmultirea este asociativii in orice mulfime de numere in care in-
multirea este peste tot definitd, cici oricare ar {i numerele z, ¥, z avem:
x-(y ~2)=(x -y~

Scidderea respectiv impirtirea nu sint asociative cdici, de exemplu:
26 — (4 —2)=24—2=22 gi (24H4)—2—20—2—18 deei
24 — (4 —2) 5 (24 — 4) — 2, respectiv 24 : (4 N =26:2=12 &
(24 : 4) 2=6:2=23 g deci 24:(4:2)£(24:4):2. in folosirea
serierii cu linie de fractle (cazul numerelor) se utilizeazd linii miei sau
mari. Motivul trebuie ciutat in faptul ci impirfirea este neasociativ,
linia mare de fractie indicind pe de-o parte o operatie, iar pe de altd

6

parte jucind rol de parantezd. De pildd, (24 :4) : 2 = e

5.1.16. Teorema de asoeciativitate. Deoarece in cazul unei legi de
compozifie asociative (notatd cu semnul ) compugii & T (y T 2) g
(7T y) T 2 sint egali, se face convenfia ca acegtia si fie notafi cu
semnul 2 T y T 2 adici:

Ty Tz=2TyTa=2TYyTa2

Se poate demonstra c¢d in cazul unei legi asociative compusul a
patru sau mai multe elemente (considerate intr-o anumiti ordine) este
acelasi oricare ar fi modul de agezare a parantezelor. Acest rezultat
este cunoscut sub denumirea de feorema de asociativitate. Vom justifica
aceastd] afirmatie in cazul a patru elemente.

Fie E o mul’ylme gi o lege de compozifie internd in E, peste tot defi-
nitd, notati cu semnul e

Compusul Iui g cu beouceudiccE beE, cc E, dc E)poate
fi interpretat in urmétoarele moduri:

(1) (aTb)T(CTd

(2) (e T 6T e]lT
]T

(@) [aT (67T ¢
(4) a TIOTOT ]
®) aTBT(Tal

Tott compusii (1), (2), (3), (4), (5) sint egali. S8 ardtdm cd:
[(e T b)Tc]T (aTb) (¢ T d) (compusul (2) este egal cu
compusul (1)).

Avem: [(a T b) Tl T d =

= [xheliE d = (s-a notat @ T & cu z)
=(zToTd=

=z (T d) = (s-a aplicat asociativitatea)
=@TbdT(TAd (s-a inlocuit z cu a7 b)
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Demonstratia pentru celelalte egaht’it,l 0 propunem eca exercifiu.

Oricare dintre compugii egali (1), (2), (3), (4), (b) se noteazi cu
semnul ¢ T 6T ¢ d.

In cazul unei legi de compozitie asociative compusul a cinei sau mai
multe elemente se noteazid de asemenea fdrd paranteze.

5.1.17. Exemple. a) Reumunea, respectiv, intersectia sint legi de
compozilie, asociative, cdci oricare ar fi mulfimile A, B, C avem:

AU(BUC) = (AU B)UC, respectiv
AN(BNC)y= (4 0B)nc€.

Vom scrie, conform cu conventia deja ficuti, AU BUC in loc de
AU (BU C), respectiv (AUB)UC i A N BNC in loc de AN(B N C),
respectiv (4 N B) N C.

b) Compunerea functiilor (5.1.6) este o lege de compozitie asocia-
tivd in mulfimea i‘unctulor definite pe o muh;lme E cu valori in E.
Intr-adevir, fie functiile f: E— E, g: E— E i h: E— E.
G O T s
°(goh)) (x) = f(goh) (z)) = f(g(M(2))) = flg(y)) = f(z2) =t (fig. 33
gl (Fog)oh) (¥) = (fog) (A(z)) = (fog) (y) @fﬁ; :f( )(fi" 34§ e
Asadar, fo(goh) = (fog)oh, cdci functiile fo(goh) si (feg)oh

sint ambele definite pe £, iau valori in E §i realizeazd aceeagl cores-
pondentd:

folgoh):z— ¢
(fog)oh:2— t

In particular, compunerea permautdrilor (5.1. 7 compunerea irans-
formdrilor punctuale (5.1.9) sint legi de compozitie asociative.

¢) Adunarea vectorilor de pozitie este asociativd, cici oricare ar

5 A A 9 . L]
fi vectorii de pozitie vy, v,, v;, avem:

(;1 ST T_")2) =k ;3 = ';1 + (;z =l ;3)

h

; \\\ } ///

e Lz g et 27 g

| T | %

| el e

| \j y
f(z)=t 2 99)=2, )=t 4 )=z

Fig. 33 Fig. 34
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d) Adunarea si inmullirea matricelor pitrate de ordinul 2 sint legi
de compozifie asociative, cdci oricare ar fi matricele pitrate A4, 2
C, de ordinul n, avem:
(A4+B)+C=A+(B+C) gi (A-B)'C=A+(B-C) (manua-
lul de algebrd pentru anul ITI).

e) Adunarea, respecliv inmultirea in clasele de vesturi modulo m
este asociativd. Intr-adevir,

3

A A A N A /\ /\ A S
(@+b+e=atbtc=(atd)tec=atb+tc)=a+b+c=

= -} (Ab - 2'), respecliv

Gt iy SSRGS

(@ Bye=arbro=(a-8)-¢

|
o
=
=
5
s
|
=
=
o
-
I
=
ne
>
&
:

Comutativitate

5.1.18. Posibilitatea schimbirii ordinii elementelor oferd simplifi-
cdiri considerabile in calcule. In cazul adundrii si inmulfirii numerelor
se stie cd:

-+ y =y = respectiv -y = y -+ .
Legile de compozitie interne care indeplinese o conditie analoagd

cu cea mentionatd in cazul adundrii si inmultirii la numere s numese
legi de compozitie comutative.

DEFINITIE. © lege de compozitie interni, peste tot definitd intre
elementele unei multimi &, notati cu semnul T, esta comutativi
dacd, oricare ar fi elementele 2 si y din £ avem:

T y=y7T 2
Vo, ye E:z2Ty=yT
Din definitie rezultd cil o lege de compozitie internd, peste tot defi-

nitd, intre elementele unei multimi £, notatd cu semnul T, este neco-
mutativd dacd existi doud elemente z si y astiel incit:

rTysFyT 2

5.1.19. Teorema de comutativitate. Dupd cum am precizat la (5.1.16)
in cazul unei legi asociative compusul a trei, sau mai multe elemente
este acelagi oricare ar fi modul de asezare a parantezelor.

In cazul unei legi asociative si comutative, se poate ariita ci com-
pusul a trei, sau mai multe elemente este acelagi, oricare ar fi modul
de agezare a parantezelor si ordinea in care se scriu elementele. Acest
rezultat este cunoscut sub denumirea de teorema de comatativitate.
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In cazul a trei elemente compusul lui @ cu & cu ¢ se poate calcula
in mai multe moduri, ca de exemplu:

M(eTbd Te (notagie: a T 67T ¢)
@) leT T a (notatie: ¢ T &6 T a)
B)eT (a7 b (notatie: ¢ T a T b).

Tofi compugii acestia sint egali. Vom wverifica aceast alirmatie
in cazul compugilor (1) si (2).

Avem:
(THTe=
=bTe)Ta= (comutativitatea aplicatd elementelor ¢ si )
= a T (67T ¢) = (comutativitatea aplicati elementelor & e gl a)
= {aT b) T c (asocialivitatea).

- 5.1.20. E?:emple.. a) Reuninnea si intersectia sint legi de compo-
zifle comutative céici, oricare ar fi mulimile A §i B, avem:

AUB=BUAsi ANB=Bn 4.

b) Compunerea functiilor definite pe o multime E, cu valori in
E, care are cel putin douﬁ.elemente, este necomutalivi.

Intr-adeviir, fie z, € E g ry € E, cu z; 5= =, §i functiilef : E - E,

- / -
g:Equatepriuf(x)z[z"’B%ml §i (gla) =" TT %
xz, .‘1’,‘:.‘1’,‘1 Ty, ﬂ::.T:.Z

Avem flg(z,)) = f(z,) = z, §i g(f{2;)) = g(z;) = @,. Asadar, fog = gof.

«¢) Compunerea permutirilor asupra unei multimi E cu cel putin
trei elemente este necomutativi.

Intr-adevir, fie:

1 2 8 %y 1 2 % 4w
= _ P
(0 13 4n) iy (3 12 4 ) . ks

«d

/ a5
nog=(1 2 3 i'..n)ﬁiGOI—I: t 2 3 4 ..un
g 20 dl A 123 3 4 -on

Se observdl ¢i Il oo =k ool
d) Adunarea vectorilor de pozitie este o lege de compozitie

$o i o =+ = g .

comutativd, cdei v, + v, = vy, + o, (fig. 35).
e) Compunerea translatiilor si a

rotatiilor sint legi de compozitie B

comutative ciei: - Tt s

2 ‘Vr'+ V2 o
ety =13 + =12 L =12 o135 w2
R(x) o R(3) = R(o + ) = 2
= R(® + @) = R(B) o R(x). Fig. 35,
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f) Adunarea matricelor pitrate de ordinul n este comutativd, cdei
oricare ar fi matricele pitrate A gi B de ordinul n, avem A 4 B =
= B 4 A.

Inmultirea matricelor pitrate de ordinul z este necomutativii (ma-
nualul de algebrd pentru anul III).

g) Adunarea, respectiv inmulfirea in clasele de resturi modulo m,
este comutativd. Intr-adevir,

A A N N A A "
a-t+b=a-+b=0b-+a=>b-+ a respectiv
AA Py N A A
abh a.

=g b=b a=0b"
Element neutru

5.1.21. Numerele O gi 1 sint ,fdrd efect” la adunare, respectiv in-
mulfire. Mai precis:

(a) 04+ 2z=2x+4 0=z, oricare ar fi z € R,
(b) l-2=2x+1 =z, oricare ar fi 2 € R.

Se spune cd 0 este element neutru pentru adunare, iar 1 este ele-
ment nreuirz pentru inmultire.

DEFINITIE. Fie & o multime pe care este dati o lege de compozitie
peste tot definitd, notatd cu semnul ~[. Daci existi un element
e € E astfel incit:

e =t

oricare ar fi & € K, acesta se numeste element neutru pentru
legea T .

Observiirl. a) In cazul unei legi de compozitie comutative conditia e Tz =
= % | e =&, poate fi inlocuiti cue T a=2zsauasTe==2, clciz Te=eT =

b) Daci legea este notatd aditiv, atunci elementul neutru se noteazd cu 0,
(prin analogie cu notafia de la numere) si se numeste zero. Avem: =+ 0 =04
-+ x = 2. Daci legea de compozitie este notatd multiplicativ, atunci elementul
neutru se noteazi cu 1 (prin analogie cu notatia de la numere) sau cu e si se numeste
element unitate. Avem x*1 = 1'x = =z, respectiv zre=e* 2= 2.

5.1.22. Unicitatea elementului neutru
Daci existd un element neutru e, acesta este unic.
Intr-adevdr si presupunem ci ar exista doud elemente neutre e
gi ¢'. Considerim compusul e T ¢

e, fiind element neutru, avem: ¢ | & = ¢'.
¢', fiind element neutru avem: e T e = e. Deci ¢ = ¢,
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5.1.23. Exemple. a) In mulfimea pértilor unei mul{imi E, multi-
mea vidd este element neutru pentru reuniune, iar mulfimea E este
element neutru pentru intersectie.

Intr-adevir, oricare ar fi partea X a lui E, avem:

XUg=0UX=.0X,
XNE=EnN X=X
b) In multimea functiilor definite pe o multime E cu valori intr-o
multime F, aplicatia identicd e a mulfimii E (e(z) = z,2 € E) este
element neutru peniru compunere.
Intr-adevir, dacd f este o functie definiti pe E cu valori in E, avem:
(eof) (z) = e(f(z)) = f(x); eof= f(lig. 36),
(foe) (2) = fle(x)) = f(z); foe=[(lig. 37).
Agadar, eof = fee=1.
Ia particular, permutarea identici este element neutru, pentru
compunerg, in multimea permutirilor asupra unei mulfimi.
¢) In mulfimea vectorilor de pozitie, vectorul nul 0 este element
neutra, cicl v 4 0=0 —1—; — 2.
d) In cazul transformirilor punctuale, transformarea identici a
planului este element neutru pentru compunere. Translatia ¢7 de vec-
tor nul este element neutru in multimea translatiilor cici 17413 =

=1¢ - t7 =1t7. Rotatia R(0) de unghi O este element neutru in mul-
fimea rotatiilor de acelagi centru, cdci:

R(a) > R(0) = R(0) > R(«) = R(a).

e) In mulfimea matricelor pitrate de ordinul n, matricea

g 0 .. 0
0 veovs 0
el =1|.......... este elemente neutru pentru adunare.
i I | 0
o
o e
S x) x g OO
\ \
~ e
N fof e foe ™S £
S “
bS > ~
B ~
eof=f fop=F F(‘g
Fig. 36. Fig 37.
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Intr-adevir, oricare ar fi matricea pitratd i 7
2 pitratd A, de ordinul n, avem:
A+[0] =[0]+ 4 = 4. '
n mulimea matricelor pitrate de ordinul n, matricea

L0 0.0
010..0

E=|[0 0 1..0\ este clement neutru pentru inmultire, ciei
1o 0 0.1

oricare ar fi matricea A, piiratd de ordinul n, avem:
ABE=F-A=A.

- 1" . A
f) In multimea claselor de resturi modulo m, clasa 0, respectiv "l\,
este clement neutru pentru adunare, respectiv inmullire,
Intr-adevir,

A A
0—[—a=0+a=c§:\, respectiv

Elemente simetrice

5.1.24. Se stie cd pentru orice numér real z, exist§ un numir real
notat — @, cu proprietatea:

¢+ (—2)=(—2)+2=0 (a).

: . : g 1
Pentru orice numir real x == 0 existi un numir, notat - sau T

astlel ineit: «

srol=gleg=1 (b)

Elementul — » se mai numeste simetricul lui z pentru adunare, iar
elemeatul 27" se mai numesgte simeiricul lui z pentru inmulfire.

DEFINITIE. Fie E o multime inzestrat¥ cu o lege de compozitie,
notatd cu semnul T, fatd de care existi element neutru e. Un ele-
ment 2’ & E se numeste simetricul lui  pentru legea T, daci

2T o="Te=e '
Dacd legea de compozifie este notatd aditiv atunci simetricul 1ni z
cind existd, se noteazd cu — z gi acesta se mai numegte opusul i e
(notatia si terminologia analoagi cu cea de la numere). In acest caz:
z+(—2)=(—a)+o=0. e
Dacd legea de compozitie este notatf multiplicativ, atunci simetri-
cul Iul z, cind existd, se noteazid cu z* §i acesta se mai numegie inversul
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lui z (notatie si terminologie analoagd cu ceajde la numere). In acest caz:
=1 —_ arl e
g = rg— §.

Observiiri, a) Existenta elementelor simetrice este conditionati de existenla
elementului neutru. Intr-o lege de compozitie, fird element neutru, problema exis-
tentei elementelor simetrice nu se pune.

b) Daci legea de compozitie este comutativd, atunci condifia 2 T &’ =2’ T 2=
= ¢ poate fi inlocuitd cu condifia T &’ =esau o' T a = e, clicia T o’ =2’ T 2,

¢) Elementul neutru e admite ca simetric pe el insugi: e T ¢ = e.

5.1.25. Uniecitatea elementului simefric

Fie T o lege do eompozifie asociativi definitd infr-o muliime Z, (e,
elementul neutru). Daed x € E admite un simetrie 2', atunci acesta este
nni¢. S4 presupunem ci elementul z admite doud simetrice 2’ gi z”.
Aceasta inseamnd cd:

BT == T wie==tg (a)
Z Ta"'=e"T xz=c¢e(b)

.

5 ; :
compunind la stinga cu z”, egalitatea z T 2’ =e (a) obtinem,
pe rind:

B = (egalitatea (a))

B T ) =’ e (am compus la stinga cu x")

(e Ty T = el e (s-a folosit asociativitatea)

(TR e (s-a tinut seama cid e este element neutru)

e =g (s-a tinut seama ed z” este simetricul lui
« — relatia (b)).

g = 5" (#-a folosit faptul cd e este element neutru:

e o= g,
ceea ce a fost de demonstrat.

5.1.26. Exemple. 2) In multimea pirtilor unei multimi E, singurul
element care admite un simetric pentrn reuniune este multimea vidd
@ (elementul neutru este mulfimea vidi).

Intr-adevir, relafia AUA’ = @ este adeviratid atunci si numai
atunci cind 4 = A" = g.

Avem: g U @ = g (simetricul lui @ este @).

In mulfimea p#rtilor unei mulfimi £, singurul element care admite
un simetric pentru interseclie este multimea . Justificare analoagi cu
cazul precedent (elementul neutru este multimea E).

b) In mulfimea functiilor definite pe o multime £ cu valori in
aceeasi mulfime, singurele elemente care admit simetrice faid de com-
punere sint functiile bijective (elementul neutru este aplicalia identicd
e). Daci funciia f: E — E este bijectiva atunci simetricul Iui [ este funclia
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inversd f: E—E., Avem: fof'=flof=¢ (Manualul de analiz§
pentru anul ITI).

¢ In multimea permutdrilor asupra unei multimi £ = {4, 2, ..., n}
orice permutare (aplicafia bijectivi) admite element simetric, fatd de
compunere (elementul neutru este permutarea identici).

2 %ferificém afirmatgia in cazul permutdrilor asupra multimii {1, 2,
, 4}.

: 1 2 8 4 ;
Fie f = ((I b e d) o permutare asupra muliimii {1, 2, 3, 4}.
Inversa acestei permutiri este permutarea
i fa b ¢ dy . X
Fi—= 1 2 3 4). Intr-adevir,
fon_la(12340abcd_abcd
FEla ' e a2l g e ﬂ_u boe J=e
P f_(a b ¢ d)012 <80 ST B
e O W B B PR T J‘@z 3J=e

Agadar, fof™ = f~1of = e Vom mai scrie:
(1 g ey fe B e |
w b e g :& 2 8 J
d) In multimea vectorilor de pozitie, orice vector admite un element
simetric (fig. 38) notat —.

= =

- -+
Avem: v + (—v) = (—v) 4+ v = 0.
e) Orice translatie admite un element simetric pentru compunere:

Avem: 7 = 3. Intr-adevir 3 ot3 = 17 (compunerea translatii-
lor este comutativd: 3 ot3 = 1304,).
In multimea rotatiilor de acelagi centru,
fiecare rotatie admite un element simetric

pentru compunere.

Avem: A 1(a) = R(—a).

Intr-adevir:

R(a) o Rl x) = R(a) © R(—a) = R(ax +
+ (—«)) = R (0) (compunerea rotatiilor este
Fig. 38. comutativi: R~Y(a) o R(a) = R(a) o B Y(a)).

146

]

- — —

f) In mul{imea matricelor pitrate de ordinul n, crice matrice A4 =
= | a;|| admite un opus, malricca —A =| —a;[. Avem: A 4
4 (—4) = (—4) + A =] 0], , : _

In multimea matricelor pdtrate de ordinul n, matricele nesingulare
(cele care au determinantul diferit de 0) sint singurele matrice inver-
sabile (manualul de algebrd, anul III). Intr-adevir, dacd det (4) == 0,
atunei existi A1, astfel incit A- A1 = A"1-A =FE (E; matricea
unitate).

g) In multimea claselor de resturi, modulo un numér natural, orice

element admite un simetric fatd de adunare (orice element are un opus).
Avem:

A
—r = —=%.
-

A N A . A
Intr-adevir, z + (—2) =z + (—2) = 0. Deci —x= —=z.
De exemplu, in mulfimea claselor de resturi modulo 5, avem:

=20

A N A
—l=—1=4
A e A
i T,
o R
A N A
—h=—h=1,

Se poate demonstra cd in multimea claselor de resturi modulo un

A . . T
numir natural prim, orice element diferit de 0 admite un simetric fala
de inmultire. .

De exemplu, in multimea claselor de resturi modulo 5, avem

(1) = { Verificare: (yr -1=1- N

@ =3 Verificare: OB =849=8=10
@Byt = 2. Verificare: 3yt - G—9 3. 5 -4
(Zr)—l — 4. Verificare: ([:)—1 ik e el e B =

In cazul claselor de resturi modulo un numér natural m neprim
existd elemente care nu admit simetrice fatd de inmulfire (divizorii
proprii ai lui m).
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A
De exemplu, in cazul claselor de resturi modulo 12, elementul 3 nu
admite un invers.

a A . . A
Intr-adeviir, si presupunem ¢j 3 ar admite ca invers pe z(x € Z).

A A A ol A
Atunei 3 *z =1, sau 3+z =1, de unde 3z — 1 = 12%.
Din ultima egalitate, deducem 3(z — 4k) = 1, de unde rezult¥ cX
3 divide pe 1, ceea ce este fals.

Distributivitate
5.1.27. Se gtie cd in caleulnl cu numere, proprictatea care face legi-
tura intre adunare si inmullire este proprietatea de distributivilate:
2y +2=zy+az-z (a)
(y+2)-z=yz+zw (b
Aceastd proprietate joacid un rol esential in calculele unde apar
aceste doud operafii.

DEFINITIE. Fie £ o mulgime inzestrati cu doui legi de compozitie
interne peste tot definite notate cu semnele T si | . Se spune c3 legea
T este distributivi fagd de legea | daci oricare ar fi Z, ¥, z distincte
sau nu din %, avem:

1) Ty La)=(=Ty L(=T2 g
(2) WL Tex=@ET2) LETa

In cazul ¢i prima lege este motatd multiplicativ iar a doua aditiv,
relatiile (1) si (2) devin:

2 (yt+2)=(zy)+ (x:3)
y+2- 2=y 2)+ (- 2)
Observare. in cazul cind legea notatd cu semnul - este distributivi fatd de

legea notatd cu semnul 4, si legea - este comutativil, atunci conditiile (1) si (2) sint
indeplinite, dacd este indeplinitdi numai wna dintre ele.

5.1.28. Exemple. Se demonstreazi cid, in multimea pértilor unei
multimi E, intersectia este distributivi fatd de reuniune si reuniunea
este distributivi fafd de intersectie, adici oricare ar fi partile 4, B, C
ale lui E, avem:

AU(BUC)=ANBUMUAN C), respectiv,
AU(BNC)=(4U B)n(4 U Q).

148

S-a scris o singurd relatie, pentru fiecare caz, deoarece intersectia,
respectiv reuniunea este comutativil. . . _

b) in multimea matricelor pitrate de ordinul n, mmu}i,;lreg' este
distributivd fatd de adunare, ciici oricare ar [i matricea A, B, C, din
multimea consideratd, avem:

A (B+C=A-B4+A:C 1)
(B 0)+A =B AL 0+ A (2)

¢) In multimea claselor de resturi modulo un numir natural, inmul-
tirea este distributivil fatd de adunare.

A A A
- o . . I . ;. 4
Aceasta inseamnd cd oricare ar fi elementele x, y, z, dintr-o muliime
de clase de resturi avem:

A A _—
Intr-adevar, x- (2 A=z (y+z)=z-(y+z)=cytzz=

5.2. Structuri algebrice: grup, inel, corp

()

5.2.1. Introducers. S-a vizut in paragrafele precedente, ci - prin
darea unei legi de eompozitie (sau mai multe) pe o mulfime, avem
posibilitatea de a face caleule cu elementele mulfimii respective, asemé-
niitoare, din unele puncte de vedere, cu calculele din algebra elemen-
tard. In algebrd interescazi acele legi de compozifie care au simultan

i lte proprietati. _ fu ) .
mm()nllélgz dg c{?mpozitie intre elemeqte}e unei multimi care 1pdvephnegte
anumite conditii, se spune ¢d determind pe mulfimea respectivd o struc-
turd algebricd. Condifiile respective se mai numesc awwrﬁele stru(_:tul;n,
cici din ele rezultd toate proprietatile (teoremele structurii respective®).

Exemplu. S-a observat cd multimile 7, Q, R, C inzestrate cu adu-
narea, multimea permutdrilor asupra unei r{lultlmi inzestrate cu ope-
ratia de compunere, multimea mairicelor pédtrate de ordinul z inzes-

* {n afard de structurile algebrice, in matematici mai sint clmos?ute u_r_mii—
toarele structuri: 1. sirueiura de ordine (caracterizali prin d.area unei relavtu de
ordine) si 2. struetura topolozicd (prezentarea axiomelor acestei structuri depiiseste
cu mult cadrul acestui manual).
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tratd cu adunarea, multimea claselor de resturi modulo », inzestrati
cu adunarea ete. au o particularitate comuni:

Operatia consideratd este asocialivd, existd element meutru, orice
element admite un simeiric.

S-a constatat, in plus, ed din aceste conditii rezultd un numir foarte
mare de consecinte i aceasta a determinat interesul de a studia propri-
etdfile unei legi de compozitie, definitd pe o multime arbitrard, asocia-
tivd, cu element neutru, astfel ineit orice element si admitd un simeiric.
A apirut astfel structura algebricid de grup, caracterizatd de urmi-
toarcle axiome:

A. Asociaiivitate,

B. Euxistenta elementului neutru,

C. Orice element admite un simetric.

Toate proprietittile care rezulti din aceste axiome sint, in parti-
cular, adevirate in grupurile concrete cunoscute, cum ar fi cele men-
{ionate mai inainte.

Numérul mare de proprietdti, pe care le au grupurile, precum si
numerocasele aplicalii pe care le au acestea in alte ramuri ale matema-
ticii, au determinat pe algebrigti sd studieze in mod special structura
de grup. S-a creat astfel un capitol vast al Algebrei, cunoscut sub
denumirea de Teoria Grupurilor.

Asupra structurii de grup vom reveni in paragraful urméitor.

Cele mai importante structuri algebrice sint urmitoarele: grupul,
inelul, corpul, modulul, spatiul vectorial, algebra. In acest manual nu le
vom studia decit pe primele trei.

Mai precizim, pentru a inlitura eventualele confuzii existente, c¢i
prin gziome nu trebuie infeles nigte adeviruri evidente din punct de
vedere intuitiv (asa cum se afirmi uneori, despre axiomele geome-
triei), ci un sistem de propozitii din care rezulti toate proprietitile din
teoria respectivd. Alegerea unui sistermn de axiome nu se face in mod
arbitrar. Se are in vedere sd decurgd din ele, pe cit posibil mai usor,
proprietdfi care sd justiflice importanta teoriel respective si si permiti
aplicarea teoriei respective la modelele concrete importante.

In mod curent, cind s-a stabilit un sistem convenabil de axiome,
pentru o teorie, se spune ci s-a fdcut axiomatizarea teoriei respeciive gi
cdl deducerea proprietdfilor (teoremelor) teoriei respective se face prin
metoda axiomaticd.

Mentiondm, in plus ci, in general, o teorie poate fi axiomatizatd in
mai multe moduri echivalente, astfel incit existd posibilitatea ca o
propozitie care este aziomd intr-o axiomatizare, si devind teoremd
(censecintd) in alt sistem de axiome.

Pentru exemplificare, vom considera cazul grupuriler. Se poate
demonstra cd in cazul unei multimi G inzestrate cu o lege de compozitie
notatd multiplicativ, asociativii (A), cu element neutru (N), astfel incit
orice element admite un simetric (S) (axiomele grupului), rezultd cd
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(T): ,orice ecuatie ax = b si za = b are solufie unici“ (¢ € G, b € G,
x € ). In eadrul sistemului de axiome (A), (N), (S), propozitia (T) este
o teoremi (se va demonstra aceastd afirmatie in paragraful urmdtor).
Se poate ardta cd dacd se considerd o multime G inzestratd cu o lege
de compozitie asociativd (A), astfel, incit ,orice ecuatie de forma
za =0b gi axr=>0 are solufie unici“ (T), atunci & este un grup in
acceptia anterioard: In acest al doilea caz axiome sint propozitiile (A)
gi (T), iar propozitiile (N) gi (5) sint teoreme (rezultd din axiomele (A)
gi (1)

In zilele noastre, marea majoritate a teoriilor din matematicd sint
axiomatizate §i se fac chiar incerciri, unele reugite, de axiomatizare a
unor capitole din stiinte mai pufin inrudite cu matematica.

Grupuri

5.2.2. DEFINITIE. O lege de compozitie intre elementele unel
mulgimi G, determind pe aceasta o structurd de grup dacd:

(P) legea de compozitie este peste tot definitd,

(4) legea de compozitie este asociativi,

(V) existd element neutru,

(S) orice element din & admite un simetric.

Multimea G inzestrati cu o structurd de grup, poarti numele de
sTup. S 2 &

Dacd, in plus, legea de compozitie este comutativd, se spune ca grupul
este comutativ sau abelian.

Conditiile (P), (A), (N), (5) sint asadar, axiomele grupului*. Dacl
legea de compozifie este notatd cu semnul T, axiomele grupului pot
fi redactate explicit, astfel:

(P) Compasul z T y este definit, oricare ar fi elementele z€G gi yG
(distincte sau nu).

(A) 2T T2 = (2T y) T 2z (oricare ar fi z, y, z elemente dis-
tincte sau nu din G).

(IN) Exigh in G un element e astfel incit e T2 = 2 T e = = (oricare
ar fi z€G).

(S) Pentru orice z € G, existd un element 2’ € G astfel incit:

s = =
* in med curent conditia (P) nu este mentionati printre axiomele grupului.
Noi am trecut aceastii conditie printre axiome, pentru a preintimpina unele gregeli

curente, izvorite din faptul ci nu sinfem in posesia unor notiuni (parte stabild,
subgrup) care ar permite evitarea gregelilor.
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Dacd legea de compozitie este notatd aditiv, respectiv multiplicativ,

axiomele grupului sint urmitoarele:

Transcriere aditiva

(P) z + y este definit, oricare
ar fi z€G6, y& G (evident, 2 4 y
trebuie sd apartind Iui G). (A)
%+ (y +2) = (z+ y) + 2, ori-
care ar fi z, y, z € G.

(N) existd in G un element notat
cu 0 — elementul neutra — astfel
fncit: 24+ 0=0+4 2z = 2, ori-
care ar fi z € G.

(8) Pentru orice » € G, existi
un element opus (—=z) € G (si-
metricul lui z) astfel incit:

T+ (—2)=(—a)+z=0.

In cazul ctnd legea de compo-
zitie notatd aditiv, determini o
structurd de grup, se mai spune
cd grupul respectiv este un grup
aditiv. ;

Transcriere multiplicativ

(P) z -y este definit, oricare ar
fi zeG, yeG (evident z-y tre-
buie si aparting lui G).

(A) z+(y-2) = (z-y) -z, oricare
ar f1 z, y, z € G.

(N) existd in G un elemont notat’

cu 1, respectiv e, astiel incit:
21 =1-2 = z, respectiv z-¢ —
=ex =g, oricarec ar fi G,
(S) Pentru orice 26, existd un
element invers 2'€G (simetricul
lui ) astfel ineit:

T rarl=g1 p—e,

In cazul cind legea de compo-

zilie, notatd multiplicativ, deter-
mind o structurd de grup, se mai
gpune cﬁ, grupul respectiv este un
Srup muiiipireaire.

B : :
5.2.3. Exemplp. a) Multimea numerelor naturale N, fnzestratd eu
adunarea respectiv inmulfirea nu este un grup, cdci, de exemplu, con-

ditia (8) nu este indepliniti.

i.ntr-adevéir, de 1pild:i elementul 3 nu admite un epus (—3), respectiv
un invers {37! = —r_]—J care sd apartind lai N. Conditia (S) nu este

indeplinit.

b) Multimea Z a numerelor intregi formeazd un grup fa{d de adu-
nare, grupul aditiv al numerelor intregi.

intr-adevir:

(P) Dacid xe_d f yEZ, atunel 2 - y&Z (suma a doud numere intregi
este un numdr intreg). Adunarea este o lege de compozifie peste tot
definitd fn multimea numerelor intregi,

(A) Adansrea, in mullimea numerelor intragi, este asociativi:

&+ (y 4 z) = (x 4 y) 4 2, oricare ar fi 2€Z, yeZ, z € Z.
(N) In Z existd uvn element neutru, elementul 0:

2+ 0=0+ 2= a, oricare ar i z&Z.

e 5

(S) Pentru orice z= 2, existid un element —a2&Z (elementul simetrie
al lui @) astfel incit:

2+ (—2)=(—2)+2=0.

Deoarece adunarea este gi comutativd (z + v = y - 2, oricars ar
fi numerele intregi z s y), grupul aditiv al numerelor intregi este un
arup comutativ.

Multimea Z a numerelor intregi nu formeazi grup fatd de inmulfire.
Intr-adevir, nici un element, diferit de -1, nu admite un simetric
fatd de inmultire. Conditia (S) nu este indeplinita.

c) Muliimea Q a numerelor rafionale formeazd grup comutativ fajd
de adunare, grupul aditiv al numerelor rationale. Justificarea acestei
afirmatii se {ace in mod analog, ca in cazul grupului aditiv al numerelor
intregi,

Multimea ¢ a numerelor rationale nu formeazi grup fatd de inmul-

~ tire. Intr-adevir, sint indeplinite conditiile (P), (A), (N), dar nu este

indeplinitd condifia (8), cdci in @ existd un element, elementul 0, care

nu este inversabil,
d) Multimea Q" = @\ {0} (mulfimea numerelor rationale diferite

~de 0), formeazd grup fatd de inmultire, grupol multiplicativ al nume-

relor rationale diferite de 0. Dacd z€Q’ si ye(', atunci z - yeQ'.
{Produsul a dou# numere rationale diferite de 0 este un numdér
rational diferit de 0.) Inmulfirea este peste tot definitd in Q.
(A) Inmulfirea in Q' este asociativi:

2 +(y *2) = (z -y) -z (oricare ar fi 2, y, 2€ Q).

(N) In Q' existi un element neutru pentrn inmultire, elementul 1.
Intr-adevir
# ‘1 =41 2= =z, oricare ar fi 2. €0

(S) Pentru orice element x din @', existd un element 271 (inversul Iui )
astlel inecit:
zxl=xt-z2=1L

Deoarece inmulfirea este comutativi, rezultd ci grapul muliiplicaiiv
al numerelor rajionale este comutatio.

in mod analog se justifici urmitoarele afirmatii:

e) Adunarea determind pe mul{imea numerelor reale o structurd
de grup, grupul adittv al numerelor reale. Acest grup este comuiativ.

f) Adunarea determini pe multimea numerelor complexe o struc-
turit de grup, grupul aditiv ol numerelor compleze.

Acest grup este comutativ.

inmultirea nu determini pe mulfimea numerelor reale, respectiv,
multimea numerelor complexe, o structurd de grup. (Numérul real 0,
respectiv numirul complex 0, nu admite eimetric.)
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g) Inmuliirea determini pe multimea numerelor reale diferite de 0
(BN {0}) o structuri de grup, grupul multiplicaliv al numerelor reale
diferite_de 0. Acest grup este comutativ.

h) Inmulfirea determini pe muliimea numerelor complexe diferite
de 0 (C\ {0}) o structurd de grup, grupul multiplicativ al numerelor
complexe diferite de 0.

1) Inmuliirea determini pe mul{imea numerelor reale pozitive 2,
o structurd de grup, grupul multiplicativ al numerelor reale poziiive.
Intr-adevir,

(P) Inmulfirea este peste tot definitd in multimea [i,, céci produsul a
doud numere reale pozitive esle un numdr real pozitiv,

(A) Inmulfirea este asociativi.

(N) In R, existdl element neutru, pentru inmultire, elementul 1 (1€ R,).
(S) Inversul unui numdir real pozitiv este tot un numdr real pozitiv.

i) In mulfimea § a aplicatiilor bijective ale unel mullimi E pe ca
fnsdsi, compunerea determind o structurd de grup.

Pentru demonstratia acestei afirmatii verificim axiomele grupului.
(P) Prin compunerea a doud functii bijective definite pe o multime E
cu valori in E, ob{inem o functie bijectivii definitd pe K cu valori in E.
Intr-adevir, fie g : E» E gi f : E— E doudl aplicatii bijective (deci injec-
tive si surjective).

1) Functia gof este definitd pe E cu valori in E (fig. 39).

2) Functia gof este bijectivd, c#ci sint adevirate urmitoarele
implicatii:

&y F Ty = f(2,) 5 f(2,) =
= g(f(2q)) F &(f(x)).

3) Functia g o f este surjectivy, ecici, oricare ar fi z&E, existdl y F,
astfel incit z = g(y) i oricare ar fi y€E, existi v € F, astfel incit y =
= f() si deci z = g(f(x)); oricare ar fi zEE, existd x&E, astfel incit
amplal), e A |

Compunerea aplicatiilor bijective definite pe E cu valori in E este
o lege de compozifie peste tot definitd (condilia (P)).

(A) Compunerea aplicatiilor bijective f:JE — E este asociativd. (S-a
demonstrat la 5.1.17 (b)). ;
(N) In multimea aplicatiilor bijective f : E — E,

(Functia [ este injectivd.)
(Functia g este injectiva.)

£ aplicatia identicd e, e(z) = x, care este bijectiv,
£C £ este element neutru (5.1.23, b).
N eof =foe={, oricare ar fi aplicatia bijec-
o tivi f: E - E.
gor \\ J (S) Pentru orice aplicatia bijectivd f:E — E,

existd o aplicatfie bijectiva [ : & — E (5.1.26 (),

e inversa functiei f (aplicatia [ fiind bijectivi, este
NEF  inversibil¥) astfel incit:
Fig. 39, e K feki—1g,
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Grupul aplicatiilor bijective f : . — E (grup fati de compunere) se
mai numegte grapul iransformdrilor mullimii E.

Daed mulfimea E are cel pufin trei elemente z;, z,, z; atunci
grupu] transformérilor multimii ¥ este necomutaliv.

Intr-adevir, fie f:E— E si g: E— E doud aplicatii bijective
definite astfel:

z, dacd = & {xz; 2} I z, dacd = & {z;, 7}
f(z) = x5, dacd = =, w2lo) =5 @y dacd = &
Ty, dael m= 2, ] 2y, dacs & = a5

Evident cd aplicatiile /' si g sint bijective.
Avem: g(f(zy) = £(2) = 2, 51 f(2(x3) = f(@5) = 2. Agadar, gofs-

1) In particular, dacd mulfimea E este finit#, grupul transformaé-
rilor multimii &, devine grupul permutérilor asupra mulfimii E. Dacd
multimea £ are n elemente — putem considera E = {1, 2, ..., n} —
atunci grupul permutirilor asupra muliimii % este un grup cu n! ele-
mente (existd n! permutiri asupra multimii £ = {1, 2, ..., n}. Grupul
permutdrilor asupra unei multimi cu n elemente se mai numegte grupul
simelric de gradul n si se noieazd cu a,.

Pentru n >3, acest grup este necomutativ.

De exemplu, grupul simetric de gradul 2 (grupul permutérilor
asupra multimii £ = {1, 2, 3}) este un grup necomutativ cu 6 elemente.

Se verificd fird dificultate cd:

m) multimea vectorilor de pozitie formeazi grup comutativ fa{d
de adunare,

n) multimea translatiilor formeazi un grup comutativ fatd de com-
punere,

p) multimea rotatillor de acelagi centru, formeazd grup comutativ
fati de compunere,

q) multimea matricelor pitrate de ordinul n formeazi grup comuta-
tiv fatd de adunare, dar nu formeazd grup fatd de inmulire cdci matri-
cele singulare nu sint inversabile (manualul de algebrd pentru anul III),

r) multimea claselor de resturi modulo n formeazi grup fatd de
adunare, dar nu formeazi grup fatd de inmultire, cici 0 este neinver-
sabil.

5.2.4. Consecinte imediate ale axiomelor grupului

a) Compusul a trei, pairu, sau mai mulie elemente este acelagi, oricare
ar fi modul de agezare a parantezelor (consecintd a axiomei (A), 5.1.16
— teorema de asociativitate).

b) Intr-un grup existd un element neutrn (axioma (N)) si numai unul

(5.1.22, unicitatea elementului neutru).
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¢) Orice element admite un simetric §i numat unul (existenia este
dati de axioma (S), iar unicitatea este datd de axiomele (5) si (A); v.
5.1.25 — unicitatea elementului simetric).

d) Intr-un grup G a cdrui lege este notaid multiplicativ agem: (z7') 7 =u.

Intr-adevir, din za™! = z 'z = e (axioma (S)) rezultd cd inversul
lmi a7 este 2.

In cazul wnui grup a cérui lege este notatd aditiv avem — (—a) =
= 7.

5.2.5. Elementul z*, respeetiv na(z€N), operajii eu elemente de
aceastd formi. Legea de compozitie a unui grup fiind asociativd, com-
pusul a trei, patru sau mai multe elemente nu depinde de agezarea
parantezelor (Teorema de asociativitate 5.1.16). Ne vom ocupa la acest
punct de cazul particular, cind se compune un element cu el insusi
de mai multe ori, mai precis de elemente de forma ¢ T T 27 ... T .

Fie un grup G, a eciirui lege este notatd multiplicativ. Prin analogie
eu notatiile folosite la numere, vom pune:

al— g
B g =;

= e Ul
=z -2z 2

=y A ans

—

n elemente
Elementul z® va fi numit puterea ¢ n-a a Iui a.

Ohserviied 1) n cazul unei legi neasocialive, notali multiplicativ, se poate
defini ca mai sus puterea intii si a douna. Incepind de la puterea a treia, este nece-
garid o scriere cu paranteze, De obicel in acest caz se preferd o definifie de la ,stinga
la dreapta®:

2% = (2 2)+ « (primul 2 din stinga se compune cu al doilea si rezultatul cu al
treilea)

ot —= [z “@)c ale ete.

Se ohservii cil acceptind aceaslii definifie, in general, in cazul unei legi neaso-
ciative avem al =tz (z* 2), at £ (2- 2) « (@ 2), 2¥ £ 2« [2(x * 2)] otc.

Daci legea grupului G este notatid aditiv, atunci prin analogie cu notatiile de la
numere s¢ pune:

o
2ee=a+ 2
Srx=z+ a4+ =

n ¢lamentle
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Preciziim cd, in general, scrierea na nu reprezinta o inmulfire intre n si 2, ci

numai o notafie pentru elementui z 4 x4 ...... + 2 (De altfel, in general,

n elemente

n & G).

De exemplu, in grupul aditiv & al claselor de resturi modulo 3 avem:

A A A A A A A
5:2=242+4+2424+2=1(5&G).

Avem:
(” ghpm — gn+m
(Z:l (zhjm = grom,

Intr-adevir,

at v g = (Zep wovm) Yo gc, n) = m o p = g

e —
m elemente  n 4 m elomente

i e S

n clemente

e (@@, ) =

i clemente n elemente

m parantes

= e S S eI

—_———

mn elemente

Se observd ci in demonstratia relatiilor (1) §i (2) nu a intervenit decit axioma
(4). Aceste egalitati sint deci adeviirate, pentru orice lege asociativd notatd multi-
plicativ.

in cazul cind legea grupului este notatd aditiv, relatiile (1) si (2) devin:
(1) nx -+ mzx = (n + m)e,
(2) m(nz) = (mn)a.

2) Egalitatea (z-y)® = 2 -y, adevirati in cazul numerelor, nu esie ade-
viirald, in gencral, inir-un grup necomutativ.

De exemplu, dacii considerim grupul necomutativ al permutaviler asupra

mullimii {1, 2, 3, &4} si notdm { = (i s 4) sl g = (1 ey 4). Avem:

312 & 2143
Pl tagey . AIsR . .
R P NIREE R ;) si deci (fog)2£ 7o g

5.2.6. Simefricil compusului o doud san mai multe clemente. Tie G
un grup notat mulliplieativ ¢i 2 < G, y € G.

Avem:

) (@-y)l=yt-ot

intr-adsvar,

(g te ) = (G fiind grup, =z, respectiv y admiie un

simetric 71, respectiv y).
(teorema de asociativitate — 5.1.16).

- [lyy™ o] =
s

. (l! R e

Tt —e




Asadar, (z+y) (y2-2!) =e in mod analog, se arati ci (y'z)-
«(z-y) = e. Ultimele doud egalititi aratd cd jelementul y=-z' este
simetricul elementului xy, adicd
(x . y)—l jo— y—'l - x—l.
Se poate -demonstra fird dificultate cd

(2) (zry ot =z -yt

2 —1 il
() ilry iy = T = T B .

In cazul cind legea grupului este notatd aditiv e'galit.éil;ila (0, (2),
(3) se transeriu astfel: _

1) —(z +9) = (—y) + (—=)
(2) — (z + y + 2) = (—2) + (—y) + (—2),
(3) — (1 + @3 + oo + @) = (—%a) + oo + (—23) + (—29).

In cazul cind grupul G multiplicativ este comutativ, avem evident:

(¢-y)?r=at-y
(zry -z t=al-yt 7

s ELERE %
(B Bty =ae mH) S =0 S WG Ten Sl

I

5.2.7. Puateri eu exponent intreg intr-un grup multiplicativ. Intr-un
grap G, notat multiplicativ, avem: (z )" = (2")}, n € N. Redam ideile
demonstratiei in cazul » = 3.

Avem:

2 - (2l)d =
=(m-x,$)-(x’—'ln$'“l.x—l) —
=il (s g e (e — (S-a folosit asociativitatea care
permite 83 agezim parantezele
cum dorim.)

(S-a tinut seama od z-27! = e.)
(S-a tinut seama cd e este ele-
ment neutru.)
(Se repetd procedeul anterior.)
=gre'rl=zx"Tl=¢e

Asadar, 2% - (271)® = e. in mod analog se demonstreazd cd (a71)°-
.22 = e. Deci, 23(a)3 = (a1)3 - 2® = ¢, egalitatea care dovedeste ci
(z1)? este inversul lui 2?, adicd (2% = (271)%

Relatiile (a) 2 + 2™ = 2™*"%(n, m € N), (b) (2™)™ = 2"™(r, m € N) si
(¢) (z)* = (2")n € N) permit si generalizim notiunea de putere, de
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la puterea de exponent natural, la puterea de expone}it intreg (intr-un
grup multiplicativ), procedind aseminitor cu cazul numerelor.

In acest scop, vom pune:
=c¢,
%= (" gan 2™ = (22 () = @Y, ne X.

Egalititile (a), (b), (c¢) rdmin adevirate §i in cazul exponentilor
intregi. Agadar, avem

a* - xP= g8, w BEZ (a)
(mm)ﬁ =$uﬂ1 wnpBEZ (b)
(z7)* = (=), « € Z (c)

Vom demonstra numai ci egalitatea (a) este adeviirati, celelalte le propunem
ca exerciii.

Cazul 1. « = n, B =m; n, m  N.

Avem: 2%+ b = gh + g = ghtm = 2%+B (acest caz a fost studiat).

Cazul 2. « = 0, B = n, n = N.

Avern: a*cab = gVl — el = g — b+t 08,

in cazul « = n, B =0, n e I se procedeazi la fel ca in cazul 2.

Cazul 8. « =0, B = —n, ne N.

Avem: 2%+ 2P =al-a M =e an = N = 2B = g0+ = 2%4B,

in cazul « = —n, B = 0, n & NV se procedeaz la fel ca in cazul 3.

Cazul &,

ea= —n, B=—m, n, m = N.
Avem: a%+aB = gm-gzm =
= (2n)~1+ (am)"1 = (S-a aplicat definifia puterii de exponent.
intreg negativ.)
= (am zn)~1 = (8-a folosit relatia @+ b= = (b * a)=L)
= {wm-l-n)-l p—

= (anim)-1 = (S-a finut seama ci adunarea numerelor natu-
rale este comutativa.)
= g-(vtm)= (S-a tinut seama de definifia puterii de expo-

nent intreg negativ.)

= a()H-m= g%+B,

Cazul 5. &« = n, p = —m, n, m = N.

Daci n = m, atunci

% af =g g =2 = 2*B(a+ B =n+ (—n) = 0).

Daci n>m, atunci n=Fk-+ m, unde ke N, (k=n—m) si avem a%-
e B = ghtmegm — ghe gme gom — gh e 20 — gk — gn-m — gnt-m) — %8,

Daci n < m, atunci m = n - k, unde k € N (k = m — n) si avem: 2%+ z8 =
= gt gk = g g(-HR) = gnoegne gk = g gprh— gk — gnem — pu4B,
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5.2.8. Simplificarea la stinga si la dreapta. S-a vizut la capitolul
»Lliegi de compozilie interne® cd din @ = b, rezultd a T x = b T 2(a =
=b=aT =0T a), dar din e =z = b7 2 ou rezultd, in general,
a = b. (Discutia analoagd in cazul cind se compune z la stingua.)

Vom ardta ci intr-un grup G are loc gi implicafia inversd:

g B==0"T Z=0—220 (@, b, =z € G).

Intr-adevir,

(Am compus ambii membri ai ega-
litdtii cu 2', simetricul lui z.)

=a 1 (z72)=>b0T(zT 2)=  (5-a folosit asociativitatea.) ’

=aTe=b0Te= (S-a folosit proprietatea | &’ =
=¢.)

=a==" (5-a tinut seama ci e este elemen-

tul neutru.)
Asadar, (a T 2=0T 2)=>a=20.
In mod analog, se demonstreazii ¢ (z T a=2T ) = (a =b)-

Daci, dacé a, b, x sint elemente ale unui grup e cdrui lege de compozilic
este notatd cu semnul 7, avem:

() (e=0b)<(aT =0T z), respectiy
() (= B):<(g 7] = & b).

Relatiile (1) si (2), in cazul grupului aditiv, devin:
(a=be=(a-tz=10-} x)
(e =08) = (x4 a=z-0d).

In cazul grupului multiplicativ relatiile (1) si (2) devin:
(e =10)< (a2 =0b-x), respectiv
(e =10)e (x-a=x-b)

5.2.9. Eouafii infr-un grup. La acest punct ne vom referi la ecua-
tille de forma a T # = b, respectiv 2 T a =10 (coelicientii ¢ g1 & sint
elemente ale unui grup a crui lege de compozitie este notatd cu sem-
nul T, iar z este necunoscuta, element al aceluiagi grup).

Avem:
a P = b =
a»—l;’ TleTa)=eTbe (5-a folosit relatia 2 de la 5.2.3.)
wsla’ Ta)y T s=un ] he (S-a folosit asociativitatea.)
T G e (S-a tinut seama cid ¢ T a=e.)
S R (S-a tinut seama ci# e este cle-

ment neutru).

168

Asadar, ecuatia a T @ = b este echivalentd cu ecuatia z = o’ T b.
Altfel spus, ecuafia a T & = b are o singurd solutie z = o' T b. In mod
analog se aratd cd ecuctic [ a=2b, are o singurd solufie =0 T a'.
Ecuatiille a T 2 =4 si. # T e =15 au in general solufii diferite. Daca
grupul este comutativ, cele doud ecuatii au aceeasi solutie.

In cazul grupului aditiv afirmatiile anterioare se transcriu astfel:

Ecuatia a 4+ z =0 admite o singurd solutie z = (—a) b, iar
ccuabia x 4 a =05 are o singurd solutie x = b 4 (—a).

Dacd grupul este comutativ, atunci cele doui ecuatii au aceeasi
solutie = (—a) + b = b + (—a).

Aceastd proprietate ne permite si introducem intr-un grup aditiv
comutativ o operatie asemdnitoare cu sciderea §i notati cu semnul

—, in felul urmitor: b —a =5 4 (—a) = (—a) 4 b. Altfel spus,

b — a reprezintd solutia ecuatiei z -+ a = b, respectiv a + z = b.

In cazul grupului multiplicativ afirmatiile privitoare la solutiile
ecuatillor ¢ 7 o =05 §i 2 T a = b se transecriu astfel:
Ecuatia @+ 2 =25 admite o singurd solutie z = a1-b, iar ecuatia
x+a =05 admite o singurd solutie x = b+ gl

Dacd grupul este comutativ, atunci cele doui ecuatii au aceeasi
solutic & = a™' b = b-al. Aceastd proprietate ne permite si intro-
dacem intr-un grup multiplicativ comutativ o operatie aseménitoare
cu impdrlirea notatd cu semnul: sau linia de fractie, in felul urmitor:

b:a=a'-b=0b-a?, sau folosind notatia cu linia de fractie,
b

e R e
a

5.2.10. Izomorfism. Omomorfism (de grup). Existd un numir foarte
mare de exemple de grupuri. Aceste grupuri au multe trisituri comune,
provenite din faptul cd toate au aceeasi structuri (de grup), dar intre
ele existd in general si unele deosebiri provenite din natura diferiti a
elementelor lor. Aceste deosebiri pot fi insi neesentiale.

Se considerd identice din punct de vedere algebric doui grupuri,
de natura diferitd, atunci cind elementele lor se pot asocia doud cite
doud, astfel incit orice ,relatie algebrici“ intre elementele primului
grup sil fie adeviratd simultan cu relatia obtinutd inlocuind elementele
primului grup cu cele asociate din grupul al doilea.

Exemplu. Fie grupul G al claselor de resturi modulo 4 si grupul G’
definit de inmultlire pe mullimea {1, i, —1, —i}. (Se verilica fird difi-
cultate cd mulfimea {1, i, —1, —i} inzestrati cu operatia de inmul-
fire este grup.)
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11 — Elemente de algebri superioars, anul IV




Tabelele legilor de compozitie sint urmiloarcle:

pentru G pentru G’

+ 8 °F 4 3 e |__ 1___i —1 —i
" A ) A 1 —1 =
g 1 2 3 : e :
"l\ ,1\ ﬁ é 6 i 1. —I 1
o LS — 4 =4 1 i
212 3 0 1 |

513 6 1 5 e o S

Fa)
Asociem elementele celor doud grupuri in felul urmitor: 0cu i,

e = [ o . A i » . .
1 eui,2 cu —1, 3 eu —i. S4 notdm elementele asociate cu acelasi semn.
In felul urmitor:

?), respectiv 1, cu a

/i, respectiv i, cu b

ﬁ, respecliv. —1, cu ¢

§, respectiv. —i, cu d.

Tabelele celor doud grupuri devin:

pentru G pentru G
+|a &b ¢ d e|la & v d
a|a & @ d aif e bie |
blb ¢ d a blb ¢ d a
cle d& a b ¢lle d @ b
&) d w boe il ds ael e

Se constatd cd desi grupurile sint formate din obiecte diferite, de
data aceasta notate la iei se obtine acelagi tabel. Deci orice relatie intre

elementele primului grup — definitd cu ajutorul tabelului respectiv —

este adeviiratd simultan cu relatia corespunzitoare intre elementele
din grupul al doilea — definitd cu ajutorul tabelului respentlv cick
cele doud tabele sint identice.

Se spune in acest caz cd cele doud grupuri sint izomorfe si se consi-
derdl identice din punct de vedere algebric.
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‘Sd analizdm procedeul prin care am identilicat cele doud grupuri.

a) Intii s-a asocial oricirui element din primul grup, un element
si numai unul din al doilea grup astfel incit orice element din al doilea
grup sd fie asociat cu unul st numai unul din primul grup.

Cu alte cuvinte s-a giisit o functie f:G — (:, b:Ject.Wd care esle

deflinitd astlel: ](0 =10 f(i) ==, Fl2 )= —1, f(3) = —

b) S-au notal elementele care se corespund prin [ cu aceleagi semne
si s-au obtinut tabelele identice. S8 vedem ce proprietate trebuie sa
aibd funefia f, pentru a fi posibil acest lucru.

S& presupunem cil legea grupului G este notatdi cu semnul T, iar
legea grupului G* este notata cu semnul _| . Si considerdm 26, yeG.
Fie z = y. Blementelor 2, y, z le corespund prin f, elementele
f(z), f(y), f(z). Elementele care se coregpund sa le notdm cu aceleasi
semne, astfel:

&, fla) e a

Y, f(J) cu
z, f(z) cu e

=~

Elementul f(2) | f(y) il notim cu d.
Retinind din tabelul grupului G linia elementului 2 si coloana ele-
mentului ¥, avem pentru G:

5 y T | b

, respectiv

0 e wrvmes o 500 T Tl [ S ¢
In G' avem:
Ll e i b
: , respectiv
FUEN = i fez) 1. fiy) (¢ [ PR d
T ' b '
Tabelul i trebuie sd f{ie identic
a # ...... ¢
L I b
cu tabelul ) - Asadar, ¢ trebuie si fie
ol gt I

163
Al1x




identic cu d. Dar in G', ¢ reprezintd pe f(z), iar d pe f(z) | f(y). Deci
trebuie sd avem

f(z) = f(z) L f(y), adicd f(z T y) = f(z) L f(z).

Agsadar functia f:G — G’ este caracterizatd de urmitoarele pro-
prietati:
a) este bijectivi,

b) f(z T y) = f(z) L f(y)-

DEFINITIE. Fie G un grup a cdrui lege este notati cu | si G’ un
grup a cirui lege este notatd cu | . O aplicatie {7 G— G’ se numeste
izomorfism daci:
a) este bijectivi.

b) flz T y) =f(z) L f)

Daca intre grupurile G si G' existd un izomorfism, atunei se spune
cil cele doudl grupuri sint izomorfe, gi se considerd identice din punct
de vedere algebric. ‘

O aplicajie [ : G — G' se numeste omomorfism, dacd este indeplinili
numat condifia (b).

Notiunea de omomorfism joacd un rol foarte important in studiul
structurilor algebrice. Limitele materiei confinute in acest manual nu
ne permit, insd, si punem in evidenld importanta acestei notiuni.

Daca legile grupurilor & §i G” sint notate ambele multiplicativ, res-
pectiv aditiv, atunci egalitatea (b) devine:

flz - y) = f(=) - f(y), respectiv f(x + y) = f(x) 4 f(y).

Daca legea grupului & este notatd aditiv, iar legea grupului G’ este
notaté multiplicativ, atunei relatia (b) devine:

f@ +y) ={(x) - [(y).

Dacél legea grupului G este notatd multiplicaliv, iar legea grupului
G’ este notati aditiv, relatia (b) -devine:

f(z - y) = f(z) + f(y).

Un wzomorfism f:G — G se numeste un automorfism.
Un exemplu de auntomorfism este aplicatia identici.

Exemplu: Grupul aditiv al numerelor reale este izomorf cu grupul
multiplicativ al numerelor reale pozitive.

Intr-adeviir funciia expomentiali (f: R — R, f(z) = o*, a=~1,
a >0) este un izomorfism, cici f(z + y) = @™V = o -a¥ = f(2) f(y).
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TEOREMA. Fie G si G’ dou3 grupuri a ciror lege este notati mul-
tiplicativ, avind element neutru pe e, respectiv ¢'.
Dacid f: G — G este un izomorfism, atunci:
(1) f(e) = ¢’ (imaginea elementului neutru din primul grup este ele-
ment neutru, in cel de-al doilea grup).
(2) fla) = [f(z)]™ (imaginea simetricului lui @, este simetricul
imaginii lui .

Demonstratie

p )(1) Fie #'€G'. Aplicatia f, fiind surjectivd existi zeG, astfel ineit
%) = &',
Avem z' - f(e) = f(z) “fle) =f(z *€) = f(x) = 2.
Analog se aratd cd f(e) - @' = 2’ i deci f(e) este element neutru.
Demonstratia egalititii (2) o propunem ca exercitiu.

Inele

5.2.11. Adunarea si inmullirea defermind pe multimea Z a nume-
relor intregi, o structurd algebrici caracterizatd de urmitoarele proprie-
tatn:

a) Adunarea determind pe Z o structurd de grup comutativ.

b) Inmulfirea este asociativd si comutativi.

¢) Existd element neutru fatd de inmultire (numirul 1).

d) Inmultirea este distributivd fati de adunare.

Existd exemple de multimi inzestrate cu douid legi de compozitie
(adunarea si inmultirea) astfel incit, inmultirea nu este comutativi
(mul{imea matricelor pidtrate de ordinul n) sau nu existd element uni-
tate (mulfimea numerelor pare), cele doud legi de compozitie avind
celelalte proprietdli mentionate in cazul numerelor intregi. :

DEFINITIE. Doud legi de compozitie, prima notat3 aditiv si a doua
multiplicativ, definesc pe o multime 7 o structuri de inel daci:

A, Adunarea este peste tot definiti.

A, Adunarea este asociativi, adies, (z 4 Y+ z =
= & + (y + z), oricare ar fi, z, y, z&1.

Grup adiliv | A, Adunarea este comutativii, adiedi =z |- y —

comutativ = y + =z, oricare ar fi z, yI.
Ay Existdi 0</, astfel fneit 0 + z — =, oricare ar
fi z=L

A, Oricirui element x&1, i se poate asocia un ele-
ment — z& /, astfel ineft z - (—z) = 0.
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M, Inmulfirea este peste tot definiti.

M, Inmaulfirea este asociativii, adied z - (y -z2) =
= (& sy} <2, oricare ar' i =z, 'y, z&l

Dy, Inmulfirea este distributivi fati de adunare,
adied, oricare ar fi z, y, z€1, avem:

2 (y42z)=I(=z - ?/)—;{ %)y
(y+2 2=y -2+ 3.

Dacél inmullirea este comutativd se spune ci inelul este comutativ.
Daci existd element neutrn fald de inmultire se spune ca inelul este
cu element unitate.

5.2.12. Exemple. a) Inele numerice

Adunarea gi inmultirea determina pe urméitoarele multimi de numere
o structurd de inel:

1) mul{imea Z a numerelor intregi (inelul numerelor intregi, inel
comutativ cu element unitate),

2) multimea numerelor intregi pare (inel comutativ, fard e]emcnt
unitate),

3) multimea Q respectiv R, C' a numerelor rationale respectiv reale,
complexe (inele comutative cu element umLale)

b) Multimea matricelor pdtrate din ordinul n (inel necomutativ, cu
element unitate).

¢) Clase de resturi. Adunarea gi inmulfirea determind pe multimea
claselor de resturi modulo un numar natural z o structurd de inel comu-
tativ, cu element unitate.

5.2.13. Inmultirea eu 0. Divizori ai lui 0 ] )
intr-un inel 7, daeid cel pufin unul din factorii unui produs este 0,
atunci produsul este egal en 0, adiea

@ 0=0, vrespeetiv 0 -a=20 (ac ).
intr-adevir, avem:
a0 4+0)=a 0 (ciet, 0+0=0) 8i a(0+0)=a - -0+a -0

(distributivitatea) si deci ¢ +0=a -0+ a -0. Notind a -0 cu z,
avem & = 2 + & §1 adunind, la stinga pe —x, obfinem (—=z) 4 2z =
= (—2z) + (z + z), de unde 0 = 2z, adicd a * 0 =

Egalitatea 0 @ = 0 se demonstreaza la fel.

Reciproca alirmatiei demonstrate nu este adeviirald in orice inel,
mai precis, existd inele in care produsul a doud (sau mai mulle elemente )
este egal cu 0, fird ca nici unul din factori sa fie 0.

Exemplu: 1) In inelul claselor de resturi modulo 12, avem:

§.4-=0
i (3£0; 440

166

r

Un element d == 0 al unui inel I se numeste divizor al lui 0, dacd existd
un element d' == 0 asifel incit:

d-d =0sau d d=0.

. . fad - Al . .
In inelul claselor de resturi modulo 12 elementele 3 si 4 sint divi-

A
zori ai lui 0.

Orice inel numeric (fatd de adunarea gi inmultirea curenti) nu are
divizori ai lui 0. Intr-adevir, in cazul numer-elor dacit un produs este
ega] cu 0, atunei cel putin unul din factori este egal cu 0.

2) Inelul matricelor pitrate de ordinul n (n>/d) are divizori ai
lui 0. Verificdm afirmatia in cazul matricelor pitrate de ordinul 2.

Fie A =‘ (l) 8 gl B — ‘\O Y doud malrice de ordinul 2 nenule.
|0 O‘
Se verificdi, fard dificultate, ci A 5= \O oll’
1
5.2.14. Regula semnelor intr-un inel. In cazul numerelor, regula
semnelor la inmullire se reduce la urmitoarele relatii:
a) (—a)-b=a-"(—bd) = —(a-b),
b) (—a)-(—b) =a-b.
Vom ardta acum cid aceste egalititi sint adeviirale in orice inel.
Avem:

[a +(—a)]-b=0+b=0 (Inmullirea cu 0;
Aplicind distributivitatea avem:

| e+ (—a)]-b=(a"b) + (—a)

5.2.13.)

* b. Deci,

(@+d) 4 (—a) - b =0 si adunind la stinga pe —(a-b) obtinem:
—(a*b) +[(a-b) 4 (—a) bl = —(ab), de unde
(—a) b= —(a-b).
In mod analog se verilicd egalitatea a(—b) = —(a * b).
Pentru a verifica egalitatea (b) punem --b = .
Avem: (—a) (—b) = (_a) = —(a*x) = —[a(—b)] =
= —[—(a-b)] =a-
Daca |ne]ul este cu eIement unitate, atunci (—1)z = —a. Intr-ade-
vir (—l)z = —(1-z) =

5.2.15. Simplificarea la btmga si la dreapta intr-un inel firi di-
vizori ai lui 0. Fie un inel 7 fird divizori ai lui Oacl,zelyelsi
| a == 0. Din egalitatea ax = ay rezultd x = y. (Se spune in acesl caz ca
‘ egalitatea ax = ay se poate simplifica la stinga, cu a = 0.)

J 167




Intr-adeviir, din az = ay, rezulti prin adunare la dreapta a elemen-
tului. —ay:

ar + (—ay) = (ay) + (—ay)) = 0. Cum —(ay) = a(—y), avem:
ar +a*(—y) =a-(z+ (—y) = 0. Inelul I, fiicd fard divizori ai
lui 0 §i a0, rezultd z 4 (—y) =0, de unde, adunind la dreapta
elementul y, obtinem z = .

In mod analog, se poate ariita ci
(va = ya §i a = 0) = x = y. (Se spune in acest caz cd egalitatea za =
= ya se poate simplifica la dreapta cu a.)

5.2.15. Reguli de caleul intr-un inel. Reguli care rezultid din propriclaica unui
inel de a fi grup comutativ fatd de adunare.

Un inel 7 fiind grup comutativ fati de adunare, avem:

—(—2z) = a(1), a = I (5.2.4. (d))
— (@ + Zp+ oo + zp) = (—@) 4 (=) oo+ (—2n) (2), =y 29 vy @p=d
(5.2.6), :

Penftru simplificarea scrierii se face conventia si se scrie # — y in loc de 2 |-

+ (—y), —2z+ yin loc de (—z) 4 y, —x — y inloc de (—a) + (—y). Cu aceastit

conveniie, relatia (2) devine
—(z + Tt o d ) = — 2y — 2y —ay

in cazul numerelor reale regisim regula prin care se afirmi cd ,minus in fata
unei paranteze schimbd semmul tuturor termenilor®. Aceastd reguld, foarte frec-
vent utilizatd in algebra elementard, rezulld, asadar, din proprietatea mulfimii
numerelor reale de a fi grup comutativ fatit de adunare. Tatd 5i alte situatii uzu-
ale, din algebra elementard, carc se justificdi prin proprictatea numerelor reale
de a forma grup comutativ fatd de adunare.

a—b—¢)=a—b—(—¢c)=a—b+ ¢
a—(b—c—dj=a—b—(—¢)—(—d)=a—b- c+ d ete.
Inmultirea unei sume cu o altid sumd.

Toale clementele care intervin in relaliile ce urmeazd se presupun dintr-un
inel 1.

Avem:
al@y + @+ .. + @a) = az + azy + ...+ azp : (1)
respectliv (2 + a5+ .. + 2p)a = ma + x2a + ... + 2h0. (1)

Intr-adevir, daci facem notatiile: @, + ... + ay, = Yoo B3¢ Xyt o L op =
= Yoy o0y Tyoy + Ep = Yn-y, abunci, aplicind distributivitatea, obfinem succesiv:
alzy + 2+ ..+ ) = alz, + yy) =
= az; + ay, = az; + al(z, + ... + xp) =
= az; + alz; + y;5) = ax, + azvy + ayy = ... =
e= aw; -+ axy 4 ... + az,. In mod analog se verifici egalitatea

(g + 2 + ... + zp)a = 20+ 200 + ... + 2pa.
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{ay-F a4+ oo+ ap) (2, + 25+ .o F 2) =
= ;% + 3% + ... + amr; +
Ty + A%y + ... - s -
4T + Gun + ... + Ay,
Aceasli relalie se poate scrie cu ajutorul simbolului X astfel
m n n m
(EW)'ZJ{;‘ *2(2“5‘:"1)'
i=1 =1 =1 \k=1
Pentru demonsiratie, si punem a; + a3 -+ ... + ap = a.
Avem :
(ay 4+ ag 4 oo am) (2 + 2+ oo+ ay) = alay + 2, t it an) =
= azx; -+ axy+ .. -F axy =
= {a, + ay+ ... -+ am)ay +

4 (ay 4+ @+ oo + aya)an +

+ (a4 @+ oo+ ag)an =
= o2 + ayxy + . + am, +
+ &%+ ayry + .. @y +
+ ayxn + asry + ...+ epzn.
Diim acum citeva situafii uzuale, in algebra elementard, in care regulile de
caleul (cu numere reale) se justifici prin proprietiitile mentionate:
e+ b) (e + y+ 2) =az+ ba+ ay -+ by + az + bz
fa—b)(2—y+z2—1)=azx+ (—bla+ a(—y) -+ (—=b)* (—y) +
+ azt (—b)at a(—1) + (D) - (—1) =
=ax — bx — ay + by + az — bz — at + bt
Caleulul cw polinoame, avind coeficienti intr-un inel comutativ.
inmultirea fiind asociativd, intr-un inel sint adevirate egalititile: an - gm —
= antm gi (an)m = gnm (5.2.5),
Fie a,, ay, by, by si z, elemente dintr-un inel 7.
Avem:

(a0% + @) (boz + by) = apabyz + aybyz + agab, + aby.

Se observi cid dacd inmulfirea nu este comutativdi, atunci scrierea rezulia-
tului, ca o sumi de termeni, dupd puterile descresciitoare ale lui z, nu este posibila.
Dacdl inmultirea este comutativi, atunci avem:

(aga + ay) (box + by) = agbezz + abex + agh,z + ab, =
= aghpa® 4 (a1bg + agby)2 + ab,.
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Regulile de calenl folosite la calculul produselor de polinoame cu coeficienti
din mulfimea numerelor reale (sau complexe) se justifici prin aceea ci multimea
numerelor reale (respectiv, mulfimea numerelor complexe) formeazi inel comutativ,

Dam acum citeva silualii uzuale din calculul cu polinoame care se justificd,
pe baza regulilor de calcul intr-un inel comulaliv.

(1) (agz® + ayx 4 ay) (byx® 4+ ba® + by + by) =

= aghyx |- (aghy + a;bg)at + (aghy + a0y -+ asby)a® +
+ (aghs + ayb, 4 asby)a® + (aby + ashy)x + auby

(2) (az? — b) (ca® — d) = acat — (be + ad)z® | bd.

5.2.17. Inele pe polinoame cu coeficienti numeriei. Fie Z[2], Q[x],
R[z], C[x] mul{imea polinoamelor cu coeficienti intregi, respectiv ratio-
nali, reali, compleesi.

In aceste multimi adunarea si inmulfirea determind o structurd de
inel comutativ, cu element unitale si [drd divizori ai lui 0 céei:

Ap. Suma a doud polinoame cu coeficienti intregi, respectliv ratio-
nali, reali sau complecsi, este un polinom cu coelicienti inlregi respec-
tiv rationali, reali sau complecsi.

A 4. Adunarea polinoamelor este asocialivil, ciici oricare ar fi poli-
noamele P(z), Q(x) si R(z) din Z[z], respectiv Q[2], R[x] sau C[z],
avem

[P(2) + Q)] + R(z) = P(2) + [Q(2) + R()].
Ae. Adunarea este comutativii, cilei oricare ar fi polinoamele P(z)
si Q(z) din Z[ 2], respectiv Q[2], R[] sau C[x] avem:
P(z) + O(z) = Q(z) + P(a).

Ay. In Z[a], vespectiv Q[z], R[z], C[x] existd element neutru fat¥
de adunare. Acesta este polinomul nul P* (P*(x) = 0):

P(z) + P* = P(a).

Ag. Oricare polinom P(x) cu coeficienti inlregi respectiv rationali,
reali, complecsi, admite un opus, polinomul —P(z) care este un poli-
nom cu coelicienti intregi, respectiv rationali, reali, complecsi. Avem:

P(z) 4 (— P(x)) = P*.

Agadar, adunarea determind pe Z[xz], respectiv Q[z], E[z], C[z]
o structurd de grup comutativ.

Mp. Produsul a doud polinoame din Z[z], respectiv Q[zx],
C[z] este un polinom din Z[z], respectiv Q[«], R[z], C[«].

M,. Inmulfirea este asociativd, cici orvicare ar fi polinoamele P(z),

Q(2), AH(x) din Z[2], respectiv Qlz], R[], C[a] avem:
[P(2) - Q(a)] - R(x) = P(z) - [Q(x) - R(a)].

R[],
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Inmultirea este comutativd, cdei oricare ar fi polinoamele P(z) si

Q(x) din Z[z], respectiv Q[x], R[z], C[x] avem:
P(2) - Q(a) = Q(a) * P(a).

In Z[xz], respectiv Q[z], R[z], C[z], polinomul identificat cu numi-
rul 1 este element unitate fatd de inmullire, cdci P(x) * 1 = P(x), ori-
care ar fi P(x). ‘

Dy Inmultirea este distributivd fatd de adunare, cici oricare ar {1
polinoamele P(z), Q(z), R(x), din Z[z], respectiv Q[z], R[z], Clx]
avem:

P@)0(x) + R(@)] = P(x) - Qa) + P(a) * R(z).

Proprietitile enumerate aratd cd adunarea i inmullirea definese
pe multimea Z[z], respectiv O[], R[x], C[a], o structurd de inel comu-
tativ cu element unitate.

Si demonstram acum ed in Z[2], respectiv Q[x], A[x], C[x] nu existi
divizori ai lui 0. !

Fie douid polinoame P(z) si Q(x) diferite de polinomul nul. In acest
caz cele doud polinoame pot fi scrise sub forma P(a) = ap2™ + ... + ay,
cu ag == 0 si Q(z) = bpa™ + ... + by, cu by =~ 0.

Avem:

P(z) - Q(z) = aghpa™™ + ... + @by §i cum in Z, respectiv @, R, C
nu avem divizori ai lui 0, rezultd agh, == 0 §i deci polinomul P(z) - Q(x)
nu poate fi polinomul nul.

Consecinjd. Dacd P(z) 5= P*, atunci:

P(z) - Q(z) = P(z) * R(z) = Q(x) = BR(z) (v. 5.2.15).

Observare. Faplul ¢ adunarca si inmultirea delermind pe mullimea polinoa-
melor eu coeficienli intregi, respectiv ralionali, reali, complecsi, o structurd de
inel comutaliv, cu element unitate- gi fird divizori ai lui 0, rezultd din pro-
prietatea multimii din care se considerd coeficien{ii de a forma inel comutaliv,
cu element unilate si tard divizori ai lui 0, céci operatiile cu polinoame se reduc
la operafii cu coeficientii acestora.

5.2.18. Izomorfism. Omomorfism (de inel). Motive analoage cu cele
expuse la 5.2.10 au dus la necesitatea gisirii unor criterii dupi care
s se identifice, din punct de vedere algebrie, doud inele. '

DEFINITIE. Fie I si I' doui inele. O aplicagie: I — I' se numeste
izomorfism daci:

a) f este bijectivi,
b) f(z + y) = f(2).+ [(y),
o f(z-y) =f(2)-[(y)
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Daci intre inelele 7 si 7' existi un izomorfism, atunci se spune ci

iﬁ\)cgzstea sint izomorfe si se considery identice, din punct de vedere alge-
ric.

O aplicatie: f: 1 - 1I', se numeste omomorfism dacd indeplineste con-
ditiile (b) si (c).

Exemple de inele izomorfe vor fi date la exercitil.

Din definitia izomorfismului, rezultd imediat urmitoarele conse-
cinte:

(1) £(0) = 0.

(2) Dacd inelul I admite ca element unitate pe 1, atunci f(1) este ele-
ment unitate in I,

(3) Dacd inelul I este comutatio, atunci st inelul I' este comutatip.

() fl2y + 25 + ... + 2,) = f(@) + f(2) + oo + f(2,).
n particalar, f(nz)= nf(z).

(5) fl@y* @y« oov v @) = fl@) * F(@s) + e+ fla).

In particular, f(2™) = [f(z)]"

Demonstratia propozitiilor (2), (3), (4), (5) le propunem ca exereitii.

Corpuri

5.2.19. S-a vizut cii adunarea si inmultirea definese pe multimea
numerelor rationale o structurs de inel, cu element unitate.
In inelul numerelor rationale, orice element diferit de 0 este inver-

. « . . a .
sabil. (Inversu] numérului rational z = 5 este numdérul rational 2~ =

= _E 3 K7 a’;‘"‘l —; g_ _i = 1 5
“ 9 8 : ;
Aceastd proprietate nu are loc in inelul numerelor intregi (in inelul

numerelor intregi singurele elemente inversabile sint 1 si —1),

Observafii. 1) Dacil intr-un inel cu element unitate, avem 0 = 1, atunci & —
= {0}. Intr-adevir, fie  « E. Avem:

@+1 = a (1 fiind element unitate).

#+0 =0 (inmultirea cu 0 intr-un inel).

Dar1 =0gideciz+1 = 2-0 deunde z — 0.

2) Intr-un inel cu element unitate, dacii E =~ {0}, alunci 0 nu este inversabil

Intr-adevir, si presupunem, contrariul, ci 0 este inversabil si si nolim cu
0~ inversul lui 0,

Avem: 0+0-1 =1 gi

0°:0"1 =0 (inmulfirea cu 0 intr-un inel).
Asadar, 0 = 1, si deci E = {0} (observatia 1) ceea ce contrazice ipoleza I =% {0}.
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DEFINITIE: Doui legi de compozitie, prima notati aditiv iar a doua
notatd multiplicativ, determini pe o multime K o structuri de corp
daci:

Ap.  Adunarea este peste tot definiti.
A, Adunarea este asociativi, adiea:
(z+y)+z2=2+ (y+ 2), ori
care ar fi z, y, z € K.
Adunarea  este comutativi,
adied: z + y = y + z, orieare

ki 4 arfi v, y € K.
comutativ | 4y.  Existd 0 € K, astfel fneft:

0 + o = z(respeetivz 4 0—=ux),
' pentru orice z € K.
Ag.  Pentru orice 2 € K, existi

A('.

T

Titel éu —xe K, astfel ineit: 2+ (—x)=
element =0 (respectiv —z 4 z = 0).
unitate Mp.  Inmulfirea este peste tot definita.

M,. Inmultirea este asociativi, adici
(z+y) z=x-(y-2), oricare ar
fiz, y ze€ K.

My. Existd 1 € K, astfel incit:
1-2=2x-1 =z, oricare ar fi
re K.

Dy s Inmulfirea este distributivi fats
de adunare, adiei:

(Y +2) =2y + a2
(y + 2) * * = yx 4 zx, oricare
ar fi 2, y, z € K.

Mg.  Pentru orice x #= 0 din K existi

' € K astfel ineft:
grat=gl g=1.
— Dacii inmulfirea este comu-
tativii, adied: z-y = y - x, ori-
care ar fi z, y € K, corpul se nu-
megte comutativ.

Observare, Se admite ci un corp contine cel putin dou# elemente (distincte): 0si1.

5.2.20. Exemple. 1. Adunarea si inmulfirea definesc o structuri
de corp pe urmditoarele multimi:

a) Multimea numerelor rationale Q (corpul numerclor rationale.
Acest corp este comutativ).

b) Multimea numerelor reale (corpul numerelor reale. Acest corp
este comutativ).
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¢) Multimea numerelor complexe (corpul numerelor complexe.
Acest corp este comulativ). Intr-adevir, se gtie cd adunarea si inmul-
tirea deflinesc pe mullimea numerelor complexe o structurd algebrici
de inel cu element unitate.

Dacd z=a + bi (z € C si 240), atunci 27! =

i ' a
a + bi a® - b?

|

a? 4 b*

2) Adunarea si inmultirea definesc pe mullimea claselor de resturi
modulo an numdr natural p prim, o structurd de corp, corpul claselor
de resturi modulo p. Intr-adevir, adunarea si inmullirea definesc pe
mulfimea claselor de resturi modulo un numir natural o structuri
de inel cu element unitate. Dacd se considerd clasele de resturi modulo
un numdr natural prim, atunci orice element diferit de 0 este inver-
sabil.

Corpul claselor de resturi modulo p este un corp comutativ.*

It =1.

5.2.21. Lipsa divizorilor lui 0. Corpul fiind o structurd algebric#
particulard de inel; intr-un corp au loc toate proprielilile care au loc
intr-un inel.

Intr-un corp K nu existi divizori ai Iui 0.

Altfel spus, produsul a doud elemente dintr-un corp, diferite de 0, este
un element diferit de 0.

Intr-adevir, si presupunem contrariul, ¢# intr-un corp existd doud
elemente ¢ =~ 0 i b=£0 astfel incit - b = 0.

Avem:
ab=0. ‘

(S5-a inmuliit la stinga cu . Elementul
a fiind diferit de 0 este inversabil.)
(5-a folosit asociativitalea inmultirii.)

¢l (ab)=al-0

(et-a)-b=a1+0

b= et (S-a utilizat relatia a'+a = 1.)

b=t »0 (S-a folosit faptul c¢d 1 este elementul uni-
tate.)

b=290 (Inmultirea cu 0 intr-un inel.)

Egalitatea b = 0 contrazice ipoleza b =% 0.

Agadar, un produs de elemente dintr-un corp este 0, daci i numai
dacd cel putin un factor este 0:(a-b) = 0) < (@ = 0 sau b = 0).

Un inel in care existd divizori ai lui 0, nu este corp.

5.2.22. Altd definifie a corpnlui. Dacd adunarea si inmultirea defi-
nesc pe o multime K o structurd de corp, atunci inmultirea defineste
pe multimea K\ {0} o structurd de grup multiplicativ.

* Be poate demonstra cii orice corp finit (un corp definit pe o multime finité)
este comutativ (Teorema lui Wedderburn). !
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Intr-adevir,

Py Inmultirea este peste tot deflinitd in mullimea K~ {0}, (Pro-
dusul a doud elemente diferite de 0 este un element diferit de 0.)

P,. Inmultirea este asociativi.

Py. Existd element unitate.

Pg. Orice element diferit de 0 (din K™\ {0}) este inversabil.

Cu aceastd observatie, putem formula definitia corpului si astfel:

Doud legi de compozitie, una notatd aditiv si alta notati multipli-
cativ, determind pe o multime K o structurid de corp, daci:

a) Adunarea determind pe K o structuri de grup comutativ.

b) Inmultirea determini pe K\ {0} o structuri de grup.

¢) Inmultirea este distributivi fatd de adunare.

5.2.23. Fracfii fntr-un corp comutativ. Daci intr-un corp comu-
tativ, facem notayiag = a - b1, respectiv {l = b1 a (b5 0) (aceste

i : . 1
notatin gint sugerate de cele folosite la numere, unde ¢+ b = qa - g

a 1 . o
== a.) atunci putem electua cu elementele sale calcule analoage

b b »
cu cele de la [ractii.

Avem:
s a
a4 = — a
P )
Lyl addbie g
Bl bed
a c a*ec
AL .
Hel bed (c)
In particular, a+= =<2
d d
A
l’.—ii—ﬂ'.‘l (d)
R b e bec
d
i,
: . ped B
in partioulary, —=225, 21— %,
¢ ¢ bee

SLIC\.




Demonstrim numai relatiile (a) si (b).
a) Avem: -‘13': ge)rt ==
b) Avem:

%:a-bﬂ:b—l-a,g:c-dﬂ:d-l-c,

Lder'c
b-d
= (a'd—l—b'c)'(d’l'b—l) ==

=(a-d+b-c)(bd)yt =

(S-a folosit relatia
(b d)yt = dt- b
=(ad) (@1 4+ (b-c)- (5-a folosit distributivitatea.)
(dt b Y=a-d dt-b14b-571 (S-a tinut seama c¢d inmultirea
“grdr=g bt + et = este asociativd g comutativi.)
N R (S-au folosit relatiile o - d—t = |
b d $i b-bt =1 gi s-a utilizat pro-
prietatea elementului neutru.)

5.2.24. Tzomorfism. Omomorfism (de corp).

DEFINITIE. Fie K si K’ dou# corpuri. O aplicatie f: K — K’ se
numeste izomorfism, daci:

a) [ este bijectivi,

b) f(z + y) = (=) + f(y),

) f(z-y) = f(=)-f(y).

Daci intre corpurile K si K’ existd un izomorfism, atunci se spune
cd cele doud corpuri sint izomorfe i se considerd identice din punct de
vedere algebric.

O aplicaie f: K — K' se numeste omomorfism dacd indeplinesle
condititle b) si ¢).

Exemple de corpuri izomorfe, vor fi date la exercitii.

Un izomorfism f : K - K se numegte automorfism.

Exercitii

Exemple de legi de compozitie

1. Fie multimea E = {1, 2, 3, &, 5, 6}. Notim cu z T y, cel mai mare divizor
comun al numerelor 2 si y (x € E, y € E).

a) Corespondenta (x, y) - = T y delinegte o lege de compozitie in E.

Si se intocmeascd labelul legii de compozitie. Este aceasti lege peste tot defie
nita?
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b) 84 se verilice ci: (2T 3) T6=2T (37T76).

c) Sd se caleuleze: [(8°T 6) T 41T (&T 2).

d) S& se rezolve ecuatiile: 2 T6=2,2T73=3, 2 T5=5.

2. Fie mulfimea E = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8}. Nolim cu 2 T v céel mai mic
multiplu comun al numerelor z 5i y (z = E, y  E).

a) Corespondenta (2, y) — « T y delineste o lege de compozitie in E. Si se inloc-
meascid tabelul legii de compozitie. Este aceastd lege peste Lot definiti?

8. Fie multimea B = {0, 1, 2, 3, 4, 5,6, 7, 8} si 2 Ty = |2 — gl {we B,
y € E).

a) S se Intocmeascd labelul legii de compozitie. Este aceasti lege de com-
pozitie peste tot definitd?

b) Este adeviratd afirmalia: (¢ T y) T 2= 2 T (y T z) orvicare ar i z, y, 2
din F?

c) Bste adeviirati afirmatia: T y = y T =, oricare ar fi z, y din E“?

d) Si se rezolve ecuatia (x T 2) T 8 = 1.

: i 4 .3 - | 1

4. Fie mulfimea E = {?: 57 gt *° -}—{.c = H[x: iy ® EN)}.

a) Este inmultirea peste tol definitd in £?

b) Este adunarea pesle tot definitd in E?

5. Si se precizeze dacd adunarea, respectiv sciiderea este sau nu este peste
tot definitd in urmitoarele mullimi: N, Z, Q, R, C, Q4, R,, Z\ {0}, ON {0},
B\ {0}, O\ {0}.

6. Sd se precizeze dacd inmultirea, respectiv impdirfirea, este sau nu peste
tot definild in urmitoarele multimi: N, Z, Q, R, C, Q4, Ry, Z\ {0}, Q\ {0}, R\ {0},
C\. {0}

7. Fie M multimea permuidrilor asupra mulfimii {1, 2, 8, 4}.

a) Sa se rezolve ecuatiile:

Xo[i 2 3 4]2[1 2 38 &],XEJII.
31 4 2 4 8 Z &l .
b) Sa se rezolve ecuatia:

{123401,:(1234,},6%
31 4 ¢ 13 2 4

8. a) Si se intocmeascd tabelele adundrii si inmultirii in multimea claselor
de resturi modulo 7.
b) Si se rezolve ecuatiile
A A A A
1) 2+ 3=0 2) B ="1)

A . . .
¢) Si se verifice,. ci dacil = &= 0 egalitatea 27 = = esle o identitate.

9. In multimea R a numerelor reale fie z Ty=24+y+5si 2 | y=
= a2 -+ ?/2-
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n) Si se calculeze 3 T 56 2 T 4-
b) 84 se rezolve sisiemul de ecuatii

{.‘rT y =38

e 1 8)T (yT2) =23

¥

29 =z
unde z € Q, y = Q. Si se arale cil in mul{irea este peste tot definila in M. Adunarea
este peste Lol definild in M?

10. Fie M mulfimea matricelor pitrale de ordinul doi de forma

1. Fie M={zcR|z=a+b)/5 acQ, beQ, a — 5% =1}

84 se arate ¢d inmuliirea in M esle peste Lot definitd,

12, Tiein multimea[3, + oo) legea de compozitie 2 T y = ay — 3(z + y) + 12.
34 se arate ci legea T esle peste tot definild.

18. T'ie I, mul{imea functiilor strict crescitoare definite pe R en valori in R.

a) 84 se arale cit adunarea este peste tot definild in I7,.

b) Inmultirea este peste tot definitd in 27

Asociativitate

14. Se stie i in cazul unei legi de compozilie asociative compusul a patru,
cinei sau mai multe elemente nu depinde de agezarea parantezelor (5.1.16).

84 se verifice ¢ii in cazul unei legi de compozitic intre elementele unei mul-
timi M, asociative, nolate cu semnul T avem:

AeTHTATd=aTLbTeTdl

B) (e TO) TAAT@Te)=aTIETe)Ta}Te
(Literele a, b, ¢, d, e reprezinti elemenle din AM.)

16, Fie E = {e, a, b, ¢, d, [, g} 51 legea de compozitie dali in tabelul:

i e @ B9 d.F P
¢ e @ ¥ ¢.d& f & =
Sa s : i

] L a) Sa se verifice (,1_
bl & ¢@d& g & & aTHa T B = (& &) T8
e| e d f e a & AN MG Sl TR B

g BT (Td=0TeTd
)% P i B b) Este ] asociativii?

spea — asociativil?

El<f & ea b a @ el
gl & @ a b o d 5

16. In mulfimea R a numerelor reale definim o lege de compozitie notatd cu
semnul T in felul urmator:

z T y= 6zy 4 3=+ 3y 4+ 1.
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a) Ba se calculeze — T 2,
A
&

b) Sd se verifice cil legea T este asociativi.

c) Si se arate c¢d existd un element e apartinind lui R astfel incit 2 Te = z,
oricare ar fi =z = .

d) S se rezolve ecuatia:

a4 2=e

17. in multimea R a numerelor reale punem

S e S T SR 4 dz
TR Y i min. (z,y)=1% QR By .

Y, daci y > a . y,daciy < x
Legea de compozitie T y = max. (, y) este asociativi?
Dan legea © | y = min. (2, y)?

max. (z, y) = {

18, Fie £ mulfimea functiilor definite pe /2 cu valori in R si funcliile f, g, h = F
definite astfel: f(x) = 3z + 4, g(z) = sin (@ + 1), h(e) = In (2% 4 1). 84 se veri-
fice prin calcul direct ¢d (fog)oh = [o (g0h).

19, Fie M mulfimea permutirilor asupra multimii {1, 2, 3, &} si permutirile

1 2 3 & U S T 128 4%
f=( ) =( = . B4 i
Ty g & it il ikt Si se verifice prin ealcul

direct ci (fog)oh = fo(go h).

20. I'ie M multimea maltricelor patrate de ordinul doi in care considerim

21 1o =2 103
RS Il = |

& 3]l ],3 —&|| 01
direct ¢l (A + B)+ C=A+ (B+C)si (A*B)*C=A+(B*C).

21, 5 se demonsireze ci adunarea veclorilor de pozifie este asociativi.

mafricele 4 =

‘. Sa se verifice prin calcul

22, In mul{imea claselor de resturi modulo 12 si se verifice egalitiifile:
A
C

A A A A i
B+ 9) 4+ 11 =8+ (9+141) 5i 8-9) 11 =8-(F:17).
Comutativitate

28. Se stie cit in cazul unei legi de compozitie asociative si comulative, com-
pusul a frei sait mai multe elemente nu depinde de asezarea parantezelor si ordi-
nea elementelor (5.1.19).

a) Sa se verifice, urmindu-se loate etapele, ¢i in cazul unei legi T asocia-
tive si comulalive avem:

(@TOTETd=0BTETalTe.

24, 54 sc calculeze, urmindu-se toate elapele:

a) [AU(BUA]JU[BU (BU A)],

b) [(ANB)NBIN[BNA)NA].

Se va folosi asociativitatea, comulativitatea si réla!‘.ia AU A = A, respectiv
ANA = A. :
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25. a) Si se delineasedl pe muitimea {e, «, b, ¢} v lege de compozilie care si
Tie comutativd, dar neasociativi.

h) Ba se defineascd pe multimea {e, a, b, ¢} 0 lege de compozitie asocialivi,
dar necowutativi. (Se va da legea prin tabel).

26. Asociind oricéirui cuplu (4, B) de puncle ale planului P mijlocul 4 T B
al segmentului 4B definim o lege de compozitic peste tot definitd in P.

a) Este legea T asociativii? b) Tste legea T comutativa?

27. Fie R, mullimea numerelor reale pozitive.
Facem notatiile:

1.2Ty=""Y, 2R, ye R, (media aritmetic),

[

2.2 ly=Vay 2= R,, y = R, (media geometricd),
2ay . :x
3) aky=—"- 2 R, y & Ry (media armonici.
T+ y
a) Este legea T asociativd? Dar comutalivi?
b) Este legea | asociativd? Dar comutativi?
c) Este legea % asociativi? Dar comutativi?
28, in multimea 7 a functiilor definite pe Rcu valoriin R, si se dea un exemplu
de functii fsi g pentru care fog=tgof.

29. In multimea M a matricelor pitrate de ordinul doi, si se precizeze douid
matrice 4 gi B, astfel incit 4 - B=£ B+ A si doudl malrice diferite € si D, astfel
incit €D =D-C.

80. in multimea M a permutirilor asupra multimii {1, 2, 3, 4} si ge precizeze
doud permutiri a si b astfel incil aob=~=boa si doud permutiri diferite ¢ si d
astfel incit cod =doec.

81. S& se precizeze cum trebuie si fie polinomul Aay + Ba® 4 Cy* - Dz

+ Ey, astfel incit ]ec-(,a 2Ty=Axy 4 Ba*4 Cy* + Dx 4 Ey (in R) sd fie
comutativi.

Element neutru

T )ab ¢ d

a b ¢ a d 82. Fie legea de compozilie notati cu semnul T intre
b el elementele multimii ¥ = {a, b, ¢, d} dati in tabelul
b e LER alaturat. Existd element neutru?

d b a d d
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83, Fie legea de compozitic definild pe multimea £ = {a, b, ¢, d, ¢} datd
in tabelul urmator:

T | a b e d e

e g. % & %d a) Si se verifice ci legea T este comatatlivi,

WO o ek B R o e T e, T By @ T el
¢ o b on 4 element neutru?

d a b ¢ d a

e d ¢ d a ¢

34. In mulfimea Q definim urmitoarea lege de compozitic,

e Ty=ay —x—y-+ 2.

a) Bi se arate ¢l legea T este asociativil. b) 83 se arale cil Jegea T este comu-
tativil. ¢) Bxistd elemenl neutru faté de legea T7?

85. Tn mulfimea R, a numerelor reale pozilive definim urmitoarea lege de
compozitie z T y = =zloda¥.

a) Si se arafe cd legea T este asocialivdl. b) Sa sc arate ci legea T este
comutativil. ¢) Si se arate ci existd element neutru.

36. a) Ba se dea un exemplu de lege de compozitie asocialivd gi comutativi
fard element neutru.

b) S& se dea un exemplu de lege de compozitie neasociativit si necomutaliva
Tatd de care existd element neutru.

. 5 (T G . T A

37. Fie multimea {0, 1, 2, 3, 4} si legea de compozilie 2 T y = (3

A A A A A " Gk 2 5
+ (&+2) + (&*y) + % unde semnele -, 4 reprezintd inmultirea, respecliv aduna-
rea in mullimea claselor de resturi modulo 5.

A A
‘Ty) +

a) Sid se arate cd legea T esle comutaliva.

A
b) S84 se arate cil elementul & este elemenl neutrn fatd de legea T (se va
verifica pentru fiecare element in parte).

Elemente simetrice

38, Fie multimea {e, a, b, ¢, d} si legea T‘daL& in labelul de mai jos:

T l e & b & &

€ e a b.cd a) 84 se verifice ca legea T este comutativi.

a a b e b e b) Sd se arate ci orice clemenl admite un simetric.
b b e d e a c) Bsle legea T asocialivi?

¢ c b e ‘a b '

d d e a b b

39. fn multimea claselor de resturi modulo 6 fiecare clament admite un simelric
pentru adunare. a) Si se precizeze opusul fiecdrui clement.
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) 40. In mulfimea claselor de resturi modulo 7 orice element diferit de 0 este
. . " 4 N .} A A A A
inversabil. 53 se delermine 1-%, 271, 3-1 41 5-1 §-1,

41. In multimea claselor de resturi modulo 10 sd se precizeze elementele care
sint inversabile si cele care nu sint inversabile.

42, in mullimea functiilor definile pe R (multimea numerelor reale) cu valori

in acceagi multime, fie f(z) = 3z + 2 si g(a) = arclg (32 + 2). a) B4 se arate

cd functiile f si g sint inversabile.
b) 8d se delermine [-!, g-1.

43, Tn multimea M = {o + b1/2, acsZ, beZ} existd elemente inversa-
bile si elemente neinversabile fati de inmulfire. $3 se precizeze lrei elemente inver-
sahile si trei elemente neinversabile,

44. In multimea R a numerelor reale considerim urmitoarea lege de compo-
zitie pesle tot definild:
& T y = 3zy — bz — by + 14
a) 5S4 se arafe cd exisld element neutru fa{i de legea T
b) Sa se arale ci existd un singur element care nu admile simetric,
45. Fie M multimea claselor de resturi modulo 11,
a) Si se rezolve ecualia (ﬁ *x) -+ =18 (x = M).
v . A A A
b) B4 se rezolve ecuatia (5 @) -+ 6 = 8 (¢ = M).
46. Fie M mullimea permutiirilor asupra multimii {1, 2, 3, 4, 5, 6.
. o, itk ; : A s
a) Si se afle (123&06 04 kit b
31246 5 2143605
"h) 84 se rezolve ecuatia
(123&56 & B 1234586 A
0 A T 214865
¢) Si se rezolve ecuafia:
Y['123456" 1234£56Y
o] = a
3“12465J (2‘14365)
4. Tie M={ze R|z2=a—b)/7, acQ, b=, a? — 70 = 11,
a) SA se arale cit inmultivea esle peste tot definili.
b) S& se arate cit orice clement admite un simetric.

48. Sa consideriim multimea M a malricelor de forma || © 8y H

unde = <10,
y

yeQ s a?— 8y? = 1.

a) Si se arate cf inmultirea este peste tot definild.
b) B se arale ¢il orice matrice din M este inversabild si sd se calculeze inversa.
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Distributivitate ;

49, 83 se demonstreze c¢i reuniunca este distribulivil fati de inlersectie si
interseclia este distributiva fatd de reuniune.

50. Fie o mulfime M inzestrati cu doud legi de comporzilie, una notatd adiliv
(cu semnul %) gi alta notatd multiplicativ cu semnul ,, * .

Stiind ci legea -+ este asociativd si distributivd fata de legea 4, si cd legea |-
este asociativi, sd se arate cd

a) (a4 b)) (e+y+2) = ax + ay + azs+ bz+ by + bz b) (2 | y)? =
= zx + ay + yx | yy.

51. In multimea R a numerelor reale definim douit legi de compouzitie notate
cu semnul | respectiv T in modul urmilor:

il o o P

.

A
RN e S
2

a) 84 se demonstreze ci ambele legi sing asocial.ive'g;i comutalive. b) 54 se
demonstreze cfl existii element neulru fatid de ambele legi. ¢) B4 se demonstreze cd
legea T este dislributivd fati de legea | .

£2. in multimea R a numerelor reale definim doud legi de compozitie notate
cu semnele @ si @ in modul urmdilor:

2@y = V20 + ¢ — 12

84 se demonstreze cd legea © este distributivi fatd de legea. @.

58. S84 se dea un exemplu de lege de comporzifie distribulivi fatd de alti lege
de comporzitie, astfel incit prima lege si fie necomulativa.

B4. Fie F multimea functiilor f: R— R de forma {(z) = ax -+ ba 5= 0).

a) S se arate ci legea de compozitie £+ g esle peste tot delinitd in /. b) Sa
se arate ci compunerea cste pesle tob definitd in . ¢) Bil se arate ci oricare ar
fi functiile f, g, £ din £, avem:

(f+ g oh=foh+ goh

Este compunerea distributivd fati de adunare?

65. In R, legea max. (2, y) esle distributivi fatd de legea min. (=, y)?
Grupuri

56. S84 se verifice c¢d adunarea definesle o structurii de grup pe urmiloarele
mulfimi:

8] fo— B — 3, 0,20 8= f e B a0 2w we ZF

b) {., —2%, — % 0,k 2k . J={zeR|z=uak,acs i, k e R kzt0}
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S se verifice ci inmultirea defineste o slructurd de grup pe urmiloarele mul-
timi:

g} foy 83,8004, 9. 8 o,. }={fz=sR|z=23% ac Z}

d) fos B L LK, L} ={zeR|z=r, a=sZ, ks R, k0, k=1}

57. a) Si se arate cd dacd un grup aditiv de numere reale contine pe 1, atunci
confine multimea numerelor inlregi.

b) Si se arate cil dacd un grup multiplicativ de numere reale contine multimea
numerelor intregi nenule, atunci contine si multimea numerelor ralionale nenule.

| & + 4y 2y
| — 7y a — 4y
x5+ 0, sau y == 0 formeazit grup lati de inmultire? In caz afirmativ si se preci-
zeze dacd esle comutativ.

58. Multimea matricelor de forma unde z=0Q, y =0,

59, a) Dafi un exemplu de grup necomutativ cu 24 elemente. b) Dali un exem-
plu de grup necomutativ avind o infinitate de elemente.

60. 54 se verifice cd inmultirea determind pe multimea [1, «, B] a ridicinilor
cubice ale unititii, o structurd de grup comutativ.

61. Fie o, grupul permutdrilor asupra multimii {1, 2, 3, 4} (grupul simetric
2 3 4
1 2 4]
a) B se calculeze IT?7, II-%8. (Se va observa cil n® = e}

1
de gradul 4) si IT = (3

62. In grupul aditiv al claselor de resturi modulo 6 si se determine elemen-
fele 7-§+ 9-% si apoi si se verifice ci 7-§—1— 98 = (7 + 9)-5.

63. Fie G un grup, in care legea de compozitie este notatd cu semnul T, iar
elementlul neutru cu e,
5a se demonsireze ci

2TaTy=2TyHa=e

64. Intr-un grup G multiplicativ, avem:
a) =z =g al=g,

fesG, bed, z<q)

bjat=a? o ad = a? =z,

¢) at = al < anh = g s gkl = 5,

d) Si se transcrie proprietétile a), b), ¢) in cazul unui grup notat aditiv.

65. Fie G un grup multiplicativ in care 2® = e, oricare ar fi 2 = G.

a) 84 sc arale ci G este comulativ. b) S& se transcrie rezultatul precedent in
cazul unui grup aditiv.

66. In grupal permutirilor asupra multimii {1, 2, 3, 4} si se rezolve ecuatiile:

a) 1159« X — I1%. b) X +11% = 1%, unden=[1 s

] (Se wva observa
3 L 24

el II? = e
In grupul aditiv al claselor de resturi modulo 8, si se rezolve ecuatiile:

A A A A
a) 3+ a=7, b) 2+ 5=2.
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67. a) Si se arate cd foate grupurile, avind doud elemenle, sint izomorfe,
(Se va utiliza idenlificarea cu ajutorul tabelului legilor de tompnmt:c) b) Sa se
arate ciil loale grupurile cu 3 elemente sint izomorfe.

68, a) Fie Oz si Oy doud axe perpendiculare in planul P. Notim cu e trans-
formarea identicd a planului P, cu S, simetria fald de axa Oz, cu S,y simelria
fald de axa Oy si cu §, simetria fatd de O.

84 se arate cd compunerea definesle pe mullimea {e, Soq, Soy, So} 0 structurd
de grup.

b) Fie Oz, Oy, Oz trei semidrepte perpendiculare doud cite doud in spaftiul S.
Notim cu e transformarea identica a spatiului S, cu S, simelria fatd de axa Oz,
cu 8y, simetria fald de axa Oy, cu S, simetria fald de axa Oz.

S se arale cd compunerea delinesle pe mulfimea {e, S,, Sy, S;} o structurd
de grup.

¢) Fie E= {1,2}, 4= {1}, B= {2} P(E) = {$. 4, B, E}.

A5 se arale cd legea de compozilie
XAY=(X—Y)U(Y—X), X e P(E), Y € P(fl) delinesle pe multimea {p, 4,
B, E} o structurd de grup.

d) Si se arale cd grupurile definile la punctele a), b), ¢) sint izomorfe. Orice
grup izomorf cu grupurile de la a), b), ¢) se numegle grupul lui Klein.

e) Existd o slructurd de grup cu 4 elemenle care s nu fie izomorfi cu grupu-
rile de la a), b), ¢)?

69. Si se demonstreze cd grupul aditiv al vectorilor de pozitie esle izomorf
cu grupul translatiilor (fatd de compunere).

70. Fie un poligon regulat cu n laturi. Notdm cu ry, ry, 7y, ..., rp-, rotatiile -

fn jurnl centrului care lasi poligonul pe loc (r, = R(0°), r, = R ( gy ], ry =

i 60°
a7 {2._329_],__, Phoy = R[(nﬂi) 36 J

n n

a) Sa se verifice ¢ compunerea definesle pe multimea {ry, 7, 75 ..; Pyq} 0
structurd de grup comulativ (grupul rotefiilor poligonului regulat cu n laturi ).

b) 84 se facd tabelul operatiei penlru cazul rotatiilor triunghiului echilateral
si hexagonului regulat.

¢) Si se verifice cd grupul rotatiilor hexagonului regulat este izomorf cu grupul
aditiv al claselor de resturi modulo 6. Generalizare.

1. Fie G, = {1, o, oy, «vy g} multimea radicinilor complexe de ordinul »
ale unitifii. a) Si se verifice ¢d inmultirea determiné pe G o strocturd de grup comu-
tativ.

h) Si se arale cé acest grup este izomorf cu grupul rotatiilor poligonului regu-
lat cu n laturi,

72, a) Sa se verifice ci multimea M a matricelor nesingulare de ordinul doi
este grup fala de inmultire.

117
b) Si se arate ci aplicatia f: R\ {0} -» M, astfel incit 2 — 1"”
9. @

este un

omomorfism. (Multimea BN\ {0} se considera grup multiplicaliv.)
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78. a) Fie F, multimea functiilor definite pe R cu valori in R, derivabile pe
R. Si se arate ci adunarea defineste pe ¥, o sltructurd de grup. b) Fie #, multi-
mea derivalelor functiilor de la punctul a). Si se arate cii adunarea defineste
o structurd de grup pe FF,. c¢) Si se arate ca aplicatia ¢ : [— ', a multimii F,
pe multimea F,, este un omomorfism, :

Esle aplicalia ¢ un izomorfism?

Inele

74. Sd se arale ci adunarea si inmultirea definesc o struclurd de inel pe urma-
toarele multimi de numere:

&) Qs —40y —2, 0, 2, &, 6,..} ={we R, 2=2, cecZ}
b) {.. =2k, —&, 0, % 2k .} ={se Ria=ak,a=Z, ke R, k0]

756, B4 se arale cd adunarea si inmultirea determind pe mullimile M =

=a+tyl2acZ,yeZ)siP={c+yl/3|reZ yecZ} o structuri de
inel. Sint izomorfe cele douda inele?

76. In inelul 7 al claselor de resturi modulo 5, sit se calculeze:
) B+ 2 e+ 3ot B Eas bt D), b) (0= ) a2+ 30 4 4),
¢) @+ y)™.
(Se va observa ci 2 =1, 2 = 2, 2 — 22, oricare ar fi x = 7 8l B=E0.)
77. Fie [ un inel comulativ.
Sa se arate cd sinl adevarate urmitoarele egalitiiti:
a)! (z+ y)(z—y)= 2% — »2, b) (x4 y)(2® — ay + #?) = a3 + 99,
¢) (z—y) (P +ay+ ¥ =2 — 9 d) (a4 y)=a®+ 22y + 42, (z+ y)3 =
n
= 2% + 3a?y + 3ay® 4y, e) (@ + @)n = E (,;'f ati=kglt (binomul lui Newton).
k=0

78. In inelul claselor de resturi modulo 7 sit se rezolve ecualia 3. (s ;:) .
79, In inelul clasclor de resturi 'modulo 12 sil se rezolve sislemul
A A A
[§.21biy=1i
A A A
R et SO R
Se poate aplica metoda substitutiei?

80. a) Si se arale ca legile @, © definile pe multimea Z a numerelor intregi
in felul urmiitor:
z@y=z+y—3
zQy=ay — 3x+ y) + 12
defermind pe Z o structurd de inel comulaliv, cu element unilale si fara divizori
ai lui 0,

b) Si se arale ci intre inelul numerelor intregi si inelul definit la punctul a)
existd un izomorfism de forma f(2) = aa | b.
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81. S# se arate ci legile @ si © definite pe mulfimea R a numerelor reale, in’

felul urmilor:

t@y=a+y—2

zOy:}-rsf—Ew—-‘z—y+1—{):

3 : 3 3
delermind pe R o structurd de inel comufativ cu element unitate si fara divizori
ai lui 0.

82. Si se arate ci adunarea si inmultfirea determinii pe multimea matricelor

e 5y
y =
unitate si fird divizori ai Iui 0.

de forma unde z € Z sl y = Z, o structurd de inel comulativ cu element

83. a) 8 se arate ci adunarea si inmul{irea delerminii pe mullimea M =
B {z eR|lz=z+ ¥ [/ 2, ez, y< Z} o structurd de inel comutaliv, cu ele-
ment unitate si fari divizori ai lui 0.

b) Si se arale cii adunarea si inmullirea definesc o structurd de inel in mul-
timea P a malricelor de forma

_ 9 ]
ok i “, unde x € Z st y = Z.
—y x — 2y|l
|z 4 2y 2y
¢) Sa se arate ci aplicatia (z+ y}/2) - i ey g 2y|; A it

izomorfism.

84. a) Se stie cil in cazul polinoamelor cu coeficien{i numerici, conditia nece-
saril gi suficientd ca un polinom si fie idenlic nul este ca loli coeficientii sa fie nuli.

Si se arale c¢d polinomul &® - Ea:, unde coeficientii sint din clasele de resturi
modulo 5, este identic nul.

§# se explice acest rezultal, reviizindu-se demonstralia in cazul polinoamelor
.cu coeficienti numerici.

h) Si se arate ¢ un polinom de grad mai mic de 5, cu cocficienti in clasele
de resturi modulo 5, este identic nul daci si numai daci Loli coeficientii sint nuli.

A A .
85. Si se arafe cii polinomul 22? 4+ 2, cu coeficienfi in clasele de resturi mo-
dulo 4 cste identic nul, desi in clasele de resturi modulo 4 existi trei valori dis-

tincte. Si se explice rezulfatul.

86. Si se arate ci polinoamele a5 + 22 si 327, cu coeficienfi in clasele de

_resturi modulo 5, sint identice. Explicalic.

87. Si se arale ci adunarea si inmultirea definese pe mulfimea matricelor
pétrate, de ordinul doi, o structurd de inel cu elemenl unitate, necomutativ, si
cu divizori ai lui 0. (Se vor da efectiv exemple de matrice X si ¥ astiel incit X+ Y =~
= Y+ X si exemple de malrice A si B, nenule, aslfel incil A4+ B = 0.)
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88, Fie F' mul{imea functiilor definite pe R cu valori in R.
S se arale ci legile de compozitie
T+ g:z—>flz) + gla),
fg:z—fla) gla),

definesc pe #' o siructuri de inel comulativ, cu element unitate si en divizori ai
lui 0 (se vor da efectiv exemple de divizori ai lui 0),

Ce se poate spune in cazul cind F* este multimea functiilor definite pe R cu
valori in R si continue pe R?

Corpuri

89. a) Sa se arale ci adunarea si inmultirea determind o structurd de corp
pe urmiitoarele multimi: ,
M={zeR|z=2+y/5 c=Q,ye0)
P=fzeR|z=st+yl) T, 2Q y<ql
b) Sint izomorfe cele doud corpuri?
90. a) Si se dea exemple de inele care nu sint corpuri.
b) Sa se dea exemple de inele fara divizori ai lui 0 care nu sint corpuri.
91. 54 se demonstreze cd orice corp numeric (fatd de adunarea si inmultirea
curentii) confine corpul numerelor rationale,
92, a) Si se delermine cel mai mic corp de numere reale (fati de adunarea si
inmul{irea curenti), care contine pe}/ ¢ (}/ ¢ irational §i c = Q).
b) Si se determine cel mai mic corp de numere reale (faja de adunare si fnmul-
tivea eurentd) care confine pe |/ 2 si|/ 3.
93. Sid se arale cil inlr-un corp comutaliv avem:
2 — i =0={z=a sau x = —a}
B —at=0s{r=2a sau a? - az + a? = 0}
B+ =0 {z=—a sau af — az + a® = 0}.

94. Fie f: € — €’ un izomorfism al corpului € pe corpul €.

a) 84 se arate i fla + @+ - + ) = f(@) + f(22) + o + flzn). Caz
particular: f(nx) = nf{(z).
b) B se arate ci f(z; * #, ... 2a) = f(z,) * f(2y) ... f(an). Caz particular: flan)=

= [flz)]".

) Si se arate cll flagam + agaml4 .+ a,) = flag)[fl2)]* + flay) [f(z)]* +
4+ oo + flan).

188

e

95, Fie corpul C = {z = R|a=a+ b{/c, e, beQ, ceQ, |/ czQ}
(fala de adunarea si inmultirea curenti). |

a) Si se arale ci aplicatia [: C — C definitd prin flz 4 y |/ ¢)
este un izomorfism al corpului C pe corpul C,

b) Si se arate ca dacid a = Q, f(e) = a.

¢) S8i se demonstreze ca docd zp—a+ b |/ clacQ, beQ, ceQsi | &
& Q) este o radicind a ecuatiel anxn + a2t + 4 a, = 0 unde ap=Q (k= 0,
1, 2,

=z—yle

., n), atunci si f(z,) = a — b}/ ¢ este o r:idiirma a ecuatiei.

96. a) Fie C corpul numerelor complexe. Aplicatia f:C — C, astfel incit
fla 4 bi) = a — bi, este izomorfism al corpului C pe el insusi.

b) Si se arate cil dacd @ = R, atunci f(a) = a.

¢) Si se arate ci daci xy = a4+ bi (e = R, b = R) esle o rddicind a ecua-
tiei agan - ajetlo4- ..+ ap = 0 unde ap € R (k= 0, 1, 2, ..., n), atunci §i x,=
=a— bi cste 0 1ad<’icmﬁ a ecuatiei,

97. Sii se arate cil urméiloarele legi de compozitie:

t@y=as+y—2
1
xOy:wj—l-xy—Em—%y-[-B

determinii pe multimea numerelor reale o structuridi de corp i ci acest corp este
izomorf eu corpul numerelor reale.

- » oA . e @
98, Sid se demonstreze cil intr-un corp comutativ, in care notdm cu 7 cle-

mentul «b~! (b£0) avem:
a (4 a*c
a) —.—=—— (b=£0,d=£0),
)bd.md(¢ +0)
are a
== b=£0, 0),
) oo=T b0 e£0)

=1

=2 sl sk,
a

q[

99, in corpul claselor de resturi modulo

a
b
5, si se caleuleze:

3 1 T % 3, TY(8 _ 2Y(3Y
aj—+ —,; b) ==, ¢ ('mw—) =+=11=1-
Fa ~ Pa Fa N ~ ~ ~ ~
& 3 & 2 2 A h ) 4

100, T'ie K un corp comulaliv si ¢ = K.
a) Daci ecuatia 2® = ¢, are solutia 8(c), atunci are si solutia —8(c) si 8(c), — (e

- sint singurele solutii ale ecuatiei 22 = e.

b) S& se arate cii ecuatia de gradul doi aa* 4 bz - ¢ = 0 (a == 0) are solulii,
alunci, $i numai atunci, cind ecuatia 2* = b* — 4ac are solutii si acestea sint z,,, =
—b L 3(b* — 4ac) (3(0°

2a

— 4ac) este una dinlre solufiile ecuatiei 22 = b2 — 4ac).
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¢) Dacii corpul K este corpul numerelor reale, si se transpuna rezullatele de
la punctele a) si b).

A A A A
d) S se rezolve ecuatia 22® -~ 32+ 1 = 0in corpul claselor de resturi modulo 5
si in corpul claselor de resturi modulo 7.

101. Pe multimea numerelor reale se consideri urmiitoarele legi de com-
pozitie:
r@y=2+y—1
zQy=2zy — 22— 2 y- 3.
a) Bi se arale cdi acestea delermini pe R o structurd de corp.
b) B4 se arate cit aplicalia [: R — R, aslfel incit f(a) = 2] 2+ 1 este un
2

izomorfism al corpului delerminat pe it de adunare gi inmultire, pe corpul deter-
minat pe R de legile @ gi ©.

102, a) S& se arate cii adunarea si fnmulfirea delermini pe multimea M a

x |
malricelor de forma y !I »unde x & R, y & R, o slructurd de corp comutativ,
=y =||
cu element unitate,
" 7 - : | = y]
b) 8 se arate ci aplicatia f:C — M, flz+ iy) = ¢ % " , delinitd pe

TR |
mulfimea numerelor complexe cu valori in multimea malricelor definitd la pune-
tul a) este un izomorfism.

Indicatii si réspunsuri-

Capitolul |

3.a) 22— (2—1i)3—1 L 5i. b))z —z2— 5z 21, c) 22 — (b + 38i)2? +
+ (54 12i)22 + (5 — 18i)z — 6 2i. d) 2z* — 112% + 4422 — Thz + 4O,
1

4, H)E—

-{-%i. B0 A W e, 0

B
6. Tie m si n gradele celor douidi polinoame, Condifia m -+ n =0 (mn e N)
di m =0, n = 0.
7. a) m. b) Nu are grad.

8. Nu, cici coeficientul primului lermen, agb,am+n poate fi zero, desi a,5£0
by == 0.

9. ¢ = a, d = —b, numerele trebuie si fie imaginar conjugate.

w18,

12, Dacdl delerminanful unui sistem de n ecuatii liniare si omogene este dife-
rit de zero, sistemul admite numai solufia banald (nuli).

14. P(z) este singurul polinom (1.2.4).

15. P(z) = az? 4 bz + c; ecuatille a+ b+ ¢=19, 4a-| 2%+ ec=17, a—
—b+tcec=11dauae=38,b6= —1,¢c=7, deci Plz) = 322 — z 4 7.

16, In formulele lui Gramer, prin care se afli coeficientii polinomului, intervin
numai operatii rationale.

17. a) az* — az + b. b) Acelasi rezultat, ¢) Acelagi rezullat oricare ar fi gradul
polinomului. ‘ A

18. Cuvintul identic nu are aici acelasi sens ca in vorbirea obisnuitd (v. 1.2.1).
Adjectivului identic din limba obisnuiti ii corespunde aici adjectivul egal. Poli-
noamele se numesec, totusi, identice penlru eii cele doud functii definite de ele sint
una si aceeasi funclie. :

19. a) TFunctia este surjectivd ciici pentru orice polinom existi cel pufin o
expresie algebrici intreagd de la care provine; ea nu este injeclivii, ciici mai multe
expresii algebrice intregi diferite pot duce la acelasi polinom. b) Functia este
surjectiva si injectiva datorita teoremei cu privire la identitalea a doui poli-
noame (1.2.4).

20. a =&, b= —2;, 6 = —1.

21. Cerc vicios.
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28. a) Citul: 222 - (3 + i)z + i, restul: 2 — i, b) Citul: z+ 3 + 2i, restul
(2 4+ i)z 4 80 — 80i. ¢) Citul: 222 + z — i, restul iz

24, Nu.

26. Se face impiirtirea si se pune conditia ca restul si fic polinomul nul; & = 11,
b = —12. Se poate folosi si metoda coeficientilor nedeterminati.
27. In identitatea P(x) = (. — a) (z — b) Q(z) + mz + n se pune =2 — a si
Na) —
Pla) — PO)
a—b

a = bsi se obtin doudl ecualii cu necunoscutele si n. Reslul =
aP{b) — bP(a)
a—b '

.|_

28. a) Numai daci gr. D(z) < gr. B(z). b) Numai daci D < B.

29. a) Da. Citul este polinomul P*, iar restul eslo Az). b) Nu. Impirtirea
prin P* nu este definitd si nici nu se poale defini, cici ar trebui ca gr. R(z) <
< gr. P*, si P* nu are grad. c¢) Da.

80. a) La numerele naturale se punc condifia R < 7, iar la polinoame nu se
pune condifia R(z) < I(z), care n-ar avea nici un sens, ci gr. Rlz) <gr I(z). b)
Dacd mdécar unul dintre numerele Dfa), I{a), C(a), R(a) nu este intreg, afirma-
tia nu are nici un sens. Dacd toate sint intregi, numai daci R(a) < I{a), c) & =
<x—2; > 6.

81. a) Primele trei afirmatii sint adevirate, a patra este falsd. b) Toale afir-
matiile sint adevirate. ¢) Toate afirmatiile sint false (v. si probl. 9).

82. Fie cyz + ez -+ ¢, si rgz® + rz -+ ry cilul si restul, Procedind ca la 1.3.2
se obtine un sistem de 6 ecuafii liniare cu necunosculele Cis Ciy Cay Toy Tiy Tas
Determinantul  sistemului esle egal cu by == 0, deci sistemul admite o solutie
unici, ' ;

; w o A "
34, Pentru a face, de exemplu, seiderea % — 5 in Z,, se cautld in tabela de
P 3 "o . A . A & s e D -
adunare a lui Z, in linia Iui 5 elementul 2; el se gisesle in coloana lui 4, deci

A A A . .N A
2 — 5 =4 Se poale proceda si astfel: 7 — 5 =2, deci 2 esle opusul lui 5

]
A

A _ A . A A A A A
— 9 =2 gl se adund 2 cu opusul lui 5, care este (ot 2; 24 2 =4, All exempha:
A A A A = A A A A A " A A A
In Zy,, 8—8=7210—8=2, deci — 8 =32; 3 2=25, deci 3 — 8 =5.

In mod analog se face impértirea. Exemplu: in Zo, 828 = ¥ In tabidla do tasuls

. 3 e A [ e ] . Lo - A - A . el A A
tire penlru Z; se cautd & in linia lui 3; el se giiseste in coloana lui 2, deci 8:4 —9

Dacd deimpartitul se giseste de mai multe ori, imparfirea di tol atitea cituri,
iar daci deimpir{itul nu se giseste in linia impdrtitorului, impirtirea nu se

A A A A
poate face. Exemplu: in Z,,, 6:4=? in linia lui 4 elementul 6 se gaseste in

.A y _I\ « INOA A A _ A A

coloana lui 4 si in coloana Ini 9, deci 6:4 —= {4, 9}, Tol in Z,,, impartirea 3:4
A A A A A A ~ A A A A A A A A~ A

sau 5:4 nu se poate face. a) 1; 3: 4; 6; 3; 43025 & b)) Z: 5% 5% der g 3 Tine

e A A AA AA AA AA A A A A A A

posibil; {2, 5}. ¢) 5; 6; {3; 8}, {1, 6}; & 9}; {2, 70y 41, 38, 0 Y N 7

oy
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35. a) Da, fiindecd in fiecare linie din tabela de adunare fiecare element
apare o singurd dali. b) Da. ¢) Da, daci y == 0. d) Nu. e) Nu.

bo>

36. a) Daca » este numdr prim, Z, nu are divizori ai lui zero. In 7z
A A A A A A l_\ L 3 -
o Zgr2 i 35 0 202, 8; & sl 6. B) In Zy; Z; §i 2y
2 £y A .o - & 0 . ~ e .

37. a) a*+ 2 b) 8z 4+ 722 L 92 4 3. Fiinded in Zg §i Z;, existd diviziori

27, a? 4 2.
ai lui zero, .

38. Teorema de la 1.2.2. presupune ca, in cazul unui polinom de gradul n, m'ul:
timea de definitie are cel putin n 4+ 1 elemente si cocficientii aparfin unei mul{imi
fara divizori ai lui zero.

. i toatiE = Bl . ax

a) Prima dintre aceste conditii nu este indeplinita. b) Idem. ¢) Penlru P(z)
condilia a dona nn este indeplinitd, pentru Qfx) nici prima, nici a dona.

Capitolul |l

- ) 4 —vEAsill s WY
1.a) —1 4 i /2 b)Radicinile: 42, +i. 2, a) 5 bl LI R,

L[m=pn]=[zm —1 =3P —1=(a"P —1]; se pune z* = u, uP — 1 este
divizibil prin u — 1.

5. Ultimul termen din rindul al doilea, adicd restul impértirii este a,p* -
+ ap® + a.p® + azp + g,

6. P(z) = Ple) = ap(z® — ") + ay(z7r — =Y 4 L+ a,,__l_[zu— ¢). Fiecare
termen din dreapla este divizibil cu z —e, deci gi suma lor, a(h.ca Plz) — P(c?
este divizibil cu z — e. Fie Q(z) citul impartirii lui P(z) — £{e) prin z — ¢; atunci
P(z) — Ple) = (z — ¢)Q(z), de unde...

8. Se procedeazi ca la 2.1.3. 9. Da; esle conlrapozi{ia consecinfei teoremei
Tui Bézout,

10. a) Dacit un numdr natural » esle divizibil prin numerele prime a si b, el
este divizibil prin produsul ab; b) v. 2.1.6.

11. [mpartitorul fiind D(z), presupunem cd existi doud cituri Cy(z) si Cu(z
si dond resturi R, si R, Atunci au loc identititile D(z). = (z — a)Cl(?) + R,
= (z — a) C,lz) - R, Dar R, = D(a) si R;= D(a), deci Ry = R,. Din (z — a)
Ci(z) = (z — a)Cuyz) rezultd C,(z) = Cal3).

12, a) @ = 10", b) b% — hac = 2/32, k = ().

18. Nici o solutie; nu este nici o contradictie, ecuatia propusi nu este o ecualie
algebrici.

14. Da, ciici ecuatia P* — 0 este salisfdcuta de orice valoare a variabilei, deci
ea are cel pulin o radicini.
16, Pe baza (eoremei de la 2.2.4,
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13 — Elemente de algebrad superioard, anul 1V




17, Da. Prin ipotezi, existd un polinom Q(z) astfel incit P(z) = (s — a)Q(a). -
. Inlocuind aici Qfz) prin descompunerea sa, obfinem o  descompunere a lui Pfz).

Descompunerca [fiind unici...
18. Descompunerea este unici.
19. Radicinile sint + /6, - |/ 2; ecuatia propusi nu este o ecuatie algebrici.

20, Da, in partea finald, in care sc arald cii o ecuafie de gradul n nu poate
avea mai mult ca n ridicini; da.

21, a) O ecuatie de gradul zero, de exemplu ecualia 8 = 0 nu are nici o radi-
cind. b) Nu.

22. Bcuafia P(z) = a esle tot de gradul », deci pentru n valori ale lui z.

23. b) Pentru m valori, cici ecuatia Py, (x) = Py (2) este de gradul m. ¢) Penlra
cel mult » valori. )

24, p < max. (m, n), unde p este numirul cdutat.

25. Sp = S4U S5, '

26. Cel mult n.

27. 8) (z — 1) (22 — 1). B) 3[;_“*”3'/?_"] (z—ﬁ%“/ﬁ}.

3
c) (z— i) *(z—2i). d) (25— 1)z —(1+i)]. e) (s —1)(z-+ 1)(2z — 1) (2z 4 1).
f) a—1) (24 1) (z — i) (z+ i).

38. Ambii termeni ai fractiei se descompun in factori liniari si se constali
¢t nu au nici un factor comun. Dacd descompunerea n-ar fi unicii, nu am avea
siguranta ci nu existd o altd descompunerc a numirilorului si a numitorului in
care sa apara un factor comun.

b) 2* — (1 + 8i)22 — (2 — i)z 2 — 0.

29, a) 635 — 1322 4 95 — 2 — 5
e) 28 — 522 — 87z + 41 = 0. @) z*— 6294 1322 — 14z + 6 — 0, ¢) z%— 978 _
— 7224 203 —12 = 0. 1) 28 — (3 4- 1)z% 4 (& + Bi)z‘l — 4(1 + )28 - (Bsis 4i)z? —
— (14 8i)z+i=0:

80. a) (@ — 2)(z+ 2) P(x), unde P(x) este un polinom oarecare de gradul
98. b) Imposibil.

31. a) Da. (a + bi) P(z) =0, unde b=~ 0 si P(z) este un polinom ecu coeli-
cien{i reali care are numai rddacini reale. Condifia ca ecuatia si aihii aceasti forma
este §i necesard, cici, dacd radicinile unei ccuatii Q(z) =0 sint =z, T A
avem Qfx) = ay(r — z,) (¥ — 2,) ... (# — x,) unde produsul P(z) = (z — &) i
. (# — ay) esle un polinom cu coeficienti reali, deci Q(2) = a,P(x) are forma de
mai sus. b) Da; exemplu: 22 - 2 1 = 0.

83. a) (B*+z2—2P3 b)(z— 1) (z4+ 2", m+ n=17, m, n = N; sint 6 solu-
tii. ¢) Sint p — 1 solutii.

84. a) Polinoamele se descompun; ridicinile sint z,, z,, ..., Zymen. D) Fiecare
riidddcind comuni este o ridicind dubld a ecuatiei P(z) - Qz) = 0- ¢) Ba este radi-
cind multipla de ordinul p + ¢ a ecuatici P(z) - Q(z) = 0.
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85. a) Se aplicd teorema de la 2.2.12, p = 3, ¢ = 1. b) Tmposibil (v. 2.2.13,
obs. 3).

86. a) Se aplicd propozitia de la 2.2.12; coeficientii corespunzatori sint egali
doi cite doi.

87. Exemplu: (2 —1)* (z —2)® §i (¢ —1) (¢ — 2) nu au aceleasi radécini.

88. a) v. cap. I, problema 6. b) Din P(z) = Q(z)C(z) si Q(z) = P(z)D(3)
urmeazi prin inmultive C(z)D(z) = 1. Altfel: ¥ie p gradul Iui P(z) si g gradul
lui Q(z). Deoarece P(z) este divizibil prin Qlz), p = ¢q; analog ¢ = p; de unde p = q.
Polinoamele fiind de acelasi grad, citul lor este o constantd, P(z) = kQ(z). ¢} Cele
doud numere sint egale.

89. Penfru relatia a treia si a patra, v. 2.4.7. 40. b) Ch lermeni.

42, Reciproca. Procedeul bazal pe formulele lui Vieta este derivat din cellalt.
cici aceste formule se deduc din descompunerea unui polinom in factori.

s

43, L% 44 P — gt} sx—v =1
P

o

: - 3 = isal
45. a) % 1, —& b) 2,3 — V8 o — =, 1,5 4§, 2 ~. ¢ Ridici-

nile se l]OlCEllZf\ cuu, 38§ B; 2,6 si — 1. f) Riddcinile se noteazd cu «, 2« si §; i,

2¢ i orons =
3i, 6i. g) Radicinile se noteaza cu «, B, o + B; % 5 Ea, a. h) Ridicinile se noteazi
cu o, o1 1 si B; se elimind B din primele doud relatii ale lui Vieta, se obtine
32 — (8i —1)a— 5 —i=10 A= —3— &, /A= % (2i — 1); raddcinile: i,
1-+1i, 2i. i) Analog cu problema precedentd; ridicinile: e, 3a, — 4a. i) Relatia
dald si relatia a treia a lui Viela dau z, = 4 ¢% numai a® satisface ecualia; rida-
cinile: @, a2, a3, Alifel: identificare cu (z® — pz + ¢) (3 — g). k) v. problema prece-
denta; radacinile: 1, 3, 6.

46, a) Identificare cu (s + pz — 1) (s24 ga+ )3 1 /2, 1 £/ 5. b) Analog
cu problema precedenti; 8,1, 14|/ 2. c) Identiticare cu (z* — 22 + p) (z* + ¢z + 7);

14+ 21, —1 + /2. d) Analog cu problema precedentd; 4a, — a, % (3 == i).

) 14+ 11/23
e) Identificare cu (s2+ ps + ¢) (s*+rzs —¢q); — 3, 2, ———— . {) Identili-

care cu (224 pz -+ q) (32 + ra+ ¢); 2i, 3i, 2 2k [£10.
1 5

47. a) m = 19, radicinile: — 3, ;—, = b)m= — 2|/ 3 — 3}/ 2; ridaci-
nile:
VI, V3, V213 ¢ m=1; radicinile: — 2, 3, % d) m — 5, radicinile:
2, 8, é- e) Polinomul dat se idenlificd cu (2 4 pz -+ q) (3% + r3 + 3);7 Pi = — &y
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ry=2, gy = —1, my = — 14; riddeinile: 2 £ /5, —1 +i/2; pa=2, r,=—4
¢s= — 1, my=10; radacinile: 1, 3, —1 4 |/ 2. f) Identificare cu (52 — 5z + «a) :
(22 + bzs+¢); @y =38, by = — 3, ¢, = 2, m; = 20; riadicinile: 1, 2 si 5il{£§ :
: 5 ;
10 9 : 05 152313
a = &, by=—3, ca=—, my= :-3—02, radicinile: 15 & /105 153 2
: 5] 15 6 ' 10

g) Relatia datd gi primele doua dintre relatiile lui Vieta dau radicinile — 1, 3, 5
- - . ! - : :
iar ultima relatie di @ = 15 sau radicinile — 5, 6 & i}/31, « = 335. h) Radi-

11 + i)/119
o

«cinile 3, 4, 5 si @ = 47 sau ridacinile 1, - 8ia=T71.

48. Polinomul dat se identificd cu (32 pz + ¢) (32 + pz 4 r). a) Ecuatiile

PPk r=l, pletr) =% da p= — 2 gt re— g =, r=—4
(sau invers); a = — &, ridacinile: 1 /2,3, —1. b) 1, 241, 8, i; a=10{1+ i)
49. a) Ridicinile se ?oteazﬁ: o, o, B, B; prima si a treia dinfre relafiile lui

o 1 L1/3 . =
Vieta dau «, B = — — lar a doua si a palra dau m =0, n = 1. Alfel:

identificarea cu -
(2% - px 4 ¢)%. b) Riadacinile: 1, 1,1, i; m = 2(1 — i), n = — 1.

50. Ridicinile se noteazi cu o, — « §i 2, m = 3, n =5, ridicinile: 2, — 3, 3
Alifel: identificare cu (2% 4 p) (z — 2). ) .
51. v. recomandirile de la 2.3.12. Prima dintre relaliile lui Vieta di z; = 5
relatia a 3-a di z.3; = — 1; ridicinile: 2, 1 1. 5= & do i i
A d 2 2 e £ ua si a patr :
relatiile lui Vieta dau m = 9, n = — 10. , ke,

‘52. a) Dacd se fine seama de relatia data, z, + z, = 0, relatiile lui Vieta
devin: z; =, By b, z%%; = — c. Valorile lui zy §i 2,3, date de primele
doud relatii inlroduse infr-a treia dau condilia necesard si s;uficimm’a: e = ab
Radicinile: + |/ — b, — a. Penlru exemplul numeric, se iau o si b dupi voie
(e exemplu a=2,b=—4 si e=ab (= — 8). Altfel: identiric'aru cu (a2 -
+ p) * (= + g). i

b) Daca se tfine seama de zz, = 1, relatiile lui Vieta devin: z, + z, + z, =
e @, 34(z, + 2,) = b — 1, 3, = — ¢c; prima si a treia relalie dau sz, |- z, — —3 a
iar a doua did conditia necesard si suflicientd: ¢ —aec b — 1 = 0, f{a’niﬁ(cinilé
z §i 5 s'int date de ecuatia z2 — (¢ — @)z + 1 = 0. Pentru exemplul numeric
se iau « si e arbilrari. Altfel: identificare cu (2* + px + 1) (z — ¢). ’

¢) Relatiile date si primele doua dintre relatiile lui Vieta dau z, = —

flbfaz .
BBy — q——, introducind in relatia a treia, se obtine conditia necesari si

[CHIE

ufict J. 3 s P S .
sulicienld: a hab 4+ 8¢ = 0. Ridicinile z, si z; se afld "cunoscind suma lor,
4h — a®

a .
e si produsul lor, Pentru exemplul numeric, se pot lua a si b

arbitrari. Altfel: Tdentificare cu (22 + pz + ¢) (z + p).
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d) Analog cu ¢); 2¢® — 9ab + 27¢ = 0.
e) 11a? = 36b 5i a® = 36c. Pentru exemplul numeric, se ia a arbitrar, de prefe-

rintd un multiplu de 6.

53. v. recomandirile de la 2.3.12. a) Identificare cu (224 p) (&2 + gz + 7).
Din prima, a 3-a si a 4-a relatie se scot ¢, p sir — in ipoteza cii a =5 0; introducind
in relatia a doua, se obline conditia necesard si suficientd: ¢* 4 o®d — abe = 03

¢ . 5 2 . ’
Ziy Tp= =+ V— 58l A sint dati de ecuafia cz® 4-acz + ad = 0. Dacd a = 0,

relatia a 3-a dd ¢ = 0, condilie continuti in cea precedentii. Pentru exemplul nume-
ric, se iau a, b si ¢ arbitrari.

b) ldentificare cu (z* 4 pz+ q) (22 + rz+ g). Ultima dintre relatiile obti-
nute di ¢ = 4 / d; inlocuind in relatia a treia g prin aceastd valoare si p 4 r
prin @, se obfine conditia necesard si suficientd: a?d = c® (b rimine arbitrar).
p s rse afld din primele doud relatii. Pentru exemplul numeric, s¢ iau a sid
arbitrari (¢ de preferintd patrat perfect).

¢) Idenlificare cu (z* + pz - g)% Prima si a treia dintre relafiile obtinute dau
pi= % v g = £ (dack a =~ 0); introducind fin relatiile a doua si a palra, se

a
obline condifia necesard si suficienti: a® — hab + 8¢ = 0 si ¢? = ad. Dacii a =0,
relatiile devin: p = 0,2¢ = b, ¢ — 0, ¢* = d; in acest caz, condilia este b* — hd = 0
(ecuatia devine bipitrata, realizantul = 0). Conditia a® — 4ab + 8¢ esle aceeasi
ca la 2.3.8, iar condilia ¢® = a’d este aceeasi ca la problema precedenta. Alifel:
radicinile se noteazi cu e, «, B, B si se folosesc formulele lui Vieta.

Eaplicapie: [(2; + 22 = 33+ z) §i (3422 = 3%)] = [(2, =3) si (5= 2)]

d) Identificare cu (z* — pz + q) (s — gz + p). Prima si a patra dintre rela-
tiile oblinute dau p+g¢= —a, p¢= d; relatiile a doua si a treia dau conditia
necesard si suficienti: a+ b=d §i a® + ¢ = 2d. Pentru a rezolva ecuatia, se
observii ci p §i ¢ sint ridicinile ecuatiei u? + au+ d = 0. Pentru exemplul
numeric, se iau a §i b arbifrarl.

) Ridicinile se noleazd cu «, 2w, B gi 2p. Prima i a doua dintre relatiile

] 2

lui Vieta dau: a4 B = —%, 28 = ‘E)b_lis_i’a_; introducind in urmitoarele
relatii, se obtfine conditia necesard si suficientd: 4a® — 18ab -+ 45¢ = 0 si
5(9b — 202)* = 2 025 d. Réidicinile « si B se afld cunoscind suma si produsul lor.
Pentru exemplul numeric, se iau a si b arbitrari (de preferinti « multiplu de 3).
Altfel: identificare cu (s2 + pz + ¢) (2 + 2pz + hq).

54, Se noteazd riadicinile cu u, — u, v §i — v, §ise scriu prima gi a treia dintre
formulele lui Viela.

55. Sistemul este totdeauna compatibil, ciici z, y, z sint riadacinile ecuafiei
W — au? ++ bu — ¢ = 0, care are o solutie oricare ar fi a, b, e = C.

36, @, y, 3 §i =, y, z, v sint, respectiv, solutiile ecuatiilor & — pt* +qt —r = 0
si 1 —at® 4+ b2 —ect+ d=0. in conditiile problemei, polinomul al doilea esle
divizibil prin primul.
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, 87, In ficcave dintre ecuatiile (2) membrul sting este simetric in raport eu
ovicare doud dintre literele «, B si v. Rezultd ci daci, de exemplu tripletul
ordonat (3, 5, 8) este o solutie a sistemului (2) in sensul ci o= 3 Bz’ By =
tripletul (5, 3, 8) este de asemenea o solufie a sistemului (2), si anun;e o = g L= f%,
v = 8. Acelasi lucru se poate spune despre toate permutﬁrilelelemcn lelor (5? 3 ‘),
Py=1-2.3 = 6, deci cele 3 rddicini ale ecualiei (1) dau 6 solutii ale sisLemu’]uil (2)

59. v. 2.47. MEN — = 3
a) 2 =z, g 23— 3-}-‘)31—3251/3, = —293

C) 21:,22:2—|-i, Z3=‘~4—21. d) Zl=32:1+i, 23:‘2—21'

60. v. 2.4.7 a) z =By = Zg = 2a, 34 = -2,
_ 3
L‘) zlnzzﬁz‘,‘:Zr}V& Zg—1,

61. a) Se pune conditia P(3) = P/(3) = 0 sau identificare cu (8 — 3)3 (z — «).

= — 4, b= -3, Zy=—2.b)b=1—s,¢e=1, g, = — i, C)m=—17n=56
Fp— o = B : ]
BY, o el Sy L 1 1 1
. @ , raddcinile: E—, s 1; a = — 1, ridécinile: — — _ = 4,
b) a = 2i, ]‘El.d‘chiIl]lC.' —1, —1i, 2i; @ = — 2i, ridécinile: i, i, — 9j c) a=3
widieindtey &L g 8 e’ M #B
17 2 27 B N B
63. a) a = — 10, b — 3, rddicinile: 1,1, 1, 8; a=—8, b=0, radacinile
2,2, 2, 0. b) a=b=0, radicinile: 0, 0, 0, —4; g= — L 5 _ _ 1
, A 16
T, B 1 1 1
raddciniles — o el o = = 3, riadaeini
5 5 A 2.e)a_S,b*—3,1'&(1acjmlc:1,'1,1,—3;
@ = — 8, b = — 3, ridicinile: — by — 1 —1. 8
6')4.3 Se pune conditia P(2) = P(2) = P"2) = 0 sau identificare cu
(z — 2) ‘fE—a); p=6, g==", ri=—ily o 1,

i ; o] §
65, P'(— 3) = 0 s P ‘EJ = 0 dau un sistem de doudl ecualii cu necunos-

cutele a si b; a = 12; 3 = BE. = .8 ; ;
z % : == = ) = o a= 2. Alifel: i eare
(s + 3)e oy = o . Altfe identilicare cu
66. Tdentificare c1 (z — a)®, p2=38q, pP=97r, z— — L
3
1 2
6. p = ——, ¢ = — 2 radicinile: — L 1 2
3 27 : R

69. Mai trebuie spus ei P(a) = 0 si P (g} 10,
70. Nu; f(z) = 0 nu este o ecualie algebrici.
71. Rédécinile sint aceleasi, dar duble, multiple de ordinul %,

72. Ecnalia este de forma (z — a)® (z — b} = 0; se caleuleazii derivata,
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2. V. 2,49 4p3 - 27 ¢2 =0, p < 0; relatia (4) de la 2.4.9. aratd cl ridicina
dubld are acelasi semn cu ¢.

74, Daca P(z) = 0 este de gradul n, P’(z) = 0 are n — 1 radicini.

Dacd P(z) este divizibil prin P’(z), toale rddicinile derivatei sint ridicini
mulliple ale ecnatiei P(z) = 0 de ordin > 2. Accasta este posibil numai daci
n > 2(n — 1), adicd n< 2. Hcuatia de gradul Il este in acest caz de forma
afe — a)? = 0.

76. Pla) = (@ — a)® C(z), Cla)5£0. Se dau Tui = wvalorile @ =a | k si
@z —=a—h unde & > 0 si suficient de mic incit polinomul C{z) si pastreze in
intervalul [a — /, « - k] acelasi semn si se compard semnul expresiei Pla — h) =
= (— k)R Cla — k) cu semnul expresiei Pla -+ k) = h* Cla - h). Curba este
tangenta la axa Oa in punctul a; ea fraverseazd axa Oz (punct de inflexiune)
sau a este un punct de extrem, dupd cum k eslé impar sau par.

. 78 1) Impartirea polinoamelor se face dupi procedeul ohisnuit; pentru impir-
tirea coeficientilor, se folosesc tabelele corespunzitoare. Dacd la impéartirea coefi-
cientilor se obtin doud cituri partiale, lucrarea se conlinua in ambele variante.
Dacd primul coeficient al unui rest partial nu se poate impérti prin primul coeficient

A A A
al impdrti torului, impértirea polinoamelor nu se poale face. a) Citul 22% + 3z 4+ 1,

A A A A @ A A A A A
restul 2. b) Citul 2+ 2& + b, restul 3. ¢) Gitul 42 + 2, restul 5 sau citul 42 + 5,
A A A A A A A A A
restul 2. d) Citul 2z + 1, restul 2 sau citul 22 4 5, restul 6 sau citul 2x4- 9,

A
restul 10,

2) Daed impartitorul este de forma =z — a, demonstratia de la 1.3.3. rimine
valahilii oricare ar fi clasa de resturi cireia ii apartin coeficientii polinoamelor. In
lIocul relatiei (4) de la 1.3.3. se obtine gr, (@ — a) (C — C’) > 1, cici primul termen
al acestui produs se obtine fnmultind = cu primul (eventual unicul) (ermen din
C — €', iar in locul relatiei (5) se obtline gr. (R — R) = 0, sau R’ — R este poli-
nomul nul, cici R’ si R sint constante.

In cazul unui impartilor oarecare, demonsiratia dela 1.5.3. nu mai este valabild,
cici nu mai sintem siguri de relatia (4): daca cocficientii polinoamelor apartin unei
clase de resturi cu divizori ai Iui zero, cum este Zg sau Z,,, se poate intimpla ca
gradul produsului 7(C' — C’) si fie mai mic decit gradul lui 7. De exemplu, in Zg

(%:vz + 5 + 3} 2 = i 4 i produsul este de grad mai mic decit primul factor
(v. cap. I, problema 8 si 37).
Exemplele ¢) si d) aratd cd dacid Z, are divizori ai lui zero, teorema de la 1.3.3.
nu este adevirati.
79. Da, oricare ar fi n. Procedeul de impértire obisnuit se poate folosi tot-
deauna, ¢dci pentru a obtfine coeficientii citului se imparte mereu coeficientul pri-

A A A A
mului Lermen al restului partial prin 1, si in orice Z,,, oricare ar fia, a : 1 = a.

AA AA AA A A AN A A A,I_\Aﬁ\ A A A A
80, 1) -a) 1, 2. b1, 2.6) 0, 5,2, 3:4d) 0, °6,2,% ) 0, 7,2 5. f) 2,8 6 41,
2) Teorema despre numarul rddécinilor unei ecuatii algebrice se bazeaza pe descom-
punerea in factori liniari, care, la rindul ei, se bazeazi pe teorema fundamentald
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a algebrei. Or, clasele de resturi, inzestrate cu adunarea si inmultirea nu sint algebric
. . A A .. . . . . - - . ~
inchise (exemple: ecuatia 2* + | = 0 cu coeficienti din Z; n-are nici o rdadicini, de

. A A T . . .
asemenea ecuatia 2?2 + x + 1 = 0 cu coeficienli din Z;), de aceea demonslralia

ei nu este valabild in cazul ecuatiilor cu coeficienti in Z,. 3) Fiinded in Z;, Zg,
Zyg §i Zy, existd divizori ai lui zero (v. 1.2.3, obs. 2). 4) Dacd « este o ridicind
A A
a ecuatiei, polinomul se imparte prin x — a, care este egal cu z -+ —a. a) Q{:s -+
A A A A A A A A A
+ 1) (z4+2). b) (z+ 4) (x4 3) (2a-+ 1). c) z(z+ 1) sau (a-+ 4) (z+ 3).
A A A A A A A A
d) x(z - 2) sau (z + 6) (z -} 4). e) a(x + 3) sau (z+8) (z +5). f) (x+10) (z+9)
A A
sau (x =+ 6) (= - 1). in cazurile a) si ) descompunerea este unici, cici in Z; si Z;
nu existd divizori ai lui zero; demonstratia de la 2.2.7 ramine valabila (si simpli-
ficirile sint permise; v, nota de la 2.2.4). in cazul ecuatiilor ¢) — f) siluatia este alta.
Deoarece in Z;, Zg, Z,, si Z,;, existad divizori ai lui zero, impdrtirea nu esle unici,
deci nota de la 2.2.4 nu se aplicd, din AB = AC nu rezulti B = C, simplificdrile

nu sint permise si demonstratia de Ia 2.2.7 cade. 5) In Z;, Z; si Z,,, existd divizori
A A

ai lui zero; din P(z) = (= -} 2.} (z 1 3), ° ks p r,f:?J, 3—{— b = 0 nu rezul t cit Ple)==0
(v. nota de la 2.2.8).

Capitolul 111

1oa) zo=4+1i, 2, =24+ 1/3 b)35= —1, 3, = |5, 5, =2)/5
2. a) V. 3819, a= — 30, b= — 27; rdddcinile: —1 +i)/2, 24}/ 13

T o “
b) @ = — 36, b = 113; rddicinile: — =, 2 + /'3, Dacid nu se pune conditia ca

coeficientii sii fie reali, nu avem dreptu; sit aplicim teorema de la 3.1.5.

8. a) Teorema de la 3.1.5 nu se poale aplica, deoarcce nu s-a cerul ca a si
fie real. P(2 + i) = 0 dd @ = — 5 — i; riddcinile: 2 + i, 1 si 2. b) Imposibil.

4. Se imparte (IIdrner) polinomul dat prin z — (1 — i); celelalte ridacini
sint 2 £ /3.

5. Cind se trece de la P(u) la P(@), in fiecare termen al polinomului, apz"-*,

in locul factorului zn-k apare zn-*, iar ap rimine neschimbal. Ca si putem aplica
teorema (1) de la 3.1.5, ar lrebui sd inlocuim si ap prin ap, dar ap = d, daci si
numai daci ap este real.

6. Daci radacinile imaginare ale unei ecuatii algebrice sinl conjugale doud
cite doud si unul dintre cocficientii sii este real, toti coelicientii ecnaliei sint reali
(v. cap. 1I, problema 31).

— T 5 = =

8. a) @&, =3+ /7, o= == b)) £1/2, £V'3, £ /5
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9. V. 3.1.8 a) m=—3, n=2; & +b) m=—1, n=

L AEVE, ki3

nali, ei nu se pot determina; v. problema 2.

si 1. Cind nu se cere ca parametrii s& fie ratio-

= &y

10. Se pune conditia ca 1 /2 si satisfacd ecuatia: a =2, @,=

2 /TLi)/3
2

11. Radicinile ecuatiei vor fi a - /2, a —/2.si 0. Se identificd polinomul
dat cu (a? — 2az + a* — 2) (x — ). )
a) @ =3, m = —21, e = 3; riidicinile: 35i 3 & /2;b) a=3,a=—2, m=14,

| . 1 14 T R T

ridacinile: —2 si 8 & /2 a=— S riddcinile: — s

AT
B sk V2.

12. Polinomul dat se identificd cu (2® — 62z — 2){a? — bz —1) |2? + ax + b);
m— — 10, n— 92, p =14, g=2; 3 £V/11, Qb Bt

18. Polinomul dat se identifici cu polinomul care se obtine efectuind (22 —
_ 10z L 28) (a2 — 2z — 1) (a® + px -+ q). Be obtin 6 ecunatii, ecuafia a patra si a
sasea dau p si g, iar celelalte dau cei 4 coeficienti a, b, ¢, d.

14. a) Polinomul- dat se identificd cu polinomul care se obtine efectuind
(2 —1 —i)/3) (2 —1 + il/3) (z — @) (¢ — 2a) (= — y). Se obfin 5 ecualii; din
primele doud se afld a i v, iar ultimele 3 ecuatii dau a, b §i c.

15. Identificare cu (a? — 62 + 13) (@ — u)? (2 + pa + q).

18. Accleasi derivate pe care le anuleazd a +- bi le anuleazé §i @ — bi.

19. Se tine scama de teorema de la 3.1.5. b) Este par.

90. Nu. Propozilia este adevirati numai in cazul unei ecualii cu coeficienti
reali, ¢) Numai in cazul unei ecuatii cu coeficienti rationali; contraexemplu:
2—2|/3z4+2=0

91, Nu. Demonstratia printr-un confraexemplu.

, 4 i e, ol i
23, a) Doud riddicini intregi si —»——:EI—I/# . b) Trei radécini intregi si a®—

—1 i)

— x4 2=0. ¢) Trei rédicini intregi si S d) Se imparte prin

a® gl se pune 2 = y; ridicinile: @, 6a, — 2a, — 5a. e) |/3 apare numai in
& —
coeficientii puterilor impare ale lui z; se pune == y|/3; ridicinile: 61/ 3,

—71/3, V3 (4 L£i). f) Trei rddicini intregi §i 2 + 1
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24. Propozitia de la 8.3.7 nu se poate aplica aici, fiinded nu tofi coeficientii
ecuatiei sint intregi; 2 = 2. j

25. a) Radacina intreagd poate fi numai 1 sau — 1, deci a = — 4 sau a = 2. '

o 2'.4 _{_ rd + 1

r

b) aeste nedeterminat; ecuafia admite ridicina intreagi r, daci a =

26. v. problema precedenti; p4 ¢ = 0sau p — ¢ = 2.

27. Fie azh singurnl termen al cirui coelicient nu este rational, iar r=0Q o
riadicind rafionald. P(r) este o sum4 in care toti termenii afard de unul sint rationali,
deci... :

29, v. problema 21.
80. In propozitia de la 3.8.9 se ia g = 1.

81. a) Doud riidicini fractionare si — 2 4 |/ 3. b) Douil rddicini fractionare
gt —4+ {8 ¢) v. problema 23. d); riadacinile —Zj, — l;f — 2?"1, m{—2 |/ 3).
d) Doud rdddcini fractionare si 23+ a®z - ¢® = 0. e) Trei rddicini fractionare
si 24|/ 3. '

33. Atentie la coeficientul lui 23.

34. a) Una dintre necunoscute se elimind prin metoda substitutiei, apoi se
cautd rdddcinile rafionale ale ecuatiei obfinute.

473C|/1_23, — 31 F2)/128

=2, Yy =5, Zys= 7 Yaz = 7

b) v. indicatia de la a); (1, — 3), (_ L %J (1 = ’21/51 . 12!@] ;

intersectia a doudl parabole; c) Se folosesc formulele lui Vieta; sint 6 solutii;

{z,y, 3} = {2, 5, — &}. d) v. indicatia de la ¢); sint 24 de solutii, {z, y, 3, u} =

={~2 5 — 1 —i)19 —aLip/19
1 t] 2 1 2

o ecuatie liniardi in y; solutiile (0, 1), (— 2, 0) si doud solulii imaginare, inter-

sectia unei elipse cu un cerc. f) {— 2, — 1), (— 2, — 1), (_ 1, — 1], (1, 3);
3

}. e) Se elimind intii y* pentru a obfine

infersectia unei parabole cu o elipsd. g) (3, 1), (1, 2) i dond solutii imaginare;
intersectia unei elipse cu o paraboli.

86. Nu, céci 1 ar fi divizibil prin numitorul fractiei; v. 3.3.9.

86. v. problema 25. Radicina nu poate fi decit -;— sau — —:—; m= — 2
sau m = 1. X
o 8 =
37, z = == lgp | . Se examineazd cazul cind p este par si cazul

cind p este impar; in ambele cazuri, numéritorul este par.
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38. a) Dacd se imparte polinomul P(z) = aa® 4 a;an~t + ... + a, prin

& — 2 folosind schema Iui Horner, se obtin coeficientii cifului: ¢, = a,, ¢, =

q
ap + ag _ ap*+ apg+ asq* e P+ a, p" i L L - apa gt
R TR qz 3 oy Pn—1 qn—l .
q

Daci P(ﬁ) =0, are loc relatia («) de la 8.3.9. Procedind ca 12 3.3.9 b) se arati ci a,
q

este divizibil cu ¢, a,p + a,q este divizibil prin ¢?, ..., a,p"~' + a,pn~2g 4 ... - apgnt
este divizibil prin ¢gn-!, deci numdratorii fractiilor care dau ¢, ¢, ¢,, ..., ¢p_, sint
divizibili prin numitorii respectivi. b) Mai mult, fiecare numirator este divizibil
printr-o putere a lui g care este cu 1 mai mare decit puterea lui ¢ care figureazi
in numitorul acelejagi fractii. Rezultd ci numerele intregi care se obtin dupi
simplificare sint divizibile cu g. (Se poate lua cazul P(z) = ayat 4 ... + a,.)

n(n 1) (2n41)

39. Se foloseste formula S, = -

n = 10. 40. Primul termen
este & sau —_—5%@ 41. Ratia = &. 42. 5; 7; 9.

43. 2z + 9/ z(z + 9) = 90; = =3. 44, 22° + 62% + T2t 4 had | 2% —
— 3600 = 0, z fiind lungimea laturii mai mici. 46. 2? — 24z + 45 = 0, z fiind
misura razei cilindrului. 46. 23 4+ 1522 — 756 = 0.

47. Da. Descompunerea in factori liniari este unicd (v. 2.2.7); grupind la un
loc cite doi factori care corespund rid#cinilor imaginar conjugate, se obtine
descompunerea in factori reali ireductibili. Nici o altd grupare nu va da factori reali
(v. Cap. I, probl. 9). Alifel: Se reface demonstratia de la 2.2.7,

50. a) Termenii fractiilor se descompun fin factori folosind 3.3.7 si 3.3.9.
= 2

2z — 1 . b) gtz 2 o) 4x+3.

x— 3 3z — 2 3x—2

d) Fractia este ireductibild.

2)

b1. Propozitia: Orice polinom cu coeficienfi rafionali se poate descompune
in factori liniari gi de gradul II cu coeficienti rationali — este falsii, Ea devine ade-
varatid dacid se adaugi conditiile urmétoare: rddicinile reale ale polinomului si
fie ratienale sau irationale pitratice, iar dacd polinomul are ridicina imaginari
a -+ bi, a si b* sa fie rationali.

54. N-are nici un sens. Numerele complexe nu sint nici pozitive, nici negative.

5b. Are acelagi semn cu e, oricare ar fi 2, ciici se descompune in trinoame cu
ridicini imaginare. Alifel: v. nota de la 3.4.5.

56, a) Da, pentru orice functie continud (v. £.2.2). b) Depinde de ordinul de
multiplicitate a ridé#cinii (v. cap. II, probl. 76).
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Capitolul 1V

1L*. a) (— co, — 1), {—1, 8), (3, o). b) (3, o). €) (— oo, — 1).

d)$l=
':ZE=3: x3='_3.

] 2. a)J—OO, +0°) b) (O, 5): (51 OO). C} (—00, _I/g)' d) (—OG, _l/_s)7 (_'/31
V/'5), (/'5, =) e) Se cautd ridicinile rationale ale derivatei; (—oo, —2),
1 1

(—- 24 EJ y [E-, 3) y (3, o). 1) Se cautd rddicinile rafionale ale derivatei: (—co, —3).

(2, &), (4, o0). g) Se poate trata ecualia care se obfine dupi indepirtarea radi-

=7+ 4/18,

cinii dubley ‘@ = a, =1, 3

Xg,4 =

S A 4 . 2 957
h) Ridicinile derivatei sint i:%@ . Deoarece nu intereseazd valoarea poli-
nomului pentru aceste valori ale lui 2, c¢i numai semnul lui, se pot lua aproximiri
foarte grosiere, de exemplu =z, = —4, z, = 25. Ecuafia are cite o ridicini reald
in intervalele (—eco, —4), (—4&, 25), (25, o).

3, Se aplicd metoda de la &.1.% a) Intersectia piirtii superioare a hiperbolei
(# —1)*—y® =1 cu parabola y =9 — 2% & < (2, 3), 2, = (—2, —3).
b) Figura I reprezinti graficul functiei f(z) =|/2® — 322+ 4, = e [—1, oo);
M(0, 2), A(2, 0); in punctul 2 functia nu este derivabild, derivata la stinga este
—|/'3, derivata la dreapta este |/3. Ridicinile sint abscisele punctelor B, C
si D; z € (—1,0), 5, =(0,2), z, = (2, ). ¢) v. figura I. =z < (1, 2), abscisa
punctului E. d) Graficul funcliei f(z) = |a? — 1| se vede in figura II.
z = (—o0, —1), 2, = (1, o0).

¥
& &
f[”l
Sy
¥
i
N
?/
& :'—fl 1 b F i
]

Fig. 1

Fig. Il

* Dacd se indicd, de exemplu, trei intervale, inseamni ci ecua

] tia are trei radi-
cini reale, cite una in fiecare interval. :
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4. a) Graficul aratd cd ecualia admite o riddcind negativi si dc_)u:?: r;‘jdicini
pozitive (ramura dreaptd a parabolei y = 3a? taie curba exponentiald y = 2
i i i pri erciri ed

in doud puncte; (demonstrape: lim e oo} . Se constatd prin inc

x—00 0T

ele se afld, respectiv in intervale (0, 1) si (7, 8).b) m (1, 2), ;€ (9, 10).
™

ez 5 ; = " T ¥ =, | g

¢) @ = 0 si cite o radicind in intervalele [—2k1: g 2 k'n:), =0, 1,

T

2, .. si [—2]m A E], k=1, 2, 8,.. d) 2,=0, wZE(O, _].
P SAa L4 ? 2

2

‘o) a e (% : 71:) C ) we(01). 8 < E T:] . h) Cite o ridicind reald in inter-

) 3 ke T T _SE S
valele ... {— 2, —f), (gw, —?]. (0, E]’ (—2—, n], ( 2 , 2m|, adicd in

intervalele (_ Yoty i 1 l;-) i [{21:4-1)%, (k + 1)11] Rl o, T B,

5. a) Se intersecteazi cele doud curbe sau se elimind y si se studiazd ecuatia
2% — a? 4 &+ 1 = 0; o singurd solutie: z & (—1, 0), y= (1, 2). b) Analog

1 1
cu a); doud solufii; = = (—1, 0), ¥ E(—E, 0) , Tpe (0,1), s [0, 2].
¢) x, y si z sint radicinile ecuatiei 13 — 12t 4 7 = 0, care admite cite o rada-

cind in intervalele (—%, —3), (0, 1), (3, &). Fie ty, ts, 1y ridacinile acestei ecuafil.
Solutiile sistemului sint toate permutirile acestor numere.

6. a) a < —8, (5 w); a=—8, #=a=—1, 2, = 8; —8 < a <100,
(_m: _1); (—13 5)1 (5? OO); a= 100, @, = @ = 5’ &3 = —b4; a> 100:_ {400:
—1) b} a<0: (—00, —1)1 (13 OO); a‘=01 :61=m2=0; Xq, Xy = j:l/Q, 0=
<a<l, (—00, _1)1 {f'l, 0): (07 1): (15 m); a=1, z=z,= —1, z23=

v — 1: a > 1, nici o ridicind reald. c) Dacd se foloseste teorcma lui Rolle, ea
= il ol L] 4 & 5
trebuie aplicatd in intervalul [0, ). a<0, ze(l, ), a=0, = (60

1 1 1 oL e, a>l, nici o rdddcini.
=‘1;0<G<Z!(0:Z)’(‘Zai]waﬁ4rw 7 4

7. Se foloseste metoda graficd (4.1.4).

D fla) = 2t oo R (g 1), m(—2, —1). M, 3). Discufia se
22+ z+ 1 . iy %
poate face si pe cale elementard, folosind realizantul, suma si produsul radacinilor.

& & a:3—l-'l,
b) f{a:}:xsm_i, z e RN{1} (fig. IV). M[— V_g-, ;‘3/3—] ¢) fla) = ——

3x — 2

m , e IN{—21}

3 3
vern) (g V), (55 2HEs o) fo) =
(tig. VI) 4(0, —1).

206




Y g1 ¥
x . l Q@
] m o) | @
@) @y | I\ &
{"{)T"\J/ 7 \ '
x (2 1

= oo’ \g % 0 \\” F

Fig. Il Fig. IV. Fig. V.

8. a) Se taie curba y = ¢* — & cu dreapta mobili y = m sau se taie curba
y = €*cu dreapta mobild y = « + m. Discutia: m < 1, nici o ridécini reald; m = 1,
x =0 (se va afla ecualia tangentei la curba y = ¢* in punctul de ahbscisi zero);
m > 1, #;=(—oc0, 0), ,&(0, co). b) Analog cu a). m < —1, 2, (0, 1), z,=(1, aa);
m= —1,z =1, m > —1, nici o ridicind reali. ¢) Se taie sinusoida cu dreapla
variabild y = &+ m. Discutie: m <0, 2 (0, ©); m=0, a=0; m> 0,

2 & (—co, 0). d) La fel ca problema precedentd. e) Se taie curba y = 8 cu dreapta
22

e2ln23

variabild y = m; m < 0, nici o ridicind; 0 < m < y #&(—oo, 0) s.a.m.d.

f) Oricare ar fi m, #; = 0; afari de aceasta: m < 0, cite o ri#dicini in...

[_ e -32—"J. [—— o %}, [E 'n:), (3‘21’, 2::) vy adic (-—krc, — (2k — 1) %)

si [(2k — 1) —121, k-n:), k=1,2,8, .. m=0, za=kalk = Z); 0 < m<<1, cite o
radicind in intervalele... [— b » —21r}. [— B = ﬂ], (T':, EJ, (217, ﬁ)

2 2 2 o
adica [— ok + 1) 7, —Im] si [kn, (2 + 1) —2’5] k=1,2,8,.; m>1, dte
o ridicind fn aceleasi in-

i
| tervale, la care se adaugi
H cite o rdddcind in inler-

=

valele(—i,o si TRl i
2 2

g) v. 41.8. (doui metode).

-\ m<0, z(0, 1); m=0,

(%)
(4}-/

|
|
|

}\JL

() Y ) : B=1; Geme 2, gl ®
rz} : lx' e » 71 (! )’
I I (e, o)y m=—, z=e;
] | 1
) ! ! m > —, nici o ridicini.
: ; T e
[ | h) m< 0, 2= 0;0=<—m<1,
| S | a4 € (— oo, 0), z, = (0, )
Fig. VL el Gl SR R ()
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ze (0, 11; m>%ﬁ1, TR e

T

i) m< — — -4 1, nici o radi-

(3]

cind; —-g» +1<m<0, z=

e[—1,05; 0 <m<— —1,

el

L

ridicind.

9. Se procedeazdi ca la
a? — 2z + 1 '
[,!.1.9. f{.:u) _— -

z2 — 6z 4 8
e RN\{2, &}; graficul este cel

5
din figura VII, m(1, 0), M[f,

=

2sh A(— 1,i)', B[O, l),
15 8 Fig. VIL.

c(8, — &), D(S, %’j‘

a) Intereseazi restrictia functiei f pe intervalul [—1, 1], graficul ei este
4 "
arcul Am. Discufie: a < 0, nici o rddacind; a =0, z = 1; 0<a{-ﬁ , 0 rida-
cind; a > " , nici o ridicinid. b) Intereseazi restrictia al carei grafic este arcul
15
situat intre axa Oy (punctul B) si asimptota @ = 2. Discutie: a < 0, nici o rada-

A 1 gl 1 10
Ginds a—=0, =13 0<a,<§, doud radicini; a=E’ 2, =0, Z,=—3}

7 ’

a > 1, o ridicini. ¢) Intereseazi restrictia al chrei grafic este cuprins intre
8

16
punctele C si D. Discufic: a << —4%, 2 = (3, 4); a = —4, 2 =3; -4t <a< =t
niel’ o) rhdkciols @il &= By a>§3, o ridicind.

10. Figura VIII reprezinti gra- v
ficul functiei f(z) = sin z 4 cos =, 8
z<[0, 2x), A(0, 1), B [i, |/§) 4 ¢ 6
- !

CE:—’ 1J s.a.m.d. : ol i =

a) Intereseazd resfrictia func-

tiei f pe intervalul [ﬂ, %] , graficul

Fig. VIII.
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ei este arcul ABC. Discutie:
a <1, nici o ridicind; a =1,

|

a:l_:(), Zy = .7_21:.; 1 <G<V§,
doud ridicini; a= |/ 2, 2= %;

a>|/2, nici o ridicini. b) In-
tereseazii restrictia al cirei gra-
fic este arcul CD. Discutie:
@ << —1 sau a > 1, nici o radi-
cindl; —1<ae<x1, o singurd
ridicind, ¢) Analog cu a).
d) Analog cu b).

=
R

11. Se procedeazﬁ ca la
53
Ba? — 2z — 3

:reR\{-——g-, 1} (tig: TX),

Fig. IX. M[— 1, 5 s (3' 243J’
4 5 80

A109: flu) =

A [%, - %] . a) Intereseazd restrictia reprezentatd de ramura stingi a curbei

si de ramura mijlocie pind la punctul O. Discutie: a < -—% doud rddicini;

o= —%, Ty =Ty = —1: — g< a <0, nici o ridicind; e=0, 2, = 2, =
=a,=0; a> 0, o ridicini. b) Intereseazi restrictia reprezentati de partea

din ramura stingfl situati la dreapta punctului M si din ramura mijlocie-

c)a<—£, xe(l, Eils az—i, w=i; -—i<a<2—43—, nici o
22 2 22 2 22 80
4
ridécind; a = 28:33 o — m2=§; a>-2i0:-}-, doudl ridicini.

. Cazul p < 0, A = 4p3 - 27¢% < 0, 3 ridicini reale, [—-oo, — V——J

[ V—-—r V"" ( — %’ oo]; A =0, ridicinid dubli; A > 0, o singuri
ridicind reald (v. 2.4.9).

13. a) Fie O centrul sferei, C centrul bazei conului, A virful conului, 4’ punctul

de pe sferd diametral opus lui 4. Notim cu = misura algebrici a vectorului OC

208

pe axa OA’ (orientatd de la O spre A”). iniiltimea conului este R 4+ =, oricare ar fi
pozitia punctului € pe AA’. Eeuatia problemei:

a® + Ra® — Rz — R?
2 e[—R, R]. Figura X reprezinti graficul funcliei definiti de aceeasi relatie,

R3 R 32 R?
e porllnt gscemt = narrsabi st~ B 0 P [ ; ?), M(3 | e, o

intereseazii restrictia acestei funectii pe intervalul [— R, R]; graficul ei este
arcul mPMQ. Curba se taie cu dreapla variabila y = V (V 2> 0). Discutie:

R 32 R3 R
0<V<M, wle(_R’ %)- sz{E’ R)? V= ) Ty =Ty = —;
81 : .

81 3
Vv >£R3 nici o solutie. b) Intereseazi numai arcul de curbd PMQ.
ik

32 R2

b R R 5
= V= R_q , 0 singurd solutic =z (E . R]; = A
3 2

g.am.d. c) Pentru a obtine o ecuatie cu coeficienti numerici, se pune z =z R;

R &2_}{—*5 |-|/b9_ Alifel: se ia ca necunosculd unghiul format de
li. i3
inil{imea conului cu o generatoare.

14. a) Se noteazd cu z ,distanfa“ de la centrul cercului la o laturd a triun-
ghiului (v. problema 13). f(z) = (R+ 2) VE—2=3S8, z=[—R, R V.

3R/ 3
figura XI, A(— R, 0), B(R, 0), M|~ R ——4[/—] . b)a, =0, 2,=(08R, 0,9R).

Uy =

15. Tie y = u ordonata corzii, s = f(u) = % (b+ u) Vb2 — w?, us[—b, b].
Daci seriem 2 in loc de uw si R in loc de b, expresia diferd de cea din problema
precedentd numai prin factorul -;i . Graficul are forma din figura XI; A(— b, 0),
B(b, 0), M[_%, %)

16. a) Notim cu @ distanta de la virful conului la baza superioara a cilin-
dr‘ulm', fla) = i (L S ¥, x =[0, h]. Curba y = f(z) are aceeasi alurd

B2
: 2h  4R%h
cu cea din figura X. Extremele sint O si M( =

}, curba taie Oz in

h =
punetul Q(h, 0); interescazd arcul OMQ. b) 2, = 5 h — = (1 4+ 3)-

. g A
e M ) a4
N / \ (1) /] {1
‘s~/ z i 1
m a \ x A ) g w
Fig. X. Fig. Xl
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17. a) Fie z inilfimea conului; ¥ = f(z) = f (a® — a?), & = [0, a]. Discutie:
2a°/3 i i ;

(U 4 <_a2[;'_3 = «, doud solutii; ¥ = «, :ngxz:ﬂ-/-g; V > =, nici o solutie,

b) &, = %, Cp— ﬂi_—l) Alifel: Se ia ca necunoscutd unghiul o format

3 i
Gied . a® cos o 8in? o =
de iniltimea conului cu o generatoare V =f(¢) =——"—" « |0, = |.
3 2
18. Fie a si y, respectiv, raza si generatoarea conului: sistemul, nay = =S,
2
T

— y?— 2% = oV di ecuatia ¥V = f(a) = 5 V52— 4t @ < [0, |/8]. Graficul

acestei functii este arcul OM A4 din figura XII, M[V

S Vs 3] AT o).
Alifel: Se iau ca necunoscute generatoarea x si unghiul o format de generatoarea

S/ s
3

cu fnalfimea: V = }/cos? « sin c.

9 3 7
19, a) Sistemul 2% — ¥, 222 + 4oy — § di ecuafia flz) = 2>+ 4V _ ¢

z e (0, oc). b) Graficul acestei funectii este ramura dreapti a curbei din

- 177> 2
figura XIII, m(¥ 7V, 6 ¥ 72). In ecuatia f(= B = A/z— se pune z—z 'V
3/ 3/ 7 R S
R — qu = —I(—l/—ﬁa—;) Valorile corespunzitoare ale lui y se afla din
A i3

relatia 2%y = V. Alifel: Ecuatia f(z)) = 5§ se rezolvd in raport cu y si se
construieste curha ¥V = z(S::;— 22%); v. problema urmitoare.

g2

20. a) Ecuatiile 27a? + 2nay = =5, w2’y = =V dau f{z) = 5 — (S — 243) =

= V, definita pentru valorile lui 2 pentru care f(z) = V > 0. Graficul acestei

AL I A
functii este arcul OM.A din figura XIV. MH/ 5 _q_]/g]’ AH[ % 0] h) in ecuatia

g 4 : ¥
L,

3 (3)

I . AN
ik g @ i TR,
gl 1 :
AN i '. Z N\ _0)
%, \ ] A\
SN 4z VO % \ o] A\ z
i \‘ ', Ll
] et
i m
Fig. XIIL Fig. XIII. Fig. XIV.
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Sz — 228 = Eglg—s, se pune @ — z)/S; a:l—l/g ; 3,3#1/15__1”/—6‘

Altfels

Ecuatia f(z) = ¥ se rezolvdl in raport cu S si se construieste curba § = M

@
(v. problema precedentd).

21. Notdm cu x, valoarea ridicinii datd de metoda coardei si eu a; sau
valoarca datd de metoda tangentei aplicatd, respectiv, punctului a sau b (a < b).

a) x, = 2,908, @ = 2,4909. b) z,=2,09425, = 2,09457. o©) =z, —
= 0,6517, z; — 0,6539.

922. In problemele in care intervin functii trigonometrice, trebuie luat ca uni-
tate de mdsurd pentru arce radianul. Pentru transformarea gradelor in radiani
gi invers, se folosesc tabele, de exemplu: Tabele matematice uzuale, Ed. tehnici
1965, Tabela IV. 1 (pag. 141). Logaritmii naturali se afld de asemenea cu ajutorul
unor tabele speciale, de exemplu in Tabelele citate: Tabela II. 4 (pag. 62—63) sau
Tabela IL. 6 (pag. 64).

a) x, = 154°28", ap = 154°29. h) =, = 42°20°8”, = = 42°20748". ¢) 2, =
= 1,823, @t — 1,826. d) 2 =1, 2, = —1,872, a3 — —1,874.

28, 2 — 6224+ 10 = 0; a, — 1,5216; o = 1,5222.
24, 102® 4 252% — 64 = 0; . = 1,2979; x; — 1,2981.
2
25. Volumul segmentului sferic este » = o (3R — k) unde R este raza
3

sferei, iar h indlfimea segmentului, * — 3R2%x + 2R3(1 — E] =0, unde 2z este

n
distanta de la centrul sferei pini la planul de sectiune.

a) we = 0,2265 R, @ — 0,2259 R, » — 0,2262 R (i 3RJ ;

10*

102
26. Se egaleazd greutatea sferei cu greutatea apei dislocuite, apa dislocuiti
avind forma de segment sferic de inél{ime «. Pentru volumul segmentalui, v. pro-
blema precedentd; 1023 — 3022 - 28 = 0; » = 1,27346 R.

b) m — 0,348 R, 2t — 0,346 R, m-OS&'JR[i R]

27. Fie AB diametrul si AC coarda, mis. BC = x (vadiani); partea ABC

se compune din triunghiul AOC gi sectorul circular BOC; z 4 sin 2 = g i

28. Fie AB diametrul, CD coarda, mis. BD ==z (radiani); aria portiunii
cuprinsé intre AB si CD se descompune in doud secltoare circulare egale, BOD
si AOC, si triunghiul ODC; =z sin 2« cos =z =—? sau, punind 2z = w, u 4

*E

29. Notdm cu 2z unghiul la centru corespunzitor; cos z — 2z = 0, z, =
= 42°20°43"; ar = 42°20°8".

211




e g - AR P o —— =

80. Aceeasi notatie ca la problema precedentd; 2 sin # — & = 0, x, = 108°36’5”
1

2y = 108°36727”.
31, tga — 22 = 0; x, = 66°46'8", a3 — 66°47'5".

82, Aceeasi ecuatie ca la problema 31.

Capitolul V

3. b) Nu, cici existd un triplet (z, y, z) astfel incit (« T y) T 252 T (y T 2).

- 1. 2 B % 1
Y. a) Fie X =( ] Ecuatia devine: (1 s = 128
Ty T Ty oy Ty @y T 2y 1 giai]is
128 &

Agadar; o, =8, my=4, #y=1;, @, =2 §1X=(
3 &1 2

). b) Se pune ¥ =

v (yl Y2 Y3 Ys

1 2 3 4

]. Se obfine: Y=(1 o 4).
21 & 3

9. b) Sistemul dat devine:

z4+y=3
.'1’,'2 + y2 =5
e :D y 2 yr 5 $x1+ 2yyl xyt_l_ x’y B ' " y”
24r AR 2zy + 2ay’ 2y’ oz’ || || 297 ="

unde 2" = za’ + 2yy’ 51 ¥y’ = 2y’ + 2’y (2" =Q, y* =0Q).

11. Fie z=a+ b/ 5si 2’ =a" + b |/5, cu a— 502 =1 §i a2 — 502 =1,

A}rem x* 2’ = aa’ ++ 5bb’ + (ab’ + a’B) |/ 5. (aa’ + 5bb')2 — 5(ab’ + a'h)? =
= a*a’? + 10aa’b’ + 250%0"% 4 5a’?h'® — 10aa’bb’ — 5a’%h? = a®(a”? — 5b%) —
— 5b2%(a’? — 5b"%) = a® — 5b2 = 1. Deci z- 2" M.

12. Se observi ¢ 2 T y = (2 — 8) {y — 3) + 3. 13. a) Da. b). Nu.

15. b) Nu, eiici existd un triplet (z, y, z) de clemente din E astfel incit z T
Ty Tz =(zTy) Tz Se va preciza un asemenea triplet.

16. b) Se obtline (2 T y) Ta=a2T (y T 3) = 36zyz + 18zy + 182z} 18yz+

o Sl by G g — ) e =08 [ DA
3 18a + 9 2)"

24, a) Avem:

[AU(BUA)JU[BU (BUA)]=[AU(4UB)]JU[(BUB)UA] =
—[(AUA)UBJU(BUA)=(AUB)U(AUB)=AUB. b) ANB.

k 25. b? Elementele e, a, b, ¢ se pot considera functiile definite pe {1, 2} cu valori
in {1, 2} iar legea de compozitie, compunerea.

84. c) e = 2. 85, ¢) ¢ = a.
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A A A A
37. b) Avem de exempln:STlx:(3~3-A}-|- {§-§)+ﬁ.£+£ S S
A A A A A A A A A
=(3-8)-4=%4-2=1 Deci STi=t42+ 1= e
AN A NG S ACERSR:
0,1 Th=1, 27T &=

A__ A A

BT &=4
38. ¢) Se va folosi 5.1.25. 42. a) Functia f : R —> R este inversabild cici este
51

-

bijectivii. Functia g este inversabild cdci este bijectivd. b) f~Yz) = z 5

1 2
prlp)= —arctgex — —=.
g (2) S 2

e - e 7
48, Exemplu: (3 4 21/ 2) 1 =3 —2 /2. 44, a) e= 5 b) &= rﬂ? — 3 »
&= 2.

A A A A A A . A
45, Avem: (3-3;)4-4:9:;,(3-3;)+4+{_4)=9+(_4)-( cz) + 0 =
=g=-§'m:3:>A"1'(§'m)=§‘1 %$(3'1"-}) e=14 §=>i-a,=§=-a;:§.
A A A A A A
Verificare: (3+9) +&=5+ &=9.
1 9 ¢ -4 3 =1
46.a)A"_em:[123&56OX:[l-.'}&dﬁJ:(12345ﬁ "
31246 5 24436 5 81256 5
102 8 & 5 6 ] ('1 2 3 &5 6yt (123456
. oX|= o = g0 X =
3.4 2 & 6 5) 312 4 65 2 4 &°80'6 5)

(312455] [123456 1283456
= o J==-.X=[ ).

123456 21436 5 324156
; -1 —

48, b) @ 8y =H x 8y
Y & —H +

64. a) 2t = e g2t = alre 2t =
65. a) Din 2? = e, rezulti z = 27 Avem: zy = (zy)t = y et = ya

68. ¢) Pentru usurinta rationamentelor se vor intocmi tabelele legilor de
compozitie. d) Se vor nota convenabil elementele celor 3 structuri cu aceleasi
simboluri si se va observa ci se obtin tabele identice. e) Se va observa cd in toate
cele trei structuri este adevirati egalitatea 2? = e. Existd un grup cunoscut cu
patru elemente in care nu are loc 0 relatie analoagi.

71. a) Este indicati forma trigonometrici a numerelor complexe, pentru
exprimarea ridicinilor.

7. Daci cele doui inele ar fi izomorfe atunci ar exista f : M — P astfel incit
fl) = 1, £(2) = (1) +1(1) = 2 st F(V 21/2) = 11V/2) 1(1V2) =f2) = 2.
Asadar, f(I/2) = +1/2, dar + |/ 2 P.
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79. Inmultind prima ecuatie cu 3, obtinem 9o = 3, cu solutiile z =

: Bibliografie

o> >

= 3, @ =9. Inlocuindu-se in ecuatia a doua se afli y. Solufie. x =/i, =

Metoda substitufiei nu se poate aplica, deoarece § si 4 sint inversabile.

84, a) Se va inlocui z pe rind cu ?), "i, 5, ’:i, 2 si se va obtine 2% 21; = 3
Explicatia std in faptul ¢ in demonstratia ¢d un polinom cu coeficienti nume- Pentru aprofundarea problemelor continute ir_) acest manual
rici de gradul n este identic nul, cind toti coeficientii sint nuli, se presupunea | recomandim elevilor si consulte urmitoarele lucriri:
existenta a n - 1 valori distincte. In clasele de resturi modulo 5 nu existi decit
5 valori distincte. b) Se va reface demonstratia datd in prima parte a manualului.
Se mai foloseste faptul ci in inelul claselor de resturi modulo 5 nu sint divizori ai
lui 0. 85. Existd divizori ai lui 0.

1. Matei, Nazarie, Relatii, funciii, strueturt alge-
Georgescu-Buziu,BE.  brice. Bucuresti, Editura didac-
tic si pedagogicd, 1973.

88. Exemplu de divizori ai lui 0: i 9, Gautier, C, Girard, G., Alef,-Algebrd. Vol. I Multimi,
; Lentin, A. aplicaii, numere reale; vol. Il
flz) = {0’ il glz) = {1’ e ’ ’ Funetiisi ecualil numerice, Bucu-
B @l ek ; ! resli, Tditura didactici si peda-
89. Nu. 92. a) {sesBRzx=a+b)c, acQ, beQ, ceQ, /o 0 gogicd, 1973.
b) tcRlz=a+bl/2 +c)/3+d/6,acQ b=Q ceQ, d=Q). o 3. Stamate, I, Stoian,I. Culegere de probleme de algebrd:
93. Se va tine seama ci intr-un corp nu avem divizori ai lui 0. 95. ¢) Se va Bl;mll‘e-‘}':'L E?;E\il'& didactica si
gogicii, 1971.
folosi punctul b) si problema 94 punctul ¢). Avem ap - a, g ORI Gaainil pedagogici, 197
si deci f(ct,,::c},1 - alxonpl deritfan) = f(0) de unde a, 20 +a1x—3'1+ e ap=0. 4, H*EE ,,Gazeta matematicd*, Seria B.
| a rodicere i lgebrd, Bucu-
99. a) & b) 3. 100. a) Deoarece 3(c) este solutie a ecuatici 2 —e, avem 5 Galburd, Gh Introducere in  algebrd

i, Editur tehnicd, 1969.
Ble))f=c 2P=csar’>—c=022—[§c)P=0<« (z— 8) (24 3e) = i g A e

= 0 <> a = 3c) sau 2= —3(c). b) Se reface demonstratia cunoscuti in cazul
ecuatiei de gradul doi cu coeficienti reali. ¢) Avem 8(b% — &ac) = |/b% — 4ac si

R -

. - - . A
formula devine formula cunoscutid. d) Ecuatia 2% = b2 — hac devine 22 = 1 cu

A ALY Bl —Ey 4
solutiile z =1 si 2= —1(z = 4). Asadar, a;,, = — =l B E »
AA AA
22 242
AA AA
xls(—2)-4—1=3-4=£, 1’2:(_2)-2-L=?.a\=2. 1
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