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Capitolul I 

Polinoame 

1.0 . Introducere 

In primele patm capitole ale acestui manual se tratează ecuaţiile 
algebrice, adică ecuaţiile de forma P(x ) = O, unde P(x) este un poli
nom. De aceea esLe necesar să reluăm noţiunea de polinom, cunoscută 
din clasele anterioare, pentru a aduce unel e precizări şi completări. 

1 .1. Precizări şi completări 

1.1.LNoţiunoa de polinom. După cum se şti e, expresu ca 

P (x) = 2x4 + 5x3 - 7x + 10, 

P (x, y) = x2 + y 2 
- 3xy + x - 2y + 6, 

P( x,y,z) = 2x2 + 3y2 + z2 
- xy + 2yz + x + y - 10 

se numesc polinoame. Primul este un polinom cu o singură variabilă, 
al doilea - cu două, iar al treilea - cu tl'Ci variabile. 

In acest manual vor interveni numai polinoame cu o singură varia
bilă, pe care le vom numi, scurt, poliffoame. Deci, un polinom este 
o exp1•esie de forma 

P(x) = a0xn + a1xn-l + .„ + a11_ 1 x +an, 

în care coeficienţii ai(i = 0,1,2, ... , n) sint numere întregi, raţional e, 
reale sau complexe, n este un număr natural , iar x este o variabilă 
care parcurge o mulţime numerică determinată, Z, Q, R sau C. 

Un polinom este un simbol oare indică un şir de operaţii (ridicări 
la puLere, înmulţiri şi adunări) ce se fac cu o valoare a variabilei (necu
noscutei) şi cu coeficienţii. Astfel, polinomul 3x2 

- 5x + 8 indică ur
mătoarel e operaţi i : numărul x (raţional , real sau complex) se ridică 
la păLrat şi se înmulţeşte cu 3; acelaşi nnmăr se înmulţeşte cu (-5), 
şi p1•od11sul se adună cu primul; rezultatul se adun ă cu 8. 
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5 
2 ,/ cu coefici enţi reali , a0 = 3, a, = - -; , a~ = O, a3 = Ti, a~ = - v 3 , 
,) 

a, = 4 . 

(Termenii cu cocfi c:irmlul i ero nu se scriu. ) 

bJ Q(3;J = ixa - '·'" + l·t - i V1l 3; + 4 

esle un polinom cu coefici enţi compl ec:;;i, a0 = i, a1 = - ?, a,= l - i v':.i , "a= 1,, 

(Numerele - 7 şi 4 sînt privite ca numere complexe : - 7 = - 7 + Oi, !1 = t, + Oi.) 

1.1.3. Mulţimea c!irnia îi a}larţ.in ~oeficienţii unui polino1~1 şi val'ia~ 
bila. Spre deosebire de felul cum se proced ează ele cele rn:u mnlLe ori 
în clasele mai mici, cînd coefi cien ~i.i slnL li terali, trebuie să se precizeze 
totdeauna cărei m~1l1;.imi num eri ce îi aparţin (Z, Q, R, C). Acest lucru 
este necesar din motivul nrmător. 

Polinoamele cu coeficienti dintr-o mult.ime mai restrîn să au unele 
proprietăţi pe care nu le a~ polinoamele 'ai c~ror coefic i enţi ap~r~i1~ 
unei mulţimi mai cuprinzătoare. Astfel, polu;ioamcle cu eoef~c~enţ. ~ 
reali au unele proprietăţi pc care nu le au polmoamelc cu coef1r1ent1 
complecşi , după cum polinoam.ele cu coefi cienţi. r.aţio .nali ~u unele pro
prietăţi pe care nu le au polmoamele cu coef~cie!1ţ.1 reali ş.a.m.d .. . 

Cit despre mulţimea pe care o parcurge varrnh1la, ca este de ob1ce1 
aceeasi ca multimea căreia ii aparLin coel'icient ii sau mai cuprin r.ă 
toare.' Deoarece Z c Q c R c C, se poate co~sidera totdeauna că 
coeficien~ii ecuaţ,iei_ apa1:ţ.in mulţimii î~ c:1re. variabila ia v~lori._ 

În prunele doua cap1Lole ale acestei carţ1 vom trata polrnoa1ne cu 
coeficienti complecsi, in care variabila ia valori complexe. P entru a 
ţine pre~ent în minte acest lucru, vom folosi pen~ru. variabil~ li~era z. 
Dat fiind că Z c Q c R c C, tot cc vom spune rarn me valabil ş1 pen
tru polinoame cu coeficien\.ii în oricare din aceste mnlţim i, cu condiţia 
ca variabila să ia valori complexe. 

1.1.4. Gradul unui polinom. P olinomul 

a0z't + a1z11
-

1 + „ . + a„_1 z + an 

este de gradul n , dacii a0 =/= O. 
Polinoamele de la 1.1.2 au, respectiv, gradele 5 şi 3. 
Condiţia a0 =f= O bsLe escn~ială. De exemplu, polinomul 

Oz4 + Oz3 + 5z~ - 3z + 8 

este de gradul 2, nu 4. . . . . 
Coeficientul an = a"z0 se numeşte termenul liber al polmom1d11i. 

Un polinom poate fi forma~ numai din t ermenul său liber. De exemplu 
polinomul 3, care este acelaşi polin om ca 

Oz + 3, Oz2 + Oz + 3, „„ Oz" + Oz'H + „. + Oz _i_ 3. 

Grad11 l nnn i as•' nll' lll':t polinom este znro. 
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Vom considera şi poli nomul special, n otat cu P*, 

P':' = Ozn + O.zn-1 + „ . + Oz + O, 

cum ar fi: Oz+ O sau Oz2 + Oz+ O ş .a.m.d., în care to ţi coeficienţi i 
sînt nuli . Acest polinom se nnmestc polinoniul nul. El nu are grad. 

Gradul unui polinom j oacă u ne~ri rolul pe care-l j oacă „mărimea" 
unui număr real (v. problema -30) . 

1.1.5. Operatii cu 11olinoame. Regulile clupă care se fac aceste opcra
tii sînt cunoscute din claselfl anterioare. Motivul pentru care s-au form at 
tocmai aces te reo·uli, nu altele, va fi arătat mai departe (1.1.8.). Aici 
ne mărginim să ~enţionăm că ele sînt valabi le şi în cazul polin oamelor 
cu coeficienţi compl ecşi. 

1.1.6. Grndni sumei şi al produsului. Fie P un polinom de gradul m 
şi Q un polinom de gradul n, 

gr. P = ni, gr. Q = n. 

a) Dacă m > n, gratlu1 sumei P + Q esLe m, căci pri mul ternu~1~ 
al sumei este primul termen din P . Dacă însă m = n, ~radul su mei 
este egal cu gradul lor sau mai mic, căci se poate ca prunul term en, 
sau primii doi termeni et c. să se reduci\ . . . . 

Acelasi lucru se poate spune despre gradul d1 1 ercnţe1 P - Q. In 
adevăr, 'p - Q = P + (- Q), căci pentru a scădea Q din P se. a.clu n.ă 
P cu polinomul care se obţine schimhînd semnele tuturo~ coeficienţi
lor polinomului Q, iar gr. (-Q) = gr. Q. 

Aşadar, 

gr. (P ± Q) <max. (gr. P, gr. Q)*. 

b)' Gradul produsului lor este m + n. în adevăr, dacă P = a0zm + 
+ .„, Q = b0zn + „„ atunci PQ = a0b0zm+n + „. 

1.1.7. Fnucţia-poJinom. Cons i derăm, de exemplu, polinomul 

2z2 - 5z + 7. 

El indi că un şir de opernţii care duc, pentru fie care valoare a lui z, 
la un număr bine determinat, clar în algebra elementară nu se . arată 
precis caee sîn t toate valorile pe care le poate lua z. Dacă se precizează 
care este mulţ '.mea E a valorilor pe care le poate lua z, de e~emplu 
E = {1, 2, 3 }, se poate defin i o funcţie P : E ~ R dată de relaţia 

P (z) = 2z2 
- 5z + 7. 

* r;, şi b fi ind două nu meru reale, prin max. (a, b) se înţel ege cel mai mare din tre 
numerele a şi b. Dacă a = b, max. (a, b) = a. = b. 

De exemplu: max. (3, t,) = li, max . {2, 2) = 2. Un sens analog are simbolul 
m in. (a , b). 
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Calculul dă: 

P (i ) = 4, P (2) = 5, P (3) = 10. 

1n acest exemp lu, s-a dat un polinom (cu coeficien~i în Lreai) si cu 
ajutorul lui am defini t o functie. Acelasi lucru se poaLe face Î n ~azul 
oricărui polinom, dar mulţime; de definiţie nu se ia la întîmpl are. Prc
zinLă interes cazul în care se ia ca mulţime de defini ţie una dint re mul 
ţimile Z, Q, R sau C. Funcţ iile asLfel defi nite se nu mesc functii-poli-
nom sau funcţii polinomiale. ' 

ExPmplc. '1) Cu ajulorul polinomului z2 + 3iz - 1,, cu cocficicn(i comp l ecşi, 

se poale defini funcţia 

P : C -+ C, dală de rel a~ia P (z) = z2 + 3iz - 4. 

2) Cu ajutorul polinomului cu coef ic ienţi reali x3 - 5x + j/2 se pot defini 
funcţi i l e 

P i : R -+ R , cu P1(x) = x3 - 5x + j/2 (.-i: E R) 

şi 

P2 : C -+ C, cu P 2(z) = z3·_ 5z + j/2 (z e C). 

3) Cu ajutorul polinomului cu coeficienţi întregi x4 - 3x + 4. se pot defini 
funcţiile: 

P i : Z-+ Z, P2 : Q-+ Q, P 3 : R-+ R şi P~ : C-+ C, 

prin relaţia P;(.-i:) = x4 - 3x + 4, i = 1, 2, 3, 4, unde x j)al'curgc respectiv u na 
dinLre mul ţi mi le Z, Q, R sau C. 

Cazul cel mai important pent ru teoria ecuaţiilor algebrice este cel 
aJ polinoamelor cu coe fi cienţ.i reali în care v ari abila ia valori com
plexe. 

O funcţie-po l i nom este o funcţi e P : M -+ 111, unde 111 este una 
dintre mu lţim ile Z, Q, R sau C, dată de o re l aţ i e de for ma 

P(z ) = a0zn + a1zn-l + .„. + am a0 , a1, „ ., an E 111. 

E.xemplele de mai sus se încadrează în aceas tă defini ţie, deş i acolo 
mulţimea în care funcţia ia v alori a fost uneori mai cuprinzătoare <le
cit mulţimea căreia îi aparţin coeficienţii , căci se poate considera că 
coeficienţii aparţin mulţimii mai cuprinzătoare . As tfel, în cazul în 
care polinomul are coeficienţi r eali , iar variabila ia v alori complexe 
putem considera coeficienţii ca numere complexo (R c C). ' 

Deosebirea dint re funcţia polinomială şi polinom esLe următoarea: 
o funcţie P este definită cînd se dau mulţimea de definitie E mult i
mea .F în care funcţia ia valori şi un procedeu prin care se' asoc

1

iază fi·e
cărm element x din E un element unic P( x) din F . P olinomul, ca expre
sie algebrică , este numai al treilea dintre aceste elemente : el ne dă nu-
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mai procedeul prin care se află pen tr u fiecar e element x E E elementul 
corespunzător P (x) din F. 

?cnt r u prescurtar e, se spune polinom in loc de func/ie-polinom, 
cloci CJaloarea polinomului în loc de CJaloarea funcţiei-polinom. 

1.1.8. 0fHll'aţii cu poJinoame, operaţ ii cu funcţii-1wlinom. Acum 
puLom arăta care este sensul r egulilor de calcul cu polinoame (v. 1.1.5.). 

După cum se şti e, două funcţii f şi g sînt egale clnd sînt definite 
pe aceeaşi mulţime lJ!l şi valorile lor pentru aceleaşi valori ale variabilei 
sint aceleaşi : 

[f = g] ~ [\f x , x E J'Yf şi f (x) = g(x)]*. 

Cu alte c~1 vin t e, două funcţii egale sînt una şi aceeaşi funcţie. 
Regulile de calcul ca polinoame sînt ast f'el întocrnite încît sc'i dea fancţ ii 

egale':":'. 
Do exemplu : 

(2x + 1) (x - 3) = 2x2 - 5x - 3. 

So spune că expresiile care figurează de o p ar te şi de alta a semnului 
„=" au aceeaşi „valoare numerică" oricare ar fi valoar ea lui x. 

Sen sul precis al acestei relaţii est e Ul' mă tor ul : 
Se dau polino amele 2x + 1 şi x - 3. Apoi se consideră funcţiile: 

A : R -+ R , A (x) = 2x + 1, B : R -+ R , B (x) = x-3, 

P: R-+ R , P(x ) = 2x2 - 5x - 3. 

R egula ele înmul ţire a polinoamelor ne garantează că, oricare ar 
fi X E R, 

A(x)B(x) = P (x). 

'~Simbolul V se ci teş te : „oricare ar fi" sau: „p entrit orice" . De exemplu, '<Ix , 
x E !V[„ . se citeşte: „oricare ar fi x , x aparţinînd lui M„." sau : „pentru orice x, x 
aparţi nînd lui i'\ll„." . Pentru prescurtare, se poate citi: „oricare ar fix din JVl „." 

Simbolul 3 se citeşte : „există (cel puţin) un". De exemplu, 3c, c e z, astfel 
încît să avem a= bc se citeşte : „existc'i un c aparţi nînd lui z astfel încît„." 

Simbolul V se numeşte cuanti ficator w iii,ersal, iar s imbolul 3 se numeste citan-
ti( icator existenţial. • 

**Acest lucru nu este adevărat pentru orice calcul algebric. De exemplu 

X - 1 1 

x2 -1 x+ 1 

Aceste două fracp i nu au aceeaşi valoare pentru „orice valoare" a iui x . Pentru 

x = 1, prima n-are sens, iar a d.oua arc o valoare b ine dcterminat;1 1 

2 
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Situapa este analoagă în cazul celorlalte operaţii cu polinoame. 
Pentru a exprima că procedeele indicate de două expresii algebrice 

definesc aceeaşi funcţie (dacă se ia aceeaşi mulţime de definiţie) vom 
folosi cuantificatorul universal V şi vom preciza care este mulţimea de 
definiţie. Vom scrie , de exemplu, 

V x, x E B (2x + 1) (x - 3) = 2.-i:2 
- 5x - 3. 

Această afirm aţie este echivalentă cu următoarea: funcţiile 

f: R -+ R , f (x) = (2x + 1) ( x - 3) şi g : R -+ R , g(x ) = 2x~ - 5x - 3 
stnt egale. 

PenLru prescurtare, vom renunţa de multe ori la cuantificatoru l V 
dar vom menţio na că est e vorba de o identitate*; mulţimea în care 
variabila ia valori va fi subînţcieasă. 

1.1.9. Observnre cles1n·e simbolul P (x) . P en tru a ne conforma unui obicei 1nră
dăcinat, vom folosi simbolul P(x) sau P (;;) cu doui't semnifica~i i .l Pe de o parle 
P{z) rcprezinlr1 p olinomul însuşi, ca expresie algebri că, care i ndică un şi r d e operaţi i. 

De exemplu, 
P (z) = 2z2 - 5z - 3. 

.l'd ci P{z) cslc un simbol care reprezintă unul şi acelaşi lucru cu expresia 2.:;2 - 5z - 3. 
Pc de allă parle, P (z) reprezinlă valoarea funcţiei corespunzătoare P : C-+ C 

J)Cnt1·u o valoare oarecare za a rgumentului. În acest sens se scrie „ecuaţia P{z) = O" . 
un polinom, ca şir de operaţii, nu poate fi egal cu zero sau cu un all număr; 

valoarea funcţi e i respective poate fi egal ă cu zero. De exemplu, forma generală 
a unei ecua\ ii în carr ambele pii.rti sînt polinoame {de exemp lu: 2z2 + z = z2 

-

- .:; - 3) cslc 
P (z) = Q(z) . 

A ici nu polinoamele sin L egale - două polinoame Pgalc sin I. unul şi acelaşi 

polinom - ci valorile celor două funcţii - pol inom pcnlru o valoare a al'gumcn tului 
care u1~ncază su [ic de terminată sînt egale. 

1.2. Pol inoame i dent ice 

1.2.1. Polinoame egale, polinoame identice. a) Orice nxprcsie al
gebrică indică u~ şir de operaţii. Atunvci . do_u~ cxpresi! algchri.~e, în 
special două polmoame, sînt egale claca indica aceleaşi operaţu ; ele 
sînt una şi aceeaşi expresie scrisă de două ori. De exemplu, polino-

''în uncie cărţi se fol oseşte semnul „ = " Acest semn trebuie evita t din două 
molive. P rimul : el nu es te destul de precis, prin faplul că nu se arată cc se înţe
lege prin „orice va loare"; al doilea: el nu se fol oseşte în mod consccvrnt; ci ar t rebui 
folosil la cele mai mulle calcule a lgebrice şi în lrigonornclrie. De exemplu, ar lrehui 
scris sin2x + cos2x = 'l , ceea cc de obicei nu se face. 
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mul 3z2 - 5z + 2 indică operaţiile: ridicarea lui z la păLrat, înmul
ţirea lui z2 cu 3 ş.a.m.d. Polinomul az2 + bz + c ne indică aceleaşi 
operaţii dacă şi numai dacă a = 3, b = - 5, c = 2, şi numai în acest 
caz cele două polinoame sînt egale. 

în general, polinoamele 

a0zm + a 1zm-l + „. + am şi b0zn + b1z
11

-
1 + „. + bn 

sînt egale dacă şi numai dacă m = n, a0 = b0, a1 = b1, •. „ am = bw 
b) Pe de alLă parte orice polinom ne dă un procedeu care poate 

intra in clefiniţ,ia unei funcţii. De exemplu , cu ajutorul polinomului 
3z2 - 5z + 2 se poate defini funcţia P : C-+ C dată de relaţia P (z) = 
= 3z2 - 5z + 2. Două polinoame care definesc aceeaşi func·ţie se nu
mesc polinoame identice. 

Sensul precis al acestei afirma.ţii est e următorul. Fie 

a0zm + a1zm-l + .„ + am şi b0zn + b1zn- l + „. + b11 

donă polinoame cu coeficienţii complecşi şi z o variabilă complexă. 
Aceste polinoame sint identice dacă ş i numai clacă funcţia P : C-+ C 
dată do relaţia 

P(z) = a 0zm + a 1:m-l + ... + am 

este egală cu funcţia Q : C ~ C dată de rela~ia 

Q(z) = bozn + b1z11-1 + .„ + bn. 

Este eviden t că două polinoame egale sînt identice. Se pune pro
blema dacit şi reciproca acestei propoziţii este aclcClărată, ..adică : fiind dată, 
de exemplu, funcţia : 

P : C-+ C, P(z) = z3 - 5z + 2, 

exisLă si un polinom a0zn + a1z11
- 1 + „. + an cli feriL de z3 

- 5z + 2 
astrei îr~cît funcţia 

Q : C ~ C, Q(z) = a0zn + a;zn- 1 + .„ + an 

să fie egală cu funcţia P ? În cazul expl'csiiJor algehrice sau t rigono
me Lrice oa1•ecare, răspunsul este negativ. Do exempl u, funcţiile 

f: R ~ R, f'( x) = x + VX2ŢT şi 

g : R-+ R, g(x) = l/ 2x2 + 1 + 2x V x~. + 1 

sînt egale, după cum se poate verifica ridicînd ambele expresii la pătrat 
(ele sint pozitive pentru orice valoare a lui x). 

De asemenea, funcţiile 
f: R ~ R, f(.z:) = sin 2x şi g : R-+ R, g(x) = 2 sin x cos x sînt egale, 

deşi expresiile sin 2x şi 2 sin x cos x sînt diferite. 
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în cele co urmează, vom trata această problemă , care esLo funda
menLală penLru teoria operaţiilor cu polinoame. Vom trata înL1i cazul 
particular ctnd funcţia definită de un polinom este f'uncţia constantă 
zero. 

1.2.2. Polinom identic nul. a) Definiţie. Fie 

P(z) = a0zn + a1zn-l + ... + an 

un polinom cu coeficienţi complecşi. 

Polinomul P(z) este identic nul dacă ş i numai dacă valoarea 
sa este zero pentru orice valoare com plexă a lui z. 

Cu alte cnvinte, polinomul P(z) este identic nul dacă şi numai dacă 
func~ia P : C ~ C definită prin relaţia 

P(z) = a 0zn + a1zn- l + .„ + Cln 

este functia constantă P(z) =O*. 
b) P~nem problema: ce condiţie t rebuie să îndeplinească coeficien

ţii unui polinom ca polinomul să fie identic nul ? 
E ste evident că polinomul nul, adică 

P* = Ozn + Oz11
-

1 + .„ + Oz + O, 

ai cărn i coeficienţi sint to~i nuli , ia valoarea zero p en Lru oric.:e valoare 
a lui z: 

[a0 = a1 = ... = an = O] => ['v'z, z E C P(z) = O]. (1) 

Vom demonstra implicaţia inversă : dacă polinom~1l P(z) este iden
tic nnl toţi cocficientii săi sîn t nuli. Pentru a fixa ideile, vom lua cazul , ' 
unui polinom de gradul III, 

P(z) = a 0z3 + a1z2 + a2z + a3• 

Presupunem că polinomul se anulează pentru mai multe valor~ 
diferit e ale lui z, z = z1, z = z2 s.a.m .d. (prin ipoteză, astfel de valori 
există cite vrem) şi cău tăm să aflăm coeficien-~1i a0, a1, a2, a3• Fiindcă 
avem patru necunoscute, luăm patru valori diferite ale lui z şi formăm 
patru ecuaţii : 

P(z1) = a0z~ + aA + a2z1 + a3 = 0, 
P(z2) = aoi~ + a!z~ + a2z2 + a3 = O, 
P(z3) = a0z~ + a1z~ + a2z3 + a3 = O, 
P(z4 ) = a0z~ + a1z~ + a2z4 + a3 = O. 

* în acest enunţ, simbolul P(z) apare cu două semnificaţii diferite. Prima 
oară P(z) reprezintă polinomul, iar a doua oară, valoarea polinomului (v. 1.1 .9) . 
AceasUt ambigui tate va apărea deseori. 
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Am format as Lfel un sistem de paLru ecuaţii liniare şi omogene cu 
cele paLru necunoscute a0, a 1, a2 , a3• De Lerminantul acestui sistem este 

:ar z~ Z1 1 

z~ z~ Z2 1 
/),,= 

z~ z~ Z3 1 

4 z~ Z4 1 

E ste det.e1·minanLul lui Vandermonde (au apărut liniile în locul 
coloanelor şi invers cu unele intervertiri). Se ştie că 

/),, = (z1 - Z2) (z1 - Z3) (z1 - Z,1) (Zz - Z3) (Z2 - Z4) (Z3 - Z4). 

Deoarece z1 =/= z2, z1 =/= z3, •• • , z3 =/= z4 , acest produs est e diferit de 
zero, deci !),, =/= O. Rezultă că sistemul nostru admite o singură soluţie, 
şi anume soh\ţia banală 

a0 = O, a1 = O, a2 = O, a3 = O, 

ceea cc înseamnă că, dacă polinomul P(z) este identic nuJ, toţi coefi
cient.ii săi sînL nuli. 

Aceeaş i demonstraţie se poate face pen tru un polinom de orice 
grad. Deci, în general, în cazul p olinomu lui P(z), de gradul n, 

['v'z, z E C P(z) = O]=> [a0 = a1 = .„ = an = O]. (2) 

Pe baza implicaţiilor (1) şi (2) putem enunţa: 

Un polinom P(z) = a0zn + a1zn- I + a2zn- 2 + ... + an_1z + an este 
i<lentic uni dacă şi numai dacă toţi coeficioniii srti sînt n uli (adică 
P(z) = P*). 

['v'z, z E C, P(z) = O] =- [a0 = a1 = ... = an = O (P(z) = P'~)]. 

1.2.3. Obseniil'i. 1) În demonstraţia leoremei do mai sus nu am folosit loală 
ipoteza. Se presupune că polinomul se anulează pentru orice valoare a lui z, iar noi 
am folosit , în cazul polinomului de gradul III , numai patru valori (căci avem patru 
coeficienţi, deci ne-au trebuit patru ecuaţii ). Putem enunţa teorema mai tare : 

Dacă un polinom P(z) d e gradu l 11 se anu lează pentru n + '1 valori a le 

lu i z , polinomul este identic nul. 

Cu allo cuvinte: o ecuaţie algebrică de gradul n are cel mult n rădăcini. 
2) f n cursul demons traţiei s-a folosit şi faptul următor: dacă un polinom de 

gradul n se anulează pentru orice valoare a lui z putem găsi n + 1 valori ale lui z: 
care- l anulează. Acest lucru se poate face cită vreme mulţimea de de finiţie a funcţiei 

co1·esp11nzi\ loarc es te infinită, cum es te mulţinica C. Demonstraţia nu -mai este 
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valabilă, şi leorema nu mai esle adevăral5, dacă acea mµItim e esle finilă. Dacă , 
însă, mulţimea de definq.ie este finilă, formată din n elemente şi operaţii le au 
aceleaşi proprietă ·p ca în cazul numerelor , leorema rămîne adevărată pentru 
polinoame de grad < n - 1. 

De asemenea, s-a folosit faptul că dacă toţi factorii unui produs sînt diferiţi 
de zero, produsul este diferit de zero. Dacă variabila z ia valori într-o mull.ime 
în care această propoziţie nu este adevărată, de:nonstraţia nu mai este val~hilă 
şi teorema nu mai este adevărală. 

3) Noţiunile ele polinom nul, P*, şi polinom i<len ti c nul nu trebuie confundate, 
dar ullima teoremă arată di singurul polinom identic nul esle polinomul nu.l, adică 

si ngurul polinom care ia valoarea zero pentru orice valoare a variabilei esle poli
nomul în oare toţi coeficienţii sînt nuli. 

1.2.4. Cornliţia ca două. polinoame să. fie identice. Acum putem rezolva 
problema pusă la începutul aceslui paragraf (1.2.1): cînd sîiit două 
polinoame identice ? . 

Considerăm polinoamele 

P(z) = a0 zn + a1zn-l + „. + a11 şi 

Q(z) = b0z" + b1 zn-l + „. + bn-

J?s.te e.:idenl că clacă coe ficienţii aceloraşi puteri ale lui z (pe scnrt: 
coe.f1cienţu corespunzători) sînt aceiaşi în ambele polinoame, cele două 
polmoame sînt identice, căci sînt unul şi acelaşi polinom 

[a 0 = b0 , a1. = bu .. „ an= bn]-= [Vz, z E C P(z) = Q(z)]. (3) 

Pentru a demonstra i mplicaţia inversă, con sid e răm polinoamele ele 
mai sus şi judecăm astfel: 

Dacă cele două polinoame iau aceeaşi valoare pentru ori.ce valoare 
complexă a lui z, cliferenţ,a lor esle egală cu zero pentru orice valoare 
complexă a lui z, adi că polinomul ' 

P(z) - Q(z) = (a0 - b0)zn + (a1 - bi)zn.-i + „. +(an-I - b11_ 1)z +an - bn 

este identi c nul. Aplicînd teorema precedentă, rezultă că 

llo -;- bo = o, al - b1 = o, ... , an-1. - bn-t = o, a„ - bn = o 
sau 

ceea ce înseamnă că coeficienţii corespunzători sînt egali. Deci 

[\fz, z E C P(z ) = Q(z)] ~ [a0 = b0 , a 1 = b1, „„ an = bn}. (4) 

Pe baza implicaţiilor (3) ·şi (4) putem enunţa: 
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Două po linoame 

P (z) = af!zn + n1zn-l + „. + a11 _ 1 z + am 

·Q(z) = b0z" + b1z"- 1 + „ . + b,,_1 z + b11 

sînt identice dacă şi numai dacă coeficienţii lor corespunzători sînt 
egali 

[Vz,::, E C P (z) = Q(z)]-= [a0 = b0 , a1 = b1 , „„ an = bnJ. 

1.2.5. · Obscni"tri. 1) Faptul că în cele două pol inoame primul t ermen conţine 
z la aceeaşi pulere ar putea da impresia că t rebuie pusr1 condiţia ca cele două 
polinoame să fie de acel aşi grad . Dar acest lucru nu este necesar , căci în demon
straţie nu intervine nicăieri faptul că a0 =/=O sau b0 =I= O. 'l'otul este ca în ambele 
polinoame stt figureze aceleaşi puteri ale lui z, ca fied1rui coeficien t dintr-un 
polinom să-i corespundă un coeficient al celuilalt polinom. Dacă polinoamele nu 
sint de acelaşi grad, se adaugă la polinomul de grad mai mic unul sau m ai mulţi 

termeni cu coeficientul zero. De exemplu , în cazul dnd polinoamele sînt 

I'{z) = az~ + bz3 + cz2 + dz + e, Q(z) = mz 2 + nz + p, 

polinomul al doilea se scrie : 

Q(z) = Oz4 + Oz3 + mz2 + nz + p 

şi condiţia ca P (z) să f.ie identic cu Q(z) es te : 

a = O, b = O, c = m, d = n, e = p . 

2) Din cele ar r1 tate la 1.2.3„ obs. 2 rezultă că pentru ca dou i'i. polinoame de 
gradul n să fie iclen l ice este suficient ca ele să ia valori egale pentl'll n + 1 valori 
ale variab ilei (nu pentru toate). Acest lu cru se întîmplă numai la funcţii-polinom. 

O funcţie oarecare es le definită cîncl se dau valorile ei pentru toale valorile varia
bilei din mulpmca- ci de definiţie, nu numai penlru unele d in ele. 

3) În algebra elementară, regulile· de calcul cu polinoame se j ustifică prin 
faptul că ele duc la funcţii egale, adică l a i dentităţi (v. 1.1.8). De exemplu , suma 
polinoamelor 

P (z) = 2z2 - 7z + 3 şi Q{z) = .z2 + 5z - 8 

este polinomul 
S(z) = 3z2 - 2z - 5 

pen tru că, oricare ar fi z {z E C, z E R e t.c.), num~i rul S{z) es te suma numerelor 
P {z) ş i Q{z) . 

Algebra elemen lară ne învaţă cum se află un polinom care să îndeplinească 
această concl i ~ ie , dar ea nu ne garantează că S (z) este singurul polinom care să 
aibă act,astă însuşire. Numai ultima teoremă ne dă această garanţie . 

1.2.6. Metoda coeficienţilor nedeterminaţi. Teorema de la 1.2.4. stă 
la haza metodei coeficienţ.ilor nedeterminat.i, pe care o vom pune în 
evi denţă prin exemplele următoare : 



1) Să se punâ polinomul 
P(z) = 2z3 - 5z2 - 8z + 7 

sub forma 
E(z) = a(z - 2)3 + b(z - 2)2 + c(z - 2) + d. 

E fectuind calculele, se obţine 

Q(z) =- az3 + (- 6a + b)z2 + (12a - 4b + c)z + (-8a + 4b - 2c + d). 

Acum judecăm astfel: 
Polinomul Q(z) s-a obţinut efectuînd operaţiile indicaLe în E(z), 

deci expresiile E(z) şi Q(z) definesc aceeaşi funcţie (1.1.5.). Atunci E (z) 
va fi ident ic cu P(z) dacă şi numai dacă Q(z) va fi identic cu P(z). Apli
căm t eorema de la 1.2.4. 

Egalind coeficienţii corespunzători ai polinoamelor P (z) şi Q(z), se 
ob~ine 
a = 2, -6a + b = - 5,12a - 4b + c = - 8, -Sa+ 4b - 2c + d = 7. 

Acest sistem de ecuaţi i dă : a = 2, b = 7, c = - 4, d = - 13. Deci, 

2z3 - 5z2 - 8z + 7 = 2(z - 2)3 + 7(z - 2)2 
- 4(z - 2) - 13. 

Se spune că am dezvoltat polinomul P (z) după puterile descrescătoare 
ale lui (z - 2). 

2) Să se determine constantele reale A , B, C astfel încîl să aibă loc 
identitatea 
V X X E R "-. {-1 1 2} 2

'; + 'l = ~ + ~ + -~. 
, , ' (:1; + 1) (x - ·J) (x - 2) X+ 1 X - 1 X - 2 

Scăpăm de numitori : 
2x + 1 = A (x - 'I ) (x - 2) + B (x + 1) (x - 2) + C(x + 1) (x - 1). 

Efectuăm inmu 1 pri le şi ordonăm după puterile descrescătoare ale 
lui x. Obţinem 

2x + 1 = (A + B + C) x2 + (- 3A - B )x + 2A - 2B - C. 

Egalăm coefici en~ii corespunzăLori : 

A + B + C = O, -3A - B = 2, 2A - 2B- C = 1, 
de unde 

1 . 3 5 
A = - - , B = - - , C =- · 

6 2 3 
Deci, 

1 3 5 -- --
2x+ 1 = --6- +~+ -a- . 

(x + ·l)(x - 1)(x - 2) x+ 1 x- 1. x-2 

Se spune că fracţia 2
x + 1 a fost descompusă în fractii 

. (x + 1) (x - 1) (x - 2) ' 
simple. Asemenea descompuneri sînt necesare în calculul integral. 
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1 .3. îm părţ i rea poli noamelor 

1.3.1. Recatlitl)-larc. Fiind date două po linoamf', .D(z) şi J (z) cu coefi
cien~i din Q, R sau C, J(z) fiind diferit de polinomul nul, a împărţi primul 
dintre aceste polinoame prin cel de-al doilea înseamnă a găsi două 
polinoame C(z) şi R(z), astfel incit să aibă Joc identitatea : 

Vz, z E C D(z) = l(z) · C(z) + R(z) 

şi gradul lui R(z) să fie mai mic <lecit gradul lui l (z) sau R(z) să fi e 
polinomul nul. 

Polinoamele D(z), l (z), C(z) şi R (z) se numesc, respectiv, deîmpărţitul, 
înipărţitorul, cîtiil şi restul. 

ln clasele anterioare s-a învăţat un algoritm (procedeu) prin care 
se pot afla cîtul şi restul. De exemplu, pentru 

D(z) = 3z4 - 7z3 + 12z2 + 3z - 6, l (z) = z2 
- 2z + 4, 

se oh(-in cîtnl şi restul 

C(z) = 3z2 
- z - 2, R(z) = 3z + 2. 

Are Joc identitatea 

(*)3z4 - 7z3 + 12z2 + 3z - 6 = (z2 
- 2z + 4) (3z2 

- z - 2) + 3z + 2. 

Algori tmul se poate aplica şi în cazul polinoamelor cu coeficient i 
complecşi. ' 

De vreme ce cunoaştem un procedeu după care put em afla cîtul şi 
restul, prnblema existenţei nu se mai pune; ele există totdeauna (oricare 
ar fi poli noamele D(z) şi J(z)) . Mai mult, citul şi rest ul sînt unice (v . 1.3.3.). 

Menţionăm că, dacă dăm lui z o valoare z = a, relaţia dintre deîm
părţit, împărţitor, cît şi rest devine relaţia numerică D(a) = l (a)C(a) + 
+ R (a), dar aceast a nu înseamnă că C(a) şi R(a) sînt, respectiv, cîtul 
şi restul împărţirii numărului D(a ) prin numărul l (a). Astfel, în exem
plul polinoamelor cu coeficienţi numerici de mai sus, D(3) = 165, 
1(3) = 7, C(3) = 22, R(3 ) = 11. Relaţia (*) devine 165 = 7 · 22 + 11; 
ea este adevărată, dar 22 şi 11 nu sint cit ul şi restul împărtirii lui 165 
prin 7. . ' 

1.3.2. Folosil'ea metodei coeficienţilor nedeterminaţi. Împărţirea se 
poat e face şi prin această metodă. Reluăm exemplul precedent. 

Deoarece gr. D(z) = 4 şi gr. / (z) = 2, cî tul va fi de gradul 4 - 2 = '2 
iar gradul restului va fi cel mult 1. T rebuie deci să a fl ăm un polinof'~l 
de gradul II, C(z) = az2 + bz + c, şi un polinom de gradul / , R(z)Jefi
= dz + e, astfel încît să aibă loc identitatea m.d. 

3z4 
- 7z3 + 12z2 + 3z - 6 = (z2 

- 2z + 4) (az2 + bz + c) + d· 
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EfccLui'.i m opera~iil e din partea dreaptă şi ob\.inern : 

az4 + (- 2a + b)z3 + (4a - 2b + c)z2 + (4b - 2c + d):, + 4c + e. 

Egalăm coe fici enţii corespunzători : 

a = 3, - 2a + b = -7, 4a - 2b + c = 12, 4b - 2c + el = 3, 
4c + e = - 6. 

Acest sist em de 5 ecuaţ.ii cu 5 necunoscute dă: 

a = 3, b = -1, c = -2, d = 3, c = 2. 

Deci cîtul şi resLul sînt. 

az2 + bz + c = 3z2 - z - 2, dz + e = 3.: + 2. 

1.3.3. Unicitatea cîtu lui şi a restulu i. Fiind da le două polinoa me D(z ) şi / (z), 
procedeul uzua l de împărpre ne dă un polinom C(z) şi un polinom R (z), astrei încît 

să aibă loc idenlila tea : 

D = IC + R, gr.R < gr . I (1) 

(pentru a simp.l ifica scrisul, n-am mai scris litera z). Aceas ta nu inseumnă că poli
noamele C(z) şi R(z) găsite astfel sînt singurele care satisfac aceas tă condi ţie . S-ar 
putea ca printr-un alt procedeu să se ob\.inf1 un alt cit ş i un a lt res t ? Vom demons tra 
că acest lucru nu este posibil. 

Demons traţia se face prin reducere la absurd. 
Presupunem că ar ex is ta alle două polinoame, C' şi R', care satis fac de ase

menea condiţia 
D = J C' + R' 

Scăzînd (2) din (t), se ob (.inc iden titatea 

gr. R' < gr. I . 

J(C - C') = R' - R. 

(2) 

(3) 

Comparăm gradele celor două polinoame scrise de o parte ş i de alta a semnului 
„= ". Dad 1 C =/= C', diferenţa C - C' nu es te polinomul nul, deci ea es te un poli
nom cons tant sau un polinom de grad > O. Înmulţind 1 cu un polinom de g rad :;:;,,. O, 
se obpne un produs de grad cel ·puţin egal cu gradul lui J, deci 

g r. l(C - C') :;:;,,. gr. 1. (4) 

Cîl despre polinomul din partea dreaptă , avem (1 .1.6) 

gr. (R' - R ) ~ max . (gr. R', gr. R). 

Dar R şi R' sîot de grad mai mic decîl I , deci max. (gr. R', gr. R ) < gr . I. 

J ezullă că 
gr. (R' - R) < gr. / . (5) 

1 
R ezulta tele (4) şi (5) sint contradicto rii , căci ar însemna cii în iden ti ta tea (3) 

mul din stinga să fie de grad mai marc <lecit cel din d rea pta. Rewltă că 
Se ·•rnrea C =t= C' es te falsă, deci C = C'. Alunei C - C' es te polinomul nul, 

. z · :nomnl din dreap ta r ste polinomul nul , deci R = R'. 
simp e. , . 

• 

~ 

K ...,...z„44 
I 

J. \ .:; 
Aşadar, C' = C ş i R' = R, ceea cc a Cos t de dcmons t.ra t. 

2. 

Fiind date polinoamele D(z) şi J(z) , există un singur polinom C(z) şi un 

singur polinom R (z) astfel încît să aibă lo c id entitatea 

D (z) = I(z)C(z ) + R (z) şi gr. R(z) < gr. J(z) . 

1.3.4. Schema lui Horne1·. ln cazul cind împărţitorul esLe un binom 
de fomla z - p , împărţirea se poate face print r-un proceueu rapid. 

Fie ele făcut împărţirea 

(a
0
z5 + a1z4 + a2z

3 + a3z2 + a,1z + a6) : (z - p). 

Cîtul va fi un polinom de gradul IV de forma c0z4 + c1z3 + c2z
2 + 

+ c
3
z + c

4
, iar restul va fi un polinom constant R. Trebuie să . aflăm 

coc fi cicn~ii c
0

, c1, c2 , c3 , c4 şi R. Lu crarea tnccpe astfel : 

a0z5 + a1z4 + a2z3 + ... + a5 
- CloZ'; + CloP ZJ. 

-/~r+ ai)Z4 + ct2Z
3 + ... + ll5 ____..., 

C1 
.. .. .. ... ... ... ......... . .. . . . . . ...... 

z- p 
- a0z

4+ (a0p + a1)z3 + ... 
-,,.-' 

C1 

Se consLată că primul coeficient al ciLului est e egal cn prim ul coefi
cient al deimpărţitului , c0 = a0 , iar cocfi c ir ntnl urmălor al cit ului este 

C1 = lloP + Cl1 = CoP + rl1 ; 

el se obţine înmulţind primul coe ficient a l citului cu p şi ad i.l ugînd la 
p1·odus pe a1. 

Acum primul rest parţial se scrie ~1z'1 + a2z3 + ... -Ţ a5 yi lucn1sca 
continuă ca şi cum am avea de împărţit acesL 1·cst parţial prrn (z - p). 

C1z4 + azz3 + . . . + a5 
-C1Z4 -1- C1PZ3 

- / (ci.P + a2)z
3 + ... -1- a5 --Cz 

. . ..... ... . ... ... . . .. ......... . ..... 

z - p 
- c1z3 + (c1p + a2)z~ + ... ---Cz 

Se constată că coeficientul următor al cit ului este 

c2 = Ci.P + a2 ; 

c
2 

se obţine din c1 la fel cum s-a obţinut c1 din c0, şi anume: coefi cien t.ul 
precedent al citului se înmulţeşte cu p, şi pro~usul. se adu_nă cu coofi
cienLul următor al deîmpărţitului. In acelaşi fel se obţme c3 dm c2 ş.a.m.d . 
In general, 
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Ultimul coeficient al citului esle c4 = c3p + a4, şi ultimul pas al 
împărţirii se prezintă astfel : 

c4z +as 
-C4Z + c~p 

Restul este R(z) = c4p + as· El so obţine prin acelaşi procedeu ca 
şi cocfi cien~ii citului . 

In practică se procedează precum urmează. Fie de efectuat împăr
ţirea (2z4 - 7z3 + 8z - 5) : (z - 3). 

CoAficienţii deîmpărţitului se scriu în rîndul intîi (av:înd grijă să 
se scrie şi coeficientul lui z2 , care est e O), în rîndul al doilea, la ckeapLa, 
se scrie numărul 3 (din z - 3), apoi se procedează astfel : 

2 -7 o 8 -5 I 
2 - 1 -3 - 1 -8 13 

Sub coeficientul 2, se scrie ac~laşi număr 2; 2 · 3 + ( - 7) = - 1, 
sub (-7) se scrie (-1); (-1) · 3 +O = - 3, sub O se scrie -3; -3 · 
· 3 + 8 = - 1, sub 8 se scrie (-1); in s fîrşit, (- 1) · 3 - 5 = - 8, 

sub -5 se seric -8. Citul şi restul acestei impărţiri sînt : 

C(z) = 2z3 - z2 
- 3z - 1, R(z) = - 8. 

1 .3.5. Exemple. 1. Dacă împărţitorul esle de forma z + p, el se pune sub 
forma z + p = z - (- p). În schema de mai jos s-a făcut împl1rţirea (z3 

- 3iz2 + 
+ li.z + 1 - 2i) : (z + 2) . 

1 - 3i 4 1 - 2i 
1 - 2 - 3i 8 + 6i - 15 - Hi - 2 

Citul şi r estul sînl: C(z) = z2 - (2 + Si)z + 8 + 6i, R(z) = - '15 - 1lii. 
2) Numărul p poale fi imaginar, adică un număr complex a+ bi în care 

b = O, ca în cazul 

[iz3 - (2 + i )z2 + 4z - 3 - i] : (z - 1 + i). 

Împărţitorul este z - (1 - i) . 

- 2 - i 4 -3-i 
- 1 s+i 1 - 3i 1 - i 

(În acest caz, înmulţiri l e nu se mai fac în gînd.) Citul şi restul sînt: 

C(z) = iz2 - z + 3 + i , R(z) = 1 - Si. 
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Operaţii cu pol inoame 

1. Să se calculeze: 

Exerci_ţii 

\ 

a) [ (1 + i )z2 - 3z + (2 - v'3) i] + [(l - i)z2 
- iz+ i j/3] ; 

b) [z3 - (2 + i)z2 - iz+ 1 - i] - [(3 - i)z2 + (1 - 2i)z - 2 + 3i). 

2. Se dă polinomul 
2z3 + V3 z2 - 5z + 1 

şi se cere să se găsească un polinom care, adunat cu el,. să dea polinom.ul nul. 

3. Să se efectu'Cze înmulţirile: 

a) (z + 1 - i) (z - .3 ;+- 2i); 

b) [z2 + ('l - i v'3) z - 3 (2 + i V :i)l (z - 2 + iv'3) ; 
c) [z2 - (1 + 2i)z - 1 + i] (z2 - ('• + i) z + 4 + 2i]; 

d) [z2 - ('• - i ) z + 3 - i] [z2 - (7 + i) z + '1(3 + i)]. 
4. Să se rezolve ecuaţiile : 

a) (1 + i) z + 1 - 2 i = O; b ) z2 
- (2 + 3i) z - i + 3i = O; 

c) z2 - 5x + 7 + i = O; d) - z-. +z+ '. = ~. 
z+1 Z- 1 3 

o. Să se dea un exemplu de două polinoame P(z) şi Q(z) de acel aşi grad, ast
fel ca gradul sumei lor să fie: a) cu 1 mai mic decît gradul lor ; b) cu 2 mai mic 
dccît gradul lor. 

G. Să so demonstreze că dacă produsul a două polinoame esle de gradul zero 
(un polinom conslanl), fiecare dintre ele este de gradul zero. , 

7. So dau: polinomul P(z) de gradul m şi polinomul nul P *. Care es te: a) gradul 
sumei lor ?; b ) gradul produsului lor? 

8. Presupu nem că · propoziţia [ab = O]=> [a = O sau b = O) n-ar fi adevărată. 
Atunci propoziţia- cu privire la gradul produsului a două polinoame (1 :1.6) mai 
răm1ne adevărată ? 

I). Se consideră numerele complexe u = a+ bi, v = c + di. Să se găsească 
condiţi a necesară şi su f icien tă pc care lrebuie să o îndeplinească numerele reale 
a, b, c, d, ca produsul (z + u) (z + v) să fie un polinom cu coeCicienţi reali. 

Polinoame identice 

10. Să se demonstreze că ['v'z, z e C az2 + bz + c = O)=> [a = b = c = O) 
dind lui z valorile z = O, z = 'l şi z = - 1 . 

Să se găsească pe o cale asemănătoare condiţia ca polinomul az3 + bz2 + cz + d 

să fie identic nnl. 
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l l. :::c lOllSide1 ă 1111 po linom de gi·a clu l li . E xa m inind îndeaproap e în ce mrLSură 

s-a Jolosil ipo lcza lcorr mei ele la 1 .2.2. să se s 1n111~t pen lru cîte valori ale v ar ia 
b ilei t rebuie să s e an ulPze un polinom ca să p utem conchide cit el es te polinomul nul ? 

12. Să se aplice p rocedeul de la 1.2.2. penlrn a dc lcrmina un p olinom de 
g rad ul II , P (z), care să se anu leze pentru z = 1, ;; = 2 şi z = 3. Ce leoremă cu 
privil'e l a s is lemelc de ecua t.ii l iniare se aplică aici? 

13. Să se refacă demons traţi a teorem ei de la 1.2.'i. p cnlru cazul a dour1 p oli-
noame de g radul IV. 

14. Consi derăm pol inoam ele A(z) = z2 + 2z - 5, B (z) = 3z2 + 5.:; - _11. 
Produsul lor este P(z) = 3.:;J + '11 z0 - 16z2 - t, 7z + 55. 
Si't se găsească loa te poli noamele car e ia u p entru orice valoare a l ui z(z E C 

sau z E R) aceeaşi valoa re ca produsul A(z) B(z). Cc teoremă se aplică aici ? 

15. Să se determine un polinom de gradul IJ , P(z) , care să îndeplinească con
dip il o: P('l ) = 9, P(2} = 17, P(- 1) = 1'1. Gîle solU (.ii exis lă? 

16. Să se dem onst reze că: a) dacă un pol inom de g radul n i a va lor i reale p en l ru 
n + '1 valori reale ale lui x, toţi coeficienţ ii p oli nomul ui sîn t r eali ; b ) dacă un 
poli nom de gradul n ia val ori ra~ionale pentru n + 1 v a lori raţi onal e ale lui x, toţi 
coeficien ţi i p olinomul ui sîn t raţional i. 

17. a) Să se determin e un p olinom P (z) de gra d ~ 2 care să s a l isfaci't idcnli la lea: 

Vz, z E C P (z) = P ('l - z) . 

Să se clemonst rezc că, dacă P (z) şi Q(z) slnl două polinoam e care îndeplinesc 
această condi pe, suma lor înclcpli ncş le de asemenea condiţia. 

])) Aceeaşi prob l emă în cawl unu i p ol inom P (z) de g rad < 3. c) Gcnci·al izarc . 

1 ~. În vo rbi rea ob işnuitr1 cuvîn tul identic arc sensul urmă tor : două lucruri 
sînl iden t ice rlactt sîn l unul ş i acel aşi lucru. De exemplu, aulorul p oeziei Luceafă
rul ost c identic cu j)OClul Mihai Eminescu . Acest cuv!nt arc acolaşi sens şi în 
expresia p~li11 oame ident ice? ( Să se revadă şi de finiţi a egalit ăţ i i a două polinoam e 
- 1. 2:1. ) ln caw l cinel răspunsul es te a fi rmativ, de ce m a i esle necesară teorema 

de la 1.2. '1 ? 

19. F io ~~ mulţ i mea expr esiilor algebrice în tregi care conţ i n o ' singură va ria
bilă z , ş i ~ mul~irnea funcţiilor polinomiale. Fi e f' : '1 -.. ~ funcţia care asociază 

fi ecr1rei exp rrsii E e f. fu ncţ ia P E \S: clatr1 de p olinomul care se obţine efectuînd 
t oalc oper aţ i ile d in .l!:. a) E s le funcţia f surj ec li vr1? injecli vt1?; b) Aceeaşi .în lre
b al'c dacă fI. es te m ulpmca pol inoamelor cu eol'ficienţ i reali. 

Metoda coeficienţilor nedete r mi naţi 

20. Să se de le1·mine a, b, c, aslfel ca să a ibi't loc iden tita tea: 

:r2 + 2:i; - 7 = a(x - 1 ) (x - 2) + b (x - 2) (x - 3) + c(x - 1) (x - 3). 

21. P resupu nem că nu cunoaş lcm formul a de rezolv a re a ecuaţiei de gra dul 11. 
P en tru a rezolv a ecuaţia x2 - 5x + '* = O, de exemplu, judecrtm aslfel : Ecua ţi a 
v a fi rei.olvalrt daci\ vom re uşi si:i o punem sub form a (x - p) (x - q) = O, căci 
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a tunci rr1dăci n i l c ci vor fi p şi q . Să se foloseasd1 metoda coef ic ien ţil or ned e lcrminaţi 

pe ntru a d e termin a p şi q. De ce este această melod[1 inefic ien lă? · 

22. Pen tru a dezvolla (a + x )n clupă pu leri le crcsci1loa rc ale lui x, se poate 

proceda aslfel : 
Se scr ie (a + x )n = c0a n + c1cin-1x + c2an-2:i;2 + „. + c11_ 1ax n- 1 + CnX" coefi

cienţii c0 , c1„„ fiind necunoscuţi . Apoi se pune în a mbi i membr i x = O ş i se afl ă 
c0 ; se deri vează ambii membri a i iden ti tăţi i , se pune x = O şi se obţi ne c1 ; 

ş.a . m .d. Să se de mons treze în aces l fel formula b inomului. 

Împărţi rea po linoamelor 

2B. Să se efec tueze : 

a) [2z3 + (7 - i)z2 + 7z + 3 + i] : (z + 2 - i) ; 

b ) [4z~ + 12z2 + (3 - i)z - 9 + Gi}] : (4.z2 - Siz - 15 + 22i) ; 

c) [2z4 + (1 - 2i )z3 + (!1 - 2i)z2 + (1 + i) z - 2i] : (z2 
- iz + 2). 

24. Ex isl~t u n polinom Q(z) as t fe l ca să aibă loc identi tatea 

Vz, z E C z3 - 2z2 + 6z + 3 = (z2 + z + 1)Q(z)? 

S e poa le răspunde la această înlrebare fără teorem a de la '1.3.3 ? 

2o. Să s e e fectueze împărţirea (2x4 - 5x3 + 3x - 8) : (2x2 - 3x + 5) 
a ) d irec t ; b ) p rin metoda coeficienţilor nedelermina ţi. 

26. Să se determine a şi b, as t fel ca polinomul 2z4 - 2z3 + az + b să fie clivi-
zihil p rin polinomul z2 - 2z + 3. 

27. Să se dc lermine restul împărţi ri i unui polin om P(x) pr in (x - a) (x - b). 
Ap l i caţie numerică: P (x) = :i;4 - 3x3 + 5x - 2, a = 2, b = 3. 

28. a ) ~ol inoamel e A (z), B (z), C(z), D (z) sa tis[ac idcntila lea 

A(z) = B (z )C(z) + D(z). 

Avem dreptul să deducem de aici că D(z) es te restul împăr!;irii l ui A(z) prin 
B(z )?; b) În t reb are analoagă în cazul unor numere na turale A, B, C , D. 

21). a) Se p oale împărţi p olinomul A (z) pr in polinomul B (z) dadt g r. A (z) < 
< gr. B (z)?; b ) Dar dacă B(z) est e polinomul nul , P '"? ; c) E s te s i tnaţia analoagă la 
împărţi rea numerelor na turale? 

30. a) Să se comp are defini ţia împărţi rii polinoamelor cu definiţia împărţirii 

num erelor na lurale . În ce constă deosebirea: 

b ) F ie C(z) şi R (z} citul şi rest ul împ ărţirii polinomului D (z) p ri n polinomul 
l(z}, amîndouă cu coeficienţi reali . Dacă în idenlitatca p rin care se def i neşte îm
părp rea dăm lu i z o valoare oareca re z = a, obpncm relaţia numerică D (a ) = 
= J (a)C(a) + R (a ). Se poa le spune că R (a) es te res tu l împărţirii lui D (a ) prin l (a) ? 

c) Se consideră polinoam ele 

A (x) = x2 - 5x + 10, B(x) = :i; - 2. 
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Fie C(.i:) ş i R(x) cilul ş i restul împăr\,j rii lui A(x) prin B(x). lnlre ce limite 
poale varia .i: pcnlru ca numărul R (x) să fie restul împărţirii numărului A (x) prin 

numărul fl( x)? 

31. a) P(x) ş i Q(x) fiind polinoame cu cocficien~i întregi, care dintre afirma

ţiil e următoare este adevărată? 
1) Suma lor, 2) diferenţa lor, 3) produsul lor, este un polinom cu coeficienţi 

în t reg i, 4) citul ş i restul împărţirii lui P(x) prin Q(x) sîn t polinoame cu coefici enţi 

lnlregi. 
b) Aceeaşi întrebare cînd P(x) ş i Q(x) sînt polinoame cu coeficien \.i raţi on ali, 

iar ln afirma ţiile (1 - 4) cuvintele coeficienţi întregi se înlocuiesc prin cuvintele coe{i· 

cienţi ra( ionat i. 
c) Aceeaşi întrebare cînd P(x) şi Q(x) s înt polinoame cu coeficienţi co mplecşi, 

iar în afirma ţiil e 1( - 4) cuvintele coeficienţi întregi se în locuiesc prin cuvintele 

coe{icienţi com plccş i. 
În cazuril e ln care afirmaţia este falsă, se va da cite un exemplu. 

32. Să se demons treze că, la împărţirea polinoamelor, cttul şi restul stnt unice, 
Căcînd împărţirea prin metoda coeficienţilor nede terminaţi. (Se poate lua cazul 

(a
0
z5 + a1z4 + .„ + a5 ) : (b0 "J3 + b1z2 + b2z + b3 ) . 

33. Să se efec tueze prin sch e ma lui Ilorncr împărţirile : 

a) (2z0 - 7z4 + 6z3 - 8.:;2 + 9z + 10) : (z - 2); 

b) (fiz4 + 5z3 - 12z - 40) : (z + ~) ; 

c) (z5 + v-3 z~ - 5:::3 + 2 i/3 zt - 6.:; - l l i/3) : (z - i/3); 
d ) (!1z 5 - 3z4 + 5z3 + z2 + 3z - 2) : (z - i); 

e) (:i ~ + (1 + i)z3 + izt + (- 9 + 7i)z - 1 + 3i): (z - 2 + i). 

Polinoame cu coeficienţi din Zn* 

34. Să se efectueze calculele următoare în clasele de r esturi indica le. 
Prin a : b, unde a, b e Zn, se în~elcgc aici mulţimea elem entelor din Zn caro, 

înmul \ilc cu b, da u a, adică mul ţimea solu ţiilor ecuaţiei ax = b. Exemple : în 
A/\/\ /\A/\/\/\ A/\/'\A 1\1\ z

1
, a : 4 = 6; ln z20, 2 : 7 = 6, s : 4 = {2, 7, 12, 17}, 3 : 5 = 0. 

/\./\A /\A/\/\. 1\./\1\/\/\ /\./\ AA 

a) în Z 7, 3 + 5; 5 - 2: 3 - 6 ; 2 - 3; 4 · 6 ; 5 : 3; 3 : 5; 1 : Z; 
/\I\/\/\/\ A/\ /\/\./\ AA/\ /\/\/\ 

b) în Z6 , 3 + 5; 1 - 2; 2 - 3; 2 - l1_; 3 · 5; 3 : 5; 5 : 3; 4 : 2 ; 
,/\/\/\./\./\A AA /\/\/\. AA/\ /\./\ 

c) ln Z 100 5 : 3; 8 : 3 ; 2 : 11; 4 : 4; 2 : 8; 8 : 4; 5 : 5; G : 8. 

* P entru a rezolva aceste probleme, trebuie s tudiat 5.'l.1 2. care se poate înţe. 

lege fără o pregătire preal abilă. Se vor al cătui tabelele de adunare ş i de înmulţire 
pcnlru clasele de resturi modulo 2, 3, 4, 5 , G, 10 şi '1 2. Notăm cu Zn mulţime;:\ 

claselor de res turi modulo n. 
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:;;1. a) 8cf1drrea o· - y eslc posibi l ă oricare a r ri clcrnentelr. x şi y din Z~?; 
b) Din 7

6
?; c) Împărţirea x : y es te posibil ă oricare ar fi x şi y din Z 3 ?; el) Dar 

dacă [(' şi y apar\ in lui 2 6 ?; e) Lui Z 12 ? 

3€:. l ' n elemen t .1: =I= O se numrştc di vizor al lui zero, dacă ex istă un clement 

y =I= O, ns l fel încît xy = O. 

Î 
/\ /\ /\/\./\/\ A 

l~xrmplc: n Zm 3 şi 5 s în t div izori ai lui zero; în Z 2J , 2, 3, 4, 6 şi 8. 
a) S u se găsească toţi divizorii lui zero d in Z3 , 2 4 , Z5 , Z 6 , Z7 , Z1 ~; b) În care 

di n tre nccste mulţimi es te adevărată propoziţia: un produs de doi fa c tori este cgnl 
cu zero numai.dacă măcar unul din factori este zero? 

37. Să se efectueze înmulţirile : 
/\ I\ I\ I\ A I\ A 

a) (2<t2 - 3x + '•) (3x + 2) „. coefi cient.ii din 2 0 ; b ) (5x2 + 3x + 'Î ) (2x2 + 
+ a) .„ cocficien(.ii din Z10• 

De cc nu se adevereş te propoziţia cu privil'C la gradul produsului a două poli

noame (1.1 .G) ? 

38. a) Se consideră p olinomul P (x) = ~· 3 + 2x cu cocficicntii din 2 3 , în 
A A A 

care x e{O, 1, 2}. Să se verifice că P (:l') es te identic nul. De ce nu se verifi că 

t eorema de la 1.2.2?; b) Aceeaşi c hestiune în cazu l polinomului P (x ) = 3xs + 
+ x5 + 2'x2 + 4x cu coeficienţi din Z;, x E {O, Î , 2, 3, f}; c) Aceeaşi chestiune 

în cazul polinoamelor P (x) = Î..T3 + 2.i: şi Q(x) = 4x 7 + :co + 5„2 + 2':1:, cu coefi-
A A .I\ A A I'\ 

cienţi în Z0 , x . e {O, 1 , 2, 3, t,, 5}. 



Capito l ul II 

Ecua-ţii algebrice cu coeficienţi complecşi 

2.0. l ntr.:>ducere 

O eCtLutti·} a l _g8hrică cn o singură necunoscntă este o ecuaţ.i c de forma 

P(z) =O, 

unde P(z) esl.c un polinom. Dacă nu se face mell'ţiunea contrară, se inţc
legc că P(z) =I= P*. 

~Xl'lll fl lC: z3 - 2z2 - Hz + .'12 = O, J/3 :;~ + 5z3 - 1tZ + 2 = O, 

2z:; + (3 + i)z~ - (J/2 - i) z3 + ~ z2 - 2iz + 1 - i = O 
7 . 

sînt ecuaţii algebrice. f n schimb, 

2 = x2 - 1, logx = 1 - x, x - 2 sin x = O 

nu sîn L ecua ţii algebrice, sînt ecuaţii transcendente. 

Grachd polinomului din pa1'tea stîngă a rurni ecuap i algebrice se 
nuin eşt<! gradul ecuaţiei. 

Dacă P(a) = O, numărul a se numeşte soluţie sau n"tdăcină a ecuaţiei 
P(z) = O; se mai spune că este o rădi\cină a polinomulni P(z). 

In acest capitol Yom trata ecu aţii algebrice cu coeficienţi complecşi , 
in care necunoscuta ia valori complexe. 

In algebra elementară se înva~ă cum se rezolvă ecuaţiile algebI"ice 
de gradul l şi II, de forma ax+ b = O, respectiv a:c~ + bx + c = O, 
şi unele ecuaţii particulare de grad superior (ecuaţii bipătrate, binome 
etc.). 

Re7.olvarea ecuaţiilor algebrice de grad superior est e una din cele 
mai importante şi mai fecunde probleme ale matematicii şi, într-o anu
mi Ll't perioadă, a fost obiectul principal al algebrei. 

Incă din anLichitate, matematicienii ştiau să rezolve ecuaţi i de 
gradul II , prjnl,r-o metodă apropiată de cca care se foloseşte astăzi . 
In secolu l al XV f-lca, matematicienii italieni (Ferro, Tartaglia, Cardano , 
Ferrari) an găsiL formule de rezolvare pentru ecu aţiile de gradul Ill şi 
IV. De atunci şi pînă la mijlocul secolului al XIX-lca, cei mai de scamă 
matematicieni ai lumii au făcnt eforturi mari să găsească formule de 
rezolvare pentru ecuaţii de grad mai marc decît patru , clar aceste efor-
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turi au fost zadarnice. Problema a fo st re7.olvată, în sens negativ, abia 
în prima jumătate a secolului al XIX-lea, prinLr-o lucrare a mate
maticianului no1'vegian H. Abel, care a murit la virsta de numai 27 
de ani. El a demonstrat că, în general, o ecuaţie algebrică de grad mai 
marc clecU palrn nn poate fi rezolCJată prin radicali. Cu alte cuvinte, nu 
există m ei o expresie cu radicali formată cu coeficienţii ecuaţiei - şi 
cu atiL mai puţin va exista o expresie raţională - care să fie o rădăcină 
a ecuaţiei . 

Cercetări l e care s-au făcut în legătură cu teoria ecuaţiilor algebrice 
au impus un studiu adîncit al polinoamelor, care a dus la rezultate 
importante cu prjvire la rădăcinile ecuaţiilor algebrice de orice grad. 
Astfel, fără a putea rezolva ecuaţia P(x ) = O, unde P( x ) este un poli
nom oarecare, s-a putut stabili cite rădăcini are ecuaţia, unele relaţii 
între cocfi cien-ţii polinomului P(x) şi rădăcinile ecuaţiei P(x) = O ş. a.m.d. 

În acest capjtol se tratează unele dintre aceste proprietăţi. ln mat e
maLica modernă ele se studiază înLr-un cadru foarte general. Aici vom 
considera cazul polinoamelor cu coeficienţi complecşi, în care variabila 
ia valori complexe. 

Un rezultat fundamental care stabileşte o legătură intre teoria poli
noamelor şi rădăcinile ecuaţiilor algebrice este legat de divizibil itatea 
polinoamelor şi constă in t eorema lui Bezout. De aceea începem cu 
aceaslt't teoremă. 

2.1. Teorema lui Bezout 

2.1.1. Divizibilitatea [IOlinoamclor. Considerăm, de exemplu, poli
n oamele 

A(z) = z3 -· z2 - z - 2 şi B(z) = z - 2. 

Îrnpărt.irea A.(z) : B(z) dă citu l C(z) = z2 + z + 1 şi ca rest poli
nomul nul; are loc identitatea 

A(z) = B(z) C(z) 

care arată că există un polinom , C( z) = z2 + z + 1, care, inmulţ.it cu 
B(z), da A{z). Se spune că polinomul A(z) = z3 - z2 - z - 2 este 
ctiCJizibil prin polinomul B(z) = z - 2. 

Se spune că polinomul A(z) este divizibil prin polinomul B(z), dacă 
ex i stă un polinom C(z), astfel încît să albă loc id entitatea 

Vz, zE C, A(z) = B(z.) C(z). 

Pentru a decide dacă un polinom A(z) esLe divizibil prinLr-un poli
nom B(z), se face împărţirea A(z) : B(z). Dacă se obţine ca rest polino
mul nnl, răspunsul este afirmativ; clar dacă se obţine un alt rest, de 
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exemplu 3z + 5? ALnnci răspunsul este negativ, căci, dacă ar exista 
un polinom C(z) astfel incit să aibă loc identitaLea A(z) = B(z) C(z), 
adică A(z) = B(z) C(z) + P':', restul împărţiri i fiind unic (1.2.3), ar 
urma că P * = 3z + 5 - ceea ce nu esLe adevărat. Aşadar: 

Un polinom A(z) este divizibil printr-un polinom B(z) dacă şi numai 
dacă împărţirea A(z) : B(z) dă ca rest pol inomul nul. 

2:1.2. Observnre. Relaţia de divizibilitate este o rel aţi e înlre polinoame, nu 
între funcţi i le-polinom corespun zătoare. Aici, simbolurile A (z), B(z) etc. repre
zintă poli noamele, ca exp"resii algebrice, nu valorile funcţi ilor corespunzătoare 
(v. 1.'1.9). Dacă A(z), B(z) şi C(z) ar reprezenta numere, relaţi a 

A(z) = B (z) C(z) 

care apare în definiţ.ia divizibilităţii polinoamelor n-ar avea de mulle ori nici un 
sens. As Lfel, în cazul -excmRlului de mai sus rel aţia este 

z3 - z2 - z - 2 = (z - 2) (z2 + z + 1). 

I
:> 1 d . 2'1 3 7 . tă - 2'1 1· . "b" l" . 3 entru z = - , ea evme - = - . - ş1 ara ca - este „( 1vn1 1 prin- . 

2 8 2 4 8 2 
Aceasta n-are nici un sens, căci orice fracţie este divizibilă prin orice fracţie (diferită 
de zero). 

2.1.3. Teorema lui B6zout. a). Fie P(z) un polinom şi R restul împăr
ţirii lui P{z) prfotr-un polinom de forma z - a. Împărţitorul fiind de 
gradul I, restul R va fi de gradul zero (o constantă, eventual zero). 

Valoarea polinomului P(z) pentru z =a este egal ă cu restu l împăr
ţi rii polinomului P(z) prin z - a. 

P(a) = R. 

P entru a demonstra* această teoremă, pornim de la identitatea 

'V z, z E C P(z) = (z - a) C(z) + R. 

Dacă. înlocnim in partea dreaptă a acestei identităţi z p1-in a, obţi
nem (a - a) C(a) + R = O · C(a) + R = O + R = R. Deci, 

P(a) = R, 

ceea ce a fost de dem onstrat. 

* Se recomandă să s~ facă întîi raţionamentul pe un caz particular. De exem
plu , împărţirea (z3 - 8z2 + 5z + 19) : (z - 2) dă citul z2 

- 6:; - 7 şi restul 5. 
Folosind identitatea 

P(z) = :;3 - 8z2 + 5z + 19 = (z - 2) (z2 - 6z - 7) + 5 

ne propunem să calculăm P (2) . Rezullatul se obţine imediat clacă înlocuirea se 
face în partea dreaptă. 
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b) Da a ici rezulLă imediat că dacă R = O, P(a) = O ş1 reciproc. 

Un polinom P(z) este divizibil prin z - a d acă şi numai dacă 
n umărul a este o rădăcină a ecuaţie i P(z) = O. 

[P(z) div izibil prin (z - a)] <=> [P(a) = O]. 

.Aceste două prop~z~ţii, dintre care a doua esLe o consecinţ.ă a pri
mei , dar cu mult mai importantă, formează teorema lui llezo11 L. 

•Aplicaţii 

2.1..li. Legătura dintre divizibilitatea poli11oamelor şi rădăcinile ccu
aţ.i ilor fllgob1·ice. Teorema lui BezGut (partea a doua) araLă că propo
zi ·~iilc: 

N mnărul a este o rădăcină a 
ecuaţ. i ei algebrice P(z) = O. 

Polinom ul P(z) este divizibil 
prrn z - a. 

sînt echi valente : dacă u~a din ele este adevărată, cealaltă est e de ase
menea adevărată. Datorită acestui fapt, din studiul divizorilor de forma 
z - a a i polinoamelor se pot trage concluzii cu privire la rădăcinile 
unei ecuaţii algebrice (v. 2.2.4. ) şi, invers, cun oscînd rădăcinile unei 
ecua[,.ii algebrice P(~) = O se cunosc d ivizorii. de forma z - a ai polino
mulm P(z) . În special dacă se cunoaşte o rădăcină a unei ecuati.i alge-
brice, se poate coborî gradul ecuaţiei. ' 

Excm1>ln. Să se rezol(le ecuaţia 

P (z) = 3z3 - 11z2 + 8z - 6 = O 

ştiind ctt admite rădăcina z = 3. 
Ştim că polinomul P (z) este divizibil prin z - 3. lmpărtirea dă cîtul 

3z2 - 2z + 2, deci ecuaţia se poate scrie sub forma ' 

(z - 3) (3z2 - 2z + 2) = O 

şi SE' <li!scompunc în 

z - 3 = O şi 3z2 
__: 2z + 2 = O. 

P1·ima ecuaţie dă · rădăcina cunoscută z = 3 · a rămas să rezolvăm 
ecuaţia 3z2 - 2z + 2 = O, al cărei grad este cu 1 ~ai mic decît al ecuaţiei 
propuse. Rădăcinile ei sînt ~~_Vs· Rădăcinile ecuaţiei propuse sînt : 

3 . 1 ± i vs 
ŞI - 3 - · 
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2:l.5. Dacr1 a este o rădăcină a ecuaţiei P (z) = O, polinom ul P(z) c.;; te di vi
zibil prin z - a. Fie C(z) cîLul împărţirii lui P(z) pl'in z - a. Atunci 

Vz, z e C P (z) = (z - a) C(z) . 

Fie b o alt ă rădăcină a acelei aşi ecuaţii. Înlocuind în ultima identitate z prin b 

obţinem 

P (b) = (b - a) C(b). 

Deoarece P (b) = O, expresia d in dreapta este egală cu r.cro. Dar b - o :j=. o, 
deci C(b) = O, b es le o rădăcină a ecuaţiei C(z) = O, deci C (.::) este divizibil pri n 

z - b. 
Dacă rr ş i b sint doucl. rădrlcini ala ecuaţiei algebrice P (z) = O şi P(~) : (z - o ) = 

= C(z). 11tiuu:1: C(z) este divizibil prin z - b. 
Dacă c es te o a treia răur1<.:infl a ecuaţie i J>(z ) = O ş i C(z) : (~ - c) = D(z), 

atunci D(z) este divizibil prin (z - c) ş.a. rn.d. 

Exemplu. Sit. se 1·ezol()e ecua(ia 

P(z) = 3z'1 + 't,z~ + 3z - '10 = O 

ştiind cel. odmite rcldăcinile '.l şi - 2. 
P(.::) es te divizibil prin z - 1, iar citul es te divizibil z + 2. Lucrrlrile so aşază 

astfel : 

2 

3 

3 

7 

'l 

o 
7 

5 

3 

10 

o 

- 10 

o ,--1 
-2 

Se îm parte polinomul dat prin z - l. În rîndul a l doilea apar cocCicienţii citu lui 
P (z) : (z - 1 ). Continuăm lucrarea imediat, folosind rîndu l al doil ea ca dcirnpfa r
ţit şi împărţind prin z + 2. 1n rîndul al trei lea apar coeficien\.ii noului cit (l'(~) : 
: (z - 1)): (z + 2) = P(z) : [ (z - 'l) (z + 2)]. Aces t cîL esle 3.::2 + z + 5. Acum 

ecuaţia se scri e 

P(z ) = (z - 'l ) (z + 2) (3z2 + z + 5) = O 

şi se descompune ln 

z - 'L = O, z + 2 = O, 3z2 + z + 5 = O. 

Primele două ecuaţii dau rădăc inile ·1 şi - 2, cunoscute dina in te, iar ecuaţi a 

a l l'eia dă .:; = - 1 ± i1/ 59 • 
G 

. -1 ± ii/59 
Rădăcin ile ecuaţiei propuse sln l: 1, - 2 ş1 - - 6- - - · 

Cin ci se cunoaşte o rădăcină a unei ecuaţii sau două , sau 1rci„. rezolval'ea ci 
se re du ce la rezolvarea unei alte ecuaţii , al cărei grad este cu 1 , 2, 3, „ . mai mic 
decît gradul ecuaţiei ini ţ i a l e, ceea cc ne permite uneori să rezol văm ecuaţ.i a. 

2.1.6. Divizibilitatea vrin (z - a) şi (z - b). Fie a ş i b dou ă răd ăcini 
ale ecuaţi ei a lgebrice P(z) = O. Atun ci P(z) esLe div izibil prin (z - a) 
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~i (~ -~ b).. I'_,(z) fii:id di_vizibil prin z - a, ex i-stă un polinom C(z), astfel 
rnc1t sa a tba loc 1clent1tatca 

P (z) = (z - a) C(z) . 

Am a r:ltat (2.1.5) c.ă CSz) _es_,t e di:riz ibi~ prin z - b, deci există un pol i
nom D(z), astfel m c1L sa aiba loc 1dcnL1Latea 

C(z) = (z - b) D(z). 

I nlocuind în ul ti ma identitate C(z) prin (z - b)D(z), obţ,inem 
P (z) = [ (z - a) (z - b)] D(z), 

ceea cc inscamnă că P(z) este divizibil prin (z - a) (z - b). 

D'acă un polinom P(z) este divizibil prin z - a si z - b el este 
div izibil prin (z - a) (z - b). ' ' 

. Teorema se extinde uşor pentru cazul cî.nd polinomul est e divizibil 
ptm 3, 4, „ . factori de această formă. 

Exctut>lu. Ecuaţia 

· p(z) = z" - 8z2 + '1 7z - 10 = O 

admite ca rădăcini numerele 'l şi 2, deci P( z) osie divi zi bil prin ~ - 'l si z _ ? 

Rezu ltă că P(z) es te divizibil prin (z - 1) (z - 2), ad ică prin .::2 - ::J;:, + 2 _ cc;~ 
ce ~e poate verifica, făcind împărţirea. 

2.1.7. ~flar.ea valorii unui polinom }H'in schema lui Ilorncr. Tot 
teorema lui. Bcz~:mt (partea întii) ne arată că, pentru a a fla valoarea 
P(a) a unm polmorr~ P~z) .r.~ntru o valoare z = a a var·iabilei, putem 
c~l?ula resLul R al impart,u'll P(z) : (z - a), căci P( a) = R. Restul se 
alia foal'Le uşor dacă se foloseşte schem a lui Ilorncr. 

Astfel, în. primul. exemplu de la .1.3.5. am aflat, . printr-o împărţire, 
va loarea po lmomul1u P(z) = z3 - 3iz'.! + 4.z + 1 - 2i pcnLru z = - 2: 

P(-2) = - 15 - 14i. 

ln_e:c~mplul a l ~l oi~ea . am aflat p~ aceeaşi cale valo~ rca polinomului 
P(z) - iz - (2 + 1) z- + 4z - 3 - 1 pen ~l'U .:; = 1 - i: 

P (i - i) = 1 - 3i. 

2.2. Desco mpunerea polinoamelor în factori liniari. 
Num ărul răd ăcinilor unei ecuaţii algebrice 

2.2. L s.oluţiile ecuaţiilor algebrice în diferite sisteme numerice. 
1. În mulţimea numerelor naLurale, ec u aţ,ia 

a+ X = b, a, b E N (1) 
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. . . d :- b Exemplu: x + 3 = 5, contraexemp~u: 
aclmLLe o soluţie n~mm ~aca a < f . t . t aduse numerele intregi negative 
x + 3 = 1. Numa1 dup a ce au os m r . (i) . bEZ 
~i s-au definit operaţiile în z, orice ecuaţie de forma m care a, 
~re o soluţie, x = b - a. . 

2. În mulţ imea numerelor întregi, ecuaţw. 

ax= b, a, b E Z 
(2) 

. E 1 . 3x - 12 contraexemplu: 
nu aJ mi Le totc~eaun:i o soluţ.iet ~ xe~~~~rele ratio~ale şi s-au defini t 

~~eraţ~~~ ~~:~~s~~P:u:e~~~uo~rc~
0

e~~aţie de forma (2) în care a, b E Q, 

a =I= O admite o soluţie, x = ~ · 
. d d 1 II apare neces. itaLea unor noi 3. Cinel se trece la ·ecuaţ.ia e $ra u . ' 

15.rgiri alo noţ.iun ii ele număr, căci ecuaţia 

x2 =a, a E Q (3) 

l . i Q Exemplu· x2 = 9 contraexemplu: 
nu ase toLdeauna o so uţie. n . . t d c. erii nu~erelor irationale 
x2 _ 2 x2 = - 9. N uma1 m urma m ro u . . : 

- , V - O si mai eneral , după ce s-a construit mulţ1mea.R 
de forma a, ala :;;;::. ; , , t.g de forma (3) în care a :;;;::. O are o soluţie, 
a numerelor re e, 011ce ecua,ie _ 

chiar clo11ă: x V Va şi x ::;:: 0 ~~~d a < o apare 0 nouă imposibili-
Aceasta cita vre.m.e. a ?"' • • V v ·n introducerea numerelor 

tatc. Această impos1b1h\~teI se ~~'.1-tura /~numerelor complexe, orice 
complexe, de forma a + i. nCrou ,1mea l t 'e De exemplu x2 = - 9, 

.- d f ma (3) cu a E are o so U yl • ' C ecua\'1e ,e or, V Vtat in algebra elementară, în 
x = ± 31. Mai mult, du pa cum s-a ara O b E C a=/= O are 
orice ecuaţie de gradul II , ax2 + bx j- c = , a, , c , , 
două soluţii date de formula cunoscuta. r. 

4. Cînd se trece la ecuaţii de grad > 2, cum ar i . 

x3 _ 3x + 5 = O, x4 - 3x2 + V 3x + i = O, 

se pune problema mmătoare: sinten;i siguri c~Jc;s1t: ~~~aj~ ~~~g1u~c~~ 
cite o soluţi:? .Trecerea. de .. la ecuaţ1~ de h~r: două : nu cumv: t recerea 
a impu~. o dlargir:d~l~~\rn:~1i!ep~~~n~r~l~ă1rărgire a noţiunii de număr; 
la ecua\'ia e gr . V ă s a m d ;> 
trecerea la ecuaţia de gradul I vînc ~na, , · · · · · 

Răspunsul îl dă teorema urmatoare. . 

2.2.2. Teorema fundamentală a algebrei. 

Orice ecuaţie al gebrică 

P(z) = a0z" + a1z
11

-
1 + .„ + an-1Z + an = O, 

ao, a1, ... , an E C, n > O 

are cel puţi n o rădăcină în C. 
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! 
Simbolic, 

V P(z), 3z1, z1 E C, astfel incit P(z1) = O. 

Această teoremă se numeşte teorema fundamentală a algebrei sau 
teorema lui Gauss, unul dintre cei mai m ari matematicieni germani din 
sec. XIX sau teorema lui d' Alembert. Nu vom da demonsLratia ei . 

Teorema fundamentală a algebrei arată că procesul de' lărgire a 
noţiunii de număr astfel ca diferitele ecuaţii algebrice să aibă soluţi i, 
se termină odată cu introducerea n umerelor complexe. Se spune că 
corpul numerelor complexe este algebric închis. 

2.2.3. OIJscnare. Am presupus că ecuaţi a are coeficienţi complecşi. Aceasla 
nu exclude ca coeficienţii să fie reali, raţionali, întregi sau chiar numere naturale, 
căci Z c Q c R c C. De asemenea, rădăcina poa te fi reală, raţională ş.a.m . <l„ dar 
exis tenţa ei .este asigurată numai .dacă se admit ca soluţii şi numere complexe. 

2.2.4. Descompunerea polinoamelor în factori liniari. Intre rădăci
nile unei ecuaţii algebrice P(z) = O şi descompunerea polinomului P (z) 
există o legătură foarte strînsă, de aceea, pentru a putea continua 
studiul ecuaţ.iilor algebrice, trebuie să ne ocupăm de descompunerea 
polinoamelor în factori liniari, adică in factori de forma z - a. 

Ecua~ia de gradul I, a0z + a1 = O are o singură răd ăcină, z1 = -

şi are loc identitatea 

V z, z E C a0z + a 1 = a 0 ( z + ~ J = a0(z - z1) • 

Ecuaţia de gradul II, 

_ a0z
2 + a1z + a2 = O, 

are două răd.ăcini z1 şi z2 şi, după cum se ş Lie, 

Vz, z E C a0z2 + a1z + a2 = a0(z - z1) (z - z2). 

Rolaţii analoage există oricare ar fi gradul ecuaţiei. 
Considerăm, de exemplu, un polinom de gradul V 

P 5(z) = aoZ5 + a1z4 + a2z3 + a3z2 + a4z + a5• 

lti 

Teorema fundamentală a algebrei ne spune că ecuaţia P
5
(z) = O are 

cel puţin o rădăcină. Să o numim z1 , z1 E C. Pe baza teoremei lui Bezout 
putem afirma că P(z) este divizibil prin (z - z1) . Citul va fi un polinom 
de gradul IV, P 4(z) şi va avea loc identitatea 

V z, z E C P 6(z) = (z - z1) P 4(z). 

. Tot pe haza teoremei fundamentale a algebrei, putem spune că ecu
aţia Ph) = O admite cel puţin o rădăcină, s-o notăm cu z2 , diferită de 
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z1 sau egală cu z1• Fie />3(z) citul împărţirii lui P4 (z) prin z - z2• 

P3(z) va fi de gradul 1 ll şi vum avea 

V z, z E C P 4(z) = (z - z2) P3(z). 

Repctind raţionamentul, se ajunge la concluzia . că exist.'i un nnmăr 
complex z,3 şi un poliuom P'.!(z) de gradul II, astfel încît să aibă Joc 
identitatea 

Vz, z E C P :i(z) = (z - .z3) P 2(z); 

există tm număr complex z4 şi un polinom l ·\(z) de gradul I, astfel încît 
să aibă Joc idcnLitatea 

Vz, z E C P2'z) = (z - z4 ) P1 (z); 

1n s firşiL exi stă un număr co mplex z5 şi un polinom P0(z), care se reduce 
la o constanLă, s-o notăm cu A, astfe.1 incit să aibă loc identitatea 

Vz, z E C Pi(z) = (z - z5 ) A. 

Pentru a determina far.torul A observăm că, dacă împărţim un poli
nom a0zn + a1zn-1 + „. + an prin (z - z1), primul termen al cîtului 
este a0z11

-
1

; deci primul coeficient al citului este acelaşi ca al deîmpăr
ţitului. Rezultă că primul coeficient al polinomului P 4(z) este acelaşi 
cu al lui P!;(z), adică a0 • Din acelaşi motiv, primul coeficient al lui Pa(z) 
esLe acelaşi cu a l lui P 4{z), adică a0 ş.a.m.d . Primul coeficient se păs
Lrează de-a lungul tuturor împăr~irilor. Deci, A = a

0
• 

înmulţim aceste identităţi (şi înlocuim A prin a0). Obţinem: 

P 5 P 4 P 3 P 2 P 1 = (z - z1) (z - z2) (z - Z;1) (z - z4) (z - z,,) P 4 P 3P 2P 1 Pa0 

sau, simplifi cînd* cu P 4 P3 P2 P1 , 

Vz, z E C P5 (z) = a0(z - z1 ) (z - z2) (z - z3) (z - Z,1) (z -- z
5
). 

Aer.laşi raţionament se poate face oricare ar fi gradul polinomulni. 
În r.azu1 general, al poli nomului de gradul n, n0z11 + a1zn-i + „. + an, 
se obţine identi tatea: 

V z, z E C a0 zn + a0zn- 1 + .„ + a11 = a0(z - z1 ) (z - z2) „ . (z - z„). 

Orice polinom de grad ul n se poate descompune în n factori lin iar i, 
dife r iţi sau egali, 

* Avt·m dl'eptul de a face această simplifi care. În adevăr, fie A , B, C trei poli
noame, înlrc care cxis lă relaţia AB = AC, A fiind diferit de polinomul nul. Împărţ.ind 

ambii membri prin A (ceea cc este posibil, căci AB este divizibil prin A şi cîtul 
este unic de asemenea şi A C), obţinem A= C. Aşadar AB = AC=> B = C, ceea 
cc înseamnă că avem dreptul să simplificăm ident itatea AB = AC prin A. 
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Se face abstracţie de facitorul constant a0• Unii dinLre ţactorii z - z1, 

z - ;:;2 , „. pot fi egali, căci se poate intimpla ca un~le drntre numerel.e 
z1, z2,„. dintre care primul este O rădăcină av e~uaţie1 . p n(z) = 0, al d01-
}ea a ecuatiei P (z) : (z - z1) = O ş.a.m.d. sa fie egali. 

1

Această' desc~mpunere este unică (v. 2.2.7.). 
2.2.5. Factori egali. Cînd există factori egali, apar în descompunerea 

polinomului puteri ale unor binoame, ca ~z - z1) 2, (z - ~2)~ e~c .. 
In general, descompunerea unui polmom in factori hruari este de 

forma: 

aoZ11 + a1zn-l + „. + an = a0(z - z1) k1 (z - z2)112 . • „ (z - Zr),kr k1, k2, „. 

.„, k,. E N, unde numerele z1 , ,z2, „., Zr sint diferite unul de altul şi 

· k1 + k2 + „. + kr = n. 

De exemplu: 

P(z) =za - 12z5 + 57z4 - 138z2 + 180z2 - 120z + 32 = 

= (z - 4) (z - 1)2 (z - 2)3, 

după cum se poate verifica efectuind calculele ·din partea dreaptă. 
In acest caz, a0 = 1, z1 = 4, lc1 = 1, z2 = 1, k2 = 2, z3 = 2, k3 = 3. 

2.2.6. Obscl'Varc. Descompunerea polinoamelor în faclori liniari este analoagă 
cu descompunerea numerelor naturale în fac tori primi. Rolul factorilor primi .îl 
joacă aici factorii liniari, de fo~ma z - a. Trebuie însă menţionat că aceastvă analogie 
ex is lă numai dacă se admit şi factori liniari z - a, în care a este un numar complex 
şi descompunerea nu es te totdeauna posibilă dacă se cere c~ a_ s.ă ~ie re~l. De 
exemplu, polinomul z2 + 1 nu se poate descompune în faeton liman reali, dar 
acest lucru es te posibil în complex : z2 + 1 = (z + i) (z - i). 

2. 2. 7. Unicitatea descompunerii. Vom demonstra acum că descompunerea 
unui polinom în factori liniari se poate face numai într-un singur fel. Vom face 
demonstraţia pe un caz numeric. 

Am văzut mai sus că descompunerea polinomului 

P(z) = z6 ·- 12z6 + 57z4 - 138z3 + 180z2 - 120z + 32 

este 

P (z) = (z - 2)3 (z - 1)2 (z - 4.). 

Să presupunem că ar exis ta o altă descompunere a aceluiaşi polinom în factori 
liniari, 

P(z) = k(z - a) (z - b) (z - c) (z - d) (z - e) (z - (). 

Ar ul'ma să aibă loc iden titatea 

k(z - a) (z - b) (z - c) (z - el) (z - e) (z - f) = (z - 2) 3 (z - 1)2 (z - 4.). (1) 

Pentru z = 2, partea dreaptă se anulează, căci factorul z - 2 se anulează. 

Rezultă că şi partea sllngă a identităţii se anulează, ceea ce esle posibil numai dacă 
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m1icar unul ?intre binoamele z - a,:; - b ele. se anulează pentru z = 2 (căci k =F O). 
Putem admi te că factorul z - a se anul ea;r.ă. Cu aceasta generalitatea demonslraliei 
nu se restrînge, căci, de vreme ce unul din tre factorii din s tîn"'a se anule~ză 

t 
. b 

pen ru z = 2, n-avem decît să no tăm cu a termenul al doilea al acelui binom. Din 
2 - a = O rezultă că 

a= 2. 

Înlocuim în (1) a prin 2, simpli ficăm* prin z - 2 şi obţinem identitatea 

k(z - b) (z - c) (z - d) (z - e) (z - n = (z - 2) 2 (z - 1 )2 (z - 4). (2) 

Repetăm raţionamen tul, conchidem că 

b = 2, 

înlocuim b prin 2, simpl i ficăm prin z - 2 şi obţinem identitatea 

lc(z - c) (z - d) (z - e) (z - {) = (z - 2) (z - 1)2 (z - r..) . 

F acem acel aşi raţionament, ajungem la concluzia c;l 

c = 2, 

înlocu im în (3) c prin 2, simplificăm cu z - 2 ş i ob\.inem identitatea 

k(z - d) (z - e) (z - f) = (z - 1)2 (z - !1) . 

(3) 

Acum observăm că partea dreaptă se anulează pen tru z = 1. Raţionlnd ca în 
cazul identităţii (2), ajungem la concluzia că 

d = 1, e = 1. 

înlocuim în (4) d şi e prin 1, si mplificăm prin (z - 1)2 şi obţinem ide.nti ta lea 

lc(z - f) = z - 4, adică kz - kf = z - 4, 

care no dă, pc baza condiţiei ca două polinoame să fie identice, 

le= 1, f = 4. 

Am demonstrat că a= b = c = 2 d = e = 1, f = 4, Ic= 1. Deci descom-
punerea a doua este aceeaşi cu ]Jrima. ' 

Factorii lini.ari caro au apărut sînt de forma z - p (coeficientul lui z este 1). 
Astfel de factori se numesc factori liniari normaliza(i, spre deosebire de factorii 

liniari ob işnuiţi. De exemplu, 2z - 3 nu es te normalizat, z - ~este normalizat. 
2 

P utem deci enunţa: 

Descompunerea unui pol inom în factori lini ari normalizaţi este unică . 

Numai pe baza aces tei ~eoreme' se poale vorbi de descompunerea (articulat), 
nu de o descompunere a unui polinom în factori liniari. 

* v. nota de la 2.2.4. 
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Subliniem c1i , dacă nu se rere ca factorii liniari să fie normaliza~i, dcscompune
l'ea nu este unică. De exemplu 

6z2 - 5z + 1 = 6 (z - ~)( z -r t ) = 3(2z - 1) (z - t ) = 

= 2 z - - (3z - 1) = (2z - 1 ) (3z - 1) = - (10z - .5) (6z - 2) = ... ( 1) 1 ' 
2 10 

2.2 .8. Numărul rădăcinilor unei ecuaţii algebrice. Din descompune
rea polinoamelor în factori ·liniari, vom deduce o teoremă importantă 
cu privire la numărul rădăcinilor unei ecuaţii algebrice. 

Considerăm o ecuaţie algebrică de gradul n 

P(z) = O. 

Ştim că polinomul poate fi descompus în n factori liniari, 

P(z) = a0(z - z1) (z - Z2) ••• (z - z11), 

unele a
0

, coeficientul lui zn, este diferit de zero, iar unele dintre 
numerele z1 , z2, ••• , Zn pot fi egale între ele. 

a) Vom presupune întîi că factorii liniari sint diferiţi. 
Dacă înlocuim aici z prin z1, factorul z - z1 se anulează, deci 

P(z
1

) = O. La fel se arată că P(z2 ) = O, ... , P(zn) = O, deci ecua·ţia 
P(z) = O are rădăcinile z1, z2 , ••• , Zn· 

Dacă punem în locul lui z un număr ex. diferit de z1, z2, •. „ Zm toţi 
factorii cx. - z

1
, a - z2, ••• , a - Zn vor fi diferiţi de zero, a0 este diferit 

de zero, deci produsul din dreapta este diferit de zero, deci P(cx) =/= O, 
deci a nu este rădăcină a ecuaţiei P(z) = O. Aceasta înseamnă că ecuaţia 
P

11
(z) = O nu admite ca rădăcină nici un număr diferit de z1, z2, .„ Zn *. 
Am obţinut un prim rezultat: o eciiaţic algebrică de gradul n are cel 

nnilt n rădăcini (v. 1.2.3„ obs. 1). 
b) Acest rezultat nu este destul de preci s, din cauză că unele dintre 

numerele z1, z2, .„, Zn pot fi egale între ele. 
Dacă in descompunerea 

* Aceaslă demonstraţie n-ar fi corectă dacă n-am şti că descompunerea unui 
polinom în factori liniari este unică. În adevăr, dacă ar exista o altă descompunere 
a ace l uiaşi polinom 

P(z) = a0 (z - z1) (z - z;) „. (.:: - z~), 

unde în i1arlea dreaptă ar apărea măcar un singur factor ca.re nu apare şi în prima 

descompunere, de exemplu factorul z - zi, ecuaţia P(::) = O ar admite, pe lîngă 

rădăcinil e :;1 > Z21 „„ Zn, Şi rrtclăcina z;. 
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a unui polino,n apar doi factori egali, în ·care al doilea termen este ace
laşi număr a, adică apare factorul (z - a) 2

, se spune că numărul a este 
o rădăcină dublă a ecuaţiei P(z ) = O, dacă apar trei factori egali, adică 
apare (z - a) 3, se spune că numărul a este o rădăcină triplă a ecuaţiei 
P(z) = O; ş. a.m.d. 
. In gener;il, dacă în descompunerea unui polinom în factori liniari 

apare factorul (z - a)k şi nu apare o putere mai mare a liii (z - a), se 
spune c.ă numărul a 'este o rttdăcină multiplă de ordinul k a ecuaţiei 
P (z) =O. . 

O rădăcină care nu este multiplă se numeşte rădăcină siniplă. 
Evident, o ecuaţie algebrică poate avea m ai multe rădăcini multi-· 

ple, fiecare dintre ele avînd ordinul ei de multiplicitate. De exemplu , 
dacă efectuăm operaţiile indicat e de expresia 

P(z) = (z - 5) 3 (z - 1)4 (z - 7) 2 (z - 2) 

şi egalăm rezultatul cu zero, obţ,inem o ecuaţie algebrică care are : rădă
cina triplă 5, rădăcina cuadruplă 1, rădăcina dublă 7 şi rădăcina sim
plă 2. în acest exemplu, ecuaţia este de gradul 3 + 4 + 2 + 1 = 10 
şi există numai 4 numere care o satisfac: 5, 1, 7 şi 2. Dar dacă conside
răm rădăcina triplă ca trei rădăcini confundate, cea cuadruplă ca patru 
rădăcini confundate, .iar cea dublă ca două rădăcini confundate, putem 
spune că ecuaţia are 10 rădăcini: 

In general, dacă descompunerea unui polinom este de forma 

P(z) = a0(z - z1)k1 (z - z2)h2 ••• (z - Zr)kr , 

ecuaţia P(z) = O are rădăcinile z1, z2, .„, Zr, cu ordinele de multiplici
tate k1, k2 , ••• , lcr respectiv. 

Acum avem un rezultat precis : 

O ecuaţie algebrică de gradul n are n rădăcini, fiecare rădăcină 
multiplă fiind socotită ca atîtea rădăcini confundate cît arată o rdi.nul 
ei de mult iplicitate. 

2.2.9. Observa.re. Această teoremă ne arată cîte rădăcini are o ecua·ţie alge
brică, dar nu ne dă şi mijlocul de a le afla. Este o teoremă de existe1 • .ţă. Acelaşi caracter 
îl are şi t eorema fundamentală a algebrei. De asemenea şi teorema cu privire la 
descompunerea unui polinom în factori liniari; ea spune că un polinom de gradul 
n se poate descompune în n factori liniari, dar ea nu ne dă şi mijlocul de a-i ana. 

•Aplicaţii 

2.2.10. Descom1mnerea în factori liniari şi i·ezolvarea ecuaţiilor. Faptul că 

i:ădăcinile enui polinom se citesc din descompunerea lui în factori liniari, stabileşte 
o legătură în tre rădăcinile ecuaţiei algebrice P(z) = O şi descompunerea ln factori 
a polinomului P(z). A rezolva ecuaţia şi a descomrunc polinomul în factori liniari 
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r 
sînt două probleme echivalente: dacă şlim să rezolvăm una din ele, ştim s-o 
rezolvăm şi pe cealaltă. 

Exemple. ;1) Ecuaţia bipătrată 

4x'1 - '13x2 + 3 = O 

rădăcinile X -
1 

Xz = - ~' X3 =va, X4 = - / 3. Deci.: are c 1 - 2, 2 . 

h.4 - 13x2 + 3 ~ ~ ( x - +J ( x + ~) (x - V3) (x + V3) 

sau, dacă descompunem 4 în 2 • 2 şi ţnmul~im unul din tre aceşti faclori cu. primul 
binom, iar celălall cu al doilea, 

4x4 - 13x2 + 3 = (2x - 1 ) (2x + 1) (x - V3) (x + V3). 
Pentru că am putut rezolva ecuaţia am pulut descompune polinomul în factori 

liniari. 
2) Considerăm ecuaţia 

P(x) = x 3 + 2x2 - x - 2 = O. 

Scoatem în primii doi termeni x 2 în faţa parantezei, apoi :c + 2. 

P (x) = x2 (x + 2) - (x + 2) = (x + 2) (x2 - 1) = (x + 2) (x - 1) (x + 1). 

Rădăcinile ecuaţiei sînt : - 2, 1 şi - 1. Pentru că am reuşit să descompunem 
polinomul P (x) în factori , am pu lut rezolva ecuaţia. 

2.2.11. Formarea miei ecuaţii cînd se cunosc ră1lăcinile ci. P e baza aceleiaşi 
legături putem conslrui o ecuaţie algebrică care să aibă ca rădăcini ni şte numere 
date d inainte. 

Exemple. 1) Să se form eze o ecuaţie a'lgebrică care să aibă rădăcina dublă 3 şi 
rădăcina triplă 1 şi să nu aibă alte rădticini. 

Ecuaţia este 

(x - 3)2 (x - 1)3 = x~ - 9x4 + 30x3 - 46x2 + 33x - 9 = O. 

2) SiJ, se formeze o ecuaţie algebrică care să aibă rădăcinile 2 + V3, 2 - Vil, 
5 + 2i şi 5 - 2i şi să nu aibă alte rădăcini. 

Ecuaţia este 

P (z) = (z - 2 - V3) (z - 2 + V3) (z - 5 - 2i) (z - 5 + 2i) = O. 

Primii doi factori sînt de forma (a - b) (a+ b) cu a = z - 2, b = V3 şi 
ult imii doi factori sînt de aceeaşi formă. Deci: 

' P(z) = [(z - 2)2 - 3] [ (z - 5)2 + 4] = (z2 - t,z + 'l ) (z2 - 10z -1- 29) =O 

sau 
z4 - 14z3 + 70.:;2 - '126z + 29 = O. 

Se putea proceda şi astfel: Se formează cu aju torul sumei şi produsului rădă

cinilor trinomului care are rădăcinile 2 + V3 şi 2 - V3, el este z 3 
- 4z + 1, apoi 
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trinomul care are rădăcinile 5 + 2i şi 5 - 2i, el este z2 
- 10z + 29, şi se înmulţesc 

între ele. 
2.2.12. Coniliţ;ia ca tlouă ecuaţii să aibă aceleaşi rătlltcini. Fie 

P(z ) ~ O şi Q(z) = O 

două ecuaţii algebr ice care au aceleaşi rădăcini, de aceleaşi ordine do multiplicitate : 
z

1 
de ordinul kv z2 de ordinul lr2 , . . „ Zr de ordinul k„. Atunci au loc idenli lăţile: . 

P(z) = a0(z - z1)h1 (z - z2)h2 ..• (z - zd'r a0 =/= O; 

Q(z) = b~(z - zL)l<1 (z - z2)k2 ... (z - z„ )1i,. b0 =/= O, 

unele a0 şi b
0 

sînt coeficienţii primului termen din P(z) şi Q(z) . Dacă înmulţim 
b 

expresia din dreapta a primei identităţi cu _..<>. obţinem expresia din dreapta a 
ao 

identităţii a doua, deci 

Q(z) = bo P{z), 
ao 

bo ( ceea ce înseamnă că polinomul Q(z) diferă de P(z) prin factorul conslanl - sau 
Go 

P(z) diferă de Q(z) prin factorul constant~) • 
bo 

Reciproc, presupunem că polinomul Q(z) diferă de P(z) printr-un factor con
stant Ir, /c=f=O 

Q(z) = kP(z ), 

şi P(z) are rădăci nil e multiple zv z2, . . „ z,. cu ordinele /c1 , k2 , • . „ k,„ 
A lunei 

iar 
Q(z) = kP{z) = ka0(z - z1)h1 (z - z2)1t2 „ . (z - z1.)1'r, 

ceea ce înseamnă că Q(z) are tot rădăcinile z1 , z2, •. „ z ,, cu ordinele lr1 , k2 , •. „ Ier. 

Aşadar: 

Do u ă ecuaţ ii a lgebrice au ace l eaş i răd ăci ni , cu ace leaşi o rdi ne de 
mu lt ip li citat e, d acă şi nu mai dacă d i feră pri nt r -un factor constant 
di fe ri t de zero. 

2.2.13 . Observări. Pe baza acestei propoziţii se poate spune că un polinom 
este delerminat de rădăcinile sale pînă la un factor constant. 

Aceasta înseamnă că dacă printr-un procedeu oarecare, de exemplu prin cel 
de la 2.2.11„ am const ruit o ecuaţie care să aibă ca rădăcini nişte numere date, 
orice al tă ecuaţie care are aceleaşi rădăcini , rădăcinile mul tiple fiind de acelaşi 
ordin, se obţine înmulţind ecuaţi a găsilă cu un factor constant arbilrar, diferit de 
zero. 
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2) Dacă scriem polinoam ele P (z) şi Q(z) desfăşurat, condiţia ca ele srt difere 
printr-un fac tor cons tant se scrie : 

a0zn + aizn-l + ... + an = k(b0 zn + b1z n-1 + ... + b„ ) k =f= O, 

de unele cgalînd coeficienţii corespunzălori : 

a0 = kb0 , a1 = kb1 , • •• ,an = kbn , 

de unde : 

Clo = 1:'..!., = ... = G11 = k =/= 0, 
b0 b1 bn 

ceea ce înseamnă că coeficienţii sînt proporţionali. 

Două ecuaţii algebrice au aceleaşi rădăcini, cit aceleaşi ordine de multiplicitate, 
dacă şi numai dacă coeficienţii lor sînt proporţionali. 

Menţionăm că trecerea de la lli = kbi la a; = le se p oat e face numai în relatiile 
~ . 

în care b( =f= O. Dacă b; = O, se obţine a; = O. Cînd două siruri de numere sînt 
proporţionale şi un termen al unui şir este zero, termenul cor,espunzător din celăl al t 
şir este de asemenea zero. 

3) Condiţia k =F O este esenţială, după cum arată exemplul următor : Să se 
determine p şi q, a.stfel tncît ecuaţiile 

P(z ) = p z2 + (p + q)z + 2p - 3q = O şi Q(z) = 2z2 + 7z + 3 = O 

să aibă aceleaşi rădăcini. 

Sistemul de ecuaţii 

p p + q 2p - 3q " - = - - = - - - da p = q = O. 
2 . 7 3 

Ar urma ca prima ecuaţie să fie P (z) = Oz2 + Oz+ O = O, ceea ce este greşi to 

căci această ecuaţie are o infinitate de rădăcini, iar ecuaţia Q(z) = O are numai 
două. Greşeala provine de la faptul că, pentru p = q = O, t oate raporturile sînt 
egale cu zero - contrar condiţiei le =f= O. Problema nu are soluţie. 

2.3. Re latii între coeficienti si rădăc i ni 
' ' ' 

2.3.1. Inti·oducere. Se ştie că intre coeficienţii ecuaţiei de gradul II 

a0z2 + a1 z + a2 = O 

ş1 rădăcinile ei, z; şi z2 există relaţiile 
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Acesta este numai un caz particular. Relaţii asemănătoare există 
între coeficienţii şi rădăcinile oricărei ecuaţii algebrice. De exemplu, 
în cazul ecuaţiei de gradul III 

a 0z
3 + a1z

2 + a2z + a3 = O, 

răd ăcinile fiind z1 , z2 , z3 , relaţiile sint: 

Z 1 + Zz + Z3 = - a l ' Z1Z2 + Z1Z3 + Z2Z3 = a2 
' Z1Z2Z3 = - ':;i_ ' 

ao ao ao 

relaţi i asemănătoare există în cazul ecuaţiei de gradul IV, ş.a.m.d. 
.Pentru a putea deduce aceste formule, trebuie să stabilim în prea

labil o propoziţie ajutătoare. 

2.3.2. Calcularea unui 11ro1lus de mai mulţi factol'i liniari. Este vorba de 
înmul prea 

(z - z1 ) (z - z2) (z - z3) •.. (z - zn)· 

1n cazul unui produs de "doi factori, se obţine 

(z - z1) (z - z2) = z2 - (z1 + z 2)z + z1z 2 ; 

înmul ţind cu z - z3 , se obţine 

(:; - Z1) (z - Z2) (z - Z3) = Z3 - (z1 + Z2 + Z3) z2 + (Z1Z2 + Z1Z3 + ZzZ3) z - Z1Z2Z3; 

înmulţind cu z - zJ, se obţine 

(z - Z1) (z - Z2) (z - Z3) (z - ~~) = z4 
- (z1 + Z2 + Z3 + Z4)z3 + (Z1Z2 + Z1Z3 + 

+ Z1Z4 + Z2Z3 + ZzZ4 + Z3ZJ)z
2 

- (z1Z2Z3 + Z1Z~4 + Z1Z3Z4 + Z2Z3Z4)Z + Z1Z2Z3Z4 ; 

ş.a.m. d. 

Se constată că, în toate cazurile, primul coeficien t al produsului es te 'l · 
coeficientul al doilea este suma numerelor z1, z2, ••• luată cu semnul '._c ec· 
coeficientul următor es te suma tuturor produselor de clle doi fact'ori ~are 

se pot forma din numerele z1, z2, .•• (în cazul produsului de doi factori această 
" l ' „sumă se rec uce la un singur t ermen); 

coeficientul următor este suma tuturor produselor de ci te trei factori care 
se pot forma din numerele zl> z2 , ••• , luată cu semnul „-" (în cazul produsului de 
t rei factori , această sumă se reduce la un singur termen) ş.a.m.d. 

Şirul acestor coeficienţi se termină totdeauna cu produsul ± z1z2 .. . zn. 

Ca să putem exprima aces t fapt sub forma general ă, introducem notaţiile 
urmi\toare: 

Sl = Z1 + Z2 + ··· + Zn, 

S 2 = z1z2 + z1z" + ... + .::11• 1 Zn, 

Sa = Z1ZiZ3 + ··· + Zn-2 Zn-1 Zn, 
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Cu aceste notaţii, produsul de n factori se scrie : 

(z - Zi ) (z - Z2) ... (z - Zn) = zn - Sizn-1 + s~n-2 + ... 
... + (- 1)h Sk,zn-h + (- 'l)h+i Sh+1z1~-h-1 + ... + (__:_ 1)11 Sn. 

Vom demonstra această formulă prin inducţie completă•. 

Formula es te adevărată pentru n = 2. În adevăr, 

(z - z1) (z - z2) = z2 - (z1 + z2)z + z1z2 = z2 - S1z + S 2. 

(S) 

Presupunem acum că formula (S) 'este adevărată pentru n şi vom demons tra 
că ea este adevărată p entru n + 1. 

Înmulţim în (S) ambele părţi cu (z - z11+1). Obţinem 

(z - Z1) (z - Z2) ... (z ... Zn) (z - Zn+il """ (zn - S 1zn-1 + s.~71-2 + 
... + (- 1)h S1tzn-k +. (- 1)h+1sh+1zn-k-1 + ... + (- t)n Sn) (z - Zn+il· 

Efectuăm înmulţirea din partea dreaptă şi obpnem 

zn+l - (S1 + z11+1) zn + (S2 + S1z11+1) zn·l + 
... + (- 1)h+i (Sk+i + S1tZn+1) zn-k + ... + (- 1)11+1 S11+1 

(S' ) 

Examinăm expresia S1t+1 + S11,zn+i, care figurează în t ermenul general. 
S1,+i este suma tuturor produselor de cite (k + 1) factori ce se pot forma cu 

numerele z
1

, z
2

, ••• , zn sa:u, ceea ce este acelaşi lucru, suma tuturor produselor de 
cite (Ic+ 1) factori ce se pot forma din numerele z1, z2, ••• , z 11, Zn+1 excluzlndu-1 pe 
Zn+i; Sh este suma tuturor produselor de le factori ce se pot form a cu numerele 
zt> z 2, ••• , z11, deci Shzn+i este suma tuturor produselor de (le+ 1) factor i cc se pot 
forma din numerele z1, z2, ••• , z 11 , z11+1 şi care conţin factorul Zn+i· Rezultă că 
expresia Sh+i + S1tzn+1 este suma tuturor produselor de (k + '1 ) factori cc se 
poL forma din numerele zi, z2 , ••• , zn, Zn+i· Afirmaţia analoagă se })Oale face despre 
toate parantezele din (S' ), deci (S') se poate scrie 

zn+i - T1zn + T 2zn-1 + ... + (- 1)11+1 T1i+1zn-k + ... (- 1)1i+1 1'11+1 (T) 

(am pus S1 + Zn+i = T 1 , S 2 + S1zn+i = T 2 , ş . a.m .d.), unde T1 est e suma uume-

* Esle u til ca în prealabil să se calculeze efectiv produsul de palm factor i 
pornind de la produsul de trei factori: 

(z - Z1) (z - Z2) (z - Z3) (z - Z4) = [z3 - (z1 + Z2 + Z3)z2 + (z1Z2 + Z1Z3 +. ZzZ3)Z -

- Z1Z2Z3] (z - Z4) = z4 
- (z1 + Z2 + Z3 + Z4) z 3 + (z1Z2 + Z1Z3 + Z2Z3 + 

+ Z1Z4 + Z~4 + ZaZ4)z2 - (z1Z2Z3 + Z1Z2Z4 + Z1Z3Z4 + ZzZ3Z4)Z + Z1Z2Z3Z4. 

Aici se văd direct cele două feluri de produse care apar în fiecare coeficient. 
De exemplu, în coeficientul lui z2, primii t rei termeni sînt toate produsele de cite 
doi factori care se pot forma din numerele Zi , z2, z3 , z4 şi care nu conţin z4, iar 
termenii următori sînt toate produsele de cite doi factori care se pot forma din 
aceleaşi numere şi conţin z4 • Acelaşi lucru se constată şi la ceil alţi coeficienţi. 
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relor z,, .:::~, . .. , zn, zn{·I• T2 es te suma produselor de cîte doi factori cc se pot forma 
cu aceleaşi numere ş . a. m.d., adică 

T1 = Z1 + Z2 + ... + Zn + Zn+1 

T 2 = z1z2 + z1z3 + ... + Z n Zn+1' 

'l'n+i = Z1~2 ·•· Zn~n +t· 

Rezultă că expresia (7') esle de aceeaşi formă ca par tea dreaptă di:l (S) , ceea 
ce a fost de demons trat. 

· 2.3.3. ~ormulele lui Vieta. Pe baz!l formulei (S), puLem demonstra 
uşor relaţule anunţate la început. 

întt·e coei'icientii unei ecuatii al0°·ehrice . . 
(E) P(z) = a.0zn + a1zn-l + a2zn-z + „. + a11zn-k + ... + a?I, a 0 4= O 

şi rătlăcinile ei z1, z2, .•• , Zn există relaţiile 

(V) 

S3 = Z1Z2Z3 + Z1ZzZ4 + „. + Zn-2 Z-n- 1 Zn = - ~ ' 
ao 

Sn = Z1Z2 „ . Zn = {-1)nlln, 
ao 

Rcci111·oc, fiind dată ecuatia P(z ) = O dacă numerele z0 Zi, z 11 

satisfac i·eJaţiile (V), elo sint rătlăciniJe 'ecna1,iei. „., 
Simbolic, · 

[P(zi) = O, i = 1, 2, „., n] ~ (V). 

PenLru a demonstra această teoremă , descompunem polinomul 
P (z) în fact ori. 

Q.r)Zn + ll1Zn-1 + llzZn-2 + ... + 011zn- h + ... + Gn = 

= a0(z - z1) (z - z2) ••• (z - zk) „ . (z - Zn) 

- ·~În partea dreaptă figurează semnul „+" (n ici un semn) sau „ - ", după curu 
termen!! din partea stingă sînt formaţi din t r-un număr par sau impar de factori. 
Acest l ucru se exprimă prin factorul (- '1)11·, căci (- 1)11 este egal cu + 1 sau cu 
- 1, dupr1 cum k es te par sau impar. 
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sau împărţind prin a0, 

zn + ~ zn-1 + ~ .zn-2 + ... + ~ zn -k + ... + ~ = 
ao aa ao ao 

= (::: - z1 ) (z - z~) „. (z -· Z1t) „. (z - z11 ) 

şi, înlocuind produsul clin dreapLa cu expresia d o.Lă de relo.ţia (S) de 
la 2.3.2. 

zn + ai zn- 1 + ~ zn-2 + . „ + ~ zn-h + .„ + ~ = 
ao ao ao a' 

= zn - S
1
z11- 1 + S 2z 'H + „. + (- 1)h S1t + „. + (- i)n S 11• 

Egalînd coeficienţ.ii corespunzători, se obţine: 

S a1 S _ a2 S _ ( 1)11 011. S ( 1)n an 
1 = - - • 2 - - ' „., h - - - ' „., n = - - • 

ao ao ao ao 

adică formulele (V). 
Reciproc, să presupunem că între coefici enţii ecuaţiei (E) şi nume~ 

rele z11 z2, „., Zn există relaţiile (V), pc care le punem sub form a : 

a
1 

= - a
0
S 1, a2 = a0S 2 , .„, a11. = (- 1)11 a0Sk, „., an = (- i)n a0Sn. 

înlocuind în partea stîngă a ecuaţiei (E) a1, a2 , .„, a11 prin aceste 
expresii şi scoţînd factorul comun a0 , obţinem: 

P(z ) = a
0
(z11 - S

1
z11- 1 + S2zn-l + „. + (- 1)k 811.zn-Ji + ... + (- 1)nS11) , 

iar pe haza relaţiei (S): 

P(z) = a0(z - z1) (z - z2) . „ (z - Zn)· 

Acum se vede că P(z1) = O, P(z2) = O, .„, P(zn) = O, căc.i pentru 
z = z

1
, z = z2, „ ., z = Zn, unul dintre factorii din dreapta se anulează , 

deci z1, z2, ..• , Zn sînt rădăcinile ecuaţiei (E) - ceea ce a fost de demon
st rat. 

Dacă introducem notaţiile 

II(z - zi) = (z - z1) (z - z2 ) „. (z - zn), 

S(z) = zn - S1zn-1 + S 2zn-2 + „. + (- 1)n Sni 

şi notăm cu (V) relaţiile care fac obiecLul acest ei teoreme, demonstraţia 
teoremei direct e se poate rezuma prin schema 

[P(zi ) =O] = [P(z) = a0II(z - z) ] } = P(z) = a0S(z) = (V) 

(1) Il(z - zi) = S(z) (3) (4l 
(:!) 
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unde cifrele dintre paranLeze arată pe ce se bazează relaţia respectivă, 
si anume· 
' (1 ) t eo.rema "cu privire la descompunerea unui polinom în factori 
liniari; 

(2) formula după care se exprimă un produs de forma : 
(z - z1) (z - z2) •.• (z - zn), adică formula (S) de la 2.3.2.; 

(3) tranzitivitatea relaţiei de egali Lat e ; 
( 4) condiţia ca două polinoame să fie identice. 
Schema demonstraţiei reciprocei' este : 

(V) => [P(z) = a0S(z)]} => [P[(z) = a0II(z - zi)] => [P(zi) =O]. 

(l•) [ S(z) = II (z - zi)] ('!) (1) 
(2) 

Relaţiile (V) dintre coeficienţii şi rădăcinile unei ecuaţii algebrice se 
numesc şi formulele lui Vieta, după numele matematicianului francez 
F rnni;lois Viete (Vieta), unul din fondatorii algebrei. 

2.3.11. Obscnări. 1) Se constată că expresiile din slînga sînl simetrice'-' !n raport 
cu rădăcinile ecu aţiei. De exemplu, dacă în expresia 

Z1Z2 + Z1 :;3 + Z2Z3 

punem z1 în loc de z2 , şi invers, obţinem o expresie egal ă cu ea. Acelaşi lucru se 
cons ta lă şi dacă se schimbă z; cu z3 sau z2 cu z3 ; de asemenea şi oricare ar fi relaţia 
consi derată. 

Este fil'esc să fi e aşa, căci rădăcinile unei ecuaţii date sînt anumite numere, 
care rămîn aceleaşi oricum le-am nota sau numerota. 

2) În cazul ecuaţiei de gradul IV, relaţiile se obţin astCel : 
Prima rel aţie nu prezintă nici o dificultate; primul membru este z

1 
+ z

2 
+ 

+ z3 + z4 ; p entru rel aţia a doua, se înmul ţeş le fiecare rădăcină, pe rînd, cu toate 
răcrnci nile urmăloare : z1 cu z2, z1 cu z 3 ş.a .m.d.; pentru a scrie relaţia a traia, par
curgem şirul z1, z2, z3 , z4 de la dreapta la stînga şi suprimăm pe rînd cîte o rădă
cină: suprimăm z4 ş i obţinem z1z~z3 , suprimăm z3 ş i obţinem z1z2z4 ş . a.m . d. 

3) Pentru unele probleme, este util ca, în cazul _ecuaţiei de gradul IV, relaţia 
a doua şi a Lreia să Iie puse sub forma: 

(z1 + Z2) {z3 + Z4} + Z1Z2 + Z3Z~ = ~ , 
ao 

Z1Z2(Z3 + Z4) + Z3Z4{Z1 + Zz) = - a3 . 
ao 

• 

•:· Cuvînlul simetric are aici aproape acelaşi sens ca în geometrie. Cinel o figură 
admite o axă de s imetrie, ea rămîne neschimbată atunci cînd schimbăm între ele 
cele două părţi situale de o parte şi de alta a axei - o expresie si metrică în raport 
cu două lilere rămîne neschimbată dacă schimbăm Intre ele cele două litere. 
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@Aplic aţi i 

Formulele lui Vieta joacă un rol important .în t.e?ria ecua~iilor, ro~ 
care apare într-un studiu mai adîncit al algebreL Aim se vor da numai 
cîteva aplicaţii imediate. 

2.3.5. Cazul cînd ecuaţia are coeficienţii numerici. Să se rezolve 
ecuaţia 

4z3 - 24z2 + 65z - 87 = O 

cî,nd se dă că între rădăcinile ei există relaţia Z1 + Z2 = Za· 

Scriem formulele lui Vieta : 

şi relaţia daLă: 

Z1 + Z2 + Z3 = 6, 
. 65 

z1z2 + Z1Z3 + Z2Z3 = - ' 
4 

(1) 

(2) 

(3) 

(4) 

A rezolva ecuaţia propusă revine la r~zolvarea sisLem~lui f~1:mat 
din ecuaţiile (1) - (3). Se dă, în plus., relaţia (4), avem deci un sistem 
de 4 ecuatii cu 3 necunoscute. 

Din (1)' şi (4) rezultă că 

Punem (2) sub forma 

. G5 
z 1z2 + Z3(Z1 -f- Z2) = ţ; 

si înlocuind aici z3 si z1 + z2 prin valorile date de (5), obţinem , , , 

29 
Z1Z2 = /; • 

Din (5) şi (6) rezultă că z1 şi z2 sînt rădăcinile ecuaţiei 

3+ 2i i/5 
4x2 - 12z + 29 = O; z1,2 = 2 • 

(5) 

(2') 

(6) 

Se constată că şi ecuaţia (3), pe care n-am folosit-o, este satisfăcută , . 
29 87 

căci (Z1Z2)Z3 = 4 . 3 = 4 . 
3 + 2ii/5 3 

Rădăcinile ecuaţi ei sî.nt: z1,2 = --2- - ' Za= • 
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2.3.G. Ollsel'vări : 1} După cc am aflat că z3 = 3, putem împărţi partea stingă 
a ecuaţiei date prin z - 3. Cîtul este liz 2 - 12z + 29 şi dă rădăci nile z1 şi z2 • 

2) După ce am obţinu t relaţiile (5), putem folosi relaţia (3). Înlocuind aici 
z3 prin 3, se obţine (6) şi se poate continua ca mai înainte. 

2.3.7. Cazul cînd unul dintre coeficienţii ecuaţiei este variabil. Dacă 
adoptăm soluţia dată la început,, relaţia (3) rămîne nefolosită. Aceasta 
îns.~amnă că . am rezolvat ecuaţia fără să cunoaştem termenul liber 
(şt1md în schimb că z1 + z2 = z3). Am rezolvat deci problema urmă
toare: 

Să se rezol(!e eciiaţia 

4z3 
- 24z2 + 56z + a = O 

cîncl se dă că z1 + z3 = z3 şi să se determine (!aloarea liii a. 
In adevăr, după ce am aflat rădăci nil e, rela~ia (3), care se scrie 

acum 

z1z 2Z3 = - ~ (dar a rămas nefolosită) ne dă 
4 

a 3 - 2i V5 . 3 + 2i V5. 3 _ 87 . 
-4 = 2 2 - - 4 ' a= - 87. 

Sistemul format de ecuaţiile (1) , (2), şi (4) are o 

soluţie dacă şi numai dacă a= - 87. 
Dacă mergem pe calea indicată în observarea 2) de mai sus, rela~ia 

(2) rămîne nefolosită. Deci, pe această cale se poate rezolva problema: 

Să se rezol(!e ecuaţia: 

4z3 - 24z2 + az - 87 = O. 

ştiind că z1 + z2 = z3 şi să se determine (!aloarea lui a. 

2.3 .8. Cazul cînd toţi coeficientii ecuaţiei sîut variabili. Să se deter-
111:ine. ~ondiţi°: r:ecesară şi suficientă' pe care trebuie s·o îndeplinească coef'i
cienţii ecuaţiei 

z4 + az3 + bz':!. + cz + d = O 
penlrn ca între rădăcinile ei să existe relaţia z1 + z2 = z3 + z4• 

Aplicaţie numerică. Să se (!eri{ice că ecuaţia 

z4 - 12z3 + 53z2 - 102z + 70 = O 

satisface condiţia găsită şi să se rezol(!e. 
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Scriem rela·ţiile lui Vieta, precum şi relaţia dată 

Z1 + Z2 + Z3 + Z4 = - a, 

\ 

(z1 + Zz) (Z3 + Z4) + Z1Z2 + Z3Z4 = b, 

Z1Zz(Z3 + Z4) + Z3Z4((z1 + Z2) - -c, 
Z1ZzZ3z4 = d, 

Z1 + Z2 = Z3 + Z4. 

(1) 

(2) 

(3) 
(4) 
(5) 

Avem aici un sistem de 5 ecuaţii cn 4 necunoscute, z1, z2, za, Z.i· 
PcnLru ca intre răclăcinile ecuaţ.iei să exisLe relaţia (5), este necesar şi 
suficient ca acest sistem să fie compat ibil. 

Hezolvăm sistemul format din ecuaţiile (1), (2), (4) şi (5). 
Din ( 1) şi ( 5) rezultă 

(! 

Z1 + Z2 = Z3 + Z4 = - ~ ' (6) 

înlocuind în (2), ob~incm 

(7) 

Ecuaţiile (4) şi (7) ne dau suma şi produsul numerelor q = .:1z~, 

r = .:
3
z

4
• Cunoscînd q = z1z2 şi , din (6), z1 + z2 = - ~, putem afla 

2 

z
1 

şi z
2

; analog, cunoscînd z3z4 = r şi z3 + z4 = - ~, putem afla z3 
2 

şi z
4

• Deci rădăcinile ecuaţiei se pot a fla fără a folosi ecuaţia (3). 
Soluţiile sistemului format din ecuaţiile (1), (2), (4) şi (5) fiind aflate, 

totul depinde de rezultatul care se obţine inlocuind în (3) x1 , x 2, Xa şi 
x

4 
prin valorile lor. Pentru a face înlocuirea, nu es te necesar să aflăm 

cJecLiv rădăcinile. Pe baza relaţiilor (6), ecuaţia (3) se scrie 

Z1Z2 ( - ; ) + Z3Z4 ( - ; ) = - C; ; ( Z1Z2 + Z3Z4} = C, 

iar pe baza ecuaţiei (7), ea devine 

a ( a2 ) - b- - = c 
2 (! 

sau 

(R) aa - 4ab +Se = O. 
Între rădăcinile ecuaţiei există relaţia z1 + z2 = ;.:;3 + z.1 dacă şi 

numai dacă intre coeficienţii ccua~iei exisLă această relaţie, 
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In adevăr, sistemul format de ecuaţiile (1), (2) , (4) şi (5) este compa
tibil, iar relaţia (R) exprimă faptul că orice soluţ.ie a acestui sis tem 
satisface şi ecuaţia (3). Dacă sistemul complet este compatibil, acea 
soluţie satisface şi ecuaţia (3), deci are loc relaţia (R), ceea ce înseamnă 
că (R) este o condiţie necesară. Reciproc, dacă relaţia (R) are loc, orice 
soluţie .a ecuaţiilor (1), (2), (4) şi (5) satisface şi ecuaţia (3), deci sistemul 
este compatibil - ceea ce înseamnă că (R) este o condiţie suficientă. 

1n aplicaţia numerică, a = - 12, b = 53, c = - 102, d = 70. 

(- 12)3 - 4(- 12) 53- 8. 102 = o, 
deci ecuaţia satisface condiţia (R). Ecuaţiile (7) şi (~) sînt în acest caz 

Z1Z2 + z3z4 = 17, 

(Z1Z2) (Z3Z4) = 70 

z1z2 şi z3z4 sint rădăcinile ecuaţiei 

t2 
- 17t + 70 =O, care dă t 1 = 7, t2 = 10, 

deci 

Ecuaţia (6) se scrie 

(7') 

(4') 

(8) 

(9) 

Relaţiile (8) ş1 (9) arată că z1, z2 şi z3, z,1 sînt, respectiv, rădăcinile 
ecuaţiilor 

t 2 
- 6t + 7 = o şi t2 

- 6t + 10 = o, 
care dau: 

Z1, 2 = 3 ± V2, Z3,4 = 3 ± i. 
2.3.9. ·Observare. Se constată că în condiţia aflată nu figurează coeficienlul el. 

Acest lucru nu arc nimic surprinzător. El arată că, dacă între rădăcinile unei ecuaţii 

de gradul IV există relaţia z1 + z2 = z3 + z4 şi schimbiim ultimul coeficient (de 
exemplu, dacă în ecuaţia din enunţul problemei punem în loc de 70 orice alt 
număr) rădăcinil e se sch imbă, dar între ele va exista aceeaşi rel aţie. 

Relaţia aflată nu trebuie să cuprindă neapărat toţi coeficienţii. Ea poate să 
cuprindă chiar numai un singur coeficient. De exemplu, cond i ţi a necesarrt şi sufi
cientă ca suma rădăcinilor ecuaţiei z3 + pz2 + qz + r = O să fie z1 + z2 + z3 = 
= 1 este p = - 1 ; q şi r sînt arbitrari. 

2.3.10. Procedeul prin identificare. Reluăm problema precedentă 
(2.3.8.) şi fie zl> z2, z3, z4 rădăcinile ecuaţiei propuse. z1 şi z2 sînt rădă
cinile unei ecuaţii de forma z2 + pz + q = O, z3 şi z4 sînt rădăcinile 
unei ecuaţii z2 + p'z + r = O, z1 + z2 = z3 + z4 dacă şi numai dacă 
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p' = p. 'Deci ecuaţia îndeplineşte condiţia z1 + z2 = z3 + ;:;4 dacă şi 
numai dacă poate fi pusă sub forma · 

(z2 + pz + q) (z2 + p::. + r) = O 

'sau, după efectuarea înmulţirii, 

z4 + 2pz3 + (p2 + q + r) z2 + p(q + r)z + qr = O. 

Egalînd coeficienţii acestei ecuaţii cu coe ficienţii ecu aţiei propuse, 
obţinem sistemul 

2p =a, 
p2 + q + /' = b, 

· p(q + r) = c, 
'qr = d. 

(1 ') 
(2') 
(3') 
(4') 

Urmează să găsim condiţia necesară · şi suficientă ca acest, sistem să 
fie compatibil. Rezolvăm sistemul format .din · ecuaţiile (1'), (2') şi (4'). 

Ecuaţia (1') dă p = f. Introducind în (2'), se obţine q + r = b -
2 

- ~; această ecuaţie împreună cu (4') ne dă q şir. Deci p , q şi r se pot 

afla din ecuaţiile (1'), (2') şi (4'). Necesar şi suficient ca sistemul să fie 
compatibil este ca valorile aflate pentru p , q şi r să satisfacă şi (3 '). 

înlocuind în (3') p prin f şi q + r prin b - a: , se obţine condiţia (R) 

de mai înainte. 
In cazul ecuaţiei cu coeficienţi numerici, ecua (.iile (1') , (3') şi (4') 

devin 

2p = - 12, p(q + r) = - 102, qr = 70. 

Prima dintre acest e ecuaţii dă p = - 6, a doua devine acum q + r = 
= 17. Această ecuaţie, împreună cu ultima dau q = 7, r = 10 (sau 
q = 10, r = 7, ceea ce revine la acelaşi lucru). Ecuaţiile care dau z1 , 

z2 şi z3, z4 sint, respectiv, 

t 2 
- 6t + 7 = o şi t2 - 6t + 10 = o 

aceleaşi care au apărut mai înainte. 

2.3.11. ObGcrvarc. Analogia dintre acest procedeu şi cel precedent este izbi
toare. Ecuaţiile (1') - (4') se obţin din ecuaţiile (1) - V-l înlocuind zi + z2 şi 
z3 + z4 prin - p, z1z2 prin q şi z3z4 prin r. Aceasta se explică prin faplul că atunci 
cînd aplicăm formulele lui Vieta, procedăm, în fond, tot prin ident ificare; căci 

aceste formule se obţin prin identificare. Se identifică , în cazul de fată, polinomul 
dat cu polinomul care se obţineefectuînd înmulţirea (z - z1) (z - z2) (z - z3 ) (z-z4 ) . 

În procedeul al doilea se porneşte, în mod tacit, tot do la produsul (z - zi) 
(z - z2) (z - z3 ) (z - z4), dar factorii se grupează as lfel: primii doi factori dau 
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un produs z2 + pz + q, uHimii doi - un produs z2 + p'z + r, deci polinomul se 
identifică cu produsul (z2 + pz + q) (z2 + p'z + r) şi, datorită condiţiei z1 + z2 = 

= z 3 + z 4 , se înlocui eşte în prealabil p' prin p . Deci, procedeul al doilea ocol eşte 

formulele lui Vietu: se merge direct l a sursă care este identificarea. Avantajul constă 
in faptul \:ă notaţia este mai simplă (în primul procedeu, q = z1z2 şi r = z3z4 se 
introduc ca necunoscute ajutătoare, pe cînd în procedeul al doilea aceste necunos
cu te apar de la început) şi condiţia z1 + z2 = z3 + z4 se introduce de la început. 

2.3.12. Recomundări. 1) Rezolvarea pfoblemclor de acest tip constă în elimi
narea necunoscutelor zI> z2, „„ zn din sistemul de n + 1 ecuaţii format din cele n 
rclaţ.ii ale lui Vieta şi relaţia dată. Această eliminare se poale face în mai multe 
moduri. Dacă nu se procedează cu suficientă grijă, se deduce din ecuaţiile date o 
relaţie între coeficienţi, clar din calcule rezullă numai implicaţia într-un singur 
sens; în cazul de faţă: 

[z1 + z2 = z 3 + z4] = [a3 - 4.ab + Se= O]. 

Cu alte cuvinte, se obţine numai condiţ.ia necesară . Demonstraţia irnplicapci în 
celăl alt sens (condiţia aflată este şi suficientă) cere do multe ori calcule foarte 
laborioaso, iar fără această demonstraţie problema nu este complet rezol vată. 

În lipsa unei teorii generale a el i minării , care nu se face în şcoală, se poate 
folosi regula următoare - pe care am aplicat-o în problema preceden tă. 

Fiind dat un sistem de n + 1 ecuaţii cu n necunoscute cu p arametrii a, b, „„ c, 
pentru a găsi condiţia necesară şi suficientă ca sistemul să (ie compatibil, so aleg n 
ecuaţii ş i se rl!zerră una. Sistemul format din cele n ecuaţii se rezolră, iar ralorile aflate 
pehtru necunoscute se introduc în eciiaţia rezerrată. Relaţia (R ) între parametri care 
se obfine astfel este condiţia căutată. 

În exemplul nostru, am ales sistemul format din ecuaţiil e (1), (2 ), (!•) şi (5) 
şi am rezervat ecuaţia (3) . 

2) În unele probleme, cînd se dă o relaţie (S) [între rădăcini , se află uşor o 
rădăcină a ecuaţiei. Atunci se obţine foarte uşor o relaţie (R) între coeficienţi punlnd 
condi ţ.ia ca valoarea aflată să satisfacă ecua~ia, dar acest procedeu nu este corect. 

În adevăr, se demonstrează numai implicaţia (S) = (R); rrm1îne să se demon
streze ş i implicaţ,ia inversă (R) = (S); cu alte cuvin le, se găseşte numai condiţ.ia 

necesară, nu şi cea suficientă. 

2.4. Rădăcini multiple 

2.4.1. Obiectul acestui para.gr·af. Noţiunea de rădăcină multiplă 
este cunoscuLă (2.2.8.) De exemplu, dacă descompunerea unui polinom 
P(i) este 

P(z) = (z - 3)2 (z - 5)3 (z - 7), 

ecuaţia P(z) = O are rădăcina dublă 3, rădăcina triplă 5 ş1 rădăcina 
simplă 7. 
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În cele ce urmează, vom arăta că există o legătură între rădăcinile 
multiple ale unei ecuaţii algebrice P (z) = O şi rădăcinile derivatclor'i' 
lor P' (z) = O, P "(z) = O ş. a .ro. el . 

Pen tru a arăta în linii mari despre ce este vorba, considerăm, de 
exemplu, ecuaţia 

P (z) = (z - a) 4 = O, 

care are rădăcina cuaclruplă z = a. 
Derivat ele consecut ive sînt 

P'(z) = 4(z - a)3, P "(z) = 12(z - a) 2 , P'"(z) = 24. (z - a) , P lV(z) = 24. 

Se constată că numărul a anulează primele t rei derivate, dar nu anu
lează derivata a patra şi, pe măsură ce luăm deriva Lele consecutive, · 
ordinul de multiplicit ate al rădăcinii scade cu cîte o unitate. 

Ecuaţia P(z) = O P '(z) = O P"(z) = O P"'(z) = O P1"(z) = O 

Ordinul 
rădăcinii 4 3 · 2 1 o 

Deoarece intervin funcţii (polinomiale) de o variabilă complexă, 
trebuie să extindem noţiunea de derivată; la analiză s-au t rat at numai 
funcţ,ii reale de variabilă reală. 

2.4.2. Derivata unei funcţii întregi de o variabilă complexă 

Derivata unui pol inom cu coef i cienţi complecşi 

P (z) = a0zn + a1zn-l + „. + an_1z + an, z E C 

este po linomu l 

P'(z) = na0zn-l + (n - 1)a1zn- 2 + ... + an-1· 

De exemplu, derivata polinomului 

P(z) = z4 + (1 - 2i)z3 
- ( V2 + 3i) z2 + 5iz - (1 + i) 

este 

P'(z) = 4z3 + 3(1 - 2i) z2 
- 2(V2 + 3i) z + 5i. 

In analiză, această propoziţie se demonstrează, pe baza definiţiei 
cunoscute a derivatei unei funcţii ; pentru cazul polinoamelor cu coefi
cienţi complecşi, ea este definiţia derivatei. 

Pornind de la această definiţie, formală, a derivatei, avem dreptul 
să aplicăm regulile cunoscut e pentru a calcula derivata oricărei expresii 
întregi . 

':'Este o exprimare prescurtată; există derivata unei fur.cţii, nu a unei ecuaţii. 
Sensul acestei expresii rezultă din modul în care o folosim. 
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în adevăr, fie A(x) ş i B (x) două polinoame cu coeficicn \,i reali şi C(x) = 

= A(x) B(x) p rodusul lor. În anal iză se demonstrează că 

(*) C'(x) = A'(x)B (x) + A(x)B'(x). 

Deoarece produsul C(x) es le lot un polinom, ca şi A(x) şi B(x), derivata sa 
poale fi calculată şi fără această formul ă: se efectuează înmulţirea A(x) B(x) 
ş i se derivează produsul obţinut. Rezulta tele trebuie să concordc; relaţia (*) este 
o identi tate. De exemplu, dacă 

A (x) = x 2 - 5x + 2, B (x) = x2 + 3x + 1 . 

Avem: 

C(x) = A(x) B (:c) = x1 - 2:c3 - 12x2 + x + 2. 

Dadt calct\lărn deriva ta p olinomului C(x), obţinem 

C'(.1:) = 4x3 - 6x 2 - 21,.-i; + 1; 

dacă aplicilm formula (*), avem 

A ' (x) = 2x - 5, B '(x) = 2x + 3 
deci 

C'(x) = {2x - 5)(x~ + 3x + 'l) + {2x + 3)(x2 - 5x + 2) . 

Are loc idcnlilatea : 

x4 
- 2x3 

- 12x2 + x + 2 = (2x - 5) (x2 + 3x + 1) + (2x + 3) (x2 - 5x + 2) , 

ceea cc se poale verifica, efecluînd calculele din par tea dreaptă. 
Aşadar, rel aţia ('~) este o identita te. Ea are un caracter pur algebric, căci 

in tervin numai adunări şi înmulţiri de polinoame. 
Să p resupunem acum că A (x) şi B (x) sîn l polinoame cu coeficienţi complecşi, 

deci C(x) csle de asemenea un polinom cu coeficienţi complecşi. 

'l'ot ce s-a spus aici despre deriva ta unui produs rămînc adevărat. În adevăr, 
conform de fini ţiei derivat ei unui polinom cu coeficienţi complecşi , de1·iva ta A '(x) , 
B'{x) ş i C'(x) se cal culează după acelea5i formul e ca în cazul polinoamelor cu coefi
cienţ.i reali ş i operaţi i le cu p olinoame se fac după acel eaşi reguli indiferent dacă 
coeficicn ţii lor sin L rea.li sau complecşi. Rezultă că formula ( *) este va!oJ)i! ă ş i în 
cazul p olinoamelor cu cocficien~i complecşi. 

2.4.3. Definiţie 

Un număr a este rădăcină multi p l ă de ordinul k (k E N ) a ecuaţie i 
algeb rice P (z) = O dacă ş i numai dacă P(z) este divizibil pr in 
(z - a)11, iar cîtul C(z) = P (z) : (z - a)h nu se anulează pentru 
z =a. 

Simbolic: [a răd. muH. k, P(z) = O] ~ 
[3C(z) astfel încît, Vz, z E C P (z } = (z - a}" C(z} ş1 C(a} =/= O]. 
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(„a răd . mult . k" t rebuie citit „a este rădăcină multiplă de ordinul k a 
ecuat.ici"). · 

De exemplu, după cum am văzut (2k1.), ecuaţia 

P(z) = (z - 1)2 (z - 5)3 (z - 7) 

ar<' rădăcin a dublă 1, rădăcina triplă 5 şi rădăcina simplă 7. Polinomul 
P (:.} este divizibil prin (z - 1)2 şi cîtul 

P (z) : (z - 1)2 = (z - 5)3 (z - 7) 

nu se anulează pentru z = 1; P(z} este divizibil prin (.: - 5)3 ş1 citul 

P(z} : (z - 5)3 = (z - 1)2 (z - 7) 

nu se .anulează pent ru z = 5; P(z) est e divizibil pl'in (.: - 7) şt citul 

P(z) : (z - 7) = (.: - 1)2 (z - 5)3 

nu se anulează pentru z = 71 

2.4..lo. Obsol'\'a rc. Se poa te demons tra cil acrasLă definiţie a rildăcinii multip le 
es lc rch i valcntă cu cea dată înain te (2.2.8). 

Do asemenea, condiţia C(a) =I= O este echivalentă cu condiţia ca polinom ul 
să nu fie div izibU prin tr-o putere mai mare a lui z - a decîl k. Deci : 

Un număr a este rădăcină multiplă do ordinul k a ecuaţiei algebrice 
P(z} = O dacă şi numai dacă polinomul P(z} este divizibil JH'in (z - a)k, 
(le E N), şi nu este divizibil prin (z - a)h+1. 

Bineînţel es, dacii pol inomul P (z) n u este divizibi l prin (z - a)lm, ci nu va 
fi diYizibil p rin nici o putere a lui (z - a) mai mare decît k. 

2.4.5. Propoziţie a.uxiliară. O rMrtcină. z = a a ecuaţiei algebrice 
P (z } = O este răclăcină multiplă de ordinul le dacrt şi numai dacă esto 
răcH'tc ină. multi11Iă de ordinul k - 1 a der ivatei P'(z) = O. 

Simbolic, 

[a răd . mult. k P(z) = O] - [a răd. mult. (k - 1) P'(z} = O]. 
In adevăr, fie P (z) = O o ecuaţie a lgebrică şi fie a o rădăcină mul

tiplă a ei de ordinul k. Conform definiţiei , există un polinom C(z) astfel 
ca să aibă loc iden titatea · 

P(z) = (z - a}" C(z), C(a} =/=O. 

Această relaţie exprimă faptul că dacă efectuăm calculele din part ea 
dreaptă obţinem polinomul P (z). Rezultă că dacă vom deriva expre
sia din dreapta, vom obţine o expresie care, efectuată, va da un 
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polinom identic cu polinomu~ P ' (z): Cu ~lte cnvinte, avem dreptul de 
„a deriva" iden Li tatea . Obţmem idenL1Latea 

P '(z) = k(z - a)k-l C(z) + (z - a)k C'(z) 

(am aplicat re()'ula după care se derivează un produs). 
Scoatem în°partea dreaptă factorul comun (z - a)k- l: 

P ' (z) = (z - a)k- 1[kC(z) + (z - a) C' (z)]. 

F actorul (z - a)k- 1 arată că numărul .a este rădă~ină .multiplă cel 
puţin de ordinul k - 1; rămîne să exammăm expresia dm para~1 L~za 
mare . Pentru z = a, t ermenul al doilea, (z - a) C' (z), s.e an_ule::iza, 1 ~r 
primul termen dă le C(a), c3:re e.ste diferi t de zero, căci , prm }potez~t, 
C(a) =I= O. Rezultă că expresia ~mtre para:11teze nu se anule~z.a ~ent1 u 
z = a, deci a est e rădăcină multiplă de ordmul le - 1 a ecuaţiei P (z) = 
, O. O 

Reciproc, presupunem că ? rădăcină a a e?uaţi~i a
1
lgebrice P (:::. ) , . 

este rădăcină mul tiplă de ordmul k--:- 1.a. ~er:vatm P (z). "O. Ce m.dm 
de multiplicit ate are ea pentru ecuaţia im ~1ala P(z) = O? F1ve s ordmnl 
de muhipliciLaLe. Atunci, după cum a~ dei:ionst~·aL, num arul <l est e 
rădăcină multiplă de ordinul s - 1 a der1vate1, deci 

s - 1 = k - 1, de u nde s = le, 

ceea ce a fost de demonstrat . 
P e baza acestei propoziţ,ii put em demonstra t eorema anun~ată. , 

2.4.6. 1.reoremă. 

Un num ăr a este rădăcin ă m ultip l ă de ordinu l le a unei ecuaţi i alge
brice P (z) = O dacă şi numai dacă anulează polinomul P(_z) şi pr i
mele sale k - 1 derivate , ş i nu anu l ează deriyata de ordinul k. 

[a răd. mult . k P(z) = O] - [P (a) = O, P'(a) = O, P "(a ) = 0.„ 
/ 

p (1t-1) (a) = o, p(1t) (a) =I= O]. 

Vom face domonsLraţia pe cazul k = 4. Y~ trebui să de2n~nstl'i:J.n~ 
că numărul a este rădăcină cuadruplă a ecuaţ!Cl P(z) = O daca ş1 numai 
dacă P(a) = O, P'(a) = O, P "(a) = O, P '"(a) = O, prv(a) =I= O. 

Considerăm ecuaţiile 

P(z) = O, P ' (z) = O, P "(z) = O, P '"(z) = O, P1V(z) = O. 

Fiecare dintre ele este deri':!lta celei precedei:tc. ~ V • V 

Privim primele două ecuaţu . Deoarece numa~u~ .a esţ~ rada~1r:a 
cuadruplă a primei ecuaţii, el este, conform . propoz1ţ101 a_u.x1liare, ra~la
cină triplă a ecuatiei P ' (z) = O. Acum considera~ ecuaţia a do~ia ~; a 
treia, P'(z) = O, P"(z) = ~·.şi priy~m VP'(z) ca poli__nomulv ~at, dec1 ~ (~) 
ca derivat a sa. Tot propoz1 ţ1a auxiliara ne arată ca nnmarul a est e iada-
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cină dub lă a ecuaţiei P "(z) = O. Repetăm raţi c namcntul, conchidem 
că numărul a este rădăcină simplă a ~cuaţi ci P '"(z) = O. In sfîrşit, 
co nsiderăm ultimele două ecuaţii şi privim P "'(z) = O ca ecuaţia dată, 
deci Pil' (z) = O ca derivat a ei. Deoarece numărul a este rădăcină sim
plă a ecuaţiei P "' (z) = O, rezultă că PN(a) =I= O. 

Pentru a demonstra implicaţia inversă, parcurgem acelaşi şir de 
ecu aţii de la dreapta spre stînga. 

Considerăm ecuaţiile P"'(z) = O, P1V(z) = O, dint re care a doua 
este derivat a primei . Deoarece P"'(a) = O, prv(a) =I= O, numărul a 
este, conform definiţiei, rădăcină simplă a ecu aţiei P "'(z) = O; a fiind 
rădăcină simplă a ecuaţiei P '"(z) = O şi anulînd P "(z) (căci s-a pre
sup us P"(a) = O), este, conform propoziţiei auxiliare , rădăcină dublă 
a ecuaţi ei P"(z) = O. Continuînd în acest fel, se ajunge la concluzia că 
a este rădăcină cuadruplă a ecua~iei P(z) = O, ceea ce a fost <le de
monstrat. 

In particular, a est e o rădăcină dublă a ecu aţiei algebrice P (z) = O, 
cl acă şi numai dacă P (a) = O, P' (a) = O, P "(a) =I= O; a este rădăcină 
triplă, d acă şi numai dacă P(a) = O, P'(a) = O, P"(a) = O, P'"(a) =I= 
=I= O ş.a. m.d . 

G Aplicaţii 

2.4.7. Rezolvarea unei ecuaţii care arc o rădăcină multi11lă. Se con
sideră eciiaţ ia 

P(z) = z4 - 11z3 + 42z2 + mz + n = O. 

Să se determine m şi n astfel ca ecuaţia să aibă o rădăcină triplă şi să se 
rezoloe eciiatia . 

Rădăcin~ triplă t rebuie să anuleze P'(z) şi P"(z) şi să nu anuleze 
P "' (z). 

P'(z) = 4z3 
- 32z2 + 84z + m, P"(z) = 12z2 

- 66z + 84, 
P "'(z) = 24z - 66. 

Ecua~ia P "(z) = O are rădăcinile 2 şi ; , deci rădăcina triplă nu 

poate Ii decît unul din aceste num ere. Nici unul din ele nu anulează 
P"'(z), deci rădăcina va fi strict triplă. 

a) Inlocu im z prin 2 în P ' (z) şi P(z). Sistemul 

P '(2) = 68 + m = O, P (2) = 96 + 2m + n = O, dă 
m = - 68, n = 40. 

E cua\ia es te 

P(::,) = :'.J - 11z3 + 42::,2 - 68z + liO = O. 
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P(z) este divizibil prin (::; - 2)3. Facem împărţirea cu ajut orul schemei 
lui Homer; împăr~im P(::;) prin;:, - 2 , ciLul prin z - 2 şi noul cîL iarăşi 
prin z - 2: 

1 

1 
1 
1 

-11 

a 
- 7 
- 5 

42 

24 
10 
o 

-68 

-20 
o 

40 

o 

Citul este z - 5, deci rădăcina a patra esLe z = 5. 

2 
2 
2 

b) Repetăm procedeul punînd .condiţia ca rădăcina triplă să fie 
7 

• 
'.! 

P - = O da m = - - , ' (7) V "2t,5 
2 "' 

P (2) = O dă apoi n = 3
'•

3 
• Deci ecu-

2 16 
aţia es te 

o 24.5 34.3 
zJ - 11z3 + 42z- - - z + - = O 

li 16 

sau, dacă scăpăm de numitori, 

16z4 - 176z3 + 672z2 - 980z + 343 = O. 

. Împăr\il'ile se fac ca mai înainte, prin schema lui Horner şi se obţine 
'1 

ZJ =-· 
2 

2.Y..S. Observare. Problema se poate rezolva cu aju torul formulelor lui Viet a. 
Rădăcinile se notează cu o:, o:, o:, ~· Primele două dintre rel aţiil e lui Viela dau 

ecua \iile So: + ~ = 1'1, o:(o: + ~) = H, cu soluţiile cx1 = 2, ~1 = 5, 

~2 = ~. Următoarel e două dinlre reia\ ii le lui Vieta dau m şi n.. 
2 

7 
<X2 = 2' 

Se poale proceda şi prin i<lenlificare : polinomul dat se identifică cu (x - Cl.)3 

(x - ~). 

2.4. 9. Cornliţia ca ecuaţia z3 + pz + q = O să aibă o rădăcină du· 
blă. Să se determine· condiţia necesară şi suficientă pe care trebizie sc'i o 
satisfacă nmnerele complexe p şi q pentru ca ecuaţia 

P(z) = z3 + pz + q = O 

să aibă o rădăcin<'i dt~blă. 
Lu ăm deriv atele : 

P'(z) = 3.:;2 + p, P "(z) = Gz. 

Numărul ;:, este ră i:lăcina dublă a ecuaţi e i propuse dacă şi numai dacă 
satisface ccua ~iile 

P(z) = z3 + pz + q = O 
P'(z) = 3.z:! + p = O 
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(1) 
(2) 

iar 

P"(z) = ~z =I= O. (3) 

Presupunem p =I= O. Atunci ecuaţia (2) nu admite rădăcina z = O. 
Cum P "(z) se anulează numai pentru z = O, condiţia (3) este îndcpli
niLă şi rămîne să găsim condiţia ca ecuaţiile (1) şi (2) să aibă o rădăcină 
comună. 

lnrnulţim ~' ecuaţia (1) cu 3, ecuaţia (2) cu (- z) şi le adunăm. Obţi
nem ecuaţia 

Q(z) = 3P(z) - zP'(z) = 2pz + 3q = O. (4) 

Co 11<li ţia ca ecuaţiile (1) şi (2) să aibă o rădăcină comună este echi
valentă cu condiţia ca ecuaţiile (2) şi (4) să aibă o rădăcină comună. 
In adevăr, fie oe o rădăcină comună a ecuaţiilor (1) şi (2), adică P(oc) =O 
ş i P'(a) = O. Înlocuind în (4) z prin oe, obţinem 

Q(oc) = 3P(oc) - ocP'(oc). 

Deoarece ambii termeni, 3P(oc) şi a.P'(rJ.) sînt nuli, Q(a) =O, adică oe 
sat is l'ace şi ecuaţia (4). Reciproc, să presup unem 'Că a. ar fi o rădăcină 
comună ecuaţiilor (2) şi ( 4), adică 

P'(oc) = O şi 3P(a.) - ocP'(a) = O. 

Dacă ţinem seama de prima dintre acest e relaţii, a doua se reduce 
la 3 P(a. )· = O, adică P(oc) =O, deci satisface şi ecuaţia (1). 

Acum trebuie găsită condiţia ca ecuaţiile (2) şi (4) să aibă o rădă
cină comună, ceea ce este foarte uşor. Ecuaţia (4) are o singură rădă-

. cină , z = -
2

3
q (am presupus că p =/= O). ~eci, ecuaţiile (2) şi (4) admit 
p . 

o rădăcină comună dacă si numai dacă această valoare a lui z satisface 
ecuaţ.ia (1). Inlocuirea dă 

4p3 + 27q2 = o. 
Aceasta este condit ia căutată. 
Rămîne să examinăm cazul p = O. În acest caz, ecuaţiile ş1 deri

v at ele sînt: 

P(~) = z3 + q = O, P'(z)' = 3z2 = O, P "(z) = Gz = O, 

P '"(z) = 6 =/= O. 
Ecuaţiile P'(z) = O, P "(z) = O au rădăcina z = O, şi P(O) = q. 

Dacă q = O, ecuaţia admite rădăcina triplă z = O (ceea ce se vede şi 

* Recurgem la acest arlificiu pentru a evita calculul cu V--f • care r.-prc

zinU\ două numcl'e complexe. 
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direct, căci în acest caz ecuaţia este z3 = O), iar dacă q =/= O, ccua~ia 
are numai rădăcini simple - în nici un caz ea nu are o rădăcină dublă. 

Aşadar ecua~ia z3 + pz + q = O are o rădăcină dublă dacă şi nu
mai clacă 

4p3 + 27q2 =o, 
2.ldO Excm11Iu. În cazul ecuaţiei 

p =I= o. 

P (z) = z3 + 3z - 2i = O 

avem p = 3, q = - 2i, 

ftp3 + 27q2 = "'. 33 + 27. (- 2i)2 = 108 - 108 = o. 
Derivata, 

3z2 + 3 = O. 

are rădăcinil e z1 = i, z2 = - i. Unul din aceste două numere es te rădăcina dublă. 
Calculăm P(i): 

P(i) = i3 + 3i - 2i = - i + 3i - 2i = O. 

Deci i este rădăcina dublă (nu mai calculăm P(- i), căci ecuaţi a- fiind de gradul 
JTJ , nu poate avea două rădăcini duble). Rădăcina a treia se află prin schema lui 
Home1·: 

1 o 3 - 2i 

1 i 2 o 
1 2i o 

Ecuapa rămasă este z + 2i = o şi dă z = - 2i. Rădăcinile ecuaţiei iniţiale 
sîn t i, i, - 2i. 

Rezumat 

O V alo are a unui polinom P(z) pentru z = a este egală 
cu restul împărţirii polinomului prin z - a. 

P(a) = R. 

G Un polinom P(z) este divizibil prm z - a dacă şi 
numai dacă numărul a este o rădăcină a ecuaţiei 
P(z) = O. 

[P(z) divizibil prin z - a] ~ [P(a) =O]. 

e Orice ecuaţie algebrică P(z) = O de gradul n > O are 
cel puţin o rădăcină în C. 

V P(z), 3zv z1 E C astfel încît P(z1) = O. 
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9 Ori@e polinom de grad ul n se poate descompune în n 
factori liniari. Această desco mpunere esLe unică. 

e O ecuaţie algebrică de grad ul n are n rădăcini, fiecare 
rădăc ină multiplă fiind socotită ca atîtca rădăcini cît 
arată ordinul ei de multipliciLaLe. 

e Intre coeficienţii ecuaţiei 

P (z) = a0zn + a1zn-l + a2zn- z + „. + an = O 

şi rădăcinile ei z1, z2, „., Zn exisLă rela~iile 

Z1 + Z2 + · „ + Zn = - ~!. 
ao 

(V) 

Reciproc, fiind dată ecuaţia P(z) = O, d acă numerele 
z1,z2, . . . , Zn satisfac relaţiile (V), ele sint rădăcinile ecuaţiei. 
O Un număr a este rădăcină multiplă de ordinul k a 
ecuaţiei algebrice P(z) = O dacă şi numai dacă P (z) este 
divizibil prin (z - a)k, iar citul P(z) : (z - a)k nu se anu
lează pentru z = a. 

Un număr a est e rădăcină multiplă de ordinul k a 
ecuaţiei algebrice P(z) = O dacă şi numai dacă el anulează 
polinomul P (z) şi primele sale le - 1 derivat e, şi nu anu
lează derivata de ordinul k. 
[a răd. muH. k P(z) = O]~ [P(a) = O, P'(a) = O, •.. 

. .. P 11Hl (a) = O, Pfh)(a) =/=O]. 

Exerciţii 

Teorema lui Bezout 

1. Stl se rezolve ecuaţ.iile următoare cunoscînd cîte o rădăcină: 

2 
a) 3.-::3 + 4z2 + Sz - 6 = O, z1 = - ; 

' 3 

b) z5 - 3z4 - 3z3 + 9z2 - 4z + 12 = O, z1 = 3. 

2. Să se rezolve ecuaţi ile w·miHoarc, cunosclnd cite două rădăcini: 

a) 2.:; 1 - 3z3 - z2 - 3z + 2 =O; 
1 

Z1 = 2, Zo = - ,· 
- 2 

b) ;;4 + 2z3 + LJ.Z2 + 2z + 3 = O; 
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a. Să se demonstreze, pe baza teoremei lui Bezout (2:1.3), că : a) 01'icare ar 
fi numă1·ul natural n, zn - an este divizibil prin z - a. b) Dacă 1i es te un nnmăr 
natural impar, zn + an esle divizib il prin z + a. c) Dacă n esle un număr natu
ral par, zn - an este divizibil prin z + a şi prin z - a. 

4. Să se demons treze că, dacă m este divizibil prin n (m, n, E N), zm - 1 esle 
divizibil prin zn - 1. ' 

5. Să se demons treze teorema lui Bezout folosind schema lui Horner. {Se 
poate lua cazul unui polinom de gradul IV, a0z4 + a1z3 + a2z2 + a3:: + al. ) 

6. a) Să se verifice, efectuînd înmulţirea, că binomul de forma a.11 - b", 
n e N, se descompune după formula 

an _ bn = {a _ b) (an-1 + an-2 b + an-a b2 + „. + abn-2 + bn-1). 

S~1 se' scrie această identitate pentru cazmile n = 3 ş i n = 4. Binomul cin - bn 
es lc divizibil prin a - b? b) Fie un polinom oarecare 

P(z) = a0z".+ a1zn-1 + „ . + an. 
şi c o valoare oarecare a lui z. Atunci 

P(c) = a0cn + a1cn-1 + „. + ~· 
Să se ca lculeze diferenţa P {z) - P {c); să se grupeze termenii ln perechi , să 

se scoală factorii comuni a0 , a1 etc. şi să se demonstreze astfel partea a doua a teo
remei lui Bezout. 

7. Să se demonstreze că restul împărţirii unui polinom P(.::) prin az + b este 

P ( - ~) • Să se facă proba pe un exemplu numeric. 

S. Fie C{z) şi R(z) , respectiv, cîtul şi restul împărţirii P.olinomului A (z ) prin 
polinomul B{z). Să se demonstreze că dacă a este o rădăcină a polinomului B(z), 
atunci A{a) = R{a). 

9. Propozi pa: „P{z) fiind un polinom, dacă P(a) =f=. O, atunci P {z) nu este 
divizibil pri n z - a" este adevărată? 

10. a) Exis tă în cazul numerelor naturale o teoremă analoagi:i cu cea de la 
2.1.G?; b) Să se demonstreze că, dacă un polinom P{z) este divizibil prin.:; - a, 
z - b şi z - c, el este divizibil prin (z - a){z - b)(z - c). 

11. Să se demons treze pe baza teoremei lui Bezout (parlea întîi) unicitatea 
citului ş i a restului pentru cazul cind împărţitorul cs le de forma .:: - a. 

Descompune rea polinoamelor în factori liniari, 
numărul rădăcinilor une i ecuaţii a lgebrice 

12. a) Se consideră mul ţi mea 111 formată din toate numerele întregi şi rrac-
1.iilc cu numitorul 1on, n e N. Ce condiţie trebuie să satisfacă numerele întregi 
~ şi b pentru ca ecuaţia ax= b să aibă o soluţi e în M ?; b) Se consideră mulţimea 
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Q (i/2) formată din toate numerele de forma a+ b i/2 unde a, b e Q. Cc condiţie 
trebuie să îndeplinească numerele raţional e a, b, c pentru ca ecuaţia ax2 + bx + 
+ c = O să admită cel puţin o soluţie în Q(i/2 )? 

13. Să se rezolve ecuaţia I x I + Ix+ '11 = O. Este rezultatul în contrad icţie 
cu teorema fundamentală a algebrei? 

14. Teorema fundamentală a algebrei răminc valabilă şi în cazul ecuaţiei P'~ = 
= O unde P* este polinomul nul? 

15. Să se refacă demons~raţia teoremei cu privire la descompunerea unui 
polinom în factori liniari {2.2 .4) pe cazul polinomului de gradul IV. 

lG. Dacă înmulţim n factori liniari, obţinem un polinom de gradul n. Reci
proca acestei propoziţii este adevărată? Pe baza cărei teoreme? 

17. Un polinom P{z) este divizil)il prin z - a. Sîntem siguri că în descom
punerea polinomului în factori liniari apare factorul z - a? 

18. Să se demonstreze că dactt b2 - 4ac < O, trinomul ax2 + bx + c, a, b, c e R 
nu poale Ii descompus în factori reali. 

În gel)eral, dacă o ecuaţie algebrică P{x) = O are măcar o singură rădăcină 
imaginară, polinomul P(x) nu poate fi descompus în fac tori liniari reali. 

19. Să se rezolve ecuaţia I x2 - 4 I = 2. Se obţin patru soluţii. Este acest 
fapt Jn contradicţie cu teorema cu privire la numărul rădăcinil or unei ecuaţii algebrice? 

20. !n demonstraţia teoremei cu privire la numărul rădăcinilor unei ecuaţii 
algebrice interv ine propoziţia: Un produs de două numere este egal cu zero numai 
dacă măcar unul clin factor i este egal cu zero? Dacă aceas lă propoziţie n-ar fi adevă

rată, s-ar putea ca o ecuaţie de gradul n să aibă mai mult ca n rădăcini? 

21. a) De ce se pune în enunţul teoremei fundamentale a algebrei {2.2.2) con
diţia n > O? 

b ). Această menţiune mai este necesară în cazul teoremei cu privire la num~trul 
rădăcinilor unei ecuaţii aJg·ebriee .(2.2.8)? 

22. Pentru cîte valori ale lui z ia un polinom de gradul n, P(z ), aceeaşi valoare a? 

28. a) Se dau două polinoame: P 3{z), de gradul III, şi P 4(z), de gradul IV. 
Pentru cîle valori aJe ·Jui z iau aceste polinoame aceeaşi valoare? b) Aceeaşi în tre
bare dacă gradele celor două polinoame sînt m şi n, m > n. c) Aceeaşi înt rebare 
dacă polinoamele sînt de acel aşi grad n. 

24. Se dau polinoamele : P(x) de gradul m, Q(x) de gradul n, amlndouă cu coefi
cienţi reali, şi se consideră funcţiile defini le de ele penlru x e R. Cîle puncte comune 
au graficele lor? 

25. Se consideră polinoamele cu coeficienţi reali A{x) şi B{x) şi produsul lor 
P{x) = A{x)B(x). Fiecare dintre aces te polinoame defineşte o funcţie pent ru x e R. 
Fie, respectiv, SA, Sn şi Sp mulţimea punctelor de intersecţie a graficelor acestor 
func pi cu axa Ox. Ce relaţie există între aceste mul ţimi? 

26. Care este ordinul de multipl icilale maxim pe care îl poate avea o rădăcină 
a unei ecuaţii algebrice de gradul n? Să &e dea exemple. 
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27. Să se descompună in faclori liniari polinoamele 

a) 2z2 - 3z + 1; b) 3z2 
- 2az + 5a2

; 

c) z2 - 3iz - 2; d) 2z2 
- (3 + 2i)z + i + 1; 

e) 4z~ - 5z2 + 1 ; f) z4 
- 1. 

28. Să se demonslreze că fracţiile urmăloarc sînt ireductibile. Se poale face 
demonstraţia fără Leorema cu privire la unicitatea descompunerii unui polinom în 
faclori 1 iniari? 

z4 - (1 + i) z2 + i 
a) 2 ; 

z - 4 

z3 - 8 
b) z2 - 4z + 3 

29. Să se formeze ecuaţiile de grad minim care au rădăcinil e următoare 

2 1 
a)3• 1 şi 2 ; h) .1 , i şi2i; 

c) 2 + 3 i/5; 2 - 3 V5 şi 1. d) 1, 3, 1 + i ş i 1 - i; 

e) rădăcina dublă 2 şi rădăcinile simple -3 şi 1; 
f) rădăcina triplă 1, rădăcina dublă i şi rădăcina simplă -i. 

30. a) Să se formeze o ecuaţ.ie de gradul 100, care să aibă rădăcini le x 1 = 2 
şi :r~ = -2. b) Să se formeze o ecuaţie de gradul III care să aibă rădăcinile : 1, -1; 

o şi 3. 
31. a) O ecuaţie algebrică cu coeficienţi complecşi P(z) = O poate avea numai 

rădăcini reale? Să se dea exemple. Care este condiţia necesară şi suficientă? b) Invers, 
se ponte ca o ecuaţie algebrică cu coeficienţi reali să aibă numai rădăcini complexe? 
Să se dea exemple. 

32. Se consideră ecuaţiile: 

a) (z - i) (z + 1)3 (z - 2 i/3)2 =O; h) (z + 1)3 (z - 1)3 (z - 6)3 =O. 

Care sîn t rădăcinile lor ? Ce ordin de mulliplicitale are fiecare dintre ele? 

33. a) Să se indice un polinom P (z) de gradul X care să se anuleze pentru 
acelraşi valori ale lui z ca polinomul Q(z) = z2 + z - 2. b) So poate găsi un poli
nom ele gradul VII care să îndeplinească aceeaşi condiţie? Cite astfel de polinoame 
existi:i? c) Generalizare pentru cazul clnd se cere un polinom P(z) de gradul p. 

34. Se consideră ecuaţiile P (z) = O şi Q(z) = O. Fie z1 , z2, . . „ Zm rădăci nile 
primei ecuaţii, care se presupun distincte, şi Zm+i, Zn+2, •. . , zm+n rădăcinile ecuaţiei 

. a doua, de asemenea distincte şi diferite de rădăcinile primei ecuaţii. a) Care sînt 
rr1dăcinile ecuaţiei P(z) • Q(z) = O?}?) Ce se întîmplă dacă cele două ecuaţii au rădă
ci11i comune? c) Care este situaţia dacă un număr Zi este rădăcină multiplă de ordi
nul p a uneia dintre ecuaţiile date şi de ordinul q pentru cealaltă? 

35. Să se determine p ş i q as tfel ca ccuapi lc următoare să aibă acel eaşi rădăcini : 

a) x4 + (2p - q)x3 + (p + q)x2 + (p - q)x + 2p + q + 1 = O şi 
:i."" + 5x3 + 4x2 + 2x + 8 = O; 

b ) px3 + (p + q + r) x2 + (p - q - r)x + q - r = O şi 
3x3 + 43:2 

- 8x + 6 = O. 
Să se explice de cc în caznl b) nu se obţine rozul ta tul aştept at. 
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38. Două ecuaţii algebrice au aceleaşi rădăcini ş i una dinlre puterile lui x are 
în ambele ecuaţii acelaşi coeficient. Ce se poate spune despre ceilalţi coeficienţi? 

37. Se poate ca două polinoame de grade diferite să se anuleze pentru aceleaşi 
valori ale necunoscutelor? Să se dea exemple. Es te acest lucru în contradicti.c cu 
teorema ele la 2.2.12? ' 

38. a) Este posibil ca produsul a două polinoame să fie o cons tan tă (un poli
nom constan t)? Demonstraţie. 

b ) P(z) şi Q(z) fiind două polinoame, să se demonstreze că, dacă P(z) este divi
zibil prin Q(z) şi Q(z) este divizibil prin P(z), cele două polinoame diferă printr-un 
factor constant. 

c) Există ceva analog în cazul numerelor natural e? 

Formu lele lui Vieta 

39. Să se scrie relaţiile din tre coeficienţii şi rădăcinile ecuaţiei de gradul V, 
a0z5 + a1z

4 + a2z
3 + a3z2 + a4z + a5 = O. 

40. a) Cîţi termeni conţine partea stingă a fiecăreia dintre relaţi i le lui Vieta 
în cazul ecuaţiei de gradul VI? în cazul ecuaţiei de gradul n? 

b) Ctţi t ermeni con ţinc partea stingă a relaţiei lui Vie ta de rang p în cazul 
ecuaţiei de gradul n? 

41. Să se verifice formulele lui Vie ta în cazul ecuaţiilor a) z~ - 1 = O; 
b) z3 + 1 = O; c) z4 - 1 = O. 

42. Să se formeze p e baza formulelor lui Viela ecuaţiile care au rădăcinile 

următoare şi să se facă proba cu ajutorul schemei lui Homer : 

a) - 2, 1 , 3 şi 4; b) i, 1 + i, 1 şi -2. 

Se aplică leorema lui Vieta sau reciproca? Ecuaţiile se pot forma şi pe baza 
teoremei cu privire la descompunerea unui polinom în factori liniari (2.2.11 ). Care 
din aceste procedee este mai practic? Care din ele este anterior şi care es te derivat? 

43. tg o:, tg ~ şi tg y sîn t rădăcinil e ecuaţiei x3 + ax2 + bx + c = o. Să se 
calculeze tg (o:+ 13 + y) . 

44. Suma dimensiuni lor unui paralelipiped dreptunghic este a , aria sa tolală 
este s iar volumul său esle v . Să se scrie ecuaţia de gradul III care are ca rădă

cini dimensiunile paralelipipedului. 

45. Să se rezolve ecuaţiile următoare ştiind că Intre rădăcinile lor există rela
ţia in dicată. Se va verifica că între rădăcinile aflate există acea relaţie. 

a) 3z3 + 7z2 - 18z + 8 = O, z1 + z2 = -3; 

b) z3 - (5 - i/3) z2 + (6 - 5 (3) z + 6 i/3 =O, .::1 + z2 = 5; 
c) 5.::3 - 27z2 + ?z + 15 = O, z1z2 = 5; 
d) 2::3 - 3(1 + 2i)z2 - (4 - 9i).:: + 6 = 0, z1z2 = 3i ; 
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e) z3 - 7::.t+ 1,.:; + 12 =O, .:;1 = 3.:;2 ; 

f ) .:;3 - '10iz2 - 27z + 18i = O, z1 = 2z2 ; 

g) 9.::3 - 18az2 + '11a2z - 2a3 = O, z1 + z2 = ::3 ; 

h ) z3 - (1 + 4i)z2 - (5 - 3i)z + 2(1 + i ) =O; z1 - z2 = 1; 
i) z3 - 13az + 12a3 = O, z1 - z2 = 2a; 
j) z'l - a(a.2 + a+ 1)z2 + a 3(a2 + a+ 1)z - a6 =o,· z1 = z2z3 ; 

k) z3 - 10z2 + 27z - 18 = O, z1 = 2z2z3 , 

46. Aceeaşi problemă în legătură cu ecuaţiile următoare: 

a) .:;4 - !iz3 - z2 + 10z + 4 = O, z1z2 = - 1 ; 
b) z4 

- (5 + i)z3 + 5(1 + i)z2 + (3 - 5i)z - 3i =O, z1z2 = 3i ; 
c) z'1 + '12z - 5 = O, z1 + z2 = 2; 
d) 2z4 - 12az3 + 15a2z2 + 9a3z - 20a4 = O, z1 + z2 = 3a; 
e) z4 

- z2 + 12.:; - 36 = o, Z1Z2 = -Z3ZJi 

f ) z4 - (4 + 5i)z3 - 4(3 - 5i)z2 + 6(4 + 5i)z + 36 = O, z1z2 = z3z4• 

47. Să se determine în ecuaţiile următoare parame trul m astfel încît între 
rădiicini să exisle relaţia ind icată în dreptul fiecăreia şi să se rezolve. 

a) L1z 3 + 20z2 + mz - 1 5 = O, z1 + z2 = z3 ; 

b) z3 - 2(1/2 + i/3) z2 + (5 + 31/6) z + m = O, z1 + z 2 = z3 ; 

c) 2z3 - 3z2 
- (m + 10)z + m + 5 =O, z1 + z2 = 1; 

ci) 3z3 - (3m + 1)z2 + (5m - 2)z - 6 = O, z1z2 = 1 ; ' 
e) z 4 - 2z3 - 6z2 + mz - 3 = O, z1z2 = 3; 
f) z4 - 8z3 + 111z2 - 19z + 6 = O, z1 + z2 = 5; 

g) z 3 - 7z2 + 7z + m = O, zT + z~ = 10 ; 

h) z3 - 1 2~2 + mz - 60 = O, zÎ = z~ + z~. 
48. Să se rezolve ecuaţiile următoare şi să se de'termine parametr ul real a , 

şti ind că între riidăc i nil e lor exis tă relaţia z1 + z2 = z3 + z~. 
a) z4 + az3 + Sz + 3 = O; 

b) z4 
- 2(3 + i)z3 + az2 

- 2(1 + 7i)z - 3(1 - 2i) = O. 

49. Să se rezolve ecuaţia 

a ) 4.:;4 
- 8z3 + mz 2 + tiz + n = O; 

b) z• - 2(1 + i) z3 + 4iz2 + m.:; + n = O. 

ştiind că are două rădăcini duble ş i să se determine m şi n. 

50. Se consideră ecuaţia 

z3 + (m - n) z2 + (2m - 3n) z + m + 3n = O. 

Să se de lermine m ş i n şi să se rezolvtl, ş tiind ci\ una dintre rădăcinile ei este 
2, iar suma celorlalle două rădăcini este zero. 

51. Se consideră ecuaţia 

z 4 
- 7z3 + mz2 + 7z + n = O. 
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Să se rezolve şi să se determine m şi n, ştiind că oa admite rădăcina 2 şi suma 
a două din tre celelalte rădăcini es te zero. 

52. So consideră ecuaţia 

z3 + az2 + bz + c = O. 

Să se determine condiţia necesară şi suficientă pe care trebuie să o îndepl i
nească coeficienţii a, b, c şi d, pentru ca în tre rădăcinile ei să exis te relaţia de mai 
jos. Se va construi în fiecare caz ctte un exemplu numeric, adică o ecuaţie cu 
coeficienţi numerici care să satisfacă condiţia găsită, ecuaţia se va rezolva şi se va 
verifica că între rMrteini exis tă relaţia dată : 

a)z1 +z2 = 0 ; 

c) z1 = z2 + z3 ; 

b) z1z2 = 1 ; 

d) z1 + Za= 2z2 ; 

e) z2 = 2z1 , z3 = 3z1 • 

53. Aceeaşi problemă în l cgăturţ1 cu ecuaţia 

z4 + az~ + bz2 + cz + d =O, 

relaţia dintre rădr1cini fii nd 

a ) z1 + z2 = O; h) Z1Z2 = Z3ZJ ; 

d) Z1 + z~ =.:;a~ •• Z3 + ZJ = Z1Z2i 

e) z2 = 2zu .:;J = 2~3 . 

54. Se ştie că rl1dăcinile ecuat.iei bipălratc 

az~ + bz2 + c = O 

sînt opuse două cite două. Să se demonstreze di, reciproc, dacă rădr1cini le u nei 
ecua~ii de gradul IV sînt opuse două cîte două, acea ecuaţie este hipr1tratr1. 

55. Co rela! ie trebuie să existe între numerele complexe a, b, c pentru ca sis
temul 

x + y + z = a, xy + xz + yz = b, xyz = c 

srl fie compatibil? 

56. Se consideră sistemele 

x + y + z = p, xy + xz + yz = q, xyz = r 

şi 

x+ y + z + u = a, xy + xz + xzt + yz + yu + zrt = b 

xyz + xyu + xz1t + yzu = c, xyzzt = d. 

Se dă că între soluţiile lor există legătura următoare : dacă (.i:1 , y 1 , z1) es te o so 1 u ţie 
a primului sistem , atunci există un număr u1 astfel ca (xl> y 1 , z1, u1) sr1 fie o solu
ţie a s istemului al doilea. Cc relaţie există î n acest caz înlre numerele p, q, r; 
a, b, c, d? 

67. Se consideră ecuaţ,ia 

az3 + bz2 + cz + el = O, a =/= O ('1) 
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şi rădăcinile ci, o:,~. y, pe care le presupunem simple. Problema ~ea rezolva această 
ecuaţie este echivalentă cu problema de a rezolva sis temul 

b c 
o: + ~ + y = - - , o:~ + o:y + ~y = - , 

a a 

d 
o:~y = - -. 

a 
(2) 

Or, ecuaţia (1) are 3 soluţii, z =o:, z = ~şi z = y, pe cînd sistemul (2) are 6 solu
ţii, căci gradele celor trei ecuaţii sînt, respectiv 1, 2 şi 3 (1 • 2 • 3 = 6). Este aceasta 
o contradicţie reală? P entru orientare, se poate examina în prealabil cazul ecua
ţiei de gradul II, de exemplu z2 - ~ + 3 = O. Să se trateze aceeaşi chestiune 
pentru ecuaţia de gradul IV. 

58. Să sc încerce să se rezolve ecuaţia de gradul 11, ax2 + bx + c = O, rezol

vînd sistemul x1 + x2 = - ! , x1x2 = .!!.. • Ce se constată? (v. cap. I, probl. 21). 
a a 

Pentru a arăta că şi încercarea analoagă în cazul ecuaţiei de gradul III, a0x 3 + 
+ a1x2 + a2x + a3 = O, duce la un cerc vicios, se ' poate proceda astfel: se scriu 
cele trei relaţii ale lui Viela şi, pentru a elimina x2 şi x3, se înmulţeşte prima cu 
x~. a doua cu (-x1), iar a treia cu 1 şi se adună. Ce se constată? Dar :dacă 
se elimină printr-un procedeu asemănător x1 şi x8? Xi şi x 2? Să se demonstreze 
că şi în cazul ecuaţiei de gradul IV aces t procedeu duce la un cerc vicios. 

Rădăcini multiple* 

59. Să se verifice că ecuaţiile următoare au cite o rădăcină dublă şi să se re
zolve. 

a) 27z3 - 36z + 16 = O; 

b) z3 - 9z + 6 t/3 = O; 
c) z3 - 3(3 + 4i)z + 2(2 + 11i) =O; 
d) z3 - 6iz - 4 + 4i = O. 

60. Să se verifice că ecuaţiile următoare au cite o rădăcină triplă şi să se 
rezolve. 

a) 3z4 - 'l 7az3 + 30a2z2 - 12a3z - 8a4 = O; 
b) z4 - 2iz3 - 2iz - 1 = O; 

c) z4 - (7 + 3 t/5) z3 + 3(11 + 5 t/5) z2 - (65 + 29 t/5) z + 38 + 17 t/5 = O. 

61. Să se determine tn fiecare dintre ecua~iile următoare parametrul a astfel 
Incit ecuaţia să admită ca rădăcină dublă numărul indicat în dreptul ei şi să 

se rezolve. 

a) z3 + az2 + bz + 18 = O, z1 = z2 = 3; 

h) 4z3 - 4(1 - i)z2 + bz + c = O, z1 = z2 = _!_ • 
. 2 ' 

c) z4 + mz3 + 17z2 - 17z + n = O, z1 = z2 = 1. 

* Problemele 59-67 se pot rezolva şi prin identificare (2.4.8) sau cu ajutorul 
formulelor lui Vieta. 
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62. Să se determine în fiecare dintre ecuaţiile u1'mătoare parametrul a astfel 
incit ecuaţia respectivă să aibă cite o rădăcină dublă şi să se rezolve. La exerci
ţiile a) şi b) se va folosi şi rezultatul de la 2.4..9. 

a) 4.z3 - 3z + a= O; b) z~ + 3z + a = O; c) ~~ + Sz2 - 11z + a= O. 

-t 63. Să se determine în fiecare dintre ecuaţiile următoare coeficienţii necu
noscu\i astfel incit ecuaţia respectivă să aibă o rădăcină triplă şi să se rezolve. 

a) z4 - Gz3 + 12z2 + az + b = O; 
b) z4 + z3 + az + b = O; 
c) z4 - 6z2 + az + b = O. 

64. Să se determine coeficienţi i p, q 'şi r astfel î nclt ecuaţia 

P (z) = z~ - 5z3 + pz.2 + qz + r = O 

să aibă rădăcina tripl ă z = 2 şi să se rezolve. 

65. Să se determine coeficienţii a, b şi c astfel incit ecuaţia 

P(z) = ~6 + az~ - 27z~ + bz2 + 69z + c = O 

să aibă rădăcinile duble z1 = z2 = -3 şi z3 = z, = ..!. şi să se rezolve. 
2 

66. Ce condiţie trebuie să satisfacă coeficienţii ecuaţiei 

z3 + pz2 + qz + r = O 

pentru ca ecuaţia să admită o rădăcină triplă? Să se afle rădăcin a. 

67. ~ă se determine p şi q astfel încît ecuaţia z~ + pz + q = O să admită rădă
cina dublă z = p. 

68. Să se refacă demonstraţia teoremei de la 2.11.6 pentru cazul unei rădăcini 
triple. 

69. Ce este greşit în enunţul următor: numărul a es te o rădăcină triplă a ecua
ţiei algeb;ice P(z) = O dacă anulează P'(z) şi P "(z) . 

70. Numărul x = O satisface ecuaţia f(x) = sin2 x cos x = O şi derivata 
f'( x) = O. Se poate spune că x = O este o rădăcină dublă a ecuaţiei f(x) = o? 

n: Fie z1 , z2 , „., Zn rădăcinile ecuaţiei algebrice P(z) = O, toa te rădăcinile 
fiind simple. Care sînt rădăcinile ecuaţiei 

[P(z)]2 = O, [P(z)Jlt = O, k e N? 

72. Să se demonstreze că dacă o ecuaţie de gradul IV are două rădăcini duble, 

· b d · t d 't ădy · a+ b z1 = z2 = a, z3 = z, = , er1va a a m1 e r ac1na z = -- . Generalizare 
2 

penlru cazul unei ecuaţii de gradul 2n care admite două rădăcini multiple de or
dinul n . . 

73. Care es te condiţia ca ecuaţia cu coeficienţi reali 

X~+ px+ q = 0 
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să adm i lă o rădăcină dublă ~eală. Cc relaţie există între semnul lui q şi semnul rădă
cinii duble? 

7-1. Un polinom poale Ci divizibil prin derivata sa? Să se examineze în spe
cial cazul polinomului de gradul II. 

75. Să se regăsească pe baza teoremei de la 2.4.6 condiţia ca ecuaţia ax2 + 
+ bx + c == O să aibă o rădăcină dublă. 

7G. Se consideră o ecuaţie algebrică cu coeficienţi reali P(x ) = O şi curba 
y = P(z ). Fie x = a o rădăcină multiplă de ordinul k a ecuaţiei. Ce poziţie arc 
curba faţă de axa Ox în vecinătatea punctului de abscisă x = a? 

77. Care dintre teoremele din acest capitol se bazează, direct sau indirect, 
pe teorema lui l3ezout? 

Ecuaţii cu coeficienţi în Z 11* 
78. 1) Să se efectueze împărţirile următoare (coeficienţii aparţin claselor de 

resluri indicate). 2) Să se examineze dacă demonstraţia de la 1.3.3. es te valabilă 
în cazurile a) şi b ), în care împărţitorul este de forma x - a, precum şi în cazurile 
c) şi d), avînd în vedere că în ,Z6 şi Z12 există divizori ai lui zero. 

A A A I\. A A/\/\ A 

a) (2x3 + x2 + 3x + -1) : (x + 4) ... Z5 ; c) (2x2 + 2x + -1) : (2x + 1) ... Z0 ; 

I\. I\ A I\. I\/\/\/\ 

b ) (x3 + 4.x2 + 3x + 1) : (x + 2) .„ Z6 ; d) (6x2 + 7x + 4) : (3x + 2) .„ Z12. 

79. Teorema lui Bezout este valabilă în cazul polinoamelor cu coeficien ţ i di n 
Z11? Verificare pc primele două exemple din problema precedentă. 

80. Se consid eră ecuaţiile următoare : 

d) x 2 + 2x = 0„.Z8 ; 

" " " b ) :!x3+ x+ 2 = 0 .. . Z5 ; " " e) x 2 + 3x = O ... Z10 ; 

A /\ A I\. 

c) x2 + X= o ... Z6; I) x2 + 7x+ 6 = o ... Z12· 
1) Să se rezolve, încercînd toate clcmenlelc din mulţimea de definiţie. 
2) Teorema de la 2.2.8 se poale aplica la ecuaţii algebrice cu coeficienţi din Z 11 ? 
3) Faptul că numărul rădăcinilor unei ecuaţii algebrice nu poate să întreacă 

gradul ecuaţiei se demonstrează şi la 1 .2.3. De cc nu se adevereşte această pro
pozi ţie în cazul ecuaţiilor c) - f)? 

4) Să se descompună fiecare dintre acesle două polinoame în factori liniari 
folosind teorema lui Bezou L. Teorema de la 2.2. 7 mai este valabilă 'in toale cazu
rile? De ce? 

. " 5) fn ccna(iile c) , d) şi e), dupl't ce s-a făcut descompunerea x2 + ax= 

= x(.v + ~), do ce nu se poa te lrage concluzia că ecuaţia are numai rădăcinile 
X= 0 Şi X = - ~? 

* Accslc exe1·ciţii se pot face numai dacă s-a făcut în prealabil ullima grupă 
de exerciţii (3!•-38) de la capitolul I. 
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C a p i t ol u I III 

Ecuaţii cu coeficienţi reali, raţionali, întreg·i 

3.0. Introducere 

În primele două capitole am tratat polinoame şi ecuaţii algebrice 
foarte generale, cu coeficienţi complecşi. Deoarece R c C, Q c C, Z c C, 
tot ce s-a spus pînă acum rămîne adevărat şi in cazul polinoamelor şi 

ecuaţiilor cu coeficienţi reali, raţionali, sau chia:r întregi, dacă necu
noscuta (variabila) ia valori complexe. 

In acest capitol vom restrînge treptat mulţimea căreia îi aparţi n 
coeficienţii ecuaţiilor : vom da întîi o proprietate a ecuaţiilor cu coefi
cienţi reali, apoi o proprietate a ecuaţiilor cu coeficienţi raţionali şi, 
în sfîrşit, ne vom ocupa de eeuaţiile cu coeficienţi întregi. Propo?.iţiile 
pe care le vom stabili nu mai sînt adevărate în cazul ecuaţiilor ai căl'Or 
coeficienţi aparţin unei mulţimi mai cuprinzătoare. Astfel, teorema pe 
care o vom demonstra pentru ecuaţiile cu coeficienţi reali nu mai este 
adevărată dacă coeficienţii ecuaţiei sînt complecşi, teorema pe care o 
vom demonstra pentru ecuaţiile cu coeficienţi raţionali nu mai este 
adevărată pentru ecuaţii cu coeficienţi reali ş.a.m.d. 

3.1. Rădăcinile imaginare ale unei ecuaţii algebrice 
cu coeficienţi reali 

3.1.1. Cazul ecuaţiei de gradul II. Se ştie că dacă ecuaţia de gradu] 
IT , ax2 + bx + c = O, cu coeficienţi reali admite rădăcina m + ni, 
unde m, nER, ea admite şi rădăcina m-ni; de asemenea, dacă o ecua
ţi e de gradul II cu coeficienţi raţionali admite rădăcina m + n V.P 
unde m, n E Q şi p E N nu este păLrat perfect, ea admite şi rădăcina 
m - nV.P. 

Exemple. a) x2 - 6x + 13 = O, x1 = 3 + 2i, x2 = 3 - 2i; 

b) x2 +8x -29 = 0, x1 = -4+3V5, X2 = -4- 3V5. 
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Aceasta se explică elementar prin formula de rezolvare, pe care o 
scriem sub forma 

X = _ !!_ ± l/b2 - 4.ac • 
2a 2a 

Dacă toţi coeficienţii ecuaţiei sînt reali şi b2 - 4ac < O; ecuaţia are 
două rădăcini imaginare. Dar ambele rădăcini au aceeaşi parte reală, 

b · ă ·1 · · , V 4.ac - b2 
• • V t.ac - b2 

• - -
2 

' iar p rţ1 e imagmare smt + 
2 

i ş1 -
2 

i . . a a a 
În mod analog se arată că, dacă toţi coeficienţii ecuaţiei sînt raţio-

nali, ambele rădăcini au aceeaşi parte raţională, -
2
: , iar părţile ira

ţionale au aceeaşi valoare absolută, dar semne contrare. 
Acest lucru este adevărat oricare ar fi gradul ecuaţiei, dar demon

straţia se face prin alte consideraţii, căci nu mai dispunem de o formulă 
de rezolvare. 

Menţionăm că cele arătate sînt adevărate numai dacă coeficienţii 
ecuaţiei sînt reali, respectiv raţionali. 

3.1.2. Niimore imaginar conjugate. a) Fiind dat numărul complex 

z =a+ bi, a, b E R 

numărul 

z =a - bi 

se numeşte conjugatul lui z şi se notează cu z (z supraliniat). 

Exemple: 4 + 3i = 4 - 3i; 5 - Hi= 5- (-Hi)= 5 +Hi; 3 = 3. 

Conjugatul numărului z = a+ bi este z = a - bi, să-l notăm cu u; 
atunci a = a - bi = a - (-bi) = a + bi = z. Aceasta înseamnă că, 

dacă u este conjugatul lui z, atunci z este conjugatul lui u. De aceea 
se poate spune că numerele z = a+ bi şi z =a - bi sînt imaginar 
conjugate, în sensul că fiecare din ele este conjugatul celuilalt. Relaţia 
,,este conjugat cu" este simetrică. 

Exemplu: Conjugatul lui 3 + 7i este 3 - 7i, şi conjugatul lui 3 - 7i 
este 3 + 7i; numerele 3 + 7i şi 3 - 7i sint imaginar conjugate. 

h) Conjugatiil sumei. Considerăm, de exemplu, numerele complexe 

z = 3 + 5i 

Conjugatele lor sint: 

şi u = 2 - 7i. 

z = 3 - 5i şi ii = 2 + 7i 
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Suma numerelor considerate este 

z +ii= 5 - 2i, 

iar suma conjugatelor lor este 

z +ii = 5 + 2i. 

S-a obţinut tocmai conjugat ul sumei: z + ii = z + u. 
Acest fapt este general. Dacă 

z =a+ bi, 
atunci 

z = a - bi, 

Suma numerelor date este 

u = c +di, 

ii = c - di. 

z + u = (a + bi) + (c + di) = (a + c) + (b + d)i, 

iar suma conjugatelor lor este 

z + ii = (a - bi) + (c - di) = a + c - (b + d)i. 

S-a obţinut tocmai conjugatul lui z + u, adică z + ii. 
Conjiigatul sumei a două numere complexe este suma con
jugatelor lor. 

Simbolic, 

V z, u, z, u E C z + ii = z + ii. (A) 

Teorema se extinde uşor asupra unei sume de mai mulţi termeni. 
c) Conjugatul produsului. Notaţiile fiind cele de mai sus, să cal

culăm zu ş1 z · ii. 
zii = (ac - bd) + (ad + bc)i, 

z · ii = (ac - bd) - (ad + bc )i; 

se constată că produsul al doilea este conjugatul primului. 
Conjugatul produsului a două numere complexe este pro
dusul conjugatelor lor: 

V z, u, z, u E C zu = z · ii. (I) 

Exem}llu: Fie 

z = 3 - 5i, u = - 7 + 2i; deci z = 3 + 5i, ii= - 7 - 2i. 

Avem: 
zii = - 11 + 41i; 

Rezultatele sînL conjugate. 

z . ii = - 11 - 41i. 
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d) Conjiigatul puterii. Dat fiind că ridicarea la o puLere cu exponent 
natural este o înmulţire repetată, rezultă imediat că: 

Puterile naturale a două numere imaginar conjugate sînt 
imaginar conjugate. 

V z, z E C, V n, n E N zn = zn. (P) 

Aceste propoziţii rămîn adevărate dacă unul dintre numere este real, 
căci, dacă z = a = a + Oi, conjugatul său este z = a - Oi = a = z. 

3.1.3. Funcţia .z. Asociind fiecărui număr complex conjugatul său, 
am definit o funcţie f': C --+ C, care face ca fiecărui număr complex 
să-i corespundă conjugatul său : 

f(a + bi) = a + bi = a - bi. 

Exemple: f(2 + 3i) = 2 - 3i, f(t - i) = 1 + i, f(i) = - i, f(3) = 3. 

Folosind simbolul f, cele trei propoziţii demonstrate mai sus se 
scrm: 

f( z + u) = f(z) + f(a), 

f(:.a) = f(z)f(ii), 

f (zn) = [f(z)]n. 

Se spune că această funcţie păstreazii, adunarea numerelor complexe, 
înmulţirea nnmerelor complexe şi ridicarea iiniii număr complex la o 
putere cu exponent natural. . 

3.L4. Valorile unui polinom pentm două valori conjugate ale varia
bilei. Fie P(z) un polinom cu coeficienţi reali. Dacă dăm variabilei o 
valoare complexă, polinomul ia, in general, o valoare complexă. De 
exemplu, in cazul 

P(z) = 5z2 
- 3z + 4, 

~entru z = 2 + 3i şi z = 2 - 3i, se obţine 

P(2 + 3i) = 5(2 + 3i)2 - 3(2 + 3i) + 4 = - 27 + 21i, 

P(2 - 3i) = 5(2 - 3i)2 - 3(2 - 3i) + 4 = - 27 - 21i. 

Rezult atele sînt conjugate. 
Pentru a afla valoarea unui polinom pentru o valoare dată a varia

bilei trebuie să facem numai ridicări la putere, înmulţiri şi adunări. 
Teoremele de la 3.1.2. n·e permit să demonstrăm că ceea ce am constatat 
pe acest exemplu este totdeauna adevărat. 

Fie polinomul 

P (z) = a
0
zn + a1zn-i + ... + a11_ 1.z'1 + „. + am a; E R. 
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Dacă dăm variabilei z două valori conjugate, z = u şi z = u., obţi
nem 

P(u) = a0un + a1un- l + ... + ·an- hu" + „. + a11 

P(u) = a0un + a1 a n- i + ... + a11_1tu.1t + .„ + aw 

Trebuie să comparăm aceste două expresii. Am pus în evidenţă 
termenul general an-hzh. El dă în rîndul de sus şi in cel de jos respectiv 

an-huli şi an-1i'fi/i. 

Teorema cu privire la ridicarea la putere (P) ne arată că factorii uit si 
u.1i sint conjugaţi. Fiecare din aceşti factori se înmulteşte cu număruJ 
reaţ an-k· _Deoarece ?~eficienţii pol~nomului sînt reali, a~_,1 = an-lt· Putem 
deci coll:sidera ~oef10~entul an- lt dm produsul al doilea ca fiind conju
gatul Im an-h dm prunu~ produs. !eorema cu privire la înmulţire (I) 
arată că an-1iuk este conJugatul Im an-huli. Termenul considerat fiind 
oarecare, rezultă că fiecare t ermen din rîndul al doilea care contine u 
este conjugat cu termenul scris deasupra lui. Şi acest lucru este ~ala])il 
pent~u toţi termenii care conţin z. Cît despre am el este conjugat cu el 
însuşi. N-a rămas decît să adunăm în fiecare rind termenii. Fiecărui 
termen din rindul de sus î.i ?orespunde în rîndul de jos un termen conju
gat cu el. Teorema cu privire la adunare (A) ne arată că sumele vor fi 
conjugate. Dacă in rîndul întîi se obţine rezultatul m + ni, în rîndul 
al doilea se obţine - m + ni. = m - ni. 

Va lori le unui polinom cu coeficienţi real i pentru două valorl 
imaginar conjugate ale variabilei sînt imaginar conjugate. 

Simbolic, 
[P(zi +vi) = m +ni]=:> [P(ii - vi) = m - ni] 

sau, mai scurt: 

P(z) = P(z). 

3.1.5. Rădăcinile in1aginare ale unei ecuaţii algebrice cu coet'icienti 
reali. Cu această pregătire putem demonstra t eorema anuntată la înce-
putul acestui paragraf. ' 

Fie 

P(z) =O 

o ecuaţie algebrică cu coeficienţi reali şi a + bi o rădăcină a ei, 

P(a + bi) = O. 

. Atunci P(a - bi) va fi conjugatul lui zero, care este tot zero, deci 

P(a - bi)= O, 
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cee·a ce înseamnă că a - bi este de asemenea o rădăcină a ecuaţiei 
P(z) = O. 

Dacă o ecuaţie algebrică cu coeficienţi reali admite rădăcina 
u + vi, ea admite rădăcina ii - vi. 

[P(u +vi) = O] => [P(u - vi) = O]. 

Cu alte cuvinte, rădăcinile imaginare ale unei ecuaţii algebrice cu 
coeficienţi reali sînt conjugate două cîte două. 

3.1.6. Rezumat. Am introdus funcţia z pentru a putea demonstra 
această teoremă. Demonstraţia se poate rezuma în schema următoare : 

[zlt = zh.] => [an-h.zh. = an_,,zh] => 
(P) (I) (A) 

=> [P(z) .= P(z)] => [P(z) = O => P(z) = O]. ~=> 

(O) 

Semnele de sub simboli arată pe ce se bazează fiecare relaţie, şi anume 
. (P), (I) şi (A) înseamnă, respectiv, că trecerea la numărul conjugat păstrează ridi

carea unui număr complex la o putere naturală, înmulţirea şi adunarea nume
relor co.mplexe, iar 10) - faptul

1 
că conjugatul lui O es te O. 

Aplieaţil. 

3.1. 7. Ecuaţii eu coeficienţi numeri ei. Să se rezolCJe ecuaţia 

P(z) = z4 - 7z3 + 24z2 
- 41z + 35 = O 

ştiincl că admite rădăcina 2 + i V3. 
Ecuaţia dată avînd coeficienţi reali, admite şi rădăcina 2 - i V3 

deci polinomul dat P(z) este divizibil prin produsul (z - 2 - i V3) (z -
- 2 + i V3), care este egal cu z2 

- 4z + 7. Împărţind polinomul 
P(z) prin acest trinom, se obţine citul z2 - 3z + 5, cu rădăcinile 
a± iVii D . vdw . il . . . 2 ± ·v-3 . a± iV11 

2 
• eci, ra acm e ecuaţiei smt: i şi 2 • 

3.1.8. Observări. 1) Problema se mai poate rezolva identificînd polinomul 
P(z) cu polinomul care se obţine efectuînd (z2 - 4z + 7) (z2 + pz + q) ; se obţine 
un sistem de ecuaţii compatibil, care dă p = -3, q = 5. 

2) Se poate proceda şi astfel : Polinomul dat se împarte prin z - (2 + i V3), 
iar cîtul prin z - (2 - i i/'3). 

·~) în această schemă, ca şi în cea de la 2.3.3, săgeata (=) ) trebuie conside
rată ca semn de relaţie, nu ca in logică matematică ; numai astfel lanţul de săgeţi 
are sens. 

3.1.9. Cazul eînd ecuaţia conţine parametri. De fapt nu trebuie să 
cunoaştem toţi coeficienţii ecuaţiei P(z) = O. De exemplu, cînd se · 
foloseşte metoda identificării, indicată mai sus, se obţine sistemul 

p - 4 = - 7, -qp + q = 17, 7p - 4q = -41, 7q = 35. 

Pentru a afla p şi q, ajung două oarecare 9.intre aceste ecuaţii (faptul 
că valorile aflate pentru p şi q satisfac şi celelalte două confirmă că 
ecuaţia propusă are rădăcina dată), iar cu ajutorul celorlalte două 
ecuaţii se pot determina doi parametri care ar figura eventual în ecuaţie. 
De aceea se pot· rezolva pe aceeaşi cale problemele de tipul următor: 

Se dă ecuaţia: 

z4 + az4 + 24z2 + bz + 35 = O, sau z4 
- 7z3 + az2 + bz + 35 = O 

ş.a.m.d. Să se determine coeficienţii reali a şi b astfel încît ecuaţia să aclmită 
rildăcina 2 + i V3 şi să se rezolCJe ecuaţia. 

In cazul primului exemplu, se obţine sistemul 

p - !~ = a, -4p + q = 17, 7p - 4q = b, 7q = 35. 

Ecuaţia a doua şi a patra dau p şi q, iar prima şi a doua dau coefi
cienţii a şi b. 

3.2. Rădăcinile iraţionale pătratice ale unei ecuaţii algebrice 
cu coeficienti rationali 

' ' 

3.2.1. Iraţionale }lătratice. Numere reale ca 

3 + V5 .! _ .!.. V13 .! + ~ V11 etc. , 3 2 , 5 8 

se numesc iraţionale pătratice. 

Un număr iraţional pătratic (mai scurt, un iraţional pătratic) este 
un număr real de forma 

m+ nVp, 
unde m E Q, n E Q"'- {O}, p E N şip nu conţine nici un factor care să 
fie pătrat per{ ect. 

In exemplele de mai sus m, n şi p sint respectiv: 

2 1 m = 3, n = 1, p = 5; m = - , n = - - , p = 13 i 
3 7 

2 m= - , 
5 

3 n = - , p = 11. 
8 
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Mulţimea t u turor iraţionalelor pătratice care con ţin sub radical ace
laşi număr p fac parte dintr-un corp pătratic, care se notează cu Q(VJi). 
Q(Vp) = {m + nV.P Im, n E Q, p E N şip nu conţine nici un factor 
~arc să fie pătrat perfect }. 

De exemplu, toate numerele de forma m + n V2, m, n E Q, cum 
ar fi: 

1 3 v- 3 v- 1 969 3 v-- - - 2 - 2 - - - 2 
2 7 ' 8 + ' 2 OOO 940 ' „ . 

formează corpul pătratic Q( V2) ; numerele 

! - ~ V 29 1 - 4 V 29 3 + 11 V29 
8 2 ' ) ' 

formează corpul pătratic Q (V 29). 
Vom considera şi cazul in care sub radical apare un număr raţional 

oarecare, dar le vom transforma astfel incit sub radical să rămînă un 
număr natural care să nu conţină nici un pătrat perfect ca factor. 

Exemple: 2 + Vtis = 2 + 3V 5, 3 + 4 V~ = 3 + ~ V3o. 
6 3 

3.2.2. Rădăcinile iraţionale pătratice ale unei ecuaţii algebrice cu 
coeficienţi - raţionali. Fiind dat iraţionalul pătratic x = m + n Vi , 
numărul x = m - n V..P se numeşte conjugatul lui x. Această relaţie 
este simetrică: fiecare dintre numerele x = ni+ n ViJ şi x = m, -
- n V p este conjugatul celuilalt. 

Exemple: x = ~ + 3 V3 x = ~ - 3 V3· 
2 ' 2 , 

x = 2 - vr, x = 2 + v;r 
Toate cele arătate la 3.1.2. - 3.1.6. despre numerele imaginar conju

gate se po·t repeta pentru iraţionalele pătratice. Se ajunge astfel la 
t eorema: 

Dacă o ecuaţie algebrică cu coeficienţi raţionali P(x) = O admite 
ca rădăcină un iraţional pătratic m + n li p, ea admite şi conjugatul 

său , m - n V.P. ca răd ăcină. 

[P(m + n V.P) =O] => [P(m - n Vîi) = o]. 

Cu al te cuvinte rădăcinile de forma m -~ n V.P ale unei ecu.aţii cu coefi
cienţi raţionali stnt conjugate două cîte douli. 
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3.2.3. A11licnţic. Să se rezolve ecuaţi a 

P (x) = x 1 - 5x 3 - 7x2 + ?x + 52 = O 

şli ind că admite rădăcina 4 + i/3. 
Ecuaţia ad mile şi rădăcina 4-i/3. Trinomul cu rădr1cinile 4 + i/3 şi (, - i/3 

este x 2 - Sx + 13. Împărţim P (x) prin acest trinom şi obţinem citul x 2 + 3x + 4 

"d" . ·1 -3 ± i V7 R "d" . '] t' . î l /. 1/ -3 . - 3 ± ii/? cu ru ac1m e 
2 

• a acm1 e ecua ,1e1 s n : „ ± ş1 2 • 

3.2.11. Obscrnuc. Se poate demonslra că dacă o ecuaţie algebrică cu coefi

. cien( i raţionali admite o rădăcină de forma m + ni/p + qi/-;;-, unde m, n, fJ e Q 
p, r e N şi nici p , nici r nu conţin ca factori nici un pătrat perfect, ea admile 

ş i rădăcinile m - n VJi + qi/r, m + ni/]i - q ( r, m - 11i/ p - q (r, care se 
obţin schimbînd semnele în toate modurile posibile. Analog, în cazul unei ri1dr1-

cini de rorma m + n V'P + q v-r + s Vî ş.a.m.d. 

3.3. Rădăcinile iraţionale ale unei ecuaţii algebrice 
cu coeficienţi întregi 

3.3.1. Limitele rădăcinilor. Dacă o ecuaţie algebrică are coefi cienţi 
întregi, rădăcinile ei raţionale, dacă există, se pot găsi prin încercări. 
Pent ru ca numărul acestor încercări să fie oit mai mic, este util să găsim 
în prealabil un interval, cît mai mic, în care se găsesc t oate rădăcinile 
reale ale ecuaţiei . 

Fie P(x) = O o ecuaţie algebrică cu coefi cienţi reali. Dacă ea nu are 
nici o rădăcină reală mai mare <lecit un număr L , se spune oă L este 
o limită s.uperioară a rădăcinilor ecuaţiei; dacă ecuaţia nu admite nici 
o rădăcină mai mică <lecit, număr.ul L', se spune că L' este o limită 
inferioară a rădăcinilor ecuaţiei. 

Dacă am găsit limitele L' şi L ştim că rădăcinile reale ale ecuaţiei , 
dacă ex istă, se află in intervalul (L', L) ; ecuaţia nu are nici o rădăcină 
in afara acestui interval (fig. 1). 

Numerele L şi L' nu sînt unic determinate. De exemplu, dacă prin
tr-o metodă găsim L' = -15, L = 24, înseamnă că rădăcinile reale 
ale ecuaţiei se găsesc în intervalul (- 15, 24); dacă printr~o altă metodă 
găsim L' = - 10, L = 18, înseamnă că rădăcinile se găsesc în inter
valul (-10, 18). Aceste rezultat e nu sînt contradictorii , dar al doilea 
esLe mai u til. 

L' L 

fig. 1 
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3.3.2. P1·01loziţie ajutătoare. Fie, de exemplu, ecuaţia 

P(x ) = 4x6 + xs + 2x4 + 5x3 - 8x2 
- 6x - 7 = O, 

care prezintă particularitatea următoa_re '.. semn~l~ c~eficienţilo: .P?~o
mului P(x) sînt: ++++.:---; p~imn c.oef1c1~n_ţ1 s~~1t po~1tiv_1, ~ar 
indat~ .ce apare Un vcoefi?ient negativ, .toţi 9oef1~ie~ţ11 Ur!flatOI'l su;t 
negat1VI. Se spune ca polmomul are o singura fJanaţie. Polmoamele m 
care coeficientii au semnele +++----, sau +- - - - etc. au 
de asemenea o singură variaţie. 

Punem polinomul P(x) sub forma 

P(x ) = x3 [4x3 + x 2 + 2x + 5 - (~ + ~ + ~)]. x x2 xa 

(Am scos în faţa parantezei cea mai mică putere a lui x care are un 
coeficient pozitiv.) 

Expresia dintre paranteze este de forma 

E(x) = f(x) - g(x) 

unde 

8 6 7 
f( x) = 4x3 + x 2 + 2:); + 5, g(x ) = - + ---;- + - . 

x x 2 x3 

Considerăm funcţiile f, g şi E def_inite de_ aceste relaţii ~entru 
x E (O, oo). Funcţia feste crescătoare, iar funcţia g este descrescatoare 
pe acest interval. 1n adevăr, derivata 

f'(x) = 12x2 + 2x + 2 

este pozitivă pentru orice x din intervalul (O, oo), iar 

/ 8 12 21 
g (x) = - x2 - xa - :i,..i 

este negativă pentru orice x din acest jn.terva!. Rez~ltă că funcţia E 
este crescătoare in intervalul (O, oo), caCI daca descazutul f(x) creşte 
şi scăzătorul g(x) descreşte, diferenţa E(x) creşte. . . 

Fie acum a un număr pozitiv pentru care v'.11oarea expresie: E(x) 
este pozitivă: a > O, E(a) > O. Deoarece funcţia E este cres?atoar~ 
în intervalul (O, oo), E(x) va fi pozitiv pentru orice valoare a lm x mai 
mare decît a. Revenim la polinomul P(x), 

P(x ) = x 3E(x ). 

Dat fiind că x3 > O cînd x > O, rezultă P(x ) > O pentru orice 
X > a. 
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Acest raţionament se poate face in cazul oricărui pofo1om cu coefi
cienţi reali care are o singură va1·iaţie. Rezultă că: 

Dacă un polinom P(x) cu coeficienţi reali care are o singură fJariaţie 
este ·pozitifJ p entru o fJaloare poziti"ă a lui x, x = a, el rămîne poziti" 
pentni orice "aloare a lui x mai mare decît a. 

[a >O, P(a) >O]=> [x >a=> P(x) >O]. 

3.3.3. Metoda grupării termenilor. Numărul a din această propo
ziţie esLe o limită superioară a rădăcinilor ecuaţiei P(x) = O, a = L, 
căci pentru orice x >a, P(x) >O, deci P(x) =I= O. 

Deci, dacă polinomul P(x) cu coeficienţi reali are o singură "ariaţie, 
orice: număr care face polinomul P(x) pozitifJ este o limită superioară a 
rădăcinilor ecuaţiei P(x) = O. 

Dacă. polinomul P(x) are mai multe variaţii, se procedează prin 
gniparea -termenilor, ca în exemplul următor. 
Fie ecuaţia 

sau 

P(x) = x6 
- 3x5 + 2x4 + 3x2 

- 31x - 96 = O. 

Grupăm termenii astfel incit: 
a) coeficientul primului termen din fiecare grupă să fie pozitiv; 
b) fiecare grupă să aibă o singură variaţie sau nici una. 
Deci scriem: 

P(x) = (x6 
- 3x5) + (2x4 - 31x) + (3x2 - 96) 

P(x ) = x 5(x - 3) + x(2x3 - 31) + (3x2 - 96). _,_ 
4 3 6 

Căutăm cel mai mic număr întreg, pentru care fiecare grupă este 
po~itiv.ă. Ji"ăsim pentru. I?r~ma ~~upă 4, pentru. a doua v3 şi pent~~ ~ 
treia 6; Conform propoz1ţie1 aux1hare (3.3.2), prima grupa este pozitiva 
pentru. x . > 4, a doua pentru x > 3, iar a treia pentru x > 6. Pentru 
x > 6, toaţ.~ grupele vor fi pozitive, deci polinomul va fi pozitiv, deci 
L = 6' este~ o limită superioară a rădăcinilor ecuaţiei propuse. 

Gruparea se poate face şi astfel: 

P(x ) = x(x - 3) + (2x4 - 96) + x(3x - 31). -.-
4 3 11 

Am obţinut L = 11 > 6. Prima grupare dă un rezultat mai bun. 
3.3.4. Transformata în (-x). Considerăm, de exemplu, o ecuaţie 

de gradul IV: 

(1) 
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lnLro<lucem o alLă necunoscută y = - x. Ecuaţia devine 

P(-x) = Q(y) = a0y4 - a1y2 + a 2y 2 - a3y + a4 = O. (2) 

Ce legătură există intre rădăcinile acestor ecuaţii? 
Fie r o rădăcină a ecuaţiei (1), deci 

P(r) = a0r4 + air3 + a2r2 + ~r + a4 = O. 

Dacă înlocuim în ecuaţia a doua y prin -r, obţinem 

Q(-r) = a0r4 + air3 + a2r2 + a3r + a4• 

Relaţia precedentă arată că această expresie este egală cu zero, 
deci -r este rădăcină a ecuaţiei (2). Aşadar, dacă r este o rădăcină a 
ecuaţiei (1), atunci -r este o rădăcină a ecuaţiei (2). 

Dacă în (2) notăm necunoscuta cu x1 ea se scrie: 

P(-x) = a0x4 - aix3 + a2x2 - aix + a0 = O 

şi se numeşte transformata în (-x) a ecziaţiei (1). 
Din cele arătate rezultă că, în general: 
Dacit o ecuaţie algebrică P(x) = O are rădăcinile x1, x2 , „., Xni trans

formata ei fn (-x), P(-x) = O are rădăcinile -Xi, -x2, „., -xn . . 
Transformata în (-x) a transformatei în (-x) a unei ecuaţii P(x) = 

= O este chiar ecuaţia P(x) = O. Rezultă că, dacă transformata în 
(-x) a unei ecuaţii P(x) = O, adică ecuaţia P(-x) = O are rădăcinile 
Xi, x2, „., Xm ecuaţia P(x) = O are rădăcinile -xi, -x2, „., -Xn-

3.3.5. I.imita infcrioai·ă a rădăcinilor. Această limită se află cu aju
torul transformatei în (-x). 

Considerăm ecuaţia P(x) = O şi transformata ei în (-x), P(-x) = 
= O. 'Fie L o limită superioară a rădăcinilor ecuaţiei P( - x) = O. Aceasta 
înseamnă că, dacă Xi, x2, .„, x11 sînt rădăcinile acestei ecuaţ,ii, au loc 
relaţiile 

Xi < L, X2 < L, „., Xn < L. 

Confot•m propoziţiei de la 3.3.4, ecuaţia iniţială P(x) = O va avea 
rădăcinile -Xi, -x2, ... , - Xn şi vor avea loc relaţiile 

- Xi > - L, -x2 > -L, .„, -Xn > - L, 

ceea ce înseamnă că toate rădăcinile ecuaţiei P(x ) = O sînt mai mari 
decît -L; numărul L' = - L este o limită inferioară a rădăcinilor 
ecuaţiei P(x) = O. · 

Rezultă că, pentru a afla limita inferioară a rădăcinilor unei ecuaţii 
P(x ) = O, se poate proceda astfel: se formează transformata în (-x) 
şi se caută o limită superioară a rădăcinilor ei, L. Numărul L' = - L 
va fi o limită inferioară a rădăcinilor ecuaţiei P(x ) = O. 
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3.3.6. Exemplu. În cazul ecuaţiei (3.3.3) 

P(x) = x6 - 3x5 + 2x4 + 3x2 - 31x - 96 = O. 

transformata în (-x) este 

P(-x) = x6 + 3x5 + 2x·I + 3x2 + 21x - 96 = O 

Grupăm termenii astfel: 

(xn - 96) + (3x5 + 2x1 + 3:t2 + 3'lx) . 

3 1 

Am obţinut L = 3, deci L' = -3 este o limită inferioară a rădăcinilor ecua
ţiei propuse. 

Am aflat mai înainte (3.3.3) că pentru ecuaţia dată L = 6 şi am aflat acum 
că L' = - 3. Rezultă că ecuaţia nu poate avea rădăcini reale declt în interva
lul (- 3,6). 

3.3. 7. Aflarea rădăcinilor întregi. Fie 

a0 xn + aixn-i + „. + an-iX + a1i = O 

o ecuaţie algebrică cu coeficienţi întregi, ' ai E Z, şi fie x = p o rădăcină 
întreagă a ei, p E Z. Atunci 

aopn + au>n-1 + ... + an-i.P + an = O, 

de unde 

sau 

n-i + n-2 + + a __ On a0p aop .„ n-i - - · 
p 

Expresia din partea stîngă a acestei relaţii este un număr întreg, 
căci toate literele pe care le conţine reprezintă numere întregi .. Rezultă 
că şi în partea dreaptă trebuie să figureze un număr întreg, dem an este 
divizibil prin p. 

Dacă o ecuaţie algebrică P(x) = a0xn + „. +an = O cu coeficienţi 
întregi admite ca rădăcină numărul întreg p, atunci an este divizi
bil prin p . 

[p E Z, P(p) = O] => [an divizibil prin p]. 

De aici rezultă că, pentru a afla rădăcinile întregi ale unei ecuaţii 
cu coeficienţi întregi se poate proceda astfel: se face o listă a tuturor 
divizorilor t ermenului liber din intervalul (L' , L) şi , prin încercări, se 
stabileşte care dintre ei satisfac ecuaţia. Ecuaţia nu are alte rădăcini 
întregi <lecit cele găsite pe această cale. 
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3.3.8. Exem11Iu. Reluăm ecuaţia 

x6 - 3x5 + 2x' + 3x2 - 3'1 x - 96 = O. 

Am stabilit că rădăcinile ei se pot găsi numai în intervalul (-3, 6). Divizorii 
lui 96 care se găsesc în acest interval sînt - 2, - ·l , 1, 2, 3 şi 4. 
Numai aceste numere întregi vin în consideraţie. Le încercăm pe rînd, folosind 
.schema lui Hom er : 

1 - 3 2 o 3 - 31 - 96 

1 - 5 12 -24 51 - 133 * - 2 
1 -4 6 6 9 - 40 * - 1 
1 - 2 o o 3 - 28 * 1 
1 - 1 o o 3 - 25 * 2 
1 o 2 6 21 32 o 3 

Polinomul se împarte prin x + 2 şi se constată că împărţ.irca nuj se face exact 
- în locul.res tului se pune o s teluţă. Apoi se împarte prin x + 1, x - 1 şi x - 2, 
şi se constată că nici -1, nici 1, nici 2 nu sînt rădăcini. Împărţirea prin x - 3 se 
face exact. Ar trebui să împărţim cîtul (x5 + 2x3 + 6x2 + 21x + 32) din nou 
prin x - 3, pentru a vedea dacă x nu este rădăcină dublă, apoi prin x - 4, dar 
în cazul de faţă aceste încercări nu sînt necesare, deoarece toţi coeficienţii citului 
sînt pozitivi, deci el nu poate avea o rădăcină pozitivă. 

3.3.9. Aflarea rădăcinilor fractionare. Admitem ca adevărate urmă-
ţoarole propoziţii : • 

1) F ie a şi b ~uă numere întregi. Dacă a este prim cu b, atunci şi 
an(n E N ) este prim cu b. 

De exemplu, 14 este prim cu 15, căci 14 = 2 · 7,15 = 3 · 5 (aceste 
numere nu au nici un divizor comun); 142 = 22 • 72 ; 143 = 2a · 73„ . 
sînt de asemenea prime cu 15. 

2) Fie a, b, c trei numere întregi. Dacă produsul ab este dfrizibil prin 
c şi a este prim cu c, atunci b este diflizibil prin c. 

De exemplu, 35 · 12, adică 420 este divizibil prin 6; 35 este prim 
cu 6, dar 12 este divizibil cu 6. 

Condiţia ca a să fie prim cu c este esenţială. De exemplu 42 • 18, adică 
756 este divizibil prin 12, dar nici 42, nici 18 nu este divizibil prin 12; 
deoarece unul din factori, în cazul de faţă 42, nu este prim cu 12, nu 
sîntem în drept să conchidem că celălalt factor este divizibil prin 12. 

Fie acum 

P(x) = a0xn + a1xn-i + „ . + an_1x +an = O 

o ecuaţie algebrică cu coeficienţi întregi. Să presupunem că fracţia ireduc
tibilă .!!_ este o rădăcină a ei: 

q 

P - = a0 - + a1 -- + ... + an- l - + an = O. (
p) pn pn-1 ~p 

,q qn qn-1 q 
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Scăpăm de numitori: 

(0t) aopn + aiPn-1q + ... + an-iPt i.-1 + anqn =O. 

.sau 

a) Această relaţie se poate pune sub forma 

p(aopn-1 + a1pn- 2 + ... + an-lqn-1) = - anqn 

<Lnqn 
aopn-1 + a1pn-2q + .„ + an-lqn-~ = - - • 

p 

Expresia din par~ea ~tîngă r.eprezintă un număr întreg, deci şi e.xpre: 
sia din dreapta trebwe sa reprezmte un număr întreg, ceea ce se întnnpl~ 
numai dacă anqn este divizibil prin p. Or, anqn este un produs de doi 

factori; fracţia .!L fiind ireductibilă, q este prim cu p; pe baza primei 

propoziţii, deduc~m că. şi qn este prim cu p. D~c~ :unul dintre factorii 
produsului a

11
qn este prim cu J! i. i;ie. haz~ propoz1ţm a doua deducem 

că celălalt factor, am este d1v1z1b1l prin p. 
b) Reluăm relaţia (0t). Printr-un procedeu simetric cu cel de mai sus, 

o punem sub forma 
a pn 

aiPn-1 + ... + an-1Pqn-2 + anqn-1 = - _o_ 
!l 

şi, prin acelaşi raţionament ca cel de mai sus, ajungem la concluzia 
că a

0 
este divizibil prin q. Aşadar : 

Dacă o ecuaţie algebrică P(x) = a0xn + „. + a11 cu coeficienţi 

întregi admite ca răd rcină fracţia ireductibilă 'l!... , atunci an este 
q 

divizibil prin p şi a0 este divizibil prin q. 

[ ~ E Q, P (~) = o] => [an divizibil prin p, a0 divizibil prm q]. 

Pentru a tine minte care dint re termenii fracţiei !!.... este un divizor 
• !l 

al lui a
0 

şi care al lui am este bine să observăm că, dacă q = 1, rădăcina 
este numărul întreg p - care trebuie să fie un divizor al lui an· Sau, 
cu aj utorul schiţei 

aox'i + „. + an. 

~!!..../ 
q 

De aici rezultă procedeul următor pentru a afla rădăcinile ~·acţionare 
ale unei ecuaţii cu coeficienţi întregi : se formează toate fracţnle 1reduc-
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tibile care au ca numărător un divizor al termenului 1iber şi ca numitor 
un divizor al primului coeficient, apoi se stabileşte prin încercări care 
dintre ele satisfac ecuaţia. . 

3.3:10. Exemplu. Să se afle rădăcinile fracţionare ale ecuaţiei . 

4x4 + 8x 3 - 11x2 - 13x - 3 = O. 

Di vi zorii pozilivi ai 1 ui 3 sînt 1, 3, divizorii .Pozitivi ai lui t, sînt 1, 2, 4. Îi 
aşezăm într-un tabel (l ăsînd la o parte pe 1 de la divizorii lui 4) 

1 3 

2 4 

Acum formăm toate fracţiile care au numărătorul 1 şi numilorul 2 sau 4, apoi 
cele care au numărătorul 3 şi numitorul 2 sau 4 - lăsînd la o p arte fractiilc reduc-
tibil e. Obpnem ' 

1 1 3 3 -, -, - , -, 
2 4 2 4 

la care se adaugă 

1 1 3 3 - -, --· - - , - - . 
2 4 2 4 

Acestea sînt' singurele fracţii care vin în considerare. Le încercăm: . 

4 +8 - 11 

4 10 - 6 

4 9 * 

4 14 10 

4 20 40 

4 12 4 

-13 

-16 

2 

* 

o 

-3 

* 

o 

1 

2 

1 

4 

3 

2 

3 

2 

1 

2 

Primele două rînduri 'arată că _.!._ şi _!_ nu sînt rădăcini. Dacă la cît apare un 
2 4 

coeficient fracţ ionar, lucrarea nu mai trebuie continuată - este sigur că numă-

rul respectiv nu este rădăcină (v. problema 38). Rîndul al treilea arată că .!. 
2 

este rădăcină. Citul obţinut l-am împărţit din nou prin x - .!. , pentru a vedea 
2 
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dacă : nu es te rădăcină multiplă - am consta ta t că nu. Deoarece toţi coeficienţii 

ci tului din rîndul al treilea sînt pozitivi, el nu admite nici o rădăcină pozitivă, 

de aceea n-am mai încercat fractia .!. . lmpăr 1 irca următoare arată că - _.!._ este 
' 4 r 2 

rădăcină şi a rămas de r ezolvat ecuaţia 4x2 + 12x + 4 = O, adică x2 + 3x + 1 = . O. 
Rădăcinile ecuaţiei sînt : 

X = _!. , __ _!_ _ - 3 ± t/S • 
1 2 ' X 2 - 2 ' X3,4 - 2 

3.3.11. Excluderea unor fracţii. Dacă numărul fracţiilor care trebuie încercate 
es te mare, unele dintre ele pot fi eliminate pe baza observaţiei următoare. 

Presupunem că ecuaţia cu coeficienţi întregi P(x) = O admite ca rădăcină 

fracţia ireductibilă !':... Atunci polinomul P(x) es te <li vizibil prin x - .!!'.., sau 
b b 

prin bx - a, şi are loc identitatea 

V x , x e R P(x) = (bx - a)C(.-i;), 

unde C(x) es te un polinom. cu coeficienţi întregi (v. problema 38). 
i nlocuim în această identitate x prin 1; obţinem 

P (1) = (b - a)C(1). 

Deoarece P('l ) ş i C(·l ) sînt numere întregi, această rel aţie urală că P ('l ) es te 

divizibil prin b - a. Rezultă că, dacă P (1) nu este divizibil prin b - a, fract.ia .!!'.. • b 

nu este rădăcină . Înlocuind în identitatea de mai sus x prin - 1, se arată în mod 

analog că, dacă P( - 1) nu es te divizibil prin a + b, fracţia!!:.. nu es te rădăcin~'t. 
. b 

ln cazul ecuaţiei de mai sus (3.3.10) ; P(1) = - 15, P( - '1) = - 5. Lucrrtrile 
se pol aşeza as tfel: 

a 

I 
1 1 3 3 1 1 3 3 

- -
b 2 4 2 4 2 4 2 4 

b - (l I 1 3 -1 1 3 5 5 7 

I 
P(1) = - 15 

a + b 3 5 5 7 1 3 - 1 1 P(-1) = -5 

P {l ) = -15 este divizibil prin t oate numerele din rîndul al doilea afară 

de 7, ceea ce duce la eliminarea fracţiei - ! ; P (- 1) = -5 este divizibil prin 

toate numerele clin rîndul al treilea afară de 3 şi 7, ceea cc duce la eliminarea frac

ţiilor _.!._ şi .!. . în felul acesta am elimina t trei fracţii - au rămas de încercat 
2 4 

celelalte. 
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3.3.12. Rogulă . PenLrn a afla rădăcinile raţionale ale unei ecuaţii 
algebrice cu coeficienţi întregi, se fac lucrările următoare: 

1. Se determină limitele rădăcinilor L şi L'. 
2. Se caută rădăcinile întregi. 
3. Se caută rădăcinile fracţionare. . 
1n principiu, s-ar putea căuta întîi rădăcinile fracţ10nare, dar este 

mai practic să se caute intîi rădăcinile întregi, care cer calcule mai 
usoare. Dacă ecuatia admite una sau mai multe rădăcini întregi, rămîn 
de căutat rădăciniÎe fracţionare ale unei ecuaţii de grad mai mic, unde 
calculele sint mai simple. 

3.4. Descompunerea polinoamelor cu coeficienţi reali 

3.4.1. În ce constă problema. Se ştie că orice polinom de gradul n 
se poate descompune în n factori liniari - dacă se admite ca termenii 
liberi ai factorilor să fie numere complexe. Această descompunere nu 
mai este totdeauna posibilă in cazul unui polinom cu coeficienţi reali 
dacă se cere ca termenii liberi ai factorilor să fie reali. De exemplu, 
ecuaţia x2 - 4x + 5 = O are rădăcinile 2 ± i, deci 

x2 
- 4x + 5 = [x - (2 - i)] [x - (2 + i)]. 

Descompunerea in factori liniari fiind unică (2.2. 7. ), sîntem siguri 
că nu există factori liniari reali al căror produs să fie tot x2 - 4x + 5. 
Urmează să vedem cum se poate descompune un polinom. cu coeficienţi 
reali în factori cu coeficienţi reali. 

3.4.2. Polinoame Îl'eductibile 

Un polinom P(x) cu coeficienţi reali se numeşte red4ctibil într-o 
mulţime numerică dată (Z, Q, R sau C) dacă există două poli
noame, A(x) ş i B(x) cu coeficienţi din acea mulţime astfel încît ·să 
aibă loc identitatea 

P(x) = A(x)B(x). 

Un polinom care nu este reductibil într-o mulţime numerică dată 
se numeşte ireductibil în acea mulţime. 

Subliniem că o afirmaţie ca: polinomul P(x) este reductibiţ (sau 
ireductibil) nu are nici un sens dacă nu se precizează cărei mulţimi îi 
aparţin coeficienţii factorilor. Astfel, polinomul x2 - 4x + 5 de mai 
sus este reductibil în C, dar nu este reductibil în R. Tot aşa 

P(x) = x2 - 4x + 1 = [x - (2 - V3)][x - (2 + V3)] 
este reductibil in R, dar nu este reductibil în Q, şi cu atît mai puţin 
in Z. 
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3.4.3. Descompunerea polinoamelor cu coeîicienţi reali 

Orice polinom cu coeficienţi reali se poate descompune în factori 
Ireductibili de gradul I şi li cu coeficienţi reali. 

In ade~ăr, fie P(x) = O o ecuaţie algebrică cu coeficienţi reali~ 
Fiecăr~i r~dăcini reale r, îi corespunde un fact?r real_ (x - r) . . D'.lca 
ecuaţia are o rădăcină imaginară a+: b~, ~a .are ş1 rădăc1~a a - b1 ş1 î~ 
descompunerea polinomului în fact?r1 lini~1 apar fac~orn x-:;- (~ + b1) 
şi x - (a - bi). Dacă grupăm aceşti factori la un loc ş1 efectuam mmul
ţirea, obţinem: 

[ x - (a + bi)][x - (a - bi)] = [( x - a)+ bi][(x - a) - bi] = 

= (x - a)2 + b2 = x2 
- 2ax + a 2 + b2

, 

adică un factor de forma x 2 + p x + q, unde p, q E R. 
Dacă ecuaţia are o rădăcină imaginară multiplă a + bi de ordinul 

k, în descompunerea lui P(x) apar factorii 

[ x - (a + bi)Jk şi [x - (a - bi)]", 

produs~l lor este (x2 - 2ax + a2 + b2)h, adică de formă (x2 + px + q)h., 

3.4..4. Exem11Ic. 1) Ecuaţia 

P(x) = x& - 5x5 + 8x'1 - '10x 3 + 13x2 - 5x + 6 = O 

are rădăcinil e simple 2 şi 3, şi rădăcinile duble i şi - i. Descompunerea polino
mului P(x) în fac tori reali ireductibili esle 

P(x) = (x - 2) (x - 3) (x2 + 1)2. 

2) Ecuaţia 

P(x) = x5 - 3x4 + 3x3 + 5x2 + 8.-i: - Ht = O 

are rădăcinil ~ 1, 2 ± i t/3, -1 ± i. Descompunerea polinomului P(x) în factori 
reali ireductibili esle 

P(x ) = (x - 1) (x2 - 4.x + 7) (x2 + 2x + 2). 

3./,i,.5. Studiul semnului unui polinom. Se ştie din algebra elementară 
cum se studiază semnul unui produs sau al unui cit de polinoame, folo
sind descompunerea polinoamelor în factori liniari şi teorem?.le despre 
semnul trinomului. Acum cînd ştim să rezolvăm unele .ecuaţu de gra~ 
supel'ior, putem folosi aceeaşi metodă pentru a studia semnul unui 
polinom de grad mai mare. 

Fie, de exemplu, de studiat semnul polinomului 

P(x) = 2x6 - 29xs + 136x4 - 230x3 + 98x2 - 61x + 84. 
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E i • P( ) O . vdv • 'l 1 3 4 7 • -j ± i 117 D cuay1a x = are ra acm1 e , , , şi - - "'-- · escom-
punerea polinomului in factori reali ireductibili este 

P(x) = (x - 1)(x - 3)(x - 4)(x - 7)(2x2 + x + 1). 

Trinomul 2x2 + x + 1 este pozitiv* pentru orice valoare reală a 
lui x, deci acest factor nu influenţează semnul lui P(x ). Rămîne de 
studiat semnul produsului format din primii patru factori. Acest lucru 
se fac!'J cu ajutorul unui tabel ca cel de mai jos. 

X 

x-1 . 
x-3 
x-4 
x-7 

P(x ) 

1 

o 

+ o 

+ 
3 

+ 
o 

o 

+ 
+ 

+ 

4 

+ 
+ 
o 

o 

+ 
+ 
+ 

7 

+ 
+ 
+ 
o 
o 

+ 
+ 
+ 
+ 
+ 

Se studiază semnul fiecărui factor în parte, apoi se completează ulti
mul rînd pe baza rîndurilor precedente. Se constată că polinomul îşi 
păstrează semnul cînd x variază intre două rădăcini consecutive şi îşi 
schimbă semnul ori de cite ori x trece printr-o rădăcină. 

Rezumat 

e Dacă o ecuaţie algebrică cu coeficienţi reali P(z)=O 
are rădăcina u + vi, ea are şi rădăcina u - vi. 

[P(u + vi) = O] = [P(u - vi) = O]. 

e Dacă o ecuaţie algebrică cu coeficienţi raţionali 
P(x) = O are ca rădăcină iraţionalul pătratic 1n + 
+ n Vii, ea are şi rădăcina m - n ViJ. 

[P(m + n Vii)= O]= [P(m - n V.P) = O]. 

* Teorema cu privire la semnul trinomului f( x) = ax2 + bx + c în cazul 
rădăcinilor imaginare este o consecinţă a unei teoreme de analiză după care o 
funcţie continuă într-un interval închis nu poate să-şi schimbe semnul fără să se 
anuleze (li..2 .2) . 

În adevăr, dacă ar exista două valori x1 şi x2 astfel încît f(x1) şi f (x2) să fie 
de semne contrare, ar- exista x 3 e (xt> x2) pentru care trinomul se anulează, ceea 
ce este contrar ipotezei. Deci trinomul are semn c~nstant. Deoarece f(O) = c, f(x) 
are acelaşi semn cu c oricare ar fi x e R. Pentru a obţine regula uzuală (trinomul 
are· acelaşi semn ca a oricare ar fi x), se observă că a şi c au acelaşi semn, căci 
în cazul contrar am avea ac < O, deci b2· - li.ac > O. 
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e Dacă numărul întreg p este o rădăcină a ecuaţiei cu 
coeficienţi întregi P(x) =a0xn + „. + an = O, atunci 
an este divizibil prin p. 

[p E Z, P(p) = O] =>[an divizibil prin p]. 

e Dacă fracţia ireductibilă l!._ este o rădăcină a ecuaţiei 
q 

cu coeficienţi întregi P(x) = a0xn + „. + an= O, 
atu'nci an este divizibil prin p şi a0 este divizibil prin q. 

[~ E Q, P (~)=o]=> [an divizibil prinp, a0 

divizibil prin q]. 

. e Orice polinom cu coeficienţi reali se poate descom
pune in factori ireductibili de gradul I şi II cu coefi
cienţi reali. 

Exerciţii 

Rădăcini imaginare 

1. Să se rezolve ccuaţiilo următoare şliind că fiecare din ele arc rădăcina scrisă 
în dreptul ei. 

a) z4 - 12z3 + 50z2 - 76z + 17 = O, z1 = li. - i; 

b) .l-4 - 31/Sz3 + 11z2
- 3 i/5z + 10 =O, z1 = i; 

-1+ii/3. c) zO + z5 - Sz" - 9z3 + 11z2 + 20z + 20 = O, z1 = 
2 

2. Se dau ecuaţiile următoare. Să se determine pentru fiecare din ole coefi
cienţii reali a şi b ast fel incit să admită rădăcina scl'isă în dreptul ei. 

a) z4 - 2z3 - Hz2 + az + b = O, 

b ) 4z4 + az3 + bz2 - 136z + 29 = O, 

Z1 = -1 + ii/2; 
5 - 2i 

Z1 = - - · 
2 

Calculul dă do la sine pentru a şi b valori realo. Alunei de ce s-a pus în mod 
expres condiţia ca a şi b să fie reali ? (v. problema următoare). 

3. Se dă ecuaţia 

P(z) = z3 + az2 + (8 + 3i)z - 4 - 2i = O. 

a) Să so determine a şi să se r ezolve ecuaţia , ştiind că are rădăcina 2 + i. 
b ) Aceeaşi pro!Jl omă, dacă se cere ca a să fie real. 
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4. Să se rezolve ecuaţia 

z3 - (5 - i)z2 + (5 - 4i)z - 1 + i = O 

ştiind că admite rădăcina 1 - i. 

6. Unde intervine în demonstraţia teoremei de la 3.1.5 (rădăcinile imaginare 
ale uneij ecuaţii cu coeficienţi reali) faptul că coeficienţii ecuaţiei sînt reali? De ce 
nu mai este teorema adevărată dacă ecuaţia are coeficienţi complecşi? 

6. Să se formuleze şi să se demonstreze o reciprocă a teoremei de la 3.1 .5. 

Rădăcini iraţionale pătratice 

7. Să se pună sub forma de iraţionale pătratice numerele: 

" _ 5 v 32. 1 + v· 3 
• 2 _ ~ v 7 

• 
8 4 10 

8. Să se rezolve ecuaţia următoare ştiind că admite rădăcina indicată: 

a) 2x4 - 11~ - x2 - 4x + 2 =O, x1 = 3 - t/7; 
b) x6 - 10j,.4 + 31x2 - 30 = 0, x1 = t/2. 
9. Să se determine parametrii raţionali m şi n astfel încît ecuaţia următoare 

să admită rădăcina indicată şi să se rezolve: 

a) x4 + mx~ - x2 - 2x + n = O, 

b) x4 - 2x~ + mx2 + nx + 1 = O, 

Aceeaşi problemă, dacă nu se pune condiţia ca parametrii să fie raţ.ionali. 

10. Se consideră ecuaţia 

x~ - 3x2 + ax - /2 = O. 

Să se determine a şi să se rezolve ecuaţia, ştiind că admite rădăcina 1 + t/2. 
11. a) Să se determine numerele raţionale m şi a astfel Incit ecuaţia 
a) x3 - 9x2 + 25x + m = O; b) x3 - 4x2 - 5x + m =O 

să aibă o rădăcină egală cu a + t/2 şi să se rezolve apoi ecuaţia. 

12. Să se determine coeficienţii raţionali m, n, p şi q astfel încît ecuaţia 

x6 + mx5 + nx4 + 4x3 + 23x2 + px + q = O 

să admită rădăcinile 3 + V 11 şi 2 - t/5 şi să se rezolve. 

13. *Se consideră ecuaţia 

2xG + ax5 + bx4 + cx3 - x2 + dx + 8 = O. 

Să se determine parametrii raţionali a, b, c, d, astfel încît ecuaţia să admită 
rădăcinile 5 + i Va şi 1 - t/2 şi să se rezolve. 

* În problemele 13-15 nu se vor face calculele; se va arăta numai calea de 
rezolvare. 
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14. *Se dau ecuaţiile următoare 

a) x5 + 4x4 - 6x3 + ax2 + bx + c = O; 

b) xs+ax4 -8x3+5x2 +bx+c=0; 

c) x5 + 2x4 + ax3 + bx2 - 6x + c = O. 

Să se determine pentru fiecare din ele parametrii r eali a, b, c astfel 1ncît ecua
ţia să admită rădăcina 1 + i t/3 şi între două dintre rădăcinile ei a şi {3, deosebite 
de cea dată şi de conjugata ci, să existe relaţia f3 = 2a şi să se rezolve. 

15. *Se dau ecuaţiile 

a) 2xs + ax4 - 6x3 + 3x2 - x + a = O; 

b) 4x5 - 3x4 + ax3 + bx2 - 4x + 1 =O. 

Să se determine pentru fiecare din ele parametrii reali a şi b astfel încît ecua
ţia să admită rădăcina 3 + 2i şi o rădăcină dublă deosebită de cea dată şi de 
conjugata ei. · 

16, Să se enunţe şi să se demonstreze tn legătură cu rădăcinile de forma m + 
+ n VP' ale unei ecuaţii algebrice cu coeficienţi raţionali teoremele analoage cu cele 
de la 3.1.2-3.1.5. Se vor trata şi chestiunile analoage cu cele de la problema 5 de 
la acest capi to!. 

Se va face o schemă analoagă cu cea de la 3.1.6. 

17; Să se demonstreze teorema de la 3.1.(t despre valorile unui polinom cu 
coefici enţi reali pentru două valori imaginar conjugate ale variabilei în cazul ecua
ţiei de gradul IV. 

P( x) = az~ + bz3 + cz2 + dz + c a, b, c, d e R, 

calculînd efectiv P(tt + vi) şi P(u - vi). 
Se poate face demonstraţia analoagă în cazul general, al unui polinom de gradul n? 

u~-. O ecuaţie algebrică cu coeficienţi reali admite numărul a+ bi ca rădăcină 
multiplă. Să se demonslreze că ea admite şi a - bi ca rădăcină multiplă de acelaşi 

ordin. 
Să· se enunţe şi să se demonstreze o propoziţie analoagă cu privire la rădăcinile 

multiple iraţionale pătratice ale unei ecuaţii algebrice cu coeficienţi raţionali. 

19. a) Să se demonstreze că numărul rădăcinilor imaginare ale unei ecuaţii 

algebri~.e cu coeficienţi reali este par, oricare ar fi gradul ecuaţiei. b) Ce se poate 
spune d~spre g1·adul unei ecuaţii algebrice cu coeficienţi reali care are numai rădă
cini imaginare? c) Să se formuleze şi să se demonstreze propoziţiile analoage cu 
t>rivire ta rădăcinile iraţionale pătratice ale unei ecuaţii algebrice cu coeficienţi 
raţionali: 

20~ a) Afirmaţia: „Dacă realizantul unei ecuaţii de gradul II este pozitiv, 
bB - !iac.> O, ecuaţia are rădăcini reale" este justă? Să se verifice pe ecuaţia z2 -

- 2iz - 2 =O. 

* În ·problemele 13-15 nu se vor face calculele; se va arăta numai calea de 
rezolvare. · 
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b) Dar afirmaţia: „Dacă b2 - 4ac < O ecuaţia are două rădăcini imaginare"? 
Exemplu : z2 - 2(1 + i)z + ·1 + 2i = O. 

c) Aceeaşi întrebare cu p riv ire la afirmaţia: „Dacă realizantul unei ecuaţii 
de gradul II esle un păLraL perfect , rădăcinile ecuaţiei sint raţi onale". Să se dea 
un contracxemplu. 

Rădăcinile raţionale ale unei ecuaţii cu coeficienţi între gi 

21. Recip roca propoziţi ei de la 3.3.7 (cu privire la rădăcin ile înlregi a le unei 
ecuaţii cu coeficienţi întregi) este adevărată? 

22. Să se rcracă dcmonstraţ. i a propoziţiei de la 3.3. 7 pe cazul ecuaţie i 

x3 + 2x2 + 8x - 12 = O. 

23. Se dau ecuaţiile următoare. Să se afle rădăcinil e lor înlrcgi şi , cînd es te 
posib il , să se afle şi celelalte rădăcini. 

a) x 4 + 2xa - 3x2 - 4.x - 12 = O; 

b) x 6 - 32x4 + 32x3 + 31 x2 - 92x + 60 = O; 

c) 2x~ + 1'1x4 + 7x3 - 20x2 - 36x - 14.4 = O; 

d ) .1..4 - 33a2x2 - 28.a3x + 60a4 = O; a E R ; 

e) x4 - t/3x3 - 126x2 + 258 t/3x - 756 = O; 

r) x5 - 13.1.-4 + 65x3 - 161x2 + 200x - '100 = O. 

24-. Să se afle rădăcinil e întregi ale ecuaţiei 

x3 + t/2x2 - 2 t/2:v - 8 = O. 

25. a) Să se de termine numărul întreg a as tfel inci t ecuaţia 

2x4 + x 3 + ax + 1 = O 

să admită o rădăcină înlreagă. b) Aceeaşi chesliune dacă se cerc ca a să fie r a p onal 
sau real , nu neapărat în treg. · 

26. Ce rel aţie trebuie să exis le între numerele întregi JJ şi q pen tru ca ecu aţ.ia 

xa + p .1..z + qx - 1 = O 

să admită o rădăcină întreagă? 

27. Să se demons treze că dacă toţi coeficienţii unei ecuaţii algebrice afară de 
unul sîn t raţionali , ecuaţia nu poat e admite o rădăcină raţional ă . (Se poale con
sidera cazul ecuaţiei a xa+ bx 2 + ax+ c = O unde a, b, c e Q, a ~ Q.) 

28. Să se refacă demons traţia propoziţiei de l a 3.3.9 pe cazul ecuaţiei 

4.x3 - 5x2 + 7x - 9 = O. 

29. Reciproca propoziţiei de la 3.3.9 (cu privire la rădăci nile fracţi onare ale 
unei ecuaţi i algeb rice cu coeficien ţi întregi) este adevărată? 
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80. Cum se poate deduce propoziţia de la 3.3.7 din prop o;\iţia <le la 3.3.9? 

31. Să se afle rădăcinile fracţionare ale ecuaţiil or următoare. Cind es te posi-
bil , se vor aila şi celelalte rădăcini. 

a ) 8.1.-4 + 26x3 - 15x2 - 2x + 1 = O; 

b) 9x4 + 9.1..a + 20x2 - 32x + 8 = O; 

c) 2'1.x~ + 106 m.1.-" + 57m2x3 - 20m3x2 - 15m4x - 2m5 = O; m E R ; 

d) 20x5 - 7ax 4 + 17a2x3 + 13a3x2 - 10a4 x - 3a5 = O; a E R ; 

e) 18x5 - 5fa4 - 118x3 + 24.9x2 - 132x + 20 = O. 

32. Să se r ezolve ecuaţiile următoare : 

a) 2x4 - 19x3 + 59x2 - 109x + 4.2 = O; 

b ) t,x5 - '1.x4 + 5x3 - 44x2 + 41 x ,-- 10 = O; 

c) 6x5 + 5ax4 - 18a2x3 + 47a3x2 - 4.4.a4a: + 12a5 = O; 

d) 32x4 - 192xa - 14x2 + 87x - 18 = O; 

e) 6x5 - 17x4 - 22x3 - 24x2 - x+ 4 = O. 

33. Să se afle rădăcinile fracţionare ale ecuaţiei 

x a - 1969x2 + 157652x + 144'653 = O. 

84. Să se rezolve sistemele următoare: 

a) x3 + ya = 133, 2x + y = 9; 

b) x2 + 2y + 5 = O, 4y2 + 15x - 51 = O (inLerpretarc geometrică) ; 

c) x + y + z = 3, x y + y z + zx = - 18, :t:y z = - 40 ; 

d ) x + y + z + u = O, x y + xz + xii + y z + yu + z it = - 2, 
x yz + x y u + xzu + yzu = 11, x y z u = -30 ; 

e) x2 + 4y2 - 4 = O, x2 + y2 + 2x - y = O (interpretare geomelrică); 

f) rix2 + 8x - 3y - 3 = O, 8x2 + 9y2 - '1 6x - 73 = O (interpre tare geo
melt· ică) ; 

g) 3x2 + 8y2 = 35, 2x2 - 9x - 2y + 11 = O (in terpretare geome trică) . 

36. O ecuaţie algebrică cu coeficienţi înlregi în care primul coeficien l es te '.I. 
poale ave!!- rădăcini fracţionare? 

86. a ) Să se determine numărul raţional m aslCel încît ecuaţia 

2x3 - x2 + mx + 1 = O 

să aibă o rădăcină fracţionară; b ) Aceeaşi problemă dacă se cerc ca m sii fie real r 
nu neapărat raţional. 

87. Să se demons treze cu ajutorul for mulei de rezolvare a ecuaţiei ele gradul II 
că, dacă p şi q sîn t numere întregi, ecuaţi a x2 + p x + q = O n u poale avea rădă
cini frac \ionarc. 
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88. a) Se constată pe toate exemplele că, dacă !:!.... e Q es te o rădăcină a ecua-
q 

·ţiei algebrice cu coeficienţi întregi P(x) = O, cîtul P (x) : ( x - : ) este un p oli

nom cu coeficienţi întregi. Să se demonstreze că aces t lucru se întîmplă totdea
una. b ) Se cons tată, de asemenea, că toţi coeficienţii citului sînt divizibili prin q. 
Să se demonstreze că şi acest lucru se tntîmplă totdca11na. 

39. Suma pătratelor primelor n numere naturale consecutive es te 385. Să 
s e afle n. 

40. Primul t ermen al unei progresii geometrice este 5; suma primilor pa tru 
termeni est e 425. Să se determine progresia. 

41. Primul termen al unei progresii aritmetice este 3. Să se determine raţia 
<Oi astfel Incit produsul primilor p atru termeni să fie 3465. 

42. Dimensiunile unui paralelipiped dreptunghic (exprimate în cm) formează 

'° progresie aritmetică cu raţia 2; volumul paralelipipedului este de 315 cm3• Să 

:se afl e dimensiunile lui. 

43. Într-un triunghi dreptunghic, proiecţia pe ipo tenuză a uncia dintre catete 
este cu 9 cm mai marc dectt a celeilalte. Aria triunghiului este de 45 cm2• Să se afle 
_proiecţia ca tetei mai mici. 

44. într-un paralelipiped dreptunghic, una dintre l aturile bazei este cu 1 cm 
m ai lungă dcctt cealaltă, înălţimea paralelipipedului este egală cu d iagonala bazei, 
far volumul de 60 cm3• Se cer dimensiunile paralelipipedului. 

45. Volumul unui cilindru circular drept este de 457t cm3, aria sa totală este 
<l e 48 7t cm2. Se cer raza şi înălţimea cilindrului. 

4G. Un corp are forma unui cilindru la care una din baze es te înlocuită cu o 
<Jm isferă de acee~i rază cu cilindrul situată în exterior. Înălţimea cilindrului este 
.de 10 cm, iar volumul corpului este de 5047t cm3 . Se cere raza cilindrului. 

Descompunerea în factori reali 

47, Descompunerea unui polinom cu coeficienţi reali în factori reali ireduc
tibili es te unică? 

48. Să se scrie sub formă de p rodus de factori liniari şi de gradul II cu coefi
cienţi reali polinoamele care au rădăcinile următoare : 

a) Z1 = 3, Z2 = 2 + 5i, Z3 = 2 - 5i; 

b) Z1 = Z2 = 1 + i, z3 = z. = 1 - i,~ Z5 = _!. • • ' 3 , 
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49. 81!. so descompună în factori reali ireductibili pol inoamele de la exerciţiile: 
23 a, 23 c, 23 d, 23 f, 31 a, 31 b , 31 c, 32 a - 32 c. 

00. Să se simplifice fracţiile următoare: 

2x3 + x2 + x - 1 
a) x 3 - 2x2 - 2x - 3 ; 

4x5 - x4 - 3x3 - 4x2 + x + 3 
c) I 

3x5 - 5x' + 2x3 - 3x2 + 5x - 2 

b) 8X" + 6x3 + 13x2 - 5x - 2 
24x3 - 22x2 + X -j- 2 

d) x3 
- 5x2 + 3x + 1 

2x~ - 13x2 + 26x - '10 

51. Se poate formula o teoremă analoagă cu cea de la 3.4.3 cu privire la un 
polinom cu coeficienţi raţionali - folosind faptul că rădăcinile sale iraţionale pătra
tice sînt conjugate două cite două? 

52. Să se studieze semnele polinoamelor de la exerciţiile 32 a - 32 c. 

08. Să se studieze semnele fracţiilor următoare. Răspunsul se va da sub forma. 
de t abel ca la 3.4.5. 

a) (x2 
- ·1) (x + 2) ; 

(x - 3)2 (x + 4) 

x 3 - 4x2 + x + 6 
c) ; 

x3 - 3x2 - 6x + 8 

b ) (x + 1)3 (x - 2) 
(x - 1) (x - 5)2 ; 

d) 2x4 + 5x3 + 7x2 + 7x + 3 
4x4 + 5x2 - ?x + 2 

64. Să se s tudieze semnul polinomului 

P(z) = z3 - (2 + i)z2 + 2(1 + i)z - 2i. 

Rădăcinil e sîn t: 1 + i, 1 - i şi i. 

65. Ce se poate spune despre semnul unui polinom P(x) cu coeficienţi reali 
care are numai rădăcini imaginare? 

OG. Pe exemplul de la 3.4.5. se constată că : a ) un polinom P(x) cu coeficienţi 
reali păstrează acelaşi semn cînd x variază între două rădăcini consecutive; b) el 
îşi schimbă semnul cînd x trece printr-o rădăcină. Aceste fapte sînt totdeauna ade
vărate? 
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C a p i t o I u l IV 

Rezolvarea numerică a ecuaţiilor 

4.0. Introducere 

. Am arătat (2.~) că nu există formule de rezolvare a ecuaţiilor alge
brice ~le vgrad mat mare <lecit patru. Pentru ecuaţiile de gradul III si 
IV exist a asye~ de f?rmu~e, dar ele prezintă unele inconveniente ca; e 
fac ca ele sa fie puţm ut ile in practică. 

în ac~astă situaţie, nu rămîne decît să se găsească met ode de a 
r ezolva fiecare ecuaţie în parte. 

In cele ce urmează vom trata aceste metode. 
. ln ace~t capitol ~e vom . o?upa numai de ecuaţii cu coefici enţii reali 

~1 VOI? cauta numai ră~~cmile l?r reale. Dat fiind că vom face apel 
~uma1 la faptul . c~ .funcţnle care mtervi~ sînt ~erivabile pe toată mul
ţimea lor de defmiţie, eventual cu excepţia unm număr finit de puncte 
metodele pc care le vom ex.pune sînt valabile pentru orice ecu aţie f (x) ' 
= O în care f este o funcţie reală de o variabilă reală, derivabilă. 

4 .1. Separarea rădăcinilor prin metoda grafică 

4.1.1. Ce î~scamn~ a separa rădăcinile unei ecuaţii. Un prim pas în 
rezolvar~a unei ~c~a~u}e fa?e dacă se află cite rădăcini are şi se indică 
pentru fiecare radacma un mterval in care se află. Această lucrare . se 
n_umeştev separq,1:ea r~dăcinilor. ecziaţiei. De exemplu, fiind dată o ecua
ţie, dac.a stab1hm ca ar.e t rei . r~dă~ini, una in intervalul (- 4, - 3), 
.a)t~ în mte~~alul (1 , 2) ş1 a treia m mtervalul (5, 6), am separat rădă
-cm1le ecuaţiei . 

4.1.~. Ecuaţii dve ~orma f( x ) = O. Fiind dată o ecuaţie f (x) = O, se 
t raseaza ?urba a care.1 ecuaţ1ve .es~e y = f( x). Abscisele punctelor in care 
·~u~ba. t aie axa Ox : sm.t r~dac1rule ecuaţiei. Ele se citesc înt r-o primă 
apr oxrmare pe grafic, iar mtervalul se restringe prin încercări precum 
.arată exemplele următoare . ' 

4.1.3. Exemplu. Să se separe rădăcinile ecuaţiei 

f (:i:) = x3 - 3x2 - 9x + 10 = O, x E R. 
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Derivata, 3x2 - 6x - 9, se anulează pentru x1 = - 1 şi x2 = 3. 
Tabloul variatiei este cel de mai jos, iar graficul se vede in fi gura 2 
(s-a luat pe Oy o unit ate de 3 ori mai mică decit pe Ox). 

X - oo -1 3 +oo . 

f'(x) + O o + 

"f(x) -oo 15 ~ -17 ? +oo 

Po o schită cit de sumară se vede că ecuaţia are t rei rădăcini reale 
date de abscisele punct elor A , B şi C. 

Ca să găsim un interval mai mic pentru rădăcina dată de punctul 
A introd ucem în polinomul dat valorile - 2, - 3, „ . pină cînd obţinem 
p~ntru f(x) o valoare negativă. Calculele se fac cu ajut orul sche!Oe~ Ii? 
Horner. Se găseste P (- 2) = 8 > O, P(-3) = - 17 < O; deci rada
cina se află în i~tervalul (-3, - 2). Pentru rădăcina a doua, graficul 
arată că ea se află intre O şi 3. Calculul dă P(O) = 10 >O, P(1) = 
= - 1 < O, deci această rădăcină se află in intervalul (O, 1). Tot prin 
încercăl'Î se află că P(4) = - 10 < O, P(5) = 15 > O, deci rădăcina 
a t reia se găseşte in intervalul (4, 5). 

Am separat rădăcinile ecuaţiei. Ecuaţia are trei rădăcini reale x1, 

x2, Şi X3. 

X1 E ( - 3, - 2), 

X2 E (0, 1), X3 E (4, 5). 

4.1.4. Ecuaţii de forma f (x) = 
- g(x). Considerăm o ecuaţie de 
forma 

f (x) = g(x), 

de exemplu 

x 3 = a: + 2, e-i: = x2 - x - 2 etc. 

unde f (x) şi g(a:) sînt două expresii 
care conţin variabila reală x şi pre
supunem că funcţiile definit e de 
de pe R sau pe o submulţime a 
1ni n sînt dorivabile pe toată mulţi
mea de defini ţie afară, eventual, de 
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f 

Fig. 3. Fig. 4. 

un număr finit de puncte. Considerăm curbele f si g (fig. 3) ale căror 
ecuaţii sîn t y = f(x) şi y = g(x) . ' 

Cum putem găsi cu ajutorul acestor curbe rădăcinile ecuatiei? 
Numărul a nu este rădăcină a ecuaţiei, căci f( a) < g(a), ~rdonata 

punctului A este mai mică decît ordonata punctului A'; nici b nu este 
rădăcină a ecuaţiei căci f(b) > g(b). In schimb x1 este rădăcină a ecua
ţiei, căci paralela la Oy prin punctul (x1, O) taie ambele curbe in acelasi 
punctM; f(x1) = g(x1), = ordonata punctului M. Abscisele punctelor 
N şi P sînt de asemenea rădăcini ale ecuaţiei considerate. 

Rădăcinile ecuaţiei f(x) = g(x) slnt abscisele punctelor de intersecţie 
ale curbelor y = f(x) şi y = g(x). 

4.1.5. Exemplu. F iind dat un cerc cu centrul O, să se găsească un arc 
al său AB astfel tncU coarda AB să fmpartă sectonil AOB Zn două părţi 
echi"alente*. 

Condiţia din enunţul problemei este echivalentă cu aceea ca aria 
triunghiului AOB să fie jumătate din aria sectorului OAB (fig. 4.) Fie 
R raza cercului şi x măsura în radiani a arcului căutat AB. 

sau 

aria triunghiului AOB = OA· BC = R • R sin x = R
2 
sin x. 

2 2 2 ' 

aria sectorului OAB = (lungimea arcului AB) .raza = Rx. R = n2x . 
2 2 2 

Condiţia este 
R2 sin x = -·-

2 2 2 

• X 
Sin X= - • 

2 

*Această problemă a fost tratată chiar de Euler. 
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Sintem în cazul .consi
derat, ecuaţia este de forma 
f (x) = g(x) cu f(x) =sin x, 

g(x) = ~. 
2 

In figura 5 se văd gra
ficele funcţiilor sin x şi 

_::_ , x E R. Ele se taie în-
2 
tr-un singur punct M, a 
cărui abscisă este cuprinsă 

între .2!. şi n. Ecuaţia are 
2 

o singură soluţie situată în 

intervalul (; , n) . 

!J 

Fig . S. 

Ecuaţia din acest exemplu nu este algebrică pentru că sin x - x 
2 

nu es te un polinom; est e o ecuaţie transcendentă. 

(t.1.6. Observări. 1) Forma f(x) = O, este un caz particular al formei f(x) = 
= g(x), şi anume cazul în care g(x) este funcţia constantă zero. Graficul acestei 
funcţii este axa Ox; ea joacă acum rolul curbei y = g(x). 

2) Metoda expusă aici se poate aplica uneori cu folos şi atunci cînd ecuaţia 
dată are forma f( x) = O. Astfel, ecuaţia x~ - 3x2 - 9x + 10 = o (de la 4.1.3) 
se poate pune sub forma 

x 3 - 3x2 = 9x - 10. 

Atunci rădăcinile ei sînt abscisele punctelor de intersecţie ale curbei y = xa -
- 3x2 cu dreapta y = 9x - 10. · 

Ecuaţia poate fi pusă şi sub forma 

x 3 = 3x2 + 9x - 10. 

Dacă avem curba y = x 3 gata trasată (ceea ce ar fi util atunci cînd avem de 
rezolvat multe ecuaţii de gradul III), căutăm punctele ei de intersecţie cu parabola 
y = 3x2 + 9x - 10, care se construieşte uşor. 

4.1. 7. Discuţia unei ecuaţii care depinde de un para.metru. Consi
derăm, de exemplu, ecuaţia 

P(x) = x3 
- ax2 + a = O, (1) 

i~ care a reprezi~tă un număr real variabil. De fapt, avem aici o infi
ruLate de ecuaţu. Pentru a = 1, 2, 3, ... avem, respectiv ecuatiile 
x3 

- .x2 + 1 = o, x3 
- 2x2 + 2 = o, x3 

- 3x2 + 3 = o,.„ A. discut a 
ecuaţia propusă în raport cu parametrul a înseamnă a aăsi cite rădă-
cini reale are fiecare dintre acest e ecuaţii. 

0 
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Rezolvăm ecuaţia în raport cu a: 

x3 
- --=a. 
x2 - 1 

(2) 

Ecuaţia (2) este echivalentă cu (1). In adevăr, ecuat,ia (2) se 0hţine 
din (1) împărţind ambele păr\;i din (1) prin x2-1 (şi trecînd lt 1n par
t ea dreaptă). Or, P(1) = 1 =/=O, P(- 1) = - 1 =f= O, deci 1 şi - 1 nu 
sint rădăcini ale ecuaţiei (1), deci x2 - 1 =I= O. 

Urmează să studiem ecuaţia (2). Ea are forma f(x) = g(x-), unde 

x3 
f( x) = -- , g(x) =a, x E R""- {-1, 1} 

x2 - 1 

(g este funcţia constantă g : R-> R, cu g(x) = a pentru orice x E R ). 
Construim curbele y = f( x ) şi y = g(x ). 
Pentru prima curbă, avem: 

f'( x ) = x2(xz - a) 
(xz - 1)2 

Tabloul de variaţie este cel de mai jos, iar curba s·e vede în figura 6. 
Ea are prima bisectoare ca asimptotă, un maxim in p1rnctul 

A(- V3, - ara ) şi un minim in punctul B(V3, a~3 )· 

X -00 -V3 -1 1 +oo 
f'( x) ,_+_;__~~-o~~-·--1~-~~o ~----'c-l~~~o---'+~~ 

ava I I av·a f(x) -oo ~ - -
2-

~ - oo +oo'\4 0~-oo +oo'\4 -
2

- ~ + oo 

Curba y = g(x) = a este o dreaptă paralelă cu axa Ox, de exemplu 
cea notată cu (1) in figura 6. Rădăcinile reale ale ecuaţiei propuse sint 
abscisele punctelor de intersecţie a acestei drepte cu curba. Dacă 
dreapta are poziţia (1), ecuaţia are trei rădăcini reale, şi anume absci
sele punctelor M , N şi P. Cit despre intervalele în care se găsesG aceste 
rădăcini, una, dată de abscisa punctului M , este undeva la stinga punc-
tului - V3, adică la intervalul (- oo, - V3), o altă rădăcină, 
abscisa punctului N, se află în intervalul (- V3, - 1), iar a treia 
rădăcină, abscisa punctului P, se află în intervalul (0,1). 

Rămîne acum să studiem cum variază numărul punctelor de inter
secţie a dreptei cu curba atunci cind dreapta se deplasează rămînînd 
paralelă cu axa Ox. 
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(J) 

(4) 

!J 

R 

p 1 
I 
I 
I 
' 

Fig. 6. 

Dreapta (2) corespunde cazului cind a= - ~3 . Cită vreme a < 

< - 3 ~3 , adică dreapta mobilă se află sub dreapta (2), ca de exemplu 

dreapta (1) ecuaţia are trei rădăcini reale, cîte una în fiecare dintre 
intervalele (-oo, - V3), (- V3, - 1), (O, 1). Cînd dreapta mobilă 

coincide cu dreapta (2), adică a = - a ~3 , ea are două puncte comune 

cu curba: punctul A, de abscisă - V3. şi punctul Q a cărui abscisă 
se află în intervalul (O, 1), deci ecuaţia are o rădăcină egală cu - V3 
şi alta situată în intervalul (O, 1). 

Rădăcina - V 3, care corespunde punctului A în care dreapta este 
tangentă la curbă, este o rădăcină dublă. 
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Clnd dreap ta aj unge în poziţia (3), adică ea este mai sus de punctul 

A , dar mai jos de O, adică - 3 ~a < a< O, ecuaţia are o singură ră
dăcină, dată de abscisa punctului R, situată in intervalul (0,1) ş.a.m.d . 

(1) 

(2) 

(3) 

(4) 

(5) 

(6) 

(7) 

Disc nţia se rezumă în t abloul următor : 

Valorile lui a 
Nzzmărul rădăcinilor reale ale ecziaţ iei 

şi interCJalele în care se găsesc* 

a < 
ava (-=, - V3) , (-V3, - 1), (O, 1) - - 2-

a = ava 
X 1 = Xz = -V3, (O, 1) - - 2-

_ aV3 < a < 0 
2 

(O, 1) 

a= O X 1 = Xz = X3 = 0 * ::• 

o < a <iV3 
2 

(- 1, O) 

3V3 
a =-2- X 1 = X2 = V3-, (- 1, O) 

> ava a - -2 
(- 1, O) , (1 , V 3), (V3, oo) 

In cazul (2) ecuaţia poat e fi rezolvaLă pină la capăt. Polinomul 

P(x) = xa + a~a x2 - a ~3 

(am înlocuit a prin - 3 ~a ) se împarte prin x+ V3, folosind schema 

*Nu am mai menţionat care este numărul rădăcinilor. Dacă se indică, de 
exemplu, trei intervale, se înţelege de la sine că ecuaţia are troi rădăcini reale, cîte 
una în fiecare dintre intervalele indicate. 

* ~'Cu privire la forma curbei în vecinătatea unui punct în care ecuaţia are 
o rădăcină tripl ă, vezi capitolul II , problema nr. 76. 
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lui Homer, citul se împart e din nou prin x + V 3 şi rămîne ecuaţia 
V3 o d v V3 A t v vdv • v v • d v x - -
2
- = , care a x = -

2
- . ceas a ra acma se gaseşte m a ev ar 

tn 'intervalul (O, 1) V A d d - ava cum s-a prevazut. şa ar, acă a = 
2 

ecuaţia are rădăcinile -

r el al flv ă d v a V3 ăd v ' 'l - ' ' A t n mo an og se a a c , aca a = -
2
- , r acm1 e ecuaţ101 sm 

4.1.8. Alt exemplu. Să se discute în raport cu parametrnl a eczwţia 
transcendentă 

ex= ax. 

Metoda I . Construim curbele y = ex şi y = ax. Prima este curba 
_exponenţială (fig. 7), iar a doua este o dreaptă de pantă a care t rece 
prin origine. Cind a variază, dreapta se roteşte tn jurul originii. Se 
vede pe grafic că sint posibile patru cazuri: 1) dreapta nu taie curba, 
2) dreapta este tangentă la curbă, 3) dreapta taie curba în două 
puncte, 4) dreapta taie curba înt r-un 
singur punct . Trebuie să aflăm pentru 
ce valoare a lui a dreapta est e t an- !J 
gentă la curbă. Fie (u, eu) un punct 
oarecare al curbei. Panta t angentei 
la curbă tn acest punct este deri-
vata funcţiei in punctul u, adică eu, 
deci ecuaţia t angentei este 

Condiţia ca t angenta să treacă prin 
origine este eu(i - u) = O (am anulat 
termenul liber), adică u = 1. 
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Deci panta tangentei clin origine la curbă este e1 = e; dreapta y = 
= ax este tangentă la curbă dacă a = e. Coordonatele punctului de 
contact M sînt x = 1, y = e. 

(1) 

(2) 

(3) 

(4) 

Acum avem toate elementele pentru a face discuţia. 

Valorile lui a 
Numărul rădăcinilor şi interPalele 

în care se găsesc 

o .i;;;;:a< e IllCl o rădăcină 

a = e X=1 (abscisa punctului M*) 

a > e (O, 1), (1, oo) (abscisele punctelor 
N şi P ) 

a < O (-oo, O) (abscisa punctului Q) 

M etoda I I. Punem ecuaţia sub forma 

!I 

X 

Fig. 8. 

~ 
-=a. 

X 

Construim curba 

y = f (x) = e-"' 
X 

şi o tăiem cu dreapta variabilă 
y = a. 

FmlC"ţia f est e definită pe 
R"'-., {O}. Derivata, f' (x) = e"'(x - i ) 

x2 
se anulează pentru x= i. Tabloul 
de variaţie est e cel de mai jos 
şi curba se vede in figura 8. 

- 00 

f'(x) 

f (x) O 

o 1 00 

-O+ 

* x = 1 nu este o rădăcină dublă. Noţiunea de rădăcină multiplă se defineşte 
nu mai pentru ecuaţii algebrice. 
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Trebuie să deosebim 4 cazuri indicate in figură. Rezultatul discutiei 
concordă cu cel precedent. Drep tele au fost numerotate la fel ca în solu
ţia precedentă, de asemenea şi punctele M, N, P Q care indică rădă-
cinile ecuaţiei. ' 

4.1.9. Cazul cînd rădăcinile t rebuie să îie într-un interval dat. Să se 
discute ecuaţia 

sin3 ex + 3 cos2cx + a = O 

în raport cii parametrul real a. 
Inlocuim cos2cx prin 1 - sin2cx şi punem sin ex = x. Ecuaţia devine 

x3 
- 3 x 2 + a + 3 = O 

PenLru ?~ o rădăcină V a .aceste~ ecuaţii să . sat~sf~că ecu?-ţia propusă, 
nu est e suficient ca ca sa fie reala : ea trebuie sa fie cuprmsă în inter
valul închis [ - 1, 1], deoa1'ece sin cx ia numai valori din acest interval. 
De aceea ecuaţia trebuie considerată pe intervalul [ - 1, 1]. 

Procedăm la început ca în exemplul precedent. Punem ecua1,ia sub 
forma ' 

x3 - 3x2 = - a - 3 

şi construim graficul funcţiei f( x ) = x3 
- 3x2, x E R. Derivata f ' (x ) = 

= 3x2 
- 6x se anulează pentru x = O şi x = 2. Tabloul variat iei este 

cel de mai jos iar curba se vede ' 
în figura 9. (O} 9 (IJ ') 

(t} 
X -oo 0 

f' (x ) + O 

f'(x) - oo ,?< O ";.( 

2 00 

o + 
-4 /< 00 

Ne interesează restrictia aces
tei funcţii pe intervalul [ - 1, 1). 
Graficul ei este arcul de curbă A B 
cuprins int re dreptele (D) şi (D'), 
X=- 1 Şi X= 1. 

(2) 

(3) I 
(4) f 
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(5) • ' . I 
~ f (- 1) = - 4, f(1) = - 2. 

Deci coordonatele punct ului A 
sînt x = - 1, y = - 4, coordo
natele punctului B sînt x = 1, 
y = - · 2. 

Urmează să tăiem curba cu 
dreapta mobilă y = - a - 3. 

(6) 

('1] 
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Figura arată că trebuie să deosebim cazurile următoare: 
1) dreapta mobilă este deasupra ~urni Ox; 2) ea coincide cu axa Ox; 

3) ea se află sub axa Ox dar mai sus <lecit punctul B; 4) dreapt a t rece 
prin punctul B; 5) ea se găseşte sub punctul B, dar mai sus <lecit punc
tul A; 6) ea trece prin punctul A; 7) dreapta se află sub punctul A. 

Cazul 1) este caracterizat prin y = - a - 3 > O, deci a < - 3; 
cazul 2) este caracterizat prin y = - a - 3 = O, deci a = - 3; cazul 3) 
prin - 2 < - a - 3 < O, deci - 3 < a < - 1; ş.a.m.d. 

Rădăcinile ecuaţiei sînt abscisele punctelor de intersecţie ale arcu
lui de curbă AB cu dreapta y = - a - 1. 

Rezultatul discuţi.ei este redat în tabloul de mai jos: 

Valor~le lui a 
Numărul rădăcinilor şi intervalele 

în care se găsesc 

(1) a< -3 nici o rădăcină 

(2) a= -3 X1 = X 2 = 0, 

(3) -3<a <- 1 (-1, O), (O, 1) 

(4) a= -1 X 1 = 1, X2 E (- 1, O) 

(5) -1<a<1 (- 1, O) 

(6) a = 1 X= -1 

(7) a > 1 nici o rădăcină · 

4.2. Separarea rădăcinilor pe baza teoremei lui 'Rolle 

4.2.1. Teorema lui Rolle. Amintim t eorema lui Rolle cunoscută de la ana
liză. „ Fie f o funeţie definită pe un interval I şi a, b două puncte din I cu 

a < b. 

Dacă: 

1) f este continuă pe inte rvalul închis [ a, b]; 
2) f este derivabi l ă pe intervalul deschis (a. b) ; 
3) f are valori egale în a şi b, f(a) = f(b); atunci există (cel puţin) un punct c 
între a şi b, a < c < b, în care derivata se anulează, f ' (c) = O". 

Interpretarea geometrică a acestei · teoreme este dală de figm·a 10. A şi E 
fiind puncte ale graficului funcţiei f cu aceeaşi ordonată, există între a şi b cel 
puţin un punct c în care funcţia are un maxim sau un minim (în cazul figurii există 
lrei puncte de extrem el> c2 şi c3 ) . 
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Q a Cz b X 

Fig. 10. Fig . 11. 

Un caz particular important esLe cel în care ((a) = f(b) = o (fig. 11) şi func~ia 

nu se anulează între a şi b. Atunci a şi b slut două rădăcini consecutive ale ecuaţiei 

f( x ) = O şi c este o rădăcină a derivatei, f'(c) = O. În acest caz teorema se poate 
enunţa (simplificat) astfel: 

Între două rădăcini consecutive ale ecuaţi ei f(x) =O există cel puţin o ră· 
dăcină a ecuaţiei f ' (x) =O. Simbolic: 

[((a) =O, f (b) =O] = [3 c, ce (a, b) astfel încît f'(c) = O]. 

4.2.2. O proprietate a funcţiilor continue. Fie f o funcţie continuă pe un 
Interval închis [x1 , x2], y 1 = f (xJ şi y 2 = f(x2) valorile funcţiei f la capetele 
acestui interval şi y 3 un num ă r cuprins intre y 1 şi '!la (y1 < y 3 <l y 2) . 

ln Intervalul (x1, x 2) există cel puţin un punct x3 astfel încît să avem 
Ya = f(x;J. 

În figura 12 se dă o justificare intuitivă a acestei teoreme. 
Fie arcul AB graficul funcţiei f în intervalul [x1 , x 2] şi y3 un punct oarecare 

situat între y1 şi y2• Ducem prin y3 o paralelă la Ox. Arcul AB fiind neîntrerup t, 
această paralelă trebuie să-l întîlnească în- !I 
tr-un punct (sau în mai multe). Fie M acest ~ --------------- 8 
punct. Ducem prin M o paralelă la Oy; ea 1 
va tăia Ox într-un punct x3 situat între x 1 şi !J, I 

" ~ '-\ I 
x2• Deci, există un punct x3 e (x1 , x2) astfel I 
încîl f(x3 ) = Ys· l 

Un enunţ simplificat al acestei teoreme !:J, I 

este: o f uncJie continuă nu trece de la o I 
valoare la alta fără să treacă prin toate valorile I 

intermediare. 

Un caz particular important es te cînd 
f(x1) şi f( x2) sînt de semne conLrare şi 
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se ia y 3 = O (fig. 13). !n inlervalul (xl, x2) 

există cel puţin un punct x3 astfel incit f(x3) 
să fie egal cu zero. 

Dacă fzmcţia feste continu.ă pe wi intert1al 
închis [x1 , x2] şi f(x1)·f(x2) <O* există între 
x1 şi x2 cel puţin un punct x3 astfel încît să 
at1em f(x3) = O. 
Simbolic, 

[f(x1) ·f(x2) < O) => [3 X3, X3 E (xl> X2) 
astfel încît f(x3) = O]. 

Fig. 13. Enunţ simplificat: o funcţie continuă nu 
poate să-şi schimbe semnul făl'ă să se anuleze. 

4.2.3. Şirul lui. Rolle. Considerăm o ecuaţie 

f(x) =O 

unde feste o funcţie derivabilă (deci şi continuă) înlr-un inlerval (a, b). Fie <'I. şi 
~ (fig. 14) două rădăcini consecutit1e ale derivatei f'(x) = O, <'1. 1 ~ e (a, b). Cite rădăcini 
poate avea ecuaţia f(x) = O între a. şi ~? 

Dacă între a. şi ~ ar exista două rădăcini, x1 şi x2 ale ecuaţiei f(x) = O, atunci, 
conform teoremei lui Rolle, între x1 şi x 2 ar exista cel puţin un punct, să-l numim 
y, în care derivata se anulează,· f' (y) = O. Dar atunci <'I. şi ~ n-ar mai fi rădăcini 
consecutive ale derivatei. Rezultă că, între a. şi ~ există cel mult o rădăcină a ecuaţiei. 

Sînt două posibilităţi: 1) între a. şi ~ există o singură rădăcină a ecuaţiei, 2) în
tre (/. şi ~ nu există nici o rădăcină a ecuaţiei. Totul depillde de valorile funcţiei f 
în punctele a. şi ~-Va trebui să deosebim trei cazuri. 

a) f((/.) f(~) < O. Funcţia f fiind continuă pe intervalul [o:, ~], ultima propo
ziţie 4.2.2. arată că ecuaţia f(x) = O are în intervalul (o:, ~) cel puţin o rădăcină. 
Dar două sau mai multe rădăcini nu pot exista. Rezul_tă că în acest caz ecuaţia 

ar·e în intert1al1tl (a., ~) o singul'ă rădăcină. 
b) f(rt.) f(~) > O. Considerăm, de exemplu (fig. 15), cazul cînd f(rt.) > O,((~) > O, 

f(a.) < f(~). Să presupunem că ecuaţia ar avea în intervalul (<'I., ~) o rădăcină x1 • 

În punctul x1 funcţia f ia valoarea zero, f(x1) = O, în punctul ~ funcţia ia valoa
rea f(~) > O, şi am presupus că f(C1.) < f(~), deci f(<'I.) este cuprins între f(x1) şi f(~). 
Funcţia f fiind continuă pe intervalul [CI., ~], este continuă şi pe [x1, ~], deci putem 
să-i aplicăm prima propoziţie de la 4.2.2. : în intervalul (x1, ~) există cel puţin un 

a 

~, 

X. 

Fig. 14. 

*Pentru a ex.prima că două numer!') reale x şi 11 sînt de semne contrare, se 
scrie că xy < O, pentru a exprima că ele sînt de acelaşi semn, se scrie că xy > O, 
iar pentru a exprima că unul din ele este egal cu zero, se scrie că xy = O. · 
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punct x1 astfel încll să avem f(x~) =f(o:) . 

Teorema lui Rolle aplicată intervalului 
[o:, xi] arată că în acest interval există 
cel puţin un punct y în care derivala 
se anulează, f'(y) = O. Atunci o: şi ~ nu 
mai sînt rădăcini consecutive ale deri
vatei - ceea ce este contrar ipotezei. 
Contradicţia provine de Ia faptul că am 
admis că ecuaţia are în intervalul (rt., ~) . 

~ /f 
/ I 

/ I 
/ lf(/J) „ I 

/ I <>--------"?( l 
f{ol)l „/1 I 

I ,""" I I 
- I 

x 1 r- x; fl 
Fig. 15. 

o rădăcină x1 • Rezultă că ecuaţia nu are în intervalul (o:, ~) nici o rădăcină. 
Dacă f(o:) > f(~) raţionamentul se poate repeta întocmai, cu singura deosebire 

că f(~) este cuprins între f(x1), care este egal cu zero, şi f(<'I.) şi se foloseşte faptul că 
funcţia feste continuă în intervalul [o:, xi], apoi se aplică teorema lui Rolle în inter
valul [:i.·;, ~]. 

Cazul f(o:) = f(~) este exclus, căci, în acest caz, conform teoremei lui Rolle, 
Intre " şi ~ s-ar găsi o rădăcină a derivatei, deci o: şi ~ n-ar mai fi rădăcini conse
culive ale derivatei. La acelaşi rezultat so ajunge dacă se presupune că f(o:) < O 
şi f(~) < O. Aşadar, dacă f(o:) şi f(~) au acelaşi semn, ecuaţia nu are în intert1alul 
(rt. , ~) nici o rădăcină. 

c) {(11.) = O sau f(~) = O. Considerăm, de exemplu, cazul cînd f(rt.) = O, f(~)~ o. 
Presupunem că ecuaţia f(x) = O ar avea în intervalul (rt., ~) o rădăcină x

1
• 

Teorema lui Rolle, aplicată în intervalul (CI., x1) arată că în acest interval există 
cel puţi n un punct y în care derivata se anulează, deci <'I. şi ~ n-ar mai fi rădăcini 
.conseculive ale derivatei. Rezultă că, în acest caz, ecuaţia nu are în intervalul (o:, ~) 
riici o rădăcină. 

Aşadar, a şi ~ fiind două rădăcini consecutit1e ale derir>atei, dacă f(o:) şi f(~) sînt 
de semne con~rare, ecuaţia are în intervalul (rt., ~) o singură rădăcină; dacă f(a.) şi f(p) 
sînt de ac<laşi semn, sau f(a.) = O sau f(~) = O, ecuaţia nu are tri interr>alul (o:, ~) nici 
o rădăcină. 

Rămîne să vedem cite rădăcini are ecuaţia mai mici decît cea mai mică rădăcină 
şi cite mai mari ca cea mai mare rădăcină a derivatei. 

Fie CJ.1 cca mai mică rădăcină a derivatei. Dacă ecuaţia ar admite două rădăcini, 
x1 şi x 2, mai mici dccît o:1 (fig. 16), conform teoremei lui Rolle, derivata s-ar anula 
pentru o valoare y cuprinsă între x1 şi x2, deci y < ar şi, prin urmare o:1 n-ar mai fi 
cea mai mică rădăcină a derivatei. Rezultă că ecuaJia are cel mult o rădăcină mai 
mică decît cea mai mică rădăcină a derit1atei. 

Pentru a decide care din cele două cazuri posibile se produce, se fac asupra 
comportării funcţiei f în intervalul (a, o:1) consideraţiile pe care le-am făcut mai 
înainte referitor la intervalul (o:, ~) determinat de două rădăcini consecutive ale 
derivatei (a joacă rolul lui rt. şi 11..i al lui ~) şi se ajunge Ia aceeaşi concluzie ca mai 

a ţ 

fig. 16. 
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înainte. Se poale spune că, ln problema de care ne ocupăm, extremitatea stingă a 
intervalului ( a, b) tn care studiem fimcţia joacă acelaşi rol ca rc'idăcinile derivatei. 

Dar acum intervine f (a) în loc de f(a) şi se poate tntîmpla ca funcţia f să nu 
fie definită pentru x = a sau a să fie - oo. Atunci, în loc de f(a), se ia lim f(x), 

x->a 

căci, pentru valori ale lui x suficient de apropiate de a, f(x) are acelaşi semn cu 
această limită. Pentru uniformitate, vom spune că Jim f(x) este valoarea funcţiei 

x-+a 

pentru x =a. 
Se arată tn mod analog că extremitatea dreaptă b a intervalului tn care se studiază 

rcuaţia joacă acelaşi rol ca rădăcinile derivatei. 
De aici rezultă următorul procedeu.de separare a rădăcinil or unei ecuaţii f(x) = O. 
Se scriu ln ordine crescătoare rădăcinile derivatei, xi, x 2, „„ Xn, precum şi 

extremităţile a şi b ale intervalului de definiţie a funcţi ei f, iar dedesubt valorile 
corespunzătoare ale funcţiei. 

X a Xn b 

lim f(x) 
x -+b 

f(x) lim f(x) f(xi) 
x-+a 

Dacă la capetele unuia dintre intervalele (a, xi), (x11 x2), „ „ (xn, b) funcţia f 
ia valori de semne contrare (prezintă o variaţie), ecuaţia a.re în a.cel interval o singură 
rădăcină; dacă, tnsă, valorile funcţiei sint de acelaşi semn sau una din ele este 
egală cu zero, ecuaţia nu are în acel interval nici o rădăcină. 

Deoarece aceste intervale acoperă toată mulţimea de definiţie a funcţiei f, 
am separat rădăcinile ecuaţiei f(x) = O. 

Rîndul al doilea din tabelul de mai sus se numeşte şirul lui Rolle. 

Exemple. 
4.2.4. Ecuaţie algebrică cu coeîicion~i determinaţi. Să se separe rădăcinile 

ecuaf.iei 
f( x) = 3x4 - 4x3 - 12x2 + 10 = O. 

Derivata, f'( x) = 12x(x2 - x - 2), se anulează pentru x = O, x = - 1 şi 
a: = 2. Formăm şirul lui Rolle. 

x 1:~-~oo~~~---1~~~~-0~~~~2~~-+~~ 
f(x) + oo +5 +10 -22 +oo 

La extremităţile intervalului (- oo, - 1) funcţia f a.re acelaşi semn, deci în 
acest interval ecuaţia nu are nici o rădăcină; tn intervalul (- 1, O), situaţia este 
aceeaşi; la extremităţil e intervalului (O, 2) funcţia are valori de semne· contrare, 
+ 10 şi - 22, deci în acest interval ecuaţia are o singură rădăcină; în Intervalul 
(2,oo) situaţia este aceeaşi ca în intervalul pl'ecedent. Aşadar, ecuaţia propusă 
are două rădăcini reale, x1 şi x2, 

x1 E (0 , 2) X2 E (2, oo) . 

Prin încercări (v. 4.1.3), aceste intervale se reduc la (1, 2) şi (2, 3). Celelalte 
două rădăcini sînt imaginare, 
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Fig. 17. 

4.2.5. Ecuaţie ou un pnrnmetru. Să se discute fn raport cu parametrul real a 
rădăcinile reale ale ecuaţiei (v. 4.2.4) . 

f(x) = 3x4 - 4x3 - 12x8 + a= O. 

Şirul lui Rolle este: 

Ne interesează ·semnele expresiilor din r!ndul al doilea. E le sînt date de tabelele : 

a: 51 

-oo 5 +oo 

--;--1 
-oo o 

- o + - o 
+oo 

+ 

a~321 
-oo 32 +oo 

o + 

Valorile remarcabile ale parametrului a sînt : 5, O şi 32. Pentru a şti cîte cazuri 
trebuie să deosebim, le scriem în ordine crescătoare (fig. 17). Trebuie să deosebim 
cazurile următoare: a< O, a= O, O< a< 5, a= 5, 5 <a< 32, a= 32, a > 32. 

Discuţia se face întocmind tabloul w·mător. 

- oo -1 o 2 +oo 

a r +oo a -5 a a - 32 +oo concluzii 

a < O + + (- oo, -1), (2, oo) 
a = O + o + X 1 = :t:2 = 0, 

(- oo, - 1), (2, oo) 
a<a<5 + + + (- oo, - 1), (- 1, O) 

(O, 2), (2, oo) 
a=5 + o + + Xi = X 2 = -1 

(O, 2), (2, oo) 
5 < a < 32 + + + + (O, 2), (2, oo) 
a = 32 + + + o + Xi = x2 = 2 
a> 32 + + + + + nici o rădăcină reală 
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Iată cum se procedează. 

La stînga liniei verticale se t rec toate cazurile considera te, tabloul va avea 
tn cazul de faţă 7 rîndmi, iar deasupra liniei verticale se scrie şfrul lui Rolle. Apoi 
se completează partea de mijloc a tabloului. 

În prima coloană se scrie peste tot „+", căci f(-oo) = +oo oricare ar Ci 
valoarea lui a. 

1n coloana a doua, care corespunde lui a - 5, se pune zero în linia care cores
punde lui a= 5, în rîndurile de deasupra se pune semnul „-", iar în cele de tiedesubt 
semnul „+" penLru a exprima c~ f (- 1), adică a - 5, este egal cu zero cina a= 5, 
negativ cînd <i < 5, şi pozitiv cînd a > 5. 

În mod analog se completează celelalte coloane ale pă1·ţi i de la mijloc. 
În partea a treia a tabloului se scriu concluziile. Fiecare r!nd conţine semnele 

şirului lui Rolle pentru caznl respectiv. În rîndul întîi, care corespunde cazului 
a < o, apar două variaţii, cînd x trece de la - oo la -1 şi de la 2 la oo, la concluzii 
se scrie* că ecuaţia are cite o rădăcină reală în intervalele (-oo, -1) şi (2, oo) . În 
rîndul al doilea apare un zero în linia care corespunde cazului a= O. Aceasta înseamă 
că, dacă a= O, valoarea x = o, care este o rădăcină a derivatei, anulează şi funcţia, 
deci O este rădăcină multiplă de ordin :> 2. Afară de aceasta, apare cîtc o variaţie 
ctnd x trece de la - oo la - 1 şi de la 2 la + oo, ceea cc înseamnă că ecuaţia are 
cite o rădăcină reală în intervalele (-oo, - 1), (2, oo). Aceste lucruri se tnscriu 
la concluzii ş.a.m.d. 

ln cazul a = O, ecuaţia este 3x4 - 4x3 - 12x2 = O. Ea are în adevăr rădă-

cina dublă x = O. Celelalte rădăcini sînt x3 = 2 ( 1 ~ ViO) = - 1,44 „., x4 = 

= 2 (1 ~V1o) = 2,84 .„, ele se găsesc în adevăr în intervalele prevăzute. 
1n caiul a = 5, ecuaţia este 3a,4 - 4x3- 12x2 + 5 = O. Se împarte (Horner) 

prin (x + 1)2 şi rărnîne de rezolvat ecuaţia 3x2 - 10x + 5 = O. La fel se pi:oce
dează penlru a = 32. 

4.2.6. C11zul cîud se cere ctt rMăcinile să fie într-nu Interval d1it. Reluăm exem
plul precedent, 

f(x) = 3x4 - 4x3 - 12x2 + a= O, 

dar punem condiţia ca rădăcinile să fie cuprinse în intervalul [ - 2, 3]. 
În locul funcţiei f definită pe R , ne interesează acum restricţia ei pe interva

lul [ - 2, 3]. Şirul lui Rolle este acum, 

2 o 3 
X l - 2 

f(x) a + 32 

-1 

a - 5 a- 32 a+ 27 a 

* v. nota de la 4.1.7. 
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Rezultatul discuţiei este redat în tabloul urmă ton 

-2 -1 o 2 3 
a concluzii 

a+ 32 a-5 a a - 32 a+ 27 

a< - 32 nici o rădăcină 
a= - 32 o X = -2 

-32< a < -27 + (- 2, -1) 

a = - 27 + o Xi = 3, (- 2, -1) 

- 27 < a < 0 + + (- 2, - 1), (2, 3) 
a = O + o + Xi_ = X 2 = 0, 

(- 2, -1), (2, 3) 

0< a < 5 + + + (- 2, -1), (- 1, O), 
(O, 2), (2, 3) 

a = 5 + o + + XL= X2 = - 1, 
{O, 2), (2, 3 ) 

5< a < 32 + + + + (O, 2), (2, 3) 
a = 32 + + + o + Xi= X 2 = 2 
a > 32 + + + + + nici o rădăcină 

4.3. Aproximarea rădăcinilor reale ale unei ecuaţii 

4.3.1. Introduc01·e. Dacă avem de rezolvat o ecuaţie f(x) = O - vom 
presupune funcţia f derivahilă pe intervalul considerat, deşi această 
condiţie nu este totdeauna necesară - şi am separat rădăcinile ei, se 
pune problema de a le afla efectiv. De cele mai multe ori ele sînt iraţi
onale, şi trebuie aflată cîte o valoare aproximativă a fiecăreia, sub 
forma de fracţie zecimală. 

Fie x1 o rădăcină a unei ecuaţii şi x; o valoare aproximativă a ei. 
Dacii x; < x11 se spune că x; este o valoare aproximativă prin lipsă, 
iar dacă x; > x1 se spune că x; este o valoare aproximativ prin adaos 
sau prin exces. Este important să ştim şi oit de mult diferă valoarea 
aflată de cea adevărată, adică să cunoaştem o limită superioară a erorii. 
Dacă ştim că un număr x este cuprins intre două numere a şi b, a < x < 

b · l · t' v a + b At · < , se ia pentru x va carea aproxima iva x1 = - - . unm eroarea 
2 

este sigur mai mică decît x1 - a şi <lecit b ::_ x1• De exemplu, dacă se 
ştie că 5,473 < x < 5,479, se ia x ~ x1 = 5,476; atunci eroarea este 
sigur . mai mică decit 5,476 - 5,743 = 5,479 - 5,476 = 0,003 şi 
se scrie : 

X= 5,476 (± 0,003). 
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pacă media are o zecimală mai mult decît numerele a şi b, ea se rotun-
3 eşte. De exemplu, dacă se ştie că x este cuprins intre a = 2,34 şi b = 
= 2,39, deci a+ b = 2,365 se ia x1 = 2,37. ln acest caz avem: 2,37-

2 
- 2,34 = 0,03i 2,39 - 2,37 = 0,02; pentru siguranţă, se consideră 
că eroarea estll mai mică decit 0,03 şi se scrie 

X = 2,37 (± 0,03). 

4.3.2. Fracţionarea. intervalelor. Să presupunem că am găsit două 
numere întregi consecutive, a şi a + 1 intre ca1·e se găseşte o singură 
rădăcină a ecuaţiei f(x) = O şi 

f(a) < O, f(a + 1) >O 

de exemplu f(2) < O, f(3) > O. Aceste numere reprezintă deja cite o 
valoare aproximativă a rădăcinii. Pentru a avea o aproximare mai 
bună, se încearcă 

2,1 2,2 2,3 ... 2,9 

pînă ce se obţin două valori consecutive ale lui x din acest sir pentru 
care funcţia f are valori de semne contrare, de exemplu ' 

{(2, 3) < o, f(2, 4) > o. 
Bineînţeles nu este necesar să se meargă din zecime în zecime. Se 

poate in?epe cu 2,5 dacă f(2, 5) >O, înseamnă că rădăcina se găseşte 
intre 2 ş1 2,5. Acum se încearcă 2,3 ş.a.m.d. 

După ce s-a găsit prima zecimală, de exemplu s-a aflat că rădăcina 
se află intre 2,3 şi 2,4, procedeul se poate repeta: se calculează valo
rile funcţiei pentru 

2,31 2,32 2,33 ... 2,39 

ş.a.m.d. 
Acest procedeu se numeşte fracţionarea interCJalelor. 

.4.3.3. Exemplu. Considerăm ecuaţia 

f(x) = x3 - 2x - 9 =O. 

Tras1nd curba y = x3 
- 2x - 9, sau prin şirul lui Rolle, se stabi-

leşLe că ecuaţia are o singură rădăcină reală, in intervalul 

Apoi, 

f(1) = - 10, f(2) = - 5, f(3) = 12. 

(~6' 00 )· 

Deoarece f(2) şi f(3) sint de semne contrare, rădăcina se află în inter
valul (2, 3). Urmează să fracţionăm acest interval. Calculăm întii f(2,5), 
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obţinem f(2,5) = 1,625 >O, deci 
răd ăcina se găseşte in intervalul 
(2; 2,5). Acum calculăm pe rînd: 

f(2,4) = 0,024, f(2,3) = - 1,433. 

!/ 

Deoarece aceste două rezultate --i--_._----Q4---d----'--

BÎnt de semne contrare, rădăcina se O 
găseşte Jn intervalul (2,3; 2,4). 

Am putea continua, fracţionind 
intervalul (2,30, 2,40) ş.a.m.d. 

Fracţiona.rea intervalelor este un 
procedeu foarte simplu, dar foarte 
gl'eoL Există mai multe metode prin 
caro se pot afla rapid şi cu mare 
precizie rădăcinile unei ecuaţii, din 

4.3.4. Metoda. coardei. Considerăm o 

f(x) =O, 

Fig. 18. 

care vom expune 
ecuaţie 

- . 
unde f este o funcţie derivabilă într-un interval J. 

două. 

Presupunem că am stabilit p1'int.r-un mijloc oarecare că ea are o 
aingură rădăcină tn intervalul (a, b) unde a, b E I şi că f(a) <O, f(b) >0. 
Graficul funcţiei f va avea în intervalul (a, b) forma din figura 18, 
1n sensul că punctul M(a, f(a)), se găseşte sub axa Ox, iar punctul 
N(b, f'(b)) deasupra ei. Rădăcina pe care o căutăm este abscisa punctului 
P Îfl care graficul taie axa Ox, abscisă pe care nu o cunoaştem. 

MeLoda coardei constă in faptul următol't se ia ca CJaloar.e aproxima
tiCJă a rădăcinii abscisa punctu.lui Q în care coarda MN taie axa Ox. Se 
poate spune că arcul de curbă M PN se înlocuieşte cu coarda M N . 

Pent ru a calcula abscisa punctului Q nu avem <lecit să scriem ecua
ţia J reptei care trece prin punctele M şi N, şi să determinăm abscisa 
'(>Unctului ei de intersecţie cu a;x:a Ox. 

~cuaţia dreptei este 

y - f(a) = f(b) - f( a) (x - a). 
b-a 

Punem y = O şi rămîne să aflăm x din ecua~ia 

- f(a) = f(b ) - f(a) (x - a). 
b-n 

(1) 

Este, însă, mai simplu să aflăm numărul x - a, care este măsura -algebrică a vectorului AQ: 

h = X _ a = _ (b - a) f (a) 
f (b ) - f (a) 
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Valoarea rădăcinii va fi 
x =a+ h. Numărul h, care 
se adună cu a pentru a obţine 
o aproximare mai bună se 
numeşte corectură. 

Sensul erorii se poate de
termina cu ajutorul graficu
lui funcţiei. Intervalul (a, b) 
se ia destul de mic, astfel incit 
derivata a doua f "(x) să păs
treze acelaşi semn cînd x vari· 
ază ele la a la b, deci curba să 
fie în intervalul (a, b) sau tot 
timpul convexă, sau tot timpul 
concavă. Figurile 19-22 arată 
toate cazurile posibile. în 
fiecare figură, abscisa punc
tului P este valoarea exactă 
a rădăcinii, iar abscisa pune· 
tulni Q este valoarea dată de 
metoda coardei. In cazul figu
rilor 19 şi 21 (f'(x)> O, f"(x)>O 
respectiv f'(x) < O, f "(x) < O) 
punctul Q este la stînga punc
tului P, deci metoda coardei 
dă o valoare aproximativă prin 
lipsă, in cazul figurilor 20 şi 22 
(f'(x) >O, f "(x) < O respectiv 
f '(x) < O, f "(x ) >O) se obţine 
o valoare !aproximativă prin 
adaos. 

4.3.5. Exemplu. Reluăm 
ecua·ţia ( 4.3.3). 

f( x ) = x3 - 2x - 9 = O. 

Ştim că ea are o rădăcină în 
intervalul (2,3; 2,4). Aplicăm 
formula (2). Avem: 

a = 2,3, b = 2,4, 

b - a = 0,1, 

f(a) = f(2,3) = - 1,433, 

f(b) = f(2,4) = 0,024. 

Deci, 

h = - 0,1. (- 1,433) = 0,1433 =o 0983„. 
0,024 - (- 1,433) 1,t.57 ' 

O valoare aproximativă a rădăcinii este 

X= a+ h = 2,3 + 0,0983 ... = 2,3983.„ 

Pentru a cunoaşte sensul erorii, calculăm derivatele: 

f'(x ) = 3x2 
- 2, f "(x ) = 6x. 

In intervalul (2,3; 2,4) ambele derivate sînt pozitive, graficul are 
forma din figura 19. Valoarea aflată este aproximativă prin lipsă. Nu 
putem evalua limita erorii. 

4.3.G. Observi\.ri. 1) Relaţia (1) se mai scrie 

y = f1 (::t:) = f(a) + f(b) - f(a) (x - a) 
b-a 

sau, dacă expresia din dreapta se ordonează în raport cu x , 

y = fi(:i:) = f(b) - f(a) x + bf(a) - af(b). 
b-a '>-a 

(1') 

Deci f1 (x) este un polinom de gradul I (liniar). Lnlocuind în (1 ')x prin a şi prin 
b, se obţine 

adică polinomul f1 ia în a şi b acel eaşi valori ca funcţia f. Se spune că f dx) este 
un polinom de interpolare liniar, iar metoda coardei se mai numeşte metoda inter
polării liniare. În loc de a rezolva ecuaţia f(x) = O, se rezolvă ecuaţia f1 (x) = O 
(în practică se calculează x - a= h, nu x) . 

în cazul ecuaţiei precedente (4.3 .5}, polinomul de interpolare es te 

f1(x) = - 1,1133 + 14,57 (x - 2,3). 

P entru aflarea rădăcinii, polinomul f(x) = x3 - 2x - 9 a fost înlocuit cil 
acest polinom. 

2) P olinomul de gradul I f1(x) se poate determina independent de considera
ţiile geometrice. Fiind dală o ecuaţie oarecare f( x) = O, se consideră un polinom 
de gradul I cu coeficienţi nedeterminaţi, 

f1 (x) = mx + n 

şi se pun condiţiile fi(a) = f (a), f1 (b) = f(b), adică 

ma+ n = f(a), mb+ n = f(b). 

R ezolvtnd acest sistem în raport cu m şi n (determinantul sistemului este 
a - b =I= O) se obţine pentru fi(x) expresia din (1'). 
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Tot prin aceeaşi metodă, a coeficienţilor nedeterminaţi, se poate construi un 
polinom de.inlerpolare de gradul II, al unei funcţii date f, adică un polinom f2 (x) = 
= mx2 + nx + p care ia în trei puncte date aceeaşi valoare ca funcţia f. f n mod 
asemănător se defineşte polinomul de interpolare de gradul III, IV, . „ Aceste poli
noame aproximează din ce în ce mai bine funcţia f. 

3) Interpolarea care se face cînd se folosesc table, de exemplu tablele de loga
ritmi, este tot liniară . Acolo se procedează astfel: 

Fie a şi b două numere ai căror logaritmi se găsesc în tablă, iar x un număr 
cuprins între a şi b al cărui logaritm se caută. Se aplică procedeul numil „regula 
de trei". 

b - a . . . . . . . . . . . . . • . . . . . . . . . . . . • • log b - log a 
X- a ... . , .. ,, .. . . . ... . . ,. , ,, , ... h 

b - a = log b - log a de unde h = log b - log a (x _ a) 
x-a h b-a 

şi se ia 
log b - log a 

. log x = log a+ h = log a + (x - a) 
b-a 

„Judecata" este următoarea : 

Dacă numărul creşle de la a Ia b, logaritmul creşte de la log a la log b; dacă 
numărul creşte de la a la x, logaritmul va creşte cu un număr necunoscut h. 
Numărul h se află considerînd creşterile funcţiei logaritmice proporţionale cu creş
terile argumentului. Aceasta revine la a înlocui log x prin polinomul clin (1'). Îr. 
adevăr, în cazul cînd f(x) = log x, relaţia (1') devine (1"). 

4.3. 7. l\1etoda tangonfai. Fie 

f(x) =O 

o ecua~ie care admite o singură rădăcină în intervalul (a, b). Presupunem 
că funcţia f este derivabilă în intervalul [a, b]. Ducem în punctul M 
(fig. 23) tangenta la curba y = f(x). Punctul T în care tangenta taie 

axa Ox ne dă o valoare 
aproximativă a rădăcinii. !I 

a 
D 

Fig. 23 

V Ni 
7 

li : 
I 

1 
I 
I 
I ., 
I 
I 

'b 
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Pentru a calcula abscisa 
punctului T, scriem ecuaţia 
tangentei la curbă în punc
tul M (a, f(a)). Coeficientul 
ei unghiular este f"(a), deci 
ecuaţia este 

y - f(a) = f'(a) (x - a). 

Punem aici y= O şi obţinem 

h = x - a = - f(a) ·• 
f'(a) 

~ 

Numărul h = x - a este măsura algebrică a vectorului AT, el 
reprezintă corectura care trebuie adăugată la ci pentru a obţine o valoare 
aproximativă a rădăcinii. 

Se poate duce tangenta in punctul N(b, f(b)). Ecuaţia ei este 

y - f(b) = f'(b) (x - b). 

Pentru y = O ea ne dă corectura 

k = X - b = - f(b) 
f'(b) 

care trebuie adunată cub pentru a obţine abscisa punctului T'. Valoarea 
astfel obţinută este de asemenea o valoare aproximativă a rădăcinii. 
Pentru a şti care din cele două tangente dă un rezultat mai bun, se 
poate folosi graficul funcţiei: se duc tangentele în M şi N la grafic şi se 
alege tangenta care taie axa Ox într-un punct mai apropiat de P. 

Ca şi la metoda coardei, sensul el'orii este dat de forma curbei (v. 
fig. 19-22). In cazul figurii 23, ambele valori sint aproximative prin 
ada0s. 

Această metodă se numeşte şi metoda lui Newton. 
4.3.8. Exemplu. Reluăm ecuaţia 

f(x ) = x3 
- 2x - 9 = O 

care are o singură rădăcină în intervalul (2, 3; 2, 4). Avem: 

deci 

a = 2,3 f'(a) = - 1,433, f'(x) = 3x2 - 2, f'(2,3) = 13,87, 

h = _ f(a) = _ - 1,to33 = O 103 ... 
f'(a) 13,87 ' 

X 1 = 2,3 + 0,103 = 2,403. 

Pent ru tangenta în punctul N, avem : 

deci 

b '= 2,4, f(b) = 0,024, f'(b) = 15,28, 

k = - f(b) = - 0,021. = - o 0015 ... 
f'(b) 15,28 ' 

X2 = 2,4 - 0,0015 = 2,3985. . 

Această valoare este mai bună. 

4.3.9. Folosil·oa simultană a ambelor metode. Figurile 19-22 arată 
că punctele Q şi T se găsesc de o parte şi de alta a punctului P . 
Aceasta înseamnă că dacă una dintre cele două metode dă o valoare 
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Fig. 24 

aproximativă a rădăcinii prin 
lipsă, cealaltă dă o valoare apro
ximativă prin adaos. Acest fapt 
ne permite să ne dăm seama de 
precizia rezultatului. 

Astfel, in cazul ecuaţiei din 
exemplul tratat aici, metoda 
coardei şi metoda tangentei au 
tlat rezultatele 

X = 2,3983. .. Şi X = 2,3985, 

primul prin lipsă, iar al doilea 
prin adaos. Deci , rădăcina se 
găseşte intre aceste două numere. 
Rezultatul este 

X = 2,3984 (± 0,0001). 

Subliniem că aproximările date de metoda coardei şi metoda lui 
Newton sint Cl.e sens cont rar numai ciLă Vl'eme derivata a doua işi păs
trează semnul in intervalul (a, b). Situaţia nu mai este aceeaşi dacă 
curba are un punct de inflexiune în intervalul (a, b). Astfel, in cazul 
figurii 24 punctele Q şi T sint de aceeaşi parte a punctului P. Ambele 
metode dau valori aproximative prin adaos. . 

4.3.10. Aplicarea i·epetată a celo1· două metode. Cele două valori 
aproximative, una prin lipsă şi cealaltă prin adaos, ne arată că răd ăcina 
se află într-un interval mai mic (a', b'). Putem aplica din nou cele două 
met ode şi să găsim un nou interval (a", b") ş.a.m.d. Procedeul se poate 
repeta de cite ori vrem, obţinindu-se o precizie din ce în ce mai mare. 

Vom face acest lucru in cazul ecuaţiei 

f(x) = x3 - 2x - 9 · O. 

Am aflat că rădăcina ei este cuprinsă intre 2,3983 şi 2,3985. Zeci
mala a patra se determină printr-un singur sondaj, calculînd valoarea 
polinomului pentru x = 2,3984. Se obţine 

((2,3984) = - 0,000429572096 < o, 
deci rădăcina se găseşte în intervalul (2,3984; 2,3985). 

Aplicăm metoda coardei. 

a = 2,3984, f (a) = -0,000429572096, 

b = 2,3985, f(b ) = 0,001096196625, 

corectura este 

h = - 0,0001 . (-0,00,04'29572096) = o 00002815446.„ 
0,001525768721 , ' 
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deci 

Xc = 2,39842815446 (prin lipsă). 

Aplicăm metoda tangentei, şi anume luăm tangenta in pun~tul de abscisă 
b = 2,398~, căci s-a văzut (4.3.10) că dă un rezultat mai bun. 

f'(x) = 3x2 - 2, f'(b) = 15,25840675. 

Corectura este 

k - - 0,001096'196625 = - o 0000718421... 
' - 15,2581,.0675 , ' 

deci 

x1 · 2,3985 - 0,0000718421 = 2,3984281579 (prin adaos). 

Cele două rezultate au 8 zecimale comnne. Rotunjindu-le la 9 cifre, 
cifra a 9-a din Xc şi Xt este, respectiv 4 şi 7, deci luînd media, 

X = 2,398428156 ( ± 1~9) • 

Exerciţii 

Separarea riidăcinilor 

1. Se consideră ecuaţia 

x3 - 3:i:2 - 9x + m = O 

în co.rem este vari11.bil. Să se separe rădăcinile reale ale ecuaţiilor care se obţin dînd 
lui m pc l'lnd valorile următoare: 

a) m = 8; b) m = -6; c) m = 30; d) m = 27. 

2. Srt se separe rădăcinile reale ale ecuaţiilor: 

a) :i;3 - yx2 + ?x - '12 = O; b) 3x 1 - 16x3 - 30x2 + 1s· = O; 
c) a·• - 5x3 - 50x + 120 = O; d) x5 

- 5x3 
- 50:i: + 10 = 01 

e) ,,;4 - 2x3 - 11 x2 + 12x + 20 = O; 
f) 3x5 - •15x'1 - 35x3 + 255x2 - 360x + 160 = O; 
g) 3xl + 8x3 - 78a;2 + 120x - 53 = O; 
h ) 2x3 - 63x2 - 774x - 120 = O. 

3. Să se separe rădăcinile reale ale ecuaţiilor: 

a) V x2 - 2x = 9 - x 2; b) V x 3 - 3x2 + ~ = ~ + 1 ; c) V x3 - 3x2 + 4 = 3 - x2
; 

2 

d) I :t.4 - 1 I = X + 2. 
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4. Să se separe prin metoda grafică rădăcinile ecuaţiilor următoare : 

a) 2·" = 3x2 ; b) 2x = x3 ; c) eX =cos x; d) sin .-i; = x2 ; e) sin x - x + 1 =O ; 
f) log x + x =O ; g) log x =sin x; h) tg x + ~: - 1 =O. 

5. Să se separe soluţiile reale ale sistemelor: 

a) x2y + y = 2, x + y = 1; 
b) ~c2y + y - x =O, x2 + y 2 = 1; 
c) x + y + z =O, xy + y z + zx = -12, xyz = -7. 

6. Să se discute în raport cu parametrul a rădăcinile reale ale ecuaţiilor urmă

t oare ':': 

a) x~ - 6x2 - 15x +a= O; b) x4 - 2x2 + a= O; c) x - i/x +a =o. 
7. Să se discute în raport cu parametrul~ rădăcinile reale ale ecuaţiilor urmă

t oare : 

a) ax2 + (a - 3) (x + 1) =O; b) ax3 - x - a= O; 
c) x3 - ax+ 1 = O; d) ax3 - 3(a + 1)x + 2(a + 1) = O. 

S. Să se discute în raport cu parametrul m rădăcinile reale ale ecuaţiilor urmă
toare : 

a) ex= x + m; b) ln x = x + m; c) sin x = x + m; d) sin x = 2x + m ; 
e) 3x = mx2-; f) tg x = mx; g) ln x = mx; h) arc tg x = mx; i) arcsin x = x + m. 

9. Se dă ecuaţia 

(a - 1)x2 - 2(3a - 1)x + Sa - 1 = O. 

Să se discute în raport cu parametrul a numărul rădăcinilor sale reale situa te 
tn in Le1·valul : 

a) [-1, 1]; b) [O, 2]; c) [3, 5]. 

10. Aceeaşi problemă în cazul ecuaţiei 

sin x + cos x = a, 

int ervalele fiind: 

11. Aceeaşi problemă în cazul ecuaţiei 

5x3 - a(5x2 - 2x - 3) = O, 

inLervalele fiind: 

a) (- oa, O]; b)J[-1, 1]; c) [ ~ ' oa l 
12. Să se discute cu ajutorul şirului lui Rolle rădăcinile reale ale ecuaţiei 

x3 + px + q = O, (p, q e R). 

* La problemele care conţin parametri se va folosi de preferinţă metoda grafică. 
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18*. a) Să se înscrie înLr-o sferă cu raza de R cm un con al cărui volum să fie 
de 7t V cm3 • Discuţie în raport cu V. 

b) Aceeaşi problemă dacă se pune condiţia ca centrul sferei să fie în interiorul 
conului. · 

c) Să se r ezolve efectiv ecuaţia în cazul V = 
25 

R
3

• * 
64 

U . a) Să se înscrie într-un cerc cu raza de R cm un triunghi isoscel a cărui arie 
să fie de S cm2 • Discuţie . 

b) Să se rezolve efectiv ecuaţia problemei în cazul S = R2• 

15. În tr-o elipsă b2x 2 + a2y 2 - a2b2 = O se duce o coardă MM' paralelă l a 
axa Ox şi capelele ei, M şi M' se unesc cu punctul B ('O , b) . Să se determine poziţia 
acestei corzi as tfel încît aria triunghiului B M M ' să fie egală cu un număr dat S . 
Discuţie . Ce legătură există între aceas tă problemă şi cea precedentă. 

lG. a) Să se înscrie într-un con cu raza de R cm şi înălţimea de h cm un cilin
dru al cărui volum să fie de 7t V crn3• Discuţie. 

b ) Să se rezolve efectiv ecuatia în cazul V = 
2
R

2

h. 
. . • 27 

17. a) Generatoarea unui con circular drept es te de a cm, volumul său este 
de 7t V cm3• Să se afle r aza şi înălţimea conului. Discuţie. 

a3 
b ) Caz particular : V = - • 

8 

18. Aria laterală a unui cort conic este de 7tS m2 , volumul său este de 7tV m3 • 

Să se tletermine raza şi generatoarea conului. Discuţie. 

19. a) Să se determine dimensiunile unui paralelipiped dreptunghic cu baza 
p ătrată ştiind că aria sa totală este de S cm2, iar volumul de V cm3. Discu .ţie . r-

b) Să se rezolve problema pînă la capăt în cazul cînd S = 
17 

2 
V2 • 

20. a) Aria totală şi volumul unui clindru circular drept sînt, respectiv, de 
7tS cm2 şi 7tV cm3• Să se afle raza şi în ălţimea cilindrului. Discuţie . 

b ) Să se rezolve problema pînă la capăt în cazul cînd V= 
78 

;{
8 · 

Aproximarea rădăcinilor 

21. Să se separe rădăcinile ecuaţiil or urm ătoare şi să se calculeze cea care s e 
află în in tervalul indicat. Prima zecimală se va determina prin fracţionarea inter
valelor, apoi se vor aplica metoda coardei şi metoda tangentei. 
a) x3 - 5x -3=0, (2 ; 3); b) x~-2x-5=0**, (2 ; 3); 
c) x3 - 3x2 + 1 = O, (O, 1) . . 

* Problemele 13-20 se consideră rezolvate dacă se formează ecuaţia şi se 
separă !'ădăcinile ei real e. 

** Exemplu tratat de Newton însuşi. 
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.2~. Să .se rezolve ecua\.iile următoare. Rădăcinile se vor separa prin metoda 
gra~1ca, a~o1 se va proceda prin fracţionarea intervalelor (4.3.2) , pînă cinel se va 
obţme un mterval a cărui lungime es te mai mică decît 1 (la primele două exei·cit.ii) 
sau <lecit 0,1 (la ultimele două) . ' 

a) lg x = sin x; h) x =cos x; c) XX = 3; d) 3:1: = x + 2 . 

. 23. Perimetr~l unui dreptunghi este de 12 cm. Volumul corpului născut. pi·in 
ro tll'ea dreptungluului în jurul unei laturi este de 107t cm3 • Se cer laturile dreptun
ghiului. 

24. Într-un triunghi dreptunghic, diferen~a dintre ipotenuză şi o catetă este 
de 5 m, aria triunghiului este de 4 cm2• Se cere o catetă a triunghiului. 

25. (Problema l!ti Arhimede) . Să se taie o sferă cu un plan astfel încît volumul 
părţii din sferă situată de o parte a planului să fie a n-a parte din volumul sferei . 

Cazuri particular? : a) n ~ 3 !împărţirea unei sfere în trei părţi echivalente); 
b) n = 4 (împărţirea unei emisfere in două părţi echivalente) . 

26. Pînă la ce adîncime se scufundă în apă o sferă făcută dintr-un material 
cu densitatea p = O, 7. 

27. Să se ducă într-un semicerc printr-un capăt al diametrului o coardă carn 
să împartă semicercul în două părţi echivalente (de aceeaşi arie) . 

.28. Să se ducă într-un semicerc o coardtl paralelă cu diametrul care să împartă 
semicercul în două părţi echivalente (de aceeaşi arie) . . 

. 21). Să ~e duc~ într-un cerc o coardă AB astfel încît lungimea arcului AB să 
f10 dublul d1stanţe1 de la centrul cercului la coardă. 

SO. Să se ducă într-un cerc o coardă AB astfel încît lungimea arcului AB să 
fie dublul lungimii corzii AB. 

. Bl. Se consideră un cerc cu diametrul AB şi t angenta în punctul B. Prin punc
~ul A se. duce o ~emidreaptă şi se no tează cu C şi D respectiv punctele ci de 
intersecţie cu semicercul şi cu tangenta în B . Să se determine unghiul CAB = x 
astfel încît lungimea segmentului BD să fie dublul lungimii arcului BC. 

32. Se consideră un triung'hi dreptunghic OAB (Â = 90°). Se duce un arc 
de cerc cu centrul în O şi cu raza OA, şi se notează cu C punctul lui de intcrseclie 
cu OB. Să se determine unghiul O astfel tncît aria sectorului OAC să fie jumăt;te 
din aria triunghiului OA B. 
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Capitolul V 
- -----------------------.: 

Structuri algebrice 

5.1. Legi de compoziţie interne 

5.1.1. Inti·oducere. Matematica, din cele mai vechi timpuri, s-a 
dezvoltat în strînsă legătură cu ideea de calcul. Documentele aele mai 
vechi, rămase de la egipteni şi babilonieni, dovedesc că aceştia erau în 
posesia unui sistem comple~ de reguli de calcul privind numerel~ întregi 
pozitive, numerele raţionale pozitive, lungimile, ariile, volumele, ecu
aţiile de gradul întii şi doi. Aceste reguli, date fără nici o justificare, 
erau enunţate în cazuri particulare, numerice, dar nu lăsau nici o îndo
ială asupra generalităţii lor. In această etapă regulile de calcul aveau 
menirea de a oferi un mijloc de a afla rezultatul unui calcul, în care 
intervin operaţiile aritmet ice uzuale cu numere date efectiv. Primele 
enunţuri cu caracter general şi încercări de justificare ale regulilor de 
calcul se int îlnesc la greci (Euclid, Diophante). Apariţ,ia algebrei, carac
terizată prin introducerea notaţ,iei cu litere a elementelor care intervin 
în probleme, a permis enunţarea unor reguli generale de calcul (referi
toare la numere pozitive şi negative, precum şi la unele mărimi nume
rice - lungimi, arii, volume). ln această nouă etapă se fac tot calcule 
cu numere, dar operaţ,iile aritmetice uzuale se aplică şi unor numere 
neprecizate efectiv, notate cu litere. 

Perfecţionarea continuă a nota·ţiilor matematice (notaţiile folosite 
azi le datorăm aproape in întregime matematicienilor Viete, sec. XVI 
şi Descartes, sec. XVI I), precum şi apariţia unor noţiuni noi de natură 
foarte variată (polinoame, vectori, permutări, matrice etc.), cu care 
se calculează după reguli analoage regulilor de la numere, au determinat 
pe matematicieni să reflecteze asupra principiilor generale care stau 
la baza calculului, indiferent că acesta se face cu numere sau cu alte 
elemente. Apare necesitatea de a se face un studiu al operaţiilor în gene
ral, fără a se ţine seama de natura obiectelor cu care se operează, ast fel 
încît rezultatele obţinute să fie aplicabile şi in cazul operaţiilor uzuale 
cunoscute în mulţimi concrete. 

ln rezumat, evoluţia noţiunii de operaţie a trecut prin următoarele 
faze : 

1) operaţii determinate cu elemente determinate (numere) - obiec
tul aritmeticii; 
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2) operaţii determinate cu elemerţte determinate şi nedeterminate 
-(numere) - obiectul algebrei elementare; 

3) operaţii nedeterminate cu elemente nedeterminate - obiect al 
algebrei abstracte. 

în acest manual vom face un studiu al operaţiilor în general, subli
niind acele proprietăţi care permit pe de-o parte să justificăm dintr-un 
punct de vedere 1J.nitar unele reguli ale algebrei elementare, iar pe de 
altă parte să aplicăm aceste reguli, sau numai o parte dintre ele, şi în 
·cazul unor mulţimi ale căror elemente nu sînt numere. 

5.1.2. Pentru a face un calcul, cu notaţiile şi convenţiile folosite 
în zilele noastre, se operează succesiv cu două elemente scrise alăturat 
in t extul respectiv şi considerate de la „stînga la dreapta", ordinea in 
care se calculează fiind indicată de parant eze. Parantezele se pun astfel 
încît, la fiecare etapă a calculului, să se opereze cu două elemente scrise 
.alăturat. Sînt cazuri cînd pe baza unor conven-ţii parantezele se omit. 

Să no referim acum la operatjile aritmetice cu numere naturale. 
.A d u n a r e a, in mulţimea N a numerelor naturale, aso.ciază, in 

mod unic, oricărui cuplu (x, y) de numere naturale, numărul natural 
X+ y. . 

I\'.[ulţimea cuplelor (x, y), unde xEN, y E N este produsul cartezian 
N X N. Corespondenţa (x, y)-+ x + y determină o funcţie definită pe 
N X N cu valori în N. Aşadar, adunarea în N este o funcţie definită pe 
mzilţimea N X N cu palori în N . 

J n mu lţ i re a, în mulţimea N asociază (în mod unic) oricărui 
.cuplu (x, y) de numere naturale, numărul natural x • y. 

lnmiilţirea în N este o funcţie definită pe produsul cartezian N X N 
cu CJalori în N . 

S c ă d e r e a, în mulţimea N a numerelor naturale, asociază (în 
mod unic) numai la anumite cuple (x, y ) de numere naturale (cele în 
care x > y), un număr natural, notat x - y. 
Mulţimea cuplelor (x, y) de numere naturale, în care x > y consti

tuie o parte a produsului cartezian N X N. 
Corespondenţa (x, y)-+ x - y determină o funcţie definită pe o 

parte a produsului cartezian N x N cu valori în N. 
Aşadar, scăderea în N este o funcţie definită pe o parte a produsului 

cartezian N X N cu valori în N . 
1 m p ă r tir ea în N asociază numai la anumite cuple (x, y) de 

numere natu~ale (cele în care x este multiplu de y) un număr natural 
no ~at x : y. 

Mulţimea cuplelor (x, y), unde xEN, yEN şi x este multiplu de y 
este o parte a produsului cartezian N X N. Aşadar, împărţirea în mul
ţimea N a numerelor naturale este o funcţie definită pe o parte a produ
. siilui cartezian N X N cu Palori în N. 
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La toat e operaţiile , în mulţimea N , cercet ate mai inainte s-a obser
vat o caracteristică comună : existenţa unei reguli pe baza căreia la orice 
cuplu sau la anumit e cuple de numere din mulţimea considerată (mul
ţimea numerelor naturale) se poate asocia în mod unic un număr din 
aceeaşi mulţime. Cum N X N c N X N(N X N este o parte a mulţimii 
N X N), putem spune că oricare dintre operaţiile aritmetice studiate 
este o funcţie definită pe o parte a produsului cartezian N X N cu CJalori 
în N. Mulţimea N n-a jucat un rol esenţial în consideraţiile anterioare. 
Dacă în loc de mulţimea N se consideră mulţimea Z a numerelor întregi, 
sau mulţimea Q a numerelor raţionale, sau mulţimea R a numerelor 
reale, sau mulţimea C a numerelor complexe, oricare dintre cele patru 
operaţii aritmetice va fi considerată tn mulţimea respectivă, ca o 
funcţie definită pe o ·parte a produsului cartezian Z X Z, respectiv 
Q X Q, R X R, C X C cu valori în Z, respectiv Q, R, C. 

Reţinînd ce a fost esenţial în operaţiile aritmetice studiate mai 
înainte sîntem conduşi, în mod natural, la o noţiune cu caracter general, 
aplicabilă şi in mulţimi care nu sînt format e din numere, noţiunea de 
lege de compoziţie internă, prin care se extinde noţ.iunea de operaţie 
aritmetică. 

DEFINIŢI E . Se numeşte lege de compozi ţie i nternă între elemen
tele unei mul ţimi M, o ap l icaţie f defini t ă pe o parte a produs ului 
cartezian M X M cu valori în M. 

In loc de lege de compoziţie internă se mai spune operaţie algebrică 
internă. O lege de compoziţie între elementele unei mulţimi M se mai 
spune că . este definită pe M. 

Elementul corespunzător unui cuplu (x, y) prin funcţia f se numeşte 
compusul lui x cu y şi se notează scriind succesiv, x, un semn numit 
semnul legii de compoziţie şi y (semnul dintre x şi y. este acelaşi pent ru 
toţi compuşii pentru o lege de compoziţie dată). Compusul lui x cu y 
poate fi notat tn diverse moduri, ca de exemplu: x Ţ- y, x J_ y, x * y , 
xoy, x!J.y. 

Se poate tnttmpla ca o lege de compoziţie să prezinte unele analogii 
cu adunarea numerică şi atunci se foloseşte pentru notarea compusului 
lui x cu y, tot semnul x + y. Elementul x + y se va numi suma lui x 
cu y, iar elementele x şi y se vor numi termenii sumei. Se spune în 
acest caz că legea de compoziţie este notată .aditi(J. O lege de compoziţie 
notată aditiv se va numi tot adunare. 

Dacă legea de compoziţie prezintă unele analogii cu înmulţirea 
numerică, atunci compusul dintre x şi y se notează uneori cu x · y · 
sau xy . şi se numeşte produsul lui x cu y, elementele x şi y numindu-se 
factorii produsului. In acest caz se spune că legea de compoziţie este 
notată multiplicativ. O lege de compoziţie notată multiplicativ se va 
numi tnmulţire • 
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Se spune lege de compoziţie „internă", deoarece compusul a două elemente 
dintr-o mulţime dată es te un element din aceeaşi mulţime. Algebra studiază în 
afară de legile de compoziţ.ie interne, şi legi de compoziţie externo, prin care se 

compun elementele unei mulţimi de bază cu elemente dintr-o mul~ime auxiliară, 
obţinîndu-se un element tot din mulţimea de bază (exemplu: înmulţirea vecto-

...,. 
rilor cu numere reale este o lege de compoziţie externă prin care la orice cuplu (°', v) 

..... ..... 
format din numărul real O'. şi vectorul v îi corespunde vectorul °'v). 

Dacă legea de compoziţie considerată într-o mulţime M face să 
corespundă la orice cuplu (x, y) din mulţimea respectivă un element 
din aceeaşi mulţime (funcţia corespunzătoare este definită pe produsul 
cartezian M X M), se spune că legea de compoziţie este peste tot defi
nită. O lege de compoziţie internă peste tot definită asociază la orice cuplu 
de elemente din M un element şi numai unul din M . 1n cazul cînd există 
cel puţin un cuplu (x, y) de elemente din mulţimea considerată căruia 
nu-i corespunde, prin legea de compoziţie dată, nici un element (din 
aceeaşi mulţ,ime), legea de compoziţie n u este peste tot definită. (In acest 
caz se presupune, evident, că este definit cel puţin un compus.) 

Cele mai frecvente legi de compoziţie studiate în acest manual vor 
fi legile de compoziţie peste tot definite. Vom intilni des cazuri cînd 
legea de compoziţie este astfel dată, incit nu este evident că ea este 
peste tot definită. În aceste cazuri, pentru a demonstra că legea este peste 
tot definită, trebuie să CJerificăm că oricare ar fi x şi y din mulţimea consi
derată, compusul lui x cu y este un element clin aceeaşi mulţime. 

Exemple: 

5.1.3. Operaţiile aritmetice, considerate pe diverse mulţ,imi de numere, 
sint legi de compoziţie interne. 

5.1.4. O lege de compoziţie definită pe mulţimea {a, b, c}. 
In unele cazuri vom defini legile de compoziţie cu ajutorul unui 

tabel format din linii şi coloane. De exemplu, în tabelul (1), este dată 
o lege de compoziţie definită pe mulţimea {a, b, c}, şi notată cu semnul 
Ţ (semnul legii de compoziţie se trece in colţul din stinga) 

-r a b c 

a 
b 
c 

a 
c 
b 

b 
a 
b 

Tabe lul 1 

a 
b 
b 

Compusul unui element cu un alt element se 
citeşte la intersecţia dintre linia primului ele
ment şi coloana celui de-al doilea element. 

Avem, de exemplu a -r b = b, b -r a = c, a -r (b Ţ c) = a T b = b. 
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5.1.5. &uniunea, intersecţia. Fie E = {1, 2}. Mulţimea ~(E) a 
păr~ilor lui E are ca elemente mulţimile: - -

0 (mulţimea vidă), 

A = {1}J B = {2}, 
E = {1, 2}. 

Aşadar, ~(E) = { 0 , {1 }, {2}, {1, 2}} = { 0, A , B, E}. 
I~ mulţimea ~(E), asociind oricăr?-i cuplu (X, Y) de părţi a lui E 

mulţunea X U Y (tabelul 2), respectiv X n Y (tabelul 3) definim două 
legi de compoziţie peste tot definite. 

u 0 A B E n 0 A B E 
0 0 A B E 0 0 0 0 0 
A A A E E A 0 A 0 A 
B B E B E B J21 0 B B 
E E E E E E 0 A B E 

Tabelul 2 Tabelul 3 

_P.ro~edînd analog, pu~em înzestra .Jl!-ulţimea ~(E) a părţilor oricărei 
mulţ1m_1 E_, cu do1:1ă legi de compoz1ţ1e peste tot definite, reuniunea, 
respectiv mtersecţia. 

. 5.1.6. C~mptme~~a funeţiil~r. Fie E o mulţ~me şi funcţiile f: E-+E 
şi g : E-+ E. Asocund cuplunlor (g, f), funcţia go f: E-+ E definim o 
lege de compoziţie peste tot definită 1n mulţimea funcţiilor definit e 
pe E cu valori. în E. Reamintim că fun~ţia g of realizează corespondenţa 
::c -+ g(f(x)), adică (g of) (x) = g(f(x)) ŞI că aceste funcţii se reprezintă 
în diagrame ca cele din figurile 25 şi 26 (săgeţile punctate indică cores
ponde~ţa realizată de g of). 

In diagrama corespunzătoare compunerii g of se desenează înt îi 
f şi apoi g. , 

1:.· 

.f 

· / gof \. e"- - -- - --- - ~f. gof 
X --------~9(frX)} 

Fig. 25. Fig. 26. 
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De e,xemplu, in mulţimea. funcţiilor definite pe li. cu ve).ori 
să considerăm funcţiile : ' 

Avem: 

f(x) = 3x + 2 (f: x-+ 3x + 2)*, 

g(x) = x2 + 5x (g : x-+ x2 + 5x). 

(f 0 g) (x) = f(g(x)) = 3g(x) + 2 = 3(x2 + 5x) + 2 = 
= 3x2 + 15x + 2. 

fog: x-.3x2 + 15x + 2. 

(g 0 f) (x) = g(f(x)) = [f(x)]2 + 5f(x) = (3x + 2)2 + 
+ 5(3x + 2) = 9x2 + 27x + 14. 

g of : X ~ 9x2 + 27 X + 14. 

Se observă că: f 0 g =/= g of . . 

în~ 

5.1.7. Clompunerea permutărilor. Reamintim că se numeşte permu
tare asupra mulţimii E = { 1, 2, 3, ... , n} orice aplicaţie biunir;ocă 
II: E _,. E (fi> aplicaţie cu proprietatea: i =I= j ~ II( i) =/= II(j) ). 

O permutare asupra lui E care realizează corespondenţa 1 -+ e1, 

2-+ e2 , „., n·-+ en se notează prin semnul: 

(
1 2 ... n) 
et e2 . •• en • 

Numerele e1 , e2, „ ., en sînt numerele 1, 2, .. , n, luate o singură dată 
eventual în altă ordine decît ordinea naturală. întrucît in determmarea 
unei permutări nu interesează dectt corespondenţa realizată de aceasta, 
putem scrie elementele din linia întîi în orice ordine, avînd însă grijă 
ca în linia a doua să scriem imaginile corespunzătoare elementelor 
scrise deasupra. 

De pildă, pentru permutarea asupra mulţimii {1, 2, 3, 4} care reali
zează corespondenţa 1-+ 2, 2-+3, 3-+1, 4-+ 4, putem folosi notaţiile: 

(1 2 3 4) sau (1 2 4 3) sau (4 1 2 3) etc. 
2 3 1 4 2 3 4 1 4 2 3 1 

Scopul acestui paragraf nu este de a studia în amănunţime compu
nerea permutărilor (această chestiune va fi reluată), ci de a da tehnica 
de compunere a două permutări asupra uJ?,ei mulţimi. Pentru simplitatea 
expunerii vom considera permutările particulare. 

II (
1 2 3 4) . (1 2 3 4) lt' „ {1 2 3 4}' = · ş1 a = , asupra mu im11 , , , . 
3.124 2143 , 

* Prin notaţia f : x -> 3x + 2 se exprimă faptul că funcţia f face să cores
pundă elementului x, elementul 3x + 2. 
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1 -
N e propunem să determinăm permutarea II o a = ( 

1 2 3 4
) o 

. 3 1 2 4 

o (1 2 3 4). Avem, de exemplu, (II 0 a) (4) = II(cr(4)) = II(3) = 2. 
2 1 4 3 

Deci pentru a afla imaginea elementului 4 prin II o cr, aflăm întîi im aginea 
cr(4) a lui 4, prin cr, imagine care est.e 3, apoi imaginea lui cr(4) = 3, 
prin rr, imagine care este 2. 

Avem: 

(
1 2 3 

IIocr = 3 1 2 

lI 

~)o G 
a 

Se ci teste astfel: 
1) lui i îi corespunde , prin cr, 2, lui 2 îi c0l'espunde, prin II, 1, deci 

lui 1 ii corespunde, prin II o a, 1. . 
2.) lui 2 îi corespunde prin cr, 1, lui 1 îi corespunde, prrn II, 3, deci 

lui 2 ii corespunde, prin II o a, 3 etc. . . . . . 
5.!1..8. Adunarea vectorilor de poziţie. Mulţimea vectorilor srtuaţ1 

int r-uu plan P care au aceeaşi origine O se numesc r;ectori de poziţie. 
1n această multime adunarea (care se face după regula paralelogramu
lui - figura 27) este o lege de compo~iţie peste tot definită (suma a 

-+ 

doi vectori de poziţie fl,Ste un vector de poziţie) . Suma dintre vectorul v1 

-+ -+ -+ 
si vectorul v2 se notează cu v1 + v2• 

' Ne-am referit numai la adunarea vectorilor care au aceeaşi or1gme. 
În cazul cînd vectorii nu au aceeaşi origine, adunarea se poate reduce 
la adunarea a doi vectori cu aceeaşi origine, considerîndu-se vectori 
echipolenţi, cu originea comună. 

5.1.9. Transformă.ri punctuale. Compunerea tl'anslaţiilor şi rotaţiilor. 
În acest paragraf vom înţelege prin transformare punctuală a planului 
P, o aplicaţie f: P -l- P (o transformare punctuală a planului P este 
o funcţie care face ca oricărui punct din planul P să-i corespundă un 
punct şi numai unul din acelaşi plan). · 

CQmpunerea a două transformări punctuale ale planului P este t ot 
o transformare punctuală a planului P. 
Aplicaţia identică a mulţimii P 

(funcţia care face ca oricărui punct 
M din plan să-i corespundă tot M) 
este o transformare punctuală a pla
nulill P. 

Se numeşte translaţie de (lector ~ O 
o aplicaţie rt : P -+ P care face ca 
oricărui punct M (respectif' N) să-i 
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Fig. 27. 



Fig. 2J. 

corespundă un punct M' 
(respectiv N'), astfel încît --vectorul MM' (respectiv --N N') să fie echipolent 

-+ 
CU V (fig. 28). 

Aplicaţia identică a 
planului P este transla
ţia de vector nul (t"ti). 

Compunerea a două translaţii tj, şi tj, este tot o translaţie. Vom 
justi fica această affrmaţie urmărind diagrama din fi gura 29 (pentru 
compunerea r:, o t"t, se desenează intii t't, şi apoi t-;:;. Se observă că: 

Aşadar, în mulţ,imea T a transla ţiilor planului P, compunerea este 
o lege de compoziţie peste tot definită. 

R o ta ţi a. Se numeşte rotaţie de centru O şi unghi « (unghiul oe 
considerat orientat) o transformare punctuală care face ca punctului O 
să-i corespundă tot O şi oricărui p unct Jlf (respectiv N) să-i corespundă 
un punct M' (respectiv N') astfel fncîl OM = OM' (respectiv O!V = 

............... ............... 
= ON') şi MOM' =oe (respectiv, NON'= a.) (fig. 30). 

Punctul O se numeşte centrul de rotaţie, iar unghiul oe se numeşte 
unghi de rotaţie. 

Rotaţia al cărui unghi de rotaţie este O este t ransformarea identică 
a planului. 

Se observă că o modificare a unghiului prin adăugirea sau scăderea 
unui mulLipln de 27t, nu schimbă rotaţia în sensul că corespondenţa 
rămîne aceoa~i (fig. 31). · 

Notăm roLaţia de unghi cc cu R(oc). 
Avem: R (a.) = R( cc. + 2lm) (k =O, ± J, :'.. '.\ ... ). 
De exemplu: 

R (f) = R ( ~ + 2rr) sau 

R (..'.:.) = R ('131::.) (În grade, R (30°) = n(.100°).) 
6 ' 6 
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Fig. 30. Fig. 31. 

Compunerea a două rotaţii (de acelaşi centru O) est e tot o rotaţie 
de centru O (fig. 32). 

Se observă că R(rJ.) 0 R(p) = R (a. + ~). 
De exemplu, R(120°) o R (270°) = R(120° + 270°) R(390°) = 

= R(30°), (30° = 390° - 360°). 

5.1. '10. Adunarea si înmuJtirea matrlcclor. Modul curn se face ar:lu
narca şi înmulţirea ~atricelo'r îl presupunem cunoscut din anul III. 
In muliimea matricelor pătrate de ordinul n adunarea este o lege de 
compoziţie peste tot definită, căci snma a două matrice pătrate <le ordi
nul n es te o matrice pătrată de ordinul n (manualul de algebră pentru 
anul III). 

in mult,imea mat ricelor pătrate de ordinul doi, avem, de exemplu: 

11
1 31· + 1; 3 
4 9 114 

ln mll !t.imca mat.ri(·dor pli.Lral.e de ordin ul n înmulţirea este o lege 
de e<1mpozi(.io pes te tut definită, e;J.ci produs1il a două m atrice pătraLc 
de nt'<lin11 l n 1~stc o m att·ice p ttLra LD. de ordinul n (manualul de algebră 
pon:.1 i t a.1111 ffI). 

b1 1 nul~iwea ma t.ri celor pătraLo de or·dinul doi, avem, de exem plu : 

2 311 I' 6 7 ·1 
i: 4 s i · 11 s 9 !I = 

112 · 6 + 3·8 2·7+3 ·9 11 1'3641'1 - 1 1- 1 . 
- 4. ·6 +5 ·8 4 ·7 +5 ·91 - 1164731 

5.1. J 1. Adunarea şi înmulţi.rea po
linoa.meJor. în mulţimea polinoamelor 
cu cooficienLi într-o multime do nu
mere reale ;au complexe,' adunar·ea şi O 
inmul ţ.irea sînt iegi ele compo zi ~ie in-
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terne. Vom reveni cu mai multă precizie, asupra polino'amelor, în 
cadrul paragrafului Inele de polinoame. 

5.1.12. Clase de resturi. lmpÎ1rţirea cu rest în multimea numerelor 
întregi. In cazul numerelor întregi este adevărată ~rmătoarea pro
prietate: 

Fiind date două numere întregi a şi b =I= O, există un singur număr 
întreg q şi un singur număr întreg r >-O, astfel incit 

(a) a= b · q + r şi (b) O<. r < !bi. 

Numărul întreg a se numeşte deîmpărţit, numărul întreg b =I= O se 
numeşte împărţitor, numărul intreg q se numeşLe cilul impărţirii lui a 
la b, iar r se numeşte restul împărţirii lui a la b. 

Exemple. a) Citul împărţirii numărului -17 la 5 este -4, iar restul 
3, căci -17 = 5 · (-4) + 3 şi O< 3 < 5. b) CîLul împărţirii numă
rului -23 la -5 este 5, iar restul 2, căci -23 = (-5) · 5 + 2 şi 2 < 
< 1-51. 

Observare. Dacă b = O, nu există numerele q şi r satisfăctnd condiţiile citu
lui şi restului. Într-adevăr, relaţia r < I b I. devine r < O, ori în enunţ s-a presu
pus r >- O. 

Clase de resturi modulo m . Fie m un număr natural. Împărţim mul
ţimea numerelor întregi în clase în modul următor: o clasă este formată 
din toate numerele întregi care împărţite la m d,au acelaşi rest. O astfel 
de clasă se numeşte clasă de resturi modulo m. Deoarece resturile împăr
ţirii la m sînt numerele 0,1,2 ... , m - 1, avem m clase disjuncte de 
resturi modulo m. Numerele intregi din clasa corespunzătoare restului 
O sînt numerele întregi de forma mk (lcEZ), numerele întregi din clasa 
~respunzătoare restului 1 sînt numerele întregi de forma mlc + 1 etc. 

Exemple. Clasele do resturi modulo 4 sint urmăLoarele: 

C0 = { ... , - 8, -4, O, 4, 8„.} = {47c I k E Z} 

- mulţimea numerelor întregi care împărţite la 4 dau restul O. 

C1 = {.„ -7, -3, 1, 5, 9, ... } = {4k + 1 I k E Z} 

- mulţimea numerelor întregi care împărţite la 4 dau restul 1 . 

C2 = { ... -6, - 2, 2, 6, 10, .„} = {4k + 2 I le E Z} 

- mulţimea numerelor întregi care împărţite la 4 dau restul 2. 

C3 = {„. -5, -1, 3, 7, 11, .„} = {4k + 3 I k E Z} 

- mulţimea numerelor întregi care împărţite la 4 dau restul 3. 
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Oricare număr dintr-o anumită clasă se numeşte reprezentant al 
acelei clase. De exemplu, în cazul claselor de resLuri modulo 4, numerele 
-2, 2, 6, 10 sînt re::_1rezentanţi ai clasei C2• 

Dacă x este un reprezentant, al unei clase de resturi, atunci aceasta 
I\ • 

so mai notează cu x. Cum într-o clasă există mai mulţi reprezentanti o 
clasă poate fi notată în mai multe feluri. · ' ' 

De exemplu, in cazul claselor de resturi modulo 4, clasa C3 poate 
I\ I\ I\ 

fi notată de pildă prin 3, prin 7, prin -1 etc. 
Pentru notarea ur Ji clase se preferă de obicei cel mai mic reprezen

tant pozitiv (restul impărţirii la m). De exemplu, clasele de resturi 
" I\ /\ I\ 

modulo 4 pot fi notate astfel: O, 1, 2, 3. 

A d ii nare a. l n mulţi re a. In mulţimea claselor de resturi 
modulo m, definim două legi de compoziţie, una notată adi·tiv si a doua 
notată multiplicativ, în modul următor: ' 

I\ I\ ............... 

a+ b =a+ b, 
A I\ /'-.., 

a · b =a · b. 

I\ I\ 

Se observă că suma, respectiv produsul, dintre clasa a şi b este 
exprimată cu ajutorul reprezentanţilor a şi b. Se poate arăta că oricare 

A I\ 

ar fi reprezentanţii aleşi pentru clasele a şi b, clasa sumei, respectiv a 
produsului este ac·eeaşi. 

De exemplu, în cazul claselor de resturi modulo 4 avem: 

I\ I\ /"-... I\ 

2 + 3 = 2 + 3 = 5, 
I\ I\ ............... A 

2. 3 = 2. 3 = 6. 

I\ I\ 

Alegînd pentru clasa 2, ca reprezentant pe 6, iar pentru clasa 3 ca 
reprezentant pe -5, obţinem: 

I\ ............ ~ I\ 

6 + (-5)-= 6+(-5) = 1, 

A ............ ~ ............... 

6 ·(-5)=6·(-5)= -30. 

Suma, respectiv produsul, nu depinde de alegerea reprezentanţilor 

fl •• v •5" 1A • 61\ ............... o os1ţ1, cam = , respectiv = -30. 
In mod uzual, cînd se fac calcule cu clase de resturi, se preferă 

cei mai mici reprezentanţi pozitivi. 
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De exemplu in cazul claselor de resturi, modulo 7, se iau ca repre-
' /\ A 

zenLan\. i unul din numerele O, 1, 2, 3, 4, ~· ?· Pentruv a calcula 5 + 6_ 
se p rocedea:.:ă asLfel: 5 + G = 11, 1.1 imparţit la 7 da restul 4; deci 

5 + 6 = 4. Pentru a afla produsul a cestor clase, se procedează astfel: 
" " " 5 . G = 30, 30 împărţit la 7 dă restul 2; deci 5 · 6 = 2. . 

Di:î m mai jos tab elul adunării şi tabelul înmulţirii claselor de restun 
rootli1lo 5. 

_+:_I __ 0 __ _ 1 __ 2 _ _ 3 ___ 4_ 
/\ A o u 
" 1 

" 2 

" " .:> 

" 4 

" 1 

" 2 

" 3 

" 4 

" 1 

" 3 

" 4 

o 

" 2 " 4 

" 4 

" 4 " o " 1 

" o " 1 " 2 

" " 2 3 

" o 
" 1 

" 2 

3 
4 

" o 

" o 
" o 
" o 

" 1 

" o 
" i 

" 2 

" 3 

" 2 
A 

4 

6 " o " u 

" 2 " 3 " 4 

" 4 " 1 " 3 

" 1 " 4 " 2 

" 3 " 2 " 1 

5.1.13. O lege de compozi~ie pe mulţimea R. Asociind oricărui c~~lu 
(x, y) de numere reale numărul r eal ~ T y = 2~ .+ Y + 3xy <le~1~1~ 
pe mulţimea numerelor reale H o lege ae compoz1ţ1e peste tot def1mta. 

Avem, de exemplu: 

4 T 5 = 2 · 4 + 5 + 3 · 4 · 5 = 3 + 5 + 60 = 73. 

5.1 .H. Obsenruri. 1) Fie Ţ 0 lege de compoziţie peste tot definită între ele
rnrnLcle unei mulţim i E. Dacă a= b şi a: = y, (a E M , b E M , x E M, Y E M), 

aluw·i rezultă, evident , că a T x = b T Y 

(a = b şi x = y) => a T x = b T Y· 

l n particular, dacă a e M şi x = y (x e 111., y e 1vl), atunci a T x = a T y: 

x = y =) a T x = a T Y· 

Se spune în acest caz că egalitatea a Ţ x = a T y s-a obţinut din egalitatea 
x = y , prin compunere la stinga cu a. 

Analog, x = y => x Ţ a = y Ţ a. în acest caz se spune că egalitatea x T a = 
= y Ţ 11 s-a obţinut din egalitatea x = y, prin compunere la dreapta cu a. 

Pin egalitatea a Ţ :i: = a Ţ y , nu rezultă în general, x = y. De exemplu, tn 
A/\ /\A/\. I\. 

cazul claselor de resturi modulo 6, avem 2 • 4 = 2 • 1 şi 4 =1= 1. 
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Asociativitate 

5.1.15. In p aragrafele preceden te s-a pus în evidenţă faptul că 
fiind dată o lege de compoziţi e pe o mulţime E putem face calcule şi 
cu trei, patru, sau mai mulLe elemente din E, utilizînd scrierea cu paran
teze. In general, compusul a trei sau mai multo elemente (considerat e 
într-o anumită ordine) depinde de aşezarea parantezelor. Se ştie, pe de 
altă parte, că in cazul unor legi de compoziţie definite pe mulţimi de 
numere (adunarea, inmuJţirea) parantezele pot fi omise, deoarece com
pusul es te independent de modul în care se aşază parantezele. 

De exemplu, notaţ.ia 3 + 17 + 13 poate reprezenta fie 3 + (17 + 
+ 1.3) = 3 + 30 = 33, fie (3 + 17) + 13 = 20 + 13 = 33, căci 3 + 
+ (17 + 13) = (3 + 17) + 13. 

In cazul impi'lr~irii, lipsa paean Lezelor poate duce la confuzii. De 
pildă scrierea 24 : 13 : 2 poate fi inLerpretată ca (24 : 12) : 2 = 2 : 2 = 
= 1 (aceasta este intcrp l'ctaroa curentă in a1·itmetică) sau ca 24 : 
: (12 : 2) = 24 : 6 = 4. In acest caz nu putem omite paranLczele, 
scrierea 24 : 12 : 2, fără o convenţie prealabilă, fiind ambiguă . 

Legile do compoziţie interne, pentru care putem omite paran tezele 
(calculele făcîndu-se însă de la „stînga la dreapt a") se numesc legi do 
compoziţie asociat ive. S-a constatat că dacă aşezarea parant ezelor nn 
influenţează compusul a trei elem ente, atunci compusul a patru, t in :-ii 
sau mai multe elemente (considerate într-o anumită ordine) esLe de 
asemenea independent de aşezarea p arantezelor. 

DEFI NIŢIE. O lege de compoziţie inte rnă peste tot def inită între 
elementele une i mul ţim i E , notată cu semnul i-. se numeşte asocia
tivă, dacă : 

X T (1./ T z) = (x T y) T :z., oricare ar fi e lementele x, y, z (d is· 
t inete sau nu) d in E. 

V x , y, z EE : xŢ(yŢz) = (xŢy)Ţz. 

Din definiţie rezultă că o lege de compoziţie peste tot defini r.ă intre 
elementele unei mulţimi E este neasociativă dacă există un triplet 
(x, y, z) de elemente din E astfel încît: 

x T (y T z) =/= (x T y) T z. 

Adunarea in oricare din mulţimile numerice uzuale (N, Z, Q, R, C) 
precum şi în orice mulţime de numere în care ad unarea este peste tot 
defi nită, este asociativă, căci, oricare ar fi numerele x, y, z (distincte 
sau nu) avem: 

x + (y + z) = (x + y) + z. 
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Înmulţirea este asociativă in orice mulţime de numere în care în
mulţirea este peste tot definită, căci oricare ar fi numerele x, y, z avem: 

x • (y • z) = (x • y) · z, 

Scăderea respectiv împărţirea nu sînt asociative căci, de exemplu: 
24 - ( 4 - 2) = 24 - 2 = 22 şi (24 - 4) - 2 = 20 - 2 = 18, deci 
24 - (4 - 2) ::::/= (24 - 4) - 2, respectiv 24 : (4 : 2) = 24 : 2 = 12 şi 
(24 : 4) : 2 = 6 : 2 = 3 şi deci 24 : ( 4 : 2) =I= (24 : 4) : 2. În folosirea 
scrierii cu linie de fracţie (cazul numerelor) se utilizează linii mici sau 
mari. Motivul trebuie căutat în faptul că împărţirea este neasociativă, 
linia mare de fracţie indicind pe de-o parte o operaţie, iar pe de altă 

parte jucînd rol de paranteză. De pildă, (24 : 4) : 2 = ~. 
\ 2 

5.1.16. Teorema de asociativitate". Deoarece în cazul unei legi de 
compoziţie asociative (notată cu semnul Ţ) compuşii x T (y T z) şi 
(x T y) T z stnt egali, se face convenţia ca aceştia să fie notaţi cu 
semnul x T y T z, adică: 

(x T y) T z = x T (y T z) = x T y T z. 

Se poate demonstra că în cazul unei legi asociative compus:ul a 
patru sau mai multe elemente (considerate într-o anumită ordine) este 
acelaşi oricare ar fi modul de aşezare a parantezelor. Acest rezultat 
este cunoscut sub denumirea de teorema de asociati()itate. Vom justifica 
aceastăl afirmaţie în cazul a patru elemente. 

Fie E o mulţime şi o lege de compoziţie internă în E, peste tot defi-
nită, notată cu semnul Ţ. · 

Compusul lui a cu b cu c cu d(a~E E, b E E, c E E, d E E) poate 
fi interpretat în următoarele moduri: 

( 1) (a T b) T ( c T d), 
(2) [(a T b) T c] T d, 
(3) [a T (b T c)] T d; 
(4) a T [(b T c) T d]. 
(5) a T [b T (c T d)J. 

Toţi compuşii (1), (2) , (3), (4), (5) sînt egali. Să arătăm că: 
[(a T b) T c] T d = (a T b) T (c T d) (compusul (2) este egal cu 
compusul (1)). 

Avem: [(a T b) T~c] T d = 

= [x T c] T d = (s-a notat a T b cu x) 
= (xŢc)Ţ d = 
= xŢ (cŢd) = 

= (a T b) T ( c T d) 
(s-a aplicat asociativitatea) 
(s-a înlocuit x cu a Ţ b) 
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Demonstraţia pentru celelalte egalităţi o propunem ca exercitiu. 
Oricare dintre compuşii egali (1), (2), (3), (4), (5) se notează' cu 

semnul a T b T c I d. 
În cazul unei legi de compoziţie asociative compusul a cinci sau mai 

multe elemente se notează de asemenea fără paranteze. 

5.1.ţ~. Exempl~. a) VR_euni.iinea, respecti(), intersecţia sînt legi de 
compoziţie, asociati()e, caci oricare ar fi mulţimile A , B, C a()em: 

A U (B U C) = (A U B) U C, respectiv 

A n (B n C) = (A n B) n c. 
Vom scrie, conf~rm cu convenţia deja făcută , A U B U C in loc de 

A U (B U C), respectiv (A U B) U C şi A n B n C in loc de A n (B n C) 
respectiv (A n B) n C. ' 

. vb) Comp~nerea fun?~1ilor (~.~.6) este o le~e de compoziţie asocia-
tiva în mulţ,imea funcţnlor defm1te pe o mulţime E cu valori în E. 

Într-adevăr, fie . funcţiile f': E-+ E, g: E-+ E şi h: E-+ E. 
Fie h(x) = y, g(y) = z, f(z) = t. Avem: 

(( 0 (g 0 h)) (x) = f ((g 0 h) (x)) = f(g(h(x))) = f(g(y)) = f(z) = t (fig. 33) 
Şl ((f og) 0 h) (x) = (fog) (h(x)) = (fog) (y) = f(z) = t (fig. 34). 

Aşadar, f o (~ ~ h) = (f o~) 0 h, că?i func-ţ.iile f o (g oh) şi (f o g} oh 
sînt ambele def1mte pe E, iau valori în E ş1 realizează aceeasi cores-
pondenţă: ' 

f o (g o h} : X-+ t. 

(f o g} o h : X -+ t. 

În .particular, compiinerea permutărilor (5.1.7), compunerea trans
formărilor punctuale (5.1.9) sînt legi de compoziţie asociati()e. 

c) Adunarea vectorilor de poziţie este asociativă, căci oricare. ar 
~ ~ ~ 

fi vectorii de poziţie v1, v2 , v3, avem: 

~ -> -> ....,.. ~ .... 

(v1 + V2) + V3 = Vi + (v2 + V3) • 

h 
h(.x)::!J h ~ .::r h(x)=!J 

' I .............. I / 

·"'"" I ' '~".? I / 1fo{9°h) g 'f'o;}oh / g 
I ........ I ..,...„ . .-:(09 ....... 
I ' ..... 

....... / 

f(z)=t f' g(!J}=Z • f{z)=t I .f(!f)==Z 

Fig. 33. Fig. 34. 
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d) Adunarea şi înmulţirea matric.elor pătrate de ord inul n sînt legi 
de compoziţie asociaLive , căci oricare ar fi matricele pătrate A, B, 
C, de ordinul n, avclm: 
(A+B)+C=A-1-(B+C) şi (A·B) · C=A·(B·C) (manua-
lul <le algebră pentru annl III ). 

e) Adunarea, r espec Liv înmulţirea în clasele ele resturi modulo m 
€Ste asociati11ă. Într-adevăr, 

"""~"~ ~ /\ ,..,,,......__ 
(a + b) + c = a + b + c = (a+b) + c = a+ (b+c) =a+ b + c 

= ~ + (b + ~), respectiv 

A/'\ /'\ ............... /'\~~ A ~ /'\A A 

(a · b) · c =a· b · c = (a· b) · c = a · (b · c) = lt • (h · c) =a · (b · c). 

Comutativitate 

5:1 .18. Posibilitatea schimbării ordinii elementelor oferă simplifi
cări considerabile în calcule. în cazul adunării şi înmulţ.irii numerelor 
se şi. i e că: 

x + y = y + x, respectiv x · y = y · x. 
Legile de compoziţie interne care îndepli.nesc o condiţie analoagă 

cu cca mentionată în cazul adunării si inmult.irii la numere se numesc 
legi de compoziţie comuta tive. ' · 

DEF I NIŢ IE . O lege de compoziţie inte rnă, peste tot definită int re 
e lementele unei mulţi m i E, notată cu sem nul T , este comu tativă 
dacă, oricare ar fi elementele x ş i y din E avem: 

xŢ y = YT x. 

V x, y E E: x T y = y T x. 

Din definiţie rezultă că o lege de compoziţie internă , peste tot defi
nită, între elementele unei mulţimi E, notată cu semnnl Ţ, este neco
mnLaLivă dacă exist.'t două elemente x şi y ast fe l încît : 

x Ţ y =I= y Ţ x. 

5.1.19. Teorem a de comutativitate. După cum am precizat la (5.1 .16) 
în c:.azul unei legi asociative compusul a trei, sau mai multe elemente 
este acelaşi oricare ar fi modul de aşezare a parantezelor. 

ln cazul unei legi asociative şi comutative, se poate arăta că com
pusul a trei, sau mai multe elemente este acelaşi, oricare ar fi modul 
de aşezare a parant ezelor şi ordinea în care se scriu elemenleJe. Acest 
rezultat este cunoscut sub denumirea de teorema de comutaliPitate. 
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în cazul a trei elemente compusul lui a cu b cu c se poate calcula 
în mai multe mod uri, ca de exemplu: 

(1) (a: T b) T c 
(2} (c T b) Ta 
(3) c T (a T b) 

(notaţie: a T b T c) 
(notaţie: c T b Ta) 
(notaţ.ie: c Ţ a T b). 

To(.i compuşii aceştia sint egau. Vom veriJica această afirmat.ie 
în cazul compuşi lor (l) şi (2). 

Avem: 
(c Ţ b) Ta = 

= (b T c) Ta = (co mutativitatea aplicată elemO"ntelor c şi b) 
= a T (b T c) = (comutativitatea aplicată elementelor b Ţ c şi a) 
=(a T b) T c (asociaLivitak·a) . 

. 5.1.20. EKemple. a) Renninnea şi intersecţia sint legi de compo
ziţie comutative căci, oricare ar fi mulţimile A şi B, avem : 

AU B = B U A şi A n B = B n A. 

b) Compunerea funcţiilor definite pe o mulţime E, cu valori în 
E, care are cel puţin două elemente, est e necomutativă. 

Intr-adevăr, fie x1 E E şi x2 E E , cu x1 ::/= x2 şi funcţiile f: E -+ E, 

{
xx::/=x { xx ' x g : E -+ E date prin f(x ) = ' 1 şi (g(x) = ' =p 2 

X21 X = Xi X1, X = :i.:2 
Avem f(g(xl.) ) = f(x1) = X 2 şi g(f (xi)) = g(x2) = x1 • Aşadar, fag =f= go f. 

.c) Compunerea permutărilor asupra unei mul·ţirni E cu cel puţin 
trei elemente este necomutativă. 

InLr-adevă r, fie: 

11 = (~ 2 3 4„.n) . (1 2 3 4 „. n) A 
1 3 

Şl a = • vem: 
4 „. n 3 1 2 4 „. n 

el 2 3 4 „ . n) cro ll = (~ 2 3 4 . „ n) II 0 cr = şi 
3 2 1 4 . „ n 3 2 4 .„ n 

Se observă că II o cr =I= a o II. 
d) Adunarea vcetorilor de poziţie 

--+ -+ -+ -Jo 

comutativă, căci v1 + v2 = v2 + v
1 

e) Compunerea translaţiilor şi a 
rotaţiilor sini legi de compoziţie 
comutative căci: 

este o lege 

(fig. 35). 

rompoziţj e 

v, z ,.. ... 
/ 

R(cx.) o R(~) = R(r1. + p) = 
= R(~ + ex.) = R(~} o H(a.). 

~ o -+ / 

r, 
fig . 35. 
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f) Adunarea mat ricelor pătrate de ordinul n este comutativă, căci 
oricare ar fi matricele pătrate A şi B de ordinul n, avem A + B = 
=B +A. 

Înmulţirea matricelor pătrate de ordinul n este necomutativă (ma
nualul de algebră pentru anul I II ). 

g) Adunarea, respectiv înmulţirea in clasele de resturi modulo m, 
est.e comutativă. Intr-adevăr, 

A A ./"..._ ~ A A 

a + b = a + b = b + a = b + a, respect iv 
A A ............ ............ A A 

a ~ b = a · b. = b · a = b · a. 

Ele me nt neutru 

5.1.21. Numerele O şi 1 sint „fără efect" la adunare, respectiv în-
mulţire. Mai precis : 

(a) O+ x = x + O= x, oricare ar fi x E R, 
(b) 1 · x = x · 1 = x, oricare ar fi x E R. 

Se spune că O l'\Ste element neutru pentru adunare, iar 1 est e ele-
ment neutru pentru înmulţire. 

DEF IN IŢ I E. Fie E o mu l ţ i me pe care este dată o lege de compoziţ ie 
peste t ot definită , notată cu se mnu l T-. Dacă exi st ă un element 
e E E astfel încît : 

e Ţ x =xTe= x 

oricare ar fi x E E , acesta se numeşte element neutru pentru 
legea Ţ. 

Observăţ·i. a) În cazul unei legi de compoziţie comutat ive condiţia e T :x = 

= x Te = x, poate fi înlocuită cu e T x = x sau x T e = x , căci x Ţ e = e T x . 
b) Dacă legea este notată aditiv, atunci elementul neutru se notează cu O, 

(prin analogie cu notaţia de la numere) şi se numeşte zero. Avem: x + O = O + 
+ x = x. Dacă legea de compoziţie este notată multipllcativ, atunci elemen tul 
neutru se notează cu 1 (prin analogie cu notaţia de la numere) sau cu e şi se numeşte 

element unitate. Avem x · 1 = 1 · x = x , respectiv x · e = e • x = x . 

5.1.22. Unicitatea elementului neutru 

Dacă exi stă un e leme nt ne utru e, acesta este unic. 

Intr-adevăr să presupunem că ar exista două elemente neutre e 
şi e' . Considerăm compusul e Ţ e'. 

e, fiind element neutru, avem: e Ţ e' = e'. 
e', fiind element neutru avem : e Ţ e' = e. Deci e = e'. 
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5.1.23. Exemple. a) In mulţimea părţilor unei mulţimi E, mulţi
mea vidă este element neutru pentru reuniune, iar mulţimea E este 
element neu·~ru pentru intersecţie. 

într-adevăr, oricare ar fi partea X a lui E , avem: 

XU 0 = 0U X = X, 

X n E =E n X= X . 

b) ln mulţimea funcţiilor definite pe o mulţime E cu valori într-o 
mulţime E, aplicaţia identică e a mulţimii E (e(x) = x,x E E) este 
element neutru pentru compunere. 

Intr-adevăr, dacă feste o funcţie definită pe E cu valori in E, avem : 
(e of) (x) . e( f(x)) = f(x); e o f= f (fig. 36), 

(f 0 e) (x ) = f( e(x )) = f (x); f 0 e = f (fig. 37). 
Aşadar, e o f = f 0 e = f. 
In particular, permutarea identică este element neutru, pentru 

compunere, în mulţimea permutărilor asupra unei mulţimi. 
..... 

c) In mulţimea vectorilor de poziţie, vectorul nul O est e element 
-+ -+ -+ -+ -+ 

neutru, căci v + O = O + v = v. 
d) In cazul transformărilor punctuale, transformarea identică a 

planulW. este element neutru pentru compunere. Translaţia ct de vec
tor nul este element neutru în mulţimea translaţiilor căci t"t + to = 
= t'6 + t"t = t"t. Rotaţia R(O) de unghi O este element neutru în mul
ţimea rotaţiilor de acelaşi cent ru, căci: 

R (a.) o R(O) = R (O) o R(a.) = R(a.). 

e) în mulţimea matricelor pătrate de ordinul n, matricea 

o o o 
o o „ . . . o 

110 11 este elemente neut ru pentru adunare. 

o o ..... o 
f 

~ ,-,-..... -..... ----! f(.x) 

' -!of e 
..... ..... 

...... ...... 

eof=f 
f ig. 36. fig 37. 
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Într-adevăr, oricare ar fi matricea pătrată A de ordinul 
A + li 011 =li O li+ A= A . ' 

n , avem: 

în mulţimea matricclor pătrate de ordinul n, matricea 

1 o o ... o 
o 1 o ... o 

E = O O 1 .. . 0 este element neutru pentru înmulţire, căci 

o o o ... 1 

oricare ar fi matricea A, păLi'ată de ordinul n, avem: 

A ·E=E·A =A. 

f) în mulţimeo. claselor de rosturi modulo m clasa O 
este element neutru pentru adunare, respectiv î~unulpre.' 

Intr-adevăr, 

Elemente simetrice 

I\ I\ ~ I\ 

O+ a= O+ a = a, respectiv 
"".....---...I\ 

1·a=1 ·a = a. 

I\ 

respectiv 1, 

5.1.24. Se ştie că pentru orice număr real x, există un număr real 
notat - x, cu proprieLatea: 

x+(-x)=(- x)+x = O (a). 

Pentru orice număr real x =/=O există un număr, notat _!_sau x-1, 
X 

astfel încît: 

X • X-1 = X-1 • X = 1 (b) 

E lementul - x se mai numeşte simetricul lui x pentru adunare iar 
elementul x-1 se mai numeşte simetricul lui x pentru înmulţire. ' 

DEFINIŢIE . Fie E_o mc:lţime înzestrată cu o lege de compoziţi e, 
notată cu se mnul I , faţa de care există element neutru e. Un ele
ment ~' E lf _!_e numeşte simetricu! lui x pentru legea Ţ, dacă 
x I x = ::r: I x = e. 

Dac~ legea de compoziţie este notată adit.iv atunci simetricul Jui x 
c!nd e:r1st.ă, se ~oteaz.ă cu - x şi acesta se mai numeşte opusul l1 1i ~ 
(notaţia şi termmolog1a analoagă cu cea de la numere). In ac'1st caz : 
x + ( - x) = ( - x) + x = O. 

D~că l~gea d~ compoziţie este notată muHiplicativ, atunci simetri
cu] lm x, cmd există, se notează cu x-1 şi acesLa se mai numeşte inPersul 
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lui x (notaţie şi LerminoJogie analo agă cu cea;de la numere). In acest caz: 
X • :i;- 1 = z-1 • X = 1. 

Obse1·vărl. a) Existenţa elementelor simetrice este condiţionată de exis tenţa 

elementului neutru. Într-o lege de compoziţie, fără element neutru, problema exis
tenţei elementelor simetrice nu se pune. 

b) Dacă legea d.e compoziţie este comutativă, atunci condiţia xŢ x' = x'T x = 
= e poate fi înlocuită cu condiţia x T x' = e sau x' Ţ x = e, căci x T x' = x' Ţ x„ 

c) Elementul neutru e admite ca simetric pe el însuşi: e Te = e. 

5.1.25. Unicitatea. elementului simetric 

Fie To lege de compoziţie asociativă definită într-o mulţime E, (e, 
elernentul neutru). Dacă x E E admite un simetric x', atunci acesta este 
uni.-:. Să presupunem că elementul x admite două simetrice x' şi x"~ 
Aceasta înseamnă că: 

x T x' = x' T x = e (a) 

x T x" = x" T x = e (h) 

şi 
compunînd la st.înga cu x", egalitatea x T x' = e (a) obţinem~ 

pe rînd : 

x Ţ :r;' = e . 
x" Ţ (x T x '} = x" T e 
(x" Ţ x)Ţ :c' = x" Ţ e 
(x" Ţ x) -r x' == x " 
eŢ x' = x" 

X'= X
11 

(egalitatea (a)) 
(am compus la stînga cu x") 
(s-a folosit asociat ivitatea) 
(s-a tinut seama că e este element neut ru) 
(s-a ţinu-t seama că x" este simetricul lui 
x - relaţia (b)). 
(s-a folosit faptul că e este element neutru: 
eŢ x' = x'), 

ceea ce a fost de demonstrat. 

5.1.26. Exemple. a) ln mulţ.imoa părţilor unei mulţimi E , singurul 
element care admite un simetric pentru reuniune este mulţimea vidă 
0 (elementul neutru este mulţimea vidă). 

Într-adevăr, relaţia AU A' = 0 este adevărată atunci şi numai 
atunci cînd A= A'= 0 . 

Avem: 0 U 0 = 0 (simetricul lui 0 este 0 ). 
In mulţimea părţilor unei mulţimi E, singurul element care admite 

un simetric pentru intersecţie este mulţimea E. Justificare analoagă cu 
cazul precedent (elementul neutru esLe mul-ţimea E). 

b) In mulţimea funcţiilor definite pe o mulţime E cu valori fn 
aceeaşi mulţime, singurele elemente care admit simetrice faţ.ă de com
p1rnere sînt funcţiile bijective (clementul neutru este aplicalia identică 
e). Dacă funcţia f : E-+ E este bij ectivă atunci simetricul lui feste funcţia 
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inversă f-1
: E ~ E. Avem: f 0 f-1 = f-1 o f = e. (Manualul de analiză 

pentru anul III). 
. c) în mulţimea P.er~ută~i.lor _asvupra u_nei mulţimi J!! = {1, 2, ... , n} 

orice permutare (aplicaţia b1Ject1va) admite element simetric, faţă de 
compunere (elementul neutru este permutarea identică) . 

Verificăm afirmatia în cazul permutărilor asupra mult imii {1 2 
3, 4}. ' ' , ' 

(
1 2 3 4) 

Fie f = a b c d o permutare asupra mulţimii {1, 2, 3, 4}. 

Inversa acestei permutări este permutarea 

r-1 =G b c ~). Într-adevăr, 2 3 

fo r-1 = G 2 3 ~) o(~ b c 
~) = (: b c ~) = e. b c 2 3 b c 

. (a b c ~)o (~ 2 3 
~) =G 

2 3 :) = e. r-.1 or= 1 2 3 b c 2 3 

Aşadar, f 0 f-1 = f-1 of = e. Vom mai scrie: 

e 2 3 4r1 - (a b c 
~)· b c d - 1 2 3 

d) In mulţimea vectorilor de poziţie, orice vector admite un element 

simetric (fig. 38) notat _; 
~ ~ 4 -+ 

Avem : v + (-v) = (-v) + v =O. 
e) Orice translaţie admite un element simetric pentru compunere:· 

Avem: tt1 = t..i;. Intr-adevăr t"t o t..'"t = t(j (compunerea translatii-
lor este comutativă : t"t o t,::t = t,::t o tv)· ' 

Fig. 38. 

în mulţimea rotaţiilor de acelaşi centru, 
fiecare rotaţie admite un element simetric 
pentru compunere. 

Avem: R-1(rx) = R(-rx). 

într-adevăr: 

R(rx) o R-1(rx) = R(rx) o R( - rx) = R(rx + 
+ (-rx)) = R (O) (compunerea rotaţiîlor este 
comutativă: R-1(rx) o R(rx) = R(rx) o R- l(rx)). 
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~--- !) fo mulţimea mahicelor pătr~te de ordinul n, orice maLric~ 
= li aii li admite un opus, matricea - A = 11-aii li· Avem: A + 
+ (- A ) = (- A) + A =li O li· 

în multimea matricelor pătrate de ordinul n, matricele nesingulare 
(cele care ~u det erminantul diferit de 0) sînt singurele matrice inver-
sabile (manualul de algebră, anul III). într-adevăr, dacă det (A) =f:= O, 
atunci există A-i, astfel incit A· A-1 = A-1 · A = E (E; matncea 
unit ate). . V • 

()") In multimea claselor de rest uri , modulo un numar natural, orice 
ele~ent admite un simetric faţă de Q.dunare (orice element are un opus). 
Avem: 

A ............. 

-X= - X . 

A ........... /"'-.. A A ........... 

lntr-adevăr, x + (-x) = x + (-x) = O. Deci -x = -x. 
De exemplu, în mulţimea claselor de resturi modulo 5, avem: 

A A 

-0=0 
A ............. A 

- 1=-1=4 

A ........... A 

-2 = -2 = 3 
A ........... A 

-3 = -3 = 2 
A ........... A 

- 4=-4= 1. 

Se poate demonstra că în mulţimea claselor de resturi modulo un 
A 

număr natural prim, orice element diferit de O admit e un simetric faţă 
de innrnlt ire. 

De ex~mplu, in mulţimea claselor de resturi modulo 5, avem 

A A 
(1)-1 = 1. Verificare : 

A /\ A /\ I\ 

(1)-1 • 1 = 1 . 1 = 1 
A A 

(2tl = 3. Verificare : 
/\ A /\ /\ A A 

(2t1 • 2 = 3 . 2 = 6 = 1 

Verificare : 
A/\/\/\ A I\ 

(3)-l . 3 = 2 . 3 = 6 = 1 
A A 

(3)-l = 2. 
A A 

(4)-1 = 4. Verificare: 
/\ /\ A A /\ I\ 

(4tl . 4 = 4. 4 = 16 = 1. 

ln cazul claselor de resturi modulo un număr natural m neprim 
există element e care nu admit simetrice faţă de înmulţire (divizorii 
proprii ai lui m). 
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A 

De exemplu, in cazul claselor de resturi modulo 12, elementul 3 nu 
admite un invers. 

Într-adevăr, să presupunem că 3 ar admite ca invers pe ;(x E Z). 
" " . " ~ /'\ 

Atunci 3 · x = 1, sau 3 · :x = 1, de unde 3x - 1 = 12k. 
Din ultima egalitate, deducem 3( x - 4h) = 1, de unde rezultă că 

3 di vide pe 1, ceea ce este fals. 

Distr ibutivitate 

5.1.27. Se ştie că în calculnl cu numere, proprietatea care face legă
tura între adunare şi înmul ţire este proprietat ea de distributivi ~ate: 

x(y + z) = x · y + x · z (a) 

(y + z) · x = yx + zx (b) 

Această proprietate joacă un rol esen(,ial în calcnlele unde apar 
aceste două operaţii. 

{1) 

(2) 

DEFINIŢIE. Fie E o mulţime înzestrată cu două legi de compoziţie 
interne peste t ot definite notate cu semnele Ţ şi J_. Se spune că legea 
Teste distributivă faţă de legea J_ dacă oricare ar fix, y, z distincte 
sau nu din E . avem: 

x T (y J_ z) = (x T y) J_ (x Ţ z) şi 

(y l_ z) T x = (y T x) J_ (z T x) 

În cazul că prima lege este notată multiplicativ iar a doua aditiv, . 
rela!,iile (1 ) şi (2) devin : 

x • (y + z) = (:x • y) + (x • z) 

(y + z) • x = (y • x) + (z · x) 

Obsel'Vare. în cazul cîncl legea no lată cu semnul • es te distributivă faţă de 
legea notată cu semnul +, ş i legea • este cornutalivil, alunei condiţiile (1) şi (2) sînt 
îndeplinite, dacă este îndeplinită numai una din lre ele. 

5.1.28. Exemple. Se demonstrează că, în mulţimea păr[ilor unei 
mulţimi E, intersec·ţia este distributivă faţă de reuniune şi reuniunea 
este d.istributivă faţă de intersec·ţie, adică oricare ar fi părt.ile A , E , C 
ale Jm E, avem: 

A U (B U C) = (A n B) U (An C), respectiv, 

A u (B n C) = {11 u B) n (A u C). 
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S-a scris o singură relaţie, pentru fiecare caz, deoal'ece intersecţia, 
respectiv reuniunea este comutativă. . 

b) ln mulţimea matricelor ~p~tra_te de orc.linul '!'• înmuJţ1rea esţe 
distributivă faţă de adunare, caci 01'1care ar fi matricea A, B, C, dm 
mulţ.imea considerată, avem : 

A· (B + C) = A· B +A · C 

(B + C) · A = B · A+ C · A 

(1) 
(2) 

c) In mulţimea claselor de resturi modulo un număr natural, înmul
ţirea este distributivă faţă de adunare. 

A A A 

Aceasta înseamnă că oricare ar fi elementele .x, y, z, dintr-o mulţ.ime 
de clase de rest.uri avem: 

I\ /\ A A /\ /\ I\ 

x · (y + z) = (x · y) + (x · z). 

AA A/\/""-.~~ 
lntr-adevăr, x · (y + z) = x · (y + .z) = x · (y + z) = x · Y + x·z = 

............... ............... /\ A A I\ 

. = X • y + X • Z = ;J; • y + X • Z. 

S.2. Structu ri algebrice : grup, inel, corp 

I 

5.2.1. Introducere. S-a văzut în paragrafele precedent~, că · prin 
darea unei legi ele compoziţie (sau mai multe). ~~ o mulţime, ave~ 
posibilitaLea de a face calcule cu elementele mulţimu. respective, asema
nătoare, din unele puncte de vedere,. cu calculele. ?m algebra ~lemen
tară . în algebră interesează acele legi de compoziţie care au simultan 
mai multe proprietăţi. . . . • . 

O lege de compoziţie între eleme~te!e unei m_ulţrnu care 1!1dvephneşte 
anumite condiţii, se spune că determrna p~ mulţimea r~spectiva o stru.~
tură algebrică. Condiţiile respe~tive. se mru numesc axio1~ele stru~tu~u, 
căci din ele rezultă toate proprietăţile (teoremele structurn respective ·~). 

Exemplu. S-a observat. că mulţimile Z? Q, R! C! înzestrate cu adu
narea multimea permutărilor asupra unei mulţimi înzestrate cu ope
raţia 

1

de co'mpunere, mulţimea mo.tricelor pătrate de ordinul n inzes-

* în Q.Iară de structuri le algebrice, în matematică mai sînt cunoscute urmă
toarele structuri: 1. stru.r.tura de ordi11e (caracteri zată prin darea unei relaţii de 
online) şi 2. structura topologică (prezentarea axiomelor acestei structuri depăşeşte 
cu mul t cadrul acestui manual). 

149 



trată cu adunarea, mulţimea claselor de resturi modulo n, înzestrată 
cu adunarea etc. au o parLicularitate comună: 

Operat-ia considerată este asociati"'ă, există element neutru, orice 
element admite un s imetric. 

S-a constatat, în plus, că din aceste conditii rezultă un număr foarte 
m~r~ de co_nsec~nţe şi aceas~t~ a det.er.minat i1~teresul de a studia propri
etaţile unei legi de compoziţie, defm1tă pe o multime arl<>itrară asocia
ti1,Jă, cu element nentrzi, astfel încît orice element să admită un ~imetric. 
A apărut astfel structura algebri că de grup, caracterizată de urmă
toarele axiome: 

A. Asociati"'itate, 
B. Existenţa elementului neutru, 
C. Orice element admite un simetric. 

Toate p:oprietăţile car~ rezultă din aceste axiome sînt, în parti
cular, adevarate în grupunle concrete cunoscute cum ar fi cele men-. . . ' 
·ţ10nate mai înamte. 

Numărul m~re ~e proprietăţi, pe care le au grupurile, precum şi 
numeroasele aphcaţn pe care le au acestea în alte ramuri ale matema
ticii, au · determinat pe algebrişti să studieze :în mod special structura 
de grup. S-a creat astfel un capitol vast al Algebrei cunoscut sub 
denumirea de Teoria Grupurilor. ' 

Asupra structurii de grup vom reveni în paragraful următor. 
Cele mai importante structuri algebrice sînt următoarele: grupul 

înelul, corpul, modulnl, spaţiu,l 1,Jectorial, ~lgebra. în acest manual nu l~ 
vom studia <lecit pe primele trei. 

Mai precizăm, pentru a înlătura eventualele confuzii existente că 
prin ax~ome. i;iu trebuie înţeles i?-işte adevăruri evidente clin punct de 
v~d.ere _mtmt_1v (aşa cum se. -~lr;111ă uneori, despre axiomele geome
triei), CI un s1~t~m de propoz1ţn_ d1_n care rezultă t oat e proprietăţile din 
teoria respectiva. Alegerea unm sist em de axiome nu se face în mod 
arbitrar. Se are în vedere să decurgă din ele, pe cît posibil mai us~r 
proprietăţi ca:e. să justi~ice importanţa teoriei respective şi să pern~ită 
aplicarea teoriei respective la modelele concrete importante. 

în mod curent, cînd s-a stabilit un sistem convenabil de axiome 
p~ntru o teorie, se ~PUJ~ că s-a făcut axioma~i~area teo~iei respec~ive şi 
ca deduce~ea p1:oprietaţilor (teoremelor) t eone1 respective se face prin 
metoda axiomatică. 

_Menţionăm, în ;plus ?ă, în general, o teorie p oate fi axiomatizată în 
mai multe moduri echivalente, astfel incit există posibilitatea ca o 
propozi·ţie care este axiomă într-o ax iomatizar.e să devină teoremă 
( c0nsecinţă) în alt sistem de axiome. ' 

Pentru ':xemplificare, . vom . co_nsidera cazul grupUl'il(')r. Se poate 
demo~stra c:i î_n c~zul une.1 n;i.ulţ1m1 G înzestrate cu o lege de compoziţie 
notata mult1phcatlv, asociativă (A), cu element neutru (N) astfel încît 
orice element admite un simetric (S) (axiomele grupului), rezultă că 
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(T): „orice ecuaţie ax = b şi xa = b are soluţie unică" (a E G, b E G, 
x E G). In cadrul sistemului de axiome (A), (N), (S), propoziţia (T) este 
o teoremă (se va demonstra această afirm<xţie în paragraful următor). 
Se poate arăta că dacă se consideră o mulţime G înzestrată cu o lege 
de compoziţie asociativă (A) , ast fel, incit „orice ecuaţie de forma 
xa = b şi ax = b are soluţie unică" (T), atunci G este un grup în 
accepţia anterioară. În acest al doilea caz axiome sînt propoziţiile (A ) 
şi (T), iar propoziţiile (N) şi (S) sînt teoreme (rezultă din axiomele (A) 
şi (T)). 

In zilele noastre, marea m ajoritate a t eoriilor din matematică sînt 
axiomatizat e şi se fac chiar încercări , unele reuşite, de axiomatizare a 
unor capitole din ştiinţe mai puţin înrudite cu matematica. 

Grupuri 

5.2.2. DEFIN IŢI E . O lege de compoziţie în tre elementele unei 
mulţimi G, determ i nă pe aceasta o structu ră de grup dacă: 
(P) legea de compoziţie este peste tot defin ită, 
(A) legea de compoziţie este asociativă , 

(N) există element neut ru, 
(S) orice element din G admite un simetric. 

Mulţimea G înzestrată cu o structură de grup, poartă numele de 
grup. 

Dacă, in plus, legea de compoziţie este comutativă, se spune că grupul 
este comutatiP sau abelian. 

Condiţiile (P), (A), (N), (S) sînt aşadar, axiomele grupului*. Dacă 
legea de compoziţie este notată cu semnul Ţ, axiomele grupului pot 
fi redactate explicit, astfel: 
(P) Compasul x T y est e definit, oricare ar fi elementele xEG şi yEG 
(distinct e saa nu). 

(A) xŢ~y T z) = (x T y) T z (oricare ar fi x, y, z elemente dis
tincte sau n.u din G). 

(N) Exisbă în G un element e astfel incit eŢx = x Te= x (oricare 
ar fi xEG). 

(S) Pentru orice x E G, există un element x' E G astfel încît: 

x Ţ x' = x' Ţ x = e. 

* ln mod curent condiţia (P) nu este menţionată printre axiomele grupului. 
Noi am trecft.'~ această condiţie printre axiome, pentru a preîntîmpina unele greşeli 
curente, izvon"te din faptul că nu sîntem în posesia unor noţiuni (parte stabilă, 

subgrup) care ar permite evitarea greşelilor. 
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. Dacă legea de. co.mpoziţie este notată aditiv, respectiv multiplicativ, 
ax10mele grup ulm smt următoarele: 

Transcriere aditivă 

(P) x + y este definit, oricare 
ar fi xeG, yE G (evident, x + y 
trebuie să aparţină lui G). (A) 
x + (y + z) = (x + y) + z, ori
care ar fi x, y, z E G. 
(N) există in G un element notat 
cu O - elementul neutru - astfel 
încît: x + O = O + x = x, ori
care ar fi x E G. 
(S) Pentru orice x E G, exisLă 
un element opus (- x) E G (si
metricul lui x) astfel incit: 

x + (-x) = (-x) + x = O. 

ln cazul cînd legea de compo
ziţie notată aditiv, determină o 
structură de grup, se mai spune 
că .~upul respectiv este un grup 
aditw. 

Transcriere mu lti plicativă 

(P} x · y este definit, oricare ar 
fi xEG, yEG (evident x· y tre
bu~e să aparţină lui G). 
(A) x · (y·z) = (x • y) · z, oricare 
ar fi x, y, z E G. 
(N) există în G un element not at · 
cu 1, respectiv e, astfel îndL: 
x·1=1·x = x, respectiv :i: · r: = 
= e· x = x, oricare nr fi .1: E G. 

(S) PenLru orice :rEG, exi:>tă un 
element invers x- 1 E G {simet ricul 
Jui x) ast fel incit: 

x · x-1 = x-1 • x = e. 

. In cazul d nd legea de compo
zi ţie, notat:l multiplicat iv, deter
mină o f>t.1-uetură de grup, se mai 
spune cU. gTupu l respectiv este un 
grup mu.ltip licatifJ. 

5.2.3. Exe:mp~e. a) Mu~~im en numerelor nnLurale N, înzestrată cu 
a?l:'narea respectlV tnml:'l~u·ea nu este un grup, căci, de exemplu, con
diţia (S) nu este îndeplimt;J. . 

într-adevăr, de pildă elementul 3 nu admite un opus (-3), respectiv 

un invers ( 3-1 = : ) care să apnrt,ină lui N. Condiţia (S) nu este 
îndeplinită. 

b) Mulţimea .Z. a numerelor întregi formează un grup faţă de adu
nare, grupul aditifJ al nwnerewr întregi. 

intr~adevăr: 

(P) Dacă xEZ şi y E Z, atun0i x + yEZ (suma a două numere întregi 
est~ ~n număr î!lLrcg). A <l una1·ea este o lege de compoziţie peste tot 
defrn1 tă în mulţrmea nurnGrclor întregi. 
(A) Aclun13.rea, în mulţimeo. nnmei·elor întregi, este asociativă: 

x + (y + z) = (x + y) + z, oricare ar fi xEZ, yEZ, .z E Z. 

(N) În Z cxisLă un eh~ment neutru, elementul O: 

x +O= O+ x = x, oricare ar fi xEZ. 
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(S) Pentru orice xEZ, există un element -xEZ (elementul simetric 
al lui x) astfel incit: 

x + (-x) = (-x) + x =O. 

Deoarece adunarea este şi comutativă (x + y = y + x, oricare ar 
fi numerele întregi x şi y), grupul aditiv al numerelor întregi este un 
grup comutatifJ. 

Mulţim.ea Z a numerelor întregi nu formează grup faţă de înmulţire. 
Intr-adevăr, nici un element, diferit de ±1, nu admite un simetric 
fată de înmulţire. Condiţia (S) nu este îndeplinită. 

' c) Jll[ iilţimea Q a nllmerelor raţionale f ormea.zi'i grup comutatifJ faţă 
de adunare, grupul aditiv al numerelor raţionale. Justificarea acest ei 
afirmaţii se face in mod analog, ca în cazul grupului aditiv al numerelor 
întregi. 

l\'Iulţimea Q a numerelor raţionale nu formează grup faţă de înmul
ţire. Într-adevăr, sînt îndeplinite condiţiile (P), (A), (N), dar nu este 
îndeplinită condiţia (S), căci in Q există un element, elementul O, care 
nu este inversabil. 

d) .Mulţimea Q' = Q"'-. {O} (mulţimea numerelor ratfonale diferite 
de O), formează grup faţă de înmulţire , grupul multiplicat!v al nume~ 
relor rationale diferit e de O. Dacă xEQ' şi yEQ', atunci x • yEQ'. 
(Produsul a două numere raţionale diferite de O este un număi· 
ra~ional diferit de O.) Inmulţirea este peste tot definită in Q'. 
(A) Inmulţ,irea în Q' este asociativă: 

x • (y • z) = (x • y) · z (oricare ar fi x, y, z E Q'). 

(N} In Q' există un element neutru pentru înmulţire, elementul 1. 
1 ntr-adevăr 

x · 1 = 1 · x = x, oricare ar fi x E Q'. 
(S) PenLru orice element x din Q', există un element x-1 (inversul lui x ) 
ast fel încît: 

X ' x -l = .X-1 • X = 1. 

Deoarece înmulţirea este comutativă, rezultă că griipul multiplicatiP 
al numerelor raţionale este comutatifJ. 

1n mod analog se justifică următoarele afirmaţii: 
e) Adunarea determină pe mulţimea numerelor reale o structu:ă 

de grup, grupul aditiv al nnmerewr reale. Acest grup este comutatw. 
f) Adunarea determină pe mulţimea numerelor complexe o struc

tură de grup, grupul aditifJ al niunerelor complexe. 
Acest grup este comutativ. 
lnmulţirea nu determină pe mulţimea numerelor reale, respectiv, 

multimea numerelor complexe, o structură de grup. (Numărul real O, 
resp~ctiv numărul complex O, nu admit e simetric.) 
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g) Înmulţirea determină pe mulţjmea numerelor reale diferite de O 
(R"'-. {O}) o structură de grup, grupul multiplicatiCJ al numerelor reale 
diferite de O. Acest grup este comutativ. 

h) înmulţirea determină pe mulţimea numerelor complexe diferite 
de O (C'\.,_ {O}) o structură de grup, grupul multiplicatiCJ al numerelor 
complexe diferite de O. 

i) Înmulţirea determină pe mulţimea numerelor reale pozitive R+, 
o structură de grup, grupul multiplicatiCJ al numerelor reale pozitiPe. 
Într-adevăr, 
(P) înmulţirea este peste tot definită în mulţimea fl+, caci produsul a 
două numere reale pozitive esLe un număr real pozitiv. 
(A) Inmulţirea este asociativă. 
(N) În R+ există element neutru, pentru înmulţire, elementul 1 (1 E R+)· 
(S) Inversul unui număr real pozitiv este tot un număr real pozitiv. 

j) ln mulţ1:mea ~ a aplicaţiilor bijectiCJe ale une1: mulţimi E pe ea 
Znsăşi, compunerea determină o structiiră de grup. 

Pentru demonstra-ţia acestei afirmaţii verificăm axiomele grupului. 
(P) Prin compunerea a două funcţii bijective definite pe o mulţime E 
cu valori in E, obţinem o funcţie bijectivă definită pe E cu valori în E. 
într-adevăr, fie g : E-> E şi f : E-> E două aplicaţii bijective (deci injec
tive şi surjective). 

1) Funcţia g of este definită pe E cu valori in E (fig. 39). 
2) Funcţia g of este bijectivă, căci sînt adevărate următoarele 

implicaţii: 

x1 =I= x2 => f(x1) =I= f(x2) => (Funcţia f este injectivă.) 

=> g(f(x1) ) =I= g(f(x2)). (Funcţia g este injectivă.) 

3) Funcţia g of este surjectivă, căci, oricare ar fi zEE, există yEE, 
astfel incit z = g(y) şi oricare ar fi yEE, exisLă xEE, astfel incit y = 
= f(x) şi deci z = g(f(x)); oricare ar fi zEE, ex.istă xEE, astfel încît 
z = g( f(x)). 

Compunerea aplicaţiilor bijective definite pe E cu valori în E este 
o lege de compoziţie peste tot definită (condiţia (P)). 
(A) Compunerea aplicaţiilor bijective f : E-> E este asociativă. (S-a 
demonstrat la 5.1 .17 (b)). · 

(N) In mulţ.imea aplicaţiilor bijective f : E-> E, 
-f' aplica-ţia identică e, e(x) = x, care este bijectivă, 

.E, >- E este element neutru (5.1.23, b). , j e of= f oe = f, oricare ar fi aplicaţia bijec-
' tivă f : E -> E. 

9°f ',, ', !I (S) Pentru orice aplicaţia bijectivă f: E-> E, 
.,. , există o aplicaţ.ie bijectivă f-1 : E -> E (5.1.26 (b)), 

inversa funcţiei f (aplicaţia f fiind bijectivă, este 
"!.E inversibilă) astfel incit: 

Fig . 39. f- 1 0 f = f 0 f-l = e. 

154 

Grupul aplicaţiilor bijective f : E-> E (grup faţă de compunere) se 
mai numeşte grupul transformărilor mulţimii E. 

Dacă mulţimea E are cel puţin trei elemente x1 , x2 , x3 atunci 
grupuJ transformărilor mulţimii E este necomutatiP. 

lntr-adcvăr, fie f : E-> E şi g : E -> E două aplicaţii bijective 
definite astfel: 

I x, dacă x <i!: {x2 , x3} I x, dacă x <i!: {x1, Xz} 

f(x) = x3 , dac~ x = x2 , g(x) = :r2 dacă~ x = X1 

x2, claca x = x3 x1, daca x = X2· 

Evident că aplicaţiile f şi g sînt bjjective. 
Avem: g(f(x3)) = g(x2 ) = x1 şi f(g(x3)) = f(x3) = x2• Aşadar, g 0 f=I= 

=I= f o g. 
1) In particular, dacă mulţimea E este finită, grupul tra-nsformă

rilor mulţimii E, devine grupul permutărilor asupra mulţimii E. Dacă 
mul~imea E are n elemente - putem considera E = {1, 2, .„, n} -
atunci grupul permutărilor asupra mul~imii E este un grup cu n! ele
mente (există n ! permutări asupra mulţimii E = {1, 2, „., n}. Grupul 
permutărilor asupra unei mul~imi cu n clPmrntc se mai numeşte grupul 
simetric de gradul n şi se notează cu a,r 

Pentru n >- 3, acest grup P.SLe ncc0m11tativ. 
De exemplu, grupul simetric de graduJ 3 (grupul permutărilor 

asupra mnlţimii E = {1, 2, 3}) este un grup neuomutativ cu 6 elemente. 
Se verifică fără dificultate că: 
m) mulţimea vectorilor de poziţie formează grup comutativ faţă 

de adunare, 
n) mulţimea translaţiilor formează un grup comutativ faţă de com

punere, 
p) mulţimea rotaţiilor de acelaşi centru, formează grup comutativ 

faţă de compunere, 
q) mulţimea matricelor pătrate de ordinul n formează grup comuta

tiv faţă de adunare, dar nu formează grup faţă do înmulţire căci matri
cele singulare nu sînt inversabile (manualul de algebră pentru anul III), 

r) mulţimea claselor de resturi modulo n formează grup faţă de 
adunare, dar nu formează grup faţă de înmulţire, căci O este neinver
sabil. 

5.2.4. Consecinţe imediate ale axiomelor grupului 

a) Compusul a trei, patru, sau mai multe elemente este acelaşi, oricare 
ar fi modul de aşezare a parantezelor (consecinţă a axiomei (A), 5.1.16 
- teorema de asociativitate). 

b) lntr-un grup exi-stă un element neutrii (axioma (N)) şi numai .unul 
(5.1.22, unicitatea elementului neutru). 
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c) Orice element admite un simetric şi nllmai llnul (existenţa este 
dată de axioma (S), iar unicitatea este dată de axiomele (S) şi (A); v. 
5.1.25 - unicitatea elementului simetric). 

d) 1 ntr-un grup G a c<lrui lege este notată multi plfrativ aPem: ( x-1 
)-

1 = ::1.:. 
Intr-adevăr, din xx-1 = x-1x = e (axioma (S)) l'ezultă că inversul 

lui x-1 este x. 
În cazul unui grup a cărui lege este notată aditiv avem - (- :r) = 

""'x. 
5.2.5 . Elementul xn, rci-lpectiv nx(xEN) , operaţii cu elementr de 

această formă. Legea de compoziţie a unui grup fiincl asociativă , com
pmml a trei, patru sau mai multe elemente nu depinde de aşezarra 
parantezelor (Teorema de asociativitate 5.1.16). Ne vom ocupa la acest 
punct de ca::rnl part.ic11lar, cînd se compune 11n element. cu el însu~i 
de mai multe ori, mai precis de elemente de formn x T x T x T „. T x. 

Fie un grup G, a cărui lege este notată multipli cativ. Prin a1ialogie 
cu notaţiile folosite la numere, vom pune: 

xi - X 

x2 - X X 

x3 - X X X 

.'X~ - X X X X 

xn = x · x · x · „ „ „ .. • x ( n E I\') 

n elcmcnle 
Elementul xn va fi numit puterea a n-a a lui x. 

Obscniiri 1) ln cazul unei legi neasociative, nola l ii multiplicativ, se poate 
defini ca mai sus puterea întii şi a doua. Începîn<l de la puterea a treia, este ncce
sari:î o scriere cu paranteze. De obicei în acest caz se preferă o definiţie de la „stînga 
la dreapta": 

x 3 = (x • x) • x (primul x din stînga se compune cu al doilea şi rezultatul cu al 
treilea) 

x4 = [(x · x) • x ]x etc. 

Se ohscrvi.î că acceptînd aceaslă definiţie, ln general, in cazul unei legi neaso
ciative avem x 3 =/= x • (x • x ), .'.L.4 =F (x · x ) • (a: · x), :.t4 =I= x · [ x(x • x)] etc. 

Dacit legea grupului G esle notată adiliv, alunei prin analogie cu notaţiile de la 
numere se pune: 

1 •x = X 

2 · x=.i:+ x 

3 · x= x + x+ x 

n • x = .x + .1; + „ •. „„„ + .x(x E N ). 

Prec izăm că, în general, scrierea nx nu reprezintă o înmulţire între n ş i x, ci. 
numa i o notaţie pentru elementul x + x + „ .. „ + x (De altfel, în general, 

~-----.~---
n elemente 

neG). 

De exemplu, ln g-rnpul a diliy r:. al cl:iselor de res turi modulo 3 avem: 
A I'\. I\ A /\ I'\ I'\ 

5 · 2 = 2 + ;! + :t + 2 + 2 = 1 (5 e G). 

Avem: 
(1 ) xn;i;m = x"+m 
(2) (x.")"' = xnm. 

int r-:>rlcvăr, 

xn · xm = (x • x · „. · :i:) • (x · .x • „. · x) = x • x • „. · x = xn+m ---·---- -~ 
n clemente ni ol,'!Wmte n + m elemente 

(:r,n)m = (9: ·a; · „ . • x) • (x · :i; • „. • x) .. „ • (x • x • „. · :r.) = --·---..---.. --~-- ------.-..-~ 

11. P.lemenlc 11 elc:n•mte n elemente 
1n p.<tran t e;:e 

= x · .1: • „. • x = xn·m. 

mn elemente 

Se observă că în demonstraţia relaţiilor (1) şi (2) nu a intervenit decît a"'ioma, 
(/\).Aceste egalităţi sînt deci adevărate, pen tru orice lege asociativă notată multi
plicativ. 

în cazul ctnd legea grupului este notată aditiv, relaţiile (1 ) şi (2) devin: 
(1) 11x + m:i: = (n + m)x, 
(2) m(n:i:) = (nw)x. 

2) Egali la lea (x · 11) 11 = x" · '!/'. aJed.rată în cazul numerelor, nu esle ade
văra lă, în general, într-un grup necomutativ. 

De exemplu , dacii considerăm grupul necomulaliv al permutărilor asupra 

mulţimii {1, 2, 3, 4.} şi nolăm f = (
1 2 3 to ) şi g = (

1 2 3 to)· Avem: 
3 124 21to3 

(f og)2= {123 '')· f2o g2 = (1 '.\ B4) şi deci (fog)2=f=f2og2. 
•J t,2:} 23tt. 

G.2.6. Sim etricul compnsultLi a două sa.n ma.i multe clemente. Fie G 
un grn p notat nrnlLiplicativ şi x E.-:C G, y E G. 

Avem: 
1) (:c · yt1 = y-1 · x- 1• 

1.ntr-udP,;ăr, 
(:i; . y) . (y-1. x-1) = (G fiind grup, x, respectiv y admite 

simet ric x-1 , respectiv y- 1). 

= X • [(yy-1) . x-1] = 

= .r . (c.i:- 1) :.:.:: 

= x · x-1 = e. 

(teon~ma de asociativitate - 5.1.16). 
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· Aşadar, (x · y ) · (y-1 • x-1) = e. în mod analog, se arată că (y-1 x-1
) • 

• (x • y) = e. Ultimele două egalităţi arată că ielementul y-1 • x-1 est e 
simetricul elementului xy, adică 

(x. yti = y-1. x-1. 

Se poate ·demonstra fără dificultate că 

(2) (x . y. zt1 = z-1 . y-1 . x-1, 
..... . . . .... .. . .. . ...... . . .... . . . ... 
(3) (x1 • x2 • „. • Xn)-1 = x;;i „. xii · xii 

In cazul cînd legea grupului este notată aditiv e'galităţile (1), (2), 
(3) se transcriu astfel : ' 

(1) - (x + y) = (-y) + (-x), 
(2) - (x + y + z) = (-z) + (-y) + (- x), 
(3) - (x1 + x2 + .„ + Xn) = (-xn) + „. + (-x2) +(-xi)· 

în cazul cînd grupul G multiplicativ este comutativ, 

(x. yti = x-1 . y-1. 

avem evident: 

(x . y . z)- 1 = x- 1 . y-1 • z-1, 

( ) 
1 - 1 -1 

X1 ' X2 • „. ' Xn - = X1 • X2 

5.2.7. Putori cu exponent întreg într-un grup multiplicativ. într-un 
grup G, notat muJtiplicativ, avem: (x-1)n = (xn)- 1, n E N. Redăm ideile 
demonstraţiei în cazul n = 3. 

Avem : 

x3 . (x-1)3 = 

= (x · x • x) · (x-1 • x- 1 · x-1) = 
= (x · x) • (.x · x-1) • (X-1 · X-1) = 

= (x · x)e(x-1 • x~) = 
= (x · x) • (x-1 · x- 1) = 

= x · (x · x-1) • x-1 = 
= x • e · x-1 = x · x-1 = e 

(S-a folosit asociativitatea care 
permite să aşezăm parantezele 
cum dorim.) 
(S-a ţinut seama că x · x-1 = e.) 
(S-a ţinut seama că e este ele
ment neutru.) 
(Se repetă procedeul anterior.) 

Aşadar, x3 · (x-1 ) 3 = e. în mod analog se. demonstrează că (x-1
)
3: 

• x3 = e. Deci, x3(a;-1)3 = (x-1)3 · x3 = e, egalitatea care dovedeşte ca 
{x-1)3 este inversul lui x3, adică (x3t 1 = (x-1)3. 

Relaţiile (a) xn · xm = xn+n(n, m E N ), (h) (xn)m = xnm(n, m E N ) şi 
(c) (x-l)n = (:i::ntl(n E N) permit să generalizăm noţiunea de putere, de 
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la puterea de exponent natural, la puterea de exponent întreg (într-un 
grup multiplicativ), procedînd asemănă tor cu cazul numerelor. 

In acest scop, vom pune: 

gfJ = e, 

x-n = (x-1)n sau x-fl = (xnt1 ((x-l)n = (xn)-1), n E N. 

Egalităţile (a), (b), (c) 
întregi. Aşadar, avem 

rămîn adevărate şi în cazul 

xjî- • X '3 = x;r.+'3 ' ex., ~ E Z 
( x;r. ) '3 = x;r.'3 ' ,ex., ~ E Z 
(x-1)"' = (x "')-1, cx.EZ 

exponenţilor 

(a) 
(b) 

(c) 

Vom demonstra numai că egalita tea (a) es te adevărată, celelalte le propunem 
ca exerciţii. 

Cazul 1. ex= n, ţ3 = m; n, m e N. 
Avem: x"' • x'3 = xn • xm = xn+m = :i,""+'3 (acest caz a fost studiat). 
Cazul 2. ex= O, ~ = n, n e N. 
Avem: x"' • x!l = x 0 • xn = e ·xii= xn = xo+oe = :i;"'+:l, 

În cazul ex = n, ţ3 = O, n 'e N se procedează la fel ca în cazul 2. 
Cazul 3. ex= O, ţ3 = -n, n e N . 
Avem : x"' • x/3 = x 0 • x -n = e • x-n = x-n = x/3 = x0+'3 = x"'+!l, 
În cazul ot = -n, ~ = O, n e N se procedează la fel ca în cazul 3. 
Cazul 4. 

~ = - n, ţ3 = -m, n, m e N. 

Avem: x"' • x'3 = x -n • x-m = 

= (xm • xn)-1 = 
= (xm+n)-1 = 
= (xn+m)-1 = 

= x(-n)+(-m)= x"'+!l. 

(S-a aplicat definiţia puterii de· exponent. 
întreg negat iv.) 
(S-a folosit relaţia a-1 • b-1 = (b • a)-1.) 

(S-a ţinut seama că adunarea numerelor natu
rale este comutativă.) 

(S-a ţinu t seama de definiţia puterii de expo· 
nent întreg negativ.) 

Cazul 5. ex = n, ţ3 = - m, n, m e N. 
Dacă n = m, atunci 
x"' • a,-13 = xn • x-n = x 0 = x"'+tl(ot + ţ3 = n + (-n) = O) . 
Dacă n > m, atunci n = k + m , unde k e N, (k = n - m) şi avem x"' • 

• x~ = xk+m • x -m = xk • xm • x-m = xk • xo = xk = xn-m = xn+(-m) = x"'+~. 
Dacă n < m, atunci m = n + k, unde le e N (le= m - n) şi avem: af1. • x'3 = 

= xn. x-n-li = xn • x(-n)+(-k) = xn. x-n • x-h = e • x-k= x-k = xn-m = a,""+'3, 
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5.2.8. Simplificarea. la stînga şi la dreapta. S-a văzut la capitolul 
~,Legi de compoziţie interne" c~ dii_:_a = b, rezultă a T x V ~ T x(a. = . 
= b =a Ţ x = b Ţ x), dar dm a I x = b I x, nu rezulta, m genei al, 
a = b. (Discuţia analoagă în cazul cînd se ~0~11pu!le ~ 1~. stîngva.) 

Vom arăta că într-un grup G are loc ş1 unphcaţia mversa: 
a T x = b Ţ x = a = b. (a, b, x E G). 
într-adevăr, 

-aŢx=bTx= 
= (a T x) T x' = (b T x) T x' = 

= a T (x T x') = b T (x T x') ~ 
=-'>aŢe=bTe:::ţ> 

= a = b. 

(Am compus ambii membri ai egn.
Ji ~ăţii cu x', simetricul lui x.) 
(S-a folosit asociativitatea.) 
(S-a folosit proprietatea x T x' = 

= e.) 
(S-a ţinut seama că e este elemen
tul neutru.) 

Aşadar, (a T x = b T x) = a = b. 
în mod analog, se demonstrează că (x T a = x T b) = (a = b)· 

Deci dacă a b x sînt elemente ale unui grup a cărui lege de compoziţie 
' ' ' ' -este notată cu semnul T , aCJem : 

(1) (a = b) *> (a T x = b T x), respectiCJ 
· (2) (a = b) ~ (x T a = x T b). 

Relaţiile ( 1) şi (2), în cazul grupului aditiv, devin: 

(a = b) ~ (a + x = b + x) 

(a= b) *> (x + a-:- x + b). 

1n cazul grupului multiplicativ rel aţiile (1) ş1 (2) devin: 

(a = b) ~ (a· x = b • x), respectiv 

c(a = b) *> (X• a = X' b). 

5.2.9. Ecuaţii într-un grup. La acest punct ne V?~ r~~eri l~ ec~a
ţiile de forma a T X = b, res~ectiv X T a = b. (_coefimenţn av ŞI b smt 
elemente ale unui grup a cărm lege de compoz1ţ1~ e~te notata cu sem
nul Ţ, iar x este necunoscuta, element al acelmaş1 grup). 

Avem: 

,aŢx=b~ 
<o> a' T (a T x) =a' T b ~ 
<=> (a' T a) T x = a' T b -
<='> e T x = a' T b ~ 
-~ x =a' Ţ b. 
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(S-a folosit relaţia 2 de la 5.2.8. ) 
(S-a folosit asociativitatea.) 
(S-a ţinut seama că a' Ta= e.) 
(S-a ţinut seama că e este ele
ment neutru). 

Aşadar, ecuaţia a T x = b este echivalentă cu ecuaţia x = a' T b. 
A1tfel spus, ecuaţia a Ţ x = b are o singură soluţie x = a' T b. In mod 

1 analog se arată că ecuaţia x Ţ a= b, are o singură soluţie x = b Ţ a' . 
Ecuaţiile a T x = b ,şi . x T a = b au în general soluţii diferite. Dacă 
grupul este comutat! v, ealiJ două ecuaţii au aceeaşi soluţie. 

în cazul grup ului aditiv afirmaţiile anterioare se transcriu astfel: 
E cuat,ia a + x = b admite o singură soluţie x = (-a) + b, iar 

ecua(;ia x + a = b are o singură soluţie x = b + ( - a) . 
Dacă grupul este comutativ, atunci cele două ecuaţii au aceeaşi 

sol uţie x =(-a)+ b = b + (-a). 
Această proprietate ne permite să introducem într-un grup adi t iv 

comutativ o operaţie asemănătoare cu scăderea şi notată cu semnul 
. - , in felul următor: b - a = b + (-a) = (- a) + b. Altfel spus, 
b - a reprezintă soluţia ecuaţiei x + a = b, respectiv a + x = b. 

In cazul grupului multiplicativ afirmaţiile privitoare la soluţiile 
ecuaţiilor a Ţ x = b şi x Ţ a = b se t ranscriu astfel: 
Ecuaţia a · x = b admite o singură soluţie x = a-1 • b, iar ecuaţia 
x · a = b admite o singură soluţie x = b · a-1. 

Dacă grupul este comutativ, atunci cele două ecuaţii au aceeaşi 
soluţie x = a- 1 · b = b · a-1• Această proprietate ne permite să intro
ducem într-un grup m ultiplicat iv comutativ o operaţie asemănătoare 
cu împărţirea no Lată cu semnul : sau linia de fracţie, în felul următor : 

b : a = a-1 
• b = b · a-1

, sau folosind notaţia cu linia de fracţie, 
b - = a- 1 • b = b · a- 1• 
a 

5.2.10. Izomorfism. Omomorfism (de grup). Există un număr foarte 
mare de exemple de grup uri. Aceste grupuri au multe trăsături comune , 
provenite din faptul că toate au aceeaşi structură (de grup), dar între 
ele există în general şi unele deosebiri provenite din natura diferită a 
elementelor lor. Aceste deosebiri pot fi însă neesenţiale. 

Se consideră identice din punct de vedere algebric două grupuri , 
de natură di feri tă, atunci cînd elementele lor se pot asocia două cite 
două, astfel încî t orice „relaţie algebrică" intre elementele primului 
grup să fie adevărată simultan cu relaţia obţinută înlocuind elementele 
primului grup cu cele asociate din grupul al doilea. 

Exemplu. Fie gn1pul G al claselor de resturi modulo 4 şi grupul G' 
definit de înmulţire pe mulţimea {1, i , -1, -i }. (Se verifică fără difi
cultate că mulţimea {1, i , -1, -i} înzestrată cu operaţia de înmul
ţire este grup.) 
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Tabelele legilor de compoziţie sînt urmă(oarele: 

pentru G pentru G' 

+I o 
A A A • I 1 - 1 -1 
1 2 3 

A A A A A 1 1 - 1 - 1 o o 1 2 3 
A A A A A i - 1 - I 1 
1 1 2 3 o 
A A A A " - 1 -1-i 1 
2 2 3 o 1 
A " A A A - ] - l 1 - 1 
3 3 o 1 2 

Asociem elementele celor două grupm·i în felul următor : O cu 1, 

1 cui, 2 c 11 :..._ 1, 3 cu - i. Să notăm elementele asociate cu acelaşi semn.· 
In felul următor : 

O, respectiv '1 , cu a 

1, respectiv i , cu b 

2, respec Liv - 1, cu c 

3, respecLiv -i, cu d. 

Tabelele celor două grupuri devin: 

pentru G 

+ I a b c d 

a a b c d 

b b c d a 

c c d a b 

d el a b c 

pentru G' 

. 1 (l b c el 

a a b c el 

b b c d a 

c c d a b 

d d a b c 

Se constată că deşi grupurile sînt formate din obiecte diferite, de
data aceasta notate la fel, se obţine acelaşi tabel. Deci orice rela~ie între 
elementele primului grup - definită cu ajutorul ta belu lui respectiv - · 
este adevărată simultan cu relaţia corespunzătoare între elementele 
din grupul al doilea - definită cu ajutorul tabelului respe.ctiv, căci· 
cele două tabele sînt identice. 

So splme în acest caz că cele două grupuri sînt izomorfe şi se consi
deră icl cnLice din punct de vedere a lgebric. 
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Să analizăm pl'Occcleul p1·m care am id etr~iJ'icat cele două grnpuri. 
a) lnL'îi s-a asociaL oricărui element din primul grup, un element 

:şi nwnai unul din al doilea grnp astfel înclt orice element clin al doilea 
grup să fie asociat cu nnul şi numai unul din prirrrnl grnp. 

Cu alLe cuvinte s-a gi'1sit o funcţie f': G-+ G', bijectivă, care esLe 

.definită ast rei: /'(O) = 1, f(Î) = i, {(2) = - 1, f'(3) = - i. 
b) S-au notaL elemenLele care se corespnncl prin f' c11 aceleaşi semne 

şi s-au obţin ut tabelele identice. Să ved em ce p1·oprietaLe treb11ie să 
nibă funcţia f, pent m a fi posibil acest lucru. 

Să presupunem că legea grupului G esLe notată cu semnul Ţ, iar 
legea grupului G' este notată cu semnul J_. Să considerăm x EG, y EG. 
Fie z = x T y. Elementelor · X , y, z le coresplind prin f', ~lcmentelc 
f(x), f'(y), f'(z). Elementele care so corespund să le notăm cn aceleaşi 
-semne, a~tfel: 

x, f(x) cu a, 
y, f(y) cu b, 
z, f(z) cu c. 

E lementul f( x) J_ f'(y) îl notăm cu d. 
Reţinînd cl in Labelul grupului G linia e lementului x şi coloana ele

mentului y, avem pentru G: 

T ?J T b 

respecLiv 

X ..... . z = X T y a c 

în G' avem: 

J_ f (y) J__ b 

respecti v 

{( X) I .. .... f'( x) J_ f(y) a d 

T b 

Tabrhil trebuie să fif' id enLic 

a c 

J_ b 

.cu tabelul Aşadar, c trebuie să f;p 

({ 
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identic cu d. Dar în G', c reprezintă pe f(z), iar d pe f( x ) l.. f(y). Deci 
trebuie să avem 

f(z) = f(x) l.. f(y) , adică f (x T y) = f(x) l.. f(y). 

Aşadar funcţia f : G --> G' este caracterizată de următoarele pro
prietăţi: 

a) este bijectivă , 
b) f( x T y) = f( x ) l.. f (y}. 

DEFINIŢIE. Fie G un grup a cărui lege este notată cu Ţ şi G' un 
grup a cărui lege este notată cu J_. O aplicaţie f: G--. G' se numeşte 
izomorfism dacă: 

a) este bijectivă. 

b) f (x T y ) = f(x ) J_ f (y). 

Dacă intre grupurile G şi G' există un izomorfisr:i, at~nci ~c spune 
că cele două grupuri sînt izomorfe, şi se consideră identico dm punct 
de vedere algebric. 

O aplicaţie f : G -+ G' se numeşte omomorfism, dacă este îndeplinită 
numai condiţia (b). 

Noţiunea de omomorfism joacă un rol foarte important în studiul 
strucLurilor algebrice. Limitele materiei conţinute în ace~t m~nu.al nu 
ne permit, însă, să punem în evidenţă imporLanţa acestei noţrnm. 

Dacă legile grupurilor G şi G' sînt noLate ambele multiplicativ, res
pectiv aditiv, atunci egalitatea (b) devine : 

f( x · y) = f( x ) • f(y), respectiv f( x + y ) = f( x ) + f(y). 

Dacă legea grupului G este notată aditiv, iar legea grupului G' este 
notată mulLiplicativ, atunci relaţia (b) devine : 

f( x + y) = f( x ) • f(y) . 

Dacă legea grupului G este notată multiplicativ, iar legea grupului 
G' este notată aditiv, relaţia (b) -devine: 

f(x • y) = f( x ) + f(y). 

Un izomorfism f: G -+ G se numeşte un automorfism. 
Un exemplu de automorfism este aplicaţia identică. 

Exemplu: Grupul aditiv al numerelor reale este izomorf cu grupul 
multiplicatiCJ al niimerelor reale pozitiCJe. 

Intr-adevăr funcţia exponenţială (f : R -+ R+, f( x ) = ax, a =I= 1, 
a > O) este un izomorfism, căci f( x + y) = ax+y = ax· au = f( x ) ·f(y). 
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TEOREMĂ. Fie G ş i G' două grupuri a căror lege este notată mul
tiplicativ, avînd element neutru pe e, respectiv e'. 
Dacă f: G -+ G' este un izomorfism, atunci: 
(I) f (e) = e' (imaginea elementului ne utru din primul grup este ele
ment neutru, în cel de-al doilea grup). 
(2) f (:r1

) = [f(x)]-1 (imaginea simetricului lui x, este simetricul 
imaginii lui x. 

Denwnslraţie 

(1) Fie :t' EG'. Aplicaţia f, fiind surj ectivă există xEG, astfel încît 
f( x ) = x' . 

Avem x' • f(e) = f(x) · f( e) = f(x • e) = f( x ) = x'. 
Analog se arată că f(e) · x' = x' şi deci f(e) este element neutru. 
Demonstraţia egalităţii (2) o propunem ca exerciţiu. 

Inele 

5.2.H. Adunarea şi înmulţirea determină pe mulţimea Z a nume
relor întregi, o structură algebrică caracterizată de următoarele proprie
tăţi: 

a) Adunarea determină pe Z o structură de grup comutativ . 
b) Inmulţirea este asociativă şi comutativă. 
c) Există element neutru faţă de înmulţire (numărul 1). 
d) Înmulţirea este distributivă faţă de adunare. 
Există exemple de mulţimi înzestrate cu două legi de compoziţie 

(adunarea şi 1 nmulţiţ·ea) astfel încît, înmulţirea nu este comutativă 
(mul ţimea matricelor pătrate de ordinul n) sau nu există element uni
t a te (mulţimea numerelor pare), cele două legi de compoziţie av1nd 
ce lelalte pl'oprietă~i menţionate în cazul numerelor întregi. 

DEFINIŢIE. Două legi de compoziţie, prima notată ad it iv şi a doua 
multiplicativ, definesc pe o mulţime I o structură de inel dacă: 

Grup aditiv 
comuta ti v 

Ap Adunarea este peste tot definită . 

AA Adunarea este asociativă, adică, (x + y) + z = 

= x + (y + z ), oricare ar fi, x, y, z E I. 
Ac Adunarea este comutativă, adică x + y = 

= y + x, oricare ar fi x, y E I. 
AN Există OE I , astfel încît O + x = x, oricare ar 

fi x E: l. 

A s Oricărui element xE I , i se 1wate asocia un ele· 
ment - xE I, astfel incit x + (-x) = O. 
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jjf P înmulţirea este peste tot clcîin ită . 
Jll{A înmulţirea este asociativă, adică x · (y · z) = 

= (x · y) · z, oricai·e ar· fi x , y, zE l. 
D,uĂ Înmulţirea este distrHmtivă faţă ele adunare, 

adică, oricare ar fi x, y, z E J, avem: 

x · (y + z) = {x · y) + (x · z), 
(y + z) · x = (y · x) + (z · x) . 

Dacă înmul~irea este comutativă se sp une că inelul esLe comutatiCJ. 
Dacă există clement neutru fa~ă de înmulţire sc sp1rn e că inelul este 
cu element unitate. 

5.2.1.2. Excm1lle. a) Inele numerice 
Adunarea şi înmul~irea de termin ă pe următoarele mulţimi de numere 

o sLructură de inel : 
1) mulţi mea Z a numerelor întregi (inelul numerelor intregi, inel 

comnt,ativ cu element uniLate) , 
2) mu l~imca numerelor întregi pare (inel cornu tativ, fără element 

unitate), 
3) mulpmca Q respectiv R, C a numerel or raţionale respecti v reale, 

complexe (ineîe comutative cu clement, uni ~aLc). 
b) Mulţimea matricelor pătrate din ordinul n (inel necomutativ, cu 

element uniLatc). 
c) Clase ele resturi. Adunarea şi înmul\,irea determină pe mulţimea 

claselor de resturi modulo un număr natural ri o struc tură de inel comu
tativ, cu element unitate. 

5.2.13. Înmnltirca cu O. Divizori rti lui O 
într-un inel i, dacă, cel Jrnţin unnl din factorii unui }H'Odus este O, 

atunci 11rodusul este eg·al cu O, adică 

a ·O = O, respectiv O ·a = O (aE I). 

Într-adevăr, avem: 

a(O + 0) = a · O ( căci O + O = O) şi a(O + O) = a · O + a ·O 
(distributiv itatea) ş i deci a ·O = a ·O + a · O. Notînd a ·O cu x, 
avem x = x + x şi adunînd, la sLînga pc -x, obţinem ( - x) + x = 
= (-x) + (x + x ), de unde O = x , adică a · O = O. 

EgaliLaLca O · a = O se d!'Jmonstrcază la fel. 
n eciproca afirmaţiei demonstrate nn este adcvăraLă în orice inel, 

mai precis, există inele în care produsul a două ( sau mai multe elemente) 
este egal cu O, fări"t ca nici unul din factori să fie O. 

Exemplu: 1) în inelul claselor de resturi modulo 12, avem: 

3 .4 = 6 
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Un element el =I= O al unui inel I se nmneşte di!iizor al lzii O, dacă există 
un element d' =I= O astfel incit: 

d · d' = O sau el' · d = O. 

I " " n inelul ulaselor de resturi modulo 12 elemcn LeJe 3 şi 4 sînt divi-

zori ai lui O. 
.. 01·i ~c inel. nurl!eric (faţă de ad unarea ş i înmu l ţi rea cnrentă) nu are 

d1v1zor1 ai lui O. Intr-adevăr, in raz11 l numerelor, dacă un p rodus este 
egal cu O, atunci ~el puţin unul d in factori csLe .ega l cu O. 

2) Inelul maLr1cel01· pătrate de ordinul n (n :):- 2) are divizori ai 
lui O. Verificăm afirmaţ,ia în cazul maLricelor păt1'aLe de ordinul 2. 

Fie A = ii ~ ~ ll şi B = I ! ~ ~ ! I două maLrice de ordinu] 2 nenule. 

Se ve1·ifică, fără dificultate, că A · B = li ~ ~ 11 · 

5.2.14. Regula semnelor într-uu inel. În cazul numerelor regula 
semnelor la înmulpre se reduce la următoarele relaţii: ' 

a) 

b) 

(-a) · b = a· (- b) = - (a· b), 

(-a) · (-b) = a · b. 

Vom arăta acum că aceste egalităţi sint adevărule in orice inel. 
Avem : 

[a + (-a)] · b = O· b = O (lnmuJţirca cu O; 5.2.13.) 

Apli cînd distribu Livitatea avem: 

[a + (-a)]· b = (a· b) + (- a)· b. Deci, 

(a · b) + (-a) · b = O şi adnnîncl la stînga pc - (a· b) obţinem: 
- (a· b) +[(a· b) + (- a ) · b] = - (ab) , de uncie 

(-a) · b = - (a · b). 

ln mod analog se verifică egaliLatea a( - b) = - (a · b). 
Pentru a verifica egalitatea (b) punem -b = x. 
Avem: (-a) ·( - b) = (-a)· x = -(a · x ) = -[a( -b)] = 
= - [-(a· b)] = a· b. 
Dacă inelul este cu element unita te, atunci (-1)x = -x. Intr-ade

văr (-1)x = - (1 · x ) = -x. 

5.2.15. Simplificarea la stînga şi la (lreapta într-un inel fără (Ji
vizori ai l.u.i O. J'.ie un inel I fără divizori ai lui O, a E I , x E J, y E 1 şi 
a =1=. O. Din egalitatea ax = ay rczulLă :x = y . (Se spune în acest caz că 
egalitatea ax= ay se poate simplifica la stînga, cu a =I= O.) 
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Intr-adcvăr, din ax= ay, rezultă prin adunare la dreapta a elemen
tului . - ay: 

ax+ (-ay) = (ay) + (- ay )) = O. Cum -(ay) = a(- y) , avem: 
ax+ a· (-y) = a · (x + (-y)) = O. Inelul I , fii r d fără divizori ai 
l ui O şi a =I= O, rezultă x + (-y) = O, de unde, adunînd la dreapta 
elementul y, ob ţinem x = y. 

în mod analog, se poate arăta că 
(xa = ya şi a =I= O) = x = y . (Se spune în acest caz că egalitatea xa = 
= ya se poate simplifica la dreapt a cu a. ) 

5.2.15. Reguli de calcul într-un inel. R eguli care rezultă din proprietatea un1â 
inel de a fi grup com utativ faţă de adunare. 

Un inel I fiind grup comu tativ faţă de adunare, avem: 

-(-x) = x(1 ), x E I (5 .2.4. (d)) 
- (x1 + x 2 + ... + xn ) = (- x i ) + (-x2) •• • + (-xn) (2), Xi, .x2 , .• „ Xn E I 

(5.2.6). 

Pentru s implificarea scrierii se face convenţia să se scrie x - y în loc de x + 
+ (-y) , -x + y în loc de (-x) + y, -x - y 'in loc de (-x) + (- y ). Cu această 
conven(ie, rel aţia (2) devine 

-(Xi + X2 + ... + Xn) =-Xi - X2 - X3 „ . -Xn. 

1n cazul numerelor reale regăsim regula prin care se afirmă că „minus în faţa 
unei pa ranteze schimbă semnul tuturor termenilor". Aceas tă regul ă, foarte frec
vent uti l izată în algebra elementară, rezu l tă, aşadar, din proprietatea mul ţimii 
numerelor reale de a fi grup comutativ faţă de adunare. lată şi alte si luaţii uzu
ale, din a lgeb ra elemen lară, care se justifi că prin proprietatea numerelor reale 
de a form a grup comutativ faţă ·de adunare. 

a - (b - c) =a - b - (-c) = a - b + c 

a - (b - c - d) =a - b - (- c) - (-d) = a - b + c + d etc. 

lnnmlţirea unei sume cu o altă sumă. 

Toate clementele care intervin în rela pile cc urmoa~Jl i;c presupun din tr-un 
inel J. 

Avem: 

a(Xi + x2 + ... + Xn) = ax1 + a x 2 + ... + axn (I ) 

resp ectiv (xi + x2 + ... + x11)a = xia + x2a + ... + x11a. (1') 

Într-adevăr, dacă facem !IOtapile : x2 + ... + Xn = Yt> .x3 + x4 + ... + ·x 11 = 
= y 2, ..• , Xn.1 + Xn = Yn-i , atunci, aplicînd distribu tivitatea, obţinem succesiv: 

a(x, + x 2 + ... + x11) = a(x1 + Yil = 
= ax1 + ay1 = ax1 + a(x2 + .. . + x11) = 

= ax1 + a(x2 + y 3 ) = axi + a:c2 + ay3 = ... = 
= ax1 + ax2 + ... + ax11• În mod analog se veri fică egali ta tea 

(.'t1 + x 2 + „. + .7:11)a = x 1a + x 2a + ... + .Xna. 
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Avem: 

(a1 + a 2 + .„ + am) (x1 + x 2 + ... + x 11 ) = 

= ai X1 + a2.x1 + ... + amxt + 
a1x 2 + a2x2 + ... + U.,nX2 + 

A ceas l ă rela \.ic se poate scrie cu aju lorul simbolului I: as lfel 

(t a; ). t Xj = t ('f; a1tx1)' 
t ~ l J = 'l l= I h - 1 

Pen tru d emons traţie, să punem a 1 + a2 + ... + am= a. 
Avem: 

(a1 + 02 + ... + am) (x1 + a:2 + ... + Xn) = a(x1 -1- x 2 + ... + Xn) = 
= ax 1 + ax2 + . „ + axn = · 
= (a1 + a2 + ... + a111)x1 + 
+ (a1 + a2 + ... + aw)x2 + 

+ (al + a 2 + ... + am)Xn = 
= Ui X 1 + a2xl + ... + amX1 + 
+ aiX2 + a 2X2 + ... + UmX2 + 

+ Ui Xn + ll2Xn + ... + a mXn. 

Dăm acum cîleva situaţi i uzuale, în algebra clr1mnlară, în care regulile de 
calcul (cu nume1'e reale) se j ustifică prin proprietăţil e menţionate: 

(a + b) (x + y + z ) = ax+ bx + ay + by + az + bz 

(a- b) (x - y + z- t) = ax + (- b)x + a( - y) + (-b) • (- y) + 
+ az + (-b)z + a(-t) + (- b) • (- t) = 

= ax - bx - ay + by + az - bz - at + bt. 

Calculul cu p olinoame, avînd coeficienţi într-un inel comutatii>. 

înmul ţirea fiind asociativă , într-un inel s!nt adevărate egal ităţil e : :1:11 • xm = 
= xn+m şi (x" )m = xnm (5.2.5). 

Fie a0 , a1 , b0 , b, şi x, elemente dintr-un inel I . 

Avem : 

(a 0x + a1) (b0x + b1) = a0xb0x + a1 b0x + a0xb1 + a1b1. 
Se observă că dacă înmul ţirea nu es te comulalivă, a lunei scrierea rezulta

tului , ca o sumă de termeni, după puterile descrescătoare a le lui x, nu esle posibilă. 
Dacă înmulţirea es te comutativă, atunci avem: 

(a0x + a1) (b0x + b1) = a0b0xx + a1b0x + a0bi x + a1b1 = 

= a0b0 x 2 + (a1b0 + a0b1 )x + a1b1 . 
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Reg ulile de calcul folosi le la calculul produsclot' de polinoame cu coeficienţi 

din mulţimea numerelor reale (sau complexe) se just ifică pr in aceea di mulţimea 
numerelor reale (respectiv, mulţimea numerelor complexe) formează inel comutativ. 

Dăm acum cîtcva situaţii uzua le din calculul cu polinoame care se jus tifică, 

pc baza regulilor de calcul într-u n inel comutativ. 

('1 ) (a0x2 + a1x + a 2) (b0.1·~ + b1x 2 + b2 :i: + b3 ) = 
= a0b0.'I: I- {u 0b1 + a 1b0 ):i.4 + (oofi2 + a1b1 + a2b0 ).i;3 + 

+ (a0b3 + a1b2 + r1~b1)x2 + (a1b3 + a2b,)x + a~b3 
{2) (ax2 - b) (c.i;2 - d) = acx1 - (bc + ad) x' + bd. 

5.2.17. Inele 11c polinoame cu coeficienţi munerici. Fie Z[ x ], Q[x ], 
R[x], C[x] m,nlp111 ca polinoamelor cu coefi cienţi inLregi, respectiv raţio
nali, reali, complecşi. 

În aceste rn u l ţ,imi ad unarea ş i inmu l ţi1·ea determină o slructură ele 
inel comutativ, cu element uniLaLe şi fării divizo ri ai lui O căci: 

Ap. Suma a două polinoame cn coeficicnţ, i întregi, respectiv raţ,io
nali, reali sau pompJecşi , este un polinom c11 coeficienţi înLregi respec
tiv raţ,ionali , reali sau comp lecşi. 

AA- Adunarea polinoamelor este asocialivă, căci oricare ar fi poli
noamele P(x), Q(x) şi R( x) din Z[x], respectiv Q[:r], R[x] sau C[x], 
avem 

[P(x) + Q(x)] + R(x) = P(x) + [Q(x) + R(x)]. 

Ac. Adun area esle comutativii , căci oricare ar fi polinoamele P(x) 
şi Q(x) <.l in zrxJ, respectiv Q[x], R[x] sau C[x] avem : 

P(x ) + O(x) = Q(:c) + P(x). 

AN. În zr.rJ, respecLiv Q[x], R[.:r], crxJ exis l ă element neutru faţă 
ele adunare. J\cc·sta esLe polinomul nul P':' (P*(.~·) = O): , 

P( x) + P':' = P(x) . 

A 8 . Oricare polinom P( x ) cu cocficien~i înLrPgi respectiv raţ,ionali, 
reali, complecşi, numite un opus, polinomul -P(x} care este un poli
nom cu cocfi cienţ,i întregi , respectiv raţionali, reali , complecşi. Avem: 

P(x) + (- P(x)) = P':'. 

Aşadar, adunarea determină pc Z[x], respectiv Q[x], R[x], C[x] 
o sLrucLură de grup comutativ. 

Mp. Produsul a două polinoame din zr:r], respectiv Q[x], R[x], 
C[x] est e un polinom din Z[x], respecLiv Q[a:], R[.-i;] , C[x]. 

iVIA- Inmul\.irea est e asociativă, căci oricare ar fi polinoamele P(x), 
Q(x), R( x) <.l in Z[ .-i;], respectiv Q[x], R[x], C[x] avem: 

[P(:v) · Q(x}] · R(x) = P (.-i;) · [Q(x) · R(x)]. 
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Înmulţirea este comutativă, caci oricare ar fi polinoamele P(x) şi 
Q(x) din Z[x], respectiv Q[.-i;], R[x], C[x] n vem : 

P(x) · Q(x) = Q(x) · P(x). 

ln Z[x ], respectiv Q[x], R[x], C[x], polinomul iden~i ficat cu numă
rul 1 este elem ent unitate faţă de inmul~ire, căci P(a:) · 1 = P(x), ori
care ar fi P(.1:). , 

D.uA' Înmulţi rea este di sLribut.ivă faţă de adun.are, căci oricare ar f1 

poli noamele P(x), Q(x), R (x) , dm Z[x], respectiv Q[x], R[x], C[:x]. 
avem: 

P(x)[Q(x) + R (x)] = P(x) · Q( x) + P( x) · R(x). 
' ' 

Proprie Lăţile enumerate arată cii adunarea şi înmuJ~ire~ definc~c 
pe mulţimea Z[x], respectiv Q[x], R[x], C[x], o s Lru citură de mel comu
tativ cu elemenL unitate. 

Să demonstrăm acum că în Z[x], respectiv Q[x], R[:c], C[x] nu existti 
divi zori ai lui O. 

Fie două polinoame P(x) şi Q(x) diferite de polinomul nul. ln acest 
caz cele două polinoame pot fi scrise sub forma P(.-i;) = a0xn + „. + am 
cu a0 =/= O ş i Q(x) = b0x"' + „. + bni, cu b0 =/= O. 

Avem: 
P(x) · Q(x) = a0b0 xn+m + .„ + anb111 ş i cum în Z, respectiv Q, R, C 

nu avem divizori ai lni O, rezultă a0b0 =/= O şi deci polinomuJ P(x) · Q(x} 
nu puaLe fi ~)Qlinomul nul. 

Consecinţe/,. Dacă P (x) =/= P*, atunci : 
P(x) · Q(x) = P(x) · R(x) = Q(x) = R(x) (v. 5.2.15). 

Obscnarc. Faplul că adunarea şi înmulţirea delermină pc mul Pmea polinoa
melor cu coefi cienţi in lregi, respectiv raţionali , reali, comp l ecşi, o s tructură de 
inel comutativ, cu clemen t unitate· şi fi:iră divizori ai lui O, rezultă din pro
p rictalca mulţi m i i din care se consideră coefi cienţi i ele a forma inel comu ta tiv, 
cu element unitate şi fără divizori ai lui O, căci opcraţ. iile cu polinoame se reduc 
la opera\.ii cu coefici enţii acestora. 

5.2.18. Izomori'ism. Omomodism (de inel). Motive analoage cu cele 
expuse la 5.2.10 a u dus Ja necesitatea gi'isirii unor criterii după care 
să se idenLificc, din punct de v edere algeb ric, tlouă inele. 

DE FIN IŢ IE . Fie I şi J' două i r.ele. O apl icaţie: 1 -> I' se numeşte 
izomorfism dacă: 

a) feste b i jectivă, 

b) f'(x + y) = f(x} + /'(y), 

c) f( x · y) = f'( x) · {(y). 
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Dacă intre inelele I şi I' există un izomorfism, atunci se spune că 
acestea sînL iiomorfe şi se consideră identice, din punct de vedere alge
bric. 

O aplicaţie: f : I -+ I', se numeşte omomorfism dacă îndeplineşte con
diţiile (b) şi (c). 

Exemple de inele izomorfe vor fi date la exerciţii . 
Din definiţia izomorfismului, rezultă imediat următoarele conse

cin~e: 
(1) f (O) = O. 
(2) Dacă inelul I admite ca element unitate pe 1, atunci f"(1) este ele-

ment unitate în I'. 
(3) Dacă inelul I este comutatifJ, atunci şi inelul I' este coniutatifJ. 

(4) f(x1 + X2 + .. . + Xn) = f'(x1) + f(x2 ) + ... + f(xn). 
ln particular, f(nx) = nf(x). · 
(5) f(x1 • X2 • „. · Xn) = f( x1 ) • f"(xz) · ... · f'(xn). 
ln particular, f(xn) = [f(x)]n. 

Demonstraţia propoziţiilor (2), (3), (4), (5) le propunem ca exerciţii. 

Corpuri 

5.2.19. S-a văzut că adunarea şi înmulţirea definesc pe mulţimea 
numerelor raţionale o structură de inel, cu element unitate. 

In inelul numerelor raţionale, orice element diferit de O este inver-

sabil. (Inversul numărului rational x = .!!:. este numărul rational x-1 = 
, b , . 

= .!!_ i X ' x-l = ~ . .!!_ = 1) . 
a b a 
Această proprietate nu are loc în inelul numerelor întregi (în inelul 

numerelor întregi singurele elemente inversabile sînt 1 şi - 1). 

Observaţii. 1) Dacă într-un inel cu element unitate, avem O = 1, atunci E = 
= {O}. ÎnLr-adevăr, fie x E E. Avem: 

.i: • 1 = x (1 fiind element unitate). 
x ·O = O (înmulţirea cu O într-un inel ). 
Dar 1 = O şi deci x · 1 = x • O de unde x = O. 
2) ÎnLr-un inel cu element unitaLe, dacă E =/:= {O}, a lunei O nu este inversabil . 
într-adevăr, să presupunem, contrariul , că O este inversabil şi să notăm cu 

0-1 inversul lui O. 

Avem: 0·0-1 = 1 şi 

O· 0-1 = O (înmulţirea cu O înLr-un inel). 
Aşadar, O = 1, ş i deci E = {O} (observaţia 1) ceea ce conLrazice ipoLeza E =/:= {O}. 
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' 
DEFINITIE: Două legi de compoziţi e, prima notată aditiv iar a doua 
notată n'.iultip licativ, determină pe o mulţime K o structură de corp 
dacă: 

Inel cu 
element 

Gru11 
aditiv 
comutativ A N· 

11nitate M P· 

JJ!! A-

Adunai·ea este peste tot definită. 
Adunarea este asociativă, adică: 
(x + y) + z = x + (y + z), ori 
care ar fi x, y, z E /(. 
Achmarea este comutativă, 
adică: x + y = y + x, oricare 
ar fi x, y E /(. 
Există O E K, astfel încît: 
O + x = x (respectiv x + 0= x), 
pentru orice x E /(. 
Pentru orice x E K, există 
-xE K, astfel încît: 'x+(-x)= 
= O (respectiv -x + x =O). 
înmultirea este llCSte tot definită. 
înmulţirea este asociativă, adică 
(x · y) · z = x · (y · z), oricare ar 
fi x, y, z E K. 
Există 1 E K , astfel încît: 
1 · x = x · 1 = x, oricare ar fi 
X E K. 
înmulţirea este distributivă faţă 
de adunare, adică: 
x · (y + z) = xy + xz 
(y + z) • x = yx + zx, oricare 
ar fi x, y, z E K. 
Pentru orice x =I= O din K există 
x-1 E J( astfel încît: 
X ' x-l = .-i;- l · X = 1. 
- Dacă înmulţirea este comu
tativă, adică: x · y = y · x, ori
care ar fi x, y E K, corpul se nu
meşte comutatifJ. 

Obsel'Vare. Se admite că un corp conţine cel puţin două elemenLe (dis tinc te): O şi 1. 

5.2.20. Exemple. 1. Adunarea şi înmulţirea definesc o structură 
de corp pe următoarele mulţimi: 

a) Mulţimea numerelor raţionale Q (corpul numerelor raţionale. 
Acest corp este comutativ). 

b) Mulţimea numerelor reale ( corpul numerelor reale. Acest corp 
este comutativ). 
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c) Mul~imea numerelor _complexe (corpul nnmcreior complexe. 
Acest corp este comu La Li v ). InLr-adevăr, se ştie că ad un a rea şi înmul
ţirea defin esc pe mulţim ea numerelor complexe o sLructură algebrică 
ele inel cu clemcnL unitaLc. 

. ·1 a Dacă z = a + bi (z E C şi z =/=O), atunci z-1 = -- = - - - + 
a+ bi a2 + b2 

- b ' . 1 + --- i ş1 z · z-1 = . 
a" + b2 

2) Adunarea şi înmulţirea definesc pe mul ţimea claselM de resturi 
modulo llln număr natl!ral p prim, o stnictură ele corp, corpul claselor 
de resturi modulo p. Intr-aclcvăr, adunarea şi înmulţirea definesc pe 
mulţimea c laselor de resturi modulo un nnmăr natural o structură 
ele inel cu clement unitate. Dacă se consideră clasele de resturi modulo· 
un număr natural pt·i m, atunci orice clement di feri L de O este inver
sabil. 

Corpul claselor ele resturi modulo p este un corp comutativ.* 

5.2.21. J,ipsa divizorilor lui O. Corpul fi ind o struc tură algebrică 
parLiculară ele inel, într-un corp au loc toate prop rietu\ ile care a u loc
într-un inel. 

într-un COl'll J( nu există divizori ai lnî O. 
Altfel spus, prodnsul a două elemente clintr-un co1p, diferite de O, este: 

un element diferit de O. 
Intr-adevăr, să presupunem contrariu l, că într-un corp există dt:mă 

elemente a=/= O şi b =/= O astfel incit a· b = O. 
Avem : 

a- 1 · (a · b) = a- 1 • O 

(a- 1 · a) · b = a-1 ·O 
'.l • b = a- 1 ·O 
b = a-1 ·O 

(l. b =o. 
(S-a înmulţit Ja stînga cu cc1 . Elementul 
a fiind clife"rit ele O este inversabil.) 
(S-a folosit asociativiLaLea înmul~irii. ) 
(S-a utilizat relaţia cc1 · a = 1.) 
(S-a folosit faptul că 1 este eJemenLuJ urn
ta le.) 

b = O (Inrnulţirea cu O inLr-un inel.) 
Egalitat ea b = O conLrazice ipo Leza b =/= O. 
Aşad ar, u n prodns de elcment.e dint r-1111 corp est e O, d acă şi numai 

dacă cel puţin un factor este O: (a· b) = O) =- (a = O sau b = O). 
Un inel în care exi stă divizori ai lui O, nit este corp. 

5.2.22. Altă defiuiţ.ie a corpului. Dacă adunarea şi î nmulţirea defi
nesc pe o mulţime 1( o structură de corp, atnnci inmul\irea defineşte 
pe nrnl ~imea /(""- {O} o strucLură de grup m ultiplicativ. 

* Se poale demons tra că orice corp fin it (un corp definit pc o mulţime fi11ită} 
este comula liv (Teorema lui W et.!dcrburn ). 
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lntr-adevăr, 
Pu. Înmulţirea est e peste tot definită în mul\irnca /(""- {O}. (Pro-

dusul a ci ouă elemcnLe diferit e de O este un element diferi t de O.) 
PA- înmulţirea este asociaLivă. 
PN. Există element uni tate. 
P8 . Orice element diferit de O (din K"-., {O}) es te inversabil. 
Cu această obscrva~ie, putem formula definiţia corpului şi astfel: 

Două legi de compozi ţie, una notată ad itiv şi alta notată mult ipli
cativ, determină pe o mu lţime ]( o structură de corp, dacă: 
a) Adunarea determină pe ]( o structură de grup comutativ. 
b) !nmulţirea determină pe /~{O} o struct u ră de gr up . 
c) lnmul ţirea este distr i buti vă faţă de ad unare . 

5.2.23. Fracţii într-un corp comutativ. Dacă într-un corp comu

tativ facem notaLia !:!... = a· b- 1, respectiv .!:!:.. = b- 1 · a (b -L O) (acesLe 
' ' b b ,_ 

notat.ii sînt suQ'erate ele ceÎe folosite la numere, w1de a· b-1 = a · ~ = 
' ~ b 

= !:!... = .!. . a) atunci putem efectua cu elemenLele sale calcule analoage 
b b 

cu cele de la fracţii_ 

Avem: 
a 

(l = -
1 

!:!... + _:_ = _a_·_d_+.;__b_·_c 
b d b . d 

·1 c a·c :an particular, a· -= -
el d 

a 

b o d a·d 

d 

a 

.ln particular, 
a a · d -=-, 
c c 

b a 

c b. c 

d 
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a) 

(b) 

(c) 

(el) 

(e) 



Demonstrăm numai relaţiile (a) şi {b). 

a) Avem:.!!..= a· (1t1 =a·1 =a. 
1 

b) Avem : 

!!:... = a · b- 1 = b- 1 • a ..!!... = c · d-1 = d-1 • c b , d , 

a . d + b. c =(a. d + b. c). (b·dtl = 
b·d 

- (a· d + b · c) · (d-1 · b- 1) = 

= (a· d) · (d-1 · b- 1) + (b · c) · 
· (d- 1 • b- 1) = a· el ·cl-1. b-1+b · b- 1. 

· c · d- 1 = a · b- 1 + c · d-1 = 
a c = - +-
b d 

(S-a folosit relaţia 
(b. dtl = d-l . b- 1) 
(S-a folosit distributivitatea.) 
(S-a ţinut seama că înmulţirea 
este asociativă şi comutativă.) 
(S-au folosit relaţiile d · d-1 = 1 
şi b • b- 1 = 1 şi s-a utilizat pro
prietatea elementului neutru.) 

5.2.24. Izomorfism. Omomorfism (de corp). · 

DEFINIŢIE. Fie J( şi /(' două corpuri . O aplicaţie f: ]( -> f (' se 
nu me~te izomorfism, dacă: 
a) f este bijectivă, 
b) f(x + y) = f(x) + f (y) , 
c) f(x· y) = f (x) ·f(y). 

Dacă între corpurile K şi J(' există un izomorfi sm, atunci se spune 
că cele două corpuri sint izomorfe şi se consideră identice din punct de 
vedere algebric. 

O aplicaţie f: /( -> IC se numeşte omomorfism dacă îndeplineşte 
condiţiile b) şi c). 

Exemple de corpuri izomorfe, vor fi date ]a exerciţ,ii. 
Un izomorfisrn f : K -> K se numeşte automorfism. 

Exerciţii 

Exemple de legi d e compoziţie 

1. Fie mul ţimea E = {1, 2, 3, 4, 5, 6 }. Notăm cu x T y, cel mai marc divizor 
comun al numerelor x şi y (x e E, y e E). 

a) Corespondenţa (x, y) -+ x T y defineşte o lege de compoziţie în E. 
Să se întocmească tabelul legii de compoziţie. Este aceas tă lege pes te tot defi

nită? 
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b ) Să se veri fice că: (2 T 3) T 6 = 2 T (3 T 6). 
c) Să se culculcze: [(t. T 6) Ţ li] T (t. T 2). 
d ) Să se rezolve ecuaţiile : x T 6 = 2, x T 3 = 3, x T 5 = 5. 

2. F ie mulţimea E = {1 , 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8}. Nolăm cu x T y cel mai mic
mulliplu comun al numerelor x şi y (x e E , y e h'). 

a) Corespondenţa (x, y) -+ x T y defineş te o lege de compoziţie în E . Să se întoc
mească tabelul legii de compoziţie. Este această lege peste Lot definită? 

3. F ie mulţimea E = {O, 1 , 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8} ş i x T y = I x - y J (x e E, 
yeE). 

a) Să se întocmească tabelul legii de compozi ţie. Este această lege de com
poziţie peste tot defin ită? 

b) Este adevărată afirmaţia: „(x T y) Ţ z = x Ţ (y T z) oricare ar fi x , y, z . 
din E"? 

c) Es te adcvărntă afirmapa: „x T y = y Ţ x, oricare ur fi x, y din E"? 
d ) Să se rezolve ecuaţia (x T 2) T 3 = 1. 

4 Fie mulţimea E = {~' ~ • ~' · · ·} = {x e R j x = ~ , n e N)}. • 2 22 23 2n 

a) TI:stc în mul ţi rea peste to t definită în E? 
b) Esle adunarea p este lot defini tă în E? 

5. Să se precizeze dacă adunarea, respectiv scăderea este sau nu este peste 
tot definită în următoarele munimi: N, Z, Q, R, C, Q+, R+, Z".{O}, Q". {O}. 
R". {O}, C" {O}. 

G. S(t se precizeze dacă înmul ţirea, respectiv împărţirea, este sau nu peste 
tot definită în următoarele mul,ţimi: N,Z, Q, R, C, Q+, R+, Z"'-.{O}, Q"'-. {O}, R".{O}, 
C""- {O }. 

7. Fie M mulţimea permutărilor asupra mulţimi i {'l , 2, 3, 4}. 
a) Să se rezolve ecuaţiile : 

.X 0 (1 2 3 t,) = (1 2 3 4.), X e M. 
3 1 42 1 324 . 

b) Să se rezolve ecuaţia : 

(1 2 3 4) 0 y = (1 2 3 4)• y e M. 
31!,2 1 32!, 

8. a) Să se întocmească t abelele adunării şi înmulţirii în mulţimea claselor 
de resturi modulo 7. 

b) Să se rezolve ecuaţiile 

" " 1) X+ 3 = 0 2) J • X= 1. 
c) Să se veri fice„ că dacă x =f= O egali talea x7 = x este o identitate. 

9. În mulţimea R a numerelor reale fie x Ţ y = x + y + 5 şi x J__ y = 
= x2 + y2. 
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<l) Să se calculeze :-! Ţ 5 ~i 2 T r._ 
b) Să se 1·ez1)lve si~Lemu l de c1 :uaţ. ii 

{
:t:Ţy = 8 

. (x J_ 3) T (y T 2) = 2a. 

10. Fie JII mul ţi mea malricelor pătrate de ordinul doi de forma li x Y li 
'2y X 

unde x e Q, y e Q. Să se arate că în rnulţil'ea este p es lc tot defin ilă în ilf. Adunarea 
este pesle lol definită în M? 

11. Fie M = {x e R Ix= o+ b i/5, a e Q, b e Q, a2 
- W = 1}. 

Să se arate că înmulţirea în M este pcsle lol definitu. 

12. Fie în mul ţimea [3, + oo) legea de compoziţie :t Ţ y = .'l:!J - 3(x + y) + 12. 
Să se ar ate că legea Tes le posto tot definită. 

13. Fie F3 mul ţi mea funcţiil or strict crcscătoa1·e definito pe R cu valori în R. 
a) Să se arale că adunarea este pcs le tot defi nită în Fc. 

b) înmulţi1·cn este peste tol defini tă în Fc? 

Asociativitate 

14. So ştie că în cazul unei legi de compozipe asociative compusul a patru, 
cinci sau mai multe elemente nu depinde de aşezarea parantezelor (5.1:16) . 

Să se verifice că în cazul unei legi do compoziţie înlre elemen tele unei mul
ţimi M, asociative, nolale cu semnul T avem: 

a) [(a T b) T c] Ţ d = a Ţ [(b T c) T d]. 

b) [(a T /J) T c] T (d Ţ e) = {a T [(b Ţ c) Tel]} Te. 
(Literele a, b, c, d, e reprozin tă elemen le din M.) 

16. F ie r: = {e, a, b, c, d, f, g} şi legea de compoziţie dală în tabelul: 

T e a b c d r g 

c e a b c d f g 

b d f 
a) Să se v erifice că : 

a a c g e 

b b c d f g e a a T (a Ţ b) = (ct T a) T b, 

c c el r b 
a T (b T c) = (a T /J) T c, 

g e a b T (c T d) = (b T c) Tel. 
d d f g e a b c 

f f b d 
b) Esle legea - asociativă? 

g c a a 

g g e a b c d f 
16. În mul pmca R a numerelor reale definim o lege ele compoziţie notată cu 

semnul Ţ în felul u rmălor: 

x T y = 6xy + 3x + 3y + 1. 
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a) Să se calculeze ~ Ţ 2. 
r, 

b) Să se verifice că legea Ţ este asociativă. 
c) Să se arate că există un element e aparpnînd lui R ast fel încîl x Ţ e = x, 

oricare a r fi x e E. 
d) Să se rezolve ecuaţia: 

a T x = e. 

17. În mulţimea R a numerelor reale punem 

max. (x, y) = ' - """' ş i min. (x, y) = x , aca x ""' y . 
{ 

x dacă x 2' y { d ~ · ~ 

y,clacay>x . y,dacăy < x 

Legea de compoz iţi e x Ţ y = max. (x, y) este asociali vă? 
Dai: legea x J_ y = min. (x, y)? 

18. F ie F muq:imea func pilor definite pc R cu valori ln R ş i funcf.iil e f, g, h e F 
definite as tfel : f(x) = 3x + r,, g(:;;) =sin (x + 1), h(.1:) = ln (x2 + '1 ). Să. se veri
fi ce p ri n calcul d i1·ect că (/' o g) oh = f' o (g o h ). 

19. F ie M mul ţimea permutărilor asup ra mulţimii {'l , 2, 3, t,} şi permutările 

f -- ( 1 2 3 " ) · g -- (1 2 3 ") h = I 'l 2 3 ") 
3 1 42 2314' 2 'l l,3 

. Sil se verifice prin calcul 

direct că (( o g) oh = (o (g oh). 

20. Fie M mul ţimea malricelor pătrat.e de ordinu l doi in care considerăm 

m alricele A = l i ~ ~ li · R = I. ~ = ~ li · C = li ~ : li· Să se ve1·ificc prin calcul 

rl ircct că (A + B) + C = A + (B + C) ş i (A · B) · C = A · (B • C). 

21. Să so dcmonslreze că adunarea v ecLorilor de poziţie este asociativă. 

22. Î n mulţimea claselor de resturi modulo t2 să so veri fice egal i tă.tile: 
I\ A /\. I\ /\ I\ I\ /\ /\ /\ /\ ·,,.._ 

(8 + 9) + '11 = 8 \- (9 + 11) şi (8 . 9) . 1l = 8. (9 . 11). 

Comutativitate 

23. Se ştie că în ca zul unei legi de compoz iţie asociative ş i comutative, co m
pusul a trei sal1 mai multo clomen le nu depinde de aşezarea paran tezelor şi ordi
n ea clemen lelor (5: t : t9). 

a) Să se veri fice, urmînd u-se toate etapele, că tn cazul unei legi Ţ asocia
tive ş i comu lative avem: 

(a T b) T (c T d) = [b T (d T a)] T c. 

24. Să so calculeze, urm în du-se toate e l apele: 

a) [AU ( B U A)l U [ B U (B U A )], 

b ) [{AnB) n tl]n[BnA)nAJ. 

Se va fo losi asociaLivila lea , comutativitatea şi relaţia AU A = A, respectiv 
AnA = A. 
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25. a) Să 8B definească pe muipmea {e, a, b , c } "h•g11 de compo ziţi(-) c<:i re ::;:~ 

'fw • :umulativă, dar neasociativă. 

hj i:lă se d<:finească pe mulţimea {e, a, b, c} o lege de compoziţie asocia ti vă , 

dar neco111utativă. (Se va da legea prin tabel ). 

2H. Asociind oricărui cuplu (A, B) de punc te ale planului P mij locul A Ţ H 
.a l segnien tului AB definim o lege de compoziţie pes te t ot definită !n P. 

a) Este legea Ţ asociativă? b) Este legea Ţ comu tativă? 

27. Fie R+ mu.lţimea numerelor reale pozitive. 

Facem notaţiile: 

T x + y 
1. x y = - - , x E R+, y E B+ (m edia ari tmetică) , 

2 

2. x J_ y =V x · y, x E R+, y E R~ (m ed ia geometrică), 
2xy 

3) x * y = - - , x E R+. y E R+ (media armonică . . '!;+ y 

a) Este legea T asociativă? Dar comutativă? 

b) Este legea J_ asociativă ? Dar cornu tativă? 

c) Este legea* asociativă? Dar comutativă? 

28. în mulţimea Fa funcţiilor definite pe R cu valori în R, să se dea un exen;plu 
·de funcţii f şi g pentru care f o g =fag of. 

21), !n mulţimea M a matricelor pătrate de ordinul doi, să se p recizeze două 
matrice A şi B, astfel încît A · B =fa B ·A şi două matrice diferite C şi D, astfel 
încît C · D = D · C. 

30. În mulţimea 111 a permutărilor asupra mulţimii {1, 2, 3, 4} să se precizeze 
două permu Lări a şi b astfel înc!L a o b =fa b o a şi două permutări diferite c ş i d 
a s tfel încît co d = doc. 

31. Să se precizeze cum trebuie să fie polinomul Axy + Bx2 + Cy2 + Dx + 
+ ·Ey, astfel incit legea x T y = A.'ty + Bx2 + Cy2 + D x + Ey (în R ) să fie 
comutativă. 

.Element neutru 

T 

a 

b 

c 

d 

a b c d 

b c a d 

a b b d 

a b c d 

b a d d 

32. Fie legea de compoziţie notată cu semnul Ţ între 
elementele mulţimii E = {a, b, c, d} dată în tabelul 
alăturat Există element neutru? 
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33. Fie legea de compozi ţie defini tă pe mulţimea E = {a, b, c, d , e} dată 
î n tabelu l următor : 

T ab c d e 

a 
b 
c 
d 

a a b a d 

a d a b e 
b a b c d 
a b c d a 

e d e d a c 

a ) Să se veri fice că legea T csle com ,1 Lalivă. 

b) Avem d T a = a, d T b = b, d T c = c. Este d 
element neu tru ? 

34. În mulţimea Q defi nim urm f't toarea lege de compoziţie , 

x T y = xy - x - y + 2. 

a ) Să se ara Le că legea T este asociativă . b ) Să se a ra te că Jegea Ţ este comu
tativă. c) Ex is tă elemen t neutru faţă ele leg·ca Ţ? 

35. În mulţimea R+ a numerelor reale p ozilive d efinim următoarea lege de 
compoziţie x Ţ y = xloa aY. 

a) Să se arate că legea T este asociativă. b) Să se arate că legea Ţ este 
comutativă. c) Să se a rate că există clement neutru. 

36. a ) Să se d ea un exemplu de lege de compoziţie asocialivă şi comu tativă 

fără element neulr u. 
11) Să se d ea un exemplu de lege de compoziţie neasociativă şi necomutativă 

faţă de care există element neut ru . 

AA /\AA A/\ /\/\/\ 

37. F ie mulţimea {O, 1, 2, 3, 4} şi l egea de compoziţie x Ţ y = (3 · x • y) + 
A A /'\ /\ /'\ + (t. • x) + (4 • y ) + 4, unde semnele · , + reprezi ntă înmul ţirea, res pec t iv aduna-

rea în mu l ţimea cl aselor 'ele res turi modulo 5. 

· a) Să se arate că legea T este comutati vă. 
/\ 

b ) Să se a rate că elementul li es te el ement neutru faţft de legea Ţ (se va 
ver ifica p entru fiecare elem ent în parte). 

Elemente simetrice 

38. Fie rnul ţi mea {e, a , b, c, d } şi legea T dală în tabelul de mai jos; 

T l ea bcd 

e 
a 
b 
c 
d 

e a b ,c d 
a b e b e 

b e d e a 
c b e a b 
d e a b b 

a ) Să se verif ice că l egea Ţ es te comutativă. 

b ) Să se a ra te că orice clement admite un simet ric. 
c) Este l.egea Ţ asociativă? 

39. În mul ţimea claselor de rostur i modulo G f iecare c lement adm ii l' un simetric 
pentru adunare. a ) Să se precizeze opus ul f iecărui cl em ent. 
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40. În mulţimea claselor de resturi modulo ? orice element d iferi t do O este 

in versabil. Să se dcLermine 1_-1 2-1 3-1 4-1 s-1 A5-1 ' ' , , ' . 

41. În mulţimea claselor de resturi modu lo 10 să se precizeze elementele care· 
sin t inversabile şi cele ca!'e nu sînt inversabile. 

42. Î.n mul~imea :uncţiil or definite pe R (mulţimea numerelor reale) cu valori 
în aceeaşi mulţime, fi e f(x) = 3x + 2 ş i g(x) = arcLg (3x + 2). a) Să se ara te 
că runcţiile f ş i g sînt inversabile. 

b) Să se de termine r-1, g-1. 

43. În mulţimea M = {a+ b i/2, a E Z, b E Z} ex istă elemen te inversa
bile ş i elemen te n einversabile faţă de înmulţire. Să se precizeze trei elemente inver
sabile ş i trei elemente neinversabi le. 

44. În mulţimea R a numerelor reale considerăm următoarea lege de compo
ziţie peste Lot defini tă: 

x Ţ 11 = 3x11 - 6a: - 611 + 14. 

a) Să so arate cft ex is tă element neutru faţă de legea Ţ. 
b) Să se arate că ex istă un sing·ur clemen t care nu admite simetric. 

45. Fie M mulţ.imea claselor de res turi modulo 11. 

a) Să se r ezol ve ecuaţia (S · x) + Î. = 9 (x E Jl!J). 

b) Să se rezolve ecuaţi a (S · x) + 6 = S (.1: E M) . 

46. Fie M mulţim ea pel'mutiirilor asupra mulţimii {·!, 2, 3, 4, 5, 6}. 

a) Să se afle ( 1 2 3 4 5 6 )-1 ş i (1 2 3 4 5 0 J-1 
312'165 2143 65 

· b) Să se rezolve ecuaţia 

(
1 2 3 4 5 6 ) 0 X = (1 2 3 r. 5 

5
6 J . 

3 1 2 4 6 5 2 1 4 3 6 

c). Să se rezolve ecuaţia: 

y o ( 1 2 3 4 5 6 1·· = (1 2 3 4 5 6 ) . 
31246 5 21 4365 

47. F ie Jiil = {x E R I x = a - b i/7, a E Q, b E Q, a2 - ?b2 = 'l }. 

a) Să se arate că lntnulţirea es te peste tot definită. 
b) Să se arate că orice clement ad mite un simetric. 

48. Să considerăm mulţimea Jlif a rn a lricelo r de forma li x 811 li unde x E Q„ 
y :c 

y E Q şi :c2 - sy2 = l. 

a) Să se arate că înmulţirea este pes te tot derinilă. 

b) Să se arate că orice matrice din lll es te inversabilă şi să se calculeze invei;sa „ 
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D istribut ivitate 

41). Să se demonstreze că r eun iunea este d i stributivă faţ~t de in tersecţie şi 
in tersecţia este distributi vă faţă de reuniune. 

60. F ie o mulţime M înzestrată cu două legi de compoziţie, una notat~t aditiv 
(cu semnul „+") şi alta notată multip licativ cu semnul „ · ". 

Ştiind că legea · este asociativă şi dis tributi vă [aţă de legea +, şi că legea + 
este asociativă , să se arate că 

a) (a + b) (x + 11 + z)· = ax + ay + az + bz + by + bz. h) (x + y) 2 = 

= xx + xy + 11x + Y11 . 

61. În mulţimea R a numerelor reale definim două legi de compo7.i ţi c notate 
cu semnul J_ respect.iv T în modul următor : 

xl_11=x+ 11-2; 

. 1 ' 
x T y = - xy - x - y + 4. 

2 

• a) Să se demonstreze că am bele legi sînt asociative şi comutative. h ) Să se 
-demonstreze că există element neu tru raţă de ambele legi. c) Să se demonstreze că 
legea T este distributivă fa~ă de legea J_. 

l'i2. în mul ţimea R a numerelor reale definim două legi de compoziţie notate 
cu semnele EB şi O în modul următor: 

x EB y = ţ./:.1(x3 + 113) - '12; 

x O 11 = iVtix3 y3 - 12(x3 + y3) + 36. 

Să se demonstr eze că legea O es to distributivă faţă de legea EB· 
53. Să se dea un exemplu de lege ele compoziţie distributivă faţă de altă lege 

<le compoziţie, astfel în cît prima lege să fie necomutativă. 

54. Fie F mulţimea foncţiilor f: R ~ R de forma {(x) = ax+ b(a =/=O) . 
a) Să se arale că legea de compoziţie { + g es te peste to t derinită în F . b) Să 

se ru:ate că compunerea este peste Lot definită în F. c) Să se arate că oricare ar 
fi funcţiile f, g, h din Jt', avern: 

(f + g) oh = f o h + g o h. 

Este compunerea dislribu tivi.\ faţă de adunare? 

55. În R, legea ma.x . (x, y) es te distributivă faţă de legea min. (x, y) ? 

Grupuri 

56. Să se v er ifice că a dunarea defineş te o structură de grup pe următoarele 
mulţimi: 

a) {.„, - 4, - 2, O, 2, 4, 6, „.} = , { :i; E R Ix= 2cx, ex E Z } 
b ) {„ ., - 21c, - le, O, k, 2/c, .„} = {x E R I x = ak, a E Z , le E R, k '=/=O} 
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Să se verifi ce că 'înmulţirea ddineşle o slructură de grup pe urmiHoarele m ul-
ţim i : 

c) {„., 3-2, 3- 1, 1, 3, 32, „.} = {x E R Ix = 3"', °' e Z} 
d ) {„., lc2 , lc1, '1 , /;, k2 , „.} = {x E R Ix = k", C( e Z, k e R , k =/= O, k =/= 1}. 

57. a) Să se ara to că dacă un grup a diliv de numere reale conţine pc 1, atunci 
conţine mul ţimea numerelor înlregi. 

.b) Să se arate că dacă un grup multipl icaliv de numere real e con tine mulţimea 
numerelor în tregi nenule, alunei conţine şi mulţimea numerelor raţionale nenule. 

58. Mulţimea mal1'icelor de forma li x + fiy 
2

Y li undo a; e Q, y E Q, 
I -7y X - 4y 

x =/= O, sau y =1=·0 formează grup faţă de înmul ţire? în caz afirmativ să se preci
zeze dacă es le cornu ta tiv . 

59. a) Daţi un exemplu de grup necomutativ cu 24 elemente. b) Dap un exem
plu <le grup necomutativ avînd o infinitale de elemente. 

60. Să se verifice că înmul ţirea determină pe mulţimea ['l, tl., ~) a rădăci nilor 

cubice ale unităţi i, o s tru~tură de grup comutativ. 

61. Fie a4 grupul permut~trilor asupra mulţimii {'I , 2, 3, 4} (grupul s ime tric 

(
'1 2 3 4) 

de gradul 4) ş i li = 
3 

'l 
2 4 

• 

a) Să se calculoze II27, II-38. (Se va observa că n 3 = e.) 

62. În grupul adiliv al claselor de resturi modulo 6 să so delermmoJ elemen-
A A A A A 

lele 7 • 3 + 9 • 3 ş i apoi să so verifice că 7 • 3 + 9 • 3 = (7 + 9) • 3. 

63, Fie G un grup, în care legea de compoziţie este notată cu semnul Ţ, iar 
elemen lui neu Lm cu e. 

Srt so demons treze că 

x T a T y = x T y (=) a = e 

64. Înlr-un grup G multiplicativ, avem: 

a) x2 = .'t - x = e - x-1 = x, 
b) x5 = x 2 

- x3 = e - x-2 = x, 
c) xn = xh - xn-11 = e <=:> xk-n+ L = x. 

[a E G, b e C, x e G). 

el) .Să se tra nscri e proprietăţile a) , b ), c) î n cazul unui grup notat aditiv. 

65. Fie G un grup mul tiplicativ în care x2 = e, oricare ar fixe G. 
a) Să se arate că G es te comulativ. b) Să se transcrie r ezul tatu l precedent în 

cazul unu i g ru p aditiv. 

66. În grupul permutări lor asupra mul ţimii {1, 2, 3, 4} să se rezolve ecuaţi ile: 

a) Il59 ·X = IT2
". h) X · 1159 = TI23 unde II = (1 2 3 4

) (Se va observa 
' 3 1 2 4 

că Il3 = e. ) 
Î n grupul ad itiv al claselor de reslur i modulo 8, să se rezolve ecua\.iile: 

a) â+ x = ?, " " b) X+ 5 = 2. 
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67. a) Să se arate că toate grupurile, avlnd dou:'i clernen Le, &int izomorfe. 
(So va utiliza iden liricarea cu aju torul t abelului legilor de compoziţie.) b ) Să se 
a1·ate că loale grupurile cu 3 elemenLe sînt izomorfe. 

68. a) F ie Ox şi Oy două axe perpend icu lare în planul J>. Not ăm cu e trans
formarea iden I ică a planului P, cu S031 sime tri a fa ţă de axa Ox, cu S0 u simetria 
faţă de axa Oy şi cu S0 simetri a faţă de O. 

Să se a ratQ că compunerea defineşLe pe mulţimea {e, S0x, S0 !i, S0 } o sLruclură 
de grup. 

b) Fie Ox, Oy, Oz trei semidrep tc perpendicul are două cito două în spaţiu l S. 
Notăm cu c transformarea identică a sp aţiului S, cu S„. sime Lria faţă de axa Ox, 
cu Su s imc ll'i a faţă de axa Oy, cu S, simetria faţ.ă de axa Oz. 

Sri se a rat.o că compunerea defineşle pe mulţimea {e, S,c, S11 , Sz} o structură 
de grup . 

c) F ie R = {1, 2}, A= {1 }, B = {2} şi l'(H) = {I!>. A, B, E}. 
Să se a rale că l egea de compoz~ Pe 

X 6. y = (X - Y) U (Y - X), X E P(E), Y e P(E') defineşte pe mul ţim ea {1>, A, 
B, E} o stru clură de grup. 

d ) Să so arale că grupurile derinile la punctele a), b ), c) sînt izomorfe. Orice 
grup izomorf cu grupurile de la a), h ), c) se num eşte grnpitl lui Klein. 

e) Ex is tă o s tructură de grup cu 4. clemon le care să nu fie izomorfă cu grupu
rile de la a), b ), c)? 

69. Să se demonstreze că grupul aditiv a l vectori lor de poziţie es te izomorf 
cu grupul lranslaţiilor (faţă de compunere). 

70. Fie un poligon regulat cu n laturi. Notăm cu r 0 , r 1 , r 2 , „„ rn_1 rotaţi i le 

o ( 360° ) în jurul centrului care lasă poligonul P.!l loc lro = R(O ), r1 = R -
1
-i - , r2 

( 
360° ) ( 360° ) = R 2' -

1
-i - , „„ l'n-1 = R (n - 'l ) -

1
-i - • 

a) Să se verifi ce că compunerea defineşte pe mul\imea {r0 , r1 , r2 , . • . , r ,1_i} o 
slructură do grup comutativ (grupul rotaţiilor poligonului regulat cu, n laturi). 

b) Să se facă tabelul operaţiei penLrn cazul rotaţii l or triunghiului echilateral 
şi h exagonului regulat. 

c) Si'l se \rarifice că grupul rotaţiilor hexagonului regulat este izomorf cu grupul 
adi tiv a l claselor de r es luri modulo 6. Generaliza re. 

71. Fie Cn = {'l , a„ a2, „ „ exn-1 } mulţimea rădăcinil o r complexe de ordinul n 
ale unităţi i. a) Să se verifice că înmulţirea de le!'lnin ă pc G o s tru ctură de grup comu-
1aliv. 

b) Să se a rale că acest g rup este izomorf cu grupul rotaţiilor poligonului regu
lat cu n l:i turi. 

72. a) Să se verifice că mul ţimea M a ma tricelo r nos ingularc de ordinul do i 
esle grup fa ~ă de înmulţire. 

b ) Să se arate că aplicaţia f: R"-. {O}--+ 111., astfel încîL x--+ li~ ~li este un 

omomorfism. (Mulţi mea R"-. {O} se consi deră grup multiplicativ.) 
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73. a) F ie F , mu lţimea funcţiilor defini te pe R cu valol'i în R , dcrivabile pe 
R . Să se arate c;\ ndnnarea defineşte pe F 1 o slru ctură de grup. b ) Fie F 2 mulţi

mea derivatelor runcţiilor de la punc tul a). Să se arate că adunarea defineşte 
o s tructură de grup pe /•'2· c) Să SC a rate că aplicaţia <p : r __. (', a mulţimii FI> 
pc mul ţi mea 1"2 , es te nn omomorfism. 

Bsle apl ica( ia <p un izomorfism? 

Inele 

74. Să se a ra te că adunarea ş i înmul prea definesc o structură de inel pe urm[t-
toarele mul ţimi de nu rne re : 

a) { .. „ -11, - 2, O, 2, 4, 6, „.} = {x E R , x = 2a, ix E Z}, 
b) { ... -2k , -k, O, Ir, 2k ... } = {:1; E R , X= ixlc , CI. E Z, le E R , k =I= O}. 

75. Să se ara te crl adun;.i rea şi înmulţ.irea de termină pe mulpmile M = 
=x+ y l/2ixEZ,yEZ}şiP={x + y l/3!.1.:E Z" y eZ} o structură de 
ine l. Slnt izomol'fc cele douf1 inel e? 

76. Î n inelu l I al claselor de res turi modulo 5, sil se calculeze : 
/\ /\ A /\ A /\ /\ A A I\. 

a) (3 · x3 + 2 · .1;
2 + 3 · x + '•) (2 · x 3 + '• · x 2 + 1), b) (x - 2) (x2 + 2x + 4),. 

c) (x + y)12• 

(Se va observa ci\ x = 1 , x = a:, x = .1.:2 , oricare ar fi x e I şi x =I= o.) 

77. F ie I un inel comu tativ . 
Să se ara te c;l sln L adevărate urmi\Loarele egal ităţi : 

aJ: (x + y ) (x - y) = x2 - y2 , b) (x + y) (x2 - xy + 11~) = .1.:a + y3,. 
c) (x - y) (x2 + ~·y + y2) = x3 - y3, d) (x + y)2 = .1.:2 + 2xy + y2, (x + y)3 = 

n 

= x 3 + 3x2y + 3xy2 + y\ e) (.~ + a)" = B C~~ x11- 11a" (binomul lui Newton). 
h - 0 

78. În inelul claselor de res turi modulo 7 să se rezolve ecu a ţi a 3 · (.1.: . Î.) = 5_ 
79. În inelul clase lor de resturi ·modulo '12 să se r ezolve sis tem ul 

{ 
3 ' X + 4 ' !J = 11 
Î. · x - S · y={'o 

Se poale nplica metoda subs ti tuţiei? 

80. a) Să se ara te ci'.\ legile Et>, O definite pc mul ţimea Z a numere lor întregi· 
în felul urm ă tor : 

xEt>y=x + y - 3 
x 0 y = xy - 3(x + y) I- 12 

determină pe Z o s tru ctu ră de inel cornulaliv, cu elemen t un i tate si fără divizorii 
ai lui O. • 

b) Să se arat e că în tre inelul numerelor în tregi şi inelul definit la p unc tul a} 
exis lă un izomorfi sm de forma f( x) = ax + b. 
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81. Să se ara te că legile Et> şi 0 definite pc mulţimea R a numerelor r culc, în · 

fclu 1 urmrttor: 

X Ei:> y = :i; + y - 2, 

1 2 2 'lO 
X 0 y = S X!J - S X - 3 y + S ' 

determină pe R o structură de inel comu tativ cu elemen t unita te şi fără d ivizori 

ai lui O. 

82. Si'.\ se ara te că adunarea şi înmul ţ irea dc l.cr mi nil pc mulţimea matricclo r 

<le form a 11: 5~\I unde x e Z şi y e Z, o structură de inel comuta tiv cu element 

uni ta te şi fă ră div izori a i lui O. 

83. a) Să se arate că adunarea ş i in mul\.i1'Pa d e termină pe mul~imea M = 

= {z e R Iz= x + y V 2, x e Z, y e z} o structurit de inel comntativ, cu ele
ment uni lale şi fără divizori ai lui O. 

b ) Să se nralo că a dunarea şi înmu l ţirea definesc o s tructură de inel în mul

.ţimea P a m a tricclor de form a 

llx_-ly- 2
Y 

2
Y 11. unde x e Z şi y e Z . 

X - 2y1 

c) Să se a rate că aplica pa (x + y V 2) _. ,, ~; 2Y 

izomorfism. 

2
y li 9 

eslc un 
X - - Y . 

84. a) Se ştie că în cazul polinoamelor cu coe ricien~i numerici, condiţia nece
sară şi suficie ntă ca un polinom să fie iden tic nul este ca to \.i coe fic ien ţ i i să fie nuli. 

" Să se arate că polinomul x5 + 4x, unde coefic ienţii sint d in clasele de resturi 

modulo 5, este identic nul. 
Să se explice aces t rczull.al, revăzîndu-se demonst.ra p a ln cazul pol inoamelor 

·Cu coefic i e nţi numerici. 
b ) Srt se ara te că un polinom de grad m ai mic de 5, cu coeficien ţi în clase le 

-de resturi modulo 5, este identic nul dacă şi numai dacă to ţi coefic ienţi i sîn t nul i. 

" " 85. Si'.\ s-e arate că polinomul 2x2 + 2x, cu coefic i enţi în clasele de resturi mo-
dulo 4 es te iden tic nul , deşi în clasele rl e res turi modulo 4 exis tă t rei valor i dis
tincte. Să se exp lice rezultatul. 

" 86. Să se ara te că pol inoamele x 5 + 2x şi 3x", cu coefic ien ţi ln clasele de 
. resturi modulo 5, sîn t identice. Expl icaţie. 

87. Să se ara te că adunarea şi înmulţirea definesc pe mulţimea matricelor 
pătrate, de ordinul doi , o s tructură de inel cu elemen t unitate, necomutativ, şi 

cu d ivizori a i lui O. (Se vor d a efectiv exemp le de mat rice X şi Y astfel încît X · Y =I= 
-=F y · X şi exemple de ma trice A şi fi , nenule, astfel lncîl A · Tl = O. ) 
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88. Fie F mulţimea funcţi i lor definite pe R cu valo1'i în R. 
Să se arate că legile de compozi ţie 

f + g : x 4 f(x) + g(x), 

f· g: X 4 f(x) • g(x), 

definesc pe Ji' o structură de inel comutativ, cu element unilatc şi cu d ivizori ai 
lui O (se vor da efectiv exemple de divizori ai lui O). 

Cc se poale spune în cazul cinel ]<' este mul ţimea funcţiilor definito pe R cu 
valori în R ş i con tinuc pc R? 

Corpuri 

89. a) Să se a 1·a lc că adunarea şi înmulţirea determină o structură de corr> 
pc următoarele mul ţirni: 

J.lf = {z e R Iz= x + yi/5, x e Q, y e Q}, 

P = {z E R Iz= x + y i/7, x E Q, y E Q}. 

b ) Sinl izomorfe cele două corpm i? 

90. a) Să se dea exemple de inele care nu sîn t corpuri. 

b) Să se dea exemple de inele fără div izori ai lui O caro nu sînt corpuri. 

91. Să se demonslre:r.e că orice corp numeric ( faţă de adunarea si înmultirea 
curentă) conţine corpul numerelor rat.ionale. ' · 

92. a) Să se determine cel mai· mic corp de numere r eale (faţă de adunarea şi 

în mul ţi rea cu ren tii), care con ţine pc i/ C' (Vc ira ţional şi ce Q). 
b) Să se determ ine cel mai mic corp do numere reale (faţă de adunare şi înmul· 

ţirea curentă) care conţine pc i/2 ş i i/3. 

93, Să se arate că într-un corp comutativ avem: 

x 2 - a2 = O$> {x = a 

x3 - a3 = () $> { x = a 

x3 + a3 = O$> {x = -a 

sau x = -a} 

sau x2 + ax + a2 = O} 

sau x 2 - ax + a2 = O}. 

94. Fie f: C 4 C' un izomorfis m a l corpului C pe corpul C'. 

a) Să se ara te că f( x , + x 2 + „. + xn) = f (xt) + f(x2 ) + .„ + f(xn) . Caz 
par ticula r : f(n x) = nf(x). 

b) Să se arate că f(x1 • x2 „. xn) = f(x1 ) • f(x2) „ . f(xn )· Caz parlicular : f (x")== 
= [f(x )]n. 

c) Să se arate că f(o 03:n + a1xn- 1 + „. + an) = f(a0)[f(x)]n + f (a1 ) [f(x)]n-1 + 
+ .„ +((an)· 
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U5. Fie corpulC = {xe R lx =a+ bi/c, aeQ, ·b e Q, ce Q,i/c(iţQ} 
(falJ1 de adunarea şi înmulţirea curentă). 1 • 

a) Să se a1'ale că aplicaţia f: C 4 C definită prin f(x + y i/'°C) = x - y V c 
es LP un izomorfism a l corpului C pe corpul C. 

b) Să se arate că dacă a. e Q, f(a ) = a. 
c) Să se demons treze că dr-că x0 =a+ b Vc (a e Q, b e Q, ce Q şi V cE 

E Ql este o r~dăcin ă a ecuaţiei a0xn + a1xn- 1 + .„ + a.i = O unde a1ieQ (k =O, 

1, 2, „„ n), alunei şi f(x0 ) =a - bi/~ este o rădăcină a ecuaţiei. 

96. a) F ie C corpul numerelor complexe. Aplicaţia f: C 4 C, astfel încît 
((a+ bi) = a - bi, es te izomorfism a l corpului C pe el însuşi . 

b) Si'i. se a rate că dacă a e R , atunci f (a) = a. 
c) Să se a rate că dacă x0 = a+ bi (a e R, b e R) es te o rădăcină a ecua

ţiei a0:xn + a'lxn-1 + „. + an = O u nde ah e R (k = O, 1, 2, „„ n), atunci şi x0 = 
= a - bi este o rădăcină a ecuaţiei. 

97. S;1 se arate că următoarele legi de compoziţie : 

X EB y = X + y - 2, 

1 1 1 
xOy = -xy- -x - - y-j-3 

4 2 2 

det ermină pe mulţimea numerelor reale o structură de corp şi c:"t acest corp este 
izornol'f cu corpul numerelor reale. 

98. Să se demonstreze că în tr-un corp comuta tiv, în care notăm cu a ele
b 

m entu l a/r1 (b =F O) avem : 

a) !:!:.. • _.:_ = a' c (b =F O, d =F O), 
b d b . d 

b) a · c = !:!:.. 
. b. c b 

(b =F O, c =F O), 

(a)-' b 
c) /; =-;;- (a=F O, b =F O). 

99. În corpul claselor de res luri modulo 5, să se calculeze : 

A A A A 
y 1 3 y 

a)-+-, b) - . - , 
4 3 4 ~ ("' "' )("' "' )( "' )3 "l t 3 2 ' 

c) ~ + ~ ~+ ~ ~ • 
2 t, 1, 3 4 

100. Fie J( un corp comu tativ şi c e /(. 
a) Dacă ecuaţia x2 = c, are soluţia ll(c), alunei arc şi soluţia - S(c) şi S(c), -S(c)• 

· sînt singurele soluţii ale ecuaţiei x2 = c. 

b) Să se arate că ecuaţia de gradul doi ox2 + bx + c = O (a::/::: O) a.r e soluţii „ 
alunei, ş i numai atunci, cînd ecuaţia x 2 = b2 - 4ac are sol uţii şi acestea sînt xl.2 = 

-b ± ll(b2 - 4oc) 
(ll(b2 - 4ac) es te una dintre soluţiil e ecuaţiei x2 = b2 - 4ac). 

2a 
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c) Dacă corpul f{ este corpul numerelor reale, să se lra nspunl.i rezulta te le de 
la punctele a) şi b). 

I\ A /\ /\ 

d ) Să se rezolve ecuaţia 2x2 + 3:c + 1 = O în corpul c!aselor de resturi modulo 5 
şi în corpul claselor de res turi modulo 7. 

101. P e mul ţimea numerelor reale se consideră următoarel e legi de corn-
pozi tie: 

x Efl y = x+y -1 

x O y = 2xy - 2x - 2 y + 3. 

a) Să se arate că aces tea determină p c R o structu ră de corp. 

b) Să se a ra te că aplicaţia r: R--> R, as tfel incit f(.'C) = ~X+ 1 es te un 
2 

izomorfism al corpului de termina t p c R ele aduna re ş i înmul ţ ire, pc corpul deter
minat pe R ele legi le Ef) ş i o . 

102. a ) Să se ara te că adunarea ş i înmulţi l'ea determină pe mul ţimea M a 

matricclor de fo rma 11-: ~ /I · und e x e R , y e R , o slructură de corp comutativ, 

cu elemen t un ilale. 

b) Să SC ara te că apl icaţia r: c --> M' f(x + iy) = li X y 'I ' defi nită pe 
-y X II 

mul ţimea numerelor complexe cu v alori în mulţimea ma t l'icolor defin i tă la p unc
tul a) es te un izo111orfism . 

Indicaţii şi răspunsuri 

Capitolul I 

3. a) z2 
- (2 - i)z - 1 + 5i. b ) z3 - z2 - 5z + 2·1. c) z4 - (5 + 3i)z3 + 

+ (5 + 12i)z2 + (5 - 13i)z - 6 + 2i. el) z~ - 1lz3 + l14z2 - 7l1z + 40. 

4. a) _!_ + 1. i. b) 1 + i, 1 + 2i, c) 2 + i, 3 - i. ci ) 2i, - 2 i. 
2 2 5 

G. Fie m ş i n gradele celor două polinoam e. Condiţi a m + n = O (mn e N) 
dăm = O, n = O. 

7. a) m. b ) N u a rc grad . 

8. N u, căci coeficientul primului termen , a0b0xm+n p oale fi zero, deşi a
0 

=F O, 
b0 =F O. 

9. c = a, d = - b, numerele trebuie să fie imaginar conjugate. 
11, V. 1.2.3. 

12. Dacă determinan tul unui sistem de n ecuaţi i linia re şi omogene este dife
rit de zero, sistemul admite numai soluţia banal ă (nul ă) . 

14. P (z) este sing urul Jlolinom (1 .2.lo). 

15. P(z) = az2 + bz + c; ecuaţiile ci+ b + c = 9, 4a + 'l.b + c = 17 , a -
- b + c = 11 dau a = 3, b = - 1 , c = 7, deci P (z) = 3z2 - z + 7. 

lG. În formulele lui Cramer, prin care se află cocfic ienţ, i i polinomului, intervin 
numai operaţii ra ponale. 

17. a) az2 
- az + b. b ) Acelaşi rezulla t. c) Ace l aşi rezulta t oricare ar fi gradul 

polinomului. · 

18. Cuvin tul iden tic nu are aici acel aşi sens ca în vorbirea obişnuită (v. 1.2.1). 
Adjecti vulu i identic din limba obişnuită îi corespunde a ici adjectivul egal. Poli
noam ele se numesc, to tuşi, iden tice pcn lrn că cele dou{t funcţii definite de ele sînt 

una şi aceeaşi funcpe. · 

19. a) Funcţia es le surjectivă căci pent ru ori ce pol inom ex istă cel puţin o 
expresie algcbridt întreagă de la care provi ne; ca nu este injectivă, căci mai multe 
exp resii algebrice în tregi difer ite pot duce la acel aşi polinom. b ) Funcţia este 
surjectivă şi i njectivă da tori t <I teoremei cu pri vi re la iden titatea a două poli
noame {l.2.lt ). 

20. a = 1,, b = -2, c = -1. 

21. Cerc vicios . 
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28. a) Cilul : 2z2 + (3 + i )z + i, restul: 2 - i. b) Citul: z + 3 + 2i, res tul 
•(2 + i)z + 80 - 30i. c) Citul : 2z2 + z - i, rcs l ul iz. 

24. N u. 

26. Se race împărţirea şi se pune condiţi a ca restul să fie polinomul nul ; a= 1'1, 
.!J = - 12. Se poale fo los i ş i m etoda coeficien ţi l or nedeterminaţi. 

27. În idcnl.iLatea P (x) = (x - a) (x - b) Q(x) + mx + n se pune x = a şi 
x = b· ş i se obţin două ecuaLii cu necunoscutele ni si 11. R es tul = P (a) - P (b) x + 

' ' a - b 
+ aP(b) - bP(a) . 

a-b 

28. a) umai dacă gr. D(z) < gr. B(z) . b ) N uma i dacă D < B. 

29. a) Da. Citul este polinomul P*, iar res tul esLe A(z) . b) Nu. Împărţi rea 
prin P* nu es te definită şi nici n u se poale defini , căci ar trebui ca g r. R(z) < 
< gr. P *, ş i P* nu are gr ad. c) Da. 

80. a) La numerele naturale se pune condiţia R < I, iar l a polinoame nu se 
p une condiţia R( x) < I (x), care n-ar avea n ici un sens, ci gr. R (x) < gr. l(x). b) 
Dacă măcar unul dintre numerele D (a) , I (a), C(a), R(a) nu esLe întreg, a firma
ţia nu are nici un sens. Dacă Loate sînt întregi , numa i dacă R (a) < I (a), c) 4 < 
< X - 2; X> 6. 

81. a) Primele trei afirmaţii sînt adevărate, a patra este falsă. b) 'l'oaLe afir
maţiile sînt adevărato. c) Toate afirmaţiile sînL false (v. ş i probl. 9). 

32. Fie c0z
2 + c1z + c2 ş i r0z2 + r1z + 1·2 citul şi res tul. P rocedlnd ca l a 1.3.2 

se obţine un s is tem de 6 ecuaţi i li niare cu nccunoscuLelo c
0

, c„ c
2

, r
0

, r, , r
2

• 

Determinantu l s is temului este egal cu b8 =F O, deci s istemul admite o solu ţie 
unică. 

A A 

34. P en Lru a face, de exemplu, scăderea 2 - 5 în Z 7, se cau Lă în tabela de 
A A A 

adunare a lui Z7 în linia lui 5 elementul 2; el se gilscşte în co loana lui 4, deci 
A /\ I\ /\ /\ 

2 - 5 = 4. Se poale proceda şi astfel : 7 - 5 = 2, deci 2 es Le opusul lui 5, 
I\ /\ A /\ I\ /\ I\ A 

- 5 = 2 ş i se adună 2 cu opusul lui 5, care este Lot :t ; 2 + :l = 4. Alt exemplu: 

În Z10 , 3 - S = ? 10 - 8 = 2, deci - S = 2; 3 + 2 = 5, deci 3 - 8 = S. 
În mod analog se face impărţirea. Exemplu : în Z5 , 3: 4 = ? in tabela ele înmul-

/\ I\ /\ /' A I\ 
ţirc pentru Z 5 so caută 4 în linia lui 3; el se găseşte în co loana lui 2, deci 3: 4 = 2. 
Dacă deîmpărţitul se găseşte de m ai multe ori , împărţirea dă toL a tltea cllu ri, 
iar dacă d eîmpărţitul nu se găseşte în linia împă.l'ţitoru lui , împărţirea nu se 

/\ I\ A /\ 

p oate face. Exemplu : în Z10, 6: 4 = ? În li nia lui 4 elementul 6 se găseş te în 
/\ - /'\ /\ /\ /'\ /\ /\ /\ 

coloana lui 1, ş i în coloana lui 9, deci 6: t, = {li, 9 }. ToL în Z 10, împiirţirea 3: 4 
/'\/\ l'\1\/\/\/\/\./\ 1\ /\/\/\.AA/\ 

sau 5:4 nu se poate face. a) 1 ; 3; 4; 6 ; 3; I.o; 2; 4. b ) 2; 5; 5; 4; 3; 3; im-

posibil ; {2, 5}. c) S; G; {3; S}, {1, S}; {4, 9}; {2, 7}; {t, S, 5, ?, 9}; {i, h 
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::i;;. >l) Da, fii ndcă în fiecare linie di n labela de a dnnare fiecare element 
apuc o singură dală. b) Da. c) Da , d aci'1 y =I= O. d) 1\u. e) 1\u. 

A 

lJG. a) Dacă /1 es te nu m:ir p rim, Zn nu arc dh•iz,ori ai lui zero. În Z~: 2 ; 

.,.. '.'.. ·1 11 Z ·Î 3 4 si 6 b ) in Z3 , Z; şi 27. în Z0 : :l ?Î ., , 12 · • • • · · 

:1;. a) .,;2 + 2. b) Gx3 + 7x2 + 9.x + 3. F ii ndcf1 în z6 şi Z,o există diviziori 

ai l11i zer•J . 

38. î e•)remn de la 1.2.2. pr~supune că, Jn cazul un ui polinom de grad t~ l 11, 1~ul~ 
ţim •J:l de definiţi e are cel puţi n n + 1 elemente ş i cocricienţii aparţin unei mul ţ 1m1 

fără di v izor i ni l11 i zero. 

a) Prima d inlrc nces te condi ţii nu este încl~p.lini ~ă. h) .ldrm. c) Penlru P(x ) 
conrli\hl a J•J•Ja n11 este ind e plinit ă, penlr11 Q(.1·) n1c1 pnmn, n1c1 a Lloua. 

Capitolul li 

u „ . - I ± I V 3 b) ~ . • /2 I. a) - •J ± i v -2. b) Rădacm1lc : ::::: 2, ± I. 2. a) 2 . :-- 1 ...... I V • 

.J. [m = pn],,., [:;m _ 1 = z"P - l = (zll ,P - 'l] ; se pune :;n = ii , 

dh·izibil prin ii - 1. 

[). Ultimul termen din rîndul al doil ea, adi că restul împărţirii 

+ a1p 3 + a2p
2 + 03p + a4. 

uP - 1 este 

este a 0p1 + 

6. P(z) _ P (c) = a
0
(zn _ c") + o1(:;n-1 - cn-1

) + „. + a11_1 ~z- - c). Fiecare 
: ermen d in dreapla este divizibil cu z - ·c, deci ş i suma lor, ad1.ca P (::) - P (c) 
es te divizibil cu z - c. Fie Q(z) cîtul lrnpă1·prii lu i P (:;) - P(c) prm z - c; a tunci 
P (z) - P(c) = (z - c)Q(z), de unde„ . 

s. Se proceclenză ca la 2.1 .3. 9. Da ; es te conlrapoziţi a consecinţei t eoremei 

lu i nezo11 L. 

lO. f\) Dncii nn nnmăr n alll!'al n es te d ivizibil prin n11merele prime a. şi b, el 
es te d iv izibil pri n produs ul ab; b ) v . 2:1.li . 

u . I mpr1 rţ i torul fiind D (z), p resupunem că există douţ1 eil uri Ci (z) şi C2(z) 
şi cloi 1ă rcsllll'i R, şi R 2. Alunei au loc_ i clrnlit iiţ i lc D(z). = (z - a)C1(~) + _Ri = 

= (z -:- o) C2(:) + R2• Dar R 1 = D (a) ş1 R 2 = D (a), cl ('r1 R, = R z. D m ( ... - a) 
C1 (z) = (z - u)C2(z) rezu ltă Ci(z) = C,(:;) . 

12. a) a = '10 11 . b ) b2 
- 4ac = 2k2, k E Q. 

13. 1\ici 0 soluţie; nu este nici o con trad i cţi e, ecuaţia propusă nu esle o ecuaţie 
algeb ri că. 

14. Da, căci ecuaţia P * = o este satisfăcută de orice valoare a variabi lei, deci 
ea arc ce l pn (in o ri\dăcină. 

16. Pe b::iza !!'Ol'Pmei rle la 2.2.11. 

193 
13 - El em en te d e algebră superioară, anul IV 



17. Da. Prin ipoteză, ex istă un polinom Q(x) aslfel incit P(z) = (z - a )Q(z) . 
Înl ocuind aici Q(z) prin descompunerea sa, obţinem o descompunere a lui P (z). 
D escom punerea fiind unică„. 

18. Descompunerea este unică . 

19. lHdăcinilc sinl ± /6, ± i/2; ecuaţi a propusă nu este o ecuaţie algebrir.ă. 

20. Da, în partea finală, în care se arală că o ecuaţie de gradul n nu poale 
avea mai m ult ca n rădăcin i; da. 

21. a ) O ecuaţie de gradul zero, de exemplu ecua p a 3 = O nu arc nici o rădă
cină. b ) Nu. 

22. Ecuaţ i a P(z) =a es le t?t de gradul n, deci pcnlru n Yalori al e lui z. 

23. b ) P entru m valori, căci ecua ţia I'm (.c) = P ,i(x) este de g rad ul m. c) Pentru 
cel mull n valori. ' 

24. p ~ max. (m, n), uncie p este numărul că ulo.l. 

25. Sp =SA U Sa. 
2G. Cel mult n. 

27. a) (z -1)(2.:: -1). b ) 3(.::-a-ojV·Il. ) (z-o+a~Vlt.:j. 
c) (z - i) · (z - 2i). d ) (2z - 'l ) [z - (1 + i)]. e) (z - 'l }(z + l ){2z - 1) (2z + 'l ). 
f ) (; - 1) · (z + 1) (z - i) (z + i ). 

38. Ambii termeni ai frac pei se descompun î n factori liniari ş i se constată 
că nu au ni ci un factor comun. Dacă descompunerea n-ar fi unică, nu a m avea 
s igu ranţa cr1 nu exisli't o allă descompunere a numărătorului şi a numitorulu i in 
care să o.pară un fac tor comun. 

20. a) 6.:;3 - '1 3z2 + 9z - 2 = O. ])) .:;3 - (1 + 3i)z2 - (2 - 3i).:; + 2 = O. 
c) za - 5:;2 

- 3?.:; + Id = O. d) z4 - 6.:;3 + '1 3z~ - Hz + 6 = O. e) z'' - 2z3 
- ?z2 + 20z - 12 = O. f ) z0 

- (3 + i)z5 + (t• + 3i)z4 - li.('l + i)za + (3 + t1i )z2 -
- ('1 + 3i).:; + i = o. 

30. a) (x - 2)(.:t + 2) P (x), unele P(x) es te un pol inom oa recare de gradul 
98. b ) Imposib il. 

31. a ) Da. (a+ bi) P(x) = O, unele b =/=-O şi P (x) este un polinom cu coefi
cien(i reali care arc numai rădăcini reale. Condiţia ca ecuaţia s:1 a ihii. această formă 
este ş i necesară, căci , dad1 rădăcinile unei ecuaţii Q(x) = O sint x

1
, :r

2
, .„, xii 

avem Q(x) = a0 (;c - xi) (x - x 2) „ . (x - Xn) unde produsul P (:i:) = (x - xi) „. 
.„ (.~: - x 11 ) es le un polinom cu coeficienţi reali, deci Q(x) = a0 fJ(:r) are fo rma tle 
mai sus . b) Da; exemplu : x2 + x + l =O. 

33. a) (z2 + z - 2)5
. b) (:; - l )"' (:; + 2)", m + n = 7, m, ne N; sînt 6 solu

ţii. c) Sint p - l solu(ii. 

34. a) P oli noamele se descompun ; rădăcinil e sint zi , z2, „., z 11an· b) F iecare 
răclăcintt comună esle o ril d ăcină du b l ă a ecuaţie i P(z) · Q(z) = O. c) Ea cs le rădă
cină multipl ă de ord inul p + q a ecuaţiei P (.::) · Q(z) = O. 
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85. a) Se ap li că teorema de l a 2.2.12, p = 3, q = 'l. b) Imposibil (v. 2.2.13,. 

obs. 3). 

36. a) Se aplică propoziţia de la 2.2.1 2; coeficienţii corespunză tori sînt egali 

doi cite doi. 

87. Exemplu: (x _ 1)3 (x - 2)2 şi (x - 1) (x - 2) nu au aceleaşi rădăci ni. 

38. a) v. cap. I , problema 6. b ) Din P (z) = Q(z)C(z) ~i Q(z) ~ P (z)D (z) 
urmează prin înmulţire C(z)D(z) = 1. Altfel: Fie p gradul l ui P(z) ş1 q g radul 
lui Q(z). Deoarece P(z) es te div izibil p ri n Q(z), p;::,,, q; analo~ q;::,,, p; ele und e p = q. 
Polinoamele fiind de acelaşi grad, cîlul lor este o cons tanta, P (z) = kQ(z). c) Cele 

două numere sînt egale. 

39. Penlru cela\.ia a treia ş i a patra, v. 2.4.7. 40. b) Cfi termeni. 

42. R eciproca. Procedeul hazal pe formulele lu i ~Ti c t~ este deriva t ~în cel ă l alt 
căci aces te rormule se deduc d in d escompunerea unui polinom ln factori. 

43. ~~ 44. x3 - ax2 + sx - v = O. 
1 - b 

? , /-
45. a) .:... , 1, - t,, b) 2, 3, - v 3. c) 

3 

3 

5 
1,5. d) i , 2i , ~. e) Rădăci-

2 

oile se no tează cu a, 3a şi ~; 2, 6 şi - 'l. f ) Rădăcinile se notează cu o., 2a şi ~; i, 

3i, 6i. g) Hădttcinil e se ~ol cază cu o.,~. o.+ ~; ; , ~, a. h) Rădăcinile se notează 
cu 11., (/. + 1 şi ~; se elimină ~ din primele ~ouă _rel aţii ale. lu i Viela~ ~e. ~bţine· 
30:.2 _ (8i _ 1)a - 5 - i = O. t. = - 3 - 4.i , V t. = ± (21 - 1); rad~c1mle: _1 , 

'l + i, 2i. i) A nalog cu problema precedentă; rădăcini~e:. a, ~a, - 1.a. J ~ Rel_aţ~a 
da lă şi rela\.ia a lreia a lui V iela dau zl = ± a3, nu ma i a3 satisface ecua[ 1a; rada
cinile: o , a.2, 0 3. Alt{r.l: identificare cu (z2 - pz + q) (z - q). k) v. problema prece

deu L~l ; rftdi:lcinilc: ·J , 3, 6. 

46. a) Jdent.ifi carc cu (z3 + pz - 1) (z2 + qz + s); 'l ± V2, 1 ± V5. b ) Analog 

cu proble ma precedentt1; 3, i , l ± V2. c) Identificare cu (z2 
- 2z + p ) (z2 + qz + r); 

1 ± 2i, - 'l ± v2. el ) 1\na log cu problema precec~ entă; li.a, - a , f (3 ± i ) •. 

'l + i i/23 
e) Jdc11lifi care cu (z 2 + pz + q) (z2 + rz - q); - 3, 2, 2 · f) Tden ti[i-

care cu (z2 + p :; t- q) (z2 + rz + q); 2i, 3i , 2 ±V 10. 

4i. a) m = '19, rr1dăci nile : 

ni le : 

1 
- 3, 2' 

i/i', i/3, i/2 + i/3. c) m = 1 ; rădăci ni le: 

5 

2 
b ) m = - 2i/3- 3i/:1; rădăci-

'l 
- 2, 3, 

2 
el) m = 5, rădăcini l e: 

2, 3, ..!.. . e) P oli nomul dat se ide n tifici\ cu (z2 + pz + q) (z2 + rz + 3); Pi = - t, ,, 
3 
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•r1 = 2, 'lt =- 1, m 1 =- 14; răd~iciniJe: 2 ± V 5 , - 1 ± iV2 ; p 2 = 2, r 2 =-4, 
q2 = - 1, 1112 = ·JO; rădăcini le : 1, 3, - 1 ± V 2. f ) I den tifica re cu (.:;2 - 5:: 1- a) . 

· (z2 + bz + c)· a = 3 b = - 3 c = 2 m = 20 · răd 'tci n i l e · ·L 'l s·1 5 ± VL3 · J 1 l 1 J 1 J 1 I .._ • I - • 2 t 

_ 10 _ _ _ _2_ _ 302 .. -~·· _ '.15 ± V105 15± 3 V 5 a2 -
3 

, b2 - 3, c. - " , m 2 - -
15

- , rnd.icin ile . , 
- a 6 I O . 

g) Ti el aţi a dată şi primele două dintre relaţiil e lui Viela dau răd l\cin i l c - 1, 3, 5 
j , /-iar ul tima relaţie dă a = 15 sau rădăcinile - 5, 6 ± iv 31, a = 335. h) Rădrt-

. ·1 3, "· · 1 -d· · ·1 1 11 ± i V a 9 · cm1 c , '~, o şi a = \1 sau ra ac1m e , - - :l -- ş 1 a = 7 L. 

48. P olinomul dat se identifică cu {z2 + p.:; + q) (z2 + pz + r ). a) Ecuaţ iile 
_p2 + q + I' = o, p(q + r) = 8 dau p = - 2, q + /' = - t, ; q = - 1, I' = - a 
,(sau in vers) ; a = - 4, rădăcinile : 1 ± V2, 3, - 'I. b ) 1, 2 + i, 3, i ; a = 10(1 + i). 

49. a) Ril.dăcinile se no teaz ă : o., "• ~. ·~; prima ş i a treia din tre rcla{.iile lui 

"Vie ta dau «, ~ = 
1 ± (-"'ă iar a doua şi a p atra dau m = O, n = t. Altfel: 

.identificarea cu · 

(x2 + p x + q)2 • b ) Rădăcinile : 1, 1 , i, i ; m = 2(1 - i). 11 = - 1. 

50. Hăd ăcini l e se notează cu o., - "şi 2, m = 3, n = 5, răd ăcinile : 2, - 3, 3, 
.Altfel : iclenlificarc cu (x2 + p ) (x - 2). 

51. v. recomandările de la 2. 3.12. Prima dintre rel aţi i le lui Viela dă z4 = 5 
relaţi a a 3-a dă z2z3 = - 'l ; rădăcinile : 2, 'l , - 1, 5; a doua şi a palrn d i ntr~ 
..relaţi i l e lui Vie la dau m = 9, n = - 10. 

62. a) Dacă se ţinc seama de relaţia da lă, z1 + z2 = O, rel aţ i il e lui V ieta 
devin : z3 = - a, z1z2 = b, z1z2z3 = - c. Valorile lui z3 ş i z1z2 dale de primele 
două rel aţii introduse într-a treia dau condi ţ i a n ecesară şi su f icientă : c = ab . 

Răd ăcinil e : ±V - b, - a. P entru exemplul numeric, se iau a ş i b dn p:'l ,·o ie 
·de exemplu a = 2, b = - 4 şi c = ab (= - 8). Altfel : identifica re cu (.i:2 + 
+ p) . (x + q). 

b ) Dacă se ţinc scama de z1z2 = 1, rel aţiil e l ui V ie la devi n : z , + z2 + z
3 

= 
= - a, ::3(z1 + z2) = b - 1 , 3 3 = - c; prima ş i a treia rel a ţ ie dau :;1 + z, = c - a, 
ia r a doua dă condiţia necesară şi su fic ienlă: c2 - ac + b - l = o. R;'l d ii cin ilc 
z1 şi z2 sint d a le de ecuaţia z2 - (c - a ):: + ·1 = O. Penlru exemp lul numeric, 
.se iau a şi c arbitra ri. Altfel: iden tificare cu (x2 I- p x + '1 ) (x - q). 

a c) Helaţiile d a te şi primele două din tre rel aţii l e lui Vieta d au Zi = -
2 

4.b - a
2 

• t d · d î l . . b I - ; rn ro uc1n n re aţ1a a lre1a, se o ţin e conc i ţia necesarii ş i 
4 

s uricien l ă : a3 - loab + 8c = O. Rădăcini le z2 şi z3 se află cunoscind suma lor, 
a . l1b - n2 

- - ş 1 produsul lor, P entru exemp lul numeric, se po t lua ( t şi b 
2 4 

.ar bitrari. Altfel : Identi ficare cu (z2 + pz + q) (z + p ). 
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el ) Analog cu c) ; 2ci3 - 9ab + 27e = O. . . . 
e) 1 J a2 = 36b şi a3 = 36c. P entru exemplul numeric, se ia a arbitrar , de prefe-

rinţă un mult ip lu de 6. 

53. v. recomandările de la 2.3.12. a) Identificare cu (z2 + p) {z2
_ + q.:; +,r). 

Din prima , a 3-a ş i a 4.-a relaţie se scol g, p şir - în ipoteza că a =I= O; rntroducind 
în rela \ia a doua, se obpne condiţia necesară şi sufi'cienlă: e2 + a2

d - abe = O; 

. -±V- c z si z sînt daţi de ecuaţia cz2 +acz + ad = O. Dacă a = O, 
Z11 .u2 - a t 3 , 4 ' 

rel a ţi a a 3-a dă c = o, condiţie conţinută în cea precedentă. P entr u exemplul nume-

ric, se iau a, b şi c arbi trari. . .. . 
b) l denlificare cu (z2 + pz + q) (z2 + rz + q). Ultima dint re rel aţnl~ obţi -

nute ar1 q = ± /d ; înl ocuind în relaţia a treia q prin această val?are ş1 ! + r 
„ se obţine condiţia necesară şi suficientă : a2d = c2 (b rămrne arbitrar). 

p 1in a, . · ·d 
p ş i „ se afl ă clin primele două relaţii. Pentru exemplul numcnc, se iau a Şl 

arbitra ri (d ele preferinţă pălrat perfect). .. . 
c) Identi ficare cu (z2 + pz + q)2. Prima şi a treia dintre rel aţ11le obţinute dau 

p · = .!!:.. , q = .:._ (dacă a =f= O) ; introducînd în relaţiile a d oua şi a patra , se 
2 a 

ob~inc cond i ţia necesară şi suficientă : a3 
- 4ab + Se = O şi c~ ~ a2

d. ~acil a = O, 
rcla\.iil c devin : p = o, 2q = b, e = O, q2 = d ; în ace~t .caz, condiţia esle b - 4d = ~ 
(ecuaţi a devine bipătrată, realizantul = O). Cond1ţ1a a3 

- 4ab + Bc es l~ aceeaşi 
ca la 2 .3. 8, iar condi ţi a e2 = a2d es te aceeaşi ca la prob lema precedenta. A ltfel : 
ră d ăcinile se notează cu o., cr., ~. ~ şi se fol osesc formulele lui Via ta . . 

E:rplicaţie: [{z
1 
+ z

2 
= .:::3 + z4) şi (z1z2 = Z3Z4)] ~ [(z1 = z2) şi (z:i = Z4)]. 

d) Identificare cu (z2 - pz + q) (z2 - qz + p). Prima şi_ a pa ~ra dintre r~l~
ţ i i l c ob \i nule dau p + q = _ a, pq = d ; relaţiile a doua ş1 a trew dau co_n d1ţ1a 
necesară si suficientă : a+ b = d şi a 2 + c = 2d. "Pentru a rezolva ecuaţia, se 
observă dă p şi q sînt rădăcinile ecuaţiei u2 + au + d = O. Pen tru exemplul 

numeric, se iau a ş i b arbitrari. 
e) Rădăcinile se no leai.ă cu «, 2oc, ~ şi 2~. Prima şi a doua dintre relaţiile 

a 9b - 2a2 
• t l 

lui Victa dau: " + ~ = _ S , 2~ = 
45 

; introducînd ln urma oare e 

rel a ţii, se obţine cond iţia necesară şi suficientă : 4a3 
- 18ab -'.- 115c = O şi 

4(9b _ 2a2)2 = 2 025 d. Rădăcini l e oc şi ~ se află cunoscînd _suma ş1 pr~dusul lor. 
Pcnlru exemp lul numeric, se iau a şi b arbitrari (de preferinţă a mu!Ltplu de 3) . 

Alt fel : identifi care cu (z2 + p z + q) (z2 + 2pz + 4q). 

54, Se notează rădăcinile cu u, - u, v şi - v, şi se scriu prima şi a treia dintre 

formulele lui Vie la. 

55. Sistemul este totdeauna compatibil, căci x, y , z sînt rădăcini l e ecuaţiei 
u3 - a1,2 + bit - c = O, care are o soluţie oricare ar fi a, b, e E C. 

56. ~-. y, z ş i x, y , z , u sîn t , respectiv, soluţiile ecuaţiilor t~ - pt
2 + qt_ - r = O 

şi 14 _ 01a + bt2 _ et + d = o. În condiţiil e problemei, pol inomul a l doilea es te 

dh·izibil prin primul, 
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. 57. În ~icc~re din.tre ecuaţiile (2) membrul stîng este s imetric în raport cu 
oncare doua dintre literele u., ~ şi y. Rezultă că dacă, de exemplu, triple tul 
o~'.donal (3: 5, 8) . este o soluţie a sistemului (2) în sensul că u. = 3, ~ = 5, y = 8, 
t 11pJe lul (.i, 3'. 8) es le de asemenea o soluţi e a sistemului (2), ş i anume CI.= 5, ~ = 3, 
Y = 8. Acelaşi lucru ~e poate spune despre toate permutările elementelor (5, 3, 8) . 
Pa = 1 ·2·3 = 6, deci cele 3 rădăcini ale ecuaţiei (1) dau 6 soluţii alo sistemului (2) . 

59. v. 2.4.7. a) z1 = z2 = f, z3 = - t. b ) z1 = z
2 

= V3, z
3 

= _ 2 V3. 

c) Z1 = Z2 = 2 + i, Z3 = - 4 - 2i. d) Z1 = Zz = 1 + i, Z3 = - 2 - 2i. 

GO. v . 2.4.7 a) z1 = ·Zz = z3 = 2a, z a b) 
4 = - 3 . Z1 = Z2 = Z3 = i ' Z4 = - i. 

c) z1 = z2 = z3 = 2 + V5, z4 = 1. 

61. a) Se pune condiţia P(3) =;: P'(3) = O sau identificare cu (z _ 3)3 (z _ (/.). 
a= - ~. b = - 3, z3 = - 2. b) b = 1 - 4i, c = i, z

3 
= - i. c) m = _ 7, n = 6, 

Z3 = 2, z 4 = 3. 

62. a) a=1, i•ădăcinile: 
1 1 1 1 - - -1; a= - 1 , rădăcinil e: 
2 ' 2 ' --

' 1. 
2 2 b) a = 2i, rădăci nilc : - i, - i, 2i; a = - 2i, rădăcinile : i, i, - 2i. c) 3, a = 

rădăcinile : 
1· 'l 605 1'l 11 5 - - 3· a = - rădăcinile : ' ' - -2 2 27 6 6 ' 3 

63. a) a= - 10, b = 3, rădăcinile: 1, ·1, 1, 3 ,· a.= - 8, b __ o, răcl~icinile, 

i 2, 2, 2, O. b) a = b = O rădăcinile· O O O - 1 · - 1 b , . , ' ' 'a- - -, 
4 16 

rădăcin i le· _ ~ 1 1 1 
· 2 ' - -

2 
• --, -. c) a=8,b=-3,rădăcini lc ·111 -3 · 

2 2 . ' ' ' ' 
a = - 8, b = - 3, rădăcinile: - 1, - 1, - 1, ·3. 

64'. Se pune condiţia P(2) = P'(2) = P"(2) 
(z - 2)3 

• (z - u.); p = 6, q = 4, r = - 8; z
4 

= -1 . 
O sau iclen lificare cu 

Gă P '(- 3) - O . P'( 1 ) d · 
• - Ş I 2 = O au un sistem de două ecuaţii cu nocu nos-

cutele a şi b; a = 12; b = - 56, c = - 18, z = 2. Altfel: iden tificare cu 
(z + 3) 2 (2z - 1) (z - oc). 

66. Identificare CJ (z - a)a, p2 = 3q, pa= 27r, z = _ .!!._ . 
3 

67. p = 
1 

3 
2 'd' . ·1 1 q = - - , ra acm1 e: - -

27 3 ' 

60. Mai trebuie spus că P(a) = O ş i P"'(a) =/=o. 
70. Nu; f(x) = O nu este o ecua\:ie algebrică. 

1 

3 

2 

3 

71. Hăd·ăcini!e sînt aceleaşi, dar duble, multiple de ordinul k. 

72. Ecuaţia este ele for.ma (z - a)n (z - b)n = O; se cal cul ează derivata. 
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73. V. '.U.9. t, p3 + 27 q2 =O, p <O; rel aţia (4) ele l a 2.4.9. arată că rridăcina 
c!ublii are acelaşi semn cu q. 

7-f. Dacă P(z) = O este de gradul n, P '(z) = O are n - 1 rădăci ni . 

Dacă P (z) este divizibil prin P '(z), toate J'ădăcinile derivatei sînt rr1dr1cini 
multiple ale ecuaţiei P (z) = O de ordin > 2. Aceas ta es le posib il numai clacă 

n > 2(n - J ), adidt n < 2. Ecuaţia de gradul II este în acest caz ele forma 
a(;c - o:) 2 = O. 

76. P(.1:) = (x - a)" C(x), C(a) =/=O. Se dau lu i x valoril e x = a+ h şi 
x = a - h unde h > O şi suficient de mic încît polinomul C (x) să păstreze în 
in terva lul [a - h, u + h] acelaşi somn şi se compară semnul expresiei P (a - h) = 
= (- h)h C(a. - h) cu semnul expres iei P (a + h) = Jih C(a + h). Curba este 
tangcntri la axa Ox în punctul a; ca traversează axa Ox (punct do inficxiunc) 
sau a este un punct do extrem, du pă cum Ir este impar sau par. 

78. 'I) lrnpărţ.irea polinoamelor se·face după procedeul obişnuit; p entru împăr
ţirea coeficienţilor, se fo losesc labelcle corespunzătoare . D acă la împărţirea coefi
cienţilor se obţin două cîturi parţiale, lucrarea se continuă în a mbele variante. 
Dacă primul coeficient al unui rest parj.ia l nu se p oate împărţi prin primul coeficient 

A A A 

al imp[trţilorului, împărţirea polinoamelor nu se p oa te face. a ) Cîlul 2x2 + 3x + •J, 

restul 2. b) Cilul x2 + 2x + 5, restul 3. c) Cilul t,x + 2, restul 5 sau cîtul fix+ 5, 
reslul 2. el ) Cîtul '2x + Î, restul 2 sau cîlu l 2x + 5, restul 6 sau cîtul 2x + 9, 
restul ·to. 

2) Dacii împărţitorul es te ele forma x - a , demonstraţia ele la 'l.3.3. rămîne 

valabilă oricare ar fi clasa de resturi căreia îi ap arţin coeficienţii polinoamelor. În 
locul relaţiei (4) ele l a 'l.3 .3. se obţine gr. (x - a) (C - C') > 1 , căci p rimul termen 
al acestui produs se obţine înmulţind x cu primul (eventua l unicul) termen din 
C - C', iar în locul relapei (5) se obţi ne gr. (R ' - R) = O, sau R' - R este poli
nomul nul, căci R' şi R slnt constante. 

in cazul unui împărţitor oarecare , d emonstraţi a de l a 1.3.3. nu mai es te valabilă, 
căci nu mai sfntcm siguri de rel aţia (!• ): dacă coefici enţii polinoamelor aparţin unei 
clase ele resturi cu divizori ai lui zero, cum este Z6 "sau Z12, se poate 'fn tîmpla ca 
gradul produsului I (C - C') să fie mai mic clecît gradul lui I. De exemplu, în Z6 

(Sx2 + 5x + 2) · 2 = Î..x + 4 - produsul este de grad mai mic decît primul factor 
(v. cap . I , problema 8 ş i 37). 

Exemplel e c) şi d) arată că dacă Z4 are divizori ai lui zero, teorema de la 'l.3.3. 
n u est e adevărată. 

70. Da, oricare ar fi n . P rocedeul ele împărţire obişnuit se poate folosi tot
deauna, căci penlru a obţine coeficienţii cî tului se împarte mereu coeficientul pri-

/\. /\. /\ /\ 

mului termen a l restului parţi al prin 1, ş i în orice Zn, oricare ar fi a , a : l = a. 

A/\. /\A /\/\/\/\ AAAA /\/\/\/\ AAAA 

SO. 1) a) ·1, 2. b ) 1 , 2. c) O, 5, 2, 3. el) O, 6, 2, 4. e) O, 7, 2, 5. f) 2, 3, 6, 11. 
2) Teorema despre num;1rul rădăcinil or unei ecuaţii algebrice se bazează pe descom
punerea în faclot'i li niari, care, la rlndul ei, se bazează pe teorema fundamentală 
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a algebrei. Or, clasele de resturi, înzeslrate cu adunarea şi înmulţirea nu sînl algebric 

închise (exemple : ecuaţia x2 + Î =o cu coeficienţi din Z3 n-are nici o rădăcină, de 

asemenea ecuaţia x2 + x + 1 = O cu coeficienţi clin Z5), de aceea demonstraţia 
ei nu es le val abil ă în cazul ecuaţiilor cu coeficienţi în Z11 • 3) Fiindcă în Z6 , 7.a, 

Z10 şi Z12 exis tă divizori ai lui zero (v. 1.2.3, obs. 2). '•) Dacă o este o rădăcină 

a ecuatiei, polinomul se împarte prin ,-i; - ~. care este egal cu z + -~. a) 2(x + 
+ Î ) (x + 2). b) (x + 4) (x + S) (2x + f). c) x(x + 1) sau (x + Î. ) (:i; + S). 

/\ A A A /\ I\ A A 

d) x(.-i; + 2) sau (x + 6) (x + 4.). e) x(x + 3) sau (x+ 8) (x + 5). f) (:c + 1 O) (.'t + 9) 

sau (x + G) (x + f). În cazurile a) şi b ) descompunerea es le unicii, căci în Z3 şi Z 5 

nu există div izori ai lui zero; demonstraţia de la 2.2. 7 răminc val abilă (şi simpli
ficările slnt permise; v. nota de la 2.2.1,). în cazul ecuaţiilor c) - f ) situaţia es le al La. 
Deoarece în Z6 , Za, Z 10 şi Z 12 există divizori ai lui zero , împărţirea nu es te unic5, 
deci nota de la 2.2.4 nu se ap lică, din A B =AC nu rezultă B = C, simplificările 
nu sint permise şi demonstraţia de la 2.2.7 cade. 5) În Z6 , Za şi Zio, exis lă diviz01'i 

a i lui zero; din P{x) = (x + ~) {x + b), ~+:,=/=O, ~ + b =I= O 1111 rezultă că P(~)=/=O 
(v. nota de la 2.2.8). 

Capitol ul 111 

1. a) z2 = 1, + i, z3 , 4 = 2 ± i/3. b ) z2 = - i, z3 = V 5, z.1 = 2 V5. 

2. a) V. 3:1.9. a= - 30, b = - 27; rădăcinile: - 1 ± i V1~ 2 ± li13. 

b) a= - 36 , b = 113; rădăcinil e : 5 ~ 2i, 2 ± V3. Dacă nu se pune condiţi a ca 

coefi cienţii srt fie reali, nu avem drep tul să apl icăm t eorema de la 3. 1.5. 

3. a) Teorema de la 3. '1.5 nu se poale aplica, deoarece nu s-n cerut. ca a să 
fie real. P(2 + i) = O dă a = - 5 - i ; rădăcinile: 2 + i, 1 şi 2. b ) lmposiuil. 

4. Se împarte (Ilorner) polinomul dat prin z - ( t - i); celelalle rrtdăcini 

sînl 2 ± 113 . 

&. Cînd se tr ece de la P(u) la P(a), in fiecare lermcn al polinomului , ak: 11-k, 

în locul raclorului zn-ll apare z~, iar 0 11 rămîne neschimba t. Cn să pulcrn aplica 
teorema (I) de la 3:1.5, ar trebui s~t lnlocuim şi a11 prin ă1i, dar a 11 = ă1t dacr1 ş i 

numai dacă ah csle rea l. 

6, Dacă rădăci nil e imaginal'c a le unei ecuaţii algebl'ice slnl conjugale două 
cîtc două şi unul dinlre coeficienţ. ii slti este real , toţi coefi cienţii ccua~i e i sîn t reali 
(v. cap. Il , problema 31). 

- 1 ± iii? 
8. a) x 2 = 3+ V ?, xM = - - 4 - · h) ± V 2, ± 113 , ± 115. 
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. - - 1 ± iV3 
9. V. 3.1.8. a) m = - 3, n = 2; 2 ±V 2, - - 2- -· b) m= -1, n = 

_ 2 . 2.j: 115 , - 1 ±
2 

i 112 ş i 'l. Cînd nu se cere ca parametrii să fie raţio-
' 2 

na li, ci nu se pot determina; v. problema 2. 

JO. Se pune. condiţia ca 1 + j/2 să satisfacă ecuaţia: a = 2, xM = 

2-llI ± ill2 
2 

11. Răducinile ecuaţiei vor fi a + 112. a -112. şi r:t.. Se identifică polinomul 

cla l cu (x2 - 2ax + a2 - 2) (x - r:t.). _ 
a) a = 3

1 
m = -21, r:t. = 3; rădăcinile: 3 şi 3±112; b) a = 3, ix= - 2, m = 14, 

, /- '1 
N. = 1

3
1
'' n• = 238 

· rădăcinile: 14 şi rădăcinil e : - 2 şi · 3 ± V 2·; a = - 3 ' y. • 27 ' 3 

·I , /-- - ±v 2. 
3 

12. Polinomul dat se identifică cu {x2 - 6x - 2){x2 - 4x - 1) \x" + ax+ b); 

m = - 10, n = 22, p = 1lt, q = 2; 3±1111, 2 ±Vs, ± i. 

13, Polinomul dat se identifică cu polinomul care se obţine t:itectuînd (x2 
-

_ 1ox + 28) (x2 _ 2x _ 1) (x2 + px + g). Se obţin 6 ecuaţii, ecuaţia· a patra şi a 
şasea dau p şi q, iar celelalte dau cei 4. coeficienţi a, b, c, d. 

u. a) Polinomul · dat se identifică cu polinomul care se obţine efectuînd 

(x - l _ j 113) · (x -1+i113 ) (x - cx.) .(x - ~ix) (x - y)'. Se obţin 5 ecuaţii; din 
primele două se află ix şi y, iar ultimele 3 ecuaţu dau a, b ş1 c. 

15. ldenli[icare cu {x2 - 6x + •13) (x - u)2 (x2 + px + g). 

18. Aceleaşi derivate pe care le anulează a + bi le anulează şi a - bi. 

19, Se ţine scama de teorema de la 3.1.5. b) Este par. 

20. Nu. Propozi ~i a este adevărată numai în cazul unei ecuaţii cu coeficienţi 
reali. c) N umai în cazul unei ecuaţii cu coeficienţi raţionali ; conlraexemplu: 

z2 - 2 V3 z + 2 = O. 

21. Nu. Demons traţia printr-un contracxemplu. 

- 1 ± i 117 b) T · ·dă . . î l . . 3 23. a) Două rădăcini întregi şi 
2 

. re1 ra cuu n regi ş1 x_-

- 1 ± i V ti? 
_ 3; + 2 = o. c) Trei rădăcini întregi şi 4 . d) Se împarte prin 

0.4 ş i se pune -=.. = y; rădăcinile: a, Gci, - 2a, - 5a. e) 113 apare numai în 
a 

coeficienţii puterilor impare ale lui x; se pune x = y 113; rădăcinile: 6113, 

- 7 V 3 , 113 (1 ± i). f) Trei rădăcini întregi şi 2 ± i. 
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24. Propoziţia de la 3.3.7 nu se poate aplica aici, fiindcă nu toţi coeficienţii 
ecuaţiei slnt în tregi; x = 2. 

25. a) Rădăcina în treagă poate fi numai 1 sau - 1, deci a= - 4 sau a = 2. 
2r4 +r3 + '1 b) a esle nedelerminat; ecuaţ.ia admite rădăcina întreagă r, dacă a= - • 

r 

26. v. problema precedentă; p + q = O sau p - q = 2. 

27. Fie o:xll singurul termen al cărui coeficient nu este raţional, iar r E Q o 
rădăcină raţional ă. P (r) este o sumă în c,are toţi termenii afară de unul sîn t raţionali, 
deci.„ 

29. v. problema 21. 

SO. În propoziţia de la 3.3.9 se ia q = 1. 

81. a) Două rădăcini fracţionare şi - 2 ± V3. b) Două rădăcini fracţionare 

şi - 1 ± i va. c) V. problema 23. d); rădăcinile m, - m - 2m, m(- 2 ± V3). 
2 4 3 

d) Două rădăcini fracţionare şi x~ + a2 x + a 3 = O. e) Trei rădăcini fracţionare 

şi 2 ±va. · 
88. Atenţie l a coeficien tul lui x3 • 

84. a) Una dintre necunoscute se elimină prin metoda substituţiei, apoi se 
caută rădăcinile raţional e ale ecuaţiei obţinute. 

t.7 ± V t 23 - 3t =t= 2V123 
X1 = 2, Y1 = 5, X2,3 = 7 ' Y2,3 = 7 • 

. . . ( 9 ) ( 1 ± i V51 1 =t= i V51 ) b) v. md1caţ1a de Ia a); (1, - 3), - 2, - 2 , 
2 

, --
2 

- . 

intersecţia a două parabole ; c) Se folosesc formulele lui Vie ta; sînt 6 soluţi i ; 

(x, y, z} = {2, 5, - 4}. d) v. indicaţia de la c); sînt 24 de soluţii, {x, y, z, zi} = 

= {-2, 31 -

1
-;i VTii, - 1 ~iV19}. e) Se elimină lntîi y2 pentru a obţine 

o ecuaţie liniară ln y; soluţiile (O, 1), (- 2, O) şi două solu~ii imaginare, inter

secţia unei elipse cu un cerc. f) (- 2, - 1), (- 2, - 1), ( - 1, - ~ ) , (1, 3); 

intersecţia unei parabole cu o elipsă. g) (3, 1), (1, 2) şi dt)l]ă soluţii imaginare; 
intersecţia unei elipse cu o parabolă. 

So. Nu, căci 1 ar fi divizibil prin numitorul fracţiei; v. 3.3.9. 

SG. v. problema 25. Rădăcina nu poa te fi declt ~ sau 
2 

sau m = 1. 

1 
m= - 2 

2 

- p ± Vp 2 - ·4q 
87. x = 

2 
. Se examinează cazul clnd p es te par şi cazul 

cînd p esle impar; în ambele cazuri , numărătorul es te par. 
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88. a) Dacă se împarte polinomul P(x) = a0 xn + a1a:n-1 + ... + an prin 

.~. - 1!... folosind schema lui Homer, se obţin coeficienţii citului: c0 = a0 , c1 = 
q 

lloP + a1q aoP2 + aipq + a2q2 c _ aopn-l + aipn-2q + „. + lln-1qn-l 
c:: C2 = , ... , n-1 -

q ' q2 qn-1 

Dacă P(: ) = o, are loc relaţia (o:) de la 3.3.9. Procedînd ca la 3.3.9 b) se arată că a0 

este divizlbil cu q, a0p + a1q este divizibil prin q2, ... , a0pn-1 + aipn-2q + .„ + anqn-1 

este divizibil prin qn-1, deci numărătorii fracţiilor care dau c0, c1 , c2, „„ Cn_1 sint 
divizibili prin numitorii respectivi. b) Mai mult, fiecare numărător este divizibil 
printr-o putere a lui q care este cu 1 mai mare decît puterea lui q care figurează 

în numitorul aceleiaşi fracţii. Rezultă că numerele întregi care se obţin după 
simplificare sînt divizibile cu q. (Se poate lua cazul P (x) = apx4 + „. + ad 

n(n+1) (2n+1) 
89. Se foloseşte formula S 2 = , n = 10. 40. Primul termen 

6 

- 5 ± i V59 ţ· „2 5 9 este 4 sau 
2 

. 41. Ra 1a = 4. '"' • ; 7; . 

48. (2x + 9) V x(x + 9) = 90; x = 3. 44. 2x8 + 6x5 + ?x4 + 4x3 + x2 -
- 3600 = O, x fiind lungimea laturii mai mici. 46. x~ - 2t.x + t.5 = O, x fiind 
măsura razei cilindrului. 46. x~ + 15x2 - 756 = O. 

47. Da. Descompunerea în factori liniari este unică (v. 2.2. 7); grupînd la un 
loc cite doi factori care corespund rădăcinilor imaginar conjugate, se obţine 

descompunerea în factori reali ireductibili. Nici o altă grupare nu va da factori reali 
(v. Cap. I, probi. 9). Altfel: Se reface demonstraţia de la 2.2.7. 

oO. a) Termenii fracţiilor se descompun în factori folosind 3.3. 7 şi 3.3. 9. 
2x-1· b)x2 +x+2. ) 4x+3 a.) --- , , c . 
x - 3 3x - 2 3x - 2 
d) Fracţia est e ireductibilă. 

01. Propoziţia: Orice polinom cu coeficienţi raţionali se poate descompune 
\n factori liniari şi de gradul II cu coeficienţi raţionali - este falsă. Ea devine ade
vărată dacă se adaugă condiţiile următoare: rădăcinile reale ale polinomului să 
fie ra ţienale sau iraţional~ pătratice, iar dacă polinomul are rădăcina imaginară 
a+ bi , a şi b2 să fie raţionali. 

04. N-are nici un sens. Numerele complexe nu sînt nici pozitive, nici negative. 

oo. Are acel aşi semn cu a0 oricare ar fi x, căci se descompune în trinoame cu 
rădăcini imaginare. Altfel : v. nota de la 3.4.5. 

66. a) Da, pentru orice funcţie continuă (v. 4.2.2). b) Depinde de ordinul de 
multiplicitate a rădăcinii (v. cap. II, probi. 76). 
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Capitolul IV 

1.*. a) (- oo, - 1), (- 1, 3), (3, oo). b) (3, oo). c) (- oo, - 1). d ) x1 = 
= X2 = 3, x3 = - 3. 

_ 2. a) J- oo, + oo). b) (O, 5), (5, oo). c) (-oo, - V 5). d) (-oo, -V5), (-V5, 

Vs), (i/5, oo) e) .Se caută rădăcinile raţionale ale derivatei· (- -2) 

( - 2, ~ ) • ( ~, 3) , (3, oo). f) Se caută rădăcinile raţionale alo deriva~ei: ( ::~, -3): 

(2, '•), (4, oo). g) Se poate trata ecuaţia care se obţine după îndepărtarea rădă

cinii duble; x
1 

= x
2 

= 1 x = -7 ± 4i/î3. 
, 3,4 ' 3 

l ) H"d" „1 d . . 21±V957 
l a acm1 e er1vate1 sînt 

2 
. Deoarece nu interesează valoarea poli-

nomului P~.nt.ru aceste valori ale lui x, ci numai semnul lui, se pot lua aproximări 
foa:te grosie1e, de exemplu X i= -4, x2 = 25. Ecuaţia are cite o rădăcină reală 
în mlorvalelo (-oo, -4), (-4, 25), (25, oo). 

3. Se aplică metoda de la 4.1.4 a) Intersecţia părţii superioare a hiperbolei 
(x -.1)2 

- y 2 = 1 .cu parabola y = 9 - x 2 ; Xi e (2, 3), x2 e (-2, - 3). 

b) Figura I repr~zmtă graficul func~iei f(x) =V x3 - 3x2 + 4, x E [ _ 1 , oo); 
M(O, !l, A~2, O.), în punctul 2 func~a nu este derivabilă, derivata la stînga este 

-:-V 3, derivata la dreapta este V 3. Rădăcinile sînt abscisele punctelor B c 
ş1 D; x1. e (-1, O), x 2 e (O, 2), x3 e (2, oo). c) v. figura I. x e (1 2) abs~isa 
punctulm E. d) Graficul funcţiei f (x) = I x4 - 1 I se vede în' fi~ura II. 
Xi E (-oo, - 1), X2 E (1, oo). 

,,' , 
"' I /t I 

;? I 

~/ 
I 
I 

I 
,,,..,~ B ... 

, ..,,." I -f 
I 

'· 
o 

!J 

X .X 

Fig. r. Fig. li. 

.. "' Dacă se indică, de exemplu, trei intervale, înseamnă că ecuaţia are trei r " d • 
cm1 reale, cîte una în fiecare interval. a a-
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4. a) Graficul arată că ecuaţia admite o rădăcină negalivă şi două rădăcini 
pozitive (ramura dreaptă a parabolei y = 3x2 taie curba exponenţială y = 2"' 

în două puncte; (demonstraţie: liro 
2
"' = oo) . Se constată prin încercări că 

x--+co 3x2 

ele se ariă, respectiv în intervale (O, 1) şi (7, 8). b) x1 e (1, 2), x 2 e (9, 10). 

c) x
1 

= O şi cîte o rădăcină în intervalele ( -2lm - ; , - 2 kit} k = O, 1, 

2, ... şi ( - 2lm, - 2kit+ ; ). k=1, 2, 3, ... d) x1 = 0, xze (o.f) · 

e) x e ( ; , 7t) . f) x e (O, 1). g) e ( ; , 7t) . h) Cîte o rădăcină reală în inter-

valele. ··· l- 27t, - ~7t), (- 7t, - ; ) , (O, f ), (f, 7t), (
3
27t, 27t) , adică în 

intervalele ( - Im, -(2k - 1)~ ) şil(2Tc+ 1) · ;, (lc+1)7t)k = 0, 1, 2,3, ... 

I). a) Se intersectează cele două curbe sau se elimină y şi se studiază ecuaţia 
x3 _ x z + x + 1 = O; o si ngură soluţie: x e (-1, O), y e ('1, 2). b) Analog 

cu a); dou~ soluţii ; x1 e (- 1,0), y1 e ( -~· 0) 1 x2 e(0,1),y2 e (o.+) · 

c) x, y şi z sînt rădăcinile ecuaţiei t3 - 12t + 7 = O, care admite cîte o rădă
cină în inlervalele (-4, -3), (O, 1), (3, 4). Fie f.i, t2, t3 rădăcinil e acestei ecuaţii. 
Solu ţiile sistemului sînt toate permutările acestor numere. 

G. a) a < -8, (5, co); a= - 8, x1 = x„ = -1, x3 = 8; -8 < a< '100, 
(- oo, - 1), (-1, 5), (5, oo); a= 100, x1 = x2 = 5, x3 = -4; a> 100, (-oo, 

-'l). b) a < O, (-oo, - 1), (1, oo); a = O, x1 = x2 = O; x 3, X4 = ± V2; O< 
< a < 1, (-oo, -1), (--:-1, O), (O, 1), (1, oo); a = 1, x1 = x2 = - 1, x3 = 
= x

4 
= '1; a > 1, njci o rădăcină reală. c) Dacă se foloseşte Leorema lui Ilolle, ea 

trebuie ap licală în intervalul [O, oo). a < O, x e (1, oo), a = O, x1 = O, x~ = 

= 1 · O < a < ~, (o, ~), (~ , 1) ; a = ~ , x = ~; a > ~, nici o rădăcină. 
' r, 4 4 4 4 4 

7. So foloseşte metoda grafică (4.1.4). 

a) f(x) = 3(x + 1) , x e R (fig. 111), m(-2, -1). M(O, 3). Discuţia se 
x2 +X+ 1 

poate face şi pe cale elementară, folosind realizantul, suma şi produsul rădăcinilor. 

X • ( V~ r4) x
3 + 1 

b) f(x) = X3=-i, x e R"'-{1} (fig. IV). M - - 2-• - 3- . c) f(x) = -x-· -• 

(n 3r2\ 3x - 2 
xeR"'-{O} (fig. V), m -

2
- • - 2--J; d) f(x) = x3 _ 3x + 2 , x e R"'-{-2,1} 

(fig. VI) A(O, - 1). 
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y 

(6) 

(5) 
(4 
{J) 

(2)--""~-I"---= 
(1)---t----

Fig. III. 

!I 

.r 

Fig. IV. Fig. V. 

8. a) Se taie curba y = e>: - x cu dreapta mobilă y = m sau se t aie curba 
y = ex cu dreap ta mobilă y = x + m. Discuţia: m < 1, nici o rădăcină reală ; m = 1, 
x = O (se va afla ecuaţia tangentei la curba y = ex în punctul de abscisă zero); 
m > 1, x1 e (-oo, O), x2e(O, oo). b) Analog cu a). m < -1, x1 e (O, 1), x2e ('l , oo); 
m = - 1, x = 1, m > -1, nici o rădăcină reală. c) Se taie sinusoida cu dreapla 
variabilă y = x + m. Discuţie : m <O, x e (O, oo); m = O, x = O; m >O, 

. 3x 
x e (- oo, O). d) L a fel ca problema precedentă. e) Se taie curba y = - cu .dreapta 

x2 
e2 1n2 3 

variabilăy = m; m~ O, nici o rădăcină; O < m<--, xe(-oo, O) ş.a.m.d. 
4 

f) Oricare ar fi m, x1 = O; afară de aceasta: m < O, cîte o rădăcină în , .. 

( - 27!, -
3n. (-7!, - ;). (;' x). (~7t' 2xJ ... , adică (-Im, - (2k - 1) ; ) 

şi ( (2k - 1) i, 1m). k = 1, 2, 3, ••. ; m = O, x = ~7t(lc e Z); O < m ~ 1, cîte o 

rădăcină !n intervalele ... (-
5

2
x, -2x), (- ~x, - x} (x, 

3
2
x). ( 2r., 5

2
n: ) ... , 

adică ( - (2k + 1 ) f , - ht) şi (Im, (2/c + 1) f} le = 1, 2, 3, ... ; m > 1, cîte 

!I 

(S) 

o rădăcină în acelea.şi in
tervale, la care se adaugă 

cîte o rădăcină în inler-

valele ( - ; , o) şi (o" ; ) . 
g) v. 4.1.8. (două metode). 
m < o, X E (O , 1) ; m = o, 

1 
x = 1; O< m< - , x1 e(1, e), W X e 

~~~~~;-~~-:A~-7-~~~~~~~ 1 ' 

(I) 

Fig. VI. 
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x2 e (e, oo); m=- , x = e ; 
e 

1 . o Vdv o V m > - , mei o ra acma. 
e 

h) m ~ O, x = O;O < m<1, 
X1 E (- oo, 0), X2 E (0, oo) 
X~ = 0; m ~ 1, X = 0. 

1 
i) m < - 2. + 1, nici o rădă-

2 

cină; - 2. + 1 ~ m ~ O, xe 
2 

E ( - ·1, 0); 0 < m ~ _.'.:_ - '1, 
2 

x e (O, 1] ; m > ~ - 1, nici o 
2 

rădăcină. 

9. Se procedează ca la 
x2 - 2x + ·1 

U.9. f(x) = 
x 2 - 6x + 8 

x e R"-.{2, 4}; gra fi cul este cel 

tlin figura VII, m(1, O), M ( % , 
- 3) A(- 1 i.)· B(o ..!._), 

' ' '15 ' , 8 

( 
16\ 

C(3, - 4), D 5, al 

g 

m 12 '* X' ·I 
I I 
I I 
I I 
I I IM I 

i~ 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
1 

Fig. VII. 

a) Interesează restricţia funcţiei f pe intervalul [-1, 1), gra ficul ei este 

arcul Am. Discuţie: a< O, nici o rădăcină; a = O, x = '1; O< a ~ ~, o rădă-
15 

cină·, a > ~ nici o rădăcină. b ) Inleresează res tricţia al cărei grafic este arcul 
15' 

siluat între axa Oy (punctul B) şi asimptota x = 2. Discuţie: a< O, nici o rădă-
1 d v vd v , • '1 Q 10 

cină; a = O, x = '1; O < a < - , oua ra acm1 ; a = - , x1 = , X2 = - ; 
8 8 7 

a > ..!.. , o rădăcină. c) Interesează restricţia al cărei grafic este cuprins între 
8 

16 
punctele C şi D. Discuţie : a< -4, x e: (3, 4); a = -4, x = 3; -4 <a< 3; 

16 
nici o rădăcină; a= "3, x = 5; 

16 
a > - o rădăcină. 

3 ' 

10. Figura VIII reprezintă gra- 9 

ticul funcţiei f( x) = sin x + .cos x, 

x e[O, 27!), A(O, 1) , B ( ~, i/2), 

C ( ; , 1 J ş.a.m . d. 

a) Interesează restricţia func

ţie i f pe intervalul [O, ; J, graficul 

B 

A 

o 

Fig. VIII. 
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.$': 
I 
I 
I 
I 
I 

I 
I 
I 

M l 

/1! 

V 
m 

Fig. IX. 

ei esle arcul ABC. Discuţie : 

a < 1, nici o rădăcină; a= ·1, 

Xi = O, x 2 = 2:_ • 1 < a< V2 
2 ' ' 

două rădăci ni; a= V2, x= !"=.. • 
4 ' 

a > V2, nici o rădăcină. b) I n
teresează res lri cţi a al cărei gra
fic es te arcul CD. Discuţie : 

a < - 1 sau a> 1, nici o rădă

cin ă; - 1 < a < 1, o singură 
rădăcină. c) Analog cu a). 
d) Analog cu b). 

11. Se procedează ca la 
5x3 

4.1.9. f( x) = , 
5x2 - 2x - 3 

X E R" {- ~ ' 1} (fig. I X) , 

Nl - 1, - - , m - , - , , ( 5 ) ( 9 243J 
ft 5 80 

A (_!_ , - ~) . a) Interesează restricţia reprezentată de ramura stîngă a curbei 
2 22 

şi de ramura mijlocie plnă la punctul O. Discuţie: a < - ~ două rădăci ni· 
4 . 

5 5 
a = - - , Xi = X2 = -1: - - < a < O, nici o rădăcină; a = O, Xi = x2 = 

4 4 

= x3 = O; a > O, o rădăcină. b ) Interesează restricţia reprezentată de partea 

din ramura s tingă situată la dreapta punctului M ş i din ramura mijlocie· 

c) a < - ~ , x e (_!_ , 1) ; a = - ~ x = _!_; - ~ < a < 243 nici 0 
22 2 22 ' 2 22 80 ' 

243 9 243 
rădăcină ; a = 80 , Xi = x2 = S ; a > 80, două rădăcini. 

12. Cazul p < O, t:. = 4p3 + 27q2 < O, 3 rădăcini reale, ( - oo, - V - ~) ' 

(-V- ~ ' V-1)' (V- f ' oo); t:. = O, rădăcină dublă ; t:. > o, o singură 
rădăcină real ă (v. 2.4.9). 

13. a) Fie O centrul sferei, C centrul bazei conului , A vîrful conului, A' punctul 

de pe sferă diametral opus lui A. Notăm cu X măsura algebri că a vectorului oe 
208 

pe axa OA' ( ori ent.ală de la O spre A'). Î năl ţ imea conului es le R + x, oricare ar fi 
pozi pa punctului C }Je AA' . Ecuaţia problemei: 

x3 + R a·2 - R?.x - R 3 

f (x) = -
3 

= V, 

a: e [ - R, R ]. F igura X reprezi n tă graficul funcţi ei definită de aceeaşi relaţie, 
. ( RJ) ( R 32 R 3 dar pentru x e (-oo, oo); m(- R , O), P O, - , JII - , --) , Q(R, O); 

3 3 81 
in teresează restricţia acestei funcţii pc intervalul [ - R, R ]; graficul ei es te 
arcul mPMQ. Curba se taie cu dreapla vari abilă y = V (V:;;;, O). Discuţi e : 

o< V < 
32

R
3

' X1 E ( - R, !i)' X2 E (R ' R ) ; V= 
32 

RJ' Xi= X2 = R; 
81 3 3 81 3 

32R 3 
• • 1 1· b} I L ă . . 1 d b" Pll·'Q J1 > -- , nici o so u,1e. n er eseaz numai a rcu e cur a " . 

81 

O< V < R
3 

o singură soluţie x e (R , R); R3 < V < 32 
R

3

, două soluţii 
3 ' 3 3 8'L 

ş.a.m .<l . c) P cnlru a obţin_EJ__ o ecuaţie cu coeficienţi n umerici, se pune x = z R; 

"" _ R x
2

= R - 5 +V 59_ All''el: se ia ca necunoscută ungl1iu l format de 
·• 1 - lk ' 8 I' 

înăl ţimea conului cu o generatoare. 
14. a) Se no tează cu x „distanţa" de la centrul cercului la o !alură a triun

ghiului (v. problema 13). f (x) = (R + x) V R2 - x2 = S, x e [ - R , R]. v. 

figura XI, A(- R , O), B (R , O), M ( ~ • aR:V3) . b) xt = O, x 2 e (0,8 R, O, 9 R ). 

15. Fie y = u ordonata corzii , s = f (u) = ~ (b + ii) i/b2 
- u2

, u e [ - b, b]. 
b 

Dacă scriem x ln loc de u şi R în loc de b, expresia diferă de cca din problema 

preceden tă numai p rin factorul ~. Graficul are forma din figura XI; A(- b, O), 
b 

( 
a 3abV3 ) 

B(b, O), iVI - 2, 4 . 

16. a) Notăm cu x distanţa de la vîrfu l conului la baza superioară a cilin

drului; f( x) = R
2
x

2
(h - x) = V, x e [O, h]. Curba y = {(x) are aceeaşi alură 
h2 

I S'1nt O s.·1 J'rf ( ~, t,R
2

h ) , curba t~;e Ox '1n cu cea din figura X . Extreme e " "' 
3 27 

h h ( v-l punctul Q(h, O): in teresează arcul OMQ. b } X i = 3, X2 = 3 1 + 3 · 

y 

M (J) 
'l- - - .....-i.«---- (2) 

\ (0 
... 
m 

Fig . X. 
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(J) 
(2) 

/) 

A O B .x 
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17. a) Fie x înălţimea conului; V =.f(x) = f (a2 - x2), x e [O, a]. Discuţie : 

O..- V 2a
3 t/s d ă l t" V at/3" V . . l . """' <-27-=o:, ou so u,11; = o:,x1 =x2 = -

3
-; >o:,mc1osouţ1e. 

b) a a (t/13 - t) Al r l S · • h" l 
x1 = 2, X2 = 

4 
. t1e : e ia ca necunoscuta ung m o: format 

. . a3 cos o: sin2 o: [ 7t ] de înălţimea conulm cu o generatoare V = f(oc) = 
3 

, oc e O, 
2 

. 

18. Fie x şi y, respectiv, raza şi generatoarea conului: sis temul, 7tXy = 7tS, 
2 7t: . V y 2 

- x2 = 7t V dă ecuaţia V= f( x ) = f V S 2 - x4, X E [o, t/S]. Graficul 

acestei funcţii este arcul O MA din figura X I I, M( 'îl ~2 , ~ V 2S V3) A ( VS O). 

A ltfel: Se iau ca necunoscute generatoarea x şi unghiul o: format de generatoarea 

cu înălţimea : V = S ~ S V cos2 o: sin o:. 

19. a) Sist emul x2y = V, 2x2 + 4.?:y = S dă ecuaţia f(x) = 
2x

3 + 4 V = s, 
X 

x e (O, oo) . b) Graficul acestei func\.ii este ramura dreaptă a curbei din 

'1 7 iY V2 

figura XIII, m(iYV, 6 [YV2). În ecuaţia f( x ) = -
2
- se pune x = z tyv ; 

Xi = iY V , x2 = VV (t/; - 'l ) . Val orile corespunzătoare ale lui y se afl ă din 
2 

relaţia x 2y = V. Altfel: Ecuaţia f( x) ) = S se rezolvă în raport cu y şi se 
1 

construieşte curba V = - (Sx - 2x3); v. problema următoare. 
4 

1 
20. a) Ecuaţiile 27tx2 + 27txy = r.S, 7tX 2Y = 7tV dau f(x) = - (Sx - 2x3) = 

2 . 
= V, definită pentru valorile lui x pentru care f(x) = V> O. Graficul acestei 

funcţii es te arculOllIA din figura XIV. Jl:t(V ~, ~V~ ), A(lf 4· o). b) În ecuaţia 

!/ 

(I} 

· ' · A' .o A X 

Fig. XII. 

\ 
\ 

\O 
I 
I 
I 

m 

Fig . XIII. 
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!/ 

X 

Fig. XIV. 

l 
7St/S ,/- t/S (t/15 -1)t/s 

Sx - 2x3 = 27, se pune x = z v S; x1 = T , x 2 = 
6 

. Altfel~ 

Ecuaţia f(x) = V se rezolvă în raport cu S şi se construieşte curba S = 2x
3 + 2 V 

X 
(v. pro»lema precedentă). 

21. Notăm cu xc valoarea rădăcinii dată de metoda coardei şi cu Xt sau x~ 
valoarea dată de metoda tangentei aplicată, respectiv, p unctului a sau b (a< b) . 

a ) Xc = 2,4903. Xt = 2,4909. b) Xc = 2,09425, Xt = 2,09457. C) Xc = 
= 0,6517, Xt = 0,6539. 

22. În problemele în care intervin funcţii trigonometrice, trebuie luat ca uai
tate de măsură pentru arce radianul. Pentru transformarea gradelor în radiani 
şi invers, se folosesc tabele, de exemplu: Tabele matematice uzuale, Ed. tehnică 

1965, Tabela IV. 1 (pag. 141). Logaritmii naturali se află de asemenea cu ajutorul 
unor tabele speciale, de exemplu în Tabelele citate : Tabela II. 4 (pag. 62 - 63) sau 
Tabela II. 6 (pag. 64). 

a ) Xc = 154°28', Xt = 154°29'. b) Xc = 42°20'3", Xt = 42°20'48". C) Xc = 
= 1,823, Xt = 1,826. d) X= 1, Xc = -1,872, Xt = -1,874. 

23. X~ - 6x2 + 10 = o; Xc = 1,5216; Xt = 1,5222. 

24. 10x3 + 25x2 - 64 = O; Xc = 1,2979; Xt = 1,2981. 

25. Volumul segmentului sferic este v = 7th
2 

(3R - h) unde R este raza. 
3 

sferei, iar h înălţimea segmentului, x3 - 3R2x + 2R3( 1 - : ) = O, unde x es te' 

distanţa de la centrul sferei pînă la planul de secţiune. 

a) X c = 0,2265 R, xt = 0,2259 R, x = 0,2262 R (± 3R). 
104 

b) Xc = 0,348 R, xt = 0,346 R, x = 0,347 R (± ~). 
103 

2G. Se egalează greutatea sferei cu greutatea apei dislocuite, apa dislocuită· 
avînd forma de segment sferic de înălţime x . Pentru volumul segmentului, v. p ro-
blcma precedentă ; 10x3 - 30x2 + 28 =O; x = 1,27346 R. 

27. Fie AB diametrul şi AC coarda, măs. BC = x (radiani); partea ABC· 

se compune din triunghiul AOC şi sectorul circular BOC; x + sin x = .2:. 
2 

28. Fie AB diametrul , CD coarda, măs. BD = x (radiani); aria porţiunii 
cuprinsă între AB şi CD se descompune în două sectoare circulare egale, BOD· 

şi AOC, şi triunghiul ODC; x + sin x cos x = 7t sau, punînd 2x = u , u + 
' 4 

• 7t + SJil .U = - . 
2 

29. Notăm cu 2x unghiul la centru corespunzător ; cos x - x = O, Xc = 
= 42°20'43"; Xt = 42°20'8", 

211 

l : 



30. Aceeaşi nola p c ca la problema precedentă; 2 s in x - x = o, xc = •108°36'5" 
.x, = 108°36'27". ' 

31. tg X - 2x = O; X c = 66°46'8", Xt = 66°47'5". 

32. Aceeaşi ecuaţie ca la problema 31. 

Capitolul V 

3. b) Nu,, căci există un triplet (x, y, z) astfel încil (x Ţ y) Ţ z =f= x Ţ (y Ţ z). 

7. a) Fie X = (
1 2 3 4 

)· Ecuaţia devine : (
1 

X1 .'1:2 X:1 X4 X3 

.Aşadar, x1 = 3, x2 = 4, :i;3 = 1, x 4 = 2 şi X = (
1 2 

3 4 

(
Y1 Y2 Y3 Y4) . (1 2 3 4) 

·= 1 2 3 4 · Se obţme: y = 2 1 4 3 · 

9. b) Sistemul dat devine: 

{
x+y=3 

x2 + y2 = 5 

2 3 4 ) (1234) 
X1 X4 X2 = 1 3 2 4 • 

3 4) ' 
1 2 

. b) Se pune Y = 

lO. li :y ~ li o li 2;: ~: li = li 2:~~ : :~~: 2;~: : :; li = li x" y" li 
2y" x" 

·unde x" = xx' + 2yy' şi y" = xy' + x'y (x" e Q, y" e Q). 

11. Fie x = a + b i/5 şi x' = a' + b' i/5, cu a - 5b2 = 1 şi a'2 - 5b'2 = 1. 

Avem x • x' = aa' + 5bb' + (ah'+ a'b) i/5. (aa' + 5bb')2 - S(ah' + a'b)2 = 
a2a'2 + 10aa'bb' + '15b2b'2 + 5a'2b'2 - 10aa'bb' - 5a'2b2 = a2(a'2 _ 5b'2) _ 

- 5b2(a' 2 - 5b'2) = a2 - 5b2 = 1. Deci x • x' e Jll/ .• 

12. Se observă că x T y = (x - 3) (y - 3) + 3. 13. a) Da. b). Nu. 

15. b) Nu, căci exis tă un triplet (x, y, z) de cl emente din E astfel încît x Ţ 
T (y T z ) =I= (x T y) T z . Se va preciza un asemenea triplet. 

16. b) Se obţine (x T y) T z = x T {y T z) = 36xyz + 18x y + 18xz+ '1 8yz+ 

+ 9x + 9y + 9z + 4. c) e = - .!._ , d) x = -
4 - 9a, (a =I= _ 1 ) • 

3 18a + 9 2 

24. a) Avem: 

[A U (B U A)] U [ B U (B U A)] =[A U (A U B)] U [(B U B) U A] = 
= [(AUA)UB]U(B U A) = (A U B)U(AUB) = A U B. b) AnB. 

25. b~ E lementele e, a, b, c se pot considera funcţiile definite pe {'l, 2} cu 'Talori 
'în {1, 2} iar legea de compoziţie, compunerea. 

34. c) e = 2. 35. c) e = a. 
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37. b) Avem de exemplu : 3Ţ4 = (3·3·4) + (l,·3)+ 4 · 4+ 4·3·3·4 = 
I\. /\ A A /\ /\ /\ /\ Â I\ A A /'\ I\ A /\ 

= (3 · 3) · 4 = 4 · 4 = 1. Deci 3 T '• = 1 + 2 + 1 + 4 = (1 + 2) + {1 + 4) = 
/\ I\ A I\. A /\ A A /\ A /\. /\. /\ 

= 3 + 1, = 3. Aşadar, 3 Ţ 4. La fel, se arată că O T 4 = O, 1 T 4 = 1, 2 Ţ 4 = 

= 2, 414 = 4. 
38. c) Se va folosi 5.1.25. 42. a) Funcţia f: R _. R este inversabilă căci es!e

x - 2 
bijecti vă. Funcţia g este inversabilă căci este bijectivă. b) f- 1(x) = 

3 

1 2 
.g-1 (x) = - arctg x - - • 

3 3 
7 -35+8x 

43. Exemplu: (3 + 2 i/2}-1 = 3 - 2 i/2. 44. a) e = 3 · b) x'= 9(x _ '1)' 

X =f= 2. 
/\ /\/\A /\/\A /'\A /\ 

45. Avem: {3 · x) + 4 = 9 => (3 · x) + 4 + (-!•) = 9 + {- '1) · (3 · x) + O 
/\ /\ /\ /\ A " /\ I\ /\ /\. A /\ A /\ = 5 => 3 • X = 5 => 3-1' {3 ' x) = 3- l • 5 => (3-l' 3) ' X = 4 ' 5 => 'l ' X = 9 => X = 9. 

/\ A A A /\ /\ 

Verificare: (3 · 9) + 4 = 5 + 4 = 9. 

46. a) Avem: o X = (
1 2 3 4 5 6 ) 
312465 (

1 2 3 t.. 5 6) => (1 2 3 4 5 6)- l • 
214365 3 1 2465 

. [(13 21 3 4 s 6) 0 x] = (1 2 3 4 s 
2 4 6 5 3 1 2 4 6 

5)-1 o (1 2 3 4 5 6) =>eoX= 
5 2 1 4 3 6 5 

= (3 1 2 4 6 5) 0 (1 2 3 4 5 6) => X = (1 2 3 4 5 6
6
) • 

123456 214365 32415 

48. b) 

64. a) x5 = x2 ~ x 2 -. x3 = x2 • e *> x3 = e. 

65. a ) Din x 2 = e, rezultă x = x - 1 . Avem: xy = (xy}-1 = y- 1x-1 = yx. 

68. c) Pentru uşurinţa raţionamentelor se vor întocmi t abelele legilor de 
compoziţie. d) Se vor nota convenabil elementele celor 3 structuri cu acel eaşi 
simboluri şi se va observa că se obţin tabele identice. e) Se va observa că în toate 
cele trei s tructuri este adevărată egalitatea x 2 = e. Există un grup cunoscut cu 
patru elemente în care nu are loc o relaţie analoagă. 

71. a) Este indicată forma trigonometrică a numerelor complexe, pentru 

exprimarea rădăcinilor . 

76. Dacă cele două inele ar fi izomorfe atunci ar exista f : M _. P astfel încît 

f{1) = 1, f(2) = f{1) + f{1) = 2 şi f(i/ 2 · i/2) = f(i/ 2). f(i/2 ) = f (2) = 2. 

Aşadar, f(i/2) = ± i/2, dar ± V 2 e P. 
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79. Înmulţind prima ecuaţie cu 3, obţinem 9 · x = 9, cu soluţiile x = 1, 
/\ " t /\ /\ .:x = 5, x = 9. nlocuindu-se în ecuaţia a doua se află y. Soluţie. x = 1, y = 2. 

·111etoda substituţiei nu se p oate aplica, deoarece 3 şi ~ sînt inversabile . 

• A 1\1\1\1'\ I\ . A " 
84. a) Se va înlocm x pe rind cu O, 1, 2, 3, 4 şi se va obţine xs + 4x = o. 

Explicaţia stă în faptul că în demonstraţia că un polinom cu coeficienţi nume- · 
rici de gradul n este identic nul, cînd toţi coeficienţii stnt nuli, se presupunea 
existenţa a n + 1 valori distincte. În clasele de resturi modulo 5 nu există decît 
5 valori distincte. b) Se va reface demonstraţia dată în prima parte a manualului. 
Se mai foloseşte faptul că în inelul claselor de res turi modulo 5 nu slnt divizori ai 
Jui O. 85. Există divizori ai lui O. 

88. Exemplu de divizori ai lui O: 

f( x) = {O, x =/= 1 g(x ) =· { 1, x =/= 1 . 
2, X= 1 0, X = 1 

89. Nu. 92. a) {x E Rx = a+ b v -;;, a E Q, b E Q, c E Q, tic E Q}; 

b ) {x e RI x = a+ b t/2 + c t/3 + dt/6, a e Q, b e Q, c e Q, de Q}. 

93. Se va ţine seama că într-un corp nu avem divizori ai lui O. 95. c) Se va 

folosi punctul b) şi problema 94 punctul c). Avem x~ + ai xon-1 + „ . + lln = o 
.şi deci f(a0x'!i + ai~1 + ... +an)= f(O) de unde a0 x-~ + aix-~1+ „. +an= O. 

/\ " 99. a) 4. b) 3. 100. a) Deoarece 8(c) este soluţie a ecuaţiei x2 = c, avem 
(8(c))2 = c . . x2 = c *> x2 

- c =O - x2 - [8(c))2 = O - (x - 8(c)) (x + S(c)) = 

= O - x = 8(c) sau x = - 8(c). b) Se reface demonstraţia cunoscu tă în cazul 
ecuaţiei de gradul doi cu coeficienţi reali. c) Avem 8(b2 - 4ac) = t/b2 - 4ac şi 

formula devine formula cunoscută. d) Ecuaţia x2 = ba - 4ac devine x2 = Î cu 
/\ /\ 

" /\ " soluţiile x = 1 şi x = -1(x = 4). Aşadar, - 3 ± 1 

1\1\. /\ I\ I\ I\ I\ /\A. I\ 

X1 = (-2) • 4-i = 3 • 4 = 2, ·x 2 = (-4) • 4- l = 1• 4 = 1. 
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