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(D Funcţia exponenţială şi funcţia logaritmică 

§ 1 . Funcţia exponenţial~ 

1.1 . Puteri cu exponent raţional (recapitul are) 

În clasa a IX-a s-a definit puterea cu exponent raţional. Să amintim această 
definiţie. 

1. Puteri cu exponent raţional pozitiv. Dacă a ~ O este un număr real 
m 

nenegativ, iar un număr raţional pozitiv, atunci 
n 

m 
n n/m a = va. (1) 

2. Puteri cu exponent raţional negativ. Dacă a >O este un număr real 

pozitiv, iar m un număr raţional negativ, atunci 
n 

m 

(/. 11 
1 

=--m --
a n 

m 

Deoarece numărul - m este pozitiv, a - n a fost definit la punctul 1. 
n 

3. In sfirşit, dacă a > O iar !!!:_=O, atunci 
n 

~ 

ao = 1. 

(2) 

(3) 

Relaţiile (1), (2) şi (3) definesc puterea unui număr pozitiv a > O, pentru 

orice exponent raţional m . In clasa a IX-a s-au studiat o serie de proprietăţi 
n 

ale puterilor cu exponent raţional oarecare. In cele c~ urmează vom folosi in special 
:{lroprietăţile date de următoarea teoremă. 

Te o r e m a 1. 1. 1. 1°. Dacă a> 1 este un număr real, atunci dintre două puteri cu expo­
nent raţional pozitiv ale acestui număr, este mai mare aceea al 
cărei exponent este mal mare. 
2°. Dacă O< a< 1 este un număr real, atunci dintre două puteri 
cu exponent raţional pozitiv ale acestui număr, este mai mare 
aceea al cărei exponent este mai mic. 
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Demonstraţil 1°. lntr-adevăr, fie !!!:... > l!... >-0 două numere raţio­
n q 

m p 

nale pozitive. Avem ;n-= l'.Y am 
de acelaşi ordin: 

şi a -q = lr afl. Aducem aceşti radicali la radicali 

tr am =Va~q' ir a'P = 
11V an'P. 

Cum !!!:... > l!.... , rezultă că mq > np. Dar, cum a > 1 rezultă amq > anP, de unde 
n q 

nva.mq > ?lv anp 11au 
m 'P 

a 11 >a q. 

2°. Demonstraţia este analoagă cu cea de la punctul 1° şi de aceea o omitem. 

Exemple. 1) Avem 1,21 <1,22. D<' act>ea 

(. 
1

2 

)1,21 > I 1
2 

)1,22 • 
21,21 < 21,22 ; I 

~) Avem 0,3 < 0,4. De aceea 

( t/
1
3 

)o,s > ( V1"3 )o.• . (t/3)0,3 < (t/3).0·' ; 

1.2. Puteri cu exponent real oarecare 

.ln acest paragraf vom defini puterea cu exponent real oarecare de bază pozi­
tivă, astfel incit aceasta şă coincidă pentru exponent raţional cu cea introdusă 
mai inainte. 

Mai precis, dac·ă a >O este. un nul!lăr real pozitiv, iar x un număr real oare-
care, ne propunem să dăm sens expresiei ax. 

Amintim, mai intii, citeva fapte privind a11roximările zecimale ale numerelor 

reale. 
Fie :t un număr real oarecare reprezentat sub formă de fracţie zecimală infinită, 

adică x = x
0

• x
1
x

2
x

3 
•.• Xn· ·· . Pentru numărul x, aproximările zecimale cu o eroare 

mai mică decît 10-n sint: 

i) prin lipsă: Xn = Xo1 X1X2X3„.Xni 
ii) prin adaos: x11 = x0, x1x2x8„.Xn + 10-n. 
Aşadar numărului x i-am asociat aproximările sale zecimale: 

prin lipsă: x0, x~, x~, x;, . „, 
prin adaos: x~, x~, x2, x;, „., 

astfel incit: 
X~ ~X< X~, 
X~ ~ X< X~ 1 
X~~ X< x;, 
............ 

Observăm că aproximările zecimale prin lipsă şi prin adaos ale unui număr 
real x sint totdeauna numere raţionale. 

1. Puteri cu exponent real poziti" 
Pentru definire!l puterii de bază a > O, cu exponent real, .distingen:i. două 

cazuri, după cum baza este supraunitară sau subunitară: 

4 

1° a > 1. Fie x >O un număr real şi să considerăm aproximările zecimale 
prin lipsă şi prin adaos cu o eroare mai mică decît 10-n. Atunci pentru orice n, 
avem 

X~ ~ X< X~. 

După cum am observat numerele x~, x~ sînt raţionale pozitive şi deci 

conform definiţiei puterilor cu exponent rational au sens puterile a:ie~ şi a::cn, · 
pentru orice n. ' ' 

.Mai mult, <lupă punctul 1° ol teoremei 1.1.1, rezultă că ax~ < a::cn. 

Def I n i ţ ia 1. 2'. 1. Fie a> 1 şi x un număr real pozitiv. Se numeşte pute-rea x a lui a 
un numănreal y, care pentru orice număr natural n satisface Ine­

galităţile: 

X• X~ 
an~ y <a 11• 

. Se p~ate - de_mo~stra că un astfel de număr real y există şi, mai mult, este 
unlc. p_emo~straţia r1.gu~oasă a acestui fapt depăşeşte programa clasei a X-a. Ea 
necesita noţiunea d~ hm1tă şi se va studia la Analiză matematică in clasa a XI-a. 

Număr.ul Y da~ de definiţia precedentă se notează a::c şi se citeşte a la puterea x. 

_ Exemplu. Să explicăm ce trebuie înţeles prin 3V-"2. Aproximările zecimale ale 

lui t/ 2 sînt următoarele: 
prin lipsă: 1; 1,4 ; 1 ,41 ; 1,ft1t1 ; .„. 
Prin adaos: 2: 15·14''·1 415· '. 

astfel încît: 
, , , - , l t ••• , 

1 ~V~< 2, 

1,4 ~ t/2 < 1,5, 

1,41 ~ t/2 < 1,42, 

1,414 ~ t/2 < 1,415, 

Numărul care ne interesează y = 3Y'"2 îndeplineşte inegalităţile: 
·31 ~ y < 3t 
31,t ~ y < 31,e, 
31,u ~ y < 31,42

1 

::Jl,41( ~ y < 3 1,tl5, 

2° O < a < 1. Dacă x > O este un număr real, avem 

X~ ~ X < X~ . 

După punctul 2° al teoremei din paragraful preced~nt rezultă că a"'~ < a"'~. 

Oe fin iţi a 1. 2. 2. Fie O< a< 1 şi x un număr real pozitiv. Se numefte puterea x a 
lui a un număr real y, care pentru orice număr natural n; satisface 
Inegalităţile: 

axn < y ~ a::c~. 

Se poate.demonstra că un astfel de număr real y există ~ i , mAi m11ll . P~I !' 1111 j„ 
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E :r:empln. Să explicăm ce trebuie inţRles prin ( !-)Y2 
• 

3 

Avi nd in vect<>re-cele de mai inainle precum şi t abelul aproximărilor zerimale ale lu i j/2 

dln c~emplul prPcPdenl, nnmllrul care ne interesea1.ă y = (: )12 in<leplineşte inrgaht1l\ ilo: 

(~ r < y ~ (: r · 
- < y~ - , 

( 
1 )1,6 ( 1 )1,4 
3 3 

- <y~ - . 
( 

1 )1,42 ( 1 )1,41 
3 3 

( 
1 1,415 ( 1 )1,414 -1 < y ~ - I 

3 3 
. . . . .. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 

Vom adăuga că pentru orice număr real x, 

ix= 1. 

In final trebuie menţionată o proprietate importantă a puterilor cu exponent 

pozitiv şi anume: 
Oricare ar fi a > O şi x > O aCJem ax > O. 

Intr-adevăr , fie x~ şi x~ aproximările zecimale ale lui x prm lipsă, respec­
t iv prin adaos. Atunci, pentru orice n, avem: 

1° Dacă a > 1, atunci 

2° Dacă O < a < 1, atunci 
ax~ <ax ~ ax~. 

Numerele x~ şi x~ sint raţionale şi pozitive. De aceea ax~ >: O şi ax~ >O, 
pentru orice a > O. Atunci, evident, ax > O deoarece este cuprins intre două, 
numere pozitive. 

2. Puteri cu exponent real negatiCJ 
Dacă a > O şi x este un număr real negativ, atunci prin definiţie 

1 ax=-· (1) 
a-x 

Deoarece numărul -x este pozitiv, a-" a fost definit la punctul 1. 
Mai mult, am demonstrat că a-x =F O, pentru -x > O. 

- f& 1 (1)-f6_ 1 
De exe~p~u, 3 = 3Y5 ; 3 - ( ~ ) V5 . 

1 lty y 
Am demonstrat_ că dacă x >O atunci a-x. > O. Cum a-x = - , rezu a ca ax 

şi pentru x < O, aCJem ax >O. . 
Amintim că pentru a =F O, a~ com~.enit ~ă. punem. a

0 
= 1. 

Astfel, am definit puterea unui numar pozitiv cu orice expoi:ei:it}eal. Puterea 
unui număr negativ cu exponent real, in general, nu este dehmta. 
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3. Proprietăţi ale puterilor cu ex.ponent real 
Fie a >O şi b >O (numere reale pozitive). Atunci pentru x şi y numere 

reale, avem: 
1. ax. all = ax+v, 

ax 
2. - = ax-v, 

av 

3. (ab)" ·= axbx, 

4. :r = ~:. 
Pe baza definiţiei puterii cu exponent real dată mai înainte şi folosind pro­

prietăţile corespunzătoare ale puterii cu exponent raţional, verificarea acestora se 
face fără dificultate. Lăsăm ca exerciţiu demonstrarea lor. 

E xemple. t } ( ~ t Y'3 
= (2-·J- Y3 

= ~ya. 

'.!J [ (~ ys]- VT? =. ( ~ t Y8i = ( ~ r 9 
= (2-1)- a = r21}u = 2~ = 512 . 

?Vs y- y- y- y-a) __ = 7 e- 2 = 72 2- 2 = 7y2 . 

7Y2 

1.3. Funcţia exponenţială 

Fie a >O un număr real pozitiv. Am văzut în paragraful 1.2 (pct. 1 şi 2) 
că oricare ar fi numărul real x, avem ax >O. Aşadar, pu~em defini funcţia 
următoare: 

{": R-+ (O, oo), f(x) =ax. 

Obser!Jaţie. Pentru a =.1 se obţine o funcţie constantă f: R-+ (O, oo), 
f(x) = 1 şi de aceea aceest caz nu prezin;ţă un interes special. 

O funcţie f : R .-.. (O, oo), f(x) = ax, unde a >O şi a i' 1, se numeşte funcţie 
exponenţială (de bază a). 

Enunţăm, în conlinuare, o serie de proprietăţi importante ale funcţiei expo-

nentiale. 
' 1. Dacă a > 1, atunci pentru x > O aCJem ax > 1, iar pentru x < O a11em 

ax < 1. Dacă a < 1, atunci pentru x >O a11em ax < 1, iar pentru x <O aCJem 
ax > 1. 

Demonstraţie. Fie a > 1 şi x > O. Dacă x este raţional, adică x = !!!;_, n 
m 

atunci ax. = a....,, ~ l'.V am. Cum a > 1 rezultă că şi am > 1, dar atunci şi Ir am > 1. 
Dacă x este un numă r real pozitiv oarecare, fie x~ şi x~, pentru orice n, aproxi­
mările zecimale prin lipsă şi prin adaos ale lui x . Atunci 

Cum a > 1, rezultă că pentru orice n avem 

ax~ ~ ax < ax~. 
Dar x~ este raţional pozitiv şi după cum am observat mai înainte ax~ > 1, 

de unde ax > 1. 
Dacă X < o, atunci avem 
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Dar -x >O şi deci a-x > 1. Prin urmare 
1 

ax= -- < 1. 
a-x 

/ 

Cazul in care O < a < 1 se tratează analog; il lăsăm ca exerciţiu. 
2. Dacă x =O, atunci independent de a >O apem ax = 1. 

Aceasta rezultă din definiţia puterii nule. 
3. Pentru a > 1, f'uncţia exponenţială f(x) = ax este strict crescătoare, iar 

pentru O < a < 1 este strict descrescătoare. 

DemonstraţiP. Fie a > 1 şi Xi. < x2. Să arătăm că 
a:ri < a"'e . 

lntr-adevăr, din x
1 

< x
2 
rezultă că există . u >O astf P.l Incit x 2 = x1 + u. 

Atunci 

Deoarece u >O, după proprietatea 1 a funcţiei exponenţiale rezu~tă vau > 1. 
Aşadar, a'>:i >O şi 1 - au <O, de unde ax1(1 - a11

) <O. lnseamn~ ca ax
1 

-:-­

- axz < O, sau ax1 < ax2. ·Deci din x1 < x2 rezultă ax1 < ax2
, adică funcţia 

f(x) = ax este , strict crescătoare. 
Analog, se demonstrear.ă că pentru O < a < 1 funcţia f(x) = ax este strict 

descrescătoare. 
4. F'uncţia exponenţială f : R -+ (O, oo), f(x) = ax (a >O, a 1' 1) este 

~ijectiPă. 
Demonstraţie. Să arătăm mai intîi că f' este injectivă. Fie, pentru 

aceasta, x
1

, x
2 

E R astfel incit x1 1' x2. Atunci avem x~ < x2 s'.1~ X1 > X2·. Să 
presupunem, de exemplu, că x

1 
< x

2
• Atunci după monotoma funcţ1e1 exponenţiale 

(proprietatea 3) rezultă: . . . 
1. dacă a > 1, . atunci f(x1) < f(x2) şi · deci f(x1) 1' f(x2) .. ; 
2. dacă O <a < 1, atunci f(x1) > f(x2) şi deci f(x1) 1' f(x2)· . . 
Analog, rezultă pentru x

1 
> x

2
• Deci feste injectivă . Demonstr.aţia faptului 

că funcţia exponenţială f este surjectivă depăşe,.şt~ programa . c~asei a X-a. Ea 
necesită noţiunea de continuitate şi se va f~~e la An~bză matematica i~ clasa a X;l:a· 
Cu alte cuvinte, se poate demonstra că oricare ar h Yo > o„ U!1 n':1~avr ~eal poz~t~v, 
există un număr real x

0 
astfel incit axo = y 0. (Conform mJectiv1taţ11 funcţiei f 

rezultă că Xo este unic.) . 
5. Funcţia exponenţială f(x) = ax este ~Mersabi~ă. „ . V • • ·;, 

Această proprietate este evidentă, deoarece orice funcţie biJectiva este mversabtla. 
ln § 2 ne vom ocupa de studiul inversei funcţiei exponenţiale. 

I .4. Graficul funcţiei exponenţiale 

Pe aceeaşi figură vom reprezenta graficul funcţiilor f(x) = 2x şi g(x) = 

, 5x, iar pe alta al funcţiilor h_(x) = ( ~ r şi k(x) = ( ~ r . Trasarea fiecărui 
grafic se face „prin puncte" . Asociem tabelele de valori llrrriătoare : 

X -00 -3 - 2 - 1 o 1 2 3 +oo 

1 1 1 1 2 4 8 
f(x) = 2x - -

8 4 2 
1 1 1 

-~ f ~ r /,( rl ~ 4 2 -
2 4 8 

„ 

Observăm că pentru x = ±2, ±3 şi, in general, pentru x tntreg diferit 

de ± 1, ~~lorile. funcţiilor g(x) = 5x şi k(x) = ( ~ r sînt ori foarte mari, ori 

foarte mici, deci punctele corespunzătoare sînt greu de figurat pe grafic. De 
aceea, .in acest caz, vom lua pentru x valori fracţionare cuprinse intre -1 si 1 de 

3 1 1 1 1 3 ,, 
exemplu: x = -1, - 4, 

2 
, - !; , O, 4'., 2 , !; , 1. Valorile funcţiilor 

vor fi calculate aproximativ. Astfel: 

5° = 1; 
· 1 

.5 _4. =tY5= 'V5~V2,236o~ 1,5; 

1 

5 2 = ·v5~ 2,24; 
5 

5 4 = lY53 = (JY5)3 ~ 3,34; 

51 = 5; 
1 

-, 1 1 
5 = -~-~0 66· samd 

~ 1,5 ' , ,· ... 
54 / 

-1 
3 1 1 1 1 3 

X -00 o 1 +oo 
4 2 4 4 2 4 

g(x) - 5x 0,2 0,3 0,45 0,66 1 1,5 2,24 3,34 5 

k(x) = ( ~ r 5 3,34 2,24 1,5 1 0,66 o,.45 0,3 0,2 

.Pre~entăm într-un sistem de axe xOy purţctele ale căror coordonate sînt 
valorile d~n tabelele de mai sus. Punctele obţinute le unim print r-o linie continuă. 

tn figura I. 1 sint reprezentate graficele funcţiilor f(x) = 2x şi g(x) = 5~, 
. f' J · „ ( 1 )x ( 1 )x tar în igura . 2 sint reprezentate graficele funcţulor h(x) = 2 şi k(x) = '5 · 

y 

2 - -X -2 -1 o 2 X 

Fig. I. 1 Fig. I. 2 

,. 



Analiztnd graficul funcţiei . exponenţiale pentru diverse baze, constatăm că 
el are următoarele proprietăţi : 

1) Trece prin punctul de coordonate (O, 1) de. p~ ax.~ Oy. . w 
2) Graficul funcţiei expon?nţiale es~~ constituit dmtr-o smgura ramură 

care „urcă" pentru baza a > 1 şi '!coboară pentru baza O ~a < 1.. " 
3) Graficul funcţiei .exponenţiale este din ce in ce mai. .,~prop1awt de axele 

Ox şiOy cu cit a este mai mare, dacă a > 1, sau cu ctt a este mai mic, daca O< a <1. 

Exercitll 

10 

l. Să se afle care număr d in perer.hilP, de numere următoare este mai m are: 
4 5 . tf" ys . Y2.5 

a\ 
3
6 şi 36; d ) (0,5)-ia ~i 21a: g) 5 ş1 5 ; 

e) (Varo şi ( ~3 r ; h) V ( ~ r şi V l+ r. 1v- 15/-
b) 63 şi V 67

: 

c) ( ~ )~ şi ( ~ r 
2. Să se ad ucă la rormă mai simplă expresiile: 

Y3 
a) l : r . 4-

2
- . { : )127 

. 15a; 
Y-] - sfi 

c) [Ws) ·5 
; 

Y4s 21fs 
12 2 

b) --·--; 
YîOa y21 

1, 6 

3, Să F.e afle mulţimea valorilor lui x pcntrn r.are este adevărată inegalitatea: 

( 
1. )"" . 1- . 

a) 3:1:>729; d) 3:t<S; . g) 81 V 
3 >

1
, 

h) 2""~ 0,25; 

1 
c) 2"" > -; 

128 

e) (i/2):x: · 2 > 1- : 
8 

f) (0,01)z(V1o):x: < 1; il 32 (IV2):x: > o,2s. 

~. S:\ se compare m şi n 9-acă este adevărată inegalitatea:_ _ m 7 _ n. 
a) (3n)m > (3n)n; c) (i/ 3 - V 2) ~ (i/ 3 - V 2) ' 

bl (!:t<(!:)\ 
0

, Să se deducă care din numerele următoare este mai mare decît 1, şi care m ai mic 

declt 1: 

a) c )Y6; . c) ( ~r ; 
s 

e) (i/3 - i/2)- 2 ; 

1 

b) (i/5)2 : 

6 Să se afle care număr din perechile de numere următoare e~tt> mai mare: 

• - y2 . l 1 )- Y'i ) (2-) 1 + V& i (2-)Y2 + yr;. 
a) n ş1 - ; c 5 ş 5 ' 

1t 

bJ (:)"V> şi ( :r: dl (i/5)1"- V• şi (i/5{' -•. 

( 
1 )~ 7. Să se af le x astfel incit a""> -; , unde a > O es te un număr real pozitiv . 

S. Să se <;pună dacă c;lnt echivalente inoga'itÎl.ţile următoare : 

a) n"" ~ a' ~i x > 4; c ) ( ~ r > ( ~ y-l si 2x < X - 1 ; 

b) 6:t' < 5:1: şi xi < x; d) s:x:• < 4 şi 3x2 
;;:,. 2. 

9. Să se traseze graficul funcţiilor f : R-+ R , unde: 

a) f(x) = 2""-2 
; 

b) f(xl = 2:1:+2 ; 

c) f(x) = 21 :x: I ; 

d) f (x) = 2- I x I 

e) f( :r;) = 2x - 2; 

f) f (x) = 2:1: + 2. 

10. Să se traseze graficul funcţiil or f : R -+ R, unde: 

( 
1 )x-1 

a) f ix)= "2 ; ( 1)'X 1 c) f (x) = 2 ; e) f[x) = ( ~ r -1; 

( 
1 )x+1 

b) f (x) = 2 ; d) frx) = (..!.)- I :x: I . 
2 ' 

f) f (x) = ( ~ r + 1 . 

§ Logaritmi 

2.1. Definiţia logaritmului unul număr pozitiv 

Fie a >O un număr real pozit iv, a i' 1. Considerăm ecuaţia exponenţială 

(1) a"" = N, N >O. 
Din proprietatea 4 ( § 1), pct. 1.3) rezultă că ecuaţia (1) are o soluţie care 

aste unic determinată. Această soluţie se notează 
(2) x = logaN 

şi se numeşte logaritmul numărului pozitiv N în baza a. 
Din . (1 ) şi (2) obţinem egalitatea 
(3) alogaN = N 

care ne arată că logaritmul unui număr real pozitiv este exponentul la care trebuie 
ridicată baza a (a >O, a i' 1) pentru a obţine numărul dat. 

Dacă în (1) facem x = 1 obţinem a1 = a şi deci 
( 4) logaa = 1. 

Exemple. 1) Să ca lculăm log2 32. Cum 2& = 32, atunci din d efiniţia logaritmului 

avem log2 32 = 5. . 

2) Să detrrmini\m log" 1- . Din egalita tea 2-4 = .! obţinP.m log2 ..!. = - 4. 
16 1.6 - 16 

3) Să determinăm log 
1 

27. Să considerăm ecuaţia exponenţia lii 

3 

l..!..)-:i = -1- = 2?, obţinem x = - 3 şi deci log 1 27 = - 3. 
3 3-a _ 

li 

cr= 27. Cum 

4) Cu m 44 = 256 atunci din deriniţia logaritmului obţinem Jog4 256 = 4. 
Observa(ie. ln toate exem plele pe car~ le-am d at am putut să cal culăm logarit­

mul numerelor dale. ln general, del'!rminarca logaritmului unui numilr oarecare nu se poate 
face cu exactitate. Cind vom stud ia tabelele de logaritmi vom arăta că logaritmul unui număr 
se poate ind ica cu o anumită aproximaţ ie.. 
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2.2. Funcţia logarltmld 

Fie a > O, a 1' 1 un număr real. In paragraful precedent definind noţiunea 
de logaritm în baza a, fiecărui număr pozitiv N i s-a asociat un număr real bine 
determinat. Acest lucru ne permite să definim o funcţie 

f : (O, +oo) -+ R, f(x) = logax 

numită funcţie logaritmică. 
Iată cîteva proprietăţi ale funcţiei logaritmice: 
1° f(1) = o. . 

lntr-adevăr, cum a0 = 1, rezultă că loga 1 =O şi deci f(1) =O. 
2° Funcţia logaritmică este monotonă. Mai exact, dacă a > 1, atunci funcţia 

logaritmică este strict crescătoare, iar dacă O < a < 1, funcţia logaritmică este strict 
descrescritoare. lntr-adevăr, să considerăm cazul a > 1 şi fie x1, x; E (O, +oo) astfel 

incit x1 < x2• 
· Cum x

1 
= a loga:x• şi x

2 
= a 10ga''\ rezultă că a Joga:x• < a Jogax•. 

Dar funcţia exponenţială fiind crescătoare (a se vedea § 1) obţinem că 
loga x1 < loga x 2, adică f(x1) < f(x2). 

ln cazul O < a < 1, din inegalitatea a 10ga:x• < a 10gax• şi din faptul că funcţia 
exponenţială cu baza un număr real O < a < 1 este strict descrescătoare, rezultă 
că loga x1 > loga x2, adică f(x1) > f(x 2 ). 

3° Functia logaritmică este bijecti"ă. 
Într-adevăr, dacă x

1
, x

2 
E (O, +oo) astfel incit f(x1) = f(x 2), atunci 

loga x
1 
= loga x

2
• Dar din egalitatea (3) ( § 2) obţinem x1 = a 10ga:1:1 şi x2 = a:Joga''\ 

adică x1 = x
2

• Deci f este o funcţie injectivă . 
Fie y E R, un număr real oarecare. Notăm x = a11

• Se vede că x E (O, +oo) 
şi log

4
x = logaa11 = y. Deci f(x) = y ceea ce ne arată că f este şi surjectivă. 

Aşadar feste bijectivă. · 
4°. In"ersa funcţiei logaritmice este funcţia exponenţială. 
Funcţia logaritmică 

f : (O, + oo) -+ R, f(x) = logax 
I 

fiind bijectivă , rezultă din § 3.7, cap II, Algebră clasa a IX-a că ea este inversabilă. 
Inversa sa este funcţia · exponenţială 

g : R-+ (O, +oa), g(x) :==" ax. 
într-adevăr, dacă x E (0, +oo) avem (g of) (x) = g(f(x)) = g(logax) -

= a Jogax = x şi dacă y E R , atunci (f o g) (y) = f(g(y)} = f( a11
) = logaa

11 
= y. 

Graficul funcţiei logaritmice f(x) = logax ~entru a= 2, 5, _!_ • _!_. 2 5 

Considerăm tabelele de valori 

1 1 1 1 1 2 4 8 16 
X -

16 8 4 2 

log2x - 4 -3 . -2 - 1 o 1 2 3 4 

log1 X 4 3 2 1 o -1 -2 -3 -4 

2 

1 1 1 1 1 5 25 125 625 
X --

625 125 25 5 

. log5x -4 -3 - 2 - 1 o 1 2 3 4 

log 1 X 4 3 2 1 o - 1 -2 -3 -4 

5 
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. . Rep~ezentăm într-un. sistem de axe xOy punctele ale căror , coordonate stnt 
valorile dm tabelele de mai sus. Punctele obţinute Ie · · t i· · · 

I f
. I 3 . umm prm r-o mie contmuă 

• 1:1 1gura .. sint reprezentate graficele funcţiilor f(x) = Io x i - · 
iar in figura 1.4 smt reprezentate graficele funcţiilor h( ) _ 1 gz ~ kg((x)) - log5:r, X - og:!. X şi X = log 1 x. 

Deo~ece f.~ncţia ~ogari.troică este i~versa fu~cţiei exp~nenţiale afi~ele 
celor. doua _funcţn ~~t simetrice faţă de prima bisectoare: ln fi ra· I 5 'a~ 
zentat grafic functnle f(x) =Io~ x şi g(x) = 5x iar 1 f' 1gu6 · repre-' s , n 1gura . am reprezentat 

grafic foncţiile f(x) =log~ X şi g(x) = ( ~ r. 
Graficul fui:icţiei logaritmfoe are următoarele 'proprietăţi: 

. 1) Trec~ prm pun.c~ul de ~oor.donate (1, O) de pe axa Ox. 
~,tl Graficul funcţ1e1. logaritmice este constituit dintr-o singură ramură 

„urca dacă baza a > 1 ş1 „coboară" dacă baza O < a < 1. care 

y y 



! 

3) Graficul funcţiei logaritmice este din ce in ce mai „apropiat." de axele 
Ox şi Oy cu cit a este mai mare, dacă a> 1, sau cu cit a este mai mic, -dacă 
0 < a < 1. 

4) Graficul funcţiei logaritmice este simetricul graficului funcţiei exponen-
ţiale faţă de bi.seetoarea unghi.ului xOy. 

2.3 . Proprietăţile logaritmilor 

Folosind proprietăţile puterilor cu exponenţi. reali obţinem următoarele 
proprietăţi pentru logaritmi: . 

1° Dacă A ş1 B sîrit două numere pozitive, atunci 

(logaritmul produsului a două numere este egal cu suma logaritmilor celor două 
numere). lntr-adevăr, dacă logt1A = x şi logaB = y, atunci ax= A şi au= B. Cum 
ax+u =ax· au, obţinem ax+v = A· B şi deci loga(AB) = x + y = logaA + logaB· 

Observatie. Proprietatea se poate da pentru n numere pozitive 

A
1

, A 2, .„ , An adică 

2° Dacă A şi B sînt două numere pozitive, atunci 

\ log.~= log.A - log0 B 

(logari.Lmul citului a două numere este egal cu diferenţa dintre logaritmul numără­
torului şi al numitorului.). 

lntr-adevăr, ţinind cont de proprietatea 1:
0

, avem logaA = loga(~· B) = 

= loga A + logaB, de unde rezultă că loga A = logaA - logaB· 
B B 

Observaţie. Dacă punem A - 1 ş1 ţinem cont că logai - O, 

obţinem egalitatea: 

log. ~ = - log.B \ 

3° Dacă A este un număr pozitiv şi m un număr real arbitrar, atunci 

(logaritmul puterii unui număr este egal cu produsul dintre exponentul puterii 

şi logariLmul numărului). Într-adevăr , dacă logaA = x, atunci ax= A. D.ar atunci Am= (ax)m = amx 

şi deci logaAm = mx = m logaA · 
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4° Dacă A este un număr pozitiv şi n un număr natural (n ~ 2), atunci 

I 111/A- _ logaA 1· oga V - --'=-=---
,______n 

(log~ri~mul ~nu~ ra~ical dintr-un număr este egal cu citul dintre Io 't I w 

rulm ş1 ordmul radicalului). gar1 mu numa-

Intr-adevăr propr1'etatea 4° t " 
1 

, es e un caz particular al proprietăţii 3°, 

punînd m = - · 
n 

Exemple. 1) SI\ cal cn lăm log375 . 

• - 3 ~ = ~ og •. , = 1 + 2 log35. Avem log375 = log3 (3 · 25) - log 3 +log 25 • + I ~z 

2) Să calcul/\m log2 1 OOO - log2125. 

Avem log; 1 OOO - log2125 = log2 
1 

OOO = Jog28 = Jog.2s = 3 
125 - . 

3) Să calcn1\m log100, 18 _ log10t 80. 

Avem log10 0,18 - log10180 = 10&10 0,18 = log10 _1_ = log 10-a = -3 
180 1 OOO. - to . 

2.~. Schimbarea bazei logarltmulul aceluiaşi număr 

Dacă a şi b sînt două numere pozitive diferite de 1 iar A 
oarecare, are loc egalitatea: , un număr pozitiv 

[ 1ogaA = logbA · logab I 
d In.tr~ad.evăr, d:că logaA = x şi logbA = y, atunci avem ax = A şi bu =A 

e unde obţmem a = b11• Dar atunci logaax = logab!I sau x .logaa = y logab. 
Cum logaa = 1, avem x = y logab, adică logaA = logbA . logab· 

Observaţie. Dacă în egalitate&. de m · A b · · 
10 I b C l 

a1 sus = a, o ţmem logaa = 

= gba · oga . um ogaa = 1, rezultă că : 
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Exemple. 1) Să se scrie log2~ ln funcţie de log4x . 

Avem log2:Î: = Jog4x · log24 = 2 log,x. 
• log2x 

2) Să\se arate că expresia E = -- nu depinde de :r.. 
log5x 

t 
lo~x 1 

ntr-adevăr, E = = -- = log25. 
log2x · log 52 log52 

3) Să -;e arate c ă \og 26 + log82 > 2. 

Avem log
2
6
1
+ log

8
2 = log26 + - 1- . Deci trebuie să arătăm că log~6 + -

1 
- > 2, 

log
2
6 log26 

sau (log
2
6)9 - 2 log

2
6 + 1 > O, sau incă (log26 - 1) 2 > O, inegalitate evidentă deoarece 

log26 :/= 1. 

2.5. Operaţia de logaritmare a unei expresii 

De multe ori în practică sintem puşi tn situaţia să determinăm valoarea 
aproximativă a unui număr dat printr-o expresie tn care apar radicali de ordin 
foarte mare . . De exemplu, să considerăm numărul: 

173 \Y 131 · lY92 
X = --.:-::=:=:=::::::=­

t-137. 98. 23 
(1) 

şi vrem să determinăm o valoare aproximativă a numărului x. Vom logaritma 
expresia (1) tntr-o anumită bază convenabilă a. Folosind proprietăţile logaritmilor 

obţinem: 

logax. = loga (173 \Y 131 ~92) - loga tf 37 · 98 · 23 = logai 7
3 + loga \Y 131 + 

+ loga lY92 - loga (37 · 98 · 23) = 3 logai 7 + !_ loga131 + _!_ loga92 -
5 4 3 

1 
- - log 37 -5 a 

1 1 
- loga98 - - loga23. 
5 5 

Deci am obţinut egalitatea: 
1 1 1 1 1 

logax = 3 loga17 + - logli131 + - loga92 - - loga37 - - loga98 - - loga23. (2) 
4 3 5 5 5 

Utiliztnd tabelele de logaritmi (a se vedea § 3)' din egalitatea (2) putem să deter­
minăm o valoare aproximativă pentru x. 

ln general, dacă E este o expresie algebrică in care apar produse de puteri şi 
radicali, putem să-i asociem, exact ca ~n exemplu (1), o expresie, notată log E, tn 
care apar sume (diferenţe) de logaritmi înmulţite ev.entual cu anumite numere 
raţionale. Operaţia prin cai:,e expresiei E i se asociază expresia log E se numeşte 
„operaţie de logaritmare". 
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1v-Exemplc= 1\ Fie E = a 2 ab6
• 

Prin operaţia de logaritmare obţinem: 

logcE = logc (a~ V ab6 ) = logca2 + , logc V ab6 = 2 logca + ~ logca + ~ logJ. 

V-2) Fie E = as . Prin operaţia• de logaritmare obţinem expresia 
b~ 

V
-a3 1 a3 1 3 5 

logcE = logc - = - logc- = - (logca3
...,.. logcb

5
) = - logca - - logcb. 

b5 (t b5 4 (t 4 

' r 

Obsen1aţie. Adesea în calcule este nevoie sil se faca ş 1 o pe raţia, 
inversă, adică unei expresii în care intervin logari t mi să-i ai;ociem n t>xprPsiP 
fără logaritmi. 

De exemplu, fie r;xpregia 
·1 

logcx = 2 logca - - logcb - :~ logc:J 
2 

Folosind proprietăţile logaritmilor avem: 
- a2 a2 

logcx = logca2 - logc V b - logc33 = logc = I ogr -- , ii b · 33 21 i/b 
, a::i. . . 

de unde obţinem că x = --- • 
27 ii b 

1, Să se determine valorile lui x pentru ca următorii logaritmi să ai hă ~rns: 

a) logz(1 - x) ; b) log2(1 -x2
) ; c) log 1 ( 1 + x 2

); 

2 

d) log4(x2 + x - 2); 

g) log4{10g2x); 

e) loga(-x2 + 5x - 6); 

h) log 1 (log3x) ; 
2 

2. Care din următoarele numere este mai mare? 

a) log24 sau log25 ; b) 2 sau log31 O; 

1 1 
c) log1 - sau log,-· 

2 7 , 
d) 3 sau log 27. 

3. Pentru ce valori ale lui x au loc inegalităţile: 

f ) logdx2 
- x·+ 1); 

i ) log 1 (log 1 x). 

a) log3x > loga4; b) log 1 (2x) ;;i. log 1 5; 

4. Pornind de la graficul fnncţiei logaritmice să se construiască g~aficele următoarelor 
funcţii: 

a) f : ( -f, +oo) ...., R, f(x) = logz( 1 + x ); 

b) f: (O, +oo)-+- R, f(x) = log2x3
; 

c) f: (1, +oo)-+- R, f(x) = log5(x - 1) ; 

d) f: R'-{ O} ..... R, f(:t) = log6x
3

; 

e) f: (2, +oo) ..... R, f(x) = logi(:r - 2); 
2 

f) /' : R'-{3}...., U., f(x) = log6 I :x - 3 I. 

li. Să se calculeze: 
(t 

a) log25 + log? - ; 
5 

e) log0,150 - log0o10 15: 

g) log 1 3 - log1 12 + Iog 1 2: 
2 2 a 

2 - Matematică - Algebră, ci. a x-a 

d) log,7 - log. 2. • • 36. , 
f) log46 + log,8 - log43: 

h) log0,15 + logo.1(t - logu.12. 

1T 



8. Ştiind că log107 ~ 0,84510 şi log105 ~ 0,69897 să se calruleze: 

a) log100,7; b) log10 jV?; - c) log1035; el) log10175; e) log107 V5. 

7. Să se arate că expresiile: 

a) E = log1:C_ ; b) E = log2x + log2 V-;; 
log8 x• log3x + logs V .r 

; c) E = logxV? nu depind de x. 
logx7 

8. Să se logaritmeze expresiile: 

a) E= 41 21V41·375 ; b) E = :H3 V~ ; c) E = a2 Vab 3c; d) E = 23a3 Yb2a~; 
1 72 r 232 • 29 

e) E = V(~'bf; f) E = ( y' ::r; g) E = 
2„1 ~; h) E= a Vbtl (L~; 

b Vali' bVailb 

i) E. = 2(a - b) '\ I a+ b ; j ) E = li alY a va. . 
3(a + b) V a - b . / 13/ 

V av at/ a 
9. Să se determine expresia lui x astfel în cit să avem: 

a) logax = loga3 + logat• - loga5; b) logax = 2 loga 7 + 3 l oga6 - 4 loga5; 
. 1 

c) log2x = 2 log2a + 3 log2(a + b) - 4 log2 (a - b) ; d) log 4x = - "2 log4 (u + b} + 

+ _!_ [1og 4 (a - b) - 2 log.1(a + b) + ..! log4 (2b) - _!_ l og~(2a) ]. 
t, 3 • 3 2 

§ 3 

3.1 . Logaritm i zecimali şi proprietăţile lor 

D e f I ·n I ţ i a 3. 1. 1. Dacă a este un număr real, se numeşte partea întreagă a lui a, 
cel mai mare număr întreg care este cel mult egal cu a. 

Partea întreagă a lui a se notează cu [a]. Conform definiţiei avem [a] E Z 
şi [a] ~ a; ·dacă [a] ~ n ~ a, n E Z, atunci n = [a]. Altfel spus, partea intreagl\ 
a lui a este un număr întreg n, cu proprietatea n ~ a < n + 1. Deoarece oricare 
ar fi numărul real a, în intervalul (a - 1, a] există un număr întreg şi numai unul, 
rezultă că d - 1 <[a] ~ a. 

De exemplu: [3, 2] = 3; [0,245] = O; [6] = 6; partea întreagă a numărului 
-4,7 este -5, deoarece -5 < -4,7 < -4. Analog se obţine: f-5,791] = -6; 
1- 0,231] = -1, [ - 7t] = [-3,141...] = - 4. 

Se observă că dacă a este un număr real oarecare şi n este întreg, atunci 

[a+ n] = [a] + n. 
\ 

D eJ iniţia 3. 1. 2. Diferenţa dintre numărul a şi partea sa întreagă [a] se numeşte 
partea fracţionară a lui o şi se notează cu {a}-

Deci {a} = a - [a]. Deoarece [a] ~ a < [a] + 1, rezultă că O ~ {a} < 1. 

De exemplu: {2,4} = 2,4 - 2 = 0,4; {0,261} = 0,261 - O = 0,261; {-6,81} = 
= - 6,81 - (-; 7) = 0,19; {-0,231} = -0,231 - (- 1) = 0,769. 

Orice număr real a este suma dintre partea sa întreagă şi partea sa frac­

\ ionară: a = Ta]+ {a}. 
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Se observă că dacă numărul real a are scrierea ca fracţie zecimală a = 
= a

0
, a

1
a

2
a

3
.„, cu a

0 
E Z şi a1 , a2, a3.„, sint· numere naturale cuprinse intre 

O şi 9 atunci 

a = {a0 , dac~ a ~ O s~u a E Z, 
[ ] a

0 
- 1, claca a <O ş1 a E Z, 

{
b,a

1
a

2
a

3 
„., dacă a ~ O sau a E Z, 

iar {a} = 1 O d ~ O · Z - ,a1a2a3 .„, aca a< ş1 aE . 

Dacă a <O, a E Z şi I [a]! = b0, {a} =O, b1b2b3 „„ atunci vom scrie 
numărul a in următoarea formă: 

a = bo,,b1b2b3 „ •. 

De exemplu, -4,3 = [ -4,3] + {-4,3} = -5 + 0,7 = 5,7. 

In practică se folosesc logaritmii tn bază zece care se mai numesc Şi logaritmi 
zecimali. Aceştia se notează cu lg, în loc de log; de aceea nu mai este nevoie 
să se specifice baza. Astfel, vom scrie lg 101 în loc de log10101 şi lg 5 in loc de 
log105 ş.a.m.d. 

Logaritmii zecimali au toate proprietăţile pe care le au logaritmii in bază 
supraunitară. Astfel, logaritmul zecimal al unui număr mai mare <lecit 1 este pozitiv, 
iar logaritmul zecimal al unui număr mai mic decît 1 este negativ. Dacă două 
numere pozitive sînt într-o anumită ordine, atunci logaritmii lor zecimali sint 
in aceeaşi ordine. Dacă a este un număr real oarecare şi a este pozitiv, atunci 
lga"' = alga. Dacă a şi b s!nt pozitive, atunci lgab = lga + lgb. ln particular 
dacă a = 1on, atunci lg 1on = n şi lg 1on · b = n + lgb. , 

8 
- 3 

De exemplu: lg 10V1o = lg 10 2 = - ; lg 10 OOO= lg 104 = 4 ; lg 100 = lg10
2 

= 2: • 
2 . 

lg 0,001= lg10-3 = -3; lg 56,81 = lg5681·10-2 = -2 + lg 5681. 

Din aceste proprietăţi generale, deducem următoarele proprietăţi ale loga­
ritmului zecimal: 

1° Logaritmul unui număr care scris in baza zece ·este de forma 1 urmat de 
n zerouri, este egal cu n; adică, dacă a = 100 „. O, atunci lg a = n. 

n 

2° Logaritmul unui număr subunitar care scris în baza zece are după virgulă n 
cifre de zero urmate de cifra 1, este egal cu -n - 1; adică pentru a = 0,00 „. 01, 

n 

avem lg a = lg 10-n-1 = -n - 1. 
3° Dacă 1on < a < 1on+1, atunci lg 1on < lg a < lg 1on+i şi deci n < 

< lg a< n + 1. 
De exemplu: dacă a = 87 ,23, atunci 10 < 87 ,23 < 100 şi deci 1 < lg a < 2. 
Deducem că logaritmul oricărui număr care nu este egal cu o putere 1ntreagă 

a lui 10, este un număr zecimal (nu este număr întreg). 

Def i n i ţ I a 3. 1. 3. Dacă a este un număr pozitiv vom numi caracteristica logaritmului 
său zecimal, număru l întreg (lg a] : vom numi mantisa logaritmului 
lui a numărul {lg a}. . 

Prin urmare avem lg a = [lg a] + {lg a}. Caracteristica logaritmului lui a 
este cel mai mare număr întreg n cu proprietatea că 1on ~ a. Mai precis, caracte­
ristica lui lg a este un număr tntreg n, cu proprietatea că 1on ~ a < 1on+

1
. 
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De. exemplu, caracteristica lui lg 87,23 este 1 ; dacă a= 4573, atunci 1 OOO~a < 10 OOO, 
3 < lg 4573 < 4, prin urmare caracteristica lui lg 457 3 este 3: dacă a= 0,0123, atunci 
10-2 < a < 10-1 şi deci caracteristica logaritmului sl!u este -2. 

Din cele de mai sus rezultă următoarele două reguli de calculare a carac­
teristicii logaritmului zecimal al unui număr a: 

i) Dacă un număr supraunitar scris în formă zecimală are n cifre la stînga 
rirgulei (adică la partea sa întreagă) , atunci caracteristica logaritmului său este 
n - 1. 

ii) Caracteristica unui număr subunitar scris în formă zecimală se obţine în 
felul următor: se ia numărul dey zerouri situate la stînga primei cifre diferite de zero 
( inclusir zeroul din stînga rirgnlei) , numărul natural astfel obţinut fiind luat cu 
semnul minus. 

De exemplu, dacă a = 0,57, atunci [lg 0,57) = - 1 ; dacll a = 0,0012, [lga] = -3. 

4° Dacă înmulţim un număr întreg a cu o putere întreagă a lui tO, atunci 
caracteristica logaritmului numărului astfel obţinut se obţine din caracteristica 
logaritmului lui a, la care se adaugă exponentul lui tO. Intr-adevăr, avem 
[lg 10n · a] = [n + lg a] = n + [lg a]. De exemplu, dacă înmulţim pe a cu 
tO, tOO, tOOO etc., 'atunci caracteristica numărului obţinut creşte cu o unitate, 
cu două, cu trei etc.; dacă împărţim pe a cu to, tOO, 1000 etc„ caract eristica 
scade cu t, cu 2, cu 3 etc. . 

5° Mantisa logaritmului unui număr a nu se modifică , dacă înmulţim pe a cu 
o putere 1ntreagă a lui tO. Intr- adevăr, avem 

{lg t ona} = lg ton· a - [lg ton· a] = n + lg a - [n + lg a] = 

= n + 'lg a - n - [lg a] = lg a - [lg a] = fig a}. 

Cu ajutorul regulilor enumerate pînă acum, deducem că dificultatea aflării 
logaritmului unui număr constă în calcularea mantisei. Aceasta se află cu ajutorul 
tabelelor de logaritmi. 

3.2 . . Tabele de logaritmi cu 5 zecimale 

Cu ajutorul acestor tabele se pot afla mantisele logaritmilor numerelor de la 
t la 9999, cu o aproximaţie de 0,00001. Această aproximaţie este în general suficient 
de bună pentru calculele din practică. P e prima pagină a tabelelor sînt scrise 
mantisele logaritmilor de la 1 p!nă la 100 ; in coloana cu indicatorul N sînt scrise 
numerele, iar în dreapta lor, în coloana lg, se află mantisele respective. 

Celelalte pagini sînt aranjate în felul următor : în coloana întîi cu indicativul N, 
sînt· &crise numerele de la tOO la 9999 şi urmează apoi zece coloane cu indicativul 
O, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 !n care sînt scrise mantisele logaritmilor numerelor cu 
.patru cifre. 

Pentru a afla mantisa logaritmului numărului cu patru cifre n = a1a2a3a4, 

se procedează astfel: se caută în coloana N numărul a1a2a3 , obţinut prin tăierea 
cifrei unităţilor în numărul n (dacă n are trei cifre, se caută în coloana N chiar 
numărul n), apoi fixăm coloana cu indicativul a4 ; luăm primele două cifre ale 
mantisei logaritmului lui a1a2a3 din coloana O, apoi la intersecţia liniei orizontale 
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a lui a1a2a3 cu coloana a4 se găsesc restul de trei cifre ale mantisei (dacă n are 
doar trei cifre vom căuta logaritmul său în coloana O). 

N o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 

300 47 7t2 727 741 756 700 784 799 813 828 842 
301 857 871 885 900 9ţ4 929 943 958 972 986 
302 48 001 015 029 044 058 073' 087 101 116 130 
303 . 144 159 173 187 202 2t6 230 244 259 273 
304 287 302 316 330 344 359 373 387 401 416 
--

305 430 444 458 473 487 501 515 530 544 558 
306 572 586 601 615 629 643 657 671 686 700 
307 714 728 'J42 756 770 785 799 813 827 841 
308 855 869 883 897 . 911 926 940 954 968 982 
309 996 *010 *024 *038 *052 *066 *080 *094 *108 *122 

310 49136 150 164 178 192 206 220 234 248 262 
311 276 290 '304 318 . 332 346 360 374 388 402 
312 415 429 443 457 471 485 499 513 527 541 
3t3 554 568 583 ~596 6t0 624 638 65t 665 679 
314 693 707 721 ·734 748 762 766 790 803 8t7 

315 83t 845 859 872 886 900 914 927 94t 955 
316 969 982 996 *OtO *024 *037 *051 *065 *079 *092 
317 50106 120 133 t47 t61 '174 188 202 215 229 
3t8 243 256 270 284 297 311 325 338 352 365 
319 379 . 393 406 420 433 447 461 474 488 50t 

Exemple. 1) Dacă vom căuta în tabele l g 3153 procedăm în felul următor: 

deoarece 3153 are 4 cifre, caracteristica sa este 3 iar pentru a afl a mantisa, căutăm în 
coloana N numărul 315. La intersecţia liniei corespunzătoare acestui număr cu coloana 3, vom 
găsi număr_ul 49872, deci 

lg 3153::::: 3,49872. 
2) Să aflăm logaritmul lui 1,25. Deoarece 1,25 are o singură cifrll nenulă la stînga virgulei, 

caractemtica logariţmnlui său. este O (conform unor proprie tăţi stabilite). Mantisa este aceeaşi 
cu a numărului 125 din coloana Na t.abelelor ; deci obţinem 

lg 1,25 ::::: 0,09691.. 

3) Logaritmul număr\ilui 81,13 are caracteristica 1, iar mantisa aceeaşi cu a numărului 
811.3 pe care o găsim în tabele. Obţinem astfel 

lg 81 ,1.3 ~ 1,90918. 

4) Logaritmul numărului 0,000314-5 are caracteristica -4, iar în tabele vom gllsi mantisa 
lui în dreptul numărului 314, în coloana 5. Obţinem astfel 

lg 0,0003145 ~ 4,49762. 

Logaritmul unui număr cu cinci zecimale. Să aflăm de exemplu lg 32437 cu 
aproximaţie cit mai bună. Procedăm astfel: caracteristica este 4, iar mantisa este 
aceeaşi ca pentru lg 3243,7. Observăm că 3243,7 est~ cuprins intre 3243 şi 3244, 
deci lg 3243,7 este cuprins intre lg 3243 şi lg 3244. Să admitem că pe porţiunea 
dintre 3243 şi 3244 logaritmul es.te proporţiona l cu creşterea numerelor. Din tabele 
obţinem : · 

lg 3243 ~ 3,51095, 
lg 3244 ~ 3,51108 
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şi rezultă că pentru o creştere a numărului cu 1, logaritmul se n_iă~eşte cu 
0,00013 = 13 · 10-0 • Deci, dacă numărul creşte de la 3243 la 3243,7, adica cu 0,7, 
logaritmul său va cre_şte cu 13 :.10-5 X 0,7 = 9,1 · 10-5 = 0?000091. Deoarece 
lucrăm numai cu 5 zecimale, rotunJlm pe 0,000091 la 0,00009 şi vom avea 

lg 3243,7 ~ 4,51095 + 0,00009 = 4,51104. 

rn practică este comod să fie aşezate calculele de mai sus în felul următor: 

lg 3243 = 3,51095 
lg 3244 = 3 ,51108 

13 

1. ....... . ... . 13 
0 ,7 . ... ...... 13x0,7=9,1~9 
lg 32437 ~ 4,51095 + 0,00009 = 4,51104. 

Operaţia prin care am aflat logar.itmu_l de mai sus se numeşte inte:P._olare. Ea 
oferă posibilitatea unui calcul aproximativ, cu eroare . destul ~e mrna, pe_ntru 
aflarea mantisei logaritmului unui număr cu cinci sau r:iai multe cifre. In realitate 
creşterile lo[!aritmilor nu sînt proporţionale cu creşterile numerelor, . deoarece, . de 
exemplu, lg 10 = 1; lg 100 = 2 şi prin urmare logaritmul s-~ :nărit de ~ ori i? 
timp ce numărul s-a mărit de 10 ori. Cind inS'ă creşterile sint mici, putem sa consi­
derăm creşterea logaritmilor aproximativ proporţională cu creşterea numerelor. 

Aflarea unui număr căriiia i se cunoaş!e logarit7!1'ul. ~ .. 
Considerăm de exemplu problema urmatoare: sa se afle numarul x. ştun~ 

că lg x = 3,49982. Să căutăm mai i11tii un număr a cărui mantisă a ~og~rit~ulu1 
să fie O 49982. Pentru aceasta căutăm in coloana O a tabelelor de logaritmi, primul 
număr ~are 1ncepe cu cifrele 49, apoi urmărim in jos pe această coloană p~n.ă ajun: 
gem la cel mal mare număr, mai mic <lecit 49982. Acesta este 49969. Ur~arim apo~ 
pe linia corespunzătoare acestuia pină găsim numărul 49982 sau un num~r cit ~a1 
apropiat de acesta. In cazul nostru găsim numărul 49982 in coloana 1, deci numarul 
cău Lat este un număr de forma a1a2a3a4, in care numărul a1a2a3 este in coloana N, 
in aceeaşi linie cu mantisa 49982, iar a4 este indicativul coloanei in care se găseşte 
49982 in cazul nostru a

4 
= 1. Obţinem numărul 3161. Deoarece numărul lg x are 

caracteristica 3 rezultă' că x are 4 cifre in stinga virgulei, deci x ~ 3161. . 
Procedeul' descris ne ajută la calcularea puterilor lui 10, deoarece egalitatea 

lg x = 1 este echivalentă cu x = 10. ~rin urmare c~lculul. lui x ~evine la aflarea 
lui 10« unde ix este numărul dat. Ca ş1 aflarea logaritmulm cu ajutorul tabelelor, 
acesta 'este un calcul aproximatiCJ. Dacă num~r'!l. dat lg x nu se află în ~a~ele? 
se procedează la interpolare, ca in cazul operaţiei mverse, de aflare a mantisei lm 
lg x cînd se cunoaşte x. 

3.3. Operaţii cu logaritmi 

Tabelele de logaritmi zecimali se pot întrebuinţa la efectuarea mai rapidă 
a unor calcule numerice complicate. Astfel proprietăţile următoare: 
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1° lg xy = lg X + lg y ; 
X 

2° lg - = lg X - lg y; 
y 

3° lg xn = nlg x; 

40 l 1'1/- lg :r gvx=-- ; 
n 

50 l lg X ogax = --, 
lg a 

• 

ne permit ca in loc de o înmulţire să efectuăm o adunare, tn loc de o impă1·ţire să 
efectuăm o diferenţă, in loc de ridicare la putere să efectuăm o înmulţire, în loc 
de extragere de radical să efectuăm o împărţire. Proprietatea 5° reduce calcularea 
logaritmilor într-o bază oarecare la calcularea unor logaritmi zecimali. 

Practic, trebuie să ştim deci să adunăm, să scădem, să înmulţim, sau să 
împărţim numere scrise sub forma 

n + e, cu n E Z şi O < e < 1, 

. unde · n reprezintă caracteristica iar e mantisa unui anumit logaritm. 

Adunarea. P entru a efectua adunarea mai multor logaritmi procedăm la 
fel ca la adunarea numerelor zecimale, ţinînd cont însă de unităţile care pot apărea 
la adunarea mantiselor; acestea se adaugă la caracteristică. 

Exemple. 1) Să e rectuăm adunarea: 

În t a bele găsim: 

Vom obţine: 

2) Să erecluăm adunarea 

lg 3452 + lg 253 + Ig 1,439. 

lg 3452 ~ 3,53807: 
lg 253 ~ 2,t.0312: 
lg 1,439 '::::: 0,15806. 

3,53807 + 
2,40312 
0, 15806 

6,09925 

lg 345 + lg 0,98 + lg 75,'13 + lg 0,029 . 

Căutlnd î n tabele, rezu ltă următoarea adunare: 

~,53782 + 
1,99123 
1,87754 
2,46240 

2,86899 

Scăderea. Scăderea se poate reduce la o adunare, ţinind cont că pentru 
un număr scris sub forma n + e: cu n E Z şi O < e < 1, avem -(n + e) = 
= ( - n - 1) + (1 - e:). 

Exemplu. Să af lăm lg 
345 

5933 • 
31,5 • - -

Avem lg -- = lg 345 - Ig 5933 ~ 2,53782 =- 3,77327 = 2,53782 + 4,22673 = 2,76455. 
5933 ., 

lnmulţirea cu un număr întreg. Pentru a înmulţi un logaritm cu un număr 
întreg, înmulţim separat mantisa şi separat caracteristica cu acel număr, adăugind 
la caracteristică unităţile pozitive ce rezultă de la înmulţirea mantisei. 

Exemple. 1) Să se calculeze lg (312,6) 8
• 

Avem: lg (312,6)8 = 8 lg 312,6 ~ 8 · 2,49499 = 19,95992. 

2) lg (0,0074) 6 = 6 lg 0,0074 ~ 6 · 3 ,86923 = -18 + 6 · 0,86923 = 13,21538. 
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Împărţirea cu un număr natural n enul. Această operaţie apare in calcularea 

unor logaritmi de tipul : lg IYa = ~~. Vom da trei exemple din care vor rezulta 
n 

cazurile ce se pot ivi în astfel de situaţii . 

Exemple: 1) Sli se calc.uleze Jg IV 520· 

Obţinem lgi!l520 = lg
520 ~ 2•

71600 ~ 0,90533. 
3 3 

În acesl caz, caracter ist ica logaritmu lu i lui 520 fiind pozitivă, nu am avut nici o 
dificultate, împărţirea efectu'!ndu-se în mod obişnuit~ 

21 Să se calculeze lg i!I0,00786. 

Avem lg î!/0 ,00786 = lg 0,~0786 ~ 3· 8~542 = - 3 + ~·89542 = - 1 + 0,298'•7= 1,29847. 

În acest caz caracteristica este negativă , dar ea împărţindu-se exact la im părţi toru l dat 3, 
am putut afla caracteristica citului şi apoi mantisa lui , efectuînd împărţirile separat.. 

3) Să se calculeze lg Vo,0458· 

Obţ. · 
1 
v~ 

0458 
_ 1g 0,04 58 ,...., 2.66087 .... - 2 - 3 + 3 + o,66087 _ 

111em g 1, -
5 

~ 5 - 5 -

- 5 + 3,66087 = ..=-.i. + 3•66087 = - 1 +0,73217 = 1,73217. 
5 5 5 

Observăm că . am redus in acest caz problemJ la o situ aţie similară .cu cea din 
exemplul 2). Pentru aceasta am scăzut şi am adunat 3, astfe l incit caracteristica să se 
impart.ă exact. l a numitorul 5, mantisa obţ.inîndu-se prin împăr\.irea lu i 3,66087 la 5. Deci în 
cazul in care Garacterist.ica es te negativă şi nu este d ivizib ilă la împărţitor, se scade un 
număr de unităţ.i pînă ce ea devine multi plu a l împărţitoru lui şi se efec tueaz11. împărţirea 

(
in cazul de ma~ sus - 5 = -1) . În acelaşi timp se adaugă acel aşi număr de unităţ. i 

. 5 . 

mantisei, numărul astfel obţinut împărţindu-se separat la numitor'ul comun (în cazul nostru 5). 
Din prima impărţire rezultă caracteristica, iar din a doua, mantirn număru l ui cerut. 

Împărţirea logaritmilor. In cazul ecuaţiilor de forma ax = b, a, b > O, a i= 1, 
apare problema împărţirii a doi logaritmi, deoarece egalitatea ax = b este echiva­
lentă pe rînd cu egalităţile: 

lg\ax = lg b, 

X Jg a= lg b, 

lg b 
X= 

lg a 

In asţfel de situaţii este preferabil să se scrie atît lg a cit şi lg b sub forma 
zecimală obişnuită (deci cu semn tn faţă) şi să se efectueze împărţirea în mod 
obisnuit. 

" 
Exempfo.: 

lg o,t.58 î,66087 - 1 + o,660R7 = _ o.3:l913 ~ _ 0 1870') 
lg 65 ~ 1.,81291 = 1,81291 1 ,81291 I 

0 0 

Ej"ectuarea iinor calcule numerice complicate cu ajutorul logaritmilor. Folosind 
proprietăţile logaritmilor şi utilizlnd tabelele de logaritmi, se pot înlocui calculele 
lungi şi · dificile, cu calcule simple de tipul sumei şi diferenţei, sau de mult iplicare şi 
împărţire cu numere naturale. 
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Exempl e. 1,) Să se calculeze r125 · 4593. V~m proceda în acest caz, ca şi ln cele 
<.;e urmPa1.ă în fe1ul 11rm;'U.01;: notăm cu x numărul care t.reb1iie aflat, calculăm întii lg x , cu 
ajutoru l tabele lor Şi calculelor învăţat.e , apoi aflăm din t.abe.Je' numărul x al ci\rui logal'itm il 
cunoaştem. 

Astfe l avem în exemplu l de mai sus : 

lg .r = ' lg 125 + lg 4593 = 2,09691 + 3,6621 O 

3 3 

5,75901 
-'--- = 1,91967. 

3 

Căutăm apoi în l.abele numărul a l cărui logaritm are mantisa 0,91967. Ob\.inem numărul din 
patru cifre 8311 şi ţinînd cont că lg x are caracteristica 1, deducem că x are două cifre Ia stînga 
virgulei, deci : 

X ~ 83,11 . 

~) Să se calculeze x = IYV35 -V30· 

Vom calcula mai întîi y1 = V35 şi y 2 = V3o . Astrei obţinem lg y1 = lg 
35 ~ 

4 
1,54407 

~ ~ 0,38602. Căut.înd în tabele numărul cu mantisa 0,38602, obţinem y1 ~ 2,432. 
4 \ 

. lg 30 1,47712 
Analog obţinem lg Y2 = -- ~ ---- ~ 0,24619 şi deci y2 = 1,763. Prin urmare 

6 6 
V 3s - Vw ~ o,669. 

În fin;.il avem că 

lg X ~ lg V 0,669 = lg 0,669 ~ Î,82543 = 
5 5 

-1 + 0,82543 
5 

-5 + 4,825'•3 -
5 = 1,96509. 

Căutînd în tabele ;<i ţin lnd cont că x are o singură cifră de zero !n stlnga virgulei (caracteris-
tica lui lg x fiind - 1 ) rezultă că x ~ 0,9228. · 

Logaritmi naturali 

I n matematica s uperioară, apar foarte des logaritmi care au ca bază numărul iraţional, 
notat cu e, e = 2, 718281828 .... Folosirea acest.or logaritmi permite.s implificarea multor formule 
matematice. Logaritmi în bazae apar in rezolvarea unor probleme fizice şi intră tn mod natural 
in· descrierea matematică a unor procese chimice, biologice ş.a. Logaritmul natural al numărului 
a st> notează Ina. 

Ex r tl 

1. Să se calculeze caracteristica logaritmilor zecimali ai numerelor: 2; 57,38; 632,7; 5237,81: 0,024; 
0,99: 0,000~; 54; 231,002. 

2. Şt.i i nd că lg 2 ~ 0,301 şi lg 3 = 0,4 77, să se calculeze : 

1 
lg 6; lg 15: lg 32; lg 30; lg - • 

12 

8. Sil. se cal.culeze cu ajuton; I t abelelor d e logaritmi, logaritmii zecimali ai următoarelor numere : 
37 ·'990; 235 ; 99; 301 ; 1457 ; 1,231; 54,36; 10325; 26739; 263;56; 35,074; 0,0028631 ; 
28 . 53t.,215 . 

4. Să se e fectueze operaţii le: 

a) 1,4 792 + 2,450Ci + 3,0025 ; b) 7,0032 + 3,8265 + 3,8502: c) 0,9329 - Î,2543 - 5,06; 

ci ) i;'t1645 - 4,3732 + 5;2104 - 8, 3714. 

5. Si\ se efec tueze următoare le operaţii, rot unjindu-se cu o eroare mai mică decît 0,00001. 

a l ~. 211t ;, ;; · lUfi : h) f. · 51 :203 · 9,8; 91 î,02s61 · ( - : ) ; d) 6,45437 . ( - 0,2). 
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13. Folosind tauelcle de logaritmi, să se calculeze: 

a) lgV21,31; b) lg(53,24) 6 ; c) lg(21,4) 3 • V6531; d) log35; e) log817; f) log0, 0210,312. 

7. Să se calculeze x runoscînd logarit.rnul gău zecimal: 
a) lg X = 0,36253; b) lg X= 4,00021; c) lg X= -0,39285; d) lg X= 2,54401; 
e) lg X = - 1,02574. 

8. Să se efectueze, cu ajutorul tabelelor de logaritmi. următoarele' calcule: 

al 12,483 V5.76 ; bl y2.591. IV0,0836 ·; cl v(3,89J
6
(-o,1536l 

'1/67,3,8. 1,81t2 1,1472 0,924
6 

d) IY 5 V 2 +V 3 - 2 V 5· 

§ 11 exponenţlale şi ecuaţii logaritmice 

4. I. Ecuaţii exponenţiale 

Ecuaţia exponenţială este o ecuaţie in care necunoscuta este exponent, sau o 
ecuaţie in care este exponent o expresie care_ conţine necunoscuta. 

Astfel ecuaţiile: 3:c = 2x-1 ; 5"''~ - 1 = O şi 2x+s + 4:c+i = 320 
sin t ecuaţii exponenţiale. 

ln practică, cînd avem de rezolvat o ecuaţie exponenţială, vom proceda 
astfel: folosind diverse substituţii precum şi proprietăţile funcţiei exponenţiale, 
vom căuta s-o reducem la rezolvarea unor 1ecuaţii simple, de regulă de gradul întîi 

sau gradul al d0ilea. 
Cele mai multe ecuaţii exponenţiale sint reductibile la forma aff:c) = b, cu 

a >O, b > O, a :/= 1. 
Datorită injectivităţii funcţiei logaritmice, această ecuaţie este echivalentă cu 

f(x) = logab = lg b · 
lg a 

ln aplicaţiile practice, în aceste ecuaţii b se poate de obicei exprima ca putere a 

lui a, 
b =a«, 

de unde rezultă ecuaţia 
f(x) =a. 

Exemplu. Să se rezolve ecuaţiile 22:c = 64; 32x = 81; 5x•-:c-2 = 625. 
Vom avea 22"' = 26 , de unde rezultă 2x = 6, adică x = 3. 

Din ecuaţia 32x = 81, 32"' = 34, deducem 2:c = 4, 2:.: = 22 şi deci x = 2. 
Pentru ultima ecuaţie obţinem 5:c•-:c-2 = 5', deci x2 

- x - 2 = 1„ de unde rezultă 
x2 - X-· 6 = 0. 

Avem in final x1 = 3 şi x2 = -2. 

Dacă într -o ecuaţie de forma ax= b, b nu se poate exprima ca putere a 
lui a, atunci ecuaţia se rezolvă folosind tabelele de logaritmi, ţinînd cont că 

X = lgab = lg b • 
lg a 

Să rezolvăm, de exemplu, ecuaţia 18x = 3,1. 
Ea este echivalentă cu: 

X= Jg 3,1 ~ 0,49136 ~ 0,39 . 
lg 18 1,25527 

26 

I 

î 

Unele ecuaţii exponenţiale se aduc la form a mai generală affx) = a0!~l . 
Din această ecuaţie ţinînd cont de injectiv it a tea funcţiei exponenţiale, deducem: 
f(x) = g(x), care iipoi se rezolvă. 

Exemple. 1.) Să se rewlve ecuaţia 3x- 6 = 315
-

2
:.:. 

Obţinem ~x - 6 = 15 - 2x, deci 3x = 2t, .i: = 7. 

2) Să se rezolve ecuaţia 49x = ( ~ r• · 
Obţinem 7zx = 7-:c', deci 

2x = -x2 , de unde deducem x1 = O, xz = -2. 

Există ecuaţii exponenţiale care n u se pot redu ce la nici una din formele 

discutate. 

Rxemple. 1) 2x = 32x+1 . 
'f inind cont de injertivitatea l'uncţie i logaritmice, obţ.inem prin logaritmare ecuaţia erhi· 

valen tă 
x lg 2 = l'.!x + 1) lg 3 şi deci 
x(2 lg 3 - lg 2) = - lg 3,. 

- lg 3 
x= --~--

2 lg :i - lg 2 

aceas t.ă ultimă expresie a lui x se calculează .apoi cu aproximaţie, din tabele. 

2) 51X = 1~x. 
Logarit.mînd deducem 7x lg 5 = 5:c lg 7; logaritmînd din nou obţinem x lg 7 + lg lg 5 = 

= x lg 5 + lg lg 7 şi deci 
lg lg 7 - lg lg 5 . I I ă · ,·. 1· t b J x = , expresie care se ca cu eaz cu aprox1may1e cm a e e. 

lg 7 - lg 5 
3) 32:c . 5z:c-a = 7x-1 . 4x+3. 

Deducem că 2x lg 3 + (2x - 3) lg 5 = (x - 1) lg 7 + (x + 3) lg 1„ prin ui·mare :r(2 lg 3 + 
+ 2 lg 5 - lg 7 - lg 4) = 3 lg 5 - lg 7 + 3 lg 1,: în final avem 

3 lg 5 - lg 7 + 3 lg 4 
x= ---'-'----'-'----'--"'---

2 lg 3 + 2 lg 5 - lg 7 - lg 11 

I 
125 ·64. 

g --
7 3,05799 

- - - -- ~ j X ~ 3,36"J. 
225 0,90502 

lg-
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\ 4) Să considerăm în cele ce urmea:i.ă ecuaţia 1,:c + 2x = 272. 
Pentru a rezolva ecuaţii de acest tip vom observa mai lntîi că putem scrie 2

2
:c + 2"' -

- 272 =O şi deci fărînd substituţia 2:c = y, obţinem: 
y2 + y - 272 = o, 
Y1 = 16, Yz = -17. 

Deoare.ce 2x > O, rezulti'l că -17 nu poate fi egal cu 2x şi deci singura soluţie se obţine din 

2x = 16, 2"' = 24
, deci x = 4. 

· În unele situaţii, substituţia efectuată la exerciţiul vrecedent nu se poate face imediat tn 
forma iniţială a exerciţiului. Să luăm, de exemplu, ecu aţia : 5x + 4x = 9x. 

Vom impărţi ambii termrni cu 9 şi obţinem 

Făcînd substituţi.a t ~ r 

- + - = 1. ( 
6 )X ( 11 )"' 
9 9 

- + - = 1. (2)X (2)2X 
3 3 

y, ob\.inem y 2 + y - 1 = O şi deci 

-1 ±115 
2 

„ -- - - -- - --~ -
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Deoarece - 1 ~ i/"5 < O, rezultă că s ingura soluţie a ecu~ţiei o ob~nem din: 

- 1 + i/5 
2 

'4.2. Ecuaţii logaritmice 

i/5 - 1 
lg 2 

şi deci x = -----2 
lg-

·3 

. Ecuaţiile logaritmice sînt ecuaţii în care expresiile ce conţin necunoscuta apar 
ca ba1.ă sau ca argument al unor logaritmi. 

De exemplu: 

logx+i('c + 2) = 1; lg(u;2 + x - 2) = 3: 10gx(5x2 + 3) = lg(2x + 3) - 1. 
Folosind injecLiviLaLea funcţiei exponenţiale avem ~ă, rezolvarea· unei ecuaţii de 
tipul loga(xif(x} = b este echivalentă cu rezolvarea ecuaţiei f(x} = g(x}". Vom 
avea in~ă grijă ca so l uţiile obţinute să satisfacă f(x) > O, g(x ) > O, g(x} # 1, pentru 
care expresia logolx>f(x} are sens. 

La fel ca la ecuaţiile exponenţiale, în practică ctnd avem de rezolvat o ecuaţie 
logaritmică , vom proceda astfel : folosind diverse substituţii precum şi proprietăţile 
logaritmilor, vom căuta s-o reducem la rezolvarea unor ecuaţii simple, de regulă, dl\ 
gradul întîi sau gradul al doilea. 

ExPmplu . SK se rezolve ecuaţia : 

logxlx2 
- 3x + 9) = 2. 

Oh\incm .c~ - 3x + 9 = x 2 şi deci 3x = 9, x = 3. 
OAoflrerP pe>ntru x = 3 > O, expresii\ x2 - 3x + 9 este por.itivă, rezultă că x = 3 este soluţie 
a (•1·u11ţ.iei. 

Rezolvarea altor ecuaţii se bazează pe injectivitatea funcţiei logaritmif·e, 
şi anume din loga. f(x) = loga.g(x), deducem f(x) = g(x), insă avînd grijă să punem 

condiţia f(x) > O, g(x) > O. 

Exemple. l ) Să se rezolve ecuaţia: 

lg (x2 - 15) = lg(x - 3). 

llrdur,rm .'t2 - 15 = x - 3, deci x~ - x - 12 = O, ad ir,ă x1 = 4, x 2 = - 3. 
J)poare1·e pPnlru x

2 
= - 3 obţinem x - 3 = -3 - 3 = - 6 < O, rezultă că x 2 = -3 nu este 

soluţie a ecuaţiei. Deri numai 4 este soluţie. 
2) Să se rezolve ecuaţia 

1 , /-
2 lg(x - 1) = Î lg x6 

- lgv x· 

În ateasl;1 ecua ţie punPm de la lnceput condiţiile 

,i; - 1 > O, 3· > O, pentru a avea sens expresiile lg(x - 1 ), lg x
6

, i/-;;, lg i/x· 
11;('11aţia se mai scrie 

5 1 
2 lg(.c - 1).= - lg x - - lg x şi deci 

2 2 
2 lg(x - 1) = 2 lg x. Prin urmare lg(x - 1) = lg x, 

de und e ob\.inem x - 1 = x, - 1 = O egalitate ce nu are se.ns: rezultă că ecuaţia dată nu 

are soluţii. 
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3) Să se rezolve ecuaţia 

lgC,; + 7) + lg\3x + 1) = 2. 

Punem condiţiile ·de existenţă a logaritmilor: 

x + 7 > O şi 3x + 1 > O, deci x > - ..!. 
3 

Obţinem lg(x + 7) (3x + 1) = 2 şi deci 

(x + 7) (3x + 1) = 109 = 100. 

Rezultă ecuaţifi de gradul al doilea 

3x2 + 22x - 93 = O, de unde vom avea 
31 

X i = 3, X2 = - - • 
3 

31 1 Deoarece. ~ - < - - , obţinem că 3 este singura soluţie a ecuaţiei date. 
3 3 

Observa/ie. Ecuaţia precedentă nu este echivalentă cu ecuaţia 

lg(x + 7} (3x + 1} = 2, 

31 ' 
care are două soluţii x1 = 3, x2 = - 3 , deoarece pentru amîndouă aceste valori ale lui x, 

lg(x + 7) (3x + 1) are sens. 
4) Să se rezolve _ecuaţia 

log ~x - 3 log3 x - 4 = O 

Avem condi~ia x > O şi făcînd. substituţia loga x = y , obţinem y2 
- 3y - 4 = o. Deci y1 = 4, 

Y~ ='\ ; 1. Dm logs x = 4, obţmem x = 34 , x = 81, iar din log8 x = - 1, obţinem x = 3-11 

x= -. 
3 
ln continuare v~'.11 rezolva cîteva ecuaţii care nu se pot încadra într.un anumit tip. 

A.strel, pot apărea e~uaţn cu logaritmi scrişi în diferite baze, ecuaţ.ii în care apar expresii conţi­
nmd necunoscute ş1 la exponenţi şi la logaritmi etc. 

5) Să se rezolve ecuaţia 
logz x + loga x = 1. 

Derlucem, apliclnd formula de schimbare a bazei, 

lg X Jg X lg 2 lg 3 
-- + - - = 1 sau lg x "'" -"'----"--

. lg 2 lg 3 I lg 2 + lg 3 

lg 2 lg s 
Deci x = 10----igs 

6) Să se rezolve ecuaţia 

loga x + logx 3 = 2. 

Deoarece logx 3 = -
1
- , rezultă loga x + -

1
- = 2 . 

loga x \ log8 x 

lg 2 Jg 3 

lg 6 

Notîpd loga X = y, obţinem y + ..!. = 2, adică y2 - 2!1 + 1 -- o· d . 1 a· ă l Y , ec1 y = a ic oga x = 1. 

Prin urmare, x = 31, x = 3. 
7) Să se rezolve ecuaţia 

xlgx+z = 1 OOO. 

Punem condiţia de exi~tenţ.ă a expresiilor, x > O. Logaritmînd, obţinem o ecuaţie echivalentă 

I"( lgx+z) - 1 1 OOO ' d . I ? x . - g , care evme ( g x + 2) lg x· = 3. Notînd lg x = y, avem yi + 2y - 3 = o 
ŞI deci Y1 = -3, Y2 = 1. 
Din lg x = - 3, obţinem x = 10-a, ~ = 0,001, iar din lg x = 1, obţinem x = 101, x = 10. 
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4.3. Sisteme de ecuaţii exponenţiale şi logaritmice 

11:1 astfel de sisteme se aplică metodele arătate anterior, la ecuaţiile de tipul 
respectiv. 

Exemple. 11 Să se rezolve sistemul : 

{ 
272Y-1 = 243 · 3•x+2 , 

3 . 3x+11 = V 812x-1. 

Deoarece 27 = 33, 81 = 3', 243 = 35
, obţinem : 

Rezultă s is temul echivalent: 

{ 
3tiy-3 = 34x+7' 

3x+11 = 34x-:i. 

{ 
6y - 3 = 4x + 7, 

X+ y = ltx - 3 

deci x = :.!, y = 3 ş i soluţia sistemului este perechea (2, 3). 
2) Să se rezolve sistemul : 

{ 
x 2 + y 8 = 425, 

, lg X+ Jg 'iJ = 2. 

Obţinem pe r ind sistemele echivalente 

I 
x 2 + y2 = 425, 

lg x y = 2, 

x, y > O; I 
xi + y 2 = 425, 

xy = 100, 

x, y >o. 

Acest sis tem simetric îl putem rezolva pe căile cunoscu.te din clasa a IX-a: punem s = x + y, 
p = xy ~ i vom avea 

{ 
s 2 

- 2p = 425 = { s
2 

= 625 = {' s = ±25 
. p = 100 p = 100 p = 100. 

Sistemul { s = 25 dă soluţiil e (5, 20) şi (20, 5) care satisfac şi condiţiile de existenţă 
p = 1oq 

a sistemu lui iniţi al x > O, y > O; sistemul dă soluţiile (1- 20, -5), (-5, - 20) ' { s = -25 
p = 100 

care nu C'onvin . 

-4.-4. Inecuaţii logaritmice şi exponenţiale 

Rezolvarea inecuaţiilor exponenţiale şi logaritmice se bazează pe proprietăţile 
de mono~onie ale func~iilor exponenţiale şi logaritmice. Am văzut că atit funcţia 
exponenţia lă cil şi funcţia logaritmică sînt crescătoare dacă baza este supraunitară 
şi descrescătoare dacă baza este subunitară. 

Exemple. 1) Să se rezolve inecuaţia: 

3x > 9. 

Inecuaţ. ia se scrie 3x > 32 şi deoarece funcţia f : R-+ R, f (x ) = 3x este crescătoare, rezultă 
Că X> 2. 

2) Să se re1.0lve inecuaţia: 
1 

2x'-4x > - . 
8 

1 Deoarece - = 2-3 inecuaţia se scrie 2x'-4x > 2-1 care este echivalentă cu x2 
- 4x > -3. 

8 
Rezolvarea inecuatiei x 2 - 4x + 3 > o dă pentru X valorile pos ibile X e (-oo, 1) n (2, +oo ). 
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3) Să se rezolve inecua \ia: 

log 1 (2x - 1) > - 3. 

3 

Avem că - 3 = log 1 27 şi inecuaţi a devine iog 1 (2x - 1 ) > log 1 27. Deoarece baza.!. a 
3 

3 3 3 • 

logaritmulu i este subunitară ( funcţia g : R-+ R, g(x) = lo,g 1 x este descrescătoare), inecuaţia 
3 

devine 2x - 1 < 27, ad ică x < 14. În acel aşi t imp, din cond iţia de exis ten ţă a logar itmului ini-

ţia l avem 2x - 1 > O, adiră x > .!. . Deci, obţinem pentru x valorile posibile x e (!., 14) . 
2 2 

Ex reiţii 

Să se rezolve ·ecuaţiile (exerc iţi i l e 1 - 11 ) : 

1. a ) 5:c = 125; 
b) 4%=1024; 

1 
c)9x=-; 

729 

d) 25x = 0,2; 
e) 2x+3 = 32 ; 

f) 8x = 16; 

g ) 5-x = 1296 ; 

h) 3x = p!9. 

2. a ) - - - , b) - · - = - , c) 32
ic-1 = 81 ; d ) 2x•-6x-2,& = 16 V2 ; 

(
I, )X _ ( 3 )-5 . ( 2 )X ( 9 )X 27 . 
9 2 3 8 64 

e) a (X-Z) (X- a) = 1 (a> O, a =F 1). 

3. a) 5x + 5x+i = 3750 ; b) 7x - 7x-1 = 6; c) 3x-1 + 3x-z + 3:1:-3 = 13; 
d ) 7:c+z + 4 · 7x-1 = 3lt7; e) 3x+1 + 5 · 3x-1 - 7 · 3x + 21 = O. 

4. a) 1/ x+i = 64. 2Vx+i; b) vsx-1 = r t,'},-X ; c) 16 V (0,2 5) 6 --Ţ = 2Yx+i. 

6. a) 52x - 5x - 600 = O; f) ( ! r+i +( ~ r-x = 1 ,2; 

b ) gx - 3x - 6 = O; g l 3zY-X - " . l-x + a = o; 
c) 1.x + 2x+1 = 80; h) 2 · 25x = 1ox + 1,x ; 

d ) 3x + gx-l - 81 O = O; i) 3 . 4x + 2 . 9x = 5. sx; 

il (V 3 + 2 V 2t - ( V_3 ___ 2_v=2)x = 2 . 
2 

"J 3 
e) 4+ ~ =-· 

5x - 1 5x-1 ' 

6. a) 3 ' 2lC = 2 ' 3X; b) 7 ' 2X = 5 ' 3X; C) 11X = 17X; d) aX = bX(a > 0, b > 0, a =F b); 
• e) 5 2x+4 = 2•+x . 3ax. 

7. a) lg x = lg 2; b) lg x = -lg 2; c) log2(x - 1) = log2 (x2 
- x - 16); . 

d) 2 Jg X = 1 _ 
lg(5x- 4) 

8. a) logx-1 (x2 - 5x + 7) = 1 ; b) logx2 - logx3 = 2 ; el log11:(x + 3) = log x (x2 + 1). 

1 1 1 9. a) - lg2x = - - - lg x; b) 3 lg2(x2) - lg x - 1 =O; c) 2 lg~(x3) - 3 lg x - 1 =O ; 
12 3 4 

d ) 4 log;5.'l: - 7 loga1!1x + 7 = O. 

l o. 5lg x _ 31g x- 1 = 3tg x+1 _ 51g x- 1. 



12. Sri se rezolve s is temele de ecuaţii: 

a) { xo + y4 = 641 , 
:llgx+2 1gy=2; 

r) { x - y = 90 
Jg X+ lg y ~ 3; 

e) { xy = 40, 
xlg li = 4 ; 

b ) { 9x+11 = 729, 
3~1 =1; 

d) {xii - yX = Q 

2x - 411 =o; 
{ 

XVîi _ yx 
f ) - - . 

yY x =xii. 

18. Să se rezolve inecuaţiile: 

a) 1g(x2 
- 3) > lg(x + 3); 

H. Si\ sr rezolve inecuaţiile : 

a) log 2(9 - 2x) > :1 - x; 

b) lg
2 

X - 2 lg .X - 8 ~O; c) (0,25)X-4 ~ (1~r . 
b) lg2 + lg (4X-2 + 9) ~ 1+lg(2%-2 +1) . 

15. Să se rezolve inecuaţia 

3x + 4x > 5x, 

16. Să se rezolve şi să se discute după valorile parametrului a, inecuaţiile: 

a) loga x - loga• .x + loga• x ;;o : ; 

b) loga x + logalx + 5) + loga 0,02 < O. 

® lnducţi m t matic Combinator"că 

1 . lnducţl m tem tlcl 

1.1 . Noţiunile de deducţie ş i inducţie 

Propoziţiile (în sensul logicii matematice) pot fi clasate in propoziţii generale 
şi propoziţii particulare. Astfel, propoziţiile: „In orice triunghi suma măsurilor 
unghiurilor sale este egală cu 180°", „Orice număr a cărui ultimă cifră este O sau 5 
este divizibil cu 5", care au un caracter general, sînt propoziţii generale. lnsă pro­
poziţ.iile: ,,Suma măsurilor unghiurilor triungh~ului ABC este egală cu 180°" , 
„Numerele 1980 şi 1985 sînt divizibile cu 5" sînt propoziţii particulare, de fapt sînt., 
respectiv, cazuri particulare ale propoziţiilor generale de mai înainte. 

Procedeul prin care din propoziţii generale se obţin propoziţii particulare se 
numeşte deducţie. 

· Una dintre trăsăturile caracteristice matematicii şi altor ştiinţe (de exemplu, 
mecanicii teoretice, fizicii teoretice, lingvisticii matematice) este construcţia deductiCJă 
a teoriei, prin care toate afirmaţiile decurg, apelîn!i lu deducţie, din cîteva principii 
de bază numite axiome. 

Dar deducţia nu este singura metodă de raţionament ştiinţific. In acelaşi 
timp cu aceasta, in matematică se trece adesea de la propoziţii particulare la pro­
poziţ.ii generale, adică se fac raţionamente inductive. 

Prin inducţie se înţelege o metodă de raţionament care conduce de la propo­
ziţii particulare la o oarecare propoziţie general ă. 

Să dăm c1teva exemple: 
1. Să calcu lăm sumele succesive de numere naturale impare: 1, 1 + 3, 

1 + 3 + 5, 1+3+5 + 7, 1 + 3 + 5 + 7 + 9. Obţinem, respectiv, numerele 
1 = 12, 4 = 22, 9 = 32, 16 ·= 42, 25 = 52. Observăm că în toate cazurile consi­
derate suma este egală cu pătratul numărului termenilor sumei. In mod natural, se 
poate presupune că această proprietate ar putea să aibă loc pentru orice astfel de 
immă (avînd oricît de mulţi termeni) . Presupunerea (ipoteza) noastră . se poate 
formula astfel: Pentru orice număr natural n ~ 1, are loc egalitatea: 

1 + 3 + 5 + ... + (2n - 1) = n2
. (1) 

Astfel cele cinci cazuri particu lare ne- au sugerat o ipo,teză care, după cum 
vom arăta în continuare la punctul 1.2, este adevărată. 

2. Fie trfoomul 

f(x) = x 2 + x + 41. 

Inlocuind pe x cu numerele naturale n = O, 1, 2, 3, 4, 5, obţinem: 

f(O) = 41, f(1) = 43, f(2) = 4~, f(3) = 53, ((4) = 61, ((5) = 7'l . 
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Observăm că toate valorile trinomul ui obţinute mai înainte s!nt numere 
prime. Se poate emite ipoteza că valoarea tl'inomului f(x) este număr prim p~ntru 
orice număr natural x. Totu şi, această ipoteză este falsă, deoarece, de exemplu 

f(40) = 402 + 40 + 41 = 40(40 + 1) + 41 = 41(40 + 1) = 412, 
' 

eare nu este număr prim. De fapt, x = 40 este primul număr natural pentru· care 
f(x) nu este prim. 

3. Matematicianul fran cez Pierre Fermat (1601 - 1665) considerind numerele: 
220 + 1 = 3, 221 + 1 = 5, 222 + 1 = 17, 223 + 1 = 257, 224 + 1 

1

65537, 
care sint numere prime; a tras conclu zia că penLru orice număr natural n numărul 
22n + 1 este prim. E l nu a re~şit să verifice dacă penLru n = 5, numărul 225 + 1 = 
= 4 294 967 297 este sau nu este prim. 

lnsă, matematicianul şi fi zicianul elveţian Leonard Euler (1707-1783) a 
a1'ătaL că acest număr, nu este prim, mai prec~ s : 

225 +1 = 641 X 6700417. 

U lterior s-au găsit şi alte valori ale lui n, n = 6, 7, 8, 9, 11, 12, 18, 23, 
36, 38, 73, pentru care numărul 22 n + 1 nu este prim. 

4. MatemaLicianul polonez Waclaw Siel'pinski (1882- 1969) a emis ipoteza 
că numărul 991n2 + 1 nu dă pătrate perfecte pen Lru n natural. Aceasta s-a dovedit 
a fi fal să, cel mai mic număr nahural n pentru care se ob~rne pătrat perfect fiind 
un număr format din 29 de cifre. 

5. Din m ica teoremă a lui Fermat (aplica\ie, pr l. 3.2, § 3 din acest capitol) 
rez.ultă că dacă p ~ 3 est e un număr· prim, atunc i 21>-1 - 1 se divide cu p. Totuşi 
oricare ar fi numărul prim p < 1000, 2P-1 - 1 11u se divide cu p2 • De aici ar putea 
urma că, ln general , pentru nici un număr pr·im p, numărul 2P-1 - 1 nu se divide 
cu p 2 • Totuşi s-a arătat că 21093- 1 - 1 se divide cu 10932 • 

Exemplele de mai sus arată că aceeaşi metodă de raţionnment conduce în 
unele cazuri la propoziţii adevărate, iar în alLele la pl'opoziţii false. Deoarece prin 
această metodă con cluzia se t rage după considerarea ciiorva exemple, şi ~u a 
tuturor cazurilor posibile, această metodă de raţionament se numeşte inducţie 
in completă. 

Ind ucţi a incompletă, după cum am văzut, nu conduce mereu la propoziţii 
adevărate, dar este folositC!are, <leoarece permite să se formuleze o presupunere, 
care după aceea poate fi con firmată sau infirmată. 

CiLeodată însă, o astfel de metodă de raţionamen t. poate să conducă, studiind 
un număr finit de cazuri, la epuiza rea tuturor posibili tăţilor. Iată două exemple 
în acest sens: · 

1. Să se demonstreze că fiecare număr natural par n, unde 4 ~ n ~ 20, 
se poale scrie ca suma a două n umere prime (care pot fi şi egale). 

P enlru demonsLraţie să considerăm fieca1·e tlin numerele pare cuprinse 
înt re 4 şi 20. Avem: 4 = 2 + 2, 6 = 3 + 3, 8 = 3 + 5, 10 = 3 + 7, 12 = 5 + 7, 
14 = 7 + 7' 1b = 5 + 11, 18 = 7 + 11, 20 = 7 + 13. 

2. Să se demonstreze că pentru orice poliedru regulat este îndeplinită relaţia 
V - N + F = 2, unde V este numărul" vîri'urilor, Jll est.e numărul muchiilor, iar F 
este nur'nărul feţelor . 

Pentru demo11st1·aţ. i e, estr su l'ieien L Sil l;onsidel'i"un Humai cinci cazuri, şi 

anume: LeLl'aedr·u, ocLoedru, cub , dodecaedru, icosae<lru, deoarece nu există alte 
poliedre regul ate. P~ntru aceste c inci ~azuri afirmf\ţia se verifică direct, deoarece 
pentru tetraedru: V = 4, JVl = 6, F = 4; pe11 Lr·u ocloedru: V = 6, M = 12, 
F = 8; pentru cub · V = 8, Jll = 12, F = 6 ; p enl.!'u clodecaedru: V = 20, M = 30; 
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F = 12; pentru icosaedru: V= 12, M = 30, F = 20. lnLr-adevăr, pentru toate 
cele cinci poliedre avem: V - M + F = 2. . V 

O astfel de metodă de raţionament, in care concluzia rezulta p e b aza cer-
cetării tuturor cazmilor, se numeşte inducţie complPlă. 

1.2. Metoda lndueţiei matematice 

Inducţi a completă are un domeniu restrins de apli~abil! ta~e. îvn matematică. 
De regulă , propoziţi ile matematice se referă la _o mulţime mfm1L~ d e elen:ente 
(de ·exemplu, mulţimea numerelor. i:aturale, i:iulţ1mea n.um erelor prime, mulţimea 
poliedrelor ş.a. m.d .) şi nu este posibil de cons1de:·a L, pe ru~d, toate acesL~ ele~e.nte. 
Există insă o iv-etodă de a raţiona, care înlocuieşte. ana liza, de al tfel impos1~il ~e 
realizat în practică, a unei mulţimi infini Le d e cazu.n cu <l emonstrarea .!apluh:i ca~ 
dacă o propoziţie este adevărată într-un caz, atunc1 :a se do~edeş te a h adevarata 
şi în cazul care su ccede acestuia. O astfel de metod a de raţ ionamen t se numeşte 
inducţie matematică. · 

Să reluăm presupun erea (ipo teza) făcută in paragraful preceden t : Pentru 
orice număr . natu ral n ~ 1 are loc egalitatea: 

1 + 3 + 5 + „. + (2n - 1) = n 2
• (1) 

Să notăm cu P ( n) egalitatea (1), pentru numărul na tural ~ · At unci, fa ptul · 
că P (1), P (2), P(3), P(4), f(5) sînt adevărate, inseamnăv că egali tate~ (1). are loc 
respectiv pentru n = 1, n = 2, n = 3, n = 4, n = 5, clu pa cu m s-a a ratat in para­
graful precedent. 

Intrucît P (5) este adevărată: 1 + 3 + 5 + 7 + 9 = 52
, avem 

1 + 3 + 5 + 7 + 9 + 11 = 52 + 2. 5 + 1 = (5 .+ 1)2 = 62, 

adică este adevărată P(6). 
Astfel, am d emonstrat că dacă P(5) este adevărată , rezul Lă că este ade­

vărată P(6). 
Să demonstrăm, în acelaşi mod, că pentru un nu măr naLura l oarecare k ~ 1, 

avem P(k) = P(k + 1). · 
Aceasta înseamnă că din egalitatea 

1 + 3 + 5 + „. + (2k - 1) = k2 

să rezulte egalitatea 

1 + 3 + 5 + „. + (2k + 1) = (k + 1)2
. 

Intr-adevăr , 

1 + 3 + 5 + „ . + (2/c - 1) + (2k + 1) = (1 + 3 + 5 + . „ + (2k - 1)] + 
+ (2k + 1) = k2 + 2k + 1 = (k + 1)2. 

Astfel, egalitatea P(n) este adevărată pent r:1 n_- . i , iâr din fa ptul că ea 
este adevărată ,PeJ)tru n = k, rezultă că ea este ad ev arat a ş1 p en Lru n = Ic + 1. 

Atunci P (1) = P(2), deoarece 2 = 1 + 1; P (2) = P(3), der.:oarece 3 , 2 + 1; 
P(3) = P (4) , deoarece 4 = 3 + 1; P(4) = P(5~ , deoarec~ ::> = 4. + 1 Ş1 a:..m.d . 
Pare natural că tn modul ac es t.a se poat e a l unge pina la orice numar n, 

adică P(n) este adevărată pentru orice n ~ 1; deci raţionamen tul făc~t pare con­
vingător. Acest raţionament ~ste_ri~u~os din pu_!1ct de vedere. ~atema~1c, d~o~r~ce 
este un caz particular a l unui prmc1pm de ~aza ~l matemat1cn , num1t principiul 
inducţiei matematice (primul principiu de mdu c(ze) . 

Acesta se formulează astfel : 
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Dacă o propoziţie P(n), n fiind un număr natural, este adePărqtă pentr·u n =,0, 
şi, din aceea că ea este adePărată pentru n = k (unde k este un număr- natural oare­
care) rezultă că ea este adeC1ărată şi pentru numărul natural n = k + 1, atunci propo­
ziţia P(n) este adeC1ărată pentru orice număr natural Ti. 

In aritmetică se pune în evidenţă că principiul inducţiei matematice consti­
tuie una din axiomele âe bază ale aritmeticii niimerelor naturale, avînd numeroase 
aplicaţii. Acest principiu ne dă metoda de demonstraţie numită metoda inducţiei 
matematice. 

Fie P(n) o propoziţie care depinde de un număr natural n ~ m, m fiind un 
număr natural fixat. 

Demonstraţia prin metoda inducţiei matematice a propoziţiei P( n), constă din 
două etape: 

1°. Se C1erifică mai întîi că P( m) este adeC1ărată . 
2° Se presupune că P(k) este adec1ărată şi se demonstrează că P(k + 1) este 

adeC1ărată, k fiind un număr natural ~ m (adică P(k) ~ P(k + 1), k ~ m). 
Dacă ambele etape ale demonstraţiei sînt peri/icate, atunci propoziţia P (n) 

este adeC1ărată pentrii orice număr natural n ~ m. 
Intuitiv, această metodă de demonstraţie se justifică astfel: 

Din P(m) adevărată şi P(k) ~ P(k + 1), pentru orice k ~ m, rezultă 
P(m + 1) adevărată (k = m); apoi luînd k = m + 1 se obţine că P(m + 2) este 
adevărată ş.a.m.d. Raţionind „din aproape în aproape" deducem că propoziţia 
P(n) este adevărată pentru orice număr natural n ~ m. 

:Metoda inducţiei matematice arată că egalitatea (1) ete adevărată pentru 
orice număr natural n > 1, deoarece ea este adevărată pentru m = 1, şi din P(k) 
rezultă P(k + 1), pentru k ~ 1. 

ObserC1a/ii 

1) Dacă se cere să demonstrăm că propoziţia P(n) este adevărată pentru 
orice n > m, m fiind un număr natural fixat, prima etapă a demonstraţiei prin 
indu cţie matematrcă constă în verificarea faptului că P(n) este adevărată pentru 
n = m şi nu pentru alt număr natural. Este posibil ca pentru numerele naturale 
m ai mici decît m propoziţia să fie falsă, sau să nu aibă sens. 

2) Cele două et.ape ale demonstraţiei prin metoda inducţiei matematice sin L 
la fel de importante. în paragraful precedent, considerînd exemplul f(x) = x 2 + 
+ x + 41, ne-am convins că o propoziţie poate fi adevărată pentru un număr de 
cazu ri particulare, nefiind adevărată în general. Acest exemplu arată cit de impor­
tantă este etapa a doua a demonstraţiei prin inducţie matematică. 

Nu înseamnă că prima etapă este mai puţin importantă decît a doua. Iată un 
exem piu care arată la ce concluzie absurdă se poate ajunge, dacă se omite prima 
etapă a demonstraţiei prin inducţie matematică, 

Să considerăm propoziţia P(n): 
Orice număr rnttural n este egal cu succesorul său". 
Să presupunem că P(k) · este adevărată, k fiind un număr natural adică 

k = k + 1. Adunînd 1 la fiecare m embru al egalităţii k = k + 1, rezultă 
k + 1 = Jc + 2, adică P(k + 1) este adevărată. Etapa a doua a demonstraţiei 
a fost efecLuată , toLuşi propoziţia nu este adevărată.' Intr-adevăr, pentru n = O, 
P(n) nu este adevărată, deoarece O -# 1, ş i deci prima etapă a demonstraţiei prin 
induc ţie matematică ne spune că P(n) este falsă . 

Metoda inducţiei matematice are o l argă utilizare în matematică. Ea poate fi 
folosită la ca lcu larea de sume şi produse, la demonstrarea unor egalităţi şi inegalităţi, 
în probleme de divizibilitate a numerelor. Vom da clteva exemple în care utilizăm 
metoda inducţiei matematice. 

36 

Exemple 

1) Să se calculeze suma 

_1_+_1_+_1_+ ... + 1 
1 · 2 2 · 3 3 · 4 n(n + 1) 

pentru orice număr natural n >. 1. . 
Soluţie. Notăm această sumă cu S 11 • Ca să stabilim expresia sumei Sn, calculăm suma în 

d teva cazuri pai:liculare: S1 , S2, S,, S4. . 
Considerind acesle numere formulăm ipoteza şi după aceea pentru demonstrarea e1 rolo· 

sim metoda inducţiei ma tematice. 

1 1 
S1 = - - = - ; 

1 . 2 2. 

1 1 1 1 1 _2 . 
S. = --+ -=Si+ -- = - +---, 2 

1 . 2 i·a 2·3 2 2·3 3 
\ . 

1 1 1 1 2 1 _ 3. S3 = -+- +-= S2+ - =-+---, 
·t· :l 2 · 3 3.1. 3·4 3 3·4 4 

•J 1 1 1 1 :~ · 1 '• 
S = - +-+- + - = S3 + -=- + -=-· 4 

1·2 2·3 3·4 4·5 4·5 4 4·5 5 

Cercetind acesle sume observăm ră numărătorul este indicele sumei căutate, iar numito­
ru l es te succesoml său. În acest mod, formulăm următoarea ipoteză: 

Pentru orice număr natural n ~ 1, are loc egali i.alea: 

1 1 1 1 -+- +- + ... + 
1 · 2 2 · 3 3 · 4 n(n + 1) 

n (2) 
n + 1 

Să notrlm cu P (n) egalitatea (2), pentru numărul natural n . Demonstrăm că P (n) este 
-adevărntă prin metoda inducţie i matemat ice . 

1 1 
1° P(1) es te ad·evăratli. deoarece S1 = - = -- · 

2 1 +1 
2° Demonstrăm că PUr) ~ P(k + 1): 

1 1 1 1 ,_1 __ _ 
S 1i+i = 1. 2 + N + 3. '• + ... + k(k + 1) + (k + 'l)(k + 2) 

1 k 1 
= Sk + ------ = -- + ------

(k + 1)(/c + 2) k + 1 (k + 1)(/c + 2) 

1c+1 k+1 
= --= 

k + 2 (k + 1) + 1. 

k2 + 2/c + 1 

(Ic+ 1 )( /( + 2) 

Ambele etape ale de.monslratiei pi:in metoda i nducţiei matematice sinl verificate. Prin 
urmare egalitatea (2) este demonstrată şi der i . 

1 1 1 1 n -+- + - + ... + ---
1 · 2 :l · 3 3 · ·4 n(n + 1) n + 1 

pentru orice nu măr natura l n >. 1. · . 
2) Să se demonstreze că pentru orice n > 1, avem 

1--~+~-~+ ... + _..!._=_1_+_1_ + ... + ..!._· (3) 
2 3 4 2n - 1 2n n + 1 n + 2 2n 

Dem~nstratie. Not'ăm cu P(n) egalitatea (3), pentru numărul natural n. 

10 Pentru n =, 1, egalitătea (3) dev ine 1 - : =~şi deci P(1) este adevărată . 
2° Demonstrăm că P(k) ~ P (k + 1). 
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--- , 
Avem 

P (k) : 1 - ..!_ + ..!. - ~ + . „ + 1 _ i._ = _1_ + + ~ 
2 3 4 - 2k -- 1 2k k + 1 . . . 2k (3') 

P (k + 1) : 1 - ..!. + ..!. _ ~ + „. + 1 _ ~ + 1 __ 1 _ 
2 3 4 2k- 1 2k 2k+1 2(k+ 1) 

= -1- + ... + ~ + 1 + 1 
k + 2 2k 2/c + 1 2(/c + 1) 

Scăzind membru cu membru, prima egalilatc d in a doua, obţ.inem egalitalea 

1 1 1 , 1 1 1 

2k + 1 - ~(k + 1) "'." 'lk + 1 + 2/( + 2 - k + 1 • 

care es le evii:lcn t adevărală. 

Î nseam.n'.'1 că d~c.ă es te ade:ărată egalitatea ~3') atunci este adevărată şi eg~alitatea (3") . Conform 
metodei inducţ1e 1 ma tematice rezultă că egalitatea (3) este îndeplinită pentru orice număr natural 
n ~ 1. 

3) Să se demonstreze că dacă x > - 1 inegalitatea 

(1+:c)n:;;i,1+nx (4) 

es te adevărată, oricare ar fi numărul na tural n. * 
0 

Demonstra/ic. Să notăm cu P (n) inegalitatea (4\, pent ru numărul natural n . 
1

0 
Pentru n = O, avem (1 +x) 0 = 1 + O· x = 1, deci P(O) este adevărată . 

2 Să demonstrăm F (lc) => P(k + 1 ). · 

Î'.1mulpm a mbii membri ai inegalită\ii (1 + x)h. :;;i, 'l + k:c cu 1 + x. Cum 1 + x > o, 
semnul megalită\.i i nu se sch imbă, deci: · 

Deci 

(1 + x)h.+1 :;;i, (1 + kx)( 1 + x) = 1 + kx + x + kx2 • 

Deoareue kx~ ;p O, cu atit mai mul L avem : 

(1+x)k+i> 1 + kx + :c = 1 + (k + 1):c. 

(1 + :r)lt+l :;;i, 1 + (Ic + 1):i;. 

Conform metode i induc~iei matematice rez ultă in~~a lilate~ (li.) , pentru orice număr na tural. 
t,) Să se demonstreze că n 3 

- n se div ide cu 3, pentru orice n11111ăr na tural n . 
Demonstra/ie. Notăm cu P (n) propoziţia: dn = 11 3 - n se divide cu 3. 

Deoarece do = O - O = O, alune i pcnlru n = O, d1i se divide cu 3, adică P (O) este acte ; 
vilra tă. 

Să demons trăm P(k) => P (k + 1), adică din : dk se div ide r u 3, s i!i rezulle că di1+1 
se divide 

cu 3. 
t nlr-adevăr, 

dk+1 = (k + 1)3 
- (.k + 1) = k3 + '.lk".; + '.lk + 1 - k - 1 = k3 - k + 3(k2 + k) = 

= dk + '.l(k~ + k l. 

Observăm ră d1t+1 rste o sumă de doi termeni. Primul termen a l aces lei sume se divide 
cu d3: ia

1
r ttl doilea terme n este eviden t divizil1il cu :.l. l'l'iu urmarr, fiecare termen al sumei dk+l 

se IV I( c l'. U :1 , ue un de ş i r/11+1 S(' divide ('li ~: . P ropoz i ţia es te demon ş trală . 
5) Să se demons treze că numărul funcţ iilor dcrinile· pe o mulPme r.u n elemente într-o 

mulţime. cu m p]('mente este m.n 

. Dc1wmstra{ie. Fie A = {a 1, a~, . . „ a,i} ::;i B = {b1 , b2 , •• „ bm} dou ă mulţimi, avind 
n, respec tiv m e lemente. Să arălăm că număr ul fun <' \iilor definite pc A, cu valori în B este mn. 
De.i:n~ns lrăm pr in.metoda inrluc ţie i matematice, după n. F ie P(n) al'irmaţia: Numărul funcţiilor 
cle l11Hle pe o mul~1me cu n elemente într-o mulţime cum elemente es te mn. 

* Inegalita tea (4) se numeşte. inegalitatea lui Bernoulli ; I acob Bernoulli (165li. - 1705) 
matematician elvc\jan. 
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1° P(1) este adevărată, deoarece evident de la o mulţime cu un clement î ntr-o mul­
ţime cu m elemente 's int m = m 1 func\.ii. F iecare astrei de funr \ ie duce unicul t>leme nl al mul­
ţimii A într-unul din cele m elemente ale mulţimii B. 

~0 Să arătăm că P(k ) => P(k + 1). Fie mulţimea A = {111 , o2 , .„,a1<+il cu Ic+ 1 elemen­
te. Să considerăm A' = A - {aR.+1} = {ai, a8 , „„ ah}. Cum l'(k ) es te adevi\.rală rezult ă că 
numărul funcţiilor Jlerinite pe A ' cu valori în B este mh. Daci\ f: A'-+ B este o funcţ. ie 

oarecare, atunci definim fi : A-+ B, 1 ~ i ~ m, prin f i(aj) = {(a;) pentru 1 ~ j ~ k ~i 

fi(a11.+il = b, unde 1 ~ i ~ m . A'?adar pentru orice funcţie de la A' la B se obţin m funcţii 
de la A la B. Mai mult, toate funcţiile de la A la B sinl de acest tip . Deci număru l fun cţii lor 

de la A la B este mh · m = mh.+ 1• Conform metodei inducţiei ma tematice afirmaţia csle demon· 

strată. 

1.3. O variantă a metodei inducţiei matematice 

• I 

Fie A c N o submulţime nevidă a mulţimii numerelor naturale. Spunem că a 
din A este un prim element (sau un cel mai mic element) al mulţimii A , dacă a~ x 
pentru orice x din A. 

Dăm in continuare o proprietate importantă a mulţimii numerelor naturale, 
care se demonstrează cu ajutorul inducţiei matematice. 

Teorema1.3.1. (proprietatea de bună ordonare a mulţimii numerelor naturale). 
Orice submulţime nevidă a mulţimii numerelor naturale are un . 
prim element. 

Demonstra7ie. Fie A c N o submulţime neYid ă. Dacă OE A, alun ei O este 
primul element al să:.i. Dacă OE A, !'ie M mulţimea numerelor natu rale n, astfe l Inci t n ~ x , 
oricare a~ fix E A. Evident, O e M şi d acă :c e A, atunri .x + 1 E M. Dllci M =I= N. Vom arăta 
că există un număr natural a E M as tl'el incit a + 1 E M. l nlr-adevăr, presupunem prin absurd 
că pentru oricare k E M avem k + 1 E M. 

Fie propoziţia P\n) : Dacă n E N, a t.unri n E M. 
Deoarece O e: M, rezultă P(O) adevărată. 
llfai mult, P(k) => P(k + 1J, deoarece dup ll. presupunerea prin a bsurd , dacă k e M 

atunci k + 1 E M. 
Conform metodei inducţiei matematice, rcrnltă M = N, contradicpe. Deci există 

a e M astrei incit d + 1 E M. Arăt.ăm că a este număru l 'cău tat. Într- adevăr a ~ x, pentru 
orice x e A. Mai mult, a e: A; în caz contrar, a < x pentru or ice x e A şi deci a + 1 ~ x, 

pentru orice :ce A. Aşadar a+ 1 e: M, contradicţie. 

Proprietatea mulţimii numerelor naturale de a fi bine ordonată stă la baza 
celui de al doilea principiu de inducţie matematică. Acest principiu est e echivalent 
cu primul principiu de inducţie, însă„ uneori este mai oportun pentru unele demo­
straţii. 

El se formulează astfel: 

Dacă o propoziţie P(n), n fiind un număr natural, este adeCJărată pentrii n = O şi , 
din faptul că ea este adeCJărată pentru toate numerele n < k, rezultă că ea este adeCJărată 
şi pentru n = k, atunci P(n) este adeC1ă1:ată pentru orice număr natural n. 

Demonstraţie. Fie M submulţimea mulţimii N a numerelor naturale 
pentru care P(n) este falsă. Dacă această submulţim e este n evid ă, a tunci ea are 
un prim element k. Acest număr nu poate să fie O, deoa1·ece P(O) este adevărată. 
Deci k > O. Cum k este cel mai mic număr pentru care P(k) este falsă, atunci pentru 

* Textele însemnate cu o bară la marginea paginii sint faculta tive. 
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orice n < le, P(n) este adevărată, şi din ipoteză, rezultă că P(n) este ade.vărată şi.. 
pentru n = le. Deci P(k) este in acelaşi timp şi falsă şi adevărată; contradicţie. 
Deci neapărat mulţimea A este vidă. Aşadar nu există numere naturale pentru 
care P(n) este falsă, adică P(n) este adevărată pentru orice număr natural n. 

Acest principiu stă la baza unei CJariante a metodei de demonstraţie prin inducţie 
matematică. 

Fie P(n) o propoziţie care depinde de un număr natural n ~ m, m fiind un 
.• număr natural fixat. 

" Demonstraţia prin această CJariantă a metodei inducţiei matematice a propoziţiei 
P(n) constă din: 

1° Se CJerif'ică mai întîi că P(m) este adeCJărată. 
2° Se presiipune că P(l) este adeCJărată pentru orice l, unde m ~ l < k, şi se 

demonstrează că P(k) este adeCJărată. 
Dacă ambele etape ale demonstraţiei sînt CJerificate, atunci propoziţia P(n) este 

adevărată p entru orice număr natural n ~ m. 

Exemplu. Să se demons treze că orice număr natural n :;;;,,, 2, ori este numo!r pri~, 
ol'i se descompune ln produsul unui număr finit de numere prime. 

(Amintim că numărul natural p:;;;,,, 2 se numeş te prim dacă nu are alţi divizori în afară 
de 1 şip. ) 

Demonstraţie. Folosim metoda inducţie i matematice (varianta a doua). Notăm 
cu P (n) propoziţia: Numărul n :.> 2, ori es te prim , ori este produs de numere prime. 

lu P (2) este adevărată, deoarece 11 = 2 este număr prim. 
2° Să presupunem că P(l ) este adeYărată pentru orice t, 2 < l < k, şi să demonstrăm 

că. P (/c) este adevărată. Într-adevăr, fie numărul na tural k. Dacă k este număr prim rezullă că 
P (k) este adevărată. Dacă k nu este număr prim. alunei k = ab, unde 2 .:;; a, b < k. După presu­
punerea noastră P(a) şi P(b) sint adevărate, adică a şi b ori sint prime, ori se descompun în 
produse de numere prime. Atunci este clar că ~i k = ab se descompune in produs de numere prime, 
adică P(k) es te adevărată. Conform metode i inducţie i matematice rezultă că P(n) este adevărată 
pc11tru orice număr natural n :.> 2. 

Observa/ie. Am remarcat mai înainte că la baza celu i de-al doilea p rincipiu de 
i nduc\.ie matematică, care de a ltfel este ech iva lent cu primul, stă proprietatea mulţimii numerelor 
naturale de a fi bine ordonată. Astfel, acest principiu ponte fi extins şi la alte mulţimi de numere 
bine ordona le . 

De exemplu: 
1) O mulţime finită este bine ordonată. 
2) Dacă m es te un număr lntreg oarecare, mul\.imea numerelor întregi, :r, x:;;;,,, m, este bine 

ordonată. 

Dacă A este o mulţime bine ordonală, putem aplica metoda inducţiei maternali.ce pen tru 
demonstrarea unei proprielăţi P(x), x e A. 

Ex.ere iţii 

1. Folosind metoda inducţiei matematice, să se demons treze cli. pentru orice număr natural 
n, s inl ~cl evărate egalităţile: 
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ll) 1 + 2+3+. „ + n = n(n+ 1L; 
. 2 

bl1.2+ 22+ 32 +„.+nz = n (n + 1l1 2n+1) 
6 

c) '12 + 32 + 52 + „. + (2n - 1)2 = n 4n2 - 1 i 
3 

4n(2n - 1) (2n + 1) 
d) 22 + 52 + . „ + (4n - 2)t = 3 

e ) 13 + 2• + 33 + . „ + n3 = [ nl.n: 1) r; 
()\

3 + 33 + 53 + „. + 12n - 1 )3 = n2{2n2 
- 1); 

n(n + 1) {n + 2) 
g) 1. 2 + 2 · 3 + .„ + n fn + 1) = 

3 

Îl) 1 · 2 · 3 + 2 · 3 · 4 + „. + n(n + 1) (n + 2) 
n(n+1 ) {n + 2) (n· + 3) . 

i) 1 · 4 + 2 · 7 + 3 · 10 + .„ + n l3n + 1 ) = n(n + -1)2; 

1 n (n+ 1) 
j) 12 - 22 + 32 - 42 + . „ + (-1)n-1n2 = (- 1)n- 2 

2. Să se demonstreze că: 

1 1 1 1 
a) ~ + w + 7. 1 0 + „ . + (3n - 2) (3n + 1 ) 

n 

1 1 1 1 n 

b) 1.. 5 + H + g · 13 + .„ + (4n'- 3) ('•n + 'l ) 4n + 1 

12 22 32 n 2 _ n (n + 1) • 1 

c) w + M + 50 + „ · + ( 2n - 1) \ 2n + 1 Î - 2( 2n + 1) ' 

, 

2 n n(n + 1) 

d ) 1. ~. 5 + 3. 5 . 7 + .„ + (2n - 1)(2n + 1}( 2n + 3) = 2(2n + 1) (2n + 3) . 

3. Să se demonstreze că: 

7 7 7 I- 7 +--1- = 1 ; 
a) i. 8 + 8 . 15 + 15 · 22 + .„ (7n - 6) (7n + 1) 7n + 1 

1 1 
+ = -· 

16(n + 1) 16 

1 1 1 1 
b ) N + 8. 12 + 12 · 16 + „. + 4n (ltn + 4) 

4. Să se demonstreze că: 

a) dacă n :.> 5, atunci 2n > n2
; 

b ) dacă n :.> '10, alunei 2n > n 3
. 

5. Sli. se demonstreze inegalităţile următoare: 

1 1 1 13 2 a) __ + --+ „. + - > - , pe ntru n > · ; 
n + 1 n + 2 2n 24 

1 1 
b) -- + - - + 

n+1 n + 2 
„ . + ·--1 - > 1, pentru orice număr na lu ral n :.> 1: 

3n + 1 

3 
cj 

2 
2n - 1 < 1 , pentru or icn 11 ~ 1 ; 

2n t/:.!n -\ 1 
-.-· 

4 

1 1 ' 1 I /- t --. 2 
d) t/~ < 1 + -= + -= + „ . + ,/- < 2v n, pen ru n -r . 

t/2 t/ 3 vn 

6• Să se calculeze suma urmă~oare şi apoi să se demonstreze pr in induc·ţio matematică formula 

găsită: 

Sn = 1 · 1 ! + 2 · 21 + 3 · 3 I + ... + n · n ! , 

unde n'! = 1 · 2 · 3 · „. · n. 
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' 
7. S:t so demonstreze că pentru n ~ 2 este adevărată inegalitatea: 

I a1 + a2 +. ··· + uni~ I a1 I + I a2 I + ... + I ani· 
8. Să se calculeze produsul următor şi apoi să so demonstreze prin inducţie mnlematlcă formula 

găsită: • 

Pn =(1 - :)(1 - ~)„.(1 - n~)• n~2. 
9. Să se demonst.reze prin metoda inducţir i matematice fnegalitatea 

(lnr.gnlitntP.a lui Cl_luchy-Buninkovskl ·.Srhwarz) : 

' ( 2 + 2 2) ( 2 · 2 2) a a1 a2 + „. +an b1 + b3 + . „ + bn ~ (a1h1 + n.~b2 + „. + anbnl , 

unde IL1 a2, „„ an, b1, h2 , „., bn slnl numere reale oarecare. 

10. S~ se demonslrezr d pcnll'11 urice număr natural n, avem: 

a) n 3 + 11n es te divizibil cu 6; 

h) 711 - 1 este divizibil cu 6; 

c) 62
n-

1 + 1 este divizibil cu 7; 

d) 1011 + 18n - 28 e$te clivizibil c 11 27; 
c ) 911+1 

- Sn - 9 este divizibil c 11 16; 

f ) 7?n - 1 eslc div izibil cu 48 . 

§ 2. Elem nte de combinatori 

! n practică, a~es.ea, se ajunge la problema de ·a alege dintr-o mulţime oarecare 
de obiecte submulţ1m1 de elemente care posedă anumite proprietăti, de a dispune 
elementele uneia sau ale mai multor mulţimi într-o ·anumită ordi~e ş.a.m.d. De 
asemenea, poate apărea problema determinării numărului tuturor submultimilor 
unei mulţimi, constitui te după anumite reguli.' ' 

PenLru că în astfel de probleme este vorba de anumite combinatii de obiecte 
ele se numesc probleme combinato1·ii. Domeniul matematicii în car~ se studiază 
astf~l de probleme se numeşte combinatorică. Combinatorica poate fi considerată 
ca o parte a teoriei mulţimilor, orice problemă de combinatorică putînd fi redusă la 
o problemă despre mulţimi fin ite şi aplicaţii. 

V • Ace.asLă ra.m~ră a. matematicii .a~e ~ar~ importanţă pentru teoria probabili-
taţ1lor, c1b ernet1ca, logica m,at.emaL1ca, teoria numerelor, precum si pentru alte 
r~muri ale ş tiinţ~i ş i t.e~nicii. În continuare, vom face cunoştinţă cu u'nele probleme 
simple de combin atorică. 

În cuprinsul aces.tui cap itol avem de-a face numai cu mulţimi finite. 

2.1. Mulţimi ordonate 

. Se consideră adesea mulţimi ale căror elemrntc slnt aranja Le într-o ordine deter-
m maLu. Dl3 exemplu , al fnbe Lul este o mulţime ale cur.ei elemente (liLere) stnt date 
într-o. an.urnită or~ine. Astfel.cele 27 de lit~re ale a lfabe Lului românesc slnt aranjate, 
ne ob1ce1, ln u1·mat,oar·ea ord 1ne: a este p1·1ma (nu urmează după altă literă), ă este 
a doua (u rmează. clupă p1·ima), b este a treia (urmează după a doua) ş.a.m.d. plnă 
la z care este ulLrma (după care nu mai urmează nici o literă) . Elementele aceleiaşi 
mu l ţim i se poL da şi ' !nLr-o a!Lă ord ine. De exemplu, este posibil ca literele alfabe­
tului să fi e aranjate într-o ordine inversă celei dintii, astfel: prima literă să fie soco­
tită z, ~doua să _fi e x, ş„a.m. d. pină la ultima, a 27-a literă, a. Sint, evident, şi alte 
moduri de aranjare a literelor alfabe tului. 
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Spunem că o mulţime împreună cu o ordine bine determinată de dispunere a . 
elementelor sale este o mulţime ordonată. Mai precis: 

Fie A o mulţime (finită) care are r~ elemente. Mulţimea A se numeşte ordonată 
dacă fiecărui element al său i se asociază un anumit număr de la 1 la n, numit 
rangul elementului, astfel tnc!t la elemente diferite ale lui A corespund numere 
d 'f . \ . 1 er1te. 

Această asociere exprimă , mai exact, tocmai ordinea elementelor mulţimii A. 
Astfel, ordinea este următoarea: elementu) căruia i se asociază numărul 1, elementul 
căruia i se asociază numărul 2, .„, elementul căruia i se asociază numărul n. 

Observăm că orice mulţime finită poate deveni o mul ţime ordonată, adică. 
se poate o.rdona. Această ordine se poate da, pur şi simplu , numerqtlnd elementele 
mulţimii. Mulţimea ordonată obţinută o notăm cu (au a2 , „., an), unde ordinea 
elementelor este dată de indici. 

O mult.ime ordonată este caracterizată prin elementele din care este formată şi. 
prin ordinea în care sînt considerate acestea. 1 

In consecinţă, două mulţimi ordonate slnt diferite dacă ele se deosebesc fi.e 
prin elementele din care sint formaLe, fi e prin ordinea lor. 

In exemplul de mai sus am considerat, aşadar, două mulţimi ordonate diferite. 
Un alt exemplu de mulţimi ordonate diferite este următorul: (1, 2, 3) şi (2, 1,3). 

Mulţimile au aceleaşi elemente, dar ordinea în care ' elemenLele sînt di spuse este 
. diferită in cele două mulţimi. Astfel, în prima mulţime 1 este pe primul loc, 2 pe 
locul al doilea, iar 3 pe locul al t reilea, în t imp ce, în a doua mulţime 2 este pe 
primul loc, 1 pe a l doilea, iar 3 pe al treilea. 

2.2. Permutări 

Fie A o mulţime •(fin ită) cu n eleIJlente. Aceast'ă mulţime se poate orclopa 
ln mai multe moduri. Se ob~in, astfel, mulţimi ordonate diferite, care se deosebesc 
intre ele numai prin ordinea elementelor. Fiecare din mulţimile ordonate care se 
formează cu cele n elemente ale mulţimii A; se numeşte permutare a acestei mulţimi. 

Se mai spune că este o permutare a elementelor sale sau , în că, o J1erm11tare d e 
n elemente . 

Numărul permutărilor de n elemente se notează cu P 11 şi se citeşte „permutări 
de n". Avem: 

1. O mulţime cu un singur element poate fi ordonată într-un singur mod, 
deci Pt = 1. 

2. O mulţime cu două elemente A = {a, b} poate fi ordonată în două moduri. 
Se obţin două permutări: 

(a, b) şi (h, a). 

Deci P„ = 2 = 1 · 2. 
3.~ Fie b mulţime cu trei elemente A = {a, b, c}. Permutările acestei mulţimi 

stnt : (a, lt, c), (a, c, b) , (b, a, c), (b, c, a), (c, a, b), (c, b, a) . 
Rezultă P 3 = 6 = 1 · 2 · 3. 
Ne propunem, in continuare, să găsim numărul permutărilor unei mulţimi. 

date, adică numărul modurilor în care poate să fie ordonată o mulţime dată. 
Pentru produsul primelor n numere n a turale nenule se foloseşl.e, de obicei, 

notaţia n I C!).re se citeşte „n factoria I": 

1·2·3·„.·n=nl. 

In ceea ce prive~te numărul permutărilor, avem: 

T e o r e m a l. l. 1. Oricare ar fi n ~ 1, număr natural, Pn = ni (1) 
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• V ])__emonstraţie. V 0:111 demonstra teorema prin metoda inducţiei mate-
matice. Sa notam cu P(Ti) egalitatea (1 ). 

1° P(1) este adevărată, deoarece am observat mai înaint e că P = 1 = 1 1 
2° Să arătăm că P(k) => P(k + 1). i „ 

Să ordonăm în toate modurile posibile o mulţime cu k + 1 elemente. Oricare din 
cele k + 1 element: ~le i:nulţjmii poate oc';lpa ultimul loc, al (k + 1)-lea. Se obţin 
astfel k + 1 moduri diferite de a ocupa ultimul loc. Să considerăm unul din ele tn 
care un element ales al mulţimii va avea rangul k + 1. E lethentele rămase ~are 
sînt în .nu.mă~ de k , tre~uie să ocupe primele k locuri, iar aceasta se poate face in p 11 
moduri diferite. Se ~bţ1h, aşadar, (k + 1)Ph moduri de a ordona o mulţime care are 
k + 1 elemente.~eci Pkţi = (k + 1)Pk. Dar cum P(k) este a?e_vărată„ ~vem P11 = .kl 
de. unde P1i+1 - ('k + )k ! = (k + 1) !. Conform metodei mductie1 mat ematice 
t eorema este demonstrată. ' 

C~nvenim să considerăm că mulţimea vidă poate fi ordonată într-un singur 
mod adică P 0 = 1. Deci, definim O! = 1. 

Exemple 

1) Să dăm ln tabelul următor valorile lui n I, pentru 1 ~ n ~ 10 

n I ni I n I ni 

1 1 6 720 . 

2 2 7 5 040 
3 6 8 40 320 
4 24 9 362 880 
5 120 10 3 628 800 

2) Cite n umere d ifrritc se pot rorma din.cirt;ele: 
1

' 

o, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, ·8, 9 

astfel ca orice număr sll. r.onţin1 toate cifrele şi doar o singură d ată fiecarr cifră? 
Soluţie„ Din număru! mulţimilor ordonate care au c;n elemen te cele 10 cifre trebuie s:'.I 

scădem pe CE: le care au pe primul loc cifra O. 
Deci obPnem 

1 O I - 9 ! = 9 · 9 ! = 1 · 2 · 3 · 4 · 5 · 6 · 7 · 8 · gz = 3 265 920 
numere. 

3) În cite moduri poate fi ordonată mulţime:i. {1, 2, 3, ... , 2n} astfel Inci t f iecare numll.~ 
par sli aibli rang par? 

Solu/ie. Fiind n locuri de rang par, rezultă că numerele pare de Ia 1 la 2n, care stnt 
lot în număr de n. c:;e pot aşeza pe l ocuri de rang par în n I moduri. Fiecăru i astfel de mod de 
aranj~re a numere1or pare ît corespund n I moduri de aranjare a uumerlllor impare pe locuri de 
ran(? impar. De aceea numărul total al per mutiirilor de tipu l cerut este egal cu 11 ! . n ! = (n 112, 

2.3. Aranjamente 

. . 1. Fie ?a~ă o mulţime A cu n element e. Dacă m ~ n, atunci se pot forma 
diferite :r_nu.l_ţ1m1 ordonate cu ci~e m elemente fiecare, in care intră numai elemente 
ale mulV~n A. De exemplu, dm elementele mulţimii {a, b, c, d} se pot constitui 
12 mulţ1m1 ordonate, avind cite două elemente fiecare: 

(a, b), (a, c), (a, d), 
(b, a), (b, c), (b , d ), 
(c, a), (c, b), (c, d), 
(d, a), (d, b) , (d, c). 
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Mulţimile ordonate care se formează cu elementele unei submulţimi oarecare 
a unei mulţimi finite A, se numesc submulţimi ordonate ale lui A , sau aranjamente„ 
Mai precis : 

Dacă A este o mulţime cu n elemente, atunci submul{l:mile ordonate ale lui A, 
aCJîndjiecare cîte k elemente, unde O ~ k ~ n , se n um esc aran.iamente de n elemente 
luate cite k. 
Observăm că două aranj amente de n elemente luate cite k se deosebesc prin natura 
elementelor ori prin ordinea lor . Numărul aranjamentelor de n elemente luate ci te k 
se notează A~ şi se citeşte „ara nj am ente de n luate cîte k". 

. Din exemplul de mai înainte rezultă : 

A~= 12. 

Ne propunem, în cont inuare, să găsim o formulă pentru calculul numărului A~. 
Ob servăm că At, = n . 
Într-adevăr , un element din cele n elemente poate fi ales in n moduri, iar cu 

acest element ales se formează o singură mulţime ordonată . 
Formula care exprimă A:~ în funcţie de nşi k, este dată d'e următoarea teoremă . 

Teorema2.3.1 . Dacă k şi n sînt num ere naturale astfe l încît O < k < n, atunci: 

A~ = n(n - 1)(n - 2) „. (n - k + 1). (1) 

Demonstraţie. Să considerăm mai !ntîi O < k < n şi 'sa arătăm A:;+1 = 
= (n - k)A:~. Intr-adevăr ca să repartizăm oricare k + 1 elemente, luate din n 

· elemente date, pe k + 1 locuri , se pot lua mai întîi oricare k elemente şi aranj a pe 
primele k locuri. Aceasta se poate face în A~, moduri. I n fieca11e din aceste cazuri „ 
rămîn (n - k) elemente. Oricare din aceste elemente se poate pune pe al (k + 1)-lea 
loc. Astfel, în fi ecare din cele A~, moduri de ara nj are a elementelor pe primele k 
locuri, obţinem (n - k) posibilită ţi prin care a l (k + '1~-lea loc este ocu pat de unul 
din cele (n - k) elemente rămase. P rin u rmare, avem A~~+i = (n - k) A~,. 

Avînd in vedere că A~, = n, deducem succesiv : 

A~, = n(n - 'l ), A~ = n(n - 'l)(n - 2), 

A~~ = n(n - 1)(n - 2) „. (n - k + '1). 

Să dăm o altă formă formulei (1). P rodusul n(n - 1) . „ (n - Ic + 1) se poat e 
scrie sub forma: · 

~( n - 1) „. ( n - le + 1 )( n - k) ... 2 · 1 

(n - k).„2 · 1 

. ni 
Deci adică sub forma • (n - k) ! 

A
,, _ n i „ -

. (n - k) I 
(2) 

P entru k = O formula (2) dă 
A~ = 1. 

Acest lucru este adevărat, deoarece O:'ice mulţime conţine mulţimea vidă, despre 
care am convenit s-o considerăm ordonată în t r-un "singur mod. . 

Pentru k = n formula (2) dă 
' 

A~ = n ! = Pw 

Aşadar formulele (1) şi (2) sîn t adevărate pentru orice k, asLfel lncît O ~ k ~ n. 
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E:r.emplc 

1) În cîte moduri pol ri aşeza\i '•elev i pe 25 de locuri? 

Soluţie . Numi\rnl căn Lal es te egal cu 

A~5 = 25 · 21, · 23 · 22 = 303 600. 

2) Cîte numere naturale nenu le direrile se pol forma cu c ifrele O, 1, 2, 3, 4, dacă in fie­
care asll'el de num;1r, orice cifră inlră cel mult o dală . 

Solriţie. Cu 5 cifre se pol forma A~ = 5 I aranjamente d iferite. Dar aranjamentele care 

î ncep cu O, in număr de Al. dau numere el e '• cifre. Aşadar sin t 

A~ - A~ = 5 · 4 · :J · 2 · ·1 - t, · 3 · 2 · 1 = 96 

numere c11 5 cifre. Numărul numere lor r u 4 cil re care se pol J'orma cu cil'rele O·, 1, 2, 3, 1,, csle 

e~al cu At din care srH.clt!m numill'lll aranjarnenle lor care încep cu O, c.;are esle egal cu 

J\~. Deci numere cu t, cifre sinL în num:'lr dr 

Ai - A~ = 5 · t, · 3 · 2 - t, · 3 · 2 = 96 . 

li1 mod analog , număru l numerelor diferite de 3 cifre , 2 cifre şi o cif ră va l'i respectiv: 

A~ - A~ = 1,g, A~ :-- Al = 16 !;<i 4. 

Deei se pot l'orma 260 numere. 

2. Aplicatir• la numărul f u.ncliilor injecliCJe şi b1jecliCJe 
Să notăm Nm = {l, 2, „ ., m}. 
Să presupun em că B esle o mu l\ ime cu n elemente (m ~ n) . Atunci fiecărei 

funcţii injective f: Nm-+ B î i corespu nde o submu l ţime ordonată a lui B , care 
este formată din elemen te le b1 = ((1 ), b2 = f(2), .„, bm = f(m) (toate aceste elemente \ 
sl nt diferite între ele, după in jectivita t ea funcţi ei f). Invers, fiecare submulţime 
ordonată, avînd 111 elemente, a lu i B , d e fineş te o ~uncţie inj ectivă f de la Nm la B, 
prin care f(/r) = bit. 

Este clar· că în loc de N 111 se poate lua 01·ice mul ţime A cu m elemente. 

Astfel, numc'irul func/iilor inj<'cliCJP defin1:te pe o multime A cu m. elemente cu 
11alori într-o multime B cu n efrmPn/e (111 ~ n), este egal c11 numărul submul(imilor 
ordonate, Mînd cîle m <'ll'menle, ale lui B, adică cu A';:. 

Dac<I. m = n , adică , \ şi B a11 ar<'la\~·i numttr n de elemente, alunei orice funt> 
ţie.I : A-+ R care <'Sle injecliCJă, este neapâral bijet'liPâ. 

Rămîne de a riH11.t că feste surj ecti vă. Să pr·esu punem prin ·absurd că f nu esLe 
surj ecLiYă. Deoarece feste injectivă, adică la elemente diferite din mulţimea A 
corespund prin f elemente diferi t!' din mul ţimea B rezultă că mulţimea f(A) = 
= {f(x) I x E A } are n elemente. Deoa1·ece f nu este surj ectivă, există un ·element 
b E B astfel în cîlf'(a) -:f. b pentru orice a E A. Deci b e f(A) ş i astfelf(A) are mai 
puţin d l'! n elemente; contradicţie. Această contradicţie arată că f este . neapărat 
surjectivă. Deci feste injectivă şi surj ecti vă, adică bijectivă. 

Avind în vedere cele de mai înainte, rezultă că numărul funcţiilor bijectiCJe 
def1:n itl' p<' o mul( inu• A 1·11 11 r'frmcnll' c11 11alori înlr-o mulţirne B tol cu n elemente 
es/e egal cu A!! = Pm adică n !. 

În particulat·, d acă A = B rezultă că numărul funcţiilor bijective defini te pe 
'o mulţime cu 11 elf'nwnLP cu va lor i în ea în săşi este egal cu număru l permutărilor 
mulţim ii A, adică P11 = n !. 

D in acest mo li,,, de obicei, o func~i e bij ectivă definită pe o mulţime cu valori 
în e ri în săşi se numeşte permulnre a acestei mulţimi. 
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2.4. Combinări 

1. Fie mulţi mea A • _{a, b, c} şi să considerăm toate submulţimile sale. Acestea 
sint: 

1) mulţimea vidă : 0; 
2) submulţimi avînd fiecare cHe un element: {a}, {b}, {c}; 
3) submulţimi avî nd fiecare cite două elemente: }a, b }, {a, c }, {b, c}; 
4) mulţimea tota l ă: {a, b, c}. 
Aşji.dar mulţimea A = {a, b, c} are opt submulţ.imi, dinf.toe care: trei sub ­

mulţimi cu cite un element, trei submulţimi cu cite două elemente, o submulţime 
cu trei elemen Le şi mul ţi mea vidă . 

In con tinuare vom rezolv a următoarea problemă: / 
. Fiind dată o mulţime finită cu n e lemente~ să se calculeze numărul submul-
ţimilor sale avînd fiecare cîte k elemente. 

Daru A esle o mul(irne cu n elemrnle, atunci submulţimile lui A a11înd fil'care 
cîle le elemente, unde O ~ le ~ n , se numP~c combinăl'i de n elemente luate cite Ic. 
Numărul combinărilor de n ~ lemente luate cite le se notează c:: ş i se citeşte 
„combinări de n luate cite k"*. 

Din exemplul de mai înainte rezultă: 

c~ = 1, ci = 3, q = 3, cg = 1, 
' iar cg + q + c~ + c~ = 8 = 23 (acesta este numărul tuturor submulţimilor 

mulţimii {a, b, c}) . . 
Ne propunem ln continuare să găsim o formulă p entru calculul numărului C~,. 
Observăm că C?, = 1 deoarece fiecare mulţime A are numai o submulţim e 

fără nici un element şi anume mulţimea vidă. Apoi, C}, = n deoa·rece o mulţime 
cu n elemente A = {a1 , a2, „., a.,1 } are exact n submulţimi cu un singur element, 
adică submulţimile d e forma {a1}, {a2}, „. , {tzn}. Formula care exprimă C'~, în funcţie 
qe n şi k, este dată de următoarea Leoremă. 

Te ore ma 2. 4. 1. Dacă k şi n sînt numere naturale, astfe l incit O ~ k ~ n, atunci 

n(n - 1) „ , (n - le + 1) 
C'' - n! 11 -

kl(n' - k)! 
(1) 

Ic! 

Demonslraţie. Fie A o mulţime cu n elemente. Să considerăm toate 
submulţimil e mulţimii A care au k elemente. Ordonăm fiecare dintr·e aceRte submul­
ţimi în toate moduri le pos ibile. Obţ i nem as tfel, toate submulţimile ordonate a le 
lui A, .care au cîte k clementP.. :'(umăru l lor , după cum ştim, este A~,. Dar cum 
numărul tuturor submul ţi ruilo1· lui A avîn d k clemente este egal cu C~-, iar fiecare 
din acestea se pot ord on a in Ph mocluri, rezultă că A~, = C~~ · Pk. Din această 
egalitate rezultă că 

Ak 

C'' - ~. 
li - ph 

lnlocuind în această formulă ex presiile A~ = n! , Pk = k!, obţinem 
(n - k)I 

C" _ ni 
" ~ kl(n - k)I 

ceea ce se mai poate scrie : 

_..... _____ _ 
c~,-= n(n - 1) „ . (n - k + 1) 

lei 

~, Numărul C~ se m ai notează (~). 
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De exemplu, 

C2
46 = 25 . 24 . 23 . 22 

- ---·~-- = 25. 23. 22 = 12 650. 
1. . 2 . 3 . i. 

E xemple 

1) În cite modur i se poate alcătui din 9 persoane o comisie formată din 5 membri? 

Soluţie. Pentru a avea toate cazuril e pos ibile trebuie să con siderăm toate submul ţimile 

formate din cite 5 elemente, ale unei mulţimi formate din 9 elemente. Numărul căutat este 

d= 9·8·7 · 6·5 =126. 
1·2·3·4·5 

2) La un turneu de şah au participat n şahişti, şi fiecare 2 şahişti s-au inlîlnit o dală. 

Cite par'lide s-au jucat în turneu ? 

· Soluţie . Număru l partidelor este egal 'cu numărul submulţimilor formale <lin ci le două 
clemen te a le unei mulţimi cu n elemente, adică 

c2 - 11(n - 1) 
n -

:2 

' ll) Să se găsească numărul diagonalelor unu i pol'igon convex cu n lat uri . 

Soluţie . Vlrfurilc poligonu lui formează o mulţime de n puncte ln plan, necoliniarc cîle 3. 
Numărul diagonalelor :;:i a l !alurilor poligonului es le egal cu număru l sul.imulţimilor formate din 
cîtc clon ă elemente a le unei mulţimi c;u n clemente, adică 

C:~ = n(n- 11_ 
:2 

Scăzind 1·ele n laturi din ai:esl număr, obPnem: 

11/n - 11 

:2 
- I!= 

n(n - 3) 

2 

care reprezintă numărul diagonalelor unui pol igon conex i.:11 n l'lluri. 
'•) În cite punct e sc intersectează dia~onalcl e unui poligon ronvex cu n laturi, dacă oricare 

trei dintre e le nu slnt c-onrnrenle? 
Soluţie. Fiecărui punct de ihtersccţic a două diagonale îi corespu nd '• vl rfuri ale poligo­

nului, iar la orie.are 4 vlrruri ale poligonulu i le corespunde un punct de intersecţie (p11nct.11J de 
in tersecţie a l diagona lelor patrulaterului cu virfurile în cele 4 puncte). De aceea număru l tuturor 
punctelor el e intersecţie este egal cu nu mărul posib il i lăţil or de a a le~c 4 \'Îrl'uri din cele n virl'ur i, 
ad icii : 

c~. = 11 (n - 1) (n - 2) (11 - 3) = 11 (n - 1) (11 - 2) {n - 3) 

1 . :2 . il . '· 24 

2. CîteM proprietăţi ale numerelor C1~ • 

, Numerel.e ~~au o .serie ~e J?rOprieLăţi imp~rLan.tc. Ele exprimă diferiLe relaţii 
int re submulţ1m1le unei mulţ1m1. AcesLe propr1etăţ1 se pot <lemonstr<t direct din 
formula pentru c~ .. Mai instructive sint însă demonsLraLiile b aza te pe rationamente 
cu mulţimi. ' ' 

1° For mula combinărilor complementare. Dacă O ,,;; le ,,;; n, atunci es Le ade11ă­
rată egalitatea : 

(1 ) 

Demonstraţie. Cu ajuLorul formulei pentru C~ avem 

ck - n ! n ! = cn-k 
" - /rl(n -k)! - (n - k)![n-(n - k)J! " · 
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Sensul a ces tei afirma ţii este următorul. Fie A o mulţime cu n elemente. 
Fiecărei submulţimi X cu k elemente a lui A îi asociem o submulţime bine deter­
minat3., cu (n - le) e lem ente , a mulţimii A, şi anume CX (complementara lui X) . 
Prin această asociue, unei submulţimi cu (n - k) elemente îi corespunde o singură 
submulţime cu le elemente. Aşad ar, numărul submulţimilor cu k elemente ale lui A 
este egal cu numărul sub mulţimilor sale cu (n - le) element e. Această afirmaţie 
se exprimă, de al tfel„ prin ega litatea (1). 

2° Pentru orice număr natural n ~ O este adr.11ărată egalitatea 

c~ + c~ + c;, + ... + c~ = 2n. (2) 

D<'monstraţie. Suma din membrul stîng al egalităţii reprezintă tocmai 
numărul tuturor submulţimilor unei mulţimi cu n elemen te. Egalitatea (2) rezultă 
din t eorema următoare: · 

Te ore ma 2. 4. 2. Numărul tuturor submulţimilor unei mulţimi formate din n ele­
mente este egal cu 2n. 

) 

D emonstra/ie. Vom aplica metoda inducţiei matematice. Să notăm cu 
P(n) afirm·atia teoremei. 

1) Afir~aţia P(n) este adevărată pentru n = O, deoarece mulţimea vidă 
are o singură submulţime şi anume ea însăşi. 

2) Să demonstrăm că P(k) => P(k + 1), adică din aceea că o . mulţime formată 
din k elr· mente are 2h. submulţimi rezultă că o mulţime formată din k + 1 elemente 
are 21<+1 submultimi. 

Fie o mulţi~e B formată din k + 1 elemente : 

B = {b11 b2, .•• , b1n bk+i} 

ş1 fie următoarea submulţime a lui B'. 
B' = {b1, b2, •• „ b1i}· 

Cum P(k) este adevărată, rezultă că B' are 2k submulţimi. Din fiecare submul­
ţime a lui B' se obţin e o nouă submulţime a lui B prin adăugarea elementului bk+1 , 

deci se obţin astfel, î ncă 21' submulţimi ale lui B. In total sint deci 2h. + 2k = 211.+i 
submulţimi a le mulţimii B. Conform m etodei inducţiei matematice t eorema este 
demonstrată. 

3°. Formula de recurenţă pentru calculul numărului de combinări. P entru orice k 
şi n astfel încît O ,,;; k < n, este ade11ărată egalitatea: 

c~ = c~-1 + c~=t. 
Demonstraţie. Cu ajutorul formulei pent ru C~, avem 

(n -1)! 
c~-1 = ----'----'---

k !(n - k - 1) I 

Clc- l -- (n - 1) ! 
n-1 -

(k -1)! (n - le)! 

(n- 1)!(n -·k) 

k! (n - k)I 

(n - 1)lk 
k! (n - k)! ·, 

înlocuind aceste valori în partea din dreapta a formulei (3), obţinem 

C~_1 + C~=i = (n - ~) ! (n - k) + (n - 1) !k = (n - 1) I (n - k + k) _ 
k!(n - k) ! k !(n - k)I \ kl(n - k)l 

n! 
-----=C~. 
kl(n - k)! 

Egalitatea (3) este demonstrată . 

' - Matematică - Algebră, ci. a x-a 

~-------

(3) 
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I 

Să dăm o altă demonstraţie formulei (3) făcind un ra ponament. cu mulţimi. Să cons ide­
ri\m nn e lement oarecare a a l unei mulţimi A, formată din n clemente şi toate submulţimi)e mul-

ţim ii A, forma t.e d in ci le t. ·eJemente. Numărul a~cslor suqmulţimi es te egal cu C~ . Submulţimile , 
c·u k ele mc rlt.e a le lu i A le împărţim în două clase (disjunc te): submulţ,imi care conţin pe a şi 

submulţim i care nu conţin pe a. Numărul submult.imilor din prima clasă este egal cu c~:l, 
deoarece fiecare as tfel de submulţime se obţine prin adăugarea elementului a la o o;ubmulţime oare­
care cu (k - 1) elemente, a mulţimii A. Numărul submulţimilor d in a doua clasă este egal cu 

d,:_i, deoarece fiecare astfel de submulţime es te o submul ţime cu k elemente, a mulţimii 
A - {a}. Deci: 

~ 

c~ = c~:f + c~ -1· 

4° Triunghiul lui Pascal*. Formula (3) a punctului precedent permite să 
calculăm C~~' ştiind C~_1 şi C~~:f. Cu ajutorul ei se pot calcula succesiv numerele C~, 
mai întîi pentru n =O, 'apoi pentru n = 1, pent ru n = 2 ş. a.m.d. Valorile nume~ . 
relor C~ le scriem sub forma unui t abel triunghiular care se numeşte tr iunghiul! 
lui Pascal: 

1 n = O 
1 1 n = 1 

1 2 1 ·n = 2 li 1 3 3 1 n= 3 
1 4 6 4 1 n =4 

1 5 10 10 5 1 n= 5 

In linia a (n + 1)-a a tabelului sînt aşezate in ordine numerele c~, c~, c~, „„ C~. 
Avem C~ = C~ = 1, iar numerele rămase se calculează cu ajutorul formulei de 
recurenţă. 

Intrucit numerele C~:1 şi C~_1 sînt dispuse tn acest tabel in linia precedentă 
celei în· care se găseşte c~ , la stînga şi la dreapta acestuia, a tunci pentru a obţine c~ 
adunam numerele din linia precedentă care se găsesc la stinga şi la dreapta sa. De 
exemplu, numărul 1Q din linia a şasea se obţine adunînd numerele 4 şi 6 · din linia 
pl'ecedentă. · . 

8. o interpretare gwmetridi pentrrt numerele c~ ' 
F ie numerele na turale le şi n as tfel incit O ~ k. ~ n. În continare se va·.cta o interpre ta re 

geomel.ric:t intere~antă a numărulni c~. . 
Fie planul xOy şi punctul M(k, n - le). Notăm cu Af' şi M", punct~le de coordona te 

(Ic, O), respec tiv (O, n - Ic). Realizăm reţeaua din figura 11.1 , cu pătrate de lat11ră 1 (adică, un 
c.:aroiuj a l d reptunghiului OM' MM" cu pătrate de l atură 1). Acest.ea sînt în număr de k · (n - k). 

A& 
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Vîrfurile celor k · (n ...:... k) pătrate se numesc 
nodurile reţelei. Numim drum pe re/ea o linie 
frin lă care uneşte dou ă noduri oarecare ale re-

,n-kJ ţelei ~i este formală d in la turi succesive a~e pă­

tratelor reţele i. 

Se pune problem a determinării numă­

ru lu i drumur ilor pe reţea minimale (cele mui 
scurte ) care unesc punctul 0(0, O) cu punct ul 
M(lc, n - k). 

Se obsurvă că un drum pe reţea minima l, 

care uneşte O cu M, este formal din k + (n -

·- k ) = n segIT1ente (de lnngime 1}, dintre care 

k segmente orizontale şi (n - k ) segmente ver­

tira le. Drumuri~e diferă Intre ele d oar prin or­

d inea de şuccesiune a segmentelor orizontale 

* Hlaise Pascal (1623- .1662), ma tematicia n fr ancez. 

i.-

şi v ert.icnle . De a ceea numărul 
este egal cu număru i tuturor 
d in n segmente se pol a lege 

ad ică C~ -

tuturor acestor drumuri 
pos ibilii ăţilor pr in rare 
k segmente orizontale, 

Remarcăm d\ n esle suma coordonatelor punc-

tului M. 
S-ar p utea considera numărul posib i lităţilor de 

alegere a (n - k) segmente ver ticale din cele n segmen-

te .:i atunci obţinem numărul c::-h.. ' . 
· · Astfel , am stabilit geometric formula eombmă· 

h n- h. 
r ilor complementare: Cn = Cu · 

Să demonstrăm în acelaşi fel formula d e rel'urenţă 

y 

M, 
Mlk,n..ffl 

M, 

' 

o K 

Fig. 11 .2 

pentru calculul n •1mărului de combinări. 
1

) 
Să considerăm re ţeaua din ri::ura 11. 2, pc ca re figurăm punctele M1 (k - 1 • n - ,· 

şi lllz(k, n - Ir - 1). . . . . . O(O O) . 
1 

M (k 11 - k) 
Rezul tă că n umărul tuturor drumuril or 1111n 1ma1e ·care unesc , • Cl • . 

. • · · L ) . d m 1ri c·ne trec pr111 ' este c". T oate ace> te drumuri le î mpărţi m 1n două clase (disJunc e · ru ~ '. . 
n • I " ' ·d te lor t'lccărt1HI dlll punc-

punc tul .7\lf şi drum•J ri care t rec pr in punc tu 1\12. ,~um suma coo1 ona . . 
i , . l . '1 le ('k tar numă -tele M

1 
şi J11J 2 es te n - 1 rezu l tă că numărul d rumurilor ~are rec prm" 1 es -11-1 . • 

r ul d rumurilor care trec prin M 2 esle c!~:i, de u nde rezultă 

" c'' c1
•-

1 
Cn = n-1 + 11-1 · 

E reiţii 

Permutări 

1. Din elementele mulţimii A r ă se formeze · toate permutările posibile, dară : 

a) A = {2}; c) A = {:t., f3, y}; 

!J) A = {4, 5}; d) A = {v, b, c, ci}. 
I 

2. Să se si\nplit'ice expres iile: 

a) 6! + i!; b ) 91 - 81; 
~1 3 1 

c) 21 01 ; 
n ! . 

d) (n - 2)!' 
e) (n - 3) l . 

Îl! - 5)1' 

3. Să se rezolve ecuaţiile : 

1 
a ) (n+ 2)! = 7'l; b ) ni 

ni (n-4)1 

12n ! 

(n - 2j l 

1 
c) 

nl (n + 1) 1 (n + 2)! 

4. Să se rezolve inecuaţiile: 

) 
(n - 1 ) 1 < ~ ,„ a I ... , 

ln - 3) ! 

(n + 2)! b) ·· < 1 OOO. 
(n + 1) ln + 2) 

5. î n cite mofori se po t aşeza pe u n raft palru că rţi ? 

1 1 
r) - - --· 

11 ! (11 + 2)! 

t •t d · ot l'i acez·lfe v ·1rr oa 11cle pc nt.rn 1'0 1 -6. Un tren de persoane a re zece vagoane. n c1 e mo u r r P ' · < • ',.., ' • 

ma rea t ren ului? • 
· · \t ' {1 ·> } slJ'el l'a numerPlc 1 2 3 sa slea 7, în cite moduri poate f i ordonată mu , tmea , -· „„ n , a , • • 

Ja rînd ~ i în ordine crescătoare? • 
1 ' · I · B J le Să se gii'-:eusră n11mărn 8. F ie dală o mulţime A cu m elemente ş1 omu ţ1me cu ne rmen . . . • • i să. 

de permutări a l mulţimii AU B, nst.fe\ Incit. primul eleme nt al ltnCl aslll:ll dr pr rmu11\. 

fie d in A, iar ultimul să fie din B. A n B = 0. 
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9. C.ll e <> l1' mcnlc t rebuie să conţină o mulpme, asll'el Incit numărul permutărilor acestei mul -­
ţimi să 1'1e cuprins între i"100 şi 1 OOO'? 

10. Din eirrel11 O, 1, 2, 3, 4, ;; se formează loate numerele cu şase cifre astfel incit în fiecare 
num:lr s(t nu fie cirrc ide n'tice. Cite numere se pot obţine? 

11. În c lt P moduri pot fi R'?ezate n persoane la O masă circulară? 

Aranjamente 

12. Sl se stric loa le aranjamentele de cite 4 e lemente a le mulţimii {•1, 'b, 1:, d, e}. 
1:1. Ctle numere naturale nenule dirorite se pot forma cu cifrele O, 1, 2, 3, dacă în riecare astfel 

' de număr, orice c ifră intră cel mult o dală . 

H. O grupă de studcnp trebuie să programeze patru examene în timp de opt zile. ln cîle 
moduri se poale face aceasta? Dar dacă ultimul examen ·se va da în mod obligatoriu în ziua 
a opta? 

lu. Cr.i t.i-eizcc i elevi a i unei clase au schimbat fotografii Intre c i. Cite fotografii au fos t n ece­
sare? 

IG. Să se calculeze: 
6 ~ 

) 
An + A„ a • A:, I 

c) (2n + 1) !A~n 
k-1 . 

A2n-1' (2n-k) I · 
lt + 1 k 

An+k - An+k 

1 7. Să se afle 11, dacă:. 

a) A~1 = 1 8A~-2 ; • 
10 8 

b l An -An = 109; 
. 8 

A n 

ln + 2) 1 
c) = 132. 

A~ ·(n - k)! . 

HI. Ştiind ril numărul aranj amentelor de n e lemente luate cîte k este egal cu de p ori numărul 

a ranjamentelor de n elemente luate cîte k - 2, să se gă_sească n. 

ComlJinil rl 

llJ. Ră se seric toate submulţimile mul!imii A ş i să se găsească numărul lor, dacă : 

HJÂ=(J, !1}; b ) A = {?:, ~. y, 8}. 

20. 111 d tc moduri, din 30. elevi, poale f i a les un comile t forma t din 3 e levi ? 

21. F iind dale n puncte, a;tfel încîţ oricare trei dintre e le nu sînt coliniare , să se găsească 
numărul d replclor care se pot duce unind punctele două cite două. 

22. C!l.1: numere de cite pa l ru cifre se pot form a a<;tfe\ Incit în fiecare număr o cifră să fie mai 
rn,·wc deci t precedenta ? Dar dacă fiecare cil'ră es te m a i mică declt precedenta? 

23. 1 n plan sini. date n pu nete, dfo care in arară de k puncte care sînt s ituate pe aceeaşi dreaptă, 
orica re t re i puncle nu sînt coliniare . Se cere să se a fle: 
a ) Prin r ile drepte se pot uni aceste puncle? 
b) C!tc triunghiuri diferite, cu v irfurile în aces te punrle, ex is tă? 

2! •. ln rtte moduri se pot forma echipe din cîte 4 e levi şi nn profesor, dacă sînt 20 de elevi ~i 
3 profesori '? 

2a . La '.) l'l iue tre buie repartizaţi 3 profesori de matemalică fiecăruia repartizîndu-i-se cite 3 
cla se. ln c!lc nioduri se poat.e face repartizarea? 

2<1. Să se calculeze : 

a) do; 

ul cU; 
c) c::t 1; 
d) C~oo + cf8o; 

27. Să se f'll'le n , dacă: 
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a) c~ = 5n(n - 3); 
6 

b) c~ + c~ = n(n - 2); 

e) c~~!~; 

l') CÎo + ero ; 

) C4(n+ 1) 3 • 
c ·4n +9 = 5A.i.n+1 , 

d) c~:ţ~ = 5A~+s · 

„ -·-~---· -·,.:,,. ,,;#,.._„. 

28. Sa dă 0 mJlţime A care are n elemente. Împărţim toate sub_mulţimile lu i .A in clase (d is­
juncte), punind în aceeaşi cl asă toate submulţimile lui A care au acelaşi număr de c le­
mente. Care din aceste clase !lSt.e cea m ai numeroasă? 

2fi. Să se r ezolve inecuaţ.iile: 

a) c~ < r~,; c) C~o1 < d o; 

· hl c~, > c;,; d ) ds2 > dG· 
80. Să se rezolve sis temele de ecuaţ'ii: 

k-1 n - 1 k 
xCn-2 + -- y = --

k -1 n- 1 

{ A~ = 7Af1 

a) . . 
se~ = sc~+i' k-2 lt - 1 "' ·- 1 xCn-2 - - ·-- Y = --

k n - 1 

31. Să se deducă cgali lă\.i le : 

k k k - 1 k-2. 
a) Cn = Cn- 2 + 2C„-2 + Cn-2 • 

,„ k k - 1 c"-2 + eh·-~. 
b) C„ = C„_3 + :JCn-s + 3 11- 3 11-3• 

9 9 9 9 ClO 
c) C9 + C10 + C11 + ... + C20 = ·21 • 

2. Din t l persoane, dintre care 7 bărbaţi şi 4 femei, se for~ează o delegaţie alcătuită ~in 5 p~r.; 
soane dintre care ce l puţin dou~ femei. ln ci te moduri se poate forma această delegaţie . 

l 1. 

li 

3'.1. Binomul lui Newton 

Dacă a şi b sînt numere, sint bine cunoscute formulele: 

(a + b)1 = a + b, 
(a + b)2 = a 2 + 2ab + b2

, 

(a+ b)3 = a3 + 3a2b + 3ab2 + b3
. 

De asemenea , se calculează fără di~icultate 

(a+ b)4 = (a + b)2(a + b)2 şi (a+ b)5 =-= (n. + b)2(a + b)
3 

ş1 se obţine 
(a + b)4 = a4 + 4a3b + 6a2b2 + 4ab3 + b4, 

(a + b)S = as + 5a4b + 10a3b2 + 10a2b3 + 5ab4 + b5
• 

Observăm că, coeficienţii din membrii din .dreap.ta ~i ac.estor formule. sint 
egali cu numerele din linia corespunzătoare a trrnnghrnlm lui Pascal (vezi § 2, 

pct. '2.4). d V V f 1 
) 

Vom arăta că pentru orice număr natural n este a evarata o,rmu a 

(a + b)n = C~an + C}
1
an-1b + „. + C;:'an- mbm + „. + C~bn, (1) 

care se numeşte formula lui Newton*. Membrul drept al egalităţii (1) se numeşte 
dezCJoltarea bihomului la putere. . . . · . 

Vom demonstra formula (1) prin metoda inducţiei matematice. 
Notăm cu P(n) egalitatea (1), pentru un n dat. 

• Isaac Nei~lon, matematic ian şi fi1.ician englez a trăit între anii 16113-1727 · 
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1) P(1) este adev.nrată, deoarece 

(a+ b)1 =a+ b = Cîa + Cfb. 

2) Rămîne să arătăm că pentru orice număr natural k ;;,, 1, avem P(k) :::::> 

= P(k + 1). 
Fie deci adevărată P(k) , adică 

(a+ b)k = C2ak + qak-lb + ... + C7J:ak-mbm + .„ + C~bk. 
I 

Să arătăm' că este adevărată P(k + 1). lntr-adevăr, avem 

(a .+ b)h+l =(a+ b) 11(a + b) = .(C2alt + qa1t-1b + ... + C~a'k-mbm + 
+ ... + Ctbk) (a + b) = qah.+1 + C~akb + ... + c;:i-t-1aR.-mbm+i + ... + 
. + C~ab11 + qakb + ... + CJ:'ak-mbm+l + ... + c;:i-1abh + CZb11 +1 = 

= C2ak+1 + (C2 + q)ahb + ... + (Ck' + c;;•-t-1)ah.-mbm+l + ... + 
+ (cz-1 + CZ)abh + c~bk+l. 

Deoarece 

q = 1 = q+l; q + q = q+i, ... , cr + cr,_1 = c;:i-tl, ... 
. ck- 1 + Ck Ck Ck 1 ck.l.1 ••. , li li. = 11.+11 li. = .= 11.+11 

obţinem: 

(a+ b)k+l = q+lak+l + CJ-i+lahb + ... + cr.tlah-mbm+l + ... 
... + c z+labh + cz:ţfbh+l. 

F olosind metoda .inducţiei matematice, urmează că P(n) ete adevărată pentru 
orice număr natural n ;;i: 1. Formula lui Newton este astfel demonstrată. 

Avem: 

Deci: 

Exemplu. la+ b) 6 = cga6 + Ckb + d a4b2 + C~aab3 + C~a2b' + C~ab5 + cgb' . 

o 6 1 6 2 6·5 ' s 6·5·4 
Cs = 1 = C6;C6=-=6; Ca = = 15;C6 = =20. 

1 1·2 1·2·3 

ci .= c~ = 15 (fiind combinări complementare). 

d = d = 6 {fiind combinări complementare) . 

(a+ b)6 = a8 + 6a5b + 15a4b2 + 20a3b3 + 15a2b4 + 6ab5 + b6
• 

Coeficienţii C~ , C~, q, .:., C~ din formula lui 'Newton se numesc coeficienţi 
binomiali . Aceştia sînt, evident, în număr de n + 1. 

Asupra formulei lui Newton facem citeva observaţii de bază. 
1. In dezvoltarea (a + b)n, după formula lui Newton , sint n + 1 termeni 

(numărul termenilor fiind egal cu numărul coeficienţilor binomiali C~, C~, C~; ... , C~) . 
2. In formula lui Newton exponenţii puterilor lui a descresc de lan la O, iar 

exponenţii puterilor lui b cresc de la O la n. Suma exponenţilor puterilor lui a şi b 
1n orico termen al dezvoltării este egală cu n, adică este egală cu exponentul puterii 
binomului. . 

3 . Coeficienţii binomiali din dezvoltare egal depărtaţi de termenii extremi ai 
dezvoltă rii „ sint egali între ei, deoarece C~1=c::-m (fiind combinări complementare). 

4. Dacă n este un număr par (adică n = 2k), atunci c.oeficientul binomial 
a l t ermenului din mijloc al dezvoltării (adică c:~) este cel mai mare. Dacă n este 
impar (adică n = 2k + 1), atunci· coeficienţii binomiali ai celor doi termeni de la 
mj jloc slnt egali Intre ei (adică C~ = C~+l ) şi sint cei mai mari. 
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5. Termenul C~an-hbh, adică al (k + 1)-lea termen din egalitatea (1), se 
numeşte termenul de rang le + 1 şi se noteaz ă cu T k+l · Aşadar 

Th+ l = C~an-hb", le= O, 1, 2, ... , n. 

Termenul T k+l se mai numeşte termenul general al dez(.Joltării, deoarece 
dind lui k valori de la O .la n, găsim toţi. termenii d ezvol tării. 

De exemptu, T1 = C~anb0 = C~1an este primul termen, T2 = C~,a'i-.ib este 
al doilea termen, T3 = C~an-2b2 este al t reilea termen ~te. 

Se' poate st abili şi o relaţie de recurenţă in tre: termen ii succesivi ai . dezvol-
tării ( 1). 

A vînd in vedere că 

C''+i - n - k C'' 
11 

- k + 1 „ 

rezultă că 

T - C''+lan-11-lbl•+l - n - k C''a'H<bh !:._ - .!!:_- le . .!!._. T 
h +2 - 71 - 1 71 - k + 1 ll+t· le+ . a a 

Deci 

n - k b 
T h + 2 = . - . T 1i+i· 

k + 1 a 
(3) 

O bserMţie. Să se facă distincţie intre coPficientul unui termen al de::."ol­
tării după formula lui Newton şi coeficimtul bin_omial al aceluiaşi tPrmen. De exemplu, 
tn dezvoltarea 

(a + 2b)4 = a4 + 8a3b + 2lia2b2 + 32ab3 + 16b4 

coeficientul celui de-al patrulea termen al d ezvoltării este 32, iar coeficientul său 
binomial este c~ = 4. 

Să dăm în ~ontinu are cîteva P.xemple şi aplica{ ii . 

1 l Să se g :l. >ea>că termenul a l cincilea al dezvoltări i 

(i/; + v;zpo. 
Solnţie. Termenul căutal ii glsim folosind formula (2) 

T ,, = c1o(i/x)10
-

4(iV x2)
4 

= 21 0x~ iY x 2
• 

2) 8;1. se g.1i;ească ran~ul lermenulu i care conţine pe x7 din clezvollarea 

( 

- 1 1/_· 1 2 

iY X2 + 2 V X ) • 

So_l~~ie . Scrie m termenul general al dezvoltării 

-----
Cit (B/ --::i) l2- lt ( 1 I /_)/t 

'.f1t+1 = 12 V X ~ V X • 

Punem cond iţia ca ·in 1'11+1 să aµu rl1 rc7 , adică (!V:d1?- 11(/x)11 = :t1 • 

2( 12- h) !!.. 2(12 - k) . ,,. • 
Deci x 3 x 2 = f,? de unde + - = i , caic da k = 6. 

' 3 2 
1 : li •. . 

3) Să se determine al 12·lea lermen a l dezvol tării (x - --=) , dacă coc!1e1entul 
V 5x . 

bi no-

mia! a l celui de-al treilea termen este egal cu 105. 
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Soluţie. Coeficientu\ binomial al termenului a l treilea este C~. Avem C~= 105, adică 
nln - ) . 
-~- = 105, de unde n1 ,= 15 ş1 n: = - 14 .. Cum n es te poz!tiv, rezu ltă că n = 15. Deci 

T12 = (-1) 11d~x11(~)· 4 = -Cfsxu _1 - = - 15. 14. 13. 12 • ..!_ x9 = - 273 x'. 
V 5x 52x2 1 · 2 · 3 · 4 52 5 

4) Să se găsească rangul celui mai mare termen în dezvollarea (1 + 0,1 )1°0 • 

S I · D T1i+· 100 - k O 1 100 - k o uf1e. upă formula (3) rezultă - -- = . ...!...... = . 
• • I T1t+i Ic + 1 1 10(k + 1) 

A ă 100 - k ....... 1 d ă . . 2 vem c, .,::;- ac ş1 numai dacă k ~ 8-. 
101k+ 1) 11 

D · Th~ T11 ec1 pen tru k ~ 8 rezultă --- > 1, iar pentru 1. -;:, 9 rezullă ----±'.'.. < 1. 'Aşadar termenii 
T1t+1 · T1i+t . 

dc7.voltării cresc pină la T10 şi după aceea descresc, ad ică T10 este cel mai mare termen al dezvol­
tării. 

3.2. Aplicaţi i. Ident ităţi în calculul cu combinări 

Nu merele C~ au o serie de proprietăţi interesante. Ind icăm mai jos ci leva dintre acestea 
~i s tabilim o se rie do id en lit.ă!i pe rare le veri rică coe fic ie n ţi i binomiali. 

Ami ntim mai înt.ii următoarel e formul e: 

c~ = c~-", (1 ) 

c~+i = c~ + c~-1 , (2) 

c~ + c~ + „. + c~ = ~n, ( 3) 

care au rost s tabilite ln paragraful 2.4 din acest capitol. 
Observăm că egalitatea (3) se obţine evident :;;i din formula binomului lui Newton, 

(a+ bin = c?.'ln + C~-in-'tb + C~'ln-2b2 + „. + C~bn, 
pentru a = b = 1. 

Dară în formula binomului lui .Newton se pune a = 1, b = -1, se obţine egali tatea: 

c~ - c~ + c~ - ... + (- 1 inc~: = o. (4) 

Po baza egalită\i lor (3) şi U•l rezultă 
I 

c~ + c;, + c~ + .„ = c~ + c~ + c~ + .. = 2n-1
. (5) 

Deci, snma coe{icienfilor binomiali ai termenilor de .rang impar este egalii cu suma coeficien­
ţ ilor bonomiali r.i termenilor de rang par. 

Vom stabili in continuare alte c.î teva formul e combina torii importante. Uneori, pentru 
dcmon<;tra\ia anumitor egali tăţi este ulii să se aibă ln vedere interpretarea geometrică a numă­

ru lui C~. care a fost dată ln paragraful 2.4 din aceg t eapilol. 
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1. Să se demonstreze că 

c~ = c~=f + c!:=~ + „ . + d:f. 
Dem<mstrafie. Folosind egalitatea (2) , scr iem ')irul următor de egalităţi 

c~ = c~-1 + c~=L 
C~-1 = C~-2 + C~:~, 

rZ+i = cZ + d-1, 
Ck ch-1, 1l 

k = k-1 := . 

(6) 

Adunind membru cu membru ace3te egalităţi, după reduce.rea termenilor asemenea , ob\inem 
egalitatea (6). 

2. Să se demonstreze că 
I 

co eh ci ch-1 ,.,kco ck n m + n m + „. + vn m = n+m· 

Demmstrafia 1. Toate submulţimil e cu k elemente ale mulpmii 

A = {a1 , ... ,an, an+1 , ... ,am }, 

(7) 

a l căr.or număr este C~+m. le împărţim în k+ 1 clase T1 , T „ , „„ T1t+ 1 astre i : Ti eslc formali\ din 
toate submJlţimile lui A cu k elemente , ln component.a cărora intră exact i elemente cu ind ic i 
~ n. Fiecare submulţime din clasa T i se poa te obţine, reunind o submulţime oarecare cu i .ele­
mente a mulJimii {a1, „„ an} cu o submulţime oarecare cu (k - i ) elemente a mulţimii 

{an+u„„an+m}. D~ci, Ti este formată din C~c::.-i submulţimi. Cum T 1 , T 2 ,„„ T11+1 s in t 
dis,1uncte două cite două, iar reuniunea tuturor este totalitatea submulţimilor, cu k elemente, 
ale mulţimii A, rezultă 

,. 
Demonstraţia :!. Să conside răm egali tatea 

(1 + x)n(1 + x)m = (1 + x)n+m. '-

Folosind formula binomului lu î Newton, deducem coeficientul lu i xh. din membrul dl'\'p1. 

al aceste i egalităţi ca fiind c ::i+n, iar coeficientul lui x k din membrul s lîng al ega lităţii rstc 

c?,c~ + c~c::i- 1 + ... + c~c!:,. 
D.upă cum se va argumenta în Capitolul IV a l manualului, coe ficienţii lui xh din cei do i membri 
sint egali, de unde rezultă egalitatea (7). 

Dacă in l7l , k = n = m şi ţ.inem seama de formula (1), rezultă 

(c~)2 + (c}i)2 + ... + (c;:)2 = C2w (8) 

3. Să se demonstreze că 
1 

o s 6 1 ( nrr) Cn + C11 + C11 + „ . = 3 2n + 2 cos S • 19) 

Demonstraţie. F ie 

- 1 + i ~13 2rr . . 2rr 
e: = ~ = COS 3 + I S in J 

o rădăcină cubică complexă a uniUl.ţii. Avem deci e:3 = 1 şi e:2 + e: + 1 = O. 
Punînd în formula binomului lu i :'{ewton a.= 1, b = 1, apoi <L = 1, b = e: :;;i , în sfîrşit, 

a= 1, b = e:2, orţ.inem : 

2n = c~ + c~ + cT, + d + c~ + . . .• 

11 + e:)n = c?1 + e:C~ + e:2c;, + c;1 + E:C~ +. 

( 1 + e:~J11 = c~ + e:2c~ + e:c;, + c~ + E~c~ + ... 
Adunînd, termen cu termen, aceste trei egal ităţi şi împărţ.ind la 3, obţinem î n membrul drept 

· c~ + C~ + C~ + „„ iar ln membrul s tîng 

.!. [2n+ (1 + e:)n + (1 + e:2)n]. 
3 . 

Ţinînd seama de fapt.ul că 

1 .V3 rr .. rr . 
1 + e: = 2 + I - 2- = COS 3 + I Sin 3 :;;1 

2 1 1· V3 ( 7t ) • : ( rr ) 1 + e. = - - -- = cos - - + 1 sm - -2 2 3 . 3 
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obţinem 

..!_ [2n + (1 + ,E )n + (1 + E
2)n] = ..!_ ( 2n + 2 cos~), 

3 . 3 3 " 
de unde rezult.ă egalitatea (9). 

' Lllsllm ca exerciţ.iu demonstrarea următoarelor două egalităţi : 

c~ + c~ + c~ 4- ... = : [ 2n + 2 cos (n ~ 2
)7tl (9') 

C2 5 a 1 [ n (n ~ 4)7t ] '· n + Cn + Cn + ... = S 2 + 2 COS W) 

4. Aplica/ie. (Mica teoremă a lui Fermat). Dacăp este un număr natural prim, iar n un 
număr natural oarecare, alunei nP - n se divide cu p. 

Demonstra/ie. Într-adevăr, pentru n = O, al'irma\.ia este adevărată. S.ă pre~u­
punem kP - k divizibil cu p şi să demonstrăm că numărul (k' + 1 )1' - (k + .1) este divizibil cu p. 
Pentru acosta, considerăm diferenţa 

tk + 1)1' - (k + 1) - (kP - k r. 

Dezvoltînd după rormula lui Newton (k + 1)1', avem : 

(k + 1 )1' - (k + 1} - (kP - k} = (k + 1)1' - kP - 1 = 
= c}1cr>-1 + c~ttr>-2 + „. + cg-1k. 

1ns1l pentru 1 ~ j < p avem : 

c~ = p (p - 1) „. (p - i + 1) . 
1·2„.„ j 

(1) 

lntrucît numărul p este prim, el nu se divide cu nic i unul din numerele 1, 2, .„, j de la 

numitor. De aceea C~ se divide cu p pentru 1 ~ j < p. Dar alunei toţi termenii din membrul 
drept a l egalităţii (1 ) se divid cu p şi deci membrul stîng se divide cu p. Dar cum am pre'!upus 
cll kP - k se divide cu p, atunci şi (/r + 1)P - (Ic+~) se divide cu p . 

Conform metodei induc ţiei matematice rezultă că nP - n se divide cu p , pentru orice număr 
natural n. 

Ob.,er11aţ ie. Dacă p es te un num11r na tura l prim, iar n un număr na tural care nu 
este multiplu .de p , atunci nP--1 - 1 se d(v ide cup. Acest enunţ este o variantă sub care se întil· 
neşle adesea t eoPema de mai înainte. 

E:cempfo 

1) Deoarece 17 este număr prim, al.unei 1979 17 - 1979 se divide cu 17. 

2) Deoarece 97 es te număr prim, iar 721 nu este multiplu de 97, atµ nci 721 YG - 1 se divide 
cu 9i. 

3.3. Suma puterllor asemenea ale primelor n numere naturale 

Fie k ~ 1 un numllr natural şi să notăm cu 

Sfi. = ·lk + 2k + 3k + ... + nk. 

În cele ce urmează ne propune~ să evaluăm aceas tă sumă. Mai întîi vom calcula ctteva 
sume particula re, cum sint S 1, S 2 , Sa, care ne of~ră o idee de calcul pentru cazul gen~ral., · 

1. Se verirică uşor prin induc\.ie matematică următoarea formulă care dă suma primelor n 
numere naturale 

· n(n + 1) s.- = 1 + 2 + 3 + „. + n = __,_..;.__:___,_ 
2 

(1) 
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), 

2. S1l calruli\m arum 
S2 = 12 + 22 + 32 + .. . + n2, 

adic1l suma pătrate l or primelor n numere naturale. 
Să considerăm formula 

(a + 1 )3 = aa .+ 3a2 + 3a + 1 

Făcind, succesiv, pe a egal cu 1, 2, 3, „ . , n - 1, n, obţinem 

23 = 1? + 3 . 12 + 3 . 1 + 1, 

3a = 23 + 3 . 22 + 3 . 2 + 1, 

43 = 3a + 3 · 31 + 3 · 3 + 1, 
................. \.' ... 
n3 = (n - 1)a + 3(n - 1)2 + 3(1'! - 1) + 1 , 

(n 4 1 )a = na + 3n2 + 3n + 1 . 

Adunlnd acesle rel aţ ii membru cu membru, după reducere a termenilor asPmenea , se ob\ine 

(n + 1)a = 1 + ·3(12 + 22 + 32 + ... + n2
) + 3 (1 + 2 + . 3 + .. + n) + n · 1, 

sau 
ln + 1)3 = 1 + 3S2 + 3S1 + n, 

de unde 
3S2 = (n + 1)a - 3S1 - (n + 1 ). 

Această formulă ne dă pe S 2 în funcţie de S 1• Dar dacă în locuim S1 d:tt de formu_la (1), 
după efectuarea calculelor, se obţine 

S
2 

= n(n + 1) (2n + 1) 

6 

3. Penlru a aria pe S3 , 

S:1 = 1 a + 2a + 3a + ... + na 

(Suma cuburilor primelor n numere naturale) ronsideri\m formula 

(a+ 1)4 = a4 + li.a3 + 6a2 + 4a + 1. 

Făcind, succesiv, pe a egal cu 1, 2, 3, .„, n - 1 , n obţinem 

24 = 14 + 4. 1a + 6. 12 + 4 ·1 + 1, 

34 = 24 + 4 . 23 + 6 . 22 + 4 . 2 + 1, 

4 4 = 34 + '• · 33 + 6 · 32 + 4 · 3 · + 1, 

n4 = (n - 1Y4 + 4(n - 1)'1 + 6 (n - 1 )2 + 4 (n - 1) + 1, 

(n + 1)4 = n~ + 4na + 6n2 + 4n + ·J . 

Ad unind aceste relaţii membru cu membru'. dup~ reducerea termenilor asemenea, se obţine 

(n + 1)4 
= 1 + 4.S3 + 6S2 + 4S1 + n, 

de unde 
4Sa = (n + 1)4 

- 6S2 - 4S1 - \n + 1). 

(2) 

. Acea$ l.ă formulă ne dă pe Sa în funcţie de S 1 şi S 2 • Înlocuind S 1 şi S2 date de formulele 
(1) şi (2), se obţine după efectuarea calculelor 

(3) 

Observăm că S3 = . sr. 
·1. Calea prin care am găsit pe S 2 şi S3 a ros t aceeaşi. Ea poa te fi urmată pentru găs irea lui 

S11. . în general. 
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• 
Folo~im formula 

(a+ 1)11+1 = ak+1 + cl+lak + c~+lah-l + „. + CZ+1a + d~f . 
l 

Făcînd , succes iv, pe a egal cu 1, 2, 3, .. . , n - 1 , n obţim:m 

2n+1 = 1k+1 + c~+i1k + c~+1 1k-1 + ... + cZ+~~ + Ck+ l 
k.+l> 

3k+1 = 2k+1 + C~+i2k + C~+121t-1 + ... + CZ+i2 + ctţ}_, 

nk+l = (n - 1 )k+l + Ck+i(n - 1)k + C~+i (n - 1 )k-l + ... + cZ+i(ll - · 1) + ck'tl. 

(n + 1)k+i = nk+1 + ck+lnk + c~+llllt-l + „. + CZ+1n + c~:j:J. 
Ad unind aceste relaţii membru cu membru, după reducerea termenilor asemenea, se 

obţine 

(n + 1)k+1 = 1 + d+isk + C~+iS11-1 . .+ ... + ct+iS1 + n. (4) 

Aceasta este o formulă de recurenţă, care dă pe S1i fo funcţie de toate sumele precedente 
S 1, S2„„, Sh-i· 

Să determinăm, de exemplu, pe S,. Pentru k = 1,, găsim: 
(n + 1)5 = 1 + ds. + dsa + c~s? + c~sl + n. 

Dacă înlocuim pe Sl> S2 , Sa. date de formule le ( l ), (2), (3), ob\.inem după efectuarea calcu-
IP lor: 

S
4 

= n(n + 1 )(2n + 1)13n2 + 3n - 1). 
. 30 

1. Si'\ se dezvolte după formula lui Newton binoamel e la putere: 

a) (x2 
- a) 6 ; 

bl (a-W; 

2. să se determine: 

el (VU--V"b)4
; 

d ) (:i; + 2)7 ; . 

a) termenul al optulea al dezvoltării (.x2 
- : rl; 

b ) termenul al cincilea al dezvoltării (V~a - V a&)7; 

c) termenul din mijloc al dezvoltării (V; - Vv)6
; 

eJ (VJ;; + VÎÎ)7; 
n (a iV~ - 2 Vx) 5

• 

d) cei doi termeni din mij loc ai dezvoltării .(va- - r"b)9
• 

3. Să se determine: 

a) termenul din dezvoltarea (V; + y)9 care îl con\,ine pe ~3. 

'" ' 

b) termenul din dezvoltarea ~ + ~ care, îl conţine pe a4
; (

tl- )13 
3 ra 

( 
- 1 )21 

c) termenul ln care nu apare x din dezvoltarea V x + tl-;; . 

(:») 

4. Să se determine rangul termenului. din dezvoltarea (V V~ + V ;-;;r1

, în care x ~i 1J 

au puteri egale. 
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5. Să se determine 11, dacă în dezvollarea (1 + x)n coel'irien \.ii lui .,;5 ~ i x12 sint Pgali . 

6. Ciţi termeni raţionali conţine dezvolta rea (V2 + V3")1°0? 

7. 1n dezvoltarea (a va-+ v~r. suma roeficienţilor binomiali dr r a ng par rste rgală cu 

128. Să se găsească termenul care conţine pc aa. 

8. Să se determine m, n, p astrei înrît in dezvoltarea ( :i!n + x~ f · termenii de rang 1 :.l şi 

24 să conţină pe x, respectiv x; .7i, mai mult, această dezvoltare să uib/\ termrn liber . 

9. Să se găsească suma coeficienţilor r! ezvoltării (7.x2 - 6y3) 9 . 

10. Să se găsească rangul celui ma i ma re termen din dezvoltarea: 

a) - +- . ( 
1 1 )100 
2 2 , b\ - +- . ( 

3 1 )100 
. 4 '• 

11. Să se demonstreze egali Ul\ ile: 

Co 1 e l . 1 " 211+ 1 
- 1 

a) n + - n + .. . + -- c„ = ----
:). n + 1 n + 1 

k 
k2C~ k'C~ kn+1c" ( ,.. + 1 )n+1 

- 1 
b) +~ + --a:- + ... + ll + ;' = ll + ·1 

c) C~ + 2C~ + ... + nC~ = n2n-1 ; 

d) C~ - 2C~ + ... + ( -1 )n- 1nC~ = O: 

e) 1 + c~ cos a. + c;; cos 2a. + ... + c:: cos na. = 2n rosn .!!:.. cos~. 
I 2 2 

c~ sin (1. + c~ sin 2a. + ... + c~ s in Ila. = 271 cos71 .:!:.. sin ~ . 
2 2 

§ 4. Progresii aritmetice şi progresii geometrice 

4.1. Şiruri 

1. Noţiunea de şir. Amintim că am notat p rin N mulţimea num erelor naturale: 

O, 1, 2, 3, ... , n, ... , 

iar prin N* mulţimea numerelor nat urale nenule : 

1, 2, 3, .. „ n, „ .. 

(1) 

(2) 

In mod obişnuit se spune că (1) şi (2) reprezintă şirul numerelor nalurale, 
respectiv şirul numerelor nalurale nenule. · 

Să scriem in ordine descrescătoare fracţiile al căror numărător este egal cu 1: 

1 1 1 - · - . -; 
1 2 · 3 

1 - · 4 

1 

5 
, .. . . 

Am scris numai primtile cinci fracţii. Este .evident că pe locul al şaselea se 

V f 0 1 l l V f 0 1 1 ° 
0 

' ] tă 1 
gaseşte racţia - , pe a zece ea se gaseşte racţia - , pe a cmc1zec1 ea s - , 

. 6 10 . 50 

1 v vl v 1 1 I • v d d • • pe a o sutanoua ea sta -- . n genera , pent ru orice numar e 01· me n, se 
109 

poate indica fracţia cu numărătorul egal cu 1, corespunzătoare acestuia. 
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Astfel , intre mulţimea numerelor naturale nenule şi mulţimea fracţiilor cu 
numărătorul egal cu 1, se stabileşte o corespondenţă. Să notăm această corespon­
denţă cu li tera f. Obţinem astfel o funcţie f definită pe mulţimea N* a numerelor 
na turale n enule cu valori in mulţimea fracţiilor care ş.u numărătorul egal cu 1. 
Mai mul t , avem: 

1 
f(1 ) = - ; 

1 

1 
f(2) = - , 

2 

1 1 
f(3 ) = - , ... , /(109) = -, .... 

3 109 

O e f i n I ţ I a 4. 1. 1. O funcţie definită pe mulţimea N* 3: numerelor naturale ,nenule 
cu valori într-o mulţime E se numeşte şir de elemente ale mulţi­
mii E. 

Fie f: N"' -+ E un şir de elemente ale mulţimii E. Valorile funcţiei f, ca.re 
corespund Mlorilor argumentului, egale cu 1, 2, 3 ş.a.m.d. se numesc, de obicei, termenii 
şirului de rang, respectiC1, egal cu 1, 2, 3 ş.a.m. d. Scriem termenii şirului in ordinea 
crescătoare a r angurilor : 

f(1), ((2), f(3), „„ f(n) , .„ · 
Notăm primul t ermen al şirului cu a1, al doilea cu a 2, al treilea cu a3~ „ „ al 

ti- lea cu an ş.a.m . d. şi atunci şirul se scrie : 

... In această notaţief(n) = an. Şirul se va nota cu (an) · Putem nota şirul folosind 
ori ce altă literă în locul literei a. De exemplu (bn) , (cn) ş.a„m.d. 

Remarcăm că într-un şir acelaşi număr poate apărea cu ranguri diferite, 
De exemp bi 

1, 1, 2, 2, 3, 3, „ . 

este u n sir . 
1 ntre mulţimea N * a numerelor naturale nenule şi mulţimea N a numerelor 

naturale exi s tă o funcţie bijectifla„ d ată prin 

1 2 3 n 

! ! ! ! 
012 ... n - 1„. 

De aceea numerotarea t ermenilor unui şir se mai poate face începînd cu zero: 

Remarcăm că pentru fiecare număr real 

a = a0, a1a2 . „ an„. 

se pun în evidenţă următoarele şiruri: 

1) şirul : a0 , a11 a 2, • „, lln, ... ; 
2) şiru l aproximărilor zecimale prin lipsă : 

a0 ; a0 , a1 ; a0,a1a2 •.. ; a0 ,a1 a2 ••• an, .„, 
3) şirul aproximărilor zecimale prin adaos: 

1 1 
a0 + 1 ; a0, a1 + - ; a0 , a1 a2 + - ; „. ; a0 , a1 a 2„. 

10 - 9 102 

1 
an+-;„ .. 

10n. 

Jn con t.inuare v om considera numai şiruri de numere reale; acestea vor fi 
numite, mai simplu , şiruri . 

62 

~ - --

·-. . -' - ' . 

2. Moduri de defin ire a unui şir 

Şirul este. un caz particular de func ţie, de aceea modurile de definire a unei 
funcţii se aplică şi pentru definirea .unui şir. 

1° Şiruri definite descripti fi (prin descriere) 
De exemplu, şirul (dn) definit p.rin: 

d1 = 1, d2 = 11 , d3 = 111 , ... , dn=11 ... 1, .___,.__ 
nori 

Acest şir se poate descrie a stfel: fie care termen al său se scrie cu a jutorul 
cifrei 1 şi numărul cifrelor este egal cu ran gui termenului şirului. 

2° Şiruri def inite cu aj utoful unei formule care permite să se găsească orice 
termen al său 

. Fie, de exemplu, şirul (bnl astfel că pentru fiecare n, bn este dat de formula: 

.bn = n 2 - n + 1. 

Punînd în formulă în loc d e n, succesiv, v aforile: 1, 2, 3, 4, ... , obţinem: b1 = 1, 
b2 = 3, b3 = 7, b4 = 13 ş. a .m . J. 

Formula care ex primă fiecare termen al şirului cu ajutorul r angului său n 
se numeşte formula termenului al n-lea (sau termenul general) al şirului. 

3° Modul recu_rent de def in'irf. a unui ~ ir 

Să considerăm şirul (b n) astfel că b1 = 1, b2 = 2, bn+z = bn + b"+l' pentru 
n ?- 1. 

Cunoscîntl primii doi t ermeni 61 şi b2 ai şirului şi formul a b„+2 = bn + bn+i• 
putem să găsim orice t ermen al acestui şir: 

b3 = 1 + 2 = 3, b4 = 2 + 3 = 5, b; = 3 + 5 = 8 ş. a .m . d . 

O formulă care exprimă orice tei· men al şirului, de la un rang oarecare, prin 
precedenţii (unul sau m ai mulţi) se numeşte recurentă. ' • 

Printr-un m od recurent de definire al unui şir indicăm de obicei : 
1. primul termen al şirului· (sau cîţiva din primii termeni); 
2. formula care permite să se definească ori ce termen al şirului cu a jutorul 

termenilor precedenţi cunoscuţi .. 

. \tun ci 
E:cemplu. F ie şirul (an) as lrel înci l a 1 = 10 şi an+1 = an - 5, 11 ~ 1 . 

a2 = a1 - 5 = 5, 
aa = a~ - 5 = O, 
a4 = aa - 5 = - 5 ş . a .m .d . 

4. 2. Progresii aritmetice 

I. De/iniţia progresiei aritmetice 
Fie şirul (an), adică 

astfel incit a 1 = 3 şi a,,+l = an + 2, pentru n ~ 1. Deci a 1 = 3, a2 = 3 + 2 = 5, 
a 3 = 5 + 2 = 7, a4 = 7 + 2 = 9 et c. 

Se observă că fiecare t ermen a l" acestui şir, incepînd cu al doilea, se obţ. i n e 
prin adăugarea la t ermenul prccNlent a unui aceluiaşi număr şi anume 2. 
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D e (I n I ţ I a 4. 2 .1. Un şir de numere în care fiecare termen, incepind cu al doilea, 
se obţine din cel precedent prin adăugarea . acelu iaşi num ăr , se 
numeşte progresie aritmetică. 

Cu alte cuvinte, un şir de numere 

este o progresie aritmetică, dacă pentru orice le ~ 1, aCJem 

ah+1 = ak + r , 

unde r este un număr constant pentru şirul' dat. 
Din definitie rezuHă că într-o progresie aritmetică diferenţa dintre orice 

termen, şi prede~esorul său este egală cu acel aşi număr r. · 
Numărul r se numeşte raţia progresiei aritmetice. 
Progresia aritmetică (an) este complet determinată, dacă se cunosc primul 

termen a1 şi raţia r. 
Se spu71-e că numerele a

1
, a 2, a3 , ... , an sînt în prof resie aritmetică, dacă ele 

sînt termenii consecutiCJi ai unei progresii aritmetice. 

Ob~erc•a/ie. Pentru a pune in evid enţă faptul că şirul au az, a~ •. . „ an , ... 1:ormează 
o prozresie aritmetică se utilizează, adesea, scrierea 

E .cemple 1) Dacă a1 = O, r = 1, a lunei avem pro;;resia 

o, 1. 2, 3, '· · ... , 

adică sirul numerelor naturale. 
'2) Dacă a1 ·= -2' ~ir = - 4, atunci obţinem progresia 

- 2, - 6, - 10, - 1/i , . ... 

3) Dacă a1 = 1, r = 2, atunci obţinem pro;;resia 
'1, 3, 5, i , • • •I 

adică şirul numerelor naturale impare. 

O progresie aritmetică are următoarea ,proprietate importantă: 

Te o r e m a 4. 2. 2. Orice termen al unei progresii aritmetice 

incepînd cu al doi lea, este media aritmetică a termenilor vecini 
lui . 

Cu alte cuvinte, p entru orice n ~ 2. 

lln- 1 + an+l a = -·- ---
n 2 

Demonstraţie. lntr-adevăr, pentru n ~ 2 

an = an-1 + r, 

an = an+1 - r. 

Adunind aceste două egalităţi , deducem 

2an = lln-1 + lln+i, 

de unde rezultă egalitatea (1). 
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(1) 

Este adevărată şi afirmaţia reciprocă a acesteia, adică : 
Dacă un şir de numere are proprietatea că fiecare termen al 6ău, tncepînd cu 

al doilea, este media aritmetică a termenilor CJecini lui, atunci acest şir este o 
progresie . aritmetică. 

lntr-adevăr, să presupunem că pentru orice trei termeni consecutivi ai unui 
şir oarecare (an) are loc relaţia: 

an = 

Atunci 

de unde 

sau 
lln - lln-1 = lln+i - an. 

Aceasta înseamnă că diferenţa dintre orice termen al şirului (an) şi predecesorul 
său este egală cu acelaşi număr, şi deci (an) este o progresie aritmetică . 

Ob3ervaţie. Proprietatea semnalată mai înainte justifică denumirea de pro­
gresie aritmetică. 

· da o 

2. Formula termenului general al unei progresii aritmetice 

Cunoscînd primul t ermen şi raţia unei progresii ·aritmetice (an) se 
formulă care permite să se .gă,sească orice termen al progresiei. 
Fie a1 primul termen al progresiei aritmetice şi r raţia sa. 
Atunci, din definiţia progresiei aritmetice 

a2 _ a1 + r, 
a 3 = a2 + r = ( a1 + r) + r = a1 + 2r, 

a4 = a 3 + r = (a1 + 2r) + r = a1 + 3r ş.a.m. d. 

ln general, avem 

poate 

r e or e m a 4. 2. 3. Termenul gen~ral al unei progresii aritmetice este dat de formula: 

lln = a1 + (n - 1)r. (1) 

Demonstraţie. Vom demonstra formula prin metoda inducţiei ma-
tematice. Notăm cu P(n) egalitatea (1), pentru un n · dat. 

1° Pentru n = 1, egalitatea (1) este evident adevărată. 
2° Rămine să arătăm că pentru orice număr natural k, avem P(k) ~ P(lc + 1). 
Fie deci adevărată P(lc), adică 

alt = a1 + ( k - 1 Yr. 

Să arătăm că e·ste adevărată P(k + 1). Intr-adevăr, avem 

all.+ 1 = alt + r = a 1 + (k - 1)r + r = a1 + kr. 

Peci ambele etape ale metodei inducţiei matematice sint verificate. Inseamnă 
că P(n) este adevărată pentru orice număr natural n. Formula (1) este astfel de­
monstrată. 

5 - Matematică - Algebră, ci. a x -a 

I 
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De exemplu,, pentru progresia aritmetică 

-10, -5, o, 5, 10 , „ • • 

avem 
U1 = - 10; r = 5. 

De aceea 

ş.a.m . d . 

U 1:t = <11 + 12„ = - 1 o + 60 = !iO, 

n 55 = a 1 + 511r = - 10 + 270 = 260 

3. Formula sumei primilor n termeni ai: unei progresii aritmetice 
Ne propunem să găsim suma numer·elor naturale de la 1 la 100, adică 

1 + 2 + 3 + ... -I 100. 

Evident se poate efectua această sumă adunind Lermen cu Lermen numerele de 
la 1 la 100. Această solutie este destul de nn1woioasă. Să procedăm de aceea in 
modul următor: ' 

Scriem suma numerelor naturale de la 1 la 100, de două ori. ln primul rind 
scriem termenii sumei în ordine crescătoare, iur tn al doilea rînd în ordine des­
crescătoare. Astfel: 

1 + 2 + 3 + ... + 98 + 90 + 100, . 

100 + 99 + 98 + „. + :~ + 2 + 1. 

Se observă că suma numerelor aşezate unul sub altul este aceeaşi: 

1 + 100 = 2 + 99 = 3 + 98 = „. = 98 -t- 3 = 99 + 2 = 100 + 1. 

Cum fiecar·e astfel de pereche de numere arc suma egală cu 101 şi cum 
mărul perechilor este 100, se obţine 

101. 100 
1 + 2 + 3 + „. + 98 + 99 + 100 = 2 = 101 . 50 = 5050. 

I 

nu-

, 

Se poate proceda analog, pentru deducerea formulei care dă suma primilor 
n termeni ai oricărei progresii aritme Lice."' 

Fie (lin) o progresie aritmetică de raţie r şi fie Sn suma primilor n termeni 
ai săi, adică 

Sn = al + llz + a3 + . „ I fLn- 1 + a,I. 

Numerele a1, a2, a3, ... , lln-u an sinL in progresie aritmetică. 
Dăm mai intii următoarea propr~eLaLe imµorLantă a ,lor . 

Te ore ma 4. 2. 4. Fle numere le 01, Oz. 03 •. „. 0,1- 1• On în progresie aritmetică. 
Atunci · 

Oh + On- h+l = 01 + On· 

Cu alte cuvinte, suma oricăror două nu mere egal depărtate de numerele extre­
me este egală cu suma numerelor extreme. 

" 8e spune că Karl Friedrich Gauss (1777 - 1855), matematiciano german, un~1l dintre 
cei mai mari matematicieni ai tuturor I.impurilor, pe vremea rinei era elev la şcoala pr1mară ·l·a 
uimit pe profesorul său , deoarece a calculat minta l suma unui număr par de numere, ye care 
profesorul o considera o problemă anevoioasl-L De rapt , elevul ohser,·p.se că numerele. dm sumâ 
au proprietatea că suma terme.oilor egal depărtaţi de Axtremi r !<tP aceeaşi ~i a 1nmul\.1t aceasta 

cu jumătate din numărul termenilor. 
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Demonstraţie. Dacă r este raţia , atunci 

ah = a1 +.(k - 1)r şi an - lt+i = a1 + (n - k)r, 

de unde: ak + an-k+i = [a1 + (k - 1)r] + [a1 + (n - lc)r] = 2a1 + (n - 1)r. 

Dar a1 +an= a 1 + [a1 + (n - 1)r] = 2a1 + (n - 1)r. 

Deci ak + lln-R.+l = a1 +'an = ·2a1 + (n - 1)r. 

Folosind această teoremă este uşor de calculat formula generală pentru 
suma Sn. Avem 

Sn = a1 + a2 + a 3 + „. + lln-z.+ Gn-l + ay,, , 

Sn = _lin + an-1 + lln-2 + · · · + a3 + az + a1 · 

Ad unind aceste două egalităţi se obţine: 

2Sn = (a1 + an) + (a2 + an-1) + (a3 + an-2 ) + „. + (an-2 + a3) + 
+ (lin-1 + az) + (lin+ a1)· 

Dar, conform teoremei precedente, avem 

a1 + an = az + lin-1 = a3 + lin-2 = · · · 
De aceea 

de unde 

(1) 

Deci: suma primilor n termeni ai unei progresii aritmetice este egală cu produsul 
dintre semisuma termenilor extremi (ai sumei) şi numărul termenilor sumei. 

1n particular, 

1 + 2 + 3 + „. + 100 = (1 + ~oo) 100 = 5 059. 

Observaţie. Inlocuim in formula Sn = (a1 ~ an)n termenul lin al progresiei 

prin a1 + (n - 1)r. Atunci 

Sn = a1 + a1 + (n - 1)r. n = 2a1 + (n - 1)r 
. 2 2 . n. 

Aşadar 

2a1 + (n - 1)r 
Sn = · n . 

2 
(2) 

„ .Am ~bţinut ast~el ~o formul~ in car~ suma primilor n termeni ai unei progre­
su aritmetice se exprima in funcţie de primul termen, raţie şi numărul termenilor. 

Exemplu. Să determinăm suma primilor 10 termeni ai progresiei aritmetice \Un): 

1, 4., 7, 10, "' t 

Primui term~n al progresiei este 1, iar raţia este 3. Atunci al 10.Jea termen al progresiei 
este : 

ai0 = 1 + (10 - 1) · 3 = 1 + 9 · 3 = 28. 
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neci 
('I + 2ll)10 

1 
• 

S 1• = = :.9 · 5 = ·14;,. 
2 

Pa tern ap lica ş i formu la (2) pentru' calculul sumei S 10 • 

. 4.3. Progresi i geometrice 

1. Definiţia progresiei geometrice 
Fie şirul (bn), adică 

b1, b2, b3, „., bn, ... , 

astfel incit b1 = 2 şi bn+i = 3 · bn pentru n ;a: 1. Atunci b1 = 2; b2 = 3 · b1 = 6; 
b3 = 3 · b2 = 18; b4 = 3 · b3 = 54 ş.a .m.d. 

F iecare termen al acestui şir, începînd cu al doilea, se obţine prin înmulţirea 
termenului precedent cu un acelaşi număr şi anume cu 3. 

Def i n I ţ i a 4. 3. 1. Un ~ir de numere al cărui prim termeh este nenu l, iar fietare 
termen al său, incepînd cu al doilea, se obţine din cel precedent 
prin înmulţirea cu un acelaşi număr nenul, se numeşte progresie 
geometrică. · 

Cu alte cuvinte, un ş\r de numere 

b1 , b2, b3, „ „ bn, „. (b1 '1= 0), 

este o progresie geometdcă dacă pentru orice k):.. 1 „ avem 

b11.4-1 = b11.. q, 

unde q 1= O este un număr constant, pentru ~iru.l dat. 
Din definiţie rezultă că într-o progresie geometrică ciţ,ul dintre orice termen 

şi predecesorul său este egal cu acelaşi numă1· q. 
Numărul q se numeşte raţia progresiei geometrice. 
Progresia georpetrică (bn) este complet determinată, dacă se, cunosc primul 

t ermen b1 şi raţia q. 
s.~ spune că. n.urn.erele .b11 b2, b3!. „ ., bn st11;t tn progresie geometrică d~că ele stnt ' 

termenii consecutivi ai unei progresii geo71'!-etrice. . 

Observaţie. Pentru a pune in eviden\,!l fapt.11) ci1. şirul b1 , ba , ba,. „, bn, „. formează 
o progresie geometrici1. se utilizează, adesea, scrierea 

toţi 
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:: bi, ba, ba,. , bn, . „ . 
Exemple 

1) Da:c1\ bi = 5, q = ~ , atu nci avem progresifl 
3 

5. 5 
s. -. 

3 9 

5 -, ... . 
27 

2\ Dacă bt'= 3, q = -2, atunci avem prog-ros ia 

3, ~ 6, 12, -24, „ .. 

Dacă raţia q a unei progresii geometrice este pozitivă, 
termenii progresiei au acelaşi semn şi anume: 

1° Dacă b1 >O, atunci toţi termenii stnt pozitivi. 
2° Dacă b1 < O, atunci toţi termenii sint negativi. 

adică q > O, atunci 

ln cazul în care q < O, termenii de rang impar ai progresiei au acelaşi semn 
ca şi primul termen, iar te~menii de· rang par ai progresiei au semn contrar semnu­
lui primului termen al progresiei. Deci, în acest caz, semnele termenilor progresiei 
alternează. 

O progresie geometrică cu termeni pozitivi are următoarea proprietate 
importantă care, în particular, justifică denumirea de „progresie geometrică" 

T e o r e m a 4. 3„ 2. Orice termen al unei progresii geometrice cu termeni pozitiv I 

. bl, b2 , ba, „„ bn-1• bn, brl+l• „ ., 

începînd cu al doilea, este medi a geometr ică a termenilor vecini 
Iul. 

Cu alte cuvinte, pentru orice n ;a: 2, 

I 

bn = Vbn-1bn+i· 

Demonstraţie. Intr-adevăr, pentru n ):.. 2 

bn = bn-1q, 

b - bn+t . 
n -

q 

Inmulţind aceste două egalităţi, deducem 

1de unde rezultă egalitatea (1). 

Est e adevărată şi afirmaţia reciprocă a acesteia: 

(1) 

Dacă un şir de numere cu termen i pozitivi are proprietatea că fiecare termen 
al său,. începînd cu al d.oilea, este m edia geometrică a termenilor vecini lui, atunci 
acest ş>zr este o progresie geometrică. 

lntr-adevăr, să presupunem că pentru orice trei termeni consecutivi ai unui 
şir oarecare (bn) cu t ermeni pozitivi, are loc relaţia: 

Atunci 

de unde 

sau 

bn : bn- 1 = bn+1 : bn. 

AşadaŢ, citu} dintr~ orice termen al şir~lui (bn) şi. ~redecesorul său este egal cu 
acelaşi numar. Deci (bn) este o progresie geometrica. · 

2. Formula termenului general al unei progresii geometrice 

Cunosc!nd primul .termen şi raţia unei progresii geometrice (bn) se poate 
da o formula care permite să se găsească orice termen al progresiei. 
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Fie b
1 

primul termen al progresiei geometrice şi q raţia sa. Atunci, din defi-
niţia progresiei geometrice, deducem: 

bz = b1 . q, 

b3 = b2 · q = (b1 • q) · q == b1 • q2
, 

b4 = b3 · q = (b1 · q2) • q = b~ · q3 ş.a.m.d. 

ln general, avem 

Te o r e m a 4. 3. 3. Termenul general al unei' progresii geometrice este dat de for­
mula: 

(1) 

Demonstraţie. V\lm demonstra fo!'mula prin metoda inducţiei ma­
t ematice. Notam cu P(n) egalitatea (1), pentru un n dat. 

1. Pentru n = 1, egalitatea este evident adevărată. 
2. Fie acum P,(lc) adevărată, adică 

~k = b1 . qk- l: 

Atunci bk+i = bk,q = (b1q1H)q = b~qk, deci P(k + 1) este adevărată. 
Aşadar · P(k) =;. P(k + 1). Met0da inducţiei matematice ne asigură că for­

mula (1) este adevărată pentru orice număr nat.urai n. 

ş.a.m.d. 

E xf'mplu . Pentru progres ia geometrică 

3 
·12, -6, 3, - - • „.' 

' 2 

1 
avem b1 = 12, q - - - . De aeeea 

2 

b10 = b1q
9 = 12 ( - ~)9 = ~ = - ~; 

2 1-2)7 128 

u10 ( t )100 B brn1 = b,q = 12 - - = -
'.! 298 

3. Formula sumei primilor n termeni ai unei progresii geometrice. 

F ie (bn) o progresie geometrică, de raţie q şi fie 

Sn = b1 + bz + ba + · · · + bn-1 + bn, (1) 

suma primilor n Lermeni a i săi. 
Numerele b

1
, 6

2
, 6

3
, „., 6,i--1 , b11 sinL in progresie geometrică. Ca şi pentru 

numere în progresie aritmetică, pentru numerele b1 , b2 , b3, „„ bn-1, bn , care stnt 
in progresie geometrică, are loc o relaţie analoagă, 

b,1b1i-11+i = b,b11 

adică produsul oricaror donă numere egal depr'i.rtate de numerele extreme este egal 
cu produsul numerelor extreme. „ 

Pentru calculul sumei S11 disLingem două cazuri: , 
1. Dacă 1·aţia q a progresiei este egală cu 1, a tunci Sn = nb1• 

2. Dacă ra~ia q a progresiei est e diferi t.fi de 1, atunci procedăm in modul 
următor: 
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Inmulţim ambii membri ai egali Lăţi i (1) cu q: 

qSn -...,, b1q + b2q + b3q + ... + 6,1_ 1q + b11q. 

Insă b1q = bz, b2q = 63 , b3q = b4 , „„ 611_ 1q = b11, de aceea, 

qSn = 62 + ba + b4 + „ · + b„ + 611q. (2) 

Scăzînd , membru cu membru , egalitate-a (1) din egalitatea (2) obţinem: 

qS11 - Sn = 671q - b1, 

S 11(q - 1) = 611q - b1 '. 

Deoarece q '# 1, 

(3) 

ObserCJaţie. Dacă în formula S~ = bnq - bi d 1 .• un e q '# , înlocuim pe bn cu 
q - 1 

b1q11-1, atunci obţin~m o altă formulă a sumei primilor n termeni a1 progresiei 
geometrice : 

b (q11 - 1) 
Sn = 1 (q '# 1). 

q - 1 
(4) 

E .templu. Să găsim suma primii or 1 O termeni ai progresie i geometrice (bnl 

1, 2, 4, 8, „ •• 

Avem b1 = 1 şi q = 2. Atun<?i, dupil. formula (4) , ol.J\incnt 

1 (2 10 
- 1) 

S10 = = 2111 - 1 = 'l 024 - 1 = t 023. 
2 - 'l 

Putem aplica şi formul a (3) pentru calcul11l s umei S10, ca lc11lîndu-l m ai înt7i pe b10 • 

Şiruri, 

'· Să se scrie primii cinc i termeni ai şirului , cu termenu l a l n-lea dat de formul a / 

a) °"' = 2-n ·, d ) c~ = :-ln - 2 ,· •• 2+n g) dn = (-1)n; 

b ) xn = 5 + 4n; e) Xn = 1 + (;·l )n; h) an = tg-7t-; (n~ 1); 
n + 2 

c) bn = 10 - n 2
; i) bn = ( - 1 )11 • 7 + .! . 

2. Să se găsească for mul a termenului a l n-lca (n ~ 1) penlr11 fiecare din şirui·il c: 

a) 1, 3, 5, 7, 9,„.; e) ..!., .! , 2., ..!., 5 
2 3 4 !l 6 ,„ . • 

b) ·2, 4, 6, 8 , 10, . „ ; 

c) 3, -3, 3, -3, 3, „.; 

d) ..!. ' 
3 

1 -. 
9 

1 1 - . 
27 81 

, .. . , 

!') tg 45°, Lg 22°30', Lg 11°55' , „. ; 

g) 1 1 1 1 
1, --. -. - -. - , ... ; 

2 4 8 16 

h) 1, 9 , 25, 49, 81,. „ • 

fi 
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a. Şir u l (xn), n :;;i. 1, are· termenul general d at 'de formula .xn = 6 - t.n. Este termen al a cestui 
şir număru l : ' 

a) - 102; b) -132; c) 100; d) 150? 

În rar.ul ln care răsµuns.ul este afirmativ să se indico numărul de ordine al acestui termen. 
4. Este tcrm<>n a l şiru lu i (an), n ;;;i, 1, unde lln = n 2 - 17n, numărul : 

a) -30; b) -72; c) - 100; dl - 200? 

tn cai a l'irmativ să se indice numărul de ordine ni acestui termen . 
6. Să se sr.rie primii 6 termeni ai şirului (an), n ;;;i, 1, dacă: 

1 
a) a 1 = 1: an+1 =- an - 1; d) a1 = 3, a11+1 = :--- ; 

b) .a1 = 1, an+1 = an+ 2; 

e) a1 = - 2, an+1 = 2an; 

an 

e) a 1 = - 1, a2 = 1, anta= an+ an+1 ; 

I') a1 = 3, (ta = 1, a n+a = an - an+1· 

6. Un şir es te de finit prin formula de recurenţă 

(n + 2)(n + 1) an+u - 1~2an = O 

şi prin a 1 = O, a2 = 1. Să se deducă termenul goner1i1. 

Progresii ar itmetice 

7. Să se serie primii patru termeni ai progresiei aritmetice (an), dacă: 

a) a1 = 7, r = 2; c) a 1 = 1,a, aa = 0,3; 

b) a 1 = -3, ,. = 5; 
2 1 

d) a l =- - I (13 = -
7 5 

8. Să ~c 1:{11.sească primii doi termeni a i progres iei aritmetipe (bn) d ată ai;tl'el : 

a) b1 , b2, 1_5, 21, 27,„.; b ) b1, b1, - 9, -2, !5, . „ . 

9. Daci\ se cunosc doi termeni ai unei progres ii aritmelice (cn) : 
a) c3 = 7 şi c6 = 13, să se găsească ev, c2, c15 ; 

b) c8 = 40 şi ca0 = -20, să se găsească C191 C7, c19 • 

10. t ntr-o progresie aritmetică (an) se cunoaşte a1 şi '" Să Ae găsească an, dacă : 

a) a1 = -2, r = 0,5, n = 1"2 ; c) 'h = - 2,5, r = - 2, n = 50 ; 

h) a 1 = 3, r = -1,5~ n = 19 ; 
3 1 

d) a1 = - , r = - , n = 25. 
7 3 

11. Să se găsească primul t ermen a1 al unei progres ii aritniotice, dacă: 

'a) a10 = 131, r = 12 ; c) aaoo = O, r = -3; 

IJ) au = - 125, r = -5; d) au= 13,5, r = 0,5. 

12. Să se găsească primul termen şi raţia unei progresii aritmetice,' dacă: 
a) c5 = 27, c27 = 60; d) a 1 + a1 = 42, a10 - aa = 21 ; 

b) c47 = 74, c„ = 47; c) aa + a4 = 16, a1a 6 = 28 ; 

r) c20 = ·o, cec= - 92 ; f) S 1o = 8S5, Sa = -3. 

18. Şirul (Yn) este dat prin formula termenului al n-lea : 

a) Yn =2n-5; b) '!Jri = 10~7n. 

Să se demonstreze că 9irul (Yn) este o progresie aritmetică. Să se găsească primul t ermen al 
său şi raţia. 

14. Să se găsea:;;că suma primilor 100 termeni ai unei pr·ogresii aritmetice (a.n), dacă: 

a) a1 = 10, a 100 = 150; c) a1 = 'l, r = - 5 ; 

b) ll1 = 5,5, alOP = 7,5; d) ~ll = -1, r = 1. 
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Hi. Cunusclnd suma. Sn R primilor 1t termeni ai unei provesii ::iritm'etice (an), să se gi\sească: 
. • 2 

a) primii cinei lermchl a i progresiei, dncii. Sn =.!!.. - n : 
4 

h) primul termen 1;1i ~Rţia progres iei, rl ttcă Sn = 2n2 + 3n. 

16. Si'\ se rezolve ecml\.llle: 

. al 'I + 7 + 13 + „. ţ x = 2srl; 

b) (x + 1) + (x + 4) I- (x + 7) I „. ·+ (x + 28) = 155. 

17. Să se găsească sumf\ primil or dou il.wd de termeni a i unei progresii aritmetice, dacă: 

as + Gg + aiz + al6 = 20. 
18. Es te progres ie arit.rrte llcă un şir, tJehlrtl earc suma primilor n termeni ai săi !'Ste dată de for­

mula: 
a ) Sn = n2 -2n; c) Sn=7n-1; 

b) Sn = -4n2 + H; d) Sn = n.2 - n + 3? 

19. Într- o progresie arllmctică ave11I Siu =· 100, S 3„ = 900. Să se gll,sea;;că S
50

• 

20. Suma primilor n t ermeni ai unul ~ Ir oat•ec:tre (bn) este dată de formula Sn = n2 - 2n + 5. 
Să se găsească primii µatru terrne11l 1:1l acestui şir. Estf! ace::<t şir o progresie aritmetică'~ 

21. Să se demonstreze dl numerele 11rmt\l oare sînt ln progresie aritmetică: 

a) _ ci_ . :r. +ci - 1 :r2 + a - I (x =! -1, X=! O); 
x + 1 2x x(,r I- I l 

b ) (a2 
- 2ab - b2

)
2

, ( n.~ + b2
)

2
, (n 1 + 1.uh - b2

)
2

. 

22. Să se dr.mons treze ctţ dacă numµrelc ri, /J , c sînl în progresie aritmetică, atunci şi numerele 
urrpăloare stnt în prhgresie aril lrllll lt i\ : 

28. 

24. 

i ) n2 
- bc, b2 

- ca, 1:2 --; ab ; 

ii) b2 -1- bc + c.2 , c~ +ca+ a2
, 11 11 -j nb + b2• 

Să se arate că daci\ a + b + c I' O, alunei este adevărată şi reciproca. 
Să se demonstreze cd. dacă a2

, 11', c2 sint în progresie aritmetică, atunci şi numerele urmă­
toare sînţ în prog1•esle aritmetici( : 

i) _ 1_, _ 1_, 1 
b + c c +n a+b; 

ii) __ a_ , 

b +- c 

b c - --. 
c+a a+b 

Să se s tudieze rociproca. 

Să se de termine x asll'el incit ul'm(\loarele numere să fie, separat, în progresie ari tmetică: 
i) 1 + x2

, (a+ x)~. {ll 2 + x)2 ; 

ii) a2 + x, .ab + x, by + x; 

iii) a 2 (b + x), b2 (a + x), x2(a -l b). 

25. Fie xi. x2,„„ xn„„, un şir de numere reale. Să se arate că. acest şi reste o progresie aritmetică 
dacă şi n.uma i dacă pentru orice n avem rel aţia: 

1 l 1 n - 1 --+--+„.+ = --

Progresii geometrice 

26. Să se scrie primii t' lnei termeni ai 

a) b1 = 6 , q = 2; 
. 1. 

b) b2 = - 10, q =-1 
2 

prol( resiei geometrice (bn) dacă: 
c) b1 = -24, q = -0,5; 

d) b2 = 0,5, q = 113. 
27. Să se găsească primii doi termen I al progresiei geometrire (Yn) , dată astrei: 

a ) Y11 Y2, 24, 36, 54, .„; bl y1, y 2 , 225, -135, 81, „ .. 
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28. Dacă se cunosc doi termeni ai unei progresii geomet.rice (bn): 

a) ba = 6, b5 = 24, să se găsească b1 , b9 , b10;, 

b} b5 = 10, b8 = - 10, să se găsească b6 , b12, ba. 

29. Este progresie arilmet.ică sau progresie geometrică şirul (on)1 dacă: 

. 1 
a) a 1 = 5 şi lln+i = 2an ; c) ai = -8 Şl an+1 = - + an; 

,3 

• b) a 1 = 5 şi an+1 = 2 + an ; • 
. 1 ? d) a1 = -8 ş1 an+1 = - an. 

3 

ln caz afirmativ să se indice raţia. 

80. Să se scrie l'ormula termenu lui al n-lea al progresiei geometrice dale prin: 

a) b1 = 2, bn..,1 = 3bn; 

b) b1 = lt, hn+1 = (-3)bn; 

el b1 = 9, bn+1 = 2bn; 

1 
d ) b1 = 10, bn+1 = - bn. 

5 

81. Să se găsească primul l e l' m~n şi raţia unei progre~ii geometrice, dacă: 

l
a~+ a1 - 2, 

16 
a) { 02 - a.1 = - 4, b) 

a 3 - a 1 = 8 ; 7 
oa - ai+ a1 = S; 

c) a6 = 25, as = 9 ~. 

82. Să se calculeze sumele: 

a) 1 + 2 + 22 + „. + 21j ; 

1 1 1 1 
b) 2 - 2z + 23 - . „ - 216; 

1 1 1 1 
el - + - + - + . „ + - ; 

, . 3 32 3a 312 

88. Să se rezolve ecuaţiile: 

7 
d) o, = -12, a,= 23-· 

16 

d ) 1 - 2 + 22 
- 23 + . „ + 212

; 

e) 1 + x + x 2 + . . . + x 100
; 

a) 1 + x + x2 + xa + „. + x99 = O; 

b) 1 + X+ x 2 + x' + „ . + x 100 = o. 

• 

8J. Fie (Yn) o progre<;ie geometrică, astfel inr.ît suma primilor n termeni ai săi este Sn=2(5"-1). 
Să se determine s., Y11 Y2· 

85. Este progresie geometrică un şir, pentru care suma primilor n termeni ai săi este'tlată de for­
mula: 
a) Sn = n2 - 1 ; b) Sn = 2n - 1 ; c) Sn = 3n + 1? 

86. t nlr ·O progresie geometrică avem Sa = 40, SG = 60. Să se găsească So . 
87. Să se determine x astfel incit numerele a+ x, b f- x, c + x să fie în progresie geometrică. 
88. Se dau două numere a ~i b. Să se determine numerele x, y , z: astfel Incit să fie satisfăcute 
' simultan condiţiile: · 

i) x, y, z. să fie ln progresie geometrică; 
li) x, y + a, z să fie în progresje arilme l.ică; 

iii) x, y + a, z + b să fie în progresie geometrică. 

Ca7. part.icular: a = 4, b = 32 . 

89. Să se cerceteze dacă există numere 1n progresie geometrică ~1, b2, ... , bn, unde b1 este un număr 
dat astfe l încll trei termeni consecutivi verifică, oricare ar fi k, relaţia b1t - Sb1t-1 + 6b1t-2= O 
Să. se generali7.eze consi?erînd rela\.ia 1Xb1t + ~bn-1 + yb1t-2 = O. 
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umer lor 

Ne reamintim din mntc1·ia . pR!'cursă în cla sele ante1·ioare că oricare ar fi 
do~ă nu~ere rniturale ~'· ş i '1 , cub tlil'e1·it rl e zA1·0, ex i stă a lt e două numere naturale 
q ~1 r umc~, c~ propr1e tatrH cil a = .bq + r ~i O ~ r < b. Teorema cure asigură 
ex 1 st.enţa ş1 umc1LRt~a num erPlor q ş 1 r se numPşLe teorema împ(tr/irii cu rest în 
mul/unea numrri>for n11t11ra/r> . 

Această teoremă se extind e la mulţimea numerelor întregi tn felul următor: 
Teorema 1.1. Fie a şi b două numere întregi, cu b diferit de zero. Atunci 'există 

dou ă numere întregi q şi r unice cu proprietăţile 

a = bq + rşi O ~ r <J b J. (1) 

. Egalitatea. (1) se n11mcşl c f'ormula împărţirii cu rest pentru numere întregi 
Jar numer·ele q ş1 r se numesc cilul ş i respectiv restul împărţirii lui a la b. 

~u vo~ da dem?n straţ i a 1-1.cesl ci teoreme, în schimb vom arăta cum se pro­
cedeaza pract.1c aturn;:1 cînd avem de impărţit două numere întregi a şi b, cu b ':f: O. 

Evident c~ dacă a = O, nt.un ci cîLu l şi restul împărţirii lui a prin b sînt 
q = r = O. Deci putem prflsupu1w eă a ':f: O. Definim 

{ 
+ 1 . dacă a > O 

sgn (a) = 
- 1, dacă a < O 

Numărul sgn (a) se numeşte sPmnlll lui a. 
Cu aceste notaţii ave"m cla r că I a. I = a sgn (a). 

Vom efectua acum l mpărţirea 11umerelor naturale la I şi I b I cu algoritmul 
de calcul cunoscut din clasele a nterioare: 

I al =1 I blq' + r ' cu q', r ' E N, o ~ r' < I bJ. (2) 
Din (2) obţiQem 

a sgn(a) = b sgn(b)q' + r' 

care înmulţită c u sgn(n), şi ţin1nd c:nnt. că sgn(a) · sgn(n) = 1, ne dă 

a = bq" + r" (3) 

unde q" ~ sgn(a) sgn(b)q' ş1 r" = r' sgn( a). 

Dacă r" ~ O at.nnc i cit.ul Ri 1·<>sl.ul impărtirii lui a prin b sint q'' , respectiv 
r". Dacă 'r" < O, a Lunci (3) se.' scrie, a stfel: ' 

, 

a = bq" + r" = bq" - Jbl + lbl - r" = bq" - b sgn(b) + ( Jbl - r") = b(q" -
• sgn(b)) + (Jb l - r ") = bq + r, unde am notat q = q" - sgn(b) şir= jb·J -r". 
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Cum r" < o si r' ~ O, atunci sgn(a) = - 1 şi deci r" = -r'. Pe de altă par.L~~ 
cum o ~ r' < I bi; rezultă clar că O ~ r. < I bi. Deci ?,itul şi restul !mparţm1 
lui a prin b sinL q = q" - sgn(b) respectiv r = I bi - r · 

E xemple. 

I) Să se ereduezc 1mµ:1 rp rea cu resl a lui - 50 la 6. 
Soluţie Vom eferlua lmpărţi rea cu res L a lui I - 501 = 50 la I 6 1 = 6. Vom avea ;,o = 

= 6 . 8 + 2. l nmn lţinrl cu ( - 1} avem - 50 = 6 · (- 81 + (- 21 = 6 · f- R) - 6 + 6 + ( - 2\ = 

= 6 . (-9) + 4.. . 
Dec i dtu l'lmpăr ţi rii lui - 50 la 6 est.e q = - 9 ia r. restul r = 4.. 

2) Să se efectueze împărţirea cu rest a lui - 721 la - 50. 
Solu tie. Avem J -7211 = 721, I -50 I = 50 ~i 721 = 50·14. + 21. 

Rezultă că - 721 = ( - 50). g + (- 21) = (- 50\ · 14 - 50 + 50 + (-21) = ( --; 50) · 15 + 29. 
Deci citul 1mpărţir ii lui -721 la - 50 este q = 15 iar restul r = 29. 

Obser11aţie . Form~la împărţirii cu rest pentru n~m~re înt regi se poat e pune 
sub următoarea formă : dacă a, b E Z, cu b '# O, ex1sta qo, ro E .z astfel incit 

. I I lb l a = bq 0 + r 0 ş1 ro ~ 2 · (1 ') 

I ntr-adevăr, din (1), există q, r E Z astfel încît a = tq + r şi O ~ r < I bi. Dacă 

O ~ r <I ~ I, atunci punem q0 = q şi r0 = r. Dacă Y < r < I b I ~tune~ avem 

a = bq + r = bq + I b I + r - I bi = b(q + bgn ~) + (r - I bi). ~aca .notam q~ = 

= q+sgnbşir0 = r- l bl , atunci i '.o l ~ Y ş1 a = bq0 + r0.Saobservăm cain 

relaţia (1') , q
0 
şi r

11 
nu sînt unice. De exemplu 7 = 2 · 3 + 1 şi 7 = 2 · 4 + (- 1). 

Formul a (1 ' ) est e foarte util.ă . ~n ~uite aplicaţii. De exemplu să arătăm vcă 
dacă n E z atunci restul împărţ1rn Im n2 la 7 este O, 1, 2 sau 4. l nt r-adevar , 
folosind ega'litat ea (1 '), n poat e avea una din următoarele forme: 

7k, 7k ± 1, 7k ± 2, 7k ± 3, k E Z. 

Dacă n = 7 le, at unci nz = 49k2 = 7(7 k2) şi deci restul împărţirii lu i n 2 la 

7 este O. . 2 2k) 
Dacăn = 7k ± 1, atuncin~.= p~ :?::: 1).2 

2 
49k2 ± 14k + 1 = 7(7k + + 

+ 1 şi deci în acest caz r estul imparţ1ru lm n la 7 este 1. 
D~căn = 7k ± 2, atuncin2 = (7k ± 2)2 = 49k2 ± 28k + 4 = 7(7k2 ± 4k) + 

+ 4 şi deci restul împărţirii est e 4. 
D v = 7k ± 3 atunci n2 = (7k ± 3)2 = 49k2 ± 42k + 9 = 49k2 ± 42k + 

+ 7 + ~ca n7(7 k2 ± 6k' + 1) + 2 şi. deci restul î mpărţirii lui n 2 la 7 est e in acest 
caz egal cu 2. 

1. Să se efer.t ueze împăi• \. irile cu rest a le următoare lor perechi de numr re întregi : 
a) - 5 4.37 la 225 
b ) 8 745 la - 319 
c) -2 4.38 la - 18 
el! -8'•312 la-36, 

· ' t' 1 " mă să rie 6 612 şi cit.ul împărţirii celui mai 2. Să se găsească două numere na ura e a c„ror su 

1 
mare prin eel mai mii' să rie 75. Esle soluţia unică ? 
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s. Care e~te ultima cir r l1 a numerelor 2 156.13, 4.2521
, 251 14" . 5 234120 , 164.21 +'•5318,17•0 + 1280? 

:a. F ie n , a , b şi c numere 11aturale nertule. Să se a rate că pentru a găsi citul tmpărţirii lui n la 
a· b · c se poate proceda în fe lul următ or : se împarte n la a, apoi citul obţinut se împarte 
la b şi noul cit. se împarle la c; cîtul obţinut la această ultimă lmpărţ.ire este cel cllutat . 

I). F ie x şi y două numore rea le, cu y '# O. Să se arate că există două numere reale q şi r cu 
proprietăţile: 

x = yq -f r: q e Z şi O ~ r < I yl. 

în plus, q ~i r sînl unlce cu proprietăţile de mai sus. 
6. F ie a, b, c numere întregi, c #< O şi 1·1 şi r2 resturile împărţirii lui a şi b la c. Atunci restul 

împărţirii lui a + h la r, este acelaşi r:u restul împărţirii lui r 1 + r?. lac, iar restul lmpărţ.irii lui 
a· b la c este egal ct1 r1:1'\tul împărţirii lui r1 · r 2 la c. 

7. Să se găsească ce l mal mic număr nat11ru I care împărţit la - 7 să dea restul 3 şi împllrţit la 11 
să dea rest.ul 2. 

8. Dacă n este un num!\r întreg, a tu rlci n" est.e de forma 4k sau 8k + 1, k e Z. 
9, Să se de termine rest11l împărţiri i IUi 1n + 2n + 4n la 3 in e N·). 

Def I n I ţ ia 2. 1. Fle a , 1 b dou5 numere întregi. Spunem c5 b divide pe a (sau a 
este divizibil prin b, sau b este un divizor al lui o, sau Q este un 
multiplu al lui b) dad exJstă un număr întreg c, astfel inctt a = bc. 

Pent ru a scrie oă b il divide pe a, vom folosi notaţia bi a*. 
Exemple 

1) Fie a eZ; cum a=1·a = t- 1) · (-al , rezultă di ±1. ±a sînt divizori ai lui a. 
2) Dacă a = 60, div izorii lui 60 slnt: ± ·1, ± 2, ± 3, ± 5, ± 6, ± 10, ± 12, ± 15, ± 20, 

± 30, ± 60. 

Obser11aţie. Dacit a E Z, a #< O, at unci numărul divizorilor lui a sînt·ln număr 
n firiit . 

lntr-adevăr , daoli d este Un divizor al lui a , , există b E Z, astfel tnclt a = 
= d · b. Rezultă că \ a I = I d I · \ bi. Cum b '# O, atunci I b I ;;lll 1 şi deci O < I d I ~ 
~ a. Prin urmare divizorii lui a stnt printre numerele ± 1, ± 2, .„, ± a şi stnt tn 
număr finit (cel mult 2 · I a l) . 

Divizibilitatea numerelor tntregi are următoarele proprietăţi: 
1° este reflexifJă, adică a I a, oricare ar fi întregul a. 
lntr-adevăr, avem a = a· 1. 
2° este tranziti~ă, adică a I b şi b I c implică a I c. • 
lntr-adevăr, din a I b şi b I c rezultă existenţa unor numere tntregi k,,, k., ou 

propriet atea 

lJ = alc1, c = bk2, 

de unde obţinem c = (ak1)k2 = a(k1/c2) şi nottnd 

k = k1k.~ E ~Z , avem c = ak, adică a I . 

3° Dacă a şi b stnt numere 1ntregi cu proprietatea' a I b şi b I a, atunci a = ± b 
(adică I a I = I b I). 

Intr-adevăr, fie c1, ~2 numere tnt regi astfel incit b = ac1 şi a = bc9• Atunci 
b = bc1c2 şi deci b(1 - c1c11) = O. Rezultă că, fie b = O, fie c1c2 = 1. ln primul 

. • . 1.n .unei~ manuale şi culegeri de probleme se foloseşte ş1 notaţia a ! b, pentru a scrie cli a 
este d1V1z1b1l prin b. 

" 
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caz din b I a deducem a = o = b, iar în al doilea oaz, deoarece c1 , c2 E Z, v om 
' ± 1 prin urmare a = ± b. d ' 'd 

avea Ci = Cz = ' î t mere întregi şi d este un număr întreg care ivi e 
. 40 Dac~ a1,1a22' .„, an sa~u~ci d div ide orice combinaţie liniară de a\, a2, „ ., an, 

Pe fiecare ah i = , , .„, n , · 
n . 

adică d IE li ai, oricare ar fi l 11 121 „ „ ln numere întregi. 

• -
1 

, int ·egi cu proprietatea ai = dk;, lntr- adevăr, există k1, k2 , .„ , 1Cn numere 1 

; _ 1 2 n de unde rezultă: "- , , .. . , , 
n n n 

"""li ai = ~ dli lei· Notind k = >'"'li ki E Z, 
f=1. 1=1 1:-( 

n n 
obţinem """ li .ai = dk, adică d I ~ li ai. 

~ l = l 

Evt>f"rltll 

1 F . b e z astfel încît a + b = c. Să se arate că dacă de Z divide două dintre numerele • ie a, , c . . 
date, atunci el îl divide şi pe a l treilea. . . . . 

2. Să se găsească toate numerele întreg i a e '2;, care a.u exact 2 · I a I d1v1zor1 ... 
- . . · 3 d · ·d 0' b sau 3 d1v1de pe a + b. 3. Dacă a:, b e z şi 3 nu divide nici pe a nici pe b, atunci 1v1. e P a -

4. Să se arate că 1 00011. - 1 este divizibil cu 37, oricare ar h k e N. . . . . 
· l l ă şi 2 + 1 nu sînt d1vmb1le cu 3, 5. Să se arate că dacă p e N, p > 3, are proprie a ea c p p 

atunci 4p + 1 este divizibil cu 3. 

6. Să se a1tate că numărul 920 
- 720 este divizibil cu 10. . . .. 

Să ·se ara le ctl oricum ar fi date trei numere întregi, există două cu surr:i~ ~1~~~:~ilă c~ 2. 7
• ~~ Să se ara te că oricum ar fi date 5 numere întregi, există 3 cu sum~ . 1.v1.z1 1 ~u · 

c) Să se arate că oricum ar fi dale 9 numere întregi, există 5 cu suma d1vmb1lă cu ' · 

8. Să se arate că dacă ne N, atunci· na I (n + 1)~ - 1. 2 1 

9. Să se găsească toate numerele întregi n cu pro~metatea n + 1 ~ n ; · 

10. Să se găsească toate numerele întregi n cu proprietatea n - 3 I n - · . 
t Î treg1 cîteva cu suma F . z Să se arate că există printre aces e numere n 11. ,ie alt az, „„ a11 e · . 

divizibilă cu 10. 
12. Să se arate că numărul 620 - 520 este divizi~il cu u . 

& 3. Cel m~1 mare d lvl7-or co 

Definiţia 3.1 . 

Te o r e m a 3. 2. 
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Se numeşte divizor comun al numerelor întregi a şi b 
întreg c cu proprietatea: 

c 1 a şi c I b. 

un număr 

Vom numi un ce/ mai mare divizor comun (pe scurt c.m.m.d.c.) 
al numerelor întregi a şi b, un număr întreg d c~re verifică ur­
mătoare le condiţii : 
i) d este un divizor comun al Iul E şi b (adică d I a şi d I b) . 
ii) orice alt divizor comun d' al lui a şi b divide neapărat ŞI pe d 
(adică d' I a şi d' I b implică d' Id). 

Fie a ş i b două numere întregi. Atur.ci există un c.m.m.d. 
al lui a şi b. 

1 Demonstra/ie. Jn cazul în care a= b =O, c.m .m .d .c. este O. Deci 
putem presupune, de exemplu , b # O. Aplicîn d teorema împărţirii cu rest a nu­
merelor întreg i a şi b, rezultă existenţa a două numere înt regi q

1 
şi r

1 
cu proprie­

tatea că 

(1) 
· Dacă r 1 =O atunci b I a şi c.m.m.d.c. a l numerelor a şi b este b. lntr-adevăr, 

b I b şi b I a, iar dacă d' este di vizo1· comun p.I lui a şi b, în particular, satisface şi 
d' I b. Deci b est e un c.m.m.d.c. a l lui a şi b. 

Dacă r 1 # O, aplicăm teorema împărţiri i cu rest numerelor b şi r
1 

şi obţinem 
numerele intregi q2, r 2 satis făcîn d 

b = r 1q2 + r 2, cu O ~ r 2 < r 1. (2) 

Repetind acest procedeu. obţinem n umerele întregi q3 , „ ., qm, „. şi r
3

, „„ rm ,„. 
astfel Incit 

I ~1 . . .. r.2~~ ~ .'~' . . c~. ~. ~. ~~ .~.~2'. . . . . . . .. . 

'm- 2 = 'm-1qm + rm, CU O ~ rm < r m-..11 

f m-..1 = rmqm+ 1 + rm+i• cu O ~ rm+1 < rm._ 

(3) 

Deoarece r 1 > r 2 > . „ > rm „., există un număr natura l n a stfel incit rn :f: O 
şi rn+ 1 = O. 
Vom arăta că rn este un c.m.m.d.c. a l lui a şi b. 

Jntrucît ' n-1 = rnqn+1> i·ezul tă ce rn I r11-1 ·. 

Din egalitatea rn_2 = rn_1 q11 -I r 11 rezul tă că r 11I r11 _ 2 • În continu ar e, din egali­
t at ea rn_3 = rn-2qn_1 + r„_1 şi ţinînd cont că r11 divide pe rn_

1 
şi p e r

11
_

2
, rezultă 

că r11 divide p e r11~. l n fe lul aces ta, clin aproape în aproape, ţin!nd con t de egali­
tăţile (3), obţinem că r11 d ivide pe r11_ 1, rn_2, „., r 2 , r1. Apoi din egalitatea (2) rezultă 
că r11 divide pe b şi deoarece r11 divid e şi pe T 1, obţinem datorită re l aţie i (1) că r

11 
divide pe a. Prin urma re r 11 este divizor comu n al lui a şi b. 

Fie acum d' un număr 1n Lreg eu propr ietatea că d' I a şi d' I b. Din egalitat ea 
(1) v om avea 

r 1 = a - bq1 şi deci d' I r 1. 

Apoi din egali tat ea (2) obţinem 

r 2 = b - r 1q2 şi deoarece d' I b, d' I r1, obţinem că d' I r
2

. 

Folosind egal ită ţil e (:~) obţinem, din aproape în aproape , că d' div ide fiecare 
din numerele înt regi r3, r4, „., rn_1, rw Aşadar, i n cazul în care b nu-l divide pe 
a avem că rn, ul t imul rest nen ul din ş irul de egalităţi (1), (2), (3 ), este un cel mai 
mare divizor comun a l 11umr1·Plo1· a şi b. · 

Demonstraţia aeC'slPi 1Poremp pune în eviden ţă următoarea regulă de ob­
ţinere a c. m .m .d.c. a două nu ntP1·e, t;are se numeşte algoritmul lui E ucl id: 

P entru a obţine c.m.m.d.c. a doaă numere întregi a şi b
1 

cu b -# O, împărţim 
pe a la b ; dacă restul împăr/irii r 1 rste zero,· atunci b este c.m.m.d.c.; dacă nu, împăr­
fim p e b la r estul împărtirh antr-rfoetrr', r 1 , şi obfinem ustul r

2
; apoi împărţim pe r

1 
la r 2 şi obţinem un nou rest r3 ş . a.m.rl. Ultimul rest nenul este c. m.m.d.r;. al celor 
două n umere. 

Obser"afii. 'L ) D!-\că d este un c. m.m.d .c. a l nu mere lor întregi a şi b, a tunci 
şi - d este un c.rh.m. d. c. a l lui a. ş i b. Dacă d' ar fi t o t un c.an.m. d. c. al lui a şi b, 
a tunci v om a vea d I d' şi d' Id, prin urmare d' = ±d. Rezultă deci că ex istă întot ­
deauna d ouă şi numai două numerP i11Lregi c u proprietatea celui mai ma re divizor 
comun al nu mPrelor a şi b. Aceste două numel'e sîn t egale in m o dul şi de semn 
contr ar. Acela din t 1·e ele care es te pozitiv i i vom not a cu (a, b). Se observă că 
prin algorit mul lui Eu clid se obţirw tocmai (a, b). 
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2) Din definiţia c.m.m.d:c. rezultă că 
(a, b) = (b , a)= (-a, b) =(a, - b) =(-a, -b) =(I al, I bi). 

Observaţia 2) ne permite ca pentru calcularea celui mai mare divizor comun a 
două numere întregi să ne mărginim la cazul numerelor naturale. 

Exemp~u. Să se găsească cel mai mare divizor comun al numerelor -810°si 315. 

S~luţie. Avem (-810, 315) = (810, 315). 
Vom aplica acum algoritmul lui Euclid: 
1) 810 = 315. 2 + 180 
2) 315 = 180. 1 + 135 
3) 1.80=135·1.+ 45 
4\ 135 = 45 . 3 + o 
tn acest şir de împărţiri succesive ultimul rest nenul este 45, deci (-8.10, 315) = 45. 

Din faptul că c.m.m.d.c. a două numere este unic, abstracţie făcind de semn, 
şi folosind egalităţile (1), (2) şi (3),' avem: 

Te o r e m a 3. 3. 

Def i n I ţi a 3. 4. 

Dacă a şi b sînt două numere întregi şi d este un cel mal mare 
divizor comun al lor, atunci există două numere ·întregi, k şi /, 
astfe l incit d = ka + lb . 
Două numere întregi nenule a şi b se numesc prime 1ntre ele dacă 
1 este c.m.m.d.c. al lor. 

Observăm că µ şi b sint prime intre ele dacă şi numai dacă ± 1 stnt 
singurii lor divizori comuni. 

Exemplu. Numerele 57 şi 25 slnt prime Intre ele. Într-adevăr, folosind algoritmul 
lui Et.:clid, obţinem: · 

57 = 25 '2 + 7 
25 = 7. 3 + 4 

7 = 4·1 + 3 
4 = 3·1+1 
3 = 1 · 3+o 

şi deci (57, 25) = 1. 

Obser'1aţii. 1) Fie a, b E Z şi d = (a, b) astfel incit d > O. Fie a = da' şi 
b = db'. Atunci a' şi b' sînt prime intre ele. 

Intr-adevăr, fie d' un divizor comun al numerelor. a' şi · b'. Atunci dd' este 
un divizor comun al lui a şi b. Deci dd' il divide pe d, adică există un d" E Z 
astfel incit d = dd'd". Deci d'd" = 1 şi prin urmare d' = ±1, ceea ce înseamnă că 
a' şi b' sint prime intre ele. 

2) Din t eorema 3.3. obţinem că a este prim cu b dacă şi numai dacă există 
k, l E Z astfel incit 1 = ka + lb. lntr-adevăr, dacă a este pr im cub, atunci (a, b) =1 
şi conform teoremei 3.3. obţinem k , l E Z astfel incit 1 = ka + lb. Reciproc, dacă 
1 = ka ;t- lb şi d\ a, dl b, atunci dl 1 şi deci d = ±1, adică singurii divizori com\mi 
ai lui a şi b sint ±1. 
D e f I n i ţ i a 3. 5. Fie a şi b două numere întregi. Un număr întreg m se numeşte 

un cel mai mic multiplu comun (pe sc,urt c.m.m.m.c.) al numerelor 
a şi b, dacă verifică următoare le cpndlţii: · 
i) m este un multiplu comun al lui a şi b (adică a I m şi b I m), 
ii) orice alt multiplu comun al lui a şi b este multiplu al lui m 
(adică dacă a I m' şi b I m' , atunci m I m'). 

I 

Teorema care urmează ne asigură existenţa celui mai mic multiplu comun şi 
ne dă în acelaşi timp şi un procedeu de calcul. 
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T e o r e m a 3. 6. Fle a ş i b dou ă nume re întregi nenule. Dacă d este un c.m.m.d.c. 
a • b 

al lui a ş i b, atu nci m = -- este un c. m.m.m.c. al lui a şi b. 
d 

Exemplu. Să se calculeze c.m .m.m.c. a l numerelor 4 020, - 210. 
Solu{ie. Pentru a calcula .c.m.m.m.c al numerelor 4 020 şi -210 es te suficient , 

conform teoremei 3.6, să calm.dăm c„m.m.d.c. al numerelor 4 020 şi I - 210 I cu algoritmul lui 

Euclid: 
4 020 = 210 X 19 + 30 

210 = 30 X 7 + O 
. . . 4 02ox 210 

Deci un c.m.m.m.c. a l Im 4 020 ş1 - 210 este = 7 x 4 020 = 28 140. 
i!O 

1. Să se găsească prin algoritmul lui Euclid cel mai mare divizor comun a l numerelor: 
a) - 180 ; 756; b) - 375; 360 ; -900; 
c) O; 779; -399 ; 5 700; d) - 3 724; 18 468; 
e) - 540; 588; - 576; f) 375; 645; -600; -1515. 

2. Să se găsească c&l mai mic multiplu comun al numerelor următoare: 
a) -960; 1 200; b) 30295 ; 36354; c) 12345; 4565; -960. 

s. Să se afle toate numerele prime cu 100 şi mai mici în modul decît 50. 
4. Se dau două numere întregi a şi b nenule care au r..m.m.d.c. pe 5, iar clturile împărţirilor 

succesive din algoritmul lui Euclid sint - 1, 3, 2. Să se afle a şi b. 
1 li. Să se găsească două numerP..întregi a şi b astfel înctt (a, b) ~ 3 ş i [a, b] = 72. (C.m.m.m.c. a l 

I 

' 

lui a şi b se notează cu [a, b].) 
Este soluţia unică? 

6. Să se arate că numerele 2/c + 1 şi 9/c + 4 sînt prime între ele, oricare ar fi k e z. 
7. Să se găsească c.m.m.d.c. a l numerelor 2/c - 1 şi 9k.+ 4 în funcţie de număru l în treg Ic. 
8. Să se arate că dacă a şi b s!nt numere întregi, d un c.m.m.d.c. al lor , iar Ic, l e Z, cu proprie-

tatea că, dacă· .1 ' 

'ka + lb = d, atunci (Ic, ll = 1. . 
9. Să se arate că l21n + 4, 14n + 3) = 1, ne z. 

10. Să se arate că numerele de forma Fk = 221<. + 1(/c = 0,1,2, „.) sînt prime două cite două. 
11. Să se arate că pentru orice ne N* avem (n! + 1, (n + 1)! + 1) = 2. ' 

Definiţia 4.1. 

Exemple 

Im . Tor m descompun r n f ctorl Drlm . 
Un număr natural p ;;i::2 se numeşte prim dacă singurii săi divizori 
sînt ± 1 şi ± p. 

Numerele 2, 3, 5 , 7, 11 , 13, 17, 19, 23 sînt numere prime . Verificarea acestui fapt se 
~ poate face efectuînd împărţirea fiecăruia dintre numerele date la numerele naturale mai mici 

decît el. 
Numărul 2 este singurul număr prim par. 

' 
ln cele ce urmeaiă vom da (fără demonstraţie) două teoreme foarte importante 
in aritmetică. 

T e o r e m a 4. l. Un număr natural p ;;i:: 2 este prim dacă şi numai dacă oricare ar fi 
a ş i b numere întregi astfel incit p divide pe ab, să rezulte că 
p divide pe a sau p divide pe b. 
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Te o r e m a 4 . 3. (Teorema fundamental ă a aritmeticii) Oricare ar fi numărul în­
treg n,-cu ln/ ;;i: 2, ex istă o descompunere a sa în produs de nu­
mere pr ime, adică e'xistă un număr flnlf de numere prime 
Pi· P2· „ „ Pm• nu neapărat distincte, astfel incit 

n = ±Pi P2 „ . Pm· . 
În vplus, această descompunere este unică, în sensul că oricare 
alta descompun ere în produs de factori primi diferă de ea doar 
prin ordinea fact orilor . . 

„ . Obser1•a ţiP. În I eorema ~ . ~ , în re~:11z.entarea numărului n ca produs de factori 
~! 1m 1 ~ ~· fJz, „., ~m· este pos1b1l ca unn ~in tre factori să fie egali lntre ei: Pi poate 
sa aparn de ~1 011,vcu a 1 ;;i: 1! p2 de a 2 ori , cu ~ ;;i: 1, şi in general ph de ah ori cu 
ak ;;i: 1 . Dnra numal'Ul fa ctorilor p1·imi distincţi este 1, a tunci vom av.ea: ' 

± "• "• " l d . n - fJ 1 Pz „ „ p1 ,· un e putem presupune Pi .< p 2 < „. < p 1. (1) 
~cr1e1· eH lui n_ 1n l'o ~·ma (ţ) __ se num_eşte descompunerea lui n în factori primi. Teorema 
lund nrn<>u tala a Hr1Lmetw11 se mai numeşte teorema de descompunere în factori primi. 

E.remplu. Număru l inlreg -5 600 se poale scl'ie ca produs' de factori primi tn 
fe lul u 1·mălor: - 5600 = -2 . 2. 2. 2. 2. 5. 5 . 7 = - 2s. 52. 7. . 

Aplica, ie. Să se arate că şirul numerelor prime este infinit. 
„ . • Solii{ie. Să presupunem prin reducere la absurd că ar exista numai un număr 
Imit .ci~ nume.re P.1:imc Pi. Pi . „„ Pn· Fie p = 1""91P2 „. Pn + t . Dar p admite conform teoremei ~- 3 
un d1 v11.0r p1·rn1 , J1e aresta Pk· Pe de altă par te împărţirea lui p ' Ja ·pk dă restul 1 deoarece 

p = Pk'J + 1 , 1 E N. 
Am. a ju?s deci _l a ~ ~1ll1tradirţie. Presupimerea că mulţimea_ numerelor prime es te finită este falsă, 
dPc1 exis tă o mfm1tate de numere prime . 

Cu aj uLnru l teoremei fun~amenta~e a aritmeticii putem d a un alt procedeu de 
calc ul ,al c. m.m.d.c. a dou~ sau mai multor nume11e întregi. 

. 51' ·''.1_'1'111 descompune1:ile ac~to: numer.e în produse de /'actori primi şi c.m.m.d.c. 
al /01 iJa / 1_produsul /actonlor pruni comuni acestor numere f'iecare ridicat la puterea 
c·c;a rwn lll/,Că la care apare in descornpunerile respecti"e. ' · · 

Pentru a demons tr~ aces_t lucru este suficient să considerăm cazul în ca~e avem 
d~Hia numere. in tr_eg1 a ş 1 b. Fi~ d numărul obţinut prin procedeul descris. Atunci, 
d111 l. ~11~ sl 1·t~<"\·J,a lu 1 d, rez_u lt~ e':'1dent. c~ d I a·şi _d I b. Dacă d' I a şi d' I b scriem descon'i­
pu n1 ~ e.1 l~i d ~n . factori pr1mI. F olosind teorema 4.3 {partea de unicitate) rezultă 
imedrnL cad' d1v1de pe d. Deci d= (a, b). 

H.rtmple 

1) Fil' 11 = 360 ş i b = 240. Avem 360 = 23 • 32 
• 5 şi 21, 0 = 24 . 3 . 5 şi deci (360, 240) = 

-23 ·3· 'i 1 :l0. • 

.:!) J-'il· a 72, b = l :lO şi r·= 300. Avem 72 = 23 • 32 , 120 = 23 • 3 . 5 şi 300 = 22. 3. 52 
şi deci (72, 120, 300) = 22 · 3 = J2. 

. Tot d in teorema f und amentală a a 1·itmeticii rez u l tă şi un mod d e calcul al celui mai mic 
multiplu comun 11 două sau t1- mai multor numere. 

Se scri1i _dcscor~p~nerile acestor numere in produse de fact ori primi şi c.m.m.m. c. al lor pa fi 
produs11.l factorilor p rimi care ap ar cel puţin· intr-wia din descompuneri , luat fiecare la puterea 
cea mat mare la care apare in descompunerile respecti1Je. . · 

Oe exempln , fie numerele n = 72, b = 1:.!0 şi c = 300. Deoarece 72 = 23. 32 120 = 
= 23 

• 3 · 5 şi 300 = 22 
· 3 · 52

, aLunci [72, 120, 300) = 23 • 32 . 52 = 1 800. ' 

În conLinuarfl vom face cHeva observaţi i asupra şirului numerelor prime. 
Dar:ă n E~, n ~ 2 şi nu este J?rim, atun ci el admite un divizor prim p ~ Vn· 
Î nt1 -adevar, cum n nu este prim, avem n = a . h cu a, b > 1. E viden t, putem 

p1·t·~ 11 p 11 11P di a ~ b. Atun ci a2 ~ ab = n, de unde a ~ l/ n. Dar din teorema funda-

8~ 

mentală a ar~tmeticii a arc un divizor fll'i m p, t•a1·e <'sLe la l'i11cl 1d ~A u cl iviio1' ·a l 111 i 
n şi , mai mmt, p ~ a ~ Vn· · 

ln concluzie, pentru a doc,edi că 11n n 11 miir natural n ~ ·~ rst1· pi im f'S/< .rnf'icienl 
să "erif'icăm că el nu are diCJizori primi mai mzc1 drcîl v-;:;. 

De exemplu, fie n = 97 . Cu m Vm < 10, aVPrn de rnnc;icl er<\ l nume1·ele prime 
< 10, adică 2, 3, 5, 7. Se vede imE> <lia t că nici unu l din tre nrrsl\ n1rnw1°<' nu divi<lf' 
pe 97 . 

Ciurul lui Eratostene. Vom da în cele ce u t·mează o nwlocln dP oblinare a 
numerelor prime mai miri decît un numă 1· daL n ;;i: 2. Această melo<lă este~ cunos­
cută îrică din antichitate sub numele de ciurul lin Eralostene, după nu mele maLe­
maticianului grec care a daL-o. Considerăm mai in lli şirul LuLuro1· numerelor natu­
rale de la 2 lan. Apoi , deoarece 2 esLe primul număr prim p 1, vom in liHura din şir 
toate numerele mai mari dec1L p1, ş i d iv izib ile cu p1 = 2. P1·imul di11 L1·e numerele 
rămase este 3 = p

2
. Acum vom î nlătura din şir LoaLe nurnerr le ma i ma1·i clocit p 2 

şi divizibile cu p2. Primul număr rămas es te 5 = p3. Să presupun em că clupă pasul k 
am aflat numărul prim P1t (al k-lea ca mărime în Lre nume1·ele prime). Vo m l n lă tura 
din şir toate numerele prime ma i mini <lecit Ph şi prime cu p 11 • Primttl nu măr care 
nu a fost înlăturat va fi flk+i, a l (k + 1)-1ea număr prim. 

Acest procedeu se termină la pasul m, uncie Pm este cel mai mal'e n umăr 

_prim ~ Vn· 

ltli 

1. Care dintre următoare le numPrr inlregi sînl prime: 3477, 200il, 1 21:1, 20!19 , 3649, 847, 
1493, 2027, 2261 , 6959 , 9689, 10627. . 

2. Folos ind teorema fundamen la lă a arilmel icii , să se găseaşă cel rna1 mart• di\'iwr 1.:on1t.n şi 
cel mai mic mulliplu comun a l următ oarPlor numeri>. 
a) 319 şi 407 ; b) 333 ş i 504; c) 27, 21, şi 1 ~; d ) v. , 48 64, 192 ; l') 3'l!i, •:!h, 169 .,.i I 011„ 

s. Să se determine cel mai mil: număr nai ura i l'are arP exad 20 de rlivi'wri inlrrgi ~;Î rrl mai 
mic număr natura l care are exart n divizori inlregi. 

4. Să se găsească un număr nat ural care să ni bă exacl 15 d ivizori nalul'nli şi sinKuJ·ii i-rd di-
v izori primi să fie 7 şi 11 . · · 

5. Fie a ş i b num ere în tregi pr imt> în ! re ele. Să se arai e că n + b şi a b sln l p1·1nw cu ab 
Să se ar ate că, î n plus , rl acă a şi b a u parit:1ţi diferite, a l unei u + b eslP pr1111 1·u o - b 

CU a3 - b3 • • 

6. Dacă a şi b sînt numere naturale nenu l!• şi suma lor Pste un număr prirn, alunri c1 Psfl' prim 

cu b. 
7. Să se arate că dară a, b, ce Z ş i a Ic, b Ic, (a. b) = 1, at nnri nb Ir 
8. Să se arate că d acă a, b, ceZ au proprietatea cii a est.e prim cu b şi cu c, al unei 11 Pste prim 

cu bc. 
9. Să se arate că dacă b I ac atunci b I (a, b) {c, b) . 

10. Să se a rate că d acă d este uu r.m.m.d.c. a l n11mcrelor a şi b, a lunei rl3 csle un c.m.m.d.c. 
al lui a3 şi b:'. Reciproca. este adevăra tă? 

11. Fie r e Q cu proprieta tea că „m esle un număr întreg, meN*. Să SCJ ;Hale ră 1· este în treg. 

12. Fie a , b, m e N cu proprietatea ră (a , ·b) = 1 şi 'i//ab e N Să so ar; le că "Va, 'fb e N. 
18. Să se arate că numerele de forma Rn -! 1 nu sint prime {ne N*) . 
14. Să se arate că există o infinit"ale de numere nai ura le n, c11 pro pi ie la lea c·ă {n, 2n - 1) "'> 1. 

Să se găsească cel ma i mic din tre ele. 
15. Să se arate că nu există numere nat urale prime n ast fe l îndl 11 I 2n 

16. Să .se a rate că există numere ln trrgi de 
mele cifre 00001 . 

forma 31\ care S('rise 111 bază ierimală nu ulii-

17. Să se arate că există numere intregi care au ullimele cit1·e 1978 ş i care să fie div izibilo cu 

1979. 
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1.1. Definirea polinoamelor 

Fie C<N> mulţimea şirurilor (infinite) de numere complexe 

/' = (ao, al, i22, .. „ an, „.) , 

' 

care au numai un număr /'init de termeni l' · v . 
natu1·al m astfel înrît a _ 0 t . . ail nenu i, ad1ca există un număr 

D ' . · l . i. - pen ru orice i > m. 
h-(1+e2/~emp1~'oş1rurilef=(0,-1,2,0,0,„.); g=(-1 i 2 O O ) · 

- ]' I , , d- V , ~.O, O, „.) sînt şiruri infinite care au un numfu· finit' d 't ' „ . .' 
;cnu( 1. 

1 
n~r2a 0e~ar, şirul f' = (O, -:-1, 2, Oi O, „.) are numai 2 termeni neneu1rr;;~ni 

.- - , i, .' , , ·:·) are.3 termem nenuli, iar şiru! h = (1 + 2i 7 -100 2 O' O u 
!He 4 tern:e!11 nenuh. D~CI aceste şiruri stnt elemente din multi · 'c<N> ' ' ' '„. ) 

Defm1m pe mulţimea c<N> I V •• 1 . . mea • 
Fie /' = (a ) - c oua operaţn a gehr1ce: adunarea şi înmulţirea. 

atunci definim o• a1, a2, „. , g - U>o, b1, h2, „ .) .două elemente din mulţimea C<N> ; 

unde 

/' -~ g = (ao + bo, a1 -+:- b1, a2 + b2, „.) şi 

fg = (c0, c1 , c2, .„), 

Co = aobo, 

C1 = aob1 + a1bo, 

C2 = aob2 + a1b1 + azbo, 
................... .. . 

r 

Ci= aobr + a1br-1 + azbr-2 + ... + arbo =~a b = " a·b· • r r-i . ~ 1 J' 
t = t+J=1· 

(1) 

(2) 

Î t Sdă ovhservăm că f' + g şi fg aparţin mulţimii C<N>. . . 
nr-a evar, cumfE C<N> există un număr n t 1 l' i > m ·Cum gE c<N> .' iv v a ura m, astfe mcît ai=O pentru orice 
. . ' ex1s a un numar natural tf l i 1 b O . 

J > n. In acest caz avem a =o si b _ 0 tn, as .e ne t ; = pentru orice 

+ b · 
0

. . h. , " - pen ru orice k >mai.: (m n) · d · 
ak k = pentru orice le > max (m n) De · f + . ' ' . şi em 

F
. ' · CI g este un element din CCN) 
ie r > m + · ât · · • n, unei r - m > n. In acest caz c - b 

„. + a,J'!br-m + am+ibr -m-1 + „. + arb. Cum r - . r - ~o '. + a1br-1 + ... 
sînt toţi nuli. Pe de altă parte si numirele a m > n, atunci bn b,r-i. ·:·• br-m 
In concluzie, pentru orice r > ~ + n ave m+~ ~m+.2• „ .•. ar sin~ nule ŞI deci Cr=O. 
elemef!t din C<N) . m Cr - şi deci fg es~e de asemenea un 
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Elementul f + g = (a0 + b0 , a1 + b1 , a2 + b2, .„) se numeşte suma dmtre 
f' şi g, iar operaţia prin care oricăror elemente f şi g din mulţimea C<N> se asociază 
suma lor, se numeşte adunare. 

Elementul fg = (c
0

, c
1

, c2, .„ ) se numeşte produsul dintre f' şi g, iar operaţia 
prin care elementelor f' şi g din mulţimea c<N> se asociază produsul lor, se numeşte 
înmulţire. 

Exemplu . Dacă f = (-1, 2, 3, -5, O, O, „.) şi g = l 'l , O, - 1, O, „.), atunci 
suma lor este f + g =(O, 2, 2, -5, O, O, .„), iar produsul lor este fg = (-1 ·1, - 1·O+2·1, 
( -1) . ( - 1) + 2 . o + 3 . 1, - 1 . o + 2( - 1) + 3 . o + ( - 5} . 1, - 1 . o + 2 . o + 3 . ( - 1) + 
+ (-5)"0 +o ·1, (-1) .o + 2 .o+ 3 ·O+ (-5) ·( - 1), O, O, ... ) = 1-1, 2, 4, -7, -·3, 5, O, „.). 

Def I n Iţi e. Fiecare element al mulţimii C<Nl , pe care sînt definite cele două ope­
raţii precedente (1) ş i (2), se numeşte polinom. Dacă f = (a0 , a1 , 0 2 , „ .) 
este un polinom, numerele a0 , a1 , a2 , „ . se numesc coefici enţii lui f. 

Vom nota cu C' submulţimea lui c<N) formată din toate şirurile de forma 

(a, O, O, O, „.) unde a E C. 

· Funcţia cp: C - C' definită prin egalitatea 

qi(a) = (a, O, O, O, „ .) 

este o funcţie bijectivă. Mai mult, operaţiile de adunare (1) şi înmulţire (2) a poli­
noamelor ce aparţin mulţimii C' se t ranscriu astfel: 

(a, O, O, „.) + (b, O, O, O, .„) = (a+ b, O, O, O, .„) şi (3) 

(a, O, O, .„) · (b, O, O, O, .„) = (ab, O, O, O, „.) 

Relaţiile (3) ne arată că adunarea şi înmulţirea pe C' se fac după aceleaşi 
·reguli ca adunarea şi înmulţirea numerelor complexe. Din acest motiv rezultă că 
C' are aceleaşi proprietăţi aritmetice ca mulţimea C a numerelor complexe. Acest 
fapt ne permite să identif'icăm polinomul (a, O, O, „.) cu numărul complex a. Aşadar 
punem (a, O, O, „.) = a. Datorită ~cestei identificări avem Cc C<N> . Polinoamele 
de forma ·(a , O, O, .„) =a se numesc polinoame constante. 

Obser()a/ie. Defini rea polinoamelor precum şi operaţia de identificare a poli ­
noamet~r de forma (a, O, O, „. ) cu numărul a, ne re~mintesc de modul cum am definit mulţimea 
numerelor complexe precum şi de operaţia de identificare a numerelor complexe de forma la, O\ 

cu numărul real a (a se vedea manualul de Algebră clasa a IX -a). 

1.2. Proprietăţil e adunării polinoame lor 

1° Aduf!area este comutativă, adică oricare ar fi f' şi g, din C<Nl, avem 

f' +g=g+ f'. 

Într-adevăr , dacă f = (a0 , at> a2, .„), g = (b0 , b1 , b2, „.), avem f + g = (ao + bo, a 1 + b1 , 

a
1 

+ bg, „:) şi g + f = (b0 + a0 , b1 + a 1, „.). Cum adunarea numerelor complexe este comu­
tativă avem ai + bi = bi + ai pentru orice i ;;. O. Deci f + g = g + f. 

2° Adunarea este asociativa, adică oricare ar fi f ', g şi h din C<N>, avem 

(f' + g) + h = l + (g + h). ' 
Într-adevăr, dacă f = (a0 , a1 , a2, .„), g = (b0 , b1 , b2, .„), h = (c0 , c1, c2, .„) \atunci 

f + g = (a0 + b0, a1 + b1 , ag + b2, .„) şi deci (f + g) -f=> h = ((a 0 + b0) + c0 , (a1 + b1) + c1 , 

(a
2 
+ b

2
) + c2, „. ).'Analog, obţinem că f + (g + h) = lao+(bo+c0 ), a 1 + (b1+c1 ), az+ (b2+c2l, „.1. 

Cum operaţia de adunare a numerelor complexe este asociativă, avem (ai+bi)+ci= ai+(bi+ci), 
pentru orice i ;;;.: O. Deci (f + g) + h = f + (g + h). 
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3° ELe111rnt 11r11lru. Polinomul constant O = (O O O ) t I t 

'

JPnln1 'Hlun n 1· 1 • ' ' .„ es e e emen neutru , • • 1·ea po 1noame or, în sensul că orica re ar f1' f E C<N> , avem . 

f+ O=O+f=f. 
Îulr· aclPvăr. I , f ( 

Cal'h = a0 , a11 a 2, „.), atunci f + O = (a a a '. „ ) + (0 O 0 ) _ 
li. a, -t O, a

2 
L o ) _ ( ) ~ · 11 z, , , , „. -

1 „. - llo, ll1, Uz , „. = f. 0 11 pl\ proprietatea 1° avem Ş i 0 + f = f. 

o'l
0 

Orit1• polinom are an opus ad ică oric•tre ar fi f E c<N> · t v 1· 
notat cu - /', as t fel incit, ' c ex1s a un po mom, 

l + (·-/') = ( - /') + /' = o. 
lntr·-adt>v;\J' daeă /' - (a a a l . • · / ' 

' - 0 1 l • ·2, .„ 1 a "UllCJ - = ( - ao, - a1 , „.), deoarece f + (-f) = 
(rt o, "1• a~, „.) I- l - 0 o. -01 , - 112, „. )=(<10 -j ( - a

0
) a +( - a) a 

Con l'Ol'lll propl'il' l;l\.ii I" avr.rn Iii ("-/) + r =o. , 1 I , 2+l-a2), „.) =10, o, o, „.) = 0. 

l)p f'J.'l'lftpl lt, dacit ( = (- 'f , 0, 2, 2 0 0 ) este> Un polinom, atunci opusul Sx\.I este 
-f- 11. o, - 2. -:.!, o, n, „.). • • . ' „ . CI. 

:· . . ObiN'l'Vflţ ir· „ Oadl r ş i g sînt. rlou ll polinoame , suma r + (- ) se notează sim 
pi rn I - /(!;ii se llll mc1;1Le d1(cre11/a dintre r şi g. Operaţia prin care 01· icăror d g . , . piu: 
Sf' 11so1·ra1.' dllc•rPn!a lor se numeşl e scădere. ouă polmoame f ş1 g h 

l>nr;1 r ( = no, n,, a2, „. ) şi g = lbo, 61, 62 , „.), atunci 

( - g = (ao - bo , Cl 1 - bi> Uz - b2, „.). 

lll' f':.l't'mplll, dat:ă ( = (2 , -3, -1., O. O, „.) şi = ( - 1 - 1 · 
= \:!, :! 11, :!, o, O, „.). g • • - 1, 2, O, „.), alunei f - g = 

1.3. Proprietăţile înmu lţirii polinoamelor 

1° lnmuLţirea este comutatiCJă, adică or1'care f' 1· · d' > ar l ş1 g. m C.<N , avem 

/'g = gf'. 

fn l1·-ncll•v:lr da!'ă ( - (ţ;t a ) · ( 
si g( = ( t d d. , ) - o. li a2, „. ş 1 g= 60, b11 62, „ .), atunci notînd fg = (co, ci , c2, „.) 
' <o, J• •• „ . nvcm Cr= 0 obr+a.1br- 1+a2br-2+„.+ arb şi d - b + b b 
Cum adunarea şi lnmul ţ. irea numerelor complexe s tnt comuta t~ e .r- oa_r t ' iUr-1 + „ . + rao. 
pent1·11 ol'ic·c r :;;., O şi ded fg = g(. ' v ş! asocia ive, avem Cr = dr 

2° lnmulţirra estr asociatiCJă, adică orica re ar f1' f, g şi· h din CCN) , avem 

(f'g)h = f'(gh). 

în11·-adi>văr fie r (a ) (b . 
' . o, a1o a2 , „. • f? = o. b" b2, „.) ŞI h = (c0, c1, c2, „.). Să notăm 

fi? - lrln. d ,, d2. „.) Ş I ((g)h = (eo, el> e2, „ .) . Atunci dr =. """' ai·6
3
· 4.J pentru orice r ;;i: O şi 

1+1-1· 

2 drCk Drf'i r 11 = . )" ( . B a;bj) Ch = )' nib;c1i. 
1· f /1 11 1+4ri:.11 i+J=r ;+f:ni- n 

!Jad\ noti!m gh = (d~ d' d' ) ,· (( I ) ( ' • • • 
' 1• 2 1 „. ş r , gi = co, e 1, ez, „.), în mod ana log se obţine 

d; )' lijrk p<'n l 1' 11 Ol'i t•C s li ' """' d' ' ~ ( I Pr'-A ~ :;;1 "" -= . L-1 a; a. l)p(' i, t!n = Ui E bjC/t') = 
)" l-f·•-11 i- B- 11 i+h ms 

H trf. 
11 

"1IJ.Jr11 Comparlnd , obţinl'rn 1 ·ă t'n = e;, şi deci f (gh) = (fg)h. 

t'11 

3~ Elem.r'1~1 n~utru. Polinomul 1 = (1, O, O, „ .) este element neutru 
în mulţm', ad ica oricare ar fi l E c<N>, avem pentru 

l·1 = 1 ·f = f. 
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Într-adevăr , dacll ( = (a0 , a„ a2, „.), alunl'i f · I = (11 0 , a 1 , a2, „.) (1, O, O, „.) = 
= (a0 '. 1 , a0 ·O+a1 ·1 , a0 · O+ a 1 ·O+ a2 1 , „.) = (a0, a 1, a2, „.) =' (. 

După proprietatea 1° avem de asemenea 1 · ( = (. 

4° lm~alţirea este distributiCJă /'aţă de adunare, adică oncare ar fi polinoamele 
/', g, h E c<N) , au loc relaţiile : . 

,f'(~ + h) = f'g + /'h şi 

(/' + g)h = f'h + ~1i: 
Îhtr-adevăr, fie ( = (a0 , a1 , a2 • „.), g = (h0 , b1, b2, „.) :;;i h = (co,'c1 , c2, „. ). Atunr i 

f' (g + h) = (a 0 , a 1 , a2,' „.) (b 0 + c0 , b1 t c i> b2 + Cz, .„) - (ao(b„ + col. ao(b1 I- C1) + 
r r 

+a1(b0 + c0 ), „„ E Ui(br-i+cr_\ ), „ .)= ( (uobo -+ a0c0 ), (a0b1 + a 1b0 ) + (aoc 1 -l a 1c0), „, ~ aibl"-i+ 
i = O I 0 

r I' T 

+ ~ aicr-ii „.)= (aobo , aob1 + a 1bo, „„ E aihr-i• .„ )+(aoco, aoct + a 1co, · „ L, <Wr-i• „.) fa+fh. 
1- 0 I 0 l 0 

5° Dacă f' şi g sînt polinoame nrnule, atunci produslll lor este un polinom nenul 
(/"# O şi g =F O ~ f'g =F O) . 

Într-adevăr, fie f = (n0, a1, a 2 , „.) ?Î g = (h0 bi> b~, ) C11m f =F O I! istil. un trrmen 
ai =F O. Fie m cel mai mare număr 11alu1·al uslfol 111cil a111 =F O. Rezultă că a, O pentru orice 
i > m . Analog pentru g =F o„ fie• 11 t' l' I mai mai t! 11urna1· 11alural astfel rnrll bn =F o H.ezultă 
că b; = O oricare ar fi j > n. Să presupunem Lă fg = (co, c1, c2, „.). Alunei cm+n = ~obm+n + 
+ a 1bm+n-1 + „. + ambn + Dm+ibn- 1.-+ . +- <tm+11bo. Cum bm+n = 6111.+n-1 = „. = bn+1 = O şi 
am+1 = Um+2 = „. = Um+n= O, atunci <'m+n = amb11• Cum am =F O şi bn ::f: O, atunci cm+n am611 ':!:O 

ş i deci f g =F O. · 
-

5° Simplificarea cu un /aclor nenul. Dacă f, g, h, sînt polmoâme astfel tnclt 
fg = fh · şi /' =F O, atunci g = h. 

Intr-adevăr, cum fg = fh, obţinem / f, -'-fit = O şi deci f'(g - h) = O. Cum 
f =F O, din proprietatea 5° trebuie ca g - h = O, adică g = h. 

8 2_ Form 

Notaţia f = (a0 , a1, a2, „. ) in trodusu 'penLru polinoame nu este prea comodă 
în operaţiile cu polinoame. De aceea vom f0los1 al La scn ere pent.ru polinoame. 
Convenim să notăm polinomul (U, 1, U, O, ... ) prm „.A „ ş1 C1i1m „nedeterminata X". 

- Inmulţirea poli ~10ame lor ne clă: 

X 2 = X · X = (O, 1, O, „ .) (O, 1, O, O, ... ) = (O, O, 1, O, . ), 
X3 = X· X 2 = (O, 1, O, „.) (O, O, 1, O, „.) = (Q, O, O, 1, o, ... ), 

xn = X · xn-1 = (O, 1, O, „.) (O, O, „. O, 1, O, .„) = (O, O, „. O, 1, O, .. ) 
"-1 Ol'Î " ori 

. . . · .. ... ........... ...... : 

Folosind acum adunarea şi înmulţirea dcl'initP pc c<N), pentru f = (a0 , a1, a2, .„) 
putem scrie · · I 
/'= (a0, a1, a2, „ .)= (a0 , O, „.)+(0, a1, O, .„ )+ (O, O,~. O, .. )+ „ I (O, O, .. „ O, a„ O, .„)+ 
+ .„ = (a0 , O, „.) + (a1, O, „ .) · (O, 1, O, „.) + (a2 , O, „.) · (O, O, 1, O, „.) + ... + 

+ (ai, O, .:.) · (0, O, „ . O, 1, O, .„) - a0 + a1 X + a2 X2 -t .„ + a,Xi -t .„ 
n ori 

(unde există doar un număr finit. de termeni nenuli). 
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Deci 

(1) 

Cum f = (a0 , a 1, a2 , ••• ) este un element din C<N>, există un rtumăr natural m 
astfel incit a; = O pentru orice i > m. In acest caz (1) se scrie sub forma 

m 

( = a0 + a1 X + a 2X 2 + ... + <trnXm = >' a;Xi, 
f'=6 

unde ao, a1, az, .. . , llm sînt coefi cienţii polinomului r 
( 1 ') 

Polinoamele de forma axn unde a E C si n este un număr natural se numesc 
monoame. Din (1') rezultă că orice polinom nenul este o sumă f"inită de monoame 
nenule. ' 

Datorită scrierii (1) sau (1') pentru polinoame, se adoptă pentru mulţimea 
c<N> nota/ia C[ X]. ln particular, avem incluziunea CCC[X]. Datorită scrierii (1 ) sau 
(1 ' ) elementele din C[X] se mai numesc polinoame într -o singură nedeterminată cu 
coeficienţi complecşi. De asemene.a, dacă f E C[ X] este un polinom, de multe· ori 
este util să scriem l = f( X). 

În mulţimea C[X] distingem următoarele submulţimi importante : 
R[X] = mulţimea polinoamelor cu coeficienţi reali, 
Q[X] = mulţimea polinoamelor cu coeficienţi raţionali, 
Z[ X] = mulţimea polinoamelor cu coeficienţi întregi. 
E ste clar că avem incluziunile 

Z[ X] c Q[ X] c R[X] c C[X]. 

Exemple. 1) Polinomul f = V2 - 7X2 + X 3 este un polinom cu coeficienţi reali . 

2) Polinomul g = .!. - X+ .1 X 4 este un polinom cu coeficienţi raţionali. . 
3 7 

3} Polinomu l h = 7 + X 2 
- 8X3 este un polinom cu coeficienţi lntl"egi. 

Observa/ii 1 \ Folosind scrierea ( 1) a polinoamelor, opcra(iile de adunare şi 
lnmulţire se transcriu astfel: 

dacă { = ao + a 1X + azX2 + ... + arXr + ... ·şi g = b0 + b1X + ... + brXr + ... , 
at unci 

f + g = ao + oo + (a1 + b ,tX + (a2 + b2)X2 + ... -+ (ar+ br)X1• + .. „ 

fg = aobo + (a0b1 + a 1b0 )X + (a0b2 + a 1b1 + a2b0 )X2 + ... 
... + (aobr + a 1br-i + a2br-2 + ... + arb0 )Xr + .... 

De exemplu, dacă f = - 1 + 2X + X2 şi g = 1 - X, atunci 

f + g = (- 1 + 2X + X 2
) + (1 - X)= X+ X 2 şi 

fg = (- 1 + 2x + X 2
) • (1 - X)= - 1 + 3X - x 2 

- X3. 

12) 

(3) 

2) Se observă din re laţiil e (2} şi (3) că ducă f , g s!nt p~linoame cu coeficienţi reali (res­
pect.iv raţiona l i, întregi ), atunci suma şi produRul lor este un polinom cu coeficienţi reali (respectiv 
raţionali, întregi ). 

3) În praclică, ori de ci te ori avem de înmul\,il două polinoame esle foarte comod să 
fo losim proprietatea înmult,irii de a fi distributivi\ raţă de adunare. De exemplu, fie polinoamele 
( = 1 + X+ X 2 şi g = 1 - X. Produsul lor se cal culează astfel : 

fg = (1 +X+ X 2
) (1 - X ) = 1 ~X+ X - X 2 + X 2 - X' - 1 - X 3

• 
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Am vărn L in paragraful preceden t că orice polinom f E CLXJ este o sumă finită 
de monoame, adică 

f = ao + a1 X + a2 X 2 + „. + an xn. 

Se nume~te gradul lui f, notat prin grad f, cel mai mare număr natural n astfel 
încît ar =F O. Jn acest caz an se numeşLe coericientul dominant al polinomttlui f. 
Numărul a 0 se numeşte termenul liber al polinomului f". De multe ori este foarte 
utilă şi scrierea lui l sub forma f = anXn + lln-ixn-~ + ... + a1X + a 0, lucru 
în totdeauna posibil ţinînd seama că adunarea polinoamelor este comutativă. 

E~·emple 

1) Pol inom1~ l f = 1 - X are gradul 1, ad iert grad l = 1. 
2) Polinomq l /' = X+ X 3 - X 5 are gradul 5, adică grad f = 5. 
3) Polinomul constant f =a und e a E C, a =F o are gradul o, deci grad r = o. 

Pentru polinomul nul , o·, gradul său se consideră ca fiind egal cu -oo (se citeŞtc 
minus infinit). 

'Referitor la gradu l sumei şi produsului a două polinoame f şi g au loc urmă-
toarele relatii : 

i) * grad (/' + g) ~ max (grad f, grad g); 
ii) dacă f s,i g sînt polinoame nenule, atunci 
grad (fg) = grad f + grad g. 
într-adevăr, să presupunem că grad f = m şi grad g = n. Atunci f şi g slnt 

de forma f = a0 + a1X + .... + awîm şi g = b0 + b1 X + ... + bnXn. Dacă m > n, 
atunci gradul sµrnei f + g este m, deoarece termenul de grad maxim din f + g 
este amxm. 

1lacă m = n, te1·menul de grad maxim <l in f + g este (llm + bm)Xm in cazul 
cînd CLm + bm' =F O sau mai mic in cazul cind am + bm = O. · 

Aşadar, grad (/" + g) ~ max (grad f, grad g). 
In produsµ! /g, termenul de grad maxim este monomul (amXm) (b11Xn) = 

= ambnxm+n (a se vedea proprietatea 5° din § 1). Cum f şi g sint polinoame nenule, 
at unci llm =F O şi bn =F O. Deci ambn =F O şi în concluzie grad (fg) = m + n = 
= grad f + grad g. 

Fief = a0 + a1 X + ... + anXn un •polinom arbitrar şi ex un număr complex 
arbitrar. Atunci numărul 

/"{ex) = a0 + a 1 cx. + a1cx2 + ... + ancxn 

se numeşte "aloarea polinomului l în ex. • 

Exemple 

1) Fie polinomul/' = 2X3
- 5X2 +X- 7. Valoarea !ni f în 1 este f(1)=2·13

- 5·1 2 + 
+ 1 - 7 = - 9. 

Valoarea lui f în - 1 este f( - 1) = 2(-1 )3 
- 5(-1)2 + (-1) ~ 7 = - 15. 

2) Fie ' polinomul g = X 4 
- iX + 1. Valoarea lui g în i este g(i) = i4. - i · i + 1 =· 

= 1 +1+1 = 3. 
De aseme11ra vaioarea lui g în 1 + i ~ste 

g(1 + i) = (1 + i)4 
- i(1+i) +1 = -4 - i + 1 + 1 = -2..:.. i. 

*Pentru ca i) să r1imînă adevărată şi ln cazul clnd lucrăm cu polinomul nul, convenim 
să puntm -oo <a, -oo +a= -oo şi (-oo ) + (-oo ) = -oo pentru orice număr natural a. 
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' Obsl!l'(IQ(ll'. Da1·ă r es te un polinom ('li roe ficienţii reali (respec ti v raţionali, 

fnlregi) ~ia estr un numH,r real (respertiv ra\ional, lntrcg), atunci valoarea polinomului fin a, 
f(a) l'!llC un numl\r real (r~spcdiv raţional, întreg). 

Vom Pnunţ.R acum propriPtă\ile rele mai import ante ale valorii unui polinom: 
Dacă f şi g sînt două polmoamr şi a un număr arbitrar alunei 
i) (f' + g) (a) - f (a) + g(a); 
~i) (f'g)(a) - /'(a)K(a); 
iii) Dacă r (!Sle un polmom Cil corf'icien/i reali şi z un număr complex, atunci 

f (z) = f'(z), 

unde z desemnează conjugalul lui z, iar f (z) 1cohjugatul lui f(z); 
iv) Dacă/' este un polinom cu coeficienţi· ra/ionali şi. a, b EQ astfel încît V"b nu 

·este raţional, alunei f (a± V"b) este. de forma A ± B V7J, unde A, B E Q. Mai 
mult, dacă /(a I V"b) esle numărul A+ BVb, atunci f(a - Vb) este .numărul 
A - B Vb şi reciproc. ' 

Primele două propnetă(.i rezultă direct din definiţia sumei şi produsului a 
' două polinoame. · · 

Să demonstrăm proprietatea iii). Vom folosi proprietăţile conjugatului unui 
număr complex, adică: 

Z1Zz = Z1Z.2· 

Fie acum polinomul f = a0 + a1X + „. + anxn, unde a0 , a1 , a2, „„ an sint 
numere 1·eale. A Lunci f(z) = a0 -+ a1i + „. + anzn, de unde /'{z) = ă0 + a1:. + „ . + 
+ anzn = ă0 + ă1z + ă2z 2 + „. + ânzn. <;um a 0, a 1 , „„ an sint numere reale, 
adică â0 = a0, ă1 = a1, „, ân =an, atunci j'(z) = a 0 + a1z + a2z2 + „. + anzn = 
= a 0 + a1z t- a 2(z) 2 1- „. + an(z)11

, ceea ce n e arată că f( z) = f(z). 
Demonstrăm proprieLaLea iv). Fie f = a0 + a1X + „. + anXn un polinom 

cu a0, a1 , „„ an numere raţionale. Avem: 

f(a ± Vb) = a0 +a, (a ± J//j) + a2 (a .± V6)2 + „. + an (a± Vb)n. 
lJtiliz1nd binomul lui Newton şi ţm1nd cont că pentru orice număr natural m, avem 

(Vh)2m = bm E Q şi (± Vb)2mH = ± bm Vb, 

atunci rezultă că f (a+ Vb) est.e oe forma A + B Vb). In plus, dacă 
f(a I V6) = A + B Vb, rezultă ca f(a - V'b) = A - BJ/b. 

Exemple 

1) Fie polinomul f = X' -1 X 2 + 1 

Avem ((1 + i) = (1 + i)' + (1 + i)1 -I 1 - - li+ 2i + 1 = -3 + 2i. Cum f este· un 
polinom cu roerirlf•nţi reali rezultă conform proprieLăPi iii) ră {(1 - i) = - 3 - 2i. 

2\ Fie polinomul g = X 4 + 2X2 - 6. 

Avem g(1 + V2) = (1 + 112)' +2 (1 t V2)2 - 6 = 17 + 12(/2 +2 (3 + 2V2) - 6 = 

= 17 I 16 v2. Drioareco g este un polii.om Cil cooficienţi ra~ionali , alunei conform proprie­

tăţii iv) rozultll. cil. g(1 - V2) = 17 - 16V2). 

Def I n I ţ Ie. 
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Fle A, B două subm ulţimi ale lui C. O funcţ i e f': A - 8 s~ numeşte 
polinomială dacă există un polinom P E C[ X ] astfe l incit 

f(a) = P(a), oricare ar fi a E A. 

E xemple 1) Funcţia <le gradu l inlii 

f: R-+ Il,, f (x\ = ax+ b (a =f O) 

este o funcţie polinomială, deoarece exislă pol inomul P =a X+ b ast fel inrll avem f(o:) P(o: ), 
oricare ar n (Y. E R . 

2) Funrţia de g radul al doilea 

f : R-+ R , f(x) = a x 2 + bx + r: n, b, ce R şi a =f O 

esle o funcţie polinomia lă, rleoarece există polinomul de grad ul doi P = t1X2 f hX ,. JH'nlru 
care avem f(o:) = P(o:) , oricare a1· fi o: E R 

3) Funcţia putere 

f :R-+R, f(x ) = xn 

esle o funct.ic polinomialll., deoarece exislă polinomu l de gradul 11, P = xn pentru rare avem 
f( o:) = P( a), oricare ar fi o: E R. 

Fiind dat un polinom arbitrar f E C[ X] putem să definim l'unc~rn f: C ....... C 
prin egalitatea f(rJ.) = f(rJ.), oricare ar fi rJ. E C. 

Funcţia feste polinomială şi se numeşte funcţia polinomială asoda/(J poli­
nomului f'. 

1. Să. se calculeze f + g, dacă: 

al f = 1 + X 2 + X' şi g = 1 + X 2 
- X 3 

- X' ; 

b) f = V2 + (1 - (/2 ) x + X 3 - X 4 ş i g = (/2 + V2x + x 2 + 2xa - x•; 
c) f = 1 - X + X 2 

- X 3 + X' - X 5 şi g = - 1 + X - X 2 + X 3 
- X 4 + X"; 

d) f = (1 + i) + (1 .- i)X + iX2 
- iX3 şi g = - i + iX + (1 - i)X2 + ('l f- i)X3

• 

2. Să se calculeze produsul fg d acă: 
a) f=(1+i) +X şi g = (1 -i) - X; 
b) f = 1 - X + X 2 

- X 3 şi g = 1 + X ; . 
c) f = 1 - X + X 2 

- X 8 + X' şi g = 1 +X; 
d) f = 1 + X+ X 2 + .„ .+ X" şi g = 1 - X; 
e) f=2 - i + (3 -j)X+X2 şi g = 2+i+(3+ i)X - iX2

; 

r) f = 1 - V2 + (2 - V2)x + x 2 şi a= 1 + V 2 + (2 + V2) x. 
8. Fie f = a0 + a1X + a1X1 + „. + anX11 un polinom cu coeficienţi complecşi. Nolăm cu f 

polinomul f = ăo + ă1X + ă~X2 + „. + ănX•i. Să se arate că polinoamt~ lc f + f ; ş i ff sini 
cu coeficienţi reali. 

4. Un polinom f E C[X) se zice inversabil dacă şi numai dacă există g E C[X] astfel lnctt fg = 1. 

Sll. se arate cil. f este inversabil - f e C şi f =f O. 

5. Să se calculeze gr ad (f + g) dacă: 
al f = 1 + x + X 2 şi g = 1 - x - X 2

; 

b) f = 1 - :-1X2 + 7 X" şi g = 1 + X + X 4 - 7 X 5 ; 

c) f = (1 + i) + (1 - i)X2 + iX' şi g = i + iX2 
- iX 4

. 

.6. ln raport cu parametrul complex m e C să se determine grad ul urml\toarelor polinoame: 
a ) f = (m2 

- 3m + .2)X 3 + (m2 
- r.m + 3)X2 + (m2 

- 1)X + 7; 
b) f = {m2 + 1)X4 + (m' - 1)X2 + 2iX + 1. 

7. Să se arato cli pentru orice polinom f de gradul n ~ O şi un număr natural O ~ le < n exis tă 

un polinom g astfel Incit grad ({ + g) = k. 

8. Fie polinomul f = 1 - 2X + 3X9 - t,,X3• Să se calculeze {{1); f( - 1); ( (2); ( (-2); ((i); 

f( - i ); rr1 + ili f (1 ~ i); f(1 +V2); r(1 - V2). 
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9. Să se determine polinoamele de gradul al doi!Pa f = a0 + a1 X + a2X 2 , <\Slfol Incit 
f(1J = -2; f (2) = -1 şi f Pl = 4. 

10. Fie funcţia polinomia la 

f: [Q, 1)--+ [O, 1), f(x) = x3 +ax + b, 

unde a, b e R. Să se arate ră în mod neC'esar a ~ O şi b ~ O. 

11. Să se găsească polinoamele f e RrX] de gradul a l doilea care salisfal' condiţia: 

r (a3) = (f (a))3, orirare ar fi a E R. 

12. Să se arate prin inducţie după n că a~e lor egalitatea: 

{X+ 2X2 + 3X3 + . „ + nXn) (1 - X) 2 = nXn+2 
- (n + ·l)Xn+1 + X . 

5. lmp r .rr pol no m lor 

5.1. Teo rema împărţ i rii cu . rest 

Te o r e m a 5. 1. 1. Fiind date două polinoame oarecare cu coeficienţi compl ecşi 
r şi g cu g 1= o. atunci există dou ă po linoame cu coeficienţi 
complecşi q ş i r astfel incit 

f = gq + r unde grad r <grad g. (1) 

În p lus, polinoamele q şi r sînt unice. sati sfăcînd proprietatea (1) . 

In egalitatea (1) polinomul f' se numeşte deîmpărţit, g împărţitor, ·q cît iar r. rest. 

Demonstraţie. Vom demonstra intii partea de existenţă a formulei (1). 
Fie n = grad l şi m = grad g. Dacă n < m atunci luăm q = O şi r = f'. Presupunen;{ 
că n ~ m şi că f' şi g sint de forma 

l = ao + aiX + „. + anXn ; g = b0 + b1X + „. + bmXm, 

unde an 1= O şi bm 1= O. Putem considera polinomul 

t. - 1· ll,i xn- m 1 - - - g. 
bm 

(2) 

ln egalitatea (2) termenul de grad maxim ll,iX~ al lui f se va reduce ş1 deci 
grad f1 < grad r 

Să notă~ n1 = grad / 1 . Atunci polinomul ( 1 are forma 

/'1 = a~. xn, + a:1,-1X 11
· -

1 + .„ + a~ . 

Dacă n1 < m, atunci punînd q = ll-ii xn-m şi r = (
1

, din (2) obţinem 
bm . 

f' = gq + r unde grad r = n1 < m . = gr·ad g. 

Dacă ni. ~ m, repetăm din nou procedeul'- de coborîre a gradului, printr-o 
nouă scădere: 

(3) 
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Dacă g1'arl /'2 = n 2, ·atunci evident n 2 < n 1 < m. Repettnd procedeul de 
coborîre a gradelor se obţ,ine un şir de polinoame ( 1, ( 2, „ ., fp, f P+1, „. astfel incit. 

. (p) 

f t. anp X"P- m 
P+l = p - bm g, 

..... . . „ ........ . ...... . 
unde grad f' > grad f 1 > graq f'2 > „. > grad fp > grad f P+1 > „., adică 

n > n1 > n 2 > . „ > np > np+i > „ .. 

(4) 

Cum m este număr natural, există p număr natural astfel încit np+i < m. 

Vom nota r = lv+i:· Aduntnd toate egalităţile (4) obţinem 

/P+i = l -[~ xn-m + ~· xn,-m + ... + a~~ xnp- m·1 g. (5) 
. m m bm _ 

Dacă notăm polinomul din paranteză cu q: 
' (p) 

q = an xn-m + a,i, xn,-m + „. + anp xnp- m, 
bm bm bm 

egalitatea (5) se scrie 

f' = gq + r unde grad r = nP+l < m = grad g. (6) 

Să trecem acum' la demonstrarea părţii de unicitate din teoremă. Presupunem 
că mai P,xistă două polinoame q~ şi r 1 astfel incit 

f = gq1 + r 1 cu grad 7 1 < grad g. 

Atunci 

f = gq + r = gq1 + r1, (7) 

de unde 
(7') 

Dacă q - q1 1= O, atunci grad g(q - q1) ~ grad g. Pe de altă parte, cum 
grad (r1 - r) ~ max (grad 71 , grad r) < grad g, obţinem o contradicţie. Deci 
trebuie ca q - q1 =O, adică q = q1 . Din egalitatea (7') obţinem in acest caz că 
r 1 - r = O şi deci r1 = r. 

Ohserm/ii 1) Jmpărţirea C' ll rest necesită efectuarea celor patru operaţii aritme­
t ice: adunarea, sc1\derea, înmulţirea .şi î mpărţirea asupra coeficienţilor polinoamelor f şi g. 
Din aceste motive, dacă polinoamele f şi g au coeficienţii numere reale (respect1:11 rafionale), 
atunci cltul q şi restul r sîn/. polinoame cu coeficienfi reali (respectiv rafionali). Din egalitatea (6) 
se vede că dacă polinoamele f şi g au coeficienţi numere întregi coeficientul termenului de 
grad maxim a l lu i g este ±1, atunci citul şi restul sînt polinoame cu coeficienţi intregi. 
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:!) ggaliL1\ilt' (2), t~). ('•), (fl) ~i (li) sr pol Pxpune in Lahrlul alălu1·al ( 
r 

nnxn 011 ixn- 1 I ... -+ 

-"nX11 nnb,11 l xn-1 
bm 

<I;, „Y"• .j. I r"1 - 1 j 
l 

a„ ,_ ,„ 

, " fi:, 11 m-l n - I 
-ll X 1 - ' .Y I 

11, • b 

<2>x"• 1 <2> ,.„,- 1 + n„, a11,_1A ••• 

r 

"n 
a„b„ y11- m1 
bm 

t Uo 

a;, hn 
· ... - --' x~1,-1n 

b111 

g 

' 
Un xn - m + an, xn, - m + „. + 
bm bm 

a(P) 11,, 
+-X"JJ-m 

bm 

q 

Acusl lalwl rll' redă t ocmai 1:el{ula d1• impru·\iro n poli11oa111elor cunoscută î n <;ă din a lgebra 
l' l enwrtlară :;;i fli' t·nri> o \'Om aplira î11 p rnclidl pPnlr11 ohţinerea cilului şi restului împărPrii. 

F..rnup/11 Fir polinoamt>lt> f - 2.Y6 -l .Y4 !iX3 - !!X + 1 şi g =, X" - 3. Ră 
delermi11Am cttul şi restu l l ll'!Jăr~il'll lui / la g 

l 
2x• +- X 3 

- flX3 
- 8X + I 

X 4 + X 3 
- HX t- 1 

-X4 + 3X2 

X 3 + 3X2 8X + I 
X 3 + :1x 

3X2 
- !iX -l I 

-:1x2 1- 9 
- 5X -l 10 

r 

2 X 3 + x2 + _:r + a 
o 

J)cd l'illtl t•s!P I/ - :lX" + X 2 
T X I- :i ia1· res lul I' = -5X + 10. F ormula împărţirii 

ru rest sr Sl'l'Ît' in at·Psl t•a1 asl kl : 

:.lX0 + x• - 5X" - 8X·+ 1 = (X2 3) (2X:J I X 2 + X ~ 3) + (-5X + '10). 

5.2. Împărţirea prin X - o. Schema lui Horner 

Un eaz foarte important ln aplicaţii este împărţirea unui · polinom f' :P O 
prin binomul X - a. Vom demonstra următ9area teoremă: 

Te ore ma 5. 2. 1. Restul împărţiri i unui polinom f -:f. O prin binomul X - o este 
egal cu valoarea f(o) a polinomului f în a. 

. Demon:>trat1r. Apli r:înd formula împărţirii cu rest pentru polinoamele 
f' şi g = X - a oh~im.m egaliLatea: 

/' = p; - a)q -4 r, undr grnd r < grad (X - a) = 1. (1) 
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Deci grad r ~ O, adică l'Ostul împărţirii este un număr complex. 
Dacă în egalitatea (1) facem X = a, obţinem egalitaLea 

f'(a) = (a - a)q(a) + r(a) , 

de unde f'(a) = r(a) . Cum r este un polinom constanL atunci r(a) = r şi drci 

r = f(a) . 

Această teoremă ne ajntă să găsim rrstul împărţirii ltrwi polinom oarer~are 
prin polinomul X - a f'ără a mai f'ace împărţirea. 

E:remple 

· 1) Sit se gă5ească rost.ul împărţirii pol inomului { = X 3 
- ~X2 ·I X + I prin hi11om11l 

X - 2. . 

Conl'orm teoremei do mai sus, res tul împ:lr\.idi esll.' r = ((:1) = :l3 
- 2 · 22 ~ :.l -r 1 = ::I. 

2) Să se găsească res t,ul împăr\.irii polinomului { = X4 
- 2i.1'a I 1,x + I + 2i prin 

binomul X + i. 
Conform teoremei de mai sus, r t:ls lul esle 

r = f( - i) =(- i) 4 -2i( - i)a+4( - i) +1 +2 i = I +2- 4i + 1 +2i 4-2i. 

Teorema de mai sus are dezaMntajul că nu ne spune nimic asnpra cilului împăr-
ţirii polinomului f prin binomul X - a. 

Vom indica acum un procedeu de aflare a citului împărţirii polinomull!i f 
prm bihomul X - a. 

Să presupunem că f' este un polinom de forma 

f = anxn + lln-1xn-l + ... + ao· 

Dacă scl'iem formula împăr~irii cu resL pentru polinoami>le /'şi X - a ob\ inem · 
egalitatea 

f' = (X - a)q + r. (2) 

Cum grad f' = n, atunci trebuie ca grad q = n - 1. Deci q P-Sl.P un polinom 
de fo

0

rrna 
q = bn-1xn-1 + bn-2xn-2 + „. + bo· 

Egalitatea _(2) devine în acest caz 

Xn xn-1 - (X ) (b xn- 1 + b xn-~ -I _1 b ) +-an + an-1 + . „ + a0 - - a n-1 n-2 · „ · 1 o r · 

Efectuînd înmulţir·ea în partea dreaptă obţinem 

(X - a) (bn_1 xn- i + bn_2xn- z + „ . + 60) = bn-1.X.11 + bn 2.xn-i f- .„ I 
+ b

0
X - - abn_1 xn-i - abn_2 xn- 2 - „. - ab0 = bn_1Xn -I (hn-z - abn-1l Xn-J -I 

+ (~n-3 - abn _2)Xn- 2 + „. + (b 0 - ab1)X - ab0 . 

Inlocuind în (2) ob~inPm egalitatea 

anxn + an_1 .xn-1 + . „ + a0 = bn_1 xn + (b.,._2 - abn-1)xn-i -I 

+ (bn-B - abn_2)Xn- z + „. + (b 0 - ab1)X -l (r - ab0). 

Din egalitat ea celor două polinoame obţinem că 

an = bn-1 
lln-1 = Un-2 - abn-1 
a.,._2 = bn-3 - ahn-2• 

a1 = b0 - ab1, 

a0 = r - ab0 . 
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Din egalităţile (3) 'obţinem succesiv 

(

bn-1 = an, 

~~2 .. . ~~-.1. ~ .a.b~~1.' 
b0 = a1 + ab1, 

r = a0 + ab0 • 

Egalităţile (4) se trec în tabelul următor 

xn xn-1 xn-2 ........ 
an an-1 an-2 ... . . . .. 
--

a an an- l + abn-l an-2 + abn-2 .. .. .... 
- -

hn-l bn-2 bn-3 ........ 

(4) 

x1 xo (5) 

a1 ao 

a1 + ab1 a0 + ab0 

bo r 

In rindul de sus al tabelului se scriu coeficienţii polinomului f, iar în rtndul 
de jos coeficienţii bn-1 , bn_2, „„ b0 ai citului şi restul r . 

Tabelul (5) poartă denumirea de schema lui Homer. Din schema lui Horner 
coefi.cieriţii citului se determină astfel : mai întii coeficientul termenului de grad 
maxim n - 1, bn_1 care este egal cu ~i. apoi coeficientul termenului de grad n - 2, 
bn-2 care este egal cu an-1 + abn_1 , apoi coeficientul termenului de grad n - 3, 
bn_3 care este egal cu an_2 + abn_2 ş.a.m.d . 

Exemple: 1) Ulilizînd schema lui Horner să se determine citul şi restul , 
lmpăr\.irii polinomulu i 

f = 2X4 
- 5X3 

- 8X + 1 prin binomul X - 2. 

Facem schema lui Horner 

' X4 xa xz X xo 

2 - 5 o -8 1 
-- - · 

2 2 -5 + 2 ·2 = -1 o + 2( - 1) = -2 -8+2(-2)=;-1.2 1 + 2(-12)= - 23 
- -

ba ba bi ba r 

Deci citul ş i restul împărţirii slnl: 

• q = 2X3 
- X 2 

- 2X - 12 şir = -23. 

2) Utllizînd schema lui Horner, să se determine citul şi restu l împărţirii polinomului 
f = X 6 

- X 6 + X 4 + 2X3 
- _X 2 

- 3 prin binomul X + 1. 

Facem schema lui Horner 

xsl X6 X4 I :3 xz X xo 
1 - 1 1 - 1 o -3 

1 -1+(-1)1=-2 1 + (- 1) (-2)=3 2 + (-1) · -1+. (-1 ) . o+ O=O - 3 

-d b4 

· 3 = - 1 ·( -1) =o 

1-r ba b2 bi bo 

Deci cîlul şi res tul împărţirii sîn t: 

q = X 6 
- 2X4 + 3X3 - X 2 şi r = - a. 

Observa(ie. Schema lui Horner ne oferă nu mimai un procedeu de obţinere a 
ci lului împărţirii polinomului f prin binomul X - a, dar şi un procedeu de determinare a restului. 
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1. Să s.e determine citul şi reslQl împărţirii polinomului f prin binomu l g dacă: 
a) f = X 6 

- x• - X4 + X 3 
- 2X2 + 5X - 4, g = X 2 

- 2X + 3; 
b) f = X 4 

- 6X3 
- 8X2 + 1, g = X 3 

- X + 1 ; 
c) f = X 4 

- 2X2 + 2; g = X 2 
- 2X + 2_; 

d ) f = X; - 2X4 + axa - 4X2 + 5X - 6, g = X 3 
- X2 + 2X - 3; 

e) f = X7 - aX6 + 2x• + 2X4 
- 2X3 

- 2X2 +ax - 1 , g = X 2 
- 2X + 1 ; 

f) f = X22 
- X 17.+ X 10 + x• + 2X2 + 2, g = X 2 + X + 1 . . 

2. Să se afle un polinom de gradul trei astfel Incit împărţi t la X 2 
- ax dă res t.ul GX - 15 ş1 

împărţit la X 2 
- 5X + 8 dă restul 2X - 7. , 

8. Să se arate că dacă [fşi g dau prin împărţirea lor la h resturile r 1 , respecti v rz, atunci 
pPntru orice o:, ~ e C, polinomul o:f + ~g dă prin împărţi re la h restul o:r 1 + ~r2. 

4. Ce cond iţii trebuie să îndeplinească numerele m, p, q ca res tul împărPr ii polinomului 
X 4 + pX2 + q la polinomul X 2 + mX + 1 să fie zero ? 

5. A plicind schema lui H orner să se determine cîtul şi res tul împărţir ii polinomului f pr in g 
dacă: 

al f = X4 -3X3 -2X2 - sx + 1, g = X - 1 ; 
b) f' = X 6 

- x s + axa - 6X + 2, g = X + 1 ; 
c) f = X 5 - X 4 

- 2X3 + X 2 
- X - 2, g = X - 2; 

d) f = X 6 - 2X4 
- X 3 + 2X2 

- 2, b = X+ 2 ; 

e) f = X 6 
- X; - X 4 + 6X - 1, g = X+ ~; 

2 

f ) f = 2X3 + 8X2 
- 4X + 2, g = 2X + 1 ; 

g) f = 3X4 + 2X3 
- 4X2 + 6X + 6, g = ax - 1. 

6. Să se arte un polinom de grad cit ma i mic astfel Incit împărţ.it la X + 1 să dea restu l - 1 şi 

împărţit la X - 1 să dea restul 1 . 
7. Să se determine parametrul m astfel Incit polinomul 

f = 2X4 
- mX3 + X 2 - 7 împărţit la X + 2 să dea restul 4. 

s. Să se determine parametrul m astfe l incit. polinomul 
f = x• - mX4 + (m2 - 2)X3 + mX2 - 1 împărţit l a X - t s ă dea restu l 7. 

9. Să se determine parametrii a şi b astfel lncÎt polinomul f = xa + aX 2 + bX + 1 împ1\r\.it 
la X - 1 să dea restul 1 şi împărţit la X + 1 să dea restul -5. 

10. Să se determine un polinom f = X 4 + aXa + bX2 + cX +·d astfe l înl'i t împărţit l ~ 
X 2 - 3X + 1 să d ea res tul 2X it- 1 şi împărţit la X 2 

- 1 să dea restul - 2X + 2. 

ş 6. Dlvlzlbllltatea polinoamelor · 
I 

6.1. Definiţia relaţiei de divizibilitate. Proprietăţi 

D e f i n i ţ i a 6. 1. 1. fie f şi g două polinoame. Spunem că polinomul g divide polino­
mul f (sau f este divizibi l prin g, sau g este un divizor al lui {, sau 
încă f este un multiplu al lui g) dacă există un polinom h astfel 
incit 

f = gh. 

Cînd polinomlJl g divide polinomul f notăm simbolic I{ I f. . 
Exemplu. Să considerăm polinoamele f =X'1- 27 şi g=X - 3. Cum X 3 

- 27 = 

= (X - 3) (X 2 + ax + 9), rezultă că g I f. 

Cîte'1a proprietăţi ale relaţiei de di'1izibilitate a polinoamelor: 
1° Din teorema împărţirii cu rest rezultă că g di'1ide pe f dacă şi numai dacă 

restul împărţir.ii lui f la g este zero.-
20 Dacă g I f şi f =f O atunci grad g ~ grad f. 
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lntr-adevăr, cum g I f există un polinom h astfel incit f = gh. Deoarece 
f =I= O, atunci . grad f = grad g + grad h. Dar grad li ;;i. O şi deci grad g ~ grad f. 

3° Polinoamele de grad O, adică constantele nenule, divUl orice polinom. 
lntr-adevăr, dacă a E C, a =I= O şi f este un polinom oarecare putem scrit1 

t=(~ :)r . a(~ t) şi deci a \ f. 

4° Dacă feste im polinom şi a E C, a =I= O atunci af l f. 

lntr-adevăr, f = (_!_ a) f = _!_ ( af) şi deci af l f. 
a a . 

Dacă{ este un-polinom, divizorii de forma a . şi afunde a E· C, a=!= O se numesc 
· dif.lizori improprii ai polinomului f. Dif.lizorii care nu sint improprii se numeso 
dif.lizori proprii. ' 

5° Relaţia de dif.lizibilitate: 
i) este reUexivă, adică f I f oricare ar fi polinomul f. 
Intr-adevăr, f = f · 1. 
ii) e.ste. tranzitivă, adică dacă h I g şi g l f, atunci h I f. 
lntr-adevăr, cum h I g, atunci există un polinom h1 astfel încît g = hh1. Cum 

g l f, există un polinom g1 astfel incit f = gg1• Inlocuind in această egalitate pe 
g = hh1, obţinem că f = (hh1)g1 = h(h1g1) şi deci h l f. 

iii) Dacă g l /~ şi g\ f'2, iar h1, h2 sînt două polinoame arbitrare, atunci 

g I hJ'1 + hzf 2· 

Intr-adevăr, cum g l /'1, există .polinomul g1 astfel incit /'1 = gg1;. cum g l /'2, 

există polinomul g2 astfel incit /'2 = gg2• D ar atunci avem 

h1f~ + hJ~ = h1(gg1) + h2(gg2) = g(h1g1 + hzg2) şi deci g I hJi. + hzf~. 

iv) Dacă g l f' şi f' I g, atunci există a E C, a =I= O astfel încît 

f = ag. 

Intr-adevăr, cum g I f, există polinomul· h1 astfel încît 

f' = gh1· 

Cum f' l g, există polinomul h2 astfel incit 

g = fh2· 

(1) 

(2) 

Dacă g =O, atunci din egalitatea (1) obţinem că f =O. ln acest caz putem 
alege a = 1. 

Analog, dacă f' = O din (2) rezultă că g = O. 
Puterri. presupune acum f =f O şi g =I= O. Din (1) şi (2) obţinem 

g = fh2 = (gh1)h2 = g(h1h2)· 

Cum g=f O atunci h1h2 = 1 şi deci grad (h1h2) = O, adică grad h1 + grad h2 = O: 
Cum ·grad h1 ;;i. O şi grad h2 ;;i. O, rezultă că grad h1 = grad h2 = O. Deci 
h1 = a E C cu a =I= O. ln ~cest caz egalitatea (1) devine 

f = ag cu a E C, a =I= O. 

Două polinoame f şi g pentru care f \ g şi g \ f se numesc asociate în divizibilitate 
(sau, pe scurt, asociate). 

Ctnd polinoamele f şi g stnt asociate notăm simbolic f :!.. g. 
Rezultă din proprietăţile 5° iv) şi 4° că, f ~ g dacă şi numai dacă există 

a E C, a =I= O, astfel incit f = ag. 
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Exemple. 1) Polinoamele f = X2 + 1 şi g = _!_ x~ + _!_ s!nt asociale în divizi-
3 3 

bilitate deoar~ce f = 3 ·g. 
2) Polinoamele f = X 2 

- X + 2 şi g = 2X2 
- 2X + 4 sînt asociale în divizibilitate 

1 
deoarece f = - g. 

2 

6.2. Ce l mai mare divizor comun al polinoame lor 

Def i n iţi a 6. 2. 1. Fie f' şi g două polinoame. Un polinom d se numeşte· un cel mai 
n:ore divizor comun (pe scurt, un c.m.m .d.c.) al pol inoamelor 
f şi g, dacă verifică următoarele condiţii: 
i) d este un divizor comun al lui r şi g ad i că d·\ f şi d I g: 
ii} orice alt divizor comun d' al lui r şi g divide neapărat şi poli­
nomul d (adică· dacă d' Ir şi d' I g atunci d' Id). 

Te or e ma 6. 2. 2. Dacă f ~i g sînt două polinoame, atunci există un c.m .m.d.c. 
al lu i r şi g. 

Demonstraţie. ln cazul f' = g = O, conform definiţiei 6.2.1, polinomul 
nul este un.c.!11.m.d.c. al lor. ~şa~ar putem presupune că f' =I= O. Dacă g = O, atunci 
f' este un d1v1zor comun al Im f' ş1 g deoarece f' = f' · 1 şi g = f · O. Dacă d' este un 
divizor comun al lui f' şi g, atunci d' este in particular un divizor al lui f" Deci 
feste un c.m.m.d.c. al lui f' şi g. 

Să c?~sider~ăi;n cazu~ cin? g =f O. Aplicind teo'rema împărţirii cu rest poli­
noamelor f ş~ g, gas1m doua pohnoame q1 , r 1, astfel incit 

/' = gq1 + r1' cu grad r 1 < grad g. (1) 

Dacăr1 # 'o, aplicăm teorema împărţirii cu rest polinoamelor g şi r 1 şi obţinem 
polinoamele q2, r 2 astfel Incit · 

(2) 
Repetind acest procedeu, obţinem polinoamele q3, q4 , „., qn, .„ şi r3 , r 4 , „. rn, „., 

astfel încît 

I ::~. ~~:~~:~·~ ::; g::d~::d~:.~:d ~:a ~~ ... 
rn-1 = rnqn+1 + rn+ii cu grad rn+i < grad rn· 

(3) 

Cum grad r 1 >grad r 2 > „. >grad rn > grad rn+i > .„, există un .• număr 
natural n astfel incit rn =I= O şi rn+l = O. 

Vom arăta c~ rn este un c.m. m.d. c. al lui f' şi g. 
~um rn_1 = rnqn+1, rezultă că rn . \ rn- l· Acum, deoarece rn_2 = rn_1qn+ rn, 

r~zulta că rn I rn_2. ln continuare folosind egalitatea rn_3 = rn_2qn_1 + rn.1 şi 
ţ~nind cont că rn \. rn_1 şi rn I rn_2, rezultă că. rnl rn_3• Din aproape in aproape, 
ţ1i:tnd c~nt de egalităţile (3), rezultă că l'n divide rolinoamele rn-l• rn_2 , „., r 2, r1 . 

Dm ~g.ahtatea (2; rezultă că rn I g, iar din egalitatea (1) obţinem rn I f. Deci rn este 
un d.1v.1zor c?mun al polinoamelor f' şi g. Fie acum d un divizor comun al polinoame­
lo~ f ŞI g: Din (1) obţinem r1 = f - gq1• Folosind proprietatea 5° iii) obţinem d I r1. 

Din ~gahtate.a (~) obţine~ r 2 = g - r 1q1. Cum d I r 1 şi d \ g, atunci dl r 2. Acum 
folosrnd egahtăţ1le (3), dm aproape tn aproape, obţinem că d divide polinoamele 
ra, r,, „., rn-1, rn. 

Aşadar rn (ultimul rest nenul) est e un c. m.m.cl.c. al polinoamelor f şi g. 
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Rezumînd cele demonstrate in această teoremă putem enunţa următoarea 
regulă de obţinere a c.m.m.d.c. a două polinoame care poartă numele de algoritmul 
lui Euclid: Pentru a obţine c.m.m.0.c. a două polinoame nenule f şi g împărţim pe 
f' La g (mai exact împărţim polinomul de grad mai mare la cel de grad mai mic). Dacă 
restul tmpărţirii este zero atunci g este c.m.m.d.c.; dacă nu, împăr/im p e g la restul 
împărţirii, pe urmă împărţitorul celei de-a doua împăr/iri la noul rest ş.a.m.d. Ultimul 
rest nenul este c.m.m.d. c. al celor două polinoame. 

Trebuie să facem observaţia că dacă polinoamele f şi g sînt cu coeficienţi 
numere reale (respectil', raţionale), prin algoritmul lui Eiiclid obţinem un c.m.m.d.c. 
al lui f şi g care este un polinom, cu coeficienţi numere reale (respectil' raţionale) . 

Teorema 6.2.2. ne arată că fiind date dou ă polinoame f şi g există un c.m.m.d.c. 
al lor. Mai mult, ne indică şi un procedeu de obţinere a acestui c.m.m.d.c. 

Se pune lntrebarea dacă c.m.m.d. c. este unic determinat. 
Acest lucru este lămurit de urmăLoarea teoremă: 

Te ore ma 6. 2. 3. Fief, g două polinoame şi d un c. m.m.d .c. al lui f şi g. Atunci: 
1\ Dacă a E C, ai' O, atunci ad est e un c.m.m.d .c. al polinoame­
lor f şi g. 
2° Invers, dacă d' este un c.m .m.d.c. al lui f şi g există un 
a E C, a 'I' O, astfel incit d' = ad. 

Demonstraţie 1° Cum d I f şi ad I d (vezi proprietatea 4°), atunci din 
propsietatea de tranzitivitate a divizibilităţii obţinem ad I f'. Analog, obţinem ad I g. 

Fie d' un divizor comun al lui f şi g. Atunci d ' Id (vezi definiţia 6.2.1). Cum 
d I ad, atunci din tranzitivitatea divizibiliLăţii obţinem d' I ad. Deci ad este un 
c. m.m1d.c. al lui f şi g. 

2° Presupunem că şi d' este un c.m.m.d. c. al lui f şi g. Cum d este un c.m.m.d.c. 
al lui f' şi g, din definiţia 6.2.1 obţinem d' I d. Schimbînd rolurile Jui d şi d', tot din 
definiţia 6.2.1 avem şi d I d '. 

Din proprietatea 5° şi iv) deducem că există a E C, a i= O, as tfel încît d' = ad. 
' Observafii 1) Teorema 6.2.3 ne spune că c.m.m.d.c. a dou ă polinoame f şi g 

este unic, abstracfie făcind de un facto1· consta11l nenul. 
2) Teorema 6.2.3 ne ajută ca în calculele ce le l'acem pentr u obţinerea c.m.m.d .c. a două 

po l ~ n oall'.e cu coeficienţi. î~tregi -?~in !1lgorilm11 I 1 u i F;ucl id '. să. ev i tă1;i coef~c ien ţ ii fracţ_io_n~r~. 
Mat precis, dacă Ia una dm 1mpăr·ţm primul termen a l v1'et m 1 cl e1m r-ărţ1l parţial nu este d 1vmL1l 
'prin primul termen a l împărţitorului , se pol înmulţi toţi coeficienţii deîmpărţitul\;i cu un număr 
ales convenabil. De asemenea, dacă toţi· coeficienţii vreunui' d eîmpărţit sau împăr ţii.or slnt divi­
zib ili cu acelaşi număr, îi putem împărţi cu acel număr. 

Exemple. 1) Să se găsească cel mai mare div i1.0r comun al polinoamelor 

f = X 4 t X 3 - 2X2 - 4X + 4 şi g = X 3 + X 2 + X - 3. 

Vom aplica algoritmul lui Euclid . Împărţim pe fla g 

X 4 + X 3 
- 2X2 

- 4X + 4 I X
3 + X

2 
+ X - 3 

- X 4 
- X 3 - X 2 + 3X X 

- 3X2 
- X+ 4 

Pentr u a evita 1coeficienţii fracţionari , vom înmulţi în prealabi\ pe g cu a şi restul împăr­
ţirii cu - 1. împărţim acum împărţitorul la rest 

aX3 + ax2 + ax - 9 I 8~2 + X - 4 
- aX3 - X 2 + ax 

2X2 +?X - 9 

' Acum, pentru a evita din nou coe ficienţii fracţionari vom înmulţi 3X2 + X - 4 cu 2 ş i 
con lin uăm operaţia 

6X2 + 2X - 8 I 2X2 +7X-9 
-6X2 - 21X + 27 a 

- 19X + 19 
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Am obţinut restul - 19X + 19. Pentru a evita din nou coefi cien\,ii frac\.ionari împărţim 
pe - 19X + 19 cu -19 şi împărţim împărţitorul la rest 

2X2 + 7X-9 X - 1 
- 2xa + 2X 2X + 9 

9X - 9 
- 9X + 9 

Ultimul rest nenul este polinomul X - 1 ~i deci X - 1 este c.m.m.cl .c. al polinoamelor 

f şi g. 
2) Să se afle c .m .m.d.c . al polinoamelor 

f = X 3 
- 2X2 -1- 6X - 5, g = X 2 

- 1 . 

Prima împărţire din algoritmul lui Euclid: 

X 3 
- 2X2 +· 6X - 5 

- X 3 + X 
- 2X2 + 7X -5 

2x2 
- 2 

?X - 7 

A doua împărţire (împărţim 7 X - ? cu 7): 

X 2 - 1 

- X 2 + X 
X-1 

-X+ 1 

X 2 
- 1 

X - 2 

X-1 

x + 1 

Ultimul rest nenul este X - 1. Deci X - 1 este c.m.m.d .c. al polinoamelor dale. 
3) Să se afle c.m.m.d .c. a l polinoamelor: 

f = X 6 + 2X4 
- 4X3 - ax2 -1- BX - 5 şi g = X 5 + X 2 

- X + 1 

Prima împărţire din algoritmul lui Euclid: 

X 6 + 2X4 
- 4X3 - ax2 + BX - 5 X 5 + X 2 

- X + 1 
- xa - xa + xz - X I X 

2X4 
- 5X3 - 2X2 + 7 X - 5 

A doua Ţmpărţire (înmulţim X 6 + X 2 
- X + 1 cu 2) : 

2X5 + 2x2 
- 2x + 2 

-2X5 +5X4 + 2X3 - 7X2 +5X 

5X4 + 2X3 
- 5X 2 + ax + 2 

- 5X4 + 25 xa + sxa - 35 X + 25 
2 2 2 

29 xa _ 29 X + 29 
2 2 2 

2x~ - 5X3 
- 2X 2 + 7 X - 5 

x·+ ~ 
2 

A treia împărţire (împărţim ultimul rest cu ~9 ): 

2X4 - 5X3 - 2X2 + 7 X - 5 X 3 
- X + 1 

- 2X4 + 2X2 
- 2X 2X - 5 

- 5X3 + SX - !i 
5X3 . - 5X + 5 

Ultimul rest nenul este X 3-X+1. Deci X 3-X+ 1 este c.m .m.d .c. al polinoamelor dat.e . 

Te ore m a 6. 2. 4. Fi.e f şi g două pol inoame. Dacă d este un c.m.m.d.c. al lui 
f Şi g, atunci există polinoamele U Şi V astfel incit 

d = uf + vg. 
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Derrwnstraţie. Am văzut în demonslraţ.ia leoremei 6.2.2 că ultimul rest nenul 
din algoritmul lui Euclid este c.m.m.d.c. al polinoamelor f şi g. Deci dacă 

(1) f = gq1 + ri, 
(2) g = r1q2 + r2, 
(3) r1 = r 2q3 + r3, 

(n} 
(n + 1) 

l'n-2 = rn-1qn + rn, 

rn- 1 = l'nqn+1> 

este şirul de egalităţi dln algoritmul lui Euclid undo ullimul rest nenul este rn, atunci rn esle 
c.m.m.d.c. al lui f şi g. 

· Din (1) obţinem că r 1 = uif'+ v1g, unde u1 = 1 ş1 V1 = -qi. 
Din 12) obţinem că r 2 = g - r1q2 = g - (ud+ v1g)q2 = -(u1q.)f + (1 - V1q2)g = u2f+ v2g, 

unde U2 = -u1qa şi Vz = 1 - v1qz. 
Continuînd procedeul putem să presupunem că penlru orice i (1 ~ i ~ n - 1) am 

determinat polinoamele ui, Vi, astfel încît 

ri = uif + Vig. 

Din egalitatea (n), avem că rn = rn-z -' rn_ 1qn· Cum rn-2 = ltn- zf + Vn- 2g şi 
r 11_ 1 = un:-d + Vn-1g, a tund r,;, = un-zf + Vn-2g - (un-if + Vn-1g)qn = (un-2 - un-1qn) f + 
+ {Vn,-2 - Vn-1qn)g = unf + VnC, unde am notat Un = Un-2 - Un-1qn Şi Vn = Vn-2 - Vn- 1qn. 

Acum, dacă d este un c.m.m.d.c. a l polinoamelor f şi g, d in leorema 6.2.3 rezultă că 
există un a e C, a ~ O astfel încît d = ar11• Deci d = aunf + avng = uf + vg, unde 
u = aun şi v = avn. 

De' f' i n i ţ I a 6. 2. 5. Fle f şi g două polinoame. Spunem că f şi g sint prime între ele 
dacă 1 este c.m.m.d.c. al lui f şi g. 

Din teorema 6.2.3 rezultă că polinoamele f şi g sint prime între ele dacă sin­
gurii divizori comuni ai lui f' şi g sint polinoamele constante nenule. 
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Exemple. 1) Polinoamele f = X 4 + 1 şi g = X 3 
- 1 sînt prime între ele. 

·Într-adevăr, să calculăm c.m.m.d.c. al lui f şi g folosind algoritmul lui Euclid: 

Prima împărţire: X 4 + 1 I ~3 
- 1 

-X4 +X 

x + 1 

A doua împărţire: X 3 - 1 
-Xa - xz 

- X 2 - 1 
X 2 + X 

X - 1 
-X- 1 

-2 

x+1 

X 2 -X+1 

Ultimul rest nenul este - 2 şi deci 1 este un c.m.m.d .c. al lui f şi g. 
2) Polinoamele f = X 2 + X + 1 şi g = X 2 - X + 1 sînt prime între ele. 
Într-adevăr, să calculăm c.m.m.d.c. a l lui f şi g 

X
2 + X + 1 I X 2 

- X + 1 
-X2 + X - 1 1 

2X 

2X2 
- 2X + 2 

-2x2 

-2X + 2 
2X 

2 

2X 

X - 1 

Ultimul rest nenul fiind 2, atunci c.m.m.d.c. al lui f şi g este polinomul 1. 

Obser"a/ii. 1) Fie f şi g două polinoame nenule şi d un c.m.m.d.c. al lor. Atunci 
putem scrie f = df' şi g = dg'. Polinoamele f' şi g' sint prime fntre ele. 

Într-a ievăr, dacă d' es te un c. m.m.d.c. a l l 11i f' şi g', at11nci dd' es te un divizor comun 
al polinoamelor f şi g. Cum d este c.m.m.d.c. a l lui f şi g, atunci obţinem că dd'I d . Deci există 

polinomul d " astfel tnclt d = dd'd". Prin urmare , d'd " = 1 şi deci d' este un polinom constant 
· ceea ce ne arată că f' şi g' sînt prime Intre ele. 

2) Aşa cum am definit cel mai mare divizor comun a două polinoame (a se vedea 
definiţia 6.2.1) putem defini c .m.m.d.c. a unui număr finit de polinoame. Mai precis, dacă 
f1 , f 2, „„ fn sînt n polinoame, atunci un polinom d se numeşte un c.m.m.d.c. al polinoamelor 
f1 , fz, „._, fn dacă verifică următoarele condiţii: 

i) d / ( 1 , d / d2,„.,dlfn; I 

ii) dacă d' este un polinom astfel Incit d' I (1 , d' I (2 , .„, d' I fn atunci d' / d . 

Fiind date polinoamele f1 , f 2 , .„, fn un c.m.m.d.c. a l lor se calculează astfel: se deter~ 

mină d1 un c.m.m.d.c. a) polinoamelor (1 şi f 2, apoi se determină d2 un c.m.m.d.c. a l polinoa­
melor d1 şi f2, apoi se determină d3 un c.m.m.d .c. al polinoamelor d 2 şi (4 , „., apoi se determină 
dn-1 un c.m.m.d.c. al polinoamel o~ dn-2 şi fn· Polinomul d = dn-i este un c.m.m.d.c. a l poli­
noamelor f1 , f 2, „„ f n· 

6.3. Cel mai mic multiplu comun al polinoamelor 

Def i n i ţ ia 6. 3. 1. Fle f şi g două polinoame. Un polinom m se numeşte un cel mai 
mic multiplu comun (pe scurt, un c.m.m.m.c.) al polinoamelor f 
şi g dacă verifică următoare le condiţii: 

i) m este un mul tip lu al lui f şi g, adică fim şi g Im, 
ii) orice alt multiplu comun m' al lui f şi g este şi multiplu al lui 
m (adică dacă f"I m' şi g Im' atunci m I m'). · 

Următoarea teoremă ne dă un procedeu de obţinere a unui c.m.m.m.c. a două 
polinoame. 

T e o r e m a 6. 3. 2. Fie f şi g dou ă polinoame dintre care cel puţin unul este nenul. 

Dacă d este un c.m. m.d.c. al lui f' şi g, atunci polinomul m = fg 
d 

este un c.m.m.m.c. al lu i r şi g (aici fg î nseamn ă citul impăr­
/ d 

ţirli pol inomului fg prin d). 
D emonstra/ie . Cum d I f şi1d I g , exislă polinoamele f' şi g' astfel Incit f = df' 

şi g = dg'. În plus, polinoamele f' şi g' sînt prime între ele. Deci m = f'g = fg', ceea ce arată 
că m este un multiplu comun al lui f şf g. 

Fie m' un polinom astfel inci t f Im şi g I m'. Deci exislă .Po!inoamele f1 şi g1 astfel incit 
m' = ff1 şi m' = gg1. Avem m' = df'f1 şi m' = dg'g1, de unde obţinem că df'f1 = dg'g1 . Cum 
d f. O, atunci f 'f 1 = g'g1 . Polinoamele f' şi' g' fiind prime între ele, există polinoamele u şi v 
astfel incit 1 = uf" + vg'. Înmulţind această egalitale cu g1 (de exemplu) , obţinem că 
g1 = ugif' + vg'g1 = ugif' + v('f1 = f '(ug1 + v f1), ceea ce arată că f' I g1• Deci există un 
polinom· gz, astfel încît g1 = f'g2. Cum m' = gg' atunci m' = gf'g2 = mg2 şi deci m I m'. Deci 

polinomul m = fg este U " c.m.m.m .c. al lui f şi g. 
d 
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E xemplu. Să se determine c.m.m.m.c. al polinoamelor 

f = 2X5 
- 3X4 

- s xa + X 2 + 6X + 3 ş i g = X 4 - X 3 - X2 + 1. 

Aflăm mai înlii c. m.m.d .c. al celor dou ă polinoame folos ind algoritmul lui Euclirl . 
Prima împărţire: 

2x.• - 3X4 
- s x a + X 2 + 6X + 3 X 4 - X3 - X 2 + 1 

-2X5 + 2X4 + 2Xa - 2X 2X - 1 

- X 4
- 3Xa+ X 2 + 4X + 3 

X4 
- X 3 

- X2 + 1 

- 4Xa + 4X + 4 

Restul - 4Xa + 4X + 4 îl împărţim cu - 4 şi obţin cm X 3 - X - ·t. 
A doua împărţire: 

X 4 
- X 3 

- X 2 + 1 
- X 4 + X 2 + X 

- X 3 + X + 1 
X3 

- X - 1 , 

X 1 - X - 1 

X - 1 

Ultimul res t nenul es te X 3 - X - 1. Deci polinomul d = X 3 - X - 1 este un c.m .m.d.c. 
al polinoamelor f şi g. Cum g = (X3 

- X - 1)(X - 1), a tunci polinomul · 

m = fg = (..!!.. = f · (X - 1) = (X - 1)(2X:' - 3X4 - 5X3 + X 2 + 6X + 3) = 
d d 

= 2X 6 
- sx• - 2X4 + 6X3 + sx2 

- ax - a 

es te un c. m.m.m.c. a l polinoamelor f şi g. 

Obsere>aţ1:e . Aşa cum am definit c.m.m.m.c. a dou~ polinoame (a se vedea defi ­
niţia 6.3.1) putem defini c.m.m.m.c. al unui număr finit de polinoame . Mai precis, cfacă 
r •. (2, .. „ fn sînt n polinoame, atunci un polinom m se numeşte un c. m.m.m.c. a l polinoamelor 
f1 f2, ... , fn, cl acă verifică următoarele condiţii : 

il f1 l rn . f2/ m, .. „ fn Im, 
ii ) d acă m' este un polinom a strei Incit (1 / m', fi i m', .. „ fn I m' alunei m I m'. 
Teorema 6.3.2 nu se poate extinde la cazul cînd avem n p olinoame (1 , f 2, .• . , f n cn n ;l!:: 3. 

t n acest caz c.m.m.m.c. a l polinoamelor . f t> fi , ... , f n se cal culează as trei : se de termină un 
c .m.m.m.c. m1 al polinoamelor ( 1 , ( 2 ; apoi se de term ină un c.m .m.m.r .. m2 a l polinoamelor 
m 1 şi f 3 , .. „ în l'ina l, se determină un c.m.m.m.c. m,1_ 1 al polinoamelor mn-i ş i {11· Polinomul 
m = mn- i este un c. m.m.m.c. al polinoamelor {1 , f 2, ... , fn . 

Ex citii 

1. Să se a rate că polinomul 
X 4 - axa + 2X2 

- GX + · 6 se divide la X - 1 ; se' cerc cilul împărţ irii. 
2. Să se ar ate că polinomul 

X 7 - 3X6 + 2X;; + 2X4 - 2X3 - 2X2 + 3X - 1 SC divide· ln X 2 
- 2X + 1 ; se rcre cilul 

împărţirii. 

8. Să se determine parametrul m, as trei tncît polinomul X 3 
- 3X2 + fi X - m să so 'rli v idă I? 

X- 2. 

4. Să se determine a, b , c, astfel incit polinomul X5 - 2X4 + 18X3 + aX2 + bX + c Sll SC div id ă 
la X3 

- 3X2 + 10X - 9. 

6. Să se determine relaţiile Intre numerele m, p, q, as tfe l încî l polinomul X3 + pX + q să !'ie 
divizibil cu polinomul X 2 + mX + 1. 

6. Să se ~~rmine a şi b as tfel lncît polinomul aX4 + bX3 - 3 să fie di vizibil cu (X - 1)2
• 
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7. Dacă un polinom f nu div ide nici pe g1 şi nici pe .g2, rezultă de aic~ · că f nu divide 
prod usul g1g2? 

8. Fie f, g1, Cz trei polinoame as tre i incit fi g1g2. Dacă f şi g1 sînt prime în l ro ele să se a rale 
că f /g2. . 

9. Dacă f este pri m cu g şi cu li , să se arate că f esle prim cu produsul gh. 

10. Folos ind a lgoritmul lui Euclid , să se determine c. m.m.d .c. a l polinoamelor f ş i g dacă 

a) f = X 6 
- 7X 4 + 8X3 

- 7X + 7, g = 3X 6 
- 7 X 4 + axa - 7X; 

b) f = X 6 
- X 5 

- X 4 + 8X 3 
- 5X2 

- 2X + 1 O, g = 30'4 
- 6X3 + 5 xi -1- 2.X ~ 2; 

c) f = X 0 + 2X4 
- 1, x

3 
- 3X2 + BX - 5, g =l X 6 + X 3 '- X 2 + X; 

d ) .f = X 6 + 3X5 
- 12X4 

- 52X3 
- 52X2 - 12X, g = X ""+ 3X3 -, 6X2 

- 22X - 12; 
e) f = X.; + X 4 

- X" - 3X2 
- 3X - 1, g = „y;; - 3X4 + X 3 

- X2 + 3X - 1 ; 

f ) f = X 5 - 1oxa + x, g = x 1 
- 4 (2x " + s x 2 + 4 ( 2x + 1 ; 

g) f = X 4 
- t, ,X3 + ·t , g = X 4 

- 2X3 
- 3X2 + X+ 1 ; 

h) f = X.; - t1X4 + aX3 - 2X2 + X - 1, g = X 4 - 2X2 + 3X - 2; 
i) f = X 6 

- 2x• + 3X4 
- 6X3 

- sx• + x - 6, g = X 4 + 2.xa + ax2 
- 6X - s . 

11. Dacă d es te un c.m.m.cl .c. a l polinoamelor f şi g şi h es te un polinom nenul ,' să se a rate că dii 
es te un c. m.m.d.c. a l polinoamelor f h ş i gh. 

12. Să se determine A ş i B a s tre i Inci t polinomul A x11+2+ BXn + 2 să fie d ivizibil cu (X - 1)2
• 

18. Să se a ra te că polinoame le f şi g sin l prime între ele, unde : 

a) f = 3X 3 
- 2X2 + X + 2, g = X3 

- 2X2 + 2X - 1 ; 
b ) f = X 4 

- X 3 
- 4 X 2 + t, X + 1 , g = X 3 

- 2X2 + 1 ; 
c) f = X 5 

- 5X4 
- 2X3 + ·12x 2 

- 2.X + 12, g = X3 
- 5X 2 

- 3X + 17. 

§ 7. RMăclnlle pollno melor. Ecuaţii al brlC 

7.1. Răd ăcinile polinoamefor . Teorema tui Bezout 

Fie f un poli nom nenul cu coeficienţii complecşi. Un număr complex , a E C 
se numeşte rădăcină a polinomului' f' dacă f(a) = O. 

1Şxempl1» 'l ) Să conside răm polinomul de gradul lntli 

f = o X -l /J (a#- O.). Se vede că f ( - : ) = a ( - ! ) + ~ = O 

b • • 
şi deci - - este rădi:ic i n :l a polinom uhţi aX + b. 

a • , 

I " 

" . . . „ , „ , 

·2) Să considerăm polinom ul g = x• + 1. Cum g( i) = i: + 1·= -1'• ~ 1 =\O şi g(- i) = 
= (- i)z + 1 = O, rezull;'\ t.:ă i ~ i - i sî nl rădăcini a le_polinornului X 2 + 1. 

T e or e ma I u i B e z o u t . Fi e { of, O un polinom nen'ul. Număru~ aE; C este rădăcină 
a polinomului { dacă şi numai dacă X - o <li11ae f. 

Demonslrriţie . Dacă a esLe rădăcină a· lui f ad ică f(a) = O, atunci 
din teor·ema 5.2.1 rezu lLă că res Lul împărţirii lui f prin X - a este zero şi deci 
X - a divide p e /'. 

In vers, dacii X ~ a diYide p e f , a tunci există un polinom,g as tfel in cit f = 
= ( X - a)g. Dar a tunci f'(a) = (a - a) g(a) = O· g(a) = O.şi decî, a est e răd ăein ă 
a I ui f. · · - • 

, - • • :: „„:_ " _, 
J # • „ • .,.. .„ ..... -
,,, •• „ .,;„...-~.: :.;' ,,. 

.„ "61 „ ... . „ 
- • „.... ..;. „„: :,,·,·, , 

Aplica/ ie 

Să se găseaSctl· conclipa ca polinoa mele. 
• • , , „,,, ~ 

f = a.Y2 + bX +c şi g = a' X 2 +b'X+c'.,. :-.;·:·-,>~:' 
• „-.'J • # ·"" , su aibă o rădăt.:in ă comună . • • :- ~- . ·~ . ,.. . :~ .... 

. „;, 105 



Fie O'. o rădăcină comună a celor două polinoame. 4tunci O'. este rădăcină şi a polinomutut 

a'f- ag = a'(aX2 + bX + c) - a(a'X2 + b' X + c' ) = (a'b - ab' )X + (a'c - ac' ). 

Deci (a'b - ab1 )0'. + (a'c - ac') = O. Dacă a'b - ah' =I= O obţinem că 

ac' - a'c . 
o: = . Cum f (O'.) = O, a tunci 

a'b - ab' 

a ( ac' - a'c)
2 + b ac' - a'c + c = 0 

a'b - ab' a'b - ab' 

şi făclnri calc.ulele obţinem: 

I (ac' - a'?)2 
- (ab' - a'b)(bc' - b'c) ~ O I 

Dacă a'b - ab' = O atunci a'c - ac' = O şi re l aţia obţinută este verificată şi în aces t caz. 
I 

7.2. Ecuaţii algebrice. Teorema lui ' D'Alembert-Gauss şi teorem.a lui 
Abel-Ruffini 

Se numeşte ecuaţie algebrică cu o singură necunoscută o ecuaţie de forma , 
f'(x) =O (1) 

unde f' este un polinom nenul. 
Dacă f' este polinomul f' = a0 + al X „. + anXn(an =I= O) 

algebrică (1) se scrie : 
atunci ecuaţia 

I 

anxn + lln- 1Xn-i + „. + a 1x + a 0 ' O. (1') 

Gradul polinomului (se numeşte gradul ecuaţiei algebrice (1) sau (1') iffr • 
numerele complexe a0 , a1 , .„, an se numesc coef'icienţii ecuaţiei algebrice (1) sa,u (1')'. 

_Dacă. coef~cienţii. ecuaţiei. a~gebrice sînt numere reale (respectiv, raţionale), 
atu.nc1 s.e zice ca e?uaţ1a algebrica (~) sau (1') este cu coeficienţii reali (respectiv, 
raţ10nah). O ecuaţie care nu poate fi redusă la o ecuaţie algebrică folosind opera­
ţiile: adunare, înmulţire, ridicare la putere etc. se numeşte transcendentă. 

E xemple. 1) Ecuaţia x3 
- 3x + 7 = O es te o ecuaţie algebrică de gr adul 3 cu 

coeficienţi raţionali. 

2) Ecuaţia /3x4 + V2x2 + ?x.- 1 = O es te o ecuaţie algebrică de gradul 4 cu 
coeficienţi reali. 

3) Ecuaţiile sin x - 7x + 1 = O; log x = 3 - 2x; s in x - Îog x + ·1 =O stnt t rans­
cendente. 

\ Să considerăm din nou ecuaţia algebrică 
f(x) . O. (1) 

Nun_iărul complex a se numeşte soluţia sau rtidăcina ecuaţiei (1) dacă are loc 
egahtatea f(a) = O. S e vede că a este rădăcină a ecuaţiei (1) dacă şi numai dacă a 
este răd<J,cină a polinpmului f . 

Determinarea rădlfoinilor ecuaţiei algebl'ice (1 ) este una dintre cele mai 
importante J?robleme a"le matematicii şi multă vr~me a constituit obiectul prin-
oi pal al algebrei. · 

lnon din antichitate, matemnticionii ştinu e/1 det1wmine rădMinile ecuaţiilor 
algebrice de gradul I şi gradul II. ln secolul o.I XVI-leu, tn perionda Ren·nşterii 
itnlieneJ ma.tomnticienii italieni : Scipione <ll:l l Ferro şi Niooola Ta.rtnglio. nu deter· 
minn~ fQrmula do rezolvare ponLr·u oouaţiu do ~N\dul III, iar Ludovioo Ferrari 
11 determinat formula. de nzolvo.ro ponLr•u oouu~rn de gr·udul IV. Acestea. au fost 
publicata do Gerolamo· Cnrdnno tn Ars Magna (1545) . 

I • 
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încercăril e ulterioare ale matematicienilor de a găsi formule de rezolvii,re 
pentru ecuatiile algebrice de grad mai mare decit patru au fost zadarnice. Pro­
blema a fost rezo lvată (ln sens negativ) de matematicianul norvegian H. Abel 
şi matematicianul italian A. Ruffini la începutul secolului al XIX-iea. Mai exact, 
ei au demonstrat: 

Teorema A b e 1-R u f f I n I. Ecuaţia algebrică generală* de grad mal mare decit 
patru nu poate fi rezolvată prin rad icali (cu alte cuvinte, nu există 
nici o formulă (expresie) cu rad icali, formată cu coeficienţii 
ecuaţiei, care să fie o rădăcină a ecuaţiei). 

Vom vedea că exisLă Lo Luşi ecuaţii particulare de grad > 4 pentru care 
putem să dăm formule de deLerminare a rădăcinilor lor (a se vedea § 8) . 

Teorema următoare are o mare importanţă pentru algebră: 

Ţ e ore ma fundamentală a algebrei. Or ice ecuaţie algebr ică 

a,1xn + a11_1xn-1 + „. + Oo =O 

de grad mar mare sau egal cu 1 şi cu coeficienţ i i complecşi are 
cel puţin o r ăd ăcină comp l exă. 

Această teoremă mai poartă numele de teorema lui D'Alembert-Gauss. 
Nu vom da demonstraţiil e teoremei fundamentale a algebrei şi a teoremei 

Abel-Ruffini deoarece d ep ăşesc cadrul manu alului. 
Trebuie să observăm că teorema fundamentală a algebrei are caracter exis­

tenţial ; nici o demonstraţie a acestei teoreme nu ne indică vreun procedeu de 
obţinere a rădăcinilor ecuaţiilor algflbrice. Acest lucru ne arată că nu există nici 
o contradicţie inLre cele două Lcor·eme enunţate mai înainte. ln schimb teorema 
lui Abel-Ruffini ne spune că pentru ecuaţiile de grad > 4 nu .se poate da un pro­
cedeu ( formulă) de determin are a rădăcinilor sale (pentru ecuaţiile algebrice de 
grad ~ 4, există formule de determinare a rădăcinilor lor). 

Obser()afie. Din clasele precedente am văzu t că lărgirea no\.iu·nii de număr a fost 
i mpusă prin tre a ltele de rezolvarea anum itor ecu aţii. De exemplu, introducerea numerelor întregi 
a l'o3t i mpusă de fap tul că nu orice ecua\.ic cu coefic ie n ţi· numere naturale are o rădăcină număr 
natural. De exempln, ,ecuaţia x + 1 = O nu are nici O' răd ăcină număr natural. 

În continuare int rojueerea numere lor raţionale a fost i mpusă, de asemenea, de faptul că 
nu orice ecuaţie cu coeficienţi în treg i are o rădăcină număr întreg. De exemplu, ecuaţia 
2x + 1 =O nu are· n ici o rădăcină număr întreg. 

Introjucerea numerelor reale a fost impusă printre altele de faptul că nu orice ecuaţie 
cu coeficienţii raţionali a re o rădăcină raţional ă. Nu avem de considerat docil ecuaţia x2 

- 2 = O 
care nu are nici o rădăcină raţională. 

Am văwt în manu!l\ul de clasa a IX-a că introducerea numerelor complexe, în algebră, a 
fost impusă de faptul că nu orice ec11a\ie cu coeficienţi i reali are o rădăcină reală . De exemplu, 
ecuaţia x2 + 1 = O nu are nici o rădăcină reală. 

Teorema lui d' Alcmbert-Gauss ne a ratll. cil. procesul de lărgire pe aceasttl cale a noţiunii de 
număr se opreşte la numerele com plexe. 

7.3. Rădăcini multipl e 

Am văzut cu teo r·ernn lui B6zout 1:1 pune ol!. dacii a este o rild 11oin ll. a polino­
m\llui /' .P O a I.unei X - a divide po f'. Ace1:1't luc!'U1 ne parmite să. del'inim. noţiunea 
<lo 1•ti tl /iul nu mul Li plu a unui poli non\. 

I 
• Prln ·ecuuţlo 11lg1Jbl' lo1't generttH\ do g1•adul 11 tn~elogem o ecunţlo do formn (11

) ln curo. 
nourtl'lanţll a0, a1, „., t1 11 slut 11 vn1•lt1blle" . 
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Definiţia 7. 3. 1. Fief-# O un polinom nenul şi a E Co rădăcină a lui f. Numărul 
natural m ~ 1 cu proprietăţile că (X - ar divide pe f şi • 
(X-ar+l nu divide pe f se numeşte ordinul de multiplicitate al 
rădăcinii a. Dacă m = 1, atunci a se numeşte rădăcină simplă, 
dacă m ~ 2, atunci a se numeşte rădăcină multiplă de ordinul m, 
dacă m = 2,3, .„, atunci a se numeşte rădăcină dublă , triplă , „ .. 

1 

R..-cemple. ·! ) Polinomul f = X 3 - 2X + 1 are rădăcina a = 1 deoarece ( (1) = O. , 
Culll r = {X - 1)2 alunei SC vede că a= 1 este rădăcină dublă pentru polinomul f. 

~) Polinomul f = X 4 - 5X3 are rădăcina a = O. · Cum X 3 I f şi X 4 nu divide pe f, atunci 
a = O cs lc o rădăcină triplă. De asemenea fare şi rădăcina simplă a= 5. 

T e 0 rem a 7. 3. 2. Fie f'-# O un polinom nenul. Dacă a1 , a2 , „„ ar sînt rădăcini 
ale lui f' avind ordinele de multiplicitate kl' respectiv k2 , „. 

respectiv kr, atunci polinomul (X-a1)h, (X-a2)1t• .„ (X- ar)hr 
divide pe r 

I 
Demonslraţic. Vom face demonstraţia prin inducţie după r . Dacă. r = 1, I 

alune i faµ lul d l '(X - ai)h, divide pe( , rezultă din definiţia 7.3.1. Presupunem afirmaţia ade- • 
văral ă pcnlru r fi o vom demons tra pentru r + 1. J 

Din ipoteza de imlu c\.ie rewltă că polinomul {X - ai)lt, (X - a2)1t' „. (X - ar )hr d ivide l, 
pc { , ad il-11 există polinomu l g as l l'e l încît f = (X - a 1 )1t' (X - a2)1t' „ . (X - ar)kr g. Deoarece \ 

or+i es te rădăci 11 ă mul ti plă de ordinul kr+i. atunci (X - a,+1 )1tr+i divide pe- f adică există un I 
polinom /1 a s lfcl i11cit f = (X - 01·+1)"r+1 h . Rezultă atunci că I 

{X - llr+iJhr+1 h = (X - a 1) 111 (X - a2)1t, .„ (X - ar)hrg. (1) ! 
I 

Numcr<' IC a
11 

n2 , „. , or , or+i sint distincte între ele d ouă cite două, deoarece în caz con- i 
tr·ar , dat:ii n111 avea ni = aj(i-:/; j) , alunei a ar avea ordinul de multiplicitate mai mare sau : 

egul cu k; + kj. 
f n egalitatea {I) l':•cem X = a 1·+1 şi atunci 

(a„+1 - a 1)h' (a,·+1 - az}'1• „. (ar+1 - ar)kr g(ar+1) = O, 

de 1mclc rern llă ră g(a„+.J = o. Din teorema lui Bezout obţinem că X - ar+1 divide pe g, ad ici!. ! 
exi s lă polinomu l g1 as tfe l încil g = (X - or+1) g1. Înlocuind ln egalitatea (1) obţinem: 

(X - ar+ 1)11.t+t h = (X - qi)lt ' „. (X - ar )lt„ (X - ar-i;1l gi 

de undo rewllă dl 

(X - a„+.Jh„+t-1 h = (X - a1)1t' (X - a2)1t' „. (X - ar)kr gi. (2) 

Dacă kr+ t - 1 > O, în cgalila lea (2 ) facem din nou X = or+i · Exact c a mai sus obţinem ' 
că g

1
(o,.+ 1) = O şi deci nplicind din nou teorema lui Bezout obţinem că: g1 = (X - a r+tl g2. 

Dar at11111·i g = (X - or+al2 gz. În locuind în (1) obţinem: 

( .\' a„+i)11r+1 h = (X - a 1)/t' „. (X - ar )kr (X - ar+tl 2 gz, 

!'e7.n ll ă că: 

(X - ar+1)hr+1- 2 h = (X - a 1)1t' . „ (X - ar)hr gz. 

Dacă lrr+t - 2 > O continuăm procedeul ca mai sus. După kr+1 - 2 paşi găs im un poli-
nom g" as tfel îndt. g = (X - ar+.J"•'+l gk 1 · r+ l r+ 
Cum f = (X - a1)

1
' • .„ (X_: or)'1r g ob\.inem: 

f = (X - a 1)"1 „. (X - a,l,' (X - ar+i)~+t g11r + l şi .deci 

(X - a1)111 (X - a 2)1t' „. (X - ar+t)kr+1 div ide pe f. 

Cons e c i n ţ a 7.3.3. Orice polinom f d e grad n ~ 1 are n rădăcini (nu neapărat distincte; 
o rădăcină se repetă de un număr d e ori egal cu ordinul său de 
multiplicitate) . 
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-Demonslrci(ic. Din teorema fundamentală a algebrei, polinomul f are cel pu\.in 
o ră·Jăcină . Fie ct 1 , a2, „., ar toate rădăcinile lui (( luăm în considerare o rădădnă de alîl<'o ori 
cil este ordinul său). Din teorema 7 .3.2, exis tă un polinom g -:/; o a stfel în cit f = (X - a 1) (X ~ 
- a2) „. (X - a„) g, Dacă g rad g .,. 'l a tunci aplicind din nou teorema fundamentală a a lgebrei 
obţinem că g arc o rădăci nă a „+1 care esle ev ident . rădăci11ă şi a lui f. Deci f ar avea r ·+ 1 
rădăcini , conlradic~ic . Deci trebuie ca grad g·= O şi deci g = a E C. Atu nci f = a(X -'- a1) (X -
- az) „. (X - ar)· 'cum g radul polinomului a(X - a1) (X - a 3) .. . (X - ar ) esle r, alunei 
trebuie ca „ = n şi deci r a rfl n rădăcini. 

' 
cons e cinţa_ 7.3.4. Fie r = Oo + 01 X+ a2X2 + „. + anxn un _ polinom cu On -:/; O, 

n ~ 1. Dacă x~. x2, „„ Xn sînt rădăcinile lui f , atunci 

f" = a„(X - x1 ) (X-x2) „. (X - xn)· 

În plus, descompunerea (1) a lui f" în factori liniari este unică. 

Demonstra ( ie. Din demonslra\.ia consecin ţei 7.3.3. f se scl'ie : 

r = a( X - xi) (X - X2 ) „. (X - Xn) unde a E c, a -:/; o. 
Cum coeficie ntul termenului de grad max im al pol inomului 

a(X - X1) (X - :t2) „ . (X - X11 ) ·este axn atunci trebuie 1·a 

a = Ci n ~i deci{ = an (X- x1) (X- x2) „ . {X- in)· 

(1) 

Să demonslrăni"unicilat ea descompunerii ('I ). Presupunem că f ma i admi te şi desr ompunere a 
f = b(X - y.J (X - Y2) .„ {X - YmL unde b, Y1> Y2, „ ., Ym sînt numere complexe şi b -:/; O. 

Cum g radu l polinomului b(X - yi) (X - yz) „. (X - Ym ) csle m trebuie ra m = n . 
Termenul de g rad maxim a l polinomului b{X - y1) (X - Yz) „ . (X - y11 ) es le bX n şi deci 
b = a11 . Deci a 11(X - :ri) (X - x2) „. (X - x 11 ) = a11(X - y.) (X - Y2) .„ (X - y11 ) sau (2 ) 
(X - x 1) (X - x2) „ . (X - :rn) = (X - y 1) (X - Y2) „. (X - Yn )· 
Din egal italea' (:2.) pr in în locuir·ea lui X cu x1, obţinem: 

(.1:1 - Y1Hx1 - Yz) ··· (x i - Yn ) = O. 

Deci trebuie ca unu l din fadol'i x 1 - 1ft , x1 - Yz, „ ., x1 - Yn să !'ie zero . Pu tem presupune că 
x1 - y 1 = O ş i d eci x 1 = '!h· lnlucuind în egalitatea (2) ob\.inem: 

(X - x i) (X - .'l:z) .„ (X - xn) = (X - x 1 ) (X - Yz) „ . (X - Yn)· 

Simplificind cu .X - x1 obţinem egalit a tea 

(X - x2) . .. (X - X11) =(X - Y2) „. (X - Yn) · 

Înlocuim a cum pe X cu x2 • Exact ca mai su.s găsim că x 2 = Y2· Conli nulnd procedeul găsim 
că Xa = y3, „ .• X n = Yn· 

Obser(Jaţ ie. Consecin ţa 7.3 .ft csle foarte ulilă în multe aplicaţii în care se cere afla­
rea c .m.m.d.c. a două polinoame r şi g care pol fi descompuse în factori liniari. 

ln acest caz c.m.m.d.c. al celor două polinoame este produsul factorilor comuni la plllerca 
cea mai mică. 

De exemplu, fie polinoamele : 

f =(X - 1)4 (X + 2) 2 (X - 3) (X - ~) şi g = (X - 1)3 (X + 2) (X + 6). 

Un c.m .m.d .c . a l polinoa melor f şi g es le polinomul d = (X - 1)3 (X + 2). 

Conse ci nţa 7.3.5. Dacă un polinom f de gradul n se anulează pentru n + 1 valo r i 
d istincte , atu nc i f = O. 

Demo11stra(ie. Presupunem că{-:/; O. Dacă /1 = grad f = O a lunei f = a E C ~ i 
a-:/; O. În acest caz f nu se anu lează penlru nici o valoare. Dacă n = grad (':;;;!:. 1, alu nei l arc 
n rădăcini. Dar d in ipoteză { are cel pu\.in /1 + 1 rădăcini, conlrad ic · ţic . Deci t rebuie ca f = O. 
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7.4. Relaţii între rădăcini şi coeficienţi (formulele lui Viete) 

Te oi' e ma 7.4.1. Fie f = a0 + a1 X+ „. + anxn un polinom de grad n (an "I: O) , 
Dacă ex1, o:2, „„ exn sînt rădăcinile lui f', atunci:_ 

(1) 

sub forma 

Dar 

Gn- 1 
ex1 + exz + „. + exn = - -- • 

an 
lln-2 

OC1ex2 + OC1ex3 + „. + OC1exn + „. + exn-1exn = -- ' 
an 

an-3 
exiex2exs + ex1exzex4 + „. + exn-20:n-1 exn = - -- • 

an 

. . ......... . ... . ..... · . . .................. . . ... . 
exl exz „. ex1i + OC1 exz „. CX/1-1ex11+1 + „. + CXn- k+ 1exn-k+2 „. 

. a1i 
„. exn = ( -1)k - • 

a,i 

Invers, dacă ' numerele complexe exl' ex2, „., exn satisfac relaţiile (1), 
atunci exl' ex2 , „., ex11 sînf rădăcini l e polinomului f. 
(Numărul de termep.i din sumele (1) este egal cu C~, C~, „., C.~. „., C~). 
Demonstraţie. Am văzut în consecinţa 7 .3.4 că f' poate fi scris 

(2) f' = Un(X - ex1} (X - cx2} „. (X - exn} · 

(3) f' = a0 + a1X + .„ + anXn. 

Efectuînd călculele în (2) şi egalind coeficienţii lui Xk(O ~ k ~ n) din (2) cu coe­
ficienţii lui x1i din (3) obţinem formulele (1). De exemplu, coeficientul lui xn- 1 din 
(2) este - an(ex1 + ex2 + „ . + ex11}. Deci trebuie ca an-1 = -an(0.:1 + ex2 + „. + «n), 

de unde obţinem ' ex1 + ex2 + „. + ocn = - an- l • ln continuare coeficientul lui 
- an 

xn-z din (2) este ,U11(ex1o(2 + 'ex1ex3 + „ . + ex1exn + .„ + exn-1exn} Care trebuie Să fie 
egal cu coeficient ul lui xn-2 din (3) ca1·e este an- 2· 

Deci lln-z = Un(ex1ex2 + ex1ex3 + „. + ex11_ 1exn}, de unde obţinem 

an-2 
ex1exz + oc1ex3 + .„ + CXn-1exn = --. 

an 

1n acelaşi mod se obtin şi celelalte egalităţi din (1). 
Invers, presupu{iem că ex1, ex2, „ „ ex11 satisfac relaţiile (1). Considerăm poli­

nomul g = (X - ex1) (X - ex2} „. (X - ex11). Făcind tnmulţirile obţinem 

g= xn- (exl +exz+„. +exn} xn-l+(ex1exz+ex1ex3+„. +oc11-1ex11} xn-z+„. +( -1)11 exlex2 „. OCn· 

Ţinînd cont de relaţiile (1) ·deducem că: 

g = xn + a,t-1 xn-1 + a,i- 2 xn-2 + : .. + ao = 
1 an a„ an 

1 ' 1 
= - (anXn + a 11_ 1xn- 1 + „. + a0) = - f. 

an . an 

Din Jgalitatea. g = __!_ f' rezultă că ex1, ex2, .„, ex11 sînt rădăcini şi pentru f. 
an 
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Relaţiil e (1) se numesc relaţiile între rădăcinile şi coef'icienţii polinomului f 
sau relaţiile lui Viete. 

Dacă considerăm ecu aţia asociată 

a11 xn + „. + a1x + a0 = O (4) 

atunci relaţiile (1) se numesc şi relaţiile între rădăcinile şi coeficienţii ecuaţiei (4) . 
Să scriem relaţiile lu i VieLe pent ru cazul cind polinomul f are gradul 2 sau 

3. Să presupunem că feste de gradul 2 adică f' este de forma f = a0 + a1 X + a2 X2
• 

In acest caz relaţiile (1) se scriu astfel: ' 

l 
-a1 

CXl + exz = -- ' 
Uz 

ao 
OC10C2 = - ·. 

<12 

Dacă f este de gradul 3, adică f = a0 + a1 X + a2 X2 + a3 X3 , 

atunci relaţiil e 1) se scriu astfel: 

-ao 
ex10Czex3 = -- • 

Uz 

(5) 

Relaţiil e lui Viete sin L foa1·te uti le în numeroase aplicaţii cînd se cere să se deter­
mine rădăcinil e unui polinom (sau ecuaţii ) şi . qind se cunoaşte o relaţie suplimen­
tară între rădăcini. 

Exemple 

1) Fie polinomul f = X 3 
- 10X2 + 29X - 20. 

Să se de termine rădăcinile x 1, x2, xa ale lui f ştiind că x1 + x2 = X3. 

Scriem relapile lui V iete 

I 
X1 + X2 + X3 = 10, 

X 1X2 + X 1Xa + X2X3 = 29, 

X 1X2X:i = 20. 

Cum x1 + x2 = xa atunci din p!'i111a rela\ ie din (6) avem că 

2xa = 1 O şi deci j x3 = 51 

Din x1x2x3 = 20, obpnem x1x2 = r„ Formăm s istemul 

{ 

X 1 + X2 = 5, 

X 1X2 = 4, 

care dă rădăcinile: j x1 = 1 J şi I x2 = 4 .I 

(6) 

2) Să se găseas~ă reiap1~ între a, b, c ştiind că.rădăcinile polinomului f = X 3 + aX2 + 
+ bX + c slnl în pro~ rcsic geomelrii-ă . 

Dacă X 11 X2, X3 sînt rădăcini le lui r atunci avem rel aţiile : 

I 
X 1 + X2 + Xa = -a, 

X1X2 + X1.'ta + X2X3 = b, 

X1X2X3 = - c. 

Cum x1, x2, x 3 sînt în progresie geomrtrică a tunci :i:~ = x1x3. 

(7) 
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Din 1·e l aţ.ia a 3-a din (7) obj.inem: 
a 

X2 = - C. 

Cum f(xz) = O, atunci x~ +ax~ + bx2 + c = O de unde rezultă că ax~+ bx2 = O. Dec i 

x2 = O sau x2 = - ~. Dacă x2 = - ~ din x~ = -c obţinem 
a a 

(8) 

Dacă xz = O, atunci x 1xa = O şi din relaţia a doua din (7) obţinem b = O. Cum x~ = -c, atunci 
c = o. Dar se observă că rel aţi a (8) este îndeplinită pentru b = c = o. 

3) Fie polinomul r = X3 + aX2 + bX + c avind rădăcinile X i. xz, X3. Notăm Sn = x f + 

+ :i;~ + x~ (11~ 1 ). Să se determine în funcţie de a, b, c, expresia Sn pentru n = 1, 2, 3, 4. 
Pentru n = 1 avem S1 = x 1 + x2 + xa = -a. 

Pentru JL = 2, avem S2 = xi+ x~ + x; = (x1 + X z + xa) 2 
- 2(x1xz + x1xa + x2x3) = a

2 
- 2b. 

Presupunem d t n :;;;i, 3. Cum x 1 , xz, xa sînt rădăcinile lui f avem egalităţile: 
:i 2 x1 + ax1 + bx1 + c = O, 

x~ +ax~+ bx2 + c = O, 

a:~ + ax~ + bx 3 + c = O. 

Înmul ţim prima egalitate cu xli-~, a doua cu x~-3 şi a treip. cu x~-3.: 

n + n - 1 b n-2 n-9 
Xi axl + X i + CX1 = o, 

n + n-1 + b n - 2 n-3 
X 2 ax2 X2 + CX2 = o, 

n + n-1 + b n-2 n -3 O 
X 3 ax3 X3 + CX9 = ' 

care ad unate d au: 

Sn + aSn-1 + bSn-2 + cSn-a = O 

Dură în această egalita te 11. = 3, obţinem; 

Sa + aS2 + bS 1 + cS0 = O. 

Cum S 0 = x~ + x~ + x~ = 3 obţinem 
S~ = - aS2 - bS1 - 3c = -a(a2 

- 2b) + ab - 3c = - a 3 + ·3ab - 3c. 

În egali tatea (9) facem n = 4. Olij.inem . 

(9) 

S4 + aSa + bS2 + cS1 = O, de und e rezultă că S4 = -aS3 - bS2 - · cS1 = - a(-a3 + 3ab -
- 3c) - b(a2 

- 2b) + ac = a 4 
- 4a2b + 2b2 + 4.ac. 

Relaţ iile lui Viete sînt folosite în numeroase probleme în care se cere să se deter­
mine ecu aţia , cunoscîndu-se relaţiile între rădăcinile a.1, cx2, •• „ <Xn adică cunoscîn­
du-se numerele s1 , s2 , „„ sn dale de relaţiîle: 

l 
S 1 = <X1 + <X2 + „. + CXn> 

~2 •••• ~I~~ .:. ~~~3. ~ .„: .~ .<X.~1·CX·n: • 

Sn = IX1°'2 .„ CX w 

lri ace:şt caz ecuaţia care are ca rădăcini pe a.1, a.2, .• „ <Xn este următoq.rea: 

1n Lr-adcvii1', cs le ciur că pol~nomul g = (X - a.1) (X - a.2) „ . (X - cxn) 

răd ăcini pc a 1, o:2 , „„ 'w 
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(10) 

(11) 

are ca 

\· 

Efectuind calculele şi ţinind con t de relaţiile (10) obţinem 

g = Xn - s1 Xn- l + s2 Xn-2 + ··· + (-1)n Sn1 

ceea ce arată că e.:iuaţia (11) are rădăcinile <X1, °'2• • •• , <Xn· 

Exemple. 1) Fie ecuaţia x3 - 5x + 1 = O. Să se determine ecuaiia care are ca 
rădăcini dublul rădăcinilor ecuaţiei dale. · 

Să notăm cu x
1

, x 2 , x3 rădăci nile ecuaţiei x3 - 5x + 1 = O şi cu Yi. y11, Ys rădăcinile ecuaţiei 
pe care vrem să o determinăm. 
Avem y 1 = 2x1, y 2 = 2x2 , Ya = 2x3. Atunci y1 + Y• + Ya = 2x1 + 2xa + 2xa = 
= 2(x

1 
+ xi+ xa) = O, YiYz + YiYs + Y2Ya = (2x1) (2x2) + (2x1) (2xa) + (2xa) (2xa) =· 4(x1x1 + 

+ X1Xa.+ X2Xa) = 41 -5) = -20, Y1Y2Ys = 8, X1X2X3 = -8. 
Aplicind formula (11). ecuaţia care a re ca rădăcini pe y1, Ya , Ya este 

x3 - 20x + 8 = O. 

2) Fie ecuaţia x3 - x2 + 7x + 1 = O. Să se determine ecuaţia care are ca rădl1cini in~r­
selc rădăcinilor ecuaţiei date. 

Să notăm cu x1 , x2, x3 rădăcinile ecuaţie i x 3 - xa + 7x + 1 şi cu y1 , y,, Ys ri1dl1cinile 
ecuaţiei pe care vrem să o determinăm. 

Avem 
1 

Y3 = - . 
X3 

Ecuaţia de gradul 3 care are ca rădăcin i pe y1, Y2, !la este următoarea: 

x3 + 7 x2 
- ~ + 1 = O· 

. Obser1Jafii. 1) Presupunem că avem f(x) = O, o ~cuaţie algebrică de gradul n şi 
vrem să deducem o altă ecuaţie algebrică de gradul n, g(y) = O, ale cărei rădiicini y slnt legate· de 
rădăcinile x ale ecua\iei f (x) :== O printr-o rel aţie dată y = cp(x). 
'ln cazul acesta se poale proceda astfel. 

{ 
f(x) = o„ 

Din relaţiile 
y = cp(x) 

se elimină x şi ecuaţi a care se obţine în y este ecuaţia căutată. Ca exemplificare să considerăm 
din nou exemplul 2). Ecuaţia este x3 

- x2 + 7x + 1 = O, ia r rel aţia dalii este 

p in relaţiile: 

1 
y = -. 

X 

I 
x3 

- :
2 + 7 X + 1 = 0, 

y = - · 
X 

eliminăm pe x. Avem x = ..!.. , c~re în locuit în prima relaţie dă: 
y 

~ - ~ + _}__ + 1 = o, 
y3 y2 y 

de unde obţinem ecuaţia y 3 + 7y2 
- y + 1 = O. · 

2) ·Procedeul expus mai sus es te re.comand abil ori de cîle ori-este posibilă eliminarea lui x , 

din relaţiile: 

{ 
f(x) = O, 

y = cp(x). 

1 n caz că această eliminare este d.ificil ă se vor uliliza rel aţiile lui Viele. 

I - MatematicA - Als;ebrA. ~I. a X-a 
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1. Aplictnd teorema lui Bezout să se determine parametrii a şi b astfel î tt 1· I 
X4· xs 2 • • ne po momu 

- ~ „ + 4X + aX + b să se d1v1dă cu X 2 
- 4X + 3. Să se determine apoi cttul 

împărţim. 

2. Să se determ!ne rădăcinile polinomului X 3 - 3X2 + 2X + 6 ştiind că are rădăcina a.= _ 1. 
8. Să se determJ~e parametrul m şi apoi să se afle răd ăcinile polinomului x s _ 6Xa + 

+ BX + m ştund că are rădăcina a. = 2. -
4. Să se. determine parametrii a şi b ştiind că polinomul X'_ SX3 + BXZ + aX + b are 

rădăcina dublă a. = 1. . . 
5. Să se detern:i ine ecua.ţi a de gradul cel mai mic care are ca rădăcini numerele 1 , 2, - 2. 
6. Să ~e determine ecuaţia de gradul cel mai mic care are rădăcina triplă 1 şi rădăcinile simple 

2 ŞI -3. 
7. Să se găsească c.m.m.d .c. al polinoamelor f şi g: 

a) f = (X
2
- 1)5

2
(X ;- 1)3 (X - 3) 2 (X - 4), . g =(X _ 1)s (X+ 1)2 (X _ 4)s; 

b) f = (X - 1) (X - 1) (X - 2), g = (X - 1)4 (X_ 2)~· 
c) f = (X

4 
- 1) (X2 

- 1) (X + 3)2
, g;,,. (X2 + 1)2 (X+ 3)~ (X - 1) . . 

8 •. Să se ar.a~e că dou ă.polinoame nenule f şi g din CLXJ sînt prime între ele dacă şi numai dacă 
nu au mei o rădăcmă comună. 

9. Dacă f , g e C[X] au acelaşi grad, atunci f şi g au aceleaşi rădăcini dacă şi numai dacii. poli­
noamele f şi g au coeficienţii proporţionali . 

10. Aplictnd teorem~ lui d?lem?ert-Gauss să se arate că dacă f e C[X] este un polinom de 
grad :;;i. 2, atunci funcţia polinomului asocială 

{: C-+ C, {{a.) = f (a.) . 

nu es te i nj ectivă, dar este surjectivă. 

11. Fie f şi g două p~linoa~e din C[X]. Să se ar ate că funcţiile polinomia le {: C-+ C şi g: C-+ c 
sînt egale dacă ş1 numai dacă polinoamele f şi g sln t egale. · 

12. Dacă f (X) este un polinom arbitrar să se arate că f(f(X)) ~ f (X) este divizibil prin 
f(X) - X. 

18. Folosind teorema lui Bezout şi teorema 7.3.2. să se a ra te că: 
a) Pol'.nomul (X + 1)6nH + X6n+2 se divide la x2 + X + 1 ; 
b) Pol~nomul (X - 1)n+2 - X2(n-1J se divide la x2 - X+ 1 ; 
c) Polinomul (X+ 1)3n+2 + X + 2 se div ide la X 2 + 3X + 3· 
d ) Poli.nomul (X2 + 1)Gn+2 + X4 + 1 se divid e la x2 + X + 1'; 
e) Polinomul X6n+5 + X3n+4 + 1 se divide la X 2 + X + 1. 
f) Polinomul (X+ 1)12n+i + xsn+2 se d ivide la x2 + X +'1. 

14. Fie ecuaţia x
3 + ax2 + bx + c = O avînd rădăcinile xi. x2 , x3 . Să se determine ecu aţia 

care are rădăcinile y 1, y 2 , y 3 dacă 

a) Yi = 3xi + X2 + xa, Y2 = 3x2 +Xi + xs, Ys ·= 3x3 + x 1 + x 2 ; 

1 1 ' . 1 
b) Y1 = 2 X1, Y2 = 2 X2, · Y3 = 2 X3; 

c) Y1 = - Xi + x2 + xa, Y2 = -x2 + x 1 + xa, Ya = -x3 + x 1 + x2; · 

d ) Y1 = x~, Y2 = x~, Ys = x~; 
e) Y1 = x, + X2Xs, Y2 = Xz + x 1xa, Ys = x~ + Xix 2 • • 

15. Să s.e deter'.°'.ne P8:rametrul m astfel ca o rădăcină a ecua\ iei xa - 28x + m = o să fie dublul 
altei rădăcm 1. · · 

16. Să s.e determine ). astfel incit sum a a dou ă rll.dil.cini a le ecuaţiei 2x3 _ 4x2 _ ?x + A= o 
să fle egală cu 1. 

17. Să se determine re l aţia între p şi q astfel încît rădăc1' n1'le a l 1· · · x i, x2, xa e ecua 1e1 

x
3 + px + q = O să se găsească în relaţi a x3 = -2... + -2... • Dacă q = p şi p e R - {O}, să 

. ~ ~ 
se a rate că cond i ţia din enunţ nu poate fi îndeplinită. 
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18. Să se rezolve ecuaţiile algebrice 
a) x4 

- 4x3 + 5x2 
- 2x - 6 = O. 

b ) x4 + 2x3 + 2x2 + 10x + 25 = · O, 
c) x 4 + 2x3 + 3x2 + 2x - 3 = O, 
ştiind că suma a două rădăcini este egală cu suma celorlalte două rădăcini. 

19. Să se rezolve ecuaţiile algebrice 
ltx3 

- 12x2 + 11x - 3 = O, x3 + 3x2 
- x - 3 = O, 

ştiind că rădăcinile sale sînt ln progresie aritmetică. 

20. Dacă x1, x2, xa sînt rădăcinile polinomului 

X 3 + a1 X 2 + azX + a3,, 
. . 2 2 2 ·4 4 4 

să se calculeze x1 + x2 + x 3 ş1 x1 + x 2 + x3 . 

21. Fie ecuaţia x3 + 3x + 1 = O. Să se determine ecuaţia de gradul al treilea care are rădăcinile 
Y1, Y2, Ys dacă: 

X2 + X3 X3 + Xi X1 + X2 
a) Y1 = , Y2 = --- , Ys = ; 

X1 X2 Xs 

b) X1Xs XiX3 X1X2 
Y1=--+1, Y2 = -- + 1, Ys = -- + 1; 

X1 X2 X3 

1 1 1 
c) Y1 = 1 + - , Y2 = 1 + - , Ys = 1 + - . 

2 2~ 2 
X1 X2 X3 

22. Să se arate că 1 este o r~dăcină dublă pentru polinomul 
xsn _ nX n+2 +. nxn-1 _ 1. 

28. S\ se determine ordinul de mullip licilate al rădăcinii 2 pentru polinomul 

X 6 
- 6X.5 + 12X4 

- 9X3 + 6X2 + 12X + 8. 
24; Să se determine ordinul de multiplicitate al rădăcinii -1 pentru polinomul X 5 + 6X4 + 

+ 14X3 + 16X2 ~ 9X + 2 şi apoi să se afle rădăcinile polinomului dat. 
25. Să se determine ordinul de mulliplicita le al rădăcinilor 1 şi -1 pentru polinomul 

x• + X 4 
- 2X3 

- 2X2 + X + 1. 

olv 

Sin't bine cunoscute formulele de dete1·minare a rădăcinilor pentru ecuaţiile 
de gradul I şi gradul II. De asemenea se cunosc formule de rezolvare pentru ecua­
ţia de gradul III (numite formulele lui Cardano) precum şi pentru ecuaţia de gradul 
IV. Inconyenientul acestor formule (pentru ecuaţiile de gradele III şi IV) constă 
in aceea că stnt foarte complicate şi nu au nici o utilizare practică. · Am văzut prin 
teorema lui Abel-Ruffini că pentru ecuaţia generală de grad ~ 5 nu se pot da 
formule de determinare a rădăcinilor prin radicali . 

Ceea ce ne propunem in acest paragraf este· de a arăta că există ecuaţii de 
grad ~ 3 pentru oare se pot da formule de determinare a rădăcinilor lor. 

Ecuaţii binome. ·Forma ecuaţiilor binome este 

(1) xn - a = O (a E C, n ~ 1) . 

Rezolvarea acestor ecuaţii est e făcută in manualul de Geometrie. Se procedează 
astfel : se scrie numărul a sub formă trigonometrică, a = r( cos q> + i sin q>) . Atunci 
soluţiile ecuaţiei (1) slnt date de formula. · 

111/-( q> + 2/m + . . q> + 2krr:) x = v r cos 1 sin , 
n · n 

unde O ::;; k ::;; n - 1. 
Trebuie să observăm că rezol:varea ecuaţiilor de gradele I şi II se reduce la rezol­
varea unor ecuaţii binome. 
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. Jdeea· d~ rezol~are a ecuaJţilqr de grad ~ 3 este de a o reduce la re7.0l'1arta suc--
cesi'1a. ~ ri;n~i numar de ecuaţii simple (de regulă ecuaţii binome). · 
Ecuaţii bipatrate. Forma generală a ecuaţiilor bipătrate este: 

(2) ax4 + bx2 + c = O, 

unde a, b, c E C şi a of O. 
Rezolvarea ecuaţiei. (2) se face astfel. . · 
Se face substituţia x2 = y şi obţinem eC'Uaţia de gradul doi 

(3) ay2 + by ·+ c · O. 

Ecuaţia (3) se numeşte rezolcmnta ecuaţiei (2) şi rădăcinile ei stnt: 

y = -b + Vb2 - 4ac . -b - Vb:i - 4ac 
1 2a ş1 Y2 = 2a 

l>in egalitatea x2 = y obţinem ecuaţiile 

x2 = Y1 
Ecuaţia x2 = y 1 are rădăcinile: 

şi x2 = Y2· 

X1 = v-b__..:+___:_i2_/a_b2 __ 4:::a:...:....c ' X2 = - V -b + Vb2 - 4ac . 
. - ~ 

Ecuaţia x2 = y 2 are rădăcinile 

- v-b - Vb2 - 4ac - v-b - Vb2 - 4ac 
X3 - ' X4- -

2a 2a · 

Numere!e Xţ, .x2, x3, x~ .stnt rădăcinile ecuaţiei (2). 
Radăcm1le ecuaţiei (2) pot fi cuprinse în formula 

(4) x = ± V -b ± V b2 
- 4ac 

2a 

numită formula de . rezol'1are a ecuaţiei bipătrate. 

• 

V Observa(ie. În formula de rezolvare a ecuaţiei bipătrate" apar radicali de forma ' 
A + V B · Aceşti radicali pot fi aduşi la o sumă sau diferenţă de radicali mai simpli utiliztnd 

formula ' 

(5) V A± V B =V A + V2A2 - B ±V A~ V2Aa - B 

(A' ;oi: B, B ~ O) (această formulă se verifică direct prin ridicare la pătrat). 

Exemple. 1) Să rezolvăm ecuaţia bipătrată· 

x' + 5x2 
- .6 = O. 

Facem substituţia x2 = y şi obţinem ecuaţia rezolventă 

Y2 + 5y - 6 =O 
care are rădăcinile y1 = - 6 şi y2 = 1. 

Rll.dăcinile ecuaţiei bipătrate sînt: 

X1 = iV6, X2 = -iV61, it3 =: 1, X4 = -1. 
2) Să rezolvăm ecua~ia bipătrată 

x4 
- 8x2 + 9 = O. 

Făclnd substituţia x2 = y obţinem ecuaţia rezolventă 

y1 
- Sy + 9 =O, 

care are rll.dăcinile Y1 = 4 +V? şi Ya = 4 - v1. 
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. . 
Răall.cinile ecuaţiei bipătrate sînl : 

=1 = V 4 + V 7; ~2 ~ - V 4 + V 7; x s == V 4 - V 7; X4 = - V 4 - V 1• . ' ... 
Dar, folosind formulele (5) de t ransformare a radicalilor dubli obţinem: 

11 4 + V 7 = "'\ I 4 + V 16 - 7 + "'\ I 4 - Vitf=7" = ' I 7 + "'\ I 1 = V7 + 1 · V 2 V 2 V 2 V 2 v2 
şi V 4 - ( 7 = "'\ I 4 + ( 16 - 7 - "'\ I 4 ·- ii 16 - 7 = V? - 1 • 

V 2 V 2 v2 
v1· + 1 ·V7 + · 1 V? - 1 i/7 - 1 

Deci x1 = , xa = - , x3 = , x, = - -'----
V2 ·V2 V2 V2 

Ecuaţii reciproce. O ecuaţie de forma 
an xn + an-1Xn- 1 + „ . + li2X2 + ala; +do= o, (an of O), 

avind proprietatea an-i = ai oricare ar fi i (O~ i ~ n), se numeşte ~ecuaţie reciprocă 
de gradul n (altfel spus, o ecuaţie este reciprocă dacă coeficienţii termenilor egal 
depărtaţi de extremi sint egali). 

Observaţie. Pe noi ne interesează numai rezolvarea ecuaţiilor reciproce de grad ~ 3. 
Dacă n = 3 obţinem forma generală a ecuaţiei reciproce de gradul 3: 

ax3 + bx2 + bx + a= O (a =F O). 

Dacă n = 4, obţinem for ma generalii. a ecuaţiei reciproce de gradul 4: 
ax4 + bx3 + cx2 + bx + a= O (a =F O). 

Dacă n = 5, obţinem forma generală a ecuaţiei de gradul 5:, 
ax5 + _bx' + cx9 + cx2 + bx +a= O (a of O) . 

Să dăm citeva proprietăţi generale pentru ecuaţiile reciproce de gradul n: 
1° Dacă ecuaţia reciprocă are rădăcina 0t, atunci ea are şi rădăcina _!_ • 

Ot 

lntr-adevăr, dacă f( x) = anxn + an_1xn- 1 + .„ + a1x + a0 =O este o ecuaţie 
. reciprocă avtnd rădăcina C1., atunci anC1.n + an_1C1.n-l + „. + a20t

2 + a10t + a0 = O. 
C~m C1. =F O (in caz contrar, ar rezulta a0 = O şi deci an= O) putem să împărţim 
cu 0tn şi obţ~nem relaţia · 

an + an- l - + . „ + a2 - + a1 - ;- a0 1 - I = O. 1 ( 1 )n-2 ( 1 )n-1 . { 1 n 

O( , Ot Ot \Otl 

Ţinind cont de faptul că ai = an-i oricare ar fi i (O ~ i ~ n) obţinem 

. an c: r + an-J ( : r-l + „ . + al : + ao = o . 

. d . . 1 d d . şt ec1 ş1 - este e asemenea ră ăcmă. 
Ot 

2° Orice ecuaţie reciprocă de grad impar are rădăcina x = -1. 
lntr-adevăr fie 

f( x) = a2P+lx2P+l + awx2P + .„ + a p+i:.i.P+ l + apxP + „. + a1x + ao = O, 

o ecuaţie reciprocă de grad impar n = 2p + 1. 
lnlocuind x = - 1, obţinem în membrul sttng numărul 

f(-1 ) = a2P+l( - 1)2P+ l + a 2p(-1)2P + .„ + ap+l(-1)P+l + ap(-1)P + „. 
... + a

1
(-1) + a

0 
= - a2P+ 1 + a2p + „ . + aP+l(-i)P+l + ap(-i)P + ... 

. . . + ( - a1) + a0• ~ •• 
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Cum a0 = a 2P+l• a 1 = a2p, a2 = a2p-1, „ ., ap = aP+11 atunci grupînd termenii egal 
depărtaţi de ·extremi obţinem · 

f( -1) = (ao - a2P+l) + (a2p - a1) + (a2 - a 2p- 1) + ... + (-1)P(ap - ap+t) =O. 

Rer. ultă· că x = -1 ·este rădăcină pentru ecuaţia reciprocă de .grad impar. 

3° Orice ecuaţie reciprocă de grad impar 

f( x) = a 2p+ix 2P+i .f a2px2P + „ . + a1x + a0 =O, • 

se reduce la rezol"area ecuaţiei x + 1 . O şi a unei ecuaţii reciproce de grad par, 

K(x) = b2Px2
P + b2p-1x 2P- l + ... + b1x + b0 =O. 

Intr-adevăr, din 2° ecuaţia f(x) = O are rădăcina x = -1. Conform teore­
mei lui Bezout putem scrio 

f( x) = (x + 1)g(x). 

Presup~nem că g(x) = b2px2P + b2p_ix2p- i + .„ + b1x + b0• Deci 

a2P+,tX2p+1 + a2Px2P + ... + aix + ao = 

= (x + 1) • (b2px 2P + b2p_1x2P- l + „ . + b1x + b0), 

de unde obţinem 

a 2P+1 = b2p1 ao = bo, 

a2P = b2P + b2P-l• a1 = bi + bo, 

a2P-i = b2P-i + b2P- 21 aa = b2 + bi, 

Cum ai = a2P+H• oricare ar fi i(O ~ i ~ ,2p + 1) obţine.ro din pr·1mele egalităţi 
b0 = b2p· Cum b2p + b2p-i = b1 + b0 obţinem bi = b2p-i· Din următoarele egalităţi 
obţinem că b2 = b2p- z· 
Procedînd la fel, din egalităţile următoare deducem în final că bi = b2P-i oricare 
ar fi O ~ i ~ 2p. 
Deci ecuaţia b2px2.P + b2p-ix 2 P- i + . „ +. bix + b0 = O este reciprocă. 

R ezolvarea ecuaţiei reciproce de gradul II I 
Am văzut că forma generală a ecuaţiei reciproce de gradul III este: 

(1) ax3 + bx2 + bx + a = O (a >f O). 

Această ecuaţie are rădăcina x = -1. Atunci putem să scriem 

(x + 1)[ax 2 + (b - a) x + a] -:- O. 

Ecuaţia (1) admite rădăcinile 

Xi = - 1 şi x8, x3 date "de ecuaţia ax9 + (b - a)x +a= O. 

Exemplu. 811 rezolv!l.m ecunţin 2x0 + x1 + x + 2 ... O. Acenstll ecuaţie este o 
ecuaţie reolprocll de gradul III. E a se scrie 

(a: + 1)(211l9 
- ro ~I- 2) - O 

caro o.ro ri1di1olnlle ai1 - - 1 şi x11 a:n oaro slnt ri1dllolnlle oouaţlol 2ai1 - m + 2 '"" O, adloll. 

llla -
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Rezol"area ecuaţiei reciproce de gradul IV 
Am văzut că forma generală a ecuaţiei reciproce de gradul IV este: 

(1) ax4 + bxs + cx2 + bx + a = O, (a >f O). · 

Cum a >f 9, ecuaţia (1) nu admite ca rădăcină pe x =O. In. (1) împărţim cu x2 

şi obţinem ecuaţia 

·b a 
ax2 + bx + c + - + - = O 

X X2 

sau grupind termenii tn mod convenabil avem: 
• 

a( x2 + ; 2 ) + b ( x + ~) + c =O. 

Facem substituţia y = x + _!_ . Cum x2 + _!_ = y 2 - 2 obţinem ecuaţia în y 
X x2 

a(y2 - 2) + by + c = O sau (2) ay2 + by + c - 2a = O 

Ecuaţia (2) se numeşte rezolfJanta ecuaţiei (1). 
Dacă y1, y2 i;int rădăcinile ecuaţiei (2) atunci obţinem două ecuaţii : 

1 . 1 
X + - = y 1 Şl X + - = Y 2 

X X 

sau (3) x2 - y 1x + 1 =O 

pi (4) x2 - y 2x + 1 ± 0. 

Dacă x1, x2 sint rădăcinile ecuaţiei (3) şi x 3, x4 sint rădăcinile ecuaţiei (4) atunei 
Xi, x2, x3, x4 sint rădăcinile ecuaţiei (1) . 

Exemplu. Să se rezo,tve ecuaţia 

6x 4 + 5x3 
- 38x2 + 5x + 6 = O. 

Această ecuaţie este o ecuaţie reciprocă de gradul IV. Împărţim cu x 2 şi obţinem: 

sau 

5 . 6 
6x 9 + 5x - 38 + - + - = O 

X x2 

6 ( X9 + ;B) + 5 (X + : ) - 38 = Q, 

Notl1m y = x + ..!.. . Cum x• + ...!.. = y9 - 2 ob ţinem ecuaţia 
X X

1 
· 

6(y9 
- 2) + 5y ...:... 38 = o 

sau 
6y8 + 5y - 50 = O, 

10 li 
care are rll.dll.clnlle y1 ... - - şi !/1 = - . 

8 ~ 
Avem ecuaţiile: 

1 1 o . ' 1 l'i 
re + - • - - ~l ro + - ... - . 

lt 3 lll ~ 

Prima eouaţlo are rlldllolnlle 
1 

«Js „ - a I a:1 ... - - I 

3 
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Ecuaţia a doua are rădăcinile xa = 2, x. = ..!. . 
2 

.. 
. i. . . ' 

Deci · x1 = -3, xa = - ..!. , xa = 2, z. = ..!. stnt rădăcinile ecuaţiei date. 
3 2 . 

Rezol'1area ecuaţiei reciproce de gradul V 

Forma generală a ecuaţiei de gradul V este 

ax5 + bx4 + cx3 + cx2 + bx + a = O. 

1,• , . , 

• 
Deoarece această ecuaţie este de grad impar, din proprietatea 3° rezolvarea acestei 
ecuaţii se reduce la rezolvarea ecuaţiei x + 1 =O şi a unei ecuaţii reciproce de 
gradul IV. 

" . Exemplu. Să se rezolve ecuaţia 

6x6 + x' - ~3x3 
- tl3x1 4- x + 6 = O. 

Această ecuaţie este o ecuaţie reciprocă de gradul V. 
Deoarece este de grad impar această ecua'ţie admite soluţia x = ..:....1 . 

Putem scrie: 

6x6 + x• - 43x3 
- 43x1 + x + 6 = (x + 1) (6x• - 5x3 - 38x8 - 5x + 6). 

Deci obţinem ecuaţia reciprocă de gradul IV: 

lmpărţind cu x' obţinem: 
&x• - 5x3 

- 38x1 
- 5x + 6 = O. 

6x1 
- 5x - 38 - ~ + ~ = O. 

X • X 1 

Facem substituţia y = x + ..!. . Obţfoem ecuaţia de gradul II 
X 

5 10 6y1 
- 5y - 50 =O care are soluţiile y1 = - - , Ya = - • 

2 3 

D. ţ' 1 -5 bţ' 1 m ecua 1a x + - = - - o mem x8 = -2, x3 = - - . · · 
X 2 2 

D. ' ţ' 1 10 bţ• 3 1 1q ecua 1a x + - = - o mem x. = , x5 = - • 
X 3 3 

Deci er.uaţia datll. are rădăcinile 

1 1 
Xi= - 1, Xa = -2, Xs = - - , X4 = 3, X5 •= - • 

2 . 3 

Observa#i. 1) Am văzut că ecuaţia reciprocă de graduÎ IV se reduce '1a rezol­

vare11. unor ecuaţii de gradul II, fÎl.cînd substituţia ~ + ..!. = y. Se poate arăta (exerciţiul 10), 
X • 

folosind binomul Îui Newton, că orice ecuaţie reciprocll de gradul n = 2p se ~educe, f<!losind 

aceeaşi substituţie x + ..!. = y, la rezolvarea unei ec.uaţii de gradul p şi a · p ecuaţii 
X 

de gradul II. 

2) ln unele manuale mai vechi stnt numite ec~ţii reciproce, şi ecuaţiile de .forma . 

1) 

dvtnd proprietatea urm<'ttoare: 

ai = -an-i oricare ar fi i, O ..; i ~ n. 

Se observă imediat că dacă n = 2p (număr par) atunci din ap = -aaJl-Jl obţinem ;ap = · -ap şi 
deci ap = O. · 
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Orice ecuaţie reciprocă de tipul.(1) are ca rădăcină pe x = 1. Atunci, conform teoremei Iul 
B6zout putem scrie: 

anxn + an-1xn-1 + „ . .+ a1x + a0 = (x - 1)(bn-1xn-t + .bn-axn-a + „. + b1x + b0 ) saq . 
I • • • ~ ; . • • • 1 

GnXn + an-1Xn-l + „. + a1x + Go = .bn-1Xn + (bn-s - bn-1)xn-l + (bn-s - bn-a)xn-S + '" 

de unde obţinem egalitilţile: 
„. + (bo - b1)x - b0 

an= bn-1> ao = -bo. 

~t = bn-a - bn-1. ai= bo - bi, 

an-1 = bn-a - bn-a, as = b1 - ba. 

Din prima ·egalitate, euri a0 = -an, obţinem bo = bn-1· 
Din a doua egalitate, cum a1 = -an-1 , obţinem b1 = bn-s· 
Din a treia egalitate, cum a1 = -an-s, obţinem ba = bn-s· 
Continulnd astfel obţinem ·că bi = b(n-1)-i oricare ar fi i, O~ i ~ n - 1, ceea ce ne arată 
că ecuaţia 

este o ecuaţie reciprocă. 

ln concluzie orice ecua/ie 

! . 

avtnd. proprietatea cil. a\= -an-i(O '5t i '5t n), se reduce la rezol!Jarea unei ecuaţii reciproce d.~ 
grad.ul n - 1. 

E er ltll 

I. l:iă se rezolve ecuaţiile bipătrate 

a) x• - 10x1 + 9 =O; b) x• - 17x1 + 16 = O; 

c) x• - {t + V2) x• + V2 ;= O; d) x4 - 4x1 + 1 = O; 
el ~·-6x9 f.6= . 0; rj 6x•-5x'+1=0; 
g) 32x• - 12x8 + 1 = O; h) x4 - 1 = O. 

2. Sil. se rezolve ecuaţiile: 

a) x1 + (~)' = 40; b) V2x5 + 7x9 
- 5 = x' + x; 

c) V x' + a= 4 - 2x•; dl x• - (: r = 5. 

8. Să se determine ec~aţia de gradul IV, avînd ca rădăcini: 

.a) X1= -\, X1= 4, Xa= -3, Xt= 3 ; 
., ·t . . 1 1 ' 1 

b) X1 = - - , X1 = - , Xa = - - , Xt = - ; 
. 2 . . J 2 6 6 

c) X1 = - ·3i, Xa = 3i, Xs = -2i, Xt = 2i; 
d) X1 = -2, Xa = 2, X a = -5, Xt = 5. 

4. Să se determine natura ril.dilcinilor ecuaţiilor: 

I 

a) x• - .2(m - .2)x8 
- m1 = O; b) 4x• + mx1 + 9 = O; 

c) m.i:4 + 4x1 + 1 = O; d) m'x• - 2(2m9 + 3)x1 + 1 =O; 
e) ax• - 5m.:i:1 

- 2m1 = O; f) x1(2x9 + 5) - m(x8 + 3) = 3. 

~· Sil. se rezolve ecuaţia 

ax2n + bxn + c = O 

şi apoi să se aplice formula pentru cazurile particulare 

a) x1 +15x8 -16=0; b) x8 +2x'-3=0; 
c) x• - 7x8 + 6 = O; d) x! + 1.2x1 

- 13 = O. 
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6. Să se rezolve ecuaţjile de gradul III: 

a) 5x3 + 31x3 + 31x + 5 =O; b) 2x3 + 3x2 + 3x + 2 =O · 
c) . 5x3 

- 31x2 + 31x - 5 = O; d) 2x3 - x8 + ~ - 2 =O; ' 
e) x• + ltx2 + 4x + 1 = O; f) 3x3 + 2x8 + .2x + 3 = O; 
g) x3 + x• + x + 1 = O; h) 2x3 + 5x1 + 5x + 2 = O. 

7. Să se determine relaţia între a şi b astfel înclt ecuaţia reciprocă de gradul III 
ax3 + bx8 "!- bx +a = O (a e R, b e R) să aibă: 

i) două rădăcini egale, 
ii) toate rădăcinile reale, 
iii) două rădăcini complexe. 

8. Să se rezolve ecuaţiile reciproce de gradul IV: 

•a) 2x4 + 7x3 + 9x2+ 7x + 2 =O; 
b) x' + x3 

- 18x2 + x + 1 = O; 
c) 4x' - x3 + 5x3 

- x + 4 = O; 
d) x' + 2x3 

-· x2 + 2x + 1 = O; 
e) x' + 2x3 

- 6x2 + 2x· + 1 = O; 
f) x' + 3x3 

- 2x2 + 3x + 1 = O; 
g) x' + 3x3 

- 16x8 + 3.t + 1 = O. 

9. Să se determine. numărul real a astfel tnctt ecuaţi a: 

x4 + 2x3 + ax2 + 2x + 1 = O, 
să aibă toate rădăcinile reale. 

10. Să se arate c~ orice ecuaţie reciprocă de gradul n = 2p se reduce la rezolvarea unei ecuaţii 
de gradul p ş1 a p ecuaţii de gradul doi. 

11. Să se rezolve ecuaţiile reciproce de gradul V: 

a) 20x~ - 81x4 + 62x3 + 62x2 - 81x + 20 = 6; 
b) x 5 + x' + x3 + x 3 + x + 1 = O; 
c) 5x5 

- 4x' + 5x3 ·+ 5x8 - 4x + 5 = O. 

li 

Te ore m a 9.1. Fle f un polinom nenul cu coeficienţi reali . Dacă IX= a+ ib, (b.;. O) 
este o rădăcin ă complexă a lui t: atunci: 
1° iX = a - ib est e de asemenea o rădăcin ă a lui t: . . 
2° IX ~i iX au ace l a~I ordin de multiplicitate. . 

. _ f!emo~s_!rafie. 1° Am văzut în ~ 4 (proprietatea iii)) căf(~) = f{a.Ţ. Cum f(a.) = O, 
atunci f(a.) = O ş1 deci 0t este o rădăcină a lui f. · . 

2° Presupunem că m este ordinul de multiplicitate a lui Qt. Rezultă că există un polinom g 
a:tfel Inc~: f = (X - 0t)mg şi g(a.) ::/< O. Cum b ::/< O, atunci . a..;. Ci. Cum f(i) = O, atunci 
(a.-:- «)mg(a.) = O de unde obţinem că g(i) = O. Din teorema lui Bezout obţinem că există un 
polinom g1 astfel tnclt 

~ = (~ - i)81·_ Deci f ~ (X - 0t)mg = (X - 0t)m(X - ii)g1 = (X - a.)(X - â:)(X - a.)m- 1g1 = 
- [X - (a. + a.)X + 0t0t](X - cc)m-1g1 • Cum a.+ ii = 2a şi a.i = a3 + b2 atunci 

f = .(X2 
- 2aX + a2

• + b2)(X - a.)m-1g1 • Cum polinomul X 2 - 2aX + a2 + b2 are coeficienţi 
reali deducem că polinomul f1 = (X - 0t)m- 1g1 are coeficienţi reali. Putem să scriem 

f = (X1 
- 2aX + a2 + b2)f1 . 

Dacă m > 1 continuăm procedeul cu polinomul (1. Cum fi are rădăcina a. atunci exact ca mai 
sus ~xistă un polinom g2 astfel incit f 1 = (X1 - 2aX + aa + b')(X _ 0t)m-ig8 . 

Deci f = (X2 
- 2aX + a2 + b2 )(X - a.)m-2g8 şi polinomul fa ~ (X-· a.Jm-2g8 are coeficienţi reali. 

Dacă m > 2 atunci a. este rădăcină pentru f 2 şi continuăm procedeul cu fa· 
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ln felul acesta după m paşi obţinem un polinom h cu coeficienţi reali astfel tnctt 

f = (X2 - 2aX + a1 + b')mh =(X - °')m(X - Ci)mh. 

Din această egalitate rezultă că (X - Ci)m l f. De asemenea (X - i)m+1 nu divide pe f, deoarece 
tn caz contrar am avea că h(i) = O. Cum h are coeficienţi reali atunci 0t = i es'\e de as1:>menea 

0 
rădăcinii. a lui h şi deci X - a. I h . Dar atunci (X - a.)m+1 I f ceea ce contrazice faptul că a. arc 

ordinul de multiplicitate m. 
· ln concluzie 0t este o rădăcinii cu ordinul de multiplicitate · m. Aceastll. teoremă este 

foarte utilă tn multe aplicaţii ctnd se cere determinarea rădăcinilor unui polinom (ecuaţii 
algebrice) şi ctnd se cunoaşte o rădăcină. complexă a sa. 

Exemple 

1) Să se determine rădăcinile polinomului / 

f = X' - 3X3 - x~ + 9X - 18, ş,tiind că admite rădăcina 0t1 = 1 + i V2. 
Conform teoremei . 9.1 polinomul va avea ca rădăcină şi pe a.2 = 1 - i V2, deci se 

va divide cu 

(X - 1 - iV2)(X - 1 + i V2) = X 2 
- 2X + 3. 

Efectulnd_ împărţirea lui f prin X 2 
- 2X + 3 se obţine descompunerea 

f = (X 2 - 2X + 3)(X2 
- X - 6) . 

Polinomul g = X 2 
- X - 6 are rădăcinile a.3 = - 2, a.c = 3. 

2) Să se arate că polinomul f = (1 + X)6ll+1-(1 + X )6H 2 - 1 este divizibil cu 

x2 +X+ 1. 

dă .. 1 1 
. x· -1 + iV3 .. 11 -1 - iV3 P t ăt 

,Ră c1m e m • + X + 1 slnt or. = 2 ş1 ~ = 2 . en ru a ar a 

că {se divide cu X1 +X';+- 1 = (X - a.) (X - ~) trebuie să arătll.m că f(a.) = f(~) = O. Dar 
r.um ~ =Ci este suficient să dovedim că f(a.) = O. Într-adevăr 

f(a.) = (1 + a.)61l+1_ (1 +('j()61l+2 _1. 

Dar 0t2 + 0t + 1 = O şi deci 1· + oo = -cc2
• Obţinem atunci f (0t) = (- 0t2

)
6
h+

1 
-

_ ( -or.2) 61l+2 _ 1 = -a. 121l+2 __:. a.121l+ 4 _ 1 = _ (a.a)"' . Qt2 _ ( a.3)41l . a.« _ 1. 

Cum 0t3 = 1 avem că f(a.) = - 0t2 - 0t4 - 1 = - 0t2 
- 0t · 0t3 

- 1 = - a.2 
- a. - 1 = - (o:

2 
+ 

+a.+ 1) = o. 
Deci {(0t) = o, ceea ce trebuia dovedit. 
3) Fie polinomul f = X 6 + x~ + 3X' + 2X3 + 3X2 + mX + 1. Să se determine 

m ştiind că admite ca rădăcină pe i şi apoi să se găsească celelalte rădăcini. 

Cum i este..xădll.cină trebuie să avem că f(i) = O. Deci i6 + i5 + 3i4 + 2i3 + 3i2 + mi+ 
+ 1 = O de unde obţinem că -1 + i + 3 - 2i - 3 +mi + 1 = O sau (m - 1)i = O şi deci 
m = 1. . Cum fare ca rădăcină pe i rezultă cil are ca rădăcină şi pe - i. Deci f se divide cu pro­
dusul (X - i)(X + i) = X 2 + 1. Deci f = (X2 + 1)(X' + X3 + 2X2 +X+ 1). 

Ecuaţia x4 + :r;8 + 2x2 + x + 1 = O este o ecuaţie reciprocă de gradul IV. Împărţim cu 
x• şi obţinem 

1 1 
x2 + X + 2 + - + - = 0. 

X x 2 

1 
Notăm y = x + - ; obţinem ecuaţia de gradul ll în y: 

X · 

y2 + y = o 
I 

care. are rădăcinile y1 = O. şi Ya = - 1. 
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Ecuaţia x + .!. = O are rădăcinile x 3 = i, x4 = - i. „ I ' I . • . .. 
X 

1 -1 +iVa Ecuaţia x + -; = -1 are rădăcinile x5 = 
2 

, x1 = - t-iV3 
2 

Deci polinomul 
are ca rădăcini: 

- 1 + iV3 
' x, = X1 = i, X1 = -i, X3 = i, X• = -i, x5 = 

Rildllcinile i şi -i stnt duble. 

ln continuare vom da citeva consecinţe ale teoremei 9.1. 

--1 - iV3. 
2 

Cons e c I n ţ a 9.2. Orice polinom cu coeficienţi reali are un număr: par cJe rădăcini 
complexe (care nu sint numere reale). 

Din această consecinţă rezultă imediat: 

Cons e c I n ţ a 9.3. Orice polinom cu coeficienţi reali de grad Impar · are cel puţin 0 
rădăcină reală. · 

Te ore ma 9.4. Orice polinom r = Oo +al X+ . „ + an X de grad ;;i: 1 cu coeficienţi 
reali este un produs de polinoame de gradul I sau gradul li •cu 
coeficienţi reali, adică poate fi scris sub forma . . 

(1) f = an(X-cx1Jk• ... (X-cxµ) 11P (X2+ b1X + c1Y•„. (X2 + b8 X+ Cji}"s 
unde cx1, cx2, :"• cxp E R şi b~ - 4c1 < O, „. b;-~c8 < O. , 

Demonstra/ie. Conform consecinţei 7 .3.4 f are descompunerea (2) 
f =an( X - cx1)k•(X - cx2)k• ... (X - cxn)kn unde cx1, cx2, „ ., cxn stnt rădăcinile lui f. 
Presupunem că cx1, «2, •. . , cxp stnt toate rădăcinile reale ale lui f. Rădăciinile 
°'P+i• ••• , exn_sint complexe. Luăm rădăcina °'P+t care a.te 'ordinul de multiplicitate 
kp+1· C~m cxP+l es,,te o r~dăcină a lui f, există o ră~ăcină oc" +iU ;;i: ·2) astfel incit 
ocP+i = ocp+i· Dupa teorema 9.1 avem lcP+i = kµ+ ·· 
ln descompunerea (2) grupăm factorul (X - ocµ+ 1)hP+1 cu factorul 

(X - CXp + i)hp+i = (X - CXp+l)11p+1· 

Notă~ r 1 = kP+11 b1 = -(cxP+l + iXp+i) şi c1 = cxP+1 • Cip+i·· 
Atunci în descompunerea (2) apare factorul ' 
(!C - cxp+i)11P+1(X - ciP+1)11P+1 = (X2 + b1 X + c1)'•, unde b1, c1 E R. Dacă în con­
tmuare procedăm la fel cu toate rădăcinile complexe ale lui f' descompunerea (2) 
a lui f' se scrie sub forma (1). 

x reiţii 

1. Să se arate că dacă a ':/: b, polinomul f = aX3 + X 2 + bX + 1 nu are rădăcinile ±i. 
2. Să se determine a şi b şi apoi să se rezolve ecuaţia 

x' - 7x3 + 21x2 +ax+ b = O, a, b e R, 
ştiind că 1 + 2i este rădăcină a ecuaţiei. 

8. Fie ecuaţia 

x• + (2a + 1)x3 + 2(a +· 1)2x2 + bx + c = O, a, b, c e R cu a ;;.. O. Să se arate că aceastll 
ecuaţie admite cel mult două rădăcini reale. 

4. Să se determine rădăcinile polinomului 

f = X 6 + x• + 3X4 + 2X 3 + 3X 2 + X + 1 
şţiind că admite rădăcina i. 
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6. Să se rezolve ecilaţia 
x' - 3x8 + 5x1 

- 4x + 2 = O 

ştiind cll admite til.dăcina 1 + i. 

8. Sl se rezolve ecuaţia 
x• - 4x8 + 6x1 

- 4x + 5 = O 

• ştiind cil admite rldil.cina 2 - i. 

7. Fie ecuaţia 
x' - ctx8 

- ctx + 1 = O cu ct e R şi I ct I < 1. 

Să-se arate el toate rlldăcini"le stnt·de modul 1. 

8, Să se determine m şi n şi · apoi să se rezolve ecuaţia 

x' - x8 + mx1 + 2x + n = O 

ştiind că admite rădăcina 1 + i. 
9. Ştiind •că polinomul f = ax• - 5X3 + aX' + 4X - 2 are rădăcina 1 + i, să se gil.sdascil. 

celelalte l'ldăcini şi să se descompună polinomul f în produs de polinoam.e de gradul I şi II 
cu coeficienţi reali. 

10. Să. se descompună polinomul f = x• + X1+ 1 tn factori cu coeficienţi reali. 
11. Să se de_scompună tn factori cu coeficienţi reali polinomul X' + 1. 

H. Fie f şi g două polinoame nenule cu coeficienţi reali_. Dacă polinomul f(X8
) + Xg(X3

) este 
. divizibil cu X1 +X+ 1, atunci f şi g au rădăcina 1. 

18. Fie f şi g două polinoame nenule cu coeficienţi reali. Dacă polinomul f(X8) + X"g(X8
), 

este divizibil cu X8 + X + 1, unde n e~te un număr n,atural care nu,..este divizibil cu 3, atunci 
f şi 8 au rădăcina 1. 

1 

H. Să se determine polinoamele cu coeficienţi reali de gradul cel mai mic care au ca rldăcini: 

a) riidăcina dublil 2 şi ril.dăcina simplă ·1 + i, 
b) rădăcina dublă i şi rădăcina dublă 2 - i, 
c) rădăcina triplă -1 - i şi rădăcinile simple 1 şi -1. 

16. Să se rezolve ecuaţia 
(x + i)n + (~ - i)n = O 

şi să se arate cil. are toate ril.dăcinile reale. 
18. Să se arate că polinomul 

x•a + :x•b+l + x•c+2 + x4<1+3 

a, b, c, d fiind numere naturale, este divizibil prin X8 + .r + X + 1. 

§ 1 O. Pollno m cu coeficienţi raţlon li fi polln m c 
clenţl întregi • 

Te or e m a 10.1. Fle f un polinom nenul cu coeficienţi raţionali ,1 a + V"b 
(cu a, b E Q. b > O fi V1>·e Q} o rădlclnă a lui t: 
Atunci : 

1° a - V"b este de asemenea o rădăcln~ a lui f"; 

2° a + V'b fi a - Vl> au· acelafl ordin de multipllcltate. 

I _ Demrnutrafit1. :.° Conform propriet~ii iv) din § 4, ave~ ~(a ± ~b) = 

= A ± B V b. lnsă f (a + V b) = O, deci A. + B V b = O. Dacă B':f: O atunci V b = - B e Q. 
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Dar i/î ~ ct;- deci trebuie ca B = O. Cum A + B V"b = O obţinem că A = o. ln acest caz 

f (a - V"b) = A - B Vb" = O, şi deci a - Vî este de asemenea o rădăcină a lui f . 
· 2° Presupunem că a + Vî este o rădăcină a lui f avînd ordinul de multiplicitate m. Deci 

f = [X - (a + V"b)]mg şi g (a + V'b) =I= O. 

Cum a - Vî e~te o 'rădăcină a l~i f avem f (a - tl"b) = O şi deci 

[a -Vb - (a + V'b)]mg(a -Vb) = O 
sau 

(-2V"brg(a -V'b) = o. 
Cum b =I= O, atunci trebuie ca g (a - (b) = O. 

Din teorema lui Bezout putem scrie g =[X - (a - ("b)]g1 , şi deci f = [X-:- (a+ v'b)r[x -
- (a - (b)] g~ = [X 2 

- 2aX + a2 - b] ·[X - (a+ (b)r-1g1 • . 

Cum. X 1 
- 2aX + a9 

- b este un polinom cu coericienţi raţionali, rezultă că polinomul 
f1 =·[x - (a + Vb)]m-1g1 are coericienţi raţionali. ln continuare se procedează exact ca ln 
teorema 9.1. 
Se obţine că a - (î este o rădăcină avînd ordinul de -multiplicitate m. 

Obser11aţii. 1) •Teorema 10.1 se aplică numai atunci ctnd polinomul cu coeficienţi 
·raţionali are o rildi1.cinit. pătratică, adică un număr real de forma a ± (b unde b > O şi 
(îi nu este un număr raţional. 

2) Teorema 10.1 nu mai este adevărată cînd polinomul f nu are coeficienţi raţionali . 
\ 

De exemplu, polinomul f = X 2 
- ((2 + (3) X + ((6 + (3 - (2 - 1) are coeficienţi 

nu toţi numere raţionale. Rădăcinile lui f sint 1 + (2 şi (3 - 1. Se observă că f nu are 
şi rădăcina 1 - (2. 

Exemple. 1) Să se găsească rădăcinile polinomului 

f = X' - ~X3 + X 2 + 6X+ 2 ştiind că admite rădăcina 1 - (2. Din teorema 10.1 rezultă 
că fare şi rădăcina 1 + (2. Deci f se divide cu produsul [X - (1 - (2)][X - (1 + (2)] = 
= X 2 

- 2X - 1. Erect.uînd împărţirea lui f cu X 2 
- 2X - 1, f se scrie 

f = {X 2 
- 2X -1){X2 

- 2X- 2) . 

Rădăcinile lui g ~ x• - 2X - 2 sînt 1 - (3 şi 1 + (3. Deci f are rădăcinile 1 - ('i; 
1 + (2;1' -(a ; 1 + (a. 

2) Să se determine un polinom f cu coeficienţi raţionali de gradul cel mai mic care admite 
ca rlldăcini pe 3 + i şi 1 - ( 2. lntr-adevăr, acest. polinom t.rebuie să aibă şi rădăcinile 3 - i 
şi 1 + (2. Atunci f se divide cu produsul 

rx - (3 + i)][X - (3 - iJJ [x - (1 - v~)][x - (1 +V~)] = 

= (X2 
- 6X + 10)(X2 

- 2X - 1) = X' - 8X 3 + 21X2 - HX - 10. 

Deoarece ultimul polinom are coeficienţi raţionali, rezultă ră f = x• - 8X3 + 21X2 - 14X - 10. 

Te ore m a 10.2. Fle r = Oo + 01X + „. + onxn un polinom de gradul n ·(n ;;;!:1) 

cu co~flclenţ l întregi. Dacă 0t = .E. (p, q numere prime între 
q 

ele) este o rădăcină raţional ă a lui r atunci: 
·1° p dl•·: ~e ter menul liber a0 ; 

2° q divide coeficientul termenului de grad maxim an„ 
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Demonstraţie. Cum t( ~)=O, avem 

(1) ao + ai ~ + a2( ~ r + ... + an (: r = o .. 
Inmulţind (1) cu qn, obţinem 

aoqn + atPqn-1 + a2P2qn-2 + .... + a11_J]Jn-1q + anpn =r= O, 

de unde obţinem 
(2) 

Şl _ n-2· · n-1) 
(3) anpn = q( - aoqn l - aJ]Jq - „. - an-iP . . 

Din (2) rezultă că pi a
0
qn. Cum p ş~ q. stnt prime intre ele, atunci p şi qn sint prime 

intre ele şi deci trebuie ca· p să d1v1dă pe ao· . 
1 

bţ" 
Analog din (3) rezultă eă ql anpn. Cum p şi q sint prime int re e e o ul:em 

că q divide pe an. • 
e c 1 n a 10.3. FI e f = 0 0 + a1 X + „. + anxn, un polinom cu coeficienţi 1n· 

C 
0 

n s ţ tregl. Dacă 0t = peste o rădăcină întreagă a lui f atunci P este un 
divizor al termenului liber ao. 

Demonstra/ie. Cum 0t = p = ; atunci aplictnd teorema 10.2 se 

obţine că p I a0• 

Exemple. 1) Să se determine rădăcinile polinomului 

f = X' - 2X3 
- 5X2 + SX + 4. 

Mai lntli încercăm să vedem dacă fare rădăcini întregi. Acestea, d acă exist i\, se găsesc printre 
divizorii lui 4 care sînt ±1, ±2, ±4. -

,Se vecie cil. f {1) = 6 şi f(-1 )' = -6; 

f{2) =O şi f (- 2) = O; 

f{4)=84 şi f (-4)=276. 

Deci 2 şi -2 slnt rădăcini pentru f . lnseamnă că f se divide cu {X - 2){X + 2) = X
2 

- 4. 

Polinom.i1J f se scrie 
. . f = (Xa - 4)(X2 - 2X - 1). 

Rădăcinile lui xz _ 2x- 1 stnt 1 _ V2 şi 1 + l/'2. Deci polinomul f are rădăcinile: 
- 2 2 1 - V2, 1 + V2. 

' '2) Să se determine rădăcinile polino~ului 
f = 6X' - 17X3 

- x 2 +ax - 2. 

Divizori1lui2 slnt ± 1, ±2, iar divizorii lui 6 stnt ±1, ±2, ;±3 şi ± 6. 
Conform teoremei 10.2 f poale avea rădăcinile fracţionare: 

• ' 1 1 1 2 
± 1 ±2 ± - • ± - • ± - • ± - • 

I I 2 3 6 3 

Avem 
f {1) = -6; f (-1) = 12; f (2) = -30; f (- 2) = 21p ; 

r(~)=o ; ( 
1 ) 15 ( 1 ) . ( 1 ) - - ~. f ( .!.) = f -2 = - 4; f 3 = o I f -3 - 27 I "- 6 

I 26 ( 2 14 ( 1) 59 . r(! ) __ ., - - ) = --· 
f - 6 . .... - 1s' 3 = 2? ' 3 9 
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Rezultă că f are rădăcinile .!. şi.!. . Deci f se d ivide cu produsul (2X - 1){3X - 1). 
2 3 

Efectulnd lmpărţirea obţinem că f = (2X - 10\3X - 1)iX2 - 2X - 2). 

Rădl1cinile polinomului xa - 2X - 2 sînt 1 - Vă şi 1 + V3. Deci f are rădăcinile: 
1 1 v- v--. - 1 - 3 1 + 3. 2 3 I I 

1. 811 se rezolve ecuaţia 2x5 
- 5x4 

- 2x3
. + 6x 2 

- 1 = O, ştiind că admite rădăcina 1 + V2.. 
2. 811 se rezolve ecuaţia x' - 2x3 

- x2 
- 2x - 2 = O ştiind că admite rădăcina 1 - VS. 

8. Să se determine rădăcinile polinomului 
f = X 5 

- 3X' - 19X3 + 91X2 - BOX - 50 ştiind că u na din rădăcinile lui est.e 3 + i iar 
alta est.e 1 - V2. 

4. Sl1 se determine rădăcinile polinomului 

f = X' - 5X3 + X 2 + 6 ştiind că admite rădăcina 3 + V3. 
6. Să se determine rădăcinile polinomului 

f = x• + 3X ' + X 3 
- 5X1 

:__ 6X - 2 ştiind că admite rădăcina Vî 
8. Să se afle rădăcinile raţionale ale următoarelor polinoame: 

a)X8 + 3X-14 ; 
b) x•-x1 -12x•+ sx+as: 
c ) X 3 + 7X' + 18X8 + 22X' + 13X + 3; 
d) X 5 + 6X' + 13X3 + 14X2 + 12X + 8; 
e) X 5 + 8X4 + 5X3 

- 50X1 
- 36X + 72; 

f) 6X' - 43X3 + 107X2 
- to8X + 36. 

7. Fie f un polinom nenul cu coeficienţi întregi. Dacă a. = .!!... este o fracţie raţională ireducti­

bilă, rădăcină a lui f, atunci p - q divide pe ( (1 ). 
q 

\_ 

1 Răspunsuri şi caţii 

Capitolul 

§ 1. 
5 7 

- 15 - ( 2 2 
l . a ) 3 6

; b) Vs1
; c) s} ; d) egale ; e) egale ; 

y :J 
2. a) 2- i - V:l; b) (3 ·220)V3; c) 5- 5 ; d ) 2- -

4
- . S. a) x~6 ; b l x ~ - 2; c) x » - ?· 

1 . ' 
d) x < 1 ; ·e) x > - 8; f) x ,< 8; g) x < B ; h) x < - 10; i) x '> -21. 4. a) m > n; b) m > n; 

c) m~n; d) m~n. o. mai mari declt 1 ; b ) d ); e); mai mici declt 1 : a); c); f) 6. a) (~)- Yz ; 

b) (i f; c) (~r + Vl\ d) (V 5) Va- 2. 7. d acă o < a < 1, atunci X < O; d acă a > 1, atunci 

x > O. 8. a) pen tru a > 1, da; pentru O < a < 1, nu ; b) da; c) d a; d ) nu . 

§ 2. 
1. a) X < 1 ; b) - 1 < X < 1 ; ~) X E R ; d) X E (-oo , -2) u (1, + oo) ; e) X E (2, 3); 

f ) x E R ; g ) x > 1 ; h) x > 1 ; i) O < x < 1. 2. a ) log25; b) loga10; c) log51/2; d ) 3. S. a) 

x > 4 ; b ) O< x ~ ~ ; c) x e (- oo, -2V2].u [ 2 V 2, + oo) ; d) x e (1, 5). o. a ) 2; b) 2; 
2 

c) 2; d ) 2; e) -2 ; f) 2; g) 1 ; h) - 1. 6. a) - 0,15490 ; b) 0,28170; c) 1,54407; d ) 2,2430!,; 
1 1 . 

e) 1,19458. 7. a ) E = log78; b) E = log23; c) - . 8. a) logaE = 2 loga41 + - (loga 41 + 
2 13 

1 ' . 
+ 5 loga37) ; b) logaE = 3 loga31 + - (loga41 + 4 loga33) - 2 loga17 - _!_ (2 loga23 + loga29) · 

7 3 ' 
· 1 12 7263 a 2 (a + b)3 

c) log"'E = 2 log"'a + - (l og"'a + 3 log0tb -t log0tc) . 9. x = - ; b) x = - - ; c) x • 
4 5 5. 54 (a- b)' I 

d) x= V (a - b)iY4b2 
• 

iY(a + ·b)2( ~a(a + /J)2 
§ s. 

1. O; 1 ; 2; 3 ; - 2 ; - 1 ; - 4 ; 1. 2. 2. 0,778 ; 1,176 ; 1,505; 1 ,477 ; 2,921. 

§ 4. 

1. a l 3 ; b) 5 ; c) - 3 ; d ) -+; e) 2 ; f):; g) - 4; hl :. 2.a)f ; b) 3; c) : ; dl x i = 

= 7. x2= -1 ; e ) x i = 2, x2= 3. S. a) 4 ; b) 1 ; el d.\ 1 ; e) 2. 4. a ) 35; b ) ..!2 ;c) 24 . o. a) 
13 

2 ; b ) 1; c) 3 ; d) 4 ; e) Xi = log53, X2 = log5 +; f) O; g) Xs = O; X2 = 1 h ) O; i) Xi = 0°; X 2 = 

= 1. 6. al 1 ; b) log 3 -; c) O; d ) O; e) 4. 7. a) 2 ; b) - ; c) 5; d) 4. 8. a) 4; b) _! . 7 1 ' v-
2 5 2 3 , 

1 ., 
1 - - -

c) 2. 9. a ) xi = 10; x2 = 10- 4
; b)xi = ViO;:i·~ = v- ;x2 c)xi = 10 ~, x2 = 10 6 ; d) x

1
= 

V 10 
7 j 

1 _ 1 -4 4 
= -:-• x 2 - - · 3 · 10. 100. 11. x i = 2 ; x2 = 24

. 12. a) x i = 5, Yi = 2 sau xz = 2, y2 = 5 ; 
;, 5 
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b) (2 1)' c) (100, 10): ci) (4, 2); e) x i = 4, Y1 = 10 sau x2 = 10, Y2 = 4; f) 11, 1). ,18. a ) xE 

E (~ 3.'- 2) U (3 , + oo); b) O, 01 ~ x<.100~0\r) x ~ :4. 1~. ~) ~ .~ x < ~ bl 2x~ x i \ 

16. tmpăt'ţi ncl cu 5x ob\.incm inecua\1a: ( 5) + ( 5) > .1 . l une \ia {(x ) - ( 5 ) + ( 5 ) 

este s l r id desrrescăloa re ş i fl'l. ) = 1 dPr i fix)> 1 pentru x: 2· 1:· .11
) petl~u <O«:; ~ i, 

O <x<a; pentru a > 1 , x~a; b ) penlru O < a < 1, x ><> ; penru a>, x · 

Capitolul li 
§ J. 

11 1 S _ 1 . 1 1 + .., . 21 = 5 Sa = 1 · 11 + 2 · 21 + 3 · 3 ! = 23 , S4 = 
6 S'-1· = · - . - „. . ă 

_ . , 1• ' '
2 
~2 1 + 3 . 3! '+ '• . 4 ! = 119. Examinind ares tc rr1.ullale, se obs~rvi\ ~< avem: 

- 1 1 · t- · . S _ 41 _ 1 s = 51 _ 1. Form ulăm urmăloarea ipo teza: Pen tru 
S ·- 2 1 - 1 S. = 31 - 1, a - . ' 4 . • I l ' l ' , li 1\ 1. - ' - 1 ') _ 1 + 1) t _ 1. Aceas la se dcmonslrc ază prrn mc ur , ie ma cmr1 r . · 
ori<·e 11 ~ 1 , a re oe • n - n · , ( 1 ) 1 ) l 1 ) 

1 3 ( I )l ~) _ 2_ p = 1 - - 1 - - 1 - - = 
8. Avem J>2 = 1 - 4 ~= I;, P a= 1 - 4 1 - 9 - 3 • 4 

• 4 . 9 16 

5 b .~ _ 2 + 1 p
3 

= :3 + 1 , p
4 

= ~. Alunei, tn general , formulăm = - . hserv ăm (•l P 2 -
2 

. 2 • 2 . 2 2 . t, 
8 11 + 1 ă . 

P Aceasla se dcmonslreaz· prm 
urmăloarea ipo leză: Pe ntru or ice n ~ 2, avem n = ---:;;:- · 

inducţie m atematică. 
§ 2. 

1. a ) (2). l.J ) (4, 5), (5, 4); c) (o:, (3, y), (<7., y, (3), ((3 , u. , Î ), ((3, y, o:), (y , ex, (3 ), (y, (3, ex). 
l . 11 + 311 + 1 3. a ) n=? ; b) n= 6 ; 

2. a) 5760; b ) 322 5&0 ; d ) 11(n - 1); c) (li - 3\(lt - •)' n (n + 2) ! . . 

c) 11 = 2. I - 24 
4. a ) ne {:I, 4 , 5, G, 7, 8, 9}; b) ne {l , 2, 3, 4. , 5, &}. _o. 4 . - . . i B 
6 101 - 3G2 fi800 8. Dacă l'ixăm un elcrnenl din A (pe primul loc) ş1 un eleme nl d n 

tt':Out j 0~ olJţine~i Im + " _ 2) ! posibililăţi J e a ordona ce lel ~lle elemcnle . Dar . r um 
(pe. u. t I ) te iar B a.re h elemr.n le rezullă t:ă sint mn posi bililrtţi de aşernre a i 1nt: 1 ele­
A arc": e emen '. I l " . . e lemenl d in B pe ullimul loc. Dec i numărul permu lă1· d or 
rnent din A pe primu oe: ~ 1 a unui , . . 500 ~ I ~ 

l + 
_ 2) 1 9 Dacă 11 es le numărul de elemen te a l mul ţimii , a lunei ':' n -.. 

cs le nw m 11 „ • 1 1 18 48 l-1 41 = 1 &80 mod uri ; dacă 
~ 1000,de unden=6.10. G!-5!=G00.1l.(n.- ). • s •·M ,· 0 ~ = ::!0· 

l
ui din examene Lrebuie dat in ziua a 8· a, atunc i avem 4 · A1 = 840 modun. 1 • A~o 

Ul /c+l 
„9 870 16 a) (n - 11)2 · b) n(n - 1): c) 2nA211 + l· / 1 2 , "" = · · ' · ă \ ' - A,_ Rezullă c·i prc-17 ) E {9 10}· b) rn · r) n = 10. 18. Trebuie Se avem 1 „ - P n · · . < • 

h\ema es ~e apo:ibilă dacă ~umăr~! ; este produsul a două numere {na}lu{r3ale4 r} o~~ec~r~· :~~~ă 
_ (- + 1). Apoi se deduce că n = k + m - 1. 19. a) 0, {3}, 4 • • · • ~o · 

p - m ,,. , 2 3 3 'C) 4 el --

c2 n(n - 1) 22 C4 = 12r,. c40 = 210. Qfl. a) C~ - Ck + 1 ; b) Cn - C,„ .A„ C20 · a-
21. n = • • •9 • l ~ 

2 
= 14 535. 

3 o ) ck+l 26. d. d · Cs = 1. &80. 26. a ) 115 ; h ) 56 ; r 11+1 = 
(n + 1 ln „. (n - k + 1) 

1 . 2 .„ (li + 1) 
ci ) 101; 

. 
c '•+l __ ln - lrl11i - Ir - 1) ... (n - 2/r) ; f) 90 . 27 ~ a) G; b) 5 ; c) 4 ; d ) 17. 28. O clasă 

c) .,._ ,, _ 1·2„. (lr+ 1. ) . -O .1 n 
. c'' s ubrr1ul\.imi. A~adar se cere să de lerminăm c· are dm numerelrei . C„/,r +Cn,1 „ . , Cn oarcrare conţine -n y -

,, n - Ir + 1 c"- 1 ('k- 1 < c'' dacă > 1 , 
es le !'el mai mare. Deoarece r „ = n • avem _,, ,„, ' ' h 

n + 1 . 1<-1 Ic I ''.ă n - Ir + 1 < 1 de unde Ir > ~ Dacă n = 2m 
ele unde Jr < -- ; iar Cn > Cn , c ne 2 , 2 

2 . I c" o ă - 2m + 1 es te un 
este număr pa r , alunei c;:',,; este cel '!1ai marc d int re numcrP c 2m· ac , n - 2 · · ) 1 ~ Jr ~ 10; 

ă · c·"' - cm2 ++\ este cel rnai mare . 29. a) 11 > 11 ; b) 7 ~ n < 1 · c ""' num, r impar, 2m:1-1 - m 

3 2 2 c3 c1 c1 d ) k .> 9 32.C1 C4 +C1 .1+ 1 · 4· 
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§ ll. 

1. a ) x12 
- 6ax10 + 15a2x8 - 20a3x6 + 15a 4:r4 

- 6a5 x2 + a8
; h) a 5 - Sa' b + 10a3b2 -

- 10a 2b3 + 5ab4 
- b6

; c) · a 2 
- 4at/ab + &ab - 4bt/ab + b2

; d) x 1 + 14.,8 + 84x5 + 
+ 280x4 + 5GOx3 + G72x2 + 448x + '1 28. 2. a) - 330x ; b) 70t/2 a~b3 Vâ'"; c) -20xy V xy; 
<ll 12&a2b Vâ'"rb. -126 a2b2 rhi. 

286 a. a) k = 3; b ) - a 4 ; c) k = 6. 
31 

4. k = 9. 5. n = 17. 6. 26. 7. 70a3
• 8. Din de z~,roltarP, avem 11m - (m + p)k =o, 

nm - 11{m + p ) = 1 , nm...:... 23(m + p ) = 5. Scăzînd prima ecuaţie din celela ltr două şi fărîncl 

. l I b1 ' k- 11 1 d d k 8 A . 1 8 ' d ci u se o yme - - = - , e un e = . po1, m + p = - - , n = - - :;;1 eoarerp n 
. k - 23 5 3 3m 

es le întreg pozitiv , avem n = Bl, cu l întreg pozitiv ş . a .m . d . 

9. Punem x2 = y3 .= 1. Atunri dezvoltînd <lupii form ula binomului lui l'\ewton şi înlo­
cuind x2 şi y3 prin 1, ob ţi nem suma căutatll a coeficienţilor . Astfel suma coel'icien\ ilor esle egal!t 
cu (7 - &)" = 1. 10. a) 51 ; h) 26. 

11 ) D n + 1 ,, c'•+r . o 1 el 1 11 1 • a eoarece -- Cn = 11+1, alunei Cn + - n + „. + - - Cn = --
Ir + 1 2 n+1 n+ 1 

(C~+l + C~+l + „. + C~ţi) = - 1
- (2n+1 

- 1Î; b) În dezvollarea (1. + x)n+ 1 =- 1 -j C~+1x + 
n + 1. . 

C2 2 cn+t 1 . (1 + x)n+' - 1 co c~ ~ r;, ' . + 
+ 11+1 x + .„ + nJ-1 xn+ care se poale scrie: = „x + - x + -x +.„ 

' n + 1. 2 3 

+ ~ xn+i, pentru x = 1 se obţine a ) şi pentru x = k se obţine b); r.) Se folosr~lc egali· 
1 + n 

ta tea : kc:: = nc~:::::f; d) Se foloseşte aceeaşi egali tate ca la punctu l c); e) Dacit S 1 este 
prim a sumă, iar S2 rea de-a doua se calculează S 1 + iS2 • 

§4 

ll. a) Numărul -102 este a l 27- lea termen al şirului ; b) nu este; c) nu e~le; d) nu este. 

4. b ) în şir lermenul al 8-lea şi termenul al 9-lea s în l egali cu - 72: c) nu eslc_ li. d) 3, ~ , 

1 1 . 2·4·6 „.(2/r- 2) 
3, - , 3, - , e) - 1 , 1, 0, 1 , 1, 2 ; f} 3, 1 , 2, - 1, 3, -4 . 6. U2h.-i = 0, 0 21! = ---

3 3 3 ·5·7„ . (2/r-11 
1 

.- (lr~ 1 l . ,, 
8. a ) b1 = 3, b2 = 9 ; b) b1 = - 23, b2 =· - 1&. 9. a ) c9 = 25, r2 = 4, c15 = 1,3; h) r.18 =O, 

C7 = ~5. C10 = -15. 10. a ) U 12 = 3,5 ; b) U10 = -2t,; c) U50 = -100,5; ci) 0115 = 8 ~ .11.a)23; 
. 7 

b ) 130. 12. a ) c1 =21 , r = 1,5; b ) c1 = 120, r = - 1 , c) c1 = 38, r = -2; e) sau a 1 = 2, 
r = 3, ~au a 1 = 14., r = - 3. 18. al y 1 = - 3, r = 2. H . a) ,8·000; h) 650; c) -24550; 

) 6 ) 
3 1 1 3 1 

d t, 850. 1. a --, - - , - , - , 1-. 16. a l 55; b) 1. 17.100; 19. 2::;00. 21. a) Dacă 
4. 4 4 4 4 

«, (3, y slnt trei numere , alunei ele sînt in progresie arilmeticădarău. + y = 2~. Avem _ n_ + 
x+l 

2 1 . + x +a - = 2 x t 
0 

-
1 ~ bl vez i indir a\ ia dl' la a) . 22. vPzi indic·a\ia ue la problPma 

x(x + 1) :J.:1; 

preccdenlă. 28. vez i indicaţia de la problema 21 ; ii es le adevărată şi 1·eciproca; ii) claca 
a + b + p =I= O es te adevi\ra l i\ ~i rP.c:iproca. 

25. Se face indu c. Pe ma lemalirf\ du pll 11 . 28. b; = 96, b0 = 384, /i 10 = 768 snu b; 
0
= 96, 

/J9 - 381" b10 = - 768; hl b6 = -- 10, b12 =-- - 10, b" = 10. 31. a) a 1 = 1, I/ 
1 

-3; li) a 1 =- · 
:L 

1 !17 51 XlOI _ 1 
q = - -; c) a 1 = - , c:1 = O,G sau a 1 = - -, q1 = - 0,G. 32. el) 2 731; e) · ,dacăx=/= 1; 

2 36 . 35 
' .c - 1 

x • OO - 1 ' . xlOl - 1 . 
101 , dacă x = 1. 33. a ) Ecuaţi a devine--,.:--- = O cu x =I= 1 ; b) Ecuaţia clevmc ---

x - 1 x-1 
= O ru x =i= 1. lH. y1 = 8, y 2 = 4.0, S4 = 1 248 . 
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b2 
- ac: 

86. a) nu este; b) este ; c~ nu e-ste. 87. x = , dară a + r. - 2b =/= O. 
a+ c - 2b 

88. Numerele x, y , z rezultă din s istemul: xz = y 2
, x + ! = 2{y + a) , x( z + b) = {Y + a)

2 
• 

Capitolul III 
§ 1. 

1. a) cit.ul -25, restul 188 ; b) -27, 132 ; c) 136 , 10; d ) - 2 342 , O. 
2. 87şi6 525; soluţiaeste unic ă. 8. 6, 5, 1, 4, 13, 7.6. Seţinecontde unkilaleaîmp11r­

ţirii cu res l. 7. 24. 8. Dacă n este par atunci n 2 este de forma 4k; dacă n este impar alunei n
2 

este dP. fol'ma 8k + 1 (în part.icular fiind şi de forma 4/c' + 1 , cu k' = 2k) ; nu ex,istă numere pătrate 
perfecte care să dea restul 2 sau 3 prin impărţirea' J a 4. 

§ 2. 

2. ±1, ±2. 8. RezulUI. a= 3k ± 1, b = 3/c' ± .1 şi se analizează toate cazurile. 4. 
1 OOO = 999 + 1 = 27 · 37 + 1=37p+1. Din l"ormula binomului lui Newton rezull~ 1 OOOh -
- 1 = (37p+1)h - 1 = 371, le N. 5. p = 3/c - 1~ 6. 920 - 720 are ultima cirră O. 8. Avem 

(n + 1)n = nn + C~nn-1 + ... + c~-2 • n2 + c~-Î. n + 1 = n2 .k + 1, k E N. 9. Din (n + 1) 1 
(n + 1)2 rezultă că (n + 1)1 n2 + 2n + 1 - n2 

- 1 deci (n + 1)12n. Darj (n + 1)1 2{n + 1), 
deci (1i + 1)12n + 2 - 2n. Prin urmare (n + 1\ l 2, adie/\. ne {-3, -2, O, 1). 10. n:• -
-n = (n - 3)(n2 + 3n + 9) + 24; deci n - 3 este divi1.0r al lui 24, adică n - 3 E {± 1, :1:;2, 
±3, ± 4, ± 6, ±8, ± 12, ±24 }. 

§ 8. 

1. a) 4; b ) 15; c) 19 ; d ) 76; e) 12 ; f) 15. 4. a = -25, b = 3G. 5. a~-= 24, b = 9 sau 
a = 72, b = 3. 6. Dacă d l 2/c + 1 şi dl 9/c + 4 atunci d l 9(2 /c + 1) - 2(9k + 4) deci d l 1. 7. Pen­
tru k = 17l + 9, c.m .m.d.c. este 17, ln rest numerele sînt prime Intre ele. 8. Dacă (k , l ) = d' 

atunci d'dl ha şi d'dl lb, deci d'dl d, adică d' = ± 1. 

§ 4. 

8. 48 şi re~pectiv 1 260. 4. 74 • 1"12
• 5. Fie pun număr prim . cu pi ab. Atunci p i a s au 

pi b; cl acă p i a şi pi a + b atunci pi b, absurd. Celelalte situaţii se tratează analog. Dacă a şi b 

au parităţi diferite atunci a + b şi a - b sint impare şi dacă p I 1L :;l: b , atunci p I a + b + a - b, 

deci pi 2a, adică pi a. Prin urmare pi a + b - a, absurd. 
6. Dacă d l a şi dl b, atunci dl a+ b, deci d = ± 1. 

a· b · · b 7. Avem [a, bl = -- =a· b. Deci 'lbl c, deoarece c este mult1plu comun pentru a ş1 . 
(a,.b) -

8. Dacă pi a şi pi /11:, cu p prim, atunci pl b sau pi c, absurd. 
9. Avem-.!!.- 1 ~.deci _b_ \ ~ · c, dar -!!._ este prim cu _a_ , deci _ b_ I c. 

(a, b) (a, b) (a, b) (a, b) (a , b) (a , b) (a, b\ 

Prin urma re, bi (a, b)c. Rezultă că -- (a., b) · -- . Dar -- este prim cu - - • 
b I c /; . . c 

(b, c) (b, c) {b, c) l b. c) , 

deci _b_ \ (a. b), ad ică b I (a, b). (b, c). 10. nezultă din descompunerea în raclor i primi 
(b, c) 

a lui a şi b. 
11. Din teorema de descompunere în factori primi. 12. Din teorema de descompunere in 

factori primi aplicată lui a şi b. 
18. bn + 1 = (2n\a + 1 = (2n + 1)(22n - 2n + 1). . 
H. Dacă n = p(p - 1) cu p prim, p =I= 2, atunci 2P(P-1

) - 1 = (2P-1 - 1)k, şi din 
teoremf!. lui "Fermat avem pi 2P-1 - 1. De exemplu (6, 26 

- 1) = (6,63) = 3. rn. Tre buie 
gi\ avem 3n = 105 /r + 1. Pe.ntru fiecare n e N consid erăm restul împărţirii lui 3n la 10

5
• 

Putem obţine doar 105 regturi distincte, deci există n1 > n2 , astrei incit 10
5
1 ( 3n, - 3n•), deci 

105 I 3n, ( 3n,- n, - 1) şi deoarece (1on, 3n•) = 1, rezultă 105
1 3n, - n, - 1, adică 3n,- n, -" 1 = 10

5
k. 

17. Deoarece 106 şi 1 979 sînt prime înlre ele rezultă că există k, l e N* as trP.l încît : 
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105 · Ic - 19791=1, deci 

105 · k + 1978 = 1 978 + 19791 + 1 , deci 

105 . /, + 1978 = 1979!1 + 1) . 

Capitolul IV 

§ 1 - § 4 

3. f + f = (ao + ă~ + (a1 + ă1)X + ... + (an+ ăn )Xn; numerele a0 + ă0, a1 + ăt> .. „ 
„„an + ăn sint reale; ff = a0ă0 + (acă1 + a1il0)X + (a0ă~ + a1ă1 + a2ă0)X2 +„." + anănX2n, 
numerele aoăo, aoă1 + a1ăo + a 0c'2 + a1ă1 + a2â0 , •. „ anân sînt reale. 

4. grad (f g) =. O=> grad f + grad g = O=> grad f = O=> f e C. 

6. a) m = 1 => ~rad f = O; m = 2 => grad f = 2; tn =I= 1,2 => grad f = 3; b) m = ± i => 
=>grad f = 1 ; m =/=.±1 =>grad f =' 4; 7. Dacă f = a„ + a1X + .„ + a1tX1t+ „. + anXn ; dacă 
ah =I= o luăm g = -ah+1Xh+I - ... - anXn; dacă UJt = o luăm g = Xh - a1<+1Xlt+1 - ... - anxn. 
9. f = 1 - 5X + 2X 2

• 10. f (O) :;;i,. O=> b:;;;,, O; f(1) ~ 1 =>a~ 1; 11. f(X,1 = X2. 

, § 5. 
1. a) q = X 4 + X 3 

- 2X 2 
- 6X - 8; r = 7X + 20; b ) q =X - 6; r = -7X2 - ?X+ 

+ 7; c) '!. = X 2 + 2X; r = -4X + 2; d) q = X 2 - X; r = .Y2 + 2X - 6; e) q = X; - X4 ._ 
- x~ + X 2 + X - 1; r = o; I') q = x 20 _ x10 + x11 _ x1a _ x1s + 2x ·14 _ x1s _ x12 + 
+ 2X11 

- X 1" - x~ + 3X8 - 2X7 
- X 0 + 3X" - 2X4 + 2X2 - 2X + 2; r = O. 

. 2. Se scrie f = (X2 
- 5X + 8)q + 2X - 7. Cum f(O) = - 15 .şi f (3) = 3 sP. obţine 

1. = X 3 
- 6X2 + 15X - 15. 8. Se aplică unicitatea formulei. împărţirii cu rest. 4. m = O, c = 

= p - 'l. 5. a ) q = X 3 
- 2X2 

- liX - 10 ; r = -9 ; b) 1 = x~ - 2X4 + 2xa + X 2 - X - 5; 
r = 1; c) q =X4 + X 3 + . X + 1 ; r =O; d ) 11 = X 4 -4XJ. +7X2 -12X+24; r = -50; 
e)q=X5-~x1 _ ..!._xa + ~x2 _ ..!._X+193; r = -257 . f) 1J = X2 +2. x _ 15. = 

2 2 8 16 32 64 ' ' 2 4 ' r 
23 5 7 . = _; g) '! = xa + _ x2 _ _ X + !!l_; r = 209. 
4 3 9 27 27 

6. f = X. 7. m = -
25

. 8. m = ±3. 9. a= 3, b = 2. 10. X 4 - 2X3 - X2 + 2. 
8 

§ 6. 

8. m = 8. 4. a = -32, Q = 101 , c = -99. 5. p = 1 - q2, m = -q. 6. a = - !l, b = 12. 
7. În genera l, nu. 8 şi 9. se a plică teorema 6.2.4. 10. a) X 3 + 1; b) X2 - 2X + 2; c) xa -
- X+1; d) X+3; e) X 2 + X + 1; f) X 2 - 2V2X-1;gJ 1 ; h) 1 ; i) 1. 11. Se apliril 
teorema 6.2.4. 12. A = ·n , B = - 2 - n, 18. Se arată că c.rn .m.d .c. este 1. 

§ 7. 

1. Se scrie X2 - 4X + 3 = (X- 1)lX - 3); a= -4, b = 3. 2. - 1, 2 ± iV2. 

a. m = O; o, 2, 4. 4. a = - 5, b = 1. 5. x2 - x2 - 4x + '• = o. 6. X~ - 2x4 - 6x3 + 
+ 20x2 - 19x + G = O. 7. a) {X - 1)3(X + 1)3{.î" - 4); b ) (X- 1)3(X - 2)· c) rx2 + 1)(X _ 
- 1)(X + 3)2 . ' 

8. Se foloseşte t.eorema 6.2.4 şi teorema D'Alembert.Gau~s. 9. Se aplică conrecinţa 7.3.4. 
11. A se vedea exerciţiul 9. 12. pacă f = a0 + a1X + ... + anxn atunci f (f(X)) - f{X ) = (a11frt­
- anXnJ + fan-1(.11-

1 - an_,xn- 1) + ... + a 1(f - X ). Se ţine cont că fh - Xk se divide cu f -
-; X oricare ar li 1 ~ k ~ n. 18. a) Daci\ 11. este o rădăcină a lui X2 + X + 1 avem ,,_a = 1 şi 
a. + 11. + 1 =o. Dar (11. + 1)a1i+1 + a.en+2 = (-11.2)sn+1 + (11.a)n 0:2 ~ _ ,,_2 + ,,_2 = O. ln conti­
nuare se aplică teorema 7.2.3. b), d ), e) şi f) se fac ca -exerciţiul a). c) (X + 1)3n+2 +X + 
+ 2 = (X+ 1)2[{X + 1)3)n + X+ 2 = (X2 + 2X + 1)[X(X2 + 3X + 3) + 1]•1 + X + 2 = 
= f{~2 + 3X + 3) - X - 2][X:x2 + 3X + 3) + 11n + X + 2. Se dezvoltă apoi parantP.za 
[X{X + 3X + 3) + 1]n <lupi\ binomul lui Newton. 

14. a! Facem schimbarea de variabilă X = 11 ; a inecuaţia dată . Obţinem (y ~ ar+ 
+a (y ~ar+ b (y ~ a) + c = o. 

b) În ecuaţia dată rn face schimbarea de variabil ă x = 2y. Ecuaţia căutată es te sya + 
. + 4ay2 + 2by + c = O; c). Din egalităţile y = :i2 şi x3 + ax2 + bx + c = O p,liminlm pe x. 
Obţin~m y(y + b)2 - (ay + c;)2 = o. 
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I · 

16. m = ±48. 1~. 'A= 6. 17. qa + pq + q = O. 18. a) 1 ± V3, 1 ± i V2; b) 1 ± 2i, 

-2 ± i; c) - 1 ± V5 I -1 ~ VH • 19. + ~I 1, ~ r;-i -1, 1, 3, 
2 4 4 4 4 2 2 2 4 

20. xl + x~ + x~ =a~ - 2a2 ; x1 + x2 + xs =ai - 4a1a11 + a2 - a1as. . 
23. 3. 24. -1, -1. -1, -1, -·2. 25. 1 are ordinul de multiplicitat.e 2; -1 are ordinul de 

multiplicitate 3. 
§ s. 

vs +V2. Vs-Vi 
1. a) ±3, ±1; b) ±4, ±1; , c) ±1; t ± V2; d) ±--2-· ± 2 

V--- vr · vr 1 . 1 . hl ±i ±1 
el ±V3 + V3;± 3-V3 ;r) ±-. 2 ±-3-;gl±2·±2v2· ' . 

I 1113 • -
2. a) ± 6: ± 2; b) ±i/5. ±1; c) ± 1; ± - 2-; d) ±2; ± 1V1~. 

5 2 1 o l 4 + 13 2 + 36 - o· d );;4 -
3 a) 4 - 25 ·" + 144 = Q · b) x4 

- -X + - = ; , C X X - ' 
• X X I 18 144 . 

- 29.r2 + 100 = o. . . 
4. a) se di 3'cută rădăcinile eruaţiei rezolvente Y2 

- 2(m - 4)y - m" = O .. E?uaţia dală 
are 2 răcl:'\cini reale şi 2 complexe; b) Dacă -12 < m < oo ecun\ia are '• rădăc·in·1 complexe ; 
dacă m ~ -12 ecuaţia are 4 . rădăcini reale; c) dacă m > O ecuaţia are 4 rădăcini ~omplexe'. 
d~că m ~ o ecua\.ia are 2 rădăcini reale şi 2 complxe; d) ecuaţia are 4 rădăci~i .reale orn~are a~ fi 
m E R; e) are 2 rădăcini reale şi 2 complexe; f) Rădăcinile ecuaţ1e1 rezolvente sint 

-3 şi~. Dacă m < -1 ecuaţia arc 4 rădăcini complexe; dacă m > -1 ecuaţia are 2 ră-
2 

d ăcini reale ş i 2 complexe. 
1 -1 ± i/15 . ·) 1 ~ 1 . 

5. Se face suhslituţia x" = y. 6. a) -1, -5, - 5 ; b) -1 ; 4 ' c •
0

• 5 •' 

- 1 ± ii/? . ) „1 -3 ± V5. I') - 1 1 ± iV35. g) - 1 ±i' h) -1 -3 ± iV? 
d l 1 , ' e - <) I I 6 I I I I 4 

1:· i) b = 3; sau b = -a; ii) ~(b - 3a) (a+ b):.;;,.. O; iii) (b - 3a) (a+ b) <O. 8 •. a) __::-2, 
.. r 5 ± 2vi --3 ± q/55 1±1Va 

..:.. ~, - 1 ~iv 3 : b) 2 ± iV3. - 2 ; c:) 1 ± iV3, 16 _; d) . 2 

- 3 ± 2 1/'2. ) 1 -1 1 ± it/3. f) 1 ± i V3 - 2 ± V3; g) 3 ± V 5 I -3 ± 2 V 2. 
~--, e - ' , 2 ' 2 , 2 

9. Ecua\ia rezolvenlă este y2 + 2y + a - 2 = O. Se pune condi\.ia c~ aceast~ ecu~ţie să 
aibll. ambele rărlărini aparţinînd intervalului (-co , - 2) Uf2, +co). 10. Fie ecuaţia reci ~rocă 

2p + 2p-1 + ...1.. ax + a = o. O împărţim cu x P şi obţinem (1) a2pxP + -P·• + 
a2 px a2P-1X / „. . i o x 

a . 1 
p - 1 + _a_l_ + _a_I_ + azp-sXp-2 + --2 - + „. = 0. facem SUbstilU\la X+ - = + azp-1X 

1
,_1 p--t xP-2 x 

= y . După bi~1.omul luix Newton avem yh. = xh. + ~h. + C~ ( xh.-i + x~-i ) + el ( xk-
2 

+ 

+___!.__) + „ .• 
x h.- 2 

I · J · J 1 2 determină xii + ~ ln raport cu yh., yll-1, y1t-
2

, „. Ecuaţia Dind va 01·1 u1 ,. = , , „.,p se xh. 
5 4 

11) !'oe lransformă ·înlr-o ecuaţie de gradu l p în nedelcrminala y. n. a) -1, -. -, 
4 5 
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1 ± it/3, 
b) - 1, 2 

- 1 ± i V:f 
'2 

§ u. 

1 ± it/3 
c) - 1. 5 

2 ± it/rt 
6 

. 5 ± i t/39 ' - 1 ± 2i 
t. f (± i) = ± (b - a)i. 2. a= 5i, b = - 80, ,Ţ1 .J = 2 , xa.~ - · 

8. Reducere l a absurd. Rewltă că toate rădăcinile sîn t reale. Dar (:r1 + x 2 -! x3 + :i.4)
2 = 

' n 

-~ X~ + X~ + X~ + X~+ 2 B xixi- (2a + 1) 2 = B xr + (2a + 2\2
, absurd. 4. r = (X2 + 

- 1~i<j~4 1 = I 
+ 1)(X4 + x.:_ + 2X2 + X + 1) = (X2 + 1)2(X2 + X + 1), i şi -i rădăci ni duble şi Xjo2 = 

-1~it/3 1± '1•r3-
= - 2 5. f = (X2 

- 2X + 2)(X2 +X+ 1) der i 1 ± i şi 
2 
v' . 6. f = (X2 

-

- 4X + 5)(.X2 + 1), deci 2 ± i ~i ± i. 7. Se demonstrează că există a, b E R astfel înrîl r = 
= (X2 - 2 cos aX + 1)(X 2 - 2 i;os b X + 1), cos a şi cos b sîn t rădăcin ile eruaţie i 2x2 

- a..c -

1 o d' ă -« ;±:j/~ . , . . ..I v--- = a IC 4 ŞI ~lnlilll cont că I a.I < 1 avem a.2 + 8 < 3. Răclărinile lui r 
sint cos.a ± i sin a Şi cos b ± i sin b. 8. f = X 2(X 1 

- 2X + 2) + X (X2 
- 2X -J 2) + mX2 + n, 

m = n =O; 1 ± i, O şi - 1. !). f = (X2 
- 2X + '.l )(3X2

• + X - 1) = 3(X2 
- 2X + 2) 

(X + 1 - ri3 )(x - 1-: r13 ). 1 ± i, - 1 ~ Vta . 

10. f = X 4 + 2X2 + 1 - X 2 = (X2 
- X + 1). (X 2 +X+ 1). 11. r = X 4 + 2J'.'2 + 

+ 1 - (V2x )2 = ((x2 -V~x + 1) (x2 +Vfx + 1 ). 
12. Dacă a. este o rădăcină a polinomului X 2 + X+ 1, alund cum X 2 t X+ 1 I f(X3

) + 
+ Xg(X3

) avem f(1) + ?:g(1) = O =f(1) = g(1) = O_. 
I 13. Se race la fel ca 12. 14. a) r = (X:_ 2) 2(X2 - 2X + 2). b) r = (X3 + 1)2 (X2 - liX + 

+ 5) 3
; c) r = (X2 + 2X + 2ia1x2 - 1) . 15. (X + '. )n = - 1 = cos 7t + i sin 7t = X-+ .i = 

, X - I J' - I 

1 
{2k+1lrr . 1?.k-t 1)7t 

+ros +sm---
l2k + 1)7t . . (2/r + 1)7t X IL 

= COS + I Sin ( 0 .,;; k .,;; n - 1 ) = _;_ = IL = 
n n - 1 

1 
_ „

05
1'2/r +!\re .. (2k -r 1')n 

, I Slll--..-"-
11 

(2k + 1) = x = ctg rr. 
2rt 

16. X 3 + X 2 +X + 1 = (X + 1)(X + i)(X - il şi se apliril. teorema lui l3ezo1.l. 

§ 10 • 

1. 1+VT,1 -Vi. -1 , 1, ..!... 2. 1 ± V3. ± i. a. 1 -V~ 1 -1 V~3 - ; :1 + i, -5 . 
2 

,/- ,/- - 1 ± iVî -4. 3 - v 3. 3 + v 3, 
2 

· . li. ± /'l., -1 de 3 ori. 6. a ) 2: h) -2, 3; c) -3, -1 de 

4 ori ; d) -2 de 3 ori : e) 1 ,·-2. 2, -3, - 6; f) 2, 3, _'.!_, 2 
• 7. Se scr ie fi1) - f (.E.) = 

2 3 . , 

= a 1 ( 1 - .E.) +.a2( 1 - < j + „. + a11 ( 1 - p" )= p -qlq1'{(1) = p - 111{(1). • 
q q· 'in ' 
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Elem nte de prelucrare automată a datelor 

§ 1. Sisteme de c~lcul 

ln acest paragraf vom prezenta pe ~curt noţiunea de sis~~m de .cal~u~: Ma~ 
precis ne vom limita doar la acele elemente necesare in~~legeru funcţionaru '!nu~ 
astfel 

1
de sistem in vederea formării la elevi a deprii:1dern de a conc~pe al~oritmi 

şi de a-i reprezenta sub formă de programe ce pot h executate de catre sistemul 

de calcul. . l · · d t d Reamintim că prin executarea algoritmilor, anumite va ori, numi~e a ~ e 
intrare sint transformate în date de ieşire. De asemenea executarea unui algor~tm, 
după c~ a fost elaborat, este o a~.t~v~t~te de ruti~ă~ fără caracter c_re.a~o~: ln dorinţa 
sa de a se elibera de efortul activitaţilor de rutina, i°: folosul activ;t~ţu creatoare, 
omul a inventat sistemele de calcul, care sint destinate prelucram. automate a 
datelor. l · 

Un sistem de calcul este un ans.amblu alcătuit dintr-un calculator e ectronic 
şi dintr-o colecţie de programe. De obicei, p~in abuz de limbaj~,in loc] d.e termenul 
sistem de calcul se foloseşte termenul mai s.curt „c~lculato~ . 

Preocupări de automatizare a. Galculului. ~u existat chiar cu. ~ulte secole 
în urmă. Semnalăm de exemplu maşin~ m ecanica de calculat construita d~ mat~­
maticianul şi umanistul francez Blaise Pascal (sec. XVII) la v~rs ta de .~uma1 18 an1. 
Primul calculator cu adevărat performant a fost însă construit in ~nu 19~3~-1944. 
ln ţara noastră, primul calculato1• a fost realizat l~ .195~. J?.voluţia tehm?a a cal­
culatoarelor a fost deosebit de spectaculoasă: ast az1 exist a. o mare va.r1~tate de 
sisteme de calcul, cunoscute sub numele de calculatoare universale, minicalcula-
toare şi microcalculatoare. 

De un interes larg se bucură aşa numitele microcalculatoare personale car~, 
datorită gabaritului mic, preţului accesibi~. şi simpli~ăţii in _exp!o_?-tare au de.v~mt 
echipamente de calcul utilizate in domenn fo arte diverse: mvaţamh~t, '!Iled1cină, 
producţie etc. ln principiu, un microcalculator personal are structu.ra dm !1gu~~_Y: 1. 

M emon:a internă este un bloc de circuite electronice, destinat pastrarn in­
formaţiilor (programe, date de intrare şi de ieşire etc.). Conceptual, ne putem re­
prezenta memoria internă ca un ansamblu de celule numerotate cu O, 1, 2, ... 

,-~---------------1 
I I 
I l Unitate centrală H Hemorle ·lnternd l \ 
L --€13---~ -- _J 

• 1s ttiv .=c- casetofon imprlman ~ 1:iff$Tl,..v ~ ••• ecraflT 

FI&. V. 1 
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ecltiptrnrenfe 
periferice 

• 

Numărul de ordine al un.ei celule de memorie se numeşte adresă. Fiecărei variabile 
prezente într-un program i se rezervă una sau mai multe celule in care este păstrată 
valoarea curentă a variabilei; prin adresa unei Pariabile înţelegem adresa primei 
celule de memorie rezervate ei. 

· Adresele sînt reprezentate prin numere scrise în baza 2, de lungime fixă. 
Astfel, pentru calculatoarele HC-85 şi TIM-S adresele din memoria internă sint 
reprezentate prin 16 cifre binare; de exemplu adresa 14 este reprezentată prin 
numărul binar 00 ... 01110. Evident, cea mai mare adresă este o succesiune de 
16 cifre egale cu 1, adică numărul 216 - 1. Prin ·urmare, memoria internă a acestor 
calculaţoare are cel mult 210 celule. 

Pentru numărul 210 = 1 024 se utilizează exprimarea Kilo (notată K adică: 
1 024 = 1 K). Deci calculatoarele an:iintite au o memorie internă conţintnd cel 
mult 64 K celule. Calculatoarele mai puternice au dimensiunea memoriei expri­
mată in Megacelul e (1 M = 1 024 K). 

Unitatea centrală efectuează operaţii de prelucrare şi controlează activitatea 
celorlalte componen te a le sistemului de calcul. Funcţionarea sa se bazează pe o 
combinaţie miniaturizată de circuite electronice, numită m icroprocesor. 

Unitatea centrală este alcătuită din unitatea aritmetică şi logică şi unitatea 
de comandă. Unitatea aritmetică şi logică realizează operaţiile elementare ale 
procesului de calcul: adunări , scăderi, înmulţiri, împărţiri, comparări de numere etc. 
Unitatea de comandă pregăteşte unitatea aritmeţică şi logică pentru efectuarea 
operaţiilor elementare ; de exemplu in cazul operaţiilor aritmetice, unitatea de co­
mandă comunică unităţii aritmetice şi logice adresele operanzilor, tipul operaţiei 
şi adresa unde trebuie memorat rezultatul. De asemenea, unitatea de comandă 
asigură efectuarea operaţiilor de cit ire şi scriere, precum şi executarea instrucţiu­
nilor în ordinea cerută prin program. 

Prin echipamentele periferice se realizează legătura dintre om şi calculator. ' 
Astfel prin tastatură (un echipament asemănător unei maşini de scris) se introduc 
tn calculator algoritmi sub formă de programe, precum şi date de intrare. Cel 
mai uzual mod prin care microcalculatorul ne prezintă rezultatele prelucrării 
(datele de ieşire) este afişarea lor pe un ecran de televizor; ele pot fi de asemenea 
scrise şi pe hîrtie, dacă dispunem de un dispozitiv numit imprimantă. Caseta mag­
netică este folosită pentru a memora programe şi date, în vederea utilizării lor 
ulterioare. 

După capacitatea memoriei, puterea de calcul a microprocesorului şi după 
clasa de aplicaţii pentru care sîn t destinate, distingem următoarele tipuri de micro­
calculatoare : 

1) personale, cu memorie intre 16 K şi 64 K (Sinclair-Spectrum, Commodore-
64, şi calculatoarele româneşti HC-85, TIM-S, COBRA etc.); 

2) serniprof'esionale, cu memorie de aproximativ 128 K (Apple-2); 
3) profesionale, cu memorie pină la 1 M sau chiar mai mult (IBM-PC). 
Două microcalculatoare de tipuri diferite, care au proprietatea că pro-

gramele concepute pentr'u a fi executate de unul dintre ele pot fi executate 
ş i de celălalt, obţinîn~u-se aceleaşi rezultate, se numesc compatibile între ele; de 
exemplu calculatoarele româneşti HC-85 şi TIM-S sînt compatibile cu calcula­
torul Sinclair-Spectrum. 

Cealâltă componentă a unui sistem de calcul - colecţia de programe - este 
indispensabilă pentru funcţionarea sistemului. Aceasta conţin·e o serie de pro­
grame specializate ce alcătuiesc aşa numitul sistem de operare, care aj ută pe utili­
zator la punerea la punct a propriilor sale programe şi supraveghează executarea 
acestora cte către calculator, simplificindu-se astfel activitatea de programare. 
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Un rol important 11 au programele numite compilatoare şi cele numite interpretoare, 
care controlează corectitudinea programelor prezentate pentru execuţie şi le trans­
pun într-o formă acceptată de unitatea centrală. 

ln afară de sistemul de operare, colecţia menţionată mai conţine programe 
pentru rezolvarea unor probleme frecve~t intîlnite cum ar fi: calculul . valorilor 
unor funcţii, rezolvarea unor .ecuaţii şi sisteme de ecuaţii etc. Acestea pot fi astfel 
folosite direct, scurtindu-se in consecinţă efortul şi timpul de programare. 

~ 2 Element de pro amare în llmbaJul BASJC 

2.1. Reprezentarea algoritmilor (recapitulare) 

In clasa. a IX-a algoritmii au fost prezentaţi sub formă de scheme logice şi 
sub formă de programe intr-un limbaj algoritmic. 

Ne vom mărgini in acest paragraf la a reaminti forma instrucţiunilor şi la 
prezentarea unui nou exemplu. 

Instrucţiunile ce pot apare int1·-o schemă logică sînt cele din figura V .2. 

@V l 
I <:J!E:> 

Fig. V. 2 

Instrucţiunile limbajului algoritmic au următoarea formă: 

1) citeşie a1, ... , an 
3) v-e 
5) -dacă p atunci S 1 

I altîel S2 

-o 
7) -, cit timp p 

s 
-0 

2) scrie a1, ... , an 
4) stop 
6) !dacă p atunci S 

- o 
8) rpeD~U V = a, b, r 

- o 

Exemplu. Să se scrie un algoritn'i care pentru orice x > O calculează valoarea n = [fx] . 
Ştim că n = [fx] dacă şi numai dacă n ~ V'X < n + 1, ceea ce esle echivalent cu 

n2 .;;; x < (n + 1)2 • ln concluzie n este cel mai mic număr natura l cu proprietatea x < (n + 1)
2

. 

Algoritmul pe care ii prezentăm cal culea1ă succesiv pătratele numerelor naturale ~i se opreşte 
cind se depăşeşte valoarea x. 

Vom folosi trei variabile şi anume n2, impar şi n, unde valoarea lui n2 va fi n2
, iar valoarea • 

lui impar va fi 2n + 1. Deci tripletul (n2, impa„, n) va lua succesiv valorile: 

(O, 1, O), (1, 3, 1),('•, 5, 2), ... 

Trecerea de la un triplet la altul se Iace conform instrucţiunilor: 

n2 -- n2 + impa„ /• deoarece (n + 1)2 
= n

2 + 2n + 1 •/ 

tmpar -- impar + 2 

n-n+1 
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Putem acum rimrezenta a lgoritmu l !n cele două modalităţi cunoscute: 

Fig. V. 3 

elteşte x 

n2 - O; impar - 1 ; n -- O 

/* s-a iniţializat tripletul */ 

/* (n2, impar, n) */ 

-cit timp n2 ~ x 

n2- n2 +impar 

impar- impar+ 2;n-- rt+1 

-O 
n - n - 1 ; scrle n 

stop 

, 
Remarcăm că prin acest algoritm se cal~ulează valoarea [V-_;;J uliliztnd doar adunări şi 

comparări. 

Pentru x = 23 ,1 valorile succesive ale variabilelor sînt: 

X n.2 impar n 

23,1 o 1 o 
23,1 3 1 -
23,1 4 5 2 - -
23,1 9 7 3 
23,1 16 9 4 

23,1 25 11 5 
23,1 4 

2.2. Limbajul BASIC: expresii; structura unui program 

V I~ prezent există un mare număr de limbaje de programare. Printre cele inai 
raspînd.1Le s~ numără următoarele: PASCAL, FORTRAN, COBOL, BASIC etc. 
. L.1mbaJul ~~SIC es~e u~ limbaj de programare uşor de invăţaL şi care poate 

f1 folosit pe .m~Jontatea tipurilor ~e calcu~atoare, îndeosebi pe microcalculatqarele 
persoi:.ale. Pma în pt·ezent s-au realizat mai multe variante ale acestui limbaj (prima 
în anu 1964-'1965). · 

Vom pr.ezP.nta in contmuare, în formi;.,simplificată, acele elemente! ale limbajului 
BASIC suficiente pen Lru reprezentarea algoritmilor din acest manual. 
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ln limbajul BASIC, datele cu care se lucreazi1 se împart în date · numerice 
(reale) şi date de tip şir de caractere. 

Constant.ele numerice au una dintre formele: 
1) număr natural in scrierea obişnuită, ca de exemplu: 43 O 51; 
2) număr întreg, care este fie un nwnăr natural, fie un număr natural precedat 

de unul dintre semnele"+• sau "-' , ca de-exemplu: -1 42 .+20 ; 
3) număr real, care este format dintr-un număr întreg urmat de ''. '' şi apoi 

de un număr natural; punctul corespunde virgulei din scrierea matematica (zeci-
mală). 

Exemple: - 43.51 + 2.76 . 
4) număr real cu exponent, care este format dintr-un număr întreg sau 

real (numit mantisă), urmat de litera "E'' şi apoi de un număr întreg (numit 
exponent) . Valoarea numărului este: 

mantisă X 10exponent. 

De .exemplu următoarele constante: 

42.576 0.42576E + 2 42576E-3 

desemnează aceeaşi valoare şi anume 42,576. 

Convenim ca toate literele care apar într-un program BASIC să fie litere mari. 
Constantele de tip şir de caractere constau dintr-o secvenţă de caractere 

(litere, cifre, operatori etc.) cuprinsă intre ghilimele, ca de exemplu "I NFORM A­
TICA". 

Ca şi în litp.ba jul algoritmic, variabilele sînt reprezentate prm succesim•i de 
litere şi cifre ce încep cu o liter ~-

Exemple: N2, IMPAR, N, X1, X2 . 

Dacă dorim ca o va1·iabilă să ia valori şiruri de caractere, atunci numele ei 
(format dintr-o singură literă!) apare în program urmat de caracterul "$" . ln acest 
·caz spunem că variabila respectivă este de tip şir de caractere. Exemple: A$, T$. 

Operatorii aritmetici sînt următorii: 

+ * I î 
corespunzători în ordine adunării, scăderii, înmulţirii, împărţirii şi ridi cări i 
la putere. 

Folosind variabile, constante numerice, operatori aritmetici şi paranteze 
rotunde, se pot forma expresii aritmetice, ca şi în s crierea matematică uzuală. Eva­
luarea lor se face, de asemenea, în modul obişnuit, adică se fac întîi ridi cările la 
putere, apoi înmulţirile şi împărţirile, iar la urmă adunările şi scăderile; bineînţeles, 
parantezele pot modifica această ordine. 

E xemple. Urmăloarele expres ii arilmetice în scrierea obişnn ilă: 

n a 
(a + b): c 

b ·c b . c 

pot fi scrise în limbajul BASlC astre I: 

(A+ B) /C A ţ (B t C) A/B/C Aţ (-X) 

Se observă că, spre deosebire de notaţia matematică , numărătorul şi numi ­
torul unei fracţii, precum şi baza şi exponentul unei puteri se scriu pe acelaşi rînd. 

Plecînd de la variabile şi constante de tip şir de caractere putem, de asemenea, 
forma expresii de tip $ir de caractere, folosind opera torul " + " , al cărui efect este 
a lăturarea celor două şiruri. De exemplu expresia ''.AR" + "C" are valoarea 

1

-'ARC'', 
iar expresia 'C" + '~R" are valoarea ''CAR" (se remarcă faptul că pentru şiruri 
operatorul "+" nu mai este comutativ). 
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. Plecînd de la două expresii ariti:rietic~ , se P?ate obţ~ne ~.expresie l?gică ~implă 
prm compararea . lor. Aceast a se reahzeaza folosmd urmatorn operatori relaţ10nali : 

<> < > < " >= 
corespunzători următoarelor rel aţii matematice 

=f < . > 
E ste subînţeles faptul că întii ~e. ~valuează expresiile aritmetice şi apoi se face r.ompa­
r~rea lor. Re~ultatul compararn este 1 (corespunzător adevărului) sau O (corespun­
zator falsului) . 

Exemple. Dacă varia bilele X , Y, Z au respect iv valorile 1 , 2, 3, atunci valorile expresiilor 
logice simple 

X<= Y -Z 

sint respect.i v O. 1 , 1 . 

X * YtZ07 A - A = B - B 

. . Trebuie remarcat că putem forma expresii logice simple şi prin compararea 
ş1rur1lor ~e caract ere. Specificăm doar că pentru două ş.iruri de litere x şi y, 
spunem ca x< y dacă x ar apare in dicţionar înaintea lui y. 

Exemple. Expresiile 11AB" < "ABC" "MAC" < "MAI" "MAMA" ( - "MAR " · 
"Jl-!A'' "MA" I ' ' ' - şi = a u va oarea 1 ( ad evărat) , pe cind exi:resiile 'X" ( = A" ''X '' = "XA" 

au valoarea O (fa ls). ' 

Pornind de la expresii logice simple putem forma expresii legice folosind 
operatorii logici : 

AND OR NOT1l 

corespunzători în ordine conjunoţiei 
logica matematică . 

(A ), disjuncţiei ( V ) şi negaţiei (-1 ) din 

. As~fel ( .ţ .< 1) AND (A + B () 3) este o expresie logică formată prin folo-
sirea conJuncţ101 între expresiile logice simple X< 1 şi A+ B () 3· de asemenea 
NO T(A ( „ X) ~ste o expres.ie logică. Din expresiile logice anterio~re putem form~ 
alte expresu logice, ca de exemplu ((X < 1)AND(A+ B () 3))0R(NOT(A ( = X) 
etc. 

Ca . ~ i în cazul expresiilor aritmetice, se pune problema priorităţii de execuţie 
a operaţ11lor. 

O:peratorii„ logi?i au cea'.mai mică prioritate, adică'. intră în acţiune la evalua­
rea unei expr~su logice numai după ce au fost evaluate expresiile logice simple din 
componenţa :1. Operat~ru~ ljf? T are cea m~i mare prioritate şi este urmat în ordi­
nea d~scresc8:toare a pr10r1taţil or de AND ş1 OR. Cu alte cuvinte intii se efectuează 
ne~~ţule, apoi conjuncţiile şi apoi disjuncţiile ; la fel ca în cazul expresiilor aritmetice 
ut1hzarea parantezelor rotunde permite modificarea acestei ordini. ' 

Exemplu. Fie expresia logică: 

A = B AND B = COR X = Y ANDY = Z. 

După calcul~ ) valorilor expres iilor logire simple A = B , B = C, X = Y , y = z , se execulă cele 

două con jun cţi i ş i a poi d isjunc ţ i a lor. Esle ulii , mai ales l a începul, să înlocuim expres ia l ogică 

de mai sus cu urmr1 toa rea: 

(A = B AND B = C) OR (X = Y AND Y = Z). 
u tilizarea pa rantezelor ld eşi in utilă din punctul de vedere al limbajulu i BASIC) adi.:c!nd t:n 
plus de cla ritat e. 

Un pr~gram BASIC este .o secvenţ.ă __ de linii de program. O linie de program 
se. poate scrie p~ una .sa'! mai. ~ul te lmn ale ecranului; sfirşitul ei se realizează 
prmtr-o comanda spemala. O hnie de program este formată dintr-o etichetă (care 

1 AND =şi; OR = sau ; NOT = nu 
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este un număr natural) urmată de una sau mai multe instrucţiuni separate intre 
ele prin ":". Etichetele liniilor de program trebuie să apară în ordine crescătoare. 
Ordinea normală de executare a instrucţiunilor este cea secvenţială; excepţiile de 
la această regulă vor fi precizate la descrierea instrucţiunilor ce o încalcă. 

Anumite succesiuni de litere ce apar într-un program BASIC se numesc 
cu11intt cheie. >\m intîlnit deja 3 cuvinte cheie şi anume NO T, AND, OR, care iden­
tifică operatorii logici. 

2.3. Cîteva instrucţiuni. ale limbajului BASIC. Funcţii BASIC 

Instructiunile limbajului BASIC sînt identificate prin cuvinte cheie ce apar in 
componenţa Îor. Cuvintele cheie sînt cuvinte in -limba engleză ; semnificaţia (tradu­
cerea) lor va fi prezentată la prima lor apariţie. 

Instrucţiunea de scriere are una din formele: 

1) PRINT lista1 l 
2) PRINT lista; 
3) PRINT4 lista, 

unde lista este formată din expresii aritmetice, logice sau de tip şir de caractere, 
despărţite intre'ele prin punct şi virgulă, virgulă sau apost1·of. 

Valoarea unei expresii este scrisă astfel: 
a) în continuarea valorii expresiei anterioare, dacă a fost despărţită de 

aceasta prin punct şi virgulă; 

b) la mijlocul liniei curente (dacă acesta n-a fost depăşit) sau de la începutul 
liniei următoare (în caz contrar), dacă a fost despărţită pri~ virgulă; 

c) la începutul liniei următoare, dacă a fost despărţită prin apostrof. 
Prima expresie dintr-o listă se scrie ca în cazul a) dacă ultima instrucţiune 

de scriere executată a avut forma 2), ca in ci.zul b) dacă aceasta a. avut forma 3) 
şir.a in cazul c) dacă aceasta a avut forma 1). · . 

Reamintim că valoarea unei expresii logice este O sau 1; deci cind o .expresie 
logică apare într-o instrucţiune PRINT, va fi scrisă una dintre aceste valori. 

Exemplu. Prin executarea următorului program BASIC: 

10 PRINT "INCE"; "PUT" 
20 PRINT "A" <"B", "A"<= "AB" 
30 PRINT 1 = 2-1, 3<4 
40 PRINT "SFÎRŞIT "; 
50 PRINT "UL PROGRAMULUI" 
pe ecran va apare : 
ÎNC EPUT 
1 
1 
SFÎRŞITUL PROGRAMULUI 

I nstrucfiunea de citire are forma: 

INPUT I i stă 2l 

1 
1 

unde lista este formată din variabile despărţite intre ele prin virgulă. Aceste variabile 
vor primi pe rînd valorile constantelor numerice sau de Lip şir de caractere -pe care 
le introducem prin intermediul tastaturii, în timpul execuţie programulu1. 
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1 >PRINT = tipăreşte 
• 1 INPUT = intrare 

Instrucţiunea STOP are forma: 

STOP 

ş1 determină oprirea execuţiei programului. 

E:xt1mp!u. Considerăm urm!l.torul program BASIC: 

10 INPUT X,Y 
20 PRINT "X="; X, "Y~"; Y' "SUMA=": X+Y 
30 STOP 

Dacă prin tastatură introducem valorile 3 şi 7, atunci pe ecran vor apare scrise următoarele 
două linii: 

X=3 
SUMA=10 

Y=7 

Instrucţiunea de atribuire are una dintre formele: 

LET variabi lă= expresie-aritmeticăll 
LET variabi lă = expresie-de-t ip-ş ir-de-caractere 

Execuţia ei constă, la fel ca in cazul schemelor logice şi a limbajului algorit­
mic, în evaluarea expresiei din dreapta semnului „=" şi atribuirea acestei valori 
variabilei ce apare în stinga. 

Exemple. Instrucţiunea LET X=X+1 este analoagă instrucţiunii X +-X+ 1 din 
limbajul algoritmic, iar după executarea instrucţiunii 

LET S$ ="AFARA PLOUA": LET S $ = S i + "?" 

variabila S $ va avea valoarea "AFARA PLOUA?" 

Instrucţiunea comentariu are forma: 

REM şir-de-caractere2l 

şi este ignorată la execuţie, ea avind doar rolul de a introduce un comentariu 
prin care sînt explicate prelucrări le efectuate prin program. 

Limbajul BASIC pune la dispoziţia utilizatorului un număr de funcţii BASIC, 
dintre care ne vor interesa cele ce corespund unor funcţii matematice des utilizate 
în practică. 

Ne vom limita la funcţii avînd un singur argument. Numele f al unei fu~cţii 
BASIC, urmat de o expresie aritmetică e cuprinsă între paranteze, poate apare 
într-o altă expresie aritmetică E, in locul unei variabile. Mai întii se evaluează expre­
sia e, apoi se calculează valoarea f(e) iar rezultatul se utilizează în evaluarea expre-
siei E. · , 

Prezentăm în continuare lista unor funcţii BASIC şi semnificaţia lor: 

ABS(x) = jxj; INT(x) = [:i:J; SQR(x) = Vx; EXP(x) =ex 
LN(x)= ln x; SIN(x)=sinx; COS(x)=cosx; TAN(x)=tgx · 
ASN(x) = arc sin x; ACS(x) = arccos x;. A TN(x) = arctg x 

cu următoarele observa~ii: 

- pentru funcţiile trigonome.trice arcele se dau şi se obţin în radiani; 
-:- dacă se încearcă aplicarea unei funcţii pentru o valoare ce nu face parte 

din domeniul său de definiţ~e, va. fi semnalată eroarea respectivă. 

1J LET = fie; 
2

) RE~ = prescurtarea de la REMARK (observaţie) 
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Putem acum să exprimăm tn BASIC expresii aritmetice mai complexe. Astfel , 
expresiile cos x 2 + Vx şi ln ln x se reprezintă în limbajul BASIC prin 
COS (X î 2)+SQR(X), respectiv LN(LN(X)). 

• 
E xemplul 1. Pentru calculul valorii n = (Y-;;J, unde x > O, se poate scrie următorul 

program BASIC ce foloseşte funcţiile INT şi SQR: 

10 INPUT X 
20 LET N=SQR(X): LET . N=INT(N) 
30 PRINT "N ="; N 
40 STOP 

E xemplul 2. Fiind date lungimile laturilor unui triung hi ABC, să se cal culeze măsura ,,....... 
unghiului BAC (în grade), lungimea medianei ce pleacă din vîrful A, aria triunghiului şi raza 
cercului circumscris. 

Vom folosi următoarele formule cunoscuţe: 

l>~ + c2 - a2 
cos A= . 2 21b2 + c2

) - a2 
m - • 

2bc ' A - 4 , 

S = V p (p - a) (p - b)(p - c) ; 

10 REM AB.AC.BC SINT LUNGIMILE LATURILOR 
20 INPUT AB,AC,BC 
30 REM A ESTE UNGHIUL. BAC 
40 LET X = (AC î 2+AB î 2-BC î 2)/(2*AC.•AB) 
50 LET A = ACS(X) 
60 REM SE EXPRIMA A IN ·GRADE 
70 LET A = A/3 .14159•180 
80 PRINT "UNGHIUL A ESTE:"; A 
90 REM MA ESTE LUNGIMEA MEDIANEI DIN VÎRFµL A 
100 LET MA= (2•(AB î 2+AC î 2)-BC î 2)/4 
110 lET MA=SQR (MA) 

abc 
R =-· 

r.s 

120 PRINT "MEDIANA DIN· VÎRFUL A ARE LUNG IMEA= "; MA 
130 R.EM S ESTE ARIA TRIUNGHIULUI 
140 LET P= (AB+AC+ BC)/2 
150 LET S= P•(P- AB)*(P-AC)*(P-BC) 
160 LET S= SQR(S) 
170 PRINT "ARIA= " ;S 
180 REM R ESTE RAZA CERCULUI CIRCUMSCRIS 
190 LET R = AB•AC• BC/4/S 
200 PRINT "R= " ;R 
210 STOP 

2.4. Instrucţiunile de decizie şi transfer necondiţionat 

Instrucţiunea de transfer are forma: 
GO TO e1) 

unde e este eticheta unei linii de program. Executarea instrucţiunii determină un 
transfer necondiţionat la prima instrucţiune de pe linia .cu eticheta respectivă , 
aceasta fiind instrucţiunea cu care continuă executarea programului. 

I) GO JO = treci la 
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Instrucţiunea de decizie are forma: , 

I F expresie logică THEN in strucţ i une1) 

Efectul ei este următorul : dacă valoarea expresiei logice este 1, se execută inst ruc­
ţiunea ce urmează lui THEN, apoi (exceptînd cazul cînd aceast~. este. o instruc­
ţiune de transfer) instrucţiunea următoare ; dacă valoarea expres1e1 logice este O, se 
t rece direct la executarea instrucţiunii următoare. 

Prezentăm tn continuare modul în care vom transcrie tn limbajul BASIC 
instructiunea de ramificare din limbajul algoritmic (a, b, c, d vor desemna etichete). 

' ' 

ldacă p atunci sl 
I altfel S2 

- o 

-dacă p atunci S 

/_o 

a IF NOT p THEN GO TO .c 
51 

b GO TO d 
c REM CONDIŢIA P NU ESTE ÎNDE PLIN ITĂ 

52 . 
d REM S-A ÎNCHEIAT IN STRUCŢIUNEA IF 

a IF NOT p THEN GO TO b 
5 

b REM S-A ÎNCHEIAT INSTRUCŢI UN EA IF 

ln cazul al doilea dacă S este o instructiune de atribuire, o instrucţiune de 
intrare sau ieşire, o instrucţiune STOP sau o i~strucţiune de transfer, atunci corts­
pondentul din limbajul BASIC este instrucţiunea : IF p THEN 5. 

Trecem acum la transpunerea instrucţiunii repetitive a limbajului algoriLmic 
intr-o secvenţă de insLrucţiuni BASIC : 

a IF NOT p THEN GO TO b 
5 

c GO TO a 
b REM S FÎRŞIT CÎT TIMP 

E xemplul J . Programul BASIC care urmează calcul:ază numărul de apa.riţii ale literei. "A " 
într-o succesiune de caractere introduse cite unul prm tastatură; succesiunea se consideră 

încheiată prin caracterul "· ". 

10 LET NR= O 
20 INPUT L$ 
30 IF L$ = " ·" THEN GO TO 70 
40 IF L$="A" THEN LET NR= NR+ 1 
60 GO TO 20 
70 PRINT NR 
80 STOP 

Exemplul 2 . .Fiind d a t un număr natura l p > 1, să se determine dară el este pr im. 

Ştim că un număr natural p > 2 es te prim dacă singurii săi d iv izori natural i s!nt 1 şi p. 
Să observăm că p are un divizor diferit de 1 şip dară şi _ numai d acă are un d ivizor el r u 2 ~ 
~ d ~ [v'p]. . Va fi deci suficient .ca variabila d să ia valoarea 2 ş i apoi valor ile imparo 3, 5, 
7, ... , fără a- l depăşi pe (VPJ. Ţinînd cont ră pentru două numere natura le a , b, cub 1= O 

avem : b I a - a = [:] · b, putem scrie acum programul în limba jul algori tmic şi corespon· 

dentul său ln BASIC. 

1) IF = dacă; THEN = atunci 
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clteştll p 
_dacă p = 2 atunci scrie 'DA' I stop 

-O 
m~ [f] 
-dacă p = 2m atunci scrie 'NU' I stop 

-O 
r +- [i/p]; d +- 3 
-Cit timp d :,;;; r 

m+-[~] . 
_dacă p = m · d atunci scrie 'NU' 

j sto11 

-o 
d+-d+2 

-O 
scrie 'LIA'; stop 

10 INPUT P 
20 IF P>2 THEN GO TO 40 
30 PR INT "DA": STOP 
40 LET M=INT (P/2) 
50 IF P( )2•M THEN GO TO 70 
60 PRINT "NU": STOP . 
70 LET R=SQR(P): LET R=INT (R) 
80 LET D = 3 
90 IF D>R THEN GO TO 150 
100 LET M=INT(P/D) 
110 IF P( )M•D THEN GO TO 130 
120 PRINT "NU": STOP 
130 LET D=D+2 
140 GO TO 90 
150 PRINT "DA": STOP 

2.5. Vectori. Alte instrucţiuni BAS IC 

Toate variabilele cu care am lucrat pină acum se· numesc variabile si.mplc. 
Introducem în acest paragraf un tip mai complex de variabile numite vectori. 

. Fie E o ~ulţime .şi n >O un nu~ăr natural. Vom înţelege prin vector de lun-
gzme n cu valon în, mulţimea E o succesmne de n elemente ale lui E într-o ordine bine 
stabil ită. Notînd cu a1, a2, • . „ an respectiv primul, al doilea, „., al n-lea element al 
succesiunii în ordinea considerată, vom folosi scrierea a = (a

1
, a

2
, „., an) pentru un 

vector de lungime n. 
Exemple. 

1) Dacă E = {O, 1 }, vectorii de lungime 2 cu valori tn E slnt \Jrmătorii: (O, O), (O, 1), (1, O), 
(1, 1). 

2) Un număr complex x + yi poale fi privit ca un vector (a 1 , a2 ) de lungime 2 cu valori 
reale, unde a 1 = x, a2 = y. , 

3) Ecuaţi a a1x2 + azx + a 3 =O este bine determinată de vectorul (a1> a2 , a3). 

Noţiunea de vector în plan, în fiz.ca revine la un vector (a1, a 2) unde a
1 
~ O 

este mărimea (modulul) vectorului, iar a E [O, 27t) este unghiul ce sintetizează 
direcţia şi sensul. 

Să remarcăm deosebirea dintre vectori şi mulţimi. ln primul rînd ordinea tn 
care apar elementele într-un vector esLe esenţială, în schimb ea nu este relevantă 
atunci cînd specificăm elementele unei mulţimi. In al doilea rînd elementele unui 
vector nu sînt neapărat distincte, pe cînd într-o mulţime fiecare element este spe­
cificat o singură dată; astfel vectorul (O, O, O) are lungimea 3, în timp ce mulţimea 
{O} U {O} U {O} = {O} are un singur element. 

Menţionăm că uneori numerotarea elementelor unui vector începe cu O; 
a = (a0, a11 „„ an) este un vector cu n + 1 elemente. Referirea la un element al 
unui vectoJ' se face cu ajutoru l unui indice care desemnează numărul său de ordine 
în cadrul vectorului; indicele este o expresie algebrică a cărei valoare trebuie să fie 
unul dintre numerele 1, 2, „., n (respectiv unul dinLre numerele O, 1, 2, „ ., n dacă 
numerotarea începe cu O). 

Atit in schemele logice cit şi în limbajul algoritmic, un vector est e interpretat 
ci\ o succesiune de variabile simple, numite variabile indexate deoarece ele se iden-
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tifică prin numele vectorului şi printr-.un indice.; o vari.abi~ă indeJ_C~tă ~oa te. apar: 
in locul unei variabile simple. Se admite ca in ms~r:icţiumle de _mtire. ŞI scriere sa 
apară numele unui vector fără indici, semnificînd citirea, respectiv scrierea tuturor 
elementelor vectorului. 

Exemplu. Fiind dat un vertor a= (a1> a2, „., a.), atun~i: . . . . 
_dacă valorile curente ale variabilelor x şi y slnt 3 ş1 5, alunei var1ab1la tndexată Ox+11 

desemnează al 8-lea element al vectorului; semniricaţia instrucţitnii Cl:i.-+11 +- 2x - yesteurmă.­
toarea: valoarea curenti'I. a celui de al 8-lea element al vectorului devine 1; 

- efectul instrucţiunii: scrie a constă ln scrierea tuturor celor 9 componente (elemente) 

ale v3ctorului. 
In limbajul BASIC, lucrul cu vectori este supus unor reguli mai stricte prezen­

tate in continuare. · . V 

' Instrucţiunea de dimensionare. Vom da pentru ~~ea~tă i11:strucţmne o forQî~ 
particulară, menită doar de a permite lucrul cu vectori m h mbaJul BASIC. Aceasta 
formă este: 
DIM v(e) 
unde v este numele (format ~intr-o singură literă) a -unui vector a că~ui lu11:gime 
este egală cu valoarea n a expresiei numerice e;„această. ~aloare .tte~u1e să fie un 
număr natural strict pozitiv. I~ urma exec~tărl'. acestei mstrucţ1un1 se rezervă in 
memoria internă n locaţii succesive de memorie pentru cele n componente ale vecto­
rului (numerotarea elementelor se face începind cu 1). 

Exemplu. Considerăm următoarele două instrucţiuni BASIC. 

„.INPUT N: DIM A(N+1) 
Dacă în urma citirii variabila N ia valoarea 5, alunei prin instrucţiunea de dimensionare ia naştere 

un vector cu 6 elemente. 

Trebuie prevă:wt prin progrvan:t ca orice vinst~ucţiune ~~ dime!1s.ionare _DIM 
Y(N), referitoare la un vector V sa fie executata inamte de _?r1ce. alta mstrucţ1une 
în care apare numele vectorului .. Acest n~me nu poate. aparea ~n V pro~ra.m decit 
însoţit de un indicei, sub forma V(i), undei este o ~.xpr~s1e nu~er1~a a care1_va~oar~ 
poate fi unul dintre numeJ'ele 1, 2, „„ N. In e.xp~esn, în. mstrucţmni le de ~tr1b~1re. ŞI 
tn cele de intrare sau de ieşire, îri locul variabilelor simple se pot folosi variabile 
indexate. 

Pentru executarea repetată a unei secvenţe de instrucţiuni, limbajul BASIC 
pune la dispoziţie şi instrucţiunile FOR şi NEXT , care au formele: 
FOR V=a TO b STEP rll 
NEXT v2l 
unde v este o variabilă numerică al cărui nume este format dinLr-o singură literă, 
iar a, b, r sînt expresii numerice. Aceste instrucţiuni se folosescv pentru executarea 
repetată a unei secvenţe S de linii progr.am in conLextul urma tor: 

FOR v=a TO b STEP r 
s 

NEXT v 
Pentru simplificare, impunem ca in S să n.u fie modificată. v:aloarea. lui. V: A;tunci 
efectul instrucţiunilor de mai sus este acelaşi cu al următoarei mstrucţmm dm hmba-
jul aigoritmic: · 
-pentru v = a, b, r 

I s 
-o 

1) FOR = pentru; STEP = pas; 
2) NEXT = următorul 

• 
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Observaţie. ln limbajul algoritmic nu apare explicit restricţia ca tn S să nu 
se modifice valoarea variabilei v, deoarece a, b şi r sint calculate doar o singură 
dată şi anume la început. 

Dacă în secvenţa de linii de program S apare o instrucţiune FOR, atunci 
instrucţiunea corespunzătoare NEXT trebuie să apară de asemenea tn S. 

Pentru instrucţiunea FOR se admite şi varianta: 

FOR v=a TO b, echivalentă cu: 
FOR v=a TO b STEP 1 

Exemplul J. Programul următor calculează mediile a 10 elevi. Pentru fiecare elev stnt citite 
pe rind numele său şi notele la 5 materii, după care este afişat numele elevului urmat de medie. 

10 FOR E=1 TO 10 
20 INPUT N$ 
30 LET SUMA=O 
40 FOR M=1 TO 5 
50 INPUT NOTA: LET SUMA=SUM/>.+NOTA 
60 NEXT M 
70 PRINT "MEDIA LUI ": NS:" ESTE ": SUMA/5 
80 NEXT E 
90 STOP 

Exemplul 2. Fiind date două mulţimi rinite, să se calculeze reun iunea lor. 
fncepem prin a desllrie doui\ modalităţi de reprezentare a mulţimilor finitt>. 
O primă modalitate de reprezentare a mulţimii A = {a1, „„ an} constă în a utiliza un 

vector a = (ai, a2 , „„ an) ale cărei componente slnt exart elementele mulţimii. O a doua modali­
tate este aplicai.iii ii situaţiei (des lntllnite) în care toate mulţimile cu <·are se lucrt>ază stnf submur­
ţimi a le unei mulp'mi totale T = {11, „„ ln}· Atunci o submulţime ACT este bine determinată de 
vectorul a de lungime n definit prin: 

. { 1 ai= 
0 

,, dacă li e A 

dacă li EA 
şi numit vectorul caracteri-tic al submulţim ii A. 

,Vi= 1, 2, „„ n 

Revenind la exemplul considerat, vom pres~1pune că mulţimile A şi B sînt s11hmulţimi 
a le mulţimii totale T = {t1 , „„ ln} şi sint date prin vectorii caracteristici a şi b. Atunrielemt>nlele 
reuniunii lor A U B se calculrază astfel: 

citeşte a, b, t 
-pentru i = 1, n, 1 
-dacă ai + bi '# O I atunci &cri e li 

-O 
-O 
stop 
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10 INPUT N 
20 DIM A(N): DIM B(N): DIM T(N) 
30 FOR 1=1 TO N 
40 INPUT A (I) 
50 NEXT I 
60 FOR 1=1 TO N 
70 INPUT B(I) 
80 NEXT I 
90 FOR 1=1 TO N 

100 INPUT T(I) 
110 NEXT I 
120 FOR 1=1 TO N 
130 IF A(l)+B (I) ()O THEN PRINT T(I) 
140 NEXT I: STOP 

Exemple 
1) Calculul valorii Pn (referitor la cap II, § 2). 

Valoarea Pn = n! va fi calcul ată în variabila pn. 

citeşte n . 
pn +- 1 
-pen'tru i = 1, n, 1 I pn +- pn · i 

- O 
scrie pn 
stop 

10 INPUT N 
20 LET PN=1 
30 FOR 1=1 TO N 
40 LET PN=PN* I 
50 NEXT I 
60 PRINT PN 
70 STOP 

2) Calculul valorii A~ (referitor la cap. II , § 2). 

Pentru n, k naturale cu n ~ k şi n ~ 1, vom ealcula valoarea A! rn variab~la ank. 

citeşte n, k 
ank +- 1 
-pentru i = n, n - k + 1, -1 

I unk - ank · i 

- O . 
scrie ank 
stop 

10 INPUT N ,K 
20 LET ANK=1 
30 FOR l=N TO N-K+1 STEP -1 
40 LET ANK=ANK* I ' 
50 NEXT I 
60 PRI NT ANK 
70 STOP 

3) Calculul ,,alorii ~ (referitor la cap. II , § 2) . 

J 1 1 c1':. în variabila c1tk. Vom Pentru i t, k naturale cu n ~ k şi n ~ 1, vom ca cu a va oarea n 

. t d 1. I eh _ cn-h ( oare ne asigură că putem ajunge totdeauna ln situaţia k ~ 
ţ11')e con e ormu a n - n 

h nn-1 n-lc +1 
~ ;) I precum şi de formula cn = 1 ~ "' le 

citeşte n, k 
cnlr +- 1 

!dacă k > l ~ J atunci k - n - k 

-o. 
-pentru i = 1, k, 1 

cn.k · ( n - i + 1 ) 
cn k+- . 

' -O 
scrie cnlc 
stop 

10 INPUT N ,K 
20 LET CNK=1 

. 30 IF K>INT(N/2) THEN LET K=N-K 
40 FOR 1=1 TO K 
50 LET CNK=CNK*(N-1+1)/I 
60 NEXT I 
70 PRINT CNK 
80 STOP 

4) Generarea primilor n termeni ai unei progresii aritmetice (referitor la cap: ~I, .§ '•)·. 
Fiind date a, r e R şi n e N"'-. {O}, vom scrie primii n termeni ai progres1e1 ar1tmel1ce 

avlnd ca prim termen pe a, iar ca raţie pe r. 

citrşte a, r, n 
scrie a 
-pentru i = 2, n, 1 I ;z - a + r; scrie a 

- O 
stop 

10 INPUT A,R,N 
20 PRINT A 
30 FOR 1=2 TO N 
40 LET A=A+R: PRINT A 
50 NEXT I 
60 STOP 
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5) Generarea primilor n termen i ai unei progresii geometricP (referitor la cap. II , § ft). 

Fie a, q e R, respectiv pri m11l termen şi raţia unei progresii geometrice. D ar.ă a= o 
sau q = O, atunci vom scrie un mesaj de .eroare (într-o progresie geometricii primul termen şi 
raţi a trebuie să fie nenule); in caz contrar vor fi scrişi .primii n termeni ai progresiei. 

citeşte a, q, n 
-dacă a· q = O 

atunci scrie 'nu.' ; stop 
altfel scrie a 

-O 
stop 

-pentru i = 2. n, 1 

I a +- a · q; ~crie a 

-O 

10 INPUT A.Q ,N 
20 IF A*Q ()O THEN GO TO 40 
30 PRINT "NU" ; STOP 
40 PRINT A 
50 FOR 1:::!:2 TO N 
60 LET A=A*Q : PRINT A 
70 NEXT I 
80 STOP 

6) Calcitlul celui mai mare diviwr comun poziti1> a două nu.mere t'ntregi conform algorit­
mului lui Euclid (referitor la cap. II I, § 2) . 

Pentru a scrie algoritmul cc calculează un cel mai mare divizor comun al nume·rclor întregi 
a şi b, vom nota cu x şi 11 valorile curente ale deîmpărţitului şi !mpărţitorului din impărţirile 
succesive ce se efectuează. ln acest mod realizăm economie de memorie, nemaifi ind necesari vecto­
rii r = \r1 , r2, .. . ) şi q = (q1 , q2, „.) a căror lungime nu este de altfel cunoscu tă de la început. 

Dacă x = y = O, atunci cel mai mare divizor comun va fi O. lu caz con trar, vom in i ţializa 
pe x şi y cu I al şi l,b ! , deoarece se cere cel mai mare divizor eomun pozitiv. Se observă că perechea 
de variabile (x, y) ia succesiv valorile: 

(I a I, I b ll, (I b I, r1l. (r1, r2),. „ (rn-1, rn), (rn, rn+1), 

unde r11 o/= O, rn+1 = O. Cit timp y o/= O vom trece la o nouă pereche (x1, y i) unde x 1 va primi 
valoarea lui y, iar y1 vor fi rt~tul împărţirii lui x la y (bineînţeles, va lorile lui x1 şi y1 v or fi 
memorate tot în x şi y). Cinel y = O, se observă că ultimul rest d iferit de o es te memorat în 
x; în consecinţă va fi scrisă yaloarea lui x. · · 

1 n va;iabilele c şi r vom c~lcula cîtul ş i restul impărPri i curente. 

citeşte a , b 
x+-lal; Y+- lbl 
-dacă (x = O) (\ (y = O) 

I atunci scrie 'O'; stop 
-O I 

-Cit timp y '=/= 0 

/+-[~lr~x-y·c 
x+-y;y+-r 

- O 
8Crie x 
stop 

10 INPUT A,B 
20 LET X=ABS(A) l 
30 LET Y =ABS(B) 
40 IF(X ()O) OR(Y ()O) THEN GO TO 60 
50 PRINT "O": STOP 
60 IF Y=O THEN GO TO 110 
70 LET C=INT (X/Y) 
80 LET R=X--Y*C 
90 LET X=Y: LET Y=R 

100 GO TO 60 
110 PRINT X: STOP 

7) Descompunerea qnui număr nat ural în factori primi (referitor la cap. III , § 4). . 

Prezentăm în continuare un algoritm care determină descompunerea u nui număr natural 

n;;;;.. 2 în produs de numere prime: n = p~ ' p~' „. p~m, unde Pi. p 2, .„, Pm sln t n~mere pr ime 

distincte, adică se furnizează la ieşire perechile (p1, /ci), (Pt> k2 ) , „„ (pm, km) · 
O primă idee ar consta în a determina numerele prime p 1 , p 2, „„ Pm care îl divid pe n şi 

de a stabili pentru fiecare P; cel mai mare număr natural ki cu p~' I n. O metod ă mai 
simplă este descrisă în continuare. 
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1ncepem prin a iniţializa cu n o variabilă suplimentară x . O altă variabilă pia mai lntîi 
valoarea 2, apoi succesiv numerele impare 3, 5, „. în ordine crescătoare ; distingem cazurile: 

- dac~ p I x, atunci determinăm cel mai mare număr natural Ir cu pi!. I x, înlocuim pe 
x cu xlph şi scriem perechea de numere (p, k); se trece apoi la următorul p; 

- dacă p)' x, se trece direct la urmâtorul p. 
În acest mod sîntem siguri că în momentul în care p I x, peste prim . 
Algoritmul se opreşte cînd valoarea lui x devine egală cu i. 

citeşte n; x +- n; p +- 2 
-cit .timp x > 1 

k.+- o 
-cit timp p I x 

k~lc+1; x+-[;] 

-O 
!dacă /c > O atunci scrie p, k 

-O 
-dac~ p = 2 atunci p +- 3 I altfel p ~ p + 2 

-O 
-O 
stop , 
Propunem ca exercif,iu scrierea programului BASIC corespunzător. 

\ . 
8) Calculul 1>:i.lori i unui polinom !ntr-un punct dat (referitor la cap. IV, § 5). 

Fie ( = anXn + an_1xn-1 + „ . + a 1X + a0 • 

Vom calcula, conform schemei lui Horner, restul ral împărţidi p~linomului f prin binomul 
X - c. Polinomul f poate fi reprezentat printr-un vector cu n + 1 componente con\.inînd coefi­
cienţii an, an-t> „„ a 1 , a 0 • Deoarece în limbajul BASIC numerotarea componentelor lnrere cu 1, 
vom nota în cele ce urmează coeficienţii lui f prin an+1, an, „„ al' Analog, coeficienţii cîtului g 
se vor nota cu bn, .„, b1 . Prin urmare, formulele (ft) din § 5, capitolul IV devin: 

J 
bn = an+1 

bn-1 = an + c · bn 

l b~ ~ ~~·+·~: b2° .. . 
r = a1 + c · b1 

Prezentăm în continuare programul în limbajul algoritmic şi programul corespunzător 
ln BASIC. Variabila b va lua pe rînd valorile bn. bn-1 , „., b1 , b0 = r, deci în fina l ea va avea valoarea 
r căutată. 

citeşte n, a, c 
b +- an+1 

-pentru i = n, 1, -1 I b ~a•+ c. b 

-O 
scrie b 
stop 

10 INPUT N 
20 DIM A(N+1) 
30 FOR l=N+1 TO 1 STEP - 1 
40 INPUT A(I) 
50 NEXT I 
60 INPUT C 
70 LET B=A(N+1) 
80 FOR I =N TO 1 STEP -1 
90 LET B=A(l)+C* B 

100 NEXT I 
110 PRINT B 
120 STOP 
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Exerciţii 

Să se scrie un program ln limbajul algoritmic şi programul BASIC corespunzător pentru 
următoarele probleme: 

1. Determinarea sumei elementelor unui vector. 
2. Calculul celui mai mic element al unui vector. 
8. Ordonarea crescătoare a valorilor elementelor unui vector, fără a utiliza un vector supli· 

mentar. 

4. Fie dată ecuaţia x 9 
- sx + p = O. Notăm S11 = x~ + x:. Sll. se arate că Sk. = sSh-1 -

- pSh~a pentru k ~ 2 şi să se calculeze Sh pentru s, p, k date. 

5. Fiind date numerele naturale n >m ~ 1, să se determine dacă fracţ.ia ~ este periodică şi 

în caz afirmativ să se determine perioada sa. 

6. Să se simplifice fracţia m, unde m, n sînt numere naturale pozitive. 
n 

n 

7. Fiind dată o funcţie f : {a1, aa, „„ am}-+ {b1 , ba, „„ bn} să se determine dacă ea este: a) in· 
jectivă; b) surjectivă; c) bijectivă. 

8. Fiind dat un vector a= (a1, a1 , .• „ a,1) să se înlocuiască fiecare element al său cu media arit­
metică a celorlalte n - 1 elemente. 

9. Fiind date numerele reale al> a2, „„ an, să se verifice dacă ele slnt: a) în progresie aritmetică; 
b) în progresie geometrică (referilcr la cap. 11, § 4): 

10. Fiind date numerele năturale a., b, să se determine {a, b) fără a folosi înmulţiri şi împărţiri 
(referitorlacap. IÎI, § 3). lndicaţie:sepoat.eutilizadeexempluegalilatea{a,b) =(a - b,b). 

11. Să se calculeze citul împărţirii unui polinom fla X - c (referitor la cap. IV, § 5). 

12. Fiind dat un polinom f şi o rădăcină c a sa, să se determine ordinul ei de multiplicitate 
(referitor la cap. IV, § 7). 

18. Să se calculeze suma a două polinoame (referitor la cap. IV, § 1). 

U. Să se veririce dacă o ecuaţie polinomială este reciprocă (referitor la cap. IV, § 9). 

Soluţii 

1. Fie A= (a1, ai, „ , an). Vom calcula ln variabila S suma a 1 + „. +an. Variabila S 
va lua succesiv valorile: 

clteşte a 
s ,.__o 
-pentru i = 1, n, 1 I s .._ s +ai 

-O 
scrie S 
·stop . 

10 INPUT N 
20 DIM A(N) 
30 LET S=O 
40 FOR 1=1 TO N 
50 INPUT A(I) 
60 LET S=S+A(I) 
70 NEXT I 
80 PRINT "S=";S 
90 STOP 

2. Fiind dat vectorul a= (a1 , a1 , „„ an), vom calcula în variabila min cea mai micii 
dintre valorile a 1, a 11 , .„, an. Ne bazăm pe egalitatea: 

min{a1, „„ a\} = min{min{a1, „„ ai-d, a;}. 
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ln ~onsecinţă iniţializăm variabila min cu a1 şi apoi pentru o variabilă i lutnd succesiv 
valorile 2, 3, „„ n comparăm pe a& cu min şi dacii. ai < min, atunci variabila min primeşte 
valoarea ai· 

citeşte a 
min- _a1 

-pentru i = 2, n, 1 
-daci ai < min atunci min ..-- ai 

Lo 
-O 
scrie min 
stop · 

10 INPUT N 
20 OIM A(N) 
30 FOR L=1 TO N 
40 INPUT A(I) 
50 NEXT I 
60 LET MIN=A(1) 
70 FOR 1=2 TON 
80 IF A(l)<MIN THEN LET MIN=A(I) 
90 NEXT I 

100 PRINT MIN 
110 STOP 

a. Fie A = (a1, „„ an) vectorul dat. Prezentăm în continuare una dintre numeroasele 
metode de rezolvare ale acestei probleme. 

Să presupunem că pentru un anumit ie {1, 2, ... , n - 1} sînlern în situaţia a1 ~.a•~ ... 
..... a. ş1· a. ~a· v1· e {i i + 1 . n}. Atunci determinăm valorile x, le cu x =ah= mm{ai, .„ 

···~ t-1 t-1 --.. J, , ' .. ' . . 
.. . ,an} şi apoi interschimbăm valorile lui ai şi a1i, ajungînd astfel în s1tuaţ1a: 

a1 ~ a1 ~ .•. ~ai şi ai~ aj, Vj E {i + 1, .. „ n}. 

Evident vom efectua calculele de mai sus pentru i luînd succesiv valorile 1, 2, „., n - 1. 

citeşte a 
-pentru i = 1, n - 1, 1 

X,.__ ai; k..- Î 

-pentru j = i + 1, n, 1 
-daci aj < x I atunci X ,.__ aj; le ,.__ j 
-O 

-O 

10 INPUT N 
20 DIM A(N) 
30 FOR 1=1 TO N 
40 INPUT A(I) 
50 NEXT I 
60 FOR 1=1 TO N-1 
70 LET X=A(I): LET K =I 
80 FOR ]=1+1 TON 

-O 
scrie a 
stop 

90 IF A (J)>=X THEN GO TO 110 
100 LET X=A(J): LET K=J 
110 NEXT J 
120 LET A(K)=A(I): LET A(l)=X 
130 NEXT I 
140 FOR 1=1 TO N 
150 PRINT A(I) 
160 NEXT I 
170 STOP 

4. Deoarece x1 şi xa sînt rădăcinile ecuaţiei x2 
- sx + p = O, avem: 

X~ - SX1 + p = 0; X~ - SX2 + p = 0. 

înmulţind prima egalitate cu x~-2 , iar a doua cu x~-ll şi aduntnd cele două relaţii obţi­
nute, ajungem la Sk - sSh-1 + pS1i-a = O, adică Sk. = sSh-1 - pSh-2, Vie> 2. Observăm că 
S0 = 2, iar S1 = s. 

Vom folosi două variabile suplimentare a şi b, astrei tncît perechea (a, b) ia succesiv valorile: 

. (S0, S1), (S1, Sa), .. „ (Sk-11 Sk.)· 
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Trecerea de la o perecho (a, b) la succesoarea ei se realizeai;ă astfel: 

ci-s·b-p·a; a.-...b; b+-c. 

citeşte s, p, k 
a+-2; b+-s 
ldacl /c = O 
I atunci scrie a; stop 

-O 
-pentru i = 2, k, 1 

c+-s·b-p·a 
a+-b;b+-c 

-O 
scrie b 
stop 

10 INPUT S,P,K 
20 LET A=2: LET B=S 
30 IF K>O THEN GO TO 50 
40 PRINT A: STOP 
50 FOR 1=2 TO K 
60 LET C=Sii< B-P•A 
70 LET A=B : LET B=C 
80 NEXT I 
90 PRINT B 

100 STOP 

6. Vom urma alg·oritmul de reprezentare a numerelor raţionale sub formă de fracţii zeci· 

male prezentat ln clasa a I X. Cifrele zecimale vor fi notate în ordine cu a 1 , a 2 , .•• (deci : = 

=O, a1aa .„J , iar resturile obţinute prin împărţirile succesive la n vor fi notate prin rl> r 2, .„ cu 

r1 = m. 
La fiecare pas vom împărţi pe 10 · n la n, obţinînd o nouă cifră zecimală ai şi un 

nou rest ri+i · 

Algoritmul se opreşte în unul dintre următoarele două cazuri: 

- se obţine un rest ri+i nul; atunci fracţia nu este periodică(: = O, afa1 . . • ai). 

- se . obţine un rest ri cu ri = r1t, k e {1, .„, i - 1}; alunei fracţia este periodică şi 

l 
. m 

pu em scrie - = O, a 1 •. • a1i_1(a1t ... ai-1). 
n 

Deoarece toate resturile sînt mai mici <lecit . n, algoritmul se opreşte după cel mult 
n + 1 paşi. 

citeşte m, n 
i +- 1; r 1 +- m 
-cit timp ri i= O 

_pentru Ic = 1, i - 1, 1 
- dacii. ri = rh. 

atunci scrie 'perioada este' 
_pentru j = k, i - 1, 1 I seric a; 
-O 

stop 
-O 

-O 
x+-10·ri; a; +- [~] 
i +- i + 1 ; ri +- x - ai-1 • n 

-O 
scrie 'fracţie neperiodică' 
stop 

10 INPUT M,N 
20 DIM A(N+1): DIM R(N+1) 
30 LET 1= 1: LET R(1)=M 
40 IF R(l)=O THEN GO TO 160 
50 FOR K=1 TO 1-1 
60 IF R(I) () R(K) THEN GO TO 120 
70 PRINT "PERIOADA ESTE:" 
80 FOR J=K TO 1-1 
90 PRINT A(J); 

100 NEXT J 
110 STOP 
120 NEXT K 
no LET X=10•R(I): LET .~(l)=INT (X/N) 
140 LET l=I + 1: LET R(l)=X-A(l-1)•N 
150 GO TO 40 
160 PRINT "FRACTIE NEPERIODICA" 
170 STOP 

6. Este suficient să determinăm conform algoritmului lui Buclid valoarea d = (m, n) şi 

apoi să înlocuim pe m şi n cu m, respectiv cu .!!:. • 
d d 

154 

I 
· l 

7. Funcţia f este bine determinată de vectorii a = (a1> az, „„ am), b = (b1 , b2 , „„ bn) şi 
c= (c1 , Cz,„ „cm} cu Ci=f(ai), Vi= 1„ .. „m, Evident {c1 , .. „cm} C {b1 , . . „bn}. 

a) Dacă m > 71, atunci este evident că f nu poate fi injectivă. Ne situăm de aceea ln con­
t inuare în cazu l m ~ n, în care feste injectivă dacă şi numai dacă elementele vectorului c sînt 
diferite două cite două, adică dacă c; E {el> .. „ Ci-1 } pentru orice i = 2, .. „ m. 

citeşte m, n, c 
dacl m > n r atunci serie 'nu'; stop 

-O 
-pentru i = 2, m, 1 

-pentru j = 1, i - 1 , 1 
-dacă Ci= cj 

j atunci scrie 'nu'; stop 

-O 
-O 

-O 
scrie 'da' 
stop 

10 INPUT M.N 
20 DIM C(M) 
)O IF M( =N THEN GO TO 50 
40 PRINT "NU": STOP 
50 FOR 1=1 TO M 
60 INPUT C(I) 
70 NEXT I 
80 FOR 1=2 TOM 
90 FOR J=1 ·TO 1-1 

100 IF C(I) () C(J) THEN GO TO 120 
110 PRINT "NU" : STOP 
120 NEXT J . 
130 NEXT I 
140 ·PRINT "DA" 
150 STOP 

b) Dacă m < n, ~tunci f nu poate fi surjectivă. De aceea ne situăm în continuare tn 
cazul m ~ n, cînd feste surjectivă dacă {b11 •• „ bn} c {el> ..• ,cm}, adică pentru orice i e {1, .. „ n} 
există j E {1, .. „ m} cub;= cj. 

citeşte m, ri, c, b 
-dacl m < 71 

I atunci scrie 'nu'; stop 

- O 
-pentru i ='1, 71, 1 
' ind +-O; j +- 1 

-cit tim1> (ind = O) A (j ~ m) 
-dacă Ci = b, atunci ind +- 1 
I altfel j +- j + 1 

-O 
-O 
-dacă ind =O I atunci scrie 'nu'; stop 

-O 
-O 
scrie 'da' 
stop 

10 INPUT M,N 
20 DIM C(M): DIM B(N) 
30 IF M)=N THEN GO TO 50 
40 PRINT "NU": STOP 
50 FOR 1=1 TO M 
60 IN PUT C(I) 
70 NEXT I 
80 FOR 1= 1 TON 
90 INPUT B(I) 

100 NEXT I 
110 FOR 1=1 TO N 
120 LET IND=O: LET J=1 
130 IF(IND=1) OR(J)M) THEN GO TO 190 
140 IF C(I) () B(J) THEN GO TO 170 
150 LET IND=1 
160 GO TO 180' 
170 LET J=J + 1 
180 GO TO 130 
190 IF IND=1 THEN GO TO 210 
200 PRINT "NU": STOP 
210 NEXT I 
220 PRINT "DA": STOP 

r) Dacă mi= 71, a lunei f nu poale fi b ijectiv ă. Dacă m = n, putem utiliza de exemplu 
faptul că feste bijectivă dacă şi numai dară este injectivă. 

8. Este suficient să calculăm într-o variabilă S valoarea sumei a1 + a2 + .„ + an şi apoi 
S - a; 

pentru fiecare i = 1, 2, .„, n să în locuim pe a; prin ---
n - 1 
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9. Fie dat vectorul a = (at> aa, „„ an) 
a) Numerele. ai. a 2 , .„, an sînt în progresie aritmetică dacă şi num11i dacă pentru orice i = 

= 3, „„ n avem ai - ai- 1 = aa - a1• 

citeşte a 
r .- a 9 - a 1 

-pentru i = 3, n, 1 

! 
-dacă ai - ai- 1 ./= r I atunci scrie 'nu' ; stop 

-O . 
- O 
scrie 'du' 
stop 

10 INPUT N 
20 DIM A(N) 
30 FOR 1=1 TO N 
40 INPUT A(I) 
50 NEXT I 
55 LET R=A(2)-A(1) 
60 FOR 1= 3 TO N 
70 IF A(l)-A(l-1)=R THEN GO TO 90 
80 PRINT "NU": STOP 
90 NEXT I 

100 PRINT "DA": STOP 

b) Dacă a1 = O sau aa = O, atunci numerele nu stnt în progresie geometrică. ln caz con­
tra r, a1 , a2, „ „ an stnt ln progresie geometrică dacă şi numai dacă pentru orice i = 3, „„ n avem 

ai aa 
- = - · 
ai- 1 al 

10. Vom calcula d = (a , b). Dacă a = O sau b = O, atunci d = a + b. ln caz contr'ir, 
cil t imp a ./= b efectuăm următoarele ca lcule: 

- dacă a > b, atunci a+- a - b, corespunzător egalităţii (a, b) = (a - b, b}; 
-,dacă a < b, atunci b +- b - a , corespunzător egalităţii (a, b) = (a, b - a ). 
!n momentul tn care 'a = b , avem evident d = a = b. 

citeşte a , b 
-daci (a = O) V (b = O) 

I atunci scrie a + b; stop 

- O 
-cit t imp a ./= b 

-dMll. a > b atunci a +- a - b I a ltfel b +- b - a 

-O 
-O 
scrie a 
stop 

10 INPUT A,B 
20 IF (A( )O) AND(B( )O) THEN GO TO 40 
30 PRINT A+B: STOP 
40 IF A=B THEN GO TQ 100 
50 IF A< B THEN GO TO 80 
60 LET A=A-B 
70 GO TO 90 
80 LET B= B-A 
90 GO TO 40 

100 PRINT A 
110 STOP 

11. F ie f = a 1 + a2 X + „ . + an+ixn. Citul va avea forma: 
b2 + b3 X + „. + bn+1 xn-1

, iar restul va avea valoareab1 unde: 

citeşte n , a, c 
bn+1 +- an+1 
- pentru i = n, 1, - 1 

I b. +- a · + c ·I' ·+ l t 1 1 

-O 
scrie b 
stop 
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bn+1 = an+1 

~~ .~. ~~ .~. ~b~~~ 
b2 = a2 + cba 
b1 = a1 + cb2 

10 INPUT N,C 
20 DIM A (N + 1): DIM B(N+1) 
30 FOR 1= 1 TO N+1 
40 INPUT A(I) 
50 NEXT I 
60 LET B(N+1)=A(N+1): PRINT B(N+1) 
70 FOR l=N TO 1 STEP -1 
80 LET B(l)=A(l)+C*B(l+1) 
90 PRINT B(I) 

100 NEXT I 
110 STOP 

l .. 

12. Fie f = a 1 + a2X + „. + an+1Xn cu n ~ 1 şi an+i '# O. Fie c e R. Se cere să se deter­
mine cel mai mare număr natural Ic cu (X - c)ILI f. Vom trata cazul mai general în care nu ştim 
de la început dacă c este rădăcină a polinomului f. 

Expunem în continuare ideea algoritmului. Se pleacă cu k = O. Se calculează citul (1 şi 

restul r 1 ale împărţirii lui f la X - c. Dacă r 1 = O, atunci mărim pe k cu o uni late şi reluăm calcu­
lele pentru f 1 ; în caz contrar se opresc calculele. 

Vom calcula coericienţii citului ( 1 în variabilele un+i, „„ az, iar restul r1 în variabila 
a

1
. )lai general, coeficienţii cilului fj vor fi calculaţi în variabilele un+1, an, „„ a;+i, iar restul r; 

va fi calculat în aj; deci f; = an+1xn-j + anxn-;-i + „ . + a;+i 

citeşte n, a, c 10 INPUT N,C 
Ic+- O. 20 DIM A(N+1) 
-pentru j = 1, n, 1 25 FOR 1=1 TO N+1 

-pentru i = n, j, -1 26 INPUŢ A(I) 

I ' Ui +- ai + c. Ui+1 27 N EXT I 
-O 30 LET K=O 
-dacă a; =o 40 FOR J=1 TO N 

atunci 1c +- k + 1 50 FOR l=N TO J STEP -1 
60 LET A(l)=A(l)+C*A (1+1) altrel scrie k; stop 

-O 
-O 
scrie k 
stop 

70 NEXT I 
80 IF A(J)( )O THEN GO TO 110 
90 LET K=K+1 

100 GO TO 120 
101 PRINT K: STOP 

. 120 NEXT J 
130 PRINT K: STOP 

13. Fie f = a 1 + a2 X + „. + am+ixm şi g = b1 + b2X + „. + bn+1Xn două polinoame 
cu coeficienţi reali. Suma lor va fi polinomul: 
h = c1 + c2 X + „. + cp+1XP unde p = max{m, n}, iar c; =ai+ bi pentru orice ie {1, .„,p} 
(cu convenţia că a1 = O pentru i > m + 1 şi b; = O penlru j > n + 1). 

Algoritmul constă ln următoare le: 

- se i niţializează variabilele c1 , c2 , „„ cp+1 cu zero; 
- pentru i = 1 , 2, „„ m + 1, la valoarea lui Ci se adaugă a1; 

- pent ru i = 1, 2, „„ n + 1, la valoarea lu i Ci se adaugăb;. 
H. Fie ecuaţia a1 + a2x.+ „. + an+i-'tn =O. Ea este reciprocă dacă ~i numai dacă pentru 

orice i = 1, 2, „„ [n ~ 1 J avem a1 = UnH-i· 

citeşte n, a 10 INPUT N 

-pentru i = 1, [~] 1 
2 ' 

-dacă ai '# unH-i I ~tun ci scrie 'nu'; stop 

-O 

20 DI M A (N+1) 
30 FOR 1=1 TO N+1 
40 INPUT A (I) 
50 NEXT I 
60 LET K = INT ((N+1)/2) 
70 FOR 1=1 TO K -o 

scrie 'da' 
stop 

80 IF A(l)=A(N+2-1) IHEN GO TO 100 
90 PRINT "NU": STOP 

100 NEXT I 
110 PRINT "DA": STOP 
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