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@ Functia exponentiald si functia logaritmica

§ 1. Functia exponentiald
1.1. Puterl cu exponent ragional (recapitulare)

In clasa a IX-a s-a definit puterea cu exponent rational. S& amintim aceasta
definitie.
1. Puteri cu exponent rajional pozitiv. Dacé a > 0 este un numdr real

ey b, IR - : " :
nenegativ, iar — un numdr rational pozitiv, atunci
n .

BT
a” =y a™ (1)
2. Puteri cu exponent rajional negativ. Daci a > 0 este un numdr real.

e, .. T8 - . A :
pozitiv, iar — un numdr rational negativ, atunei
B ‘ :
m
W

A
i =

m

Deoarece numirul — = este pozitiv, @ ™ a fost definit la punctul 1.
n

J .m ,
3. In sfirsit, dacd a >0 iar — = 0, atunci
n

a® = 1. (3)
Relatiile (1), (2) si (3) definesc puterea unui numér pozitiv a > 0, pentru

; ’ m : : s

orice exponent rational — . In clasa a IX-a s-au studiat o serie de proprietaia
n

ale puterilor cu exponent rational oarecare. In cele ce urmeazi vom folosi in special

proprietdtile date de urmitoarea teorema.

Teoremal.1.1. 1° Daci a>1 este un numir real, atunci dintre doud puteri cu expo-
nent ragional pozitiv ale acestui numir, este mai mare aceea al
cirel exponent este mai mare.
2°. Daci 0 <o <1 este un numir real, atunci dintre doud puteri
cu exponent ragional pozitiv ale acestui numdr, este mai mare
aceea al carei exponent este mai mic.




Demonstrajié. 1°. Intr-adevir, fie = > P — .0 doud numere rafio-
n

m 2
nale pozitive. Avem a m _ g™ si a® =1/ a’. Aducem acesti radicali la radicali
de acelagi ordin:

pam ="y @, Vab ="y a".

m in e . % :

Cum — >£, rezultd cd mg >np. Dar, cum a > 1 rezultd a™ > a"?, de unde
n q

i/ gma >"Y/ a™ sau

m P

g =at,

9°. Demonstratia este analoagé cu cea de la punctul 1° si de aceea 0 omitem.

Ezemple. 1) Avem 1,21 < 1,22. De aceea

91,21 « 91,22 (L)i.ﬁl = (l]i.zz 3
9 2

2) Avem 0,3 < 0,4. De aceea
= — 1 108 1 )04
(V32 < (V3 [_-:] > (.__) :
AV V3

|.2. Puterl cu exponent real oarecare

In acest paragraf vom defini puterea cu exponent real oarecare de bazd pozi-
tiva, astfel incit aceasta g4 coincidd pentru exponent rational cu cea introdusa
| ‘mai inainte.
| Mai precis, dacd a > 0 este un numar real pozitiv, iar z un numir real oare-
care, ne propunem s dim sens expresiei a”.
Amintim, mai intfi, citeva fapte privind aproximarile zecimale ale numerelor

Fie x un numdr real oarecare reprezentat sub forma de fractie zecimald infinitd,
adicd T = Ty T3TeTge--Tp-ee Pentru numirul z, aproximdrile zecimale cu O eroare

mai micé decit 10™ sint:
i) prin lipsd: 2p = ZTo) T1TeT3: - Tmo
ji) prin adaos: Tn = Zo, Z1%a%s: - Tn 4+ 10™.

|
reale.
|
|
Agadar numérului z i-am asociat aproximdrile sale zecimale:

prin lipsd: o, B gy gy
rin adaos: Zg, Ty, Tar T o
astfel incit:
< z < 2o
7 &= xi,
Ty €T < Ty

ale 8 8 Hiaeele e 00

Observam ci aproximdrile zecimale prin lipsd §i prin adaos ale unui numar
real z sint totdeauna numere rationale.
1. Puteri cu exponent real poziliv
Pentru definirea puterii de bazd a >0, cu exponent real, dist'mgem doud
cazuri, dupd cum baza este supraunitard sau subunitara:

4

{° ¢ > 1. Fi ’ & 5 e :
Fie 2 >0 un numdr real gi si considerdm aproximdrile zecimale

p! 1n llpsa 1 p] m adaos cu 0 eroare mail mica declt 10 . ALUII 1 p Ilt.] orice n
8 6] e
£} u 3

En I <E

Dupi cum am observat numerele azy, z, sint rationale pozitive si deci

conform definitiel puterilor cu ex i i n §i a®n
tier p ilor cu exponent rational, au sens puterile a*n §1 a*n,

pentru orice n.
‘Mai mult, dupd punctul 1° al teoremei 1.4.1, rezultd ci a¥n < a*n.

Definitia 1.2:1. Fie a>1gi x un numir real pozitiv. Se numeste puterea x a lui a

un ngmir real y, care pentru orice numdr natural n satisface Ine-
galitdgile:

a*n € Y < an-

. %e pqate‘de_mon.stra cd un astfel de numar real y existd gi, mai mult, este
unic. Uemor_lstrat;la riguroasd a acestui fapt depéseste programa clasei a X-a. Ea
necesitd notiunea de limitd si se va studia la Analizd matematicd in clasa a XlI-a

Numéruly dat de definitia precedentd se noteaza a® si se citeste a la puterea x

U Ezemplu. S4 explicim ce trebuie infeles prin a¥ 2, Aproximdrile zecimale ale
lui /2 sint urmitoarele: |

prin lipsd: 15 1,4; 1,41; 1,614 ...,

prin adaos: 2; 1,3; 1,42; 1,415; ,

astfel incit:
1 </ F<3,
* (L0 AT
1,41 <)/ 2< 1,42,
1,614 < |/ 2 < 1,415,

Numirul care ne intereseazii y = gV 2 indeplineste inegalitiitile:

=y 8t
M4 < y < 318,

5 y < 8L43,

< y < 31415

2°0 < a < 1. Daci z >0 este un numir real, avem

’

O A R
Dupé punctul 2° al teoremei din paragraful precedent rezultd cd a%n < @%n.

Definitia 1. 2. 2. Fie0<a <1 si x un numir real pozitiv. Se numeste puterea x a

lui a un numar real y, care pentru orice numir natural n, satisface
inegalitdgile:

’

0*n < Y £ a%n. i

Se poate demonstra ci un astfel de numdr real y existi i, mai mull, este unie

5
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-

: 11y 2
Exemplu. S3 explicim ce trebuie inteles prin (_'}_)V 2

Avind in vedere cele de mai inainle precum si tabelul aproximarilor zecimale ale lui |/ 2

din exemplul precedent, numirul care ne intereseazii y = [-;—)V % indeplineste inegalitdtile:

132 1\t
(- <y = [-—) s
3 3
111,56 1 \1.4
(— <ys [—] ’
3 3
11,42 1 141
(<o <)
3 3
1 1,416 4 1,414
3 ) 3
Vom adiuga cd pentru orice numdr real z,
LS
As—11.
In final trebuie mentionaté o proprietate importantd a puterilor cu exponent
pozitiv si anume:
Oricare ar fi @ >0 gt @ >0 avem a= 2=0,
Intr-adevir, fie z, §i @y aproximirile zecimale ale lui z prin lipsd, respec-
tiv prin adaos. Atunci, pentru orice n, avem:
1° Dacid a > 1, atunci
@n € 0F < @%n.
9° Daci- 0 < @ < 1, atunci
a*n < @* < an.

Numerele z;, §i z sint rationale gi pozitive. De aceea a*n >0 si a%n >0,
pentru orice a >0. Atunci, evident, a* >0 deoarece este cuprins intre doud,
numere pozitive.

9. Puteri cu exponent real negativ
Dacd a >0 si z este un numar real negativ, atunci prin definitie

a* = 1_ (1)
ax

Deoarece numérul —z este pozitiv, @ a fost definit la punctul 1.
Mai mult, am demonstrat ¢ a* # 0, pentru —z > 0.

— -V
De exempluy, g~ V8 = ! 5 [l-) o, —
X : 3 [iVB
)

. ‘ - 1 "
Am demonstrat ¢d dacd z >0 atunci ¢ ® >0. Cum a™* = -;,rezulta ci

gi pentru z <0, avem a* >0. v .

Amintim cd pentru a # 0, am convenit sd punem ab ==1.

Astfel, am definit puterea unui numér pozitiv cu orice eXquel}tUI‘Ba}. Puterea
unui numér negativ cu exponent real, in general, nu este definita.

6

3. Proprietdji ale puterilor cu exponent real

Fie a >0 §i b >0 (numere reale pozitive). Atunci pentru z gl y numere
reale, avem:

1. g*~aV = a®ty, 3. (ab)* = a*b*, 5. (@) = a™.
Z‘Ei:a‘x“y’ l'[ E)xz-a—x-.
av b b~

Pe baza delinitiei puterii cu exponent real datd mai inainte si folosind pro-
prietétile corespunzitoare ale puterii cu exponent rational, verificarea acesltora se
face fari dificultate. Lisim ca exercifiu demonstrarea lor.

Ezemple. 1) [%)_ | (I (27)” Ve 2]/_5 .

9) [[%)ﬁ] = ‘ll)“ e [_12-)_9 — (27N = (20 = 2 = 512,

3) WE _ y5-¥i_ pVE-1s _ 3

I.3. Functia exponengiald

Fie @ >0 un numir real pozitiv. Am vdzut in paragraful 1.2 (pet. 1 si 2)
ci oricare ar fi numirul real z, avem a* >0. Asadar, putem defini functia
urmatoare: 4

7R (0, o0), flz) = a

Observajie. Pentru a =1 se obtine o functie constantd f: R — (0, o0),
f(z) = 1 si de aceea aceesi caz nu prezintd un interes special.

O functie f : B — (0, o0), f(z) = a*, unde a > 0 sia## 1, se numeste funcjie
exponenjiald (de bazd a s

Enuntdm, in continuare, o serie de proprietiti importante ale functiei expo-
nentiale. :
: 1. Daci a > 1, atunci pentru x >0 avem a* > 1, iar pentru xz <0 avem
a* < 1. Daci a <1, atunci pentru z >0 avem a* < 1, tar peniru r <0 avem
a* =1,

s ol s : & . Yo m
Demonstratie. Fiea > 1gi z > 0. Daca z este rational, adicd © = —
n
1,
atunci a* = a™ = [/ ™. Cum a > 1 rezulta cd gi a™ > 1, dar atunci i [/a™ > 1.

Daci z este un numér real pozitiv oarecare, fie z;, si «), pentru orice n, aproxi-
marile zecimale prin lipsd si prin adaos ale lui z. Atunci

25 % &L By
Cum a > 1, rezultd cd pentru orice n avem

a*n < a* < a*n.

’ » . i - . . ’
Dar z, este rational pozitiv gi dupd cum am observat mai inainte a*a >1,
de unde a* > 1.

Daca z < 0, atunci avem

_—




Dar —z >0 si deci a™* >1. Prin urmare
1

a— X

=1

a* =

Cazul in care 0 < a < 1 se trateazi analog; il ldsdm ca exercitiu.

9. Daci x = 0, atunci independent de a > 0 avem a* = 1.
Aceasta rezultd din definitia puterii nule.

3. Pentru a >1, funcjia exponenfiald f(xz) = a* este strict crescdtoare, iar
pentru 0 < a <1 este strict descrescdtoare.

Demonstrajie. Fie a >1 st 2, < 2y Sa ardtdm ca
a®1 < a*2.
Intr-adevir, din @, < @, rezultd cd existd .u =0 astfel incit z, = 2, + u.

Atunci
a5l — g% = a®t — a¥rtv = a®(l — a).

Deoarece u >0, dupd proprietatea 1 a functiei exponentiale rezultd a* > 1.
Asadar, et >0 gi 1 — a* < 0, de unde a*1(1 —a*) < 0. Inseamnd cd a* —
_a¥ <0, sau a® < a*2. Decl din z, < z, rezultd a™ < a®, adicd funciia
f(z) = a* este strict crescatoare.

Analog, se demonstreazd cd pentru 0 < a < 1 functia f(z) = a* este strict
descrescétoare.

4, Funcia exponentiald f:R — (0, o0), flz) =a* (a >0, a#1) este
brjectivd.

Demonstratie. S& ardtim mai intli cd f este injectivda. Fie, pentru
aceasta, z,, z; € R astfel incit z, # 7, Atunci avem z; < Z, Sau I, > 2, S
presupunem, de exemplu, cd z; < Zp. Atunci dupd monotonia functiei exponentiale
(proprietatea 3) rezulta:

1. dacd a > 1,.atunci f(z,) < f(zs) si-deci f(xy) # f(2a);

9. dacd 0 < a < 1, atunci f(z,) > f(x,) i deci f(zy) # Tlzs)

Analog, rezultd pentru z; > T Deci f este injectiva. Demonstratia faptului
ci functia exponentiald f este surjectivd depisegte programa clasei a X-a. Ea
necesitd notiunea de continuitate si se va face la Analiza matematicd in clasa a XI-a.
(Cu alte cuvinte, se poate demonstra cd oricare ar fiy, >0, un numiir real pozitiv,
existd un numir real z, astfel incit a® =y, (Conform injectivitatil functiei f
rezultd cié z, este unic.) .

5. Funcjia exponenfiald f(z) = a* este inversabild. |
Aceasté proprietate este evidentd, deoarece orice functie bijectiva este inversabild.

In §2 ne vom ocupa de studiul inversei functiei exponentiale.

|.4. Graficul functiel exponentiale
Pe aceeasi figurd vom reprezenta graficul functiilor flz) = 2% s glz) =
X X
— 5% jar pe alta al functillor h(z) = EJ si k(z) = (%) . Trasarea ‘fiecirui

grafic se face ,prin puncte’. Asociem tabelele de valori urméatoare:

x —o0 —3 —2 —1 0 1 2 3 00
i 1 1
= 2% = — — i 2 4 3
f(z) 8 L 5
HiR s ( 1 Y ol 4 £ 1 i i l
) 2 2

Observiim cd pentru z = -2, +3 si, in general, pentru z intreg diferit
de 4 1, valorile functiilor g(x) = 5% i k(z) = (E)x sint ori foarte mari, ori

foarte miel, deci punctele corespunzitoare sint greu de figurat pe grafic. De
aceea, in acest caz, vom lua pentru z valori fractionare cuprinse intre —1 si 1, de

, sy 1 1 £ . 173
ey.kern?lu. r=-—1, — ¢ el b o 5T 1. Valorile funectiilor
vor fi calculate aproximativ. Astfel:
HUi=d
o iE Looa
5 =1¥5={ /5= 22360~ 15;
1
5% = 1/5a2,24;
3
54 =15 = (I¥5)’ = 3,34;
51 = 5;
, _—-—1-~1—,§)~0,66;samd
54 /
3 1 1 1 1 3
z en 1 = g ane () R e e
i 1 4 N o
2(z) = i,x 0,2 03 045 066 1 15 22& 3,34 5
k(z) =(E) 5 334 22 15 1 0,66 045 03 02

'

Prezentim intr-un sistem de axe x0 d

Prez | y punctele ale céror coordonate sint

valon}e din tabelele de mai sus. Punctele obtinute le unim printr-o linie continud.
n figura I. 1 sint reprezentate graficele functiilor f(z) = 2° gi g(z) = 5%

jar in figura I. 2 sint reprezentate graficele functiilor 2(z) = (1)JC si k(z) = ——)x .
2 5

Fig. I. 1 Fig. I. 2




Analizind graficul functiei exponeniale pentru diverse baze, constatdm cd

el are urmitoarele proprietdti:
1) Trece prin punctul de coordonate (0, 1) de pe axa Oy. )
2) Graficul functiei exponentiale este constituit dintr-o singurd ramurd

care ,urcd“ pentru baza a > 1 si ,coboard pentru baza 0 <a < 1.
3) Graficul functiei ‘exponentiale este din ce in ce mai .apropiat® de axele
0z 10y cucit aeste mai mare, dac a > 1, sau cu cit a este maimic, dacd 0< a <1

Exercitli

1. Sii se afle care numdr din perechile de numere urmitoare este mai mare:

4 b | 7 — =
= —p f/ H ¢
5 i 3%, d) (0,5)73 i 219 g) & ° s 5/,

a) 2

b) 6 s Y 6 e) (1V3)° i (T/g:a-]u ;

2 (1) o (6

. 84 se aduci la form mai simpl expresiile:

15 =
R

Yis qzﬂf‘a'
e e
!*VIDB EVz’i

CRAR Eak

|84

I L

o™=
s

et
ayp sl

g4 se afle multimea valorilor lui z pentru care este adeviratd ihegalitatea:

g) (i)x V3 =i

81

) ) <+

3

a) 8% 7295 d) 8%<3;

h) 2% < 0,25; e) (!/—2).:_2> -;—;

c) 2% > ‘1;* £) (0,01)% (V10)* < 13 iy 32 (2)* > 0,25
128
4. Sise compare m $in daci este adevirati inegalitatea:

o WI—VIm =3IV
Q) W=V TV

a) (8m)m > (3m)™

b) (éi]m < ['5—1:')";
16 16

5. S se deduci care din numerele armitoare este mai mare decit 1, si care mai mic
decit 1:
3
1 G g3® = -
a) (—;]V ; c) [—] : o) W3-V
8] J B
kL B 1 =
b) (/5)°: a (/3-1 % e
6. Sit se atle care numir din perechile de numere urmitoare este mai mare:
a) '.I'l'_vg si (;1-]_‘{2; c) [_.2-)1+V6§'1 (P-]VZ*'VS;
T ‘ 5 ]

o am - Pagss .

o ez

10

F 3 3 au i i 1 i
7. 83 se afle z astfel incit a* > (—) , unde ¢ > 0 este un numiir real pozitiv
. :

8. 83 se spunii dacil sint echivalente inega'itifile urmitoare:

C)[‘])x> 1\x—1 £
N — si s
9 (3 r<z—1;

d) 8=* < & si 82 > 2.

A at s> &
h) 65" <= 6% siz! <'z;

9, S se traseze graficul functiilor f:R—R, unde:

a) fl=) =27, ¢) flz) = 2% 1; e)
3 f"l'.':' = 2% — 2;
b) flz) = 2T, d) fiz) =2~ %I f) flz) = 2% + 2.
10. S84 se traseze graficul functiilor f: R — R, unde:
g i e 1)1=1 x
o) fio) = (5] o) fle) = () o) fla) = (4] -1

b fla) = [%)"“; d) flz) = [%]‘ s 1) flz) = [—’2-] S

2.1. Definigla logaritmulul unui numdr pozitiv

(F;)e ;x:ONt’mNnim(ir real pozitiv, a # 1. Considerdm ecuatia exponentiald
Dlll'] proprie_tatea 4 (§1), pet. 1.3) rezultd cd ecuatia (1) are o solutie care
este unic determinatd. Aceastd solutie se noteazd
) (2) z = log,V
si se numeste logaritmul numdrului pozitiv N in baza a.
Din.(1) i (2) ob{inem egalitatea
(3) a8V = N
care ne arati ci logaritmul unui numdr real pozitiv este exponentul la care trebute
ridicatd baza a (a >0, a # 1) pentru a obfine numdrul dat.
Dacd in (1) facem z = 1 obtinem a! = a si deci
(4) loga = 1. .

Exemple. 1) 54 é'alculam log, 32. Cum 2° = 32 i di initi ; .
avem log, 32 = 5. s 32, atunci din definitia logaritmului

A 1 .
2) Sa determiniim log, — . Din egalitalea el 1 oblinem ]022_1_ e
16 16 T 16

3) 8i determinim log, 27. Si considerdam ecuafia exponenfiald [_;_]: = 249, Cum
: :
i 1 ’
B = = = 27, obfinem x = —3 gi deci log, 27 = —3.
: 3
4) Gum 4* = 256 atu;}ci din delinitia logaritmului obfinem log, 256 = &.
Observatie. In toale exemplele o i

. 1 3 pe care le-am dat am putut si calculim logaril-
;nui numerelqr date;.l in general, determinarea logaritmului unui numir oarecare nu se poate
ace cu exactitate. Cind vom studia tabelele de logaritmi vom ariita cii logaritmul unui-numdir

se poate indica cu o anumitd aproximatfie.

11




2.2. Funcgia logaritmici

Fie @ >0, a # 1 un numdr real. In paragraful precedent definind notiunea
de logaritm in baza a, fiecérui numér pozitiv N i s-a asociat un numdr real bine

determinat. Acest lucru ne permite s definim o functie
F:(0, +00) » R, f(z) = log,xz

numitd funcie logaritmicd.

Tatd citeva proprietdti ale functiei logaritmice:

1° (1) = 0. :
Intr-adevir, cum a® = 1, rezultd ca log, 1 = 0 si deci f(1) = 0.

92° Funcpia logaritmicd este monotond. Mai exact, daci a > 1, atunci funclia
logaritmicd este strict crescitoare, iar dacit 0 < a < 1, fancjia logaritmicd este strict

descrescitoare.
Intr-adevir, si considerdm cazul a >1 i fie z, € (0, +oo) astfel

incit zy <

Cum z, = aa® §i z, = a'°a®, rezultd cd al®8® < a'l%%e®.

Dar functia exponentiald fiind cresciitoare (a se vedea § 1) obtinem ca
log, z; < logg z adicd flzy) < flzy).

Tn cazul 0 < a < 1, din inegalitatea a'a™ < a8 gi din faptul cd functia
exponentiald cu baza un numir real 0 < a < 1 este strict descrescatoare, rezulta
ci log, x; > log, s, adicad f(z,) > f(xs)-

2 Funclia logaritmicd este bijectivd. -

Intr-adevir, dacd =z,, g € (0, -+oo) astfel incit f(z) = f(z,), atunci
log, z, = log, z5. Dar din egalitatea (3) (§ 2) obtinem z, = a8 §i x, = a'%%®,
adicd z, = x, Deci f este 0 functie injectivi.

Fie ¥ € R, un numar real oarecare. Notdm x = a¥. Se vede cazx € (0, 4-o0)
si logez = logea’ = y. Deci f(z) =y ceea ce ne aratd cd f este g surjectiva.
Asadar £ este bijectiva. ' -

4°, Inversa funcjiei logaritmice este funcjia exponenfiald.

Functia logaritmica ; ;

£ @5 co) = R, f(z) = logez
fiind bijectivd, rezultd din § 3.7, cap 11, Algebrd clasa a IX-a ci ea este inversabild.
Inversa sa este functia exponentiald
g : R > (0, 400), g(z) =a® :

Intr-adevir, dacd z € (0, +oo) avem (g of) (z) = glf(=)) = g(logex) =

_ gl — g i dack y ER, atunci (Fog) (v) =Flgw) = fla)) = Jogas® =¥

Graficul funciiei logaritmice f(z) = log,x peniru a = 2, b, o e

Considerdm tabelele de valori

1 1 1 1
m fa— —— — -_—
16 8 4 2
log,x =4 =1 —3 "=
10g1 x ‘ 4 3 2 1
3
1 1 1 1
2 . R =Y = e 1
626 125 25 5
logyz =k =8 S
log: 4 3 2 1 0
3
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Reprezentdm intr-un sistem de axe zO &

~ Rep : y punctele ale céror coord

valorile din tabelele de mai sus. Punctele objinute le unim printr-o lilfieoggrtliirfgy

. Ir} figura I.? sint reprezentate graficele functiilor f(x) = log,z i g(z) = log 2,

iar in figura 1.4 sint reprezentate graficele functiilor A(z) = logs = §i k(z) = log 153:,
2 3

Deoarece functia logaritmicd este inversa functiei i 1

@ unce I | ) expon 1

celor doud functii sint simetrice fafd de prima hisectozre.'ln pfig:ll']at"lf.;,argr‘lr E:'S;:Q]:

zentat grafic functiile f(z) =logsz §i g(x) = 5%, iar in figura 1.6 am reprezentat

grafic functiile f(z) =logi = si g(z) = (—-—)x
Graficul functiei logaritmice are urmdétoarele proprietéfi:
1) Trece prin punctul de coordonate (1, 0) de pe axa Ox.

2) Graficul functiei logaritmice este constituit di i
) % ' onstituit dintr-o singurd &
yurcd“ dacd baza a > 1 si ,,coboard” dach baza 0 <a < 1. b ey

Fig. 1.3 Fig. 1. 4




3) Graficul functiel logaritmice este din ce in ce mai ,apropiat® de axele
Oz s Oy cu cit a este mai mare, dacd a> 1, sau cu cit a este mai mic, dacd
0<a<1

4) Graficul functiei logaritmice este simetricul graficului functiei exponen-
tiale fatd de bisectoarea unghiului z0y.

2.3. Proprietdtgile logaritmilor

Folosind proprietitile puterilor cu exponenti reali obtinem urmitoarele
proprietdti pentru logaritmi: -
1° Daci A si B sint doud numere pozitive, atunci

log,(AB) = log.A + log, B

(logaritmul produsului a doud numere este egal cu suma logarit

numere).
Intr-adevir, dacd log,A = « §i log,B =y, atunci a* = A si a¥ = B. Cum
o=tV = g* - gV, obtinem a**¥ = A~ B s deci loge(AB) =2 +¥ = log,A -+ logsB.
Observaiie. Proprietatea se poaté da pentru n numere pozitive

Ay Ay ooy A, adied

loga(A4,45 .- Ay) = logeA; + loggds + - + loggAn

2° Dacii A si B sint doud numere pozilive, atunct

A
log, — = logsA — lo B
gB g La

(logaritmul citului a dou
torului si al numitorului).

A
Intr-adevir, tinind cont de proprietafea t°, avem log,A = loga(-g . B) =

= log, % 4 log,B, de unde rezultd cé loga% — logeA — logeB.

Observajie. Dacd punem A
obtinem egalitatea:

1
log, 5 = —log,B

3° Daci A este un numdr pozitiy §L m un numdr real arbitrar, atunct

logaA™ = m log.4 l

(logaritmul puterii unul numa

si logaritmul numarului).
Intr-adevir, dacd logq

si deci log,A™ = mx =m logeA.

A = z, atunci a* = 4. Dar atunci A™ = (@”
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milor celor doué_

i numere este egal cu diferenta dintre logaritmul numéra-

— 1 s t{inem cont ci loggd = 0,

r este egal cu produsul dintre exponentul puterii

ym = o™=

o » o . .
4° Dacd A este un numdr poziliv §i n un numdar natural (n 2 2), atunci

o IV w0

(logaritmul unui radical dintr-un numaér este egal cu ci : . %
rului si ordinul radicalului). gal cu citul dintre logaritmul numé-

Intr-adevir, proprietatea 4° este un caz particular al proprietdtii 3°
' ¥
punind m = —-
n
Exemple. 1) S calenldm logs75.

Avem loga75 = logs(3 + 256) = logad - log325 =1 4 loga5® = 1 4 2 logsh.
2) 83 calculitm logz 1 000 — log,125.

Avem log; 1 000 — log.125 = log, LY P logs® = log.2® = 3
125 : '
" 3) S# caleulim log,,0,18 — log,,180.

Avem log,, 0,18 — log,,180 = lo, iz lo

; = = = log - TS

B10 180 £10 T 0gy 107 3.
4) 84 calculdm logei i |0g°.3. ]
18 12
Avem laga-i— + log L o _logg18 — logg12 =
15 33 ge18 — logg12 = —(loge18 + loge12) = —logg(18 - 12) =
= —l{)gsﬁa = —3.
" 5) Si calculdm log. /8.

= 4

Avem log /8 = — logs8 = = log,2? = 3 log La,
i 4 4 i A

-

5) 84 calculim log,y/ 81.

( T
Avem logy P/ 81 = — log,81 = L log,at = = oz,
3 5 5 o

2.4. Schimbarea bazei logaritmului aceluiasi numiar

Dacid a 81 b smt.doua numere pozitive diferite de 1, iar A un numir pozitiv
oarecare, are loc egalitatea:

log,A = log,A - log,b

Intr-adevir, dacid log,A = z i i
: evar, guA = z g logyd = y, atunci avem a* = A ibV=A
de undé obtinem a* = h¥. Dar atunci log.a® = loggb” sau z log,a =y lq(’Jg b
B a +
Cum log,a = 1, avem z =y log,b, adicd log,4 = logyA * loggb.

Observapie. Dacdl in egalitatea de mai sus 4 = q, obtinem logga =

= logya - log,h. Cum log,a = 1, rezultd ca:

1

log.b =

logya




Ezemple. 1) Si se scrie log.z in functie de logsz.
Avem logaz = logaz - logeh = 2 10g,z.

2) Sise arate cil expresia E = logaz depinde de =.
logsz
fntr-adevdr, E = logaz 1 _ jog,s.
logax + logs2 log2

3) Sid se arate cil log.6 -+ loge2 > 2.

Avem log.6 - loge2 = logs6 + _ 1 Deci trebuie si ariitdm ci logs6 + = > 2,
\ log:6 log.6

sau (logs6)* — 21log:6 4-1 > 0, sau incd (log.6 — 1)® > 0, inegalitate evident#i deoarece
10@96 # q5

/

2.5. Operagla de logaritmare a unel expresil

De multe ori in practicd sintem pugi in situatia si determinim valoarea
aproximativd a unui numar dat printr-o expresie in care apar radicali de ordin
foarte mare. De exemplu, si considerdm numérul:

s AR /131 /92

‘ £/37-98-23
gi vrem si determindm o valoare aproximativd a numérului z. Vom logaritma
expresia (1) intr-o anumitd baza convenabild a. Folosind proprietétile logaritmilor
obtinem: e

1%@=m&umwﬁVQLJ%m%m%uw=mww+m&VEi+
Sl 97 .08 .
v log, [/ 92 — 0gq (37 598 23)

1)

= 3 logy17 + —i—logai.Bﬂ -+ %mgagz —
il

: 9

Deci am obtinut egalitatea:

logy37 — %10&,98 — —é—log¢23.

1
log,x = 3 log,17 + %logaim - % log,92 — = loge37 — —;—log,,98 — %log,@?’. (2)

Utilizind tabelele de logaritmi (a se vedea §3) din egalitatea (2) putem sd deter-

mindm o valoare aproximativd pentru z.

in general, dacd E este 0 expresie algebricé in care apar produse de puteri i
radicali, putem sé-i asociem, exact ca in exemplu (1), o expresie, notatd log E, in
care apar sume (diferente) de logaritmi inmultite eventual cu anumite numere

rationale. Operatia prin care expresiei E i se asociazd expresia log E se numegte
,operatie de logaritmare®.
Exemple: 1) Fie E = a? Vb
Prin operatia de logaritmare obfinem:

e — 1 6
logcE = loge (a? Y/ ab®) = logea® + 1oge 1/ ab® = 2 logea + -;logca -l;--; logeh.

i
3

2) Fie E = V:—b— Prin operatia: de logaritmare obtinem expresia

4 3

I T | : St 5
T =i e ® Bt 2 onhi
logeEE = loge Vb" - loge - . (logea logch®) = logca z ogch
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. . Observagie. Adesea in calcule este nevoie sit se faca si operalia
inversd, adicd unei expresil in care intervin logaritmi sd-i asociem o expresie
fard logaritmi.

De exemplu, fie expresia
logez = 2 logea — -%— logeb — 3 loged
Folosind proprietétile logaritmilor avem:

logcx == logca"‘ == logc l/?* 10g 33 — ].Og —ff—- = log, — fJ.""- ;
< Ve uyb

-

de unde obtinem cd = =

1. S% se determine valorile lui z pentru ca urmitorii logaritmi sa aibd sens:
a) loga(1l — =); b) logs(1 —a%); ¢) log, (1 + =)
i
e) logs(—a* + 5z — 6); f) logg (z* — =’ + 1);3
h) log (logsz); i) logy (logy z).
2 ; ] 2

d) logs(=* + = — 2);
g) logy(logaz);

@, Care din urmitoarele numere este mai mare?

‘ a) logat sau logs5; b) 2 sau logs10;

1 1
c) log.-z— sau log‘-?; d) 3 sau log,7.
8. Pentru ce valori ale lui & au loc inegalitifile:
a) loggz > logak; b) logy (2x) = logy 5;
Q@ . 7

c) logza® = logs8; d) logg(z? — 1) < logglba + 4).

4. Pornind de la graficul functiei logaritmice sd se construiasci p,faficele urmitoarelor
functii: 2
a) f:(—1, +o0) =R, fz) = 1082('1 + z);
b) £: (0, +00) = R, f(z) = logea®;
c) f:(1, +o0) =R, f(z) = logs(z — 1):
d) 1 :R\{0} = R, f(z) = logez";
- e) f:(2, +o)—>R, f(z) = log;(z— 2);
a
f) f:R\{3} =R, f(z) = loge| = — 3].

b. S4 se calculeze:

A
a) loggd + 1ogf—5-; b) logya2 + logya72:

c) logsl 000 — logghO: d) logs7 = log,—3
- 36

f) logs6 + log,8 — logad:
h) 10g0|15 4= lOgl)plg [ logﬂtl“!'

e] logna150 == 10g0,10,5'.

g) log;3 — log; 12 4 log, 2:
F) 7 2
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6., Stiind c#l log,e7 == 0,84510 si logy5 = 0,69897 si se calculeze:
a) log0,7; b) lﬂg:ow;-ﬂ) logyp35; d) logy175; e) logy,7 V5.
7. 94 se arate cd expresiile:
log,a® lo log.V/ z 1 7
a) 'E=—"T; b) E=ﬂig—’vf~;c) En—-(]g‘—l/.} nu depind de z.
logsx logax + logg V' loge?
8. 84 se logaritmeze expresiile:
31° /%1 - 330
172230 - 29

WV ars

13 y—— Ay e
a) BE=417)/ 41375, b) E = ¢) E = a*Y/ab’c; d) E = 23a* ¥/b%a%;

_ 2(a—b) a4 b i B ]/a[%l;/a.

3la + b a—b' g =
ety Vot
9. S# se determine expresia lui z astfel incit sd avem:
a) logez — loga3 + loget — logg5; b) logax = 2logg7 + 3 logab — 4 loga5;

) E

¢) logaz — 2 logsa + 3 loga(a + b) — & logala — b); d) loge = — 2 Towgbe 4 B)+
2

; ;
4 [log.m — 8 — = logla + b) + = logu(2) — Iog;(?ﬂi]-

= | =

3.1. Logaritmi zecimali §i proprietitile lor

Definigia 3.1.1. Daci g este un numir real, se numeste partea intreagd a lui a,
cel mai mare numir intreg care este cel mult egal cu a.

_ Partea 1n§reagé a lui a se noteazd cu [a). Conform definitiei avem [a] € Z
sifa] < a;dacifa] <n <an€E Z, atunci n = [a]. Altfel spus, partea intreagh
a lui @ este un numadr intreg n, cu proprietatea n < @ < n + 1. Deoarece oricare
ar fi numérul real a, in intervalul (@ — 1, a] existd un numdr intreg si numai unul,
rezultd ci a — 1 < [a] < a. =

De exemplu: [3, 2] = 3; [0,245] = 0; [6] = 6; partea intreaga a numadrului
—47 este —5, deoarece —5 < —4,7 < —4. Analog se obfine: [—5,791] = —6;
[—0,231] = —1, [—x] = [—3,441...] = —4.

Se observd o dacd @ este un numir real oarecare si n este intreg, atunci

[a 4+ n] = [a] + n.

Definigia 3. 1.2 leefen;a dintre numirul g §i partea sa intreagd [a] se numeste
partea fractionard a lui a §i se noteazd cu {a}.

Deci {a} = a — [a]. Deoarece [a] < a < [a] + 1, rezultd ci 0 < {a} < L.

De exemplu: {24} = 2,4 — 2 = 04; {0,261} = 0,264 — 0 = 0,261; {681} =
= —6.81 — (—7) = 0,19; {—0,281} = —0,231 — (—1) = 0,769.

Orice numér real a este suma dintre partea sa intreagd gi partea sa frac-
tionard: a =[al + {a}.
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Se observé cd dacd numirul real a are scrierea ca fractie zecimald a =
= Qg, U 8ylg-y CU O € Z s a, a, a.., sint- numere naturale cuprinse" intre
0 gi 9 atunci

a, , dacd @ > 0 sau a € Z,

[a]=‘ao—~1, dacd a <0 si a & Z,

0,a,84a5 ..., dacd a > 0 sau a € Z,

trs )5 1 — 0,a,a,a5 ..., dacd a <0 §i a& Z.

‘Dacd a<0, ae&Z si |[all = by f{a} =0,bibgby .., atunci vom scrie
num#rul @ in urmitoarea formi:

a = bo,bybsbs .. -

De ewompli, —%8 = [—48) + (=43} = —5+ 0,7 = 57.

In practici se fologesc logaritmii in bazd zece care se mai numese i logaritmi
zécimali. Acestia se noteazd cu lg, in loc de log; de aceea nu mai este nevoie
s& se specifice baza. Astfel, vom scrie Ig 101 in loc de log,,101 si lg 5 in loc de
log,5 §.a.m.d.

Logaritmii zecimali au toate proprietitile pé care le au logaritmii in baza
supraunitard. Astfel, logaritmul zecimal al unui numér mai mare decit 1 este pozitiv,
iar logaritmul zecimal al unui numar mai mic decit 1 este negativ. Dacd doud
numere pozitive sint intr-o anumitd ordine, atunci logaritmii lor zecimali sint
in aceeagi ordine. Dacd « este un numar real oarecare §i a este pozitiv, atunci
lga® = olga. Dacdl a si b sint pozitive, atunci lgab = lga -+ lgb. In particular
dacd a — 10, atunci lg 10" = n silg 10" - b =n + lgb. .

3 .
De exemplu: lg 101/10 = g 10% = -:-;- . lg10000 =1g10% = &; g 100 == @At o= 2t
Ig 0,001 = Ig10-* = —3; 1g 56,81 = g 5681 - 107" = —2 + 1g 5681, f

Din aceste proprietifi generale, deducem urmétoarele proprieidjr ale loga-
ritmulut zecimal:
1° Loogaritmul unui numdr care scris in baza zece -este de forma 1 urmat de

n zerouri, este egal cu n; adicd, dacd a = 100 ... 0, atunci lg a = n.
[ i
n

2° Logaritmul unui numér subunitar care scris in baza zece are dupd virguld n

cifre de zero urmate de cifra 1, este egal cu —n — 1; adicd pentru a = 0,00 ... 01,
N, ol
mn

avem lg a = Ig 101 = —n — 1.

3° Daci 10% < a < 10, atunci lg 10" <lg a < lg 10™* i deci n <
<lga<n+1.

De exemplu: dacd a = 87,23, atunci 10 < 87,23 < 100 si deci1 <lg a < 2.

Deducem ci logaritmul oricérui numdr care nu este egal ci 0 putere intreagd
a lui 10, este un numir zecimal (nu este numdr intreg).

Definigia 3.1.3. Daci g este un numir pozitiv vom numi caracteristica logaritmului
siu zecimal, numirul intreg [lg a]; vom numi mantisa logaritmului
lui @ numirul {lg a}.

Prin urmare avem lg a = [lg a] 4+ {lg a}. Caracteristica logaritmului lul a
este cel mai mare numdr intreg n cu proprietatea cd 10" < a. Mai precis, caracte-
ristica lui lg @ este un numdr intreg n, cu proprietatea cd 10 < a < 10™+L
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De exemplu, caracteristica lui 1g 87,23 este 1; dacd a = 4573, atunci 1 000 < a < 10 000,
3 < lg 4573 < &, prin urmare caracteristica lui lg 4573 este 3: dacd a = 0,0123, atunci
10~* < a < 107! si deci caracteristica Jogaritmului siu este —2.

Din cele de mai sus rezultd urmaétoarele doud reguli de calculare a carac-
teristicii logaritmului zecimal al unui numér a:

1) Dacd un numdr supraunitar scris in formd zecimald are n cifre la stinga
virgulet (adicd la partea sa intreagd), atunci caracteristica logaritmului sdu este
n— 1.

ii) Caracteristica unui numdr subunitar scris in formd zecimali se objine in
felul urmdtor: se ia numdrul de zerouri situate la stinga primet cifre diferite de zero
(inclusiv zeroul din stinga virgulei), numdrul natural astfel obfinut fiind luat cu
semnul minus.

De exemplu, daci a = 0,57, atunci [lg 0,57) = —1; dacdi a = 0,0012, [lga] = —3.

4° Dacd inmultim un numaér intreg @ cu o putere intreagd a lui 10, atunci
caracteristica logaritmului numadrului astfel obtinut se obtine din caracteristica
logaritmului lui a, la care se adaugd exponentul lui 10. Intr-adevar, avem
[lg 10" a]l=[n + lgal =n 4+ [lg a]. De ezemplu, daca inmultim pe @ cu
10, 100, 1000 etc., ‘atunci caracteristica numadrului obtinut creste cu o unitate,
cu doua, cu trei etc.; dacd impéartim pe a cu 10, 100, 1000 etc., caracteristica
scade cu 1, cu 2, cu 3 ete.

5° Mantisa logaritmului unui numar a nu se modificd, dacd inmulmm pe a cu
o putere intreagd a lui 10. Intr-adevir, avem

{lg 10"} =1g 10"-a —([lg 10*-a]l=n+1g a—[n + 1g a] =
=n+4lga—n—[lga=1ga—/[lga={lga}l

Cu ajutorul regulilor enumerate pind acum, deducem ca dificultatea aflarii
logaritmului unui numér constd in calcularea mantisei. Aceasta se afld cu ajutorul
tabelelor de logaritmi.

\

3.2. Tabele de logaritmi cu 5 zecimale

Cu ajutorul acestor tabele se pot afla mantisele logaritmilor numerelor de la
1 1a 9999, cu o aproximatie de 0,00001. Aceastd aproximatie este in general suficient
de bund pentru calculele din practicd. Pe prima pagind a tabelelor sint scrise
mantisele logaritmilor de la 1 pind la 100; in coloana cu indicatorul N sint scrise
numerele, iar in dreapta lor, in coloana lg, se afld mantisele respective.

Celelalte pagini sint aranjate in felul urmétor: in coloana intii cu indicativul IV,
sint' scrise numerele de la 100 la 9999 si urmeazi apoi zece coloane cu indicativul
0,1, 2,3, 4,5, 6,7, 8 9 in care sint scrise mantisele logaritmilor numerelor cu
.patru cifre.

Pentru a afla mantisa logaritmului numdrului cu patru cifre n = a,a,a5a,,
se procedeazi astfel: se cautd in coloana N numirul a,a,a; obtinut prin tdierea
cifrei unitdtilor in numdrul n (dacd n are trei cifre, se cautd in coloana N chiar
numirul n), apoi fixdm coloana cu indicativul a,; ludm primele doud cifre ale
mantisei logaritmului lui a,a,a, din coloana 0, apoi la intersectia liniei orizontale
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a lui a,a,a4 cu coloana a, se gisesc restul de trei cifre ale mantisei (dacd n are
doar trei cifre vom cduta logaritmul sdu in coloana 0).

N 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

300 | 47 712 727 741 756 700 784 799 813 828 842
301 857 871 885 900 914 929 943 958 972 986
302 | 48001 01% 029 044 058 073 087 101 116 130
303 . 144 159 173 187 202 216 230 244 259 273
304 287 302 316 330 344 369 373 387 401 416

305 430 444 458 473 487 504 515 530 544 558
306 572 586 601 615 629 643 657 671 686 700
307 714 728 742 756 770 786 799 813 827 841
308 856 869 883 U7 1] 926 940 954 968 982
309 996 *010 *024 *038 *052 *066 *080 6 *094 *108 *122

310 | 49136 150 164 178 192 206 220 234 248 262
311 276 290 304 318 . 332 346 360 374 388 402
312 415 429 443 457 471 485 499 513+ 52T 541
313 564 568 583 596 610 624 638 661° 665 679
314 693 707 721 734 748 762 766 790 803 _ 817

315 831 84b 859 872 886 900 914 927 941 9566
316 969 982 996 *010  *024 *037 *051 *065 *079 *092
317 | 50106 120 133 147 161 Ag4" 188 202 1 215 229
318 243 2566 270 284 297 311 325 338 352 365
319 379 © 393 406 420 433 447 461 474  4BB 501

Ezemple. 1) Dacd vom c#uta in tabele lg 3153 proceddm in felul urmitor:
deoarece 3153 are 4 cifre, caracteristica sa este 3 iar pentru a afla mantisa, ciutim in
coloana [N numirul 315. La intersectia liniei corespunzitoare acestui numir cu coloana 3, vom

gisi numirul 49872, deci
lg 3153 =~ 3,49872.

2) 84 aflim logaritmul lui 1,25. Deoarece 1,25 are o singur cifrd nenuld la stinga virgulei,
caracteristica logaritmului s¥u este 0 (conform unor proprietdfi stabilite). Mantisa este aceeas
cu a numdrului 125 din coloana N a tabelelor; deci obfinem

Ig 1,25 = 0,09691.

3) Logaritmul numﬁrulul 81,13 are caracteristica 1, iar mantisa acceagi cu a numirului

8113 pe care o gdsim in tabele. Obfinem astfel
Ig 81,13 == 1,90918.

4) Logaritmul numirului 0,0003145 are caracteristica —&, iar in tabele vom gisi mantisa

lui in dreptul num#rului 314, in coloana 5. Obtinem astfel

Ig 0,0003145 2= &,49762.

Logaritmul unui numdr cu cinct zecimale. S aflim de exemplu lg 32437 cu
aproximatie cit mai bund. Proceddm astfel: caracteristica este 4, lar mantisa esle
aceeagi ca pentru lg 3243,7. Observdm cé 3243,7 este cuprins Intre 3243 gi 3244,
deci lg 3243,7 este cuprins intre lg 3243 si lg 3244. Si admitem cd pe portiunea
dintre 3243 si 3244 logaritmul este proportional cu cregterea numerelor. Din tabele
obtinem:

lg 3243 =~ 3,51095,

lg 3244 ~ 3,51108




si rezultd cd pentru o cregtere a numérului cu 1, logaritmul se méregte cu
0,00013 = 13 - 1075, Deci, dacd numirul creste de la 3243 la 3243,7, adicd cu 0,7,
logaritmul siu va cregte cu 13. 10— x 0,7 = 9,1 - 105 = 0,000091. Deoarece
Juerdm numai cu b zecimale, rotunjim pe 0,000091 la 0,00009 si vom avea

lg 3243,7 = 4,51095 + 0,00009 = 4,51104.

In practicd este comod s fie agezate calctlele de mai sus in felul urmator:

lg 3243 = 3,51095
lg 3244 = 3,51108

13
R o e 13
A e A 13%0,7=91=9

lg 32437 ~ 4,51095 + 0,00009 = 4,51104.

- Operajia prin care am aflat logaritmul de mal sus se numegic interpolare. Ea
oferd posibilitatea unui caleul aprozimativ, cu eroare destul de micd, pentru
aflarea mantisei logaritmului unui numér cu cinci sau mai multe cifre. In realitate
cresterile lozaritmilor nu sint propor{ionale cu cresterile numerelor, deoarece, de
exempln, g 10 = 1; lg 100 = 2 si prin urmare logaritmul s-a marit de 2 ori in
timp ce numirul s-a mérit de 10 ori. Cind insi cresterile sint mici, putem sd consi-
deram cregterea logaritmilor aproximativ proportionald cu cregterea numerelor.

Aflarea unui numdr cdruia i se cunoaste logaritmul.

Considersm de exvemplu problema urmitoare: sd se afle numarul z stiind
i lg z — 3,49982. Si cdutdm mai intii un numaér a cérui mantisd a logaritmului
s fie 0,49982. Pentru aceasta cdutam in coloana 0 a tabelelor de logaritmi, primul
numér care incepe cu cifrele 49, apoi urmérim in jos pe aceastd coloand pind ajun-
gem la cel mai mare numar, mai mic
pe linia corespunzitoare acestuia pind gisim numdrul 49982 sau un numér cit mai
apropiat de acesta. 1n cazul nostru gsim numérul 49982 in coloana 1, deci numadrul
ciutat este un numir de forma a,a,a,d,, in care numirul a,a,a, este in coloana NV,
in aceeagi linie cu mantisa 49982, iar a, este indicativul coloanei in care se giseste
49982, in cazul nostru a; = 1. Obtinem numérul 3161. Deoarece numiérul lg z are
caracteristica 3, rezultd cd x are 4 cifre in stinga virgulei, deci z = 3161.

Procedeul descris ne ajutd la calcularea puterilor lui 10, deoarece egalitatea
lg z = 1 este echivalentd cu z = 10. Prin urmare calculul lui z revine la aflarea
lui 10, unde « este numdrul dat. Ca si aflarea logaritmului cu ajutorul tabelelor,
acesta este un caloul aprozimativ. Dacd numdrul dat lg 2 nu se afld in tabele,
se procedeazd la interpolare, ca in cazul operatiei inverse, de aflare a mantisei lui

lg z cind se cunoagte z.

3.3. Operagii cu logaritmi

Tabelele de logaritmi zecimali se pot intrebuinta la efectuarea mai rapidad
a unor calcule numerice complicate. Astfel proprietitile urmatoare:

1°1g oy =lg 2 +1g ¥;
2 gt =g z—1g y;
"3 lg ?c“:nlg x5

gz =22,

Sl =——3

22

decit 49982. Acesta este 49969. Urmdrim apoi .

ne permit ca in loc de o inmulfire si efectuéim o adunare, in loc de o impdrtire sd
efectudm o diferentd, in loc de ridicare la putere sé efectuam o inmultire, in loc
de extragere de radical si efectuim o impértire. Proprietatea 5° reduce calcularea
logaritmilor intr-o bazi oarecare la calcularea unor logaritmi zecimali.

Practic, trebuie sd stim deci si adundm, sd scddem, sd inmultim, sau si
impéirtim numere scrise sub forma

n+ecunelZs O<e<l,

.unde ‘7 reprezintd caracteristica iar e mantisa unui anumit logaritm.

Adunarea. Pentru a efectua adunarea mai multor logaritmi procedam la
fel ca la adunarea numerelor zecimale, tinind cont insd de unitéfile care pot apirea
la adunarea mantiselor; acestea se adaugid la caracteristicd.

Ezemple. 1) 8# efectulim adunarea:
lg 3452 + Ig 253 + 1g 1,439.

in tabele gisim:
Ig 3452 = 3,53807:
Ig 253 = 2,40812:
1g 1,439 = 0,15806.
Vom obtine:
3,53807 +
2,60312
0,15806
6,09925
2) Sid efectufim adunarea
lg 345 + 1g 0,98 - lg 75,43 + lg 0,029.
Ciutind in tabele, rezulti urmitoarea adunare:
3,53782 +
1,99123
_‘1_,877511
2,46240
2,86899

Scaderea. _Scéderea se poate reduce la o adunare, tinind cont cd pentru
un numér seris sub forma n +¢e cu n € Zsi0 <e < 1, avem —(n +¢) =
= (= — A= ).

7

Exemplu. S& aflfm 1g —2_,
* 593:

345 L =
Avem lg T’iﬁ"; = lg 345 — lg 5933 & 2,53782 — 3,77327 = 2,58782 + 4,22673 = 2,76455.

&l

Inmulfirea cu un numdr intreg. Pentru a inmulti un logaritm cu un numar
intreg, inmultim separat mdntisa si separat caracteristica cu acel numér, adiugind
la caracteristicd unititile pozitive ce rezultd de la inmulfirea mantisei.

Egemple. 1) Si se calculeze 1g (312,6)5.
Avem: lg (312,6)® = 8 1g 312,6 = 8 - 2,49499 = 19,95992.

2) 1g (0,0074)° = 6 lg 0,0074 = 6 - 3,86923 = —18 + 6 - 0,86923 = 13,21538.
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Impdrjirea cu un numdr natural nenul. Aceastd operatie apare in calcularea
- lga : .
unor logaritmi de tipul: lg/'a = 22 Vom da trei exemple din care vor rezulta
n
cazurile ce se pot ivi in astfel de situatii.

Ezemple: 1) S4 se caleuleze Ig{/ 520.
1g 520 _ 2,71600
B *
in acest caz, caracteristica logarvitmului lui 520 fiind pozitivd, nu am avut nici o
dificultate, impérfirea efectuindu-se in mod obignuit:
2) 84 se calculeze 1gf’/0,00786.
1g 0,00786 _ 3,89542  —3 + 0,89542

3800790 —
Avem lg #0,00786 = = Al = :

{n acest caz caracteristica este negativi, dar ea impérfindu-se exact la impdrtitorul dat 3.
am putut afla caracteristica citului si apoi mantisa lui, efectuind impirtirile separat.

3) Sa se calculeze lg 8/0,0458.

Obtinem lg /520 = =~ 0,90533.

— 4 4 0,29847= 1,29847.

: T 2,66087 . —2 — 3 4+ 3 + 0,66087
Obtinem lg §/0,0458 — 8 0-50"53 LU s =
- —5+ 3,66087 _ =7 e 3,66087 _ —1 4 0,73217 = 1,73217.
5 5 5

Observdm ci-am redus in acest caz problema la o situalie similard .cu cea din
exemplul 2). Pentru aceasta am scézut si am adunat 3, astfel incit caracteristica 5'21. se
impart4 exact la numitorul 5, mantisa obtinindu-se prin impértirea lui 3,66087 la 5. Deci in
cazul in care : caracteristica este negativd si nu este divizibilda la impéarfitor, se scade un
numir de unititi pini ce ea devine multiplu al itmp#rfitorului §i se efectueazd, impértirea

(in cazul de mai sus Fexz 108 —1). in acelasi timp se adaugd acelasi numir de unititi
r .

mantisei, numarul astfel obfinut tmp#rfindu-se separat Ja numitorul comun (in cazul nostru 5).
Din prima imp#rtire rezultd caracteristica, iar din a dova, mantisa numiirulvi cerut.

Impdrtirea logaritmilor. In cazul ecuatiilor de forma a* = b, a, b > 0,a #1,
apare problema impértirii a doi logaritmi, deoarece egalitatea a® = b este echiva-
lentd pe rind cu egalitatile:

lgla® = 1g b,

z lg a=1g b,
lg b
lga’

In astfel de situatii este preferabil sd se scrie atit 1g a cit si lg b sub forma
zecimald obisnuitd (deci cu semn in fatd) si sd se efectueze impdrfirea in mod
obignuit.

Exemplu:
lg 0,458 _ 1,66087 _ —1 4 0,66087 _ 03393 ' oo0n
ig65  3,81290 1,81291 1,81291 3

Efectuarea unor calcule numerice complicate cu ajutorul logaritmilor. Folosind
proprietétile logaritmilor si utilizind tabelele de logaritmi, se pot inlocui cglculelg
lungi si dificile, cu caleule simple de tipul sumei gi diferentei, sau de multiplicare gi
impartire cu numere naturale.

24

Ezemple. 1) S& se calculeze /125 . 4593. Vom procéda in acest caz, ca si in cele
ce urmeazi in felul urmiitor: notdm cu = numirul care trebuie aflat, calculdm intii lg z, cu
ajutorul tabelelor si calculelor inviitate, apoi aflim din tabele numirul z al citrui logaritm il
cunoastem. )

Astfel avem in exemplul de mai sus:

o e 1g125 + lg 4593 2,09691 -+ 3,66210 _ 5,75901
i 3 3

Cautidm apoi in tabele numairul al cirui logaritm are manlisa 0,91967. Obfinem numirul din
patru cifre 8311 si tinind cont ci 1g z are caracteristica 1, deducem ci z are dou# cifre la stinga
virgulei, deci; '

= 1,91967.

] x ~ 83,11.
2) 84 se calculeze z = V{‘/ﬁ —¥/30-
Vom calcula mai intii y, = /35 si yy = §/30. Astlel obfinem lg y, = kgt,j ~

0 . :
zMz 0,38602. Ciutind in tabele numirul cu mantisa 0,38602, obtinem gy, =~ 2,432.

4 \

: 1 1,47712 " d .

Analog obtinem g y, = g 30 =~ 7 =~ 0,24619 si deci y, = 1,763. Prin urmare
6
/35 — /30 ~~ 0,669.
In final avem ci
= Ay T, — P = 4 =
lg 2~ 1z /655 = & 5.569% 1,82551.3 " 4 2,325&3 _ =5 +;,s25.3 — T.96500.

Cautind in tabele si finind cont c& x are o singurd cifrd de zero in stinga virgulei (caracteris-
tica lui lg = tiind —1) rezulti cid a =~ 0,9228.

Logaritmi naturali

in matematica superioari, apar foarte des logarilmi care au ca bazi numirul irational,
notat cu e, e = 2,718281828... . Folosirea acestor logaritmi permite simplificarea multor formule
matematice. Logaritmiin bazae aparinrezolvarea unor probleme fizice si intrd in mod natural
in-descrierea matematict a unor procese chimice, biologice $.a. Logaritmul natural al numérului
a se noteazd Ina. ‘

'

1. Sise caleuleze caracteristica logaritmilor zecimali ai numerelor: 2; 57,38; 632,7; 5237,81: 0,024;
0,99: 0,0003; 54: 231,002.

2. Stiind cd 1g 2 2 0,301 si lg 3 = 0,477, s¥ se calculeze:
Ig 6; lg15: g 32; Ig 30; Ig1—.
12

3. Sise calculeze cu ajutorul tabelelor de logaritmi, logaritmii zecimali ai urmitoarelor numere:
37 “990; 235; 99; 301; 1457; 4,231; 54,36; 10325; 26739; 263,56; 35,074; 0,00?8631;
28 < 53%,215.

4. 34 se efectueze operatiile:
a) 1,4792 + 2,4506 + 3,0025; h) 7,0032 + 3,8265 -4 3,8502: c¢) 0,9329 — T,2543 — 5,06;
d) 7,4645 — &,3732 + 5,2104 — 8,3714.

5. Si se efectueze urmitoarele operatii, rotunjindu-se cu o eroare mai mica decit 0,00001.

— L 9 —
a) T,20455 - 0.36: h) % - 51203 -9,8; ¢) 1,02561 - (~ E}; d) 6,45437 - (—0,2).

25




e
- = —— -

3. Folosind tabelele de logaritmi, si se calculeze: ] Unele e()ua‘[r,ii expnnentliale se aduc la forma mal genepalé all®) — qo(®),
a) lg Y/ T03T; b) Ig(63,26)% o g (20,6)° - ¥/ T53L; d) loga5; e) logel7s 1) 100,020,312 ﬁn; ac::?st)a 33::1’;;0?2?(195&2% de injectivitatea functiei exponentiale, deducem:
z) = glz); : se res S

7. ©4 se calculeze = cunoscind logaritmul sdu zecimal: )
Exemple. 1) 84 se rezolye ecuafia gu=di_ gle—dx,

lg z = 0,36253; b) lg =z = 4,00021; lg x = —0,39285; == - : .
a) g :J )) gz 0002 C) gz 0,39285 (l) !gl‘ 2,544601; Ohtln(’m 5 iy — 45— 2 deci 3z = 2%, == 7
e) lg z = —1,02574. X o
. ¢ 3 » 3 e X = |—
8. Si se efectueze, cu ajutorul tabelelor de logaritm‘l. urmitoarele calcule: R it 98 Tenslveccnliin GG (7 ‘ g
ias o e —_— P . %t rd
i 12,48° Y 576 S 9,591 - 90,0836 5 2 [13,89)°(—0,1536) | Obtinem 7% =777, deci
5/673,8 - 1,842 1,147 .8 0,924° ‘ - 2z = —a*, de unde deducem =z, =0, 2, = —2.
3 — = = : e e i = 4 i §
a) Vsv2r+yYz—2Y5 Existd ecuatii exponentiale care nu se pot reduce la nici una din formele
discutate. [
» - ial i | . Ezemple. 1) 2% = 3%+,
exponentiale §i ecuatil logaritmice | Tinind cont de injectivitatea functiei logaritmice, obtinem prin logaritmare ecuafia echi-
1 valenti
4.]. Ecuagii exponentiale zlg2 = (22 + 1)1g3 §i deci
i z(21g8 —1g2) = —1g 3,
Ecuajia exponenjiald este o ecuatie in care necunoscuta este exponent, sau 0 i =lg3
ecuatie in care este exponent 0 expresie care confine necunoscuta. T 2lg3—lg2 ;

Astfel ecuatiile: 3% = 277 a8 _ | =0 gi 2°%8 | 4= 320
sint ecuatii exponentiale.

In practicd, cind avem de rezolvat o ecuatie exponentiald, vom proceda
astfel: folosind diverse substitutii precum si proprietdtile functiei exponentiale,

aceastd ultima expresie a lui « se calculeazii apoi cu aproximatie, din tabele.
)58 — 75~
Logaritmind deducem 7%lgb = 5¥Ig 7; logaritmind din nou obfinem zlg? +1glgs=
vom cduta s-o reducem la rezolvarea unor ‘ecuaiii simple, de reguld de gradul intii = zlg5 +1glg 7 si dect
sau gradul al doilea. _ sendgle? —lElES,
Cele mai multe ecuatii exponeniiale sint reductibile la forma a/*) = b, cu L lg7 —lgh
a>0% >0,a# 1. 1 g) "38% . 5A-3 = 721 L%43,

expresie care se calculeazd cu aproximatie din tabele.

Datoritd injectivitdtii functiel logaritmice, aceastd ecuatie este echivalentd cu Deducem ¢4 2zlg3 4 (2z — 3)1g5 = (z—1)187 + (= + 3) Ig 4, prin urmare z(2lg3 +
4+ 21gs—1g7 —lgh)= 3185 — lg7 + 31g 4: in final avem
lg b
’ f(x) = logeb = 7*—" ' : g 12864
g.& : it Slgs—lg?+ 8lge 7o BOBT9Y o aes
In aplicatiile practice, in aceste ecuatii b se poate de obicel exprima ca putere a O g lp =g de—tlgih 1o 225 0,90502 ' '
lui a, \ 5 98
=10, ¢ :
de unde rezultd ecuatia \ 4) 33 consideram in cele ce urmeazi ecuatia 4% 4 2% = 272,
L K e flz) = a Pentru a rezolva ecuatii de acest tip vom observa maiintii ci putem scrie 9% | 9% —
i — 979 — 0 si deci fAcind substitufia 2% = y, obtinem:
Ezemplu. 54 se rezolve ecuatiile 2°% = 64 32% — g1 5x*—x—2 = 625. ; :
v+ y—272=0,

Vom avea 2*% = 2%, de unde rezultd 2z = 6, adicd x = 3.
Din ecuatia 32 = 81, 3% = 3%, deducem 2% =4, 9% — 92 si deci z = 2.
Pentru ultima ecuatie obfinem 5x*—x-2= 5% deci 2 — » — 2 =4, de unde rezultd

¥y = 16, ya = —17.

Deoarece 25 > 0, rezultfi ci —17 nu poate fi egal cu 2% si deci singura solutie se obline din
9% — 16, 2° = 21, deci z = 4.

o j == b : . g . .
. : Cieal Sl ) in unele situatii, substitutia efectuati la exercitiul precedent nu se poate face imediat in
Avem in final @, = 3 st 23 = —2. forma initiald a exercitiului. 8& luim, de exemplu, ecuatia: 6% + 4% = 9%,
Dacidntr-o ecuatie de forma a® = b, b nu se poate exprima ca putere a Vom impirti ambii termeni cu 9 si obfinem ,

lui @, atunci ecuatia se rezolvé folosind tabelele de logaritmi, tinind cont cd [ 6 )x 5 [ 4 )x Ly

lg b . 9 9

x = lgb = s 2\ 2 )2
- EROEE
‘ 3 3

§# rezolvim, de exemplu, ecuatia 18% = 3,1.
Ea este echivalentd cu: : |

lg 3,1, 0469136 o 4,30 . e o
Yue = 9

« Do | BN
Ficind substitufia (—5) — y,oblinem y*+ y—1=10 si deci
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Deoarece «;1—;:“'/—'— < 0, rezulti ci singura solutie a ecuatiei o obtinem din:
| Vs —1
e ]g s T
9}z LA R Sl s oy 2
(_3.) = 5 si decl z = 2
lg —
3

4.2. Ecuagii logaritmice

" Ecuatiile logaritmice sint ecuatii in care expresiile ce contin necunoscuta apar
ca bazii sau ca argument al unor logaritmi.

De exemplu: I

logxsy(z + 2) = 1; 1g(2® + 2 — 2) = 3: log«(52? + 8) = 1g(2x + 3) — 1.
Folosind injectivitatea functiei exponentiale avem cd, rezolvarea unei ecuatii de
tipul loggu f(x) = b este echivalentd cu rezolvarea ecuatiei f(z) = g(z)®. Vom
avea insd griji ca solutiile obtinute sa satisfacd f(z) >0, g(x) >0, g(z) # 1, pentru
care expresia loggy) f(z) are sens. .

[a fel ca la ecuatiile exponentiale, in practicd cind avem de rezolvat o ecuatie
logaritmicd, vom proceda astfel: folosind diverse substitutii precum si proprietdtile
logaritmilor, vom céduta s-0 reducem la rezolvarea unor ecuatii simple, de reguld, de
gradul intii sau gradul al doilea. '

Ezemplu. S4 se rezolve ecuatia:
logelz? — 3z + 9) = 2.
Obtinem a* — 3z + 9 = =* §i deci 3z =9, = = 3.
Deoarece pentru @ = 8 > 0, expresia 2% — 3z + 9 este pozitivd, rezultd cd = =3 este solufie
a ecuabiel.

Rezolvarea altor ecuatii se bazeazd pe injectivitatea functiei logaritmire,
gi anume din log, f(z) = log, g(z), deducem f(z) = g(x), insd avind griji sd punem
conditia f(z) > 0, g(z) >0.

Ezemple. 1) S& se rezolye ecualia:
lg(2? — 15) = lg(z — 3).
Deducem 2 — 15 = = — 3, deci o — z—12 =10, adicl z; = &, T2 = —3.
Deoarece pentru azy = —3 obfinem z — 3_ —3—3=—6<0, rezulti ci z, = —3 nu este
solulie a ecuafiei. Deci numai & este solutie.
2) 84 se rezolve ecualia

1 =
21glz — 1) = = lg 2® — Ig|/ z
fn aceastd ecuatie punem de la inceput conditiile
© —1>0, x> 0, pentru a avea sens expresiile lg(z — 1), 1g 2%, V/ =, g/ z
Ecuafia se mai scrie ‘
5 1 & SO
2 gz — 1),= -;lg:r - -E lg z si deci
9 lg(z — 1) = 2 lg 2. Prin urmare lg(z — 1) = lg «,

de unde obtinem ¢ —1 =2, —1 =10 egalitate ce nu are sens: rezultd ci ecuatia datd nu

are solufii.
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3) Si se rezolve ecuatia
) lglx + 7) + 1g(8z + 1) = 2.
Punem conditiile de existenf# a logaritmilor:

x-l~'7>-0$i3:::—|—1‘>O,cleci:n:>—i
3

Obtinem lg(z + 7) (3z + 1) = 2 si deci
(x+7) Bz + 1) = 10% = 100.
Rezultd ecuatia de gradul al doilea

3z + 22¢ — 93 = 0, de unde vom avea

31
Y = 3) Ey— = T
3
31 1 ! .
Deoarece = =< — = obtinem cd 3 este singura solutie a ecuatiei date.

Observajie. Bcuatia precedentd nu este echivalentd cu ecuatia
1g(x + 7) (3z + 1) = 2,

v a1 "
care are doudl solutii z; = 3, 23 = — -5 , deparece pentru amindou# aceste valori ale lui «,

lg(xz + 7) (3z + 1) are sens.
4) S4 se rezolve ecuatia

log2z — 3logsa — & =0

Avem conditia z > 0 si fdcind substitutia logy = y, obtinem y* — 8y — & = 0. Deci y, = &,
y: = —1. Din logs z = 4, obtinem =z = 3%, z = 81, iar din logsz = —1, obfinem z = 5
1
rla
_ in continuare vom rezolva citeva ecuafii care nu se pot incadra fptr-un anumit tip.
Astfel, pot apirea ecuatii cu logaritmi scrisi in diferite baze, ecuafii in care apar expresii conti-
nind necunoscute si la exponen{i si la logaritmi etc.

5) S84 se rezolve ecuatia

Ti=

logz z -+ ].Ogs m—1
Deducem, aplicind formula de schimbare a bazei, '

] ]

Bz  Be_ i lgre—tiEs  B3IEE
"lg2  1g3 g2 +1g3 1g 6

lg2lgs

Deci z =10 '8¢
6) Si se rezolve ecuatia
logs z + logx 3 = 2.

=2

Deoarece logy 3 = , rezultd logs = +
\

logs « 0gs &

Notipd log; z = y, obfinem y + 2o 2, adicd y® — 2y + 1 = 0; deci y = 1 adicdl logs z = 1.
Prin urmare, £ = 3% z = 3§. i
7) 8d se rezolve ecuatia
z'€*+2 = 1 000.
Punem conditia de existena a expresiilor, z > 0. Logaritmind, obfinem o ecuatie echivalents

1 "
lg{mg’.‘“) = lg 1 000, care devine (lg z + 2)1lg # = 3. Notind lg z = y, avem y* 4 2y — 3 =0
s1 deci y; = —3, ya = 1.
Dinlg z = —3, objinem z = 10~%, z = 0,001, iardinlg = = 1, obfinem z = 10%, x = 10.

.
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4.3. Sisteme de ecuafii exponengiale si logaritmice

In astfel de sisteme se aplici metodele ardtate anterior, la ecuatiile de tipul
respectiv.

Exemple. 1) SA se rezolve sistemul:
279 = 243 . 3448,
: { 3 - 3% = |/31,
Deoarece 27 = 3%, 81 = 34, 243 = 3%, obtinem:
9oy — g7,
{ 3Ry = 303,
Rezultd sistemul echivalent:
6y — 3 =4z + 7,
{ z+4+ y=hbx—3
deci z = 2, y = 3 si solufia sistemului este perechea (2, 3). -
2) 84 se rezolve sistemul:
2+ y? = 495,
{,]gz-{»lgfj =2,

Obtinem pe rind sistemele echivalente

z® + y* = 425, £ 4y = 425,
Ig zy = 2, zy = 100,
@y Y >0 x, Y =0

Acest sistem simetric il putem rezolva pe ciile cunoscute din clasa a IX-a: punem s = :r:--l- Y,
p =y $i vom avea
2 __ e 3 2 =3 £ ] e
s 2p = 425 al® 625 e +25
p = 100 p =100 pr=i100!
§=125

N d# solutiile (5, 20) si (20, 5) care satisfac §i conditiile de existenti
DTS )

Sistermul {

8

(5,1

§= —32F

d4 solutiile [—20, —5), (—5, —20
p = 100 fiile ( )o | )

a sistemului inifial x > 0, y > 0; sistemul {

care nu convin.

4.4. Inecuatii logaritmice §i exponengiale

Rezolvarea inecuatiilor exponentiale gi logaritmice se bazeaza pe proprietaile
de monotonie ale funetiilor exponentiale g1 logaritmice. Am vézut cd atit functia
exponentiald cit gi functia logaritmica sint crescdtoare daca baza este supraunitara
si descrescdtoare dacd baza este subunitara.

Exemple. 1) S4 se rezolve inecuatia:
| 8 =9,
Inecuatia se scrie 3% > 3% si deoarece funciia f : R — R, f(x) = 3% este crescdtoare, rezulti
CH-m =02,
2) 84 se rezolve inecuafia:

200 —4x > _1. F
8
Deoarece — — 2= inecuatia se scrie 2x"—4x > 2-% care este echivalentd cu P — bz > —3,
8

Rezolvarea inecualiei #* — 4z + 3 > 0 di pentru z valorile posibile z & (—co, 1) N (2, +00).
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3) 84 se rezolve inecuafia: .
logy (22 — 1) > —3.
5

3 Is £ A 1
Avem cd —3 =log, 27 si inecuafia devine logy (22— log, 27. Deoarece baza — a
3 T . 3 , %
logaritmului este subunitard (functia g : R — R, g(z) =log, x este descresciitoare), inecualia
' 3
devine 2z — 1 < 27, adich z < 14. In acelagi timp, din conditia de existen}i a logaritmului ini-

: ; . - 1
tial avem 2x — 1 > 0, adicd z > -;- . Deci, obtinem pentru z valorile posibile z = (-2— 3 14] :

84 se rezolve ecuatiile (exercitiile 1—11):

1. a) 5= =125; d)256% = 0,2; g) 67% = 1296;

b) 4% = 1024; o) 258 = 32; h) 3% = /3.

1

¢) 9% = —; {) 8% = 16;

; 729 ' )
-

x -3 D x x —
2. a) [i) :(3] . h) (i -(3 =27 () 3w — g, d) 2e-6x—25 = 16)/2;
9 2 3 8 64

e) al®2 (=3 =1 [a > 0, a #1).

8. a) 5% + 5%H1 = 8750; b) 7% — 71 = 6; ¢) 3% 4 32 4 373 =13;
d) 732 4 4 - 771 = 347; e) g | 5-8%1 — 7-3% + 21 = 0.
5_:

4. a) VFF —gu QVFHL p) YR YR ) 15V[0,25} 4 ollaHt

ot

g = _ ,.5f>

b. a) 5% — 5% — 600 = 0;

h) 9% — 3% — 6 =.0; g) + 4= 03
c] 4% 4 2%+l = 80); h) 2 - 25% = 10% + 4%,
d) 3* 4+ 9% — 810 = 0; i) 34X L9198 — 5. 6F;

. D (Va2 - (Vs—2/3) —=.

AAtE T T
6.2)3:-25=2-3% b)7-2%=75-3% ¢) MU*=17%; d)a®*=ba>0, b>0, a#b);
< ) 62EH — 904 . g

7..a) lgxz=1lg2;b) lgae = —lg2;c) logs(z — 1) = log;(z* — = — 16);

3 .

21g x
lg(5z — &)
8. a) 10gxq(a® — 5z + 7) = 1; h) logx2 — logxd = 2; c) logxz(z + 8) = log (x* + 1).

9. a) élg"‘x:%——%lgz; b) 31g¥(z?) —lgz —1=0; ¢) 21g*z") —31gz—1=0;
¢

d) 4 log2sz — 7 logstiz + 7 = 0.

10, 58 % _ glex—1 _ qloxtl slgxwl.

= = i) 4rs
11. Vlogzy 2z + logxﬂ/ 2z + log. V_f + logx v—; =




12, S se rezolve sistemele de ecuatii:

a) { ad + yt = 641, b) 9%+y — 799,
3“{4"4»2]5{3;:‘2; ; 3&-10—1:1;
= { Tz — y =90, a) a¥ — y% =0,
lgz+lgy =3; 2% — 4¥ = 0;
o Jzv=10, N
BV = 4: f) = a:!"
y = .

18. S4 se rezolve inecuatiile:
a) lg(z® —3) > lg(z +38); b)lgtz—2lgz—8 < 0; e} (0,25 < (—

14, S se rezolve inecuatiile: ‘
a) loga(9 — 2%) > 3 — z;

.

b) 1g 2 + 1g (452 4+ 9) < 1 4 Ig (25~ + 1).
16. 54 se rezolve inecuatia

3% 4 4% > 5%,
16. Sd se rezolve si si se discute dup# valorile parametrului e, inecuatiile:

a) logax — log,, oz + loge z = —3';
g A

b) loga = 4 logalz + 5) + logg 0,02 < 0,

gl

Il ) Inductie matematicd. Combinatorica
§ 1. Inductia matematici

1.1. Notiunile de deductie si inductie

Propozitiile (in sensul logicii matematice) pot fi clasate in propozifii generale
si propozifit particulare. Astfel, propozitiile: In orice triunghi suma mésurilor
unghiurilor sale este egald cu 180°“, | Orice numir a cédrui ultimi cifra este 0 sau 5
este divizibil cu 5%, care au un caracter general, sint propozitii generale. Insd pro-
pozitiile: ,Suma mdsurilor unghiurilor triunghjului A BC este egalda cu 180°¢,
..Numerele 1980 si 1985 sint divizibile cu 5“ sint propozitii particulare, de fapt sint,
respectiv, cazuri particulare ale propozitiilor generale de mai inainte.

Procedeul prin care din propozitii generale se obtin propozifii particulare se
numeste deducfre.

~ Una dintre trisiturile caracteristice matematicii i altor gtiinfe (de exemplu,
mecanicii teoretice, fizicii teoretice, lingvisticii matematice) este construcjia deductivd
a teoriei, prin care toate afirmatiile decurg, apelind la deductie, din citeva principii
de bazd numite axiome. ,

Dar deductia nu este singura metodd de rationament gtiintific. In acelasi
timp cu aceasta, in matematici se trece adesea de la propozitii particulare la pro-
pozitii generale, adicd se fac rationamente inductive.

Prin inducfie se intelege o metodd de rationament care conduce de la propo-
zitii particulare la o oarecare propozitie generald.

S4 dam citeva exemple: ‘

1. S& calculim sumele succesive de numere naturale impare: 1, 1 -+ 3,
1 4+34+5"14+34+54+7 1434+5-+7+9 Obtinem, respectiv, numerele
1 =12 4 = 22 9 = 32, 16 = 4%, 25 = 5% Observdm cid in toate cazurile consi-
derate suma este egald cu patratul numéarului termenilor sumei. In mod natural, se
poate presupune cd aceastd proprietate ar putea si aiba loc pentru orice astfel de
sumd (avind oricit de multi termeni). Presupunerea (ipoteza) noastrd se poate
formula astfel: Pentru orice numdr natural n > 1, are loc egalitatea:

gl . B =R (1)

Astfel cele cinei cazuri particulare ne-au sugerat o ipotezd care, dupd cum
vom arata in continuare la punctul 1.2, este adevdrata.

2. Fie trinomul
flz) = 2® + « + 41.
Inlocuind pe z cu numerele naturale n = 0, 1, 2, 3, 4, 5, obtinem:

F(0) = 41, f(1) = 43, f(2) = 47, f(3) = 53, f(4) = 61, f(5) = 7.
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Observam c¢id toate wvalorile trinomului obtinute mai inainte sint numere
prime. Se poate emite ipoteza ci valoarea trinomului f(x) este numér prim péntru
orice numdr natural z. Totusi, aceastd ipotezi este falsd, deoarece, de exemplu

f(40) = 402 - 40 4 41 = 4O(40 + 1) + 41 — 41(40 + 1) — 412,

eare nu este numér prim. De fapt, 2 = 40 este primul numér natural pentru care
f(z) nu este prim.

3. Matematicianul francez Pierre Fermat (1601 —1665) considerind numerele:
22 1 1=8, 22 +1=5 2® +1=17, 2® +1=257, 2% 1 1—65537,
care sint numere prime; a tras concluzia cd pentru orice numdr natural n numérul
22" 41 este prim. El nu a reusit s verifice dacii pentru n = 5, numérul 22° 4 1 —
= 4 294 967 297 este sau nu este prim.

Insd, matematicianul si fizicianul elvetian Leonard Euler (1707—1783) a
aratat ci acest numdér, nu este prim, mai precis: '

925 4 1 = 641 x 6700 417.

Ulterior s-au gasit si alte valori ale lui n, n = 6, 7, 8, 9, 11, 12, 18, 23,
36, 38, 73, pentru care numirul 22" 4 1 nu este prim.

4. Matematicianul polonez Waclaw Sierpinski (1882—1969) a emis ipoteza
cd numirul 991r® 4 1 nu dé patrate perfecte pentru n natural. Aceasta s-a dovedit
a fi falsd, cel mai mic numar natural n pentru care se obline pétrat perfect fiind
un numdir format din 29 de cifre.

5. Din mica teoremd a lui Fermat (aplicatie, pet. 3.2, § 3 din acest capitol)
rezultd cdl dacd p > 3 este un numdar prim, atunci 271 — 1 se divide cu p. Totusi
oricare ar fi numarul prim p < 1000, 27' — 1 nu se divide cu p2 De aici ar putea
urma ¢d, in general, pentru nici un numar prim p, numérul 227 — 1 nu se divide
cu p? Totusi s-a ardtat cd 2199371 — 1 ge divide cu 10932

Exemplele de mai sus arald cil aceeasi metodd de rationament conduce in
unele cazuri la propozitii adevirate, iar in altele la propozitii false. Deoarece prin
aceastd metodd concluzia se trage dupi congiderarea citorva exemple, si nu a
tuturor cazurilor posibile, aceastd metodd de rationament se numegte inducfie
incompleld. :

Inductia incompletd, dupid cum am viazut, nu conduce mereu la propozitii
adevdrate, dar este folositdare, deoarece permite sd se formuleze o presupunere,
care dupd aceea poate fi confirmala sau infirmata, )

Citeodatad insd, o astfel de metoda de rationament poate s condued, studiind
un numar finit de cazuri, la epuizarea tuturor posibilitdtilor. Iatd doud exemple
in acest sens: '

1. Sa se demonstreze ca fiecare numdr natural par n, unde 4 < n < 20,
se poate scrie ca suma a doud numere prime (care pot fi si egale).

Pentru demonstralie sd considerdm fiecare din numerele pare cuprinse
intre 4 g1 20. Avem: 4 =2 1. 2,6 =3 4 3, 8 =38 4-5,10—=3 7, 12=5 L+ 7,
14 =7+7 16 =511, 18 =711, 20 = 7 4-18:

2. S se demonstreze cd pentru orice poliedru regulat este indeplinitd relatia
V — M 4 F = 2, unde V este numaérul virfurilor, M este numérul muchiilor, iar I
este nurmndirul fetelor.

Pentru demonstratie, este suficienl sia consideram numai cinei  cazuri, si
anume: tetraedru, octoedru, cub, dodecaedru, icosaedru, deoarece nu existd alte
poliedre regulate. Pentru aceste cinci cazuri afirmatia se verifica direct, deoarece
pentru tetraedru: V =4, M =6, F = 4; pentru octoedru: V =6, M =12,
F = 8; pentru cub: V = 8 M = 12, F = 6; pentru dodecaedru: V = 20, M =30;
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F = 12; pentru icosaedru: V = 12, M = 30, F = 20. Intr-adevér, pentru toate
cele cinci poliedre avem: V — M + F = 2. ) 5

O astfel de metod# de raionament, in care concluzia rezultd pe baza cer-
cetdrii tuturor cazurilor, se numeste inducfic compleld.

1.2. Metoda inducgiei matematice

Inductia completa are un domeniu restrins de aplicabilitate in matematica.
De reguld, propozitiile matematice se referd la o multime infinitd de elemente
(de ‘exemplu, multimea numerelor n_aturale, multimea n.nnmrelc:r prime, multimea
poliedrelor s.a.m.d.) si nu este posibil de considerat, pe rind, toate aceste elemente.
Existd insd o rpetodd de a rationa, care inlocuieste analiza, de altfel 1mposrb_11 due
realizat in practicd, a unei multimi infinite de cazuri cu demonstrarea lfaptuluqa cd,
dac# o propozitie este adeviratd intr-un caz, atunci ea se dovedeste a fi adevirata
si in cazul care succede acestuia. O astfel de metodi de rajionament se numegte
inducjie matemalicd. . Ele o ‘

Sé reluim presupunerea (ipoteza) facutd in paragraful precedent: Pentru
orice numdr natural n = 1 are loc egalitatea:

14+3454.. +(2n—1)=n2 (1)

—_

S& notim cu P(n) égalitatea (1), pentru numérul natural n. Atunei, faptul”

cd P(1), P(2), P(3), P(4), P(5) sint adevdrate, inseamnd cé egalitatea (‘1)‘are loe
respectiv pentrun =1, n = 2,n =3, n = 4,n = 5, dupd cum s-a ardtat in para-
graful precedent.

Intrucit P(5) este adevarata: 1 4+ 3 + 5 4 7 -+ 9 = 5% avem

1 +34+54+74+9+11=542:54+1=(5+1)?2=6%

adicd este adevaratd P(6). $
Astfel, am demonstrat cid dacid P(5) este adeviratd, rezultid cd este ade-
varatd P(6).
S demonstrim, in acelagi mod, cd pentru un numir natural oarecare k 2> 1,
avem P(k) = P(k + 1). ?
Aceasta inseamnd cd din egalitatea
, Lok 3 s b (O — 4) = &
sd rezulte egalitatea
14345+ ...+ @ +1H=(k+1)2
Intr-adevir,
14345 4.t @—D4@k+D=043+5F..+ @1+
4 (2 1) = B 4 2k + 1= (k 4+ 1)%.
Astfel, egalitatea P(n) este adevdrata pentru n = i, iar din faptul cd ea
este adeviratd pentrun = £, rezulti cd ea este adevirata sipentrun = & + 1.
Atunci P(1) = P(2), deoarece 2 = 1 + 15 P(2) = P(3), deoarece 3 = 2 + 1;
P(3) = P(4), deoarece 4 = 3 + 1; P(4) = P(5), deoarece 5 = 4 + 1 s:a.m.d.

Pare natural cd in modul acesta se poate ajunge pind la orice numar n,
adicd P(n) este adeviratd pentru orice n > 1: deci rationamentul facut pare con-
vingator. Acest rationament este riguros din punct de vedere matematic, deoarece

este un caz particular al unui principiu de baza al matematicl, numit principiul

inductiei matematice (primul principiu de inductic ).
* Acesta se formuleazd astfel:




Dacd o propozijie P(n), n fiind un numdr natural, este adevdratd pentru n =.0,
st, din aceea cd ea este adevdratd pentru n — k (unde k este un numdr natural oare-
care) rezultd cd ea este adevdratd si pentru numdrul natural n = k 4 1, atunct propo-
zifia P(n) este adevdratd pentru orice numdr natural n.

In aritmetic se pune in evidentd cd principiul inductiei matematice consti-
tuie una din axiomele de bazi ale aritmeticii numerelor naturale, avind numeroase
aplicatii. Acest principiu ne di metoda de demonstratie numitd metoda inducfie
matematice. ,

Fie P(n) o propozitie care depinde de un numdr natural n > m, m fiind un
numdr natural fizat. :

Demonstragia prin metoda inducfiei matematice a propozifie P(n), constd din
doud etape:

1°. Se verificd mai intii cd P(m) este adevdratd,

2° Se presupune cd P(k) este adeviratd si se demonstreazd cd P(k + 1) este
adeedratd, k fiind un numdr natural > m (adica P(k) = P(k + 1), k > m).

Daca ambele etape ale demonstrapiel sint verificate, alunci propozifia P(n)
este adevdrald pentru orice numdr natural n > m.

Intuitiv, aceastd metodd de demonstrafie se justifici astfel:

Din P(m) adeviratd si P(k) = P(k + 1), pentru orice k > m, rezultd
P(m + 1) adevirata (k = m); apoi luind &k = m + 1 se obtine cd P(m -+ 2) este
adeviratd s.a.m.d. Rationind ,din aproape in aproape® deducem cé& propozitia
P(n) este adevératd pentru orice numir natural n > m.

Metoda inductiei matematice arati ci egalitatea (1) ete adevdratd pentru
orice numar natural n > 1, deoarece ea este adevirati pentru m = 1, si din P(k)
rezultd P(k 4 1), pentru &k > 1.

Observatii

1) Dacd se cere sd demonstrdm ci propozitia P(n) este adeviratd pentru
orice n = m, m fiind un numar natural fixat, prima etapd a demonstratiei prin
inductie matematicd constd in verificarea faptului ci P(n) este adevdratd pentru
n = m si nu pentru alt numéir natural. Este posibil ca pentru numerele naturale
mai mici decit m propozitia si fie falsi, sau sd nu aibi sens.

2) Cele doud etape ale demonstratiei prin metoda inductiel matematice sint
la fel de importante. In paragraful precedent, considerind exemplul f(z) = 22 +
+ @ + 41, ne-am convins cd o propozitie poate fi adeviratd pentru un numaér de
cazuri particulare, nefiind adevirata in general. Acest exemplu arata cit de impor-
tanta esle etapa a doua a demonstratiei prin inductie matematica.

Nu inseamnd ca prima etapd este mai putin importantd decit a doua. Iatd un
exemplu care arati la ce concluzie absurdd se poate ajunge, dacd se omite prima
etapd a demonstratiei prin inductie matematica.

Sd considerdam propozitia P(n):

Orice numér natural n este egal cu succesorul sdu®.

Sd presupunem cid P(k) este adeviratd, & fiind un numir natural adici
ke =k +1. Adunind 1 la fiecare membru al egalititii k = &k 4+ 1, rezultd
k+1=1Fk+ 2, adick P(k + 1) este adevirati. Etapa a doua a demonstratiei
a fost efectuata, totusi propozitia nu este adevirat. Intr-adevir, pentru n = 0,
P(n) nu este adeviratd, deoarece O # 1, si deci prima etapd a demonstratiei prin
inductie matematicd ne spune ci P(n) este falsa.

Metoda inductiei matematice are o largi utilizare in matematics. Ea poate fi
folosita la calcularea de sume si produse, la demonstrarea unor egalitati gi inegalititi,
in probleme de divizibilitate a numerelor. Vom da citeva exemple in care utilizim
metoda inductiei matematice.
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Exemple
1) 8id se calculeze suma
1 1 1 1
e L S
1-2+2-3 34 n(n + 1)

pentru orice numér natural n > 1. : .
Solugie. Notim aceasti sumi cu S,. Ca si stabilim expresia sumei Sy, calculim suma in

citeva cazuri particulare: §;, Sa, 83, Sy . -
Considerind aceste numere formulim ipoteza i dupd aceea pentru demonstrarea ei folo-

sim metoda inductiei matematice.

1 1
ST

1 i 44 v 4 1 9
5 b =S —_— =5 t—=— At — =—;
B T TR T L
\_,

1 1 1 | B e
Bt Do =N T AL R
st p i T et e

1 1 1 1 > &%

o byt i f . A s e L =,

$o0 " 53 B &ivh Gl b G~k &

Cercetind aceste sume observim eid numiritorul este indicele sumei cdutate, iar numito-
rul este succesorul siu. In acest mod, formulim urmitoarea ipotezii:
Pentru orice numiir natural » > 1, are loc egalitatea:
1 n ;
1 1 Sl ) ¢ (2)
nin 4 1) n+1
84 notdm cu P(n) egalitatea (2), pentru numérul natural n. Demonstrdm cd P(r) este
adeviratd prin metoda inducliei matematice. :

1° P(1) este adeviiratd, deoarece §; =—i = 7 :: e
2° Demonstrim cd P(k) = Pk + 1): i
S 1 ik
Sha = 5 bkl
1 k i e k4 2k EHTE .
=t IR Rl (kr DR+ G+ Dk+2)
RN fosk= i
T

Ambele etape ale demonstrajiei prin meloda inducfiei matemalice sint verificate. Prin
urmare egalitatea (2) este demonstratid si deci '
; 1 n
1 il B -
1:2 98 3k n(n 4+ 1) n+1

pentru orice numar natural n > 1. . \
2) S# se demonstreze cd pentru orice n > 1, avem
i 1 1 1 1 S 1 ) (3)

1 s ;. 1
3 -Z-I_ G 2n — 1 2n n -+ 1 n 4+ 2 ’211

o 1
2

Demonstratie. Notdm cu P(n) egalitatea (3), pentru numérul natural n.

L Y : A
1° Pentru n = 1, egalitilea (3) devine 1 — = = — si deci P(1) este adeviirald.

2° Demonstram cd P(k) = P(k + 1).
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Avem

. ST 1 1
Vo IR ST S L KSR e I S SE . S 1 ,
R ok ~1 * 9% k+1+"'+2k ()
BE S AP e et h el M e iy, TS
2 3 4 2k —1 2k 2k 4+ 1 2(k+1)
o 1 1 1
= + ot — 4 -+ ¢ 3
k+2 2k 2k +4+1 2k +1) 137
Sciizind membru cu membru, prima egalitate din a doua, objinem egalitatea
1 Ll 1 1

%k+1  2(k+1) . 2k+1 T 2kt 2 kA
care este evident adeviraty.
Inseamni cA daci este adevirata egalitatea (3’) atunci este adeviiraty si egalitatea (3”). Conform
C

me;miﬂi induciei matematice rezultd ci egalitatea (1) este indeplinitd pentru orice num#r natural
e :

3) Sd se demonstreze cf dacl r > —1 inegalitatea
A4+ >1 4+ nz (4)
este adeviiratd, oricare ar {i numirul natural n.*
. Demonstrafie. S& notiim cu P(n) inegalitatea (%), pentru numirul natural n,
1n J“-’cntru n=20,avem (14 z)°=1 4 0z = 1, deci P(0) este adevirati.
2° 54 demonstram P(k) = P(k -+ 1). o
TI_lmuItlm ambii membri ai inegalitdfii (1 + 22> 14+ kz cu 1 + 2. Cum 1 4+ z > 0
semnul inegalitilii nu se schimbi, deci: y ’
(L+ z)k1 > (1 + ko){d + 2) =1 + ka + x + kad,
Deoarece kz* 2 0, cu atit mai mult avem:
‘ (1+a:)k+1>1+A'x+.1:='l+(k+1).-r.
Deci
(14 a)*t > 1 4 [k + 1)a.
Conform metodei inducliei matematice rezultit incgalilatea (4), pentru orice numir natural,
4) S se demonstreze cd n® — n se divide cu 3, pentru orice numar natural n.
Demonstratie. Notam cu P(n) propozitia: d, = n® — n se divide cu 3.
Deoarece dy = 0 — 0 = 0, atunci pentru n = 0, dy se divide cu 3, adici P(0) este ade:
virali.
3 Si demonstram P(k) = P(k + 1), adicit din: dj se divide cu 3, si rezulte ci djyq se divide
cu 3.
Intr-adevir,
drpy = [k +1P° = A+ 1) =+ 3 + 3k +1— h—1 =K — k4 (2 + k) =
= dr + 3(k* + k). \
-(‘)hservﬁfn il dpyy este o sumidt de doi termeni. Primul termen al acestei sume se divide
cu 3: 1‘:u' al doilea termen este evident divizibil cu 3. Prin urmare, fiecare termen al sumei dyy,
s¢ divide cu 3, de unde si dyyy se divide eu 2. Propozifia este demonstrati.

5) Si se demonstreze cd numirul lunctiilor definite pe o mullime cu n elemente intr-o
multime, cu m elemente esle mi.

. Demonsirafie, Pie A = {ay, as, ..., an} 51 B = {by, by, vy by} doud muljimi, avind
e ) LE aniN = ] i
n, respectiv m elemente. Sa aritdm cd numirul functiilor definite pe A, cu valori in B este m™.
Demonstram prin meloda induclicl matematice, dupit n. Fie P(n) alirmalia: Numirul functiilor
delinite pe 0 mullime cu 2 elemente intr-o multime cu m elemenle este m?.

* llnegulitatea (4) se numeste. inegalitatea lui Bernoulli; lacob Bernoulli {1654—1705)
matemalician elvelian,
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1° P(1) este adevidiratd, deoarece evident de la o mulfime cu un element intr-o mul-
time cu m elemente sint m = m! funcfii. Fiecare astfel de funcfie duce unicul element al mul-
{imii 4 intr-unul din cele m elemente ale multimii B.

2° S ardtim cd P(k) = P(k + 1). Fie muliimea 4 = {uy, ap, ..., ak+;} cu k 4+ 1 elemen-
te. S4 consideram A’ = 4 — {aps} = {ai, ag, ..., ap}. Cum P{k) este adevarali rezultd ca
numdrual functiilor definite pe 4’ cu valori in B este mt. Dacid f: A"— B este o funclie
oarecare, atunci definim fi: A — B, 1 <i<m, prin filaj) = [(aj) pentru 1< j<k si
fi(ak+;) = b, unde 1 < i < m. Asadar pentru orice funclie de la A’ la B se oblin m functii
de 1a A la B. Mai malt, toate functiile de la 4 la B sint de acest tip. Deci numérul functiilor
de la A la B este mk + m = mk+', Conform metodei inductiei matematice afirmalia este demon-
stratd.

1.3. O variantd a metodel inducgiei matematice

Fie A ¢ N o submultime nevidd a multimii numerelor naturale. Spunem cé a
din A este un prim element (sau un cel mai mic element ) al multimii A, dacd a < =z
pentru orice z din A.

Dém in continuare o proprietate importanta a multimii numerelor naturale,
care se demonstreazd cu ajutorul inductiei matematice,

Teorema 1.3.1. (proprietatea de buni ordonare a multimii numerelor naturale).
' Orice submulgime nevidd a multimii numerelor naturale are un.
prim element.

Demonstratie. Fie A ¢ N o submultime nevidi. Dacd 0e 4, atunci 0 este

primul element al siu. Dacdl 0 & A, lie M mul{imea numerelor naturale n, astfel incit n < a,
oricare ar iz = 4. Bvident, 0 € M sidaci € A, atunciz + 1 & M. Deei M ==N. Vom ariita
cdexistd un numir naturale & M astlelincita + 1 @ M. intr-adeviir, presupunem prin absurd
¢l pentru oricare k e M avem k + 1 M.

Fie propozitia P(n) : Dacii n € N, atunci n & M.

Deoarece 0 & M, rezultd P(0) adevirati.

Mai mult, P(k) = P(k -+ 1), deoarece dupa presupunerea prin ahsurd, daci ke M
atunci k+1 € M.

Conform metodei inductici matematice, rezultd M = N, contradiclie. Deci ‘existd
a e M astfel incit ¢ 4 1 & M. Aritim cd o este numirul cdutat, intr-adevir a < @, pentru
orice z = 4. Mali mult, @ € A; in caz contrar, a < z peniru orice z € 4 §i deci a 41 < z,
pentru orice x € A. Asadar a + 1 € M, contradiclie.

Proprietatea multimii numerelor naturale de a fi bine ordonaté sta la baza
celui de al doilea principiu de inducfie matematicd. Acest principiu este echivalent
cu primul principiu de inductie, insa, uneori este mai oportun pentru unele demo-
stratii.

El se formuleaza astfel:

Daci o propozitie P(n), n fiind un numdr natural, este adevdratd pentrun = 0 si,
din faptul cd ea este adevdratd pentru toate numerele n < k, rezultd cd ea este adevdratd
st pentru n'= k, atunct P(n) este adevdrata pentru orice numdr natural n.

Demonstrafie. Fie M submultimea multimii N a numerelor naturale
pentru care P(n) este falsi. Dacdl aceastdi submultime este nevidd, atunci ea are
un prim element k. Acest numir nu poate s fie 0, deoarece P(0) este adevirata.
Deci k& > 0. Cum k este cel mai mic numdr pentru care P(k) este falsa, atunci pentru

* Textele insemnate cu o barii la marginea paginii sint facultative.
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orice n << k, P(n) este adeviratd, si din ipotezd, rezultd ci P(n) este adeviratd gi ' e 1) (2n +-1) |
pentru n = k. Deci P(k) este in acelagi timp si falsi si adeviratd, contradictie. _ 4n(2n —

: % . 1y S d) 2 4+ 62+ ...+ (hn — 2)2 = :
Deci neapdrat multimea A este vidd. Asadar nu existd numere naturale pentru 8
care P(n) este falsd, adicid P(n) este adevirati pentru orice numar natural n. ! . ; nin + 1) 12
Acest principiu std la baza unei variante a metodei de demonstrafie prin inducfie e) 1°+ 254+ 3+ ... 4+.n¥= {——-—2 ] ;
matematicd. ' \ B ok g
: s ; o 43 3 — 1)% = n¥(2n* — 1);
Fie P(n) o propozifie care depinde de un numdir natural n > m, m fiuind un £) 13 + 3 +5° + ... +12n — 1)* = n¥(2n )
« numdr natural fizat. nin + 1) (n+4 2)
A ; : s T L e : ) B B RS S e D S e e e
; Demonstrafia prin aceastd variantd a metoder inducfiel matematice a propozifiel 3
. P(n) constd din: ' . i n(n+41) (n +2) (n+3),
1° Se verificd mai intiv cd P(m) este adevdratd. h)1:2-3+2:3: 44+ ... +nn+1)(rn+2) = 4 ;
2° Se presupune ci P(l) este adevdratd pentru orice I, unde m < I < k, §i se >
demonstreaza ca P(k) este adevdratd. ) 15427 +3:10 4+ ... 4 nl3n +1) =n(n +1)%
Daca ambele etape ale demonstrafiei sint verificate, atunci propozilia P(n) este _ o, e 2R+ 1)
.. adevdratd pentru orice numdr natural n = m. ' J) 45— 20 g — 0L L o [—1)imint = (1) G
Exemplu. 84 se demonstreze ci orice numir natural n = 2, ori este numdr prim', 2, S se demonstreze cii:
ori se descompune in prodvsul unui numér finit de numere prime, 1 1 1 : 1 n
Sl o ; : ; : A _— . — v F ] = ;
et r:'i(Ar;untlrn cd numirul natural p > 2 se numesgte prim daci nu are alti divizori in alari a) A 25 T = 7410 = (3n — 2) (3n + 1) 3n 41
»l P
Demonstratie. Folosim metoda inducliei matematice (varianta a doua). Notim b) 1 i < A S clL gy it 1 - = 1 ;
cu P(n) propozilia: Numirul n > 2, ori este prim, ori este produs de numere prime. 105 G995 (4nt— 3) (4n +- 1) 0
1* P(2) este adeviratd, deoarece n = 2 este numir prim. 12 92 32 n? Dl A .
} 2° S84 presupunem ci P(I) este adeviiratd pentru orice I, 2 <1 < k, si sd demonstrim c) 3 iy 3. 5+ 5.7 t oot (2n —1) (2n4+1) 9241’
cit P(k) este adeviratd. Intr-adevir, fie numdrul natural k. Dac k este numar prim rezultd c ‘ A 5 < e e
P(k) este adeviiratd. Dacdi k nu este numdr prim, atunci k = ab, unde 2 < a, b < k. Dupd presu- d) 1 + 2 MBS it . P
punerea noastrd P(a) i P(b) sint adevirate, adicd a $i b ori sint prime, ori se descompun in T T (2n — 1)(2n + 1)(20 + 3)  2(2n 4 1) (20 +3)
. . g . i ) 3 3 A ~
])r?dllse de numere prime. At:unm este clar dcl k .a!'; se dcscnrr‘lpune in produs de numere pmmg, : AT A S Sty ;
adicd P(k) este adevirati. Conform metodei inducliei matematice rezulty c P(n) este adevaratd g 1
pentru orice numéir natural n > 2. a) T e ) 7 e 2 : i 1
. : ; : S AEE 1z — 6) (70 +1 n
Observafie. Am remarcal mai inainte ¢d la baza celui de-al doilea principiu de e i S i
induclie matematicd, care de altfel este echivalent cu primul, std proprietatea mulfimii numerelor 1 1 4 1 + + 1 4 1 .l ¢
nalurale de a {i bine ordonati. Astlel, acest principiu poate [i extins si la alte multimi de numere ‘ b) AR i g-12  12-16 Gnltn +4) 16(n 1) 16
bine ordonate. sl
De exemplu: 4. 84 se demonstreze ci:
1) O multime finitd este bine ordonati. 1 a) dacd n > 5, atunci 2" > n®;
2) Dacil m este un numir intreg oarecare, mul{imea numerelor intregi, x, £ > m, este bine b) daci n > 10, atunci 2% > n®
SIONAG: : ‘I inegalitdtile urmiloare:
Dacd 4 este o mulfime bine ordonatd, putem aplica metoda inductiei matematice pentru DR Re e MO SOOI . '
. . . | G
demonstrarea unei proprietiti P{z), z = A. w a) 1 5 Top A e > 2 , pentru n > 2;
; n41 n 4+ 2 2n 24
Exercitii b) 1 T L e S < 1, pentru orice numir natural n > 1:
. n—+1 n+ 2 In 4 1
1. Fol?sind metoda iﬂd].lcﬁ.e'i matematice, si se demonstreze cii pentru orice numir natural ] g 2n—1 = 1 _, pentru orice n > 1 |
n, sint adevirate egalititile: _ a9 St g In L 2n
n{n 4 1) 1 ! 1 = .
Al4+2434.. +p=—="1L, e _1__+_=_]..,,,+—_<2[/:1.pentrura2z.
; 2 d) V'n + 73t =
' | - | : s +tie ic? il
BY A% 0 g il i) : ' 6. Sa se calculezé suma urmitoare si apoi si se demonstreze prin inductie matemalicd formula
. giisitd: !
. : ‘ 3 __ g 9 .91 3:3+..4+n-ni,
n)1-+32+52+...+(2n—1}-‘=n—1‘"3 1; ! S AL it
unde n! =1-2:3-... 'n.
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7. 84 se demonstreze ci pentru n > 2 este adeviratd inegalitatea:

lay + da -k ... Fan| < Jay | + |as] ...+ | anl.
8, Si se calculeze produsul urmitor si apoi si se demonstreze prin inductie matematici formula

gasita:
IS R 1 1

9. 54 se demonstreze prin metoda inducliei matematice inegalitatea
(inegalitatea lui Cauchy-Buniakovski -Sehwarz) :

g 2 !
(a1 + af + ... +-an) (8] + b2 + ... + b2) > (asby + obs + ... + anba),
unde a; ay, ..., an, by, bs, ..., b, sint numere reale oarecare.

10. S se demonstreze e pentru orice numir natural n, avem:
a) n' - 11n este divizibil cu 6:
h) 7% — 1 este divizibil cu 63
e) 6°7~1 4 1 este divizibil ¢u 7;
d) 10" 4 18n — 98 este divizibil cu 27;
e) 9"+ — 8pn — 9 este divizibil cu 16;

o

f) 7°® — 1 este divizibil cu 48.

§ 2. Elemente de combinatori

t

In practicd, adesea, se ajunge la problema de-a alege dintr-o multime oarecare
de obiecte submul{imi de elemente care posedd anumite proprietiti, de a dispune
elementele uneia sau ale mai multor multimi intr-o anumita ordine s.a.m.d. De
asemenea, poate apdrea problema determindrii, numarului tuturor submultimilor
unei multimi, constituite dupd anumite reguli. '

Pentru cd in astfel de probleme este vorba de anumite combinatii de obiecte,
ele se numesc probleme combinatorii. Domeniul matematicii in care se studiazi
astfel de probleme se numeste combinatoricd. Combinatorica poate fi consideratd
ca o parte a teoriei multimilor, orice problemd de combinatorica putind fi redusi la
0 problemi despre multimi finite si aplicatii. . :

. Aceastdl ramurd a matematicii are mare importantd pentru teoria probabili-
titilor, ciberneticd, logica matematicd, teoria numerelor, precum si pentru alte
ramuri ale stiintei gi tehnicii. In continuare, vom face cunostint cu unele probleimne

i

simple de combinatorici.
In cuprinsul acestui capitol avem de-a facé numai cu multimi finite.

2.1. Mulgimi ordonate

_ Seconsiderd adesea multimi ale ciiror elemente sint aranjate intr-o ordine deter-
minatd. Dp exemplu, alfabetul este o mul{ime ale ciirei elemente (litere) sint date
Intr-0 anumitd ordine. Astfel cele 27 de litere ale alfabetului romanesc sint aranjate,
de obicei, in urmitoarea ordine: @ este prima (nu urmeazi dupd alta literd), 4 este
a doua (urmeazid dupa prima), b este a treia (urmeazi dupé a doua) g.a.m.d. pind
la z care este ultima (dupi care nu mai urmeazd nici o literd). Elementele aceleiagi
multimi se pot da gi'intr-o altd ordine. De exemplu, este posibil ca literele alfabe-
tului si fie aranjate intr-o ordine inversd celei dintii, astfel ; prima literd si fie soco-
titd z, a doua sa fie z, y.a.m.d. pind la ultima, a 27-a literd, a. Sint, evident, si alte
moduri de aranjare 4 literelor alfabetului.
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Spunem cd o mul{ime impreund cu o ordine bine determinatd de dispuncre a
elementelor sale este o mulfime ordonatd. Mai precis:

Fie A o multime (finitd) care are n elemente. Multimea A se numesgte ordonata
dacd fiecirui element al siu i se asociazd un anumit numar de la 1 la n, numit
rangul_elementului, astfel incit la elemente diferite ale lui 4 corespund numere
diferite. :

Aceastd asociere exprimd, mai exact, tocmai ordinea elementelor multimii 4.
Astfel, ordinea este urméitoarea: elementul céruia i se asociazé numarul 1, elementul
cdruia 1 se asociazd numdrul 2, ..., elementul céruia i se asociaza numaérul n.

Observam c# orice multime finitd poate deveni o multime ordonati, adica
ge poate ordona. Aceastd ordine se poate da, pur si simplu, numerotind elementele
multimii. Mul{imea ordonatd obtinutd o notdm cu (a,, a,, ..., a,), unde ordinea
elementelor este datd de indici.

O multime ordonatd este caracterizatd prin elementele din care este formatd §t.
prin ordinea in care sint considerate acestea. !

In consecintd, doud multimi ordonate sint diferite dacd ele se deosebesc fie
prin elementele din care sint formate, fie prin ordinea lor.

In exemplul de mai sus am consideral, asadar, doud multimi ordonate diferite.

Un alt exemplu de multimi ordonate diferite este urmétorul: (1, 2, 3) si (2, 1,3).
Multimile au aceleagi eleménte, dar ordinea in care elementele sint dispuse este
diferitd in cele doud mul{imi. Astfel, in prima multime 1 este pe primul loc, 2 pe
locul al doilea, iar 3 pe locul al treilea, in timp ce, in a doua multime 2 este pe
primul loe, 1 pe al doilea, iar 3 pe al treilea. :

2.2. Permutiri

Fie A o multime (finitd) cu n elemente. Aceastd mul{ime se poate ordopa
In mai multe moduri. Se oblin, astfel, mul{imi ordonate diferite, care se deosebesc
intre ele numai prin ordinea elementelor, Fiecare din mulfimile ordonate care se
formeazd cu cele n elemente ale mulfimii A, se numeste permutare a acester mulfimi.

Se mai spune cd este 0 permutare a elementelor sale sau, incd, o permutare de
n elemente.

Numaérul permutérilor de n elemente se noteazd cu P, si se citeste ,,permutéri
de n“. Avem: :

1. O mul{ime cu un singur element poate fi ordonatd intr-un singur mod,
degl Py— 1.

2. O multime cu doud elemente 4 = {a, b} poate fi ordonatd in doud moduri.
Se obtin doud permutdri:

(a, b) 81 (b, a).

Deci Py=2 =12,

3. Fie & multime cu trei elemente A = {a, b, ¢}. Permutérile acestei mulfimi
sint: (@, &, ¢), (a, ¢, b), (b, a, ¢), (b, ¢, a), (¢, a, b), (¢, ], a).

Rezultda Py =6 =1-2+3.

Ne propunem, in continuare, si gisim numdérul permutdrilor unei multimi
date, adicd numirul modurilor in care poate si fie ordonatd o mul{ime datd.

Pentru produsul primelor n numere naturale nenule se folosegte, de obicei,
notatia n! care se citegte ,n factorial®:

MRS e TR o 11

In ceea ce privegte numirul permutdrilor, avem:

Teorema2.2.1. Oricare ar fi n > 1, numir natural, P, = nl (‘i)




Demonstrajie. Vom demonstra teorema prin metoda inductiei mate-

matice. S notdm cu P(n) egalitatea (1).

1° P(1) este adeviratd, deoarece am observat mai inainte cd P, =1 = 11.

2° S& ardtdm cid P(k) = Pk + 1).
Sé ordondm in toate modurile posibile o mul{ime cu %k 4 1 elemente. Oricare din
cele % + 1 elemente ale multimii poate ocupa ultimul loc, al (k 4 1)-lea. Se obtin
astfel k 4+ 1 moduri diferite de a ocupa ultimul loc. S& considerdm unul din ele, in
care un element ales al mul{imii va avea rangul % - 1. Elefentele rémase, care
sint in numdr de k, trebuie si ocupe primele / locuri, iar aceasta se poate face in P,
moduri diferite. Se obtin, agadar, (k + 1)P, moduri de a ordona o mul{ime care are
k + 1 elemente. Deci Py, = (k + 1)P,. Dar cum P(k) este adeviratd, avem P, = k|
de unde P,,, = (k + 1)k! = (k + 1)!. Conform metodei inductiei matematice
teorema este demonstrata.

Convenim sd considerdm cd multimea vidd poate fi ordonatd intr-un singur
mod adicd P, = 1. Deci, definim 0! = 1.

Ezemple

1) 84 dim in tabelul urmtor valorile lui n!, pentru 1 < n < 10
n n! n n!
1 1 6 720
2 2 7 5 040
3 6 8 40 320
4 24 9 362 880
5 120 10 3 628 800

2) Cite numere diferite se pot forma din.cifrele:
0 4520 358,00, 657, 8,19
astfel ca orice numir si confin¥ toate cifrele si doar o singurdl dali fiecare cifri?

Solupie. Din numirul mullimilor ordonate care au ca elemente cele 10 cifre trebuie si
sciidem pe cele care au pe primul loc cifra 0.

Deci oblinem ;
10! —91=9-9'=1-2-3+4-5:6-7-8-9%=:3265920
numere. ‘

3) in cite moduri poate fi ordonatii mul{imea {1, 2, 3,..., 2n} astfel incit fiecare numér
par s# aibd rang par?

Solutie. Fiind n locuri de rang par, rezulti cd numerele pare de Ia 1 la 2n, care sint
tot in numir de n. se pot aseza pe locuri de rang par in n! moduri. Fiecirui astfel de mod de
aranjare a numerelor pare i1 corespund n! moduri de aranjare a numerelor impare pe locuri de
rang impar. De aceca numdrul total al permutdrilor de tipul cerut este egal cu n! - n!l = (n!)%

»

2.3. Aranjamente

1. Fie datd o multime 4 cu n elemente. Dacd m < n, atunci se pot forma
diferite mul{imi ordonate cu cite m elemente fiecare, in care intrd numai elemente
ale mul{imii A. De exemplu, din elementele multimii {a, b, ¢, d} se pot constitui
12 multimi ordonate, avind cite doud elemente fiecare:

(a, b), (a, ¢), (a, d),
(b, a), (b ¢), (b, d),
(¢, a), (e, ), (¢, d),
(d, @), (d;b), (d,¢).

44

Multimile ordonate care se formeazi cu elementele unei submultimi oarecare
a unei mul{imi finite A, se numesc submuljimi ordonate ale lui A, sau aranjamente.
Mai precis: Shem :

Daci A este o muljime cu n elemente, atunci submul{imile ordonate ale lut A,
ac'ind\fiecare cite k elemente, unde 0 < k < n, se numesc aranjamente de n elemente
luate cite k. _
Observam cd doud aranjamente de n elemente luate cite k se deosebesc prin natura
elementelor ori prin ordinea lor. Numirul aranjamentelor de n elemente luate cite &
se noteazd Al si se citeste ,aranjamente de n luate cite k*.

Din exemplul de mai inainte rezulti:

A3 =12

Ne propunem, in continuare, si gésim o formuld pentru calculul numaérului Ak,

Observdm cd Al = n. ey

Intr-adevir, un element din cele n elemente poate fi ales in n moduri, 1ar cu
acest element ales se formeazd o singurd multime ordonatd.

Formula care exprima Al in functie de 7 si %, este datd de urmdtoarea teoremd. -

Teorema 2.3.1.  Daci ksin sint numere naturale astfel incit 0 < k < n, atunci:
At =np(n—1)(n—2)..(n—k +1). 1)

‘ o Qx R CWERC BN kE1l
Demonstrafie. Si considerdm mai intii 0 < k& < n sisa ardtdm A" =

— (n — k)AL, Intr-adevir ca si repartizim oricare k + 1 elemente, luate din n

-elemente date, pe k& + 1 locuri, se pot lua mai intii oricare k elemente si aranja pe .
primele k& locuri. Aceasta se poate face in A}, moduri. In fiecare din aceste cazuri -

rémin (n — k) elemente. Oricare din aceste elemente se poate pune pe al (k -+ 1)-lea
loc. Astfel, in fiecare din cele A¥ moduri de aranjare a elémentelor pe primele k
locuri, obtinem (n — k) posibilitdti prin care al (£ - 1)-lea loc este ocupat tll‘e unul
din cele (n — k) elemente rdmase. Prin urmare, avem A§*! = (n — k)45,

Avind in vedere cd AL = n, deducem succesiv:
A2 =n(n—1), A} =n(n — 1)(n — 2),
’ Ak =nn—1)n—2)..(n —k+1).

S4 dam o altd forma formulei (1). Produsul n(n — 1) ... (n — k + 1) se poate
scrie sub forma:
nin—1)..n—k+NHn—F%k..2-1

?

(n —k)..2-1
.n! 2
adicd sub forma ——— . Deci i
(n —k)!
| H! " 2
Pentru £ = 0 formula (2) da
: A=,

Acest lucru este adevirat, deoarece orice multime contine mulfimea vidd, despre
care am convenit s-o considerdm ordonatd intr-un singur mod.

Pentru k& = n formula (2) di L
Ag o n! = P?l‘

Asadar formulele (1) si (2) sint adevirate pentru orice k, astfel incit 0 < & < n.
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Ezemple

1) in cite moduri pot (i asezali & elevi pe 25 de locuri?
Solutie. Numdrul cintat este egal cu
Ag_,: 25+ 24 - 23 - 22 = 303 600.

2) Cite numere naturale nenule diferite se pot forma cu cifrele 0, 1, 2, 3, 4, daci in fie-
care astfel de numir, orice cifrd intra cel mull o dati.

Solutie. Cu 5 cifre se pot forma A5 =51 aranjamente diferite. Dar aranjamentele care
. 3 4 = A
incep cu 0, in numir de Aj, dau numere de 4 cifre. Asadar sint

J\s—-\1*5‘1 3:21—4:3-2:1=096
numere cu 5 citre. Numidrul numerelor cu 4 cifre care se pot forma cu cifrele 0, 1, 2, 3, 4, este
A & ,
egal cu Ag, din care scidem numirul aranjamentlelor care fncep cu 0, care este egal cu
3 : STy
A%. Deci numere cu 4 cifre sint in numir de
1 B 9.
Ay — Ay =5 4+3-2—4:3:2=96.
in mod analog, numirul numerelor diferile de 3 cifre, 2 cilre si o cifrd va [i respectiv:
3 9 2 1 ek
As — Af = 48, A5 — Ay =16 i 4.

Deci se pot forma 260 numere.

2. Aplicatie la numdrul functiilor injective si bijective
S5& notam Ny, = {1, 2,..... 1}

Sé presupunem cd B u;lo o multime cu n elemente (m < n). Atunci fiecdrei
functii injective f : N,, — B ii unespumlt—* o submultime ordonatd a lui B, care
este formatd din elementele b, = f(1), by =Ff(2), ..., b,, =f(m) (toate aceste elemente
sint diferite intre ele, dupd injectivitatea functiei f). Invers, fiecare submultime
ordonata, avind m elemente a lui B, definegte o functie injectiva f de la Ny 1o B,
prin care f(k) = by.

Este clar ¢d in loc de IV, se poale lua orice multime 4 cu m elemente

Astlel, numdrul funcfitlor injective definite pe o multime A cu m elemente cu
palori intr-o multime B cu n elemente (m < n), este egal cu numdrul submuliimilor
ordonate, avind cile m elemente, ale lui B, adicd cu AR

Daci m = n, adici A st B au acelagi numdr n de elemente, atunct orice fune-
fie f + A— B care este injeclivd, este neapdrat bijectivd.

Ramine de ardtat cil f este surjectivd. Sd presupunem prin-absurd cé f nu este
surjectivi. Deoarece f este injectiva, adici la elemente diferite din mul’glmea A
corespund prin f elemente diferite din multimea B rezultd cd multimea f(A) =
= {f(z)l z & A} are n elemente. Deoarece f nu este qur‘_]ectwa, existd un element
b € B astfel 1nmt f(a) # b pentru orice a. & A. Deci b & f(A) si astfelf A) are mai
putin de n elemente; contradictie. Aceasta contradictie aratd cd [ este neapdrat
surjectivii. Deci f esLe injectiva gi surjectiva, adica leecha

Avind in vedere cele de mai inainte, rezultd cid numdrul funcjiilor bijective
definite pe o muljime A cu n clemente cu V(H'Orl intr-o mulfime B tot cu n elemente
este egal cu Al = Py, adicd nl.

In particular, daci A4 = B rezultd cd numdirul functiilor bijective definite pe
‘o multime cu n elemente cu valori in ea insdsi este egal cu numdérul permutérilor
mull“lmu A, adicd P, =nl.

Din acest moliv, de obicei, o functie bijectivd definitd pe o multime cu valori
in ea insdsi se numeste permutare a acestei multimi,
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2.4. Combiniri

1. Fiemultimea A = {a, b, ¢} si sit considerdm toate submultimile sale. Acestea
sint:

1) multimea vidd: 9;

2) submultimi avind fiecare cite un element: {a}, {b} {c};

3) submultimi avind fiecare cite doud elemente: }a, b}, {a, ¢}, {b, c};

4) multimea totald: {a, b, c}.

Asadar multimea A = {a, b, ¢} are opt submultimi, dintre care: trei sub-
multimi cu cite un element, trei submultimi cu cite doui elemmite o submultime
cu trei elemente si multlmea vida.

In continuare vom rezolva urmitoarea problema: |

Fiind datd o mult{ime finitd cu n elemente) sd se calculeze! numérul submul-
timilor sale avind fiecare cite & elemente.

Daci A este o mulfime cu n elemente, atunct submuljimile lui A avind fiecare
cite k elemente, unde 0 < L < n, se numese combiniri de n elemente luate eite /.
Numarul combingrilor de n elemente luate cite £ se noteaza CE si se citeste
,combindri de n luate cite k%,

Din exemplul de mai inainte rezulti:

s = 1ote=Jd. 08 =3 031,

iar C§ 4+ C! 4 C} + C} = 8 = 23 (acesta este numirul tuturor submul{imilor
mult,xmn {a b, c}

Ne propunem in continuare si gisim o formuld pentru calculul numirului Ch.

Ohservam cd C = 1 deosrece fiecare multime A are numai o submultime
férd nici un element gi anume multimea vida. Apm Ch = n deoarece o multime
cu n elemente A = {al, 1 e a,!} are exact n submul{imi cu un smgu: element,
adicd submultimile de forma {a,}, {a,}, ..., {@,}. Formula care exprimi C% in functie
de n si k, este datd de urméatoarea Leorema.

Teorema?2. 4.1. Dacd k si n sint numere naturale, astfel incit 0 € k < n, atunci

= n! =n(n.— Al (n.ﬁk—}—’l}. )
kl(n'— k)! k!

Demonstratie. Fie A o mulfime cu n elemente. Sa considerdm toate
submultimile multimii A care au k elemente. Ordoniim fiecare dintre aceste submul-
timi in toate modurile posibile. Obtinem astfel, toate submultimile ordonate ale
lui A, care au cite & elemente. Numdrul lor, (lupd cum gbim, este 1\";, Dar cum
numarul tuturor submultimilor lui A avind & elemente este egdl Gu CF, iar fiecare
din acestea se pot ordona in P, moduri, rezultd c& A% = C!.P,. Din aceastd
eghlitate rezultd ca -

.\k

C” — £ n

k

!
Inlocuind in aceastd formuld expresiile A% = ( n‘f)l' P, = k!, obtinem
n—K
ck nl
" kln — k)

ceea ce se mai poate scrie: |
Ck. alne— A i — k== 1)

k!

% Numdirul C.:'; se mai noteazi (’,‘,)




De exemplu, N
+ 24 22322
oy = 222 S8 L o5 a3 90— 19650,
B
Exemple
1) In cite moduri se poate alciitui din 9 persoane o comisie formatd din 5 membri?
Solutie. Pentru a avea toate cazurile posibile trebuie sd considerim toate submulfimile
formate din cite 5 elemente, ale unei mul{imi formate din 9 elemente. Numiirul ciutat este
Q& gl T
Cg ) __._._6__5_,
1-2:3:4-5

i

= 126.

2) La un turneu de sah au participat n sahisti, si liecare 2 gahisti s-au intilnit o dati.
Cite partide s-au jucat in turneu?

+ Solurie. Numirul partidelor este egal cu numirul submulfimilor formate din cite doui
elemente ale unei multimi cu n elemente, adicit

nin — 1)

=X

~2
(‘n et

3) Si se giseascd numdirul diagonalelor unui poligon convex cu n laturi.

Solutie. Virturile poligonului formeazi o multime de n puncte in plan, necoliniare cite 3.
Numirul diagonalelor i al laturilor poligonului este egal en numirul submul{imilor lormate din
cite doud elemente ale unei mullimi ¢u n elemente, adica

nin — 1)
)

92
Cn =
Scizind cele n laturi din acest numir, oblinem:

nin — 1) Y s n{n — 3)

- ’
2 2

care reprezintd numirul diagonalelor unui poligon conex cu n laturi.
4) Incite puncte se intersecteazi diagonalele unui poligon convex cu n laturi, daci oricare
trei dintre ele nu sint concurente? i
Solugre. Fiecdrui punct de intersectie a doud diagonale ii corespund 4 virfuri ale poligo-
nului, iar la oricare 4 virfuri ale poligonului le corespunde un punct de intersectie (punctul de
intersectie al diagonalelor patrulateruluicu virfurile in cele 4 puncte). De aceea numdrul tuturor
punclelor de interseclie este egal cu numirul posibilitdtilor de a alege 4 virfuri din cele n virfuri,
adici: ; :
4 nin — 1) (n — 2) (n — 3) nin — 1) (n— 2) (n — 3)
Cn= = :
1934 24

2. Citeva proprietifi ale numerelor Cj, J

Numerele C% au o serie de proprietiiti importante. Ele exprima diferite relatii
intre submultimile unei multimi. Aceste proprietdti se pot demonstra direct din
formula pentru C%. Mai instructive sint insd demonstratiile bazate pe rationamente
cu multimi.

1° Formula combindrilor complementare. Dacd O < k < n, atunct esle adepd-
ratd egalitaiea:

& =G ' (1)

Demonstrajie. Cu ajutorul formulel pentru Ct avem

|
ke n! n! e

T R k)! Tip— B)n—(n—k)
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Sensul acestei afirmatii este urméatorul. Fie A o multime cu n elemente.
Fieciirei submultimi X cu k elemente a lui A ii asociem o submultime bine deter-
minati, cu (n — k) elemente, a multimii A, si anume CX (complementara lui X).
Prin aceastd asociere, unei submultimi cu (n — k) elemente ii corespunde o singurd
submultime cu & elemente. Agadar, numérul submul{imilor cu & elemente ale lui A
este egal cu numirul submultimilor sale cu (n — k) elemente. Aceastd afirmatie
se exprimi, de altfel, prin egalitatea (1).

2° Pentru orice numdr natural n = 0 este adepdratd egalitatea

C+C+CG+ .. +C=2" (2)

Demonstrajie. Suma din membrul sting al egalititii reprezintd tocmai
numirul tuturor submultimilor unei multimi cu n elemente. Egalitatea (2) rezultd
din teorema urmétoare:

Teorema 2.4 2. Numirul tuturor submulgimilor unei mulgimi formate din n ele-
mente este egal cu 2" .

Demonstrajie. Vom aplica metoda inductiei matematice. S notdm cu
P(n) afirmatia teoremei. ] )

1) Afirmatia P(n) este adeviiratd pentru n =0, deoarece multimea vida
are o singurd submultime si anume ea insisi. _

2) S& demonstrim cit P(k) = P(k + 1), adicd din aceea cd o multime formata
din % elemente are 2% submultimi rezultd cd o multime formatd din & + 1 elemente
are 2" submultimi.

Fie o multime B formatd din % + 1 elemente:

B = {bll b21 »eay bki bk+1}
si fie urméitoarea submultime a lui B:
B‘ = .{b.l‘ bz, seey bk}'

Cum- P(k) este adeviratd, rezultd cid B’ are 2* submultimi. Din fiecare st_lbmul-
time a lui B’ se obtine 0 noud submulfime a lui B prin addugarea _elementu]m b1,
deci se obtin astfel, incd 2" submultimi ale lui B. In total sint deci 2" 4 Dz PRTL
submultimi ale multimii B. Conform metodei inductiei matematice teorema este
demonstrata. .

3°. Formula de recurenjd pentru calculul numdrului de combindri. Pentru orice k
st n astfel incit O < k < n, este adevdratd egalitatea:

a1+ Gt (3)
Demonstrafie. Cu ajutorul formulei pentru C, avem
Ch — (n —1)! :(nt NHl(n —k)
kln — k—1)! klin — k)!
Gt =11 _ (a1

k—Dln—k)! Kn—~!"

Inlocuind aceste valori in partea din dreapta a formulei (3), obtinem

K by m=Dln—k , =D (-l —Fk+k _
.Cﬂ—1+cﬂ—1'__ kl(n-—-k)l kl(n—-k)l\ k](n_k)[
i | NS
" kln — k)! &

Egalitatea (3) este demonstrata.
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Sit ddm o alti demonstrafie formulei (3) ficind un rationament cu mul{imi. 84 conside- b vertioals. el aseba AT Futubor Sceator Dopraites Y
r.s‘minn element oa.recare a al unei multimi 4, formatd din n elemente si toate su}:mulpml_le mul- ‘ este egal cu numirui tuturor posibilitsfilor prin care = : M, Al
timii 4, formate din cite kelemente. Numirul acestor submultimi este egal cu CL. Submultimile din n segmente se pot alege k segmente orizontale, l Mk,
¢u k elemente ale lui A le imp#rfim in doud clase (disjuncte): submul{imi care confin pe a si dics C* M
’ a - — — —_— 2
submullimi care nu confin pe e. Numirul submultimilor din prima clasd este egal cu C’,:Z{, R:mamﬁm ¢ n este suma coordonatelor punc- I
deoarece [iecare astfel de submultime se obfine prin adfugarea elementului a 1a o submultime oare- tului M. - L —
care cu (k — 1) elemente, a mulfimii 4. Numirul submultimilor din a doua clasi este egal cu S-ar putea considera numirul posibilititilor de |
B4 (lmmrec.e fiecare asifel de submulfime este o submultime cu k elemente, a mulfimii alegere a (n — k) segmente verticale din cele n segmen- ™ 2 ‘u
A — {a}. Deci: i i i grul Cj *. . N
¥ o el te si atunci objine numirul Cy —— -
—! n— a1t - P . iR ’
A . J s " Astfel, am stabilit geometric formula combind-
4° Triunghiul lui Pascal*. Formula (3) a punctului precedent permite s ; Je n—h
rilor complementare: Cp = Cyu ™

calculim CF, stiind Cf_, si Ck=1. Cu ajutorul ei se pot calcula succesiv numerele G,
mai intii pentru n = 0, ‘apoi pentru n = 1, pentru n = 2 g.a.m.d. Valorile nume- .
relor C* le scriem sub forma unui tabel triunghiular care se numeste triunghiul

lut Pascal:

‘81 demonstrim in acelagi fel formula de recurenti Fig. 11.2

pentru caleulul numirului de combindri. i e
84 considerim refeaua din fizura [[.2, pe care figurdm punctele M;(k —

si Mg{k, n— k—1).

, n— k)

1 b i ar 2 Rezultd cd numirul tuturor deumurilor minima'e -care unese 0(0, 0), cu M{k, n — -k) X
1 "9 9 2 ; 92 este CF. Toate aceste drumuri le impdrlim in douit clase (disjuncte): drum}.mvru.re l.}'[fC P“.“
1o B3 n=3 | punectul M, si drumari care trec prin punctul M., Cum suma coordonatelor l[e(:;:‘.rlllzl.lllll Ll n:
SR 6 R T ' tele M, si M;este n — 1 rezultd ci numirul d rumurilor care trec prin Myeste Cpq, 1ar numid-
S L (- n=>5 rul drumurilor care trec prin M, este i1, de unde rezultd

k Ie h—1 E
C:: = unp-1 = Cn—l'

Inlinia a (n - 1)-a a tabelului sint agezate in ordine numerele Bl 4 I
Avem Cj = Cp = 1, iar numerele rimase se calculeazi cu ajutorul formulei de
recurenta.

Intrucit numerele Ck=4 si Ck_, sint dispuse in acest tabel in linia precedenti
celei in-care se giseste CF, la stinga i la dreapta acestuia, atunci pentru a obtine CK

adunam numerele din linia precedentd care se giisesc la stinga gi la dreapta sa. De

exemplu, numdrul 10 din linia a gasea se ob{ine adunind numerele 4 si 6 - din linia

precedenta. .
8. O interpretare geometricd pentru numerele o} f
Fie numerele naturale / 5in astfel incit 0 < k < n. In continare se va-da o interpretare

Permutiri
1. Din elementele mulfimii 4 4 se formeze toate permutirile posibile, dacit:

a) 4 = {2}; ¢) A={= B vh
d) A = {6, b, ¢, d}.

geomelricd interesantd a numirnlni Cﬁ. ; ) {,, :
Fie planul 20y si punctul M(k, n — k). Notdm cu M’ si M”, punctele de coordonate 2. Si se simplilice expresiile:

(k, 0), respectiv (0, n — k). Realizim refeaua din figura 11.1, cu pitrate de laturd 1 (adicd, un 9131 ‘ n! (n — 8! i 1 (e
caroiajaldreptunghiului OM’MM” cu pitrate dé latury 1), Acestea sint in numir de k- (n — k). a) 614+ 715 b)9l—8l; ¢ 2101 ; n—2)1’ % in— 5)’ nl (n+2)!
Virfurile celor k- (n — k) pitrate se numesc '
nodurile retelei. Numim drum pe refea o linie 8. 94 se rezolve ecualiile: ‘
[rintd care uneste doud noduri oarecare ale re- i | 1901 1 1 n®
Miknkr | teleiyieste formatd din laturi succesive ale pa- a) L L O 925 h) LA S e = e
B W L el o A : j 7l (n—4&)! (n—2)! nl (n+1)1 (n+2)!
| | i i L tratelor refelei. : |
! ﬂl" = e T—1 Se phos problema dc'atgrminéru Dy 4, Si se rezolve inecuatiile: |
| [ . ‘ rului drumurilor pe refea minimale (cele mai 2!
‘ 1+t seurte) care unesc punctul 0(0, 0) cu punctul al =1 .y, R L oy hon,
’ | } - ] Mk = Bl _ (2 ay (n-}-'l)l'n-k-ﬂ}
» Ll f (k, ) ;
| ! ] oy maamn am } Se observd cd un drum pe ref,ea minimal, 6. 1n cite moduri se pot aseza pe un raft patru cir}i? . |
fe J ‘ ! ‘ ——1 CATO ytteL i ORI Rl forfnat e ?c+ L 6. Un tren de persoane are zece vagoane. fn cite moduri pot fi asezale vagoanele pentru for- |
il ’ l l ‘ — k) = n segmente (de lungime 1), dintre care S s Usnitit )
| | ] - . ; . o, i Y > ! . " ; il s srela 4. 9, ¢ "'n:; |
T T Tkl lt. BREMER om.zontzfle L s.egment_e b 7. in cite moduri poate fi ordonatd multimea {1, 2,..., n}, astlel ca numers 84,8, 3, siusten
o ticale. leumurile diferd intre ele doar prin or- \] Tastnd siin ordine cresoatoars? o
Fig. 1.1 dinea de succesiune a segmentelor orizontale 5. Fis dats o multime A ou m elementesi o multime B cu n elemente. SK se giiseascil numarul,

* Blaise Pascal (1623—1662), matemalician [rancez. tie din A, iar ultimul 84 fie din B. AN B = B.
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de permutiri al mulfimii 4 U B, astfel incit primul element al unei astfel de permulisi sa
|




9. Cite elemente trebuie s& contind o multime, astfel incit numdrul permutérilor acestei mul~

timi s fie cuprins intre 500 si 1 000?

10. Din ¢ifrele 0, 1, 2, 3, 4, ')' se formeazi toale numerele cu sase cifre astfel incit in fiecare
numir si nu fie cifre identice. Cite numere se pot obline?

11. In cite moduri pot fi asezate n persoane la o masi circulard?

Aranjamente

12. Sd se scrie toale aranjamentele de cite & elemente ale mulfimii {u, b, ¢, , e}.
3. Cite numere naturale nenule. diferite se pot forma cu cilrele 0, 1, 2, 3, daci in fiecare astfel
~ de numdr, orice cifrd intrd cel mult o dati.

ik

14. O grupd de studenli trebuie si programeze patru examene in timp de opt zile. In cile
moduri se poate face aceasta? Dar daci ultimul examen’'se va da in mod obligatoriu in ziua

a opta?

.

16, Cei treizeci elevi ai unei clase au schimbat fotografii intre ei. Cite [otografii au fost nece-
sare?

16. Bi se calculeze:

Ie+3 k+2

2y Ant 4n ) Anth + Ant o) L2 1)L45,
45 ! AN A Ay (2n—k) 1 -
17. Bd se afle n, dacd:
5 4 A a8 In 4+ 2)|
E‘\ An = 184n s; ¢ b\ —_— == 109 C] k_: 132
An Antn — k)1

18. Stiind el numirul aranjamentelor de n elemente luate cite k este egal cu de p ori numirul
aranjamentelor de n elemente luate cite & — 2, si se giiseasci n.

Combiniiri

19, B4 se serie toate submultimile mul{imii A i sd se giseascil numdgrul lor, daci:
a) A = {3, 4}; b) 4 = {= B, ¥, 8}.

20, In cite moduri, din 80 elevi, poate [i ales un comitet format din 3 elevi?

21. Fiind date n puncie, astfel incit oricare trei dintre ele nu sint coliniare, si se giseascH
numirul dreptelor care se pot duce unind punctele doui cite doud.

22, Cite numere de cite patru cifre se pot forma astlel incit in fiecare numr o cifri si fie mai

- myare decit precedenta? Dar daci fiecare cifrd este mai micd decit precedenta?

28. Inplansintdate n puncte,din care in alard de k puncte caresintsituate pe aceeasi dreapti,
oricare trei puncte nu sint coliniare. Se cere si se afle:
a) Prin cite drepte se pot uni aceste puncte?
b) Cite trionghiuri diferite, cu virfurile in aceste puncle, existi?

24..1n cite moduri se pot forma echipe din cite 4 elevi i un profesor, daci sint 20 de elevi si
3 profesori?

[}
=

. Lia 9 clase trebuie repartizali 3- profesori de matematicd [ieciruia repartizindu-i-se cite 3
clase. 1n cile nioduri se poate face repartizarea?

26. 54 se calculeze:

Tl K1 .
a) Co; At Cn:H: > e) C:i—é,
b) Cigs d) Co0 + CHo; 1l ol o+ B

27. Si se afle n, daci:
S5n(n — 3 g
a) C:{ = ‘%; c) Cﬁ:ﬂ—ﬁl) == 5Ain+7=

d) Chis = 5A%4e-

b) Ch + Ch=nin—2);
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28. So d4 o milfime A care are n elemente. Impir{im toate submultimile lui_A in clase (dis-
juncte), punind in aceeasi clasd toate submiultimile lui A care au acelagi numir de cle-
mente. Care din aceste clase este cea mai numeroasd?

29, Si se rezolve inecualiile:
; Je— T
a) Cg < (‘?.; (‘) (,2‘0 L << (Caps
hk—2 ke
b} Gl d) Cig* > Cis-
80. Si se rezolve sistemele de ecualii: _
n—1 k

k—1
: oCn_s + =
[Aﬁmg”l AT
= ‘ b) -
Y — scytt 22 eyl k—1
6Cy = HC% xcﬁ_ﬁ 1R Yy =
o= n—1

81. Si se deduci egalititile:
a) Cf = Chg + 2CK=3 + CA=di
R R L LT om
o} OV ehp Ol 4 ... £1C50 = G

2. Din 11 persoafe, dintre care 7 birbali si & femei, se formeazi o delegaie alcituitd din 5 por-
soane dintre care cel pufin doud femei. in cite moduri se poate forma aceasti delegat}e?

3.1. Binomul lui Newton

Dacd a si b sint numere, sint bine cunoscute formulele:
(@ + b} =a+b,
(a + b): = a? + 2ab + b,
(a + b)® = a® + 3a% -+ 3ab?* + b

De asemenea, se calculeazd fird dificultate

(@ 1+ b)* = (a + b)Xa + b) si (a + b)® = (2 + b)¥a + b)°
si se obtine ,
: ’ (@ + b)* = at + ha% + 6a%? + 4ab® + b4,
(a + b)5 = a® + Ha'h + 10a%? +- 10a%h® + 5ab* 4 bS.
Observam ci, coeficientii din membrii din dreapta ai acestor formule sint

egali cu numerele din linia corespunzétoare a triunghiului lui Pascal (vezi §2,
pet. 2.4). : 3 e ;
) Vom ardta cd pentru orice numar natural n este adevarata formula

(@ + by = Coa™ + CLa"b + ... + CPa™ ™™ + ... 4 Cb", A1)

care se numeste formula lui Newton*. Membrul drept al egalitdtii (1) se numegte

dezvoltarea binomulut la putere. _ -0 ‘
Vom demonstra formula (1) prin metoda inductiei matematice.

Notam cu P(n) egalitatea (1), pentru un n dat.

* Isaac Newton, matematician si fizician englez a triit intre anii 1643—1727.




1) P(1) este adeviiratd, deoarece
(e +'0) =a+'b=Cla -} Clb.

2) Rédmine si ardtdm cd pentru orice numdér natural &k > 1, avem P(k) =
Fie deci adevarata P(k), adica :
(@ + b)k = Cla* 4 Cla*1p + ... + CRa¥™p™ + ... + Chpr.
S& aritdm cd este adeviratd P(k + 1). Intr-adévér, avem

(@ 4+ b)*1 = (a + b)*(a + b) = (CRa* 4 Cia*™b + ... 4 CFa* ™™ 4
+ ... + Ckb*) (@ + b) = Cla**! 4 Clatb + ... + Ctigh-mpmtr | L
‘4 Chabk 4 Clakb + ... + CPa™pm+1 4 ., 4 Cp-labt 4 ClbPH =
= CRa**! 4 (C} 4- CRlaPb + ... + (C 4 CPHY)ampmHL | |, 4
L (Cﬁ_l L Cﬁ)ab" A= C,';bkﬂ.

Deoarece

Cf =1 = Chisy CF + Ch = Chya oy OF + CFF = Rt .
o G o O = Gy O = 1.= G}
obfinem:
(a 4 )+t = G} 0"t 4+ Cly.a®d + ... + Citak-mpmtt 4 ..
o + Gk, ab® + CEELBRHL,

Folosind metoda inductiei matematice, urmeazi ci P(n) ete adevaratd pentru
orice numdr natural n > 1. Formula lui Newton este astfel demonstrata.

Ezemplu. (a + b)®= Ca® + Cha®h + C2a%® + C3a%? + Chab* + C5ab® 4+ C§b°. 4
Avem: ‘
T ST LR el s LR
1 12 213
Cé'= C§ = 15 (fiind combiniri complementare). .
cf.‘ = Cé = 6 (fiind combinfri complementare).
Deci: g

(@ + b)® = a® + 6a°b + 15a%b® + 20a%® + 15a%b? 4 6ab® 4 b°.

Coeficientii C3, CL, C2, ..., C? din formula lui Newton se numesc coeficienfi
binomuali. Acestia sint, evident, in numér de n 4 1. :

Asupra formulei lui Newton facem citeva observatii de bazi.

1. In dezvoltarea (a -+ b)*, dupd formula lui Newton, sint n 4+ 1 termeni
(numiirul termenilor fiind egal cu numérul coeficientilor binomiali C3, C}, C3,..., Ch).

2. In formula lui Newton exponentii puterilor lui @ descresc de la n la 0, iar
exponentii puterilor lui b cresc de la 0 la n. Suma exponentilor puterilor lui @ si b
in orice termen al dezvoltirii este egald cu n, adic este egald cu exponentul puterii
binomului. :

3. Coelicientii binomiali din dezvoltare egal depiirtati de termenii extremi ai
dezvoltdrii, sint egali intre ei, deoarece CJ}=Ci— (ftiind combindri complementare).

4. Dacé n este un numir par (adicd n = 2k), atunci coeficientul bhinomial
al termenului din mijloc al dezvoltérii (adic# C¥) este cel mai mare. Dacd n este
impar (adicd n = 2k - 1), atunci coeficientii binomiali ai celor doi termeni de la
mijloc sint egali intre ei (adicd Ck = CX*1) si sint cei mai mari.
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5. Termenul Cka™"pk, adicd al (k -+ 1)-lea termen din egalitatea (1), se
numeste termenul de rang & + 1 si se noteazd cu T),,. Asadar :

Tn'H-l = C':‘laﬂ—hbk1 k i 01 11 21 ey T

Terimenul T,,, se mai numeste termenul general al dezvoltarii, deoarece
dind lui & valori de la 0 la n, gisim toti termenii dezvoltérii.

De ezempin, T, = Cla™h? = Cla™ este primul termen, T, = Cja™'bh este
al doilea termen, T3 = C2a™2b? este al treilea termen ete. X . oy

Se poate stabili si o relatie de recurenta intre’ termenil succesivi -al dezvol-
taril (1). :
Avind in vedere cd

n—=k
G2
rezultd ca
- — k b n—Fbk b
— Ck+1an-h-1pk+1 — n Ck Mg = ot g oo T, s
Thye = Crtla b k—}—i-"a - T e 41
Deci
n—k b :
e = v —+ There (3)
7-’(1—2 k + 1 i h+1 4

O bservafic. Si se faci distinctie intre coeficientul unui termen al dezvol-
tirii dupi formula lui Newton si coeficientul binomial al acclutagt termen. De exemplu,
in dezvoltarea

(a + 2b)4 = a® + 8a%h + 24a2b? + 32ab® + 16b1

coeficientul celui de-al patrulea termen al dezvoltirii este 32, iar coeficientul sdu
binomial este C} = 4.

S4 dam in continuare citeva ezemple i aplicafii.
1) S4 se gizeascd termenul al cincilea al dezvoltdrii
: V7 + V™
Solutie. Termenul ciutat il gisim folosind formula (2)
T, = Ch(/ 21 4¥ %) = 2102° /2.

9) 81 se gdiseasci rangul termenului care contine pe - 27 din dezvollarea
.18

— 1
[V-I +- g V -’LJ
Sali-;}r'e. Scriem termenul general al dezvoltiirii

= 1 _A\h
TM-; —— Gifz(yx"")“ k (j I/‘r) .

o, : <o 1B/ TEYIZ-R 5N
Punem condifia cain Ty, si apard o7, adicd (/2%)*"(/ z)" = a7,

a(12—h) k
e 2012 — k k & o
Deciz P 2? = 47, de unde )'—{-—] + i care dd k = 6.

‘n ;
T — ;. , dacit coeficientul bino-
I/ 5z

3) 94 se determine al 12-lea termen al dezvoltarii (

mial al celui de-al treilea termen este egal cu 105.




Solupie. Coeficientul binomial al termenului al treilea este C2. Avem Ca=105, adic
Rin—")

T = 105, de unde ny; = 15 si ns = —14. Cum n este pozitiv, rezulti ¢4 n = 15. Deci
. 1 4 1 e AR [ -
Pee— [—1)”(_.};::“( ,J — fosx —_—= — 1-‘:’—112—M--—‘1- :c"=—gi§z"'.
I/ 5z 5%z L@ g <4 b d
4) Si se gliseascil rangul celui mai mare termen in dezvoltarea (1 - 0;4)200
Solufie. Dupd formula (3) rezultd Lhiin 400 = RA01 = el 18
| Tha  k+1 1 100k +1)
100 — &k e : 2
Avem ¢ ———— > 1 dac# si numai daci k< 8—=.
100k + 1) 11
Deci tr D zul Tk+2 . e 2 T,IH.-. . e
ecl pentru & < 8 rezultd > 1, 1ar pentru k29 rezultf ——— < 1. ‘Asadar termenii
Tk+1 Tk.H_

dezvoltirii crese pind la 7'y, si dup# aceea dvscre%, adicl Ty, este cel mai mare termen al dezvol-
tarii.

3.2. Aplicatii. Identitd¢i in calculul cu combiniri

Numerele Cp au o serie de proprietifi interesante. Indieim mai jos citeva dintre acestea
si stabilim o serie de identititi pe care le verificd coeficientii binomiali.
Amintim mai intii urm#toarele formule:

Ch AICEH, (1)
SO L B (2)
Cn A Cn hiber ot n = 2", (3’)

care au fos{ stabilite in paragraful 2.4 din acest capitol.
Observim cd egalitatea (3) se obtine evident si din formula binomului lui ’\Iewton,

(a + bj» = Cha™ + Cha™ b 4 CRan—2p 4 .. 4 CTn,

pentry a = =1,

Dacit in formula binomului lui Newton <e pune a = 1, b = —1, se obtine egalitatea:
B =0 Ok = o (=Aner Sy (4)
Pe baza egalititilor (3) si (4) rezulti '
(jt?.+c?,+c;‘;+...:(:,‘.+c¥, L pR T (5)

Deci, suma coefieientilor binomiali ai termentlor de rang impar este egald eu suma coeficien-
;r.'lor bonomiali ci termentlor de rang par.
Vom stabili in continuare alte citeva formule combinatorii importante. Uneori, pentru
demonstralia anumitor egalitidli este util si se aibdl in vedere interpretarea gegmetrici a numa-
.k . Sl - : :
rului Cp, care a fost datd in paragralul 2.% din acest capitol.

1. Sd se demonstreze ci

Cn = Chot+ Gimd + ... + Cf=] ' (6)

Demonstrafie. Folosind egalitatea (2), seriem girul urmitor de egalititi

o=y et

k Je—
Cnfl o Cn—'z I (-*n—2:

- —— _

Adunind membru cu membru aceste egalititi, dupd reducerea termenilor asemenea, ohlinem

egalitatea (6).
e fSé se demonstreze ci

CgC’:n Sr C;liC’rgm-l + o+ C’,;C?n = Cﬁ_‘_m. (7)
Demonstrafia 1. Toate submultimile cu k elemente ale mul{imii
A= {al! ey Oy Augqy oeey ﬂm}.

al ciror numir este C;:.[.m. le impédrtim in k41 clase Ty, T, ..., The, astlel: T este formati din
toate subm iltimile lui 4 cu k elemente, in componenfa cérora intrd exact ¢ elemente cu indici
< n. Fiecare submul{ime din clasa T'; se poate obtine, reunind o submul{ime oarecare cu i .ele-

mente a mulfimii {a,, ..., @y} cu o submulf{ime oarecare cu (k — i) elemente a multimii

{ant1, ...r ansm}. Deci, Ti este formatd din ChCh ' submulfimi. Cum Ty, Ta,..., The, sint

disjuncte doud cite doud, iar reuniunea tuturor este totalitatea submulfimilor, cu A elemente,
ale multimii A, rezultd

* Cﬁ-&-n. = i CLC:}TE r
=0 ?
Demonstrajia 2. S& considerim éga]itatea
(1 4 )™M + 2)™ = (1 + g)n+m,
Folosind formula binomului lui Newton, deducem coeficientul lui 2% din membrul deepl
al acestei egalititi cafiind C’;;H.,., iar coeficientul lui 2% din membrul sting al egalititii este
o H A TSR i o

Dup# cum se va argumenta in Capitolul IV al manualului, coeficientii lui z* din cei doi membri
sint egali, de unde rezulti egalitatea (7).
Dacd in (7), k = n = m §i {inem seama de formula (1), rezulti

(Cr)* + (CR)* + ... + (CR)? = CBa- (8)
3. 54 se demonstreze cd X -
C2+C?,+Cg+...=-;-(2ﬂ+2ros?] (9)
Demonstratie. Fie
=1 +il/3 on 2m
= T ey cos—ar--{—xqm 3

o réidécind cubicd complexd a unitdfii. Avem deci e® =1 sie® e 1 = 0.
Punind in formula binomului lui Newton @ =1, b =1, apoi a = 1, b = = si, in slirsit,
a =1, b = &%, obtinem:

% = G Gk Ca G5 - Ch + <o,
(4 e)momifl] Aa Ol ok £%C0 0 16 Ch v
4+ ) = (S + e2Ch 4+ eC2 + 3 4+ e2Ch o ..

Adunind, termen cu fermen, aceste trei egalititi si impédrtind la 3, obtinem in membrul drept
Cn+ Cat Gt ooy

iar in membrul sting
%[w—_ (1 + e + (1 + 7).

Tinind' seama de faptiﬂ ci




obtinem - |
-;_[271 A SN o (L SN = -;— [2“ + 2 cos E:;—T]-

de unde rezultd egalitatea (9).
Ldsdm ca exercifiu demonstrarea urmitoarelor doui egalititti:

C}.+C$+C$14-...=?:-[2"+2cos%]. (9%)
C?,+C?,+Cf‘,+...:%[2“+2005—h—;ﬂ5]. - 19%)

4, Aplicafie. ( Mica teoremé a lui Fermat). Dacii p este un numér natural prim, iar r un
numér natural oarecare, atunci n? — n se divide cu p.

Demonstrafie. Intr-adevir, pentru n = 0, alirmatia este adevirati. Sa presu-
punem kP — k divizibil cu p sisd demonstrim ci numarul (k' + 1)2 — (k + 1) este divizibil cu p.
Pentru acesta, considerim diferenta

Ue+ 1P = (k + 1) —
Dezvoltind dupd formula lui Newton (& + '1)1’. avem:
(k4 1)P — (k+1) — (kP — k) = (k4+1)P — kP — 4 —

(kP — K).

= CpAP—! + CEkP~2 4 ... + CB1p (1)
Insd pentru 1 < J < p avem:
epapli= ) o (p—j ol
1+0B0ar j

Intrucit numirul p este prim, el nu se divide cu nici unul din numerele 1, 2, ..., j de la

numitor. De aceea Cp se divide cu p pentru 1 < j < p. Dar atunci tofi termenii dm membrul
drept al egaliti}ii (1) se divid cu p si deci membrul sting se divide cu p. Dar cum am presupus
cfl kP — kse divide cu p, atunci si (k + 1)? — (k + 1) se divide cu p.

Conform metodei inductiei matematice rezultd ¢4 nP — n se divide cu p, pentru orice numir
natural n.

Observatie. Dacd p este un numir natural prim, iar n un numir natural care nu
este multiplu de p, atunci nP=* — 1 se divide cu p. Acest enunt este o variants sub care se intil-
neste adesea teorema de mai inainte.

Ezemple

~

1) Deoarece 17 este numir prim, atunci 19797 — 1979 se divide cu 17.

2) Deoarece 97 este numdr prim, iar 721 nu este multiplu de 97, atunci 721% — 1 se divide
cu 97.

3.3. Suma puterilor asemenea ale primelor n numere naturale

Fie k 2 1 un numir natural si si notdm cu
sp= 1k 4 2k 4 3k 4 . | ph,

In cele ce urmeazi ne propunem si evaluim aceastd sumi. Mai intii vom calcula citeva
sume particulare, cum sint §;, 83, Ss, care ne oferdi o idee de calcul pentru cazul general.

1. Se verilicd usor prin inductie matematicd urmiitoarea formuld care d4 suma pmmelor n
numere naturale

S;=14+24+8+..+n=

nin 4+ 1) . (1)
2

2, Sa ecalculim acum
Sp=12 4 9% gt L pt

adicd suma patratelor primelor n numere naturale.
S84 considerim formula
(a +1)=a*+ 3a® + 3a + 1
Ficind, succesiv, pe aegalcu 1, 2, 3, ..., n — 1, n, oblinem
28 =41 3:4*}3:1 4 1,
g9t B0l L g9y
4 — 3% + 3.83% 4 3. 3+1

= (rt—1]“+3(n-—1}2+3(n—1) + 1,
(r<+1)* = n® 4 8n®* + 3n + 1.
Adunind aceste relatii membru cu membru, dup# reducerea termenilor asemenea, se obline
(n+4P=14+3(1' 224 84 ... 4+n" +3(1 +24.84..4n) +nd,
sau i
i (n 4 1) =

de unde

1 4 885448, +n;

38y = (n + 1) — 38, — (n.+1).

Aceastd formuld ne di pe S, in funclie de ;. Dar dac inlocuim §; dat de formula (1),
dup# efectuarea calculelor, se obfine

nin + 1) (2n + 1) y (2)
6

Sy =

3. Pentru a afla pe .93,
Sy— A%~ 98 LIgA L L Ly
(suma cuburilor primelor n numere naturale) considerim lormula
(@ + 1)! = a* + 4a® + 6a® + 4a 4 1.
Fidcind, succesiv, pe a egal cu 1, 2, 3,...,
99 = 1% L 4 4% L 6042 L hd 4,
39 =920 4 420 4 6284 42+ 1,
G =30 43 63244341,

nt=(n— 1)+ 4n —1* 4 6(n — 1)® + &ln — 1) + 1,
(n 4+ 1)" = n! + 4n® 4 6n* 4+ 4n - 1.
Adunind aceste relalii membru ¢u membru, dupd reducerea termenilor asemenea, se obfine

(n+ 1) =1+ 483 + 652 + 45; + n,

n — 1, n obtinem

‘de unde : ‘

1!S3= (rr.—l—'l}“— ESQ—IASI’ U’t+ 1].

Aceast# formuld ne d& pe S in functie de §; si So. Inlocuind 8, si §; date de tormulele
(1) si (2), se obtine dupd electuarea calculelor

S [n(n~|~1)]2 (3)

= |——1"1 :
2

Observim cd S3 — Szf-

4. Calea prin care am gisit pe S, si S5 a {ost aceeasi. Ea poate [i urmati pentru gisirea Jui
Sk. in general.




Folosim formula

(a + 1)h+1 = aht! -+ C_é.l_..]_([k -+ C,E+1ah“‘ + C}?_Ha -+ Ugi%.
'

Fdcind, succesiv, pe a egal cu 1, 2, 3,...,n — 1, n oblinem
2Rt — 4kt  Chigtk + CELAR L CRt + R,
it = 9kt Chig2% + CRpa2h' 4.+ G2+ Chtl
g1 = 30t 4 Chig3k + CR4a3ht + .. + CR4aB + ChEL,
nhl = (n— 1) Chn — )R+ CRyaln — )R s & CEpatn — 1) + cHh
(r 4 1) = pbtt L Chyymh - CRegnk= 4 . o Clan 4 O
Adunfnd aceste relatii membru cu membru, dupd reducerea termenilor asemenea, se
obtine ‘
(n+ 1)M# = 1 4 Chy1Sk + CherShor+ .. 4 ChiSy + n. (4)
Aceasta este o formuld de recurenti, care dd pe Sk in funclie de toate sumele precedenle

Sl! Sa,....Sh‘_l.
84 determindm, de exemplu, pe §;. Pentru &k = 4, gisim:

{na 1> =14 4+ CiSy + C3Ss + C3S» + CES; + n.

Daci inlocuim pe 8y, Sz, S3, date de formulele (1), (2), (3), obtinem dupi electuarea calcu-
lelor:

nfn 4+ 1){2n 4 1)(3n® + 3n —1) (5)

s 1,
. 30

1. Si se dezvolte dupd [ormula lui Newton binoamele la putere:

¢) Wa—1)% e) (V3z+ 1V 79)%

a) (z* — a)b;

b) (a — b)%; d) (x+2)7; 1) (83¢z — 21/ )%
2, 8 se determine:
= A1
a) termenul al optulea al dezvoltirii (.a:‘ = -I—] ;
x

b) termenul al cincilea al dezvoltirii (V' 2a — |/ ab)7;

¢) termenul din mijloc al dezvoltarii (/= — 1/ )%

d) cei doi termeni din mijloc ai dezvoltarii (Vo — %)%
3. B4 se delermine:

a) termenul din dezvoltarea (|/z + y)° care il contine pe a?;

. TN : "
b) termenul din dezvoltarea | — -+ F care, il conline pe a;
3 a

\ -, 4
¢) termenul in care nu apare z din dezvoltarea (?/x & V:) :
T

9

)
@

o e
4, 84 se determine rangul termenului din dezvoltarea (vl/i_. 4 '\/V) , incare z si ¥
d Y

au puteri egale.
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54 se determine n, dac# in dezvoltarea (1 4+ z)? coelicientii lui z° si 2'* sint egali.
Citi termeni rafionali confine dezvoltarea (l/f-k |“/_3)1°°?

S

-3
.

— Y whes 1) : 4y 5%
In dezvoltarea [aya “+ 17] , suma coelicienlilor binomiali de rang par este egali cu
a

128. Sd se gdseascd termenul care confine pe a®

n
8. 54 se determine i, n, p astfel incit in dezvoltarea [x‘“ + i) , termenii de rang 12 si
P :

24 si contind pe z, respectiv z® si, mai mult, aceastd dezvoltare si aibd lermen liber.
9. 54 se giiseascd suma coelicientilor dezvoltdrii (72® — 61°)°.
10. 5S4 se giseascd rangul celui mai mare termen din dezvoltarea:

el .
ey omfTea]™.

2 2 4 4
11. 5% se demonstreze egalitd|ile:
& 1 gn+l g
a), CR = Gt ol ol — :
= O n41
ch . KCh gniich (1) —
b) k T e s e
) -+ 2 = 3. 1 A nt1 %4 ‘

c) ko e R e Hal=t:

d) Ch-— 907 & ... 4 (=4)"-InCl = 0:
no

e) 1 + Ck cos« + C2 cos 2a + ... + CRcos rm::!"cus"%cos .

@

3 ¢ L e o R
C,l,smcz AL Cﬁsm 2a + ... 4 Chsin na = 2" cos™ — sin — .
2 2

§ 4. Progresii aritmetice §i progresii. geometrice

4.1. Siruri
1. Nojiunea degir. Amintim cd am notat prin N multimea numerelor naturale :
0" 1! 2' 3’ TSN, n” B ] (1‘)
iar prin N* multimea numerelor naturale nenule:
1. 28T ac e, 5 (2)

In mod obisnuit se spune ci (1) si (2) reprezintd sirul numerelor naturale,

respectiv sirul numerelor naturale nenule.
Sé scriem in ordine descrescitoare fractiile al cdror numiritor este egal cu 1:

1 1 1 1

—_— —_ —_

1
==t ’ Lrre gt | caw .
e Ul 4 5 .
Am scris numai primele cinei fractii. Este evident cé pe locul al gaselea se

¥ ; | o 08 .
giseste fractia s pe al zecelea se gaseste fractia 10" pe al cincizecilea std el
: 5

. 1 ’ g | :
pe al o sutdnoudlea std 10 In general, pentru orice numir de -ordine n, se

poate indica fractia cu numérdtorul egal cu 1, corespunzéatoare acestuia.

61"
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Astfel, intre multimea numerelor naturale nenule gi multimea fractiilor cu
numér aLorul egal cu 1, se stabileste o corespondentd. Sé notim ‘aceastd corespon-
dentd cu litera f£. Obtmem astfel o functie f definitd pe multimea N* a numerelor
naturale nenule cu valori in mul{imea fractiilor care au numaratorul egal cu 1.
Mai mult, avem:

1 1
— 109) = —, .... :
3’ A 109

1

1
fil) = e f(3)

I

Definitia 4. 1.1. O funcgie definitd pe mulfimea N* a numerelor naturale nenule
cu valori intr-o mulgime E se numeste sir de elemente ale mulgi-
mii E.

Fie f : N* — E un sir de elemente ale multimii E. Valorile funcjiei f, care
corespund ealortlor argumentulut, egale cu 1, 2, 3 5.a.m.d. se numesc, de obicet, termeni
strului de rang, respectiv, egal cu 1, 2, 3 g.a.m.d. Scriem termenii girului in ordinea
crescitoare a rangurilor: ‘

) 7(2), 7@3)s vy f(n), .

Notdm primul termen al g,u-ulm cu a,, al doilea cu a,, al treilea cu ay, ..., al
n-lea cu a, s.a.m.d. gi atunci sirul se scrie:

!931, Qgy gy «rny Apy ox

. In aceastd notatie f(n) = a,. Sirul se va nota cu (a,). Putem nota sirul folosind
orice alti literd in locul lltBl‘El a. De exemplu ( w)y (Cn) Buatm.d.
Remarcim cd intr-un sir acelasi numér poate apdrea cu ranguri diferite,
De exemplu
1,15 2 2, 35 3;

este un ‘;u' 5

Intre multimea N* a numerelor naturale nenule si mu]’;xmea N a numerelor
naturale existd o funclie bijectiva, data prin

159908 cas Wl

I 1 l
0 12 e mtt .

De aceea numerotarea termenilor unui sir se mai poate face incepind cu zero:
Bt i iy oot Biagyeciong
Remarcdm cé pentru fiecare numér real
G = Gy 0,0y v » Gure
se pun in evidentd urmétoarele giruri:

10 mwuls @ay @y, Aoy oy Gin s
2) sirul aproximdrilor zeclmale prin lipsid:

Ao Gy By} oy Br1Ggessy Qo' Bylplens By v

-

3) sirul aproximarilor zecimale prin adaos:

1 1
ay + 13 ag, a; + 107 % %l ‘;m jaes Ggy Gylge. Op + —

10" i

In continuare vom considera numai giruri de numere reale; acestea vor fi
numite, mai simplu, giruri.
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2. Modurt de definire a unui sir
Sirul este un caz particular de functie, de aceea modurile de definire a unei
functil se aphca si pentru definirea unui sir. .
1° Swruri definite descriptiv (prin descriere)
De exemplu, sirul (d,) definit prin:
dy =1, de=117 & =110 b gy =20 sl

P
n ori

Acest sir se poate descrie astfel: fiecare termen al siu se scrie cu ajutorul
cifrei 1 si numaérul cifrelor este egal cu ran gul termenului giralui.

2° Siruri definite cu ajutorul unei formule care permite sd se giseascd orice
termen al sdu

Fie, de exemplu, sirul (b,) astfel cd pent ru fiecare n, b, este dat de formula:

bp=n2—n 4 1.

Punind in formula in loc de n, succesiv, valorile: 1, 2, 3, 4, ..., obtinem: b, =1,
by=3, 0y =17, 0; =13 g.aml

Formula care exprimé fiecare termen al girului cu ajutorul rangului siau n
se numeste formula termenului al n-lea (sau termenul general) al sirului.

3° Modul recurent de definire a unui sir

Séa consideram sirul (b,) astfel cd b, =1, by = 2, by, = by + by, pentru
n2>1

Cunoscind primii doi termeni b, si b, ai girului si formula b, = b, + b,,4,
putem sd gasim orice termen al acestui sir:

by=14+2=3, 6,=243=05,b;=3+5=8 g.a.m.d.

O formuli care exprimi orice ter men al sirului, de la un rang oarecare, pnn
precedentii (unul sau mai multi) se numegte recurentd.

Printe-un mod recurent de definire al unui gir indicdm de obicei:

1. primul termen al girului (sau citiva din primii termeni);

2. formula care permite sd se defineascd orice termen al girului cu ajutorul
termenilor precedenti cunoscuti.

Ezxemplu. Fie sirul (an) astfel incit a; = 10 $i any; = an — 5, n > 1.
Atunci
dy = @y —.5 = 5,
Aa.a =ay— 5 =0,
Uy = a3 — 5= —5 s.a.m.d.

4.2. Progresii aritmetice

1. Definifia progresiel aritmetice
Fie girul (a,), adica

Ay Ogy Aoy veny Ay onny

astfel incit a; = 3 si @,y = a, + 2, pentru n > 1. Deci g, =3, a; =3 + 2 =05,
ag=>5+42=71, a4—7—|—2—9 etc.

Se observa cd fiecare termen al acestui sir, lncepmd cu.al doilea, se obtine
prin adéugarea la termenul precedent a unui aceluiagi numér si anume 2.




Definigia4.2.1. Un sir de numere in care fiecare termen, incepind cu al doilea,
se obtine din cel precedent prin adiugarea acelulasi numar, se
numeste progresie aritmeticd.

Cu alte cuvinte, un sir de numere
B W0 Uy ou P Mg o
esle o progresie aritmeticd, dacd pentru orice k > 1, avem
App1 = G + 7,
unde r este un numdr constant pentru sirul dat.
Din definitie rezuitd cd intr-o progresie aritmeticd diferenta dintre orice
termen si predecesorul siu este egald cu acelagi numar r.-

Numadrul 7 se numeste rafia progresiei aritmetice. _
Progresia aritmetica (a,) este complet determinatd, dacd se cunosc primul

termen a, §i ratia r.

Se spune cd numerele a,, ay, dg, ..., dy sint in progresie aritmeticd, dacd ele
sint termenit conseculiyl at unel progresit aritmetice.

Observafie. Pentru a pune in evidentd laptul cd sirul a;, a2, as, ..., an, ... lormeaza
o prozresie aritmeticd se utilizeazd, adesea, scrierea

- a4, Qg, Agy..., An, ... .

Eremple 1) Dac a; = 0, r = 1, atunci avem progresia
0, 4. 2,8, 4.5

adic# sirul numerelor naturale.
9) Dac# ¢y = —2'si r = —4, atunci oblinem progresia

R YT

3) Dacd a; = 1, » = 2, atunci oblinem progresia
1, 3, 5, 7.0y 7

adicit sirul numerelor naturale impare.
0 progresie aritmeticd are urmatoarea ,proprietate importanta:
Teorema 4.2.2. Orice termen al unei progresii aritmetice
Oye Dy vovn Bpigen Dps Ogiiessi

incepind cu al doilea, este media aritmeticd a termenilor vecini
lui.

Cu alte cuvinte, pentru orice n > 2.
. nq + Anyy (1)
2
Demonstratie. Intr-adevir, pentru n > 2
Up = @i~y + T,
Gy = Opyy — T
Adunind aceste doud egalitati, deducem
2an = Gn-y + nyy
de unde rezultd egalitatea (1).
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Este adeviratd si afirmatia reciprocd a acesteia, adica:

Dacd un gir de numere are proprietatea cd fiecare termen al sdu, incepind cu
al doilea, este media aritmeticd a termenilor vecini lui, atunci acest §ir esie o
progresie ariimeticd.

Intr-adevdr, sd presupunem cd pentru orice trei termeni consecutivi ai unui
gir oarecare (a@,) are loc relatia:

e e + @y
2
Atunci
2ap = @py + Ay
de unde
ap + Gp = Q-1 + Ongyy
sau

an - a»n-—l — an+1 — dp.

Aceasta inseamnd c# diferenta dintre orice termen al girului (@,) si predecesorul
sdu este egald cu acelagi numir, si deci (a,) este o progresie aritmeticd.

Observapie. Proprietatea semnalatd mai finainte justifici denumirea de pro-
gresie aritmeticd. )

2. Formula termenului general al unet progresii aritmetice

Cunoscind primul termen si ratia unei progresii aritmetice (a,) se poate
da o formuld care permite s se gdgeascd orice termen al progresiei.

Fie a, primul termen al progresiei aritmetice gi r ratia sa.

Atunci, din definitia progresiei aritmetice

Ay = a; + T,

ag=ay+r=(a,+r)+r=a + 2,

a,=ag +r = (a, + 2r) +r = a; + 3r g.am.d.
In general, avem :

Teorema4.2,3. Termenul general al unei progresii aritmetice este dat de formula:

an = a, + (n — 1)r. (1)
Demonstrajie. Vom demonstra formula prin metoda inducfiei ma-
tematice. Notdm cu P(n) egalitatea (1), pentru un n dat.
1° Pentru n = 1, egalitatea (1) este evident adeviratd.
2° Rémine s aréitdm cdl pentru orice numér natural k, avem P(k) = P(k + 1),
Fie deci adevaratd P(k), adicé
a = a, + (k— 1)r.
S& ardtdim cd este adeviratd P(k + 1). Intr-adevir, avem
Gpyr = G +r=a, + (k—1)r -1 =a; + kr.

Deci ambele etape ale metodei inductiei matematice sint verificate. Inseamnd
cd P(n) este adevératd pentru orice numir natural n. Formula (1) este astfel de-
monstrata.
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De exemplu, pentru progresia aritmetici
=400 =<5, 50, B0

avem
a; = —10; r=5.
De aceea
ay = a + 12r = —10 + 60 = 50,
g5 = @y + 54r = —10 + 270 = 260
s.a.m.d.

8. Formula sumei primilor n terment ai unet progresiy aritmetice
Ne propunem si gésim suma numerelor naturale de la 1 la 100, adicd

1424 8 4 .. = 100. 7
Evident se poate efectua aceastd sumd adunind termen cu termen numerele de
la 1 la 100. Aceastdi solutie este destul de anevoioasd. SH procedam de aceea in
modul urmétor:

Scriem suma numerelor naturale de la 1 la 100, de doud ori. In primul rind
scriem termenii sumei in ordine crescitoare, iar in al doilea rind in ordine des-
crescitoare. Astfel:

14 94+ 34 ..+ 98+4 99+ 100,

100 +99 +98 + ... + 34+ 24 L
Se observd c¢i suma numerelor agezate unul sub altul este aceeasi:
14100=2+4+99=3+98=..=093 +3 =99 42 =100+ 1.

Cum fiecare astfel de pereche de numere are suma egald cu 101 si cum nu-
marul perechilor este 100, se obfine

101 -
L% — 101 - 50 = 5050.

{1 4+24+3+4 .. +98499 4 100 =

Se poate proceda analog, pentru deducerea formulei care dd suma primilor
n termeni ai oricdrei progresii aritmetice.* -
~ Fie (ay) 0 progresie aritmetica de ratie r g fie §, suma primilor n termeni
al sdi, adica '

Sy = a; + @y + ag + ... - nq + an.
Ngmerele_ @yy gy @3y oy Gny, O SIND in progresie t}ritmeticé.
Dém mai intii urmitoarea proprietate importantd a lor.

Teorema 4.2.4. Fle numerele g;, 0y, 03, ..., Tpqi Ip in progresie aritmetica.
Atunci !

O + Wppy1 = 9 + Oy

Cu alte cuvinte, suma oriciror doud numere egal depdrtate de numerele extre-
me este egald cu suma numerelor exireme. ,

# He spune c¢d Karl Friedrich Gauss (1777—1854), matematician: german, unul dintre
cei mai mari matematicieni ai tuturor timpurilor, pe vremea cind era elev la scoala primard 1-a
uimit pe profesorul sdu, deoarece a caleulat mintal suma unui numir par de numere, pe care
profesorul o considera o problemi anevoioasi. De fapt, elevul ohservase ci numerele din sumi
au proprietatea cii suma termenilor egal depiirtati de extremi este aceeasi si a tnmullit aceasta
cu jumitate din numarul termenilor.
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Demonstragie. Dacd r este ratia, atunci
a, =a, +.k— 1)r si an—n1 = a, + (n — k)r,
de unde: ap + @Gppiq = [ay + (K — 1)r] —1— [a, + (n — k)r] = 2a, + (n — D)r.
Dar a; + @ = ay + [a, + (n — )r] = 22, 4 (n — 1)r. '
Deci @, + npiy = @y + ¥y = 20, + (0 — 1)r.

Folosind aceastd teorem# este ugor de caleulat formul i
suma S,. Avem ? ula generald pentru

Sp =0, + @3 + a3 + ... 4 Upg + Gpy + Gy,
Sp = n + Gny + Ang + .- + @3 + 6y + a;.

Adunind aceste doud egalitéiti se obtine: : .

25, = (ay + @p) + (a5 + an-y) + (25 + Gng) + . + (Gn-g + a5) +
. + (@n-y + @) + (@ + ay).
Dar, conform teoremei precedente, avem

@+ @y =y + Ay = A3 + Upp = ... .
De aceea k

285, = n(a; + a,),
de unde ‘
o (a; + a,)n 3

- (1)

Deci: suma primior n termeni ai unei progresii arilmetice este egald cu produsul
dintre semisuma lermenilor extremi (ar sumei) st numdrul termenilor sumet.
In particular, - :

1+2+3+...+100=-“L120M=5059.

(al + an)n

Obserpajie. Inlocuim in formula §, =
2

termenul a, al progresiei
prin a; + (n — 1)r. Atunci

Sn=a1+al-l2_(.n_1)r-n= 2“'1“1“(;—1)1'

Asadar
2“1 + (n — 1.)"
9 - n. (2)

Am obtinut astfel o formuld in care suma primilor n termeni ai unei progre-
sii aritmetice se exprimd in functie de primul termen, ratie gi numdrul termenilor.

Sp =

Ezemplu. 3% determinim suma primilor 10 termeni ai progresiei aritmetice (ayp):
11 "*- 71 10| L5500 )

. Primul termen al progresiei este 1, iar ratia este 3. Atunci al 10-lea termen al progresiei
este:

@p=14+(10—-1)-83=1+9-3 =28
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Deci
1 4 28)10
S — (. astl =29

8

Putem aplica si formula (2) pentri calculul sumei 8y,

. 4.3. Progresii geometrice

1. Definifia progresier geomeirice
Fie girul (b,), adicd

by, b, bs; -

astfel incit by = 2 §i by = 3By, pentru n 2 1. Atunci by =25 by =3: by =6;
by==8sby = 18; b4—3 63-54 g.a.m.d.

Fiecare termen al acestul gir, 1ncepind ou al clmlea se obtine prin inmultirea
termenului precedent cu un acelag,l numir §i anume cu 3,

Definitia 4. 3.1. Un sir de numere al cdrui prim termen este nenul, lar fiecare
termen al siu, incepind cu al doilea, se obgine din cel precedent
prin inmultirea cu un acelagi numdr nenul, se numeste progresle
geometrici.

Cu alte cuvinte, un $ir de numere
e e R R )
este o progresie geomeiricd dacd pentru orice k2 1; avem
bryr = ba - 4,

unde # 0 este un numdr constant, pentru girul dai.

Dm dehmple rezultd cd intr-o progresie geometricd citul dintre orice termen
si predecesorul séu este egal cu acelagi numir ¢,

Numdrul ¢ se numeste rajia progresiei geometrice.

Progresia geometricd (b,) este complet determinatd, dacd se cunosc primul
termen b, g§i ratia g¢. ¢

Se spune cd numerele by, by, by, ..., by sint in progresie geometricd daca ele sint
lermenit conseculivi ai unei progr(JS‘u, geametru- J

Observatie. Pentru a pune in evidenld faptul ci girul by, by, bs, --., by, ... formeazd

o progresie geometrica se utilizeazd, adesea, scrierea
20y e by oy B 1iate
Eazemple

1) Dacéd b, = 5, ¢ = 4 , alunci avem progresip

ke O Lol
3 4 27
2) Dacd b, = 3, ¢ = —2, atunci avem progresia

3, —6, 12, —2,,

Dacé ratia ¢ a unei progresii geometrice este pozitivd, adicd ¢ >0, atuncl
toti termenii progresiei au acelagi semn fg.l anume:

1° Dac#l b, >0, atunci tofi termenii sint pozitivi.

2° Dacé b, < 0, atunci tom termenii gint negativi.

In cazul in care ¢ < 0, termenii de rang impar al progresiei au acelagi semn
ca si primul termen, iar termenii de rang par ai progresiei au semn contrar semnu-
lui prunulm termen al progresml. Deci, in acest caz, semnele termenilor progresiei
alterneazé.

O progresie geometricd cu termeni pozitivi are urmitoarea proprietate
importantd care, in particular, justificd denumn-ea de ,progresie geometricd®

Teorema 4.3.2. Orice termen al unei progresii geo'metrice cu termeni pozitivi
sl Dy Deiy i

incepind cu al doilea, este media geometrici a termenilor vecini
lui.

U b’n~1' bn' b‘ﬁ—l—l' £041

@

Cu alte cuvinte, pentru orice n 2> 2,
bn = I/b'ﬂ—lbﬂ+l‘ } (1)
Demonstrajie. Intr-adevir, pentru n > 2
o ' : by = bn-14,
by, = __.b“'*'l 4
q
Inmultind aceste doud egalitati, deducem

b?i = bn—xbn+1,

,de unde rezultd egalitatea (1).

Este adevidratd si afirmatia reciprocd a acesteia:

Dacd un gir de numere cu termeni pozilivi are proprietatea cd fiecare termen
al sdu, mcepmd cu al dotlea, este media geometricd a termenilor vecini lui, atunci
acest gir este o progresie geometricd. :

Intr-adevir, si presupunem cd pentru orice trei termeni consecutivi ai unui
gir oarecare (b,) cu termeni pozitivi, are loc relatia:

f = l/bn~1bn+1-
Atunci
b?i == bn—lbn-a—ls
de unde \
bnb'n = n—-lbn—i—n
sau

bu : bpoy = bnty : by i

Asadar, citul dintre orice termen al girului (b,) si predecesorul siu este egal cu
acelagi numér. Deci (b,) este o progresie geometricd.

2. Formula termenulur general al unei progresii geomctrice 8

Cunoscind primul termen gi ratia unei progresii geometrice (b,) se poate
da o formuld care permite sd se giseascd orice termen al progresiei.
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Fie b, primul termen al progresiei geometrice si ¢ ratia sa. Atunci, din defi-
nitia progresiei geometrice, deducem: \ -
by =by- 17,
by=by g = (b1 @) q=0b" ¢,
by=1"by-q=(by¢* - q=0by ¢ s.am.d.
In general, avem
Teorema 4 3.3. Termenul general al unei progresii geometrice este dat de for-
mula:
u by = by g% )

Demonstrajie. Vom demonstra formula prin metoda inductiel ma-

tematice. Notam cu P(r) egalitatea (1), pentru un n da&.
1. Pentru n = 1, egalitatea este evident adevarata.

2. Fie acum P(k) adeviratd, adicé
| bp = by~ ¢F7V

Atunci bryq = bpg = (" Mg = biqh, deci P(k 4 1) este adevdratd.
Asadar’ P(k) = P(k + 1). Metoda inductiei matematice ne asigura ca for-
mula (1) este adeviratd pentru orice numar natural n.

’

Ezemplu. Pentru progresia geometricd
3

a6y, = =
T
1 H
avem b, = 12, q=—7,.he aceea
agr =gl S = L
by = bg" = ( 2] B T—ay 128’

3

By — it == 42 ___l_mnz
w1 = g 2 ) 998

s.a.m.d.

3. Formula sumei primilor n termeni ai unel progresii geometrice.

Fie (b,) 0 progresie geometricd, de ratie ¢ g fie

Sp = b, + by + by + .. + bp—y + bn, (1)

suma primilor n termeni ai sdi. : gt , ;

Numerele by, by, by, -y bny, b, sint in progresie geometricd. Ca g1 pen iru
numere in progresie aritmetica, pentru numerele by, by, bg ..., bu-y, bn, care sint
in progresie geometricd, are loc o relatie analoagd,

bpbnepsr = bybn

adicit produsul oriciror doud numere egal depdrtate de numerele cxireme este egal
cu produsul numerelor exireme. c

Pentru calculul sumei S, distingem doud cazuri: g

1, Dacdl ratia ¢ a progresiei este egald cu 1, atunci Sy =nby.

2. Daci ratia ¢ a progresiei este diferitd de 1, atunci proceddm in modul

v

urmator:
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4.

[

Ins& b1g = by, byg = by, b3q = by, ..

Inmultim ambii membri ai egalitatii (1) cu ¢:
gSn = b1q + bog + bsg. + - . . + buq + bng-
y bn—1q@ = by, Be aceea,

qSn = by + by + by + ... + by + bug. (2)

Scdzind, membru cu membru, egalitatea (1) din egalitatea (2) obtinem:

; an — S‘u — bnq - bla
Snlg — 1) = bpg — bl'_

Deoarece ¢ # 1,

RNt
qg—1
bnq_'bl
1

Observafie. Dacé in formula Sy, = , unde g # 1, inlocuim pe b,

by(g" — 1)
g—1

Sﬂ_ =

Fremplu. Si gisim suma primilor 10 termeni ai progresiei geometrice (bn)
Al i TSN
Avem b; =1 s5i ¢ = 2. Atunci; dupit formula (4), oblinem
' 1{21 —4)
2—1

Patem aplica §i formula (3) pentru calculul sumei 8§y, caleulindu-1 maiintii pe by,.

Sip = =9 —1=102—1=1023

Sirurl
)
S4 se scrie primii cinci termeni ai girului, cu termenul al n-lea dat de formula:
a) an ='TN; d) ep= 3"_2; g) dn = (—1)8;
+n
14 (—1)n

Himet b o) e e S AN, h) an = tg ——; (n 3 1);

2 n—+ 2

¢) bn = 10 — n¥; f) zn':sin[gln]; i) lm=(—1)”‘7+—1—-
n

. Si se gdseascdl ormula termenului al n-lea (n 2 1) pentru fiecare din sirurile:

1 2 3 A b

3)1,3, 5, 7,9,...', G) =y ’ ===l3 =) e ILELEL
) 3 4 i 6
b) -2, &, 6, 8, 10,...; f) g5, tg 22°807, tg 11°557, ... ;
of 8 =8, 8 —8 8. TR ol S R I
2 4 -y 16
1 1 1 1
d) — b == —_ i) ) 459, 25,59, 84, .
) 3 » 9 27' a1 ) ] 1 ] »

(3)

cu

b,¢"1, atunci obtiném o altd formuld a sumei primilor n termeni ai progresiei
geometrice:

(g # 1). (4)
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8. Sirul (zn), n > 1, are termenul general dat'de formula zp = 6 — 4n. Dste termén al acestui
gir numérul: .
a) —102; b) —132; c) 100; d) 1507
in cazul in care rﬁspunéul este afirmativ s# se indice numirul de ordine al acestui termen.
4. Este termen al sirului (aa), n > 1, unde an = »* — 175, numirul:
a) —30; byl —=32; ¢) —100; d) —200?

fn caz atirmativ si se indice numarul de ordine al acestui termen.

B. Si se scrie primii 6 termeni ai sirului (an), n > 1, dacé:
1
a) ay = 1! anyy = an — 1; d) a; = 3, dpty = —;
an
b) @y =1, anyy = an + 2; e) ay= —1, ap =1, apty = on + an4y;
) 4, = —2, antq = 2an; I a; = 8, ag = 1, anty = dn — Inyq.

6. Un gir este definit prin formula de recurenti
(n 4+ 2)(n + 1) angs — nfap = 0
si prin a; = 0, ap = 1. Si se deducd termenul generpl,

Progresii aritmetice

7. Si se scrie primii patru termeni ai progresiei aritmetice (an), daci:

a)a; =17, r=2; ¢) ay = 4.8, == 0.3;

2 1
b]al=_3)'.=5;. d)ﬂ-lz;?' ﬂazg

B. Si se gdseascd primii doi termeni ai progresiei apitmetice (bn) datif astfel:
) by, by, A5 2 2Tt B i kel 0

9. Daci# se cunosc doi termeni ai unei progresii aritmetice (cn):

a) ¢y = 7 sie; = 13, si se gdseascd ey, Cay Cy5;
b) g = 40 §i ey = — 20, 58 se giseasch cpq, ¢y, Cyg.

10. intr-o progresie aritmeticd (an) se cunoaste a, gi », B so gseasci an, daci:
gl a4y = —2, r= 0,5, n—=12; c) gy = —2,5, r=—2, n=>50;
Blv ey — 8, r—"1 5ean— 14 . d}a,:—a—. r=l,n=25.

7 3

11. S# se giseascd primul termen e, al unei progresii arifmetice, dacg:

‘a) agp= 134, r = 12;

h) agg = —125, r = —5;

c) gy =M, r=—9;
d) aag= 185 r= 05,
12. 84 se giseascd primul termen si rafia unei progresii aritmetice, daci:
a) ¢5 = 27, egy = 60; d) ay + g, = 42, ayy— as = 21;
b) ey = Th, ey = 47; e) ag + aq = 16, a,a5 = 28;
¢) cap =0, Coo = —92; 1) Syo=88s Sy=—3.
18. Sirul (yn) este dat prin lormula termenului al n-lea:
a) yn = 2n — 5; b) yn = 10 = Tn.
84 se demonsfreze cd sirul (ya) este o progresie aritmeticd. 94 se gliseascd primul termen al
sfu si ratia.
14. 84 se giiseascl suma primilor 100 fermeni ai unei progresii aritmetice (an), daci:
a) a; = 10, ay9 = 150,
bl as = 5;5; dien— 7355

©) ay =9, 7 =i =5
d) gy = —1, r=1.

16, Cunoseind suma Sy a primilor n termeni ai unei progresii aritmotice (an), sil se piseasci:
a) primii ¢inei termehl ai progresiei, daci Sn =t L
4 .
h) primul termen &i talia progresiei, daci Sp = 2n? + 3n.
Si se rezolve ecudflile: i
L T R S T
)2+ 1)+ (z+8) + (=4 7) + . 4 (2 + 28) = 155.
17. Sa se gdseascd sumd primilor dou#zeci de termeni ai unei progresii aritmetice, daci:
g + g + ap+ a5 = 20.
18. Este progresie aritmelic#t un sir, penlrd care suma primilor n termeni ai sii este dats de for-

16

.

mula:
ﬂ] Snzn”—ﬂn; \ ~ C) S‘u=7n—1;
b) Sp = —a&n® + 114 d) Sn = n®—n -+ 37

19, Intr-o progresie aritmeticd aveni §y, =100, S5, = 900. SH se giseascd Sy,

20. Suma primilor n termeni ai nnui 3l oarecare (by) este datd de formula Sp = n® — 2n -+ 5.
Ba se giseascH primii patru Lermenl ai acestui gir, Este acest siv o progresie aritmeticd?

21. 84 se demonstreze it numerele urmiloare sint in progresie aritmetici:

St ) .-r+a—1. 12.*_ﬂl_‘|($?é*1,m=,éﬂ);
z+1 Qe :{:[.I' 4- 1)

b) (a® — 2ab — 8% (0® + %)%, (a' 4+ 2ub — bR)%.

34 se demonstreze ol dacd numsrele a, b, e sinl in progresie aritmelicy, atuml $i numerele

urmitoare sint in progresie arilinelic:
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i) a? — be, B® — ca; ¢* — ab;
ii) b® -+ be 4 ¢, o* 4 ea + a?, ¥ 4 ab - b2
8d se arate cd dach a 4 b 4 ¢ # 0, alunci este adevirata si reciproca.
28. Si se demonstreze cil dacil a® 4% ¢* sint in progresie aritmetic, atunci si numerele urmi-
toare sint in progresie aritmetich: .

5 1 i d !
i) ) ' 3 i
b+ e ¢+ a a - b
a b c

i) s ' ‘
b} e c+a a-+b
S84 se studieze reciproca. :
24. 84 se determine » astfel incit urmétoarele numere si fie, separat, in progresie aritmetics:
i) 1 4+ 2% (a + 2)% (a®*4 x)%;
i) a® 4 z,.ab + z, b + 2,
iii) a®{& + z), b¥(a + z), 2*a -+ b).
26. Fie z;, za,.--, Zn,..., un §ir de numere reale. 8% se arate ci acest’si reste o progresie aritmetici
dac8i 5i numai dacll pentru orice n avem relajia:
el S 1 =n—1'

T1Tz TyTy TpnTn ., 1%

Progresii geometrice

26. SH se scrie primii clnei termeni ai progresiei geometrice (bs) dack:

a) by =6, g =2; ¢) by= —24, g = —0,5
1 . L
b) ba:‘ﬁ10-q=; d) bs = 0,5, q=1/3.

27. B4 se giiseascd primii doi termeni ai progresiei geometrice (yn), dati astfel:
bYeitis Yo 2257 185, 810......

a) ¥y, Ys, 24, 36, H&j...;




28. Dac# se cunosc doi termeni ai unei progresii geomefrice (bn):
a) by = 6, by = 24, si se giiseascd by, by, byp;,
b) by = 10, by = —10, si se giseascl by, by, ba.

29. Este progresie aritmetici sau progresie geometricd sirul (an), daci:

" 1 :
a) a; = 5 §i anyy = 2an; ¢) a = —8 g aﬂﬂ:E 1 an;
I i 3 = —B8-9l a =—Ia?
b) a; =5 si anyy = 2 + an; * d) a RS S

n caz afirmativ sd se indice ralia.
80. Sd se scrie formula termenului al n-lea al progresiei geometrice date prin:

ﬂ) bl =2 bﬂ-’-‘l = 8bn; c¢) b1 =9, bn+1 = 2bn;

1
b) bl = h. bTH-:l = '—H)hn: d) bl = 10’ bn+1 = 'Ebﬂ,.

81. 8 se gHseascd primul 1erml=n si ralia unei progresii geometrice, daci:

7
a¢+a\| = —
A 16
a) A bl 7
ag — a;= 8; i
ay — G+ a3 = —;
8
7 ®
C] {In=25. ﬂssg;-' d) ay = —12, 07:23;3-
82, S84 se calculeze sumele: .
a) 1424 2%+ ...+ 2% dy 1 — 24 22 — 28 4 ., 4 21 ’

b)lwi—+.}-—_..~l; e) 14 =+ 2* + ... + =1
2 22 23 210
1 1 1 A { LT YR N T L
c?-§+§£+3—a+---+312; T -

/

83. 84 se rezolve ecuatiile:
a1+t +2"+ ...+ 22=0;
b1+a4+2+2"+...+ =0
84. Fie (yn) 0 progresie geometricil, astfel incit suma primilor n termeni ai sii este Sn=2(5"—1).
S84 se determine Si, ¥, Yo- b :
85. Este progresie geometricd un sir, pentru care suma primilor n termeni ai sii este daté de for-
mula:
) Spn=n'—1; b) Sp=2% —1; ¢) Sn=3" 417
86. Intr-o progresie geometrici avem Sy = 40, S; = 60. Si se gﬁseasjcﬁ 1S, ;
87. Si se determine z astfel incit numerele a + =, b + xz, ¢ - x si fie in prugr331l:=. geol.netrici.
88. Se dau dou& numere a $i b. Si se determine numerele x, y, = astfel incit sd fie satisfidcute
simultan conditiile: :
i) @, y, zsd lie in p!jugresie geometried;
i) =, ¥+ @, z s lie in progresie aritmeticd;
ili) @, y 4+ a, z+ b si lie in progresie geometricd.
Caz particular: a = 4, b = 32.
89. Si se cerceteze daci existd numere in progresie geometrici 1_:_1, by, iy 'bn, unde b, esteun nufir
dat astfel incit trei termeni consecutivi verificd, oricare ar fi k, relatia by — 5bp—y -+ 6bp—2=0
Si se generalizeze considerind relafia abp + Pbp—y + Ybr—2 = 0.

y |

Ne reamintim din materia_parcursd in clasele anterioare ci oricare ar fi
doud numere naturale a gi b, cu b diferit de zero, existd alte doud numere naturale
q §i r unice, cu proprietatea ¢i a = bg + r 8i 0 < r < b. Teorema care asigurd
existenta si unicilatea numerelor g si r se numeste teorema impdrfirii cu rest in
mulfimea numerelor naturale.

Aceastd teoremd se extinde la multimea numerelor intregi in felul urmditor:
Teoarema 1.1 Fie a §i b doud numere intregi, cu b diferit de zero. Atunci exist3
doud numere intregi g §i r unice cu proprietagile

a="5bg4+rsi0<r<|bl. - (1)

Egalitatea (1) se numeste formula impdriirit cu rest pentru numere intregi
Jar numerele ¢ si 7 se numesc citul si respectiv restul impartirii lui a la b.

Nu vom da demonstratia acestei teoreme, in schimb vom arita cum se pro-
cedeazd practic atungi cind avem de impértit doud numere intregi a gi b, cu b # 0.

Evident cd dacd @ = 0, atunci citul gi restul impdrtirii lui ¢ prin b sint
¢ =r =0. Deci putem presupune ci a # 0. Definim

+1, dacd a >0
gon (@)= %
/ o g @) —1, dacd @ < 0

Numdrul sgn (a) se numeste semnul lui a.

Cu aceste notatii avem clar cd |a | = a sgn (a).

Vom efectua acum impdrfivea numerelor naturale |a | si |b| cu algoritmul
de calcul cunoscut din clasele anterioare:

lal = |blg' 4+ cu g, " EN, 0<r < |b. )
Din (2) obtigem

a sgn(a) = b sgn(b)q’' + r'
care inmultitd cu sgn(a), si tinind conl ci sgn(a) - sgn(a) = 1, ne da
a=bg" +r" ‘ (3)
unde ¢" = sgn(a) sgn(b)g’ g r" = r' sgn(a). :

n

Dacd r” 2 0 atunci citul g restul impértirii lui @ prin b sint ¢", respectiv
Rt :

Dacd 7" < 0, atunci (3) se scrie, astfel:

@ =bq" +r" =bg" — |b| + [b] —r" =bg" — b sgn(b) + (6] — r") = b(g" —
< 5g0(b)) + (16| — 7") =bg +r, unde am notat g = ¢" — sgn(b) si r = |b| —r".




Cum 7" < O gir’ > 0, alunci sgn(a) = —1 s deci r" = —r'. Pe de altd parte,
cum 0 < 7' < |b|, rezultd clar ¢ 0 < r < |b|. Deci citul si restul impartirii

lui a prin b sint ¢ = ¢" — sgn(b) respectiv r = |b| —r".
Ezemple. )
1) 8i se efectueze impirfirea cu rest a Tui —50 la 6.
Solufie. Vom efectua impiriirea cu rest a lui | —50] =501a 16! = 6. Vom avea 50 =

=684 2. inmulgind cu (—1) avem —50 = 6 - (—8) + (—2) = 6" (—8) — 6+ 64 (—2) =
= 6+ (—9) + &
Deci citulimpdrtirii lni —50 la 6 este ¢ = —9 iar restul r = 4.

9) S se efectueze impértirea cu rest a lui —721 la —50.

Solutie. Avem | —721| = 721, | —50 | = 50 si 721 = 50 - 14 + 21.
Rezultd o —721 = (—50) < 14 + (—21) = (—50) - 14 — 50 + 50 + (—21) = (=50) - 15 + 29,
Deci citul imp#rlieii lui —721 la —50 este ¢ =15 iar restul r = 29,

Observajie. Formula impértirii cu rest pentru numere intregi se poate pune

sub urmitoarea formi: dacd a, b € Z, cu b # 0, existd ¢, 7o e .7 astfel inecit

b ; 8]
a=bgy+re 5t |1l < 2" (19
Intr-adeviir, din (1), existd g, r € Z astfel incit @ = bg +r si0 < r < |b|. Dacd
|& |&]

Ogr< 5—', atunci punem ¢, = ¢ §i 7o =r. Dacd — <r <|[b| atunci avem

a=bg+r=>bg+|bl+r—|b| =b(g+sgnbd)+ (r—|b]). Daca notdm g, =

— g+ sgn bsir, =r — | b, atunci | ry| < = gia = bg, + 1, S observam cd in
relatia (1'), ¢, §i 7, nu sint unice. De exemplu7 = 2-3 + 1§17 = 2-4 4 (—1).

Formula (1) este foarte utild in multe aplicatii. De exemplu sd ardtdm cd
dacé n € Z, atunci restul impértirii lui n? la 7 este 0, 1, 2 sau 4. Intr-adevar,
folosind egalitatea (1'), n poate avea una din urmétoarele forme:

Tk Tk 41, Tk +2, Tk + 3, k€ L.

Daci n — Tk, atunei n? = 49k* = 7(7k?) si deci restul impdrtirii lui n? la
7 este 0.

Dacin = Tk + 1, atuncin? = (Tk + 1)? = 49k 4 14k + 1 = 7(7k* + 2k) +
+ 1 i deci in acest caz restul impartirii lui n? la 7 este 1.

Dacin — Tk 4 2, atuncin? = (Tk 4 2)* = 49k* 4 28k + 4 = 7(7k* + 4k) +
+ 4 gi deci restul impartirii este 4.

Dacé n = 7k -+ 3, atuncin? = (7k & 3)* = 49%* 4 42k + 9 = 49k% 4 42k +
4+ 7 4+2=T7Tk2+6k+1)+24 deci restul impértirii lui n? la 7 este in acest
caz egal cu 2.

1. 84 se efectueze imparfirile cu rest ale urmitoarelor perechi de numere intregi:
a) —b 437 la 225
b) 8 745 la —319
¢) —2 438 la —18
d) —84 312 1a —36,

2. B3 se giseascl doud numere naturale a cror sumi s& fie 6 612 si citul impartirii celui mai

, mare prin cel mai mic si fie 75. Este solufia unici?
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8. Care este ultima cifrd a numerelor 2 156%, 42521, 251140 5 934129 1p4%1 4 45318 1700 4 49007
4. Fien,a,bsic numere haturale nenule. 88 se arate cd pentru a giisi citul imp%i;'tirii lui n la
a-+b:c se poate proceda in felul urmitor: se imparte n la a, apoi citul ohfinui se imparte
labsi n‘oul cit se tmparte la e; citul obfinut 1a aceasts ultima tmpartire este cel ciutat.
" b, Fie z i y dou#i numere reale, cu y # 0. 54 se arate ci existd dou# numere reale g s§ircu
proprietitile:

z=ygtrigefsio<sr<|y|.

in plus, g sir sint unice cu proprietilile de mai sus.
6. Fie a, P._.c numere intregi, ¢ 5 0 gi ry §i rp resturile mparfirii lui @ §i b la ¢. Atunci restul
tmpdértirii lui ¢ 4 b 1a ¢ este acelagi cu restul impértirii lui r; 4 rjla e, iar restul impArfirii lni
a- b la c este egal ctl restul tmpdryirti 1ui ry - ry la e.
7. SS: ?eiésizii? c;l mai mic numér natural care imparfit la —7 sé dea restul 3 i imparfit 1a 11
8. Dacd n este un numdr intreg, atuncl »* este de forma 4k sau 8k - 1, k = Z.

9, 84 se determine restul imp%'wlt.irii luf 47 4- 27 L 47 ]a 3 {n = N),
1

" ‘Definitia 2.1. Fie a §i b dou¥ numere intregi. Spunem c3 b divide pe a (sau @

este divizibil prin b, sau b este un divizor al lui g, sau g este un

.‘l
multiplu al lul b) dack exist3 un numir Intreg c, astfel incit 0 = bc.

Pentru a scrie ol b il divide pe a, vom folosi notatia b| a*.

o Ezemple

;; Eie ;e‘ Z;ﬁgu;r;o;ﬁ 1]‘0, = f—1) ' (—a), rezultd ci 41, J-e sint divizori ai lui a.
ac ¢ = 60, divizorii lui 60 sint: 41, +2, +3, 45, + 6, +10
. . +6, £10; 12, 1+ 15, 4 20,

R An. fiﬁ%bservapie. Dactia € 7, a # 0, atunei numarul divizorilor lui @ sint:in numér
Intr-adevir, dacd d este un divizor al lui @, existd

ar, o d b € Z, astfel incit a =

ﬁ=d b. Rezulté ci | a| = | d|- | 4. Cum b # 0, atunci | 5] > 1 ;gi deci) < | d| <

< a. Prin urmare divizorii lui a 8int printre numerele 4-1, 42, ..., 4- @ gi sint in

~ numér finit (cel mult 2. | a|).

~ Divizibilitatea numerelor intregi are urmitoarele propriet#fi:
. 1° este reflexivd, adicd a|a, oricare ar fi intregul a.
'+ Intr-adevir, avem a =a- 1.
iIZ" este tranzilivd, adicd a|b g b|c implicd a|ec,
ntr-adevidr, din @| b si b| ¢ rezultd exist i
ki : gib| existenfa unor numere intregi k,, &y ou

b = ok;, ¢ = bk,
~de unde obtinem ¢ = (ak;)k, = a(kyk,) si notind
} } k= kiky € Z, avem c¢ = ak, adicd al

= 3° Dacd a gi b sint numere Intregi i i i

,(’Bdicﬁl e B ré intregi cu proprietatea'a|b gi b| a, atuncie = 4= b
A ntr-adevér, fie ¢;, ¢; numere Intregi astfel incit b = ac, si i
4 ) ] = ac, 8i @ = beg. At

) = beyey §i deci b(1 — c¢yey) = 0. Rezultd o, fie b = 0, fie ZIZ, =ik ﬁx pri‘rlx:ll‘:;

g * in 1 i ; A
e divizibi‘lm:rienr%?nua]e §i culegeri de probleme se foloseste si notatia o # 5, pentru a scrie ci a
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P

= = i l i om
caz, din bla deducem a = 0 ’), iar in al doilea 0az, deoarece €1y Cg Z,
y ] [ Vi

= ¢y = + 1, prin urmare a = +b. - Ne
ok lfol Daf:sé a :E, : ],)a,, sint numere intregi si d este un numar int;eg care dw:;ie
&y ot . . . - . 3 5
pe fiecare a;, =1,1, 2, ..., n, atunci d divide orice combinatie liniard de @y, d, ..., @n,
3]

adicd dlili a;, oricare ar fi [y, lz ..., Iy numere intregi.
c =1 y | s :
Int;--adevﬁr, existd k,, kg, ..., kn numere intregl cu proprietatea a; dk;,

i=1, 2, ..., n, de unde rezulta:

n
Sl = idl,—k;. Nottnd k= >>hki € Z

=1 =
n : S n

obtinem Zl{qi = dk, adica d| 2!1- aj.
i=1 . =

wercitii

1. Fie a, b, c e 7 astfel incit ¢ + b = e. S se arate ci dacid e % divide doud dintre numerele
date, atunci el il divide si pe al treilea. e -
2. Si se giseascd toate numerele intregi a =%, care au exact 2 - |a| divizori iy b
8. Daci a, b e Z si 3 nu divide nici pe a nici pe b, atunci 3 divide pe a — b sau 3 divide pe a + b.
4. Si se arate cX 1 000k — 1 este divizibil cu 87, oricare ar fi ke N. e o
5. Si se arate cidaci peN, p > 3, are proprietatea cd p §i2p + 1 nu sint divizibile cu 3,
atunci 4p + 1 este divizibil cu 3.
— 7% gste divizibil cu 10.
6. 94 se apate cd numirul 9*° — 7% es . i
7. a) Si'se arate cii oricum ar [i date frei numere intregi, ex}st’ui doud cu suma dlv;zll:ﬂcic: 2.
.'b) 84 se arate ci oricum ar fi date 5 numere intrc?gi, t?xlstii 3 cu suma dn;z]; i 2 :
c) 84 se arate cdt oricum ar fi date 9 numere intregi, existd 5 cu suma divizibila cu 5.
8. 94 se arate ci daci n e N, atunchk n®|(n 4 1)% — 1. .
9. 84 se giseascd toate numerele intregi n cu proprietatea n + 1 |n® + 1.
’ . . a
10. S# se giseascil toate numerele intregi n cu proprietatean — 3 | n® — 3. .
11. Fie a,, as a,, e Z. Si se arate cii existd printre aceste numere intregi citeva cu suma
By 13 3 Sssy .
divizibild cu 10. W ‘
12. 84 se arate ci numdirul 62° — 52 este divizibil cu 11.

§ 3. Cel mat mare diviz

Definitia 3.1. Se numeste divizor comun al numerelor intregi a §i b un mfmﬁ_r
intreg ¢ cu proprietatea:

¢ gl g1l c|ibi

 VYom numi un cel mai mare divizor comun (pe scurt c.m.frin.;.c;)
al numerelor intregi a §i b, un numir intreg d care verifica u

mitoarele conditii: o
i) d este un divizor comun al lui a §i b (adici d| a§id|b) Y
ii) orice alt divizor comun d’ al lui a i b divide neapirat §i pe
(adicd d’|a si d’|b implicd d’|d).

Teorema 3.2 Fh‘e' a §i b doui numere fintregi. Aturci existdi un cm.m.d,
al lui a si b.
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) Demonstrafie. In cazul in care @ = b = 0, c.m.m.d.c. este 0. Doci
putem presupune, de exemplu, b # 0. Aplicind teorema impértirii cu rest a nu-
merelor intregi a i b, rezultd existenta a doud numere intregi ¢, ¢i r; cu proprie-
tatea ca

a=bq +r, 0'<r, <|b. ' (1)

‘Dacéd r; = 0 atunci 4| a si c.m.m.d.c. al numerelor a $i b este b. Intr-adevir,
b|b si b|a, iar dacé d' este divizor comun al lui a si b, in particular, satisface sl
d’|b. Deci b este un c.m.m.d.c. al lui a gi b.

Dacd r; # 0, aplicim teorema impértirii cu rest numerelor b §i ry gi obtinem
numerele intregi g,, r, satisficind

b= Fgs + 7y cu 0 < g << Fy. (2)

Repetind acest prbcedeu. ob{inem numerele intregi gy, ..., ¢, ... §i Fay s

s e
astfel ineit

Iy =Tofs + ry, cu 0 < ry <y,

.................................... 3)

Tm-g = Py 1@m + Fm, cu 0 < 'm << Tm_y,
Fm_1 = "mmiq + Tm41, CU 0< S ;

Deoarece r; >7y > ... >rp..., existd un numdr natural n astfel incit r, # 0
8l Pugr =0k
Vom ardta ci r, este un c.m.m.d.c. al lui a si b.

Intrucit ry_; = rugn,,, rezultd c r,| Falys
Din egalitatea r, , = rn_,q, + r, resultd ci r,)| 'n_p. In continuare, din egali-
tatea rp_g =ra oy y + ruy §i tinind cont ci ry divide pe r,_, si pe r,_,, rezultd
cd ry divide pe r, 5. In felul acesta, din aproape in aproape, tinind cont de egali-
tatile (3), obtinem ci r, divide PE gy T'n_gy -y I'gy ry. Apoi din egalitatea (2) rezulti
cd r, divide pe b gi deoarece r, divide g pery, obtinem datoritd relatiei (1) cd r,
divide pe a. Prin urmare r,, este divizor comun al lui a si b.

Fie acum 4’ un numir intreg cu proprietatea ca d'|asid'|b Din egalitatea
(1) vom avea

ry=a— bg si deci d’'|r,.
Apoi din egalitatea (2) obtinem

ry =b — riq, si deoarece d'|b, d'|ry, obtinem ci d’|r,.

Folosind egalitatile (3) obtinem, din aproape in aproape, cd d’ divide fiecare
din numerele intregi ry, ry, ... ro_y, 7y Agadar, in cazul in care b nu-l1 divide pe

a avem ca r,, ultimul rest nenul din sirul de egalitati (1), (2), (3), este un cel maj
mare divizor comun al numerelor a g b. :

Demonstratia acestei teoreme pune in evidentd urmitoarea reguld de ob-
tinere a c.m.m.d.c. a doud numere, care se numeste algoritmul lui Euclid:

Pentru a objine c.m.m.d.c. a doud numere intregi a st by cu b # 0, impdrfim
pealab; dacd restul impdr{iric r, este zero, atunci b este c.m.m.d.c.; dacd nu, impdr-
jim pe b la restul impartirii anterioare, 71, $t objinem restul ry; apoi impdrjim per,
la ry gi obfinem un nou rest r, s.a.m.d. Ultimul rest nenul este ¢.m.m.d.c. al celor
doud numere.

\

Observagii. 1) Dacd d este un c.m.m.d.c. al numerelor intregi @ gi b, atunci
1 —d este un c.m.m.d.c. al lui a §1 b. Daca d' ar Ii tot un cam.m.l.c. al lui a 81 b,
atunci vom avea d|d’ i d'|d, prin urmare d' — +d. Rezulta deci cd existd intot-
deauna doud si numai doud numere intregl cu proprietatea celui mai mare divizor
comun al numerelor ¢ si b. Aceste doudl numere sint egale in modul si de semn
contrar. Acela dintre ele care este pozitiv il yvom nota cu (a, 4). Se observd ci
Prin algoritmul lii Euclid se'obtine tocmai (a, b). -




2) Din definitia c.m.m.d.c. rezultd c#
(a, b) = (b, @) =(—a, b) =(a, —b) = (—a, —b) =(|a], | b]).
Observatia 2) ne permite ca pentru calcularea celui mai mare divizor comun a
dou#i numere intregi si ne mirginim la cazul numerelor naturale.

Ezemplu. 83 se giseascd cel mai mare divizor comun al numerelor —810 si 815,
Solugie. Avem (—810, 315) = (810, 315). :

Vom aplica acum algoritmul lui Euclid:

1) 810 = 315 -2 + 180 . .

2) 815 = 180 -1 + 135

3) 180 = 1351 + 45

4) 135 =45:3+40

in acest sir de imparfiri succesive ultimul rest nenul este 45, deci (—810, 815) = 45.

Din faptul i c.m.m.d.c. a doud numere este unic, abstractie facind de semn,
si folosind egalititile (1), (2) si (3)," avem:

Teorema 3.3. Daci a §i b sint doui numere intregi si d este un cel mai mare
divizor comun al lor, atunci existd douid numere ‘intregi, k §i /,
astfel incit d = ka -} Ib.

Definigia 3.4. Doui numere intregi nenule a §i b se numesc prime intre ele daci
1 este c.m.m.d.c. al lor.

Observdm cd g si b sint prime intre ele dacd si numai dacd 41 sint
singurii lor divizori eomuni.

Ezemplu. Numerele 57 si 25 sint prime intre ele. Intr-adevir, folosind algoritmul
lui Euclid, obtinem:
57 — 95247

256 =73+ &
7=64-14+3
4=3-141
3=1-340

gi deci (57, 25) = 1,

Observafii. 1) Fie a, b € Z si d = (a, b) astfel incit d > 0. Fie a = da’ si
b = db’. Atunci a’ i b’ sint prime intre ele.

Intr-adevar, fie d’ un divizor comun al numerelor. a' §i'b’. Atunci dd’ este
un divizor comun al lui a si b. Deci dd’ il divide pe d, adici existd un d" € Z
astfel incit d = dd'd”. Deci d'd" = 1 si prin urmare d' = 41, ceea ce inseamnd cd
a’ gi b’ sint prime intre ele. -

2) Din teorema 3.3. obtinem cé « este prim cu b dacd §i numai dacd existd
k, | & Z astfel incit 1 = ka + Ib. Intr-adevir, dacé a este prim cu b, atunci (a, b) =1
si conform teoremei 3.3. obfinem k, ! € Z astfel incit 1 = ka | Ib. Reciproc, dacd
1 = ka + b si d| e, d| b, atunci d| 1 gi deci d = <41, adicé singurii divizori comuni
ai lui @ i b sint 4-1.

Definitia 3.5  Fie asi b doud numere intregi. Un numir intreg m se numeste

un cel mai mic multiplu comun (pe scurt c.m.m.m.c.) al numerelor
a i b, daci verificd urmitoarele conditii:

i) m este un multiplu comun al lui a §i b (adicid a| m §i b | m),
ii) orice alt multiplu comun al lui o §i b este multiplu al lui m
(adici daci a| m' §i b| m’, atunci m| m’).
Teorema care urmeazd ne asigurd existenta celui mai mic multiplu comun gi
ne dé in acelasi timp si un procedeu de calcul.
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Teorema 3.6 Fie a si b doud numere intregi nenule. Dacd d este un c.m.m.d.c.

. : a-b y
al lui @ §i b, atunci m = —— este un c.m.m.m.c. al lui asib.
d

Ezemplu. Si se calculeze c.m.m.m.c. al numerelor 4 020, — 210.

Solujie. Pentru a calcula c.m.m.m.c al numerelor 4 020 si —210 este suficient,
conform teoremei 3.6, si calculim c.m.m.d.c. al numerelor & 020 si | —210 | cu algoritmul lui
Euclid: ) :
4 020 = 210 x 19 4 30

20=380x 74 0

; 4 020210 . "
Deci un c.m.m.m.c. al lui 4 020 si —210 este $ 020X 220 — 7 x 4020 = 28140,

1. S# se giseascd prin algoritmul lui Euclid cel mai mare divizor comun al numerelor:
a) —180; 756; b) —375; 360; —900;
¢) 0; 779; —399; 5 700; d) —372; 18 468;
e) —540; 588; —576; f) 375; 645; —600; —14 515.
‘9, Si se giseascd cel mai mic multiplu comun al numerelor urmétoare:
a) —960; 1200; b) 30295; 36 354 c) 12 345; 4&565; —960.
8. S4 se afle toate numerele prime cu 100 si mai mici in modul decit 50.
' 4. Se dau doull numere intregi a si b nenule care au c.m.m.d.c. pe 5, iar citurile impértirilor
succesive din algoritmul lui Euclid sint —1, 3, 2. Si se afle a si b.
{ 5. 94 se giiseascd doud numere intregi a i b astfel incit (a,b) = 3 5i[a, b] = 72. (C.m.m.m.c. al
lui @ si b se neteazd cu [a, b))
Este solutia unici?
6. S4 se arate ci numerele 2k + 1 gi 9k + 4 sint prime intre ele, oricare ar fi k = Z.
7. S se giseascd c.m.m.d.c. al numerelor 2k — 1 §i 9k 4 4 in functie de numérul intreg k.
8. S# se arate ¢d dach a si b sint numereJintregi, d un c.m.m.d.c. al lor, iar k, l = Z, cu proprie-
tatea ci, daci * ”
ka + b = d, atunci (k, 1) = 1.
9. 84 se arate ci (21n + 4, 14n + 3) =1, nel.
'10. 84 se arate ci numerele de forma Fj = 9k L q(k = 0,1,2, ...) sint prime dou# cite dou.
11. S4 se arate ci pentru orice n &€ N* avem (n! + 1, (n + 1)! +1) =2. '

14|
} !

Definigtia 4.1.  Un numir natural p >2 se numeste prim daci singuril sai divizori

sint 4+ 1 i +p.

Egzemple
Numerele 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23 sint numere prime. Verificarea acestui fapt se

> poate face efectuind imp#rfirea fieciruia dintre numerele date la numerele naturale mai mici

decit el ‘
Numirul 2 este singurul numir prim par.

In cele ce urmeazi vom da (fard demonstratie) doud teoreme foarte importante
in aritmetici.

Teorema 4. 2. Un numir natural p >2 este prim daci §i numai dacd oricare ar fi
a si_b numere intregi astfel incit p divide pe ab, si rezulte ca
p divide pe a sau p divide pe b,

S1
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Teorema 4. 3. (Teorema fundamentali a érltmetltil) Oricare ar fi numérul in-

treg n.cu [n| >2, existd o descompunere a sa in produs de nu-
mere prime, adici existd un numir finif de numere prime
Py P2y +:vy Py NU neapidrat distincte, astfel incit

n = Py Py on iy -

in vplus. aceastd descompunere este unici, in sensul c¢i oricare
a.lt‘a descompunere in produs de factori primi difers de ea doar
prin ordinea factorilor. :

_ Observatie. In teorema 4.3, in reprezentarea numirului 7 ca produs de factori
PrAML Py, pg, ..y pm, este posibil ca unii dintre factori sd fie egali intre ei: p, poate
s apara de a; ori, cu oy > 1, p, de a, ori, cu ay > 1, si in general Pr.de « :)ri cu
ap 2 1. Dacd numdrul factorilor primi distineti este 1, atunci vom at'ea: =

dl o x
n=-p p: ....pg’,- unde putem presupune Ty <5 Pa e == Dy (1)

FL‘!'lm'tj!n It n in forma (1) se numeste descompunerea lui n in factori primi. Teorema
undamentald a aritmeticii se mai numeste teorema de descompunere in factort primi

Exzemplu. Numirul intreg —5 600 se poate scrie ca : i primi
\ . § ) BC :a produs de factori pr:
felul urmétor: —5600 = —2-2.2.2-2.5.5.7 = —})2“-5’-7. 3 S
Aplic?ufe. Bd se arale cd girul numerelor prime este infinit.
- .S‘o_lu{w. Sd presupunem prin reducere la absurd ci ar exista numai un numér
Imn.‘:h.. NUMETe prime py, py, ..., pp. Fie p = pyps ... pn + 1. Dar p admite conform teoremei 4.3
un divizor prim, fie acesta py. Pe de altd parte impér{irea lui p'la’pg di restul 1 deoarece
_ : e, p=pri+1,9€N.

Am. aJll.nR deci la o contradietie. Presupunerea cd mulfimea numerelor prime este finitd este falsi
deci existd o infinitale de numere prime. ' ,

Cu ajutorul teoremei fundamentale a aritmeticii putem da un alt procedeu de
calcul ‘ul c.m.m.d.c. a doud sau mai multor numere intregi. i

Se seriu descompunerile acestor numere in produse de factori primi si c.m.m.d.c
al lor va [i produsul factorilor primi comunt acestor numere, fiecare ridicat la p'ut;er:eal
cea mai micd la care apare in descompunerile respective. ' '

- Pentrua demonstra acest lucru este suficient sd congideram cazul in care avem
doua numere intregi a i b. Fie d numdérul obtinut prin procedeul descris. Atunci
din constructia lui d, rezulta evident cii d | a-gid| b. Dacd d’| asid’ | b scriem descom.
punerea lui @’ in factori primi. Folosind teorema 4.3 (partea de unicitate) rezultd
imedial ea d' divide pe d. Deci d = (a, b).

Exemple
’ 1) Fie a = 360 gi b = 240 Avem 360 — 2% - 3% 5 si 240 = 2% 3.5 5i deci (360, 240) =
=92 3.5 = 120. .
' 2) Vj"iv @ =732, b =120 i c = 300. Avem 72 =2°-3% 120 = 2% 3.5 5i 300 = 2. 3 .5°
si deci (72, 120, 300) = 22-3 — 12.

: Tot din teorema fundamentald a aritmeticii rezulti si un mod de calcul al celui mai mic
multiplu comun a doud sau a mai multor pumere. '

Se soriu descompunerile acestor numere in produse de factori primi gi em.m.m.c. al lor va fi
prodqu.’:t factorilor primi care apar cel pufin intr-una din descompuneri, luat fiecare la puterea
cea mat mare la care apare in descompunerile respective. : .

‘ De exemplu, fie numerele a = 72, b = 120 §i ¢ = 300. Deoarece 72 — 2%-3%, 120 —
=2%.3:5 i 300 = 2°-8.5% atunci [72, 120, 300] = 2°- 8%. 5% — 4 800. :

In continuare vom face citeva observatii asupra girului numerelor prime.
]Daca n&N, n > 2 5 nu este prim, atunci el admite un divizor prim p < V/ .
ntr-adevér, cum n nu este prim, avemn = a- b cu a, b > 1. Evident putem

A v 1 ‘ = : ;
presupune ci a < b. Atuncia? < ab = n, de unde @ € |/ n. Dar din teorema funda-

8%

mentald a aritmeticii @ are un divizor prim p, care este la rindul siu divizor al lui
n si, mai muit, p < a < |/ n. '

n concluzie, pentru a dovedi cd un numdr natural n_> 2 este prim este suficient
sd verificdm cd el nu are divizori primi_mai mici decit V/ n

De exemplu, fie n = 97. Cum }/97 < 10, avem de considerat numerele prime
< 10, adicd 2, 3, 5, 7. Se vede imediat ¢ nici unul dintre aceslte numere nu divide
pe 97. :

Ciurul lui Eratostene. Vom da in cele ce urmeazd o meiloda de oblinere a
numerelor prime mai mici decit un numir dat n>2. Aceastd metoda este cunos-
cutd incd din antichitate sub numele de ciurul lui Eratostene, dupi numele mate-
maticianului grec care a dat-o. Considerdm mai intii girul tuturor numerelor natu-
rale de la 2 la n. Apoi, deoarece 2 este primul numdr prime,, vom inlitura din sir
toate numerele mai mari decit p,, si divizibile cu p, = 2. Primul dintre numerele
rémase este 3 = p,. Acum vom inldtura din gir toate numerele mai mari decit p,
si divizibile cu py. Primul numir rdmas este 5 = pg. Si presupunem it dupd pasul /g
am aflat numdrul prim p, (al k-lea ca mérime intre numerele prime). Yom inlatura
din gir toate numerele prime mai mari decit p, i prime cu py. Primul numar care
nu a fost inlaturat va fi 4, al (k + 1)-lea numér prim.

Acest procedeu se termina la pasul m, unde p,, este cel mai mare numar

prim < l/’;l

%

clitil

1. Care dintre urmitoarele numere intregi sinl prime: 3477, 2 003, 1 213, 2 099, 3 649, 847,
1493, 2027, 2261, -6 959, 9 689, 10 627. .

9. Folosind teorema fundamentald a aritmeticii, si se giseasd cel mai mare divizor comun gi
cel mai mic multiplu comun al urmétoarelor numere:
a) 319 si 407; b) 838 si 504; c) 27, 24 5i15; d) 24, 48, 64, 192 e) 825, 526, 169 5i 1 014,

8. Si se determine cel mai mic numir natural care are exact 20 de divizori intregi gi cel mai
mic numir natural care are exact 72 divizori intregi.

4, 84 se giseascd un numir natural care si albd exacl 15 divizori naturali si singuril s di-
vizori primi si fie 7 gi 11. ' y -

5. Fie e si b numere intregi prime inire ele. 8i se arale ¢ a + b 5i a -
Si se arate ci, in plus, daci a §i b au paritili diferite, atunci « + b este prim cu a — b

b sinl prime cu ab

cu a® — b3

6. Dac# a si b sint numere naturale nenule si suma lor este un numar prim, alunci a este prim
cu b.

7. Si se arate ci dacia, b,ceZsia e b e, (a b) =1, atunciab |c.

8. Si se arate ci daci a, b, ceZ au proprietatea ca a este prim cu b i cu ¢, atunci a este prim
cu be. 5

9. 84 se arate cil dacdl b | ac atunci b | (a, b) (e, b). ;

10. S4 se arate ci dacd.d este un c.m.m.d.c. al numerelor a si b, atunci d* este un c.m.m.d.c.
al lui a® si »° Reciproca. este adevirafa?

11. Fie r=Q cu proprietatea ci »m este un numdr intreg, meN*. Si se arate ci r este intreg.

12. Fie a, b, m &N cu proprietatea ci (a, b) =1 5i Vab = N. 84 se arate cd Va, ¥ eN.

18. S84 se arate cd numerele de forma 8% + 1 nu sint prime (n e N*),

14. S se arate cit existd o infinitate de numere naturale n, cu proprietatea e (n, 2% — 1) = 1.
84 se giseascd cel mai mic dintre ele, _ '

15. S# se arate ¢i nu existd numere naturale prime n astfel incil n |27 — 1.

16. 85 .se arate cd existi numere intregi de forma 37, care scrise in buazi zecimald au ulti-
mele cifre 00001. '

17. S se arate ci existd numere intregi care au ultimele cifre 1978 si care si fie divizibile cu
1979.
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1.1. Definirea p'oiinoémelor

s . e i
Fie C®) multimea sirurilor (infinite) de numere complexe

‘ 1= (ay Qyy Qgy evy Gy, i)
care aw numai un numdr finit de termeni a; ; i
natur-?)l m, astfe‘:zl ineit a; = 0 pentru orics? >al;n P
e exemplu, sirurile f—= (0, —1, 2 - b i
- (1+2], 7‘ _100, 2’ 0? (}, f) ( y Ay 01 0: )1 = (_"L L 21 01 01 )
nenuli. Intr-adevir, sirul £ = (0, —1, 2,0,0, ...) are numai 2

are 4 L[?i?;em nenuli. Deci aces(tl%giruﬁi sint elemente din multimea (™
) l £ - . . 2 i *
nim pe multimea €™ doud operatii algebrice: adunarea si inmuljirea.

Kie f' = (ai, a5, a il h ) i :
dkumns dufintim 0y Y1y g, )7 8= _])m 2-11 '!)27 ...) doudl elemente din n}u!‘gimga G(N);

f _l" g = ((I-() + boa ay -I-: bl'l Gy »-l—« bZI ) g,] (1)

fg: (Cm (R
unde : (2)

Co. = aobm

r

& = agh, + al.br-l + agbrp + ... + by = a by = 2 a{lbr
1= i+j=p
ot S8 observiim ci /4  5i fg apartin mulfimii . '
r-adevdr, cum /& €™, existd un numir natural m, astfel incit a,—0
=

; i (N ot X % e i
t >m. Cum g€ O™, existd un numir pentru/orice

ol ik LB st Eatural n, astfel inelt 4; =0 pentru orice
R ey n 81 b, =0 pentru orice k > max(m, n) si deci
h pentru orice k& > max (m, n). Deci f + g este un element din O™,

: Fie » >m 4+ n; atunci r — m

. —m >n. In acest caz ¢, = ab. 1 a
‘.;i.n:-tg,,,_;b,_nf. -+ amﬂbr_@_l + -« + &by, Cum 7 — m > n, atunci Ubr 4{; e _*b_
; {1 nuli. Pe de altd parte si numerele a i le §i deci ¢
In concluzie, pentru orice r > 7 e
element din O,

r=m
Amg, -y Gy 8int nule si deci ¢,.=0

. . r= 7
=>m + n avem ¢, = 0 si deci J& este de asemenea un

84

cd existd un numir

sint siruri infinite care au un numir finit de termeni

= : : termenti i: si
g=(-1,1,2,0,0,...) are 3 termeni nenuli, iar girul h = (1 -1 2. ;ﬁligiﬂ%eréug,oﬁ'lru;

Elementul f 4 g = (ay + bg, @y + by, @3 + by, ...) se numegte suma dintre
f si g, iar operatia prin care oricéror elemente f si g din mulimea CV) se asociaza
suma lor, se numeste adunare.

Elementul fg = (¢q, ¢y, €5 ...) se numeste produsul dintre f gi g, iar operatia
prin care elementelor / si g din multimea C™) se asociaza produsul lor, se numeste
inmuljire. :

: Ezemplu. Dacd f=(—1,2,3, —5,0,0, ..) 5i g=(1,0, — 1. 00500 atunel
suma lor este f + g = (0, 2, 2, —5, 0,0, ...}, iar produsul lor este fg = (—1-1, —1-0+2-1,
(—1) (—1) +2:0+3-1, —1-0+42(—1)+ 30+ (-5}-1, —1:042-04 3:(—1) +
+ (—5):0+ 04, (—1):0+ 2.0+ 3.0+ (—8)-(—1), 0, 0, ..)= (-1, 2, & —7, — B 57 0o

Fiecare element al multimii C™), pe care sint definite cele doui ope-
ragii precedente (1) 5i (2), se numeste polinom. Daci f =(dg, 0, dy, o)
este un polinom, numerele gy, 9,, d, ... se numesc coeficientii lui f.

Definigie.

Vom nota cu €' submultimea lui ¢™ formatd din toate girurile de forma
(a, 0, 0, 0, ...) unde a € C.
Functia ¢: € — €' definitd prin egalitatea
‘P(a) oS (CL, 0, Oa 0, ...) )
este o functie bijectivii. Mai mult, operatiile de adunare (1) si inmultire (2) a poli-
noamelor ce apartin mul{imii €’ se transcriu astfel:
(@ 0, 0, ..) + (b, 0,0, 0, ..) =(a+5,0, 0,0, ...) si (3)
(¢, 0,0, ..) + (8, 0,00, ..)=(ab, 0, 0, 0, ...)

Relatiile (3) ne aratd cii adunarea si inmultirea pe €' se fac dupa aceleasi
-reguli ca adunarea si inmultirea numerelor complexe. Din acest motiv rezultd ca
O’ are aceleagi proprietdti aritmetice ca multimea € a numerelor complexe. Acest
fapt ne permite sd identificdm polinomul (a, 0,0, ...) cu numdrul complex a. Asadar
punem (a, 0, 0, ...) = a. Datoritd gcestei identificdri avem € c C™. Polinoamele
de forma (a, 0, 0, ...) = @ se numesc polinoame constante.

Observafie. Definirea polinoamelor precum si operafia de idenlificare a poli-

noamelor de forma (a, 0, 0, ...) cu numirul a, ne reamintesc de modul cum am definit mullimea -

numerelor complexe precum si de operatia de identificare a numerelor complexe de forma (a, 0)
cu numirul real a (a se vedea manualul de Algebri clasa a 1X-a).

1.2. Proprietitile adunirii polinoamelor

1° Adunarea este comutativd, adici oricare ar fi f si g, din C™, avem

fre=g+f
tntr-adevir, dacd f = (ag, @y, Ga, ), & = (bos bys s, o), avem f+ g = (ag + by, a1+ by,
ag -+ ba, ...) 5i g+ f= (bo + @9, by + @4, ..). Cum adunarea numerelor complexe este comu-

tativd avem a; + bi = b;i + ai pentru orice i = 0. Deci f+g=g+ /.
% Adunarea este asociativii, adicd oricare ar fi f, g §i h din C™, avem
f+e+h=f+(E+h.. !

intr-adevir, dacd [ = la,, ay, as, ...), &= (bos by, b2, ), k= a5 C1y O ...]‘atunci
f+ 8 = [G + bm a, + bl: Qg "|' bz; ) $l dECi (f+ g) 'P h = [l:(lo + bu) + Co, (al + bl) + €1,y
(ag + ba) + ca, ...). Analog, obtinem ci f + (g + k) = lag+(Bot-€p), @yt (bite1), ant(batea), ).
Cum operatia de adunare a numerelor complexe este asociativd, avem {ai+bi)+ci=ai+{b{+ci),
pentru orice ¢ = 0. Deci (f+ g) +h=/f+ (g + h).
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| 3% Element neutru. Polinomul constant 0 = (0, 0, 0 Ze)
pentru adunarea polinoamelor, in sensul ¢ oricare ar i f"e C™ | avem
; .

F+0=04+7F=¢

Intr-adevar, daci == i
ar, daci = (ag, ay, as, ...), atuneci = :
= (@ + 0, a, + 0, gz + 0, .. 0 @y ) T+ 0="{ay, a,, a5,..) + (0, 0, 0,...) =
4% Orice polinom are un ; ica ori i
[i opus, adica oricare ar (N istd i
notat eu —f astfel incit = e e . elieps
f+ = =(=H+f=o.
!‘nlr-n[lvvﬁj', dacd f = (ay, aj, ag,...), atunci —f = (—ay, —a,, ..), deoarece f - (—f) =

--(nro, Ly, g, ) - (=@, —ty, —ds, ..)=(dg-}(- R
Conlorm proprietatii 1° ;\V(‘,n]] i (i/'} )_J!_ 5~ G: [g. o)y Oyt (—a), agt-l—ay), ..)=(0, 0, 0, ...)=0.

De exernplu, dacd f= (—1,0,2,2, 0,0 ) i i
vy PO g ]( s 0ugy % 0l +.) este un polinom, atunci opusul s#iu este

er : f)!';sm'vtr:g!t;..f Dacd f5i g sint doudt polinoame, suma [+ (—&) se noteazd, simplu
— # 5l se numesle diferenfa dintre f si g. Operatia prin care ori i e /sig 1i
s¢ asociazi dilerenta lor se numeste seddere, e i saledaratl
) = i
Dacd = lay, ay, as, ...) 8i g = (b, by, by, ...), atunei
f-- g = f(tn — bOe a; — bl’ Uy — bg, ...}.

emplu, dack f = (2, —3, —1,0,0,...) sig = (—1, —1, —1. 9. 0.,

De ey
e e T s B

-), atunci f — g =

1.3. Proprietitile inmultirii polinoamelor

10 f 4 e ( :
1° Inmulgirea este comutativd, adici oricare ar fi /[ si g din ¢
. : V t
18 = gf.
Intr-adevir, daci = (s, a4, 0 ) sig:
: 3 . : b s @y Qg o) §1 8= (by; by, by, ...), atunci notind fo — (e
§1 gf = (dg, dy, dy, i) avem Op=tgbp—+a,bp_y +agbp_y -+ ... -+ apby §i d,.:b,,a,.—i-b]:i,. 5 -ﬁ, CI::,Z ao)
S M

um .‘]dlmdlﬂa ‘?I i“ln ! e mere Illp e & $ —
C b ul Aréa nu ]01‘ co l xe Shl co 11;1ve 1 asociative avem c d
: t: mut: 3 ™ T
jJPI’]tl'Il wrice r = 0 51 dE( 1 fﬂ = gf

avem

2% ?”“ﬁ’;f ea D ’
& )’ ELLT este 1Socraliea ﬂlhf‘a ()!l(a]e a l] {llil ( ] avem
L
N i 3 g §] h C E}

(/g)h = f(gh).
]‘”“"ﬂde\!ﬁr* fie f = {aq, a;, as, )y &= (bgy by, b, ..0) §il b= (co ¢, Ca,...). SH notﬁm.

f& = (dy, dy dy, ...) &5 (fg}h = (e, €, €5, ..). Atunci dyp = ; aibj pentru orice r > 0 si
i4g=r =

N y
i Lt drex. Deci e, = ; [ 2 “aibj| ep = aibjey,.
iptsh Ith=n \itj=r i+ Th=n

racd i gh — # 7 4 1 ¢ % # l
Dacd notim gh = (dy, d}, dy, ...) si [(gh) = (eoy €1y egy +..); tn mod analog se obfine

=y bjer, pentru orice s = 0 s z ; ; i
l-;?-/_ : ; ; = U Ep = aidg. Deci P a3 ( biow ) =
gkl i a=n / i+ren v = e

. =5 d ]}T_’: aibjey. Comparind, obfinem ci ey = e;! i deci f(gh) = (fg)h.

\ ?" Ii’trem‘r)n.( neutru. Polinomul 1 = (1, 0, Iy
inmultire, adicd oricare ar fi f € (™, avem

fol=tdif=y

.) este element neutru pentru
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este element neutru

= (@, ay, a,, ...) = f. Dupd proprietatea 1° avem $i0+f=7

intr-adevir, daci f = (@ ay, Qs ...}, abunci f-1 = (@, 65, ag, ... {45000, L o)t
= (@g* 1, G0 +a;+1, ag+ 04 a0+ ag-1,..) = (ag 4 @, ...) = f.

Dupd proprietatea 1° avem de asemenea 1-f = /. ,

4° Immulfirea este distributivd fajd de adunare, adica oricare ar fi polinoamele
fr g, h € C®, au loc relatiile: :

g4+ h) =f+/h g
(f + &h = fh + gh.

Intr-adevir, fie f= (ag, a5, aa. )y & = (bos by, ba, o) 8i k= (o, ¢y, oy oe): Atunci
f(g + h‘) o (aﬂl ay,s ag,'...) [bﬂ +'cﬂ| bl + C1y ")2 + Cgy J — l”'l:l[.bn Fi "U.’! ﬂl()[bl I' U‘) I
i ' "

1

+ay(bo + ), s 2 ai(byp_itepi)y o) = ((dobo + ageg), (@oby + @ylig) + [Boey + @y¢g); ooy E aibpi-t

=0 t=10
i " r
-+ E QiCpai, ...)r—'((tubu, anbl -+ ulbu, Wiy 2 ”ibr‘-—i- -‘-)'J‘(ﬂncm Aoty + @4, .? AiCr_is )_-/g+ fh.
i=0 1=0 i=0

5° Dacd f gi g sint polinoame nenule, atunci produsul lor este un polinom nenul
(F#0 g gs0=jfg+0)

fntr-adevir, fie f = (aq, ay, s, ...) $i g = {bg, by, b, ...). Com [ 0 existi un termen
a; # 0. Fie m cel mai mare numir natural astlel incil e, # 0. Rezultd cd a; = 0 penlru orice
i > m. Analog pentru g # 0, [ie n cel mai mare numér natural astlel incil b, # 0 Rezultd
c# bj = 0 oricare ar fi j > n. SA presupunem ca fg = (¢, ¢y, €z, o). Atunci epyn = Qobmin +
+ Gbming + - + Gmbn + Cmarbnoyt - + @minbe. Cum bmin = bpypg = oo = by = 0 §i
i1 = Omig = - = Gmyn=0, atunci epyn=amby. Cum ay, % 0 §i by # 0, atunci empn=ambp # 0
si deci fg# 0. ' ‘ ;

5° Simplificarea cu un factor nenul. Daca [, g, h, sint polinoame astfel incit
fe=7fhsif # 0, atunci g = h. ‘ :

Intr-adevdr, cum fg = fh, obtinem fg — fh =0 si deci f(g — k) = 0. Cum
f # 0, din proprietatea 5° trebuie ca g — h = 0, adicd g = h.

§ 2. Forma alg

Notatia f = (ay, @y, @, ...) introdusé pentru polinoame nu este prea comodd
in opératiile cu polinoame. De aceea vom [olosi alia scriere pentru polinoame.
Convenim sa notam polinomul (0, 1, 0, 0, ...) prin , X" $1 eitim  nedeterminata X*.

© Inmultirea polinoamelor ne da:

X2= X:X=(0,14,0,..)(0,140,0, ...) = (

X=X R (O 0N O 3,0 L0 ==

......................

U) 0‘ 11 (}v ))
0,0,0, 4,0,..),

n~1 ori i Ori

R R R R R R R S T |

Folosind acum adunarea gi inmultirea definite pe O™, pentru f=(ay, ay, g, )
putem scrie /

F=(Boy 83y gy ) =(g 0, ..} (0, a3, 0, o) +(0, 0, @, 0, .. 4. 4(0, 0, ., 0, @4, 0, )+
e e (e O s e g O Syt 0 ) st 105 wd D O3 40 ™
4 (a;; 0, .2) * (0, 0, ... 0, 4,0, o). = a5 + ay X + @, X% + ... +a Xt 4 ...

—'—

(unde existd doar un numar finit de termeni nenuli).
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Deci

f=ay+ a,X 4 aX? + ... + ;X 4 ... =2 ¢, X! (1)

i=0

Com f= (a,, a,, a,, ...) este un element din C™, existd un rlumir natural m
astfel incit a; = 0 pentru orice { >m. In acest caz (1) se scrie sub forma

m

| ey ba X e X b, X ZZJ a; Xi, (1)
unde ag, ay, @y, ..., am sint coeficientii polinomului f.

Polinoamele de forma ¢ X™ unde a & C si n este un numar natural se numese
monoame. Din (1') rezultd cd orice polinom nenul este o sumd finiid de monoame
neriule. '

Datoritd scrierii (1) sau (1') pentru polinoame, se adoptd pentru mulfimea
O™ notatia C[ X). In particular, avem incluziunea CCC[.X]. Datoriti scrierii (1) sau
| (1) elementele din C[ X] se mai numesc polinoame intr-o singurd nedeterminatd cu
| coeficienti complecsi. De asemenea, dacd f € C[X] este un polinom, de multe ori
este util sd scriem f = f(X).

In multimea C[X] distingem urmitoarele submul{imi importante:
R[X] = multimea polinoamelor cu coeficienti reali,

Q[ X] = mulfimea polinoamelor cu coeficienti rationali,

Z[ X] = mul{imea polinoamelor cu coeficienti intregi.

Este clar cd avem incluziunile

ZIX)cQ X]C R[X]C C[X]

Ezemple. 1) Polinomul f= |/ 2 — 7.X* 4 X® este un polinom cu coeficienti reali.
. 1 1 , FoATa X :
2) Polinomul g = e X+ 5 X* este un polinom cu coeficienti rationali.
| 3) Polinomul # = 7 4+ X* — 8X® este un polinom cu coeficienti intregi. .

} Observapii 1) Folosind serierea (1) a polinoamelor, omrafﬁ.tle de adunare sgi
inmulfire se transcriu astfel:
daci f=as+ 0 X +asX®+ .|+ ap X" 4 ..co8i g =By 4+ 5, X - ... + 5o X"+ ...,
atunci
[+ 8=2ay+ 0g+ (a; + byJX + (ag + ba)X* 4 ... 4 (ar + br) X" + .y (2)
f& = aghy + (aghy + aybe) X + (g + @by + agbe) X + ... (3)
o (@b + @by + @obp_y + A apbg) XT A LS
De exemplu, dacd f= —1 + 2X + X* s5i g = 1 — X, atunci
fHe=(—14+2X4+ X))+ (1 —X)=X+ X*si
fe=(—1+2X4 X*)-(1— X)= —1+3X — X* — X°
2) Be observd din relatiile (2) si (3) cit dacdi f, g sint pblinoame cu coeficienfi reali (res-
pectiv ralionali, intregi), atunci suma si produsul lor este un polinom cu coeficlenti reali (respectiv
rafionali, intregi). .
3) in practics, ori de cite ori avem de inmul{it dou# polinoams este foarte comod si

folosim proprietatea inmultirii de a fi distribulivi faf# de adunare. De exemplu, fie polinoamele
f=1+ X4+ X*si g=1— X. Produsul lor se calculeazd astfel:

=114 X X)) 1—=X) =1 X L X X ¥ __Fh—q: ¥
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Am vézut in paragraful precedent ca orice polinom f& €[ X] este o sumd finitd
de monoame, adica

F=a,+ a X + a,X? + ... + a, X"

Se numeste gradul lui f, notat prin grad f, cel mai mare numdr natural n astfel
incit a, # 0. In acest caz a, se numesgte coeficientul dominant al polinomalui f.
Numérul ¢, se numeste termenul liber al polinomului f. De multe ori este foarte
utild si scrierea lui £ sub forma f= apX™ 4 @p ;X" + ... + @; X + @, lucru
intotdeauna posibil tinind seama cid adunarea polinoamelor este comutativi.

Eaemple
1) Polinomyl f =1 — X are gradul 1, adici grad = 1.
2) Polinomy! f= X 4 X*® — X® are gradu! 5, adicd grad f= 5.
3) Polinomul constant f = a unde @ e €, a % 0 are gradul 0, deci grad f = 0.

Pentru polinomul nul, 0, gradul sdu se considerd ca fiind egal cu —oo (se citegte
minus infinit). ‘

"Referitor la gradul sumei si produsului a doud polinoame f §i g au loc urmé-
toarele relatii:

i)* grad (7 4 ¢) < max (grad , grad g);

ii) daca f gi g sint polinoame nenule, atunci

grad (fg) = grad f + grad g. . ;

Intr-adeviir, si presupunem cd grad f = m si grad g = n. Atunci f si g sint
de formaf=a, + ;X + ... + a,X"sig = b, + b, X + ... + b, X". Daci m > n,
atunci gradul sumei / - g este m, deoarece termenul de grad maxim din f+ g
este @, X™.

Pacd m = n, termenul de grad maxim din f 4+ g este (@, + b,) X™ in cazul
eind @, + b, # 0 sau mai mic in cazul cind a,, 4 b, = 0 i

Agadar, grad (f - g) < max (grad f, grad g).

In produsul fg, lermenul de grad maxim este monomul (g, X™) (b X™) = .

= by X™™ (a se vedea proprietatea 5° din § 1). Cum f si g sint polinoame nenule,
atunei a,, # 0. gi b, # 0. Deci a,b, # 0 81 in concluzie grad (fg) =m + n =
= grad f -+ grad g.

Fie f = a, + a; X + ... + @, X™ un-polinom arbitrar i « un numér complex
arbitrar. Atunci numarul

fle) = ay + aya 4 ay0* 4 ... + aza®

se numesgte valoarea polinomulut f in o. .
. Bzemple
1) Fie polinomul f = 2X* — 5X* + X — 7. Valoarea lui f in 1 este f(1)=2.1">— 5124
T R P _
Valoarea lui fin —1 este f(—1) = 2(—1)® — 5(—1)* 4 (—1) = 7 = —15,
2) Fie "polinomul g = X* —iX + 1. Valoarea lui g in i este g(i)=i*—i-i+4+ 1=
=44+141=3

De asemenea valoarsa lui g in 1 - i este
gi+ i) =1+ —i1+i)+1=s—-b—it14+1=—-2-1

* Pentru ca i) si rdmind adevdratd si in cazul cind luerdm cu polinomul nul, conyenim
sf punem —oo <@, —00 4 @ = —o00 §i (—o0) 4 (—o0) = —co pentru orice numir natural a.
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Vom enunta acum proprietitile cele mai importante ale valorii unui polinom:
Dacé fsi g sint doud polinoame st @ un numdr arbitrar atunci

1) (f + &) (a) = f(a) + gla);

i) (fg)(a) = f(a)g(a);

i) Dacd [ este un polinom cu cocficienfi reali si z un numdr complez, atunci

. Observatie. Daci [ esle un polinom cu  coeficien{ii reali (respectiv rajionali,
intregi) si a este un [mma*g real (respectiv ralional, intreg), atunci valoarea polinomului f in a,
fla) este un numdr real (réspectiv ralional, intreg).

f(z) = f(2),

unde z desemneazd conjugatul lui z, iar f(z) ‘conjugatul lui f(2);

iv) Daci [ este un polinom cu coeficienyi rafionali si-a, b &Q astfel tncit |/ b nu
-este rafional, atunci f(a -+ 1/b) este. de forma A 4- B Vb, unde A, B € Q. Mai h
mult, dacii%/'(a. + 1/ b) este numdirul A + B 1/ b, atunci I (aﬁ]/z) este numdrul
A—BV'b si reciproc. ' !

Primele doud proprietati rezultd direct din definitia sumei si produsului a
‘doud polinoame. : '
‘ Sé demonstrdm proprietatea iii). Vom folosi proprietétile conjugatului unui

numéar complex, adica: :

i i

2129 = 2y

&l

St &g =

Ral

: g
Fie acum polinomul f = a, + a,X + ... + 2, X", unde a,, a,, a,, ..., a, sint
numere reale. Atunci f(z) = ay + 2,z + ... + a,7* de unde f(z) =d,+a,z+... +
% __ 5 =l = = .
+ @pz" = @y + a3 | ayzz* 4 ... + @,2". Cum a a4, ..., @, sint numere reale,
adicd @y = ay, &) = ay, ..., @, = ay, atunci f(2) = ay + a2 + 622 + ... + 2" =
= Gy + a;2 + ay(2)* | ... 4 ay(2)", ceea ce ne aratd o f(z) = f(z).
Demonstram proprietatea iv). Fie f = a; 4+ ¢, X + ... + @, X® un polinom
en @y, @y, ..., dy Numere rationale; Avem:

flat VB =aptale £ VD) +alot VI + ..+ anla £ /D"

Utilizind binomul lui Newton si tinind cont o pentru orice numér natural m, avem
2 (I/_h)Zm — j GQ ﬁ] (j: I/'B)2m4—1 23 _j:‘bm ]/_b,

atunci rezultd cd f(a+ |/b) este de forma A + B |/b). In plus, dacd
f((l Jo VD) o A - B V/ by rezulta ca /'(u — ]//b) = A — Bl/b- 'j
y Ezemple i i
1) Fie polinomul f= X* 4 X* }1.
' Avem fA+i)=(U+i'+(1+if+1=—4424+1=—38+ 2i. Cum { este un
polinom cu coeficienti reali rezultd conform proprietaii iii) c& f(1 — i) = —3 — 2i.
2) Fie polinomul g = X4} 2X* — 6,

Avem g(1+1/2) =(1+1/2)* +2(1 + V22 — 6 =17 4+ 121/ 3 +-2(3+ 21/ 2) — 6=

=17 + 16/ 2. Deoarece g este un poliiom cu coeficien{i rafionali, atunci conform proprie- ‘

tafil iv) rezultd ci g(1 — )/ 2) =17 —16)/2). - . |

Definligie. Fie A, B doui submulgimi ale lui €. O funcjie f:A— B se numeste !

polinomiald daci existi un polinom P & C[ X ] astfel incit
f(a) = P(a), oricare ar i a € A.

|
|

Ezxemple 1) Functia de gradul intii
f:R>R, fla) = ax + bla # 0)

este o funclie polinomiali, deoarece exisld polinomul P = aX -+ b astfel incit avem fla) — P(x),
oricare ar fi o« & R.

2) Functia de gradul al doilea

f:R=R, f(eg)=az+bxr+cia, b, ceR si akl

este o funcfie polinomiald, deoarece existd polinomul de gradul doi P = aX* | b | ¢ pentru
care avem f(a) = P(a), oricare ar fi « = R.

3) Functia putere

: f:R—=R, f(z)=az"

este o functie polinomiald, deoarece existd polinomul de gradul n, P = X7 penilru care avem
fle) = P(a«), oricare ar fi « & R.

Fiind dat un polinom arbitrar f& C[ X] putem sd delinim functia £: € — €
prin egalitatea f(«) = f(«), oricare ar fi « € C. -

Functia f este polinomiald gi se numeste funcfia polinomiald asociald poli-

 nomulut f.

1. 8a se calculeze f+ g, daci:

al f=1-] X1 X'sig=14 X*— X*— x%

b f— 3 (1 — R X X — S0 DR XSO et

e)f=1—X+ X — X34 X' _ X% s5i g= —1+ X — X*+ X*— X% XY

d) f=(1+i)+1—-)X+iX*—iX? g g= —1+iX + (1 — i)A* + (1 -} i)4"

84 se calculeze produsul fg daci:

a)f=(1+i)+Xsig=(1-i)—X,;

by f=1—-X+ X - X'sig=1+X;

el f=1—-—X+ X X" X'sig=1+ X;

d) f=1+ X4+ X2+ ...+ Xn si g=1— X;

e)f=2—1i+4+(3—0)X+ X% 5i g=2+ 1+ (34 1)X —iX%

) f=1—V2+0@ VDX +X s5i g=1+V2+(@2 +1/2)X.

8. Fie f= ap + a1 X + a3 X* + ... 4 apX® un polinom cu coeficienti complecsi. Notim cu §
polinomul f = @, + @, X -+ @X® + ... + @, X" S4 se arate cd polinoamele [+ F; si ff sint
cu coeficienti reali.

2

4. Un polinom f e C[X] se zice inversabil dacd $i numai daci existd g & C[X] astfel incit fg = 1.
84 se arate cd f este inversabil & fe C si f+# 0.
5. 84 se calculeze grad (f + g) daci:
alf=14+X+Xsig=1—X— X%
D) f=1—3 41X gig=1+X+ X*-1X5%
e f=1+i)+(1—1)X4iX* si g=1i-4 iX® —iX4
6. In raport cu parametrul complex m & € si se determine gradul urmitoarelor polinoame:
a) f=(m®— 3m + 2)X* + (m? — &m + 3)X* + (m* — 1)X + 7;
b) f= (m® 4 1) X% 4 (m® — 1) X* + 201X + 1.
7. 8i se arate ci pentru orice polinom fde gradul n > 0 §i un numir natural 0 < k < n existd
un polinom g astfel incit grad (f + g) = k.
8. Fie polinomul f =1 — 2X 4 3X® — 4 X" Si se calculeze f(1); f(—1); £(2): f(—2): F{);
fl=i)i FAA+D: a0 e +1/2); Fl1 —1/2)




9. BH se determine polinoamele de gradul al doilea f= a, + a, X + ap X, astfel incit
fl1) =.=2;5 f12) = —1 s £(3) = %

10. Fie functia polinomiald
f:[0,1] =10, 1], f(z) = =* + az + b,
unde a, b & R. 84 se arate ¢ in mod necesara < 0si b = 0.
11. Bd se giseascd polinoamele f = R[X] de gradul al doilea care satisfac conditia:
fla®) = (f(a))?, oricare ar fi a € R.
12. Sd se arate prin inductie di]pé’; n ¢ are loc egalitatea:

(& + 2X% + 3X° + ... + n&A") (1 — X)* = n X4 — (' 1) X0+ | X,

‘r |f|lpé_1‘i'-!l",(l E;fnh:r-.-..u o

5.1. Teorema impirgirii cu rest

Teorema 5.1.1. Fiind date dou polinoame oarecare cu coeficienti complecsi

f'§i g cugs0, atunci existi doud polinoame cu coeficiengi
complecsi g §i r astfel incit

f=gq +r unde grad r < grad g. (1)

In plus, polinoamele q si r sint unice satisficind proprietatea (1).

In egalitatea (1) polinomul / se numeste deimpdriit, g impdriitor, q cit iar r rest.

Demonstrajie. Vom demonstra intii partea de existentd a formulei (1).
Fien = grad f'si m = grad g. Dacid n < m atunci luim q =0 si r = f. Presupunem
cd n > m si cad f g g sint de forma '

f=0+a;,X + ... + a,X™ g=0b,+ b, X + ... + b, X",
unde ap # 0 §i bm # 0. Putem considera polinomul
Al A58 (2)

In egalitatea (2) termenul de grad maxim a, X" al lui / se va reduce si deci
grad f, < grad f. :
S& notdm n, = grad f,. Atunci polinomul £, are forma

i = X™ ba, g X-d L g

Dacd n; < m, atunci punind g¢ :;’5 X"™ st r = f, din (2) obtinem
m

f: £q + r unde grad r=n; <m= grad g.

Dacd n, > m, repetdm din nou procedeul de coborire a gradului, printr-o
noué scédere:

a;z o
fo=fy — 22 yr-my @
m )
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Dacat grad f, = n, atunci evident ny < n; << m. Repetind procedeul de

coborire a gradelor se obfine un gir de polinoame £, f3, ..., fo, fo41, .- astfel incit
fomf— 22 Xy
<, (%)
3 . Ay, ny—
fz‘;ﬁ _“ELX y mg‘
m
(»)
foin == b_p X"r™ e,
m

unde grad f >grad f;, > grad f, > ... >grad fp > grad fp4; > ..., adicd
R >Ny > Na = >MNp = Npgy == v s

Cum m este numér natural, existd p numiér natural astfel incit npy, < m.
Vom nota 7 = fp4y. Adunind toate egalitiifile (4) obiinem

fory=f— {%i XA % bl S %(i; Xre~ '“J g (5)
Dacé notam polinomul din parantezd cu ¢:
g=2 gy B w4 M e
b b -
egalitatea (5) se scrie
f=gq - unde grad r = npy, < m = grad g. (6)

Sii trecem acum la demonstrarea pdrfii de unicitate din teoremd. Presupunem
cd mai existd doudl polinoame ¢, §i r; astfel incit

/= gq, + r; cu grad ry < grad g.
Atuneci

f=8+r=gn+r )

de_ unde
gg—q) =ry—r. (7)

Dacd ¢ — ¢, # 0, atunci grad g(¢ — ¢,) > grad g. Pe de altd parte, cum
grad (r, —r) < max (grad ry, grad r) <grad g, obtinem o contradictie. Deci
trebuie ca ¢ — ¢; = 0, adicd ¢ = ¢;. Din egalitatea (7') obfinem in acest caz c&
ro— =0 Ehdagir, =7

Observafii 1) Imparfirea cu rest necesitd efectuarea celor patru operafii aritme-
tice: adunarea, sciiderea, inmultirea si impirfirea asupra coeficientilor polinoamelor f si g.
Din aceste motive, dacdi polinoamele f si g au coeficienfiv numere reale (respectiv rajionale),
atunct citul q st restul r sint polinoame cu coefictenil reali (respectiv rajionali). Din egalitate:a (6)
se vede cd dacd polinoamele f gi g au coeficienfi numere intregi coeficientul ?ermenqlm de
grad maxim al luil g este -1, atunci citul si restul sint polinoame‘cu coelicien{i intregi.
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2) Egalitdlile (2), (8), (4), (5) si (6) se pol expune in l‘ﬂhﬂ‘lul aldturat

-— ey ——— i 2 ol
an X" 4 ap_ X111 4 + a b A™M m—1
N4 n—p A a : hm + b X - + . +b,
— i X0 — '—nnh?-”-*“ XA Sl - ﬂ’iﬂ. \n—m X
m bm dn yn-m 4 M ym—m
== — +
fi = a. XM 4 q Ehaels L ogr bin m *
1y | =1 v T W
<y ; “,(qp)
’ i = ) —
_a -A‘rfl’ 3 #Hl_] X”'_ L . i i’thl ‘,“I_m + 7 “.X"” m
] / "
s b it =
2) +» " £ rMy— 2
fa = uf,') X - u(zj,l-f\ Mt f a‘() ) 7
(Poynt (p)
fo = aPX" . +a
”‘E;I.)?bo
—al B E et R
P m

fo#1 = 114(”';;:7': 2l o AR n,‘,”+1)

Acesl tabel ne redd tocmai regula de impértire a polinoamelor cunoscutd incii din algebra
elementard $i pe care o vom aplica in practicd pentru oblinerea citului si restului impﬁrtirii..
Exempln. Fie polinoamele f— 2X5 | X4 — 5X¥°_ 8% 4 1 sig=X*— 3 Si
determinam citul si restul impartirii lui f la g
! : g
‘-,—-ﬁ-—
9X5 L XV IBXS_8X 4 4 &* — 3
X" L 6x° 2X" + X* + X+ 3
D2 LSS e G A | 7
==l e
XL 3X* — BX 4 4
- X? + 34X
XY 5X
—gxs 49

— 5X 4 10
e et
r

Deci citul este g = 24" 4+ X* + X + 3 iar restul » = —5X + 10. Formula impirtirii
cu rest se serie in acesl caz astfel:

2X5 4+ X' — 5X' —BX +1=(X"—9)(2X*+ X* + X  3) + (—5X 4 10).

5.2. Impargirea prin X —a. Schema lui Horner

Un caz foarte important in aplicatii este impértirea unui’ polinom f # 0
prin binomul X — a. Vom demonstra urmaétoarea teoremé:

Teorema 5 2.1 Restul impargirii unui polinom f # 0 prin binomul X — g este
egal cu valoarea f(a) a polinomului f in a. :

Demonsiratie. Aphcind formula impértieii cu rest pentru polinoamele
f #1 g = X — a obtinem egalitatea:
/= (X — a)g | r, unde grad r < grad (X — a) = 1. (1)

L
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Deci grad r < 0, adica restul impartirii este un numér complex.
Dac3 in egalitatea (1) facem X = «a, obtinem egalitatea

f(a) = (e — a)g(a) + r(a),
de unde f(a) = r(a). Cum r este un polinom constant atunci r(a) = r si deci
: r = f(a).

Aceastd teoremd ne ajutd si gdasim restul impdriirii unut polinom oarecare

prin polinomul X — a fdrd a mai face impdrjirea.
Eazemple

1) -8 se gaseascit restul fmpirtirii polinomului [ = X% — 2X* 4 X 4 1 prin hinomul

X — 2.
" Conform teoremei de mai sus, restul impiirtivii este » = f(2) = 2* — 2+2* 4 2 4 1 = 3§,

2) 84 se gdseascd restul impdrfirii polinomului /= X' — 20i¥" 4% 1 4 2i prin
binomul X -+ i.

Conform feoremei de mai sus, restul este

r=f—i) = (—i)"— 2i(—iP + &(—D) 4+ 1+ 2i=1+42—4&i+142=4-—2

Teorema de mai sus are dezavantajul cd nu ne spune nimic asupra citului impdr-
tiric polinomului f prin binomul X — a.

Vom indica acum un procedeu de aflare a citului impdartirii polinomului f
prin binomul X — a.

Sd presupunem cé f este un polinom de forma

f=aX" + an X" + ... + @,

Dac4 scriem formula impdrtirii cu rest pentru polinoamele f §i X — a oblinem’

egalitatea
f=(X—agq+r (2)

Cum grad f = n, atunci trebuie ca grad ¢ =n — 1. Deci ¢ este un polinom
de forma

A= XL LR L b
Egalitatea (2) devine in acest caz . _
B X Lo X L g = (X @) (B s XPE - by g XU L o b)) 4
Efectuind inmulfirea in partea dreaptd obtinem
(X — a)(by g X% o bpg X0 o Sl =By 3 X b g X i A
Ll X = by XV — @by (X" — . —aby = bp s X + (bass — @b )X A
5 ({717._3 — aby ) X" 4 o 4= (b — aby) X — ab,.-

~Inlocuind in (2) obtinem egalitatea

aﬂX“ + any R R ay = bnul b W (bn_z = (fb;z_ﬂf\,n_] i
+ (bns — abn_g) X2 + o o (b — aby)X + (1 — aby).

Din egalitatea célor doudl polinoame obtinem ca

ap = by
Opy = Up_g—8bny
) a‘l’l—z = b&’l—ﬂ = (fhn_z. (:),l)

ay = by = aby,
{ @y = r — aby




Din egalitatile (3) obtinem succesiv

b’l‘l——l =S5 (In,
bu_g = @n_y + aby_y,
(4).
by, = a; + aby,
r = a, + ab,.
Egalitétile (4) se trec in tabelul urmtor
xn | xmw et I X1 X0 ©)
Ay Ap_3 Gipr i S Sl e e ay au
@ | Gp | @y -tabyg| @ o+ abeg| cvnn. .. a; + aby, | ag -+ ab,
bnl b_‘z, bﬂ_a SEiaS PlaNan a) ad bD o

b )

In rindul de sus al tabelului se seriu coeficientii polinomului £, iar in rindul

de jos coeficientii b, ;, by, ..., by a1 citului si restul 7.

Tabelul (5) poarta denumirea de schema lui Horner. Din schema lui Horner
coeficientii citului se determind astfel: mai intii coeficientul termenului de grad
maxim n — 1, b,_; care este egal cu a,, apoi coeficientul termenului de grad n — 2,
bn_g care este egal cu a, ; + ab,_;, apoi coeficientul termenului de grad n — 3
bn_g care este egal cu an_p + ab,_, s.a.m.d.

Ezemple: 1) Utilizind schema lui Horner si se determine
impértirii polinomului
f=2X*—-5X°—8X 4 1 prin binomul X — 2.

citul si

Facem schema lui Horner

restul

Exercitil

1. S4 se determine citul si restyl impé#rtirii polinomului £ prin binomul g daci:
a) f=X°——X"‘—X‘+X3—2X“+5X—-4, g=X*—2X | 3;
bjif— X*—6X"—BX'+ 1, g=X" X+ 13
o) f=X*—2X*+2; g=X*—2X + 2;
d) f=X° —2X' 43X’ —4X* 45X —6, g= X*— X2+ 2X — 3;
e) f=X —3X°+2X° 4 2X' —2X° —2X* +3X —1, g=X*—2X +1
f) f=X2 X4 X904 X4+ 2X° 42, g=X"+4 X+ 1.

9, S4 se afle un polinom de gradul trei astfel incit impiirtit la X* — 3.X di restul 6X — 15 §
impartit la X* — 5X 4 8 di restul 2X — 7.

8. Si se arate ci dacd f'si g dan prin fmpirfirea lor la & resturile ry, qu(_ctw rqg, atunci
pentru orice «, B & C, polinomul «f + Bg d& prin impirlire la h restul ary + frs.

4. Ce condifii trebuie si indeplineasci numerele m, p, ¢ ca restul impdariirii polinomului
X* + pX* + g la polinomul X* 4 mX + 1 s fie zero?

b. Aplicind schema lui Horner sii se determine citul si restul mlp:u-tu ii polinomului [ prin g
daca:

a) f= X‘43X"’—2X"—GX+1 g=X—1; ;

b) f=X"— X+ 3X°—6X {2, g=X+1;

) f=X" X2+ X*—X—2,g=X—2;
djf=X"—2X*—_X"4+2X*—2, b=X+2;
P XX, g=X—!—%,

f) f=2X° - 8X* —4X+2, g=2X+1;
g) f=3X% 42X — 4X* | 6X 4 6, g=3X — 1.
6. Si se afle un polinom de grad cit mai mic astfel incit impéarfit la ¥ + 1 si dea restul —1 i
fmpérfit la X — 1 s dea restul 1.
7. Sa se determine parametrul m astfel incit polinomul
f=2X— mX®+ X* — 7 impirtit la X 4 2 si dea restul 4.

¥

A% A i X x° 8. 84 se determine parametrul m astfel incit. polinomul
2 —5 0 —8 1 f=X° — mX*+ (m* — 2)X* 4 mX® — 1 impirtit la ¥ — 1 sit dea restul 7. ‘
9. S4 se determine parametrii @ si b astfel incit polinomul /= X* 4 a® + bX + 1 impirlit
S =54 2-2=-1]0+42(—1) = —2| —8+2(—2)=—12{ 1+2(—12)=—28 la X — 1 si dea restul 1 si imp#rtit la X + 1 sd dea restul —5. e
’ . 10. 8% se determine un polinom f= X! aX® L bX® | eX 4d astlel incil impirlit la
b L by bo & X% _ 83X + 1 si dea restul 2X 4 1 si impir{it la X* — 1 si dea restul — 2.X |- 2
Deci citul gi restul impdrtirii sint:
; q‘=2X3— X"—QX—'L‘Z $1 r= —23. . : 8 6 i“ﬂ\”j-_,?ﬂ.ill‘l_‘j.’.'{;g,‘i polinoam Il

2) Utilizind schema lui Horner, sd se determine citul si restul fmpé#rtirii polinomului

s
| f=X'—X°+ X'+ 2X° — X*— 3 prin binomul X + 1. q 6.1. Definigia relagiei de divizibilitate. Proprietigi
g S ! Defini ; ia 6.1. 1. Fie f §i g doud polinoame. Spunem ci polinomul g divide polino-
x° x° x* » xe X 3 mul f (sau f este divizibil prin g, sau g este un divizor al lui f, sau '
1| —1 1 9 -1 0 ;. inci f este un multiplu al lui g) daci existd un polinom h astfel .
incit |
1[4 =1 (—11==2 [ 14 (—1)(=2)=3] 2 + (—1)- | —1+(—1) [ 0+0=0|—8 [ = gh. .
Py, ey ) i r B Cind polinomul g divide polinomul f notém simbolic g | /.
bal b & ba by , bo & -l" 1 il Ezemplu. SH consideram polinoamele f=X"—27 gi g=X — 3. Cum A? — 27 =
Deci citul si restul impértirii sint: | = (X — 3) (X*+ 3X + 9), rezultad oA g|f. | |
g= X"— 2X% 4 3X% — X% si p= —3. )

Citeva proprietifc ale relafiei de divizibilitate a polinoamelor : .
1° Din teorema impdrjirii cu rest rezaltd cd g divide pe f dacd si numar dacd i
- restul impdrifirii lui f la g este zero:

2° Dacda g | fsi f # O atunci grad g < grad f.

Observaiie. Schema lui Horner ne oferf nu numai un procedeu de objinere
citului impértirii polinomului £ prin binomul X — q, dar si un procedeu de determinare a restului.
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Intr-adevir, cum g|f existd un polinom A astfel incit f= gh. Deoarece
f # 0, atunci grad f = grad g + grad h. Dar grad & > 0 si deci grad g < grad f.

3° Polinoamele de grad 0, adicd constantele nenule, divid orice polinom.

Intr-adevir, dacd a € C, a # 0 si f este un polinom oarecare putem scrie

f:(c}z%)f:_a(%f) i deci a | f.

4° Dacd f este yn polinom st a € C, a # 0 atunci af | f.
1
Intr-adevir, f = (i a,) f=—(af) si deci af|f.
a a .

. Daci f este un polinom, divizorii de forma a si ¢f unde a € C, a#0 se numesc
divizori improprii ai polinomului f. Divizorii care nu sint improprii se numess
divizori proprii. ‘

5° Relapia de divizibilitate: ,

i) este veflexivii, adicd f|f oricare ar fi polinomul f.

Intr-adevér, f=f- 1.

ii) este tranzitivd, adicd dacd h|g si g|f, atunci h|f.

Intr-adevir, cum k| g, atunci existd un polinom %, astfel incit g = hh,. Cum
g | f. existd un polinom g, astfel incit f = gg;. Inlocuind in aceastd egalitate pe
g = hh,, obtinem cd f = (hhy)g; = h(h,g;) i deci L | /.

iii) Dacd g | f, 51 g| f2, 18 hy, hy sint doud polinoame arbitrare, atunct

g1 ufy + hafi

Intr-adevir, cum g| f,, existd polinomul g, astfel incit f; = gg;; cum g | fg
existd polinomul g, astfel incit f, = gg,. Dar atunci avem

oty -+ hata = ha(g81) + halgge) = g(h1gy + hags) st deci g | hufy 4 hafy 4
iv) Dacd g|f si f|g, atunci existd a € C, a # 0 asifel incit

f = ag.
Intr-adevdr, cum g | f, existd polinomul h, astfel incit

f = ghy. | ()
Cum f| g, existd polinomul h, astfel incit

g = fhy (2)
Dacd g = 0, atunci din egalitatea (1) obtinem cd [ = 0. In acest caz putem

alege a = 1.

Analog, dacd f = 0 din (2) rezultd cd g = 0.
Putem presupune acum f # 0 gi g # 0. Din (1) si (2) obtinem

g = [hy = (gh)hy = g(hih)-
Cum g# 0 atunci hyhy = 1 si deci grad (h,h,) = 0, adicd grad iy + grad by = 0.

Cum grad h; > 0 si grad hy > 0, rezultda cd grad hy = grad Ay = 0. Deci

hy=a & Ccua#0. In acest caz egalitatea (1) devine
f=ag cuacC a#0.

Dou# polinoame f i g pentru care /| g si g | f se numesc asoctate in divizibilitate
(sau, pe scurt, asociate).

Cind polinoamele f si g sint asociate notim simbolic f =7 ‘

Rezultd din proprietdtile 5° iv) gi 4° cd, f L g dacd si numai dacd existd
a € C, a# 0, astfel incit f = ag.
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Ezemple. 1) Polinoamele f= X* 4+ 1 gi g = ?X” -+ % sint asociate in divizi-

pilitate deoarece f = 3-g. i
9) Polinoamele f= X* — X 4+ 2 si g=2X* — 2X 4 4 sint asociate in divizibilitate

1
deoarece = ‘2‘3-

6.2. Cel mai mare divizor comun al polinoamelor

Definitia 6.2.1. Fie fsi g doud polinoame. Un polinom d se numeste un cel mai
mare divizor comun (pe scurt, un c.m.m.d.c.) al polinoamelor
{ si g, dacd verificd urmitoarele conditil:
i) d este un divizor comun al lui { si g adici d|f §i d|g;
if) orice alt divizor comun d” al lui f i g divide neapirat §i poli-
nomul d (adici dacd d'|f si d"|g atunci d'|d).

Teorema 6.2.2. Dacd fsigsint doud polinoame,‘ atunci existd un c.m.m.d.c.
al lui fsig.

Demonstrajie. In cazul f = g = 0, conform definitiei 6.2.1, polinomul
nul este un c.m.m.d.c. al lor. Asadar putem presupune céd f # 0. Dacd g = 0, atunci
f este un divizor comun al lui f §i g deoarece f = f- 1 si g = f- 0. Dacd d’ este un

divizor comun al lui f si g, atunci d’ este in particular un divizor al lui f. Deci

- feste un c.m.m.d.c. al lui f'5i g.

Sa considerdm cazul cind g # 0. Aplicind teorema impdrtirii cu rest poli-
noamelor f si g, gasim doua polinoame ¢,, r,, astfel incit

[ =gq, + ry, cu grad r, < grad g. (1)
Dacéd ry # 0, aplicdim teorema impértirii cu rest polinoamelor g i r; si ob{inem

~ polinoamele g, , astfel incit -

g = iy + ry, cu grad r, << grad ry. (2)

Repetind acest procedeu, obtinem polinoamele g, @gy «vy @ny o $1 gy gy oo Ty oons
astfel incit

Iy = I'py{s + rg, cu grad ry < grad r,,

........................................ 3)

Tna = Tn-1qn + rn; cu grad r, < grad r
n—1»
Fny = aQnsr + Tnyry €U grad 7,45 << grad ry,.

Cum grad r; > grad r, > ... > grad r, > grad r4; > ..., existd un “numir

. natural n astfel incit r, # 0 §i r,., = 0.

Vom ardta cé r, este un c.m.m.d.c. al lui / si g.
, gum Tn1 = TnGnyy, rezultd cd rp.|r,_;. Acum, deoarece r,_p = Iy 1Gn+ ',
g’g@ulta €8 rp|rn_g. In continuare folosind egalitatea ry_y = rn_on_y -+ Fna gl
finind cont c& ry [.r,_y §i ry| ruy, rezultd cd ry| r,_s. Din aproape in aproape,
finind cont de egalitatile (3), rezultd cd r, divide polinoamele ry_j, Fn_g, «oy 'y 7y
Din egalitatea (2; rezultd cé r, | g, iar din egalitatea (1) obtinem r, | f. Deci r,, este
}un divizor comun al polinoamelor /'si g. Fie acum d un divizor comun al polinoame-
ibl’fgl g: Din (1) obtinem ry = f — gg,. Folosind proprietatea 5° iii) obtinem d | r;.
?ln egalitatea (2) obtinem ry = g — ryg,. Cum d|r, si d|g, atunci d|r, Acum
folosind egalitatile (3), din aproape in aproape, obtinem ci d divide polinoamele
Ty, L3y viiy Tn_yy Tn.

Asadar r, (ultimul rest nenul) este un c.m.m.d.c. al polinoamelor f si g.
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Rezumind cele demonstrate in aceastdi teoremid putem enunta urmditoarea
reguld de obtinere a c.m.m.d.c. a doud polinoame care poartd numele de algoritmul
lui Euclid: Pentru a objine c.m.m.d.c. a doud polinoame nenule f $i g impdr{im pe
fla g (mai exact impdrfim polinomul de grad mai mare la cel de grad mai mic). Dacd
restul impdrtirii este zero atunci g este c.m.m.d.c.; dacd nu, impdrjim pe g la restul
impdriirii, pe urmd impdrjitorul celei de-a doua impar(iri la noul rest s.a.m.d. Ultimul
rest nenul este e.m.m.d.c. al celor doud polinoame.

Trebuie s# facem observatia cd dacd polinoamele f si g sint cu coeficienfi
numere reale (respectiv, rationale), prin algoritmul lui Euclid obfinem un c.m.m.d.c.
al lui f §i g care este un polinom, cu coeficienfi numere reale (Tespectiv rafionale ).

Teorema 6.2.2. ne aratd ci fiind date doui polinoame fsi g existd un c.m.m.d.c,
al lor. Mai mult, ne indicé si un procedeu de obtinere a acestui ¢c.m.m.d.c.

Se pune intrebarea dacd c.m.m.d.c. este unic determinat.

Acest lucru este lamurit de urmétoarea teorema:

Teorema 6.2.3. Fief, g doud polinoame §i d un c.m.m.d.c. al lui f §i g. Atunci:

1% Daci a& C, a#0, atunci ad este un c.m.m.d.c. al polinoame-
lor fsig.

2° Invers, daci d’ este un c.m.m.d.c. al lui f §i g existd un
ac €, a # 0, astfel incit d' = ad.

Demonstrafie 1° Cum d | f si ad | d (vezi proprietatea 4°), atunci din
proprietatea de tranzitivitate a divizibilititii obtinem ad | f. Analog, obtinem ad | g.
Fie d’ un divizor comun al lui £ gi g. Atunci d’ | d (vezi definitia 6.2.1). CGum
d| ad, atunci din tranzitivitatea divizibilitdtii obtinem d’'| ad. Deci ad este un
c.m.mud.c. al lui fsi g
2° Presupunem ca si d’ este un c.m.m.d.c. al lui f gi g. Cum d este un c.m.m.d.c.
al lui i g, din definitia 6.2.1 obtinem @' | d. Schimbind rolurile lui d gi d', tot din
definitia 6.2.1 avem gi d | d'.
Din proprietatea 5° si iv) deducem ci existd a € €, a # 0, astfel incit d' = ad.

Observarii 1) Teorema 6.2.3 ne spune ci cm.m.d.c. a doudt polinoame [ i g
este wnic, abstractie facind de un factor constant nenul. ]
2) Teorema 6.2.3 ne ajutd ca in calculele ce le facem pentru oblinerea c.m.m.d.c. a doui
polinoame cu coeficienti intregi prin algoritmul lui Buclid, s evitdm coeficientii fractionari,
Mai precis, dacd la una din impér{iri primul termen al vievnui deimparlit parjial nu este divizibil
‘prin primul termen al impéartitorului, se pot inmulli toli coelicientii deimpirtituliii cu un numir
ales convenabil. De asemenea, daci toli-coeficientii vreunui deimpirtit sau imparfitor sint divi--
zibili cu acelasi numir, ii putem fmpirti cu acel numir.

Ezemple. 1) Si se giiseascil cel mai mare divizor comun al polinoamelor
[=X'4 X°—2X* —4X + 4 5i g=X"4+ X4+ X — 3.
Vom aplica algoritmul lui Euclid. fmpartim pe fla g

X4 X2 2% _&2X | & X2 X¥a X — g
—X' - X X'43X ¥

T R T
i
Pentru a evita toeficientii fractionari, vom inmulti in prealabil pe g cu 3 si restul impir-
tirii cu —1. fmpértim acum impértitorul la rest

), i b ) R
g S Y. gy

2X* 497X —9

Acum, pentru a ev‘ita din nou coeficientii fractionari vom inmulfi 3X% + X — 4 cu 2 $l
continuidm operatia - {

3X2 X — 4
X

6X3 4+ 2X— 8 | 2X*+7X—9 | .
—6X' —UX+2 [

—19X + 19 | -

Am obtinut restul —19X 4 19. Pentru a evita din nou coeficienfii [ractionari impirtim
pe —19X + 19 cu —19 si impériim impir{itorul la rest

2X2 47X — 9 X—1
—QX"—}-QX Sy
9X — 9
—9X +9

Ultimul rest nenul este polinomul X — 1 si deci X — 1 este c.m.m.d.c. al polinoamelor

1 f si g
. 2) 84 se afle c.m.m.d.c. al polinoamelor
) f=X?—2X% 66X — 5, g= X* — 1.
Prima impariire din algoritmul lui Euclid:
, X®—2X* 46X — 5 b e
; =t Sheh il X —3
—2X2 47X — 5
2.x2 — 2
o - 7X —7
A doua impérfire (imp#rtim 7.X — 7 cu 7):
X — 1 X —1
i {7k RNTA R NS
X —1
—X

'U]ﬁmul rest nenul este X — 1. Deci X — 1 este c.m.m.d.c. al polinoamelor date.
3) 84 se afle c.m.m.d.c. al polinoamelor:

f— X9 L 9X¢ _ XS BECLBE 5 & g B L X ¥ L9
Prima impér{ire din algoritmul lui Eueclid:
X0 2X% — 4X% — 3X% 48X — 5 | X* 4 X2 — X 1
e e R < i X
9X4 _5X% _9X* L 7X — 5

A doua impirfire (inmulfim X® 4 X% — X 41 cu 2):
PFS Loy ax o9 oA L NS - oA g 5
—2X° 4 5X% 4 2X° — 7X? 4- 5X
, 5X 22X —5X° 4 3X + 2

=2
e %X"+5X’—%X+

Xt

2
25
2

9 &
.‘;(‘}XG_.‘E’X+E’.
2 2 2

A treia impirtire (impért,im ultimul rest cu

29 |
):

2 el Sl el LR b X — oy
, — o 9XT = ok TS5 -
—5X° LN =5
5X% LEX 45

Ultimul rest nenul este X?— X 1. Deci X*— X |1 este c.m.m.d.c. al polinoamelor dale.

" Teorema 6.2.4.

Fie f 5i g doui polinoame. Daci d este un c.m.m.d.c. al lui
f si g, atunci existd polinoamele u §i v astfel incit

d = uf + vg.




\

Demonstratie. Am vizut in demonstratia teoremei 6.2.2 i ultimul rest nenul
din algoritmul lui Euclid este c.m.m.d.c. al polinoamelor fsi g. Deci daci

(1) f =8q+ s
(2) = riqs + Ts,
; {3) ry = ragy -+ s, ;H

Fn—g = Tn—1¢n + Tn
; (n+1) Pp— = 'nntis |

este sirul de egalititi din algoritmul lui Euclid unde ultimul rest nenul este rq, atunci r, este
cm.m.d.c. al lui £ si g.

Din (1) obfinem cd r; = u;f 4+ v,g, unde u; =1 519, = —¢;.

Din (2) obfinem ciry =g — ryga = 8 — (usf + v18)q2 = — (1)l + {1 — v192)8 = waf+vag,
unde us = —u;qa §i =1 — ¥qa.

Continuind procedeul putem si presupunem cid pentru orice i (1 <i<n—1) am
determinat polinoamele uq, v;, astfel incit

ri = uif + vig.

Din egalitatea (n) avem ci rn= rp_g — rn_ygn. Cum rp_g = Un_of + Un_og §i
Tpey = Un_af + Ung, atunci  rp = up_of + Vn—sf — (Unf + Up&)qn = (Un—2 — Hn—ﬂn]f i
+ (Vn—2 — Un—1qn)g = Unf + vng, unde am notat up = up—p — Up—gn $1 U = Vn-2 — Un1qn-

Acum, dacd d este un c.m.m.d.c. al polinoamelor f si g, din teorema 6.2.3 rezultd ci
existi un e e, a#0 astfel incit d —=ary. Deci d = aunf+ avng = uf + vg, unde
u=aup $i v= avy. -

Definitia 6.2.5. Fie fsi g doui polinoamé. Spunem ci f si g sint prime intre ele .
dac3 1 este c.m.m.d.c. al lui f §i g. |

Din teorema 6.2.3 rezultd ci polinoamele f si g sint prime intre ele dacd sin-
gurii divizori comuni ai lui f si g sint polinoamele constante nenule.

Ezemple. 1) Polinoamele f= X'+ 1 si g= X% —1 sint prime intre ele, 1
fntr-adevir, si calculdim c.m.m.d.c. al lui f si g folosind algoritmul lui Euclid:
Prima imp#rfire: X4rq Xt —1
= SR e
X 41 . \
A doua fimpirtire: X: =t X 41
e XX+ 1
—XE 4
X4+ X
. X -1
—X —1
—2
Ultimul rest nenul este —2 si deci 1 este un c.m.m.d.c. al lui fsi g. !
2) Polinoamele f = X2+ X 4 1 si g = X* — X - 1 sint prime intre ele.
Intr-adevir, si calculim c.m.m.d.c. al lui f si g

X4 X 41 X2 —X4+1 1
— X4 X —1 R :
2X
v L
2X:-2X+2 2X
—2.X —_Xfi
—2X 4+ 2
2X

2

Ultimul rest nenul fiind 2, atunci c.m.m.d.c. al lui f si g este polinomul 1.
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_ Observajii. 1) Fie f si g doud polinoame nenule $i d un ¢.m.m.d.c. al lor. Atunci
putem scrie f = df’si g = dg’. Polinoamele f’ si g’ sint prime inire ele.
intr-aievir, daci d’ este un c.m.m.d.c. al Ini f” si g’, atunci dd’ este un divizor comun
al polinoamelor f si g. Cum d este c.m.m.d.c. al lui f si g, atunci obfinem cit dd’|d. Deci exista
polinomul 4&” astfel incit d = dd’d”. Prin urmare, d‘d” = 1 si deci d’ este un polinom constant
- ceea ce ne arati cii f” si g’ sint prime intre ele.

2) Asa cum am definit cel mai mare divizor comun a doui polinoame (a se vedea
definifia 6.2.1) putem defini c.m.m.d.c. 2 unui numir finit de polinoame. Mai precis, daci
f1s fay -+, fn sint n polinoame, atuneci un polinom 4 se numeste un c.m.m.d.c. al polinoamelor
fis fas -+, fn dacd verificd urmitoarele condifii:

i) d|fy, d|dsy . d] fu; /

ii) dac# 4’ este un polinom astfel incit &’ | fy, d’ | fa, .., " | fn atunci d’ | d.

Fiind date polinoamele f, fa, ..., fn un c.m.m.d.c. al lor se calculeazii astfel: se deter-
mind d; un c.m.m.d.c. al polinoamelor f; si fa, apoi se determind dy un c.m.m.d.c. al polinoa-
melor dy i fy, apoi se determind dy un e.m.m.d.c. al polinoamelor dp si f4, ..., apoi se determind
dp—y un c.m.m.d.c. al polinoamelor dy_p si fn. Polinomul d = dy—, este un ¢.m.m.d.c. al poli-
noamelor f;, fa, ..., n.

6.3. Cel mai mic multiplu comun al polinoamelor

Definitia 6.3.1. Fiefsi g doud polinoame. Un polinom m se numeste un cel mai
mic multiplu comun (pe scurt, un c.m.m.m.c.) al polinoamelor f
si g dacd verifici urmitoarele conditii:

i) m este un multiplu al lui f §i g, adicdf|m s§i g|m,
i) orice alt multiplu comun m" al lui f si g este si multiplu al lui
m (adicd dacd f|m’ §i g|m’ atunci m|m’). ‘

Urmétoarea teoremd ne d# un procedeu de obfinere a unui c.mm.m.c. a doud
polinoame,

Teorema 6.3.2. Fiefsig doud polinoame dintre care cel putin unul este nenul.

fg

Daci d este un c.m.m.d.c. al lui { i g, atunci polinemul m = =

d
este un c.m.m.m.c. al lui { si g(ai'ci %, inseamnd citul impér-

tirii polinomului fg prin d).

Demonstrafie. Cum d | f si-d | g, existd polinoamele f* si g’ astfel incit f= df’
si g = dg’. In plus, polinoamele f* si g’ sint prime intre ele. Deci m = f’g = fg’, ceea ce aratid
cd m este un multiplu comun al lui fsi g.

Fie m’ un polinom astfel incit f | m si g| m’. Deci existd polinoamele f; i g; astfel incit
m’ = ff; si m’ = gg. Avem m’ = df'f; si m’ = dg’gy;, de unde obfinem c& d4f’f; = dg’g;. Cum
d # 0, atunci f'f, = g’g;. Polinoamele [’ si g’ fiind prime intre ele, existdi polinoamele w gi v
astfel incit 1 = uf’+ vg’. Inmulfind aceasti egalitate cu g; (de exemplu), obfinem ci
g = ugyf’ + vg'g = waf’ + vf'fy = f'(ug, + vfy), ceea ce arati ci f’|g. Deci existdi un
polinom g,, astfel incit g, = f’gs. Cum m’ = gg’ atunci m’ = gf’gy = mgs §i deci m|m’. Deci
f

polinomul m = —f este um c.m.m.m.c. al lui £ si g.
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Exemplu. 8 se determine c.m.m.m.c, al polinoamelor
=28 -G —5XY L 48X 08l == =D L

Aflim mai intii c.m.m.d.c. al celor douit polinoame folosind algoritmul lui Buclid.
Prima impérfire:

2XF — 383X —5X+ X*+ 66X+ 3 XA - X

/

X oo Lo xd_ax 2¥ — 1
— X' —3X*+ X* 44X + 3
ARk — AL 1
— X3 + 4X + 4

Restul —4X® 4+ 4X + 4 il imp&rtim eu —4 si oblinem X% — X — 1.
A doua impértire:

\ X' — X3 - X2 1 X' —Xx—1
Xt X4 X X¥—i
—X* L X 4+ 1
Feis s )

Ultimul rest nenul este X* — X — 1. Deci polinomuld = X¥* — X — 1 este un c.m.m.d.c,
al polinoamelor fsi g. Cum g = (X* — X — 1)(X — 1), atunci polinomul -

m=%:f%:f-(;{;ﬂ:(){—n(axa—3xu5x3+xz+sx+3)=

— OKs.__-pxe _ OX LR 5N — 3 8

este un e.m.m.m.c. al polinoamelor f si g.

Observatie. Asa cum am definit c.m.m.m.c. a douil polincame (a se vedea defi-
nitia 6.3.1) putem deflini c.m.m.m.c. al unui numdir finit de polinoame. .Mai precis, daci
f1s f2, -+, [n sint n polinoame, atunci un polinom m se numeste un c.m.m.m.c. al polinoamelor
fi fas -y fu, dacit verificA urmitoarele condilii:

) film, falm, ..., fn | m,

ii) dacd m’ este un polinom astfel incit fi| m', fal m’, ..., fu | m” atunci m | m’.

Teorema 6.3.2 nu se poate extinde la cazul cind avem n polinoame f;, fa, ..., fn cu n = 3.
In acest caz c.m.m.m.c. al polinoamelor. fy, fa, ..., fn se calculeazii astlfel: se determind un
c.m.m.m.c. m, al polinoamelor f;, fz; apoi se delermini un c.m.m.m.c. my al polinoamelor
my §i fa, ..., in final, se determind un c.m.m.m.c. mp—, al polinoamelor mn_e §i fn. Polinomul
m = mn—, este un c.m.m.m.c. al polinoamelor fy, fs, ..., /.

1. Si se arate ci polinomul .
X*— 3X% 42X — 6X +-6 se divide la X' — 1; se cere cilul impiriirii.
2. Si se arate cd polinomul
X' — 88X 4-92X%° 4 2X* — 2X% — 2X* 4 83X — 1 se divide la X2 — 2X - 1; se cere citiul
impéartirii.
8. Sit se determine parametrul m, astfel incit polinomul X* — 3X* - 6.4 — m si se 'dividd la
X — 2 ) ’
4. Sise determine a, b, ¢, astiel incit polinomul XY —2.X* - 18X° | aX® ++ bX 4 esilse dividd
la X% — 3X% - 10X — 9.
84 se determine relatiile intre numerele m, p, ¢, astfel incit polinomul X* - pX + ¢ sd lie
divizibil cu polinomul X* + mX + 1.
6. Sd se delermine a §i b astfel incit polinomul aX? 4+ bX® = 3 si lie divizibil cu (X — 1)%

b
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7. Dacd un polinom f nu divide nici pe g; §i nici pe g, rezulti de aici' ci f nu divide
produsul g,g,? )
8. Fie f, gy, g2 trei polinoame astfel incil f| gyg2. Dacl f si g, sint prime intre ele si se arate
cl f| g. '
9. Dacd f este prim cu g si cu h, si se arate ci f este prim cu produsul gh.
10. Folosind algoritmul lui Kuclid, si se determine c.m.m.d.c. al polinoamelor f si g daci
4] f= X" g L gy X g e— 3Xt_ gydo awd o . :
b) f=X"—X°— X* 4 8% _5X% 29X 4+ 10, g— ZX* — 62V L 5X° L 0¥ -*9;
6) f= X4 9X LS QXN LRy 5 s X XS Al
d) .= X" |- 3¥>—q2%¢ BaxI_- GINA - 49X o KA 3pt —6X% — 22X — 12;
e f=X"+ X' — X°—3X* —3X —1, g=X"—3X'4 X°— X*+3X —1;
f) f= X —10X° + X, g= X' — 4/ X0 L g X2 L4y oX 41
) f=X'— 54X+ 4, g=X=9X° — 3N 4 X 413
e e SR, TR B R s s B B S ,
i) f=X0 2451 3% gX: _S5F* L X5 g=Rt-b2xN L a0 6F 8,
11. Dacd d este un c.m.m.d.c. al polinoamelor £ si g si 2 este un polinom nenul, s se arate ci dh
este un c.m.m.d.c. al polinoamelor fh si gh.
12. Si se determine £ gi B asllel incit polinomul A X"+ BX7 - 2 si fie divizibil cu (X — 1)%
18. Sise arate cii polinoamele fsi g sint prime intre ele, unde:
a) f=3% - 9X* L X L9 g— X3 _9X8 L OF —1;
b f=X'— X —4Xt L aX 41, g=X% — 28| 1;
6) = X5 — X — 2 X - A2 XN AW 11T, = X — 5 —FX 4 47,

7.1. Radidcinile polinoamelor. Teorema lui Bézout

Fie f un polinom nenul cu coeficientii complecgi. Un numér complex, a € €
se numeste rdddcind a polinomului’ f dacd fla) = 0.

Lizemple. 1) S considerdim polinomul de gradul intii

f=aX + b (a5 0). Se vede ci f[f 3] = (— i] +b=0

a

§1 deci — — este rddacind a polinomului aX + b.

a - 4 " ~
2) Ba consideram polinomul g = X® + 1. Cum g(i) = i® +1'= iy LR =70 i g(—i) =
= (—i)® + 1 = 0, rezulld ¢ i 5i —i sint ridd#cini ale polinomului X? 4 1. Y ‘

Teorema lui Bézout. Fie [ # 0 un polinom nenul. Numirul &€ este radicind
a polinemului f dacd §i numai daci X —a divide f.

Demonstrajie. Daca g este radacind a lui f adicd f(a) = 0, atunci

din teorema 5.2.1 rezulta ci restul impértirii lui £ prin X — a este zero si deci
X — a divide pe f.

Invers, dacd X — a divide pe f, atunci existd un polinom, g astfel incit f =
= (X — a)g. Dar atunci f(a) = (¢« — a) g(a) = 0-g(a) = O.51 deci,a este raddcind
a lui f. - . wrn o

Aplicafie -' e, G g e 3=

Si se giseascit condifia ca polinoamele T T e iy

[=aX* 4+ bX +csig=a'X®24b'X 4%
sl aibd o rddacind comuni. e e (55

s
’ - v ot . s -
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Fie o o rdd#cind comuni a celor doui polinoame. Atunci « este riddcind si a polinomulyf
a'f —ag = a’(aX® + bX + ¢) — a(a’X® 4 b'X + ¢’) = (a’b — ab’) X + (a’c — ac’).
Deci (a’b — ab’)a + (a’c — ac’) = 0. Dacil a’b — ab’ 7 0 obtinem ci Y

a=2"2% Cum f(«) =0, atunci
a'h — ab’
ac’ — a’c)? ac’ — a’e
A b Al e e Bl J T e
(a'b — ab') a't — ab’ ¥
gi ficind calculele obfinem:
(ac’ — a’e)* — (ab’ — a’b)(be’ — b’c) =0

Dacil a’b — ab’ = 0 atunci a’c — ae¢’ = 0 si relatia obfinutd este verificatd si in acest caz.
- :

v ¢

7.2. Ecuatii algebrice. Teorema lui ‘D'Alembert-Gauss si teorema lu|
Abel-Ruffini ‘ : _ - e

Se numeste ecuafie algebricd cu o singurd necunoscutd o ecuatie de forma
Fi '

fla) =0 (1)

P
unde /' este un polinom nenul.

Dacd f este polinomul f = a, + @, X ... + a,X™a, # 0) atunci ecuafia
algebricd (1) se scrie: - ,

A2 4 Qe B + o aiz -+ gy = 0. ; " (19

Gradul polinomului f'se numeste gradul ecuafier algebrice (1) sau (1) idps

numerele complexe ay, a,, ..., @, se numesc coeficienfit ecuajier algebrice (1) sau (1)

Dacé coeficientii ecuatiei algebrice sint numere reale (respectiv, rationale),.
atunci se zice cd ecuatia algebricd (1) sau (1) este cu coeficientii reali (respectiv,
rﬁronali). O ecuatie care nu poate fi redusd la o ecuatie algebricd folosind opera-
ille: adunare, inmultire, ridicare la putere etc. se numeste transcendentd.

Egemple. 1) Ecuatia z* — 3z + 7 = 0 este o ecualie algebricd de gradul 3 cu
coeficienti rationali.
2) Beuatia |/ 3z% + # 22* + 72.— 1 =0 este o ecualie algebrici de gradul 4 cu
coeficienti reali. :
3) Ecuatiile sinz — 72 +1=10; loge =3 — 2z; sinz —logz + 1 = 0 sint ftrans-
cendente. ’

Sé considerdm din nou ecuatfia algebrici

f(2) = 0. ()
Numdrul complex a se numeste solujia sau rdddcina ecuafiei (1) dacd are loc
egalitatea f(a) = 0. Se vede cd a este raddcind a ecuajiel (1) dacd g numai dacd @
este rdddeind a polinomului f. \
' Determinarea rdddcinilor ecuatiei algebrice (1) este una dintre cele mai
importante probleme ale matematicii gi multé vreme a constituit obiectul prin-
cipal al algebrei. : '

Incd din antichitate, matematicienii Ttiau st determine réditinile ecuajiilor
algebrice de gradul I si gradul 11. In secolul al XVI-lea, in perioada Renagteril
italiene, matematicienii italieni: Scipione del Ferro gi Niccola Tartaglia au deters
minat formula de rezolvare pentru ecuafia de gradul III, iar Ludovico Ferra
a determinat formula de rezolvare pentru ecuafia de gradul IV. Acestea au fost
publicaté de Gerolamo Cardano in Ars Magna (1645). -
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i Incercidrile ulterioare ale matematicienilor de a gisi formule de rezolvare

entru ecuatiile algebrice de grad mai mare decit patru au fost zadarnice. Pro-

plema a fost rezolvatd (in sens negativ) de matematicianul norvegian H Abel

~ & matematicianul italian A. Ruffini la inceputul secolului al XIX-lea. Mai exact,
kY :'e'i au demonstrat:

" Teorema AbelRuffini. Ecuatia algebrici general3* de grad mai mare decit

patru nu poate fi rezolvati prin radicali (cu alte cuvinte, nu existd

’ nici o formuli (expresie) cu radicali, formatd cu coeficientii
) ecuatiei, care si fie o radicini a ecuagiei).

' Vom vedea cd existd totusi ecuatii particulare de grad >4 pentru care
putem sa dim formule de determinare a radicinilor lor (a se vedea § 8).
i Teorema urmétoare are o mare importantd pentru algebrd:

. Teorema fundamentali a algebrei. Orice ecuatie algebricd
apx™ + @, XA gy =0

| de grad mal mare sau egal cu 1 si cu coeficientil complecsi are
cel putin o ridicind complexi.

Aceastd teoremd mai poartd numele de teorema lui D’Alembert-Gauss.
Nu vom da demonstratiile teoremei fundamentale a algebrei si a teoremei
Abel-Ruffini deoarece depiigesc cadrul manualului.
_ Trebuie sd observim cii teorema fundamentald a algebrei are caracter exis-
* tential; nici o demonstralie a acestei teoreme nu ne indicd vreun procedeu de
obtinere a ridécinilor ecuatiilor algebrice. Acest lucru ne aratd cd nu existd nici
o contradictie intre cele doud teoreme enuntate mai inainte. In schimb teorema
* Jui Abel-Ruffini ne spune cid pentru ecuatiile de grad >4 nu se poate da un pro-
* gedeu (formuld) de determinare a riddcinilor sale (pentru ecuatiile algebrice de
‘grad < 4, existd formule de determinare a radacinilor lor).

Observafie. Din clasele precedente am vitzut ci lirgirea noliunii de numéir a fost
usd printre altele de rezolvarea anumitor ecualii. De exemplu, introducerea numerelor intregi
‘a fost impusA de faptul ¢i nu orice ecualie cu coeficienti numere naturale are o rdddcind numir
tural. De ezempli, ecuatia @ 4 1 = 0 nu are nici o rddédcind numér natural.
in continuare introducerea numerelor rationale a fost impusii, de asemenea, de faptul c#
‘nu orice ecuafie cu coeficien{i inlregi are o ridicind ndimir intreg. De exemplu, ecuafia
- 2z +1 = 0 nu are nici o raddcind numir intreg.
) _Introducerea numerelor reale a fost impusd printre altele de faptul ci nu orice ecuatie
u coelicientii rationali are o riddcini rajionald. Nu avem de considerat decit ecuafia 2—2=0
~ gare nu are nici o rdddcind rafionald.
Am vizut in manualul de clasa a IX-a i introducerea numerelor complexe, in algebrd, a
‘fost impusi de faptul’ci nu orice ecualie cu coeficientii reali are o riddcind reald. De ezemplu,
‘ecuafia 22 + 1 = 0 nu are nici o rddiicind reald.
| Teorema lui d’Alembert-Ciauss ne aratii cd procesul de lirgire pe aceasti cale a noliunii de
numiir se opreste la numerele complexe.
‘ \

7.3. Ridicini multiple

~ Am vizut el teorema lui Bézout spune cd dacll @ este o réldiicini a polino-
‘mului / # 0 atunci X — a divide pe /. Acest lueru ne permite s definim nofiunea
rldacind multipld a unui polinoni.

* Prin‘ecuafle algebrict g‘uneruln de gradul n tnielegem o ecualo de forma (1) In care
soeflolentll ap, ay, .., an 8int ,varlubile",
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Definitia 7.3.1. Fief # 0un polinom nenul si a & C o radicind a lui f. Numirul |
natural m > 1 cu proprietitile c¢i (X —a)™ divide pe f si
(X—a)m™*1 nu divide pe f se numeste ordinul de multiplicitate al |
rdddcinii a. Daci m =1, atunci @ se numeste rdddcind simpld, |
daci m > 2, atunci a se numeste rdddcind multipld de ordinul m, .
daci m = 2,3, ..., atunci a se numeste ridicini dubld, tripld, ... .

Exemple. 1) Polinomul f = X* — 2X -+ 1 are ridicina a = 1 deoarece f(1) = 0. '
Cum [ = (X — 1)* atunci se vede ci @ = 1 este rdddcind dubld pentru polinomul f.
2) Polinomul f = X' — 5X2 are riddcina ¢ = 0.:Cum X3 fsi X* nu divide pe f, atunci
a — 0 este o ridicind tripld. De asemenea f are si ridd#cina simpld a = 5.

Teorema 7.3.2. Fie f # 0 un polinom nenul. Daci a,, g,, ..., g, sint radicinl

ale lui f avind ordinele de multiplicitate k;, respectiv k,, ...
respectiv k,, atunci polinomul (X —a, )k (X—a, )k ... (X —a,)*r
divide pe f.

Demonstragie. Vom face demonstratia prin induclie dupd r. Dacd r =1,
atunci faptul ci (X — a,)* divide pe f, rezultd din definifia 7.3.1. Presupunem afirmatia ade-
viralti pentru r ‘si o vom demonsfra pentru r 4 1. 3 . . .

Din ipoteza de inductie rezultd cd polinomul (X — a;)" (X —ap)™* ... (X — a7)™" divide
pe [, adicit existd polinomul g astfel incit f= (X — ety —alh o — ar)k" g. Deoarcce
apsy esle ridicind multipld de ordinul Ap4y, atunci (X —_a,+1}hr+1 divide pe f adicd existd un
polinom h astlel incit [ = (X — arﬂ}kl'H h. Rezultd atunci ci

(X — dry)'rtsh = (X — @) (X — @) .. (X — ar)7g. (1)
Numerele a;, aa, ..., @p, arsq sint distincte intre ele doud cite doui, deoarece in caz con- |
trar, daci am avea a; = aj(i # j), alunci a ar-avea ordinul de multiplicitate mai mare sau |
egal cu ki + ki
fn egalitatea (1) facem X = ap4q §i atunci
(arty — az)™ (arey — ag)" ... (e — ar)"" glaps;) = 0,
de unde rezultid cil glary,) = 0. Din teorema lui Bézout oblinem cd X — aryy divide pe g, adicil |
existd polinomul g, astiel incit g = (X — aryq) 81 fnlocuind in egalitatea (1) obtinem: i
(X — arefriah = (X — g™ (X — anl® (X — ap) &
de unde rezultd cd
(X — ape) 'tk = (X — 0™ (X —an™ .. (X — an)?r g (2)
Dacl krsy — 1 > 0, in egalitatea (2) facem din nou X = a4, Exact ca mai sus obfinem
cit gylare;) = 0 si deci aplicind din nou teorema lui Bézout obfinem cd: g, = (X — arqq) g2
Dar atunci g = (X — ary)® ga- inlocuind in (1) obtinem:
(X Gl =X — )™ . (X — ) (X — ara) s
rezulli cii:
(X — apgg) 2 b = (X — a)™.. (X = ar)r g,
Dacd kpyqy — 2 > 0 conlinudim pmced’ful ca mai sus. Dupd kr4p — 2 pasi glsim un poli-
nom gp, ., astlel incit g = (X — apqq) 42 Bhryr
Cum f= (X — a)™ ... (X = ar)*r g oblinem:
FeliX — gt (X i (X = gyt s si dec
(X — a5 (X — ag)™ ... (X — arsy)Pr+1 divide pe f.

Consecinga 7.3.3. Orice polinom fde grad n > 1are n ridicini (nu neapérat distincte;
o ridicini se repetd de un numir de ori egal cu ordinul siu de
multiplicitate),
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Demonstrafie. Din teorema fundamentald a algebrei, polinomul f are cel putin
o riilidcind. Fie ay, aq, ..., ap toale riddcinile Iui £ (lufim in considerare o ridicind de atitea ori
cit este ordinul siiu). Din teorema 7.8.2, existd un polinom g # 0 astfel incit f = (X — a,) (X —
— ag) ... [X — a;) g. Dacd grad g = 1 atunci aplicind din nou teorema fundamentali a algebrei
obtinem cd g are o ridddcind ap4, care este evident riddcind si a lui f. Deci f ar avea r4- 1
riddcini, contradiclie. Deci trebuie ca grad g'= 0sidecig = a € C. Atuncif = a(X — a,) (X —
— ay) ... (X —ay). Cum gradul polinomului a(X — a,) (X — a3) ... (X — ap) este r, atunci
trebuie ca » = n si deci f are n ridicini. X ¢

Consecinta 7.3.4. Fie f=a, 4 a; X + a,X* + ... 4 @, X" un polinom cu a, # 0,
i n = 1. Dacd x,, X ..., X, sint rddicinile lui f, atunci
f.:G,L(X—Xl) (X_X‘Z.) e (X_Xn) (1)

in plus, descompunerea (1) a lui f in factori liniari este unici.

Demonstrafie. Din demonslrafia consecinlei 7.3.3. /' se scrie:
f=alX —a){X — x) ... (X — x5) unde as (, a # 0.
Cum coeficientul termenului de grad maxim al polinomului
alX — z) (X — ap) ... (X — ap) ‘este aX" atunci trebuie ca
a = ay $i deci f = ap(X — z;) (X — =2) ... (X — z).
5S4 demonstram unicitatea descompunerii (1), Presupunem cid f mai admile si descompunerea
f=0(X —y) (X — y2) .. (X — ym), unde b, ¥y, ¥, ..., ¥ym Sint numere complexe si b # 0.
Cum gradul polinomului (X — %) (X — ya) ... (X — ym) este m trebuie ca m = n.
Termenul de grad maxim al polinomului (X — #) (X — ya) ... (X — y,) este bX™ si deci
B =iy Deel ey — ) (X = 20 i (X < ) = w0l X — 3) (X = 3) (X — yy) Ban (2)
(X — 2 (X — 23) o (X — 30) = (X = 9) [X — g5}« (X — ).
Din egalitatea (2) prin inlocuirea lui X cu 2y, obfinem:
(r — milfey — Yo) oo (21 — ¥n) = 0.
Deci trebuie ca unul din factori , — ¥y, ay — Y2, .y &1 — Yn 8@ lie zero. Putem presupune ci
@, — ¥ = 0 si deci @, = »,. Inlocuind in egalitatea (2) oblinem:
(X — 2] (X =i (X = =T — ) (X — g} oo [ X — i)
Simplilicind cu X — &, oblinem egalitatea
(X — xa) oo (X — 2) = (X — ¥2) .o (X — tn).
Inlocuim acum pe X cu a,. Exact ca mai sus giisim cfi x; = y;. Continuind procedeul gisim

¢l z3 = Y3, - Tn = Y-

Observafie. Consecinla 7.3.4 esle foarte utild in multe aplicalii in care se cere afla-
rea c.m.m.d.c. a douil polinoame [ si g care pot fi descompuse in factori liniari.
In acest caz c.m.m.d.c. al celor doud polinoame este produsul factorilor comuni la puterca
cea mat micd.
De exemplu, fie polinoamele:

f=(X—1)"(X 42 (X —3)(X—4) si g=(X—1)°(X +2)(X+6).
Un c.m.m.d.c. al polinoamelor [ si g este polinomul d = (X — 1)* (X + 2).

Consecinta 7.3.5. Daci un polinom f de gradul n se anuleazi pentru n 1 valori
distincte, atunci { = 0.

Demonstrafie. Presupunem cii f # 0. Dacd n = grad f= 0 atunci = e € C i
a # 0. In acest caz f nu se anuleazi pentru nici o valoare. Dacd n = grad f > 1, atunci [ are

n riddcini. Dar din ipotezd [ are cel pulin n 4 1 rdddcini, contradiclie. Deci trebuie ca f = 0.
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7.4. Relatii intre ridicini si coeficienti (formulele lui Viéte)
Teorema 7.41. Fie f=d,+a; X+ ... +-0,X® un polinom de grad n (g, # 0),

Daci o, 0, ..o Gy sint ridicinile lui f, atunci:
r 4 e n
m1+m2+...+dn— ==
ay
an—z
0 L8 "I‘ T T o %1%n o Gy =
n
Op—3
0oty + Gyotedty F- voe b Gpgln g G = — a—' 2
n

OOy vee O — OO wer Ok Qhigy = oor = Gp-Rp1On-Rig -

i T

Bylly o oty = (=1} —
l n

Invers, daci numerele complexe o, oy, ..., @, satisfac relatiile (1),
atunci oy, oy, ..., @, sint ridicinile polinomului f.

(Numirul de termeni din sumele (1) este egal cu Cy, C%, ..., (o, cg)_i

Demonstrajie. Am vizut in consecinta 7.3.4 cd f poate fi scris
sub forma . 3
(2) = an(X — o)) (X — a&g) oo (X — aty)-
Dar
3) f=a,+ a, X+ ..+ a, X" .
Efectuind calculele in (2) si egalind coeficientii lui X*0 < k < n) din (2) cu coe-
ficientii lui X* din (3) obtinem formulele (1). De exemplu, COBfICIEIltul lui X™1 din
(2) este —an(a; + oty + ... 4+ &y). Deci trebuie ca a, , = —an(ay + @ + .. + o)y

: / o
de unde obtinem a; + oty + oo 4 oty = — — %
: a,

In continuare coeficientul lui

X™2 din (2) este @n(ay0p + ayot3 <+ ... + goty 4 ... + @p-ga,) care trebuie sé figl

egal cu coeficientul lui X™ 2 din (3) care este a, . _
Deci dp-g = @p(tyog + ootz + ... + ap—yan), de unde obtinem

g

o0ty -+ o0y + ..o - g0y =

an

In acelagi mod se obtin si celelalte egahtat,l din (1).
Invers, presupunem cd o, %, ..., «, satisfac relatiile (1). Considerdm poli-
nomul g = (X — o) (X — &) ... (X — a). Fécind inmultmle obtinem

g=X"—(q+og+-..+a) Xﬂ#l+(°‘1°‘z+°‘1“a+ +°‘n~1°¢n)xn b (=) oy e ai'.

Tmind cont de relatiile (1) deducem ca:

g= X4 Brtiyn | Dues yna gy g2
Ay ; ay, Ay
1 n n-1 0 1
= — (A, X* 4+ @ X" 1 4 .. Fa)) = — .
ap j n
Din égalitatea.g = — f rezultd cil ay, oy, ..., a, sint rddécini gi pentru f.

n
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Relatiile (1) se numesc relatiile intre rdddcinile §i coeficientit polinomului f
sau relajiile lui Viéte.
Dacd considerdm ecua;ia asociata

apa®™ + ... + @z + 8, =0 (4)

atunci relatiile (1 se numesc si relafiile intre rdddcinile st coeficienfit ecuajiet (4).
Sa scriem relatiile lui Viéte pentru cazul cind polinomul f are gradul 2 sau

3. Sé presupunem cé f este de gradul 2 adica f este de forma f = a, + aIX + a, X*

In acest caz relatiile (1) se scriu astfel:

o + oy =

Hylly = %,
ay
Dacd f este de gradul 3, adica /' = a, + a; X + a, X% + a, X3,
atunci relatiile i) se scriu astfel:

s

% (5)

0!1 —|" az + OC3 = »
ag
+a
< 00y - s - ot = s
as
—a,
aldzaa == .
Qg

‘Relatiile lui Viéte sint fnrnte utile in numeroase aplicatii cind se cere si se deter-
‘mine ridécinile unui polinom (sau ecuatii) si.cind se cunoaste o rela‘g:e suplimen-
tard intre radacini.

Ezemple
1) Fie polinomul f= X* — 10X* 4 29X — 20.
B4 se determine rid#cinile z;, as, xa ale lui f stiind cd 2y 4+ 22 = xa.
Scriem relatiile lui Viete

.‘.Ex"["xg—f-.‘l.‘a:lo,l )
T2 + @8 + Taxs =‘29, (6)
Zixaws = 20.

Cum 2, + x2 = =, atunci din prima relajie din (6) avem cd

2a3 = 10 sideci | 73 =5

> 'ja. oy @ema = 20, obtinem @2y = 4. Formim sistemul

{x1—|—x2=5,

1T = &,

to di ridicinile: |, = 1| 5 |2 — z.‘|

~ 2) 84 se gﬁseaséﬁ relajia intre a, b, ¢ stiind ci.riddcinile polinomului f = X* 4 aX* 4
L X -+ ¢ sint in progresie geometrica,
Dacil @, 2y, a3 sint radicinile lui f atunei avem relaliile:

- o +oat xa= —0a,
Z1%2 + T1%a + Fazs = b, (7)
ZyTeky = —C.

Cum @y, s, a;sint in progresie geometrici atunci :cg =y
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Din relatia a 3-a din (7) ob{inem:
i

Cum f(axs) = 0, atunci a + azj + bas + ¢ = 0 de unde rezulti ci azj + bxy = 0. Deci

: b
a3 =0 8a0 33 = — — . Dacd az = — 2 din 2% = —¢ obtinem
a a A
alce — b= 0 (8)
Dacii @z = 0, atunci ayx; = 0 §i din relatia a doua din (7) obtinem b = 0. Cum xg = —e¢, atunci

¢ = 0. Dar se observil ci relalia (8) este indepliniti pentru & = ¢ = 0.
3) Fie polinomul f = X* 4 aX?® + bX + ¢ avind rddicinile z;, 22, 25. Notdm Sp = ] +
+ ap + ay (n 2 1). Si se determine in functie de a, b, ¢, expresia S, pentru n =1, 2, 3, 4.
Penlrn n =1 avem 8y = o, + @ + a3 = —a.
Pentru p = 2, avem Sy = .1% -+ 1:2 -+ .cg = (xy -+ @ + @3)® — 2220 + 2ym0 -+ @oms) = a® — 2b,
Presupunem ¢ n > 3. Cum xy, a3, o3 sint riddécinile lui f avem egalitatile: .
@} + aa} + bay + ¢ = 0,
a:§+ a:;c§+ba:g+c= 0,
arg—{—ax§+ba:3+c= 0.
3

n—=a

fnmulfim prima egalitate cu x}7, a doua cu zj~ n—3,

si a treia cu zj

1 —1 - —_
af 4 aa? ' 4 bal 2 e} = 0,
n n—1 - -
Ty + axy —l—b::;' 2—!—-0::;13=0,
n n—1 —2 -
a3 + azg  + b:t:;rh -+ c:rg v 0,
care adunate dau:

Sn + aSn—y + bSn + eSp—y =0 (9)

Dacii in aceasld egalitate n = 3, oblinem:
Sy + aSy + bSy + oSy = 0.
Cum §, = m'f -J- a:g -} Tg = 3 oblinem
Sy = —aSs — bS; — 3¢ = —a(a® — 2b) + ab — 3¢ = —a® 4 3ab — 3e.
in egalitatea (9) facem n = &. Oblinem -
Sy + a8y + bSs 4 ¢S, = 0, de unde rezulti cd Sy = —aSs — bSz — eS; = —a(—a® + 3ab —
— 3c¢) — b(a® — 2b) + ac = a' — 4a® 4 2b* + 4Lac.

Relatiile lui Viéte sint folosite in numeroase probleme in care se cere sd se deter-
mine ecuatia, cunoscindu-se relatiile intre radécinile oy, «,, ..., «, adicd cunoscin-
du-se numerele s, s,, ..., s, date de relatiile:

$1 = ay + g + o+
8y = oty + 03y + oo - Gpy %y (10)

R L R e

In acest caz ecuafia care are ca rddicini pe ay, oy, ..., «, este urmétoarea:

a® — 5,21 - 52 L A (— 1), =0 (11)

Intr-adevir, este clar ca polinomul g = (X — a;) (X — ap) ... (X — a,) are ca
rdddcini pe oy, ‘®gy ey 2y ;

"
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Efectuind calculele si {inind cont de relatiile (10) ob{inem
g= X" — 5; X% 4 5, X2 + ... + (—1)" sy,
ceea ce aratd cil ecuatia (11) are radécinile «;, ag, +.y @p. .
Ezemple. 1) Fie ecualia 2* — 5z + 1 = 0. S& se determine ecuatia care are ca

rédicini dublul rddicinilor ecuatiei date. i

84 notdm cu zy, za, zs ridécinile ecuafiei 2° — 5z 4 1 = 0sicu ¥y, ¥a, Ys rid#cinile ecuafiei
pe care vrem si o defermindm.
Avem ¥y = 2z, Ys = 2z3, Y3 = 2aa. Atunci y; + ya + Y3 = 2z + 2z + 229 =
= 2y + x2 + z) = 0, Y1¥2 + Ni¥Ys -+ Yol = (221) (22) + (22y) (223) + (22a) (223) = &(zy2a +
+ zyza. + @aws) = 4(—=5) = —20, yiYeys = 8, T Taws = —8.
Aplicind formula (11) ecualia care are ca riddcini pe ¥y, ¥a, Y3 este

z* — 20z + 8 = 0.

2) Fie ecualia z® — 2® + 7x 4 1 = 0. 54 se determine ecuatia care are ca riid#cini inver-
sele riidicinilor ecualiei date. X s

84 notim cu =z, @, xs rddicinile ecuatiei z* — 2 + 7z 1 si cu ¥y, Y, ys rddécinile
ecuatiei pe care vrem sii o determindm.

Avem
1 i 1
) =iy Mges ==y Yyim= ==
1 T2 x3
Atunci
1 1 1 xg + 1T .
RETEII SR RPN . - Bl
Ty T3 I3 Ty1T2T3
1 1 1 4+ 22 + = 1
uYs + NiyYs + Yays = = T =4 - 2= —1, papa=——=-1

X1Tp ZTyTa Ty T1X2X3 ZI1Ta¥3

Ecuatia de gradul 3 care are ca riddcini pe y,, ¥», ¥s este urmiitoarea:
P+l —az+1=0
Observatii. 1) Presupunem ci avem f(z) = 0, o ecuajie algebrici de gradul n si
vrem si deducem o altd ecualie algebricd de gradul n, g(y) = 0, ale cirei rddécini y sint legate de
ridicinile z ale ecuatiei f(z) = 0 printr-o relajie dald y = ¢(x).
in cazu) acesta se poate proceda astfel.
{ flz) =0,

y = plz)

se elimind x si ecualia care se obfine in y este ecualia ciutatd. Ca exemplificare s considerdm
din nou exemplul 2). Ecuatia este 2® — 2z* + 72 + 1 =0, iar relatia dati este

1

y=—-.
T

2 =24+ 72 +1=0,

Din relatiile

Din relatiile: 1
Y= -
€E£
eliminim pe z. Avem z = 5 , care inlocuit in prima relalie di:
Y

1 1 7

Yooy e R &

Y ¥ Y

de unde obtinem ecualia y* 4 7y* —y + 1= 0.
2) Procedeul expus mai sus este recomandabil ori de cile ori‘este posibild eliminarea lui z |

din relatiile:
{ flz) = 0,
y = ¢lz).
In caz ci aceastd eliminare este dilicild se vor uliliza relatiile lui Viéte.
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1. Aplicind teorema lui Bézout si se determine parametriia $i b astfel fncit polinomul
X — 4X° 4+ 4X® L aX 4 b s34 se dividd cu X* — 4X + 3. S# se determine apoi citul
impérfirii. :

2. Si se determine ridécinile polinomului X* — 3X? 4 2.X + 6 stiind ¢4 are ridicina « = —1.,

8. 54 se determine parametrul m si apoi si se afle riddcinile polinomului X° — gX? +
+ 8X + m stiind cd are rdd¥cina o = 2. -

4. 8 se determine parametrii a §i b stiind c# polinomul X* — 5X° 1 gx° X

= b
riddacina dubld « = 1. '+ '+ FarT ke

b. 84 se detern-line ecuatia de gradul cel mai mic care are ca ridicini numerele 1, 2, —2.

6. S5i se determine ecuatia de gradul cel mai mic care are ridécina tripld 1 si rad&cinile simple
2 51 —3.

7. BA se giiseascd c.m.m.d.c. al polinoamelor fsig:
8) f=(X —11°(X 4 1)* (X — 3)* (X — 4),
h)f=(X:—1)"{X“~—1)(X—2), g= (X —1)"(X —2)8
G f e (28 — A)LHE —ut) (9 §= (X + 1) (X 4+ 3) (X —1).

8..84 se ar_at.e cdl doud polinoame nenule f si g din C[X] sint prime intre ele dac si numai daci
nu au nici o raddcind comuni.

9. Dacé f, g = C[X] au acelasi grad, atunci fsi g au aceleasi rddicini daci §i numai dacil poli-
noamele f 5i g au coeficientii proportionali.

10. Aplicind teorema lui d’Alembert-Gauss si se arate ci daci feC[X] este un polinom de
grad > 2, atunci functia polinomului asociati

g= (X —10°(X 4 1)® (X — 4)5;

[:¢=C, fla) = fla)
nu este injectivi, dar este surjectivi.
11, Fie f si g doud polinoame din C[.X]. Si se arate ci functiile pulinomiale?: C—Csi E: C—->C
sint egale dacd i numai dacd polinoamele f si g sint egale. !
12. Dacdl f(X) este un polinom arbitrar si se arate cif f(f(X)) — f(X) este divizibil prin
f(X) — X.
18. Folosind teorema lui Bézout si teorema 7.3.2. s se arate ci:
a) Polinomul (X + 1)ént+1 4 Xon+2 se divide la X 4 X 4+ 1;
b) Polinomul (X — 1)n+2 — ¥2m—1) se divide la X* — X 17
c¢) Polinomul (X + 1)8n+2 4 X 4 2 ge divide la X* + 83X + 3;
d) Polinomul (X* + 1)6n42 - ¥* | 1 se divide la X? 4+ X A
e) Polinomul X6n+b | Xsn+4 4 1 se divide la X* + X +1;
{) Polinomul (X 4 1)12a+1 4 ¥3n+2 se divide la X¥* + X + 1.
14. Fie ecuatia z* 4 az® 4 bz + ¢ = 0 avind ridicinile 2y, xp, @3 5S4 se determine ecuafia
care are rddacinile y,, y,, y; dacd
a) 4 = 3z + 23 + 23, Yo = 3za + Zy -+ Zs, Ya = 3x3 + 2y + 233
1 : I 1
b) ¥, = "2"5!?1, Ya = Ezz,' Y3 = ;3—‘3;
C) Y1 = —x + 29+ x4, Yo = —%z + &+ Z3, Ys= —x3 + 2y + 295"
d) Yy — I%a Y= 3—'21 Ya= xg:
e) ¥1= 2, + X%y, Ya= 23+ %1, Y3 = T3 + T20. .
16. Sd se determine parametrul m astfel ca o ridicind a ecualiei ° — 284 + m = 0g# fie dublul
altei ridicini. '
16. 54 se determine A astfel incit suma a dou# ridicini ale ecualiei 22 — 4a® — Tz + A =0
sd fie egald cu 1.
17. B4 se determine relajia intre p si ¢ astfel fineit rddicinile zy, xg, xag ale ecualiei
1

& + pz + ¢ = 0 84 se giiseascd in relafia 2% — - 4
Ty &Iy

« Dacig=p si peR — {0}, si

se arate ci condifia din enun{ nu poate fi indeplinits.
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18. 84 se rezolve ecuafiile algebrice
a) 2 — &a® 4 522 — 22 — 6 = 0.
b) z* + 22® + 22* 4 102 + 25 = 0,
c) 2 +22° 4+ 32° + 22 — 3 =10,
stiind ci suma a doud ridicini este egald cu suma celorlalte dou# réd#cini.
19. S se rezolve ecuatiile algebrice
bz — 122 + 112 —3=0, 2° 4+ 32  — 2 — 3 =0,
stiind c# rddacinile sale sint in progresie aritmetici.
20. Daci ax, 3, @3 sint rddicinile polinomului
X'+ a, X 4 as X - ay,
si se calculeze x} + xa + i 5i @) + x5 4 3.
21. Fie ecuafia 2® + 3z + 1 = 0. S# se determine ecuatia de gradul al treilea care are riidAcinile
Y1, Y2, Ya daci: ‘

x x x x ry+ @ :
ﬂ) = i a1yB= o o y M= ! 2; U
Ty g Xa
b) = T, = L gt gy = Sy
xry &y Za
1 1 1
O g =1 a g = e, g g <
Ty T T Zg

22. Si se arate cd 1 este o ridicind dubli pentru polinomul
X3 — pXni? L pXnol — g,
23. 54 se determine ordinul de multiplicitate al rad#cinii 2 pentru polinomul
X — 6X° + 12X* — 9X° + 6X* + 12X 4 8.

24; S4 se determine ordinul de multiplicitate al rdd#cinii —1 pentru polinomul X* 4+ 6X* +

+ 16X° + 16X® 409X + 2 si apoi sit se afle réd#cinile polinomului dat.
25. S4 se determine ordinul de multiplicitate al rédécinilor 1 si —1 pentru polinomul

X544 X —2X° — 2% + X 1.

Sint bine cunoscute formulele de determinare a ridécinilor pentru ecuatiile
de gradul I i gradul II. De asemenea se cunosc formule de rezolvare pentru ecua-
tia de gradul ITI (numite formulele lut Cardano) precum si pentru ecuatia de gradul
IV. Inconvenientul acestor formule (pentru ecuatiile de gradele III gi IV) constd
in aceea cd sint foarte complicate gi nu au nici o utilizare practicd. Am vézut prin
teorema lui Abel-Ruffini cd pentru ecuatia generald de grad > 5 nu se pot da

formule de determinare a rddécinilor prin radicali.
Ceea ce ne propunem in acest paragraf este de a ardta cd existd ecuafii de
grad > 3 pentru care se pot da formule de determinare a rddacinilor lor.

Ecuajii binome. Forma ecuatiilor binome este
(1) " —a=0 (e cC n>1).
Rezolvarea acestor ecuatii este fdcutd in manualul de Geometrie. Se procedeaza

astfel: se scrie numérul @ sub formd trigonometricd, a = r(cos ¢ -+ i sin ¢). Atunci
solutiile ecuatiei (1) sint date de formula '

x:V?(cosM.{_isin M),
n L

unde 0 < bk <n—1.
Trebuie s8 observdm ci rezolvarea ecuatiilor de gradele I si II se reduce la rezol-

varea unor ecuatii binome. -
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Ideea de rezolvare a ecuaitlor de grad > 3 este de a o reduce la rezolvarea suc-
cesivd @ unut numdr de ecuafii simple (de reguld ecuajii binome).
Ecuajiv bipdtrate. Forma generald a ecuatiilor bipédtrate este:
(2) . art + b2 L ¢ =0,
unde a, b ceCsia#

Rezolvarea ecuat_.ieji (2) se face astfel. :
Se face substitufia z* = y si obfinem ecuatia de gradul doi

(3) ay® + by + ¢ = 0. |
Ecuatia (3) se numeste rezolvanta ecuatiei (2) si rddécinile ei sint:
—b + /b2 — bac . —b — |/ 4% — ba
Yi= lga §1 Yz = léa -

Din egalitatea 22 — y obtinem ecuatiile
=y, §i 2 =y,
Ecuatia z? =y, are rddécinile:
V—b—l—[/bz—4ac V~b+Vb2—4ac
TS A g .
2a 2a

Ecuatia 2? = y, are ridicinile

5= 2 —
xﬂ:v b— Vb 4ac‘ $4=—V b— |/ b? 4ac.

2a 2a
Numerele z,, z,, x3, z, sint rdadécinile ecuatiei (2).
Rédécinile ecuatiei (2) pot fi cuprinse in formula b
T T |
%) ”=iv b+ |/ b2 — 4ac
2a

numitd formula de rezolvare a ecuatiei bipétrate.

Observafie. In formula de rezolvare aecualiei bipitrale apar radicali de forma

VA + I/ 'B. Acesti radicali pot fi adusi la o sumi sau diferenta de radicali mai simpli utilizind

formula
(5) VA :i:l/—5=‘\/‘4 +VA2_B:}:VA—VA‘-B

2 2
(A* = B, B > 0) (aceastd formul se verifici direct prin ridicare la pitrat).

Ezemple. 1) S# rezolviim ecuatia bipitratd
! + 52 — 6 = 0.
Facem substitutia z* = y si obtinem ecuatia rezolventi
y*+ 5y —6=0
care are ridécinile y; = —6 si y3 = 1.
Ridé#cinile ecuatiei bipitrate sint:
@ =il 6, da= —il/6, xs =1, z, = —1.
2) S& rezolvdm ecuakia bipitrati
2t — 82 + 9 = 0.
Ficind substitutia z* = y obtinem ecuatia rezolventi
y'—-8y+9=0,
care are rddicinile y, =4 +V/Tsi ya=4 -7,
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Radacinile ecuatiei Bipﬁt{gte sint: | - ;
Ly l/& ‘|"|/_i; rg = — l/‘lJrl/—i; Ty = Vﬁ—l/T, ':C¢=-—V5-—|/7.

Dar, folosind formulele (5) de fransformare a radicalilor dubli obtinem: , ‘

——— -‘_—- — S . 1 &
—_— b+ 1/ 16— 7 s —V16—7 _[7 R .
V-"H/’:\/ 2 +\/ 2 st V2T /2
S VTN 4 +vV 16— 7 s—y/16—7_Vi—-1 ,
*‘V’*‘“:\/—"T—‘ 2 V2
ok [ 7} g =
R " k. N A le/?—i,m.=__./7_ :
Deci z;, = |/§ , Za —"—-l/Tz 3 ——————I/_2 -———V2

Ecuafii reciproce. O ecvatie de forma |
Apa® + U@ 4 o A G2 A+ @ + G = 0, (a, # 0), ;
1 _— 4. oricare ar fi 1 (0<i<n), se numeste lecuajie reciproc
Ezigfaﬂ? I;zﬂ(?:li}‘gfs%ﬁ;, 0 Ltzzn?a:’:_,;greste reci}irocél da)cé coeficientii termenilor egal
depirtati de extremi sint egali).
Observatie. Pe noi ne intereseazi numai rezolvarea ecuatiilor reciproce de grad = 3. .
Dack n = 3 objinem forma generald a ecualiei reciproce de gradul 3:
az® 4 ba? + bz +-a =0 (a # 0).
Dac# n = &, oblinem forma generald a ecualiei reciproce de gradul &:
az® + ba® + cz® + bz'+ a =0 (a #0).
Dacl n = 5, oblinem forma generald a ecualiei de gradul 5:
az® + ba® + ez + ca® + bx + a =0 (a # 0).
S§ dim citeva proprietdti generale pentru ecuatiile reciproce de gradul n:

o

Intr-adevir, dacd f(2) = ana™ + @ 2" + o + 82 + G = 0 este 0 eclft(l)e |
reciprocd avind rddécina e, atunci a@,a® - aﬂf_la“—l. + e + agu? 4 a,a; —;— aoﬁ.—_ - “f
‘Cum « # O (in caz contrar, ar rezulta g, =0 §1 deci a, = 0) putem sd impérjim |
cu o gi obfinem relatia

1 1 \n-2 n—-1 : { 1 n 4 ;
& M a1 —) =0. w
an+an—1';'.+“"{ “2(1) +a1( ) =t 0\1)
Tinind cont de faptul ¢i a; = a,.; oricare ar fi i (0 € ¢ < n) obtinem

4\n n—1 1
an(i) i an—l[l) + .. t+a—+a= 0 )
o

-4 ®

1° Daci ecualia reciproci are rdddcing o, aiunct ea are §i rdaddcina

1

®

o A il o
gi deci gi — este de asemenea rdddcind.
o

2 Orice ecuajie reciprocd de grad impar are rdddcine xz = —1.
Intr-adevir fie
f(Z) = gpy 2P + 03p2* + oo + Apy12PFt + apa® 4+ . + 02 + 4y = 0,

o ecuatie reciproci de grad impar n = 2p + 1.
Inlocuind z = —1, obtinem in membrul sting numdrul

fl—1) = Bgpya(—1)2F L agp(—1)** 4 ... + @y —1PT + ag(—1)? + ...
o L ay(—1) + ag= —agp i1 + Ggp + - + apyy(—1)PH 4 ap(—1)F + ...
o —I—(—"al) —I—ﬂu. i :
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Cum a, = @gp 4, @) = Ggp, Gy = Ggp 4, ..., Gp = dp,,, atunci grupind termenii egal

depiirtati de extremi obtinem
f(—1) = (ay — @apys) + (agp — @) + (8 — gpy) + ... + (—1)P(ap — ap4,) = 0.
Rerultd cd z = —1-este rdddcind pentru ecuatia reciprocd de.grad impar.
3° Orice ecuafie reciprocd de grad impar
(z) = @gp 1 2*P% + agpz® + ... + a2 + 6, =0,
se reduce la rezolvarea ecuapiei xr + 1 =0 si a unei ecuafii reciproce de grad par,
8(7) = bypa® + byp 121 + ... + by + by = 0.

Intr-adevir, din 2° ecuatia f(z) = 0 are réddcina z = —1. Gonform teore-
mei lui Bézout putem scrie

f(z) = (z + 1)g(a).
Presupunem cd g(z) = bypa®? + byp_;2*P 7! + .., + byz + b, Deci
Ugp it P 4 2™ + ... + a2 + @y =
= (2 + 1)« (bypa®® + bgp_ 2Pt + ... 4+ bz + by),
de unde obtinem :
Ggp+1 = bapy @9 = by,

Qyp = bgp + bgp—1y @y = by + by,

Agp—1 = bgpy + bgpg, Gy = by + by,

--------------------------------

Cum @; = @y, 4, oricare ar fi (0 < i < 2p 4 1) obtinem din primele egahtﬁ’gl
by = bgp. Cum by + bgp_y = b; + by obfinem b; = byp ;. Din urmatoarele egalitdti
ohtmem ol by =bgpq.

Procedind la fel, din egalitifile urm#toare deducem in final c& b; = bop—; oricare
ar fi 0 € i g 2p

Deci ecuafia by,x?" <+ bgp_ 22?1 + ... 4 by + b, = 0 este reciprocd.

Rezolvarea ecuajiei recvproce de gradul 111
Am vézut cd forma generald a ecuatiei reciproce de gradul III este:

(1) ax® + bz 4+ bx +a=0 (a # 0).
Aceasté ecuatie are riéiddcina z = —1. Atunci putem sd scriem
) (z + 1)az? + (b — @)z + a] = 0,
Ecuatia (1) admite rédécinile
2y = —1 gi xy, 2, date de ecuaypa az® 4 (b — @)z + a = 0.

Exemplu. 88 rezolvém ecuatia 22" 4 2 4+ o 4 2 = 0, Aceastﬂ ecuafle este o
ecuabie reciprocd de gradul 111, Ea se gcrie

(@ 4 1)(2" = & <+ 2) = 0
care are riidicinile @y = =1 §i &y, @y care sint ridicinile ecuallel 22" — z 4 2 = 0, adiclt

4+ 1Y/18 1 - /18
s e N e
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Am vizut cd forma generald a ecuatiei reciproce de gradul IV este: |

‘Avem ecuaflile: . ‘

Rezolvarea ecuajiei reciproce de gradul 1V

(1) az* + ba® + ca® + bz +a=0, (a #0). -

Cum a # 0, ecuatia (1) nu admite ca ridicind pe z = 0. In (1) impédrtim cu 22
gi obtinem ecuatia

az® + bz + c+£+£¥=0
x =
sau grupind termenii in mod convenabil avem:

a(m“—]— %)—I—b(m-—l—%)—{—c:&

Facem substitutia y = z 4 -1— Cum z% 4 EE — y? — 2 obtinem ecuafia in y
x T

aly* —2) + by + ¢ =0 sau (2) ay* +-by + ¢ —2a =0
Ecuatia (2) se numeste rezolvanta ecuajier (1).
Daca y,, ¥, sint rddédcinile ecuatiei (2) atunci obtinem doud ecuatii:

1 X 1
g4+ —=y;, x4+ — =1y,
x z

sau 3) 22—y,z+1=0
i (4) 2 — yoz + 1 = 0.

Dacé z;; z, sint rddécinile ecuatiei (3) gi xy, x, sint rddécinile ecuatiei (4) atunei
%y, &g, Tg, X4 8int rédécinile ecuatiei (1). '

Ezemplu. S& se rezolve ecuafia
62 + 52 — 38a® 4 5z + 6 = 0.
Aceasty ecuafie este o ecualie reciprocii de gradul IV, fmpér{im cu z* si obfinem:

5x"+5m-38+—5-+%xo

z T

e

Cum z? H; = y® — 2 obtinem ecuatia
X .

Sau

Notdm y=a:+-1—-.
4 xT

6(y* — 2) + 5y — 38 =0
sau
6y® 4 5y — 50 = 0,

b
L

care are riddcinile y, = — 93—0 8l ya= -

e AR, (B )
9 3

Prima ecuajle are rdddeinile




Ecualia a doua are ridicinile z; — 2, o, = %

Deci z; = —3, @ = —

e |-

, Za=2, x4 =% sint rédécinile ecuatiei date.

Rezolvarea ecuafier reciproce de gradul V
Forma generald a ecuatiei de gradul V este

ax® + bzt + cxd 4 ex? 4 bx + a = 0.

Deoarece aceastd ecuatie este de grad impar, din proprietatea 3° rezolvarea acestei
) prop

ecuatii se reduce la rezolvarea ecuatiei z +1 =0 §i a unei ecuatii reciproce de
gradul IV.

Exemplu. Si se rezolve ecuafia
6m5+z"——&3x“—-43x=‘—[—x+6=0.

Aceastd ecuatie este o ecuafie reciproci de gradul V.
Deoarece este de grad impar aceastd ecuatie admite solufia z = —1.
Putem scrie:

62° + 2 — 432° — 432 + x4+ 6 = (z + 1) (6z* — 52° — 382 — 5z + 6).
Deci obfinem ecuatia reciproci de gradul IV:
6z — 52° — 3822 — 5z 4+ 6 = 0.
fmpiriind cu 2* obfinem:
5 6

6z — 52 — 38 — — +
x z*

= 0.

Facem substitutia y = = + k] . Obtinem ecuatia de gradul I1
T

6y* — 5y — 50 = 0 care are solutiile y, = — ; , Ya= %)
g ) 1 =b i 1
Din ecuafia z + — = — — obfinem z3 = —2, a3 = — —.
x 2 2 ;
Din ecuatia = + 2 = i objinem x; = 3, z; = % . \ l
Z
Deci ecuatia dat are rid#cinile
:l;1=—'1, $5=—2, xa='-%, .'L'(=3, mﬁ-zl.

Observafii. 1) Am vizut ci ecuatia reciproci de gradul IV se reduce la rezol-
varea unor ecuatii de gradul II, ficind substitutia a: + 5 y. Se poate ariita (exercifiul 10),
folosind binomul lui Newton, ci orice ecuatie reciproci da; gradul n = 2p se feduce, folosind
aceeasi substitulie z + - ¥, la rezolvarea unei ecualii de gradul p si a p ecuatii
de gradul II. : '

2) In unele manuale mai vechi sint numite ec&.a;ii rectproce, gi ecuajiile de forma
1) ana® + ap 2" + Lt ayx gy =0
dvind proprietatea urmdtoare:
@i = —au_i oricare ar fi i, 0 < i < n.

Se observd imediat c& dacd n = 2p (numir par) atunci din ap = —agpp obtinem ‘ap = —ap §i

deci ap = 0.
[ ]
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Orice ecuatie reciprocii de tipul (1) are ca rdd#4cind pe = = 1. Atunci, conform teoremei lui

Bézout putem scrie:
Ana® + a3 + L A gz - ap = (2 — 1)(bpya™? + bpas™ + ... + bz + bo) sau.
anz® 4+ ap2™ ! + ... 4 a7 + @ = bpy2®™ + (bna — bp—y)a®t + (bn-g — bp-g)a™® + ...
’ o+ (bo — by)z — by
de unde oblinem egalititile:
an = bny, a9 = —by,
@ny = bpn-a — bny, @y =bo — by,
: ap-g = bp—s — bn-a, @2 = by — ba.
Din prima egalitate, cum a, = —ay, obtinem by, = bp_;.
Din a doua egalitate, cum a; = —an—y, oblinem b, = by.
Din a treia egalitate, cum a3 = —an_y, oblinem by = bp—s.
Continuind astfel obfinem cd bi = bjp—1)-i oricare ar fi i, 0< i< n — 1, ceea ce ne arati
cit ecualia :
bp—y 2™ 4 bpga™®™® + .. + bz + o= 0
este o ecuatie reciproci.
In concluzie orice ecuatie
e aaz™ + ap_ a1 4 ...+ ayz + a9 =0

avind proprietatea cd ai = —an-i(0 < i < n), se reduce la rezolvarea unei ecuafii reciproce de
gradul n — 1.

1. 54 se rezolve ecuafiile bipatrate
a) 28 — 102" + 9 = 0; b) 2 — 172% - 16 = 0;

' =04+ V2)P 4+ Y 2=0;d) 2" — 4+ 1=0;
e) ' —62* +6=0; f) 62— 55 +1=0;
g) 32a* —122* +1=10; h) a* —1=0.

2. 84 se rezolve ecuafiile:
. —_—
a) 33’+['12) =40; b) V22° + Tz — 5 = a® + a;
e s
c) /22 + 8 =4 — 22°; d) z’—(-—) = 5,
x

8. Si4 se determine ecuafia de gradul IV, avind ca rid#cini:
a) y=—h, ;a =4, 23 = —38, 34 =3;

b) e i B e e
wl._"' 20- I .2: 3 6’ 4 E--
c) ;= —38i, 29 = 81, x5 = —2i, x4 = 2i;

d) &, = —2, 2a =2, 23 = —5, x4 = 5.

4. 84 se determine natura riddcinilor ecuatiilor:

a) 2 — 2(m — 2)z® — m® = 0; b) 4z* 4+ ma® 4 9 = 0;

¢) ma® + ka® + 1 =0; d) mizt — 2(2m? + 8)a® + 1 = 0;
e) 3z — Bma® — 2m® = 0; f) «*(22® + 5) — m(2® + 8) = 8.

6. S# se rezolve ecuatia
az®n | ba® +¢c= 0
si apoi sd se aplice formula pentru cazurile particulare

a) 2% + 152° — 16 = 0; b) &° + 22t — 3 = 0;
c) 2 — 72 + 6 = 0; d) 2% + 122> — 13 = 0.
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6. 54 se rezolve ecuatiile de gradul I11:
a) 52° + 312® + 31z + 5 = 0; '
c) 5z — 312% 4 31z — 5 = 0;

e) a® + ba® + bz + 1 = 0; f) 32® 4 22® 4 22 + 3 = 0;
g)a*+ a2+ 24+ 1=0; h) 2z° + 52% + 5z + 2 = 0.
7. 84 se determine relatia intre a 5i b astfel incit ecuatia reciprocs de gradul II1
ax® +ba* 4 bx +a=0(a =R, b = R) si aibi:

i) doud r#dicini egale,
ii) toate rid#cinile reale,
iii) dou# rdddcini complexe.

b b) 22° 4 32 + 3z + 2 = 0;
d) 22 — 2 + 2 — 2=0;

8. Sii se rezolve ecualiile reciproce de gradul IV:
*a) 2z + 72 + 92* 4+ Tz 4 2 = 0;
b) a* + 2® — 182 + z + 1 = 0;
c) 4xf—wa+_5:n'—x+4=0;
d) 2* + 22° — &* 4 2z + 1 = 0;
e) o' 4 22° — 62® + 22+ 1 = 0;
f) af + 32 — 2%+ 3z + 1 = 0;
g) z' + 32 — 162 F 32 +1 = 0.
9. Si se determine numirul real ¢ astfel incit ecuafia:

2 4 22 +ax* 4+ 22+ 1 =0,
s# aibi toate rid#cinile reale.

10. 54 se arate cil orice ecualie reciprocii de gradul n = 2p se reduce la rezolvarea unei ecuatii
de gradul p si a p ecuatii de gradul doi.

11. 84 se rezolve ecuatiile reciproce de gradul V:
a) 202° — Biz? 4 622° + 622° — 81z + 20 = 0;
b) 2+ '+ 22+ 424+ 1=0;
c) 2% — 4zt 4 52 4 52 — hx + 5 = 0,

cu

Teorema 9.1. Fiefun polinom nenul cu coeficiengi reali. Daci & =a 4 ib, (b # 0)
este o radicind complexi a lui f, atunci:
1° @ =a—ib este de asemenea o ridicini a lui e
2° o §i @ au acelagi ordin de multiplicitate.
Demonstrafie. 1° Am vizut in § & (proprietatea iii)) ¢ f(«) = f{«). Cum f(«) = 0,
atunci f(@) = 0 i deci @ este o radicini a lui f. y ,
2° Presupunem c# m este ordinul de multiplicitate a lui «. Rezultd c¥ existd un polinom g
astfel incit f= (X — a)mg si gla) £ 0. Cum b % 0, atunci.« # & Cum f{=) = 0, atunci
(« — @)™g(x) = 0 de unde obfinem c# g(x) = 0. Din teorema lui Bézout obtinem c# existd un
polinom g, astfel incit
8= (X —a)g. Deci f=(X—a)mg=(X—a)™X — &)g = (X — a)(X — @)(X — «)"lg =
=[X* — (¢ + @)X + ax](X — a)~'g;. Cum « + & = 2a §i oa = a® + b® atunci
[=(X*— 2aX + a® + b*)(X — «)™'g,. Cum polinomul X* — 22X 4 a® 4 b* are coeficienti
reali deducem c# polinomul fy = (X — «)™~'g, are coeficien}i reali. Putem s& scriem
f=(X*— 2aX + a® + b)f;. .
Dacl m > 1 continuim procedeul cu polinomul f;. Cum f, are riddicina « atunci exact ca mai
sus existd un polinom g, astfel incit f, = (X* — 20X + a® + b?)(X — a)m2g,.
Deci f = (X*— 2aX + a® + b*)(X — a)m~2g, 5i polinomul f, = (X — «)m—%g, are coeficienti reali.
Dacii m > 2 atunci « este ridicind pentru f, si continuim procedeul cu fa-
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fn felul acesta dupd m pasi obtinem un polinom k cu coeficienti reali astiel incit
f=(X*— 2aX '+ a® 4 b*)™h = (X — oa)™(X — «)™h.

Din aceasti egalitate rezultd cif (X — =)™| f. De asemenea (X — @)™+ nu divide pe f, deoarece

| in caz contrar am avea c# k(@) = 0. Cum h are coeficien}i reali atunci @ = @ este de asemenea

o ridiicind a lui k 5i deci X — « | h. Dar atunci (X — )™+ | f ceea ce contrazice faptul ci « are

| ordinul de multiplicitate m.

. in concluzie o este o r#d4cind cu ordinul de multiplicitate m. Aceastd teoremd este

[ foarte utild in multe aplicatii cind se cere determinarea rddécinilor unui polinom (ecuafii
| algebrice) si cind se cunoagte o rid#icind complexd a sa.

Ezemple

1) S4 se determine rddécinile polinomului
f= X*— 3X®— X* 4 9X — 18, gtiind ci admite riddicina « =1 + i/ 2. 3 !

: Conform teoremei 9.1 polinomul va avea ca rddicind si pe ap =1 — i/ 2, deci 5@
va divide cu : -
(X =1 —i)2)(Xx —1+iy2)=x"—2X + 3.
Efectuind impérfirea lui f prin X* — 2X + 3 se obline descompunerea

f=(X*— 2X + 3)(X*— X — 6).
Po]inoml;l g = X*® — X — 6 are riid¥cinile a3 = —2, oy = 3.

9) 8% se arate cd polinomul f= (1 + X)*—(1 + X)®*?— 1 este divizibil cu
X4 X 4+ 1.

A AR . —1 —i)3
Riddcinile Iui X* 4+ X + 1 sint o = ——_;]—l/— siff= ——iL . Pentru a ardta

cd f se divide cu X* + X'+ 1 = (X — «) (X — f) trebuie si aritim ci f(«) = f(p) = 0. Dar
oum B — @ este suficient 84 dovedim c# f(«) = 0. Intr-adeviir

fla) = (1 + o) — (1 4 o) — 1.

Dar o+ a-+1 = 0 si deci 1 + @ = —ab. Obtinem atunci f(a) = (—m‘jeh+1-—
o B g g 1R A2 g ()L g8 ()RR gt — ’
Cum o® =1 avem ci fla)= —a’ — o' — 1= —ad —a a’ —1= —a? —a—1=—(a"+
+ a4 1) =0

Deci f(«) = 0, ceea ce trebuia dovedit. :
8) Fie polinomul f= X®+ X°* 4 3X* 4 2X° + 3X* + mX + 1. 84 se determine
m stiind ci admite ca ridicind pe i si apoi si se giseascd celelalte ridécini. .
Cum i estesrdd#cind trebuie s avem c# f(i) = 0. Deci i® + i* + 3i* + 2i° 35 3i® + mi +
41 = 0 de unde obtinem ¢d —1 4+ i+ 38— 2i — 3+ mi 4 1 =0 sau {‘m—1)ll=f0 si deci
m = 1. Cum f are ca rddicina pe i rezulti cA are ca rdd#cing si pe —i. Deci [ se divide cu pro-
dusul (X — i)(X + i) = X* + 1. Deci f= (X* + 1)(X* + X° 4 2X* + X +1). :
Ecuafia z* + z* 4+ 22® + @« + 1 = 0 este o ecualie reciprocd de gradul IV. fmpartim cu

z* si objinem

1
x’+x-|~_2+-1—+—3;0.
z

B Notam y=a -+ 2 ; obfinem ecualia de gradul Il in y:
e

y¥+y=10
g |
\
care are ridicinile y; = 0,§i ya = —1.
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h 1
Ecuatia z + — = 0 are rid¥cinile zy = i, z, = —i.

€T
. 1 ol - i3 =g b
Ecuatia z + o —1 are rddicinile z; = . +2]V3 5 Dy 1 2”/3 . Deci polinomul
are ca ridXcini: ' :
x1=i,a:,z—-i,a:a=i,x4=—-i, Ty = 2k -le/a,z,: _1_211/3

Ridé#cinile i §i —i sint duble.
In continuare vom da citeva consecinte ale teoremei 9.1.

Consecinga 92. Orice polinom cu coeficienti reali are un numir par de ridicini
complexe (care nu sint numere reale).

Din aceastd consecintd rezultd imediat:

Consecin ta 9.3. Orice polinom cu coeficieni reali de grad impar'aré cel putin o
ridicini reali. '

Teorema 9.4. Orice polinom f=a, +a,X + ... +a,X de grad >1 cu coeficiengi
reali este un produs de polincame de gradul | sau gradul Il «cu
s coeficienti reali, adici poate fi scris sub forma i ,
(1) = ap(X—a .. (X—atp)tp (X234 by X+ ¢;)... (X2 4 by X+ ¢)"
unde «), a5 ....,0p € R §i b} —4c, <0, ... b2 —4c, < 0.

Demonstrajie. Conform consecintei 7.3.4 f are descompunerea (2
f=a(X — a)"(X — ap)ts ... (X — ;)% unde o, s +vey O BNt rédért):inile lui(f!
Presupunem cd «, ay, ..., p sint toate ridécinile reale ale lui /. Radacinile
%p41y 2y % Sint complexe. Ludm rédécina a,,, care are ordinul de multiplicitate
kpiy. Cum @, ., este o rddécind a lui f, existd o rddédcing oy i(t =-2) astfel incit

)

%pij = &pyy. Dupd teorema 9.1 avem kp,, = ky,..
In descompunerea (2) grupdm factorul (X — dpyq)tr eu factorul

(X — apy)iori = (X — A1) ey

Nothm. .ry = Kppys By = oty + Faa) 81 Oy pans o

- Atunci in descompunerea (2%+aparep}-!;ct;)rull e P ik
(X — ap.'.l)hml(’X — Gpyy)to = (X2 4 by X + ¢;)", unde b,, ¢;€R. Dacd in con-
tinuare proceddm la fel cu toate radacinile complexe ale lui f descompunerea (2)
a lui f se scrie sub forma (1). !

1. S#ise arate ci dacd a # b, polinomul f = aX® + X* | p.¥ -+ 1 nu are ridicinile +i.
2. Si se determine a $i b §i apoi s4 se rezolve ecualia
al — 72 + 212 - ax + b= 0,a,b =R,
gtiind cd 1 -+ 2i este radicind a ecuafiei.
8. Fie ecuafia

xt + '(2a +1)a® + 2(a + 1) + ba +c=0,a, b, ceR cu a = 0. 8 se arate ci aceastd
ecualie admite cel mult dou# ridicini reale.

4. 84 se determine radacinile polinomului
f=X°4 X°4 3X% 4+ 2X° 4 3X* + X 41
= sgtiind cd admite ridicina i.
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b, Si se rezolve echatia ‘
: =32+ 52 — bz +2=0

gtiind ci admite réd¥cina 1 + i.

8. S4 se rezolve ecuatia
' — b2 4+ 62 — bz + 5=0

stiind ci admite ridicina 2 — i.

7. Fie ecuafia
d—aP—ar+1=0cuacsRsi |a] <1.
Si-se arate ci toate rid#cinile sint-de modul 1.
8. Si se determine m si n i apoi si se rezolve ecuatia
et — '+ mat+2z+n=0
stiind c# admite rid#cina 1 - i.

9. Stiind‘ci polinomul f = 3X* — 5X° 4 3X? 4 4X — 2 are ridicina 1 4 i, sl se giisdasc
celelalte rid¥cini si s4 se descompuni polinomul £ in produs de polinoame de gradul I si IT
cu coeficienti reali.

10, S# se descompuni polinomul f = X* 4 X* < 1 in factori cu coeficienti reali.
11. 54 se descompuni in factori cu coeficienti reali polinomul X* 4 1.
12. Fie fsi g doud polinoame nenule cu coeficienti reali. DacA polinomul f(X?) 4 Xg(X°) este
divizibil cu X* 4+ X 4 1, atunci f si g au rddicina 1.
18. Fie f si g dou# polinoame nenule cu coeficienti reali. Dacé polinomul f(X?) + Xng(X?),
este divizibil cu X? 4+ X + 1, unde n este un num&r natural care nueste divizibil cu 3, atunci
{ si g au rdd#cina 1. '
14. 84 se determine polinoamele cu coeficienti reali de gradul cel mai mic care au ca rid¥cini:
a) ridicina dubli 2 si réd#cina simpld 1 + i, ’
b) radicina dubl i si rid#cina dubld 2 — i,
¢) radicina tripld —1 — i i rid#cinile simple 1 §i —1.
16. S# se rezolve ecuafia _ ,
(z4i)r+(z—it=0
si si se arate cd are toate ridicinile reale.
16. S4 se arate ci polinomul
xlo 4 yibH | plote | yedis

a, b, ¢, d fiilnd numere naturale, este divizibil prin X* + X* 4+ X 4 1.

Fie f un polinom nenul cu coeficienti rationali §i g +V/b
(ua,be Q b>03i V/ be Q) o ridicind a lui f.

Atunci:
1° a— /b este de asemenea o radicini a lui f;

2° a+ |/b 5i a— |/ D au acelasi ordin de multiplicitate.

Teorema 10.1.

Demonstragie, 1° Conform proprietatii iv) din § 4, avem fla+ |[/B) =
| =A<+ BYT. tnsi f(a+ V/B) =0, deci 4 + BT = 0. Dack B#0 atunci|/b = —% =Q
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Dar V?_:ﬁ Q5 deci trehEie ca B=0.Cum 4 + B)/b = 0 oblinem ci 4 = 0. In acest caz
fla - l/ob) =A4A— BYb=0, i deci a — Vb este de asemenea o rddicind a lui f.
2° Presupunem ci @ + /b este o ridiicing a lui f avind ordinul de multiplicitate m. Deci

=[x~ +V)]" si gla +1/7) 0.
Cuma — /b este o Téddicind a lui f avem f (a — |/5) = 0 i deci

[e —VE—(a +VB)]"e(a—V/TF) =0
sau
’ (—21/B)™g(a — V7)) = 0.
Cum b == 0, atunci trebuie ca g(a — /) = 0.
Din teorerr-l_a lui Bézout putem scrie g = [X — (a — v/ )]g,, si deci f =[X — (a4 /B)"[ X —
— (@ = /' Dg, = X — 20X + o — 1] -[X — (a + /)], e
Cum X*— 2eX + a® — b este un polinom cu coeficienti rafionali, rezultyd ci polinomul

fo=[% - (@ + /D™ o |
t:3 B Ty )| g, are coeficienti rafionali. fn continuare se procedeazi exact ca in

Se obfine c& @ — /b este o ridicini avind ordinul de multiplicitate m.

. . Obsero?iii. 1)+Teorema 10.1 se aplici numai atunci cind polinomul cu coeficienti
-rannah are o rdddcind pdtraticd, adick un num#r real de forma a - /T unde & > 0 si
V& nu este un numir rafional. ;

2) Teorema ‘10.1\nu mai éste adeviratd cind polinomul f nu are coeficienti rationali.

t ;)e exemplu, ]:olinoi'nul =X -2 4+V3) X+ (VS +vV3 - /2 — 1) are coelicienti
nu to}i numere rationale. Rid#cinile lui f sint 1 4 /2 si V'3 — 1. Se ob. ;
sl : observd cd f nu are

~

Ezemple. 1) 84 se giseasci ridicinile polinomului

f=X'—4X*4 X2 | BX/'-p— 2 stiind c4 admite rédéicina 1 — /2. Din teorema 10.1 rezultd

cd f are si riddcina 1 4/ 2. Deci f se divide cu 3 2
produsul [X — (1 —/3)[x — (1 2)] =

= X* — 2X — 1. Efectuind impérfirea lui f cu X® — 2X — 1, f se scrie 4 e Al

f= (X*—2X — 1)(X* — 2X —2).
Rédicinile Tui g_=' X*—2X — 2 sint 1— V3 5i 1+ /3 Deci f are rédicinile 1 — /7 ;
14+V2;4 =3 14+ /3
2) Sd se determine un polinom f cu coelicien}i rationali de gradul cel mai mic care admite

ca rﬁdacin_i pe 3 +isi1— /2. intr-adevir, acest polinom trebuie si aibi si rdicinile 3 — i
si 1+ 2. Atunci [ se divide cu produsul

[X —@+iX—8—ilx—0-v2)I[x-0+i2)]=
= (X‘ — 6X +10)(X* — 2X — 1) = X' — 8X® 4 21X® — 14X — 10.
Deoarece ultimul polinom are coeficienti rationali, rezulta el f = X% — 8X% + 21 X% — 14X — 10

~

Teorema 10.2, Fle f'; ag + ;X + ... + 0, X" un polinom de gradul n-(n:;1)
cu coeficiengi intregi. Daci o =£(p, q numere prime fintre

ele) este o rdddcind rationald a lui f atunci:
1° p divide termenul liber a,;
2° q divide coeficientul termenulul de grad maxim a,,.
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Demonsirafie. Cum f(ﬁ) =0, avem
q

2 n
R i v R w(Z) =0
q q q -
Inmultind (1) cu ¢*, obfinem - '
ag® + 0,pg" + ap*q"? + o + G "' + @GP = 0y
de unde obfinem
(2 agg" = p(—a,g"? — agpq" ™t — .. — axp")
§1 ' ' e
(3) Gnp™ = g(—ayg" ™ — apg" 7t — . — Qpq ")
Din (2) rezultd cd p| a,g™. CGum p gi g sint prime intre ele, atunci p i ¢" sint prime

intre ele gi deci trebule ca p sa dividd pe a,
Analog din (3) rezulta ed ¢| a,p®. Com p gi ¢ sint prime intre ele obtinem

cd ¢ divide pe a,.

Consecinta 10.3. Fie f=a,+ 0, X + ... + X", un polinom cu coeficienti in-
tregl. Daci o = p este o ridicind intreagd a lui f atunci p este un

divizor al termenulul liber g,.
Demonstrajie. Cum o« = p = ‘% atunci aplicind teorema 10.2 se

obtine cé p| a,.
Ezemple. 1) 54 se determine ridicinile polinomului
f=X'—2X*—5X"+8X + 4
Mai intii incercim si vedem daci f are réd&cini intregi. Acestea, daci existdl, se gsesc printre

divizorii lui & care sint +1, +2, +4.
Se vede cd f(1) = 6 si f(—1) = —6;

£(2) = 0 si f(—2) = 0;
fl4) = 8% si f(—4) = 276. ,
Deci 2 i —2 sint rid#cini pentru f. fnseamni ci fse divid e cu (X — 2)(X + 2) = X — &,

Polinomul f se scrie
; \ f=(X®— &)(X*—2X —1).

Ridécinile lui X* — 2X—1 sint 1 — V2 si 14 1/2. Deci polinomul f are rddicinile:
—-2,2,1 V2, 1+ V2
2) S4 se determine ridicinile po]incm:ului
f=6X'—17X"— X* 48X — 2.
Divizoril lui 2 sint 41, 42, iar divizorii lui 6 sint +1, £+2, +3 si 46.
Conform teoremei 10.2 f poate avea rddécinile fraclionare:

1 1 1 2
S e e e Tl i)
+1, £ :}:2 :I:3 :I:G :]:3

Avem
f(1) = —6; f(—1) = 12; f(2) = —30; f(—2) = 210;

(e o4~ ) )= ) -~
(-3)= -2 )= -2 ()=
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Rezultd ¢ f are radicinile -;—si% . Deci f se divide cu produsul (2X — 1)(3X — 1).

Efectuind impirtirea obtinem ci f= (2X — 1){3X — 1)(X* — 2X — 2).
Ridécinile polinomului X? — 2X — 2 sint 1 — /3 si 1 + |/3. Deci f are ridicinile:
\ :

1 —_ =
—y — 1—-V3 1 3
5 v +V

1. 84 se rezolve ecuafia 22° — 52% — 22 + 62 — 1 = 0, stiind cii admite riddcma 1 + /2.

2. Si se rezolve ecuatia a* — 22° — 2® — 22 — 2 = 0 stiind cd admite ridicina1 — |3,
8. Sd se determine réd#cinile polinomului
f=X%—3X"—19X% 4 91X? — 80X — 50 stiind ¢4 una din rdd4cinile lui este 8 + i iar
alta este 1 — |/2. /
4. S# se determine ridicinile polinomului
f= X*— 5X% 4+ X* 4 6 stiind c4 admite rid4cina 3 + /3.
6. S# se determine rid#cinile polinomului
f=X°43X* 4+ X*— 5X° — 6X — 2 stiind ci admite radicina |/2.
6. 54 se afle rdddcinile rafionale ale urmitoarelor polinoame:
a) X® 4+ 3X — 14;
b) X — X* —12X® + 6X + 36:
c) X*4 7X% 4 18X° 4 22X2 4 13X 4 3;
d) X° 4+ 6X* 4+ 13X + 14X? + 12X + 8;
e) X°®4 8X* | 5X°— 50X — 36X + 72;
f) 6X* — 43X°% 4 107X% — 108X 4 36.

7. Fie f un polinom nenul cu coeficienti intregi. Daci u = - este o [raclie rationélﬁ ireducti-
{

bild, réd¥cind a lui f, atunci p — ¢ divide pe f(1).

Capitolul |
§ 1.
: 5 L
1. a) 3%; b) V¥, [ ) ; d) egale; e) egale; 1) 27 V3, g) V7, h]\/ o
. : o
AV s I S R LI Y I SO W S

d) z<1;e) 2> —8; {) 2.< 8; g)x<- h) ¢ < —10;i) x> —21. 4, a) m> n; b)m>n,

¢) m<n; d) m>n. b. mai mari decit 1; b) d); e); mai mici decit 1: a); ¢); {) 6. a}[ ) :
™

2 1+V76
0(5) 0 (5)
6 5
@z > 0. 8. a) pentru a > 1, da; pentru 0 < a < 1, nu; b) da; ¢) da; d) nu.
§ 2.
1. a) 2 <1; b) —1<a<1; c) zeR; d)zes(—w, —2)U[1, +x); )z (2, 3);
flzeR; g) 2>1;h) 2>1;1) 0<az<1. 2 a)logs5; b) logs10; c) logs1/2; d) 3. 8. a)

5 = =
x> h; h]0<z-€_3; c) z e (-0, —21/2]U[2//2, +0); d) 2 (1, 5]. 6. a) 2; b) 2;
€) 2;d) 25e) —2;1) 2; g) 1; h) —1. 6. a) —0,15490; b) 0,28170; c) 1,54407; d) 2,24304;
e) 1,19458. 7. a) E = log,8; b) E'=log,3; c) -l 8. a) log4E=210ga41 + o (]ogu 41 +

; d) (I/'3) V8-2 7 daci 0 <a < 1, atunci « < 0; dacd a > 1, atunci

+ 5102637); b) logaE = 3logq31 + {logalgl + 4 loga33) — 2 Ioga‘l'J —— (2 loga23 + logq29);
. 2 3 3
o) TogaB = 2 Jogaa - % (logaa + 3log¢b + logac). 9 o = i_: b) 2 =7_sf_-, ¢) x=_[fa_-l~b;)_ :
it b a —
2 b .
)} la — b) ¥/ 4b? :
Via + 8% 2a(a + b)* :
§ 8.
1. 0; 15 2; 3; —2; —1; —4; 1. 2. 2. 0,778; 1,176; 1,505; 1,477; 2,921,
§ 4

1 4 2 5
L a) 85 b)ii6; ) —85; d) ——3 e) 2:4) =5 g) —&: h)— —; b) 3; —3 d) zy, =
) = ) )3 g) h)3 )2 ) C) E2
=17.m=—1;6) 2, =2, 2,=3. 8. a) &; b) 1; ¢c) d) 1; e} 2. 4. a) 35;b);§;c)24.5.a)

2; b) 15 ¢) 3; d) &; €) z; = log,3, m2=log5%;f) 0;8) zs=10; 23 =1h) 0;i) a; = 0'; &y =

7
=1. 6. al 1; b) Iogag;c) 0; d) 0; e) 4. 7. a) 2;b)—, c) 5; d) & 8. a) 4; b) vg
"2- .|
c) 2. 9. a) @ = 10; 2p = 10~%; b) z, — P10; 25 = _,xg(,)ml——flo , wy= 10 6; Yo—
y ¥/ 10
1

1 Al i
= —, xE:E-H - 10, 100. 1. &3 =2" 52, =2% 12. a) z; = 5,9, = 2 sau zs = 2, yp = 5:

J

129

9 — Matematicd — Algebra, cl. a X-a




b) (2,1); ¢) (100, 10); d) (4, 2); @) & =14, = 10 sau zp = 10, yo = 4; ) 11, 1). 18 a) ze

e (—3,—2) U (3, + ): b) 0,01 < z< 10000; ¢) z < —4. 14.8) 0<z<3 b 2<a<h

. A : SN 4 \* . 0 4>

16. fmparlind cu 5° oblinem |necuaha:(q] -+ (—;] > 1; functia f(z) = (_) + [g]
‘ £ { . b}

deci flz) > 1 pentru z < 2. 16. a) penfru 0 <a <1,

este strict descrescitoare si [(2) =1
, = >5; pentru‘a > 1, 0 < &= 9.

0 < z<a; pentru a > 1, z >>a; b) penlru < a<1

Capitolul Il
§ 1.

8. Sy =4-11=1, Si=1-11+2:21=.35, Sy=4 Al 42 21 4 331 =28, Si=
=i 22l e 83 - b &l — 119, Examinind aceste rezultale, se observii ¢d avem:
Si-= 21 — 1, 5y = Sl S — Rl S =51 — 1. Formulim urmiitoarea ipotezii: Penlru
orice n>1, are loc Sp=In + 1) — 1. Aceasla se demonstireazi prin inductic matlematici,

i 1 2 i 1 1
B-A\’eln])23=1-ﬂi:=§",Pn= 1’L(1_—J=—,Pq:(1ff 1 —— 1.‘—'1‘ ==
4 b 5 9 3 4 ). 9 16
41 e
’ §==

9.k 4 3

IJ

5 b

= . Observim cit Py = it

3 9.2 9.9 24

nt 1 sceasta se demonstreazdi prin
in

. Atunci, in general, formulim

urmiloarea ipotezd: Pentru orice n > 2, avem Py =

inducjie matematicd.
§ 2.

1. a) (2). b) (&, 5), (5, 4): ¢) (= B, ¥) (2 1, B, (B @ 1), B, 1> 2, (v B (1, By )
ol 1. 8. a) n=7; b) n=6;

9. a) 5760: b) 322 560; d) n(n — 1); €) (n — 3l(n — 4); iz
} (n + 2)!

c) n=12

4. a) ne {3, 4, 5, 6,7, 8 9} b) ne{l, 23 4 5, 6). b. 4l = 24.

6. 10! = 3626800. 8. Dacd lixdm un element din A (pe primul loc) si un element din B
(pe ultimul loc) obtinem (m + n — 2)! posibilitali de a ordona celelalte elemente. Dar cum

A are m elemente, iar B are f elemente rezultil ci sint mn posibilitdfi de asezare a unui ele-

ment din 4 pe primul loc si a unui element din B pe ultimul loc. Deci numirul permutarilor
este mn(m + n — 2)1. 9 Dacd n este numirul de elemente al multimii, atunci 500 < nl <
< 1 000, de unde n = 6. 10. 61 — 51 — 600. 11. (n — 1)} 18. 48. 14 44 = 1680 moduri: daci
unul din examene trebuie dat in ziua a 8-a, atunci avem 4 'Ag — 840 moduri. 16. A§0 =30k
.99 870. 16, &) (n — &% b) nin— )i ¢) AL

17. a) n & {9, 10}; b) 195 ¢) n= 10, 18. Trebuie sd avem :\ﬁ = pAli‘E. Rezulld cii pro-
a doui numere naturale consecutive, adici

plema este posibild dacd numarul p este produsul
(&), {3 .4} 20. Clo= 4 060,

p = mlm +1). Apoi, se deduce cd n = k+m—1.19, a) @, {3}

= o = o ;
21. C2 = L“‘—:—]~ 99. C4 — 126; Clo = 210. 3. a) G — Cke+ 11 b) c2 — .24 Cho-Ch=
= 44 535.
: — k
o5, 3. (3.3 — 1680. 26. a) 45; b) 5603 c) Cafl _lnttintn—k+1d) o gy g015
1-2... K+ 1)
! =0 = — 1) fi— 2 e
e) Chik= (n—Kn—k—1)..(n =2k} . o g9 g7, a) 6; b) 5; ) 4; d) 17. 28. O clasi
1:2..(k+1)
parecare conline (‘,:§ submullimi. Asadar se cere si determin@m care din numerele G (.‘},, Tk
— e e e - n=—k+1
este cel mai mare, Deoarece Cﬁ: i—l—i— C’,’, 1 avem (,J’f, S C’f,, dac;‘{———;—— =0 I
v 1Y

e 1
deunde k < Bt , dar (‘.ﬁ_l > Cﬁ, daca bt < 1, de unde k> ki Dacid n=2m
g F a

atunci Chm este cel mai mare dintre numerele cfjm. Daci n = 2m + 1 este un
= Chrly este cel mai mare. 29, a) n > M:h)7<n<12i¢)1 =S k=10

este numdr par,

pumar impar, Cims
d) k> 9. 82 C3CE + edet chek
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§ 8.
31.3 a) :::13!4 6az® + 15a%z® +~ 20a’2® + 15a'z? — 6a®z® 4 a®; b) a® — 5a'b + 10a%?
i IS . =5 = ' o %
12{8 134 + Sab o b“l, 03 ca® — ha|/ab + 6ab — 4b|/ab + b%; d) a2’ + 142® 4 8455
+ 280z + 5_630:::_4—(’;72:1: 4 448z + 128, 2. a) —330z; b) 201/2 a®*Va; ¢) —20z V“-
d) 126a% [/a /b, —126 a®b® Vb2 ' ’ xi o
286 l
8.a) k=3; b)—;a"; &) ki= 6.
4 k=9 Bon= : i (
e “(i +9 ]5_.-11 17.. 6. 26. 7. 70a®>. 8. Din dezvoltare, avem nm — (m -+ p)k =0
p) =1, nm = 23(m + p) = 5. Sciizind prima ecuatie din celelalte doua si f’i(‘in(i
citul se obfine L

L e de unde k = 8. Apoi, m + p = T inm = i 47 Aboavece #
este intreg pozitiv, avem n = 81, cu ! intreg poziliv s.a.m.d e

9. Punem z* = y* =
R ::i ;?;)Tinmi Dbg,;i[;mi. Atunrﬁn ile;ivultmd dupd formula binomului lui Newton si inlo-
> 4 suma cdutati a coeficienti i voeficienti !
il Bl e sarkei oeficientilor. Astfel suma coeficienfilor este egald

n-+1 ]
11. a) Deoarece s C:‘; == Cﬁi& atunci (‘P_’ I i C'% it 5 1 cn 1

. 2 3

1 2 n+41 - 1
(Cat+1 + Crei + - + C"+i - 1 an+l __ 4\.
N+ ) e (2 ‘1}. b) in dezvoltarea (14 2t =1 4 C,}|+1:J: 4+
2 . ¥

+ Cap1 2* + . + C::'ﬂ a™*1 care se poate scrie: _(}_:U)nﬂ—_i — 0y 4 (_é i ch .

n+1 iy 9 2k _3T et

—2— "+ pentru z = : ; .
T , pentru z = 1 se obfine a) si pentru z = k se obfine b); c¢) Se [loloseste egali-

" k k=1, 7
LaFga. kCq —‘nCn_l, d) Se foloseste aceeasi egalitate ca la punctul ¢); e) Dacd 5, esle
prima sumi, iar S, cea de-a doua se calculeazd S; + iS,. E ‘
§4
8. a) Numirul —102 este al 27-lea termen al sirului; b) nu este; c¢) nu ekte; d) nu esfe.

4. b) in gir termenul al 8-lea gi termenul al 9-lea sint egali cu —72; ‘¢) nu este &, d) 3 3
- ] 5 ’

1 1 ‘
3o 8 o)~ 4 0,41, 25 1) 8,4, —1,3, —6. 6. asey = 0, an = b s
: 845.7 o (Zh—41
e (k= 1). i
[
8. a) by = 3,by=9; b) b, = —23,hp = —16.9. a) ey = 25, ca = h, ;5= 43; b) ¢ =10
ekl gt . 3 ‘ 1
ey = 4b. o5 15. 10. a) a;o = 3,5; b) @13 = —24; ¢) azg =.—100,5; d) ag; =8 i.I].;n)‘l:!;
E):i;[’;a?- a)_f;: 24, r=1,5; b) ¢, =120, r= —1; ¢) e; =38, r= ;;; e) sau a; =2
, Sau a; = ,qrz J?. 1:’»- a) yy= —3, r=2. 14, a) 8000; bh) 650; c) —24550;
d]. 5Hsn, Ibaeatese s 1 40 5 |
) z YT 5 1?. 16. a) 55; b) 1. 17. 100; 19. 2 500. 21. a) Dacd

a, B, v sint trei numere, atunci ele sintin progresie aritmeticidacie -+ v = 2p. Avem
I2+ﬂ—4172 ota—"1 &t
wls=) 2a
precedentd. 23. vezi indicalia de la y i
problema 21; i) este adevdrald si reci J: G | d
A A*—F:!:O ts it it Sl ] gi reciproca; ii) dacd
25. 8e face induclie matematicd dupd r. 28. b; = 96, b, — 384, by = 768 sau b, "= 96

+ b) vezi indicalia de 1a a), 22, vezi indicalia de la problema

’}9 = JB4, bm = —768; h) hs = —14, bnz = -—'101 b4 0%l s ﬂ) ay =1, 4= O 1
y Oy Iy = —
g= L o) o 5 101 ¥
=— =5 mlg;="=,00= 8¢ P S i = . g ;
2 e B A o = =R Bl a2 951 5) : 11 ,dacd @ = 1;
A0 Aok = 4 8, &) Foualle dovins sl - e
! evine 3 = A =® cuz=£1; b) EL‘UH!”' devine %ﬁ—il L

=0cuxzs1 3 y, =8, yo = 40, §; = 1 248,
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86. a) nu este; b) este; ¢! nu este. 37. z = ——é—% ,daci a +¢— 26=£0.
a-+c— 2
88. Numerele z, y, z rezultd din sistemul: zz = ¥*, z 4+ $ — 9y + a),z(z+ ) = (v + a)*
Capitolul Il
§1.

1. a) citul —25, restul 188; b) —27, 132; ¢) 136, 10; d) —2 342, 0.

2. 87 si 6 525; solutia este unicd. 8. 6, 5, 1, 4, 13, 7. 6. Se tine cont de unicitatea impir-
tirii cu resl, 7. 24. 8. Dac n este par atunci n? este de forma 4k; dacd n este impar atunci n®
este de forma 8k -+ 1 (in particular fiind side forma 4k’ + 1, cu k’ = 2k); nu existd numere pitrate
perfecte care s dea restul 2 sau 3 prin impdrtirea la 4.

§ 2.

9, 41, +2 8. Rezultdi a=3k+1, b=3K £ 1 sise analizeazd toate cazurile. 4.
1000 =999 +1 = 27-37 +1 = 37p + 1. Din formula binomului lui Newton rezultd 1 000k —
—1=(87p4+ 1k —1=387,leN b p=3k—1 6 g2 _ 720 gre ultima cilrd 0. 8. Avem
A =nn 4 Cht 4 .+ CR 2+ i a1 =n* k+1,keN. 9. Din (n+1)]
(n -+ 1)% rezultd cd (n 4+ 1) n®* + 2n + 1 — n* —1 deci (n+1)|2n. Darj (n 4 1)]2(n + 1),
deci (n + 1)|2n + 2 — 2n. Prin urmare (n + 1)| 2, adicd ne {—3, —2, 0, 1}. 10. nt —
—n = (n— 8){n* + 3n + 9) + 24; deci n — 3 este divizor al lui 24, adicd n — 3 € {41, £2,
43, +4, 6, 48, +12, +24}.

§ 3. :

1. a) 4; b) 15; ¢) 19; d) 76; e) 12; I} 15. 4. a= —25 b=385. 6. a=24 b=9 sau
a =72, b=3. 6 Dachd|2k+ 1sid| 9%+ &atuncid| 9(2k + 1) — 2(9k + &) decid|1. 7. Pen-
tru k = 171 + 9, c.m.m.d.c. este 17, In rest numerele sint prime intre ele. 8. Dacd (k, 1) = d’
atunci d'd| ka si d’d| Ib, deci d'd| d, adicd d' = £1.

§ 4

8. 48 si respectiv 1 260. 4. 7*-11% &, Fie p un numir prim. cu p| ab. Atunci p|a sau
plb; dacd pla gipla-+b atunci p| b, absurd. Celelalte situalii se trateazd analog. Dacll a §i b
au paritifi diferite atuncie + b i a — bsint impare si dach p|u 4 b, atuncip|e + b 4 a — b,
deci p| 2a, adicd p|a. Prin urmare pla +b — a, absurd.

6. Dacd d|a si d|b, atunci d|a + b, deci d = +1.
7. Avem|a, b] = @°% _ 4-b Decigb|c, deoarece ¢ este multiplu comun pentru a si &.

8. Dac#t p|a si p| be, cu p prim, atunci p| b sau p| ¢, absurd.
b ac s i b . a :
9. Avem —— | ——, deci —— - ¢, dar —— este prim cu ——, deci
(@ b) (@b (a,b)l(a, b) (a, b) (@b (b
.(ﬂ» b) este prim cu St .
o) (b, <) (5, o Thy o

(a,h),adicéb‘ (a, b) - (b, ¢). 10. Rezultd din descompunerea in factori primi

Prin urmare, b| (a, b)e. Rezultd cd

deci

£ c)
a lui a §i b.

11. Din teorema de descompunere in factori primi. 12. Din teorema de descompunere in
factori primi aplicatd lui a si b.

18, 57 4+ 1 = (23 + 1 = (2% 4 1)(2%" — 27 +1). .

14, Dack n = p(p — 1) cu p prim, p=£2, atunci 2P(P~1) —1 = (2p=* — 1)k, si din
teoremp lui Fermat avem p|2P~' —1. De exemplu (6, 2% — 1) = (6,63) = 3. 16. Trebuie
it avem 8" = 10°% + 1. Pentru fiecare n & N considerdm restul impartirii lui 37 la 10°
Putem obine doar 105 resturi distincte, deci existid ny > ny, astfel incit 10°| (3™ — 8™), deci
10% | 3™ (3™~ ™ — 1) si deoarece (107, 8™) = 1, rezults 10°| gh—" _ 4, adie4 3™ " — 1 =10k,
17. Deoarece 10° si 1 979 sint prime intre ele rezultd cit existit k, | & N* astfel incit:

10% - k — 19791 = 1, deci
10° - k 4-1978 = 1978 + 19791 + 1, deci
10%. ) 41978 =1 9791 4 1).
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Capitolul IV
§il—t &

8. 7f —|—‘f = (ag + &,,_) + (ay + @)X + ... 4+ (an + @n ) X"; numerele a, + @, a; + @y, ...,
iy Gn = Gp fant P_eale; T = aolo + (aefy + @180) X + (ao@e + 0,8, + A2dp) X® + ... + apd@nX™,
numerele agd,, ayd, + @18, + oy + a8, + @sd,, ..., andn sint reale.

4. grad (fg) = 0=>grad [ +grad g=0=grad f=0=f = C.

6.al m=1=gradf =0, m=2=gradf =2; m=£12=> i

I : ; = 2; g gradf=38; bjm= +i=
>gradf =1; m== ti=gradf = 4; 7. Dacd f = a, + a, X + ... + apXR+ ... + anX"; dacid

ap 3 0ludim g — —apg Xht — . — g, X", dacl ap = 0 ludm
. : ; = g = Xk — ap, X0 — | — g X7,
9. f=1—5X+2X%2 10. f{0) > 0=>b20; f(1) S1=a<1; 1L f(X) ;1,1”. v
§ 5.

Joa)g=X* | X*— 2X2 —6X —Bir=9X 4+ 20;blg=X—6pr= —7X3 —
—ia?‘;c)Q=JL’2+2X;r=—!;X-H;;d}q:X“—X',r-=.'Y’:I—|—2}5—661'2)q'=7‘:«'{'f“—7);’]Eir
—X’-%—Xe—}-X—'l; r=0; 1) q=X"‘"—X“-—{—X"’—X’“—X“~+2’X‘“-— h @, R
42X — XW_ XYL 3X8 — 2X7 — X0 | 3X°— 2X% 4 2X* —2X 4 2 r=E}. 4
. 2. Se scrie f = (X* — 5X + 8)¢g + 2X — 7. Cum f(0) = —15 si f(3) = 3 se obtine
= X*— 6X* 4 15X — 15. 8. Se aplicd unicitatea formulei impartirii c'u rest. 4. m =0, ¢ =
=~ B 8) G 3 GV B A0} ¢S b AP —9F e AN P K — 5
r=7¢) =X+ X+ X+1, r=0; d) g=X'—5X | '7X‘—1-2X+‘24; r=—50;‘

by 1
Hoedli-s w ot 1y U A e Ly B

I 2 2 8 16 32 64 By e
=2 g et e Ly S B

4 37 9 27 27

. 5
6f=X Tm=—".8m=4390a=3b=210 X'—2X°— X' +2.
§ 6.
8. m=84a=—-32,b=101,c= —99. 6. p=1—¢*  m= —q. B.a= —9, b = 12.

7. In general, nu. B si 9. se aplic

: 5 plicd teorema 6.2.4. 10, a) X* +1; b) X? — 2X | 2; ¢) X° —
t_ X+1;d) X+3;0) X+ X4+1;0) X*—2//2X—1;g) 1; h) 1; i) 1. 11, Se aplick
eorema 6.2.4. 12. A = n, B = —2 — n, 18. Se aratd cd c.m.m.d.c. este 1.

§ 7.
1. Se scrie X* — 4X +3= (X —1)(X —38); a= —4, b=3. 2 —1, 2 4 i)/2.
8.m=10;0,2 4. 4, a=—5, b=1. 5. 22 — 2 bz
S : v b=1.8. 2 — a® — 4z + & =0. 6. 2* — 22" — 627
+ 202 — 192 + 6 =0.7. a) (X — 1)}(X 148 — 4); = 2); ;
i ) {. (X 4+ 1)%(X —4);b) (X — 1)%(X — 2);¢) 1X* +1)(X —
8. Se foloseste teorema 6.2.4 si teorema D’Alembert-Gauss. 9 i i
e 2.4 8 . - =s. 9. Se aplicd concecinta 7.3.4.
1L A;ivedea exelc_ilglu] 9.12. Dacd f = ag + @, X + ... + @, X" atunci f(f(X)) — f(X) =t(a,,fﬂ—
— ay _) + tﬂ“‘lf — ap X" + ..+ a4{f — X). Se tine cont cd fk — Xkse divide cuf —
—2 X oricare ar i 1 < k< n. 18. a) Dacit « este o rdddcind a lui X* 4+ X 4 1 avem o® = 1 si
ol a4 1 = 0. Dar (a4 1)"+ | ont2 = (—g2)8ntl | (g g2 = g2 | o2 = 0, [n cont-i-
nuare se apllcé2teorema 7.2.3. b), d), e) si f) se fac ca exercitiul a). ¢) (X 4 1)+ | X 4
i2;(X+1)[(X+1}3]“+X+2=(X‘+2X+1)[X1_Xz+3X+3]-!— 1" 4+ X + 2 =
= : +3X +3) — X — 2J[X{X* + 3X + 3) + 1] + X + 2. Se dezvoltd apoi paranteza
[X(X* + 83X + 3) + 1]" dupd binomul lui Newton.

14. a) Facem schimbarea de variabilf z = £ —2 in ecuatia datd. Obfinem [u)s =t
Y= ai|é y—a . ' *
+ a ) + b : ) +e¢=0.

2
b) In ecualia dati se ace schimbarea de variabils jcuati
3 ¥ = 2y. k¢ 3 {
I e Ly e At 13 z ay FEeuatia L,ﬁut.at.E .este 8y° 4
; ¢). Din egalitdtile y = 2? $i 2’ + az® + bz + ¢ = 0 eliminim pe 2.

‘Obtinem y(y + b)* — (ay + ¢)> = 0.
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15.m:£43. 16. = 6. 17. ¢ + pg + ¢ = 0. 18. a) L4 VS 412 b)Y £ 20
—24i; ¢ ;"_Jz:'—/-‘r’—- ;1_?;'—/1—1-.19. +—:2—,1,—§—§i —1,1, 3.

2
90 of + 2} + o3 = o — 253 of + of + 2§ = of — dafos + 203 — baygn _
23 3. 94, —1, —1, —1, —1, —2. 26. 1 are ordinul de multiplicitate 2; —1 are ordinul de

multiplicitate 3.
§ B.

_ o VERVE V=V,
1. a) +3, +1; + 2 4 £——3 s g :
1

——= g o Vg 4V L h) i, 1
o V3 TVE £/ TVE; 0 £ 25T e R g d ot
' iy /13 o SE
2, a) 46 +2; b) £1/5, £1; ¢) £ 45 & —5—i d) £ i‘V“'
5 4 =00 at + 132 + 36 = 03 d )zt —

8..a) o — 252" + 144 = 0;. b) "—E T

b) 44, +1; . ¢) £15

— 29x% 4 100 = 0. : ) ;
4. a) se discutd raddcinile ecuatiei rezolvente y* — 2(m — é‘)y —m =d05. .Efzue::,l;a 121;

are 2 ridacini reale si 2 complexe; b) Dacd —12 <m < o{o ecuaé.la ar: : ::dés::: Egmgie;(ej
i ini : ¢) dacd m > 0 ecualia ar :

daci m < —12 ecualia are 4.réddcinl reale: c) ! ki ow i

i ini i 2 ¢ Ixe; d) ecuafia are 4 ridddcini reale oric
aci m < 0 ecualia are 2 rdd#cini reale si 2 compixe; re 1 :

Lrlnmen;l' e) aret 9 pad#cini reale si 2 complexe; [) Rédicinile ecuatiei rezolvente sint

RIS m+ 1 Dacit m < —1 ecuatia are 4 radicini complexe; dacd m > —1 ecuatia are 2 ré-
— g4 :
2

d#cini reale si 2 complexe.

4 | 4+ i1/15 15l-.
5. Se face substitujia zn = y. 6. a) —1, =5 — & b) —1; i) 1,5,
V7 j 5 14 il/35 . —3 + i)/7
d) 1 _*‘_1_:%‘_l/7_; e) ﬁ1,fif_li’_; f) —1, :tE"l/ i; g) —1, +i; h) —1, % i
7 i) b= 3; sau b = —a; i) d(b — 3a){a + b) > 0; iil) (b— 3a) {la/i-b) <0 S:h .at)/g—..,
+ i3 —~ —p & 218 = —3 £ i1/55 1+ i )
—%.—_T—J"i—lﬁ-ihli’:tﬂ/&——iﬂ—z—;ﬁli £ WEZRET ) —=
e i oy L 3il/5 -
SR WE g g ARWE g LEWE gy yag 250 VT
2 ] ‘ £ ¥

9 — 0. Se pune conditia ca aceastd ecualie si

00, —2) U[2, +c0). 10, Fie ecuatia reciprocd
) r

2P si obtinem (1) apzP + _:, +
I

9. Teualia rezolventd este y* + 2y + &=
aibi ambele ridacini apartinind intervalului (—

= =g impértim cu
azpz'? + a9p,2°P /1 +oe - ayz + 2g =0 0 pér}

b 1
a2 S = 0 Facein substitutia 2 + — =

a a 2
L L+ aypaaP™ + 7% -
x

hm G

1 1 h—=1 1 C1 k___g__'_
= y. Dup# binomul lui Newton avem yh = zk 4 ;‘—kC;,[x +-—Ihﬂ)+ 78

+ asp 2Pt +

1
+ e ] SN
i L hr n yhl, yht, .. Ecualia
Dind valori lui k=1, 2, ..., p se determind ak 4 _zI in raport cu yk, y*, ¥ ; ;
3] +
i i inatsd . =g, —a T
(1) se transformi -inlr-o ecuafie de pradul p in nedeterminala y. il. a) - i

/5 5 i3, —1+il/§ 143 e,
8 -4 1/5 : 5 — /5 T 1jg£|/d' 1:1?’.|/.¢ 5 I,:.I/ ] L
2 2 - 7

§ 0.

. 5+ il/39 b :
1. f(4i) = &+ (b —a)i. 2. a= 57, b= —80, ma= =, s =1 2i.
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8. Reducere la absurd. Rezultd cd toate rddicinile sint reale. Dar (v, + zg -+ s | 24)% =

n
='al a3 + 23 40 e (20 + 1) = 3 ai + (20 + 2% absurd. 4. f = (X*+

= I<i<i<s i=1 4
+ )X - X 42X X 4 1) = (X 1)HX® + X 4 1), i §i —i rddicini duble §i z,,, =
— i : 5 iy N .
———2————.5.f=(X—2X+2)(X + X 4 1) deci 141 §i ——. 6. f=(X"—

— 4X 1 5)(X® 1), deci 2 4 i §i +i. 7. Be demonstreazd ci existd ¢, b € R astlel ineil f =
= (X* — 2cosaX | 1)(X® — 2¢cosb X + 1), cos a si cos b sint rddicinile ecualiei 22* — ax —

" B AT
— 1 =0 adicd —= Es 4'1 £8 si tinind cont cdl | «| < 1 avem [/«* 4 8 < 3. Riddcinile lui f
sintcos.a 4+ isina sicosb -+ isinb. 8. f=X4NX*— 2X + 2) + X(X®—2X 4 2) + mX® 4 n,
m=n=2=0; 1£i, 0 si —1. 9 f= (X" — 2X 4 2JBX* <} ¥ — 1) = 3(X* — 2X | 2)
{X+igé/13MX_1f_é/13)l T T, iﬁl/w '
10 f=X" 42X 1 — X = (X — X 1) (X*+ X +1). 1. f= X + 2X° +
+1— (V2x ) = ((X* —/2X + 1) (X* +/2X + 1)
12. Dacd = este o raddcind a polinomului X* + X + 1, atunci cum X? + X + 1] f(X?) +
+ Xg(X®) avem f(1) + 2g(1) = 0 = f(1) = g(1) = 0.
s 18. Sefacelafelca12.14. a) f= (X — 20%(X® — 2X 4 2): b) f = (X° + )}(X* — 4X +

n
+ 5)%; ¢) f=(X®+ 2X 4 2)%( X% —1). 15.[I+‘) = —1=cos ®isinn= "'+.=
: =1 — 1
i Zlv - I 2k
5 i ok 1+ ('osu’ L -+ sin L I
=COSM +isin m“)é ksn_‘l]:b.l: e L
n n —1 2K+ 1 L . (2k+ U
1 — cos —18in —

n n

=T =

ctg —(2"'; )
n
16, X° + X* + X 4+ 1 = (X 4 1)(X + i)(X — i) si se aplicd teorema lui Bézout.

§ 10.

Lo A 14T, 8 AT e, Uil R e AT 88 4 )T AT S 1 o 1, =B

o | =

4.3 —/3.3 4 /3, Lﬂj—'ﬁ— 5. +£/Z, ~1 de Bori. 6. a) 2: h) —2, 3; c) —B8, —1 de
7. Se scrie _f(‘l}-—[[f-) =

2 n
= “t[1 5 E] +»ﬂs[ § o ”—"] + o+ an [1 - P_n)=»p —qlg"f(1) = p'— q] f11).
q q° q j ‘

! - . 3
4 ori; d) —2 de 3 ori; e) 1,—2,2, —3, —6;1) 2, 3, —5.

, col|e
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“lemente de prelucrare automata

ad UdLTEWVI

§ 1. Sisteme de calcul

In acest paragraf vom prezenta pe scurt notiunea de sistem de calcul. Mai

precis, ne vom limita doar la acele elemente necesare infelegeril functiondrii unul
astfel de sistem in vederea formdrii la elevi a deprinderii de a concepe algontmi
si de a-i reprezenta sub formd de programe ce pot fi executate de cétre sistemu
de calcul. _ _
8 caf(l:(‘:amintim cd prin executarea algoritmilor, anumite valori, numite date de
intrare, sint transformate in date de iegire. De asemenea executarea UIILI]I algOI'l'tm',
dupi ce a fost elaborat, este o activitate de rutind, férd caracter creator. In dorinta
sa de a se elibera de efortul activitatilor de rutind, in folosul activitain creatoare,
omul a inventat sistemele de calcul, care sint destinate prelucrari automate a
dateloﬁn sistem de calcul este un ansamblu alcdtuit dintr-un calculator electronic
si dintr-o colecjie de programe. De obicei, prin abuz de limba],‘in loc! de termenul
sistem de calcul se foloseste termenul mai scurt ,,cglculatox_-‘. e

Preocupéri de automatizare a calculului au existat chiar cu r}mlte secole
in urmd. Semnaldm de exemplu masina mecanicd de calculat construita de mate-
maticianul §i umanistul francez Blaise Pascal (sec. XVII) la virsta de numal 1%5&1
Primul calculator cu adevirat performant a fost inséd construit in anii 19.43,', -
In tara noastrd, primul calculator a fost realizat in 1957. @volut,,xa tehnicd a cal-
culatoarelor a fost deosebit de spectaculoasd: astdzi existd o mare varietate de
sisteme de calcul, cunoscute sub numele de calculatoare universale, minicalcula-
toare si microcalculatoare. '

De un interes larg se bucurd aga npm@telle m;ccog_alculatoare personale care,
datoritd gabaritului mic, pretului accesibil i simplitdtil in nexpulovatetre au d;vgn:t
echipamente de calcul utilizate in domenii foarte diverse: invatdmint, me 10{??
productie etc. In principiu, un microcalculator personal are Structu.ra din flgu‘f'd“ A

Memoria internd este un bloc de circuite electronice, destinat pastrari in-
formatiilor (programe, date de intrare i de iegire etc.). Conceptual, ne putiemzre—
prezenta memoria internd ca un ansamblu de celule numerotate cu 0, 1, 2,...

‘ |

- s et ol !

l Unitate centrald i*a”-l Memorle Internd i i
Wi . —
— |

|
|
-

e {— 5
R ——— i 4
2 — U"'-P'{f“‘“' ]. echipamente
! ol L. de ofisare
'ﬂ‘asmwm asaseeet “en g d:: :?m';?!i} J periferice
.

Fig. V.1
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Numiérul de ordine al unei celule de memorie se numeste adresd. Fiecirei variabile
prezente intr-un program i se rezervd una sau mai multe celule in care este péstrata
valoarea curentd a variabilei; prin adresa unei variabile intelegem adresa primei
celule de memorie rezervate ei.

Adresele sint reprezentate prin numere scrise in baza 2, de lungime fix.
Astfel, pentru calculatoarele HC-85 si TIM-S adresele din memoria internd sint
reprezentate prin 16 cifre binare; de exemplu adresa 14 este reprezentatd prin
numarul binar 00 ... 01110. Evident, cea mai mare adresid este o succesiune de
16 cifre egale cu 1, adicd numdrul 2'® — 1. Prin urmare, memoria internd a acestor

calculatoare are cel mult 216 celule.

Pentru numarul 219 = 1 024 se utilizeazd exprimarea Kilo (notatd K adica:
1024 =1 K). Deci calculatoarele amintite au o memorie internd continind cel
mult 64 K celule. Calculatoarele mai puternice au dimensiunea memoriei expri-
matd in Megacelule (1 M = 1024 K).

Unitatea cenitrald efectueaza operatii de prelucrare si controleazé activitatea
celorlalte componente ale sistemului de caleul. Functionarea sa se bazeazd pe o
combinatie miniaturizatd de circuite electronice, numitd microprocesor.

Unitatea centrald este alcétuitd din unitatea aritmeticd si logicd si unitatea
de comaendd. Unitatea aritmeticd si logicd realizeazd operatiille elementare ale
procesului de calcul : adundri, scdder1, inmultiri, impdrtiri, comparéri de numere etc.
Unitatea de comandd pregiteste unitatea aritmeticad si logicd pentru efectuarea
operatiilor elementare; de exemplu in cazul operatiilor aritmetice, unitatea de co-
mandd comunicd unitdtii aritmetice si logice adresele operanzilor, tipul operatiei
gi adresa unde trebuie memorat rezultatul. De asemenea, unitatea de comanda
asigurd efectuarea operatiilor de citire gi scriere, precum si executarea instructiu-
nilor in ordinea cerutd prin program.

Prin echipamentele periferice se realizeaza legatura dintre om si calculator.
Astfel prin tastaturd (un echipament aseméndtor unei masini de scris) se introduc
in calculator algoritmi sub formd de programe, precum si date de intrare. Cel
mai uzual mod prin care microcalculatorul ne prezintd rezultatele prelucrérii
(datele de iegire) este afigarea lor pe un ecran de televizor; ele pot fi de asemenea
serise si pe hirtie, dacd dispunem de un dispozitiv numit imprimantd. Caseta mag-
neticd este folositd pentru a memora programe si date, in vederea utilizédrii lor
ulterioare.

Dupd capacitatea memoriei, puterea de calcul a microprocesorului si dupa
clasa de aplicatii pentru care sint destinate, distingem urmatoarele tipuri de micro-
calculatoare:

1) personale, cu memorie intre 16 K i 64 K (Sinclair-Spectrum, Commodore-
64, si calculatoarele roménesti HC-85, TIM-S, COBRA ete.);

2) semiprofesionale, cu memorie de aproximativ 128 K (Apple-2);

3) profesionale, cu memorie pind la 1 M sau chiar mai mult (IBM-PC).

Doud microcalculatoare de tipuri diferite, care au proprietatea cd pro-
gramele concepute pentru a fi executate de unul dintre ele pot fi executate
i de celdlalt, obtinindu-se aceleagi- rezultate, se numesc compatibile intre ele; de
exemplu calculatoarele roménegti HC-85 i TIM-S sint compatibile cu calcula-
torul Sineclair-Speetrum.

Cealaltd componentd a unui sistem de calcul — colecjia de programe — este
indispensabild pentru functionarea sistemului. Aceasta contine o serie de pro-
grame specializate ce alcdtuiesc aga numitul sistem de operare, care ajutd pe utili-
zator la punerea la punct a propriilor sale programe si supravegheazd executarea
acestora de cédtre calculator, simplificindu-se astfel activitatea de programare.
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Un rol important il au programele numite compilatoare si cele numite inlerpretoare,
care controleazi corectitudinea programelor prezentate pentru executie i le trans-
pun intr-o form# acceptatd de unitatea centrald. 3 .

In alard de sistemul de operare, colectia mentionatd mai contine programe
pentru rezolvarea unor probleme [recvent intilnite cum ar fi: calculul vl_alorllor
unor functii, rezolvarea unor ecuatii si sisteme de ecuatii etc. Acestea pot fi astfel
folosite direct, scurtindu-se in consecintd efortul i timpul de programare.

Elemente de programare in limbajul BASIC
2.1. Reprezentarea algoritmilor (recapitulare)

In clasa a IX-a algoritmii au fost prezentati sub forméd de scheme logice si
sub formi de programe intr-un limbaj algoritmic. .

Ne vom mirgini in acest paragraf la a reaminti forma instructiunilor si la
prezentarea unui nou exemplu. '

Instructiunile ce pot apare intr-o schemd logicé sint cele din figura V.2.

- AN == R gy
£ or 1 ":." .i N
= | | i
Fig. V.2
Instructiunile limbajului algoritmic au urmétoarea formd:
1) eciteste al, ..., an 2) serie al, ..., an
3) ve—-e 4) stop
5) —dacit p atuneci S, 6) —dacid p atunei S
altiel S,
5= ~E]

7) —eib timp p 8)-—pentru v =a, b, r
iS‘ S
—E : =5

Ezemplu, Si se scrie un algoritn; care pentru orice z > 0 calculeazd valoaréa n = [Vl

Stim cd n = [V z] dacd §i numai daci n < V'z <n +1, ceea ce este echivalent o
n* < x < (n + 1)% In concluzie n este cel mai mic numar natural cu proprietatea z < (n+ 1)~
Algoritmul pe care il prezentim calculeazd succesiv pdtratele numerelor naturale i se opregle
cind se depigeste valoarea z.

Vom folosi trei variabile si anume n2, impar si n, unde valoarealui n2 va fi n?, iar valoarea
lui impar va Ti 2n 4 1. Deci tripletul {n2, impar, n) va lua succesiv valorile:

(8,1, O (8, 8 Wufay By Blasse
Trecerea de la un triplet la altul se face conform instrucfiunilor:
n2 «— n2 - impar /» deoarece (n 4+ 1)*=n®+ 2n 4+ 1 %/

impar <— tmpar + 2 !

n<—n-+1
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Putem acum renrezenta algoritmul in cele doud modalitifi cunoscute:

eitegte =
n2 <—0; impar <—1; n <— 0
[* s-a initializat tripletul */
[* (n2, impar, n) *
—eit timp n2 < z
nA2 <— n2 + impar

impar <— impar + 2;n <— n+4-1

—

—[]
n<—n—1; gerie n
stop
/
Fig. V.3
Remarcdm c# prin acest algoritm se calculeaz valoarea [Vz] utilizind doar aduniri si
comparari. il '
Pentru x = 23,1 valorile succesive ale variabilelor sint:
2 l nt | impar | n
Qi'_l 0 i 0
23,1 i 3 1
23,1 4 5 2
O 2 8
231 16 9 4
23,1 25 11 5
23,1 Ty A &
, 2.2. Limbajul BASIC: expresii; structura unui program

_ In prezent existd un mare numir de limbaje de programare. Printre cele mai
rispindite se numdrd urmétoarele: PASCAL, FORTRAN, COBOL, BASIC etc.
. Limbajul BASIC este un limbaj de programare usor de invitat si care poate
fi folosit pe majoritatea tipurilor de calculatoare, indeosebi pe microcalculatoarele
personale. Pind in prezent s-au realizat mai multe variante ale acestui limbaj (prima

in anii 1964—1965).

Vom prezenta in confinuare, in formdsimplificati, acele elemente| ale limbajului
BASIC sufliciente pentru reprezentarea algoritmilor din acest manual.
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Tn limbajul BASIC, datele cu care se lucreazd se impart in date numerice

(reale) si date de tip sir de caractere.
Constantele numerice au una dintre formele:
1) numér natural in scrierea obisnuitd, ca de exemplu: v43 [
2) numér intreg, care este fie un numér natural, fie un numir natural precedat

de unul dintre semnele ' ' sau "—", ca de-exemplu: —1 42 420 A0 _
3) numdr real, care este format dintr-un numdr intreg urmat de "." §i apoi
de un numér natural; punctul corespunde virgulei din scrierea matematica (zeci-

mald).
Ezemple: — 43.51 12978
4) numdr real cu exponent, care este format dintr-un numar intreg sau
real (numit mantisd), urmat de litera E° st apol de un numér intreg (numit
exponent ). Valoarea numdrului este:
mantisd X 10¢xponent,

De exemplu urmitoarele constante:
42.576 0.42576E + 2 42576E — 3

desemneazd aceeasi valoare si anume 42,576.

Convenim ca toate literele care apar intr-un program BASIC sa ,ﬁe litere mari.

Constantele de tip sir de caractere constau dintr-o secventd de caractere
(litere, cifre, operatori etc.) cuprinsd intre ghilimele, ca de exemplu INFORMA-
FiC4’, _ e

Ca si in limbajul algoritmic, variabilele sint reprezentate prin succesiuni de
litere si cifre ce incep cu o liter&.

Egemple: N2, IMPAR, N, X1, X2.

Dacé dorim ca o variabild sd ia valori giruri de caractere, atuncl numele el
{format dintr-o singurd literd!) apare in program urmat de caracterul "$". In acest
‘caz spunem cé variabila respectivi este de tip gir de caractere. Exemple: A§, T§.

Operatorii aritmetici sint urmatori:

e - S 1
corespunziitori in ordine adundrii, scdderii, inmultirii, impartirii si ridicdri
la putere. ‘ Ay e o =

Folosind variabile, constante numerice, operatori aritmeticl g§ paranteze
rotunde, se pot forma expresii arttmetice, ca §l in scrierea matemat{caa_uzga_la‘. Eva-
luarea lor se face, de asemenea, in modul obignuit, adica se favc inti1 I‘ldleElr‘li(i la
putere, apoi inmultirile si impértirile, iar la urma adundrile si scaderile; bineinteles,
parantezele pot modifica aceastd ordine.

Ezemple. Urmitoarele expresii aritmetice in scrierea obisnuita:

‘ (32 — &)z — 4Y) a=®

: be L
Lt ol e % 5 e b o

pot fi scrise in limbajul BASIC astfel:
(4 + B)/C At (B1C) A/BIC  A/(BxC) (3%X — 4)1 3x[X — 4+Y) At (—X)

Se observi c#, spre deosebire de notajia mate‘maticél, num{irétorul $i numi-
torul unei fractii, precum si baza gi exponentul unei puteri se scriu pe acelasi rind.
Plecind de la variabile si constante de tip gir de caractﬂere putem, de asemenea,

" a 3 . g e i ) . N

forma expresti de tip sir de caractere, folosind _ope"r-ato"r-ul . al cérul ef‘ﬁCtR?E&
aliturarea celor doua siruri. De exemplu expresia "AR" 4 'C" are valoarea A .

jar expresia ‘C" + 'AR" are valoarea "CAR" (se remarcd faptul ca pentru giruri
operatorul "+' nu mai este comutativ).
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Plecind de la doud expresii aritmetice, se poate obtine o expresie logicd simpld
prin compararea lor. Aceasta se realizeaza folosind urmétorii operatori relationali:

= O < > £ I
corespunzitori urmatoarelor relatii matematice
= # =2 = < >

Este subinteles faptul cd intii se evalueazé expresiile aritmetice gi apoi se face compa-
rarea lor. Rezultatul compardrii este 1 (corespunzitor adevarului) sau 0 (corespun-
zator falsului).

Ezemple. Dacd variabilele X, ¥, Z au respectiv valorile 1, 2, 3, atunci valorile expresiilor
logice simple
X<=Y—-2Z XY N2 5 A—A=B— B
sint respectiv 0, 1, 1.

Trebuie remarcat cid putem forma expresii logice simple gi prin compararea
sirurilor de caractere. Specificim doar cd pentru doud siruri de litere z si vy,
spunem cd z<y dacd x ar apare in dictionar inaintea lui y.

Ezemple. Expresiile "AB" < "ABC", 'MAC' < 'MAL', "MAMA" (= "MAR" si

"MA" ="MA"” au valoarea 1 (adevirat), pe cind expresiile X" ¢= "4", "X = vx4®
au- valoarea 0 (fals).

Pornind de la expresii logice simple putem forma expresit logice folosind
operatorii logici:

AND OR NOTY

corespunzdtori in ordine conjunotiei (A ), disjunctiei (V) si negatiei (7 ) din
logica matematicd.

Astfel (X < 1) AND (A + B { ) 3) este o expresie logicd formatd prin folo-
sirea conjunctiel intre expresiile logice simple X << 18i A + B () 3; de asemenea,
NOT(A { = X) este o expresie logicd. Din expresiile logice anterioare putem forma
alte expresii logice, ca de exemplu (X< 1)AND(A+ B{) 3))OR(NOT(A { = X)
ete.

Ca i in cazul expresiilor aritmetice, se pune problema prioritdtii de executie
a operatiilor.

Operatorii logici au cea'mai micd prioritate, adic& intrd in actiune la evalua-
rea unei expresii logice numai dupd ce au fost evaluate expresiile logice simple din
componenta ei. Operatorul NOT are cea mai mare prioritate gi este urmat in ordi-
nea descrescatoare a prioritdtilor de AND siOR. Cu alte cuvinte, intii se efectueaza
negatiile, apoi conjunctiile gi apoi disjunctiile; la fel ca in cazul expresiilor aritmetice,
utilizarea parantezelor rotunde permite modificarea acestei ordini.

Ezemplu. Fie expresia logici:

A=B AND B=COR X=Y AND Y =2,
Dupd calculul valorilor expresiilor logice simple A = B, B=C, X = Y, ¥ = Z, se executi cele
doud conjunctii i apoi disjunctia lor. Este util, mai ales la inceput, sd inlocuim expresia logic#
de mai sus cu urmitoarea:
(A=B AND B=C) OR (X=Y AND Y = Z),

utilizarea parantezelor (desi inutild din punctul de vedere al limbajului BASIC) aducind vn
plus de claritate.

Un program BASIC este o secventa de linit de program. O linie de program
se poate scrie pe una sau mai multe linii ale ecranului; sfirgitul ei se realizeaza
printr-o comandd speciald. O linie de program este formatd dintr-o etichetd (care

! AND = gi; OR =sau; NOT = nu
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este un numér natural) urmata de una sau mai multe insirucfiuni separate intre
ele prin "":". Etichetele liniilor de program trebuie sd apard in ordine crescitoare.
Ordinea normald de executare a instructiunilor este cea secventiald; exceptiile de
la aceastd reguld vor fi precizate la descrierea instructiunilor ce o incalcé.
Anumite succesiuni de litere ce apar intr-un program BASIC se numesc

cuvinte chere. Am intilnit deja 3 cuvinte cheie gi anume NOT, AND, OR, care iden-

tificd operatorii logici.

L]

2.3. Citeva instructiuni- ale Iimba]ului BASIC. Functii BASIC

Instructiunile limbajului BASIC sint identificate prin cuvinte cheie ce apar in
componenta lor. Cuvintele cheie sint cuvinte in limba englezi; semnificatia (tradu-
cerea) lor va fi prezentatd la prima lor aparitie.

Instrucfiunea de scriere are una din formele:

1) PRINT listal!

2) PRINT lista;

3) PRINT, lista,
unde lzsta este formatd din expresii aritmetice, logice sau de tip sir de caractere,
despérfite intre'ele prin punct s s virgulé virguld sau apostrof.

Valoarea unei expresii este scrisd astfel:

a) in continuarea valorii expresiei anterioare, dacd a fost despartitd de
aceasta prin punct si virgula;

b) la mijlocul liniei curente (dacd acesta n-a fost depdsit) sau de la inceputul
liniei urmdtoare (in caz contrar), dacd a fost despértitd prin virguld;

¢) la inceputul liniei urmétoare, dacé a fost despartitd prin apostrof.

Prima expresie dintr-o listd se scrie ca in cazul a) dacd ultima instructiune

de scriere executatd a avut forma 2), ca in cuzul b) dacd aceasta a avut forma 3)

gi ca in cazul ¢) dacd aceasta a avat forma 1).

Reamintim cd valoarea unei expresii logice este 0 sau ) decl cind o expretie
logicd apare intr-o instructiune PRINT, va fi scrisd una dintre aceste valori.

Egzemplu. Prin executarea urmatorului program BASIC:

10 PRINT "INCE"; "PUT"

20 PRINT *At<"BY, “At= = AB"

30 PRINT 1=2—1, 3<4

40 PRINT "SFIRSIT™;

50 PRINT “UL PROGRAMULUI*

pe ecran va apare: "

INCEPUT :
1 1

1 : 1
SFIRSITUL PROGRAMULUI

Instrucfiunea de citire are forma:

INPUT lista®

unde lista este formatd din variabile despértite intre ele prin virguld. Aceste variabile
vor primi pe rind valorile constantelor numerice sau de tip gir de caractere pe care
le mtroducem prin intermediul tastaturii, in timpul executie programului.

DPRINT = tipireste
# INPUT = inlrare
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- Instrucpiunea STOP are forma:
STOP
gi determind oprirea execufiei programului. ,

Ezzmplu. Considerdm urmitorul program BASIC:

10 INPUT X,Y >
20 PRINT "X="; X; "Y=":Y"' "SUMA="; X+Y
30 STOP
Dacd prin tastaturd introducem valorile 3 si 7, atunci pe ecran vor apare scrise urmitoarele
. dou linii:
X=3 =7
SUMA= 'EO

Instructiunea de atribuire are una dintre formele:

LET variabild = expresie-aritmetica!)
LET variabild = expresie-de-tip-sir-de-caractere

Execufia el constd, la fel ca in cazul schemelor logice si a limbajului algorit-
mic, in evaluarea expresiei din dreapta semnului ,=" si atribuirea acestei valori
variabilei ce apare in stinga.

Ezemple. Instructiunea LET X=X+1 este analoagi instructiunii X « X +1 din
limbajul ‘algoritmic, iar dupd executarea instrucfiunii

LET S$ = "AFARA PLOUA": LET S§ =5S§ JE LA
variabila S§ va avea valoarea "AFARA PLOUA?"

Instructiunea comentariu are forma:
REM sir-de-caractere?

i este ignoratd la executie, ea avind doar rolul de a introduce un comentariu
prin care sint explicate prelucrdrile efectuate prin program.

Limbajul BASIC pune la dispozitia utilizatorului un numér de funcjii BASIC,
dintre care ne vor interesa cele ce corespund unor functii matematice des utilizate
in practicd.

Ne vom limita la functii avind un singur argument. Numele f al unei functu
BASIC, urmat de o expresie aritmeticd e cuprinsd intre paranteze, poate apare
intr-o alté expresie aritmeticd E, in locul unei variabile. Mai intii se evalueaza expre-
sia e, apoi se calculeazi valoarea f(e) iar rezultatul se utilizeazd in evaluarea expre-

siel K. <
Prezentam in continuare lista unor functii BASIC si semnificatia lor:

ABS(x) = |z |; INT() =[z]; | SQR(x)= [ =; EXP(X)=e*

NG =In =3 SIN(x) = sinz; COS(x) = cos x; TAN(X)=tg =

ASN(x) = arcsin z; ACS(x) = arceos z;, ATN(x) = arctgz

cu urnddtoarele observatii:
— pentru functiile trigonometrice arcele se dau gi se obtin in radiani;

— dacd se incearcd aplicarea unei functil pentru o valoare ce nu face parte
din domeniul siu de definitie, va fi semnalatd eroarea respectivi.

) LET = fie;
% REM = prescurtarea de Ja REMARK (observatie)
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Putem acum sd exprimdm in BASIC expresii aritmetice mai complexe. Astf el,

expresiile cos 2° 4+ |/ z si In In z se reprezintd in limbajul BASIC pri
COS (X 1 2)+SQR(X), respectiv LN(LN(X)). J i

Ezemplul 1. Pentru calculul valoriin = [V';], unde x> 0, se poate scrie urmitorul
program BASIC ce foloseste functiile INT si SQR:

10 INPUT X

20 LET N=SQR(X): LET N=INT(N)
30 PRINT "N =" N

40 STOP

Ezemplul 2. Fiind date lungimile laturilor unui triunghi 4BC, si se calculeze misura

. . A »
unghiului BAC (in grade), lungimea medianei ce pleacd din virful A4, aria triunghiului si raza
cercului circumscris.
Vom folosi urmitoarele formule cunoscute:

cosA=ba+_"s_i; m3=2fb3+c'-‘)_aa.
2be 4 ’

b.

S=Vplp—a)p—08)p — o) Rzz_;_

10 REM AB,AC,BC SINT LUNGIMILE LATURILOR
20 INPUT AB,AC,BC

30 REM A ESTE UNGHIUL BAC

40 LET X =(AC12+AB12—BC { 2)/(2%AC#AB)
50 LET A=ACS(X)

60 REM SE EXPRIMA A IN GRADE

70 LET A = A/3.14159180

80 PRINT "UNGHIUL A ESTE:"; A

90 REM MA ESTE LUNGIMEA MEDIANEI DIN VIRFUL A
100 LET MA = (2%(AB { 24+AC 1 2)—BC 1 2)/4

110 LET MA=SQR (MA)

120 PRINT “MEDIANA DIN-VIRFUL A ARE LUNGIMEA=":MA
130 REM S ESTE ARIA TRIUNGHIULUI

140 LET P=(AB+AC4+-BC)/2

150 LET S=Px(P—AB)%(P—AC)#(P—BC)

160 LET S=SQR(S)

170 PRINT "ARIA=";S

180 REM R ESTE RAZA CERCULUI CIRCUMSCRIS
190 LET R — AB+ACxBC/4/S

200 PRINT "R=":R

210 STOP

2.4, Instructiunile de decizie §i transfer neconditionat

Instrucfiunea de transfer are forma:
GO TO et , '
unde e este eticheta unei linii de program. Executarea instructiunii determina un

transfer neconditionat la prima instrucfiune de pe linia cu eticheta respectiva,
aceasta fiind instructiunea cu care continud executarea programului.

1) GO TO = treci la
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Instrucfiunea de decizie are forma: .
IF expresie logica THEN instructiunel)

Efectul ei este urmitorul: dacid valoarea expresiei logice este 1, se executéd instruc-
tiunea ce urmeaza lui THEN, apoi (exceptind cazul cind aceasta este o instruc-
tiune de transfer) instructiunea urméitoare; dacd valoarea expresiei logice este 0, se
trece direct la executarea instructiunii urmétoare.

Prezentdm in continuare modul in care vom transcrie in limbajul BASIC
instructiunea de ramificare din limbajul algoritmic (a, b, ¢, d vor desemna etichete).

—daci p atunci S, a IFNOT p THEN GO TO ¢

| altfel S, 51
| b GO TO d

=l ¢ REM CONDITIA P NU ESTE INDEPLINITA

Se :
d REM S-A INCHEIAT INSTRUCTIUNEA IF

—dacd p atunci S
~[] b REM S-A INCHEIAT INSTRUCTIUNEA IF

a IF NOT p THEN GO TO b
S

In cazul al doilea, dacd S este o instructiune de atribuire, o instructiune de
intrare sau iesire, o instructiune STOP sau o instructiune de transfer, atunci cores-
pondentul din limbajul BASIC este instructiunea: IF p THEN S.

Trecem acum la transpunerea instructiunii repetitive a limbajului algoritmic
intr-o secventd de instructiuni BASIC:

—eit timp p a IF NOT p THEN GO TO b
S 5
c GO TO a )
—0O b REM SFIRSIT CIT TIMP

Egemplul 1. Programul BASIC care urmeazi calculeazd numérul de aparilii ale literei LA
intr-o succesiune de caractere introduse cite unul prin tastaturd; succesiunea se consideri
incheiatd prin caracterul "-".

10 LET NR=0
20 INPUT L$

30 IF L§ ="." THEN GO TO 70

40 IF L§="A" THEN LET NR=NR+1
60 GO TO 20

70 PRINT NR

80 STOP

Egzemplul 2. Fiind dat un numdr natural p > 1, st se determine daci el este prim.

Stim ¢4 un numér natural p > 2 este prim daci singurii sdi divizori naturali sint 1 si p.
S4 observdm cidi p are un divizor diferit de 1 si p dacd si numai daci are un divizor d cu 2 <
<£d< [l/;].‘Va fi deci suficient ca variabila d sd ia valoarea 2 si apoi valorile impare 3, 5,
7, .., lard a-1 depdisi pe [/ ] Tinind cont cd pentru doud numere naturale a, b, cub 7% 0

avem: b |a<a = [_‘;,] -b, putem scrie acum programul in limbajul algoritmic i corespon-

dentul sdu in BASIC.

1) IF = daci; THEN .= atunci
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citegte p : 10 | :
_dacd p = 2 atunel serie ‘DA’ 20 lf’;flf:g; 'PFHEN GO TO 40
stop 30 PRINT "DA": STOP
Lo . ~ 40 LET M=INT (P/2)
m‘_[_p_] 50 IF P¢ »2«M THEN GO TO 70
60 PRINT "NU*": STOP
—dacl p = 2m atunel serie "N U’ 70 LET R=SQR(P): LET R=INT (R)
stop 80 LET D=3
Vo ?80”: DE>R THEN GO TO 150
R LET M=INT(P/D)
r<[/p); d«3 v
relysl o Hg IF P YM«D THEN GO TO 130

PRINT “NU": STOP
130 LET D=D42 -
140 GO TO 90

150 PRINT “DA": STOP

m [_’1] |
d
—dacd p = m - d atunci serie "N U’
stop
=1
de—d- 2
—0
serie "DA’; stop

2.5. Vectori. Alte instructiuni BASIC

Toate variabilele cu care am lucrat pind acum se' numesc variabile simple
Introdu.cem in acest paragraf un tip mai complex de variabile numite vcectori.
~ FieEo m}:lt,,lme §1n >0 un numdér natural. Vom intelege prin vector de lun-
gime n cu valar:@ in mul{imea E o succesiune de n elemente ale lui £ intr-o ordine bine
stabilitd. Notind cu a,, a,, ..., a, respectiv primul, al doilea, ..., al n-lea element al
succesiunii in ordinea consideratd, vom folosi scrierea a = (a,, a,, ..., a,) pentru un
vector de lungime n. : Rl
Ezemple.
) 1) Dacd E = {0, 1}, vectorii de lungime 2 cu valori in E sint urmitorii: (0, 0), {0, 1), (1, 0)
[1’ 1 - t] 3 y » 3
2) Un numir complex = + yi poate fi privit ca un veclor (a;, as) de lungime 2 cu valori
reale, unde ¢; = z,. a3 = y. ,
3) Ecuatia a,2* + ayz -+ a, = 0 este bine determinati de vectorul (ay, as, a,).

N_o't,lunea de vector in plan, in fiz.ca revine la un vector (a,, a,) unde a, > 0
este mérimea (modulul) vectorului, iar ¢ & [0, 2r) este unghiul 2ce sinteti;.e;zé
directia si sensul.

S& remarcdm deosebirea dintre vectori i mulfimi. In primul rind ordinea in
care apar elementele intr-un vector este esentiald, in schimb ea nu este relevanti
atunci cind specificim elementele unei multimi. In al doilea rind elementele unui
vector nu sint neapérat distincte, pe cind intr-o mulfime fiecare element este spe-
cificat o singurd datd; astfel vectorul (0, 0, 0) are lungimea 3, in timp ce mulfimea
{0} U {0} U {0} = {0} are un singur element. :

entiondm cid uneori numerotarea elementelor unui vector incepe cu 0;
a = (ay, @y, ..., Gy) este un vector cu n 4 1 elemente. Referirea la un element al
unui vector se face cu ajutorul unui indice care desemneazi numérul sdu de ordine
in cadrul vectorului; indicele este o expresie algebrici a cirei valoare trebuie si fie
unul dintre numerele 1, 2, ..., n (respectiv unul dintre numerele 0, 1, 2 n dacd
numerotarea incepe cu 0). s e

Atit in schemele logice cit si in limbajul algoritmie, un vector este interpretat
ca o succesiune de variabile simple, numite variabile indezate deoarece ele se iden-
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tificd prin numele vectorului §i printr-un indice; o variabild indexatd poate apare
in locul unei variabile simple. Se admite ca in instructiunile de citire gi scriere sd
apard numele unui vector férd indici, semnificind citirea, respectiv scrierea tuturor
elementelor vectorului.

Ezemplu. Fiind dat un vector a = (a,, @, ..., a,), atunci:

— dacd valorile curente ale variabilelor z si » sint 3 gi 5, atunci variabila indexatfi ax+y
desemneazd al 8-lea element al vectorului; semnilicatia instructivnii ax4y & 22 — yestevrma-
toarea: valoarea curentd a celui de al 8-lea element al vectorului devine 1; ’

— efectul instrucliunii: serie @ constdl in scrierea tufuror celor 9 componente (elemente)
ale vactorului.

tn limbajul BASIC, lucrul cu vectori este supus unor reguli mai stricte prezen-
tate in continuare. .

Instructiunea de dimensionare. Vom da pentru aceastd instructiune o formé
particulard, menitd doar de a permite lucrul cu vectori in limbajul BASIC. Aceasta

forma este:

DIM v(e)

unde ¢ este numele (format dintr-o singurd literd) a unui vector a carui lungime
este egald cu valoarea n a expresiei numerice ¢; aceastd valoare trebuie séd fie un
numdr natural strict pozitiv. In urma executdrii acestei instructiuni se rezervi in
memoria interni n locatii succesive de memorie pentru cele n componente ale vecto-
rului (numerotarea elementelor se face incepind cu 1).

Ezemplu. Considerim urmiitoarele dou# instrucliuni BABIC:

.INPUT N: DIM A(N-+1)

Daci in urma citirii variabila Nia valoarea 5, atunci prin instrucfiunea de dimensionare ia nagtere

un vector cu 6 elemente.

Trebuie previzut prin program ca orice instrucliune de dimensionare DIM
V(N), referitoare la un vector V si fie executatd inainte de orice altd instructiune
in care apare numele vectorului. Acest nume nu poate apdrea in program decit
insofit de un indice i, sub formaV(i), unde { este o expresie numericd a cérei valoare
poate fi unul dintre numerele 1, 2, ..., N. In expresii, in instructiunile de atribuire si
in cele de intrare sau de iesire, in locul variabilelor simple se pot folosi variabile
indexate.

Pentru executarea repetatd a unei secvente de instrucjiuni, limbajul BASIC
pune la dispozitie si instrucjiunile FOR gi NEXT , care au formele:

FOR v=a TO b STEP rV

NEXT 2

unde ¢ este o variabild numerici al cdrui nume este format dintr-o singurd litera,
iar a, b, r sint expresii numerice. Aceste instrucfiuni se folosesc pentru executarea
repetatd a unei secvente S de linii program in contextul urmétor:

FOR v=a TO b STEP r

S
NEXT v
Pentru simplificare, impunem ca in § sd nu fie modificatd val
efectul instructiunilor de mai sus este acelasi cu al urmitoarei instr
jul algoritmic: :
—pentru v =@, b, r

S A : .

oarea lui v. Atunci
uctiuni din limba-

=]
1) FOR = péntru; STEP = pas;
% NEXT = urmétorul
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Observagie. In limbajul algoritmic nu apare explicit restrictia ca in § 83 nu
se modifice valoarea variabilei o, deoarece @, b si r sint caloulate doar o singurd
datd si anume la inceput.

Dacd in secvenia de linii de program S apare o instructiune FOR, atunci

instructiunea corespunzidtoare NEXT trebuie si aparid de asemenea in S.
Pentru instructiunea FOR se admite si varianta:

FOR v=a TO b, echivalenti cu:
FOR v=a TO b STEP 1

Exemplul 1. Programul urmitor calculeazd mediile a 10 elevi. Pentru fiecare elev sint citite
pe rind numele sdu si notele la 5 malerii, dupd care este afigat numele elevului urmat de medie.
10 FOR E=1 TO 10
20 INPUT N$
30 LET SUMA=0
40 FOR M=1"TGC 5
50 INPUT NOTA: LET SUMA=SUMA4+NOTA
60 NEXT M
70 PRINT "MEDIA LUI "; N§;" ESTE ;" SUMA/5
80 NEXT E
20 STOP

Ezemplul 2. Fiind date doud mulfimi finite, si se calculeze reuniunea lor,

Incepem prin a destrie dous modalita}i de reprezentare a mullimilor [inite.

O primi modalitate de reprezentare a mulfimii A = {a,, ..., ap} constd in'a utiliza un
vector a = (ay, ay, ..., an) ale cdrei componente sint exact elementele mul{imii. O a doua modali-
tate esie aplicabild situatiei (des intilnite) in care toate multimile cu care se lucreazd sint submul:
fimi ale unei mulpimi totale T = {t,, ..., in}. Atunci o submultime A C 7T este bine determinats de
vectorul ¢ de lungime » delinit prin:

= { 1 . dacditie d !
0 , dach tig A 7
si numit vectorul caracteristic al submultimii A,
Revenind la exemplul considerat, vom presupune ¢ multimile A si B sint suhmul{imi

ale multimii totale T' = {4, ..., 1,} sisint date prin vectorii caracteristici a si b. Atuncielementele
reuniunii lor 4 U B se calculeazd astfel;

citegte a, b, ¢ 10 INPUT N
—pentru i =1, n, 1 20 DIM A(N): DIM B(N): DIM T(N)

—dacd ay + bi # 0 il
atuneci serie ¢ 30 FOR I=1 TO N

Lo 40 INPUT A ())
L0 50 NEXT |
stop 60 FOR 1=1 TO N
\ 70 INPUT B(l)
80 NEXT |

90 FOR (=1 TO N
100 INPUT T(l)
110 NEXT |

120 FOR I=1 TO N

130 IF A))+B (1) ¢ > 0 THEN PRINT T(I)
140 NEXT |: STOP :
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Exemple
1) Caleulul valorii Py (referitor la cap IT, § 2).
Valoarea Py, = n! va fi calculaty in variabila pn.

iteste n . ' 10 INPUT N
';:nf‘ 1n - ‘ 20 LET PN:F]‘Q ¥
pen}’r”u"';' pn- "n ' 40 LET PN=PNxl|
i 50 NEXT |

e 60 PRINT PN
ss:(r);)e = 70 STOP

2) Caleulul valorii A% (referitor la cap. II, § 2).

Pentru n, k naturale cu n > ksin 21, vom calcula valoarea A’T‘l fn variabila ank.
itegte n, k 10 INPUT N, K
zl:fff—a : 20 LET ANK=1

—pentrui=n,n—k+1, —1 30 FOR |=N TO N—K+1 STEP —1

ank «— ank -1 40 LET ANK=ANKx*|
g 50 NEXT |
= ‘ 60 PRINT ANK
serie ank 70 STOP

stop
8) Calculul valorii C"T‘1 (referitor la cap. IT, § 2).
Pentru n, knaturalecun 22 ksin > 1, vom calcula valoarea C?; fn variabila enk. Vom
¥ i a] . in situalia k <
tine cont de formula Cf:fl =G & [nare ne asigurd cil putem ajunge totdeauna in )

e — 1
ol recum si de formula ck = e - 2 B .
X —‘,' » precu b n 1

L=
10 INPUT N,K

k
‘;‘:;*ff g 20 LET CNK=1

*30 IF K>INT(N/2) THEN LET K=N—K
40 FOR I=1 TO K
50 LET CNK=CNK#(N—I-1)/I

_D_
—pentrui=1, k 1 60 NEXT |

"'“dneﬁ e [ﬁ] atunci k+—n — k
2

: 70 PRINT CNK
e bods Sor ) 80 STOP
i
—0
serie cnk
stop

4) Generarea primilor n termeni ai unei progresii aritmetice (referitor la cap. 11, § 4).
Fiind date a,r € R si n & N\ {0}, vom scrie primii n termeni ai progresiei aritmetlice
avind ca prim termen pe a, iar ca ralie pe r.

citeste a, r, n ‘ 10 INPUT AR,N
serle a 20 PRINT A
—pentru t = 2, n, 1. 30 FOR 1=2 TO N
Tl il 40 LET A=A-+R: PRINT A
sToE] 50 NEXT |
€0 STOP
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5) Generarea primilor n termen i ai unet progresii geometrice (referitor la cap. II, § &).

Fie a, q & R, respectiv primul termen si ratia unel progresii geometrice. Dacd ¢ = 0
sau ¢ = 0, atunci vom scrie un mesaj de eroare (intr-o progresie geometricd primul termen si
ratia trebuie si fie nenule); in caz contrar vor fi scrisi primii » termeni ai progresiei.

citeste a, ¢, n 10 INPUT A.Q.N
—dacd a g=10 20 IF AxQ ¢ >0 THEN GO TO 40
atunci scrie ‘nu’; stop " 30 PRINT "NU"; STOP
altfel sorie a 40 PRINT A
—pentru i = 2, n, 1 50 FOR =2 TO N
a+ a-q; scrie a 60 LET A=AxQ : PRINT A
LT 70 NEXT |
L0 80 STOP

stop

6) Caleulul celui mai mare divizor comun pozilip a doud numere intregi conform algorit-

mului lui Euclid (referitor la cap. ITI, § 2).

Pentru a scrie algoritmul ce calculéazi un cel mai mare divizor comun al numerelor intregi
@ 5i b, vom nota cu = i v valorile curente ale detmpirlitului gi imp#rfitorului din impéririle
succesive ce se electueazil. in acest mod realiziim economie de memorie, nemaifiind necesari vecto-
rii r = (ry, Pa,...) 81 ¢ = (a4, 92, ...) 2 cdror lungime nu este de altfel cunoscuti de la inceput.

Dacd z = y = 0, atunci cel mai mare divizor comun va fi 0. In caz contrar, vom initializa
pe zsiycu|ea| silbl,deoarece se cere cel mai mare divizor comun pozitiv. Se ohservi e perechea
de variabile (z, y) ia succesiv valorile:

(] a ly Ibni(l b |: "'I]l (-"], r!): Sy
unde rp 7 0, rpyy = 0. Cit timp ¥ % 0 vom trece la o noud pereche (z,, ¥,) unde z, va primi
valoarea lul y, iar y; vor {i regtul impdriirii lui = 1a y (bineinleles, valorile lui z; si y; vor [i
memorate tot in z si y). Cind y = 0, se observdl cd ultimul rest dilerit de 0 este memorat in
«; in consecintd va fi scrisd yaloarea lui . ° |

in variahilele ¢ si r vom calcula citul si restul imparbirii curente.

(Pn—1, Pa)s {rn, a1,

10 INPUT A,B

20 LET X=ABS(A)

—dael (z = 0) A (y = 0) 30 LET Y=ABS(B)

atunci serie ‘0’; stop 40 IF(X{ > 0) OR(Y{»O) THEN GO TO 60

O - 50 PRINT "0": STOP

_oif Himp y 5 0 60 IF Y=0 THEN GO TO 110
- . 70 LET" C=INT "(XfY)

R [—]; it yie 80 LET R=X-—YxC

G 50 « LETHX=Y! LET Y=R

e 100 GO TO 60

—0 110 PRINT X: STOP

scrie x

stop

citeste a, b
z+|al; Y |b]|

.

7) Descompunerea unui numir natural in factori primi (referitor la cap. I1I, § 4).
Prezentdm in continuare un algoritm care determind descompunerea unui numar natural
: h ¢

n 2 2 in produs de numere prime: n = pf“ p,i,“ s P unde  py, pa, ...y pm Sint numere prime
distincte, adici se furnizeazi la iesire perechile (py, k), (py, ka), -or) [pm, ).

O primi idee ar consta in a determina numerele. prime p;, p, ..., pm care il divid pe n si
de a stabili pentru fiecare p; cel mai mare numir natural %; cu p?‘ll n. O metodd mai
simpld este descrisd in continuare.

160

valoarea 2, apoi succesiv numerele impare 3, 5, ..

fnoepem prin a inifializa cu n o variabild suplimentard 2. O alti variabild pia mai intii

. in ordine crescitoare; distingem cazurile:
— dacé p| x, atunci determiniim cel mai mare numir natural k cu pk| =z, inlocuim pe

x cu z|pk si scriem perechea de numere (p, k); se trece apoi la urmitorul p; 5
— dacd pX=, se trece direct la urmitorul p.
in acest mod sintem siguri ¢ in momentul in care p| =, p este prim.
Algoritmul se opreste cind valoarea lui o devine egald cu i.

citeste n; z < n; p+ 2

—eit.timp « > 1

feg= 0 .
—eft timp p| =

k+— k4 1; xi—[l]

P
—~0O
! [—dac:‘i k > 0 atunei serie p,'k
g

—daciki p = 2 atunci p « 3
altfel p — p 4 2
=[]
—0J
gtop 1
Propunem ca exercifiu scrierea programului BASIC corespunzitor.

8) Caleulul palorti unui poh:nom intr-un punct dat (veferitor la cap. IV, § 5).
Fie f = anpd® + ap, X% + .. 4+ 0, X 4+ aq.
Vom calcula, conform schemei Ini Horner, restul » al imp#riirii polinomului f prin binomul
X — ¢. Polinomul f poate fireprezentat printr-un vector cu n -1 componente confinind coefl-
cientii @y, apy, .., @1, @p. Deoarece in limbajul BASIC numerotarea componentelor incepecu 1,
vom nota in cele ce urmeazd coeficientii lui f prin apy,, an, ..., a;. Analog, coelicientii citului g
se vor nota cu by, ..., b;. Prin urmare, formulele (4) din §5, capitolul IV devin:
bn = anwy
bpy =an + ¢ by
1}11=ﬂ2—1-5'b2
r=a;tcb
Prezentdm in continuare programul in limbajul’ algoritmic i programul corespunziitor
in BASIC. Variabila b valua pe rind valorile by, by, ..., b3, by = r, deciin finalea va avea valoarea
r céutata, .

eiteste n, a, ¢ 10 INPUT N

b= any 20 DIM A(N+1)

TR P g 30 FOR I=N-+1 TO 1 STEP —1
bR 40 INPUT A(l)

o ‘ | | 50 NEXT |

st 60 INPUT C

70 LET B=A(N-+1)
80 FOR |=N TO 1 STEP —1
90 LET B=A()+CxB
100 NEXT |
110 PRINT B

- 120 STOP
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Exercigli

54 se scrie un program in limbajul algoritmic $i programul BASIC corespunzitor pentru
urmifoarele probleme:
1. Determinarea sumei elementelor unui vector.
2. Calculul celui mai mic element al unui vector.
8. Ordonarea cresciitoare a valorilor elementelor unui vector, fird a utiliza un vector supli-

mentar.

4._Fie datd ecualia 2* — sz + p = 0. Notdm S = .1:"} -+ :cj' 5S4 se arate ¢ Sp = sSp—y —
— pSh-p pentru k2> 2 gi si se calculeze S, pentru s, p, k date.

5 ‘ . oo o T e :
&. Fiind date numerele naturale n >>m > 1, sd se determine daci [racfia — este periodici si
n
in caz afirmativ si se determine perioada sa.

6. Si se simplifice fractia  unde m, n sint numere naturale pozitive.
n
7. Fiind datd o funclie [ : {a;, ag, ..., am} = {by, b, ..., by} sit se determine dac# ea este: a) in-
jectivd; b) surjectivd; ¢) bijectiva.
8. Fiind dat un vector a = (a,, as, ..., @) 54 se inlocuiasci fiecare element al siu cu media arit-
metici a celorlalte n — 1 elemente.
9. Fiind date numerele reale a;, a,, ..., an, s& se verifice dac# ele sint: a) in progresie aritmetic¥;
b) in progresie geometricd (referiter la cap. II, § 4):
10. Fiind date numerele naturale a, b, si se determine (a, b) fird a folosi inmultiri si imparfiri
(referitorla cap. 111, § 3). Indicatie: se poate utiliza de exemplu egalitatea (a,b) = (@ — b, b).
11. 54 se calculeze citul impértirii unui polinom f la X — ¢ (referitor la cap. IV, § 5).
12. Fiind dat un polinom f si o rdd#cind ¢ a sa, sd se determine ordinul.ei de multiplicitate
(veferitor la cap. IV, § 7).
18. Sii se calculeze suma a doud polinoame (referitor la cap. IV, § 1).
14, 54 se verifice dacd o ecualie polinomiald este reciproc# (referiftor la cap. IV, § 9).

Solutii

1. Fie A = (a,, as, ..., an). Vom calcula in variabila § suma a, -+ ... + a,. Variabila §
va lua succesiv valorile: :

0, ay, a; + as, a; + az + ay, ..., a; + ag + ... + an.

eitegle a 10 INPUT N
S;;u:]trti i=1,n,1 ~ 20 DIM A(N)
SeS+a 30 LET 5=0
Lo 40 FOR 1=1 TO N
geie 50 INPUT A(l)
70 NEXT |
80 PRINT “S=":S
90 STOP

2. Fiind dat vectorul @ = (a3, ag, ..., ap), vom caleula in variabila min cea mai mici
dintre valorile ay, ag, ..., 5. Ne bazdm pe egalitatea:

min{a,, ..., ai} = min{min{ay, ..., ai;}, ai}.
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in éonsecint,ii inifializim variabila min cu a, 5i apoi pentru o variabily ¢ luind succesiv
valorile 2, 3,..,n compardm pe ai cu min $i dacd e; < min, atunci variabila min primeste
valoarea a;.
citeste a 10 INPUT N
min < @, 20 DIM A(N)

—l"’:‘“;"= 2, B, ;hmci Al 30 FOR 1=1 TO N
— 3 Ln 3
’cd a; < min min i 40 ]NPUT A(I)

=0

s 50 NEXT |
souin: Hish 60 LET MIN=A(1)
stop ' 70 FOR 1=2 TO N
: 80 IF A(l)<MIN THEN LET MIN=A(l)
90 NEXT |
100 PRINT MIN
110 STOP

3. Fie A = (ay, ..., as) vectorul dat. Prezentim in continuare una dintre numeroasele
metode de rezolvare ale acestei probleme.

S4 presupunem cf pentru un anumit ¢ & {1, 2, ..., n — 1} sintem in situatia a, < a3 < ...
€ 8y si a;_, < a; Yje {i,i+1,..,n}. Atunci determindm valorile x, k Cu £ =gk = min{ai, ...
vey @n} 51 @poi interschimbdm valorile lui @i i ag, ajungind astfel in situalia:

;< e3< ..<aisicisa,Vje{i +1, ..}

Evident vom efectua caleulele de mai sus pentru i luind succesiv valorile 1, 2, ..., n — 1.

citeste a 10 INPUT N
—pentru i =1, n — 1, 1 20 DIM A(N)
::ﬁ“*","*‘_L ) . 30 FOR |1=1 TO N
» e
ko 40 INPUT A(l)
"atunci z « aj; k] 50 NEXT |
O 60 FOR I=1 TO N—1
My 70 LET X=A(l): LET K=l
Gk 4= 0i; G & @ 80 FOR J=I+1 TON
R AL 9  IF A()>=X THEN GO TO 110
s 100 LET X=A()): LET K=
110  NEXT |
120 LET A(K)=A(l): LET A(l)=X
130 NEXT |

140 FOR |I=1 TO N
150 PRINT A(l)
160 NEXT |
[ 170 STOP
4. Deoarece.xl i x, sint rddicinile ecuatiei z* — sz 4+ p = 0, avem:
:rfw-s:r:, +p=0; mg—szz—l-p:{).
fnmultind prima egalitate cu a:f“z, iar a doua cu m;”' si adunind cele dou# relafii obti-
nute, ajungem la Sp — $8k—y + pSk—a = 0, adicd Sp = sSp—; — pSh—s, Yk > 2. Observim- cit
Sy = 2, iar 8; = s. /
Vom folosi dou#t variabile suplimentare a §i b, astiel incit perechea (a, b) ia succesiy valorile:
(‘501 Sl}: {Sla S'E)! SNy ['Sh—l: Sh)'
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Trecerea de la o pereche (a, b) la succesoarea ei se realizeazs astfel:
c+—sb—pra,aeb;beec

10 INPUT S,P,K
20 LET A=2: LET B=S

eitegte s, p, k

a+ 2} bes

daecd k=0 p 30 IF KO THEN GO TO 50
I‘atuncl sorle a; stop 40 PRINT A: STOP
i 50 FOR I=2 TO K
—pentru i = 2, k, 1 ' 60 LET C=SxB—P=A
ce—s-b—p-a ' 70 LET" A=Bi LET B=C
~ a+—b, b+ e SONEle
L0 " 90 PRINT B
el : 100 STOP
stop

h. Vom urma algoritmul de reprezentare a numerelor rationale sub form# de fraclii zeci-

- “n . . . . M
male prezentat in clasa a [X. Cifrele zecimale vor i notate in ordine cu a,, ay, ... [decl =
n

=0, a,a, ) , iar resturile obfinute prin imp#r{irile succesive la n vor fi notate prin ry, ry, ... cu

ry = m.

La fiecare pas vom impérfi pe 10-ri la n, oblinind o nou# cifrd zecimali ai si un
nou rest rig,. h

Algoritmul se opreste in unul dintre urmé#toarele doud cazuri:

m

— se obline un rest riy, nul; atunci fractia nu este periodicﬁ[ =005 o ai] .
¢

n
— se obfine un rest ri cu ri =g, ke {1,...,i — 1}; atunci fraclia este periodicd si

" m :
putem scrie — = 0, @; ... ap—(ar ... Big):
n

Degarece toate resturile sint mai mici decit n, algoritmul se opreste dupi cel mult
n + 1 pasi. .
10 INPUT M,N

20 DIM A(N41): DIM R(N4-1)

30 LET I=1: LET R{1)=M

citegte m, n I
L+ 1; ry+m
—eib thmp ri 7 0

__pentru k=1, i — 1,1 40 IF R(1)=0 THEN GO TO 160
—dacik ri = r, 50 FOR K=1 TO |—1
atunci scrie ‘perioada este’ 60 IF R(l) ¢ > R(K) THEN GO TO 120
_—pentru j =k, i — 1, 1 70 PRINT "PERIOADA ESTE:"
serle a; 80 FOR J]=K TO |1
bom 90 PRINT A());
stop 100 NEXT ]
0 110 STOP
Lo 120 NEXT K
z 130  LET X=10«R(l): LET A(l)=INT (X/N)
210 ri) . ai — [_] 140  LET |=l|41: LET R{)=X—A(l—1«N
o e 150 GO TO 40
R R 160 PRINT "FRACTIE NEPERIODICA"
=0 B 170 STOP
gerie ‘fraclie neperiodicd :
. stop

6. Este suficient si determindm conform algoritmului lui Euclid valoarea d = (m, n) §i

F e ‘ ; m . n
apoi sd inlocuim pe m si n cu ey respecliv cu el

| : N

7. Functia [ este bine determinatd de
c= (¢1, €3, -y em) €U ci = flai), Vi=1,..,m

vectorii @ = (a,, ag, ..., am), b = (by, by, ..., by) si

, Evident {cy, ..., em} € {by, .-, bn}.

a) Daci m > n, atunci este evident cd f nu poate [i injectivd. Ne situdm de aceea in con-

tinuare in cazul m < n, in care f este injectiv

diferite dou cite doud, adicd dacd c¢i & {cy, -

citeste m, n, c 10
—dack m > n 20
atunci serie ‘nu’; stop 30
L | 40
—pentru i = 2, m, 1 50
—pentru j =1, —1, 1 60
—dacd ¢i = ¢j 70
atunci serie ‘nu’; stop 80
90
—[
100
—[J
110
—[]
serie ‘da’ 120
e 130
? 140
150

b) Dacd m < n, atunci f nu poate fi

cazul m > n, cind f este surjectivd dacd {b,, ..

existd j = {4, ..., m} cu bi = ¢j.

citeste m, n, ¢, b 10
_dack m < n 20
atuneci serie 'nu’; stop | 30
) 40
__pentru : ="1, n, 1 50
b ind+0; je1 60
_oit timp (ind = 0) A (j < m) 70
—dacd ¢i = b, atunei ind « 1 80
alifel j « j + 1 90

i 100

—L 110
=~ . 120
—dacd ind = 0 130
atunei serie ‘nu’; stop . 140
- 150
-0 160
serie ‘da’ 170
stop 180
190

200

210

220

# dac4d si numai daci elementele vectorului ¢ sint
.y €iy} pentru orice i = 2, ..., m.

INPUT M,N
DIM C(M) :
IF M¢ =N THEN GO TO 50
PRINT "NU": STOP
FOR I=1 TO M
INPUT C(l)
NEXT 1
FOR |=2 TO M
FOR |=1TO I—
IF C(l) <> C() THEN GO TO 120
PRINT “NU": STOP
NEXT |
NEXT |
‘PRINT "DA"
STOP

surjectivd. De aceea ne situiim in continuare in
+»bn} < {ey, -+ em}, adicd pentru oricet {1, ..., n}

INPUT M.N
DIM C(M): DIM B(N)

IF My=N THEN GO TO 50
PRINT "NU": STOP
FOR =1 TO M
INPUT C(I)
NEXT |
FOR I=1TO N
INPUT B(l)
NEXT |
FOR I=1 TO N

LET IND=0: LET J=1
IF(IND=1) OR(J>M) THEN GO TO 190
IF (1)< B(J)) THEN GO TO 170
LET IND=1
GO TO 180
u SLET J=l41
GO TO 130 .
IF IND=1 THEN GO TO 210
PRINT "NU": STOP
NEXT |
PRINT "DA": STOP

¢) Dacd m # n, atunci f nu poate fi bijectivi. Daci m = n, putem utiliza de exemplu

faptul cd f este bijectivil dacd si numai daci

este injectivd.

8. Este suficient s# calculdm intr-o variabild § valoarea sumei a, -+ as + ... + an $iapoj

pentru fiecare i = 1, 2, ..., n sil inlocuim pe ai prin

— aj
.

n—1
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9. Fie dat vectorul a = (a,, aa, ..., an)
a) Numerele a,, as, ..., an sint in progresie amtmetncé dacd $i numai dac# pentru orice i =

= 3, ..., . avem ai — Qi = @ty — Gy,
oiteqte a 10 INPUT N
g~y 20 DIM A(N)
—pentru i = 3, n, 1 30 FOR I=1 TO N
—daecl ai — ai  F r . 40  INPUT A(l)
atuncl serie ‘nu’; stop 50 NEXT |
Lo . 55 LET R=A(2)—A(1)
' O 60 FOR |1=3 TO N
seele dit 70 IF A()—A(l—1)=R THEN GO TO 90
stop 80 PRINT "NU": STOP
90 NEXT |
100 PRINT "DA": STOP
h) Dacd a, = 0 sau a; = 0, atunci numerele nu sint in progresie geometrici. in caz con-
trar, a;, as, ..., an sint in progresie geometricd dacd $i numai dacii pentru orice i = 3, ..., n avem
L8 ' '
[, T ay

10. Vom calcula d = (a, ). Dacd @ = 0 sau b = 0, atunci d = a + &. In caz contrar,

cit timp a # b efectudm urmitoarele calcule:

— dacdl @ > b, atunci a + a — b, corespunzitor egalitilii (a, ) = (@ — b, b);
—. dacll a < b, atunci b + b — a, corespunzitor egalitiitii (e, b) = (a, b — a).
fn momentul in care w = &, avem evident d = a = b.

_ citegte a, b 10 INPUT A,B
__dacdk (a=0)V (=0 20 IF (A¢>0) AND(B¢ )0) THEN GO TO 40
atunci serie a + b; stop 30 PRINT A+4B: STO
Lo 40 IF A=B THEN GO TO1OO
—ecit timp a # b 50 IF A<B THEN GO TO 80
_dncd a > b atunei a «—a — b 60 LET A=A—B
alttel b—b —a 70 GO TO %0
L 80 LET B=B—A
90 GO TO 40
=[] 100 PRINT A
serie o 110 STOP
stop

11. Fie f= a; + asX + ... + ap; X™. Citul va avea forma:
by -+ by X + ... + bpy XY, iar restul va avea valoareab, unde:
bty = Gnay
bp = an + cbpsy

..............

bg = a3 + Cba
b, = a, + cby
citeste n, a, ¢ 10 INPUT N,C
bty + aniy 20 DIM A (N-1): DIM B(N+1)
—pentru ¢ = n, 1, —1 30 FOR I=1 TO N-1
by = a; by, 40 INPUT A(l)
i 50 NEXT |
sorle b 60 LET B(N-+1)=A(N-+1): PRINT B(N-1)
stop 70 FOR |=N TO 1 STEP —1
80  LET B(l)=A(l)4CxB(I+1)
90  PRINT B(l)
100 NEXT |
110 STOP
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12, Fie f = a;, + @ X + ... + apy AT cun > 1 slansy # 0. Fie ¢ & R. Se cere s se deter-
mine cel mai mare numér natural k cu (X — ¢)k| f. Vom frata cazul mai general in care nu stim
de la inceput dac# c este ridddcind a polinomului f.

Expunem in continuare ideea algoritmului. Se pleacd cu &k = 0. Se calculeazd citul f; si
restul r, ale impértirii lui fla X — e. Daci r; = 0, atunci mérim pe k cu o unitate §i reludm calcu-
lele pentru f,; in caz contrar se opresc caleulele.

Vom caleula coeficientii citului f; in variabilele apy,, ..., as, iar restul r; in variabila
a,. Mai general, coeficientii citului fj vor fi calculafi in variabilele ant,, an, ..., @iy, iar restul 7j

va fi calculat in a;, deci f; = Ay X0+ an X0 4 L G5,
citegte n, a, c 10 INPUT N,C
k« 0, 20 DIM A(N-1)
_pentru j =1, n, 1 25 FOR |I=1 TO N1
—pentru ¢ = n, j, —1 26 INPUT A(l)
@i @i + € Uity i 27 NEXT |
L0 20 LET K=0

40 FOR |=1 TO N
50 FOR I=N TO J STEP —1
60 LET A()=A(l)+CxA (1+41)

—daed a; = 0
atunei k& + 1
altfel serie k; stop

70  NEXT |
—0 80 IF A(J)¢ 50 THEN GO TO 110
—LU 90 LET K—K -1
gl 100 GO TO 120
sop 101 PRINT K: STOP
1120 NEXT |
130 PRINT K: STOP
18. Fie f=a; + aaX + ... + amy X §5i g = by + b X + ... + by X™ doud polinoame

cu coelicienti reali. Suma Ior va [l polinomul:
h=c,+ X 4+ ... + cpp XP unde p = max{m, n}, iar ci = ai -+ bi pentru orice i € {1, ..., p}
(cu conventia cd ai = 0 pentru ¢ > m 4 1 i bj = 0 pentru j = n + 1).

Algoritmul constd in urmitoarele:

— se inifializeazad variahilele ¢, cg, ..., cp+y CU ZEro;

— pentru i =1, 2, ..., m - 1, la valoarea lui ¢; se adaugd ai;
— pentru ¢ = 1, 2, ..., n + 1, la valoarea lui ¢i se adaugi bi.
_ 14. Fie ecualia a; - agz, + ... + apy 2™ = 0. Ea este reciprocd dacd §i numai dacd pentru
orice: i = 1, 2, .., [” + 1 ] avem ai = Antai-
citeste n, 10 INPUT N
S n+17 | 20 DIM A (N4-1)
pRenys £ & [ 2 ] ‘ 30 FOR I=1 TO N41
—dacd ai # apiei . 40 INPUT A (')
atunei scrie ‘nu’; stop 50 NEXT | g
L 60 LET K = INT ((N4+1)/2)
70 FOR =1 TO K
“Q — 80 IF A(l)=A(N+2—I) THEN GO TO 100
i 90 PRINT “NU": STOP

stop 100 NEXT-|
110 PRINT "DA": STOP
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