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CAPITOLUL |

Permutari

Am ficut cunogtintd cu notiunea de permutare a unei multimi finite incd -
din clasa a X-a (Algebri, clasa a X-a). Fiind datd o multime finitd A, avind n )
elemente, ea se poate ordona in diverse moduri, in sensul cé fiecdrui element
al sdu i se asociazi un anumit numir de la 1 la #, numit rangul elementului.

Multimea A cu o astfel de ordine se numegte permutare a acestei multimi.
Se aratd, de aséemenea, ci a face 0 permutare a elementelor multimii A este
totuna cu a defini o functie bijectivd a multimii A pe ea insdsi (Algebra,
clasa a X-a).

Sd presupunem acum cé elementele multimii A sint numerotate de la 1
la n; deci A = {ay, a@s, .., an} (adicd multimea A este ordonatd). In aceastd
multime @, este primul element, a; este al doilea element, ..., an este ultimul
element. '

Dacd ¢ : A — A este o functie bijectivd, atunci putem scrie g(ar) = @i
(k=1, 2, ..., n), ay fiind unul dintre elementele ay, as, ..., ay ;. deci i este
unul dintre numerele {1, 2, ..., n}. Se observd cd in felul acesta functiei bijec-
tive ¢ i se asociazd functia bijectivd o : {1, 2, ..., n} — {1, 2, ..., n} definitd
prin egalitatea o(k) = in. : ‘

Invers, unei functii bijective ¢ a multimii {1, 2, ..., n} pe ea insdsi i se
poate asocia o funcfie bijectivd a multimii A. Din aceste -motive in cele ce
urmeazi vom studia permutdrile mulimii {1, 2, ..., B} sau, ceea ce este acelasi
lucru, functiile bijective ale mulfimii {1, 2, ..., n} pe ea insdsi.

1. Notiunea de permutare (substitufie). Si notdm cu A multimea pri-
melor n numere naturale, adicd 4 = {1, 2, ..., n}.. O functie bijectiva
o: A —» A se numeste permulare (substitutie) de gradul n.

Vom nota multimea tuturor permutdrilor de gradul n cu S, sau oy, iar

elementele din S, le vom nota cu literele mici grecesti: ¢, ¢, 0, ..., o, 7. Se
obignuiegte ca o .permutare o de gradul n si se noteze astfel:
5 ( 1 2 3 s n ) (1)
o(l) o(2) o(3) e o)
3




\

adicd printr-un tablou in care in linia a doua se scot in evidentd toate valo-
rile functiei o. Deoarece o este o functie bijectivi, toate aceste,valori o(1),
(2), ..., o(n) sint distincte doua ecite doud si sint tot numerele Db el 7
eventual, in altd ordine.

Cunoagtem din Algebra pentru clasa a X-a ci numdrul futuror permutd-
rilor de gradul n este n!.

In multimea S, distingem un element remarcabil si anume functia iden-
ticd 1, : A — A, care poarti denumirea de permulare identicd, notatd cu e.

Folosind notatia (1) pentru permutiri, atunci e are scrierea

AT e DD )
E2eBE 0 T
Ezemple. 1) Daci n = 1, atunci &§; are un singur element, acest element este permutarea
identicd (adicd, functia identici a mulfimii A4 = {1}).
2) Dacd n = 2, atunci§, are 2| = 2 elemente. Aceste elemente sint permutdrile;
2 L . : /
e = (: 2) (permutarea identica) si permutarea[; 2].
! g 4
3) Dacd n = 3, atunci §, are 3|= 6 elemente. Aceste elemente sint permutarile:

12.'_!.123 18 S R VT AR SR8 ) 12 \Bhlee S aaeos

(1 2 a]’ [2 1 3]_’ [3 2 1)’ (1 3 2)' [3 1 2)‘ (2 3 1]

2. Produsul (¢ompunerea) permutirilor. Fie o g1 v doud permutiri de
gradul n, adicd o&S,, t€S,. Cum o:4 - A si t: A > A sint Tunetii
bijective ale multimii A pe ea insigi, are sens sd vorbim de compunerea go T
a acestor functlii, care este tot o functie bijectivi (a se vedea manualul de Al-
gebrd, clasa a IX-a). Reamintim ¢i cot: 4 — A gi este definitd prin egali-
tatea: .

(00 1)(a) = o(v(a)), oricare ar fi acA.

Deci oot este o permutare de gradul 7; aceasti permutare poarti de-
numirea de produsul (sau compunerea) permutdirilor o s1 7 (in aceastd ordine).
Se noteazd mai simplu ov. Operatia prin care din permutarile o g 7 ob{inem

permutarea o poartd denumirea de inmulfirea (sau compunerea) permutdrilor.
Folosind notatia (1) pentru permutiri, dac

1 2 AT ; 1 2 n }f
g = gl T =
(c(i) o PN o-(n)) p (T(l) ©(2) ~e T(n)
atunci produsul ot se scrie astfel:
1 . ( 1 2 n ) 2)
a(x(1))  o(r(2)) v a(t(n))
Notdm o* = 60; 6° =0? 6} 0" = 0% ...: g™l = e e

Observafit. 1) Trebuie observat ci nu are sens 84 vorbim despre produsul a doud per-
mutiri de grade diferite.

2) Cind o gi = sint douj permutéri de acelagi grad, putem face atit produsul at
cit si produsul ro.

Ezemplu. S4 considerdm permutdrile de gradul 3:

o ir:( i 3]. Produsul ot este permutarea
“:(2 v B 13 2

1 2.3
°T=[‘1ﬁ' j Z) [ 1 ‘ﬁ Z]=(2 3 1}'
_ 1231;3___(123)_
’arw:(aézl(?is g1 2)
Se observd cd or ¥ 7O. :
etdtile 1 irii (compunerii) permutdrilor

Proprgztzg:f%;z?zgEpi?)piieté?ile cofnpuner_ii !"unc’giilor (a se "}redea Atlge'l;ra.,
clasa a IX-a) avem urmatoarele pr(?prietﬁifluale. inmuli,;lrl‘l permltluarll or:
1° Inmuljirea permutdrilor este asociativd, adicd oricare ar fi permutarile ¢,

$, 0 din §,, avem .

¢($0) = ()0. .
Aceastd proprietate a inmultirii ne permite si folosim scrierea:
o($8) =.(99)0 = 90
9°  Element neutru. Permutarea ideinticzé de gradul n
e:(l.?....n) 48
este element neutru pentru inmultirea permutirilor, adici oricare ar fi g €S,

avem eg = @e = @. . . oy
CUITI orize' functie bijectivil este inversabild (Algebra, clasa a IX-a); avem

proprietatea - ‘ Tl ; At
3° Orice permutare are inyersd, adicd oricare ar fi permutarea ¢ €Sy, exista
o permutare ¢~*&S, astfel incit
o B S
¢t = ¢7lp = e
Permutarea ¢! se numeste inversa permutari @

‘ 12364 1
i — . Inversa permutdrii g este permu
Exemplu. Considerim permutarea ¢ = ( e ) nv p
Lo ot PR ]
tarea @ gy s | i
ki By E:
in exemplul pe care l-am dat maiinainte s-a ardtat ci dacd o (2 ; 3} %

= [1 2 3], atunci ot # 7o,
W e SR s _ o
Obseryapie. Daci @ si ¢ sint din Spin general g¢ # {ip, adicd inmulfirea permutdrilol

nu este comutativi.

7y A = A prin egalitatea . .
J dacd k=i, i
= {1 dacd kb= j (3)
7;5(k) ¢ dacd Jsil:
ke daete Bt t, g

3. Transpozitii. Fie i, j € A = {1, 2, ..., n}, i #J. Definim functia



Se vede cd 7; este o functie bijectivii, deci o permutare de gradul n. O
astfel de permutare se numeste transpozifie si se noteazi simplu 7; = .(i')
Folosind scrierea (1) a permutirilor: : ¥ g
%o =) =( S A Y A R
§ - Pd e Rl LR o o Nt n)'
Se vede cd 7; permuti efectiv numai numerele i si j.

,Sé calculdm <%;; daci k # i, j, atunci (k) = (k) = ©i(k) = k;
dacéa k = i, atunei (i) = 7;(7;(i)) = 7,;(j) = i,iar daci :’::javer‘; v5:(j) ==
— T?(ﬂgﬁ(])) =7(i) =j. Deci (k) =k oricare ar fi k & {1, 2 u n}.
Deci Yy =e Deuaici obtinem cd 7j;' = 7;;. Deci transpozitia d:a g,rad;]l n
;7 = (ij) are urmatoarele propriediti: |

a) (ij) = (ji),
b) (i)~ = (i),
_ _ o) (ij)? = e.
Din proi)rletatea va) rezultd cd numdérul tuturor transpozitiilor de gradul n
:Z:ﬁ :iacg-u l;l;rir:xarul perechilor ordonate (i, j) cu 1 < i <j < n, care este
Numdrul tuturor transpozitiilor de gradul n este egal cu 2.
Ezemple. 1) Transpozl:tijle de gradul 3 sint urmditoarele: (12); (13)- (23).
2) Transpoziiile de gradul 4 sint urmitoarele: (12); (13); (1;1); (23); (24); (34).
' 4. Inversiunile unei permutdri. Signatura (semnul) unei perml;tﬁri
Flae A=d1,.2, ...,“n}. Definim submultimea M a produsului cartezian.
A*=A X A ca fiind: M= {(i, j)|1<i<j<n} Dack c& S, este 0

- permutare de gradul n, o pereche ordonati (i, J)E M se numeste inyersiune

&-f)ermutarllva.flaca o(j) < o(t). Vom nota cu m(s) numérul tuturor inversiu-
nilor perm}ltaflf'll c. Se observd cd m(o) este cel mult egal cu numérul elemen-
telor multimii M, care este egal cu C2. Deci

0 < mle) <iCa = PR =1)
2

- Sumavrulﬁ(?) = (—1)™® se numeste signatura (semnul ) permuldrii o.
e 0 servéi o signatura unei permutéri este 41 sau —1. Permutarea ¢ se
zZice para, respectly impard, dacd e(s) = -+ 1, respectiv g(g) = —1

1 23

3:201
mutiri este m(o) = 3 si deci signatura permutirii

v ar xs
adicd o este impari. i s 11 g este e(o) = (—1)2 = —1,

Ezemple. 1) Fie permutarea ¢ — ( J Numdrul de inversiuni ale acestej per-

2) Fie! permutareg o= (L2835 & Ry 3 r
. a SR il Numirul de inversiuni ale acestei
permutdri este m(o) = 6 si deci élo) = (—1)® = 41, adicx permutarea o

este pard.

3) Dacd e este permutarea identici (de gradul n), atunci m(e)

= + 1, adici e este o permutare pari. =0 gl decie(e)=

Teorema 1. Dacd ~; = (if) (1 <) este o transpozitie de gradul n, atunei
e(r;) = —1. Cu alte cuvinte, orice transpozifie este impari.

Demonstratie. Fie k& {1, 2, .., n}. Dacd k<i atunci, deoarece

7;i(k) = k §i 7,;(1) = j, rezultd (k) < 7;(t) i deci perechea (k, i) nu este

o inversiune a lui 7;;. Analog, dacd j <k, rezultd cd perechea (j, k) nu este
o0 inversiune a permutdrii 7. _

Presupunem acum cd i <k <j. Cum 7;(i) = i si 7;(k) =k, atunci
7;j(k) < 7,;(3) si deci perechea (i, k) este o inversiune a permutdrii 7;;. Analog,
cum t,(j) = i, atunei 7;(j) < (k) § deci perechea (k, j) este o inversiune
a lui 7;;. Deci toate perechile (i, k) si (k, j) la care se mai adaugd si perechea
(i, j) sint toate inversiunile permutarii ;. in concluzie, numérul total de
inversiuni ale lui t;; este

i =gy =2y )~

Cum m(t;;) este un numdr impar, atunci e(t;;) = —1.
Teorema 2. Dacd o & S, este o permutare de gradul =, atunci are lo¢ egali-

tatea:
oi) — alj) (@)
Iigisn L=
Demonsiragie. Produsul n M (5) are C2 factori. Ba considerim
isi<isn ¥i==1]
factorul _____a(i)l = (.’U) (¢ < j)- Dac# notdm o(i) = ! i o(j) = m, atunci I # m si I, m

e(o) =

=0
aparfin mulfimii {1, 2, ..., n}. Inseamnd c# o(i)—a(j) = ! — m se simplificd cu numi-
— ; — ol
torul din factorul M dacd I < m, sau cu numitorul din factorul S(E}——:—()
o

—m
daci m < I Prin simplificare obfinem —1 dacd (i, j) este o inversiune gi
41, in caz contrar. Gum orice numdrdtor din produsul (5) se regéseste ca numitor
in alt factor cu semnul 4+ sau —, atunci produsul (5) dupd simplificare va fi un produs
de (+1) si de (—1); numarul de (—1) va fi egal cu numirul de inversiuni ale permutérii
a. in concluzie produsul‘(s) va fi egal cu e(g), adici egalitatea (4).

Teorema 3. Daci o si © sint permutiri din S,,, atunei
e(or) = e(o)e(t)
(adied signatura produsului a doudl permutiiri este egald cu pro-
dusul signaturilor celor doui permutiri). \

Demonstrajie, Din teorema 2 avem

o) =[] (o)(i) — (o7)li) _ a(z(i)) — al=li)) _
1gigisn Bt 1gi<isn 0

o af(i)) — al=li)) | ]“I (i) — =) .
= igicien  wli) — ) isi<isn i

Exact ca in teorema 2 se poate aratd cd n ﬂ‘_”__i{@ este egal cu signa-
Igi<jsn (i) — =(J)

tura permutdrii o. Deci elat) = e(o)e(x).

revizut cu o bard verticald in marginea paginii este facultativ.

Textul p
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Consecinfa 1. Permutarea or este pard (respectiv impardi) daed ambele per-

o g M :
: . tiri o i + an acelagi semn (respectiv semne contrare).
n particular, permutirile o g1 ¢! au acelasi semn.

5. Descompunerea unei permutiri in produs de trauaspoziii.

Teorema 4. Orlc.q permutare din S, (n > 2) este un produs de transpozitii
; Df-’monsfi"tl.tw- Sa notlém cu ¢ numdrul elementelor ¢ = {1, 2, ..., n} penlru r;m-l
:Td;)nzf :; Vt;:)m proceda prin inducfie dupd ¢. Dacd ¢ = 0, atunci o este permularea
ca e. Dar cum e = (1 2) (1 2), in acest caz alirmatia este demonstrati. Presu-

punem cé ¢ > 1 si cd afirmatia este adeviarati pentru 1, 2, ... 1 — 1, C L o

4 ; um i > 1, exisla
un numéie < yi i Bei : : » P d e
i1, 1 < iy < n astfel incit o(dy) = 1§ 5i &y # iy Considerdm permutaren of =

=: pd unde i {E‘lg;'. Se ‘vede cil dacd ofj) = j, atunei j # ¢ si j % {,. In acest caz
o'(j) = (olj)) = =(j) =j. Dacd j = iy, avem o(iy) = =(o(i)) = =(is) = 7, Deci
exl:sté cel.mult t — 1 numere,j cuprinse intre 1 §i n pentru care o’(j) £ j. Din ilrolr'::'
de inductie rezultd ci o’ este un produs de transpozifii, o' — . i
. Tk, Inmul{ind la stinga cu 1 obfinem ci iy = Ty Ty
0 = T7y...Th.

T4 To e T BAU F0 =T T
tp. CGum 2?2 = e, atuneci

FEzemplu. Fie permuta - SR S i )
P P rea c.r . 1 §1 8-0 scriem ca produs de transpozifii.
Cum a(1) = 3, atunci o(1) # 1 si considerim {ranspozitia T = (13)

ALt ] 0,3110:[1 2 g% 5] (1 38 4 5}_
9 5 ==

3 1% 4 g b4 20
Cum o’(2) = 5, atunci¢’(2) # 2 si considerim transpozifia =, 5). Facem pro-

L T |
% ] = (45),

AN
1 5.3 2 r,)'
=
dusu]g,,zno,i[? 2 3 4 r.”x P S T Y R
SR i O T 4 el AT R
) - “ 9 *
E)chlt{ixS);lrga =]'r$r,u = (25) (14)a, de unde oblinem cd o = (13) (25) (45).
ru obtinerea lui ¢ am fnmullit egalitatea (45) = (25) (1¢ a slinga, ¢
et i D (45) = ( 5) (13)a, la slinga, cu
c g q AR
onsecinja 2. Orice permutare pari (respectiv impard) este vn produs al unui
numar par (respectiv impar) do transpozifii.
o Defn?.nsgtj,]ie. Fie a€8y, §i 0 = 71,7y 0 descompunere a Ini ¢ in produs de
= E?f}oz_lt;ll_”izn g;)rzma 3 avem cii E(a? = e(7y) e (7s)...(zs). Din teorema 1 obfinem
R : cd e(g) = +1, atunci n este par; dacé ela) = —1, atunci n esle
: Vom nota cu A, mulfimea permutirilor pare de gradul n. Din conse-
cmt_,e_l 1 rezultd cé dacd o,v& A,, atunci or€ A, si o' € A,. In plus, A
contine permutarea identicd e. i

- . !
Consecinja 3. A, are % elemente.

5 'ﬁ’monstr_afie. Bd nqtém cu Iy permutdrile impare de gradul n. Fie ; o transpozific
e gradul n, ficatd. Deci putem defini funciia f : Ap — I, f{a) = or,. Functia f este

bijectivi. Intr-adevir daci fle) = filo’), atunci oty = o'r,, de unde (or)vs =

= ’ =1 * . ’ . oy . .

(a'7) v §i deci o = of, Deci f este injectivd. Fie ve&ly; din consecinta 1, rezulti
CﬁTTEEA?—{. Dz']r se ved(’..ciif('r-r.u} = (rrﬁ)-r,,:"crg = tgi deci f este surjectivd. In concluzie,
f este bijectivd. Deci A, si I, au acelasi numdir de elemente. Cum S, — A4, U I,

- — . . ‘
§1 Ap NIp = @ deducem cd A, si Ip au fiecare = elemente.
2

. 10. Fie permutarea o =

Exercitii
I S B S 12 34 .
i Ari o= it = . S# se calculeze ot §1 TO,
1. Fie permutiirile o (2!, i 3]§; ll‘ e 3)
) 12 3 4 : L %
2, Fie permutdrea g = ( . 84 se calculeze puterile g, o7, @ .. . S4 se
DTG

determine cel mai mic numdir natural k > 0 pentru care ok = e.
3. I'ie o= Sy. Si se arate ci existd. un numir natural p > 0 astfel incit o? = e.
12345 (12845
31245]’ “[12354
5. 84 se determine numirul de inversiuni gl sign‘atura pentru tiecare dintre permutiirilel

4, Fie permuldrile o ={ ] 54 se arate ci ot = 7o.

Pel I €
,'|| A

urmdtoare : 3 ¢
1-‘;.3 12l3-’: 12‘3-'* ’12345’123456_ 28456
(2 3 1]"(2 41 3]:[4 sl 3);[53 A 12)"[65&231]' [a 4531 2]'
6. Si se scrie toate transpozifiile de gradul &.
7. Fie HC Sy, H # @ si avind proprietatea ca oricare ar fi o, v = H, atunci ore H.
SA se arate ci H confine permutarea identicd de gradul nsi dacd o = H, atunci

sl o e H.
128345

8. Fie pérmutarea ¢ = (
31254

J- S4 se scrie o ca produs de transpozitii. Aceeasi

128456,
64532 1]'
9, S4 se determine permutarea o & Sp care are numirul maxim de inversiuni.
AR gth 5a6 7 8 Y
: {1 274 5679
fie o permutare pard. Existd ¢ si j astfel incit o s# fie impari?
{1. Fie permutarea o & Syn
G=[1231‘" n n+d o4 2., 2n]l
158eh Y .., "En®4, 2 Bty Vosdn, 1 8
S se determine numdirul inversiunilor permutiirii o.
g se determine n astfel incit o si fie pard (respectiv impard).

problem# pentru permutarea v = (

). S se determine i gij astfel ncit o st

D~

2. Fie pet‘mu{area a € S
L4 DR A e A T R B TR e R e
GBS e 20 1 3 5 ...Zn—ij

S84 se determine numirul inyersiunilor permutirii o,
(8. Fie ae Sy (n > 3) daci ap = go oricare ar fi ¢ € Sp, 54 s€ arate cd o= e




CAPITOLUL I

Matrice

Considerdm un sistem de m ecuatii liniare cu n necunoscute:
81%1 + G1a% + ... + @yn Ty = by,
C1%1 + Goas + .o + 3,2, = by,

(1)

At %1+ A2 Bz + oo + Aun@y = by,

unde ¢;; (1 < i <m, 1 < j< n)siby, b, .., b,, sint numere (reale sau com-
plexe). Numerele a;(l<i<m 1<j<n) poartd denumirea de coefi-
cienti ai necunoscutelor, iar numerele by, bs, ..., by, se numesc termeni liberi.

A rezolva sistemul (1) inseamni a determina toate sistemele ordonate
de numere (a;, a3, ..., a,) astfel ineit inlocuind in sistem necunoscutele z;,
gy -y Tp TOSPectiv cu numerele oy, ay, ..., «; fiecare dintre ecuatiile sistemu-
lui este verificatd. Se stie ¢& un astfel de sistem pentru cazul m = p = 2
sau'm = n = 3 se rezolvi folosind metoda reducerii sau metoda substitufiei.

Cum practica impune rezolvarea unor sisteme (1) care au un numir mare de

ecuatii gi necunoscute, metodele invitate in clasele anterioare sint, in general,
ineficiente.

Din aceste motive se impune un studiu mai atent al sistemelor,
de ecuatii liniare. In acest studiu un rol important il au urméatoarele doua
tablouri: i

@iy Gz . dy, ay Gz ... @y, by

A = %t Q2 ... az L Qg1 Agp ... QAgq by
= : =

Ay By + - o Qo @t Cns <« Qyun by,
Primul tablou, respectiv al doilea, se numesgte matricea, respectiv
extinsd a sistemului (1), In capitolul IV se va vedea clar i
doud matrice in studiul sistemelor de ecuatii liniare.

In cele ce urmeazi vom face un studiu sistem
tiilor cu matrice ete.

Un alt motiv care a impus introducerea nofiunii de matrice si a calenlului
cu matrice a fost ,algebrizarea notiunii de transformare geometrici®. Mai
precis, unei transforméri geometrice i se asociazi o matrice, reducind astfel

studiul transformérilor geometrice la studiul unor matrice de un anumit tip.

10

matricea
mportanta acestor

atic al matricelor, al opera-

Manualul de fatd nu ne permite sd prezentim acest aspect al folosirii caleu-
i matriceal. N, :
lulu@ Nofiunea de matrice. Vom nota cu €, aga cum am obignuit, mul§1mea

erelor complexe. _ .
num‘;‘fiee0 M:p{i, 2, opnly Ny 2y B} | uliimea Prlmelor m,
respectiv n, numere naturale nenule. Vom numi matrice de t:,pz.al S(rn‘\,: )
o functie A :'M x N - €. Daci notdm A(i, j) =a; €C, i€ M, j €N, vom
nota pe A sub forma :

ay (57 yn
A o aZl oo o' Qdon (1)
\ @m Amg  +++ Qyn

adicd printr-un tablou cu m linii si n coloan.e ce cuprinde va]o.n;e j::c,?::;rﬁé
Datoritd notatiei (1), in loc de matrice de tipul (m, n) se lmal g'cei i
cu m linii $i n coloane. Numerele @;j S6 numese elem.ente e mat !.té. ,
multe ori pentru matricea A se(mai folosegte notatia prescurtata:

A = (@) 1gigm sau A = (a;5); - Sy
« O Asisn LNt

Se observi c¢d o matrice de tipul (m, n) are mn 'elemente.i tU4Y
Cazuri particulare: 1) Dacd n = 1, o matrice de tipul (m, 1) se numes
trice coloand si este de forma

@m1
II) Dacid m = 1, o matrice de tipul (1, n) se numeste matrice-linie i este de
forma !
: A = @z Gz s Gn)e ; ey
III) Dacid m = n, o matrice de tipul (», n) se numeste matrice patratica
ordinul n.

] a adyg Ain
Dacé - ‘ 11
gy dgp don
A = L A gl ol
S N T U I SRR R T Ot et ’I
Qny Apg  oor Ann
i i nte (a
este 0 matrice patratica de ordinul n, mstemulu ordonaF d-e fflpi:;esist e(mll:,l
(g, A3y ann) 86 numegte diagonala principald a matréc.:ea ,l colmp
i) ) Ry T a
ordonat de elemente (@y,, @zn_1, - @n1) 56 numeste aiagona
a matricei.

Vom nota cu M,,(C) multimea tuturor matricelor de tipul (m, n) avind

o ¢
" elementele numere complexe. In cazul ¢ m = n, vom nota in loc de /n,n(C),

mai simplu M, (C). (M(C) este multimea matriclelor pétratit;e de Offdi;mtl Jiauz
Elementele muritimii M,,(€) le vom nota cu literele mari ale alfabetu
Nabins A B0 5 sau AL B G e
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In multimea /,, ,(0) distingem citeva submul{imi importante, i anume:
M n(R), care reprezintd multimea matricelor de tip (m, B) cu elemente
numere reale; A, .(Q), care reprezintd multimea matricelor de tip (m, r)
cu elemente numere rationale; i, (%), care reprezintd multimea matricelor
de tip (m, n) cu elemente numere intregi.

Este clar ¢d avem incluziunile:

Monn(B) C Minn(Q) © Mnin(R) C Mip,n(C).

~=1 2
Egemple. 1) Matricea A :( ol 3] este ‘0o matrice de tipul (2, 3) cu elemente
numere intregi; deci A & s 4(Z). Blementele acestei matrice sint:
Ay = —1§ 833 =0; a3 = 2} ayp = —1; @ = 1; agp =3.
2ok A
2 4
2) Matricea B = 0 0 1| este o matrice pitratici de ordinul 3 cu
S ey . :
2

elemente numere rajionale; deci B e /().
Observajie. Uneori pentru o matrice 4 de tipul (m, n) se mai foloseste si notatia:

dyy dyg i ain
gy Gga = Qan

A — s
Amy Amy e Amn

unde a;;(i =1, 2, ..., m; j =1, 2, ..., r) sint elementele matricei,

Egalitatea matricelor. Fie A gi B doud matrjce de tipul (m, n) adici A, B

EMpn(C). Cum A gi B sint functii A: M XN -0 gi B: M x N -0,

matricele A §i B sint egale dacd si numai dacd sint egale ca functii. Deci

A = B dacil i numai dacé oricare arfi i € M si j EN AL, j) = B(i, j)-
Folosind notatia (1) si presupunind ci

an aig e Qyn bll b]_z ven blﬂ

Qzy Qdzz ... Qo ! bai  ba ... ban
A= g1 B =

G E S b {7 by bm2 g i)

atuncl A = B dacd §i numai dacd a;; = b;;, oricare ar fi t =1, 2, ..., m si
] =14, 2,

. Operatii cu matrice.@ Adunarea maltricelor. Fie A si B doui matrice
de tlpul (m, n), adica A, B & M,,(C). Presupuriem ca

A = (ay)icigm 1 B = (b zj)l<t<m '
tsisn 1sisn

Definim matricea C = ( ﬂ)lqgm ale cdrei elemente sint date de egalititile
ISisn

C‘J = aij "I’bﬁ, oricare ar {1 [', p— 1, 2, vy M g] j — 1, 2, sy i Matricea C‘

se numegte suma dintre matricele A §i B §i se noteazd C = A + B.
L d
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Operatia prin care oriciror doud elemente A, B din M, .(€) I se asa
ciazd suma lor se numegte adunare.

L FERAEET 1, dh=ar=0 _
Exemple. 1) Dacd A :( J si B = [ » atunci suma lor

—21 —3 —4 2 —1 3 4
e*steA-%B:(U1 ] 2]-
0000
—1 2 1 —2
2) Daci 4 = 0 » 1) gi B = |1 1| , atunci suma lor 'esle
1 —3 ! 1
M o
A4+ B=]1 2
2 —2

Observafie. Ave sens s vorbim de suma a doud matrice numai dacd ele sinl de
acelagi tip.

Proprietitile adundrii matricelor

1° Adunarea este comutatipd, adicd oricare ar fi A, B € Mpy,q(C) avem A4 +
+ B = B 4 A.

fntr-adeviir, daca A = {“ii]lgigm'B = “’if)igi\';m

Isisn 1$jisn
atunci A + B = (aj; + bjjhg_igm sl B+ A= (bj; + a1j]1<1\<_m
1gisn i<isn

Cum adunarea numerelor complexe este comutativd, avem : ;
a;j + bjj = byj + ajj, oricare ar fig=1,2, ....,mgij=1,2, .., n Deci A+ B =
=B | A.

9° Adunarea este asociatipd, adici oricare ar fi A, B §i €' din Ay,a(C) avem
(A BY+ €= A+ (B +.C)

fntr-adevir, daci 4 = (“r‘fhgigm’ B = (bij) ciem C = (cijhicicm atunci A4 -

igjisn ISisn i<isn
+ B = (as3 + 1J]1<:<m gi deci (A + B) + C = ((a; + bij) + “ii)lgigm' Analog,
i<isn ¥ _ isisn
obtinem cd A + (B + C) = (ajj + (bij + cii))<cicm’ Cum operatia de adunare a
Isisn

numerelor complexe este asociativdi, avem (a;; + bi;) + ¢ = ajj + (bj; + ¢ij) pentru
oricei=1, 2, ..., m; j=1, 2, .., n. Deci (4 + B)+ C=A + (B + Gl

9° Element neutru. Matricea de tipul (m, n) ale cirei elemente sint toate egale
cu 0 se noteazd 0,,, si se numeste matricea zero. Matricea 0, este element
neutru pentru adunarea matricelor, in sensul i oricare ar fi A € My a(C€)

avern :
1 A+ Om.n — Om,n SIE P S |

Verificarea acestei proprietili este evidentd.
° Orice matrice are un opus, adicd oricare ar fi A € Man(€). existd o
matrice notati cu — A, astfel incit ‘

A4 (—A)=(—A)+ A =Upn:

g 1
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Intr-adevir, daci 4 = (a;) i

= (aj;)i1<i atunci — = (—au)iei
e wigism » i 4 ( “"’ié‘,-é’,:‘ deoarece
: i+ (— ay)) isisn = (Oﬁ)im;gm = Op,n. Conform proprieti-
tii 1° avem si (—A) + 4 = () s g

Exemplu. Fie A =(_1 23 _“J, atunel —4 __[1 —2 -3 &
0 —5 1 — 0 5 =y 2]'

0 ; L :
$'ib;:”;1alﬁg.e Sgatci?feﬁm?; dBin:li'gtAd;? B”ZE)ML l‘(C}, suma A+-(— B) se noteaz simplu 4 — B
li se asociazdi diferenta lor se numegite Ecc!;z:: £ care'omc&ror e

De exemplu, daci 4 ='[—1 2 -3 ok B (—1 1 —4
0 -2 =5 =g —g]'

atun(ﬁA—B:[Oi 1,
2 1 -3

@J Inmulfirea matricelor. Fie A — (¢ij)1gigm 0 matrice de tipul (m, n) si |

B = (b;,) 1cjen 0 matrice de tipul )~ Defini i
i) isjsn e tipul (r, p). Definim matricea C = (cin)igigm

de tipul (m, p) ale cirei elemente sint date de egalititile: L
Cin = @by + apbak + .. + inbar = é a;ib;n (1)

oricare ar fii =1, 2, ..., msi k=1, 2, i
: hy weey Pe

nOte;\:gtréc? i Bﬁse numeste produsul dintre A gi B (in aceasti ordine) si se
e ele— ; BOperat,;la prin care oricdrul element A & _,,,(C) si
e men € Mpy,n(C) se asociazd produsul lor se numegte iyz‘;twlﬁre.
oo ?c a:;, pentru a obtine elementul din matricea AB de pe linia i si co-
o .Bl ace suma produselor elementelor corespunzitoare de pe linia i a
atricei A cu cele de pe coloana & a matricei B, Mai pe scurt, se spune cd

»8e inmultesc liniile cu coloanele®, S§ ici i
etk i e e, d explicitdim mai pe larg modul cum se

a1 dia Ve A bll bm e blp
St do1 Qoo . Qon ; B — bg]_‘bga “er bzp X
[ FETR SOSR bay Dbpa b,;;,
Dacé Gt Oy e Ogp
i Cay Cog C Cgp
Cmi  Cma -+ Cmp

este produsul lor, atunci

€11 = @ybyy + aigboy + ... + @by
€13 = @ubia + aygbag + ... + Aynbna;

------
................................

Cmp = Gmybip + Amgbap + ... + Gynbaip:
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Si facem citeva observatii necesare intelegerii inmultirii matricelor:
1) Trebuie si retinem ci are sens sd vorbim de produsul matricei A cu
matricea B (in aceastd ordine) numai dacd numdérul de coloane ale lut A" este
egal cu numdrul de linii ale lui B. i ¥
9) Trebuie s subliniem c# inmultirea matricelor nu este in general o operatie
definitd pe multimea tuturor matricelor, aga cum rezulti gi din observatia 1);
ea este aseminitoare compunerii functiilor. -
3) Dacd A€ M,(C)s5i BE AMn(0), atunci are sens sa facem produsul ABE
& ,(C) si in acest caz inmultirea matricelor, este o operatie definitd pe mul-
timea /,(C) a matricelor. Trebuie sd observim cd in cazul matricelor patra-
tice (de ordinul n) are sens si facem atit produsul AB cit gi produsul BA.
4) Se pune intrebarea de ce definim produsul matricelor 4 i B inmultind
liniile Tui A cu coloanele lui B. Acea$tdi definitie, care la prima vedere pare
arbitrari, are de fapt justificiri profunde, care sint greu de explicat la nive-
lul clasei a XI-a. Totusi, vom spune in mare cum stau lucrurile: fiecédrei trans-
formiri geometrice i se asociazd o matrice. Matricea asociatd compunerii a

dous transformiri geometrice este exact produsul matricelor asociate fiecdrei
transformari in parte.

E Al 1: g
Ezemple. 1) Fie A = [ , B= 0 0f-
¢4 =3 e o

Cum A este de tipul (2, 3) i B este de tipul (3, 2), are sens sd facem produsul
lor, care va fi o matrice de tipul (2, 2). S& presupunem ca C = AB, deci C este

€11 Ci2
de forma( , unde
Ca1  Cag

911'=1'1+(—1)"0+2'(—1)=—1101n=1"t+(—1}'0+2“1=5i
eo = 01 + G0+ (—3)(—1) =85 e =04+ 40+ (=8 1=-3

WOy SNE
DeciABi[ }

3 -3
1 =4 0
B = :
(2 —2 1]

. Tl
2) Fie A = [ ] 3
2 3
Cum A este de tipul (2, 2) si B este de tipul (2, 3), are sens sd facem produsul
AB, care va fi o matrice de tipul (2, 3). S# presupunem cé produsul este de

. i1 €1z Cia v
forma C = [ 1 . Atunci
€3y Cpz Cag

e ML A IR = —1; clzzi'(_i}+(_1}(_2)=l; cg =10+
(=) 1=—1; c=2°1+8:2=28; eu=2+(—1)+3*(-2)=—8
con = 2t» 0+ 894 = 3

Deci

‘

(—1 1 —1
AB = .
8 —8 3]

Proprietdtile tnmulfirit matricélor
1° Inmultirea este asociativd in sensul urmétor: dacd A E Mpnl0)y BE Mu,p(0)
si C&My,(C), atunci are loc egalitatea i

(AB)C = A(BC).
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S4 observim mai intfi cA are sens si facem produsele (4B)C si A(BC),
Fie 4 = (aij)qigm’ B = Bindigicn 3 € = (em) ignsp:
igisn . ighgp 1gisg

34 notdm AR = (dth),@.gm care este o matrice de tipul (m, p) si [AB)C = (ell)iqgm

ishsP Isi<e
care este o matrice de tipul (m, ¢). Atunci dip = 2 ajibjy 51 €y = Edikch!- Deci

= he=1
P n D n . =
&1 = ; (2 aijbin )cm = ; 2 a;bjkchl.
b =1'7=1 =1J=1
Hie RO = ':d'jf)lgjgn si A(BC) = (e’if)lgigm'
ISisq Isisy
; P ) n
Atunci djl = pl)jkch[ slehy = E ﬂ”d
=1
n
Deci e’y = 2 E bikcrl = E 2 aijbirchl = 2 aijbjkent.
=1 k=1 h=1 5=

S4 observim cfie?1 = ¢y, oricare ar f1 pie A I L R B B a3 TR G
(AB)C = A(BC).

2° Inmulfirea este distributipd la stinga fatd de adunare in sensul urmator:
dacd A € Mpa(C), B, C & M,,,(0), atunci
- A(B 4 C) = AB 4+ AC.
Intr-adevir, daci A = (aij ),<z<m, = (bjk)igjgﬂ i C = (cju)igjgn> atunci B +
isjsn 1ShEP 15h<P
+C‘(bjk+cjk) i<jcn Dack) notim A(B + €) cu D, unde D = (dit) jcicms
‘g IShsp
n
atunci dir = aij(bin + cju)-

Dac# notdm 4B cu D’ $i AC cu D", unde D' = (@ik)ciem §1 D" = (d")

<m 1gigm?
IShsp IShgp
n
atunei d’ik = Z aijbin si d"ip = 2 aijcin.
=1 J=1 :
Rezultd cd AB + AC = D’ + D" = (d%in + d%ir )‘,\ﬁ(m.

IShgp
n

. i n
Deoarece d'ix + d'in = E aijhin + Y aijein = D aij(bjr + cjn) = din, rezultd ca
Fader i=1 =

A(B 4+ C) = AB + AC.
2'° Inmultirea este distributiyd la dreapta fald de adunare in sensul urmitor:
dacd A, B &€ My;n(C) 81 C &€ M, ,(C) atunci
(A + B)C = AC + BC.

Demonstratia acestei proprietd{i se face exact ca cea de la 2°

In cazul matricelor pitratice are ]00 urmétoarea proprietate importanti:
3° In multimea M,(C) existd un element neutru faid de inmulfire. Matricea
patratica de ordinul n

L0 0 eobl
(

ach O 0
0 0 0 1

care are pe diagonala principald numerele 1 iar restul elementelor sint 0 are
proprietatea cd oricare ar fi A € M (C), i
AL, = 1,4 = A. '
Intr-adevdr, dacd introducem notatia,
1 dacd [ = j,
8;; = { O dach ik §
ac ¢ # j
(8;; se numeste simbolul lui Kronecker),

atunci In = (i), cign - Fie 4 = (aij)igign © matrice pitraticA de ordinul n, Daci

igigsn igisn
n

notdm Ay cu B = (bij)icign » atunci by = ; ainduj = a;j. Deci AL, = A. in mod
1gisn =1
analog se aratd cd I,4 = 4.

Observagie. Am vizut cd daci 4, B & _#[x(C), atunci are sens si facem produsele AR
si BA. in general, cele doud matrice sint distincte, adici AB # BA. Intr-adevar,
Ea ()

- TR0 TN 4 d ; | Rl Sl { J

fie 4 = [ i B = ( ; atunci AB = si BA = [ . Be observi
L () 0 0 1 1 0 0

ci AB 5 BA.

[

@ Inmultirea cu scalari a matricelor. Fie A = (a;;)1gicm 0 matrice de tipul
iisn
(m, n) s @ un numdr complex. Definim matricea B = (bij)igigm de tipul
<isn

(t, n) ale ciirei elemente sint date de egalititile: b;; = aa,; oricare ar fi

i=1,2, .., msi j=1, 2, ..., n. Matricea B se numeste produsul dintre

numdrul a (sau scalarul a) si matricea A si se noteazi B = aA. Operatia

prin care oricirui element @ & € i oricdrui element A € M, ,(C) li se asociaza

produsul ¢4 se numeste inmuljirea cu scalari (la stinga).

Observafii. 1) Se numegte fnmulfirea cu scalari la stinga deoarece produsul dintre a = €
si matricea A se noteazi ad, adicil a se scrie la stinga lui A.

2) Observim c# daci e e C si A este o matrice de tipul (m, n), atunci a4
este de tipul (m, n).

=

- 1
Ezemplu. Fie a = 335i A = (2 1

3 —6 0
aA:( ].
6 —3 9

Proprietdtile inmullirii cu scalari a matricelor

1° Dacd A € M, (C), atunci 1- 4 = A.
2° Dacd A € Mpa(C) 81 a, b € C, atunci (a 4 b)A = ad + bA.
3° Dacd A = Mpn(C) 51 a, b € C, atunci (ab)4 = a(bA).
4° Daci A, B & Myx(€) si a = C, atunci a(A + B) = a4 4 aB.
5° Dacd A € MpnalC), B € My ,(C) 8i a € C, atunci a(AB) = (ad)B =
= A(aB).
Cele cinci proprietdti se demonstreaza fird nici o dificultate; verificarea
lor o lisam ca exercitiu. '

0
3] care este o matrice de tipul (2, 3). Avem
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8 Dacé\ A, B e fiin (C) 5i AB = BA sii se arate ci are loc egalaii,atea: 1
g Ak — BR = (A — B)(AF! + Ak3B + AR3B® 4 ... + ABF? 4 Bh-1),

oricare ar fi k> 0.

@ Transpusa unei matrice. Fie A = (a;;)i<icm 0 matrice de tipul (m, n).
igjsn

: Eifed=ion ;
Matricea ‘A = (‘ar;)ichgn unde ‘'ay; = @y pentru orice k= 270, T
; : oy T3

x iSism
b= mge tnumeste transpusa malricei A. é.“;Fie s 1 —'1) e fll:(Q). Si se determine toate matricele X < Nia(Q) astiel
Se ﬂbserva cd ‘A este o matrice de tipul (n, m) si se obtine din A luind g/ 2
liniile, respectiv coloanele, lui A drept coloane, respectiv linii, pentru ‘A A
(mai precis prima linie a matricei 'A este prima coloanii a matricei A, a |
doua linie a lui ‘A este a doua coloand a lui A s.a.m.d.). ‘ i Fie 4 =( in
In particular, dacd A este o matrice pitratics de ordinul n, atunci trans- -)- . SR |
pusa sa 'A este de asemenea o matrice pitratici de ordinul n. Daci %k =1 /| 6. Daci A = (a b) e M.(0), atunci 4 verifich ecuafia:
atunci ‘aj = ane §i deci diagonala principali a matricei 'A este aceeasi Y ; & : ‘
cu diagonala principald a matricei A. ‘

incit: AX = XA.

cos —sin
£ ‘P) . 84 se calculeze An(n > 1).

i z? — (a + d)z + (ad — be)l; =
| 4 0 2

3 ;
Ezemple. 1) Fie 4 = ( . 5 : 9
4 ¢ _g] matricea 4 este de tipul (2, 3). Transpusa | ,Zﬂ Fie A — (2 1 —1 | e J1.(Q). Dack flz) = a* + 3z + I, s4 se calculeze f4).
A= ' i _
i i ' ( 1 3 —1 8,
acestei matrice este t4 = | 2 ol. . N
» : S .
L 8. Fie A = ( ) e M (Z), s4 se determine An(n 2 1).
gl 8 A 00 g / J R | ; ; ! 1
te ci egalitatea AB — BA = Iy este imposibild.

2) Daci A = (0 1 =1 ) atunci transpusa (4 este matriceatd =|2 1 2|.- |p~-% Daci A, B e _fjin(C) 54 se ara
10. S4 se determine A = _jfs(R) dsifel incit:

12 —2 el le / ) o i
Urmitoarele proprietiti se verific fird nici o dificultate. D PRt
Yikdmsaseteraibin: emonstrarea lor (] b) A? = 0.
1° Dacd 4, B & _Mm,n (€), atunci (11)3; se determine z, v, 3, U, U, W, dacd se cunoagte cid avem egalitatea:
4 A 4 B) = t4 4 tB. - z —2y 8z 1 =2 2 h 5 —2 18 ]
2° Dacd A € ffim,u(C) §i B & fn,p(C), atunci {(4B) = tBtA. ] i 4 (__3 9 —4 o w v —3w v 8 = =11
3° Dacd A i :
e b 12, Si se determine matricea X din ecuafia:
tlad) = atA. S / . ;
; S 1 3 2908
3x+(—1 21 =2 7 4 +(—9 5
LT oy
Exeru;hf 5, =8 2 6 3 0
18, S# se determine z si y, daci avem:
jid, 0. K 8 4 Pk e 2 TR T U 4 by 3z =0
1. Fie 4 =] 5 7);3: 6 2| 84 se calculeze 4 + B. i —as 8-—2 2|1 + v N W (R WP TS e 6y
6 g 8125 2 4 f FIR B R T 18 5 —4y —1
e 2 0 ( 14. 84 se calculeze suma:
§ s \ / 2 3
2. Fie 4 = 0 3 1]; B=|1 0 2] Sk se calculeze: - z ( 1k
Lol g L% 44 1 ‘ - 12 8 kk+1D)
a) A+ B, AB si BA. 15. Dacii o este o ridicind a ecuafiei z* + z + 1 =0, 58 se calculeze suma:
b) A%, B? i A2 — B2 ! n ek @k o'
c) AB — BA. =i \®h  wh m’-")

n "




16. 54 se determine valorile lui z & R peuntru care avem:

2. 8in? x sin® 2z b
( tg z cos 2:) (1 u)

17. 54 se rezolve ecualia:

X fiind o matrice pdtratd de ordinul doi cu elemente numere reale.

{3 '
1%, Se considerit 4 = . Se cere An,
a 0 \
19. Fie A o matrice pitratici de ordinul doi. Daci A* = 0, atunci suma elementelor de
pe diagonala principald a matricei A esle egald cu zero.
a b

20. S4 se arate cd existd o infinitate de matrice 4 = ( ) care verifici egalitatea

¢ d
A2 =TI;5ia, b, 0.d &%,
b

), unde a, beR.

a
21. Fie M multimea matricelor patrate.de ordinul doi de forma (b
a

Definim funetia

' a b
f:C— g, fla ib) = ( )
"“b a

B4 se arate ci: a) f este bijectivi;
b) oricare ar fi z, 2’ e U au loc egalitiitile
flz +2) = f(z) + [(z),
flz2’) = f(a)f(z").

a b

2, Fie matricea A ~( ) astfel fncit 0 < a2 4 b* < 1.

—b a

’ Gn by
a) 84 se arate cd malricea 4n este de forma ( ]
=fn \On

b) 84 se demonstreze cii sirurile a, si b, sint convergente si au limita zero.

28. S4 notim cu M mullimea tuturor matricelor de tipul (m, n) in care toate elementele
sint numerele +1 sau —1 gi astfel incit produsul numerelor din fiecare linie si din
fiecare coloand si fie —1. $i se calculeze numdirul elementelor mulimii A,

24, 84 se calculeze suma
n (COS ka sin lnz)

1]

cos? ke sin? ka

CAPITOLUL IlI

Determinanti

1. Determinangi de ‘ordinul 2 gi 3. Fie sistemul de doud ecuatii liniare cu
doua necunoscute :
[ a1% + @123 = by, )
an® + gy = bs.
Sa notdm cu A matricea coeficientilor sistemului (1), adica
' (“11 alﬂ) '
d21 Qg
A este o matrice patraticd de ordinul doi.
Rezolvarea sistemului (1) este bine cunoscutd. Aplicind metoda reducerii
obtinem sistemul echivalent
{ (a11@22 — Q19091)%1 = b1asy — ayshs,
(a11033 — @12091) %2 = anbg — b1as;.
Presupunem c& aji@ss — @1902 # 0; atunci solutia sistemului (1) este
z = biass — @13by - _anbs — biay - (2)
@119 == G309 31053 — 3203
Se observé ci numitorul din egalititile (2) se exprima simplu: el este egal cu
produsul elementelor de pe diagonala principald a matricei A din care se
scade’ produsul elementelor de pe diagonala secundard a matricei A.
Acest numar il notdm cu det A si il numim determinantul matricei A, sau
incéd, determinant de ordinul doi (deoarece matricea A este de ordinul doi).
Acest numir se noteazd de obicei gi astfel:

Ty =

12

g1 Qgp
Deci avem egalitatea

an  Giz)
= (1109 — dyalay.

gy Qgg
Produsele ayya35, @120, se numesc fermenii determinantului de ordinul doi.

Ezemplu. Fie matricea A=(: i] Avem det A=}i 2’-—-1-5—-4-2=—3.
& 5
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S revenim la formulele (2) care dau solutiile sistemului (1). Se observa
od numaratorul formulei care di valoarea lui @, este tot un determinant de
ordinul doi, gi anume determinantul matricei

Al e (bl alZ) 1
by Qanf
Aceastd matrice se obtine din A inlocuind prima coloand a matricei 4 ¢u

coloana formatd din elementele b, i by. Analog, numdrdtorul formulei care
di valoarea lui z, este un determinant de ordinul doi, gi anume determinantul

matricei
Az == (all bl ) s
agn by

Deci formulele (2) se pot rescrie sub forma

b, ai ay by
b3 @oy gy bz
4 Ty ety LA = ; ; )
Gy Qg 2y 12
dgy Aoy Qi Qo

Formulele (3) poartd denumirea de formulele lui Cramer.
S# considerdm acum un sistem de trei ecuatii liniare cu trei necunoscute.

an® + 1%z + a1z = by, ‘
agi%1 + g%y + g%y = by, (&)
: as1 %) + ey + ags®s = b
gi sd notdm cu A matricea coeficientilor, adica
dy; Q12 Q13
A=\lan an am|
Qg Qg2 Qa3
Rezolvarea sistemului (4) o vom face prin metoda reducerii. Daca inmulfim
prima ecuatie din (4) cu ag si a doua cu —ayg s le adunam obtinem ecuatia
(@11093 — @21218)%1 + (Q1aftes — @2z13)¥z = D1ass — byars. (5)
Analog, inmultind prima ecuatlie cu as gi a treia cu —a,3 §i apoi adunind,
obtinem ecualia

(@11033 — €31013)%y + (@12033 — Aspfias)Ta = b1a3z— badas- (6)
Cu ecuatiile (5) si (6) formam sistemul
(@11025 — @s1013)T; + (@128z3 — @93013) Ty = b1z — baass. (7)

(@11@33 — a31013)%; + (@133 — A3a010) %3 = biass — baays,
care este un sistem de doud ecuatii cu dou# necunoscute. Dacd in sistemul (7)
inmul{im prima ecuatie cu @jpdag — @agdiz $ & doua eu —(@issy — @gadia)
gi apoi le adunidm ob{inem
[(a11828 — @21@18)(@r20s3 — Gasrs) — (G1108s — Qgyys)(A1alizs — doptlis) |21 =
= (byags — D2a13)(@12033 — @sgtz) — (biass — baara)(aradies — G22013).
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Desfdcind parantezele, avem

(@11820033 + @1p023l31 + G13001832 — A130ppd3; — Qyplordas — @11a93U90) | ==
= bylgatay |+ (12023b3 + @iabattaz — G1a@oeby — @yabodag — biagatgs. (8)
Numaérul care este coeficientul lui z; in ecuatia (8) il notdm cu det A
gi il numim determinantul matricei A, sau incd, determinant de ordinul tre;
(deoarece matricea A este o matrice de ordinul trei). Acest numir se noteazj
de obicei si astfel:

ay; @iz  dig
Qa3 /

; : (g, G2  Qag
Deci avem egalitatea ; .

azy Qg

a a ;
a1 12 8 = 01055033 + Q19820031 + A12021d58 —
@1 Ggz dag (9)
— Qja3lgpay) — @Qjpdaylas — @11G23030.
a3y agp dsg

Din (9) se vede cd formula care di valoarea determinantului de ordinul trei
are gase termeni, numiti termenii determinantulni de ordinul treji.
Ezemplu. I'ie matricea

— 2 3
A= & 1 —1]-
2 3
Aplicind formula (9), avem: det 4 = (=1)-1:3+4-2-3 +4.2-(—1)—
— R -8 (1) 2 1) % 208 = —8 s 25 — 8 = 12 — 9—94 — —g5!

Observam c# formula (9) care di valoarea determinartului de ordinul trei
este greu de tinut minte. Pentru aceasta se stabileste o reguld simpla pentru
caleulul determinantului de ordinul trei. Se formeazi urmitorul tablou: se
scriu mai intii liniile matricei A §i apoi dedesubt se scrie mai intii prima

linie gi apoi a doua linie a matricei A. In felul acesta se obline un tablou cu

cinei linii :

a a
PP
7 Vi
Gy /ﬂlz 13
v

7
Qg1 Gpz Qg
Termenii cu semnul (+) in dezvoltarea determinantului de ordinul trei sint

‘cei care se obiin prin inmultirea elementelor in sensul sigetilor continui,

adicd: a11a22033, Ap1832013, A31a1203 18T termenii cu semnul (—) sint cei care
se obfin prin inmultirea elementelor in sensul sagetllor punctate, adici:
G3102213, A11032023, '-'121412&:33-

" Regula expusi mai inainte dupi care se face dezvoltarea determinantului
de ordinul trei se numegte regula lui Sarrus.
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S

Lwemplu, SA considerdm maltricea

4 3 3

Deci det A = (—1)*1-83 4+ 2+83-1 4410 =411~ (—1)+3+0 —
— 2043 = B4 B — 6= —7,

Si ne reintoarcem la ecuatia (8) care dd valoarea lui z,. Se observy cé
membrul doi este tot un determinant de ordinul trei si anume este determi-
nantul matricel de ordinul trei care se obtine din matricea A, nfatricea coefi-
prin inlocuirea primei coloane cu coloana termenilor liberi din
sistemul (4). Deci formula (8) se poate scrie astfel:

S =k s | .
clentilor,

I”u Q12 @3 by yz Q3

dpy gz @pa| Ty == | by aga Q23"

| a5 dys  day by 3y Q33
Procedind exact 3a cum am fdcut pentru obfinerea ecuatiei (8), avem si
ecuatille care dau valorile lui 2y 51 2y:

|f11| iz dys rUu by 3

| A2y (455 f~’2:q< Ly oy by tag

| %21, daa Ogs ‘ tlgy by a3

ayy ayy @13 gy iz ""l

doy Qa2 Qo3| L3 = |y aze ba |*

Qg Qg Ay { 25, asz b

Daca
U“ 2 tyg
agy (D7) Aoz | =\
I gy gz Aan

atuneci valorile Tui x;, 2 81 xg sint:

j
by ayg  (ig ayy by dia (e ayg b,
by a a (i ibg oy g dag bo
2 22 23 1 1 2 2
|ba  asm  ass ay b3 Gea ' ay  ags by {0
B = - . Ty = = o bl S (e
ap iz 43 2 1z 413 4y Gz ap
dgy Qzp Az sy dzp  Qpa Qo1  Qos  Oog
Ggy U3z dag Qg daz Oag Q33 Qgzz’ A3
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Formulele (10) se numese, de asemenea, formulele lui Cramer de rezolvare
a sistemelor de trei ecualii liniare cu trei necunoscute.

2. Definijia determinantului do ordinul n. In cele ce urmeazi vom ciuta
si dim definitia determinantului unei matrice pitratice de ordinul n in aga
fel incit pentru n = 2 §i n = 3 si obtinem determinantii de ordinul 2 si 3.

In definirea determinantilor de ordinul 2 si 3 am utilizat rezolvarea
sistemelor de ecuatii liniare. Acest procedeu este greu de folosit pentru cazul
general, datoriti caleulelor laborioase care intervin. Noi vom utiliza alti
metodd: analizind formulele care dau determinantii de ordinul 2 si 3, vom
deduce o lege generali prin care vom defini determinantul de ordinul n. In
capitolul urmitor vom arita cii formula determinantului de ordinul n, aga
cum o ddm mai jos, ne va permite obtinerea unor formule de tip Cramer
pentru rezolvarea sistemelor de n ecuatii liniare cu n necunoscute.

Sa reamintim formulele determinantilor de ordinul 2 g 3:

Ia @19
11 A [

] = Q11023 — Q12a2,
dg dgp

i ﬂ“ (15T) i3
= anlazdss -+ Qialaslay -+ @iada1dss — Q13@2a0a; —

| >
dax 0. e — Q391033 — (11723033

| (131 (lgp dag

Constatim cd termenii delerminantilor de ordinul 2 si 3 sint produse de
elemente apartinind la linii §i coloane distinete. In plus, orice astfel de produs
(adicd din elemente apartinind la linii gi coloane distincte) este termen in
formula determinantului respectiv.'

S# considerdm acum o malrice pitraticd de ordinul n

(SR AT R 1

Ynls A € My ().

A= |% Qaan

[ Aua . Ann
Vom forma toate produsele posibile de n elemente apartinind la linii gi coloane
distincte. Un astfel de produs este de forma
@ji, Agi, --- Aol (1)
unde i, iz, ..., In sint toate elementele multimii {1, 2, ..., n}, evettual,’
in altd ordine. Inseamni cd putem considera permutarea de gradul n

(1 A wmhty n)
o‘ = - - -
ly Iz .. In
gi deci produsul (1) se scrie

@4i,2iq - = » Onip = @4a(l) @20(2) - + - Ana(n)-
Numaérul total al produselor de forma (1) este egal cu numirul tuturor
permutdrilor de grad n, deci nl.
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Tinind cont de formulele determinantilor de ordinul 2 i 3, in mod natural
formula determinantului de ordinul » trebuie si contina toate produsele

Qo(1) @24(2) - » + Cno(n)
unde ¢ parcurge tpate permutdrile lui S,. Mai rdmine de aflat semnul cu care

apare produsul Lig(1)02a(2) - + + Ana(n)- )
Sé revenim din nou la formulele determinantilor de ordinul 2 si 3. S&
ludm de exemplu din formula determinantului de ordinul 3 termenii cu semnul

() : @11028@33, G12005051, 33Gnasy. Se observd cd permutdrile asociate acestor

termeni:

T e r’__123)a=(123)
1‘"(123)’ 2‘(231’3 SR

sint permut#ri pare, deci semnul lor este 1.
Dacéi ludm acum termenii cu semnul (—) : @13@231, @12021d33, A11@303s,
permutdrile asociate acestor termeni: .

R EEE E T ga G=(1 2-3)
“'(2 1 3)’ f'ﬂ‘(l o] bl

sint permutéri impare, deci au signatura (semnul) — 1.

Aceste observatii ne sugereazd c¢d in definitia determinantului de- or-
dinul r, produsul aiu)doep).-: @nomy trebuie si aibid semnul (+) sau ( )
dupd cum permutarea ¢ are signatura (semnul) 4 1 sau —1.

Acum sintem in mésurd si definim determinantul de ordinul &.

s . 14 o ‘
vumarul det A = LA (0)”1(1(13” Ja(2) + + + Unofn) ('Z)
(H‘ ,:)

':‘._x(f:w‘i .\.'.‘ NS

ignatury permutiril o se numogte delerminaniul mairicer 4 sau,

@1 19 vee Qin
det A = |%21 Oa2 Qon |,
dpy Ona -+ Onn

Produsul ayq(1)20@) - - - @non), 8¢ Numeste termen al deferminaniului de
ordinul n.

Se obignuieste sa se‘spuné despre elementele, liniile si coloanele matricei A

‘¢# sint elementele, liniile, respectiv coloanele determinantului det A. Uneori

numiérul det A se mai noteazd prescurtat gi | 4 | sau | agl,cicp -
igisn

Observajii. 1) Noliunea de determinant al unei matrice are sens numai pentru matrice
pitratice. Este deosebire intre matrice gi determinantul siu: matricea este o
funciie, iar determinantul matricei este un numér,

' " 2) In formula determinantului unei matrice existd n! termeni dintre care

%I au semnul (+), iar -?[ au semnul (—).

¢ multimea tuturor permutirilor' de gradul » si e(c) este

3) Dacd 4 & jffa(R) (respectiv A = ji1,(Q), respectiv 4 e _gf,(Z)), atunci det 4 este up
numdr real (respectiv rational, respectiv intreg).

4) Definifia determinantului se aplici §i matricelor de ordinul 1, cind 4 = (ay,). In acest
caz det A = ay,.

5) Asa cum a fost definit determinantul de ordinul », pentru n = 2 si n = 3 oblinem deter.
minantul de ordinul 2 respectiv 3.

3. Proprietitile determinanfilor. Formula determinantului de ordinul 2

este simpld, formula determinantului de ordinul 3 este deja complicatd. Aici
avem avantajul cd avem o reguld simpld, regula lui Sarrus, care ne permite
sil caleculdm destul de ugor un determinant de ordinul 3. Dacd in schimb avem
de caleulat determinanti de ordinul n > 4, formula prin care este definit
determinantul de ordinul », in general este aproape imposibil de aplicat,
datoritd calculelor laborioase ce apar. De exemplu, pentru un determinant
de ordinul 4 avem 4! = 24 termeni in formula sa, pentru n = 5 avem 5!=120
termeni de calculdt, iar pentru n = 10 avem 10! = 3 628 800 termeni de
calculat. Din aceste motive se cautd sd se scoatd in evidentd o serie de pro-
prietdti ale determinantilor de ordinul z, care s:mphf:ca de multe ori calculul

determinantilor.
|

Proprietatea 1. Determinantul unei matrice coincide c¢u determinar

tricei franspuse: Adica dacd A & /1,(C) atunci dot
Demonstratie. Fie A = (@i5) cin i td = {!al‘j)igigﬂ matricea transpusi a lui 4.
igign igjgn
Deci ta;y ='aj;; oricare ar fi 1 =1, 2, ..., nj j =1, 2, '..., n. Avem:
det A = 2 c(c}am“)azam S gy (1)
g (1= n
td = ! ! = :
det tA E e(7) A1) i2) ...!am(n) = 2 5(“')%‘(1)1 @@ - Canyns (2)

T&8, res,
Dacd notdm ofi) = k;, atunci i = o~1(k;) st deci produsul
s(alﬂmm"%”m +++ Cnogn) = (0o g ot ph, - - Tomifh iy
\". = ("-Ij%fl(h,)h,%—l(h,}k, Coe el Ry
deoarece e(g) = e(o~?). Cum numerele %, &, ..., k, sint numerele 1, 2, ..., n eventual
in altd ordine, iar inmulfirea numerelor este comutativi, atunci

e(9)a15(1)%202) * -+ Tnafn) = (07 8qms1) B2 - - - Foiimpn
gi deci orice termen din suma (1) se regdseste ca termen in suma (2) si invers. Deci
det A = det 14.

Observafii. 1) Pr'opietabea 1 se scrie gi astfel: r

! yy dye ... Gyn Q33 2oy x i Gny
Gp; Gy agn Gy Qg ng |,
@ny C@nz ... Qann Gn Ggn ... Gnn

2) Proprietatea 1 aratdi cd ori de cite ori avem o proprietate adevidratd referi-
toare la liniile unui determinant, aceeagi proprietate este adeviratd gi pentru
coloanele determinantului.
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Proprietatea 2. Daca toato elementele unei linii (sau coloane) dintr-o matrice
sint nule, atunci determinantul matricei este nul.

Demonstrafie. Si presupunem ci toate elementele de pe linia i sint nule. Cum
ficrare termen al determinantului este un produs de elemente prml,re.care se gisegle §i
un eloment de pe livia ¢, atunci acest termen este zero. Deci determinantul esle zero.

Ezemplu, Fie matricea

1-'2 . —1
A=\10 0 0f-
3 4 7!

Degarece linia a 2-a a matricei A are toate elementele nule. det 4 = 0.
Proprietatec 4. Dach intr-o matrice sechimbiim doud linii (sau eoloane) intre
6l obfinem o matrice care are determinantul egal e¢u opusul
determinantului matricei inifiale.

Demonstratie. Fie matricea

ay; Gy .. Oyn \
5 @iy Gia . am | 0
T T SRR .
e ap .- @n | ()
Qny ang .- ann ‘
Prin schimbarea liniilor i si j intre ele obfinem matricea
,“u Qyz an ‘
@y ajg ... @n | (D)
A= [ einbe
‘ aiy  Qig ain | (j)
\Gnl @ng .-+ 9nn

Ao dot. A7 — E e(@)asals)azols) - - - @joli) - - - Fiolj) - - - Onoln)- 5S4 considerdm

(T=1

transpozitia © = (ij) deci =(i) = j, '.’U) =i gi z(k)=k dacd k# i, j. Atunci

det A’ =Z; e(0)ara(szafa) - - - @ofi) + - - Gioli) - - - Gnofn) =
OEun

=3 elo)aror)n)eloslia) - - - @ilex)(i) - + - Tifor)G} - - - Anfor)in):
9esy
Cum ¢fo7) = g0 e(t) = —e(a), avem '
det A" = — @ e(at)as(ar)(a) -+ Gilaz)li) -+ ilaz)(d) - -+ Cmlorin)-
o=S, :

Cind o parcurge toate permutdrile lui Sp atunci si or parcurge toate permutirile lui
Sn; deci dacii notdm ot = o’ avem
det A" = —

aesS

€(6’)ayar()2a(2) - - - Gna’ln)

n

gi deci det A’ = —det A.
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f pd 2 -2
Ezemplu. Fie matricea 4 = | —1 3 A). Dacd schimbdm’liniile 1 i 3 {ntre ele
| 0 ;
2

i) U TR e

Conform proprietdfii 3, avem det A’ = —det A4, fapt.ce se poate verifica si
folosind regula lui Sarrus.

= I
obtinem matricea A’ = (1 3 &) .

WProprictatea 4. Dacli 0 matrice are doud linii (sau eoloane) identice, atunei
determinantul siuw este nul, :

Demonsirajie. Fie A = (ﬂ,‘j)lgign
T T - r Isjsn ]
liniile ¢ si j sint identice, Aceasta fnseamnd ¢ a; = a;jr pentru orice k = 1, 2, ..., n.
Dacd schimbdmr liniile i si 7 intre ele obfinem o matrice 4’ egald cu A. Aplicind pro

o mawrice/ patraticd de ordinul » in care

prictatea 3, avem cd det 4" = —det 4, Cum 4 = A’ avem det A = det A’ si atunci
det 4 = — det A4; deci det A4 = 0. 3
1 o 1
Ezemplu. Fie matricea 4 = —2 6 —2
h —2 4

care are doud coloane identice (coloana 1 §i coloana 3). Deci conform proprictifii
4 avem det 4 = 0,

| Proprictatea 5. Daeil toate elementele unei linii (sau coloane) ale unei ma-

trice sint inmultite en un numiir « obfinem o matrice ol clirei
determinant este egal en o fnmulfit eu determinantul ma-
tricei Initiale,

Demonstrafie. Fie matricea 4 = {ﬂ,’j]igi(n 81 fie 4" = (a,ij)igign matricea care

; ) y s % 5 isjgn - igign :
se obtine din 4 prin inmulfirea liniei ¢ cu numérul «. Deci avem @'pi = apj pentro r# i
§17=1, 2, .., n§ia'y= «q;; oricare ar fi j =1, 2, ..., n. Deci

det A’ = 2 e(o)a’1a(1) 2a(2) - - - a76li) e Blgm) =

asS,
- E e(o)@30(1)020(2) £ (@aio(i) ... Gpotn) =
osS,
=% ok Eﬂtdjalo(ﬂﬂzo[z) <+« Bigi) . .. Gng(n) = @ det A4.
oS,

. Deci det A" = o det A.
Observafie. Proprietatea 5 se franscrie gi astfel (pentru linii):

a3y ayn G13 Gy Gin
@y - ¢ Gy - G o Gan
A 2 A ;1. o T vk, DjF- e . S !
: = .
i1 i2 in Gjy Qg %in
[[Cniler Crat bk Gnn @n1  O%ny ... Gpp
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Daca inmultim linia a 2-a cu numirul « = 1/2 obfinem matricea

& =3l
A =1 —1 g =1
4 -2 1

Aplicind proprietatea 5 avem det A’ = % det A, lucru ce se poate verifica gi direc|

aplicind regula lui Sarrus. Avem det A4 = 10 gi det 4" = 5. |
entele a doudt linii (san coloane) ale unei matricg)
wlo, atunei determinantul matricei oste nul§

Demonsiraie. Fie matricea A = (aj); <ign in CATE liniile { gi j sint proportionale,
igisn '

adxcé existd un numir « astfel incit aj = «a; oricare ar fi I=1, 2, ..., n. Apli-:
cind proprietatea 5 rezult# ci det A este produsul dintre numérul a gi determmantul
unei matrice care are doud linii egale. Aplicind proprietatea & rezultd ci det 4 este zero,

Ezemplu. Fie matricea

5 % =1 —3
-3 7 —9
A= .
R e
2 2

bl 8 9 10

Cum linia 1 gilinia a 3-a a matricei 4 sint proporfionale aplicind proprietaiea 6
avem det 4 = 0.

utea 7. Fio A = (ay)ig ign 0 matrice pitratici de ordinul n. Presud

iSisn

punem ¢ el mue;tele liniei i sint de forma

@ = 0y -+ ay, oricare ar 1 j =1, 2, .

Diavi A', respeetiv A", este matricea care se obfine din 4
I 1 elomentele de pe linia i cu elementele a;; (respectiy
Y, ==, 2 oy on atonel

dot A =det A' + det A",

Demonstrafie. Avem: .
del 4 = 2 elo)a0(1)a30(2) - - - @ioli) - -+ @nofn) = E 5(“)““(1}““{2) . {ﬂfgw =+
ueS
1 “;g(i)) -+« Onaln) = 2 €(0)a10(1)020fa) - - - :u(i) <+ = Gnafn) +
as8, :
= ; £(9)a1a(1)0s0la) - - - Bigqs) - - - Onofn) = det A’ + det A"

Observajii, 1) Proprietatea 7 se transcrie gi astfel:

ayy Gya Ayn 33 Oyp Gip @3y OGya Gyn
........ R a..;.....;’. St
Gyt oy Gptap . Gyt oy =0y Gy in| |0y 9 %n|
Gaa1 . Qpg .- Qnn Gny Gng .- Opn Gpy Gng ... Opp

2) Folosind proprietatea 1 obfinem pentru proprietatea 7 si varianta pe coloane,
adicd egalitatea:
’ L2
G @3 ... Gjtaj ... Gy
. @1 Gy ... Gyj-+agj ... ay, sl
Gpy  CGpg Gnj + ap; Bnn
3y Bya ayj ®in G Gy a1j Q1n
__|Ga G agj Ggn e Ggy Ggg azj 2n
@ny Qng ... @nj ... Gy O @na ... @Gy ... app

Fie A = (ay) igign O matrice pitratici. Vom spune cd linia { a ma-

igjsn
tricei A este o combinatie liniard de celelalte linii, dacd existd numerele

%y j=1,2,.c, i — 1, i + 1, ..., n, astfel incit

Gy = %y + og@gy + v+ aligj + %ipaligg,; + o+ Ayl
oricare ar fi j = 1, 2, ..., n. Asupra numerelor «; nu se pune nici o conditie,
in sensul cd unele dintre ele pot fi zero. Analog se poate defini ce inseamna
¢d o0 coloand j a matricei A este combinatie liniard de celelalte coloane.

Ezxemplu. Fie matricea

1 2 4
A=|-3 3 —10}
: ~8 Bl |
Linia a 2-a a matricei 4 este combinatie liniari de celelalte doua linii. Intr-a-
devdr, dacd consideriim numerele «y = —1 5i «; = 1 se observi ci:

L —1) 44 (=2); 8= (=1)241:5; —10 = (—1)" 4+1 (—6).
Prapr;,etatea 8. Daci o linie (sau o coloani) a unei matrice pittra
combinafie liniard do celelalte linii (sau coloans), at
determinantul matricei este zero.

Demonstrefie. Presupunem cd linia i a matricei A este o combinatie liniard de
celelalte linii. Utilizind proprietatea 7, determinantul matricei 4 este o sum4 de deter-
minan{i care au doud linii proportionale, deci, dupd proprietatea 6, sint zero toti acegti
determinangi. Prin urmare gi determinantul matricei A4 este zero.

Exemplu. 84 considerfm din nou matricea de mai sus

1.9 &
A=|-3 3 —10
-2 5 —6

gum hma a 2-a este o combinatie liniard de celelalte doud linii, rezulti ci
et A=

Proprietatea 9. Dafa la o linio (saun coleand) a m;:tm‘m A adundim ole
altei linii (sau coloane) inmultite cu acelagi numi
aceasti matrice are acelagi determinant ¢a gi matr ¢

[
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Demonstratie. S& presupunem ¢d 4 = (aiJ]i.gugn si ¢i la linia i adundm ele.

mentele liniei j inmulfite cu numdirul «, Ob{inem a..trel o matrice 4’ care are aceleag
linii ca matricea 4, in afard de linia ¢, ale cirei elemente sint
air + aaj, r =1, 2, n.

dintre care unul este determinantul matricei A si al doilea determinant este deter-
minantul unei matrice care are doud linii proporfionale. Conform proprietitii, 6 acest
al doilea determinant este nul. Prin urmare, det A’ = det A.

Observajie. Proprietatea 9 se transcrie astfel (pentru linii):

gy 33 3n @3 Gy Qyn

(i) ajy + edj; @i .+ iy v Gip @iy | @y @ ... Gy
.................................... SR R

(7) ajy g e jp Ay  Gjz ... Qg
................... ‘. s s e s snalee s a4 8. moa a8 88 4 a8 s 8y

Gq1 Qna .- Bpn Qny Ong ... dGgp

Observajie. Se poate constata ci propnet&tea 8 extinde proprietatea 6 si cii proprietitile &
si 2 sint cazuri particulare ale proprietitii 6. Dar le-am dat datoritd importaniei
lor si pentru o retinere mai buni.

Aplicajie. Fie A = (aij);;c, © matrice pétratici. Matricea A se numeste antisimelricd

igisn
dacld ajj = — aj; oricare ar fi i=1, 2, .., n; j=1,2, .., n Daci i =j obtinem
¢l aj; = —aj; i deci a;; = 0. Rezultd ci elementele de pe diagonala principald a unei

matrice antisimetrice sint toate zero.
S4 ardtim cd dacd A este antisimefrici si n este numir impar, atunci det 4 = 0.
Matricea A se poate scrie astfel:

0 Qi3 G5 ... Oy

P —a OSfR i v Ogy

=l s —a, 0 Agn
—Oip —Gy —Gg ... O

Inmultind fiecare linie cu —1, objinem transpusa matricei 4. Aplicind proprietatea 1 si
proprietatea 5 rezultd ci

9 ' det A = (—1)» det A.
Cum n este impar, atunci
7 det A = —det 4
! si deci
Vit det 4 = 0.
7, #
2z} 4. Interpretarea geomefrici a determinan-
,’ _ tulpi de ordinul 3. Fie u, v, t trei vectori
/ necoplanari cu originea in punctul O (fig. 1).
7] AL - Volumul paralelipipedului construit pe vectorii
\ A
(i Mo u, v, !este egal cu valoarea absoluté a expresiei
.
¢ Fig. 1 (# % v)*t numitd produs mixt.

Folosind proprietatea 7, determinantul matrlcm A’ este suma a doi determinanti

Fie u., uy, u, — componentele scalare ale vectorului az,

=
Vs, Uy, ¥, — componentele scalare ale vectorului v,

Ly

s
t, — componentele scalare ale vectorului ¢.
Avem '

— — — — —
uX v = (uyv, — u,vy)a + (Uvx — u1,)b + (8,0 — uyvy)c

gi deci

- = =
(X v) - t = tu(uyv, — w,0y) + Ly(,0e — 040;) + 8, (uxvy — UyVy).
Tinind cont de formula determinantului de ordinul 3, putem scrie:

-y = fgl iy LG
(wxwv) -1 Lgi ity il
' U, o Uy

Deci volumul paralelipipedului construit pe cei trei vectori este egal cu va-
loarea absolutd a determinantului

3% T
T o Ty
[Pt Ritngs s -0

Ceea ce este interesant, este cd fiecare proprietate a determinantilor are

. [ 3 a . .. et =2
o0 interpretare geometricd. S& presupunem cd unul dintre vectorii u, v sau t

este multiplicat eu un numar «; atunei volumul paralelipipedului se multi-
plicd cu |« | Aceasta propmetate este corespondentul proprietatii 5 de la

determinanti. Sau, si presupunem ci existd un numir « astfel inecit v = au.
— =k
In acest caz vectorii u gi v se suprapun gi deci volumul paralelipipedului este

zero, ceea ce rezultd pe de altd parte fologsind proprietatea 6.

Daed unul dintre vectorii E: ;: 7 este zero, atunci volumul paralelipipe-
dului este zero. Aceastd proprietate geometricd este corespondentul pro-
prietitii 2 a determinantilor.

Cautafi sa interpretali geometric si celelalte proprietédfi ale determinan-
tilor.

5. Caleulul determinaniilor. In cele ce urmeazd vom da un procedeu
prin care calculul unui determinant de ordinul n se reduce la calculul unui
anumit numér de determinanti de ordinul n — 1.

Fie

Ay iz ... Oyp |
Qg1 dzz ... 4
= 2n
‘ Qpy Qpz - Ann

un determinant de ordinul n. Determinantul de ordinul n» — 1 care se obline
suprimind linia ¢ gi coloana j din determinantul d se numeste minorul ele-
mentului a; §i se noteaza cu d;;. Numaérul

=ty |
se numeste complementul algebric al elementului a;; in determinantul d.
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Evident, unui determinant de ordinul n i se pot asocia n® minori de
ordinul n — 1 si respectiv n? complementi algebrici.
Ezemplu. Fie determinantul de ordinul 3
1 -1 2

a‘.=—1-'—31
2

0 L 5
Minorii elementelor din d sint in numdr de 9. Acestia sint urmatorii:
1
—3i.4 bR s
dy = 4 5‘:—19, dyg = 2 =~2—; dyy = 2 —
0 5 0 A
-1 2 1 1 =4
doy = = — L = = 9, 3
21 5 5 ‘ 13; daz } 0 ‘ 5; dy ‘ 0 4 ‘ H
- e
s | ety o 0, d 1 >
i 4‘—' =i —1-1“' =l -3 7
2 2
Complementii algebrici ai elementelor din d sint:
8;; = (—1)¥dy; = —19; 8§y = (—1)H2dy; = — %; 83 = (—1)¥d;y = 2;
gy = (—1)¥1dy = 13; 8y = (—1)2Hdyg = 5; 8y = (—1)8dy = — &;
8y = (—1)+dy, = 5; 8gg = (—1)**2dyy = 0; 8y = (—1)+dyy = — %'
Teorema 1. Tie determinantul de ordinuln, d = | ayj | igign - Atunei penira
orice 1 <« i < n, ave loc cgalitatea: s (1)
g = &y ¥, + a0y + -0 -k @i Oin

Egalitatea (1) poartd denumirea de dezvoltarea determinaniului d dupd linia 1.
Demonstrajie. Vom nota cu .S suma

S = aj38;1 + 04a8is + ... + Gindin. (2)

S4 considerdm termenul g;;8;; = (—1)i*ia;;d;; din suma (2). S& presupunem mai fntfi

¢t i = j = 4. In acest caz un termen oarecare din dezvollarea determinantului d,, de

ordinul n — 1 este de forma Ogkylgky --- Onky, unde kg, ks, ..., kn sint numerele 2, 3,...,n,

eventual fn altd ordine. Rezultd ci termenul @,,0,x,a5k, --- @nk,, €Ste un termen al de-
terminantului d. Semnul termenuluia, @, ... 6, provenit din dezvoltarea deter-
ahy a,'!a nhy
minantului d,, este egal cu (—1)! unde ! este numdarul de inversiuni ale permutrii
Dol ) it '
a = .
ks ky ... kn ]
Deci semnul termenului apa, e, ... @, Pprovenit din produsul a,,8;, este
gk, "k nhy
(—)3(—1)t = (—1)L
Pe de altd parte, semnul termenului aya,, @y, ... Gyp in dezvoltarea deter-
2 3

minantului d este egal cu (—1)" unde r este numirul de inversiuni ale permut#rii

_(1 g -8 . n)
bliei T
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Cum ky > 1, ks > 1, ..., kn > 1, permutérile o si * auacelasi numir de inversiuni;
deci r = [. Prin urmare termenul Ay Gy oo By provenit din produsul a,8,,,

are acelagi’ semn cu cel provenit din dezvoltarea determinantului d.

Trecem la cazul general. Vom proceda in modul urmitor: vom schimba liniile gi
coloanele in asa fel incit elementul a;; s4 vind in locul elementului a;; $i minorul d;;
s4 ramini neschimbat. In acest fel linia i gi coloana j devin linia 1 respectiv coloana1;
linia 1 devine linia 2, linia 2 devine linia 8, ..., linia { — 1 devine linia i; coloana 1
devine coloana 2, coloana 2 devine coloana 3, ..., coloana j — 1 devine coloana j.

Determinantil obtinut prin aceste schimbiri il notim cu d’. Aplicind proprie-
tatea 3 a determinantilor, avem

d = (—1)itid’, (8)
in plus dyy = dij. Dac ayp, g, ... Gicahy_yGisahiy g - Cnky 05t UD termen oarecare din
dezvoltarea determinantului d;j, din egalitatea (3) i $inind seami de prima parte a de-
monstratiei, rezultd ca semnul termenului (—1)itiayy @, ... Gicgk; 4 @ij@itak; g -« Cniy
provenit din produsul a;;8;; este acelasi cu cel dat de dezvoltarea determinantului d.
in concluzie, fiecare termen din produsul @;;8;; luat cu semnul séu este un termen cu
acelagi semn, al determinantului d. Cum produsul ajjd;; congine (n — 1)| termeni,
atunci to}i termenii care apar in suma (2) sint in numir de (n — 1)In = nl. Deci in
suma (2) se glisesc toti termenii (inclusiv semnul) determinantului d. Deci are loc egali-
tatea d = §.

Consecinta 1. Fie d = | aj; | 1gign WN determinant de ordinul . Pentru orice
i<isn
j # i are loc egalitatea

2181 + 41282 + o+ + @ 8jn = 0.

Demonstratie. Considerim determinantul

Gy Q13 e Oap
J ‘.zi.l. e .c.l{.a. o i am 0
= a“ o .‘.1;!. g i aiﬂ ()
@ny Gna .-+ Opp

care s-a objinut din d prin inlocuirea liniei j cu linia i. Cum d’ are doud linii egale,

aplicind proprietatea 4 a determinaniilor, avem d’ = 0. Dezvoltind determinantul d’

dupd linia j (conform teoremei 1) obtinem egalitatea cliutati.

Din proprietatea 1 a determinantilor si teorema 1 objinem

Teorema 2. Fie determinantul de ordinul n, d = | a;; |i<ign - Atunei pentru
igisn

orice 1 < j < n are loc egalitatea
d = aljslj + azjagj 4+ ... + ﬂ-njs-n_j . (1’)
Egalitatea (1’) poartd denumirea de dezvoltarea determinantului d dupd co-

loana j.
Consecinta 2. Fie d = | a5 | 1gignun determinant de ordinul n. Pentru 'orice
i

sisn
i # j are loc egalitatea

(Z’_,'Sﬁ + am-Szi + + (Enj SM = 0
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Demonstrafie. Se aplicd proprietatea 1 a determinantilor si consecinfa 1.

Dupi cum se observi, teorema 1 cit gi teorema 2 dau procedee prin care
calculul unui determinant de ordinul n se reduce la caleculul unui anumit
numir de determinanti de ordinul n — 1. Pentru a simplifica calculele, in
aplicatii, vom face dezvoltarea Unui determinant dupi acea linie sau coloand

care are cel mai mare numir de elemente egale cu zero. Din aceste motive,

la calculul unui determinant vom aplica sistematic cele 9 proprietdti ale
determinantilor pentru ca, pe o anumitd linie sau coloani, si obfinem cit
mai multe elemente egale cu zero.

Egxemple. 1) 5i calculim determinantul de ordinul 4:

Ppebtie gl ) 4
g Ui

d = 3 : .
[ e g g 4y
6 —5 4 —4

Cum linia a treia confine un element nul vom face dezvoltarea determinantului
dupd linia a treia:

2 -1 4 1 2 &
d=(—1)p4 -2 1 & —5 | 4 (—1)** -1 |3 e e
= 4 _z,; 6 =5 =&l
1 2 -1
(=t (—1) |8 1 &
6 —5 4
Calculim primul determinant de ordinul 3:
TR T 4 g g 9k =B NG e & e
1 & -5 | = 1 L —5| = 1 8 —b =—3’ 1 &‘::-"75.
-5 & —4& | =56 4 —4 -5 —1 —4&| wEL

La calculul acestui determinant am procedat astfel: mai intfi am adunat linia 3
lalinia 1 si apoi am adunat coloana 1 la coloana 2. in final am dezvoltat deter-
minantul dupd prima linie,

Calculdm al doilea determinant

I

s e B O L s

g =p =& P Sy ] 2 i

=7 +(—29) 4+ 818 = —149.

La calculul acestui determinant am adunat mai intfi linia 3 la linia 1 gl apoi
am fdcut dezvoltarea dupd linia 1.
Calculim al treilea determinant:

§ N gy 1. 2% g 1 0 0 L s
8 4 &l=|a:c 1 glam|d —Boo7l=trwin ’ = —50-4119 = 69.
B 6 —5 10 6 —17 10
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La calculul acestui determinant am procedat astfel: mai intti am adunat
coloana 1 la coloana 3, apoi am inmul{it prima coloand cu —2 si am adunat-o
la coloana a doua. In final, am dezvoltat determinantul dupd prima linie,
Deci valoarea determinantului d este:
d=2-75— 149 4 69 = 70,
2) 84 calculim determinantul de ordinul &:
—2 5 ¢ —1
1 0 3 7
d = .
S 0 5
2 6 —4 1

Cum coloana a treia contine doud elemente egale cu zero vom face dezvoltarea
dupd aceastd coloand:

—2 5 —1 —2 5 —1
d=(—1)*3:3| 8 —1 5|4 (—1)pt-(—&)| 12 0 7|
TR | 3 -1 5
Calculam primul determinant de ordinul 3:
—2 5 —1| = 41 0
‘ 5 A e 11 il 77
3 -1 == = 2 oAl T )
2 6 1 4 6 1

La calculul acestui determinant am adunat linia 3 la prima linie i apoi am
dezvoltat determinantul obtinut dupd prima linie.
Calculdm al doilea determinant:

~2 5 —1| |0 5 13

] 0 R P i T e S T g
T § o oS 5‘ L ‘

TR 5 | 3 —1 5

La calculul acestui determinant am fnmul{it linia a 2-a cu 2 i apoi am adunat-o
la prima. In final, am ficut dezvoltarea dup# prima linie. Valoarea determinan-
tului d este

d=(—1)%2+3:77 4 (—1)42- (—4) 67 = —231 + 268 = 37,
3) S4 calculim determinantul

ayy 0 0 0
gy Qgg 0 0

A= gy ag @33 T
Opy  Cpp Qng «ov Opn

(i PP 0 0 i )

Qg a 0 0
d= a; L c

na Qi | i ann
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fn continuare facem dezvoltarea tot dupi prima linie si obfinem

ag; 0 0
a a 0
d = a3,855 - “ ‘
Gny @na oo Gnn
Continuind procedeul ca mai sus obtinem in final c#
= 0330390s3 -.- @nn.

Exercitii

-1, 84 se calculeze determinantii de ordinul doi:

=4 - —9 1 2 a b|, d) cos &« —sin a 4
a) el ) =5 =4 | ) =b a|’ sin o cos |’
’g}sinu cos a| 1‘)‘ Ay ’g}ll/_f-i-l/ﬁ 2 — /5
sin B cos B’ AN o | i 2+ V3 V-3
loged logd ' o o ] o? o 2¢ 20
'h)- g(l gL : l) x J}‘ I; " 5] »
loggc logpa —1 w —w 1 2-f 2

unde w este o rddicind cubicd a unitdfii (w® = 1); &, B sint numere reale.
~2. Si se calculeze determinantii de ordinul 3 folosind regula lui Sarrus:

i ;
8. Folosind numai definifia determinantilor de ordin n, si se calculeze urm#toril

determinanti:
1 0 0 0 0 0
0 2 0 0 0.0 0
a)lo o 3 0|5 blilio® " 0 Sok|®
0% 0 S0 n n 0 0 0

9. Fied = | a;j |iign unde a;; sint numere complexe. Dacé a;j = @j; oricare ar fi i=1,
1gjsn

2, vy ngij=1,2, .. n sise arate ci d este un numir real.

10. S4 se calculeze determinangii:

-1 1 3 0 1 7 (R a b b
a)|—1 1 2|;: b)]—2 14 —1|: ¢)(1 0 1|;d)|d a b|;
“ 5 —1 3ty . o 1 40 b b oa

1 1 1
e} (1 @ ®| unde o este o ridicind cubicd a unitdii («® = 1);
1 ! o
a* Slab bt a? 2ab b?
4)|b* a* ab|;-g| B*  a@®  2ab |
ab b* a® | 2ab b? a?

8. Cu ce semn vor apirea in determinantul de ordinul 5 termenii:
8) @109y Ges5a; D) 1302505300055 C) 1302505400195 7

4. in determinantul de ordinul &, se giisesc termenii urmitori:
a) 0330 40330435 D) 31400050005 €) G1305105000s7

6. Cu ce semn apare, in determinantul de ordinul n, produsul elementelor de pe diagonala
principala? :

6. Cu ce semn apare, in determinantul de ordinul n, produsul elementelor de pe diagonala
secundard?

7. Si se scrie tofi termenii care apar in determinantul de ordinul 6 si care sint de forma

215024 %ahg%a1%5hg Tea-
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0 - BN e | 452§ % —1 2 & 5
L IR A I L —1 & 1 2
:+ b :
Mily a5 alf P 6 e ap ] 0 g a1 —alf
L A ) 2 4 23 & 3 2 ‘ll
-1 (I Iy : B | 1| 3 4 -0 0
2 —1 3 4 1 2 38 & 2 -3 0
d) e) f) 4
B =] By | 2 3 4 5| TR (SN |
2 —2 4 A1 8 4 5 6 el kst St
e ;e B A
0 .\“l 3 0 a b ¢ ; s 0 : ;
) —1 0 ;‘., h) —a 0 d e i) : 3 4 3 _i
g__z__? ) B2 S LS ‘113_1 o'
-3 —4 —5 0 —c —e =f 0 J
; . 0 & 0 2 5
11. 84 se verifice egalitétfile:
a+b b+c¢c ¢ +a .‘
a) | a® + b b4 c? ¢ 4 a® | = 2abe(e — b)(b — c)(c — a);
@+ b b4 c® ¢+ a?
a—b—e¢ 2a 2a
b) 2b b—c¢—a 2b = (a + b + ¢)%;
2¢ 2¢ ¢c—a—b
z Y F
c)|z* ¥ 3 |=(ay+ ¥z + 3z)(z — y)ly — 3)(s — =);
yz iz zy
a?® 8a? 3a 1
d) a® a®+ 2% 2a + 1 1 = (a —1)°
= a 2a-+1 a4 2 1
1 3 3 1
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12, 54 se rezolve ecuatia:

a —z
ba
ca

18, S# se rezolve ecuatia;

S O R oy
- =)

14. Si4 se rezolve ecuafia:

8B R A 8

ab
b? — g
ch

f 8 B &
& 8 & 8

be

-2

(== =

B &8 A &

15. Si se calculeze determinantul de ordinul n:

B = = o0
I
=)

| —1 a a
e a
a a -1
a a a
16. 5S4 se calculeze determinantul
Zy
d = z,
Ty

stiind c& =z;, =, =, sint ridicinile ecuatiei 2® — 22% 4 2z + 17 = 0.

17. Si se calculeze determinantul

d::

stiind cd z;, x;, 25, x, sint ridicinile ecuatiei a% + pa?® + gz +r = 0.
18. 84 se demonstreze prin inducfie dupd n cii determinantul

1

ay
ai
ait

este egal cu n (&i — aj).
Igj<ign
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| &y
Ty
Ly

g

1
ay

y
ad

n—1

az

Zg
Ty
Ty

£S5

Ty
Ty
Ty

Ty
Ty
T

Ty

Ly
Zy
T

Z,4
Zy
Ty
Iy

1
an
2

Qn
apt

ilf

CAPITOLUL IV

Rangul unei matrice.
Matrice inversabile

1. Rangul unei matrice. Sa considerdm o matrice A cu m linii gi n coloane
cu elemente numere complexe,

Ay, Qi .- Ain
a. a e Oan
A = & e e ﬁm:n(c)v

Am1 Qmg - Gmn

iar £ un numir natural, astfel incit 1 € &k < min (m, n) (prin min (m, n)
intelegem cel mai mic dintre numerele m gi n).

Daca in A alegem £k linii: 71, i2, ..., iz 51 k coloane: jj, ja, ..., Jjin €lemen-
tele care se gdsesc la intersectia acestor linii §i coloane formeaza o matrice
patraticd de ordin k: ‘

Gty Gy 4: vor BiGY

@i, j, ai,j, e ailjh e ﬁh(ﬂ)
;)

Qipdy  Cipdy -+ aikjh

al cdrei determinant se numeste minor de ordin k al matricei A.
Observim c# din matricea A se pot obtine C* - C* minori de ordinul %
ai matricei A.
In continuare ne va interesa si afldm ordinele minorilor nenuli ai ma-
tricei A si in special ordinul cel mai mare al acestor minori (nenuli).
Sa considerim A # 0,,, 0 matrice cu m linii si n coloane. Cum mafri-
cea A are elemente nenule, existd minori nenuli de un anumit ordin & > 1.
Dar multimea minorilor matricei A fiind finitd este evident cd existd un
numdr natural r, 1 <r< min (m, n), astfel incit sd avem cel putin un minor de
ordin 7 nenul, iar toli minorii de ordin mai mare decit r (daca existd) si fie nuli.
Definitie. Fie A &€ M p,n (€) 0 matrice nenuli. Spunem ¢i matricea A are rangul
r, si seriem rang A =r, daci 4 are un minor nenul de ordin r,
iar tofi minorii lui A de ordin mai mare decit r (daed existi)
sint nuli.

Daci A este matricea nuli, convenim s spunem ci matricea are rangul 0,
adicd rang (0,,.) = 0.
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Pentru calculul rangului unei matrice este utild teorema urmditoare.
Teorema 1. Fie A # 0,,, o matrice. Numirul natural r este rangul matricei
A dacd gi numai daed existd un minor de ordinul r 2l lui 4,

nenul, iar tofi minorii de ordinul r 4 1 (dacd existi) sint nuli.
Demonstrajie. Dacé r este rangul matricei 4, atunci toti minorii de ordin mui

mare deeit r sint nuli; deci si cei de ordin » + 1 sint nuli. Pentru a demonstra reciproca,
este suficient s observdm cid daci toti minorii de un anumit ordin k ai matricei 4
sint nuli, atunci sint nuli si minorii de ordin & + 1 ai matricei, Intr-adeviir, dezvoltind
un minor de ordin & 4 1 dupd elementele unei linii (sau unei coloane) obfinem o sumi

de produse, in fiecare produs fiind ca factor un minor de ordinul & al matricei. Acegtia
fiind nuli rezultd cd suma este nuld, adicd minorul de ordin k - 1 este nul,

Exemple. 1) 8a calculim, rangul matricei
3 2 =5 &
A=|3 —1 3 —3 |-
3 5 —13 11
Calculdm minorii de ordinul al treilea ai matricei 4 si glsim ci tofi sint nuli:

) 3. 2 4 | AN 4 gy =g A
3 -1 3|=|38 =1 —8|=!38 8§ -—3|=|-—1 3 —3|=o0
3 5 =13 3 5 1 3 —13 1 5 —18 441

Deoarece existd minori de ordinul al doilea nenuli, ca de exemplu:

3 2
= =9 %0
la —1’ g

rezultd cl rang A = 2.
2) S calculdm rangul matricei

PR S LS T
1° 2% 8 ' 4
Bimilig 59 8 0i0e 1)
1 4 10 20 1 .
Calculind minorii de ordinul al patrulea, glisim c& minorul
L R e
) L Y
§ argicdog Fgp A 0
1 & 10 20

este nenul si nu existd minori de ordin mai mare (matricea avind patru linii).
Deci rang B = 4.
Calculul in acest mod al rangului unei matrice este in general anevo-
ios. Vom da ulterior un mod de calcul mult mai simplu al rangului.
Vom expune acum un rezultat util pentru unele consideratii asupra
rangului produsului a dou#d matrice. :
Teorema 2. Fie A € M, (C) §i B € M, ,(C) douii matrice. Afunci orice minor
: de ordin %, 1 < k < min (m, s), al produsului de matrice AB
ge poate scrie ca o combinajie liniard de minori de ordinul % ai
matricei A (sau, c¢i o combinafie liniari de minori de ordinul /
ai matricei B).
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Demonstrajie. Fie A = (aij)gigm $1 B = (bij)igigncele doud matrice. Atunoi

: i<jisn I<iss :
produsul lor se scrie:

n n n

g: aynbny ?_j asnbhg - Y, Ganbhs
=1 =1 h=1 r

AB = - ¢

n n n

2 @mhbhy ; amhbhs - pamhbhs g

h=1 =1 =1

S4 considerim un minor 8 de ordin k al matricei AB, situat la intersecfia liniilor
iy, Igy «-es ks 5i coloanelor ji, Ja, - Jk:

n n n
S ainbh, ﬁ ainbhj, ... aihbhj,
h=1 =1 =1
n n n
ai,hbhj, g: ainbhj, @i, hbhj ;
5= ; = :; k

..................................

n n
; @i, hbnj, é i, hbhj, - ;’ a, nbnj,

Deoarece fiecare element al lui 3 este suma a n termeni, 8 se poate descompune,
folosind proprietatea 7 din Cap. III, pct. 3, intr-o sumi de nt minori de forma:

| @ipbhg,  ginbhg, .. aipbh,
ai,h,bhq, AT AR ai,r.hb hyiy
ai khlbhljl a; kh,bhajl aikhkb hkjk
@ih, @k, ... aihy,
. | @i " aih aih
= bhyjbhyj, .. bnd | L2 )
i a ai
ashhl ‘kh i, By,

Deci & este o combinatie liniar# de minori de ordinul  ai matricei A, i
Analog se aratd ca & este o combinatie liniard de minori de ordinul & ai matricei B.

Din aceastd teoremid se deduce urmétoarea:
Consecintd. Rangul produsului a doudi matrice este mai mic sau egal cu
rangul fiecdirei matrice.

Demonstragie. Intr-adevir, fie 4 si B doud matrice astfel incit sii putem_efectua
produsul AB, si sd presupunem c# tofi minorii de ordin k& ai Jui A (sau ai lui B)
sint nuli. Conform teoremei precedente rezultd c& minorii de ordin k ai matricei AB,
care sint combinatii liniare de minorii de ordin & ai matricei 4 (sau ai matricei B)
sint, de asemenea, nuli. Dupd definifia rangului unei matrice, rezultd deci ci:
rang (AB) < rang A si rang (4B) < rang B. - ) y
Observatie. Nu existd o relajie bine determinatd intre rangurile factorilor §i rangul pro-

dusului de matrice, dupd cum se poate vedea din exemplele urmétoare:

Ogrit 2 0 - 0 0
[4 0) (o 0) s [s 0]'
2 0 0 0 0 0
(o o] [:. 0] i (o 0]'
In aceste dou# exemple in care se inmuliesc matrice de rang 1, produsul
este, in primul caz, de rang 4, iar in cazul al doilea de rang 0.
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2. Matrice inversabile. O matrice pdtratici se numeste singulard (sau
degeneratd) dacd determinantul sdu este nul, §i se numeste nesingulard (sau
nedegeneratd) dacd determinantul siu este nenul. .

patraticd cu n linii 81 n coloane:

170 v 0

it ()1 0

OIS oo
Matricea I, comutd cu orice matrice A de acelagi ordin cu ea; mai mult:
AL =T, A=A, (1)

Definifie. Fie A o matrice pitraticd de ordin n. Se spune ¢d A este inversabild
dacid existd o matrice B pitraticd de ordin n astfel incit

AB = BA =1,.

Matricea B se numesgte ingerse matricei A.
Observam, de asemenea, ci si A este inversa lui B.

Teorema 1. Inversa unei matrice pitratice, dacd existd, este umici.

Demonsiratie. Fie A o matrice patraticd de ordin n. S presupunem ci B si B’
sint douf matrice de ordin n, astfel incit
AB = BA =1I,si AB' = B'A = I,.
Folosind asociativitatea produsului de matrice, avem
B’ = B'I, = B'(AB) = (B’A)B = I,B = B;
deci B = F*
Notatie. Inversa matricei A, dacd existd, se noteazi cu A~
Din relatia
A4 = A"'4 = 1,
rezultd cd (4! = A.
In continuare vom studia problema existentei inversei unei matrice
pitratice date. Mai intii demonstrim urmitoarea . :

Teorema 2. Fie A o matrice pitratici de ordin n cu coeficien{i numere com-
plexe. Atunci matricea A este inversabili daci si numai dacs
det A este nenul (adici A este nesingulari).

Demonstratie. S presupunem cd A este o matrice inversabild de ordin n;
atunci existd A~! astfel inecit: ;

: AA7 =1, (2)
(I, este matricea unitate de ordin n).

Este evident cd rang I,= n. Conform consecintei din paragraful pre-
cedent avem cd rang (4A4-!) < rang A. Cum rang (44A™!) =rang I,= n,
rezultd cd n < rang 4 si deci rang 4 = n. Asadar, ordinul celui mai mare
minor nenul al lui 4 este n, acesta fiind tocmai det A. Deci det 4 s 0, adici
A este nesingulara.

Reciproc, dacd A este o matrice nesingulard, adicd d = det A # 0,
demonstrdm ci ea este inversabild, congtruind efectiv inversa sa.
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Amintim cd am notat cu I, matricea unitate de ordin n, adicd matricea

Definim mai intii o matrice ajutdtoare. Dacd A este matricea de ordin n:

an Gz .- Cip
azy Qag Qgn
A=
An1 dpz Ann
atunci matricea
Ajl Aﬂl An 1
A Ap Apa

................

al cérei element apartinind liniei j gi coloanei i este complem%ntul algebric
al elementului a;; din matricea A, se numegte matricea adjunctd matricei A.
Si caleulim produsele AA* gi A*A. Folosind formula de dezvoltare a
unui determinant dupi elementele uneia dintre linii (sau coloane), cit si faptul
¢é suma produselor dintre elementele unei linii (sau coloane) a unul deter-
minant i complementii algebrici ai elementelor corespunzétoare ale altei linii
(sau coloane) este nuld (vezi, Cap. III, pct. 5, consecinta 1), obfinem:

Al e )
AA* = A*4 = (3)

..............

0
unde d este determinantul matricei A. Impértind prin d egalititile (3), se
obtine:

d 0 0 0 10 0 0
1 1 1{oa o0 .. of o1 0 0
[ e R R e i Lo AL
OR0] L0 e @l A 80 L A

Asadar, A [-} A ] = [% A¥ ) A =1, si deci A este inversabila,

1 -,
Avem A1 = 7 A% sau explicit

) b
p) TR P
Ay Ap; Ans
Al= T d .
Ay Ao Ann
FrlE ol

' Deci inversa unei matrice nesingulare A se obtine impértind elementele
matricei adjuncte A* prin d = det A. '
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Observapii. 1) Dacé A este o matrice nesingulari, deci inversabild, atunci A4-? este, de
asemenea, inversabili ((A-1)—! = A) si deci nesingulari.
2) Dac# A este o matrice nesingularsi, atunci matricea sa adjuncti A* este

nesingulari.
Intr-adevir, daci A4 este o matrice de ordin n, nesingulard, avem relafia
00 s 20
0 sds 00 0
AA* = A*4 = ' (&)
O 0 00 L0l il

unde ¢ = det 4 si A* este matricea adjuncti.

Este suficient si observim c# rangul matricei din dreapta egalitifilor (4)
este n si, ca in teorema precedenti, rezultit ci rang A* = n, adicli det 4* £ 0.
8) Dacd A = /,(Q) (respectiv M, (R)) cu det A4 # 0, atunci 41 e Q)
(respectiv M, (R)).

'E.wmplu. Fie matricea

2 23
A= 1 -1 1
-1 .
Calculim determinantul siu gi obfinem .
2 2 3
1 —1 1= —177#0.
-1 2 1
Determinantul siu fiind nenul, matricea A4 este inversabili. Avem
All Alt Aﬂ.
A*=| 4,, 4, Agg
Ap Ay Ay
84 calculim A5, 1 <4, j < 3. De exemplu,
An= (=19 -; :’ et
Ay = (—1)1 2 f ‘ =4;
§.a.m.d.
-3 [ 5
Deci A*=| —2 5 1 |si astfel
1 -6 —4
-3 & 5 3 4 b}
Byt ol A =
i o SV L P 8 W G
-7 -7 -7 7 7 9
1 —6 —4 1 6 &
e e g 7 5
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Observapii. 1) In exemplul precedent matricea A e _/][E(Z) are ca elemente numere

intregi, iar elementele lui A-* nu sint numere intregi, adici A nu este inver-
sabilj in M,(Z).

Este evident cé, dacd Ae _ffj, (Z)si det 4 = + 1, atunci A"le_/?l,,(z):
adicd A4 este inversabild in g, (Z).
2) Fie A si B dou# matrice piitratice de ordin n astfel incit 4 s4 fie nesingulary
(deci existd 4-%). S4 considerdm ecuatiile matriceale;

AX =B, Yd=B. (5)

Inmultind prima ecuatie la stinga ca A-? gipea doua la dreapta cu 4-1,
se obtine:

A AX) = A'B, (YA)A—' = BA—.
Folosind asociativitatea inmulfirii matricelor, rezulti
X =A"B 1 Y = BA™.
In general, solutiile ecuatiilor (5) sint matrice distincte, deoarece tnmul-
firea matricelor nu este comutativi.
De exemplu, fie matricele

3 5 1 -1
A= B = .
(1 2)2=( )
Matricea A este nesingulardi, avind determinantul 1.
Deci existd matricea 4%, care este

2 -5
g .
¢ (—1 3)

Solutiile ecuatiilor matriceale;
AX =B si YA=B . ;
sint deci, respectiv, matricele:

sl ST ey
S A B

=3 S |

Sd se calculeze rangurile matricelor:

1. a)_[2

2. a)

8. a)

6

5 £ B -1 8 ' |
3b H ’ C.

15] }lsm c)[2¢] g |
% 3 1 =gty

150 to Rty S e ' |

& 5 8 10 h212 1812 o [ \

: i )| = . I

: Mo 2 4 ) ol = |

8 1 6 2 ; |

ks—-sg A ‘

9.4 el g 1 0 1.0 3 oL 3v0 '8 '

R P 11 0 0 0 2 0 2 o0 |

i b ) # |

e A A 01 1 0 SIS L ) \

1 3 -9 —1 00 i1t 0 0\3 0 [

o0 |



—
=k =

-

A

e ——— . T T

intre ele doud cite doud.
6. Si se afle valorile posibile ale rangului matricei

0 0 A1) dyy

0 0 0 aan
-------------------------------- £
0 0 0 Emyn—y
m  Gmgz ... %myn-1  %mn

unde ain(l < < m) 8i api{l < j < n) sint numere oarecare,
7. Sd se afle valorile lui a=C, pentru care matricea

2 1 1 3
3 2 -1 4

(] 3 5 -8

7 =5 3 1

are rangul minim, ad
8. Sa se calculeze rangul matricei

2 o -2 2
E -1 2% 5
2 10 —12 1

pentru diferite valori ale lui « & C.
9. 84 se demonstreze cd rangul unei matrice nu se schimbi daci:
a) se transpune matricea;
b) se inmullese elementele unei linii sau unei coloane cu un numir nenul;
c) se permutd intre ele doud linii (coloane);
d) se adaugd la elementele unei linii (coloane) elementele corespunzitoare ale altei linii
(coloane) fnmulfite cu un numir oarecare.
Si# se afle dacd matricele urmitoare sint inversabile si in caz afirmativ s se giiseascy
inversele lor:

4. 52 3 &4 cose — sin o
10. a i b 3 i .
) [ 3 4 ] )[ 5 6 ] C)[sma cos oc]

b b
11. a) [“ }; h)(_: a], unde a, b, ¢, d = R.

¢ d
1 8 4 1 ~1 2y 2 2 3
19, Ayt ban i3l i) 3 D% [ T 1 —1 0}, unde & =R,

1. 88 AT () -1 b A
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g r{ e e 4 2 = .8
4 i =1 -1 0 1 2 —5
18. a) R '
! 1 —1 1 —1 0_ 0 i -3
li -1 -1 1} 00 0 1
el SN R U s T |
f A1
1 sl 4l ARSI
14. a) ] ; ejft A 1), unde AeC.
7 M R ) | U L s &
& 4 1
TR \1 1 4 0 !
16. Fie matricele:
2 8 =5 S R
4=\ 40 1)giB= 0 & —3].
-1 2 3 2 b 0

94 se calculeze:
2A — 2B; AB; B, B + B
16. Si se afle cum se modifici inversa A2 a matricei 4, daci asupra lui A sc efectueazi
una dintre transformdirile:
a) se permutd intre ele dou# linii (coloane);
b) se inmulfesc eleme :tele unei linii (coloane) cu un numér nenu];_

¢) se adaugi la elementele unei linii (coloane) elementele corespunzitoare ale altei
linii (coloane) inmul{ite cu un numdér oarecare.

17. Fie A si B matrice inversabile de acelagi ordin. S se arate ci urmitoarele egalitii
sint echivalente:

AB = BA; AB*= B! A; A B = BA™; A-* B-1 = B-1 4,

84 se rezolve urmatoarele ecuafii matriceale:

wal? )=z ) wx(s -0 )

{6, [—1 2 .X.[a 5)=( 8 13)‘
-3 8 5 8 -4 =7

A4 3 -3 —1 5 3\
P o B O P G T G R
CTEN gt gt aoe
(1111 123 4
TR 012 3
21'0011)""'=0012'
0 0 0 1 oqoa}
g .8 3 by =8 e
9o. | 1 =1 o) xlot 2l=fo 1 4}
-1 2 1

0 0 4 0 0 1
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CAPITOLUL V

Sisteme de ecuatii liniare

1. Nofiuni generale. In acest capitol ne vom ocupa de sistemele de ecuatii
algebrice de gradul intfi cu mai multe necunoscute sau, aga cum li se mai
spune de obicei, sistemele de ecuafii liniare.

Studiul acestora este foarte important pentru matematici. Spre deose-
bire de clasele anterioare, vom studia acum sistemele cu un numér oarecare
de 'ecu‘at,ii gi de necunoscute, chiar gi cazurile cind numirul de ecuatii ale
sistemului nu va fi egal cu numirul necunoscutelor.

Fie dat un sistem de m ecuatii cu n necunoscute. Convenim s§ notdm
necunoscutele prin: z, s, ..., &, coeficientul cu care apare necunoscuta z;
din ecuatia a i-a prin: a;;, iar membrul al doilea (numit termenul liber) din
ecuafia a i-a prin b;. Cu aceste notatii, sistemul de ecuatii liniare se scrie
sub forma generald:

auty + @itz + ... + awy = by,
%1 + G + ... + A%y = by, )
Cm%1 + Cpa¥z + oo+ Apn%p = by,

Sistemul (1) poate fi scris condensat sub forma:

n
o ; ’
Y v =byl<i<m (1)
i=1
Coeficientii necunoscutelor formeazd o matrice cu m linii si n coloane:
aiy Q2 ... Ay
A (123} 127 aes aan

aa (2)

: ' (/3% P A R T
numitd matricea coeficientilor sistemului sau, simplu, matricea sistemului.
Matricea cu m linii §i n -+ 1 coloane

G @iz ... Gy by
J-'_— Aoy Qoz . lop bg

By s Tpg sves. Winsy i
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cdre se obfine addugind la coloanele matricei A coloana termenilor liberi
by, by, ..., by, se numegte matricea extinsd a sistemului.

Un sistem de numere «,, o, ..., &, se numeste solutie a sistemului (1),
dacd inlocuind necunoscutele =y, &,, ..., #, respectiv prin aceste numere,

toate ecuafiile acestui sistem sint verificate, adicd
n

2 a0 = by, 1<i<m.
=
Un sistem de ecuatii care nu are solutii se numeste incompatibil.
Asa este, de exemplu, sistemul:
3.’1}'1 - 5222 = 2,
335'1 + 5.’1)2 = 9. "
Deoarece primii membri ai celor doud ecuatii ale sistemului sint aceiasi,
iar membrii ai doilea sint diferiti intre ei, este evident ci nici un sistem de
valori ce inlocuiesc necunoscutele z;, @, nu poate satisface simultan ambele
ecuatii. _
Un sistem de ecuatii liniare care are cel putin o solutie se numeste com-
patibil. Un sistem compatibil se numegte determinat dacé are o singuri solufie,
§i se numeste nedeferminat dacd are mai mult decit o solutie.
Astfel, sistemul-
x4 3373 = 7,
[ &+ 2 =5
este determinat, deoarece are solufia z; = 4, z; = 1 si aceasta este singura
solutie a sistemului.
Sistemul
23’)1 — ¥y = '.l,
I 4-’1:'1 == 2.’172 —
este nedeterminat, deoarece are mai multe solutii (chiar o mul{ime infinité

. de solutii) &y = k, 3 = 2k — 1 , k fiind un numir arbitrar. (3)

Observdm cé solutiile care se obtin din formulele (3) ne dau intreaga
multime de solutii a sistemului. : '

In legiturd cu sistemele de ecuatii liniare ne punem problema stabilirii
unor metode care sd ne permitd sd decidem dac# un sistem de ecuatii dat
este compatibil sau nu, iar in cazul in care este compatibil, si putem spune
dacé este determinat sau nu, i si ddm procedee de gisire a tuturor solutiilor
sale.

2. Regula lui Cramer. La inceput vom relua rezolvarea unui sistem de
ecualii liniare de trei ecuatii cu trei necunoscute, expusi in cap. III, pet. 1.

Sé consideram sistemul:

@11%1 + @1a%s -+ @133 = by,
[ @21%1 -+ Q2a%y + A2aT3 bs, (1)
312y + A9e%3 + agawy = bs.

I
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Matricea sistemului este:
211 Q12 Qg3
A= oy Qaz Qg3 |*
d31 Qagzz Qa3
S& presupunem c# determinantul d = det A al matricei A este nenul.
Numirul d = det 4 se numeste determinantul sistemului.
S& notdm prin X respectiv B, coloana necunoscutelor, respectiv a

termenilor liberi, adici
{.’L‘l bI
X =" Za | , B = ba s
\-?33 by
Numérul coloanelor matricei 4 fiind egal cu acela al liniilor matricei X,
produ.n?ul AX se poate efectua si este egal cu coloana primilor membri ai
ecuatiilor (1). Astfel, sistemul (1) se poate scrie sub forma unei ecuatii ma-
triceale: :
AX = B. (2)
'l?’latricea A fiind nesingulard, existd inversa sa A~!. Inmul{ind la stinga
ambii membri ai ecuatiei (2) cu A~ obtinem 4-*(4 X) = A~! B, sau (4~ AX=
= A7' B, adicd I3X = A B, unde I; este matricea unitate de ordin 3.
In final, obtinem:

X = A'IB.
Tinind seama de notatiile de mai inainte gi de faptul cd
4y 4y 4y
d d d
A1 = |4 An 4y
d d d
4y An Ay
| [y
obtinem:
C51 |4u  4n Ay by

d d d

A A A 1
zs| = .d_“ _;_3 T;.’? by = E-(Ambl—l-Azzbz-!-Aazba)

4 A Ay
3 B ud . @l il
Din egalitatea matricelor rezultd ci:

Ty = %(Anlh + Agiby + Asibs),

,% (A11b; + Asibs + Asgybs)

%(Amlh + Aasbs + Assbs) e

; :
ay= o (A1aby + Ageby -l Agoby),
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I3 = % (Asby + Asabs + Aasbs),

ceea ce putem scrie condensat:

3
1 £
e EEMA‘.,I;,., j=1,2, 3

2 4

Dar expresiaz Ajb; = Ayjby + Agjbs + Asjbs reprezintd tocmai dezvol-
=1

tarea, dupi elementele coloanei j, a determinantului care se obtine din deter-

minantul d, inlocuind in el coloana j prin coloana B a termenilor liberi. Vom

nota acest determinant prin d;. Atunei:

b]_ a1z disz 2 au bl Q13 ay; Qg bl
dy = |bs a5 asm|, dz=|as by am;|, dz= g1 Q22 ba|-
bs Q33 dsg as by ag a3 Q33 bs

Prin urmare, solutia sistemului (1) este:

d, dy 4
Ty = == Lo === — ... 3
3 d " f Rt d @)

Observam ci formulele (3) sint tocmai formulele obtinute in cap. III, pet. 1.

In concluzie, am obtinut pe altéd cale cd, un sistem de 3 ecuatii cu 3 necu-
noscute, care are determinantul matricei sistemului nenul, este compatibil §i
determinat, iar solutia sa este datd de formulele (3), cunoscute sub numele de
formulele lui Cramer.

Vom generaliza acest rezultat pentru sistemele de ecuatii liniare de n
ecuatii cu n necunoscute (care au determinantul sistemului nenul).

Fie sistemul

Ty =

an®; + et + ... + T, = by,
A%y + A% + ... + Gop%n = by, (4)

..............................

@n1%1 + @na%z + ... + AppTn = by,
unde a;, §i by, 1 < i, j < n, sint numere complexe.

Facind notatii analoage celor de mai inainte, anume:

aiy Q12 .- Q1 T by
A ={1%1 @Gz .- Gon

................

Qpy Gp2 -« Gpg Ln by
sistemul (4) se poate rescrie sub forma unei ecuatii matriceale:
AL =R,

Fie d = det A determinantul sistemului i d;, 1 < j < n, determinantul
care se obtine din d prin inlocuirea coloanei j prin coloana B.
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- De exemplu,

by a3 aiz .. Ain ay by ags
dy = by azm ass ... ag, , dyg=|a21 bz as
bn Qnz Qps Ann apy by Ap3 ..

g.a.m.d.

Q1n

azp

. s a

Ann

Teoremd (Regula lui Cramer). Cu notatiile de mai fnainte, dacdi d = det 4
g 3

este nenul, atunei sistemul (4) are o solufie unies, anume:

29 MEPLEL S LR i

B g eI R

sub forma unei ecuatii matriceale:
AX = B.

ecuafiei (5) cu A si obfinem

X = 4B
Dar
4y 4n | Am
di ol d
: Ay Adn | Am
ATh =13 d d
A Aen nn
| d d d |
i cu notatiile precedente obfinem
(%) [4u 4a . Awm| [B] (14
d - a d d =
Tl | Aw | Am| |% 1 &
alia . ad d =|7&
Ain Am | Am <585
ol VU2 5 Tl o

1 n
de unde zj = i E Aijhi, 1 <j < n.
¢ !

n
Dar, avem pA,-,'b.- = dj si deci
=1

dj

z,—-E, 1€j:—éﬂ.

A bJ

Aia b;

Ain b; ‘

Demonstragie. Ca si in exemplul considerat mai inamte, sistemul (4) poate fi scris

(5)

Cum A este nesmgulara existd inversa 41, Inmultlm la stinga ambii membri ai

(6)

In concluzie, un sistem de n ecuatil liniare cu n necunoscute,al cirui
determinant este nenul, este compatibil determinat, iar solutia sa este datd
de formulele (6), numite formulele lui Cramer.

Observagie. Dacé sistemul (4) are coeficienti numere rationale (respectiv nuinere reale),

Ezemple.

atunci solufiile sale sint rafionale (respectiv reale).
1) S84 rezolvidm sistemul de ecualii liniare
E5 1 + Zg 2F T3 = 1:

azy + by +cxy =1, (a#b, b#ec, azkc).
ax, + bz, 4 ez, = 13,

Determinantul
1 1 1
d=|a b c¢|=(—a)lc—a)fc—0>b)
' a? b? ¢? -

al acestui sistem este nenul, solufia este datd de formulele lui Cramer,
Avem

R e
di=|t b ¢ |=(b—1t)c—t)e—0)
A G SoR

si deci
S (b — t)e — 2)
= ROMEE R U

d (b—a)lc—a)

x, iz, se deduc analog.
2) Sd rezolvAm sistemul de ecuatii liniare

22y — wy L0y — g = 1,

22y — xy — 37y =2,

3z — a3 + 2, = -3,

2zy + 2x3 — 224 + S5z, = —6,

Determinantul
2 -1 1 —1
2 -1 0 —3
d = = —9
' 3 0 —1 1

2 2 -2 5

al acestui sistem fiind nenul, solufia este dati de formulele lui Cramer.
Valorile necunoscutelor vor avea la numdrdtor determinanfii:

1 -1 1 =1 2 1 1. —1
= 6l 2 P, S Y. |
= 2 L 1 = 0; dﬂ = = —'18;
—3 0 —1 1 3 -3 -1 ¢
—6 2 -2 5 2 —6 -2




2 —1 1 —1 2 —1 1 1
DR — 20 =1 0
dy = = —15; d, = =
£ G (e : o ey )
SN ORI QR o R I
Astfel, z; =0, z, = 2, =z, =§, zy = _ff.
3

este solufia sistemului nostru; mai mult, aceasta este unica solutie.

3. Caleulul rangului unei matrice. Am observat in cap. IV, pet. 1 ci
metoda de calcul a rangului unei matrice (bazata pe definitia rangului) nece-
s1td, in general, calculul unui numéir destul de mare de minori. In cele ce
urmeazd vom arita cum se poate simplifica considerabil acest calcul.

Am ardtat in cap. III, pet. 3, ce intelegem prin faptul ci o coloani (res-
pectiv linie) a unei matrice este combinatie liniard de celelalte coloane (res-
pectiv linii) ale matricei.

Fie acum D = | a;|, 1 < i, j < n, un determinant, iar A matricea (a;3)s
1 < i, j < n Dacd o coloani (respectiv linie) a matricei 4 este comhinaiie
liniard de celelalte coloane (respectiv linii) ale sale, se obignuieste s se spuni:
coloana (respectiv linia) determinantului este combinatie liniaré de celelalte
coloane (respectiy linii) ale sale.

Teoremd. Daca d = |a,f, 1 < i, J <k 1, este un ‘minant de ordin
k 1, nenul, iar determinantul D lagl, 1 <4, j <k, care se
obtine prin adidugarea unei livii i a unei coloane (a & — a) la d este
nul, atunei ultima (a & — a), adici cea adiugats, coloani {(respectiv
inie) a lui D este combinafie liniard de celelalte coloane (respeetiv
lnii).

Demonstratie. 84 consideram sistemul de ecuatii liniare:
An& + a2y + .o + Gy ®hy = Gk, -
Bp1Ty + Aasly + ...+ Qg paBh—y = A,
.................... (1)
—11%1 + Cp-1,9%s + .0 + Oyl ®hy =Chy,k

de &k — 1 ecuatii cu k — 1 necunoscute. Deoarece determinantul sistemului, care este
tocmai d, este nenul, rezultd ci sistemul este compatibil determinat.
Existd deci numerele oy, oy, ..., oy, astfel incit:

5 A130; + @90t + ...+ Gy kqdp—y = ayr,
] @n% t+ s + ...+ G0k = ag,

(2)

Cp—151%1 + B350 + ... + Cpgkg®i—y = Qh_1.k

Scadem din ultima coloani a Jui D combinaia liniard a primelor k — 1 ¢
i R ol
coeficientii oy, o, ..., oy, si rezultd: 4 P oane cu

ayq ayp Ay, 0
Gy Qgp v Qgl—y 0
D = Q151 k152 A1)k 0 i)
k—1
ey ey Apeyk—1 Ok — Z ) Qkj%
1=1
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Dezvoltim determinantul dupd elementele ultimei .coloane si obfinem:

k=1
D = d(ay — ariei) = 0.
‘2 kit
Cum d ## 0, rezultd:
h—1
Ay = 21 apjoj = Aoy I Oty + oo + Cykgopy.
Jl:

Aceasti relatie, impreund cu relafiile (2) exprimé faptul c# ultima coloand din D este
o combinatie liniard a celorlalte &k — 1 coloane ale lui D, cu coeficientii:

Oy, Clgy eeey Glfye
Coeficientii oy, o, ..., &p_; ai combinatiei liniare din teorema precedent#
sint independenti de linia %, dupd cum rezulti din formulele lui Cramer.

Operatia prin care addugém unui determinant o linie i o coloand se nu-
meste, de obicei, bordarea determinantului.

Agadar, dacd borddm determinantul d de ordin £ — 1 din teorema pre-
cedentd cu o altd linie gi coloand, astfel incit determinantul de ordinul % ob-
tinut sd fie nul, atunei, §i in acest caz, ultima coloana (respectiv linie) a acestui
determinant este combinatie liniard de celelalte coloane (respectiv linii).

Am demonstrat in cap. III, pet. 3 (proprietatea 8) faptul ¢d un determi-
nant care are proprietatea cd o coloand (respectiv linie) a sa este combinatie
liniard de celelalte coloane (respectiv linii) este nul.

Teorema precedentd ne aratd ca este adeviratd si afirmatia reciprocd.
Deci:

Consecinta 1, Un determinant este nul dacid si numai

nele (respectiv liniile) sale este com

coloane (respeetiv linii).

Consecinte 2. Rangul r al unei matrice 4 este egal en numi
goloane (respeetiv linii) care se pot

(respectiv liniile) matricei A, astfel

si nu fie combinatie liniard a celorlalte.

Astfel, daci rangul unei matrice A cu m linii si n coloane este r, iar D,
este un minor de ordinul r, nenul, coloanele (respectiv liniile) matricei A
cuprinse in D, au proprietatea ¢ nici una dintre ele nu este combinatie liniard
de celelalte. Mai mult, dupd cum rezultd din observatia precedentd, fiecare
dintre celelalte 7 — r coloane (respectiv m — r linii) este combinatie liniara
a coloanelor (respectiv liniilor) lui D,.

Deci numérul r, care reprezintd rangul matricei 4, poate fi gisit dupé
procedeul prig care ardtdm cd acele coloane (respectiv linii) ale matricei 4
care sint cuprinse in D, au proprietatea indicatd in consecinta 2.

Or, in demonstratie am folosit numai faptul ci toti minorii de ordinul
r + 1, care se obtin prin bordarea lui D, cu una dintre liniile i cu una dintre
coloanele rimase, sint nuli. Nu am folosit faptul c# tofi minorii de ordin r 4 1
gint nuli.
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Pentru a calcula rangul unei matrice, trebuie s trecem in mod iterativ
de la un minor la cei de ordin mai mare, obtinuti prin bordarea cu linii si
‘coloane dintre cele rimase fn afara minorului considerat.

Astfel, rangul unei matrice se poate calcula in modul urmator:

Fiind datd o matrice nenuld, aceasta are neapdrat un minor de ordinul
intii nenul (putem lua orice element nenul al matricei).

Dacd am gdsit un minor de ordinul k nenul, il borddm pe rind cu elementele
corespunzdtoare ale uneia dintre liniile gi uneia dinire coloanele ramase, obtinind
astfel toji minorii de ordinul k + 1 care-l conjin. Dacd to}i acesti minori sint

nuli, rangul matricei este r = k.

Dacd insd cel putin unul dintre acegtia (de ordinul k + 1) este nenul,
atunci retinem unul dintre ei i continudm procedeul.

Numérul minorilor de ordin r + 1 care trebuie considerati este (m — r) *
*(n —r) (in loc de Cp! Citt), reducindu-se in mod substantial numaérul lor.
Observatie. In general, numirul (m — r)(n — r) al minorilor de ordin r + 1 ce trebuie cal-

culafi pentru a stabili ci o matrice are rangul » nu mai poate fi micgorat.

Totugi numérul de calcule necesar pentru A afla rangul unei matrice se poate
reduce in diverse cazuri particulare.

Exemplu, S& calculém.raugul matricei

2 —1 1 3 &
N 2 =1 2 1 =2 .

2 —3 1 2y =2

0 2 2 =3 -6

Minorul de ordinul 2, care se g#seste la intersectia primelor dou# linii i a pri-
melor dou#l coloane, este nul.
Totusi, matricea 4 are minori de ordinul 2 nenuli, de exemplu:

—1 1
d = =—1%0,
| Sl 4
Minorul de ordinul 3
2 —1 1
&=l ey 2|=4s0,
2 —3 1

care incadreazi minorul d este nenul. Dar cei doi minori de ordinul 4 care A

incadreazd pe d’ sint nuli:

g et §) %0y e
S 1 Tpa i sl

S el a0
0 2 2 —3 OF vt /T i

Deci rangul matricei A este 3.

4. Sisteme de ecuafii liniare. Ne vom ocupa in acest paragraf de studiul
unui sistem oarecare de ecuatii liniare, fird a impune ca numaérul necunoscu-
telor s# fie egal cu numdrul ecuatiilor. Rezultatele obfinute vor fi valabile
gi in cazul in care numirul ecuatiilor este egal cu numarul necunoscutelor,

iar determinantul sistemului este nul, caz care nu a fost studiat pind acum.,

Fie un sistem de ecuatii liniare, cu m ecuatlii §i n necunoscute:

an®: + aw®s + ... + @iy = by,
an®; + gz + .. + @2,Tn = by,

......... 48 s e e 84 &8 88 s a8 s 8w oaw

Am®1 + Amg®2 + oo + ApnTn = by

(1)

Ne punem mai intii problema compatibilitd}ii sistemului (1). Pentru
aceasta, si analizim matricea A a coeficientilor sistemului §i matricea ex-
tinsd A4, care se obtine din 4 completind coloanele sale cu coloana termenilor
liberi ai sistemului (1),

a;n iz Ai1n adijn @12 .- Qyn bl

dgy dae Qon _ 1 n @G22 Aon bs
A = ) ‘(I =5 ¥

@i Cmz -+ Cun Bra G geoos g O

Este evident ci rang (4) < rang (4), deoarece minorii matricei A se gi-
gesc printre minorii matricei A.

Problema compatibilitdtii sistemelor de ecuatii hmare este rezolvatd
de urméitoarea teoremd:

Teorema lui Kronecker-Cappelli. Un gistem de ecuatii liniare (1) esto
compatibil dacd si numai daed ':mgul_nmtrieei gistemului 4 este egal cu
rangul matricei extinse A.

Demonstrafie. S4 presupunem, mai intii, c# sistemul (1) este compatibil; fie a,,
dg, ..., @ 0 Solufie a sa. Deci avem relafiile:

n

X aije = b, 1< i< m. (2)

Jj=1
Dac# rang A = r, am observat mai inainte cd r < rang 4. Pentru a_demonstra cil
avem egalitatea rangurilor, este suficient s& ardtim ci orice minor d,.,, de ordin
r -+ 1, al matricei A este nul. Dac# dy+; DU confine coloana termenilor liberi, atunci
este un minor al matricei 4 gi prin urmare este nul, deoarece rang A = r. Dacd, insd,
dry, contine coloana termenilor liberi, atunci este de forma:

QGigy,  Gidy ... i bi,
= @igjy Gyl s iy bi
= 271 272 2°r 2
driy =
Gipgydy Wpdy o oo Bipdy  Dipy
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Din relatiile (2) obfinem:
n
bik = 2 aipiti, 1 < k< r 41 (8)
i

=
fnlocuind pe b, 1<k<r+1, in dry, Se observi ci d,+y 5€ poate scrie
ca o sumd de n minori de forma:

@iydy @iy cee @igi,  Giy% iy iy iy iy T PO Y

a"ZJl aizjz S al‘ﬂjr ai‘zjaj ‘aizjl a“‘z.'f._) o ok aiajr ai j

LI I ) - e “J-.

ai . 3 3 . . . ) . i . 3 I} . + . :
fraril rpads oo Gppgde Gpgi®| (Feph %epady o Gyl @)

Dar acesti minori de ordin r + 1 ai lui 4 sint tofi nuli, deoarece rang 4 = r, si deci
suma lor este zero, adici d,., = 0.

Reciproc, fie rang 4 = rang 4 = r. Existd deci un minor de rang r, nenul, al
matricei A4 astfel incit toti minorii de rang r + 4 sint nuli. Putem presupune ci acesta
este la intersectia primelor r linii gi primelor r coloane ale matricei 4, adici

ayy ayg e Qyp
azy Qap aee Qgr

#0
Qry Qg e Qrr

(aceastd situafie este totdeauna realizabild, deoarece putem renumerota convenabil
ecuatiile gi necunoscutele).

Deoarece rang A = r, rezultd ci orice minor de ordin r + 1 care se obfine din
acesta prin bordarea sa cu elementele corespunzitoare ale coloanei termenilor liberi si
cele ale uneia dintre liniile rdmase este nul, Procedind ca la calculul rangului unei ma-
trice (vezi pet. 2), rezultd cd existd «;, «,, ..., ur astfel incit coloana termenilor liberi a
matricei A s fie combinatie liniard de coloanele matricei corespunzitoare minorului
ales, cu coeficientii oy, o, ..., op. Deci au loc relatiile:

™
2 aipop = bi, 1 < i < m. (&)
h=1
Relatiile (4) aratd cd oy, oy, ..., ap, 0, ..., 0 este o solutie a sistemului (1), adici

gistemul este compatibil.

Utilizarea acestel teoreme, in exemple concrete, necesits, inainte de toate,
calculul rangului matricei A. Pentru aceasta trebuie si g&sim un minor nenul
al Jui A, fie acesta d, astfel incit toti minorii care contin pe d si fie nuli.
Orice minor de acest fel il vom numi minor principal. Apoi, este suficient sd
verificim cd orice minor al matricei 4, care contine pe d si care nu este minor
al lui 4, este de asemenea nul. Orice astfel de minor de ordin r -} 1, obtinut
prin bordarea unui minor principal cu elementele corespunzitoare ale coloanei
termenilor liberi, precum si cu cele ale uneia dintre liniile rémase, se numegte
minor caracteristic.

Astfel, teorema lui Kronecker-Capelli se poate_enunta §i sub forma ur-
matoare:

Teorema lui Rouché. Un sistem de ecuafii (1) este compatibil daei si nu-
mai dacii tofi minorii caracteristici sint nuli.
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Observajie, Pentru un sistem de m ecuafii cu n necunoscute, cu matricea sistemului de
rang r, existd minori caracteristici numai dacd m > r, iar numérul lor este
egal cu m — r.

S# presupunem acum cd sistemul (1) este compatibil. Teorema lui Kro-
necker-Capelli ne permite sd decidem dacé sistemul este compatibil sau nu,
dar nu ne di un mijloc practic de aflare a tuturor solutiilor sistemului dat

De aceastd probleméd ne vom ocupa in continuare.

Fie deci un sistem de ecuafii liniare (1) compatibil. Si presupunem ci
rang A =rang A =r gi ¢ un minor principal al sistemului se giseste la
intersectia primelor linii gi a primelor 7 coloane, adica

ai a1z iy g
a2 Aoy . Aoy

)
@ry @yl | Oy

Dup# cum am observat la pet. 2 (consecinta 2) orice linie a matricelor A
si A este combinatie liniard de primele r linii. De aici rezultd cé orice ecuatie
a sistemului (1) este o combinatie liniard de primele r ecuatii ale sistemului
(1), cu anumiti coeficienti. De aceea, orice solutie a primelor r ecuatii satisface
toate ecuatiile sistemului (1). Este suficient deci s rezolvim sistemul

an® + 1% + ... + a12a = by,
azn®y + aga®z + ... + AanZn = by, )
@1 + Gpply + oo + Qpndp = b,

care este echivalent cu sistemul (1). (g}t

Matricea coeficientilor sistemului (5) are un minor nenul de ordin r
(format din primele r coloane) gi deci are rangul egal cu r, unde r < n. Dis-
tingem doud cazuri:

1. Dacdr = n, sistemul (5) are acelagi numir de ecuatii gi de necunoscute,
iar determinantul sdu este nenul. In acest caz, acest sistem are o unicd solutie,
pe care o putem calcula cu formulele lui Cramer. Aceasta este si solufia sis-
temului (1).

2. Fie r < n. Pentru a fixa ideile, vom presupune ca mai inainte, céd
‘minorul format din coeficientii primelor r necunoscute este nenul, adicd prin-

cipal. Necunoscutele z;, 3, ..., %, se numesc principale. Trecem in membrul
drept al ecuatiilor (5) to}i termenii care confin necunoscutele (secundare):
Tpyqy -y Tn; le atribuim valori arbitrare, respectiv Any, ..y Ane Obtinem
un sistem de r ecuatii cu r necunoscute: @y, g, ..., T
au®1 + G1a%s + oo + 0@ = by — a1, gy Mgy — 0 — Ayn My
a21®1 + Gga®y + .o + Qgp®p = ba — g,y hryy — 0 — Go2n My (6)
%1 + Qrga + oo F Gy = by — @py ppyhpy — o0 — Genhae
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Se rezolva acest sistem cu formulele lui Cramer; el are o solutie unicd Ay,
Agy ..., A.. Numerele A, Agy ooy Apy Appyy -ory A, formeazd o solutie a siste-
mului (5), care este si solufie a sistemului (1). Cum valorile A, 4, ..., Ay
ale necunoscutelor secundare z,,,, ..., %, sint alese arbitrar, obfinem in
acest mod o infinitate de solutii distincte ale sistemului (5), care constituie
multimea solutiilor sistemului (1).

Pe de alt# parte, orice solutie a sistemului (5) poate fi ob{inutd prin
acest procedeu.

In concluzie, fiind dat un sistem de ecuatii liniare (1) a c#irui rezolvare
se cere, procedim in modul urmétor:

1. Studiem dacd sistemul este compatibil. Pentru aceasta gdsim un minor
principal al matricet A a sistemulut, apot calculdm minorii caracteristict,

1° Dacd existd cel pujin un minor caracleristic nenul, atunci sistemul
este incompatibil.

2° Dacd toji minorii caracteristici sint nuli, atunci sistemul este compatibil.

2. Pentru gdsirea solufiilor unui sistem compatibil (1), proceddm astfel:

Pdstrdm din sistemul (1) ecuatiile care corespund liniilor minorului prin-
cipal. In aceste ecuafii, trecem in membrul drept termenii care confin necunoscu-
tele secundare, tn membrul sting pdsirind numat termenii care confin necunoscu-
tele principale. Atribuim necunoscutelor secundare yalori arbitrare, apoi calculdm
cu ajutorul formulelor lui Cramer yalorile necunoscutelor principale, objinind
astfel toate solujiile sistemului (1).

Pentru ca sistemul compatibil (1) sd aibd solutie unicd, este necesar si
suficient ca rangul matricei sistemului sd fie egal cu numérul necunoscutelor.
Ezemple. 1) S# rezolvim sistemul:

Ty — 2z, 4 23 + 2, =1,

Ty — 2yt 2y — 2= — 1,

z; — 2z, + x3 + Sz, = 6.
S& scriem matricele:

1 -2 1 1 1 =2 1 1 1
A=11 -2 1 —1}sid=[1 —2 1 —1 -—1]-
G TR R 19—2 1 5 &
< 5 | -2 1 1
Deoarece avem 7 l = —2z0,iar| -2 1 —1|(=0
=2 1 5
o PR
si |1 1 —1|= 0, rezultd ci rangul matricei 4 este 2, iar minorul : este
1 1 5 3
principal.
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Calculdm minorii caracteristici. Avem doar un singur minor caracteristic
i anume:

1 m 1
o= = ="aetion
1 5 6

Deoarece acesta este nenul, sistemul este incompatibil.
2) S4 rezolvdm sistemul:
zy + 22, = 1,
6x, — 8z, = 1,
Szy+ 2z, = 3.
Matricea coeficientilor are rangul 2, un minor principal al séu fiind, de

- exemplu: Y
1 2
= —20 0.
6 —8‘ *
Existd un singur minor caracteristic §i anume
: 1 254
6 —8 1|= 0.
5 2 3

Acesta fiind nul, sistemul este compatibil si are solufie unicd. Pentru giisirea
solutiei, rezolvim sistemul:
Ly + 2-’1‘3 — 15
6x; — 8z, = 1.
Y . 1 1
Obtinem solutia: z; = 5 L, = ViE
Se verificd cu usurin{# cil aceste valori satisfac si ecuafia a treia a siste-
mului initial. g
8) 84 rezolvim sistemul:
22; + Ty — T3 — Ty + 25 =1,
Zy — T3 + Ty + T4 — 225 = 0,
3z + 3@y — 8wy — 3wy + bz = 2.
Matricea coeficienfilor are rangul 2, un minor principal al sdu fiind

P [
1 —1
Existd doar un singur minor caracteristic
2 Aed
1 —1 0|=0
3 3 2

care fiind nul, sistemul este compatibil.
Rezolvim sistemul format de prima si a doua ecuatie a sistemului inifial;
trecem in membrul drept necunoscutele secundare z;, x,, 5 atribuindu-le

valori numerice: z; =, , = B, x; = ¥i (7
{2x1+x,=1+u+ﬂ—y,
Ty — Ty ="—a— B+ 2v.
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Aplicind formulele lui Cramer, gésim valorile necunoscutelor principale
zy 1 zy:

e ‘1+T'
s (8)
1+ 3« + 3B — 57
Ly = 3 ;

unde «, B, y sint numere oarecare.

Egalititile (7) si (8) dau solufia generald a sistemului considerat; necunos-
cutele secundare putind lua valori numerice arbitrare, obtinem astfel toate
solufiile sistemului dat.

4) S& rezolvdm sistemul:

bay + 2z, — Bag — 3y = — 4,

T+ @ — Ty = — 3,
— 3x, 4 3xy + e
z; — Txp + 32, = — 8.

Calculdm determinantul sistemului si obfinem:
& 2 -3 —1
1 1o =1 0
—3 3 0 1
i -7 3 0

Cu toate c& numérul de“écuat,ii este egal cu numdrul de necunoscute, nu se pot
folosi direct formulele lui Cramer, deoarece determinantul sistemului este nul.
Matricea coeficienjilor este de rang 3 un minor principal fiind, de exemplu:

= 0,

oinis wiei
1 -1 0j=—2%0
B e

Existd un singur minor caracteristic:
2 —8 —1 —&
v R | 0D —8
3 0 1 1
=72 38 o0 -—3|

care fiind nul sistemul este compatibil,
Considerdm primele trei ecuafii cu necunosculele principale z,, x;, %,,
Dacil z; = o fiind necunoscutd secundard, gégim;

#s = 3+ @, &3 =6 + 2a, 3 = —8.
5) S4 rezolvdm sistemul:

zy + az, + 2z = 1,

22y + 22y + x5 = —1, o B =

Iy '+‘ Ly = Ly = B.

Discutie.

oy TR

Caleulam determinaniul sistemului:

1 & 2
df"l 2 1‘:3(« S
l‘l 1 =

1. Daca « 5= 1, atunci d s 0 si sistemul are o unicd solufie daté de formulele lui
Cramer. Avem dy = a8 — e — 48 — 5, dy = 3(B + 2), dy = (1 — «)(2B + 1) si deci in
acest caz:

af —a — 4B — 5 [ 2 28 414
2, Dacd o = 1. avem d = 0 si un minor principall este
ol 2 ]
12 Ll
Ixistd un minor caracteristic:
a2 suid
lz I =1 = =38 + 2.
b i
1° Daca B #% —2, minorul caracleristic este nenul, deci sistemul este incompatibil.
9° Dacd B = —2, minorul caracteristic este nul, decisistemul este compatibil. Pentru

aflarea solutiilor rezolvam sistemul:
Ty + 225 =1 — x4,
{2rrfe+ Tq = —l‘—Q.E].
Dacd x, = A, avem:
@y = —1 — A, &y = 1; A fiind arbitrar.
5. Sisteme de ecuatii liniare omogene. Un sistem de ecuatil liniare. se
numeste omogen daci termenul liber al fiecirei ecuatii este nul (adicd fiecare

ecuatie este omogend). Asadar, forma generald a unui sistem cmogen de
ecuatii liniare este :

an® + a1p®2 + ... + 4z, = 0,
Ay + Ge%z + ... + G2, = 0,
Q%1 + Gmp®a + oo + Ay = 0.

Aplicim rezultatele paragrafului precedent unui sistem omogen. In
legiturd cu sistemele omogene, observim urmitoarele:

1. Un sistem omogen este intotdeauna compatibil. Intr-adevir, termenii
liberi fiind nuli, rezultd cd addugind la coloanele matricei sistemului coloana
nuld a termenilor liberi rangul nu se schimbd. Deci, conform teoremei Kro-
necker-Capelli, sistemul este compatibil.

De altfel, aceasta se vede direct, intrucit un astfel de sistemn admite
solutia nuld: 0, 0, ..., 0.

(1)
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Sa presupunem cd matricea A a coeficientilor este de rang r.

1. Docéd r = n (numarul necunoscutelor), atunci solufia nuld este sin-

gura solufie a sistemului (1).

2. Dacd r <nr (numérul necunoscutelor), atunci sistemul (1) are si

solutii nenule. Pentru a gisi solutiile, se utilizeazé acelasi procedeu ca in
cazul sistemelor arbifrare.

Observajii. 1) Remarcidm ci un sistem de n ecuafii liniare omogene cu n necunoscute are

solufii nenule dacé si numai dacd determinantul sdu este nul.

2) Dac# un sistem de ecuafii liniare omogene are numérul ecuatiilor mai mic
decit cel al necunoscutelor, sistemul are solujii nenule.

Exzemple. 1) S& determindm valorile parametrului A pentru care sistemul de ecuatii

i i

66

Azy + 3z, = 0,
z; + Azg =0

are soluiii nenule.

Determinantul sistemului este

A 3
=3
1 A
Acesta este nul pentru A =}/ 3 sau A = — |/ 3; in aceste cazuri sistemul are

golutii nenule.
2) 84 rezolvdm sistemul omogen:

Ty + 22y + bay — 3z, =0
3z, + Sz, + bz, — Ly, =0,
bz; 4+ Sxy — 2m5 + 8xy =0
3z + 8zy + 24wy — 1924 = 0.

Calculim mai intii, determinantul sistemului, care este nul. Deoarece

r

1 2

= —130,
g 1k #

si tofi minorii de ordinul trei care se obfin prin bordarea acesinia cu una dintre
coloanele si una dintre liniile rimase sint nuli, rezul{d ci acesia este un minor
principal.

Pentru a obfine sblutiile, ddm necunoscutelor z; si z, valori arbitrare o,
respectiv B, si deducem valorile necunoscutelor z, si z, din sistemul:

m1+2$n=—41+3ﬁ,
3z, + Say, = — 6u 4 4f.

Rezultd: z; = 8 — 7B, 23 = — 6o + 5B, 2y = @, &, = B; o gi B fiind numere
oarecare.

Exercitii

53 se rezolve urmitoarele sisteme de ecuafii cu ajutorul regulii lui Cramer:

2‘$1—' g — &g = 2! : zlr+zl_ ‘1"8:01
1;»/ xy + &Gzg — 2z = 10, 2. 3z, — 2z, + 2z, = 5,
; zy — 225 + 22, = 10. 2z, + W} — 2c,; = 2.
; 2%, — ® + 3zg= 9, zy + 2z, — 225, = 1,
8. T+ 23y — bxy = —2, 4. —haty + @ + 22, = 2,
"‘3-’51 + 43}3 + Ty = 13. 2&-‘1 - . %g + 3$a =3,
2z, + 2z5+ 22, — 2, =0, T — 223+ 35 + bz, = 22,
B bz, 4 3zy + 223 — 22, = 0, 6 —bzy + z,+ 223+ 3z, = 6,
8z, + 5zy + 6z5 — 4z, = 0, 3z, + by — =z + a3y = —4,
3z, + 3z, + bxy — 22, = 0. 2z, + 3z, + Loy, — z, = 6.
6z + 4y + 3+ 2 =3, (@4 2y + 35+ 4t =0,
; 6z 4 5y + 3z + 5t = 6, 8 z+ y+2:+3t=0,
12z 4 8y + 2z + 5t = 8, z+3y+ z2+2=0,
6z + 5y + 3z + 7t = 8. z+ 3y + 33+ 2 =0,
22+ y+ z4 t= 1, 24+ y+ z+4+t= 2«
v 3z — 2y — 5z + 4t = —30, 10 2z + 2z + t = 2a,
z+3y+2z—3t= 17, —2z + 2y — t = 2a,
zT— Y+ z— t= 2 3z 4+ y— 3 = (,
11. Si se rezolve sistemul: :
az + by + ez + dt = 0,
bz — ay + dz — ¢t = 0,
cx —dy — az + bt = 0,
de + cy — bz — at = 0,
unde a, b, ¢, d sint numere reale, cel pufin unul dintre ele fiind nenul.
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12, Si se rezolve sistemul: . :
26; 5S4 se arate cd sistemul

z4+ y+ 34+ t =1,

Bz + ey = ¥,
ar + by + ez + dt =m, et
2 2 2 B —
atz + by + %z + d% = m®, Yy + Pz =«
a’z + by + ¢z + d¥% = m?, g . s
are solutie unicd, daci gi numai dacé afy 5= 0. in acest caz s se rezolve sistemul.
unde a, b, ¢, d sint numere diferite intre ele, doud cite doud. i
! ~97. S4 se determine « si B astfel incit mstemele urmiitoare si fie compatibile
" —3y= -2,
18, S4 se determine rangurile matricelor: ‘ 9z — y+ z+ 2=1, : | 5
| : \ z+ 2y = :
g +\Buni ge =g ] e ﬂ ;
1 oh g 3 A - O i =4 ; aj 22 + 2y + 4z + 2 “_') LR oAt
Tl —_ ==t
a) | & 5 3 —1|; b) i ¢)IB 3 -1}, ¢« BeR ! s R 22+ 3= B
2 1 —3 10 8 FUL T 00 0
A —2 =7 5 ‘ 98, &4 se determine o, B §i v astfel incit sistemele urmitoare i fie compatibile, iar matri-
: cea sistemului sd aibd rangul 2: .
S# se rezolve sistemele: 0wy — &+ Ty— Tg= 1 l 2y — 3z, + "*-'-'Gs — zp= —1,
a) 2y + Ty faxy+ 2= -1, (b) Ty + 9=y + axg + 3% = 38
#* { T R, 16 { FL T g \ zy—z+ mtPr= Y Sz, — 6z, + 1025 + P2y = Y.
: —kz + 6y 4 22=3. P 22 + 3y + 6z = 2. . S
o g 83 se rezolve sistemele urmétoare. Discutie, dupd paramefrii reali «, B, Y, A
c+y+z+t=1, z -+ Y-+ z——'2f=5, 52— 3y + 25+ 4 =38, 9z — Y48+ k=5
186. m+y+z—z=0, J 17. 2z + y-—‘.’:—l— g="A lm:—2y+35+ %M =1, o 43_2y+5z+ 6t= 17,
z4+y—z+t=2 2z — 3y + 2z 4 2t =3, g% -6y — 3~ Bt=9 * 60— 3y + 73+ 8= 9,
= = iz — 9z + 10t = 41.
20— y+ z4+2t=1, x—8y+z+ t= 4, 72 — 3y + 7z + 17t J?L.s 2z — by 4+ 92 +
18- z+ ¥+ 2z + e 19, z— 3y +z— 2= —1, o + ¥+ =l (1+7L)m+y+z=1,
s e z—3y+s+5= 6 . , z+ay + z=1, 82. 24+ +Ny+z=2
; 24+ y+az=1 2y (14 NE= A
2¢ — 3y + © z= —1, z+ y+ z= 2, 1 i i 1
| = o z=1,
20 4+ 2= 3z= 0, o o i — lg, 3+ =+ % ’ e +By+ :
. . = A, . z 3 z=1,
z — 12y + 11z = —1, Py 4 BN S axy + Pz + Y:?a ! Y :
2 =1 =
Gz — 15y + 9z2= 0. 2z — 5y + 6z = 10. wlzy + PPy 4 yiEms = M. z + y-l-'rz' A :
‘ ; azx 4+ By + 23 =1, az + (@ + 1)y + (¢ + 2)3=a + 3,
582 gy — 1152 18, S i Rk LRt wz + (28 — 1)y + 32 =1, 6. lBat@+ly+@+2=8+3
20, { 4w — 5y -+ 4z=18, g, 4 - B hd iRt o R R R g
8xy + =z, + 2z — 2z, = —3
— 18y + 19z = 22. : g 2 ¢ ; ‘ bt Py .
o Ll —3zy — x4 — 223 + 23, = 3, 47. 84 se determine « astfel incit sistemul urmitor 83 aibd solutii nenule i, in acest caz,
s se rezolve:
221+ Tyt = 7, %y + 2ot 83y — xy =1, :
. P o
8z, — 2, + 3= 2, Ba; + 2wy + gy —ay =1, =2+ ¥ 0y
2. gy o= 2y =y ==, 26, ¢ 2z + 3%, 4 3 Az =1, 92 — y + 32— 38 =0,
Ty+ Ty + Tg= 6, M 2y + 225 + 225 — 3 =1 T - =
! y+ z4+ t=0,
ag— 27y = L ; ’ 2, !
Ty + 3Ty z4 5z, + bay + 2, 28 P e e :
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8. 54 se rezolve i sd se discute dup# valorile pai'ametrului A, sistemul de ecuatii liniare:

(3+2Nz+ (1 + 30y + Az + (A — 1)t =3,

32z +@B+2Ny+ s+ (A—1)t=1, )
3z + 3dy + 82+ (A —1)t =1,
3z -+ 3Ny + Az 4 (A — 1)t = 1.
89. 84 so afle inversele matricelor de ordin n: .- Indicatii. Réaspunsuri
LR (R R (160w L B |
Aol o0 (e (S | ,
a) 1 1 0 11 b) LR R ek y
L3S e O DAL | Cap. |
(vezi exercifiul 14, cap. IV). ¥ : '
: e 1234 1.2 84 g 123% 3_123’* o
40. S4 se rezolve ecuatiile matriceale: ' AR o= (3 9 4 1]’ el 07 2]‘ i RO i]’ e PV e
g 1 1 9 ¢ n Deci k = &. 8. Considerim sirul {o, o®, ..., ok, ...}. Cum S, este o mulfime finitd acest
L L e | (1 L N A sir este finit. Deci existd k # I astfel incit ok = ol. Daci k > [ atunci notind p=Fk — 1
a) o e e =0 101 n— 2 3 obtinem oP = e. b. m(c) = 2, e(a) = +1; mlo) = 3; efa) = —1; m(e) = 8, elo) = —1,
............... mio) = 8, elo) = +1, mlo) = 14, elo) = +1, m(a) = 13, efo) = —1. 6. (12); (13); (14);
000 0 1 [ S = (23); (24); (34). 7. H = {0y, o3, ..., op} sifie o = H. Considerdm produsele ooy, 00y, ..., 00p
care sint elemente distincte doud cite doud. Deci H = {cg;, gay, ..., oop}. Deci o &
i P 1 28100 0 . = 1= 8. Fie transpozitia
oy 1 134 %5 0 € {00y, 00y, ...,005}; 6 =cop =g, =¢é;e € H=e¢= oor=>0" = 0. O p
; i 1 2 . :
b)jo o0 1 X = R0 S (O 0 oy = (18). ¢’ = oy6 = [1 : : : i] = (28) (45) si deei o = (13); (23); (45), v= (16) ; (24) ;
e it O 9IN0 e 2 (35);(z'h=,).9.cr=(1 2 3 "’] 10. Pentru (=8, j=3, o este pard.
(vezi exercifiul 24, cap. IV). . ! P TR S 1 ol :
Pentru i = 3, j = 8, ¢ este impard. 11. m(0) = ﬁ;—)n—; o este pard dacd 'n = 4k sau
n+41
n = 4k 4+ 1 si o este impard dacd n = &4k + 2 sau n = 4k + 3. 12 m(o) = rL;:—‘)- 3

18. Presupunem ci ofi) = j, i # j. Cum n 3> 3, existd numerele k, ! = {1, 2, ..., n} astfel
tncit k£ 1si ik i1 Din ipotezd avem in particular {jk)o = a(jk) §i (jljo = o(jl).
Din aceste doui egalititi obtinem k = j i I = j deci k = I contradicfie. Deci o = e.

Cap. li

8. Din AB — BA rezulti ci ATBs = BsAr oricare ar fi numerele naturale r §i s §i apoi se

: b
aplicd in produsul {4 — B)(4k! + Ak—2 B 4 ... + ABk2 4+ Bk=1). 4. Dacd X = (: d]

: M —2 14 :
- [“S e R ”‘P]. SV (IR e T [1 ] 9. Se arati cA
sin ng cos ng z 4% n i
1 -7

rA

din egalitatea AX = XA se obtine ci ¢ = —2b, d = a + 3b unde a, b & Q. b, A" = .




suma elementelor de pe diagonala principals a matricei AB — B4 este zero.

10.a) A = f I sau 4 = (a b], unde a? =1 — be.b) 4 = [* b). unde a? = —be.

c = of =a

. /~1 5
lz=1,y=—1,3=2, =38 0=—3w=1,18 X=| 2 3] 18.2=3,9=2
~1 5
n(n + 1) nln+1)(2rn 4+ 1) ' nin+ 1)
14. & 2 : % ¥
—n n n nin + 1) (n + 2)
3

0 03 2 : = Ee) :
1. P) dacan=3p;[ S 3P+1Jdacz‘-in=3p +._-4;[ e
'3p 0 0 3410 of Hp 2t =

dachinos Sn ok, 1e.x="%+.lm, ez 1%, X=[ i 2] i xz("g “3)

: 1 -3)°
[+ (=1)"a® [1 — (—1)"]an

2 2
18, An= .19. Daci A = (“
[1— (—1)la®  [1 + (—]mJan ¢

2 2

a®+4be =0;b(a+d)=0;¢cla+d) =0;¢ch+d*=0;dacia+ds#0, atunci b = ¢ =
= 0 si deci a = d = 0, contradicfie. Deci a 4 d = 0, 20. O solutie este b =1, ¢ = 1 —
—a*d = —aundea = Z, 22. Sescriea = r cos o, b= rsin«, unde |r | < 1. Se obtine
ap = r cos no; by = r® sin ne. 28. Dacd 2 nu divide pe m — n atunci numirul ciutat
este zero. Dacd 2 divide pe m — n atunci numirul ciutat este 2(m-1)(n-1),

b

d]’ din 4% = 0 objinem

sin 2% cos ——-—--—-(n + )u sin 2% sin ———-(n £
2 2
. o x o
sin — sin —
24, 9 g .
N sin ne cf’s (n+ 1)e o, sin ne cos(n + 1)a
sin o sin «
Cap. Il

1. a) —15; b) 7; c) a® + &% d) 1; e) sin(a + B); f) 0; g) 0; h) 0; i) —1; j) 2w?; k) O
2. a) —9; b) —50; ¢) 2; d) a® + 2% — 3ab?; €) —3 — 6w; 1) (a® — 8%)%; g) (a® + b9)1.
3 4 b

3. a) Permutarea [1 *
A SR E G

] are 6 inversiuni, Deci semnul termenului este -+ ;

72

b) Semnul termenului este (—); c) Semnul este (—). 4. Termenii de la a), b) si ¢) nu se
gisesc in determinantul de ordinul 4. 5. Semnul este (+). 6. Produsul elementelor de pe
diagonala secundard este @;n@sn_10gn-y:-- @ny. Acest produs are semnul egal cu semnul

gl | 2 3
permutdrii (

2 ) Aceastd permutare are semnul egal cu

e b = T el | )
n(n—1) ‘
(—1) 2 . 7. Trebuie ca {ky, ks} = {3, 6}. Deci ky = 3 i ks = 6 sau ky = 6 §i ks = 3,
n{n-—1)

8. a) n!l; b) n! (—1) 2 9, Dach d* este determinantul matricei transpuse se observi
folosind definitia determinantului ci d* = d. Cum d* = d, atunci d = d §i deci d este
un numdr real. 10. a) 1; b) 160; ¢} —231; d) 1; e) 0; f) 5; g) 30; h) (af — be + ed)?;
i) —1069. 12. 0, 0, a? + b° + ¢ 18. Se obfine ecuafia (z + 1)(z® — 2z + 1)2=0.
14. Se obtine o ecuafie de gradul 4 care are ridicinile a, ¢, a, —3a. 16, Se scade linia
1 din fiecare celelalte linii; apoi se aduni la coloana 1 suma celorlalte coloane. Se obfine

(=1 —a)+(n—1)e—1. 16. d = 4. 17. d = 0.

v

Cap. IV
1. a) 1; b) 2; c) Dach « = —6 rangul este 1, iar dacd « % —6 rangul este 2. 2. a) 2;
b) 2; c) Pentru o = —21 rangul este 2, iar dacd « 7= —21, rangul este 3. 3. a) 4; b) &;
¢) 8. 4 a) &; b) 4. 6. m. 6. 0; 1; 2. 7. Pentru a = —45/4 matricea are rangul minim
i anume 3. 8. Pentru « = 8 rangul este egal cu 2, iar pentru « # 3 acesta este 3.
—2 1 =3 2
9. Se folosesc proprietitile determinantilor. 10. a) 3 Al ) 5 3 |:
2 2 By L

cos o sin o
c)

: ] 11. a) Dacd ad = be, matricea nu este inversabild, dacd ad # be
—sin @ oS a

: : : & o d -
matricea este inversabild, inversa sa fiind < [ b]; b) Pentrua=5 =0
‘ ad — be \—c a f
matricea nu este inversabili; in caz contrar, matricea este inversabild, inversa sa fiind
3 -3 1 V2=

1 a —b) 1 3
120 —3 5 —21;b) —| —4& 51 c) Pentru o= —

a=+b=(b a,! 8l ) To 9 1

4 =2 A Zyslin kb

matricea nu este inversabild; pcntru o;;éz este inversabili, inversa sa fiind

. ; TRIRE A TR 1 =2 6 &

e T i (1 176 il S i
ot e e | (R S LSRR, ) T
. : i Rt \1 = 1 P TS
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—2 1 1 1 —2 1 1 1

—1 0 0 1 1 —2 1
14, a) A A e ; ¢) Pentru A = {—2, 1}
1 0 —1 0 3 1 1 —2
4 0 0 —1 1 1 i —2
matricea nu este inversabild; in caz contrar, matricea este inversabild, inversa sa fiind
A4+1 —1 —1 15 15 —15
1 —1
e ] A1 —1|. 16, Avem B-1= —| —6 —6 —6
A—1)r+2)| | - 60
= =T Bkt Gy = e

1 {n
16. a) Dac# in matricea 4 se permuts intre ele liniile i gi j, atunci in matricea 4 se
permutd intre ele coloanele i i j; b) Dacé se inmulfeste linia ¢ cu A # 0, atunci in 42
se fnmulfeste coloana i cu %- ; ¢) Dacd la linia i se adaugd linia j inmulfitd cu A, atunci

tn A1, coloana i inmultitd cu A se scade din coloana j. 18. a) inmul{im la stinga ambii

g o 1 SHti gy /
membri ai ecuatiei cu inversa matricei [2 3] care este Z( 9 2] si obtinem

1 (9 10 t ) o G .
X = s (2 ,‘J; b} inmultim la dreapta ambii termeni ai ecuatiei cu inversa matricei

a4 ey S 1{8 P A 46 12 ;
[ i 8]’ adicd cu 2 |5 _1‘) si obtinem X = ( ] 19. Inmulfim

2 |—59 —11

v L 2 By 1(8 —2 y -
la stinga cu inversa matmcel[ 5 3) , adics cu — —2- (3 1) , 51 la dreapta cu inversa

[ 1 8 - ‘ 1 =7 20 :
matricei , adic cu — , 8i obtinem X = — — s
atricei [5 SJ i 2 [_5 4] si obtin 2 (__3 8] 20. Avem
-1 5 3 1 -2 gy=d =1 b 3\ /-8 4 1
1
X = 2 1 -1 iy D) m—-l’— 2.4 =14 -2 b4 =21 =

-3 & —5/\—1 2 1 -3 & —5 1 —4 1

A aqes g g

—% & — 8
1 ; (VISR QR (B |
= —=1l+~9 46 — 1}l 8. X = .
4 0~ 0 1 1
—L& 25 —16.
00 = U 4
2 2 A©\1/0 —1 —1\s1 2 =31
22. Avem X = 1 —1 O) 0 1 1110 1 2 =
—1 by | 0 0 0/\0 0 1
1 =& —-3/0 —1 —1\/1 -2 7 0 —5 6
= 1 =5 =30 1 1 1 —-2)={0 —6 6 |-
-1 6 £/ \0 0 0 0 1 0 7 -7

74

Cap. V

f

1. 2,=6, z,=4%, z;,==6. 2. =1, $ﬂ=2: z,=3. 8. 2, =2, 2, =4, x, = 3.
5 .15 '1_3 ;

4. =2 p=—m==. b ;== =x,=0. 6 z,=1, 7= -2

R T e T . : ‘ ’
xa=3‘9;4=2, 7..¢c=—1,y:2,z=—‘l,t:1.8.x=y=z=t:0.9.m=—-1,
y=2,z£ 3, t=—2. 10. 2= —2a, y =12« z= —ha, ¢=ba. 11. Determinantul

sistemului este —¢(a? + % + ¢® +d*)* # 0, deci solufia este z=y=z=1=0
12. Sistemul are solujia unicd:

(d — m)lc — m){b — m)
@ —a)le — a)b — a)

(d — m)(c — m){m — a)
(d = d)(e — B)(b — a)

Bo=

(m — a)(m — b){m — ¢)
@—a@d =B =0

(@ — m)(m — a)(m — )
(@ — ¢)(c — a)(e — B)

13. a) 3, b) 3; ¢) Pentru o = 15 §i = —?; rangul matricei este 1; pentru « 7 15 sau

2 4 Sy 5 :
i - leste2, 14, z = A, ¥y = — —, 3= —, unde A ecte un numar
peatru B # . rangul es 5 12—]— = 5 |

_oarecare. 16, — 1 — 3,y = 0,z = A, Afiind un numdir oarecare. 1. z2=A, y=1—2A,

z=——1— t=i,)\f1ind un numir oarecare. 17. z =2, y =1+ A, z=2 + A, t =},
2

bl

2
A fiind un numdir oarecare. 18, z =1 — A —p, y=1—A z=%7 t =y, Asiop ffu?d
numere ‘oarecare. 19. Sistemul este incompatibil. 20. Sistemul este incompatibil.

al. = s , Y= L , = », Afiind un numdr arbitrar. 22. Sistemul este incompati-
3 3 ‘
bil, 28. 2, = —2 —a—B, 2a =8+ + B, &y =, 2y = —B, o si @ fiind numere oarecare,
1 5A 1 — 7X 1 4 5A :
24, 2z, =1, 7, = 2, z; = 3. 2b. 9:,=—+6—,w2= - L , Ty== Aunde
A este un numir oarecare. 28. Determinantul sistemului este —2aBy §i totul rezulti
; B2 4 2 — a? o 4 v — B2 I e
i lui C er: T = VY = A d s
din regula lui Cramer: = 287 i 26p
27.a) a=4. b) «=2,B=23. 28, a) a=—1, p=—1, y=1. b) a=2, p=—2,
y = —2. 29. Pentru A # 0 sistemul este incompatibil; pentru 2 = 0 sistemul este com-
patibil: z = _5“_13‘3H3, y = T AR oo 4 v B und o sliEREHE
2 2

numere oarecare. 30. Pentru A = 8 solufia sistemului este: z = «, y = & + 20 — 2[3{,
Z—3— 2B, t =f, unde « si B sint numere oarecare; pentru A 3 8 solufia sistemulul
este # =0,y =4& — 2B, z= 38 — 2, t= [, unde B este un numdr oarecare; 81. Dacll « % 1

§i a % —2 sistemul are solufie unicd z =y =1z= ; daci « =1 solufia este

o+ 2
Zy=1— A —-p., unde A si p sint numere oarecare; dacd « = —2 sistemul este
: : 2 — A\
i ibi . i Azt —3 sistemul are solufie unicd 2 = ———
incompatibil.| 82, Dacd XA #0 § 5 1 {2 o+ 3]
Yy = =iy 4‘ z = Aregn Bl SR . dacd A = 0 san A = —3 sistemul este incom-
A2 + 3) A2 + 3)
1 75




patibil. 33. Dac# «, B, v sint diferite intre ele doud cite doud, atunci sistemul are solufie
T O [ ) R ) i A i o
(B8 — ey — a) (« — ) (—B) (& — )8 —v)
a=0, a#y, A='a sau A = y, solutiile depind de un numdir arbitrar; daci « = 7,
a # B, A = asau A = B, solutiile depind de un numér arbitrar; dacipf = y, « # B, A = «
sau A = B, solutiile depind de un numdir arbitrar; in celelalte cazuri, sistemul este incom-
patibil. 84. Determinantul sistemului este d =ofy —a« —B — v + 2. Dacd d # 0
sistemul are solufie unici: r = B = iy — 1) JY = =it 1-), p=de g =) ;
d d d

dac# d = 0, atunci distingem situatiile: 1° doud dintre numerele «, B, y sint egale cu 1,
atunci solufia sistemului depinde de un numir arbitrar; 2° « = B = y = 1, solutia
sistemului depinde de doud numere arbitrare; 8° «, B, y sint toate diferite de 1, sistemul
este incompatibil. Cazul in care d = 0 si unul singur dintre numerele «, B, y sd fie egal
cu 1 este imposibil. 85. Determinantul sistemului este d = «(B® — 1). Dacil « % 0 si
B # 4+ 1 sistemul are solutie unici datd de formulele lui Cramer. Dacd « = 0, B = 5,
avem z = A, Yy = — %, z = % , cu A arbitrar; daci « = 0, B #£ 1 si B #£ 5, sistemul
este incompatibil; dacd =1, avem z= ), y =1 — ax, z= 0 cu A arbitrar; dacd

= —1, sistemul este incompatibil. 86. Determinantul sistemului este d = (y — 1)*(«—f);
dacd y # 1 si « 5 P sistemul are solutie unicé: z =y, y = — 2y — 1, 3= v + 2; dacil
«=B si y#1 sistemul este compatibil nedeterminat; daci « = si y = 1 sistemul
este compatibil determinat; daci « % 8 si v = 1 sistemul este compatibil nedeterminat.
37. Sistemul are solutii nenule pentru « = 0. 88. Pentru A # 1 si A s 3, sistemul are

; Fo 2 = .
0 unicé solutie: z = s == 0, = Rl ——; pentru A = 1, sistemul
8 —x - (A — 1)(3 — A)
y o G ; 17 1 2
este incompatibil, iar pentru A = 3, solufia este: z = — ; -—-3— a—? HaN =
z= @, t = B, unde « si B sint numere oarecare,
2—n 1 1 1 2—n 1 1 ; 1
1 =l (o st i y 1 2—n 1 1
39. a) 1 o 5t ols b) 1 Ay 1
| n—1
\ 1 0 0 —1/ e 1 1 2 —n
1 —1 -1 0 QR0 S ()
& E S 1 A 4s =1 0
L. R SR R (S SN+ o N
AR ) SRR e e e G R G e Sl el L s :
0 0 0 0 01 1 —1
OFRECRES) 1
W PR O N o R ) R R
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