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Mulţimi. Numere reale. Funcţii 

Îu clci~elc a nteriuure uu fu::i! \':'\.flll::.•~ uuclc cu1tu~LÎ11\c dc::.l'rc 111ul\i11Ji, nunlf~r~ 
rf.ak ~i furn: \ii. i11 a1:l·~1, l'apilul \ ••r l'i 1·<·\ (1z1!Lc <11,;e~lc 1: 11uo~Li11\c ~i \ ur l'i i11 Ll'ud1 1:-r 

cite\u uu\iuui nvi \ PI't.Jllus curfPzi;1u, \c1·iuiilă\Î , restril:~ii ~i t::\lcn sii di:· l'u11<_· \ii , fum: ~i î 

cornp11:>tJ ele.j. \.ur Ii ::.Lu<liatc, Jc u:::l'llJf'11ea, prngre::.iile uril1JJcLi1.:e ~j pi·u;;rc~iilt ~·~o­

lll~trii;e. 

§ I . Mulţimi 

'l. Mulţ11111 ~I eletn~nt~ 

Mnlfimile sinL forwute din „biecte (de orice fel, fie obiecte fizice, fie obiecte ale 

gindil'ii). OLiel:lele din eare e~t1: forrnal{1 o 111111\ime se numesc elementele mulţimii. 

Elemen tele un~i 1uulţi1ui si11l diforite u nele J e a l tele. 

Mul\irnilc ~i elc111cu~clc se Holcadl p1·iu lit cl'c ) Î a lte semne. O literă poate indica 

fie un clPHWHl J e lcrrnilla l , I Î·~ u 11 de11 1e 11 l arl1it rar, oareca1·e IH;dctcrnii rw t , al unei 

mulţimi. Un elemellt •·rbitl'a1· !:'e 111ai uu1ue~le variabilă a mulţimii (:;au, incă, argu11tc1tl 

sau element generic al mulţimii). 

O mulţime dPfi nită JJl'Îll i11Jil:a1·ea clementelor sale a, '1, c, ... se 11ot.c<1zft {a, b, c, „.'}, 
fără ca ordinea în cal'c ~int ~cl' i se de11wnl elc să aiLă •1·ev i111porta11ţă. Astfel, 

de '!Xc1npl1.1 : r1, 2, 3} = {I, ~l, '..!! = {'.,! , L, :>]. 
O iuul\irne Jefinită jJl'lll iudicarcu u11ci pl'oprietăţ i P pe ea1·e u au too.te ele111et1· 

tele mul \,imii şi pe care .rn o au .:.lle oLiecLe se uulează { x ; x are prvprietatea P }. 

2. Apartenenţă şi incluziune 

Dacă a este m1 demE-nt al unei nnlţimi, Jl , ~e t>pun c ca a aparfine mulţimii Jl 
fi i>e l:icrie a E .11. D;,că b Hu c.. pat·\ :nc ~ui Jl, ~e ~eric b e: Jl . 

Dacă oriee elem ~ JIL „d unei :11 ul~i111i A e~le 

spane ci;. . 1 este conţi . iută 111 /J, sa u că A cslc 

mai ~pune 1,;ă A este u pa1ie sa u o .rnbnrnlţime 
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~j cleu1cnt al unei mulţimi B, se 

indu8ă î11 JJ, :;-i ~t: ~L'.1·ic , I c EJ. ~e 

a lui l:J. Se ţ; p u11c, J e aseu1cuo;;, ea 



lJ co11ţine s1w include pe A ~1 se :,crie B ~ A. Ducă A nu e:,Lc iuelusa i11 H, se scrie 

A r;t. lJ. 
Uad1 A c 1J ţ>i D c A , utuuci .A -= IJ. 
;\1111\irneu vitlti 0 HU cunţi11e uici uu elerneut. Mulţimea >idf1 e:> Le cunţi11 ută 111 

UflCC lllt1lţi11u;. 

3. Reuniu ne şî intersecţie 

Jl13imiuneii a Juul'.1 rnulţil!li A :ţÎ H e1> t e mulţiu1ea tulurol' elt'1111;l!tdur cal'e apar· 

ţ-in cd pu\iJJ Ulil'iu Jinlre 111ul~imile . 1 ţ> Î lJ ~j se llULt:uză A u n. 

,1 UL:-'- [ ·P i;; E ~ 1 ::mu ;.c E lJ j. 

]ull'rot:!C(ia 1n11l~i111iJur . l ~i 1J e~ te lllulţillleu elewtntelur comulle urnLelor mulţimi 
A ~· H ~i ~e uute<.i.lii . • 1 n JJ : 

1l f'Jli= {;; J .i; E . I ~1 .v EH}. 

"Dacu . 1 (1 U =-=- 0, ~!.O ~pum; cu A "i 1J :o rJJ l J i~j11111fr. 
Peulru 1JJai 111tillc l!JlJlţiu1i . l , U, C, ... , lu 1iu111[1r Iinît i:.u u Î1lfÎ111L ), ~ e dcfine~te 

fo lllUJ a~e111ă11i.itul" l'CU!liLUW<I lut· - ca Ji inJ lJJU iţÎJllt;a cleJJltlileJur CC apur(Îll ceJ ]JUţin 
uneiu Jiu 1uul\i111ile . I, U, ( , ... - ~- i iult'l':-iceţiu !ur - cu fii11J lllulţirnea dcwentelor 

cumu11e Luluru1· rnultiniilul' . l. U. C. ,„ • 

P enlru n wul\ irni . 11, , J~, ... ,, l ", rcu11ÎuHea lor !>e 11ulcaz~1 A. 1 \J .-l::U ... U .1111 ~au 
1\ " n . l" ~U. ll n . li. U Ai, iar inten>ecţiu lur be uuleaâi. A 1 f1 ..l ~(I 

· - l .., 
Peull·u Ull ţ· ll' J u rnulţi111 i AL, . 1~, ... , .l", ... ieuuium:u lui' be uutcu.tă U A,v 1ar 

00 

interbec~iu lur be uu lcuzii n . l ,.. 
v~1 

4. Diferenţa. Complementara 

Difcrm/a :.i douf1 111Lill,i111i • I :;;i /J t;,,le 11wl~iweu clelllelilclur ce upurţi11 lui A, 

<lar m1 ''l"'i·\i11 lui /J. ';>I ~c 11u l1·uzii ,1 '·, U: 

U,11;ă .1 I\ U = .0, altrn..:i . t , U = .1: t1'1ci'i .1 c /J, ci tu11ei ..:1 '·, IJ = 0. 
U :ică lJ c .I , Jif'ereuta A ',, /J se 111ni u11111 e~te cu111p le1111'lli <1realui Hi111·uvortcuA 

~[ ~e notează C.t /J. Uucă wulti111eu A eslt: :; uuiu\elea~i'i, complcrnental'a lui lJ în raport 

cu A :;c uoteuzr1 CH ~ i :;e uumc~Lc, rnai :,Îrnplu, cotnplen1entaru lui B. 

5. Produsul cartezian 

Produsul cartezian a douli mulţimi A, B (în aceasil ordine) este mulţimea caro 
are ca clemente toa te perechile el e fo1•ma (x, y), în care primul clement .c a l µcrecliii 
apar~im; rn u I timii A, iar al doilea element y al perechii apartiue multi wii B. Pi·u· 
du:;ul ca rlczi<lll ul lllulţirnil01· A, B (in aceaslă online) se noteaztt A X H: 

A X B = {(x, y) I x E A, y E B}. 

A i;.i U ~e numesc factorii produsului cartezian A X B; A este p1·imul facto1• iar 
1J al Joileu factor ; .c Ji !f se numesc coordonatele sau proiecţiile elementului (x; ~) E 
E A ~< fl ; x est e pmna eoor<lunată, sau prima proiec~ie, iar y a doua coordonată 
i;au a doua proiecţie. ' 

Două clemente (x11 y 1) ş i (;i;2, y 2) nlc produsului cartezian A X lJ ~înL euafe dacă 
~i uuwai <lucă au acela~i prim element şi acdaşi al doilea element. " 

(xu Y1) = (x2, Y2) <""> Xi = Xz ~1 Y1 = Y2· 

Îll t;e 11eral, A X fl ={:: B X .-1. 

E ;i; e m p lu. 

bă luăm . 1 -"- {! , '.!, 5} ~1 B = {U, <!} . Avem 

A X li-= {1, :t, 5} ~< {O, :J} -= {( l ,UJ, (:.!,O), (5,0), (1,3), (:.!,3), (5,3)}. 

U X A'- {0,3} X {I ,:!, ;J} ~ {O. t:i , (O,'.!), (0,5), (3, 1. ), (3,:.!), (:J,i:i)}. 

Dacă lm;ă .1 - JJ, utuuci A X 1J = /J X A; îu acest CH~, pt·oclu~ul carleziau 
.-1 X A l:iC uuteu.lă . l~ ; 

A 2 -=- .-1 X .1 = {(.r, y) I ..t E A , y E A}. 

Se Jefiue~te in rnoJ u~e urfinălo1· jJl'Odu ~ u l cn1·tezia11 a n 111ul1i1111° l t ·i )' „ 1' - 2 ' ••• , .4. n 

(în această ordin e) ca fiinJ fo1·111nt Ji11 toate gt'llpclc (:v 1, .i·~, ... ,xii) de n eleme11tc, în 
care primul element x 1 ul grupei apar[iuc lJl'i111 ei mu11.imi ~1 1 , al Joileu clcmenl x„ 

al grupei a1i;1t·~i11c 111til\i1nii . 1 ~ c:Lc. Pt'Ouu~ul cnrtcziau ul rnul!irnilor L11, A2, •• „ A,,~; 
uoleazr1 ~1, X .1l ~ >< „. X A 11 : 

L11 ,< .I~ X .„ )( . I,,= f(,.;;1, .r„ a: ) I x 1 E -1 ~· E ·1 „ E A ·t 
- • "-' " " " ' l • "~ ' 2• • "' ""1! n J • 

Prudu:oul curtcziuu . l /~ .-1 /~ ... > . I a n fudo1·i c;;uli cu .t ~t · uulcuziî An. 

§ 2. Numere reale 

I\ umerelt0 realt0 fornwaL:a „mHteria pr1mli'' <1. 1.malizei matemtttiue, 

. l\lultimea nurne.reJu1· re1:1k be uuteu.lă cu R. Se notează, <le a sem enea: c u Q mul-
ţ1mea 11mne1·e1or raţwnale, cu .Z mulţîmeu uumerelor întregi ~i cu N mulţimea nul!lel'elor 
naţurale. Avem .Y c L c Q c R. 



I. Structura algebrică 

Cu llUlllt.'l'ele l'cu lc ~c po L efec tua J uua Uf't'J'U\ii: aclu11ureu ~l rnmulţirea . O r eni ţi a 
de udu11arc fu..:c să corc:;pu11dii l'il'ci'.t rci 1wrcelti .r, y ) de 111u1wr1· t'l'ale 1111 1111111f1r 
real nulul .i; + !} ~ i 1111111it s1u111i l11i 1· 1·u y . • \.<luu•11·ea a t't! pl'uprietâ\ilu u1·1nut11u1·e: 

1) .t + y '--' y !- .1 ,ul1 1n:in·a e-.1„ l'l!ll tu tali\·[1 ) ; 
2) (.c + .'/; t-: """' 1 1- ' .ti -1 : j ad1111area c:i tr asuciuti,a); 
3) x + lJ = .t {li c,;L1~ 1•le111c11tul tl\'t1f1·11 pentru udunurc) ; 
4) .i.: + (-.i;) .,_:; lJ 1ot'iee nu111ăr c al'e uu uputi, - .r). 

Operu\ia de i111111il1,in· faci• -.t1 c111·e„pu1 1dt1 l'iecâr•~i pereclti 
un 11u111ţ11· reni uutal ,i; · !J sau .cy ~i nu1J1it prodwml lui .c t:U !J· 
tăţilc unnutoarc: 

5) X!J = yc ' in111ul\irea este comuta\ÎYă); 
G) (.i;y)z = .i:\y::.1 tî11111ul\ i1·cu l'Sle asuciutivil ) : 
7) ..c • 1 = .ci l e::.Le clemeut 1wuln1 pcnll·u înmulţire) ; 

8) .i;x-L = 1, dacii .i.: -i= U (urice 1111111 [11· .L , lJ are iu\·er:i). 

'.r, y 1le 1111111t'L'e rea.le 
l1u11ul\irea a1·e propne-

Cele două upera~ii siuL legate lJ1·iJJ p1·uprictatea de di strilrnlÎ\ itale a înmul\irii fuţă 

de aduuare: 

9) .l:(!J + z) :..= .1'!J + XZ. 

Aşa<lar, mulţimea llUlllerelor reale e:.te un curp pentru operaţiile de a<lu11are ~t 

fomuiiirc. 
Din cele 9 proprietăţi de mai ~us ::;e tl eJuc toate prop 1·ic tăţile algeL1·iee ale 11u111e­

relor reale. 
Suma x + (-y) se mai scrie .1: - y ţii se nnme~te di/i!renţu diulre ,i; ~1 !J· Produ-

.1· 
sul x · y-1, unde y i= O, ~ 1 · „cri" ~<• li .i 111 ':'i !:\1) 111111 11":- le ritul dintr\' .r ::- ' .'!· Upe.rn-

!I 

ţia lh! st:udcn 1n. ln·l•ui1· ,„,11„ider<t l[1 l'<t 1'1i11tl di~ Liuct;1 de vpe1·atia de ad11u;1n: , :;-1, 

de ;1,;c11 11·11ca, upcl'<t\la de i11qJ:1qi1·1· 1111 lr1·l1111e uv11-;id c1 .tlCt ua di,ti11.:lf1 de t1pcra(Îa <le 

îuw u I! i1·c. 
11e\Îneni c:'t Î111pârţirea eu 0 Jlll 1· :i l1~ ddi1tiLă ,:-e lll i!Î "fl lllll: ert ll·ll [Jfll' ~ ll'C <I Cll 0 C~le 

o opera\it: Hi.râ se 11 sJ . 

2. Structura de ordine 

După cu111 „c ;-til', uricare a1· fi 11u111erele l't>alt: .c :;i !J d\ e111 uuu 11 11u11iu1 u11a Jiu 

urmutuurelu tn:i i'""iloil itu\i: 
a: < y (.r e~ t" """ 111ic dedl .1/, ,i; - y . . i.; ::;;... !J ' x c~le 111:1i 111ure dedl y' . 
Uui:ii .i; ll U t:~ l i; 111ui 1ua1·t: dcdl !/• ul1111vi .l' pual1: f1 111<1i 111i c ded t ,I} ~ou e;;ul 

cu y; ~c ~cric ,i; -<. :J \.L c~lu 111ui 111ic ~._.,, c~nl •:u !f i. Ue ''~c111c1 1 cu, 1focu l' 1w e~Lc 
mai 111Je Jcdl y, utuu1·j .1; pval c fi lllJJ llhll'l: Ue•·il .'} ~J\l rgal l'U !J; ::le :icric J : ./ :J 
(..i; eii le wai mure t>.1.u egal cu y ). He.wlt.u c4 a\.elli .L <. y Jctcâ ~i numai tlu.cu u.re luc 

u.ua Jrn relaţiile: J; .....; li bli U .i; < li· 
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E J e m 11 la. 
:; ~ !!, :; ~ b, 3 ' t., tl :;;;. \), '2 '.;;;. o, :.! > \). 

l\uwerele .v > U se nu111 e~e 11 11 were puzitiv1', iur 11u111e1·ele ,i;-<. U ::,e uu111c:.c nutner·c 
ueguti11e. H.ezultă că O c~le iu acela~i ti111p ~ i pozitiv ~i negativ. 

l\"umerell.'. x >O se nume:>c numere strici (Juzilive, iar IJUtllt>l'l'lc :r ...:: O se uuiuesc 
uumere strict negati11e. Hczuită că nu1uc1·Ple :.Ll·iet puzitiq: ~i11L 111 ;1uela)i lJlllfJ uu111eri; 
pozitive. Singurul număr pozitiv care nu este strict pozitiv este O. 

Proprictă~ile rel<t1iei de ordine „x <. y": 

1) x<.x (este reflexivă) ; 

2) X<. y Şl v< x=>x= y (este a11ti~i111eLI·ică); 

3) X<. y ŞI v<==>x<.z (este tranzitivă ) . 

Relal,Îa <le ordine e~ tc legată <le opcnqiilc J e adunare ş1 î11uwlţi1·e prrn următoa­

rele prop1·ieLă\i: 

li; .I. < !J => .l: + .:; <. !J + .:; 

{ 
.T: <. y:, dadî ::, :> O; 

5) ,i; < !J => 
:i:::; > yz, Jacă .::; <. O; 

o o< .l: <. !J => .!__>__!__ · 
X y 

O L:, c r va ţii. Proprie t ăţile 3, 4 şi 5 slnl aJevărate ~i dacă se inlocuiesc sem­

n ele -< ~i :>-, re~pectiv cu < ~i >. 
ju legătură cu prup1·ictatea li, se observă că dacă x < y şi x <O, y >O, atunci 

_!_ < 1 (tt<· exemplu -2 < 3 si -~ -- < ~) ; dacă însă .c-<: !J < U, avem, de a::ieme· 
.t; !I , -:.! ;_; 

I .,> I nea, ,;;--
!I 

J ii11d dale n nu111e1·e rc<ilt: al, u2, „., a,, cel mai mare Jint1·e ele se notează max 
(o1 , 11~, „., a„ . iar cC'I 111:ii u1iu ::.1· 11n te;u{1 111in (a 1, a2, „., a„). 

E .c e 111 p l c. 
max (3, 1, 5) = 5; min (3, 1, 5) = 1. 

În l egătură cu relaţia de ordine menţionăm următoarele două proprietăţi: 

.\xiorua lui Arhimede). Oricare ar fi numerele reale CJ. >O şi ;3, se poate gifai 

un 111wuir 11utural n, asl/i:l î 11dt 11:x > ~-
111 JH•rlieular, peutru ex = l rezultă cil: 

Oricare ar fi 1wn1ăru.l real ~ se poate. gu.si n E .'\', astfel incit n > ~ . 

11 ) l11trc do1u( 11u1;iere reale a < u există lutcit:uu11a un nu111âr 1 ·uţiolLlzl r, a < r < b. 

Lrmeală ca i11trc duuu 11u11iere reale a < u exiotti o iufinitalo <ll:l nulllere raţionale. 
Intr··ade' ar, l!ltl e a ~i u ex.i?>Lâ UD 11u111ăr i·aţional 1·; i1.1L!'e r şi /J cxiotă yu U.l,l{Q~r i·aţio· 
n.al r1 el\;, 

= 7-= 



3. Modulul 

lvlodulul :;au ualuurea absolută a unui număr .i: be noleat:ă ' .t 1 ~i ~e Jefineţte a:;tfel: 

I x i = ' _ -? ' 
{ 

x dacă x '- O 

-x, claca x -<. O. 

Rezullă că ! .t , = max (-x, x); <leci ..i;-<. I x I ~i -.t ~ I x I· 

E .z; e m p li::. 

171~7; J0,5! "'"-0,:J; l-3 J -:J ;! _ __1_ ' 
l ~ ! 

Modulul are J_Jruprielătile următoare: 

I) I X I> O; I o I =O; 
I x I :::...- O Jacă i;i uu11u1i claca .r; =F O; 

-J; i ...=:.. I X 1. 

111) I x + !J ' <. 1 .r; I + I !I I ; (rnt:galitatea triunghiului). 
I 

(Modulul sumei e:;te mai rnîc sau egal cu :;u1m1 modulelor. ) 
Pentru demou:; trurc, :;e cum;iJeră succesiv cele µalru cazuri posibile: 
a) Dacă a;:>- O ~i y > O, atunci .t + !J .> O, ~i iuegalitaleu de vine o egalitate: 

I X + '!J I -= J; + !J - I X I + I !I 1. 
b) Dacă ;i; -<. O ~i y -<. O, atuuci x + y -<. U ;ii iuegalitatt:ia este, de a:.emenea, 

verificată cu egalitate: 

I X+ y I= -x - y = -x + (-y) = I X I+ I y 1. 
c) Dacă x > O şi y -<. O, atunci I x I = x ~i I y I = -y; Jucă x + y > O, atunci: 

I X+ y I= X+ !J-<. J: = I X I -<. I X I+ I y I; 
dacă x + y-<. O, atunci: 

I X+ y ; = -.c - !J _:.;,. -J; + I y I < I y : -<. ,.c I + I y 1. 

d) Cazul x -<. U :;i y :,:;.... O uu J.ifera Jc t:cl prec1:Jent. 

Exemplu. 

I -8 + 3 J < ! -8 ! + J I, <leoa.l'ece 1 - ll + J I ~ I -..i I = J, iar i - 8 I -i- ! J = l:J -,- ::; = 11. 

Ill') I lx - y l<l xl -1-l yl J· 

(Modulul diferenţei este mai mie i.au 1.:gal w i.ullla rnuJ.uldorj, 
1ntr-adevăr : 

l..i: - y 1---1 a:~ (-y) I< I .t I~ I -y I o:::s I .t I~ I Y I· 

E :rem p 111. 

J1'.l-7 .;;;:; l':' - . , d l'ortrPCI' 12 -7 - ·~, · =5, iar 12 ...!... ' 7 ; = 12 + 7-19. 

IV) j_ I xy I = I x I I Y I I · 
(:\lndnlul prodn <; ului e<i1c egal cu produ<:ul modulelor.) 

IV') j I:'.'.:. I _,. ,.::::_I · d„ nnd<' y =f- O. 
I !/ i iii 

VI 
) 

-----

I ! I .7' I . !/ I! <;;:'.T- y 1 !. 
l 

(\forl1il11l oifr.rl'nţ <'i mncl11l<'lnr "" '" mni mir <:au <'Q:nl <'11 mncl11!11l rlifrrrnl,<'i. ) 
Penim dPmon'>1rar<' "" npli1·ă in<'gnlital<'a lrinn::;hiului intii n11rnl' rPlor :r. - y 

~i y, apoi numerelor ?J - ,?' 7i .1: 

' :r I = I .T - y -L ?I I < I :r - y l + I y 1, 

deci: 
I :r : - : !J : < I T - y ·. 

I !f ' - .T I .<;;: I y - .r : - ' .r - 11 1
. 

n('OF!f'f'('p j 1 .T I - '. y I I l'<;tf' rgnl <'li lll111l rlin n11mPrPlf' I ,1' I - I !I I l'rl ll l ?/ I -
- I :r. ,, I'f'Ztiltă : 

11 .T I - I y : I < : :r - ?I J. 

E :l'e m p/11. 

I 1- ? I - : - 5 ' I = : 3 - Ci , ~ I - !! '. = 'l, far I - 3 - (- 5) I = 1 - 3 ...!... ii \ = : ~ ' = 2. 
I 

V') j 1 :r I - I ?J I l -~ I :r + Y I· 

(\fndulnl rlif PrenţPi mod11lPlnr "~ ' " mni mir <inH P;r;:il r11 mnfl11l11l <:11mf'i.) 
P<'nt m dl'mnnq rnr<' se pro. ·Nl<'ază rn în r.::irn l prr.crdPn ~ , aplicînrl inPg-alitatra 

triunghinlui mai întîi nmnerPlnr :r ...l.- ?I ~j -y, ~i ::i.poi nnmrrelnr y + :r ~i -x. 

E :rem p lu. 

I 1 - 3 : - l - :'i I ~ : - !") + (- :'>) ' · rlPMlf'f'('6 

: - 3 I - ' - 5 ' : = n iar . . I „, ' - 3 ~ (- :> ) I = l - 3 - s ! = I - s I = 8 
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Vi) I i .ii i < c <--> -f; <. ... <. ~ l· 
. D , ./ I ~ I re:mltfi x < r. p„ da s~ pre•rnpunPm mai tnth rh I T I < •'. - f'08J'ef'8 li """' ;I ' .. - r. • · > 1· 1u, . ,~-·~ I '(' I > -j· !11' r„„.t.tta I r > ', n i t~ parii' 1l fll'fl .I' < -r·, fitUfil:i - '1· · t ' ~ I .-„l'l t d .- ' . : • 

' · • J "' r ·11lil'f1 -c < 'r s1 d N'..I - c < :r < ... r. rf'NI l'C' nr c<in 1 r:izir•· 1pnt r7n; a~ru nr ~ .- - , • ' • . 

< .,-- c )'1i11 inniul\Îrt> e11 --1, dPd111·t>nt a111nt'1 f:rciprO•', <;i1 prr<.u puneru -r T -.... • . . 
1 

· 
· · I i I :r I - r t PI'.'! 

11,,, :ic;l'mPnf"<), -r < - .1' .::::_ c. Pa<'fl :r t><. l t• ponit\', a um· , - ·, 
el\ nvPm, 

1 
I r ,,., c 

.~ ''-.·t.~ n f"rr...,a t iv. al l.LJH'Î I :r I = -:r, ~j dl:'t·i, 1. P a-.t:'inenea, : i ...._ ·• I x l < c. Dnl.'ă .• '„ 

E :i: e m p I 1t. 

. 7 ~.-- -''li -î<':~<i. \ - 3 \ < î •'Sie crh1v:ik n t cu - < - · ·· 1 .1 l • 

· I · ii < ru ~f'rnnul ~: Obs e r..,. 3 ţi!'. in propri~talea VI se poat<· 111 rn·111 '"'nlnt 

I X I ~ f (=) - c ~ X ~ c. 

4. Inegal itatea lui Be r ~,ou lli 

Dnrri ,1 >- I) şi 11 ,>s/e 11um./r 11r1/11rrtl. at1111 r i 

I ( l + ,, j " >- I - //(/ I • 
I 

Î d . 11· ,., l 'I + a )· n d11pă f'nl'll1uln hinornulni lui ntr-aded'u-, PZ\ <.• 1„1 \ 

C 1 ' C" '' + + a" = (1 + o)" = l + na -r ,;.a- .„ 

' n ( n - ·1) 2 + + n n 2 1 + na = 1 + 11a 1 a ... r--
2 

r i· l .. ~ '' ·' ·n1.,,1·1. 1·,11 ')_'_) cl1' h <- fi1„.-· i11d <"lJl)i\ol11lui). , v . !!f'll"1':1 1/':11'(':1 " ,,,. 

Aplicu\ii : I Dru'ti a~2 ~t " E .Y, atunci: 

a 11 > 11 + 1. 

:\ewton, oh\inem: 

Înl 1·· .1d1,,·ă1·, luiu<l A -= a - I, :1\'P 111 A -;?-- J. c:;i a ~ _I - 1, deoi 

an = ( I + A ) ">.~ 1 + "A > l + n. 

F: .r pm p I t>, 

2''> n + I; 1011 :;;>11 1; ~" > 11 + 1. 

1 1 -- ~ - -- --;:;: 
2ri 11 -i I '' 

1 1 1 --~ - - < - ero,, 
1 Qt! H -: 1 li 

2 l E R, f':rislii 11 11 111;;nâr natu.ral n. n~tfr>I în rîf: ) /Ju rii a > . ~1 tX _ 

.- 10 -

' --- ' () 

te y ·--+-----1--1-----
M' N 

- --·--r 

Înlr-ndl'\'iir, l11ind -~ = (/ - I, U\'1• 111 li -=- A + l )i A >O. rolo-.ind axiomn lui 

ArhimeJe, -.e pualt:' ţ.!ri~1 d..,,., 1111 11111 11111· ;„11111„.d n :1"lft'I incit 11.I „,... ::1 • • \lunci 

an = (1 + A ;"' ~ l + 11A > 1 + CI. >o:. 

E xemplu. 

3 1 
G = - , ex.= 10;; rPzult ă A = - . Luind, tle exemplu, n = 10", se obţine nA = :l · 103 > 103 

2 2 

5. Reprezentarea numerelor prin puncte de dreaptă 

Din g'f'lil!WlrÎ;.i anali l11'f1 ~(' ~I ÎP f'i"I 1111Jll f' l'l'IP l'P:llP rot fi ru~r ln ('()l'('"jll11HI Pnţii. biuni· 

voră cu punct ele unei drcplr pe care au fosL alese un punct O (originen" un sens pozit.iy 
şi o unitate de I11ngime. 

Daaă în această corespondf"n!ă 1'1 eslf" punctul care corespnnde numărnlui a·; 
număru l x se nurnt·~tc absrisa pu1wL11l11i J/ (fig. I). D;ici'1 ;\/şi.\' ~int d o11i1 puncte ale 

clrPptei, d r abscisP re"pPrl iv :r 7i y, distn n\n din Irc M ~i .Y r•lr Pţal~1 cu 1110dulul 

difcren\ei ah,cisrlor I :i: - !J ; . .:\11nif1r11l 1 .1· I r<· prrzin tă cliqan\a de b J/ hori­
ginea O. 

Dată fiind corespondrnta biunivo<'ă dintrP numerele reale ~i punctele unl' Î drepte, 

se iden1ific17. un punf'I Jf c11 ah,cisa sa :r. Astfel, YOm spune ,.punctul :r", înţelcgind 
prin aceasta .,punciul care are a h-,cisa x„. De exemplu, \·om !<pune: punct11J O, punctui 

2 3 / - ~-- , p11nf'tul ·_, punctul j 2, p11nr111l - ['r i'i, punctul -;: etc. 
1, 

6. Rep„ezentarea perech ilor de numere prin puncte din plan 

Fiind <laif" două dro•plP p1· 1·111·11dÎ<'1il<1rP 0.1· ~i O!J, pe c·nrP :1 11 f cr<;f, alf'Si' o arcNi.~l 
ori~irlf' O, o a <'ren~i 11n it;-i 1r dP l11 11;IÎ lllP ~i 1·1lc 1111 sPns pozi1i,-, sc slahile~te o core•~ 
ponden\ă bll.l.niv0 ..:i'i întrf' Pllll('l l'IP p d i11 r1lan ;i perf'chile ordonat f" (x, y) de numere 
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7. Intervale 

I · t · f l I \rnc; f Nl q• împnrt în• Î.d<' m ni c;impk mnll.imi el f' nnm<'r<' 1·0:1 •' ; in 111 r r; •n re ' 

inl0n :-il<' 111.'ir~i1.il1' ':'i inl <' 1Y:1lr nrn„ lr'!i11if1„ 
. \' t 'll~T ·n ' in l r<' dr„,:·1 n111i1 <'f •' 

1· 11 inf r•r\·;il 1Tii1q::6nit, ('Slf' fnrnrnf I !O fO:)if· Pllflt'' !f 1
' 

1 1 
,' 

1 
' , , ' 

· · •· ·1 · . l 'lr· 1'11'rrn1lnlm :; 1 J l•lL ..,fi apn; -a si h. Pnnc·IPI <' n ~1 h >:<' nnmr•sf' f'\lr<'m1l:111 <' rc: ;rn rn1 1
" ' • ' ' • 

ţi~ r1 , :-in s i\ n11 :ipart,i ni'I infM\'nl11h1i . \ :; f1'01. d:il'f1 11 < /, -

111 .11) :.1 i 11 .1· ,,..- 1i : "''" inlrr\'nl d<'~<' hÎ '; 
' n, /, {.r I a < .T < /1} ""''" inl<'rv:il înd1i;;: 
' f \ J I ' l n / r / !1 1 r'IC Înl<'l \':l ] Înr·hj , J.i -lin~rt ~ j r).'~f'hi ~ ] :i Ofl':"i f't !'l • n, ' I l ' _,, . J 

I 1 · 1 l l r l1 · q ln ' 11 r ! '.!:l .; i l n 1'11 i' h d rP :i P ta · '"· /, -- :.r : li . I < " f'~IP 1n f'f'\'~I ( ( '..; 1 . 

I · I r n \ n, n ~ C1 , , 11. n - {n („ 
n :H•?\ 11 -·- I, :1 111 rlf'I 11. '1 "~ l, rl, -

lnl rn·ali·lr· n:>mfir(!'inil <' :;l n1 <:<' 1ni<lrr pl<'l<' ':'i rlrN1p ln 1111 r<':l!!ll · 

(n, +oo) ~ {.i·: ' t' > n; •.;p1, 1idrN1pl:'1 iJ,,,p]ij,_-, n.•m:1rginili1 Li rlrr::ipin): 

~n, -1-oo) {.r l .I >, o] ( ~C'J tlirl r<'nfilit Îfll'hÎ,!°1 l) l' fllfll'~tinÎlii l:i dr1':1ptn', 

:r „ ·---: n! i,p 111 id rf"Hpttt d~„.<' lti ... ;t nc·fni°1 1·~ i·iil:1 1:1 .... 1in ~:-1 (-o.-:>, rt ) 
r < r ' '"inidrf"np l il lnrhi.;;, n<'rn:.1·gini1.i. b ~linga1. (-co. n ,.r .I' -~ 11, 

Drrnpt n înt.reap;ă R <\<-' mai nol eaâi 1 -oo, -"-(.X)„ 

12 = 

8. Vecinătăţile unui punct 

Se nnmeşt.e Pecini'ilate a unui punct :r ori~e inf.Pr»nl dPschi.~ (a. h) rnrr conţinP. pnnr­
tul x, adică astfe l înclt a < :1: < h. 

Rezultă că un interval deschic; este vr~in ătflt.•' n orirărui punct y al său. 

Cu cît inlervalul (a, b) este mni mic, cn atîL punct.ele Ralc sînl. „mai apropiate" sa n 

„mni vecine" de :t. 
Punctul x are ntîtea vecinătăţi cite intervale deschise Cffre îl conţin exi-;tă. 

Vecină tăţile lui x ele forma (x - e, :v f- e), cu z > O, sc nnme:>c pecinătăţi stmP· 

trice ale lui x . 
Orice vccinătatf' a lui :r conţÎUP. o vecinntate simetri<'ă a lni .T (fig. J). 

Observ a (. ie. Noţiunea de vecinătate Lrehuie raportată totd eauna la nn 
anumit punct. Astfel, nu are sens să spunem „intervalul (O, 1) est{' o Yecină 1 a1 e", c i, de 

exemplu, „ 'intervalul (O, 'l) este o vecină tal{' a punctului.!..". 
3 

Exemple. 

1) Intervale.fo (-1, 1), (-2, 1), (-1 OOO, .!..), (- r., fi!W) ( - -
1
-, ~. ) sint toatP YP· 

2 1 O'· 1 o~ 
cimil tt ti ale lui O. 

Oricare clin a<'cqte vecinătăţ.i ole lui O con tine vrrinătăţi simetrice alo ace~t11i pnn<'t. De 

ex11mplu: (-1 OOO, .!..) ~ (- _!_, ! ) ~(- _!_, ! ) ; (- ~, ..!..) ~(~, ~) ~ (- ~ , ~) . 
2 2 2 4 '~ 105 1 O~ 1 Oj 1 0" 1 us I os 

2) IntrrvaMe (-1, 1), (O, 1), (_!_, s) sînt. t oat e nr.inătăţi ale lui _!_. 
3 2 

3) Intervalul închis [O, 1) nri r• t. <' YN°ină t.11tr nir.i n h1i O, ni r.i a lui 1, rlar conţine Yecini't~ 

tăţi ale oricărui punct :r. din interiorul q:Ju, annmP T E (O , 1) ~ [O, 11· 

§ 3. Funcţii 

1. Definiţia funcţiei. Notaţii şl denumiri 

Fie R ~· F clonă mulţimi. Dacă ffocărni f\Jr.mrnt al mulţimii F, facem să-i 
<'orespumlă un clement, şi numai unul, din mulţim ea F, ~p1mem e.t am dt>fi­
nit o fnncţie pe E cn ' 'aiori în F, 1"R.u o aplieaţir. n lni E in F ( ""an, încă, o tran~­
formnrti n lui E în F). 

O funeţi<' se notează rm o Iitnă, rl,, r\:Pmpln f (sau g, 
semnP. 

Fig . .3 

.:r-r 
l 
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nscă f f'l!te o funcţie d efinit rt P" F Cll valori tn P, !18 fo}a'l~,h ~taţi.• 
f f : E -i. F ~nn E - F. 

No ţi unea d11 rn neţ.ie comportă trei elemente: 

·I) O mnl\im11 E po cRre funcţin f's t e dPfinită, MulţimPa E ~e nume~ t e domeniul 

de defini/ie "n u m11lţi111f'n dP drfini\ir a func\iei ; 

2) O mult.i mP F in cri re fun<'\ia in valori: 

3) O ror<'S[l(Jl)r/1•11!ri dr ln elrmPntPI" mulţimii Ela f'rle ri lr lui F. 

Prntrn n ddi 11i c·om plrt o funl' t.iP, lrrh11 ie prrciznte tonlr crlr 1r"i Pl.>111Pn le 

1)1111:1 f1111 1' \ii s irll rgnl r dnf'i'1: ~ inl rlrfiniLr pr acrea~i 111111\ime E, in it \ alo r·i ln 

acPN1 ~ i 111ul\ 1mr F ':'Î ~ lnliiJ r.,;c acr<'nşi rorrsponden\iL 

D:u·ă r lt> rnr11t 111 n E J~ îi """'''p11 1HI <' rwin f11nc\in f t>lPrne nl ul b rli11 F. "p1111"m 
Cfi fi P~ I P ima_zilll'fl l11i (I prÎll funet. in {. s;111 f'ii /, P!" lf' /m11sfor111fllllf l11Î (L prin ft1lH' \i<1 {, 

sau dt b este l'a/ow ·ea fune\ iei { in a; rl1•mrntul fi ~e m ai llOI N1Zf\ { •. a . 

E :r P m p le. 

1) o f11n cţ.ie ('O/tS/anli'i r ; E - F face să corespundă JiN'ărni :r din l ·: un (l(•f'l:i.şi 
elemrnt a E F. 

f (:r) = n, pl'nlr11 orire :r E E. 

2) Apliraţin idrntică a mul\ im ii E ec; tc fnnc\in r : E - .F: dPfinit r1 prm pg::ili I ntf'a: 

f (.r) = .:r, pentru orice :r E E. 

Aplicaţ.ia idenlică n lui E se nott'n7.ă unf'ori Idn;. 

2. Argumentul unei funcţii 

Fie r: E _. F o f11111•\ iP. o Y:ll'~flbi l i\ r a rlonwniului .i„ t!Pfiui\iP !'I' l1lll1ll'~IP. de 

a«rmcnea, 1·arinhifii i11dcpmdp11tr7 n f 11nrţi ri ( 'lilll w·g11nwnt ni f1111 r 1.iei f'. Pl'nlr11 a p11 11e 

în cvidrn\i't nr;.: 11ntl·11l11I .Ta l func\iri {,se folose~ t e adf'sf'a not::qia .r -i. f ,.T" .r E E sau, 

uneori , chinr f (.T) în loc de {. 

Argumentul unei fun c\ii se p orile nota ş1 cu a lte lilere (de f'XPrnpln t, y, ~, n, 

o etc.). 

3. Imagini de mulţimi. Apl icaţii surjective. 

Fie f: E-+ F o fnncţ.ie. Dacă A es te o parte a lui J;, rnul\imen i1w1!.!.inilor f \ .'C) 

~e punctelor x din „ l !->C notează f ~A ) ~i :-e rnune;t e imagine(! lui „·l prin f111:r {ia f: 

f (A ) = {f~x) I x E A}. 

Rezultă că f \A ) c F, dcoarr<'e f ,.r) E F pentru fi ..-care :i E A. 

-14-
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Fig. 'f o 'J 

Tn pnrti<'ular. l11ind A = E, nvrm { (F,) c F . . \lnltimra { (E) "" nume>:te 
11alorilnr l11i r ~.· i rlifPt'i', 1'n Nnn~ J I lt ' F f . ·• [.':"- ,-r;.1, t r mu . 1mP::i în c::i re uncţia in valori, 

E :r r 111 p l u (fig. ll). 

Darii A ={a, b}, alunei f t A ) =~ {111, p}. 

D;ică A= {n, r}, atunci f(A) = {m}, 

r<m = {m, n, p}. 

m11fţimM 

D adi m11lţimca Yn lori lor lui r e>:lr ('0-;)}ă ('I) mnl1imcn în rnrr r . . I . ,]' ~ 
„ • {""> • f ._, in , ,::i nr>, nu1en 

clara { \ f ,) = F, se sp1111r el\ r este o aplica{Îe a !111: E pe F, snu o aplira{ie su rjfflWâ., 

sau n R11rjPrfÎe. 

fnnr!ia din exemplul prPrNl<·nt 1111 e:' t f' o surje<'ţie. 

o b "". r ,. a! i P. o funrţiP r: F. - F ~(' ponlP tolrlf':nma înloP. lll. 

f 
E ( (F. cn o :i plicaţiP snrjArtivll 

1 : ' - ·! • rel'trlogîod mulţimPa ln eot'P ia \'nlori, rlA Ja F Ja t(F:J. 

4. Graficul unei funqii 

F'.e r =, '~-+ F o f111lt'\ir. Să cnn >: irf Pri'11n toate perrchilP (:r, f (x)) nle produsului 

<'ri rt rzian I~ X F. în <'n rc pl'i11 111 I <·l1·n11·111 .r a l prrrf' hi i Psle în J~, i:tl' a l doiJc.n elenwnt 

f ,.1· rtl f1Pl'Pf'hjj pqp \ ;1 loa rPa ft tll l'\iPi r tl1 .l'. 

.\lul \im<'a tuttn·or pt' r·ec hilor de :1('f'<; t fel gn l111111t--.,t e r· I 1· I • , ţ:r(I 1<·11 w1c{ 1e1 ş i se 
nnlPazf1 r,·r= 

r.·r rsle o sulmrnlr.im" n 

(.r, !J E r: '·~ F pentru 

fică ec u;i\ia: 

G'r = {f.1', /'(.1 )) i .T E E}. 

proclns11 l11i cnrlPzi:m H X F, ~i es l r forntnl din acri<' puncte 

<·a re ordona I a !J e:; le \'HloarPa fu ne\ ici r in ::r, deci ea1 t' \'t~r i-

!! = { .r), .1· E E. 

Acea~ lă l'C t · · ua,1e se m1rnr~le ecuo/111 grn{ic11/ui fonc\iPi (. A ~arlar: 

Cr = {'.1" !I ), (:t, Y! E }:,' X F, y = f (.r )}. 

Tinlnd o;r;:ima d 1• 1110d 11I in ('fli'(' s-n ddi11it f'µa litnll'n rllll f' \iil nr. l'PZllllă f':i. dnuii 
{11 nrfii sint e~ale durii şi 1111111ai drn ii a11 w 1•faşi. grafic. 
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5. Restricţi i de fu neţil. Extensii 

fii' r: F, ~ r o fnnr\iE' şi A o pnrl.' n l11i F. :=:,;, 1'0l1•idr·r:11n rnrP<:.pondl'n ln. 

!l'-.f\:r\ s tnhiliU'i de fnn rţia r doar prnlrn Pl1rnlf'11irlr .r din . I. \1·rn-1:·1 1'nrr-ponrll'n\;.t 

de la A ln F dl'rinr";\LI' o nplica\ie n lni . I ln /.'. 1·:-11·" ~P n11nw~I•' r1'Mrir{i11 lui f ln 

mnl{imca A, ~i «e nolNlZă {A (snn { ,A ). \ ;;1d ~. 1 ·, f11r11·ţin r I : A ...... F P<:.tP clP[ini ra de 

eg::i l itntPa : 
{_4 1.T) = f(r ), pl'nlr11 1· E 1. 

T'11nqin { f; P TillnlP~IP O pre{1111gir1' <:.f\ 11 11 1'.l/l'llS/I' :l f11nl'f.Îl'Î {.1 di> J:i mnltÎmt>:1 

A la /:'. Funq ia f.-1 pnn lr fi rrsLrÎ<'\În :i dn11i'1 f1tnqii dil'Nilr /;i g. HrwJtr1 l'H o [ 11nrţ.iP 
clefin)tî1 pr A arP. în p:rrwrnl, mai n111lt r prPl1111~il'i ln J:;. 

O J," r r· v n t ir.' f.11n r 1.iil,, f şif.~ c: 1ahilrsc nrceai;;i coresponrlenţă pe mul\.îmea A; 
to i u~ i . :w1·~t1· do11:'1 fnnr\ii !'-l nl difr ritP 1wnlrn <'fl an domenii dP <lefiniţie ,JifPritr., 

E ;i· „ 111 r 111 (fig. !i) . 

Funrţiilr r :i I:! •inl ti1fl'Ti1f', rlaT ll ll ll<'<'Prt•i r1»t1ir ţiP h la mulţimP:l A . 

6. Aplicaţii bi univoce 

fii' r : J.: -· F n r11nr- t!r. s„ spllTI P <'ft l ('<; t p n f1mrţie biunivocă sau o aplicaţie 
injrrtid1. i;;an n in_iPrţie, rlnră "in pun<'lf' r'ifnÎIP in Ynlori diferitei 

Sp11111·m r:1 r p.; lr o nplicntir hijl'rfiPrl <;nu n bijecfiP, dfl('Ă poijp n nrtu:rnie biuni· 

1•ocă n lui EI'" F, n.t;, .;t rlrir·(1 C·"-1" în ncr-h;; 1 imp o <;nrj ?cţi<' ~; n inj ec-ţ ; P · 

(I h" r r \" ~ li P. fl ri1'1' inj.-cţii' r. r::. _,, r pn:;tr j, ir.tc.ni.r:'I ,'I\ n hijectif' f, r-+ flE). 

f-ig . s 
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Fig. 6 

O :ip(;<'a \;" hij1~r 1i,·:'1 n nrnlti111: i f; pr " ~' în<;l\~i i::n numrc;;tl"' permutau a hii E. 
l'n rx<'mpl11 .i,, prrn111 lnr•' <'·I P 11pli<':ll,În idrnlil'il ltlr a lui E. Reamintim ~ă daPă E 
arP n l' ]1'1111•nl<>. 1111mi1ru l p<:r·m11ll'1rilor ~a l e e"- l r n'. 

E :rem p I 11 fi;:.r 8) . 

7. Fu ncţi i compuse 

O np<'rn1, ÎP :mn N1 r r "" nhl.in f1m<'~ii nni p lr<'lml OP ln funrţii <lntP !'<.tf' operaţi:< 
d P rnmp1111Pt•' ;, 1"l!i ll" l.iil 11 1· . 

Fi" /": /-. -4" 1: ~i ;:: : F-+ (,~ rl ouil .f1mr.ţii n«tfel înc-IL prima funr\ie. {. ia valori 

7n :irrr:i~i mni\in„, /" pP <'m'<' e-.lr rldini1:1 rra d e-a rloua fonc\ie, g. 
( n r!Pmr·nl ,-,:i r1 (·:l t'I' .r din /-. r._IP i r:in --form::il d r funf'(Î:l. fin rlrmrntnl {':r clin 

F: rn~1i rlrr:n! i·„ ;11'(·1"1:1 f',lr 1r:rn--f01mat r\1' r.inc\i::i t: ln r!Pmen1ld ţ/f r din G. 
În ac-e~I frl putem ~ laLili o <'1.1rr-;;pondr-n\i"l .1·-"' {!. f .:r, direct d e la Eh(; ; 

r Q 
F ---~ F _,., r.I 

:;- ---~ r. r l -JI- gi( :r)) , 

:r -- g(["(.r)) . 

\< 
1

,,,„
1 

:·, ,,..,rr·;ponrknta rJ;>frnc-:;tr. „.., n oii!'! aplicaţie A lui E în G, notată g of şi numită 
fur. ctÎ<l CvTll p11<.ii. a lu~ !; c iî f 

![> '.) r 'r) --- rif.:.r'), prntrn TE E~ 

(g n f <lf' f' il f'7lr: f. MmŢ\11'1 <'ll {). 

Sr rldi n<''-t" în mori :""rmr.nco1or lunci.Î'l C'nrnp11 ;;ă :i m:-i; mnltor fnnrt,ii . 

n I·"(• T \ " ;l l i r f):,ert nnt:1m ('ll !I nr~nm P.nt.nl fnnr·. ţ.iPi f!· i:ir fnncţ;a în«ă~i 
· · · · ,-, J.' 1 ·,n ~ '11·1 l1'r·l1in1l nr o:r,umentnl 1/ rn f1mctia f :r). 

cu '! U, :.tun C'J L11nr\1a 1' 1or.1pH, :1 "<' • •· ·' . -

o 
o 

f ig 7 
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E 1u m p l u (fig. 7). 

O b 1e1' va ţi fi, 1) Fie f 1 E .... F o tunrţie. Să con~idel'ăm aplfoaţiilei .irl1mtice Idr. : F.-. E 
'i Idp I F .... F. 

Se ob~el'vl oii 11.ve1ZU 

f o ldE = (; ldp o f .,,. fio 

In pal'ticulor, peni ru funcţiile r : E -+ E, (IYPm: 

f o JdE = ldE of-(. 

Dflci pl'nl.ru Op<'rn\ia rlc <'nmpnnf·N' a f11nrtiilnr r: F:-+ R funqin ldE jna1'ii iir·nln-;i r ol ra ~i 1 
pPntru înmttltirPa n11rn1•rPI OI'. 

2) Dacă (: E-+ E' ~i g : I' - G sînL rlouii f11n"(ii ~ i rlnră r.' nu ,,~t(' conţinută în P, cole 
două funcţii nu so pot rornpunf'. Dnr dacă o pnrtf' din ,·;dnrilf' funrţiri f' •e aflil în m11lţimra 
de defini!i<' F a lui g, se conqideră submulţimra: 

A = {r I :r E E,/ l.r) E F}, 

se congidC'ră apoi l'P~frirţia f.1 : A-+F n lui r la A' ~i ~p enrnpun fnnr\iile g ~i ( ,\, nbtinîndu-•P îunc­
ţi:i compn•i'i g o f..t : A -+ r.. nronrrrl' : 

(g of A) (:i·) = g((A(.i·) ,,.- ;df(x)), pentru .r EA, 

• e obi-;n11if'~ I c să se spună că g o Lt s-a ob1in111 prin cnmpunnPa lui g cu f. 

Ex e m p l u (fig. 8).. 

8. Funcţi i reciproce 

Fie f: E-)o F o aplicnţie hijcr.ti,·ă: 

(f \E) = F) ~i (.r1 =/= .1'2 => f .r1 l .± f 1~1) . 

ÂrP::i~ l a ÎmP:111rnrt di orirf' Plrmrn f. ?I d in F f": l r irn:"l :! iO f' :"I prin r :1 11n11i r>kmrnt 
::r din E şi numai a unu ia. ln ar<·<;[ frl pu1.·m .;tahili o cn1·r"pondrntf1 y--> .-r dr la F 

la E. nnume: 
fi<'cărui y E P îi rorr>~p11nn<' :H·1· l rl<'mrn1 nnir .r E T:' prnlr11 rA1·r· f .T\ = y . 

Arrns1ă rorf''l'"ndPnl,i't drfinr~ lf' o nplic·;qi1· ;i l11i {-' ln /~ , nu1J1ÎU\ f1111r·firi r<'riprocă 

(sau i1wersri) a l1 ti f ~i nolatr1 f-1
• _\~adrtl': r-1 : F -)o E ~i 

-t r y\ -= :r «=> ?I = f'.-r). 

A {o 
o--· 

o 

Fig. 8 
o 
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şi: 

-'\ 
Pnnrt:ia ri' l'ipro"~ f t''lte1 d~ tt:J"m~ne:i, o biji'lcti~ . şi tt'<clproen l"i ~11tr1 f. 

-I 

Comp1m ind C? le două fu neţ.ii f ~i {, ohţioPm: 

-1 - 1 

(f o f)(y) = f(fry)) = f(x) = y, y E F . 

- 1 -1 -1 

(f o {) (x) = f f r ' = f y) = x, :r E E, 

nrliră: 
-t - 1 

fo ( = IdE ~I ro r = Idp. 
-1 - 1 

Dacă F = F, alunei {o/'= { o f= Id8 • 

Oh ',. r v :\ţi r. P r• ulru opNa(i.1 1le f'n111r11nnll a p rrrnutr.rilor lui f:, fuul'(Î:i rl'<'Îp1ocă 

j oart1 arPl;i~j rnl ea ~i invn<:ul unui n11rn[tr-* fi l"·nlr11 înmulţire. 

§ 4 . Functii r eci le de variabilă reală 

o f11111 ·\ic r: E -)o F, unde R ~i F sînt multimi dr n11mne l'Prl ]P. Sf' llllllH'~IP {1111rţif'. 

rPalil <n1: func{i<' 11111r1<'1'L<'r/) de 1>ar ir1hilâ realâ. 

:\f1dt,i111ra în crtre ia Yalnri o usl frl clr fu ne \ ie. poatr fi rnn"idc•r:ili'1 întrPag11 <fr<'rtp tă 

rf'al ă J: ~i, din arrst !lluli,·, poale să nn mai fi r specificati'1. In srhimb, domeniu l de 

d efinit ir 11ehuic precizat în ficcnrc caz în parte. 

Dronrrce în man11a l11l ele fa\ă Yor inLerYeni in ronl in11are nu mm fnnc tii reale de 

n1riahiH1 rra][1. accslra YOr fi numite, mai sirnpl11, fonr\ii . 

1. Funcţii monotone 

Fie E c n şi r: 1; -)o R o f1111f'\ÎP (rf' ~ilr1 clP n1riahili'1 rc>~1li\ ) . 

Spun?m C:t ft11 1C\ ;a r l's lc ('/'('.~1·ri/ 1J' I/ '(' lll' (l llllll\Î lln.: _I c r;, d 111•i't or1r:1rP :"Ir fi p11nc­

t r l l' :rl < .T2 din I. a\ l'ltl r'"1 <. r .lt • 

Spu1lf•m di r <·:·de strif'/ ITl'.\f'fi loa/'e p<· A da1·r1 <•ricnrc a l' fi Jlllll\"[1•](• .r, < .r2 di11 A, 
nwm {'.T1 < (( T~ . 

Dacu funrtin /' f'slr cr1·~cft loa1•f' s:111 'ilril'I C'l'l'"< 'rlloai·1', pr lnlrt>p: dn1111·ni11l !<i\ 11 de 
dr[ini\Îf', nlunci (,.a fi 1 111111ită , mai sÎ111plu, fouqie lTf'~1·i'!ln:nc, 1·f'~JlCCI j,· fo111·\iP ~ tri c t 

crescătoare. 

EYid<'nt, orie<· funqie strict. crescăloarl:! este în acela~i timp o funr~.ie cre~cătoare 

(dn 1· 11u ~i 1·rcipro v) . 
Ohsrr\ run di n fn 111·(iP r1···--c71toar<' rs l<' caral' lel'Îzntr1 prin a('f'<'a ct1 ~<'J1'<ul i 11ega­

liti"1tilor rsle acela~i, allt 1wnl1·11 \al.il'ilr nrµ:un 1"11t 1d11 i dl ~i JIPllll'll ,·:-ilorilP eorr<;p1rn-
7ătoare aJP funqi r 1. A;adn1·, o funct;e cr1·,c,i'ltoare se ponle d..t'ini, de ;:i<;1·11w11ea, p rin 
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·~ 
I 

condiţia: dacă x1 > x2, ni.unei f (.T1) > f (x'.!); iar o foncţi<' <;tri<'.'t. rre<;C'ătoare se poatP 

defini prin condiţia: dacă :r1 > :r2 , n t.11nci f V i) > f (:r2). 
Spunem că fun c\ia f egre rlesrrrscătoare p e o mnlt.ime 11 c R, dar.ă ori<'are nr fi 

punctele x1 < x2 din A, i:m~rn f (:r1) >~ f (:r2)· 
Spunem că feste strict descrrsciUoare pe A, dncr1 oric<iro ar fi x1 < x 2 din A, aYem 

f (.7:1) > f (x2) · 
Dacă /" este <lcscrcscătoar<' sau strici. descrescăl.oarc pc înt.rcg domeniul său de 

definiţie, atunci f va fi muniLă, mai simplu, funqic descrcscătoar<', respectiv func(ie 

strict descrcscă to are. 

Orice func!ic strict descrescă toare rsf e în aceln~i timp o fun etie drc;cr<'scătoarP, 

Func(iile desct'escă t.o<irc sînt c<iraclcrizntc prin aceea c{t sensul inegalită(i i pcntrn 
valorile argumentului se invcrsenză pentru valorile corespunzătoare ale funcţiei. A~a· 

dar, o functie descrescătoa1·c sr poale <lefini prin condi(ia: dacă x1 > :r2, alnnr( 
f (:r1) -< f (.-c1); iar o funqi c strict dc„crescătonrc se poate defini prin conditia: dncă 

x 1 > x2, atunci { (:r1 ) < ( (x2) . 

Functiile crcsrătoarc şi funcţiile dec:crcscă loare se numesc functii monotnne; funr· 

ţiile slricL crescătoare şi cele strict dcscrrscătoarc se numesc func\ii strict monotone. 
Evident, orice funcţie strict monotonă este o funcţie monotonă. 

fun ct iile const;mte sînt. în <iceln~i Limp crescătoare ~1 dcscrrscătoare (şi sîn t 
singur·rle funqii care au această propl'ietalc). 

I) Func(iile strict monotone sînt i:njectiPe. 

Înlr·aclevăr, dacă x1 =I= x2, atunci, de exemplu, x1 < x2 ; deci aYem fief(x1)<f(:r2). 

fir { , .1'1) > f (x2), duptl cum r este strict crescătoare sau stric t descresci'ltoarl", şi deci , 
în ambele cazuri, f (.rc1) =I= f (a·2). 

Urmează că: 

II) O f1mrţic .~lrict monntonă şi wrjecliYc'i f : E - F eg/c bijectiFă, rleci arP funcţie 
- 1 

reciprocă f : F -+ E. 

-1 

Funcţia reciprocă f este, de asemenea, strict. monotonă, ~i anume : 

-1 
III) Dncă f estr strict cregcă'ioarr, atunci şi f e,ste strict rrescătnare, zar dac<i f este 

-] 

strict descrescâtoare, atunci şi f Psle strict dncrescătnare. 

-t 

S?l prP~upnnem, fle CX<'mplu, C'll r P.'."1 f\ !>l"rir t CfC"Cătoarl" c;.i o.?'t nrrttăm c·r1 r rs l e, 

dr n'cmenra, s trict. rrc~ciHoare. fir ?'1 < tt2 două puncte <lin F ; trebuie i;ă arătăm 
-1 - ] 

că {(?11) < ( \!h)· 
-1 -1 

S:i noi ăm a.·1 = f \!11) ~i :r2 = f dti) ; deci f '..r 1) ~ ?'1 ;.i f (.r2) = '!h- Să ohc;crYăm di, 
- l - l - l - t - ( 

deoarece f este injectivă ~i y1 =/= y 2• avem { fy 1) =f=: ff!t2). Dacă am avea f (y1 ) > f i.ya). 
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Flz 9 Flz . 10 

:tdi<'rt -i-1 :'-- r~. :i l1tn1' Î, din f.1r11il ,.;; ( l'::f·r ~ trÎ•·I rrl'<:riitn;:ir·<', ::ir rc111ltn {'r1\ > { .:rf!), 
adi<'ii y 1 > !/~ · t·1' l"n ,,,, :ir 1•nnlr::izicr irnr r>z:i . 

1 • 1 

PrmN17.r1 r?\ (' !11) < r !I~ . n1'1' i r (»; I p " ' ri1'I f'T'f' ~rilt.n;1rr. 

JY) (;ra(irr/,• f1wrţiif,;1 ( .~ i / si'nt s i1;1rtrÎl'I' j:11,; 1/1• pri"'" hi~NMflf'r', 

I 

Tni f, iar p1m<'tld fy0 • :f01 ",... alH1 Jll" ţr r-;,[i, • 111 l11i /: r.i 1n<' l l" l1 .fn, !tn' ~j (y0, .r0 ) ~int 

<iiml" lrif'P fn[tt rlr p1· im~1 hi ,. -1,·1:H··· li ..:. f1. d r.,:1r1'•'1? prir.1 .1 J.i ;;P•'f•,:'lrP i:><;te hi<>ectoart> 
\"n triun~l,i 1il i ~o<:«el , , 1.lf'f'J.lflln:,;hic "lf I:: 

E :r r 1; 1 l' I u. 

„ t~ ~1 l i°" ,•:1 i' 1lnf ţ 1'1 (l'.: J1 n n ; nţ ;~l),j f .t 1 -· (1\• ;t rlinPti;l ) c1z~1 1·fl iTI ~ f';'i ~ 1 .l'; ~· }og-U. [i "~nt î'PClproce­
Una alt...ia l~r1fi.·C'le l„ 1 ;înl <Î m et r iC'.- fJE< .Je p1>ma L,o.•c1.J3r.• 1, ,z ji, 

2. Operaţii algebrice cu fli neţii reaie 

n J ri r I < fi. T: c fi -:i (: I , R. ~ : P, -~ fi rlnnă 1'11nr1,ii. Fi" :r C Tl. î.n sr1 pn· 
tem r· Î•' • 111.1 -.„1-11;1 / ,. !! 1 . clil1 rrn~ :i /' „ - .a .1 c.:111 p1·„i! 11-"1tl / 1 :.: r. IJ·l" l.nir. mni 
Înli; , 1' :1 :crtt!> r- J., llll11ll"l"P / •.;;, -: i .':J t 1 ~tt fjp d,, finit r . :idÎl'ă :i llf fnn<'\i n f "ii ~ j fun e ti :i n 

c;[l fir- ,JdinilP 'in p1111<·t •d 1 .;;-11i . r· 11 :diP 1·11\ inie .. 1 -.ri :cr:,qin:-i "' d.imrniul11i dP fi,...fi . 
ni\i1' l :ii lu i {. ~ ; dnm1·ni :il11 i d,. ddini\ :• r: :1 1 lt1i g; :i-:':H!iir·. I r l" b11iP ; ft fi i" 11n 
pun.· r 1' orH11n 1„; I ~i !l . :·11 1i. ·:"t <i :tf1:1rlinf1 in1„1-~r·1'\i1·i ct n /l . 

S11ma V - r ~ ,, /i111r/ii/r.1 / ·~' ~ ('~ff' clr'{:nit1i pe interspctia A n B n dameri iilo1 
lnr rlr ,J,·fini/Î1' pr111 •'f!n/it.1/,•11: 

( --.- f r = r .ri - f',.Î ' pP11fru T (7 A n B. 



J){fnn;t« d = f - F t"lU th(;niit. pr A n B pi~f'i. <igwl•,~j 

lf - g) ( T ) = ,, 1·1 - f.i I); p,;nffi.I X ~ ; l n B . 

PriJd11m1l j1 = fr:, p.<;f f' rfpf;'rzh pP A n B pn1i e.ga.litaf?v: 

({g) (:r) '= f (:r)g(:r·) . pmtm ~· C A n fi. 

Darn A si B ·oînt .t i«junn„, fnnr ţ iilf' f + f· f- g ..: 1 fr, nu pot fi f!.~finitf'. 

E :r <' m !' 1 P. 

1) fi <' f11nrt.ia / .rl = ln :r dP fi nitil P" .·l - (O. -- o:>' ~i fnn<'tia g .r) = 1/=-:; dPfinită pe 
B-= (-:x- , ni. DMa rP1'1· : I ~i fJ n n :111 p11ncte <:<Jm11nP \A. n r. __ _,ci) , funrţiile r + g, r- g ~i fg 
nu pot fi definii<'. 

2) fiP funcţia f \.T) - ln .r dPfinilii pf' A = (0, + oo) ~ i funrţia g(xl =V x -1 drfinitr1 pe 

B = [ l , +.x-). Domeniul d r d efi niţie [,I funcţiilor ln x +V x -1, Jn x -V x -1 şi ( x -1 ln z 
esle mulţimea . I "! /J ~f l , + oo' . 

Ob s P r ,. a t i <'. P1in acl11n;ir1•a 11111-i htn<' ţ i i f ! r• •·11 fnnrţi:i cnMt:int ă 9',r) =O ~" obţine 

tot funcţin f (:ri, d eci {!f'llfri i oeh111orea f1111rtii/nr, {u11c{ia 9 f.r = O jnarii. n<rla;i rol cn. .;:i O pr ntru 
adunnrea mw11•fcior. 

De ascmPnt>:i, prin lnn11; l\ i1·rcn 11nPi '""H'\ Îi (l .r) <'n f111v·~ia cons1ant[1 y(:r) = 'l, St' ob\[ne tot 
funr\in f 1J'), d<'1' i pr11 tr11 11tr1111lţi1·M / un f'(i ilor, {unc(ta ·~IJ' I ;;;;; I joacei acelrtşi rol ca . .;:i ·1 pentru 
în111ul/irea 1111mrrelor. 

b) D:wii f: I -> !.' "" ' " o f11 1w1_i•' ~ · a ""'" 1111 n'lmfi r. nt11nri produsul af(xl este 
definit pcnlrn 011c·1· p1111cl .1 E .l. 

Fnncfirt h = <1 eslr d1'fi11itr7., ca şi f, pe nwlfimea A, prin e3alitatea ~ 

(of) (x) = af(.'1.'), prn Iru :r E i l. 

c) Fief: A -+ /3 ~i g : B -+ R demă fnnrţii. Fi e :r E R. Prntru a pntf'a efrrt11a 

împărţirea !Jr) es te nPcc«ar , JW de o par!P, ra amhPlP numere f tx) ~i g'.-'r) f'ă fie 
ţ(.T) 

definite, de<'i :r E _t n B, inr pe de al1r1 pnrt P, ca g :r) : o, rlronrecP împăr\Îrea cu o 
nu are sens. 

Domeniul de drfinitie al funcţiei cîL c = 1. se ohţinr d eci înl riturîncl din inter• 
r: 

Sf'Cţia A n B toate punclrlr în care se <1111dcnză func\i:t g d e la numitor, iar fnncţi.a 

c = j_ e<ite di>finită pr aC'Nt"tft mulţimi") prin rg<1li1 atra: 
g 

(l J. ' :r) = _l.:::}_ , prntrn x E A n B, g(r) =j=- 0. 
t: g\~l'} 

R x e m p lu. 

Fii' func(in ( (.1·) ~ ln :r dl'finilii I"' 1 - 1n, -:ol ~i f11nrti:i 11(.r\ - 1/ 1 -- :r2 <! l'fin il:'i P" 

R - f- 1, 1]. ,'\\'('ffi .- 1 n n ~I\), l J ;i g\ I ~ t), dl'1' i rtf\m1·n 111l d<' dl'fini!LI' :d i'nn t'\ t•·i clt 
111 .r 

----=-:-este A O lJ"-{l} = (0, 'l). 
j/1-;i:S 
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îi. :"'"d''l" r.-, . .r"'"f'T" 1 „111 r 111n11;1 ,, (iuH'tii 1·/t;mn1tur„ 111·rr.~rrn.rei? hu1cţH : poiin6a.-
··,. J,· f, i 111 •1;.i,. r" fi 1 , 11 ~ i1, ._ \11114 ·fi:3 J:1.J1„ :il, f11J1"!;" 1„nr-1'P, l'iin.; ţ;o r·xpOJ1enţis.i1i, lnn\>• 

) 11 ' I I • e J • .... ~ ~ • 

1„1 l" !.;·' ' 11111 ;, .:1, J'i rn..i 11 1i· , 11..- 11 J t r1• 11;r«1 ·1,• (~ in. 1•0«, Tg , 1'1~·) ~1 l11r!l'ţ11le mrcula'.0 1'CIC~~ 
· · 1 1 11r1•1 ; n,, s.·i f11n..i.ii l« 1.!11 in111 r din ar1'~tr:-i prin npl1· (' l'iH'•' :1r·f"·-:.tJL :n· 1 ·1·11~. ·tr·i I • . 11·r'1· ~· • 

1.,111„1 "'ti·i·r~;„ ~1 • di· nn 111 1: 11 :11• fi1 :it .!.· 111i .. 1 "f"'r.1tiilnr <0lgrhri1'"· fi opn::qiri elf' rom-

Jll t llf'H' ';'i :I •>JW!';ll_j , .j dl' Îll\ J'i'";ll'f', 

lln«i't diirnPni 11 1 r!r• d .·!'in ii_i„ :ii 1111f' i fn 1w\ ii c·l„11H'nl;ir r llll l""lr prPciz:tt, Sf' sub· 
Îllt rlP(:?:<"' 6'1 r- 1 l'~lr f1\1'll1.ll di11 /nl/{i' j\lllll'lrl 1' .!" rrnlrll ('ll)'f' :111 <.:1·11~ operat.iile prin cnre 

r-;;r ddinit~t fillH'l,i :i. \ 1-„,_I:· 1•-.11· ,/111111•11iul 1n11.1i111 ci <' clf'l'ini\ie :il funcţiei. O f1mctie 
' 1·· 1 • •. 111 - 1·c.1 ,. 1 „. 1 l~l tll'l'i11 iti'1 doa r 1rn o }Htrl e a domeninlni maxim r!l'11 1•·1 1l:11·;1 puatr 111-.it 1 , • 

clr d<'i'ini\iP. 
S;1 eo n~ itJ „ 1-;1111 arum. pe r!nd, chi-rle de functii elen1Pnt are, pentru a le prrriza. 

11' /'nli1111r1111e 

l "iPI 111 :nH·i·e· r1„,1„ ,j ,..,. 111!111„~1· e·1wfi1·i„;it.i i p1di11n11111l11i. l>11rr1 rt ,, =/=O, 111H 1· <'r· o 1 ••. „ a,, 
prd111111111il „,1„ cl1· ~„:,tl11l 11. 

„ 1 ,·,,·1 1· -.· 1'1 11 1111111„1·1· 11 :1 111r:il1·, .r 1w.t1e fi or1t.:L' 1111111r1r f '1·11;ir1•1·1 • 1·x 1•11 n1 ·1ol.11 p 11 l1·r1 „„ , 
r <'n l. \ ~:'ll:•r . .t 111 11 ,.ni 11 J d(• dd i11 i1 ic· :ii 11 n11i po lin11111 !'"""' fi ori t.:e mul \imc de numere 

r e:dr. DurnPni1!1 1.11a.:--i111 de ddiui \i e es te toată dreapta R. 

E .1' e 111 p l f'. 

' • ··1 1 I <' f (.i:) - 11 c:irr au ca grafir• o 1lrl'aptă l'1di 11 11;1nlt•!1• ,],• ::r- r .iil111 1-·1 11 ~1n l lunPţ11 •' rou..; .~ n = , 
p:1rali·l :1 "" ""I li .• • rri:!- 11 . 

r I I . . ( I X . J I> • ·' ·111 C l "'l'1lic O rl r•':\ !llă :!) p,d inncn111•l 1• cJ „ !.!t·:1t\1d ;u1ii .-.lnt lfn1'[.u r 1nunr> .r =a -r , 1 .ir, • „ • ~ • . . 

(riu·. I ~\. ( )ai·;t " =· J -;-i b tl • ...,,, ,,blitiP {'101r{1fl i1/t1nlir1i [1 .1~) = x al c-:"11·1·1 '..!1·1d1C'. t.\:-;tc .. pt•1n1a b~~f'C-

1.. 1 ·· ])· .- ri 1 i i - \) se ob• iue J'unc\ia f (:t) = - :c ;d v;·, ,..., gra[1c este b1.;ec· 
I O.irt• I I!!. "I · tlt'.I - ~ - ) 

h1;m•:1 ;1 d1>11a (fi f!. !'. ) . 

(] 

.1 -
fig. 11 Fig. 12 
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Fig. 1l 

X -



:/ 

·. !I 

Fig. 14 

,, 
·' 

Fig. 15 Fig. 16 

!1) Funrţia pnlinnmialii. fl;r) = :r~ :irn n11m:ii v:ilori pozit i,·r ( fi~. 1:i). 
11 ) Fu neţ.ia polinomiala f \X) = :r3 a i·c Yalori nc:;uli\·e pentru :c <O şi valori pozitive pentru 

:z; ;;o o (fig. 16). 

h) F wu:{ii rr:ţionnle 

F11ncţii!f'. ra\inn[ilP, sînt Nipnnrl e dl' pnlinonmP, df'ci !"Înt ele fnrmn: 

Domeniul maxim de definiţie E se ohţine scoţ.înd de pe dreaptă punctele în care se 

anulează numitorul: 

R = R"-.._ {:r J Q'.:r) = O}. 

Dacă narnilnm1 Q P<;tfl dr gradul zero, functia raţională rfll.r nn polinom. Printre 
funcţiile ra\inm1le, polinoamPle au propriet.ăţ.i asrm{1niitoare cn <'ele pe c::ire le 
au numerele întregi prinlre m1mPrP] e raţionale ; de aceea, polinoamele se numesc 

funcfii raţional<' întregi. 

fig. 17 

Ex e m. p l P. 

1 1) f (x) = - :m rlom<'ni11l maxim dE> ddiniţie R'-..J O}, ~i 
.1' 

ari' ra grafic o hip<>rholil (fig-. ·t î). 

x2 _L '! 
2) ((x) = -

0 

-- are domi:>niul maxim de definiţie 
X"- I 

fl '-., {-1, 1 j. 

[T~ -1 
3) { (:r) ~ --- • 

:r~ + I 
Numitol'nl are.slC'Î ÎUn<'(.ii nn are 

nici o rădăcină reală, deci domeniul maxim de dt'îiniţie 

t>ste R . 
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c) Funcţia radical 

Funcţia radical este de forma f (.r) = ~.?:. unde n esl.e un număr natural oarecare. 

!Juei1 n e~ l c /)li'. '' ·- ~~! .. p•· :1i 1'!1 1·;1 rn./11·:il11I ['„:;,: <1 aiki ~(~ ns, trebuie ca 

;r ~.> !l: u~adc1r, du11w11iul 111;1.,[111 1il: ddi11i\i1· ,d 1'11uq.iei ruJicul / 1,XJ = 2ty'x este 

i;CIUÎUl'\:UjJl<.t l{J, ~j- o.-;I ; 

f: lO, + oo) -.[U, + oo). 

Ducă 11 cstG unpur, 11 = 2/,· - 1, n al.t ll 'Ld, rndicalul l'Y;; are sens pentru orice 

x E H : a~uJar, Jurne11iul 111<t:i.i1u di· Jefi11 il.ic .li fu11,·~ie1 raJicul / \ x; = ~h-Vx e::ite 

loută Jreapttt H; 

f: R -i. H. 

Dacă n = 1, funcţia Vx eoincîde cu funcţia identică f (x) = x. 

d) FuncJia putere 

l 1'unqia putere e:,te de forma f(x) ~--= x"JC, unde (L. e$te un număr real oareca1·e. 
Ducă Cl = o, :SC oh\i11c fuiwJ.i:J cun-, ta11tr1 r~..c\ :=.1; <lacă IX este Ul! uumăr natural n, 

se o!Jţi11e puiinol!lul purtict..la1· j'(;;) =- .i:"; Jacu a = -n, se obţiue funcţia ra~ională 

f(x) = ~. 
xn 

Ducă a nu e&le întreg, pentru ca putere:.i ~ să aiLă sens, trebuie ca x >O; deci 

<lu111eniul rnu:-.irn c11: Jdini\ic e;; Le ::;crnidn:apta de::;chitiă (O, + =). În acel't caz„ 
iu11e~ia ia uu11wi \u1ori :strict ]JuL.iLivc, deoai·ece .cc: >O dacă x >O. Aşadar, 

f: (O, +oo) ~ (U, + oo). 

În plus, Jacă a >O fonctia f(x) = XX este definită ~i în x = O ~i anume f(O) = O. 

()Lise r va ţie. Vor fi înLîl11ite mai fn:c\·e11t fuuc[ii putere f(cc) = xr cu expo-
• llt 

ne.ut 1·aţ1uua! r -= cu n > O. J'eIJ tru .v > ll, :icestea pol fi scri::;c sub forma: 

" 
f(x) = JY xm. 

Să ohservăw însă di, daeă tn eslc par, sau Jucă n esle irnpar, radicalul JY x11î are 

1>e11s -;. i pculni .1: < IJ; v~<u.h1r. L1·dwi·~ fueul:"t di~tiuqi·~ i11ln-: fum:l,Îa putere xr :,;i func-

t1;1 L? .t:'"·, d cu<•l'ee1,; Jurncui1d 11w:-.Î11t de ddiui\ic ;d i'Lrncl,ici .i;r e~tt: (0, -!-co) re::ipec­

tiv ,U, -t-001 ~upi:i eum /n < U 1·„,µectiv 11i > ll , iur eel al funei.iei JYJ!ii e:> te ( dacă 
u1 t'~tc pur ~uu n e~ t1 • iwp ;•ri H''. ;t~: l'e~ fJL'di' li , llupii euw 1n ~O r espectiv 111. >O. 

e) F uncţw exµunenţiu{â: 

Fune~iu e\.pu!lrn(iala 1l1g 1~. l~! . e~tc Je fomrn / x = '-~ uude u >O ~ta.;... 1; 
d011w111uI :;uu !JJd_\.J!l! J1;; ddi11il,Îc !w,J luutu <lree1pL1 F u11cţ1d exp011en~ială ld uuma.i 

valori ::.triet poL.ltÎi, 1;;; 



g a>I 

Fig. 18 
fig. 19 

f 
'
, 1· lo!!arit111i<'ă 1 \ t ., ) • 1wc. ia 1 ...._ p ..,j " ::1:: . . ce;1-. a 

. . - (f'" '>() ·1 I ) ,.,.,\!' f'.1·) - 111", 1 t:ll iaza " , 7 . I 1·· . 
Fuw.;li:1 lo•,ai-1l1111ca i,.., . - • ~ . . ' ' ' ~ · ' . IJllH1l' l1i1il 111a:-.i111 de < ' '.1111l.1e 

, r: . \> 1· · 1 · . t•'.\.IHHH' ltl.1:-t: ',' ,!: 1. J ) ll . . I ll\ 'I 
func\Î l' e,; t" 1·1·<·1prr.. ,\ .1111• .11 I . '. . . l u· 111·11l1·n 11111111·1·elc ::.tnc„ pu1.1 c . 

• . 1() -~oo\ lott:1l·ti I ltl (HI "" l li~ l„U~ ' . • 
esL<.: ::-c1111drr·:q1l.1 

, 1 .... • . • • i , alu r1 neg,al1 \e . 
l L . - 11oalc Jua ~.1 \ al111·1 p u/1,1\'' '; 

Fuuc~w 11g<1n 1111ca 

· · f f. arc~in 
g) Yunc/irt sw şi 11111 .rr• de defi 11iţie toată 

) 1: are 1lnm~niul m;1-xim 
Fu11ctia sinu::; ttig. 1~) -...iu -.,i,i, /"..r =--= ~ 111 

d . t· R !'>I ia 'alun cupl'i11~e ii.I n: - l 71 l: rectp a „ 
Slll H -+[- 1, 1]. 

· - ~a- con::-idr1·~i lll re ""'' 1 q1·oca . • „ · prin ip·;i1 . t1", n11 a - r 

A • fiin nt_i." 1111 P•t1• l11tf'l'l l\"•1 ~· · cen~tn • - /' 

[ • · 1 „1 :,-o nuLiuu t: 
[, ._,III J..i lllÎ Cl'\ a\11\ :.'_' ·~ ' ' tnsă r e::. trie\ ia unc\ iei - -

r r: r: ] I 1 l f I t'J f : - ··- ' . --+ l. - ' ... , l . 
i L :l :.'. 

= :;in .r. 

---...-X _ .... ;:-
_J __ _ 

:;;.. I 

/ 
/_ r 

.~ ... () 

„ a >1 

fig • .w Hg li 

.AceUbttî fum; \1u c1'1c !<lnd • r e~c:>lu:i n; ţi ::, urjcdi vH, ded 
-1 

bijecti vă, ~i deci aJrnitc u fu11c~ic 1·eciprucă /~, care :;e uotează 
arcsw: 

-1 

fi - CJ l'CSIJJ ; [ - 1 1 11 -+ [- .::. , .:.] • ., •) 

Func~iu :.11:c:,iu (fig. :!:J) e~te, Je tt~c1 ue11 e u, Stl'ict cre~ditoare 

şi avem: 

siu (arc~in ..c) = ..c, }JCllll'U -1<. X<. 1; 

a l'C:;ill 'siu .r) -= x, p eHtl'U - ; < ,/' -<'. -î. 

1y 

Fig. 23 

Ou:; e r , . a t ie. Functia ~111 e~le strict .11101wlun.i ':' Î pe a l te intervale; ue exemplu: p6 

[~, :J;:J <.'~le 8Lrict U t:8cre~căluan:, !'" [ ;„ , ~''"] c~tt: •I r 1cl cn:ocă luHrc etc. Pe fil'cure cliu aceste 
~ ~ '..! ~ 

iotei'\ a le Se puale cunsidel'U ci le U l'u11cl ic l'ecip rueii. UUt.:ll nul iilll CU {~ rDS(J'Îc~ia lu ucţÎeÎ 8iU la 

interva lul [ ~ ' _'.!~-:], f:1 al'(• o func~10 rccipl'ociJ. f~ (fi;;. :!11 ) ; dacă nolăm cu /~ J'll8Lricţia funcţiei 

11i11 la inl cn alui [:;;: • ;j;:J, f·. arc •> fu111.: lic reci1Hucii, -;3 (fi!!. 25). 
:! :? ... • ..... 

···l I -l 

J:'u11c\ii l„ Ji(erite (1, /~. (:J ;inl, 1·eopecliv, reciprocele t'uncţii lo1· diferite, { ,, (2 , { 3• Dintre toate 
-l 

aceste ruuc~ii recip1·occ, 11uni.1i fulie\ ia {'1, care e>lc recq•1·ocii lm 1t· ţic i {i(x) = si11 x, definită pe 

inten·ulul [- ':_ , ~], se 11u!t·a1.'1 arc•i u. 
:! j 

Co11.id c·raţii aualoagc ~e pot face ~i pentru celclallc t'uJtcţii cir culare. 

11) F1m c{ilt cos şi fum·ţia arccos 

Funl'l,ia i.:o,;inw; fig. :! lj \ "" li t:I•~. r .r) 
toală <freopLa ;i ia '<duri i11t1·c - I ,i I: 

co::i .x, are dumeuiul 111<tx1m Je definiţie 

co~: H -t [-1, 1]. 

1-ig. M 

= 21 

rV 
l 
I 2 
\ 

\ 

= 

/ 

/ 
/ 

/ 
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~/ 

/ 

fig. 27 

f uncţ1a wb nu e:::tc :;lnd monotona, dar te~tricţ1a {1 a ba la intervalul U, n, est5 

i!ltr1cL J e„crt::::cr1l ui.1l'L ;-1 :-urjccti,ii.: 

f1: [O, ;;] ~[-1, 1], 

-J 
<lec1 aclnute o funcţie reciprocă {1, cal'e t.u 11ut1:JaLa urccoa: 

-l 
{ 1 = arccot.: [- 1, l J -1>lU, r.]. 

Funct)a urcco:. ({1g. ~7l c:;tc, Jc a~crne111m, t.LricL de1ocrebcătoare ii avem! 

i1 Funcţia ta11;;e11tii şi f uw:fiu arcta11ge11tă 

sin .z: 
l 'unctia ta1tge11lJ fli;;. ~t: , :,au l ;{. / .el = lg X = -- , poate fj definită llUUlal 

cu~ x 

Ui punctele x pen lru cu1·c cu" .t -,'- O. Deuurccc functia cus se a11ulc.1d1 iu punctele 

d1.; fvnua ('!.IL ·i I • ;; , /, inlrc
0
•r, ul'll1em:ă ct'1 durneu.iul maxim <le <lefiuiţic al func~iei 

, ·> 

tangentă e:>tc .li=- J.' { '.!./, -,- 1)-i ; !.- E !.} . L:ulJcţia tauge11tă ia urice "aluurc rnulă, 

deci: 

Funcţia. tangenta uu e::: ft.; ~ lrict mouvLonă, dar 1ui.tricţ1a sa {1 la mt.ervalul 

deschiis (- ..'.: , 2:.J Cble t> lnc l Grcocutu..in; ii tiUL·jecti\oa: 
~ ~ 

28 ,,_, 

_____ i:f~------
1 

--·----3}--~-------
-y I 

l'ig. 28 Fig. 29 

- ! 

clec1 u<lnulc o funcţie reciprocu /'1 w.nnitr1 mcla1wc11lă ~i notată aret•~. 
~ ' o 

l l . • .„ ,-

/1 = an:t" : li-.(·- -- • _:.. · b ~ · •) 
~ ~, 

Furn.:pa ardg tfig. '..!9; este „trict cre„cu luare ~i a \·e1n · 

urctg\tg .;;) = x, peut1·u - '· < :i; < ~-. 
:! :.! 

j ) Fu111:ţta culcmgentci, .şi fwicţiu, 11.r<-culan:;enld 

f u11c\ia culw1gc11til, lfig. ;)U) ~<:u ctg, ( \..t) = cl.g :c = co~ ..c , poate fi drfinită 
sin x 

11un1ai in IJtmctclc .i; in cal'e ~iu :c ::!:::: O. Deoa1·c··e f 1.1·.1c t1· ., c· 1·11 I · I ~ c• - SC anu cazu 111 ]J!llldde 

<le furuw !.--:-., I.- iHLl'Cl.!· <lorneniul wa :,1w ·\· 1l„f1'111·1·,,·„ ,, I 1u11 1 · · l t r~ _ u ' v • c, 1e1 c g e~ e .i:. = 
- lt ·" {hi: '. f, E L;. l'uJJc\ l<.t el~ ia urice \ alu.1!'e realu, <lcci: 

-rr 
I 
I 
J 
I 
I 

. J 

el~ : ll , {/.-;: J I< E z; -.. R. 

I I 
I I 
I I 

I 

:\ I 

I .TTI 
-.\,...,.__ I ~']!- I ~T~· ,-„. \ ,n , 

I -.. 

: \: 
! \I 
I li 
I I 

l' 1g. 30 
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Funct.ia clg nu f'~te strict monotonă, cl a r restricţia sa {1 la iutervalul de!>clii~ 
(O, i.) c:>k sLricL dcscre~căLuat·e ~i St ll'JcctÎ'\ă : 

f1 : (O, 1.) _, R, 

-1 . f . - L t'1 ~1 1.1utata' ~l l'CCLg : deci admite o funcţie recqJrocă 1 11111111t a arccu an::;en: " 

- I 

[ 1 = ar•·crg : H-+ (O, <.). 

I' . ' (fi'!!. '11 ) c.~.·L · · ~t r i•·L d 1•-.1T•~~cal\l<t l'C ,, :.l\Clll : , unc \ia arce · g ...,. V' ~, -

cl~(arn:lg .1') "-'-- .1, 1''·11lr11 1 •:... /(; 

,( ........... u:. 

1. Pt ogn;~11 „mtmet 1ce 

'- L · t111et1t'' 1·1 "UL·cec1' •r1u fm1 la •le nunw1u: oe 11u1uc ~ e prugrcs1e an ,„ " " ' ~ 

· t • ·1 ' I 111 • 11111 l'•' I 1·1·1·1„•1l1·;1I I" 111 ad.111:...•:tt·c.1 ll11Ul !n care ficc<1 rc 11ut11<tt' u, 1;11 _;::- - ~·· ''". 1. • •• 

accla';>i 11un1ar „: 
a, = ' '1 I l· „, (. - '.!, 

.. 
~ ) , „.' ". 

!\uiuerelc 
111

, t.I; , .. „ 1111 ~" llllllll'„C ter1111·1. r. j•l'>•:;t•·-,111. a 1 „..,,,. pn111 al lf'l l!lt:ll. iar 

a.„ i·~lt! ultiin1d ti·rni1·11 al J'l'11gn·~i1·i . .\11111;11·ul / ~l' 11111111":-l•: 111/;11 (' l'l•gn ..,1 1·1. . 

111•11 ; i·u ;1 f'llllC in C\ id„11\ă ci.i JLllltt ei·eli~ 111, 11~, .„, .:,, l'o1·111.·;11.<1 \) 1 •:· 11~l'l" 1 e ul'lL· 

m eltt:u, :,e :,•TIC : 

-;- I/ lt 11°!., •••) t'.ln,• 

E x e m p l c. 

1) +1,'.!,3, ... ,7;r = 1,n =7. 
~ I -~- I :~, :., „., :!.): „ ;.;,;.. :!, /I,:.;: 1:=l. 
3 ) -:- - :.!. -- '1 . - ' '• „„ -- lllO. „ ~ - '.!, /1 ~ „ I), 

4) ~·- :;, ;,;, .. „ :J; „ ~ u, n, o;u·1 l'i-trt'. 

U lJl'Ogrc~it: ariln1d1..:u c„tc pP-rfect d !'l\•1·u1111.-1la d.lL:U ~P. cuuu,e: 

jll'Î11111J lenu e11, a 1 ; 

- ultimul Lu·m e11 , u„; 
- uurnâ!·u l Lel'menrlvr, n ; 

- l'a~ia, r. 

==- 30 -

Aceste patru numere nu sin t independente. Între ele există o anumită relaţie. 
Cunoscind trei dintre cele patru numere ~i folosind această relatie, putem determina 
pe al patrulea. 

I) I an = a1 + (n - 1)r I 
Demonstraţia se face prin inducţie completă. Pentru n = 1, aJică pentru o pro· 

gresie formată dintr-un siugur număr a 1 egalitatea csle c\ idtml a<l e\·[1raLă . 

Presupuuind egalitatea udevărată pent ru progres ii cu n termeni, ea rămiue ade· 
vărată ~i peutru p1·ogrc„ii cu n + 1 tel'meni: 

a11+1 ~ u11 -t- r = a1 ·t- (n - 1)r -j- r = a 1 +nr. 

E.xe111pl6. 

!) he: 

o vrogre&IO cu Cl1 = l, r = 2 ŞI li = 1 OOi. ::i.t Ml duteruune ultimul termen U,1· 

.\vcw: 

a 11 - u 1 + (n - 1) r - 1 + I UVJ • :! - :.! UU/ . 

:: ; În e:..emplul de mai tius, l1 e a„ - ::; „j/, ~a se Jctcr111111u 1wu1arul tcrrncmlor. 
,\, cm: 

-
-- a„ - a 1 __ ~ jj7 - 1 „ „ n-1 - _ 110 ; 

r 2 

de uudc n - :l 77'J. 
::J) Viu: 

-r. a 1, a!l, „., tt,u 

1.:u u1 - .i, an ~ ll..i ş1 :i = :.!5. ::Sa li6 delcrmi1w raţia r şi ternwnul rJ.c 
A~cw: , 

r = a" -a1 
11-'l 

!i5-S 

"K ... , 5 
~i u0 - a1 + („ - 1)r - „ + '* • ·;; - 15. 

4.) !:: ă se Jt:lcrm.i1.1u prugl'c~1a unlmctica 1 

~Liiud că a, = 2 §Î a~ - 6. 
Avem: 

a1 + 4r = as = 2, 

a1 + 8r = a9 --'= G. 

2 

Hc.i:uh !ud acest sistem, rc.i:ultă a 1 -"' - :!, r ""' 1 ţi a"1 -= u1 -r :lUr ~ - :: + :!O -= 18. 

Cu alt cle meuL util in "tudiul unei progresii arilrncltcc: 

llb lti bum..i teruieuilur ~a1; 

s„ = ai + a" + .„ + llw 

- 31 -
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s„ !le mat nume:ţle suma prugresrni. Suma sll hC calcuh:u.lă eu formula urmăioal'e : 

ll) 
j S . (u, + u„111 I "- - :t-

Pt!ot ru demon~tr;,1 ţ10 ob~erviw1 , wai iu t ii, cu >:> Umu a dot termeni egal depărtaţi 
dt: e:\tre1ni e~te con ::,t ;,rn l.i ·l i egulr1 cu u1 + u„. 

Îuu·-uduvur ; 

1;1, m :,;c nernl, 

At um:1 : 

<ls undt. 

Ex e m ple. 

11 ~ ulila primelor· n numere n atura15 ests1 

cole: 

n {n + 1) 
S

11 
- 1 -i- :.! + „. + u __,_ - ---'-

2 

Î nt-r-a .JeYii.1. a 1 ~ 1 şi a,i-'- 11. Î u partieular .S,0"-'- „ „I.};), 
:.! ::;1111.u prinielur n n1u w ·rc: H.aturale itll pa n , c:;ti, uu pă lJ·at \-' "ried. 

i 11Lt"aJ e \ ar, bU hltl pru;;r c:;ici ari llnd icc: 

f:) . (a 1 r an)n . { l ....- '.:.11. - I ll 

n. - ·' - :! 

Peutru <lemoustraţ1e do plea i_,J. J e la 1Jcul1tatea1 

deci: 

Dind lui 1~, succesi'\', valorile 1, !!, •.. , n, ee obţin următoarele n e;;alităţi; 

2a = °P -!- ;) • 1" T 3 • 1 + 1, 

s~ = 2~ -r- 3 • 2~ + 3 · 2 + 1, 

n3 = (n-t)J + 3(n--W + :.l (n-ij + -J, 

(n + ·1 )~ = n3 + 3n? + 3n + '1. 

Aduuind ruemhl'u cu merub1·u şi cfoctuîncl t·cducerile po3 ibilc, rczullă; 

(n + 1):1 = 'l + 3 (12 + 2J + .„ + n2
) + 3 (1 + 2 + ... + n) + n, 

12 + '>'' , + J (n + 1 '1 ° - (n + 1\ - 3 11 _!... ' ' -'- ..1... n) .... 
1 

••• n = ' · · 1 - , ••• _ 

3 

= n + 1 (n2 + 2n _ 3n)- n (n + l ) (2n + 1) 
3 :! - 6 

De exemplu: 

~) Fie: 
-a1, a'.!. , .. . , a-n,, 

cu a1 = 3 ~i r = ::!. :3ă ~e calculeze suma S t:i a p1·imilor 1i:l t c1·rncui. 
A ,·cm întii ; 

a13 = a 1 + 1:!r = 3 + 1:! • 2 = '27 

şi apoi: 

S _ {a 1 + ad 13 (3 + :!i ) 13 _ 
13- = ='i9J . 

.) 2 

5) Să se afle numărul n al term~nilo1· ~.· 1· ult1'r11ul ter.r.ucn 11 l „ · · " " •rn -:1 p l'<>gresu ltl'IL&ettce cl.l'llos-
cînd a 1 = :3 , r = 2 ~i suma Sn = 1:!0. ' 

Avem sistemul : 

Eliruiniml pe an, obtinem: 

I 
an = 3 + (n - i )~ 

1:!0 =(3 + ~~-
2 

n2 + 2n - 'l :!l) = O . 

. Sing·u1·a soluţie ll.CCe<>tabilă (n llUlH~J· l lil.lt11·,·11'1 "" l•· lt ~ •ll). r· I . r ~· v - , czu lă atunci a 10 ''"" ::!L 

2. Progresii geometrice 

Se numeşte progrc:sic gco111ctrică u succesiune fi uită d c numere: 

au u2J „., an, 

în ca!'e fiecare număr ai cu i ~ 2 se obţiue din cel precedent prin înnrnlţirea cu 
acelaşi număr r: 

a~ = ~-l r, i = 2, 3, .„, n. 

·. -- 33 --
3 - Eie:mente de an.liză matematică, anul ru liceu 



Numerele a1, a2, „„ an se numesc termenii progrcs1c1, iar „ se nume~tc raţia pro­

gres1c1. 
Pentru 3 pune în evidenţă că numerele a1, ~, ••• ,an fol'mează o pro~r·e;;ic geome­

trică, se scrie: 

Exemple. 

1) -:-:-2 ,i,8,J6,32;r = 2tn =:25. 

2) 7.- 2, 6, 18, 54; r = 3, " -= '" 

3) .:~ _!_ 
.. t - - , - • 

:.; 9 ?.7 :! 1 
r =-- , n=::i. 

3 

4) 7.- :~. 3. „. , 3; r = J. 11 oa•·"ca1·c. 

Ca ~i I" ntrn pr·nµl'l'siile w·it1uelicc. Yorn <lrmonstra rlouă fol'mule i.:Hl'(' <lau ultimul 

tel'lll(' ll 11„ ~i n.:specti\' suma .S„ a unei progn:~ii g.:omelrice. 

1) ' a = a . „n-1 I 
I " I 

Demonslruf,ia tie face imediat, }'l'În inrlu1·ţic completă. 

II) 

Într-adn·[1r: 

Ex e m p l P. 

. l-r" 
S„ = 0 1 - • -­, _ ,. • <lacă r =/= l. 

1 ) Fie pl'o;;t·csia gcomett'ică: 

~ ~.li, lti, ... aa00, 

cur = :.!. 
Avem, de exemplu: 

2) fie: 

o prof!resie µ:~onwl l'Î~{I cu a6 = 3 şi a0 = 12. Să se determine a16• 

.\\ccn: a,1 --= a 1r" ~i al) .:.= aLr\ deci: 

atJ ~1 
Rezultă r8 = 4. Singura soluţie reală este r =re Deducem că a1 = „s = 4}'l_G: ~i a,G = 

3 . 11 ~ 
""" a1r1s = pt'fif • 
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3) Fie: 

~ a1, a,, „., ttn 

o l'rogrc>11· gcomelr1c;'1 cu a 1 ~ 2 ~i r = 3. ::ia bC c.llculeze suma S 5 a primilor 5 termeui. 
.\.veru : 

1-33 
S5 = 2 • -- = 242. 

1-3 

~j Fiind dată raţia r = ~ şi suma S6 = 2 730 a unei progre~i1 geometrice cu G termeni, 
I 

să ~e afle primul ~i ultimul termen al progresiei. 
Avem: 

deci: 

E xe r ci ţ ii 

l) Fie P1 mulţ.imea paralelogramelor, P2 mnl ţ.imca dreptunghiurilor, T>3 mulţimea 1·omburilor şi 
P 4 mulţimea pătratelor. Să se slabilească relaţiile de induziune dintre aceste mulţimi 
,i apoi să se determine: P 1 U P3 , P 1 U P4 , P 2 U P 1 , P2 () P 4 , P 2 ()Pa, Pa() P~. 

2) l\olînd: N- mul1imea numerelor naturale, M1 = (:!n i ne N } M 2 = {31i I n E N}, 1\13 = 
= {6n I ne N}, M 4 =I {3n + 1 I ne N}, M 5 = {3n + 2 I ne N}, M 6 -mulţimea soluţiilor 

ecuaţiei x2 - 9x + 18 =O, să se stabilească relaţiile de incluziune dintre aceste mulţimi 

~i să se determine: M 1 (I M 2 , A/1 U1\/3, M 1 (I M 3 , !111 U llf6 , M 2 () M 6, M4 U M s, 
Jl,1 () .11u, ("'11 () M 3 ) U .'12, M 1 () (,'lJ3 U M 2); să se arate că (Ji/1 U M3l (I J\16 = (M1 0 
() M 6 ) U (M3 () M 6 ) ~i (M4 U Mel() Ms= (NJ4 ()Ma) U (AIG () Al5l· 

3) Să se demonstreze egalităţile: 

a) AU (A() B) =A; bl A() (AU B) =A; c) AU (B (l C) =(AU B) (I (AU C); 

dl A() (BUC) = (A (l Bl U (A() Cl. 

[Ultimele două egalităţi exprimă proprietatea de distributivitate a operaţiilor de reuniun8 
şi intersecţie una faţă d& cealaltă.] 

-') Fie E o mulţime şi A, B părţi ale lui E. Considerind complementarele în raport cu E, să se 
dcmonsLreze egalităţile: 

a) C(A·U B) = (CA) () (CB); h) C(A () B) = (CA) U (C B). 

[Aceste două egalită.ţi poartă numele de formulele lui .Morgan.] 

S) Să se domonstreze egalităţile: 

a) (A,B)()C=(A(IC)"-. (B()C); bl (A()B),G=(A , C)()(B,C); 
cl (AU Bl "' C = (A "-. Ol U (B "' C); d) A " (A"' B ) =A () B. 

6) Fie A = {-1, 0,2}, B = {-2, O, 5}. Să se determine A X B, B x A, (A X B) () (B x A), 
A 2, B~. 

,7, 
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7) ~ă se dcmon;.t rezc că A :< E C C :< .D, d;1.că ~i numai dacă .·i CC ţi B C D. 

I) Să şc ckmonsttczc c;alitatca: 

(-1 ~< B j U (A >'. C J '-" A X (B U C 1. 

') Fie a; ~i b două numere strict pvziti,·e. ::ie ~tic că tti e!li a armv11ici't, medi>t ;;eotwct ricâ ~1 media 

a1< ! mcLil'ă a ace~tor· numere se definc:0e în modul urmi'.<lOt·: 

:!a/J 
/ltarm ·---' 

a -f- b 

Sit se demon.>t1·eze inega lit ă\.ilc: 

, r ·· a ...L b 
mg =-= v ab, IJlaril = ---• 

2 

a ) lllarw < 1l1g <,: lll u,1·;t; b) nla ri t - ni0 > my - ma1·m· 

18) :3ă ~e demonsL1·ezc că, v1·ieare ar fi numerele poziti\·e a, b, i;, au loc iue:;alităţile : 

a) <t~ + b~ + c" '.;;?- ab + &c + ca; 

b) «b(a + I>) -i- bc(b + c) + ca (c +a) '.;;?- 6abc. 

11) Cu notaţiile do la exerciţiul 9) s ă se Jcmvnstrezc că, dacă O < a < b, au loc iuc:;aliLăţil~: 
· fb-a ):! 

a ) 111a1·it - rnar1n.::;; ; 
r,a 

. (b-a;~ 
b) m arit - mg <-----. 

Sa 

12) 8.t se dcruonstr·eze că orica1·c al' fi n E .Y, are loc inegalitatea: 

1 3 :?n - 1 
2 · ~ · .„ • 2n 

13) Sit se <l cm osJ>l rcze cft orieare a t· fi numerele 1·cale al, a 2, b1, b2, a re loc inegalitatea (Cauehy 

- Bunial.:onki-Schwarz) : 

Să s-e generalizeze: 

14.) Să se demonstreze că, orica1·0 ar fi numerele reale strict poziti ''e a„ b , c, r, s, l, are loc inegali· 

late a: 

- + - + - - + -- + - > 9. (r s l ) a b c) 
a b c r i; l 

15) Să se d cmomti·cze că, 01foarc a1· fi numerele rcalc a,, .. „ a,,, b1, • •• , b" , a re loc ine„al.i tatea 
o . ":" 

(:llinkv \"Ski) : 

1/ n l / " V ~--1 ~ (uh + bk)'! ~- ~ I: uT, + I: bi,. 
/, - J. /, - !. 1. --1 

l•) Să se demonstreze că, uricare a r fi num ere le reale a ~i b(a =/= b), au loc egalitill,i le: 

a 1 b -,- I b - li I 
_ ...:,__ :__.c.. __ ___:_ =max (a, b) 

2 

~i: 

a ~- b- : b-a l ' ' """"'miu (a, Zi). 
2 

17) ::)~ ~c dcnw n:;trct-c că, oricare ar fi numărul r eal a, au loc inegalităţile: 
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lll) ~;;, se 1·ez-0h e ccua\iile: 

a) ;J 
1 

x 
1 

- 3 ..:.;:: ·1 -~ I 
1 

x_ l ; 
I . ' ..!.. <;> 

b) ' .n ' ' - = 3 I x I + i · 
2 ' 

C~ : X. -- ~ -:-1 3: .L: '. - 'l; dJ - 5 i ;r l + 8 = 7 -3x; 

ej J 'X 
1 

.:- J = iJ.t: - 2; fJ .J I x l + '1 = 2x - 3; 

; -j !x-:- '1 : =.;:;: ;j ix !; h ) 2x - 3 = ! X - 5 ! + 1; 

i) '. co; .v · = co3 .v + ·t; j ) I tga:: ! = - tg X + 2. 

l') Să se J'ezoh·e sis lcmelu de ecua t·ii: 

a.} ~ I I I - 1 

{ 

~ .V I _J_ I y ' = l •). 

x~y== 2 
b) { ~x: lv~~til~ I = 13 

d) { l X J + lj = 1'1 
X+ '!]: = 3. 

2t) 6ă se discute, în raport eu valorile lui a, b, c. N;uaţiile: 

a) a 1 .1:: .c:' b, 

21) ::);i. se rczoh-e inegalităţile: 

a ) I x + 3 >:.: iJ; 

c) ! .v - 1 . -'.. · .c '. > ·t ; 

b) a l x i + bx = c. 

b) !2x-1 ! < 1 x-1 !; 

dl I :iY - 3:c -i- '.! : < ! x + :? I. 

:2) Să >c demonstreze C<i 01·icare ar fi numerele reale a 1, a:!, .. . , an de acelaşi st:mu şi mai mari 
s~u .:,g·;1.) •• l' ll ·-- 1, al'c Joc iucgalitatca: 

(1 -i- a i) (1 +a") ... (1 + anl ~ 1 + a1 +a:!+ ... + a.11.' 

::Oă se d educă apoi ca uricarc a1· fi a '.;;?- -1 şi n E N, a rc loc inegalitatea: 

(1 + a )11 > '1 +na. 

[ Ge11eralizarea inegalităţii de la m·. -'t, § '.?. De fapt , acca~tă inc:;alitate poate ti încă g ene· 
ralizatil, ~i anumo se demonstrează (v. § :!7, nr. 3, exemplul G) că oricare ar fi a:;;;,. - 1 
şi mrmărul l'cal et. '.;;?- 'l, aYem: 

(1 + a)"' :;;;, 1 + <J.°'. 

:3) fie E o.: {- 'l, O,:?, ::I } :;i f : E - R (unde R este mulţimea numerelor r eale) funq ia definită 
pifo e;·alitatca f (.c) = 3.10~ + a:- l. F ie . l = {-'l, 0 }, B = {2}, C = {O, 2,3}. 6ă se dcte1•­
minc mulţimc:1. Yalorilvr lui f' ţi imaginile rnulţimilor -1, lJ, <.J priu acoa~tă funcţie. 

2.f.) Fie f': E __. F o funeţie ~i A, B părţ.i ale lui E. Să se clcm oust1·eze l'elaţiile; 

a) f (.4. U B ) = f(A ) U f (B ) ; b) f (A () B ) C f' (.:l) () f(B ). 

2S) Fie /" : I:; ..... F o funcţie. Să se demonstreze că G; = E x F, clacă şi numai dacă mulţimea 1" 
este formată dinll'-un singur element. 

26) Jijc f': n _„ f{ funcţia definită lll modul Ul'ffiător; 

{

3, dacă x < O; 
f (x.) = .r-

v x, dacă x ~O. 

Să st. determine restr·i cţ.iile lui f la mulţimile: A = .'Y, B = { -3, - 2, O}, C -

-{-'.:!, - f, 1, V:?}· Săse determineapoif'.~ ( {'l,5}) ,fB ( { -2, O}),fc({-f• 'l , t/~·JJ· 
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27) Fie f: {- 1, ~ }-+ H funcţia definită prin C[!alitatca f (xl = x~. Să se determine u l'r1.Jun­

girc 7 a lui r la H, astfel incit /'(O) = 7, 7(V:.f) = - 2. Să SC arate prin exemple că există 
mai multe nstfcl el e prelungiri. 

28) Fie mul\imilc 1~ = {-1, 1 }, F = {- 5, 1., 9} ş i f: E-+ R, t: : F -• R fuucţiile definite, 
respectiv, prin egalităţile f (x) = x2, g(x) = 3x -1. Să se arate c[t se poate <lcfiui funcţia com­

pu<i g of : E - R. Să se determine această funcţie şi mul! im ea valorilor sale. 

29) Fie mulţimile B = { - '.!, t, 3}, F = { - '.!, 0, 1, 9} ş i f: E-+ U, g : F-+ U funcţiile d efinite, 
rr,;pcctiv, prin c~alit:1\1le f{x) = :i:2 ~ i i.:(.r\ = 2J.:i + 1. Să S« 1lrlc'1·minc cca mai marc s nbmul ­
ţi111c A a lui t::, astfPI incit să poat:i fi dt·fi nită funcţia compusă g of A· Să se d oll'rminc apoi 

a,•,•aslă funcţie ~i mul\inrna valorilor sah•. 

SO) Fie· f: E-+ F ; g : / i' -+ G; h : r;-+ /[ t rci funcţii. ~ă M' arat" eii h o (~ o (\ ·~ 1'1 o 8) or 
[Oni, operaţia di· rompunrre a runcţiilo1· e'te asociati"ii· n1:zultă Cel in Joc <le ho(;; o n 
sau (/t O g) Of ~C pO;ole sr.ric făl'CI prÎ111t•jdic d e cchiYOC h O!( O f.l 

31) Fie mulţimile /~= (-~, O, l}• F ={-1, -~ ·O, 7}, G '-" {-t,, -:, 3, V10} 
ţi f': fi, - U, g : f-' - 11, h : U-+ fl, runc\i ilc dt"finile, r~spl'CIÎV, prin c~ali lf1tilc f (.r) ~ J:~ - l. 

~ -X 
g(x) = /.J: + 3, h/.i:) "-" -- • Să ~c arate că SC poal e •l cl"ini func\ia compusă ho g or: 

3 
: E-+ J:. ::iă se d<'l ('rminc acraslă ru11c\ic ~i mulţimea valorilor 

ginilc t>l'in h o g of ale păr\ilor . t = { - 2_, 
:! 

sall'. Sri se determine 

t} ;ile lui E. 

ima-

32) .Fie mulţimea H = {- 1, l} ~i ~ul'jl·C ţ ia f : H - f'iEI, drr1nit rt prin c~a lilatc;i fli: ) = fix ...:- 7. 

::;;, ~e :u·af P c:1 r c,;te bijccli,·i't ~i <• S(" cldt· rmine reciproc,\ sa. Si't se arate Cit prclUn(?Îl'l'a r a 

lui r la /{ clciinitii în mo<lul urmi1tor: 

f(x ) = ·Lr „. , a ca x E .:. ; 

{

' . 7 <l - , . 

- fix -j- 7, dac{1 X E n-......, J:: 
- 1 

este o llij1·q1c care aplică ll pc R. Să se dcl.1•rmine Î. 
33) Fie mulţimii~ E = {-2,-1, O, I , 2}, P ={O, 1, '•}, G ~ {-~.-1. :i} ~i submulţimea 

, I ={O, 1, '.!}a lui/::. Să SC arate c:. funcţiile r: E-. F ~ i g: F-+ G dc[inile pt•in C[!':tlil{lţile 
f( :r) = x2, respectiv g(.r) = 2.i; - :} sint surjective. Să Se arate apoi oft o ort : A .... G este o 

bii•'cţic ~i $ă se determine reciprot·a sa. 

34) Fie r: .!!.' .... r şi !J : F-+ G două bij ecţ ii. Să se d emonstrC7.C că funcţia compusii g or: E-+ G 
- t 
- - 1 -1 

('St C. d e ilSCmeno;i, O bi .j ecţie ~j Că g Of = f O g. 

35) !-'oă şc d el>'r111ine o fn11t·iic reală f (:r;l = a+ /li;\ astl'l'I lnciL: flO) = ! :i , f i:!) ~ ::10, f('1) = 90. 

36) ::3ă se stabileascii d omeniul inaxim pe care pot fi dcfiuite funcţiile următoare: 

) r ) . X 
e (x = arc sm --• 

1 + x2' 

g) f (x) = log, (log\ log7 (2x + 1) ; 

li) f (:r) = • - ~ 1/
.c2 -4x + 3 

x--x-2 • 

f) /'(x) =arc cos (x~ + 2x); 

V
:t + I .1· -1- 2 

h) f (x) = lg 
2 
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Î ) fi ., -- v -;:-;-:;-
.J;. -- ŢI-:-;--- • --·- ; 

~~..i· - · I -~ 1!! .t'- 2 

I

( V 1 - .-.:=, dacă .c este ra­

\ iona l =F -1- 1 · 
.ii fV) --= - ' 

Jn .c, cl_ac:·1 .c estti ira-
ţ10nal. 

37) l'rnt 1·11 perechile rfo I u111·\ii f, ;,: care urrnl'aâ, să se t b"'-- d s a 1u:ască omeniilc maxime pe care 

pot fi definite fu.net.iiJo f T ;,:, (o, .!... , [.: . 
" o r 

a ) l f{r) ~ log, [X + + J, dofini<ă p• [O, 5J; 

g(.t) '-"a;=! -1, definită {le r- 3, 2). 

b) I 
.i;-1 

f (.r) = arcsin --• definită pe (O, 2) ; 
x+I 

g(.t) ~ ln (3x - 1), definită pe ( ~-, ::; ) . 

38) Fie func~iile f : R _. H ~i g : R -.. R definito în modul 

.t/ - - , g(:t) = ' ~ f( . _ { x, dacă x ~ O {- a: dacă x .- 1 

l, daca .-i; > O O, dacă x> 1. 

Să S(' d etnminc f"uuc!iilc r ..!.. g ~i fr:. 

urrnătoJ•: 

3') Fir f"unc\iilc f: H-+ H ~i g : R-+ fl definito, respectiv, prin egalităţile: f(x) = x2 şi g(x) = 2~. 
~;"1 SC def Prmine f O g, {:i Of, f Of, g O g. 

40) Fie fuucţiile f: H-. fi " · H R I · (O + ) · · . . _ ,, . . .' " · -+ , 1 • , oo -+ R defm1tc, respectiv, prin egalităţile: 
I (J_ I - -:r - I, g(.q = srn ~.r, lt(:r) = ln 3.r. Să ~'~ determine păr•1"lc 1 B l d · t · I . r, I · · . - - . . . r , , a e r ep e1 rea e 
.tsl ' 111c1t sa poala f1 dcf1111lă funct ia compusă h 0 " B 0 f 5.· . d · ~ 
runctic. · o A· a se elerIDJne aceasta 

41) F;e funcţiile /': H -+ R ~ i g : R-+ R ddinite îu modul următor: 

r(.t) = { .r, dacii x >. O • 
. • , g(:c) = x-. 

l - .1., claca .r < O, 

~ă St' determin<' f O " "Of f Of "O o l'" .... t , ~ ..,. 

42) l"ic t'unctia f: N--. li ill'l'inili"t prin t:"alitarr·a f(.r) = 1 2 _ <>:r s~ 
1 
• . • • • ,.. • - · • · • Sf' :irate c„ I nu este o bijec-

. 11· ~ 1 5" S<' detri·mmf' :q>••Î intervalele I"" earl' rcst. 1·ic ţ iilc fu11cţit'i admit reciproce. 

4.-3) J.'i„ J~ = R' {-1} ' i "ll!'J. ·ct" ,. E" , .. ,., d r· . 1 X ' ·, ~ c ia : -+ Ii~ c mită prin egalitatea f(x) = .....=_ . Să se 
1+x 

-I 
ar·alc c:i feste o pc·1·m111a1·r a lu i E .:.i cii 1· = f. s -l - l , • ă se verifice egalităţile f of'= f of= IdE 
dt ~ · l''\ami 111·7.l' t'it1 11I !!°\'ll•ral al functiei del"inită prin egalitatea: 

a.r + b 

ex+ d 

4.4) 1-'it· "1· u:!, .„, an v pn.)0 1·1 ~i1· arit1net iră . 

a) Dacă a - ''" -1 - - '1, an ~ ~>, 1· ...- - ~' t:i{t sn <lute1·1uin c H ....,i S . 
b) Dacii a =" 1 - ·•n <' -- »JO - . ' . n 

1 "• ( n - '"'• "n - - , ba se JcLcrnu1w r " "· 
c) Oacă a„ = 199 11 = 100 <· --· 10000 ·· J ·' ' , u,~ - , !:ia se < ctcr11u1H· a !-ii r 
d) Da~ă a = 18 „ - ., ..; .. „.., .- <l . . 

1 
·, • 

1i ' - -, ~ - 11 - c11...', ~a se CUTnu111: n 1 ... , n. 
c) D;ocă 03 = 8, a4 = ;,, S,1 = :!8, să se llck11 m11e 11.. 

f) Dacăn~.) a - a ·· !li" aa ·1s -- d · · ~ , :: • .i - , 1 s .==. - , ::s:a se ctcnn1uc a 1 ş1 r. 
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-45) 

g) lJac:t n '.> 8, 8~ -:-- S4 = 33, a1as = !,(j, s;l 6C delem1În!l 01 ~j 7'. 

li) p„,.,; 11 ·= '1, r = '• ~i a,· a~· a3 ·a, "-' GS.), s;l Sf' dctCl'mine p1·ogrc~ia. 

li~„, ,... lf 
~.-. ~c Jcn1l•H>ll'ezc că suma cuhurilol' primclo1· /1 numc1·e n;Hul':<lc c•1 e ---···-·-·-- • 

.«>) ::ia se J .-munstrczc ca succesiunea de numere a 11 a2, ••. , an es t') o fll'o;;rc~ie :iritn1e t i<:_, da.L·i< -~ ' 

. J a„ -- Ok-1 -T- Uft+ 1 . 1·· I > - I .-- 1 nurna1 :tea ,.. , o r1 eare ar 1 .-, :.. ~- • ,. n - . 
2 

4.1) a) ::;;, ~ c J cmonsLrtJie că dacă a, b, c sint trei Lcl'mcni coMecuti' i ;ii unei p1·0;1·co1i <ml11.lctia, 
aLuuei a' .,,., 1i~ + ab + b~, // = u~ . .Lac 7 c~, c' ~ b~ - bc ..;- c~ sîut , de ;1.semc.ne:.1, Lrei 
t crmcui cunsccuti' i ai unei 

b) ::>ă se d emoustre:ia: că 

µro;;rcsii ariLmclice. 
l l J 

Jaeă - , - , (a=/:- O, b =f=. O, 
a b c 

c=f:=OI 

, b ..L c 
sceuti,· i ai unei pl'Ogi·csii aritmetice, aluu.:i a = --- , 

a 

fi ;_ c 
b' =--- , 

1, 

de ascmeni;a, trei t ermeni cousceutivi ai uuei progrc>ii a1·itm etiel'. 

c' sint , ,, 

43) Io'fo pru;!J'csia ariLindh:ă a 1, a 2, •• • , a n cu ra\.ia r ~i doi l ermcni co11scc11li' i a 1, a;+l I "'- j <. 
<. n- l\ ai pro;;resici. ::;;J. se J {, [c1·minc m uurncrn reale a; , a~, ... , ";," ;i.s tfd iuciL su~ce­
siunea Uj, a'1 a;, ... , a~1 , a;+i să fie, de asemenea, o progl'csie a ritmPtie;l. 

• 1· . -~ I . ' 3 .n.p 1eal1e: a, = -, 7' = ·::;- , J = -•, m = . 
" 

(Numerele a;, a;, ... , o;" sînL numite uneori medii aritmetice inoerate tntre llj ']i llj+ 1-] 

oi9) Fie progresia aritmetică a1, a2, ••• , an. lntrn termenii O], Uj+t ~c in,;ercază pen tl·u fieean 
j = 1, 2, ... , n - 1 e iLc m medii ai·itmcticc. Să se calculeze ~uma tuturor aces tor medii. 

50) Să se insereze între primii doi t ermeni ai progrt'3Îei aritmetice G, 20, ::l't, !tS cel mai mic nu­

măr de medii ariLmclicc a~ , a;, .. , a~ , astfel incit numărul 12 să !ic termen al p1o;resiei 6, 

a~, ... , a~i, 20. 
11(:.ln-I ) 

Sl) Să se determine o progn:s ic aritmetică a 11 a:J, ... , an, astfel încît Sii = 

+ ... +a~ n (Gn~ - 3n-1 ) 

2 
52) ~ă se dcmous tl'eze că uacă a1, a~, .. „ a11 c~to o progresie aritmetică cu raţia r =,= U, alunei 

au Joc ega lităţile : 

n·- 1 

ci) a1 + a„ + 2 B 
/, .,_ ~ 

? " a;. -aj 

r 

n~1 a~ -a]-(n- 'l ) ~ 
b) B a11.a1t+1 = "' 

: , 1 vr 

53) Fie a" u", „., a11 o progl'esie geometrică. 

a) lla1·:1 ''n =• I ~80, 11 1 = j. n = ~. s;i se lletermine r ~i Sn. 

c) lJaea n = li, Sn = '.! 730, să se d etermiue a3 şi a 5• 

d) IJa „ă a4 -= 1:J3, u7 = 3 G13, n = i::, să se determine Sn. 

c) ! >a.·.i n -= :.!, Sn =-= '.!:.!!, a 3 - a 1 = 136, să se tletermine pl'ogresia. 

f) 1.lac•i " "-- 7, 11 1 + u2 + a3 = 26, a5 + a6 + a1 = 2 106, să se determine p1·ogl'esi;1 . 
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~') Fie progresia gc(lmf't.ril'ii 1?11 o.J, ... , On ('U ratia r, ~1 doi ti>rmeni COTIS('CHth·i a. n . ( I < 1" ~ 
• . ' ' ')' "''J-+ l "'' -.;.~ 

~..; n --1 ) oi pro gresiei. Să s11 dl't.0rmine m numl'r(' rl'alc n
1
' a~ a' ~·1fAl 1•0 ~· 1 , · ~ 

' t .,;I • •• , m , u ~ ~ , _( ,.. Jl ("('('f::l\l ll (.1 3 a j„ 
o;, a;, ... , <,;,,_, Oj; .1 ~ă fir, de :l~l'mPnea, o progresie gPumetrir:J. . 
Aplii.:atic: a1 = ·IG·l, r o-: '.!7, j ,.., ·1, m = '.! . 

[Xumerelo a~, a; ... , a~, ~lnt. numit" unPnri medii gl'om.etr.:Ce in.RPraJe în.Jr/' Oj ~i a·i+il· 
55) Să se calculeze s11 mele: 

n. 

22 
• ) 

,„ l 

k log-0 a 

b ) (ţ (l +a3 cc ,h ) · (~lo:rb a.(l -'-
3»7

} (b> O,b::ft:1; a> O: o::f.:-+J-
j(i) "ă se d <' m ons trezl' că: 

[ ? dacă a 1, a2, ••• , an rsto o pro!!T"~ie ţeomctriri:i, 
~ ~ I~ ~:. n - ·l ; 

~ 

atn nei o.i; ...,, al:- i • llk·~Jt ori<':irt- or fi J:, 

2° dacrt al= a1i- i • llk.+1 oricar(' ar fi I:, 2 .::;;: h.::;;: n -1, !;'Î d:ieă, în plus: (an- i = O):::!> (lln = 
= O), atunci s1u·c„;iunea a11 a2, •• , a11 es to o progre•ie geoml'tri ră. 

57) Fio a,, a2, a3 o progresie aritrn<'tic!i. Ştiin<l că S3 = 30 ~i cft sucecşiunca a
1

_ 5, a
2 

_ 4, 
a3 este o progresie geometrică, s::i. ~c <lf't cl'mine numrrcle nu a

2
, n

3
• 

58) Să se determine patru numc1·c natm:dc 111, 11._, 11 .•• n., ~. tiinrl că sure„51"unn ~ 
,, , c ~ n u n2, 113 este o 

progresie aritmetică, succesiunea 11 2, n3, n1 este o pl'ogreşie geometrică, 
111 

+ n, = 37 ~i 
112 + 113 = 36. 

59) Fie a, b, c, d o pl'ogrcsie aritmetică. Ştiind că sucecsiunra a - 2, b - 6, c - 7, d - 2 este 
o progresie gcometrir:'\, să se detrrmino numerele a, b, c, d. 

60) Fio alt a 2, • •• , a4n+1 o pro:;rc·sio ;;come1rică. Să se dC'monstreze egalitatea: 
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211+ 1 

= a, E a2k-1• 
,•:.-='"1 



Capitolu! 

li 

Siruri 
• .> 

După cum se ~tic, în clasele anterioare s-a simţit nevoia folosirii şirurilor, de 
l'xeinplu , la algeLră - pcnt1·u aproximarea numerelor cu fr::ictii zecimale - ~i la 
geometric - pentru definirea lungimii cercului ~i a arici discului circular, n ariilor 
unor suprafeţe în spaţiu şi a volumelor unor corpuri ele. Numeroase probleme de 
algebră, geometrii' :;i fizică impun studiul noţiunii de şir şi de limi tă a unui şir. In 
acelaşi timp, după cum se va vedea mai departe în manualul de faţă, şirurile inter­
vin în mod esenţial alunei cînd se definesc alte noţiuni fundamentale ale ana1izei mate­
matice, ca: 1imit<' de funcţii, continuitate, derirntă. 

§ 6. Generalităţi 

1. Definiţia şirurilor 

În mod obişnuit, prin şir se înţelege o infinitate d e ni1mcre - di!!tinctc sau nu -
scrise unul după allul. 

Cel mai simplu şir este şirul numerelor naturale: 

1, 2, 3, 4, .„, 
format clin toalr numerele nat.urale, scrise lu ordine crescătoare. Cu :welcaşi numere 
putem forma ~i a11P ';'i1·nri, de exemplu ~irul: 

2, 1, li, 3, 6, 5, 

Ceea cc dcosclwşte ~imrile de mai sus este faptul că, de~i sînt fo1·matc din ace· 
leaşi numere, ttces tca ocupă poziţii diferite în cele două şiruri. Astfel, de cxPmplu, numă­
ru J li ocupr1 in primul şir locul al patrulea (de la stîngş. spre dreapta), iar în al doilea 
şir locul al treilea. 

Şirul 

1, 1, 2, 2, 3, 3, .„ 

este deosebit dr şirurile precedente şi prin faptul că numerele se repetă. 

Trebuie precizat faptul important că un şir nu este o mulţime. intr-adevăr, într-un 
~ir un rnnnăr se poale repeta, în timp ce elementele unei mulţimi slnt distincte intre 
Pic; de asemenea, clemen tele unei mulţimi sînt concepute fără nici un fel <le ordona ro 
n lor, în tinip cc la 11n ~ir este csential locul pe care îl ocupă fiecare număr, ordinea 
în care :,inl scrise numerele în şir. 
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În general, un şir se scrie astfel: 

a 1' a2, a3, „„ an, „. 

sau prescurtat: (an)nEN sau, mai simplu: (a
11

). 

Se poate folosi 01·1cc altă literă, în locul literei a . 

. 1:'umcrclc din care este formal un ~ir se numesc termenii şirului. Indicele arată 
poz1p::i. sau rangul unui termen în şir. ,\ stfel: a 1 csLc p1·im111 termen, a

9 
este al t!oilea 

tcrm<'n, ·:··a" csll' al n·lca tcrm<'n nl şirului. Termenul an , în care- indicele n nu 
este prec1zal, se nurnc~Lr, de obicei, termenul g<'neral al sirului . 

Prin precizarea rangului termenilor cu ajutornl indi~ilor, am stabilit, de fapt, 
0 

coresponJen\ă 

t 2 3 •.• • • . . . . n 
+ ~ ~ + 

..... ... 
al a2 {(3 • • . • • . • • (/ n .••••••• 

dr la mnltimca .Y a numerrlor naturale la o parte a mulţimii numcrrlor reale· 
COI'cspondenţă defineşte o f uncţic r : :V ->- R. ' 

f ( l) = a 1, ( (2) = a2 • • „, f (n) = am „. 

Sîntem conduşi astfel la defiui!in pr<'cisrt a ~ i rului. 

această 

D <'finit.ie. Se unmes,te s,i..r or1'ce f'tu1 cţ1"e d f' 't~ I • e m1 a pe mu ţm1ea nume-
relor nutnrale. 

;\foJtimca în care func\ia şir ia Yalori pont.<' fi o mulţime oarecare E. 
Pentru a prcc:iza mult imca în earc ia Yalori un ~ir r . \' E . 1·· . • 

l 
. , ·, . - ...,. · \a 1 num1L „~nr de 

e emenie ale mulţimii E''. 

.În rest~}. manual~lui. vom considera numai şiruri de numere reale; ncestcn vor fi 
num1Lf', mai sim plu, şuun. 

Spunem că nn ~1r <>ste ronstclllt, dacă arc toţi tci·mcnii egali, adică dacă este de 
forma: 

a, a, a, .... 

Exemple de ş1 r1tr1. 

1) '1,- '1, 2,-2, 3,-3, ... , 11, - n, ... ; 
!!) 10, 1.02

, 103
, .„, 1011, .„ b irul putnilor naturale :> li? lui 10) ; 

1 1 
S) t, -;:;- • 3 • ... , -;; , ··· (şirul inver~e!ot' numerl'lor naturale) ; 

1 1 .,, -1, ~. 
2 

- -. -- , 
3 4 

") 1 1 1 
~ - , -, -

2 22 ~3 ' ••• , 2n 

1 1 
- 7"' „„ (- 1)» - , .„; 

a n 

(şirul im•<'rof'lo r pulf'rilor n::itul'::ilc ale' lui 2); 

6) 1, 1, 1, 1, „. (~i r constant); 

'ii O, O, O, O, ... (şi r constant); 

8) 1, O, 1, O, 1, O, •.• ; 
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1 I ) o"· o ::l:) · o.:::::n: ... (şirul fr:J<'ţiilor (':Jl'I' oprn,imra?::'i Tillmi'll'111 -~ • . .• 

9 ,., • • • .. . rrrrl rlup;
1 

n :.in11m1t:i . . l t 1·rmrn1t ~irnl111 ~P ~u ~ I . . • n,~ în firrnr(' <lin ac:rst.r. rx<'mp r, · l"'f'! r. 1„f" r\ :1. '• , 

1'~!!'1. 1
Jn i•a11 iri:-e l . . . • _ _, ·imul t <'rm<'n ~i n 1'r(!11l :i d (' ~H<'rr · 

„ f ~ r· "ţ C'•te ~11f1c1cnt ~" ><' n(':J fli rl r· i li fl 
l'!'nl111 c,t u11 ~ir ~:i Îfl " ' ' in1' • • I . <r11i tr.rwrn T nt a,t.f<'l t<C 1.r1all' r tn 

• <lin care ~·i r rzullfl ('Uffi ~C obtintl S\IC('C'~nru Ol'll:.( ,.' f n. fi ·1~tf.o( ÎnCÎt partÎcnl:uizjnlf 
siunr • " „.;„" ,·arr ; eon1m l' •·. ' · · ~ir cliri<l t r rmC'nttl ~·'ncr;il 17n• ca 0 „ t'Xpr ' .. „ :ii oiru lui. 
• „.) sr obţin succi:-•i,· tC'rmrw.1 a t, a2, a;i, ... , . J'C' n. {n = ·1, ~. ~. 

Exem p I"'· 

1) C,irul d<'fin-it J"l'in l<>;?:<':l O·n = n <'Ste: I ) 
• ' " n •• i<il'Ul nurnrrrlnr n:if11r:i e. 1 -· ,,, ... , n, . . ... 

' f • . n ·- ·' n -- I <'•I <' : 
<I\ Sin1l d C' 101\ prin n ·· -

1 
natur::ilo impar<'). ~, " 1 " - .," -· 1 .. . t~iral num"r" o1· ' •>, . :., .„, ""' ' 

1 
I nj a = -- este: :-l) Şirul <'U tel'm('ou ~r.nE'r" n 1on 

1 - , 
10 

- , 
102 

1 ,„ I l , . it prin a -- C'ste: ~ ) ;o;-Lru <<'un n 
10

n+1 

1 -, 
10~ 

„ •• , 

1 1 1 

1 --. 
·Jon 

- , 
10~ - ' •.. , 1011+1' 103 

• • • I ( "(111 (1 = !_. • '171) t'Sl@ j ) ~irul d l'fmit pr m an ""'. ·• '' · n 
, , ' ,, • ( i< t cou,;tanl). ·t, i, l, ... , '. . . 

~n 
") S, irul de finit prin an= --- csto: 
" n -i-:) 

t, -. 5 

6 8 
- . - , „., 
G 7 

a _ ~ ...1.. (- t )n ~ est.e 7} Şirul definit prin n -
2 

• '.! 

2n ---, 
n +3 

o, 1, o, 1, o, 1, ... , o, 1, ... 
• . • a da f <' nn C:J. • . <'o:motf1 intot1l<'at1n:J. rn . . . " ' prin c,ir e f(' drfiu ~~ t '.! ' ln F,r n u . 1 . J'nnC' ti a 'li ca r<' a<or.1aza f),..,jg ur, rrţ:u.a , . , lu J•lll Clll con-JC l'ra • , 

._ ,, ror1 1i <'Oni ÎnC' ;'" l l. Cn rxcm1 . . . ~ dl 
1

; ~ i prim<' c u n 1 a<""~ta .„Pxprr-ir >•mpia • ' I <' rt'lo„ 11": „r:i l c rna1 m1r1 u<' ' . . . S t mC'ni 
ficr.\r u i numi\1· n E .Y, numihn! a,1 :i _num 1 . ,_·~ ! .J OC' i1rni jos Frn t calcu laţi pr1rru1 cr 

· , I I m " rulu1 r.1. n tJ„_ u C'Ste i m[Îf(l/oru/ lui l11t er :l nu a . 

a i ~irului aotfd d~C'~f~1· n~i~t ·~----::-=-::-::-::-;:-:::;--;:;;t~~~-----~~-

2. Şiruri mărginite 

Se ,;pune că un şir (an ) c<:tc nulrgi11it, dacă c:xi5tu un in te.rv.1 l m5rginit >':, ,3~ care 
con[.inc toti termC'nii ~irului: 

cc < a71 < ~' oricare ar fi n E N. 

Orice int er nii ~tL, ~] l'S te continut intr·nn inl el'nll mni ITI::ll'C', cu Ct>Illrnl in n, de 
forma ~-J/, J/. A~adn r, 1n r:ldini(fo precedentă se pol. foJ nsi n11ma i int rr\·al<•ll' cn CP.n · 

lr11l in O. Con<li(iri -J/ < n,1 -<. .\/ C'~ t n C'chiYt.dC'ntil cu / 0
71 
I< .I/. A ~:ulnr : 

1)imf (an) este mărginit doctt şi numai dac/f, e:rislă nn număr j/ > O nstfel în.c'lt se/ aPem : 

I an I < ilf, pentru orice n E N. 

E a; e m p le d e ş i r li r z m c7, r g i 11 i te. 

1 1) ·[, --, 
•1 ' ... , -, 

3 n 
1 .„, d<'o:irec-C' O~ - < 1; 
li 

1 1 1 
2 ) - , - - , - ' - -

~ 22 ~3 () \ , dC'oar<'cr. I a.11 I ~ 1: 

3) 1, O, 1, O, •.. , d roar<'C'<', rfo <'XC'mplu, -~ ~n.ri<:::::.i; 
lt) "''iC<' ~ir ronşt:rnt 

a, o, o, „. 

Şirurilo c::ir<' nu ~înt mi'iri);inil l' sr. n um"'C' ~irnri nemi'fr(linite. l" n şir P;:teo deci 
nemărgin it, dRci'i nici un intc·rYnl mărg-init rn1 <'nntin:- lo!i t r.rm<'nii ~ir11lui, adică dacă 
În afara fiecă rui intCl' \'a l mărginii <'Xi1-tă ceJ pn( in 11n ternwn ni ~ÎruJ11i: San, ln<'ă, d~că 
orica re ar fi nurnărul JJ >O, ex i;.,tă in ~ ir un termen a,, astfol încît i an. I > Jl. 

E x e m p l e d e ş i r u r i n e m ci. r g i n i t e. 

1) 1, '.!, 3, .„, n, .„ 

2) - ·t, -2, -3, „., - n, ... 

a) 1, -1, 2, - 2, .„, n, -n„ 

3. Şiruri monotone 

Se srunt- f'ă un şir (an\ P;;fp r rpsrlftor <l:i f'!i fil"l'::lJ'f' ff'r'mPfl P.S1 P. mm fi ! /(' Sfiit ~nl cu ~urcesorul său: 

adică : 
an < On+ i p<'ntru or1cp n E .\', 
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l ( ) este descrescător, dacă fieeare termen r~te Şiru an -
mat mal'e sau rgal cu „ucc::e· 

sorul siiu: 

an ::;;?- an+t• pentru orice n E LY, 

adică: 

a1 >- ~ >- ... >- an >- „. 
c siruri monotn111•. Şiruril e Ct'escătoare şi cele descrescătoare se numes . 

E xe m p le. 

1) 1, 2, 3, „„ n, .„ 

2)-1, -2, -3, „., -n, 
1 

:J) 1,- . 
2 

1 1 - .... ,- , ... 
3 h 

4) 1, 1, 2, 2, 3, 3, „. 

5) Un ~ir constant 

csto crrscr1tor . 

e~to dcscresci'ttor. 

e~tr dr~crescr,101'. 

t'S t r r rrscător, 

a, a, a, ••• 

este în acelaşi t imp crescător i;i clt'scrr~cr, tor. 

6) 1, -2, 3, -4, .„ nu eRte monoton, 

7) 1, O, 1, O, 1, O, nu t'~f c inonot 011. 

1 2 2 3 n-1 _n_, !'" + 1 , ... ,nu f."'fl' rnnnotnn. 
8) 2' 1' 3 ' 2 • ... , - ,-t-, n-1 n 

Următoarele dou ă propozi1ii sînt utile în npl icaţii: 

I) Dacă a > 1, şirul 

a, a2, ..• , au' •.. 

este crescător şi nemărginit. 

] t . t poz.itiv an ln inegalit atea a > 1, · d - prm înmult.ire cu număru s r1c într-a e\ ar, 

obţinem: 

a •>+ i > fi", oricarr ai· fi /1 E N, 

deci sirul este crescător. . 11· r· 1~1 c.··1 0 1· ·, .~nr1· ar „ . r - · · 1 8 . ou 1 •• ll'll , ~ Pc de nllă part<' o consrcin ! ă n m ega ilaţ11 111 r u: . . ... . I . n11 11ot fi 
' \ ' f 1 , 't n > '3 ]),•ei l\'t'I U CI11 1 s 11 u u1 fi (J >O cxi,tr1 un nu111(1r n E · , ast e rnci :1 . ' · ' _ . . ' 

P ' . - · · ( '3) . deci <:1rul cslc nemuri:rmit. cuprinşi în nici un rntcrval mar~1n 1 1 rx, . . . „ . .., 
1n particular, şirurile: 

10, 102, •• „ 1071, 

alnt crescăLoare şi nemărginite, 
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II) Oricare ar f i o: >O raţional, şirul 

1"', 2«, „., na, „ . 

t>Ste c1·cscător şi nenu'irginit. 

Şirul este c,·idenl crescător. Să demonstrăm că este mmărginit. Pentru ncensta 
vom considera un interval mărginit (a, b) oarecare, şi vom arăla că termenii şirului nu 
pot fi toţi cuprinşi în acest interval. 

Fir o: = .P eu numitorul q natural. Folosind axioma lui Arhimrdc, deducem cr1 
q 

există un număr na tural m astfel încît mp > M. Punind apoi m + 1 = n ~' folosind 
i1wgnlitn tl'a lui Bernoulli, obt inem: 

nP = (1 + m)P > 1 + pm > bq, 

df' undr: 

adică 11" nu st' nfl r1 cuprins în intervalul (a, b). 

in p::trficular ~iruri le 

12, 22, :r~, ... , n2, ••• 

110, ~w, 3 10, •. . , nin, 

J / - av- 3/.,... a;-v 1 , r1 2, V ~ , 4 •• , ._ n , 

§ 7. Şiruri convergente 

1. Un exemplu de şir convergent 

Să comidcrăm şirul cu termenul general an=~' adică şirul: 
n 

2 3 '· - , 
1 

-- . 
3 

- , 
2 

!) 100 
' ... , --, ... , 

t, 99 
1 OOO 

V9~ 

n + 1 , ... ,-- „ ... 

Se ohst'rvă uşor că termenii aces tui ~ ir se apropie din ce în ce mai mu lt de 1, pe 
măsură CI' l'~tngul lor creşte. Putem l'ealiza ca termenii şirului sfi fi e cit dori

111 
de 

:.ipropia\i de 1, daeă rangul lor este suficient de rnare. Se poate spune că termenii 
~irulu i sr „îngrămădesc'' că Lrr l. 

Yom încc1·ca să exprimăm această consta tare intuitivă printr-o formulare mate· 
matieă precisă . 

Pentru aceasta vom nJege, după voie, o vecinătate V a lui 1 si vom arăta că 
rxistă un rang 1ncepînd de la ca re toţi termenii ~irulu i se află în a~castrt vecinătate 
e lui 1. $ tim că în vecinătatea V se a flă o vecină tate simetrică V' a lui 1 de forma : 

V' = (1 - e, l + e), cu e > O (fig. 32). 
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Să obi::e-rv~m c!l '1·n E F ' în'lnmnJi: 

1 - ::: < an< 1 -L c, 

adic.;i: 

- z < a11 - 1. < e 

!'::1U 

! o,,.-'1 1 <l':. 

n+t , _ 1 
an-1 =- - - -1--:' 

li •• 

1 
I ' h' ll'11t?'l "li rnnrlitia - < €. cond i ţia {/ /l E ,, ... 1.„ P C JYfl · • ' n 

C f. -·01n~1· l1Ji \rhim <'rlr f'Xi~ tă un ouniâr n:itnr::il nn > : . (lPut mn Ina Tlo, on orm :ix1 • · · · -

dt" f'xernpln, rf'l m:1Î mic n11rn f1 r natur:.il cnrr df'pă~f'::' t P, 

d'rntat. io1r-adC'\·ă1·: lnrr:pind deh r:rngul no, ndiră pPntru 
I . . ., 1 · 

1 . 
pe - • ) "\ ce„tn f'str rnngul 

E: 

orier număr 11al11rnl n :;>.- no, 

avem n > ~' df'ri - < z. ~ · dr.r1 ll 11 E I C , . 

:; n l l . .. n~ tC'rmeni (eventual mn1 pu\.ini) , 
În afara wcin?ităţii r se află ce Tnll 1 primu u 

C':H!' :-int. în număr f'i.11iJ. . 
Dr."igur, rxişt?I. vrcinătăţ.i nlc ]11i l. de cwmplu, F,,.,., (0/i), care conţin toţi tl'.'r· 

mrnii ~ irului. 
· 11 t lui 1 f'st e mni mirli , r.u atil ea <:nn tinc m::n 

Pf' dP altă pnrt<' , cu cît vrrm. t:i na J • ăr 
· dl'r ; in afara sa !'C' află mai multi t<'rmcni , lm;ft totnr:nrnn m num 

pnţrm t<'rmrnt, · • < _ • • • ( 1 1 ..!.... -~ ) = 
finit,.\c; tfPl,dncă lnăm,dt>exr.mplu,e: = ' "'- ; l···:>cmatntt' a ~ o,5 = _1- 2' ' 2 

( 
·1 ~ } J • 1 . f · 0 ~fl5 d onr primii doi termrni ai ~irului; d acă lu1im ... 1J1 l O n al'a c1 , c ... " = ~· ~ „ , 

·1 . . "'t t , T / f 1 ·1 'I + _:_J = l~, ~J, 1n afara ei se află primii 
e; --=-· - ~' VC'C'JTiu a (',\ ~ 10-~ = --· ' 10 10 10 

10 • 10 

2 -· 1 

<) ., 
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• I 

111 

13 V - , ... E 10-1• 
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fig. 3'2 

:-d""em ::: = -
1
- şi vecinătatea l'ir.-1 = (I - . ~ . 1 + _!_) . a h1i ·1. în · afara .„ 107 ' 1fl· 10 

,.. i : f' ;, fi:, .. mult mai mulţi" t <'rmrni, ann rn <' prirn<'Jr. 7•' • •· milion n i> <le termeni ~ 

2 -, 
1 

3 107 + 1 
1
. . 10: + '.l 1 n~ . ! :: - ' „., --- E 1 0-~ Sl - - -- ' - -·~ • „„ E l"ir.-1. 

2 107 ' 1 il· -:- 1 1 o: -~- :! . .. 

Oară nlcgem vecinătăţ.i ale lui 1 ~i mai miei. în nforn lor s P vor afla şi mai mulţi 
termf'ni, .ln~ă totdeauna în număr finit. 

.\ ~aclar: 

În afara oricărei vecinătăţi a. lu i 1 .c:e n{lă ( rPl m ultj un numlfr finit de ter~ni 

a.i şimlu.i ( .!!.~ ·i) ; 
sau, rcea cr es1r ncclaşi lucru : 

Fiecare f 'ecinătate a lui 1 conţine toţi tr rmf'nii şirului (~~ 'I) , e:.rcf'pti'nd ( even.· 

tua.f) 1111 numlir finit clintrf' ri. 

\1 ·P a~l n <'~1<' fnrm11lnrN1 n1ntematiră a fap t11l 11i inlu;t ln În•' <'pnl. nnum<' <'fi 1P.r· 

mrnii ~ir11lni • .J .1 .... • I (·_n ,.- 11· ;;:!' :1 rropll' necontent1 UC' J. ;"P i'pllnl' ri'i ~lrll • tinde către 1 

sau cu nrr rn foni l ă P" 'I. 

Sr poat(' nră tn. cn mai sus, că ~irul ru l<'rrn<'n11l g<'nn~tl hn = _ n _ _ : 
I • -- 1 

1 2 3 99 !)!l9 n 
2 • :.! • 4 ' „. • 1 oo ' „„ 1ono ' „ „ ~ · „ · 

tindr cntr<' 1. în n<'<'h ~i ln\rl<'s în care şirul (a„ ) find" <':'llr P I. n<lîrii: fil'cnr<' ,·rcin5· 

tn/r :1 Jui 1 COD!-inr, 111\Î 11'.' rmrni i şirului (bn ), PXCf'plînd fr·nnt11n) lin nnmf.r finit din· 
trP: <'I. 

Şirnl ( n.: 1} estf' descrescător; tcrmrnii ;;:ii fi <' apropi<' d r 1 dl' la d reapta. Şirul 

inYer~rlor (--~--: ) e~ te ere!lrător ; termenii Rfii !'I' apropi<' d r I fl,~ la «tîng n . 
n -r l 

E ste îrn;ă pns il,ilă apropierea de 1 şi ron"idrrînd i;; i1·m'i r :n <' nn ~ tnt nN1părnt 

monotone. ~ :111 :-, i rnrnr lrrmf'ni nu sÎnl. 1<Îl11 n\Î lo\Î dr aCl'l':l l;- Î p:irlf' a )ni I. l)I' 

exr mpJu, in tr.rl'alinrl tr rmrnii ~irurilor prcredcnl<', intr·un mori arhitra'r. !':<' ohţ.În<' 
un nou ~ir ni ci\rni l('rmcni se apropie de 1 şi dr la !': llngn ~i <I<' la drPRpta; a~tfel, 

1 3 2 1, ,, 

şirul 2, - , - , -- , - , :.!.. , „. se a propie d e 1 din a mhelr. părţi. 
2 2 3 3 4 

2. Definiţ ia limitei 

Consideraţiile făcute a~upra şu·ului din f'xempl11l d<' m::i; ~11 c;; <'Ondnc ln nrmnto:ir<':-t 

De fi 11 iţi e. Spunem că un. număr a eRte llmităt a mmi ~ir (an) , dacă : 
orice vecinătate a lui a contine toti termenii !'Îru1ui, ext'eptind (eventual) . . . 
un număr finit de termeni. 
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Această definiţie poate fi formnlată şi în modul urm!itor: 

Numărul a este limită a şirului (a,.) dacă: 
w afara oricărei vecinătăţi a lui a se află (cel mult) un nllJDăr finit de ter. 

meru ai şirului. 

Şirurile care au limită se numesc şiruri convergente. 
Şirurile care nu au limită se numesc şiruri divergente. 
Dacă a este limită a şirului (an), spunem că „şirul (an) este convergent căi.re a" sau 

că „şirul (ll..n) tinde către a" şi scriem: 

sau: 

an -+ a (se citeşte: an tinde către a), 

lim a<n = a. (se citeşte: limită de an eînd n tinde către infinit este egal cu a). 
r; -:.aa 

Uneori vom scrie doar; liman= a sau, mai simplu: lim a11 =a. 
11 

Exemple. 

1) Cel mai simplu exemplu de şir convergent este un şir c-0n.9tanl: 

Acest ~ir ar<' <'a limilă numr1rul a în~uşi. Într-adcviir, dcoarcco toţi termenii şirului sint egali 

tu a, ÎÎl'<'a rc> vrcin:il"l•· a li1i a conţine foţi termenii şirnlui. 

Aşadar, dacu an .,.,, n p«ntru orice. n, ;:iYem lirn a11 =a, adică: 

lima =a. 

" 
Dt> t•x<'mplu: Jim 5 = 5, Jim (-3) = -3. 

" 
2) Din Pxc>mpll'l<' examinate la nr. 1 ;:ii aci-stui parng-rnf, rrznltăi 

lim _':1:_+~ = 1 şi lim -.!!.- = 1. 
n+1 li 

3) Dacă lirn a11 = a, atunci: 
n- „oo 

Jim <ln+i = 11, Jim an+2 ~ a 
n-) oo 

!Ji• în general 

lim nn+p =a. 
fl-" 00 

Într-adevăr, ~iru l (a 11lnEN se scrie: 

Şirul (an+i!nE.V Sf.' scriea 

lo general, şirul (an+p)nEN se scrie: 

aP•t> "P<1>2• "P+s• ••· 

-so-· 

( I K ) ( I ) 
I o I' 3 <J 

-2 2 2 
Fig. 33 

Deoarece an - a, în afara fiecărei vecinătăţi V a lui a., se află un număr finii de termC'ni ai 
şirului (an), deci, cu atît mai mult, uu număr finit de termeni ai şirurilo1· (an+1) , „. (an+plnE.\'· 

Rezultă că şi aceste şiruri tind către a. 
Raţionind în mod asemiinălor, deducl.'m <'ă, l'eciproe: dacă pPntru un annmit p E N avC'm 

lim Gn+p = a, atunci Jim an = a. 

4) Şirul ntliterelor naturale 1, 2, 3, ... esle divergent. Anume, vom arttla că nici un număr 

real nu este limită a acestui şi1'. Intr-aclevăr, fie a un num:ir oarecare ~i I ' = (a - ~ , a + +) 
'[ 

o vecinătate a lui a, de lungime 1. În vecină1 atra l' sr al'lă un singur număr natural, dacii a > - , 
2 

" 1 şi nici un număr natural, dacu 11 < - ; deci în afar:t !Hi l ' sr afli'.1 o inîini1:t11~ 11P numPre 
2 

naturale, şi cli>ci a nu f'Ste limittt a şirului numc>r„)01· naturale. 

5) Şirul 

1, o, 1, o .... 

este divcrşrent. Sit al'ătăm mai întîi ci1 1 nu cstP limil:i n acc>~lni ~"" Pf' nlr-11 a c'•'asta 

veeinătatra V= - , -· a lt1i 1 (lig-. :l:JI. Jn a l'a 1·a J11i i· s<' aflt1 u i11l'i11itatr· ci,, [ 1 3) -
2 2 

şirului, ~i anume toţi termenii cţrali Cll O; d eci 'I nu c>slc Jimiti't a ~il'nl11i. La f(·I Sf' a1·al;'1 ,,,-, O r111 

este limită a şirului alegînd, d<' exemplu, vrciniilalra (---~, ~) a Jni O. În c•·Pa ,.,. J • •·i,·„~ 1c 
~ 2 

orice alt număr a, putem alege o vecin(ttalc ;:i ]ni a care set nu cnn\intt nici pe I nici f)(' O, dc:ei 
care să nu conţin[1 nici uu te1·mcm <lin ~ir; of'ci a rn1 1•slf' limiL"1 a ~il'Ului. 

l'\eavînd nici o limită, ~iru l considerai r•-;[p diver;rc• nl. 

G) La ff'I ~c matft cii ~irul 

1, -1, 1, -1, ... 

este divf'rgcn t. 

Q primă proprietate 3 ~iruri lor CO!l\'Prgrnlf' P>:lr dalrt r{p Ul'mftlOal'Pa propm:irie. 

I) Un şir convergent are o singură limită. 

Întl'-adeYăr, să presupunem dt a,1 -> a. IJacă a' r·~LP u11 11und1t' oarec<11·c difnit 
<le a, alunei putem găsi cr Yl'l·i11ţtlal1· i· a lui a ~i n \'••('inritalf' I " a l11i u' , făril 

puncte comune. De exemplu, <lad1 a< a', ~ 1 dad'1 nolf11n C/. =~a' - a. pul<'m lua: 

V' =(a' - !:_ , a' + ::::_) (fig. 3/i ). 
3 0 I 

V v' 
Fig. 34 { 

o Q' 
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În V se află tot·i trrm nii şir11 l 11i . rxcrplind lin n11mf1r rinit dintrP r1: dr<'i în 
sfnra lui l " ::r nflii ,, i11f" ri it.:1 l•· do · I Pl'lnrni :;t dr,·i r: ' 1111 •'qt· iimil i't :i -:: irnlui 11-„ ). 

A~adar a rl'lt' sin;.::-ura r ni15 n ~ ir11l11i •>1nl· 
Datorit ă unici1.ă\ii limi u· i 11 n11i ~ ir •'On\·crgPnt \·om ::p11n<' în contin11.arf' ,,l imi la 

şirului (a,i)" în Joc de „liinit <"1 :-i ~ir11l11 i (a„)". 

Din <lefi nitia li rn i i ei se 011 \i.11 i 1 nc·d i11 t ~ i u rmă l 0n rrl o' dourt pt'n pozi t ii: 

I[) Prin scbimbru·ea ordinii termenilor lllltlÎ .7ir convt-rgent, ee obţine tot uu ~ir 

convergent ~\tre aceeaşi limită. 

În1r-adrY~tr, pozi\in pc drr::i pH'1 n trrmrnil<w r;:ir'11 l11i n11 d<'pin d1~ ~„ rangu l Jnr, ci 
numai de Ynl0nro:i. lnr 1111mcrieil. In :1L1rn fir<·itrri Yccin ţ1 1 i"i( i li limil·<'i "" aflr1 11n n111nrtr 
fini t el e t crmc111 ai şi r11lui ini \ ia J ~i :w<' l a~i numi"tr de trrm<'ni ai şieul11i modifira t ; 

d eci n oul şfr arc arccaş i J i rni tă cn ~i ~irul ini \ial. 

III) Prin adăugarea sau prin înlătnrarea muri număr finit de termeni, un şir 

convergent rămîne couvergeut către aceeaşi limită . 

Într-adev5r , în nfara firC'ăwi YcC'inr1tă\i n limit.ci ,;r nflă tot nn ni1mlir finii de 
termeni ai noului ţ: i r. 

3. Teorema de convergenţă cu :;; 

T corem n urmiltonrc dă o ronrli ţi~ N~hi,·nlrnlă rl r ('nm·.~ rwn1.i\. n 1111111 ~ 1r ~ · rqp 

folosită pentru d emonstrarea unor propric trqi irnrn1·lanlr ni.~ :i rn1·ilnr ... nm ·l'r';.!'•'nl r. 

Demonstraţia aces tei t eoreme es te trn prim cxemrlu d e d r·mnns!ra\ie mni di riC' il rt 
în analiza matematică. 

Te ore ma I. 0 11 -+ a dacă şi uumai dacă: 
pentru fiecw·e număr e: > O ( orîcît de mi!·) se ponte găsi un rang n" (care 

depinde de e:), astfel incit pentru toţi termemi an. de rang mai mare 
(n > n0 ) să avem: 

Demonstraţie. Să observăm mai lntîi că: 

a,n E (a - e:, a+ e:) (=) a - e < a11 < a+ e (=) - e < a,1 - a<:::.(=) ,a,i -- a l < e. 

Să presupunem, în primul rlnd, c:'\ a11 -+ a şj 1-'!'i Y<'rificum condit ia clin enuntul 

teoremei. P entru acensta ne nJegcrn, duru ,·oic (s::i;1, 1.n Ji mliaju l fo losit ~n matcmnti~{1 , 
în mod arbitrar) un numl'\r:::. >O. Con~id rrăm apoi ,·eein i'1 1n1.•a V = (a - e, a + e) 

a ln i a .. Î u afara lui V !'e a flii rloar nu număr f init de term<'n i: fi<' n' cel mai mnre r an" 

al acestora . C rnwnză că to!i t erm enii an C' ll r ;rngul 11 > n' SC află în r . Prin urm:u:, 
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d>1c:"1 :i lr.gem, de l'X<'tnph 1, ns = n' + 1, ntunri prntrn oriei:> n >· no ::n;em a„ E r = 
= (a - e, a + <= ), a.d i..:ă: 

Aş:ida r, în ipoteza. er1 an -a, am dP.monsl.rnt. <·:i : nri.carr rrr fie> 0. f•U!Pm {!rl.~i un 
ran(f l1z, astÎcl i11dt rrntr11 o rice rang n ?; fl z s(/ a.w•m a„ - a 1 < :::. ;;1 prim::i p::i r t<' 

a tl'orrm<'i P->:t<' (frmon:<lr:itrt. 

fiN~iproe, ,i?'t pre~upunem îndeplinită condiţia din r.mmţ.ul t eoreml"Î ~1 <>ă d P.mon· 

străm că an. -+ a. 

Pentru arensla . ă nl<'gPm în mod arbitr:ir o VPCÎnăl.a lr. I' n. l11i rr . .l\.rrn::t.a cr.mt.ine 

0 ,·r,ci n?italo :>imetr icil. I., a lui a. de fo rma i " ,_..„ (a - · :::, rr I- z , c11 :::. .> O. Conform 

ipolezri, pentru acc.: t mr m:'tr : > 1) există 1111 rnng n0 as t.l'<' I i;1f·li. 1wntm n >-tiz să 

::t\."m ja - a < ' ,,.. a t11nri o E \a - e, a-'- e) = l "' C 1 ·. ln nf:ira lori l ' :;e a fl ă ... . · n 1 ...._ - ' n 1 

cel m11lt primii 11, - 1 termeni (eventual o parte dintre acr~t.in sr :1f,lă tot ln F \ care 

slnt in număr finit. 

.\.~adar, prrsnpllnînrl cnn<liţia t eoremei îndrpli nit.ă, nm <l<'rnnn::trnt. di : 

în a.fnra fi(wi'rci 1·eri11nlri! i a lui a se află un numr'1r finit r/,, l.N'nwni ai .~ir11/11i ,n n.) · 

adică an -> a, ~ j pnr·l.e:t a d oua a t eoremei rstc, de a~emrnN1, ocrn0 ni'\1":1f.n. Prin 
aceasta, t corrma 'lnsă.;i csle complet d cmonstrnl t1. 

Ob serv a\. i „. fl, •narcr l' cond i ţi:i din dc finiţi :i. limitei : 

Orice ··ccinălale <i lui 11 rnn (ine toţi terrne.nii !fÎr1 il1L1: , r.xceplî.nr/. un nrrm<l r i ini/. dintre ei 1>şt11 

f('hiv:i.lcnti\ cu ('nndi\in din enunţul t.('nrl'mei. 

Pen tru orire. ~ >O i:.r. i.~lii ni1 rang n$ asticl înclt ori„are ar j 1'. n :?' nz .wl a<'em., _. llyi - al<:;, 
aC!':tRl:.t din unnCt p nn.te fi Jn:i t:"t, la r'ind 11I sfm, dr-opt, r.nndi ţ. in dr ddini (ia a Jim il('Î . Si" nbţ.ine, 

astfel , a~a-numila „definiţie c11 E" a limi 1ei. 
Pentru a face o dist in<'ţie, definiţia iniţial ii <'S LI' numitii „dPfini\ir cu VP<' În;lt.i'lt.i." 

Folosind teorema precedentă, vom d emorn;tra acum o propoziţie frecwnt utili· 

za tă în aplicaţii: 
• • • ~ • • • ·t () 

Dacn şi.ml (anl de nu.mer e strict po:ntwr. pglr rr<»~N/tnr -~1- 11rm11 rpn.1t . at11nc1 - - > .. 
a„ 

Înl-.r-::idcv5r, să nlegt1rn îu mod arbi trar un numrtr z:> n. fJ,,nnrN~r ~if'lll e~t.<' nr> mt"1r-

ginit, exi$ tr1 un termen an· > ..!...; d eoarece ~irul r.s t.<' f' rcscT1 tnr. pr. nt.r11 ori1•e n > 11 ' 
e 

·t 
avem a„ >an' > -, deci: 

e 

1 
-<~ 
a.,i 

~i deci (nurmwele --~ fiind strict pozitive), 
On 

I .!_ - o I = .!_ < $. 
an lln 
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Aşadar am demonstrat. <'i"l: prntr u orice număr e: >O putem găsi un rang n. = n', 
astfel înci t, oticare a r ii 1t >- n„ sa a V<!m 

d. ~ 1 o a ICU - -+ • a„ 

Exempl e. 

1) Dacă a > 1, atunci şirul (a11) est e crc~cător şi nemărginit, deci : 

lim ~= O. 
a11 

ln particular: 

Jim _!_ = O; lim ..!.. = O etc. 
211 1on 

2) Dacă O < b < 1, atunci: 

liro bn = O. 

Într-adcv{1 r, avem a = ..!.. > 1 şi bn = ..!_ ... O. 
b a11 

În particular : 

lim (O,:i )11 = O; Jim (0 ,1)11 =O. 

2) Şirul (11") cu ot > O raţional, este crescător şi neroărgini&w 

deci: 

În particular: 

4. Criteriul majorării 

1 
lim - = O. 
n- ·ao n ex 

lim ..!_ = O: Jim ..!._= O; lim ..!_= O; 
11 n2 n~ 

lim t/~ = O; liro~ = O. 

Pînă în prezent, aplicînd definiţia cu vecinătăţi şi definiţi a cu e: a limitei, am 
putut stabili convergen\a într-un număr restl'Îns de cazuri. În fiecare din aceste 
cazuri mai întîi am intuit limita şi apoi am verificat, în mod riguros, cu ajutorul 
definiţiei, că intuiţia noastră a fost corectă. Aşadar, pentru a s tabili convergenţa 
unui şir, întîmpinăm două dificultăţi: în primul rind est e necesară o anumită indica­
ţie intuitivă despre limită, iar , în al doilea rînd, aplicarea definiţiei însăşi pentru o 
verificare riguroasă a i ntuiţiei este de cele mai multe ori laborioasă. De aceea, se 
urmăreşte ob\inerca unor „procedee" cu ajutorul cărora să determinăm convergenţa 
mai uşor decît prin aplicarea defini~iei. 
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De exemplu. un :i!ltfel <le prncerll'u nP·[i fost <l nt de propoziţia desprP ~irul _!_ de 
an 

la numărul prccc<lent. Alte procedee voi· fi da te J1• criteriul majorării, de teorema de 
convcrgen~ă a i;irurilor mo11otonc si <le trot·t'mcle asupra operatiilor cu siruri conver-

, , I , 

gen te. 
Pentru stabilirea convrrgen tei unui şir cu ajutoi·ul criteriului inajorării şi al 

operaţiilor cu limite se J'olosc:'.C alte ~iruri, a căror convergenţă es te cunoscută . Urmeaza 
că :iplicarca acestor p1·occclee este cu a Lît mai fru cl uuasă, cu cit cl e ţ.inem un număr 
uiai mar·e <le exemple de şiruri convergent e. 

T e ore m a 2. ( Criteriul majorării). Dacă I an - a I < ocn pentm 
orice n şi dacă O:n -+ O, atunci an - a. 

Demonstraţie. Să alegem în mod arbitrar un număr € > O. Deoarece ~-+O, putem 
găsi un rang n. astfel încît, oricare ar .fi n ~ne, să avem 

1Xn < € . 

Atunci, cu a tît mai mult, pentru n ~ n. avem< 

Jan - a I < -e 
·fÎ deci an -.a. 

În particular-! 

Dacă lan!<~ ~i ~-o, atunci an -o. 
Ex. e·m p l e. 

1 
1) Şirul cu termenul [general an..= (~1Jn+i - : 

n 

'1 1 1 t,--, - , --~ 
2 3 4 

)llre Jimita O, deoarece JanJ· .,,,..!_ ... -O. 
n 

2) D eoarece I sin .!. I ~ .!. şi _!_-o, avem r 
n I n n 

J• • 1 o tm sin - =- • 
n 

.Ueoareet'll 

lllin n ~ 
, ___ s_ < .!. .... o. 

n2 n2 

4) Fie x un,număr-real.>0arecare. Fie (O-n) şirul fractiilor zecimale care aproximează- prin lipsă 
numărul x: 

an = Xo, a:1ot2„• a,,, 
unde :i·o este parten înt1•eagă - a ll11· ~ • • ·r J d ~,.. zal' «1, 0:2, -···• o:n sm t -·c1 re e succP.sivc in scrierea zecimală 
a Jui .:.c. 
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d<'ci: 

Fie, de asemenea, (bn) 

Atnnci : 

1 
Deoare<'e - -> O 

1on ' 

~i 1• 11l fracţiil or ucimalc <'a re apru . .._imcazil prill cxce> _!Je :tt 

hn ~-= To, ~l' ~2 •·· ~n· 

Obs c r Y aţi c. Numerele a11. s,i bn sînt raţionale. Dar ( ) · lb ) • · • ll-n ~ 1 , n nu srnt smgurele ~irnri 

do numere raţionalo com ·ergonte ci.\tre x. De exemplu, oricare ar fi h E N , ~irul (an+ .!._) 
n it nEN 

este, de asemenea, format din numere raţionale ~i tinde tot ciU:re .1:, 

5. Şirul modulelor 

Te ore ma 3. Dacă an-> a, atunci lan ! -+·I a'! ; 

/ Iim I an I = I lim an I I 
Proprietatea se enunţă simplificai*, astfel: 

I Limita modulului este egală cu modulul limitei ] 

Demonstraţie. Să alegem în mod arbitrar un număr s: > O. Deoarece a.n ->a, 
putem găsi un ran~ n„ a stfel încît pentru toţi indicii n :>- ns să avem: 

lan - al< s:. 

Folosind inegalitatea 

llanl - la/)< lan - al 

rezultă, cu atît mai mult, că pentru n :> n. a...-em: 

fi an I - I a IJ < s:, 

adică : a j este limita ~irului modulelor (I an I). 

• in manualul de fată vo r interveni ade~ea enunţuri de teoreme sub formă 
simplifica i:,. Tre buie subliniat ctt aceste enunţuri slut incomplete (în sensul c:"t 
ele ex primCt doar concluzia t eoreÎnelor), dar prezintă avantajul de a putea fi uşor 
m emorate. 
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Ob s c r va ţi c. Propozi\.ia reciprocă nu este adcv~rată: dacă şirul mudulciur (l anll 
e ste ('O H\·ergeJll., uu rcz u.IU:"t i.n 111otl Hcce::;:~ r că ~irul (un.) însuţi e':) te convergent. 

De cxernplu, şirul 

1. - 1, 1, -1, 

nu es te convergent, de~i ~i rul modulelor 1, '1, '1, „. este convergent , fiind con~Lant. 

Totuşi: 

Dacă -~ irul modulelor C a;, ,) are limita O, alwici şind (a11) w ·e, de asemenea, limitei O. 

Într-adeYăl': 

I an - O I = ] an. I -+O, 

deci, conform criteriului 1najorr1rii , an _, O. 

E xe mplu. 

Şirur·ile 

1 1 1 1 
~J 1, - - ' ~- ' - - ) ..• 

2 3 4 
-1, 

3 

au limita O, deoarece şirul modulelor: 'l, 

6. Trecerea la limită în inegalităţi 

"L 

3 
are foni La O. 

T cor e ma 4. Dacă (an) şi (bn) sînt două şiruri convergente şi dacă : 

an < b l1l pentru fiecare n, 

atunci: 

b11 • Trebuie sti arătrnn cr1 a < b. Să 
putem gfl SÎ o vec ini'i ta le U a lui b şi 
dacă nul. full :;. = b - 11, putem b a . de 

Demonstraţie. Fie a = Jim rin şi b = lirn 
pre.şupunem , prin absurd, eă IJ <a. A tunci 
o YCCiuătal.c V a h1i ll rr!T'it puncte 1·onn111e: 

exemplu. U = (/; - .:::__, b + ?;_) ~ i V = ia - .?-_ . a+ _:_) (fig. 35 ). fn U se aflft to~i 
, 3 ;J • l ~! , ;-) 

termenii b,u exccptind un număr finit clintrc ci; :ln V se află lo\Î t ermenii am 
exccptînd un .număr foiit dinLrc ci. 

Pentr·u tel'mcnii bn din U ;:i a„ din V UYcm h„ < a,„ CPCa cc contrazice ipt•t0za . 
.A şadm', presupune!'ca b < u 11 c co ndut:c la co11Ln1dic~ic. L:I'laează eă a < b ~i teorema 
este demonstrată. 

{/ V 

Fig. 35 
Q 
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Corolarul 1. fJacr'i (an) c.ste un şir convergent şi dacu CI. -<. an -<. (3, penlrn oncc n, 
atunci: 

cc -<. lim an -<. ~. 
Se foloseşte teorcnw precedentă , mai întii pentru !;'irul constant (cc) şi şirul (et11) 

în inegalitatea ex-<. am apoi pentru şirul (an) şi şirul constant (~) în inegalitatea 

an-<'.~. 

Corolarul 2. Dacă (an) este un şir convergent şi dacă a,i-<. O, pentru orice n, atunci: 

lim a11 ~ 0. 

Se ia ex = O în corolarul precedent. 

Observ aţi e. Dacă între termenii şirurilor avem inegalităţi stricte a1i < bn , pentru li­
limite nu putem deduce <lecit o inegalitate nestrictă, liman ;::;:;: li.rn bn; uneori putem avea chiar 

egalitate. De exemplu, ..!._ > O, dar Jim ..!._ = O. 
n 

1. Şiruri mărginite. Şiruri monotone 

O proprietate importantă a şirurilor convergente este exprimată de 

T e o r e m a 5. Orice ~ir 'COnvergent este mărginit. 

Demonstraţie. Fie (an) un şir convergent către a. Să alegem o vecinătate a lui a, 
de exemplu, V= (a - 1, a+ 1). În afara lui V se află un număr finit de termeni, 
de exemph1, a111, a112, „„ a11P; o parte din ei se pot afla la stînga lui a - 1, iar o 
parte din ei se pot a fla la dreapta lui a+ 1. To~i ceilalţi term eni se află în inte1·­
valul (a - t , n + 1). Să alegem acum un număr a mai mic şi dccît a - 1 şi <lecit 
toa lc numerele a,11, a 112, •• „ a11p; să alegem, de asemenea, un numi.\r ~ mai mare 
şi dccît a+ 'I ~i <lccît toate numerele an1, a112, ••• , anp· Rezultă că intervalul (a, ~) 
con\ine a lît termenii a 111 , a"2 , •. „ a11 P cit şi interva lul (a - 1, a+ 1); deci intervalul 
(a, ~) con I.inc toţi termenii şirului (a11) . Rezultă că şirul (a11 ) est e mărginit. 

Din proprietatea prrcedentă rezultă imediat (prin reducere Ja absurd) că, 
Orice şir nemi'irginit este divergent. 

Lrrnii t oarclc ~ iruri sint <livcrgt·nlr, deoarece slut nem[1rginite: 

in particu Iar, şiruril e: 

2) 10:, ~x, ... 
1 

n«, 

Îu particu lar , şiruril e: 

:i)-1, :!, „ I -->, ·1 , 

<t) o, 1, O, ~ •.. „ O, n, 

'lll - ' 

. • . , ll , ••• 

cu a> 'l. 

~i 10, J o~ ... „ 1on, ..• 

cu a. > O raţional. 

şi v P, V23, .„, v~ .... 
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O ~ a ţi e. Proprietatea unui şir de a Ii mărginit e~te o condiţie necesară pentru 
convergent.a sa~ar nu suficientă. Există şiruri mărginite care uu sînt convergente, de exemplu 
şirul: \ 

1, O, 1, O, ••• 

Se poate asigiJJ·a convergenta unui şfr mărginit, dacă se adauwa o condiţie suplimcntariţ, 
aceea de a fi monoton. 

Te ore ma 6. (Teorema de convergenţă a !jiirurilor monotone.) Orice 
şir monoton şi mărginit este convergen t. 

Demonstraţia acestei teoreme necesită cunoştinţe care nu au putut fi incluse 
în manualul de faţă. 

Jn pri vinţa limitei unui ~ir monoton putem face următoarele precizări: 
Dacă şirul (an) este crescător şi a11 -> a, alunei: 

0 11 -<'.a, pentru orice n. 

Într-adevăr, trecînd la limită după indicdc p în inegalitatea:,. 

obţinem~ 

În mod asemănător: 

a11 -<. li111 a11+J> = a. 
p -roo 

Dacii, ~irul (a11 ) este descrescător şi an -ta, atunci 

a„ > a, pentru orice n. 

Uneori, pentru a preciza că un ~ ir conn:rgcu t cs le crescâtor, vom scrie a11 ;< a în 
loc de a,1 -+ a. În mod analog vom seric an ~a pentru un ;.li· de.:;crescător convergent 
către a. 

E xemp lu. 

Şirul ( ~n!) este " convergent. 

lntr·adt:văr, să notăm a11 = ~ . Şirul (a ) se scrie1 
11! /l 

2 ~:: ~:J 2n 
i! ' 2,- , ă!t•••, - , ..... 

1t! 

llvem: 

2 11+! 211 2 2 
~1 =--·- =-- -- = a11 --. 

(n + 1) 1 n! n + 1 n + 1 

" Deoarece n : 
1

;::;:;: l , deduccrn a,1+1 ~ u,1, deci ţÎru l este dcsc„cscător. ~i rul t.!s l c ~ i miir0init, 

deoarnct: a 1 ;;;o. a,1 » O, ptinlru orice ii. 
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Rezulta c.1 ţirul cHc c•m \·ergcnt. :,e '..i ar;ita mai depar te ( § 8, nr. 2l că: 

lin1 :!'t =- U. 
11! 

Teon:m u ur11 1:1Lu;JIT · · 1;i1l'~ eulit :o u. li 11umel.e de „de~ Lc" es te f•1a l'l c uLili; ill <qil ica\ii. 
E a V<t fi folosi tu i11 p;.i l'agr·<J.ful cumuera t upliculiilor analizei în geometrie . 

T ~ o r (' m ;i 7. Dacă două i;iruri (an) şi tb11) îndeplinesc w·mătoarele 
două 4 •ontli ţii : 

J} " 1 < <l:' -< „. < U" < ••• -< bn < ••• < b2 < bi; 
:! l &n-- u,,-.; ll: 
!llm\ci 4•(c ~int couYergeute i;1i a u aceeaşi limită: 

lirn u" = lim bn-

Demoustraţic . ~i r"il (a 11 _• este crcscătu1· :;-i mărginit {d eoarece tern1c1111 ~ăi sint 

cupri11~i intre ul ~i b t ' · iar ~ il·ul •:b,) este descrescă tor şr 11 1[1 r~i11it. l:rwcază că cele 

<louii -;iruri siuL c•Jll' er~ente. Fie: 

lim u1, = u ~; lim b11 = b. 

Tn:ci11J h litu it.t iu inegalităţile 1), J educem că a< b. Din inegalil ăţ.ile: 

d ed ucem ; 

Deoarece 11„ - u„ ~ O, folu~in<l c ritCt·iul majorării , dcduc.:cm că şi.ru l con:> tauţ 

(b - n) tinJe ci:tll'e li, 
deci: 

8. Numărul e 

F ie ~i rul : 

b - u ;..: Jim (b - a) = O, 

J cci a= b; adică : 

]iru u11 ~-= lim '-'n· 

(1 I 1)1 (1 I 1·)2 (1 .J 1 )3 (· 1 )n T , -,-
2 

' ,- ;) , , , , , 1 -j- -;; , , • , 

Să arătăm că aces t ~it· est.•} crescător ~i mărginit, <le unde v a r ezulta că este con· 
vergent. P ent ru uceas La ~ă notăm: 
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~i ::ă dcinolLărn m cmLrul d l'q1t J upă furrn u l•1 Li11 urnului lui :\c\1 1011: 

n - - T -- - -- · -·· · ·;·- -- - - · -· T -------- -- + • • • (1 
_ _ (·J , _!_)n __ J -f- 11 I , 11 111 - 11 ·1 11 i n --- l 1 i n -- :!) ·[ _ _ _ 

n I n ·1 • :! n" 1 · 2 · ;J na 

; .. + 11 (11. -- l_i~:.:-~1t -- Io + -1.l . _I + ... + 11 (n ~:.: 2 • I. _!___. 
l · :.! „ . h n il. '1 · :! „. n nn 

Se obserYă că· : 

n n - l n-h ..t. I - .- --·· · ----
n(n - Jl .„ (n -- 1.- + 'l ) 

I · 2 „. !.-

,1. n n ------ ---
'1. 2 .„"' 

- t (1 -~) (L - ~ ) ·. ·(i - h-·I) 
1 · :! ... I.- n n n ' 

an = 1 + 1 + ---~ (1 - ~) + - ( L - -
1

1

1
) (J - -

1
'.!
1
-J + · · ; 

I · :! . 11- 1 · 2 · :i 

! ~ i + 1. ~l · ·· J.- ( l - ~) ( J_ - *). • . ( J_ - k n I) + .. , + 

+ ·---1 (t __ 1__)·. ·(l _ n-1)· 
1·2 ... n n n 

Deoarece O< J -!i.. <.I, în fiecare par<.1 ntcză se obţine un număr puziti,·; dec.:i ,, 
rne111b1·ul drept e:,Lc o ::;umi:'t de t ermeni pozÎLÎ\'Î n iai mare tl cdL ~ uma p rimilor doi 

termeni :l + 1 = 2. D edu cem : 

2 < aw pc11 Ll'U Ul'I CC n. 

l'c d e altă parte. număru l clin fiecare pal'anLeză. ustc mo i tuie d cc'it 1: deci. i11lo­

cuinc1 in rnembi-ul drept fic1,:11·e paraul ezr1 cu I, 0Ltincn1 o su mi:i 111ai 11 1a re . lu lucuiuJ 

fiecare factor > 1 d e la 11u1J1Î lu1· eu 2, term enii ::.urnei !'C 1 ur1rc~c i11c[t, a~a :luci t: 

G-n. < i + 1 + -~ . .L ..!__ + • • • + - 1
- = :l + S < J + :! I ~:! ~H-1 n 

unde: 

Aşa clar: 

= 1 + 2 = 3, 

( 
'l )n 1 - -
2 - ----· 
·1 

1 - -
2 

2 .<. an < 3, pentru orice n, 

adică ~irul (an) e:;t e mărginit . ~ă arătăm acum că est e ~i crescător. 
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Să observăm că termenul a,, ari' în dezvoltarea sa n + 1 term~w, iar an+1 are 

n + 2 t ermeni, adicii are un termen in piu~. Termenul rt11+ 1 se scrie: 

all+I = 1 + -- = I. + 1 + - 1 - -- fo 
( 

1 )>l+l 1 ( 1 ) 
n+1 1·2 n+1 

+-1- (1 - _1 ) (i -_:_) +·. ,J_ 1 (i - _1 ) ;; •(1- k-1 ) ~ 
1 · 2·3 n -j- 1 n+1 

1
1·2 ... /; n+ l ·~ n+1 

+· .~+ 1 
1 · 2 ... (n + 1 ) (J __ 1 )·; ·(i--n )· 

n+1 n + 1 

'Î 1 
Dar n < n + 1, deci - > -- . 

n n + 'l 
• k Te d Te 

Prin urmare, - > --, de un e - - < 
n n + 1 n 

k 1.- 1 < - --, deci 1 - - < 1 - --. Rezultă că numărul din fiecare paranteză din 
n+l n n,1 

dezvoltarea lui a
11 

este mai mic decît numărul din paranteza corespunzătoare din 

dezvoltarea lui a
11

+i· Rezultă că fiecare termen din dezvoltarea lui a 11 este mai mic 

dccit termenul corespunzător din dezvoltarea lui a 11+r Deoarece a 11+1 mai are şi un 

termen pozitiv în plus (ultimul), deducem că: 

adică şirul (a11) este crescător. 
Şirul (an) are deci limită. Această limită se notează cu litera e: 

( 
1 }îl Jim 1 + -;; = e. 

Trecînd la limi tă în inegalităţile 2 < a11 < 3, rezultă: 

Se demonstrează că e este un număr iraţional. Valoarea aproximativă a numă· 

rului e cu cinci zecimale exacte este 2,71828. 

§ 8. Operaţii cu tiruri convergente 

În acest p aragraf vom arăta că efectuînd asupra şirurilor convergente operaţiile 
de adunarl', de înmulţire ş1 (cu anumite restricţii) de împărţire, se obţin, de 

asemenea, şiruri convergente. 
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1. Şirul sumelor 

Teorema I D - · • aca a n-> a s,1 b,1 --. b, atunci a + b ' b · . 1l n -> a-;- • 

Limita sumei este egală cu suma Urnitelor 

De~10nstraţic. Vom fol osi dcfiniţ. i:i cu Ea limit('i. Pt>11l1·11 :1 ,' 11·,-1 ('-' b - I " că a „ + b„ .... a + + , ~u a egem, în mori arhit l'nr, u n nu111i't1 ' "' 'I · -E .> ', ~ 1 :;a g:t~ 1111 un n 1ug 11„ a~tfel 
încît pentrn n :.,).. n0 să avem : 

I (an + b,.) - (a + b) i < <:. 

A,·em insă: 

Deoarece a„ -+ a, pentru numărul r;,' = _E_ 

2 ' 
putem gă8Î un rung n', as tfel ca pentru 

n > 11.
1 ~i'1 :n em : 

! an - a I < E
1 = ~ . 

2 

Dr asemrnea, deoarece bn -+ b, pentru acelasi n11111a~r ~' = ..:. - · " , -. putem gas1 un rang n , 

astfel încît pentl'u n > n" să avem: 
2 

I bn - b I < e:' = ..:. . „ 

D::ieit a l1•gem 11, = max ( ' n , 
timp, 11 >- n' ~i n > n", deci: 

n"), atunci pentru orice n > n. avem, în acelaşi 

Aţ:adar um demonstrat, • ca: pentru orice e: > O există n astfel incit or;ca-e r 
n > "= sii avem: (; I' • ,, ar 1i 

adică a ' b -I b · 
• 11 -r 11-+ a - , ş 1 teorema est e demons trată . 

SP "ll"'IF .. I . . 
. , ' ' ct prm m r u,: ţie co 1 nph!tă c;i leo1·ema 1 rămîne adevărată şi 

mai nwltor şiruri co1111ergcntc (i11 n umăr finit): pentru suma 

...... lim ( + b + l2n n C-n + ··· + fn) = lim a,1 + li"n1 b + l" + li n tm Cn ••• + m f n• 
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în particular, luind le şiruri egale cu (an), deducem: 

lim (han) = /;: lim <Lno h natural. „ „ 

Te or e m a 2. Dacă a11 -•a i;iî bn --> b, atunci: an - &,,, ..... a - b. 

lim (an - b„) = lim an - lim bw 

I L. . ilifi l 1 ! . lllllta · crcnţei este egală cu diferenia limite or ! 

Demonbtraţia t>e face ca ~i pentru teorema 1, scriind, pentru n > n.: 

I (an - b11 ) - (a - b) I = I (an - a) - (b11 - b) J -< I an - a i + ; bn - b i < e. 

Corolar, a 11 - >a, dacă şi numai dai:ă an - a--> O. 

Într-adevăr, dacă an~ a, atunci: 

a,, - a~ a - a= O. 

Reciproc, <laca an - a-• O, atunci: 

an - (an - a) + a 4 O + a= a. 

Exemple. 

1) lim --.. - = lun 1 + - = 1 + liro - = 1. . lt~ + 1 . ( 1 ) 1 
11· n~ n3 

~ !Dl -- = 1111 - - - = - o = o. '') 1. n~ - 1 1. ( 1 ·l ) 0 
n~ n n·1 

2. Şirul produselor 

I Limita produsului este egală cu produsul limitelor 
' 

Demonstraţie. Vom folosi, de asemenea, definiţia cu ea limitei. Pentrn a demonstra 
că a.nbn ->- ab, să alegem, îu rnoJ arbitrar, un număr e > O şi să găsim un rang ne astfel 
t11cît pentru n > n~ să avem: 

Avem îmiă: 

lanbn - ali l = lanbn - ab,1 + abn - ab l = i(a11 - a)bn + a(b11 - b)I ~ 
<.lan - aj Jbnl + !aJ lbn - b I· 

Dar :,irul (b11) este mărginit, fiind convergent; există deci un număr 11.J >0, 
astfel incit pentru to ti termenii bn tiă avem: 

Dacă luăm apoi un număr N > I a I (deci N >O, chiar dacii, eventual, a= O), 

rezultă că: 

Deoarece a
11

_,. a, pentru număru! ;;' = ....:_ puten1 găsi un număr n ', astfel încît 2,u 
pentru n > n' ~<ă a \·em: 

I tJ: 
I a - a l < e: = -- • 

tî I 2M 

De usemenea, deoarece b .. , ~ b, pentru numărnl i;,'' = __!... ' putem găsi. un nu-
- '.!.A 

măr n 11
, astfel încît penlru 1• > n" să avem: 

1 I .< " e: lu - u 1 < e = -. 
11 '2N 

Dacă alegem n~ = rn ax (n', n "), atunl'.Î peutru orice n?? n~ avem, 'in acelaşi timp 
n :;;::.. n' şi n >~ n", deci: 

la,1b,1 - abj < la - al M + N ! b - bi< _.:._ JJ + N _:._ = r::. 
n • n ~~\l ';!. lV 

Aşadar am <lemomtrat că: pentru orice ;:; > O exislu n~, cu;t/el inât oricare ar fi 
n :;;::,. lle să ttYem: 

adică anbn _,. ab, ~i t eorema e~ te <lemo11~ Lrata. 

Se arată prin i 11d11cţic cotn pletă că teorema 3 rămtue adeviii'a tă ~i pentru µrudusul 
mai 11tultur şiruri cu11vergentu ( [n număr finit). 

În particular, luîn<l li ~irul'i egale cu (1111) , <leduee tn : 
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'l' e ore w a -1. l.Jat:a an -+ u şi c E R, atunci <.:a,i - ca : 

I lim (can) = c · fon a,, I 

J O constantă iese in afara limitei l 
într-adevăr luiud b

11 
= c, şirul constant (b,i) are limiLa c ş1: 

deci, conform teoremei precedente, şirul (can) este convergent şi: 

tOl'olarul 1. Dacă a11 -+ a, atunci -an -+ - a: 

I Iim (-a,i) = - litn a" 

Se ia c = -'1 in teorema precedentă. 
CorulamJ 2. Vacă a

11
-+ O :;i dacă (b,1) este mifrginit at11,nd a,nbn -. O. 

lntr-::J d evijr, deu<1rece (b
11

) este mărginit, există un număr Jl >O astfel inctt, 

pentru tuţ.1 t erwenii b,., să avem: 

Atunci: 

Dar an-+ O, deci l an I~ ... O şi d eci I a„! Al-+ O: 

Folosind criteriul majoră1·ii in inegalilatea 

ja,,1\ il < la„I i'.I, 

Ex e m p l c. 

1) Jim un + b = lim (a + b .!._) = a + h 1im .!._ = a + b • O = a. 
n n n 

5na - :!n + 1 I " :! 1 ) , , ·1 , 1 2) hw = hw <> - - + - = <> - 2 ltm - .,.. hm - = 5. 
11) .... 1t~ n3 n~ n~ 

2n 
3) Dupa l;Ulll aru l!t.a.b1ht .oiut.tmor ~S 7, ur. '7), ~u'ul cu t5rweuul geu e1·al an= - eat• 1t! 
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a 
. 2 

n•"1=an--• 
n + 1 

~otînd !im an= a, rezultă !im an+i =a (v. § 7, m. 2); deci treclnd ]a Jirnil:' ,anterioară, obţînenu ·• lu c:;a li la tea 

a= a · O, 

')H 
d\loÎ a = O; adică lirn :_ =O. 

n! 

4) 'Dacă O < 1• < ·1, ;.vem rn _,. (\ deci 1 

. r" 1 
Iun -- = - -- hm ''" = O 

1 - r 'l - r 

. 1 - rn 1 1 
lnn --- = -- hm ( 1 - r") = -- (1 - hm rn) = _

1 
_. 

1- r 1 - r 1 - r 1-r 

3. Şîru l dturilor 

Teorema 5. Dacă an -r a s,1· b- _,. b, "',1' dacă b ·'-o· •M'>ntrn "n• „ " n =r r- on~ n 

şi b =/:o, atunci an -+ !!:._ • un b • 

1
. !im ~ = !im an I 

bn lim bn 

l 
Limita cîtului este egală cu citul limitelol', dacă limita <le Ja · I 
este diferită 1le O. nmwtor I 

f1 11 o, 
-- --+ - ' 
b(I b 

Demou~trnţie. P entru a arăta că vom pat·curge trei clape. 

1) Arătăm nwi întîi că şirul (_:!_ ) est e mărgi:nit. 
b" 

Din ipoteza b" ~ b =fa: O, deducem I b„ I -+ ! hi >fi. 
V = (o:, f)) a lui !li !, cu iX > O. Jn acea::>t:..\ vecinătatt: 
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Să a legem (fig. ;~r; \ o vecinâ ta t e 
i,e a flă toţi tem w11i i jh„I , 



--~1f--~(~~·~ri'---0~·~~~~)~.~~~f--
-~ ~ 

f 1;:. J'/ 

<:u cxcep\Îa u11 ui uutuăr [iui t dintre ci. 1'1·11 Lr11 l•:rw cnii 

Ju,,, <::J., 

, 
• V I 

J11 1 'ccllliJtal ea I avem: 

adică \fig. 37): 
f 1 f 

- -=-< -=-· <_:_ · 
:J, b„ ;t 

C 1 . . . 1 i1-·u u te cuYmtc, ace-;t1 t errnem - t:ic u a 
ÎJ„ 

ln intervalul mărginit (- ~ • · +.-) · 
1 ) • • ~ I" · <l t Ceilal~i l•:na eui -

1 
.. Jimtfc1l'a i11tc1'' a lului (- L, 

li n ~ 

găsi uu iuterval 111ai maro (:l , U) car1; să - i r.:v1;iinr1 ~i pc acP~tia, ~i int P-rYulul ( -- -~„ • ~-) • 
;,~. ~ uit. i11 nU!l!dL' nul , cei pu ,em 

U rrneaz:l dt .i11le1·,·alul (11, IJ) cv.u~i11c Luţi tcnucuii !_; aJică ( 
1
- ) cote u1ărginit. 

b,, IJ,, 

I 
2) Aelttârn :.H·urn cu - -> - • 

/J" b 
1 t 

Pentru a1:cu:::lu cole ::> uficicuL să arălă111 că -- - -- ->O. 
b,, b 

Dar; 

--
bn 

cil ; . (u„ - u) _,.o, deci - !.. ~- (/J - ·· h) .... ()· udică: 
V1t V U11 n ) 

1 I ____ ..... o, 
bn /J 

dt:: unJe: 

6 - 1 
-~ --- . 
b„ /, 

( -
1
- ) c::. t c 

IJ„ 
m~1rgmrt , re.wltă 

3) Scriind ucum citul 112' ctJ un prudu:> ~1 fub::m<l teu1·1;m.:1 a::.uprn. produsului a 
l1„ 

duua :;ii.ruri c0uvt:ri1::u te, <lcJu c·: 1u: 

~! tcon:llla ebte demon:;t ratil. 
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În particular ; da•'a (a ) t d c - " e~· e convergent, aca a,, =f= O pe11tru 1;ince n .,\'t 

liro Un =p O, alime;i: 

Într-acle"ăr; 

! - (-1-)~ - l11r u.„ _)->.. 
J•rP 1 · 1 ~,lt - lini "-n - \-· .! 

Combinmd c.u u11 relu!ta t d!ll ~rior , J..,d„„u !'!! c..i.: 

E.s..e m p-l a. 

l ( . • ~ (, J 
3-! • .• I • • • ll I ţ -· - + - - -

t) hm-'.'.'-=.:!!'.'..:'._:!~!'....:!" ...':1 = lw• _' ____ !'._ __ 11" "
1 

!:.'n! -j- in~ - 11 -- I .. f ·; I I J -
/t.j :.! f- - -

ll ' f! I ;i! 

. ( · ·' :.! G) Iun .I - _ + .. : + -· 
,, 11" ,,, 

JC Jim === -- ... 
7 J 

:.l · f· -- - -· -
11" n~ ni 

!?) lim „ : - 411 - 3 =- l11u 
11• + ;in• + 1 

4 3 
~----- Jim 

=Jim 
n:J llj n • 

-
1 + 

;; I +- l.im 
/t n• 

( 1 r, ;) ) ;;;;-;;î--;;; o 
= - -- o. 

( l 
J I 

+ -+ -J 1 
11 n• 

dauă 

O L s e r v a ţie . D..ică hm b„ = U, c~l tl po~1Lil c..i ~irul ('Zn) • ~a nu a1ba limită. De exem· 
b„ 

piu, u,1 --' l -> 1 ţiu,. - (- l jn 2._ ~ U. Şirul citul'ilor l'anJ oBlD 
l t b11 

- 1, :i, -3, , , .• „ 

tl~•te divergent.. 



,.... 

§ 9. Puteri ,i logaritmi 

· · · · l I · t' t. le 11utcr ilol' si 1o"'a· În acetil par;;icrraf \or fi 1·ra111111l 1l c Jll'IJ1e1pti ,, l' pr11p1·1c a .1 a . . ·. e 
0 

. • . I I I" · t- , irll1·ilr 1lt' pu-
l'itmilor -:-i , ul' fi adu:,P twt::l1~ „u1np l1• l f1 r1 l'"'\' llll lt'l't'•·n·a a 11111 a tu ) 

t eri ~i lo~ar i t rni. 

1. General ităţi 

· • mai multe etape. con~iderînd succesiv 
l.l•ip•• „u111 ~e ~1ie. pu terile ~e rleC1.nes<..: ~ll 

· l l '.\aLUt'd. cx. 11on ent ului irnpunt' re~ Lricţii 
exponctt\ii: 11atunili. ill l1Tgi, r<tltulHl 1, r ea 1. .-

:>uccc„i\ c ''"''"'''! IJ•1t1·i .. \ ~tfel : 
llutural tt , numite fJUtcri 1wturalc. :>t' dcfine•c pentru 

I IJ11t„1·il„ :1" Cil ('..'> jJUllt' ll L 

ori ~c I·•• l,-, '' : 
,t.1 --=a, o11 = 11, u· ... ·a. --------dr /1 uri 

1 
f PutPnle a-n. i·u exponent tnlre:;r nef!aliu - n :;-1 putere!! a

0 ~e defme~c pentru 

bata ,., .-:;.: li; 

a'1 = 1, 
·li 1 

a = -- ' 
an 

JJuteril r cu expnnent întreg 'µotitiY sau negat\,-) se num esc puteri întregi.' 
Tl l , l l:idicalul 11~1 se Jefiu e~tc pentr u n uatural ~i hală a >0, ca soluţia po:;itivă 

wtirâ '' cnt<• \ici 
x11 = a. 

I rr-- 01"ce bat.ă a, ca ::.olu t,ia 
• ~D 1l c f1. 11c~.tc i'<1dical 11 n pent1•u 0 

l hH"U li t · ~Lt' fl1l} 11lf. _ c • 

• 1 · • 1 lll lt···u- <I 1 ' t"ll<tl.Î1~Î l -' l'f'Cl.'. Jl'11L1·. (p ozill\ ;:r ~au JJq.tu l\ <I ' 

J \ 
li( 

j> 11 [ p n ·cr u" Vil 1•:-; p11111•ul l'<t\Îu11al r -'-
" 

p cu tJ·u ku.u 11 ? U : 

=- = ··· <.:u n 1w tu rnl ::.e define~te 

(
Jf/./ - ) IU f '.!.H ' ) :! 't1l u/ = v u, =-= \ ~I a = ... 

Dadi 1· > IJ, ::ie <l efiue:;ile W = O. . . 
Put t: l'ik c u cx putl\' llL ru\iu 11u l ~t: 11u111 e~c p11te1·1 ra{lu11 11~c. 

I I I r. 1 11utcrile rat,wnale, pentru 
\ \ P11t crik u" 1·11 cx pu11 c t1 L1J 1·1·u ·' ~1· l t· Jll c~1-, ca ~ 

baza u, :;..- U; <lat:a .r > U, ~t: Jdiue~le U' ~- li. 
. { I, ie \-\li' lÎ deftuilt' llJLll .J U~ CU 

Pul ·~rile tJU e)l.puucuL rnd ::.e l!Ulllt!l>C p11le1 ! reu e. L 

aJU torul 71rnril•J!' <le pul eri ru (io 1wl.L 
Puten!i; au unu a tuar ele prupr1el1:1(1 !Jlllll..l}Jale: 

1) aXaY = 11/+11; 

2.) (ax)y = ax11 j 
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3) (ab):t = a:i:b:i:; 

4) ax= 2_ · 
a-x ' 

5) (a > 1 şi x >O) =) (ax > 1). 

Din prop1·ietăţile precedente se deduc toate celelalte proprietft\Î ale p11terilor. 

Observaţii. 1) Orice număr întreg le este în acelaşi tilllp 11 11 11urn[1!' 

raţional; totuşi, dacă numărul Ic este exponentul unei pute1·i ah, L1·ebuie făculi1 Ji~ti11c-

• l k • V l • l k k 2" d ţie uetă rntre număru 'întreg • ş1 numaru raţwna = - = - = „., coa rece pn-
1 2 

terea întreagit ah se poale defiui pentru orice hază a=/= O, în timp cc putere(/, rufiv11alli ,, 
a.1 se poate defini doar pentru Lază a >O. Dacă În!:.ă a >O, puterea întreagă a/' şi 

li 

putered. raţiouală a 1 11i11l egale. At.tfel puterea Haturala (-5)~ eo,le delinita, în timp 
2 2 

ce puterea raţională (- 5) 1 nu are sens. Însă 5~ = 5
1

. 
in definiţia polinoamelor: 
P (x) = anx'

1 + an- l xn-i + ... + a1x + a0 

110 consideră puteri naturale a le lui x, deci x poate fi orice număr real. 
2) De asemenea, dacă n este impar, trebuie făcută distinc~ie netă între radica• 

1 

lul Jra şi puterea raţională an, deoarece radicalul rYa se poate defini pentru orice a, 
!. 

în timp ce puterea ratională a'1 se poate d efini doar pentru hază a> O. Dacă 
1 

îusă a> O, atunci rYa = a 11• 
1 

Astfel, funcţia [Yx este rlefinită pe loatâ dreapta, in -timp ce functia x 3 e~te defi· 
nită Joat· pe sernidrca1ita tO, + oo). 

2 Pute1·i reale 

Fie ci > O şi ..c un numar real oari>carc. P f'ntru a defini puterea ax sl' procedează 
111 felul tu·mător: 

~e ia un şir (r,i) de nurne1·e ra/iunale, eonvr·rgeut 1.:ăL 1·e .r. l) e e xc111plu, sr. p •ialc lua 
ea ~it· (rn) şirul f~'m:ţ iilur zecimale cat·c ap1·uxi111 ează pt'Jll l ip~ă I" ' .r, ~: t11 :tl 1.:..J ue c<it·c 
apruximeC1tu }JJ'În e)o.ce::. pc x. 

~e co11biJerf1 apui i;irul pulerilut· ra tionale ltt'11
). 

i:::lc <lemorn;treaza că: 

1) Şirul (1./11) e t!te convergent. 

2) Limita ~irului (a1n1 nu depmde de ~im! (r„), d numai de x, ,idrcct, d .:t · J. r„ r:,lf 

alt ~ir de nurnern raţ10nale convergent către .i , a'elll: 

hm v,'•~ = lim 11/ n. 
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.... 

limita cnurn11li a tuturor ;;irurilor ( 1.{n ) cu r
11

-> .i; se noteazâ cu ax ~i se numeşte 
f1Ul·~rt::u lui i i 1.:U e~JJOUCll lU J. .. C.:: 

. l :.· ·- :i , __ ., :, '·· 
d'"EH! •J 

a~ = Hm 1..l 11 • 
l 'n -„ :i..· 

!:- r -.H'·J tu ... pui, p r~ h<i.<:a ace:;t e1 <lefi!11ţil, c.a puter1le cu exponent real au toate 
propri•, l iJ ' •L. p•1~ ~-rilL•r cu t').}'U!!tmL r-aţi•Jl!al. fo µlu :., H; p oL J enwnbtra următoarele 

propq•·tri ti tk t rc•··, •·1i LJ lir!!itu. 

l i lJueii u, .:..- U ~i .r11 -+ J; atunci a1.i! --+ a); ~ 

Hecivroc ; 

1 J J Uu•_· t.i a > U ~i a;:/= 1 ~t da.că 1.in -~ u:'·, atunci 1:11 -14!!. 

Ji .i; c inple. 

~n=- n- 1 

' ' ) 1· „--u-~+3 " 
4J 1n1 .... - !.!"' :..::. S. 

Folosind proprietăţile logaritmilor de la numărul următor, i;e poate demonstra 
urmuloal'l.:i.I propriu l Lll\J ge11el'i.il ii: 

J 11) Dw.:ă a„ ~ u cu aa > O ~i a > U, şi dacii Xn-# .i;, 

1• ( '"'1' (J' )hm X l un a ! • '-'- 1 u1 a ' n n 

j Limita unei puteri t!C distribuie ş1 bazei i;;i c~1l0ueutului I 
În pa rticul<.tr: 

IV ) !Jucă an_, a, cu an> U şi a > O, atunâ pentru ul'ice 1tumâr real x avem (an)"~~-~~ 

I lim (a ,Jl: ~ (lim an)x j 

În cazul cînd x > O, proprietăţile III) şi IV) rămîn - ade.vă-raie şi · dacă lJ.n .::;p.G 
ş1 a 11 -+ O. 
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1 
Lnînd propriPta t.f'I\ TV) x = - , cu Ir E N, r ewltl\: 

I: 

r.r;::- h/ - -
lim V an = li Jim a n 
n-, oo 

Limita radi<'alulu.i este egală cu radicalul limitei 

În cawl <'înrl indicelf' /; cs l C' impar, proprietAtf':l V) rămîn<' ::i dPvărată ~1 d ::i C'ă 
n,11 <O şi a< O ' ~" nplir-ă prnprirt:itPa Y) ~ irnl11 i (-n11 )) . 

E :rempl r. 

( 
2n )17 ( . 2n )7t 0 1) lim --, -. ..-. hm~ .:t. 

n , 1 n , ,1 

1 

2) lirn (~ 'J2 
= 20 = 1. 

n + 1 

3) Jim ,s/ 32n2 + 1 = t'/ lim _a_:in_2_:.+_1 = V3:? = 2. 
V n2 -7 V n2 -1 

3. Logaritmi 

După cum se ştie, d acă a > O, a =t- 1 ~i b > O, logaritmul loga b se defineşte ca 
soluţia unică a ecuaţiei ax= b. Existenţa accs t·ei soluţii est e asigurată de urmă­

toarea teoremă: 
Dacă a >O, a=/= 1 ş1 b > O, Ecuaţia 

a~ CI b 

M~ o soluţie reală .şi numai una. 
Din definiţia logaritmilor şi din proprietăţile puterilor rezultă următoarele pro· 

prietăţi cunoscute: 

1) loga a= 1; 
2) loga 1 =O; 

3) loga ab = b; a.100
ab = b; 

4.) loga (bc) = loga b + loga c; 
b 

5) Iolk - = loga b - loga r.; 
c 

6) loga h"' = Gt; loga b; 
7j loga c = loga b · logb c. 
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În 11nr1ir11 lar: 

~ l· •:.::o h · logh a = 1. 
f fi j•l 1 ~ :lVPm UrmulO::\l' P:l (ll 'llpl·il'll\11' 111· ll"t'L'Pl'I' Jn limitit: 

!'.I Dar.i 1
11

-. .1, (r11 :rn >O şi x >O), alunei loga:i·n __. loga.i·: 

lim (loga:i·11) = loga (limxn) -I 

I „imita logaritmului este egală cu logaritmul limitei 

- · · · - l · A deci a!Jn = :r •i n11 = :r. Î nl r-:i d1•, ·r1 r, ''"' nn tam '!}n = log0~n ş1 Y - oga.'.l· vem n · 
l polPza :

1
„ _,. .r se gcrie 11c11m aY 1i-+ aY, de unde, ln baza propriet:'\\.ii Jl) de la număru l 

P1·1'r rrl r 111, rn11ll>1 1·:"1 !ln-+ y. . . . . 
· b logaritmi naturali sau logaritm• nepenem u h ~ l' i · va ţ i i . 1° Logaritmii î n aza e se numesc 

(d ~ la n u mele matematicianului englez :\a. pic.r) . ln. loc de log x se scrie ln .r. 
I · 11 n1r1·ilor se poal e demon,tra 

2° Folosind proprielatca 9) a loga1·1lm1 or~· proprt <' lal r a a P • 

:.i c1.1 m l'ropri (•l atr3 Il T) a pu teri lor: 

(a
11

-+ a (o 11 > O, 11 > 0 ) ~1 »11 -~ n = "~'' -~ n") 

J ul 1·-nd"' ~I': 

E xemple. 

1) liro lg j On~ - ~ = lg ( Jim 
101

'.
3 

-
1

) = l?," lu= 1 
· n~ + 1 n~ + 1 

(8 + 1)~;:1 
( {J 2) lim ln : _ t . ,,,., ID 8 = ln 2. 

§ 10. Dreaptă încheiată 

· · · d" · t au pro1>rietr1ti MPmrrnătoare După cum se va ară t.a, anum1 te ş1rur1 1vergf'n e . , . 
· ) ·· l să introducem proprietăţ.ilor şirurilor con vergent!'. Da.t01:ită acf''lte1 ana ogn ro~ve~n · 

două simboluri noi, + 00 şi - 00, ca hm1te a le unor astfel de ş1ru r1 .. 
Mnlt.imea formată din t oate numerele r eale împreună r n +oo Şl -oo se, numeşte 

dreapta fncheiată şi se notează cn R. . • 
NPC·esi tn tPn d e n î ngloba în t.r·o for mula r l' umtara 11ndc propI·ietăţi n le şirurilor 

"on ver <Ten 1 r• -;; i proprietăţile asemănătoare nlr <1 irnrilor cn limili'1 + oo S3ll - oo, 
"' · t.. " .~ces1or 'limholuri, en pri\.ri1·f' la reia · 

impnn P nd.1ptarl':1 nnor anumite c~nven„n a'l11pr .• 

t.ia il <' ordin,.. ~ i h opP1'nt1iile algebrice. . • . • • 
A•'i·~t ,. <'flllVPnl ii stabilt>sc pen Lrn + oo şi - oo i.mel ,.. p r npFiet.Ht1 f\'lt'lnll~af~o~ re 

· l + · ~ roni uumf's<' rt11mer„ in imte. 
1•11 <'<· I(• ale• mrn1f'rPl01· rf'nh·; c P acl'l'I\ oo ş i - oo se - . . 
P ent ru a face 0 d eosebire, num erele reale vor ti numite un eori numere fini te, 
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1. Simbolul +cxi 
R ea minl.im l'ft ş i ru rile conver gente :rn foi; t n e finit P pr in proprietaten ră ln afara 

unor anumite intm•a/p ( ncinntăţil e l imitei) :;e a flă cel ti:J ulL un n umăr finit de termeni 

a1 şirului . 
Să comider flm Acum ~irul numer Plor n a 111rale 

1, 2, 3, .. . , n, .. . 

AceRt ~ir f' f:1e din• rgf'nl , d:ir nre o pro pT"Îf'tn lr 11sPrn f1n51ou rf e11 :icee:i n ~irnrilor 

convergente şi :rn11me: în a fa ra unor a numit r inl.erva lP se află cel mult un hnrhăr fini t 

de t ermeni ni nrPs t 11i şir. Mai precis: 

ln afa m f ierrlrei .~emidreple (a, + oo) se află 1'1' ! m ult 1111 n umilt fi nit ele l.frmeni 
ai şirului nwnr·reJor nalurale. 

int r·adeY5r . oric:irr a r fi a, ex i f: t ă un n1111 1[1r n:il 11 ral .Y > 11: d rri pPnlr11 orice 

număr n atural 11 :~ „\' , n\·cm de af:em<·nf'n n > a. :uli 1·i'1 n E 1o. - oo . in al"::1 1·n ~<'midrep­
te.i (a, + CX)), şi anume' la s lîng:n ei , ~r n fl ă c-rl mul i I t' l'll1Pnii l . 2. :1„ .. . . Y - I, ln număr 

finit (fig. 38) . 
Dat orit u <l<'<'~ l f' i nn:iloaii s-;1 eo11v,..ni1 ;;i\ „,, ~r1 111 i'1 (·:1 şir11l 111 \ :i i 111 1111P1·t•lor n :i t11rale 

are ]imiHt , ia r w·f'~l<' Î limite i s-a a 11··il111 i1 u11 ~ in1linl , -"- oo p liu; infi nil ; se scrie 

n. _,. + oo. 
S-a conye nit rn ,r·mid1·Pp iPlf' (11 . ..L oo\ " ii J'if" 111111 ; it<' 1•1•1i 111/triţi a/,. l11i .J- oo. Cu 

această d enu m i1·e. 111·11prif'IH lN1 ~ ir11l11i n11m1·rr·lm· nn l ura lc- ru sfl in f'\ ·iclP n\ E1 n1 a: s11 s 

se ennnţă ast ft•I: 

ln afarn, f if'ctirPi (•Printllli/i a lu i += se af'l1i i ei mult un 1111măr f'inil de termem: 
ai şirului (n); 8au, rPNl <'e e;:t <' rH'r ln~i ln C'ru : 

Fif'cart' f'f'ri nătalf' a lui +oo con/inP lnţi termPn ii şiru lu i 1n ), e:rceptînd un twmăr 

finit dintre ei. 
În cazul altor şiruri, propriPt.at Pn arPa<;tn RP orlopH'1 cn dl'fini ţie: 

Definiţi a ], Se Apune- eă nu ~ir (a„) arf' li.mitr. ..Loo . dn <'i'i fif'<'are 

vecinătnt«> a lui + oo c•onţine toţi termenu ~irulni , ex.re1iiînd lrn l1111:năt' 

finit dintre l'l. 

•Se scrie Jim n11 = + oo, sau Jim an = + oo, <;au an ..... cxi. 
r; ...... cc 

Teoremei de convergenţ ii c u e îi ror e;;pund e 

Te o rem a 1. a11 -• + oo dacă ~ i numai dorn pl'ntrn fif' rtll'r rmm!t r 

e > 0 ( OrÎcÎt de ma.re) , !le ponte giifli ll.11 rang T1, , IHlfeJ ÎW:'Ît, Jnr:;:t f1 ;;.,• ri „ 

ţ1;"1 ll\'('ffi : 

lin > ~. 
Dispunem Şl pentru şirurile ru limil a -t oo d e un r·rit eri11 n'"'mi'rn f1 tor 1' 1Î l r· ri 11 l11; 

majorării. 

-I 
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Criteriu. Dae'i an >- bn pentru orice n şi lim bn --: +oo, ahmci lim an = +oo. 
PPntru sirurilc crcscMr1arc avem următoarea proprietate: 

Orice sir' crescâtor si nemărginit are limita +oo. . . 
S·a adoptat convenţia: I a < +oo 

oricare ar fi numărul real a. Folosind această convenţie, <lc.ducc~1 .~~',termenii unuli 
. . . . d ' r .t + a !'\lrulu1 ) mmd seama ce 

si.r cresdltor şi n emflrgimt sînt rna1 m1c1 ecit tm1 a oo • " · . . ~ 
" . . te <la 0 formulare umtara asu· 
teorema de convergenţ.ă a şnunlor monotone, se .P?a . 
pra sirurilor crescătoare, fie mru·ginit.e, fie ncmărg1mte, ş1 an.urne: . . . . 

Orice sir crescrit.or are limiti/, şi limita s<i este mai mare decit termenii şi.rulm. 
o b s : r v a ţi e. Din convenţia de mai sus rezultă, în particular, O < +co, ceea ce îndrep• 

· J lu 5 sau 2_ în Joc dP. +5 
tăţe~te ~ă se scrie 00 în Joc de + oo, după <'Um se scrrn, < e cxemp , 3 

sau + 2.. Urmează că, în loc de xn ..... + oo, se poate sc1ie xn ... oo, iar 
3 

şi [a, + oe) se pot scrie (a, ::o), respectiv fa, co). 

Exemple. 

semidreptel6 (11, +co) 

. l ( n) estn crcsci\tor ~i nemiir f!:init. 
1) D;ică a> 1, a.lunci lim an = o:i, deoat•ccc ~n·n <t 

I. 1· I r 1 " " -- cc lim 1on = oo. • · •t n par icu ar, in ~ · - • . ( C<) l crescfttor si nemargini · 
l'CP1 r u Ol'ice a.>0 a\· cm Jim n7· =oo, dcoarccc~1rul . n c:c l· ' O<· i· <~ 2) , , J " , ţ ona „ cu ~, avem 
Într-adevăr, ~irul (n"') est e cvidl.'nt c1·csciitOf'; lurn un nuni.ir 

111 1 . • . . 
• . . . l ( "') t e de asemenea nemarg1n1t. 

nr< n"' • ~irul (nT) este nemărgimt, deci ~u·u. n es · · _ . _ 
' • • . 3 li , /n _ 00 lirn V n = oo, hm n·· = co. 

în particular: lim n· = oo, liro n, = oo, m V - • 

2. Simbolul -oo 

Să considerăm şirul numerelor întregi strict negative 

- 1, - 2, - 3, ... , - n, .„ 
• llt cu aceea a şirurilor Acest şir este divergent, dar are şi el o proprietate aseman oare 

convel'gente şi anume: • v fi it de termeni 
În afara fiecărei semidrepte (-oo, a) se află cel mult un numar n 

ai şirului. · 1 ( ) are limită iar 
Datorită acestei analogii s·a convenit sl'l se spună că şiru -n ' 

nc~«tri limite i s-n ntrih11it un simbol, -oo (minus infinit). . l.e l . t c1· 
"-" · • • • w w,., ui -oo· a un ' 

S-n con\'rnit ca semidreptele (-oo, a.) să {1e num1te pec1.nator a ' 

Proprit>t::itca d~ mai sus a şirului (-n) se formulează astfel: w 1· . de 
• · • • ~ v • z · se afkr cel mult un numur mit termeni J n afara f1eci'îr·l'l pecinataţi a. ui -= , 

oi sirrdui (-n); sau ceea cc este acelaşi lucru: 
' • v l · cont;ne toti t,ermenii .~irului (-n), exceptîrul un Fiecare cer::i.natate a. ui -oo .• , >' 

nttrrnlr finit dintre ei. 
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„ 
Jn cazul altor ~iruri, această proprietate se ::tdoptă ca ·definiţir. 

D P fi n î ! 1 n 2. St„ '"pnne e.ă un şir (an) ere I.imita - cxi, tlnci:i fiecare 
wcinătate a lu:i. - oo t'onţini" toţi termenii ~irului~ t'xceptînd un numnt 
finit dintre ei. 

Se :-crie Jim an= - co, s::rn Jim an= - oo, snu o.11 -+ - oo. 

Cornparînd definiţia limitei unui şir convergent cu definiţiile precedrnte, ohsrr­
văm că dcfinitia limitei umu şir este aceeaşi, fie că limita es te finită, fie că limita 
esle infinită. 

Pentru a distinge şirurile care au limită finită de cele care au limită infinită, YOm 

numi în continuare şiruri convergente numai ~ii·urilc cnrc au limită. finită. 

Teoremei de corwergcn\:ă cu e îi corespunde 

T e o r e m a 2. an -+ - oo dacă şi numai dacă, pentru fiecare număr 
z > O ( oricît de mare), se poate găsi Lm rang ns astfel încît dac.\ n >- n" 
să avem: 

C1·i I criul11i mnjol"i'\rii îi coresp unde următorul 

Criteriu. Dacă an< b.,1 pentru orice n şi Jim h„ = -=, atnnci Jim an = - oo. 

Pcntr11 ~iriiri!e dl',;i•resciitoarc n\·cm urmf!toarri:i proprietnte: 

OricP şir rlescrcscr//or şi nemârginit are limita - oo. 

S-a adoptat conventia: I - oo < a I 
oricare ar fi număn1l real a. Ţinînd scama de teorema de convcrgcn-ţă a şirurilor mono· 
tone se poate da o formulare unitară asupra şirurilor descrescătoare, fie mărginite, 

fie nemărginite, ~i anume: 

Orice şir descrescător are limită, şi limita este mai mică decît termenii şirului. 

Oh serva ţii. 1" Din convenţia de mai sus rezultă - oo <O. 
2° Deoarece - oo < a şi a < oo, pentru a extinde proprietatea d~ tranzitivitate 

a relaţiei de ordine şi la numerele infinite, s-a adoptat convenţia: 

Exemple 

i) Jim (-n2) = - oo, dooareoe -n2 < -n. 
n ... ... 

V ~;- h/- l• / -
2) Jim (- v;.) = - 00 (k natmal), deo~J'f'('fl şirul - .. 1, - i: 2, - (/ :i, „ ., - i n, .„ 

n •-F OO 

este <lP-scresc:>ăto1· şi nemăr~init. 
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'.l ) l1m (- ;37•) = -r.x., deoa r ece şirul 

·;, . Oper aţii cu += ş i - o;, 

n) ;-\ r/111111rea 

:::,„ 11n :1!1· clrrnnn c;·f ra 11rrnă Lo~1rea proprie 1·a 1·r: ,,,, ..... ~-

! 
r . I ) , . 'r. 1'ar S;l'l"l (b )-a re ~lim1:ta oo,, . atunci 

'. 11 ,1„ri .;11·11 (a„ r.~/P f'nn r·r r gent ~n are i m i .o a, ~ • ... · n 

c;Î l'll l 11' ..J. /, ·) 11 re limita oo . „ 11 (t 

r. .I' I' III li I I.I. 

n,, 
11 -- 1 I • l 112 + 11 - 1 A' >em Jim an. =-= 1, Jim b ,1, =-ro, Jim (11n + bn) =- oo, 

, 'J 1i ~ n, a n I 111„ ~ - --- . 

11 H 

S-;:i arfllHt c:1 pralrn donă ~intri convergenl r limita ' sum ei csl'e egală Cll suma 

lirnitP]or. P r nl n 1 a pnl Nl r1firm n şi în cazul proprict;tl_ii rl e m a i >:n s că .limi ta sumei 

(oo) est e egal~1 r u suma limit('lor (o+ oo ;:;a u oo + o\ se ad op1 ă ro nvrn\ Îa : 

I a + oo = oo + a=oo 

(oricare ar fi rn1mrm1l rN l o). 
Se pot dernons lrn , 1fo asem enea, urrnă't.oarf'l e propr if' t ll \Î: 

2) Dacă Jim an = oo şi Jim bn = oo , a/ rm ci Jim ( 1111 + hn) "'"' oo. 
3) Dacă liman = a (a finii.) şi Jim bn = - oo, atunci lim (an + hn) = - QQ. 

4) Dar:ă lim an = -oo şi lim bn = - 00 1 ntnnr:i Jim (an + b11 ) = -oo. 
Pentrn a putea afirma şi în aceste cazuri că limit a sumei ""1 P egală cu c;uma 

limitelor; s· on adoptat conven~iile : 

În loc de o + (-- oo) " P sc·riP a - oo; iar :in loc el e - oo + (- oo) ~e ~crie - oo -- oo. 
Oh ~ e r" a l i e. ;\ ' " ge arr;'hu i f'. niri 1111 s1·ns orw1·n!Î1' i oo + (-oo) ('~au oo - oo), 

den:-irei'''> da rr1 Jim a„ = +co ~i lim h,, = - -oo. d ec;ţirP ~irul (n n -+- h11 ) nn se poate 
a-f irmfl n imif" : in u nelf' r Gz 111-i (a

11 
+ b71 ) t>"te convergen t, în a lte caznrl ar e limit a Ţoo 

sa11 - -oo , iar în alte f'az nri nn are lim it ă . 

E 1· t· 111 p l e. 

1 ) r'i1• a \lll 1111111 :'11• 1•1•:1] O:tl't•cn r e: 

fn 111 : J -~- 11, ~ + a , .„, 11 + n„ .„ , Jim a ;i = + oo. 
1/J

11
) : - 1, - :!, „. , - n„ „„ hm bn = -oo, 

(an + b111 : a„ „ „ a, .„, Jim {a·n + bn) =a. 
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!ii) (an} 1 2, 4, „ ., 2n, .„, liman ... +co, 
(bn) ; - 1 , - 2, „ ., - n, „. , lim bn = -co, 
(o n + bn) : ·t , ;!, „ „ n , . . , Jim (nn + b71 ) = + oo. 

3) (on) : 2, 2, t,, 1,, „ „ 2n, 211 , „ ., Jim an = + OQ , 
(bn) : -1, - 2, - 3, - 4, „., - 2n + 1, - 2n, .„, lim b11 = -co, 
(an+ bn) : 1, O, 1, O, „„ 1, O, „. nu :ire Jimi tl1. 

Tinînd SP!Utrn. de t POrr>mil aR11pra s11mPÎ 11 tl o11 (1 ~ irnri eonvnp:ente şi de proprie· 

tăţile 1.) - 4) de mai sus, se poa1e da următoarea formulare unitar[! : 

Dacă şi1·urile (n.
11

) şi (bn) an Jimită (finită sau infinită) şi dacă suma 
limitelor are sens, atunci şiru.I (an + bn ) are limită ~i limita sumei este 
egală <'li suma limitelor. 

Cazul exceptat.: lim an = += şi lim bn = -oo. 

b) Produsul 

Crmînrl aceeaşi cale ca la pnnc111l a ), pentr11 a putea ::ifirma că )imit ::i proclmml11i 
este ega lă cu produsul limitelor ~i în ~azmile cînd unul f:au ambele ~iruri au !imită in· 
finit ii , s-n11 adoptat nrmătoarele con Yen\ ii: 

Ja·oo = oo · o = oo l p J a· (-oo)= (-oo) ·a =-= I• dacă a> O 

I (l. 00 = 00. a= -oo I Ş1 1~~--00) = (- oo) . (I= 00 I; dadi a< O 

oo·oo= oo I j (- oo) · (-oo) = oo I I 00 . (-=) = (- = ). 00 = - = ; 
O b Re r V a! ie. OpAra.ţ.ii/o;- O· oo şi O· (-oo) nu li .~r· nlrih11 ir· niri 11n sens. 

deoarece da~ă Jim a11 =O şi lim bn = +oo (sau Jim h11 = - oo), despre şirnl (n„bn \ nu 
s.e ~oa te afirma nimic: în unele cazuri poate fi convergent , 'ln ::ilte cai uri poate aYea· 
linnta -t-oo sau -oo, iar în alte cazuri poate sa nu aibă limită . 

Ex e m. P'ht. 

(n.n): ~ • *' 7; • .„, 2~~· 2;-~~ , .. „ Jim an = O, 

(bn) : 2, I'., '•, „ „ 211 , lin + 2, .„ , li~ b„ =' +oo, 
(anbr.. ) : 1 , 2, 1, .„, 1, ~. „. nu arP limil:'.1 . 

Ca şi la punctul a) se poale da următoarea formulare unitarti: 

~a~ă şirurile ((l.,J şi (bn) an li.mită (finită sau infi11itii) ş i 1lacă proclmml 

linntelor a.re Rens, atunci şimJ (anbn ) are tlmită şi Ji..11ita produsului 
este e3ală cu produsul limitelor. 
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Cazuri exct>ptRtP: lim an.= O şi Hm bn = oe: lim an = O ~i Jim b11 = -oo. 
Fic>r.are ctm aceste ca.zuri se desemnează prm O, co, 

C') Citul 

Cn şi ln punctP lf.' ::i), b), pt'ntru n pu1·ea n.firmn că limit:i cît.11lni este rgalf1 en cît-ul 
limitelor ~i în rozul cînd limita numit oru lui f' ste infini t::\, ~-au adoptat urmiI t o::u·eJe 
convenţii : 

!:=o ~l 
00 

oricare ar fi numărul r eal a. 

O h s e r" a ţ ic. În cazul cind ambele limite sint infinite, despre ~irul cit (an) 
bn 

n u şr pna le af irma nimic. În unele cazuri, şirul (an) poat e fi convergent, în al te cazuri 
bn 

pont e· n,·pa limita + oo sau -oo, iar în alte cazuri poate să nu aibă limită. De aceea 
.. 1 +co -oo sc spune că opemf 11 e , -- , 

+oo -oo 
-t-oo -- . -oo nu au sens. 
- co 

Exemplu. 

(an) : 2, 2, 6, t,, .„, 4n- 2, 211, •.. ,Jim an,.-: +oo, 
(bn) : l , '..' , :J, t,, „., 211- ·J, 2n, .„, Jim b11 =- +oo, 
- . -, ,-, , .„, .... , , „ •• nu arC! u1uta. (a 11 J · " 'I '> 1 ? 1 1 · . • 
b11 

R eamintim c.11 o altă opcra\ie fără ~ern; csf·e împiirţ irea cu O ~i că, în cazul cînd 

· limita de la numitor este O, şirul cît f ::) ponte ~rt nu nihă !imită. 

Ca ~i la punctele a), h) se poate da urn1iitoarea formulare unitară: 

Dacă 11irurile (an) şi (bn) au limită (finită sau infinită) şi dacă rnporlld 

limitelor are sens, atunci şirul ( ~ are limită, şi limita cîtului este 

egală cu citul limitelor. 

Cazuri excepta te : lîm bn = O; Jim an """' ± oo şi lim bn c::11 cf:oo, cazuri desem· 

nate Pl,1·n ·. +oo , +oo ' ~ • ~' oo sau, pe scurt, - • 
+oo - oo +oo - oo ~ 

În ceea ce priveşte operaţia fără sens .!. , se pGt face unele precÎZ~l'i-: 
o 

1) Dacă an> O §i lim a.n = O, atunci Jim .!. = OC3.. 
an 

Într-adevâr, fie G: > Q. Deoarece an -+ O, pent ru numărul r;,' = -~ există un ra ng 
e 

n•' aslfl'I încît, dacă n >- n,, atunci lan - Ol < e:' , adică an= j an l < .!_; aşadar, 
c 

t ........ 1 d' lim 1 pen ru n ,,p- ni = n,, avem - > e, ec1 - = oo. 
lls aa 

-.so-

1\a fel HP demonstri>a?.â propoziţia tU'm!'lt..->Bl'al 

2) Dară an< O ş i lim a7l = O, arunci Jim ..!.. = - 00• 
tl11 

( ' lil o d . li 1 
( li"' Rezultr. r!'.l, rlf1cli Jim an c. ), atunci m 'lr, I = ş1 ec1 m -- = co se ap ca 

l<ini 
propoziţi::i 1 şirului lanD· 

d) Radicali 

Se poate arăta că: dacii an -+ oo, atunci V an-+ oo, oricare ar fi k E N; iar 

• 9 n-1 , - • r k ·v dacă an - -oo, atunci - v a11 -1- -oo, oricare ar 1 i E J. • 

P entru a putea afirma şi în aceste cazuri eă limita radicalului este egală cu rad.i~ 
calul limitei, s-au adopLat convenţiile: 

I voo = 00 I I 2/t--v=-oo = - 00 I 
e) Puteri 

În § 4 s-a arătai că, dacă an--.. a (an >O, a >O) §i bn ~ b, atunci; 

Dacă, în plus, b > O, atunci şi în cazul a = O avem ; 

a::n - ab = ()b = O. 

Dacă fosă a = O şi b = O, despre şirul (a~n) nu se poate afirma nimic, după cum 

ee va arăta prin exemple. Operaţia 0° nu are sens. 
P entru ca proprietat ea de mai sus să rămînă adevărată şi în cazul cind una sau 

ambele limite sînt infiniLe, s-au adoptat convenţiile; 

Dacă a> 1: I a"" = oo I "i I a-
00 

O I 
Dacii O <i a <i 1: I a"° = O ti I a-«> = oo I 
Dacă a::> O: I ooa t:=1 oo I 
Dacă a< O: I ooa = O I 

N11 sf' acnrrltl niri un sens operaţiilor 1."", 0° şi 00°, deoarece, în ace11t.e cazuri, dr• 

spre şirul (a~n) nu se poate afirma nimic. Uneori acest şir are limită finită sau +oo, 

alt eori nu are limită, 
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i t t -· „ - . „_„. 
• e 

Avem li rn a11 = e0 = 1, ]ir.a bn = oo, dar şirul (a ~n) nu are !imit.a. 

1 
~. -- , 

e 

t 
e. - , ·-

e 

Avem lim lln = e-00 = O, Jim 11 11 = O, rlnr şiru l (a~'<• ) , nu art limită, 

ca~ul 

1 1 
-, P, -, t!1 •••• 

e e 

Ca ~ 1 b pune lrli> a n1rrioarf' :;r poritr dn 11rmf11Mt !'l':\ fn r·nrnL11·e 1rnitn ră: 

Dacă n :."' are Aens Jl~ntn1 orice n, dacă cr ,1 -+ n ~i bn -+ li (a şi 

b finitr EIRU infinite) şi dncă ab are sem~, atunci şirul a ~71 art> 
)imita ab. 

Cazuri excepb1 I l': 

liro an = 1 si fim h11 = oo, <1a n Jjm b11 c:a -oa ( cazul 1 "'), 

lim an = O şi Jim hn = (U r.azul 1)0), 

lim a11 = co fÎ lim bn = O (cazul 00°), 

f) Logaritmi 

Fie a > 1. S1> poRtt" nri"ttn că: dad\ a,,, > O ~i xn -+ oo, a tunci loga Xn -+ co, iar 
dacă rn > I) şi :i·11 --,,. O, nt um:i log0 :.z'11 -+ -oo (v. f'XP.l'f'. 21 de la sfirşitul cap.). 

P entru a pnl P:-t afi,·ma şi în ncPste cazuri că limita logaritmului este egală cu 

loga.ritmul limitei, s-au adoptat convenţiile : 

I loga oo = oo I I loga O = - oo i 
Dacă însă O< a< 1, se adoptă următoarele conYenţii: 

logCl QO = -oo şi log11 O= oo 
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(a > 1). 

E ~re mp-ţ„ 
• 712 - n-Tt i) hm Jn ----- = ao, 

2n + 7 

!.i}'lim 1 n~ + 7n - 1 
ogo,, Sn2 - 2 

g) Tabklul opP-raţiilor fiirr'i, sPn.~ (recapit1dar~) 

pentru adunare : oo -oo 
pentru înmulţire: O · oo ~i O · (-oo) 

tr A V ' (1 (<' • ,·1 o ) pen u rmparţ1re : 0 m parhctw\ 0 J , 

pentru puteri : 100 , oo, ooo 

4. Aplicaţii 

a) Fie şirul cu termenul gf'nrral: 

_ A 0nP ..L A 1nP-1 + „. + Ap_111 + lip 
lln - I 

B0n'I + n1nr1- 1 + „. + Eq_1n ..L B,1, 

unele : p >O, q >O; A0 =/=O, TJ0 =/= O; 

00 00 -oo -oo -- . --- , - . -
co -oo 00 - oo 

B 011<1 + B 1nrr-1 + ... + Bq --;- O, 

!nl.'epîml elf' la un anumit n. 

Ne propunem să calculăm lim a.0 • 

n 

( 
A Av A p ) · A 1 A .1,_1 A p 

nP A
11 
+ - 1- + ... + __:-_t + _:__ A,1 + - · + „ . + ---· ..L - -

,, nri-1 n'fl ,, n'fl-1 ,,1• 
- - -----------'- = "p-q - - -------- - -

D ..L ni ..L ..L. llq.1 .L Eq 
" ' O I I ••• 1 I 

1t nQ- l T•'l 

D::id'\ l' = q, at1rnr i 71 P-ri = 'l rmcnr e m fi n F N; df' r. Î 1im n P - 12 = 1. 

Lim :, p > q, atunci fi - q > U; dPr i hm nP-q = oa'P-11 = oe. 
/I 

Dac::\ p < q, atunci q - p >O ; deci lim riP-q = lim-
1
- = -

1
- =_!_=O. 

" " „q-p o:. <'-P "'° 

Rnuhli: 

J 

A 0 , 
- n ară p = q; 
flo 

lima = J + ( 1 ~ n l oo !la 11 -oe> 1 npa 

o a~că p < q. 

An -...... 0 . Ao I)) eum ....- , re<: pe<:tiv 
80 

< . dad\ p > q; a,, 
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...... 

E xe mpl~. 

1) I
. 3n2 - 7n + 1 ~ 1m - ~-„ 

5n3 + 9 5 

7n3-2n - 1 
2} !im ---·-- -- = -"'°· 

-n + 5 

. 2n + 5 
3) hm ------ = O. 

n2 - n + 1 

9 
1-- ., 31-c··-. 

") r - li n - - V V ll ..,... 1 - o 
un (:'m - 3J (n - 2)- - · 

3v;;-'l 
5) Jim - --- ·--- ··------ = -oo, 

- 2 v~; + V ;~ + 9 

11« -3n~ + 1 

G) lim 5n6·~-=- ~0-+ v~; + 7 = 5· 

h) ~tirn ca 11111 ,_ - 1- -- = I'. :--,p a ra t·il el:\.: , · l' I , 1 ·), >t ~ 
n-- · oo n 

I l. (t t 1 V n 
11 :1 "T -~ 1' = e 

:\'t1. ., cc J .,, 

-----·---~------

orirnrr ar fi ţ ir11l de i 1mnP1·c reale .'!:„ ~ + oo (Y. f'XCl'C. 23 rle la ~rîrşi111l cap.). 

Ex e mple. 

1 
n + Ci ntr-adevrir, deoarece ~·n = --- --+ + oo, se poate apliea 1· ~z11ltatul anterior. 

2 

2) lim (t + ~-)y-;; = .1. 
Vn- t 

A 
v·n - 1 u ·1· • d ·f· · · 1 b · vem xn = -

3
-- -+ + oo. t.1 i1.m un artl icni s1mp u, o ţrnem 1 

c) 
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Într-adevăr, să notăm Y·n r::s -a:11' Obţinem~ 

l:l + '.'.__). :rn = (l _ ~ r 11
n = ( Yn_=_!..)-'lln = (-!!_11_)vn""" 

a:n l Yn J Yn Yn - 1 J 

c::z((Yn-1)+1J\lln=(1+ 1 Jyn . 
Yn -1 Yn-1 

Dar Yn = -xn -Jo + oo; deci y11 - 1-+- + oo. Aplicînd rezultatul de la h), 

obţinem: 

(1 + -!-)9~i = (1 + -.- 1- )Yn = (1 + _1_)11n-1 (1 + __ 1_) .... e . 1 = e. 
::l·n Yn --1 Yn - 'l Yn - 1 , 

E "°' e m p lu. 

lim (1 + n
2

-
1_ )n = lim (lf1 + 

-n+2 

n(n•-1) 

- n +2 )-::'ii+2 
__!22 - 1 ) n•- i" 

-n+2 
1 

d) Dacă Xn > O şi Xn - O, atunci (1 + Xn) xn - e. 

Scriem; 

1 

lim (1 + x11 )"'n = e 
xn->0 
x

11
>0 

= e-<Zt =O. 

Într-adevăr, să notăm Yn = ~ > O. Deoarece Xn >O şi Xn - O, rezulat Yn -+ + oo 
Xn 

(v. în acest §, nr. 3, pct. c). 

Obţinem deci, 

! 

(1 + Xn)~ = (1 + y~Y'n-+ · e. 

Exempl-. 
YîilYŢi.+2) 

~) 2n+1 
Yn+2 

( V- ? , Yn ( ( /-
Jim 1 + n + - ) = Jim 1 ..!.. V n + 2 

2n + 1 ' 2n + 1 

1 
2 v-c:: e = e. 

1 

i>) Dacă x
11 

<O ~i X
11

-+ O, ntunci (1 + x11t'n-+ e. Scri<'m: 

t 

i Jim (1 + Xn) xn = e 
• X --Q I x~<O 
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Într· ::i<lf'vrir. c:ă no t1lm 1/ =~<o. 
. n .r11 

Deoarece Xn < o Şl Xn -- o. rezultă Yn -'+·-

_ 00 <v . în nrf'c: t .~ . nr. :1, pct . c). 

Obţ.inem deci: 
1 1 1/ ,, 

(1+ xn)-:~ =(1.l.. --- ) -+P. 
!'11 

E :r „ m. p l n. 

( 
_ ·1 - n2 )112 _ 1' ((i 

Jim 1 .J.. - ·- tm 
r.~v n + 4 

+ 

,, , \'7' ~ 

- I - 11
2 

) ·- l -·n' 

,„1 1/ n + '• 

§ 11. Serii 

1 · 't <lr m11lte. clar tn 
. rr în~r:imnr1 " ~ 111n ă dr n11m erf' 1'1':1 r, <HJCI . . . 

Plni'1 ricum ~ t im · · r· · 1 ~ 1 • I n11mnc 
. · · · - "~ ·f' inc:Nirnnii ~11m ri 111w 1 in m 1 a.1 < e · 

n11mr1r f1 11 11. \ 11 ~ 1 1 11 1 111 <1 ' · ' • • , d · ~ atribuim nn sens 
. anumi lr razur1 "m tf'm ( on nş1 sa 

\"om nr3l a mni jos eă in 

şi .,_urnei unui ~ir dr nume1·e. 

1 . Serii convergente 

C:om·rnim sli numim ,qeri P ({p n umere 11n şir de num ere 

sf'mnul -)- : 

a1 + a2 + n'.I + .„ + an + „., 
•nr~ .~oocamd 111:1 'lf' mnifiraţia OP ad unare. 

unde ,rmnul + n11 " ~ ·" 
O serie se SC'rie prescurtat ast fr I : 

"" , -... A - '\'"' a 2:: ltn , 'lall i:...J an • sau, rnca, '--' n• 
,, - 1 /, 

~umerele '' n 'e n nmf'c:<· tnmenii c:n11-1. 

Sa consideram sumele partialr :.1 ll· -<Prw1: 

,Î I -:-· l/1 

.. ... ... . . . . . . . . . . . . . . 

e I I I I I o •I •o I I I I I I I I I .„ 
- 86 ....... 

despărţite între ele prin. 

Am obţinut. a<;tfel ~irul (S11 ) al !"urnelor parţiale. Acest şir poate avea limită, finită sau 
infinită, c;au poRtP sr1 nu n ihr1 lim ită. 

J) e fi n i ~ i "'· Dacii ~imJ Sllmf'lor parţiale ( sn) nre limita s (finită &au 
"" 

infinită), se 19pune c.ii numărul S ~t.e suma 11erlei E an şi se scrie: 
11-\ 

Oo 

Se spnne că scria B ''n este conPer,amt<I, clacă ~ irul sumrlor parţi a le (S11) este ron· 
" - I 

vrI'g<-nt (adică dncti seria are sum::i finită). 

Dacă şirul sumelor parţiale este divergen t, se spune că serw es te d1:r>ergentll. 

Dacă şirul sumelor parţiale nu are lim i t ă, se spune că seria es te oscilantă. În 
aces t caz, seria nu are sumă şi n u se at1·ibuie nici un intelf's semnului+ dintt·e 1er­
mem1 seriei. 

A~adar, o serje es1 e di vergentă fi e dacă are suma +oo srtu -oo, fie daer1 nn :we 
~rnni'\ (este o~cilan1.ă ) . 

Oh s 1' r ,. aţi c. O ~rri e c11 IP.rnwni pn::.it iPi nrr lotrl en 11na ~urn:1 finii ii ~:111 infi­

n i I ă. f n Lr-adevăr. ;iru I sumelor pa rl. ia lf' cqr r r1»w·1ilor, Jcri a re 1 o ldrn nn::i lim i ltl. 

2. rxE>mple 

1) Seria 

i + 1-f- ... +1+.„ 

eate diverp-entă şi a re rnma + oo. În1r-a<lPy;"11·: 

S 71 = 1 + l + „. + 1 = n - CQ 

2) Seria 

t -1+1-1+„. 

este oscilantă . Într·adeYăl' 

S 1 = 1 

8? = 1 -1 ~ o 

s, - 1 - 1 .J_ 1. - 1 

S.1 ~ 1 - 1 -! 1 - 1 = O 

i i Seri~ genmetricci "'' !'oti·1 r 

"" E arn = a + ar + ar2 + ... ·+ .r: -J. 

I -u 
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I· 

. :elte ··convergentă· dacă -1 ·< #' <. t . tn 101111t 6il<·1 

.. lotr-ad.-vilr, după cum " •tie. 

a 
i - r 

1 - r" 
Sn = a + ar + „. + cir·„-1 = a ----. 

1-r 

· lleoarece :r : < 1, rnultrt r n -+ O; deci1 

lim sfi= __ n ___ • 
1-r 

"Crmeazi't că seria est•~ ('um·1•r;tent ă 
a 

~i are suma--·- , 
1 - r 

ln parti<'ular, suma mini SPrii bo·pomet1·icc cu r·af ia ~-- t''1e P~al·~ en duhlul primnlni termen: 
. 2 

De exrmplu: 

ln crPnl'rnl: e 

a n • a I a + - -+ -- 1 - „ . + --· - 1 - • „ ,,.-: 2a. 
2 22 ;]11. 

1 1. 1 1 -+--+- + ... =. 
2 22 2~ 

1 1 1 2 1 -+--+ ... +--+ .„ =-=-- · 
21t 21t + 1 21t + tl 211 21< -· 1 

~) Dodi. r > 1, aluuci : 

lntr-adE>v:"tr, dacă r = 1, seria geome ltică devine 

1+ ·1+„.+1+.„. 
iar dacă r > 1, avem rn - oo, deci s 

Jim Sn = Hm i - rn = Jim rn -1 = 
·1-t r-1 

oo. 

5) Dacă r ~ -1, seria geometrică 

f'Rt.e 000ib n1 i'\. 

hit r-:i.dr>;·ii r , ilaru r = - ·J. , seri:-i rlevi11e 

-1 + I - i + 1 + „.; 
iar daci:\. r < -1 , şiru l (rn) nu are limită, deci ni l'i ~ini i 811 = 

1 
- i· 'n nu are limită. 

1-r 
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l.i) Once uumar real x = a
0

, a
1
a

5
„. 11-n „ . scrrn ca fracţie zecimală este s uma unei serii con­

vergente: 

lfl = 110 + ~ + a2 + ... + ..!..1:.!.:.. + „ . 
10 '10; 10" 

L!1tr-a.de,iir, sumele parţial.; .S„ ale dt:es k i &t::rii ~iut e;-;ak cu fracţiile z,ecnnala .rn care 

aprox1meaLi1. priu l1poi1 uuniJ rul .c: 

U!l*\l 

Dupâ cun1 06 şt1e 1 J.:.n -4. ..r, deci Sn -"' .L. 

7} Ff.'llos1nd f.l t" :ru.:r l;':u u.uu• uuru~r cli e u111ă e unei ?.E:tii l se y natt; cbţine iracţ~ a generatuare a 

fracţii zecimalu rennJîce: 
lJao.;i:i x =O (a 1u~ .„ <1 11 ) 1rnte o frae ţi& L:sewrn!i.l peri •Jd1eil , a tuue11 

De e:J:e:r!?.ph!t 

lj 1Ll7 ••• ( f" 
a;= _.-. 

HP>- 1 
= ~~_.!-~ ~ : ~:. :!I~ 

~ l~~ o ---­<le 11 uri 

l:ntr-adevă.l', x = O,J:lil •.• , dellil 

:.J 3 ~ ' 3/10 
~ = -- + - + „. + -- -1' „. = ---

10 102 HJ" 1 -- rn o 
8 3 

10 -1 \I 

de,uarece .1 13Gte Muma u1rn1 ~cr11 !:'tJOIJJctriee etl i·;q ia r '-- 1/ 10. 

b j lJac;i .i; '-- O, ( 1t.i), aluuei 
1G 

X =- · 
99 

Într-.•tl evăr, :1: = O,lG16.„, 

deci: 
16 16 1 r. 1 6 1G 16 

J; = - + - + -- + - + .„ = - + - + „. = 
10 I 02 10a 1 o~ \I.li 10·1 

16/ 10~ ------ = ---·- ;;;;;;; - . 
1 - 1/10~ 10~ - 1 99 

1u mod aualuz. ~e \.t'<Jleaztl fra t:ţ1ile zce imale p e rioJiee mixte: 

25:.JO- :.!:.i ---·--- · 
9~ ano 

~5 347 St.1 25 347/10" '.l5 I 3'•7 
o,~5(347) = -- + - + - + „. = - + ----- = - + - - -- = 

1ot 10:; 10H 1ot 1 - i nu~ 1oi ·10~ uri -1 

... 1~~(:.!:> + 1Q"J:J47 d= i~~ (:.!:.i1il;;7_=-/5 ) 99 9()0 

l!.j Sena armonică 

"" 1 1 1 1 E-=d+-+--:r ... ~-+„. 
"_1 n 2 3 n 

este diverge.atl ~ are ruma T, oo). 



!nlr·adt1vă1', i;.frul (S11) al sumelor parţiale este crescător. Vom arăta că acest şfr este 11en111r­
ginit , d1.1 und ii va rezulta că lim S n = co. Pent ru aceasta, fie ci.> O un număr arbitrar, :ii să a ra tii tn 
că dacă alegem n > 2ci., atunci S2n > ci.. Să grupăm tet'menii sumei parţi><l e S 21i as tfel: 

S .1l = (1 + .:._) + (~ + ~) + (~ + ~ + ~ + !._) + (~ + .:._ + ... + _1_ ) + ... 
- :.! 3 4 5 6 7 8 9 10 16 

+f] + 1 + ... +..!__)· l 211-1 + 'l 2tL-l + 2 2" 

1.u fiecll.l'e din cele ri grupt1, sum<1 termenilor este lllai 
1 

<lecit - • 2. 

1 1 
1 +->-

!! 2 

1 1 1 1 1 -+->-+-=-
3 {. 4 4 :.! 

I 1 1 1 1 ---+---+ ... + - >- + - + .„ +- =- · 
;!n.-~ + 1 ~n- 1 + ~ 2n :;o :,! tL :: 11 ;l 

~n.-1 terru~ni 

UrUlead că 1 

1 1 1 n 
S~IL > - + - + ... + - = - > 121 

2 2 2 2 
------~ 

n termeni 

9) ~e dernonstreazli că serw a1•monică ge.11e1•u./i:ată1 

OO 1 1 1 I 1 
'I\""' -=1+-+ - + ... -,--+, i,_, X ~)"",l ' 'l. ;t. 

l n _ •' n „ :-

e~te con1Jor3011tri daca o: > 1 i;.i dive1·if.e1L tu (avm<l ;.umd. + oo) , <laca oi:< 1. 
lu j.Ml'll t: u lar: 

deoaroce CI.= -· 2 

deoa rece 
... 
ol 

f'I = - · 
:! 

1 ,1 , t + +'I, 
T V2 T V 1 ... Vii T ••• = co, 

1 1 1 +' 1 + -+ --:o= + --== + ... --= ....... oo, 
2V 2 3V 3 nV 11 

J I 1 
1- - +-- - ~ .„ 

2 3 4 

i 1) ~t! demonstTefUii ca &e t·Ia 

1 + .L ..!- -~ -· + ... -:- _:. + ... 
I '. ~ ! n'. 

e~le conve1·gentă şi u e ca suma nuu1 a1·11! e. 

§ 12. Aplicaţii în geometrie 

(facultativ) 

fo acebt paragraf vom folo ::.1 ~1nmle iw ntrn a preciza o ~en•! dP no(ium dm geo· 
metr·ie care au fo>it Înirodu::.e ill da::.d 1-: «u1.• \l'iro an;, d<Jr cu1·ora 11u li ~-a 1rnt•1 l da OJLunci 

o fuuJumentare riguroasă . 

iu cat.ul suprafe\el or plm1~ ':'i ,d ··uqrnr dor vu1u d a <lefimti i ;;e11era f,, peutru 

arie ~i voluw. Folusi11cl aee::i l t· J d iw\ u, 'lllll dernum,tra hiue• · 111w~c u tdt: forn111k de 
calcul pentru: aria Jreptuughiului cu la t uri rea le, aria triu11g bi11lui ':i urw cerc ulm ; 
volumul paralelipipedu lui ns wucl1ii reule, vo lumul c ilindru lu i ':'i ,·ulul!lul rn nului . 

De cele rnui umile ori, :- t a l•iliru.1 forn1t1 l• l• ir de rakul <ii ..i. r 1iJ„1 ~j '•Jl u111dur, fl L'I'· 

nind de la definiţiile generale, etil• \ ft•<fl 'lc lubo1wa~;i (de c:-.en1pl11 , p•·11 lrn <il'iu elip· 
sei şi volumul sferei). lu as tiel de cat.uri es te uneu1·i rna1 av:.rnlaJ O.i i>ă l>e utilizeze 

calculul integral. 

Pentru curbe şi suprafeţe în !l paţin nu vom da d efiniţii generale ale lungimii 

sau ariei (asemenea definiţii au un ca ructe1· d e:;tul de complex) . 

În schimb vom demonstra teor eme eare să justifice definiţii!• · cuno:>cut~ ale lun­

gimii cercului şi ariei laterale a cilindrului ~i u C•J11ului. 

fn sfirşit, folosind de :,i z:,erncnen ~ 11· 11f'Îl e, v1:0111 d emun:, tra Le11 n· 111a Jui Tlwles in 
cazul u1 eare raportul segw eulclt•J Jll t \:'~ ' " r;q iuual. 

1. Lungimea cercului (circumferin~e1) 

Lungimea unei linii poligoniile (lncl1i~ă ~ au nu) est e ~urna l11ngin1il or segmente. 
lor sale. Plech1d J e la liuii pofigoua le, :,e poate Jefini, priut1·-1111 vruceJ Hu de apro· 
ximare, lungimea unor finii cul'11c. 

Folusind acc::il procedeu, vu1 n dd iui 1w11 111s lu11gi111e:1 ce1n ilui. P e!ltt·u acea::. la 

~ă comiiderăm uu poligon conve:o.. /.J 111:, 1:1·1::. iutr·u11 ce rc C (ÎH l1Jf ee uru1e.:1.w v orn 

considera poligoane convexe cure 1111 s i111 ::i1tuate iu i11Lregirn1; d ri o partt· a m1ui 

diametru ul lui C). Obt:1e1·văm \!<J, p t.: rnu~1u·u t•e 1iuu1ar u I lutU!'ilor t; l' e~. t t.:, 1u1· lu11gimea 
lor !!Cade, P „Me apropio ca Iormu" <lrn t.:t; în l'e 11iai ir:i.ult d i:; (', {u ucelu~i tunp 
vom demonstra di perimetru! p al lui P r: e >ip1·opie din ce in se n rn1 mu!t J 1; un 
lD.Ullliţ număr 1·ea! A. Va fi deci natut'al s .1 luam prm definiţie ca 1ungnne a ce1·culu1 C 
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numlirul Â de ca-re perimetrul p roe apropie pe măsurii ce poligonu( P se apropie 

de cerc. 
\ om demon~tra mai întîi o lemă. 

în cercul C. l'.;11tr u fwu1 rn 11, fie : r ie '· P „ \ Ull ' Îl' de }'Ohgoane conYexe inscr1:.c 
· f · 1 • - I · P,, ·, (J , 11ulwonu L .:vine:-.. ci1 cuw~cri:; p

11 
p erin1elrul !u i I\: _,„ t e<:1 rna1 mare ~, uro_ u u~ . :::. 

l ui C "'' \nJ latul'!l" tangente la cerc in Y1dul'lle lui P11 • c/,, pe1·i111dr1il lu i (J„. 

L e m !!. Daea Lii ..... O at!lllci qn - /111 ~ O. 

Demonstra.ţie, h e ~ = A.B u latura oareca1to ..i pohgonulu1 Pn \hg. 39j. 

Dm trrnnghmrile asemenea OAA' 1~1 UA1H t'c,mltCi: 

D eoarece 2AA' = AA' ~ A' B, iar 2AJ! = JB, 11':-·1111.;em ; 

4 -1' + A'B =AH - ~~-- · ·-· V~ 

Folo:.md megalitatea l < L„, rezul ta : 

R AA' + A' JJ ~ A B ___ _ 
·u ~ 

V 
It: - L,. 

!1 

~ d · I' t oate laturile AB ale poligonului P n1 
rnsumin , in această mega 1tate, p en tru 

se oL~ine: 

Împărţind cu Pn ~1 :>că .dnd 1 in a m bii rnernlm, aYcm: 

1:.g. 39 

Decare1..e L 11 4 O, reLulta: 

,---
1i R' - d 

I T 

1 -i. O, 

deci, aphcind criteriul majorării: 
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Cfa _. 1. 
lin 

D 1·oarece, de e:xen1plu, Pn < q1 µen tru fiecare n, ~ i rul (p ,,) es t e mărginit ; deci 

(v. § ~' Jll'. :.!, curu la r ".!.1 : 

q,i - Pn = p„ ('1·!.. - 1) --.. O. 
''" 

Te o 1· c !11 a. 1. l •'ic ,P,,' UJJ :;-u· de• poligoan e co!l"r·exe iueCl.'l!!C iu cer­
cul C. Pt:ulru fiet:are IL , fie p,1 pcrimt:tntl lui P 11 ţi L 11 c:;ou m ui mare la· 

tmii a lui P,.. 
Ducă Ln -~ U, ntuuci ~irul perimetrelor (pn) ci:>Le c1mvergeu!, i:ir limita 
eu depind{) o umai de cercul C ( elite ac.cca~i, oricw-o ar fi i;.irul ( P ,1) 

cu L,1 -... O). 

D1:m!ln!'!trHţk. \om parcul'ge 111a1 multti t.:lupe. 

a) Plecăm de lu un puligo11 cum ex l'e:;ulat part icular P; înscris în cercu! C 
(de exemplu putem pleca de la pă tralul îu~cri~ i11 cer i.:). Pi·m tl ublurna ~ucc„~i>u a 
mună1·u l ui <l e laturi ob\iu em uu şir ( P;,) d e p oligoane con \ eirn regulate i11:-c1·i~P i11 C. 
Du pu cum se :;-tic, ~irul (p;1) al pl'l'Îm e lrclo 1· es te r:re.~călur . . \ crst ~ir 1•,1r. dr a~ e­

menea, mif,rJ!lllit (de ex cm piu d e perimetrul triunghiului circ u 111~cris) . Li rn1eaâ că ţ-in!J. 
(p;) c:ile convergent. Fie /. limila sa: 

Jim p;, = ) .. 

Vom demonstra că şirul (p11) din Cil Un( ul teoreme i ti11dr. de :JSetlH'llf'lt , cătrn )., 
Va r ezulla cu nuwărul i. r~Le [ll't \l;1~i . ri :·il'n 1·e a r ri :;; irul (P ,i1 cu L ,, __, IJ. 

l1) P eJJl r u f iccat't' n, f ie (/;, poligo1111l .i .· •· 1111• 11ea .cu P ,', l' Î 1·1·1111 1 -,1TÎ~ ct·1·c11lui C ~1 fie 

q11 pPrirnrtr u l :> ~11 1. 

A vem , J e asemeuca, 

lim q;, = !. . 

Într·aJ 1• \ a r, 11 oti11d 1.:u t;. la tu ru voligonuiu i P;, ~1 ob„erviJ1J ca nmnarul !a l uri lor 

lui P;, c~ t i.; ~ upc rio 1· iui n, r ez ultu: 

[' ~ Pn < q„ _~ C 
n ""> n 11 ' 

deci z;, -· o. Conform lemei Pl'l'l'edf'n lP, a\ f'HJ: 

q~ - p;, -„ fi, 

de undP. 

c; Dacu P este U!l poli;,;011 cO!l \ ' C.'>, d r perinietru p. !meri ' în ( , wr Q e~te u n 
poligon cou vex , d e p crim ell'u q, ci1·cum1>cri:; lui C, a t u111· i: 

„ . / 
fJ -:':::, I. ~ '/· 

p ~ q~ pentru ul'!ce n, 
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le unde, prin t recere la limită, 

p <. lhn q~ = >.. 

In mod a nalog, 

p~ < q, pentru orice n, 

deci-: 
A s=> lim p~ < q. 

J,) P utem acum. arăta că: 

lim p11 = A. 

Peutru fiecare poligon P.,, din enunţ.ul t eoremei, fie Q." poligonul circumscri:; lui ~ 
av:lnd hitui·ilc tangente la ecre în vfrfurile lui P 11> ~i fie qii perimetrul său. Conform lemei 

px·ecc<leute, ave111 qn - Pn -+ O. 
De a::,ernent:a, 

lJ,1 -"' /, <. 'ln• pentru fiecare tt. 

Re~ultă : 

I Pn. - /,I = A - P·i <. q,1 - Pu -+ O, 

de unde. aplicind criteriul majorării, rezultă Pn -+ A. 

Cu acea::.ta, teorema este complet uemonbtrată. 
T eurc111a precedentă ne conduce la definiţia următoare: 

D e fini t ia I. Limita comună A. a tuturor ~irurilor perimetrelor (pn) 
de poligo~ne convexe P

11 
înscrise în cercul C, cu L11 -+ O, se ulWrnţile 

lungime a cercului C. 

S!ntcm ~1eum în măsură să demonstrăm propl'ietatea următoare, cnnuscută din 

cla:;c le auterioa l'e. 
T c 0 r e m a 2. Raportu: dint1·e lungimea unui cerc şi diametl'lll său 
este coustant (independent de ce1·c). 

Den
1
onstratic. Fie C si C' două cercuri cu rnzele R, re:;pectiv R'. Fie (pn.) şi (p;,) 

şirurile pe1·ime;relor poli;oanelor couve:-..e regulate cu n h1tmi •. PJ , re:s.pectiv (P;'.) 
]n:;crise in cercul C, respectiv C'. Fie, în !:> fîrşit, ), lungimea cercului C ~i i,' lungi· 

m ea cercu lui C'. 

). = Jim p„, )..' = lim p~. 

Deoarece pent.rn fiecare n poligoanele P11 i;.i P;, :,m t a::.emenea, perimetrele lor Pn ţii p;, 
i;in t pl'opor~iouale cu razele R ~j ll': 

JJn 11 ~R D 
--; i:a - ;:;:.;. ·-- = -- • 
p11 R' !!R' D' 

trecrnd la lîmitu obţinem! 
i . D 
-=- 1 
~: D ' 
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deci : 

" "' ---, 
D D' 

ţii teorema esl.e d emonstra tă . 

După cum se ~IÎP, rapo1·tul 1·on~lanl i~ dintre lungimea i." unui .:el'c yl diumeti;ul 

său lJ se notează cu r. : 

). 
7t=--· 

/) 

Urmează că lungimea ), "' ('f't'l'Ului dr l't1Zt1 R ebte nată de egali t atea 

i, = '2r.H. 

2. Arla suprafeţelor plane 

In dai.ele anterioare ~-a dehmt aria s\S ) a unui dreptunglu D eu laturi raţional~ 
a ~1 b prin egalitatea: 

·' !J) = a '1. 

Fie acum un numar fmit de dreptunghiuri D 1, D~, „ .. lJ „ eu latul'i rotiowzk 
care au in comun două cite cluua ct>I mult cîtc u latură ltig. 4U;. U1·fin11n aria re.uniunii 

li 

D = U D< a ace::.tor dteptungl1iuri prin egal itatea : 
t ~l 

s(.U) = s(U1) + 1> (D2) + „. + s(fJ ,,). 

Plecind de la d asa 1·euniu11ilor fi11itt> de Jl'Cptunghiuri cu laturi raţionale, pu tem 
să atribuim arie !;iÎ a.ltor m ul(imi pfa11e lltLtrginite. 10 mulţ,irne planu csh: măi·n·initll 

dacă poa te fi cuprin:;il !nt1·-u11 Ul'eplu1q.d1i. 1 i n pa r·t ieular ,·011 1 atribu i a 1·ie tlr~iLu1t­
ghiurilo1„ u·iunghiurilor, pulig·oancl111· cu latlll'i reale oarecare şi ce1·cul11i (Ji::.cului 
circular ). 

D e fi u i ţ i a 2. Se spune că o mulţime mărginită J/ din plun u e arie~ 
dacă există două .şiruri ( P,,) şi (J,u • de reuniuni finite de dreptunghin.ri 
cu latlu·i raţionale, a.,;tfel îucît să fie îndeplinite următoarele două cou~ 

diţii: 

1: P,, .,;mt conţinute m .\!, iar fj ,, 4-:ouţin pc J/: 

P „ c_ .I/ c ()„; 



....... 

~) şirurile ariilor s(P
11

) şi s(Q11 ) au limită com1wii. 
Această liwită comună tie 11un1~te aria mulţimii JJ şi se notează s('M) : 

s(M) = lim s(P11) = fon s(Q,i). 

Hulţîmile plane care au arie în sensul definiţiei precedente se numesc mulţimi 
măsurabile (in sensul lui) Jordan. 

Ob se r v aţi i. 1° Definiţia ariei s(M) nu depinde de ~îrur!le (P 11) şi (Q„) de 
poligoa:w ei numai de mulţimea J1. Mai precii::: dacă (P;,) ~i (O;,) ~int alte <louă şiruri 
de poligoane care îndeplinesc condiţiile din definiţie, atunci: 

s(M) = lim &(P;,) = lim s(Q;,). 

într-adevăr, P~ c M c Q
11

, deci s(P~) <: s(Qn); trecînd la limita, obţinem; 
lim s(P;,) <: lim s(Qn) = s(M ). 

De asemenea Pn cM c Q~, deci s(Pn) <: s(Q,:); de unde, tr·ednd la hmită: 

s(lvl ) = lim s(Pn) <'. s(Q;). 

Urmează cli.; 

•(1\'1) <: lim s(Q~) =i lim s(P~) <; s(.1lt}, 

deci : 

s(M) = lim s{P;) => lim s(Q~). 

2° Există mulţimi wărgini tc care nu au a1·ic în ~cn::. ul lui .Jordan (de exemplu, 
mulţimea punctelor (.v, y) din plan care au arnLelc coordonette raţionale cuprmse 

întx·e O ~i 1). 

~}° Se poate demonstra că dacă două mulţimi lll şi N au arie, atunci r euniunea 
lor Al U ,"V ,..,i diîerenl d lur Jl""-N au de asenienca arie. , ' 

Dacă .M ri iV ~îut Jisjuncte, M n N = 0 , atunci: 

s(M U N) = s ~JJ J + s(N). 

Dacă N el> l e continută în 11/, N C 1ll, atunci: 

s(N) <: s(M ) ri s(Al ""- S ) = s(M ) = s(N). 

T e 0 r e m a 3. Orice dreptunghi D cu laturile a şi b are arie şi aria sa 
s(D) este dată de egalitatea: 

s(D) = ab. 

DemoUBtraţic. Fie (a n) :;i (a;,) doua ~irnri de numere raţionale astfel :încît: 

1!n .('. a <: u,~ ~i lim Un -'- lim a;, ~ a. 

Fie de asemenea (bn) şi (b;,) doua ~iruri de numer•~ raţionate a!>tfel incîţ 

b,~ <'. b <'. b~ şi liro bn = lim b~ = b. 
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Pentru fîecd.re n să cons1derăm drepLunghiul D. \;U laturile a1i ~t b~, şi dreplull-' 

ghiul D~ cu laturilt:: a;, ;-i {;~ t_fig. 411• _\.vem: 

D,1 c D c D~ 

ded; 

Urmează că dreptunghiul D are arie şi aria sa este <lată d e egalitatea: 

s(D) = lim s(Dn) = lim s(D;.) = ab. 

$ b tl e r v·a ţi e. Urmează, in particula r, că un seg1ueul <le clt-eapt i.i are al'Îc nula. 

Plccind acum <le la multimi care au at·ic ţ. Î t•epetiuJ p roccJ eul ÎrH.lit:al l1t Jcfi 11 i ţia 

anterioară, nu oLtiuern 111ul~iwi uui, ci tot rnul\i1ui cart: au u ric. Allfd :;pu ~, iu <lcfi­
ru ~ia precedentă se poL lua mulţimi care au a!'ic, iu 101.:ul poligoaudvr P„ ~i (!" : 

Te ore m a 4 • .Fie A o wuJţuue mărgiuit;l. nat:il e\.istă două şiruri 

~JI,J şi (N„) de mul~imi care au arie ~i care îndeplinesc următoarele 

condiţii : 

1) mulţimile Ala l!iint conţinute iu At iar mulţimile .V„ coutw pe A: 

JI„ c A c .Yn; 

2) ~irurile ariilor ;,(Jf") r;i ;,; ~ .\',.) nu liutltă COl.!!Ulla; utuuci mulţimea A 

s(A ) = lim s(Jl,i) = fon s(X11). 

Demoruitraţie. ?\Iulţimea J/11 Ln'h?t! u riL', e.\Î:> tă u r•·u uiune finită P„ c Jf" de drept­
unghiuri cu laturi ratiunalc cu d!'ia ciL Jol'irn <le ...rprupia lă J 1.: aria wulţi1u ii Jlm 
de exemplu ; 

De ~semenea, ruu lţm1ed \ „_ u \ iuJ urit:, exi~ lă o reuniune finită Q11 :::> N" d e drept• 
unghiuri cu laLuri ra ~iu11all.:, .1::.lfd îuciL: 

"(fl ) s\' \ ' \ .....- I "'<n - J.nJ'- - · 

" 
Urmeaza că : 

Pn c A c Qll' 

Folosind t:r ilenul majord1·.ii, <li!! 
lnegJ.liLăţilu prel'eJ cutu J eJuce1u ; 

.î(.\l„) - şlJ>11) - 4 O, 8(Q11 ) - s(Nn) -+O. F1g. 41 

'l - !.li;mente ele .rnal!ii!. matemattci':, anul HI liceu 



Dar~ 

s(Pn) = s(Mn) - (s(1"\-l„) - s(P")), 

s(Qnl = (s(f/J - s (.V„)) + s(Nn)• 

Trecînd la limită iu ac11slc egalităţi, deducem: 

lim s( P„) = li1n s(M,.) , 

lim s(Q11) = l.iu1 s(N11 ) , 

d e unde: 
lim s(Pn) = lim s(Qri) · 

A!;iodar, ~iru ril e ( P,i) şi (QJ iudepli11esc cele două condilii Jin definiţia 2. Urmează 
că mul~iutea .l are am.: )'L că: 

~·(A ) - li111 s(P,J = lim s(Qn), 

d eci: 
.~(A) = liin s(Mn) = lim s(N1Jt 

ş1 Leo1·c111a este df'mo11slrută . 
. \ pliclml leon.·111a µrcceJcntă, vom dctennina acum aria triunghiului, folo:;ind 

reuwum [iuite de d1·eplu11gl1iu l'i cu la turi reufo. 

T c o 1.· c m a 5. Orice triunghi 'J' cu baza b şi înălţimea I arc <U'Îc~ illl 

aria sa este dată de egalitatea : 

s( '1') = _1_ b I. 
2 

Dcmuuelraţic. Vom presupune mai intii că t riunghiul Tes te dreptu11gliîc (fig. 42). 

P eutru rit'l:<J n; n :'a i11q1~1r\i111 11-iza iu n i11le1·valc egale, de luu::;inl\: !'.. , ~i pe fi eeure 
li 

iuten ul , t:<l bază, :,t1 n•u::.lrui111 uu Jrcpluu::;hi ea iu figura 4:.!. :::,;J uula111 i;u P,, n ;uniuuea 

celor n d1Tplu11 glii 111· i ţt cu s,, a1·iu lui P ,.. 
Pc fiecare diu cele n Î11lcl'\ ulc, ea baz•~, ::.r1 COll::ilruim uvoi dreptunghiuri cu in 

figura '1:.i. Să uolf.tlll cu (!„ rcu11iu11ea lur :;-icu .'3" aria lui <j„. 

A"1·rn: 
P, •. c r e Q11• 

bă n·marc~m1 lf1g. 44) c~ d reptu•1gliiul cu ba:1a b ~i îu4lţunea I esle reuniunea 

lui P" cil u1u!liweo.1 ~/"a 1;aru1 arm e~t·; r;;;c1lu cu cea a lui (1„: 

s~ rtmaream !ipo! \fig -!51 
/1 

unghwn (;dr·e au ba:l~ egala-, 
ri 

"n + ,')n = ul. 
(;!!. d1ftrnnţa Ju1tn: Qn ~i P10 este r·em!iunea a •i drept• 

r 
!cil ca in!!.lţune ..:...., Jec1 ; 

14 

f• t 1 

~ -~t1-·= n - • ..:_ =-=- ~ L u n n 

Fig. 42 fig. 43 Fig. 4-1 

lfrmeuză că: 

8n :::;: - bi - - b/ 1 'l ( 1 ) 
2 /l 

deci~ 

Flewlfa că triuughiul T are arie ţ.Î că a1·ia l>U e:sle bi. 
2 

Să p re,,,upunelll a cu 111 că 'J' C!>lc: uu ll·Îu JJ~lii O<H'ecare (fig. li.o). Duci'nd inălţimea, 
t riungliiul T sc dcscu1upuue i11 dou[t t1·iu11ghiuri JrqituJJghicc cu inălliwea cornuuă J 
~i JJ iJ/.1• l1 • /J 1 ~ j ·{_,~ Cil /, 1 + U~ '--" l.J. 

L nucat.a eă 'J' a re arie ~i că 

s(1') = s \ '!'1) + s('J'2) = + b11 + + b21 = ~ \b1 + b2) 1 = _!_ bl. 
- - 2 ::! 

turt1l;ir. Ori!'t' fJtJli;,;un a n t a l' ie. 

iulr·o.1J 1.: , ar, 1w puligou ~c puale de~couq.Hrnt: i11lr·tUJ nurnur fini1 dt; tnu11gl1mri, 

Te o c c !ll a 6. Urice ..:ere C dt:' nm! fi urn arie, cgul ii ţ;U r,Je. 

f'!g. 45 

20 
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Să uotăm cu s(Pn) şi s(Q11) ariile p oligoanelor Pm respectiv Qw Avem; 

P11 CC C Qw 
H~mine să aratăm că: 

lirn s(Pn) = lim s(Qn) = 1tR71, 

de unde va rezulta, în Lazu teoremei fi., că cercul a1·e arie ş1 că arta sa eble egală 
cu i.H~. 

:::lă uL::;er văm mai iutii că apotema llit a poligonului P n e:;te J alâ Je egalitatea: 

li ll" 
1 t1

• au = / -- - -;- :!• 
·I 

Dacă noUun cu Pn perimetrul poligouului f>m atunci a ria sa e1>te: 

$(P ,J = _!.. p„an = _!..Pa vll.~ -~ /.;;. 
~ ~ ~ 

Deoarece /11 -+ O ~i Pn -+ ).. = "1.1.H, J cducem că ; 

liw ~(P \ - 1 ''- li.· a - - R'J IL) - :1- -..11. • - llil • 

Apolerna poligonului circU lll:>CrÎ t> '2n et:ite n. 
i\ utiuJ cu 'ln pe!'ÎJm:trnl lui <im aria su ct:i te: 

Deoarece q11 ;-+ /, = '2rtll, c).ed4cem că; 

.Aşa da. 

1. J • 
11u *.,!,.) =- -- 2rrR 

2 

lim s(P n) = hm s(Qn) = rr:R2 

) 1 t eorem.:1. e:;t e demomstrdtă. 

3. Volumul corpurilor in spaţiu 

Teoria volumului corpurilor in ::spaţiu e~te anJ.logă teoriei a1·iei b Uprafe~elor plane. 
Se pleacă de la uu parulelipipeJ drepluugl1ic P cu muchiile raţionale u, u, c, al cărui 

voluru :s-a JefiuiL iu clu:selu aulcriuarc prin egali Lulea; 

v (P ) =alic. 

Dacă Ptt P~„ .. , J>„ :,int paralelipipede <lreptunghice cu tnucluile raţionale, 

care a u iu cumun <louă cite Jouă cel mult o faţă laterală, volumul rcuruunu 
' I 

P ~ U Pi se defineşte prrn egalitatea; 
i~ 1 

v(P) = v(P1) + v(P2) + „. + v(P11 ). 

· -=- 100 -

P entru a d efini volumul altor corpuri mărginite (corpuri care pot fi cuprmse m 
paralelipipede; :,e adoptă 

D c ! in i!i a J. Si;. !'jpwte e:1 lli1 corţi margiuit Jf diu io11a\tu arc Yolum, 
daei1 ex.btă doua rri.t·11ri \ PJ t;- i r;„1 de rcuuiuni fiuilc d <.: IHtralclipîpede 
dre11tuughicc cu muchii raţîooale, a1:11foi îuci.t rsii fie îndepliuiLc următoa• 
rele d1Juă couditii; 

Limita colllună ~c t11n11eşte volumul corpului J/ i;ii rsc notează .;( J/ I ; 

v(Jf) -= liu1 ~· I P,,) ~- !irn 1•(f/,,) . 

'Mulţmule dm epaţiu rare au ., olum m 1>entiul uce~lci defuu \u iot;; uu!l1c~c riuilţuni 

măsurabile ( in :,ensul lui ) J or.iun. 

tic pu:1 lc .J,~ 11tu11~lru. ,.,1 ~i pentru aru, rn Jdiui~iu volu1uului ~· )1 J e;:,lc iudc­

pendenlă tlc ~irul'ile (P") lJÎ (<),,) . 

Se po<111:: dernumtm, tle asemenea, că dacu Jl ~1 N au volum atuuci ,\/ U .\ ~t 

.1.'\J"-. N au volum ~i ca: 

v(M U t 11) = v (J/J + v(N), dacă J/ n N = u; 

v(N) -< v(Jl) ~i v(M ' .·\ ) = v(M ) - v(N), Jucă .Y c Jl . 

Folosind defini1,iu p1·eceJc ută , se poute drnwnstra cfi un pur<ilelipiped drept P 
cu latul'ilc reale a, b, c, are Yolum, ial' Yolumul s5u este dat J e cgalitalea : 

v(P) = abc. 

Volumul se poci.t e d efini ş1 cu ajutorul altor co1·puri care au Yolum (nu neapărat 
paralelipipede cu }aluri ru\io11ule) : 

T cor c w a 7. Fie .1 uu corp mărgiuit. Dacă există două ~irori (JJ11 ) 

~i (.Y„} de corplll'j cru·c au ,·olwn, a~tfol încit: 

::! ) lini v )f,J =- lini v(N,i), 

alWJ.ci corpul A urc '\'olum şi 

v(A) <=-' lim v( J f11) = lim. v(N,i). 

î>enwm;traţ1a e!>te aceea~i ca a teoremei 4 asupr·a ariilor. 
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Se poate demonstra, de asemeTiea, cA orice poliedru (corp mărginit de feţe poil­
gouale) arc 'ululll. Folosind acum lco1·em<1 7. care permite apruxirnurca cu mul\imi 

oarecare cat·e au volum, îu particula1· cu poliedre, vom demonstra că cilindrul şi conul 

au volum. 

Te o re m u 8. Orice cilindru circular drept C de rază R şi înălţime I 
ruc ·rnlum, egal cu n:R~I. 

Demonstraţjc, Pcutru fieca re nnwăr naLural n ">- 3 să considerăm prisma P,1 a 
cifrei l115lţi11H' ··=-Le I ~i <1 ei"1n:i l•<1Z{J es t e poligonul regulat cu n laturi însc!'Îs lll cet·cul 
J~ Laz;i al cili11dJ'ului; dti~·ii 11ulăm l'U s,, aria bazei acestei prisme, volumul pris mei csle; 

v(P,.) = s,J. 

Sri con ~irl crârn acuw ş1 p1·i:mrn Q„ a cărei îuălţimc este I ţ>Î a cărei bază este 
µ oli;Lonu I regu lat cu n laturi ci1·cu 1u~cris cercului de Lază al cilindmlui; dacă nolăm 

cu sn al'ia I.i az.ci pris111ci Q", volumu l să u eslc : 

v(Q„) = S,J. 
Avem P„ c Cc (Jw l'c de altă parli:, şi l'uri le al'iilor (s11) ş1 (.S11) tind către aria 

c1:1rcului J c bm:ă al cilimfruiui: 

Urmea:d1. l:ă; 

lilll V( p ) - l..it11 s I = n.ll~ I /l ~ 11. 

lim v(Q,.) ~ !im S,J = ;i;R2J 

ş1 teor1:1rua es te d c 111011 s trată. 

T c 1.1 r c m a 9. Orice con circular drept C ele rază ll ~ iuăl\iruc 1 arc 

volum, c~al cu ~· ;;; ai 1. 
'"' 

Ormon,,.traţ.ic. ~c pruccclcază ca în tco re111 a prec l•denlă, lui.ud in loc de prisme, 

piran1iJ ,. f.>
11 

~i fj ,, cu îuăl\ÎJJ1ea 1 ţ;Î <tria bazei ~n, re~pccliv :)n-

Urlllează că: 

P„c Cc Q" 

şi: 

v (P
11

) = .!._ s.,J, ·v(QJ = .!._ S,J, 
3 3 

de unde: 
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.ţ, Aria laterală a cilindrului ~I a conului 

.Aria latera lă a unei suprafeţe poliedrale (închisă ~au nu) e~te suma ciriîlor feţelor 
sale. PleciuJ de ia poliedre, se poate <lefiui - printr-un pl'OCedeu de ap1·u:.:iuw 1·e -
aria IJHOr suprafeţe cud>e. FoiosiuJ ace:>~ pi·uce<leu, vom clefiui nw.i jos aria laterală 

a cili11dru1ui şi a conului. 

Te or e m a IO. Ji'ie C un ci)judru circul1U' drcµt cu razu bazei li şi 

geueratoru.·1!a G. Pentru fiecarn uumă.r oatmul /1 :> ~) l'ic P,
1 

pri;o:mu 1·11 
iuălţi.wea G i:;i cu buza 1w poljgon regulat cu /1 laturi îmscris în cereuJ 
de b~ă al cilindrului şi fie cr11 ariu lalm:ală a prislllci P," Atuuci: 

liman= 21tRG. 

Demousl:l'aţic. Dacă peutru fiecare n. ~ 3 notăm cu p„ perimetrul poligouului 
de Lază al !Jl'Î:unei P"' alum:i al'ia 1alcl'a!U v„ a pl'Îtmu:i P" cslt1 Julu Jc egalitatea : 

Dupa cum ~e ~ tie, şirul (p11 ) tinde către lungimea cercului, deci 

Jim cr11 = Jim p1,G = 21tRG. 

'l'eorerna precedeuLă ne conduce la 

D c fi n i ţ i a tf.. Aria laterală a ciliudrulu.i circular drept de rază n i;si 
geucratoarc G este :.!,;: H.G. 

Te orc m a II. Fie C uu con cit·cular drept cu virful in O, de rază H 
şi de gcncrntoare C. Pentru fiecare n :>- 3 fie P 11 l'iramidu cu vîrfuJ 
în ( J ~i liaza 1m poLigon regulat cu n latmi înscris iu cercul de bază 
ul ctmului, ~i fie v,, aria laterală a 11ira.midci J.>„. Alunei: 

Ji m cr11 = r.RG. 

Demonstrutic. P entru fi ecare piramidă P" notăm cu I„ latura poligonului <le 
bază , cu p,1 perimetrul acestui poligon ~i cu A „ <IIJOLema pira 11 1idei . .-\tuuci 

~1 cum ln -l> O, rezulta că: 

lim A11 ;;::: Ci~ 

Ai:ia !dterală a piramidei P11 etlte: 
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Deoarece ~irul perimetrelor (p11) tinde către lungimea 2r.:R a cercului de bază, rezultă : 

lilll cr,,-=- _!__ liw p11 • li;11 A,t ...:.. _!__ 'l. rdlG = 1cHG. 
:! :.! 

Teorema precedenta ue cund uct:: la 

lJ c f j u i ~ i a 5. Aria laterală a conuJuî circular drept de rază R şî 

geuerulo&e G c1'!tc ;cJlG. 

5. Teorema lui Thales 

T cu r c lU u rn. Fie ~ lBC Ull triwig!Ji, D UD. punct pc latura AB şi 
L' putlt'lul tlelcrmiuat pc latura , lC tk paralela priu fJ la JJC (fig. 47). 
Atuuci ; 

. 1U Al;' -- :.~ --~ . 

LllJ J:.U 

DctuOJJ!>lralic. Te• ir(• 111u a fu.·l dc 11n11 1 ~l r<.1li'i ltl da'.-elc anterioare ln cazul cind 
. \U . I ' I ' J l .AD r a p ortul UU eble ruţtull1.U ~au, cecu .;1.;: e::sl'; ucd-1:;1 •ll' l ' t. , IU cu.lu cm rapui·tu AB 

e;i te ru ~ivual. 

AD S:i prei>up411em că mportul -- = a e8te un număr real, O < a. < 1. Fie (r„) Şl 
. t/J 

(sn) Jouă ~iruri J e uumei·c ruJiunu.fo cu1ne1·:.;e<1tc cJ.L1·e -i.: 

lilll r 11 = a = lirn .~·m 

ai:;tfel încîl.: 

O < rn < a <. s11 < 1, pentru orice n. 

De exemplu, putem alege rn ~i s,t fracţiile zecimale co1·e aproximează pe a. prm 
lipsă re:;pcl'LÎ\· prin exces. 

Să u o lurn cu Hn ~i S,
1 

pi+ncLele de po !o.tura .·l B o.:;tfoi încit: 

Fig. 47 Du eînd para lelo la BC prin puncteie fin şi S11; 

cl,riu<.:m pe lutur<.o .JC, rei:; p1;:cLiv punclele R;, şi 

.s;t. 
(:.Onfr·1·111 lelll'e111ci lui T liulcs pentru cazul ra· 

\iL•lJ":, <t\ '' l!l: 

~--: J.';r . I fl ,~ -- ......;.. --·- = 
A,'.; .-W 
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ded~ 

<Ali: < 
f.11 ., -. ·--:- • "- 8n' 

. / l ( ' 

Trecînd la l imită în aceste ineg<i Jiti\ţ i, obţinrm • 

./' AE _,,. 
g. """'-"""' '1., Ar 

adică: 

AE 
1-i1"" 

Folosind propriet i'.1 tile pro port iilor, <lin <'g::i lit.:i I Nl <lrmomtrată rnultă: 

.AD .tl r:: 
-= 
DB EC 

Exerciţii 

I) Să ~" l'Cl'Îe primii <'În<'i tnmr ni ni firf';"1r11 in rl in ~i r11rilr <late mai joq prin terml'nul general: 

n - ~ 
a) an= ---· 

2n + 1 ' 

1 ·- ( -·· lJ' 'I 
h ) an=-----• r \ nn - - -· „, „ . „ '' .._ n . 

d ) 
~n - :l n2 + 2n n - 1. 

nn = ---'- • r ) nn -= --- ; f) a 11 - (-'l)n -- • 
(n-1 j !' ~11! ( ~n) ! 

2) Sii 1'<' d!'! Prminl'.' termenul general al fiel'.'i'iruia rlin ~irurilC' d" m:ti jo~ : 

a) 1, 3, i, 15, 31 J .„; 

c) _!_, .!., .!. , .!., ... ; 
1 '• 9 16 

) 
:; !J 1:l 17 

t s'p ' '>_r.,• -,„..; 
u 3~ 

g) 2, 10 17 - , - , 
:l '• 

I ••• ;; 
26 

b) 1 2 '.] '• 3 ' 7,"' ;: ' 6, ... ; 

.., '• d ) -~- . --, 
1 . 3 '.].:; 

1 ,, 
(.)O,- -, - , 

V 16 

6 8 --· 5.; 7·9 

3) Sil ~I'.' demon~tre7c că următoarei<.' ~ÎtuT'I sînt mnnotonP ~i miirginitet 

' ... ; 

) ~n + 1 an 7.fl 
11 C111-: - ~ ; b) a.11 = --, - (-x E .R); c) n11 - --·- (-x E' E: 

'n. 1l T 1 ::in 1- 1 
? > O). 

4) l'tiJi?înd cJ efinitia Cil t a )imiteÎ llfl11i ~ir, !l[I ~r clrmnfi:'lrezr cr,: 

} l . 2n '> n2 1 . 2n ....!.. I - 2 n 
a 1m --- = .=.. • b) Jim --- ~ - • c ' ltm -rai. 

3n + 1 3 ' :m2 + 2 2 ' ::n 
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&) Si\ se Btabileu~că d~oft ~irnrile urm11tnare ,\nl oonvetgent& şi, tn ou afirmativ, 1111 te dela~ 
mine limita lorr 

li) ••11 - ;;in nrc: IJ) tln "" sin ~':: ; o) a~ = 11i11 ~ 1 
2 (& 

(Im + 1)7t mr 
d) an ""' sin ; e) an = oos • mr; f ) n11 = cos -

2 
I 

2 

f2n + 1)7t f!) n
11 

= ros - ----- ; h) a71 ~ rno 2nrr; i) a 71 = COR• (2n + 1 )11'. 
2 

6) Să se rl emon s1re1e ră urm:itoarf' ll' ~i ruri :rn limi l a 0 1 

'1 
a) (•n = -- · b) an = (a E R, ~ > 1)·; 

1+2" ' a + ~~n 

(- 1 p• -1 a 
c) an = --- ; d) a.71 = sin _:_ (a E R); 

5ri + 7 1l 

e) lln=COS ::.- 1, (o:eR); f) 
n . 

1 + 10211 
"n = 10311 ; g) 

1 
h) n.71 = -

2 

3 2n - 1 

2n 

2n 
i) 1' ) an= -,; 

cr.n 
an ~- , 

1l ! n. 

(+r -271 

(:t.> O). 

I 

~ se dr-mon~treze prin ind11<'ţie romplP.tă <'!i oricorr ar fi n :> 2 ari' Jo<', egalitatea.a 

an =~ (1 + f- 1)71). 
3 2 ·1-1 

2 
Să SI' demnn11tl'eze :ipoi nt.ilizînd crit ni ul m:ijorării că liro n71 = - , 

:l 

Să se <l<>l<'rmine limi ta urmiito:ire lo r ~ir11rir 

8) a) an = ~ + (0,05)n - 3; b) an = cos ~ - 3; 
~ n 

c) On = 5 l1f 2)n - 1) ; d) "n = <Xn , (a e R)I 
. 3 . 2 11 (11 ..L 1 ) 

e) 0 11 = I -! - co~·-- , (o: E / , ) ; f ) lin = , (ct.. ~-=; (0,1)). 
( 

1 )'ln „ a ' :J:t.11 + '• 
11 n ~~'l- l 

9) n) 
2'' ~- l 

lin_ = -
;:!„+1 + 1 

b) 
3 11 + 5n 21

• + 2 · 3 71 + 3 · 5n a,,=----· c) lln = J 
3 "+1 + 511 +1 ' 3n + 3 · f, 71 + 7 · 5n 

Clll + ~ li 
d ) ''n = -- -

a ' + 1 + ~o+l 
7." - 7..- ll 

tt,ll 

(<X > O, ţ3 > O); e) an = --- , (« > O}; 
1 +an 

an 
an=---, 

1 + 0'.311 
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(«> O). 

-

lO) a) 5n' + 3n - t 
lin - (n+-~ ; b1 

'"' t +2+„.+ n n 
~ tJn= -·-· 

.i; i +2+.„+ n 
-i "11 - ~~~---'--'----"--~~--

n + 2 ~ ( 11 + 1) + {11 + 2j + m +- {li -+- n ) 

n t 2 + 2~ + "'._*-~ . «> nr1- -, 
n~ 

--„ 
3 

i) a.n = ~ [ (o. + -!; r + ( z -1- ~-r + . „ + ( ~ -L !1 
11 

-
1 n , ( 7. F- R) . 

11) Fie (an) ~i (bn) dou:'\ şiruri , bn =f=- O oricare ar fi n. Să ~r r!Pmnn~treze-i 

1° Dnc1\ şirui (b,i) es te mărginiL ~i '-'-E. -.. 1, atunci ll;i - b11 - O. 
bn 

2° Dacă bn -+ b=f:O ~i an -bn -+0, a tunci '-'-E. -.1. 
b,, 

Să se :irat<> prin rxem ple că dacă b11 - O, atunci !f-Îrul (~) , <'h iar dari\ e~ f l' rom·"r!!ent, ponte 

s:i 1111 aibfl lim it a 1. 

12) T' 1ii11inrl lf'nrem::i "" <'OTI\'•'l'ţ?'<·•nţ ă ::i ~irurilo 1 · monot<1np, ~ii. ~P dPtl'rmiiw limÎI•• urmi\to:l rPlnr 
~i r111·i : 

(ex> O) (1•, ~i W\'.Prr, fi, j): 

o) n, - l /'.i. " " - i,F 2 + a ,1 _ 1 , p l'ntrn 11 > 2: 

d) a, -- ~/ ;_ (;y_ '> O) , ""~V :t t---ll n-~ . prntrn 11 > 2; 

., 
(O<:o:·~ 1 ) , a 11 -!!:..+'!ii:1

, prn tru n>-2. 
2 2 

4n = On - .1 + bn-1 

" ' 

, /-2- . - 1 ' , /­
•) an = V " T T V n . 

~/- . v n~ Ţn -n 

b 
_ 110 + 2b0 i ---- . 

3 

b - " n- 1 + 2h,,_1 
11 - , ln ::>- 2) • 

3 

;v„~ -- 3o - r, 
b) an = ~ 

11 -f- I 

V ,,~- -;11 + 13 
d) a'1t = , 

Vn3 + 2n2 + 2n 
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2 2 

c) an= ~1-1 n~ ·+~·„ ni; a)- "71-==,(to +,-.i}
5 -.(n.-1)~1 

f'l lln = ni/n <V-n+I + 1! r.-1- 2 ,;::;--~ 

f) an = n~ (V n~ + V n4 + 1 - n V2}; • 
g) an= }'{n + v.ii (n + cr.p) .„ {n + .xm) -n.; -(v;jţ,€ R}. 

16) Să Re det ermine /.. ')i i.i astfel <ncitt 

lim W1~n~~-i-') =V, 
n 

S!I f>" d r tnminr limita 11rmăto3 relnr ş·;rutlî 

(( 
(I_ ;;2 + n \ ~;:~:=~7,) 

f) " 11 - ln -----'------I 
\ V r~.:_ n + 2n) ' 

18) n) nn = 2n3 
- r12 + 1. 

!i --- ';n - n4. 
c) <1 11 :-. - ---- f 

~r1 + D 

e) a n:-. f/:.\ 11~ +ii; 

21/ 7' - - 7n2 + '2?!~ - 1 
g) <ln :::--: -- • 

- li - - :: r/ i: T f, ~/ 1). T tin 2 
• 

i) ll-n ..,.... j11 i-=~:T,~' + n; 
- n:.-:.!n:! ....... , 

k)an -: ct. "}11,· B/~j + if· "'r- \, (r:i: > 1) ~ 

vr. ·-1> 
m) an...,.. „21l=T 

Sn-1 

) -(-n t l 7i -i- 1)i "'\''li 
O <ln - - - - _- -- 1 -rn-2 

•t I q• 
TI .._ -r ..- tl 

n'" - : ';/;;ii .J,.. 0113 - 1 
h) O.n ~ - - -- - __ ----·- ·- ; 

'.ln~ li n -- . ;ine f- hd 

1) 
- ri"n' V n .,. ,,., ,.,.:i 

0 11· ,J i 
(O< (3 < 1); 

n) an = e 
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n"-1 

p) an= (n s Yz+ n2 - 1) 2,.. +ns-.n•• 
2n-1 

19) Fie (an) şi (b
71

) două şiruri. Să se dcmonst.re:rP ci'l ct aci\ Pxisti\ a E R a st fel înclt a 71 > r.:t. p entru 
fiecare n ~i dacă b

11 
....... + oo, atunci an + h11 ...... + oo. Sfi 'i'C d f'd ncă do aici că dacă Xn -so + oo 

şi Yn-+ y, U E R, y =t= - oo, atunci :r11 + Yn ..,. + w (Y· § 10, nr, 3, pct, a), 

20) Să ~ro demon~treze propo1.iţii1e 1 
1° Dacă an )!, o; > O şi bn -+ + oo, st.und ~b11 ~ + oo, 

!1° Dară .(a
11

) este mărginit. ~ i bn .+ + oo (gftn bn ...... - oo), :itnnci ~-o. 
n 

C1> propoziţii şi convenţii rezu ltă de aici cu pI'iVirP b operaţ.i ilE> cn limite infinite? [v. § 101 

nr. 3, punctele b), c)]. 

·21) Să 11e demonstreze propo:iiţ.iile [v. § 10, nr. 3, pct. f)]: 
1° Dadt a > 1 ~i Xn -+ + oo, a:> O, :i.tnnri log,~ x,1 _., + co. 
2° Dnd't a > 1 şi x

11 
-+ O, x.ri > O, atunci lo(!'a Xn _., - oo. 

22) Să so demonstreze propoziţ.iile [v. § 10, nr • 3, p ct . e)]1 

·1° Da că a> 1 i:i h11 - + oo atunci a.bn -> + co, 
2° Dacă d.n > O, lin -> + oo şi b11 ......, + oo at unci an b11 ....., + oo. 
3° Dacă n

11 
> O, n.n-+ + oo şi bn-+ - 0, [j > O, afnnri anl•n -•O. 

23) Să Be demonstreze că dacă (x71) este un ~ir d E' numere n.atutal<i cu limita + oo, atunci 

{
1 + ..!..)x71-+ e. 

Xn 
Să ~e c!Pdnl.'f'i clll aici că popoz\ţ.ia rămtne adevărată pentru un ,ir Tn „ + ro d e numere 

reale oarecare (\·. § 10, m. l1). 

24) Să se determine limita mrniit.oal'clor şirnrir 

.) 
371 + 1 

lln = --- · 
2n + 1' 

:-;n. n2 + 1 
b) a11 = - ---­

flîi+l. · n + t 

n 
d) 071 = - • 

cr.1'1 

1 +2n 
{ct > O); e) a11 = ---- e 

1 - n 

a.n 
f) a

71 
= , (a.> O) t 

(1 + o:) (1 + <X~) „. (1 + o:n) 

n 
- (3 

g) an= (1 + 11.n ) (« E R, ~=/<O) ; 
n2 + 1 

b) 071 = ( 1 
. (:r. E R). 

r;71 
o) an = -, (a: > Oh 

n 
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Capitolul 

III 

Limite de funcţii 

În ~IC'f'st C'~pi tol va fi s tudiată noţinnf'a de limită a unei funcţii într·un punct, 

Prohlf'mn r-nrf' ~" pune se poa te formula în modul următor: 

Oînd11 ·SP o fnnq.ie 1·rnlă de variabilă reală f: E ~ R, să se cerceteze comportnrea 

sn î11 j11r11l 111111 i punct .r0. Annme, să se cerceteze cc se întîmplă cu valorile f (:r) 

ale func t,iri nt11nci cînd m·gnmC'ntul :r se apropie clin ce în ce mai mult de .T-0 ; se apro· 

p1e onrP ~i Ynlorile fiincţi ei din CP în ce mai mult de un anumit număr l (finit sau 

infinit ) ? ~T11i precis: luînd ~ir11ri :r11 ~ :r0 formale din puncte :rn =/= x0 din R, să se 

Cf'rrr~l eze dncn ~irmile (f (:r11 )) ale valoril or funcţiei an limită comună l. Un asemenea 

număr l, daci'l exist[1, se numcş t e limita funcţiei r în punctul Xo· 

Problema n f' I f <'l pusi't necPs i t5 u ncle precizi'1ri snpli men tare. Comportarea fonc\.i r.i f 
tn jurul Jui .1·0 se rrfrri'l nu la , ·aloa1·f'a fun c(ici în x0• ci în puncte oricît de apro­

piate de :r0 dar diferite <le .1 ·0 • Prin ul'lliare, pr·ohlema comportării funcţiei în jurnl lui 

:r.0 se poate pune chiar dacă funcţia nu este definită în x 0 ; în particular, Xo poate 

Bă fie += salt -oo. 

·p e ele altă parte, pentru a putea studia comportarea funcţiei în jurul Jui x0, 

trebuie să existe şiruri .'Vn --. .1·0 formate din puncte Xn din E diferite de x 0• Un astfel 

d e punct x0 se numP~te punrt de ar111nnlare al m nlţimii E. 

Acras1r1 rondi1iP Ps te îndeplinitrt , de exPmpl u, dacl:'t R este un interval (cnre nu 

se n ·ducc ln 1111 punct) mărginit sa11 nemărginit (sau o reuniune finită sau infinită 

de astfel de intnnlr ), inr :1·0 a par tine intervalului sau este o extremitate (eYentual 

infinită) a sa. Aşadar: pentru o funcţie definită pe un interMl (sau p fl o reuniune de 

interPale) , în particular pentrn funcţiile elementare, problema limitei se poate pune atît 

în pnnctele interPaf.11l11i, cît şi în ntremităţile sale, şi numai în aceste pu.ncte. 

În f'azul partir 11lnr al unt'i funcţii şir f: N ~ R, rroblc:ma pusă mai su:: rPvine 

ln ~l"t1d i11I compor1l1l'ii l f'1•nwn;1,„. a„ = f \ n ), cînd n. !'() a prorie din cc în ce mai m11lt 

de :r0 = +=, adiră la studiul limitei acestui ş1r. Această problemă a fost tratată 

în capitolul anterior. 

în cele ce urmează vom folosi limitele de ş?ruri pentru a d efini în mod precis 

noţiunea de li m i 1ă a unei funcţii într·un punct, care, la rîndu 1 săn, va fi folosi·tă 

în f·npi lolf•Ie nllerioAre pf'ntru defi11 irf'a noţiunilor de continuitate şi derivabilitnte a 

f-unrţiilor, 

§ 13. Def Iniţia li mitei 

1. Exemple 

1) Fie funcţia f (x) 0:2 :2l' definită pe tontă dreapta R (fig. 48). Să fltudiem corn• 
portarea acestei funcţii în j11rul punctului 2. P !:ntrn aceasta, să consi<lni'\m un şir 

(:z-
11

) de puncte diferite de 2 şi conver~ent către 2(x11 -. 2), ~ : Rit vedt•rn dncn şirnl 

corec;pnnz1\tor (f (:r11)) , ni va lorilor funcţif'i Ar<' sn u nn JimiH\. 
Să ]11?\m, dl' ex:t>tnplu, 1lrmi1lor11! ~ir (x11 ) co1wl'rţ:f'nt călrr 2: 

2 + ~. 2 + ~ .... , 2 + ~' „. 
1 2 · n 

Pentru v nlo1'ile foncţ.iri i:e obţ.inc şirul (f (.-rn)), următor~ 

( 1 )2 (2 1 )2 (') 1 )2 2 + 1 , + 2· ' „., „ + ; .. „, 
1 ( 1 )2 ca.re nre limitn li. Într-ndE>vllr, 2 + ; --. 2, deci 2 + -; .- 4. 

Consirlerînd ~irul: 

1 i 1 
1, 2 - -. 2 - - , ... , 2 - -, „. 

o 3 n 

con11erţ:e.nt rătre 2, p entrn valorilr• f11111· l.iPi ~ ·' nh\i1w !;'irnl 

l ·t )2 2--;;- '.„, 
care nre limita 4. 

Considerind şirul; 

1 1 3 2- - 2+-' „, l) ' ,, 
1 2- - , .... 
'" 

conPPrgent căire 2, pPntru valorii" f11 rw1.i1' Î sr ohţine ~irnl : 

( 
'l ~ ( 1 )2 ( 1 ) 2 32, 2 - 2) ' 2 + 3 ' 2 - i , ... , 

caf'e are, de nsemenea, limita 4. 

În general, dacă (.r.n) este un ~1r oarerarP ronPPl'ţPnf 

cătrl' 2 (formn t din puncte difnil e de 2), ~iru l (f, .Tn)) 

al Yalorilor funcţiei nre limiln. li. Înt r -adevn r din :i·11 ...... 2 

rezullă :rf, --. 4, nclică f (.1·n) --. 4. 

S-a pus astfel în evidenţă următoarea proprietate a 
funcţiei f (x) = x2: 

Oricare ar fi şirul (x11 ) con1Jergen.t către 2(x11 =I= 2), şirul 

PrZlnrilor funcţiei, (j (:i·11) ) , m ·e acPeaşi limitrl,, 4. ; sa u, IDHÎ 

scurt, dacă Xn --. 2 şi Xn =f= 2 atunci {(:1".n ) --. 4. 
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-
AcPA'ltĂ proprietate <ie exprimă o:;pnnînrl că 

f11nrf1 .:J /\:r1 = x~ are ir. punctul 2 lirmta. 4 şi. se 
~('tlt'; 

Jim f(a-) = 4 (sau lim a-2 = 4), 

(S;> ritr-~ tP hmi11; d1' ft '\, tînd :r t i ndf râtr? 2 p.;fe 4). 

2; hr' f1111rr1 f1 f( 'r) = ~ fipfin;L:'l pe E =- fl '-.., {O} 
:r 

(fi g, lifl). \ N·A<1L'1 funqin mi ""-I" d Pfi nit.ri în pnnrtul 
Fig. 4'! O, chH o ('~ I· · p11n.-l .i.~ :w11 m1 il a r·f' :ii fn; r:. nd iP~ 

PX ÎRt.(1 ;;; imr·i .1:1, , (1 l'o rmai.f' din pnnc t.f' cl ;n E. 
(r.nnili\ iA .7'„ + n f''1 t f' :rn t nmril yr r·ifi1•;1J;'1 l· f' l1 t r11 f'llll Ctf' I(' Tll r-:: E.) 

:-;:1 "- f 11rli r· ni ~ i in Hf'<'"- 1. ('fl7. .-·nrnporl :1r.":-t fnnPţÎr>Î în jurul lui O, P entru aceast a, să 
lunn1 111·1n:"tl1 1r·1.il ~ 1 r (.i·n) c11nv<'f'W'fl l 1'1/trf' O: 

1 1 1 1, --, - , ····t-j •• • 
:! :1 ,, 

P entrn ,.fllorile fun rţ iei sP ohţ;nP -:-il'lll (f'(:r
11

)) 11rm~tor ! 

carP nrr limitn <"'O, 

i>ac.'i lt1 }1m ~ irn l ~ 

'l 1 ·t - 1, „_ --- , - - ~ ... , - -- ' ••• , 
'.! :i fi 

carP n rr Ii m i1n oo. 

f11 ~-r"n" r~1l, rl n P i't (:r11 ) <'i:l·r. un şir onrecnrr <lr p unr ti> din R "'- fO}, (:r„:±0), rnnf'er· 

O , , . 1 
1
. • , 

gent râlrr' , .t11 -+ O, rt\'l'rn :ri;-+ O ~i .T~ > O, drr i -:.; _,. oo, ne 1t•h f l:r,, 1 -+ (X), 

·'ii 
A ~:-i dnr : 

Orirnrf' nr fi .~im l :rn-+ O (.r„ ,' O). şirul (f'(~r,i.)) are aceeaşi hmită, co ; sa11, mai senrt, 
dnr1! .rn --> n 1 ~ i .r11 -/:o O), at11nri f~:rni ......, =· 

.\ a nst i"1 p rnp r ;c·l n!P !'f' enun ~ă as t.feJ: funcţia 

f (x') = _L are tn punctul O limita oo si se scrie: 
X~ , 

Jim f (.'JJ) = oo sa n Jim~= oe. 
~- ..... ri .,·~-~r, .T~ 

(Se cite~te limită de f (x.), cînd a: tinde către O este oo.) 
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3) Fie funcţia f (x) -= ..!_d efinită p R ""- {O} 
X 

(fig. 50). Să i;tndiem r.omportaren acrRt ei funrţii 
1.n jurul lHi oe. P entru aceas ta. ':ln lnăm un ~ ir 

:;c11 -+ oo ~i ,;ă cercetăm dacă ~irul (fp·11)) are 
&!lil nu hmita. 

De exemplu, r-onsiderînd şiru i ( x„ l Ui'· 

mătOi'1 

1, 2, 3 .. „, n • . „ 

care are limita. oo, pPntrll vi:i Io rile foncţiP.i se 

obţine şirul :F::i·nYl nrmf1t.r.r: 

1 1 
t , 2 I 3 ' • ••1 ~I u•1 

rau. nre limita O. 

În ~t'nernl , clAră (::i·n) P<:t r 11n ~i1 · o::m:i'D.ri' Pu limi ta oo, :i:n -. oo, avem 2.. -. O, 

adică f (:r11.) --+ O. A:;ada r: 

Oricare ar fi şirul Xn-+ co . . ~im!. 'f fx.11 )) are arf'Pa._~i limitrl, O; <:nu: 

dadi .'.l'n-+ oe, of11nri f f:r11)-+ O. 

Xti 

A v • ' ){ f l l ' ' r • • f ( ) 'l A l o cea~iu propnetat·e se P'>:prim:i :-io;t r : 1m1ta. uncţ1P1 :r = - in punctu co e.~te . 
z 

fÎ se scrie; 

Jim f (:r) =O !'18 11 lim.2.. -.- O. 
;c -\ oe -" -•:%) a· 

(S!' cite~t n limită dP f (:r) . rînil .r tinr!P cr(IN' oo rstr O.) 

li ) St\ rdn c"1 rn funr. ~i n f ;:t) = 2.. definită pe 11 ""- {O} şi '>ă 5tudiem compor tarea sa 
X 

1n jurul lui O. 

P entru şirul (xn): 

1 1 1, - , _ , .„.,- ,„. 
2 ~ tt 

ccnCJPrgen.t crltrl' O, se obţine ~irul '{,:r11 ') nrmiH or: 

CIUP (ITf' li mi-la oo. 

P entru 7iru l (:r~) : 

1, 2, 3, „., n, .„, 
1 -1 - - , 

' 2 

1 - 3 ' ... , - --;; , ... , 

conPPrţPnt ccitre O, se obţine şiru l (f •'.-T'„)) : 

- 1, -2, - 0, ... , -n, ... , 
care are limita. -oo. 
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Pentru şirul (x~)t 

1 1 t i--,---, 2 8 • ' ' .„, 
C(Jnţ)ergent către O se obţine ~irul (f(;r.~)): 

1, -2, ~, -4, .„, 
care nu are limită. 

A~ad nr, pPntru ~irurile rlifcritf' (:t.n) şi (:r~) conwrgf'nte cntrf' O, şirnri )P. ('Orf'q ţllln· 

zlltonre (( (:J. 11 ) ~i (((.r.~)) 011 limite difrrite, inr pPntru ~imJ (:r~) C'onwrgio·nt ră trr O, ~i rul 

core.spun:r,ător (f (x;)) nu are limitli. 

Se :;;punt> ri't fun c{in f (:J.·) = _'.!_ nn are limită în O, , 

2. Definiţia limitei unei funcţi i într-un punct 

Fie f: E--+ R o funcţie şi .r0 un punct de acnnrnlarf' (finit sau infinit.) nl lui E. 
Act>ast a în~f'amn5 că C'xistă şiruri .T11 --+ x0 formatn din punc te :r

11 
=f:= x0 din E. 

Consideraţiile de la numărul precedent conduc la definit.i a următoare 

Se scrie: 

D e fi n i ţ i a I. Se spnne că un număr I (finit sau infinit) este limita 
funcţiei r în punctu] :J."o, dacă oricare ar fi ~irul :J.'11 ~ :J.."o format din puncte 
Xn =/= :r0 din E, şirul (f(xn)) al valorilor funcţiei tinde către l. 

lim f (x) :::s l. 
X -l-,\·o 

(Se citr~te limită de f (x) cînd x tinde elitre .T0 e.~te eţ!al r11 !.) 
Condiţ.ia din d cfinit ia precedentă se e nunţă prescurtat as tfel: 

dacă :i.·n ~ x0 (ş i Xn =/= :J..'0 ), atunr.i ( (:rn) --+ l. 

l Tneori, penlrn s implificare, connnim f'ă omitf'm inrtirrlc n şi cond i ţia din <lefi· 
niţi a li mi tei se scrie: 

dacă x ~ :i.·0 şi (x =F Xo), atu.nri f (x) --+ l. 

Trebuie subliniat că x ~ Xo sau f (x) - z nu se utilizeazTt separat, ci do:i.r tmpr1mnă, 

aşa cum am convenit mai sus. 

Obs e r Y aţi i. 1°. Con.-!iţia Xn =f= ~·0 aTe obiect numai în cnznl cînd x0 E E. Dacă x 0 ~ E, 
to particular dacă x 0 = ::: oo, conditia X n =f .T0 esrc verificată în mocl au tomat (dconrl'<'O Xn E E) 
şi d f'ci, in :H'f'•t raz, ('Onditia Xn =/=- :r0 f'~ f <' do prigos î n oriunţotl definiţiei . 

2". Darfi Xo E E', limita funrţiPi r în Xo (dacă ex.is t.ă ) poat e fi diferită de ( (:ro)· Do e'l'Pmplu, 
pentru funcţia f definită pe R pri11 

avem Jim f (x) = oo (v. exemplul 2) şi f (O) = 1. 
"'-o 

iacii x :f= O 

dacă x =O 
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s•. Dacll. :1:u nu elte punct ie aoumnlue al lui E, nn are '"ns problema existenţei Hmitei 
ln acest punct. De exemplu, pentru funcţia f (:r) """ ln x definită po (O, + eo) nu a re sens să se punil 

problema limitei în punctul x0 = - 1. 
40. Dupl cum 1e va vedea § (17, după tenremn 3), prntru orice f1mrţi1tlemtntarăf1 R ... R, 

/unim tnfr-un ,wia :r0 iii E 1t obţine tn/ocuind tlirect în ((:r) pe x cu x0 1 

Jim f (x) ... ( (.to). 
C.-.X:Q 

E:r:empld 

1) P entru funrţia C'onstantri f (:r) = r definitrt pe R (fig. 51) aYem Jim f (x) = c, 
T~.l'O 

oricare ar fi ~ (finit sau infinit), adică: 

Jjm c = c ... 
:C->X o 

într-adevăr, oricare ar fi ~irul :rn - x 0 , ~irul core~punzător (f (:z:n)) al valorililr funcţiei est e 

c, c, c , .„, c, „„ care are limi ta c, f (:rn\ -+ c, deci l im f (x) = c. 
;t-+;\'O 

De exemplu, lim 5 = 5, lim 6 = 6, lim 6 = 6, !im (- 2) = - 2. 
:-+1 :-1 :i;->S X_. .., 

2) Pentru funcţia identică f (x) = x definită pe R (fig. 52) avem: 

, . ._,: I Jim X 1:::1 Xg 
• X-+x-0 

oricare ar fi Xo (finit sau infinit). În particula11 

I Jim x = oo I si I lim x = - oo 
x-+-oo • x:.-..- oo 

!..-~~~~~~--' 

I ntr-adevăr, dară :z:n -+ x
0

, deoarnce / (x nl = Xn , rezul tă f(xn) -+ a:d, ~ i limita :ro !'Sie arrPn.~i, 
oricare ar fi ~irul (:rn) considerat, deci 1 im x = x 0• 

x--xe 

De exemplu, Jim x = 3, lim x = -1. 
a: ... s ;1:- -1 

Fig. 51 Fig. 52 

c 
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. 

3) Pentru Iunrţia f (x) = xi' (k natural), definită pe R, avem: 

-l Jim x" = x~· --\ 
x~xo -

·- - -- --~--

oricate ar fi :r
0 

(finit sau infinit) . În particular : 

1 Jim a!•= oo I "'i I Jim xi'= (- oo)1; I 
:\'-1'-CID ') X~-cz, ___ _ 

Intr-ad1l\'Ar, 1focrt Tn __. x0, atunci :r~-+ x~. 

D e exemrln, Jim :r4 = 16, Jim :r~ = 27, Jim :rfl = oo, lim xll = oo, Jim x5 = oo, ~~ x' = - Ol), 

· x- ... -~ x_.J ·''-+c:io x-~-oo x--oo X Q:I 

4) Pentru funcţia f (x) =.!.(li natural), definită pe R"'{fl}, a\·em : 
:rit 

1 lim _!_ = ~ I h I: 
x -+.1:0 :r :ro 

oricare ar fi :r
0 

=/=O (finit sau infinit). În pnrticular: 

\ 
Jim .; = O \ ~i \ lim \ = O \ 

:c-+CO :r. X-'-- oo X 

1 1 . . 1 1 
Intt-adevăr, dacă xn __. :r

0
, at11nci :r;; ...+ ic~ ~i dncit :r0 =fr. O, rezultă I: -+ :;; , deci ~.'...m ;;"h = -;0k ' x„ ... o ~. :r:o 

1 1 1 1 1 
De exemplu, Jim--=-;:;. Jim ~ =1, lim -;; =O, Jim -; =O. 

x-+~ x3 o !f-t--1 X X -J>CID X x~-oo X 

5) Dacă n este par, avem: 

în particular: 

1 
lim \fx =Ir :i·0 I, (O <.:ro-<. co) 
x-xo \ 

'1 Jim _ 1_ = _ 1_ 1• (O< ::ro-<. oo). 
x->xo tyx lf~ 

I 1im JY"X c:a oo 
Ix-o 

lim-1- =O 
x->ao tyX 
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Dtt aaemenea: 

lntr-ad"văr, dac.ă 'l"-1; -.. O, ~ii > O, atunch 

6) Dacă n este impar avem~ 

În portic.u lar: 

I Jim {Y:T = ~,r;;; \, (- oo <: Xo < o:;i) 
x-•.eo 

I Jim lJ"; . ..,,.. - c..:i t 
.î „- a:> ' 

I I 

lim -~=0 
~-·-'- 00 V'7'· 

Jim -
1
- -=· o. I 

'f>/-i x-· - acv .1 l 

7~ D nră 1J > O. :-in-m: 

În pnrtir·ular: 

8) Dacă 1.>: >O : 

l lim :r"" -= :rJ 
1

. , (O< x0 <: oo). 
X-+:t'D 

Jim ;r'1 = oo ŞI lim x" =O 
:r-il 

I' (O<: Xo ~ oo). 
:r6 

---------= 

l
. 1 1 
lnl - =--
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ln pnrticuJarj 

De asemenea~ 

I Jim ..!. == + oo 
:c-+-0 :i-« 

t 
Intr-:id t>v:'lr, dară 3'n - O, Xn > O; anmri x~ - O i;i x~ >O; deri -;;: -+ + co. 

" Xn 

9) Dacă a >O şi a=/= 1, avem: 

În p n.rticu Iar: 

I : i lll rl"\• = 00 

.:\' 00 

Ji m n ~· = O dnrn a> 1 Şl ,, . ..... - «> 

dacă O< n < 1 I !im a-:r -=: oo 
~l x- -- "" 

De l''.trmpln : I-im r .- t'". Jim (':r -=-· 00, ! im f:r = o. 
.:\ ·:> X -"' GIO ~-oe 

10) Dacă a > O ~i a =/= 'l, a vcm: 

I "-~~~ loga :v = 10!!a .T0 I• (O< :;r.0 < oo). 

Intr-:idev:1r , clar;i :i:,, ... x0 atunci lor.a .-i:n ... l oţa x •• 

În particular: 

dacă a> 1, 

dacă O< a < 1 

11) I lim (1 + l.j~· = e I 
:C-+GD X 

Intr-adevăr, dacă :in· - oo sa~ :i:n- -oo, a tuncia 
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J, Limite lateralei 

S-n nrAtAt în exemplul ~ de la nr. 1 cli funcţia f (x) """.!. nn are Urnit~ fn O, 
:r 

deoarece pentru şiruri diferi te Xn-+ O şi :r~-+ O, şirurile corespunzotoare (f (xn)) şi (f(x~)) 
eu limite diferite. Totuşi, dacă se considnă numa.i şiruri (xn) de numere strict pozi· 
tii>e (xn >O), con vergen te către O, şirurile (f( xn)) au aceeaşi limitll, oo. Într·Rdevi'ir

0 

dară :Tn-+ O şi Xn >O, awm ..1- -+ oo, adică f (xn) -+ oo. 
:rn 

Se spune că func ţi a f (:i:) =..!..are în punctul O limita la drPnpta oo. 
.I' 

De ::ic:emPne::i, dacă se crmf:idPri'i numai ~iruri (yn ) de numere strict negatic·e (y
11 

< 0), 
conwrgPnte că tre O, ~iru ril c (f(y„)) au acecn~i limi tă, - oo. lntr-adeYăr, dacă Yn. -+ O 

şi Yn <O, avem_:_ _ - oo, ad ică f (y,i) -+ - oo. 
Yn 

Se ~pune că fn nr[ in f (:r\ =..!_are în punrtnl O limita dl' stînga - co • 
. 1; 

FiP, 'ln genernl. o f11nctie r: E - R ~ i Xo un p un PL de ri cumul::ire al lu i R. 
Să presupunem că există ~iru ri Xn -+ x0 formate din puncte x

11 
> x0 din E. 

Se Arri~~ 

Definiţi n 2. Se l"JlllDe că un umnăr /
8 

(finit sau infinit ) f'~te limita 

la l'tînga a fum•! if'i / în punctul :1·0 daC'ă pentrn 0 1·Î1' !' şit· :i·n -> .lo for. 

mat cli.11 pnnc·te- :f,1 < a·0 din 1'.' avoo1 ( (an) -+ L, . 

lim f (x) = l, sau Jim f (x) = l, . 
x-,·o x,..xo 
a:< xo 

In lor df' lR, limita la stîngn a funcţiei r în To se mni notf'AZă f (xo - O): 

fon f (x) = f (.'C0 - O). 
:r/'.vo 

Să presupunem acum că există şinui x11 -+ Xo formale din puncte Xn > .1·
0 

d in E. 

Se scrie: 

D ef i 11 iţi a 3. Se spune că un număr l1.1 (finit sau infi.rut) este limita 

la d1·eapta a funcţiei / în pmwlnl :r0, dacă pentru orice şh· x
11

-+ :i.·
0 

for• 

m11t din puncte :i.·n >Xv din E avem / (.''n) -+ la. 

Jim f (a.:) =- ld sau lim f( x) = ld. 
x -.:rn :J...'. xo 
x> xe 

In Ioc de ld, Jimita Ja dreapta a funcţiei f în punctul Xo se mai notează f (Xo +O); 

lim f(x) = f (x0 + O). 
11:\Xo 
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A;tfel, pentru funcţia f(:r) = ~- r:ivemf 
X 

f (O - O) J:::z - oo ~i f (O + O; = oo. 

Observ a ţ. i î. 1°. Dacă f e~tl'l o funcţie definită pe nn inter' ' a l E = (a , b), 
(- oo <a< b < oo), defini ţia limitei l u~ f ln ((. coin ::id~ cn definiţia limitei la dreapta 
a lni f în a, deoarece pentrn ~iruri (xn) de puncte Xn :::/= a. din E, avem în mod oece-;ai' 

X11 > a. 
De asemenea, definiţia Jimitei J1d f I n b coincide cu definiţia limitei la stînga a 

lui f în b, deoarece dacă (xn) este un ~ir de punctl'l Xr. =/= b din E, avem în mod 

necesar Xn < b. 
2°. Este posibil ca într·un punct um1 san ambele. limite laterale să nu e:xi!'lte. 

3". Darii fnncţia rare limita l într·nn punct. 3'111 (a < Xn < b}, l\tunri are ~i limită 
la dreapta ~i Jitnită la stinga în :xo, şi ambele Jirnite laterale sînt egale cu l :. 

f(Xo - O)= f (:ro + O) = l. 

Se poate demonstra că, reciproc: 

dacă fare în. .'1'0 şi fimitli la. stînga , f (.Tn - O), .~1: limitr~ ln rlrrnpln f( .T0 +O), ~~i rlacd 
limitele laterale sînt egnle, ((:ro - O) = f (:vo +O), Q/lillCI r arc limită în :ro egală cu 

paloarea comtmă a limitelor laterale: 

Jim f(a:) = f (rr0 - O) = f (x0 + O). 
X-:to 

D r> mu lti' ori r.<:.te mai uşor să SI' c~lculeze limitele laterAle într·un punct şi din 
egal i t alc<1 for să se deducă ex ist enţa limi tei în acel punct. 

Exemple 

Jim (1 + xl = e I 
x-o 

1) 

lntr-ade,·ăr, dacă x11 -+ O şi x11 > O, atunci I 

1 

(1 + Xn) ~'n ... e. 

1 

Deducem că limi1a la dreapta în O a func\iei (1 + x)x l\ste e1 

1 

Jim (1 + x) x •-= e. 
x'.O 

f n morl asemănător, se nrată că şi limita la stîn~a în O a acestei · funcţii este fi 

~ 
Jim (1 + x) "' = e. 
x?O 
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1 

Cele douii limite laterale fiind egale, rezultă că funcţia (1 + .x).r are iu puuctul O limita e. 
RcLulLă CJ. uri.:w·c ar fi ~ iru! .l."-1> LI funna l diu puu ctu .i:.,i =/:= U, avc111: 

1 

(1 + x11).rn -+ e. 

2) Jim 
1 

= oo I k natural. 
x ..... „o (.c- :co)~h ' 

n-+oo 

fÎ (.cn - x0flt > O, deci Jim ·J = oo. A~adar, limita la stiuga îu x0 es te oo. 
n-~ ku - .co)"h 

!im 
n ...... oo 

De as„u1enea, dacă J:11 -. .c0 ~i Xn > x0 , atunci lim (.cn.- x0)2k = O şi (xn- x 0 ) 2k > O, deci 
)1-+QO 

= co. f:'riu unuan:, limita la dreap ta lu .c0 este tot co. Cdc două limite laterale 

fiind tigal<J, r i:z uită că funcţia 1 
arti în x0 limita oo. 

(.i; -:.r0 )ik 

1
. 1 
1111 ----- = oo, 

x-,:) (.c - ,j)l 
De exemplu, 

1 
lim ---- = oo, 
x~- 2 (x + :!)U 

1
. 1 
un - = oo. 

x...O xiu 

3) I :~~~ ix - ~·o ) ~h·l = -
00 I• I J~~~ -{-x---·~--o-)~-ti--l = 

00 I• 
~-----------' ~-----------~ 

Tr natural. 

'< - ' ' . ' l lf '' 1 d 1 • 1 . f ~e urmeaza acmaş1 ra110namtint ca 1ll exemp u uucţie1 - e a iuceputu acestui pa ragra • 
.c 

Rezultă cii func~ia 'l nu are limită în x0 , deoarece limitele 
(.c - xuF/H 

De exemplu, Ji m 
1 

= - cc , Jim 
x.n (x - ::;• x\a (x - :ip 

1 = oo. 

4) :Fie fuucţia {\+) dufiuită pe n priu; 

• r - 1 peul ru X~ 0 

f (x) = 1 

l - ptllllru .c > O 
J; 

laterule siut d iferite. 

cu graficul diu figurn .;3, ::ie vbse1·"ă c~ f(O - O) = - 1 i,;i f(O +O) = co, deci 1uucţia nu are 
liUJilă îu o. 

5) Funcţia f (i:) = ~Lu ~ dcfiuitii pe R"-. {O} nu are în punctul O nici limita la dreapta, 
J; 

nici limită la stinga. 

ttd ă d . 1 o · O . . ! . Od'' 1 O n r-a ev r, · aca :ru = - , avew xn> ~1 .c11-. ; apoi sin - = s111 nrt = , ec1 su:1 - -+ • 
~ ~ ~ 
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fig. 51 
2 DacA Yn = , avem y > O ,1 fin_. O; apoi 

(4n + 1)1t 

l!l·n 1 · (lrn + 'l);; 1 d · s1"n -1 ~ 1. - = s1n = , cei --.. 
Y11 2 Yn 

A~adar, pentru şirurile diferite (x„) şi (y„), şirurile 

(sin :n) ~i (sin ;J 11u au acllll~i limită. H t:itultă ~ 

o fuucţia 
. 1 

sm - nu are 
X 

limită la dreapta îu O. 

--~-„-/ 
Se ardlă în mod aualog, folosiud ~irurile ( - __!_) fi 

1t1t 

(
- __ :._• -· ) că fuucţ.1a ~ 111 - uu are 11ici limită la stiuga îu O. 

(4. 1t + l )<. ' X 

§ 14. Proprietăţih;} limit"i 

Deoarece defi11iţÎH limite i u11(;'. t funcţ ii l11lr · 11I1 punct e:; te lrnzcilfl pc Ji111ile d e )'Î l'UrÎ, 

o serie il•~ prop1·ictft ţ i ale li111itd01· de ~il"lll'Î se regă::H.:sc p 1:111lru liJJJ iLch: de fu11cţii. 

1. Limita modulului 

Fie (: E - R o funcţie şi :c0 u11 punct de acumuhll't! al lui E. 

Te ore ma 1. Ducii lim f (x) = l, atunci lim I f (.x) I = 1 l I. 
!'I' ·Xu X- ".\'fi 

Înlr·a<levăr, dacă Xn - x0 (x„ E li, .1:11 =/= x0), atunci /\ .c,.) -+ l, Jeci I f'(x,1) I -+I l i. 

Exemple 

1) Jim I X I = I .L0 I, deoart:Ce Jim .r; - x0• 
x-.-.\'.o x_,.xo 

3) lJeoal'UcC lim x = x0 , avem lim (.v - x0) =O, 11cci Jim I .c - x0 i =O 
x-xo 

2. Criterii de existenţă a limitei 

Uneori, cuno~cînd limita unei funcţii într-uu pu11ct, putem :...tabili limita altei 
funcţii în acela~i punct, cu aju torul uuur criterii a:;emănăt.uare celor utifo:ate la şiruri. 

Fie f, g : E-+ R două funcţii şi x0 un punc t de acumulare ai lui .8. 

'foorema 2. (Criteriul mujurării). Dacă l f(J:) -l j ~g(.c) ~! g,t.i 

fu.u stx) =o, atunci hw ([.c) = l. 

lutr-a devăr, fie Xn-+ x0(x„ E E , :r., =/:: x0) . Deoarece lim g(x) = O, rezultii g(xn) -+O. 
.'.;--~.\·o 

Dar I { (x,J .- l I <. .;-(.r,J ; tleci, aplieintl el'Î lt:riu l 111 ajunirii de la ~iru1·i, ri::.t.:ultă f (xn)-+ l 
Deoarece turul (x„) a Iubt ales ar1Jilrar, <letlucem eă !im f (x) = l. 

E xemple 

1) l li111 sin x = :;i 11 .i·0 
x -·.~o 

x-~J.'o 

Într-adevăr, deoarece I cus ::_.L .ro I ~ 1 avem: 
:! I""' , 

I biu .c - !>in I ') I · x - .r0 11 X + .i:0 I , I . .i; - .r I .r0 ""'""„ :...111~ cos -:!- <. :t : 1>m7 <. 

? ! x ---t0 1 <.~ ·--· 1=1.:c - xol I 2 

tf, deoarece lim I x - x0 I = O, rewltă că liw siu x = sin ,'t0 , 
x-+xo ,\: _,...:to 

U c c:-..cmplu: 

lirn ~lll .r, --c I, 11!1' •lll J- ..,... O, lirn col! x = 1. 
~ ~ !:.._ ~t-:; x--0 

'l 

2) -I li~n cos x = cu:; .c0 I • (x finit) 
:\·-xo 

Într-adevăr, deoarece I sin x 
2 

xu I ~ 1, avem: 

I COS .,. C • • I ') I . x - .ro 11 . x + .ro I , ' I . .L - x I ..,- o:sa.0 = ... sin-
2
- srn-

2
- <."' sw~ \ <. l x - xol · 

Deoa1·ece lim I x - x0 I = O, rezu !tă că li rn cos x = cos x0• 
X -i>XO X - .... \'O 

De exem piu 1 

lim cos .r ~ O, li111 cos .c =- - l, !im cos ;i; = t . 
~ .!:. x - ;: •'-1-0 

:l 

A~adar: limitele funcţiilor 1Jtn şi co1J întl'·un pu nct oarecare x0 se o&ţin înwcuind 

lireet pc :i; cu x0 • 

O li s El r va ţi i : 1) ln µunctde +IX! ~! -o.o funcţiile t!lll ~i CC!B uu au lim.itA 

(v. e~en:iţiul nr. :! ele lr.1 sfirşitul capitollilui). 
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2) Se poate demonstra că funcţiile arcsin şi arccos au de asemenea p1'opr1etatea 

de m ai sui,, adica limita într~un punct .r0 se obţme inlocuind direct pe .i; cu J,0 : 

lim arc:;in .v-= arc:::m x0 , (- 1 <.x0< 1) 
\.- J."G 

lim arccos x = arcco:i x0 \ • (-1-<. J:0~ i ). 
X->'1'0 

·r e o re ma 3. Dacă f (x) ):- g(x) şî dacă 11111 g(x) = oe arunci : 

Jim f (x) = oo. 
11: ... 3'9 

fntr-adevăr, daeă .r„ -+ i·o, : X n E e, Xn ::/:= <to) , atunci g( "'n) _. = ~! deoarece f (xn) ~ 
> g(x„), rt!wlL:i că f (J:

11
) ._. =· Cum ~ii-ul .r,, _, .c0 a fost a le:. arbitrar, deducem că 

lim / '(.r ) ~ =· 
~-...:o 

Ex emplu 
hm \J.z:l - ~x~) = oe. ,,_.,., 

!utr-ad t:Yăr, peulru x > O a' ew 3.i;~ + 4.i;J > 3..i:l ~ ..i:6, iar hm L
5 = o0. 

,x-..ao 

'f cor e ma ·!. Dacă f (x) ~ s(x) ~i ducă lini g(.c) = - oo, atunci: 
~_,..\'.u 

Jim f(x) = - oo. 
x~xo 

DemumlraţiJ. e~ Le analo6ă aedeia a t eoremei 3. 

Bxcmpl u. 

lim i"'"" - t.x~) -= - oo • 
.)." - .... - 00 

intr-d.dt:viit, pe11t1u x <V a \ o.;lil .i,• - !,.i,"" '(' .l ", iar Jim x' """' - oo. 
i•-- T 

3. Trecerea la li mită în incg;i lităţi 

h e ;; g : L' ~ n duuă fuueţii t;;Î Xo un punct de acumulare al lui E. 

Te orc ma 5. Dacit (' ~i g au limite (fh1ilc !!I.AU îufiuilc) w pu.uctul io 

ŞJ d~ca ( (r.) < g(x), pentru odce x :f:= .i.·0 Jiu E, atWici ; 

hm f(.i:) < JiJU g(.v) 
.t-<'X{) ~>-+Xo 
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Într·adevăr, fie: 

a= lim f (x) şi b = lim g(x) . 
X._XO X-+Xo 

Va trebui deci să demonstrăm că a<. b. 

Dacă x11~ .l'0 e~te un ~ir format din puncte X n =/= x0 din E, atunci: 

Pentru fiecare n avem însă f (x11 ) <: g(.i·11 ) . Folosind teorema de trecere la urnită 

tn inegalită~i J e şiruri, deducem: 

a= lim fft) <.Jim g(x 11) = b 

§I teorema este demonstrată. 

Coroiat·. Si presupu1tetn că f are limită in x0• 

Dacă f (x ) > O, atunci Jim f (x) > O . 
.x-+.'\o 

Ducă f (x ) <. O, alunei lim f (x) <. O. 
x._.,....\·o 

Pentru Jernunstraiie ::;e ia g(x) =O în teorema precedentă. 

Ob se rv a ţie. Dacă avem iuegaliLale strictă: 

f(.c) < g(.c) , pentru orice .i; =I= .c0 din E 

pentru limite nu putem deduce <lecit o inegali ta te uest1·ictJ. : 

Jim r (.r) < !im g(x) 
.:L->so x-...J..·o 

(pu tîud a\rea chiar egalita te). 

De excrnplu, x2 > O peutru .i; =/= V, Jar Ji m .i;~ = O. 
X-0 

4. Operaţii cu l imite de funcţii 

Fie f, g : E-+ 11 două fu uctii ~i ..r0 uu µu11et J c acu111ula1·e al lui E. 

T c o r e w a 6. Dacă func\iile /' ~i g 11.u in punctul :i-0, respectiv limî· 
tele l1 şi l2 (finite sau iufiuik) )!Î dacă 1>wna l1 + {2 are seus, atimci func• 
tia f +- g are limită in J·0 şi : 

l !~: (f (x) + g(x)) = liitt /'(:1:) + lim g(x) I 
. x .to x-..r0 x-+xo 

Cazul exceptat : lim f (.x) =co şi lim g(x) = - oo (cazul 00 _ oo). 
,\:-+Xo .i:-+.ro 
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Într-adevăr, fie Xn _. x
0 

(xn E E, x =f= x0) un şir oarecare. Deoarece li m f (x) = ~ 
x-""O 

şi lim <!(x) = l
2

, se deduce că f (:cn) -+ l1 şi g(.i;n) -+ l2 , deci f (:r:n) + g(.r,1) -+ 11 + lt şi, 
x->~'Co 

prin ul'tnare, Jim ({(;;:) + g(x)) = l1 + l2. 
x ->-.\'o 

Te ore ma 7. Dacă f şi g an în inmctul x0 respectiv limitele l1 şi 
[
2 

(finite sau infinite) şi dacă produsul l 1lt are eens, al11uci funcţia {g 

are limită în x0 şi : 

Cazuri excep late: Jim f (x) =O şi lim g(:r) = ::'.::: oo (cazul O· oo). 

Demon t1·a\ia este analogă aceleia a teot•emei 6, fo losind teorema rdativă la limita 

prod u~ul ui :i do11r1 ::-i„i:1·i. 
fo particulal', Juind n func\iÎ ega le Cil ( Se ohtine: 

Jim (f' (. i:W' = (Jim f (.i:))'', (n uutural). 
.x:-„.\·o 

Dacă g(:c) ::= c, avem !im g(:i;) = c, deci : 

Corolar. Dacii, r are in Xo limita l (finită sau infi11 ită), atunci r uttcţia t:f are limită 
tn x0 'ii; 

(1j1i, evidenl, lirn cf(..c) = U, Jacu c = O) . 

Lui11J iu curularul pn~ct>dc11l c -- - 1, ubt i11en1: 

li1n (- ((;;)) = -- (liu1 /(;;)) 
,\. .... \ IJ 

R€lultă , de asemenea, propuzi ~i .1 ui·mi• tua re: 

li111 f(.x)= l tf1111t )(= ) lrn1 1f\t) -l) =V. 

E J:- e m p Ie. 

2) Peut!·U 1.:1 we pulm01.:!.:i P (.1 ) a•·c;m . 

Fi.e P (x ) ::::a anX
11 + a.1-1xn:-1 + „. + a1x + a0• Folosind exemplul 1) şi teorema 6 

8e oblme : 

lim P(x) = lim a 11xn + lim an_1 x 1
i--1 + „. + Ji m a 1x +Jim a 0 c:a 

,1:-'°"XO x~xo .t:-,..xo ..\·-„,i· 0 x·+,\·o 

= anXo + an-1 x't"1 + ... + al:rO + llo = P(.r;o)· 

. Aşadar: limita unui polinom P (x ) intr-wi punct x0 se obţine înlocuind direct în 
polinom pe x cu :i.·0 • 

D e e x e m p I u: lim 
x-+-'1. 

(5 .i:~ + 3Ji! - 7a; + 1) = 5(- 2)• + 3(- 2)2 - 7(- 2) + 1 = 1.07. 

T e o r c 111 a 8. Dacă f şi g au în punctul a.·0 , res1)ectiv limitele [
1 

şi ~ 

(finite sau infinite) ~i dacă ra1iortul f· arc sens, atuuci fwicţia L a.re 

limită Îll Xo ŞÎ : 
2 

g 

Jim r (x) 
limf(x) =~ 

x ..... x0 g (z) Jim g(.c) 
X- l>XO 

Cazuri exceptate: lim g(x) =O; l cazul.!..). 
x-xo o 

~~~/(x) = ± oo şi ;~!~o g(x) = + oo ( cazul~)· 
P entru demonstraţie se foloseşte teorema rela tivă la limita citului a două · · ş1run. 

Ex e m p l c. 

1) Dacă P(x) şi Q(x) slu t două polinoame ~i dacă Q(x0 ) -/- O, atunci: 

Jim P (x) = P (:co) I· (.ro finit) . 
.~.\'.Q Q (x) Q (.co ) 

Într·adevăr, lim P(x) = P(x0 ) , lim Q(x) = Q(x0 ) =f= O. 
x-xo X-+xo 

n~ci: 

lim _!-'(:) = J.>(..col. 
x- xo '!(x) ~(.ro) 

A~adar : limita unei funcţii rciţionale i11tr-u1i punct x0 în care numitorul nu se anu­
lea:.ii, se obfine i11locuind direct pe x cu x0 • 

D e ox6wp lu 

. J.~- 5 tf - 5 - ţ 
lim--. =-- = - = - 1. 
x-1.i. + 3 l +a 4 

2) Dacă x0 =/= (2k + 1)..::. (h i:ntrei:J·, 1nem: 
2 = 

llm lg 1J = lg .ru 
.i:~~o 



futr·u<levăr, lim ~în X = :iîn .r0 , lim oos .c = cos :r0 ::/=O. 

l
. 

1
. •iu r, p,j11 .r0 4 Jill tg J; == llll -- = - - = ~g Xo· 

~-,..:a „-.x 0 cos .& cos .c0 

3) Dacă x0 =/= /.-r: (/;: intreg), avem: 

liro ctg x c::a ctg J.0 
X-:?>-XO 

Se proce<leat:a Cd la exemplul 2). 

A1a11ar: limita f uncjiilor tg şi ctg, intr·un pu11ct .x0 în care sint definite :Je obJi"4 
tnloc11-ind direct pe x ctt :r0• 

O b s c r v a ţ i i. 

1) fu punctele + co ~i - oo funcţiile tg t;>i ctg nu au limite (v. exerciţiul 2 de 
de sfir:;;itul. capitolului). 

21 :;e puat0 den1u1t::.tra că funcţiile nrctg :;.i nrcctg ou tle asemenea proprietatea 
de mai :> U:>1 adică limita Îlllr•un punct Xo se UUţÎne Înlocuind direct pe X CU Xo: 

I fon arctg x = arctg .x0 I (x f ' 't) , , 0 1lll • 
.x-..:ro 

I !im arcctg .v=arccV:r J: I f. f ·t) o o , ,xo !lll • I X -+X() 

3; În ceea ce pr1ve:;.te punctele în cure nu sini definite, Iuncţhle tg ~i ctg nu au 
limită, JJr au limite la terale i.11fiuile. Dt: c:-.cmplu : 

deda 

I. Jim. t.g J; = 00 I ţi 
Xr -

1 ~· I 

t t I , d . r.; • 7; o . 1 ' 1 f n r-auevar, aca Xn .+ - 11 .cn < - , cu~ ..r11- yl co:i J.'n> U, u eci -- -+oe ; apoi SIII Xn• , 
:.! :: COS .Ca 

I 
hm tg J;n = hru ~IIl a:11 lun -- = oo. 

co~ ..t,i 

A§adar, lmiita la stînga a funcţ1e1 t g ..r iu ~:. t- ~le oo. 

"Jr: T,,; 
Peutru demonstrarea celeilalte egahtaţ1 ce folo.„1t e faptul cJ dacă .en- - şi :i:n> 

2 ~ 

O O d 
. 1 

eoa :i:n- ş1 cos .tn < ec1 -- - - oe:. 
CUB Xi\ 
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;c 

Hezultă că funcţia tg x nu are limită în 
2 

• 

Crmind u calc ascrnănU.loal'e se demonstrează ~j urmiitoarele egali tă!i : 

Jim ctg x = - oo 
:l'/'U 

----·---
!im clg x = °" 
x\ <) 

4.) Si:: pot, demorn;lra, de asemenea, următoarel e egalităţi: 

lirn aret<t x = r. 
x-.• ao 

0 
:! 

lim arcto- x = - :'.:. 
x->- ao 

0 2 

!im arcctg x = O Jim arcctg :z; = ;; 
:c-> oo x - >-a:i 

5. Limite de puteri 

Fie u, v :E-+ R două funcţii şi Xo un punet J c acumulare al lui E. Să presu· 
punem u(x) _...,O p e E. Puterea u(.njv( :t) es te deci definită. 

Te ore ma 8. Dacă Jim u (x ) = a şi lim v(x ) = b şi dacă puterea ab 
.'.r:_,..,\"o x ---x. 

are sens, atunci funcţia u(x)t(X) are limită în .t0 ~i 

Cazuri excep tate 

Jim ~(X) 
Jim (u.(x)"!XJ)- _:_ (liin u(x)):x:->-.t', 
x-+~·. ~~„ 

a = o ş i b = o (cazul 0°) 

a= :l si b = ' oo (cazul 1QO) ' :r: 
a = oo şi b =O (cozul oo') 

Demonstraţia se face ca pentru t eorerncle <le la punctul precedent, folo~ ind tco· 
rema asupra limitei şirurilor de puteri: 

]im ((J:1Ji',J = (lim xn)lim Yn 

Cazuri particulare 
1) Dacă v(.n) ~b, atunci lim v(.i;) = b, deci: 

Jim (u(x))b = (liin it(x))b 
x--.\·· 

(cu excepţia cazului cînd lim u (x) = O şi b < O). 
x-•x, 
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ln putfculu 

2) Dacă u(x) ::::::: a,a >O, atunci lim u(x) &:::a a, dech 
, .\.-+Xa 

• llm ll(X) 

lim a"t:> C» a~ 
x-x. 

E4:em ple. 

1) Da.că lunc ţiile u (x) =sin z şi u(z) =cos z sini delinite pe (O, r.), avem• 

Jim COS.I: 

lim (sin z)cou: = {lim sin :i:)~ = 01 = O. 
.r-+O x-0 

llm (x•+f) 
2) lim eJ 4' 1 = ,r-.-O = el = e. 

S) lim V sin z + 4 =Vlim (sin a;+ 4)·= V~= 2. 
x-+O x-+O 

6. Limite de funcţii compuse 

• !'. f 
Fie E - F-. R două funcţii şi h = f o 1.i: E-+ R fu neţ.ia compusă: 

h(x) = f(u.(x}), x E t:. 

Fie Xo un punct de acumulare ni lni E. Să CP.rcet;1n1 limita funcţiei compuse 
fn punctul :r0. Teol'cma următoare 1·ecl11cc ~·li' 111! 1· ·, · t' · · f '" CI l 11111 , l'I llllc\I CI C!)il tr u.;p (1i(x)) 
în punctul :!.'o la cel al limitei funcţ iei ( ('.li ) îu all, punl!t Yo cc urmează su fie determinat. 

T e o r c m a 9. Dacă: 

1) fi 111 11 (x) = Yoi 
:t--.Xu 

2)1cl.rl =:i= !Io pc\ttrn orice x-/- x 0 din E; 
3) liu1 f (y ) = l; 

atunci 

lim f (u,(a:)) = lim /(y). 
x~x. u--!Jo 

Demonstratie. Fie .r -+ " li IJ ... j I' (I ' ' ' rl. E r· r . . • ·, n "'"o . '- pu ne c x,1 :::;= .r0 m ·. Jcoarerc unei.ta u 
arc valori m J; a\·em u.' :r ) E !•' I): ; - · - - ' · · . • '- \" • _ <11 p111n.i rpotezu 11•;rn ll a u 1-r„)·-•f/,„ 1<11' cli n cea 
de-a doua ipoteza uf x ) -L . !\ 1 • J ( . ) · · . , '. 1 n -r- !Jo· • n 11H !Jn '= n .1'11 , n tn ol•\ 11111 l 11n ~1r y„-. !lll de p11nde 
Yn::l::Yo dm F. L1 rmcază i1·1 fJa1·t 1· ·ul a· ,~ · · I · „ , .' . . . • , c < ', c.i !/n c:> tc p1111ci < e acu1111il:11·1· a l muJt1m 11 
1• H deci limita din · t - · · " · , · · · - ' · · . • . ipo cza a t1 e1a e:1lc JU:i t1f1cala. Conform accslc1 ipoteze avem 
fţJ!n) -+ l, adică f (u(:cn))-+ l. 
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Recapitulînd, pentru orice şir Xn-+ x0 de puncte Xn =/= x0 din ·E avem f (u(J· )) -+ l. 

Aceas1 a inscamnă că: 
Jim f (it(x)} = l = Jim f (y). 

O b ~ c r va ţi c. În a plica\ii , teorema precedentă se folo:,e;tc în urnHilua1·ca 

formă schcmatizat<J : 
:1 ) Se notează y = u(.r) ; funcţia comp11s [1 f (u(.r)) ~e :::cri•· ;du111·i f 1!J). 
b) Se stabileşte punctul !Jo astfel înciL dad) . . 1; -+ .r0 (ţi .r =i= .r0) , a t11m:i !J-+ !Jo (~ i 

. y::/-= Yol · 
r ) :5e calculează limita funcţiei f(!J ) în noul pun•· t .'Jo· L!ini t a olJ \in11 tă r~lt in ace· 

Ja~i timp li mi ta funcţiei iniţiale f (ti(;r)) ir. ;Jl ,;1ct ni i ui (ial .ru-

lim f(u(x)) = lim f' (y). 
v-u. 

E·.xc m p l c . 

1) Jim fin IXX = o ~I Jim cos G<X = 1. 
x--o .~ -~o 

h111·-ad c·văr, notln<l y = "'-X, observăm că dacă x _.O, atunci !I_. O ~i deci sin a:x = sin Y - O 

iar cos a:.i; = co~ Y -+ 1. 
'.!) Jim cos (x - 7) =Jim cos y = 1. 

x->'T 11--0 
Sfl notăm y = x - 7. Dacii x ... 7, atunci !J-+ O, <leci cos y-+ 1. 

3) lini ln~1 -x) = Jim ln y = - co. 
x.l'l !J\O 

l11 limc<1-x» = iimcll = oo. 
x.-„ l !J->00 

1 Într-ad evăr, notîad y = , observăm că dacă .i; -+ I, atunci y ..+oo. 
( l-x)2 

int l'-a<lcvăr, notiwl !/ ~ 

dtlci t l + ul ?J ..+e; notind acum ;:, = ~1 + y) y 

(Şi z =/= c) , deci ln;:,-. ln e = 'l. 
A~a<lal', recapitulind, 

observăm că <.Iacă !J - o (~ i u=f:.01 atuni.:i::; - c, 

1 

Jjm ln (1 + x-:ro)"'- x, = Jim ln (1 + y) i; = Jim 111 :; = 1. 
x~x~ .'Xo x ... ·>-0 :-"'t' 

Se obsrn·ă că în acest exemplu s-a aplicat de două ori succesiv t cv 1·cma J i.: lrec~rc la limi.W 
în funcţii compuse. 

§ 15. Ca%uri exceptate la opera ţiile cu limite de funcţii 

Regulile stabilite în paragraful precedent pentru opcrn ţiilc c11 li111ite d1: funqii 
nu se pot aplica în cazurile exceptate, cinel operaţiile cu ac~:sti; limite nu au :s0 n,; ca-

'd . o (L 00 zur1 esemnate prm:oo-oo, ·oo, - , - , o 00 

O", i"", 00°. 
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Pentru a putea stabili dacă în aceste cazuri există limită, irebuie tnireprins un 
studiu direct asupra fu ncţiiior. 

Pentru funcţiile elementare se procedează, în esen!ă, astfel: 
Pentru a calcula limita unei funcţii într-un punct x0, se înlocuieşte argumentul 

x cu x0 ; dadt se obţine m1 mnnăr bine determinat (finit sau infinit), acest număr este 
limita funcţiei în x0 • Dacă se ajunge la nna din operaţiile fără sens, uneori se fac anu­
mite transformllri pentru a obţine o funcţie egală cu cca iniţială (în punctele x ::/= Xo), 
astfel i11cit. inlocuiwl în noua funcţie pe x cu Xo să nu mai ajungem, la o operaţie fără 

sens, ci ln un rw111ur bine determinat; acest număr este limita funcţiei în x0• Alteori se 

folosesc anumite limite fundamentale ca: lim sin x =-1, lim (1 + x)i/x = -e. 
x->-0 :I; x->-0 

1. Limitele polinoamelor în punctele + oo şi - co 

S-a arătat că lim xn = oo şi Jim xn = (- oo)n şi, deci, dacă a =f:: O, lim axn =f:: aoo 
X --:."'-00 X~- QO .l!'--xl> 

ş1 lim ax11 = a(- 00)11• 
X->-00 

De c x e m p lu: Jim 3x2 = oo, lim (-·x) = - oo. 
x-;.ac x--~ez> 

Îns1'i, de exemplu, pentru polinomul P (x) = 3x3 - x nu putem aplica regula limitei -sumei, 
deoarece în punctul x 0 = oo sîntem în cazul oo - oo. 

Pentru calculul limitei unui polinom în punctele oo sau - oo-avem· regula· urmă· 
toare: 

Pentru orice polinom: 

P(x) = anxn + an_1xn-i + ... + a1x + a0(a =f:: O), 
avem: 

lim P(x) = an oo lim P(x) = an(-00)11 
,l;-'..-00 x-,)>-ac 

Aşadar, limita unui polinom în punctul oo sau - oo este egală cu limita termenului 
de cel mai. înalt grad. 

intr·adevăr, scoţind în P (x) factor comun pe xn, se obţine: 

Se obserYă că factorii din paranteză care conţin pe x Ia numitor au limita O în 
punctul oo sau oo, deci limita parantezei este aw Atunci: 

Jim P (x) = lim xn Jim(an + .„) = 0 1100. 

La fel se ealculează limita în punctul -oo. 
De exemplu: 

liro (-5x' + 3:z,.2 - 7) = ·- 5 oo• = -oo; 

Jim (-3x5 + 2x -1) = -3(-oo)3 = oo 
x-->- oo 
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2. Limitele funcţiilor raţionale în punctele + oo şi - oo 

Unei funcţii rationale P(x) nu i se poate aplica regula limitei citului pentru cal-
• Q(x) 

Î • • l ro cularca limitei în punctele oo şi - oo, deoarece n aceste puncte smtem m cazu - • 
00 

x+1 
De c x e m p 1 u: <lacă f (x) = --- , ayem iim (x + 1) = oo ţi Jim (x2 

- 'l ) = oo. 
x:i: - 1 X-?ooO x-;.. oc 

Fie funcţia raţională: 

Pentru ealculul limitei în punctul oo sau - oo aY.;n1 regulile următoare: 

J) Dacu gradul numărc'Uorului este mai mic dcci"t gr adrd numitorului, n < m, limita 

fuucţie i raţionale în punctul oo sau - oo este O: 

1. P (x) O 
Im--= 

x->ao Q(x) I lim P (x) = O I· 
, x->-coo Q(x) 

Pcnlru clcmonstraţic, se ~mpart alît numărătorul cî t şi nnmitorul cu xn (expo· 
uentul n fiind cel mai mic Jintr-e gradele l'elor două polinoawc) ~ l se obţine: 

. 1 1 
an + an-1 - + ... + a 0 --

P (x) __ x :1: n - (x --;- O). 
Q(x) I 

bmxm- n + .„ + b0 ..:...,. 
.i/' 

Termenii care conţin pe_!_ nu limita O. l\umărătorul arc deci limita a,1, iar nunu­
x 

torul arc limita infinită. 

I, 1 • ă P (x) 1· . ·lezu ta c· --are irmta O. 
Q(x ) 

De ex emplu: 

!im 3x2 
- 2x + 1 -----'-- = O, 

x->oo 4J-.:J - :ix 
r 2x-3 
I ffi ·-,--·-- -- = 0. 

x-:.- --ao !1x• + 2.c--1 

. 2) Dacă gradul numărătorului este egal cu gradul numitorului, n = 111 • alund ti:­
nuta. funcţiei raţi~1~ale În punctul oo sau - oo e:ste egalâ cu raportul coeficienţilor ter· 
mentlur Je cel mai malt grad: 

1. P(x) an 
un--=-

x-<>oo (! (x) bn 
Şl Jim _?(x) = an 

x->--oo Q(x ) Un 

-133-



Pentrn dt'mom;lraţie, se împart şi număriitoru l ş 1 numitorul cu x11 ş1 se obţine: 

. I I 
an -r- aa- 1 - + ··· + 110 -­

P(~ ~ x" 
- - = ----------
Q(x) I 1 ' 

bll + bn-i - + ... + b0 -
x xn 

(.c =I= O). 

Numără torul arc limita am ia l' numitorul arc limita bn, deci fuuc\Îu raţională are 

limita ~i.!! . 
bit 

D c c x om p lu: 

l
. 2 .1'..'l - 5:r + 7 '> 
nn = - - - .._, -2; 

x-oo - X;i + l , :t - 5 - 1 

- 7 
li tu 

-7:i4+3 
8~-2x + :! = -- · 

8 

3) Oadf. gradul riumiinltor1dui <Wl e mai marc rlecît gradul mmiitoruliâ , n > m, 
fu11c{ia raţionalii arc în 11wtct,ul oo sau - oo limită infinită, şi a1iu11w: 

I. P (x) a1, ( )n- m 
l lll - --- = - -oo 

x-•- oe Q(x) bm 1
1
. l'(.1·1 n.,, 
1111 ---;·- = -- 00 

X >00 Q1.r} Om 

'.\umărălorul !;'i numitorul se .irnpart cu x 11
' (m fiind cel mai nuc dintre gradele 

numătătot•ulu.i ~i numitorului) şi se ohţ.ine: 

1 
.Inxr- m + ... + oo -

P (x) xm 
Q{l)) = 1 1 , (x =I= O). 

bm+'1m-1- + „. + bo --
:i; x m 

Limita numitorului est e b11„ limit a m1mi'n'ălorului în punctul oo ••st e a1100, iar 
în punctu l - oe este a„ (-00)11-m, de un<lc rezultă că limita fonetici rati.onale este 

<laH1 fh• rgalitriţi lc de mni su;; . 

D e 
. :1J·;1 _:!_,. + 1, :') 

c" ,. 111 p I 11: li ni - --- · __ „_ = -- oo = - oo. 
.\·10[) - ~.l~ ...!... :_; -2 

. :l., „1 - :!>· -1- 't :1 " 3 
hm - - ---- = - - {- oo):.-- = - - (- oo) = co. 

'(- - oa - ~r -r ;.; - :! 2 

3. limitele fun ctii lo r rationalc în punctele 
în care se an~lează n~~itorul 

F
. P (.r) 
IC -­

(l(x) 

Q(.ro) = O. 

o f'u 111:\ ic rationalu ~1 x0 un punc t în care ~e a nulează numitorul, 

D eoarece lini (J ;_x} = Q(x0 ) =O, 11u se p<Jatc aplica reµ- ula limitr·i dt 11 l11 i. 
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În acest caz, i;e. face un studiu direct <11 funcţiei raţionale. 

j) l>acă P (:r0) =!=O ~i Q(:i·0) = O, f . . 1- P (.rl • l 1· . 1 u n c1 ia ra ţlOna a - - - are m punctu .r0 im ite a • 
. Q(.r.) 

ter<ilt- , infi nitl', <lar. enutual, difetile. Dacu .r0 este rădăcină de ordi n pn1· a n11111 Î· 

torului Q, limitele laterale sint egale. 

E xem p le. 

. x + 7 . .i:-1.7 
· 1) hm--= co, hm -- = oo; 

x/0 x2 x\O x~ 

deci: 

. x+ 7 
hm--= oo. 
x-+O ,x:l 

. 3x3 + :!x . 3x3 + 2x 
2) lw1 ---- = oo, l1m ---- = - 00· 

.t/' -:J X+ 3 X\ -3 X -f- 3 

Dcoal'ece limitele lateralo sinL diforiL~, funcţia nu aro limită în -3. 

3· - 'l x- 'l 
3) Jim ---- = Jim = - co. 

.v.l'-5 (x + 5P x\.-5 (x + 5)~ 
2) Dacă P (x0 ) = O ~i Q(x0 ) = O, polin oamele P şi Q se scrm: 

P (x) = (:v - .'1:0) P1(.r) şi Q(:i;) = (x - :t'0) Q1(..t). 

Prin mmarc, pentru x =f= :t·0 , prin s implificare cu x - x0 obţinem: 

P (.1;) P .(x) 
--=~- · 
Q(x) Q1(x) 

Dacă funcţia P i(:r) are limită în punctul x0 , atunci: 
Q. (x) 

f 
.. P 1 {x) • 

Problema revme, deci, la cercetarea limitei 1mct1e1 ---- m punctu l Xo· 
' Q. (x) 

E xemple. 

) F f ( 
P (x) x2 

- 5x + 6 s· d" 1· · · f ·· • t 13 1 •ie x) = -- = - ---· . a s tu 1em 1m1f a a cest ei uncţ11 tn pune u . 
Q(.i:) x' -9. 

Se observă că P (3) = O ~i Q(3) = O; dec·i pentru x =f= 3 a\·cm: 

(·" - :q {J: - 21 .r -- ~ f (:r) = . „- __ „ __ „ . = - -
(.c - :;) (x + :J) X + 3 

~i. prin u rmare 1 

. .r2 - 5·r + 6 . :i: - 2 1 
hm -----= hm - - =- · 

x - ·il X~ - (/ .>..._.3 X -~ :J 1: 
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'>) .,,. f ) P (.i;) x 2 + X - 2 ~ . • . . r .. • I ') 
_ , •1e (.r = - - = ---- - . :::ă studiem hnuta acest ei unetu Ul puneLu - -· St 

Q{:d (x + ~w1 
obscn·ă ~ă P (- '.!) = O ~ i Q (- :.!) = O; deci pentru x =!=- 2 avem: 

{ (x) = (:i; + 2) (x -1) = x- 1 
(x + 2) ~ (x + 2)3 

~1 , priH unnaret 
. • 't2 + x -2 . x-1 

hm = hm = -oo. 
x- •-:! (.r + :.!)3 x->-~ (x + 2\:l 

.. P (x) :ix - - !3 . d · 1 3) l•io f (.c) = - · = .• \ vcm P (l ) =O ş1 Q('l ) = O, cei, pentru x=1= · . 

Atunci; 

Q(:cJ (x -W 

3x - 3 3 - --=-- · 
(x-W x -t 

li 
3x - :J 1. 3 

m = im-- =-oo 
:t,..l (x-1 ) ~ xrt x -1 

Jim 3x -3 = Jim _3_ = oo. 
x,..l (::; - I f x \ l x - 'l 

Aşadar, funcţia consid erată nu a re limită în punctul 1. 

) 1
,. {( ) P (:c) = x.3 - ,):z:~ + :J:i; + !) 

4 ' IC .C = - - . 
Q(x) x~ - 43? - 3x + 18. 

Se observă că P(3) =O şi Q(3) = O; 

deci, pentru x =!= 3; 

dar: 

f (x) =Jx -3) (x2 - 2x -3) 
(x-;Jj ( :t~ - x -6) 

x2 -2x - 3 P 1{x) 
=--; 

x 2 -x-6 Q1(x) 

P 1(3) =O ~i Q1(3) = O; deci, pent1·u x =/= 3; 

.Atuooit 

P 11.v) (x - 3) (.'t + 1) x + t 
Q1(z) = (:z: - 3) (x + 2) =X + 2 • 

lim _x3_-_· _.3x_~_+_3_x_·_+_9_ = Jim .1: + 1 = 4 . 
;i:->3 x'! - 4:r? - 3x + 18 x->3 x + 2 5 

o 
4. Limitele unor funcţii în cazul 

0 

1) . sin x , 
Jnn - - = .l , (x măsurat în radiani). 
x-.·-0 .c 

Deoarece x este măs urat în radian:i, pentru - ..'.:.. < x < .::_ avem I sin x I<. I x I < 
:! 2 

< ! tg .i: i . D..i...:ă, 111 plus, ,t =I= O, aLunei s.in x =t= O; î.mpărţind cu I s in x I in inegali· 
tă !ilc precede11tc, obţin~m: 

i~ Ix ! ~-1-
""' I sin x I ""° I cos :i: I 
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.Dnr, pent ru - Î < x < % avem cos x >O, deci I cos x I = cos x. De asemen en x ~1 

sin .'.f. nu nceln~i semn, deci Ix I = _x_. Inrgnlit rq ile precedent e sc scrin : 
I ~ i n x I sin x 

deci: 

de unde: 

1 ../--=-- ~-1-""'" . ~ sm x cos x 

sin x 
1 >- - - :;?-- COS X 

X 

sin x 
- 1 -< - - - -< - cos x . 

:V 

Adun1nd 1 cu toţ.i membrii, se obţine : 

sin x 0 <'. 1 - - - <'. 1 - COS X 
X 

decii 

I si: x - 1 I = 1 - sinx x < 1 - cos x . 

D::ir: 

liro (1 - cos :r) = O. 
~-o 

Aplicînd crit eriul majorării rezultă: 

Jim 
sin x _ 1 - -- . 

Ob se r v :i. ţii. 1°. Dacu m este m:lsurat în grade ~i dacu y cstP. măsura acelui:l~i arc in 
radiani. atunci1 

1in :i: sin y 1t ein y --= -- =- --· 
~ 180 180 y 

-y 
• 

El 1t • sin Yn sin 3'n 7t 
acă xn-. O, Xn=f::. O, atunci Yn = - :z:n -. O si Yn=t O, deci -- -+ 1, d o und e - - · .+ - • 

180 · y11 X n 180 
adiei.t 

li 
ein x n m- - = -, 

:t->-0 X 180 

Alegerea radianului ca unit ate d e măsură a arcelor prezintă deci :ixan t::ijul crt ln c:tlculul 
onor limi te se obţine un rezult::it mai simplu. Acesta este unul dintre m otiwlc pPn t ru r::i re în 
tnaliza matem::itică arcele sînt m5surate în radiaru. 

2°. Avem de asemeneai 

lntr-adevi1r, pentru x =f= Q 

lim - x- = t. 
;i:- >O sin x 

X 1 - -=-- · 
1in x sin x 
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Se trece :!JWÎ la limi1il. 

2) Dac{/ lim 11 (.r) =O şi dacă u(x) =f= O pmtru x =f= x 0, atunci 
.1:-x11 

1
. sin u(x) 1 im = 

;>,;-.c0 u{:r) 

Într-ndevi'1r. notincl y = u (:i:) , obsrrv5m d t dad'i x-+ a·0 (~i x =/= a·0), :llunci Y-+0 

(şi y =/= O), deci: 

1
. sin u{x) 

1
. sin y 1 1m = nn--= • 

x-,~. 11(l·) 11-.-0 Y 

Din această formulă deducem, în particular: 

lim sin o.x = _.::. , ({3 =/= O). 
x->v [3x f3 

Într-adcvrir , d acă o:= O, uvem sin o: x :::::=::O ~1 egalitalca <'~ I c verificată. 
Dacă o:=/= O, avem 

sin ox o: sin o:x 

~= ~ ·~ 

şi se aplică formula precPdcnH\ pentru u(:i:) = o:x: 

J• sin cu: « 
1
. sin o:x oe 

nn--=- 1m--=-· 
x-0 (:lx f3 x-Cl o::' (3 

3) lim tr; o::c = ~ / , (~ =/= O). 
:\ ..... ) [;:r ~ 

Într-adevăr: 

Jim cos o:x =Jim cos y = 1 
x-HJ u-1.1 

deci : 

j . 11? ct::i' 1. şin a:r 1 J' $În cl.1: .11.n1 
__ 1 ___ _.::. .• 1 = .:!:.. • im ---= 1m--.--= im---

,__--0 ;~x :, _,.,., fj..c cos 7..X x--u :~x .\""""° C03: 'l.X ~ ~~ 

5. ·Urnitele unor funcţii în cazul 1'"' 

Daui lini u(x) = O şi d~că u\:1) =I= O pentru .1: =f= Tn, atunci 
;\-->\) 

I 

lim (1 + u(x)) 11 
\x ) = e 

~-+..\." 

- ,138 -

Tnt 1 ·-~ d i>v!ir, 111.1Li'ln1 !J = 'u(:r) ~i ulJ~ervl'.tm ct'1 dacll x-. a:0 (T =f- :r0 l. at·unci •/ -•O 

(şi y =f= li), d(•Ci: 

1 I 

lim (1 + u(:r))-;;(:i:') = lim (1 + y):Y = e. 
:x-:r, u-o 

De exem plu 1 

1 1 

lim(t + a:2Jx' = ll; lim (1 
x-t' . :\·-··t 

--)
3
/x- l . + r:i -- 'I 1 

• = c; lrm (1 - ' ') 
x--o 

Uneori, cînd se ajunge la cazul 'l"", se foloseşte limita de mai sus. 

E :iempiu. 

::..=.!_'X' = 1 - 1 + =-=-- X = 1 - _'.°_ = 1 - ---1) ' ( 'l )x' ( ( ') ) 
(X + '1 J ( X -!- 1 :r + 1 X T l 

x+1 --
Dar, Jim (1 - -

2
-) Z 

Ţ~Oo :r + 1 

deci Jim ---- = „-"' = O. 
(

.1' ·,- 1 J' „. 
;r->0o X+ 1 

= e (d eoar C'CI' lirn 
X „,oe 

-2 
i -· I 

= O\ ~i Jim 
.\ ~oo 

Recapitularea L1nor limite importante 

L Polinoame: 

l
i liin Pl:r) = )'(::i·0 ) 

1

1, k 0 finit). 
:r:- -

Jim (a 11xn + (i71-t xn-1 + .„ + a 1.T + 110 ) = fi n ( .L 0::) '11 

:i..·-„-:._ oo 

Il. Funcţii raţionale: 

Jim 
X-Jo± OO 

1 11·111 !.?_!::l -_ ?1 ~ ·~i ! (Q( ) -'-o J" • ) I , x0 _.,... , x0 nmt . x-•x, Q(x) V(.ro) I 

a„:1..n -l- an-i .Tn-1 + .„ + n, ~· + 110 

b?il :rm + bm-i xm-1 -t- „. „. h,.c 1 b0 

O, dacă n < m 

_an , dacă n = m 
bm 

„. 

=j 
fi n (± )n-m d -b- · oo , aca 
m 
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m. Funcţia radical: 

I ~_:.lYx = fYXo I' (:r0 finit) 

lim j;/" x= oo 
.\.~00 I lim ~11+ !/-; = - oo 

x ->- oo 

• ·I 
Jim - -= oo 
:>.·'\O lY ::i; 

IV. Funcţia expouen~ialli : 

I~~. e"' = e·'·· l' (% finit sau jnfinit). 

În p ::rrticular: 

I lim P"' = oo J 
L:.:.."" - -----

V. Fun<'.ţia logaritmică : 

l x~>~:1,Jn x= ln :r0 l , (0<x0 < oo) 
I 

Jim ln :r = - oo 
x --0 I Jim ln .T ,-,, oo 

·'" ' "" I I . ---------·-- · 
VJ. Funcţii circulare : 

lim sin x = sin x:0 
x-->x. 

lim cos x = cos :z·0 I ' (a:il finit) 
X->.\:. --------...! 

;~·~. tg :i: = tg Xo, [ , (a·0 finit, .-r0 =I= (21; + 1) ; ) . 

-, lim ctg x = ctg x0 I ' (x0 finit, Xo c:r /m). 
x-+x. 

'--~~~~~~~~-l 

VU„ Alte limite : 

Jim ~in x = 1 
:t-:-0 X 

. ( 1 ):t lim 1 + - = e 
:t->± <>o X Jim (1 + x) "' = e 

x->O 

- ,lAO -

E "erciţii 
l) ,\plir in rl rlrfini ţi:.. limit r i n n<'i funcţii într·un pun<'t , să se demonstreze căt 

.T- 1 
a) Jim 

x- ... ~ 

c) Jim 
x-l 

'l --==- · 
2x + 1 7 ' 

3x + 5 

(x - '1)2 
= oo; 

x3 + 5 1 
e) Ji m = - · 

x-„- ao '•:.r:;,-x2 + 1 ft:' 

b) Jim --= - ; 
).'->- 1 x - 3 2 

d) liro 
2,xll +X+ 5 

„_ 3x~-2x + 1 

f) Jim 
x2 - x+ 1 

:i:-- x-3 

2 
=3; 

=co; 

h) Jim 
2x~ + a:4 = - oo. . :J:r 4 - :J .T + 7 

o•\ bm = oo; 
"x-·--oo :la..:! + ~· + 1 x->-aa :i,.:1 -8 

2) Să se o.rate <'ă foncţiile : 

(
1
i:r) = si n x ; f~ ( x) = co~:;' ; f3 (.r) = t go x; f~(x) = rt~ x nu au limită în pune.tul oo. 

3) l "Lili„lnd rezultat.ele din § '1 3, nr. :::, i;~ so <'!'rCC'tezo da<'a funcţiile urm:itoaro a u limit::i i11 

punr tele specifiC'a le: 

a) f(:r) = ~în punctul x = -7; 
x+? 

'.!.T • b) f (:r) -= -- in p11nr t11l :r = -1 P,Î î n pnnctul :r = 1; 
:r~ - 1 

1 o) f ix) ~ 1n punctul :r '"'"" 2 ~i î n punt'tul :r = 3 ; 
(:r -- 2) (:i-~ - G:i: + 'J) 
l 

d) f (:r) = e x în punelnl :r = O; 

e) f (:r) = --
1
-- în punctul x = S: 

1 

1 + 5 x-i 

·1 
f) (f (x) = ------ în pnoctul :r = • : 

ln :i: - '1 

C) f (X) - -
1
- În punctele X = 0 ~i X = 1 j 

I 

i) f(:r.) 

t=-. 
1 

~l11X- l În pllD<'tul :r 

. 1 a + 8 IO -
X 

,...., ---- -- în punctul ~c -.,, O. 
;i; 

4) \.ons id Pl'incl rilclă dnile ecua\ir i o .r~ - G:r - - ::: "'"'·o, ca funcţii cl C' o, să ~e st abil<'a~C'i'i 

1·:1rh C'ini ~rn limi t.ă în p1m ctnl " ---" O. 
5) :\01 l11d c 11 [:r] p :Ht ea l nfrPa:ţ:I a 1111m:ir11h1i a·1 

[x] ..,, { /1 d aC'ă n ~ x < n + 'l 
- n d ac!i - n ~ x < - n + 1 
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sl\ se cer cetezo daci't funcţiile următoare au limitil. to punctt'le speciiicate: 

:l) f t:r) ,..., [x) ln punctul x = 2; 
I.o) {(;r) = (-xl lu punctul x = - 2; 

(- i )lul+2 
c) ( (:1:) = --.--- în punctul x = 2. 

a·- -lt 

6) A.plicînd criteriile din § 14 nr. 2, să so calculeze limitele următoarei 

) I
. . I 

a 1m .:rsrn - ; 
:r;-+-0 X 

1 
x2 si n - ­

:c 
c) l iro --- ; 

x-~o 1g ~; 

e) Jim (2.:r2 + :r + 5); 
X _.00 

x+3 
g) lim ----

1 (2:c- 1)2 
x_,.-

2 

') li ( x3 - 2 ~ ) 1 m -.-.-,---cos-.:.:r ; 
x-•oo .!.1- - I 

h) Jim ~c (cos _!..)-x• f<x > O); 
;i;-..-0 X 

d) Jim sin rxx '(ix> O, (3 >O); 
:,·-· oo ~L:; 

f) lim (x~ + x + 1); 
~-..-oe 

h ) lim (x +sin x) ; 
x-.°" 

j) Jim (2 + sin x) ln x . 
x-ao 

7) .Aplicind tro1·t:'mr1'• asupr•t opC'raţiilor l'll !imit!' cir fnnctii, ~i• l'e calculeze limitl·lc următoarei 

a) lim (x2 - j ,1· + 2) ; 
x-+-~ 

l'-2 
c) !im---- , 

x-•l x 2 + x + 1 

c) lim (x -- 1) sin2 x; 
r. 

x~ -
'• 

8 ) a) Jim (Z:„3 + x 2 + 3~· - 8); 
.\-·Q) 

c) Ji m (.r4 - 5x3 + 2x" + 1); 
X-"- 00 

9) a ) lim t/:i2- .1· + 1; 
~-+~ 

c) Jim (1 + 3Xl)"; ,,,._00 

e) Jim /:x•-x+l 
x ... -2 

g) Jim :rectgx. 

X_,. ;,:. 
2 
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b j Jim (2x~e"' - :i? + 5) ; 
„---.3 

ci) Jim (2:t~ - 5 liÎD xi; 
3:-: 

x-:~-

2 

f) li~1.: (xS COS X + 7 tg xj. 
,l. . 

x->-
1, 

b) lim (1 - 2x - 7x2) ; 
.\' ·00 

el ) J;m {:.L.J - x2 + 5x + 7) ; 
x-- ao 

b) Jim (xi - 3:c2 + 3) y;i I 
I 

x~- -
~ 

d) lim t/2x4 + 1; 
:t.."-+-00 

Zx+f> 

f) Jim 10 X+l I 
6 

a; ..... - -
2 

1 -Yx 
h) Jim lf1 +X )~ , 

X\0 ~+X 

Q lim r 2 + 5:c + 1 ; 
x--

k) lim e'1:!' + :ic • 2 
%-+-CI> 

x-+-cm 

j ) lim a 3 - :ic - "'
2 (a > 1) ; 

x-

1) Jim (_!_)x4+x<oi+Sx 
;('-- 3 

n ) Jim a x ' + 3x2-x+i (O < a < 1). 
x-+ - Ol) 

Utilizînd rezultatele din § 15, să se c:ilcuJezt' l.imitt>le următoare : 

10) al Jim (x6 -13x:! + 6x2 + 1) ; 
:t·~- ao 

c) !im (3x9 - 2.0 x7 + x -19); 
x-- oo 

) 1
. (1 - x ) (x2 + 3) 

e 1m ; 
:~-ao 5x3 - 2 

) lim x - S 
~->-00 :i:ri - 'l Îa.'°' + 1 

. 2-6x - x2 

i) Iun ---·--- ; 
x-- oo 3x + 7 

t/:i·2..L 1 
);)Jim-·-'- ; 

:c-oo J; + 1 

V ·1 " + I +V-X m ) Jim ____ I 
x~oo t/ x3 -j- .t - X 

'lx-" 
11) a) lim - " • 

( 1 4 ( '1) ' x-<--oo X+ ) .1·+ ~ 
x'-2x:.! 

c) li m 
x -A! 3x6 + .rJ + :1.r.2 

. .1.:J + 3:i;i - 9.t + 5 
e) h m -- • 

X- •l ( X - 1 )~ t 

xn -1 
g) Jim (11 , m E JV); 

x-- l ..t''h - 1 

. Vx +V7- 2 
12) a) !im ; 

:c-1 x -1 

. t/'l +X-- 1 
c) hm '----''-----

x-o-O X 

) I
. t/3 -j- X+ .'.1'

2 - i/9 - 2.:r + :t•
2 

e im 
X->~ • X~ - 3.i; -j- 2 

b ) .<~i.'~ (-~ x l - :J1.2 - :1 :i· + 7 ) ; 

el) Jim (X + 1:J~·2 - 2:r7) j 
x--„oo 

f I
. t:!x+1 )( 1-:lx) 

) H ll ------- • 

x-- oe :c'!. + :r -+· 'l ' 

3J.: - :>.t2 + 11 
h) l.im - - ·· - · --- ; 

.~--ao ·J - 2.r 

j) lim 
x~- ao 

v~ ...!...1 
l ) !im „· - -- , 
.l ~- oo X 7 1 

. . v:r2 ~:1 + v2-;;:c-:t 
n) hm --·---·-:= ·_ - · -- • 
X->- oo t/.1.2 - l - ..C 

- 3.t• + Î 
b} !im-----'---­

,__.,, (:lx - 2,1 (.r - - 2)8 

. :r4 + 2.r2 -3 
d } 11m -:; · -·.-- --·-·- ; 

X - >I .t·· - 3 .C + 2 

f ) Jim(-·1----~)' 
x·-1 1 - ,i; l - ·'"l ' 

xn - 1 - 11 (.r - l } 
h) !im ·--- -·- -·-.,--, (n E N) 

:i. - ·l (x - ·I) -

. vr~-v:.w 
b) ltm · - ; 

x -20 :c - :!U 

,/ 1 ~- 1· .L .t2 -- 1 
d) limv · ' ; 

X---0 .V 

Vi---+7 - V I+ .1·
2 

f ) Jim ·-- -·- - ..: ._ : - - --- ; 
:•-·O t/·I T :t· - 1 

g) Um (t/ x2 + :r + 1 - t/ x2 - x + 1); h) Jim (iYx-+ 1 )TŢ ·( -iVf:"i::i + 2a·2 -L 'I ) j 
X-,,.CIO x-·-oo 

i) Jim (Vxs + :i;4+ 1- :c); 
:c-

j ) Jim (V xn + '1 - x). 
x_,.oo 
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, . 
~ 

~3) J:i'ie funcţiu 

X - X ----- l'.1:, (( ) - l' X -- 1 , 
'u i-· I 

Să ~e ilete·rmine /, as tfel înclt funcţ.ia f .;fi aibă limită finită în punctul oo. 

l•) Sa se d etermine C1., f?, ,y, p astîcl încî.t: 

7 lim (V9x4 
- 24a,~ + lix'l + 5 - (C1.xp + ~x + y)) 

~:-:-oo 
=-„ 

3 

15) Fie iuncţia 1 

m 

f (x) = I:; V =<kJ;2 + ~k·'E + Yk - /..x - µ. 
7' '--1 

1°. Să se determine ('.ondiţ.ia ea do1ocnjul maxim de definiţie E al lui f şă conţ.in ii o seJni­
drrapt.:"1. 

2°. În razu.I în care + ~ est<J punC't d e acumula.re al lui E, sii so determinf.'I i. ~ i ;.t as tfel 
incit ~ : , a vem Jim frrj = O. 

x-xe 

Su se calculeze limitele următoare: 

'2:t:1-5 

16) a ) lim e ~tl l 
;r--· ~ 

x-r. 

(
2:z:2 + 1) (X- lJ' c) 1im 

ot->l 3x3 -- 1 

1-Yx . (1 + x ) """T=°i°" •) Jim - - -- -- 1 
:;t--l - ~ + ::c 

~.\' - 3 

g) Jim (:irct. ;r ,r.) -(\'___--:-~ )? 1 

sin (2.r - 'l 
17) a) Jim - ,· · ·-:-- : 

l l!J.1'- ,) 
x ·-> ·-· z 

şin :7~:1: 
o) Jim _- --- ([3 ::f: O); 

x--.J ' =l n ţj.r 

co~ 3~c - co~ :x 
g) Jim 

0 
- ; 

.;\··-(I .f..; 

t g- .rr - siu x 
i) lim - -- „ r 

a·- -.·0 .'E" 

-

b) Jim a , (O < n < 1); 
;e-- r.a 

p -l;;r.; 

d) 

l - } ' ;; . (1 + :r )-T~~:--
f ) hm --·--- I 

"'" '"°" 'J + :r, 

s·in itv 
b) Jim -·: --„- ; 

;r- '·U ~1 ll ,, .V 

d) Jim ~-~-:-:~, (~ -f O) : 
x --0 t ~- '.3 .1' 

1 - C'O ~ :i_· 
f') l im - ·- ---;;--- ; 

;\' -./) :r· 

COS Cl.:1' - C'OS ~X 
h) Jim - ------~,~.j----- ; 

;\~~···O 
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1 - cos3 x ·------ · 
- 'l :v SJn '"X 

. 

vco;;- 1 
k) Jim - - - -;;---- 7 

X ->O .r.-

. T~· - }fcos~x 
p) hm ~ 

x ->0 x 3 ' 

.'!' • X 
cos -·- - s in -

2 2 --- ~------- ; 
cos :c 

arc~in (1 - 2x) 
18) n) !im --~;-:,--·--·-- ; 

l I.X" -1 ~, __ 
~ 

) I. o (f> c 'tl 
C Im COS --'- COS - • „ OS - ; 

~·-~ ~ 22 2n 

19) a) Jim -· - ' - - ; (
:r -+- 1)x 

x -+oo :r ·-- ·! 

1 

e) ilm (1 + t ~~ V~r)2-_;:; 
x·\,, 

g) Jim -- - -. (1 -+- t •:- ~r J' ·'· 
r.-oo ·J + ~i n J --

( ,,._ )'' i) Jim r n" - ~- ; 
:t'· ~·. :ci • .i 

e~.-'- 1 
20) a) lim --- ; 

x---0 3x 
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' /-1 ---~-- t ;: .r - l, - t g '.r. • 
.f 

sfo mx --) q) lim - - (m,n E .1\ ; 
x~ sin n x 

i;) 

arcsin x-~­
o 

h) lim-----
x?O X - 1 

ln (1 _.__ ""x) o· 
d) lim ---- -,;"") , ("'- > O, ~ > J ' 

;t~\Xl ! Jl (1 + f'1 

h) Jim -·-- ; 
( 

2x _L ?_, ).'.t-'-1 
x~ce :2.r + 1 

d ) Jim (1 + ;r2\ CU7':t ; 
x~~1 

1 

f) Jim ( co~ x );>" 
x-~o c os 2.T 

j) Ji m (co8 -~ + '.3 ~in .'!.:.. )x; 
X-'-0 ~f. .r 

e:o.."' -COS X 
h) Jim----:;- --- • 

x -;;..0 X-' 



Capito l u l 

IV 

Funcţii continue 

În capitolul precedent s-a studiat comportm·ea unei funcţii f: E __. R în juru). 
unui punct <le neumnlare :1.·0 al lui E. Punctul a·0 nu aparţine în mod necesar lui E, 
şi chirn· d acă a·0 E E, Yaloarea f (.T0) a lui f în a·0 nu sc ia în consideraţie. 

În acest ca pitol se studiază comportarea funcţiei r nu numai în jurul lui Xo, dar 
şi în punctul :1·0 ; anume, se compară va loarea funcţiti i în Xo cu valorile sale în punc­
t ele din jur ul lui :1.·0 • Pentru aceasta es te necesar ca funcţia f să fie definită şi în :va, 
adică :1·0 E E. 

Pl'Oblelll a care se pune acum se poate formul a astfel: să se cerceteze dacă atunci 
cînd :1.· se apropie de a·0, f (x) se apropie de f (x0 ). Mai precis: luînd şir.uri Xn __. x0 for· 
m a te din puncte (nu neapărat diforitc de x0) din E, să se cerceteze dacă şirul f (x)) 
al Ynlorilo1· func\iri are ca limită chiar valoarea f (x0). 

::;rt uh«Pr,·ăm că în aceas tă ultimă formulare, problema are sens chiar dacă Xo 
nu r.s tP p11nct de acumulare al lui E (dar aparţine lui E). Într-adevăr dacă Xo E E, 
exis1 (1 to tdea una şiruri .-vn -+ a·0 formate din puncte din E, anume şirurile constante, 
.~·11 = J'0 , iJ1erpîncl de la un anumit rang; iar dacă Xo nu este punct d e acumulare 
al lui R, a<'estca sînt singurele şiruri de punc te din E convergente către x0• P entru 

astfel de ş iruri aYcm totdeauna f (xn) -+ f (.T0) deoarece f (xn) = f (Xo), începînd de la un 
anumit ra n~. Aşadar, comportarea funcţiei în pune.le :i,·0 E E care nu sînt puncte de 
acumulare a l1· lui 1,· nu rwcesită un studiu special. 

Rămîne <le s tudia t comportarea funcţiei numai în puncte x0 E E care sînt puncte 
de acurnubrc a le lui E. 

De aecca , în to t re!'-tnl m anualului Yom considera doar funcţii f : E-+ R definite 
pe mul\iu1i E fo rma le nn mai din punc te de acumulnl'e, fără a mai face de fieca re dată 

aceas tă sp<'cificarc. As tfel de mut(imi /:· sini , d r exemplu, r euniunile d e intervale 
n ereduse la un punct. 

§ 16. Definiţia continuităţii 

1. Analiza unui exemplu 

În limbajul obi~n uit , a spu ne r :1 o liuic c· 11rbtt l'S t e „conlinwi" înseamnrt a spune 
că ea 1w ari• în t1·en1p<'l'i . Dacă într-u n punct c11rhn se î n trerupe spunem cl'.t ln acest 
punct ea nu este continuă sau că es te „discontinuă". 
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J n pnrtic11 Jar. rurhu pn;'l t 1' fi graficul unr i Funcţii. Se pune atunci prohlema să 
y pr] Prn la ci· rl'v in1' pt:" ntn1 (unq ic această j)l'Oprie ta l e intuitivă d e „cuntiouita te" a 

graficului s[lll. P Pnlr11 acea <; la. "ă considerăm m ai întîi un exemplu simplu. 
Fief funcţia Jefinită pe interrnlu l [O, 3] în modul următor: 

f (x ) ~ 1
1 

2x, dacă O -< x < 1; 

1 dacă 'l < x < 2.; 

2 dacu a: = 2; 

1 clacă 2 < x < 3. 

Grafir11l :wr~tri f1mqii es lP t rns1it în fig111·n 5'.. 
Oh~t·1·,-~,in .-~, a<'f'"l grafic ~· · în t1'Prt1pt• in dreptul absciselor 1 şi 2 d in domeniul 

d e. drfini\ic :11 fu11cţi 1 · i. Sii ron~iclP1·ă n1 p unctul P ( ~-, j )· În aces t punct curba nu se 

înt rerupr. Ps lP 1·0111 inur1. Sri "ak1Jli'1111 li111i tn fu11 c \ÎPÎ în punct 11l ~ . În jur11 l punctului 

(pentru O< .T < J j :1 \ "t' lll { (.-r) = '.! :r, der i lini f (:r) = Jim 2x = 1. 
2 I l :\ . ~ x- z 

'l 
Din 111od1d lll (':ll'(' <1 fo,_ t drfini tri func ţia r J'f'ZUltă că \'almtl'Pa sa in punctul -:;-

esle dP ; l ,('Jll( ' JW~t j , r( ~ l = 2 . . ', = ·1. 

A~auar, f1111 cfia arc li111ilii în prm cl ul -:;· .~i limita este egol<1 cn valoarea funcţiei în 

acPSI punct: 

lim .f(.1:) = t(2-). 
t • 2 

X - 2· 

Altfel ~pus , iwnl1·11 a calcula l imita f11nc\ iri în punctul ~ , putem înlocui direct 

I 
în funcţ ie pP :i: cu - • 

~ 

Dacit luăm ah punct <l e pr gra fic, de abscisă a·0, În care curba nu se întrerupe ( este 
co11tin11cl ). Yn rezid ta 111 mod a11alog ni f1111cţ ia are li.mită în p1111ct11l .r0 .şi limita 
es/e egalu Cil valoarea f11111 ·ţ ie i in acest punct: 

Jim f (x) = f (a·0) . 
X-:\·o 

Altfel spus, da cii într-un punct de abscisi'i, :i·0 

grafirnl mt se În/rerupe, al1111ci limita fw1c{iei 

în ;11111clul a·0 se obţine înlocuind di rect Zn f'uncţie 

pe .1· cu x0 • 

Să Yedem ce se înt împlu în punctul de 

ah~r i ;, ii ·t, 111 care cu1·lrn se rlll l'Ct' llP" · ~e o l>scn·ă 

cii, lirnita la sliuga es te 2. iar limita de dreapta 
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este 1. Într-adevăr : 

/ (1 -- O)= lim f (x ) =Jim 2 x = 2; 
X/„l X-·:~ t 

f (1. + O) = lim f (x) = lim 1 = 1. 
X\,1 x--..1 

Aşadar, ( (1 - O) =f:= f(i + O), deci funcţia nu are limitii în pwictnl 1. 

în punctul de nhscisă 2, în care curha de asemenea se intrerupc, limitele la stînga 
şi la dreapta sînt egale, { (2 - O) = 1, { (2 + O) = J, deci funcţia arc Jimit::i 1 în 
punctul 2: 

lim f (x) = 1. 
x - >2 

Observăm însă că f (2) = 2, deci limita în punctul 2 e:i:istă, dar este diferită de 
Mloarea f (2)a funcfiei în acest punct. 

Aşadar, pentru ca graficul să fie continuu într-un punct d e a hscisă :r0, nu este suf1:­
cientă numai existenfa limitei funcţiei în punctul x0 ; în plus aceastc"i lim ilct trebuie set 
fie egală cu f1aloarea funcţiei în punctul Xo· 

2. Defin·iţia continuităţii unei funcţii într-un punct 

. Fief : E ~ R o func·t.ie. După cum s·a eonvcnit :ln introducerea c::ipilolului, mul­
ţimea E este formatrt numai din puncte de acumulare. 

Consideraţiile d e la numărul precedent conduc la: 

.Def i niţi a 1. Se spune că f1mcţi.a f este continuă î.ntr-un punct :r0 

din E, dacă fare limită În Xo şi dacă această limitt\ Nite egală cu f (;r11) : 

Jim f(x) ci f(x0). 
~.,.x, 

Acrnstă egalitate se scrie: 

I ;~~ f (x) = f ~~:!~ x) I 

ceea ce se poate for·mula în mod sugestiv spunî~d că „o funcţ,ie continur1 comută cu 
limita". După cum se va vedea mai departe, proprietatea de comutare are loc şi dacit 
se "inlocuic~ te x cu anumite functii u(x) (v. continuitatea funcţiilor compuse). 

Deoal'ecc limita unei funct ii se defineş te cu ajutorul ~irmilor, continuitatea se poate 
de asem enea defini cu ajutorul şimrilor: 

T e o r e m a I. Funcţia feste continuă în punctul :?'o E E dacă şi numai 
dacă pentru orice işir :ca -. a·0 de puncte din R aYem f (xn) -. f (:c0) . 

Demonstraţie. Egalitatea Jim ( (;1;) = f (x0) are Joc dacr1 ~i numai dacă pentru orice 
x-:-x 11 

Şll' x11 --> x0 format din puncte Xn =f:= :i·0 din E aYem f (xn) -. f (x0 ). 
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Dar, deoarece f(:r0) este limita ~fr111ni (f(~11)) 1 n pnrtr:: din termenii f (T,,) (;iau P.hfor 
toţi) pot fi egali cn limita f (:r0) crl'n r.0 .ln,;;P.amnă ră n pnrtP din tf\rmenii 'n71 (sau chiar 
toţi) pot fi egali cu x0 , as tf;o;l 'incit reRt.ri cţia :r n =f= :t 0 e,; t i:i ~n1wrfluă. 

Teorema este astfel demonstrată. 

Dacă funcţia f nu este continnă într-nn pnnct .Tn dh1 domeniul ei de definiţie E~ 
se spune că este discontinue/, în punctul :r0• Dup(1 <'.1.lm rf:'znllil şi din exemplul de­
la nr. t, o funcţie r este cli scontinnă în ~C:m fii' în cnznl .:înrl f r.metia nu ::ire limită 
în :i·°' Iie ln cazul cînd, deşi funcţia f are limită în x0, Jimitn t-Rt f' diferită d e Yaloa· 

rea / (Xo) a funcţiei în acest punct. 

O h s e r v a ţ i e im p ort a n tă. Pentru a stabili dHcă o Îiln('ţie ef1fo eonti· 
nuâ sa11 discontinuă într-un punct :i·1i. trebuie să compnrlim limitfl funl'ţiei in pune· 
tul .T0 eu mloarea f (Xo)a fonetici în acest punct· . Pentrn nce::ista tri:ihuie ca f să fie 
definită în aJo, adică punctul a·0 să aparţinâ domeniului df'. definiţie. al fun cfiei f. 

În punctele în care funcţia nu este definite(. nu are sens să se pună problema -con.· 
tinuităf ii sau discontinuităfii. 

Astfel, funcţia f(x) = tg x mi este definită î n pnnctul X = --·9 
~! 

aşa incit nu tt'ebuie . spu. 

nir.i cit ('St(' c."n1inui:i, nici că este discontinuă în punctul ..'..'..; problema continuităţii fl ;l.U dfocoD• 
2 

tinui tăţii în acest. punct, pur şi simplu nu arn sens. 

Tot astfe l, p('nLrn funcţia f( x) = logax nu arn sem< sii l'P spuni"'1 că <?~t~ di~continuă î n pu.no· 
tul O sau în punctul - 3, dC'oarece nu est e definită in accRte pune.te. 

· • { ' · p f x) l -' • f · ·· P · Q • d - t De a semenea , dara \-") = -·- est e raportu a uoua nnctu ş1 ş1 aC'a x0 e~ a o 
Q(x) 

rtid,"tcină a numit orului , (> (~:0 ) =O, funcţia nu este definită în x0 , d f.'ei nu urP- sew; să so p\mă 
problema continuiLă"ţii sau cliscontinuităţ.ii în acest punct, chinr da~â funcţia are limită tn x0 • 

. sin x 
~' e:iwmpht, funcţia {(x) = -- nu este definită în punctul O, d eoaMca numitorul 1a 

X 

• l ' · î I O l' sin x 1 T • anuleazii tu aeest punct. Funcţia are rnsll. imită n punctu , 1m ---- ""' . otn~1, nu vom 
x....O X 

spune că funcţia e11te discontinuă în punctul O. 

O b s e r va ţie. Noţ.iunea precisă de continuitate a !unqiilor a fo:0 t dcgaj::itrt din uoţi11-
11ea intuitivă de neintreruperc a curbelor, dar aces te două noţ.iuni nu sint ln toi.ul cehivalent.t>, 

Astfel, graficul funcţiei tg x se întrerupe ÎII. dreptul punct ului ; , dar nu spunem că tg x est.e 

ucontinuii în!!.. (deoarece nu este definită în acest punct). 
2 

Pe-de altă parte, există unele funcţii cărora nu l e putem tra~a g1•aficu{, dar J,,, putem aplica 
defini~a coa-tinuităţii, astfel incit în acest caz nu mai putem compara noţiunea Je co1Jtinuitate 
a func.ţi.ei cu cea de neîntrempere a i;rai'iculw. De exemplu, funcţia ; 

{ 

a; pentl'u a;. iraţional 
H~)·""' 

O penta'u x raţiomtl 

este continuă în O (<leoare>ce Jim f !,r) = ·O 'i.flO) = O), dar nu-i putem· trasa · gr~ficul- ca ~ putem 
~\·- ·•J 

oenBtat.a că nu se întrerupe Ul. ~:ti~ia.. 
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Continuitatea unei fu neţ ii pe o mulţime 

De fi n j ţ i a 2. Se s1nme că o t'tu1cţie t : /·; -+ N t'St e contltmli pe 0 
mulţime A c E dacă este continuă în riecare pnnct din _ \. 

Dacă o funcţie este continuă pe toi domeniul e1 de clefiniţ.ir E. ~<' spun<', mai 
simplu, că este continuă (fără nllă !<pecificarf' n;;upra mulţimii pr carr urr aceac;tă 

proprietate). 

Funcţiile elementare sînt continue: 
1) Dacă P(x) este un polinom, avem 

lim P l x) = P(x0), l·1·0 E R ). 
%-+X. 

P{x) 2) Dacă f(:i:) = -- est.e o funcţie ruţiona lă i:i dacă Q(:i·0 ) =f= O, 
Q\:r) 

avetn: 

lim ~i:i:.J P (x0 ) 
=--

~·..:...\.·o Q~..t 1 

2n ... v- "n · 1/- 1 1 lim · x = ~ ·-tr :1·0 , (:r0 E fl ) -<Î lini -,- -
1
- - - --- (x -'= 0) 

, • - I \ ,1 
1
Î ~l)•• - 1/" ·•· 4 • o-, • 

x-.ţ, x ·Y I .r 1· :1 ,1 

li ) Jim :t·:r = xr,, (:i·0 2- O, o: >O) ~i li111 _!._-= -
1
, . (.1'0 > O, o: >- O). 

x~·x.:i .\ -„.\" tl x .Ju 

5) li1r1 ax= a~·o •a > ()) , ' , . 

6) l ini l o~a x = log-0 .1·0 , (a > O, o ::± 'l, .T,, > O). 

7) li111 ..,in :r =sin :!'r11 lim C<>" .r = <'M :i·0 , (:1·11 E fl) 

lirn tg :r = tg :i·0 , (:r.0 =I= (21-: + I) 2, /; întrco-) 
, \ j o' 

x~· .\ , -

lini dg .1· = ctg x0, (x0 =/=Im, k întreg). 
:c...,,.x ... 

8) lirn arcsin :r = arcsin x0 şi Jim arccos :i· = nrccoş :r0, (-1 -<. :r0 -<. 1) 
X->.\'.,. :.,·_,..'t"o 

Jim arctg :r = a r<'tg x0 şi lim arcctg x = arcctg :i·0 , (a·0 E fl ). 
x~~ ~-~ 

Aşadar, polinoamele, funcţiile raţ.ionalc, funrţia radical, fun cţia 'putere, funcţia e:rpo· 
nenţială, funcţia lnţ!nritmică, funcţ.iile circulare dfrecte şi funcţiile circulare reciproce sînt ' 
continue (pe lot domenilll lor de definif.ie). 

Se v:\ vedea mui departe că şi celelalte funcţii elementnre (care se ob\in din cele 
precedente prin operaţ ii ,algebrice, operaţia de com punere şi operaţi a de invcrsa1·c) sînţ 
de asemenea continue. 

-150-
„ 

§ 17. Operaţii cu funcţii continua 

J1eoa1«'ce dcfiniţi:i. ronli1111i1i,ţii cslf' hazatr1 pr limi tr <le funcţii, o SP; i:; <ll' pro· 

prictiiţi alr limÎtf'l<>r dr f1111qii ~<' rt>gr1"<''><' ln ll11JC•\iile nrn1 irn:1·. 

1. Operaţi i algebrice 

T e o r c m a I. Dacii r ". , ...... 

funcţiile r + g, r - g, (J.f, (x 

E ...... R sînt două funcţii continue, atnnci 

real), h ~i +, sînt de asemenea contlnuţ. 
" 

Demonstraţie. Fie .T
0 

un punct o~ rccare din E. Deoarece f şi g sînt continue pe E, 

~înt în particular continue în :1·11 • dPei : 

lim { • .r) = f (.t•0) ş1 li111 f.'\'i:) = g(.:r0) . 

Atunci: 

lim if (x) + g(x)) = 11m f (::r) --;- !im gf:r) = f (x0) + g(xo), 
~-xo x- :\·o ·' --Ao 

deci f + g este continur1 în .rw Cmn :r0 :i. fost ales arbitrar în E , 
continu[l în orice punct <lin 1~-. adică r + g este continuă pc f ;'. 

La fel se arată d l func\iilc f - g, 7.f ~ i fg :<int continue 

rezultă cr1 f + g este 

pc F.. ~i 1·r1 fonr·t.i:i. f 
g 

este continuă pc mulţimea punctelor x E E în care g(x) =/=O. 
Prin induc1)e completă f'.C arată că dacă f1, r~ . ... , fn sînt f~mct.ii continue pc E, 

atunci suma /
1 
+ f

2 
+ „. + f,1 ~ i proclu~ul fif 2 „. f'n slnt de asemenea continue pe E. 

Ex e 111 p le. 
·J) f(.T) =ex+ cos x + ( '.! :t~ -1_ :;1 p;lc „on1inuă po R , <'•I sumă a trri funcţii continue, eX, 

CO[\.'X ~i polinomul 2a;~ + 3. 

2) f (.v) =V X ax sin :r este conlinuă pe [O, oo) ('::I p„odus a trei [uncţii cont inu(' pe ro. co). 

3) f (:r) = .!.. este continuă r<' 11'-.. {O} ca l'aporl a două îunclii continue: funcţia constantă 
:r 

((:r) = 1 ~i fonc\ia identid S(.1') = x. 

1/ ; ..t.1 I' ' 1} d · J d ' f 1·· . !
1

) f (:r) = ._:_•_ este rontinu;i pe [O, cc ".' , !'oarece este citu a ou" nnc.11 cont.urne 

V.T- t • 
pe [O, co) , iar numitorul so anukaz;'t ln punci ul 1. 

2. Continuitatea funcţii lor compuse 

Fie E ~ F _!_ R d ouri f11ncţii ~i !t = f o 11 : E-+ R foncţia compu~: 

h(x) = f (u(x)) , pentru x E E. 
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Teorema următoare exprimă proprietatPn funcţiilor continue ele a comuta ctt 
limitele. 

Te ore ma 2. Fie :z·0 un punct de acumulare al lui E (nu neapărat 

din E). 
Dacă Jim ii(x ) = y0 E F şi dacă feste continuă în y0 , atunci : 

lim f (u(x)) = f (lim u(x)) . 
X->x, 

Demonstraţie. Fie xn --. x0 un şir de puncte xn =/= Xo din E. Deoarece Jim u(x) = y0, 
X -> Xo 

avem u(xn) -.y0• Nolînd ?Jn = zi(xn), avem deci Yn E Ji' şi Yn -+ y0• Deoarece f este 
continuă în y0, deducem că f (Yn) -. f (y0) , adică h(:rn) = f (u(xn)) -+ f (y0 ) . 

Cum şirnl (.-i;n) a fost ales arbitrar, rezultă că Jim lz(:z') = f(y0 ) arliră: 
X->X1 

lim f (u(.rc)) = f (y0 ) = f(lim u (:r)) . 

Exemplu. 

DM:trrr.c funcţia ln ?I ost" Mnlinui\ în pnnr.lul !Io ,,..., e, nvem~ 

__!.__ ~ 

( 

a; _ ::r )x-:i:. ( :i.· _ .r0)x-x. 
lim Jn '1 + __ ·o = ln Jim 1 + -- - = ln e = 1. 
-~ ~ -~ ~ 

Teorema care urmează arntă că prm compuncrPa funcţ.iilor continne ~ e ohţin tot 
funcţii continue. 

T e o r e m a 3. Dacă u este continuă Într•tm pllllct x0 E E şi dacii f 
este continuă în punctul corespunzător y0 = u(x0 ) E F , atunci funcţia 
compusă h c::1 f o u este continuă în x0• 

Demonstraţie. Într·adevllr: 

Jim h(x) = !im f (u(x)) = f (lim u(:r)) = f lu(lim :r)) = f (u(:r0) ) ::-: h(:r0) . 

E xe mple. 

1) f (x) =V x3 -1 este continu ll p1mtru .1· ~ 1, fiin rl funcţia compusă o. fnnr. ţii lor con· 

tinue cp (u) = V ,-i ~ i 1i(.c) = x3 - 1. 

2i f (x) = sia (3x~ - 5) es te continufl p e R, deoarrce functiile i;> (u) = sin u ~i u (x) = 3x2 - 5 
sînt continue re 11. 

3) f (x) = e5x' -2 este continuă pc n, deoarece i:p (11) = eu şi 11 (.T) = 5x3 - 2 sînt fnncţii con· 

tinue pc R. 

<t) f(a:) = sin (sin a: Ţ Vx} est e continuă pe [O, oo). 

-152-

§ 18. Funcţii continue pe intervale 

1. Proprietatea lui Darboux 

Funcţiile continue au proprietatea importantă de a transforma un i11terral oarecare 
(închis sau nu, mărginit sau nemărginit) tot într-un inter11al. Această proprietate este 
cunoscută sub numele de proprielatea lui Darboux. 

Proprietatea lui Darboux nu este caracteristică funcţiilor continue. După cum 
se va vedea mai departe, funcţiile derivate au de asemenea această proprietate, fără 
ca aceste funcţii să fie în mod necesai· continue. 

Să observăm că un interral J est e caracterizat prin aceea că dacă J conţine 

două puncte a. < ~. atunci conţine toate punctele cuprinse .intre a. şi ~. adică întregul 
interval închis [o:, ~]. 

Te orc ma I. Dacă f este o funcţie continuă pe un interval I, atunci 
mul!imea valorilor f (I ) este de a semenea 1lll interval. 

Conform observaţ.iei precedente, pentru a demonstra că mulţimea valorilor f (I) 
este un interval, trebuie arutat că, dacă a. şi ~ sînt dou~t puncte arbitrare din f (l ), 
atunci toate punctele cuprinse între a. şi ~ apar!.in de asemenea lui f (1); adică, dacă 
(I.= f {a) ~i f3 = f (b) sînt două valori ale funcţie i, luate în două puncte arbitrare a 
şi b din I , atunci orice număr f.. cuprins intre f (a) şi f (b) este de asemenea Paloare 
a funcţiei. Henunţăm Ia demo11straţia destul de laborioasă , a aces tei teoreme. 

Corolarul I. Daciî feste o funcţie continuă pe un interval I şi dac<'t ia 11alori de semne 
contrare în dozu'f, puncte a < b din I, atunci f ia 11aloarea O cel puţin într-un punct . 
cuprins între a şi b. 

Într-adeYftr, funcţia co11tinuă f transformă inLervHlul [a, b] tot într-un interral, J, 
care conţine 11umerclc de scrnnc contrare f (a) ş i f (b), deci in tervalul J conţine orice 
număr cuprins între f (a) şi f (b), în particular pc O; există J cci (cel p u ţin) un punct 
:r0 E (a, o), astfel înc·ît f (:i:0) = 0 (fig. 55). 

Ex e mple. 

1) Fie ecuaţia sin x = O. Funcţia f (x) = sin x este contin uă pe R şi f (- . ~ ) = - 1, 

iar r( ; ) = '1. Ecuaţia a rc deci cel puţin o soluţie cuprinsă între - ; ~ i ~ (Se ştie câ 

ecuaţia are o singurii soluţie î ntre -- 2:_ 
2 

anume x = O.) 

şi ..::.. ' 
2 

2) Fie ccu:itia x 3 + 3x2 - 2 = O. F unc­

ţia {(x) = x; + 3:i2 - 2 es te c o11tiuui"1 p c /(, 

!iiod un polinom. .hem f (O) = - · :! : • {'1 I) '"'"' 

-= '.!. deci ecua1ia are cel puţin o l'ă uC1ci11ă 

ÎD\1'() 0 ŞÎ 1. 

Fig. 55 



Cotolarul 2. Doco r este o f11n<'!1:e continuă pP im inter1Ja.l I şi nu se anuleo:r.ă pe 
interl'alul ] , atwici f păstrca:ii, acelu~i senrn pe I. 

Într-adevăr, dacă f ar a\·t·a valori de scm1w contrare i11 donlf punc·tc a, b din I, 
atunci f s-ar anula cel puţin într-un punct din I. ceea cc contrazice ipoteza. 

Această consecinţă permite uneori să stabilim intervalele pe care o funcţie con· 

tinuă păstrează acelaşi semn. 

Fie f o funcţie continuă pc un interval ! . Sri p1·csup11nem că f1mct.ia se anulează 
ÎIW'·un număr finit d e puncte din /, pe care le scriem în ordine crescătoare: 

În fiecare interval (xi, x1+1) funcţia nu se mai anulează, deci păstrează acelaşi • 
semn pe acest interval. 

La i;.tînga lui x
1 
funcţia nu se mai anulează, deci la stînga lui Xi functia păstrează 

acelaşi semn. 
De asemenea, la dreapta lui :vn. funcţia păstrează acelaşi semn. 

Pentru a s tabili cc semn au loale valorile fuucţiei în intervalul (x;, x i+1), este sufi. 
cicnt să stabilim semnul Yalorii funcţiei într-un singur punct din (xi, xi+i)· 

E x cm p le. 

r( ) • ~ d r· . R F . l • ' I i . 2 1 ) Fio :r =-~x- + 3.v+::: e 1mtă pe . uncţia so anuea7.ampunctee-- ş1 , 
2 

Intervalele pe care funcţia păstrează acelaşi sernn~int: (-oo, - ~ ), (- ~ , 2} (2, oo). P entru 

a stabili semnul funcţiei, calculăm valoal'ea sa în cite un punct din fiecare interval. Astfel, 
f (-1) = - 3, dec i în primul intct'Val funcţia es te sh'ict negativă; f(O) = 2, deci în al doilea 
interval funcţia este s tl'ict pozitivă; /'(3) = - 7, deci în al treilea interval funcţia este strict 
negativă. 

. \ c<>s te rezultate le trecem într-un tablou1 

1 
2 -oo, 

f {x) o + + o 

Am găs i t astfel un rezult.at pe car·e-1 putem obţine şi aplicind regula semnului t rinomului. 

„ 3 + ') 
2) Fie f{x) ·=- x- - x - definită pe R"-{-1, O}. 

Xi + X 

Punctele în care Sf} anuleal.ă numărătorul sînt 1 şi 2, iar cele în caro se anulpază numitorul 
i;înt - 1 şi O. Semnul funcţiei se obţine studiind semnul numiiri"itorului ~ i al numitorului. Formăm 
următor11 I tablou: 

-00 -'1 o 1 2 00 

+ + + o o + + 

+ o o + + + 
f (.x) + + o o + 
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Pentru stabilirra semnului numărJ.I orului SC pol ro nsidera valorile funcţiei xa - ax + 2 

I O 1 .• . b"J" . in puuctc c , -.-;- , " • H.U' pentru sta J u·ca scrnuulm 1n1milorului se po l cons idera valorile func\ioi 

·1 
sf + ..t în punctele -2, - - , 1. 

2 

. x2 -:J.c + 2 
Dcourcco funcl!a are acelaşi semu în punctele în care este defi.nită ca ţi pro-

• X~ + X 

dusul {x~ - :~.r + 2) (x2 + J'), care se an11lcal:(l in p1111ctc lc -1, O, 1, 2, 1• e:wltă că S·ar fi putu t 
alcătui Ji1·cct următorul tablou: 

x I -co 

{(x) I 
-l o 00 

+ o o + + 

2. Continuitatea unor funcţii monotone 

După cum s-a specificat la începutul număl'Ului precedent, dacă o funcţie are 
proprietatea lui Darboux ea nu este l!Ntpărat continuă (de exemplu, foucţiile dm·ivate 
au proprietatea lui Darboux dar pot să n u fie continue). Dacă însă, pc lingă proprie· 
tatea lui Darboux se adaugă condiţia de monotonie, atunci continuitatea este asigurată. 

Aşadar, pentru func!.ii monotone pe un interval, propri etatea lui Darboux este echiva­
lentă cu proprieta tea de continuitate. În mod precis, se poale demonstra : 

T c or e m a 2. Da~1 f este o fw1cţie monotonă pe o mulţime E şi dacă 
mulţimea valorilor f (E) este un interval, atunci f este continuă pe E. 

De aici rezultă lC'orcma de continu itate a runctiilor reciproce: 

Te ore ma 3. Dacă f este o funcţie stdct monotonă pe un interval I , 
- t 

atunci 1·cciproca sa ( C8te continuu • 

Într-adevăr, dacă notăm E = f(l), atunci aplicaţia f : 1 -> E este bijecti1Jă. Func­
-t 

ţia reciprocă f : E-> l este strict monoto11ă, (ca şi f), ia1· mul\.imca valorilor snle es tl' 
- l 

interYalul 1. Conform teoremei 3, func\ia r este continuă. 

azemp le. 

1) Dacii n este nahrral, funcţi a f(:r:) = :c1i este str i rt crrscătoare p•· i rtl.:,•<.<af11l [O, oo i. Urmează 
-l 

ea. func ţia l'adical f(:.:) = vx este cont i11uă . 

21 Dacă a> O ~ i "=I= 1, funcţia cxpom•nţial:i {' L"} = 1t" este str ict monotonă p c intervalu l n. 
- l 

Urmează că funcţia logaritmic;"\ f'(a·) =· lof; a «' ~slc coii! i nuă. 

3) Funcţia f (x) = ~in x este stl'ict crescătoare pe i111t' r•" ilttl [- 2:. , ..::.] . Urmează că func( ia 
:! ~ 

-t 
Nciproc:;i { (J') = arci;in :l' ••s te cout inuil. 

La fol se arată c.:i ~i celelalte fum•\ii c irc ulare reciproce arccu~, a.rctg, arcc-tg, eînţ coQtipue. 
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Ohserva1ia d e la ~fir!;>i tul § 16, relativă la continuitatea funcţiilor elementare 

e:. te acum pc deplin jus tificată: inl 1·- a<le \·ăr, operaţiile algebrice, operaţia de com­

punere şi operatia de in,·crsac·c păs trează conliu uita tca, iar funcţiile elementare se 

obţin tocmai aplir lnd ace~ l.c opera \ii unor funcţii continue, ca: polinoamele, funcţiile 

ra~ionalc ele. (v. ~ 't, nr. 3) . 

3. Funcţii continue pe un interval închis şi mărginit 

După cum s-a urălat la ur. 1, o funcţie continuă transformă un interval l într-un 

interrnl J. 'frebuie s11bli.11int Jnstt că, in ~encral , interv~ le lc I ~i J n u sint <le acela şi tip. 

De C)(CIHplu, I p o<Jlc Ii 11 1 ă l'g i11it., iar J nemărginit ; 1 poate ri inchis, iar J deschis sau 

închis numai la o txl1·crnilal<J ele. 

Func tiile continue a u insă prop rieta tea importantă de a transforma un interval 

im:his şi mărginit tul inlr·un interval închis .şi mărginit. 

;\J ai preci~, s•i poate d enionstra teorema următoare (care va fi folosită în capi· 

tolul VJ , penlm demonstrarea teoremei lui Rolle). 

T e o r e m a 4. Dacă f este o funcţie continuă pe intervaJul închis şi 

mărginit f = [a, lt], atunci mulţimea valorilor f(/) este de asemenea un 
inlenal închis ~I mărginit [ m, M] : 

f ([a, b]) = [m, .MJ. 

Diri această teoremă rezultă că toate valorile funcţiei sînt cuprinse între m şi M: 

m <'. f (x) <'. M, pentru a< x <'. b. 

~umerele m ~ i JJ :;int d e asemenea valori ale funcţiei, şi anume m este cea mai 
rnică Yaloarc, iar 1H este cen mai mure valoare a funcţiei; există deci cel puţin un punct 
J.'m E [a, b] în care funct ia ia cea mai mică valoare m: 

şi cel puţin un punct XJI E [a, b] în care funcţia ia cea mai mare valoare .M: 

f (x.i1) = M. 

O L s er va ţii. 'l ". ::\u trebuie să se creadă că funcţia f transformă neapărat extremităţile 
i.uterYalului [a, b] Îll extremităţi le intcr\'alului [m, 1\.1]. Cea mai mică valoare m şi cea mai mare 
Yaloa1·c J / pot fi luate în puncte din interiorul intervalului [a, b]. 

De exemplu, pentru funcţia f (x) =--= sin x t.lefinilă p e int ervalul (O, 21t), cca mai mică valoare 

1 
. ::17: ;-; 

e5te -· = sm -- , iat• cea m ai mare valoare es te 1 =sin -. 
•) 2 

~0 • Dacă f est e <lefiuită pe un intcr,·al care nu este închis (sau care nu este mărginit), 
a tunci este po; ibil ca r ,ă nu aibă o cca mai mică valoare sau o cea mai mare valoare. 

D e e:xeni!JIU, funcţia {f.r) = :v definită pe intervalul deschis (O, 1) nu are o valoare care să 
fie mai mică <l eci t toaLe celclalle valori a le sale i;;i, de a semenea, nu are o valoare mai mare dem~ 
toate valorile ea.le. 
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Exerciţii 

1) . \.plicind_ dir~~t . definiţi? continuităţii înti•-un punct şi pe o mulţime, să se arate că urmă· 
toarcle luncţu smt contmue (precizînd şi mulţimile pe ca t·c sînt continue): 

2 • 

a) f (x) = x -sm x. b) f(z) = xeX - 3e-x • 
X+ 1 2x -9 

c) f (x) = !.lx3 - 7x +V x-~ + 1. d) f (x) = V!~x2- 9)-~ + 2 tg x. 

2) Să so studieze continuitatea următoarelor funcţii : 

a) f (x) = { x3, pentru O< x < 2; 
x + 2, pentru 2 < x < 5. 

{ 

l 
- ii 

b) f (x} = e , 

o, 
pentru x =I= O; 

pentru x =O. 

e) f(a;) = { 3x, pentru O < x < 1; 
2x - 1, p entru 1 < x < + oo. 

{ 

2x2 + i, pentru - 2 < x < 2; 

d) ((:1;\ = 1, pentru x = 2; 

5x - 1, pentru 2 < x < + oo. 

e) f (xl, = f (1 : x)2 ' pentru x =I= - 1 ; 

5, pentru x = -1. 

{ ~,pentru x::f:: O; 
t ) f(x) = l:i:I 

1, pentru x =:; O. 

3) Să se studieze continuitatea urm'itoarelot• funct1·1· d" • I • , , , 1scutmc 111 raport cu cc: 

a) f{x) = { x + 1, pen tru O< x < 1; 
3ccx + 3, pentm 1 < x < 2. 

--, pentru x =f= 2; 
b) ( ($) = x -2 

{

x2 -4 

oe, pentru x = 2. 

pentru x =I= 1. 

{ 

i 1. , 

c) { (Z ) = 1 + l=-i 
«, pentru x = 1. 

: d) f (x) = {e-"C, pentru x <O; 
oe + x, pent ru x ;> O. 

..... J57, 

I 



I 
V t. - cos! ,-i; t 
. , pcn ru 

c) f (x) = 1 - cos x 

~. pentru 

{ 
t pentru .i; raţional; 

f) f(x) = O pcutru x iraţional. 

:i:e r-.:::. , 
L :.! 

·· ] ' 'O' -- '-. \ _I; 
•) 

X= O. 

[Funcţia r astfol d efinitCt SC uunw~ tc fllWf •a f11 i Dirichlc1 . J 

I.. l • to r ' lor func 1,ii: 4) Să ~e stu<li e1,e couti11uiL~l<'ii ~i ::ri se. t1·a:;czc i;'"' icu urma ac 

a) /'(xi = Jim {xa + 1), O ~ :r ~ J. 
n~c::c 

b) f(x) = Jim 
1 

, x ~ O. 
n-;.ac: 1 + .'.l:n 

. x + :re11 ·'1: 
c) f(.-z; ) = hm ------ , :c <'. O. 

n-rac l -!- C 1t.\: 

] ] · l hmiLc (-.re riii cinJ cie iir:car<o dat11 S) Utilizlnd tcr.ll"cma ~ de la ~ 17 să se rn cn etc urmatu a re c 
condiţi ile di n enu11\.ul teor(' m ci'! : 

J --.;· 
a) lirn <• r csi n --·· -- ; 

x-co . 1 + .J; 

c) Jim :u·ccos ([/xi-+x- .i;) 
,\·-co 

6) Să se ~tudiczo scm1111I u1·mătoartior luucţii: 

a) f (.r) = .-i;~ - '10:1." + 9; 

. ('.!- x) (:c + 1)" 
c) /1x) =--- -:··· - ; 

x(x + 3) 

e) fi.~) = !, sintx - ·.1, <lcfiHită pe [O, :!rcj; 

g) {(.•) = 1 + :.l ln x; 

COS X - COS '.! :i; 
<l) lim lu - -- ·-- • 

:t....-0 :i,..:l 

b) n~i = '.:! .i;3 + 3x2 - 3.J.: - 2; 

d ) i'(.i·i = ~in .i: - cos .i: d etini1r1 pc tO, :!;r]; 

i') {'1.1 1 = '..! c-"-~1 ; 

h) {iJ't =-" Ju" r -- '.: lu .1: + :!. 

Capitolul 

V 

Derivate 

§ 19. Probleme care conduc la noţiunea de derivată 

1. Viteza unui mobil în mişcare rectilinie 

~ă considerăm un mobil Jf care se mişcă rectiliniu şi uniform~ Aceasla ini,eamnă 
eă traiector.ia sa es t.: o drcu ptă ~i di el parcurge spaţii egale în inlervaic ele timp egale 
(spaţiul este proporţional cu timpul in care a fost parcurs). 

Yiteza v a mobilului se poale obţine măsul'ind spaţiul 1>· parcurs int.r-411 numă l' t 

de unităţi de timp şi formînd raportul ?J = !... • În fiecare moment, mobilul are aceeaşi 
t 

viteză '1• . 

Su presupunem acum că mohilul lvl se mi~că rectiliniu în accla~i sens ~i nemiifonn 
- adid'1 în interrnle de timp eg:ihJ parcurge spaţii n eegale (spaţiu l nu f'8tC proporţio­
nal cu timpul în care a fost parcurs). l\lcgînd ca unitate de limp, de exemplu, 
secunda, într-o secundă mobilul parcurge spaţiul s', în altă secundă spaţiul s" ş.a.m.d. 
Nu m;ii putem afirma că viteza est e spaţiul parcurs în unitatea de timp, deoarece, 
în general, s' şi s" sint <life1·ite. Ce se înţelege în acest caz prin "iteza mobilului la un 
anumit moment? 

Pentru a lămuri mai bine modul în care se pune această problemă, să alegem 
un •:xempl 11 simplu: căderea corpului în vid. Din fizică se ştie că distanţa s(t) (mr1su­
rat& 1'J1 metri) parcursă de mobilul '1ll în primele t secunde este dată de egalitatea 

s(t) = -~ gt~, unde g = 9,81 m /s2• Astfel, clupă t 1 = 1, secundă mobilul parcurge dis-

tanţa s(l ) = + g metri, după 12 = 2 secunde parcurge distanţa s(2) = 2 g metri etc. 

În a doua secundă, mobilul a p arcurs distanţa s(2) - s(1) = ! g metri, diferită de 

d. I D . 
Jstan\a - g metri parcursă în prima secundă. istanţa plţrcursă între două mo-

::! 

mente t0 ş i t1 este s(t1) - s(t0 ) = Î gti - Î g!.ij. Diferenţa t 1 - t0 se numeşte, în 

morl obi~11uit , creşl<'rea tirnp1dui de la t0 Ja t1, iar distanţa s(t
1
) - s(t0) se numeşte 

cr~teren :,;pflţivlui, corcspunzătourc cre~ t.crii t
1 

- t0 a timpului. 
Ducă fal'elJl raportul dintre creşterea spaţiului, s(t1) - s(t0) ş1 creşterea timpu­

lui, 11 - 10 , ob~incm: 

ş(t1 ) - s(t0 ) 1 
V1 = I - t = 2g 

l o 

·2 2 1 
tt - to = _ a(t + t ). 
ti - to 2 o 1 o 
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Numărul ob1inut îl putem con:;.idcra ca o "1Îlezc'i, medie a mobilulu i ln in lcl'valul 
de timp dintre t0 ~i t1, îu ::cn::ul că lfa·~r1 un alt mobil s-ar mişca rectiliniu :;-i uni/'orin 
cu , ·iteza v 1, el ae pate1r rgc lu intervalul de timp dintre t0 ~i t1 aceeaşi Ji:; t an\ă ca ţi 
mobilul initia l. intr- t1 Jc ,-ăr : 

1>(t )-1>(t ) 
.t\ (t1 - l 0) = 1 0 (t1 - t0 ) = s(t1) - s(t0 ). 

11 -[0 

in intcnalul ele timp dintre t0 :-;i ull momen t, t2, vi teza medie este: 

' - 1>(/2) - 11(10) -· 1 (t + ) 
'l 2 - - -:-- g 2 to · 

t2 -to :! 

În general, viteza rue<lie în intervalul <le t imp dintre t0 şi un monwnt oareeare l este : 

v(l) = s(t) - s(to) = ~ g(t + to). 
t-10 2 

P entru ca această viteză medie să exprime cu o a proximaţi e cît mui bună ceea 
ce înţele~~ml int ui. tiv [Jr i1i v iteza pc car e o are mobilul in momentu l /.0 , treLuie să 
luăm inten·alele ele timp d in cc în ce mai mici, adică trebuie ca t să fie din cc !n ce 
mai apropia t de t0• Sintem astfel conduşi să calculăm limita acestei viteze medii ciud 
creşterea timpului, t - t0, tinde către zero sau, ceea ce este acelaşi lucru, cind t tinde 
către t0• Ob\iHem ast.fel: 

. .s (t) - s(t0 ) • 1 
hm = hm - g(t + t0) = gt0 • 
t -->lo t - Io 1->lo 2 

Acea:> tă liinită se ia, prin definiţie, ca vi teza v(t0) a mobilului în m om entul t0 : 

v(to) = gto. 

2. Tangenta la o curbă 

~ă considerăm o funcţie definită pe un interval 1 şi graficul său C (fig. 56). 
S~"t luăn1 două puncte J/0 (,r0, /"(x0 ) ) şi M (x, f (x)) pe C, şi să le unim printr-o dreaptă. 

Fig. 56 

f'ţz')" 

Obţinem secanta 1"f0J/ care formează cu axa 

Ox un unghi oe. P ara lela prin J/ la Oy intîl-

ueşte paralela prin .J l0 la O:c în punciul N. 

S-a format triunghiul drep tunghic .1!0NA/, care 

are catetele NAJ0 = x - .i·0 şi JLV = ((x) -

- f (Xo)· Unghiul oe est e dat <le egalitatea : 

t 
_ f'(x) - f'(.v0 ) 

g ex - • 
x - :;·o 

Dacă Juăm alt punct Jl'(:t', f (x' )) , secanta 

M 0M' formează cu axa Ox unghiul (1.
1 dat de 

egalitatea: 
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tg ex'= f(x'~ - f (.co) , 
X - x0 

Se vede că, pentru valori ale lui x diferite, obţinem unghiur i cr. diferite. Unghiul oc e~t,, 
deci funcţie (depinde) de a;. Ce se întîmplă dacă luăm pe x din ce în ce m ai apropiat 
de Xo? Unghiul °' se apropie şi el din ce în ce mai mult de o valoare oc0? Sau, cu alto 
cuvinte, secanta M 0M se apropie, ca poziţie, din ce în ce mai mult de o poziţie limi t:1 
M0 T (fig. 56) ? Sîntem deci conduşi şi în acest caz să considerăm limita : 

lim f (x) - fixo) . 
l:~o x- Xo 

In cazul cînd această limită există şi este finită, ea este coeficientul unghiular 
tg 1Xo al_ u~ei drepte M 0 T, care este, prin definiţie, tangenta la curba C în punctul M

0
• 

Dacă hm1ta precedentă există şi este infinită ( + oo sau -oo ), vom spune de asemenea 
că graficul C admite tangentă în punctul M0, şi anume tangenta la grafic în acest punct 
este, prin definiţie, dreapta M0 T paralelă cu axa Oy. 

§ 20. Definiţia derivatei 

1. Definiţia derivatei într-un punct 

Cele două exemple de mai sus, unul din fizică şi alt ul din geometrie, ca dealt fel 

ŞI alte exemple, conduc la studiul limitei raportului f (x) - f (xo) în punctul x
0

• Dato· 
x-x 

rită _importanţei limitei acestui raport, în analiza matematică ~a este studiată , în gene· 
ral, mdependent de problema din care a provenit. 

. Fie f : E -+. !1 o f~ncţie. După cum s-a convenit în partea introductivă a ca pito· 
lulm IV (Funcţii continue), mulţimea E este formată numai din puncte de acumulare 
(de ex~mplu, E poate fi o reuniune de intervale nereduse la un punct). 

Fie Xo E E. Pentru fiecare punct x =/= Xo din E să considerăm raportul 

R(x) = f (x) - f(xo ) , 
x-xo 

R(x) este ~ funcţie definită pentru orice punct x din E, cu excepţia lui Xo, unde numi· 

torul (ca ŞI numărătorul) se anulează . Deşi funcţia R nu este definită în .xu, se poate 

p.un~ problema cercetării limitei sale în :z:u, deoarece x0 este punct de acumulare al mul­
ţimn E"-{ x0} pe care este definită funcţia R. 

D efi niţi a I. Se spune că funcţia feste derivabilii în punctul Xo dacă 
limita 

lim f(x) - f (xo) 

X-+%t X - Xo 

există ~i este f in.im. 
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Limita însăşi se numeşte deriYata funcţiei f în punctul Xo fi se notează f' (Xo): 

f '( ) _ }' f (:r) - f (:ro) Xo - lm . 
x-+>.o X - :l'o 

Se oh i~nuie~tc, dl' asemenea, să se noteze derivata f' (x0) cu Df(.T0 } sau df(xo) • 
dx 

Dacă limita raportului fl (.-r) este infinită (oo sa u -oa), "a se numeşte, de nscme. 
nea , <lerivata funcţiei f Îl\ punelul Xo Şl Se notează tot CU f' (xo)· Jn acest Caz, nu mai 
spunem cr1 funcţia este derivabilă în x0• Vom distinge astfel expresia „fune\ia f are 
derivată (finită sau infinită)", de expresia „funcţia feste dcrivabilă". 

Diferenţa x - x0 se nnme7Le adesea creşterea argumentului de la Xo la x, iar 
diferenţa f(x) - f (x0 ) se numeşt e atunci creşterea funcfiei, corespunzătoare creşterii 

x - x0 a argumentului. F unc\ia R(x) = f( x) - f(xo) este, aşadar, raportul dintre ereş· 
X-X0 

t erea func ţiei şi creşterea argumentului. Se poate spune deci: 

Derivata f'(Xo) este limita raportului ((~;) - f(xo) dintre creşterea funcţiei şi creşterea 
x-:i.·o 

argumentului, cînd creşterea argumentului t inde către O. 
Să considerăm graficul C al funcţiei f (fig. 56). Consideraţiile de la nr. 2 din para· 

graful precedent sugerează următoarea interpretare geometrică a deriYatei: 

Dacă funcţia fare derivată în punctul x0 , graficul său C admite tangentă în punctul 
corespunzător 1110(x0 , f (x0)), şi anume : dacă derivata este finită, coeficienltd unghiular 
al tangentei este egal cu f'(x0 ), iar dacă derivata este infinită, tangenta este paralelă 

cu axa Oy. 

Exemp lu: 

Fie funcţia f( x) = x2 definită pe R. Graficul său este o parabolă (fig. 57). Si't cercetăm 
1 dacă această funcţie este derivabilă în punctul - • Pentru aceasta să formăm r aportul R (x) : 

fig. 57 

!I 

2 

f (x) - f (.!.) a:2 _ .!_ 
2 4 1 

R(x) = ----'-"- = --- = x + - . 
1 1 2 

x -- x - -
2 2 

1 
Acest raport are limită finită în punctul - , deci 

2 

f este deriva bilă în .!_ şi: 
2 

f (x) - f (.!.) 
(' ( î) = li~ 1 2 

:i;-.2 X - -
2 

= li~ l X + ~ ) = 1. 
:i: - 2 

( 1 1) . 
Graficul functiei are tangentă în punctul 2 • 4 ŞI 

coeficientul său unghiular este 1, deci unghiul format de 

tangentă cu axa O:c este .!!. • 
~ 
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2. Continuitatea funcţiilor derivabile 

În definiţia derivatei unei funcţii într-un punct nu s·a pus condiţia ca funcţia 
ii fie continuă în acest punct. Continuitatea funcţiei rezultă din teorema următoare. 

Te or e m a I . Orice funcţie derivabilă într-un punct este continuă în 
acest punct. 

Demonstraţie. Fief: E ~Ro funcţie derivabilă într-un punct x0 E E şi fie f' (:r.
0

) 

derivata sa în acest punct: 

f '( ) _ l ' f (x) -f(xo) 
Xo - 1m , 

X-+Xo x - Xo 

Pentru orice punct x =/= Xo din E putem scrie egalitatea: 

f(x) = f(xo) + f (x) - f (xo) (x - xo)· 
X-X0 

Atunci 

limf(x) = f (xo) + lim f (x) -fixo) lim(x - x
0

) = f (x
0

) + f' (x
0

) ·O= f (x) deci f este 
r<o :i:--..xo x - Xo X-+Xo o ' 
continuă în x0• 

Oh s c r va ţi e. Nu trebuie să se creadă că, şi reciproc, orice functie continuă 
este derivabilă. De exemplu, funcţia f (x) = I x I definită pe R este co~tinuă în O: 

limf(x) =Jim Ix I= O= f (O); 
:t->-0 x-+o 

dar această funcţie nu este derivabilă în O. Într-adevăr, să formăm raportul R(x): 

R(x) = f (x) - f (O) = L:J = { 1 dacă x >O 
X - o X -1 dacă X < o. 

Acest raport are limite laterale diferite în O.; 

ll·m f(x) - f(O) _ 1 . 1. f (x) - f (O) 
1 - - ŞI lffi = , 

x?O X - o x'l,0 X - o 
deci nu are limită în O şi deci f nu este derivabilă în O. 

eh
. În mulţimea tuturor funcţiilor continue, submulţimea funcţiilor derivabilc este 
iar „foarte săracă". 

3. Deri'<ata unei funcţii pe o mulţime 

D e fi n i ţ i a 2. Se spune că o funcţie f : E ~ R este derivahilă pe o 
mulţime A C E dacă este derivahilă în orice punct din A. 

Dacă f este derivabilă pe tot domeniul său de definiţie, se spune, mai simplu, 
ci f este derivabilă fără altă specificaţie). 
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v • dă ărul f' (x ) se obtine (I fUQeţie D ă fiecărui punct x E E facem sa-i corespun num ' ' . 
ac · d · 

v f' ( Df sau elf ) si care se numeşte fu neţi.a erwată a definită pe E, care se noteaza sau ' d.-i; • 

functiei f (sau mai simplu, derivata lui f). l 
' ' · f t · · f în punctu x0 care este u11 T l . s"' se facă deosebire între derivata. unc1iei ' . . 

re nue " · f ' D · t funcţiei f în pune. număr. f' (xo), şi deri"ata funcţiei f, care es te o funcţie, : er1va. a , 
tul xo.'f'(xo), este valoarea funcţiei f' în punctul Xo; se scrie uneori: 

f'(x0) = (f' (x))x ~:ro· 

4. Derivatele unor funcţii elementare 

· t v f(~) -- c este derivabilă pe R şi derivata sa este f'(x) ::;; O. 1) Funcţia constan a ~ 

Se scrie : 

I c' =o I 
Într-adevăr, să luăm un punct oarecare Xo E R ~i să formăm raportul: 

R( ) 
_ f (:i;) ~ f l:t0 ) _ r - c = O 

a; - - - • 
x- x0 x- x0 

Rezultă ('(~) = liro f(x)-f(xo) = O. Deoarece Xo a fost ales arbitrar, d~dtJCom 
:r~o x-xo 

că derivata funcţiei constante este O în orice punct x E R, adică f'(x) =O. 

Astfel, dacă f ix ) = 5, avem f (x ) =O, sau 5' =O; dacă f (x) s - 3, avem (-3}' =O ~te. 

2) Funcţia identică f (x) = x este derivabilă pe R şi deriYata sa este f'(x) _ 1. 
Se scrie: 

Într-adevăr, fie x0 E R un punct oarecare. R Rportul R(x) este în ai;:est caz : 

f(:ţ) - fixo) = x - .xo = 1. 
x-xo x-xo 

R I r'( ) 1• f(x) ~ f(xo) 1 . ezu tă: x0 = ,nr~ = . 
X_,.Xo X-Xo 

Prin urmare, f' (:r) ;:::::::: 1, oricnre ar fi 

X E E. 

Astfel, (x)~.1 = 1, (x)~-o = 1 etc. 
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f'(~) - i ! I . şi X 

Se scrie 

I (1 ·ll' = t;i 

lntr-adevăr, fie Xo :f= O un punct oarecare. R aportul R(x) este : 

R( ) f(x) - fixo) _ I x I - I Xo I 
:z;c:z - i. 

X-x0 X- x 0 

Dacă Xo > O, atunci pentru puncte x suficient de apropiate de Xo avem, de ase­
IJ;lenea, x >O, deci: j:c0 j c:z % şi jxj ~ x; urmează că: 

f(x) -f(x0 ) = x - x0 = i 
11:- x8 x-x0 

fi deci: 

f '(Xo) = lim f (x) ~ f(a_:~ ;:::: 1 :;:::; I Xol . 
~·-~·o X - ~·o Xo 

Dacă Xo < O, atunci pentru puncte x suficient de apropiate de Xo avem x < O, 
deci jx0 J = - x0 şi j x l = - x; urmează că: 

f (x) - f!xo) = -x +~·o= - 1 
x-x0 x - :r0 

f '( ) 1· f(x) -f(xo) · 1 f lfo f x0 = im ----- =a - = - -. 
x-x x-:r,o ' ~ 

Cum :i:a :f= O a fo!<t ales arbitrar, rezultă că oricare ar fi x :f=O avem f '(x) = l:l. . 
;; 

După cum s-a constatat anterior, în punctul O funcţia j x j nu este derivabilu. 

4) Funcţia f (x) =:::= a..n, (n n atural) este deriPabilă pe R §Î deriPata sa este f' (x ) ~ 
""' nxn-i. Se serie: 

Fie x0 E R un punct oarecart>, Pentru x :f= x
0 

avem: 

R(x) = f (x) - f(xo) = xn - :rQ = xn-1 + :rn- 2x 1 + ,,.:rn- 2 , -"- 1 
. · ·oT··· ·" o -r-xo, :r-:io :r - :ro 
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adică f' (x0) = n~-1. Deoarece x0 a fost ales arbitrar rezultă că f' (x) = nxn-i pentru 

orice x E R. 

Ob s erYaţie important ă. Se va arăta ulterior (§ 22, nr. 3) că oricare 

ar fi a. real avem: 

' (x"')' = a.x"-1 1, (x >O). 

5) Fie Cunc\ia radical f (x) = l'.YX. Domeniul de ~efiniţie 
= [O, oo) dacă n este par şi E = (- oo, oo) dacă n este nnpar. 

Funcţia radical f este derivabilă în orice punct x =I= O din 

Se scrie 

(x =I= O). 1 (l'.Yx) I 
= nv xn-1 

În particular: 

CVx)' =~ 
2t/x 

(x > O). 

al funcţiei es te E::::: 

E şi f' (x) = „): __ , 
11 v xn-1 

Jn punctul O funcţia radical nu este derivabil<~ dar are derivata + oo. 

Într-adevăr fie Xq =I= O un punct oarecare din E. Pentru x =I= x0 din E avem : 

f !xl -f(x01 Vx - vx _ 
R(x) = x-x

0 
= x- .:ro -

x-x0 _ 

- (x - x 0 ) (v xn- 1 + iY x17-~ v xo + ... +V :i-(J-1
) 

= ~/ · - !V '"/ n/ n-1 • 
V xn-1 +V x n-2 V .To + .„ +V x r 

În punctul x
0 

toţi cei n termeni ai sumei de la numitor au limita JY xg-
1

, deci: 

f
'( ) _ 1. f(x) - f (x0 ) _ 1 

Xo - Jm - "/ -11-i 
x->Xo X - Xo n V X o 

Deoarece Xo =I= O a fost ales arbitrar în E, avem f'(x) = 
11

/ _ pentru orice 
xv .A;n l 

te =I= O din E. 
P entru calculul derivatei în punctul O formăm raportul R(x) pentru x =/= O din_ E: 

R(.-r:) -
f( x ) -f(O) vx 1 =--=--· 

x V xn-1 x- 0 
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Observăm că pentru x =/= O din E avem xn- 1 >O oricum ar fi n, par sau impar. 
fntr-adcvăr, dacă n este par, E' =[O, oo), deci x E E ş i x =/=O înseamnă x >O; dacă 
n este impar, atunci n - 1 este par şi deci, dacă x =/= O, atunci de asemenea xn-1 >O. 
Urmează că ; 

· 1n/- 1n/-hm v xn-i = O şi v x11
- 1 > O, 

x~o 

de unde : 

{'(O) = lim = f (x) -f(O) = lim „ 1 _ = oo. 
X->0 X - o X-+0 V' xn- 1 

1 

Obs e r va ţie. După cum se ştie, pent ru x >O avem l'.Yx = x n. 
de derivare a funcţiei radical se scrie atunci 

( "'~)' = ~ X~ -l X > 0 .., ' , 
n 

Formule 

1 
ceea ce demonstrează; pentru a. = - ; formula (x")' = a.x"- 1• Dealtfel, dacă n este 

n 
1 

impar a ceas tă egalitate rămîne adevărată şi pentru x < O dacă se scrie formal !Yx = x n. 
6) Funcfia f (x) = sin x este deriyabilă pe R şi deriYata sa este f'(x) = cos x . 

Se scrie: 

I (sin x)' = cos x I 
Fie Xo E R un punct oarecare. Raportul R(x) este: 

2 sin x - Xo cos x + Xo sin x - Xo 

( (x) -((x0)=sinx - sin x0 ._ 2 2 2 x+xo 
------ -- - - - - -cos---. 

x-xo x-xo X-Xo 2 

2 

Prin trecere la limită (v. § 15, nr. 4) obţinem : 

sin x - xo 

f' (x
0

) !im f (x) -f(xo) = lim ---2- lim cos..:.±~ = 
X->Xo X - Xo X->Xo X - Xo X ->:\'o 2 

2 

Xo + xo = 1 • COS = COS x0 • 
2 

Deoarece x0 este arbitrar, rezultă că f'(x) = cos x , oricare ar fi x E R. 

Astfel : f'{O) = (s in x)~~o =cos O = 1; (sin x)~-r./2 = cos; = O e tc. 
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f (c~s ;,)' ·~ - sin x I 
Fie Xo E R un punct oarecare. Raportul R(x) este: 

- 2 sin x - Xo sin :r + :ro 
f(x) - f(x0 ) _ cos :v - co:.< :r„ z 2 - = ---------=-- -

Rin X -Xo 

-= - ___ z_ sin x + Xo • 

;i:-.xo 2 

2 

Aveip: 

sinx -xo 

f'(;c
0

) ;:::: lim f (x) - f(xo) = - lim ---2
- lim sin :r: + Xo = 

;v-...:i;" ~ - !!'o x~o .!!' .,.- Xo =~o 2 
2 

""" - 1 · sin Xo """ - sin Xo• 

Deoarece Xo este arbitrar, rezultă că f'(x) = - sin x, oricare ar fi x E R. 

.Astfel: f(O) = (co11 x)~„0 """ - sin O „ O; (cos xJ~-n/i"'" - sin; = - 1 etB. 

8) Funcţia f(x) = lu x este deri11abilă pe semidreapta (O, oo) ~i f'(x) = .!.. :i: 

Se scrie : 

Fie x
0 

> O; să arătăm că f este derivabilă în Xo· Pentru ac~~st~ ş~ {Qrpi9JP 

raportul R(x) pentru x =/= x0, x >O: 

Dar: 

deci : 

R(x) ~ f (x) .-f(x0) = ln x.,,.--ln x0 ;:::: ___!____ }n ..::_ = ~ ~ ln ..::... 
aJ ~ x

0 
;i: - Xo ~ - 3'o ;llo Xo :ll ..,_... !l:o Xo 

X - = xo+x-;i;o::;::;o1+ 
Xo 

R(x) =:; !-. ~In{<J. + 
Xo ~-X@ 
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a: -Xo 
• 

2L 

D~~al'ece Jim (1 
x- xo 

+ _ = e, îar functia logaritmică este c6ntifiua~ d a · · X - Xo )-X-Xo 
,t

0 
' , e ucem 

(''· § 17, nr. 2): 

:l!t 

f'(xo) = lim f(x) -f(xo) = _!_ lim ln (1 + ~)=-=ol._ 
x-xo x - Xo Xo x~xo :Z:o :Z:o • 

Deoarece Xo a fost ales arbitrar, deducem că pentru orice · b'l x > O, funcţia ln x este 
4er1va 1 ă şi: 

(ln x)' =r .!.. 
X 

9) Oricare ar fi a >O, a=/= 1, funcţia /,ogaritmică f (x) = loga x estt derivahilă 

r (O, o0) şi derivata sa este f'(x) = -
1
- . Se scrie: 

:z:ln a 

(loga x)' ""'" -
1
-

:z: ln a 

Într-adevăr, se ştie că ln X = ln a loga x; deci: 

Pentru x
0 

> O arbitrar şi pentru x =f= x0 , x > O, avem: 

R(x) = f(x) -f(xo) = __!__ 1n x- ln x0 

x-:z:0 Ina x -x0 

deci: 

(
'( ) _ 1. f (x) -f(xo) _ 1. 

Xo - lffi --
x->xo x - x0 ln a 

lim ln x - In x0 = _t_ • ..!_ • 
x-xo :z:-:z:0 Ina x0 

Deoarece x
0 

a fost ales arbitrar, rezultă că pentru orice :i: >O avem 

f'(x) c:r __.!_ • 
xb1a 
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5. Derivate laterale 

Fie f : E ..... R o !uncţie şi Xo un punct din E. Să formăm raportul: 

R(x) = f (x) -f(xo), pentru x =/= x
0 

din E. 
X-Xo 

Este posibil ca R(x) să nu aibă limită în x0, adică f să nu aibă derivată în ~. 
Ot 

dar este posibil ca R(x) să aibă limite laterale în Xo· Sîntem astfel conduşi să definim 
derivatele laterale ale lui f în x 0• 

Să presupunem că există şiruri Xn ..... Xo formate din puncte Xn < Xo din E. 

D e fi n i ţ i a 3. Se spune că funcţia f este derivabilă la stînga în 
punctul :vo, dacă raportul R(x) are limită la stîuga finită în x0• Această 

limită se numeşte derivata la Stînga a funcţiei f în Xo Şi Se notează {; ( x0): 

(s(xo) = lim f(x) -f(xo) • 
X?Xo X-Xo 

Să presupunem acum că există şiruri Xn ..... Xo formate din puncte Xn > Xo din E. 

D e r i D i ţ i a 4. Se spune că funcţ ia f este derivabilă la dreapta în punc­

tul :vo, dacă raportul R(x) are limită la dreapta finită în x0 • Această limită 

se numeşte derivata la dreapta a lui f în Xo şi se notează fd, (x0 ): 

~( ) li f(x) - f(xo) ta Xo = m • 
x'l,x0 x-x0 

Astfel, după cum s-a stabilit în exemplul de la nr. 2, pentru funcţia f (x) =' 
-= jxJ avem: 

(.(O) == lim f(x) - f(O) """ _ 1 
X?O x-0 

· "'(O) l' f(x) - f(O) i 
~· ta = 1m = . 

x'\,O x-0 

Dacă limita la stînga sau la dreapta a raportului R (x) în x0 este infinită, ea se 

numeşte derivata la stînga, respectiv la dreapta a lui f în x0 şi se notează de ase­

menea cu f; (Xo ) respectiv f:i(x0). 

Toate pr.oprietăţile care vor fi date în continuare, pent ru derivate rămîn adevă· 
rate şi pentru derivatele laterale. 

Obs c r.~v. a ţi i„ 1°. Dacă f este definită pe un interval E = [a, b], definiţia 

derivatei în a coincide cu definiţia derivatei la dreapta în a, iar definiţia derivatei 
în b coincide cu definiţia derivatei la stînga în b. ~ 

2°. Este posibil ca într-un punct una sa.u ambele derivate laterale să nu existe. 
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3°. Dacăfun cţiaf arederivatăîntr-unpunct x0 din interiorullui [a,b], a< ~o< b, 
atunci f are în x0 atit derivată 'la stînga cit şi derivată la dreapta, egale între ele 

si egale cu f'(Xo) : 
) 

Reciproc, folosind observaţia 3 de la limite laterale ( § 13, nr. 3), rezultă că : 

dacă f are În Xo derivate Wtera{e egale, atunci f are derivată În Xo, egală CU valoarea 

comunâ a deriPatelor laterale. 

4°. Reluind problema tangentei, se constată că derivatele laterale au de asemenea 

o interpretare geometrică simplă. 

Să luăm punctele x E E numai la stînga lui x0 , x < x0 , şi să considerăm semi­
dreptc Af01'l cu extremitatea în M 0 (fig. 58). Coeficientul unghiular este : 

tg a; = f (x) - f(x0). 

x-x0 

Dacă acest coeficient unghiular are o limită finită, tg cc0 , cind x se apropie de x0 de 

la stînga, spunem că graficul are în punctul 1Vf0 semitangentă la stînga, care este, 

prin definiţie, semidreapta M 0 T cu extremitatea în JV/0 , aflată în semiplanul de la 

stînga lui M 0 ( x < Xo) şi care are coeficientul unghiular tg cc0• 

Aşadar: 

Dacă funcţia f este derÎPabilă /,a stînga în x0 , graficul funcţiei are în punctul cores­

punzător 1l10(x0 , f(Xo )) semitangentă la stinga, al cărei coeficient unghiular este egal 

cu f;(:z:o). 
Dacă f;(x) = oo, graficul admite, prin definiţie, ca semitangentă la stînga în 

punctul .U 0 , semidreapta M 0 T paralelă cu axa Oy, situată sub punctul M 0 (fig. 59). 
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Fig. 60 Fig. 61 

Dacă f;(x0) = -oo, graficul admite, prin definiţie, ca semitangentă la stînga 

în punctul M0 , semidreapta M 0 T paralelă cu axa Oy, situată deasupra punctului 
.M0 (fig. 60). 

Consideraţii analoge ne conduc la interpretarea geometrică a derivatei la 
dreapta: 

Dacă funcţia f este derivabilă la dreapta tn Xo• graficul său are în punctul M0 

ca semitangentă la dreapta, o semidreaptă M 0 T cu coeficientul unghiular fd.(x0), 

situată în semiplanul de la dreapta lui M 0(x ::;;:i:. Xo) (fig. 61). 

Dacă fd.(Xo) = oo, graficul admite, prin definiţie, ca semitangentă la dreapta 
în M 0 , semidreapta M 0 T paralelă cu Oy situată deasupra lui M 0 (fig. 62). 

Dacă fd,(x0) = -oo, graficul admite, prin definiţie, ca semitangentă la dreapta 

în 1\r/0 , semidreapta M 0 T paralelă cu Oy situată sub M 0 (fig. 63). 
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Fig. 6.f 

Dacă f are în x0 derivate laterale egale, cele două semitangente sînt în pre· 

}ilngire, deci graficul are tangentă în punctul },fu . Dacă, îrl plus; tangenta traversează 

graficul, li.10 se numeşte punct de inflexiune (fig. 64 a, b.) 

Dacă f are în x0 derivate laterale diferite, cele două tangente nu mai sînt 

111 prelungire. Dacă una din derivatele laterale este -oo, iar cealaltă este +co, 
cele două semitangente sînt suprapuse (fig. 65 a, b) ; în acest caz M 0 se numeşte 

punct de întoarcere al graficului. 

Dacă f are în Xo derivate laterale diferite şi cel puţin una dintre ele este finită, 

cele două semi tangente nu sînt nici suprapuse, nici în prelungire (fig. 66); în acest 

caz M 0 se numeşte punct unghiular al graficului. 
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6. Derivate de ordtn superior 

Fie f: E .-. R o funcţie derivabilă. Derivata sa f' este de asemenea o funcţie 
definită pe E, deci se poate pune problema derivabilităţii sale. 

D e fi n i ţ i a 5. Se spune că f este derivahilă de două ori într-un punct 

x
0 

E E, dacă f' este derh·abilă în x0• Derivata lui f' în x0 se numeşte 
derivata de ordinul doi a lui f în x0 şi se notează f" ( x0) : 

(
*( ) 1. f' (x) - f '(xo} x

0 
c::1 im • 

x-:ico x-x0 

Se obişnuieşte, de asemenea, să se noteze derivata de ordinul doi a lui f în x0 prin 

d2f (x) 
D2f(x0) sau dx~o_ . 

Dacă f este derivabilă de două ori pe întreaga mulţime E, funcţia f" definită 
pe E se numeşte derivata a doua (sau derivata de ordinul doi ) a lui f. P entru unifor· 

mitate, derivata f' se numeşte deriî'ata întîi (sau del'Îî'ata de ordinul întîi) a lui f, iar 

funcţia f însăşi se numeşte deriî'ctla d~ ordinul zero a lui f. 
Se defineşte în mod analog derivata a treia, ("', a lui f, ca fiind derivata deri· 

vatei a doua: f"' = ([")', sau D3f = D(D
2
{). 

Derivatele de ordinul zero, întîi, doi, trei se notează respectiv cu f (O), f (ll, f(
2
l, f(

3

l: 

f (O) = f; f Cll = f' ; f C2l = f"; f C3) = fm. 

În general, derivata de ordinul n (n n atural) se defineşte ca fiind derivata deri· 

vatei de ordinul n - 1 Şl SC notează CU f (n) sau D
11

{ : 
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Exemple 

~) ~(~ : ~. f:~x) =_O, f"f;l = O, .„, ((nl(x) e O (n ~ 1) • 
. ) „ ( ) .' " (x) ,= 1, g (x) = O, .. „ g(nJ(x) = O (n ~ 2). 
3) h(x) = sm x; h (x) =cos x; hn(x) = - sin x h"'(x) - 'lV l . , ( 7t) „ ' - - cos x, 1t (x) = sin x, „. 
nparticular:h "2 =O;h" { ~ )=- 1 ; hm(;)=O,/,,IV (;J=i.„ 

§ 2'1. o peraţii cu funcţii deriva bile 

Î~. acest paragraf se va arăta că, dacă se a r :- „ . . operaţule algebrice se obi in tot 
1
• ţ' ' d . b' Pica funcţulor derivabile f, g : E-+ R 

' Y unc n er1va 1le. 

1. Suma 

T e o r e m a I. Dacă funcţiile f şi " sint f + g este o funcţie derivahilă şi: o derivabile, atunci şi suma lor 

I <r + g)' = ,, + g' I 
Derivata sumei este egală cu suma d . I er1vate or 

Demonstraţie. Să luăm un punct o pentru l'uncţia h = / + g. · arecare Xo E E şi să formăm raportul R(x) 

h(x~ =:~To) = ({(X) + g(x)) -(f(xo) + g(xo\l = ( (x) -f(xo) + g(x) 
X-Xo 

= f(x) - f (xo) + g(x) - g(x0 ) • 

X - X o X - X o 

Deoarece termenii sumei din ultimul mcmb~u A 

f
'I ) . I ' au m punctul X r . 1 
iXo ş1 g (xo), rezultă că s,i primul membru , o imit e e, respectiv 

h ~1~~ 1 
= f + g este derirnbilă în x ~1•• m punctu Xo, deci funcţia 

Ol ·r • 

Tt'(xu) = lim h(x) - h(xo) = Jim f (x) -f(xo) + Jim g(x) - g(xo) 
X->Xo X - X o X->.\:o X - X o X-+Xo X - Xo -

= f'(xo) + g'(xo)· 

Deoarece punctul x a fo ·t I t. • • 

în 
. o s a es arul trar 111 E rezultă l' f . h 

orice punct x E E si h'(x) _ /'' (x·) + '( ) •1, ca uncţia este derivabilă ; - g x sau i = {' + g', adică: 

(f + g)' = {' + g'. 
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Prin inducţie completă se arată că suma (1 + f2 + ... + fn a n funcţii deriPabile eaie 
de asemenea o funcţie deriYabilă şi: 

((1 + f2 + „. + fn)' ~ h + h + „. + f'n 

Se demonstrează la fel că diferenţa a două funcţii deriPabile f şi g este o fun.cţ~ 

der iYab ilă şi : 

I CI - g)' =< f' - g' I 
Exemple 

1) f (x) = sin x + cos x, f'(x) =cos x - sin x; în particulari 

f'(OJ=t, r(;)=-1, r(f)=o. 
~) f (x ) = cos x + x - 3, f'(x) = - sin x + 1; în particulari 

2. Produsul 

f'(i.) = 1, f'(27t) = 1, f' (;) =o. 

T e 0 r e m a 2. Dacă funcţiile f ~i g sînt derivabile, atunci produ.sul lor 

f g este o funcţie derivahilă 17i : 

I (fg)' => f'g + fg' I 
Derivata produsului este egală cu prima funcţie derivată înmulţită cu 
a doua nederivată, plus prima ftmcţ:ie nederivată înmultită cu a doua 

derivată. 

Demonstraţie. Să luăm un punct oarecare Xo E E şi să formăm raportul R(x) 
pentru funcţia h = fg: 

h (x) - h (.r0 ) f (x) g(x) -f(Xo) g(x0} = f(x) g(x) - f(xo) g(x) + f(xo) g(x) - f(x0) g(xo) c:::o 

= f(x) -f(x0 ) g(x) + f(Xo) g(x) -g(xo) • 
x-x0 x-x0 

(S-a scăzut ş i s-a adunat la numărător f(Xo)g(x). Funcţia g, fiind derivabilă în 
x0 este continuă in x

0
, deci Jim g(x) = g(x0 ). De asemenea, f şi g fiind, prin ipoteză; 

X-+Xo 

derivabile tn Xo, avem: 

lim f(x) - f(xn) c:::s f'(x
0
), lim g(x) - g(:i:o) ~ g'(xo)• 

"'"""xo x - :z:0 lC-Xo ~ - a;, 
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Rezultă că raportul R(x) are limită în Xo, adică funcţia h c:::s fg este derivabilă în Xo şi: 

h'(x
0
)=lim h(x)-h(xo)=lim f(x)-f(xo) limg(x)+f(:.&o)lim g(x)-g(:.c) = 

x-+xo :z: - Xo x--xo x - Xo :r--:ro x-+xo x - :i::o 

Deoarece x0 a fost ales arbitrar în E rezultă că h este derivabilă în orice punct x din 
E şi h'(x ) = f' (x) g(x) + f (x) g'(x) sau h' = f 'g + fg', adică: 

(fg)' = f'g + fg'. 

Prin inducţie completă se arată că produsul fif2 .„ fn a n funcţii derÎPabile est~, 
de asemenea, o funcţie deriYabilă şi: 

n 
= E f1'2 „. t:-ifi~+1 ... f n 

1 ~ 1 

De exemplu, în cazul a trei funcţii, fu f2, f3 , formula se demonstreaz~ astfel, 
folosind formula de derivare a produsului a două funcţii: 

(f J2fa)' = lf J2)' fa + (fJz) f; :::a (f~f2 + fi{;) fa + fJJ~ = f~fJs + fifila + fi(J;. 

În particular, pentru produsul a n funcţii cu f, termenii sumei, în număr de n; 
sînt egali între ei şi egali fiecare cu r-1{', deci 

Această formulă va rezulta, mai departe, şi din teorema de derivare a funcţiilor 

compuse. 

T e or e m a 3. Dacă funcţia feste derivabilă, iar c este un număr, atunci 
funcţia cf este derivabilă iti: 

I (cf)' = cf' I 

J Constanta iese în afara derivării J 

Într-adevăr, considerînd funcţia constantă g(x) == c, rezultă: rl = O, şi fg = cf, 
deci (cf)' = (fg)' = f"g - fg' = f'c + f ·O= cf'. 

Îu particular, luînd c ~ -1, se obţine: 

I (-{') = -f' 1· 
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E~emple 

1) f(x) = axn-, f '(x) = na.r.n-1. 
2) Orice 11ul i nom P(x) = u,,xn + a,1_

1
.i;n- 1 + .„ + a1:if + a 1:T. + a0 e31e o fu ncţie derivabilă 

qi derivata sa e~te: 

P'(..i::) -"" 11arix11- 1 + (n - 1) ttn-i.i:"-~ + „. + ~!1.:X + a 1 

ln particular: 

P(x) = 3x3 +!ix+ 2; P'(x) = 6x + 4. 

3) f(x) = x eiu x; f'(.r) ~ sin :r; + :z; cos ;r;. 

4) f( .L) = ,.r; ~in .x cos .t; f ' (x) = sin x cos .i: + .t cos= .c - x ein2 x = ..!__ sin '.!x + x cos 2x. 
~ 

5) f (..c) = (.z:~ -1)2UO; f'(.i:) = 2Ul) (a;; - ! JIU~• (.i~ - 1)' '"'"'""-*00:z;(~J - 'l )lllll. 

6) f(x) =sin; :z;; f' (x) = 5 i;in4 x cos :z;; în particular: 

3. Citul 

/'(O) = O, /' ( i ) - O, f' ( ~) = 5 ~~-

T e o r e m a 4. Dacă funcţiile f şi g sînt derivahilc, atunci funcţia .!.. 
d 

g 

este erivahilă în toate punctele în care este definită în care numitorul 
nu se anulează) şi: 

Derivata citului este egală cu derivata nwnărătoruluî iumultită cu numi­
torul nederivat minus nu'mărătorul ncde1·ivat îmnultit cit cl~rivata numi-
torului, totul supra numitorul la pătrat. ' 

Demonstrati,·e. Fie x0 un punct oarecare ·1..... f t' l f <l · •· care unc,1a i = - este efmită deci 
" ' 

în care numitorul nu se anulează, g(x0) =f= O. 
funcţie: 

f ( xl _ _ fJJ?E)_ 

Să formrun raportui" R(x) pentru aceaslă 

h(x) - h(.r0 ) _ 3(.r) g(.i·0 ) = J!:.tl g(.r0 ) - f(.r0 ) g(.r) 

a; - Xo x - x 0 g(J:) g(a.·0) (x - x 0 ) -

= _f (x) g(xol - { (:ro) g(.ro) + f (.1·0) g(.r0 \ - f (x0) g(x) 

g(x) O(.Co) ( t - X o -

1 ( f( x.L:- f (xo) o( x ) - { (a: ) g(x\ -- g(.i·o) .) 
g(.i:) g(xo) x - Xo o' o o x - Xo • 
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(S-a scăzut şi s-a adunat la numărător f (x0) g(x0).) 

Funcţia g este derivabilă în x
0

, deci este continuă în x0 şi, prin urmare, lim g(x) = 
x~xo 

= g(x
0

) =f= O; termenii din paranteză au limită în x0• 

Rezultă că şi raportul iniţial are limită în x0 , adică funcţia h este derivabilă în 

a:
0 

şi derivata sa este: 

h
'( ) 1. h(x) - h(x0 ) 

:x0 = im = 
x-xo x-Xo 

== 1 (tim f (x) -f(xo) g(xo) - f (xo) lim g(x) - g(xo\ ) = 
lim g(x) g(x0) x-xo x - x 0 x-xo x - xo 
x~xo , 

o::: 1 (f'(x) (x) _ f(x ) a'(x )) = f'(xo) g(x.ol - f (xo) g'(xol 
(g(xo))2 o g o o o o {g(xo))2 

Deoarece x
0 

a fost ales arbitrar în E astfel ca g(x0) =f= O, rezultă că funcţia h 
este derivabilă în orice punct x în care este definită (în care numitorul nu sa anu· 

lează) şi 

h'(x) = f' (x) g{x) - f{x) g'{x) sau h' = f'g - fg' , adică: (i)' = f'g - fg' 
(g(x) 

1
2 82 g g2 

În particular, luînd f(x) cs 1 avem f' = O, şi notînd g = u, obţinem: 

(_!_)' = - u' 
u u 2 

De exemplul 

( :)'=-~· 

4. Derivatele unor funcţii elementare 

1) După cum s-a arătat la nr. 2, orice polinom 

P (x) = anxn. + an-lxn-1 + .„ + azx2 + a1X + ao 

este o funcţie derivabilă pe R şi : 
P'(x) = nanxn-1 + (n - 1)an_1xn-

2 + .„ + 2a2X + llt 
• • • V _ anxn + „. + a.,x + ao , este deri11abilă în toate 

2) Orice funcţie raţionala, f(x) - bnixm + ... + b,x + b0 •• 

punctele în care este definită (în care numitorul nu ~e anule~ză) . ca fund raport de 

Dcrl
·vata se calculează după r egula de derivare a c1tulu1. 

polinoame. 
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Esemplra. 

:i;Z + 3 
Pentru f (a:) = x _ ,

1 

obţinems 

(x2 + 3)' (x -1) - (x2 + 3) (a: - 1)' 2x(a:-1 )-lx2 +31 _ x2 - 2a: - 3. 
= 1..c -1 )• - (.i; - 1 ) ~ ('(x) = (x-1)~ 

In particular : f'(-1) = O, f'(O) = -3, f'(2) = - 3. 

d · b 'l ~ t t d n i'ltl e; de dei'ini,tie, (x -'- (2k + 
3) F /, . f(~·) - t('f x este eriva 1. a pe o ome " 1· -r 1 unc1ia ... - c ' 

..,i.. 1) .!: , k întreg), şi f' (x) = + = i + tg2 
x. Se scrie: 

I 2 C~ X 

I 

(tg 1'}' = _1__ I 
cos2 x 

Într-adevăr, 
ain x 

t<f X=--· • 
b t.:0:! J; 

~1 pentru cos x =I= O se aplică r egula ele derivare a 

cîtului: 

(sin z)' cos x - (cos x)' sin x . f'(x) = !.::::...;..!__;..----'-----'-- -
cos2 x 

In particular: f' (O) = 1, f' ( : ) = 2. 

cos x cos x + sin x sin x 
CO!>~ X 

cos2 x -Ţ- sin2 z 

cos~ x 

4) Funcţia f(x) = ctg x este derivabilă pe tot domeniul ei de definiţie, (x =/= kr.:, 

k între('f) .«i f"(x) = - -. '1-„- = - ('l + clg2 x). Se scrie: 
0 

' ' s1n·x 

) ' 1 (ctg X = - - .- .. -
sm· x 

• COS X d • 
Într-adevăr pentru sm x =/=O avem ct g x = -.- • ec1: 

' ~X 

, (cos x)' sin x - (sin x)' cos x __ - sin .r: sin x - cos x cos x = 
' (x) == .. -

sin: x sin~ ai 

11in2 :z; + cos2 x z::::a 1 
- - Bin~ X - IÎD:J li: • 
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În particular: 

f' (~) = -2, f' (f) = -1 

1 
5) f (x) = xn (n E N ) este derivabilă pentru x =f= O, şi f'(x ) = _ _ n_. 

xn+1 

Se scrie: 

n ---(:nr= 
Într-adevăr, f' (x) 

-nxn-1 n - --. 
:i;n +1 

=---= 

Formula precedentă se mai scrie ( x - n)' = -nx -n-1• 

Aşadar, oricare ar fi k întreg, avem (a/')' = kxlH. Se va 
ar fi o: real avem: 

E xe mple 

1 
1) f (x) = - = z-1 

~ 

(x~)' = i:xx«-1, (x >O) 

2 rf x) = - 2x-~ = - - . 
~ 

ln particular: f' (-1) = 2, ('(1) = - 2. 

2) f (x) = 2_ - 2_ + ~ - 3x2 + 2 
x4 X~ W! 

arăta mai departe că oricare 

f '(a:) =- 28 + ~ - ~-6:i:. 
X O :i;l! x' 

6) Fie funcţia f ( x) c::s ~x . Domeniul de definiţie al funcţiei este E == (O, oo }," 

dacă n este par, şi E = R""' {O}, dacă n este impar. 

Ji'uncJia feste derivabilă pe E şi f' (x) = - - n 
1 

• Se scrie: nv xn+l 

( 
1 )' 1 iYx CI - n iY xn+l 

Într-adevăr: 

t 

(iY-X)' 
---= niY xn-1 . 

- ---c::s 
t ---· 

(vx)2 Vx3 n(Y-::i;n-+! 
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o b . 1 - .!. s e r va ţi e. Dacă pentl'U x > O scriem vx = x n • atunci formula de 

derivare de mai sus se scrie: 

1 1 
- - 1 - - -1 

(x n)' = - - X n , ... > O .., , 
n 

ceea ce derno11strcază pen tru ex = - ..!.. formula (xay = ccx'l-1. 
n 

Dealtfel, dacă n este impar, această eg„litate ra7 u1'1ne d 
1 

~" a evărată ~1 pentru x < O, 
1 - -

dacă se scrie formal [Y~ = x ii • 

7) Fie funcţ ia p utere f (x) = xr cu r raţional. 

Functia f este derivabilă în orice punct .i; >O, şi {'(~)= rxr-1. Se scrie: 

I ( x')' = rxr-1 I 
Dacă r >O, fll:ncţia feste definită şi în O. f n acest caz: 

a) Dttcă r > 1, funcţia f este deriYabilii, îrt O *i deriYata se calculează cu formula 
precedentă: f'(O) = O. 

b) Dacă r = 1, funcţia feste deriYabilă în O şi f'(O) == 1. 

c) Dacă O< r < 1, funcţia f nu este deriCJabilă în O dar are derÎYata f' (O) = oo. 

Pentru x >O, formula a fost deja demonstrată în cazul cînd r =..!..cu k =/= O 
le 

fntreg (pozitiv sau negativ}. Dacă, cum r = ~ , l · =/= O 
11 

cu m natura ş1 n întreg (even· 

tual negativ), atunci 

2.. !. 1 m 1 t ~-l 
(:.z:')' = ((xn)m)' c::r m(xn)m-l(x ny = Tl?X n - n ..!_ XÎÎ -1 = ~X n = rxr- 1, 

n n 

Jn cazul cind r >O, pentru calculul derivatei în punctul O formăm raportul; 

R(x) = f ix) -f(O) 
:i: -0 

Dacă r > 1, atunci r - 1 >O, deci : 

.r,~ 1 = -= ..i;f'-. 
.i; 

f'(O) = Jim x l"-1 = O. 

Dacă r = f , atunci R(x) ;;:s 1, deci f'(O) = 1. 

Dacă O< r < 1, atunci 1. - r >O, decj 

f'{O) =fim a;1·-1 = lim-1- = 00, 
~o .r-0 zr-! 
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§ 22. Derivatele · funcţiilor compu1e 
şi funcţiilor reciproce 

În paragraful precedent s·a arătat că, aplicînd funcţiilor derivabile operaţiile 
algebrice, se obţin tot funcţii derivabile. În acest paragraf se va arăta că operaţiile 
de compunere şi de inversare a funcţiilor păstrează de asemenea derivabilitatea. 

1. Derivata unei funcţii compuse 

Fie E ~ F ~ R două funcţii şi fie h = f o u : E - R funcţia compusă: 

h(x) = f (u(x)) , X E E. 

T e o r e m a I. Dacă funcţiile u şi f sînt derivabile, atunci funcţia 
compusă h = f o u este derivabilă şi: 

(f ou)'= (f' ou) • u'. 

Notînd f ou= f (u) şi f' ou= f' (u), această egalitate se scrie: 

\ (f(u))' = f'(u) • u' I 
Demonstraţie. Fie x

0 
un punct oarecare din E şi fie y0 = u(x0 ) „ punctul cores• 

punzător din F. Deoarece funcţia feste derivabilă în y01 avem: 

f' (Yo) = lim f(y ) - f (Yo) , 
11- 110 Y-Yo 

lim f(y) -f(Yol - f'(yo) = O. 
11- 110 y-Yo 

Dacă definim funcţia auxiliară ex: F - R prin egalităţile: 

«(y) = f (y) - f (Yol - f'(Yo), pentru y =/= Yo• 
y-Yo 

atunci funcţia ex este continuă în y0 : 

lim «(y) = O = a.(y0) 
u -110 

Din egalitatea prin care a fost definită o:{y) pentru y =/= y0 , rezultă: 

f (y ) - f (Yo) = (f'(Yo) + ex(y)) (y - Yo) 
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§I această egalitate rămîne adevărată ţii peniru y c:s y0 (deoarece ambii membri ai 
eg<:dităţii se anulează). Aşadar, egalitatea e'!t<J adevărată pentru orice y E F. Dacă 

x E E, atunci u(x) E F, deci egalitatea precedentă este adevărată pentru punctele y 
de forma u(x) cu x E E; 

f(u(x)) -- f(y0 ) => (f'(y0 ) + oc(tt(x))) (u(x) - Yo) 

§Î, deoarece y0 = u( Xo) ~ 

f(u(x)) - f (u(:i:o)) .,.. (f'(y0) 4 cx(u(x)}) (u(x) - u(~)). 

Pentru a cerceta derivabilitatea funcţiei compuse h = f;) u în punctul x°' sl 
formăm 1·aportul R(x), pentru x =/= Xo= 

R(x) = lt(x) - h(x0) = f(u(x)) -f(u(x0H 1:::1 (f'(Yo} + oc(u(x))) u(x) - u(xo} • 
X - Xo X - Xo X - Xo 

Ultimul membru din aceste egalităţi are limită în x0, deoarece: 

li u(x) - u(x0 } '( ) m c:au Xoi 
x-xa x-x0 

funcţia u este continuă în x0 (fiind derivabilă}, iar oc este continuă în punctul cores• 
punzător y0 = u(:ca), deci şi funcţia compusă oc(u(x)) este continuă în x0 (v. § 17, nr. 2): 

Jim oc(u(x)} 1:::11 cx(u(Xo}) c:s oc(y0) e1 O. 
X-Xo 

Rezultă că şi raportul R(x) are limită în 3Jo, deci h este derivabilă în .1·0 , şh 

h'( ) li h(x) - h(x0) (f'( ) + 1. ( ( ))) 1. u(x) - u(x0 ) x0 = m = y0 im oc u x im = 
X-1-XQ X - Xo x-xo X--+llQ X - Xo 

Deoarece x0 a fost ales arbitrar în E, rezultă că funcţia compusă h este derivabilă în 
orice punct x E E şi: 

h'(x) :::a f'(u(x)) • u'(x), 

adicl 

h'(x) c::s (f' o u)(x) • u'(x), pentru orice x E E, 

de unde~ 

li' = (f' o u) · u'. 

Observ aţi i. 1° Se atrage atenţia că în egalitatea (f (u))' = f'(u) · u', u nu 
este argumentul funcţiei f, ci este o funcţie (de $). 
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2°. Teorema precedentă este valabilă ş:i în cazul mai multor fuq~ţii e~~ ş" corn· 
pun. De exemplu, dacil funcţiile f (u) , u(v), v(x) sînt derivabile, atunci şi funcţia 

compusă h(x) = f (u(v(x))) este derivabilă şi: 

h' = f'(u) • u'(v) • v'. 

Practic, deri11ata unei funcţii compuse se obţine înmulţind deri11atele funcţiilor care 
se compun în ordinea compunerii lor. 

Ţinînd seama de regula de derivare a funcţiilor compuse şi de regulile de derivare 
a unor funcţii elementare, se obţin fo1'mulele următoare (unde u este o fµncţie qeri­
vabilă): 

1) (un)' = nun-ţ • u.', Ii (n întreg) 

2) 

3) 

4) 

5) 

6) 

7) 

8) 

9) 

J (ur)' =o rur-1 · 1/, I; (r raţional) 

I (sin u)' = cos u · u' 

j (cos u)' = -sinu· u' 

' u' (tgu) =--
cos2 u 

'" (cţg u)' = - -.--
s1n2 ,, 

(I u I)' = l.!!l u' 
u 

u' 
(ln I u IY =-

u 
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Într-adevăr: 

(ln I u I)'= _ 1_ (I u I)'= _1_ ~ u' = ~. 
lui lui u u 

În particular: 

(ln Ix I)'=! 
X 

Exempl e 

, 1) ''.(x) = (2~ + 5) 100'. No1înd u(x) = 2.~ + 5 şi f{u) = u1007, avem h(x) = f(u(x)), deci 
h (x) = r (u(x)) . u (x) = 1007 (u(x)) 100s. 2 = 1007 (2x + 5)1000. 2 = 2014 (2x + 5 ) 1000 

1 
2) f(x) = = (z2 +X + 1)- 5· 

(x2 +X+ 1)5 ' 

f'(x) = - 5(x2 + x + 1)- o (x2 + x + 1)' = - 5(2x + 1) 
(x2 +X+ 1)6• 

3) f (x) = t/2x~ - 5x2 = 2, 

f'(x)= (2.r3 -5x2_+2)' = 
2t/h3 -5x2 + 2 

&) f (x) = tiin (2.~ + 5) ; 

f'(x) =cos (2x + 5) · (2x + 5)' = 2 cos (2x + 5) ; f ' (- ~) = 2. 

5) f(x) = tg ! ; 
X 

f' (x) = _ 1 _ _ l!Y = - 1 
? 1 (!; : 1 

cos- - x2 cos2 -
X X 

2 

6) ( (X) = r (sin X T 2x5)2 = (sin X + 2x;) 3°; 

t 

r (;)=-r-2. 

f'(:r) =!(sin x + 2x5)- 3 . (cos x + 10zl~ = 2(cos_x + 10x~ • 
3 . 3 rsin X + 2x:, ' 

7) f (x) = sin3(5x2 - x + 1); 

f'(x) = 3 sin2(5x2 - x + 1) · cos(5.~2 - x + 1) · (10x - 1) = 
= 3(10x -1) sin2(5x2 - .~ + 1) cos(5x2 - x + 1 ). 

8) f(x) = ln sin x; 

x = -. - = ctg x; (' - = 1. f ' ( ) COS X ( r. ) 
Slll X 4 
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1 
9) f (x) = ln -;; 

f '(:r) = ..!_· (-1-)' =X' (- ~) = _ ! ; 
1 X X" T 

X 

10) r (x) = ln3 (îx + 1 ) = (ln(7x + 1 ) )~ 

f' (° 7 1) = 2el • 

2. Derivata unei funcţii reciproce 

f'(e ) = - ..!_ • 
e 

Fie I ~i J două in lcrvale oarec:ire. Fief : I ~ Jo aplicaţie bijectivă 
st1·ict monotonă ~i qi : J ->- 1 aplica\ia reciprocă. Se poate demonstra. 

T e o 1· e m a 2. Dacă f este derivabilă înt1·-un punct x E I şi dacă deri­
vata sa nu se anulează în acest punct, f' (:1:) =I= O, atunci funcţia reci· 
procă <p este derivabilă în p1mctul corespunzător y = f (x) ~i 

q/(y) = f'~x) 

Justificarea geometrică a acestei teoreme este următoarea: 
faţă de pri m:l hisectoar<" (fi g. 67). Graficele funcţiilor f şi ? sînt simetrice 

Deoarece funcţia f este derivabilă în pune· 
tul x, graficul său admite în punctul (x, y) 
tangentă, AJT, neparal el ă cu axa Ox 
(deoarece t g o: = f'(:r) =I= O) ; urmează că ~i 
graficul funcţiei reciproce q> admite în 
punctul corespunzător (y , x) tangentu, 1U'T', 
neparalelă cu axa Oy, deci cp este <lerivabilă 

în punctul y. 

D 
(J, 7: ll. 1 eoarece 1, = -:- - o:, avem tg r' = - ; 

2 t g-:i: 

dar t g ~ şi tg o: sînt respectiv coefici enţi i 
unghiulari <;'(y) şi f'(x) ai CPlox· două t an· 

gente, deci q>'(y) = -
1

- . 
f'(x) 

:r 

/ 
/ 

/ 
/ 

- - /', r 
,M'· _,. 

I'\,/" 
I • , .. /' . 
I „ ' !I - ---;r---- . M -- -

/ I I" 

/' ' l 

Fig. 67 

/ ' t / ~ X 
-0--.1----~-vu...... ---'-~------·-
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Exemple 

1) Funcţiile f(x) =..:_ şi q>(y) = 2y sînt reciprot'e una altei~. A-..em: 
2 

f'(x) = ..!_ şi cp'(y) = 2. 
2 

1 
Se verifică deci egalitatea: cp'(y) = -- . 

f'(x} 

1 1 
2) Funcţiile f(x) = -1 (x =/=O) şi tp(y) = - • ( 

...L. Q) i>Î!lt reciproce una alteia. Y-i:.• „. 
X y 

Avemi 

('(x) = - ..!_şi cp'(y) = - ..!_ • 
a!' y3 

· d · r ·u f · 1 
· 

1 
Dacă x s1 y se corespun prin uncţ1 e ş1 cp, avem :r. = - ş1 y = - t 

• y X 
deci: 

'( ) 1 • 1 cp y = --=-x·=--· 
yi ( ' (:r) 

o b s e r V a ţ i e. Schimbînd între ele funcţiile r şi <p, teorema precedentă se 
poat e enunţa astfel: 

Dacă qi este deriYabilă într-un punct y E J fÎ dacă <p'(y) =/= O, atunci feste deriYabilă 

în punctul corespunzător x = <p(y) fi 

f'(x) :;:: _1_. 
tp'(y) 

3. Derivatele unor funcţii elementare 

Folosind regulile de derivare a funcţiilor compuse şi a funcţiilor reciproce, pu· 
t am acum calcula derivatele funcţiei exponenţiale, funcţiei putere, funcţiilor circu• 
lare reciproce şi funcţiei u". 

1) Dacă a> O, func/ia exponenJială f (x) =ax este deriYabilă pe R şi f' (x) ~ ax ln a. 
Se scrie : 

În particular, pentru a = e, avem: 

Dacă a= 1, alunei: ln a= O, f (x) :::.=:; 1 şi f'(:r) = O; deci formula este verificatij 
în acest caz. 

Dacă a=/= 1, funcţia f (x) = di: definită pe R, este reciproca funcţiei cp(y) = 
o= loga y definită pe (O, co). Deoarece q> este derivabilă ~i cp' nu se anulează pe 
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(O, oo), foneţia feste derivabilă pe R. Pentru ::r. = ~(y), adică (r. ::;r;: loga y, ~vem 
y =a~ şi 

1 1 I X l f'(x) = -- = -- = y na =a· na. 
cp'(y) _1_ 

y ln a 

Dacă u este o funcţie derivabilă atunci: 

I (au)' = (luu' ln a 

şi 

Exemple 

1) f (x) = esin ::C; f'(x) = esin x. cos x; f'(O) = 1; (' ( i ) =O. 

1 
2) f(x) = 21° ::c; ('(x) = 210 x • ln 2 • (ln x)' = 2ln x • ln 2 • - ; ('(1) = ln 2. 

X 

3) f(:z:) = a5:c'-:>.::c+a ; (' (x) = 2(5x -1) a6::c'-2x+3 ln a. 

::c+1 -2 ::c+1_ 1 
i) f (x) = ..,x- 1; f'(x) = (x -1)2 ..,:x:- 1 ; f'(-1) = - 2 • 

2) Funcţia putere f(x) = x"'(ct real) este deriYabilă în orice punct x >O ~i f'{~) ca 

= Gt:t'-1• Se scrie: 

I (XX)' = rx.x-1 I 
Dacă c.c >O, funcţia feste definită şi în O. În acest caz : 
a) Dacă IX > 1, f este deri"abilă în O şi deriYat.a se calculează cu formula precedent~: 

('(O)= O. 
b) Dacă O< IX< 1, f nu este deriyi;ibilă în O dar are deriYqta f' (O) = qq. 

Într-adevăr, dacă x > O, avem: 

f (x) = x'% = 81n ~ = e« lnx. 

Folosind regula de derivare a funcţiilor compuse obţ.inem: 

f'(x) = e« ln x(IX ln x)' = xa {<X:)= IX:t-1• 

În punctul x = O se procedează ca şi pentru funcţia xr cu r raţional. 
. 3) Dacă u şi v sînt deri"abile pe un inter"al I şi dacă u(x) >O pentru orice x E J 
atunci funcfia uv este deriYabilă pe I şi 

I (u")' """ u" • v' · ln u + vu-1 u' I 
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Funcţia uv se derivează considcr!u d intîj u constant şi derivînd ca o funcţie 
exponenţială, apoi considel'Înd v coustant şi derivind ca o putere, şi se adună 
cele două derivate. 

Pentru a reţine această regulă, convenim să scriem: 

(uv)' = (u~) ' + (m~)' 
unde indicele c arată că funcţia respectivă se consideră constantă. 

Pentru a demonstra formula, scriem : 

şi derivăm ca o funcţie compusă: 

(uv)' = ev 10 u(v ln u)' = uv ( v' ln u + v ;) = uvv' ln u + vuv-1 u'. 

Exemple 

1) f (:r:) = x-"C ; f'(x) = x • xX-1 + x-"C ln x = x-"C(1 + ln x); {'(1) = 1. 

2) f (x) = (sin x)X; f'(x) = x (sin x)x-i ·cos x + (sin x):c ln sin x = (sin x)X (x ctg x + In sin x); 

(' {î ) =o. 

3) f (x) = (x2 + 2x) Yx, f'(x) = t/x (x2 + 2x) YX=I • 2(x + 1) + 

+ (x2 + 2x)Yx. _ 1 = ln(x2 + 2x) = (x2 + 2x)Yx • (2 Vx (x + 1) + ln(x
2 

+_2x)) . 
2t/x x2 + 2x 2t/x 

4) Funcţia f (:-c) = arcsin x, definită pe interYalul închis [-1, 1) este deriYabilă pe 
interYalul deschis (-1, 1) şi 

1 
(arcsin x)' = , (-1 < x < 1). 

t/1-x2 

Funcţia f (x) = arcsin x definită pe [-1, 1) este inversa funcţiei cp(y) = sin y 

definită pe [- -Î . f J. Pentru - ; -< y -< i avem cos y :> O, deci 

cp'(y) = (sin y)' = cos y = V cos2 y = V 1 - sin2 y. 

Punctele în care se anulează rn' sînt - ..'.:şi 2. • 
T 2 2 • 
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Urmează că funcţia feste derivabilă în toate punrfelP :r = -p(y) = sin ?J ru - % < 

< y < _:_.:_ , adică în t oate pun('ttl(' a· = sin y c11 -1 < :r < 1, ~i în ace:; t P. puncte avem: 
2 

f' (:r) = _1_ ,,.._ --:=== = __ 1 __ 
c;>'(y) t/1 -~in2 y th-x2 

0 h se r y aţi e. În p11nCL(')e -1 ~i 1 f11nrţia /' = arrsin nu 1'5lr drf'Î vnhilă 
dar, după cum se va arăta în capitolnl următor, are <lerival(t în U('f'~t c 1mn('tf', şi 

anume /'(-1 ) = f'(l) = oo. 

5) Funcţia f (x) = arecos x definită pe intm'lllul închis [ - l, 1] e.~ I P. deriPaliilă 

pe interyaful deschis (-1, 1) şi 

I 

(arccosx)'= - ·I' (-1<x<1). V1 - x2 

Func~ia f (x) = arccos x definită pe [-1, 1J este inversa funcţiei 9(y) = ros y, 
definită pe [O, ;:j. 

Pentru O-< y < 7t avem sin y :> O, deci : 

i:p'(y) = (cos y)' =-sin y = - Vsin2 v = - V1 - cos2 y. 

Punctele în care se anulează <p' sînt O şi r.: 

i:p' (O) = cp'(;r) = O. 

Urmează că funcţia f este derivabilă în toate punctele x = qi(y) = cos y m O < y < 
< r., adică toate punctele x = cos y cu -1 < x < 1, şi în aceste puncte avem: 

f' (x) = _ 1_ = _ 1 = _ 1 
tp'(y) t/1 - cos2 y vi -x2 • 

Observ aţi e. După cum. se va arăta în capi tolul următor, în punctele -1 
şi 1 funcţia f = arccos nu este derivabilă dar are derivată în aceste puncte, şi anume 
f'(-1) = f'(1) = - oo. 

6) Funcţia f (x) = arctg x este deriYabilă pe R şi 

1 
(arctgx)' = --

1 + x2 

Într-adevăr, f (x) = arctg x este inversn funcţiei qi(y) = tg y definită pe (- ~ , ·i), 
care este derivabilă pe acest interval : 

<p'(y) = (tg .x)' = - 1
. - = 1 + tg2 y. 

cos· y 
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Deoarece q>
1 nu se anulează în nici i.m punct, funcţia f este de:rivabilă în orice 

punct x = cp(y) = tg y ş1: 

f'(x) = _1_ = 1 = _1_. 
tip'(y) 1 + tg2 y 1 + x2 

7) Funcţia f (x) = arccţg x este derivabilr1 pe R şi 

(arcctg x)' = - - 1
-

1 + x 3 

Funcţia f (x) = arcctg x este inversa funcţiei cp(y) = ctg y definită pe (O, 7t) 
care este derivabilă pe acest interval: 

<p'(y) = ctg x)' = - - .-
1 

- = -(1 + ctg2 x). 
s1n2 x 

Deoarece 9' nu se anulează în nici un punct, funcţia f este 
punct x = ţp(y) = ctg y şi: 

f'(x) = _ 1_= _ 1 = __ i_, 
tip'(y) 1 + ctg2 y 1 + x2 

derivabilă în orice 

8) Ţinînd seama de regula de derivare a funcţiilor compuse, se obţin form'1lel~, 
următoare (u fiind o funcţie derivabilă) : 

E.r-empl e 

1) f (x) = nrcsin (x2 - a:} 

( . )' u arcs1n u = ,/ 
V 1-u2 

(arccos u)' = - zl 
V1-ua 

(arctg )' u' u =--
1 + u2 

... 
u' 

(arcctg u)' = - --
1 + 14

3 

f'(x) = (x
2 

- x)' . _ -:-;::;:;:::=::::;==2=r==c=1 ==.=:==-
v' 1- (x2 - x)2 v'(1-x2 + x) (1 + x2-:i:); 

1 
2) f(x) = arccos x2 
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f'(O) = -1 

Nr. 

3 

5 

6 

7 

(~)' 2 

f'(x)=-V . =x,/t=„ :.._ ii f'(2) = ,}= 
y 15 

( 

1 , 2 V 

1 - ;2) 
X 

3) f(x) = arctg --
1 +X 

f' (x) = l X )' 

1+~ - 1 . f'(O) = 1 

( 
x ) 2 

- 2x(x + 1) + 1 ' 1+ --
1 + X 

4) f(x) = arcctg In x, 

, (ln x)' 1 f'(i) = _ 1. 
f jx) = - 1 + Ina x = - x(i + ln2 x) ' 

Reg uli de derivare 
(Recapitulare) 

1. ( u + v)' = u' + v' 2. (u - v)' = u' - v' 

3. (uv)' = u'v + v'u 4. (cu)' = cu' 

6. (f(u))' = f'(u )u' 

Tabloul derivatelor unor funcţii elementare 
(Recapitulare) 

Funcţia f Derivata f' Mulţimea pe care f' 
este derivabilă 

c, (constant) o R 

X 1 R 

xn, (n natural) nxn-1 R 

1 -n 
R".{0} - , (n natural) 

x n+l xn 

x", (:r.> 1) axix-1 [O, +oo) 

x", (:1. < 1) ax"'- 1 (O, +o::i) 

Vx 1 
ţO, +oo) 

2Vx 
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°i{r. Funcţia ; Drrivata j 
~lnli.imra ro c:irc / 

C'ŞtP dc1·ivabilâ 

8 sin x l'O >. X R 

9 C'OR X - sin:t. R 

10 t~ X ,; =f'.:. ('21: +'l i ~ 
co~2 x 

.... 

11 ctg X ----- X=/= /,-:t 
sin~ :i: 

12 ai·c~in x 
I (-1, 1} 

VI _:_ :z 2 

13 arccos x 
I 

- · vr~:-:i.2 
(-1, 1) 

1 't ar11t g x R 
1 + x2 

1:) 
1 R arcctg x ---

1 + x2 

1G e:i: c·C R 
17 fi~', (a > O) a:l: Jna R 

18 ]11 X 
1 (O, + °") 
a; 

19 fog·a ~·. (1t > O, a . .ef:'l ) (O, + oo} 
.-i; la ct 

20 ln Ix I 
'l R"'-{O} 
X 

§ 23 . Diferenţiala 

1. Defi n iţia d iferenţiale i 

Fie f o funcţie derivabilă pc un interval 1 ~i a·0 un punet din I ; fie f'(x.o) deri· 

vat a lui f în x0 : 

f '(. ) - l ' f(x) -f(a'o) Xo - lffi · • 
X->:\:o X - Xo 

Daeă ~r, notează: 

atunci 

f (:r.} - f (xo) _ [' ( , ··--;;-..:_:;;- - x0) - o:(x), (.-r. ::::;-:: :r0) 

lim o{x) = f '\ x0) - Jim [~-r.). - f(~! = O. 
;c-.-xo X - 'Xo X - - Xo 
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Deoarece lim ix(x) = O, rezultă că pentru valori ale 1 ui x suficient de apropiate 
:\'-"XO 

de Xo se p oate realiza ca o:(x) să fie cît dorim de mic; deci, pentru astfel de valori 

ale lui x, r aport.ul [!:J -f{x_o]. este aproximativ egal cu f' (x0) : 
:c.-:r.o 

A.~adar ; 

f (x) - f (x0) = f' (x0)(x - :t·0 ) . 

Dară se n otc:lzii x - x0 = h, atunci x = Xo + h; r cla1 ia prcccdenHi se scrie 
a stfel: 

f (a·0 + h) - f (x0) = f' (x0)h 

şi exprimă faptul că, pentru crrştcri h suficient de mici ale arguml.'ntului, de la x0 

la x0 + h, creşterea co1·espunzăto'1re f (x0 -!- h) - f (x0 ) a funcţie i poate fi aproxi­
mată cu produsul f ' (:t·0 )h. Atît crc~trrca func\iei, f (:i.·0 + h) - f l:r0) , cît şi produsul 
f'(x0)h sînt funcţii Jc lt : la diforilc c1·eş teri. lt, cvl'cspund diferit e cre~teri ale func\.ir i 
respectiv diferite produse f' (x0)it. (adicrl diferite aproxima\ ÎÎ a le Cl'L'11cri i fo1wţici) . Evi· ' 
dcnt, cu cît creşterea h c stc ma i mieri (cu cit :c este mai apropia t de :r0 ) , cu atît 
f' (x0)h este mai apropiat de {(;1·0 -!- h) - ( (.<'O) (J cci eroarea comisă în aproximaţie 

este cu atît mai micii). 

D e finiţi e. Funcţia f' (x0)!t ( cu argumentul h) se muneşte diferen• 
ţiala funcţiei f în punctul x0 şi se notează df(~r0) : 

df(x0) = f' (x0 )h. 

Din eelc de mai sus rezultă dt diferenfiala df (::r0) apro:âmea:;â crc~terea f (.-r0 + h) -
- f (:r0) a funcţiei : 

Diferenţiala func tici f int.r·un punct oarec:H'e x E I se ser ic: 

df(x) = f'(.1)h. 

De exemplu, pentru f (x) = x'.l + 1 se obţine df(x) = d(:r2 + 1) = 2:rh. 
P entru funcţ.ia identică 9(x) = x , avem d:;i(:r) = d(x) = x'h = h. 
Aşadar, diferenţiala d(:c) a funcţiei i.<lentice este egală cu.. cre.şt.erea A a argumentului. 

În loc de d(x) se obişnuieşte să se scrie, mai simplu, dx : 

clx = li. 

În loc de diferenţiala funcţiei identice, <l x se numc;tc, imu simplu, diferen/iala 
argumentului. 
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Făcînd raportul dintre diferenţiala lui r ~i difcrcn~iala argumentului SC obţine: 

<lf'(:r) = f'(.i:)h = f' (x) . 
d:;; h 

Derivata lui f (a:) este deci egal<~ cu 1'0port11l a dow! diferenfiale : difcl'cn\iala lui 
f (x) şi diferenţiala lui x. Se justifică astfel una uin nolaţiile derivatei indicate 1n § 20, 

nr. 1; 

f' (x) = df(x) . 
dx 

Hczu1tă deci: I d((x) = f'(x) dx ] 

Aşadar, dif'eJ'enţiala lui ( este egală cu produsul dintre derivata lui /' şi diferenţiala 

argumentului. 

O b s e r v aţi e. l\Iod ul în care se notează argumentul nu este esenţial. Se 
poate scrie: df(ii) = f' (u)du, df(t) = f'(t)dt etc. 

Ex em ple 

1) f(x) = x2 + 2; df(x) = d(x2 + 2) = 2.r dx. 
Pentru x = 1, se obţine cl((1) = '.!dx. So observă că <l{(1) C\ste funcţie de dx; de exornplu, 

1 . f „ 1 
pentru dx = -- , valoarea acestei unc1 11 este -- • 

2 OOO 1 OOO 
Pentru x = 2, se obţine df(2) = 4 dx. Diferenţiala <lf(2) este de asemenea funcţie de dx; 

1 I . f „ 2 de exemplu, pentru dx = -- , va oarea acestei uncţH este - - • 
2 OOO 1 OOO 

2) g(u) =sin 3u; dg(u) = d sin 3u = 3 cos 3u du. 

3) u(t) = .!. . du(I) = d (!..) = _ _!.dl. 
t ' t t2 

Fig. 68 

'f(;r.;. d::r) 

~ 
{) 

Interpretarea geometrică a di ferenţia· 
lei este simpl::1 (Ii~. GS) . 

Creşterea d :v n argumentului rste lungi· 
m ea catetei 1UN din ti-innghiu l dreptun· 
ghic MNT, inr f' (x) = t g a. lJifcrcntiala 
f'(x)dx este lungimea catetei NT. Creşterea 
f (x + dx) - f(x) este lungimea segmentu· 
lui NM'. Pentru creşteri d.-v suficient de mici 
ale argumentului, segmentele NT şi NM.' 
sînt aproximativ egale. Aşadar, în jurul 
punctului ill, pe o porţiune suficient de 
mică, graf icul poate fi înlocuit cu un seg· 
ment al tangentei. 
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2. Reguli de diferenţiere 

Din fiecare regulă de derivare se obţine o re,gulă de diferenţiere , înlocuind tf„. 1 

vata unei funcţii cu diferentiala sa: 

1) d(u + v) = dn +dv; 2) d(u - v) =du - dv; 3) d(uv) = vdu + udv; 

1 cu - c h, - = . !.) d( ). - d .. 5) dl 11 ) v<lu - uclv 
V V2 

Pentru excmpiificare, să demonstrăm formula diferenţialei produsului: 

d(uv) = (uv)'dx = (u'v + v'u)d.-v = u'vdx + v'udx = 
= v(u'dx) + u(v 'd x) = vdu + udv. 

La fel se demonstrează şi celelalte formule. 

E xemp l e 

1) d (-;,~) = (x2 + 1)dx - :nl(x2 + 1 ) = (x" + 1)dx - .T • 2xth: = 
x· -r 1 (x2 + 1f (~2 + 1)2 

(x2 + 1 - 2-r2) d :r2-1 = x=----- d x. 
(x2 + 1)2 (.t~ + 1j2 

2) d(&'sin x) =sin x • der + er · d(sin .i:) =sin x ·ex . tlx + e:>: · ros x · cl x = 

= eX(sin x + cos xj dx. 

3. Diferenţiala unei funcţii compuse 

Fie f (u(x)) o fun cţie compusă, derivabilă pe un interval / . 
Derivata sa este: 

(f(u(x)))' = f'(u(x)) • u'(.x). 

Dar u'(x)dx este difcrentiala funcţiei u(x) : 

du(x) = u'(x)dx, 

astfel încît diferenţiala fun.c-ţiei compuse se scrie : 

df(u(x)) = f'(u(x))du(x). 

Dacă nu se mai pune în evidenţă argumentul x, această egalitate se scne astfel: 

I df(u) = f' (u)du i 
Trebuie retinui că în această calitate, u nu este variabilă indcpendenlă, ci o func· 

ţie de x. Totuşi , formal, egali tatea se prezintă ca şi cînd f (u) nn ar fi o funcţie co m· 
pusă, de argumentul x , ci o funcţie al cărei argument ar fi u, 
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Această formulă uşurează de multe ori calculul difMenţiaiei unei funC'ţ.ii C'Om puse. 
Din regulile de derivare a func~iilor elementare compuse se ohtîri imediat regulile de 

diferenţiere a acestor funcţii: 

1) J un = nun- 1du, (11 natural). 

2) dii-n = - mt- n-ldu, (n n atural). 

,/- 1 
3) dv 11 = , /-· du. 

2 V 11 

'1 ) d sin r1 = cos ttdtt; d cos 11 = - l'i 11 udu. 

1 . 1 
5) d t i; n = -- du · d ctg n = ~ - - <l11. 

cos2 u ' şin2 u 

G) d arosin u = __ 1 _ <lu; d arc<'os, 11. = - 1 
du. . v·1 --u2 v·1 ·- n2 

I ) d arrt; u ,..., -
1
- du: d arcrlg 11 =-- - -

1
-du. 

1 + a~ · 1 + u2 

8 ) dau - a 11ln a du. 

1 
9) d ln " - - du. 

l( 

Ex e m p l c. 

1) d(:.l:c + ~)5 = ;, (3.T- + 2)4 d (3x + 2) = ::i(!"kr + 21-1. :ld.T. 

2) d --1 - = d(7x2 J_ ·JJ-:1 .,..., ~ '1 ( „~·2 ..i.. ·J )-1 d('"'x2 · '- 1 ) -F:t2 +·1 )~ ' " ' '• I I . ' -

~ ~2J = - --- - 1!.z d.r - - - --- d .r. 
(7 i ·2 -j- 'lj l ( Î X~ + 1 / 

.., ,/-. - 1 . 1 „) dv ~in x =--::-:o-:- . d ~1n x ~ - -_-::-:::-ros x dx . 
2Vsin x 2V sin :1 

!I) d ( t~ ln a-) = - -
1

- • d ln x .,.,- --
1

- . .!.. d r. 
<'n• 2 ln ,,. ro">2 lu .r .1 

( 
- ·1 - ·1 1 

6) <l aret~ V .i:) = ·- --„- -„ . el V :i = - --. -- -:::: d a-. 
·t + (1/ .c )- 1 + .1· 2 V :r 

7) d(lu !<În2 x) =- - -
1

- . d sin? x ..,. -
1
- 2 sin :r · d ~in x = 

sin2 ~t sin:! .t' 

1 " . = -- ~ s rn :1 ro~ :r d ~· '"'= 2 ci~ :rd :r. 
j;in2 tr 
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§ 24. Aplicaţii ale ·derivatelor în fizică 

1. Viteza în mi~carea rectilinie 

Si1 rnnsid Prăm u11 mobil .\1 C':l l'<' $r 111işc{1 pr o clrrapltt Ox ( [ig. G0) şi să presu­
punem cf1 ,-P eunnn ':i l" 111 l'i l'•·nrc rnonwn t /, n hs1,;i ~a s a poziţie i molJilului. Aceaslă 
abscisi'1 ( •,.; t o) l'uncţ.i(' 1,d epi11d c) J e limp, S\f). La inccputu.l capitolului (§ rn) a fost defi­
nit.li vilczn <'Ur, j [W. cm·<• o <1 1'<' mobilul c'lnrl trrc c prin punct.ul i11c11 corespunzător 
moincnl1.1lui 10, C'a fii11d lim ita ur111 iH o a rr: 

Dar limita din membrul drC'pt. c>!ltc derivata s'(l0) a funcţi ei -'<t ) ln punc~.ul t0~ d er i; 

•. ) ' ( ) d s(/0 ) 
v~t0 = s t0 = - - · 

dt 

Aşadar.: 
\ · ite::.a Zn mi..ycarfo rPctili.nie e.~te dcrioatn s patiului în ro port cu t impul. 
De a ici rezultă în particular c.rt dacâ. mişcarea cMe uniformei vitezn este com1tantă. 
într-adevăr, în rniscarca uniformă legea de miscare est e : . I ~ ' 

s(t) = a.t + b deC'i P(t) ~ a.. 

E x emple 

1) Dacă roQbilul 1;1e mi;cii pl'I nx:i Ox după legea 

s(t) = 2t - 3, 

1itcza sa f'sto 

t•{I) ~ 11
1 (1) = 2 • 

\'i t.<'1:1 mo bilului c~t r Mn, tant:1 . fapt ('ar e ~ e expliră prin aceea cii mişcarea est.e uniîorm:i.. 

:1) Dacei li•gea d e mişcare pc axa Ox l"ilf' : 

s(t) = 31~ - 21 + 1 

\'Ît Pza ~a e~ te: 

dt\ ,,,_ 121~ - 2. 

La mom~ntul t = O, mobilu l are vitn.a i: (O) = - 2; la m omentnl f ,..., 1, v i tna ('~l e 
vl1) = 10. 

fif . 69 

O Mo M 
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2. Ac:c:eleraţ ia în mişcarea rectilinie 

a) Să considerăm un mobil în m1şcare rectilinie : Să presupu1wm cr1 ' 'itcza sa 
este: 

v(t) = 2t + 1. 

Viteza nu este constantă, d eci mişcarea nu c:: te uniformr1 . :>:e in tcrr„enzii, în aceste 
condi~ii, creşterea vitezei în unitatea de timp. Crc';'tc1·ca Yitczci de la t = Olat::; 1 
este: 

v(1) - v(O) = 3 - 1 = 2. 

Creşterea vitezei de la t = 1 la t = 2 este: 

v(2) - 11(1) = 5 - 3 = 2. 

În general, creşterea vitezei de la t = 10 la t = t0 + 1 este! 

v(t0 + 1) - v(t0 ) = 2(10 + 1) + 1 - (2t0 + 1) = 2. 

Aşadar, în orice intcrYal de timp de o secundă, viteza Ct'c::-te cu 2 m/s. 
Dacă măsurăm creşterea YÎtczci v(t2) - v(t1) între <louă momen te oarecare t

1 
şi 

t2 ~i împăl'ţim această creştere a vitezei la creşt,e1·ea t2 - 11 a timpului de la t
1 

la t
2 

obţinem: 

1•(f2) - v(l1) _ 212 + 1 - (211 + 1) 2(12 - t1) 
- = - --=2. 

f2 - 11 12 - '1 ' 2 -11 

Aşadar, raportul dintre creşterea vitezei şi creşterea timpului este conslnnt, sau 
altfel spus, creşterea vitezei este proporţională cu creşterea timpului. 

Dacă într-o mişcare, creşterea vitezei este proporfională cu creşterea timpului (adică 
dacă v(t) = at + c), raportul constant dintre creşterea vitezei şi creşterea timpului se 
nume.~te acceleraţie. În acest caz se spune că mişcarea este uniform accelerată. 

b) Să considerăm acum un alt mobil în mişcare rectilinie şi să presupunem că 
viteza sa este: 

v(t) = t2• 

Să calculăm si în acest caz crestcrilc vitezei înlr-o secundă: ' , 

v(1) - v(O) = 1. 

v(2) - v(1) = 4 - 1 = 3. 

v(3) - v(2) = 9 - 4 = 5. 

"In Observăm că în intervale de timp egale creş terea vitezei nu es te aceeaşi . 

general, raportul: 
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se modifică orlntă cu t0 şi t1• Acest raport poate Ii considerat ca o ~c:eler~ţie mcdi.e 
mobilului in inLerva1ul tle t imp <le la t0 la t1, în sensul d't un moh1l m mişcare um­

~rrn accclcrali"i cu accelcrrq ia a 1 şi-ar modifica viteza în intervalul de timp de la 
~la t

1
, cu accl a~i număr de m /s ra ş i mobil1il consiJcrat. . 

PcnLru intervalul de timp de la /0 la alt moment t2, accelera~ia medie este: 

Ne dăm scama u~or dl, cu cit inter,·alul de Limp este mai mic, cu atît modifi­
carea YÎ lczci medii est e mai mică . Sintcm asLfcl condu~i să considerăm limita acestui 

raporL: 

1. 11(t) - v{fo) _ 1. lt + t ) _ 2t im - im ~ o - o 
t->lo t - Io !->Io 

care csl r . prin defini/ie, accelera/ia a(t0 ) a mobilului în m omentul t0 al trecerii sale prin 
pozi~ia J/

0
• Dar, limiLr. aces tui raport este derivata v'(t0) a funcţiei v(t) . Aşadar: 

a(t0 ) = v'(t0) . 

A cceleratia în mişcarea rectilinie este derivata vitezei în mport cu timpul. 
Ţi11înd seama de faptul că viteza este, la rîndul său, derivata spaţiului, de· 

ducem di: 
A ccelera/ia în mişcarea rectilinie este derivata a doua a spa/iului în raport cu timpul. 

E xemp le 

(I) t + b Viteza sa este v(t) = f/. (viteza este 
· · " " e ca s = o: , 1) Dacă mobilul se n11~c.1 dnp.1 • l g . ·r , -) ·ar accclcratia sa este a(t) =O. 

constantu, ceea cc se explică prin fap tul ca m1~carca este ~ni o1ma ' I 

· .„ r a ·cclcra tia sa este nula. . 
A~adar, î nt1·-o n11~carc um101:m·~· • ' • . , ) - ~ + bt J.. c viteza sa este v(tj = 2~1 + b, iar 

'.!) Dacă mobilul se nu~ca tlupa legea s(I - cxt • • 

acceleraţia sa este a(t) = '.!:r.. r . . î t 1 că mi~carea este uniform accelerată. 
Accelera ţia este constantă, ceea ce se exp ica prin ap u . 

3. Debitul unui lichid 

· - · · • . ..,. , (d exemplu ana printr-un robinet). Să notăm 
~ă consuleram un ltch1d m scu r,.,,eie e - ' • . • • d d 1 un 

cu Q~t) cantitatea de lichid care se scurge in inte~·valul de timp t,_ mccpm t"te t a do 
. : " are-1 notăm cu O. P entru a masura can 1 a ea 

anumit moment el e rcfeunţu, pc c: f d'f Q(t) _ Q(l ) Dacă în in ter -
. - , , t le t " l t se ace l erenţa 2 1 • < 

liclrnl scnr~a m trc momen c 1 :· _ ? l 1 r h. d ne că debitul lichidului 
vale egale de timp sc scurg cant1taţ1 ega e t c ic i ' sc spu 

c~ te ronslwtt. 
fu acest 

timp. 

caz, 
··ai1t1'tatea <le lichid sc~rsă în unitatea de se nutne~ le debit v 
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Putem calcula debitul, făcînd raportul: 

Q[t2l ·- Q(t,) 

între creşterea cantităţii de lichid Q(t2) - Q(t1) ş1 creşterea timpului t~ - tl> li şi t
2 

fiind două momente oarecare. 
Dacă debitul nu es te comtant, raportul: 

Qit~) - Q(t,] 
l 2 -l1 

se numeşte debitul mcdin în intcrYalul de timp dintre t 1 ş[ l.i· 

Se numcşle debit D(t0) al lichidului la momentul t0 , limita debitului rnediu, 

Q(t) --O!lol , cînd ere~ terea timpului tinde către O (sau cind t tinde că lre 1
0

) : 
t -t0 

D(t
0

) = lim Q(t) -- C! (to) = Q'(t
0

) . 

t-•to t -to 

Aşadar: 

Debitul e~·te derifJata cantitciţii de lichid în raport cu timpul. 

E x empl e 

1) Q(t) = !3 -- t/i +·I ; D (t) = 3t~--1 . 
::!t/t + ·1 

!l) Q(t) = ci; D (t) = et. 

4. Intensitatea curentului electric 

Un curen t electric care trece printr-un cond uctor sc poate asemăna cu un lichid 
în scmgcrc printr-o conduct[t. Putem vorhi ş i in acest caz de cantita tea de electri· 
citate Q(t) :;c ursă prin conductor intr-un timp t, inccpind de la un anumit moment 
d-u referin ţă . 

Putem vorhi, <le asemenea, <le debitul <le electricitate ca fiind derivata cantită ţii 
<le electricit ate in raport cu timp1:l. 

DcLitul de electricitate se nume~tc i11te11sitatea curentului electric şi se notează cu I: 

I ' ) Q" ) dQ ~t = ~t = dt. 

5. Densitatea unei bare (a unei repartiţii liniare de masă) 

Su consi<l crăm o h;:iră OA (fig. 70). Su notăm cu m(x) masa porţiunii Ox din 
bară. Dacă diferite portiuui d e lungime cgali.i au ma:sc egale, se spune că bara este 

Fig. 10 --l·----.f.-----r!--~---.:x_ 
O J: A 
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neni1 Îmţ)ărtind rna:<a 111 fx 1) - m(„r 0) a unei porţiuui (.1:0x1) din bară, ln lungimea om0„ · · . 
.1. ub t,incm clt.:n„it.atea "' :i lH11·c1: sa .t'1 - o: {" 

Dacă bara nu est e omogenă, r aportul 

m(x1) - 111(.ro) 
p = --

:i·, -:ro 

se numeş te de11sitalua mcdill a porţiunii (:r0x 1) . O alt~t hară om~ge~r1 de ace.eaşi 1~.n­
rnnie :t·1 - .r0 , :;;i de <lensitat.c p, ar aven aceeaşi masă. P entrn porţ1um ele lung11ne d1fe­
;ilă :;c ohţin densită \i m edii d iferi te. În acest caz, densitatea p(Xo) a b arei în punctul 

. . .. . . . . l . ~ .. d"" m (x) - m (x0 ) • d t" d 
de absc1~ă .r„ este, prm <lcfuuţie , Jnruta ( cns1Latn me 11 ' cm x m e 

.., x - .i:o 

, ) 1. 111 (.r\ - m (.-r0 ) 
fi l..Co = nn -- ' 

.\;-"'X-() ..t - Xo 

Dar l imita aceasta c~tc derivata m' ;.i·0) a funcţ id m(x) în punctul a-0 , a7a incit : 

'( ) d m/.r0 ) p(J.·o) = m .i·o = -~ · 
d .c 

.Aşarlar : 

Densitatea unei repartiţii liniare de masu este dcriPata masei în raport cu lungimea. 

I) Aplicind d e fin i ţia d t::rivatei, ~ă se s tabilească dacă urniătoarclc fuuc ţ i i sint deriva.Lilo iu 
punctele specificat c : 

a)f{x) = :!.i? - x -T- 3 în x = l ; 

.r - 1 
c) f(.xl = --- in .x =- - :! ; 

X + l 

c) fi.x) = cos x in :c = O; 

h) f (.1:i = x~ -- :i x~ ...;- 1 în x = :.:; 

<l ) f(J· j = Vx în .x = 1 ; 

I') f'lx) = tg :!x + cos 3 .t i n .i; = O; 

{ 

i.3 poutru -1 ~ :1;< 1 
g) f (.i:) = tu .i; "-"- l ; 

:!.i; - I pentru l < x <. :! 

f x sin _:._ p .:u tru .1; -F U . 
h) f (x)= l x in .z.= U; 

, O pon tru .r; = O 

' 

lu (1 -:- 2x) 
i1 f (x ) = l 

::x 

I .- O pcn t ru - -:;- < x "::-

p entru .L > O 

in .i: = O; 
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! V x2 + 5x + 2 pentru O < x < !'.l 

j} f( x) = 9 7 în x = 2; 
- x + - pentru x > 2 
8 t, 

k ) ((x) =max (cos x. cos3 x) , O~ x < r., în x = 5.. · 
2 ' 

1) f( x) = I x3 - x I în :i; = -1; 

2-\-1 
ml f(.x) = 

O p c!ltru x = 1 
În X= 1. I pentru x < 1 

Jn (x2 - 2x + 2) pcntrtt x > 1 

2) Fiind dată funcţia: 

f( x) = x2 + cxx-3, 

să se determine a. astfel incit tangenta la graficul Iunoţioi în punctul (2, ( (2)) să !ie paralelă 
c11 prima biscctoa:·e. 

3) Fiiml dată func~ia: 

f(x)=~• 
x- -1 

să so determine <X asf fel încit tangenta la graficul func ţiei în punctul (3, ((3 )) să formeze cu 
dirccţ.ia pozitivă a axei O:v un unghi de 60°. 

4) Fiiu<l date func~iilc: 

f (x) = cxx2 + [3.'.l: + 2 şi g(x) = x -
1

, 
X 

să se determine <X şi i3 astfel lncît graficele celor două funcţii să aibă tangontă comună, în 
punctul de abscisă 1. 

5) Fie funcţia f (x) = 1 • x şi punctul M(/.., f p,) ) a l graficului lui f(i, =I= O) . Fio M' punctul 
x-

î n care tangenta în 1)! la grafic intersectează din nou graficul. Jliotînd cu m, m' coeficienţii 

unghiulari ai tangentelor la g rafic în punctele M, respectiv JY!', să se determine punctele gra· 

ficului pentru care are loc inegali tatea m' > -3, (m =I= O). 
m 

Să se calculeze derivatele următoarelor funcţii (spccificînd de fiecare dată domeniul maxim 
de definiţie al funcţiilor f şi n; 

6) a) f( x) = 2x3-7x2 +x+1; 

c) f (x) = 
3 

x1 - 5x3 + .!. x2 + 6; 
4 2 

e) {(:1.:) = 7 sin x- ~x3 + 1; 

;) f( x) = 2 Vx - x4 + 3lnx; 

i) f (x ) = 2 cos x - x~ sin :i;; 

k) /(x) = xz sin x + 2x cos x - 2 sin -x; 

b} f(x) = x5 - ~'Jxl + 16x; 

1 ' '> 
d) f(:i:) = - x6 - 3x5 + ·~- xz; 

7 3 

f) f (x) = 5x4 - 2 cos x + .!. x: + 3 sin x; 
2 

h} {(x) = X ln X - X + 3 v;;; 

j) f(x) = 5 sin x cos x -1; 
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I) f(x) = (x2 - 2x) (x + 1) sin x; 

n) f (x) = (3.i; - 2)73~(.Jx2 + 1) ; 

1 
q) f (.r) = - cos~ x - cos .T ; 

3 

s) f (.r ) = sin3 x cos x ; 

m ) f (x) = (x2 + x + 1)3; 

p) f(x) = ces7 x; 

r) f (x) =sin x _ .!_ sin3 x; 
3 

t ) f( :i-) = si.nm x co.;'1 :r (m, n numere naturalo); 

1 . - .. 1 . ::: 3 
, .) f (.r) = -:;- srn, x cos· :i; - --: srn3 x cos~ x + - sin~ x cos x - - sin x cos x + ~ x 

8 16 G4 128 128 • 

) ) r. . .1· - 1 
7 u (·l"/ '": -- : 

J; + 1 
h) ( ( , a.r + b X) =--,-; c) f{x) X =--· 

, 
"' 

:1 r - I 
d) f (.r) ~ -_- ; 

X._, 
c) l(.r) 

c:i; -i- d 

.t·~+x+1 ·-· .t::!- X -{- l' 

1 
g) f (x ) -= - . - ; 

Sin X 

1 
11 ) f (.i-) = -- ; 

sin x - x cos :r: 
j) f(x) = I 

cos X + X sin X 

1 
I} f(x) = -ctg x - - clg3 x; 

3 

COS X 

n) f (:r) = tg x = tg3 x + ~ tg; x + ..!.. tg7 x; 
J 7 

q) ( (.1'} = ( - ~- + __:~)sin x. 
L0,1 X CO>" X 

1 • • 
-X'" 

x3 
f) f (x) = · 

11 + xF' 

i) f(:c) = sin x 
1 +COS X 

1 
k) f(x) = tg X+- tg3 :z;; 

3 

m) f(x) = .!_ tg5 x + .!. i..a x· 
5 5 "' • 

) f( ·) _ sin x 
p ·' - ; 

1 +tgx 

1 ( sin 2r\ 8) a)((;:)= - X - --1 • 
:! ~ ' 

b) f (x) = tg 2x - tg2 x; 

') I '<ÎJl C){' 

c) f ( c"J = - -,.. ' - · 
. - , 

c os :!x 

c) f (x} = V x~ + :.!..v - 1; 

g} (( :c} = X • 
1f1-x2 ' 

'. 

") (( ) 1 f1 + "~ . 
l X = ~l- ~ ' 

k) f (x) = cos'(2x -1) sin (2x -1); 

m) f(.i;) = sin (sin x ); 

p) f(.c) = tg2(cos x); 

-

,--= 
dl f(x) = v x V x i/x; 

I) f(x} = x V;;:r+1; 

h) f(.1·) = V x +V x; 

j) f(x) = x (a2 - x~) V a2 + xz; 

1) f (x) = 3 sinz ((x2 + x + 1)~} ; 

n) f( :i) = t g(cos (x2
)); 

q) f(x) = sin (cos2 x) • cos (sinz x) . 
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9) a) f (.i:) = ln(3x - ·t j ; 

~ 3-:r.2 
c) / (x) = In ---- · 

2 -x~· 

g) f' (x) = lu tg x; 

i) f (x) = ln colir .r(r E Qj ; 

kl f . . 1 ·• I 
(X} = - t i;- :i; -{- U COS x; 

2 

l
f i - s in :~ 

p) f(x) = ln I -- - .- ; 
1 + S lll .?; 

10) a) f(x) = c->=(s in .i; -- cos x ) ; 

c) f(x) ~ c:<x('.:! cos 3.i; + :; ~in :.JJ·) ; 

1 1 

X 
e) f (:i;) = c ; f) f (,t) = C X ; 

,l~ _ c- X 

b) f (xJ ~ lu (a;'.! - :ix -;- 4)2 ; · 

'l -.i· 
d) f (x) = lu --- ; 

1 T .a; 

f } f"(x) = ln sin x ; 

]1) f (.i;) =-= ln (In x); 

j ) f (.r) = ln (ln (1 + .t::)) ; 

COS X 'l :& 
1) /'(J;) = - - . -.- + --lu te; - ; 

:!sin„ x 2 2 

1 r -iO:-:~-:r 
n) f (x) = lu 1

1
--
0
--'- „·; 
--ux 

1
1·1 -l... t<> ~­

q ) f(.r) = lu / --• _ _E___ ; 
1 -- tg X 

L) f(x) = c3X(sin :Jx + 1) ; 

eX- l 
d) f(.1.) = -- ; 

cX + 'l 

h) f (x) = : __ · 
c·ti: + e-x' i) f (:c) = (a )xr, (r E Q) ; 

_ ~x=+cx-:- 1 
J) f(.r) ---= a ; 

X "- 1 x :._ 1 
I,) f(.t) --" a ; 

1 
V-;; -

m) f (x) = x • + 3.c 
1 + '.? .i:; + 3; 

)'X ... ,, ' ( ~ I ) 

n) f(x) -= c · x • - :Jx + G.c - - G ; 

1 

q) f (.c) =XX ; v-x 
r ) f (x) = x ; 

t +x2 
t ) f {x) = (tg .t) • 

11) a) f'(x) = arc$ÎU ~ 
J; 

l•) ( („·) -' (arr:il11 .c) ~; 

J) f (x) - an:.:; in (•în .vl; 

'f 
e) f (:i:) .._ ar.:sin --- ; 

1 + J;" 

1 - x:: 
f) f(x) = arccos - - • 

"l + J;~, 
J X 

g) /'(x) = -- aret; (a =f= O) ; 
lL li 
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I) r () 
~X(x1n ~ -1) 

.t = ' lu2 2 

\ -v ,,;2 -L .c + 1 Pi f (.tl = e- - .. - -·-- ; 
' x- - x + 1 

sin x 
ti) f(x) = X ; 

/"{ ~) = ?, f'( - '2) = ?; 

f'(l ) = ?, {'(- ·!) = ?; 

f'(:J) ;.... ?, f'(-3) = ? ; 

a; -l... t 
11) f (.r.) = aret;; --·· , 

X - 1 

" ] X 
jl f (x) = _:_ arctg x + - arctg --. ; 

;; 3 1- ~-

k} f (.i; ) _, c ( l + x2) arctg .\" ; 

·----- r- J J -<'OS .1; -J - ,; jn .C 
I) f j :i·I -= arctg V---·-· ..:,_ ln 1 ·----. - · 1 1 +- COS .r, ' ' 1 -j- SlU X 

) f (x ) = Jn lf1 -::;:...---rg:-:;; -r arccos (sin 2x). 
III V·t -tg .i; 

I Z) Să ~o calculeze dctÎ\';;tele următoardor funl!!ii iu punctele specificate : 

a ) f( .r } = ln --· -. lu (X - 1) rn punctul .i· '--'-' l. 
(

.J; + 3); ' . ' . 
X+ ~ 

. . . . 2 a1·c~in .i; , 1 -- :r . JF2 
bJ f (x} '--' ·~-=--=·- ;- ln --- 1n puuctul x = --- • 

i/1 - .C~ 1 +X ~ 

i/ a~ - b~ sin .7': ( -L b 1 Ol · I O 
c ) f (x ) -= ill'CI<> - -----·- - a. . "=F lll fJ UO Ctu X:;... • 

"' b T Ct COS X 

13) Să se arate că f"uncţiil c u1·mătoarc verifică (pc Jumeniilc de <ltfini\ic r~spcctin) identitii ţ, ilo 
scrise în dreptul fiocfareia: 

:lrcsinx ,1 ") ( ' (' f(' 1 a) f(.i;) = ;;·'-=--=:, ; l - - X" X: - X .I) S": • 
v I - x-

b) f(x) = .i:2 + x( l - l n x) ; x~r'(.r) = 1. 

c) /'(x) = X lu --ţ--; w f"(:r) * (xf"(x) - f(.xW 
.l: -r 1 

d ) f(xl =-= e2X(1 + .c) + x 2 + 2x; f"(x} - ~f'(x) + !,f(.r) = 1,.x2 - 6. 

c) f'(x ) _,_, (x -i- V :iiY:::-f)", (:t. e R) ; (x~ - 1) f'"(.i:) + :i.f'(.J:) = "-~f ( .x) . 

-
{: f"' .n = (cec + i/G~~;")"'. i=<=/:: Ol ; 

1 I -i- =t~x.:.') ('(.rî + a.~.rf"'(.r ) -f(.r) =:O. 

g) f!x) "-'- .vx {u CCJ~ {ln J;j + b sin {ln .c) , (:1., a, b E H); 

.i;~f"' (x1 + (J - '.!a.).rf"(.r) -f- (1 -+ x2) f'(x) =O. 

) şjn (:t arcco~ J;'t 1,. ( .. 11 ( '" ) , 3 ('( ) ( „ 1) f ( • o b) f (x, = / __;.::..-- · ; {x E 1j ; x- - (X -r- .l" .r - c:J." - .l'I = . 
l I -x~ 

1') :;:,;i ~e calculez~ difcrcntia!olc luncţiilor d e mai jCJ~ pentru ,·alo;·ilu ~pcciticate in dreptul fi c­
car~ ÎJ; 

;i\ f(xj -= .r.~ + x -i- I : x = - !, d i.: ~ -~· . 
1:.!0 

. lu 1: 1 
c) f (x ) = - ; .r. = I , d.i; = --- . 

.J., 10(1 
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:z: 
d) f( x) = . ; 

1/1-x· 

c) f (x) = ln (1 - x2); 

i i 
:z: = - , dx = --- . 

2 100/3 

1 
x=--• 

2 
dx = -

1
- . 

4 OOO 

15) *L<'g-ea de mişcare a unui mobil d e ma•ă ~ kg fiind s(t ) = 5t2 - 2t + 1, să se calculeze 
viteza, ncceleraţia şi enei·gia cinetică a mobilului in momentul t = 3. 

16) Legea de mi~care a unui mohil fiind .•(I) = ~12 + bi + :i, ~ă se d etermine a. şi b, ~tiind cu 
în momentul l = 2 viteza mobilului este de !,. m/s, iar accelcratia sa es te de 3 m/s~ . 

17) Legea de mişcal'e a unui mobil fiinrl s(t) = cd~ + /Jl - 2, să se determine (.( şi b, ştiind 

că viteza iniţială a mobilului este do 1:> m/s, iar vi leza la I = 4 este de 40 m/s. 

18) Legea de mişcare a unui mobil fiinrl s(l) = a.l~ + bt = c, să se determine a., b şi c, ~tiind 
că mobilul pleacă dint1·-trn punct A situat la o dis tan ţă OA = 10 m de origine şi că în 
m oincntnl t = 2 mobilul se află i11 punctul D, situat la distanţa OB = G m de origine, 
avind viteza tle 6 m/s. 

19) Să se determine durata căderii unui corp care catle liber** de la o înălţime de 120 m, pre. 
curu ş i viteza cu caro corpul a j unge pu păn1lnt.. 

20) Do la cc înf1lţime cade liber un corp dacă durata căderii sale este de 5 secundo? Cu ce viteză 
ajunge corpul pc pămint ? 

21) Un corp este aruncat vertic.al în sus cu o vite:tă iniţialii de 100 ru/s. Să so determine : 

1° dura ta ascensiunii; 
2° înălţimea la caro ajunge mobilul; 
3° durata căderii; 

4° viteza cu care ajunge pe pămint. 

22) Cu ce viteză iniţială trebuie aruncat vertical în sus un corp pentru ca să ajungă l a o înăl ţime 
do 150 m? Care este durata ascensiunii? 

23) Într-un vas conţinînd o soluţie do nitrat de a1'gint se introduc doi electrozi conectaţi la 
bornele unui acumulator. Măsurind (tn miligrame) cantitatea de argint q(t) <lcpusă la catod 
în l secunde, se constată cf1 ca verifică relaţia q(t ) = ln (1 + t). Ştiind că q(I) eFtc propor· 
ţională cu cantitatea <le clcct.riciLate Q(!) (măsumtă in coulombi), să se dt:terminc intensitatea 
curentului electric care lrecc prin solu(ic la l = O şi la l = !:! (coelicienLul <le proportionali­
tatc este 1,118). 

24) Piintr-o rezistenţă de 100 ohmi trece un curent electric alternatÎY. Ştiind că la fiecare rno· 
mont t, cantitatea de electricitate, Q(I), scursă prin rezi stentă, este <lată de relaţia Q(t) = 
= :J sin :Jr.I coulombi, să se determine t ensiunea maximă la bornele rezistentei. 

25) Se consideră o bară metalică neomogenă 0 .1, d e lungime 6 cm. :'llăsurînd (în grame) masa 
unei portiuni oarecare 0 ,1! a barei, de lungime x, se constată că ea verifică relaţia m(x) = 
= x + 2x2• Sri se determine densitatea la mijlocul barei. 

"'În problem ele următoare spaţiile sint m J.surate în me lri, iar timpul în secun de. 
** Aici ~i in problemele care urmează so presupune că mi~cărilo au loc în vid. 

Studiul 

Capitolul 

VI 

functiilor cu , ajutorul derivatelor 

§ 25. Funcţii derivabile pe un interval 

1. Puncte de extrem ale unei funcţii 

Fief o fuucţ.ie definită pe un interval I. 

D e fi n i ţ i a 1. Se spune că un punct a E I este un ponct de maxim 
(local) al funcţiei f dacă există o vecinătate V a lui a în care fwicţia 
are valori mai mici decît în a (fig. 71): 

f(x) ~ f(a) pentru orice X E V n I. 

Dacă a este un punct de maxim al lui f, numărul f(a) se numeşte maxim al lui f, 
iar punctul (a, f (a)) de pe grafic se numeşte punct de maxim al graficului. 

D e f i n i ţ i a 2. Se spune că un punct b E I este un punct minim 
(local) al funcţiei f dacă există o vecinătate u a lui b în care funcţia 
are valori mai mari tlccît în b (fig. 71): 

f (b) <. f (x) pentru orice X E un !. 
Dacr1 b este un punct <le minim al lui {, numărul f (b) se numeş te nnntm al lui f, 

iar punctul (b, f (b)) de pe grafic se numeşte punct de minim al graficului. 

Atît punctele de maxim, cît şi punctele 
de minim ale lui f se numesc puntle de 
extrem ale lui f- Valorile funcţ i ei în pune· 
tele sale de extrem (maximele şi minimele 
fu11c1i ei) se numesc extremele funcfiei. Punc­
tele de maxim şi de minim ale g1·aficului 
se numesc puncte de extrem ale graficului. 

O b s c r va ţi i. 1°. O fnnc\ie po11l.c aYN\ 

lntr·un interval mai multe puncte d o maxim şi 

de mi11im (fig. 71). 

2' . O funcţie poate avea într-un p11nct a un 
maxim (lc>cal), fără a avea în a cea mai m aro valoa1·c 

din inton ai. Este posibil ca un maxim al funcţiei 

să fie mai mic decit un minim(\\ foncţici (fig. 71). 
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fu legătură cu punctele de extrem, se demonstrează teol'ema următoare: 

T c or cm a 1. (Teorema lui Famat). O funcţie { dcrivabilă pe un 
iutcrvaJ 1 are derivata nulă în orice 1nmct de extrem din interiorul inrer. 
Yalnlui. 

Df,'t1JOU8tratie. Fie c Ull punct, d e maxim al funcţi e i r aflaL lll interiorul i ntcrva. 
}ului 1. Exi:;t i:1 dt'1.: Î o ,·ecinătate 1 · a lui c, asLfol îndt: 

f {x j <fle) pentrn orice X E 1 · n f. 
Să arătăm că J ex·iYata {' a lui r se anulează ln c, adică: 

f '( ' 1· - f'!.r:) -- ( tt:l o 
Cj = 1111 ----- = . 

..\~-~c X - C 

Dacă luăm J; < c, 

f (x) - {~c) ..:;;;: (J, l'ewltă: 
atunci X - c < o, ŞI, d eoarece pentru. .r E F n l avem 

" 

f {x) -f(c) .....__ O 
~ ' x -c 

(x E v n ! ). 

Urmează că ~1 limita raportului este pozitivă; 

f'(c) = lim f {x ) - f (c) > O. 
x.-"c x - c 

Dacă luăm .i; > c, atunci x - c >O, ş1 deci raportul e:. te negativ: 

f (x) -f(c) _.,,,,O 
~' x-c 

(x E V n /). 

Hezul tă că ş1 limita raportului este negativă: 

r'( ) - ,. ( 1.t - - „.,., _/o c - lnl ----~ . 
. \:\,•; J ' - c 

Din inegalitrqilc /" c\ >O ~i ('i'c'. ~ O rezultă {'(c'1 = O. 

Dad~ c e~te un pun<'t d1· 111ÎHÎ111. dc;11onst1·a1 ia ~f' face in mod analog. 

lnterprelal'e g~·u//1ctricil. Dt:oar()ec /'(c) = O, t.a ngcn la lt1 gr;_ific ln punctul (c, f (c}) 

~ 
: (c, f,(cJ) 
r i 
I : 

c 

este p ~1 ralt:lă cu axu O.v (fig. i 2). T eorema lui 
Fcnrwt u firmă d c1.:i di graficul unei funcţii cleri· 

'-'u bile ure t<i ngf'!ltu µora ldă cu 0 .-c în pune tele 
~;ik de rnuxirn :<uu de minirn care nu coin1.:id cu 
extrcmi tătile graficulu i. 

l ' Condiţia ca punctul de extrem c 1>ă fit:i in int~­
Tiorul iu tcrvalului estt: e,;cnţialâ. Dacă c este o cxtre· 
u:iitatc a i11tt:rvalului / , •·ilr putea ca deri ,·ata oâ nu 1!6 
auulc~e in c. 

- 210 

V 

!I 

o c 

Fig. 73 Fig. 74 

D o exemplu, pentru funqia /'(x) = x ddinil io pc [O, 1] (fi15. 73) avem f' (;c) = 1 în orice 

punct, deci şi în punctul O in c:uc Funcţia arc uu minim şi ln punctul 1 în ca1·e fuuct-ia a r e maxim. 
~0• Reciproca tcor„mei lui Fermat nu este adevărată: s-ar putea ca dcri,·ata să se a nulezo 

într-un punct c din inlt>riorul lui 1, fără ca c să l'ill uu punct Je maxim sau de minim (fig. 74). 
Asemenea punc te st: 11u1nc~c; puncte de inflexiune (v. § 28). 

2. Teorema lui Rolle 

T e or e m a 2. (Teoremri lui Rolle }. Fie f o fuuc\Îe definită pe un 
interval 1 i: i a, b două puncte din 1 cu a < b. 

Dacă: 

I) f este continuă pe intervalul închis (a, b]; 
2) f este dcrivabilă pe intervalul deschis (a, b) ; 
3) f' are nJori egale în a şi b, f (a) = f(b) ; 
atunci există (cel puţin) un punct c între a şi b, a < c < b, îo care derivata 
se anulează, /"(c) = O. 

Demonstraţie. Dacu /' e~ tc comtantii pc [a, b], nlu11ci f' =O pe (a, b), deci, 
luind un pund oareca1·e cE ia. b), avem f' (c)= O şi teorema este dcmonslrntii în acest caz. 

Să presupunem acuin că f' JIU este con'>tantă pe [a, b]. Deoarece /' este continuă 
pe inte1·valul înehis ~i 111tiq2 ini t fa, b], tl'ansfurmă aces t interval într-un in terval în­
chis şi mărginit [in, 111] (Y. § 18) . Fie x„1 E (o, uj un r11ncl î 11 care f ia cea ma i 
mică valoare, 111: 

r r.l ,,,'- = rn 

ŞI J.'.i1 E (a, L~ un punct i11 tare (ia cea mai marc ,·aloarc JJ. 

f .t \[ =- .ll. 

Deoarece r l!U este conslantJ.. a-vem m < JJ. 
Pcntm punc tul de mi1ti11i x,„ distingem J our1 cazuri p osibile: x11t se află în inte­

rior.ul inter valului [a, b}, :-uu J.",,,. coincide cu una din extremituţilc aces t ui interval. 
În p1·imul caz, aplieinJ teorema lui F cnuut l't:zultă f" (x„1: =O, deci luind c = .c

1
m 

teorema est~ demonstrată. 
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f (aJ 
f(b) 

o 

y 

a c b 

.r 

fn al doilea caz avem Xm =a sau Xm = b 
deci, oricum, av em: ' 

f (a) = f (b) = f (:rm) = m < M = {(x.i1). 

Urmează că .'.l'Jr nu coincide nici cu a nici cu b 
J 

deci :r" este punct d e ma:.rim din interiorul 
interva lului [a, b]. Aplicîn<l d in nou teo­
rema lui F ermat, rcz11llă ci"t f' (.r;J,1) = O, deci 
Jnînd c = X.it t eorema csl.c demonstrată ~i îu 
acest caz. 

Fig. 75 

Interpretare geometrice!. Deoarece f' (c) =O, 
tangenta la grafic în punctul (c, f (c)) este 
parulclă cu axa Ox. T eorema lui Holle afirmă 

d eci că: dacâ o fwicfie derivabilă r are valori egale la e:r:tre111ităfile wwi i11tcr11al [a, b], 
există cel pufin un pun ct (c,f(c)) de pe grafic, cit a< c < b, în care tangenta este 
paralelă cn aa:ct Ox (fig. 75). 

O b s c r va ţi 1:. Ducă, în pai·ticular, ( (a) = f (b) = O, teorema lui Holle afirmă 
că : intre două rădăcini a şi b ale unei funcf ii deri1Jabile, există cel puf in o rădăcinii, c 
a deril'at(}i. 

3. Teoremele creşterilor finite 

Te ore ma 3. (Teorema lui Cauchy). Fie f şi g două funcţii definite 
pe un interval I şi a, b, două puncte din I cu a< b. Dacă: 
I) f şi g sîut continue pc intenalul închis [a, b] ; 
2) f şi g sînt derivahile pe intervalul deschis (a, b) ; 
3) g' (.r) =/= O pc (o., b): 
atnuci ;;(a)=/= g(b) şi cxistă(cel puţin) un punct c intre a şi b, a< c < b, 
astfel îucît să avem: 

f (h) - f"a) f' (c) 
=--

g(b) - g(a) g'(c) 

Această egali tate se nume~l c formula lui Cauchy. 

Demonstraţie. Să nrr1truu întîi d t g (y) =I= g(b). intr-adcvl11·, dacă am avea g(a) = 
= g(b ), atunci fnnc!in g ar Yerifica ipotezele t eoremei lui Holle si deci ar exista un 
punct :i·0 E (a, b) a!:'tfcl încît ţ'(:i·0) = O, ceea cc ar contrazice ipot~za ~. 

Pentru a demonstra egali tatea din enuuţul teoremei se aplică t eorema lui Rolle 
funcţiei auxiliare h : I -+ H d efini LU prin egalitatea : 

h(x) = f (x) - kg(x) , x E J, 

un /;: este un număr care urmează a fi determinat astfel încît h(a) = h(b). 
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Dar h(a) = h(b) înseamnă: 

de unde 

f(a) - kg(a) = f(b) - kg(b), 

k = f(b) - f (a) • 
g(b) -g(a) 

Pentru această valoare a lui Ir, funcţia h verifică toate ipotezele teoremei lui 
Rolle: h csle continuă pc [a, b] şi derivabilă pe (a, b), ca diferenţă a funcţ,iilor f şi kg 
care sînt continue pe [a, b] şi derivahile pc (a, b); 'în plus, h(a) = h(b). Există 
deci t'n punct c între a şi b astfel încît h'(c) = O. 

Dar pentru x E (a, b) avem: 

h'(x) = f'(x) - kg'(x), 

deci: 
h'(c) = f'(c) - kg'(c). 

Egalitatea h'(c) = O se scrie acum: 

de unde: 

şi deci: 

f' (c) - 1.-g' (c) = O, 

k = f' (c) , 
g'(c) 

f (b) - f(a)_ = f' (c) • 
g(b) - g(a) g'(c) 

Te ore ma 4. (Teorema lui Lagrange). Fief o funcţie definită pe un 
interval I şi a, b două puncte din I cu a < b. Dacă: 
I) feste continuă pe intervalul închis [a, b] ; 
2) feste dcrh1ahilă pc intc1·rnlul deschis (a, b); 
atunci există (cel puţin) un punct c între a şi b, a < c < b, astfel încât 

să avem: 

fjb) - f (11 = {'(c) 
b-a 

Această egali ta te se numeşle /ol'mufo lui Lagrange. 

Deruou:;traţie. hm1.:\ia g : I-+ fl defin i t ă prin egalitatea: 

g(:r) = x, X E I 

verifică (lmpreu n:1 cn f) ipotezele teoremei lui Cauchy~ g este continuă şi derivahilă 
pe tot intervalul l ~ î: 

g'(.t) = 1, r entrll X E / . 

Există deci un punct c E (a, b) pentru care formula lui Cauchy este verificată.. , 
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!/ Deoarece g(b) - g(a) = b - a şi 

formul::i fui Cnuchy devine: 

f1'1l - {'la ) = f'(c), 
b - 1i . 

~1 teorellJa es te demonstrată. 

g'(c) = 1 
' 

Formula lui Lagrange se utilizează ş1 în 

() a 

forma ln1ni'\toarc: 

I , b '. f ( ) - ( (a)= (b - a)f '(c) 

c b 

Fig . 76 

Teol·t•mcle l1J i Cnuch~1 şi Lng-rangc se mAÎ numesc 
1 cO!'rmc :tfc cre~terihJ1• finite ~au teoreme de 
nierl ic. Din rnot i\·~· i~t vricc. teorema lui LaO'ranooe 

. o o 
se nume'3l e pt1ma leorc1n[1 a crc~ tcr-ilor fini te ~a 11 l)J"Îma lPor·cml'\ a rnedici , j iir· t eorema lui 
Cauchy se numeşte n doua t eoremă a <'rc~ ter·i lo r · finito! s:i u n doua teoremă a medici. În 
n_w_d corcspunzătrJr, fornwla lui Lngra ugc se n11me~tc prima formulă a creşterilor 
~inrle sau pr·ima formulă n ri1cdi1;i, ia r for·mnla lui Cau eby se numeşte a doua 
fonrrnlă a C f'C~ tcr· ilo r finite rnu a doua t PrJt't"m i:i a m ediei. 

litterprr'lare geometric!i. Coa1·th1 AB (fig. Îo ) are coeficientul unghiulur: 

f'(b) -/'la) tg C( = . 
b -a 

Tangent u la grafic in punctul .:.ll (c, f'(c)) arc coeficientul unghiular f'(c) . Formula creş­
terilor l'initc : 

f (b).:::_f la) = f'(c) 
b -·- (t 

cxprimr1 fap tul c:ă t angcn la la gra f ic ln punctu I .1/ este paralelă cu coarda .AB. 

E xemplu 

J.. I /·- . f'i J\ - ( !Ol · ie 'un c~i ;i f •.1: ) = I .t . . \\'1·111 /'10 ) -"' O, / (l ) -~ 1 ţ Î __ ;__ ·-- = I. Exista d eci un 
I - O 

pun ct r: lntrn O ~i I, lu CUl'c laugcnl a la grill'i 0 al'c codicicntul ung hiu.Iar 1 (este paralelă cu 

prima bisectoare). f'ul c rn Y1•1·it'ica acc.t l'cznll at di1·cc t, calculiml d c1·ivata f' (.r) = ----~--=- ~ i 
~[/X 

pu uiriJ ·condiţ.j„ /"{.cJ ='- J , ad ică --.>-- = l. :::c obtin..,· .V-"- .~1 „ deci jj}_)_=L.·~-= /'' (~- ) :... 1. 
:!v ·,;; 1 

• 4 ' 1 - 0 r, 

4. Teorema lui Darboux 

. După <:um s-<J m~ntionat în ca pitolul , despre funcţii co ntinu e, func(iilc J.c:.rivate 
a u de asem enea TJ1'0JJ1·1eta l C'1 J · D · ·b · - I d · · • u1 ur. oux. 11 1110 prec1:. :.e poa te dcmon~ t1·a ; 

T e o r. e m a 5. (Teorema Lui Darbo11 J.) . Daeă / ci;tc o hmcţic deriva.bilă 
pe w1 mter"-al I , atund derivata /" are proprietatea lui Darboux. 
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Ca ~i pentru funcţii contin uc se pot <led uce Ul'mătoarele consecinţe : 
Corolarul 1. Fie f o funcţie rl<'r ir1a/1ili!. pe un interfJal I. Dacă deri11ata f' ia fJalori 

de semne co11tmre în J.ow/, pu11c/1' 11 < u di;i I , alunei. derivata f' ici valoarea O cel puţin 

î11t r -11n pwut cupri1is între a şi l1. 

Corolarul 2. Fie f: E _,. fl o funcţia derifJabilă. Dacâ derivata sa f' mi se anulează 
pc un interval IC E, alunei derir·ata f' pi'istrea::.ă acelaşi semn pe I . 

Această ultimă proprie! a 1 c va fi folositrt mai departe pentrn determinarea În Lei·· 

'\'&iclor <le monotonie ale func \ iilor. 

5. Consecinţe ale teoremei lu i Lagrange 

<L} După cum se şti e, deriYala unei fnncţii con stante este nulă. Reciproc: 

I) Dacă o funcţie are derivată nulă pe un interval, atunci ea este constantă 
pe acest interval. 

Î11tr-a clevăr, fi e /'o :funcţie eu derivata nulu , (' (:1:) = O, pc un interval I. Să ale­
gem un punct a E /. Dacă .r es te un pu11ct arbit rar din 1, aplicînd t eorema lui 
Lagrange deducem cil exi stă nu punct c cuprins între a şi x, a:;tfcl încit: 

f (:i:) - { (a) = (x - a) f'(c). 

Dacii f' (c) = o, deci f (x ) = f (a ) oricare ar fi X E / , adică r este coii stantă pe I . 
b) Dacă f şi g sint două :func1.ii dcrinbile pe o mulţime E ~i dacă diferenţa lor 

este cons lantă, atunci rlc au aceeaşi derivată pc E. Într-adevăr, dacă f - g = c, atunci 

f'- g' = O, deci f' = g', Heciproc : 

II) Dacă f şi g sînt două funcţii cu derivate egale pe un interval, atunci 
ele diferă printr-o constantă pe a cest interval. 

Într-adevăr, doci1 notăm h = f - g, aYem h' = f' - g' = O, deci, conform pro­

prietătii I, h = c, adică f' - g = c. 

O l> s c 1· va ţi c. iu p l'opoz ilia II (ca ~ i în propoz. i ţia I care se obţin e ca un caz pa rticular 
luînrl g = 0 ), condiţi:i Pa donH:n inl \10 definiţie să fiu un in terval este esenţială. Dacă f şi 0 au 
dcri,-ate ~gale pc o rnu lt imc J; cai'C n u e; lc inten·al (ci, de exemplu l'cuniune, de două inte1·valo 
ditiju!lctc) , este po~ibi l ca /' - g să nu fie constantă. 

Fie, de exemplu, mulţimea E = (0,1 ) U (2,3) şi funcţia f: E -+ R definită în m odul următor: 

{(;;) = { 1 p entru x E (0,1) 
2 pentru x E [ ~,3) . 

Func\ia /' a!'o d erivata 11ulă pe !:.', Jur nu es te constan t ă pe E. 

Exemple 

'l ) Dacă t'(x) = 1 pc ll, atunci f(x) = x + C . 

2) Dacă f'(x) = x pc R, a tunci /'(x) = ~·~ + C. 
" 

:J) Să se găsească functia f definită pe R a cărei derivată este f' (x) = 2.:e + 3, şi care înde­

phne~to condiţia f'iOJ = 1. 
Avem f (x) =- x 2 -r 3x + C; ((O) = C, deci C = L Rezultă f(x ) = x 2 + 3x + 1. 
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c) Proprietatea următoare Ya fi folosită pentru determinarea i11 Ler\'alelor de 
monotonie ale fonctiil<w. 

III) } 'ic f o funcţie de1ivahilă pc un i11.te1·vul I. 
nacă derivata f' este strict pozitivă pe I , atunci func\ia ( este stdet eres. 

cătoa1·e pc J. 
Dacii derivata f' este stl'Îct negativă JlC / , almtci funcţia r este strict 

deserci::cătoarc p c J. 

Fie :r
1 
< .1·

2 
donă puncte arhitrm·e din J. ,\plicind teorema lui Lagrange, rezultă 

că exis tă un punct c inlrc :i·1 şi :r~ a!' Lfrl incit: 

Dcoarrcc .r2 - .rL > O, difcrcn\a f(.r~) - f (x1) are acelaşi semn cu f' (c). 
Dacă f' ,t ) > O. alunei f (x2) - f (.r1) >O, deci f (1·1) < f (x2) şi deci f este strict 

cresci1 toare JW I. 
Dacă f' (c) < O, atunci f (x1) > f(.z~) şi deci f este strict <lescrcscătoate pc I. 
d) Prnpoiiţia t1L'mătoarc pcr111i.tc calculul dcriYntci intt·un punct, cu njutorul 

Yalorilor derivatei în jurul pnnct11lui. 

IV) Fie r o funcţie continuă pe nn interval I şf Xo un p1mct din I. 
Dacă f este derival>ilă pe I {x0 } ~i dacă dedvata (' al'e limită (finită 
sau infinită) în punctul :i·0 , atunci derivata există şi în punctul x0 şi 

f'(Xo) == lim f' (x) . 
x_,.so 

Să notăm l = Jim f' (x) . Trebuie să arăUim că f arc în a·0 derivată, egală cu l, 

adică : 

Jim flxl -:_[{xo) = l. 
x-..x0 x - .r0 

Pentru acca81 <• fie x 11 -+ x0 un şir fo!'mat din puncte .T11 =I= :t"0 din I. Pentru fiecare n 
să t1 plicăm teorPwu cre~tcrilor finite pc intervalul cu o cx lrcrnitate in x0 ~ i cu cca· 
lalta c.xtrcrnilale in .r„; obţincrn un p11ncl cm cuprim; intre x 0 ;i Xm astfel incit: 

Deoarece <"n se aflii înlre .'.l"o şi Xm avem O< I c 11, - .1"0 I < I X 11 - 1·0 I -. O. 
Tlczult ă că 1:11 -. :c0 ~i c11 =/= 1·0' Deoarece Jim f' (x) = I, ded ucem că f' (c1i) -> l, adică: 

x--xo 

lim fj~nl - f {xo) = l . 
n Xn -x0 
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Deoarece şirul x n ~ :i·0 , cu Xn =f: .T0 a fost ales arbitrar rezultă că: 

!'( . ) - 1' f (:r) -{(.ro) - l - 1· {'( ·) :i 0 - im - --- - - im x. 
x->xo .'V - (l'o x->xo 

Oh se rva ţ i e . Dacă d Pri,·ata {' are li milă la s lînga (respectiv la dreapta) în :r0 , alunei 
exi~lă derivata la stînga f;(:1'0) (respoctiv cll:'ri\·ata ia dreapta f~(x0)} şi f;{x11) = lirn f' (x) (r llspcNiv 

x?xo 
(~{.:ro) = lim f'(x). 
" X '\.\'O 

E xemple 

1) F ie funcţia putere f (.1:) = ::r'Y.. Dacă O< o: < 1 se st 1'e (' ' § ?.1) ~ f d · , . , . . ,., ea are er1,·::ita 
+oo în punctul Xo = O, f'(O) = +oo. 

~p~icînd propoziţia precedentă regăsim imediat acest rezultat. Înlr·adevăr, f este 

contmua pe I = [O, + oo), este derivabilă JJC [ '- {O} "i {'("") _ ~,,.·"-1 D '\, " ,„ - "·"· . <'Oarece 
1- o: >O rezultă: 

Jim f'(.T) = Jim o: x"-1 = o: !im - 1- = + 00• 
x-0 x-•U :\'-•0 .1:1-" 

Deci, conform propoziţiei precedente, r arc deri\•ată în Xo =o ş i : 

f' (O) = lim f' (x) = + oo. 
:X:->0 

2) Dnpă cum am mcn\ionat :rnterior (v. § 22), funcţia f (x ) = arc sin x arc dcri· 

vata + oo în punctele - 1 şi 1, {'(- 1) = { '(1) = +oo. 

Într-adevăr, funcţ.ia {este continuă pe I = [- 1, 1], es te dcrivabilă pe J"'f _ 11} 
f derivata f' are limită în punctul - 1: l ' 

Jim f' (x) = Jim 1 = + 00• 
o.o-+- 1 :x:-1 i/1-x3 

Aplicînd propoziţin precedentă rezu l tă Ctl r arc deriva t1i în pu netul - 1 . ŞJ: 

f'( - 1) = lim f'( .T) = + oo. 
x - >-1 

La fel se arată că ('(1) = + oo. 

3) Funcţia ( (te) = :irc cos .x are derivat a -oo în punctele . J Ş l 1, {'(- 1) = 
= f'(i) = -oo (v. § 22). 

într-adevăr, se obţine : 

f'(-1) =Jim (- -
1 

) = -oo· f' ('I) = l im (- 1 ) 
x--1 i/1 - x2 ' x~1 V'1 _:_ x2 = -oo. 

- 217 -



§ 26. Regula lui l'Hospitol 

Se şti e C[l în cazurile cxccp ta lc de t.cnrrmc·ll' :isuprri op,..r:i r.iilnr ru limitP de 
funcţii este nccesa t 1111 studin dir1·c·1 pentru ·1 sln hili d nt·i1 rx i~1 r1 lirnitii. ~frtndele 

folosite într-un astfel de studiu n11 :11t 1111 e11r:Jd r·r t111it:u· ::- i. d 1· n udle c ri. prc51tpu n 
o ingeniozitate deosebili1 ş i o bognl<"i cxperi"ntil. in t:n l1'td d 1• iim ite din partPa aceluia 

care le mînuieşle. 

, ln paragrafu l de fa\{1 va fi ex pu>: 11 11 procerlP11 11wi s implu "' unitn r, cnre r.u nju. 
t orul derivatelor p crn1it e r czoh-nren prolil1' 111 r i în1 r- 1111 1111m[1r drst ul tl fl mnrc dr îm. 
prcjurări . Acest procC'<lcu comtr1 i11 n:;on·nu111 ita „rl'g11lf1 n lu i l'I [o:;piud·' , a plicabilă 

('m d. „ 1·· . ) · 1 o . cc ( ' I I I . l I con 1tu care vor 1 prc·e1zalu cnz 111·1 nr - ·~' - . .<' ,. ;1 11· c-;1z 111·1 st> rN ut: n ncestea. 
o (X) 

În tot acest paragraf vom comid ern u11 intt~n·n l I lm?irginit ~n n ncmi'1rgin it), şi 
nn p unct dP ::icumularc :r0 (fini t snu infi uit) al lui 1 ~ i f, g : J"'{.'1'0}-+ R două 
funcţii. 

1. Cazurile ~ si 
00 

u . 00 

Să presupunem că : 

g(.r} ::f= O pentrn orice :r. =/: .'1'0 din I 

ş1 să consider ilm rapor1 ul celor două f11J1ctii : 

I . I '- ' ~· i R - · '\. l'' Oi-+ · 
g 

Să prc-;upunem, de asemenea, că pentru limita funcţi<'i J_ în punct.ul x0, >.:întem 

în cazul !?.. • o. 

sau în cazul 
00 

00 

g 

lim f (x) = lim f (:i:) = O, 
„·-xo x-...xo 

Jim I f(.r) ! = Jim I ?(~') I = oo. 
x~ ... ~:o x ""-:\.'o 

Î n accstf' douil cazmi, t cor r m a urmi'ltoare tlă condiţii sufici en t.e de rxistenţ.ă 
a limitei Jim /j_:}_. 

l'-•:•·o p\:1!) 

Te o 1· c m a I u i I' H o s p i t a I. Dacă : 

l) r ~i ~ sîut dcrivabill' pe 1 "-, {:io} : 
2) g(:r) =(-.-O pentru orice x ='= .1·0 din 1 : 

/"(l ~9 exi~tă !im --~ = I (fiuită sau i nfinj1ă) : 
~·--:ro ţ( { :t; 

atunci : 

Jim Ii.:} = lim L:; . 
x-...'.'\~o gtXJ x-:x-o t{':r 
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• .\ r.e::i!'tă egalitate C'~ t e C'tmo„cut.ă sub nume]<' de „regula lui l' Hospital". 
o d .r: • p . \'olll cJa demom>tra tin nonr p Pn tru C:JZLt l 0-, prc~upunÎn că Xo este ,mit. entfU 

!I ~jrnplil"Î C':1 d E'monstrn\in, \ '(Jill prt'Htp UJJ C ill pJ 11s că funeţiiJe { ~j g l'int defini te ~i 
ÎJl :Z'o ~j ~hil rr)l'l / i11111•- io aC'•'~ t p llll<' l : 

f (.'l'o) = litn j\:l') ~-= () ~t ţ(.-r0) = Jim g(.'1') = O. 
~·- ·~'·o 

Pentru 11 demonstra r1\: 

] . { ta') _ l im -- , 
x->~'o g(x) 

yom folosi defini\in cu ~iruri n l imit ei . 
Fil~ .:r,

1 
-. .r0 un ~ir d e pullctc .Tn =f= :rr clin I . 

Pentru fiecare n E S putem aplica per N·hii dl' -func!ii {, g troremn lui Canchy pe 

intt>rrnlul d C' extremitri1i .'.l'w :i·0 • Exi,,; t ii clcri un punct rn cuprins intre :r.n ~i :r0 a~t.{el 

înrît: 
f (:r11) - {(fl·0) _ ('(r,1) 

M;,Î - g(xo) -· g'(xen) . 

Dar f\.T.o \ = g(x0) = O, deci: 

Dl'oarere însă c,, se aflu intre a·12 ~i Xo, a .,.·cm: 

O <' c - :r < : :i.· - .'.l'o I -> O. 
---... ' 11 o f 11 l 

R~zultă că <'n _. .r
0 

~i c 
11

. 4= :i·
0

• Tinlnd seama de ipoteza 3) deducem <'rt: 

deci : 

lim {' \cnL = l, 
n g'\cn) 

lim _f(xn.L = l. 
n g(xn.) 

Deoarece ~irul 1·
0 

- > .l'o r u xn .,'- x0 a fos t ales arhitrnr, deducem: 

f (:rl 1 -- l1'm f'(-rl •. Jim -- = ~ 
x--x0 g(x) :1.·~.:i.·o g' (x) 

E .rem ple 

fi e funq ia ? ' X) = P~ ~.~ defin i tă i1e I = ( - .::. , .!:) şi fir .T0 = O. :\otăm : 
2 ~i n .'r · 2 2 
. r . r . .. 1 o f 1,:1') = e" - 1: g•, :i.·1 = 2 <:lfl :r. Prntru unct1n :- smtem m cazu 0 • 

"' 
Condiţiile clin enunţ.ul teoremei sin t îndeplinite: 
r şi ţ !'Înt d eriYabile pe / ".,_{O} (de fap t „ i în punctul O) ; 
g' (x ) = 2 cos :i: 7"' O pc}"-._, {O} '.de fapt ~i .in pun ctul O) ; 

L"rmează că lim e'- -- ·t = 
x-"-0 ~ !<i ll X 

--. 
2 

. f'(x) . e"' _ 1 
hm ----·-= Jun--- - - . 
x~-0 g'(:I') :\'~0 !! COS X ~ 
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In aplicaţiile uzuale, conditiilc flin emin\111 tPoremei sint satisfăcute. De 

de obicei, se trece direct la c;dc ulul limiLci IH .T0 a funcţ i ei 1: . Dacă aplicarea regulii 
{! 

conduce la o contr::idicţic, înseamnă că 1 dintre condi~iile t eoremei, cel puţin una nu 

este îndeplinită. 

2) 1
. 1.- a:2 1. -2.i; 2 
1m ·- - -= 1m = - - =- · 

x ... 1 1 - x• x~l -5x4 5 

}:. 
1 1. X -e 1 

. 1 - ex • a·2 

3) lnn - -- = ]un --- = 
x-+oo 1 x ->oo l 

Jim ex= - 1 .. 
x-..ao 

4) Dacă a > O, atunci: 

1 

Jim ln :r: = Jim ~'<__ = J1·rn 1 " - = o. x -,..oo :r ~;->oo ~:v-x- 1 ;\'-... ~ 'Z.t 'X 

2 cos 2:t 

5) ]. ln(s in 2.r) . sin " . 9 
11n --. --- = Iun - -· - .i = --=- lim ..'.'..?~ 2:r • · sin :Jr 2 

x\O ln(sm :J.:i·) x ' o cos :Jr <> • hm - = -' :3 _ ._...:.... .... x\u cos .J.v x\o f'iin 2:c 3 
:J 

·1· - = 1 2 • 

sin 3x 

Unl.'ori trchuic i::r1 aplicăm r l'gttla l ui rI {ospital nu numai funcţiei .L dar chiar 

~l fuuc! ii lor { ~Î g, C:.ll'C apar ca rapoarte, g 

1) Fie funcţia; 

( ) 
ei:(x)_ 2 

q> X = • 
g(x) 

unde g(x) = x sin x - x2e::c 
sin x + x 2eX • 

:Xc punem problema calculului limitei functiei m ·n - O 
, T L Xo - • 

Calculăm mai întîi J1m g(.r). Obţinem: 
X ->0 

Jim 
o;-.11 

Rezultă; 

x sin x - x 2e:>: • · -1_ . · __ = Jim _.rn x , x cos :r - .1'2„x _ 2.1.e-x 0 
sm x + x2e-4' :i;-.(1 cos~ ' x2_,.-:-- · " x - = --= O. 

~ T „„ 1 - xe 1 

1Jm (eC(X) - 1) = O. 
cic-.(1 

Pentru funcţia L sîntem deci în cazu] O 
s o~ 
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eC(X) - 1 o'(x)eCP·l lim = Jim "' ' = ]imeC(X) = e0 = 1. 
x-.-0 g (.ţ') x-.O g'(x) x-o 

Dacă pentru func1ia [_ sîn tem, de asemenea, într-uqnl din cazmilc ~ sau 
00 

. i u 00 

si dacr1 {'. g' Yerifiru roate con<li\iilc 1coremei, atunci ]imita Jim {'( .T) poale fi calcu-
' / x-r.\'o g'(x) 

lată aplicînd încă o datrt regula lui r Hospital. Procedenl SC poate repeta. 

1 
2 Jn :r· -

. Jn'.!.r2 • X 
'i ) ltm - - = l1m ---

x ... .,. x4 :i;- , ao :i.~ 

1 

21
. Jn X 
1m -- = 

x _..oo a.....l 

= 2 lim _::_ = ~ Jim 
1 = ~ ·O = O. 

x--,. oo l1x~ 2 x-,o0 a;4 2 

8) Fie IX > O. S:'t calculăm limita remarcabilă Jim ("x = oo. 
:t'-'oo x-x 

Fie n cr>l mai mic numru· JJnLural > a. Avem a - n + 1 >O ~i n - t;J. > O, deci 

Jim xn-tt >O. Aplicîn<l de nori regula lui l'Hospital, obţinem: 
):->OC 

r CX eX 
Jim - = Jim -- = ]im == „. 

x- cc x" x->oo o:x"'"! x.-.oc o:(o: - 1) x"'·z 

eX .„ = Jim -----------== 
x-+oo o:(oc - 1) ... (o: - n + 1)x"'-n 

1 = lim - ----- ----xn-ex = +oo. 
o:(i:t. - 1) •.. (et. - n + 1) 

9) Jim _::_=_ .'!'_<'O~ :i:_ = Jim 1 - coş :r + x sin x _ 
x-·O x 2 sin x + ~ in3 :c x-.O 2x sin x + x 2 cos x + 3 sin2 x cos x 

C) • 
~ SJO X 

= lim _ sin :c + sin x + x cos x _ 
x->O 2 sin .c + :!:r co;; x + ~x <"Vi x - x~ sin x + 6 sin x ros2 x - 3 sin~ x -

I, X COS X 

= Jim 2 cos x + cos :v - x sin x 
x-·O 2 cos x + r, cos :c - l1x sin x-:!a: sin x-x2 cos x+ 6 cos~ .x-12 sin2 .x cos x-!J sin2 x cos x = 
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Uneori, studiul 

mai expeditiv dccit 

Alteori calculul 

direct al functiei 1 permite calculul limitei în Xo într-un tnod , g 

prin aplical'ca regulii lui r llospital. 

limitei funcţiei ~ revine într·un anumit mod la calculul limitei 
o 

funcţiei ~. Într-un asLfel de caz, chiar admiţînd că limita există, aplicarea regulii 
,., 

lui l'Hospila l csLc infrucluoasi't. 

10) Reluînd exemplul anl·crior, obtinem imedint: 

• x - - J' co~ x . ( :r 1 - C'(I • :i· ) • 1 - C(I.<; :r 
lun -----···-- -- ·- - · = l1 r11 - - . · --- -- = l1m - --„--·-·-- = 

') • • ' ' •I ' ·~ •) ' • , , 

x->O x· s.m :t: + sin! x x - c·V sm :r .1.- + srn· .c .~-o x· --:- s111· x 

1 - CO<; .'V 

• :t" :.! 1 
=hn1-- - - = - - =- · 

x->0 
1 

s i11" ;· l + l l1 +-·-
X~ 

11) Fie funcţia: 

„:c _ c··< 
o(x) =---- . 
• t."C ,..:._ ,-'.\: 

Ne punem problema calculului li mitei func ţiei ? ln .r0 = + oe. 
Notind f (x) = ex - e-x ~i g(x) = ex + cX, obţinem: 

f' (x) O'i: + e· x . {"(:.:) ex - e·X f (x) 
- - = --- 81 - - = ·- ·--- = --- . 
g'(.:r) e-i; - e-x ' ţ('(.1') &" + c· x g(;-c) 

Rezultă că regula lui l' Ilospi tal nu poate fi utiliza tă, deoarece, dacă nu ştim 

să calculăm limita raportului j_ , nu vom ~ ti să calculăm nici limita raportului deriva• 
g 

t telor :;-:- . 
<> 

Limit a fnne ţi C' i ? se poa lr în<:f1 calcula dirrct : 

• p·'< - ('-.\' , 1 - r-2.X 
fim - - = hm ---- = 1. 
x-)!JO c:r - - e-.i.: x-·2' l + c-2x 

n r eiproca lcoremei lui J'Hospi tal rs te falsă: n~ l fel: dncă j_ arc limiti:'t în Xo, nu 
;; 

rezultă cr1 ş i ~ are limită în :r0, dupi't cum sr ara tr1 ln exemplul urmrltor. 

" 
12) Fie func~ia: 

f ( ) 
_ x + sin :r; 

X - • 
X 

Ne punem problema calcul.ului limitei funcţi ei r în Xo = +oo. 
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Deoarece lim (x + sin :r) = + oo :'" cap. III, exerr.. G, h \ rrzultă că pentru 

•rA A l "° funcţia smtem m <'azu -- . 
~ 

.\Yem : 

n !sin ;r l / I I 
nr: - - """" - ~1 

! {!' : I ;'f • 

f' :r\ = 4- ~in_:: . 
„-

I 
lim -- :=: O .. .\ plicind criteriul maj orări i pt>nt r 11 funcţii, 
X ··ao 

1 
X '. 

, 1. l' in :X o 
rezu1Ui: 1m - ---- - = . 

Deci: 
l im f (.1') = 1. 
x-... oo 

în schimb, raport ul (.r -~- ~in " 1~ - · 1 -- NI'> x n u are limită ln :r0 .,..,.. -1-oo. 
\.ti' 

2. Cazul O·oo 

Să presupunem ră prntru limit a fun r \iei ff!. ln p11nc1 11l .r0 !': lnte m ln ea :c: ul O· oe: 

lim f(a·1 = O '.'I !im I {! .:r .\ ' = oe. 
:\"- ·.\'11 

o.) P utem presupune g(a') :f.~ O prll tru .~· :-j- .r0 clin l. 
Atunci ~ 

iar: 

îar 

f (a:)g(x) = fl~::)_ , 

g(x) 

lim -
1

- = O :-.J lim f (x). 
:1.· -.-.''o g{:r) x-.-.\'o 

Am redus as tf PI cazul O· oo ln cazul -~ , căruia îi putem aplic::i re:rub lui l'Hoi;:pitnl. o 
b) Dacii f (x) ,' O penim x ,' x0 din { putem scrie: 

f ' ) ' ) g(:l') \X gt:r = -'·-- · 
l 

f (x) 

J. I 1 I 1 · I ( ) I nn ; ---- „ = nn 1 {! :r = oo. 
x -•.\'o f (::r) I ' ' 

. .\m r edus a"-tfrl cazul O· oe la <'azul ::>::> C'ăruin de a$1.nn cnc-::\ !':r. poale npl ica 

regul.a lui l'Hospital. 
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Exemple 
1 

1 1. - 1 1· ln .r i · ) 1m x" n x = 1111 - -- = i m 
x'\.O x\,O _ 1_ x\,O 

.r 1 1. c 1 O O - = - - i1n x" = - - · = . 
5 5 x'\,O 5 -

x• x6 

2) lim ln (x - e) (ln x - 1) = ]im _!_n x -
1 = lim----x ___ _ 

x\,e :\\,e l x'I. ~ 1 -------
ln (x-e) (x-c) 1n2 (x - e) 

]. (:c-e) ln2 (x-e) 
= - Jffi • 

~·\.e X 

Observăm că pentru f unctia (x - e) ln2 (x - e) sîn tem de asemenea în 
cazul O·oo. Obţinem: 

1 
--2 ln (x - e) 

lim (x - e) ln2 (x - e) = Jim 102 
(:r - e) =Jim '·"-__ e ____ _ 

x\a X\C 1 X 'l. d 1 

x-e (x-e) 2 

1 

= - 2 lim (x - e) ln (:v - e) = - 2 lim 1n (:r-e) = - 2 lim __ x_-_e _ _ 
x'l.e x\.e 1 x\.e 1 

x-e (x-e) 2 

= 2 Ii m (x - e) = O. 
x\,e 

Deci, revenind: 

liro ln (x - e) (ln x - 1) = - ~ = O. 
x\,e e 

ObserYăm că d acă am fi scris : 

ln (x - e) (ln :i; - 1) = 10 (:r =...el , 
'l 

l11 x -1 

calculul limitei nr fi fost mult mai simplu. Într-ad .!Yăr : 

1 

I. ln (.r-e) .1• x-e (l 1)2 
im ---= im------ = -lim:r · nx - = 

:\ '\. C 1 :\ 'l.<l 1 

ln X -1 U (!n X -1)2 

" (ln x -1)2·.Lx . _:. (lnx- 1) 
]. ~· o = - 1m · -= - __ = o. 
x\,e 1 1 
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3, Cazul oo - oo . 

Să presupunem că penLru limita funcţiei f - g în punctul a:0 sîntern în cazul 
oa- oo: 

Jim f (x ) = Iim g(x) = oo 
x~xo x~.,·o 

Jim f (x) = lim g(x) = - oo. 
X-:-.: o .\'~Xo 

a} Putem presupune f (x ) =F O şi g(x) =F O pentru x =F x0 din / . Atu nci : 

UxL= .81.'tl _1 __ _ 1_ 

f (x) - g(x ) = { (x) / (x) = g(x) I { (x) 

f (x) g(x) f (x ) g(x) 

~ aJ11 redus cazul oo - oo la cazul % , căruia ii apliciun regula lui I' Hospital. 

b) uueori este mai conYenabil să scriem 

f (x) - g (x) = f (x ) (t - ft:t) · 
f 

• g(x) A A l {)O • • 1• 1 
ObscrYăm că pentru uncţia -- smtem m cazu - , căruia î1 putem ap 1ca regu a 

f (x) oo 

lui J' llospital. 

Dacă !im _g(x) = 1 atunci pentru funcţia f (1 - 1-
1

) sintcm în cazul oo · O, cure 
x-·~·o f ( x) ' 

se tra Lează ca lâ nun1urul precedent. 

Exemp le 
1 1 

x--- t---

1) lim (ctg x - .!..) = lim 
ctg x =Jim x -:_tgx = lim cos~ :i: 

x-..U X x...O X :>:--0 .C lg X x->-0 X 
tg x+-„-

ctg X COS"X 

=Jim Jim 
.\·-.-O sin X cos X + X .c-.-0 

X ( 1 _ lnxx) • 2) fon (x - lux) = Jim 
.\:-, CIO X->QD 

1 

D l• Ju X 1. X Q l • eoarecc rm - = im - = , rezu ta: 
.\:-, QD .::.C X ->OC 1 

- 2 SÎll X COS X 

cos:ix - s iu:l.c + l 

o 
= - =0. 

2 

litn (x - ln x) = + oo • (1 - O) = + oo. 
X -f'" • 
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3} Fie f (J·) = (1 - sin x)elgx definită pe [O, 7t]""-.. {~} şi fie x0 = ; · 

Avem: 

li111 f (:c) = O· e- 00 = O. 
" x\.. "î 

P c11lnt rnk1dul li111itei la s llnga 111 ::_ s lnle111 111 cazul O· oo. ,, 

Avem: 

Ji m f (.r) = lim ( l - sin x)eL·,.-..: = fj 111 eln(l-oiH.\) el;;x = Jim el n (l -sin.1:)+L:;x. 

P cnlru calcul11l limitei la s tinga în .:..:_ a func\ici 9 (:r) = ln (1 - sin x) + t " x 
2 o 

sintern i11 c;izu l oo - oo. 

Obţinem : 

I' (I ( J . ) I ) , • (111 ( I - si li .t I 11)1 li - ~ III .r ·1- lg .I' =- 1111 Lg :v ,-
~·/' :: „„, :: I g .v 

2 . 2 

ş1 d coa rece: 

- cns .i: 

l
. !11 ( I -- $ in .r\ 

1
. I = >În .~ ___ 1.11 11 . cns

3 
.r 

lll l - -- · - -- = 1111 - - = 
l l - sin x 

""'~ 
tg .c 

4'l <' • 
J im ~ :! eos- .r si u~ = - 3 li111 cos .i; sin J; =O, 

" - COS X 
x ? 2· ;,;,l' ~ 

rczull ă. în Jefinil iv: 

li111 f (:i:) = e+.., = +=· 
;x,l' i 

Deci fum;l.Îa /' nu are limită in .'.:. . 
' 2 

Se ohservă că în exemplul anterior s-a folllsit regula lui l ' Ho~pital doar pentru 

calcul ul uneia dint1·e limitele laterale ·jn :i·0 , ccalalttl ob\ inl11du-se confol'rn teoremelor 

asupra opcra\iilor cu limite d e funcţii. 
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Cazurile 0°, 1„, ooO 

Să f'l'<'s11111 111cm că f (x ) >O pentru orice .'!: =/= :t·0 rlin I , ş i si1 comid cri'1111 fu net ia (9. 

Să jJ1'e~u 111111 c 111 cit p c nlrn li111Îla fuuqiei /!' i11 p1111clul, x0 siutc1u 111 ca:cul 0° : 

lim f(.v ) = O ~i lim g(."&) =O 
x->xo x- ~xo 

~au î11 ca.wl J"" : 

li 111 f(.v ) = 1 ~i li111 I g(x) I = oo 

sau iu cazul 00°: 

lirn f (x) = oo şi Jim g(.t ) = O. 

În toate aceste cazu r·i, pentru limita funcl.il'i g(x) ln f (.i;) in .c0 siuLe111 în cazul 

O· oo, care se tratează ca l a numărul 2 al aces tui pa ragraf. 

Deoarece : 

fiJ = elnfa = eaint, 

rezulti'.1 cr1 dacă exis tă: 

Jim g(x) ln f (x ) = a, 
X->Xo 

atunci : 

Jim f (. r}'I' ' - f'"I.. 

X-)ol.' O 

E x e mple. 

'I) Fi 1· fnncţia f (x\ = :l'X <l<·finitii P'' ro. -L oo) ~'I fie Xu = n. Pcnlrn fu111·\Î.i f ::;in­

tem in cazul 0°. 

Logaritmînd, rez u I tă : 

Obţinem: 

Deci: 

ln f (.r) = .t lux. 

1 

I- l 1· ln .r, I' :r 1· O 1111 .i; n x = rm --- = 11n -- = - 1111 .r-' • 
x'l.0 x'>,O 1 x'>, •J I -~\.'' 

X 

lim xx = e0 = 1. 
.x'>,O 

2) Fte f (x ) = ----- şi Xo = +=· P enlru funcţia r sîntem în cnul l"" • . (X+ 1 )X' 
. v - 1 
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Logaritmînd , rezultă: 

1 "] x ..J... 1 n{(tc) =xw n-' -. 
x-'1 

Obţinem: 

Deci: 

-2 ln ~~ 
). • I x + 1 1. .i: - 1 }' xt - 1 1. x1 + 1m x - n -- = un ---= un -- = un -- = oo. 
x->00 ..C - 1 x-~oc 1 X->CO 2 x-.-.co X

2 
- 1 

x2 a.~ 

Jim (x_+_t ) :c' = e+"" = + oo. 
x ->oo X - 'l 

r ( 1 )tzx d r· · - (o ;: ) · f · O 3) Fie (x) = ; - e 1mla pc , 2 ş1 1e x0 = . Pentru f sintem în 

cazul = 0
• 

Loga1·i tiuînd, rez ultă: 

}n f' (X) = tg X Jn ~ · 
X 

Obţinem: 

Deci: 

1 
ln -

1 . sin2 x Jim t" x ln _;__ =Jim _.'C = liin ___ x __ = lnn-- = 
x'\O t> X x'\O 'l ::'\O :c'\U X 

tg X 

] . sin~ .'C O 1 O = 1n1 X' -- = · = • 
x'\O X~ 

. ( 1 )tgx 0 i hm - = e = . 
X'\0 X 

4) Fie funcţia cp(x) = (l + cos x)tg'.• definită pc [O, 1.) "-.. { % } ş t fi e x0 = ~ · 

Pentru qi ;.li1tcnt ln cazul 1 00
• 

Logaritiuind, rczullă: 

ln ·(1 + cos x) 
ln cp(x ) = tg2x · ln (1 + cos x) = 'I • 

tg2 :!; 
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Nutînd: 

obţinem: 

f (x) = ln (1 + cos x), 

g(x) = __ 1_, 
tg~ X 

-sinx 

1 +cos.'!; 

- 2 ·~ .1· 

cos• x tg~ x 

1 sin4 x 
=-

2 COS X (1 + COS x) 

Rezultă deci că aplicînd regula lui J'Hospital pentru cazu! ! pe [o,!:) respec tiv o '2 

pe (;, n} se obţine lim" ln cp(x) = += respectiv lim ln cp (x) = -oo; deci 
:o:,J' -:> x' _::: ~ ~ 2 

q> ( ; - O) = e+a. = + oo şi cp ( ; + O) = e-"" = O. 
Rezultă că funcţia cp nu are limită în ~ . 

2 

fiegula lui l'Hospital este utilă uneori şi pentru calculul lillli.Lei UUOI' ~JJ'Ul'I . 

Fie <p : N-+ R un şir. Să presupunem că există o prelungire /' a lui cp la o semi­
dreaptă (a, +oo), (a >O) astfel încît există limita 

lim f (x) = l, (l E R). 
.i:-oc 

Rezultă atunci că oricare ar fi şirul Xn-+ +=,avem: lim f (x 11) = l. fn particular, 
1l 

pentru şirul x 11 = n, obţinem lim f (n ) = l. Dar f (n ) = cp(n) oricare ar fi n E N. 
n 

Deci lim cp(n) = l . 
n 

Exemplu. 

Fie ~irul cu termenul general a.n = V n. 
1 

Să notăm: cp(n) = n
11

• 

Fie prelungirea f a lui cp la (1 , +oo) definită priu 

l 

f (x) ~ xx. 

Pontru fuucţia f sintem în caz.ul 00°. Logaritrniud, rezultă : 

OL ţinem: 

1 
ln / (x) = - l u x. 

:i; 

l . ( ) li Jn X 1. X O un ln f x = . m - = 1m - = . 
:i;-+m X- X X-+m 1 
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Deci: 

Hczultă~ 

Jim f (x) = e0 = 1. 
X_,.00 

„/-
Jim v n = 1. „ 

§ 27. Rolul derivatei Întîi În studiul funcţiilor 

1 . Intervalele de monotonie 

Fie {: E--+ R o funcţie derivabilil. În § 25 au fost puse în evidenţă următoarele 

două propri etă ţi: 
a) Dacă derivata f' nu se anulează pe un interval I CE, atunci f' păstrează acelaşi 

semn pe /. 
b \ Dacă derivata f' este strict pozitivă ( +) pe un interval 1 CE. atunci ftmcţia f 

este strict crescătoare ( }"-- ) pe 1. 
Dacă derivata f" este strict negativă ( - ) pe 1, atunci funcţia f este strict descres· 

cătoare ( \. ) pe 1. 
,\ ~a<l :n: 
PrublrnHi det„r111i11ârii i111e1wtlclor de 11101wlonie ale fw1 c/iei f se reduce la aceea a 

delermi11ării i11te1w1lelvr pe care derivata {' plistrea:ii acelaşi. semn. 
Di11 prima prop1·ictalc ded ucem că intervalele m axime pc care derivata păstrează 

acela~i ~f.' 111 11 se d etermină cu aj n torul rr1dăcinilor dr ri...-atr.i. 
Din cele de n1ai sus rezultă calea cle urmat pclltru cl e1ermin ar1'a inlrrva'lelor de 

monotonie ale fu11c ~ie i f: 

I) Se calculează derivata f'. 
2) Se rezolvă ecuaţia f'(.r) = O. 
3) Cu ajutorul rădăcinilor derivatei se determină inte1·valele pe care derivata păs· 

trează un semn constant. 
4) După cum semnul derivatei este + sau-, se stabileşte dacă funcţia este strict 

crescătoare sau strict descrescătoare pe aceste intervale. 
HezultaLclc obtinute se trec într-un tablou cu trei rubl'ici orizontale (v. mai 

departe exen1plr le de la numărul 3). 

2. Punctele de extrem 

Fi e f: E --. R o fiineţie ~i .t0 1111 punct din t:. 
Să pre~upuuem ctt x

0 
se află lu interiorul unui interval 1 c E. Următoarele două 

propozi\ii dtiu coudi\ii suficiente pe.nll'U ca x0 să fi e punct de extrem a l funcţiei. 
1) lJacâ pc I (unc{ia este strict crescătoare la slingft lui x0 şi strict dellcrescătoare 

la dreapta lui x0 , atunci Xo este punct de maxim al f uric/iei ( ;c ill ~ ). 

-230-

2) Dacă pc I funcţia este strict descrescătoare la stînga lui .'!'0 şi strict crescătoare 

[a dreuplet lui .T0 , at1111<'i :r0 este p1111d de 111ini11t al funcţiei ( ~ 111 /< ). 
Dacă funcţi a f esle derivahilă pe I aceste do uă p1·opoziţii se pot formula cu 

ajut ond srm1111l11 i dcri\·a1ei. 
Conform tco l'emei l11i F erm a t, pun ctele de extr em x0 din interiorul iuler valulu i J 

trebuie cr1utate p rin tre rădăcinile <l('l'ivatei. 
1 ' ) Dacă pe I derivata este strict pozitivă ( +) la stînga lui x0 şi strict 

negativă (-} la dreapta lui x0 , atunci Xo este punct de maxim al funcţiei. 

Simbolic: 
+0 - =>?M ~ 

2') Dacă pe / , 1lc1·ivata este strict negativă (-) la stînga lui :1·0 şi strict pozitivă 
( +) la dreapta lui .r0, atunci Xo este pw1ct de minim al funcţiei. 

Simbolic: 
-0+=>'>.m? 

Dacă Înllă derivata ar<' acelaşi semn de o parte şi de alta a I ui x ( + O + sait - O - ) , 
atitnci :i·0 nu este punct de e.Tlrem al fiutcf iei. 

Oh i' c r" aţi i. 1°. l :llimt>le trei propozi \ii rămîn adeYiiralc si în cazul cînd 

f nu este _rl er~v al, ilă ln .'1'0, rlar e~ t c ~nnlimul i11 .-r~. De cxe111p l11, l'nnd\ia f (.1;) = I .-i; I 
e:;te conlmua dar nu c·tc dct1 v:i l nlă 'in .T11 = O. IJPrÎYal:\ f" este - la stin o·a lui O 
şi + la dreapta lui O, c!Pc i O csle punct d1' rnin im. 

0 

2~. Da.că (: [o, b~ --+ H c~tc o funcţie d1·1·i' abilă, ~i dacă (' arc srmn co11stant, 
atunci a ş i b sîn t puncte de cxll'crn alr fun c\ Î1·i ~i nn 11m e : daci't (' al'e şcmnul +, rt 
este punct de minim iar b este pnnct d1: 1nnxi111: dnrf1 {' nr<' sf'1111111I - a este punct 

de max.im, iar b este pu nci eh· n1ini111. ' 

3. Exemple 

1) Fie func\ia ( (.c) = .r~ ddinitr1 pe R. De1·iH1la sa csle /" (.r) = 2.r ~i arc o sin· 

gură rădăcină, x =O. Dcti...-ata prt:;11·pnză un senin constant pc fiecare din interva­

lele ( - oo, O) ~i (O, oo). Pentru x = - 1 avem ('(- J) = - 2. dr1:i pe semidreapla 

(- oo, O) d criYala este s11·ict negativr1; pPnlru :r = 1 aYcm f' t l ) = 2, deci pe semi ­
dreapla (O, + oo) dcriYata este stric t pozitivă. P unct 111 O c~te un p1111ct de minim al 

functiei şi f (O) = O. 
A ceste rczulla lc se t rec într-un tablou: 

X I --, 
- 00 o +oo 

{'(x) I o + ..L 
I 

----
' ni, r (.v) I + oo ~ (O) ? +oo 

Îu ultima rubric i! s-a indi1'at p rint r-o săgcat~1 descenden tă ( ',. ) f<tpl ul G1 fuui:\i ,1 
este strict descrescă toare ~ 1 printr-o săgea tă ast.:eu<lenlă. ( /< ) fuptul că funcţia e:;l•i 

stric t crescătoare. 
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Fig. 77 În dreptul rădăcinii O a derivatei s-a indicat prin 
litera m faptul că O este punct de minim a l functiei 1·a 

I ' l 

o 

în pa.ranteză, sub m, s-a trecut minimul funcţiei, f (O) = o. 
lu dreptul lui -oo şi a l lui +oo din rubrica intîi 

au fost scrise în r ubrica a treia limitele funcţiei în acest: 
puncte: 

lim x 2 = lim x 2 = +oo. 
x--oo 

Acest · tablou este suficient pentru a trasa graficul 
funcţiei (fig. 77). 

Deoarece derivata se anulează în punctul de minim 
' tangenta la grafic în punctul (O, O) este paralelii cu axa 

Ox (în fapt, este chiar axa Ox). 
2) Fie funcţia ( (x) = ax2 + b.TJ + c(a =f= O) definită pe R. După cum se ş tie din 

1 11 J
. . b . 

anu , această uncţ1e arc un cxt1·em pentru x = - ;;-- , ş1 anume un maxim 
-a 

dacă a< O, sau un minim dacă a >O. Vom regăsi aceste rezultate folosind metoda 
geuera.lă expu să la nr. 2. 

iar 

De1·ivata funcţiei este f' (x) = 2ax + b şi are o singură rădăcină, x = - ~, 
2a 

4ac - b~ 

4a 
. Putem forma următoarele două tablouri, după cum a> O 

sau a< O: 
b 

X -oo 
2n 

a<O f '(x) + + o 
M 

f (x) -oo ,l( (4ac
4
: b2) 

"' -oo 

În acest caz, pentru - ~ funcţia are un maxun (inJicat în talJlou pr1u litera 
2a 

!w c - b~ 
M ), care e:ilc (scris u1 paranteză sul> Al). 

4a 

b 
+ oo X -oo 

2a 

u. > 0 f' (x) o + + 
m 

f (x) + oo "' (4ac
4
: b

2
) ? + oo 

1• b f . u aces t caz, pentru - - unct1a are un mmuu. 
2a I 

3) Fie funcţia ( (x) = x3 ..'._ 3x definită pe R . Av em (' (x) = :J.c~ - 3. Derivata 
are rădăcinile - 1 şi i', ('(-1) = {' (l ) = O. De1·i,ala păst1-ează uu ~er;111 consta~t 
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pe fiecare din intervalele (-oo, -1), (- 1, 1), .(:1, +oo). 
Pentru determinarea semnului derivatei se calculează 
valoarea sa în cîte un punct al fieci'.1rui intervnl [de 
exemplu, f'(- 2) = 9, {' (O)= - 3, {'(2) = !J] snu se 
aplică regula semnului trinomului <le gradul doi. 

Avem { (- 1) = 2 şi ( (1) = - 2. P u tem forma 
următorul t ablou: 

X -oo - 1 1 + oo -f'(x) + o o + -----
f (x) 111 m +oo 

- oo ? (2) "' (-2) ? 

Putem trasa acum graficul fun c ~iei (fig. 78). 

Fig. 78 

y 

r 

m 

Obs e r va t ie. În punct ele de maxim ~i de minim , langenla la grafic est e pa­
ralelă cu axa Ox. P rntru n trasa mai precis grafi f' ul func\iei 'în j11r11l a cc~ tor p11nclc, 
'este bine ca după ce am fixat în p lan p11nclele de extrem (-1, 2) ~ i (J, - 2) !'ă <l11 ccm 
în nccs te puncte cî te un mic scgrncnt de dreaptă paralel cu Ox. 

4.) Fie fonc~ia f (a:) = ex - x definită pe R. 

Dcrinta sa este f' (.1·) = ex - 1 ~i arc o singură rădăcină, x = O, Dcrinta păs­
tre.ază un semn cons t:rnt pe fieca re clin inlerntlclc (- oo, O) ~ i (O, oo). Pentru .T = - 1 
nvrm f' (i-) =e-1 - 1 < 0; penlru x= i avem f'(l ) = el - J > 0. l1f'ri q1 ta c~ l .e 

deci strict negativă pe (-oo, O) şi strict poziti d't pe (O, oo). P11nct11l O r!'le punrt 
de minim al funcţiei. Avem f (O) = e0 - 0 = 1. Lim itele f 11 ne~i<'i f la - oo ~ i la + oo 
se calculează uşor: lim (ex - .-v) = oo, Jim (e~ - :r) = oo. 

X-+-- oo x- , ao 

Putem forma următorul tablou : 

X -oo i + oo 
f' (x) o + + --
f (:r;) +eo ~ 

m ,l( +oo (1) 

O b ser v, a ţie. Deoarece minimul funcţiei este strict pozitiv, funcţia csle ~ t rir1. pozi­
ti v/I pc toală dreapta, adică ex - x > O, sau : 

tx > x, oricare ar fi x e R. 

45) Fie funcţia f (x) = ln x - x definită pe (O, oo). Derirnta sa ei: le ('(.'V) =.!.. -
X 

1, şi are o singură rădăcină , x = 1. Se poate forma urmă t.oru l tablou: 

1 . 

+ o 

? 
11/ 

\i - oo 
(-1) -oo 
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Droarcre funetia f (:r) = ln x - ::r nn este rldinitiI pentru x <O, în tnhlnu S•a 

hn~urat rorti11nea eor1·~p1111znln:ll'!'. P1111C't11l o PS1!! ext rem ii a lea intcn·al11lui \O, 00) 

pc• care funC'\in es t e del'init ;, , rlnr in O funcţia nu este definită; de aceea p11nctul O 
n fost trecut în tahion in dl'Ppl ul li11i r i verticale care separă partea h aşurat.a de cea 

nPhaşura lă. 

Semnele dPri rn tei se · d c tPrmi nă ca ş i în exemplul precedent, din d d erivatei 0 

yn ]oa rr la slin g-n lui 'l I"" PXP111pl11, {' {:- ) = 1 >0) şi o valoare lu drE>apta lui 1 

(.i (' t'Xl'IHjJ lll , /"(2) = - ~ < oJ. Punctul 1 este punct <le maxim al !unrtici şi 

[l i ) = ln I - I = - I. 
Se uli\inc i111 Pd ial: li m (ln x - x) = - oo, Jim (ln x - x) = - oo. 

·""o ~· • CCJ 

Oh ~ r 1· ,. ;1 t i "· nl'narr·c<' mrixim11\ fnncţ.iei esLe stric t negativ, rezulii\ ei\ fllnc\ia Pste 

strict nr.gal iv.\ pn (O, o;), ad ie;, 111 x - .1· < O, sau; 

ln .<' < x , pentru x > O. 

Acest r ezultat se poate obţine din in<'galilaLca x < e\ (.r >O) , prin lo~:i 1·i1marc. 

6) Fie a > I. un număr real ~i fie fu nct ia f (x) = ( l + x)"' - ca dPfiniti't pr [- 1, oe). 

Derivata sa es Lc 
f'(x) = a (1 + xrx-1 

- r.I. 

si n.re o singur:, rrldăcină, :r = O. Observr11n că r.1. - 'l > O. 
• Dacă x >O, a lune i ( l + :i-yx-1 > l ~i Jeci j"(.l') > O. 

Dacă x <O, a lune i (1 +:ir-1 < 1 şi deci /"(.r) < U. 
Pentru cnlcn lul limitei lui { la +oo, scriem: 

f (x) = a.'I: --- - 1 . (
( l +x)" ) 

<XX 

. ('1 + :r)" . t1.( I + ,1' o<-1 
Aplicînd regula lui 1'Tlo~pi1nl, d <> d11crm hm - -- = l1m - ---- = oo. Re· 

X --OD C't.X X •OD CX. 

zultă că Jim f (x) = oo. 
;\"->00 

Se urmii torul taulo11: 

-1 o 

-oi: o 
M 

"' 
lft 

(a) (1) 

Punc tul - 1 este punct d e m axim al funcţiei <leşi 
ncest puu cl, {'(- 1) = - CT. (derivata nu se anulează in 

extrem aflau.; lu extremitatea d omeniului de definiţie). 

00 

+ + 

/' +oo 

derivata nu se an11lează în 

rno<l n ecesar in punctele de 

O b s 0 r v a ţ i o. Deoarece 1 esle minimul funcţiei pe tot intervalul, rez ul tă că funcţia are 

Loate valorile mai mari decil 'I, adici\ ('I + x)"' - cxx:;;;. 1; d eci 

('l + :t:)"' ~ 'I + cxx, oricare ar [ i x:;;;. - 1. 

Această megalitate generalizează inega litatea lui Bernoulli p en tr u cxpon1'11(i o: rC'ali. 
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§ 28. Rolul derivatei o doua în studiul funcţii lor 

1. Convexitate şi concavitate 

în paragraful preced ent s·a arătat că semnul d erÎYatei întîi dă indicatii cu privire 

kt creş terea sau descreşterea funcţiei. De multe ori, aceste indicaţi i si nt insuficiente 

pen tru lra!'area grafic u lui. 
O func \Îe derivabilă poale {j st rict cr<>sd1toare în do11i'1 moduri (fig. 7fl), <l 11pi't 

cum tangenta la grafi c se a flă deasupra graficul ui s:'\ll sub grAfie. Dr n~rnwnca, o f1rn1·­

ţic poal e fi stric t uescrcscătoarc în două moduri (fig. 80) după pozi~ia tangentei fo\ft 
do grafic . 

Pentrn a d eosebi diferitele pozi~ii a le tangentei fa ţă d e grafi c s·:rn adoptat d cnu· 

Jllirile următoare: 
fir f': E-. R o func \io dcrivnhiH't ş i fie I un interval din E. fie r.1 poqiu11l'a din 

graficul func!iei (, corespunzătoare intervalului 1: 

ci= {(x, f (:i.:)); X E / }. 

Dnră se consideră res11·ic ţia f1 a fune\ici r la inle r rnlul f , C1 estP grnfieul acf'sleÎ 

rest1•iqi i. 
S(• sp11ne elf, funcţia r ('Sf(' COll !'t'.rrl pc inlf'l'Palul I dact1 langt'l i /ri în once p1111ct al. 

grnfi('l(/11i r:1 sr a{lil suii acest grnfic (fig-. 8 1). 
Se sp1111e Cil {111ir·{ia r este ('( 1/1("(1!'li. pe i11lrrwtl11l I dacii 1a11gt'l1lri în Ol'lf'e pnncl al 

gra{il'Hlui G1 se a{li'i deasupra acestui grafic (fig. 82). 
Dad1 funcţ ia este definită P" un inter\'al ~i es te convexă (san concn\'i't) pc întregul 

ci do11wniu d e ddinitie, Yom ~pune, nwi simpl u , cii fuuc\in c~lc convcxri (respectiv 

conra' i1 ) , fr1rr1 al1r1 ~prci f icn \it·. 
Se spune că gra fi cul unei func\ii convexe es t e o curbe~ com•e:i.·cl, ~i ci'1 graficul 11nm 

func\ ii ronrnve este o r111·&1r rrin cw'c/. 
Sit Pl'CSllpt1nem acum C[l fu ne( ia r C1' l c c! Pl'i\·n l1ili1 d <' douri ori p c' /. În rlC\'>'I cnz, 

semnu l drri,·a te i a doua J rt ind i caţii nsupra co11\"C'xitrq1i ~i n1 nc:" Îl}'\Îi lu11ct.i1·i .. \lai 

precis, i;r pont<> demonstra unnătnarcn propozi\ic: 
Dac:I dedvata a doua {"' este strict pozitivă ( +) pe intervalul I , attmci func~ia f 

este convexă pe I. 
Dacă derivata a dona {" ei;te strict negativă ( - ) pe intervalul 1, a tunci fuuc~ia f 

este concavă pe 1. 

Fig, 79 

-+---
0 ' l 

Fig. 80 

I 
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Fig. 81 

!J y 

o IJ 

Interpr<'tarca geometrică a acestei propoziţii este următoarea: derivata a doua 
f" este <l <'rin1 ta Clcrirntei întii {', rlcci dacă f" este strict pozitivă, atunci (' este cres­
cătoare, adică pant a tangentei la grafic creşte cînd punctul. de tangenţă se depla­
sează spre dreapta (fig. 83) ; de asemenea, dacă f" es t·e strict negatiYă, panta tangentei 
la grafic descreste cînd punctul de tangenţă se deplasează spre dreapta (fig. 84). ' 

I I 

O b s c r ,. a t· i e. Pentru a reţine uşor că dacă derivata a doua es te strict pozitivă ( +} 
nlunci funcţia este convcx:"1, sll. observăm că graficul unei funcţii convexe soamănă cu o porţ.iune 

din secţ.iunca unui y:is n~czat cu deschizătura în sus, în a~a fel î ncît să colect ezo, să aduno (+) 
lin lichid care s-ar turna în el. 

2. Intervalele. de convexitate şi de concavitate 

Fief: E -+Ro .funcţie deri"abilă de două ori. Avem următoarele două proprietăţi : 

a) Dacă derivata a doua f" nu se anulează pe un interval 1 c E , atunci{" păstrează 
acelaşi semn pe I . 

b) Dacă derivata a doua f" este strict pozitivă (+) pe un interval I C E, atunci fll.nc­
ţia r este convex.ă pe J. 

Dacă derivata a doua f" este strict negativă (-) pe J, atunci funcţia feste coa• 
caYă pe J. 

Fig. 83 Fig. B-4 

y 

!I 
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Prima proprietate rnu ltă din faptul că (", fiind o derivată, are proprietatea lui 
D::i r houx. 

Aşadar: 

Problema deten ninclrii intervalelor de convexitate şi de concavitate ale fun cţiei se 
reduce la aceea a determinării interva/,elor pe care derir;ata a doua pă.strează acelaşi senin. 

Din prima proprietate deducem că intervalele maxime pe care derivata a doua 
păstrează acelaşi semn se determină cu ajutorul rădăcin ilor acestei derivate. 

Din cele de mai sus rezultă calea de urmat pentru determinarea intervalelor de 
con \·exitat e si concavi late ale functiei f: ' , 

1) Se calculează derivata a doua f'. 
2) Se rezolvă ecuaţia f"(x) = O. 

3) Cu ajutorul rădăcinilor derivatei a doua se determină intervalele pe care derivata 
ş dona păstrează acelaşi semn. 

li ) După cum semnul derivatei a doua este + sau -, se stabileşte dacă funcţia 
este convexă sau concavă pe aceste intervale. 

Rezultatele obţinute se trec într-o rubrică suplimenta.ră, a patra, a tabloului 
de studiu al funcţ.iei (v . mai departe exemplele de la nr. 5). 

3. Puoctele de extrem 

După cum s·a arătat în paragraful precedent , s tudiind semnul derivatei întîi de 
:o part e şi de nlt a n unui punct de !'xtrem, putem stabili dncă ncestn este un punct 
dl' maxim sau minim. 

Uneori putem stabili aceeaşi concluzie, studiind semnul d erivatei a doua numai 
bi punctul de extrem. 

Mai precis, se poate demonstra următoarea propoziţi~ : 

Fie f : E -+ R o funcţie derivabilă de două ori şi fie Xo un ptmct de extrem din 
imeriorul unui interval Ic E (f '(Xo) = O). 

Dacă f" (x0 ) >O, atunci Xo este punct de minim, 

, . Dacă f"(Xo) < O, atunci x0 este punct de maxim. 

Justificarea geometrică este următoarea : dacă f" (x0) < O, tangen ta fa grafic în 
punctul l\10(x0, f (x0 )) se află deasupra graficului, deci :i·0 es te punct de max.im, iar 
dacă f" (Xo) > O, tangenta în M 0 se află sub grafic, deci Xo este punct de minim. 

4. Punctele de inflexiune 

Fief: E -;. R o funcţie şi :t'0 un punct din in-t C'riornl unui interYn l J c R. 
Se spune că Xo este punct de inf /,e:riune al {tt nctie1: , dacă r este deri.•abilti În :ro 

şi dară_ pe 1, de o parte a ltii :i·0 funcţia este convexu, iar de cealalt17. parte a fui 1 ·
0 

funcţia este concavă. 
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Dacu x0 este pun c t el e:: inflexiune a l funcţiei , p11nc111I M 0{:r0, f (.T0)) se numPste 

punci de Î11flt>:ri1111e al µraf'icului. UrnH'HZ[l c:'l 1111 (' ll nc l J/11 dl' pe gr:d'i,• l'SIP ru~ct 
de inflcxiunt>, dacă grnficul are t:rngPnlă în J/0 ;i da dt in j111'1 d lui J/,1 g1·a fi1:11I f'ste 
n curbă cunvexit de o prirlc a lui i\/0 ~i o c11 1 ·l.~1 cuncavă d 1· 0ea lnlu:1 p a1· tc a lui ,\1

0
, 

Tangenl::i într-un punct de inflexiune tra vcrseazr1 gr afi cul (fi g. 85). 

Dacă functia r est e derÎYahiltl d e două 01·i pe !""' {.'l'o} şi dncll es te deri\'obiltt Î ll Xo, 
atunci definiţia precedentă se poate formula cu ajutorul sem nului derirnt ei a 

doua. 
Dacă derivata a doua are semne diferite de o parte şi de a lta a lui x0, atunci 

x0 este punct de inflexiune al funcţiei. 

Dacă, în plus, r este de două ori derivahilă şi În punctul de inflexiune Xo, atunci 
derivata a doua se anulează În acest punct, f"(x0) = O. 

În t r-adevf1r, fo neţ ia {" are prnpricta Lca lui Dar bou x ~i are semne con tr::11·e de 
o parte şi de alta a .lui x0• 

5. Exemple 

1) Fie funct;.ia f (x) = j / x d rfini t ă pc (O, +oo). 

D erivala i11Lii c:; te {' (1·) = ---1 
; 11u se n1111IP:JZtt; eslf' st ril'l pnzi ti , ·i.'i pe (O, + oo). 2vx 

D erivata a doua este f" (.1·) = - ~ - 1...,. ; nu se an ul 1·azil ; es te ~ t r i f'l nPga ti vă 
'i v r:i 

pc (0, + = ), deci fnnqia es te coneaYă. A.,·crn l im j/ x = + oo. 
X ,,. ~ oo 

Putem forn1a urmă torul tablou: 

X Io 1 + = 
I 

[ (x)_ I + + 
I 

I 

f (.r) . /'- .? ·-;- 00 

-
f \ x) · 
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Fl1. 86 Fig . l.l7 
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Pentru a m ai nbţinP un punct al graficului !Hl trecut în t11hlo11 c;.i Yaln:u ra 1 a 
argumPntului :r. DPoarecc func\ia nu estf' dni vabilii în O, s-a tms o lini i' în r-11IJl'iL· :~ 

a doua şi rubrica a patra 'in drrptul valorii O a lui x . 
Se ohsel'vr1 însă cr1 { are d eriva ta + oo în O: 

f'(O) = Jim ---;~--= = + oo, 
x').0 2 V X 

deci graficul lui f es te tangent în or1gme la axa Oy (fi g. 8tl). 
2) Fie for11.: ţ.ia f (.r) = x 2n, (n n atural ) defini tă pe (-c;io, + oo). Dni,·a telr sint : 

f' (x) = 2nx2n-1 

f"(x) = 2n(2n - 1)x2n- 2. 

Deri,·a trle {' ~! r a u o singură rădăcinu, X = o. Putem forma urmi'tlol'lll Lnlilou: 

X -oo o += 

f'(.r) o + + 
f (.r) + = 'x 

1n 

(O) /'- + oo 

f "(.T) + + o + + 
Punctul O <'~le punc t de minim. Fu nc\ia este con,·cxft pe (-oo, +oe). În fi~11 1·n 87 

s·a trasal g rnfieul fuu cti(•i { 1.r) = .t'1• 

3) Fie funetia f (x) = 1 ·211+1 (n n;~turaJ) de fiu it ă pe (- oo, + oo). Derivatck• ~inl: 

f' (,1·) = (2n + 1):v2n 

f" (.1') = (2n + 'I )2n:l'211-1. 

Deri\'a l t'I!• r ~ i · /"' au () ~i ll~ll ră r~Hlăcină, X = o. Putem fo„m a 11 r m fd ontl l a hlo u: 

1' I -00 o + = 
'~~~~~~~-~~~~~~-

11.-;;1 + + o + + 
I - -- - -~ -·- --~-·-·----

j ( ,r) _
1 

_ _ = _ __ l" _ _ o _ _ l" _ _ +_= 
{\x) O + + 
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Fig. 88 Fig. 89 

:::c 

Func\ia este strict crescătoare. La stinga lui O este conca,·ă, la dreapla lui. () este 
com·exă; O este punc t de inflexiune. Axa O :r; e~le tnn::rPntă grnficu lui in originP. in 
figura 88 a fost trasat graficul funcţ. ie i f (x) = .'.l.a. 

4) Fie funcţia f (x) =..!..definită pe R"'-. {O}. 
X 

Dedvntele sînt: f' (x) = - ~ , f"(x) = ! . 
X ~ 

Tabloul: 
I 

X -oo o +oo 
f'(x) 

f (:r) o 'x -00 + oo 'x o 
--
f"(x ) + 

Se ohservă că în O funcţia are Jimita la stînga f (O - O) = - oo şi limita l::t dreapta 
{ (O + O) = + oo. În dreptul lui O s-a tras o linie verticală , pentru a inrli ra fnptul 
că funcţia şi d erivatele sale nu sînt definite în O. Graficul este t rasat în fi gu ra 89 

şi ef'te o hiperbolă. 
Se observă că ramurile nemărginite ale curbei se apropie din ce în ce mai mult 

fie de axa Ox, fie de axa Oy. Se spune că Ox şi Oy sînt asimptote ale curbei (Y. pa.' 

ragraf ul 1irmător). 
Deşi derivata a doua f" are semne diferite de o parte şi de alta a lui O, punctul O 

nu este un punct de inflexiune, deoarece funcţia f nu este definită în acest punct. 

§ 29. Asimptote 

· Pentru o curbă care este nemărginită în plan (adică nu ponte fi cuprinR~l într-un 
dreptunghi), se pune problema dacă ramurile sale nemărginite se a propiP. nf"conl enit 
de o dreaptă, într-un sens care va fi precizat m ai jos. O ase menea dreapt ă, dacă 
există, se numeşte asimptotă a respectivei curbe. 
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Asimptotele pot fi tmpărţ.ite în d011l'I clnRI": a11imptote verticale sou paralele cu 

ata Oy şi asi mptote oblice sau neparalele cu axa Oy. 

1. Asimptote verticale 

Dacă într-un anumit punct x
0 

= a cel puf.În una din limitele la dreapta sau la 
stînga (l[e unei funcţii f (x) este infinită, (lf11nci dreapta :r = <i se nume~~le aFlimptoM 

pert icală a graficului funcţiei consUJ.erate. 
Pentru existenţa asimptotei verticale nu cF.t f-' DPcPF.ar N l funcţ.in f F.ă fie rlefinitrt 

şi în a. 
Dacă { este definită şi continuă în a, atnnci limitele latrralf-' lin a sînt finite şi 

egale cu { (a), deci; 
graficul nu are os im ptotă verticală în punctele de continuil.nte ale f11ncfiei . 
Pentru fonr~iilc P" care le intîlnim în mod _obişnuit, p1tnf'-tf"lr. în cnrP cxi!ltă aciimp• 

tote verticale pot fi u~or determinate. 
De exemplu, graficul funcţiei tg x are asimptote v crticalC' în pnnrtrlc <le forma 

:i; = (2k + 1) ~, !.: înt.rcg; graficul funcţiei ctg .-r: are asimptote wrtirnlc în punct.ele 

de forma x· = 1-iT>, h înlrcg ; graficul funcţiei ln x arc asimptotl''t verticală în x = O; 
graficul 11nei funcţii raţionale are asimptote verticaln în punf' t rlc în C:'l l'P. ~e nnulr.ază 
numitorul etc. 

E xe mple 

1) Prntru funcţia f (:r) = tg x, avem: 

lirn tg :r. = + oo şi lim tg x = - oo, 
n n 

1!/' 2 1!'\ ~ 

deci în punctul a= 2: graficul funcţiei are asimptotă verticală (fig. 80). De asemenen, 
2 

în orice punct de forma (2k + 1) ~graficul funcţiei tangent~ are ai:imptotă Yr.rt icnlă. 
2 

Se observă că, pe mă~ură ce x se apropie <le% , grnfi­

cul se apropie de asimptotă; mai precis, distanţa dintre grafje 
şi asimptotă, măsurată pe orizontală, tinde către O cînd '.l' 

tinde către 2:. . 
2 

2) P en tru funcţia f (x ) = loga x, (a> O, a,=/= 1), axa n ir 

este asimptotă ,-er tical ă deoarece : 

}im .loga x = - oo dacă a > 1 (fig. 91). 
x-;() 

Jim loga x = + oo dacă O < a < 1 (fig. 82). 
x->O 
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Fig . 91 fig. 92 

y 

, 
:f• 

:r -
3) Dacă ix > O, funcţ:i::i puter e f (:r) = _!._ definită (O + oo) are x'X , , ca asimpt otă verti· 

cală axa Oy, d eoAr er.P !im _!_ = + 00 (fig. 93) . 
. ~-.o x'X 

2. Asimptote obl ice 

. F~c f o fnn~ţic nl căr~ti do~cnit~ d e dcfini\ie coiTţ. inc o scmidrcnpl ă (a, oo)O . 
d1 N~plu. _JJ = 1nx .' n rste asimptota ohlie<~ la ramiira spre + 00 a graficu.lui fu net iei f 
daco rl1 .~ta11ţa dintre dreaptă şi grafic, măsurat(/, pe perticală tinde către O ·: d 
tinde ciitre oo. ' cm X 

lim (f (x) - ma; - n ) = O. 
x- ... ao 

În 111nrl ann lon- dacă <lnrnr 11iul <lP dPfiniric ni ft1nc t1'"1· · · 
( 

, . t-• . • • conţine o ~ !'m 1 ch·eaptă 
- ~l li ).' <tlllll~ I • I) tfrl'llfJf ll .lf = 111 .1 ' + ll ('Sfi' 11-' illl(itOtli 00/i('ll /a 1'{/f//11/'ll spre - 00 a 
g~aficulu~ fun ct1_r1. f , dar.li di81(11 1{a dintre drra plâ şi grafic mlis11ratc'i pe 1'l' rl icafr/, tinde 
catre O c1nd x tuule către - 00, 

]jm (f (:r) - m.2· - n) = O. 
x- ·- 0c 

Să pr('~lff)1tn r rn d i + · Y = m .1' 11 es te a!'1mp lotă h t'Am ur;:i !"pr<' + oo. d!'ci : 

l ir n l/'(:r) - m.'t' - 11 ) = () 
\' • 00 

~1 i:;ţ1 ş 1 ;:ib i l im o IP!.!':-1l11ri1 lnl1"' l ' 11n <'. l, 1·~ f ~ ..• · I" · ·· • ~ . n , Cf1f' ll'll ' ll \ll III ~l /'t, 

Avem: 

f (x) - m .T = (f (.r.) - mx - n ) + n, 

deci: 

_lim (f !.1·) - mx) = l irn (f (:r) - mx - n) + n = n. 
;x -..+ oe x - · + oo 
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Această egalit;:i t e ne di\ ordnnnta la origine, n , a asimpto t c:: i. Mai d eparte: 

lim (f(!E) - mx) · 
lim ( [(:r) - m) = lim f(:r} - mx = ~±00 

• = _ n_ - O 
x~-t- oc :r :t ..... i'.., :r Jim x + C9 - • 

~~ ... 
peoarPre: 

fj.r) = ([!x) - m) + m. 
;C :l: 

deducem: 

lim ( (x) = Jim (f(x) - m) + m c::a m. 
x__,.+ oo :.c :l'-+ GD X 

ArPn stă egalit a te ne dă pnnta m u asimptotei. 
Aşn cl ::u- : Jacă d reapta y = m:t + n este asimptotă n graficului fon<:ţie i t. atu nci 

panta n1 ~i ordona ta la origini' n wrifică ega lită ţile: 

m = Jim (i:''.l · 
' x-· r"" .'V 

n = lim (f (.r) - m x). 
X -P-f oe 

n f'r iproc, Sfi pr·r~upnnern Ctl există limita finită: 

Jim ( (x) = m 
x- +ao X 

ş1 limi ta finitii: 

li1n (f (x) - m.r) = 11 . 

x- ·+ cio 

Rezulr ft at 1rnci că: 

!im (f (a') - mx - 11) = O, 
;'l' -> l 00 

deci dtt'ap la y = m:i: + n r slc asimp t. otă. 
A~aclnr, rezult i'.'t um1ă loarea regulă peulru delcr111i na rca nsimplo tr i ln r:111111rn 

spre + oo a curlwi: 

1) se ca111c'i limita: 

Jim ((:r:l = m· 
' X-P+oo X 

" dorlf 111 <'~le finit , se ca11tli l imita: 

l im (f (a') - mx) = n; 
~·-·-t 00 

:3) drtdi şi n e11lc {i11it, drea plct y = mx + n este asimptotâ la ranwra spre + oo 

a m rhei. 
Oh i' r r" a ţi i. 1°. Dacit cel pu~in una dintre cele două limite nu exi stă sau 

este infi nită , ct11·IJa 1111 arc ;:i~irnplo t ă la ramu1·a sp1'e + oo. 
2°. Dndi Jim f' (.r ) = u, ş i a este finit , at unci dreapta y = lt este asimptotă, para· 

x- . -: · QC 

l elă ('U :L'n 0 .l' ' pa nt a es te 111 = O ş1 ordonata la origine este n = a) . .Astfel de drepte 

sînt numi te asimptote oriwntale. 
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l 'Trmînd O cale :rnaloa __ l1'_ ă, obt,inPm Următoorea rerrnJă pPntrU determinAfP.:' ' ,., „ :rn1rnp • . 
tot ei fa r :imura sprf' - oo a C'urhei : 

1') .ve caută limita.: 

Jim [(!:_L = m'; 
x_..- oc X 

2') dacei, m' este finit, se caută limita : 

Jim (f (x ) - m' x) = n'; 
x- .,.- oo 

::n darâ ş 1'. n' este finit , d1·eopfa y = m'.-v + n' este asimptotă la ramnra spre -oo 

a curbei„ 
DaC'n Jim f (:r) = b ~1 b r~t r fini t, a tunC' i drrnpt n !J = b este asimptotil parnlelă 

l.' --"'- 00 

cu axa Ox. 

Exempl e. 

1 
1) f(:r ) -= -- (\', § :!8, fig. 89) ; 

:c 

m = Jim rt.:J ,..._ lim ~=O; n. = Jim (f (fx) - mx) = lim f (x) = lim .!_=O, 
:t- >+ oo :r ~·-:·-!- "" x· :r··' +"" :>:-'+ ac x--+oo X 

m' = Jim [ (x) = Jim _,1_ = O ; ~' = lim ' (f(x) - m':r) = lim .!_ = O. 
X·-7- 00 X x-+-- QO x 2 x->- OD x->- OD X 

Graficul funcţiei are ::isimptot::i orizontalii y ·= O (::ixa O:c) (atît la ramura spre + oo, cit şi 
la cea spre - o:i). 

2) f (x ) = x2 (v. § 27, fig. 77) 1 

m = lim f(x) =:' Jim x = + oo. 
x-++ oo X x-++ oo 

Cr:i riou l funrţil' i nu are asimptotă la ramur11 spre + 001 

m' = Jim f (x) = Jim x = - oo. 

Graficul nn arc asimptotă nici la ramura spre -oo. 
Graficul funcţiei x 2 este o parabolă. Rezultă oă parabola nu are asimptote. 

3) f (x) = sin a:; 

m = lim f (x) = Jim sin x = O. 
x-+>+ GD X x-)>+ ao X 
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Dar f(x) - mx = ein x, ial' aceaetll funcţie nu nl'e limitl\ tn punctul + oo. Funcţi11 eit1u1 
JIU are, deci, asimptotă la +oo. La îel se arată că nn are asimptotă n ici I a -oo. 

x2 ..J.. 2x ..J.. 1 
4) f (x) =- ' ' definită pe R'-.. {1 }. 

x -1 

Să stabilim m ai întii dacă dreapta x. = 1 e~te a simpto tă vnt.ieală. P Pntrn aceasta, calculăm 
liJJlitele f (1 - O) şi f (1 + O). 

Avem a 

. x11 +2x + 1 
( (1 - O) =hm =- - oo; 

x?l :r - 1 

f{1 + O) ) . x2 + 2:r. + 1 + =im - =- oo. 
x \,1 x- 1 

A;şad :ir, rlrcapta x = 1 este asimptotă verticală. 

Să \'Nl P.m d::ică există asimptote oblice: 

f ( ) ~ ' 't J- 1 
m = Jim __::_ = lim .'l' 1 - X ' = 1 ; 

x2 -x x~+ac x 

· n = lirn (f (x) - mx) 
x-+ ao 

= Jim ( x2 -1- 2x + 1 - x) ,,,... Jim :la" + 1 = :l, 
x-++ "" X - 1 ' x--+oo a·- 1 

Drr:ip ta y = :r + 3 este asimptotă la ramura spre + oo. 

Se l':tkulr.ază a poi: 

m' =Jim f (x]_ = 1 ~i n' = lim (f (:r) - m'a-) = !1. 
:c-+-oo X 

nrPaptn y = x + 3 este asimptotă şi fa ramura spre - oo. 

Să studie m'. această funcţie' şi să-i trasăm graficul. Derivata în lîi 1'~11': 

x2 -2x-3 
"~ = (a: - 1~2 • 

n :\rli"or ini( I' cl r ri\·aLei lntii sint date d e ecuaţia1 

x2 -2x-3 = O. 

C:ls im: 

X = 1 ± V 1 + 3 = 1 ± 2, 

adică .1\ = - 1 şi x
2 

= 3. Semnul derivatei coincide ou acela a l numiirii torulni, r]PoarPrP numito· 

rul es te pnziti\'. 

P11tem să ne dispensăm de derivata a dona şi să formăm tab\0111 11rm1itor: 

X i-00 -1 1 3 +oo 
f'(x) + o o + 
f (x) 1- gqi M += ~ 

ni +oo, ? (O) ~ -oo (8) ? 
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Fig. 9'4 

'!I 

V I I 
I I 
I 

P entru tr:isnrPa graricnlui, ~e trasMză m:ii întîi :isimp. 
tof <'lc a- = 1 ~ i !I ~ .r .., :i (fig. 9'1), apoi p1111l'tul dl' maxim 
al graficu lui M t-1, O) ş i pnnct.11! de minim 111 (3 , 8). . I' tra­
sează apoi g raficul, ţinînrl s!'ami'i d!' indica ţ.iilo din t:iblou. 

§ 30. Reprezentarea grafică a funcţiilor 

P f'nl r11 a construi graficnl unei fonc!.ii este ncee~ar 
să rl eterminăm pe etape următoarele elemenlP: 

I. Domeniul de def ini~ie al funcţiei 

1) De ct'lc ma.i multe or.i se întîlnesc func ţii ele­
mentare. Dad t domeniul de definiţie nu este precizat, 
se subin(elege că el este format din toate p unctele 
pcnt rn care opera(iilc prin care est e ddiniU't funcţia 

au SPns; în aces t caz, trchuie determinat domeniul maxim pe care poate fi definită 
funcţia. 

2) Se de termină (dacă există) pnnctul în care graficul taie axa Oy, ~1 anume 
punctul (O, f (O)) : so CHlculcază deci { (O). 

3) Se dctrrniină (daci't exis t ă ) p11nc1elr d l' forma (.T, O) în cm'c grafic11l tair :ix:i 0.-r; ; 
se rczoh-ă deci ccua(ia f (:r) = O. 

4) Se calcu lează, dacă exis t ă, lim f (.T) ~i Jim (f.r). 
X ·- oo X ""'• + oo 

II. Derivata întii 

1) Se calc11l1:ază clcriYala înlîi, ('. 

2) Se r eZOl\'[l Cf'Ua\ia ('(.'!') -= O. nr1dr1cinilc :wr~tri rr11atii yor fi , f'\'l'Hll ial, puncle 

d e maxim sa u minim peulru func t.ir . 

3) Se dc t.crrnină int crnilek pt' earr deriYata intli pr1!'lrPază srmn ron'\ lant. 

III. Derivata a doua 

1 ) Se calculează derin1ta a dmin, (". 

2) Se r6zo1Yă ccua\ ia f" (:.r) = O. Rădăcinile acPstci rcuaţii Yor fi, ewntual, pnncte 

de inflexiune. 

3) Se determină int erYalele pc care dcriYata a doua păs trează semn consln nt. 

IV. Asimptote 

1) A simptote l'erticale 

Se dctel'mină punc1f' lc a, p entru care cel puţin nna din limit1:lc laterale {(a - O) 
sau f (a+ O) est e infinită. 
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2) Jlsi 111 piote oblice 

Dacr1 lirn {
1
:.r) = a s:rn li111 f ' .r) = n, (o fi nit \. nlllllf'i <lrf'nptn y = n l'StP nc;Împ· 

:'('-" 00 .'\. • 00 

toL[t orizoutalit la ramurn ~rrr + oo. ""~ pPcl i1· la 1·1·:1 ~ pre - oo. 

,,. ' , . /ld ( . 1 · /'(.1·) . I} I ~ ( ]n cnz contrar, se ca lc1il rnza 1rn . "'-" m r<'~ JH·r· l1 \ · Jrn = 111 ; c nea m rrs· 
.Y ~ I OC1 .f \ .\' · -· 00 . I' 

prc1i 1· m') l'S t<' finit, ;;:c cnk11 lc•nzr1 : lim if .1') - 111.r) = 11 ( r <'~1wcti1· litn !{1.T\ - 111' .r \ = 11') . 
.\_'• • - 00 \ " • 00 

f);H·i°1 11 l'""IH'd iY 11
1

) p;;:tc· fin i i. r! rPapla !J -= 111.1· t- 11 "~ '" n~i11 1p l 111 :1 h rnm1 1rn ~r1·p -1-oo 
a gr·afi1·11l11i lrbpretiv d 1·<':1 p1a !I= 11/.r t- 11 ' P:< lf' :t:<Îrnptnli"1 1:1 r:rn111J'a ;;:p r·P - oo 
a gr:1fin1l11i) . 

V. Tal1loul 
intr- 11 n t:1hlo11 cu ruh1·ici orizontale sr lrPc, prntru sistrmatiznrc, r cz1.dt:1tC'le 

obtin11t c mai sm:: 
în ruhricn iut îi Sf' trl'c \·aiorii" rPmnrf'nhi lr a l" l11i .1· nh\in11lr nntPrior; 
în rubrica a doua se tl'l'C Ya lorilc co1""'P1111 zi1 toare nlc de1·i1·a11·i intii, {', ~1 srm· 

nul 

(l' 

l11i {' : 
Jn l'ld>rica a treia se ll'l'C Yn.l nrilr co respu nzi:i lonre nle fun c\i<'i {, prrcum ~i 
snu '\i ) care ma rd1r;1zf1 1·r«~t<'rr·:i ~r11 1 d c·s•: rc·~l!· rPa funqi r· i: 
în r1 1hrica a pa trn Sf' trc·e 1·al1Jl'ile derivatei a d oua,(", ~i srnrnul lui {". 

VI. Trasarea gJ:aficulni 

Punctc·lc remarcabile (.r, {(~·)) , care rczult ii din tHhlon, sînt reprn<>ntate apoi 
Îll pJ:u111l .1.0!J. S(' trnsraz[1 :1simplL)lf' lc', dnrf1 l'Xi~li\. 

Tininfl s«arnn d1' indic:-qiilc· da te de dr ri vnln întîi ~i drri\·n tn a do11n, se nnrsc 

pun r tf'lc printr-o cul'l1r1. 

E :r f' 111 p l e : 

O:r, 

1 
l ) { (:i:) = :c•n , (n na tural ). 

J. Domeniul de df'f in i\i <' al funcţiei este R"-{O}. 
Grnficul 1111 taie axa Oy, dPoa rei'e fnnc:\ il'l 1111 este defini t i i în .T =O, ~1 nicr 

'[ 
dconrecr - - > O pn1 tru m·icc :'f.; =/= O. A \ 'Crn: 

x-2n. 

Jim f (:.r) = lim {(~·\ = O; 
„· ~··• 00 .\'· • r OO 

nxn 

drPi dreapta y =O este asimptotă 01·izo nt ală, atlt la ramura ;;:pre + oo, cit ~t la cea 

Spl'P -oo. 

II. Derivata întîi: 

f' (.T) = 
2n - - ·· ·- , 

.„:?11+ l 

nu se anulează. Dacă x < O a lunei f \ "-'J >O, iar dacă x >O, at unei f' (.1.') < O, 
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V. Tabloul: 

· x -oo 

f'(x) + 

f (x) o 

{" ( x) I + 

III. Derivata a doua: 

f"(x) = 2n(2n + 1) 
x2(1i+i) 

nu se anulează. Prnl.rH orice x =fa O aYem f" (x) >O, 
deci functia es te conYexă pe tot domeniul său 
<le defini ţie. 

JV. Graficul are asimptota verticală ~r =O, 
deoarece : 

lim f (x) = + oo. 
x-+-0 

Asimptota oblică (orizontală) a rezultat la I: 

I o +oo 

+ - -

7' += += "'I& o 

+ + + 

YI. Graficul (fig. 95) este dat pentru funcţia { (x) = \. 
X 

O b s e r v a ţ i e : Graficul funcţiei este simetric faţă de o.xa Oy, deoarece oricare ar fi 

x=f=O avem f(-x) = ~şi f (x) = .!.. . 
z2 z2 

Funcţiile al. căror domeniu de definiţie I este simetric faţă de origine şi care au proprietatea 
că î (- x) = f (x) pentru orice x e I se numesc funcţii pare. Graficul unei func ţii pare e Le simetric 
faţă de axa Oy. Este deci suficient să studiem comportarea unei funcţii pare numai pe porţiunea 
din dreapta originii, deoarece· comportarea pe porţiunea din stînga originii rezultă prin simetrie 

faţă de Oy. 

t 2) f (x) = - (n natural). 
x2n+l 

I. Domeniul de definiţie este R""- {O}. 

·Se observă imediat că graficul nu taie axele. 

.. 
lim f (x) = lim f (x) =O; 

x~-oo x->+oo 

deci dreapţa y-= O esţe asimptotă orizontală. 
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I 2rt + 1 JI. f (x) = - -- - - ; nu se anulează . P entru orice x-;- O, avem f'(x) < O. 
.c2(1L+l) 

IJJ. f"' (x) = '.l (2n + 1) (n + l ) ; nu se anulează. 
x 2n+a 

Dacă .t < O, at unci f" (x) < O; iar dacă x > O, atunci f"(x) >O. 

J\". ·Gl'aficul are asimp tota verticală x =O, deoarece: 

Jim { (x) = - oo şi Jim { (x) = + oo. 
~·/'O x\.O 

.\ ~ iruptota oblică (orizontală) a rezultat la I. 

V. Tabloul: 

I 
- oe o +oo 

f' (x) - - - -

f (x) o "'I& - 00 -j- oo "'I& o 

f "(x) - - + + 

V 1. Graficul (fig. 96) este dat pentru funcţia { (x) = 
1

., . 
X" 

O b s c 1· va ţi e. Graficul funcţiei este simetric fa ţă de origine, deoarece oricare a r fi 

x =/=O, a\'cm {(- x) = _ _!_şi / (x) = ~ . 
x3 a,-;! • 

Funcţiile al căror domeniu de definiţie I es le simetric faţă de origine şi care au proprie tatea 
d i. f (- .~) = - f (:c) pentru orice .i; e 1 se numesc funcţii impare. Graficul unei funcţii impare este 

aÎJlwtric faţă de origine. 

' 3} Funcţia exponenţială f (:r) = ax, a > 1. 

I . Domeniul de defini~ic este R. 

Deoarece a x > O p entl'u orice a:, g1·aficul funcţiei 
nu taie axa Ox. 

Pentru x = O a ,·cm /'tO) -= a0 = 1, J cci in puuctul 
(O, J) graficul taie axa Vy. 

Deoarece a > 1, r,ezultă: 

lim ax = O, lim ax = -1- ex>. 
X->- CID X -> -f ao 

. Dreapta y =- O (axa Ox) eti lC asimptotă la ramura 

Bpr e - =· 
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Fig. 96 



n. Derivata întîi f' (x ) =ax ln a. AYcm ln a > O, deoarece a > 1, ~) ax > o. 
Rezultă că f '(:v ) > U peni ru u1·icc .i; E H. 

III. DeriYala a <luua: { 11 \.r) = CI'~ (111 a)~ > O pentru urice x E fl.. 

IV. :\u exis tă asimplole \'c1·ticalc, deuarccc funcţi a c ·te <lefi nită ~ L conlinuă pe 

toată dreapta. 

Avem: 

l
• aX 

m= 1m -=+ oo, 
x-~+ oo X 

deci nu exi s tă a ~irnplo lă oblică Li ramura $pre + oo. 

Asimptota la rnmura sp1·e - oo l.)Ste !J = O, după cum a r ezultat la I. 

V. Tabloul~ 

X -oo o +oo 

f'(.1:) + ..L I + 
-·--' 

I I 

f (.'V) _I o .l'- 1 .l'- +oo 
f" (.1;) I + -L 

I + + 

VI. Graficul (fig. 9i). 

Deoal'ece fuuc\ia logax est e mYcrsa fun c \ici a x, grafi cele cclo1· două funcţii. slnt 
simetrice faţă d e pI'irna hiscctoal'c. Am trasa t, punctat (lu fig. 9 Î ) ~i gra ficul func~iei 
logaritmice. Pc grafic se poate citi imediat că (p entru ct > 1) : 

f ig . 97. 

/ 

o 

/ 
/ 

/ 

y 

O < x < 1 => log0 .-i; < O; 

x > l => log(,x > 0. 

De asemenea: 

loga l = O; loga a = 1. 

4) F11ncfia exponenţialli f (x) =ax, O < a < 1. 

I. Domeniul de definiţie este R. 

ax > O, pentru orice x E R , deci graficul 
nu taie a xa Ox; p entru x =O, avem a0 = 1, 
deci în punctul (0 ,1) gra ficul t a ie a xa Oy. 

Deoarece O < a < '.L, rezultă 

!im ax = + oo şi lim ax = O. 
x~-~ x~+~ 

Dreapta y = O es te asimptotă la r amura 

spre + oo. 
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II. Derirnta întii , f' (x) = ax ln a; deoarece 

a< l , rezultă ln a < O, 
deci {'(.t) < O, pentru orice :t E R. 

L1 l. Ocri,·uta a J oua, f"(.r) =ax (ln a)2 > O 
pentrn orice .i; E R. 

lV. :\ si111plole ve1·ticalc nu există. 

Avc1i1: 

' j ' oX 1n = 1111 - = - oo, 
:i· - · - 00 .1: 

deci nu existf1 as implol[t ln ra mura spre - oo. 
Ha11111ra spl'c + oo are asimpto ta !J = O. 

V. T abloul : 

x\ -oo o 

f"( .v) I 
{(a:) += "' 
f "(x) 

I _L + I I 

V r. Graficul (fig. ~18) . 

.Y 
\ 
\ / 
\ / 

---} lorY ~ / 
I
\ .JO / 
\ / / 

I \ /" 

I „ ' f/ ' o __ ;"I"' __ _._ 

//I \ , I 
/ ,, 

+CX> 

"' o 
-L 

I 

Fi~ . 98 

O< o<I 

Am tl'asa t pun clut ln figma !.18 ~ i graficul func ~iei loga .v, pl'in simetrie faţă de biscc· 

toarea int li. 
P1> g1·alic ~e puat e citi cii (pf'nlt' U O < a < 1) ; 

D1· a:;cmeuea 

0 < .l' < l => loga .G > 0 j 

X > 1 = ) JogtL .V < 0. 

loµ-
0 

I = O; logri ci = l. 

5) f (:i:) = x 3 - 3.v + 2. 

l. Dom eniul de definiţie este fl. . 
Deoarece f (O) = 2, rezultă că graficul t a ie ri xa Oy î11 punctul (O, 2). Hă dăcinile 

ecua1iei f (x) = O sînt a·1 = 1 (se obsen·ă direct), .t2 = :i.·1 = 1, x3 = - 2; deci gra· 

ficul t a:ic axa Ox în punctele (1, O) şi (- 2, O). 

Avem: 

limf(x) = - oo; lim f (x ) = + oo. 
X->- oo X- "' + oo 

II. f'( x ) = 3x2 - 3 ; arc ră dăcinile - I şi I. Pentru I x l < 1, avem f' (x ) < O; 
iar pcntl'U I x I > 1 avem f' (x) > O (x = - 1 cs to vunct de maxim; x = 1 este punct 

de minim). 
T ll . f"(.1·) = 6x ; are rădăcina x = O. P entru x < O, f"(x) < O, iar pentru x >O, 

f"(x) >O (x = O este punct de inflexiune). 
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J V. Dcuan:cc {(x) t::stc definită ş1 continuă pe R, graficul său nu are asimptote 
verticale. 

Dt::oarece: 

m = fon f{x) = lirn :ifl - 3x + 2 = + 00 
x-> + ac :t :i:-++ oo X 

m' = lim .f(xl = + oo, 
x-„ -ao X 

rezultă că graficul uu are asimptote oblice. 
V. 'J'aLluul: 

X I -oo -2 -1 o 1 += 

~·(x) I + + o -3 o + 

f'(x) 
I o .1"1 i m +oo I -oo / I" (4) ~ (2) ~ (O) / 

r"(x) I o + + + 
\'I. Grnficul (fig. 99). 
in punctul de inflexiune (O, 2) al graficului, panta tangentei este ('(O) = -J; 

se trasează in acest puuct o mică purţiuue din tangentă. 

6) f (x) = x(::~lt ) • 
I. Domeniul de definiţie este R"""' {-1, 1 }. 
Se ob:;.:rvă u~or că si ngul'Ul punct de intersecţie al gr;.i fi.cului cu axele es te ori· 

ginea, (O, O). 

Jim f (x ) = -oo; 
X->-Qo 

lim f (x) = oo. 

x·1 - l1x" - 1 
I J. {' (x) = are rădăcinile (reale): 

(.L.:! - 1)" 

X 1 = - i/2 + Vt ~ - 2 şi 

= v2 + V5~ 2. 
Pen ll'u x 1 < .t < x 2 ;.ivem f' (.c) < O; iar pentru x < :i.

1 

sau x > J'~ aruH1 f' (x) >O. 
Ol1ti llC lll: 

{(x 1) ~ - 3 şi f (x2) ~ 3. 

llJ ( "() 4,i;(,i;:l + :J) vdv • J o . . x = iue ra ac1na rea ă x = . 
l ..c~ - 1 )~ 

Studiul scurnului lui f"(x) este oarecum complicat de 
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Fig. 99 

, fap tul că numitorul nu are semn constant. lu astfel de ~u.lu1·1 esle recumauJubil 
să alcătuim un tablou :separat peutru /"'(x). 

X -1 o 1 +oo 

4x o ++ + ++ 
++ o o ++ 

++ o + + 

O b s c r , . a ţ i i 

1°. N u am introdus în tablou binom ul x2 + 3, deoal'cce, fiind pozitiv pentru orice x, n u 
influe nţează scnrnul lui f"(..c). 

~0• Punctul x = O cstti un punct de inflexiune. Punctele - 1 şi 1 nu sint p~nctc de iul'lexiunc, 
deoar·ece fun cţia nu es te definită în aceste puncte. 

I\'. Se constată uşor că: 

lim f (x) = - oo; limf(x) = + oo; 
X/' -1 X'\-1 

limf(x ) = -oo; lim f (x ) = + oo. 
X/'l X'\ 1 

R ezultr1 că dreptele x = - 1 şi x = 1 sînt a~imp to te nrtieale. 
Obţiuem, de asemenea: 

lim f(..c) = lim /(.&) = 1, 
x;-,-- oc X 

deci m = m' = 1. 

Calculăm : 

f (x) - mx = .'l:(x
2 + i ) - x = ~; 

x~- 1 x2-1 

deci: 

x~~~ (f(x) - x) = ;~~~~"' (f(.1;) - x) =O. 

Deducem că dreapta !J =:veste a~ imptotă ol1l ică (atî t peulru ramura spre - oo a 
graficului , ci l şi pcntl'U cca SJH'e + oo). 

V. Tabloul: 

f'(x ) 

ftJ: ) 

f" (x) 

-oo-

+ 
-oo I" 

-

v2 + V5 
o 

.M 
(~ - 3) 

-1 

- I -

~ -oo += 
-
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o 1 + 1/2 + j/5 +oo 
-.L - - o + 

L li! +oo \i (O) ~ - = ,+= ~ (~3) ?-

+o - I + + 



Ft1. 1o0 

/ I l /\[--

! ; 
- ~~ 

Vf. Graficul (!ig. 100). 
În punctul rle infl„xin nc (0, O) al grafirnlul 

paula lu11gen Lei es I c / \ O) = - I. 

7) f (.c) = 
1
- j/ x2-=1. ., 

I. Domeniul de <lcfini\ic este 

(- oo, - J] U [. I,+ oo). 

, 

Grafi cul nu taie axa Oy, dcna!'eCc pundul 
x =O nu apar\.iJic do11 1en iului de <l d i11i\ie al 
f1111e\ie i. Ecmqia ( (:r) = O a rc rădăci11il e - l ş i l; 
d eci g„uficul taie axa O.v in punctele (- 1, U) 

~i (1, O). 
lim f (x) = Jim f (x ) = + oo. 

X-.>-oo x-++ oo 

II. ('(x) = V ·: -= nu se amtlează în do· 
2 .t· - 1 

avem f'(:i:) <O; iar pentru x > 1 
Observăm că: 

m eniul d e defini ~ic al funcţiei. P entru x < - 1 
avem f'(x) > O. 

{'(- 1) = Jim f' (x) = - oo şi ('(1.) = lirn ('(:r) = oo. 
x/'-1 x'-.l 

UL f"'(.i;) = - ,r 1
.==-c.-. nu se anulează . Pcntl'U 01·icc x din domeniul de Jefj. 

2v (.r~-1 )" 

nÎ\Îe a l11i (", (j .'!: j > 1 ), avem j"' l.T) < 0 .. 
I\". Fuuqia fiind continuă pe tot <lo11ieniul să u de defi11i\ic , graficul nu are as1ntp· 

tote Yer tica lr . 
Stt ecrccL[un dncr1 există asi111r101e ublicc. Avem: 

{( rl v.r" -=- t -=----= 
,~. r~r 

2.~ X 2X 

Deci: 

m = lim f (x) = .!.. 
x-+oo X 2 

m' = !im (J:J. = - .!. . 
x--oo X 2 

Obţinclll: 

n = Jim (f(x) -mx ) = .!.. Ji m (V x2 
- 1 - x ) = 

:\~-~ oo 2 :\'- ·+ oo 

1 J" = - 1111 
2 .~-+oo 

(i/7=1 - x) (l(x2--=1 + x) = ~ Jim _ _ - 1 __ = ~ . O= O. 
V x2 -'l +X 2 x->+ oo VX2-=-i + X 2 
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Un calcul analog ne conduce la n' =O. 

Deci dreapta y = - .2.. .'I: este nsimp lo t11 ohlică pentru ramura spre -oo a grafi-
2 

1 cuhti, ia1· dreapta y = - .t: pcntrn r amura ~pl'c + oo a graficului . 
:! 

V. Tabloul: 

X -oo - 1. 1 + oo 

( ('x) -00 +oo + ...J_ 
I 

{ (x) +oo ~ 
m m l" +oo 
(O) (O) 

f" (x) 

in punctele de minim (- 1, O) ~i ( I„ O) tangentele la grafic slut Yerticalc. 

V. Graricul (fig. 101). 
După cum am obsen·at ţ;Î la exemplul l ), fun ctia considerată mai sus fiind pară, 

ne putem rnărgiili la studiul r amurii corespunzătoare intervalulu i [J , + oo). 

8) f (:r) = !Y :r2 
l. Oomcni11l d e definiţ i e este R. 
Se ohser ,·ă uşor t"ă graficul taie axele în origine : f (O) = O. 

lim ( (x) = lim f (x) = + oo. 
:ic->- oo x- >+ oo 

II. f'(x) = 
3 
~;; ; nu se anulează. Dacă x < O, rezultă !Yx < O, deci f' (x) <O. P en­

t ru .t: > O avem f'(x) > O. 

Observăm că: 

{~(O) = li m f'(x) = - oo şi (d,(O) = fon f' (x) = + oo. 
x?O x \0 

În cons'ecinţ.ă, cele două ramuri a le gra· 
ficului Yor a,·ea în punctul x =O scmitnn­

gente Yerticale (suprapuse). Punctul x = O 
este punct de întoarcere al graficul ui (v. § 20. 
nr. 5) . 

III. f"(x) = - ;/_ ; nu se anulează . P en-
9 V x4 

tru orice x =f= O avem JY x4 >O, deci f" (x) < O. 

IV. Funcţia fiind definită şi continuă 
pe n, graficul său nu arc asimptote ver· 

ticale. 

..;;.. 2S5 -

Fig. 101 



Deoarece ((x) = ~, avem: 
.i; iY .i; 

1im f (,i;) = lim f (x) = O; 
x~- ao ,J; x->+ ao .i; 

deci m = m' = O. 

Val', ueuarecc f (x) - m.n = tyX2, rezultă : 

n = n' = Jim J?" .i;a = lim J?" x~ = + oo . 
. \'.:- :--- oo x _,.+ ao 

! n cn ucluzie, graficul uu arc uici asirnptote oblice. 

V. TaLlou1: 

:r. - oo o +oo 

f'(x) -ool +oo ++ 
m ? (O) 

+oo f(x) -1-oo 

f"(x) I 
V I. Graficul (fig. 102). 

. I 
9) f (x) = · · 

1 + t,;.i: 
I. Deoarece funcţia tg est e periodică, de perioadă r., este suficient să studiem f(x) 

înlr· un interval de lungi1ue 7.. Observînd că funcţi a f nu este definită în punctele 
în care funcţia tg nu est e definită şi în punctele x penlrn care tgx = - l , rezultă 

că este suficient să cou::;i <lerăm pe /' definită, de exempl u, pc [O, ;:J"'{2- , 3;;} · z ft 

Graficul taie axa Oy in ]JUUctul (O, 1), dar nu t aie axa Ox, deoarece f (.i;) =I= O pen· 
tru oricl:l x apar·~i 11i111.l domeniului de definiţie al funcţiei. 

Fig. 102 II. f' (x) = - --
1
--

1 +sin 2.i: 
nu se anulează; 

f' (x) < O pentru orice x aparţinind domeniului 
de defini ţie. 

~cos 2.:z: 
III. f" (x) = ---­

(1 +sin 2x) 2 
se anulează pen· 

tru x = ~. 
!1 

P O / 7t • 3r: <' entru °""" x < -; ~1 pentr u --;- < x """'r. aYelll „ •1 

f'(x) >O iar pentru !!.. < x < 3
;: avem f" (x) < O. 

~ 2 
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l V. Cercetăm daeă f are lîmită în punctele în care nu este definită'. Se observă 
UŞUI' că 

GAJs lă puncte ale graficului oriciL J e aproape Je punctul ( : , O) , Jur acest 

puucL nu aparţine grafic ului. 

lim f(x ) "'- - oo şi lim f(x ) = oo. 
)"/' I':. x\. :J;t 

4 4 

D . d t 6" L ' t L ~ t' 1 ~ ec1 reap a x = {; es e a:mnp u a ver 1ca a. 

V. Tabloul ; 

J; o 7t 

f'( .c) 1 I 
/(T) 

1 
;1l)--'\i.--(l.-Î:l-)--~---0- --0--\i--~-oo- -+-oo--~----(i-n) 

("(.c) + + O ++ 

O li 1:> e r Y a L l e. lt'u 1w~ia f(.r:) =- def iuita l O, 7t] '.,, {5.. , :Jr.} are exlrurne în L+ tg .v :! 11 

punctele x - O şi x = it, dar derivata su nu se anulează în aceste puncte (v. oLs. 1 de la teorema 
lui Fermal). 

Dacă se consideră însă prelungirea 7 a lui f de exemplu la mulţimea 

· " - - , - , - , e 1111ta prm f (x) = se oh· ' { r. ;-; 3;;} d r· . - . ~ 1 
~ ~ 1, 1+ tgx 

~e l' vă că funcţia T uu mai are extreme Io puuctele x =-- O 
~i .t - r.. 

V f. Gmficul (fig. 103). 

10) f(x) = e-x~. 
l. Domeniul de definiţie este R. Deoarece 

fuucţia este pară , vom studia numai ramura cores­
punzătoare lui x >- O. 

Graficul taie axa Oa in punctul (0, 1), dar nu 

taie axa Ox (<leoarece e-~z = ~. > O). O 
~~ 

lim e-a: 2 = O, deci dreapta y = O e::ite asimptotă 
- + ao . 

orizonţală. 
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II. f' (tt) a:::s ;_ 2xe-~• se anulează pentru x = O, iar f' (x) < O pentru orice x >O. 

Ill. f "(x) = - 2e-x2 (1 - 2 .r·~) are r~1dăci11a (r<·ală µuziLivă ) x = '/'.!.'!. • Pentru . 

o<. X< v; ' f"(x) < O; iar p e n lrn X> V").'i ' f" (x) > o. 

(V2) · 1 f 2 = v-e~0,6. 

IV. Funcţia fiind definită şi continuă pe R, graficul său nu are asimptote verti· 

cale. Asimplo la verticală a l'ezultal la 1. 

V. TaLlou~ 

o 

/"(x) O 

{ (x) 1 (;-e) 
o 

f"(x) o + + + 

V I. Graficul (fig. 104). 

Ani c•J lltpluLaL grn l'icul duciuJ (puuctuL) si11wll'ic<L f11~ă <lt1 axa U!J a ramurii u l..o~inutt1 Ula! 

~us. ::ic uLsc1·Yil c<t (U, 1) este 11wiclul de 11w.âm al g1·aficului. 

j I ) f (.v) = ln (1 - x2
). 

l. Ul1 111c11iul <l e definiţie este inl1Jrvalul (- 1, 1). D eoarece funcţia este pară, va 
fi sufic ient ~r1 o slu<liem p e intervalul [O, 1). 

Se c1i11sla tă u~ur că graficul taie axele în puncte le (O, O). 

Ueo•11·cce tlumeuiul de definiţie este mărginit, nu au sens limitele in punctele 
I , „ 00 ~ l - oo. 

Fig. 104 

!I 

•' r 

-
w · o 
7 

II. f'(x) ca 
-2x 

1 - x 2 
; se anulează p cnlru 

x = O. D~că O< x < 1 atunci f '(x) <O. 

1 + x2 ~ 
III. f"(x) c::1 - 3 uu se e:rnuleaza; 

(t - x2)~ 

iar f"(x) < O peulru orice x E [0,1). 

IV. lim { (x) c:r - oo, deci dreapta J. c::f 1 
:r.---0 

111te ruimptotă verticală.. 

V. Tabloul: 

X o 1 

f'(•x) o 

f (x) 
M 
(O) 

- oo 

f" (x) 

VI. Gra ficul (fig. 105). 

·1 

12) f (x) = xx. 

I. Do111e11i ul de defini~ie este (O, + oo). 
Grafic ul n u taie axele. inLr·adcvăr, fu ncţia nu es te definită în punctul x =O, 

iar .i: 11x nu se auulează pentru X > O. 
::iu ct·r·ccUim lim ita ~ la tln:apla) a lu i f (.t) iu :i: =O (Jimila la slin ga uu' a1·c ~en~) 

~i li 111 f t-i). Ub~i11eu1: 

1 

_!. J ÎHIX 

lim xx = li111 .i:·~\,u = O+"" = O. 
x\.o x\,O 

E x ista puncte altJ graficului 01·idL d e ăp ruapu de orig ine, de ur1grnea nt' apat'• 

ţiJJe 61'" fi cui 11 i. 
Luga l'i l111i11<l ~i ~i 11 i11d sea!Jl a <l e u11 re:lllltal ulJ\.iuut iu § 4li, olJţim:111 : . 

l. I f ( ) 1 · 111 .G o 1111 11 .t = 1m - ··- = , 
x-+~ x-\,~ X 

adică li1n f (.c) = l, deci dreapta !J ..:.: J c~ lc a:.i111pto t ă orizun Lulu. 
X -·· , 00 

1 
- -2 

II. {'(.1') = x x (l - ln .r) :.e anulează p culru 

te = e. 

Deoarc1.:c 
!. - 2 

pculru orice x > O a \ elll .rx > O, 
de<lucc111 că f' \.c) > U dacr1 .c < c ţi ('(.i;) < U 

dacă ,i; > c. 
1 

f (e) - e 'ii ~ (4,7)0 'J' :=::: l „t 

111. HenunVitu la s lu<li ul deri' alei a d oua . 

l \'. 'j'iuiuJ se<l rna de l, rc:wlth ca !J = 1 el:> Le 
tln.Îca a1>i 111 p tu tă a graficului. 

Fig . 105 



V. Tabloul: 

X + co 

f' (x ) 

f (x) 

VI. Graficul (fig. 106). 

. x-1 
13) { (x) = arcsm---;:=· = ==­V 2(:ct + 1) 

I. Durneniul ele <ldiniţie cs le R. 

ÎUL!'·adevăr; 

+ + o 

1 

iar inegali lalea cliu w eu1Lrul drcµL u cehi\ a leu ~ci a11teriua1·e e::. le " e1·ificu lă 

x E lt. 

Graficul taie uxa U y ]u puuclul ( U, - : } ~i uxa Ox iu puuctul ( 1, O). 

. . X - l . J' .i - 1 . I lt 
1110 urc~u1 , / •) ., -= arc::Hn 1111 ----- = urc.:~1u --= = -

,x->oo v - (.L:· + '1 ) .i:->ao l/:! (.i;t -r 1) V ;! 4 

I• • J; - l · [' .L' - 1 im a1·c::;1n - ur·c::;m 111 1 - - - == 
.x--"" t/ 2(x 2 + '1) x-- ao t/ :.! (xt + 1) 

c: arcsin Jim _ _ _ .i.:::·===1==== - - .'...:.. . 
x---OD I X I ·v!! (t + ~) '• 

x -

r: 
Aşadar graficul are a::;Îrnplotele orizontule y = - ş1 y -= - -

4 4 

J1{ once 

1 ( (.r - Jl ) I .r ..:.. I 
11. f'(x) = v-----„ . ;-;- :!(.i;" ..t.. t ) = 1 + .c~. Ix + J~ ' (x =f= - l). 

1 - (x :- 'I )· V ' 

2(x2 + I ) 

!I 

I !rf 
I 
I .. 
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Fig . 106 

!
- pentru i; E (- e.o, - i) 

l '.i;2 

Deci :f':x) = _ _ 
pe!! tru x E (- 1 +co) 

1 T .1,l 

1n punctu! J, = - 1 avem; 

f~ (- 1) =Jim f'( x) = lim (- _!_) = - .!.. 
J:/-1 J:?-1 1 + J;~ 2 

f'a (- 1) = Jim f'(x) = lim - -
2 

- -
2 \\-1 ,ţ\-l J + J; 

f (- 1) =- Hl'C~lll ( - 1) = - 2_ _ 
': 

P unclul (- l , - ~) e~te puucl uughiular al g1·t1fieului. 

Se UUM.:nii di r ""'-.. (I p1.: (- -=, - I) ~i (' >o pc (-1, -j- oo). Tit1i11d tit:Ulltn ~i <le 

olJ~ena l,Îu 1c Jc la Jll:. '2 , § 'lÎ ,. 1·czu lltt cii. puul.:lul ungliiulur (- .1, - -'i ) c~Lc puuct 

de 1Uiuim ul gra fi 1.:tdui. 

llI. ("(x) ~ I 
~ i 

- ----- Jlentru x E (- co, - 1) 
( I + .~~)" 

- :!..t. 
pcnLru .t' E (-- l , + oo). 

( I -;- "-~! " 

P unctul (O, - ~ ) e:slc punct de inflexiune al graficului. 

IV. fu11 c.: ţi a fiin d definită şi co nlinuă pe H, grnficul si'i u nu are asimpLo tc verticale. 
Unicdu _a::;irn11Lul1.: u lc g1·af1c u lui siul asiu1pLulck uri:t.uululc ::. lulJiliLu lu 1. 

V. 'fobluul: 

X I -oo 

f'(:i) I 

(;;) 

f"(x) 

-
'1 

\i 

- 1 

+ I ~ 
III 

(- ~) /I 

+ 
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o t + oo 

+ + + + 
i 

(-i) /I o ./'- 7t 
-
4 

o - - -



V l. Grafo.:ul (fig. 107). 

-
Hg . 107 

§ 3 l. Proble1ile de maxim şi minim 

În§ '27 s-a nr5lat d1 sc111111tl ~i 61dfwi11ilc <fo1·ivatei î11tîi d <lll i11dicaţii asupra pune· 
telul' Ji.; e:-.:tri.; 111 ale ft111 e ţi1·i. l11 § '26 s-a ar~1tat că se llluul derivatei a doua per· 

mile s[1 st<tlJiliu1 rapid <laefa u11 e :-.:Lrn111 este u11 111axirn snu un 1rnt11m. 
Îu aces t parag raf YOrn folosi al.'.estc l'CZttll.ute pe11 tru rezolvarea unor pl'obleme 

de · gcon1etric, :i lgc l J ră ~i l'izic-ă. 
J ) Cii re 1·ste ·rlri'J'l1111gftifll de peri111Plru dat , 4r1„ care lire aria ma:cimă? 
::;a 1tol[t111 l.'.LI .c ~i y di1111,;11 ~iu11il c dn·ptuugl1iului: 

2.c + 2y = 4a 

S<lll :t + y = 2a, <le 1111dc y = 21l - :r . Aria dreptunghiului esle S = xy = .c(2a -

- x) = - .c~ + :.!.ax. Aria :) este o fu11l.'.~ie de x; ~criem: 

S (x ) = - x2 + 2ax. 

S3 oh~erdi111 că h1Lura '.-r, a cll'epl.1111ghiul11i es te c up1·insă între O şi semipe1·irnetrul 

'!.a , U < i: < '2.11. dl'ei f1111eţia Su ) este de f init~' p e11t 1·11 .r E lU,2a. \ Pentru .r = O ~i 
x ='la, <lreptu11ghiul are aria J11.dă. ) Pentl'u a gibÎ maximul ucesLei funcţii, caleulăm 

deri' ala: 

S'(x ) = - 2x =+ 2a 

şi-i aflăm rădăcinile: - 2x + 2a = O, deci x = a. 
Del'i,·ata a doua , S" (x) = - 2 este strict negativă, deci x =a este un punct de 

maxim al funcţiei S p; ), A~adar, aria e:ile maximă cinJ .i; =a ~i y = 2a - l l =a, adică 
a lunei dud la lu1·ile d rrp Lu ughiului :iîut. eg<tle. 
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Acetil rezultat ii putt11u euuu~a a!ilfel: 

Di11lre luate dreplunghinrile care au: acelaşi perimetru, pi'ilralul (.ire ariii ~ea mai mare. 

']'iuiwl sea111a d e faptu l că dirne11~i1u1ilc :i; ş i yale <l1·eptuugli,i11l11i siut du 11~1 numere 
puzil j,·c, c ~1 aria dreptunghiului es lc pl'Odusul .cy al aee:stu1· 1111111cn· :;;i dt ~urna lor 
e:sle cuu~tantă, :c + y = 2a, rezu ltatul precedent se poate e11111qa a~Lfel: 

P rodusul a două numere pozitifJe de tjumă dată este maxim cînd numerele sî1+t egale. 

2) Care este dreptunghiul de arie (fată, a2, care .are perinwtl'lll minim ?-

Să nuLă u1 cu x ~ i y di111eusiuuile dreplungltiului: 

aJ 
de unde y =;. P erimetrul P al dreptungliiului este : P = 2x + 2y = 2.i; + 

X 
- ; 

ecnem: 

2a~ 
P(:i.:) = 2.i; + - . 

X 

batut•a X H dreptunghiului est.C St.t·ict pozitivă Ş1 poale ri 01·ÎeÎl de llUll'e , {) < 
< .'t < + oo, tleci funcţia P (x ) este defiuilă p eutru .i; E [U, + oo). l'cnll'll a găsi 

minimul acestei funcţii, calcµlăm derivata: 

P'(x) = 2 - 2aa 
x2 

~ _ · . 2a2 
~1·1 aflăm radac1mle: 2 - - = O, deci x =a. 

X~ 

Derivata a doua: P"(x) = ·
4

a
2 

Deoarece P"(a ) > O, rezultă că :c =a, e~ t e un 
xJ 

mmun al funcţiei P. Aşadar, perime trul° este rn1111m 

adică atunci cind lalul'ile drnpt.uughiului, siut 
egale. 

Am obţinut astfel următorul rezultat: 
Dintre toate dreptu nghiurile care au aceeaşi arie, 

pătratul are perimetrul cel mai mic, 

Tinînd seama de foptu l că x şi y sînt 
nu111e1·c pozil i\'f', 61 s 11111a :r +- y este jumătate 

din pe1·i111 1,; ln1l dl'epl1111glii11 l11i ~i cr1 pruJus ul :i-y 

es te cons ta nt , X !f = ll2, rezultatul preeedent se 
poate enunţa as I fel : 

Suma a două numere pozitive de produs dat este 
minimă cînd numerele sînt egale. 

3) Sii se determine conul de fJolum maxim înscria 
bttr·o sferă de rază ll (fig. 108). 

a:! 
cind x = a şi y = -- = a, 

a 

A 



Să uulăiu cu r ş1 h re~pec tiv r aza ~i înălţimea conului. Yolumul conului este: ~ 

V = _!_ -.r~lt . 
;J 

Dar lu triuughiul drev1 unghie ABC, iuălţi111ea r e;,te medie proporţională între seg· 
meutele h ţ i '!.H - lt , 1.lt:tenninale t.l e ea pe iputeuuză ; 

deci : 

1·.: = h\'!.H - h) ; 

V (h) = ..'.'... h2(2R - h). 
;; 

Înălţint•'a h es l e cupriud1 lutre u ~i '.!Jl. deci ru11c~iu l ' (lt ) e;. le rl e finilă pentru 

h E 10 . 2n. i'cul nr u u na 111a:-..iwuJ uces lei fuuc\ii , n dculaw J el'i' ala 1iu raport cu 

urgu111eul ul !t) : 

I '\ltj "-- ~ h._!dl - Jh) 
" 

!1 I: 
~i-i aflăm rut.lă c iuil e: ~ !t ~-'ifl - 'Jh1 ~ U; deci !t 1 - U 1 1 11~ = ;; DcriYala a Joua, 

" 
V"(/1) =' i (li ll - uh), es te s lrict IJUZi li\ u pc11L1·u /11 - o, dcei u u:; t c u11 pu11cl de 

miniw, !jÎ ~Lrict ncga livă pcnlru h~ -=-- iJ li , deci ~ /{ e~lc u11 µwu:l de 111a.~i11t. 

Aşadar, conul de Yolum ma:-..qu an: in[!.l~ituca h ::.:.... 

Volumul ~u.u · c::.Lc: 
n.,_ 

\! = ~- Jl3. 
81 

raza 

4) SiJ. se delermi1te sub ce iing!ti z /'uţii de uri:.011lul1i lre&uie arw1cul un proiectil 

Cu " t.le:.u initiau/, \: a:;tfel î1u.:il să atingă di:;tanţu 11ui.ri.11ui I( l f i ~" I UV). 
y • O• I' . . I 

!::iuL acţiuuca fu1·ţei gt"a,· ita~iei, cvqml Jc~crie v paruuulii. • care late vr1:wula a 

în punctu! R, Jat de egalitalea: 

t'2 
R = -5! sin 2e<. 

;; 

sin ;i; 1 x~ 
* Ecua\ia trai ec toriei este y = - -- .c - - g - ., ---:;- • 

cu~ cc. :.! i ;;cus· ::1. 

! ntr-a .Jc , ·;ir, fie (.c, y l cou1·J o11alclc IJUm:tului Jc pc l J'a Îccluric iu ca1·c corpul .a aju ns .•lu~ă 
t secu nJe. Prui tl.: \i ;o , ilc.i:c i pc uo·i.i:u ulal :t C>lt.: , 0 cus :1.. ; ._.,. 1·•: '~rliccdă c:<lc ' ~ ; 1n .-„. l'n•o t!c. ~t~ 

· 'J' - t · · \" 1.., '"'1·L1c<Jla csll'11 tllwo11\.1la COJ•pului fJC u1•it..•JU t a l t1 '-Ln! U ltll ~l:Ul'O Ulll Ul'llliJ, .t."..:... 1 '0 CUti 7. : p1Ull' C l rl J 

1 ::St il :/,,..._ · " u· · · l l " ul.J\iuc !J - ~ §Î tfo acţiu uca ;;ra' ila~ici, y - ' <o ;w ;;.t - ~ ';I·. · HllllllHl pc , oe co~ CI. 

_ ~ „ _ ~. Puuctclc in cal'e trnicctoriu atinge OJ'it.uululu se 
:> ., „ . 

:! l'Qct•-s „:< 

l'Ct.Oh iml ccua• 

.. 
. s iu ;;c 1 .i:~ ~, t 'ij · o 

ţ.ia -- .i; - -- S - „- -„ - - O. So ohţiu )JUncld c O ~i lt '-' -;; ~Ul -:i: . 
cos or. :l vi)cus· a. o 
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Fig. 109 Fix. 110 

c 

;,, 

f4 . C'' ])~ 
-A• 

';t I 
.% 

" 
DiRlanta R este drci functie (depind e) de unghiul 'I., !(CI. ~ : clroarece nnghiul o.: 

este cuprins între O ~i ~ , funcţia R este definită pentru et. E [ n, f J. P entru a afla 

m aximul acestei funcţii, calculăm d erirnta (în raport cu r..rgumentv1 rLJ: 
2t':l 

R'(1:1.) = _Q cos 2o.: 
g 

f] " ~ 1~ . 'J ( • • O ' r.) 2v5 2 O 2 O I • 2 ş1-1 a <.im rac acm1 c cuprmse intre ~1 2 ; g cos oe= sau cos o.:= , c ec1 ('/., = 

.„ .„ . " 1,115 . . .... 
= ~, de unde ct. = T . Dern-ata a doua, R (a) = - - sm 2a este strict negativa 

- • g 

pe [O, % J, deci şi în f ; rezultă că feste un maxim. Aş;idar; pentru a ~ ~aliza distanţa 
m aximii, corpul trebuie aruncat suh un unghi de 45° fată ci„ orizontală. 

5) După cum se şt ie din fizică, principiul lui Fermat afirmă că, pentru a aJnnge 
dintr-un punct în al11d, o rază d e lumină sc propngă după neca traiec torie pc care 
o parcurge în minimu I d e timp. 

Fie .1Ll ' suprafa1a d e ~cpara!ic a două mrdii omogene în ca rr lumina !'e propagă 
cu YÎl<'zclc io 1, resprc ti,· ••2• Să sr găsea5:<'?\ 1 rnirr loria descri5:ă el<' o rază de lumină 
p r ntr11 n ajungr clin punctul c în punc111 J n (ri~. 110, . 

Fir r ' ~i D' proirc \iilc J11i C ~ i · f) pc .LI ', c = (" D', h
1 

=- rC', h
2 

= nn', 
x = C'E. in fircarc din c<' I<' dou~i medii omog<'nf', l11minn ;;f' . prop;ig;1 în lini<' drN1plf1 . 

În primul m r di11 lumina ~c propagă c u ,·itczn 1·
1 

~ 1 pareurgc di~ lan\a CE ln !impui 
Tu CE = 't'1 T1 san: 

CF: 

În ni dnilr::i m<'diu, l11minn " <' propagă cu \'i l r.zn ''~ ~1 parrnrge rfotan\a Fn î n I im­
pui 7'2 , ED = -.·2 'f ".1. '>a u: 

Timpul t otal este~ 

1'1 t'• 
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dar CE..., V1t~ + x2 ~i ED..., Vh~ + (c - x)2 deci! 

T = V"hf+-:;. + V h~+ (c - x)• . 

~ v, 

Timpul Teste lleci funcţie de x, T (x) , (O-< x ~ c). Pentru a afla minimul aces tei 

fornqii, anu lăm deri va ta: 

Derivata se anu lează pentru acele valnri ale lui x pentru care 

.T C - ~; 

v , V/~j +--;2 = v2 V h~ + (c - x) 2 

Derivata a doua: 

e~tP ~ rr ir t pnziLi,·1\ pPntru oricP ::r, dPci p11nctP lr dt' rxlrt' in ale• f1111rţiei T ( t ) sîn t p11nrte 

cit' minim. I )nr : 

. :r .T • () r .1· 
S ll l (1. = - - -= -----=- . 1nr ~ III ,;; ----, /)/·: 

(/·: j / 11~ +.1" 

(l >< f fP I inf'Îl r~n litnl N1 ' "He dr1 p11nr1rlr de minim :::r ~r rie: 

I 
sin rk_ = gin f3 

V1 1'2 

J\ntînd rn 110 , •ir rz::i l11minii în vie.I, indirii dr refrarţie n1 ~i n 2 :n rrlor do11ii mr·rlil 

sin l : 11 1 =- ' " , 

Rf·lntin o l1ţ i n11tă mai sus se scrie : 

n 1 s in a = 11 2 sin ~ I 
ş 1 com t i t11 ir 11nn din lrgile refract iei, cunoscu tă elin fizică. 

Exerciţii 

I) .\f'lirinrl 1"01·11111n ltti Rolle să se nratr r~ r:,dl\rinilr dnivatrlnl' polinoamPlnr: 

!l\ fd.r) = (::! .1· - I ) (x + 5) (:r - 3 ) (.1· - i ). 

b ) '2(.1·) = :r(:r + 1) (5x - 2) (x + !l) (.r - !;) 

t lnl ren]P ~i Sfl ~e p rPrizeZP intervnf1'f(' in Cfil'I' •Înl •il u:ilr' :l ('PQ IP r:irl ărin Î . 
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i) Să se !ltudieze valabilitat!'a t E<orem11i lui Rnlle p11ntM1 fun<'ţiar 

I cos x pentru O ~ x ~ : 
f (:r) = 

sin x pentru!:. < x~ ~ 
lk 2 

S) Aplicînd -formula lui Laţ?rang-e, ~i't şp 11rate că derivatP!e functiilor urm i\too1·" inu valorii !' spe­
cificate în drC'ptul fieciirria în inl<'rn1lele r<'~pPrtivP. Să sP ,·erificr r e7ultatl'll'. 

a) ( (:r) = 2:r2 
- ;; f'(.r ) = 6 in1 1·-11n pun c t din (I, 2). 

2.r - ·t 1 1 
b) {(a·)= _ ; f'(:r) = - inlr-11n pomet din (-·t, 'l ). 

a·+<> 21, 

c) f(.r) = ln 
1 

- :r ; f'(:r) = - Jn !J î n două pune le rlin (- ~, ~). 
1 + ,'j; 2 2 

rl ouii punc t e din (t , 2). 

pl'ntrn l ~ .t' ~ 2 

; f'(.i·) = ~ lnt r·un punct rlin (1, !'l). 
pPntru 2 < x~3 S 

4.) :-':i •" :iplÎ<'•' formula lui r.nuch~· 11rm:itnar<'lor pnerhi fl p fu nc\ii pe intrrntl(')I' qp('cifiralP (de· 
IPrminind cfp fi<'f';1f'e da1:1 p1111rlcll' C'J: 

~ ) ft.r) = e·'·; g(.T) = 2.r + l ; [O, 1]; 

b) ( i.r\ = ln .T; g (:r) = x2; [i/2, 2] ; 

c) ((:r) = ~x2 + [3.:i: + y; g(x) = (X.':r2 + f3' :n + y'; [x1, x 2] (a·1 < x2); 
2et'X + ţ3' :::j::. 0 pp, (.Ti, .T2)• 

! t/ .r-;-- 3 pl'ntrn - 2 ~ :r ~ 1 

ci) { (:r) = .r 7 ; gl.r) = .r; [- 2, 5]. - + - pentru 1 ~ i· ~ 5 
t, 4 

S) A plicind funcţiei ( (x) = .r» (n număr natural) formula lui Lagrangl' in inl Prn1l11l [a, /, l, O < n < 
< b, să se demons treze inegalităţile: 

n(b - a)an- 1 < b•l - an< n(b - a)bn- !. 

6) Să ~e d1>mon~treze inegalităţile: 

a) _.T_ < in(1 + x) < x, (:r > O). 
1 +X 

h\ ex> e.T, (x > 1). 
f.' ) f'~ > c + 1, (.T :+..O). 

[:':<' poale rlemonsto-;; cii e f'•IP 1·p( 1110i mic num11r real care verifi<:ă inPgali 1atea un1nioară 
pPn lr u orirP ~·=f.= O.J 

h -· n h - a 
d) -- < tg b-tg li < -- . o ~ li < b < 2:.. . 

cos2 a cos2 b 2 
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7) În fiPrnrP d;n f'CP.rriţi ;J e nrmăfo:ire, ~ă 3 ? orotF.' p ;n rlrrint r? Iv. * 25, nr. 5) ră l'tmcţiile 
ind icat" diferă printr-o eonqlcant.ă pe anumite mten·all'- -::;;i >?. ci?termille ioter;-alP.ie ~1 con-

stantele rore,punză ton re. 

t 
a) f(:r) -,.- arctg ::r; g(:r) = - arctg ·-. 

j; 

b) f (x) == arctg x; g(x) 
X -l- 2 

= arctg --' - • 
1-2x 

c) f (:r) == arcsin 2:~ t/1 - x2 ; g(x) = 2 arcsin x. 

d ) f{:t) = nrcsin (:l:v - 'i.-r3 ); g(x) = 3 arcsin x. 

:r + 2!/'l - x 2 

e) f (x) = arctg __ _ e-(x) = arcsin.~ 
Vt - x~-2x 

8) _\plicind formul a l11i T, agrangl' fllnrţici f (x) = ln x în interYnl11l [n, n + 11 (n E '\-) s~1 se 

demonstrezo că ~irul cn termenul genera l: 

1 1 
an = 1 + - + .„ + - - ln n 

2 n 

e'le connrg•'n l ~i limita sa este cuprinsă între O şi 1. 

[ 'i11m~l'tll Jim ( 1 -\- ~ „.L •.. + ~ - ln n) se nume~te constanta /11i E11/er. Se demon~lrPnză 
11 l :! n 

cit ncr' t număr cstc ira\ional.] 

9) riP I nn inl Pr\·n l jn('r{'rlllS la un 1~unrt) ~ir: f - n n functie. Fie :?'o E }. F:« Sl' drmomtrr7.e 

prin ind11 r\i~ rnm plrlă C[1 dnr:'i. ( CSIC <le n ori drrÎ\'nbiJ:·1 pc J ~i dacă 

f (:ro) = O, ('(:ro) = O, „„ ( C71 l(.To) = O, 

ntunri: 

. f (.1' ) 
l1m ----O. 

x ->x, (.1' - x 0 )11 

l"iili7îorl rrrnlt:ilrlr din ~ 2fi <;fi <;r rnJcuJcn limil rlr nrmălo:ire: 

:r1 •. 2.ra - '.! .r - t 
JO) o) lini -· -------­

.~ - ~ I :r-' 1 !}.r3 -T :L1'2 T :l 

~1.-, . ...;- ']j - ~ 
ci Jim ·----- -

.r ·" tf .-, ---J ii " 

) I
. •În :r - .1· ro• a· , 

e 1m ------ , 
:.··O .r, I - C'OS.rJ 

) J
• r X

2 
- :r , jn ,1' - C'OS T 

g im ------.·---·- ; 
x-+0 :r-

~in 3.r + t, Rin3 ~' - !'l ln (1 + T) 
i) Jim 

x ~'\) (PX- 1): sin:r 

ein2 m 
Ir.) Jim , (n.E R); 

a-- o :r~.,.,.. - 211.x 

) I
·. x"-·l-a(.r.-1 ) ( R) b 1m , '1. E ; 

x -•1 (:r - 1f, 

d l lim 1 - co<;~ x I 
x •<' :r s in 2x 

l/~· 3/~r 
f) Jim - ' " .. -: I ' "' ' : 

~· ,V s in - .'C 

!'l qjn2 :r - 3 
j) lim -- ----- I r. 

').'-- .:_„ 3' - -
2 2 
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I) li m . · (l':t - :r . 
'.\·-· t 1 n T - x +. 1 I 

n) Jim tg :r - :uc tg :r 

x->0 sin :i- - :r co~ ::r 

li) o) Jim 

X-> "i 

tg- :~:r. 

tg .'r' 

c) Jim l~_!_I? ?::r, 
:\'\0 ln tg ~~' 

d) lim l n ti;r(3-:2_, 
x\0 ln tg (.r.il) 

{o:> O,~:--. O); 

{o: E R, ~ F. R). 

12) n) Jim (tf}; .T -1) ((·J - tg- !!..) , 
:-; ;; ' 

r •, -

13) 

2 

1 

b) lim e x ln .T; 
x'\,O 

d) Jim~ tg 2.r ctg ( :r + 
x-> 2 

7':) -- . 
4 ' 

) I. ( 2.T -L 1 1 ) 
:i 1m 

x-1 \ :r2 +a· --9. - -J-- ; - .1· n :r 

c) !im 
:c-;.0 ( 

1 1 ) ----- . o • • 
X" X 8111 ;r 

14) a) Jim xll:x I 
~·\O 

b) Jim (clg .-rJX; 
:r'\,O 

d) Jim ( cos !!:...)x' , (7. E P.) ; 
x -... co :l' 

f) lim 
X -7 CID 

(5):\.1 
1 

h) Jim ( ln ~-v )V-X ; 
X-r oc X„ 

j t 

(
(I -6!... x) x)°'' j ) Jim 

:t-+ 0 

-r 

t 

m) Jim (i + :r):C - e 

h) ]' Jn (1 + e-T) im 1 
X->OO X 

t 

c) Jim (x -1 )e :c-lr 
:-. '\O 

e) Jim (ln x • ln (Jn x)). 
x'.I 

' 

b) Jim (__!___ -
1 J 

x-0 . 11x 2:r (er.x + 1) ; 

d) Jim (:c - x2 Jn (1 + 2-)J 1 
X-> IZ> X 

f) Ji m ~ (I"" + e-:i: _ _ 1_) • 
X··>x :r eX - e-X tg X 

c) Jim (cos x) sin x 1 
x \ 0 

t 

e) Jim ( tgX X r•, 
x->0 

g) Jim ( eX + p-~ ' X • 

X-> OI> Cx -e-x) ' 
X 

i) Jim ( nre ~n :r ) 
:\'-> 0 
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J!':) ttl f i 1.l = •' - LU 't; 

r - 1 
ri ţ f 1J I = - r 

r t 1 

'( - :r + :rt 
!_> \ l flf - ---.; 

I I 1· - ·r 

h) f(x) = :r8 - 27x; 

2 - 5:r 
• ) f(1") = -- I 

jx + 4 

. l r ~) f(~ =--, 
T' + t, 

)(,)a l f i rl ~ ~in .r - <'OR :r, flpfinită pe int1>rval11I [G, 2n], 

" ' fi•l - r- 1"' 1" rtRfini1ă pP ro,7r1"'.{~ } · 
', ~in :.,. ) ,. ) ((.I") ....., -- --·- 1 definitl'i p e intArvalnl [O, 2-m • 

11 - l'OR2,,, 

d ) f i r) - :r ln 1•; 

~) {( r) -- ln l'O< :r , 

. 1· 
fi) f (.r) ......,_; 

ln .r 

<!Pfinilă P" inlPr\':if11f - -· ' - • ( r: r: ) 
2 2 

c) f(-r} = ~(8 -i»lJ 
:ll 

f) f(~) = t + ;iJ 

•l f{tt) = jJ V 1 + "• 
1 -:w 

)n X 

() f(:r) = -· X 

hi ( ( r ) - "°'',..'': i) f ia·) = x~rx; j ) f(x) = :r11e-x (n natnral)J 

k ) { (.r) -= ex ..,. e·a; 

m) { (:r) - a·X; 

1) f tx) = ln x - art' tg x; 

1 

n) [(.r) = :t"" • 

· · ·, 1 · r'nrl e<le cazul, p11n<'IP.]P infle· Sn ~" o/:ihtl·•:oi<ril inll'r\'nlrl<' elf' cn1n·e-c1tait> ~1 cnni-av1 a e ~'• • 

xiunr all' ur111nln<irl'lnr func\ii: 

17) ri ) f (.r) ~ .1"2 - 3:r + 1; 

c) f (:r) = x3 + !Jx2 
- :v + 11 

l: I f Ix) = - 5:c2 + x + 2; 

d) f(.1J) = x4 -11 

e) f (.1·) = 3x7 + :r + 1; 
1 

f) f (x) = --
1 -~ 

1 tl f(x} = ----::f 
1 + x2 

X 
h} { (a·) ~ -- I 

1 -x2 V
-;="1 

i) f( :r) = -­
x+ 1 

18) a) {(a:) =sin x - cos x, definită pe intervalul [O, 2r.]. 

b) { (x) = x2 ln :r ; c) f (.r} = e-x2
• 

Să se de! crni ine asimplotele grafict>lor urm:Uoarelor funcţfo 

X 
19) a) f (x) = --; 

1 + x2 

X 
d) f{:r) = --1 

x- 1 

l!) ((~·) = X 1/-_:_i· I 
1 -x 

cnş x 
20) ~ ) f(.r) _, - --; 

'1 + COS X 

1 
b) f(:r} = -- ; 

1-x2 

.1'2 + 1 
e) f{x) = --J 

X 

Vx- 1 
h) f(x) = -- ; 

x+1 

b) f {:r) = ln (x2 - 1); 
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.'I' 
c) f (x) = --1 

x2-!J 

f) f (x) 
2x2 .L X+ 1 

' x- 1 

V7+1 
I) f(x} = 

2
x _ 

3 
I 

1 

c) f (:r} =ex . 

9 ti 1s rspre?ir.te g rafi<' nrmitt.:iarel ~ lm1oţll 1 

il) a) f (:r) = ~-- -+ 'i' + 1 i 

d) f(:r) = a"' - '-1 

1 
I) f (:r} =--1 

1 + :r2 

~·2 .L 1 
I) f (:r) = ---; 

:r 

22) a) f (:r) = 1/ :r - 2; 

d) { (r) - x V 'I _·: .r J 

2(.r -- 1 )2 

g) f (:r] ..,.. ' /-:-::--­
V 4x2 -r 2r+ 1 

23) :i ) f (:r) - ex; 

10 
d) f(x) = --

1 
; 

24) a) {(x) = ~ ln 1 + .-r; 1 2 1-x 

d) f (:r) = ~_::_ l 
1 + Jn X 

1 

Î ) { (:r) = {1 + X) X• 

1 
•) f(:r) = - (.:r5 - fi:<:! t- 4'1'); 

10 

g) f('f) = _:r_ , 
1 -t- Ţii 

J') f ( ) 1 'f = 1--2; 
-r 

t.) f(:r) = _:r_, 
X - 1 

k) f(:r) = _:r_' 
1 - 'f2 

(1 - r) 3 
m) f(r) = -·- • 

'.1'2 

1 ; -b ) f (:r) - - :r l :r ; 
:.! 

e) f{:r) =- v·.:1 _'. i 
:r + I 

1 
- Xii 

b) f (.r) ,..... e ' 

e) f(.-r} = X 
xe : 

b) f (.T) ,.-, X !n :r; 

c) /(:r) =l,r 1 _ _ x, , . 
X+ 1 

f) f (:r) - -=· ----=-· 
V :r~ - 2.r 

1') f(r) - a·p"°; 

- I x-t I 
f)f(.r) = l.T le · ; 

c) f(.r) = :r; ln x; 

- - ----- P""' ru .1J =I= -1 
e} { (a·) = ln I x + 1 I 1 I 

l:r+ 1 1 

O pentru x = - 1 

1 
25) a ) {(:i:) = -- ; 

COS X 

b) f {:r) = cos :r 
1 T COSX 

c ) f {:r) = sin3 x + cos3 x ; 

d ) f {:r) = cos 2x 
1 

COS X 

f) f(.T) = ln (1 - 2 cos x) • 

26) a) f(x) = x - 2 arctg x ; 

~ { (x) = arcsin (3x - ~x~); 

e) f {:r) =V sin3 x + cos3 x; 

t, :r2 -3 
b) f(x) = - · _ - arcsin x; 

8xi/1-x2 

d) f(x) = arc sin~ - arMos .!. 1 
X X 
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27) r ir fnn r. tin ~ 

f t r) =- -x'T(x - n) I r - bi, (:1, n, b - nnmPr.~ l'f'R le). 

1°. S:l "" rl r l l'rm;n„ n ~ i h nqtf„t io1i'ÎI fu ncţia f 9(1 admită :r = 2- ca p n n f't de minim ~. 1• 
~ 

3' - I) ('(\ rnnrl. " " mn x im. 
s,, Qf' d f' l f'rm inf' n poi ?., :i;;t.fpl În rÎ t mnxÎmnl !ni f q ;I ÎÎfl fl, 

2'. Si'1 RI' r l'prf.'7inte grafii' Îllnrţia 30,lf, J tli't r rmin.it :1. 

r( ) " . 7' - 2 ;--:r -=-- ~ nr c•rn --- - l l\ .r-T2 . 
') 

1°. Srt RI' ~ t.n hikn~l'i'I 1'1'1Hl{Î3 lnng-rnt <'i ln g-r11fic11 l !ni r în , .u n r tnl d e ahRcÎ•n '!. Si'\ qp l'Prl'~· 

1.PZI' rlnrii p;rafir.111 ar" p11nrll' dP infl nxiun l'. 

2°. Sil S(' reprrzintc ll' rnfic f11nc \.ia 

f (:r) 

( ) r" ) (:r - 2) 1/ '• „ - :r2 
q>.T= [ T ' - , 

:r + 1 

x2 + 2a.r-f- li 
' (n :::f- O, b num:'ir real nnrPcare) . 

1°. <:;;, SI' a rnl C r.(1 cxi;; tft dou ;l punClC all' ~rafiCUlui f În Care tan~Pnta eqtp pnrall'J.l 1'11 nxa 

(}.r ~ j (';'\ prn<l11s11l absci;;c lor llC'll~tor d n 11f1 punc t e l'Sl C - 1. 
2'. Sii '" <l l'tl'rminc a $Î h, aş:tfrl înrit {( I) = 2 ş i ('(2) - O. 
:r. c:;,1 •r rl'prr7i nt e g rnfil' funrţ.ia a ~ tfr-1 detrrmin:itfi. 

30) f.'i r f11nf'ti1: 

r( ) _ X~ ..L '.!a .1: J . b 
x - , (n, b, r , d - numere reale). 

x 2 + 2c.-r; + d 
1~ . S;i '" rl f'trrmi n <' n., h, c, d, nstf11l '1r'"1't •11nc•1'n °, r, a 1'b'-" ' r" "~ " pentru x = -1 un m11xim "!ral <'li 2, 
iar pr nt ru .1· - I 11 n minim egal cu tJ. 

2'. Sii ~" r oprr1i ntr g rafic> fnnr\ia astfel d e te rminall. 

31) fi<' fu nrtia: 

f(:r) = x 2 + 2(a - l>l .T + b2 
- 2nb + 1 , 

x2 + t - b2 
(a, b - numere r e ale). 

1°. Să SI' nra tc că rbcrt n ==/= b, funcţia r are două puncte d e extrem, ţi anume un punct de 

minim ~i un punc t de maxim. 

2°. Sotînd cu m, JJ - m1"n1"mt1l, respect1'v · 1 I · r i'I d · 1 d maximu 111 1, s se e termrne re aţin intre 

a ş i b as tfel incit să a\•em m + _\J = O. 
:l0

• Si'\ se r epre1intE' grafie funcţi:t pPn lrn c:i r c arc loc r el:q i:i de l:t punctul pr<>cPdPnt ~i b = 5, 

32) Fie funcţia: 

r( ) - (/ ,.2 
X - --- , 

x+b 
(a> O, b > O). 

1°. Su se rl'prl'zinl f' grafi c ( fără cnlculul lni {"). 
2°. S1i SC d e termine a Şi b astfel ÎnCÎt graficu) lui f SU ndm ili\ O asimplolil p arnJelr1 l'll bi~e&-

1 0.11'1'1\ înlii ~ i ca distanţa dinlre punctele d e c·x lrcm al g-r11fic11l11i ~ă fi<' P!!nlft " " 11 ~ O h. 
3°. l'f'nlru a ~i h nslfcl determinatr, s:, se afle punc te le graficului situat~ in r. arlranid IT Îll 

oare Langentele l:i e-r:ific sînt. paralele cu bisecto:ire :i a doua. 
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3S) Fie fnMţia: 

/ (X),,.... :r + n, (n >O, b> O). 
a'g l b 

1°. Să f'(' r e prrzint c irraf i<' (fără c:ilrnlnl lui /') . 
2n. ~otin<l r 11 m, \l -- minimnl, r<'i<pl'r l iv mn'Cim11l lui / , să BP determine relaţi~ d intre 

n i:i b a Atfnl înrlt; s:1 nYcm 2111 + 11 - O. :i.< S:'I sfi 1le trrminA a ~i b, nsttr l înr.îl. <lrP:ipla care trece prin punr.t Ple d P f'xtrem al„ g ra ii-

rulni funC\teÎ pe ntru l'!ll'fl (11'<' Jnr rf'J11\b_ (\(" ln f'llll<'tlll prerPrJ ent S!°l fie p:iro]aJ;J 1'11 b 1SPC'-

toarea lnl ii . 
1,0 • Să se arato că funcţia a9tfnl d PterminaH1 !H I' trei punct!' d<> inflex inn P. ; 11ituate ;u iuter· 

vaiele (- 2, - 1), (-'I, O), (O, 1), 

84) fie f1mcţia1 

Vx+i ), 
f (x) - --Î,--· + 1/ :i· + 1' 

(). > O). 

1°. Si'1 ~" arate l'ă fnn c \.ia f nre 1tn minim r aro 1111 <l "pindi' ''" !„ 
2~. Să ~I' arate Cit p 11ntr11 fiec:irl' /,> o fnnqin r art' llfl punet d,, inflP,inn e ' ~'doar 11n11l). 

:r. Să se reprezinte gr afl0 pentru A. .,.., I. 
1, 0 , Pre~nr11nin<I i, =f=. l, f ie .\f p11ncL11l in caM g rafirul lui r int'1l'i;<'C l f'a7.i't 3'<3 l)y ~j .\' pnn r. 111! 

:ln care tangenla ln .\1 l:t grafic inlrr~rctl'a7i1. ax::i 0.1·. Sit se sl ndinP niri:tţi:i <::P2{m „nt 11lui Jf.\" . 

35) Fie fnncţ ia: 
sin 3t ..J... !:! si n 5t + si u îl 

sin 3t + sin 51. 
f (I) 

1°. Să se drl e rmine 1lomeninl m:tx im de cl!'finiţie, E, nl funrţ.iei f . 
2°. Con si<lcrînd fu nr\ ia u : E -1> Tl d ofiniUt prin rg·ali l:itea : 

u (I) = t, cos2 t, 

să se arate că exist« o funcţie g: 11(E)-+ n d e finitri print.r·o C!:\'lllilate d e forma 

( ) 
n,x2 + bx + c 

g :1' -:- • ' 
:r + d 

astfrl incit s:1 a\·em: 
{(/) = (go11) (/), l E C. 

3°, Să se reprr:1:in1 e grnri c fnn!'\ia gr.a f'e prel u ng"ŞIA îun rţin g la R"'-{0!, :i ~ lfPl înrll ~ ·' 

p cn Lru .1· E R"'-fu(E ) U {O)]. 
36) Co ns ider'inrl două numere ~ l rict p n71l 1\'I' ' ' " s11 rn ;i dnl:i "· ~:1 >•' .i„1rrmin<' ,·aloarl'a m:txim ă 

a produsulu i pul <'l'i lor 101· cu ex poMrqi i z r<'~ pecli,· r,, (z >ii.~ -._ O. 

37) Considcrînd două numere st r ic t po1.iti,·p d e produ< ri al. 11, <;1 SP <lrl<-rmine ,·a ln:t rPa minim:l 

a s ume i pul <'f' il nr lor cu cxpnn<'n\i ~„ rr::p ccl i,· ?. 1z > O, '.3 > O . 

38) S i:1 se d r l r rmine dre pLt1tl!!hi11I rl c nriC' maxi ni;\ in sr.ri< inl 1·-un C!' l'C de 1':17.:i da I Ci, I'. 

39) Să se d ete rmine d reptunghiul dtl arioJ maximi:! c::i re nre douii drfu ri pe o la Lu r·.:t a 11n11 i tri-

u n g hi dat, iar cele lalte rloui:t vi rfuri pc celclnl le laturi a le t riunghiului. 

•O) Si'\ se d etermine cilindrul d e Yolum m ax im îni:c1·is inlr-o s feră d e rază d:ilC., r. 

4'1) Sri se de t ermine cilindr·ul de v olum m::i x irn p e ntru care p e1·imetrul scc (iunii axi~IP P>tr• d P f\ m. 

oi2) Să se d el.ermine 1.rapez ul drt'plunghic d e arie maximă car e a1·e baza mare rga lă c u a ~i peri-

m etrul egal cu 4a. 
'3) Să se determine ci lindrul de ari e t o tal ii maximă înscl'Î3 înlr·o sfnă rle rni"t dat~, r. 
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~) Să se determine pat'alelipipedul da V(ll11m maxim av1ntl 
"misferfl de ra zii dată, 

7
• oa •·11

7.I un (•brat fÎ h:„oy,1 hn.,.. 

'5) Să Re de t11rmin il dreptunghiul de oria · ă f · . • • . . . mnx1m n.il'r1~ tn ehpsa da eauaţia 4:r.ll 9 a 
'')Fu un aon eirculnr drRpt rle ra.7J1 cons t a nt I\ · d + Y ""a11 • · . ' ' r, ŞI A gertPl'OI ODl'<' \' Rriab'Jh s~ "l 

rmnimnl l'lljlOl'tllllll .tint1·a vol11m11l 1101111111 ' • ' l I r . I ':r . . " la deterlll ' . ' şi ~" urn11 s 1-1re1 lnecristl 111 oon 
11
lt 

47) fi re O sfori\ rt fl CCrntrn 0 ŞÎ de f'>lZll 1' qj ltn pt t f' p • • 
F'i6 JI un punrt \•ariahil l ' inc ix ex t erior &fer11i Io diRtnnţ 

p A ( rP.np1n np RÎl11at l n intMi nrul «fArPi. Pla~ul p r' \/ n " de o, 
cn lar p r· 0f1 1:1iP Rfa ra după un l'flr(' r <;f\ SA d I . lJI 

1 
flB?pendj 

bani r •.i \'Îrful /> •. ' p i'rmmA max.imnl \'Olumu lu i cn I . • . ll ll Ul CU 

41) f'i„ 11n l'P.r•' " " l'P n1 r11 n ~i d P r n7 11 r · •• ~l lin plln l' t r; „ f1 f''>tl'rinr l'Prl' I . I d ' 
(i';.- I 1tn ['•tr"'t 1·arinliil I'" N·r• ' ,j r:i p ttn l' r I . 

11111
• '

1 
Iijtlln fa a ele 0 

• • • •' " 111 l':trP l ll ll!l'f' 11t a ln r:f'r •' în . I i n111r~"Pl • 

d111mPtr11I OP. :-iii se <IM P.rmin P. ma ximu l ari1>i t ri11nvhi 11lui p l fJ • I p............. . eaz(I 
-'9) n· . „ I . . " . conr UA vnriază dti la Ol 

onlr- 11n roti 11P ;'\\.omA n rornr~ t P un "nnnl rl I' . h f ' ll 7!, , . . • . " „[.11na ' nrm1nrl un tm.,.h" I ' P~ll' l11ni.r1m r11 m11-.1m:o n 111111i vas "nrl' ronlf· . I "' l r r epl cu riul. Care „ on rn P•' i• srrw l ~ ISP nrrrlijf'n7n l ·"i•i 
aO) Dottft ora•P : I ' i R • int s ilunt l' h d i•tnn'" t" 1 , " ' ' · 

1 

mf'n \'ns11lui) 
• · . • ·. · ' ' ' ' ' ' ' 8 P"" "' '".:km • i 'I km d s ·· ' 
1ec \1a <l1s lnntr 1 . IRpr8ns!'al's tP rlr I Ol· m • 11 x • "~nsl'n. „ t1111<l cil pro. . ' • , , "" l?" ""nsl';i I n1•Pt1I cr l m . . 
cale fpratll ra r!' să 11 n<'n„ci\ Cl'lr dnn ii o ra•I' · • rl • . . ru rro nn m1I' pontm 0 

ci "I I · ' mPr~111 rn \"PCinatatrn •osell'i in. . 
e - <111, para PI C•l ~OReR1ta (pe ;lt'PMlă pn r ~Î llllP I" t I" ·. ' ' • I pO O por~1une 

deră n1dii ). ' ts anţa <intre calea ferntii şi şosea so consi-

51) I.a rP inălţ.im e lrf' h llil' ll Ş<.'7Rlii n lampll pP v('rti ca l" c t I · . . . „ en ru u1 nnc1 piste c·r I „ 
r"ntrn en :tl'N1s1 1i pi• t io 8 ;; fie lum in:11 ri ln n „ , „ .J • • ' cu are ne razi\ r • 11lX tn1, ~ tnn11 ri'i llll l'J1Sl lfltP, J • „ ' 

,\/ e~ll' pr11 por \1•rn ~tli1 e11 s in11s1tl irn n- hi1tl11i O f . I R um11 111 rntr-1111 p1mct 
· " "' nrn t '" r ~11n dP lumin-1 ct J I · 
invers proporţin nnl:'I Pll p lilrnt1tl di• tnnt<·i d P Io \/ I - ' l r an u p 1s t ri şi "' • „ . :t ~ ur~: 1. 

52) Se grupenz{t 60 d P rlrm r nt r "'Rh-a 11i rf' f irra rr " f I • • "' ' ' ' 11 nrtn "rctromo tonrP · · t · . 
r ~1 r ezistenta exLPrioar:i R ln mndlll urm··i to•· 't · 1 ' e, i e>:is f' nţn 1nt erwarll, 
. . . ' ' ' · Ct <' n e e me nl l' Jr<>n t • · f • 

r1e, ~ 1 apoi III hat <'rii, fiecarr dr elte /1 cle m C'n t I . - () tn sc ri e ormrnd n bale-

i 
· e, egatP rn parale l Cum 1. I · I 

rP „ n ~ 1 m aş tft' l în<'î t intf' nsitnt r n I n CttrPnt I . f . · 
1

" llll <' a ese nume-. · · 11 ui 11rn1znt 1le hntPrin · ' - . 
fiO P]rmf'n t r s:i fir 1nnxirnă~ Aplicn ţiP. l " r _ 1 h , _ · llnt l' .• compu~a clin cele 
30 r ~ I n -= " -, . - o m , li. = 13'1 ohmi; 20 r = 1 ll = 15· 

1 -,· • , t 

53) Dintr-o localit.alo . I , ş itua t.ă lîng-ă o cale fprnti\ 1· ·· • 
I I

. B ' ' ' SP ( 1rqrnza 1111 trnn•rnrt d X r . 
OCa Jtat e , situa tă )a 9 km d f' Cit lPa fp al' o· . " ' ' e m„r 111'1 SprP O 

( 
• r •• 1. 1stanta <Ir Jn L ln · · 1 . B 

erat ă fiind d e 30 km iar cn~ rt1J trnn~r t 1 . ". ' · ' pro :ec ţta '" p r calea 

r
.. ' ' nr ll llt 11nP1 tOllP " " nrnrf·j r I 
unei ::t pe n tru cn lPn fr rată ş j '3 p rnti·it trnn. 1 1 . • • pe ' •• t nn ta ro 1 km , · · • 'rn r u c u n11tncnm 1o nul l::t < "') , 1 • 

puoctul rn care t r ebuie racordai 'i rti cn l"" fe tă ,., • 
8

•
1 

sr ' <'t t> rmme · „„ ra o şosea care ' n d" B 
portul mărfurilor să fie cît mai economic. 

1 
cepe m astfel încî t trant· 

iNDiCA fii $1 AĂSPUNSUll 

Capitolul I (Mulţimi , N umere reale, Funcţi i } 

J) T\°J P
2
°J P

4
; P

1 
°J P

3
; P

3
"J P

4
; P 2, P~ incnmparn hilP ( P2 (/:.. T'~ ~i fl1 vt; f'., \ , f' 1 U 1'1 = P 1; 

1\ U P
4

= P
1

; P
2
UP

4
= P 2 ; P 2 (î P 4 =P4 ; 11

2 (îP3 =P4 ; 1'3 () 1'~ - /'.-
2) N"J M

1
°JM

3
; N"JM

2
"JM

3
; N"J M

2
"J1'tf6 ; N"JM4 ; N"JM~ ; J\/ " 11 / ~ ineompR r nbi lP !' I C'.; 

M, n M2 = M3; M1 u M3 =Ml; M , n M3 = M 3; Ml u Ms= ii/ I U i ~ } ; ,'\1 2 n :\!~ '"':- 116; 
M

4
U M

6 
= {(3n ± 1), ne N }".{2}; lltf3()l\18 = {6}; (.W1n.W3)U.W2 - 112 : 11,n( 11,U \/~ ) - .\/~. 

S) n) Fio, xeAU(A(î B), adirft ~re A sau xeA(îB; în u l timul o·az, r]P n•rmrnra .„E I : d <>„ i 
AU (.4(îR)C A; fie arum :re .· I ; d Pci x e~t1• r lrmf'nt a l or·i l'ărr i rr11ni11ni, .i „ fnrnta I U .\T: 

în part icular: 3"E A U(A n 8 1; dN·i A. CAU(. I n /1) ; conch ido•m: . IUt I n m - .· I : P!!tdil:iti>a 
b) SP dl•monst.reaziL în mo<I nnnlng; c) fi e.TE , I U( fi (î('), nclic:'t .r E I <rt1t 1· E li () ( ' ; da!'f1 

X E .4„ atunci X EA u B şi X EA u C, d eci .1· e(.4. LJ B )()(A u ('): da r r1 .1' EH n (', nt 111wi 

X E B ş i X E c d eci X E AUB şi X EA u C; deci X E (ALJB)(î(.!l UC); rewlltt .tul H n ( 'lC 

C (AU B)n(ALJC) ; se demonstrează apoi ş i incluziunea inversă; ana log Pgalit.al.i-<t d J. 
4) a) F ie x E C (AU B ) ; deci 3; E E şi x EA U R ; deci x EA ~i x E B; ro•z otlti\ 3 · E C .4. 

şi x e C B, adică x e (CA )()(CB ); deci C(A LJ B )C (.J: i l)() (CB ) ; se <l<>1111rn,;ln·a1.;I apt>i ~i i11„lu-

ziu 11ea inversă; analog egalitatea b). 
5) Oe exemplu, c) : fi e x e (A UB) "-. C. adică x e AU B 'ii x E C; dacă .re. I ~i .r E C atunri 

x e A "- C, deci :re (A "-C) U ( B "- C ) ; analo!! dacii x e B ~i .1.· S (; r1•111l 1ii 1_1 U B J "-. 

"-CC {A "- C )LJ{ B "- C); dacii i· E {A"- C ) U ( 13 (' 1, atu11c i .r E. I"-( ' <au .r E B "- C; 
deci: (.ceA ~i xEC) sau (:ce B ~i x E CI; cl ac:'t .1·e.tl~i .c EC, aL u1H·i .l'E l U Ll ~i 
xE C, deci x e {ALJB )"-C; analog dacă xeB~il·EC; <lcci (A"-CJU( B C)C(A U HJ"-C. 

6) (A X B ) () (B X A ) = {(O, O)}. 
7) [ (A X B) c (C X D )] ~ r(x, 11) E (A X B ) => {l', y) E (C X JJ )] ~ [( .r EA => :r E C) Ş i 

(.re B ) => x e O) ] ~ (A CC ~ i B CO) . 
8) Fie (.r, y) e (A X 13) U (. l XC), aLl icit i '" !f) E { I X Hl '"l.ll (.t, !f) E I l X ("i: 1'f'Z1ilt:i ( x E .4) 

~ i (!I E B ) sau !J E C) . adit-;i .! E . l ~i !I E /j u I : ol1„·i I t, !li E . I 1 H u r·i ; 1·„1.11ltă (.l X B )U 

U(A X C) CA. X ( H UCJ; se d1·rnonstrl'aLi'1 apoi ~i inel 11z1111tca i11,·1·1,;ii. 

9) a) Se ţi ue seama de inegalitatea a+ b - :! Vab :>O; b ) se scrie iuet.ralilaten <lin dreaptn d e 

I ) d
" I <l"I · · · · I I · b I Ha r 1l -~ 111

0 )'111 
a a pentru m e 11 e mll 11 or ar1tmet1că ş1 armonică a c u1 a şi , a<lică > 2 

:>Vmarit·ma,.,ni rez ultă lllurH+marm:>2mg e le. 
10) a) Se înmulţeşte c 11 2, se t1·1'c to\.i f.p 1·1r!l'nii în 111„mbml s l îttg ~i sc pune în e,·id enţă o sumă 

de pătrat.e; b) dacă abc =O, inegalilatl'a este ve r ilicalft ; dacă abc =f=. O, se împarte cu abc 

~i se ţine seama că <l acă x > O ~i !J > O, atunci ::_ + J!.... :> 2. 
!J .r 

11) a ) Se calculează diferenţa ~i se rnajorllază numitorul ţinind SParna rltl condiţia clin ~011nţ ; 
·> 9 

mâr it - 111";. • • b) Sfl scrie marii - mg = 0 ~ · se obse1·va că , <l eoarece rnarit :> 111 g rezultă III a.rit + 
marii + m g 

+mg> 2 mg. 
12) Demonstraţie prin induc ţie completă: pen tru n = 1 avem într-11<leY:'ir 

. " d - + 1 1· 
1 3 

aem inega„tatea a ev~rat;i. pentru n ; pent ru 11 o 1\rnem - • -
2 " 

- ·275 -

1 1 
-<-
2 v'3 

211-t 

2n 

; su prt<~ll p u• 

211 + 1 < 
2n + 2 



< i · 2n + 1 V 2n -1_ 1 1 'ln + 1 t --..,,,-=--- ' = ' < , d?o&rerf' < , rlnpă cu 
1l 2n + f !?n + 2 [2n + 2,2 11 !?n -+ ~t (2n + 2)2 2n + '.1 rn 

t a wrifird imediat. 

13) Se observă că trinom ni <I? ~r11rl11J II (n7 + n~) :r2 + '.!(n 1h1 + n2h2 ).1· + h~ + b~ ~e <:t'riP !ca 
111mli de p11trate, dPr i art> val1,ri po7ilin' pPnlr11 oriei' :r; sc sc ri i: romPcinţa p l.'nlru rli~crimi-

aant; Un ra\Îonament perfect analog ConrJi1('(' Jn rl PmOn~fl'Al'ea inc~;iJităţ.ii (~ llh bn r ~ 
~(t aî) • (t b~) • 

,,_l 11 - .L 

14) Se pune a 1 =V: , b1 =V~ etc. şi so ;iplic;'I inegalitatPa Cauchy-BuniakovRki-Schwarz 

(pentru n = 3). 

15) Se porneşte do la egalitatea E (ak + bh)2 = E nÎ + E b~ + 2 E a.k bk şi se aplică ine. 

galitatea Cauohy-Buniakovski-Schwarz termenului E ah b11, ceea ce conduce la major:1r1:-a 
·~~ 

membrului drept al egalităţii nntcrioarc cn ( VE af. + VE bT,)2· 
16) Se ţine seama că I b - a I = { b - a, da că a ~ b 

a - b, dac.1 b ~ a. 
17) a) Se aplică, în ultimă instanţă, regula semnului trinomului de gradul II; la b) se ţine seamQ 

mai întîi de echivalenta Ix I < c <* - c < x < c ( § 2, nr. 3, VI). 

18) a) Se obţine Ix I = ! ; deci x1 = ! , x2 = _ .!_; b) x =O; c) nici o soluţie; d) se 
5 5 5 

1 1 3 
examineazll. succesiv cazurile x :>O, x ~O; so obt.ine: x1 = - , r 2 = - - ; e) x = -- 1 2 8 2 

f) nici o soluţie; g) x1 = ..!__, x3 = _ .,!_; h) x = 3; i) x = 2k7t ± 2
7t, k e Z,j} x = /.1:r. -11 

2 4 3 

+ 2:. , 11 e Z. 
4 

19) a) Să se examinr1e succ11siv cazurile: :r :> O, 11 :> O; :r < O, ?J ..:;;: O; x :> O, 

y:>O; se obţi11 soltqiile (î,-5}, (-5, 7); b} (::!,!::}, (-'.!, -3) , (~ · -;-J• 
c) (3, 10) , (-3, -10), (8, - 5), (-8, 5); d) (-4, 7). 

11 ~O ; X~ o, 

( 
28 3 J --, - I 
5 5 

20) a) Două soluţii dacă ab > O şi nici o soluţie dacă ab < O; dacă nb =O se disting subcazurile: 
1° a = b = O; o infinitate de soluţii (orico x e R ) ; 2° a = O, b =f:. O; nici o solu ţie ; 3° a =/= O, 
b = O, soluţia x =O; b) pentru x :> O ecuaţia de,·ine (a+ b)x = c; iar pentru x <O ecuaţia 
devine (b - a )x = c; rezultă: dacă b2 - a 2 > O ecuaţia are s oluţie unică (pentru oricare c e R ); 
dacă b2 - a2 < O şi c =f= O ecuaţia are două soluţii sau nici una ; dacă b2 - a2 =f= O şi c = 
= O ecua\ia arc soluţia unică x =O, dacă b2 - a2 =O atunci b - a = O sau b +a =O; 
dacă b - a = O alunei pentru c =O ecuaţia are o infinitate de soluţii (orice x ~O}, iar 
p entru c =f= O ecua\.ia arc o soluţie stric t pozitivă (dacă ac > O) sau nu are nici o soluţie (dacă 
ac ~ O); analog se discută cazul b + a = O. 

2I)a)xe[-8, 2]; b)xe(o. !):c) x e(-oo,0) U (1,+oo);d)xe(0,4). 

22) Demonstrăm prin inducţie completă: pentru n = 1 se obţine 1 + a1 :> 1 + a 1; pre;;upunem, 
inegalitatea adevă t'ală pentru n; înmulţind în nmbii membri cu factorul pozitiv ·1 + a

11
+

1
, 

rezultă: (1 + ai) ( l + a2 ) „. (1 +an} (1 + On+d > (1 + a 1 + .„ + a.n) ('l + an+il = 1 + a 1 + 
od- ••• +a,, + an+i + an+i (a1 + a2 + ... + an) ; dar, deoarece prin ipoteză numerele ah au 
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tiili.t6 acela~i ~Pmn, ren1\ră «n„ 1 (11 1 + 11~ ~ ·~ T li;i) >,O: dad (\ + 0 1l .„ (t + a.n'i1) > 1 * 
+ a 

-1. __ ,, . luind n = 11., = .. ''n - 11 > - I , q~ obţine (1 + a )n ;;;:.,, t +na, 
l . •1 1 1 • l ... 

2a) fA 1 ....,,. i - 1, I ! : f,n) - {l!l !: f •r ) - {- 1,1:-1,29}. 

1 r ·I IJ ni rlr·ri E'\'.iSLU j' ~ A l J n !'li 1/ - f (:r ) ; rhcă 3' E A atunci 
24) ni' PXl'ffi r · li, rt j '"' !/ r ' • 7 · ) , r · 

y - r I r= r t ·: r I 1 1 Jf n 1 ' no:il.~~ rln r.I .r r P.: c\p,- · f lrl I) R ': {1.· ~ 1 .._jf\ n . IC apoi y ~ 
,-:,{• I lf B; cla.·:1 !I F r . 1), at unci !J - ( [:r ) ('li X EA c Au B, dert y - f lx) E f \ .4 U B), 
l!n:il ng- :1ac:1 !IE fi f; ) : lirei. ( (11 ) U f (R ) C f(A U B). 

25
) n. , F !'•le lorrnrtt.1 dintr-un si n!:!1tl' 1•l<'ment, atunci, evid(\nt : Gt =EX P; s1i presupunem 

·ac.o • F" c-t ~ form~P rlin rrl pntin clonă r lemcnlc: fie b EFşi A= {:r I :r E E; f (:r) __,, b}; 
:ir11m ca ' , ,, " ~ ,, · , E F d • 

. . t • . .·-·~ . 1.· E r. /•' -t- /r rr711 lt ft : a e A='> (a, b 1 IZ:: G1; dar (n, b) E " X • ec1 
prin rpo C'Za <·'.':1~ i...1, v „, J -:- , 

E >( F=Gr. 

_ { 3, d aci"1 x = - 3, x = - 2; 
26) f.1 I T) - t/ :r; fB (x) = o, dncă x =O 

3 

1

3, dncă x = - 2, x = - 2; 

f (x) = 1, dacă x = 1 

v2, dacă X= t/2; 

(A ({'I, 5 }) = {·t, t/S}J 

(B({ - 2, O}) = {O, 3}; fc ({- : , 

27) De exemplu: {(x) = 

J x~. dacă x E {-1, ! } 

l 7, dacă reQ"-.{-1 · %} 

-2, dacă x E R"-.Q 

talii 

J 
x2, rlrtcii .'.!' E ~- 1, %} 

I (să se gf1sea•crl ~i nl11> e x!'mpl ~!) . 
f (.r) - :r + i,tlacă:rES U{O} · 

[-:rt/~, dacă :re n"'- ({- 1, o,%} u-'·) 
28) ( F. - {l} C F; (gof) (:r) = glf (x))-=- :l:r2 -1, :r E f;; (go{) (F.) = {2}. i • 

29) I =- {I , !l }; \go(,i) (.T)-= g(fA(:r)) - 2x6 + t, :r EA; (gof_4) (A} = {3, ·1 1:-19}. 

30) 
E g-f (' h li F. f F ~11 li. (lio (no{J) (~·) = ( (hog)o{ (:r) = h(g (( (:r)) ), :r E E· 

..'... ...;,. ' - · I • ___.,. l f" ( 6 -7r 

) { 1 3 o}c F· "(FI - {-'•- ~, 3} C G; (11ogof) (3:) _,. h ( (g(f (r )) ) --3- · 
31 > r rr - - . - --; • · " • 4 

'F.. (/ O"of) (·~) - { -
1 , !2 , 2 l ; (hogo() (A) = { .

1 7 
, 2} ; (hogo(} ( B) - {- + • ~ ~} · 

T F . • l "' :: I ~ J l 2 
G} " . . 

32) <;p ,·r r ific.tt imNli:il impli Nqi:1: (f'l r, ) =- ((:r~)) ~ (x1 = x2) ; re?.ult~t (v. § 3,1 nr. ca surierţ1a 

f :F.-+fiF. ) p;l e injPcti\':1, tl ec• i hij rc liv ă: -f:f(E) = {3, 11) - E, f (x) = 4(x-7} ; ,se arntr.t 

· 1~. R n r~le surJ· rct iv:i· înl r-ndevă r, orica.re nr fi ct E R, ecuaţia ff:r:) =oe ore 
r :J ru ni' ţia 0 ) .... ' • •A • --'-'11 • ~ 3 · 

I t
.. • r. .. ·

1 
·innmr în r:; 1b rf• ct - ·t L snu e1. =-= 3, şi rn R "-. F:, ciocu a._,_. ş1 oe -r , se 

tiO ll lt I ll , , : • 't • 

~ . " -,~' R • n nslc () i nJ·cc•io· O\'ident: (x11 X2 E E ~i f (m1) -: f' (xa)l ~ (X1 =- -"'2\ Şl 
nrnl't '1po1 ('.t ' ' ~ ' ' I n F: I -

' • .= n , F .; f \·Td = {(l·.)) ::. (:r1 = x2) ; fio acum x1 e E, x2 e '\.. •, ; să c. cmon't r am 

(:l •f ~~ ·:,_. ( :r' · ·Î~tr-adP\'i'U, d;C'I\ { ('rJI = {(Xa)t adică 4a-1 T 7 = - 4l'ii + 7, !i.tUOrl 11 + !J'i = 
c„ 1·•1 ~ 1· 2 · 

-m-



""'O ; deci: d~cli :r1 = 1, a t unci :r2 „ -1 E e • !'t'Pn ce contrazict ipoteza, 

a tunci x2 -- 1 e E, ceea ce, d -
1 

e asemlln„n, contrazice ipoteza 7t~J ~ 

_ '* ~ dacă x = 3, x = 11; 

- 17" < '• dacă x =F 3, x =F 11. 

iar dacă x
1 

:;;o _ 
1 
' 

33) Sf' wrifică mni întli că fun cliilP r. E F . obţinP : h lx ) ..,,, 2:r2 _ ... · . · .J-. ~· !(: F-. G ~înt sur.iPctiYe: tind I ·>, .re A ; lunr trnlt · 1 --+ G _ . . noi 
1 ~ gofA,sa 

- L . - "• ' P s uq N· l 1 ,.ii ; r\·ir!Pnt : (h(r, l ~ h(xal I => 

' " I lJPf'l!Vii; h ; G - /I I ( •) - .1 -- •• =:> (x1 = .'.1'3), dPC'Î s urj f'r ţia h : A _. (; r-1 • b.. . . - L - L 11'~. ., 
34i) Sf' <l . ' . - „ ' 

1 

.'.I - --. - ' .1· E r.. 
ernonstrf'az.1 ma1 an in că go/'. p (' . 2 el · J-. • <'~l.e o •ur1ec l if" ' 1 t 

N>arPrr ~ r•t" 
0 

Rlll'J. "<'ţ ÎP e·· ·· i. 1, - . , m 1·-a1 rvăr, dacă 11 
E G at u . 

" . · • .• a. a !f E · cu " (1/) _ . 1 . • nc1, 
l'XJS~ă ;r E E cu ((.1') = y: der i; (!(O{l (:r) = :; . ' -_:_/. (ar, df'O:\l'f'Cf' ~I r est.e o surjec ţie, 
g~{; E -. G PS IP O injPctiP: fjp (go/' j (.l' I _ „ {{.:{(a)} -: ~ (!f). = li ; SC' drmons l rPa?ă apoi Că " r . F I (,..o ) (.1'. I a rl1ca "1/ 11' 1) ·r . r 
•. 1 l·l2 I = .'12 E ' : d Poa rf' ce !( e;; l r o inj1•rtir ("11.' = „' „ .·a = g1 (.'.r2IJ : ic {(.1' i) = y1 E F 
deoarecP. .:i { p I · · . " .I 1) -

11
/ol => ( 1/ - 1/ ) d . • f ) • ., ·. s P o ll1J <'r \ÎP , r1'7. t1l lf1 ln r1 „fin i1 i,· .r ·=· ; . ... I - • 2 ' a aca P'a = f(x~); 

-1 - 1 t . 2 • i n mod a nalog şe arată că 

fo"·r; > E e~ I P 1·· . s 1 "• - J • 0 )l ,J<'f't lP, ă dPffiOO~ ll'iiffi pgalÎla[P;) d f .. -. - [ - t • 
1 

· ' " uurt 11 go{ = fog; î n primul rînd se 

obgervă Ci't fircarr dint.rl' hijPcţiÎIP '{;;;· <Î -/.I" I j" • • ' - L · · o„ ap a<'a (, P" fo; a poi fir r. -t F 1 110 E ' ; pun înd g(110) = 
• = Yo E ' ~i { \ .'Io) ~ .r E F: rPrnlrn (/' ' L - 1. ' o I ' Of!. ' (flo ) = I \{!.ll•o l I = { \!Jo) = :i·o ~i (go{) (.1·0) -= g({ l.ro) = 

= g(11ol = 110 , nrlică 1{;;11 11101 = ~·o· 
3S) Sr obţine s isl <'mul n , b = 1-, , h 2 30 _,_ . . . . • a T r = ' a + br4 = 90. • -,- ± 1, S e Obţm func (iiJe { . 7, ~ n d f' . • . • SE' observa : b * 0, r =f=. 0 C -1.. 

/' . R . . • l • , ~ " A 1mta prm prr l' r ' ' ...,... 
12 . -+ R defm1t.a prin <'gal itatea ~ (x) = 10 "' ,...a itatPa i(.T) = 10 + 5 . (- 2) x ~i 
domeniile maxime d fl <l rfiniţ ie ) . 2 + ;, · 2x (au fost considerate de fiecare da;il, 

36) a) [- 3, - 2iU (2, fi )U (·i + oo) . b) ( 1 
d ) U ( kr. __: 1 (2k + 1'):-: - ·2·) - oo, - )U[1, 2)U~, + oo); c) (- oo, -l1)lJ(1, + oo)• 

' · e) R· (f) [ 1 v- - ' . kEz 2 r, • ' - - 2,-1 + V2J;g) (0, 3); h)(-1 + gg . 

i ) ( O, +.~) '-.. {100 }; j ) [Q n (-1 , 1)] U[(O + ' ) , 
37) Se Yer1 f1că ma i în tîi că funcţii l e r ~i ' . oo) :..Q]. r „ g pot fi d efrn1I P pr mulţimile T 

fg pe(0, 2); - pe[0,1} U (1 2]· g [o 1 ) ( 1 ] spec11cate: a) f + g şi 
g 

' • - pe , - c '> b) r ( 1 ) r 1 2 2 r 2 2 ' - ; + g şi fg pe - ' 2); -

p e ( 3 ' 3) U (3-' 2) : T pe ( : ,. 1) U t1~.2~l 3 I 

Sft) f { 0, dacă X~ 0 .... 
(:r) + g(;r;) = 1 - :r, dacă O < x ~ 1 

1 , dacă x > 1. ' 

{ 

- :r2, dacă :r < O, 
f (:r) • g(:r) = - .r, dacă O < x ~ 1, 

O, dacă :i; > 1. 

39) (fog) (x) = 22x;. (gof) (a·) = 2x'; ({of) (:r) -= .1·4 ; (gog) (.1') = 22.1'. 

60) B Sie det crmml't <lin condi ţ,ia 8in 2:r > O; iar A d in conditin sin (Ita• - 2) > O; se obţine 

A = U ( hr. + 1 , (21.- -i- 1 )r. + 2) 
kEZ 2 4 ~i '"·• • avem: A .... B B B = U ('·- ('.!/; - 1):-:) f• g 

ltEZ 2 ' - . -
gB h 

...,_...,. (O, + oo) - .R; (hogoBf.a) (..x) = ln 3 (siJl ?. (2x - 1)) . 
„,_ 
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l 
~·2 , .far/\ 1· ~ O; 

4-1) ((ofl) (:r) = :rz, x E R; (go,'t i:r) = 11 - .t ! da„i1 .l <O; ((o f) (:r) = f (:r), x E R ; (gogl(:r) ,... 
= x\ „ E R. 

42) Se arată că, pe R, (f (.T
1

) = { (:i·2)) => (x1 = x2); se determină apoi intervalele pe care f e~te 
sLrict monoi onf1; se scrie .r2 - Zx = (x -1 )2 -1, ele unde rezul~ă că { este ~trict de~cre11-
cătoare pe 1 = (- oo, 1) ~ i s l rict crescătoare pe J = [1, + oo) ; deci, deoarece { (1 ) = {.r (1) = 
= -1, rezult{1: (x E 1 =:> (1(x) :;;;;,. -1) ~i (.i: E J => (J (x) :;;;;,. -1) ; se demonstrea-ză apoi 
că inj ecţiile {I: J -. (-1, + oo) şi {J: J-. (-1, + oo) sînt surjective; de exemplu, dacă 

o: E [- 1 + oo) , ecua\ ia {1 (.r) =o: are s"lutia x = 1-t/1 -r :xE1; /j(.r) = 1 -(/~, 
• 1 ~~ 

a· E {1 (1), ~ i {.1 (:1 ) = 1 + t/1 T .r, .TE f.J (./). 

43) Se a1·atit mni lnlii cit{\ /~}= ]:'; lnl1·-a.Je,·[u·, oricare :.ir fi :x E E, P~n:l(ia f (.r) =o: a„„ o s-olaq io 
l 

X E E; se araLă apo i Cll [f'(.r,) = f (.r2)] => [1·1 = X2\, deâ r este o bi jee(ir; se obtine f 1.rl .,.... 

=~. a, E J:.: ; în cazul genţ a·al sc ara tă uwi int ii cr, (ad-bc =O) <=> ({<'sie eon~lan lă 

1 - ·" re r.1; J'l'Z lllt:\ că în ca111l ad-he = o, func tia r (co nsido:'l'ală d efiuilit po> o parlP a lu i R 
JlC'I'<''""" la un punc t) n11 l'<l<' hij ec l id't; dacf1 ad - uc --f- O ~i c - O, a l unPi ori=!= O, <l1-ri 

_ L o . I __,_ o . . r I . /'( I ') b.. . . . , . I d r - " r a =f' ~L < -r- ; s111·Je<'\lfl : •-+ 1 es te tj •·cln a ~1 ( .1 1 = , .r E 1 HJ; fla1·[1 nr/ -
<t 

- bc::f:.O şic ::f:. O, atunci, n otlnd E = n '-..{- ; }· smjecţia{: 1::~{(E) rsle biji-ctid, deoas„re 

- 1 d.1:- h n. 
(((:r

1
) = f (.r

2
\) => (:r; = :r

2
) ; { \.") = - , a· E { [ /~ ) [se nrificr1 u~o1• că - e { (E )]. 

a -ex c 

44) :i) 11 =•JO, Sn = 1'10; b) r = t,, 11 =·JO: C') a 1 = 1, r = 2; ci) a' 1 =1„ 11' = S, n" 1 =- - 2 

n• ~ ::; e) n ~ S; [)o', ~ 1", e' ~-:I,'"~ 2, ,•~:I; g) • ', ~ 2~'(,j,~· e' ~ ;J;o" , ~ ~' 
r" = - ; h) 1, 5, 9, 13 sau -13, -9, -5, -1. 1tf:' 

~5 
45) În identitatea (k + 1)4 = /(4 + ltk3 + ()k2 + ltfc + 1, se clan lui/,· s11l'<'P~ Î '' Yuln ri le 'I , 2„.„ n. ; 

se adu nrt apoi m omhru cu m embru cele n egal ităţi ob\inute ~1 Sf' ~iue seama de fo rmulP.lo 

care dau sum ele 1 + 2 + „. + n ~i 12 + 2
2 

+ ... + n
2

• 

46) Dacă 11
1

, a
2
„„, an egt e o progr. aritm„ atunci, peni ru orice h-, 2 < k < n - 'l, aYrrn "k- i + 

+ a11+
1 

= 11

1 
+ (k- 2)r + a

1 
+ ln- = 2a

1 
...1. 2 (1> - l lr = 2a1i; reciproc , clal'ă are loc relaţia din 

enunţ. atunci a1i - a11.-i = a11.+1 - a11., 2 ~ k < n -1; adică a 2 - a 1 = a3 
- a

2 = „. = a n -
- <Ln- ii notlnd a

2 
- a

1 
= r, rezultă <Li = Ui- i + r, 2 < i < n , deci au ci2 , •• „ an este o prog1·esie 

aritmetică. 
4.7) a) Ţinînd seama de ipoteză şi de propoziţia de la exere . anter ior, rezultă 2b = a + c; u ti­

lizînd această egalitate , se demonstrează apoi 2b' = a' + c' ; aplicînd din nou propoziţ:ia 
d e l a exerc. anterio1· i·ezultă că succesiunea a', b' , c' este o progl'esie aritmetică ; b) 1rn t ra-

tează în mod ana log. 
48) Avem: aj+i =ai+ r; 11otînd cu r' raţia progresiei aritmetice aj, a~, .„, a', Oj +i• rezult il. 

a;.
1 

= aj + (m + 1 )r'; se obţine r' = _r_ , d eci UJt = ai + (k - 1) _!_ , 1 < k < m; în 
m+1 m+ 1 

10 , 1 , 37 ' 19 . ' 13 
cazul aplicaţiei propuse avem: ai = 3, Oj+i = - ; r = - ; "1 = - , "2 = - , Q.3 = - • 3 12 12 6 I~ 

Ml) Fie S sum a cfn1ta1fi; notînd ru a}1, a}2 , •• „ a}m ct> le m medii al'il m t>IÎl'P insera i~ înll'P lfj ~i 
fl j + i (l ~j < n - 1), este r,· ident că s11tc„~i11nea a 1, a' 11 , .„ a; w , n2 , a;„ .. „ o;,n, ... 0 1

i P~le 
o progresie aritrnelică cu (m+ 1) (n- 1) + 1 = nin-:- n- m te.i:meui; 11o.tclud cu S' suma. 
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acestei pro~pqji ~i •' n 511 ~urna progresiei iniţia IP, avem : S 
S = m (n -1) (n 1 + n 11 ) 

2 

S' - -"ni se obţine: 

SO) Punînd condiţia ai,. = 12, 1 ~ /; ~ m, TC'7.ul1.:i r~nali; 7k - 3m :-: 3, adică m = 2k -1 + !__ 
1 3 

c.ea mai .:ni c;'.t Ya loaro a l11i /, nstîel incit m. st1 fie numitr natural este 3; rezultă m = 6, r' ,,,, 
= 2, mc-1.iiie cii utatc sînt 8, 10, 12, 1't, lG, 18. 

51) Se rezolvă un sistem de două ecuaţii în n1 ş i r; prima ecuaţie a sistemului este evident; 
n 

2a1 + (n - 'l )r -= 3n - 1 ; pentru a ~labil i ecuaţia a doua, se observă că E [a
1 

+ (/\ _ 
/t=J. 

n n n n 

- 1)r]2 =na~+ 2ra1 E (k-1) + r2 E {k-1) 2
; sumele E (/\ -1) ~i E (k 1)3 sînt 

U .l ,, ...._ l 1'- 1 N-=-1 

cunoscute; se .!ace apoi inlocu irea în a doua egalitate din enunţ; rczoh·înd, se obţ.ine a~ = 
= 1, r' = 3; a1 = 3n - 2, r " = - 3. 

52) a) Deoarece ai -11i- i < r, 2 < i < n, rezu l tă a7- a7_1 = r (ai + ai_1), 2 < i < n; dind succesiv 
lui i valorile 2, :J, „., n şi î nsumînd membru cu membru, egal ităţile obţinute, rezultă egali· 

tatea care trebuie demonstrată; bl (a; - ai- 1l (a7 + ai a;_1 + <i7-1J = r (n r + ai ai_
1 
+ a7-ii 

2 < i < n; rezulLft: a~ - a~-1 = r (r2 + 3ai a;-1) , 2 < i < n; se dau lui i succesiv valorile 
2, 3, „., n şi -;e insumează membl'U cu membru ega l ităţ, il e obţinute. 

53) a) r' = 2, s:, = 2 .i:i5; r" = - 2, S~ = S:i.'i; b) a 1 = 3, Sn = 76.5; c) a3 = 1 28, a.3 = 8; 
26 t,2:) ;1(15 

d) 1.328.600; c) 17 ,5'1, 153, sau 7r , - - , 
ii :.l 

702 2 1"' fi 3'18 18.!)54 

833 . 3 ; f) 2, 6, 18, 54, 162, , 86, 1 458, sau - , 
7 

78 234 
- 7 ·7, --7- . ---,-. - -· 7 7 

5-&) Avem Oj+i = ajr; notînd cu r' ratia progresiei gcomrlricc Oj, alt a2' „., am, a i+t• rezultă 

llj+i = Oj(r ')m+i ; se obţ.ine r' = m -r //; (se observă că dacă m este impar, p t oblema nu are 

soluţie <lecit în cazul r;:;:,.. O); în aplicaţia propnsii , avem : r' = 3; o; = t,33, a;·= 1 4/t9. 

55) a) __ 2 ( logni~ :- 1) ((1+3:x)n-1)2 
; b) dară :x =:/=O, suma este a l ogba; dacă ct. = O, 

n (n + 1) (!orba -1) 9ct.2(1 + 3:x)n-L 
suma este n 2a, log

0
11. 

56) 1°. Dacă a 1,a2, ••• , an este o progresie geom C't rică, al unei pentru orice /;, 2 < h < n - 1, avem : 

57) 

• - /1-2 . 11 - :! .2(h- l ) - .11-1 1 ~ - ~. :)0 1 . • . ak-1 ai.+1 -- a,r a,r - n1• - 0,1 -- 01;. - < emonslrn\10 pc cazuri: caz a) p re-
supunem că exislft m, 1 <;;: m<11, cu a,11 = O; să demonstrăm oii in acest caz ave m n.h =O 
oricare ar fi li = 2,:J, .. „ 11; intr-ade,•ill', s:i presupunem că existit j, 2<j<n,f =f::m, cu Oj=f::O; 
tinind ~··ama " " irutpza a doua a propoz iti ci 2°, rez11 ltr1 că put.11m prosupunej < n; ap licînd 
ipo teza lnl ii a propozi(i"i 2°, r<'zul Lă llj-i =f:: O ~i aj+i =ţ. O; du pă I m -j I paşi, rezul tă om =f:: O, 
O('Pa ce cont razil'c ipol rnt cazu lui a ) ; rer11llă <'ii în cazul con~ideraL, singuru l termen e\•entua l 
nPmil din surcrsiun1·a a,, a2 , „., an f'ste a,, dec i a 1, a2, ••• , an rste o progresie geometrică (cu 
raţia r = 0 1 irn1 rn1 a doua e'llf' c<c· 11\i:il1i; ln1r-ade\'i1r, ele exem plu succesiunea O, O, O, 1 
Vf'rificii ipolPz" în Iii, J:ir nu est" o progre~ i n g1'omctrică 1 ; ca.i: b) presupunem ai ,' O, pentru 

• • • - fig a:i " n-t lln or1re1, ·1~1 ~11; rezulta: --==-= ... = -= - - ; 
(11 o2 nn-<J 11n-t 

2 < i < n, dPci a l, n 2 , .„, an este o progrP~Î ~ g'C'omC'lricii. 

d a2 
notîn - = r , rezultă ai = ai-I r, 

a1 

Se rf'zoki\ sistrm11l ii~ ecirn ţ ii a 1 T o 2 + o3 = 30, 2a
2 

= a
1 
+ n

3
, (a

2 
- 4)2 

se ob\in(' 11, Hl, :: s a11 8, 10, I:! . 

58) :\\'i'm: 2n2 = 11 1 + 113 , 11~ = n 2 • 11~ Pic.; SP ohţinc ·12, 1G, 20, 21i. 
59) . .\Yem b = n..;... r, r = a-;- ::!1·, rl = a + :Jr; rnnllă ~istem11 l cir C'C'H nţii (o + r- 6)2 = (a - 2) 

(" +2r-7), [o T:!l'-712 = lll 1 r-6J (a -J- 3r-2) ; 'li' oh(ino (J =5, r =1 (proîresia 
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· ăt •lnt 1'11 a cest caz 5, 12, 19, 26, respectiT aritmetică şi progresia geometrică corespunz oare 0 

3, u, 12, ::!'1 l. 
I · · L ului· in acest caz, din pl'o!!resia aritmetică u. = :;, r = 1 este, Jc aserneuca, su uţ1e a s 1s e1u , . ~ . _ 

5 • - g bţ' · " O O 6 c·u·c însft nu este o progr•JSte geometrica (deş i 1..1 , s~ u 111e succcs1u11ea "' , , , „ . 
.; ' ' , I· - ·• ., IH'utJUti \ Îa :.!" Je la t:xcrc. ;;6 11u este aplicabilă, Jeoarece ipoteza a a „= llfl-1 . Uk-tt t - _., "', • 

60) 

Juuu a. pl'Upo.i:iţici uu se verifică l . . • • 
, • _, ţ' " t' t' i·~zultă imo:J iut că eaalitatea din e11u11ţ este ecluvalentu cu egah-j,'ut111u cu r ra 1a pru01't;~ t; , ..... o 

lalea ( t „k). (f {- l )IL „h) = f r•k, carti se demonstr„azd. priu inducţie completă, 
k = tJ 1<-U li=O 

într-aJe,:ăr, peutru IL = 1 avem {'1 - r + ,.21 (1 + „ + r2) = 1 + r• + r~; se presupune 
H ~tl 

n·, uotlnd '\' rh = :r.1 şi '\' (-1Jk r k = o:2, rezultă apoi egalitatea a~evărată pentru LJ LJ 
h- U 1< - 0 

deoarece, conform ipu leLci Je iuductie, 

Capitolul li (Şiruri ) 

I 
l) a) - - , O, ~, " " ..::.. . ~; b) 1,0, l ,O, ·l; 

1 
c) 1, - , 

:! 

3 
d) -1, 1,-, 

'.! 

5 -. 
:J I 

3 :; 
c) - , 2, - , - , 

:! !1 :! 

!I li 
., 1 -· ~'. 

-·--· 
·Jj. '•'1.0 

- ' -- '. _4'1.n' 
(j :! 4. :r-
- ----. 

!lU/ ·:!OU 
'.!11 I! J 

L) un = --- ; t:) u„ = -:; ; 2) a) un = 211 - 1; = ----- -----; 
n + :! w (:.!n - 1 ~ (:.! n + l ) 

l + 1 (n - 1)2 n.2 + 1 = _; _n __ ; f) an = (-1)n-l - --,-:-; ; ~) ll11 = --- • 
811 (li + 11 • li 

6 

e) an = 

) ) Ş. 1 • · 't ·'coai·ecc „,, e i' - I, O) !!"litru orice ne .\: '"' t.-uliwl al"'' d.ll·1·cuţ~ 3 a iru este ma1·g1111 , u u • 

n- +i = a
11

, se obţjnc; a - u = --
1
--- > U, duci 0 11 < a 11+1 pe11t1·u once n E .\· ; şirul 

__,, ll+ I ll 711 (11+1 ) 

1 l 1 T 
este deci crescător; b} lln = o:. - -- = ct.. --- ; deoarece 1 + - > 1 pentru orice ne J\, 

~ 1+.:1:. lt 

lt 

rezu ltă an e [O, o:] Jacă o::;;;. O, şi an e (o:, OJ dac:1 o:< O; ii11+1 - <L11 = 
(n + 1) (n + :!) 

deci ~irul esle crescăto r sau descrescător Jupă cum='· >.. O sau :t. <O ; c) Un E [ O, f] dacă CI.:;;;. O 

• [ c.c o] ducă o: ,;:- O· -irul este crescător sau de>crescător după cum :1. >.. O sau "- <; O. ş1 an E -;; , ~ , , 
i-' 

~ r n •I 3~ 
4) Fie e > O; an - - - • • I 

- _ - < ~ ~ n > :..=__:: · deci orica1·c ar fi e > O, p eutru toţi 
~ 3ta11 + 'l ) u~ 

.) ••,... I '.!I ·· d. · > - - "~ (ţi du<J.r 1•enlru acc~t ia ) a v c 111 I a 11 - -
3 

< e:; putem lua t errne1111 a71 1u ~u· cu 1t !}:;; 

~-3:;; 
ca fle cd mai mic număr natural carn depă~t:şte uumăl'ul 
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utl exemplu, pentru e: = 



r 
i - -, 

100 
putem lua n0 = 22, deci - · IOU 

( 

:! I I I 
e -· - ' . ·r . J ; J,) 

:3 lllll ~: 1110 

11.! 

1 I 
- - < ~ pe11t1·11 1..11 ·u·e lt E _\' ; 

:! I 
d aeft O ·• :""t' 1•IJţ1111 • 11 

de e:-.~rnplu, pentru z = -
1
-, putem lua 

1 UUO "e 
:,? tl - I 

;)11 

condiţiu 'a,1 < z de,·1"n e ( :.! )
11 < z <l · I" E - I" „ ~ -;-- -·, CC I li > .- - - • 

.J :! lu :! Igo 3 

2 t ) -+-
3 100 

~(I ·•­-.:.. t 

:?~- , 

:.! " 

al1111d a,, _ 

O pt•11t 1·u o r·it·e /1 E .Y, dt·t·i O I ) t li „ -+ : 1 "'" I, "i11-1 ~ l- l-111+1, p e1Jfr11 "l'll't' 11 .:; V• 
~i1·11I (•:-11· di\ L· 1·g·1· 1t1 ; l' ) di\ l' f '~' 1•11t ,· " ·' I I ' . . ' ., " " -+ ; t') 1 " ""r"l'tol; ÎJ d1n·t"'cu t· v·) a _„ U· lt) a -+ 1 
j ) fin-> I. o , e ' " ' tl ; 

6) al I + :.!" .> O oi ( l ' •) ' ) I , T - 1 e~te c rPscălor ltemăr~init (v. § ti, ur. 3, I ) ; deci (v. § 7
1 

nr. 3) r 

4'
1 = -- -- -+O ; Ul f'.'-'-'l')Jl ital C \ c 11l t1:1[ llt l 1 • 1· " d · 

1 211 • 1uu1; 11· 1111. c ler111c111, a\"cm "' + ;:i11 > O 

Ol'i('ctf' t' ;1 r fj J. t:: U l \. l'Oll;:.1·1•. irH•!!et lif:tl t' H B1· 1'1101dli ; I x r ~'' I c l' l'f'~C. J\f-'1 115 1'µ- ., dt•t_•i ''n -+ O; 

dt·ei, -+li: c „„ 
l't"t.lllt ii a,, -+ o; tl ) l anl-< Î 

Y. 

<- -+ li : "i a „ 
f) I "" I -:-- - ::...:.:; ..........._ __ -+ O; li 

g) ' "" < 
I 

- U; h) I «n I 
~ 'L 

10•11 

< V 
2

,: + 
1 

(v . cap. I. exerc. 12) ; d eci , d eoarece 

l I l 1 - - _ < -= , rc.1:111t5 ,' a,, I < · clar 
i/:!11 , I if„ • i/n' , / - - O. (v. § 6, nr. 3, II ~i § 7, nr. 3), d eci 

V ll 

:.! 

~11-:! 

-- > o ~i 
:! 

2 ') ( ') )11-2 3 
• .:. = 2 · .:.. ; nolinrl oc = - , 

3 3 2 
- .-

:! 

( ~)!-~ ) 2 es le CJ'CSc. llCn1ărg. ( <le r11onst1·aţ ie !) ; rei::~Jtă an+a ._.·. 

-+O. d1•,·i (v. ~ î, nr . 2) U11-+ O; j ) fif' k E .Y, /,- > 2:r. (ax. A 1·himt' tl c) ; pentru n > k se obţine 

· ~)· (--"'- • • • ..::_) < ock. --
1
- · se d emonslre<uii 

k k + 1 I! 2•>-h. , (-=-l 
lu11 (.(H. __;: cii 1ţirul l 

e:-. l e ci·e::;c. n,:n1~trg.; 1·ezultă a 1i+h. _.O, dt•ci (v. § 7, nr. 2) an. -.O. 

7) I a,1 _!I=_:_ . _ 1_ < _1 __ 0. 
3 3 2 11-1 2n-! 

3) Se aplil"i:i t f'o t·f'm ('h' :1~11pra operaţiilo 1· cu ~i rul'i conYet·"~ t ) 3 2 
· · ~ 11 e: a - ; b ) se sc1·ic a11 = cos 

-1 - :! ~ i se 
I oc - ---- · 

21i 1 1+-
' 

n 

ţin e Sf'a 111:1 de ex!' rc. G, e; se 

se obţine limita O; e) Un = ( ( 1 

/ l 
oJ,(in f' li111ita -2; c) -5; 

J J"):J + - · eo;2 ..:_ d'eoarcr;e 
n n 

d) se sc 1·ic a,1 = 

1 - o cos 
n 

(exe1•c. fi , <') 1·e.1:ultă cos ~--+ 1 '"(v. § 8, nr. 1, corolar), d eci cos2 .::_ _. I 
ll 

" 
(v. § 3, nr. 2); 9t) 

~282--

8) 
f f f + i 

--- ->-; 

j ('..'. J"H + l 5 

C) -:; ·, d) I '' 1. 1 cazu IX = „ eble uaua ; 
7 

·d acă ex> '.3 se Jă 1:.1." factu1· l.1 11u11a:11;"tl1i1· ~i la 11t1111ito1· ; .'flaeă x < ~ , c d;, lactur ~t•; Ol'icare 

ar fi a; E U, (3 E R, se o lJ \Î11 c l11Hi la - ; c ) ,„ d iscută calurile : U < a;< 1, a.= 1, 
::t., ~ ) 

• J 
~ > 1; li!r.Î tele corespu11tălua1·c 0111t O, - , I ; f, după c um O< ex< 1, oc = 1, oc > 1, se obţin, 

:! 

respecti v, l i1ui• e le -1, O, I; i,r) Ja"ii tl < ::t. :( I ~,111 ::t. > I , li 111 ila este U; dul'ii x -- I
. . 1 
1u11t a este - • 

2 

10) a) j; u) - 7; c) SC ful usc~tc <" ![•ilital~a 
J 

I 1t (11 ..!... J) . . . + :.! + ... T 1t = ------:;-- ; se ou~me l11mla 

1 

' 2 
d) avem : a11 

1t( 11 + I ) 
-------'--~ ~ 

2 ("~ + 1t (1t T 1) 
2 

3 
c) se ful o•c~te cg-alitatea P + :,:2 + ... + 

+ /l~ = 
iii n + I \ l:!n ..!... 1 \ 

tj 
SC uuţÎllC 

1 I 1 11 

li 1n ilu - ; .f, - ; g >e ><.:ne l.ln = - 'I\' h(h + 1 ·= 
:.i :! "ah . 

"" '-' ~ t (:!k - W = ~(t ('ii•~ -!,/, T 1))= 
lt li-l JI, "-1 

~ (~ i) a,i = - L..J -
ll l<-1 

n ) "2_4 E ,, = _!_ (n + 4 t 
113 ,,= l 

se obţine limita e tc. ; 

k.-l 

3oc2 + 3ix + 1 

3 

; deoarece a„ -+ I, rcwltă ~ -1 - O; se apli<.:ă apoi · corolarul 
b,1 b11 

90 "n Cln - Un 0 lln 1 1 
2 diu § 8, n1·. 2; - - - 1 = -• - = O, <leci - - 1 ; pentru Un = - ~i bn = - , 

bn bn b bn n n~ 

a vem Un - bn ~ O, bn -+ O ~i ~ = 11, deci ~irul(~) Cole tlive1·geut; p e u tru "n 
ba b„ 

1 
~-, 

IL~ 

'I 
= 

/I -;- 1 

12) a ) s„ obţiue On+t = (1 
a,l 

<l eo::ircce ~irul ( 1 + ~r este 1 )11 +- . 
ll 

crescător 
n + 1 

a-1'9 

liuiita e (v . § 7, nr. 8) rezu ltit 
( 

'I )n 
c[1 l + -;;- < e p entru orice n e .V (v. § 7, nr. 7); d eci 

a„+I <--e-, tle 11nde, pt· ntru 11 ~ 2 l'«znltii Un+i < 1, adieii a,i > a,1+1 şirul (u1i+il este 
a ,1 n ..L I o,1 

d ec i c1 uscresci'tlul' : şi 1 ·u l (u 11+i' ,_. :-.!•~ ţ-Î rni"u·gi11it (n„ · O pt•nt rn 111·. 11 ), deei este convergent; 
<l ct'Î ~i ~irnl (a 11) c:sl~ co1"'<'l'~l't1t ; t"ic ' ' - Jim 11 11 +1 = li1n 11 11 : t1·eci11 d la limită in egalitatea 

an+i =aa (l + ~r· n~l· uJ,ţi 1 H· u1 a = a·e · O, deci a=O; b ) se oi:Jţine an+i = :;· 

"' <J. • --- = an --- ; peutru n > ex -1 (ax. Arhimede), d eci ex ceptînd eventuitl un număr finit 
n + l tt-;-1 

de t ermeni, i·e.i:ullă 11 „ > a„+ 1 : e' iJen t <1-11 > O p entru or. n ; de ci (a n) es te descrescător (excep• 
t îud e,-eutu.11 uu uuui.;r fiuil Jc lcnul' lll ) ţ i margi111 l 1 d eci est e com ·c rgcnt ; n ullod li01 an = a, 
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la) 

S! obţine e ""<L · O = O; c) se demon~treaz:ll prm iuducţie completă că ~irul (a11) de numere et?ict 
pozitive este cr-escăt o!' ; an< lin+! pentru or. n; într-adevăr, pentru n = 1 avem a1 < a

2
; 

p:resupunîntl !ln <an+!• rei:ultă 2 +an < 2 +an+!• deci V2 +an< V 2 + a,-.+!• adică an+i < 
< tiţ1 ... 2 ; se arată. apoi că (an) este m:lrginil : intr-u<levilr ; a„ < '..! pentm or. n (demu!lstruţio prîu 
inducţie comp!.); 11uti!ll! Jim an = a, se uLţine a~ - a - :! = U; deoarece a11 > O rei:ultă a~ O, 

deci a = 2; t!) ee demonetreai: ii. ca la exel'C. c) că ~irul (a11) esle crescătur: rei:ultă a~.- a11 -

- c: < O pentru ur. 11, deci O< an<+ ( 1 + !/ 1 + 4oc) pentru or. n, deci (artl es te ruărginit; 

rezult~ a = + (1 + V 1 + h); e) evident a,,> O p 'eutru or. n ; ee demonst!'ea:ză prin iutlucţle 
completă Cd (a11) este erescător ; iutr-ade văr : a1 < a 2 ~ î (a11 < a11+1 *? a1i+1 < ct.n+2), ultim~ 

2 ~ 
fln+1 - lln 

:! 
implicaţie reLulliud dm ega!it11 tea an+2 - a11+1 = ; se demuustreazii apoî prin 

\nduep~ couq·kla d î. o„ < 1 peulru ur . 1t, J eei ţirul e~ te rnăr;;iuiL ; uotiw..I Jim a11 =a, 18 

ob\HW ti; -- ~!t + J. = o; J cvarece (/, < I re.Gultă a - 1 - v1=c;:. 
:,c an1lă cCt ~irul'ik (u.„I ~ · Iun' iud epliuo~u cuutliţiilo clin „teornrna deşlelui" (v. § '!, nr. 7); 
i11lr-uJe,a1, ,c J•; wo11,Lt·e":tii p1·ilJ iuJu ~ l, Îc: c:onq.•lută; l u a0 ...:: a 1 -.::;: „ . .....:. ll 1t < .„ < bn < „. 

11 1ai inlii ,.;, •!0 < a 1 -: b, <. b0 ~ i apui c:i daca a„_1 -.::: a"-.::: b„ < b„_1 atunci a11 .....:. a.,,.+1 < blt+l < 
< b11 • : 1·uz1dtC1 Ji11i a,i ~- li111 Uw 

fu e.'-t.:rc. I 11 ~i. i 11 l'X.•..: JTiţiik \:ttrt.: un1tt.: ~~i::U ~·.:\a vb!-Se1·,-u că daci:& lu lcnueuul ge ueral rrn, iuLc1·vin 

l'J.dicali de Vl'lli11 !''''. Je rcll'lllil v,,;l;~_; , aluuc·i ''"f'ept.ind e\'lJHluaJ Ull UUJlllll' !'iuit ·1io numer<i 
11<1lurnle 11 , "'.""' ţ> ( ll :;;;,. U 1.d11d ,~ , tu uazul - · inu-;·alilale strictă) . Oacă an= (y (n /)';(n), o ob· 
~cr -·t \i1; aHalua:;ă t1·ul1uic l'J1: ulă cu p„j, in: la Laza '? (11). 

:! -- -i·--
n 11' 

7 
li1ui la este -

:ol 
b) O; c) - I ; d ) t. 

2 
15) a , ::Ot: inmul! c;lc şt :;c irnpul'lc cu eonjug"ala; se oL~iuc un= 

V n2 + l + V n2 - 'l 

2 

l 1 
-+O ; b ) 'I ;.:) -> O; d) O; ll1i = 

1/ ~-= L .!_ v-~i I •l I •l u- n-

c) fJ VS~ i f,; j ~C ol.J,;cr\'ă mai intii că oricare ar fi fJ E _\' ~i llUlllCl'CJe l'eale Clt> a.2, •. „ G!.!!IJi 

· · { + · ·1( ' - ·1 ( · · l' o· t -.... ( ) 1· · 
1 ~ a~cm n .:t.i. n ·,- v. :i .•. ll 1 - :J.'.!.J.h ~ p cu ru n-:;:::. HJi-tX .:tp :ic2 , ••• , :1.~p ; H.u1la c~le - L..t o.n. 
//t 1 

3r-1-- _ '1. 

16) ::\otînd bn = I/ -:·- 1- 1. - ~ se oLtinc an= nbni a \Cm: b,, ::i::O (ex cc rJLind eventual 
\' ll,;j n I 

un număr finit de indici ) ş i b11 --> - 1 - i.; dacă i. =f= - 1 al unei 7irul (un) cs l t: di \•crgent 

ti.coarecc, in caz contrar, ~irn I (~) ai· fi convergent, ceea ce es te exclus, de oa.rece an = 11; 
1,,, bn 

rezultă că pentr u a a vea Jim a„ = U este necesar ca /, = - 1. 

St ob~iM apoi an 

lî} a) _!_ ; h) 1 ; c) 
1 

s 3 

-- (i.3 + J j n~ - :3i."n2 - 31.µ.2i1 + 1 -- ;;.3 

lV (1 - n~), + (i.n + 11) Vl - n~ + (i.n -:- p.)2 

1 
d) O; e) - - ; f) - 3111 2. 

6 
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18) a) an = n~ (2 _ .!_ + ~) ~ oo ; b) - oo; c) - CQ; d) oo; e) 
n n-

2 
-- -it 

. 7 
oo ; f) - co ; g) - - f 

6 

h ) u11 = n;; (1 - 711 5 + 9n3-n - n-") -.. - oo ; 

i) cazul oo - oo; u11 = n (V ,:a - 2 + 1) -+ - oo; ~e observă că dacă roluăm exerc. 15, a 

de mai sus, scoaterea în factor a lui n nu pennitc calculul limitei, deoarece se ajunge la cazul 

exceptat; oo. O; j) - oo; /;) O; l) O; m} oo; n) O; {J) O; q} oo. 

19) l<'ie (a, + oo) o vecină la le oarecare a lui + oo; alunei {1t - et:, + oo) este, de asemenea, O 
vecinătate a lui + oo; dcoarc<.:e bn -+ + oo, rezultă bn E (a - Cl , + oo), adică bn > a-: o:, 
exceptîud eventual un număr finit de ter111cni; rezullă an + bn > r:t. + a - o: = a, adică 
a + b E (a + co) exccptînd eventual un număr fiuit de termeni; rezultă lin + bn _. + co 

1l n , ' r . d 
(se observă că propoziţia rămîne adevărată ~i îu cazul cind <tn < r1. pentru un număr mit e 
termeni); dacă Yn - + 00 atunci există(/. cu Yn :;;;.. o: pentru orice n; dacă (Ynl este couvergent, 
atunci este mărginit ; deci, ele asemenea, există C/. astfel îucit Yn ~ o: peutru or. rt. 

20) 1° Se demonstrează mai întîi că o: b
11 

_. +oo; într-adevăr, fie (a, +co) o vecinătate oarecare 

a lui + co; deoarece bn _. +co, rezultă bn > !!:.. , deci <:/. bn > a, exceptînd eventual un număl 
(/. 

finit de termeni; tleci i:r. bn E (a, + oo) , exceplintl eventual un număr finit de termeni, dccl 

Cl b„ _. + ro; apoi, deoarece anbn '.>- i:r. b11 şi Cl bn-+ + oo, re~ullă (v. § 10, nr. 'l) anb11-+ + 00
; în 

· · • · ( ) 1· · • L ,· •t · ·t· ·· (eventual limita + oo) , sînt parl1culal' cons1dcrmtl un Şll' a care arc 11n1La s 11c puzi tva 
. . .. ' .. n . . . . ,. ' . . „ . O •• oo. co = · co; 20 fie 
J u~Llhcule cunvenţHle a · oo = oo, on<.:are a1 r1 uumu1 ul 1 cal a > , Y

1 

(a, b) o vecinătate oarecare a lui O, a < O < b; priu ipoLeză există ac:> O astfel încît l an I < cc 

aveln br• > !:. > O, cxcei1 tind eventual un număr fiuit de 
pentru orice n; deoarece Un - + co, , 

b 

număr finit de 
termeni ; rc:wltft O< I an I = I a I i_ < a.·.!!.._ = b, exceptlnd eventual un 

b11 bn CI. 

ter1ne11i; t'CZU a - -+ , CCJ . \j , . v - ' \' lt-1unl O el · (v ~ ~, i11· "·) a,1 __,,o·demons tra•ieanalogi'.t in eazulbn_.-co; 
b

11 
li„ 

• · • ] ( ) - · · "t el ·c· orica1·e ar fi •irul bn-+ +co în parLicufar, dacii un-+ a E R, alunei şiru an este ma1gm1 , c i ..-

a 0 · ci O oricare 
) an 0 · ·r· - tl' l · ·u•iile - s,1 ~ = • (sau bn .... - co a veill - . se JUStl ICU as e CUlHC y -- -

b„ ' +co -co 

ar fi a E R. 

21) '1° Fie e: > O ~i e: ' =a• ; d uoa reee J:n __,, + oo, existi:i n' E .V astfel încl t tlacă n > n', alunel 
· . c t ar. . deci pcn tru 

x" > :::', adică ·•n > a" ; d eutu·ece a > 'l, funcţia loga.V es le s Lnct ere. ca 0 
"• _ • 

• • ~ . _i_ ( • • I O < a < -J se trateaza in 
11:;;;.. n' = 11, a\·cm Joga.l'n > log"1i· = ::; r ezulta lug"x 11 ___. , co C<lZll 

' > O rezullă ' ' b ' 1 CX ) ''0 d "UUl'eCe X -+ IJ X11 > uwd analog, lt.1ind e: = a-·; sc o ţ111t: ; uguxn --> - " • - e 1t ' • 

se obţinea 1 _.. + oo, deci , coufurm rezulliitului au teri or: 
Yn 

i:; ln IJ ' 

22) t° Fie (a, +co), a> O, o vecinătate a lui + oo: deoarece ba_.+ co, rezultă b11 > ln<X 
1 

cxceptîud eventual un 
> ln a, adică a.b" > a, 
:!0 deoarece a11 -+ + oo , 

număr fiuil de l ermcni; d eoarece IX > 1 avem ln <X> O, de~i bn ln <:r. > 
exceplînt! eventual un număr finit ~e termeni; i·ezultă ~ n -": 

1
c:;>'. 

rezultă lu au-++ co (v. exerc. '.! l), tle..:1 bn lnaa-+ + oo (v. cxerc. - • ), 
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23) 

avem & !op~n __ .bnlo an 
ann = e ~ -+ + oo (v. 1° la acest exerc.); 

d b I -/, 1" a 1 · eoa rcce - 11 n an -+ + oo, rezullă e n n .... + 00, dl'ci a~•l .... __ = o. 
+ 00 

Se ştie că Şil"UI (1 + ~ri este CJ"(:scălor; anume .lacr1 11 1 ~i 11 2 si nt 11ume r·e natm·ale ş i n 1 < 

< n 2, atunci (1 + 2-)111 < (1 + _!__)
112

; se ~tic, <l e asemenea, că (1 + 2-J" < e pcn l r·u orice 
n1 11 2 n 

\' r· ( I " n E • ; 1lJ c > O; <leoaI"ecc 1 + -J -+ e, cxi, 1ă 11' E .Y, astfd încit <lacr1 tt::;;;,, n' atunci 
li ~ 

ie -(t + ;r I =e- (1 + -~r < ~; Îll par·licularc - (t + ~r, < !'.; fie ,.„.,, un ~ir 
d e rru1ncre ir a t urale, Xn -+ + oo. Deu'll'l'Ce .1'11 + oo, există n " E .Y as l l'el incit da că n:;;;:,. n~ 

&tUUCi .l:n > n'; d eci pentru /l:;;;:,. 11" = 11 0, il\'C lll ( [ + ;, rl < ( [ 1 ) " + - ", de unde rezultă 
Xn 

ie-(t ·+ .~r"l=e-(1 l ) "" ( I ·'· + -:- < s; deci 1 + _ ) n 
. t:H ,('ll 

-+ e; fie (:i:n) un ~ir de numere 

reale o~ r·ccarc, .r" -+ + oo, p11ll'rn 111·,-,uJHlrre .r,1 ~ I; fi e !J„ 11unriirul 1wlural cat'C \·crifiră • 

iucgalitiiţilo y,1 <: .r,1 < y„ + 1 ; 1111li11d 11 11 ~ ( l t- I ) Y ( I Y +1 
--.- "ţi b11 ~ 1 + - J" , 
!J,1 T J 'J11 

rec uită ill'"e'•dit ă t. iii! a,, ~ (1 I 1 ).~„ l "- ·- -- "-- 'ni 
Xn 

\i11iuJ sca111<1 d e pr1111a parte a fll'VJ)OLi~iei, 

rcLultă '• 

lln - (1 + --1- )11''+ . • (1 + - 1- )-l ...... c. 1 - 6 

Yn + 1 Y11 + 1 

re1:11ltă, + .!..)11
'1 • ( 1 + ~)-+ c·l - c; deoarece U o< (1 + ~)"'" -u K" b -u y I/ y I! ""'-' J; IL ""'-.• li !l 

ll 

aplici ud critl'l'iul majoriu·ii, ( 1 + _l_ f '1 
- a„ -+o, cfol'i ( 1 + ~- r··""' 

[( 

1 )X .Cil • Xn 
-= l + ~ n - a,,] + lin__. e. 

( ~r + 1 
24) a) an-= -+ +oe; 

1 + .!.. 
Im oc / 1; !"•'.mită 

2n 

• = 1 + ;3, ~>O; ocn = (1 + ;3)1t = 1 + n;3 + ll(n - 11 ;32 + .„ + ;311 > ± .=-__!..!. ~i; 1lecl 
2 2 

« 11 li -- 1 
-;-: > ~ 132-+ + oo, deci (,-. § 10, ur. 1) <ln-+ + ro; 1lacă O < CI.< 1, alunei a „ -+ O; 

1 
dl a11 = - ; se folv~ c~lc reLull<ttul Je la pd. 

r;.ll 

1 
c) <lac,1 ::t. > 1 atuHci u.,, -+ - - O; dacă O< 

00 

n 

ocll lY.n 
at u1,1ci - >O şi - -+O, deci (v. § 10, ur. 3) Qn .... + oo; 

11 li 

~286-

1 :!'' --+ -
li n 

c) cJ,i = --- , deci 
2._ _ 1 
11 

1 
[v. pot. c))1 1Jn-+ - OOj f) dacă ex.> 1, atunci 0 < - < 1 

cx.n 
şi Jani = an < ---- -

a; • a;2 „. a;n a; 

n(n-1) 

or.n n(n-1) 
c= ---- = (I. - ----z-

n (n + 1) 

2 

--a-
=(;) - O, deci an-+ O; dacă or.= 1, a~unci an= :n 70; 

dacă O< oc < 1, atuuci ja11l = an < o-.'1 -+ O, deci u 11 -+ O; iu co1icluLic: « 11 -.O, oricare ar fi oc> 8't 

g) dacă oc = O, atunci a11 = 1 pentru or. 11, deci a11 -+ 1; 

_.O şi .c11 > O, respectiv .c11 < O peull"U or. n, Jupă c um ::t. > 

( ( 

a.n ) ·~~~ ) - -fi · ;,:: 1 - ~ 
nr. 5); Un= '1 + -.-, - -+ e ; lt) 

. w + 1 

peutru n:;;;:,. :J; a „+2 .... /e'i, <lcei u 11 -~ V&. 

Capitolul III (Limite de funeţii) 

fit: oc =I= O; a vtini x
11 

= __ oc_n_ -i. 
„y. + ~ 

U, re$pe..:tiv a.< U, l'tlLultă (v. S '10, 

r-n + 'I . Vn + ·1 - . .... o ~1 ..;.-- > o, 
:.:Vn-:> 2Vn-a 

1) a) Uricare ar fi ~irul de puncte .r11 E // '--. {-~}· x,1 =f=311 Xn-+3, a,·cm 
1 1 ___ _.., _ „ 

2.r„ + 1 7 ' 
b) auJlug cu exerciţiul a/ ; c) unea re a1· (1 :;ir·ul de puuetc x 11 1= " "-l i}, .i;.,1 -+ l, a\elll (x11- 1 ) ~ -+0 

I 5 
2 +-+-

Xn x:! 
------'-" -

'' ·I 3-.::... +-
a.·n .x,~ 

( 2 0 
- 8 O J . 3.rn + 5 tl ) 2x~, + x 11 + 5 'i .i:11- l ) > ; 3.c„ + .J -+ > ; ec1 - - -- -+ + oo; 

(J.'11 - L) 2 a.r,~ - 2x11 + 1 

2 -+ - ; e), f), g), h); aualvg cu d). 
3 

2) Do cxe111plu, pentru f, (x) -""" oi n .c. cv118i<lcd11J ~irul (x,t) cu Xn = 1t1t, evident .c11 -+ + oo şi 

' ('•n + 'l )" + 
({

1
(x

1
i}); O, O, .„, O, ••• X.1t-+ O; pcutru .c„ = 

2 
-+ oo avem (/'1 fx;,)): 1, '1, .„, 1, 

• .• _. 1; se poate observa, dealt fe l, că cxi;,tă ~iruri y,1 .... + oo, <le exemplu, Yn. = ll1t ; astfel 
:l 

iudt ~irul (f tfYn)) nu are limită. 
2x 2x 1 

3) u) f (-7 -0) = - oo, f (- 7 + O)"- + oo; !J) --- = --· -- · dacă x < -1, 
x~- 1 x-1 x+1' 

· 2.c O b · O { ( atu11c1 -- > etc.; se o ţ111e: {(- 1 - ) = - oo; -1 +O) = + oo; ((1 -0) = - oo, 
x-1 

((1 + O) = + oo; c) {(2 - O) = - oo, {(2 +O) = + oo; {(3 - O) = {(3 + Ol = + oo, deci f 
arc limita + oo în x = 3; d ) f (O - O) =O, { (O + O) = + oo; c) ((8 -Ol = 1, {(8 - +Ol = O. 
f ) <leoarnce (x<e) -=-9 (ln x«l), rezu ltă f (c-0) = -oo; aualog: f (e + O) = +oo; g) f' (0-0)~ 

I ( I ) ..!. -= - - , f (O + O) =O; apui: (O < x < 1) ---=;- - > L =-(ex > e) e tc. se olJţiuo: {(1-
e x 

-0)-=+co. f (l + O) =-oo; !t) (u ..;:x< I) =-(tgx< 1) etc.; r(~-o)~o. 

t(f +o)=+ oo; i) [J i~cuţie duvă a.: <laca oc> l, atuuei a.+ si~ ~~<.t.-1 >O; <l1te4-

<.t.- l 
1Ju ~ O; şi .i:11 -+0, atuuci f(.p11) > --- _,, + oo, tli:ci f(JJi1)-+ + ~: i11-r <l11-că .{11 ~O, ol-n"lllJO, 

X,. 
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• - 1 
1tuiwf ff-aJn) <. -- „ - ee, decl ff:i;,1).,. - oo; deci f (O +O) = + oo, {(O - O) = - co; 

Xn 

dacă ex....: -1 rezultă îu mod analog ((O + O) = - co, { (O - O) ~ + oo; dacă lcxl < 1 funcţia 
nu are limite lateralo în X= O; să arătăm, de exemplu, că r llU arc limită la dreapta 
in x = O; într-adevăr pentru orice or; E [-1, 1) există un şir x 11 - O, x > O astfel încît 

11 + sin _!_ = O pentru orice n, deci {(x11) -+ O; in accla~i Li mp însă; dacă or; = ± 1, atunci, 
Xn 

luiud J:~ - _!_, rezultă f(x;,l - ± ~-+ ± oo, iar dacă - 1 ...:: a.< 1, alunei luiod w e 
n7' x„ 

( . I r.) . . 1 
I - f- . 1 + . O t1 . f ( • ) e: arc~rn lcx , -- ~1 x„ '""" , rc;-;u La a. • s1u --; "-- Cf. st11 (~ > , ec1 x

11 
-+ + oo; 

~ <>l + 2n;; ·"11 

ee arată îu mut.I aualug că în cazul Ier.I< 1, f nu arn uici li111itii la s tinga iu x = O. 

J-f·V9 + 3a . 3-V!J + :Ja _ . - 3a
11 4) ( 1(a) - , f~(a) "-" ; tlaoa a„-+0, aLunc1 f~(a11) -' „ 

a a Uii(3+V9 + 3a,i} 

.,. - ~; deci li111 {?_ (a) = - ~- ; fie acum a,~> O, a11 -+O ; so oL ~ius (i(a11) = (3 + V9 + 3u
11

)3 
- a-+O 

, ..!_-+ 6 • (+ oo) --'" + oe; deci ( i(O + O - + oo ; 80 obiiuu iu mod aualog (
1
(0 -0) = - oo; 

a„ 

1 - . I . . •. I J I 80 obolJî\"ă Ca - :- <'~ le r,.w:tcrna UCU.t\ltll u C g r.J• U care ~c ol!\iirn peulru a=O iu ecuaţia 

d.itu , de~i;;ur uu arc ~elib sâ 11c coH~iden.; -I ro bJU - c.c ca „riulăcini'' ale ace~ tei ecuatiî. 

{ 
1 dJt.:a .c t... L L :.:) 

5) .i) Din Jelrn1~id lum.\i~i l.cJ iewlt.J . l cJ - ., .. „ „ , dt>u f f:!. -0) = 1, (('.!. + U) = !.!; 
- d.tcJ .c L L~. ·'1 

( I p ~ 
b) f (-.! -01 "-=-:l, ((-;! + O)~-!.!, i:) f/'.!-01- ltnt -=.---~ ~ + oo; {('.!. + U) = 

,\,;i!.! .L"' -J 

I-·- l\ ~ •·J = !nu - „--, - -= + oo; deci f Hl'l:l linul a + oo iu .i, - ;! , 
.~ ... ~ .i- - J 

6) .J), L), c), J ); toate limiLule sint egale cu O; se utilizează inogalităţile : lsiu .:<.I< I, Icos a.I < 1 

~; 1~1 <;: jl.;; 0:1 (pcutru - ~ < a. < 5..); e) dacă x > O alunei 2.i;~ + x + ::; > 2.i;2 > x~, tl t:ci • 2 ~ 

limita căutată este + oo; I) dacă x < -1 atunci .'1-.:i + x + 1 < xJ; limita cs Lc - co; 

. I Q . X + 3 1 1· . } . ") uacă x > atunci > ---- ; rn11La este + oo; li .i; + ~rn .i:),. x - I ; limita 
" (2x-1)~ (2x-W 

~ q ~ ' ) 
este + oo; i) deoarece cos 2x < l, rczultJ. -cos ~.i;:;;;,. - I , deci ~ -cu:i ;!.i; ),. 1 . - ~ _ 

:!.i,~ + I 'l..c~ + 1 
:iJ - ",x'.! - 3 x~; - 2..c~ - ;; 

- 1 - , - ; deoarece orica1·e ar ri ~irul X 1 - + o:> a' cm -~ -1- co, 
2.t'l + I . I ' :!. .t·,~ _J_ I 

re.zultii că limita cău tată c~ te +ex:; j ) deoarece bin x:;;,. - J , 1·c.:uil'1, prc:;upuniuJ .1, > t, 
{!.! +sin x) 111 x),. (:!. - l } ln .~ = ln .r: deci, <l l'o.i1·ccc Jim lu .c - +ev, 1·c.rnltii cil liruit a ciiulată 

este + oo. 

1 ~; ;;~ ' ' l ( " ) 125 r;a v·-z '/)a) 16; b) 54e~ -4; c) - -
3

; d) -,- 1"· .:1 ; e) ,. -.._, - 1 ; f) - + 7. 
' ~ - 128 

8) a) oo; L) - oo; c) oo; .J.) - co. 

(
"1 n 

') a) V 3; L) f6) ; c) oo; cl) oo; e} eu ; f) J -1 ;[g) ; ; h) ~ ; i) o:i; l} O; k) O; 1) O; w} co ; n) O. 
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1 
10) a) - oo; b) - co; c) - oo; d) co; e) - - ; f) - 6 ; g) O; h) - co; i) co; j) - oo; k) deoarece-

5 

Vr +1 putem presupune x > O, rezultă ----
x + 1 1 1+-

limita este 1; 

x 

lx11J 1 +!... x2 
I) pentru x < O; ---'-----

x ( 1 +~) 1 1+-
limita este -1; m) -1; n) pentru x <O;. 

x 

Iv 
1 3

{ 1 
lxl 1 + -;z + x v 27 - ;3" 

lxl V 1 - ~2 - x 

2:i; - 3 2x - 3 1 limita este - oo; b) oo; c) se dă x2 facto!" 
11) a} Se scrie {x + t )4 (x + 3) = -;+3 • (x + 1)4 ; 

n xn-1-n(x-1) 
la numărător si fa numitor; limita este -1; d) -8; e) 6; f) -1; g) - ; h) ( 

1
)
2 

:s. 
· m x-

xn-1+ ... +x+1-n (xn·l-1) + ... + (x-1) . . n(n-1) ...:._ __ __;:......:--'----'--~ ; luruta este • 
x- 1 x-1 2 

v-x + ~-;; - 2 (V"X)3 + (V "X)2 -2 
12) pentru x > O: x-

1 
= --(Vx)6 _1 

(V"X)2 + 2 v-x + 2 

w :X)6 + ... + v-x + 1 
limita-

~ 1 
este ~. b) ţi~_ ; c) se amplifică fracţia cu conjugata numărătorului; limita este -

2 
; 

6 ' n 2on-1 

d) _!_ ; e) _!__ ; f) se amplifică fracţia cu produsul dintre conjugata numărătorului şi conjugata 
2 2 

numitorului; limita este 1; g) -1; h) _!__; i) _!__ ; j) O. 
3 5 

13) Este evidentă condiţia necesară t. > O, deoarece dacă t. <O limita este + coi amplificîn& • 
. . x2(t _ 1,;i.2) - x(1 + t.2) • <l" .. 

1 1 
, ,2 I\. 

cu conjugata se obţine: V (V - -- V i) , dintre con 1ţ11 e - "'" =" 
4x + 1 4x -1 + I. 4 x+ 

1 5 
şi ). > O rezultă t. = - ; în acest caz, limita este - -. 

2 16 

14) Se scrie: {(x) = V9x4 -24.x3 + 6x2 + 5- (rxxP + [3x + y) = x2 (V 9 - ~· + !
2 
+ !-

- :i;P-2(o: + _ [3_ + l)): dacă p=:f::.2 sau dacă p = 2 şi cx=:f::.3, atunci lim lf!x)I =co; 
:rP·l xP x .... oo 

rezultă deci condiţiile necesare p = 2, a = 3; înlocuind, amplificînd cu conjugata şi ţinînd 

seama de condiţia din enunţ, rezultă : ~ = - 4, y = - 4. 

15) 1° Se observă că dacă există j(1 ~ j ~ m), astfel incit CXj < O, atun?i d~meniul de def. a~ 
lui i este 0 sau un interval mărginit; dacă CXj =O şi f3J > O pentru orice J = 1, 2, ... , m, ŞI 

[3j >O pentru cel puţin un j, ş i presupunînd în plus f31 = O => Yt .> O'. atunci f este. def. pe 
o semidreaptă de forma (a, + oo}; dacă CXj = O şi [3; ~ O pentru orice J ~ 1, 2, ... , m ŞI [3j < .o 
pentru cel puţin un j, şi presupunînd în plus: f31 = O => Yt > O, atunci feste def. pe o sen_u· 
dre;iptă de forma {-co, a); dacă ex; = [3j = O şi Yj >O pentru orice j = 1, 2, ... , m, at~nc1 f 
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este def. pe R etc.; 2° Se observă că f poate avea limită finită la + oo doar dacă 'Xj ~o 

peni ru orice j = 1, 2, .. „ m şi «j > O pentru cel puţin un i presupunînd în plus: 'X/ = O -

- f3i :;;;i, O şi (o:I = 131 = O) =l> (Yj ~O); anume, scriind f(x) = x (f V' «Jt + f31i + Y1t -
k = 1 X X3 

- A - -'=-) rezultă că dacă A =f= B li «1r., atunci Jim I f(x) I = oo; dacă însă A = B li~. 
X X~« 

rezullă: 

-1.1., rlC'ci: l im f(x)=.!.B f3k _ -µ; condiţia din problemă este. deci îndeplinită, dacă 
x-+oo 2 li <Xk, 

'A = B ;"'-,; şi µ = ~ B f3k • 
2 li "'1t 

112 '· 2112 2 . 1 5 . . y2 16) a) oo; b) O; c) O; d) se observă că -- • - = -- < --'- < 1, hm1ta este oo; e) -3 i 
2r. 7t r. 

f) 1; !!) oo; h) O. 

17) a) Notînd 2x - 1 = y, rezultă că dacă x - ~. (şi x =f= +) , alunei y -+ O (şi y =f= O); aplicînd 

s in12x -1) 1 . siny 1 
teorema de trecere la limită în funcţii compuse, rezulli\: Jim - - -- = - hm -- = - : 

1 10 X - 5 5 y-f' '!J 5 
x-+ 2 

1 
b) se amplifică cu I. . 7 ) oc 1m1ta este - ; c 

3 (3 
d) -=- . 

(3 ' X 

2 sin2 ~ 
sin o:x • 2 1 . 

) 
. sin ot.1: sm a:.r, 

e sr scrie -- = - - --
(3:1:2 (3 X 

0(2 
limitn este - ; 

f3 

1 - COS X 2 , . 1 
f) ---- = ; hm1ta este - • 

~ ~ 2 ' 

<'OS 3x - COS X 
g) 

x2 

sin .r, 
limita cu 

COS X 

X 

- 2 sin 2x sin x 

x2 
limita es lc -l1; 

este • 2· j) se scrie 
1 - CM3 .r, 

x sin 2.i; 

132-'.X.2 
h) 

2 
i) se înlocnic~te tg x 

(1 - cos x) (1 + cos .r, + cos2 x) 

x sin 2.-.: 

1 - COS X X 9 3 1 
= -- - - • --- • (1 + cos x + cos- x); limita este - • k) - - ; 1) 1; m) după amplifi-

x2 sin 2x 1, ' 4 

care cu conjugata numără! orului 

se amplifică apoi fracţia a doua 

1 
se obţine 

li l + x sin x + li cos 2x 

x sin .r -1- 2 sin2 x 

t g2 X 

2 

1 
cu x2 ; 

• 1 132 - G<2 
limita este 6; n) - - ; p) --- ; q) se notează 

3 2m 

sin - - - -sm -
2 2 2 

:t . 3. 
cos - - s in - (

r: X) . ,r, 

2 2 m 
(- 1)m-n - ; r) limita este .a: - 7t = y: 

COS X n COS X 

2 cos~ sin r.::. - _::_) sin(~ - .::_) 
t, , l1 2 t, 2 li? 1 

c: - -----'-----'-- = 112 ---------'---- = --~ • ------

sin ( ~ - x) 2 sin ( ~ - f) cos t z - f ) 2 
cos ( : - ; ) 
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112 /2 cos x-1 
limita este · s) V 2 ' 1-tg2x 

cos2 x 

( 2 COS X+ 1 

1 
; limita este 

4 

2 cos2 x -1 cos2 x cos 2x 

cos2x(ll 2 cosx+1) 2 ' 2 
cos x-sm x(ll2:cosx+i) 

cos2 x 

18) a) Notînd arcsin (1 - 2x) = y, rezultă că dacă x - ~ (şi x =f:. î) atunci y - O (şi y=f:.O); 

li ' t - - li - 1 y 1 b) A d • 7t m1 a cautata este m . - -· - = - - ; not1n arcs1n x - - = y, 
11-.o 2 - sin y sin y 2 2 

rezultă că 

1
. -1 y2 

dacă x ~ 1 (x < 1), alunei y - O (y < O); limita este im--. -...:----= + oo~ 
y,i'O y 2 sin2 JL 

2 

e) dacă cp = O, limita este, evident , 1; fie ~ =f= O; se observă: sin cp = 2 cos .!. sin .!. = 
2 2 

= 22 cos .!. cos .!. sin.!. · prin inducţie 
2 22 22 • 

completă rezultă sin cp = 2n cos .!. „. cos ..!.. sin..!.. ;. 
2 2n 2n 

deci cos cp .„ cos _!.... = 
2 2n 

deci Jim sin cp Xn 

n cp sin Xn 

<XX + ln (e-a.x + 1) 

(3x + ln (e -;Jx + 1) 

..!.. 
sin cp = sin ~ 2n 

2n siu ..!.. cp sin ~ 
2n 2n 

= sin cp ; d) 
cp 

ln (e -2 x + 1) 
'X + 

se scrie 

notînd Xn = ..!.. 1·ezultă Xn -+ O, 
2n 

ln (1 + e=) 

ln (1 + ef'X) 

Jn ea.x (e-a.x + 1) 

Jn eflx (e-llx + 1) 

X 

(3 + Jn (e-Bx + 'l ) 

X 

(pentru x =f= O); dar: Jim ln (e· CXX + 1) 
X-+Oo 

=Jim ln y =O; Ia fel se arată că Jim ln (e-13X + 1) =O; limita căutată es1e ~; ca exerciţiu 
~l ~~ (3 

suplimentar se poate examin a problema limitei la + oo a funcţiei propuse înlăturind 

rrs lricţia « > O, (3 > O (de exemplu, dacă « < O ş i [3 :;;;i, O limita este O etc.) . 

19) a ) ( x + 
1)x = (1 + x + 

1 - 1)x = (1 + -
2- )x etc.; limita este e2 ; b) e; c) e3 ; d) e; 

x-1 x-1 x-1 
(l (l 

e) lle; f) e Ve; g) 1; h) e-1 ; i) li111 ( cos ~)x = Jim (cos y) V = Jim (1 + (cos y -1))11 etc.; 
l.'_,.. Oo X ~O y--0 

limita cău tată este 1; j ) se procc·d cază ca la cxel'ciţiul an terior; limi ta este ea.ll. 

20) a) Notînd e2x - 1 = y, r ezultft că dacă x ~O (şi x =f:. O), atunci y ~O (şi y =f= O); aplicînd 
e2X - 1 

de două ori teorema de trecere la limilă în funcţii compuse, sc obţine: Jim ----= 
x-+0 3x 

2 
11
.m y ___ 2 • ____ 1___ 2 2 e.i.2 - cos x 

= - . --- = - 1 b) se seric 
3 11_,.o ln (1 + y) 3 ..!_ 3 lim l11 z 3 

Jim ln (I+ y)Y 
y->0 

ex2 - 1 1 - cos x 1 
= --- + · al doilea termen al sumei are în x = O limita - ,· pentru ca lculul limi-

x2 :i,.2 ' 2 

tei primului termen se notează ex2 - 1 = y şi se procedează în continuare ca în exerciţiul ante-

rior, obţinind limila 1; limita căutată este deci 1 + ~ = ~. 
2 2 
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Capitolul IV (Funcţii continue) 

Ji m {x2 - tin x) 
. x2-sin x 

.1) a) Pentru oricare x0 =/= - 1 avem: hm 
X--+Xo X + 1 

•.. = f{x0); funcţia 
Jim (x + 1) 

x-1·0 

este continuă pe R"" {-1)}; b) funcţia este continuă pe R"-{ ~ } ; c) funcţia este continuă pe 

R""{O}; d) funcţia este continuă pe [(-oo, - : ) U ( f, + oo )] ""{(2k + 1) ~ (k E Z i}. 

2) a\ Pentru x e [O, 5), x =/= 2 continuitatea rezultă imediat; în x = 2 funcţia este, de asemenea 
continuă deoa!'cce f(2 - O) = ((2 +O) = ((2) = l1; b) funcţia es te continuă pe R; Jim f(x) = 

x-+O 

= fim e-1/x2 = O = ((O); c} funcţia este continuă pe LO, + oo)"" {1}; f(1- O) =3 şi ((1 +O)= 1; 
x-..o 

d ) funcţia este continuă pe [- 2, + oo) "-{2}; {(2 - O) = f'('l. + O) = 9 =/= ((2) = 1; e) funcţia 
este continuă pe fl"-{-1 }; Jim f'(x) = + oo; f) funcţia este .:ontinuă pe R""{O}; {(O -0) = -1, 

X-+0 

f (O +O) = 1 . 
.3) a) Oric:ire ar fi rxeR, funcţia este evident continuă în orice punct xe[O, 2)""{1}; ( (1-0) = 2, 

{(1 + O) = 31X + 3, ((1) = 2; 1·ezuJtă că r este continuă şi în X = 1 . dacă şi numai dacă 

IX = - .!._ ; b} ((2 - O) = {(2 + O) = 4; deci dacă IX = 4 funcţia este continuă pe R, iar dacă 
3 

rx =f= t• funcţia este continuă pe R"-{2}; c} funcţia este continuă pe R""{1} ; ((1 - O) = 1, 
{ (1 +O} = O, deci oricare ar fi rx funcţia este Jiscontinuă în x = 1; d) {(O - O) = 1, 
f(O + O) = rx, ((O) = rx; rezultă că dacă rx = 1 funcţia este continuă pe R, iar dacă rx =/= ·1 

funcţia este continuă pe R""{O}; e) funcţia este evident eo11Linuii pe {- i, ~}""{O}; f(O} =o: 

şi lim ((x) =V 2, deci funcţia es te continuă şi în x =O dacă şi numai dacă IX = j/2; f) funcţia 
x-+O 

este discontinuă iu orice punct a l dreptei i·ealc; într-adevăr, fie x0 E Q, avem, de exemplu, 

Xn = x0 + , ~ -- -+ x0 ş i Xn e R"-Q; rezultă {(xn) = O pentru orice n, deci f (xn) =O =F 1 = 
nv 2 

= f (x
0

); dacă x0 e R"-Q, fie (x~) şimi fracţi ilor zecimale care aproximează (de exemplu, prin 
lipsă) numărul x~; avem: x~ -+ a·~ şi x;, e Q, deci f(:i:;,) = 1 pentru orice n J cci ( (x;,) -+ 1 =FO= 

= (( :i:~). 
4) a) Dacă O ~ x < 1, atunci Jim xn .= O; dacă x = 1 atunci xn = 1 pentru orice n, deci 

" 
{ 

1, dacă O ~ x < 1; 
lim xn = 1; rrzultă: f{x) = 
n 2, dacă x = 1 

11, dacă O~ x < 1; 

funcţia este discontinuă în x = 1 ; b) f (x) = I ~ , JacJ x = 1 ~ •) 

I o~ dacă :t: > 1 
funcţia este discontinuă in x = 1; c) dacă x <O atunci Jim enx = e-"" =O; rezultă: f {x) = x, 

n 
pentru orice x ~ O; funcţia este continu ă pc (- ex:, O). 

5) a ) Not.înd u(x) .= 1. - x , i·ezultă Jim u(x) = - 1; deoarece funcţia f (u) = arcsin u este 
1 + X X--+OO 

1 X 1-x 7t 
continu[1 în u = - 1, r·czultă lino al'csi 11 =-- = arcs in lin i = arcsin (- 1) = - - ; 

x~ac. 1 + X x-oo 1 + X 2 
J 

b) lu 2 - 1 ; c) ~ ; d) Jn - • 
3 2 
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6) a) Funcţia este continuă pe R; rădăcinile ecuaţiei {(x) = O sînt - 3, - 1, 1, 3; f(x) > o pe 
(- oo, - 3), f(x) < O pe (- 3, - 1), f( x) > O pe f-1, 1), f (x) < O pe (1, 3), { (x) > O pe 

(3, + oo); b) feste cont. pe R; f{x) <O pe {-oo, -2), f (x) > O pe (- 2, - ~ ) , {(x) < 0 pe 

(-+, 1} , {(x) > O pe (1, + oo); c) se procedează ca în § 18, nr. 1, exemplul 2) după 
corolarul 2; / {x) >O pe (-oo, -3), /'{:r;) < O pe (- 3, -1), ((x) <O pe (-1, O), f(~ > O 

pe (0,2),f(x)<O pe (2, +oo); d)f{x) < Opc [ o, f) • f(x)>Opc(7,· 5~'J• f (x)< O 

pc (
5

4
", 2n ); e} f(x) <O pe [o. i) • ( (x) >0 pe (i, S;-rJ , f (x) < O pe ( 

5

6
7t, 

7

6
") , f(x) > o 

pc (
7

6
n, t:nJ• f (x)<O pe (

1;7t. 2n]; r) f( x) < 0 pe (-oo, lnf} şi f( x) > O pe 

(1n f , + oo) ; g) ecuaţia ( (x) = O ;He soluţia x = :-;; ; se observă uşor că f ( ~) < O, şi 

( (1) > O, deci f (x) < O pe (o. j/
1 e) ~i f (x) > O pe (

11
\, + ~;) h) ecuaţia f (x) = o are 

soluţiile x = e ~i x = e2 ; se observă uşor că ((1) > O, f(e 2) < O şi f(e3 ) > O, deci f(x) > o 
pc (O, e), ((x) < O pe (e, e2) şi n-i;) > O pc {e2 , + oo). 

Capitolul V (derivate) 

I) a) -k): se cercetează dacă raportul R(x) = f (x ) - f(xo) are lirnjtă finită în punctul x
0

; 

X-Xo 

1 
a) ('(1) = 3; b} f'(3) = 78; c) ('(- 2) = 2; d) ('(1) = 2; e) {'(O) =(O; f) {'(O) = 2; g) funcţja 

este continuă în x = 1, dar nu este derivabilă în acest 
şi {{(1 +O) = 2; h) funcţia este continuă în x = O, dar nu 

1 
deoarece R(x) =sin - nu arc limită î11 O; i) R[O +O)= 2; 

X 

1 

= 2 lim ln (1 + 2x) Zx = 2; deci ('(O) - (2; j ) ('(2) = ~; 
X/0 8 

k) { (x) = -

punct., deoarece R(1 - O) = 3 
este derivabilă în acest punct 

R(O - O) = !im ln (1 + 2x) 
X/0 X 

j 
cos x, dacă O ~ x ~ : ; 

cos3 X , dacă 2:_ ~X~ 7t; ( Cslc eoni inuă în X = 7t , dar nu este derivabiJă în 
2 2 

acest punct, deoarece R (; - O) = -1, 

(

7t ) {,-i;-x3, dacă X E { - o;o, -1) u (O, 1); 
R 2 + O = O; I) f (x) = O, dacă x =O, x = ± 1; 

x3 - x, dacă x e(-1, O) U (1, ex:) ; 

f este continuă în x = -1, dar nu este dcrivabilă în acest punct, deoarece R(- 1 - 0) = - 2, 

ln (x2 - 2x + 2) 1 ·- x2-2x~ 
R(-1 + O)= 2; m) R(1 +O)= Jim =Jim ln(1 + (x2 - 2x + 1)}X2-2x+1 x-1 

x\,1 X - 1 x\,1 

. x2
- 2x + 1 

1 

= Iun = O; pentru calculul lui R(1 - O) se notează 2x- 1 = y etc. (v. cxerc. 20, 
x\,1 X - 1 

cap III); se obţine R(1 - 0) =O; deci ('(Y1) = O. 
2) Se ţine seama de interpretarea geometrică a derivatei (derivata se cal cul ează aplicînd direct 

definiţia); IX = - 3. 
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32/3 3) (;t=--- · 
3 

4) Se pun condi ţiil e ca Gt şi Gg să se intersecteze pentru x = 1 şi ca ta ngentele în punctu) 
comun să aibă acelaşi coeficient unghiular; se obţine (;t = 3, ~ = - 5. 

5) Coordona tele pu nctul ui M' se obţin r ezolvînd sistemul format din ecuaţiile y = ..!.__--:....= şi 
x2 

X 3-2/,. 
y = (/,.- 2) - + ; rezultă (/,.-2).x3 + /,.(3-2A}x2 + A3x-),3 =O· deoarece această 

),,3 ;>,.2 • 

ecuaţie are o rădăcină x 1 = /,. (care corespunde punctului 1'-1), se obţin imediat crlelalte 

oua ra acm1: x 2 = " ş 1 x3 = -- presupunem ), =/= 2; dacă A = 2, atunci m = m' = O d • "d" . . ' . ;>,. [ 
/,.-2 

şi punctele M şi NI' coincid ; tangenta la grafic în M ( 2, - i } are ecuaţia y = - i ] ; 
b . ' (4 ') (/,. - 2)2 . 1· . se o ţine m = - " /,.

3 
; m ega itatea dm enunţ are loc pentru /,. E (1, 5)/{2}. 

6) a)f'(x) = 6x2 - 14x + 1; b) f' (x} = 5x4 - 96:t,;i + 16; c) f'(x) = 3.x3 - 1 5x2 + x ; 

d) f'(x} = ~ x5 - 15x4 + î x; e) f'(x) = 7cos x - 6x2 ; f) f'(x ) = 20:.i,'3 + 2sin x + x + 

+ 3 cos x; g) f'(x} = ~ - 4.x3 + ~; h) f'(x} = ln x + 3 
_ · i) f'(x) = -2(1 + x) . Vx X sVx4 ' 

sin x - x 2 cos x; j) f' (x) = 5cos 2x; k) f' (x) = x2 cos x; 1) f' (x) = (3:.i,.2 - 2x - 2)sin x + 
+ x(x2 - x - 2)cos x; m) f'(x) = 9(2x + 1)x2 + x + 1)8 ; n ) {'(:r:) = 2(3x - 2)731 (5 505x2 _ 
- 10x + 1 098); p) f'(x) = -7cos6 x sin x; q ) ( ('.c) = sin3 x; r ) f'(x) = cosa x; s) {'(x) = 

= ~ sin2 2x - sin4 x ; t) f' (x) = (m cos2 x - n sin2 x ) sinm-1 x cosn-1 x; u) f'(x) = 

=3(2 - x2) 431 ((2 - x 2)sin 2x - 864x sin2 x]; v) f'(x) = sin4 x cos4 x. 

7) a) f'(x) = 2 ; b) f'(x) = ad - bc . c) f'(x) = 1 + x 2 
• d) f'( x) = 5 -1 2x ; 

(x + 1)2 (ex + d) 2 ' (1 - x2) 2 ' x G 

e) f' (x) = 2(1 - x2) . f) f' (x) = x2(x + 11. . g) f'(x) = - c~g x ; h) f' (x) = tg x; 
(x2 - x + 1) 2 ' (1 + x) 3 ' sm x cos x 

1 x2 1 
i) f' (x} = ; j) f'(x) = k) f'(x) = -- ; 

1 + cos x (cos x + x sin x) 2 cos4 x 
I) f' (x) = - 1 

- · 
sin4 x ' 

• 2 1 3 • 3 
m ) f'(x) = ~; n) f'(x) = __ . p) f' (x) =cos x - sm x. 

cos6 x cos8 x ' 1 + sin 2x ' 
q) f'(x) = _ s_ -

cos5 x 
3 - -- . 

COS X 

8) a) (' (x) = sin2 x; b) f' (x) = 2 ( - 1- - ~n x ) ; c) f'(x ) = 2(1 + 2 s in 2x) ; d) ('(x) = 
cos2 2x cos3 x cos2 2x 

7 ) (' ( ) X + 1 f) (' ( ) 2.t.2 + 1 (' ( ) 1 h) ('( ) = srx; e X = V x2 + 2x - i; X = V x2 + i; g) X = Vl1 - x2}3 ; X = 

= _:_Vx + 1 • i) f'(x) = 2x ~. j) f'(x) = a
4 

- a2x2 - 4x4 .· 

4 V x 2 + xVx ' V11 - x2)3 (Î + x2) I v-;;2 + x2 l 

k) f'(x) = 2 cos4 (2x - 1 ) - ~ sin 2 (4x - 2) ; 1) f'(x) = 12(2x + 1) (x2 + x + 1)3sin 2((x2 + 
2 

+ x + 1)' ]; m) f'(x) = cos x ·cos (sin x); n) f'(x) = -
2

x sin (:r:
2

) ; p) f'(x) = 
cos2 [cos( <-v 2)J 

2sin x · sin (cos x) 
=- q) f'(x) = ---6in 2x · cos (cos 2x). 

cos3 (cos x) 
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9) a) f'(x) = 
3

x ~ 
1 

; b) pent ru a uşura calculul derivatelor unora dint re funcţiile care urmează, 

sînt utile a numite observaţii ; fie <p : E _., R o Iuncţie derivabilă pe E; dacă E' = E () 
() (O, + oo) =/= 0, atunci funcţia <I>: E' _., R definită prin egalitatea <I>(x) = 2m In (cp(x)}, m E N, 

este derivabilă pe E'; fie E" = E"'-{x I cp(x) = O}; funcţia ~: E" -. R derinită prin egali-

tatea a>(x) = ln (cp(x)) 2m este derivabilă pe E"; este evident că E'CE" şi că ~' = fcp
2
ml' = 

cp2m 

2mcp2m- l tp' 2mcp' . . ' . „ . _ = --este prelungirea lut <I> la mulţimea E ; o observaţie analoagă se poate 
<p2m <p 

face şi, de exempl u, pentru perechea de funcţii <I>(x} = ln <p1(x) - ln cp2 (x}, <D(x) = ln <?1(x) , 
<J>2 (X) 

a nume, notînd cu E ' şi E" domeniile maxime de definiţie ale funcţiilor <I>, respectiv a>, se observă 

(
<?1 )

1 

;w -- ;~ -- <p~<J> 2 - <?1<?; uşor că E' CE" şi că w este prelungirea lui <I>' la mulţimea E "; 
<?1 <p 1<?2 

a ces te obsenaţi i justifică aplicarea unor proprietăţi ale logaritmilor pentru a uşura calculul 
anumitor derivat e; la exerc. b) se derivează funcţia 2 ln (x2 - 5x + 4); se obţine f' (x) = 

2 (2<-v - 5) pe R "'- {1, 4}; c) f'(x) = 
12

x2 d) f'(x) = -
2
- ; e) f' (x ) = 

x2 - 5x + 4 (.x3 - 1 )ln 10 x2 - 1 
2x 2 

f ) f'(x) = ctg x; g) f'(x} = -. - ; 
sin 2x x4 - 5x2 + 6 

= -r tg x; j) f'(x) = 
2

x 
(1 + x 2

) ln (1 + x2
) 

k) f'(x) = tg3x; 

h) f' (x) = -
1

- ; 
xln x 

I) f' (x) = - . -
1

- ; 
s1n3 x 

1 ; n ) f'(x) = 30 
:r( t + x2 ) 100-9x2 

p) f'(x) = - sec x; q) f' (x) = -
1
- ; 

cos 2x 

i) f'(x) = 

m) f '(x) = 

10) a) f'(x) = 2ex sin x; b) f'(x) = e~x (5 sin 3x + 3 cos 3x + 5); c) f'(x) = 13e2x cos 3x; 
1 1 

2eX 1 X 1 X 
d) ('(x) - · e) f'(x) = - -

2 
e ; f) f' (x) =-

2 
e ; g) f'(x) = -2xe-xZ; h) f'(x) = 

< - (eX + 1) 2 ' X X 

4 

x+l 
x-1 

-2a ln a - -----
(x- 1)2 

i) f' (x) = rx r-1(a)x' ln a; j) f'(x) = 6(x + 1 )a3x
2

+ Gx+i ln a; k ) f' (x) = 

3 

l)f' (x) = x · 2x; m) f'(x) =V 2/
2

-
1 + ~ x - 4 + 10x ' ; n ) f' (x} =.!._ x/x f 

4 2 

~-2 
q) f'(x) = (1 - ln x )xx 

1 
r ) f' (x) = - (ln x + 

2 

2 Vx-1 
+ 2)x -z- ; s) f'(x) =(1

sinx + x cos x <ln x)x•inX-1; t) f' (x) =2 (
1

. + xZ + x In tg x ). (tg x) 1+x
1

, 
sm 2x 

11) a) f' (x) = -
1 

; ('(2) =f'(-2) = - ~- b) f' (x) = 
2 ~<csi 1.:'., .T ·, c) f'(x) = 

I x I V x 2 - 1 2 V 3 ' V 1 - x 2 

2x ; d) t;e)f'(x)= -
2

x _ • f'(- 1)=~ · (' (1 ) =-~ · f)('(x)= 
Vt - x' I X I (1 + x 2) v2 + 2x2

• V 3 ' V 3. 

_ 2x ; ('(3) = __!_ • f' (-3) = - __!_ • g) f'(x) = -
1
- ; h) f'( x) = - -

1
- • 

- Ix I (1 + x2 ) 5 ' 5 ' a2 + x 2
; 1 + x2 ' 
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i) f'( x ) = 2 V x(: 
· ; j) {'(x) = 1 + x4; k) f'(x) = e<i+x2)arctg x(1 + 2x ar ctg x); 
+ x) 1 + x 6 

m ) f'(x) = 1 - 2cos 2x • 
cos 2x 

cos x - 2 
= - ;;;;os x ; 

1 v- 'lt c) Va2 - b2 . 
12) a) - ; b) 2 · - ; 

' 12 2 a+b 

14) a) 
1 

b) 
1 1 d) 

2 1 
-120; 10 = 

c) 
100; 225 : e) 3 OOO • 

15) v = 28 m/s; a= 10 m/s2
; 

mv2 

- = 1 176 kgm. 
2 

3 
16) oc= 2 ; b) = -2. 

25 
17) ()( = - . b = 15. 8 , 

1) f'(x) -= 

18) Condiţiil e din problemă sînt: s(O) = 10, s (2) = 6, v(2) = 6; se obţine: a = 4, b = 10, c = 1 O. 
ln problemele 19) - 22) se ţin e seama că, în vid, legea de mişcare a corpurilor ce cad liber 

este s(t) = ..!__ gt2, iar legea de mişcare a corpurilor aruncate vertical în sus este s(t ) = 
2 

1 = - - gt2 + v
0
t; unde g (acceleraţia gravitaţională) ~ 9,8 m/s2, iar v0 este viteza cu care 

2 
este a runcat corpul. 

19) t ~ 4, ; v ~ 48 m/s. 

20) h ~ 122,5 m; v ~ 49 m/s. 

21) La momentul 11 în care începe căderea, avem v(t 1) = O; se obţine: 

ti ~ 10,2 s; V = 100 m/s. 

t1 ~10,2 s; h ~ 510,2 m; 

22) Condiţiile din problemă conduc la sistemul de ecua ţii : - ..!__ gt2 + v0t = 150, -gt + v, O; 
2 

se obţine t = 5,5 s, v0 ~ 54,22 m/s. 

23) Q(t) = 1,118 ln (1 + t), J(t) = 1
•
118

; J(O) = 1, 118 amperi; 1(2) = 0,373 amperi. 
1 + t 

24) V, R, I îiind, respectiv, tensiunea , rezistenţa şi intensitatea, se ştie că V = R · I (legea lui 
Ohm); J (tl = 6'1t cos 27tt; se obţine V max pentru cos 27tt = 1 (adică pentru orice t întreg pozitiv: 

Vmax = 6007t volţi). 

25) p = 13 g/cm. 

Capitolul VI (Studiul funcţiilor cu ajutorul derivatelor) 

1) Se ţine seama de faptul că între două rădăcini ale funcţiei se află cel puţin o rădăcină a 
derivatei, de gr 11 dele po linoamelor (1 i;- i / 2 ş i de 1eo 1·em11 asupra numărului rădăci nilo r unei 

ecuaţii algebrice de grad n; a) (-5, +), ( %- , 3), (3, 7\ ; b) (-3, -1), (-1, O), (o, ~), 

(:' 4). 
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:.?) r este contmuă pe [o, ~] ~i esto de1·ivabilâ pe ~Q, ;-Jl U -2_ • -2.J; în punctul x = :'.'... funcţia t ~ ~ ~ ~ 

nu este derivabdă, deoarec„ f ',, (· ~: ) -= _ f/ :! , 1 ' t{;: } V~. {:: ) 
I :2 • r ( I ~-} ~ :! • {IOJ = r, -.; = I : l'('Ztil tă că 

a dou<1 conJiti" d i11 tcor. lui Holle uu este 'erificată ·, ;e ohoe1·,·~ " " u~oi· că nu c:-.i ~tă c e 
I - ·1 e I \J, ~ a::.tfcl incit f'(cJ = O. 

- I 

3) f:! ' -f ! 1 
a) -:!~ = l:i = f' (c) , undn 1 c 11, ~ · lntr-adey;ir, f' (.ti = „.r, iar ecuaţi a fix = 6 a re 

b) ruuctu l core;pun;;.itor este -5 - v-~-t c,r ,c obţin puuctele 

1/ î~<i-=-~ 
± -· 

111
-. r;-· : ~e vertf 1.ca u•,01· c" a111bcl" t · ( 1 l ) J u · ~ pune e apartm mtervalului 

1 
- - - • .. 

:! :.! deoarece 

. vin '.l - ·> I m egahtatea - - ...::'. < -
In 9 2 este echiYal cntă cu ine„~alitatea 111 3 < _:: - 3 care rez ultă di n 

tirul de inegahtăţ1 cbţmut c m1n<>rîntl t>:>nv~ n;:ib il 11umărul c4) 3 - .• - . • " - .. ; -. - -·" '·- ' .!,.iv 1. 5 < < .. -11„-,,,-- •• -~1- 4;- 1/-· c ' 
- ::i ~· - • .> -... - · .>V e <ev c -= v t:" ;1 vL~enintl l'J ~ '_ < ~; tl ) >C 1.b l rn 11uu,·icl i· :: 

·l 3 . • „ ·-· 

ambele PUt!Clc aparţin intc1·v;tl11lui (1. :!) : in1i·-a.JPYăi·, notln,l :t. = I~::~_ -:1 . 
7::1/'.! I 

inegalită tilc .'.:'.. + :t. > 
·) 

3 
~i - - <X<:? 

•l 
banule; se slnt cl en1onstrează apoi 

::i 
- ·· -r- oi:. < j 
:l 

ţÎ ---· ~ > 
J 

J ; fl l' lil ru a l'l'aola se obsen-.·1 c;i 

2 1F :i 1,:; I _ :i 3 
~ < _, / ·> = --<-;:-- = -.) ; rezull:t -·- -i- :x <-- + 

,. V - 7: u ~ ~ ;! 

a :: 1 
-:;- - 7. > -.;- -- -- = l : I') 

.... - ., /" e>,tc cnntinuă p1: [ 1, ~] ~· d l'1·i,·a bilii pc i I. 3 (de 

fapL ':'i in .c = l ţ i x = 3) ; slu<liul cont;nuiLă • ii ~.i d"1·1·,·ab1·11· l ,'t•1'1' • ~ , in .i: = :! se lut reprinde 

f 1, pentru l ~ .T < :,! : 

pornind de la def. (oe obt ine: {;(!!) = /~Pi l ); f'(.1:) = 
. !l 
111 C=- 1 

.r 
·l , pentru :? < .i.~ ~~ 3; 

8 

{ 131 - { 11• avem - -- ___ = f 'ic\. 
:J-J I ' 

4) al <.,. \ el' i f1eă u c j' "' l r 
• ~ , ~ J l' i;onc qn e t III U·11 J'l•Jl1.t lui Caul~h;·: r ::-i [; ~inf cont inue pc (O, 1] ~i ~int <lcri ... 

vabiJ„ pc iO, l/ t<lc fopt ~ i it1 .r tl ',1 .i; '- I J · "'(i·J . . , _. O· f I -/''U1 l'- l •o ·- - r· = 
{ 'ir·i . 

= , . t se 
!! ,l'I 

ob(i11e c ~~ ln itJ·- 1) E ( li, I J; b J se. o b( inc c ~ 1r-'..! :. 
, lu ::! 

b ( I J - g(O) 

~1 se , ·cri[id:i u :;or că 

acest punct apa•·iinc intervalului (V-~, :!); intr-adevăr: • ; l·r-1 _:; < 11-11 e ~ 1 d · 1 1 
V , v - , ec1 <-·-.=:- • 

Vin 2 
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_.&c1' ' /-„ ./ v·'.i . . I ' c v ...._ apo1, c POa 1·et· e e .. „„ .... „1 
· ,11i ;-:!' 

J·~tu l t ,\ lu e < ln " deci --< 
ln ~ 

" deci__!_< 
ln 2 

< 4. rlr··i 11! :.! - .• :!·, r ) 'fi .,;... „~, 
~ I~ , c =-~ --.,-- • d} pi• l\tl'll !' >e inll't' f'l'!llde ~tucJiul C~•nt. ~I dPrivabil 

1n .t ~-~ l pu1·11i11d dl' la dd.; 

f'!.1 ) ! 
-~ = • prnt ru -2-'(:,i,-'(:1; 

:! (!'.. ;- ;3 
" 1 se obţin e /"(r) - .:... pt>ntl'U c = - E (- 2, 1). 
i lti I 

' f't' llll'll 1 < .i:-'(: 5; 

/'1b - {'10 1 
5) 

/J fi 

11'' ··- a'1 
~-, ('1" 1 =' or·••-1, unde a < 1· <. b, rlt>c 1 na 11 -1 < n1·11- 1 < nb'r> - 1, înlocu· 

" - li 

h'' - ,,n 
jnd 111 Înt·!!:di1rqilt· a 1d P1·jo~u·t· p r~ 11c 11 - 1 l'll ---- , 1 ·(~l" 1 dtti tnl·:t;.dit U ~ile cerute. 

[, " 
6) ~ -:;,. ''l.l ici• l'1l1'11nila l11i La!:.'ran;'.!'t' 1'11m· \iei ( 1.11 111 11 .. ri i11 intervalul [0, .r1. l.r > Ol: b) se 

~qdi1:;1 fu 1·1 1111 la lui l.ag-1·auµ1· r11n1·ti•_· f f l.l p·\ in i11lt'l'\"al ul ( I , .1·], ~' .... l t: I' ' se al' licJ fut'• 

mul:i lui l.:r,..1·a 11gL' 1'11111·!i•·i /' .r· •'" -<111·1·1·'i' i11 11<11·1·,·a l«lt- jO, . .-] 1.r -~ U1 ~I l.r, \Jj, (·l < O); 
d '.'\ I' o1pl i1·:1 r111·1nu la lui Lagl"all.!.!'f' 1'1 11u·tit>i /'1 I l:,.t t i11 i 11t r 1·yn}11I la, '11. 

7) d 111· 11tt·11 r ~:: O , a\·t· 111 /"t r ,:/ .)' : .i „„i /'f.il g 1 , ( I p P -.:, IJ J )Î fu· ) - z f.r 1 = ('2 pe (0, 

„- x . f11ind irr L'•·lc două "aa lit ă( i a ntnioan· .L = - J, re~1wct t\ x = 1 

şi ( t -:;- , b) pentru ..t:=- , 
I ::! a Yem {'(x) = g'(.i:}; f (x) - g(x) = el pe (- oo, 

şi f i .r) - g(.r ) = C2 pe ( +, + vo) ; luînd X = o, se ob~:ne c„ = ·- arc·t g 2 ; pentru X = 

c-o 1 >P nh t,in P ( '2 ~ :n!' ta I -- ari· l ţ ('A' (T ~ ai·~f~ ::i)) = 7,- (~ + a i·ctg-2} =- arr t g2; 

l' l:<•·:i r·:rl :i mai intîi r:'I d <'1\iil'l' <'P 12.r2 - J _1t:;;:, o p<'11lrn 0 1·i1' P .rE H, avem : l:i:l.,,-~ I (=) 

(=') :! 'VI 1 . . (' 1.1·1 ( I -- :.! i" • I 1 - 2.t2
) ; pe 

• )I:! ) · 
•l .i ~·· i /1 rl 

a rnt.i 111.11 iulii 1-;t .; r 

xE I, I '.. I L_ :, } I „ 

;q' I ( 
li:! 

(' f' P - :!-· _I( :!); 
·l 

- ~.r-3 1 ~ (=) . ~· ' ·< I ; f''~r1 

l11 i11d l· -, U >P nbţinP ( ~ 11: ti 1 se 

„., „ ,„. (-
" ' „ ('~O; „ pt>otru 

(?11 { 1 ]W 

- g11·1 (v:. iJ. 
( 2 JW · .; 1 ; luinJ in ei-I<' <'hu;i eg·ulrt:i\1 a11 fp1·iuare .r = O, <lac ii ( J - 1t.r2} 

a1·e I ~ ~ :o;- t ( :.! 
1/:: -- :! 

a 1·c f !!· - ··---· · 
l - :! (!':; 

uude 
'J 

l 1 
n' ·1-. /1 - 1 ; d eci --- < ln (11 - 1)- 111 11 < -- p c ulr11 OJ'ice n E X, 

li - l li 

I n'i'CI--+ 
11 7 I 

+ lo n - Jn tn + 1 1 < O, d eci a11+J - a" < li p en tru 11111·r- /1 .: . \ ; r~Lult~ 1•.1 ~11 •d (a 11J ebte 
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1 
monofon d!'sc„~scătnt' ; ~criinil wpo·i rlnhla inPg<i litati> 

11 ..L 1 
1 < ln (n + 1)-ln n < - rentru 
11 

n = 1, :!, ... , p, ohprwnr < ln :! 

" 
111 J : J , < ln:J-- Jn :1 < 

~ :! 
1 + 1) -ln p < - ad 1111ind, mrrnb1·11 cu 11w 111lnu, 1·t·,.uJtii ·) + ... + 
fi 

< 1 + „. + 1
-; clin prima i rw~:tlit:ote rez11lt:l (tP+1-1 <O, dPei 

p 

I' 

I' 
I 

'" ,„ + 

ln1p - I < 

p„n t r·u orice 

P E .Y; Sf> nhsel'\ ii ~i: a 1 = 1; nr:11nd11d ;i po i ~11ma I + „. + 1·11 .,;... + --- , 
/' /' /' I 

rezultă llp+1 • „ O pent1·11 <ll'it' t' /' e= .\; ~1nil (a 11 J •'sir d<'t'i miir~rnit: „,,,ullfr '"· ~ 7. nr. i L'f1 

~11·1rl (a11 } e>le convp1·gent; droa rrl'P O <" a,, "> I P''ll1n1 u1·i1·e 11 E .\, l'1'z1d l;i () li111 fi„ "'- 1. 

f'i .r' 

s-·.r0 .r - ,f'o 
. {(.1·) -/'I"\ , = lim - " = f'(.r0 ) =O : 

,\·-·.rQ .l' - -''o 

P llll('l'll I/ j ; d;ot't r "'"' .J1' li - !''" 1.1„ 

= f(1t+J1. 1' 0 ~ U, J·t•/,ul t.-t 1..'.1 f' t·~t" d~· li '"' d1·rl\·ahtl:i pe- J :-1 t-· :- lt• 11tdit i11 .1
0 

ir11p1·t·n11[1 l' U 

p rimele sule 1t d.„,.i\'all'j c11nfu1111 ipulet.ri de in<iu e ~i „ l't'Zlll l ii 11111 _C_·"'. U: ri~ un 
_\;, .\ 0 _,. - r

0
l 11 

şir .r,, ~ .10, Xp E /, 1·0 =f= 10; .rplidnd 1w11lr11 liPcal'e I' E \ l'r>r11111la lui La~r.111!!1' P" mte1-
valul d ... f'Xl rc111i1:1t1 ip, .i·0 , ul1ţ1nt111 / • ,,· -/'t ;0 -- . ...., p 1, - J 0 {'(1·11 , llJHf ,. ,.Ji (·~ t1 · cupl'iu::. intre 

x0 şi .c11 ; deci, d eoal'ece f'(,1 0 ) = O, i·ezultă f'(.i:p) =(.ip - .c0 ) f"tcp, det'Î _ __L;J, ___ = 
( '11 - .i.·01"+ 1 

f' /r,p\ 
= ------ ; avem: 

(.rp- .r·o)n 

n ea, 1 f'(:d 
I (1:1,-.r0 171+l 

Cp E /, Cp =f= Xo 

{'Ic„) I I - < 
(.rJl ·'ol " - I J . deo;irt-«e 

1r,, .ro)n l ' = 
„ 1· /'f.r,,1 

l'f'.1.llli:i lllt ·---·---· --·-

(x·p) a J o~ I „J„s arhn r:n, l'e/.1rl l;o : lim 

'o 

10) dl~ ; hi :X l .'.l 

" 
( 'I 

:::! 
„­
-' 

•J, d.-u„-t J. 

d 

" 

·I ,,, 

fi ·oo f .;· .r
0

\n+l 

/'• ,., 
1.

0
.J11Tl 

a• 
•). 

l • -
J ~ 

,, 
nl " 

H ) " ' h; I; ' I I; l11111li1 J.1 f;.f i11~. „ 111 .t: =- o ltll 

Jim 
].J -oo 

U; 

h 

~!1 1g , , x, 
111 I!? (,„;„ 

1111~ 

ln I!.! I 
l 1w nf1·11 t>l'Ît'l' .i·> O, rl ~r i limita r,fe 1: dai·" .~ 

d ro;u·1Tt' 11111 ln 1.1: 1 1 ·t1 · = - ...... ... , 
r\,11 

S t~ nl•~r1·\iI c~ lirnittt la ... f J w.!~ ~ în y 

12) ·'1 1; b ) O; limita la , 1i11goa iu ,c 

O 1111 .ir1• ~t·ns 

J _J'(r„~-- I = o. 
1 

(r 1; - .r0 J" 

~i l'lll 

" 
j I 11; n, 

o. 

!I ~ i :t. =:/=O atrrnci, 

.:a; = 1 se obţine a;>l icm rl tenremelP ,1 ;upr.t npf' r,q11lnl' eu l im1 lt . I, = J · U = li: 1[ I ' ) IJ, 

" 
limita la stlnga in .c ~~ 1 n u are sen!. 
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13) a) Se observă că în punctul x = 1. ath p e intervalul 10, J 1 cît ~i pe intervalul (1, -j" ool, se 

l'rct.i11tj <'«t.Ul c.\.t'cptat x: - ::x:; iutr-.i.Jc\J.r; li111 
:! .„ - - 1 1 

- O) şi 

:.!.r 

I - •I 

Iun --- = _._ X.; 
„ \ i .1: ln .r 

./ J J.':! .!.... .r -- :! ·' Jn .1· 

!unitu c aut.i.ta c.: ... t1· ~ t~c recornaudă CJ '":1 
6 

la cxer-

puunult11 : l-"·.:1 1t·..11,: 
;: 

i... , 
1 · 

l' --· 

ti ' 

e,tc calul , .:0111porfarea la ,tinga -;i l.i. dreapta 

tl_j ,C Ul'Ul..t lll..tÎ ÎntiÎ Ca .\fj:~ . .rt Jn (1 + ~~) ~ co; 

=lin i 
•\O 

,„:-.: -~ 1 

1·sto e l 
•I I 

f1 dacă x > O atunci c~x - 1 > O, <lec1 lim 
.x \,1_1 

:l + .::>::> c te.; l nn1 ta căuta li! e~ te 
3 

14) J \ 1: liuiil..t l:i ol!11t:a iu r =O nu are ""'ns b) ·[ ; l im1tC1 Ia stînga în x =O nu are sens; c) 1; 

d) c ~ 
. • ,;X_ p•.\: 

c:) V,:-; f1 I; ;; l >c ~tie ca l11u ----~ I (' · S :!li, nr. !, e"-cmplul 11) ; limita 
.\: -·cio e·~ + c-x 

căutată r~:c I : h 1 

15) J ) ~Inel <ll»Cn,cutoare pc (- ::x:, ;; , strict crre~cătoare pe (.'I, oc) ; ;i; = 5, punct de min; 
L) olricl c1· •,c;itu;11·1.· pt· i- oe, - 3) ~i pe (3, oo) şi strict descrescătoare pe (- 3, 3); x = -3, 
!'un ei de 111 :n.: 1· •= :::. f'llllcl Jc min.: c\ 'li·ict C!'MC[ttoarc po (- oo, 6), strict descrescătoare 
pc 1: 1J, .:>..); .c li. µunct J., mnx.; ,[) strict crescătoal'c pe (- co, -1) şi pe (- 1, oo); 

c ) strict <lescrernătoare pe (-cc, -+) ţi pc (- ~, co); f ) x = -1, punct de min.; 

x = 1, pu1wt d1· max.; gj .i- = , punct 1lc 
2 

min. : h) .1· = - !/:f, punct de nwx.; :i; = O, 

jJUlll'I rl1• lllin;. .~ ._„_ ' I <>_-, d I I ·-V:f d • ' • v punet e mnx.: i .. r ·= ~- punet e mm.; 1n 1 +Vs x=--„--• 
l'uncti•t , ; J„J;,.:t!.l 1';\ Jill ~int drr'initefdomcniul ll};,xim de def. al lui r este intervalul [-1, 
l !, wr ,,.J ;,/ /11i ,-' i rd c·1·Ynlul (- I , i i! . . 

:;r: 
]'Ulld de min.; 

... 
punct de mnx.; h 1 qri.-t tlesc1·escătoarc (o, 2:..) i-i 

2 . 

I
r: 

pc . • „ ;-: ) ; " punt•t de max. , r -- 1•111wt .J,. rn;ix.: d i r ""·~ - , punct de rnin .; 
e 

•~ ,r · ,,. !•UU- • !t n1in.: f .r li, f'lllll'f de n1ax.: lq .r = - 3, 
P U11 •' 1 ol" •n · 11.: 1 1· - U. punc·f tJ,. niin.: ,)' '1. p11t1l'1 d„ 1nax.: jJ p e ntru n par x ~ O, 
pu 11ct d c •niu„ iai· r 11 pu•1•'t c1„ ni ax.: !'f.'lll ru 11 imp«1· .r 11. ;•uni'! d.1• :llax.: l- 1 x = ln 2, 

p uw I J•· 111Jx.; I I ti lrict cre:;cătoarc pe 10, o: : u1 r ~ , punl't de mi11.; 11 1 x = e punct 
e 

dt.! 1nax. 

17) a \ Cou''<:.x:j pe R: b c:o1wa,·ii p<' R: c. C•H1ca , „i pr· 1- -"'• 31; 1'01'YCxil P" 1- 3, oo): x = 
=. .. - :J, puuct cl 1 .~ ini't.: d) f'On\·,~x~i pc //: r·\ 1.._'.(I J 1 c~t,·[1 pt• {- x., l) j : c1_1 11\·t~~ă P" ţO. „--..c) : :r = O; 

puucl Jc iufl.: n„'011\'"·".-' 1··· !----c-.;, J ) : l' Ollca,·;1 P" ( l, ev.-) ; ,r,= 1 llU Ctil(' J'l!lll'I de intl . 

(fu111·ţia ~i dcl'ivatclc sale nu siut definit e in x ~ l ): ;;) con,-ex~ pc ( - o.:, - ~l) ~i pe 

( 113 
3 • conca,·~ pe (_ ts, 

3 
puncte de · infl .; 
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h) convf'xă pP !- -:.o, -1), ;; pl'I (O. 1\ : t'onca \·ţ; pr (-1, O) 
infl.; i) convf'xă pP (- oc, - 1.; cnnc:n-:1 P" 1 l, cc). 

>;o i pe (1, •::c); :r = O, punct dil 

[ 
~) ( [rr: 18) a) Connxă pc O, 7, ~1 P" -;;· , ··~1 · -·· , pe -, - • ( 

:-: '1.-.:) 
li 4 

1 

( 
1 ' 

punctA de mfl.; b ! concavă pe O, -
1 

-) ; I r3 
C'OTIYPXă pe (-I - , 

r3 =); 

- - ' 
'• 4 

- - - , punC't de 
l/ r~ 

infl.; c) eon vexă ~i pe ~i concavă po (- ~r . 

V9 V2 .:r = - --- si :r = punct<' d1° infl. 2 . ·2 

19) a)Dreapta y=O (axa O:r); b)clrrpti>lo x=-1,:r=1,y=0; c)x=--=~. :r=-3, )!=0: 
d) x = ·J, y = 1; ")a:= O {axa Oy), !I= .l', f) a·-~ 1, 1J = 2:r -i- :l; ~;) ,„ ·= 1; J,J .I'= -1, 

') 1 1 
y = 1; i ) x = .:..:__ • y = - ln rnmura spre + co ~i y = - -- l:i. ramura <pri! - oo . 

2 ' 2 2 

20) a) Drllpte le x = (2k + 1);:, /dntrcg; h) x = -1, x = 1, c) x =O, ?I= 1. 

21) a ) Pu11ct de min.: (- _1_ , 
•) 

_?_). 
' , 
I 

h) pun<'t d<' max.: (~. '•); c } pun!' I {li' infl.: (O. 1 ): d ) punct 

1!j;j _.L VH:; 
de min.: 10. - '•); „l PXll"'"'" p<'11lr11 .l' = ::- - JO ~ :::_ 1,6:> nrµ-ativă 

(valoarf'a nc~ali\'>i <'01-.-,pu11J,. unv i mi11„ i<11· <.:l·a pozili,·ft unui ma.x.); l'um:to rl~ infl. 

x = O ~i pe11f 1·11 .c """ :! j/'J, 5; J') pu net d·· m ax.: (O, l); punct <le inl'l.: (- ~3"' 
pent ru 

~) i<i , . „. 

(V!, _.:: ); 
3 t, 

asi111µto!i\: J1·C't<pta y = O; g) puH\'l d•) max.; (1 , ~ J; puncL dl.' min.: 

(
_ 1 _ L); 

' 2 ( - V:.IJ puncte de infl.: -- !/3 , - ·-1~ , (V- V3) (O, O), 3, -1,_- ; asimptotă: y = 

= O; h ) asimp tote: x = 1 şi y = I ; i) punct de max.; (-- I, - 2); punct <le min . : ( I, 2); 

asimptott:: x =O ~i y = x; j ) punct d e min.: (0,1) ; asimptote; x = - 1, x = 1, y =O ; 

k) punct de infl.: (O, O), asimptote: x = -1, x = 1, y =O; I) puncte de max.; (- lf} ' 
-~)· ; 

:l ( 
3' 

punct de min.: O, t; J i asimptotP :r = -1, tt·...,. 1, x = - 2, 

x = 2, ?J = O; m ) punct de min.: (- 2, ~); punct de infl.: (1, O); :i;imp1 Oli': .c = O 7i 

y = - ~1' + :1 . 

22) a \ Funcţ i a '''l" rlPfinită pa [2, ::-ol; pun<'l rlP min. : (2, O) : funcţ i;:i nu est I.' cll'rÎY:l bi];·, în :r = 2: 
avem: {'(21 =~Jim {'i.r) ...., ~~ . dc>ri 'in 1:.l , O· graficul :irr- sl'mitan~·,1ntă rarald:i ru nxa Oy; 

:\ '. :! 

h ) funC'ţia <'•: r d0f. l'" [O, x); punct tll' min.: (O, O); în acrst pnnrt •rrniax:i (J:r po?.iti,-ă 

t'~fP tang-i>nl;l fa ~rafif': ('j fu11C\i.1 f'~lt' rlt'f, rl' ,0, 1]: f)Ulll'I dl' rnin.: (1. (JI ; (' 1J ~, dPCÎ 

în punctul de min. graficul ar0 •P.mi t:in g-rnt;l par:ilf'lfl cu Oy; punct d!' i nfl.; 
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a•imptot:1 : T = O: d funqiu e, f,, 1.lpf. P" [O, I \, pt111C'f dl' n 1i11.: (!l, 01: în :tCP•! punct, semiaxa 

0 :& pozitivf1 1'<11· l<lll~l'nt:1 fag1·afic: a<in q ll o li'1 : 1 ~ 1: E'i l'nrH'l;a f'''" 1f. ·I. l"' - :>.>,-1 )lJ 
Ul" J, oo); p111wt do· rnin. : ( I. ll1; ('f l i=..! •• -.;;, , d 1·1·i Îll p1111l'lu( ri t' mi11. ~rafieul m·e Sf·mitau-

genlit para lrl:1 ,. , ()11: :l•im ptotr : - I , I/ 1: n runqia p;;t1• " ··L I'" (-- x:, O) u (2, 
.!.. oo): a«implnt<•: I - o, .• = ~. I/ -~ l.1 1·a 111 . 'I""' ,., ~i !I~ -- 1 ,la ra111. "Pl'f' - ~x:); 

d,_. 1na'"' · (- :: ' .. '• 
11/1 j' . ( s 1/:f) 

1-;-- ; ]•\lll<'I" dl' llllll.: - 1, - !l ' 

( I , I} ~ : a..: i 11l f' I1 I t': 
'I 

!I -= r -- - la 1·tt 111. • p1·P ..J... ;,o) ~ i y - - :r + _'.!._ Il a ram. •prP - co); 
'• 

h\ f1111„1i:1 ,.,,„ ol..f. I"' fi : 1'"""' ,]„ n"'x.: 12, r/'J. ) : grat'i11u..l are ca punct tle n1in. pun<'tul 
d 1· Îd!t 11·1·1· 1··· n. fl i: :i..;,in1plnl:'"l _I / .:;-:- ·' _,L I. 

O) - O, { 10 + ll ) = + x : punrt 11 1' iufl.: ( - +, 
I ) . -.} ; U:-. JU 1pl ol 1~: .1' fi. !I l : b ; f11rn· 1i" e<t•• '11•f. pr H "{O}; f(0-0)= {10-;- 0)=0; ,.-

pllll •'I•· d ,. i 111'1 .: (-1 r~ ::tl<Împ l otă: <') functia l''<te 

d!'f. ,„. dt• 1111 11.: ( inii.: ( '.! ) 
„ ' 1--

-: (I !;1 I 1111 . ..;p:•· >'": if ft111 ·•~Î;1 f·..;.f ,• 11.·f 111 Ji' "-:o }: ( (} fl Jo, r li _._ i) 

l11' t1. ,, ,"',: f' 11111•I Î;1 · ···:t 1 • d1 r. i"" li ., ,O:: r f) O; u r (I 
l. , 1..:i1npl ii11'* i n l:l ra111. din'' rnq1J.u:11I .1 ..,.. 0 \ ~ ; !I - , 1 

, j lr!ll H l t r .. - p r· 11t1 il .1 
,. J- ' 

o, r 11 

11 , ,- : p11nc t ""mm.~ 
I: L :l11u• ! iat>..:t f• dr·f p•' R, 

,.t-.\ 

I / , 1 I = -- r: 111) = __ .!... • 
,.x-1 

pen t r u .r r=: (1, ..L .>0): ,,. obtin" lini {Lrl ·=li ni f!:r~ = (); 
_,. ··~ „ 

;!. /,'11i ' = O: pun<' '" d„ 11111 -. : ( ·• 1, „'..} •i puuetul unghiular (1, 1) 

punct dr· 1t1 in : p ,inetn l 11ng-hiuh:11· (O, Ol ; a<iirnpl otii: 11 -= (J , 

24) :l i T'nn•' tÎ :.l l'~l1• drf P" (-1, 'l i : punrt de in fl · flJ , 0 \: :i~imptntP. · :r - - 1, :r = 1 : bl func-

ţia e~ t t def p ... 10 • ..!.. .;o): Jim /'1.1 i = IJ : 

pe 10 , ..J... .x l · punrt dt- rnin · (-~-, 
v1· 

pnnct .i ... rniu · ( .!._ , 
I' 

punct rle infl 

1 I - -- ; ; c\ functi'1 1>91" def. 
l' ) 

- --~ \ : el ) fnnctia 
.! p~·· ; 

este def pe 10 , ..L ~ l "- J _!_ l. t t' J , Jim fix) = !im f' .11 = 1 ; pnuct ele ir.fi · I_!_ • 
p:!. 

asimp -
:". '\ff .\.-«. 

tote · i: = !J = l ; e ) funcţia este def. pe P. "' {- 2, O} punct de max :(-· 1, O); puncte 
e 

demin · 1- 1 -e,1'), le - 1 , e); punct e el einfl · f---P2 - 1 ,~! · (e'--1. ~~); a~irnptot e : 

.î = - :J. • .1 = U 11 tun c t ia e~te def. pe (- 1 , ..J... {O}: lim {(.i) + :x- , a5im ~1tote: x = 

•I I. 

:),... I 
" ' . ,u, I , · a- i.nptote X= -, 

2 

„_ 
..•• „ 

x=- ; 

X'\-1 

punct dP max.' (·"· - 1}: pun c t min .1 

bl ~e consideră funcţia d Pf. pe [O, 2-:] "- {;o:}; 
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pun<:' te de max. : (O, ~), (
27t , ..!.. ) y:nrnl't e de infl. : ( ar-<' cos -~ , 

2 J 

: i· ; a<imptotă ; .r· = rr; e l •P <'onsid l' r.:i 1'1111t• ( ia drL f' P ft), 2::]: punrte ii <' max .· .. 

2 
(' IJ~ - • „ „ 

l ;,r., _ t/~ ) , 12r:, 1): puuc l•· <IP roin .: (..::., 
4 2 ~ 

~_:_ , .-:, - 1 , " _::_ , - 1 ; p1~t1t 1 · 11 lt-.„\.:::IJt'D ,/:) ) [ ··- ) 
~ ~ 

gra îicului '">t" •nfir ient qii ~" ţin:"i 
( :: :: 

"" inr1. 1 
"I· ( 7~ li) = ,,„, inc( 

o.re ~in -7., [H'!d l'll I 
,) 

'.l'. 
.r 

" 
1,,. 111. ·- 1 "- I .. --- I ~ , "-l " 

~ I : 

pu11cf1: d1· 111,n .~. : f il. I\, (:! r:, J , ptlll l' I d 1· 111i11 

f=!î. 1 1: pl11tl'lt• .i,„ 

( 

„ 
r „.~) - 11111 r ,! 

:; -
.\/- -;­

I 

.1..r. [>• ' [" · „ :: l 
', J 

llli JI." ( :: ·-
'• 

i ) st• co n<id e>rZ• t'unl'tia dl't. P" ( ; 

(rr, ln J ); a3imp tote : :r = -, 
•) ., 

,):"':' ;( = - · 
3 

li111 /' , , -

·' ,, I 

( 1.l lien r .I 
-:/' -; 

'" ( ~ ' -

„_ .... 
•I 

26) a) Funrţia estl' def. pe R : punet de max. : ( - 1, ~ - 1): p un ct d1• rnin (I . I - ~ ) ; 
punrt J„ inl'l. : (O. O) ; asimptote : !I = x ..!... r: tla ram . ;: pre - .>01. y = .1 - „ lu r nn1 

. ( 1/i , <:!- "°); L) funC'ţia es t e <l t>f. pt• (- I, 1 ) "- {li}; pun r te dt• max .) 

p uncte de rnin. · lJ!.2 - 2: )' 
o) ' • 

(-li~ ' :: -·- I l · --- ' 
'• 

:.l'.iirnp t ot t:' • .1 11 .. 1 =- l .:1 
... 1.J. 

c= 1; (• fnncţia e~ti' <lt•f pe f- 1, 11· P" (- 1, - 7) U ( +. I J. ci Hni 
„ ,I 

-./.., 

.:.1 
şi {"Ix)= - -~-.;: , iar I"' ( - _'._, 

I' i 1 - :1 „l;' '2 

I ) ,., - , :::a.v en i .7 = 

" 
/' .11 --- -,, 1=7 11 - r" 

t~ (- -~ ). = r r. { -~ ) = -- 2 1·· ;r: r., 
1
1 - -

1 
) = r .( .!.. l = 

?. ~ ., ! I 
'""" ( - J 

ti punc rul unghmla1 r+· 71; r,un~ tl' demiu ' (1 . -:-; I -71 ' l """ l1111l:n ( - ~ • 

-~ ) · punct de mfl 'ft), Ul: d ) l nn c t ;o Cl'! t e d ef pe L = (- .;<.. , - L1U( ! . ..L , . ' J 1 CC1 f .li 

' " ~ . 

= lirn {(:rl - - ::_' 
•) ' 

~-~-""" „. 
pen t ru 

:• r ~ r' - 1 ) 
- ----====== 

z I X I V (x2 - 1 )~ 
/"(- l ) 

a-<== E °"' {-- 1 , I } :tvPm: f" , .1 ) 

lirn f'(:i) = - oo 3Î /'(1) ,,,...--1 

- :mi -

lirn ( 1.c = - CQ 
X \l 

~ i r i .d 

p unct d11 



max.:{_1, %): punct de min.: (-1. 3n ) . - 2 ; asimptotă: y = - ; ; e) funcţia este def. pe 

(-1, I]; pttn<'te d P m:ix. · (-1 !!._ ) ~. i 
' 4 I 

= Jim {'(:r) =-'co ~i ('(1 \ = Jim f' (x) 
~·'.,.-1 ::t,:q 

pnnct de 

+ co; sro obţ.ine f" (x) 

. (V.2 
mm. : ~-· _!_' . f'(- 1) = 

8 ' 

---- ~+(arc sin x -2 ( 
r.Z(l - Q ~) 

-arc co>: x) __ :r -- )· • notînd q;(x) = :m : sin x - arc cos x, rezultă 'P'(x) > O pe (-1, 
,,.. , _,,.fi ' 

1); <l" aici ~" tk ducf' ct. pe ( 
v'i- ) .T 

(-1, O U ·~-- • 1 avem 9(x) · -
1

. -----:- >O, d eci f"(:t) >O; 
~ I 1 -- .ri 

P" (o. ,;:;·) ~ .. 
., ' qif:ri I < 

'.l 

< .'..:. < 2, d eci {'(.TJ > O; rezultă, în d efinitiv, f"(xj > O pe (-1, 1). 
:! 

I 'P ( :r l . -:-=---;:- <l I 1: I 
I V1 -xi 

27) (/ 
1 

~ :1, h = 8, ':/ = 
fi 

2&) t a n:,:"ll' "i la z1·nfîc în punl' lnl (t. 
" ;- l M , . .J'(,l' -- 21 t/7,-:;.-=· !(~ + -- + I 3 = (.r - l j ; ("(:•·1 > O p~ (O, ft); :.: · foHc(l<• O\.r) = --- -- ·- •-- -- este 
3 1./:; . (.i·-}- .t )V1~--t;---:~ 

d e f. pc :O, 'i): l i: n -:.'r) ~ O ~ i lirn ? f t') 
\I' /, j 

~ ·- punct. d1· min: {V;f.- 1, -'• + :!i/3); punctele _- ; 
' 

(o 1ll ) . (, ::; J . „ J . t1 . • I 1 r· I • , ~' l '' ~- llll r1 1· ~u·t111 ;.: ral1 .:11 u1 , <li' 1t1'tL'Jt ( c aproape de cit· cxi~tă puncte a e gra icu 111. 

- 11 = •, b = - :; ; ;_; punct de max. : ('.!, ~3); punct de min.: - - - 7 • ':29) <)O l ( 1 ) 2 , } asimptotă: 

y =-= I. 

30) 1' /t -:i. b:- !, r =- :!. d = 1; 2° asimptote: !)= 1, x=2-(3; x=2+V3: 

31) .;.! ,,„ = I : :; I ''"": dt: tn·"·: ( '• , -- :. ) ; 

~ - ~ tli;~ r = :? Vc: 

p<111d :;" mw.: (t1 ~- ) · asnnpt ole: y = 1, z = 
' 5 t 

32) 1° 1'11 n c~ ia P<I" i1„r. pi' !? "- {--· /,}: p nni' t dt> mn-x.: (- 211, - 4nbl: pnnct rll' m in.: (O, O); asimp• 

( 
I :J tl ~-' _- '• ) . t 1•tl': ::r = - b, 11 ~ n(:r-li ) ; :!' a ~c 11 ·- 1.; :r 17~=- 1, 

2 

I, n ->- ! /rif'-::f., 
33) I ~ pa n•' I " " max.: - a ..!.. j/ a 2 ~&. ---

\ :!li 
punct de min.:(-a-Va'- b, 

'?. . - l ~ '·;~ :T,J: 
'.!.h n:<imp ln lii : y =O. :!' i\o~ .- li: :~ ' •<' îine sPam:i d e propril'tatea Ju; Darbou:m 

(~ I >!, lll' . I, 1·0rr.l:ir 11 ~ J d ro ~l'm1111l ntt11l;'L1•{ito1·11l11i lu i {". 

/ .} ' J -- i ! 
34) j ' r i.l'I ~· - ' ( 1 i.~ - 1) - ;l 7i fi,2 - 1, 21 ('Of(' lln punct dl' JTIÎJlin1 nf c:rafiClllW 

:!i.(/' I .:~-lJ • 

p en t ru orier 1. > U j ::! ' {" CJ 
- X - 1 .ţ_ !! i.2 

4 i, v(.r--- -11;;- ; 
~0 funcţia >'•te def. pe (-1, + oo); puucţ 
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d e mm : (0,2); pun<'t deinfl.: (2. ~!:3); asimptotă: :t=-i; 4° notind MN=9(;1.) H 

~ : 1 -L j ~ :? , "' / • ~ J ..L /,2)2 
7(A) ·= _ - _„-P"l.ir11 1. E iil, 1) ~ 1 tp(AI = -- ·- pentru I. e (1, + oo}; (presu-

:ri - , . (:2-1) 

pun~m r. :::-~ I , d"'"n"'•n P"nlra J, = 'i f :tnp.-cnt:' ;u ,\1 la grafic !'Ste d reapta !' = !?, paralelă 

cu ax:! o~· l : ln l'::?Zdl ) l"-· 10, I ) se <·bţino .U ·'°min pentru /, = V3 - 2 V 2; iar în cazul 
I -----= 

i. E; ! , -i xl "" ob\in f' 1/ .Vm„1 pent ru ;~ = i/ 3 + 2 Vz. 

11 (E) = (O. 4.; "- {2}; prin transformări quccesive se obţine 

a-2 - :l.r -]- 1 
=-----· . deci ţ(.r) 

:r - 2 
3„ - . ) x 2 

- 3x + 1 
g(x = ----'--

x - 2 
1 ' 

pentn1 ,. c ~ U, 1: '-.. {~/ ~i ;;(.t) = - pentru X E fl '-, [ i1(E) U {0}'.5';' g cate discontinuă în :t = 
.l 

= ~ ~j in T =- !J-; anum" : - - -( J 1 - 5 ~(2 - O) = + oo, g(2 + O) = - co, g 2 = 2 şi g(4 - O) = 2 , 

if!, + O) = r.-i'd funcţi:l nu ar<' punrte de "Xtrl:'m şi: i(x) <O pe (-co, O) U (4, 

+ 'X'I ,j {;"V . > O fh' 11( F): f11n<'! i:l m1 nr.- p111:<'l" •I„ ill!kxitm<' ~i: 7 "(x) < O pe (- co, O) U 
u (2, -'1) t..;Î ;7''(~r\ > o p(• (O, ~ ) '.) ( 't, -i- Â. l: A5t1 U ~'Î.\l l(l: y == O, .1' = (J, X =: 2. 

36) Se obţine P (:t) = .t:°'(a - ;i·)~; fnrn:1L<1 es te dcfiuilă pc (O, a); pentl'U x = cw_ , se obţine 
CI:+ ţ) 

( 
a cx+(l 

P mn.oc = Ol°';3!3 ---- } • 
CI. ..l.. f3 

(I~ 
37) Se ob tine S(x) = x"' + .....:_ ; 

X~ 

1 

!unc~ia est e definită pe (O, + co); pentru x = ( 2:~)" +!3, 

( 
a"'9 ' 

1
-

st: ob\ iun Sm;a =-• (x + f.l ~ )"+P, · 
I xo';:~ 

33) Nn;tn• I cu ,„ ~i r 11 .'I 1lin„, n,i111ule drept11n~hit1l11i, so obţi?1e :r~ + 112 = t,r2 ; se stabileşte c11 

futl''~'.l s I -_- .) ~ 'I) •l - - ~ f1· fi11iL .. l I1f• ro, :·J· i il'' i1;\ XÎ:rt 1.d ~J l·~·n l'll .r ~. y =.;; r VT; deci 
eh ;'t •·· ;..!1?11: rL~ :"lHl' 1na .:itui"t iuseri:; int1·-11~. <'('I'"" dr.L ·:~1„„ toc:nai l,[ttrntuJ inscriCj in r espec­

t j, ll. 'i'l'. 

39) fj„ ARC triun!!'hiul dat ~i un rlreptunghi L ,H!YP a!os conform condiţiilor rlin enunţ (NP pe 
BC: f, l11t1·" A ~i r;. '\orincl L \' = .r. iY f> ..,.. ,11. (J(' = 11 ~i h - lrniltimea cohorîtii pe BC 

şi \Înîud R1'ama d0 a~r m:"tuarea triunghiurilor ABC ş1 AL1VJ, se obţ;oe S(x) = .!!.. x(h - x); 
li 

. h 
funr\ia f'<;f0 rld. r•r ro. /,j; p1'n1ru :r ~ - · 

" 
2 I. , <' ah 

1./ - - , se ouţtnr '-'max ~ -- • 
~ . 4 

40) );°otînd C'U .<' ,;:,11;1!'l1·u l 1.:11 ·i 1·iiint!n>iui ~i <'11 !I îniil(in11'" C'ili11<!1·ul11i, QC obţ.in<' V(x) = 

~ / -- · 2r 1/ T 2r 
.:. .1'' I. '11" - .r~ ; J'uw•ţia „,li• d11initii r ~ [O. :.'r): p~ntrn X=------, y = - - , se obţinl:': 
'• · V3 V3 

l' max .,,... 

•U) :r „i !I nYincl nr- !' • '~~: ~··m1°i1'i,•a:> ea h 1·ro!t'..-n!.\ anl<'rioar:i. !'t> obţine, pentru x = 2 ~i y = 1; 
V max= -::ui-3. 
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4.2) 'l;(lti n rl <'U .r la1ur n 11·11 11P111/11i ppr·p r·nrlieular:i f>•' b:l1t.', ~" 

P•t t> d Pf. P" [o. -~".] • pen i r11 , ;: , 

;, ~ I -' :,· 
--·-·-' 

111 
r~ -- I l :O ). 

44.) Xntin<l 1·11 .r Intuia bn? f'i . ••· vlqin <' l' lx 1 

;; 11 :: 

„2 -

a .r :10 - ~_r l 
- ·---- fun l'ţ ia 

211 - x: 

„, 

- !I .2 14~: ri•z ultfi S11tl 

11 -= fn. 1: l: 1·•·111 1·: 1 ,, -- .: I :! ' ,,, .. , 1·• 

' .. ,,, t r r :! 

:r <: { I'. -'- :-o. 1 ; p„111ru .i :fr •e ol>fin1• minimu l 
'tr f r~rJ 

47) "ln1ind 11\1 = r. „. 1lhţin11 l '1 1 i-~~ r 1· ! „2 : ' rr - - .11 . r f'= i-- r, r \ I~·· \ ' 11 11b•1·r\'n 1•:! \/ P = 

=•I c_:· fi \f . '<'lllrilll 
1.• 1/1tl 111 1 irn l .\ / ,.,ft.' ..:i i 111 at 

1'-'1JIHir , pentru i 

inr n· O <i /'. iar 

2-:: 
I ' rr.o:c: = 

8 1 
(911r• + 

. , 111 "1" c --· r 1 tg .i:, :& E [O, r:) "' {I}; 
"" o l>f in r> Smn.~ = !... j/:)11r;iî - iVr'J3. .. 

48) So obtin <> :~ 11 

pennu x = a!'c cos !' ;i- • 

49) S« " " r111ni1 l 11n!!1mf':1 / .1 \a~ ului , iu p n,i t in in <'ArP !ll'P•tA •e ~rrîjinii 111 o PXl ri·mitnf.• f•f' mnlul 
1iul11i. i:u •. „ •'<':il.dr :1 fll' r· 11•tf'll' l'.l l o:O lo;I.„ , "' lttllo'fll' " · · 11n::rh1fll ~ Jdrmat et<> ,{irecţir. vasului 

/, \ 

! ~t Stl obţilltl Im~ = 
<I 

+ pentiu or 
c o~ ·' 

( ~ -~ 'jj 
-;; ~; „ 

= li ' · - h 

I f; I~· 1;1 t-.4f 1 ' I i-'I I I / .J. 11 \ \' I: 
' "~•· .111 .1. 111.1î11d 1•11 T pr•) Ît"·ti:t lui A .'\1 pe şo~ea, 

1·· - '.I· ~ [l i -L1l'S -:z 1:> =Vx2 + H+ 
1 l / 1 !!:_ ~Inr ~~5-!!. pPntn1 _f 7-:" h ·"~ d,f1fH / ,,,, 11 --: ·~ ' ...Lt, l/, , ~·111~ n1 

51) \' 11 tinrl r11 r d1gtau1:i d l' Li ~ .1r~:, 1„ 1.;" t; .;1 '" 1/ .f1 <tan ta d•· la ~ "r~<i la ,]!J , 5e obtine J {:i:) = 
, ;,, () 

·' 
c(' 

52} R\'id f'n t nm ~ tlll ; " ' ~ ' '" c·(1 fort:l. Plrpt 1nn11.to1111· a hatPri<·i d" 11 "i<' lll POtf' legat" in <erie este 
ne, rnr rp71 qt„ntrt 1ntt!1H1;1ni nr [:rupln ri .1 p ni 1·.-Jp 111 h:iter1; iu l'arJ l<'I, l11rţa t' ltctromotoare 
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este ne, iar rezistenţa in t erioară !!.!:... ; apliclud 
m 

r.o I' so = ---- • înforuinrl 111 = -- , re711J1ă .T = 
mJI --1- III' 

1 
11 

legea lui 

60 ne 

Ohm, se obţine I = __ n_e _ _ 

P1' 1tlru 

R ' nr 
rn 

mai r·apid 

prnhlr•m;i, l r ebuie ~•1 Sf' 1•f'f'L11·g-ă la d1'1·iY;ll•': 

d('ril pPul1·11 1111mP1·e Îlllre;ri ( l < /1 ·< CO) , •e 
nh•f' 1· 1· inrl OIH,:'t (';j t'1111qi:1 / 111 1 Ji ii P<lf' d PfÎllÎ(:j 

ro n<irl1.·1„1 11rf'lun!:!' i1·pa f 1:i I u, ~ _,, , a ru n<>\i<> i 1. 

fiO l'T • 

l)ll.ff ..L I .rl ' 
.) l i~. 1[_ : „ dPfiuiti't prin t'!!'alil a l N1 f (.'l·) 

dacii 1·0 ~flo, atunci, dPoarN'P f'l. !') PSIP crt·~ciiln:11 ·1• I"' [ I , fiOJ, max imul lni T 1 <'SI •· dat de 

n = 1)0 ; dPri 111 = l (1oatl· t'lt.·riH:ntelP ~P lf•;t!?'o"i. 111 ~·:t·t· i P : c.la e~i .1·0 ..- fiO -:i d;11.•;i ·' n f•i;: l p i n trf'l!! 

~ i diviz 11r :ii !ni 60, atunci n :: .r0 : daef1 .t'0 ,~s t ~· i11t1·f'!!, d ai· 1111 1·-:.li· di,·i/<JJ' al lui tlt•. 'il.\1 
dH1':'."1 .1 ·0 ll!I f'~f(· i11l_ L-<.~ ~·, :--1 1 ro11..:;id1"'1·;.i l'el rnai 11un1· dj,· i101· n 1 :d I 11 i f,O , :1:-:\ l'1·I t•a 11 1 ..,- .1 0 . ~j 

<><>l ntai 111Î•' di1·izo1· 11 2 nl lui fiii. a~I ft•l ea 11, •11 : cl a d l /11 11 ~' / 111~1. " ' 11111 ·i 11 - 11 1: d .11'f1 
/ (11 1) ..-- Tin 2 ;, a t u1tl'Î 11 = 11 2; da cii / 111 .J = / ( 11~) . S<' pnall' lua <•1·i1"""' rli11 1111111„1·1·11' 11 1 ~· 11 , 

Ist• ob t in1· al'~ea~i 11111•nsi1at1· Jormi11d hal<'ri i fii· dr> l'it'e 11 1 e l<'nwnll', l'i r· dr· d1e 11, <' lf' nH•n t r : 

1° .r0 >GO, <l~ci /1 = fjO; 2 J·0 :-~ JO. df·ci 11 =- :~o: ;) 1 11 ~ 1~,:?; ,p c 1· 1·1·f'1t·:v[t /d:! 1 ~ i I t:H: 
s~ nb[inc 1(12) = 2,lt:> l' ~i 111:> = '.!, ', ,„ d1•1'i <•' i.i 11 !:!. 

s:J Xolln<l Cll 13' proiectia lui n fW calea fe1·alii, ('li \I punciul r]p l'fll'l•\'tla1·1' ~j J:' .\I .1, •'M lul 

l1·:i n~p(l1·111lui este y(3·)-= :t. :JO - 11 .L ;3 11 „!- -:--i1. 1 e 10. :!Ol I R ' 1·n1·1'sp11nclo · lui .1· , ll, iai· 

A !ni :i· =-:ml. . \nulind dP1·i,·a r:1. ,.., oh[in1• .10 -

y ( d <'•I„ d1'~t.:rc~călom'•' I"' „,.;,.,.. i11IPrYal jll, r). I' 

dar·ii .r0 >· :{O, atun(· i. dt·11a r1·(' 1· 
t/~2 -·-··X~ „ 

... „. 111inirn11I l11i ':'f 1 l I"' r11. ;li) I "'' p a l În• 

3'0 = O, a rlie;i '.l = O, punctul <le r·acordare est(• lu B ', ceea <'•.• ,.„ mt»tpr<'tt-azii 11;or di11 
datele problemei 

P r ntru ap1·oft11J(f a 1·pa ctt.110<l'Î 11 l.elo r exptHt' 111 1„,urnn l l'PCOtnand itTTt „J,•1 il•• i ~:1 <'onquTtl' 

urmftt11:1r<' l t• l11r·1·:tri · 
I ~ ic1.l1••ct1, \I „ 1Ji11•·11IP:ino1 , '\'., \l .1 11 · 11 ~. 

111111i, 1i \ 'n i J , Bucnreo.ri , r· o111.11 .1 di. ln1·t ic'1 :• 1w1h~n• i"''• 1<11;„ 

.! . \ l l lil "· L ' '\[" 1· o I li n. T. - c„1e~ue tle probleme 
Voi i , Bucnr•'qi Edi turo 1t>hnir··j 196-

de calc11/ d1f,•1 en trn l ei integra.I 
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