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Capitolul
I

Multimi. Numere reale. Functil

Ti clasele anterioure au fost expuse unefe cunostinte despre multimi, numers
reale i Puuetii, i acest capilol ver [t revdzule acesie cunostinle i vor fi introduse
citeva nelinnl noi (produs carteziun, veciniilaly, restrielii $1 extlensi de funetii, functi
compuse cte.. Vor [iostudiate, de asemenea, progreside aritinelice si progresiile geo-

metrice.

1. Multimi si elemente

Mulfimile sinl formate dmn obiecte (de orice fel, fie obiecte fizice, fie obiecte ale
gindirvii). Obiectele din care este formali o multime se numesc elementele multimii,
Elementele unet mulgimi sint diferite uncle de altele.

Multimile si elementele se noteazii prin litere si alte semue. O literd poate indica
fie un element determinat, lie un element arbitrar, oarecare nedeterminat, al unei
multimi, Un element crbitvar se mar numeyte variebild o multhnii (sau, ined, argument
sau element generic al multimii).

O multune definitd prin indicarea elementelor sale a, b, ¢, ... se noteazit {a, b, ¢, ...},
fara ca ordinea in care sint scrise clementele sa aiba vreo importantd.  Astfel,
de: exemnpla: 1, 2, 3} == {1, 3, 3} == 13, 1. 3L

O multime delinitda prin indicarea unei proprictiti P pe care v au toate elemen-

tele multimii i pe care au o au alte obiccte se noteaza {x| v are proprietatea P).

2. Apartenentd si incluziune

Daca @ este un clement al unei multimi, M, se spune cd a apartine multimii M
gl se scrie @ € M. Decd b nu apartine lui M, se seric b & M.
Dacd oricé element al uner multimi A este 5 element a! unei multimi B, se

spune ¢i A esle confiautd in B, sau cd 4 esle wiclusd in B, si se serie Ao B Se

mal spune ca A este o parte sau o submulfime a lui £, Se spune, de usemenca, ca
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B contine suw include pe A i se serie B O A. Daca A nu este inclusi iu B, se scrie
Aw B
Daci A Bsi B A, atunet A =

’\Iul\.mm vidd & un wutuw nici un i::lb‘hlbllt Multlmm vida esle L(,ufmuia in

orice wuliime.

3. Reuniune §i intersectie

Reuniunee v doud mulpitat A §i B este mulfines tuturer elemenielor care apar-
tin cel pulin uncia dintre muliimile A i B g1 se uoteazd A g A5

AU B=gleecdsau e b}

Intersectie mubtiniilor A i B estc multimea eleentelor comune ambelor mulfimi |
A si B i se noteaza A0 B

AfB=1lslce A 5 z e Bl

Daca AN H = &,

spune ¢ A si B osinl disgynee,
Pentru miai walte wudjimg A

B, C,.. (i pumar lt sau wluat), se definegte
$n mod aseminitor reaniunes lor — ca lind mwaltimea elementelor o apurtin cel pulin
uncia din wultiodle 4, B, €, .. — i intersectio lor — ea fiind muliiviea elementelor

comune tulurse multioaior 4, &, O

Pentru o muolting Ay, A._,_. ,-ln, rcl.u;iu;ma lor se noteaza A;UA,U o Ud, sau
1 "
U - A, dar intersectia lor se noleuza A nd, o 01y, sau Y A,

1= —1
Pentru ua siv de wultimi A, Ay o, 24, 0 Teuniuncs lor se noleasd U =
oo
intersectia lor se nuleazd (M)
v

4. Diferenta. Complementara

Diferente s doua mullimi 1 g1 & cste mullimea elesentelor ee apurtin lui A,
dar nu apartin lui Bosiose woleazd A~ b
¥ U;:f,{lb‘l cefb;
Daci AN B= @, atuned AN B=4; ducd A«

Daca B c A, diterenta A
si se noteaxd G 4. Ducd multum,a A este subinteleasd, complementava lui 5 in raport

= B, atunet AN B = &,
13 s mal vuesle o unplwnmimmlul Binvaportcu A

cu A se noleazi BB si se numeste, wai simply, complementara lui 5.

s

5. Produsul cartezian

Produsul cartezian a douli multimi 4, B (in aceastd ordine) este muliimea care
are ca elemente toate perechile de forma (z, y), in care primul element » al perechii
apartine wultimii A, iar al doilea clement y al perechii apartine multimii £. Pro-
dusul cartezian al muliimilor 4, B (in aceasid ordine} se noteaza A X B:

AX B={z, y) |z € 4, y € B}

A i B se numesc factors produsuluil cartezian 4 X B; A este primul factor, iar
b al doilea factor; @ si y se numesc coordonatele sau proiectiile elementului (z; y) €
€ A % B; w esle prima coordonatd, sau prima proieciie, lar y a doua coordonald,
sau a doua proiectie,

_ Dou.a elemente (2, ;) §1 (zy, yo) ale predusulul cartezian 4 X B sint egale daca
¢t pumal ducd au acelagt prim element i acelagi al doilea element,

(T Y1) = (@ Yo) @ 2= @ 51 Y1 = Y2
fu weneral, 4 X B=t 6 X 4,

Exemplu.
B4 luam A = {1, 2,5} 1 B = {0, 8}. Avem
Ax B= {I, s, 5} « {U 3} B {(I,U}, (2!0]’ (r 0} (1:3!7 (2, 1'): (5:3”-
B A== {0,3} » {1, 2, 5) == {011, (0,2), {0,5), (8,1), (3,2), (8,5)}.
Dach fnsd 4 = B, atunel 4 x D =
A ® A se noteaza A%

A AN A= {la

- B« 4; in ucest cuz, produsul carlezian

ylee d, ye dh

Se defineste in mod asemdnitor produsul cavtezian a r wmaltion A, A, . A,
(in aceastd ordine) ca fiind format din toate grupele (@, @,, ..., @,) de n elemente, ,
care primul element @, al grupei apartive primei multimi A, al doilea eclement @,
al grupei aparctine multimii A, cte. Produsul cartezian al multimilor A, A, ..., 4,
noteazi A; X Ay X ..o x4,

Ay Ay W e B Ay = Wy B o ) | @ B Ay 8y B Ay g By © Ak

¥ . " T T . Aoa 4 . Lo 1 exeesa e
Produsul curtezion A x4 2 A a n fuctorn egali cu A se noleaza AR,

2. Numere recle

DNumerele reale formeaza materia prima™ a analizer matemeatice.

Multimea numerelor reale se noteazi cu K. De noteazi, de asemenea: cu () mul-
timea nunerelor rationale, cu Z muliimea numerelor intregi $1 cu [V multimea numerclor
naturale. Avem Vc Zc Qc H.
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I, Structura algebrici

Cu numerele reale se pot electua doud vperatn: adunarea s1 tnmulfirea, Operatia
de adunare tace si corespunda  fiecdretr perccla e, y) de numere peade un owmar
real notat < y st vt sumee b cu oy Adunarea are proprietatile vemittvare:

1) =+ y = y -+ 2 fadunarea este comulativa);

2) (- y) + 3= a - (y -+ 3 (adunarea este asociativa);

3) =+ U= 2 (I este elementul veutru pentru adunare);

4) x + (—ua) = U (orice nui@r @ are un opus, —a),

Operatia de fnmaltive face sa corespundi Lecarel pevecln (i, y) de nmouere reale
un numar real notat @+ y sau wy $i nwinit produsel fui v cu g lnmualfices are proprie-
tatile urmiatoare:

9) ay = yr [inmultirea este comutativa);

5) (ay)z = 2{yz) (inmultirea este asocialiva);
7)

8) zz™! = 1, dacd & =£ U (orice numar w == U are mvers),
’ 7 7

£+ 1=z (I este clement neatra pentru inmuliive);

Cele doud operalii sint legate prin proprietatea de disteibutivitate a inmulgirii futd
de adunare:

9 aly + z) = ay + =

Asadar, multimea numerelor reale este un corp pentru operatile de adunare si
fnmulyire.

Din cele 9 proprietati de mai sus se dedue toate proprictitile algebrice ale nuine-
relor reale.

Suma z 4+ (—y) se mal serie @ — y si se nuneste diferenfe dintve x s y. Produ-

: ., o8 . i 2 . -
sul =+ y‘l, unde y =~ 0, ge serie S sau afy stose numeste citel dintre v =iy OUpera-

u

tia de scadere nu trebuie cousiderata ca fund distineti de operadia de adouure, i,

de asemenea, operatia de bmpdrtive nu teebuie considerati ca distinetis de operaiia de
imnuallire.

Retinem ei fmpartivea cu O nu este delinita (se mai spune et haparlirea cu O este

0 operalic [ira sens),

2. Structura de ordine

Dupa cum se stie, oricare ar {1 numerele reale @ 31y avenm una si nual una dia
urmatoarele trei posibilitagi:

o < y (@ este mal mic deeit gl & =y, ¥ >y (& este uiand mare decit g,

Dacd & nw este mai mare decit y, alunei @ poate i mai mic decil y suu egul
eu yi se serie &< (4 esle mai e sau egal cuog) e wsemenea, duch L nu el
mai mic deeit y, atunei 2z poate B wul mure deeil g sau cgal cu y; ose seric w e Y
(# este wai mare sau egal cu y). Reculta ca avew o £ g daca i nuwal ducd are oo
ung din relatiile: & = y sau & << 4

— —

Eaxemples.

t ~ ] =,

38 35, 3<C5 120, 250, 250,

Nutnerele @ Z= 0 se numese numere pozidive, inr mnnercle @ <Z U se numese numere
negative. Rezulti c@ O este in acelagi tmp $i pozitiv g negativ,

Numerele & > 0 se numese numere strict poziiive, 1ar numerele x <2 (} se numese
numere strict negative. Rezultd ¢d@ numerele strict pozitive sint in acelasi Lnp nuinere
pozitive. Singurnl numir pozitiv care nu este sirict poziliv este 0.

Proprietatile relatiei de ordine ,z < y™:

1) o < = (este reflexiva);

NaLy si yKo=a=y (este antisimetricd);

1 oLy sy z=hx s (este tranzitiva).

Relatia de ordine este legata de operatiile de adunare g1 inwuliive prin urmatoa-
rele proprietiti:
fJagy=a2+sy+ 3

x5z < Y3, dacd z > 0;

5) a Ly = ,
@z > ye, deed gL 0;
" 1 1
bi<aeLy=—2=—.
"y

Observatii Proprietatile 3, 4 si 5 sint adevirate i dacd se inlocuiesc sem-
nele < si >, respectiv cu <C $i >>.

In legitura cu proprietatea 6, se observd ci dacik o << y si @ < 0, y >0, atunci

<
PR T
= = , de exemplu —2 < 3 s e 50 = dacd insa o < y < 0, avem, de aseme~
J oK —_ o
1. 4
nea, L2 .
B "

Fiind date n numerve reale aq, @y, ..., g, cel mai mare dintre ele se noteazi max

(@ys tyy vy 1y, tar cel mat mic se noteazd win (ay; dyy ...y @,)s

Erxemple.

vaax (8,1, 5)-=5; min [3,1,5) = 1.

Tn legitura cu relatia de ordine mentiondam urmétoarele doud proprietiiti:
[) (Axioma lui Arhimede). Oricure ar fi numerele reale @ > 0 i 3, se poate gdsi
wie nwnar natiural n, astfel inelt na > 3.

In particular, pentru o = 1 rezultd ci
Oricare ar fi numdrul real B se poate.gisi n & N, astfel incit n > B,

1) Intre dovd muwmere reale a << b exista lotdeauna wn rnumdr rafional v, @ << r < b,

Urmeaza ca intre doua nymere reale @ << b exista o iufinitate de numere rationale,
Intr-adevar, intre « $1 b exisid un numir rabional »; lntre r 51 b oxistd un pumar rajio-

nal ry et

mﬂ?#
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3. Modulul

Modulul sau valoarea absoluté a unui numir z se noteazd | x| i se defineste astfel:

z, dacd a > 0,

lz| = . !
—ua, dacd 2 L 0.
Rezultda ¢i | 2! = max {—z, @);deci a L 2|51 —z < [ L].
Ezemple.
! 1! 1 ,
7] =7; 10,5] =0, ]‘3"3“("-—.;;7‘ 0] =0

Modulul are proprictitile urmatoare:
) le]>0; |0]=0;
| z | =0 daca gt numai daca @ 5= 0;

1) |—zl= |zl

111 ] lz4+ 2yl Llzl+ 1yl | (inegalitatea triunghiului),

(Medulul sumei este mai mic sau egal cu suna modulelor.)
Pentru demonstrare, se considerd succesiv cele patru cazuri posibile:
@) Daca ¢ > 0 5i y > 0, atunci = - y 2> U, i inegalitalea devine o egahtate:

et yl=aty=jai+lyl

b) Daca 2 <0 4i y <0, atunei @ 4 y < 0 i inegalitatea este, de asemenea,
verificatd cu egalitate:
lzt+yl=—2—y=—a+(—y=lal+]ylh
¢) Daci 2 > 0siy < 0, atunci |z | = zy4i |y | = —y; dach z + y 2= 0, atuncis
lzt+yl=2+y<e=z|<lz]+ 1yl
daca ¢ + y < 0, atunei:
-~

i_1;+y|'=:.—£-—-'y;—.ﬂ—:'lyié!yz%;-ﬂl‘i_iy!'

d) Cazul ¢ < 0 31 y 2= 0 nu difera de cel precedent,

Ezemplu.
| —8 4+ 3| <! —8| 4 | 5| deoarecs | —8 43| =|—5|=bh far j—8 |+ |8 =8F+8=11,
1) | le—yl<lel+ 1yl |

(Modulul diferentei este mai mic sau egal cu suma modalelor].
Intr-adevir:
lz—ylemlzt(—y <2+ |—yl=lel+ iyl

Ezemplu.

[12=7 11121+ ! T, deoarece |12 —7 | =01 =35, dar 12|+ |7 =124+ 7 =19,

IV) |lzgl=1=] |yl|

(Modulul prednsului este egal eu produsul modulelor.)

V) | | = , de unde y == 10,
R

\H‘.,

(Modalul eitnlut este egal en eitul madulelor,)

| 1
V) lilel—lyl| L=yl
| ! |

(Madulnl diferentei modulelor este mai mie san egal en madulul diferentei.)
Peniru demonsirare se aplici inegalitatea lrinnghiolui intii numerelor @ — y
si ¥, apoi numerelor y — & si a:

le|=|le—y+plL]la—yl+ ]yl
deci:

j@l—=|gl L ]@—9i

In moa analag:

lyl=le|lL|y—at=ta—yl
Donnrr-opf [ 2] — !y ||este epal cu unul din numerele | 2] — |y san |y | —
~ | @ |, rezultid:
Ii-’ri—iy: Sle—ygl

Ezemplu.

i’—ﬂ’—-"——.’.}ig!—:}—!’—.’x; ', deoarece
I
[l—-?l— —5]] =18—5!=|—2!=2 jar |—83—[—5)|=!—3L53=}2!=2
t
. |
V') [lzl—=lyl|<lz+ul
.

(Madulul diferentei madulelor este mai mie sau exal en modulnl sumei.)
Pentru demonsirare se procedeazit ca in eazul precedent, aplicind inegalitatea
triunghiniui mai fntii numerelor @ + ¥ si —y, si apoi numerelor y — 2 si —a.

Ezemplu.

I;—a:—s—m < | —3+ (—13) !, denarece

1] 1 || * ] "
f—3l—1—3] ]=2, jar | —3 4+ [—5)|=]—=—3—5|=!—8|=8

- —
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S4 preavpunem mai (ntli eh | 7 | <
alth parte, dach # < —e¢, atunei —a 2> ¢ §
ceca ce ar contrazice ipoteza; agadar & > —¢, adich —e < @, si deci —¢

Reciproe, st presupunerm —¢ << 2 <
ci avem, de asemenea, —¢ <
| # | < e. Dach x este negativ, atunci | @ | =

—1

Exemplu.

3

|—8| =< 7 este echivalent cu — T —3 <7 sieu —TH<

Observatie. in proprietatea VI se poate inloeni semnul < cu semnul <Gt

lz| g c@—c< <o

4, Inegalitatea lui Bernoulli

Darcd a 22 0 st n este numdr natural, atunct

(Il +a™ > 1+ na

| S—

Intr-adevar, dezvoltind (1 - a)®
" (1 + a)* =1+ Cla + C3a* + ... + a" =
= 1+ na + ﬂ"n—;l-l a4+ ..+ a*>14 na

{v. generalizarea la exercitinl 22 de la sfirsitul capitolului).
Aplieatii: 1) Davd a > 2 si n & N, atunct;:
a*>n+ 1.

A 41, ded

intr-adevar, luind A = a — 1, avemm A > 1, si a =

at=(1+ AP >14nd>1l+n

Exemple.
. 20 >n 4+ 1; 10 n4+1; s">n+1
| Pezulta:
4 1 1 1 1 4
} e e B S el
| an n -1 i 107 no-k 1 n

2) Daci a > 1, si « & R, existd un nimér natural n. astfel incit:

a" >>e.

e 10 =

< ¢, Deoarece & < | o |, rezalth £ <. Pe da
¢ a1 deonvece | @ | > —x, av vezulia | @ > @
<
< ¢. Prin inmultire cu —1, dedocem atunei
< . Dach a este poziliv, atunet | 2| =

= —ua, si deci, de usemenea, | @

dupa formula binomului Jui Newton, oblinem:

Lvw
Ty
21q

Flg. v . e s

inlr-adm—ar, i AP : : T X .
nd A = q I, avem o = A4 4+ 1 si 4 > 0. Folasind axioma hui

Arhimeds s S :
£y se poule wast dect un nwdae natural onooastlel ineit ol > e Atuned

=1+ A" 21+ nd 14+ a>a

Exzemplu.

: 7 1 .
i rezulti A = 5. Luind, de exemplu, n = 105 se obtine nd = 5- 105> 103

-]

il
b2 j 2]
2
i
=
b=
o

5

deci {1
2

] 109 > 103,

5. Reprezentarea numerelor prin puncte de dreaptd

Din geometria analitici se slie o3
i geometria analitied se shie ed numerele reale pot [i puse in corespondentd biuai-
vocd cu punc 1 ' ;
; it nelele unei drepte pe care au fost alese un punet O (originea), un sens pozitiv
§1 0 unitate de lungime,
Dacd in i g
- aceasta corespondentd M este punctul care corespunde numiarulel a,
numarul x este 1 i M (I
: .u dq se] numeste abscisa punctului M (lig. 1). Daca M si N sint doui puncte ale
reptel, de abse: ; : S e
d’fp y S5 hseise respectiv o sy, distanta dintre M si N este egald cu modulul
Herenler absciselor | 2 — 5 |. Numa g
' or | & — y . Numarul | & | reprezinta distanta de la M la ori-
ginea O, ,
Data {i s iunivoea di
, E f_fmd corespondenta biunivoed dintre numerele reale si punctele unei drepte,
8e dentificd c ' l
[icé un punct M cu ahscisa sa 2. Astfel, vom spune .punctul z*, intelegind

prin aceasta .punctul car abscisa @'
=P care are abscisa 2", De exemplu, vom spune: punctul 0, punctul

- 3 ) 5 =
2, punetul o punctul |2, punctul — [“'/5, punctul = ete,

6. Reprezentarea perechilor de numere prin puncte din plan

1 .].n(i dl -] din a adrep \l 11 (4] 2 \- i & e a s ese aceeast
l ] 1 0 a BER IR ]l' l Le ! "i'IN'rU{I('lllHr‘, ()l .,l O/, 'I ¢ care an f 1Sk al : O B
oriocine 0O " s A : : > ') = | - .f';“
-~ ] aceeast unilale ll( ||||)"*‘H|]f‘ L\.‘l cile un sens pn[ili\' e ta b“e £
: 4 P S sta ste o cores

POHL{Eﬂié binnivsea intre & 5 . 3
§ oclt intre punctele P din plan si perechile ordonate (z, y) de numere



4 y T__.._..: A
7P 1
i
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]
1
i
. i ) &
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Fig. 2
reale. Numerele @ si y 98 numese coordonatele punctului Poor este abseiza hn P, tar
i i P ke 2
este ordonata Lur * (hg 20 , :
. N . o o v o " v % O]
Datoriti  aeestei earespondente hinmvare, se fdentificst un punct [P en per

: yi & A g T e
chea coordanatelor sale (z, y). In lo¢ de Lpunctad P2 ovom spune. de asemenea, .pun
q ¢ \Ts

tul (&, ¥} .

Ohservatlie, Porechile de numere reale (x. y) sint clemente ale produsalu:

ian It ? v waniei reale 2 en ea insasi. Prin identificarea pune-

cartezian 2= R > [ al drepler e e 1 ‘ sl it e gl
telor din plan e perechile de numere reale, planul insusi se identificd o prodinsul e

tezian 3%

7. Intervale

i nt 7 o o -agt s T art n:
Cele mai simple muliimi de numere reale sint intercalele, Acestea se fmpart o

intorvale mdrainile i intervale nemdarzunte. _
. ol i | 11 ate nunctele sunminse intre doult numers
Un interval mirginit esie formal din toate piaet le v eupTInS -1 e e
i itatile (san eapctele! interv siopob sd apui-
a i b. Punciele a si b se nnmese extremilitile (zan capetelel inters alului si pob s af

{init san s4 no aparlini intervalului, Astfel, daei a < bt

(a, ) == fe ja < @< b} este interval desehis;
fa. Bl = {# | a < & £ b} este interval inchis:
fa, b) = {w | a L o < b} este interval tnehis Ia sitnea si deschis la dreapias
e /! & > L N l e
(a. b1 = Sz la < @ < b)Y cste inferval deschis la siinga 5t inehis la dreapta,
: ! i )
, 7 -
Daehi a = b, aond (@a) =0, la, a) = @ al =0 H (@01 = bt

arcinite si armidrentele s apla Inleeaddi:
Intervalele nomarginite sint semidreptele si deeapla inireagh

: P, = amarmnilid o v al:
(a, -+oo) = {r Lz >>a) (semidreapki desehiadl nemirginila Ia dreapinl;

. . Y
i 1 - i anla inehisd STy i Ia dreapta’
fa. %700\ — lx 2 > aj (Q(“]’ﬂl{‘f’l aplic neasi nem gl P

f

I

i

I LI .
(—mo. a) — fr o < al (semidreapti desehisa nemarsinitd lo stinga g
, b | T % ~
f
t

(r @ << at (semidreapti inchisi nemirguiita la stinga).

e

(—eo, n, =

Dreapta intreagi R se mai noteaza (—oo, ~+-o9).

. . .

8. Vecinititile unui punct

Se numeste vecindlate a umii punet @ orice intereal deschis {a, b) eare contine pune-
tui 7, adied astfel incit a << z <2 h.

Rezultd cd un interval deschis este veciniitate a oricArui punet y al siu,

Cu cit intervalul (a, b) este mai mie, en atit punciele sale sint .,mai apropiate” sau
omai vecine” de z.

Punctul x are atitea veciniitifi cite intervale deschise care il contin existi.

Vecinatitile lui @ de forma (z — ¢, @ -~ &), cu ¢ >0, se numese gecindldti sime-
frice ale Iui =

Orice vecindtate a lui # contine o vecinatate simetricd a lni o (fig. 3).

Observatie. Notiunea de vecinitate trebuie raportaii totdeauna la un
anumit punct. Astiel, nu are sens sa spunem intervalul (0, 1) este o vecinatate®, ci, de

v a w3
exemplu, ,intervalul (0, 1) este o vecindtate a punctului 5“.

Exzemple.

1) Intervalele (—1, 1), (—2, 1), | —1 009, l s, (—m h30) | — A § --1—- sint toate va-
2 109 103
ciniititi ale lui O.

Oricare cdin aceste vecindtdfi ale lni 0 confine veecindtdti simetrice ala acestui punef. Da

1 11 11 11 11 11
emphins =4 000, =D l= s D=2, )i = =5 =1D[= =Y~ 20 LY,
SRS [ 2)3[ 2’ 2]3( . 4] [ 105'102]3[10-‘-' mﬁ)D( 100 ll‘s“J

9) Intervalele (—1, 1), (0, 1), (%

5) sint toate vecindtiti ale lui% .

3) Intervalul inchis [0, 1] s este veeinatate niei a lui 0, niei a lui 1, dar contine vecinii-
tafi ale oricirui punct x din interiorul siu, anume = = (0, 1) D [0, 1]

§ 3. Functii

1. Definitia functiei. Notatii si denumiri

Fie I7 si I dond multimi. Daci fiecirni element al muliimii /7 facem si-i
corespunda un element, si numai unul, din multimea /', spuaem ca am defi-
nit o functie pe £ en valori in I, sau o aplicatie a Iui ¥ in I (can, inca, o trans-
formare a lui [0 in T).

O functie se noteaza cu o literdi, de exemplu f (sau g, h, o ete.), san prin alte
semne.

- a
/ o N ] )
Fig. 3 a b x 7 4
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Daca f este o functie definita pe F eu velori tn F, se foloneste notafia:
f:E~ F son E == F.

Notiunea de funciie comportd trei elemente:

1) O multime £ pe eare functia este definita. Multimea £ se numeste domeniul
de definitie san muliimea de definitiec a funectiei;

2) O multime £ in care [unctia ia valori:

3) O corespondenti de la elementele multimii £ la cele ale lui F,

Pentru a defini complet o funetie, trebuie precizale toate cele tre1 elemente

Daun funetii sint egale daci: sint definite pe aceeasi multime [, ian valorl in
acecasi muitime /7 gi stabilese aceeas corespondenta.
< B ii eorespunde prin functia f elementul b din I, spanem
e b este fmaginea loi @ prin functia f, sau cii b este transformatul Ini a prin funetia fa
sau ci b este valoarea Tunetiei fin a; elementul b se mai noteaza f(a).

Daca elementul a

Exemple.
1) O funetie constanti [ : £ — I face si corespunda fiecarui o din £ un acelagi

element a & F.
f(x) = a, pentru orice ¢ € K.

2) Aplicatia identicd a multimii £ este funetia [ : E — FE definita prin egalitatea:
f(x) = =z, pentru orice @ € £.

Aplicatia identici a lui E se noteazi uneori Idg.

2. Argumentul unei functii

Fie f : E— F o functie. O variabild = a domeniului de definitie se numeste, de

gariabila independentd a functiei [ sau argument al funetiei /2 Pentrn a pune

asemeneca,
@ & E sau,

in evidentd argumentul @ al functiei f, se foloseste adesea notatia @ — [(¥),

\

uneori, chiar {2} in loc de f.
Argumentul unei funetii se poate nota si cu alte litere (de exemplu ¢, ¥, 3, u,

o etc.).

3. Imagini de multimi. Aplicatii surjective.

Fie f: E— F o functie. Dacd A este o parte a lai £, multimea imaginilor {{x)
ale punctelor 7 din A se noteaza f(A) §i se numesle inaginea lut A prin funciia fr
\ Cff
f(4) = {f(a) | = € 4L

Rezulta ca f({A) c I, deoarece [(x) € F pentru ficcare 2 € A.

)
»
]

|

et —

il
. d

P
Fig. 4 ?

In particular, lnind A = E, avem [(E) c F. Multimea f(E) se numeste multimen
palorilor Ini f st difera, in general, de multimea F in eare functia ia valori

LEaemplu (fig. 4).

)
s
e
£
"
=
b

= {a, b}, atunci [(A} = {m, p}.
Daca A = {a, ¢}, atunci fl4) = {m},
[(E) = {m, n, p}.

Daca muli ralori 1 3 i i i
; f; ultimea valorilor lni [ este egald cu multimea in care [ ia valori, adica
aci f(l) = F, se spune 5 calt B cati ‘
=, p i [ esle o aplicatie a lui £ pe F, sau o aplicatie surjectivog,
sau o surjectie,
Funetia din exemplul precedent nu este o surjectie,

0 l\vffr va t_\:v.q O Tunetie f: F—» I se poate totdeauna inloeui en o aplicatie surjectivi
fi: £ - [(E], restringind multimea in care ia valori, de la F la f(F). -

4. Graficul unei functii

S m o oam o p ’ oot o ;
Fie [: E— F o lunctie. Sa considerim toate perechile (z, f(x)) ale produsului
ca VaT: N (| aTa TN = g 2
rtezian £ 50 I, in care primul element @ al perechii este in E, iar al doilea element
fla) al perechii este valoarea functiei [ in 2,
Multimea tutur 1
Mult 1Iror  perec s aces ‘ 1 [ er i
ulgn perechilor de acest fel se numeste graficul functier [ si se
noteazi iy ,
SR T T n
Gy = {{x, f(a)) | 2 & B}

P _ . . : : i
Gp este o submultime a produsului eartezian E 3 [7, si este format din acele punete
(x, ) &€ FE % F e TR : ¢ . - o x
y) € L > F pentru care ordonata y este valoarca functiei [ in 2, deci care veri-
fica ecuatia:
y = f[.l‘}, zec E.

it T S — . e
Aceastd ecuatie se numeste ecuatia graficului functiei f. Asadar:
Gr={{x, y) | (2 y) € EXF, y=[la)}

Tinind seama d i 111 i
! g care <-a deflir . o b T s A 1
g modul in earve s-a deflinit egalitatea functiilor, rezulta ca doud

functiv sint egale daca si nuwmai dacid an acelasi grafie.

s VR e



5. Restrictii de functil. Extensii

Fief: £~ F o fonclie gi A o parle a lui 2. Sa considerim corespondenta
#— f(x) stabilita de functia [ doar peniru elementele din A, Aceasia corespondenia
de la A la F defineste o aplieatie a lui A in [, care se numeste restrictia luy [ la
mulfimea A, si se noteazi [y (sau f/A) Asudar, functia [, : A — F este definita de
egalitatea:
falx) = f(x), pentrn r € A.

Tunetia [ se numeste o prelungire sau o extensie a funetiei [, de ln multimea
A la £, Functia [ poate i restrictia o doud functii diferite [ si g. Rezulth i o funetie

definita pe A are, in general, mai multe prelungivi la £

Ohservatie. Funetiile fsi [, stabilese aceeasi corespondentd pe multimea A;

totusi. aveste doudt funetii sint diferite pentru cé an domenii de definitie dilerite,

Eaxewplu (fig. 5).

Funetiile [ =i g sint diferite, dar an aceeasi restvictie h la maunltimea A,

6. Aplicatii biunivoce
Fie [: [ — F o funciie. Se spune ci [ este o funciie biunivocd sau 0 aplicatie
injeciicd, sau o injectie, dach in punete diferite ia valori diferites
7y F 1y = flay F f(x),
sail. ceea ce este acelast lueri:
fla) = f(#5) = & = @5

Spunem ca [ este o aplicatie bijeciivd sau o bijeciie, dacia esie o aplicatie biuni-

pocd a lui B pe F, adici dacit este in acelasi fimp o surjectie si 0 injectie:
((E) = F) si (7 5= 79 = flay) == fla)).

Ohservatie Orer injectie f @ F — F poate L inloowra on o hijectie f; : £ - flE).

£ 7 F £ F oA % r
8 O C//vou’ & G oy g0 0¥

=" e -l .
o a— "= — " T /
5‘ c_../ ‘.“O_V (!J cr,,/ /:)O v V/ Kﬂ ]

R o co/

ow oW

£

0 ad
s

Fig. 6 F - o ¢

O aplicatie hijectiva a multimii E pe en insiisi se numeste permadare a toi E.
Un exempli de permularve este aplicalia identici ldp a lni E, Reamintim c& dack L

are n elemente, numirul permutérilor sale este nl.

Exemplu dig. 6)

7. Functii compuse

0 operatie prin eare se oblin functii noi pleeind de la funefii date este aperatia
de compunere & Tuaetiilor,

Fie f: = F g g:F - G doudt funetii astfel incit prima functie, f. ia valori
tn aceeast muitime & pe care esie delinitii eca de-a doua functie, g.

Un element sarecare @ din £ este transformal de funetia £ in elementul [z din
F1omai departe, acesta este transformat de fanclia ¢ in elemeniul ¢/fi7)) din 6,
in acest fel putem stabili o corespondenta 2 — g/fiz); direct de la I la G:

T 0
E <> F —> 8
z-—> [ L) —> gl (7)),

— a(f(1)).

xT

Aceasta corespondenti defineste o noii aplicatie a lui F in (;, notatd go f si numita

functia compusi & lui g cu [
(g o fila) = gifia)), pentr & e E |

v

) (g n [ e cilesier £ cotapis ou i

Qe defineste in mod asemAniler funelia compiisa a mal multor funebi

ol 3 ——"
Daci notim e Y aranmentul  funchie g, 137 fiinectia ins@ist

Ohservabie men y iy
Abtime inlacuind argumentul i on functia flz).

eu o), atunet finetia compusi e

£ 3 F roog & & T
q?‘ 0\-\::-““-\‘ ~ V ’// o//,—'_ﬂ
& o= -‘-"'"0“/ /QQ

D O

; o

co ;.9_——/ o © - o
0/ o o

Fig. 7



Exemplu (fig. 7).

Observatia 1) Fie f1 E - F o functie, 34 considerim aplieatiile identice Idg :F = E
gi Idp 1 F -1
Se observé ci avemu

foldg =f; ldpof=f
In particular, pentru funetiile : F —» E, avem:
fo IdE == Id}:: le=f.

Deci pentru operatia de compunere a funetiilor [ 1 F =» E functia ldg joard acelasi ol ea si 1
pentru inmulfirea numerelor,

2) Dacd f: E— E" §i g:I" -G sint douii Tunctii si daed /7' nu este continutd in F, cele
doudt functii nu se pot compune. Dar dacd o parte din valoeile functioi [ se afla in mnlfimea
de definitie F' a lui g, se considera submultimen:

A={zlae L flz) e F}

se considerd apoi restrictia fy: A—F a Ini [la A, si se compun functiile g si f4, objinindu-se func-
tia compusdt gofq: A - G. DNeoaveee:

(80 [4) (2) = glfalz) = glf{z)), pentru r & 4,

se obisnuicsie si se spund cd go fy -2 obtinut prin eompunerea lui g eu f.

Ezemplu (fig. 8).

8. Functii reciproce

Fie f: Il -» I o aplicatie hijectiva:
(FE) = F) si (w5 2 = fiay) % Fla).

Aceasta inseamni eii ovice element gy din I7 este fmaginea prin [ a unui element
@ din £ si numai a unuia, In acest fel putem stabili o corespondenta y — @ de la F
la E, anume:

fiecirui yy & I i1 corespunde acel element nnic » & F pentra care flo) = .

Aceasla corespondenta deflinesie o aplicaite a lui [ in £, numitid funclia reciproed
(sau ingersd) a lui fsi notata f~1. Asadae: [~ F = E sl

-1
flu) = @y = fla),

eE' F -4 gofa
ra
A{ /<o \\\( /
< R -0 ZF ‘O
o
- O\—' <
= ) “—-—._\_\

fy
/
§

Fig. 8

-ﬁ - -
Functia reciproch [ este, de nsemenea, o bijectie, si raciproca o esie f.
=1
Compunind cele doud funetii f i /. obtinem:

(foNw) = ) =f@) =y, y & F

g

—1 -1
Fof) (@) =1 =) =2 = & E
adici:

-1 =3
fof=ldg si fof=Idpm
1

=t
Daca Ji = I, atunci fo [ = fo f= ldg.

Observatie. Pentru operatia de eompunere a permutirilor lui £, funectia reciproea
joacdt acelasi rol ca ¢i inversul unui numir =& 0 penten inmultire,

§ 4. Functii reale de variabild reala

O functie f: E — F,unde IJ gi F sInt multimi de numere reale, se numneste funcfie
reald {sau [unefie numericd) de vaviabild reald.

Multimea in care ia valori o astfel de functie, poate i consideratii intreaga dreapta
reala B si, din acest moliv, poate si nu mai fie specificati, In schimb, domeniul de
delinitie trebuie precizat in [iecare caz in parie.

Deoarece in manualnl de fafd vor interveni in continnare numai [unctii reale de
variahili reald. acestea vor i numite, mal simplu, funetii,

1. Functii monotone

Fie Ec Rsif: E - Rofonetie (realid de variabila reali).

Spunem ¢it functia [ este eresedtoare pe o mullime A C /5, daci orieare ar [i pune-
tele 2, < @y din A, avem f(z,) < fl=z).

Spunem ei [ este strict erescdioare pe A dacli ovieare ar fi punctele 2 <7 &, din A,
avem [f(z;) < flay).

Daca funetia [ este cresciiloare sau strict cresciitoare, pe intreg domeniul sin de
definitie, atunci / va [l numitd, mai siimply, functie creseiitoare, respectiv functie striet
cresciatoare.,

Evident, orice funclie strict crescitoare este in acelasi timp o funclie crescitoare
(dar nu g reciproc)

Observiim ¢t o funelie eresciiloare esle caraclerizatit prin aceea cii sensul inega-
Litatilor este acelasi, atit penten valorile argumentulid eit gt pentrn valorile corespun-
zatoare ale funclien. Asadar, o functie crescitoare se poate delini; de asemenen, prin

. T o
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conditia: daci z; > 75, atunci f(z,) > f(wa); iar o functie strict cresciitoare se poate
defini prin conditia: dacd #, > &, atuneci f(z;) = f(x,).

Spunem ci lunejia [ este descrescitoare pe o multime A < f], daci oricare ar fi
punctele z; << @, din A, avem f(z,) > f(z,).

Spunem ci f este strict descresciloare pe A, daci oricare ar fi #, << @, din A, avem
flz1) > f(z).

Daci [ este descrescittoare sau siriet descresciiloare pe intreg domeniul siu de
definitie, atunci f va i numita, mai simplu, functie descresciitoare, respectiv functie
strict descrescitoare.

Orice functic strict descresciitoare este in acelasi timp o functie descrescitoare.

Functiile descresciitoare sint caracterizate prin aceea c¢ii sensul inegalitifii pentrn
valorile argumentului se inverseaza pentru valorile corespunzitoare ale functiei. Aga-
dar, o functie descrescitoare se poate defini prin conditia: daed z; > a,, alunci
flay) < f(2y); iar o functie strict descresciitoare se poate defini prin conditia: daed
@y >, atuner fm) < fila,).

Functiile crescitoare i funetiile descresciitoare se numese functii monotone; fune-
tiile strict erescaitoare si cele strict descrescitoare se numese {unciii strict monolone,
Evident, orice functie striet monotona este o functie monotoni.

Funciiile constante sint in acelasi timp crescitoare si descrescitoare (si sint
singurele functii care au aceasld proprietale).

I) Functitle sirict monolone sint injective.

Intr-adevir, daca =, =& m,, atunci, de exemplu, z; << m,; deci avem fie f(z,) < f(%).
fie (1) > f(xs), dupii cum f este strict cresciitoare sau strict descrescitoare, si deci,
in ambele cazuri, f(x;) = f(zy).

Urmeaza ca:

IT) O funepie strict monotond si surjectivd f : E — F este bijectied, deci are funciie

—
reciprocd [ : I — I,

-1
Functia reciproci f este, de asemenea, strict monotoni, §i anume:

-1
1) Daca [ este sirict crescdioare, atunci si f este strict crescitoare, iar daci [ este

—1
sirict descrescdtoare, atunci si [ este strict descrescdinare,

-1
Sk presupunem, de exemplu, cii [ este strict crescitoare si siv arittim cit [ este,

de asemenea, sirict crescittoare, Fie 7, <C y, doult puncte din F; trebuie s& ardtiam

=3 —1
cd (1) << [(ia)-
-1 -1
53 notdm =z = f(y) §i @3 = [(yy); deei f{a;) = yy 5i f(75) = ya. 5S4 observim cf,

- —1 —~1 -1 =k
deoarece [ este injectiva §i y; =& ya, avem [(y,;) 3= f(yg). Dack am avea f(y;) > f\ya)s

_— .

Fig. 9 Fig. 10
adieit #; > 2o atunei, din faptul e [ este strict eresciitoare, ar rezilia flm) =Flaa)s

adicd 2, > ya. veea ce ar contrazice ipoteza.
-1 =N 1

Urmeazi e f ) < [ ya). deeci [ este striet eresciitoare,

IN) Graficele functitlor [ g0 [ sint simetpice [atd de proma biseclomre,
]
Tni‘.l'-adn\'ﬁr, dacd gy, = [ wgn deci vy = [ gl punciul ‘v ) se afld pe grafienl

1
Tui f, iar ponetal (i, 20 se afld pe gealicol lai 2 punetele w0 1) 51 (e @) sint

simetriee fata de prima hisecloare 'fig. 9. deoarece prima bisectonre este bisectoara
in trinnghiul isescel si deeptunchic: AC 8

Eaemplu

e sl ob funetia exponengiald fix) = @® ¢ funetin losarilmicd wl{x\ = logg o sint reciproca

una alteia. (Graficele lor sint simetrice fata Jde prima bisecicare iz 10

2. Operatii algebrice cu functii reale

a) Tie Ac .Bc Rsif: A R g: B— R doust unetii. Fie # & R. Ca sa pu-
tem cfecivua samn [0r = g dileeenta fo) — gor) san pradusud [0z 2l trebuie, mai
intii, en ambele numere [ st g e safie delinite. adicd atit funetia [ et si Tuneiia g
si fie definite in puncial 3 sau. cu adte euvinie, @ si apaciing si domeniulin de defi-
nitie 4 al lui [, s demenudol de deflinitie B oal il g3 asadae, © trebuie sa fie un
punct convin lar 4 st S adicd sa apacting intersectier 4 11 1,

Suma s = [ -~ ¢ a functiilor [ sl o este definitd pe intersectia A 0\ B a domeniilor
bar de definitie prin egeditatea

(f—g ot =fa) = ga), pentru = = A N B.

-



Diferenta d = [ — g eme definitd pr A N\ B prin egaliiaiong

(f — gl (7)) = fla) — glx), pemru 7 = A B

Produsul p = [g este definii pe A N B prin egaliiateas
(fz) (2) == f(r)g(x), pertru = & A N B.

Dacéi 4 si B sint disjuncte, functitle [ -+ g, f — g s fe hu pot {i delinite,

Ezxemple.

1) Fie fanctia f(x) = Iln o definitd pe A = (0, -~ ool si fanetia glr) =/~ & definita pe
B == (=20, 0]. Desarece A gi B nu au puncte comune {4 (M B = ), functiile [+ g, f—2 si fg
nu pot i delinite.

2) Fie functin f(x) = In » definitd pe A = (0, + oo} si funetia gla) = 2 —1 delinita pe
B =[1, +oc). Domeniul de definitie al functiilor Ina - |/o —1, ha—|/z—1 si Yz—1lnz
este multimea A4 N\ B =[1, L oo].

Observatie. Prin adunarea unei Dinetii f{z) en [fanetia constantd o{a) = 0 sc obine
tot Tunctia f(z), deci pentric adunorea functiilor, funclia o(x) = 0 joacd acelagi vol ra si 0 pentru
adunarea numerelor,

De asemenea, prin inmultiven woei fuuctii f{2) en funejia constantd 4z} = 1, se ohiine tot
funefia fir], deei pentru innueiivea funcliilor, [funcliie (2} =1 joacd acelazi rol ca si 1 pentru
inmullirea numerelor.

b) Dacd [ : A — R este o unctie si @ este nn numir, atunci produsul af(z) este
definit pentra orice punct 2 & A,

Funciia I = of este definitd, ca si f, pe multimea A, prin egalitatea:

(af) (z) = af(2), penlru z & A.

¢) Fie f: A Bsig: B— R doud functii. Fie + € R. Pentru a putea efectua
[i=)
&l

fmpiartirea
glx)

este necesar, pe de o parte, ca ambele numere f(z) s g(a) sa fie

definite, deei 2 & A N B, iar pe de aliz parte, ea gla) == 0, deoarece impirtirea cu 0
nu are sens.

Domeniul de definitie al functiei cit ¢ = Lo obtine deci inlfilurind din inter-
g
sectia A N B toate punctele in eare se anuleazd funectia g de la numitor, iar functia
c= L este definitd pe aceasti multime prin egalitatea;
P .
(_f) () = L2, pentrn 2 & A N B, gz) 5 O.
g g1) -
Fzemplu.

Fie fonefin f(#) = Inx definith pe 4 = (0, o) si inetin glr) = 7T — 72 deliniti pa
B=[—1, 1] Avem AN B = (0, 1] si g(l; =0, deci domeninl de  definifie al funepiei oft

FI/_:“_—Lﬁ este AN {1} = (0, 1).

-— 02

4. Functil elementars

{5 anuliva matematics stnt nnmite funcfii elementares uimdtosrele funefii: polinos
wele, Tapetile vationale, functia radical, funetia putere, functia exponentialy, fune-
pia logarivmica, funegile cireulare direrte (sin, cos, tg, ctg) si fupetiile circulars reeis
areeos, arcre, aveeto), precom sio fuoetiile obtinnte din acestea prin apli-

proce (aresin.
finit de ori, a operatilor algebrice, a operatiei de com-

earea sieeesivi, de v numar
punere sia operaticl de inversiare,

Daci domeniul de definitie al unei funetii elementare nu este preeizat, se sub-~
intrlege et el este format din foaie punelele @ pentri eare aun sens operatiile prin care
este definita funetia, Acesty este domeniul mavin de definitie al functiei. O funetie

elementard poate tnsi {i consideratd delinith doar pe o parte a domeninlul maxim

de delinitie.
Sa consideram acum, pe rind, clasele de functii elementare, pentru a le preciza,

a) Polinoame

Palinoamele (san funetiile polinomiale) sint functiile de forma:
Pla) = aya” b o, "+ o 1 @+ g

unde @p, fy, e i, SN NUIDCTE peale siose mmese eoeficientn polinomui. Daed a, == 0,
polinonul este de gradul a.

Deoarece exponentil puderilor fui 2 sink numere naturale;, @ poaie It orice numar

real. Asadar, domeninl de delinitie ol unui polinom poate fi orice muliime de numere

reale. Doreniul maxin de definilie este toatd dreapta R.

Ezxzemple.

1 Polinonmele do aradul zero sint funetiile constante f{x) = a, care an ca eraflic o dreaptd

pavaleld en axa Ow (fig. 115,

2) Patinoatele de geadul i sing functiile liniare [(a) = az 4 b, care an ea grafic o dreapta
T, 120, Daed a == 1 si b = U, se obiine functia identicd f{x) = @ al earei vvalic este prima biseec-
toare (g, 13). Dach a == —1 si b =0 s¢ obline functia fla) = — & ul cirei grafic este bisec~

toaren a douwa (fig. 14).

i
! g

|

a |
----d-—.————a—---‘—-‘———"'r’—“-
I —
I
e -} :lc o
v, e |

Fig. 11 Fig. 12 Fig. 13
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» Fig. 14 Fig. 15 Fig. 16
3) Tuneiia polinomiald [z} = &% are numai valori pozitive (Tig. 45).

4) Funetia polinomiala fi{z) == a® are valori negative pentrn @< 0 si valori pozitive pentru
z =0 (lig. 16).

b) Functii retionale

Fnnetiile rationale sint rapnarie de polinoame, dect sint de forma:

_ P} ey .. o ag

Qla) bygd™ 4 - by - by

Domeninl maxim de definitie & se obtine scotind de pe dreaptd punctele in care se
anuleazd numitorul:

E—= B fa] Q) = 0L

Daca namitorl @ este de gradul zero, functia rationald este un polinom. Printre
| functiila rationale, polinoamsle au proprietdti aseminiitoare cn cele pe care le
j i ) ) . 4
\. au numercle infregi printre numerele rationale; de aceea, polinoamele se numese

functii rafionale intregi.

1 Exemple,
7
i. 1) fiz) = — ave domeniul maxim de definifie RN {0}, s
T
! are ea graiic o hiperbold (fig. 17).
r . - - s w
- e 2) are domeniul maxim de definitia
BN 1,1,
gt —1 i : ”
8) fla) = ———+.  Numitorul acestci functii nu are
a2 -1
pici o radicina reald, deci domeniul maxim de definitie
Fig. 17 este I2.

it G o

¢) Funcfia radical

Functia radical este de forma f(1) = 7/z. unde n este un numér natural oarecare.

Dach o esle por, oo Jhe peniva e vadieadnl \WI sa wibd  sens, trebuie ca
. . ; - ’ 5. 4 . . T
z Tz U asader, domeniul maxin de delimiie al Tuneliel radical fla) = ) @ este
seitdreapta (U, - oo):
f:(0, 4 oo} -0, 4 oo).
Dacid n este impar, # = 2k — 1, natural, radiealul [¥» are sens pentfu orice

. R v . . v . . B . - _ 1
z < H; awdar, domewnl waxun de delinigie al funclier vadieal flu) = I/;L' este
toutd dreapta i
f: H-H

- & 1 = . % 5 g B A\
Dacé n =1, funciia /= coineide cu functia identicd f{z) = x.

d) Functta putere

Functia putere este de forma f{2) = »%, unde « este un numir real ovarecare,
Duch o == 0, s¢ ebtine funeiia constantd f{u) =1; doed @ este un numar natural n,
s¢ obline pelinomul particular [{s) = w*; dacd o = —n, sc objine funciia rationald

Dacii « nu este intreg, pentru ca puterea a* si aibi sens, trebuie ca @ > 0; decl
domeniul maxinn de definifie este semidreapta  deschisa (0, - oo). ln acest caz,
functia ia pumai valon steiet pozitive, deoarece 2 > 0 dacd z > 0. Agadar,

f:(0, +oo) = {U, + oo0).
Tu plus, daci a > 0 funetia f(z) = a* este definiti si in z = 0 si anume £(0) = 0.
Observatie Vor fi intilnte mai frecvent funclii putere f(z) = 2" cu expo-

e he - "
peut ralional r = — cu n > U. Pentru & == U, acestea pot fi scrise sub forma:

n
o) =V 7"

. S y . 5 - e
84 observam insh cd, daci m este pur, sau dacid i este impar, radicalul [ am are
sens s penleu o <0 U; wsadar, bebuie faeati distioetie intre functia putere a” i fune-

P 7w, devovees domeniul maxim de delinitie al funetiel " este (U, oo} respee-

: T - " ‘ Ty .

tiv [0, “oo) dupd cum m LU respectiy me == & qur cel al funcyiel 7 a™ este (daca

moeste par san e este Impor) A 0 vespective /1 dapi cmin o o« 0 eespectiv me > 0,
e} Functia exponenfiuld

Funetis exponentiala (hg 18, 12 este de forma f 2, = o, unde w >0 st ¢ 5= 15
domeniul san weaxim de d slinipie Dind toata dreapte. Funetra exponentiald 1a numai
valori strict pozitive;

fiR—(0, -~oo).

— 25 —



0 tnsa restrictia functiet s Ja wieryalul [ a2
i . | . 2

r' 4

- gla2i o0 dcact

ol Fig. 19
ig.

. G
f) Funclia logartimied | e
: Pl = Lo arcu haza & >4 § £ L, 2
: s (Fe 20 1Y este f“- ) = 1“;”_ .
G W e, 2\, &
Fanetia logavitimed (1 /

‘ anetiet expumentiale
functie este reciproea frnerier expunentia
- M, —ro0) (ogaribigt

e} == ™ l_)umvuiul [FUEB LR de defnntie
o pele stricl pozibive).

au svns doar |n~nlr(1 mnm..rl.,lu st 1 J

g dinsdreanta ; :

esle semdrea)p

B . s voal | " N 3 R e
= -. o 5 \"ll,l.'l neg atives
il ! ke lua sl vaiorl 31 il L 1

id IUU.HIL“}lLd ]U( 3 =3

]m!,iLé\"_-
Funcy

f {0, +oo) — .

g) Funclin sin si funciio arcsin . P
i st o, 22) s i, ) == sin & are Jameniul maxim « : i
Functia strus (fig. 23) sau st flw) = !
dreapta R ost1a valort cuprinse nfre —1 g 1

gin 3 B—-[—1L, 1.

. Wi SA considevam
. _— recinroci. T
funeti aste hiteeliva i, prin nmnare, nik are recipros
5 ; 1 aste Di) A sl
Aceastd funetie n

Sy J 4 s-0 nolimn fyd
3

fl 5 [ﬂ t’ 1'_] - !'_']! l_lv flr'l::" = sin &
N 5] st -

& . Ocael
a>?t —rt

Fig. 24

Fig. W Fg

Aceastia funciie esle strict crescaloare #i surjecliva, dect
-1
bijectivi, $i deci admite o funclic reciproci f), care se noteuza
aresin;:
-1 T
& ]
fi = arvesin [0, 1] -4[— —4& *-]-

[

LI

FUI"IC i'd dresin “l t, 23 Gf’:'tt’-, de dseinened S[l‘ii:t Cl’BﬁCétUﬂI'e
\ / )
§i aveti:

sin (aresin &) = &, pentru —1 L = L 1;

arcsin (sin @) = z, pentru — z o

|

Fig. 23

Observatic. Funetia sin este strict monotoni s pe alte intervale; de exemplu: pe

s

T F B T W
[ N —‘-] este stricl deserescatvare, P [ y -
-

e

1243

=k =)

]c.—slu sirict cresciloare ete. Pe fiecare din aceste

intervale se poate considera cile o funejic reeipreci. Dacd notam eu f, resirichia tunetiei sin la

o —f
[ 3 % . . 5 o v 5 - o . 2 .oce o . a
intervalul [-_, ' - ] s [x are o funciic reciproca f, (fig. 24); dacd noldm cu fy restricfia funetiei
2 2l

: ; I= 5= : : " 3 =K =
sin Ju intervalul {8 ? — |+ [3 are o functie reciproca, f; (fic. 235).
y 2 i 0 o % iy
Functiite diferite fy, (4, [y sint, vespectiv, veeiprocele functiilor diferite, [, fa, fy. Dintre toate
-1
aceste funclii reciproce, numai funefia f,, carc este reciprocd funciiei fy(#) = sin @, definita pe
» —'] , 8¢ nolcaza aresin,
o

intervalul [—-.

ORE

Consideratii analoage se pot face si pentru celelulte funetii civeulare.

h) Funclic cos st functia arecos

Funclia cosinus (fig. 2U) sau cos, fla) = cos 2, ave domeniul maxim de definitie
toata dreapla si 1a valori intre — 1 ¢ |:

cos : It —[—1, 1]

1y
sz
2 /Z
7
/_;.xz
V]2 ra
\\ .,/
E P
\\ ///
I R
I s g
B I
N e
/I' 0 \\? —5].!-7"-'—!—‘_
ra £
Fig. 25
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big. 26 Fig. 27

Funetia cos nu este strict monotond, dar restriciia f; a sa la intervalul (U, %) ests
strict deseresc@itoare 51 surjectivi:
T
fi :[0, ®) =»{—1, 1],

-
deci admiute o functie reciproca fi, vare su nulsaza arceus:

=i
fy = areeos : [—1, 1} ={0, =].
Funetia arccos (fiz. 27) este, de asemenea, strict descrescatoare 1 avem:
5 =1 y .
cos(arcevs ) = @, pentru —1 Lo <,

arceos(vos z) = z, peniru 0 < o L T

i) Funcjia tangenti si functie arclangentd

in S i W .
ST, poate fi definitd numal

Funectia tangentd (fig. 23) sau g, [l2) = lgz =
C¢os &

in punctele z pentru care cos & == 0. Deourcee functia cos se auuleazd 1n punctele

de forma (20 4 1), k intreg, urmeuszi ci domeniul maxim de delinitic al functie
tangenta este [ = [ Lo, A= )5 k@ ZU. Punetia tangeotd 1o orice valoare reald,
b } 3 $ =

deci:

te :H\{(Zk-i— 1}%;{1:63}-1»1{.

Funetia tangenta nu esie strict monolond, dur restrichia sa /o la intervalul

deschis [—— =% —_‘-J este siricl cresculoary ;i surjectivdl
" 0
fli[‘_""' “)"Rn
2 2

L a -
Py ' 17
| | [ 1
i f I SO ) R .
[ | P, I
-7 |7 L3 ¢
|2 |7 [5727/ =
-__‘?- i 0 i s E g & o ‘I‘-
/> ! . ! 7
- i
i | !
| 7l L i A -
] i I 7
I i E 2
Fig. 28 Fig. 29

-1
Japy & f A1e recinrocs F. vyt avels a0 s %
dect adunte o funeiie reciprocd f; nuinilia arclangentd si notald arctg,

—1 — =
fi = arvety : B — [-— s —'[_—) :
Funchia arctg (lig. 29) este strict crescitoare si avem:

iglarclg x) = wx, pentru » € IY;

arctgltg r) = z, pentry — — < z < =
2 2
j) Funectia cotangentd §i funcirue crccotangenti
Funclia cotungentd (Hg. 30) sau cty, flu) = clg o = ko poate fi definits
TR A

o . 5 B " i e .
nuymai in punctele » in cave sin o 55 0. Deoarcce functia sin se anuleazi in puncicle
de forma fm, kointrvey eni axi s definitie al L -

t, & intrer, domeniul paxim de definitic ol functiei clg este ff =

. » (T ! R = S R = .
= I {hw | k & Z}. Funetia clg ia orice valoare reala, deci:

Fig. 30 Fig. 31



Functia ctg nu este strict monotond, dar restrictia sa f; la intervalul deschis
(0, 7) este strict descrescaloare sl surjectivi:
fi : (0, = =R,
- . -71 . -
deci admite o functie reciproca f, numitd arccotangenti i notatd arcetg:
—1

£ = weocty s R -+(0, =)

\

Functia arcetg (fig. 31) este strict descresciloare §ioavems
A - »
clu(arcety @) = @, penlri @ = I

arootgloly &) = @, pealvu o @ LR

§ L, Progress

1. Progresii aritmetice

Se nuwesle progresie arimeticd o succesiune fimta de numers:
Oy By sy s

n care fiecare numar g, cu £ > 2 se obline din cel precedent prin adangarea unui
acelasi numar r:
=y Py = : S— L

Nutnerele ), ta, o, @, ¢ NHHIESC termenit progresiei: a, este primal ternen, lar
\| 5 5 (W - 2 [
i @, este ultimul termen al progresiel. Numarul r se nuineste ralin progresiel,
' Pentru a pune in evidenld e mumerele dp dyy oo vy, [ovinrazic o progresie arils
metici, se scrics

= Iy, Uy eeey e

LEaemple.

1 -1, 2.8 Tir=Ln="T

9 T BBy SBy e Bn o= 18,
8) - — 8, —h, — G, e, — W == — 8, 0= ab.
4) -5, 8, oy dir =0, n, ovurecare,

O progresie avitmetica este perfect determinata daca se cunose:
~— primul termen, ¢;;

— ultimul Lermen, a,;

— putirul termentlor, n;

- rajia, 7

Aceste patru numere nu sint independente. Iutre ele existd o anumitd relutie.

scind trei di p e si i1 asld relati ;
Cuno ntre cele patru numere si folosind aceusti relatie, putem determina
pe al patrulea.

I) a, = a;+ (n— )r

Demonstratia s in i i i i

. sl 86 facg prin inductie completi. Pentru n = 1, adici pentru o pro-

gresie formatd dintr-un singur numir a; egalitatea este evident adevirati.
P_rt:s.upumnd cgahLa?eu adevaratd pentru progresii cu iz lermeni, ea ramine ade-

varatda st pentru progresii cu n -+ 1 termeni:

Buyy = Uy + P =y + (n— Lr+ r=a + nr,

Ezxemple
1) e
A PR L e
o progresic cu 2y =1, F=2 g n =100i 5a se determme nltimul termen a,,
Avem:
@y =y -+ (n—1)r=1-41003-2 = 2007,
¢) In exemplul de mai lie = 0 307. ba
& xemp nat sus, e a, = b H07. ba se determiue numarul termemlor.
Avem:
&, —a; 5357 —1
r 2

n—1 =

== 2 778;
de unde n = 2779,
5) Fie:
=gy Bgy sy Oy

€

cu gy =9, @y =bo g1 n =125, 5i se delermine rafia r s1 termenul /Jg
&

Aveun:
" _ a4y —a, 63— 3 5
n—1 % 2
< o - 5
gigy,=a, + (F—1pr=5+4+.= =15
2

4) Sa se determiue progresia arilmetica:
=y, Ugy ey Bags

stiind cd a; =2 gi g = 6.

Avem:
a + hr = a5 = 2,
@ + 8r =a, = 0.
Hezolvind acest sistem, rezultd a; = —2, r =1 §i ay = a; + 20r = — 2 L+ 20 = 18

Un alt element util in studiul unei progresii aritmetice:
- Ay, Ugy eey Uy
esle suma termeuntlor sai:

S o= 8y @ F ety

— 3] -



S, se mai numeste suing progresier. Suma 8, se calculeazd cu fonnula urmatoare:

1: . fet, 4= a,in !
1) | S it
I !

Pentru demonstratic observim, mai intil, ¢ suwa a dot termeni egal depiirtaji
de extremi vete constuntd i egold eu ¢ 4 o,

Intr-adeviie:

dy -+ gy g == th + r + (d‘zl — ) ==y vy

y
Qe + Gy == 4y e {,“,:n e
Atunci:
Uy Ty =y Ty
Uy T . = Uy T Uy
L e

de unde.

LEzemple.
{; buwe prmelor n numere naturals eztst

nin + 1}

5‘[1'—1‘*'2'5'"-4‘”'"’; B :

Intr-adevar, a; =1 3 @, = 1. In particular S5, — 5 ab3,
20 Sumn primelur ownere naturale impare cste un patrat pertects
luir-odevar, suwma progresici arvitietice:

R

. la; -+ gpin {1 4 L =1t _
. &, = =

“p

slel

9) Suma patratelor primelor n numers nuturale

: i -~ 1) {2n 4 1)
Dy 2 '1": g- B8 4 5 T e -

Dy i i &

Peutru demonstrajie ss pleaca de la wdentitatear

{f + 4)8 = I 4 50 4 5k + L

— 32 —

Dind lui F, succesiv, valorile 4, 2, ..., n, s objin urmitoarele n cgalitati:

=P - 304 £,

83 =2 L 3+ 33241,

== (n— 1) L 3(n—1)* 4+ 3{n—1) &1,

(r - 1)3 == nd L 3n? + 3n - 1,

Adunind membru cu membru si efectuind reducerile posibile, rezulti:

(4 =143 +22+ ..+ 0% + 831 -2 4. +n) +un,

deci:

13 2 L P

3
. L, s )
=__“n,—‘}-l (nz+2n..._. ,3:;’1)2 nln - l)ﬁ(m, - 1) .

De exemplu:

25+ 9% - 4

S
-3

[

48 ot ., Loagh e SO VSRTRL L Baan,
6
4) Fie:
=l Quy oy Gy

cu g =3 sl r=2 5a se calculeze suma 8 v primilor 13 termeni.
Avem intii:

1 apoi:

+al 18 (34 27) 13
Sl!i:(al i ?1..[ e {‘) T ]‘} 13 == 193,

) Sii se afle numdirul n al termenilor si ultimul termen a,, =l vuci progresii aritsietice cunos-

cind a; =3, r =2 & suma §, = 120.
Avem sistemul:

@y =8 - (n—1)9)

10 =BT @ln
9

Eliminind pe a,, obtinem:

n? - 2n 1 20°'= 0,

“Singura solutie acceptabild (r numir natural; cste re == 10, Rezulta atuoei ay, = 21,

2. Progresii geometrice

Se numeste progresie geomelricd o succesiune finitd de nurere:

thys oy vers By

(4 1% (0 4+ 1] =31 + 2+ ..+ a

in care ficcare numar ¢, cu i3> 2 se obiine din cel precedenl prin inmultires eu ,

acelagi numiar r:

@ =a,_,;r, 1=2, 3 .,n

— 33

3 —'Elemente de analizd matematicd, anul 1T liceu



Numerele @y, @, ..., @, se numesc fermenii progresiei, iar r se numesle ratia pro-
gresiel.

Pentru a pune in evidentd cd numerele a,, a,, ..., @, formeazi o progresic geome-
trica, se scrie:

Ty Oy e Oy
Ezemple.

1) <= 9,4,8,16,32;r = 2, n = 5.

2) +2,6,18,5%;r=3,h = &

. ) 1 1 1 i =
3)‘.‘.’-; Lot o B e s —3 P Ree—y BES%
3 ! 27 Ll 243 3

4) <=3, 8, <.y 3 r =1, n oarecare.
Cat st prutrn progresile aritinetice, vom demonstra doui formule care dau ultimul

termen g, si respecliv suma S, a unel progresii geomelrice.

I Py =aytr

Ji—1

Demonstratia se face imediat, prin inductic completa.

11) . &, = el dacid r== 1
i |

Intr-adevir:
== ; 2 g
So,=a1+ a4+ .. +a,=a, Fai -+ .+ ap =
L—-rn

4 Pl =gy

= (L = r 4
i

Ezemple.
1) Fic progresia geometricd:
9, 6, 18, o Gygps
cur = 3.
Aveni, de exemplu:
s B8 & e 90 9204
App == 20316 i ggq. =2+ 3204,
2) Fie:z
=T Uiy Bay vea By

2. 5a se determine dgq.

ar =3
ar® =12

o prugresie guurnvtri('ﬁ cu ag = 3 81 ay = 1
Avem: a; = a5l ay = ayd, deci:

= at 3 :
Rezultd »¥ = 4. Singura solutie reald este r = /5. Deducem ci a; = = = -!;-ﬁ;i_b $iodgy =
' r
3. 44
- l'l'6 = To—=—
. 16

—_— 34 —

3) Fie:
TE @y, Bay 0ees B
o progresic geometrici cu a4, = 2 si r = 3. Sa sc calculeze suma §; a primilor 5 termeni,

Avem:

4j Fiind data rafia r = -~ 5i suma Sy = 2730 a unei progresii geomelrice cu 6 terment,
.
ga-se afle primul g ultimul termen al progresiei.

Avem:
| — 8 P 1
2730 = a, = ay - o
— 4=t 44 — 49
deci:
T R
s Y sy
485 —1
§i:

ag = = 2048477 =12,

Exercitii

1) Fie P, multimea paralelogrameloe, P, multimea dreptunghiurvilor, P, muitimea romburilor si
P, multimea pitratelor, Sa se stabileascd relatiile de incluziune dintre aceste mulfimi
si apol si se determine: P, U Py, P, U Py, P, U P, P, Py, P, Py, P3N Py

2) Notind: N — multimea numerelor naturale, M, = {2n|{ne N} M, = {3n|ne N}, M, =

={6n|ne N}, My =|{3n+1|ne N}, My={3n+2|ne N}, My— multimea solutiilor
ecuatiei 2 — 9z - 18 = 0, si se stabileascd relatiile de incluziune dintre aceste mulfimi
si si se determine: M,MYM, M, UM, M, NM;, M,UM, M,N\M, M,UM,
My My, (M, M,)UBM, M N {M;UDM,; si se arate ci (MU M, N M; = (M; 3
MY M) U (Mg MY M) si (Mg U Mg) (Y Mg = (M, () M) U (Mg (N M;).
3) Sa se demonstreze egalititile:

Al AUANB)=4; D)AN{AUB)=4; ¢)AU(BNC) ={4U B N{4AUC);

d ANBUC=(ANBUMANC).

[Ultimele douii egalitifi exprimid proprietatea de distributivitale a operatiilor de reuniune

si intersectie una fatd de cealalti.]

4) Fie £ o mulfime si A, B parii ale lui E. Considerind complementarele in raport cu E, si se

demonstreze egalitiitile:
2) G4U B) = (€4) N (€B); b) B4 N B) = (B4) U C5).

[Aceste doua egalititi poartd numele de formulele lui Morgan.]

5) Si se demonstreze egalititile:

a) (AN B)NC = (ANC)N\(BNC) b) (ANB)\C=(AN\C) N (B\O);
Q) (AUBINC=(ANCUBNC); AN\ (A\ B =ANB.

6) Fie A = {—1, 0,2}, B={—2,0,5}. 834 se determine A X B,B x 4, (4 x B)N (B x A),
A2, B3,

s 35 e

=~3

ki



7) 4 se demonsireze ¢ 4 « B (C € D, dacd i numai dacd 4 C ZAE T i
8) Sa so demonstieze cgalitatea:
4 BlUA 2 ¢ =4 x (BUC),
%) Yic & 4i b doud numere strict pezitive. Se stie ¢d wedia armonicd, media gesmetricd 31 media
aritmetlicd a acestor numere s¢ definese in modul vemitor: g

2ab a--b

g rm -y Dig == [/ab, Dlgpit == ———
a--b 2

Sa se demonstreze inegalitdtile:
-] ¥
a) Mg Mg S mgpies b)) Atgp —— g 2= Mg o— Wgpms
1@) Si se demonstreze ci, ovicave ar (i numerele pozilive a, b, ¢, au loe inegalitatile:
a) @ + b* 4+ ¢ = oab 4 be 4 ca;
b) abla - b} + belb 4 ¢) + cale - a) > Gabe.
)
11) Cu notatiile de la exercitiul 9) s se demonstreze cd, dacd 0 < a <2 b, au loc inegalitatile:
C b —a)? _(—aj?
a) Mgpit — Mgrm S —————; b} mgpp — mg L ———.
ha 8a
12) Sa se demonstreze ca oricare ar fi n & N, are loc inegalitalea:
1 3 2n—1 - i)
e e e
4 2n V241
13) Sa se demonslreze ¢d oricare ar fi numerele veale @y, as, by, by, are loc inegalitatea (Cauchy
— Buniakovski—Schwarz):

]

(@ghy  aaby)® < (0¥ + o) (b‘f Sl

Ie
84 se generalizeze:

14) Sise demonstreze cd, oricave ar fi numerele reale strict pozitive a, b,e¢, r, 8, &, are loc incgalie
tatea:

Pt g4

7

15) Ri se demonstreze i, oricare ar fi numerele veale @y, .oy @y, by ey by, are loc inegalitateg
{Minkovski): i

/ n [ i" noo
SO (ap ) 30+ | G "
=1 k=t |
16) Si se demonstreze i, oricare ur {f numercle reale a 5i blo 5= by, au loc egalititile:
a—+b--lb—ua i
: el I = max («, b) -
Q
2

a-+-b—ib—al

= min {g, b).

17) 83 se demonstreze e, oricare ar i numirul real g, au loc inegalitatiles

i ‘ 25
w TR b N et ) 3 b | £ :
a) lu | alx Awz=U) )i“'”‘"i

i

X
|3
H

[

i

18) =a se rezolve ccualile:

a) 3lw|—d=1—T7]al; b) AT =8z |+4;

e Tl —2==3lul—1; dj —5!w] +8=7—3z;
el 3la| -1 == dw-—12; ) 31! -1 =20—=3;
gl et =38 ai; h) 22—3 =]z—5]11;

i leoza | ==codn+ 1; i) itgw | =—tgz + 2.

19) 24 se rezelve sistemele de ccuafii:
,){zr_’f:—:yt—m—m: b.,{2!m1+3:yi==13

Lty =13,

g [let+lyi=18 g [lel+y=1u
P8w oy | =19 & 4l ] =,

28) Si sc discule, in raport cu valorile lui o, b, ¢, ecuatiile:
a) ol ! ==b; blatal+lbs=e
21) Za se vezolve imegalititile:
B [2z—1}<ja—1];
6] pase=t el e [l d) |28 —Bz 22| lat g
22) 53 se demonstreze cii oricare ar fi numerele reale @, gy, ..., &y, de acelusi semn §i mal mari
sau egale cu -—1, are Joe iuegalitatea:
fl+a) (1 +a) il 4ap) 21 4ay +an-.00 +ay
&a ge deduca apei ca vricare ar il @ 2> ~—1 §1 n @ N, are loc inegalitatea:
14+ am>1 - na.
.[Generalif_area inegalitatii de la ne. 4, §2. De fapt, aceastd incgalitute poate fi incd gene-
ralizatd, si anume se demonstreazd (v. §27, nr. 3, exemplul 6) cd oricare ar i a> -1
si numarul real = > 1, avem:

1 +a®>14a%
23) Yie I' == {—1,0,2,3} si f : ¥ —» R (unde 1! este multimea numerclor reale) funciia definitd

prin egalitatea fla) = 3a¥ + ¢ — 1, Fie .1 = {—1,0}, B = {2}, C = {0,2,8}. 5a se deter~
mine mulfimes valorilor lui f si imaginile mulfimiler 4, B, € prin accasti functie.

24) Yie f: E - F o {unctie si A, B pirti ale ui I, 83 se demonstreze relatiile:
al fl4U B) ={({4) Uf(B}; b) flan B) CflA) N B

25) Fie f : L' — F o lunctie. Sa se demonstreze ¢i Gy ==L X F, dacii §i numai daca multimea F
cste formutd dintr-un singur element.

26) Fie f: R R functia definili in modul urmitor:

3, daci o< 0;

flg =3 .
/o, dacid a0,
B3 se determine restrictille lui f la mulgimile: 4 = N, B = {3, 2, 0}, C ==

1o | e |

..{ -t L/z}. 84 se determine apoi fa({ls 5} fa({~2, O}, fu [{_

. 1, 1/2"}} 5

—_ 37 -



—1, %}—b R functia definitd prin egalitatea f{z) = z8. Sa se determinc o preluns

27) Fie f{
gire 7 a lui fla R, astiel ineit 710y =17, F(/2) = —2. Sa se arate prin excmple €a exisiid
mai multe astlel de prelungiri.

28) Fie mulfimile 5= {-—1, 1y, F o= {—05,1,9} §i f:E-> R, g:F- R Fuunctiile  definite,
respeetiv, prin egalititile f(z) = a2, g(x) = 32— 1. Sa se arate ci se poate defini funetia com-
pusi gof : E— R. Sd se determine aceastd funectie si muliimea valorilor sale.

29) Fic multimile F = { —2,1,3}, F = f—2,0,1,9}5i f: E~ R, g:F - R lunctiile definite,

— 243 1+ 1. Si se delermine cea mai mare submul-

-

respectiv, prin egalititile flz) = o* si gl
tiwe A a lui £, astfel incit s3 poata fi definita functia compusd g o f4. 5a se determine apoi
aceastd functie si multimea valorilor sale.

80) Fie f: E—>F;g:F = G; h: G- II trei functii. 53 se arate c¢iho(gof)=t(hogl ol
[Deci, operatia de compunere a functiilor este asocialtivd. Rezultd ci in loc de ho(gof)
sau (b o g of se poate serie Fira primejdic de cchivoe o g o !

Hz«-(—-i—, 0, 1}. F :{—1, ey B 7}, ;;:{—-r,, -l 3, Vi“ﬁ"}

5 4
sif:E=Rg:F>Ih:G- R, functiile definite, respeetiv, prin egalitatile [(z) == x—1.
2—=x
hix) = ————.
3

31) Fie multimil:

Sa se arate cii se poate defini functia compusa hogof:

« F = . Si sc determine aceastd funciie §i multimea valorilor sale. Sa se determine ima-

> 1 . : i
ginile prin ho g of ale pariilor A= {— — U} i B = {-—- -J-, i} ale lui E.
Y 9

32) Vie multimea £ == {1, 1} & surjectin f: £ — f{El, definita prin egalitatea fiz) =tz - 7.
S se arate e f este bijectivd si #d s¢ delermine reeiproea sa. S se arale ed prelungivea foa

Iui {la R definita in modul urmitor:

T(ﬂ b 4 T, daci z € E;
— bz - 7, dacd 2 R\E
-1

este o bijuepie care aplica ft pe H. 5d se determine 1.

33) Fie multimile B = {—2,—1, 0, 1, 2}, Fo=={0, 1, &}, G = {—3,—1, 5} si submul{imea
A = {0, 1, 2} alui &. Sa se aratc ca functiile f: E—Fsi g: F — G deflinite prin egalititile
fla) = 2%, respectiv gla) = 2z — 3 sint surjective. Si se arate apoi c¢i gofy :d -»Geste o
bijectic si si se determine reeiproca sa.

34) Fic f: £ =" si g:F — Gdoua bijectii. Si se demonstreze ci functin compusigof: E -G

g
este, de asemenea, o bijeetie si ci gof ==fog.
35) Sa se determine o functie reald flz) = a + be¥, astiel incit: f(0) = 15, [i2) =30, f{4) = 90,

36) Sa se stabileasei domeniul maxim pe care pot {i definite functiille urmatoare:

b;fm=]/” )

a) fla) =

! —z—2

c) flz) = d) flz) =logytg (2z + 1)3

€] f(o) = arcsin i) flx) = arc cos (z* 4 2u);
_ z+|x+2!
g) flx) = log, (log log, {2z +1}; h) flz) =g V——‘,—_

| — 38 — :

=

/1T—32%, daci & este ra-
tional =% - 1;

Ve ¥ s

i ¢ g g e DR — H 1)
) Fua T e g ey L i flwy ==
In x, dacii .« este ira-
fional.
37) Pentru percchile de Juncfii f, g care urincaza, sa se stabileasca domeniile maxime p
- . ; © care
pot Ii definite functiile - g, fa, —f, 2
s 7
) flz) =Yoga |2 - ?), delinitd pe [0, 5];
a 2
glx) = a3 —1, definita pe [—3, 2).
Lor—1
f(x) == arcsin — T delinita pe (0, 2);
b)

g(2) = In(3z —1), definits pe (—1, 5)-
o0

38) Fie functiile f: ' = B si g: K - R definito in modul urmitor:
fla) :{x, dac':i .r-g()l () =] % daca z <1
1, daca x> 0 0; daed o> 1.
5& se determine Tunctiile f + g «i fao
39) Fie functiile [ : R — It 5i g : i — R definite, respectiv, prin egalititile: flz) = & s1 glz) = 2%
Sii se determine fog, gof, fof, zog. nem
40) ;[:e lu:nc‘gnle I Ia" — R-_ g:H >R, h:(0,4 c0) - R definite, respectiv, prin egalititile:
t)f I_~-l-_ 1, gl®) = sin 2, I{z) = In 8x. Sa se determine partile A, B ale dreptei reale
astlel incit si poatd i definita functia ¢ i & 3 3 i
Botic p clinitd functia compusi hog Bo [y Si se determine aceastd
41) Vie functiile f: R — R si g : R — R definite in modul urmitor:
- @, daci @ >0
flx) == { - y gla) =25
1 —a, daci a < 0,
Si se determine fog, gof, fefizog
42) l:'ic l"unj:I,ia [+ £ — It deliniti prin egalitatea f{a) = a? — 2x. S5 se arate ca ¢ nu este o bijec
lie 51 854 se determine apoi intervalele pe care restrictiile functiei admit reciproce.

43) lie L= R\ {—1} si surjectia [: E - [E) delinita prin egalitatea f(2) = o 84 se
z

S — a 2 3 s P -
i—l‘«ll{. ei f este o permutare a lui E sied [={. Sa se verilice egalititile l'of1=f0f1= Idg
=i 50 examineze cazul gencral al functicl definita  prin egalitatea;

ax 4 b
Fli - s i
i) =—r— .
cx + d
) Fie w,. ay, ..., @, 0 progresie aritmetics.
‘t l,' " = 24 = P = x e \ i
) Dacd @y = 23, g, = 5, » = — 9, si so determine & S

55 Dach @ e 5 g o B0 & v S
J Daci a, = 3, a, = 39, §,, =210, sa se determine r si .

¢) Daca == 16 = y ¢ i

lt) Daci @) = 199, n = 100, §, = 10 000, sa se delcrmine a; sir.
2 v 73 — A VRIS N 3 -

d) Dacii a, = 18, r = 2, §, = 88, 53 se determine ;3o

e acii @y = = 5. 8 Gl o o : '

fj ll))md a3 =8, a; =35, 8§, =28, sa se determine n.
aca n = 5 - = 16 == a s 1 i
f =3, 8y + ay = 16, aa; = 28, sa se determine a; sior,

— 39 —



g) Daci n22 8, 8, + 8 = 33, 2,45 = 40, sd se determine g, si 7.
) Vvacd o= b, P sl @yt @yt ay ¢ ag == 585, sd se dotermine progresia.

45) =4 se demonstreze ed suma cuburilor primelor n numere naturale este ———— ——y

46) 50 se demonstreze cd succesiunea de numere ag, @, ..., @, este o progresie aritmelicd daca zi
- . apoq — Qf - . -
oumal  daca  ap = SR T Bkt s orcare ar fi k, 2 h<Cn— L
o S

47) ¢) s ¢ demonstreze cd daci @, b, ¢ sint Lrei Lermicnl congeculivi @i unei progresii arilinetice,
atunei @’ ==a® +ab + U, bV =a* +ac+ & ¢ = b - be - ¢ sint, de  asemenesq,  Lrei

termeni conseceutivi ai unei progresii aritmetice,

- . . A 1 1 , . ,
b) 53 se demonstreze ¢i dacd —, —, — [az£0, b=£0, ¢=£0) sint trei termeni con-
o b ¢
. p — ’ o b4¢ , a ¢ , 3
secutivi ai unel progresii aritmetice, atunel a’ = ——-—, b = —, ¢ == sint,
a h

de asemenea, trel termeni consecutivi ai uunel progresii aritmetice,
48) e progresia aritiacticd ay, @y, .., @y cu rafia r 5i doi termeni vonsceutivi aj, ajpyl <7 j <
< n—1} ai progresici. 84 se determine m numere veale ay, as, ..., @p, astfel incit suvce-
; ”
siunea aj, @'y €2, we, Ay, ajy; sa fie, de asemenea, o progresic aritmetici.
s : 1 : ‘
Aplicatie: @) =2, r=—, j=1% m=3.

i .
[Numercle ay, do, .., 25 sint numite uneori medil arilmetice inserate inlre aj si ajy.]

49) Tie progresia aritmeticd @, @s, .., @ Intre termenii aj, aj., se insereazd pentru fiecare
F=12, ., n—1 cite m wmedii aritmetice. Si se caleuleze suma tuturor acestor medii.

50) 8a se inscreze intre primii doi termeni ai progresiei aritmetice 6, 20, 34, 48 cel mai mic nu-
mir de medii aritmetice @y, as, .., an, astfel incit numirul 12 sa fie termen al progresiei 6,

» '
Uy aery Amy 20.

. N = ) . . . n(Bn —1) . o a2 |
51) Si se determine o progresic aritmctici a;, da, ..., 4y, astfel neit 8, = (———;—— si aj -+ a5 -
.
2
8 n(6n® —3n —1)
T e == = .

52) Sa se demonstreze ¢i dacd d@p, @uy ., @ esto 0 progresic aritmeticd cu vatia r == 0, alunci
au loc cgalititile:

2 2
n--1 a0y ]
r
n=1 3 3
ap =y — (n—1) 1
b) Apdpyy = -
Zj k41 ar

83) Fie a,, ¢y, .., @, o progresic geometricd,
a) lhea wy = 1280, a; = 3, n =19, sa se determine r si S,.

b) Docd wy == 53% r=2, n =8, i s¢ determine a, si §,.
= 1 ; SRR : p
¢) Dacd r=-y n=06, 8, =2 750, si se determiue ay §i a;.
LA
+

d) Dacd ag =133, a;, = 3 643, n = 12, sd se determine S,
e) Uacd n=12, &8, =221, a;—a; = 1306, si se determine progresia.

f) Laca n=7, a, + a, + a3 = 26, a5+ a5 + a, = 2106, si se determine progresis.

— 0 —

- ) ol 3 o - -

J“ l e progresia geﬂml‘[’-rlf»a 2 a . u r, s ite ent ¢ e fiv 3 oy
= ¥ 1 Ay s ln OU TA tia § i dOl term H } i i ]

il ¥ iy ronsecutivi GJ, a?hl{l‘{:.’.‘\

<{ n-—1) ai progresiei. $i se determine m numere realo a1, as,

o : sop @m, astfel ineft snceesiunea aj,
@y A3y ooy Gy @jyy sd Fie, de asemenea, o progresie geometried,
Aplicatie: a; =161, r =127, j =1, m =2

Wi 5 ;
[Numerele aq, @3 ..., ap sint numite uneari medii geometrice inserate inlre a; si a; 1

B % - b s iz .

53) Si se caleuleze sumele: ’ L

™

E Iogfa——

i
a
. 1--3z) 0 4
b) E N ry E logy al1+32)k], b,‘:‘-O,b;ﬁ'I;n-‘:\O:oc:f:-—_!. .
1-L3ea ‘
E==1 A J =1 a
o
36) =a se demonstreze ei:
q° ; a 3 e O
[* dacd ay, a,, ..., @y este o progresie geometricd, atunci a.f‘. == @Ry * Qpyy, OTicare av fi k
2Lk n—1; '
a0 &
2% daed aj; = ape, * ap,, ovicare arv fi k, 2 Lk n~~1, 5i daea, in plus: (Bpey = 0) = (ay =
_ . - . - = n 2=
= 0], atunci suecesiunea a,, d,, .., ap este o progresie geometricd,
- <. . . e e ¥
57) Fie a,, a, ag o progresie aritmetici. Stiind  ed S, = 30 si ca succesiunea @, — 5, @ 4
5 B oag % E : 2 % g s g Ty
s as este]u progresie geometricd, si se determine numerele Ay Ogy g
Sa se determine p ‘e natur ii i i
) Si se .(.tf.f‘l'l'.l]nﬂ {'ntru numere naturale ny, ny, ng, ng, stiind ei succesinnea Ny, Ma, Nz este o
TOgres ; a peesiune: rooTest o ica S .
progresie ﬂl‘{fmﬁ‘tl(‘d, Suecesiunea  ng, ny, ng este o progresie geometried, ny - ng = 37 si
ny + ng = 36. ’
59) Fie a, b,‘c, d. o progresie aritmeticd. Stiind ci suecesiunca a—2, b—6, ¢c—7, d—2 este
0 progresie geometricd, si se determine numerele a, b, ¢, d.

60) Tie a;, ay, ..., @4y, 0 progresio geometrici. 84 se demonstreze egalitateas

Enz—:-i. 2n4-1 241
a3 1) =0 3 o



Capitolul
il

Siruri

Dupi cum se stie, in clasele anterioare s-a simtit nevoia folosirii sirurilor, de

exemplu, la algebrd — pentru aproximarea numerelor cu {ractii zecimale — i la
geometrie — pentru definirea lungimii cercului si a ariei discului circular, a ariilor
unor suprafete in spatiu si a volumelor unor corpuri ete. Numeroase probleme de
algebrd, geometrie si fizicd impun studiul notiunii de sir si de limiti a unui sir. In
acelasi timp, dupd cum se va vedea mai departe in manualul de fatd, sirurile inter-
vin in mod esential atunci cind se definese alte notiuni fundamentale ale analizei mate-

matice, ca: limite de functii, continuitate, derivata,

§ 6. Generalitati

1. Definitia sirurilor

In mod obisnuit, prin sir se intelege o infinitate de numere — distinete sau nu —
serise unul dupa altul.
Cel mai simplu sir este sirul numerelor naturales
1y, 25 3y Dpcing
format din toate numerele naturale, serise in ordine ecrescitoare. Cu aceleasi numere

putem forma ¢i alte sivuri, de exemplu sirul:
2,04, &8, 8. 5 .

Ceea ce deosebeste sirurile de mai sus este faptul ci, desi sint formate din ace-
leasi numere, acestea ocupi pozitii diferite in cele doua siruri. Astfel, de exemplu, numi-
rul 4 ocupd in primul sir locul al patrulea (de la stinga spre dreapta), iar in al doilea
sir locul al treilea,

Sirul

by By 2 5 R By s
este deosebit de sirurile precedente si prin faptul ci numerele se repeti.

Trebuie precizat faptul important ¢ un sir nu este o multime. Intr-adevir, intr-un
gir un numir se poate repeta, in timp ce elementele unei multimi sint distincte intre
ele; de asemenea, elementele unei multimi sint concepute fird nici un fel de ordonare
a lor, in timp ce la un sir este esential locul pe care il ocupa fiecare numar, ordinea
in care sint scrise numerele in sir.

S— | -

In general, un $ir se scrie astfel:

ay, dgy gy eeey [P

sau prescurtat: {a,).ey sau, mai simplu: (a,).

Se poate folosi orice altd litera, tn locul Literei a.

Numerele din ecare este format un sir se numese fermenii sirului. Indicele arati
pozitia sau rangul unui termen in sir. Astfel: a, este primul termen, a, este al doilea
termen, ..., a, este al n-les ; al sirului 3 i . indi

ey A I n-lea 1(31.1rnc‘.n al girului. Termenul a,, in care indicele n nu
este precizat, se numeste, de obicei, termenul general al sivului,

Prin precizarea rangului termenilor cu ajutorul indicilor, am stabilit, de fapt, o
corespondenti ’

1 2 3 ST BT
4 ¢ 4 J
a, a, ay e . R

de la multimea N a numerelor naturale la o parte a muliimii numerelor reale; aceasti
corespondenti defineste o functic f: NV — R,

(1) = @3y (@) = gy eroy (1) = Gty e

Sintem condusi astfel la definitia precisi a sirului,

Definitie. Se numeste sir orice functie definiti pe multimea nume.
relor naturale. l

Multimea in care functia sir ia valori poate fi o multime oarecare J
Pentru a preciza mualfimea in care ia valori, un siv £+ N — £ va fi numit ,sir de
elemente ale mullimii E. h

n I'(‘Stu] nran ualu ur vor € i

l 1 IJ n C;U]l.‘ild T 1 7 7 aces 1V {
era numal sirure dl.’- numere C’-a!e, o g IC. or f'-

numil 'y Tal 1 ][' I i {re,

Spunem ¢d un sir este constant, daca are toti termenii egali, adica dach este de
forma:
Ay Ay By oen
Ezemple de siruri.
l” 1:"""‘11 2:-’_23 31_‘3:
2) 10, 107% 103, ..., 107, ... (sirul puterilor naturals sle Jui 10);

51,2, 2 ' irul |
i FEdir i R Rt {sirul inverselor numerelor naturale);
n

vy My =1, Y

1 1 1 1 1
O=bgr =3 5 —prm W s
= 1 1 1 1 ¢ 3
3} 57 PP R i {sirul inverselor puterilor naturale ale lui 2);

611, 1, 1, 1, ... (sir conslant);
0,0,0,0, .. (sic constant);
SJ 1’! 9, 15 0’ 1! 0; sevy



1
i i 3] 24 numirul = |,
9) 0,2; 0,23; 0.328: ... [s!ml fraetiilar ecare aproximeaz 5

menii sie S ced dupi o anumitx
i, in ficcare din aceste exemple, termenii sienlut se gue P
Se ohserva eod, |1 eeare 1COS

' l q i AUCeo~

a (Ran jece, - - - sTmnh & o rf‘ﬁul.t dn

=X JI}il'“"ll l-nm siv & fie definit, este suficient si se dea primul ;‘f‘l; th:] o koie i o

e ey : : ‘ cacmi termaen. Tol ast se

i tne succesoral ericaeni  teriae L 2 stedidind

i in care si rezulle cum ge obfine s ‘ : ' b e fenryey
1 et ’ i a o ,expresie’” care il contine pe n, astfel i pa
gir dind termennl gencral a,, ca « #3 o ) g gty
. n, (=1, 2, 3, ...) sc obtin succesiv termenii a,, a,, @, 5
pe n, ey

Exemple,

1) Sirul definit prin legea o, = n este: ]
T q,9,2 n, (sirul numerclor naturale).
AR ey
$1:5) ! = 2n-—1 esto:
2) Sirul definit prin a, = 20 )
. .‘]ﬂi 3,0 "’rnf'l, (situl purmerelor naturale impare),
y *Py )y weey & PR £

1
3) Sirul cu termenul general g, = —

- este:
10“6 ’
W T . -
10 100" 1007 "7 gen
i i = ste:
4) Sirul definit prin a, p— estes:
Bt iy s ey e
_.__‘)- ’ —"? y weey 107'+1 ;3
100 10 j
i 2 = &+ 17 esta
5) Sirul definit prin a,, = 4% (sau a; = 4%+ 1") e
l A 4, 0 %, . (g1 counstant),
I wcor
6) Sirul definit prin ap, == p—y oste_:
2 4 6 8 2n .
ot M= el Bt QL) ] P 0"
4 i-) G 7 n T o
H 1 ﬂi 1
7) Sirul definit prin a, = — [~ 1) —este

0,1, 0,1, 0, 1, .y 0, 1, ...

i H ap €2 @
i g 1 una in a da pe ap

Nesi K in ¢are se defineste un sir nu cansti m’mt_n{ra ‘ b o i
Nesigur, regina prin of € R W wtem considera funetia s :

e st - 1 congine pe n. Ga exemplu putes ; ; e e
WBXPTeSIC S1IMpld” ¢ore 1 cong l[ 1 naivrale mai miel deecif @i st prime ¢ { K
fio v drnl umerelor naivrale : e o i
iy ’ sy H i leulati primit § te

redrul numiar n = N, numiro! a, { : : S sllndstt 7
iy ] lri' alorul lui Luler al numirelui ). In tabelu! de mai jos =
este indica ! Tule. )
ai sirului astfel definit.
g

et » -
n Numerele mai mici deeit » n
g1 prime cu n

0
1 ik 1
a i 2
1,2 . g
3 : 2
4 1.3 4
5 1,284 ,,
1,5 - ’
f‘.) 1,2,3,4,5,6 ;J
é 1,8:5,7 *

2. Siruri mirginite

Se spune ¢a un sip

(m,) este mdrginit, dac exista
conline toli termenii sirului:

A un interval mirginit 2, B care

@< a, < B, oricare ar fi n e N,
Orice interyal fa, B] val mai mare, eu centrul in ), de
forma [—31, 41 . Asad

se pot folosi numaj intepvalelo
trul in 0. Conditia — 3/ Lo, < M esta echivalents cu |a, | < M. Asadar:
Siral (a,) este marginit dacd

nn numaor
st avern:

este continut intp-up inter

; o e .
ar, in definitia precedents cu ecen-

U numai dacd exists M =0 astfel incir

lay | < M, pentru oricen < N,

Ezemple de sirurg mdarginite,

1 1 1
N, -, —, .., —=y ey deoarece 0« lgg;
2 3 7 i
1 1 1
2) i _f_)—ﬂ’ 55, —.5‘;, wory deoarece | an 1< 1

3)1, 0,1, o, vy deoarece, de exemply, —2 < g < 5

a0
4) orico sir eonstant

[ 0R " T, P

Sirurile care nu sint mirginite se numese siturl nemdrginite.
nemirginit, daci nici un interval mirainit ny contine
in afara fiecdrni interyal marginit existi cel pig n al sivalni: sau, ineca, daca
oricare ar fi numirul Jf >0, existd in gir un termen a, astfel incit | a, | > ).

Un sir este deef
toti termenii sicului, adied daey
in un terme

Ezemple de sirurg nemdrginite,

€

1)1, 2 3, ¥iin, My hae
2) —14, —2

v =By g —Tl wee

81, —1, 2, —9

=Ly ey By =—pn, ...

3. Siruri monotone

Se spune ei un siv (a,)

este crescdtor daci fiecn re termen este mar mie sar eag]
Cu succesorul sip:

@n < @1 pentru orice n =N,
adicd:

G;g‘%‘{--'*{ang
— 45 —



Sirul (a,) este descrescdtor, daci fiecare termen este mai mare sau egal cu  sucees

sorul sau:
a, > d,,y, pentru orice n & N,

adicii:
ay > Qg > e > Gy 2> o
Sirurile crescitoare si cele descrescitoare se numese siruri /monolone.

Ezemple.

1)1, 2, 8 vy By o este creaciitor.

2) —1, —2, —3, .y =T o extn descreseiitor.

e 14 1
u‘:) 'I,—-g -:_;,-'."' -":, o
£f, 4, % % 5 B e

5) Un gir constant

este deserescitor.

este crescator.

Oy @ By wes

este in acelagi timp cresciitor si desereseitor.

6) 1, —2, 3, —4, .. nu este monoton.

nuw este mouonton,

71, 0,1, 0,1, 0, ...

1 2 2 3 n—1 n n+1
8}—5, —3 — 5 e § = y esq

1 3 hi‘:_ n n—1 It

nu este monoton.,

Urmitoarele doud propozitii sint utile in aplicatii:

I) Daci a > 1, sirul

2 n
Ay (07 aaey (17 4 see

este cresciitor si nemarginit,
intr-adevir, prin inmultire cu numirul strict pozitiv a” in inegalitatea a >1,
obtinem:
@' =g, oricare ar fi n & N,

deci sirul este crescitor.
Pe de alta parte, o consecinti a inegalitatii lui Bernoulli afirmi et
B, Deci, terment sicalui nu pot fi

oricare ar

fi £ >0, existd un numic 2 € N, astfel incit o >
cuprinsi in nici un interval marginit (2, 3): deci girul este nemarginit,
in particular, sirurile:

2 an
¢ ey a='y ivae

2

F

9 ©
<y

10, 10% o 105 o
VE (VER o (VBN

gint crescitoare si memdarginite,

— B =

1) Oricare ar fi « > 0 rational, sirul
a
1%, 2% s T8 oo
este crescitor i nemirginit,
Sirul este evident erescitor. Si demonstrim cit este nemirginit. Pentro aceasta

vom 'COIIS.ldBI‘a un .mlerval marginit (a, b) oarecare, si vom ardta ci termenii sirului nu
pot fi toti cuprinsi in acest interval,

l]f’ o == !’Cu numt q o {4 < bt
urm O[‘UI natur ‘.I 1 (llOSI d 1X10ma .Ill] ILI Illlllf'df' deduce“] fed |
. n oy

existd un numir natural m astfel incit mp > 9. Punind apoi m + 1 = n si folosind
inegalitatea lui Bernoulli, obtinem: , ‘

n? = (1 4+ m)? >1 -+ pm > b3,

de unde:

£

f=nf > &
adicii #* nu se afla cuprins in intervalul (a, ).
In particular sivurile
182, 2% 8% o B

10 ow «
B0 8 B . B0, L.

V1, 02, §8, . PR, «

sint creseiiloare 3 nemirginite
E) " - *

§ 7. Siruri convergente

1. Un exemplu de sir convergent

Si iderim si =0t
i considerdm sivul cu termenul general a e adica sirul
n == ¢ sirul:

?
n
2 3 4 [
T Sy ooy &, AR A060 . BB
1 2 3 4 99 3 weey ugg ) osany 5 S~

Se 1)l)q(lrv;§ us 3 22
s sor me L ;
i s e ]'I Cd terment acestul sir se apropie din ce in ce mai mult de 1

S Poranou 0} . C
———— 1ad or creste. Putem realiza ea termenii sirului s fie cit dori ’ 55

ail ge ach " e i fing ’ > Cib dorim

T £y Clach rangul lor este suficient de mare. Se poate s - .
firulue se ingrdmadesc” catre 1 poate spune ¢& termenil

YoIn mcerca sa e PI naim Ceasld lesla tare nt uitiv rintr- 0 re .
C X m a
n H| p 0 f rmula mate

] en l] u ast a vor alega VO 0 ve t [- 8 v a ca
ace 1
\. 0m ] gf, y dupa 'le, Clnata e a hll i i om a['at
eX1s t‘aA u "' I.aflg me Eplll(l de ]r.! care toti tﬂ'! menii .‘-‘u‘u]lll se a lllé In acea ‘\".Ll vecinatate
. L 1 ca In 'Ccinaiatﬂa l S 0 ve 1 a S 1 a l ' l | .
i S¢ aﬂﬂ Clnﬂl lte s i 1 -
L% meltrice i} a i d
e IUl J "|llli 2 fOI‘ma‘

Vi={l—¢g1+4c¢),cue>0 (fig. 32),
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Q3 observim ea a, & V' inseamnii:

{ —eg<a,<1+s
adica:

sau

Dar, deparece:

_n+1 1
a.n""" 1 = "--":H-—' l.—-;,\:’

. —_—
| pste echivalentd ca conditia — << €.

conditia @, = 5

Conform axiomei lui Arhimede existd un numéar nataral 7y >

de exempli, cel mai mie nunar natural eare depdseste pe

cautat. intr-adevar, incepind de la rancul ng,

1 ool o me a = o
avem n > —» decl — <& § deci a, & e Ve
z n

fn afara vecinitatii V se
care sint in numdr finid.
Desigur, existi vecinatati ale lui 1, de exemplu,

menii sitului,

Pe de alta parte, eu cit
putini termeni, deci in afara sa se afla mai multl termeni,

finit. Astfel, daed lndim, de exemplu, £ =

: 3 Yk ; " -
-—(i ) ~~l a Ini 1, in afara ei se afla doar primn
9

1 "

U

. N , ;
= statea Voo == (1= =, 14+ =)=
T veecinfitatea Vg ( = 10J

\

- 107 10

10 termeni:

1
\'—1

afla cel mult primii n, terment (eventnal mai

vecindtatea lni 1 este mai mied, cu atit ea @
insa totdeauna in numdr

: . . , 1
: (& s vecindtatea Vo 3= ] sy P

s 3 14 . .12 13 ,
Boc T S Vit 81 —-3 —— 3 o & Vet
» gaee gy § TR 00 g 1™

V -
[ 8 ‘ X
'l i GF” x- ;
A7 1€
L —
we

[Putem laa ng,

{

s ’ Acesta este rangul

adicd pentru orice numir natural n 2> ng,

putini),

V= (0,5), ecare contin toti ter-

ontine mai

doi termeni ai sirului; dacd Juim

o 4 4 i
? 1—1} in afara ei se afld primi

Fig. 32

1
decil nleoem = —— IR, = : 1 1 .
g o P vecinatatea Vips = ([_ e ) S & ot 4 e ofuen

. _ 10- 10
ei s afli ,mult mai multi termeni, anume primele zece milioane de termeni:
203 100 +1 4 . 407 2 )
1 gs s 10-7 S1 i-‘*l—-‘—“i]v v € Vie-n

Daca alegem vecindtiti ale lui 1 5i mai mici. in afara lor se vor afla ¢i mai mulii
termeni, insd totdeauna in numir {init. ' h
Asadar:
In afara oricdrei vecindtdfi a lui 1 se afld (cel muli) wun numdr finit de termeni
g =5 o {71
ai sgirului (_-—'—l ;
.
sau, ceea ce este acelasi lucrn:
Fiecare vecindtate a lui 1 contine tofi termenii sirului (—”———1] . exceptind  (egens
n ' ‘ ' .
tual ) un numar finit dintre ei.

\eensta este fopma & 1eA ¢ 1 it
i 4 wilarea matematici a f.\pinhn intuit Ia ?nﬂr'pnl. anume ¢a fer-

menit sindol (a,) se apropie necontenit de 1. Se spune ¢t sirul (-" 3 1) tinde ciitre 1
. . I'
sau ¢a are ca hmmta pe 1.
Se poate ardta, ca mai sus, ed sirul eu termennl general b, = —"
no-=1 i
1 2 3 99 999 n
2: ';l‘_‘,---,—_‘,.--,"'—_.-.... e ren
g 4 100 1 000 n--1

. e 5 w4 " o A ;
tinde eiitre 1, in acelasi inteles in eare sirnl (a,) tinde eitre 1. adiedi: liecare vecind-
tate a lai 1 contine toli termenii sirului (b,), exceptind (eventuall un numire finit din-
tre ei. |

. b 4
Sipnl [ 22 : T
Dy este descr :t 2 Y i
; 5 descrescator: termenii sii se apropic de 1 de la dreapta. Sirul
L) n
inverselor (-——— = . o X :
(” 1 este crescator; termeni sal se apropie de 1 de la stinga,

Eiste insid posibilda apropierea de 1 si eonsiderind sivuri eare nu sint neapirat
monotone, sau ai caror termeni nu sint situaii toli de aceeasi parte o lii 1. De
e-.‘:f.‘mplu,.l'nlr‘.rnal'ind termenii sivurilor  precedente, intr-un mmi arbitrar, se obtine
un nou gir ai carui termeni se apropie de 1 si de la stinga si de la dreapta; -‘.IR.“.'(:‘],

: 5 1 3 2 & 3 . )
sirul 2, S g g G v f0 apropis de 1 din ambele parti.

2. Definitia limitei
Consideratiile facute asupra sirului din exemplul de mai sus eondue la urmitoarea

Definitie. Spunem ci un numir o este limiti a nnui sir (a,), daei:
orice vecinitate a lui o contine toti termenii sirnlui, exceptind (eventual)
un numar finit de termeni.

s 3G e



Aceastd definitie poate fi formulati si Tn modul urmator:
Numiirul a este himita a sivului (o) daci:
in afara oriciirei vecinatiti a lui o se afli (cel mult) un numir finit de ter-

meni ai s;irului.

Sirurile care au limitd se numesec giruri convergente.
Sirurile care nu au limitd se numesc giruri divergente.
Daci a este limita a sirului (a,), spunem ca ,sirul (a,)

ci ueirul (a,) tinde cdtre a” si scriem:

- i
este convergent cdlre @ sau

a, — a (se citeste: a, tinde citre a),

sau:
lim @, = a (se citeste: limita de a, cind n tinde citre infinit este egal cu a).

fi—=on
Unecori vom scrie doar: lim a, = « san, mai simplu: lim a, = a.
(]

Exemple.

1) Cel mai simplu exemplu de sir convergent esie un sir constaniz
A @, Oy ey @y oo

Acest siv are ca limiti numirul e insusi. Intr-adevir, deoarece toti termenii girului sint egali
eu a, fiecare vecinitate a Ini @ contine fofi termenii girului
Asadar, dacd @, == a pentru orice n, avem lim a, = ¢, adicd:

lima = a.
H

De exemplu: lim 5 == 5, lim (—3) = —3.
" n

2} Din exemplele examinate la nr. 1 al acestui paragraf, rezultiz

By 2. 1 si lim . I

n n+

3) Daca lim a, = g, atunci:
708

limay,, =, imayg, —a
15 00 T 80

g, in general

lim ayep = a.
1100

Intr-adeviir, sirul {ay;) =N se serie:

Gy Gay Gy o
Sirul (a,4,)neN se scrieg

Gy Ggy Ggy eee
In general, sirul (apap)aen se scrie:

Qpers Upags Ppegs «-

_sol-—lr'

e
-l

]
Rojs s
Moo, de

Fig. 33

Deoarece a,, —» a, in afara fiecirei vecinatiti V a lui @, se afli un numir finit de termeni ai
girnlui (ay), deci, cu atit mai mult, un numdr finit de termeni ai siruriler {a,4), ..o {GpeplneN.

Rezultd ea si aceste siruri tind ecitre a.

Rationind in mod asemiiniitor, deducem ca, reciproc: dacd pentru un anumit p e N avem

lim @pqp = a, atunci lim ap = a.
0-r® n—>0

4) Sirul nukerelor naturale 1,2, 3, ... este divergent. Anume, vom arita ci nici un numér

o W i e i s 1 i

real nu este limitd a acestui gir. Intr-adevir, lic @ un numiyr oarecare 3i |V = (a —_—, a -+ ﬁ)
9 9
1

o vecinitate a lui a, de lungime 1. In vecindtatea ¥ se afla un singur numdir natural, dacd a > —»

9
2

¢i mici un numir natural, daci a < —; deci in afara ni 77 se afla o infinitate de numere

to |~

naturale, gi deci @ nu este limitia a sirulul numerelor naturale.
5) Sirul
1A A 1 A

esto divergent. Si arditim mai intii ed 1 nu este limiti a acestni siv. Peniru acensta i alegem

2

vecinitatea ¥ =(—, —m) a lut 1 {fig. 33). In alfara Iui V7 se afld o infinitate de  lerment ol
¢
sirului, si anume toti termenii egali cu 0; deci 1 nu este limitd a sbudui. Lo fel se aratd ed 0 nn

5 53

o s ; : ; 1 1 : ; ;
este limitd a sirului alegind, de exewmplu, veeindiatea {f — —J a lui 00 In ceea e priveste

orice alt numir a, putem alege o veeinitate a lui @ eare s& nu contind nici pe 1 niei pe 0, deei
care si nu contind nici un termen din sir; deci @ nu este hmitd a sivalo,
Neavind niei o limitd, sirul considerat este divergent,

6) La fel se aratd ei sirul
1,—1, 1, —1, ..
este divergent.

O primi proprietale a sirurilor convergente este dati de urmitoarea propozitie,
I) Un sir convergent are o singurd Limita.

Intr-adeviir, si presupunem ci a, —»a. Dacil a’ este un numar oarvecare diferit
de «, atunci putem gisi o veciniitate Voo lui o si oo veeindtate ' oa b of, fara

puncte comune. De exemplu, dacd a <C «', si dacit nolam o= a’" — a. putem lua:

V= (a —Ey aop i‘-] 8 W= (u' e By g ;;] (fig. 34).

&
< .

v v’
Fig. 34 L ; 3 I " i
|3 P i i o i

q»



|

\

|
In V se afla toti termpnii siralui, exeeptind un numar finit dintre eiz deci in
afara lui V' se afla o infinitate de termeni si deci ¢ oo oeste limitd a sienlur (ay),
Asadar a este sincura lifnita a siculut (a,).
Datoritd unicitiilii limitei unui sir convergent vom spune in eontinuare Jimila
girului {a,)* in loc de .limita a sivalui (a,)“

Din definitia limitei se obtin imediat si urmitoarele douit propozitii:

II) Prin schimbavea ordinii termenilor unui sir convergent, se obline tot um sir
convergent citre aceeasi limita.

Intr-adevir, pozitia pe dreaptii a termenilor girnlui nu depinde ﬂr- rangul lor, e
numai de valoarea lor numerici. In afara ficcavel vecindtiiti a limitei se afli un numir
finit de termem ai sirului initial si acelagi numir de termeni al sirolui modificat;
deci noul siv are acceast imita ca si sirul initial.

IIT) Prin adiugarea sau prin inliturarea uwnui numir finit de termeni, un sir
convergent rimine convergent ciitre aceeasi limita.

Intr-adeviir, in afara fiecarei vecin atiti a limitei se afli tot on numar finit de
termeni ai noului sir.

3. Teorema de convergenti cu =

Teorema urmiitoare di o conditie echivalenti de eonvergenid a unui sie sioeste
folositd pentru demonstrarea unor proprictati importante ale sirurilor conversenlte.
Demonstratia acestei teoreme este un prim exemplu de demnnstratie mai dilicili
in analiza matematici,

Teorema 1. o, —a dacd si numai daci:

pentru fiecare numar ¢ () (oricit de inir) se poate gisi un rang n, (care
depinde de c), astfel incit pentru toti termenii o, de ramg mai mare
(n > n.) sd avem:

|ay —a| < & ¥

Demonstratie. Si observim mai intii ca:

a-nE(a—-s,a—{-s)(=>a——a<a,,<a+e(=)—-—s<n,i—a<a-:),a —al << e,

Sa presupunem, in primul rind, ca @, = @ si s verificim conditia din enuntul
teoremei. Pentru aceasta ne alegem, dupit voic (sau, in limbajul folosit in matematica,
in mod ortdrar) un numar ¢ 2> 0. Consideram apoi vecindtaten V = (a —¢, a -+ ¢)

aluia Inafara lui V se afli doar un numar finit de termeni: fie n' cel mai marve rang

al acestora. Urmeazii ca toti termenii @, cu rangul n > n’ se atla in V. Prin urmare,

—_— 57

daci alegem, de exemplu, n, = n’ 4+ 1, atunci pentru orice n > n, avem a, & V=
= (@ — &, a + 2, adica:

la, — al < &

Asadar, o ipoteza cd a, -»a, am demonsirat ¢i: oricare ar fie >0, pzrfrm adst un
rang fz, astfel incit  pentru orice rang n 2> N, 4 avem d, — al < &, 8i ;.rrmn parte
a teoremei este demonsirata,

Yeciproe, si presupunem indeplinitid conditia din enuntul teoremei si si demon-
gtram e¢a a, —a.

Pentrn aceasta si alegem in mod arbitrar o vecinitate 17 a lui a. Aceasta contine
o veciniitate simetried 1 a lui a. de forma V' = (@ — g, @ -+ 2 ca ¢ =0 Conlorm
1poir7m, peniru acest numar = >0 existd un rang . astfel inelt pentru o 2> n, s
avem |a, — a| < z; atunci a, € (@ — ¢, a--¢) = 1"l in afara lui V' se afld
cel mult primii n, — 1 termeni (eventual o part.e dmtrc acestia se afla tot in V7 care
sint in numar finit.

Asadar, presupunind eonditia teoremei indepliniti, am dernonstrat ci:

in afara fiecdrei vecindtali w lut @ se afld un numdr finit de termeni at sirvlui (a, ),
adicd a, —a, si partea a doua a teoremei este, de asemenea, demonstraii. Prin
aceasta, teorema insis este complet demonstrali.

Observatie Deoarece conditia din deflinijia limiteis

Orice cecinédlate @ lui a confine toli termenii sirului, exceptind un numdr finit dinfre ei este
echivalentd cu conditia din enuntul teoremei.

Penirw orice = > 0 existd un rang ng astfel incit orfcare ar ji n>»ng sd acem @, —ai<e,
aceasta din wima poate fi luatd, la eindal siu, drept conditie de rir'lml[ll:l limitei. Se abtine,
astiel, asa~-numita  definitie cu e a limitei,

Pentru a face o distinctie, definitia initiald este numitid ,definitic cu veeinitati®
Folosind teorema precedentd, vom demonstra acum o propozitie frecvent ntili-
zatd in aplcatu:

1
Daci sirul (a,) de numere strict pozilive este crescitor si nemdrginit, atunei — =10
fin

Intr-adevae, si alegern in mod arbitrar un numir ¢ >0, Daooareee sirul este nemiir-

.. . 1 . ) ‘ _
ginit, existi un termen a,. >—; deoarece sirul este creseitor. peatrn ovice 7 >n/
: e

1 -
avem a, > a, >—, deci:
€

L <€
L
si deci (numerelrf ~ fiind striet pozitive
n
L [y
an l ap




. G . v
Asadar am demonstrat eii: pentro orice numiir ¢ > 0 putemn giisi un rang ne =T,

astfel inecit, oricare ar fi 1 2> n,, si avem

1
—_ 0} < e,
an i
iq A
adici — -0,
an
Ezemple.
1) Daca a> 1, atunci girul (a”) este crescitor §i nemdarginit, deei:
s
lim — =0,
an

in particular:

liml =0 lim }_ = 0 ete.
on 10n

2) Daca 0 < b < 1, atunciz
lim b = 0.
% 1 5 1
Intr-adevir, avem a = —> 1 si b = — - 0.
& an
in particular:

lim (0,5)7 = 0; lim (0,2)7 = 0.

2) Sirul (n*) eu = > 0 rational, este cresciitor gi nemirginif,

deci:
lim 1 ==,
n--ao N%
In particular:
}.lml = 0; llml =03 }im—1—=0;
n n? n?
= P 1
Im — =0; lim —— =40.

4. Criteriul majordrii

Pind in prezent, aplicind definitia cu vecinatati si definitia cu ¢ a limitei, am
putut stabili convergenia intr-un numér restrins de cazuri. In fiecare din aceste
cazuri mai intii am intuit limita si apoi am verificat, in mod riguros, cu ajutorul
definitiei, ¢d intuitia noastri a fost corectd. Asadar, pentru a stabili convergenta
unui sir, intimpinam doui dificultiti: in primul rind este necesari o anumitd indica-
tie intuitivii despre limitd, iar, in al doilea rind, aplicarea definitiei insisi pentru o
verificare riguroasii a intuitiei este de cele mai multe ori laborioasi. De aceea, se
urmireste obtinerea unor ,procedee™ cu ajutorul carora si determinim convergenta
mai ugor decit prin aplicarea definitiel.

—54—

De exemplu, un astfel de proceden ne-a fost dat de propozitia despre sirul -!?-i de
a

la numirul precedent. Alte procedee vor [i date de criteriul majoririi, de teorema de
convergentd a sirurilor monotone si de teoremele asupra operatiilor cu siruri convers
geate.

Pentru stabilirea convergentei unui sir en ajutorul criteriului majorarii si al
operatiilor cu limite e folosese alte siruri, a ciiror convergentii este cunoscuti. Urmeazi
ci aplicarea acestor procedee este cu allt mai fructuvasi, cu eit detinem un numar
mai mare de exemple de siruri convergente.

Teorema 2. (Criteriul majorarii). Daed |a, —a| < @, pentru
orice n i daea o, — 0, atunei a, —a.
Demonstratie. Si alegem in mod arbitrar un numir ¢ > 0. Deoarece «, -0, putem
gasi un rang n astfel incit, oricare ar fi n > n., sa avem
o, << 8.
Atunci, cu atit mai mult, pentru n > n, avemsg

lay—a|<<s

gl deci g, —a.

In particulars
Daca |a,| < o, $i o, =0, atunci a, —0.

Ezemple.

1) Sirul cu-termenul [general a,.= {—1)7+ —1—-;-

n

1 1 1
‘.,—--,-—, ——
2 &

amre limita 0, deoarece ]u,,{--mi -»-0.

n
o 7
2} Deoarece |sin — -g-?- £ 1—-&0, avems
n n n
lim sin £ =0,
n
. -
s n —
A 3
3) lim =0, <eoareces
nﬂ
win n —
<1lo
n2 n2 -3

4) lFm # un'numar-real-oarecare. Fie (a,) sirul ractiilor zecimale care aproximeazi prin lipsa
numirul z:

Gy == Ty, L0lg.en Up,

unde 2 A ™ - » . . . . . .
To este partea intreagd-a lui @, iar oy, oy, ..., oy sint-cifrele succesive din scrievea zecimali

a lui o,
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Fie, de asemenea, (by) sival fractiilor zecimale eare AproxXineazi prin exces pe ay

) by = Tgy B1y Ba o B
Aftunei:
lima, = o i lim b, = a,

&
Intr-adevir, ap <0 o < by sit

deei:

ey — 7| = @ —ay < —
BT

" 1
|byp — ] = by — L —

1n°

1
Deoarece ‘ﬁ?_’ 0, urmeazid ap = @ si by -» 2.

s . T : . —
Observatie. Numerele ap si b, sint rationale. Dar (a,) si (by) nu sint singurele siruri

de numere rationale convergente eitre . De exemplu, oricare ar fi &k = N, sirul (an+ klﬁ
nneN

este, de asemenea, format din numere rationale si tinde tot citre .

5. Sirul modulelor

Teorema 3. Daci a, »a, atunci lay | ~|a}s

Im {a,|=|lim a,]

Proprietatea se enunta simplificat*, astfel:

Limita modulului este egali cu modulal Limitei

Demonstratie. S3 alegem in mod arbitrar un numir ¢ > 0. Deoarece a, —a,
putem gisi un rang n., astfel inecit pentru toti indicii 2 > n, si avem:

lap — al <e.
Folosind inegalitatea
lan] — la|l < la, — al
rezultd, en atit mai mult, ed pentrn n 3> n. avem:
| @nl — Ia“ <&
adicd |a| este Jimita sirului modulelor (| a,, |).
* In manualul de fai vor interveni adesea enunturi de teoreme sub formi
simplifieata. Trebuie subliniat ci aceste enunturi sint incomplete (in sensul ca

ele exprima doar concluzia teoremelor), dar prezinta avantajul de a putea fi usor
memorate.
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Observatie. DPropozitia recipraei nu  este adevirvati: dacd sirul modulelor (lanl)
pste convergent, nu rezultd in mod necesar e sival {up) insusl este convergent.
De exewmplu, sirul

1, —1, 1, —1,

pu  este convergent, desi sirul  medulelor 1, 1, 1, ... este convergent, fiind constant.

Tokusi:
Daci sirul modulelor (", ) are limita O, atunei sirul (a,) ave, de asemenca, limita 0.
Intr-adevar:

!an‘—O}: ]Q'.'?.]""’OQ

deci, conform eriteriului majoririi, a, — O.

Ezemplu.

:'jirurilu
1 1 2 11 1
_'L meaite g oy gen BK I: AT TELy T Tooupaene
2 3 2’ 3 !f
- . 1 1 e
gu limita 0, deocarece sirul modulcior: 1, Ty --3—, . are limita 0.
2

6. Trecerea la limitd in inegalitdti

Tcorema 4. Daci (1)) si (b,) sint doud siruri convergente si dacit:

a, < b,, pentru fiecare n,

atunei:
lim o, < lun b,.

Demonstratie. Fie o = him a, §i b= lin b,. Trebuie si ardtim ci a < b S
prin absord, ¢i b << g, Atunci putem  gisi o veemitute U a lui b i

Voa dui e fard puncte comune: dacd noliom 2 — b — ¢, putemn lua, de

353 In U se afla tona

presupunein,
0 vecinatate

7 o & . 3 1 ra e
exernplu, U= (6 ——, bl _,) g V=ta——=,at JJ (fig.
o 5 3 3

atli totl termenii ag,,

termuenii b, exceptind un numér finit dintre ei; in Vosc

exceptind un vumar finit dintre en
Penten termenit b, din {7 @ a, di

Asadar, presupunerea b < a ne conduce la contradiciie. Urneaza ¢d @ < b 3t teorema

V oavem b, << a,. ceea ce contrazice ipoeleza.

este demonstrati,

L W
b
L

Fig. 35 amsmfommi ;
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Corelarul 1. Daca (a,) este un gir convergent si ducd v < a, < B, penlru orice n,
atunci:

e lime, < B.
Se foloseste teorema precedenti, mai intii pentru sirul constant () si sirul {(a,)

in inegalitatea a < a,, apoi pentru sirul (a,) si sirul constant () in inegalitatea
a, < B.
Corelarul 2, Dacd (a,} este un sir convergent si daci a,, < 0, pentru orice n, atunce?
lim a, > 0.
Se ia =0 in corolarul precedent,
Observatie. Dacd intre termenii sirurilor avem inegalitati stricte @, << by, pentru li-
limite nu putem deduce decit o inegalitate nestrictd, lim e, < lim by,; uneori putem avea chiar

. 1 -
egalitate. De exemplu, — > 0, dar lim — = 0.
I n

7. Siruri marginite. Siruri monotone

O proprietate importantd a sirurilor convergente este exprimata de
Teorema 5. Orice sir convergent este mirginit.

Demonstratie. Fie (a,) un sir convergent citre a. Si alegem o vecinatate a lui a,
de exemplu, V= (@ — 1, a+ 1). In afara lui V se afli un numir finit de termeni,
de exemplu, a,;, @ ..., @p,; 0 parte din ei se pot afla la stinga lui @ — 1, 1ar o
parte din ei se pot afla la dreapta Ini a 4 1. Toti ceilalti termeni se afld in inter-
valul (¢ — 1, a 4 1). Si alegem acum un numir « mai mic si decit o — 1 si decit
toate numerele a,;, @9, ..., @,,; si alegem, de asemenea, un numir  mai mare
st decit a <41 si decit toate numerele @y, g, oy @n,. Rezultd ci intervalal («, §)
conline alit termenii @,,, @9, ..., @,, cit si intervalul (@ — 1, a 4 1); deci intervalul
(2, B} conline toli termenii sivului (a,). Rezulti ¢a sirul (a,) este mirgmil.

Din proprietatea precedenta rezultd imediat (prin reducere la absurd) eaz

Orice sir nemdrginit este divergent.

Urmitoarele siruri sint divergente, deocarece sint nemairginite:
1) & a2, w87, cu a> 1.
In particular, sirurile:

2, 0% L. B G 610, B8, L TR, e

12

R N cu a > ( rational.

In particular, sirurile:
[ FRR, si 15 V2B, ey /105, one
8l —1, 2 =3 & ..

&)U, 4, 0, 2y <5 0y 1y wee
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Obseryvatie. Proprictatea unui gir de a fi mirginit este o conditic necesard pentru
convergenfa sa, dar nu suficientd. Existd giruri mirginite care nu sint convergente, de exemplu
girul: '

2,0, 1,0, v

Se poate asigura convergenla unui gir marginit, dacd se adaugi o condifie suplimentara,
aceea de a ii monoton.

Teorema 6. (Teorema de convergenti a sirurilor monotone.) Orice
sir monoton si miirginit este convergent.

Demonstratia acestei teoreme necesild cunogtinie care nu aun putut fi incluse
in manualul de fati.

In privinta limitei unui siv monoton putem face urmitoarele preciziri:
Daca girul (a,) este crescator st a,, — a, alunci:

a, < a, pentru orice n.

intr-adevir, trecind la limita dupé indicele p in inegalitateas

a, < a‘n+p’
obtinem:
a, <lima,,,=a
?)"m
In mod aseminator:
Dacd girvd (a,) este descrescdtor si a,, — a, atunct

a, = a, pentru orice n.
Uneori, pentru a preciza ¢ un sir convergent esle crescilor, vom scrie a, Aa in

loc de a,~a. In mod analeg vom scrie a,a pentru un sir descrescdlor convergent
citre a.

Ezemplu.
9
Sirul (27 )
Jirul | —— | este convergent.
n!
T . 2 . ;
ntr-adevir, sd notiam ap = —— . Sirul (a,) se scrieg
n!
2 op o 2n
Sy Ty e ke e W
1! 21 81” wt’
Avem:
In+l an ] L
: i : B = dn .
(n-+1)! al n+4+1 n -1
[ 3
Jeoarece W <1, deducem apy < @y, deed sirul este descrescator. Sirul este s mdrzintt,
e

deoarece «; 3> @, > 0, pentru orice n.

-



Hezulta ci sirul eete convergent. Se va ardta mai departe (§ 8, nr. 2) ei:
o

lim— =
n!

0.

Teoremy urnitosre conoscati sub numele de ,eleste™ este foarte vuld w aplicatin
Ea va fi folosita in paragroful consacrat aplicatilor analizel in geomelrie.

doui conditii:

1} ity 42 g 4L o &ty GG e AL, By 8 e 2 8

- gt - U

AT
atwnei ele =it convergente gi an aceeagi limitd:

T a, ==l b,
sint

este crescator si mirginit (devarece termienii sal
cele

Demoustratic.  Hual (7,

cuprinsi intre oy i by, dar girul (0,) este descrescitor g ndrgnt. Urweazid cd

doud sirari sint convergente. Fie:
lim «, = §i lim b, = b.
Treeiwd la lamita in inegalititile 1), deducem ¢ a < b. Din inegalititile:
4, << o< b <L b, pentru orice n,
deducem:
0Lb—aLb,—

Deoarece b, — a, - O, folosind criteriul majordrii, deducem cé sirul constant
b — a) tinde eitre U,
deci:

Q.

b—u=1limb—a)=0,
deci ¢ = b; adica:

lim u,, = lim &,

8. Numirul e \

Fie sirul:

(1 1, [1 e l)], [1 4 {‘;]3, - [1 4 _::)",...

Si arvatdm ¢d acest siv este crescitor si mirginit, de unde va rezulta ¢ este
vergent. Pentru aceasta s notam:

anz[i-{- %)"

con-
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si sit dezy oltim membrul drept dupé formula binomului lui Newton:

-k -4-1) 1 m  on ' n

nn —1)

4«2,

==

. k . = 2 =
Devarece 0<C1 — = <2 |, in fiecare parantezi se obtine

1

membrul drept este o sumi de termeni pozilivi mal mare

un numir pozitiv; dect
decit suma primilor doi
termeni 1+ 1 == 2. Deducem:

2 L a,, penlru orice 1.

Pe de altd parte, numarul din ficcare parantezi este mai wie deeit 1: deei, inlo-
cuind in membrul drept {iecare parantezi cu I, obimem o sud mai wmare. inlocuind

fiecare factor =1 de la nwmitor en 2, termenit sumel se mirese inelt, aga ineit:

’ . 3 . X 1 y - | 1
aa<JT]—'|"" o :'_‘:"r"‘—f* :T_I:l+b1z<l ~~ —--—--+1--:::
7 i e
=14 2=23,
unde:

1—{1“

:3
Sﬂ“_ T"'

(L
2

Asadar:
2 L a, < 3, pentru orice n,

adica girul (a,) este mdrginit. $a ardtam acum ¢a este 51 crescdtor.

—_— 6] —




. G R : . Sirul s
Qi observim ci termenul a, are in dezvoltarea sa n -+ 1 termens, Jar dp,; are 1.9 umelor
€ . e A . -
n - 2 termeni, adica are un termen in plus, Termenul a,,, se scrie: T
: eore i . 5
ma 1. Daci a, »a si b, —b, atunci g, +b, - a -+ b:

l lim (a, + b,) = lim @, + lim b,

%“:P+jﬁjr“x;+1+ﬁzp~nld+

1 _.,_,,_?____ SIS e o 1 g 1 ::._.i___k-—-’i &
+1‘2.3[.1 "‘:"'i)[l ”'1.’"1)_1- Ivl"a’...]\‘(l n_._\_'i) h( 15.’.1]-{’

e 1-‘2...1(n_+'1} [1 - n:—‘l)-;’{iv n-’!l-i]'

’ Limita sumei este egali cu suma limitelor ;

Demenstratie. Vom folosi definitia cu ¢ a limitei. Pentro a avita ed a, - b, —»a -+

N , 3 " " £y ' o =

4 &, sa alegem, in wod arhitvar, un numir ; )
" ,

incit pentru n 2 n, 83 avem:

e U

.81 s gasin un eang iy, astfel

" | 1 " ke k Te &
Dar n<n-+ 1, deci —>-——_. Prin urmare, — > , de unde ——<<
n n+1 n n-+1 n
: - o Ha, + b,) — (a - b) | <e.
it e B Apeh A om kK 41— _' . Rezulta canumarul din fiecare parantezi din A o w0l 8T 9
n+1 n n - Avem Insa:

dezvoltarea lni a, este mai mic decit numiral din paranteza corespunzitoare din

Han + by) — (@4 b) | = [ (2, — a) + (b, — b) | < |

dezvoltarea lui a,,,. Rezultd ci fiecare termen din dezvoltarea lui @, este mai mie lay, —al+1b, —b|

deeit termenul corespunzitor din dezvoltavea Jui @y, Deoarece @,,, mal are §l un T 1o E
L i . Jeoarece ¢, — @, pentru numirul g’ = = tern oSt : P ol 3
termen pozitiv in plus (ultimul), deducem ca: © = » putem gist un rang n', astfel ca pentru
’ -
n >0 s avem:

.

an<a'n+a ’ 3
1 sdn_a]f\'s a:.,
]

adica sirul (a,) este crescdtor.
Sirul (a,) are deci limitd. Aceastd limita se noteazi cu litera e: De asemenea, deoarece b, — b, pentru acelasi numar ¢ = ':" putem gasi un rang n”,
astfel ineit pentru n 2> n” si avem: -
lun (1 - «1—]“: e.
T Ibn_"b|<€'-——'——§—.
; A tantEE An 3 arashy € ®is Daca alece s o b = ) . ]
Trecind la limitd in inegalititile 2 < @, <3, rezulta: timp, '; *’i"-;ﬂ:t ; ,:':, n;:;i; (n’, a"), atunei pentru orice n > n. avem, in acelasi

2LeL 3
Hap+bp) —la+b) | < lay—al+ b, —b| <

== €.

T
.
9

o fa

Se demonstreazi ci e este un numir irational. Valoarea aproximativd a numd-
rului ¢ cu cinci zecimale exacte este 2,71828.

\. ] 1 i t Lop “ e 'S vLf e I(,‘£ oricare a i
ye « at ca: pe orice > € !

asadar SRA TR ¢ IIIOHSLI niru T g zisla n. ast, t—t et 7 L
n :}' Ry Su asven; /

[{a, + b)) —(@a+b) | <6k,
§ 8. Operatii cu siruri convergente

adicd q, - i
d a, - b, — a4 b, si teorema este demonstrati.

g; ars e T 5 §
St arati prin iductie completa ei : o
b . fie completa ed leovema 1 rimine adeviir i
s " " o e . ‘ ; ath ma
In acest paragraf vom arita ci efectuind asupra sirurilor convergente operatiile mav multor siruri convergente (in namar finit): § penben.an
de adunare, de inmultive si (cu anumite restrictii) de impariire, se obtin, dé AR 4o
. « = m (a C e . .
asemenea, siruri convergente. ® w T O F e+ f3) = lim @, - lim b, + lim ¢, 4+ ... 4 lim ; .

i &Y s — 63 —




In particular, luind % siruri egale cu (a,), deducem:

L (k) ==k bm e, k natural.
LU ki

Teorema 2. Daci a, —a si b, —b, atunciz a, — b, ~+a — b.

1 |
| lim (@, — b,) = lim a, — lim b, !

| e e e : = : - ‘
{ Limita diferentei este egali eu diferenta limitelor |

Demonstratia se face ca g1 pentru teorema 1, scriind, pentru n > n,:
(b ~=B) € Joy ~a@ |+ | b~

Covolar, o, - a, ducd st numai dacd a, — a— 0.

i/ f. A 5 3 5
iy — bn} I S b) i g ! (‘zﬂ_ - (L} -
Intr-adevir, daci a,, —» ¢, atunci:

ay = G->q - G= 0.
Reciproc, daca o, — g -0, atunci:

an—'(‘:‘n"““}“i“z“‘;‘ﬂ"{"a::a-

1 1
s i =
n-

lim [i_—.,-i_) e ) s s ),

f-{e)=

Ezemple.

7te

1) lim

1 s (1 § o Bt I
ns

n#

W

ot 1

9 lim —r
nt

AR

e

z lim ['1 -5 (

o

2. Sirul produselor

Teorema 3. Daci a, —a si b, - b, atunci a,b, — ab:

hm {a,b,) = lim a,-lim &,

! ,
% Limita produsului este egali cu produsul Iimitelor !

Demonstratie. Vo folosi, de asemenea, definitia cu  a limitei, Pentru a demonstra
ed a,b, - ab, 4 alegem, in mnod arbitrar, un numir ¢ > 0 si sa gasim un rang n, astfel
foeit pentru n 2 n, 82 avem:

fanbh, — ab | <.

— 64 —d

|

Avern insa:
; . Foniblar, ,; =
lu’ubn — ab| = g‘lnbn o il ab,, — ab| = i(a?‘: a‘)&n s a(bn b)' "~<
< |, — “[ ;bn! =+ {a| Ebn — bl
Dar siral (h,) este mdrginit, fiind convergent; exista deci un nuwmar M >0,
gstfel incit pentru toli termeni b, si avem:
[bal € M. ‘
Daca luim apoi un numar N > {a|(deci NV >0, chiar daed, eventual, a =0),
pezultd cit:

lapb, — ab] < |2, —aj M + N b, — bl

Decarece a,— 2, pentru numarul ¢ putems gisl un numar n', astfel incit

pentru = s avem:

=114
=

e
-— hutein
Tt B

a4V

' o "
De asemenca, deoarece b, — 6, pentru numarul ¢ un

nu=

a3

mir »”, astfel incit pentru a Jz 1" s& avem:

£

“ 4
2N

|by — b] <&’

Daca alegem n, == wax (n', n”), atunci pentru orice # 2= n

n =

= n' sl onzn”, deci:

[etuby

—ab] << |a, —a|M + N |b, — b} <

. 3 ) oL a2 » e i . s
Asadar am demonsteat ca: pentru orice & > U entsid ng, asifel incit oricare ar fi
R 2 it 84 wen!

lab, — ab] <l g,

adicd o.b, —ab, 51 teorema este demonsirata
Se avatd prin inductic completd ¢d teorema 3 ramine adeviirata i pentra produsul
mal nailtor gorure convergente (in numar finmit).
Y

aiill

(bt ses ) == Bin my, » Jas by, ¢ Lo 6 o0 Bit fpo

In particular, luind % siruri egale cu (q,), deduceur:

Lim (a,)" == (lin e, )R, & naturat,
n 13

Kl
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Teoremwa 4 Daca u, —u si c € M, atunei ca,— ca:

lljm (cay) = ¢~ hma, '

e F . T ]
] O constanti iese in afara Lumitei |

fntr-adevar luind b, = ¢, sirul constant (b,) are limita ¢ §i:
ca, = b,an;
deei, conform teoremei precedente, sivul (ca,) este convergent si:

lim (ca,) == lim (b,a,) = lim b, - hm a, = ¢ im a,.

Corolarul 1. Daci a, = a, atunci —a, = —a:

| lim (—a,) = —lima,

Se ia ¢ = —1 in teorema precedentd.
Corolarul 2. Dacd a, — 0 gt dacd (b,) este mdrginit atunci b, = 0.
intr-sdevar, deoarece (b,) este mirginil, existd un numar M >0 astfel incit,

pentru Lol terienu by, si avem:

jbul < M.

Atunci:
'anb"_i o |a‘n] ‘b-n! ‘f; 'a'ﬂ-i M.

Dar a, =0, deci [a,|= 0 st deci | a,| M —0:
i @, | M = M lim |a,| = 0.

Folosind criteriul majordrii in megalitatea

faabal < |a, | M,

rezulia ¢ a.b,— O.

Lxemple
) o P B iy (m S b}—};a+b1im e brbma

n i
and —2n 41

2 E : 1 . i
=hm‘5w~+i]#b—-2hm~; 4+ lm '.‘,:5'

2) > . :
nt nd o n? nd

8) Dupya cum am etabiit apteror (§ 7, ar. 7}, pwul cu termennl geueral a4y = —

mi

eonvergent

-—66—-

2

n -1

el = Gn

Notind Iim ¢, = rezultd i : i
'x 2 d hr? g, = @, vezultd lim apg{ = a {v. § 7, nr. 2); deci trecind la limita fu coalitnte
anterioard, obfinemi kil

a=a+0,
. . an
deel @ = 0; adicd i = == 0.
il
&) Dacd 0 < r < 1, avem #® = 0, decit
: ik
m —— = lim #t = 0O

1mr 1 —ip

(L8

3. Sirul citurilor

Teorema 5. Dacd o,~a si b, »b, si dacd b, 550 pentru orice 1

gi bsk0, atunei = - —;
by b

5. lim a
B T = e

by lim by

I Limita citului este egala cu citul limitelor, daca limita de la numitor

i esie diferitd de 0.

Demonstratic. Pe arita i 2 -2, vom parcurge irei
tie. Pentru a arata ca ”-> ot vom parveurge trei clape.

1) Aratdm mai intil cd sirul (—] este mdrginit.
e v

Din i = sducen | = 0. Sa i
- Pnteﬁzd'bn_-alrﬁ& 0, db#,l}lb&!}l b, ] = Il =0, 53 alegem (fig. 36} o vecindtate
— # 5 . . 5 > Y h &
(@, B) a lul |b], cu « > 0. In aceastd vecinitate se afld toll termenu |5, ],
¥ I

Fig, 36 } e ]
0 < Jod W A

. .



A .f
i)

4+~

R'\Ju

B

cu exceplio unui nuwdr it dintre el Pent

Sind

ru Lerwenii | b

H’n.; “L ¥y
dects
1 i
TR
adica ({fig. 37):
1 1 1

- e

a2 I &

! 5 i 1 S i R 1
Cu alte cuvinte, acegti termeni —se alld in intervalul margimt | — =

by

- < . - v . 1
Ceilalii termeni — dinafora niervalului (—— -

i

gisi un interval mai mare (A, IY) care sa-i conjind §i pe aceslia, < intervalul [m

Urineazd e intervalul (A, £) contine Lohi

e w 9 1
2) Avatam acum ¢ — - —-

it

-

b3 &)

L)
"

- A
terieitn -3 iidlL‘U. = este lil{l[gllllt.
b n

L il

& 4 B 7o - 4
Penlru aceasin este sulicient si aratim ¢d = —- — =

Dar:

. . 7 1
Denurece b, —b, avem b, — b = 0; deoarcee girul (»—

i

Vit

. 4 | ’ ;
s (b, — b) =0, deci — > - (B, — b) - 0; adicd:
b“. b bH‘

Yot s
by, b

de unds:
i b—1
i B, S
by b

N s st a T
3) Serund acum citul =

frt

doud yirurt convergeute, deducoi:

ty " I
<t iy =
by by

gl teorema este demonstrata,

ca un predus 3 folesind teorema asupra produsulul a

_a
&

din veciniatatea Voavems:

1 . 2 - oprot .
} sint in oumdr linit, deer putem

J este  margimt, rezultd

. In partmuhrg dacd (a,) este convergent, ducd a, =0 pentru crice n g dacd
im «, == U, alunce: S

b (a,)% = (lim a,)™%, &k natural,

[ntr-adevar:

=

R =["i

. 0 E
nrm (Fyit thm @)% lim a,
» ; ir N

%
-
) = (hm g,)™*",

Combinind cu un rezultat anterior, deducem c¢as

L J, I o vt &
limn s L\l]lil u)l:r;:i ki U!ti‘r}-g,

Exempla

el — A

2 no (i s i = 1{]
g - hn — 3 g 3
2) I ———— = lim e B W)
1w+ ot -1 3 1
{1l b e
13 nw
1 :i- 1 3 o
o B ilu1[ﬂ7___f___i
= lim ! 2 B o oot 0 0
i ¥ g i 1 4 1 1 ek L
e A ape Lm |1 - SFipss
i 1w n n?

13

[ = f 1'_‘531 NnI1-d
c]hm(i—}—;—) z[hm [1-}-1]] =e-a=i.

Observatie. Daca i . i
$e bie. Dacd hm by = 0, ests posibil ca s [a.n)
a girul (2] 84 nu atba limits
i . De exem-

lu, ¢, == " T . /
P, dy = | b 5i by = (—1)n = = U. Sirul citurilor [g_’l} vsto
n

_1' 2l —3l ‘p -ses
theste divergens,

,l-’-”m




§ 9. Puteri si logaritmi

. : i ol By
1 il Pt ATV . = Ay _— Y-

In acest parvagral vor fi reanuntite principalele proprietat ale putr_‘niu.! -_»1[ log
vitmilor si vor fi aduse unele completivi privind lrecerea L lopita tn sivwrile de pu-

teri si logaritmi,

1. Generalitati

; .
Dupa cum se stie, puterile se definesc ?u [flai multe etape. cn:mgdo-:rind wu:u:,s::
exponeniii: naturadi. ntregi, vativuali, veali. Nutura exponentului umpune restricy
succesive asupra huzei. Astfel: ' . )
[\ Puterile #* cu exponent natural n, numite  putert nuturale, se definesc pentru
grice bazie @

al = u, g = ardr . 0

de noort
11 Puterile o=® cu exponent intreg negativ —n s1 puterea o se definesc pentru

bazia a = t:

i i zitiv sz ativ) sc puteri intregl.
Puterile cu exponent intreZ [pozitiv sau negativ) se numesc p la : "
i ¢ [ineste | p atural si bazi @ 3= 0, ca sotufia poztily
111 Radicalul 7 a se defineyte pentru n natural si bazi ¢ > 0, tte p
unicd o ccuatiet

Tt = a.

1 i 7 1ce bazi ‘a solutia

Daca n este impar, se defineste radicalul [ a pentru orwe bazda a, ca f
(pozitindg  sau pegalivitl  unied o ecuatiel |!1‘(‘L'l‘.l.[t‘l|_|;l.-.. .
i B 25 : atural se delineste
1V) Puterea o cir exponenl rabional roe= =S cu 1o natural se >

peutru haza ¢ = U:

Dacii r > 1), se defineste 0" = 0. .
Puterile cu exponent 1'ui,.iuuui se nutnese putert rationale. ‘ .
V) Puterile o en exponentul veal o se delinese, ca si puterile rationale, pentr

baza @ = U; duch @ >0, se defineste 0% = U

'L e o definite man jus ol
Puterile cu exponent veal se numess prtert reule. Ele vor b odefin i

ajutorul yirurilor de puteri vaponale. _
Puterile au urmatoarele proprietat principale:
1) a¥a¥ = a”*¥;
2) (") = 0™}

3) (ab)* = a%b*;
1

4) a* =

5) (a >1 si 2 >0) = (a® >1).
Din proprietatile precedente se deduc toate celelalte proprietiti ale puterilor.

Observatii. 1) Orice numar intreg k este in acelagi timp un nuwdr
rational; totusi, daci numiarul k este exponentul unei puteri o*, trebuie [dcuti distine-
. 2 & ., & . - . k 2

fie netd intre numdrul intreg k i numdrul rajional k= T= ;‘ = ..., deouarece pu-

terea intreagd a® se poate defini pentru orice bazi a 3£ 0, in timp ce puterca rafronald

13

a' se poate defini doar pentru bazi a > (0. Dacd insd @ >0, puterca intreagi «f si

L4
3 = i a o A L g :

puterea ralionala @’ sint egale. Astfel puterea naturali (--5)* este delinita, in timp
2 z

ce puterea rationald (— 5)* nu arve sens. Insa 5¥== 5%,

In definitia polincamelor:

g n =
Plz) = a2 4+ a,_y "1+ .. gz + g
we considera puteri naturale ale lui z, deci = poate fi orice numar real.

2) De asemenea, dacd n este impar, trebuie facutd distinclie netd intre radica-
1

Wl [V a si puterca rationald a", deoarece radicalul [/ a se poate defini pentru orice a,
1

fn timp ce puterea rationali ¢" se poate defini doar pentru bazia a > 0. Dacad
1

insa @ >> 0, atunei [/ a = a"

(1

Astfel, functia [/ @ este definiti pe toata dreapta, in timp ce functia z

este defi-
nita doar pe semidreapta (0, 4 oo).

2. Puteri reale

Fie @ >0 ¢i 2 un numar real oarecare. Pentru a defini puterea o se procedeazi
in felul urmitor:

Se ia un gir (r,) de numere raftonale, convergent catre x. De exemplu, se pouate Tua
ea s (r,) sirul fractillor zecimale care aproximeazi prin lipsi pe o, san al celor carve
AproxXimeszi prin exces pe .

Se considera apoi girul putenlor rationale (o).
be demonstreaza ca:

y (x r

1) Hivul («™) este comvergent,

L3 . . = r Py . - 1 - .
2) Limita girului (2™ vu depinde de girul (r), e numai de z; adica, daca v,

exlg
alt sir de numere rationale convergent catre r, avem:

r. 0 2
bm o™ = lim a "

NI § Jp—



Linita eomuni a tuturor sirurilor (™ ) cu 7, — r se noteazi cu o si se numeste .
- " ’ ’ 3 Luind proprietatea IV) 2 = —, cu k & N, rezulta:

= | -

/

V) Daci a, - a, a, 3> O, atuncl pentru orice nwmdr natural It avem
T s
Van— |/ a
| e
Clim Y a, = (lima, ‘

' N-rc0 N> l

Limita radicalului este egalit cn radicalul hmitei |

puterea fui o cu expeoventul w:

a® = lim o™,
Tp—+a

Do eqcmply, dacd fm) este girul fractulor zecimals care aproximeaza prin lipsd pe by

fw s - Fy
avem o = o

Be arsta apel, pe baza acester dehmitin, ca puterile cu exponent real au toats
proprictatde puterilor cu exponent rational, In plug, se pot demonstra urmatoarele

propereinti de trecepe fa hola,

In eazul eind indicele % este impar, proprietatea V) ramine adevirati si dacd

I Daca ¢ -0 51 1, - @ atunel g™ - o¥;
a, << 0 5i a <0 [se aplicd proprietatea V) gieulit (—a,)).

Hm a5,

Exemple,

| liy, o™ 2 g

1) ]im[ L ]ﬁ = {iim __i_’p__}?r 2r.

Recipros: n+1 n+ 1
W Dacg a >0 41 esk 1 g daca @™ — o?, atunct x, -, 1
2) lim % ‘2*29“1
Evemple. ! (n—i- J N
3 1 Y 2 1 57 9952 1
ox Wmz g g o2l W L wmas
Hlme =¢ == g? =g n?—17 n?—7
tf_rf- n—1
2) lim 2 " TR
o o o 3. Logaritmi
Folosind proprietitile logaritmilor de la numiérul urmator, se poate demonstra
urm"ll"’al';'*’ —pw'oprwmtc ‘c?'”'w'"'dl':“: ) Dupa cum se stie, dacd ¢ >0, a==1 si b >0, logaritmul log, b se defineste ca
) Dacd @, —»a cu a, >0 3t a >0, gi dacii x, —+ 1, solutia unicd a ecualiei a® == b, Existenta acestei solutii este asigurata de urmai-
tfoarea teoremi:
i u %, 3 : .
atunce (a,)™" - a® Dacd a >0, a=£1 si b >0, Ecuatia
e . a* =}
lim  (&,)* == (lim a,)"™ % ; ; ;
are o soluie reald gi numai una.
I Din definitia logaritmilor si din proprietitile puterilor rezultd urmitoarele pro-
’ Limita unei puteri se distribuic &i bazei 5i cxponentulni | prietati cunoscute:
. ’ 1) loga a=1;
In particular: 2) log, 1 = 0;
/ . Sl Dl T T — &gigiain (g e i
IV) Ducd a, > a, cu @, > U 5t > 0, atunct pentru orice numér real x avem (a, ) —-a’3 %) log, a® = b; "% = b;
_ 4) log, (be) = log, b -+ log, c;
293 & 3 3
lim (a”__} = ~\hm L‘l’,"_)x | 5} logaﬁ == loga b — loga e}
(]

(=P

) log, b* = & log, b;

In cazul cind z = 0, proprietatile I1I) si IV) ramin-adevérate §i-dacd a, -8 .
i) logg e = log, b+ log, e

s, - i




In partienlar:

21 log, & log, a e

in plns avem urmitoarea proprietale de trecers la limith:
!

< a0 \ ¥ = o0 at
9 Dacd v, - x, (en 7, >0 g 2 >0), atunct logaz, — logga;

lim (logge,) = log, (limzy) ]

| Limita logaritmului este egald cu logaritmul limitei

Un — g, si a¥ = .

Tntr-adeviir, s notdm yn = logedy §1 Y = logge. Avem deci a

i oprietatii 11) de la numirul
—» 2 se serie acum a’? — ¥, de unde, in baza proprietil )

Fpateza ay
precedent, rezulta ci my = Y.

Ohservatii 1° Logaritmii in baza e se numesc .
{de la numele matemalticianului englez Napier). In loc de log = se scrie ln. 5 o B

2° Folosind proprietatea 9) a logaritmilor i proprietatea T} a puterilor, se poate de

acum proprietaiea [1T) a puterilor;

logaritmi naturali sau logaritmi neperieni

i T 2 £ X o
(an=wa (o 2 0 a> 0] 5l ay—s.0) =2 @3N =s 4 )

fntr-adevar:

: 3 ; . O
(aﬂ‘):‘u == (’I“i”m‘xn — Fp IO  GNINE = elnd = a*.

Ezemple.

1 — 100 — 1 . i
&y N lg 0% 2 2 =g (lim —"——} =g 10 =1

n 1_"17 R -+ 1
n-3 f
dn2sd -
2iﬁmm[§ﬁ—t-1} mln(S"J=1uz
R -

§ 10. Dreapta incheiata

i i iruri di ' yroprietiiti asemandtoare
Dupii cuin se va arifa, anumite siruri divergente au proj L

ietati iruri itd ei analogii convenim s introducem
proprletﬁt.llor gummlor convergente. Datorita acester a g

dou# simboluri noi, + oo si — oo, ca limite ale unor astfel de siruri.
Multimea formati din toate numerele reale impreund cu +oo 31 —o0
dreapta incheiati i se noteazi en R. e
’ i it Teti e sirurilor

Necesitatea de a ingloba intr-o formulare unitard unele proprietiti ale §ir

ietat ani irurilor cu limita san -~ O
convergente si proprietatile asemanitoare ale sivurilor cu lumt.,l 4 e 5a l h
9 ntii asupra acestor simboluri, en privire la rela-

ag numegte

impune adoptarea unor annmite conve
tia de ordine si la operatiile algebrice.
‘ Aceste eonvenlii stabilese pentru -+ oo ai
en eele ale numerelor reale; de aceea -+ oo &l ' ! : 3
Pentru a face o deosebire, numerele reale vor fi numite uneori numere finite,

sise T e

— oo unele proprietiti asernfinitoare
— oo se mai numese numere infinite.

1. Simbolul + =

Reamintim ci sirurile convergente au fost definite prin proprietatea ci In afara
unor anumite infervale (vecindtatile limitei) e alla cel mult un numar finit de termeni
ai sirului.

Sa consideram acum sirul numerelor naturale

R T .

Acest sir este divergent, dar arve o proprietale aseméniloare cu aceea a sirnrilor
convergente si anume: in afara unor anumite intervale se afla cel mult un hurar finit
de termeni ai acestui gir. Mai precis:

In afara fiecirei semidrepte (a, ~-o0) se afld cel mult wn numdr finit de termeni
ai girului numerelor naturale,

Intr-adevar, oricare ar fi a, existi un numir natural N > a: deci pentru orice
numar natural n = N, avem de asemenea n > a, adici n € (a. 00, in afara semidrep-
tei (@, +o0), si anume la stinga ei, se afla cel mult termenii 1,2, 3...., N — |, in numir
finit (fig. 38).

Datorita acestei analogii s-a convenil sit se spuni ¢ sirul () al nimervelor natorale
are limiti, iar acestei linite  s-a atribuit un simbol, --oo (plus infinil); se serie
n— +DO

S-a convenit ea semidrepiele (o, +oo) it fie numite cecindtati ale lui oo, Cu
aceasta denumire, proprietates sirndui numerelor naturale pusia in evidentd mai sus
se enunti astiel:

In afara fieeirel cecindgtili a lui --oo se afld cel mult un aumdar finit de termeni
ai sirului (n): sau, ceea ce este acelasi lneru:

Fiecare vecindtate a lui +co contine tofi termenii sirului (1), exceptind un humdir
fimit dintre ei.

In cazul altor siruri, proprietatea aceasta se adopti ca definitie:

Definitia 1. Se spune ¢i un sir (a,) are limita +~co. daci fiecare
vecindtate a lui + co contine toli termenii sivului, exceptind un auoiar
finit dintre ei.

‘Se serie lim a, = + oo, sau lima, = -+ oo, sau a, — oo,
i~

Teoremei de convergenta cu = ii corespunde

Teorema 1. a, - -+ co dach si numai dacii pentru fiecare numir
¢ > 0 (oricit de mare), se poaie gasi un rang 7., astfel ineit. daca 7 > n..
a1 avem:

[L

v

e
n !

Dispunem si pentru sirurile cu limita + oo de un criterin asemanatar eriterinlii
majorarii,

4 7

¥ 4 et +
Fig. 38 '4 2 NG g N Nt




Criteriu. Dack a. > b, pentrn orice n & lim b, = 4-oo, atunci lim a2, = +0.
n < n

Peniru sirurile cresciloare avem urmitoarea proprieiate:
Orice gir crescitor gi nemdrginit are limita oo,

S.a adoptat conventia: | g << oo

nventie, deducem cfi termenn unul

oricare ar fi numirul real a. Folosind aceasti co
oo a sirului. Tinind seama de

siv crescittor i nemarginit sint mai mici decit limita
teorema de convergentd a sirurilor monotone, sé poate da o formulare umtara asa-

fie nemarginite, si anume:

pra sirurilor crescitoare, fie marginite, _ ‘
ste mai mare decit termenii girulut.,

Orice sir crescitor are limitd st limita sa €

Observatie Dinconventia de mai sus rezulta, in particular, 0 < --co, ceea c@ indrep-

L]

é - -
5 gan -- in lac de +35

2

@

tateste sa se serie o in loe de -+co, dupd cuin se serie, de exemplu,

gan 4 —. Urmeaza ca, in loc de zp = g0, se poate seFie &y =» 00, 14T semidreptele (o, - o0)

17}

gi [a, 4 o} 82 pot gerie (@, o0), respectiv [a, o2

]

Ezemple.
i 1 s 7 = - i i ; :, "l ot.
1) Daca a > 1, atunci lim o™ = o2, deoarece sival {a?) este erescator 1 nemirgini
in particular, lba 2" = oo, lim 107 = co. . —
i i i ) es wreseilor 1 NEeMarginit.
2) Pentru orice o> 0 avem lim n% == co, deoarcce girul {n*) este crest .1Lm(_ emirg .
i - ! x 4 ¢ a1 patio . <r << o, ave
Intr-adevar, sivul (n% este evident erescdtor; fuind un numar rational r ea 0 <8 <%

: _ v et
Rt < n%; sirul (n7) este nemirginit, deci sirul {n%) este de asemenea I mArgini

. . - . e s . 5 = s - i _— w
In particular: im 7 == o0, lim #3 = oo, lim [/ n = oo; lim Y/ o= co, im n .

2. Simbolul —oo

Si consideram sirul numerelor fntregi strict negative

— 1, =2y =3, ey = Py

Acest sir este divergent, dar are si el o proprietate aseménitoare cu aceea a sirurilor

convergente §i anume:

in afara fiecdrei semidrepte (—oo, a) se afld cel mult un numdr finit de termeni

ai sirulul. o
Datorith acestei analogii s-a convenit s se spuni ch sirul (—n) are limitd, 1ar
buit un simbol, —co (minus infinit).

acestei limite 1 s-a atri )
3 fie numite vecindtdfi ale lui —oo; atuncis

S.a convenit ca semidreptele (—oo, ay s
(—n) se formuleazd astfel:

proprictatea de mai sus a sirului .
lui —oo se afla cel mult un numdr finit de termeni

in afara fiecdrei vecindtdfi a
(—n); sau ceea co este acelasi lueru:

at sirulut
i —oo contine fofi termenii girului

Fieccare vecindtate a lu (—n), exceptind un

pumdr finit dinire et

— 76 ==

&5
in cazul altor siruri, aceasti proprietate se adoptd ca definitie.

Definitia 2. Se spune e un sir (a,) are lmita — oo, daca liecare
vecinifate o lii — oo condine fol termenii sirului, exeeptind un numsir
finit dintre ei.

Se scrie lim @, = — . . .
s n o0, sa ]ll"i'l nn e oo, sau ﬂ,n - — 00,

Cossinnotnd daleits. Hoottal L —
o g{ | -dE!!ile.H_ZIZ:l hrm‘l.el‘unul gir convergent cu definitiille precedente, ohser-
vam ei definifia hmitel unui gir este aceeasi, fle cd limita este finita, fie ca limita
este infinita,
Pentru a distinge sirurile care au limita finitd de cele care au limita infinitd, vom
puml in continuare siruri convergente numal girurile care au limitd finitd.
Teoremer de convergenid cu ¢ it corespunde
2 . o s ; 4 ; @
T o 2. a,—+ — oo dacd si numai dacii, penfru fiecare pumir
¢ >0 (oricit de mare), se poate gisi un rang r. astfel incit dacd n 2> n,
s avem:
a, << — &

Criteriulid majoriirii 1 corespunde urmitoral
Criterin. Daedt a, < b, pentru orice n ¢i lim h, = —oo, atunci lima, = — oo,
Pentrit sirnrile deseresciitoare avem urmitoarca proprietate:

Orice siv descrescdlor s nemdrginit are {imita — oo,

S-a adoptat conventia: ' — oo < a ’

oricare ar fi numirul real a. Tinind seama de teorema de convergenti a girurilor mono-
’ - . . b ¥
tone se poate da o formulare unitard asupra sirurilor descresciitoare, fie mdirginite,
fie nemirginite, si anume:
Orice sir descrescitor are limitd, st limita este mai micd decit termenit sirulut,
Observatii. 1° Din conventia de mai sus rezulti — oo < 0.

" . ; ;
2 -]?eoarece — oo < a 8l a < oo, pentru a extinde proprietatea de tranzitivitate
a relatiel de ordine si la numerele infinite, s-a adoptat conventia:

— oo < oo

Exemple

i) lim (—n?% = - oo, deoarece =—n? < ==n.

]
. B ;= 2 oo = h

2} lim (— ) n.) = — oo (k natural), decarece sirul — }ﬁ/ 1y — }h/ 2y — ?'/ Gyeeey — i‘/ g ese
. n-00 -
este descrescitor gi nemirginit.

SR iy



) i (— 47) = —o, decarece giral

g, 8t ST
cote deserescitor zi nemarginit.
3. Operatii cu oo §i —~o0
a) Adunarea
S ponte demonsira urmitoarea proprietate: i

: W e
1. Dacd gival (a,) este convergent su are limita a, iar sirul (b) are limita oo, alunct

.§'z'f‘H! (et <0 h,) are limita oo.

Eren plo,
2
n-—1 " n-—1 : 1 :
s il 2 Hlultly by = WP Avem lim @y =1, lim b, =00, lim (ay L+ by) =00,

iy =
. n n

S-a aritat ci penteu doud siruri convergente limita ‘sumei este egald en suma

Jimitelar. Pentpu a putea afirma gi in cazul proprictittii de mai sus ¢ limita sumel

(co) este egala cu suma limitelor (a -+ oo saueo - a), se adopta conventia:

|
@ --co=o00+ a=00

(oricare ar fi numarml real a).
Se pot demonstra, de asemenea, urmitoarele proprietiti

2) Dacd im a, = oo gt lim b, == 0o, atunci lim (a, 4 b,) = co.
2) Daca lim a, = a (a finit) §i lim b, = —oo, atunci lim (day -- b,) ==~

4) Dacd lim a, = —oo gi lim by = ~—oo, atunct lim (a, + by) = —00:
ci limita sumei este egald eu suma

Pentru a putea afirma gi in aceste cazur
limitelor, s-au adoptat conventiile:

L — e —— et S

co + oo = oo } l a |- (—eo) = —eo + a 7= —0o ] 1 —oa (—i:

in loc de a - (—o0) se scrie a — ooj iar in loc de — oo 4 (—oo0) se serie — cO = 60,

Observatie Nu se atribuie wiel wn sens operatiel oo (—eo
+oo si lim b, = —-o0, despre sirnl (ay -+ By) nu se poate
in alte cazuri ars limita o9

) (sau oo — 09),

denarece, dacd lim a, ==
afirma nimie: in unele cazuri (&, + b,) este convergent,

san -—oo, iar in alte cazuri nu are limité,

Exemple.

1) Tie a un numdre real oarecares

(g 11 ==y 2y ey T By ey lim ay, = oo
i) =1, =2,y — Ty lim hy, = —o9,
(@5 + Bl 1y oy @ o, lim (an By = .

— 78

2} (fin} 12,4, ..,9n, ..., lima, = 4oo,
(bn) : — 1, — 2 ., — Ry oy lim by = —w,
(aTl "f bi}} : .1i j‘! ey Ty ey lim {ﬂn + b?i) e +m'
&) g a2, 20008, sy D0 B0, din ay, = 00,
(by) t — 1, — &y — B, — 4, 1oy == 21 4 4, — 21y 1oy im By = —sa,
(ty <4 by} 11,0,1,0,..,1,0,..0u are limita,
Tinind seama de teorema asupra sumei a dondi siruri convergente si de proprie-
tatile 1) — 4) de mai sus, se poate da urmatoarea formulare unitari:

Daeit sirurile (a,) si (b,) an limita (finitd sau infinitd) si daci suma
limitelor are sens, atunei sirul (a, 4 #,) are limiti si limita sumei esie
egali cu suma limitelor,

Cazul exeeptat: lim g, = “4-oo si lim b, = —oo.
b) Produsul
Urmind aceeagi cale ca la punciul a), penten a putea afirma e limita produsului

este egalit cu produsul Hmitelor si in cazurile c¢ind unul san ambele sirurt au Lhmita in-
e 5
finité, s-au adoptat urmatoarele conventii:

n-oor:co-a:fool Bl a*(—oo) = (—o0) g = —co |7 daci a >0
areomoora=—oo| §i |a:(~ee)=(~oo)ia=ools  duka<0
ikl £~oo)-<-—°°3=°°\ | 00 (—00) = (—o0) 00 = —oo

L ! ! L

Ob: N e ; g I

) b ﬂde r’slfl tie. Operagiilor 0-co ¢ 0 (—oo) nu i se atribuie nicl un sens,

eparece dacd lim a il = im b, = : i {

: : i, == 0 si hm b, = o0 (sau lim b, = —oo), despre sirul (a,b,) nu

ii:;mate afirma nimic: in unele cazuri poate fi convergent, in alte cazuri poste avea
1ta -+o0 sau —oo, iar in alte cazuri poate sa nu aibd limita.

ol

[

Ezempla
1 1 4 1 q
(ﬂ'ﬂ-) fifTmay  TEe St P TEE P S i e
2' 3 T gy e =0

.9 R ‘
(bn) = 2,6, 4, ..., 2n, 4n ~+ 2, ..., lim b, = - e0,
(anbn) < 4; 2,1, ooy 1, 2, oo i are limitd.

Ca si la punctul a) se poate da urmatoarea formulare unitari:

I.)af.fu givurile (a,) si (b,) an limitd (finitd sau inlinitd) si daed produsn!
limitelor are sens, atumei sirul (a,b,) are limita si limita produsului
este egald cu produsul limitelor, »

v TG oeen



Cazuri exceptate: lim a, = 0 gi lim b, = eo: lim q, = 0 s lim b, = —co,
Fiecare din aceste cazuri se desemneazd prin U, oo,

¢) Citul

Ca si la punctele a), b), pentru a putea afirma e# limita citului este egald en eitul
limitelor si in cazul cind limita numitorului este infinitd, s-au adoptal urmatoarele
conventii:

oricare ar fi numirul real a.

. 2 4 v A ) e i . _
Observatie. In cazul cind ambele limite sint infinite, despre sirul cit (—"]
n

) . C) 5 e @y . i -

nu se poate alirma nimie. In unele cazuri, sirul (b—, poate fi convergent, in alte cazuri
n

poate avea limila oo sau —oo, iar in alte cazuri poate si nu aibi limitd. De aceea

= . -0 —_—0
se spune ca operatitle 17, — T, ——, " nu aw sens.
+00 =00 —o o0

Ezemplu.

(an) :2,2,6,4,..,4n—2 2n,..,1ima, = + oo,

{bn) :1,2,38,4,..,2n—1, 2n, .., lim by, = + o0,
a -
(b—") 5 A i 2 Ay il AT JERINE.

|

Reamintim cii o alti operatie fird sens este impiirtirea cu 0 §i ed, in cazul cind

iy

- limita de la numitor este 0, sirul eit (‘—5—] poate sit nu aihda hmitd,

n
Ca si la punctele a), b) se poate da urmiitoarea formulare unitari:

Dacit sirurile (a,,) si (b,) an limitd (finiti sau infinitd) si dacd raportul
limitelor are sens, atumci sirul ( :—:J are limitd, si limita citului este
egali en eitul limitelor.

Cazuri exceptate: lim &4, = 0; lim a, = 400 si lim b, = oo, cazuri desem-

. == -_—0 [ =]
nate prin: 6l M} ——, sau, pe scurt, —.
+oo oo

: ’ 1 "
In ceea ce priveste operatia fira sens o’ se pot face unele precizéris

1) Dacd a; >0 g1 lim a, = 0, atunci lim 1=oa
an

N 1 .
Intr-adeviir, fie ¢ >0. Deoarece a, — 0, pentrn numirul £’ = -~ existd un rang
g
T - » . 1
n. asifel incit, dacid n>> n, atunci |a, — 0] <¢', adicd a, =|a;| < —; asadar,
& §

1 T 1
pentru n > n; = ngr avem — >¢, deci im — = oo
Gg @n

La fel se demonstreaza propozifia urmhtoarsy

; v T
2) Dacd a,< 0 51 Lima, = 0, atunci im — = — oo,
yy

Rezults ¢, dach lim a, = 0, atunci him [a,|= 0 gi deci ﬁmz—i—;= oo (se aplica
propozitia 1 sirului fa,|).

d) Radicali

Se poate arita ca: dacd a, — oo, alunci 1/ @, — oo, oricare ar fi k & N; iar

. ‘_1_"_
daci a, - —oo, atunct

Pentrn a putea afirma si in aceste cazuri ca limita radicalului este egala cu radi-
calul limitei, s-au adoplat convenfiile:

V a, = —o0, oricare ar fi k & N,

RaE ==
Voo=oo1

e) Putert
In § 4 s-a ardiat ca, dacd a, — a {3, >0, 2 > 0) §i b; — b, atunci:
ar® — ab.

Dacd, in plus, b > 0, atunci si in cazul a = 0 avem3
gl - ab = Ot =0,

. .oy . g5 .
Dacs fnsi @ = 0 si b = 0, despre sirul (a,") nu se poate afirma nimie, dupa cum

se va arita prin exemple. Operatia 0° nu are sens.
Peniru ca proprictatea de mai sus si rémind adevirata si fn cazul cind una sau

ambele limite sint infinite, s-au adoptat conventiile

Dacia>1:|a*=co| ¢ ‘a**—_—ﬁ’

Daci 0 <ta<i:|a>=0 | ¢i la—wmoo

Dactia > 0: | c0® = oo

Pacia<0: | cc® =0

lo~=0

=== =)

Nu se aeordd nici un sens operagiilor 1=, 0° si 0o% deoarece, in aceste cazur, de=
spre sirul (2" nu se poate afirma nimic. Uneori acest gir are limita finitd sau o0,
alteori nu are limitd.

— 8] =



Egem ple
Cezul 1% : @n

) 11
—p B —j &-wus
& é

o I =y by =, G Y, adick
]

Avem lim a; = € = 1, lim b, = oo, dar sgiml [aﬁﬂ) nu are limita.

ﬂ 1 :
Cazul " ey = e, by = (—1)% —, af.:ﬂ = e(~4™*1 adica
n

1 1
B =y B — e
e e
Avem limi 4y, = e=% =0, lim Iy, = 0, dar sirul (e’%), nu are limita.

1
Cazul ocV:an = e, by = (—1)7 — n:"ﬂ = ¢(~1", adica
n

1 1
— 8 —s € e
e e
Avem: lim o, = e® = 2o, lim b, =0, dar sird (/7] nu are limitd.

Ca si la punctele anterioare se poate da urmitoarca formulare unitard:

' Daci " are sens pentru orice n, daecd «, — asib, — b(a i
. s_pv_ s . . 5 i
b finite san infinite) si dacdA a® are sens, ammnei sirul a," are
limita of. :

Cazuri exceplate:

him a, = 1 si lim b, = co, san lim b, = —co {cazul 1=),

lim a, = 05 lim b, = (U cazul O"),

Iim a, = co si lim b, = 0 (cazul ccY),

f) Logarimi

Fie a > 1. Se poate arita ci: dach &, >0 si x, — oo, atunei log, =, — oo, iar
daca 7, >0 si 2, - 0, atunci log,a, -» —oo (v. exere. 21 de la sfirsitul cap.).

Pentru a putea afirma si in aceste cazuri c¢a limita logaritmului este egald cu
logaritmul limitei, s-au adoptat conventiile:

|
log, oo == co I }loga0=1--oo'] (@ >1).

Daci fnsa 0 < a <C 1, se adopti urmitoarele conventii:

log, 90 = —oo i log, 0 =

-t 82 wm

Ea‘emph.
B o SR
f) imin " LR i Y
n-47
3 4-Tn—1
2} lim lo ‘_'i‘.____m,;._,,m,
) Emn and — 9

g) Tabloul operagiilor fird sens (recapitulare)

pentru adunare: co —oo
pentru inmultire: 0-co si 0 (—o0)
pentru impirtire : % ((i‘n particula %J gy ey oy e

pentru puteri: 1%, (7, oo

4, Aplicatil

a) Fie sirul cu termenul gencral:
AP 4 ApP L A+ Ap
= Bogn? 4 Byni=t ... 4+ Bgn + B, ]
unde: p >0, ¢ >0; 4,50, B, 0;
Byt + Bint™ + ... + By 5= 0,

ay

tncepind de la un anumit n.

Ne propunem sa calculam lim a,.

n
Avems
v fA4, 4+ Ay oy i Ap-y 4 An A, - Ay g ik Apei - "_17’.
‘ " n*=1 n? nPu n nf=1 1P
.-an S = ¥ 7 N
anB_‘-f"_l..J.__‘ h;.{i‘l P,n.}_.f_'l..{.m.f.é‘?_‘_‘-lgﬁ‘i
o] IR n ni-1 nd
Daca = ¢, atunci n?0 = | aricare ar fi n & N: deci lim n772 = 1,
Daci p > g, atunci p — q > 0; deei lim a?™¢ = oo™ = oo,
"
. y 1 1 1
Daci p < g, atunei ¢ — p > 0; deci lim n#7¢ = lim === 0
p ~ {, 1 q P s . n ne® 0D g

Rezulta:
Ao Jacy P = q;
B 1 d
lima = -~ Au ~ 0 y . .'I" -
n “+oo sau —oo [dupi cum — >0, res,pt-r_'uvs—. < (JJ daed P >aq;
% i

0 daca p < g.
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Ezemple. Intr-adevir, s notam y, = —z,, Obfinem:
1) lim M s k] " (il -4~ --L}"”" == (-] — _1_]..% == (-y_f'._"'_"_‘_z_)wgﬂ - {_ﬂ_}fﬁg__ Un
At _}1 ) 5 Ty Yn Un Un -—, /
2) kim L ol WY o= [Mﬂrﬂ — [1 ok LI
—g D Y1 / y‘!‘l_""1) J
8) lim e i A Dar y, = —a, —» - oo} deci y — 1 > + co. Aplicind zezultatul de la b},
nt—n-+1 ghﬁnem:

fn mod aseminitor se procedeazi in urmitoarele trei exemples

3 1 Y ! Y - :
=341 T, Yn—1 tp— 1 ¥y —1
&) lim AT A=, b /
(n—2)
— rrxemplu.
5) lim == £ ?
L 9 r(n*—1}
' 1 5 1 -2 12
: ORI E e v 7 n R n?—1 i1
6) 11!‘1’1 Sn" ‘i' 2”:, _1‘_ l/” + T 5 hm [i + -—M—m] — hm ('1 —§— ::—;_—;—-E) ) == ™ = ﬂk
Len il o DAB o o 5
h) Stim ¢ L (J_ - J = p. Se araftil ca: 1
s L ‘ d) Dact 2, >0 i 2, = 0, atunci {1 + 2} "7 — &
1% ] Scriem:
lim {l""r‘ —'"=e |3
ax 1oee L 1y J 1 P
L T E T
orieare ar fi sirn] de numere reale a;, — 4 oo (v. exerc. 23 de la sfirsitul eap.). Tﬁ?}o(l + z)n=ae
x:><}
i Exemple.
* T 1 3 .
| I il Intr-adevir, si notam y, = — > 0. Deoarece z, > 0 st 2, ~ 0, rezulti y, - 00
| 1) lim [1 - _,T,',} =8, {v. in acest §, nr. 3, pet. ¢).
Intr-adevir, deoarece a, = By 4+ o0, se poate aplica rezultatul anterior. Obgmem deci:
s .
= x 1 v
n 1L gzgV¥n={14+ |"aa
2) lim (1 + _3—-} asil, (o o) ( + ynJ
n—1
I Vn—1 _ e ; E
[ Avem @y = i 4 oo, Utilizind un artifiein simplu, obfinems Lxemp lu.
aln Y ulY 72l
— Y7-1 \ 771 - X5 _ SBnl Zn+1l 1
: 3 LRy . 3 3 s l/n-{—z’. ; /71-{—2 Y n+2 T —_
im 1 4+ ———— = Jim{ |1 4 —=—— = llm(1+‘T‘“"_“- = lim | {1 + Yo7t =g = .
e R (A me1) i g
o Tim s¥n . . -—1-
. Y71 Va1 e) Daca @, < 0 si 2, - 0, atunci (1 + x,) =» e. Seriem:
= | lim (1 o __;__—_] ? -
n =11 1 :
<} L lim (1 + @) =e
' h / 1Yz x, =0
‘, ‘ m [1 -+ —-) = & n
{ R x Xy <O k

R 7 R




i b = — = {). Deoarece
fntr-adevir, si notam ¥Yn = gl 2

oo (v. in acest §, Br. 3, pet. )

Obtinem deci:

Exzemplu.

b S nere e
i Pind acum stim ce fnseamna o anmi de numere 1

numar finit. Nu stim insii ce inseamnd suma
| \'om ardla mai jos c@ in gnumile cazuri sinfem

si sumel unui sir de numere.

un sir de numere d

l‘ 1. Serii convergente
E (Convenim $i numim serie de numere
|

gernnul -

a, + a, -+ g Ao s by oy
| unde semnul - nu ave Jeocamdatd semnificatia de adunare.
O serie se scrie prescurtal astfel:

= q"‘-ﬂ‘ i . \\ i
E 'y, 98U ) Gy, Sau, Incd, . ane
i

n=1

| Numerele a, se numese fermernii SETIEL.
S5 consideram sumele parfiale ale seTiei:
‘.‘ SI == il

ISAJ_ = My ‘Jf ity

1 Sn=a,—1,——a2+...+an

|
i;l .n-;--;---u--u.--n--nw

o 86—

< 0 sz, = 0, rezultd yp =>—

e, oricit de multe, dar in

nnei infinitati de numere.
condusi si atribuim nn sens

espartite intre ele prin

Am obtinut astfel sirul (S,) al sumelor partiale. Acest sir poate avea limita, finitd sau
infinitd, sau poate si nu aiba limita.

Definitie. Dacd sirul sumelar partiale (S,) are limita S ({initi san

o™
infiziti), se spune ci numirul S este suma seriei ) a, si se scrie:
n=l

Se=27 g

fym]

- -]
Se spune ci seriaE 1, este convergentd, dacd sirul sumelor partiale (S,) este con-

fre=l

vergent (adicd dacd seria are suméd finita).
Daci sirul sumelor partiale este divergent, se spune cii seria este divergentd.

Dacé sirul sumelor partiale nu are limitd, se spune ci seria este oscilantd. In
acest caz, seria nu are suma si nu se atribuie nici un inteles semnului 4 dintre ter-
menit seriei.

Asadar, o serie este divergenti fie dacii are suma --oo sau —oo, fie daci nu are
sumii (este oscilantd).

Observatie. O serie cu ferneni positior are totdeauna sumi finitd san infi-

nita. Intr-adevar, sirnl sumelor partiale este ereseator, deci are totdeanna limita,

2. Exemple

1) Seria
131441+
este divergentd si are suma + co. Intr-adevir:
Sp=14+14+..+1=n=>=
2) Seria

1—1+1—1+ ..

este oscilantd, Intr-adevir

8, =1
Sp=1—14+1=1

Fg ==l f o ol o )

Sirul snmelor partiale eate 1, 0,1, 0, ..., deci nu are limitd.

&) Seria geometricd on ratia r

~
2 ar® =g - ar + ar® + .. 4 a4

=0
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_mete “convergenid dacd —d< gt o scest eaxi B} Orice numidr real @ = dgy 81000 By e BCTIS CE frachie zecimald eete suma unel serii cone

ot

far daed r =< — 1, sirul (#7) nu are limitd, deci mel sirul S, ==

— G =

r

nu are limitd.

vergente:

este divergentd (a1 are suma 4 cej.

= §F ==

- a
W a i a
=5 - il B =y -t b L g
3 i 100 10
. Intr-adeviér, dupd cum wee g ) - )
! ¥ et Tntr-adevir, sumels partiale &y als acestel ser gint ezale cu fractille zecnnals Iy vare
Sy =a - ar + o + ot =a L:‘_'ff__ aproximeazd priu lipsi sumirel z:
' ' 1—r
" o i, Ly
: Sy o=ty 4 VR e o == g, By, Ay, e, TR = g
“Peoarece r| < 1, rezulti r s 0; deeit w0 1
lim S, = Dupd cum se $tie, Sy 3 &, dect 5, -» I,
i SRS
i 7} Folosind scricrea uuni Dumasr o4 sama a unel serii, ss peate chiine fractia generatoure a
a unei frastu zeciwals perindice:
Urmesazi ¢l seria esle convergentd si are suma L Dacgh & = 0 (g4, .. 0y} eete o Practie zocimala periedics, atuncit
e
@ty My Ty
s . o . y . e : A e ) )
fn particular, suma unei serii geometrice eu ratia — este ezald eu dublul primalni fermen: L - 8
il de noort
a i = T 2 s io = 2 Po sxempluy
% 92 Qa
B
) Dasd 5 =0, (3), stunel £ = —,
De exemplu: 9
1. 1 oL 1 I Intr-adevar, & = 0,331..., decii
2 22
3 2 3 30 3 E]
€= b e b P = — = =
To genorshy 10 107 1% t— 140 10—1 9
1 . . 1 R i ki e == 2. = _‘.;l__ . devarece @ este suma unei serii geomelrice eu Tagia roa- 1/10.
gk 2k 41 24 n gk 2k i
| b) Ducii =0, (16}, atunci &= —.
| &) Daca r > 1, atunci: 99
! i Tntr-adevir, & = 0,16106...,
. = :
! desis
7=0
, o : 1 f 1 6 16 6 16/10% 16 i6
Intr-adevir, dack r == 1, seria geometrica devine Bom— o e g —= == o = ___/_..:. = == —
oA 1pE 108 1o 10 1 —1/105  10*—1 99
| 144 4 e 1 4+ a0y s 5 - ;
| Tu mod analvy se trateazd fractiile zecimale periodice mixte;
I jar daca r> 1, avem r? = co, decit 95 367 — 25
\ e} 0,25(347) = e v S0
‘ s Lt Lo —1 . -
lin 8y, = B 5 M 99 900
1—r r—
Intr-adevdrs
§) Daca r < — 1, seria geomeiricd .
) &1 g 95 . 847 | 547 | 2 1 347
0,25(347) == — 4+ — 4 >, = WO .
® 2 i s T 2 102 106
| n 10 108 10 410 10° 108 —1
r
“ 2 1 457 ] a
| =) (,,5 3 a4 25 347 — 25
o et 10 B il i W ezt
| o 107 109 —1 99 900
i erte oscilanti.
{ {ntr-ndevar, daed r= —1, serin devine 8) Serts armonicd
§ i =
‘ — =11+ 1 1t 1, a1
; ‘ o PRk B - R Sl S
{ —7? e n 2 3 n



Intr-adevar, sirul (8,) al sumelor partiale este crescdtor. Vom arvita cd acest sir este nenudr-
ginit, de unde va rezulta ¢ii lim S;, = co. Pentru aceasta, fie « > 0 un numar arbitrar, 51 si avalam
¢d daca alegem n> 2z, atunci Syn > o Si grupam termenii sumei partiale S,n astfel:

11 1 1 1.1 1,
sgn=(1+?—,]+(—+~—]+[—+1+l+_]+( Ft )

3 & 5 6 7 8) Qe 1 16
[ i 1 1
+( S .+...+_].
an-1 41 @ 2n-l 42 2
; X ; < o
1o fiecare din cele n grupe, suma termenilor este mai mare decit -2-;
1 1
1 1.1 t .1
srIT T
] ! 1 1 1 1 1 1 1
—t -t =t = - =T —F—=—
) b 7 b 8 Fe] & 3 2
1 1 1 1 1 1 1
= T i S — o G e =
Ll T | P ] an n an n 2
i 2n=1 termeni
Urineazs cin
1 1 1 n
> —4+ —F it —=—>a
T a9 3
S it
n termeni
9) Se demonstreazad cd serig ermonicd generalizaldy
x 1 ;4 -
Z:Fw1+;¢§;4-...f;+,

‘

este convergentd dacd a > 1 g divergentd (avind suma -+ oo}, duci o < < £8
iu particular:

1 ]

=

VoY

L

1
1—],- e e e =00,
i '-rl/u-r-

vl

el

deoarece ® = -!-.
2

1 1 1
[P PG TR D L. R T =, e DR g
, 2/ 3 33 nl/ n
devarere » = -—;
10) ve demonstreaza ca serig armonted olternotd
! 1 1
1 . + -l 'F‘ (T
2 g &
eats converzentd,

11) 5o demonstreaza cd seria

esle vopvergenta si are ca suma numarul e,

§ 12. Aplicatii in geometrie
(Facultativ)

In acest paragral vem folost sirurile pentru a preciza o serie de nofiun dmn geo-
metrie care au fost iniveduse in clasele auterivare, dov cérora nu L s-a pulat da atanei
o fundamentare riguroasa.

In cazul suprafetelor plane wi ol corpuridor vom da  definttii  zenerale pentra
arie §1 volum, Folosind aceste defintn, vom demonstra binecuposeutele formule de
calcul pentru: aria dreptunghiului cu laturvr reafe, aria trivnghialur i avie cercudui;
volumul paralelipipedului cu wuchin reale, volumul eilindeulzr 90 volowul conului.

De cele mar multe ori, stabilires formulelor de caleal al arulor g1 volumelor, por-
pind de la delimitiile generale, este fvarte laborivasa (de exeniplo, peotru avin elip-
sei si volumul sferei). In astfel de cazuri este uneori mai avantajos sa se utilizeze
calculul integral.

Pentru curbe §i suprafete in spatiu nu vom da definitii generale ale lungimii
sau ariel (asemenea definifii au un caracter destul de complex).

In schimb vom demonstra teoreme care si justifice definitiile cunoscute ale lun-
gimii cercului i ariei laterale a cilindruiui gi a conului.

In sfirsit, folosind de asemcenen sirurile, vom demonstra teorema lui Thales in
cazul in care raportul segentelor no este rational,

1. Lungimea cercului (circumferinter)

Lungimea unei linii poligonale (inchisa sau pu) este suma lungimilor segmente.
lor sale. Plecind de la linii poligonale, se poate delini, printr-un procedeu de apro-
ximare, lungimea unor limi curbe.

Folosind acest proceden, vom defini mat jos lungnnea cercului, Pentru aceasta
88 consideram un peligon convex F inscrts iutr-un eere € (i Lol ce urieaza voin
considera poligoane convexe care nu sint situate in intregime de o parle a unu?
diametra ol lui €). Observam va, pe masura ce numarul laturilor creste, wr lungimea
lor scade, P e apropic ca formi” din ce in ce mar wmull de €, In wcelayi timp
vom demonstra ci perimetrul p al hu £ ce apropie din ce in ce mur mult de un
anumit numar real A, Va fi deci natural ea luam prn definitie ca lungime a cerculun €

SUE - | [



'
4 . ; g . e A .
numérul ) de care perimetrul p se apropie pe misurd ce poligonul” P e apropie Deoarece, de exemplu, p, < g, pentrn fiecare n, sirul (p,) este marginit; deci
de cere,

Vom demonsira mai intii o lema.

(v. § 8, nr. 2, corelar 2):

QII— - pn — Prr (ql_ e J]-_} 0'

cercul €. Peniru brecare i, fie: o

Fie (P, unu siv de pehgoane convexe ingerise in E "
cea wai mare laturd a lui P,; ¢, poligonul convex CRICUIRERS Teorema, 1. Fie () un sir de poligeane convexe inscrise in cers
eul (. Pentru fiecare n, fic p, perimetrul lui P, <i L, cea mai mare la-
turd a bui .

Daei [, - 0, atunci girul perimeirolor (p) este convergent, jar limita
s depinds mumai de cercul € (sste aceeasi, oricare av fi yirul (P,

en L, = U0).

p, perimelrul lui P4 ds, . ' e
lai C avind laturile tangente la cere in vicfurile lwi £, : g, perunetred o,

Lewi. Daca L. - 0 apme g, — pp ~ U
tiz. 395,

Demenstratie. Fie [ = AB o latura carecare 2 poligonulu P, (hig

Din triunghiurile asemenea OAA" w1 OAM reculta:

AT K 5 ; "
e e Demonsteatie. Vo parcurge mal multe elape,
< i 1
B e L % . : ; .
l/R % a) Plecim de la un poligon convex regulat particular P{ inseris in eercul €

(de exemplu putem pleca de la patratul fnseris in cercl. Prin dublarea succesiva a
numiratui de laturei obtinem un siv (P,) de poligoane convexe regulate inzerise in £

Deoarece 2AA" = AA’ 4 A’B, far 24AM = AB, deducem:

Dupii cum se stie, sival (p,) al perimetrelor este crescdlor. Acest sir este, de ase-

, R
AA' 4+ A'B=AB — ——— e - 3 W ) = e e
' 5 menea, mdirginit (de exemplu de perimetrul iriunghialui eivcumseris). Urmeaza ¢ sivy)
Bisan o o —
[/ R 4 (pa) este convergent. Fie ) lunita sa:
. : lim p, = %
Folosind imegalitatea [ < L, rezulta: Pa
AA - A'B < AB R Vom demonstra ¢ sirul (p,) din enunjul teoremer tinde, de asemenea, citre A
T e Va rvezulia ci numirul 2 este acelasi, ovicare ar [i sirud (£2,,) cu L, — U
B o . - . T : 5 o
V 4 L) Penteu fiecare n, fie ¢, poligonul wsemenea ou £, civennseris cerentut € i fie

) . i ‘ : i P L perimetral siw.
Insumiud, in aceasta inegalitate, pentru toate laturile AB ale Pﬂhgomﬂm n In 1

se obline:

Aveny, de asemenea,
2 lim q, == A
n ‘-"(-. P s

|‘ ! HE _f.;;’

Intr-adevir, notind cu I, latura poligonuiui P, si observind ca numarul laturilor
lui P, este superior ui n, rezulti:

[l
| A ; ;

i . o ; . _ - Pn . fIn

Tmpartind cu p, si scazind 1 in ambi membri, avem: < il
| Fig, 39 ly, J ify R i 1= . 5 . .
| g (e _ ji=0 .1 o —1. deci [, — 0. Conform lemer precedente, avem:
: ll)n. 1 P i sz.: , )
/ / H-_T I — P~ U
i ) de unde
! Decarece L, — (, rezultd; . . i .
. 9= Un — Pn) T Pn— A
' o 10 ]
Iy — ? ¢) Dacik P este un poligon convex, de perimetru p. inseris in €, iar  este un
i l'; Rd_g{rg poligon convex, de perimetru g, civeumseris lui C, atunct:
k

. ; ey . a Dl A
deci, aplicind criteriul majorari;
Intr-adevir, avem:
In . !
Pn S P < gn pentru orice n,

— 93 —
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de unde, prin trecere la limitd,
p<Llimgg=2%

In mod analog,

pn < g, pentru orice 1,

deci:
A= limp, L4
d) Putem acum ardta ca:
lim p, = A

din enuntul teoremei, fie ¢, poligonul eireumseris lui €

Pentru ficcare poligon P,
si lie g, perimetrul sau. Conform lemei

avind laturile tungente la cere in virfurile lur Py,
precedente, avewr ¢, — Pa = 0.
De asemenea,

P < * < ¢ pentru fiecare .

Rezulta:
lpn'—" A|e= A= Pn.'-‘i..‘: gn = Pn 0,
de unde, aplicind criteriul majorérii, rezulta p, - A

(u aceastu, teorema este complet cemonstrata.

Teorema precedentd ne conduce la definitia urméatoare:

Definitia 1. Limita comuni } a tuturor sirnrilor perimetrelor | Py
de poligoane convexe P, inserise in cerenl C, cu L, - U, se numeste
lungime a cereului C.

Siptem acum in misurd sa demonstram proprietatea urmatoare, cunoscutda din
clasele anterivare.

Teorema 2 Raportu. dintre lungimea unui cerc si diametrnl sdu
este constant (independent de cerc).

Demonstratie. Fie € si €' doud cercuri cu razele R, respectiv R'. Fie (p,) si (pn)
sirurile perimetrelor poligoanelor convexe regulate cu n laturi (P,), vespectiv (P)
inscrise in cercul C, respectiv C'. Fie, in sfirsit, A lungimea cercului C st 2 lungi-
mea cercului €7,

. e o
A = hm p,, A" = lm p,.
Decarece pentru fiecare o poligoanele P, si P, sint asemenea, perimetrele lor py, sl P
sint proporfionale cu razele A i R
pn _ R _ 2R _D

= ee— ZS e

B bLY T 7

trecind la Limita obtinem:

’{I.v
I
Sl

deci:

pl tecrema esie demonstrali.
Dupé cum se stie, vaportul constant ” dintre lungimea % « unui ¢ 1 di
b g @ unut cere 51 diametrul
sau ) se noteaza cu 7

A
o=y
n
Urmeaza ca lungimea % a cerculn de raza F este datd de egalitatea

A = 2nh,

2, Aria suprafetelor plane

_ In clasele antericare s-a definit ama s(8) a unul dreptunghi 0 cu laturl rationale
@ $1 b prin egalitatea:

(D) = w !J.

Fie acum un numar [init « : iuri ; .

: maér ‘l'nut -lg dreptunghiuri Dy, D, ... D, cu laturi rotionale,

care au in comun doud cite dou@ cel mult cite o latura (fig. 40). Delinnn aria reuniunu
n

D = U D. a acestor dreptunghiuri prin egulitatea:
=1

s(b) = s(D)) 4+ s(D,) + ... + s{D,).

Plecind de la clasa reunmuntlor Linite de dre S ; ;
ecir la elas 1,umu1-uh?u finite de dreptunghiuvi cu laturi rationale, putem
si atribuim arie si altor multimi plane nuirginite. (O multime pland este mareinits
- > I2 A A . I' Tt & . ~ . : : a b = d
dacii poate [i cuprinsd intr-un dveptunghi.) In particnlar vom ateibul arvie dreptun
ghiurilor, triunghiurilor, poligoanelor cu laturt reale ocarvecare si cercului (disculul
circular). ’ \
Definitia 2. Se spune ci o multime marginiti }/ din plan are arie
~ 3 > 'v - . ! =% - - e - 2
dacid existd doud siruri (P, si ((J, ), de reuniupi finiie de dreptunghinri
- 3 . ~ - - .. -~ - - o
cu laturi rationale, astfel incit sa fie indeplinite wmitoarele doua con-
digi:
1) P, sint continute in 1/, iar (J, contin pe )/ :

B o Micf;

——
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9) sirurile ariilor s(P,) si 5(Q,) au limitd comuni.

Aceastd limitd comuni se numeste aria multimii 1/ si se noteaza s(M):
s(M) = lim s(P,) = lim s({,).

Multimile plane care au arie in sensul definifiei precedente s¢ numesc mulfime
mdsurabtie (in sensul lui) Jordan.

Observatii. 1° Definitia ariei s(M) nu depinde de sirurile (P,) si (Q,) de
poligoane ¢i numai de multimea M. Mai precis: dach (P)) si (0,) sint alte doud jiruri
de poligoane care indeplinesc conditiile din definifie, atunci:

s(M) = lim 8(F;) == lim s(Qy).
Intr-adevar, P, c M c (j,.i, deci s(P}) « s{Q,); treeind la limita, obtinemi
lim s{P;) < lim s(Q,,) = s(M).
De asemenea P, cM c (., deci s(P,) < s((,); de unde, trecind la Timitas
s(M) = Lim s(Py) < 5(Cp)-
Urmeaza ci:
s(M) < lim 5(Qp) = lim s(P,) < s(M),

deci:
s(M) = lim s(P,) = lim s(G,).
2° FExistd multimi marginite care nu au avie in sensul lui Jordan (de exemplu,
muliimea punctelor (2, ¥} din plan care au ambele coordonate rajionale cuprinse
fntre O gt 1),
% Se poate demonstra ci daca doud multimi M gi NV au arie, atunci reuniunea
lor M U N si diferenta lor 3N\ N au de asemenea arie.
Daca M 51 IV sint disjuncte, M- NV = @, atunci:
s(M U N) = s(M; + SC.N-).
Dacit N este continuta in M, N < M, atuneci:
s(N) < (M) 5i s(M\N) = s(M) = s(N).
Teorema 3. Orice dreptunghi [ cu laturile ¢ si b are arie #i aria sa
s(D) este data de egalitaiea:

s(D) == ab,

Demoustratic. Fie (a,) i (a,) douad siruri de numere rafionale astfel ineit:
a, & a < ay 3l im g, == lim g, = a.

Fie de asemenea (b,) st (b,) doua siruri de numere rafionale astfel incit

b, <L b, 5 limb, = lim b, = b.

Pentru fiecare n si consideram dreptunghiul D, cu laturile @, 3t by, 51 dreptune

ghiul Dy, cu laturile a, 5i b, (fig. 41). Avem:
B, & D& By
g
8Dy = ayb, = ab, s(D,) = aby, - ab,
deci:
hm s(D,) = lim $(D,) == ab.
Urmeaza ci dreptunghiul D are arie gi aria sa este datd de egalitatea:
§(D) = lim 3(D,) == lim +(D;) == ab.
®bservatfie. Urmeazd, in particular, cd un segment de dreapli are arie nula,
Plecind acum de la multimi care au arvie yi repetind procedeul indicat in defimitia

anterioard, nu obtinem multimi noi, ¢i tob multimi care au arie. Altfel spus, in defi-
nitia precedenta se pot lua multimi care au arie, in locul poligoanclor P, si (), :

Teorema 4. ic A o multime marginiti. Daed existi doud siruri

(M) ost (V) de multimi care an arie si care indeplinese urmitvarele

conditii ;

1) multimile M/, sint centinute in .4, iar multimile Y, confin pe 4;

JI?L cAd € -\‘n;

2) girurile aritlor (M) i s(V,) au limita comuni; atunei muliimea A

are arvie $i
s(d) = him s{M,)) = bhm s(N,).
Demonstratie. Multimea M, avind orie, existd o renvniune finth P, < M, de drept-

unghiuri cu latun rationule cu arta cit dovimy de apropiutia de wrin wultimii M,
de exemplu:

o(M,) — s(Bp) < ~.
1

\2?

De asemenea, mulfimea ¥V, ovind arle, existd o reuntune finita Q, o N, de drept-
unghiurt cu laturl rationale, astlel ineil:

z e o o
‘:{.(t’u} e ‘“‘an ~ ';; .

o ‘H-L--h- i‘:‘ﬁi
Urmeaza ca: G 9
P t
5 , »
P, ¢4 O, 2 F Lt S
, - b 2 g P48 4
Folosind  eriteriul  majorary,  din - % i1 1]
Inegalititile precedente deducem: R = o
4 \ Y ] T f-’
M) — s(P,) =0, s(Q,) — s(N,) = Q. Fig. 41
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|

Dars
s(pr:.) = S(“f‘n) s (S(*"‘rn) _ 3(pn})!

s(0,) = (s(0,) — s(N,)) 4 ${Na)-

Trecind la limita ju aceste egalititi, deducem:
lim s(P,) == i s(M,),
L 3(Q,,) = lim s(Ny),

de unde:
lim s(P,) = lim s(Q,).
Asadar, sirarile (P) si (Q,) indeplinese cele doud condijii din definijia 2. Urmeazd
ci mullimea .4 are avie yi ca:

s(A) = lim s(P,) == lim $(Qa)s

deci:
s(A) = lim s(M,) == lim s(No)s
§i teorema este demonstratd.
Aplicind Lteorema precedentd, vom de
peuniuni finite de dreptunghiur cu laturi reale.
Teorema 5. Orice triunghi 7' cu baza b g indltimea [ arc arie, iar

aria sa este data de egalitatea:

termina acum aria triunghiulug, folosind

- 1

s(T) = —;-b £

Demonstratie. Vom presupune mai intii ed triunghiul T este dreptunghie (fig. 42).

Pentru fiecare o sa impartim baza in n intervale cgale, de lungime —, 5t pe ficcure

L

interval, ca bazi, si construim un dreptunghi ca in figura 42. 5 notam cu P, rcuniunea
celor o dreplunghiurt si cu s, avia lui P,

Pe fiecare din cele n intervale, ca buze, sd construim upot dreptunghiurt ca in

figura 43. Ba notam cu ), reuniunea for si cu S, aria lui Q.

Avem:
—pu o I Qn’
emnaream (fig, 44) ea dreptunghiul cu baza b 4 inaltimea [ este reuniunea

ba
caval arie este egala cu cea a lur @0

$
hui P, cu multnnes 4,

S3 remarcam apoi (fig. 20)

: ; b s B I3 .
unghiur care au baza egala —, iar ca inalhims —, decls
: n 1L
b _ 1 1
8, —8y=n— i = — b L
n n n

]

opsraed
Lo, Fn
o

Fig. 42 Fig. 43 Fig. 44

Urmeaza ca:

a,,.:;lsz-—lbf],
2l n

S,.=1[51 +iu).
2 n

dect:

lim s, = hm §, = =,

2

: @ i s R i 23 ol I
TRezultd ca triunghiul 7" are arie y1 c@ aria sa esle t—’_)—.

E% nresupunem ac % T aste 5 ey (e, AB) s d Sl
_ 58 presup e acum cd 1 oeste un triunghi ourecare (fig, 46). Ducind indltinea,
t.I'lun;_‘fillili 7" se descompune in douit triunghiuri deeptunghice cu indliimea comuna £
51 bazele h[ ;|'b2 e }'I e i = I

Urmeaza ci 17 ave arie g1 cid

oT) = o) + o(T) = Lo+ L b=t 4 b 1= o1

Covolar. Orice poligon are arte.
futr-adevar, un poligon se poate descownpune intr-un numiar fit de triongliue,

Teorema 6. Orice cere U de vaza /i are arie, egala eu o/i%

wteatie. Pentru frecars ar naturg s B gionrit il i
' Pentra frecars pumian !_!dll,lltll N onstderam !'“-'!'1;—‘_"-”'“” i’!:":l.llal;

B, cu n luturi imseris in cere g1 poligonul regulot ¢/, co n laturt cireumserds cerculut,

¥
I

::eu:,.‘ﬁ \
i

N\

Fig 46

n
il
Sa
ot
-




Sa notdm cu s(P,) si 5(Q,) ariile poligoanelor P,, respectiv @,. Avems;
P,cCcn
Ramine si ardtdm ca:

lim s{P,) == lim 5(Q,} = =R?,

de unde va rezulta, in baza teoremei 4, cd cercul are arie si ¢d aria sa este egala

cu wh2

S cbservidm mai iutil i apotewa a, a poligonului P, este data de egulitatea;

/‘ L
/ 1{"‘——_— L&.

4

a, =

Dacé notawm cu p, perimetrul poligonului P,, atunci aria sa este:

3 1 1 gk
s{'IJIL) = 3 Prndy = o P ]/[ff' — Z— t{;-
Deoarece [, -0 51 p, —» A = 2zR, deducem ca:

i s(P,) = 2R« R ==k,

Apotema poligonulur elrcumseris (), este 12,
Notind cu ¢, perimetral lui Q,, aria sa este:

S(Qn) =
Deoarece ¢, — & = 2xkh, deducem ci:

luu SQQM) -

gpdt.

1| =

- 2nR ¢+ B = nR2

t2 ] -

Agadar
| b s(P,) = hm {Q,) = =h?

/

51 teorema este demonstrata.

3. Volumul corpurilor in spatiu

3 s s s 2 Zol i e %
Teorta volumulut corpurilor in spatiu este anuloga teoriei ariei suprafelelor plane,
Se pleacd de Lo un paralelipiped dreptunghic P cu muchile rajionale ¢, b, ¢, al carui

volum s-a defimit in clasele anterioare prin egalitatea;

o(P) = ube,

l Lot L .

| P == UJ P, se defineste prin egalitatea:
| tmel

I

0(P) = v(Py) + v(Py) + wu + v(Pyh
i! | — 100 —
|

‘ Daca Py, P,... P, sint paralelipipede dreptunghice cu muchiile rationale,
‘ care vu in comun doud cite deuda cel mult o fafd laterald, velumul reuniuni

Pentru a defini volumul altor corpurt marginite (corpurt care pot fi cuprinss in
paralelipipede) se adepta

Detinitia 3 Se spunc ca un corp marginit 1/ din spatiu are volum,
daeit existi doua sivori () i () de veuniuni finite de paralelipipede
dreptunghice cu muchii rationale, astfel incit sa fic indeplinite urnitoa-
vele doua conditiiz

i) Pn cMc Qu;
2) hmo(P,) = hmo(Q,).
Limita comuna s¢ mnneste volumnl corpului M/ #i se noteaza o M):

Vot

(M) = hmo(P,) = hm ()

Multinile din spatiu care au volun in sensul acestei defimifn se numese mulfums
mésurebile (in sensul lut) Sordun,

Se poate demonstra, es yi pentru ari, ca definhia volumulur ¢ M) este inde-
pendentd de sirurile (£,) 51 (Q,).

Se poate demonstra, de asemenes, el daca M st IV au velum atuner M/ U N s
MN N au volum i ca;

p(M U N) = o(M) + o(N), daci M N N = o
o(N) < v(M) 51 o(M N} = o(M) —o(N), daci N c I

Folosind definitia precedentd, se poate demonstra ¢ un parvelelipiped drept P
cu laturile reale a, b, ¢, are volum, iar volumnul sdu este dat de cgalitutea:

v(P) = abe.

Volumul se poate defini si eu ajutorul altor corpuri care au volum (nu neaparat

paralelipipede cu lulur rationale):

Teorewa 7. Fie {4 un corp marginit. Daca existd douva sirari (1)
s (N, ) de corpuri care au volum, astfel ineit:

1) d,c Ac N,
2) lim (M) = lim 9(NV,),
atunei corpul A are volum ql
v{4} = lim o(M,) = lim y(N,,).
Demonstraia este aceeast ca a teoremel 4 asupra avidor.

= 101 =



Se poate demonstra, de asemenea, c& orice poliedru (corp marginit de fete poli-
gnualei are volum, Folesind acum teorema 7, care permile aproximarea cu mullimi
oarecare care au volum, in particular cu poliedre, vom demonstra ca cilindrul s conul
au volum.

Teorema 8. Orice cilindru cirenlar drept C de raza R si indltime [
are volum, egal en nf*l.

Demoustratie. Pentru fiecare numar natural » 7= 3 si considerdim prisma P, a
chrei indltime exte [ sioa eivel buza este poligonul regulat cu n luturi inscris in cercul
do baza al cilindrulur; dacd notam cu s, aria bazei acestei prisme, volumul prismei este;

v{‘mn) = suI’

S8 consideram acum s prisma (), a carel inaliime este [ s1 a cérvel bazd este
poligonul regulat eu n laturi cireumsceis cercului de baza al cilindrului; dacd notam
cu S, aria bazei prismei @, volumul sau este:

9(Q,) = S,L.

Avem P, c Cc(,. P'e de all@ parte, sivurile aritlor (s,) s1 (8,) tind catre arta

cercului de bazid al cilindrulun:
hm s, = hm 8, == wh®
Urmeaza ca:

bniv(P,) = lim s,/ = nfl

Hmo{@,) = lim S, = «R*I

X n
si teorema este demonsirati,
Teorema 9. Orice con cireular drept C de razi [ 5i inillime [ arc

volum, egal cu —l il

(]
Demonstratie. Se procedeazi ca in teorema precedentd, luind in loc de prisme,
piramide £, si (), cu indlfimea I 51 aria bazei s, respectiv S,.

Urmeaza ca:

P,cCci,
§l:
. .8 ; 1.
i"(an = ,_Tsula 'U\(},,_) w E an’
de unde:

jjm vipﬁ) EJL‘ U‘\- }?1,.) = ‘:'!é'"fﬁg'f.

= 102 —

4, Aria laterald a cilindrului si a conulul

Aria laterali a unei suprafete poliedrale (inchisét sau nu) este suma arilor fefelor
sale. Plecind de la poliedre, se poate defini — printr-un procedeu de aproximare —
aria unor supralete curbe. Folosind acest procedeu, vom defimi mal jos aria laterala

a cilindrului si a conului.

Teorema 10. Fie C un cilindro circular drept eu raza bazei 7 si
generatoarea (. Pentru fiecare numar patweal n = 3 fie £, prisma co
iniltimea (7 si eu baza un poligen regulat cu o laturi inseris W cercw
de buza al cilindrului si fie o, avia laterald a prisinei P, Ataneis

lim o, = 2nRG.

Demeoustratie. Dacd pentru fiecare n = 3 notdm cu p, perimetrul pohgonulu
de buza al prismei P,, aiunci avia laterald o, a prismei #, este data de egalitutea:

0, = puG.
Dupa cum se stie, sirul (p,) tinde catre lungimea cercului, dect
lim ¢, = lm p,G = 2z RG.

‘l'eorema precedenta ne conduce la

Definitia 4. Aria laterald a cilindrului circular drept de razi 7 s
generatoare G este 2z HG.

Teorema IL Fie C un con cireular drept cu virful in O, de raza I
si de generatoare (. Peatru fiecare n > 3 fie P, piramida cu virful
in (/ si baza un poligon regulat cu n laturi inscris in cercul de bazi
al conului, 5i fie ¢, avia laterald a piramidel /2. Atunci:

lim g, = = RG.

Demonstratie.  Pentra ficcare piramidd P, wotdm cu {, latura poligonulul de

~ bazi, cu p, perimetrul acestui poligon i cu A, apotema piramidei. Atunei

|/ ;o En
4‘1". - " G — “!—:

$i cum I, - 0, rezultd ca:
Im 4, = G.

Avia laterala a piramider P, este:

1
&y = 3 ‘1;-’41!'

m1ﬂ3=_.



Deoarece sirul perimetrelor (p,) tinde catre lungimea 2=R a cercului de baza, rezultd: decis
g
, . ) . . -
limo, = — lim p, « lim 4, = —2nfG = oG, AR, & AE _ AS,
3 2 \ 4c T Ac T Ac
Teorema precedenta ne conduce la ddicas
‘ Definitia 5. Aria laterala a conului circular drept de razi R si AR
generatoare G esto i, T Tf- & By

Trecind la limita in aceste inegaliifiii, obtinem:

AE

i
5. Teorema lui Thales o o <%

™A
Teorema 12 Fie .1BC un thunghi, [ uo punct pe latura AB si
I; puvetul determinat pe latura 1€ de paralela prin O la BC (lig. 47).
Atunei:

adicas
AL AD
i, DTE ? - - - 5
A AR

AU Al . . . e . .
= Folosind proprietiitile proportiilor, din cgalitatea demonstrata rezulti:

D L
: o - S # i3 3, AD A Frl
Demounstratie. Teoremn a fost denwnstraii in clasele antevioare in cozul cind o T,
: OB EC
Al ; . 3 AD
raporiul : este pafionud su, ceca ce este acelast liery, in cazul cind raportul 5
i I

oste rafivnal,

83 presupunem ¢d raportul "—:"-ﬁ = @ este un numar real, 0 < e <1, Tie (r,) s Exerci tii

(s,) doua siruri de numere rufionuls couvergente catre & L
n) ¥ o 1) 85 T R » e e . ——
) Sa se cerie primii cinei termeni ai fiecdtnia din cirnrile date mai jos prin termenul generals

L Py = & = L 5y, ) i D b ) 1
. 8)ap = —— . bjap= ——- « 0) @y = —u
astfel incit: o1 2 b n!?
.‘ - - i — i ¥ [2 4 IR, ¢ n? 4- 2a —1
& S ’ A _ R + 2 ; i T :
‘ 0<r als, <1, pentru orice n @) g Py g e T .
. fn—1)! 2n! {2m) "

. De exemplu, putem alege r, si s, fractiile zecimale care aproximeazd pe « prin -
. . . S se determine p ¢ iecitui i iturile de .
Ilpsa respecliv prin exees, ) ine termenul generai al fieefiruia din sirurile de mai joa:

| ” o o y s
‘ Sa notim eu R, 518, punctele de pe latura 6 astfel incit: a) 1,87 15,31, . 5 1,2 38 4
¥ b PR v S iy = — g arejy
|‘: 3 4 5 6
| AR, « A8 - T 2 )
Tl =g, 8l == s, L ey ey, e i A
Ap - BERGRT b il U ST ST i
. ; . & 5 9 13 17
Fig. 47 Ducind paralele la BC prin puncteie H, s1 Sy e)-é-, i %' i , f)o,-—-l, S ]
1t chtivens pe lature 1C, vespectiv punctele f, s e g 18 25 386
. ! 7 2
A bu- g2, “)—! 1—0, —3 —G, -

- " v 1eh o ’ i
Conlermn teoremet tui Thales pentru cazul ra- & 3 4 5

foua!, aven: 3) Sit se demonstreze e3 urmatoarele giraTi sint monotone i marginites

.. ,Q' 1" & ERY an _Ir_ 1 k
i ¢ % n AHy il a gy S BN O an = ="y blan = ——— (x = R); € g = — (x=F: B> 0)
i :9/— { 5o An A AC 4B n n <1 Bn 41 i
i NG, Py 4) Utilizind definitia eu ¢ a limitei unui gir, 83 se demonstreze cas
: ¢ " a 2 ] L :
b o AR . o B B Yt T iy o} By e b
& =3 Aﬂn o fib *'-‘: A‘Sm e n 4+ 1 8"’ b’i lim 903 L. 9 7 ';;: el lim s =
- - Ed b3
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£) Si se stabilenscd daod girurile urmitoars sint convergente gi, in caz afirmativ, st se deter 05 wj ag 5p* 4 8n 1 By S — nj tw + ’1_'
mine limita lor: (n 4 1)2 (Ba - 4) (4 4+ T
o) o = sin nx; b) an o= sin TE 5 o) ay = in T8,y ﬂa"njjﬁgn"%éﬁu'%‘ ks -}-1J+!{jj-;::1m+ A
d}a,,:ainyf.'i—'}’i}f;e]anzoou-nﬂ; 1) r:,,:-—-cus’i;' ‘}““-1’+22;:"'+n.5 ”“a-ia+2g’—:;"'+ns—-§a
12423 2824 (20— 1)
. [Efﬁg‘_‘{)f; h) a,, = oos Inm; i) ap = 008 (20 + 1)m. g an = +2-3 _:"’. ket PR PR ok e n; (2n — 12

~2 ~ 3 Y Y
i) an = 1—[[2 = 1—J -?-[5’- + ?J + o [9'- 4 -n-—-j-i ] , [z = R).
n n X n ! n i

6) Si se demonstreze ei urmitoarele sivuri an limita Os

1 1 1I) Fie (ap) si (by) dous siruri, b, == 0 ericare ar fi n. Si se demonstrezes
a}ﬂn-‘—‘—1 }:b}“n:—"j—:(‘ieﬁ B> 1) & pruEh. a o
4 21 - il — PR s
1% Daca sirul (b,) este marginit si 17 41, atunci @y — by = 0,
— b
(—4jn-t -y "
o) = oo s d) @y =sin — (x = R);
§ 7 n % ; .a
an <+ 7 2° Daed by, =+ b0 si ay—by -0, atunci -7 -1,
13n n
2 —on
" 1 + 0% [“] - ; o L T
e) a, =cos ——1, [a= R); 1) ap = 100 i 8) o= ——2;,‘_‘_1 Si se arate prin exemple ei dacil b, = 0, atunci sirul (-] chiar daed este convergent, poate
i : 2 n
st nu aiba limita 1.
h)ﬂ-n'ﬂl E---gnﬂ i) ap=-—; j) op= ~, (x> 0) 9Y Thiitint - T . s
9 4 o : 1-—) Utiiizind teorema de ecanvergenti a sirurilor monotone, 83 se determine limita urmitoarelop
RIFTEY :
g S & = a) + ay ’
7) Fir cimul (ay) definit in modul urmater: a; =0, @, =1, a3 = By iy By
a nm AL . A
- 4 8) ay = ——— 1 h) @y = -, (2> 0) (v, &l exere. 6 j);
i B P ) (n1)® n!
5 > 3).

9
: . s . & a =V 2%a, -V F a,, L 2
£& se demonstreze prin inductie completi cit oricare ar fi n > 2 are loc egalitateas ) oy —| =) + a4y, pentrn n 2> 2

ﬂ£(1+.{:'_l)f].

d) a, =1 (a2 0), a; = |/ & & dpy, pentrn = 2

El

3 Q=1

o . 2
e) a, — =5 0= a1, ap = % s 6"2:.1‘ pentru n > 9,

S se demonstreze apoi utilizind eriteriul majoririi ed Hm a, =

e

¥

13) Tie doud numere reale ag, by, ay < by. Se construiese dond sirnri {ay) si (dy) in modul urmitory
84 s¢ delermine limita urmitoarelor siruriy

1 = 2 a4 = c: K x l’o_ ’ b; == = _“+ 2"10'
8) a) an=§%+[0,03)ﬂ-——3; b) a, = cos ;———-3; 2 3

ot tbng oo Bna ot Ty
g Y 3 '

2nin an (n}?).

c) anr:ﬁ{(%-)n——-q; d) a, = _“51_1)’ (2 = Rls

S# se demansireze ea sirurile (ag) si (bn) sint convergente si an aceeasi limiti, 8a se determine

1 y4n Lo i Jan 4
e) ny = (l s ] cos? ==, (e e R); 1) ay = -

., ; e . N

Emiia urnidtoarelor siruri:

. agn .1’

{#, B = (0,1)).

oh 41 87457 _2nL2.3043.5n0
Ll Rl et R gy L R e by e - - Y
i a) a; = s L 0 BRL C o
ol - B ot ) L AT '
d) U= — L:, (>0, 8> 10); e ﬂn=ﬁv(°’->0)\$
o 4 G o ——a. o
W] R VETT + /7 TS ¥
f ol —— i 0 o 0 ¢ o, = Y _} d ap ="—rou-—o--———,
s = e e ~ 0): Gios: I kS — T
J n @it 4= o g s )’ g} o 1+ an’ ( - ) Vn. T n n yﬂ-‘j 1 2n? + 2n
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15) 1) ap =/ F T~ VP —1; R e .

g 2 2
C} iy = %; i --r‘ﬂ:}“dP‘m &f'aﬂﬁ'(ﬁt'ijs mtwi;};?
eap=nlanl/n+1+ I/ i — 2 [/ afh

Hoan = wt (/R E1—al/ 25

mr e ; : Sy
g} 0 =TI + %] (1t + Og) e (1 -+ Ogm) — - loip = B

16) Sa se determine X i jb astfel incits

iim (71 e—ln— i) =0,
7

Q& e determine limita wrmétearelor girurhi

-1
i Va1
17) 2 “n’*‘[‘a] H B) ap =Pt
29 z
B . niy ?/ ()

18) ﬁ} an = 9,3 —n? - 1. h) T = 1 4 8n ——~n"':
0 o~ 4 3
) S -—Tn—n — 8w o =T (L—1n%
o) a Sy ) g o IR LS ;
0 7 o N i
2n 49 nt e 29

e} ap = 2n® + By

YR T 2 Y

g) an = — «
— - ;j/“ i 134 {,/ it + 6112

3} iy =

kjan Y an — ‘n}"fz” Vooeme8 , < 5 < 13
m) ap =—e° n) an =
o) an

— 108 —

AT —1i
n8YE4 n? —1) 2" TR
P “ﬂ"—'(-——"f"——""_-)
2n—1

15) Tie (ag) si (by) doud siruri, 5& se demonstreze o dach existd v & R astlel incit ap > « pentam
fiecare n s dacd b, -» - o2 atunei ag ~+ by ~» -+ oo. Bd se dediied de aici ea dack @p = + R
Byn—=8%h U= B, 1 5= — 09, atumei @ + 4in—= + = (v 810, or. 3, pot. &l

a6) Sa se demonstrere propozitiile:
1° Dack ap 2> o> 051 by =» 0% stunei apbp = + oo
9° Daca (ap) este mirginit & by = 4 oo {san by = — =), a’nmei? 0.
n
Ce propoziiii si conventii rerultd de aici o privire ia operatiile eu lmite infinite? [v. § 10;
ar. 3, punctele b}, c]L.

2]y 54 se demonstreze propozitiile [v. § 10, nr. 3, pet. 1)1s
1° Daei a> 1 s Ty~ 4 02, T> 0, atnnei log, o, — 4 o
9° Daca a> 1 i ap~»0, T > 0, atunci logg dp — -—

22) <A se demonstreze propozitiile [v. §10, nr . 3, pet. e)ls
1° Daecd > 1 §i by = + oo atunei ain —» -+ 2.
9° Dacd an > 0, ap = 4 gi by = 4 atunci ap by = -+ 0.
80 Dacit ag, > 0, ap—» + o si by = —8, B> 0, atunci aphy —» 0,

23) Sa se demonstreze ca dach [z} este un gir de numers natutale eu lmita + oo, atunel

{1 - —1—)“’“-& &,
Tn

S se deduci de aiei i propozitia rimine adeviratd pentru un gir Tp —» - © de puthers
reale oarecars {v. § 10, nv. 4.

24) Sa se determins limita urmitoatelor girnrit

an 11 B pn? 4 "
ol ey b - & e
") on 1’ ) #n Hadl n+1, Al % (2> 0
91
@ an="y >0 ¢ G
ah 1-—n
i
1) ap = # , (a> Oh

(4 4+at+2)..0-F an

-
e
g anm[i~:»—°"ﬁ—} (e B,350);
n? 1
8/ p—
CyaenyV
b) an = [1 + __:——) 2 e R
2/ n—3

— 109 —



Capitolul
i

Limite de functii

Tn acest eapital va fi studiatd notiunea de limitd a unei functii intr-un punct,
Problema ecare se pune se poate formula in modul urmitor:

Dindu-se o functie reald de variabila reala f : £ — R, si se cerceteze comportarea
sa tn gurel unui punct x,. Anume, si se cerceteze ce se intimpld cu valorile [(z)
ale funetiel atunei cind argumentul 2 se apropie din ce in ce mai mult de x,; se apro-
pie oare si valorile funetiei din ce in ce mai mult de un anumit numir ! (finit sau
infinit)? Mai precis: luind sirrt 2, — a2, formate din puncte x, 5~ z, din E, si se
cerceteze dach sirurile (f(2,)) ale valorilor funectiei au limitd comuni [, Un asemenea
numiir {, daci existi, se numeste limila functiet [ in punctul =,.

Problema astfel pusit necesitii unele preciziiri suplimentare. Comportarea funetiei f
fn jurnl lut 2, se referd nw la valoarea funetiei in z, ei in puncte oricit de apro-
piate de a, dar diferite de ay,. Prin urmare, problema comportarii functiei in jurul lui
@, se poate pune chiar daca functia nu este definitd in z,; in particular, z, poate
g fie oo sau —oo.

‘Pe de altd parte, pentru a putea studia comportarea functiei in jurul lui z,,
frebuie si existe siruri @, — 2, formate din puncte a, din E diferite de z,. Un astfel
de punct x, se numeste punct de acumulare al multimii F.

Aceasti conditie este indeplinith, de exemplu, dacii /I este un interval (care nu
se reduce la un punct) marginit san nemarginit (sau o reuniune finitd saun infinitd
de astfel de intervale), iar 2, apartine intervalului sau este o extremitate (eventual
infinitd) a sa. Asadar: pentru o funclie definitd@ pe un iniercal (sau pe o reuniune de
intervale ), in particular pentru funcpiile elementare, problema limitei se poale pune aiit
tn punclele intervalului, cit gi in extremitatile sale, st numai in aceste puncte.

In eazul particular al unei functii sic f: N — R, problema pusi mai sus revine
Ia etudiul comporiarii termenilor @, == fin), cind r se apropie din ce in ce mai mult
de 7, = -co, adica la studiul limitei acestui gir, Aceastd problema a fost tratata
in capitolul anterior.

In cele ce urmeazi vom folosi limitele de siruri pentru a defini in mod precis
notiunea de limitd a unei functii intr-un punct, care, la rindul sdu, va fi folositid
fn eapitolele ulterioare pentru definirea notiunilor de continuitate si derivabilitate a

functiilor,

§ 13. Definitla limitel

{. Exemple

1) Fie functia f(z) = 2* definitd pe toath dreapta R (fig. 48). S& studiem com-
portarea acestei funetii in jurul punetnlui 2. Pentru aceasta, si consideraim un sir
(z,) de puncte diferite de 2 si convergent citre 2(z, — 2}, si s vedem dach sirul
corespunzitor (f(z,)), al valorilor funetiei are sau nu limita.

Sa lniim, de exemplu, urmitorul sir (@) convergent cdtre 2z

1 1
24— 24+ = 24— ..
1 2 n

s

Pentru valorile functiei se obtine sirul (f(z,)), urmiitors

[ 3+ ;] 2+ *) s 2 2 J

" - 1 A 132
care are limita 4. Intr-adevir, 2 + — — 2, deci [2 - ,-]J — 4,
n

Considerind siruls

§ seay 2 T Ty sew

1 |
3 n

consergent cdtre 2, pentru valorile fnnetiei se obtine sirul

1, [2 - %) {2 - %) (2 - :] .

care are limita 4.

Considerind siruls
1

1 1
8,2— 2,242 2=

convergent cdtre 2, pentru valorile functiei se obtine sirule

an ol 1,2 142 (. 132
3, [2 = E’J , [2 4 dJ , [z - 1) -
care are, de asemenea, limita 4
Fig. 48
In general, dacia (=x,) este un sir oarecare convergent |y
edtre 2 (format din puncte diferite de 2), sirul {fa,))
al valorilor fuuctiei are limiin 4. intr-adevir din 2, —2
rezulti o5 — 4, adica flay,) - 4.
S-a pus astfel in evidenta urméatoarea proprietate a
functiei f(z) = 2%
Oricare ar fi sirul (x,) convergent citre 2(x,==2), sirul
valorilor functiei, (f(x,)), are aceeasy limitd, 4; sau, mai

seurt, dacd x, —2 si x, == 2 atunct [(@,) — %

— 111 =



1¢ Aceasta proprietate se exprima spunind of
fancia floy = 2* are in punciul 2 liunita 4 51 se
SCTiE:

hm f(z) = 4 (sau lim 2° = 4),

f o -2

(Se eitesie Hmita de f(7), eind x tinde ciire 2 este 4),

2) e faoena flr) = ﬁdeﬁﬁiiﬁ pe £= R 10}

(fig. 49}, Aeeasta lunctic nu este definita fn punetul
Fig. 49 0. dar 0 este punet de aeamulare sl b [ adieg
extgta givari @, - (0 lormate din punete din £,

(Conditia 7, =% 0 este autamat verilicatdi penten punctele o, & f2)
SA studiem i in acest ear comporlarea functiel In jurul lui 0. Pentru aceasta, s

lnfime wemittorul sie (@,) convergent citre (0

§ aasy 5 eea

fl

.

Pentru valorile functiei se obtine sirnl (f(2,)) urmitor:

1, 22 OB asny Ty cany
care are limiia oo,

Daci luam gival:

1 1 1
"“’1,"“‘-:_;!"";'—‘. § T lhTgray
- B 7

convergent cdtre 0, pentru valorile [unectiei se obtine sirul:

2 92 2
1y 28, 3% ey 1% eney

eare are limita oo.
In genceal, daci (r,) este un gir oarecare de puncte din R {0}, (o, ==0), conver-

gent ciire 0, &, - 0, avem x3— 0 i a; > 0, deci— — oo, adick [z, — oo,
&y
Asadar:
Oricare ar fi girnl 2, —» 0 (2, 5= 0). sirul (f{x,)) are aceeast limité, oo ; san, mai scurt,
dacd x, - 0 (51 2,

{

== 0, atunct f(z,) — oo.
Aceasti proprictate se ennntd astiel: functia
f(a) = — arve in punctul O limita co si se scrie:
28

Iim f{z) = oo sau lim 1 =,

el Xo=elt a?

(Se citeste limitd de f(z), cind < tinde catre 0 este 0o.)

o 112

3) Fie funciia f{z) = 1 definita pe R> 10}
T

{fig. 50). S& studiem comportarea acestei funetii
¢n jurul lii oo. Pentru aceasia, sa lndm un sir
T, —> ©0 5i A cereetam dacd sirul (fiz,)) are
gau nu himiia.

De exemplu, considerind sirul (z;) ur-
mator:

i 2 Bi v Ty -

eare are limita oo, pentru valorile funectiei se

obtine sirul {fa,)) urmitor:
i 1 1

1= = e IRTES
2 £ 4

care are limita (),
I e -ql ] et R eato aip aaree o ]' M 3 = 1
n general, dach (@, este un gir oareeare cu limita oo, 2, ~co, avem — — 0,
. / Tn
adiedt [f{z,) - 0. Asadar:
Oricare ar [i sirul w, — co. sirul (f(x,)) are aceeasi limitd, 0: <au:
daci x, - oo, atunct [(x,) - 0.
A % o conting wetlels Bintta Runnted 1.
ceasii proprietate se exprimit astfel: limita functiei f{z) = —in punctul co este 0)
T
¢l se scrie:

lim f{z) = 0 san hm L
. ez I

(Se citeste limitid de [(z), cind o tinde edtre co este 01)

4) Sa reluadra functia f1) = —; definita pe J2\ {0} §i sa studiem comportarea sa
In jurul i 0,

Pentru girul (z,):

1
4,2,

.Jl.—\

LARTET St YT Y

coneergent cdire 0, se obtine sirul f z,)) urmitor:
2 ~
) . 1, 2, l), Bavy n, risg
care are limia co.
¥ " o I X
Pentru sirul {a}):

1 1
o oy e 1

T R BT
‘ n

2 3

toneergent cdire 0, se obtine sirul (f(a%))):

¢ 9
...1, —2’ e T sy

care are limita —oo,
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2°. Dacd x, nu este punct de acumulare al lui E, no are sens problema existentei Hmital
{n acest punct. De exemplu, pentru functia f(z) = ln « definitd pe (0, 4 oo) nn are sens si se puni
problema limitei fn punctul ry = — 1.

4°, Dupd cum se va vedea § (17, dupii teorema 8), pentru orice funciis elementard {1 F - R,
[imita intr-un punat @, & I ée ebjine inlocuind direct in flx) pe @ eu a1

Pentru sirul (z;):
1 4
1, —u =T

convergent citre ) se obfine girul (f(x)))
1: "‘25 3’ """'41 veoy

lim f(z) = f(2)
w e Ty
care nu are limitd.

Ezemple

1) Pentru functia constanti f(z) =c¢ definitd pe R (fig. 51) avem lim f(z) = ¢,
Ty

Asadar, peatru sirurile diferite (2,) si (77) eonvergente eiitre 0, sirurile coreapnn.
zitoare (f(a,) si (f(x;)) au limite diferite, iar pentru sirul (&) convergent citre 0, sirul

corespunzitar (f(a,)) nu are limitd. . - o i e 0
P (f(2a)) ¢ i oricare ar fi z, (finit sau infinit), adicd:

5 1 s eluoa
Se spune cf funcfia f(x) = — nu are limitd in 0,
a

Imesse |o
x->2g

2 f- e . - - s A - ) _
2. De initia limitei unei funcl;u Intr-un punct Tntr-adeviie, oricare av fi sirul o, = @, sirul corespunzétor (f(zs)) al valorilar funetiei este

£, Cy €y seng €y arey €ATE ATO limita ¢, f{ap) => ¢, deci lim f(x) = ¢

Fie f: E— R o functie si 2, un punct de acumulare (finit sau infinit) al lni E, X0

Aceasta inseamnii i existd siruri 7, — a, formate din puncte x, == z, din I, De exemplu, lim5 = 5,lim6 = 6,1im 6 =6, lim (— 2) == —12.
) x—1

- . s e . . :"*1 x-ig e
Consideratiile de la numirul precedent conduc la definitia urmitoare

.ntru functia identica f(z) = z definitd pe R (fig. 52) avem:
Definitia 1. Se spune ci un numir / (finit sau infinit) este limita )RR (@)

functiei [ in punetul 2,, dacit oricare ar fi sirul 2, — 2, format din puncte
x, == x, din £, sirul (f(x,)) al valorilor functiei tinde citre [, .

| Iim 2= 2,
| x>

Se scrie:

lim f(2) = L.

x-xp

oticare ar fi z, (finit sau infinit). In particulary

(Se citeste limitd de f(x) cind  tinde cdire x, este egal cu 1)

et o 5 i BT - — |
Conditia din definitia precedentii se enuntd prescurtat astfel: lim 2 =00 | ¢ ]mLx =R
x—>00 » H=r=
dacd x, » x4 (51 T, 5= 7,), atunct f(x,) > 1.
Uneori, pentru simplificare, convenim si omitem indicele n i conditia din defi- Tntr-adevir, daci a,—»,, deoarece f{Tn) = xy,, rezultd flzp) - 3,, si limita xy este aceeast,
nitia limitei se scrie: oricare av fi sirul () considerat, deci lim z = @,
H x—Xg
acd x -, s1 (x x,), atunel f{z) =1 e exemplu, lim =3, lim # = —1.
d 0 5 o)y at ) =1 D ply, 1 8, 1 1
x=r3 x—>=1
Trebuie subliniat ¢d £ — x, sau f(x) = nu se utilizeaza separat, ci doar impreuni,
aga cum am convenit mai sus, Fig. 51 Fig. 52
Observatii. 1° Conditia x, =k x, are obiect numai in cazul ¢ind 7, & E. Daecd =, & E,
fn particular daci x, = -+ oo, condifia x,, == 1, este verificald in mod automat (deearecce x, = E) .f/ﬁ \7
gi deci, in acest caz, conditia x, 3£ @, este de prisos in enuntnl definitiei.
2°. Daeca xy = F, limita functici fin 2 (dacd exista) poate fi diferitd de f{m). De exemply, -
pentru funetia [ definita pe R prin c . s
i
b | Xy s |
—y daclh x50 i l € !
z* | oy
fla) = } i -
| I
1, daci 2 =10 l 1 s Lo e
. 0 Fe %, o x, T,
avem lim f(z) = oo (v. exemplul 2) & f(0) = 1.
=0
— b

e 114 =



3) Pentru functia f(z) = 7* (k natural), definitd pe R, averh: D asemeneas

CIima=a .1
.«c—o-n:u ) 2 lim — == oo
e P a0 V @

oricate ar fi z, (finit sau infinit). fn particular: . ;
9 ( ) r {ntr-adevir, dacd ax —» 0, a3 > 0, atuneli

T o 1
fim oy =0 3¢ 35 >0, deci lim 57— = =
B 0l 7 :” | Bt k_"'?/z*

x—ro

] lim 2" = co l s i ]im:}t"'-:(——co)"'l

. \ Daca n este i
fntr-adevis, dacd @, —» @, atunei k- i, 6 D n, esle impar avem:

x4 = 16, lim 2% = 27, lim 2% = co, lim 2% = oo, lim 2% == oo, lim #° = — o0,
c—~a0 X——®

a8 x—3 A-+80 A—r— 00

De exemplu, lim
X

g

| Jim V== ‘,(—wé%éw)

]

4) Pentru functia flz) = -1—]; (k natural), definitd pe RN\ {0}, avem:
x

-
b B = ‘_. (z € RN\ {0}

XX ;’/ T E/‘ ;;

in partieular:

-
- 1 . 1 s

fim — = i Im —= lim{/z2=+4 oo | hm ——= l
x—fmﬂfh ' ‘rw*-w-"'k‘ x>+ o0 x-d o0 S g \

|

: e B 1 i ——_ 1
fntt-adevar, daci Tp~» Ty, alunel :r};—oa{i si daclt 2y5£0, rezulti o — —:] . deci 'lhn: = = ;E
" e ! 174 g
I lim 2= — oo | hm~——,l_=-0;i
i | v
|

1

1
De exemplu, Vim—="—,
e exemp e

7\ Daeca o >0, avemn:

5) Dacd n este par, avem:
; ]

L 3 i

lim a®=a3 |, (0 7K )

X-+Xp l

im P z=V2 |,(0< %<

x—X9

In particular:

lim 7 =0
a0

-
=N

lim a* = o0
| XS0

In particular: 8 Daca o« >0:

. 1 1
m —== |, (0< 3 & o0).
w-xg I af ‘
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In particulary

De asemenea:

lim1==+°°

Intr-adevir, daci @, —» 0, @, > 0: atunci 22 - 0 si 7 > 0; deci

9) Daca @ >0 g as£1, avem:

lim a” = a%, i’ (— o0 < 7 <oo)
x—xg

A i aT-sa?
Intr-adevir, daci Fp=ex, atunci af-saf.

In particular:

-!——b-l- 0.

T

12 R, . . ¥ oo )
dack a >1 | m @ = co | o | lim a ]
x o v xe-w

lim a® = (0
x-a00

dacBa 0 =< a <1

lim a® —= oo

si
A X 00

|

De exempln: tim @ — &% lim ¢ = oo, lim & = (,
A= X0 =2

10) Daci @ > 0 si az~ 1, avem:

lim oo
A—==2'np

Intr-adevir, daci Ty ~» @, atunci log, @, - logg 2.

in particular:

bt T = ]0.‘10' 'TD t; (0 '~<‘ ‘T'B < OO).

. : i
daci a >1 him log, z = — oo ‘ lim log, # = oo l
' ) a0
daci D<<a<1 lim log, © = oo I lim log, 2 = — o0 I
a—=t x—0o

11) lim (1_{__}“';,8

1
x| @

lim (1 o %)xn e

X=—>—a

Intr-adevar, daci z; - co sau @p,—»—oco, atunciy
1 X
[1 - —) ">
Tn.

vy 118 e

§. Limite laterale

S-a arfitat tn exemplul 4 de la nr. 1 o funetia flz) =L are limits o 0,
Ha

_ deoaret_:e pentru siruri diferite 2, - 0 i 7;, = 0, sirurile corespunzitoare (f(x,)) $1 (f(=n)
~gu limite diferite. Totusi, daca se considera numai siruri (x,) de numere strict pozi-
tive (2, >0), convergente citre 0, sirurile (f(z,)) an aceeasi limith, oo. Intr-adevar,

| " . 1 oy
dacd 7,~ 0 §i 2, >0, avem — oo, adica f(z,)— oo.
N

@ . roy 1 = -
Se spune ei funetia f(2) = — are in punctul 0 limita la dreapta oo.
4
De asemenea, dacit se consideri numai siruri () de numere stricet negatice (3, << 0,
econvergente citre 0, sirurile {[{y,)] au aceeasi limitd, — oo. Intr-adevir, daci Y= 0

: 1 sk A
fl Yn < 0, avem — — — oo, adici f(y,) = — oo.
Yn

5 & G y 1 - "
Se spune ci functia f(z) = — are in punctul 0 limita de stinga — oo.
N

Fie, in general, o functie /: £ > R & 2, un punct de acumulare al lui F.
Sa presupunem ca existii siruri @, — x, formate din puncte Ty > @ din B,

Definitia 2. Se spune ¢ un numir /, (finit sau infinit) este limita
la stinga a functiei [ in punctul 2, daci pentrn orice sivr 2, a1, fore

mat dia punete v, << 2 din £ avem [f(a,) = (.

Se seriat
lim [(2) = I, sau lim f(x) = I,
&=y x5
g xy
In loc de 1, limita la stinga a funetiei f in x, se mai noteazi f(z, — 0):

lim f(z) == f(a, — 0).

XA7X

Sii presupunem acum ci existd siruri z, — 2, formate din puucte x, >z, din E,

Definitia 3. Se spune ¢i un numir 1, (finit sau infinit) este limita
la dreapta a functiei [ in punciul 2, daci pentru orice siv z,— 1, fors
mat din puncte 2, > 2, din £ avem /(1) — [,

Se scrie:
Hm f(z) = I sau lim [(2) = I,
x—=xp aNxg
x> xg

In loc de I, limita la dreapla a functiei { in punctul a, se mai noteaza [(z, -+ 0)s

lim f(z) = f(zo + 0).
&NXg
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Ty > a.

Astfel, pentru functia f{a) = 1 avems
; '

Cele doui limite laterale fund egale, rezultd ed functia {I -~ 2)° are in punctul 0 limita e.

Reeulta- cd oricare ar fi yiru! 2y, - 0 format din punete w, =5 U, avem:

£(0 — 0) = — oo g f(0 + 0, = oo,

Observatiil 1°% Daca f este o functie definitd pe un interval E = (a, &),

(— oo < a < b o), definitia limitei 14l /in @ coinzide e delinitia limitei la dreapta
a lni f in a, denarece pentru siruri (z,) de puncte z, 5= a din £, avem in mod necesar

1
1+ -'fn}xn e

. 1
2) | im ———==0c0 |, k natural,
g (-5““!’9)"‘

- De asemenea, definitia limitei hui f in b coincide en definifia limitei la stinga a
lui f in b, decarece daca (,) este un sir de puncte z,==b din £, avem in mod
necesar 7, < b,

Dach @y - iy 51 x, < @y, alunei o,— zy = 0 51 2, — 2, < 0. Urmeazi ca lim (2, — ;)% = 0
n—oo
a hy 1 ——
1 gl (Ln— @)™ > 0, deci lim T_——?;— == oo, Asadar, limita la stinga in x;, esle oo,
o (& — L)

2°, Este posibil ca fntr-un punet una sau ambele limite laterale sd nu existe,

3°. Daci funetia [ ave limita I intr-un punct x, (a << @, << &), atunei are si limit3

la dreapta si limita la stinga in x,, si ambele limite laterale sint egale eu I De ascmenea, daci #,—> Gy 5i &y, > Ty, atunci lim (zp— 2,)2%% = 0 si (zy— 20)?* > 0, deci

prgpee s

H=—+an
f(g;u = O) = f(‘T'U e O) =], lim ——————— = co. Prin urmare, limita la dreapta in z, esie tot co. Cele doud limite laterale
now (T — 2}k ;
5 g 5 @ : 1 5 iz
Se poate demonstra i, reciproc: fiind egale, rezultd ca Yunciia m are in x, limita oo,
x u
daci f are in a, gi limitd la stinga, f(z, — 0), s Limitd la dreapta {{zg + 0), si dacd De exemplu, lim __l__l_ = o0, lim 1 — = e,
o o : - P S - 1 iy a3 gl BT
limitele laterale sint egale, f{x, — 0) = f(a, + 0), atunci { are limita in x, egald cu =3 (& — 9] -2 w2
valoarea comund a limitelor laterale: o
lim g L
: —~0
lim f(2) = f (e — 0) = {(z, + O). :
x-+Xp
De multe ori cste mai nsor si se caleuleze limitele laterale intr-un punct si din y 3) | lim e S lim : =00 |
. = ; - ¢ R 1§ 1) R xA vy (T —a }-.:h—1 1 K\Nx (2= j2f-1
egalitaica lor sa se deducd existenia limitet in acel punct. B 0 0 o

%k matural,

Ezemple
Bz e . g
i Se urmeazd acelasi rajionament ca in exemplul functiei — de la inceputul aceslui paragraf.
1 g I b P parag
= x
1) Im(l+4+ a2 =e ) 1 o . =t
) Rezulta ca funciia ——————1nu are limild in 25, deoarece limitele laterale sint difevite.
(i — )21
: e : 1 ’ 4
Intr-adevar, dacd 7,0 si 7,> 0, atunci: De exemply, lim ——— = — ¢, lim —=— = oo,
xA8 (2 — 32 aNg (&8 —3)8

1

(A + zp) 7 —e. 4) Fie functia f{z) deliniti pe I? prin:

1 [ —1 pentru <0

Deducem ed limita la dreapta in 0 a funciiei (1 + .';r]nL eate ey Flx) =1 4
— pentru o> 0
& &
m (1 4+ )% =e. g _ e & 3 ; 5 y
x ( ) eu graficul din figura 38. Se cbserva ¢d f(0 —0) = —1 si f(0 4- 0) = oo, deci functia nu are
T . . limita in 0.
fn mod aseminitor, se aratd cd si limita la stinga in 0 a acestei functii este 1 1
: 5) Vunetia f(r) = sin — definitda pe RN {0} nu are in punctul 0O nici limiti la dreapta,
— £
im(l+4 2% =e nici limita la stinga.
wew 1 . A . 1
Intr-adevar, daci 2, = —, avem 2,0 si £,—0; apoi sin — = sin nw = 0, deci sin — — 0,
n® Tn Ln
_— 120 =
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Tutr-adevir, fie 2, — 2,(2, € E. 2, = x,). Decarece lim g(z) = 0, rezultd g(z,) - 0.

Fig. 58 Dach gy, = 2 5 , avem y>0 sl yp— 0; apol et
’ -4\ i ) ) o ) . e ) ) }
Ty e : Dar | [(x,) — b < g(x,); deci, aplicind criteriul majorarn de fa girurt, rezulti fz,)— 1
i —= == gin (an+ Um 1, deci sin — = 1. Decarece sirul () a fost ales arbitrar, deducem ca lim f{z) = L
Un 2 Yn PR
Asadar, pentru girurile diferite (xy) si (yn), girurile | I
[siu —1—] si [sin 1—] nu au aceeagi limilé. Hezultd ¢ .
x y lim sin & = sin 2, . .
:E ! 1 ) 1) l X-ag R l » (g fimt),
J7 func{ia sin —nu are limitd la dreapta in 0.
T
=4 = — X4
l 8o aratd in mod analeg, folosind girurile [-—-i—) [ntr-adevar, decarcee | cos ""j—gi‘g 1, avem:
nw -
2 - i s et S ik _ - .
[_E:-}-flr] , ca Iauchpa sin B nu are nici limitd la stinga in 0. Jsin & —sin 2| =2 gin 2 %e imysﬁé—lﬂ < 2 §si11 7:‘:0 <
- - } 2

o | &L | | z z, |
<2|EPm | g 5,
§ 14. Proprietatile limitei 2|

gy devarece lim | & — 2, | &= 0, rezulta ei lim sin 2 = gin &
a0l i . o " ¥ e o o ; i - . X=rXg By
Deovarece definitia limitei unei functin intr-an punct este bazati pe luoite de seur,
o serie de proprictati ale limitelor de yiruri se regisese pentra finntele de funct, Do exemplu:
Lm w2 =1, hw sin @ = 0, im cos z = 1.
T R x—=0
B
i 2
1. Limita modulului

1, (z finit)

. : lim cos & = cus &,
Fie [: E - R o functie si 2, un punct de acumulare al Jui E, 2) sy 9
Teorema 1. Daci lim f(z) =1, atanci lim | /(z) | = |1
& Xy X=X i & = T A A
3 5 X Pl ) g ntr-adevar, deoarece | sin 11 <1, avem:
futr-adevar, daci z, — 7o (2, € E, %, 5 ), atunci f(z,) - I, deci fla) | = o : 1\<-: 1, avem:
, R 9| E—T| | - Tt L] gl . T—Iy ,
Exemple |eos & — cos x| = 2|sin Z 1 sin 5 %Zlam 5 lx{i.r-—-.ro].

1) lim | & | == | %, |, deoarsce lim & = @,

e =it i arere 11 | ] - 5 5 h
e ' Xt - Deoarece lim { & — z, | = 0, rezultd ca lim cos 2 = cos .
8) Deourcee lim @ == z,, avem lim (2 — @) =0, deci lim | —x4 | = a—-xp 5 Sy

XXy x—rXg L-rXg

De exemplus

lim cosa =0, limcos & = —1, limcos z =1.

2. Criterii de existentd a limitel b s

™
o= —
<

Uneori, cunoscind limita unel funetii intr-un puncl, putem stabili limita altel
functii in acelasi punct, cu ajutorul unor criteril asemnanatoare celor utilizate la sirurk
Fie f, g : £ — I doua functii §i , un punct de acumulare al lui L.
Teovema 2. (Criteriul majorarii). Dacd |f(z) =1 < g(#) § daci
lim g(z) =0, atunci b (fz) = L :

) )

Asadar: limitele funcpiilor sin §i cos intr-un punct oarccare o se obfin inlocuind
.ﬁreet pe & cu xy

Observatii: 1) In punctele 4o s ~—oo funcile en yi cos nu au Lmith
exercitiul or. 2 de la sfirsitul capitolylw),
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2) Se poate demonstra ca functiile arcsin si arcces au de asemensa proprietateg [ntr-adevir, fie:

. L g s £ - 8 3 1 irect pe & cl Xy:

sus, adici ita intr-un punct z, se objine inlocuind direct p o . . .

de mai sus, adica lim F . a=limf(z) s1 b=limg(z).
x—dg x-xg

lim arcsin & == avesin g |, (— 1 L £
| k%o

Va trebui deci s3 demonstrim ci a < b.

Dacd z,— 1, este un gir format din puncte z, 55 2, din E, atunei:

lim arccos o = areeos I, |5 (— 1< 7 1).

il f(‘rra) =+ & ;’1 glz,) = b.

e

Pentra fiecare » avem insd [(2,) < g(x,). Folosind teorema de trecere la nmitd
tn inegahitali de sivurs, deducem:

Teorema 3. Daci f(z) > gla) 5i daca ~1Elnu glx) = oo atunei;

20
‘ him f () = co.

‘ s a==lim f{z) <lim g(z,) =25
| Intr-adevar, daca x,— xy, (2, € B, 2, 3= #), atunei gl 2,,) = oo 51 deoarece f{zn) > i - 3 )
i S gln,), vezultd ob Pl w00 Cum sirul @, - oo @ fost ales arbitrar, deducem cj §l teorema este dewmonstratd.

B Fia] <05, Corolar. 53 presupunem cd f are limitd in xg.

1 E—ip Duacid f(2) > 0, atunci lim f(z) 2= 0.
=X
Daci fiz) L0, atunce lim f(z) <0
Y \ = =
Ezemplu g
'\ Im (325 — 42f) = oo, Pentru demonstratie se in g(a) = 0 in teorema precedentd.
5 S\
F—an
| futr-adevar, pentru 2> 0 avem §z° + but > Ba* > &b, e ;L“i = oo Observafie. Dacid avem inegalitale strictd:
| .
il " R rooi ok ST DL I 2y flz) < g(x), pentru orice @ == 2, din E
Teorema 4. Daci f{z) < gla) 3 daulxluu glz) = — oo, atuncyy
=*Xy

) pentru limite nu putem deduce decit o inegalitate nestricti:

Iun f(2) = — oo

k3 Ym [lx) < lim g(x)
: % - . L od a-rip Ledy

i Demonstratia este analoga aceleia a teoremei 3.

(putind avea chiar egalitate),

] Lzemp lu. De exemplu, 2% > 0 pentru o ¢, dar lim 22 = O,

A+

lia {7 — 4u7| == = o0,
Ar-m— Qe

Intr-adevar, pentiy @ << 0 avem @¥ — 427 < 27, dar lim 2® = — 0.
R

4, Operatii cu limite de functii

_ L Fie f, g: E— R doud funeclii $i x, un punct de acumulare al lui E
!‘ 3. Trecerca la limitd in inegalitdti . o B
Tecorema 6. Daci funcliile / si ¢ au in punctul r, respectiv limis
tele /; 5i [, (finite sau infinite) i daci suma [, + /[, are sens, atunci funce

Fic f, g+ ' = It doud fupetii si 2, un punct de acumulare al lur E. : i :
ha f-- g are limitd in a, si:

Teorema 5. Dacit /s g au limite (Ffinite zau infinite) in punctul %

g dacd f(r) < gla), pentru orice z sk up din E, atunes:

lim (f(2) + g(2) = bm f () + lim g(2)

HrXg X=+Xy X-+Xp

hun f{z) < lim g(z) . Cazul exceptat: Eim fx) =10 i ll-l:': g(w) = — oo (cazul oo — oo).
X=dp ALy E 0

3y
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Fie P(z) = a,z" + a, 2" + ... + @, 4 @, Folosind exemplul 1) si teorema 6
ge obline:
lilm P(z) = lim a 2™ -+ lim a, ;2™ + ... 4 lim a2 4 lim g =
x-=Ng a—=xg X—rxg X=m3p X+
= @,2F + Qpoy TG+ @y + g = Plz).

Asadar: limite wunut polinom Plz) intr-un punct xz, se obfine inlocuind direct in
polinom pe z cu x,.

fntr-adevir, fie z, — 7, (¢, € E, ¢ 5= @,) un gir oarecare. Deoarece ki T“ flz) =1

gi im g(z) =1, se deduce ¢d fla,) =1 si glz,) =1Ly dect [lag) + glen) = b+ by s,
x—rXp
prin urmare, lim (f (@) + glz)) = b + b
a-+xg
Teorema 7. Daci [ si g an in punctul z, respectiv limitele [, g
I, (finite sau infinite) si daca produsul [/, are sens, atunci functia [y

are limita in 2, si: De exemplu: lm (528 +32° —72 + 1) = 5(—2)* 4+ 3(—2° —7(—2) +1 = 107.

x=>—2

lim f(a) - gla) = lim f{z)" < im glx) Teorema 8. Daca fsi g au in punctul xy, respectiv limitele /; si

by
x> Xty X (finitc sau infinite) si daca raportu]t are sems, atunei functia L aba
2 o
1 i i lim gla) = -t co (cazul 0+ co) limitd in 2 iz &
Cazuri exceptate: lim f(z) = 0 i lim gla) = -k oo (cazy .
- P, jvia la limit lin f(a)
Demonstratia este analogd aceleia a teoremei 6, folosind teorema relativa la iy Em f% _ ";T”‘"’( )
XN r 1 gl
L= lll a doud “![hlf 0 b
produsul i g ¢

In particular, luind n func tii egale cu [ se obtine:

lim {(f(2))* = (lim f(2))", (n natural).

Cazuri exceptate: lim g(a) = 0; (cazul {)—] .
-y X—=rio

X=+Xp

Daca glx) = ¢, avem lim g{x) = ¢, dect:
A—=+Xp

Corolar. Dacd [ are in xy limia L ( finitd sau infinitd ), atunct functio of are limitg

in Ty $ty

lim f(2) = 4+ oo st lim g(z) = 4 oo [ cazul f).

X=rXo x—Xp oo

Pentru demonstrajie se folosegte teorema relativa la limita citului a doua siruri.

Ezemple.

Il !ll:lrfl v) = ¢ llln MJ) ] daci 0#1'0
X—=Xg X0 |

1) Daca P(z) si ((x) sint doua polincame $i daca Q(z,) == 0, atunci:

lix Pla)  Pla)

(51, evident, lun of (x) = t), daci ¢ = U). ey Hni),

Y o Q12 Qlay)
wind in corolarul precedent ¢ = — 1, obtinem:
Luind in corolarul prece i i I Bl T B Sl
Lim (— [(x)) = — _hm f(a) o s
X->Xq XoENg

Deci:
gl dect: . Ple) _ Plx)

e f : — Hig)
T (@) — g(a)) = lim f(x) — lum gli) ore Q2) Q)
=30 o X=+Ap AN

Asadar: limite unet functie refronale intr-un punct x, in care numitorul nu se anus

Rezulia, de asemenea, propozifia urmitoare: leazd, se obfine inlocuind direct pe x cu x.

SN p De exewmplu
e () ==L {funt) (=) lim {f{z) — =0, p

2 I 2 = -
o s lim £ —Z = 4._.“: —i =g 4
x—1 L 4 - 4
Ezemple,
1) T e = ¢ lim 2 — s, 2) Daca xy £ (2k + 1)—' (k intreg}, avem:
=g X=X

2) Pentru crice pohnom FPlr) ave: e
T—an

T-+0n

l% i P(2) = Plr) E o (2 finit).
| s
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Intr-adevir, lim sin @ = sin Zg, I cos & == cos 2, 3= 0,

X—ag L=rig
Deut:
; 3 s ¥ g0 X
limtg z = hm = L= 1g X
E-rip X—=xp CO8 & CUs Iy

3) Dacad x, = k= (k intreg), avem:

hm ctg z== ctg 2, |
X==Xp
I

Be procedeaza ca la exemplul 2).

Asadar: lmite funcitilor 1g gt ctg, intr-un punct x, in care sint definite se objing
tnlocutnd direct pe x cu ay,

Obscrvatin

1) In punctele + oo i — oo functiile ig 5 ctg nu av limite (v. exercitiul 2 do
de sfivsitul capitolului).

2) Se poate demonstra ed functiile arctg yi arcetg su de asemenea proprietateg
de mai sus, adica lmite intr-un punct 1, se ebfine inlocuind direct pe © cu xy:

lin aretg » == arctg
B (1]

Bim. , (2 finit),

i
f a!;n:marcctg r==arcelg ¥, I y (2o finmit),

3) In ceea ce priveste punetele in care uu sini definite, functiile ig s cig nu au
bmiti, dar au lmite laterale infinite, Do exemplu:

;.Iim tgs==o0 i 51

¥

- :
7 lim tg & = —o0
| Wt N

In““ﬂdﬁwﬂ'» dacd &y =» — 31 2,< — , cos oy-»0 51 vos &y, 0, deei -
P 2 COs &y

—50; apol sin zp-=,

decis

i
hm tg &y = bm ain zy, b — = oo,
Cus Iy

Agadar, hunta la stinga a funciier iz & in— cste oo,
5

3 ' . 5 *
Pentru demonstrarea celeilalts egalitati ss foloseyts faptul ca daca rp—s 5§ >

. atund

|

€08 Zp-» 0 51 cos 1y < 0 deci

=2 — go,
COS ay
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Rezultd ¢d funclia tgz nu are limitd in ¢

Urmind o cale asemanitoare se demonstreazi si urmitoarele egalitali:

lim ctg 2 = ~ oo in ¢ty 2 = oo
a R

4) B¢ pot deronstra, de asemeneca, urmatoarele egalitati:

. ™ .
lim aretg & = — lim arctg & = —

x—=® 2 Km0

1o |3

lim arcetg z =0 lim arcetg o == l

3
k—om e -]

5. Limite de puteri

Fie w, v : E— I doud funciil si xy un punct de acumulare al lui K. Sa presu-
punem u(x) >0 pe L. Puterea u{z)?(") este deci definita.

Teorema 8. Dacd lim u(z) ==a si lim v(x) =) si daca puterea g’
XX, X%,

are sens, atunci functia u(z)**) are limitd in r, si

. ) lm ()
lim (u(z)**)).= (lim u(z))%*
X=Xy T—r Ty

Cazuri exceptate

a==0 s b =10 (cazul ()

a=1 si b= - co (cazul 1=)

a==o00 si b= 0 (cazul oo

Demonstratia se face ca pentru teoremele de la punctul precedent, folosind teo-
rema asupra limitei sivurilor de puteri:

Lm ((2,)Y,) = (lim 2, )im v
Cazurt particulare
1) Daca v(z) ==, atunci limv(z) = b, deci:

X~y
lim (u(z))? = (lim w(z))®
A=y a-ry

(cu exceptia cazului cind lim u(z) = 0 si b < 0).

ANy
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In particular

lim |/ u(z) = |/lim u{z)

X+,

2) Daca u(z) = a,e >0, atunci im u(z) = a, decis

X,
lim e{x)
lim g™ = g% »
X=X,
Ezemple,
1) Daca funchile wix) == sin # $1 v(2) = cos 2z sint definite pe (0, =), avems
lim cosx
lim (sin 2)°%% = (lim sin 2)** = 0= 0,
x—0 x—0
tim {x21)
2) lim & 4 1 = &) =z el = .

3) llm Veing & -'—l/hm {sin & = 4) &= PG == 2,

6. Limite de functii compuse

Fie L'-+F-——- R doua functii si 2= fou:FE~ R functia compusi:

h{z) = flu(z)), = = E.

Fie z, un punct de acumulare al Ini E. Si ceccetim limita funetiei compuse
fn punctul z;. Teorema urmétoare reduce calenlul Hmitei functiei compuse fln(z)
in punctul 2 la cel al linitei functict f{y) in alt punct y, ce urmeaza sa fie determinat,

Teorema 9. Daca:

1) liva nl2) = yp;
oAy

ulr) == y, pentra orice z == x, din E;
3) hin fly) =13
dobi

atunci
b flu(2)) = lim /y).
A=y U=y

Demonstratie. Fie r,— a, un sir de puncte x, =, din E
are valori in F, avem w(x,) & F. Din prima ipotezi rozalta ulz,

Yn 5= Yo din F. Urmeazi, in particular,
fyn) =1, adica flu(z,))— 1.
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Deoarcce funchia u

Vs e dar din cea
de-a doua ipoteza, u{x,) == y,. Notind y, = u(z,), am oblinat un :;u‘ o= iy de puncte
¢t i, este punci de acumulave al muodtimil
F 51 deci limita din ipoteza a treia este justificata. Conform acestei ipoteze avem

" Recapitulind, pentru orice sir z,~ %, de puncte z, ¥ %, din-£ avem f(ulr ) e
|ceasta inscamni ci:

Him f(u(x)) = L ==Jim f(y).
Xmry s
Observatie In aplicalii, teorema precedentd se foloseste in urmatourca
forma srhemdtxmm | - o
a) Se neteazd y == u(r); functia compusd flulx)} se serie atuner )“y:\. B
h'] ‘-’w smhllc;stt, punctul y, astfel incit daci & — 2y (si & 3= @), atunci g =g (9

!

'y#r‘;m‘*u- caleuleaza limita functiei f(y) in noul punct y,. Liunita obtinnti este in ace-
lasi timp limita functiei initiale f{n{a)} in punctal initial @
lim f{u(z)) = hm{ ().
f XrXo
:E;‘;B!ﬂ.plﬂ.

1} lim sin ez = 0 g lim cos xz = 1.
x—0 x—-+0
jntr-adevar, notmd y = wr, chservim cd dacd 2 > 0, atunci y —» 0 81 deci sin 2z = sin g >0
jar cO8 &L == CO5 Y —> :
a) lim ¢os (@ — 7} == lim cos.y = 1.

x=T 7y—0
Si notim 3 = r—7. Daca z-» 7, atunci y-» 10, deei cos y -» 1.
3)limln{l —z) =limlny = —co.
x/1 /AN
1
&) lime @~ = lim eV = ce.
x—rl 1y—re0 i
Intr-adevir, notind y = —————, observam ca daci ¥ -— 1, atunci y -—>oc.
(1 —az)®
—_ “\-0 -
iy R
: T— ) w
5) limln |l -+ ._.___.‘?) = 1, 2yzE0.
A>Xp &y
intr-adevar, notinil 5 = T Ghservaim e dacl @ > g {5105k atunci y — 0 (si y=£0)
1 50 1

deci (1 -+ y) ¥ —se; motind acum 3 == (1 -y} ¥, observam ei daca gy -» 0 (si y=£0) atunci z-»¢,
(i s ¢), decilnz —Ine =1,
Asadar, reeapitulind,

=

Xo

. ‘70 _x“4_ . & g — Linkiz =
llmln‘i + =lim In {1 + y} = limInz

o

s X . o
Se observi cd in acest exemplu s-a aplicat de doud ori succesiv teorcma de trecerce la Hmitd
in functii compuse.

§ 15. Cazuri exceptate la operatiiie cu limite de functii

Regulile stabilite in paragraful precedent pentru operatiile eu limite de funetii
nu se pot aplica in cazurile exceptate, cind oper atiile cu aceste limile nu au sens ca-

a oo o
zuri desemnate prin: co—oo, ) -0, — 3 ;, ?, 1%, oo
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Pentru a puiea stabili daci in aceste cazuri existd limita, trebuie intreprins up
studiu direct asupra functiilor.

Pentru funetiile elementare se procedeazd, in esentdt, astfel:

Pentru o caleula limita unei funetii intr-un punct ay, se inloculeste argumenty]

9, Limitele functiilor rationale fn punctele 4~ co §i — oo

Plz)

Unei functii rationale —— nu i se poate aplica regula limitei citului pentru cal-
z cu Z,;daci se obiine un numir bine determinat (finit sau inlinit), acest numir este Qe
limita funectiei in ap. Dacd se ajunge la una din operafiile fdrd sens, uncort se fac any.
mite transformdri pentru a obfine o funcfie egald cu cea inifiald (in punctele = =& ),
astfel incit, inlocuind in noua funciie pe © cu  x, sd nu mar ajungem la o operatie farg
sens, cf lo wn nwmdr bine determinat; acest numdr este imila funcpiet in ay Alteori ge

=, im (1 4 g)l= =,
x>0

A . A . o0
cularea limitei in punctele oo §i — oo, deoarece in aceste puncte sintem in cazul =

41 = d v e Had L 4
De exemplu:dacd flz) = 3’_}+ , avem Hm (@ - 1) == oo i lim (2% — 1) == o0,

zs—1 Ao Ao

sinz

folosesc anumite limite fundamentale ca: im Fie funetia rationald:
-0 x
Pz I L o S o L ; 5 v

o R e ey i (6 =20, by == 0).

Q) o bipam™ - by g2t 4 o+ bz By

1. Limitele pclinoamelor in punctele + oo §i — co Pentru caleulul limitei in punctul oo sau — oo avem regulile urmitoare:

S-a ardtat c lim 2" == oo 1 hm 2" == (~— oo)" si, deci, dacad a =£ 0, lim ax® == ace 1) Dacd gradul numdrdtorului este mai mic decit gradul numitorului, n <m, linita
X—-00 X—r—as X0 K

i li el rattonale in punctul co sat — oo este 0
st im az™ = a(— oco}”. funciiet vaf p

K-r—a00
De exemplu: 11_1’1;3 '2:oo,ii+r:1m(-—m)=—-—oo. i P|x) =il T P(m% - .
Ins3, de exemplu, pentru polinormnul P(z) = 32% —~ z nu putem aplica regula limitei sumei, e Q(2) | e Qi)

deoareee in punctul @y == co sintem in cazul co =—— oco.

Pentru demonstratie, se fmpart atit numdérdtersl eit i vamitorul cu 2% (expo-
pentul 7 fiind cel mai mic dintre gradele celor doud polincame) si se obtine:

Pentru calculul himitei unui polinom in punctele co sau — oo-avem- regula- urini-
| toare:

| Pentru orice polinom:

| P(x) = apa™ -+ ap @™t 4 .. ayz - agla = 0),
avem:

1 1
a e T
o T bl i
Q(.’L’) b.‘n‘,cm«-n E}, R 60 _L.
£

! lim P(z) = a, co lim P(z) = ay(~—oc0)* |.
] r——00 .

Termenii care contin pe — au limita 0. Numiritorul are deci limita g, iar numi-
A

Asadar, limita unut polinom in punctul co sau — oo este egald cu limita termenulu torul are limita infinita.

|
L i FE "
. de ce‘l mat inall grad. tezultd o3 !(1:] v Thaidaa, .
Intr-adeviir, scotind in Pz facltor comun pe z", se obfine: )
' 4 1 1 1 De exemplu:
Il | Plagy= g® {a,, + By — A s o By ——— G ——).
| * =l an
| ; . lim 32° — 2z + 1
' Se observii ci factoril din parantezi care contin pe z la numitor au limita 0 in Py T el 0,

li punctul oo sau — oo, deci limita parantezei este a,. Atunci:

9 w 2 Voo e = 5.
2 Dacd gradul numirdtorului este egal cu gradul mwnitorului, n = m. atunci li-

lmta' ]‘un.c)ne; ratronale in punciul oo sau — oo este egald cu raportul cogficteniilor ter-
menilor de cel mai inalt grad:

lim P{z) = lim 2" lim{g, 4 ...) == a,00.
X—-an X-+to X—+oo

La fel se caleuleazid limita in punctul —eo.

De exemplu:

| ling [~ 52% - 3a? — 7} = — 5 oo == — 00}

N—roo . P €X ay, - i Pla) 2
‘. lim [—32% + 20 —1) = —3—e0)0 =0 lim 242 9 1 im 26 _
! A-r— 00 i Q(l) by Kmre- g (’“(”""J b'n.
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Pentru demenstratie, se impart si numiritorul si numitorul cu 2" si se obtine: fn acest eaz, se face un studiu direct al functiei rationale.

¢ o
1 1 * 1) Daca Plag) 55 0 si Q{ag) = 0, functia rationala {:{A are in punctul r, limite la-
ay Ay — + e g ~— Oir)

... . = L8 (z = 0). urﬁh' infinite, dar, eventual, diferite. Dacd ap este ridacina de ordin par a numi-
1
Q) by A by k3 e wne by — : orului @, limitele Iaterale sint egale.
xT & j

T

Numiritorul are limita ,, iar numitorul are limita b, deci functia rationald are Ezemple.

o I -
lmta (}ﬁ 1) llm E = 00, ]lm e ;. = 003
n x70  a? xN0 w?
De ecxemplur .
228 w5 4 7 2 deci:
im - r— = — 23 : -
A . WS e lim = = oo
~»0) xT
e — 2t 4 3 —17 x
Hm == i
OF £y 3 19 3 1 2
x-r—oo Bt = Lp 4 2 8 9 lim Sa® + 2z = o, lim Jad 4 22 _—
xA-3 w43 N—-3 243

3) Dacd gradul numéirdtorului este mai mare decit gradul numitorulur, n > m,

funcfia rationali are in punctul co sau — oo limitd infinild, i anumne: Deovarece limitele laterale sint diferite, functia nu are limitd in —3.

a—1 : a—1

3) lim = lim = — 00.
litn Ji“—: = ?il si lim e = 23’— ) ]\./‘ -5 {4+ 5)* =\n-5 (x4 5)*
o Bk .. i " 2) Daca P(zg) = 0 si Q(ay) = 0, polinoamele P si Q se scriu:

Numiiritorul si numitorul se impart cu 2™ (m fiind cel mat mic dintre gradele
numarviatoruluw $1 numitorulul) §i se obtine:

Pla) = (v — @) Py(2) 5i Q(a) = (& — z0) Qs(a).

Prin urmare, peniru @ == 2, prin simplificare cu z — 2, obtinem:

1

TP =T e L e g e Pl P {1")
= ar 0). T o
= -1 -, (@0) Q) Qe

bm+"m-1“‘ e bu s . P (.’!'] N i
x am Daca funetia QW-’( ; are limita in punctul x,, atunei:
X
2 K . LS 1
Limita numitorului este b, hmita numiritorului in punctul oo este a,00, 1ar
in punctul —co este a, {—cc)™™, de unde rezultd cit limita functici rationale este

data de egalititile de mai suos,

fim 2 o g 212,
xmy Q) xx, GhlT)

. N A i R 20 i L “tul
 Bya 9 Problema revine, deci, la cercetarea limitei funciiei = in punctul .
De excmplu: lim-- = ——— 00 = — o0, Wz
N2 00 S 2
Bat — 2y + 4 v - 3 ;
lim %——-,—~—--‘-'-:--+-=-{—ac)""=——--d—(—-oo}=oo. ] Ea:emple.
v—o0 — 2t 3§ — 2 2

P{:ﬂ z? ——aa + 6
o) a0,

1) Fie flz) = . Si studiem limita acestei functii in punctul 3.

3. Limitele functiilor rationale in punctele Se observi ca P{3) = 0 «i Q(3) == 0; deci pentru == 3 avem:

in care se anuleazd numitorul

r— 2
fle) = o
i
Fie 22 o functie rationald si st in care se anuleaza numitorul Ep
i o) o funciie rationald si z, un punct in care se ¢ az h b G womansi
Q(-ID) dee O. ) ) lim 'T_”._ ‘).l"_“—l:-g = it ‘l’}-""'?_ - _1‘_.
Deoarece lim (ia) = Qay) = 0, nu se poate aplica vegula lmitei citulul, o S s el

iy
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Plx) - 4 x—2

Ol e
observi via P(—2) =0+ Q (~—

9) Tie flz) =

. Sa studiem limita acestel funetii

2} = 0; deci pentru z = — 2 avem:

Fld) = (@ 4+ 2) (2 —1) - zr—1
(z + 2)3 (@ +2)?
$1, prin urinaret
T R we
i . . = = oo,
x>—2 (R 2P s (2 4 2)°
il P(z) 3x —
3} Fie flu) = (( —E—-—ji;. Avem P(1) = 0 si Q{1) = 0, deci, pentru 21,
J I —
3z —3 3
(z~—1} =—1
Atupei;
lim E’E-::—'i == lim - SE —O0

zAl (s —1)?  afstz—1

. Bx—3 .
Iim ——— =lim
xAL{z—1)7 a1tz —1

Asadar, funciia consideratd nu ave limitd in punctul 1.
Pla) =a—52°+ 35+ 9
Ofx) ab — ha* — 3z - 18.
deci, pentru z==3:

4) Yie flz) =

= 0.

. Se obzerva ci P(3) =0 ¢ Q(3) = 0;

3 Pl(.v]

(2= 3) (2% — 22 —3) 22 — 23 —
flo}) =~ ST =
[z —3) {a® — & —6) &t ——6
dar: P (3) = 0 si Q4(3) = 0; deci, pentra 2 =£3;
Py(a) {1:-——3}(:—'—1) J:-!—i
Qe (e—3) z+2) @+2
Atupeit
% == d2* -} 32 4 9 . 4
lim = hm - ==
x—+3 ad——bz® — 3z - 18 x>3z -2 5
in 0
4. Limitele unor functii cazul o
1) iy B0 ey ,» (@ masurat in radiamy),
a-r0 L
Deoarece z este miasurat in radiani, pentru — — < @ < — avem |sin 7] <

<L gl Dacd, in plas, o550, alunei sin 2 ‘# U; xmpar;md cu | sin | in incgali-

tatile precedente, obfinem:
| 2| 1

lsinz| ~jcosa |
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in punctul — 2, §,

2] <

te | 3

entru —
Dar, p

“

] 7 - =] z
sin @ au acelasi semn, deel ——— = —
' [sin z | sin @
T 1
1<
Tsina cos T

| deci:

sin @
1>_m~—»/,cosm
T

de unde:
gin z

—1g—

Adunind 1 cu toti membrii, se obtine:

&L — €08 T

deci:

sin sin @
':—'1]:.:1—- L1 —cosa.
i &€

Dar:

lim (1 — cos a) = 0.
x—=0

Aplicind criteriul majordrii rezulti:

Y DB e

-0 T

radiani, atunci:
sinz siny w siny
" 180 180 y

' Baci 2y 0, 2,,7= 0, atunci Yn = 1% Tn-» 0 81 yp==0, deci sin_yn

: 0 Yn
~ adicds

lim sin - _‘f_
-0 180

- Mnaliza matematici arcele sint masurate in radiani.
2° Avem de asemeneat

lim : = 10
x—0sin z
lutr-adevar, pentru x50
z 1

sin 2 sin a

® :
< < — avem cos ¢ >0, deci | cos « | = cos x. De asemenen

. Inegalitatile precedente se seriu:

~» 1, de unde BA

Observatii. 1° Dacid « este misurat in grade si daca y cste misura aceluissi are In

Alegerea radianului ca unitate de misurd a arcelor prezintd deci avantajul eit la caleulul
unor limite se obfine un rezultat mai simplu. Acesta este unul dintre motivele pentru eare in



Se trece apoi la limita,

2) Dacd lim u{z) = O §i dacd u(z) 5= 0 pentru x 5= x,, atunci

L=y

timn sin u(x) -

a-rm,  U{Q)

Intr-adeviir, notind y = u(2), observiim ci dacii 2 — 2 (51 # == a,), atunel y~(

(si y==0), deci:

i sin u(x) — sin ¥ awid
xem, () =0 Y

®

Din aceastd formuld deducem, in particular:

lim 22252 | (3 - ),

0 Bz ]

Intr-adevair, daci o.= 0, avem sinaz==0 sl egalitatea este verificaid,
i Daca a5 0, avem

sin zx 2  sin oz

B & aT

si se aplicd formula precedentdi pentru w{z) = ax:

. sin o & 4. Sin o o
Im——=— lim =
x—0 Bz B w0 ok £}

g aw __

| 3) lim

X} {31—

{ntr-adeviir:

limecosar = limcosy =1

x-rld y=U
deci:
R T 1 . sin or g R
lim —— == lim = = fim lim——— = =~ 1= —.
s B s Ha cosa® 0 BT y—ocOs o B 3

5. ‘Limitele unor functii in cazul 1=

I Daca tim u{z) = 0 gt dacd wiz) 5= 0 pentru == v, atunci
it | A=l .
y- —
lim (i + u(z-)] 0 (S
NPy

Tntr-adeviir, notam y ='u(a) si vbservim ci dach 2 — , (z 7= ;). atunci y =0
6 v+ Y deci:

! 1
lim (1 + w(@))"® = Lm (1 4 y}¥ = e.
E y—0
De exemplu 1
1 1 &
— Ve -
lim{'l e ¥ =e; lim {1 - ‘E/“ - 1]t = e; lim (1 —a) = e,
i &1 -0

Uneori, cind se ajunge la cazul 1%, se foloseste limita de mai sus,
Ezemplu.

R S N e AV

X1

2 2 — 2 kT 242
Dar, lim ['f s ) = ¢ {deoarcce lim ——7- = 0) &i lim (—— i ] = — g

X0 a4 1 e 1o ] LE0G

IR
deci lim [#____} P B
1

x—»o0 |

Recapitularea unor limite importante
L Polinoame :

e i
{lim Pla) = Plag) |
x-r00 I

, (2 finit).

lim {gp2" 4 dpey @Y 4+ @ b oay) = an (4 ) l
x—rdoo H

II. Funetii rationale:

‘1}mm¢&%mm

0, daci n<<m
. o 2 [ &
fim Ana™ - dpoy T 4 L o 0@ gy _ ) = daci n=m
' x>t by TR+ by a7 4 L 4w by .

28 . (Foo)*™™, dacd n>m
bn

U [ -



Ifl. Functia radicsl:

definitia limitei noei functii intr-un punct, si se demonsireze edt

lim W—’;} == [’V}; y (.’I‘o fimt) 1} ;\]\!i(\ind
XX, :

- s b) im g e e
8% Zewa 87 A R Bl
S T o — | .
bl 5 =56 lim Y D — 00 ! - P ) firo 222 + =z + 523.
4 ’ | oo } > v
Ty ! xrr=-20 i c) ]\T_11 (@ — 1) - x—w Ja*—2z+1 3
72—z +1
. BT s f) lim ———— = 0}
) 4 . 1 f e) limo ;—:“—_z—; = (_: ) T—23 !
Hm = oo 11]]1-—--—-;-—-—-—:-—05 L o — @ A x>0
: Lol ey 3 Ind # a - ;
:\\OV & 20 l R et . il k) lim 2ﬂf3 o+ —
E.‘ 1-_1m ; = ’ xr~m gF -8

IV. Functia expouentiali:

9) Si se arate ed fonctiiles

I'l"-l') = gin @; falx) = cos a; fylr) = tg o} fyl@) = ctg = nu au limita in punc’ml 0o,

lim % = e ’l, (@, finit san infinit).
2500

i 1 S ; i itoa a limita in
3) Utilizind rezuliatele din § 13, or. 2, si se cereeteze dacd funegiile urmiteare o

punciele specificate:

In particular:

)
o .
i : 1 : a) fix) = in punctul 2 = —7;
lim *=0 lim ¢ = oo ! ) f -y
S x-r00 l )
: o b) fir) = ?_in punetul 2 = —1 s in punetul 7 =1;

V. Functia logaritmici: 2% —1

e) fiz) = -_--_--——!—-———}n punctul @ = 2 si in punctul

(7 - 2) (@ — 6z +9)

-
= iy

imlnz=1Inz [, (0<a, < co)

>,

S

i limer=—0co | d) f{x) = e* in punctul z = 0;

|
-0 : ! R

V1. Fanall draolie ¢ f{r) = —-—»-lTin punctul z = 8;
+ Fonetii circu .

§ o gR°
limsing==sinag, | | limcosz=rcosa, |, (2, finit) 1
X | x>ty f) (fla) = e in punctul & == &3
§Z —
l ii?:otg €T = 13 ﬂ':(}g t ¥ [TO ﬁ]’l{t. .’I‘D ri (2;&' + 1) “é:-]- =) f(m} o f in punetele =10 5‘;{ I N B
& —a
‘ ‘ m etgz=-ctgz, |, (x finit, g, = k=). 1
-ty T
h) flz) = ¢¥*! fo punctul 7 — =
+
VII. Alte limite:
® <~ 8in -1
| y z
| . i i) fla) = — ~“~in punctul 2 — 0,
i l B g | lunsu;am:% , (B==0) ) flx) = in p
ol x0T a0 Pz : T
l $ 4) Considerind radacinile ecuatiei ar? — 6o ~= 3 == 0, ca funetii de a, 83 se stabileased daclt aceste
i ridacint au limili fo punetol a == 0,
‘ 11" 1 ] 5) Notind en [2] partea intreagd a numiarului at
| mglllm [1"]-‘;] = ¢ Bm 1 4+ z) (- ! g ndaci nLae<<n41
x>0 | . —qn daci —n<{2 < —n 1

7 p—




sl se cerceteze dack functiile urmatoare au limitd in punctele specificate; f) lim #5244 1y j')r}iﬁ a? == w2 g~ ),
a) fix) == [«] in punctul o = 2; WA ? P
b} f(x) =[—x] in punctul & = —2; k) lim &+ %92 3 Bin (1) +x2+9x ;
T—r—a x|\ 3
(_1}!1!}-&2 S B
e) fla) = i = in punctul z = 2, m) lim {9‘04)2‘-!’"”‘ n) lim az"F3% 7T (0 = g = 1),
) x—>—00 x——oo
; 6) Aplicind eriteriile din § 14 nr. 2, sa ss caleuleze limitele urmatoarer Utilizind rezultatele din § 15, sd se caleuleze limitele urmitoare:
1 . ik . 13y= - 1 & 2 W
i 5 E'_’,};“”‘ P b) :i,‘i' @ [cos ;) » > 0); 10) Ltlxliﬂ:l.’ta-— 1323 + 622 - 1); b;x_l_:f: (— > b e Ba® — G - 7 );
E 1 ¢) lim (32% — 20 27 4+ = — 19); d) lim (v 4= 1327 — 207);
i x? sin Y — s st
i ¢) him —— % d) im T2 (2> 0, B> 0); B
' R Mo ) RE BURES N i L= ) (22 4 3) o a1 (1 —3a)
! 2 e} lim iy f) lim T L
| e) lim (2¢* 4 2 4 §); f) lim (a3 4+ 2 + 1); X0 Sat — 2 B I S
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43) [ie ifunctiag

fla) = = V "'” - Ji'l — .

(I
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Capitolul
AV

Functii continue

In capitolul precedent s-a studiat comportarea unei functii f: E— R in jurul
unui punct de acumulare 2, al lui £. Punctul 2, nu apartine in mod necesar lui E,
si chiar dacli x, € E, valoarea f(z,) a lui f in 2, nu se ia in consideratie.

In acest capitol se studiazi comportarea funciiei / nu numai in jurul lui ,, dar
si in punctul a,; anume, se compari valoarea functiei in 2, cu valorile sale in punc-
tele din jurul lui 2, Pentrn aceasta este necesar ca functia f sa fie definitd i in z,,
adicd 2, € L.

Probleina care se pune acum se poate formula astiel: si se cerceteze daci atunci
eind x se apropic de 2y, f{x) se apropie de f(z,). Mai precis: luind siruri 2, - x, for-
mate din puncte (nu neapirat diferite de z,) din E, s se cerceteze daca sirul f{(z))
al valorilor funetiei are ea limita chiar valoarea f(z,).

Si observiim c@t in aceastd ultimd formulare, problema are sens chiar dacad g,
nu este punct de acumulare al lui E (dar apartine lui E). Intr-adevir daci z, € E,
exisia totdeauna giruri @, — 2, formate din puncte din E, anume sirurile constante,
&, = &y, incepind de la un apumit rang; iar dacad z, nu este punct de acumulare
al lui 1Y, acestea sint singurele siruri de puncte din E convergente citre z, Pentra
astfel de sirurt avem totdeauna f{z,) - f{z,) deoarece f(z,) == f(a,), incepind de la un
anumit rang. Asadar, comportarea functiei in puncte 2, € E care nu sint puncte de
acumulare ale lui /7 nu necesiti un studiu special.

Ramine de studiat comportarea functiei numai in puncte z, € IX care sint puncte
de acumulare ale lui E.

De aceea, in tot restul manualului vom considera doar functii f: £ — R definite
pe multimi /¥ formale numai din puncte de acumulare, fard a mai face de fiecare data
aceastd specificare. Astfel de muliimi E sint, de exemplu, reuniunile de intervale
nereduse la un punct.

§ 16. Definitia continuitatii

1. Analiza unui exemplu

In limbajul obisnuit, a spune cit o linie curbii este continud” inseamnii a spune
cii ea nu «re intreruperi. Daci intr-un punci curba se intrerupe spunem cdi in acest
punct ea nu este continuid sau cid este ,discontinud’,
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Tn particnlar, curba poate fi graficul unei functii. Se pune atunci prohlema si
vedem la ee revine pentru [unclie aceastd proprictate intuiliva de ,eontinuitate” a
graficului siw. Pentru aceasta, si considerim mai intii un exernplu simplu,

Fie [ functia definita pe intervalul [0, 3] in modul urmitor:
2z, dacd 0L 2 £ 1
1, dacd 1 <<z <C2

f(z) =
2 , daeli =24

1,daci 2 <3

Graficul acestei funetii este trasat in figura 54.
Observiim ci acest grafie se fntrerupe in dreptul absciselor 1 gi 2 din domeniul

A

; S i, s Load §
de. definitie al funetici. Sa consideriim punctul P[?, IJ in acest punct curba nu se

: - 8 o oo 4 . i
intrerupe, este continud. Si caleulam limita funetier in punc!nl_—' . In jurnl punctului

i fpentru 0 < o < 1) avem f(a) = 22, deci lim f(z) = lim 2a=1,
9

1
= X x—=

3

| =

A X 1
Din modunl in care a fost definitd functia f rezultd ca valoarea sa in punctul —

g 3 g

flos
| = 4
J

; {1
este de asemenca i, f{-

ol
\ =

. - h T T sk % ap s
Asadar, functia are limitd in punciul — si limita este egald cu valoarea funcfier in

acest punict:

, 4 1
Im f(a) = f (-)
! 2
x -
Alifel spus, pentru a caleula limita functiei in punetul —, putem inlocui direct

. 1
in funclie pe & cu—.
: Bl
Daca luzam alt punct dé pe grafic, de abscisa a,, In care curba nu se intrerupe (este
continud ), va rezulta in mod analog ed functia are limitd in punctul z, st limita
este vgald cu valoarea funcliev in acest punct: )
) ) Fig. 54

lim f(x) = f(ag). zY

x—y

Altfel spus, dacd intr-un punct de abscisd 2, 2

graficul nu se intrerupe, atunci limita  funcliel

g

in punctul a, se obtine inlocuind direct in funciie P

I

-

Pé ® ol W

Si vedem ece se intlmpli in punctul de

1%

M_.........._i\__._
e

Wi

abscisi 1, in care curba se intrerupe. de observa g

1

o

cd linita la stinga este 2, iar limita de dreapta
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este 1. Intr-adevar:

fl--0 =1Ilm f(z) =lm 2 2=2;

&1 X1
f(1 4+ 0) =lim f{z) = lim 1 = 1.
N1 x—1

Asadar, f(1 — 0) =& f(1 4 0), deci functia nu are limitd in punctul 1.

In punctul de abscisa 2, in care curba de asemenea se intrerupe, limitele la stinga
si la dreapta sint egale, f(2—0) =1, f{(2-0)=1, deci functia are limita 1 in
punctul 2:

m f(z) = 1.

x—2
Observim insd ci f{2) = 2, deei limite in punciul 2 existd, dar este diferitd de
valoarca [(2)a funciiet in acest punct,

Asadar, pentru ca graficul si fie continuu intr-un punct de abseisi z,, nu este sufi-
cientd numai existenta limilel funciiei in punctul z,; in plus aceastd [imitd trebuie sd
fie egald cu valoarea functiet in punciul .

2. Definitia continuititii unei functii intr-un punct

~Fie f : E~ R o funelie. Dupi eum s-a convenit in introducerea capitolului, mul-
timea £ este formati numai din puncte de acumulare.

Consideratiile de la num#rul precedent conduc la:

Definitia 1. Se spune cii functia [ este continuii intr-un punct z,
din F, dacii f are limita in 7, si daci aceasti limitd este egald cu [(r,):

lim £(@) = f(a).

Aceastd egalitate se serie:

lm f(z) = f(lim @) |

X+, Xy

ceea ce se poate formula in mod sugestiv spunind e ,,0 funciie continuit comutit cu

TR L S . = -
limita®™ Dupi eum se va vedea mai departe, proprictatea de comutare are loe si dach

se inlocuieste « cu anumite funetii u(x) (v. continuitatea [unctiilor compuse).

Deoarece limita nnei funetii se defineste cu ajutorul sirurilor, continuitatea se poate
de asemenea delini cu ajutorul sirurilor:

. .

Teorema 1. Functia f este continui in punctul 2, = F daci si numai

daed pentru orice sir x, — a;, de puncte din /7 avem [(z,) — [lr,).
Demonstratie. Ilgalitatea lim f{x) = f(x,) are loc dacii si numai dac pentru orice
=AY

g
$it &n — o format din puncte 2, == 2, din E avem f{a,) — f{w,).
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Dar, deoarece f(z,) este limita sirului (f{#,)), o pavte din termenii f(z,) (3au chiar
toti) pot fi egali en limita f{z,) ceea ce Inseamnit ot o parte din termenti 7, (fau chiar
toti) pot fi egali eu &, astfel incit restrictia x, 5= 7, este superflui.

Teorema este astiel demonsirati.

Daca functia f nu este continuid intr-un punct =, din dameniul ei de definifie E,
se spune ci este disconiinud in punctul s, Dupi cum rezullit gi din exeraplul de
la nr. 1, o functie [ este discontinuit in «,, fie in eazul cind funetia nu are limita
in 7, lie in cazul eind, desi functia f ave limita in @, lmita este diferitd de valoa-
rea [(7,) a functiei in acest punet.

Observatie importantia. Pentru a stabili dach o funciia este conti-
nud sau discontinud intr-un puncht m,, trebuie i compariim limita funetiel in pune-
tal 2, cu valoarea f(zp)a functiei in acest punct. Pentra aceasta trebuie ca f si fie
delinita in ,, adicd punctul x, sd aparjind domeniului de definifie al funcfiei f.

¥

In punctele in care functia nu este definitd nu are sens sid se pund problema cons
tinuildfic saw discontinuitdfii.

Astfel, funetia f(2) = tg & nu este definitd in punciul = = -

13
z

. asa incit nu trebuie. spus

. S g ke 1 . v ¥
niei ¢ este cantinui, nici cd este disecontinui in punctul =3 problema  continuitatii sau discen-
P

tinuititii in acest punct, pur $i simplu nu are sens.
Tot astfel, pentra functia f{z) = log,x nu are sens si ge spunit oi ezte discontinud im pumne-
tul 0 sau in punctul —3, deoarece nu este definitd in acesta puncte, :

P[_‘E} este raportul a douda funetii P 51 @ g1 dacd =z, este o

Q(x) '

ridacind a mumitorului, Q(xy) = 0, funetia nu este definitd in «;, deci nu are cens sd so puna

De asemeneca, dacd fix) =

problema continnitaii san discontinuitdtii in acest punct, chiar doci functia are limitd in ;.
Y sin & P .
Be exemplu, funciia f(x) = —= pu este definitd in punctul 0, deosrece numitorul &s
x

. s IR . #ina .
anuleazd in aeest punct. Funciia are insi limitd in punectul 0, lim --m == 1, Totusi, nu vom
x>0

spune ci fumctia este discontinui in punectul 0.
Observatie. Notiunea precisi de continuitate a functiilor a fost degajaiic din notiu-

wea intuitiva de neintrerupere a curbelor, dar aceste doud notiuni nu gint in folul echivalente,

Astfel, graficul funecjiei tg @ se intrerupe in dreptul punctului% , dar au spunem ci ig 2 este

discontinu in — (deoarece nu sste definitd in acest punct).
2

Pe de alta parte, existd umnele functii cirera nu le putem trasa graficul, dar le putem apliea
definitia cemtinuitafii, astfel ineit in acest caz pu mai putem compara notiunea de continuitate
a functiei cu cea de neintrerupere a graficului, Be exemplu, funciia:

& pentzu 2. irational

fia) = {0 pentzu @ rafionsl

[

este continui in 0 (deoareee lim fiz) =8 gi.f{8) = 0), dar nu~i putem trasa graficul ca i putem
st

esnsiata ca mu se intrerupe in 6LIgine.
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Continuitatea unei functii pe o multime

Definitia 2. Se spune ¢i o lunctie [/ : [\ — I este continna pe ¢

multime A4 C £ dacit este continui in liecare punet din 1.

Daci o functie este continuii pe tot domeniul ei de definitic E. se spune, maj
simplu, ci este continua (fard alta specificare asupra multimii pe care are aceasty

proprietate).
Funcfiile elementare sint continue:
1) Dacia P(z) este un polinom, avem
Hm Pz) = P(%,), (7, € ).
XX,

w Pz ; F y
2) Dacd f(x) = b—;% este o funclie rationala si daca Q(x,) == 0, avem:

. Plx Pixy)
Ihn 1———(- . TR
xx, i) g}
" - S =S Vot R i 1_
3) lim ")/ a ,./.10, (g =0 si him el y— ( =>10).
X=Xy KXy | = | Y
lim Yz =" 1, (xp € R) ¢ i el -~ )
i Va=""Y g (3 € R) §i im 0070 = S0, (i == 0);
K=m Xy X2y j A [
FAT | N s 0 ~ 0 i lm 1 1 f &
4) Him a¥ = 2%, {2y > 0,0 >0) si lim - =—, (7, >0, 2 >0).
XXy Ak, A% 20

5) lim a* = a%e, (a >0).
XNy

6) him ]ogﬂ o= log, 25, (a 0 ok L @ > n}.

XXy

. — : .
7) him sin @ == sin @, lim cos o = cos a,, (3, 1)
X=X, X1,

]:": te T = tg Ty, (T F= {2k 4 1) :) , It intreg),
lim clg o = ctg x, (2, == km, k intveg).
wx,

< . . £ a8
8) lim arcsin @ == aresin 2, si lim arccos o = arccos oy, (—1 L 7y < 1)

\
X=ry Xaa

lim aretg @ = arctg x, si lim arcetg o = arccty a,, (2, € R).

T+ CARE

_A!;'adm-, polinoamele, functitle rationale, functia radical, functia ‘putere, functia expo-
nentiald, functia logaritmicd, funcfiile circulare directe i funcliite circulare veciproce sint
continue (pe ot domeniul lor de definitie}.

Se va vedea mai departe ci si celelalte funetii elementare (care se obtin din cele
precedente prin operatii algebrice, operatia de compunere si operatia de inversare) sint
de asemenea continue,
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§ 17. Operatii cu functii continue

Deoavece delinitia continuitatii este bazati pe limite de functii, o seriz de pro-

prietati ale limitelor de funetii se regiisese la funetile continte,

1. Operatii algebrice

Teorema 1. Daei [, g:FE — I sint doud funetii continue, atunci

¥ e g ) )
functiile [+ g, [— g of (= real), [g i - sint de aseinenea continue.
=}

Demonstratie. [ie 2, un punct oarecare din E. Deoarece f si g sint continue pe B,

sint in particular continue in a,, deci:

lim f{a) = flag) si lim gla) = gz
Xy XX

Atuneci:

lim (f{z) + gl@)) = lim f(2) - lim alx) = flzg) + glao)s
X=Xy

£ 20 a0
Cum z, a fost ales arbitrar in E, rezultii ci [ -+ g este

deci f -+ g este continudt in &,
adicd [ -+ g este continud pe I

continud in orice punct din £,

La fol se arata ca functiile f— g, of si fg sint continue pe E, si ef funectin =~

| g, ; "

o
este continui pe multimea punctelor z & E in care g(z) == 0.

Prin inductie completd se aratd ci dacd fj, fu - [ sint functii continue pe E,

. | o X A g . . A
atunci suma fy -+ fo 4t fa $ produsul fifs... f, sint de asemeneca continue pe E.

Eaemple.

1) flz) =& - cos 2 - {227 - 3) este continud pe R, ca sumi a trei funetii eontinue, e*,

coax si polinomul 972 4 8.

2) flz) = V:;a-"sin:c este continud pe [0, oo] ca produs a trei functii continue pe [0, o).

3) flay sieste continuia pe IN{0} ea vaport a doua functii continue: funetia constantd
z i

[(@) =1 si funectia identied g{a) = &

&) flax) :rfi-t'_—_'.—_ﬁ‘lf este continui pe [0, ecl™\{l},

Vie—1

pe {0, oo}, iar numitorul se anuleazd in punetul 1,

deoarece este citul a doud functii continue

2. Continuitatea functiilor compuse

Fie £ 2 F ', R doud functii si k= [ou:E — R lunctia compusi,:

h(z) = f(u(z)), peniru & € E.
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Teorema urmitoare exprimii proprietaten functiilor continne de a comuta cqy
limitele.

Teorema 2. Fie 2, un punct de acumulare al lui /2 (nu neapirat
din E).

Daei lim u(z) = y, = F si daci [ este continui in i;,, atunei:

KX
lim f(ulz)) = fihim u(z)).

X400y X

Demonstratie. Fie 2, - 2, un sir de punete z, == 2, din E. Deoarecee ﬂim u(z) = y,,
X-PXy
avem u(z,) =1, Nolind y, = wu(z,), avem deci y, &€ F si y, —y,. Deoarece [ este
continud in y,, deducem ca f(y,) = [(y,), adici h(z,) = [(u(x,)) — fly,)-

Cum sirul {x,) a fost ales arbitrar, rezulid ¢ lim h{z) = f(y,) adica:

X2y
lim f(u(a)) = flyo) = fllim u(a)).
X%, )

Ezemplu,

Deoareece funetia In % este continui in punctul 7, =— e, avems

o Xy

— X=X, — C—X,
lim In ['1 % 2 ”""] = In lim (1 1_12] Yo e = 4,
X2, Ty >0

Teorema care urmeazi arati ei prin compunerea functiilor eontinne se obtin tot
functii continue,

Teorema 3. Dacii u este continui intr-un punct z, € £ gi dacii f
este continui in punctul corespunziitor y, = u(z,) & [, atunei functia
compusd /) == fou este continui in

Demonstratie. Intr-adevir:

lim k(z) = hm f(u(z)) = flim u(x)) = f(u(lim ) = f{ulzy)) = h{xy).

x>, E>x, LT X,

Ezxzemple.

1) f{@) = V?s"i-"i este continud pentru a2 1, fiind funetin compusd a funegiilor cons
tinue g(u) = | u si ur) = 2% -—1.

9) fla) = sin {327 —5) esto continudl pe R, deoarece functiile p(u) = sin u ¢ ulz) = 32% —5
sint continue pe }l

3) f{z) = ™*~? este continud pe R, deoarece cp{ul = % gi ufx) = 5a% — 2 sint funetii con-
tinue pe K.

&) f(a) = sin (sin & -+ |/ z) este continuid pe [0, o).
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anume z == 0.}

§ 18. Functii continue pe intervale

1. Proprietatea lui Darboux

Funetiile continue au proprietatea importantda de a transforma un intercal oarecare
(inchis sau nu, mirginit sau nemarginit) tot intr-un interval. Aceasti proprietate este
cunoscutd sub numele de proprielatea lui Darbouw.

Proprietatea lui Darboux nu este caracteristica functiilor continue. Dupit cum
sec va vedea mai departe, functiile derivate au de asemenea aceastd proprietate, firi

~ ca aceste functii sa fie in mod necesar continue.

53 observam ca un interval J este caracterizat prin aceea cii dacd J confine
doud puncte @ << {3, atunci conline toate punctele cuprinse intre « si 3, adica intregul
interval inchis [z, (3]

Teorema 1. Dacd [ este o funclie continud pe un interval [, atunci
multimea valorilor f([) este de asemenea un interval.

Conform observatiei precedente, pentru a demonstra ci mulfimea valorilor f([I)
este un interval, trebuie ariitat ¢, daci « si 2 sint doud puncte aerbitrare din f(I),
atunci foate punctele cuprinse intre « §i 2 apartin de asemenea lui f(1); adici, daea
a= f(a) i B = f(b) sint douit valori ale functiei, luate in doui puncte arbitrare a
si b din I, atunci orice numir % cuprins intre f(a) i f(b) este de asemenea valoare
a funciier, Renuntim la demonstratia destul de laborioasi, a aceslel teoreme.

Corolarul 1. Daci f este o functie continud pe un interval I $i dacd ia valori de semne
contrare in doud puncte a << b din I, atunci { ia valoarea O cel putin intr-un punct.
cuprins intre a st b,

_ Intr-adevir, functia continud f transformi intervalul [a, b] tot intr-un interval, J,
care contine nuwnerele de semne contrare fla) st f{b), deci intervalul J coniine orice
numir cuprins intre f(a) si f(b), in particular pe 0; exista deci (cel putin) un punct
t, € (o, b), astfel incit fx,) == 0 (fig. 55).

Ezemple.

1) Fie ccuatia sinz = 0. Functia f(z) = sin « este continuid pe R si f (— ——) = 1,
2
2
iar f[—:] = 1. Leuatia are deci cel putin o solufic cuprinsd intre — = i “=. (Se stie ecd
ecualia are o singura solutie intre — — si —, Fig. 55
5] a

i

&

2} Tie ecuvatia #° -+ 35% 2 = 0. Fune- ffbﬁ"‘ T

— o p—— —— —

fia f{2) = 2 -} 327 — 2 este continud pe £,

f
1
it - g €5
fiind un po]mom. Avem f{0) = —2 ¢i [{l) = I G U‘} 3
=2, dect ecuatia are cel putin o radieind | |

_ae

inre 0 5i 1. ﬂ”}l‘
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Cotolarul 2. Dacd [ este o functie continud pe un interval I st nu se anuleazi pe Pentru stabilirea semnului numéritorului se pot ronsidera valorile functiei 22— 3z 1 2

intervalul I, atunci [ pdstreaza acelagt semun pe .
Intr-adevar, dacii f ar avea valori de semne contrare in doud puncte a, b din [,
atunci [ s-ar anula cel putin intr-un punct din I, ceca ce contrazice ipoteza.

in punctele 0, sy 4, dar pentru stabilirea semnului numitorului se pot eonsidera valorile funefici

# -+ 2 in punctele —2, — — , 1.

— 3z + 2 . . : i ;
are acelagi semn in punctele in care este definitd ca 51 pro-

-+ 2

Cdusul (3F — 3 - 2) (2% 4- 2), care se anuleazd in punctele —1, 0,1, 2, rezulti ci s-ar fi putut

Aoceastd consecintii permile uneori si stabilim intervalele pe care o functie con. a2
) Decarcce funetia

tinui pistreaza acelagi semn.
Fie f o functie continud pe un interval I. Si presupunem ¢ funclia se anuleazi

o z : i e i1 ‘aleatui direct urmitorul tablou:
intr-un numdr finit de puncte din [, pe care le scriem in ordine crescitoare: al

Tyy Tgy sary Tjy Tigps eeey Tpe

in fiecare interval (z;, z;,,) functia nu se mai anuleazd, deci pastreazd acelagi

sernn pe acest interval.
La stinga lui x, functia nu se mai anuleazi, deci la stinga lui 7, funciia pastreazi 2. Continuitatea unor functii monotone
acelast semn.

De asemenea, la dreapta lui @, functia pastreazia acelasi semn. Dupa cum s-a specificat la ineeputul numdarului precedent, dacd o functie are

proprietatea lui Darboux ea nu este neapirat continua (de exemplu, funetiile derivate
~au proprietatea lui Darboux dar pot si nu fie continue). Dacid insa, pe lingd proprie-
tatea lui Darboux se adauga conditia de monotonie, atunci continuitatea este asigurati.
Asadar, pentru functii moneotone pe un interval, proprietatea lui Darboux este echiva-
lentda cu proprietatea de continuitate. In mod precis, se poate demonstra:

Pentru a stabili ce semn au toate valorile functiei in intervalul (z;, 2,,), este sufi-
cient sa stabilim semnul valorii functiei intr-un singur punct din (z;, ;).

Exzemple.

R
1) lie f(z) = —9%*2 - 3z + 2 definita pe R. Funetia se anuleazi in punctele ---é- si 2,
Teorema 2. Daci [ este o functic monotoni pe o muliime E si dacd

. ’ 1 1 _
Intervalele pe care functia pastreaza acelasi semn sint: [—OO. -— —2-]v [“— 3 2]- (2, o0). Pentru multimea valorilor [(E) este un interval, atunci f este continui pe E.

-

a stabili semnul functiei, caleuldam wvaloarea sa in cite un punct din fiecare interval. Astfel,
f(—1} = — 3, deci in primul interval functia este strict negativi; f(0) = 2, deci in al doilea
interval funetia este strict pozitivi; f(3) = —7, deci in al treilea interval functia este strict

De aici rezulta teorema de continnitate a funetiilor reciproce:

Teorema 3. Daca { este o functic strict monotoni pe un interval [,
g

negativi.
atunci reciproca sa [ este continuii.

Aceste rezultate le trecem intr-un tabloui

¥ oy _1 9 o Intr-adevir, daci notim E = f(I}, atunci aplicatia f : [ — E este bijectivd. Fune-
2 =1
tia reciprocd [ : I — [ este strict monotond, {ca si f), iar mullimea valorilor sale este
flz) p—_— 0 +4+ 0 —— 1

Lo A intervalul 1. Conform teoremei 3, functia f este continui.
Am gisit astfel un rezultat pe care-l putem obtine si aplieind regula semnului trinomuluai. E

Ezemple.

a3z 4+ 2

= @

2) Fie f(2) = definita pe R\ {—1, 0}.
1) Dacit n este natural, functia f{x) = a2 este strict crescifoare pe (nlervalul [0, co). Urmeazi
ea functia radical f(#) = /2 este continui.

2) Dacd e > 0 ¢i a=£1, functia exponentiala flr) = o™ este strict monolond pe intervalul 1.

Punctele in care se anuleazi numiritorul sint 1 si 2, iar cele in care se anuleazi numitorul
gint —1 si 0. Semnul functiei se obtine studiind semnul numaritorului si al numitorului. Formim

urmitorul tablou:

: s Q = . wpiong od .
& [ =0 1 0 1 T 0o Urmeazi ca functia logaritmied f{z) = log,e este conlinui.
2?—3r 42 + =+ + 0= O 4+ 3) Funetia fiz) = sin @ este siricl crescitoare pe intervalut [— = .._] . Urmeazi ci functia
o )
22 1 2 0 — 0 i 3 =1 . .
2 + + & Peciproci f(2) = aresin 2 ests continui.
flz) =N | — | + 0 — 0 + La fel se aratd cd gi celelalie funetii circulare reciproce arecos, arctg, arectg, sint centinue.
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Observatia de la sfirsitul § 16, relativa la continuitatea functiilor elementare
este acum pe deplin justificati: intr-adevar, operatiile algebrice, operatia de com-
punere si operatia de inversare pastreaza conlinuvitatea, iar functiile elementare se
obtin toemai aplicind uceste operatii unor funetii continue, ca: polinoamele, functiile

rationale ete. (v. § 4, nr. 3},

3. Functii continue pe un interval inchis §i marginit

Dhupa cum s-a wrdtat la or. 1, o functie continud transforma un intercal I intr-un
interval J. Trebuie subliviat insii ed, in general, intervalele | si J nu sint de acelagi tip,
De exemplu, / poate fi mirginit, iar J nemarginit; I poate fi inchis, iar J deschis say
inchis numai la o extremitate ete.

Functiile continue au insi proprietatea importantd de a transforma un interval
tnehis st mdarginit lot indr-un intercal inchis st mdrginit.

Mai precis, se poate demonstra teorema urmitoare (care va fi folositd in capi.
tolul VI, pentrn demonstrarea teoremei lui Rolle).

Teorema 4, Dacid [ este o functie continui pe intervalul inchis si
miirginit / = [¢, b], atunci multimea valorilor f(I) este de asemenea un
interval inchis sl miarginit [m, M]:

f({as b]) = [m, M]'
Din aceastd teoremi rezultit ¢i toate valorile functiel sint cuprinse intre m si M:
Lflz) L M, pentru a < 2L b

Numerele m 31 M sint de asemenea valori ale functiei, st anume m este cea mat
micé valoare, iur M este cea mat mare valoare a functiei; exista deci cel putin un punct
&, & [a, b] in care funetia 1a cea mal mici valoare m:

flzn) =m
si cel putin un punet xy &€ [a, b] in care functia ia cea mai mare valoare M:
Flaw) = M.

Observatpii 1% Nu trebuie si se ereadid cii funetia f transformi neapiirat extremitiifile
intervalului [a, 6] in extremitiatile intervalului {m, M), Cea mai mica valoare m §i cea mai mare
valeare M pot {i luate in punecte din interiorul intervalului [a, b].

De exemplu, pentru funedia f{z) == sin @ definitii pe intervalul (0, 2r), cea mai mici valoare

¢

Lo - . T
este —1 == sin - lar cea mai mare valoare este 1 == sin —.
™ 0
97, Dacid [ este definitd pe un interval eare nu ecste fnchis (sau care nu este marginit),
atunei este posibil ca [ si nu aibd o cea mal micd valoare sau o cea mai mare valoare.
De exempin, tuunetia () = a definitd pe intervalul deschis (0, 1) nu are o valoare care si
fie mai micd decit toate celelalte valori ale sale i, de asemenea, nu are o valoare mai mare decit

toate valorile sale.
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- d) f(a) ={e“.

Exercitii

1) Aplicind direct definitia continuitifii intr-un punct §i pe o mulfime, si so arate ci urmi-
toarcle funetii sint continue (precizind si mulfimile pe carc sint continue):

a) fla) = f:—:;‘? b) fle) = 222,
L —

) fla) =22 =7z +- Y23 +1. 4) flo) =)/ Gt —=9)= 9= - 2tz 2.
2) 5i se studieze continuitatea urmitoarelor funetii :

o flo) = { 2%, pentru 0 < &< 2;
T 42, pentru 2 < z < 5.

1
b) f(z) .-_—{ e ™, pentru 2=£0;
o, pentru z = (.

) f(zlz{ I, Pﬁntru Osg.’.v\gl;
2z —1, pentru 1 < z < 4+ oo,

222 44, pentru —2< 7z < 2;
)f(.l‘\:

1, pentru = 2;

5z —1, pentru 2 < z < -+ co.

2
f(.'r) {ﬁ, pentru z=£—1;

3, pentru £ = — 1.
sin & péok #0
ntru z :
0 fa) =] 1=’
1- pentru z = (.

3) 3 ; - " .
) Si se studieze continuitatea urmittoarelor functii, discutind in raport cu o

a) f{w]::{x‘*'i' pentru 0 < < 1;
3az 4- 3, pentru 1 < 2 < 2.

: tru z == 2
entru 3
b) fla) = :z:-_‘)'P #

@, pentru z =2,

T—» Pentru zz£1,
¢ flg) = 1+cx-—1

x, pentru z = 1.

pentru z << 0;
% o+ z, pentru z 3 0.



Capitolul
.@, pentru .rer—z’ ""'“}\\{0};

e) flz) = 1 —cos x ) 2 V
& pentru @ = {.
o 1 pentru z rational;
D fle) =1, A
pentru @ iralional,

Derivate

[Functia [ astfel definitd se numeste funchia fui Pririchlet. |
4) 83 se studieze confinuitates = si se braseze araticul urmitearelor funcii:
& st < T

a) flo) = fim @ + 1), 0 <L
==t

3 19. Probleme care conduc la notiunea de derivatd

b)- fiz) = Hm -—L-, z> 0.

e

1. Viteza unui mobil in miscare rectilinie

P, B ¥ § [y o - & . ' - I . . . by -
¢) flz} = fim =T 2, D Sa consideram un mobil M care se miscd rectiliniu gi untform. Aceasta inseamni
T = = TRk i 2 F o R 1 44 A - h
L i ed traiecloria sa este o dreapti §1 ¢ el parcurge spatii egale in intervale de timp egale
. . splsred ol Bppars dat 7 ke = e . 33 ' 3 . - ¥
!. 5) Utilicind tearema 2 do la § 17 sa se caleuleze urmatoarels limite jverificind de fiecars dati (spatiul este proportional cu timpul in care a fost parcurs).

sanditiile din eountul teoremsi): Viteza v a mobilului se¢ poate obtine misurvind spatiul s pareurs intr-un numiy 2

. . . - g s 3 : "
bl . e 7o de unitali de timp si formind raportul » = -, In fiecare moment, mobilul are aceeagt
ol ; 5, | i b} hm o= E £ 4

“ : a) finn ill‘f,'sllﬂ 'i""_"- : \—uc ex - 9 5 W

bl xvoo vitezd .

| ! a1 T § cos & — cos du
oo e FEETEE o e i
‘I ()] :m; AreCos ([,/_u S ) ) pi e

Si presupunem acum ci mobhilul M se miseit rectiliniu in acelasi sens si neuniform

— adicd in intervale de timp egale parcurge spatii neegale (spatiul nu este pro portio-
nal cu timpul in care a fost parcurs). Alegind ca unitate de timp, de exemplu,

I 6) Sa se studieze semnul urmitoarelor fuacu: secunda, intr-o secunda mobilul parcurge spatiul &', in altd secunda spatiul s” s.a.m.d.

6} Fl) = ot = 102% 4 9 b} fla) = 2 + 82 — 8z — 1 Nu mal putem afirma cd viteza este spatiul parcurs in unitatea de timp, decarece,
e - in general, s” si 8" sint diferite. Ce se intelege in acest caz prin ettesa mobtlului la un
[ : (2—2) (v 1" dj (@) = sin x — cos v definita pe [0, 2wl . 3
e} fro) = T e b 3 =y anuinit moment?
xlx 4+ 3)

Pentru a lamuri mai hine modul in care se pune aceastid problemi, si alegem

o , T 0 Flap = 20t =53 ; . £ o fo i :
e} fiw) = 4sin’e —1, definitd pe [0, 27); 9 i : un oxemplu simplu: céiderea corpului in vid. Din fizick se stie ca distanta s(t) (masu-
g) f{2) =1+2 In g by fiod == e — 2 e+ 2 raté in metri) parcursi de mobilul M in primele £ secunde este dati de egalitatea
g) {1
i m 3 - o . T
I st) = . g*, unde g = 9,81 m/s%. Astfel, dupa ¢, = 1, secundd mobilul parcurge dis-

. 1 . y ; i
tanta s(1) = -2 metri, dupd t, == 2 secunde parcurge distanga s(2) = 2 g metri ete.

- : 0 3 P
In & doua secunda, mobilul a parcurs distanta s(2) — s(1) = = g metri, diferitd de
2
; f : : S g % ‘
- distania =~ g meiri parcursi in prima secundd. Distanta parcursi intre douia mo-

- g g w g 5
mente £y st 4y este s(t) — s{t) = —- gt — —glg. Diferenta t, — ¢, se numeste, in

- mod obisnuit, cresterea timpului de la 4, la t, iar distanta s(t;) — s(t,) se numeste
Sresicrea spatiului, corespunzatoare cresterii ¢, — f, a timpului.

Daca facem raportul dintre cresterea spatiului, s(ty) — s(tp) sl cresterea timpu-
lui, t), = {3, obtinem:

= H) —sit) 1 tf—&%:i i i
17 =%, 28— 23(1+0)




Numiirul obiinut il putem considera ca o vitezd medie a mobilului in mtervalul
de timp dintre £, 5i ¢, in sensul ¢ dacd up alt mobil s-ar migca rectiliniu si wuniform
cu viteza vy, el ar parcurge in intervalul de timp dintre ¢ i ¢, acecasi distania ca g
mobilul initial. Intr-adevie:

_ 8y} — s(ty)

Uylly = fp) == (g — &) = s(ty) — s(ty)-

=

In intervalul de tinp dintre ¢, si alt moment, ¢,, viteza medie este:

G i L R L gty + 1)

- 2

In general, viteza medie in intervalul de timp dintre 4, $i un moment varccare{ este:
aif) = St} — slt) 1
vlt) = = —g(t - t).
t—1, .

Pentru ca aceasti vitezd medie sd exprime cu o aproximatic c¢it mai bund ceea
ce intelegern Intuiiv prin viteza pe carve o are mobilul in momentul ¢, trebuic si
luim intervalele de timip din ce in ce mal miel, adicd trebuie ca ¢ si fie din ce in ce
mai apropiat de f,. Sintem astfel condusi sd caleulam limita acestei viteze medii cind
cresterea Uimpului, ¢ — ¢, tinde citre zero sau, ceea ce este acelasi lueru, cind ¢ tinde

catre t,, Obtinem astfel:
0 !

tim 230 i Lo - 1) = gt

t—io t—1, t—>lp =
Aceuasta lmitd se v, prin definitie, ca viteza v{t,) a mobilului in momentul #;:
vlty) = glo

2. Tangenta la o curba

Sa considerdm o lunctie definiti pe un interval [ si graficul sdu C (fig. 56).
Sa luam doud puncie Mylay, flag)) st Mz, f(z)) pe C, si sa le unim printr-o dreapti.
Obtinem secanta MM care formeazi cu axa
Oz un unghi «. Paralela prin M la Oy intil-
by neste paralela prin M, la Ox in punctul N,
S-a format triunghiul dreptunghic M, NM, care
are catetele NM, = o — 2, si MN = f(z) —
— [(%). Unghiul « este dat de egalitatea:
&) — [{2,) .

& — 2

Fig. 56

tg o=

Daci ludm alt punce

egalitatea:
.—0 tgar=ﬂ3"}"""f(!ﬂ"
& — zy

M'(2!, f(2), secanta
MyM’ formeaza cu axa Oz unghiul &' dat de

_ Se vede cii, pentru valori ale lui 2 diferite, obtinem unghiuri ¢ diferite. Unghiul o este

deci functie (depinde) de . Ce se intimpld dacd luim pe @ din ce in ce mai apropiat
de 2,7 Unghiul « se apropie si el din ce in ce mai mult de o valoare «,? Sau, cu alte
cuvinte, secanta MM se apropie, ca pozitie, din ce in ce mai mult de o pozitie limiti
M,T (fig. 56)? Sintem deci condusi si in acest caz si considerdm limita:

Jim {2 — (=)

T-+Xg T — .’.!70 ’
In cazul cind aceasts limita existd si este finitd, ea este coeficientul unghiular
tg & al unei drepte M, T, care este, prin definifie, tangenta la curba C in punctul M,.
Dacd limita precedentd existii si este infinita (-+o0 sau —oo), vom spune de asemenea
ci graficul C admite tangents in punctul M,, si anume tangenta la grafic in acest punct
este, prin definitie, dreapta M, T paralela cu axa Oy.

§ 20. Definitia derivatei

1. Definitia derivatei intr-un punct

Cele doudt exemple de mai sus, unul din fizica gi altul din geometrie, ca dealtfel

§i alte exemple, conduc la studiul limitei raportului [z) —{lzo) ¢ punctul =z, Dato-
T —

riti importantei limitei acestui raport, in analiza matematica ea este studiati, in gene-
ral, independent de problema din care a provenit. ,

Fie f : E — R o functie. Dupi cum s-a convenit in partea introductivi a capito-
lolui IV (Functii continue), mulfimea E este formati numai din puncte de acumulare
(de exemplu, E poate fi o reuniune de intervale nereduse la un punct).

Fie 2, € E. Pentru fiecare punct z % 2, din I s& considerim raportul

R(z) este o functie definita pentru orice punct = din E, cu exceptia lui z,, unde numi-
torul (ca si numiratorul) se anuleazi. Desi functia R nu este definitid in z,, se poate
p.une problema cercetiirii limitei sale in 7, deoarece x, este punct de acumulare al mul-
fimii £\ {z,} pe care este definita functia R.

Definitia 1. Se spune cii functia f este derivabili in punctul z, daei
limita

lim [(®) — (o)

x xg T=— I,
existii si este finitii.
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nea,

spunem ci functia este derivabila in 2,. Vom distinge astfel expresia ,funclia f are
derivati (finitd sau infinitd)”, de expresia ,funciia [ este derivabila®.

diferenta f(z) — f(x,) se numeste atunci cresterea funcfiei, corespunziitoare cresterii

T —

terea functiel i cregterea argumentului. Se peate spune deci:

argumentulut, cind cregterea argumentulut tinde cdtre 0.

grafi

corespunzitor My(zy, f(x,)), st anume: dacd derivata este finitd, coeficieniul unghiular
al tangentei este egal cu f'(z,), iar dacd derivata este infinitd, tangenta este paraleli

cu a

Ezemplu:

daca

Limita insdisi se numegte derivata functiei f in punctul x; gt se noteazd f'(z,): | Continuitatea functiilor derivabile

f(@g) = lim [ —11%),

i In definitia derivatei unei functii intr-un punct nu s-a pus conditia ca functia
o _ " Af () g fie continud in acest punct. Continuitatea functiei rezulti din teorema urmitoare.
Se obisnuieste, de asemenea, si se noteze derivata ['(z,) en Df(z,) sau s
T

Teorema 1. Orice funectie derivabili intr-un punct este continui in
acest punct.

Daci limita raportului R(z) este infinitda (co sau -—oo), ea se numegte, de aseme.
derivata functiei [ in punctul x, si se noteazi tot cu f'{xy). In acest caz, nu maj

Demonstratie. Fie f : E — R o functie derivabild intr-un punct z, € E si fie f'(z,)

: 5 ; Jerivata sa in acest punct:
Diferenta * — 2, se numeste adesea cregterea argumentulut de la 2, la =z, jap P

f'(xo) = lim f{z) —f(z) .
7, a argumentului. Funciia B(z) = [lz) —fizo) este, asadar, raportul dintre cres. x—xg LTy

T — Pentru orice punct z == z, din E putem scrie egalitatea:

fla) — [z (@) = flay) + L= (5 — o),

z—

Derivata f'(z,) este limita raportulut dinire cresterea funcfiei gi cresterea

Atunci
Sa consideram graficul C al functiei f (fig. 56). Consideratiile de la nr. 2 din para-

g : = im L) — () 1. i .
1l precedent sugereazi urmitoarea interpretare geonetricd a derivater: m f(z) = f(x,) +x111;1 e = m(z — z,) = f(,) + ["(%o) - 0 = f(x,), deci f este
5 1% —+Xg 0 XX

Dacd funclia f are derivatd in punctul z,, graficul siu C admite tangentd in punctul Fntinud in z,.

Observatie. Nu trebuie si se creadi ci, si reciproe, orice functie continui
sste derivabild. De exemplu, functia f(2) = | = | definita pe R este continui in 0:

za Oy. i
lim (@) = lim | = | = 0 = £(0);

dar aceasta functie nu este derivabila in 0. Intr-adevir, si formam raportul R(z):

=lzl_ 1 daca z >0
@ —1 daca z < 0.

Fie functia f(z) = a® definitd pe R. Graficul siu este o parabold (fig. 57). Si cercotiim
aceastd functie este derivabild in punctul%. Pentru aceasta sa formdm raportul R(z); R(z) = flz) —£(0)

z—0

l,
| Aeest raport are limite laterale diferite in 0

flz) —f(—;-] a1

& 1
R{z) = = e,
: — f{0 e Y
m—-i 3:._.1. 2 hmMz_—__i si Iim f(i!‘} f(0]=1’
4 2 70 x—0 N0 x—0
1 . : S A
Fig. 57 Acest raport are limitd finita in punctul e deci, (e nu are limitd in 0 §i deci f nu este derivabila in 0.
s ST _ In mulimea tuturor functiilor continue, submulfimea functiilor derivabile este
¥ f este derivabild in 3 gi: Pebiar ,foarte saraca.

—i[x
") m—_f_(.“l ala)

2 9 2

% Derivata unei functii pe o multime

—— — e ——

Definitia 2. Se spune ci o functie f: £ — R este derivabili pe o

.

1 1
Graficul func{iei are tangenti in punctul (;, -!—*-} f

| . % o qsps a . .
i ! multime A C E daca este derivabild in orice punct din A.
{ T 4: X coeficientul siu unghiular este 1, deci unghiul format de 'w‘D
ach s g post o o i e
o/ L 1 - 1 3 f este 'denYa}nli pe tot.gom.emul sau de definitie, se spune, mai simplu,
2 A "B® [ este derivabila fara alta specificatie).
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3) Functig f(2) = | 2| este derivabild in orice pungt @50 si f(a)

‘Se scrie

Daca fiecarui punct z € E facem si-i corespundi numirul f'(x), se obtine o fungy ‘

{sau Df, sau ﬂ) si care se numeste funciia derivag o
dx} * ;

o R 2z '
definita pe E, care se noteaza [

’ 34'-7)6-'0)-

() =12l

functiei f (sau, mai simplu, derivata lui 1)
Trebuie sa se faca deosebire intre derivata funclier f tn punctul z,, care este yy

, si derivata functiei f, care este o functie, f’. Derivata functiel f in pune.

numdr, f'(a,) Yutnadevss. B
; . . ~adevar, fie y
tul zy, (), este valoarea functiei f ’in punctul z,; se scrie uneori: > fie 75 5= 0 un punct oarecare. Raportul R(z) este:

f'(z) = {f'(2))x = xor

R(z) = (@) =1z} _ |#|— [of

@ — 2, T — @y
Dact z, > 0, atunei pentru puncte 2 suficient de apropiate de @, avem, de ase-
menea, & > 0, deci: || = a, 5i || = z; urmeaza ci:

fla) —fla) _ o —a _ o
ﬂ——.’.!:‘ g:..——x.

4. Derivatele unor functii elementare
1) Functia constantd [(z) = c este derivabild pe R si derivata sa este ['(z) =, . decis

Se scrie:

Dacdt @, < 0, atunci pentru puncte z suficient de apropiate de z, avem z <0,

¢ =20 |
deci [7,] = —ux, si [2| = —z; urmeazi ca:

f{ar)"—f(:co):—x+ma=__1

& — &y & — 1y

intr-adeviir, sa luim un punct oarecare 7, € R si ¢ formam raportul:

R(z) =H-’¢)-ﬂ%1: =0 0.

T — T & — T,

Il

Rezulia f'(z) = lim {1 — 0. Deoarece z, a fost ales arbitrar, deducem £'(2) = lim '1&2:_@ -l
X=Xy X% = Ty @&y

Z = Ty
ca derivata functiei constante este 0 in orice punct z € R, adica f'(z) = 0.

2]

Cum 2,540 a fost ales arbitrar, rezultd ci oricare ar fi 220 avem f(z) =

Dupd cum s-a constatat anterior, in punctul 0 functia [z| nu este derivabﬂ:‘i.
4) Funcfia f(z) = a*, (n natural) este derivabild pe R si derivata sa este fz) =
= na™l, Se scrie:

Astfel, daci fix) = 5, avem [’(z) =0, sau 5 = 0; daca f(r) = — 3, avem (—3) =0 et

2) Functia identicd f(z) = z este derivabild pe R gi derivata sa este f'(z) *=—_1.

Se scrie:
(a")' = nant

Fie #, € R un punct oarecare. Pentru z == @, avem:

— T@) —f(zm) _ a® —ap
R(z) = e —flm) oo e e A 2L,

Intr-adevar, fie 7, € R un punct oarecare. Raportul R(z) este in acest caz:
0 P p \
T —a, T — 2z,

flz) — f{=o) s, G 1
T -z, T—xy ’

’ . — i . I.' M‘L_—: 1 e N 8 A . _ a i
Renit: ) = i (9080 _ 1. Prin womare, o) =1, ovicre v G0 [ G0 = i 0 i i 5

X—xg & —
2 € L. =l B 2 = g,
Astiel, (@)m; =1, (2)img =1 ete. i
=i ThE s
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adica f'(z,) = naj L. Deoarece z, a fost ales arbitrar rezulti ca f'(z) = na™ penty
orice z € R.

Observatie importanti Se va arita ulterior (§ 22, nr. 3) cd oricare

ar {i @ real avem:

@) =t |, @>0)

5) Fie functia radical f(z) = ¥ 2. Domeniul de definitie al functiei este E=
= [0, oo) daci n este par §i £ = (— oo, co) dacii n este impar.

Functia radical [ este derivabild in orice punct x == 0 din E st '(z) = m——i,yi____
ny an=1

Se scrie

(x == 0).

-

=y 7 1
1 V) =i

in particular:

‘ (1/&)':2:/,3E , (z>0)

In puncul 0 functia radical nu este derivabild dar are derivata - 0o.

Intr-adevir fie x, 5= 0 un punct oarecare din E. Pentru x == @, din E avem:

(2) —flzo) _Vz—V=__

T — T, T — Ty

Riz) ="

r— x,

Tt W A Vo Vet AV )

1
= Vet

In punctul =, tofi cei n termeni ai sumei de la numitor au limita I ai™, dea:

. . [z} — (=) 1
x,) = lim == —.
A o x-»xg & — Ty ny =,
Deoarece 7, 5= 0 a fost ales arbitrar in E, avem f'(x) = —f/—j—’: pentru oriet
zf/ an—

g0 din E.
Pentru calculul derivatei in punctul 0 formam raportul f(2) pentru 0 dmﬁ[

fla) —f(0) _ V= 1

z—0 5
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R{z) =

=2

x!'l.-l

Observim ci pentru z == 0 di e i

in E avem 2" >0 0 i i
el o 2 : >0 oricum ar fi n, par sau impar.
it evir, de este par, [ = [0, c0), deci @ € E §i # == 0 inseamnd = > 0; daca
fp este impar, atunci n — 1 este par §i deci, dacd z =~ 0, atunci de asemenea 2"1 >0
[rmeaza ca:

. =1 v ARFSEE
mwam_o si a™1 >0,

F0)=1m=LE=00 _pp, 1 _ o
o z—0 a0 | 2= ’
b i i i .
0 bserva tie thpa cum se stie, pentru & >0 avem [/z=2". Formule
Je derivare a functiei radical se scrie atuneci

1

’ 1
= 1 =-=1
[a;'ﬂ)=_$n 2 $>0’

n

- 1
ceea ce demonstireazi; — Pl = s
; azii; peniru « —; formula (2%)' = a2™1, Dealtfel, daci n este

|

impar aceastdi egalitate raimine adeviirata si pentru 3 i z -
sip << 0 daca se scrie formal ]/ z= z™,

6) Functia f(xz) = sin x este derivabild pe R gi derivata sa este f'(z) = cos .

Se scrie:

(sin )" = cos &

Fie z, € R un punct oarecare. Raportul R(z) este:

v = z 4 —

. 2sin 2 cos 9 e o
f{z}—f{atl)_mnx—sinza_ 2 2 i 2 x4+ 24
S — = = cos

T — z— 3, z — T T — x, 2
2
Prin trecere la limitd (v. § 15, nr. 4) oblinem:
. —
sin ————=
oy i Fl2) —fl= & .
['(zp) lim L) —fim) lim MO o P, N
a—rxg &= Ty X—rXp T— Ty xoxg 2
2
Ty +
= 1'005——°:*- 2= cos .

Deoarece x, este arbitrar, rezultd ¢i f'(z) = cos z, oricare ar i z € R.

’

Astlel: f/(0) = (sin a),o = cos 0 = 1; (in z),_

k17
2:308—:0 ete.,
2
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7) Functia f(2) = coa @ este derivabili pe R gi derivata ea esie ['(2) =8 msing,

(cos 2)) = —sing

Fie 7, € R un punct oarecare. Raportul R(z) este:

flz) —flzp) __ cos w —eoz oy _

7+ =
m+“

2

T— T T — Ty

Avem:

f'(zg) = lim

= — 1+ sin 4, = — sin Z.

Deoarece , este arbitrar, rezultd cd f'(x) = — sin &, oricare ar fize A

8) Functia f(z) =In a este derivabild pe semidreapta (0, o) §i f'(2) =\-:-. -

Se scrie:

fiz) — flz) = e Fm
g=xg T &

(In a:)'m% \ (x> 0).

Fie @, >0; si ardtdm ci [ este derivabili in z, Pentrn aceasta si
raportul R(z) pentru z 5= g, T > 0:

= f[-'r]‘_ﬂxo): ln z —In 2y il

R(x)

& — @y

Dar:

m-—

deci:

nte—%_ 44

lim sin £ =

Astfel: f(0) = (cos :r:);ao = — sin 0 = 0; (cos m);mm = — 8in —;—:-s — 1 ete.

1 T,

Tg @— Ty

sl

o

L~ Xg

- i 4 T— T . . - UL
~ W pecarece xl—il:l 14 —Tj = ¢, iar functia logaritmici este continui, déducem
§ 17, nr. 2)
Xe xo
Yo YTl e BN e W B 2 = g 2 0
Kbty + i ‘—Inllm 1+_...._...._...] mlﬂe"’-——-‘i.
(] X=X Ty
adar:
)
X-—>Xp 1

£lzy) = lim D8 =15 _ 2 4y 1 1+m)

x—xg T— 2y Ty x—xg £ Z,

oarece 7, a fost ales arbitrar, deducem ci pentru orice # >0, funclia In z este
derivabila si:

(lna) =

9) Oricare ar fi @ >0, a 5= 1, functia logaritmicd f(z) = log, = este derivabild

. Se secrie:

3 (0, 00) si derivata sa este ['(z) =
1 zlna

1
'=
(log, 2)" = ——

fntr-adevir, se stie ¢i In 2 = Ina log, #; deci:

1
f(z) = log, © = 1%:'

formgn | Pentru 2, > 0 arbitrar si pentru o 5= 2o, © >0, avem:

R(z) = flz) —flzo) e 1 z—In
xr— Ty Ina T — T
deci
e N B f{-’t)‘—f(-‘ro}:_i__ 5 Inzr—Inz, ____i_._i_.
f(-ro) ___3::0 z— T In a xf;B z— 7, Ina @,

Deoarece u, a fost ales arbitrar, rezultd ca pentru orice z > 0 avem




5. Derivate laterale

Fie f : E — R o functie si 2, un punct din E. S& formam raportul:

, pentru x =& z, din E.

€T —

(1]

Este posibil ca R(z) si nu aibd limitd in z,, adicd { s& nu aibd derivata in 2
dar este posibil ca R(z) sa aiba limite laterale in z,. Sintem astfel condugi si definip,
derivatele laterale ale lui f in x,.

S presupunem ci existd sirurl z, — z, formate din puncte z,, < z, din E.

Definitia 3. Se spune ci funclia [ este derivabili la stinga fy

punctul z,, daci raportul f(z) are limiti la stinga finitd in u,. Aceastj |

limitd se numeste derivata la stinga a functiei fin 2, si se noteazd f,(z,)

filzg) = lim [ =112

x.Xg T — Iy

Sa presupunem acum c# existd siruri z, — 2, formate din puncte z,, > 7, din E,

Definitia 4. Se spune ci functia f este derivabild la dreapta in punc.
tul z,, daci rapertul R(z) are limiti la dreapta finitd in z,. Aceastd limiti
se numeste derivata la dreapta a lui f in 7, si se noteaza f;(z,):

folz,) = lim (B =11%)

xNWxp &= Ty

Astfel, dupd cum s-a stabilit in exemplul de la nr. 2, pentru functia f(z) =’
= |z| avem:

£2(0) = lim f@A—70 , _ 4 s f3(0) = lim fla) =10 _ 4
x70 x—0 a0 x—0
Daci limita la stinga sau la dreapta a raportului R(z) in z, este infinit3, ea se
numeste derivata la stinga, respectiv la dreapta a lui f in =z, si se noteazi de ase-
menea cu f;(x;) respectiv [(z,).
Toate proprietitile care vor fi date in continuare, pentru derivate ramin adevi-
rate si pentru derivatele laterale.

Observatii. 1° Daca f este definitd pe un interval E = [a, ], definitia
derivatel in @ coincide cu definitia derivatei la dreapta in a, iar definitia derivatei
in b coincide cu definitia derivatei la stinga in &. :

2°. Este posibil ca intr-un punct una sau ambele derivate 1aterale si nu existes
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3°. Daca functia f are derivatd intr-un punct z, din interiorullui [a,b), e < 2, < b,
atunci f are in 2, atit derivatd la stinga cit si derivatd la dreapta, egale intre ele

si egale cu f'(z):
fal#o) = falzo) = ().

Reciproc, folosind observatia 3 de la limite laterale (§ 13, nr. 3), rezulti ca:

' Jaci [ are in x, derivate laterale egale, atunci [ are derivald in xy, egald cu valoarea

comund a derivatelor laterale.
4°. Reluind problema tangentei, se constatd cd d erivatele laterale au de asemenea
o interpretare geometrici simpla. _
S luim punctele z € F numai la stinga lui 2, @ << 2y, ¢1 sii consideriim semi~
drepte MM cu extremitatea in M, (fig. 58). Coeficientul unghiular este:

flz) —flz)

e e =
® T — 1z,

Dach acest coeficient unghiular are o limitd finitd, tg «,, cind z se apropie de 2, de
la stinga, spunem ca graficul are in punctul M, semilangentd la stinga, care este,
prin definifie, semidreapta M,T cu extremitatea in M, aflatd in semiplanul de la
stinga lui M (z < ;) si care are coeficientul unghiular tg «,.

Asadar:

Dacd functia f este derivabild la stinga in z,, graficul functiet are n punctul cores-
punzdtor My(z,, f(z,)) semitangentd la siinga, al cdrei coeficient unghiular este egal
cu f5().

Daca f;(2) = oo, graficul admite, prin definitie, ca semitangentid la stinga in

punctul M, semidreapta M, 7" paralela cu axa Oy, situati sub punctul M, {fig. 59).

Fig. 59
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Dacé f(z,) = —oo, graficul admite, prin definitie, ca semitangentd la stinga

in punctul M, semidreapta M,7T paraleld cu axa Oy, situati deasupra punctuluj

M, (fig. 60).

Considerafii analoge ne conduc la interpretarea geometricd a derivatel la
dreapta:

Dacd functia f este derivabild la dreapta in ax,, graficul siu are in punctul M,
ca semitangentd la dreapta, o semidreaptd M,T cu coeficientul unghiular f3(z,),
situatd in semiplanul de la dreapta lui My(z > =z,) (fig. 61).

Dacd fi(z,) = co, graficul admite, prin definitie, ca semitangenta la dreapta
in M, semidreapta M,T paraleli cu Oy situati deasupra lui M, (fig. 62).

Daca f3(z,) = —oo, graficul admite, prin definitie, ca semitangenti la dreapta
in M, semidreapta M,T paralela cu Oy situata sub M, (fig. 63).

fy M,
| o
. 1 g“ iy
% frjas 1 |
l i
M, t i 1 A L
/'l i A | i |
/ i i : i .
1 ! |
i H | § i |
; H ! i | i
] I 3 | I
ERRE o
5 i { ] = : ; ‘; -
o L »
‘ g * 7 o X &
Fig. 62 Fig. 63
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Dacid f are in 1z, derivate laterale egale, cele doud semitangente sint in pre-

Jungive, deci graficul are tangentd in punctul 3. Daei, in plus, tangenta traverséaza

graficul, M, se numeste punct de inflexiune (fig. 64 a, b.)

Dacd f are in 2, derivate laterale diferite, cele doud tangente nu mai sint

fn prelungire. Dacd wuna din derivatele laterale este —oo, iar cealalti este -co,

cele doud semitangente sint suprapuse (fig. 65 a, b); in acest caz M, se numeste

punct de intoarcere al graficului,
Daca f are in x, derivate laterale diferite g1 cel putin una dintre ele este finitd,
cele doud semitangente nu sint nici suprapuse, nici in prelungire (fig. 66); in acest

caz M, se numeste punct unghivler al graficului,

£4 o

i | _ )
fJ’é‘i}“‘“’ ’;"&?&,‘*
]
i
i
Fifro)=es | Fl )= -oo
i M,
]
- " ™ ;
2 &, e e
Fal Ty e
a b

Fig. 65
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Exemple

7 7 iy
1 ot il Jesen
/0< £ beo)eon :] fl2) = a; f'(z) =0, f*{2) =0, .., f(M(2) =0 (n>1).
. . :3 ‘;:'(‘r‘) = 3 g'(z) rE 1, g"(z) =0, ..., gl{z) =0(n>2).
3) h(a) == sin »; h'(2) = cos @3 h"(x) = —sin z, A”(z) = —cos z, BV (2) =sin z
. Mo i't'l:’_'_i__.n“ ’ y = - i
Gl )= 0 ; i n particular 15[2)—0,11 [—2-)=_1; "’”[';")=°-W[EJ=1...

1 ! 5

' 1
.._________}_._—--—-——JE‘ i i =
g Za UI 0} «a Y

l o ! "

§ 21. Operatii cu functii derivabile '

fn acest |’Ellac"|df 86 va a!ata Cd, daCd se apilca fUIlclilllClI dellvabﬂe ” g . "; e d li
ala " I l i t i d 1V b
opelaillle dlaebllce, se oblin to 11110!211 er a IIG

6. Derivate de ordin superior
- 1. Suma
Fie : E->Ro functie derivabild. Derivata sa [’ este de asemenea 0 functie §

definita pe E, deci se poate pune problema derivabilitaii sale. Teorema L Dack funciile f sl g o o
f+ geste o functie derivabila gi{ si g sint derivabile, atunci gi suma lor
Definitia 5. Se spune ci f este derivabild de douit ori intr-un punct
z, € E, daci ' este derivabild in z, Derivata lui f’ in z, se numejte

derivata de ordinul doi a lui f in z, gi se noteazd ["():

f+g =Ff+4g

() = lim f'lz) — %)

sy B — Derivata sumei este egali cu suma derivatelor

Se obisnuieste, de asemened, s4 se noteze derivata de ordinul doi a lui fin &, prin Demonstratie. Si luim un
punct oarecare 7, € E §i s& for
mim raportul R(z)

a2f (xo) pentru functia b = [+ g.
D¥f(z,) sau ——-"-- g
f(ap) sau “L5
Daca f este derivabild de doui ori pe intreaga multime E, functia {7 definitd
pe E se numeste derivata a doua (sau derivata de ordinul dot) a lui f. Pentru unifor-

mitate, derivata ' se numeste derivata intii (sau derivata de ordinul intii) a lui f, iat

hiz) — hizo) __ (F(2) + gla)) — (fleo) +glzo)) _ o) — Flao) + gla) — glzo)

&L = Ty

&L — I,
0 x_mo

- f(-j:ifro] + 8(z) —g(s) _
Ty z — @

functia f insisi se numegto derivata de ordinul zero a lui f.

Se defineste in mod analog derivata a treia, ", a lui f, ca fiind derivata derk
vatei a doua: f” = (f")’, sau Df = D(D¥).
Derivatele de ordinul zero, intii, doi, trei se noteazd respectiv. cu flo, f, f(

0= f; [0 =5 fO={5 fO=1"

in general, derivata de ordinul n (n natural) se defineste ca fiind derivata der §

Deoare i idi

ce terme 1

| termenii sumei din ultimul membru au in punctul 2, limitel i
o Llmitele, respectiv

f'(zo) si g'(20) & cil si pri

si g'(z,), rezulti ci si primul membru are limita i

: S e limita i i

‘}, LR s g e in punctul z; deci functia

2 fo g - —

3 ’ y I{z) — h{a

I (z) = lim Mz) = #(2o) _ fim fiz) — flzo) -+ lim 8l2) —gln) _
X—+Xg & — Ty K-rXg T — Ty X2y & — Iy

= {"(o) -t &'(2o)-

Deoarece punctul 1 1

; a fost ales arbitrar in E, rezulta ci i

R : g o & ; ar in I, rezultd ca functia h est rivabili

orice punct @ € I si h'(x) = ['(z) + g'(x) sau &' = " + ¢’ a(iic&- paatl

3 :

-+ =f+sg-
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vatei de ordinul n — 1 si se noteazi cu f™ sau D"f: B
fin — (f=1)* sau D"f = D(DYY).
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Prin induciie complets se arati ca suma fy + o+ «. + fp a n [ uncfii derivabils
de asemenea o functie derivabild gi:

l (f1+fz+--.+fn)"=ft'+f;+---+ﬁn

Se demonstreazi la fel ca diferenta a doud funcjii derivabile f i

g este o fungj,
derivabild si:

‘ {f—& ==y [

Exemple
1) f(a) = sin # 4 cos @, f’(x) = cos  — sin 2; in particulars
* e | B = =— ¥ -E — ]
ro =1 r(3)=—1 1 ()
2) f(#) = cos £ + = — 3, f’(x) = —sin  + 1; in particulars

i fim) =1, F@m =1, (%) —-o0.

2. Produsul

Teorema 2. Dacii functiile f gi g sint derivabile, atunci produsul lor
fz este o functie derivabila gis

(fe) =fg+f¢ |

Derivata produsului este egali cu prima funetie derivati inmultiti cu

a doua nederivati, plus prima functie nederivatd inmuliita cu a doua
derivatd,

Demonstratie. S3 luim un punct oarecare &, & E i si formam raportul R(z)
pentru functia b = fg:

Riw) — i) f(x) g(x) — flze) glxo)

__ [(2) 8(2) — f(zo) glz) + F(@o) gl) —Flze) glza) _

i &==>igg & — Ly & — &y
Ll o LA =1E), (g - flgy) B =),
| T — T, —

(S-a scdzut si s-a adunat la numéritor f(=xo)a( ) Functia g, fiind derivabili in

7, este continui in a, deci lim g(#) = g(%). De asemenea, f §i g fiind, prin ipotezij

- - x_hx
derivabile tn 2, avem:

hmf(i’ ) — f(2a) - f(m) Ilm Sf-"-") g(-’”o’ =g($o)

x-sxg T = Ty
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Rezulta ca raportul R(z) are limit4 in z,, adica functia h = fg este derivabili in 7, si:
k() = lim hz) —bla)

x~»xg T — &y

= f'(z) g(zo) + f(%) &' (o).

Deoarece z, a fost ales arbitrar in E rezultd c& & este derivabild in orice punct z din

E si h'(2) = f'(z) g(z) + f(2) g'(x) sau b’ = f'g + fg', adica:
(fa) = f'g + fs".

Prin inductie completd se aratd cd produsul ff,

wefn @ n functii derivabile este,
de asemenea, o functie derivabild si:

(flfzfs fn ""fxfz fn+flfé"'
=Z_jf;fa -

fot ot fifsfn=
feafifi e Fa

De exemplu, in cazul a trei functii, fi, fo, f5 formula se demonstreazi astfel
folosind formula de derivare a produsului a doud functii:

(hfy) = (WRY T + (hf) fa = (fifs + AfD f + fifofs = fifofs + fifofs + Afefs

In particular, pentru produsul a n funcii cu f, termenii sumei, in numir de n,
sint egali intre el si egali fiecare cu f™f’, deci

| ¢y = ny

Aceastd formulid va rezulta, mai departe, si din teorema de derivare a functiilor
compuse.

Teorema 3. Daci functia f este derivabila, iar c este un numir, atunci
functia cf este derivabila si:

| Constanta iese in afara derivﬁriil

Intr-adeviir, considerind functia constanta g(z) = ¢, rezulti
deci (of) =(fe) =fg—fg =fe+f 0=

In particular, luind ¢ == —1, se objine:

g =0 sifz=qdf,

| (=)=~
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Ezempls
1) f[.‘l‘] = azﬂ' f'(,l‘) = namﬂ“l.

9 s .- . » .
‘ f') Orice polinom Pla) = oy2" + P L N a,x® 4+ a,z -} a, este o functie derivabild
gt derwata sa esle:

Plz) = napzt + (n—1) DI L N
fo particular:
Plz) = 527 + bz + 25 Pa) = 6z + &

3) flr) = zsin z; f(x) = sin 3 §- T cos 7.

e S o B 2 ; : 7
&) f(«) = z ¢in scos x; ['{x) =sin T Cos L+ Leost L — 2 gin? z == —sin Uz + » cos Iz,

B) fla) == (22— 1)20; ['{x) = 200 (a* — )™+ (2 — 1) = 5002(z* — 1)1,
6) flz) == sin’ &; f'(x) = 5 sin® z cos z; in particular:

5.@ i 3. Citul

Teorema 4. Dacii functiile f si 2 sint derivabile, atunci functia f

o
f=1

este derivabili in toate punctele in care este definiti in care numitorul ‘
nu se anuleazi) si: |

["gf') _ f‘s-g;-fg’

:)a:lvatadclt.u]m este egali cu derivata numdritorului inmultitd cua numi.
| torul me erivat minus numiirdtorul nederivat inmultit en derivata numi-
torului, totul supra numitorul la patrat.

Demonstratie. Fie 2, u
l n pun in c 1 ini
A punct oarecare in care functia . = L este definita, deei

fn care numitorul nu se £ o a 8
se anuleazi, gla,) == = T .
, 8lay) == 0. Sa formiun raportul R(z) pentru aceasti

funetie:
1 he fi@)  flag)
fiel I‘ hiz) —hix)) _ gia)  glag) _ flx) glwe) —fixe) gl7)
i T — Iy T — T 2(2) glag) (2 — x) o

! _f(2) glag) — Fleo) glwe) -+ fiza) glorg) — fl20) 5(x)

#() glwo) (v — o

| - 1 f(z) — fl®a) , i sl
| 8(z) g(x) ( 8{wo) — ['(a0) Eixti—ui‘ij .

&L — Ty
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(S-a scizut si s-a adunat la numiritor f(z,) 2().)

Functia g este derivabila in 2, deci este continud in a, §i, prin urmare, lim g(z) =
X—Xp

= g(a,) & 0; termenii din parantezd au limitd in .
Rezultid ca gi raportul inifial are limitd in ,, adicd functia h este derivabild in
7, i derivata sa este:

() = lim hla) —hzo)

X=rXp T — Ty
- ___1___ [ﬁm [tz) —((z) g(zg) — f() lim 8(z) — g(xo)
th 3(2) g(zo) \xrmo & %o x—xmg T Xy
—Xg 1
. = o = f" (20} glzo) — fl0) 8"(%o) .
(8(%o))? (f"(2o) 8(0) — f(20) 8 (%)) ()

Deoarece z, a fost ales arbitrar in E astfel ca g(zp) 5= 0, rezultd ci functia h
este derivabild in orice punct z in care este definita (in care numiterul nu se anu-
leazd) si

H(a) = L1080 =R €1 g p = 8—18 | adich: ( L)’ _le—fe
(gl2))? g g g

fn particular, luind f(z) = 1 avem f’ = 0, §i notind g = u, obtinem:

De exemplus

4. Derivatele unor functii elementare

1) Dupa cum s-a aratat la nr. 2, orice polinom

Pla) = au® + Ona? e F P Fam A

este o functie derivabild pe R si:
P'(z) = na,z"* + (n — ag @™ + o+ 20,7 + @y

apa® + o+ @2+ 8

: i i % = este derivabild fin foale
2) Orice funcpe rationald, f(x) R 08 b

punctele in care este definitd (in care numitorul nu se anuleaza) ca fiind raport de

Derivata se calculeazd dupi regula de derivare a citulul.
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Esempla. In particular:
r(5)=-2 )=
Pentru f(z) = ’:j: ’ 1 7y s T 2
5) flz)= - (n € N) este derivabild pentru =0, si f'(z) = — n_.
obtinem1 . —=:
Se scrie:
- (22 +3) (5—1) — (&£ +3) (z—1) tale—)— (P43 _F—2e—3
Hp) = o il

(z—1)? . —1)° T f—1)?

In particular: f'(—1) = 0, f(0) = =3, ['(2) = —3.

3) Funcpia f(z) = tg x este derivabild pe tot domeniul e de definitie, (z 5 (2k +

Intr-adevir, f'(2) = e e
" v 2n N+l
+ 1) Z, kintreg), 5i (@) = ——= 1 4 tg* @. Se scrie: @ %
2 s Formula precedentd se mai scrie (2" = —na™"-L,
Asadar, oricare ar fi k intreg, avem (2%) = ka1, Se va arita mai departe ci oricare
1 ; ar fi o real avem:
(tga) = vos® o t '
: (@) = «a®, (z >0)
: Exemple
Intr-adevar, tg o = % . i pentru cos z = 0 se aplica regula de derivare a \
cos & 1) fla) = L = o=
citului:
i 2
. (sin z)’ cos & — (cos #)" sinx coszcos £+ sinzsing cos? z +sin® 2 o i . r(z)=_2z_§=____x-3__
f(z) = cos? ® - cos® T cos® cos®® :
in particular: f’{—1) = 2, f/(1) = — 2,
7 2 5
tn particular: f(0) = 1, i (—T—) =2, 2) fla) = -2 s L +2
“k
" s . : a5 - 28
&) Functia f(z) = ectgz este derivabild pe tot domeniul ei de definitie, (x == kr, f'(z) -—= N % _ 13 il
< P 1 L . 3
- ) = — = — (1 4 cotg® z). Se scrie: ) _ : . B |
k intreg), 5i ['(2) sinz ( g* x) 6) Fie functia f(z) = = Domeniul de definiie al functiei este E = (0, oo),

daci n este par, si E = R\ {0}, dacd n este impar.

' ; i oy : 1
ctg z)’ = — Functia f este derivabil 1 - o
(ctg ) sin? 7 fia f d pe E st f'(z) = e Se scrie:
) 1 1
. cos o . ) _ -
intr-adeviir, pentru sin =0 avem ctg @ = = = deci: [ Vw) =—wem
KPR o {cos z)’ sinz — (sin &)’ cos ¢ —sinzeinr—cospoos T Intr-adevirs
fiz) gin® & o gin® @ 1
r nr—\r np—
sinzz-i-«coa::l:z_ 1 (;_) =._(i/$)___‘_n|/i“"1=_ 1 .
- gin? » sin? 2 « V=) V ni/ zn#l




T

Fo—a

1

Observatie. Daci pentru z >0 scriem ?71: = "% atunci formula de § 22. Derivatele functiilor compuse
derivare de mai sus se scrie: ’ si functiilor reciproce i
. ~ X 5 : e
(@ N==——z " ,2>0, In paragraful precedent s-a ardtat cé, aplicind functiilor derivabile operatiile
" algebrice, se obtin tot functii derivabile. In acest paragraf se va arita ci aperatiile

ceea ce demonstreazii pentru o = — 1 formula (%)’ = a1 de compunere si de inversare a functiilor pastreazi de asemenea derivabilitatea.
n E

Dealtfel, dacd » este impar, aceasti egalitate ramine adevirati si pentru z < 0,

. 1. Derivata unei functii compuse

n

- +p 1
daca se scrie formal -, - = gz
€T

Yy . % % - o i i %
7) Fie funetia putere f(z) = 2" cu r rational, Fie E —F L R doun functii si fie h = fou : E —» R funciia compusa?

Funcfia f este derwabild in orice punct x > 0, 8t f'(z) = ra’-L, Se scrie: . h(z) = (@) z € E.

(27)" = rar1 Teorema 1. Daci functille u si [ sint derivabile, atunci functia
compusii 1 = fo u este derivabili si:

(fou) = (f'ouw) - u"

Dacd r >0, functia f este definiti gi in 0. In acest caz:

a) Dacd = e S S oA - : " - ; “ -
prececi)enh;; :rt(g); O‘func,’m f este derivabild in O gi derivata se calculeazd cu formula Notind f o u = f(u) si f'ou = f’'(u), aceastd egalitate se scrie:
b) Daci r == 1, functia f este derivabili in 0 gt f(0) = 1. () = f'(w) - v’
¢) Dacd 0 < r < 1, functia f nu este derivabils in 0 dar are derivata f'(0) = oo.
s = s 1
Pentru z > 0, formula a fost deja demonstratd in cazul cind r == —cu E£0 Demonstratie. Fie z, un punct oarecare din E si fie y, = u(x,), punctul cores«

punzitor din F. Deoarece funcfia f este derivabild in y,, avem:

fly) —f(#) ,

fntreg (pozitiv sau negativ). Dacii, cum r= %:‘ » cu m natural $i n 5= 0 intreg (even-

tual negativ), atunci f'(yo) = lim =
; , ’ l ) y—Yo Yy— Yo
= b N e = 1, S
(@) = (&) = mE")™ (") = ma® "Lat =Tt = et
n n im @ =) _ =0,

In cazul cind r > 0, pentru caleulul derivatei in punctul 0 formam raportul: e 4
R(z) = fl9) —119) _ Daci definim functia auxiliard a: F — R prin egalitatile:

T g
z—0 4;

T —flye) _ pr
Daca » > 1, atunci r — 1 > 0, deci: a(y) = s f'(40), pentru y = Yo

f(0) = lim 2™ = 0, a(y,) = 0,
20

atunci functia « este continud in y,:

Daca r = 1, atunci R(z) == 1, deci /'(0) = 1,
Daca 0 <r << 1, atunci 1 ~ r >0, deci yll?oac(y) = 0 = a(y,)

Din egalitatea prin care a fost definitd «(y) pentru y 5= y,, rezultd:
f(y) — (o) = (' (o) + «(¥)) (¥ — o)
— 183 —

f'(0) = lim 2! = lim e co.
x>0 x- -1
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gl aceasts egalitate rdmine adevirati gl pentru y = y, (deoarece ambil membri af
egalitatil se anuleazd). Agadar, egalitatea ests adeviiratd pentru ovice y &€ F. Daci
@ € E, atunci u(z) € F, deci egalitatea precedenti este adevaratd pentru punctele y
de forma u(z) co z € E:

f(u(z)) — (o) = (F (o) + a(u(x))) (u(x) — yo)
§i, deoarece y, = u(z,):
Flu(z)) — flu{z)) = (F'(yo) + alu(2))) (u{z) — ulxy)).

Pentru a cerceta derivabilitatea funcfiei compuse k= fou in punctul =z, si
formam raportul R(z), pentru z =£ z,:

R(:L') s k(z) — h{zg) — flu(2)) — flu{ze)) i (f’(yo) e on(u(a:})) ufml— lf(-'roa .

& — &, & — iy — &
Ultimul membru din aceste egalitafi are limitd in z,, deoarece:

lm u(z) — u{r,)
x-»xg T — Iy

= w'(2g);

functia u este continuad in z, (fiind derivabili), far & este continui in punctul coress

punzitor ¥, = u(x,), deci si funcfia compusa a(u(z)) este continua in z, (v. § 17, nr. 2):
lim «(u(z)) = «(u(z)) = a(y,) = 0.
X—+Xg

Rezulti ci si raportul R(z) are limitd in a,, deci l este derivabila in a,, sis

B(ag) = lim MA=ME) (o) 4 Tim afu(a))) lim S0
X+ T — I, x—>p x—uy T

= (o) w'(20) = f"(u(p)) * w'(zo).

Deoarece z, a fost ales arbitrar in E, rezultd ¢i [unciia compusi & este derivabild in

orice punct x € E si:
F(2) = {'(u(2)) - v'(2),
adica
b'(z) = (f’' ou)(z) * u'(z), pentru orice z & E,
de unde?

B = (f"ou) u.

Observatii 1° Se atrage atentia ca in egalitatea (f(u)) = f'(u)- ¢, u nu
este argumentul funciiei f, ci este o functie {de ).
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2°. Teorema precedentd este valabild i in cazul mai multor functii care se com-
pun. De exemplu, dacd functiile f(u), u(v), v(z) sint derivabile, atunci si functia
compusd k(z) = f(u(v(z))) este derivabila si:

B o= f(u) - w'o) - o

Practic, derivata unei functii compuse se obfine inmuljind derivaiele functiilor care
se compun in ordinea compunerii lor.

Tinind seama de regula de derivare a functiilor compuse si de regulile de derivare
a unor funciii elementare, se obtin formulele urmitoare (unde u este o funciie deri-

vabili):

1) (@ = et w’, (7 (n intreg)
. ZaY =
2) (V) = vV
3) () = ru™1- 4, |’ (r raiional)
4) (sinu) = cosu-u
5) (cos u)’ = —sinu- v’ I
6 | (gu)=—2% ’
cos? u
N | (g = - ‘
sin® w |
" ful
8) Q) e
u
r u’
9) (Injul) ”
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Intr-adevar:
(In u]'=*1— JONE SNL 1P PO
ful) ]ul(I”f) Tul = =
In particular:
1 (n|zl)y =21
T

Ezemple

1) hix) = 2z + 5)¥7, Notind u(z) = 2z + 5 si flu) = u!®, avem h(x i
’ r \ ’ i i E g ; ' . : d
F(2) = ['(u{a)) - () = 1007 (u(x))1%0- 2 = 1007 (2z + 5)%% - 2 = 2014 (2z + ls;lﬂﬂf{u(xn =

1

2 fla) = ——— = -3,
| {8 = g — B 1%
fllzg) =—5(z*+x+ 1) (2 + 2+ 1) B
(2 + = + 1)5.
8) fla) = V22" —52% =3,
(223 — Ba? 4 2)" 62 — 10z _ x(3z—5)

Pl o L W
2)/ 2% —52% + 2 21/ 28 —hat 2 |/ 22* — 522 F 2

§) fla) = sin (22 + 5);

f'(z) = cos (22 + 5) + (22 4+ 5)" = 2 cos (22 + 5); [ (— -»-Jl =2

) [zl =tg12;

S 1 1
rel = —— (] = — —; f'(1]=—r.s.
cos? — a? cos® — b
x z
6) flz) = ¥ Ginz + 22%)% = (sinz + 213)3;
4 s
[’(z) = = (sin z + 2a9) 5. (eos = + 102%) = e
3 Y g Ysing 4+ 2257
iy 201078 —1)
Pl =
7) f(z) = sip®{522 — =z +1);
f'l@) = 3 sin?(52% — & + 1) - cos(5a* — z + 1) » 10z — 1) =
= 3(10x — 1) sin?(52® — & + 1) cos(bax? — z + 1).

8) f(z) = Insin =;

fl(m) — "_‘.E —_ cfo x; f, (7?) — 1‘
4

sin x
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B |-

9 flz) = In

PR W LN g, (R DN VR
() - l-[f] «[ St =~
X

10) 7 (z) = In%(72 + 1) = (In(7z - 1))3

1 91 In? (72 + 1)

o

Tr 41 Tae+1

5

[lz) =3In? (T2 4 1)

o

.

%

2. Derivata unei functii reciproce

Fie I si J doud intervale oarecare. Fie [ : I — J o aplicatie bijectiva

strict monotona si @ : J — I aplicatia reciproci. Se poate demonstra.

Teorema 2. Dacii f este derivabild intr-un punet v € I si daca deri-
vata sa nu se anuleazi in acest punct, {'(z) = 0, atunci functia reci=
proci  este derivabili in punctul corespunzitor y = f{z) §i

Justificarea gcnmetmm a acestel teoreme este urmitoarea:

Graficele functiilor f si o sint simetrice fatd de prima hisectoare (fig. 67).
Deoarece functia f este derivabild in punc- Fig. 67
tul =z, graficul siu admite in punctul (z, y)
tangentia, MT, mnecparalela cu axa Oz
(decarece tgoa = f’(a) == 0); urmeaza ca si
graficul funetiei reciproce 9 admite in
punctul corespunzitor (y, «) tangenti, M'T,
neparaleld cu axa Oy, deci o este derivabila
in punctul 7.

= 1
Deoarece B = — — a,avemtgB=-—;
2 ig

dar tg{ si tgo sint respeetiv coeficientii
unghiulari ¢'(y) si f'(z) ai celor doud tan-

gente, deci ¢'(y) = - ‘1 .
f'{2)

bH
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Ezemple

1) Functiile f{z) = —ais_:i e{y) = 2y sint reciproce una alteia. A~vem:
a9
s T
fla =89 (#) =2

1
Se verified deci egalitatea: @'(y) = —— .

(=)

1 " : lteia.
2) Funetiile f(if) - ,1_ i (mek 0) si qj(y) = ; y (@ ;_EQj, sint reeiproce una altera
@

Avems
; 1
" ) = — — i ‘. N ey
f'(z) —H o'y 7
. - . : 1 ;
Daed « si y se corespund prin functiile f si p, avem a = ggx Y= e deci:
1 1
'(y)::——-—-=-—-.’.l!3= — .
X 3 ()

Observatie. Schimbind intre ele functiile [/ §i ¢, teorema precedenti ge
poate enunta astfel:

Daci @ este derivabild intr-un punct y € J gi dacd ¢'(y) 5 0, atunci f este derivabild
in punctul corespunzdtor © = $(y) §i
(@) ==
?'(y)

3. Derivatele unor functii elementare

Folosind regulile de derivare a functiilor compuse si a functiillor reciproce, pu-
tom acum calcula derivatele functiei exponentiale, {unctiei putere, functiilor circus
lare reciproce si functiei u?,

1) Dacd a> 0, funcfia exponenjiald f(x) = a* este derivabild pe R si f'(z) = a* Ina.
Se scrie:

(@) =a*"Ina |

In particular, pentru a = e, avem:

(Gx)’ = &%

Dacd a =1, atunci: Ina =0, f(x) = 1 §i f'(2) == 0; deci formula este verificatd
in acest caz. '

Daci a == 1, funclia f(x) = a* definitd pe R, este reciproca functiei o(y) =
== log, y definitd pe (0, co). Deoarece ¢ este derivabila §i ¢’ nu se enuleaza pe

— 188 —

(0, o), funetia f este derivabili pe R. Pentru = 9(y), adica « = logy y, avem
y == a* §i

f'(2) = z__1_=ylna=a°°lna.

ylna

Daca u este o functie derivabild atunci:

(a¥)’ = a*u’ Ina !

sl

(%) = e’

Ezemple

1) flz) = &0 %, f(z) = 0 - cos 23 f1(0) =15 {7 {%] -
2) (=) =2®. (g =20%.1n2. (In )’ = 2%, 10 9. %; f1) =1n2.

3) f(z) = a®'~2+%; Pla) = 2(52 —1) "8 Ing,
il x4l "
o= g sl =1, pr - o
&) fla) = ¢ ‘:f(m}=(m“_me i 1) o= —rp

9) Functia putere [(z) = @*(« veal) este derivabild in orice punct & >0 si f'(7) =
= ga*1, Se scrie:

() = oa

Daci « > 0, functia f este definitd gi in 0. In acest caz:
a) Daci o > 1, f este derivabild in 0 gt derivata se calculeazdi cu formula precedentd:
'(0) = 0.
b) Daci 0 << a << 1, f nu este derivabild in 0 dar are derivgta f'(0) = oo.
Intr-adevir, daca = > 0, avem:
f(ﬂ‘) = g% = 1 %% = g¥lax,

Folosind regula de derivare a functiilor compuse obtinem:

f'(z) = ex03(q]n 2)" = 2°* (ai] = ag* 1,
T
In punctul # = 0 se procedeazi ca i pentru functia a* cu r rational.
- 3) Daci u gi v sint derivabile pe un interval I §i dacd u(xz) >0 pentru orice z € I
atunct funcfia u® este derivabild pe I gi

(W) = w?-v'-lnu 4 vu™t o
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Functia «° se deriveazd considerind intii u constant si derivind ca o functie
exponentiald, apoi considerind v consiant si derivind ca o putere, si se adund
cele doud derivate.

Pentru a refine aceastd reguli, convenim si scriem:
() = (ug)" + (m?)’

unde indicele ¢ aratd ci functia respectivi se considerd constanti.

Peutrn a demonstra formula, scriem:
u” — elnuﬂ —— gvlnu

si derivém ca o functie compusi:

(u®)' = e'lB ¥y In u)" = u? [v' Inu -+ 5‘_] = w0’ ln u + vutlu',
u

Ezemple

1) flz) = 2% f'la) =z 2a* 1+ s Inx =21 + In2); f1) =1.

2) f(x) = (sin )¥; f'{z) = z(sin 2}*~1 - cos = -+ (sin 2)* In sin z = (sin 2)* (2 ctg = + ln sin z);

(HR

3) flz) = (2% + 20)V%, frla) = /% (22 + 20)V%T 22z 4 1) 4

2 | P S MR _ Yz {2/ (z 4+ 1) , In(a® + 22)
Ll 2VE‘I S i) o (5 o ) ( a? + 2z 2z )

4) Functia f(z) = arcsin z, definitd pe intervalul inchis [—1, 1] este derivabild pe
intervalul deschis (—1, 1) si

1

[

(aresin z)’ = i (=1l<ae<t)

Functia f(2) = aresin 2 definiti pe [—1, 1] este inversa functiei (y) = sin

R 11 T ; T ¥
definitd pe [—— i %] . Pentru — -;— Ly <L %avem cos y > 0, dect

¢'(y) = (iny)' = cosy = [/cos?y = |/T—sin? .
X,

5
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Punctele in care se anuleazi ¢’ sint — i

. T . n
Urmeazi ci functia f este derivabili in toate punctele # = 2(y) == sinyeu — — <

< y << -, adicd intoate punctele 2 = siny eu —1 < 2 < 1, 5i in aceste puncte avem:
~ 3 ki

1 1 1
¢lv)  Vi—sinfy Y1—a®
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