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I·. 
Primitive 

§ 1. PRIMITIVE 

Fiind dată o funcţie f : I -1o R (Jun interval c R), se pun următoarele 
probleme: 

(A) Există ( şi în ce condiţii) o funcţie F : J -1o R a cărei derivată să fie 
funcţia dată f ? 

(B) Cum se poate determina o asemenea funcţie F_, pornind de la f? 
ln acest capitol vom studia cîteva metode de obţinere a funcţi ilor F care 

verifică relaţia F ' = f. 
Răspunsul la problema (A) este afirmativ pentru o clasă destul de largă 

de funcţii, în particular pentru funcţiile coptinue. Acest lucru va fi arătat în 
capitolul II. 

1.1. De~ i niţi e. Fie J un interval c R şi f : J -~ R. Spuuou c 
admite primitivă pe J dacă există o funcţie F : J -1o R astîol înc1t . 

1) F eşte derivabilă pe .T, 
2) F'(x) = f(x), ( V)x E .T. 

Funcţia F se. numeşte primitivă a funcţiei f. 
Dacă intervalul J este închis la stînga şi a este extremitatea sa stingă, 

atunci prin derivata lui F în punctul a se subînţelege derivata Ia dreapta a 
lui· F în a. O convenţie analoagă se face cînd J este închis la dreapta. 

1.2. Exemple 

1) Fie n E N şi f: R -1o R funcţia definită prin relaţia 

f (x ) = xn, ( V)x E R. 

Atunci pentru orice număr real fixat c, funcţia 

F(x) = -
1

- xn+1 + c (V)x E R 
c n + 1 ' 

este o primitivă a lui f. 
2) Funcţia 

F(x ) = (sin x)2, (V) x E R 

este o primitivă a funcţiei 

f( x) = 2sin x cos x, (V) x E R. 
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3) Dacă a. > O, a =I= 1., atunci funcţia 

a"' F(x) = -. 
ln a 

( 'v') X E Jt 

este o primitivă a funcţiei 

f(x) = ax, (V) x eR. 

1.3. r o p o z i ţ i e. Fie J un interval c R şif : J --+ R. Dacă F., F 2 : J--+ Il 
sint două primitive ale funcţiei f, atunci există o constantă c E R astfel 
incit 

( 'v') X E J . 

. Demonstraţie. F 1 şi F2 fiind primitive ale lui f', ele sint derivabile pe J şi 

verifică relaţiile 

('v') X El, 

deci 

( 'v') X E J. 

Func~ia F 1 - F 2 ,avind derivata nulă pe intervalul J, este constantă pe 
acest interval, adică există c E U astfel incit 

( 'v') X E ]. 

IA. Obsrrvaţii : 

n) Dată fiind o i1cimi~ivă F0 i1 unei funcţii f: J --+ R, atunci orice altă 
primitivă F n l11i r ("SLe de 'rorma 

I" = F 0 + c, 

11ndfl ces t e o f11n c(ic constantă pe J. Aceasta însealJlnă că dacă o fun~ţie f 
admite primitivă , atunci f admite o infinitate de primitive. Datorită aces
t11i rapt vom spune adeseori: 

,,/' aclmite primitive" 
Îil loc ue 

„{ aci mite primitivă." 

L) Definiţi a primi_Livei, dată la punctul 1..1, s-ar putea extinde şi la funcţii 
definite pe reuniuni finite de intervale disjuncte, deoarece condiţiile din defi
niţia 1.1 au sens şi în acest caz mai general. lnsă nu mai este adevărat· că 
două astfel de primitive diferă printr-o constantă . 

De exemplu, fie f: R " {O} --+ R funcţia definită prm 

f(x) = x2. 

Atunci funcţiile F, G : R ~ {O} --+ R definite prin 

x3 
F(x) = - • ( 'v') x E R ""' {O}, 

3 

4 

) respectiv 

G(x) = 

! 
~ + 1 dacă x < O. 

x3 · - + 2 dacă :r. > O 
3 

sint derivabile pe R "- {O} şi verifică relaţiile 

F'(x) = f(x) = G'(x), ( 'v') x E R " {O}. 

Totuşi , diferenţa G - F nu este o constantă. 

{ 
1 dacă x < O, 

G(x) - F(x) = 2 dacă x > O. 

c) O funcţie care admite primitiCJe are propriettitea lui Darboux. lntr-adevăr, 
dacă f : J --+ R ad.mite primitive, atunci există o funcţie derivabilă F : J -+R 
cu proprietatea 

F' = {. 

Se ştie însă (vezi, Elemente de analiză matematică,'cl. a X I-a), că derivata 
oricărei funcţii derivabile are proprietatea lui Darboux. Aşadar, fare proprie
tatea lu i Darboux. · 

d) Dacă J interCJal c R şi f: J ~ ·R este o funcţie astfel incît mulţimea 

f(J) ~ier. {f(x) Ix E J} (imaginea lui J prin/') 

nu este interval, atunci funcţia r nu admite primitiCJe. 
1 ntr-adevăr, dacă f ar admite primi,tive, atunci (în baza punctului pre· 

cedent) f ar avea proprietatea lui Darhoux, adică o dată cu ,două valori ar 
lua orice valoare intermediară, deci imaginea lui J prin f ar fi un interval. 
Co11tradicţie cu ipoteza. făcută asupra lui f. 

e) Orice funcţie continuă f : [a, b] ~ R admite primitiCJe. 

Demonstratia acestu'i rezultat va fi dată tn· capitolul II, teorr.ma 4.8. 
' . . 

1.5. Definiţie. Fie f : J --+ R (J interval din R) o funcţie care 
admite primitive. l\lulţimea tuturor p~imitivelor lui f se numeşte i n t e g r a l a 
n e d e f i n i t ă a f u n ·c ţ i e i f şi se notează. prin simbolul 

Jf(x )dx. 

Oper~ţia de calculare a primitivelor unei funcţii (<'are admite primit ive) 
se ni1meşte integrare. 

Menţionăm că simbolul Jf(x)dx trebuie privit ca o nota(.ie indivizibilă , 

. deci părţilor J sau dx, luate separat, nu li se atribuie aici nici o semnifica\,ie. 
ln cele ce urmează vom defini operaţiile de „adunare" ş i „înmulţire nu 

scalari" între părţi (submulţimi) ale mulţimii funcţiilor <p : J --+ R. Vom 
face acest lucru în scopul de a da un sens precis notaţiilor frecvent utilizate 
în calcu lul de primitive : 
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Jf(x )dx + Jg(x )dx, 

t.Jf(x )dx, 

unde Jf( x )dx (respectiv Jg(x)dx) î nseamnă mulţimea tuturor primit ivelor lui f 
(respectiv g). 

1.U. Notaţii. Fie J un interval d in R şi 

8F( J) der. { f : J -+ R} 
mulţ i mea funcţiilor de finite pe J c u valori reale . 
8F( J) se introduc operaţiile 

Reamintim că pe m_ulţ.imea 

„adunarea f uncţi itor" : 

f 
def'. ( + g)( x ) = f( x ) + g(x ), ( V) X E J 

şi „înmulţirea funcţ iilor cu scalOl'i" : 

( t.f')( x) dec. A.f (x ), ( V) x E ./., A E R. 

Deci f + g este funcţia x -+ f(x ) + g(x) care asociază fiecăi:ui x E J numărul 
real f( x ) + g(x) , iar funcţia t.f est e funcţia x -+ t.f( x ) care asociază fiecărui 
x E J numărul real t.f(x ). 

Dacă ~ şi ~ sînt părţi nevide a le lui 8F(J) şi AE R , atunci punem prin 
definiţie 

sau 

gi- + ~ ctor. {f + g I f E fi ş i g E ~}, 

f.8Fi1c: r. { t.f lfE SF}. 

Dacă 8F es te formată dintr-un singur element {0 , atunci în loc de 

sr+ q 

vom scr ie s implu 

fo + ~· 
Deci 

tll'f . 
fo + ~= {fo + g I g E ~}. 

1.7. Obs(';1,1a{ic. Not ind cu @ mulţimea funcţiilor constante definite 
p e 1 cu v a lori reale 

11..r . 
{)_. ~ {f' : J -+ n i f' «0Tl 8 tan tă I, 

\ 

~r ohsrr ·v ă că acca:; l.ă rnul\.ime are, faţă de operaţiil e d P. „auuna rr" ş i „tnmu l
\ ir·ra <·u numr rr! 1·1-mle. diff·l'ile de zero", de finite p e pă r · ţil e lui ( f.( l ), ur·m ătnu 

n•IP p rnpr·irL!l \i : 
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a) t.@ =@ (V)/, E H, A =I- O; 

b) e + f2 = e 
c) dacă f : J-+ R este o fun cţie care admite primitive şi dacă F 0 este 

o p 1 · i mit.ivă a lui { , atunci 

~ f( :r)d.r = Fu + e 
sau-

~ F~(.i:)d.r = F0 + @. 

lntr-adevăr , produsul 1.f', d in t l'fl o funcţie corn;Lantă f : J -+ R şi un 
număr real "A fi ind tot o funcţ.i e cons tantă, 1 ·ezul tă in<:luz iunea 

"A@ ce. 
Reciproc, dacă fes te o funcţi e constantă şi "A E R, "A # O, atunci funcţia 

drr. f g= A-1 

pste constantă, drci 

f = t.g E ),@. 

Aşada 1 · , are Joc ş i in cluziunea 

şi deci egalitatea @. = "A@. 
Su ma a două funcţii constante fiind t.ot o funcţie constantă, rezultă inclu

zi unea 

e +(I!, c@. 

Rr l' ipn w, dacă r Pt; te cons t an tă, aLunci ~ f este constantă, deci 
:1 

r = ~ /' + .:.._ r E e + e. 
2 2 

Aşau a1·, al'C Io(' Ş I int'luziunPa {-!. c e + (!, şi deei „galitatea 

e+e=f!.. 
. Arn văzut (ouxerva\.ia 1.4 a)) dl dacă F este o primi tivă a lui f, atunci 

ll l'i«P alt.ii pr·i rn il idi F u lu i f esLP dr. fo l'm a 

F = F0 + c, 

und t> c Pste o funl·\.i<' constantă pe J. Drc i 

~ ((x)d x = {F E 1jf-.(J ) I P= p1·irnitivă a lui f} = 

= {Fu + c ' c E f!. J = F 0 + @ 
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1.8. T e o r e m ă. Dacă f, g : J --. R sint funcţii care admit primit ive 
şi A. E R, A. -:F O, atunci funcţiile f + g şi "Af admit de asemenea prjmitive şi au 
loc relaţiile: 

(a) 

(b) 

(c ) 

I 

J[f(x} + g(x}]dx = Jf( x)dx + Jg(x)dx, 

Jt..f( x}dx = t..Jf(x)dx, 

. Jf(x }dx = Jf(x)dx + e. 

Demonstraţie. Dacă F este o pl'imitivă a lui f iar G o primitivă a lui g, 
atunci F şi G sînt derivabile pe 'J şi 

F' = f, G' = g. 

De aici deducem că F + G şi "AF sint derivabile pe J şi 

(F + G)' = F' + G' = f + g, 

("AF)' = "AF' = "Af, 

adică F + G este o primitivă a lui f + g şi "J..F este o primitivă a lui "Af. 

Funcţiile F 1 G, F + G, "AF fiind primitive ale lui f, g, f + ,g, ~f respectiv, 
rezultă (observaţia 1.7c)) 

(1) 

(2) 

(3) 

(4) 

~ f .(x)dx = F' + @, 

~g(x)dx = G + @, 

~ (f(x) + g(x))d~ = F + G + @, 

~ "Af(x)dx = "AJ'. + @. 

Din egalităţile (1), (2), (3) şi observaţia 1.7. b) obţinem 

~ f( x)dx + }c(x)dx = F +@ + G +@ = F + G +@ +@ = 

=F+G+~= 

= ~ (/'(~· ) I· e(:i)) d:r. 

Analog, folosincf egalităţile (1), (4) şi ob:-;ervaţia 1.8a), se obţine 

/, ~ f'( .r)cl.c == i.(F + @) = ) .. F + )Ji!. = 1Jc + @ = · ~ 0

/f(:r ),d'..c. 

1.9. ObserPa{ie. ln dornonsLrarca l'upLului că /..( admite pr11rntive (tco ~ 

rema 1.8) nu s-a folosit ipoLoza ), #- O. ' l~oLuşi, ipoteza "A #- O este esenţ ială în 
derrţonstrare.a eKalităţ ii: 

' 8 

( 

I 
I 

Într-adevăr, dacă I. = O, atunci ' 

1-f(x) = O, (v') x e .J, 
deci orice funcţie constantă este primitivă a lui Af, în particular funcţia constantă O este 
o primitivă a lui 1-f = O. Aşadar (observaţia 1.7) r Af(x)dx = O + e = €. 

Pe de altă parte, daca A = O, atunci 

">.Jt(x)dx = l.{F I F = primitivă a lui f} = {l.F I F =.primitivă a Ju(f} = {O} . 

Deci-, in general, are loc incluziunea 

/.f f1x)dx c f 1.f(x)dx, . 

incluziune care este stri ctă cînd A= O. 

1.10. Ei:emple de f'uncţii care nu. ,admit primitive 

a) Funcţia f : R --. R defiuit.ă prin 

I
. ) { - 1 , dacă :c < O 
(..t' = 'l ', dacă :.r ~ O 

nu admite p1·imitive. 
' 

Într-adevăr, imaginea f'{R), a lui R prin f, este egală cu mulţimea {- l ,' 1} 
formată din punctele - 1 şi 1. Cum această mulţime nu este un int.el'val, 
rezultă (observaţia 1.4 d)) că funcţia f nu admite primitive. 

b) Funcţia f: R--. R dt>finiLă prin 

((x) = [x]ucr. max {n E Z I n ~ x} 

([.i·] =partea întreagă a lui x) nu admite primiti\'e. 
într-adevăr, imaginea f(R) a lui R prin f', fiind P.gală cu mulţimea Z a 

numerelor întregi, nu poate fi un interval. Deci observaţia 1.4. d)) f' riu admifo . 

primiLiv.e. 

c) Funcţia f' : R -+ R .<lefiuită prin 

f'( x ) = . L 1 l 
o, 

sm -- - 
x X 

dacă :i: ~ O 
1 

cos - , dacă :c > O 
X 

nu admite primitive. 

Se observă că funcţi il e 

f1: ( -oo, O] --. U., {2 : (O, oo ) -+ ·R 
definite prin 

f1( X) = 0, t'() . t 1 J 
2 X = Slll - - - COS -- , 

:i; X :r; 

admit, respectiv, ca primitive funcţiil e : 
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Dacă funcţ,ia (al' adm ite n pl'irnitivă: F : R -+ R , atun ci. a r l'ezu lLa (ob
servatia :l.4.. a)) că 

F / (- oo.OJ.= FI+ c~ = k şi F / (O, oo) = Fz + C2· 

Orire p1·imit.ivă este funcţie der-ivabilă, deci continuă , prin t1rrnare, primi tiva 
F eslP conLinuă in cH'lg inP., · 

cl eci 

ele unde 

F(O) = Jim F(x) = k, 
· .c-+ 0 

x~O 

F(O) = Jim F( x) = Cz, 
x -->0 
x>O 

k = Cz 

Aşadar, funcţia F vA fi de forma 

dacă x ~ O 

l 
k, 

k +x 
F(x) = . 1 

Sin --1 , 
X 

d acăx > O. 

Observînd că 

F(1·) - Fiii) .· 1 ('-') > O -----= sin - v x 
:r - li X 

şi ţ;inîn<l iwani ă d P faptul 1 ·ă f~n<:ţia .i: -+ sin ·-
1
- nu are limită în O, de'clucem 

X 

<'ă funeţia F 1111 e~te del'i rn hilii in O. 
Contradi<'\iP c11 iiPl'ivahilitatea l11i F pe toată mu lţimea R. 

1.11 Tabel de integrale nedefinite 

Peste fot în acest tabel J es te un interval c R 

1. f : R-+R 
f(x) = xn; n EN 

2. f: J--.R; J c (O,co) 

f(x) = x a ; a E R"- {- 1} 

:l. f:R-+R 

f(x) = ax; a E R~ "- {'1} 

10 

~ 
a·" 

a·"d x = - - + ~
ln a 

, 1 

„ 

,, 

l 

4. 

5. 

6 . 

7. 

8. 

9. 

10. 

11.. 

12. 

13. 

14. 

15. 

f : J-+ R; J c R* 
1 

f (x ) = -
x 

f:l-+R; JcR"-{-a, a} 
1 

f(x) = - -- , {a:j: O} 
x2 - a2 . 

f :R -+R 
1 

f(x) = ; a:j:O 
x2 + a2 

f : R-+R 

f( x) =sin x 

f : R-+R 
f (x) =COS X 

( ~ dx = ln I x I + .S. J a; 

- - - dx = - ln -- + € ~ 1 1 1x-a1 
x2 - a2 2a · x + a 

- - - dx = -arc tg-+e. ~ 
1 1 - X 

x2 + a2 a a 

~ sin x (ix = - cos x + e. 

~ COS X dx = sin X + ('? , 

f:J-+R; JcR"-{(2k+1) ~ l hEZ} 
f(x) =-

1
-

cos2x 

' 
( -

1
- dx = tg x + e. J cos2x 

f : J -+ R: ,J c R" {kit I k E Z} 
1 

f(x) = -.-
sm2x ~ 

. 1 
-- dx ==' - ctg X+ l'?, 
sin2a< 

_ f : J-+R; JCR".{(2k· + 1) ~ 1 hEz } 
f(x ) = tg X • 

~ tg X dx = - ln I cos X I + e. 

f : J -+ R; J c R " { k7t I k E z} 

f(x) = ctg x 

f:R-+R 
1 

f( x) = _ ; a =f= O 
V x2 + a2 

f: J-+ R {:a:;- (- oo, -_a) 
a > O J C (a, oo) 

1 
f (x) = v-2--2 

X - a 

f:J--+ R; J c (-a-,a ),a > O, 
1 

~ ctg X d x = ln I sin X I + e. 

( _
1 
_ _ dx = ln(x +V x2 + a2-) + e. 

J V x2 + a2 . 

( 
1 

d x = ln / x + V x2 - a2 I + e. J V x2 - a2 

~ 'f d .X'° ___ x = arcsm - + "'· 
Va2 - x2 a 

Exempiele 13 şi _ 14 nu sînt evidente şi sînt mai puţin utilizate decît celelalte 
exemple. Dăm tn continuare justificarea exemplului 13 (exemplul 14 se - justifică în 
mod analog). 
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IJt•r·1 vînd f11r ll' (i . • 

,rl. r. ' / _ 2 _ __ 2 
g(:r) --- .r + v x + a ' (g(x) > 0, (V) X E lt) 

obţii1em 

X 
g'(x)= 1 + _ _ 

i/x2 + a2 

x+ i/x2 + a2 

V' x2 + a2 
g(x)f(x), 

deci 

f (x) = g'(x) = (ln g(x))', 
g (x) 

<idică funcţia X -+ }n g(x) = Jn (x + v ·x2 + a2) este O primitivă a funcţiei 
1 . 

f·x-+ ---. V ~2 + a2 

1.1 2. Exerciţii 

I. Să se calculeze primitivele următoare lor Cunc ţii: 

1. f(x) = x2 + 2x + 3, x e R ; 

1 
2. f (x) = X + - ' X ~ (O, oo); 

X 

1 
3. f(x) = x + - , x e (- oo, O) ; 

X 

4. f( x) = a sin x + b cos x, 

1 
li. f(x) = .r --• 

V 1 - 4x 2 

' 1 
6. f( x) = ,/ 

V 4 - x2 

2 f 
7. f(x) = -. - + ---- • 

sm2x cos2x 

1 
8. f(x) = -. -„ - - .,

surx cos-.-i: 

. ) 1 9. f( x = -- , 
x2 +. t, 

I 
10. f(x) = 2 - , 

ftX + '1 

11. f( x ) = 2x + c·\', 

1 
12. f(x) = 2 - ·· , 

X -.i 

1 
13. f(x) = - .-- • 

x- - 1 

xe R; 

.XE (-2,2); 

x e (o. ~ ) ; 

:x e(o. i ) j 
.TE lt ; 

.TE Jt. ; 

.x e U; 

.re (- 1, 1); 

X E ( - --c , - 1); 

12 

~ 

' 

1 1 
14. f(x) == , /- + 3/- • 

V X V X
2 

:i:E (0, ru); 

15. f (x) = X Vx + 2x Vx2
, X . E (0, oo) . 

II; Să se arate c.i'i llrmăloarelc funcţi i nu posedă primi t.ive pii U : 

1. f (x) = [x] - x, X E R , 

unde [x) înseamnă partea întreagă din x. 

Indicaţie: Se va folosi acelaşi procedeu ca Ia exemplul 1.10. 

j 
· 1, dacă x > O, 

2. f(x) = o, dacă x = O, 

-1, dacă x < O. 

8. f(x) I 
x, dacă x < O, 

. 1 1 1 1 sm - - -cos - , 'ae:· i: >O. 
X X X l 1 1 

dacă x e R '-.... {O}, 2x sin - - cos - , 
X X 

4. f{x ) 
1 

dacă x =O. - . 
2 

5. f (x) 
= { :~ . 

dacă x e Q, 
dacă x e lt "-...Q. 

6. f(x) { I x I , dacă x e Q, 
x 2

, dacă x e R '-.... Q. 

j 
1 

cos - ' dacă x e R"-..{O}, 
X 

7. f (x) 
1 

dacă x = O. 
2 

!' dacă x e R"-..{0}, ": ~ ' 8. f (x) 

dacă x =o. 
2 , ... „ x e R '-JO}, 

9. f(x) • X 

o, X= O: 

{ ~ xe(-;• ; J '-.... {O}, 
10. f (x) X 

-1 X = 0. 

III. Ţinînd seama de faptµ! că orice · funcţie continuă pe un interval I are o primi· 
tivă, să se arate că următoarele funcţii au primitive ye R: 
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• 

I Si: X' 

1. f (x) = 

1, 

dacă x E R'-., {O}, 

dacă x =O. 

I 
. 1 

X Sin -, 

2, f (x) = X 

o 

dacă X E R" {O}, 

dacă x =O. 

I 
. 1 

Sin - , 

S, f(x) = Q X 

dacă x e R '-., {O}, 

dacă x = O. 

da<•ă X= 0. 

. I 1 cos - • 
4. f(x) ·= - X 

o 

6, f( x) = I _!__ e ~. , dacă x e R'-.,{O}, 
x2 

O , dacă x =O. 

G. f(x) = \ ~ e
0 

~., dacă x e R'-., {O}, 

, dacă x = O. 

7, f(x)= l e ~'sin-;. dacă xeR'-.,{O}, 

o , dacă x = O. 

IV. 

1. Fie f: [a, b]-+ R şi c e (a, b). Se presupune că f admi te primitive pe [a, c] şi pc 
[c, b] . Să se arate că f admite primitive pe [ a, b]. 

2. Fie (1 ; [a, b]-+ R, f2 : [a, b]-+ R două funcţii care admit primitive. Presupunem că 
există o mulţime finită A de puncte din [a, b] astfel încît 

(V) x E [a, b]'-.,A = f1(x) = fz(x). 

Să se arate că f1(x) = f2(.r) pentru orice x e [a, b]. 
• 

8. Să se arate că dacă f : R--+ R este astrei lncît f 2 (x) = 1 pentru orice x, atunci f are 
o primitivă dacă şi numai dacă f = 1 sau r = - 1. 

·1 
.4. Se consideră o funcţie f : [ - 1, !) -+ R care coincide cu funcţi a ~in - dacă x =I= O. 

X 

Să se arate că pentru ca f să posede o primitivă este necesar şi suficient ca f (O) = O. 

6. Se consideră funcţi a f: [-1, 1) --+ R definită prin 

f(x) = 

1 + sin .!._ , dacă x e (O, 1) , 
X 

o , dacă x =o, 

- 1 +sin.!._ , dacă xe[-1, O). 
X 

Să se arate că f nu admite primitive. 

6. Să se arate că funcţia f : [-1, 1)--+ R definită prin 

I cos2 .!._ , x =F O, 
f(x) = X 

0 , X= 0 

nu admite primitive. Să se deducă de aici că dacă o funcţi e f: [a, b]-+ R admite 
primitive nu rewltă, în general, că funcţia f2 admite primi tive. 

7, Fie [a, b] un interval din R. Să se construiască o funcţie 

f: [a , b] -+ R care să posede următoarele proprietăţi : 

i) să fie mărginită, 

ii ) să fie continuă în orice punct din intervalul deschis (a, b) ş i să fie discontinuă „ 
în punctele a şi b. 

iii) să posede o primitivă, 
iv) să fie egală cu zero în punctele a şi b. 

8. Fie· [a, b] un in terval şi A o mulţime finită conţinută în [a, b]. 8a se arate că există 
o funcţie f: [a, b] _. R cu proprie tă\.ile: 

ii să fie mărginită, 
ii ) să fie continuă pe [a, b] '-.,A şi discontinuă în orice punc t din A, 

iii) să admită primitive, 
iv\ să se anulei.e pe A. 

9. Fie f: [a, b]-+ R o funcţie strict crescătoare care admi te primiti ve şi fi e F o pri
mitivă a lui f. Să se arate că pentru orice ~ e (a, b) există xt, x2 E [ a, b] astfel incit 

F(x1) - F (x2) = f ( ~) . 
X 1 - X2 

§ 2. INTE GRAREA PRI N PĂRŢI 

ln acest paragraf şi în următorul admitem următorul rezultat (a cărui 
demonstraţie se va da în capitdul II, teorema 4.8; demonstraţie ~are nu se 
hazează pe rezultatele din aceste paragrafe): 

„Orice funcţie continuă f: J -+ R admite primitivP." 

Folosind acest rezultat şi formula de derivartl a produsului a două funcţii, 

obţinem următoarea: 

2.1. Te ore mă. F'tmnnla de integrare prin părţi. Dacă f, f!. . }--+~ 
sint funcţii derivabile cu derivate continue, atunci fun~ţiile fg •. f'g şi I g' admit 
primitive şi mulţimile lor· de 11rimitive sînt legate prm relaţia: 

~ f(x}g'(x )dx = fg ~ ~ g(x}f' (x}dx. 
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Demonstraţie. Se ştie că orice runc ţie derivabilă este. continuă, deci din 
ipoteză rezultă că runcţiile f'g şi fg' sînt continue , prin urmare ş i runcţia 

( 1) (fg)' = f'g + fg' 

este continuă . Atunci, pe baza rezulLatului menţionat mai sus, runcţiile f'g, 
fg' şi (fg)' admit primitive. Aplicînd teorema 1.8 (a) egalităţii (1), obţinem: 

(2) 

(3) 

~ (fg)'(x)dx = ~ f'(x)g(x) dx + ~ f(x)g'(x)dx. 

lnsă (obscrvaţ.ia 1.7) 

~ (fg)'(x)dx = fg + e. 

Din (2), (:-3) şi teorema 'l.8 (c) rezultă 

\f'(:r)g'(2·)d :i; = f'g +- e - ~t:(x)f'(x)<lx = fg - }g(x)f'(x)rlx. 

2.2. Hxemple 

1) ~ x 1·os .r dx = ~ x(sin x)' dx = x s in x - ~ . (s inx)x' d .T = x s inx - ~ s in x dx = 

= x s in 
I 

X+ COS 3; + e. 

2) ~ cos2x. d.-i: = ~ cos x cos x dx = ~ cos x (sin :r)'dx = 

= c·os x sin x - ~ sin 3; (cos :r)' <I x = 

ded 

. ( . 2 I = S lll :r COS 3: + ) S lll :r. C. :r. = 

. ( " = s111 x c·os a· + ) (1 - tos- 3;)d.1· = 

= sin X C'OS X+ ~ 1 d;· - ~ C'OS
2x d x = 

·= s in J" c·os x + .1· - ) cos2.r. d .r, 

Analog se arată că 
~ 1·os

2x d.T = + (x + s in X cos .-i:) + cs. 

2') ~ sin2x dx = + (x - sin x cos x) + e. 

3) ~ x 2 s in x·dx = - ~ x 2 (cos x)'dx = 

= - x 2 cos x + ~ (cos x) (x2)'dx = 

= - x 2 cos X+ 2 ~ X cos X dx = 

16 

= - x 2 cos x + 2(x sin x + cos x + e) = 

= - x2 
COS X + 2X s in X + 2 COS X + €. 

l n exemplele (4) şi (5) funcţiil e sînt considerate pe intervale I c (O, ,-o). 

4) P entru li E N, avem ~.xn ln X dx = ~ (ln x) ( nx:~ r dx = . 

xn+l 1 ~ = -- tn x - -- xn+L (ln x)'dx = 
n + 1 n+1 

xn+l 1 ~ 1 xn+L 1 ~ = --ln x--- xn+i-dx= --lnx-~ xndx= 
n + t n+t x n+1 n+1 . 

= -- lnx- +e= -- ln x- -- +e. xn+L ' xn+i xn+l ( 1 ) 

n + 1 (n + 1 )2 n + 1 n. + 1 

5) ~ .. cos (ln x)dx = ~ cos (ln .X)· (x)'dx = 

= x r.os (ln x) - ~ x(cos (ln x))'dx = 

( t = X cos (ln x) j- J X S Î ll (lll 3;) -:;= d-: =· 

= x cos (ln x) + ~ sin (I 11 x)dx. 

'Calculînd 

~ sin (ln x)dx = x sin (ln x) - ~ x (sin) In x))'dx = 

= .-i: sin (ln x) - ~ cos (ln x)d x 

şi în locuind în ~gali talea de mai sus so obţ i ne 

~ cos(lnx)dx = f.[ cos (lnx) + sin, (lnx) ] ·+ CS. 

6) Se consideră un interval I din R astfel încît 

sin x #O, ( 'v')x E:: I 

şi se cere să se calculeze primitivele funcţie i 

1 -x - - .- , n ~ 2, n E N. 
smnx Scriind 

1 = sin2 x + cos2 x 

avem 

1 1 cos2x -=-- +-
sinnx sinn-2x sinnx 

şi deci 

( __ 1_ dx = ( _ 1 __ . d + .( coszx dx. 
) sinnx ) sinn·2x x . ) sinnx 

În a doua integral ă din membrul drept aplkăm metod a i nt.egrăl'ii prin părţi, obser
vînd că 
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Deci 

COS X 1 ( 1 ) - -= - - - ---
sinnx n - 1 sinn-1x 

( cos2 x dx = - _1_ ( (--1- )' cos x dx = 
J sinn x 11 - 1 ) si nn-1x 

1 COS X 1 ~ 1 ·sin x dx = 
- n - 1 • sin11 - 1x - n - 1 s inn-L .r 

1 COS X 1 ( 1 
- n ·_ 1 • sinn-1x .- n - 1 J ~inn-2.'l: dx. 

De a ici deducem 

( 1 n - 2 ( 1 1 COS X 

) sinn x dx = ; -::._-; ) sinn-2x dx - n -1 ' s inn-1x · 

Notlnd, pentru n > 1, 

~ 
1 

In = --dx 
sin11 x 

relaţia de ma i s us devine, pentru n ~ 2, 

In = n - 2 I n-
2 

_ _ 1_ • . cos::_ 
n - 1 n - 1 smn-lx 

1·1•1ia ce permite să calculăm In pentru n par şi să red~cem calculul lui I n pentru n 
i 111 par la calculul lui 

I = ~ ~-· 1 . ' smx 

11 va fi calculată în paragraful următor (exemplul 3.3 (2) ). 

Vom avea 

I 2 = ( -.-1- dx = - c~s X + e, 
) s1n2x sin x 

~~• _..!._COS X + €, 
3 sin x 3 sin3x 

I a = ..!._ ( _ 1_ dx - ..!._ ~' 
:.! J s in x 2 sin2x 

1 = ~ / _ ..!._ cos x ~ ~ ( _ 1_ dx _ ~ cos X _ ~ cos x . 
~ 4 

3 
4 sin4x 8 J sin x 8 sin2a; 4 sin4x 

7) Să se calculeze ~V x 2 + oe dx, unde funcţia 

x-Vx2 + oe 

se consideră definită pe un interval I pe care. x2 + oe > O; oe =/: O. 

Avem 

(V x2 + ix d; = ( ' x
2 

+ <X - dx = ( _!__ -dx + ( <X dx. 
) ) V x2 + <X ) V x2 + <X ) V x2 + <X 

Pentru a calcula integrala 
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~ 
x2 

----dx 
V xz + <X 

vom aplica me toda integrării prin· părţi. Avem 

( · x
2 

dx = ( x ·(V x2 +ix)' d x = xV x2 +<X - (V x2 + <X dx. 
Jvx2 + ix ) ) 

Prin urmare s-a obţinut relaţia 

şi deci 

Întrucît 

deducem 

(V x2 +<X dx = xV x2 +~ - (V x2 +<X dx + ( .<X dx ) J ) Vx2 +ix 

V x2 + a. dx = - xv x2 +a.+ - -..=- dx. ~ - 1 , / - a. ~ 1 
2 2 V xz + ix 

( _
1

_ dx=ln(x + V x 2 + ix) + e, 
) Vx" + ix 

( V x2 + a. dx = ..!._ x V x2 + o: + ~ ln ( x + V x2 + a.) + e . 
) 2 2 

8) Să se calculeze ~ V a2 - x2 dx, a > O, unde funcţia x --. V a2 - x 2 

este definită pe un interval Ic (-a, a). 

Avem 

( V a2 - x2 dx = ( az - x
2 

dx = a 2 ( 
1 dx - f x

2 
dx. 

J )V~ -~ )V~-~ Jv ~-~ 
Pentru a calcula i n tegra}a 

(V 2x2 ~ d x 
) a - X 

vom aplica metoda integrării prin părţi. Avem 

( x
2 

dx = - ( X (V a2 - x2)' dx = - X V a 2 - x2 + r V a 2 - x2 dx. 
)V a2 - x2 ) J 

Prin urmare s -a obţinut relaţia 

( i/a2 - x 2 dx = x Va~ ....:.. -~ -- C(/a2 - xZdx + a2 f 1 . dx J J J Vaz _ xz 
sau 

V a2 - x2 dx = - x v a2· - x2 + - arc sin - + e . ~ 
--- 1 ,/--- a2 

X 

2 2 a 

2.3. Exerciţii. Să se calculeze primitivele următoarelor funcţii: 

1. f(x) = ln x, X > 0. 
X> 0. 
X > 0. 
x> (' 

'I 
5. f (x ) = - 111 x, X> O. 2. f (x) = x 1.n x, 

3. f(x) = ln2x, 
4. f (x) = x2 ln x, 

.r 
6. f (x) = :r~ I n . . r, .c > O unde a. este un 

număr real oarc•·a rl'. 
7. f (:r\ = lnn.t:, a;~ IJ, fi număr natural, fi> 2. 
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8. f (x) =I x3 ln2x, X> 0. 

10. f(x) = X e'\ X E R.. 
11. f (x) = (x2 

- 2x - 1) e"', x E R. 

14. f (x) = x2 sin x , x E R. 
16. f (x) = (x2 

- x + 1) sin x, x E R. 
17. f(x) = e"' sin x , x E R. 
18. f (x) = ex sin 2x, x E R. 
19. f( x) = e°'x sin ~x, x E R; ix, ~ e R. 
20. f( x) = eocx cos ~x, x E R; ix,~ E R. 
21. f( x) = xex sin x. x e R. 
22. f( x) = e"' (sin x - cos x), x E R. 
28. f(x) = sin2x, x E R. 
24. f (x) = sin3x + 2 cos3x, x e R. 
26. fix) = 2 sin4x + 3 cos4x. x e R. 

26. f (x) = V x 2 - 4, x E (2, +oo), 

27. f( x) = Vx2 + 1, x E R. 

9. f(x) = x°' (ln x)", x> O, 

unde ix e R iar n esle un număr natural. 

12. f (x) = (x3 
- x + 1) ex, x E R. 

13. f(x) = xne°'X, x e R, 

unde n este un număr natural şi ix e R. 

16. f(x) = xn sin ixx, x e R 
unde n este un număr natural iar ix e R. 

28. f(x) = x2Vx2 + 1, x e R. 

29. f(x) = x3Vx2 + i, x e R. 

30. f(x) = x4V x2 - 4, x e (2, +oo). 

31. f( x) = xV x2 -=-4, x e (2, +oo). 

32. f (x) = V9 - x 2
, x e (-3, 3). 

88. f( x) = xV9-=-.X2 , x e (-3, 3). 

§ 3. PRIMA METODĂ DE SCHIMBARE DE VARIABILĂ. 

ln multe exemple, funcţia h : I-+ R, pentru care căutăm o primitivă 
(funcţia ca1·e Vl'ern să o „integrăm"), poate fi pusă sub forma 

(1) h(t) = f(cp(t)) · cp'(t) ( 'v')t E J, 

unde rp : I -+ J este o funcţie derivabilă, iar f : J -+ R. 

Dacă funcţia f admite o primitivă F, adică F' = f, atunci, ţinînd seamă 
de regula de derivare a funcţiilor compuse, putem scrie 

h(t) = F'(rp{t)) · cp'(t) = (Focp)'(t) 

deci Focp este o primitivă a lui h. 
Aşadar, găsirea unei primitive a lui h s-a redus, in condiţiile de mai sus, · 

la găsirea unei primitive a lui f, problemă care (adeseori) este mai simplă 

decit găsirea unei primitive a lui h. 
Se observă deci că o primitivă a lui h se obţine compunînd o primi

tivă F a lui f cu funct,ia cp. 
Să considerăm următorul exemplu : 

(2) h(t) = (at + b)n ('v')t E R 

unde a, b E R, a =I= O, n număr natural ~ 1. 
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Ţinîn tl seamă că derivata funcţiei 

cp(t ) = a~+b ('v')tER 

esLe egală cu eonstan ta a, 

cp'( t) =a ('v'}l E R 

ŞI J11înd 
f(x) = x" ('v')x E R, 

se- obsel'vă din (2) că h ar avea forma (1), dacă ar mai fi înmulţită ~·u 

constanta a. Deci 

ah(t) = (at + b)11 ·a . f (cp(t)) · cp'(t) 

ad ică 

h(t) = _!_ f(cp{t)). cp'(t) . 
n. 

3.1. 'l' e or om 1'l (11rima metodă de schimbare do varialJilă). 

Ic'ie I , J intervale din R şi 

funcţii cu pro11rietll.ţilc: 

(a) cp dcrivabi1ă pe I, 
(~) f admite primitive (fie F o 11rimitivăi a sa) . 

Atunci funcţia (f o cp) · cp' admite primitive. iar 
funcţia F o cp este o primitivă a lui (f o cp ) · cp ', 
adică 

~ f(cp(t)) • rp'(t)dt = F o cp + @ 

1

, !Jem:.on~traţie. Func~ia F'_ fiind' o primitivă a lui f, este derivabilă pe J şi 
F <== f. lnsa cp · este der1vabllă pe I {ipoteza {a }), deci 

Şl F o cp este .deriva bilă pe I 

(F o cp)' (t) = F '(cp{t)) • cp'(t) = f(cp(t )) 'cp'(t) ('v')t E I. 

Aşadar, 

fun cţia Fo cp este o primitivă a lui (fo cp) · cp'. 

3.2. Observaţie. Ţin1nd seama de faptul că ori ce funcţie continuă admite 
primitive (observaţia 1.4. e)), putem aplica teorema precedentă, pentru func
ţii l e f' continue. · 

3.3. Observa.ţie. In prima metodă de schimba1·e de variabilă di stingem 
u,r·rnil.toarele dat~ şi etap.e: . 

a) Se dă o fun cţie h : I-+ R care a re primit.ive (de exemplu o funcţie 
,., m Un~1 i\); 
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. 
h) Se cau tă două funcţii I--.!.. J _!__. U. as tfel 1ncît i:;ă putem scri e 

h(t) = f (cp(t)) · cy'(t. ) ('v')t E I ; 

~" !-pune di ~ PS le funcţia care schimbă v ariabila (t in var·iabila x) . 

<:) Se ca t;l.ă o primitivă F a lui f, adică 

~f(x)dx = F +@. 

d ) Î n acesLe eondiţii o primitivă H a lui (f o cp) • cp' se obţine din F prin 
r ·P l aţ i a 

H = F o cp, 

a tlici1 

~ lt(t)dt = ~ f(cp(t)) • '.P'(t)dt = F o cp + fd. . 

l _' n 1~01 · i se s ubs tituit• fo rmal 

cp(t) p1'În .z; şi 1p '(t)<lt p rin <l x 

in 

~ f{rp{t)) . cp'(t )dt 

şi sP. sc1·ie ,,Pgalitatea" 

~ /'(cp(l )) · cp '(t)dt = ~ f( x )dx . 

,\ ct!asUi „l!ga lil.af.p" nu are i:;ens, d r.na1·ece : 

membrul. stîng reprezintă mulţimea p1·imitivelor funcţiei (f o cp) • cp' (care sînt 
funcţii definite pe intervalul /), 
iar 

membrul dTept reprezintă mulţimea primitivelor funcţi ei f (care sînt funcţii 
d efinite pe intervalul J). . 
Cele două mulţimi pot fi diferite 

chiar în cazul cînd I = J şi cp nu este funcţia identică„ 

„Egalitatea" menţionată mai înainte este o preluare formală, 
formulei de schimbare de variabilă în integrala de~inită : 

• {(cp(t)) · cp'(t)dt = . f( x )dx, ~ /, J"'(b) 
u rp(a) 

formulă care va fi demonstrată în capitolul II (teorema 4.1.2). 

3.4. Tabel de integrale nedefinite 

<p : I ~ R derivabilă cu derivata continuă. 
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fără sens , a 

t. 

2. 

3 

4. 

5. 

6. 

7. 

8. 

9. 

10. 

11. 

12. 

13 . 

14._ 

16. 

~ cpn(x)cp'(x) dx = cpn+l(x) + e, 
n + 1 

~ <pa (x)cp'(x) dx = <pa+i(x) + e, 
a+ 1 

a'l'(X)cp' (:i:) dx = - - + €, ~ a'l'(X) 
Ina 

~ cp'(x) d x = In I cp(x) I + e, 
cp(x) 

~ cp'(x) dx = · .!. Jn I cp(x) - a I + e. 
cp2(x) - a2 . 2a <p(x) + a 

~ cp'(x) dx = _!_ a rc t g cp(x) + e, 
cp2(x) + a2 a a 

~ s incp(x) cp'(x) dx = - coscp(x) + e. 

~ coscp(x) cp' (x)dx = sincp(x) + e. 

I ~ cp'(x) dx = tgcp(x) + e, 
cos2cp(x) 

n e N. 

a E R"-, { - 1}, cp(/ ) C {O, oo), 

a e R+ "-, {1} , 

cp (x) =I= o, ( V)x e / . 

cp(x) =I= ± a, ( lf)x e / , a =I= O. 

a =I= O. 

cp(x) (t: {k 7t I ke Z }, (V) x e /. 

~ tg(cp(x))cp'(x)dx = - ln ! cos cp (x) I + e, cp(x) (t: { ~2k + 1) f lk e Z} (V) x e /. 

~ ctg(cp(x))cp'(x) dx = ln I sin cp(x) I + €, cp(x) ~- {k 7t I k e Z } ( V)x e I . 

( cp '!xl<lx = 1n [ cp(x) + V 'P"txJ + a2] + e, J V <p~( x) + a2 
a=/= O, 

( cp'(x) ~X = ln I cp(x) + V cp2(x) - a 2 I + e, J V qi•tx) - a• 

f 
cp(/) C 1- oo, - a) 

a > O sau 
i:p( l ) C (a , .-,- 1. 

I ~ cp'(x) dx = arc sin cp (x) + € , 
V a• - cp•tx) a 

a > O, cp(/ ) C ( - - o, o.). 
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I 
1„ 

3.5. Exemple care utilizează prima metodă 
de schimbare de pariabilă · 

1) Să se calculeze ~ (~l + b)" dl , und e 

a, b E R, a # O, n E N, n ~ 1. 

Am văzut. la inc·P put\ll 1wesl11i paragraf !' ii f111H'\.ia a1'Pils la poal1• fi pusă su~ forma 

~ f (cp (l)) • cp'(I) 
1 

- (III + b)" · n, 
(I (f 

11ncll' 

cp(_l) = al + b, te lt, (cp 1·s tc clel'ivabil f1J 

· ş i 

( (x) = xtt, :z: e R, (/' °c1dmile pl'Îrnilive) 

o .Primitivă ii lui r es le func\.ia 
' :i;~+1 

/< (:i;) = -:- X E lt, 
li + J 

ded, in baza teoremei :~ . I funr.ţ ia 

F {q:i(t )) = · (at + b)n+i t e Jl, 
li+ 1 

· este o pl'imilivă a f'un cpei 

f (cp(t)) • q:i'(t ) =- (at + b)n • n.. 

Aşada1· 

[ (a.I + b)ndt = (nt + /J)n+t +-~· 
' a (n+ 1) 

Pentru un calcul rapid se prot.:edeazft nstfel 

~ (at + b)"dt = ~ ~ (nt + b\11 
• a.tlt = + ~ (al + b)n ·a clt = 

= _!_ ([ (a ! + b )11+1 ]' d t =_ (ul -l:_~E + ~. 
ct J /1 + I a (11 + I ) 

2) Fie u : I -+ R o funcţie cu proprieLăţi le: 

(0t) u(l) # O, (V) t E I, 

(~) u derivabilă . 

Se ce1·e să se calculeze 

( ~~- dt. 
J u(t ) 

1'uncţia u' avî11d proprietalea lui Darboux (v1:zi Rl,Pment.e do anali ză matem:tli l'<i 
c l. a 1Xf-a) şi \.inîn<1 seama r.;i nu se anuleaza n wăiel'i (ipote za (0()1,aedueern că 11' p :"tslrPa
zn semn cons lan t p1~ J. deci 

{ 
sau 

san 

n'(t) > U 

u1 (1) <O 

'(V) l E I 

{Vl I E / . 
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I 

I 

Dacă u' > O, a t1m• :i u es te str ict crescă toare. Însă unu se anul Pa1.ă n ki\ieri (ipnlt'za 
(CI( )) , deci 

{ 
sau u(t) > O 

-sau u(t) < O 

(V ) I E 1 

(V ) t E J. 

Printr-un raţionament s imila r se ajunge la al'eeaşi i:oneluzic lji în· <;awl eînd tt' < O. 
Luînd fllnrţia 

I 
f (x ) = -

definită pe (O, oo ) dacă u > O, 
sau 
definită pP. (- oo, o) dacit tt < O, rezul tă că 

:r 

u'( t ) = f'(u.(tl) · u'(t) 
tt(I) . 

O primiti vă a fttnc ţiei /' fiind f un1:t.i<1 

F (x) = ln Ix I 

rezul tă, aplicînd teorema 3.1 ,că funcţia 

(F o u)(t) = ln I u(t) I 

. • lL' A d este o primitivă a funu\.ie1 - . "' !ia a r, 
u 

l E J . 

I E I 

~ 
u.' (tj' 
-- dt = ln u + e . 

u(t) 

Pe scurt, se poate proceda astfel 

( -~1.1. dt = ( (ln 111. (t ) IJ' dt = Ino u + e. J u(t ) J 
( sin ·2t <lt 

3) Să se calculeze J i +. sin2i 

Luăm 

I = R, J = (1,2] 

şi 

l~J~ R 

definite prin 

( ) 
def. 

q:> t = 1 + s in2t, 

respectiv 

f(x) def . ~ , 

X 

Atunci f este . conlinuă pe J , cp este derivabil ă, iar derivata sa 

cp'(t) = .2 sin t cost = sin 2t 

este continuă pe I . Deci sînt îndeplinite condiţiile teoremei 3.1, 
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( sin 2t dt = ( _1_ cp'(t)dt = ( f(cp( t))<p'(t)dt. 
J 1 + sin2t ) cp(t) ) · 

Funcţia 

F(t) def . ln t, t E [1,2] 

fiind o primitivă a lui f, rezultă (în baza teoremei 3.1) că 

~ 
s in 2t dt 
----=ln 
1 + sin2t 

4) Să se ca lculeze 

( <11 

) sin 1 

unde funcţia 

I 
h(t) = - .-

Sili I 

esLe consid e r·ată pe un . în ter·val 1 c U astfel incit 

sin t =!= O ( \f)t c l 

(de exemplu I = (0 , n;)). 

(f o <p)cp'. 

l'i>ntrn n o acl111·t• la aeP<1s tr1 forrrnl (sa11 lu c·.omhinaţie liniari\ de funeţii de această 
fol'l1111 ), \' Ulii l'al'l' 1m1·1'· ll'ilnsformftri. De e ~t>mµlu, sel'iind 

~in t 

':' i ul1s1•1•\'Î llll c· ft 

uli[i111•111 

:! 2 = 
. 1 (1 + tg2_.!_ ) 

- --- = -----· --

sin I 

( 
t ') ' tg -'1.· 

t t n-, o .., 

t 
lg· -

2 

LI 'I/) 
C: - ·-- I 

u t+) 

allic·;·t 1'11111'1,in dt• ~t1h i11lq.1·1'iilit eslP 1lt> lipul co11siclln·a t i ii 1 ·~f' 111pl11I Jll'l'<'t'<lt•nl, 1111 cll' 

f 
u ll\ = l g - . 

2 
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Deci, în . baza exemplului prec!edent1 ·avem 

(-
1

- dr= ln j· tg 
2
' I+ e. J sin 't 

Se mai poale face şi ţrans formarea 

·Deci 

1 sin t · sin t -sin t sin t 
si~ t = sin2t = . l - cos2 t (1 - cost) (1 + cost) ---+ 2 1 - cost 

+ _..!_ sin t 
2 1 +-cost 

( ~- dt = .!_ ( . sin t '. dt + .!:_. ( sin 1 .dt = 
) sm t · 2 J 1 - cos t .2 ) 1 + c·os t 

= _.!. (~cos t)' dt- ~ ( (1 + cost)' dt = 
2 J . 1 - cos t 2 ) - · 1 + cos t 

1 
=-ln 11 

2 . 
<_:ost I --ln (·t + cost) -=; -ln ' + e= 1 : 1 1 1. -'--' cos t [ 

2 2 1+ cost . 
1 

1 
1

1 _ cos , ~2 I · , I = n + e _= ln tg ~2 + € , 
.1 +cost 

5) Să se calculeze integrala 

' ~ y 1 + tg2t dt, 

l 7t 7t) ' unde funcţia de sub integrală este definită pe intervalul - '2, 2 • 

Avem 

Puntnd 

unde 

deducem că 

şi deci 

lntrucît 

( V 1 + tg21 de = ( 1 + tg2
t cti . 

J )V1 + tg2e 

- - , - -R--R, ( 7t 7t) "' ( 
2 2 . 

cp(t) = tg t, 

1 
f(x) = v1 + x2 

cp'(t) = 1 + tg2t 

(V 1 + tg2e dt = ( cp'(tl dt = ( f (cp(tl l cp'(t)dt. 
) )V1+cp~\tl J 

( f (x)dx = ( 1 
ctx = ln (x + V 1 + x2) + e, 

) Jv1 +xa 
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obţinem 

~ V 1 + tg2t dt = ln ( lg t + V 1 + tg21) + e. 

. 6) Să se calculeze: 

unde funcţia 

( t2 + 1 dt 
)tVt' + 1' 

t2 + 1 
t -- --'-

tVt' + i 
e.ste definită pe un interval I c (O, oo ). 

Punlnd 

unde 

şi 

avem 

şi 

DeoarClce 

t2 + 1 

tVt4 + 1 

cp ' I -- R -- R, 

( 
dcr. 1 

cp t)=t- -
t 

f(x) drf. 1 
1(2 + X~ 

1 
cp'(t) = 1 + -

12 

cp '(t) 

Vt2 + 1 ' 
t2 

_ _,_cp_,_'(1_,_' ) - = f(cp(t)). cp'(t). 

V cp2(tl + 2 

~ f! x)dx = in (x + V2 + x2) + e 

deducem, aplicînd teorema 3.1, 

- -- dt = ln (cp(t) + V2 + cp2(t)) + e = ~ 
t2 + 1 

tVt4 + 1 

= ln (i - .!._ + Vi2 + 1 ) + e = ln ,2 - 1 + Vî'+1 + e. 
t t2 t 

7) Să se calculeze ~ V at2 + bt + c dt, a >O, 

unde f ~ncţia 

ti-- V at 2 + bt + c' 

este definită pe un interval I pe care at2 + bt + c este strict pozitivă. 

Dacă at2 + bt + c nu are rădăcini reale, atunci I poale fi R,' dacă at2 + bt + c 
. are rădăcinile reale oc, ~ cu a < ~. alunei avem 
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I c (- oo, oc) sau I c (~.+oe). 
Deoarece a > 01 avem 

at2 + bt + c = ·!_ [(2at + b)2 + 4 ac - b2] 
4a 

şi deci 
t e I ~ (2 at + b)2 > b2 

- 4 ac. 

Considerăm acum· funcţia 

cp: I-> R 

definită prin 

cp(t) = 2 at + b. 

Din cele de mai sus rezultă că 

Punind 

cp2(t) > b2 - 4 ac, 

cp'(t) = 2a, t E J. 

f( x) = V x2 + 4 ac - b2, 

observăm că f este derinilă pe orice interval pentru care x 2 > b2 
- 4 ac. Deoarece 

t e I ~ cp2(t) > b2 
- 4 ac 

rezultă că f esle definită pc interva lul cp(J) ; avem 

f (cp(t)) = V(2at + b)2 + 4 ac - b2 = 21 

Va Vai2 + bt + c 

şi deci 

f (cp(t)) · cp'(t) = 4a Va Vat2 + bt + c. 

Din exemplul 2 .2 (7) deducem că 

~ 1 , / 4ac - b2 
, / 

f( x)d x = - X V x2 + 4ac - b~ + ln I X + V x2 + 4ac - bJ- 1 + e 
2 2 

şi deci din teorema 3.1, obţinem 

(V at2 + bt + c dt = ~ [(2at + b) V at2 + bt + c + 
) 4a 

+ t.~cVab
2

1n I 2at + b + 2 Va vai2 + bt + c IJ + e. 

8) Să se calculeze 

~ V at2+ bt + c dt , a < O, 

unde funcţia 

t >-4 Vat 2 + bt + c 

este definită pe un interval I pe care at2 + bt + c este strict pozitivă. 

Aceasta are sens ~umai dacă rădăcinile trinomului sînt reale şi distincte. În acest 
c1z dacă rădăcinile sînt a şi ~. a < ~. atunci 

I c (Q:, ~) 

şi 
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unde 

b2 - 4 ac> O. 

Deoarece a < O, avem 
1 

at2 + bt + c = - - (S2 
- (2at + b)2

), 
4a 

S = Vb2 - '* ac. 

Considerăm acum funcţia 

<p:l-+U 

definită prin 

<p(t) = 2 at + b. 

Din cele de mai sus rezullji că 

cp2(t) < S2, IE J, 

cp'(t) = 2a. 

Pu11înd 

f( x ) = Vs~ - x 2 , 

observăm că f este definită pe orice interval pe care x2 < S2• Deoarece 

t E I~ <p2(t) < S2 

rezultă c~ f este definită pe intervalul <p (/) şi avem 

f(cp (1)) = vs2 - (2a1 + b) 2 = 2V- aVa12 + bt + c 

~ i deci 

f (cp(t)) • cp'(t) = 4a V~ V at2 + bt + c. 

flin l'X l'mplul(2. 8) ded 1cem eă 

f(.t)dx = - xVS2
- x2 + - arc sin - + e ~ 

'l - ' - S~ X 

2 2 s 

şi deci, tlin teorema 3.1, obţinem 

CVat2 + bt + c dt = 
1 

[ (2at + b) V=ăVat1 + bt + c + 
1 . 4aV-a 

b~ - 4ac ~at + b ] + 2 arc sin Vb2 - 4ac + e' 

~ V ax2 + b:i; + c dx = ~ [ (2ax. + b) V ax2 + bx + c +. 

+ 4ac - b
2 

( V-V )] ') V (1 ln 2ax + b + 2 a ax; + bx + c + e. 

3.6. Exerciţii 

I. Să se calculeze, utilizînd prima metodă de schimbare de variabilă, 
primitivele următoarelor funcţii: 

3U 

4x + 2 xe R. 1. f(x) = - - -- , 
x 2 +x + 3 

2. f (x) = sx3 + 6x xe R. 
2x4 + 3x2 + 5, 

. 
3. f (x) = 

sin x 
X E R. 

1 + cos2x ' 

4. f(x) = tg x, xe (-i· ; ) . 
·1 xe (--i· ~)· 5. f (x) = - -, 

COS X 2 . 

6. f (x) = 1 + tg2x • 
I 

X E (o, X) - . 
tg X 2 

'1. f (x) = 2x sin(x2 + 1 )ecos (x' + I) xe R. 

8. f (x) = x2 ex', xe R. 

9. f(x) = tg x + tg3x, X E (- i1 ; ) . 
10. f (x) = sin X COS

2x, xeR. 

11. f (x) = sin3x cos2x, xeR. 

12. f (x) = sin3x, x eR. 

13. f(xi = sinx +cos x 
xe( - i' : ) . . 

sin x - cos x 

H. f(x) = tg2x + tg4x, xe (- ; • ;) . 
sin3x 

xe (- ;• ; )· 16. f (x) =~. 
COS X 

16. f(x) = 1 + tg2x , 
1 + tg X 

( X' XE - 4• : )· 
11-x 

17. f(x) = • 
V1 - r. 

X E (0, 1 ). 

· x xeR. 18. f(x) = -- • 
. 1 + xt 

xa 
19. f(x) = --, xeR. 

· 1 + x6 

20 .• f(x) = X , 

v 1 - x4 
X E (-1, 1). 

eX 
21. f(xl =V . x e (-oo, O). 

1 - e.x 

22. f(x) = 1 
x e (e, oo). 

x(1 + lnx) 
. 
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28. f{x ) = cos x·sin (sin x) · cos (sin x), x e R. 

24 sin 2x 
• f (x) = ----- , 

· V1 - cos4x 
x E (0, 7r). 

21i. f (x) = 
1 

x(1 + ln2x) 
x E (0, oe). 

26. f (x) = V1 + xz, xeR. 

27. f{x) = V x 2 - 3 x + 2; X E (2, oo). 

28. f(x) = V x 2 + x + 1, x eR. 

29. f(x) = V - x2 + 3x - 2 , X E (1, 2). 

SO. f(x) = V9 - 4x2, xe(Lf. f)· 

31. f( x ) = x 2V x 2 + 2x + 2, xeR. 

32. f(x) = .1·V (x - 1)3
, X E (1, oo). 

88. f(x) = 
1 

X E (1, oo). 
x +V x• - 1 

. 
84• f(x) =arc s in x, 

x2 
X E (0, 1). 

1 
x E (0, oo). 86. f(x) =-----=--= • 

xV x4 + x• + 1 

§ 4 .. A DOUA METODĂ DE SCHIMBARE DE VARIABILĂ 

Am văzut că. in prima metodă de schimbare de variabilă se căuta să 
se pună funcţia de integrat, h, sub forma 

h(t) = f(cp(t)) -<p'(t), 

şi o primitivă H a lui h se obţinea compunind o primitivă f a lui f cu 
funcţia qi: 

H =Focp, 

Există situaţii în care este mai uşor de găsit o primitivă a funcţiei 

h = (f o cp )q>' decît o primitivă a funcţiei f. 
În a doua metodă de schimbare de variabilă se cunoaşte o primitivă H 

a funcţiei h = (f o <p )qi' şi se cere să se găsească o primitivă F a funcţiei f; 
F se obţine din H astfel 

F = H ocp-1• 

4.1. Tcor1~m1l (A doua metoda\ de sehlmb1ue de variabili'!.). Fle I, J lnterV1\lo din R şJ 

cp ' 1-- J --:n. 
funcţii cu Jll'O)Jrictitţile: 

a) <p bijectivu, dcrivabilii, cu dcriV1\tit nenuli\ pe /, 
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b) funcţia h = (f o <p) <p' admite primitive (f ie H o primitivă ·a ea). 
.Uunci 

( 1) forw tfa r 11d111i t<• )Jrirnitirn, 
(2) funcţi a }{ o,.cp· 1 este o J>rimiti,·ă at lui f, adică 

~ f(x)clx = H o cp·1 + € • 

Demonslraţie. Funcţia H fiind o primitivă a lui h este derivabilă şi H' = 

= h = (f o cp) · cp'. 

deci 

Ş I 

Însă din ipoteza (a) rczulLă că funcţia inversă cp-1 este derivabi lă pe J, 

H o cp-1 este de r·i va bilă pe J 

.(11 o cp 1)'· (.r) = fl' (cp- 1(.r))(cp-1)'- (x) = 

== (/' o cp)(cp- l(:i:) . qi'(cp- 1 (x)) . (-:p-1 )'(.r) = 

= f'(;;) · cp'(cp-1(x)) -
1 = {(.!') ('v')1· E J. 

cp' (cp•l (:c)) 

Aşadar, funcţia flo cp- 1 este o pl'i1n itivn a lui f. 

4.2. Obs<·rva(ie. Ipotezele (u) ~ i (11) pot fi înlocuit e cu următorul grup 
mai restrictiv dl-' ipolrzc: 

a') cp b ij ecti vă, <fpr· i vabilă cu d el'i va ta continuă şi nenulă pe / , 
b') r continuă pe J . 

fpntezi.lle a'), b') imp lică ati t ipo tezele a), h) din a doua metodă de schimbare 
dP va„iabil ă cît ş i ipotezele (et. ), (~ ) din p1·i 111a metodă de schimbare de vari
:ibilii : 

((a'), (b')) /'((a), (b)) 
\4 ((et.), (~)). 

4.3. ObserCJaţie. Fief şi cp funcţi i ca re verifică ipotezele (a') şi (b'). Atune i 
penLru o funcţie F: J -+ R are loc ech ival enţa : 

F csle primiliCJă a lui f <=> F o 9 esle o primiliCJă a lui (f o cp )'l'. 

Cu alte cuvinte: 

„/ n ipotezele a'), b'), cele două metode de schimbare de CJariabilă sînt echiCJalenlc" . 
l mplicaţ. i a de la stînga la dreapta reprezintă prima metodă de schim

bal'e de variabilă, ia r· im plicaţi a de la dreapta la stîngu „„;mi tă din a doua 
metodă de schimbare de vari ab ilă . 

i ntr-ad lwăr , :;ă pr·ei;up une rn că funcţi a F o cp ei;te o pri mitivă a lui 
(f'ocp)<fJ' şi s:I no tăm 

„,.,., 
H ·--= F o cp. 

1\Lunci, în baza cele i de-a doua metod,, de :-whimbare dl· variabilă, funcţia 
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H o cp- 1 = F o cp o lf- 1 = F 
este o primitivă a lui f. 

4.4. Observaţie. 1n a doua metodă de schimbare de variabilii se rP.marcă 
urmăţoarele date şi etape : 

./ 

a)· Se dă o funcţie f: f~ R care are primitive (de exemrlu o funcţie 
continuă) ; 

h) Se caută o funcţie cp : I -+ J care este derivabilă şi cu derivata nenulă ~ 
ln acest caz, cp' (avînd proprietatea lui Darhoux) păstrează semn con· 
stant, deci cp este strict monotonă, prin urmare există cp-1 ; se spune că 
t/J = cp-

1 
: J -+ I este funcţia care schimbă variabila (x tn variabila t); 

c) Se caută o primitivă H a funcţie i 

(f o cp )cp', 
adică 

) f(cp(t))cp'(t )dt = H + @. 

d) ln aceste condiţii o primitivă F a Jui f se obţine din H prin relaţia 
, F = H o cp- 1, 

adică 

~ f( x )dx = Ho cp-1 + ([!, . 

4.6. EXEMPLE CARE UTILIZEAZĂ A DOUA METODĂ 
DE SCHIMBARE DE VARIABILĂ 

1) Să se calculeze 

Funcţia { : R-+ R definitt'l prin 
~ 

e~X 

--- d:r. 
1 + e·" 

f (x) def . e2x 

1 + eX 

este co.ntinu ă. Luăm funcţia cp : (o, oo) -+ R definită prin 

cp(t) = ln t. 

Aceas tll funcţie este bijectivă, inversa sa f iind 

ia r deriva ia s a 
cp"1(:r) = e--c . (V)x e R, 

cp'(t) = _.!_ (V), I E (0, oo) 
·e 

es te nenulă pe (O, oo). 

Căutăm o primitivă a funcţiei 
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12 
f (1n(t) ) • cp'(t) = - ·. 

T 1 + t 
1 t 

- = --· . 

A vem 

( t (1 + t _ ( _ 1_ dt = t ·- ln(l + t) +e. ~ f (cp(t)) • cp'(t)d t = ) ·\ + -t dt = ) i•ti dt ) 1 + t 

N otînd cu 

H (I) = t - l n ( I + t) 

. . . . _ ({ ) • , re:.mHil în ba za ltlore mci 4.1 c;1 funcţia pr1m1tiva Im h - o cp cp • 

(H 0 qi·l )(x)= l':" - ln (1 t eX) 

este o primitivă a fu ncţi e i (. Deci 

( e
2
·" dx = 0 x _ I n ( 1 + e·\) + e, 

) 1 + e·\' 

( 1 <lx . 2) Să se calculeze ) xV 1 + :r. 

cp 
Luăm {1 , oo) - (O, oo) .!.... u.„ unde 

1 
f (x ) = xV 1 + x şi q>(t) = 12 - 1 , 

deci 

cp· l(xl = VT+-;·, cp' (t.J = 2r. 

A vlnd 

. 2 
( • I ( 21 d t = ( dt = 
) f (qi(t))q> (t)dt = ) (t2 - 1)t ) (t - 1)(1 + 1) 

1 ) t - 1 _ (( __ 1_ _ __ dt = l n --. + e 
-) t - 1 1 + 1 1 + 1 

rezultă 

( _1 _ _ dx = 1ri Vi+X - 1 + €._ 
) x V 1 + x V 1 +x + 1 

3) Să se calculeze 

Funcţia f : (O, oo) -+ (O,oc) defini tă prin 

· dr.r. t 

f(x) = x2V1 +X~ 

es te continuă. Luăm I= J = {O, oo) şi q> : I-+ J definită pr in 

1 
<p(t) = - • 

t 

l'ar m' este continuă şi nenulă pe / : Ob11ervăm că cp este bijectivă, derivabilă, T 

1 
cp'(t) = - - • 

t2 
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Deci (observaţia 4.2) sînt îndeplini te condiţiile teoremei 4.1. 
Observăm că 

,~ 

(fo<p)(t)·<p'(t) = --- --

__!_"' / 1 + __!_ ,2 V ,2 
- (V 1+ 12) ' V 1 + t• -

deci o primitivă a funcţiei (f o <p) • <p 1 este funcţia t-+ - V 1 + i2, prin ·urmare 

~ (f o<p)(t) • <p'(t)dt = - V 1~12 + e. 

A plicind teorema 4.1 şi ţin!nd seamă că <p"l(x) = __!_, obţinem 
X 

4) Să se calculeze 

~ Va2 
- x2 dx, (a >O). 

Funcţia f: (-a, a)_-+ R.+ defi nită prin 

r1cr.V_ 
f(x) = a2 - x2 

este continuă. Funcţia <p: ( - ; , f") -+ (-a, a) definită prin 

<p(t) = a sin t 

este bijectivă, derivab ilă, cu derivata con tinuă şi 

cp'(t) = a cos t =/=O, 

Observăm că 

f(<p(t)) · <p'(t) = Va~ - a~ sm2 t ·a cos t = a2 cos2t 

deci (vezi exemplul 2.2 (2 )) 
. . 

~ f(cp(t)) · <p'(t)dt = ;
2 

(i + sin t • cosi) + e = 

= ;
2 

( t + sin t V 1 - sm2 t J + e. 

Aplicînd teorema 4.1 şi ţinînd seama că 

obţinem 

<p"1 (x) = arc sin ~ ' 
a 

~Va• - x' d x ~ f [ '" •in; +•+re,;,; )V I +• (a.o.in ;))'] H ~ 
36 

= ;
2

[ arcsin : +: y1 - (~f] + e = 

=f(a2 arcsin: +xVa2 -x2 ) +e. 

5) Să se calculeze~ V:~ : dx, a >O, 

unde funcţia 

"\ /~ 
X -+ f( x ) = V a+ x 

este definită pe intervalul (-a, a). 

Funcţia 

definită prin 
cp(t) = a sin t 

este bijectivă, derivabilă şi 

Avem 

şi deci 

Deoarece 

cp'(t ) = a cos I =ţ= 0, ( V)t E ( - ; • ; ) ' 

Va - a s in t 
)) ' ( ) · a cos t = f (cp (t • <p t = a + a sin t 

V · cos2t 1 - sm t • = a (1 - sin t) , = a cos. = a 
1 + sin t 1 + sin t 

~ f(<p(t)) • <p'(t)dt = a~ (1 _ sin t )dt = a (t + cos t) + e. 

. • X 
<p"I(x) = arc sm -

a 

deducem, aplicînd teorema 4.1 

~ f (<p)(x)dx = a ( arcsin ~ + -v~ -~) + e. 

6) Să se calculeze ~ V ax~ + bx + c dx, 

unde a > O şi b2 - 4ac < O. 

Funcţia 
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f(x) .·= Vaxx + bx + c 

este definită şi continuă pe R. 

Considerăm următoarea schimbare de variabilă 

'Y:R-+R 
definită prin 

·Avem 
"'I'(x) = V7zx + V axx + bx + c. 

'f''(x) = Va+ 2ax +_b 
2 Vax2 + bx + c 

deci 

Să !lrătăm că ~'(x) =I= O(V),x e R. Dacă ar exista x
0 

e I astfel îndt •V(x
0

) = O, atunci 

2V"U"V ax~ + bxo +c + 2a.i0 + b = o, 

şi . 

. rezultă 

de1;i. 

4a(ax~ + bx0 + c) = (2ax6 + b}2, 

de unde ar rezulta egalitatea 

b2 
- 4ac = O 

care contrazice ipoteza din enunţ. Avînd 

~'(x) =/= O (V)x e R 

·v (-_!_) =Vii> o 
:!a 

•Vlx) > U (V)x e R. 

(x) I} este strict cresC'ătoare. 

Pe de altă parte, pt>nlru oriei! x =I= O avem 

deci 

(~) 

Bvident. 

lji(x) =· ax
2 

- (ax2 + bx + c) 

Vax - Vax2 + bx + c 

lim ~(x) = 
x~- ac 
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V- V b c nx - lxl <1. + - + -
x x8 

b 
2Va . 

(y) !im ·~ ( .r) ::::: + oo. 
X - >GO 

Din (:it), {~ ) , (y~ rezultă că 

iar funcţia 

. , /J 

~(R) = - --, 
2117i" 

d t ' ( b <p e . ~-1 : - . v- , 
. . 2 u. . 

satisface condiţiile teoremei (t.1. Puntnd 

t = 'Y(x) 

găsim 

(t _ Va x )2 = ax2 + bx + c 

şi deci ,2 _ c 

x = cp{t) = 2 V at + b • 

Deoarece 

f(cp(tll • cp'(iJ = (t - Vă' cp(tJ) • cp'(tl, 

deducem ( 

( ila 2tii t ( icp'(1Jd1 = - Va cp2(1J + icp(tJ - J cp(t)dt. J f(cp(t)) • cp'(t)dt = - 2 cp J 2 

Dar 

( ( tz _ c · 1 at - dt + ~ 
·4 2 b2 

) cp(t)dt = J 2 Va t + b d t = 4a 2 Vai + b 

+ .!. ( b
2 

- 4ac dt = .!. ( (2 Vat - b) dt + 
4a ) 2 V at + b 4a J 

+ .!. (b2 _ 4ac) ~ In (2 Vat + b) + e = 
4a 2Va 

= .!_ (Vii·,2 _ bt) + b2 
-

4ac In (2 V a t + b) + e, 
4a · BaVa 

deci 

Apliclnd teorema 4.1 obţinem 

~ f(x)dx = - v; x2 + X (Vax +V ax2 + bx + c) -
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--
- ~a (Vax + Vax 2 + bx + c)2 + i (Vax + V axz + bx + c) + 

~a 4a 

4ac- b2 
[ - -+ _ 1n 2Va (Vax + Vax2 + bx + c) + b] + e = 

Ba Va 

= x V ax2 + bx + c - _.!._ x V ax2 + bx + c + i V axz + bx + c _ 
2 4a 

c Va 4ac- b2 _ 

- - 4- + _ ln (2 ax+ b + 2 Va ·i/ axz + bx + c) + e 
a Ba V a 

adică 

~ Vax
2 + bx +c xdx = 4~ [ (2~x + b) i/ axz + bx + c + 

4ac - b2 
--,,.;'-.,----+ 2Va ln (2ax + b + 2i/aV xa + bx + c)]+ e. 

.J..6. Exerciţii 

. . . Să se calculeze, utilizînd a doua metodă de schimbare de variabilă 
pr1m1t1vele următoarelor funcţii: ' 

e"' - 1 V-
1. f(x) = - - I 

e·~ + 1 
X E (0, 00). 

X E (0, oo). 

B. f(x) = sin x ( „ „) 
cos x V 1 + sin2x, ' x e - 2 ' 2 • 

4. f( :c) = 1 
( x2 + 1 l V ;;2 + 2 • 

o. f(x) = _ 1 __ , 
1 + Vx+Vx+1 

1 
6. f(x) = 

2 
_ __ , 

(x + 2) V x2 + 1 

7. f (x) = 

' 8. f(x) 

x4 arc tg x 

1 + .'1:2 

x Vt + x + x2 ' 

§ .> . 1 N l'E . H : l 

X E R. 

X E (0, oo ). 

X E (0, oo). 

XE (-î• ;). 
X E (0, oo). 

l 11 

5.l. Ream~ntim că o funcţie f: I ~ R, unde I este un interval din R 
se numeşte raţion:ală dacă exiştă două polinoame P şi Q cu coeficienţi nume ~ 
reale, astfel incît r 
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(V) x E I => Q(x ) =I= O şi f( x} = P(x) • 
Q(x) 

O funcţie raţională {"se va numi simplă dacă este de una din următoarele 
for me : 

i) f( x ) = a0x 11 + a1xn- l + .„ + an-1X + a11 ; 

A ' 
ii) f(x) = , unde n E N"'; 

(x-a)11 

iii) f(x) = .Bx + C , unde n E N* şi b2 - 4ac < O. 
(a.x2 + bx + c)11 

Se arată că orice func\.ie raţională se scrie ca o sumă finită de 
funcţ ii raţ. i onale simple şi prin aceasta calculul primitivelor unei funcţii 

raţionale se reduce la calculul primitivelor funcţiilor raţionale simple. 

Vom da în continua1'e metode de calcul a primitivelor funcţ.iilor de tipul 
ii) şi iii) analizînd pe rînd diverse cazuri particulare. 

şi 

5.2. Dacă funcţia raţională f : I ~ R este de forma 

f( x ) = _1 _ 
x-a 

Ic (a,=} sau Ic (-=,a) 

ave m 

( -
1

- dx = ln I :i: - a I + e, J X - a 

adică 

şi 

Şl 

( - 1 - dx = ln (x - a ) + e dacă Ic (a, oo) 
) X - a 

( - 1- dx = ln(a - x) + e dacă Ic (-oo, a). 
) X - a 

Dacă funcţia raţională f : I --+ R este de forma 

1 
f(x) = , n E N, n ;;;::: 2 

(x - a)11 

Ic (a, oo) sau Ic {-oo, a), 

avem 

( . __ 1 - - dx = - _1_. 1 + iS. 
) (l: - a)" n - 'l (x - a)'i-1 

5.3. Dacă funcţia raţionaTă f: I --+ R este de tipul 
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• 
1 

f(x) = 2 2
, a =I= O 

X + a 

ŞI 

/cR, 
atunci se ştie că. 

( . 
1 

dx = _!. arc tg =. + e. J x 2 + a2 a a 

Dacă funcţia raţională f : I -+ R (/ c R) este de tipul 

f( x) = - 2 

1 
2 , n E N, n ;;i: 2 

(x + a )n 

vom da o formulă de recurenţă pentru calculul lui 

ln = ( 
1 dx. J (x2 + a 2)n 

înmulţind şi împărţind mai intîi cu a 2, apoi adunind şi scăzind x 2 la numărător. 
.obţi.nem 

I n = - dx = - dx - - dx = 1 ~ a
2 

1 ~ a
2 + x

2 
1 ~ x

2 

a2 (x2 + a2)n a2 (x2 + a2)n a2 (x2 + a2)n 

= ~ [1 n 1 - ( x
2 

dx] · 
a2 

- J (x2 + a 2)n 

Primitiva din paranteză se va calcula prin părţi 

J x2 - dx . = - 1 . 1 . x + ( (X)' 1 
J (x

2 + a2
)n 2(n - 1) (x2 + a 2)n-1 J 2(n - 1) 

--
1
--dx = 

(x2 + a2)n-1 

1 X 1 
= - 2(n - 1) (x2 + a2)n·1 + 2(n -1} 1n-" 

Deci I 1 [ 1 X + ~~ I J. 11 = -;;2 2(n -1}· (x2 + a 2)n·1 2(n - 1) rH 

lnainte de a trece la calcularea primitivelor celorlalte funcţii de tipul iii) 
vom face următoarele observaţii. 

ObserCJaţii: («) Funcţiile de tipul iii) pot fi considerate (dacă se dă a factor 
comun forţat la numitor) ca fiind 'de forma 

f(x) = B'x + C' 
(x2 + p:o + q)n 

cu 

p - 4q = - - 4 - = . < o. 2 ( b ) 2 
· c b2

, ...:... 4ac 
a a -i2 

(~) Dacă p2 ·- 4q < O, atunci x2 + px + q se poate scrie ca suma de 
două pătrate : 
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( 
p2) p2 

x2 + p x + q = x2 + 2 f x + t; + q - 4 = 

= (X+ f r + 4q ~ n2 = qi2(x) + a2, 
unde 

p . ~="\'~ > 0. <p( X) = X + 2 ŞI o V 

6.4. Dacă funcţia f: i..,. R (Ic R) est e de tipul 

1 
f(x) = x2 + px + q' 

atunci folosind observaţia (~ ), avem 

( 1 dx - ( qi'(x) dx = ..!.. arc t g 
) \x2 + px + q - ) tp2(x ) + a2 8 

2 2x + p +ID _ arctg ~· 
. / 4q - p• V 4q - P?. 

Da~ă funcţia raţională feste de tipul 

1 N* 2 f( x) = , n E , n ;;i: , 
(x2 + px + q)n 

cu p2 _ 4q < o, atunci în baza obsel'vaţiei (~), putem scrie 

unde 

şi 

1 

2 
82 = 4q_ - p • 

Deci 
<p(X) =X+!___ 

2 4 

( - ( 1 d.x = ( qi'(x ) dx = F o <p + ~ 
J f(x)dx - J (qi2(x ) + a~)n J [qia(x) + a2)n 

unde F este o primi~ivă a funcţiei 

al cărei calcul a fost descris în 4.3. 
Dacă funcţia raţională f este de tipul 

f ) x , n E N*, 
(x = (x2 + px + q)n 

atunci, înmulţind şi împărţind întîi cu 2, apoi adunînd şi scăzînd p , obţinem 
- 1' 2x + p p 1 

f(x) = 2 • (x2 + px + q)n -2 . (x2 + px + q)n • 

A doua funcţie din membrul drept este, abstracţie făcind de constanta 

E., de tipul precedent. 
2 
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-
. Pentru a calcula o primitivă a primei funcţii din membrul drept facem 

schimbarea de variabilă ' 

'Y(x} = x2 + px + q, 

şi obţinem: 

( 2x + p d ( 'I" (x) 1 
) (x2 + px + q)n X = J 'Yn(x) dx = - (n - 1)'J'n-l(x) 

=--1-. 1 +e 
n - 1 (x2 + px + q)n-1 · 

5.5. Exemplu. · Se consideră funcţia raţională 

f(X) = X+ 1 
(x2 + X+ 1) 2 

Avem, aplicînd procedeul de mai sus 

X+ 1 1 (x2 + X + 1 )' 1 1 

(x2+x+1)2 + 2· (x2 +x+1)2 (x2 +X+ 1)2 2 

şi deci 

( f(x)dx = - 21 • 1 + _21 ( 1 J (x2 + x + 1) J (x2 + x + 1)2 dx. 

Aplicînd acum procedeul de l a 5.4 funcţiei 

1 
x~ ------

(x2 + X+ 1)2 

vom avec. 

(2x + 1)(x2 + x + 1} ' = 4(x2 + x + i) _ 3 
şi deci 

( . 1 dx = .!_ ( 4(x
2 + x + 1) - (2 x + 1){x2 + x + 1)' 

J (x2 + x + 1)2 3 J (x2 + x + 1)2 dx = 

= ~ ( 1 dx - .!_ ( (2x + 1} . (x2 + x + 1)' d 
3 ) x 2 + x + 1 3 ) (x2 + x + 1)2 x. 

avem Aplicînd formula integrării prin părţi la termenul al .doilea din membrul drept 

13 ( (2x + 1) (x2 + x + 1)' dx = 
J (x2 +X+ 1)2 

1 2x + 1 + 
3
2 ( 1 dx 

3 x2 + x + 1 J x 2 + x + 1 
şi deci 

( 1 dx = .!_ 2x + 1 
J {x2 + x + 1)2 3 x2 + x + 1 

1 
2 

dx. 
X +X+ 1 

Ap licînd acum procedeul de la 5.3 obţinem: 

dx =( 1 d 

) r X + ~ r + ( ~3 r X = 

44 

1n final găsim 

( x + 1 dx = _ .!_ . 1 + .!_ 2x + 1. 
) (x2 + x + 1)2 2 x2 + x + 1. 6 x

2 + x + 1 + 
1 2 2:r. -1- 1 1 X - 1 1 2 2x + 1. + - . ,/- arctg + e= - + - . ,/- arctg 
3 v 3 V 3 3 x2 + x + 1 3 v 3 V3 

+e. 

Admitem fără demonstraţie următorul rezultat: 

o 

1.:1 lt> . j 

f 

f(-

I-

n poh11.olll 
r le 11 

J (V) z /) 

1 tJ uJ • Pr1.> 11punc1 L. t\' •co upt:n rc.t h: i 

z -t- M + l\'i)' I•• l 

mod Ull 1-

j' 

-ţ- ( ... 
.. 

„) h tl, ) I l 

t 

t coohc~e11ţ1 r lh, i.tr , ,11 

ll\ m li 

t 

-~ 
T , fi,. 

J • 

A. ] ..i 
.t - 1111 

.:J"" I . ~1•, 1•1 I __ ,„,,,:-; I ( ; f, L 

I _T. /;{ 1 ' -ţ 

5. 7. UbserCJaţii. Practic, pentru a realiza o descompunere a unei funcţii 
raţionale ca sumă de funcţii raţionale simple se procedeaz~. astfel: 

Se face împărţirea cu rest a lui P la Q. Vom avea 

P . L·Q+R 

unde R este un poHnom de grad strict mai mic decît gradul lui Q şi deci 

P(x) = L(x) + R{x) • 
Q(x) _ Q(x) 

i) Se scrie formula de descompunere ca în enunţul teoremei în care coefi
cienţii A,„., B,.„, C, ... sînt nedeterminaţi. 

ii) Se aduce la acelaşi numitor în membrul drept şi se pune condiţia ca 
numărătorul fracţiei care rezultă în membrul drept să coincidă cu numărătorul 
fracţie i din membrul stîng, de fapt aceasta revine la a scrie că două polinoame 

coincid. 
iii) Se obţine un sistem liniar în care necunoscutele sînt coeficienţii cău· 
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taţi A, .. „ B, .. . , C, .... 
Deci, existenţa şi unicitatea soluţiei acestui sistem este echivalentă cu 

existenţa şi unicitatea. coeficienţilor din teorema 5.6. 
Procedeul descris .mai sus de găsire a coeficientilor A, ... , B, ... , C, ... se 

numeşte metoda coeficienţilor n,edeterminaţi. 

o.8. Exemple 

1) Să se calculeze 

r x4 + 1 dx 
J x3 + 1 . 

pe un interval I care nu conţine punctul x = -1. 
Vom avea 

f( ) x4 + 1 - .r. -1- 1 
x=~=x+---

x3 + 1 x~ + 1 

şi din x
3 

+ 1 = (x + 1) (x2 
- x + 1} deducem că ·are Ioc o descompunere de forma 

-x-+-1=~+ Bx+c . 
xa+1 x + 1 x2 -x+ 1 

Aducînd la acelaşi numitor în membrul drept obţinem 

-x + 1 = A(x2 
- x + 1} + (Bx + C)(x + 1), (V)x e I 

şi deci 

-x + 1 = x 2(A + B) + x(-A + B + C) +A+ C, (V)x e /, 

ceea ce conduce la sistemul 

Deci 

I 
A+ B =O, 

-A+ B + C =-1, 

A + C = 1. 

Un calcul simplu ne dă A = ~ , B = - ~ C = ..!_ . 
3 3 ' 3 

2 1 1 2x - 1 
f(x) =X + 3. X+ 1 -3 x2 - X+ 1 

Prin urmare r x' + 1 dx = x2 + .!. ln (x + 1)2 + e. 
Jx3 + 1 2 3 x2 -x+1 

2) Să se calculeze 

r 3 
1 

- dx J X + x 0 

pe un interval care nu conţine punctul x = O. 

Divizorii ireductibili ai lui x3 + x5 sînt x şi x2 + 1. Primul are ordinul de mul-
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tiplicitate 3, iar al doilea are ordinul 1. Avem deci 

1 _ A 1 + A 2 + A 3 + Bx + C. 
xs + xs - x x2 xs xz + 1 

Aductnd Ia acelaşi numitor în membrul drept obţinem : 

1 = A 1x2{xz + 1) + A 2x(x2 + 1) + A 3{x2 + 1) + x3(Bx + C) 

şi deci sistemul 

a cărui soluţie este 

{ 

A 1 + B = O, 
Â:z. + c = o, 
A1 +A3 =0, 
A2 =O, 
A3 = 1, 

A 1 A O A - 1 B = 1, C = O. i =- ' 2 = ' 3-' 

Deci 
1 1 X 

f( x) = - - + 3 + 2 + 1 
X X X 

( dx 
Prin urmare J xa + ~ 

3) Să se calculeze 

117+1 
ln !xi 

\ X+ 1 dX. 
J x'+x2 + 1 

1 
2x2+ e. 

Divizorii ireductibili ai lui x4 + x 2 + 1 sînt x2 + x + 1 şi x2 
- x + 1. Fiecare dintre 

aceşti divizori are ordinu~ de multiplicitate 1. Avem deci 

x _ Bx + C + B'x + C' 
f( ) - x2 + x + 1 xz - x + 1 

Aducînd la acelaşi numitor în membrul drept obţinem: 

x + 1 = (Bx + C) (x2 - x + 1) + (B'x + C') (x2 + x + 1) 

care conduce la sistemul 

echivalent cu sistemul 

a cărui soluţie este 

Avem 

1 X 

f(x) = 2 x2 + x + 1 

{ - ~:~'+=:' +C'= O 
B - C + B ' + C' = 1 

C + C' = 1 

1
-! ! !'.: ~i, 

C + C' = 1, 

· - u + C' = 1 

1 l 
B = - , B' = - - , C = o, 

2 2 
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3 1 
+ 4- . (- - 1-)2--3 ' 

X -- + -
2 4 

de unde 

~ - ,/- arc tg ,/ , /-arc g , / + e. ~ x + 1 d•·. ___ 1 ln x2 + x + 1 1 2x + 1 + 1 t 2x - 1 

x'+x+1 4 x2 -x+1 2 v 3 v 3 2v 3 v 3 

4) Să se calculeze 

( 
1 dx 

) 2 sin x - cos x + 5 . 

pe intervalul .( - 7t, 7t). 

Facem substituţia 

obţinem 

şi 

Puntnd 

obţinem 

X 
t = lg - , X E (-7t, 7t) 

2 

x = cp(t) = 2 arctg t, t e: (-oo, +oe) 

cp'(t) = _2 _. 
1 + ,2 

1 
f(x) = . t X E (-7t, 7t)) 

2 sm x - cos x + 5 

1 
f(x) = --------

2tg !!.. 
2 

2---
x 

1 + tg2 -. 2 

1 - tg2 !!.. 
____ 2 + 5 

1 + tg2 !!.. 
2 

1 2 2 • 
f(cp(t)) ·cp'(t) = - • . - - - = . 

_4_t - - 1 - t · + 5 1 + t2 
- 6t

2 + 4t + 4 3t2 + 2t + 2 

1 + t
2 1 + t2 

Deoarece 

f(cp(t))·cp'(t)dt = 
2 

dt =-:: arctg , / - +e, ~ ~ 
1 1 3t + 1 

3t . + 2t + 2 V 5 V 5 

obţinem 

3 tg .'.!'... + ·1 

( f(x)dx = ~ arc tg : + e. ) vs 5 

-5.9. Exerciţii. Să se calculeze primitivele următoarelor funcţii raţionale, 
utiliztnd descompunerea în funcţii raţionale simple: 
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- o •'* • "! ......... .:.. _,, •• __ L'_ „~ 

1 l . f( x) = 
2 

, 

X + 2X + 3 

2. f(x) = x3 + x2 + x + 1 • 
x3 -x2 +x- 1 

8. f(x) = xz + x + 1 ' 
(x - 1)3 (x2 - x+ 1)2 

2 
4. f(x) = X + l 

(x + 1 )3 (x2 + 3x + 2) 

x2 -·1 
6. f(x) = , 

x4 + x2 + 1 

6. f(x) = 1 + x2· . • 
x4 

- 2x3 + 3x2 
- 2x + 1 

x 7 + 1 
7. f (x) = 2( ) 3 , 

X X-1 

1 
8. f( x) = , 

x(x + 1) (x + 2) 

1 
9. f(x) = --------

x( x + 1) (x + 2) (x + 3) 

X E Jt. 

x e (-co, O). 

.x e (- co, 1). 

X E (-2, -1). 

X E Jt. 

XER. 

X E (0 , 1). 

X E (0 , oe). 

,x E (0, oo). 

xa + I 
10. f( x ) = xs + x2 (1 - Vii) +. x (1 - V2) + 1,' x e (O, oe). 

1 
11. f (x ) = - -

3
, 

1+x 

x2 
12. f (x ) = -- • 

1 + x4 

x2 - 3 
18. f(x) = 

2 
• 

X + ftx + 5 

14. f(x) = (x2 + 3) (x + 1) 

1 
16. f(x ) = • 

x (x2 + 1)2 

X 

x E (0, oe). 

X E R. 

X E R. 

x E (0, oe). 

X E (0, oo). 

5.10. Exerciţii. Să se calculeze primitivele următoarelor funcţii redueti
bile la funcţn raţionale: 

I. 
1 

l. f(x) = 1 + V x2 + 2x + 2 ' 
X E (-1, oe). 

1 
2

" f(x) = (1 + x ) V 1 + x - x2 ' 
1 +Vs) 

2 . 

1 
3. f(:u) = • :}; E R. 

x - V x 2 + 2x + 4 
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1 4. f(x) = x e R. 
x+Vx2 - x + 1 

o. f(x) = . X , (2 5) 
V(7x - 10 - x 2) 3 x E ' • 

1 . 
6. f(x) = , x e (O, - 1 +V2J. 

1 - v1 - 2x - x• 

7. f( x) = 
3 
Xv , X E (-1, 1). 

(1 - X) 1 - X 2 

8• f(x) = _x_+...:_:_V_1-;:'.+=x=+=x=
2= . , xeR. 

1 + x + V 1 + x + x2 

9. f( x ) = x2 V - :r2 + 4x + 5, x e (-1,5 ). 

10. f( x) = 1 + X ( v-.:.. x 2 + 4x + 5 ' x e - 1'5). 

n. 
·l. f(x) = 1 , xel-rr,rr) 

3 +cos x 

2. f(x) = 1 , X E (- i '-i-) 
1 + sin2x 

1 8. f(x) =- ------
sin x - 2 cos x + 3 

x e (-rr, rr) 

<I. f(x) = 
1 

X El 0, ~). . 
sin x (2 + cos x - 2 sin x) 

o. f (x) = sin x , xe(-;• ~-). 1 +sin x 

G. f (x) = 
sin2x cos x 

xe(-:,:)· ' sin x +cos x 

7. f (x) = 2lgx+3 
X E R" { krr + ; I 

sin2x + 2 cos2x 
. 

8. f(x) = 
1 

X E ( 0, ; ) • 
cos4 x sin2x 

. 
9. f (x) = 2 sin2x + 3 cos2x 

xe ( -:• :) . sin x - cos x ' 

1 - a2 

xe (- ;. i )· 10. f(x) = , 
1 + a2 + 2a sin x 

unde a es te un număr real O < a < 1. 

k E z}. 

li. 
Funcţii integrabile 

§ 1. DIVIZIUNI 

1.1. D e f i n i ţ i e. Fie [a , b] un interval închis şi mărginit din R. Se nu
meşte d i v i z i u n e a intervalului [a , b] un sistem de puncte 

..6. -= (xo, X 1, „ ., Xn- 1> XnA 
din [a, b] astrei incit 

a = Xo < X1 < X2 < „ . < Xn-1 < Xn = b. 

Uneor i vom nota di,·iziunilc astfel : 

A = (a= x0 < x 1 < ... < Xn = b) 

Cea mai mare dintre hmgim11e intervalelor 

[x0, x 1], [x1, x2] , „ ., [x„_1, Xn] 

st:. numeşte n o r m a diviziunii ..6. şi se notează : li ..6. li · 
Aşadar , 

•J•·r. 
li ~ li - max (xi - X;_ 1) . 

l~ ·~·i 

1.2. Exemple. Sistemele .de puncte 

..6.1 = (O, 1), 

..6.2 = (o' + ' f . 1) . 
ti.3 = (o .!. . .!_ • ~ • .: . • ~ • 1) 

' 5 3 2 3 5 

sînt diviziuni ale intervalului [O, 1]. Aceste diviziuni au respectiv normele : 

li ..6.1 li = 1 j li ..6.2 l i =~; li ..6.3 li = ~ . 
1.3. Observaţii: 0t) Dacă [a, b] este un interval, atunci ..6. =(a, b) este sin

gura diviziune a lui [a , b] de normă egală cu b - a. Orice altă diviziune a 
intervalului [a, b] va avea norma strict mai mică decît b - a. 

~) Pentru orice număr real r > O e:icistă diviziuni ..6. ale intervalului [a,b] 
astfel incit 

11..6. li< r. 
lntr-adevăr, să notăm cu L lungimea intervalului [a, b]: 

L=b-a 

şi să luăm un număr natural n astfel incit 
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n > !::.... 
r 

Impărţind intervalul [a, b] în n părţi egale, obţinem diviziunea 

Â = (a, a + ~, a + 2 ~, .• „ a + (n - 1) ~, b). 
n ~ n 

care are norma egală cu ~ . Deci 
n 

L 
li Â 11 = - < r . 

n 

1.4. Exerciţii. Determinaţi normele diviziunilor: 

I . 

D 

1.6. Exemplu. Fie 

Â1 = (o _!_ • _!_ • _!_ • .! , 1) . 
' 5 3 2 3 

( 
2 1 1 1 1 

Â 2 = 
0

• 13 · s · a· v-a· 112 · 
Â 3 = (1 , e, e2, ••• , en), 

A4 =(o. 2~0 • ; 9 , •• „ ; 2 • ~ , 1 J. 

- (.f<, Yt• .„, l/111 t 

l r a, b]. 
fi D ~ ( eît Â 1 

.6. ad1 mt l 1 n 

ii ,. 

~t L\ 1 vo l srrie 

Â1 u. 

~l = (o, +. 1 J. 
~2 = {o, f . + . : . 1)' 
~ = (o. _!_ • .! , 1) 

3 a 
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At 
! o I 

2 
Ll 2 

.1 .1 f .J. 
f 2 5 

..13 
o f 2. ' J 

J<'lg, II.1. 

diviziuni ale inlervalnlui [0,1 ]. Alunei 

~l c: ~2• t'.1 1 rt:. ~3> ~2 rt:. ~3· 

1.7. ObserCJaţii. ot ) Dacă A, A ' sînt diviziuni ale intervalului [a, b] astfel 
încît 

L\ c .!\', 

atunci 

li.!\' li~ li Â 11 . 

Deci, prin trecere la o div iziune mai rină , norma diviziu ni i se micşorează. 
~) Din li Ll' li < li Â li nu rezultă, în g.eneral, că Ac .!\'. De exemplu, 

dacă 

atunci 
1 1 li A' 11 = - < - = li A li 
3 2 

şi totuşi 

1.8. IJ e r i u i t· i t>. Fii• 

şi 

tloui\ divh iuid ::l" into1·r:1.h1!ui [a, li l· Diviziunea. îom1at!I. din mulţimea 

{.:t·o, .r. , ... , .r„l U {Yn· 1/1· · ·: Yml 
' 

ale căr{)i elemente sîut h1ai0 în Mdiue strict ~rescătoarc, Ne numeşte r e u n i u
n e n div\;o;innilor u1, â2 şirnnotează 
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1.9. Exemplu. Dacă 

Â1 = (1. v2.:. 2). 
Â2=(1. : .V3, 2). 
Â3 = (1 , Va. 2) 

sinl diviziuni ale intervalului [1 , 2), atunci · 

Ll1 u Âz = ( 1, V2, : • v-s. 2), 

Â1 u Â3 = ( 1, v2. f. va. 2). 
Ll2 u Â3 = ( 1, : • Va, 2) • 

1.10. Observaţii. a) Reuniunea A1 U A2 a două diviziuni este mai fină 
decît fiecare din div iziunile Â 11 Â 2 : 

'Â1 c Â1 u Â2 şi Â2 c Â1 u Â2. 

~ ) Dacă 

şi 

atunci 

p ~ n+m - 1. 

1.11. Exerciţii. a ) Determinaţi reuniunea perechilor de diviziuni 

(1) 

' ( 1 1 1 1 
Â = o, -:;-. - 3 1 - 2 , - ' 

2" · 2 2 2 

Â
11 

= (o, : I + 1 +' 1); 

(2) 
Ll' = (O, e~ e2

, 10), 

Ll" = (O, 1, 2, 3, „, 10). 

b) Fie p, q două numere naturale ş i djvi'ziunile 
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Ll' =(o . ...!__, ..!. , 
pn pn 

ÂN= (o, ...!__, 2 -, 
qn qn 

Să se arate că: 

i) Ll' c Ll" - p divide pe q; 
ii) Ll' U Ll" c b. unde 

k pn -1 1)' .. . , ... , --, 
pn pn 

k qn - 1 1) . .. . ,-, ... , --· qn qri 

( 
1 2 

b. = O, (pq)n ' (pq )n ' 

,, (pg)n - 1 
• • ·}--, 

(pq)n 
. . . ~ . 

(pq)n 

§ 2. F"ONCTII INTEGRABILE 

2-1 · D e r i n i ţ i e. Considerăm următoarele obiecte : 

1) u n interval închh1 şi mărginit la, b] ; 
2) o funcţie f . [a , b] -+ R ; 
3) o diviziune A= (x0 , x1 , . •• , xn) a intervalului [a , b I; 
4) un sistem de n 1rnncte ~ 1 , ~2 , „. , ~„ astfel încît 

x,_1 ~ ~; ~ X; , (1 ~ i ~ n) 

m ""1it s i R t e m d e JI u n c t e i n t or m e d i a r e asociat diviziunii A. 
Numărul rfal 

" ~ f( ~1 )( Xi - · X;_, , ) 
i I 

se 'lumeşte s n m a R i e m a n n asociată funcţiei f, diviziunii i1 şi punc
tefo „ ini<'rmedfare !;1, ~2 , • • „ ~„ . Acest număr va fi notat 11rin cr .l ( { , ~) sa u 1irin 

CJA ( /', ~,) . 

2.2. Observaţie. Dacă funcţia feste pozitivă, atunci suma Riemann cr A({, ~;) 
reprezintă suma ariilor dreptungh iur.ilor de bază X i - Xi - i şi de înălţime 
f( ~;) , (1 ~ i ~ n). Deci a,;,.(f, ~;) aproximează aria mulţimii din plan, denu-
mită subgraficul lui {, · 

r f = {(x, y) E R2 I a ~ X ~ b, o ~ y ~ f( x) }, 

delimitată de axa Ox, graficul funcţiei f şi dreptele paralele la axa Oy care 
t rec prin punctele de coordonate (a, O), respectiv (b , O) (fig. 11.2). 
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f(ţ,) 

)( 

Fig. II.2. 

Pînă acum nu ne-am pus problema ce înseamnă că o mulţime mărginită 

din plan are arie şi cum s-ar defini aceast a . Noţiune a de arie va fi studiată în 
Capitolul III, paragraful 1, unde se va arăta că dacă funcţia f este continuă, 
atunci mulţime a r f are arie şi 

ari a(r, ) = ~: f( x )dx . 

IJ o 
• [ t, b] 

„ 
.r, (1 

. {, 

\' f( ·)d 
I 

2.4. Observaţii. (oc) Pentru un interval fixat [a, b] , numărul 11, asociat fie
cărei funcţii integrabile f : [a , b] __. R este unic determinat de f. 

Intr-adevăr , dacă / 1 , / 2 ar fi două numere care verifică condiţiile din defi
niţia 2.3, atunci pentru orice e: > O ar exista 'Ylh, • > O (k = 1, 2) astfel incit 
pentru orice diviziune 

Ll = (x0 , x1, ••. , Xn ) a lui [a , b] cu li ~ li < "YJ, şi orice puncte intermediare 
t,t 

X i - 1 ~ ~i ~ xi (1 ~ i ~ n) să avem 

I at;.(f, ~) - In I < -~ . (k = 1, 2). 
2 
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Luînd 

dof . 
'Yl. = mm( llt ,• ' lJ2 •• ) 

rezultă că pentru orice diviziune /::,,, a lui [a , b] cu li /::,,, li < "YJ. şi orice sistem 

( ~i) de puncte intermediare· asociat. lui !l., avem 

I Ct.(f, ~) - 11 I < ~ şi I <Jt;.(f, ~) - 12 I 

deci 

<~ . 
"1. 

111 - 12 I < I 11 - Ct.(f, ~ ) I + I <Jt.(f, ~) - 12 I < f +f = E. 

Cum e: > O a fo st arbitrar, rezultă 

11 = 12· 

(~) Orice funcţie integrabilă f: [a, b] ~ R este mărginită, adică există o con
stantă M ~ O astfel încît 

l f(x) l~M (V)x E [a,b]. 

într-adevăr, să notăm tu I r integrala lui f pe intervalul [a, b] şi să luăm 
definiţia integrabilităţii lui f, rezull<i. că exis tă îl•> O astfel incit 

(t l I at. (f, ~i) - Ir I < t 

e = 1. Din 

oricare ar fi diviziunea t:,, = (x0 , x 1 , . . . , xn), cu li .:l li < îl• şi orioare ar fi punctele inter
mediare 

~i E [Xi - 1> Xi] (1 ~ Î ~ n). 

Considerînd o divizi une fixată 

.6. = (x0 , x1, „ ., xn ) (; U li !::.. !I < ·n 
este suficient să arătăm că f este mărginită pe fiecare interval [xl\_1; xii] al acestei divi
ziuni. în Hcest scop, considerăm un element arbitrar x e [xh.1, xii] şi luăm următorul 
sistem de puncte intermedia re 

{ 
Xi , dacă i =F k 

(2) ~i ,- .r, dacă i = · k. 

Atunci din (1) şi (2) rezultă 

deci 

' ) f (x)(xh ·- Xk_1) + E f (xi)(x; - Xi - 1) - Ir I< 1 
i:ţ:k 

lf(x) I ~ M1t 

unde cu _Mh am notat numărul real pozitiv 

1 .(1 + I Ir I+ )' I f (x i) I (:r;- ·•i-1l)· 
Xk - X/l-1 t;:k 

(y~ Integrala definită a unei funcţii feste un număr real, spre deosebire de 
integrala nedefinită a lui f care este mulţim~a tuturor primitivelor lui f. 
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2.5. Exemple. 

1) Fie f: [a, b] --. R o funcţie constantă 

f(x) = c, (V) x E [a, b]. 

Vom arăta că feste integrabilă şi 

~: f(x)dx = c(b - a). 

Se obser~ă că, oricare ar fi diviziunea 

A = (x0 , x1, •.. , xn) 

a lui [a, b] şi oricare ar fi punctele intermediare 

Xi-1 < E.i ~Xi , (1 ~ i ~ n), 

avem 

n 

<1A(f, C.) = E f( E.i)(Xi - Xi-1) == c(xn - x0) = c(b - a). 
i= I 

Deci, luînd I = c(b - a). avem 
I CfA(f, E.) - I I = o < c 

oricare ar fi c > O. Prin urmare feste integrabilă şi 

~: f( x)dx = c(b - a). 

2) Fie « E R şif: [a, b] --. R definită prin 

f(x) = «X, (V) x E [a, b] 

Vom arăta că feste integrabilă şi 

(b f(x)dx = ~ (b2 - a 2) . 
)a 2 · 

Pentru orice diviziune A= (x0 , x 1 , .•• , xn) a intervalului [a, b] cu norma mai mică 
ca 'fJ > O şi orice puncte intermediare 

Xi-I ~ E.i ~ x;, 1 ~ i ~ n, 
avem 

( 1) 
n ~ f (Xi + Xi-1) (x· _ x· ) + a:;({, E,) = E f(E,;) (x; - Xj.1/ = ţ..J, _ _ 2_ ___ ' t-1 

i - 1 1= 1 

Deoarece f(x) = otx pentru orice x e [a, b], deducem 

f( f.i) _ r(Xi +
2 

Xj.1) = ot ( E.i _ Xj ~ Xj-1) • 

Observind că Xi + Xi-t este mijlocul intervalului [xi-i. xi], deducem 
2 
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(2) 

Pe de altă parte avem 

(3) ~ r(Xj + Xi-I) ( ) ot ~ ţ..J_ Xj - Xi-1 = - L.t (Xi +. Xi-1) (Xi - Xi-1) 
• - 1 2 2 i= 1 

ot n 
= - E ( x? - x? ) = ~ (b2 

- a 2
); 

2 i - 1 • •-1 2 

deci din relaţiile (1 ), (2) şi (3) deducem 

I OA(f, C.) - ; (b
2 - a 2) I < I ot I YJ (b - a ). 

Fie acum c > O şi 

c 
O < 'fJc < ------

1 ot I • lb-a l 

obţinem 

pentru orice diviziune A cu li A li < 'fJ şi orice sistem de puncte intermediare asociat 
diviziunii A. De aici rezultă că f este integrabilă şi că 

f (x) dx = - (bZ - a2) . ~
b ot 

a 2 

. 3) Să se arate că funcţia 

f(x) = COS X 

este integrabilă pe orice interval [a, b] c R şi 

~: cos x dx = sin b - sin a. 

Fie A = (a = x0 < x1 < ... < Xn = b) o diviziune a intervalului [a, b] şi fie 
E.i e [xi-1> xi] (1 ~ i ~ n) puncte intermediare arbitrare. 

Aplicînd teorema creşterilor finite funcţiei f (x) = sin x pe fiecare interval [Xi-1> xi] 
(t ~ i ~ n), obţinem punctele ct e (x;.11 :tt) astfel incit 

sin Xi - sin Xi . 1 = (xt - xt-1) cos ci, (1 ~ i ~ n). 

Ţinlnd seama de aceste egalităţi putem scrie: 

(t) 
n n 

aA(f, E.il = B cos E.t(Xt - xi-1) = E cos ci (xi - Xi-i) + 
1- 1 t= 1 

n n n 
.+ B (cos C.i - cos ci) (xi -Xi-il= E (sin Xi - sin Xi-1)+ E (cos C.t -COS cd (xt-Xi-1)= 

t=l 1- 1 t=i 
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n 
=sin b - sin a + E (cos ~i - cos ci) (xi - Xi-1) . 

i=1 

Aplicind acum teorema creşterilor finite fun cţiei f(x) = cos x pe intervalul [ ~i• Ci] 
sau [ci, ~;] , obţinem un punct 6i e ( ~i• ci) astfel fncît 

cos~i - cos Ci = ( ~i - ci) sin 6i , 

deci 

I cos ~i - cos ci I < I ~i - Ci I · I sin 6i I < li 6. li, 
prin urmare 

(2) I ta (cos ~i - cos ci) (x; - Xi-1) I< li 6. li ~ (xi - Xi -1) = li 6. li (b - a ). 

Din {1} şi (2) l'ezultă : 

(3) I cra(f, ~îl - {sin b - sin a ) I ~ li 6. li (b - a ). 

Pentru orice & > O, luăm 1le astfel incit 

E o < 71. <--. 
b-a 

Atunci din (3) rezultă că pentru orice diviziune 6., cu li 6. li < 1l. şi pentru orice puncte 
in termediare ~i are loc inegalitatea 

laA(f, ~il - (sin b - sin a) I < i:. 

Aceasta arată că funcţia f(x) = cos x este integrabilă pe [a , b] 

şi 

~: cos"'dx = sin b - . sin a. 

2.6. Exemple de funcţii neintegrabile. 1) Vom arăta că funcţia lui Dirichlet 
g : [O, 1] -~ R definită prin 

g(x) = {1, 
o, 

dacă x este raţional, 
dacă x este iraţional 

nu est e integrabilă. 

Fie 6. = (x0 , x1, „ „ x11) o diviziune a intervalului [O, 1] şi fie 

~; , ~l E (Xi- Io Xi), 1 ~ Î ~ n 

două sisteme de puncte intermediare alese astfel tnctt 

fiecare ~i (1 < i < n) este raţional, 
iar 

fiecare ~i (1 < i ~ ·n) este iraţional„ 

Atunci 

g( ~~ ) = 1 şi g( ~i) = O, (1 ~ i < n), 

deci 

(1) cr.i(g, ~') = 1, crt:..(g, ~") = O. 

Dacă g ar fi inl t>grabil ă, alunei ar exista I e R care ar veririca cond iţiil e definiţie i 
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2.3. În particular, pentru O < i: < _!_ a·r exista ·'l· > O astfel incit pentru orice diviziune 
4 

6. = (x0, x1, „., xn) a lui [O, 1), cu li 6. li < 1l&• avem 

(2) I aA(g, ~') - I I < & şi I aA{g,· ~") - 11 < &. 

Din (1) . şi (2) rezultii. 

11 - 1 1 = I aA(g, ~ ') - 11 < &. 

11 I = I O - I I = I aA(g, ~u) - I I < &, 

ceea ce conduce la contradicţia 

1 1 
1 = 11 - 1 + I I ~ I 1 - I I + I I I < 2i: < 2 · - = - . 

4 2 

Aşadar, funcţia g nu este integrabilă. 

2) Funcţia g,x:[O, I)_.. U definită prin 

j 
~ . dacă X E [O, 1] 

g°'(x) = . XX 

O , dacă x = O 

fiind ·nemărginită pentru a. > O, reznl tr1 din observaţia 2.4 {[3) că nu este integrabilă. 

~.7. Obs e r "aţi e. Dacă f, g :[a, b] -.R sînt două funcţii cu proprietăţile: • 

( at) f este integrabilă pe [a, b] ; 
(~} există o parte finită A c [a, b] astfel incit 

g(x} = f(x}, (V} x E [a, b] "'-A, 

atunci 

(1) g este integrabilă pe [a, b] 

şi 

(2) ~: g(x)dx = ~: f( x )dx. 

Est.e suficient ca .demonstraţia sii. fie dată pentru cazul ctnd mulţimea finită A este 
formată dintr-un singur punct c, deoarece cazul general se poate obţine din acesta prin 
inducţie. Presupunem deci A= {c}. 

F11ncţia f fiind integrabilă, es tn mărginită (observaţia 2.4(~)), deci Pxist~ M1 ~·o 

astfel încit 

I f{ x) I< JH 1 (V)x E [a, b] 
lttlnd 

Mder. max(M
1

, I g(c) I ) 

J'ew l tă 

I (( x) I< M (V).1: e [a, b] 

şi 

I g(x) I< M l'v')x E [a, b] 

f fiind integrabilii., înseamnă. că pentru orice e: > O există li& > O astfel tnclt 
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oricare ar fi diviziunea tl =-= (x0 , x1 , .„, x n), 1·11 I! ..l ii < ·I):, şi oricare ar fi punctel e 
intermediare· ~i e [xi_1, Xi](1 < i <ni. 
Luind 

11er. . ( • e: ) 
-~.= 111111 ·r,. , XM 

' 
HVl'll l ·~E < ·~e 

'ii 

(2) 

Dacă c este un punct a l diviziunii ~. alunei' ex istă O< j < n as trei lnctt 1· = Xj- ln 
acest caz singurele punc·te intermediarP <'are ar putea coincide e11 c = :tj sînt punctele ~j 
sau ~.i+i · 

Deci ţinlnd seama de faptul că f(x) = g(x) (V) x =I= c, obţine.m 

I aâ ((, ~i) - ad (g, ~i) I = I t-i f, ( ~i) - g{'~t) (xi - Xi-1) I ~ 

<I f( ~j) - g( ~j ) 1 (xj - Xj_1) + I {( l;j+1l ··- g( ~i+1 l I (xi+i - Xj ) ~ 
t < 4M li ~ ii< 4.M·n, < - · 
2 

Dacă c nu este un punct al diviziunii ll, atund c este conţinut într-un interval dest:his 
(x11_1 , x11). Deci s ingurul punct intermediai· carl-l ar µutea 1•.oi1tcide eu c este punelul ~lti 
prin urmare 

O'A (f i ~îl - a.:l (g, ~i ) I= I ~ ({( ~;) -· g( ~dl (xi - · Xi-il I= 
=I ((~11 ) - g(~11) I (x11 - x11-1l < 'l.M li 611 < 2Mn, < ; • 

Din a11aliza 'făcută plnă acum rezultă că, oricare a r fi poziţia punctului c, are loc ine
galitatea 

(3) [ a.:l (f, ~i) - a.:l (g, ~i) I < ; 

Din inl-lgalităţi lu (I ) l?i (:-!) obţinem 

l a~ (g, ~t) - ~~ f( .c)d.x l <. r:, 

fHliol'I g 011te lnlegrubl ld şi 

(b (/) 
)a g(x)dx = )a f(x)dx. 

' 
2.8. ObserCJaţie. Observaţia precedentă arată că dacă f este o funcţie integrabilă 

pe [ a, b] şi dacă se modifică valorile funcţi ei f într-o mulţime finită de puncte A = 
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-
= {a1, a2, .•. ,am} c [ a, b], a tunci funcţia nou-obţinută este încă integrabilă şi integralele 
celor două funcţii sînt egale. 

Dacă modificarea valorilor funcţiei f se face într-o mulţime infinită de puncte, 
atunci funcţia nou-obţinută poate să nu mai fie integrabi l ă. Într-adevăr, funcţia con
stantă 

f0 (x) = O, (v )x e [O, 1] 

este i n tegrabilă (exemplul 2.5 (1)). Totuşi funcţia lui Dirichlet (exemplul 2.6 (1 )) 

g(x) = { 1 , dacă X E (0, 1) n Q, 
o, dacă X E [O, 1]"Q, 

care se poate obţine prin modificarea funcţiei fo pe mulţimea infinită 

[O, 1] n Q 

n.u este integrab ilă. 

2.9. Te ore mă. Pentru o funcţie f : [a , b] -+ n. următoarele afirmaţii 
sint echivalente: 

(ex) f este integrabilă; 

(~) există un număr real l astfel înf'it 
oricare ar fi şirul de diviziuni 

6 - (x" n - O> 

ale intervalului [a, b] cu 

(n E N) 

lim li Ân li = O 
' I + oo 

şi oricare ar fi punctele intermediare 

şirul sumelor Riemann 

converge la 1. 

Demonstraţ ie (0t) => (~). Presupunem că funcţia f este integrabilă şi vom arăta 
că are loc afirmaţia (~). 

Fie deci 

6„ = (a = x0
11

, xf, ... , x1
11 = b) 
(li. I 

un şiP de diviziuni ale in tervalu lu i [a, b] astfel lncît 

(1) lim 11 Un li= O 
11-+oc 

şi fie 

puncte intermediare. 
Funcţia f fiind integrabi lă, există 11 e R cu proprietatea: pentru orice c > O 

există Tie astfe l încît oricare ar fi diviziunea il cu li 6 li < ''1• şi oricare ar fi punctele 

63 



intermediare ~i are loc inegalitatea 

(2) . I era((, ~i) - lt I< c. 

Din relaţia (1) rezultă că există un rang ne = n(lJ.) astfel încît 

li 11n li < lJc• (V) n >- n&; 

deci, ţinînd scamă de (2) obţinem 

l er~„ (f. ~n - 11 I< c, (V)n~n., 

adică 

lim er A (f, ~~') există = 11. 
n-+OC 1l. 

((3) => (11.) . Să presupunem că f verifică condiţia ((3 ) şi să arătăm că f este integra· 
bilă, mai precis, numărul I care figurează în condiţia ((3) este chiar integrala lui f. 

Dacă numărul l n-ar fi integrala lui f, atunci ar exista c0 > O astfel incit oricare 
ar fi "IJ > O există o div.iziune 

a lui [a, b] cu li .1-~ ii < 11 şi există punctele in termediare 

xL1 < ~2 < x2 (1 ~ i < k1l) 

astrei incit 

1 
Luînrl in pari icul ar "IJ = (n = 1, 2, . .. ), obţinem o diviziune 

a lui [a, b] cu 

(1) 

·' - (x" x" xn ) u.11 - O' t• ... , /,·n 

1 li t.„ li< -
n 

şi un sistem ~n de puncte intermed iare 

.'l:i'- i ~ ~;· < x;i, (1 < i < k„) 

astfel lncît 

(2) J er~ 11 (f, ~11) - 11 ~ c, (n = 1, 2, .„). 

Din inegalitatea (1) rezultă că 

!im li ~n 11 = O, 
11-+ao 

i ar din (2) rezultă că şiru l sumelor Hiemann 

{er..\„ (f, ~")}nEN 

nu converge la J, ceim. ce contrazice i poteza ((3). 

2.10. Observaţie. Condiţia ((3) din enunţul teoremei 2.9 este echivalentă cu condiţia 
următoare (aparent mai slabă) 

((3') oricare ar fi şirul de diviziuni 

11„ = (-1:0, x1, ... , x;~„)· (n e N) 
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ale intervalului [a, b] cu Jim li t.n li = O, şi oricare ar fi punctele intermediare 
n-+oo 

şirul sumelor Riemann es te convergent. 
Evident ((3) => ((3'). 
Demonstraţia implicaţiei ((3') => ((3) revine la a demons tra că toate sumele R iemann 

{era (f, ~n)} N ' cu Jim li t.n li = O 
n nE n-+oo 

au o limită comună. 
Presupunem că ((3') are loc; fie 

t.~ = (a = y~, y~, ... , y;
11 

= b), (n E N) 

două şiruri de diviziuni ale intervalului [a, b] cu 

lim 11 11;, li = Jim li 11;. li = O 
n -.oo n-->oo 

şi fie punctele intermediare 

xf _1 < ~f < xf, (1 < i < kn; n e N), 

Y?_1 < 11?~ y7, (1 < i<pn; n e N). 

Considerăm şirul de diviziuni ( t.n)nE N definit în felul următor 

( t.n)nEN def { t.~, t.~, t.;, t.;:, ... , t.~, t.~, ... ), 

iar punctele intermediare le luăm astfel 

l1. def { ~}'• dacă n =impar, 
fl. = " 11? dacă n = par. 

Cu'm lim li t.n li = O, rezultă din ipoteza ((3') că şirurile de sume Riemann 
n-+oo 

sînt convergente; fie I', I", respectiv I , limitele lor. însă primele două şiruri sînt sub
şiruri ale celui de-al treilea şir, deci (Observaţia A 15) au aceeaşi limită. Aşadar, 

I' = I= I ". 

2.11. Observaţie. ln cursul demonstraţie i t,eoremei 2.9 şi a observaţiei · 
precedente s-a arătat că dacă este îndeplinită una din cele t rei condiţii echiva
lente (ix) , (~), (W), atunci integrala lui f este obţinută astfel: 

(b f(x)dx . lim crâ (f, ~n), 
)a n~oo n 

iar limita nu depinde de şiru l de diviziuni Â n = ( x~, x~, ... , xkn) ale intervalului 

[a , b] cu lim li Â n li = O ş i nici de punctele intermediare ~fE[x;'_1 , x?] , 

65 
5 - Elementt: de .analiză matemntlcă, ci. a XLI-a 



2.12. 're ore mă. (Formula lui Leibniz - Newton) . 1. 

}'ie f : [a , bJ -+ R o funcţie integrabilă care admite primitive pe [a,, b]. 
Atunci pentru orice primitivă F a Jui f are Joc egalitatea 

~: f (x)dx = F(b ) - F(a). 

Demonstraţie. Fie 

un şir de diviziuni ale intervalului [a, b] astfel incit 

Jim li Ll,; li = O. 
n~oo 

1r 

Aplicînd teorema creşterilor finite funcţiei F pe intervalul [x~'-1 , x1], 
obţinem ~f E (x7_1, xr) cu proprietatea 

F(x~') - F(x('_1) = F'( ~?) (x? ""':"" x?_1 ) . 

Insă, prin ipoteză F'(x) = f(x) , (V) x E [a, b], deci 

F(xf) -F(x f.1- 1)= f( ~f) (x7, - xf_1). 
prm urmare 

kn kn 
a6 n (f, ~n) = Ef( ~f) (xi - xf_1 ) = E[F(xi') - F(xL1)]= 

t= I t - 1 

= F (b) - F (a), (V) n E N. 

Atunci (observaţia 2.11) 

(b f(x)dx = lim a6 (f, ~n) = F(b) - F(a). 
)a n-700 n 

2.13. Notaţie. ln loc de F(b) - F(a) se foloseşte frecvent notaţia 

sau F(x) 1: 
[F(x)]! 

şi se citeşte: F(x) luat între a şi b .. 

2.14. Exemplu de funcţie integrabilă care nu admite primitiPe. Fie f : [a, b]-+ R 
funcţia constantă egală cu 1, 

f(x) = 1, ('v')x E [a, b] 

şi g : [a, b] -+ R definită prin 

g(x)= 

{ 

1 d .~ =!=a + b , acax --· 
2 ' 

a+ b -1, dacă x = --. 
2 

66 

I 

Atunci (exemplul 2.5 (1)) funcţia f este integrabilă, iar funcţia g se obţine din f, 

modificînd pe f ln punctul a ~ b . Prin urmare, în baza ob.servaţiei ~- 7 şi funcţi a g este 

integrabili!. 
Dacă g ar admite primitive, atunci g ar avea şi proprietatea lui Darboux (obser

vaţia I. 1.4 (c)). Cum g nu se anulează nicăieri, rezultă că g nu are proprietatea lui 
Darboux. 

2.16. Obserpaţie. Din exemplul de mai sus rezultă că clasa funcţiilor integrabile care 
admit primitive, nu coincide cu clasa tuturor f uncJiilor integrabile. 

Funcţia f: [ .:.... 1, 1]-+ R definită prin 

\ 

2x sin~_! cos.!., dacă x E [-1, O) U (O, 1]', 
.f(x) = x2 x x2 

O , dacă x =O 

fiind nemărginită, nu este integrabilă (observaţia 2.4(~)) . 
Se observă că foncţia 

I x2 sin ~ . 
F(x) = x-

. o~ 

dacă x E [-1, O) U (0, 1], 

daC'ă X = 0 

este derivabilă şi F' = f, adică f admite primitive . 
. Există funcţii mărginite care au primitive, dar care nu. sînt integrabile. 

Prezentarea unui astfel de exemplu necesită noţiuni şi rezultate care depă· 
şesc cadrul acestui manual. 

Vom vedea tn paragrafele următoare că mulţimea funcţiilor continue pe 
un interval [a, b] este conţinută atît în mulţimea funcţiilor integrabi_le pe[a, b] 
(teorema 3.12) cit şi in mulţimea funcţiilor care admit primitive pc> [a, b] 
(teorema 4.8). 

I 

mull1ineu 
/'vncliilor 
1Rl~jj'ub11~ 
f't'{o, ij 

mvllimtfq 
l'v/lcl,ti/or 

cgr~ Î7o'mll 
11rimili11e 
pe[q,/JJ 

2.16. P r o p o zi ţ l e. Dacă f, g : [a, b] -+ R ~nt doul funcţil integrabile, 
iar /.. 1 µ E R., a.tunel 

f.. f + µg 

este integrabili şi 

(b (f..f(x) + µg(x)) dx-- /.. (b f(x)dx + µ (b g(x)dx. 
)11 )a )a 
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Demonstraţie. Fie 

~n = (x(}, x~, ... , xZn)' (n 'E N) 

un şir de diviziuni ale lui [a, b] cu 

Jim li ~n li= O 
n -+a> 

şi fie punctele intermediare 

xf-1 ~ ~f ~ xf, (1 ~ i ~ kn ; n E N). 

Avem 

,., n 

= A E f( ~f) (xf - xf_~} + µ E g( ~7}(xf - xL1} = Aa a (f, ~n) +µa A (g, ~"') . 
i - t i = i n n 

Funcţiile f şi g fiind integrabile, rezultă (observaţia 2.11) că membrul 
drept al egalităţii (1) converge la 

. A~: f(x)dx + µ ~: g(x}dx. 

Prin urmare şirul {a An P..f + µg, ~n}}neN este convergent, şi Af + µg este . 

integrabilă. Trecînd la limită în (1), obţinem 

· ~: p,f(x}+µg(x})dx = A~:. f(x}dx + µ~:g(x}dx. 

2.17. Prop o ziţie. Daci f : [a, b]-+ R este o funcţie integrabili 
pozitivă 

f (x } ;;... O, (V} x E (a , b], 

atunci 

~: f (x}dx ;;... O. 

Demonstraţie. Fie 

~n = (x0, x~, ..• , xJ:n) n E N 

un şir de diviziuni ale intervalului [a, b] astfel incit 

lim li ~n li= O 
n-+oo 

şi fie 'punctele intermediare 

x/_1 ~ ~i' ~ x?, (1 ~ i ~ kn; n E N). 

Atunci, f fiind pozitivă, avem 
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deci 

(b f(x} dx = lim a A (f, ~n) ;;... O. 
)a n...+-c:o n 

2.18. C o ns e cin ţi. Daci f, g : [a , b] -+ R sînt funcţii integrabile astfel 
în cit 

f(x) ~ g(x), (V) x E [a, b] , 

atunci 

~: f( x )dx ~ ~: g(x}dx. 

Demonstraţie. Din ipoteză rezultă că funcţia g - feste pozitivă. Deci apli
cînd propoziţiile 2.16 şi 2.17, obţinem 

~: g(x)dx - ~: f(x)dx = ~: (g(x) - f(x)}dx ;;...O, 

adică 

~: f(x}dx . ~ ~: g(x}dx. 

· 2.19. Consecinţă. Daci f: [a, b] -+ R este integrabilă şi 

m ~ f(x) ~ M, (V) x ~[a , b], 

atunci 

m(b - a) ~ ~: f( x )dx ~ M(b - a). 

Demonstraţie. Aplicînd consecinţa 2.18 funcţiei f şi funcţiilor constante m, 
M şi ţinînd seama de exemplul 2.5 (1), obţinem 

(b (b (b . 
m(b - a) = )am dx ~ )a f(x)dx ~ )a Mdx = M(b - a). 

2.20. Obser11aţie. Orice funcţie integrabilă fiind mărginită (observaţia 2.l• ((3)), 
există m 1 M e R astfel încît 

m < f( x) < M, (V)x e ·[a, b]. 

2.21. Pro p o~ i t ie. Fie f : [a, b] -+ R şi c E (a, b} astfel înctt restric
ţiile lui fla [a, c~ şi la [c, b] sînt integrabile. Atunci feste integrabilă şi 

~: f(x)dx = ~: f(x)dx + ~: f( x )dx. 

Demonstraţie. Notăm cu f1 restricţia lui f la [a, c] şi cu (2 restricţia lui fla [c, b] 
Prin ipoteză funcţiile f1 şi f2 slnt integrabile deci (observaţia 2.4 ((3)), mărginite. Rezultă 
că f esţe mărginită, deci există M > O astfel incit 

I f (x) I < M,' (V)x E [a, b]. 
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Utiliztnd din nou integrabilitatea lui f1 şi_f2 deducem că pentru e > O există 
'1)c > O astfel tncit 

(1 ') 

W') 

I ~: f(x)dx - a4 , (f1, t') I<: ; • 
I~: f(x)dx - aa_· (f2, ;")I < ; 

pentru orice diviziuni ll' şi ll" ale intervalelor [a, c] şi respectiv [c, b] cu li t;,.' li< '1)., 
li !:." li < '1)e şi orice sisteme ;' şi ţ" de puncte intermediare asociate divjziunilor ll' 
şi respectiv t:.„. în plus, putem presupune că, micşorlnd eventual pe îl•• avem 

2M1), < ..:_ . 
3 

Fie acum 

t:. = (x0 , x1, .„, xn) 

o diviziµne a intervalului [a, b] cu li Â li < '1)c şi punctele intermediare 

unde 

(1 ~ i~ n). 

Vom arăta că 

I aa(f, ţ) - I I < e, 

I= ~: f(x)dx + ~: f(x)dx. 

Într-adevăr, dacă c este un punct al diviziunii t:., atunci 

ll' = (x0, x1, „„ xp.-11 c) 

este o diviziune a lui [a, c], iar 

Â H = (c, Xp+i. •. . , Xn) 

este o diviziune a lui [c, b] şi avem . 

Punlnd 

avem 

li !:.' li < 'YJe, li !:." li < 'Ylc· 

;' = (; •• ;2, ... , ţ, ,_.), 

; " = (;p, ţP•I • „„ ~„) 

oa(f, ;) = a4 , (f1, t') + aa• (fz, t") 

şi deci din (1') - (1 ") rezultă 

I aa(f, t) - /I~ I a4 , (f11 ţ)' - ~: f(x)dx I+ I a4 • (f2, t ") - }: f(x)dx / < e. 

Dacă c nu este punct al diviziunii t:., atunci există p e {1, 2, ... , n} astfel tncit 

Xp-1 < C < Xp, 

Deducem că 

ll' = (x0, .„, Xp-i. c) 

este o diviziune a lui [a, c], iar 

t:." = (c, Xp, Xp+1. „., Xn) 
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este o diviziune a lui [c, b]. Punîr.d 

;' = ( ti. ţz, „„ ţp-i. c)1 

t" = (c, ;P+h .„, ţn) , 

obţinem 

n 
aa(f, t) = E f( ţi) (xi - Xi-1) + f( tp)(xp....:. Xp. i) , 

i - t 
i-:ţ:p 

. p-1 

o a· (f1, t') = E f( til!xi - Xi-1) + f (c) (c - Xp-1 ), 
t- f . 

n 
a4 • (fz, t") = E f( ţ) (xi - Xi-1) + f( c) (xp - c) 

i - p+ t 

şi deci 

aa(f, ;) = a4 • (f1, t') + a4 • (f2, t") + f( ţp)(xp - Xp-1) - f(c) (xp - Xp-1)· 

De aici şi din relaţiile (1 ') - (1 ") deducem 

I aa(f, ;) - I I~ I aa· (fh t') - ~: f(x)dx I + I a4 • (fz, t„) - ~: f(x)dx I+ 
+ I f( t v) - f(c) I (xp - x1,-1) 

şi deci 

E E 
I aa(f, t) - I I ~ - + - + 2 M · 'IJe < &. 

3 3 

2.22. D e f i n i ţ i e. Daci a ~ b şi f : [a, b J -+ R este integrabili, atunci 
}'Unem prin definiţie 

(a:) ~: f(x)dx = O, dacă a= b 

Şl 

(~) ~: f(x)dx = - ~: f(x)dx. 

2.23. Exerciţii. 

J. Să se calculeze sumele Riemann asociate funcţiilor, diviziun!lor !J. şi sistemelor -
t ·de puncte intermediare specificate mai jos: 

1. f : [O, 1) -+ R, !J. = {O, f · f • 1) • 
f(x) = x2, 

2. f : [O, ~] -+ R, ( 

7t 7t 1t 7t ) 
Â = o, 6 . ~ . 3 • 2 . 

f(x) =sin i, 
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8, f:(-1, 1)-+R, 

f (x) =ex, 

4. f : (O, 3) -+ R, 

f(x) = x3, 

o. (:[1,2)-+R, 

1 f(x) = - , 
X 

II. 

A= (-1 - _!, o _! ,· 1,), 
' 2 ' 2 

; = (-ln 2, O, ln 2); 

A = (O, 1, 2, 3), 

~ = (.! . ! ' ~) . 
2 2 2 • 

A = (1. ~, 2, ~ , ~ , 2), 
8 6 4 2 

; = (~' .! ' ~ ' i. 2). 
9 7 5 3 

1. Se consideră o funcţie f: [a, b] -+ R integrabilă, astfel încît există o constantă ex cu 
proprietatea: pentru orice interval deschis (x', x") c [a, b], există cel puţin un punct 
; e (x', x") în ca·re funcţia f ia valoarea . a;. Să se arate că 

~: f( x)dx = a;(b - a). 

2. Să se arate că funcţia f: [O, 1] -+ R defini tă prin 

f (x) = , 

{ 

O, dacă O < x < + , 
1 

1, dacă - < x ~ 1 
2 

este integrabilă, dar nu posedă nici o primitivă. Să se calculeze integrala lui f. 

8, Se consideră o furicţie f: [a, b]-+ R integrabilă, astfel încît pentru orice interval 
deschis (x', x") c [a, b], există cel puţin un punct ; e (x', x") astfel incit rm = 2 ;. 
Să se ara te că 

~: f (x)dx = b2 
- a2

• 

4. Se consideră o funcţie f: [O, 1] -+ R integrabilă, astfel încît pentru orice interval 
deschis (x', x") c [a, b], există cel puţin un punct ; e (x', x") astfel încît f( ~) = 

1 
= - - . Să se arate că 

1 + ~ 

~: f (x)dx = ln 2. 

o. Se consideră o funcţie f: [a, b]-+ R astfel, încît în orice interval deschis (x', x") c 
C [a, .b], există două_ puncte ~, e (x', x"), ;" e (x', x") astfel încît 

fWl = ;',{(;") = 2~". 

Să se arate că f nu este integrabilă. 

6. Se consideră o funcţie f: [a, b] -+ R pentru care exislil o diviziune 

A = (x0, X i, „ . , xn) 

a lui (a, b) astfel ÎnCÎt f es te egală CU 0 Constantă CXi pe fiecare interval deschis 
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(xi-ti xi)· Să se arate că feste integrabilă şi 

~
b n 

f( x)dx = B. <Xi {xi - Xi-1). 

a i-1 

'Z. Să se arate că funcţia 

definită prin 

f( x) = I sin x I 

este integrabilă şi să se calculeze integrala sa. 

8, Se consideră o funcţie 

f: [O, 2)-+ R 

astfel incit 

f(x) = { x, dacă x e [O, 1], 
x 2 + 1, dacă x e (1, 2] . 

Să se arate că f este integrabilă şi să se calculeze integrala sa. 

9. Se consideră . funcţia 

f: (O, 1) -+ R 

defini tă prin 

f(x) = [25~]. 
unde [y] înseamnă partea lntreagă din '!I (adică cel mai mare număr întreg mai mic 
sau egal cu y). Să se arate că f este integrabilă şi să se calculeze integrala sa. 

10. Se consideră funcţia 

f : [o, 2 V3J ..... R 

definită prin 

f(x) = x - [ x]. 

Să se arate că această funcţie este integrabilă şi să se calculeze integrala sa. 

§ 3. INŢEGRABILITATEA FUNCŢIILOR MONOTONE 
ŞI A FUNCŢIILOR CONTINUE 

3.1. De fin\ ţie. Fie f : [a1 b] -+ R o funcţie mlrginiti şi 
A= (x0, x11 • •• , Xn) o diviziune a intervalului [a, b]. Notăm 

Tni def x~~~[.~~Ji] (=marginea inferioară a mulţimiif[xi-1 1 x1]) ; 

Mi def y~[p f( x)
1 
( = marginea superioară a mulţimii f[ Xi-i 1 x1])'; 

~"" xi- 1• ~i 

" So. (f) '_l"r ~ m 1(X; - Xt,...1}, 

i I 
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li 

Se.. (f) 111· r E ll1,(:r, 
1~ 1 

l'; I ). 

se,.( f) (respectiv S .).(f) ) se numtşte ~ u ma. Da. r bou x info r i o a r ă 
(respectiv s u p e r i o ară) asociată funcţiei f ş i diviziunii Â . 

3.2. ObserCJaţie. Dacă fm1cţia feste pozitivă, atunci sA(f) (respectiv Se..(f)) 
reprezintă suma ariilor dreptunghiurilor de bază [xi - x1_i] şi înălţime m; 
(respectiv M i )· 

Deci aria figurii plane mărginite de axa Ox, graficul lui f şi dreptele para
lele la axa Oy, care trec prin punctele de coordonate (a, O), respectiv (b, O), 
este aproximată de St..(f> prin lipsă, far de SA(f} prin adaos. 

3.3. P r o p o z i ţ i e. Su-
Y mele Darboux alt' unei funcf.ii 

mărginite f : [a, b] -+ R au urmă

" x· x, x: .X. X X= b 
1-1 / n-1 n 

}'ig. ]1.3. 

toarele 1)roprietăţi : 

(i) S:,.(f) ~ <1.).( f , ~i ) ~ S.). (f) , 

( 'v')~; E [x;_1, xd; 

(ii) dacă Â
1 este mai fină derît 

.i ( .l c ..l' ), atunci 

S.).(f) ~ Sj,•( f> 

şi 

(i ii ) pentru orice pereche d~ diviziuni Â 1, Â 2 ale intervalului [a, b] nre lor. 
iuegalitatea 

S:,..(f) ~ S.l,(f). 

Demonstraţ.ic. (i) Înmulţind în inegali lăţile evidente 

mi~ f( ~i) ~Mi, (V) ~i E [ Xi-1 • ifi], 

cu Xi - x;. 1 şi însumînd după i, obţinem: 

n n n 
I:; mi (x; - Xi-tl ~ E f(~i) (xi - Xi-1) ~ E Mi(xi - Xi-1), 
i = I t=i t = I 

adică 

s11(f) ~ GA(f, ~i) ~ SA(f). 

(ii) Fie /1 c 11' şi să considerăm cazul cel ma i simplu : diviziunea 11' este obţinută 
din diviziunea 

11 = (xo. Xi, „„ Xj-1, Xj, .. „ Xn) 

prin adăugarea unui singur punct de diviziune Cj între xj.1 şi Xj 

!i.' = (x0 , x 1, „„ .T.j. 1 , Cj , x;; , „., xn )-

:\o tind 

74 

• ! "'.„ ·~·---·~ „ .... „ ·_ -'~ 

m '. dt\f inf f{x) şi 
J ~·E(x,;_ 1 , Cj) 

rezultă 

deci 

11 

SA(f) = mJ(Xj ~ Xi-il.+ I:; m;(xi - Xi-il = mj[(xj - c,;) + {cj- .T.j_i)J + 
1.- l 
i=F j 

+ '°' mdxi - xi-il ~ m~ (.Tj - Cj) + m'.(cj - ij- 1) + '°' mi(x; - Xi.il = s,:i,.(f) . L,; J J L,;, 
~j ~J 

Cazul general se reduce la aplicarea succesivă a cazµlui particular studiat mai sus . 
în mod analog se demol1strează inegalitatea 

St.,.(f) ~ SA(f). 

(iii ) Fie â 1, 112 două diviziuni ale intervalului [a , b] şi fie .l '.~ â 1 U â 2, reuniunea lor. 
Atunci {observaţia 1.10 (oc)) 

4k c 8 , (V) k = ·i, 2, 

deci, aplicînd punctul (ii), obţinem 

(1) SA ({) ~ SA(f) şi SA(f) ~SA ({), (V) k·= 1,2. 
h h 

Însă (punctul (i)) 

SA(f) ~ S11{f), 

prin urmare 

3.4. Observaţie. Proprietatea 3.3 (ii) se poate exprima astfel: 
Prin trecere de la o diviziune la alia mai fină, sumele Darboux inferioare cresc, iar sumele 

Darboux superioare descresc. 

De asemenea, proprietatea 3.3 (ii i) mai poate fi formulată şi în modul următor: 
Orice sumă Darboux inferioară este mai mică decit orice sumă Dorbo11 .1· superioarei. 
Aceste rezultate pol fi reformula te ast fe l :· 

3.ii. P r o p o z i ţ i e. DacA f : [a , b] -+ R e11te o funcţie mli.rglnltă, o tun ci: 
(oc) mulţimea {sA(f) }A a tuturor sumelor Darboux inferioare ale ·runcţlel feste majorată 

(de orice sumA Darboux superloarA a lui f); 
((j) mulţimea {SA(fJ}A a tuturor sumelor Darboux su11erioare este minorată (de orlee sumA 

Darboux lnferloarA). 

3.6. Observaţii: {oc). Mulţimea {sA(f)} fiind majorată, admite (vezi A 8 ) o margine supe
rioară) , notăm J(f) aceas ll\ margine superioară 

def 
1 ({) =Sllp SA({) . 

il 

((j) Mulţimea {SA(() } fiind mino ra tă, a re (v11zi A8 ) o margine i n ferioară ; no tăm cu , 
i (f) această margine i nferioarl\ 
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}(f) ~ inf SA(fl 
A 

(y) Pentru orice diviziune 6. a intervalului [a, b] au loc inegalităţile 

sa(f) < !_(f) < j(f) < S.l(f). 

3.7. T tor e mă. Fie f : [a, b]-+ Ro funcţie mărginitii.. . At11nel urmă· 

toarele afirmaţii sî1lt echivalente : 
( i) p1>ntru orice E > O există "'le > O astfel încît 

SA(f) - SA( f) < E, 

orirare ar fi diviziunea Ll a intervalului [a, b] cu li Ll li < 7/•; 
(ii) funcţia f este integrabilă. 

Demonslraţ ie. (i) ==- (ii) Avem inegalităţile 

(1 ) sa(f)~J(f)~j(f)~Sa(fl, (V)il, 

d eci 

o< i(f) - l(f) < SA(/) - sa(f), (V) 6.. 

Însă prin ipoteză, pentru orice e > O exis tă llc a:;tfe l încît 

(2) Sti.(fl - SA(()'.< E, (V)~ cu 11 6.11 < 1)., 

deci 

O~ i(f) - Hfl < Sti.(fl - -~ti. (f) < e, ( V)6. 1:11 llf. !I < ·'1·· 

Cum e > 11 a rost arbitrar, rezultă că numerele reale [(f) şi i(f) sînt egale; fie J(f) valoarea 
lor comună. Atunci din (1) obţinem 

(3) st.(f) < J(f) <SA({), (V).l . 

lnsă (propoziţi a 3.3 (i)) pentru ol'Îce diviziune il = (x0, x 1 , .•• , xn) a lui [a, b] şi orice 
puncte intermediare Xi-l <ţi < Xi, (1 < i< n), au Joc inegalităţile . 

(4) 

Din inegalităţile (2) -(4) obţinem 

laA(f, ţi) - l(f)I ~ Sa(f) - sa(f) < e, 

oricare ar fi diviziunea 6. a lui [a, b] şi oricare ar fi punctele intermediare ţi· Aceasta înseam
nă că f este integrabilă şi că 

(b -)a f(x)d x = J(f) = -J(f) = J(f). 

8.8. Obser1Jaţie. Demonstr_aţia implicaţiei inverse este relativ simplă şi se bazează 
pe următoarele relaţii dintre sumele Riemann şi sumele Darboux: 

Sfl(fl = inf {ati. (f, ţ) I ţi e [.'ti-1> Xi]; 1 < i < 11 }, 

Sa(fl = sup {ati.(f, ţ) I ţie [Xi-1. Xi], 1 ~ i < n}. 

3.9. Te ore m ă. Orice funcţie on nă f : [a, bl -+ R este integrabilă . 
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Demonstraţie. Dacă feste constantă, atunci (exemplul 2.5 (1)) feste inte
grabilă. Considerăm acum cazul cînd f nu este constantă; în acest cai 

I f(a) -f(b) J >o. 
Pre:su punem că f este crescătoare şi pentru orice E > O să notăm 

(1) 
der e 

l)•=- - -- -
f (b) - f(a) 

Fie 

Ll = (x0, a·1 , ••• , Xn) 

o diviziune a lui [a, b] asLi'el incîL 

(2) li ~ li < ll·· 

(3) 

Funcţia f fiind crescătoare , avem 

I 
f(xi _1) = mi= inf f(x), 

.~E["'i-1 ' ~·;] 

f(xi) = Mi = sup f(x). 
;\'. E(Xi-1 · ''°i ] 

Din (3), (2) şi (1) obţinem 
n n 

SA (f) .- Sti.(f) = E (Mt - mi) (xi - .-i:i- 1) = E[f(x;) - f(x;_1)](x i - X;~.1 ) 
1= I i = 1 

n 
~ li~ 112:[f(xd - f(Xi--1 )] = li Ll li (f(b) -f(a)) < 

t = I 

< f(b) _: f(a) (f(b) - {(a))= E, 

deci f este integrabilă. 

ObserCJaţie: In demonstrarea unor r!lzultate importante ca · 
- integrabilitatea funcţiilor continue, 
- calculul ariilor (11espectiv volumelor) unor mulţimi asociate funcţiilor 

continue pozitive, 
se foloseşte o condiţie mai puternică decît condiţia de continuitate. Această 
condiţie este îndeplinită de funcţiile continue pe interCJale închise şi mărginite. 
Vom admite, deci, fără demonstraţie următorul rezultat: 

3.10. Orice funcţie continuă definită pe un interval închis şi mărginit, 
f : [a, b] -+ 1t, verifică condi~ia : 

oricare ar fi & > O, există ll• > O astfel încît pentru orice 
(U ) x', x " E [a , b] cu I x ' - x" I < ll• are loe inegalitatea 

I f (x' ) - f( x") I < E. 

Funcime care îndeplinesc condiţia (U ) se numesc unit or m con
t inu e. 
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3.11. Exemplu de funcţie ·continuă, definită pe un interval mărginit 
neînchis,_care nu verifică condiţia (U). 

Fie f: (O, 1] -+ R definită prin 
def. 1 

f(x) =cos-. 
a:; 

Funcţia f este continuă pe (O, 1], deoarete este compunerea funcţiilor 
continue 

1 
X-+ -'

x 
ŞI t -+ COS t. 

Să arătăm acum că funcţia f nu verifică condiţia (U) . 

Fie .O < e: < 1. Deoarece şirul ( 1 
, J' converge la zero, rezultă 

. 2n(2n + 1)n nEN 

că există n, E N astfel încît 

1 ----< e:, ('!") n ;;i: n„ 
:!n(2n + 1)n 

Luînd un n ;;i: n. şi 

1 x=-, 
2n 7t 

y= 1 

(~ii+ 1in 

rezultă 

i x-y 1 -1_1 __ 1 I- 1 <e: 
- 2n 7t (2n + 1)n - 2n(2n + 1)n ' 

Insă 

I f(x) - f(y) I = I cos 2m•·- cos (2n + 1)7t I = 11 - (-1) I = 2, 

c'eea ce arată că funcţia f nu verifică condiţia (U). 

3.12. Te ore m A. Orice runc.ie eontiuu.\ t : [a, bJ -i- R este mtegrnbHlL 

Derrwnstraţie. ln baza teoremei precedente feste uniform continuă, deci 
pentru orice e: > O există llc > O astfel incit · 

(1) ('V) x', x" E [a, b], 

cu 

Ix' - x" I < l)E => I f(x') - f(x") I < -c-. 
b-a 

Fie A = (a = x0 , x1, • „, x11 = b) o diviziune a lui [a, b] astfel în cit 

(2) li A li < 'tJ•· 

Cum orice funcţie continuă pe un interval închis şi mărginit este mărginită 
şi îşi atinge marginile, rezultă că există 

3) 
astfel incit 
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(4) 

Din (2) şi (3) rezultă 

{

f(ui) =mi = inf f(x), 
XE(Xi-l' Xi] 

f(vi) = Mi = sup f(x). 
XE(Xi-l' Xi] 

I ui - Vi I < 'tJ,, 

deci aplicind (1) pentru x' = ui şi x" = Vi şi ţinînd seamă de (4), obţiner,n 

de unde rezultă 

<-E-, 
b~ a 

=-E-(b- a)=€. 
b-a 

(1 ~ i ~ n), 

Această inegalitat~ avînd loc pentru orice diviziune A a lui [a, b] ~e normă 
114 li < 1),, înseamnă (teorema 3. 7) că funcţia f este integrabilă. 

3.1~. Exerciţii. 

I. Să se calculeze sumele Darooux asociate următoarelor funcţii şi divi-
ziuni: · 

1. f :[O, 1-)-+ R, 

f (x) =sin x , 

8. f :(1, 2) -i- R, 

X 
f(x) =--, 

1+x 

4. f : [O, 3]-+ R, 

x2 
f(x) =--, 

4-x 

6. f: [-1, 1]-+ R, 

f(x) =ei:, 

A1 = (O, + , : , 1) , 

A2 = (O, f , + , + , f , 1) · 

A2 = (O, ~ , ; ) . 

Â1;= (1. _!' 2 . .! . ~. 2). 
8 . 6 4 2 

Â2 = ( 1, ~ . : . 2). 
Â1 = (O, 1, 2, 3), 

Â2 = (O, 2, 3). 

Â1 = (-1, - ; ' o, ~ • 1)' 
Â2 = (-1, o, 1). 

II. Să se arate că următoarele funcţii sînt integrabile şi să se calculeze integralele lor : 
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1. f!xl = V7=î. 
2. f(x) = Vx, 
3. f(x) = x«, 

X E (1, 2). 

X E (0, 2). 

X E [O, a], a > o, a: > o. 

I O, dacă x = o, 

4. f(x) = I . ( 1 ) .mm x, ln -
X 

dacă X E (O, 2). 

3.14. Calculul limitelor unor sume cu ajutorul integralelor. 

1. Să se arate tă 

lim [-
1-+-1-+ . .. + _!_] = ln 2. 

n-+oo n + 1 n + 2 2n 

Pentru a vedea ce funcţie trebuie considerată, transformăm suma de mai sus astfel 

n + 1 + n + 2 + · ' · + 2n = -;; 1 + + ·" + · 1 1 1 1[ 1 1 1 ] 

, 1+ - 1 +~ 1+~ 
n n n 

Vom considera deci funcţia f :·[o, 1) -+ R definită prin 

f(x)def_1_ 
1+x 

şi, pentru fiecare n ;> 1, formăm diviziunea echidistantă 

.6.n = (xo = O < x 1 = .!. < x2 = _!_ < ... < xn = ~ = 1) 
n n n 

1 
de normă 11.6.n 11 = - , iar în fiecare interval (xi-i. xi] alegem punctul intermediar 

n 

def i 
;i= Xi = -, 

n 

Se observă că termenul general al şirului din .enunţ es te chiar suma Riemann asociau 
funcţiei- f, diviziunii .6.n şi punctelor inlel'mediare ;i: 

n n 1 (i i-1 n 1 a~ (f, ;i) = E f(~il(Xi - Xi-1) = ~ i - - -) = E-. - = 
i= t 1~ 1 1 + _ n n i = 1 i + n 

li 

1 1 1 =-+-+.„+-. 
n + 1 11 + 2 2n 

Deci 

im -- --- ••• +-I. [ 1 + 1 . 1 ] 
n-+oo n + 1 n + 2 + 2n 

= lm aA ((, ; i) = -- = 1. ~1 dx 
n-+oo n o 1 + x 

= l~ (1 + x) 1: = ln 2. 

2. Să se arate că · 

. lim [ 
1 + 1 + + 1 ] 7t 

n-+oo V 4n" - 1 V 4n2 - 22 ' • • V 4n2 - n s = 6 • 
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Scriind suma de mai sus sub forma 

1 [ 1 +--:==1===-+ „. +---1--1· 
n \14 -cr \1 4-cr V4 -(~f 

se observă că această sumă este suma Riemann asociată funcţiei f :[O, 1)-+ R, defin itll. prin 

f( x) 11er 1 , 
J4 - x2 

diviziunii .6.n şi punctelor.intermediare ;i definite ca în exemplul precedent. Deci 

Jim r i + i + • „ + i ] = Jim aA (f, ~i) = 
11-+oo • V 4n~ - 1 V 4n2 - 22 V 4n2 

- n• 11-+oc n 

(l dx . X 11 . 1 Tt = )o · ,/ 
4 

_ x• = arc srn 2' 
0 

= arc sm 2 = G . 

3.15. Exerciţii. Folosind metoda de calcul, de la punctul precedent! să se 
calculeze limita şirurilor de termen general: 

l. sn = ~ ( 1 + "' / · n _ + "' / n + ... + "' / n l · 
n V n + 3 V n + 6 V n + 3(n - 1) 

2. s11. = ~ [V 1 + : + V 1 + ~ + ··· + V 1 + ~] • 
3. sn = - sm - + sin - + .„ + sm . • 

Tt [ . 7t . 27t . (n - 1 )Tt] 

. n n n n 

4. Sn = - COS - + COS - + „. + COS • 
7t ~ Tt 27t (n - 1)7t ] 

2n - 2n 2n 2n 

li. s11 = n + „. + - - · [ 
i i 1 ] 

(n + 1)2 + (n + 2)2 (2n)
2 

'o'l 4. I~TEGRARE \ Fl1 i'\CŢIILOR CO'.'ffl "f 

4.1. ·Observaţie. ln paragraful precedent s-a arătat că orice funcţie 
continuă f : [a, b] -+ R este integrabilă. · 

Deci, toate rezultatele, relative la funcţiile integrabile, obţinute în para-
graful 3, sînt valabile şi pentru h.rncţii continue. 

Unele rezultate din acest paragraf sînt adevărate numai pentru funcţii 
contin~e, iar altele se pot demonstra şi în cazul general al funcţiilor integra · 
bile. Totuşi, pentru simplitate, peste tot în acest paragraf vom lucra cu funcţi i 
continue. 

4.2. To.oremo. d e medi e. Daeăf : [a , b] -+lt 61'\te (ie 
tinuă, atunci există ~ E [a, b] astfel încît 

- 1 - ( b f(x)dx = f( ~). 
b - a Ja 

Demonstraţie: Funcţia f;fiind continuă pe [a, b], este mărginită şi îşi aLinge 
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marginile. Not în d 

m = inf f(x) şi M = sup f(x), 
• V x E [a, b] 

exista u, v E [a , b] astfel încît 
x E [a , b] 

f(u) = m ş1 f(v) = M. 

Cum pent ru or1ce :rE [a, b] avem m ~ f (x) ~ M , 
2.19 obţinem ~ aplicînd consecinţa 

m(b - a) ~ ~: f( x )dx ~ M (b - a), 

de unde 

f'(u) = m ~ __ t - (b f( x)dx ~ M = f( ) 
b - a )a "" v . 

Cum î nsă f este continuă pc [a, b], f aro proprieta'ea I · D b 
„ v d · ,.. . - ' " u1 ar oux pe [a,b]; 

exista eci c, E [a, b] astfel încît 

Fig. II. 4. 

f( ; ) = - 1 
- (b f(x)d x. 

b - a J, 
4.3. Obser"aţie. Scriind te

orema de medi~ snb forma 

f( ; )(b - a) = ~: f (x ) dx , 

punem în evidenţă următoarea 
interpretare geometrică: 

Dacă f este o functie con
ti~uă .şi pozitivă pe ' [a, b], 
există un punct ;~[a, b] astfel 
incit subgraficul lui f (I' . vezi 
oh ţ' 2 

1
' · serva ia .2 ) are aceeasi arie 

cu dreptunghiul de hază ·b _ a 
şi înălţime f( .1; ). 

4 4 p r 0 J• 0 z i ţ i e. Dadl f' : [a . u I -+ U t• te 6 fun<·f itt eonttnuă, atunci 
aro 1 mogt m tfea. 

Ir f( x)dx l ~ ~: I f'(:r ) I dx. 

Demon~traţi~. l ntrucît f este continuă rezultă că I f I este contin ă T' • d 
seama d e megahLăţile u · . mm 

- I f( x ) I ~ f( x ) ~ I f(x) I, 
şi aplicînd consecin·ţa 2.18, obţinem 

(\t) x E [a, b] 

- ~:. I f( x ) I dx ~ ~: f(x ) dx ~ ~: I f (x) I dx, 

deci 
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l ~:Ax)dx I ~ ~:I f(x) I dx. 

4.6. Obser"aţie. Rezultat vi precedent este adevărat şi pentru funcţii inte
grabile oarecare. 

I 

· 4.6. Pro JI o zi ii "· Uu.d . / : j 11 , I> ] 4 lt t1st1• o lu111·jie 1·011tmua şi pozl 

tivi\ iar (c , dl el!t"' un iotf':l'Vttl ln<'lus îu \a , l1l utuuei 1u-P lot• mciraJit ea 

~J n ~ 1dx ,,.. r f (r)tl.i:. 

Demonstraţie. Aplicînd p~opoziţiile 2.21 şi 2.17, obţine:m 

~:f(x)dx = ~:f(x)dx + ~:f(x)dx· + ~: f(x)dx ~ ~:f( x)d~. 

4. l . l) o n !I " f 1 n ' ! • lh 1•!1. li {1 ~ i r . l t 1 I b I ~ lt m~t o I ej 1e (' 
~1 pozitivă, u11i1lfmtie uulli. 110 ( u , li) , u.tunl'i 

('' ) / (:r}dx · li . 

Demonstraţie. Prin ipoteză există un punct x0 E (a, b) astfel incit 

f( Xo) > 0. · 

' Funcţia f fiind continuă, rezultă (pro.poziţia A12(~)) că există un iriterval 

deschis J astfel încît x 0 E J c [a , b] şi 
I 

f(x ) > 0, ( 'v') x E ] . 
I 

Fie [c, d] c J , c < d şi 

m der inf f(x). 

xE[c, d] 

Atunci există X1 E [c, d] astfel incit 

m = f(x1)· 

ln&ă x1 E [c, d] c J, deci f( x 1 ) > O, prin ·urmare 

m > 0. 
Aplicind propoziţia precedentă, obţinem 

O < m~d - c) ~ ~: f( x) dx ~ ~: f( x)dx. 

t .H. 'l' e o r „ m u d e I t~ x i i; t 11 11 t ii. a p r i m i t. i ' 1 l o r u n t 

f u nt t i i c· ou t i 11 u e. J'~ntru ow ·„ tuucţfo •outiuur~ /' : i 11 li I - U, fum·\ 
„, : [a' b J -1- n ddlultă pr iii 

6* 

F (x} ~ir \·c f (f)dt , 
J11 
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este o primitivă a lui f care se anulează în punctul a. 

Demonstraţie. Fie x0 E [a , b] şi x E [a , b] cu x -:f: x
0

• Atunci (definiţia 
· 2 .22(~) şi propoziţia 2.21) 

.F{ x) · F(x0 ) = ~: f( t) dt - ~:· f(t )dt = ~:.. f(t)dt . 

Aplicîn d teorema de medie integralei ~:. f(t)dt, obţinem ~x E [x
0

, x] sau 

~x E [x , x0] , (după cum x0 < x sau x > x0 ) astfel încît 

~:" f(t~dt = f ( ~.t)( X - Xo )· 

Din (1 ) şi (2) rezultă 

F(x) - F (x0 ) = f ( ~x) , 
X - Xo 

deci 

J. F (x ) - F (x0 ) _ 1. f( t' ) - f( ) 1m - IID '->x - Xo 
X~Xo X - X o ~ ...... ~-. 

(deoarece ~x est e cuprins Înt re X Şi Xo, iar feste continuă) . 
Dacă x0 = a (respectiv x0 = b) , atunci 

Jim F(x ) - F (a) = f(a) 
x_,.a x - a 
·">a 

(
respectiv lim F( x ) -:- F(b) = f(b)) . 

x _,.b .'C - b 
x <b 

In con cluzie Feste derivabilă pe [a, b] şi F' = {, adică Feste o primitivă 
a funcţiei f. In baza de finiţiei 2.22(ix) , avem 

F(a) = i: f(t)dt = O. 

Teorema următoare determină t oate primit ivele unei funcţii continue 
date, primitive care se anulează în acelaşi punct. 

4.9. Te ore mă. Fief : [a , b] -+ R o funeţi~ t'Ontinuă şi g : [a, b] -+ R 
o primitivă a lui r care se anulează într-un punct Xo E [ a, b]. Atuneig are forma 

g(x) = ~: f(t)dt, (V') x E [a , b]. 

Demonstraţie. Am văzut (t eore ma 4.8) că fu ncţia 

( 1) F (x ) = ~: / (t)dt 

est e o primitivă a lui f. Cum diferenţa a două primitive ale acele iaşi funcţii 
est e o constantă (propoziţia I. 1.3), rezultă că există k E R ast fel încît 

(2) F(x) = g(x) + k, 
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('v') x E [a, b]. 

• - _- •• ... ..__I „ '• - ~ • • ._ „· ..... •..... "" • ·"""""' 

Insă 

deci 

(3). k = F(x0 ) . 

Din relaţi ile (2) , (3), ·(1) şi propoziţia 2.21, rezultă că pent ru orice xE [a, b] 

avem -

g(x) = F (x) - k = F (x) - F(x0 ) = ~: f (t)dt - ~:· f(t)dt = ~:. f( t )dt. 

-4.iO. Te 0 rem ă (formula de integrare prin 'părţi) . Daf.li f. C : I a, fi l „ R 
sÎnt două. funcţii derivabile, cu deriva.te continue, atunci 

~: f(x)g'(x)dx = f (x)g(x) \: - ~: g(x )f'(:r)<l :r. 

Demonstraţie. Formula de derivare a produsului a două funcţii der ivabile 

(f. g)'( x) --:- f'(x ) · g(x ) + f( x) · g'(x), ( 'v') x E [a , b] . 
. . . ~ f t .. f' g + f . g' Deci arată că funcţia produs, f . g, est e o pr1m1t1va a unc_. 1e1 · . . ·. . ' 

aplicînd formula lui Leibniz-Newton (teorema 2.12) ş1 propoziţia 2.16, obţi-
nem: 

(f . g)(b) _ (f . g)(a) = ~: (f · g)'( x)dx = ~: [f'(x)g(x) + f( x)g'(x)]dx = 

= ~: f ' (x )g(x)dx + ~: f (x)g'(x)dx, 

adică 

~: ~(x)g'(x)dx = (f • g)(x) ] : -:-- ~: g(x )f'(x )dx. 

4.11. Exemple. 

1) Să se calculeze integrala 

Avem 

~1 
2 2 x 11 

_ ~ 1 
ex(x2)'<l.x = e - f12xexdx = e .... . 2xex I' + x exdx = x e Jo o o o o 

(1 (
1 

2 x 1
1 

- e + 2e - 2 = e - 2. +Jo 6x(2x)'dx = e - 2e + 2 )o eXdx = - e + e 0 - -

2) Să se calculeze integrala 

~: x2cos xdx. 

Avem 

~: x2 cos x dx = x2 sin x \ : - ~: sin x(x2
)' dx = - 2 ~: x sin x dx = 
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= 2x cos x I: - 2 ~:cos x • (x)'dx = - 2?r - 2 ~:cos xdx = -2?r _ 2 'sin x 1: = -2?r. 

3) Să se calculeze integrala 

~:v x2 -9dx. 

Utilizînd metoda integrării prin părţi (exemplul 2 2 (7) cap I) ded ă · . . 
a funcţiei · • ucem c o pr1m1tivă 

X -- t/x2 
- 9, 

pe intervalul [ 4, 5], va fi funcţia 

g(x) = ~ xV x2 
- 9 - : ln I X + v;;;a=-g I 

şi deci 

rsv~ I s J
4 

x2 
- 9 dx = g(x) 

4 
• 

4) Să se calculeze 

r2 ' J, x2 lnxdx. 

Avem 

(2 2 .x3 12 1 ~2 8 Ji x ln x dx = 3 ln x - -
3 

.x
3 (ln x)'dx = - Jn 2 _ ..! (2 

x2 dx = ~ ln 2 _ _!_x3 12 ::::s 

• I I 3 3 )1 3 9 I 

8 8 1 . 8 7 = - ln 2 - - + - = - ln 2 - _ 
3 9 9 3 9 ' 

5) Să se calculeze 

"' 
~: xtg2 xdx. 

Avem 

tg2
.x ~ (tg2 x + 1) - 1 = (tg x)' _ 1 

"' "' "' 
(î xtg2 xdx = ( 4" x (tgx)'dx - p : xdx=xtgx l-7; _ ( T tgx·dx-..!_x21-Î.,,, 
Jo Jo Jo o Jo 2 o 

"' = _:: + ln cos x 14 _ ..!_. 7t
2 = _:: _ n

2 + ln V2 . 
1
1 o 2 16 4 32 2 

4. rn. 're o re m ă. (Formula de schimbare rli! 11ariab ilă) 
J'' [ bj • r . te a, - J - R (J interval dm R) doul. funcţii cu propriet.Af.lle : 
1) f este continuă pe J , 

2) cp este derivablll., cu derivata continui pe [a, b]. Atunci 
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T 
(" f( <p(t)) · qi'(t)dt = (•(L) f(x )dx. 
J„ J*) 

Demonstraţie. Funcţia f fiind continuă, admite primitive. Dacă F este o 
primitivă a lui f pe J, atunci 

(1) F'(x) = f(x), (\>') X E J 

şi (formula lui Leibniz-Newton) 

(2) ("'(bl f(x)dx = F(cp(b)) - F (cp(a)). 
Jq>(a) 

Folosind formula de derivare a funcţiilor compuse şi relaţia (1) deducem 
că F o cp este o primitivă a funcţiei (f o cp) • qi' 

(Fo cp)'(t) = F '(<p(t)) • cp'(t) =((o <p}(t) • <p'(t), ('v') t E [a,b]. 

Aplicînd formula lui Leibniz-Newton şi ţfoind seama de (2) obţinem 

(f o cp)(t) · cp'(t) dt = (F 0 <p)(b) - (F o cp)(a) = f(x)dx . • ~
b ~q>(b) . ~ 

4,13, Observ aţi e. Dacă [a, b]-!. [c, d] _!.... R slnt două fun cJii cu proprietăJile: 
(a) f este continuă pe [c, d], 
((3) tp este bijectivă, tp şi tp-1 derivabile cu derivate continue, 

atunci 

(b f(ip{t))dt = ("'(b) f(x}(tp-1}'(x)dx. 
)a Jq>(a) . 

Într-adevăr, funcţiile 'P şi f fiind continue, rezultă că f o 'Peste continuă, deci admite 
primitive. Fie P : [a, b]-+ R o funcţie derivabilă astfel încît 

{1) P' = f o qi. 

Atunci {formula lui Leibniz-Newton) 

{2} ~: f{tp{t}}dt = P(b} - P (a). 

Pe de alţă parte, ţinînd seamă că (1) avem · 

(P o tp-•)'(x) = P'(ip-l(x}) • (ip-l)'(x) = f(tp (tp-1(x})) • {tp-•)'(x) = f (x}(ip-l)' (x} 

deci 

(3) ~
q>(b) . 

f(x}(tp-1}'(x}dx = {Potp-1}(tp(b}} - (P o tp-1){tp(a)) = P(b} - P(a). 
~aj . . 

Din {2) şi (3) se obţine egalitatea din enunţ, egalitatea care se mai numeşte şi a doua for
mulă de schimbare de variabilă. 

4.14. Exemple. 

1) Să se calculeze 
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Avem 

Sn: 

~~ sin6xdx 
4 

~~ ~~ ~~ • 6 . 4 . . 
. .! sm x dx = "' sm x sm x dx = Tt (1 - cos2x)2 sin x dx. 

i. 4 ;ii 

Considerînd aplicaţia 

x-+ cp(x) = cps x, xe - , -[n 5n] 
4 4-

obţint1m 

V2 
- -2-· 

Sn: 5 

): sin
6
x dx = - ~: (1 - <p

2
(x)) 2·<p'(x)dx = - ~~~ [1 - 2qi2(x) + <p4(x)] <p'(x)dx = 

'• 4 Ţ 

. Y2 Vi" 

= - ( -~ (1 - 2 u2 + u4
) du = ( T (1 - 2u2 + u4) du = 

J~ J Vî 
2 -2 

V2 
= ( u - ~ u3 + ! us) I ~2 = 2 [V22 - f (~2r + f (V22J5] = :~ v2. 

-2 

2) Să se calculeze 

Tt 

(2_1_dx. 
J" s in x 

3 

Avem, ca în exemplul 3.3 (2) , cap. I, 

Tt 

t 12 7t" 7t" -= ln tg - = ln tg- - ln tg- = In Va . 
2 Tt 4 6 

3 

3) Să se calculeze 
7t 

pr sin 2x d 
Jo 1 + sin2x x. 

Avem, ca în exemplul 3.3 (1) cap. I , 
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T 
Tt Tt Tt 

~2 sin 2x ~2 (1 + sin2x)' 1-
. 2 dx = . 2 dx = ln (1 + sin2x) 2 = ln 2. 

o 1 + sm x o 1 .+ sm x o 

4) Să se calculeze 

Avem 

~ i X d 
-- X 

o1+x4 • 

1(1 (x2)' 1 211 7t" 

2Jo1 + (x2)2 dx= 2arctgx o= 8" 
5) Fie a., ~ E R, ex < ~ şi f : [a., ~] -+ R dehniţă prin 

f(x) def V(x - ex)( ~ - x). 

Se cere să se calculeze 

): f( x)dx. 

in acest scop definim funcţia <p : [O, f ] -+ [ex, ~] prin 

def . 2 
<p(t) = ex+(~ - ex) Stn I . 

Avem deci situaţia următoare 

[O, ; ]-..!. [ex,~] ...!_ R, 
unde feste continuă, iar <p e3te derivabilă cu derivata continuă; deci sînt îndeplinite 

condiţiile teoremei 4.12 (Cormul a de . schimbare de variabilă). Aplipînd această teoremă, 
obţinem: 

~'3 ~q> (-~) ~i ~% . f(x)dx = ~ f(x)dx = f( <p (t)) ·<p' (t) dt = V(<p(t) - ex)(~ - <p (t)). <p'(t) dt = 
"' 'P(O) O O 

7t 

= )~ VU~ - ex) s in2t) · [(~ - ex) (1 - s in 2t)] 2(~ - ~)sin t cost dt = 

Tt Tt Tt 

= (~ - ex)2 ("f 2(sin t cos t)2 dt = (~ - ex)
2 

p: (sin 2t)2d t = if3 - ex)
2 
p· (1 - cos4t)dt = 

Jo 2 )o 4 Jo 

• 7t 

= ~ - ex)
2 (t _ s in 4t) 12 = (~ _ ex)2 2:. 

4 4 o 8 

Aşadar, 

~
'3 7t" 

V (x - ex) (~ - x )dx = (~ - ex) 2 --'-- · 
"' 8 

Observăm că funcţia x -+ V (x - ex) (~ - x) este un caz particular al funcţiei 
studiate în exemplul 3.5 (4)„ capitolul I. Însă primitivele găsite aco lo nu sînt definite 
pt. întreg intei·valul [ex,~} ci doar pe ( ex,~) . 

6) Să SP. calcu leze integrala 
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Avem 

f (x) = ·V 1. + V x 

şi luăm ip ' :[1, 2) .-. [1 ; 4) definită prin 

(V)x e (1, 4) 

<p(t) = t 2• 

Atunc·i 

<p'(t) ~-= 2l 

şi 

f (cp(tll • ip'!tl == Vî+t .21., 

deci 

5
4 V1 + V x dx = (<1>(

2
) f(x )dx ~ (Z f(cp(t)) •cp'(t)dt = 2 (2 t V 1 + t dt . · 

I )<1>(1) )1 ) 1 

Facem o nouă schimbare de variabilă: 

ln acest caz notăm 

g(t) = ti/1 + t 
şi definim u: (2,3] .-. (1,2] prin 

(V)te[1, 2) 

u(s) = s - 1. 
A tunci 

u'(s) = 1 

şi 

g(u){s))u'(s) = (s - 1) Vs = s"I, - s'f, 

deci 

. 2 (
2 

t V 1 + t dt = 2 ("<
3
> g(.t)dt = 2 (3 g(u(t) )u' (t)dt = 2 (

3 
( s'/, - s'I•) ds '"'" 

J I Jn(2) ) 2 )2 

= 2 [.! · s '/, _; .! · s'/,] 1

3 
= ! ( 61/3 - i/2). 

5 3 2 15 . 
I 

7) Să se calculeze integrala 

Avem 

şi luăm 

,\lunci 

!;li 

" 
~o" sin x ----dx · 

sin X+ l'OSX 

s in x li.t :i: 
f(x) =. = ---

sm X + cos X tg X + 1 

<p : [O, 1)-+ [O, : J definită prin 

cp(t) = Arc l i-( t. 

ip'(t) = -1-
1 + t 2 
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((cp(l))·cp'(t) = _ i_,_1_ = -~ _1_ + ~ ,__:_±_!_. 
1 + l 1 + l 2 2 l + 1 2 t2 + 1 

Ultima .egalitate se obţine ca lculînd coeficienţii A, B, C din identitatea 

t A Bt + 1 
(t+1)(t2 +1) =~+~· 

Aceste calcule dau A = - _.!._ şi H = C = _.!._. 
2 2 

Aşada!' 

" 
( 4 tgx dx = C1( _ _!_,_1_ ~ ~) dt-
Jo 1 + tg :c Jo . 2 t + 1 + 2 • 12 + 1 -

( 1 ( 1 1 1 2 l 1 1 ) 
= Jo - 2 ~ + ~ · 12 + 1 + 2 · i 2 + t dt = 

= - - ln (t + 1) + - ln (t2 + 1) + - arc tg t = [ 1 1 1 J /1 
2 4 2 o 

= _ _!_ Jn 2 + ~ ln 2 + ~ ~ = ~ (~ -ln 2)· 
2 4 2 4 4 2 

4.1&. Obser11aţie. Fie a >O şi f: [-a, a] --+ Ro funcţie continuă. Atunci 

(a f(x)dx = ca [f(x ) + f(-x)]d x. 
)- a Jo 

Într-adevăr, aplicînd proppziţia 2.21, avem 

~~J(x)dx = ~~/(x)dx + ~: f(x)dx. 

In baza definiţiei 2.22 (~), are loc relaţia 

~o ~-a f(x)dx = - f(x)dx. 
-a O 

Luînd ftincţia <p : R -+ R definită prin 

q>(t ) = -t 

(1) 

(2) 

şi aplicînd formula de schimbare de variabilă (teorema 4.12), obţinem 

(-af(x)dx = ("'<a)f(x)dx = ( c' f( <p(t)) ·<p'(t)dt = - (af(-t)dt. (3) 
Jo J"'coJ Jo Jo 

Din relaţiile (1), (2) şi (3), rezultă 

(a f(x)dx = ca[f(x) + f( -x)]dx. 
J-a Jo 

4.16. D e fin i ţ i ti. .F'ie J un interval i;imetric (adică .I ei;tc d4' for 1 

(- a, a) sau [ - a, al) şif : J -+ R. Spunem că feste o I u nt. ţ le p tt. r ci (rtis
pectiv im pară) dacă 

f (-x) = f (x) (re·pectiv f ( - x ) = - f (x)) , ( V) .c E J . 

91 



4.17. Obser(Jaţie. Fie f: [-a, a] -+ R o funcţie continuă. Atunci 

, a I 2 ,a f(x)dx , dacă , este pară , 
J f(x)dx = J o 

-a O, dacă feste impară. 

I ntr-adevăr, dacă feste pară, atunci 

f(-x) = f(x) , ( 'v') x E [-a , a] , 

deci (observaţia 4.15) 

ca f(x)dx = ca [f(x) + f(-x)]dx =ca 2f(x)dx = 2 ca f(x). 
) - a Jo Jo Jo 

Dacă f este impară, atunci 

f(x)+ f(-x) =O, ( 'v') x E [-a , a], 

deci ( observaţia 4.15) 

ca f(x)dx = (a[f(x) + f(-x)]dx = o. 
J-a Jo 

4.18. Exercitii. 
T. 

1. Fie f : [a, b] -+ R o funcţie continµă şi s trict crescătoare. Să se arate că există un 
singur punct ce [ a, b] astfel încî.t 

~: f(x)dx = (b - a)·f(c). 

2„ Se cons ideră . funcţia 

f(x) == x2
, x E [1, 3). 

Să se determine c e (1, 3) astfel încît 

(
3 

f(x)dx = 2f(c). Ji . 
3. Fie f : [a, b]-+ R o func ţi e continuă neiden tic nul ă, as ll'el încît 

) : f (x)d x = O. 

Să se ara te că exjstii în (a, b] două puncte x1, x2, x1 < x2 astfel înCît 

f (x1)· f (x2) < O. 
4. Fie f : [ a, b]-+ R o funcţie continuă. Se presupune că pentru orice interval deschis 

(a' , b' ) c [a, b] ex istă un interval [a~, b~] c (a', b' ) astfel încft 

r b? f( x )dx = o. 
J ao 

Să se arate că f este identic nulă. 

II. Să se verifice egalităţile: 

1. (" sin3 x dx = ~ . 
J o 3 

2. ~: co::i3 x dx = o-. 
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3, ~: eXsin 2X dx = :f ( e r· + ~ ) ' f t . 
4; Jo'.x sin x dx = 1t. 

~
rr • 2 1t2 

5. x sm x dx = - • 
o 4. 

(4 1 
6. Jiv~ dx = 2. 

7. x 2 v 1 + x3 <lx = - . ~
2 , /-- 52 

o 9 
8. x v x" + 9 dx = - . ~

4 , / - - 98 

o 3 

--2 · V 3 •1t. I 1 1t ~
l , / -

9. Vto - x .dx=2 + -· 10. ( dx = arctge-- . 
o 3 Jo ex + e·x 4. 

~ I X + 1 1 / - ( ' / - ) ~ 1 1 3 11. , / dx = v 2 - 1 + ln v 2 .+ 1 . 12. , / _ dx = 2 - 4. ln - • 
ov1+x2 o2 +v x 2 

JIT. Să se calculeze integralele : 

1. - - dx. 
)

5 1 

2 l/5 + 4x - x2 
rr 

(T. 
3. Jo ln (1 + tg x)dx. 

!î I 

c~ 7. Jo sin~x cos2x dx. 

9. ~: x2 arc tg x dx. 

11. ~: x3 exdx. 

~
I xa 

13. -
4
--dx. 

0 X + 1 

15. (I 2x + 1 dx. 
Jol/2-x2 

2. f2 - .. 1 d x . 
J -14x2 + 4x + 5 

5n: 

4• ( T sin 2x d x . 
J,,, sin4x + cos4x 

(ln 2 
6. Jo Vex - 1dx. 

8. ) : sin2x cos 2x dx . 

10. ~~ e2x sin 3x d x . 

c2 
12. Jo x ln (1 + x)dx. 

~
2 2x + 1 14. , / __ dx. 
1 vx2 + 1 

' :..• 



III 
ale integralei definite şi metode de calcul 

I ~TLRPflE1 \.R : \. GEOMETRICĂ A rNrEGRALEI 
BEFJNITE A IJNEI FUNCŢII POZlTIVE 

In acest paragraf vom defini clasa mulţimHor din planul R2 care au arie 
şi vom arăta că dacă f: [a, b] -+- R+ este o funcţie continuă, atunci mulţimea 

r, def {(x, y E R2 I a < X < b, o ~ y < f(x)}, 

numită subgraficul lui f, are arie şi aria sa este egală cu integrala lui f pe inter
valul [a, b] : 

. (b 
aria (r1) =)a f( x ) dx. 

1.1. D "t i n iţi c. O mulpmti R clin ph1.nul It se nume;if.c ~ l fim fi n· 
t r A dar.A. 

" 
I~ u /), , 

I J 

uudo D, , mt dreptunghiuri cu latur ill'l f1arul1_1le cu aule de roordonato, iar ori
carA don dreptungbmri diferite D 1, Di au cel mnlt o latură eomnni .. P oM m 
prio 1fofi111tfe 

1ir" " 
arm ( E) L nr ia (/J, ). 

', I 

1.2. Obserf!aţii. a) Reprezentarea unei mulţimi elementare E sub forma 

nu este unică. 

b) Reuniunea, intersecţia şi diferenţa a două mulţimi · elementare sînt tot m~lţimi 
elementare. 

c) Aria unei mulţimi elementare E nu depinde de scrierea lui E sub forma E = 
n 

= U Di ca tn definiţia 1.1 , adică dacă 
i - t 

n m 
E = U D1 ,şi E = U G;, 

i - t ;~1 

stnt două reprezentări ale lui E ca în definiţia 1.1, atunci 

n m 
}"' aria (D1) = }"'„ aria (G;). 
~ f=:( I 
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d) Dacă E, F s!nl mulţimi elementare disjunc te, sau care au în comun cel mul 
laturi ale unor dreptunghiuri componente, atunci 

şi 

aria (EU F) = aria (E) + al'ia (F). 

e) Dacă E, F sînt mulţi mi elementare astiel încît E c F, atunci 

aria (E) < aria (F) 

aria (F".E) = aria (F) - ;:iria (E). 

1.3. D e f i n i ţ i e. Fie A o mulţime mărginitli din plan. Spun11m că 
mulţimea A are arie, dacă există două şiruri (En)ne N, (Fn)neN de mulţimi 
elementare astfel încît : 

(1) 

(2) şirurile do numer~ realo pozitive 

{aria (E,, ) },, e :-. ş i {aria (F„) }n eN 

sînt convergente şi 

În acest caz punem 

aria (A) •Ier lirn aria (E;
1

) = Jim aria (F„ ). 
n- >oo 

1.4. ObserCJaţii. (cx) Definiţia ariei lui A este corectă; adică dacă luăm ( U
11

)
11

e N, 

(Vn)nEN alte două şiruri de mulţimi elementare care satisfac condiţiile (1) şi (2) din 
definiţi a 1.3, atunci 

Jim aria (Un) = !im aria (Vr.) = Jim aria (E~) =Jim aria (F
11

). 
n - >oo 11400 n -+ao 11-700 

(~) Dacă A şi B au a1·ie1 atunci 4 U B, A n B şi A ".B au arie. 
(y) Dacă A, B au ·arie şi A n B = fi1, atunci 

aria (A U B) = aria (A) + aria (B). 

(8) Dacă A , B au arie şi lJ c A, alunei 

aria (A".B) = aria (A) - aria ( B). 

Nu demonstrăm aici aceste rezultate. 

. 1.6. Exemplu ·de funcţie ·al cărei subgrafii; n.u .are a1:ie. Fie g: (O, 1) -+- R+ funcţia 
lui Dirichlet 

şi 

X <Ier{ 1, dacăxe(0,1] n Q, 
g( ) - o, dacă X E [O, 1]".Q 

r def 2 g = {( x ,y) e R JO < x ~ 1, O ~y~g(x)}. 
Vom arăta că: 

(('.() dacă E elementară c r 0 , a tunci aria (E) = O, 

(~) dacă F elementară :::> I' g, alunei aria (F) ~ 1. 
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Din faptul că ·intre două numere !'eale ex islă ţntotdeauna un număr iraţional, 
rezultă că ·orice dreptunghi D c r g are înălţimea egală cil O, deci aria sa este egală cu O 

aria (D) = O. 

Cum orice mulţime elementară E c r g este alcătuită din dreptunghiuri D c r g, 
rezultă afirmaţia (ex). 

Pătratul D1 =[O, 1] x [O, 1] este cea mai · mică mulţime elementară care include 
po r g; adică dacă F elementară :::> r g, alunei F ::> D1, aşadar, 

aria (F) ~ aria (D1) = 1. 

Fie acum (En)n E N, (F n)n E N două şiruri de mulţimi · elementare .astfel lnctt 
şiruri le ariilor lor sînt convergente. şi 

EnCI'gC Fn, (V) ne N. 

Atunci din (ex) rezultă 

aria (En) = O, (V) ne N, 

iar din (~) se obţine 

aria (F,i) ~ 1, (V) ne N, 

deci 

lim aria (E11 ) = O < 1 ~ Jim aria (Fn ). 
n~oo 

Aşadar, mulţimea I'g nu are arie. 

Din cele arătate mai sus se vede că: dacă A este o mulţime care are arie, 
nu rezultă neapărat că orice submulţime B a lui A are arie. 

i.6. '1' e or e m ă. Dacă f: [a , b] -+ R este o funcţie C()ntinuă pozitivă 
atunci 

(ix) r, are arie 

şi 

(~) aria (r , ) = ~: f( x) d x. 

Demonstraţie. Fie 

Ân = (a= X~< x1<„.<x;n = b) 

un şir de diviziuni astfel încît 

(1) lim li Ân ll = O 
n~oo 

(n E N) 

şi să notăm cu mi' (respectiv M~') marginea inferioară (respectiv superioară) a 
funcţiei f pe intervalul închis şi mărginit [x?_1, xf ] . 

Se ştie (vezi Elemente de analiză matematică, el. a XI-a) că orice funcţie 
continuă pe un interval închis şi mărginit J, îşi atinge marginile pe J. Deci, 
in cazul nostru există 
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astfel incit 

f(u?} = mf ş1 f(v?) = Mi. 

Fie (fig. III.1) 
def · 

Di = [xf_1 , xi'] X [O, m't], 

def 
Gi= [xf_1 , x't] X [O, Mn 

y 

o 

• 

V'.' 
I 

dreptunghiurile de bază xi' - :i;L1 şi 
înălţime m't, respectiv M 't. Mulţ.i
mile elementare Fig. Ill.1 

Pn def Vn 
E dPr U D'·' t' F U G" 11 , , respec IV n = i 

f - l i=l 

verifică incluziunile 

(2) 

iar ariile lor sint 

Pn 11„ 

n'.' 
I 

o'.' 
I 

(3) aria (E11 ) = '(;1 mf (xi' - xf-1) = ~ f(ui') (xi' - xf _1) = <1A
11 

(f, u'?) 

respectiv 

(4) aria (F„) = aAn (f, V},'·). 

X 

Funcţia f fiind continuă, este integrabilă (cap. II , teorema 3.12), deci 
(cap. II, observaţia 2.11), ţinînd seama de relaţiile (1), (3) şi (4), ?bţinem : 

(5) ( b f( x )dx = lim aAn (f,ui' ) = lim ~ria(E11) = lim <1A
11 

(f, v't) = ţim aria (F11). 
)a n-+:o n-..oo n-+-oo . n-+oo 

Şirurile de ·Il\ulţimi elementare (E11 ) şi (F n) verifictnd relaţiile (2) şi (5 ), 
rezultă că mulţimea r, are arie şi (definiţia 1.3) 

aria (r,) = r f (x) dx. 

1. 7. Cons e ci n·ţ ă. Dacă f, g: [a, b ]-+ R sînt funcţii continue astfel incit 

f(x) ' ~ g(x), 

atunci mulţimea (fig. I II .2) 

( 'v') x E [a, b] 

rr.a det {(x, y)ER2 I a ~x~ b; f(x) ~ y~g(x)}, 
cuprinsă între graficele funcţiilor f, g şi. dreptele 
paralele la Oy care taie axa Ox în punctele a 
şi b respectiv, are arie şi 

aria (rr.u) = ~: [g(x) - f(x)] dx. 
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Dacă g(x) ~ f(x) ~O, ('v') x E [a, b], atunci 

(1) 

(2) 

aria (I'r,0 ) =aria (I'0 ) - aria (r,). 

1.8. Exemple. 

1) Să se calculeze aria mulţimii cuprinse Intre parabolele de ecuaţii: 

• y2 =ax, 

x2 = ay, 

unde a >O (fig. IIl.3). 

Fig. m.s 

Rezolvînd acest sistem de ecuaţii, obţinem punctele de intersecţie ale aceslo.· 
parabole. 

. ca (" ( - x2 ) aria Wr.g) =)o (g(x) - f(x)) dx c= Jo V ax - -;; dx = 

y 

Fig. III.4 

1 . 3 
2 2 + 2 1 2 a2 

= - a -- a= - . 
3 3 3 . 

2) Să se calculeze aria mulţimii 
(fig. II I.4) 

A = {(x, y) E R2 I x 2 + y 2 ~ r2 , y ~ O}, 

(r > O). 

x Observăm că mulţimea A este subgraficul fui:ic
ţiei f :[-r, r]-+ R+ definite prin 

dcr 
f(x) = V r" - x". 

I . 

Am văzut în capitolul I, exemplul 3.5 (2), că fuhcţia 

def 1 [ 2 . X „ 1 / • ' ] 

F(x)=i r arcsm-;: +xv r" - xz , (-r< x< r) 

este o primitivă a lui f. Deci 

aria (A) = aria (I'/) = cr V r2 - x" dx = .!_ [r2 arc sin ~ + xi/ r2 - x 2
] 1~ = 

)-r 2 / r - r 

= .!_ [r2 arc sin 1 - r2 arc sin (-1)] = r
2 

[..'.:. - (-2:)] = .!_ 7tr2
• 

2 2 2 2 2 

3) Să se găsească aria mulţimii A (fig. III.5) cuprinse intre cercul de 
ecuaţie 

(I) 
şi parabola de ecuaţie 

(II) 

Scriind ecuaţia (I) sub forma 

(I) 

x2 + y2 = 4px 

yz = 2px. 

(x - 2p)2 + Y2 = (2p)2, 

se observă că cercul considerat are centrul tn punctul (2p, O), iar raza sa este 2p„ 

Pentru a determina punctele în care parabola intersectează cercul, vom rezolva 
sistemul format din ecuaţiile (I) şi (II). Dacă se înlocuieşte y 2 din (II) în (I),, atunci 

x2 = 2 px, 

deci se obţin soluţiile 

X= 0 Şi X= 2p. 

Înlocuind pe x = O (respectiv x = 2p) în ecuaţia (II), obţinem soluţiile 

y = o şi y = ± 2p. 

Aşadar, parabola de ecuaţie (II )· şi cercul de ecuaţie (I ) se intersectează în punctele 

O (O, O), P (2p, 2p), 'Q (2p, -2p). 

Este suficient să calculăm aria mulţimii A 1 cuprinse între arcul de parabolă, OP 
şi arcul de cerc OP, adică aria mulţimii cuprinse între graficele funcţiilor 

' def V-
f(x ) = 2px, (O < x< 2p), 

def , / 
h(x)=v 4px- x 2

, (O<x<2p). 

Funcţiile f şi h fiind pozitive, avem 

(1) aria (A1) = aria {rf,h) = aria {r1t) - aria (rr), 

(2) 

'7* 

(2P _ (2P 2_ 
aria (rr) = )o f(x)dx =V 2p )o x

2 dx 

3 2p 

- x2 =V2p · -
3 

2 o 

8 =-pz. 
3 
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Deşi se o.l>servă uşor că 

aria (rh) = ~ aria cercului de rază 2p = + 7t (2p)2 = 7tp 2, 

totuşi vom folosi integrala pentru a calcula aria (r1&). 

Scr iind V 4px - x2 sub forma 

V x (4p - x ), 

se vede că avem de integrat o funcţie de forma 

i/(x - ex){~ - x). 

. P entru a putea aplica rezulta tul obţinut în exemplul 4.13 (5) , din capitolul II , 
considerăm func ţi a h1 definită pe LO, 4p) (ş i nu numa i pe [O, 2p] cum era defini tă h) prin 
aceeasi relaţi e ' 

def , / 
(3) . h1 (x) = v x {4p - x), ('V) xe (0,4p]. 

Atunci are loc relaţi a 

(4) aria (I'1i) = .!.. aria (I'h,). 
2 

În exemplu l 4.13{5) s-a obţinut egalitatea 

(5) (fl V {x - ex) (~ - x) dx = (~ - ex)2 ~ • 
)tt 8 

Din (3), (4) şi (5) (pentru ex= O şi ~ = !,p ), obţinem : 

(6) . 1 ~4j) ' / 1 7t aria (rh) = - v x(4p - x ) dx = - {4p)2 • _ = 7tp2. 
2 o 2 8 

în sfîrşit d in relaţiile (1), (2) şi (6) rezul tă 

„ aria (A}'= aria (A1 ) +aria (4 2) = 2 aria (A
2

) = 

= 2 [aria .(r11) - aria (I'r)J = 21tp2 _ 16 p 2. 
3 

1.9. Exerciţii 

I. Să se calculeze aria mulţimii r,,0.: 

1. f(x) = - Vx , g(x) = Vx, x e ro. 4]. 

2. f (x) = x3, g(;) = x2, x e [O, 1]. 

1 
8. f(x) = 2 , g(x) = x , x e [1 , 3]. 

X 

4. f(x) = V rx - x2 ; g(x) = V r2 - x2 , x e [O, r]. 

6. f (x) = Vx, g(x) = i/1 - x2 , x e [~· f (i/5- 1)]. 
x 2 1 . 

6. f(x) = - , g(x) = - - , x e [ - 1, 1). 
2 x2 + 1 

7. f (x) = x 2 + 1, g(x) = 3 - x , x e [ - 2, 1}. 

8. f (x) = e·x, g(x) = ex, x e [O, 1). 
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• 

9. f(x) = Ix i, g(x) = 1, ..c ' e [ - 1, 1). 

( 
X X) 

1 0. f(x) = 0, g(x) = _!! ea+ e - a , x E ( 0, a). 
2 

x 2 8a3 

11. f (x) = - , g(x) = x e [-2n, 2a] 
4a x2 + 4tt2 

' 

li . 

1. Să se calculeze aria mulţimii cuprinsă între p~rabola de ecuaţie y 2 = '•x ş i dreapta 

de ecuaţi e y = 2x. 

2.· Să se calculeze aria mulţi mii d in semiplanul { (x, y) I y > O} cuprinsă între h iperbola 

echilateră de ecuaţie xy = a2
, axa Ox şi dreptele de ecuaţi i x = a şi x = 2a. 

3. Int eriorul cercului de ecu aţie x 2 + y2 = 16 este despărţit de parabola de ecuaţie 

y 2 = 6x în două regiun i. Să se găsească aria 'f i ecăreia din ele. 

4. Interiorul elipsei de ecuaţie x
2 

+ y2 = 1 este despărţit de h iperbola de ecuaţie 
4 . 

2 
!__ - y 2 = 1 în trei regiun i. Să se calculeze aria fiecărei a d in ele. 
2 

6. Să se calculeze a ria fi gurii cupri nsă în tre para bolele de ecuaţi i 

y2 = 8(2 - x) şi y2 = 24(2 + x ). 

6. fnteriorul cercului de ecuaţi e x2 + y 2 = 8 este despărţi t de parabola de ecuaţie 
y2 = 2x în do1iă regiuni. Să se calcu leze aria fi ecăreia din ele. 

7. F ie h iperbola ech ilateră de ecuaţie . x 2 
- y 2 = a2 şi dreapta de ecuaţie y = 

= kx {O < k < 1 ). Să se calculeze ar ia mul ţimii cuprinsă între semi dreap ta 
Ox (x > O} , arcul de hiperbo l ă x2 - y 2 = a2 (y > O) şi .dreap ta y = kx. 

8. Să se calculeze aria mulţi mii cuprin să în tre parabola de ecuaţie y2 = x şi . dreapta 

de ecuaţie y = 2f - 1 . 

9. Să se calculeze aria mu l ţimii cupri nsă între parabolele de ecuaţie y2 = x , x 2 = By. 

§ 2. VOLUMUL CORPURILOR DE ROTAŢIE 

ln acest paragraf vom pres upune că cititorul est e familiarizat cu calcu
lu l volumului unor corpuri uzuale ca : paralelipiped, prismă , piramidă, cilin dru , 
con, trunchi de con. Pornind de la volumul cilindrului, vom defini ce înseamnă 

că un .corp de rotaţie (corp obţinut prin rotirea subgraficului unei funcţii 

pozitive f în jurul axei Ox ) are volum şi vom deduce o formul~ de calcu l al 
volumului unor· astfel de corpuri . 
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X 

Fig. ill.6 

Cel mai simplu corp de rotaţie se• obţine rotind subgraficul unei funcţii 
constante pozitive: 

f(x) = r, ('v')xE[a, b] . 

în jurul axei Ox (fig. 111.6). Această mulţime (care est e un cilindru de rază 
r şi înălţime b - a) poate fi · scrisă sub forma 

Cr = {(x, y, z) E R3 jVy2 + z2 ~ r, a { x ~ b}. 

Volumul acestui cilindru Cr este 

vol (Or) = rtr2(b - a). 

2.1. D e f i n i ţ i e. Fie a, b E R , a < b şi f : [a , b] --+ R+. Mulţimea 

c, def { (x , y, z) E R3 j V y 2 + z2 ~ f( x ), a ~ x ~ b} 

se numeşte c or p u l d e r o taţi e d e te r m·i n a .t d e fu n c ţ i a f sau 
corpul obţinut prin rotirea subgraficului funcţiei f în jurul axei Ox (fig. II I. 7) 

y 

Fig. lll.7 

2.2. Obser'1aţie. Dac.ă funcţia g : [a , b] --+ R+ esLc constantă pe porţiuni, 
adică dacă există o diviziune Â = (a = x0 < x1 <:: ... <· Xn = b) a lui [a, b] 
astfel incit g este constantă pe fiecare interval ( XL1 , xi): 

g(x) = ci, (V) x E (xi-11 xi ), 
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Fig. IIl.8 

X 

x; 

atunci corpul de rotaţie determinat de f are forma următoare (fig. 111.8): 
adică este o reuniune finită de cilindri. Volumul unui asemenea corp de rotaţie 
este 

71 

vol (Cy) = 7t E cy(xi - Xi_1 ). 
i = 1. 

Prin analogie cu noţiunea de mulţime elementară introdusă în paragraful 
precedent, vom numi • mulţime cilindrică elementară, orice mulţime care se 
obţine prin rotirea subgraficului unei funcţii constante pe porţiuni în jurul 
a-xei Ox. 

Cel mai mic (respectiv cel mai mare) dintre nurfi.erele pozitive c1 , c2 , •• „ c71 

va fi numit raza minimă (resp. raza maximă) a mulţimi'i cilindrice- elemen
tare C(f). 

Aşa cum am folosit mulţimile ~lementare pentru a defini a1·ia unei mul
ţimi din plan, vom folosi mulţimile cilindrice elementare pentru a defini volu
mul corpurilor de rotaţie. 

2.3. Definiţie. Fie f : [a, bj --+ R+ şi Cr corp:uJ de rotaţie determinat 
de funcţia f. Spunem că Cr are volum dacă există două şiruri (GnlnEN 
şi (HnlnE N de mulţimi cilindrice elementare (fiecare Gn şi Hn fiind determi
nate de funcţiile constante pe porţiuni gni hn : [a, b] --+ R) astfel în cit 

(1) Gn c Cr c H 71 , (V) n E N 

şi 

(2) 

în acest caz volumul lui C r se defineşte prin 

vol (Cr) ctcr Jim vol (G11 ) = Jim vol (Hnl· 
n-+~ n-..~ 

2.4. ObserC1aţie. Definiţia volumului corpului de rotaţie Cr nu depinde de şirurile 
(Gn)nE N şi (Hn)nE N considerate . 
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2.6. E xemplu de corp de rotaţ ie care nu are volum . Fie g : (O, 1]-+ R+ funcţia lui 
Dil'ichle t 

Se observă că 

g(x) = {1, dacă x raţiona l, 
O, dacă x iraţional. 

(a:) orice mulţime cilindrică elemen tară G c Cg are raza maximă egală cu zero deci, 

voi (G) = O, 

(~) orice mulţime cilindrică elementară H-::J Cg are raza minimă:> 1, deci 

voi (H) :> 7t 12 
• (1 - O)= 7t. 

Fie acum (Gn)nE N, (Hn)nEN două şiruri de mulţimi cilindrice elementare astfel 
încît 

(1) GnCCg c H ", ('V)n e N, 

(2) şirurile de numere pozitive (voi (Gn))nE N şi (voi (Hn))neN sînt convergente. 
Atunci din (1), (ex) şi (~) rezullă 

voi (G11) =; O şi voi (H 11 ) ~ 7t, ('V) n e N, 

deci (2) 

Jim voi (Gn) = O < 7t ~·Jim voi (H 11 ), 
n4-oo n~ao 

de unde rezultă că CI! nu are volum. 

~ .6. Te ore mă. · Dacă f : [a, b] -+ R+. este o funcţie continuă, atunci 
(1) corpul de rotaţie determinat de fare volum şi 

(ii) voi (Cr) = 7t ~: f2(x)d x. 

Demonstraţie. (Modelată după demonstraţia teore.\fiei 1.6). Fie 

~n =(a= x(i < x\' < ... < x~n = b), (n E N) 

un şir de diviziuni ale intervalului [a , b] astfel incit 

(1) lim li ~n li = O 

şi să notăm cu mi' (respectiv Mi ) marginea inferioară (respectiv ~uperioară) 
a funcţie i f pe interv~lul închis şi mărginit [X?-1. xn Atunci există 
uf, vf' E [x7_1 , xi' ] astfel încît 

Pentru fie care 
g11 , hn : [a,_ b] -+ R+ 

f(ui' ) =mi' ş~ f( v?) = Mi'· 

n E N definim funcţiile constante pe 

(x) dcr { mj' = f(ui'), dacă x E (xj'_1, xi'), (1 ~ i ~ p„), 
gn f(xi), dacă x = xi, (O ~ i ~ Pn), 

hn(x) der {Mi'= f(vi') , dacă X E (x;'_11 x;'), (1 ~ i ~ Pnl. 
{(xi), dacă x = Xi, (O ~ i ~ p

11
). 
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Atunci corpurile de rotaţie Gn şi Hn determinate de Cn şi hm I'espectiv, sînt 
mulţimi cilindrice elementare cu proprietăţile : 

(2) Gn c Cr c Hn, ( 'v') n E N, 

(3) 

Pn 

voi (Gn) = 1t E f2(uf) (x? - xf_1) = O'â11 (7tf, u?), 
1- 1 

Pn 

voi (Hn) = 1t E f2(v?) (x? - x?-1) = aan (rtf2, vr) . 
~-1 

Funcţia f fiind continuă, rezultă că şi funcţia 7tf2 este continuă, deci 
(capitolul II, teorema 3.12) nf2 este integrabilă, prin urmare, ţinînd seamă 
de (1) şi (3), obţinem: 

I 1t (b f(x)dx = lim a4n (1tf2 , uf) = lim voi (G11) = 
(4) Ja n-+-oo . n-+-oo 

= lim a4n (7tf 2
, v~) = lim voi (Hn)· 

n~oo n-+«> 

Şirurile de mulţimi cilindrice elementare (Gn)neN şi (Hn)neN verificind 
relaţiile (2) şi (4), rezultă că C(f) are volum şi 

voi (Cr)= 7t ~: f(x)dx. 

2.7. Exemple 

ix) Să se calculeze volumul corpului 

f: [O, b]-.R+ definită prinf(x)= V 2ax 

(paraboloid de rotaţie; fig. III.10). 

Avem 

vol (Cr) = 7t ~: f 2(x)dx = 

~b x 2 lb = 21ta x dx = 27ta - = 1tab2• 

o 2 o 

z 
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~) Să se calculeze corpu1 de ro 'taţie determinat de funcţia f: [a , b] -+ R+ 
definită prin f(x) =V x 2

- a2 (hiperboloid de rotaţie; fig. 111.11) 
I 

voi (Cr)=7t ~: f 2(x}dx = 7t ~: (x2 
- a2)dx = 7t (x; - a2x) 1: = 

= 7t [(b: _ a2b)-( ~
3 

_ aa)J = ; (bs + 1as - 3a2b). 

y) Să se găsească volumul elipsoidului de rotaţie, adică volumul corpului 
obţinut prin rotirea mulţimii 

E = {(x, y) E R 2 
/ :: + ~

2 

~ 1}. (fZ, b > O) 

în jurul axei Ox (fig. Ill.12) 

Datorită simetriei elipsoidului faţă de planul yOz, este suficient să calculăm numai 
volumul ~umătăţii situate în partea dreaptă (x > O) a planului yOz. Fie deci, 

Atunci 

deci 

der b V f : (O, a] -+ R+, f(x) = - a 2 - x2. 
. a 

voi (Cr) = n f2(x)dx = -
2 

(a2 - x2)dx = ~a nb2 ~a 
o a o · 

. 
volumul elipsoidului = 4n 'ab2• 

3 

Dacă a = b = r, atunci regăsim 

volumul sferei de rază a= 4n aa. 
3 

X 

y 

b 

Fig. 111.11 Fig. 111.12 
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~) Fie a > 0 şi ast roida de 
ecuaţie 

2 2 2 
9 

X 
s 9 + y =a' (a >O). 

Să se calculeze volumul astro
idului de rotaţie (corpul obţinut prin 
rotirea mulţimii mărginite de as
troidă, în jurul axei Ox; fig. 111.13). 

Datorită simetriei este suficient să 
calculăm volumul corpului de rotaţie 
determinat de funcţi a 

f(x ) = ( ! !)! X E [O, a]. 
a s-xa 2 , 

y 

o 

·-o 

Avem Fig. W .18 

. \ I - ~a ~o ( 2 2)s voi (Cr) = n f2(x) dx = n s 3 dx = 
0 O a - X 

- n - - - - dx-)
a • 4 2 2 4 ) - ola2- 3asxs + 3a3x3 -x2 ~ 

18 3 = - na. 
105 

( 

4 6 2 7 ) la 9 - - 9 - - 3 
= n a2x - - ad x 

8 + - as x 9 
- ~ 

5 7 • 3 o 

Deci volumul astroidului de rotaţie este 

32 2 -- na. 
105 

2.8. Exerciţii 

Să se calculeze volumele corpurilor de ro taţie determinate de funcţiile: 

2 

1. f (x)=b( : f, . xe[a, b], a,b > O. 

2. f (x) = 2x - x2
, x e (O, 2) . 

8. f (x) = sin x , x e (0> n]. 

4. f(x) = e·x, x e [O, 2) . 

0, , (x) =arc sin x, x e [o. i] · 
.6. f(x ) = x ln x, x e (1, e] . . 

a ( ~ -~) 7. f(x ) = - e + e , x e (O, a]. 
2 

8. f( x) = xex, x e (O, 1). 
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9. f(x) = V 
xa - · a x E (0, a]. 

10. f(x) = (Va - Vx)2
' X E [O, a]. 

11. f(x) = ..!._V axa - x4, x E [O, a]. 
a 

12. f(x) = ' V1 - rX2, X E [0, 1) . 

V (x - a) (b - x) 
18. f(x) = . • x E [o, h] , b > a > O. 

X 

14. f(x) = V x~ ~ 
4
3

) ,· x E [ O, 3). 

§ 3. LUNGIMEA GRAFICULUI UNEI FUNCŢII DERIVABILE 
CU DERIVATA CONTINUĂ 

ln acest paragraf vom defini lungimea graficului unei funcţii continue 
f: [a , b]-+ R şi vom- arăta că dacă f cst.e derivabilă cu derivata continuă 

. ' atunci graficul lui f are lungime finită şi 

lungîmea graficului l ~ i f -= ~: V 1 + (f' (:r))2d x. 

3.1. ' D e f i n i ţ i e. Pentru orice funcţie f : [a , b] .:_.. R şi orice diviziune 

Â = (a = x0 < x1 < .. . < Xn = b~ 

a intervalului [a, b] definim funcţia f A : [a
1 

b] -+ R prin 

{A( x) dcr f( x.i_1) + ( (xi) - f (xi-i l (x - xi_1) dacă x E [xi- l• Xi], (1 :!{, i :!{, n) ; 
Xi - Xj. 1 

f A se numeşte funcţia p o Ii g o na J ă asociată lui f şi lui Â (fig. 111.14). 

3.2. Obser"aţie. Funcţia fA se obţine, pe fiecn1e interval [xi- li xd, scriind 
ecuaţia dreptei care trece prin punctele din ·plan 

Şl 

y 

A i- t( X;- 1 ' f( :r,_, )) 

- 9raf1cul ! fi 

\ g\of. cul(l~ J 

;/i\•t__ '/ 
/i i ' 
I I I 
I I I 
I I I 

: : ·: 
I I I 

I I 

Fig. III.14 
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--~--. 

>' n I X 

- . ----' .. - . -- . . ~ 

. 
Distanţa dintre punctele Ai- l şi Ai este (aplicînd teorema lui Pitagora): 

d(Ai- 1• A i ) = V (xi - xi_1 ) 2 +.({(xi) - f(xi-1))2• 

3.3. De Ii niţi e. ·Numărul pozitiv 

dct n 
l(f :.) = ')' d (Ai- 1• Ai) 

f="{ 

se muneşte I u n g i m e a graficului funcţiei poligonale {A. 

3.4. Observaţie. Dacă Â 1 Â' stnt diviziuni ale intervalului [a 1 b] şi Â c Â', 

atunci 

l(f l!.)' :!{, l(ftJ: ). 

Ţinind seama că orice diviziune Â' mai fină ca Â se obţine prin adăuga
rea la Â a noi puncte de diviziune, este suficient să considerăm cazul în care 
Â' se obţine din Â prin adăugarea unui singur punct c E (x;_1 , x;) : 

Â = (a = Xo < „. < Xj- 1 < X; < ··· <· Xn = b) 1 

iar 

Â
1 = (a = Xo < .„ < Xj- 1 < c < X; < .„ < Xn = b). 

Notind cu B punctul de coordonate (c1 f(c)) avem (fig. III.15) : 

d(Aj_11 A;) ~ d(A;_1, B) + d(B, A;), 

· deci 

n 

l(fA) = ~ d(A1_1 , Ai) + d(A;-11 A;) :!{, 

i:ţ:j 

n 

~ l)d(Ai_1 , Ai) + d(A1_ 11 B) + d(B, A1 ) = l(fa·). 
i = l 
i:ţj 

3.6. De Ii niţi e. Spunem că graficul unei funcţii continui f : [a1 b] -+ R 
a r e 1 u n g i m e I i n i t ă dacă există o constantA. M ~ O astfel tncit 

l(fA) ~ M , 

· pentru orice diviziune Â a intervahilui [ a1 b ]. 

ln acest caz marginea superioară a mulţimii 

{l(f A) I Â diviziune a lui [a1 b]} 

este < oo. Numărul real pozitiv 

l({A) der sup {l(f 4 ) I Â diviziune a iui [ a1 b]} . 
se numeşte I u n g i m e a 
funcţiei f. 

gr.alicului 
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~A'i 
Ai-1 I I 

I I I 
I I I 
I I I 
·l ·I t 

Xi-1 ~i 

Fig. 111.16 
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3.6. Obsm.1aţie. Dacă graficul lui fare lungime finită, atunci există un şir 
de diviziuni ( ~n)neN ale intervalului [a, b] astfel incit 

(1) 

ŞI 

(2) 

lim li ~ni!= O 
n-+oo 

lim l (ft>n) = l(f) . 
n-+oo 

într-adevăr, pentru orice n :;;:i: 1 avem 

l{f) - ~ < l{f) = cel mai mic majorant al mulţimii {/(fa) }t>, 
n 

deci l{f) - _!__ nu este majorant pentru această mulţime, adică există o diviziune 6
11 

a 
n 

. lui (a, b] astfel incit 

(3) 

(a. doua inegalitate rezultînd din Caplul că l (f) este majorant pentru mulţimea {l (f<l) }a). 
Dm (3) rezultă · 

(4) l(f) = Jim l (fă )· 
n~oo n 

Luind, pentru fiecare n > 1, o diviziune Ân cu proprietăţile 

Ân C Ân 

rezultă /observaţia 3.4) că: 
(5) 

1 li 6nll ~- , 
n 

l(fb.n ) ~ l(ft>„) (~ l (f)) 

Demonstraţie. Din ipoteză rezu ltă că funcţia 

x-+ i/1 + (f'(x))2 

este continuă, deci mărginită, adică există M :;;:i: O astfel incll 

i/1 + (f'(x)) 2 ~ M, (V) x E (a, b]. 

Fie tl. = (a = x0 < x1 < „. < Xn = b) o diviziune oarecare a lui [a, b]. Apliclnd 
teorema creşterilor finite lui f, pe fiecare interv~I [xi ·t• xi], (1 ~ i ~ n) obţinem un 
C:i e [x;.1> xi] astfel tncît ' 

((xi) - f(xi-1) = f'(C:;)(x; - x;.1}, 

deci 

n . 

l(ft>) r= l:: V (x; - x;.i) 2 + (f(xi) - f (x;.i})2 = 
1= 1 . 

" n 
= l:: V 1 + (f'(C:;))2 ·(xi - x;.i) ~ME (x; - x;.i) = M(b - a}, 

1- 1 i=l 

oricare ar fi diviziunea 6 a intervalului [a, b]. ln concluzie, graficul lui fare lungime 
fini tă. 

Fie ac·um 

( 
11 11 „ b) N .111 = o = Xo < XI < „. < Xpll = ' n E ' 

un şir de diviziuni ale intervalului [a, b] cu proprietăţile (vezi observaţia 3.6) . 
Jim li 6 11 11 =O 

ll-+<IO 

şi 

(1.) Jim l (f o. ) = l(f) . 
n~oa n 

Aplicînd , ca mai 'sus, teorema creşteri lor fin i te lui f pe fiecare interval [x/'_1 , xi'], 

obţinem un C:7 e [xi'- 1 , x}'] astfel încît 

(2) f (x}') - f (xi'-1) = f' ( c;i') (xi' - xi-1). şi 

(1) 
!im li b.n li= O. Nottnd c;u = ( c;f, c;q , „„ c;~„) şi ţinînd seamă de (2), obţinem 
n~oo 

şi 

(2) 

Din (4) şi (5) rezultă că şirul {l (f an)}neN este convergent 

!im l (f 6 ) = l(f). 
n--+-oo 11 

3. 7. T e o r e m ă. Dacă funcţia f : [a, b] -+ R este derivabilă, cu derivata 
continuă, atunci 

1) graficul lui f are lungime finită 

şi 

2) l(f) = ): V 1 + (f ' (x))2 dx. 
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li 

l(ffln) = l:: V(xi' - xi'-i)i + (f( xi') - f( xf'_i)) 2 = 
l I ' 

(3) 
11 

B V1 + (f'(C:i')) 2 · (x7 -xL1)=aân(i/1 + ((')2, c;n). , 
1= 1 

Funcţia V 1 + (('}2 fiind continuă, este integrabilă (teorema J I.3.12 ), deci (obser
vaţia.JI.2.11) 

(4) lim afl (i/1 + (f')2, c;11) = (b 1/1 + (f'(x))2 d:r. 
n~oo n )a 

Din egalităţi le (1), (3) şi (4) obţinem 

l(f) = ~: V 1 + (f'(x) )2 dx. 
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3.8. Exemple 

oe) Să se calculeze lungimea gra
ficului funcţiei (fig. 111.16) 

f(x) = x 2
, x E [ -1, 1]. 

Datorită simetriei este suficient să 
calculăm lungimea graficului restricţiei fo a 
lui fla [O, 1]. ,(\.vem 

-1 l(f) = 2l(f0 ) = 2 (1 t/ 1 + (f'(x))2 dx = . Jo , 
Fig. 111.16 (1 . 

= 2 )o t/1 + (2x)Zdx, 

deci aplicînd exerciţiul 2.2 (7) din capitolul I, obţinem 

l(f) = 2 [~ 2x t/1 + 4x2 ++Io ( 2x + t/1 + 4x2
)] 1: = 2t/5 +Io (2 + V5). 

~) Să se calculeze lungimea graficului funcţiei 

f(x) = (; r -ln Vx' X E [1, e]. 

Avem 

deci 

f'(x) = ~ - _!_ • _!. = _!. (x - ..!.) , 
2. 2x 2 X 

l (f) = ~: V 1 + + (X ~ ; r dx = ~: V 1 + + ( x2 - 2 + ~2) dx = 

= ~: V ( f r + + + L~ r dx = ~: (; + 2~) dx = + ( ~2 

+ ln X) I~ 
+ 1 - - = - (e2 + 1). = 

2
1 {e

2

2 
1) 1 
2 4 

y) Să se calculeze lungimea astroidei (fig. III.17) de ecuaţie 
2 2 2 

xs + Y3 = as , (a > O). 

Prima bisectoare (y = x) intersectează (în primul' cadran) as troida în punctuţ 

~ (2 -~a; 2 -{ a). 
Datorită simetriei avem egalităţile: 

lungimea arcului (AM) = _!_ lungimea arc~lui (AMB) = _!_ lungimea astroidei, 
2 8 

deci este suficient să calculăm lungimea graficului funcţiei 

s 32 ( 2 2) 3 
f(x) = a - x , 

112 

a 8 

-a 

-a 

Fig. Ill.17 

Del'ivînd funcţia f, obţinem 

3 - - - 2 - -I ( 2 2)1 1 
f'(x) = 2 a :i _ xs 2(-3)x 3= 

deci 

V•+ lf'l•ll' ~ V 1 + 

prin urmare 

2 a 
1 -
s x 3 

a -
2· 

. 3 

Aşadar, lungimea aslroidei este .. 

Bl(f) = 6a. 

A 

a 

( ~ î)~ 
a - X 

3 =- a. 
t, 

3.9. Exerciţii. Să se calculeze lungimile graficelor următoarelor r.un cţii: 

1. f(x) = ln x, x E [t/3 , 1/81 . 

2. f(x) = ln(1 - x2
) , x e [O, +]. 
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--------

3. f(x) = .!._ (e·\· + e·x), .'!: e [O, 1]. 
2 

4. f(x) = Vx. :z: e (1, 2]. 

li. f(x) = ~ x 2 
- ~ ln x, x e (i, e] 

'• 2 

fl. f(x) = ln cos x, x e [o. ;] . 
7. f(x ) - ln --. , ~· e O, - • l [ 2] 

1 - x 2 3 

8 . f(x) = e"', X E [O ,1) . 

§ 4. A RIA SUPRAFEŢELOR DE ROTAŢIE 

4.1. D t:; ii ni ţ. i e. D&~ă f : [a, b] -+ R+ este o funcţie continuă, atunci 
mulţimea · 

s, dec { (x, y, z) E R3 
J V y2 + z2 = f (x), (V) x E [a , b]} 

se num„'i'!" is u p.r u fa i ai d e ro ta ţ ie d o te r m i n a t ă de ' f u n c ţi a 
' f (fig. I ÎI.18) sau suprafaţa obţinută prin rotirea graficului funcţiei f în jurul 

axei O ,. ' 
Am văzut în paragraful precedent cum so asociază lui ·r şi fiecărei divi· 

zium A - (a - x„ <: x 1 < .. < .1.·11 = b) a intervalu lui [a, b] o funcţie poligo
n!IP\ (6 . Considerăm acum suprafaţ :i de rotaţie S(fA) determinată de funcţia ft.. 

4.2. ObserfJaţir Presupun1n<l cunoscuL faptul că aria laterală a unui 
Lrunehi de con de raze r 1 , r 2 şi generatoare g (fi~. I 11:19) este dată de relaţia 

1t(r1 + r2)g, 

putem calcula aria laterală a supr afe ţei de rotaţie S(f e, ) determinată de funcţia 
poligonală f'a. 

y 

--'--..- I ....... 
/ ......... , 
. I 

- r2 _ _J 

X 

Fig, lll.18 Fig. 111.19 
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T 

Ai 

X 

Fig. III.20 

Intr-adevăr aria l aterală a trunchiului de con Ti (fig. 111.20) de raze 
f(xi_1), f(xi ) şi g~neratoare d( A;_1 , A; ) (distanţa dintre A;_1 şi A;) fiind 

rc{f(x;_1) + f(x;)) · d(A;_1 , Ai), 

rezultă că aria l aterală a suprafeţei S(f a) este 

li 

A(fa) = rc E (f(x;_1 ) + f( x;)) V (x; - X;_1)2 + {f(x;) - f(x;_1))2. 
i = l 

După această observaţie putem defini ce ·înseamnă că o suprafaţă de rota
ţie are arie, .precum şi aria laterală a unei astfel de suprafeţe . 

4.3. J) e r i ni f. ie. Fie f : [a, bJ.-+ R+ o funcţie continuă. Spunem că. 
8 u p r a f a ţ a d e r o t a ţ i e S(f) a r e a r i e, dacă oricare ar fi şirul de 
diviziuni ( A11 )nEN ale intervalu.lui [a, b] astfel incit 

lim li iln li = .O, 
li ->- ao 

şirul 

· ( A (f.in))nE N 

al ~riilor laterale ale s~prafeţelor de rotaţie S(fe,. 11 ) (nE N) este convergent în R. 
în acest caz numărul real pozitiv 

1trr . 
A(f) = hm A(fe,.11 ) 

n -+ao 

se numeşte ar i a la t e r a I ă
1 

a s u praf e ţ e i d e rot a ţi e S( f) . 

4.4. 9bserCJaţie. Numărul real pozitiv A(f) este corect definit, ad i că nu depi nde de 
şirul de diviziuni (6.n)nEN considerat. 

Î ( ' ) · ( "· ) două şiruri de d iviziuni a le intervalului ntr-adevăr, fie t.„ nEN ŞI u.„ nEN 

(a, b] astrei încît 

Jim li c.;, li oh O = lim 11 â~ li . 
n-+ oo n~<.o 
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t\tunci Şi l'ul de: diviziuni 

flrf ( ' , " , • , • 
(Ll11)11EN = t.o, ~o • .:.l11 ~1, „., J111 ~" , „. ) 

vel'ifică condiţia 

lim I! ~„ li= O 
11->0f' 

deci, suprafaţa de rot aţie S(f) avînd arie, rezult ă cil şirurill' 

sînt convergente ; fi e /, l', l" limitele lor. Din modul cum a fos t cons truit şirul (~n)nE N, 

Se vede Că şirurile ( t.~)11EN şi {ţ~~)11EN SÎnl subşiruri a le lui (t.11 )11EN, deci şirurile 

(A (f t.'11 ))r1EN şi (A (f t.•11 ))nEN 

sînt subşiruri ale lui (A (fo 11 )) rieN şi prin urmare 

adică 
I' = 1 şi /" = '· 

i' = l". 

4.5. T e o r e m ă. Dacă f : [a, b J -+ R.t. este o funcţie derivabilă, cu deri· 
vata continuă, atunci 

(o:) suprafaţa de rotaţie determinată def are arie şi 

(~) A (f) = 2n ~: f (x ) Vi + (f'( x ))2dx. 

Demonstraţie: Funcţia f fiind conlinuă pe intervalul închis şi mărginit[<!, b], verifică 
(vezi, cap. II, 3.10) cond iţia (U), adică pentru orice E > O ex is tă ''l• > o astfel încîl 

I 

(1) (V) x', x11 
e [a,' b] cu Ix' - x" I < 'I)•=> I f( :i:') - f(x") I < _E_, 

J 47tl(f) 
unde l(f) es te lungimea gr·afi cului lui f. 

Fi E' ar.um 

( n " /1 ) ~ll = a = XQ < .'t1 < „. < X p
11 

= b (ne N) 

un şir de diviziuni ale intervalului [a, bJ as tfe l încîl 

lim li t.„ li= O. Alunei exis l ă un ne e N as tfel îndl 
n -+oo 

li ll11 li < 'l)c, (V) n ::;;;i, /l e r 

Aplicînd teorema creşteri lor finite lui f pP ri e<'are interva l [:rj'_
1

, 

un ~:' e (xf'- 1 , xi') cu proprietatea 

(2) 

At unri 

lim otJ. (f V 1 + (f")2 , ;n =:= (b f( :r) V 1 + (f'(x))2 d:i:, 
'' ]a 

deci exi stă n: e N astfel incîl 

(3) I otJ.n (f V1 + (/")'! : ~i') - s: f( x) V 1 + (f'(x)) 2 d:r I < ~ 
oricare ar fi n :;;;<: 11; . 
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obţinem 

l 

'I 

• 

'' 

Deşi aria laterală a lui S (fon) 

Pn 

A (fon)= 7t E (f(xi•-1) + f (xm V 1 + (f' ( ~7))2 (xi' - xf_1) 
t - 1 , 

nu reprezintă suma Riemann 

Pn 

a!J. (21tf V 1 + (f')2' ~i') = 27t E f ( ~f) V 1 + (f ' ( ~i')) 2 (xi' - xi'-1), 
n i=l 

E vom arăta totuşi că diferenţa lor în modul este mai mică dectt 
2 

. def ( , " ) . Fie n ~ n. =max n. , n, . Atunci 

I xf-1 - ~f I , I xi' - ~f I ~ xf - xf-1 < li ~n li < 'IJ•• 
deci, ţinînd seamă de (1), obţinem 

şi 

I f (xf-1) - f ( ~7) I < _E_ 

lml(f) 

de unde 

(4) I f (xf-1) ·+ f(xi') - 2 f W') I< _E_, (V) n :;;;<: n •. 
27tl(f) 

Folosind inegalitat~a (4) , obţinem 

I A (ftJ.n) - o'1n (27tfV1 + (f')2
, ~i') j = 

=17t'B (f(xf-1) + f(xi')-2f(~f)) V1 + (f'W')) 2 (xf- xi'-1) 1~ 
t= l 

Pn 

~ 7t E I f (x?-1) + f (xn - 2 f ( ~?) I V 1 + (f' ( ~r))2 (xi' - xii-1) < 
i=l 

E . E 

~-- ·l(f) = - , (V) n ~ n •. 
2l(f) 2 

Din această inegalitate şi inegalitatea (3) rezultă că, pentru orice n ~ne, avem 

I A (fon) - 27t ~: f(x) V 1 + (f'(x))2 dx I ~ 

~\A(ftJ.n) -· a!J.n(21tfV1+(f') 2 , ~f) j + 

+I a!J.n (21tfV1 + (f')2
, ~n - 27t ~: f (x) v1 + (f' (x))2 dx I< 

< ..:_ + ..:_ = c; ( \f)n ~ ne, 
2 2 
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Fig. 111.21 

deci 

Jim aA {27tft/1 + (f'(x))2 , ~i') 
n-..oo n 

există şi este egală cu . 

27t ~: f( x ) V 1 + (f'(x) )2 dx. 

Cum aceasta are loc pentru orice şir de 
diviziuni (An)nEN ale lui [a, b] de normă 
tinzînd la zero, rezultă (definiţia 4.3) că su
prafaţa de rotaţie determinată de f are arie 
şi 

A (f) ;== 27t ~: f( x ) V 1 + (f'(x))2 dx. 

4.6. Observaţie. Considerînd parabola de ecuaţie 

y2 = 2ax, (a > O) 

se observă că panta tangentei la parabolă in origine este infinită (fig. I 11.21 ), adică funcţia 

f(x) = V 2ax '• x e [O, oo) 

nu este derivabilă în O. Ţinînd seamă de aceasta observaţie şi de faptul că integrala 

~: g(x)dx 

a fost definită pentru funcţii g fkfinite pe tntregul interval [a; b], rezultă că în cazul con-
siderat, nu se poate vorbi de ' 

~: f(x)t/1 + (f'(x))2 dx. 

Totuşi, se observă (intuitiv) că această suprafaţă de rotaţie are arie. 1n observaţia 
care urmează vom încerca să arătăm ·că au ari e şi suprafeţele de rotaţie determinate de 
funcţii f care nu sîn t neapărat derivabile la capetele .intervalului [a, .b]. dar pentru care 
funcţia rv 1 + ({') 2 are li mi tă fini tă în punctele a şi b. 

4.7. Qbservaţie. Să considerăm funcţia f :[a, b]-+ R+ cu pr6prietăţile: 
(c1) f este derivabilă, cu derivata continuă pe (a, b), 

(c2 ) funcţia f V1 + (f')2 are limite finite în punctele ~şi b. 

tn acest caz funcţia r V 1 + (f')2 poate fi prelungită la o funcţie continuă h : [a, b]-+ R+. 

!ntr-adevăr, dacă Ya (respectiv yb) este limita funcţiei f V 1 + (f')2 în punctul a (res
pectiv b), atunci definim funcţia h : [a, b]-+ R+ prin egalitatea 

l 
Ya. 

h(x) rler f(x) V 1 + (f'(x)) 2, 

yb• 

dacă x =a, 

dacă x e (a, b)1 

dacă x = b. 

Funcţia h are următoarele proprie tăţi: 

(o:) restricţia lui h la (a, b) coincide cu f i/t+:lfî2; 
((3) Jim h(3·) -= y 11 = h(a); 

,\'·>a 

(y) lim h(:r) = ]/ = h(h) . 
. ~ ..... b b 
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Din ((3) şi (y) rezultă că h este continuă în punctele a şi b, iar din ipoteza (c
1

) şi 
proprietatea (o:) rezultă continuitatea lui h pe (a, b); deci h este continuă pe întregul 
interval închis [a, b], prin urmare h este integrabilă pe [a, b]. . 

Observăm că, în cursul demonstraţiei teoremei 4.5, nu s-a utilizat nicăieri nici {'(a) 

,şi nici f'(b), ci numai f'( ~~), \lnde ~f e (xt_„ xf) c (a, b) au fost obţinuţi aplictnd teo
rema creşterilor finite. 

Pe de altă plirte, ţinînd seama de proprietatea («) a lui f, rezultă că pentru aceşti 
~f, a~em 

deci se obţine inegalitatea (cu notaţiile din , demonstraţia teoremei 4.5) 
I 

lnsă 

Jim aA (21th, ~?) = 27t (b h(x)dx, 
n-+oo n )a 

deci 

lim A(f A ) există= 27t (b h(x)dx. 
n-+oo 11 Ja 

Aşadar, putem formula următorul rezultat: 

4.8. Te ore mă. Dacă f : [a, b] -+ R+ este o funcţie derivabilA, cu 
derivata contintaă pe (a, b) astfel incit func,ia f v1 + ({')3 are limite finite în 
punctele a şi b, atunci suprafaţa de rotaţie determinatA de f are arie şi 

' 
A(f) = 21t ~: h(x)dx, _ 

unde h este prelungirea (prin continuitate) a lui f V 1 + W)2 la intervalul 
tnchis [a, b]. 

4.9. Exemple. 

at) Să se calculeze aria suprafeţei de rotaţie determinată de funcţia 

f(x) def sin x, x E [O, 7t), (fig. 111.22). 

y 

Jr X 

Fig. IIL22 
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Func ţia x--. sin x es le derivabilă1 cu deriva t a continuft pe loată mulţimea R, deci f 
satisface condiţiile teoremei 4.5. Datorită s imetriei, es te suficient să se calculeze aria 

suprafeţei determinate de restricţia. fo a lui fla interva.lul [O, ; J. 
Deci 

·~-
1t 

... ·-
A (f) = 2A( f0 ) = 47t(

2
sin x V1 + CQS2xdx. 

)o < . 

Făclnd schlmbarea de variabilă 

· def [ 7t] u = <p (X) =COS X, X E 0, 2 , 
I 

obţinem 

' . <p (O) = 1, {~·) = O 

şi 

• 7T 

(1) A (f) = -Im~: V 1 +. <p2 (x) ·<p'(x)dx = 

(O,/- (I _ 
= - 47t) 

1 
v 1 + u2du = 47t )o V 1 + u2 du. 

O primitivă a funcţie i u-. V1 + u2 este funcţi a (vez i cap. r, exemplul 2.2 (7)) : 

(2) F /11.\ = ~ [uV1 + u2 ·+ ln( u + V1 + u2)] • 
2 

Din rela ţiile (1), (2) şi formula Leibniz-Newton, obţinem: 

A( f) = 27t [ it V 1 + u.2 + ln ( u +V 1 + u 2 )]~ = 

= 27t [V2 + tn (1 + V2ll 

~) Să se calculeze aria suprafeţei de rotaţie determinată de funcţia 

f(x ) def l/2{.iX, x E [O, b] (a > O) 

(paraboloid de r~taţie ). 

Funcţia X --. v; nefiind derivabilă în origine , nu pu tem aplica teorema 4.5 (vezi 
observaţia 4.6). Totuşi fes te derivabil ă, cu deriva ta continuă pe (O, b], iar funcţia 

f( x) V1 + (f'(x)) 2 =Va V 2x +a, (\>') x e (O, b] 

are limită finită în p unc tul O 

lim f(x) i/1 + (f '(x))2 = a, 
:>..'-*O 
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{ 

de<:i funcţia h : LO, b] --. R+ defini tă prin 

{

a, dacă x = O, 
h(x) dct 

- f (x) V 1 + (f'(x)Î2, dacă x e (O, b] 

este continuă pe [O, bJ. 
Aplidnd teorema 4.8, rezu lti'I <:ă suprafaţa de ro taţie determinată de funcţia 

f( .1:) = V2a.r, .r E [O , h] 

a l'e aJ'ie 

A(f) = 27t ( li h(:i;')d x = :.!rr v ; '(u V2x + a d x = . 
)o )o 

~ •Va ['' (2x + •)~ (2x + ,;'dx ~ tt V, l;x + ~) Î lu= J(I 3 li 

:ln a - -V - [ :1 :1] 
= - -

3
- (a + :lb) ~ - a ~ • 

y) Să se calculeze aria suprafeţei (fig.111.23) obţinute prm rotirea in 
jurul axei Ox a elipsei de ecuaţie 

(a > b >O) 

Deci se cere să se calculeze a ri a suprafeţei de rotaţie determ inată de funcţia 

f ) 1ter & V " ' „ [ J (3· =- a - .~-, :r E -a, a . 
' a 

Derivind în egalitatea 

· obţinem 

b~ 
f (x) f'(x) = - -:;- x , 

a· 

deci 

A(f) = 27t ~~a f (x) V 1 + (f'(x))2 dx = 

= 27t ~~a V f 2 (x) + (f (x) f'(x)F d x = 

~a v 2 b2 2 b4 .• . = 27t b - - x + - x" dx = 
- a a2 a4 

= 27tb ra 
a J-a V. az - b2 

a2 
- --- x2 dx = 

a2 

27tb ~a = -·- V a• - 0 2x• dx. 
a -u · 
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Nu'!lărul pozitiv 

rlPf V a2 - b2 c e= =-a a 

se numeşte excentricitatea elipsei. 

Funcţia x-. V a• - (ex)2 fiind pară, avem (vezi cap. II, observaţia 4.16) 

A (f) = - . Va2 
- (ex)2 dx = - - - x2 d x . 4.7tb ~a 4.Ttbe ~a V ( a)2 

. a o a o e 

Se ştie (vezi cap l I I 3 5 ( ) . , exemp u . 2 ) că o primitivă a runcţie i x 4 V~2 este func ţia 

Deci 

A(()~ 2~ [f ~)' ~c •in: + x V[~)' - „ J: 
21tbe [( a )

2 
'\ / ( a). 2 J = -;;:- --; arc sin e + a V --; - az 

27tbe[(aJ' 2 . a2 _] = - a- --; arc sm e + --; V 1 - ez = 

[ 
arc sin e , r,;---::;] = 27tab e + v 1 - e• • 

' 
Observăm că dacă b tinde către a, atunci excentricitatea elipsei tinde Ia zero şi 

elipsa devine un cerc de rază a. 1n acest caz 

Jim arcsin e = 1 
e-+0 e 

şi 

Aria sferei de rază a este 47ta2• 

4.10. E xerciJii. Să se găsească ariile suprafeţelor de rotaţie . d~terminate de funcţiile: 

x3 
1, f(x) = - , x E (0, 1). 

3 

2. f(x) = + (eX + e•X), X E (O, 1]. 

B. f(x) = cos x, x e f o,~] · 
• 2 

4. f(x) = ex, z e (O, 1). 
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' 

o. f (x) = b +Vai~ .x2, x e [- "i- , f]. 
6. f(x) == 2 V 1 - x2

, x e [O, V~] • 
xv--'i. f(x) = - 1 - x2 x E (0, 1). 
4 ' 

s. f (x) = v1 -V x(3a - x)2, ,l: E [O, 3a]. 
3 a 

§ 5. CALCULUL APROXIMATIV AL INTEGRALELOR DEFINITE 

Am văzut în capitolul II (teorema 2.12) că dacă (":[a, b] -1> R este o 
funcţie integrabilă, care admite primit ive, atunci integrala definită a lui f 
poate fi calculată cu ajutorul formulei lui Leibniz-Newton: 

~:f(x)dx = F (b) -F(a), 

unde F este o primitivă a lui f. 
ln cazul funcţiilor integrabile care nu au pr1m1t1ve (astfel de funcţii 

există, vezi exemplul 11.2.13), sau al funcţiilor care au primitive, dar acestea 
sînt greu de calculat (de exemplu : nu se pot exprima cu ajutorul unor funcţii 
elementare cunoscute), nu putem utiliza formula Leibniz-Newton. In ase
menea situaţii trebuie recurs la alte metode. De obicei se folosesc metode de 
aproximare a integralei prin anumite sume a(f, a) asociate unor diviziuni 
particulare 6 ale intervalului (a, b]. 

Atunci cind folosim o anumită metodă de ~proximare a integralei i: f(x)dx, 

trebuie să cunoaştem, in funcţie de diviziunea aleasă 6, cit de mare poate fi 

diferenţa (în valoare absolută) dintre integrala ~:f(.x)dx şi suma a(f, 6) aso

ciată diviziunii 6 . 
Dacă se lucrează cu diviziuni echidistante, adică divizium: · 

a11 = (a = Xo < X1 < . .. < Xn = b) 

la care distanţa dintre oricare două puncte consecutive este aceeaşi 

b-a 1 . ) 
Xi - xi-t = --, ( ~ i ~ n , 

n 

atunci problema de mai 11us poate fi reformulată astfel: 
„Dat fiind un & > O, cit de mare trebuie să fie n pentru ca eroarea care o 

facem, atunci ci~d luăm a(f, an) tn loc de~: f(x)dx, să fie mai mică declt & ?" 

6.1. Metoda dreptunghiurilor. Fie f : (a, b] -. R o funcţie integrabilă, 
an= (a= Xo < X 1 < „. < X n = b) O diviziune echidistantă a intervalului 
[a , b] şi drept puncte „intermediare" luăm punctele x1 , x2, .„, Xn, adică în 
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o X 

Fig. 111.24 

fiecare interval [x;_1, x,], drept punct „intermediar" luăm extremitatea din 
dreapta a acestui interval. Atunci 

(1) 

Intrucît această sumă depinde numai de f şi de n, o vom nota simplu 
prin D,

1
((}. ' • 

In cazul particular, cînd feste pozitivă, suma Dn(f> reprezintă suma ariilor 
dreptunghiurilor D1, D2, ••• , Dn, unde (fig. 111.24) 

rte! 
D, = [xi-11 X;] X [O, f(x;)] = {(x, y) E R2 I x,_1 ~ x ~ x,; O ~ y ~ f(x,)}_ 

Aşadar, cînd f este pozitivă, 

n 

Dn (f) = E aria (D;)-
i = l 

Din acest motiv, metoda de aproximare a integralei definite a unei funcţii 
integrabile prin suma Dn(f) se numeşte metoda dreptunghiuri~or. · 

• 
5.2. E st i mar ea erorii în m e to da dreptu n g hi u r i I o r. 

Dacă f: [a, b] .:.+ R este o funcţie derivabilă, cu derivata continuă, atunci 

I ~: f(x)dx - _Dn (f) ·1 ~ 'tb ~ a)i M(f')', 

undo 
de! 

M(f') = sup I f'(x) 1-
xeca, b} 

Demonstra/ ie. Fie ca mai sus 

şi 

t.n = (a = x0 < x1 < .„ < xn = b), 

b-a 
x; - Xi-1 = --, (V) i = 1, .„, n 

n 
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Nolînd, ca de obicei, 

mi de! inf { f(x) Ix e [z;.tt x;]}, 

de! 
M; = sup {f(x) Ix e (xi-1> x;]} 

şi ţinînd seamă că funcţia f este continuă (fiind derivabilă), rezultă că f este mărginită 
şi îşi atinge marginile pe intervalul închis şi mărginit [x ;_„ xiJ. Deci există u;, v; e 
e [x;.i. x;] astrei incit 

(1) 

Aplicînd teo.relllQ creşteri lor finite lui f, obţinem un punct ~; cuprins intre u; şi 
vi astrei" incit 

(2) 

Avînd 

rezultă 

11 n n 

(3) E m;(x; - x; • .) < ~ f( ~;)(x; - x;. 1) < r: ./l;l;(z; - x;_,), 
•=1 ,_ , 1= J 

adică (vezi cap. 11 , propoziţia 3.3 (i)). 

(4) St. (f) < Dn(fl <Sa (f). 
n n 

Ţinlnd seamă de relaţiile (1) - (4) şi de inegalitatea 

b-a 
I v; - u; I < x; - Xi-• = -- • 

n 
obţinem 

n 
(5) S 6 (f) - sa (f) = E (M; - m ;) (xi - x;.1) = 

li n i = I 

~ b - a t I f'(U I •(vi - u;) < (b -
2 

4
)
2 

nM(f') = (b - a)
2 

M(f') . 
n i - 1 n n . 

Pe de altă parte (vezi cap. II, relaţia (3) din demonstraţia teoremei 3. 7) 

(6) sa (f) < (b f(x) <Sa (f). 
n J n 

Din (4), (5) şi (6) obţinem 

I (b f( x )dx-:- Dn (f) I< Sa (f)- sa (f) < (b - a)
2 

M(f'). 
)a 11 n rL 

5.3. Metoda trapezelor. Această metodă constă in aproximarea integralei 

~: f(x)dx prin suma 

Tn (f) = ! ·f- [f(Xi-1) + f(x;)] • (x; - X;_1) = ~ [t(a) + f(b) + E· f( x;)] • 
2 t:f. 2n . 1-1 

cind 1 
Xi - Xt-t = - (b - a), (1 ~ i ~ n). 

n 
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---~~~~~~~~~~-----------------------... ----------------~~~=====::;:::================-

. y . 
f(xj) ___________ _..: ________ _ 

f(y: ./) --- -------------

o X/ Xi-1 Xj Xn=b X 

Fig. 111.26 

Dacă funcţia f este pozitivă (f(x) ;;:i,: O, (V') x E [a, b]), atunci această 
problemă revine la aproxima~ea ariei mulţimii . 

r, = {(x, y) E IJ,2 I a ~ X ~ b, o ~ y ~ f(x)} . 

(cuprinse intre axa Ox, graficul lui f şi dreptele paralele la Oy, care taie axa
Ox în punctele a şi b respectiv) prin suma ariilor trapezelor Ti (fig. 111.25) 

. T 1 b-a . 
aria (i) = -

2 
[f(xi-1) + f(x;) ] (xi - Xi-1) = --[f(XL1) + f(xi)]. 

2n 

Deci, dacă feste pozitivă, atunci 

· Tn(f)=Baria(Ti)=~ f (a ) + f(b) +2,E f(x;). 
n b [ n -1 ] 

t=l 2n i = l 

. 5.4. E s t i m a r e a e r o r i i î n m e t o d a t r a p e z e I o r 
Dacă f: [a, b] ,-+ R este o funcţie de două ori derivabilă, cu derivata a doua 

f" continuă, atunci · 

unde 
I (b f (x)dx - Tn(f) / ~ (b - a)

3 
M(f"), 

)a 12n2 

M(f") def. sup I f"(x) I. 
XE[a, b] 

. Demonstraţie. Pentru orice ex, (3 e [a, b], cu ex< (3, definim funcţia g: B.-+ R prin 
egalitatea 

(1) 

Atunci 
(2) 

(3) 

- -

f 
g(t) = - (t - ex)(t - (3). 

2 

g(ex) = g((3) = O, 

g'(t) = _!_ [2t - (ex+ (3)] . 
2 

I g'(ex) = ~ (ex - (3), 

g'((3) = _!_ ((3 - ex), 
2 

g"'(t) = 1. 
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Aplicînd de două ori formufa de integrare prin părţi şi ţinînd seamă de relaţiile 
(1) - (4), obţinem: 

~: f(t) dt ~ ~: f(t)g"'(t)dt = f(t)g'(t) I: - f'(t)g(t) l: + ~: ,„(,)g(t)dt = 

= (((3) ..!.. ((3 - ex) - ((ex) ..!.. (ex - (3) + ..!.. (ll r(t)(t - ex)(t - (3)dt = 
2 2 2 JOI 

1 1 ~ll ' = - [((ex) + f((3)] ((3 - ex) + - f"'(t) (t - ex) (t - (3)dt , 
2 2 a 

.. : 
de unde 

I ţ: f (t ) dt - : [((ex) + (((3)] ((3 - ex) I = ~ I~: f"(t)(t - ex)(t - (3)dt I ~ 

< _!_ (ll I f"(t ) I · I t - ex I · I t - (3 I dt < MW) (fl (t - ex)((3 - t)dt. 
2 JOI 2 JOI 

Însă 

·cii cii Ja (t - ex) ((3 - t)dt = Ja (t - ex) (((3 - ex} - (t ex)]d1 

= ((3 - ex) (ll (t - ex) dt - \ll (t - ex)2 dt = ((3 - a:) (t - «)
2

1
11 

- ~ lll = 
JOI JOI 2 a 3 a 

((3 - ex)a ((3 - a:)3 ((3 - ex):f 
= ---

2 3 6 

deci 

(5) I (ll f(t)dt - _!_ ({(ex) + f((3)] ((3 - ex) I< ((3 - 0:)
3 

M (("'). 
Ja 2 12 

Aplictnd egalitatea (5) pentrti ex= Xi-t şi (3 =Xi, obţinem 

I (.xt ffx)dx - _! [f(xi.1l+f(xi)] (xi - x;. 1) I <S;;. (xi - Xt.i)
3 

·M(f") = (b - :)
3

• M (("). 
J.x. 2 12 12n 

l •l . 

de unde, folosind proprietatea de aditivitate a integralei, deducem 

< n. (b -· a)3 M ((") = (b - a)a . M(f"). 
12n3 12n2 

6.5. Exemple. «) Pentru funcţ;a 

f(x) def. x2, x E [O, 2] 

se cere să se calculeze sumele D 4(f), T4(f) şi să se determine abaterea dintre 
aceste sume şi integrala 

(2 f( x)dx = C2 x2dx = x
3 I 2 = ~ O:! 2,66. Jo Jo 3 o 3 
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Am vă zut că dacă 

atunci 

An = (a = x 0 < X1 < .„ < Xn = b) şi 
b-a 

Xi - Xi-1 = --, 
n 

T n(f) = ~ f(a) + f(b) + 2 L; f(x;) • b [ n-t ] 

2n J~ I 

1n cazul considerat avem 

A4 = (o < .!. < 1 < ~ < 2) şi 
. 2 2 

b - a 1 
Xi- Xi-1 =~- = -'--, 

4 2 

deci 

D4 (x
2

) = +[ r( +) + -,(1) + r( ! ) + f(2l] = ~ [ f + 1 + : + 4] = 
1
: = 3,75 

ş i . . 
T4(x

2
.) = i [t(2) + 2 ( r( ~) + f(t) + f ( f ))] = f [ 4 + 2 ( f + 1 + : )] = ~= 2,7~. 

Abateri le sin t 

2 ( 2 2 15 8 13 
D4 (x) =Jo x dx = 4 _ 3 =1'2, 

respectiv 

T4(x ) = x dx = - - - = -· . 2 • ~2 2 11 8 1 
. o 4 3 12 

~) Funcţia 

f( x ) = ex', ·x E [O, 1] 

fiind continuă, admite primitive. Totuşi primitivele acestei funcţii nu pot fi 
exprimate prin funcţii elementare, deci nu putem calCula exact valoarea inte

- gralei 

~ I x'd e x. 
o 

În acest caz, aproximarea numerică a acestei integrale devine o necesitate, 
Dacă luăm 

atunci • 
b - a 1 

Xi - Xi·l = -- = -
3 3 

şi 
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Folosind un calculator, obţinem valori aproximative ale termenilor din suma d~ 
mai sus 

1 4 

e = 2,7182818 ; 

deci 

e9 = 1,1175191; e9 = 1,5596234; 

Ta( ex') = _!_ [3,7182818 + 5,354285] = 9
•0725668 = 1,5120945. 

6 6 

Dacă se ia diviziunea 

b - a 1 --=-· 4 4 
atunci 

1 [ ( ~ ~ .!.)] T 4( ex' ) = 8 1 + e + 2 e16 + e 4 + e16 
• 

însă 

1 1 9 

eiii = 1,0644945; e4 = 1,2840254 ; e16 = 1,7550547, 

deci 

T,( ex') = ..!_ [3,7182818 + 8,2071492) = 11
•925431 = 1,4906789. 

8 8 . 

Luînd acum diviziunea 

b- a 1 
A10 = (O < O, 1 < O, 2 < .„ < O, 9 < 1), - - - - , 

10 - 10 

avem 

Însă 

deci 

T10( ex'} = 210 [1 + e + 2( e<0,1)' + e<0,2)' + „ . + e<0,9)')]. 

1 + e = 3,7282818, 

e(O,I)' = 1,0100502, 

e<0
•
2>' = 1,0408108, 

e<0,3)• = 1,0941743, 

e<0,4)' = 1,1735109, 

e<0•5>' ""' 1,2840254, 

e<O,s)' = 1,4333294, 

e<0,7)' = 1,6323162, 

e<o.s)• = 1,8964809, 

e<0,9>' = 2,247908~ 

Tio (ex') = ~[3,71822818 + 25,6251676] = 
29'3~~4494 = 1,46717247 

W) Estimarea erorilor. Funcţia pozitivă 

f"( x) = 2(1 + 2x2)ex', x E [O, 1] 

fiind crescătoare, va avea maximul in punct ul 1, deci 

M(f") = 6e 
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i:;.., ştie (vezi 5.4) că 

I (h f( x)dx - T„ (f) I< (b - ~)3 MW) 
)a 12n2 

deri 

1

(1 x'd T( x')I M(f") 6e e 
)oe x - 3 e < 12. 32 = 12. 9 = 18 = 0,15101, 

I (
1 .~· d T ( ~··)I M(f") 6c c 

Joe x - 4 e < 12. 42 = 1'2716 = 32· = 0,08493, 

I (I .v• d T ( „~') I M(f") 6e P. 
)oe x - io c < 12. 102 = 12. 1~0 = 200 = 0,01359. 

Ai;;adar, uvHm evaluarea 

1,453511 = T 10( ex' ) - 0,01359 < ~~ ex' dx < T io( e·~') + 0,01359 = 1,48076. 

Ubservll{.ie . Calcu lele numerice de mai sus au fost efectuate cu un calculator de 
buzu11ar. 

~") Determinarea numărului minim, n, de puncte de diviziune, astfel înclt: 

I D„(1"~') - (' e·'" dx l < - 1 
-. 

)o . I 1 OOO 

Fu ncţia f'(x) = 2.:ce-~· (O < x < 1) fiind strict crescătoare, va avea maximul în 
pu1wtul 1, ded 

M(f') = 2e. 

He 1wo, deci, să de l1>,1·minăm ":> 1 asUel 1nrlt 

(b - a)
2 

M(f') < _ 1_ , 
n 1 OOO 

adid\ , 111 <'azul nostru 

1 1 
- 2e < -- , 
n 1 OOO 

11 > 2 OOO e ""' 5436. 
' 

Aşadar, pentru a calc~J.a, prin metoda dreptunghi~rrilor, integrala 

cu o eroare mai 

diviziune. 

1 
mică decît -- , 

1 OOO 

( I I 

)o ex dx, 

este nevoie să se ia cel puţin 5 437 puncte de 

W") Determinarea numărului minim n de puncte de diviziune astfel tnctt 

I Tn (f) - (' ex'dx I <-1
-. Jo 1 OOO 

Se cere să determinăm n :> 1 astrei 1nctt 

(b - a)
3 
M(t') < _1_ . 

12n2 1 OOO 
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1n cazul nostru b - a = 1, iar M((") = 6e. Deci 

60 1 -<--. 
12n2 1 OOO 

de unde 

n > i/50Ue = 10 i/5ti = 36,86. 

Aşadar, pentru a calcula, prin metoda trapezelor, integrala 

\
1 

ex2 dx 
~o 

cu o eroare mai mică dcclt - 1-- , sînL suficiente 37 puncte de d iliiziunc. 
1 OOO 

ln exemplele prezentate mai sus se aral,ă că metoda dreptunghiurilor· 
apare mai puţin „economică" <lecit metoda t rapezelor, în sensul că pentru a 
obţine o 'evaluare dată a integralei, numărul de operaţii necesare în prima 
metodă este mult mai mare decît cel din a doua metodă. 

6.6. Exerciţii. Să se calculeze suma 

respectiv 

Dn(f) drr b - a t (( x i) 

n t - 1 

cir! b - a [ n -
1 

] T 11(f) = - .f(a) + f (b) + 2 ,E f (x;) , 
2~ J = I 

prin metoda dreptunghiuri lor (ruspccli v metoda trapezelor) de aprox i marc a i n le gralei 

~: f(x)<lx 

şi să se evalueze eroarea pen L1·u funcţiile: 

1. f(x) = x2 + 3.:c, x e [O, 4); 1~ = 4; n = 8. 

2. f(x) = x3 + 1, x e [O, 2J; 11 = 4; n = 6. 

1 
3.((x)=-

2
- - , xe[0,1]; n = 3;n=5. 

X + 1 

1 4.f(x)= - , xe[1,2]; n = 3;n=5. 
X 

§ 6. CENTRE DE GREUTATE 

In cele ce urmează vor fi considerate numai plăci plane atit de subţiri 
incit, din punct de vedere practic, grosimea lor să poală fi neglijată . ln aceste 
condiţii vom identifica plăcile plane cu mulţimi din plan. Deoarece în practică 
este nevoie adeseori să se calculeze aria plăcilor plane, "om identifica plăcile 
plane cu mulf imi din R2 care au arie. , 

1 3 ~ 
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Nu vom intra în consideraţii fizice privind definiţia masei unui corp, în 
particular a unei plăci plane. Vom spune totuşi că masa este o măsură a canti
tăţii de materie dintr-un corp. Cu identificarea de mai sus, masa reprezintă o 
funcţie A -+ m(A) , care asociază fiecărei plăci plane (pe care o identificăm cu 
o mulţime care are arie) A, un număr real pozitiv m(A), numit masa lui A. 
;\ceastă funcţie trebuie să satisfacă, în cadrul mecanicii clasice, următoarele 
condiţii: 

(M1 ) dacă placa A se descompune în n, plăci plane disjuncte A1 , A2 , .•• An, 
atunci 

m(A) = m(A1 ) + m(A2 ) + ... + m(An), 

(M 2) masa m(A) a unei plăci plane A rămîne constantă în timpul mişcării. 
O placă A se numeşte omogenă dacă există o constantă k > O, astfel incit 

m(B) = k · aria(B), 

pentru orice parte B (care are arie) a lui A. 

DacăD = [a,b] X [c,d]esteoplacădreptunghiulară omogenă(fig. IIl.26), 
atunci există o constantă k ;;i: O,astfel incit 

m(D) = k aria(D) = k(b - a){d - c). 

Pentru o astfel de placă de masă nenulă, centrul de greutate se defineşte ca 
fiind punctul (X, f}) E R2 de coordonate 

X def__!_ (b +a). 
2 

'!l det _!_ (d + c). 
2 

Să considerăm acum o placă E formată dintr-un număr ·finit de plăci 
dreptunghiulare D1 , D2 , • • • , Dn cu laturile paralele cu axele de coordonate şi 

astfel incit fiecare două plăci Di, D; (i =f. j) au în comun cel mult o latură. 
Aceasta înseamnă că mulţimea din R2 cu care se identifică E este elementară 
(vezi cap. III, definiţia 1.1). Pentru comoditate, astfel de plăci vor fi numite 
elementare. 

Fie E o placă elementară formată din plăcile dreptunghiulare 

71-.~ ~~-~EJ 
I I I 
I I I 
I I I 

a 7 b 
J.lb~al 

Fig. 111.26 

Du Dz, .. . , Dn 

04 

.05 

X 

o 
Fig. III.27 
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( 

' 

de mase 
m(D1), m(D2), „., m(Dn) 

şi ale căror centre de greutate sint respectiv punctele 

(:?1, !Ji), (X21 flz), . .. , (Xn, Yn)· 

Atunci centrul de greutate al lui Eva fi, prin definiţie, punctul(:?, fi) de cool-
donate 

11 E m(Di)Xi 
?tctcr _i _- 1 __ _ 

11 • 

Em(D;) ,_, 
11 

Em(DilYi 
fider _i_-_t __ _ 

n 
Em(D;) 
t = I 

ll L m(Di)Xi 
i= I 

m(E) 

m(E) 

Dacă placa E este omog-enă, atunci există o constantă k > O, astfel lnclt 

m(B) = k aria(B), 

oricare ar fi partea B (care are arie) a lui E; în particular, 

· m(Di) = k aria( Di), (V) i = 1, 2, ... , n. 

Deci putem exprima coordonatele centrului de greutate numai ln funcţie de 
ariiie şi centrele de greutate ale dreptunghiurilor D; 

n 
E aria (D;)xi 

X = _i_- _t ___ _ 
11 

Earia (D;) 
•- t 

Y= 

îl E aria (D;)Yi 
i= t 

n 
Earia {D;) 
i= t 

Fie f, g : [a, b] -+ R două funcţii continue astfel incit f(x) ~ g(x), 
( 'v') x E [a, b ]. Să considerăm mulţimea 

r,,g def {(x, y) E R2 I a~ X ~ b; f(x) ~ y ~ g(x)} 

cuprinsă între graficele funcţiilor f, g şi dreptele paralele la Oy care taie axa 
Ox în punctele a şi b respectiv. 

In cele ce urmează vom defini centrele de greutate ale plăcilor plane care 
se identifică cu mulţimi din plan de forma I' r ,0 • 

Fie deci 

Â = (a = X0 < X1 < ... < Xn = b) 

o diviziune a intervalului [a, b] , ~i mijlocul intervalului [x;_11 x,] 
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( 

y 

gf!,J 

f(~,J 

O a=~ x1 x,_7 t, x1 Xn- 1 Xn=b 

Fig. 111.28 

şi dreptunghiul (fig. 111.28) 

Dt = [ Xi-11 xi] X [f( E:i), g( ~1 )] 
a cărui arie este 

aria(Di) = (x1 - Xi-1) • (g(E;i) -f(t;i)). 

X 

Dacă norma diviziunii 6 este suficient de mică, atunci mulţimea 

ri = {(x, y) E R2 I Xi-1 ~ X ~ Xii f(x) ~ y ~ g(x)} 

(delimitată de graficele lui f, g şi de dreptele paralele la Oy care taie axa Ox tn 
punctele x1-1 şi x1, respectiv) se aproximează cu dreptunghiul Dh deci centrul 
de greutate al lui ri se aproximea.ză cu centrul de greutate al lui Di ; prin 
urmare centrul de greutate al lui 

se aproximează cu centrul de greutate al mulţimii elementare 
def n ' 

E11 = U Di. 
i - 1 

Coordonatele centrului de greutate al lui Di fiind 
1 

.fi = ~ii Yi = 2 [g( E:t ) + f( ~i)J, 
rezultă că cei:itrul de greutate al lui EA va avea coordonatele: 

71 li B. aria (Dil~i B. ~1[g{~i) - f(~i)) · (xi - Xi-1) 
.f11 = _i_-_t ____ - -·-~_1 ________ _ 

n n B. aria (Di) 
1- 1 

B. (g(~i) - miJ J·{Xi - Xj.1) 
1- l 

n 
{; aria (Di)Yi 

g t:. = .;..._!;,__ __ _ 

'1. n E aria (Di) 
•-I 

E [g( ~ll - f ( ~l)) . (Xi - Xi-1) .„ t 
134 . 
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Aceste consideraţii conduc la următoarea: 

6.1. D e f i n i ţ i e. Dacă A ·este o placă plană care se identifică cu o 
mulţime de forma r,,0 , unde f , g : [a , b] -+ R sint funciii continue, atunci 
centrul de greutate al lui A e3te, prin definiţie, punctul (XA, YA) E R2 

ale cărui' coordonate sînt 

('' J'lg(.r) - ( (.r)]<.l.r (u'' .rf g(.1·) - ((.r)ld .r 
!11•( Jn J 

xA = :....(b- [ -l:(_:r_) --- (-(:r_)J_d_.r = - -ar i:~r~--
J, 

~ (b [g2(x) - f2( x)]dx 
cler 2 Ja 

YA (b 
)a [g(x) - f( x )]dx 

1 'b - [ g2(x) - {2(x)ldx 
2 . a 

aria (r1.u) 

Dacă f (x) = O şi g(x ) ~ O (V) x E [a, b], at1mci 

(b xg(x)dx (b g2(x)dx 
)a 1 Ja XA = , YA= _-=...::.... __ 
aria (1'0) 2 aria (r g) 

6.2. Exemple. ix) Fie a > O şi o placă plană omogenă de forma 

A = {(x, y) E R2 I O ~ x ~ a; y2 ~ ax} 

(porţiunea din plan cuprinsă între parabola de ecuaţie 

y 2 = ax 

şi dreapta parale lă la Oy care taie axa Ox în punctul a; fi g. IIJ.29). 
Pentru a calcula centrul de greutate al lui A considerăm fllncţiile 

f, g : [O, a] - R+definite prin 
rkr ,f

f(x) = - 11 ax, 
def 1)

g(x) = ax. 

Atunci coordonatele centrului de greutate al lui A slnt 

2 ~: x i/ ax dx 

3 

~A = 
~: x[Vax - (- VăX)]dx ~: x2 dx 

= 
~:[i/ ax - (- i/ ax)]dx Ir I 

2 
0 
V ax dx ~: x2 dx 

5 2 _!>_la 
- x2 
5 o 3a2 3 

=--·= - a, 
3 la 3 5 2 - -

- x 2 Sa 2 

3 o 

~ ~a [(V ax )2 - ( - i/<.t;;)2]dx 
'g A = _2__:_;:_0 -------- = _ __:O __ = O. 

2~:Vaxdx ~:-Vaxdx 
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y g(x ) =VaX 
y 

X 

f(x) =-VaX 
7 x' 

Fig. Ill.29 Fig. 111.30 

Deci centrul de greutate se află pe axa Ox, care este şi axă de simetrie a mul
ţimii A. 

~) Să se determine centrul de greutate al unei plăci phme omogene de 
forma 

A= {(x, y) E R2 I O ~ x ~ 1; x2 ~ y ~ ax}, 

unde a ;;?; 1 (fig. 111.30). 

Lulnd f, g : [O, 1)-+ R definite prin 

rezultă 

deci 

·y 

.2 
5 

o 

f( ) def 2 dr t 
x - x, g(x) =ax, 

aria ( (1 (' =(a x2·2 - x3a ) la' A) = Jo [g(x) - f (x)]dx = Jo (ax - x2)dx 

a 1 3a - 2 
:::::::i:---=--· 

2 3 6 

{

0

1 

x(ax - x 2)dx 

J 6 ~ I 2 6 [a x3a - x4" J la' • 
0 

(ax - x3)dx = ---
aria (A) 3a - 2 3a - 2 

6 (a 1 ) 6(4a - 3) 4a - 3 
3a - 2 3 -4 = (3a-2)· 12 = 2(3a - 2) 

I 
I 
I 
J 
I 
I 
I 
I 

f(xJ=xZi 

1 
2 

Fig. III.81 

I 
I 
I 
I 

J( 

.!_ (1 (a2x2 - x4)dx 
2 Jo YA = --'------ -

a ria (A) 

_ 6 1 ( a
2 1) 3(5a2 

- 3) 5a2 - 3 
- (3a - 2) 2 3 - S = 15(3a - 2) = 5(3a - 2) • 

în cazul particular clnd a = 1 (fig. III.31), 

centrul de greu tate va fi situat în punctul(_!_, !J. 
, 2 5 

y) Să se determine centrul de greutat~ ăl 
unei plăci plane omo~ene de forma unui triunghi. 
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Pe11ll'll simplitate vom rom;idrra cazul 
unei plăc i ll'iunghiula rP ln ral'C două din 
vîrfuri R si C sin i si tualP pe axa Ox, iar 
al I re i lPa ' A eslP si luai Jll' axa Oy 
(fi g. 111.32) . Aş:ular, vnm <1vl'a 

, 1(0,rt) , H(h ,O), C(1-,<I) . 

Vom pl'Ps1qH11H', d1• as<'T111'1ll'a b < O < 1· . 

E1"11aţia d rep I Pi c·e t r1•1·1• pri 11 . I şi li va fi 

11 = -
0 

(.r b), 
·' li 

y 

A 

B 

1al' 1·1·11 a (ia dl't ' Jlf l' i r.P 11·1·1 ·1· pl'i11 .·I ş i (' va fi 
Fig. Ill.32 

.'/ = - a (.r - c) . 
(' 

\lolii m c11 !{ : rb, c]-+ R 1'11 ncţi a definit ă. pl'in 

{

- ; (.r - b), <facă X E (b, 0), 

g(.r) -

a (.r - c) da1·ţ1 .c E [O, cj 
(' 

X 

ş i 1.:11 f : [h, cj _. R f1111C"ţia id<'n li<" 11u lii. Mul(imca ! '1.a va ri intl•ri o r11 I triunghiului 

ABC şi dp1·i a r ia sa va fi l'galii 1·11 

I 
a(c - b). 

:l 

Abscisa t'l'11l1·11l11i dl' g1·1•1it all' HI mulţimii I'/.!J va fi 

~: .1·;:(.r)d .'t 

----- . :ro = 
ari H (rr, 0 ) 

Avem 

c:· :rg(x)d:i: ,,.., (
0 

.rg(.1·) d .t· I ( '" .cg(:r)<lx = - !!_ (
11 

.r(t - b)d.r - !!_ {c :i:(x - c)dx 
J u ) ,, J u b J ,, <: Jo 

_ i ( { _ b~·t ) 1: _ ~ ( :a _ c;2 ) 1: ~ _ i ( ~3 _ b~, ) _ 

- a (_c_ - C ) = - ab2 + a<'~ = !!_ (c~ - bt) 
c :! :l Ci G 6 

~i d1•1·i 

.ro 

.!!_ (ct - b~) 
G 1 ---- - = - (li + r·). 

!{ I 
a(r· - b) 

:! 

01·tlo11 a la 1·1•11ll'll l11i d t' f.{ l't' ll l a 11 · a llllllPmii l 'r. !/ va l'i 

?111 = 
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,\vt:'m 

( c g2(3·) rl x = (
0 

g2(x)dx + ( ~ g2(x)dx = 
) „ )„ )o 

a2 \o 2 a2 ~c -;- (x - b) dx + - (x - c) 2dx = 
b- • li c2 o 

+~ :r- c = = -n_:! (.r - b)3 Io 2 ( )3 Ic 1 a2 
3 1 a2 1 

- - - b + - - c3 = - a2 (c - b) 
b2 3 h c2 3 6 3 b2 3 c2 3 

ş i deci 

lt
2 

- (c - b) 
6 

Yo =----
1 
- a(c - b) 
2 

a 

Aşadar, t'entrul de greu tate va fi punctu l do eoordonato 

(~ (b + c) 3 • 

eCC(\ cr reprrzinl;i punelul de intersecţie al medianelor tri unghiului ABC. 

6.3. E:cerciţii . Să se găsească centrele de greutate a le următoarelor plăci plane 
omogPn e: 

1. A = {(:r, y) I O ~ y ~ V 1 - x", - l ~ x ~ 1}. 

2. A =
0

{( :r,y) I O ~ y ~ i/1 - x2, o. ~:r~ l}. 
3. A = { (X, V) I O ~ y ~ 2 V l - . x2 , -1 ~ x ~ 1}. 

4. li = {(.:r,y) J O ~ y ~sin :r, O~x ~Tr ). 

i). , 1 = /(.:r, y) I - :r ~·y~ :r, o~ :r~ 4}. 

§ 7. LUCRU MECANIC 

. Cnnsid_?.răm o .par Li cu lă P care s:_ mişcă pe un interval J c R sub acţiuneft 
11.nP1 forţe F~ de d i recţie. Ox. Forţa F avind în fi ecare p unct t E J o valoare 
/•(/)<'arc atţ 1onează în d irecţia axei Ox, vom identifica F(t} cu un număr real; 
a1·esL n11~1ăr va fi ('onsiderat pozitiv dacă forţa F (t} acţionează de la stînga la 
~lrt•ap'!!,. Ş I ll<'/!ltl!·v dacă acţionează de la dreapta la stînga. In această situaţie , 
!orta F p oate f1 considerată ca o funcţie F : J _. R: 

ln l'Uwl cinu l'or\a F esLe 1 :onstantă 

(V) t E J, 

l ur.rul l~ll'l'anic el'f'l:Luat de l'or\.a F JH'nLru a dcplaHa particula P din punr.tuJ 
a E J ID 1nm1;t11 I b E ./, este , prin derini .ţi e, număru l real 

F0 • (b - a). 

Dacă forţa F nu est,e rnmtant;l., atunci un raţionament similar cu cel 
folosii. în <l<'fini(.ia inLcgralei va ('Ondi1ce la dcfini \.ia hwrului mecanic in cazul 
genc•ral. 
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Fie a, bE J, a < b ş i ~ = (a = x0 < x 1 < „. < Xn = b) o diviziune a 
intervalului [a, b]. Partirula P, mişcîndu -se de la a la b trere prin punctP IP 
x1 , x2, „„. Xn _ 1, deci, conrorm a ceea ce se admite în fizică, 

Lc,,I> (F) = L .l' tl•" l (F) + L ..... ,. x.l (F) -1 „. + Lx„ l " ' 'n (F) . 

Dacă li b.. li (norma diviziunii b..) este suficient de mi că, atunci forţa F 
se aproximează, pe fiPcare interval [ xi-.1• xd. prin forţa (constantă pe [xi_1, X;l) 

F, (x) cirr F(ţi) , (V) x E [xi- l• xd, 
unde ţi E [xi- v xi] este un punc t fixat. Deci , lucrul m ecanic efectuat de 

-+ 
forţa R p entru a deplasa particula P din punctul xi- l ln punctul X;, se aproxi-
mează prin 

F(ţi)(xi - xi- 1). 

Aşadar, lucrul mecanic efectuat de forţa F pentru a dep lasa parLi r u la P 
de la q, la b se aprox im eazii cu 

11 

B,F(~i)(X; - X;_1)· 
1 ~ 1 

Aceste consideraţii sugerează următoarea 

'i.l. i) e r 1 niţ i e. 1'ie J un interval c R, F : J -+ R o forţă care este 
considerată ca o functie continuă şi P o particulă. care se mişcă în intervalul 
J sub acţiunea forf~i i . Atunci lucrul mecanic efcctu'at de forţa F pentru 
<leplasarea particulei P din pnnctui a E J în punctul b E J este, prin definiţie, 
numărul real 

Ln.1i(F) '1" 1 
( " F (x )dx. 

"· 7.2. Exemple. oc) Fie .P0 , P două particu le de mase m0 , respectiv m, situate 
pe axa Ox in punctele x0 , respectiv x. 
Considerăm particula J>.0 fixă şi situată la stînga faţă de particula P (fig. IJl.33) . 
Atunci, conform legi i atracţie i universale, forţa care acţionează asupra lui P 
(de la dreapt~ spre st1nga) este 

F( x ) = - k mmo 
(x - xo)2 • 

unde k este o constantă. In acest caz, lucrul mecani c efectuat de forţa F 
pentru deplasarea parti culei P tlinLr-un punct x1( > x0 ) in alt punct x2( > x1) 

est e 

Lx, , x2(F) = - kmm0 (x
2 

dx 
2 
= lcmm0 (x

2 
( 

1 
) ' dx = 

J.~, (x - .1:0) ) x1 x - x0 

k I 1 ~,, / [ 1 1 ] kmm0 (:r1 - x 2 ) 
= mm0 - - = rcmm0 - = --- - · 

x - .1·0 x, :r2 - x0 x1 - x0 (x1 - x0) (.-vi - x0) 

Po p 

X 

p ig. Ul.:J3 
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X X 

~) Se ştie (din consideraţii expe· 
r imentale) că forţa necesară pentru a 
întinde un resort de lungime dată l , 
pînă la lungimea l + x (fig. 111.34) 
este proporţional.ă cu lungimea x, adică 

F (x ) = kx 

(constanta k ? O depinde de resort). 
Deci, lucrul mecanic necesar 

Fig. III.34 pentru a întinde resortul pînă la lun
gimea l + x0 (x0 > O) este 

~-. = xdx = 1c - = - x0• L ~
x, k , x2 Ix, Ic 2 

o 2 o 2 

Constant a ~ poate fi determinată din relaţi a F (x ) = k x , dacă se cunosc 
unele dat e s_uphmentare despre resortul considerat. Astfel, dacă se şti e că 
pentru a întinde resortul cu 1 cm este nevoie de o forţă de 5N, atunci 

k--1 
= 5 

100 ' 
. deci 

k = 500 
Aşadar , în cazul considerat 

Lxo = soo x~ = 250 x3 ln J ouli . . 2 

7.8. Exerciţ ii 

J. Să se calculeze lucrul mecanic efectuat pen tru întinderea unui resort elastic c11 2 m, 
~li ind că pentru a-l inLinde cu 1 m cslc necesară o· forţă de ·J oo N. 

:?. Să se calculeze lu crul mecanic efecluat pen tru întinderea unui resort elastic cu 5 cm, 
ştiind că pentru a-l inl inde cu 1 m este necesară o forjă de 10 N. 

3. Să se calculeze lucrul mecanic efeclua l pen tru a ridica un corp cu masa de 5 kg la în ăl
ţ i mea de 100 · m . 

4. O pi cătură de apă avînd masa ini ţlală M cade sub acţiunea greutăţii sale şi se evaporă 
uniform, pierzînd prin aceasta în fi ecare secundă o masă m. Să se găsească lucrul 
mecanic efectuat de forţa de greutate a picăturii, d in moment ul începerii căderii 
sale pînă în momentul evaporării totale. Se va neglija rezistenţa aerului . 

. . ·- ,.,, 

ANEXĂ 

1 n aceasl;'\ ancx<i sîn t dale unel t> defin i ţii ş i rr.zul tale care sînt folosite în acest ma nual. 
Toate acestea şi-ar gi'isi mai bine Jocul în manualul de· E lemente de anali ză matema
tică de clasa a Xf-a, cu atîl mai mult cu cit unele noţiuni au fost deja util izate în clasa 
a XI -a. 

A1. Definiţie. Fie E c R, E =:f= (6. Un număr real ot se numeşte m inorant al mul
ţimii E dacă 

( V) X E E = ot ~ X. 

Un număr real (3 se numeşte majorant al mulţimii E dacă 

(V) X E E = X ~ (3. 

O mulţime E c R , E =t= fiS se zice minorată (respectiv majorată) dacă există mino
ranţi (respectiv majoranţi) ai lui E. Dacă E este minorată şi majorată, atunci E se 

I 
numeşte mărginită. _ 

A2. Observaţie. Un minorant (respectiv majorant) al unei mulţimi E nu aparţi11e 
neapărat mulţimii E. 

A3 • Exemple: ( 1).-Dacă E = [O, 1), atunci: 
- orice număr real ot ~ O este un minorant al mulţi mii E, în particular O este minorant 

al mulţimii E; 
- orice număF real ~ ~ 1 este un majorant al mulţimii E ; 
- nici un majorant al mulţimii lui E nu aparţine lui E. 

(2) Mulţimea (- oo, O] nu are minoranţi. 

(3) Mulţimea N a numerelor naturale nu are majoranţi. 

A4• Definiţie. Fie E c R, E =t= (6. Un număr real ot se numeşte cel mai mic element 
al lui E dacă 

1) ex este minorant al lui E, 

2) ot E E. 
Un număr real (3 se numeşte cel mai mare eleme11t al lui E dacă 
i) (3 este majoran t al lui E 

ii) (3 E E. -A5 • Observaţie. (a) Dacă ot este cel mai. mic element al lui E , atunci ex est e unicul 
elemept cu această proprietate . 

Într-adevăr, dacă ot' este un alt număr cu proprietăţile: 

1') ot' este minorant al lui E, 

2') ot' E E, 
atunci di n 1) şi 2') rezultă 

<X~ ot', 
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iar din 1' ) şi· 2) rezultă 

a.'~ct, 

deci 

oe' = ex. 

(b) Jn mod analog se arată unicitatea celui mai mare element (dacă existll.) al 
unei mulţimi. 

(c) fn exempt ul (1) din (A3 ). am văzut că: 

- mulţimea minoranţilor lui (O, 1] este intervalul (- oo, O], 

deci 
- mulţimea majoranţilor lui (O, 1) este in tervalul [1 , oo ), 

O = cel mai mare element al mulţimii (- oo, Oj 
şi 

1 = cel ma i mic element al mulţimii [1, oo), 
.cu alte cuvinte 

O = cel mai mare minorant al lui [O, 1) 

şi 

= cel mai mic majorant al lui [O, 1). 
Aceste observaţii sugerează următoarea 

A8• Definiţie. Fie E c R, mulţime nevidă minorală. Un număr real m se numeşte 
marginea inferioară a lui E dacă m este cel mai mare minorant a l lui E, adică: 

1) m este minorant a l lui E 
şi 

2) m este cel mai mare element al mulţimii minoranţilor lui E. 
Fie E c R o mulţime nevidă majorată . Un număr real M se numeşte marginea 

superioară a lui E dacă 
M este cel mai mic n1ajorant a l lui E, adică 
i) M est e un majorant al lui E, 

ii) M este cel mai mic element a l mulţimii majoranţilor lui E. 
Marginea interioară (respectiv superioarll.) a unei mulţimi E se notează inf E 

(respectiv sup E ). 

A7• Observaţie. Marginea inferioară (respectiv superioară) , a unei mulţimi, atunci 
ctnd există, este unică. Aceasta rezultă din definiţia {A8 ) şi observaţia (A

6
) . 

Admitem, răr1i demonstraţie, următorul rezultat: 

AA. Orice parte nevidă minorată (respectiv majoratd} a lui R are margine inferioari1 
( respertiv superioară) . 

A8• Exemple. (1) Marginea inferioară (respectiv superioară) a mulţimii [O, 1) este 
numărul real O (respectiv 1). 

(2) Marginea inferioară a mulţimii 

:i 
este 

2 

2 + -.; , „., n + __!_ , „. } 
2 2TI 

(3) Marginea i nrerioară (respectiv superioară ) a mulţimii 

E = {x2ex2
1 O~ x ~a} 

este O (respecti v aaen2). 
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A10 • Definiţie. O mulţime A din plan se numeşte mărginitll. dacii. 
dreptunghi care s1i o conţină, adică dacă există două puncte 

(a1, a2) E R2 şi {bi. b2) E R2' 

astfel încît 

a 1 ~X~ bi 

(I/) {x, g) e A=> şi 

a2 ~ y ~ b2 

în mod analog se definesc mulţimile mărginite în spaţiu . 

existll. un 

Propoziţie. Fie A cR, A =/='3 o mulţime minorată. (respectiv majoratii/şi fie 

m = inf A (respectiv M = sup A). 

deci 

Atunci există un ş ir (a11)neN CA (respectiv {bn)neN CA ) astfel tnctl 

m = !im an (respectiv M = lim bn). 
11-+ao 

Demonstraţie 

Dacă M = sup A, atunci 

(lf) n :;;.,. 1, M - .!.. < M = cel mai mic majorant a l lui A, 
li 

M - ..!._ nu este majorant al lui A, 
n 

' 
ceea ce înseamnă că există bn e A astrei tnctt 

1 
M - - < bn < M, 

TI 

de unde rezultă că 

li rn bn exi stă = M. 
n -+.., 

f n mod analog se arată existenţa unui şir (a11 ) c A care converge la m. 

în propoziţia care urmează stnt demonstrate două proprietăţi ale funcţiilor continue. 

A 12• Propoziţie. Fie I u11 iriterval c R şi f : J -+ R o funcţie continuă tntr·un punnt 
a e / . Atunci 

(a.) pentru orice e > O există 80 > O astfel ln,cît 

( lf) x e I CU I x - a I < 8c => I f( x) - f(a) I < E; 

((3) dacă f (a) > O, existif un interval descflis J 3 a , astfel tnrtt 

(V) X E J n I => f(x) > o. . 

Demonstraţie (a.). Presupunem, prin absurd, că (a.) nu are loc. ~ceas~a înseamnă 
că există c0 > O astrei în<'it pentru oric:c 8 > O există x11 e I cu p1'opr1etăţ1lu : 

l xs - al < ~ 

şi 
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\ 
1n particular, pentru 8 = _!_ există Xn e I cu proprietăţile: 

n 

(1) 

şi 

(2) 

Din (1) rezultă că 

1 
lxn - a J < -

n 

I f(xn) - f(a) I ~ c0 • 

lim Xn = a, 
n -+oo 

iar din (2) se vede că şirul (f(xn))nEN nu converge la f(a). 

Contradicţie cu continuitatea lui f în a. 
(~). Presupunem că f(a) > O, atunci există e1 astfel Incit O < e1 < f(a). deci 

(3) ((a) - el > 0. 

Funcţia f fiind continuă în a, are proprietatea (cx), deci pentru e1 > O de mai sus există 
81 > O astfel incit 

(V') x EI cu Ix - a I < 81 => I f(x) - f(a) I< e1. 

Această proprietate mai poate fi scrisă şi as tfel 

(V') X E / n (a - 81, a + 81) => f(a) - el < f(x) < f(a) +el. 

Punînd J = (a - 81, a + 8iJ şi ţinlnd seamă de (3), avem 

(\;I) X E / n J => f(x) > f(a) - E1 > 0. 

A13. Obser1Jaţii. (i) Orice funcţie care are proprietatea (oc) este continuă în a. Dec. 
funcţie f es te continuă în punctul a dacă şi numa i dacă arn proprietatea (oc) din pro
poziţia Au. 

(ii) Proprietatea (~) din propoziţia A12 s -a folosit la demonstrarea consecinţei 4.7 
din capitolul II, care afirmă că dacă feste o funcţie continuă, pozitivă şi neidentic nulă, 
atunci 

~: f(x)dx > O. 

A14• Definiţie. Fie (Xn)nEN un şir de numere reale. Pentru orice şir crescătol' 
de numere naturale 

şirul de numere reale 

notat prin (xnk)kEN, se numeşte subşir al şirului (xn)nEN· 

A15 • Obser1Jaţie. Dacă, (xn)nEN este un şir convergent de numere reale, atunci 
orice subşir al său (xnk)kEN este convergent şi 

!im xnk = lim x 11• 
k-+oo n -+oo 

- . - .J/J./ 

I RĂSI l, UR 

1. 12. I 

x3 
1. - + x2 + 3x + e; 

3 

x2 x2 . 
2, - + lnx + €; 8, - + ln(- x) + €; 4, - a COS X+ 

2 2 

+ b sin x + e; 5. _!_arc sin 2x + e; 6. arc sin~+ e; 7. - 2 ctg x + tg x + e; 
2 ' 2 
. 1. . X 1 2% 

8" -2 ctg 2x + ·e; 9. - arctg - + e; · 10. - arctg 2x + e; 11. -- + ex +. e; 
2 2 2 ln 2 

12. _!_ln 
1 

- X+ e; 18,_!_ln x-
1 + e; 14. 2Vx + 3jYx + e; 15 • .! x2 Vx + 

2 1+x · 2 x+1 5 

+ ~ x2 jYXă + e. 
R 

1. (O II 

1. Dacă f ar avea primitive, atunci şi funcţia 

f (x) + x = [x] 

ar avea primitive. Contradicţie cu exemplul 1.10 (b). 

2. Se observă că f (R) = {-1, 0,1 } adică f (R) nu este interval. Deci (observa ţia 

1.4(d )) f nu admite primitive . 

a. o primitivă a lui f I (- oo, O) (respectiv f I (O, 00) este' funcţia 

f1(x) = x
2 

+ c1 (resp . f2(x) = x sin_!_ + c2J. 
2 . · X 

Deci o primitivă a lui f„ dacă ar exis ta, ar fi de forma 

Cum funcţia 

F (x) = 

- + c, 
2 

{ 

xa 

. 1 
X Stn -;- , 

dacă x ~ O 

dacă x > O. 

F '(x) - F(O) 

x - 0 

- . 
2 

' 

{ 

X 

. 1 
SIIl -;- ' 

dacă x.~ O 

dacă x > O 

nu are limită în zero, rezultă că F nu este derivabilă în zero. Deci F nu poate fi o primitivă 
pe :R. . 
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4. Considerlnd funcţia H(x) = x2 sin 2-, (V) x =I= O, se observă M H I (.
00

, o) 
X 

(resp. H I (o , 00)) este o primitivă a lui f I (.00 , o) (resp. f I (o, ao)). Dacă ar exista o primi
tivă F : R - R a lui f , atunci 

F I C-oo• o) = H I( . ..,,~) + C1 

şi 

F I (o, oo) = H I (o, ao) + C2 

F este continuă (fiind derivabilă ) pe R, deci 

F(O) = lim Jt'(x) = c1 I 
:r-+O 
x<O = c 

= lim F(x) .= c2 
:\"+O 
"'>V 

Atunci: 

F'(O) = lim F(x) - F(O) = Jim H(x) + c - F(O) = Jim H (x) = 
x.+0 X - Q x-+0 X x-+0 X 

= lim xsin 2- = 0=1=2- = f(O) 
X-+0 X 2 

deci F · nu poate fi primitivă a lui f. 

5. Imaginea inlcrvall1lui (j/3, j/ 5) prin funcţia f nu este un intf'rvttl, deo i-trece 

3 3 

f(j/3) = 3'2 < B < 52'= f(j/5 ) 
ia r 

B =!= f(x) (V) x e (j/3, j/S) 

Deci (observaţia 1.4(d)) f nu admite primitive. 

6. Analog cu 5), imaginea int~rvalului (j/15, V 17) prin funcţia f nu este un interval, 
deci f nu admite primitive. 

şi !'li 

7. Notind c·11 G o primitivă a f11nrţiei c·on lin11e 

I x s in 2-, 
g(.r) = .T 

o, 

dacă x =I= o 

dară x = O 

I 1 ·2 sin -; + 2G(x), dacă x =I= O, 
H(x) = 

2G(O) dar1'\ x = n 

se observă c·ă H Ic - oe, 0) (rrs p. 11 1(0, .;,)) es te. o primitivă fl l11 i r 1(-oo, 0) (l't>Sp . f \cn, oo))· 

))acă F fl1• t'i o primitivă a lui {, at11n<"i 

F J( - oo,0) = H 1(-ao,0) + C1 şi Fico, oo) = H lco. oe) + C2 

F riind clrrivnl.Jilă , cslP conli 11 11ă, de1·i 
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F(O) = Jim F(x) = c1 + 2 G(O) 
;\:40 

, x(O 

= lim F(x) = c2 + 2 G0 
X-+0 
:\'(0 

prin urmare F fli' fi .de form..a 

şi 

şi 

F(x) ~ I 
. 1 

-x2 s m - + 2G(x) + c, 
X 

2G(O) + c, 

daC'i\ X =/;= 0, 

dară x = o 

" . ·I 2G( ) 2G(O) -:i:·sm --+ x +c- -c 
F'(O) = lim F(x) -- F(O) = Jim ____ x _ _______ _ 

X40 X - 0 .\:.+O X - 0 

- Jim-x sin 2- + 2 Jim G(x) - G(O) = 2G'(O) = 2g(O) = O 
X.+0 X X40 X - 0 

Însă f (O) = 2- , deci F'(O) =I= f(O), adiră F nu este primitivă a lui f-
2 

8. Se raţionează ca în exerciţiul precedent luînd 

I X COS 2_ 
g(x) = X 

o 

, dacă x =I= o 

, ·dară x =o 

J 
'I 

x2 cos - - 2G(x), 
H(x) = .T 

l -2G(O) 

, da<;ă X =I= 0 

, clacă x = o. 
9. Cum Jim f (x) = 1 , rezultă că pentru orice e < e < 1 există o vecinătate v. a lui 

:\'4 0 

zero astfel încît 

c < f(x) < 1 (V)x e V. n (O, oo) 

v. fiind vecinătate a lui o, există a e R astfel inci t (O, u ) c v. n (O, ro). Atunci 

f(O) = O < c < f (a) şi f(x) > e (V)x e (O, a) . 

Aşadar, imaginea in llervalului (O, a) prin f n u este un inte1'val. 
Deci f nu admite primitive. 

10. Se rezolvă un mod analog cu 9), utilizînd faptul că 

lg X 
!im--= 1. 
X40 X 

1. 12. III 

1. f este continuă; 2. f .este continuă; 8. Fie G o primitivă a funcţiei continue 
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I X COS _Xi J X =I= 0, 
g(x) = 

0, X= 0. I x
2 cos _!__ - 2G(x), x =I= O, 

Alunei, F(x) = x 

- 2GIO), X= o 

este o primitivă continuă a funcţiei date; 4. Analog cu exerciţiul 3; 6„ 8~ 7, feste 
con tinuă. 

1 12 V 

1. Dacă F (resp. G) este o primitivă a lui flca, cJ (resp. f I cc, bJ) astfel încît F(c) = 
= G(c), atunci funcţia 

H(x) = { F (x), dacă X E ra, c] 
';(x), dacă x e [c, b] 

este o primitivă a lui r pe [a, b]. 

2. Funcţi a g = f1 -f2 are proprictalt•n 1 Dnrboux şi g(x) = O ('v'):i;eLa,b))""-A. Dor i 
g( .'t) = O (V)x e [a, b], adică f1 = t2'. 

s. Notînq cu Ni~ {x E R I f(x) = ± 1 }, rezultă A+ u A. = R şi A+ n A_ = cJ>. Dacă 
A+ =I= ~şi A_ =I= cI>, atunci r nu nr" V!''1 proprieta tea lui Darboux, deci r nu ar admite 
primitive. Aşadar, 

sau A+ = <D sau A_ = •!.? , 
adică 

sau f = -1 sau f = + 1 . 

4. Dacă f(O) =O, a tunci în baza exerciţiului 1.12. 111(3) rezul tă că f admite primitive. 
R~ciproc, dacă f(O) =I= O, atunci, analog cu exerciţiul 1. 12. Il(B), se arată că î n acest 
caz f nu admite primitive. 

o. Se observă că f se poate scrie sub forma f = g + h, unde 

I sin_!__, dacă x e [ - 1, O) U (0, 1)] 
g(x) = • X 

o dacă x = o şi -. 

J 
-1,d-ară x e[- 1,0) 

h(x) = . O, dară x = O 

· 1 I. dară :r e (0,1) 

Dacă f ar admite pl'llnilive, cum g admite primitive (exerciţiul 1.12.llr(3)), ar rezulta că 
funcţia h (care nu are proprietatea lui Darboux) ar <1dmite primitive. Contradicţie. 

8. Dacă ar exista o primitivă F a lui f, atunci aceasta a r fi de forma 

I .!_ - _:l_ .Ţ2 sin_: + G(x), dacă x e [ - 1, 
F(x) = 2 4 x 

G(O), dacă x = O 

1] """ {O} 

unde G este o primitivă a Cuncţiri rontin11e 

g~x) = J 
. 2 

X '>ln - 1 

X 

l o, d11că .'t = O. 

dacă X E [- 1, 1]""' {O} 

148. 

.. - ~ 

I ) , 

însă 

deci f nu admite primitive. 

F'(O) = _:l_ =I= f(O), 
2 

· Se obsel'Vă că funcţia considerată, {, este pătratul.funcţiei din exerciţiul 1 . 1 2 .III (~) . 

7. Fie g :· R-. R funcţia definită prin 

• 
g(~) = I 

I 
. 1 

sm - , 
X 

o, 

dacă x =I= O 

dacă x = O 

şi G o primitivă a sa (există conrorm exerciţiului 1„12.111 (3)). Se observă că funcţia 
h : [a, b]-. R, definită prin , 

h(x) = (x - a}(x - b) 

se anulează, iar a şi b, este derivabilă pe [a, b] şi derivata sa este diferită ln punctele 
a şi b. Funcţia G • h este derivabilă, iar derivata sa . I (2x - a - b) sin 

1 
· dacă x e (a, b) 

(G • h)'(x) = g(h(x))h'(x) = (x.- a)(x - b) 

O · dacă x = a sau x = b 

satisface condiţiile din enunţ . 

8. Se consideră funcţia G din exemplul precedent şi funcţia h : [a, b] -. R definită prin 

h(x) = (x - a1)(x - a2) „. (x - an) . 

Atunci funcţia (G · h) ' satisface condiţiile din enunţ. 

9. Funcţia 

g~ (x) = F(x) - f( ; )x 

este derivabilă, iar deri vata sa 

g~ = F' - f ( ;) = f - f ( ;) 

este strict negativă (respectiv strict poziti'vă) la stlnga (respectiv la dreapta lui ~) Prin 
urmare, funcţia g~ este strict descrescătoare la sttnga l11i ; şi strict crescătoare la dreapta, 

deci g~ nu este injectivă pe [a, b], adică există x1 e [a, ; ) şi x
2 

e (; , b] astf~l incît 

de unde rezultă că 

F(x1) - F(x2) = f( ;) . 
X 1 - X 2 

. x 2 
1. x(ln x - 1) + e ; 2. - (2 Jn x - 1) + e; 8. x(ln 2x - 2 ln x + 2) + <2; 

4 
x3 ln 2x x«+i 

4. -(3lnx - 1)+e; o. -- +e; 8.. 
2
[(0t+1) In a, - 1)] +e, at:f. - 1 ; 

9 2 {0t + 1) 
fi' x 

+ e, 0t = - 1; 7. x[Innx - nJnn·1 x + „. + (-1)n·1n(n - 1) „. 2lnx + (-1)nnJJ+ e; 
2 
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4 ' . 

8 x 2 x"'+1 
[ n • - (8 ln X - 4 ln X+ 1T + e; 9. -- Jnnx - - - Jnn·lx + ... 

32 « + 1 « + 1 

+ (- 1)n•111(n - 1) ... 2 ln X+ (-t)ri n! ] + e , N -J_. - 1 ·, lnn+•x "' 
(a.+1)n ·1 («+1)tt --r- n+t+"',a. =-1; 

10, eX(X - 1) + €; 11, eX(x2 - 4X + 3) + €; 12, eX(x3 - 3x2 + 5x - 4) + €; 

18. e«x [ x" - .!!_ xn-1 + n(n - 1) xn·2· ... + (- 1)n·1 n(n - 1) ... 2 x + (-;)n ~1 + ·e; 
a. a. «2 «n-1 «n 

14. -x2 cosx+2xsin ~+2cosx+ e; 16. (-x2+x+ 1) cos x+(2x-1)sin x+e; 

16 I 1 n . n(n - 2) ex 
• n = - - xncos «X+ 2 xn·i s rn x-

2 
In. 2 ; 17. - (sin :r:- cos x) + e; 

« « « 2 
e~· . . e"x e"x 

18, - (SIIl 2 X - 2 COS 2x) + €: 19. . (a. sin (3x - (3 COS (3x) + e; 20. ---
5 a.2 + (32 «2 + (32 

. xex. ex 
• (a. COS (3x + (3 SIIl (3x) + I!!; 21. - - (SIIl X - COS x) + - COS X+(!!· 

' 2 2 , 

x 1 cos3x . 22, - eXCOS X + (!!; 28. - - - Sin 2x + €; 24, - COS X + - + 2 SIIl X -
2 4 3 

2 . 3 15 sin 2x 5 . x -- ' 
- -· SIIl X + e; 26. - X + - - + - sm 4x + e. 26. - V x2 - 4 -

3 8 4 32 , 2 

-2ln (x+Vx2 -4) +e; 27~ ;vx2 +r +~ ln (x +Vx2+1)+-e; 

5 1 3v-- 1 v-- 1 __ 1 2 28. 4x x
2
+1 +g-x x2 +1 -g- ln(x+Vx2+1)+e;29.

5 
(1 + x2 ) _ 

. 3 
1 2 . . 1 -- . 
3 (1 + x

2
) + e; 80. "6 V x 2 - 4 (x5 

- x3 
- 6x) - 4 ln (x +V x2 - 4) + e; 

3 5 7 
16 - 8 - 1 -

81. - (x
2 

- 4) 
2 + - (x2 - 4) 2 + - (x2 - 11) 2 + e· 

3 5 7 , 

X v-- 9 X X3 -- 9 81 
82. - 9 - x 2 + - arcsin - + e; 88. - V 9 - x2 - - x ·V 9 - x2 + - arcsi n ..=. + e. 

2 2 ~ 4 8 8 3 · 

I 

1. 2 Jn (x
2 

+ X+ 3) + e; 2, Jn (2x4 + 3x2 + 5) +I!!; 8, - arctg (COS x) + e;. . 

4 I 1 (1 - s in x} • - fi (COS X) + (!!;6,·- Jn . + I!?; 6, Jn (tg x) + C· 7, _ eCOS(X1 + f) + I!!; 
2 1 + sm x 1 

8, ex
3 

+ e·, 9• tg
2
x + "'·, lO. _ cos

3
x + "': ll. cos5x cos3x 

3 2 "' 3 "' , _5 ___ 3_ + €; 12. - cosx + 

cos
3
x . . ( n } tg3x cos2x + - 3 - + e, 18, ln srn '4 - x + e; 14. -

3
- + e; 16. - ln (cos x) + -

2
-. + 

+ e; 16. ln (1 + tg x) + e; 17. ~ arcsin x Vx + e· 18 • .!. arctg x2 + e · 
3 ' 2 I 

1 1 
19. - arctg x

3 
+ e; 20. - arcsin x 2 + e; 21. arcsin ex+ C; 22.· Jn(1 + ln x) + e; 

~ 2 

2(i ) 1 __ · 
28. - cos : 

0 
x + e; 24. - arcsin(cos2x) + e; 26. arctg( ln x) + e; 26. Î x V x2 + 1 + 
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- - ....... 

1 
". 

I I 

+ { ln(x + V1 + xz) + €; 27. (2x - 3) V =a - ax+ 2 _ ! ln (2x; 3 + 

+ V x2 - ax+ 2} + e; 28. !2x + 
1l vt + X+ 1 + f ln (x + ~ + 

+ V x2 + x + 1) + e; 29. 
2

x -
3 V- x 2 + 3x - 2 + .!_ arcsin V x - 1 +I!?; 

4 4 
3 

110, _=. V9 - 4x2 + ! arcsin 
2

x + €; 81. - ~ (x + 1)'(x2 '+ 2x + 2)2 + 
2 4 3 12 

+ ~ (x + 1) V x2 + 2x + 2 + ~ ln 'ca· + 1 ~ V x2 + 2x + 2) + 12; 
8 B 

82. 2(x - t)~(x -
1 

+ .!.)+ I!?; 88. x
2 -~- Vx2 - 1 + ..!._ ln(x + Vx2 - 1) +I!?; 

7 5 2 2 2 

84, _ arcsinx + Jn X • + e; 
x 1 + V1 -x2 

1 V x 4 + x2 + 1 + x 2 
- 1 86. - ln + e. 

2 V x4 + x2 + 1 + x2 + 1 

4. 6. 

I. ln (ex+ Ve:.IX - 1) +arc sin e-x + e; 

2 • .=_ + VX-sin 2 VX' + cos 2V-X + e; 
2 2 4 

·8, _1 _ _ ln V2 + V1 + sin2x + e; 4. ~ arctgV x4 + 2x2 + l!?j 

2V2 Vî - V1 + sin2x 2 

"' v- x x V-x-+i ln(Vx + 1/-;-+1) + e-„. x+2- 2 - 2 , 

6. - V2 ln V 2 ( xs + 1) - x + e; 7. arc tg x ( ţ3 - x + 

lj V2 (x2 + 1) + X 3 

arctg x )- x
2 + 

2 6 

4 v~+x+1+x-1 
+ - tn V1 + x2 + e; s. 10 + e. 

3 v~ + x+1+x + 1 

6. 9. 

t. 1_ arc tg x. j:.. 1 + e; 2. x + 2 ln(1 - x). + e; 8. - 2 ln(1 - x) + x ~ 1 -
V 2 V 2 

1 28 2x - 1 + ~ • X - 2 + €; 
+ln(x?.-x+1)+ 3V-3 arctg V 1 - 2 • (x _ 1)2 3 3 x9 - x + 

3 

x + 2 5 2 _.... ! 1 + e· 6 • .!. 1n xz + x + 1 + e; 
4. 5 ln - -- + ( 1)2 3 (x + t)s ' 2 x2 - x + 1 -x-1 .x+1 x+ 

1 2 · 8 2x 1 x3 3x2 _1 + 
X - + t - + e·, 7, - + - + 6X - 3 Jn X+ 6. _ • v- arc g 

2 3 x2 -x+1 3 3 V3 3 x 
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3 1 1 1 
+ 13 ln(1 - x ) - -- - + E!; 8. - ln x - ln (x + 1) + - ln(x + 2) + ~. 

X - 1 (x - 1)2 2 2 
1 1 1 1 

I). -- ln x - - ln (x + 1) + - ln (x + 2) - - ln(x + 3) + E!; 
6 2 2 6 

10. x + V 2 - 1 ln (x2 - V2x + 1) + (V2 - 1) arclg(V2x - 1) + e; 
2 

1 1 1 2x - 1 
11. - ln (x + 1) - -ln(x2

- x + 1) + ,/- arclg + E!; 
3 6 v3 V3 

1 x2 
- V 2x + 1 1 [ ( - ] 12. , / - ln + ,r arclg arctg V 2x+1) + arctg (V2 x - 1) +e; 

4 V 2 xz + V fx + 1 2 V 2 

1 1 
13, X - 2 Jn(x2 + 4X + 5) + e: 14, - - Jn(x + 1) + - Jn(x2 + 3) + 

' 4 8 

VS X + o· 1 2 1 1 + - arc tg -V _;;. lt: , 16. ln x - - ln(1 + x ) + - , + IS; 
4 3 2 ,2 1 + x 2 

6.10. 

1. ln (x + 1 + V x• + 2x + 2) + 2 
+ e· 

x + 2 + V x2 + 2x + 2 ' 

V 1 + x - x2 
- x - 1 (V-..,-----2. - 2 arctg + E!; 8. 2 ln x2 + 2x + 4 - x) -

X 

3 3 1 
- - ln (V x• + 2x + 4 - x - 1) - - . + e; 

2 2 V x• + 2x -f 4 - x - 1 

4. 2 ln( x + V x2 - x + 1) - ~ ln (2x - 1 + 2 V x• - x + 1) -
2 

_ ~ 1 + e. 
6 

:!-_ ( 5 "\ / x - 2 _ 2 ""\ / 5 - x) + €. 
2 2 (V x2 

- x + 1+ x) - 1 ' ' 9 V 5 - x V x - 2 ' 

1 V1 - 2x - x2 + x - 1 V1 - 2x - x2 - 1 
6. - ln · + arctg + e; 
· 2 V 1 - 2x - x2 - 1 x 

_!y 1 + x 1 1 2 +.V2(1 - x2) 1 t V2(1 - x2) 7. ----- n · - - arc g .;..___,__ _ __,_ + e; 
3 1 - x 2 V""i 2 - V2(1 - x2 ) i/2 - 2x 

8. x - 2 ln(1 + x + Vt + x + xz) + ~ 1 + 
2 1 + 2x + 2 j/ 1 + x + x• 

3 
3 · 3x + 20 -+ - ln (1 + 2x + 2 V1 + x + x2) + e; 9. - (- x2 + 4 x + 5)2 + 
2 12 

25 . 225 . X - 2 + - (x - 2)i/ -x2 +4x+5+ -arcs1n --+e;10.- i/- ·x2 +4x+5-
8 8 3 

- 6 arc sin V 5 ~ x + e. 

152 

l 

5.10.II. 

1 lg f 1 - 5 tg f + 1 
t. 112 arctgV2 +e;2. V'2arclg(V2tgxJ+e; 3. arctg 

2 
+ e; 

4. ~ln tg.::.. - 1n(1 - tg.::..) -~(3- tg -~) + E!; 6. x +-
2
-- + €; 

3 2 2 3 2 • tx 
1 . g-+ . 2 

6. - _! cos x (cos x +sin x) + _! ln (sin x +cos x) + E!; 7. ln 
4 4 
3 tg X 1 tg3x + -= arc tg---=- + e. 8. - -- + 2 lg x + -- + e; 

v 2 v2 tgx 13 

S. 2 ~2 ln tg ( f--i) + : 2 sin (: - x); 
(1 + a2)tg.!:.. + 2a 

2 
10. 2 arc lg -------+ e. 

1 - a2 

CAPITOLUL li 

1.4. 

1.11. 

(1) 6.'U6.„=(1,..!.., ..!_, _!, 1 , 1j 
24 23 3 2 

(2) 6.' U Â„ = (O, 1, 2, e, 3, 4, 5, 6, 7, e2, 8,9, 10) 

(tg2x + 2) + 

b) 1) dacă 6' c Ân, atunci p divide q, 2) dacă p divide q, atu~ci 6.' c 6.„. 

· { p divide pq => 6.' c Â } 
Conform primului punct => 6' U 6." c 6. • 

q divide pq => 6 11 c Â 

2.23.I. 

1. cra (f, ţ) = 2; 2. <ra (f, ţ) = .2: (s +sin .2: + V"2 )·· 
24 12 5 2 I 

9 153 1889 
8. crt;.(f, ţ) = - ; 4. cra(f, ţ) = - ; 6, cra(f, ţ) = - - . 

4 8 2880 
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2.23.Il 

1. f fiind integrabilă, penlru orice şir de diviziuni cu li t.n 11-0 şi orice alegere a punc-
n~ao 

telor intermediare ;7, şirul sumelor Riemann ' converge. Alegem în particular punctele 
intermediare ;? astfel înctt f(;1) = «. Atunci 

kn kn 
al1n(f, ;7) = E «(xf - x7_1) = « E (xi' - x?_1) = « (b - a), 

deci: ' "'t 1- 1 · 

lim a6 n(f, ;~•) = «(b - a)= (b f(x)dx. 
n~ao )a 

2. Calculăm a6 n(f. ~?): lim a6 n(f. ;7) = ..!_, oricare ar fi ( t.n) tnoflrU t.n li-+ O şi oricare 
2 

ar fi ~? e [xi'-11 x?)- f nu posedă primitivă, deoarece f nu are proprietatea Darboux. 
f([O, 1]) = {O, 1} nu este interval. 8. Dacă f integrabilă atunci pentru (V) şir de diviziuni 
(t.n)neN astfel Incit li t.n li-+ o şi orice ~i' E [xf-11 xn lim C1!1n(f. ~f) există= 

(b kn 
=)a f(x)dx. Se aleg punctele ;7 astfel Incit f(;?)" = 2 ;f. a6 (f, ~i) = 2 E (xt-xt_1)~. 

i= O 
Funcţia g : [a, b]-+ R, g(x) = 2x este integrabilă. 

•n 
al1n (g. ~f) = 2 E (xi - xi-il ;7 • lim a6 (c. ~I') = lim a6 (f, ;7) = (ab g(x)dx = 

t - 1 n n J 
= b

2 
- a2 

=> ~: f(x)dx = b2 
- a2

; 

4. Se aleg punctele intermediare ;7 astfel înctt f( ~;") = 1 a An (f, ;,~) = 
1 +~1· „ 

= E (xi - Xi-1) · 
1 

" • lim E (xi - Xi-1) ( 
1 

n) = (
2 

-
1
- dx = ln 2. 1-t 1 + ;; i - l 1 + ~i lt 1 + X 

6. D:Jcă f ar fi integrabilă, atunci pentru orice alegere a şirului de diviziuni ( t.n) cu 
li t.n li-+ O şi orice alegere a punctelor ~~ şirul sumelor Riemann are limită = n-..oo . t , 

= ~: f(x)dx. Alegem ln particular ;;.n astfel lncît f( ~;.n) ft" şi ~; 'n, astfel 

încît f( ;;'•") = n;·.n, Avem 
kn kn 

al1n (I; ~~·") = E (x1 - Xi-1) ~~·"Şi al1n(f, ;;'•")=')'{xi - Xi-1)2~i'•", 
t - 1 t::'t 

d . l' f r• ~2 3 . ~2 ec1 im a6n ( , '>;'") = xdx = - ŞI lim a6 (f. ~'."") = 2x dx = 3 
n~co t 2 n ' t 

Aşadar f nu este integrabilă; 

8. Fie fi : [xi-i. xi]-+ B, fi(x) = f(x) ( V)x e (xi-11 Xi), li : [xi-li xi]-+ R, gi(x) = «i( V)x e 
e [xi-i. xiJ.gi sînt integrabile (ca funcţii constante), deci fi sînt integrabile (diferă 
de Ci în punctele Xi.1 şi xi). Dar fi este restricţia lui f Ia· (xi-li xi]· Din propoziţia 2.21 
rezultă că f este integrabilă şi 

rb ~x, ~x, ~b n J f(x)dx = f1(x)dx + fz(x)dx + ... + fn(x)dx = B. «i(xi - Xi.1). 

a a x, xn_, i - t 

7. f1(x) = -sin x ( V)x e [ - ; , O]; f2(x) = sin'a:( V)x e [O, ';]. f1.f2 sînt integra-
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l 
t 

r 
I 

bile; ele slnt restricţii ale funcţiei f la intervalele [ - i, O], respectiv [O, ; ] . 
" 

Conform propoziţiei 2.21. f este integrabilă şi~ : f(x)dx = ~-: -si? xdx + 
-2 

"' 
+ (i sin x dx = 2. 8. Funcţiile f1(x) = x pentru x e [O, 1), 11lx) = x2 + 1 pentru Jo 
x e [t, 2J, slnt integrabile pe [O, 1], respectiv pe [1, 2]. f2(x) = x2 + 1 pentru x e (1, 2] 
şi (2(1) = 1 este integrabilă pe (1, 2] (deoarece diferă.de gin punctul x = 1), prin urmare 

feste integrabilă şi (
2 

f(x)dx = ~; 9. Explicităm funcţia f(x) = (25x) = (32 x] astfel 
Jo 6 

o, xe[o. ii) 
1, X E [ ..!_, 

32 ii) 
f(x) = 2, X E [ i, 

32 ii) 

[k -1 k J k-1, XE 32, 32 

31 X E r~ o 1]. 
. 32 

Deci există o diviziune t. = (O, ii, ii, 
3

3

2
, ... ii, ... , ::) a intervalului [O, 1] astfel 

Incit f este constantă pe fiecare interval deschis (xi-h Xi ), (1 < i < 32). Conform exer-

~
32 32 32 

ci ţiului 6, f este integrabflă şi f(x)dx' = E (xi - Xi-1 )( ( ;i) = l: (xi - Xi-1) «1 = 
O i = I 1= 1 

1 31 = - (1 + 2 + „. + 32) = - ; 10. Se scrie explicit funcţia 
32 2 

l 
x, X E (0, 1] 

X - 1, X E (1, 2) 
f(x) = 

X - 2, X E (2, 3) . 

X - 3, X E (3, 2 V3J· 

Conform propoziţiei 2.21, f este integ'rabilă şi ~ :VI f(x)dx = 12 - 6 i/3. 

3.13.L 

5 
S1(fl 

1't 143 . 7 439 s (f) - 243. 1. s1(f) = - , =- , Sz({) = - ' S2(fl = - ; 8. Sz(f) = - , 
27 27 576 16 780 z - 390' . 

I 
7 34 

Sz(f) = 2, 1 - 2 + 4. s1(fl = - ' Si(f) = - ; Sz(f) = 13: 5. s1(f) = - (e-1 + e 
:i ~ 2 
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t t t 

+ 1 +e
2

), S1(f) = _!. (e-
2 

+ e
2 + e + 1), S2(f) = 1 + e, s2(f) = e-1 +1. 

2 

l 11. 

1. V3 - ln (2·+ V3); 2. 4 V2; a°'+l 
2 3 a. ~ .+ 1. 

a.11>. 

1• 2 .• 2• 2 (2 V
3
2 - 1) ,· a. 4 1 " 1 2; • ; u. 2. 

4 1 

1. În baza teoremei de medie există ce [a, b] cu f(c) · (b - a) = ~: f(x)dx. Dacă ar 

exista şi un c' =I= c cu aceeaşi proprietate, atunci ar rezulta f(c') = f(c). Aceasta nu 
poate avea loc, deoarece f, fiind strict crescătoare, este injectivă; -

z. c = v~j 

8. Dacă, prin absurd, r nu îşi schimbă semnul pe nici un interval [x', xN] c [a, b], atunci 

f ~O sau -f ~ O pe [a, b]. Aplicînd propoziţia 4.7 lui f sau -f, se obţine (b f(x)dx > O 
' )a 

sau - ~: f(x)d x > O. Contradicţie; 
4. Dacă ar exista ce [a, b] cu f(c) =p. O, să admitem f(c) > O; atunci (A12(~)) ar exista 
r > astfel incit f(x) > O, Vx e (c - r, c +. r), prin urmare (propoziţia 4.7) 

(c+r f( x )dx > O. Contradicţie, 
Jc- r 

4 l II 

1. ; , 2. !· ( arctg ~ + arctg {) ; 8. 7t 
1
; 

2 
; 4. ~ ; 6. r~ ~ + ; ; 6. 4 ; 7t ; 

7 • .! ; 8. - ~; 9. _!. (~ - 1 + Jn 2); 10. _!. (e2 (2 s in 3 - 3 cos 3) + 3]; 
15 4 6 2 13 

• s 1 (V-11. 2(e· + 3); 12. 2 In 3; 13 .. 4 In 2; 14. 2 5 -V2) - In (V2 + 1) + In (2 + V5); 

16. 2 V2 - 2 + :::. . 
4 
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CAPlTOLl'L III 

1.9. 

32 1 10 7tr2 1 1 
1. - · 2. - · 8. - · 4. - · 6 - arcsin -(Vs - 1) -3 , 12' 3 ' 8 , • 2 2 

3 
1 (V- )2 7t 1 9 1 - --- 5 - 1 • 6. - - - · 7. - · 8. e + - - 2; 9. 1; 

12v 2 ' 2 3 ' 2 ' e 

10. a; (e - f ); H. 4a2 (~ - ~)· 

1.9.11 

1 A 
1 2.A=a2 1n2·,8.A1 =~(V3+47t)• A2=~(87t -V3); 

• = 3' 3 3 

4. A
1 

= A 2 = 7t - 2 arc sin ""l j 2 
- V"2 ln 3, A3 = 27t - 2A1; V 3 2 

6. A= 
32~6 ; 6. A1 =2("' + f)• A2 = 67t - : ; 7. A= 

= a
2 

ln -. /1 + k . 9 8 
2 V 1 - k I 8. A = 16· 9. A = 3. 

2.8. 

7 7 
b2 3 3 3 

1. - 4- (b - a ) • 7 ; 16 7t 7t
2 

7t {:!!__ + i/37t - 1) ~. 
2. 1s ; 8. 2 ; 4. 2 (1 - e-4); 6. "' 72 6 

3 
a 

5 3 2 3 7t 7t~ 10. 7t~ 
6 e - 7. ~(ea + 4 - e·•j; 8. ·- (e2 

- 1): 9. - ; 
6 • 27 7t; 8 4 4 

12. 
2
;; 18.7t[2a-2b+ (a+b)ln ~]; 14. 7t[1:- Sin 2). 

3.9. 

V3 1 · e - e-1 1 ( , /- , /s) 
1. 1 + ln -

2 
; 2. - - + ln 3; 8. ; 4. - 3 v 2 - v „ -

2 2 2 

1 (3 - 2 i/2) (Vs + 2) 

-Sin (3 + 2i/2) (i/5 - 2); 

1 (• /- ) 2 • 6. '4 (e2 + 1); 6. ln v 2 + 1 ; 7. ln 5 - 3 • 

1 (i/1+e2 -1.)2 

8, v' 1. + eZ -112 + - )n • 
2 e2(i/2 - 1)~ 
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4.10. 

1. D,(f) = 60, T4 (f) = 46. D8(f) = 52,5, T 9(f) = 45,5, 
En,(f) = 14,6667, ET,(fl = 0,6667, Ens!ff = 7,1667, ETs(fl = 0,1667; 

2. D,(f) = 6,25, T4 (f) = 6,25,. D8(f) = 7,444, T6(f) = 6,111, 
1 

En,(fl = 8 'ET,(fl = 0,25' En„(f) = 0,4444, ETe(f) = 0,111; 

8. Da(fl = 0,6973, T3 (f) = 0,7807, D5 (f) = 0,7377, T5(f) = 0,7867, 
En3(f) = 0,088, ET3(fl = 0,0046, Ev5(f) = 0,0486, ET5(fl = 0,0014; 

4. Da(fl = 0,6166, T3(f) = 0,7054, D5(f) = 0,6455, T5(f) = 0,6956; 
En3(f) = 0,0765 ; ET3(f) = 0,0065, En6(f) = 0,0475, ET5(f) = 0,0025. 

4 
1. X = 0, '!/ = - · 2. 

37t ' 
8 

6. X= - , '!/ = 0. 
3 

6.3. 

4 
X = '!/ = - ; 8. X = 0, 

37t 

7.3. 

8 7t 7t 
'!/ = - ; 4. X=-, y = -; 

. 3rt 2 8 

1 Mll 
1. L = 20 J; 2. L = 0,125 J; 8. L = 4900 J; 4. L = - fi' 

6 m.3 

j 
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