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NOTA

Prelucrarea dalelor experimentale in fizicd este o disciplind
nou-inirodusd in planul de tnvd{dmint al liceelor de matematicd-
fizied (profil mecanic, elecirolehnicd, informalicd). Scopul
acestei discipline este mdrirea valorii formalive a experimenlului
de fizicd si integrarea invdfdrii fizicii cu munca propriu-zisd de
cercelare prin inlerpretarea si prelucrarea dalelor oblinufe din
realilalea fizied nemijlocild.

Manualul incearcd sd realizeze acest obiecliv folosind expe-
rimentul posibil in laboratorul scolar. Plecind de la datele
oblinute, se arald diferite metode de fnregisirare a datelor, de
prelucrare i de apreciere a erorilor posibile tn condifiile unui
experiment dal.

Imporlantd esle nu refinerea si insusirea formulelor ci
Infelegerea si exersarea melodelor expuse, familiarizarea, cu
problemele care se ivesc in munca de cercelare experimenlald
in vederea aplicdrii aceslor melode in practicd.

Imbunatdlirea structurii manualului si a conlinutului sdu
depind de eficienfa aplicdrii lui la clasd. In acest scop, aslep-
ldm propuneri menite sd contribuie la cresterea calildfii acestei
{uerdri.
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SISTEME DE UNITATIL
SISTEMUL ‘INTER_NATIONAL DE UNITATI

In studiul fenomenelor sau obiectelor din naturd omul misoari diferite
mirimi fizice care caracterizeazi fenomenele sau obiectele respective.

Fizicianul englez William Thomson (lordul Kelvin) a spus ecid: ,atunci
cind putem misura mirimea despre care vorbim si o putem exprima prin-
tr—.un numir, atunci noi stim ceva despre ea; dar cind nu o putem exprima
printr-un numir, cunoasterea noastri este slabi si nesatisfiacitoare...”.

Prin glésurare, in general, inlelegem atribuirea de numere, potrivit
unor reguli stabilite, pentru obiectele si femomenele studiate. Desigur, in
atribuirea unui numéir pentru o mirime fizicid oarecare, un rol deosebi,t il
are calitatea procedeelor de misurare. De asemenea, vom vedea ci aceleiasi
ma”u:inAJi fizice i se pot atribui mai multe numere in functie de unititile de mi-
surd in care se exprimi numerele respective.

Stiinta care se ocupid de unitifile de misurd pentru mérimile fizice
de sistemele de unititi de misurd, de mijloacele si procedeele de misurare
precum si de totalitatea normelor privind folosirea mésuréarilor, a mi jloacelo;‘
si metodelor de misurare in toate domeniile, este o ramuri a fizicii — metro-
logia. Cuvintul metrologie derivd de la cuvintele grecesti mefron — misurare
si logos — vorbire si inseamni deci stiinta masurarilor.

’ ]?Aste clar ca progresul in stiinta si tehnicd nu poate fi conceput farid ma-
surdri si, respectiv, fard mijloace de masurare si unitati de misurd. Nu intim-
plator D. I. Mendeleev arati ci ,stiinta incepe atunci cind incep mésuririle®
iar Max Planck, unul dintre creatorii mecanicii cuantice, reluind o idee a lu;
Galileo Galilei, ii indemna pe fizicieni si mésoare tot ce nu este inci mésurabil.
Perfectionarea tehnicilor de mésurare a permis misurarea multor mérimi
fl.Zi(:e eale . en multe zeci de ani in urmi se considerau nemisurabile. S-a
a:ums sd se masoare o serie de mirimi ce caracterizeazi structura atomului
si a nucleului si chiar a particulelor elementare.




Dezvoltarea rapidi a stiintei si tehnicii 5i de asemenea largirea colaborarii
economice si stiintifice intre diferite {ari impun realizarea unor norme unice
atit pentru modalititile de masurare a mirimilor fizice, cit si pentru sistemul
de unitalti in care se exprimad mirimile flizice respective.

In acest sens, pe plan mondial, au existat preocupiri constante inci din
anul 1793, cind in Franta a fost creat sistemul de unitéiti de misuri — denumit
Sistemul metric, care avea la bazi unititile fundamentale : metrul — unitate
de misuri a lungimii — si kilogramul — unitate de misuri a masei —. In anul
1875 a fost semnatd la Paris, de citre reprezentantii a 17 tari, Convenlia
Metrului—prin care sistemul metric a devenit sistem de unitati cu aplicabilitate
in toate tdrile semnatare. Totodati, s-a fondat un Birou International de
Misuri si Greutiti (BIPM) — laborator permanent de cercetiiri in domeniul
metrologiei, cu sediul la Sévres, in apropiere de Paris — a carui activitate
este indrumatii de Comitetul International de Masuri si Greutili (CIPM).
Intreaga activitate in acest domeniu este coordonati de Conferinla Generala
de Misuri si Greutdti (CGPM), constituitd din reprezentantii tuturor farilor
care au aderat la Conventia Metrului. Tara noastrad este membra a Conventiel
Metrului din anul 1883. Activitatea laboricasii desfdsuratid atit in cadrul
forurilor internationale cit si in cadrul laboratoarelor de metrologie din dife-
rile lri a condus la elaborarea unui sistem practic de unitati de misurd
susceptibil de a fi aplicat in toate tirile. Noul sistem de unititi stabilit la
cea de a 10-a Conferinti Generald de Masuri si Greutiti din anul 1954 a fost
denumit la cea de-a 11-a Conferinfd Generald de Masuri si Greutiti, care
a avut loc in anul 1960, Sistemul international de unitéli, notat prescurtat SI.

Sistemul internalional de unititi este un sistem practic, coerent, simplu
si rational, structurat astfel incit prezintd aplicabilitate in toate domeniile
stiinlei si tehnicii. Avantajele noului sistem de unititi de misurd se reflecti
si in faptul ci Sistemul international de unitéli se aplica in peste 120 de téari.

Tara noastrid a adoptat Sistemul international de unitdti (SI) intre
primele tiri din lume, prin hotérirea Consilinlui de Ministri nr. 550 din 31
august 1961, incepind de la acea dati. Conform acestei hotériri, Sistemul
international de unitati este singurul sistem de unité{i legal si obligatoriu in
tara noastri. 1

1.1. MARIMI FIZICE. UNITATI DE MASURA

In general, prin mirime fizicd intelegem o proprietate caracteristici,

misurabildi, a unui obiect sau a unui sistem fizic oarecare. Este important
s subliniem ci o caracteristicid esenfiala a méirimilor fizice este aceea cé
sint misurabile, adici se pot exprima cantitativ in urma efectuirii unei ope-
ratii de masurare.

Orice mirime fizici prezinti atit o laturd cantitativa cit si o laturd ca-
litativi. Latura calitativi a unei maérimi fizice se determind prin proprie-

tatea obiectului material sau particularitatea sistemului, redate de mérimea
respectivid. De exemplu, masa unui corp caracterizeazi inertia corpului, acce-
leratia redd modul de variatie a vitezei unui corp iar forfa este o mérime fizici
ce caraclerizeazd inleractiunea dintre corpuri. Aceste irei mirimi fizice,
masa, acceleralia gi forla, reflectd laturi calitativ diferite ale corpurilor san
fenomenelor din natura.

Mirimile [izice deflinite, din punct de vedere calitativ, pot fi insd mai
intense sau mai putin intense, mai mari sau mai mici. Aceastid proprietate
reflectii Tatura cantitativi a méarimilor respective. Nu putem caracteriza o
mirime fizici nici numai prin latura sa calitativa si nici numai prin latura
cantitativi a acesteia. Proprietatea calitativi a unei méirimi fizice ar [i [ara
sens dacd nu am dispune de informatii privind si natura cantitativi si invers.
De exemplu, alirmatia cd, sub actiunea unei forte exterioare, un corp isi
schimbi starea de miscare, exprimi numai latura calitativi a acestui fenomen.
Pentru a putea calcula acceleratia corpului trebuie si cunoastem mérimea si
directia forlei, masa corpului ete., adiedt sd indicim cantitativ méarimile fizice
corespunzitoare.

Mérimile fizice care exprimi aceeasi proprietate calitativi a eorpurilor
sau a sistemelor fizice, deosebindu-se intre ele numai prin latura cantita-
tivd, se numesc mirimi de aceeasi naturi.

Prin operatia de misurare a unei marimi fizice se stabileste de cite ori
se cuprinde in mirimea respectivii o altii mirime de aceeasi naturd. Mirimea
din urmi reprezintd unitatea marimii misurate. Desigur cii alegerea unitétii
de misurd pentru o mirime fizici oarecare hu este impusid de nici o lege a
fizicii, Compararea insd a dou#d mirimi fizice de aceeasi naturd se poate face
numai dacé valoarea acestor marimi, adicd numerele ce li se asociazi, exprima
de cite ori se cuprinde in mérimile respective aceeasi méarime considerata
ca unitate. Dacii, de exemplu, se scrie cil valoarea pentru masa corpului 1 este
m; = 1000, iar pentru masa corpului 2 este m, =1, nu putem rispunde
la intrebarea care dintre aceste dou# mase este mai mare. In ipoteza cii ambele
mase se exprimi in aceleasi unitili, de exemplu in kilograme, atunci masa m,
este mult mai mare decit masa m,, iar dacd pentru masa m, numarul 1 000
inseamni grame, iar peniru masa m, numirul 1 inseamna kilograme, atunci
cele doud corpuri au mase egale. Chiar si din acest exemplu rezultd cit de
importanta este ajungerea la un consens privind adaptarea unei aceleiasi
unitifi de misurd, cu multiplii si submultiplii acesteia, pentru mirimile fizice
de aceeasi naturi.

Posibilitatea alegerii arbitrare a unitédtilor de masurd pentru unele mérimi
fizice nu inseamni ci nu exista reguli riguroase care dicteazi aceastd alegere.
Unitétile de misurd alese trebuie in primul rind si corespundi cerintelor
impuse de practicd si si poata fi utilizate in toate {#rile. De asemenea, ale-

gerea unitafilor de masurd pentrn unele marimi fizice conduce la stabilirea
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unititilor pentru alte marimi fizice. Astfel, de exemplu, viteza medie a unui
corp este raportul dintre spatiul As parcurs in intervalul de timp Af. Daci-
stabilim unitalile de masurd pentru lungimea As si pentru intervalul de timp
Al, rezulti unitatea de misurd pentru viteza.

Rezulta deci cd in procesul de misurare este necesard rezervarea unui
set de mirimi fizice numite fundamentale, astiel incit si ne putem folosi
de ele, si numai de ele, pentru stabilirea unititilor de masuri pentru marimile
determinate pe cale experimentald. Setul marimilor [undamentale reprezinti
mirimi necesare si suficiente din unititile de masuréd cérora le rezulta unititi
univoe determinate pentru toate maérimile fizice. Unitatile de mésurd adop-
tate pentru mérimile fizice fundamentale se numesec unititi fundamentale.

Mirimile fizice pentru care unititile de misuri se exprimi printr-o com-
binatie a unitatilor fundamentale se numesc mirimi derivate, iar unitatile
lor de misurd se numesc unititi derivate. De exemplu, forfa se masoard in
newton (N), dar stim ¢i 1 N = 1 kg-m/s®. Deci unitatea derivatd N se exprimi
prin uniti{i fundamentale pentru mas#, lungime si timp.

Impirtirea mirimilor fizice, in mirimi fundamentale si mérimi derivate,
este de o deosebitd importanta practicd, deoarece aceasta reduce considerabil
numirul unititilor pentru care trebuie si avem mijloace standardizate care
reprezintd o unitate de mirime gi care se numesc etaloanele méarimii fizice
respective, 3

Pentru unitatile fundamentale se construiesc etaloane care trebuie pis-
trate in conditii cu totul speciale.

Etaloanele trebuie si satisfaci o serie de condifii printre care amintim
urmitoarele :

— sa poata fi reconstituite ;

— si prezinte o variatie minimi fatd de influenta factorilor externi, ca
temperaturd, presiune, umiditate etc. ;

— si poatd fi folosite in mod simplu in tehnica masurarii ;

— sa fie construite din materiale care nu suferi modificari de structuri
fizico-chimice in timp.

Existd etaloane de mai multe ordine :

— etaloane prototip — care sint depozitate in camere speciale ale pavi-
lionului Breteuil de la Sévres din apropierea Parisului si cu care se lucreazi
extrem de rar;

— etaloane de prim ordin — depozitate impreun# cu etaloanele prototip
gi din timp in timp comparate cu acestea ;

— etaloane de-al doilea ordin constituie copii dupé etaloanele de primul
ordin, fiind distribuite in diferite tiri unde sint pastrate in conditii speciale.
Deci pentru fiecare tarid etalonul de-al doilea ordin are semnificatia etalonului

prototip pe plan mondial ;

10

— etaloanele de-al treilea ordin sint copii construite in fiecare tari dupa
etalonul de la al doilea ordin, fiind folosite in procesul de mi#surare de citre
institutele metrologice si institutele de cercetare.

Pe baza etaloanelor de-al treilea ordin se construiesc ,miisurile care se
folosesc in practica zilnich de misurare.

1.2. FORMULE FIZICE. COEFICIENTUL PARAZIT

Din cele relatate in paragraful precedent rezultd ca prin operatia de
milsurare a unei marimi fizice X se stabileste numéarul real x care este acel
unic numir real astfel incit X — x[X], unde [X] este unitatea de masuri.
Raportul dintre mérimea de masurat X s§i unitatea de misurd [X] pentru
mirimea respectivi se numeste valoarea san misura x a mirimii X.

X
[X]

(1.1)

&=

Valoarea x fiind raportul a douad mirimi fizice de aceeasi naturd misurate
in aceleasi unititi, este o mirime adimensionald. Din acest motiv trebuie
intotdeauna scrisd mirimea X ca un produs dintre valoarea x si unitatea
de masura [X].

¥ —#X]. (1.2)

Daci nu se indicd unitatea de misuri folositd, rezultatul misurii este lipsit
de semnificatie fizicad. Este clar ei méasurind mirimea fizicdi X cu unititi
diferite [X,], [X,],... obtinem valori x,, x5, ... diferite. Din formulele (1.1)
si (1.2) putem scrie :

T, = ¥ e = 8 wm s 1.3
e Pl
o [X] 1.4
Xy [2] h

Rezultd deci un lapt fundamental privind unitédtile de misuri § anume :
Raportul valorilor mésurate ale unei mdrimi fizice cu doud unildli diferile esle
egal cu raporlul invers al aceslor unildli.

Faptul cd mirimile fizice se exprimi ca un produs intre valoarea si uni-
tatea de misurd conduce la o deosebire intre formulele fizice si formulele
matematice. Formulele fizice cuprind mérimi misurate sau misurabile pentru
care trebuie indicate atit valorile c¢it si unitdlile de maéasurd, iar in formulele
matematice intri numai mirimile respective. De exemplu, daci avem un
pitrat cu latura X $ 0, matematic se scrie cii aria acestui pitrat este:

D =12 (1.5)
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Folosirea practica a. acestei formule implici masurarea marimilor X si A.
Fie [A] unitatea de misuri pentru aria A si, inlocuind in formula (1.5), avem

a[A] = 2*}[X]?, : (1.6)
unde « este valoarea ariei A. Deci:

B (1.7)

Rezultad cd formula ce reprezintd relatiile dintre mérimile fizice nu este iden-
tici cu formula care exprima relatiile dintre valorile mirimilor respective.
Daca notdm prin:

72
J = [ ; (1.8)
[4]
formula (1.7) capdtd forma :
e ' (1.9)

Deci formula exprimatd prin valori misurate diferii de formula matematici
respectivi printr-ur coeficient de proportionalitate cunoscut sub numele de
coeficienl parazil. Valoarea acestui coeficient parazit depinde de unititile de
misurdi ale mirimilor ce intri in formula matematici respectivi. Astfel
daci aria A se misoard in hectare (10* m?), iar pentru X se alege unitatea
de misurd [X] ca fiind 1 m, atunci pentru formula (1.7) coeficientul parazil
k este:

In acest caz, formula (1.7) trebuie scrisid sub forma :
afha] = 10~*2® [m?].
Daci aria A se misoard in m® atunci

2
k=——=1

1 m?

Prezenta coeficientului parazit in formulele fizice conduce la complicarea
structurii acestora, de aceea se recomandi utilizarea unor astfel de unititi
de misursi, incit valoarea acestui coeficient si fie k — 1. Daci unitatile
de misuri se definesc arbitrar si deci in formulele fizice este prezent coefi-
cientul parazit diferit de unu, avem un sistem incoerent de unitifi, adica
un ansamblu de unitdti fird nici o legiturad intre ele.
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Eliminarea coeficientului parazit conduce la o conditionare a unitétilor
de masurd pentru mérimile derivate. Adici pentru aceste méirimi nu putem
alege unitafi arbitrare, ¢i numai pe acelea care rezultd din unititile stabilite
pentru mérimile fundamentale. De exemplu, din formula (1.7) rezulti ci pentru
k=1 avem:

[4] = [X7]. ‘ (1.10)
Aceasta este o relatie de condilie care aratd ¢, daci unitatea pentru mirimea X
este metrul, atunei pentru unitatea de arie nu putem alege orice unitate ci
numai arvia pitratului de laturd egalid cu unitatea de lungime [X], adicad cu
un mefru. Dacid aceastii conditic este satisficuti atunci relalia (1.7} se scrie :

a = a® Gty

In acest fel, relatia dintre valori este identicd cu formula care reprezinti
relatia dintre marimile respective, adici formulelé fizice si formulele matema-
tice se exprimé idestic. .

Prin acest procedeu se ajunge insi la faptul ci unitatea de misurd pentru
aria A derivi din unitatea aleasi pentrn lungimea X a laturii patratuolui,
In acest sens, unitatea pentru lungimea laturii patratului este o unitate funda-
mentald, iar unitatea pentru arie este o unitate derivati.

Ansdamblul unitatilor de misurd a ciror mirime este determinali de un
numir restrins de unitati fundamentale constituie un sistem coerent de unitali.
Utflizarea unui astfel de sistem conduce la faptul cii praclic toate formulele
fizice se scriu astfel incit coeficientul parazit k = 1.

1.3. SISTEMUL INTERNATIONAL DE UNITAT! (SI)

In sistemul international se disting trei clase de unitili SI, si anume :

— unititi fundamentale ;

— unitati derivate ;

— unitdti suplimentare.

1.3.1. Unititi ST fundamentale. Unitatile fundamentale, independente din
punct de vedere dimensional, sint in numir de sapte (tabelul 1.1).

Tabelul 1.1
Unitdti SI fundamentale

Mirimoea Denumirea Simbolul

Lungimea L Metru m
Masa M Kilogram kg
Timp T . Secundi s
Intensitatea curentului electric Amper A
Temperatura termodinamici Kelvin K
Caniitatea de substanii Mol mol
Intensitatea luminoaséd Candela cd
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Simbolurile unititilor se seriu cu litere latine, in general mici, totusi,
daci simbolurile derivi din nume proprii, atunci se folosesc litere latine ma jus-
cule (pentru prima literd). Simbolurile nu sint urmate de punct. De asemenea,
simbolurile unititilor riimin neschimbate la plural.

Rediim definitiile unitd{ilor fundamentale adoplate de a 11-a L‘.cmfcrint,ﬁ Generald de

Misuri g1 Greutdfi din anul 1960,

1. Unitatea de lungime (metru). Melrul este Iungimea c;,aIu cu 1650 763,73 lungimi
de unda in vid a radiatiei care corespunde tranziliei intre nivelele de energie 2p,, §i Hd, ale
atomului de Kripton 86.

2. Unitatea de masi (hxloa,!*un) Plutollpu] internaticnal al kilogramului riimine cel
confirmat de prima Conferin{d generald de mdsuri si greutiifi din anul 1889,

Acesl prololip inlernational din platind iridiatid se p.nlrmm la Biroul International de
Misuri si Greutidli in conditiile slabilite in anul 1889,

Avindu-se in vedere ¢i in uzul curentiexlstii-o ambiguitate asupra semnificatiei terme-
nului de greulate, folosit eind in sensul de masd, cind in sensul de efort mecanie, cea de-a 3-a
Conferinldi generald de misuri si greuliti din anul 1901 slabileste :

— Kilogramul este unitatea de masid ; ¢l este egal cu masa prototipului international
al kilegramului.

— Termenul de greutale desemneazd o mirime de ac ceagi naturi cu o forfd: greutatea
unui corp este produsul dinlre masa acelui corp siaceelerafia gravitatiei ; in'particular, greutaten
normalii a unui corp esle produsul dintre masa acelui corp si acceleratia normald a, gravitatiei.

— Valoarea adoplald in Serviciul !niermtmnal de Misuri si Greuldfi pentru accele-
ralia normalid a gravitaliei este 980,665 cm/s?, valoare care a si fost ratificatd prin unele legi.

3. Unilatea de timp (secundi). Secunda este durala o 9192631770 perioade ale radia-
tiei care corespunde (ranzitiei intre cele doudt mivele de’ energie hiperﬂne'u]c stirii fundamen-
lale a alomului de cesiu 133. .

4. Unitatea de inlensitate a curentului clectric (amper). Amperul este intensilatea unui
curent electric constant care, menfinut in doud conductoare paralele, rectilinii, cu lunglimea
infinitit si cu sectiunea cireulard neglijabild, agezate in vid la o distanili de 1 metru unul de
altul, produce intre aceste conductoare o lorld egali cu 2.1077 Newlon pe o lungime de
1 metru. i il i

5. Unilatea de temperaturi termodinamicii (Kelvin). I{elvinul, unitate de¢ temperaturd
termodinamici, esle fractiunea 1/273,16 din temperatura termodinamicit a punclujui triplu
al apei. .
Ta cea dea 13-a Conlerintd Generald de Misuri si Greuldli s-a hotirit ed unitatea Kelvin
si simbolul sdu K 'se folosese pentru a exprima un interval sau o difer enfd de fvmp(.mturﬁ

in afara temperaturii termodinamice (simbol T) exprimatil in Kelvin, se foloseste si tem-
peratura Celsius (simbol f) definiti prin ecuatia :

N N (1.12)
wnde Ty = 273,15 K.

Unitatea ,grad Celsius® este egali eu unitalea ,Kelvin®. Url interval sau o diferenti
de temperaturi Celsius pot i exprimate atit in grade Celsius cit -;a in Kelvin.

6. Unitatea de cantitate de substan{i (mol). Aceasti unitate fundamentali a fost adoptata
la cea de-a 14-a Conferinti Internationalid de Misuri si Greutdti din anul 1971. Prin ]C.&O]Uhd 7
a acestei conferinte se specificd :

1° Molul esle cantitatea de substanli a unui sistem care coniine atitea c.mm.‘.it: elcmcn—
tare citi atomi existd in 0,012 kilograme de carbon 12. Masa de 0,012 kg de carbon 12 contine
un numir de alomi egal eu numirul lui Avogadro (N = 6,022-107* kmol™). [

2° De cile ori se intrebuinteazd molul, entititile elementare trebuie specilicale, ele pu-
tind fi : atomi, molecule, icni, alte particule sau grupuri specificate de asemenea particule.
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7. Unitatea de intensilale luminoasd (candelit). Candela esle’ inlensitalea JTuminoasi, in
directia normalei, a unci suprafete cu aria de 1/600 000 metri piatrati a unui corp negru la tem-
peratura de solidificare a platinei la presivnea de 101 325 Newton pe metru pitrat.

Aceastd delinilie a lost adeplatd in anul 1467 la cea de-a 13-a Conlerin{id Internalionald
de Misuri si Greutlati.

Trebuie in(eles faptul ci unitilile de masurit pentru mirimile fundamen-
tale, precum si numirul aceslor mérimi nu se considerdi ca fiind stabilite
pentru totdeauna prin definitiile enuntale mai sus. Organizatiile metrologice
din diferite tari desfisoari o laborioasd activilale in directia perfectionérii
etaloanelor pentru unitilile fundamentale in pas cu cerinlele dezvoltirii
stiintei si telhnicii actuale. Asa, de exemplu, unitatea de cantitate de substanli
ca unitate fundamentald a fost adoptatd abia in anul 1971 si nu este exclus
ca dezvoltarea cercetérilor in domenii ca flizica corpului solid, fizica nucleara
sau fizica particulelor elementare si impuné elaborarea si adoptarea altor
unititi fundamentale.

Trebuie, de asemenea, subliniatd importanta practici deosebitid a unor
cercetari in domeniul fizicii-atomice care, deocamdata, au fost singurele in
misurid si furnizeze cele mai precise determindri pentru unitafile de lungime
si de timp.

1.3.2. Unititi SI derivate. Unitdtile derivate sint date, de reguld, de
expresii algebrice, care utilizeazi simbolurile matematice de inmultire si
impértire. S

Putem distinge trei grupe de unitifi ST derivate :

a) unitafi SI derivate in functie de unititile fundamentale ;

b) unitéati SI derivate cu denumiri speciale ;

¢) unitdti SI derivate care se exprimia [olosindu-se denumm speciale.

In tabelele 1.2, 1.3 si 1.4 indicim unele exemple din fiecare grupi de
unititi SI derivate, pe care le considerim ca fiind mai des utilizate.

Este admisd folosirea anumitor combinalii sau’ a anumitor denumiri
speciale in scopul facilitirii diferentierii marimilor care au aceeasi dimensiune,

Tabelul 1.2

Exemple &e ,ufliiﬁﬁ SY derivate, grupa a

Miirimea ' ’ [ Denumirea unitéafi jn ST : Simbolul

Arie Melru pitrat m?
Volum : Metru cub m?
Viteza Metru pe secunda m/s
Acceleralie Metru pe secunda la pitrat m [s?
Numiir de undi | 1 pe melru | ot
Densitale (masit volumelried) Kilogram pe melru cub ' kg /m?
Densitate de curent Amper pe metru pitral | A /m?
Intensitatea cimpului magneltic Amper pe netru Alm
Concenlratia (a cantitdfii de substan- Mol pe metru cub mo! /im?

D)
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In acest sens pentru frecventi se foloseste mai degrabd unitatea hertz decit
unitatea secundi la puterea minus unu, iar pentru momentul unei forte uni-
tatea metru-newton si nu unitatea joule.

Tabelul 1.3

Exemple de unitati S derivate, grupa b

Denumirea 5 Expresin in |[Expresia in unititi
Mirimen unitatii tn SI|SIMbOl a1t unitati SI | SI fundamentale
Frecventa Hertz Hz | B
Forla Newton N m-kg-s?
Presiune Pascal Pa N/m?* m-r-kgey 3
Energie, lueru mecanic, eialduri Joule J N:m m* -kg-s™*
Putere, flux energetic Walt W J/s m?-kg-s™*
Cantitatea de electricitate, sarcini
eleetricd y Coulomb G A
Polential eleclrie, lensiune electrici,
tensiune clectromoloare Volt Vv WIA m2-kg-s73-A™!
Capacitate electricii Tarad o ClV mi? kg-stAd
Rezistenld clectrici Ohm VIA m#-kg-s3 A
Conductanti Siemens S AV m—2-kg~tig2-A?
Fluxul induclantei magnetice Weber Wb | ¥:s m*-k-sTH- AL
Induclie magnelici Tesla 5 b Wb/m?* kg s2-ATt
Temperaturi Kelvin K

Tabelul 1.4

Exemple de unitidti SI derivate, grupa ¢

Expresia In unitiiti
SI fundamentale

3 Denumirea s
Marimea unititii in SI Simbol

Momentul unei forle Meltru-newlon N-m m* kg s

Densitate de llux termic iluminare
energetici Watt pe melru
piitrat W/m? kg-s*

Joule pe Kelvin J/IK mi-kg-s2 QLT

Joule pe kilogram

Capacitate termica
Capacitate termici masicil

‘ Kelvin Jlkg K m2-s7* - K™!
Energiec masicit Joule pe Lilogram | J/kg mi-g?
Energie volumetricii Joule pe metru
cub J/m® mt-kg-s?
Intensitate a cimpului electric Volt pe metru V/im m-kg-s* AT

Coulonib pe metru| G/m? mA-s A
Farad pe melru F/m m kg gt - AR
Henry pe metru H/m m-kg-sT¥AT2

Sarcind electricd volumica
Permitivitate
Permeabilitate

Energie molard Joule pe mol Jimol m?*-kg-s™* mol™!
Capacitalea termicii molard Joule pe mol 3
Kelvin Jimol 1K m2-kg-s™-K™!

Pentru a uniformiza modalitﬁtilc de folosire a unititilor se fac urmitoa-
rele recomandari : :

a) Produsul a doui sau mai multe unitdti poate fi notat intr-unul din
modurile urmatoare :

Nemi N Xm; ‘N

Se recomandi insd si se scrie sub forma N-m singura exceplie fiind Wh.
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b) Dacad o unitate derivatd se formeaza prin impartirea unei uniliifi cu

o altdi unitate se poate folosi bara oblica (/), bara orizontald (—) sau scrierea
sub formi de puteri negative

m
m/s ; — sau ms L
S

¢) Pentru evitarea unor ambigunitati nu trebuie serisid niciodati mai mult
de o bara oblicii pe un rind, in afari de cazul cind se adaugi paranteze. In
cazuri complicate se foloseste scrierea de puteri negative sau de paranteze,
de exemplu :

m/s* sau ms=* nu m/s/s,
m-kg/(s?-A) sau m-kg-s—2-A-! nu m-kg/s®/A.

1.3.3. Unitigi SI suplimentare. In urma clasificirii unititilor de mi-
surd in unititi fundamentale si unitdfi derivate au rimas doud unitdti pur
geomelrice asupra cérora nu s-a decis incd daci fac parte din unitétile funda-
mentale sau din unititile derivate. Aceste méarimi sint date in tabelul 1.5.

Tabelul 1.5

Unititi SI suplimentare

Mirimea Denumirea unitafii ST Simbol

Unghl plan Radian rad
Unghi solid Steradian sr

Unitatea SI de unghi plan, radianul §i unitatea SI de unghi solid, ste-
radianul se definesc conform rezolutiei celei de a 11-a Conferin{d Internationali
de Masuri si Greutiti:

Radianul este unghiul plan cuprins intre doud raze care delimiteazi pe
circumferinta unui cerc un arc de lungime egald cu cea a razei. Unghiul de
1 radian este egal cu unghiul de (180/x) grade sexagesimale, adicd 57°17'45"".

Steradianul este unghiul solid care, avind virful in centrul unei sfere,
delimiteazi pe suprafata acestei sfere o arie egald cu a unui patrat a cérei
laturd este egald cu raza sferei.

Daci din centrul unei sfere de razad r se traseazd o suprafaldd conica
(fig. 1.1), atunci aceasti suprafati intersecteazi o parte din sferi, aria acestei
parti AA fiind proportionald cu r® si cu valoarea unghiului solid . Unghiul
solid v se determind ca raportul ariei AA si patratul razei sferice r®:

M= i : (1.13)

r?

Nu este greu de demonstrat cd acest raport nu depinde de raza sferei.

9 — Prelucrarea datelor experimentale in fizied — ed. 219 17




Fig. 1.1.

Unghiul solid total sub care se vede suprafata sferici din centrul sferei
este :

4gr®

T =

=47 sr. (1.14)
I-Z

Atit radianul cit si steradianul sint unitéti adimensionale. Deocamdata
nu existd aparate de miasurd gradate in steradiani, pentru misurarea directi
a unghiului solid. Grupa unitéafilor SI suplimentare este necesara pentru ex-
primarea unor unitdti SI derivate (tabelul 1.6).

Tabelul 1.6

Unele unititi SI derivate exprimate prin unititile suplimentare

Mirimea Denumirea unititii Simbol
Vitezd unghiulard Radian pe secundi rad/s
Acceleratia unghiularj Radian pe secundd la pétrat rad(s?
Intensitate energetici Watt pe steradian W /sr
Luminania energetici ‘Watt pe metru pétrat-steradian| W-m—*-sr—!
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1.3.4. Unidditi eare nu fae parte din sistemnl international. In aplicarea
consecventd a sistemulwi international s-a constatal necesitatea utiliziirii
unor unitili care nu fac parte din SI, dar care joaca un rol important si sint
larg rispindite. Unele dintre aceste unitati sint indicate in tabelul 1.7.

Tabelul 1.7

Unitati folosite impreund cu unitatile SI

Penumiren Simbol Valoarea in SI
Minul o 11 min = 60 s
Ord h s 11 h o= 60 min = 3.600 s
Zi <l 1 d = 24 h=280400 g
Grad i i = (m/180) rad
Minul d 1 = (1/60*) = (/10 800) rad
Secundi i ;i = (1/60) = (/648 000) rad
Litru 1 11 = } dm? = 1079 m?
Toni L 1t = 10% kg

Se recomandd, pentru péstrarea avantajelor coerentei unititilor SI,
ca aceste unitati si fie folosite cit mai rar posibil in combinare cu unitatea SI
pentru formarea unor unitdti compuse.

Sint admise si citeva unititi a céror lolosire este utila in diferite domenii,
dar valoarea acestora trebuie oblinuti experimental si deci nu este exact
cunoscuta. Aceste unitafi sint:

1. Electron-volt (eV). Un electron-volt esle energia cinetici cistigati
de un electron, care traverseazii o diferentii de potential de 1 volt in vid;
1 eV = 1,60219:1072* J, aproximativ.

2. Unitatea de masd atomicd (unificata), simbol (u). Unitatea de masi
atomicéd (unificata) este fractiunea 1/12 din masa unui atom al nuelidului **C ;
lu = 1,66057-10-*7 kg, aproximativ.

1.3.5. Multiplii i submultiplii pentru unitiitile SI. La cea de a 11-a
Conferinta Generald de Masuri si Greutati din anul 1960 s-an stabilit denumiri
si simboluri pentru prefixe, destinate formirii multiplilor si submultiplilor
ai unitatilor SI. Tabelul prefixelor a fost completat in anul 1964 si respectiv
1975.

Denumirile gi simbolurile pentru prefixele adoptate sint cuprinse in ta-
belul 1.8.

Tabelul 1.8
Prefixe SI

de Ifl:lilﬂ?];!l;(lzmc Prefixul Simbol de tf;‘l:(l:‘ziaplllil}:are Prefixul Simbol

1018 exa E 10— deci d
1018 peta P 10* centi ¢
102 tera T 10—? mili m
10° -giga G ig-o micro T
108 mega M 10-® nano n
10° kilo k 1618 pico P
102 hecto h 10™1s femto T

101 deca da 1078 atto a
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La folosirea prefixelor SI se recomandi si se {ini scama de urmitoarele
reguli : RTIE D .
a) Simbolurile prefixelor se tiparesc cu litere: latine (drépte) fard spalii
intre simbolul prefixului si simbolul unitilii. it

b) Dacéi un simbol care cuprinde un prefix este insolit de un exponent,
aceasta inseamni ca multiplul sau submultiplul unitatii este ridicat la pulerea
exprimatd la exponat. De exemplu :

1 em? = (10*2 m)? = T-* mh,
1 \LLS'—l = (1075 S)l — IO_G §71,

¢) Nu se admit prefixe compuse care 5-au format prin juxtapunerea mai
multor prefixe SI. De exemplu, se scric 1 nm si nu 1 mpm. '

1.4, ANALIZA DIMENSIONALA A FORMULELOR FIZICE

Coerenta sistemului international impune ca unititile pentru mirimile
derivate s sc exprime prin unitdti fundamentale si eventual prin unitilile
suplimentare. Este clar ci nu orice mirime derivati se exprimi prin toate
mirimile fundamentale stabilite de sistemul international. Astfel practic
toate miarimile derivate intilnite in mecanicd se pot exprima numai prin
trei mirimi fundamentale, si anume lungimea L, masa M si timpul T. Daca
seriem, de exemplu, legea a doua a lui Newton pentru un sistem de referinta
inertial, avem: =

F = ma. (1.15)
Unitatea de mésuri pentru fortd [F] se exprimit prin unitiilile fundamentale
pentru marimile L, M, T sub forma e = .
[F] = MLT-% (1.16)
Practic, toate unititile de misurad pentru o mirime oarecare X, din mecanicé,
pot fi scrise analog cu formula (1.16):
[X] = L*MPT™. ' (1.17)
Coeficientii o, B, y, care pot fi intregi sau fractionari, pozitivi sau negativi,
reprezinti dimensiunile unitatii derivate X in raport cu unititile L, M si T.
Relatia (1.17) reprezintd formula dimensionald pentru unitatea derivata [X].

Formulele fizice sint invariante fa{id de schimbarea unititilor de misurad
ale mirimilor fundamentale daci ambii termeni ai formulei au aceleasi dimen-
siuni in raport cu fiecare din unititile fundamentale.ce intervin in formulele
respective.
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Daci de exemplu, pentru o formuld de forma (1.15) se scrie
[F] = EMRPa™, ' (1.18)

[m] [a] = L*M*T™ (1.19)
si
principiul invariatiei legilor fizicii fala de schimbarea unitatilor de misura
impune egalitiitile

Uy = O, r:'i] == @u. iy = a,,

9

(1.20)

Aceste egaliliiti reprezintii conditia de omogenilate a formulelor fizice.
Daci o formuli matematicii reprezinti o lege fizici, atunci ambii termeni ai
formulei respeetive trebuie si aibii grade de omogenitate o, 3, v... egale in
raport cu fiecare din unititile fundamentale cuprinse in formula data.

Tinind seama de proprietilile de omogenilate a formulelor lizice, putem
verifica totdeauna dacii nu s-au comis unele erori in serierea unei formule
oarecare.

Utilizind principiul omogenitiitii formulelor fizice, putem deduce unele
formule numai pe baza analizei dimensionale.

De exemplu stim ¢ii accelerafia centripetd a unui punct malterial care se
deplaseazi pe un cerc de razdi R cu vileza v, depinde de mirimile R si .
Putem deci scrie :

[a,] = LT (1.21)

' [ay] =[v]*[R]® = L*T-*LP = L=*T-P \ (1.22)

comparind formulele ¢1.21) si (1.22) obfinem :

N 5 e (1.23)
at+B =1,
de unde
Bi= =l a2 (1.24)
Deci
UE
a, =
R

Uneori in formulele fizice intervine un coeficient adimensional 4 care nu poate
fi delterminat mumai pe baza analizei dimensionale. De exemplu, dacii vrem
sit stabilim dependentia energiei potentiale in cimpul fortelor elastice de con-
stanta elasticd k si elongalia z,

s LR, o B L b, (1.25)
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Dimensional :

MLAT-? = (MT-%*LP — M. T-2.[,, = ) (I.2(3~)"

Din aceastid relatic se obline

Deci
E, = Akz™ : . (1.2
Coeficientul de proporfionalitate 4, in acest caz, esle 1/2 si deci formula

(1.27) se scrie sub forma :

B, —=— ke, A R .

1
2

1.5. CONSTANTE FIZICE FUNDAMENTALE

In general, prin constante, in fizicd, intelegem. mirimi fizice invariabile
sau valori numerice (adimensionale) in formulele fizice. De:exemplu, accele-
ratia gravitationald g intrd in multe formule fizice. Marimea ¢ insd depinde de
latitudinea ¢ si de indltimea h deasupra nivelului mirii. Formula :

g = (9,7805 4 0,0517 sin* ¢ — 3,1:10-% h) m/s® (1.29)

se considera ca fiind cea mai precisii la ora actuali. Indlfimea h se ia in metri.

Aceastdi formuld furnizeazd valoarea acceleraliei gravitationale astfel
incit valoarea calculati nu se abate mai mult de -45.10-* m/s* de valoarea
reald. Deci dacil pentru o indltime h si o latitudine ¢ date, aplicind formula
(1.29), se obtine valoarea g, calculati, trebuie si seriem ¢ valoarea reald este
cuprinsii intre

g, — 0,0005 m/s* si g, - 0,0005 m/s®
Astfel pentru ¢ ==/2 si h =0 avem:
g = (9,8322 L 0,0005) m/s? (1.30)

iar pentru ¢ = —Tim sih =0:

g = (8,8064 4 0,0005) m/s® -+ ... - ¢ (1.31)

Pentru o scriere mai compactd s-a adoptat o astfel de metodd, incit
eroarea comisd prin asocierea unei valori pentru mirimea fizicd respectiva

22

sc noteazi in parantezi imediat dupi valoarea consideratd. Astfel relatiile
(1.30) si (1.31) se seriu sub forma :

¢ — 9,8322(5) m/s? 1.30°
g

g = 9,8064(5) m/s*. (1.31)

Cifrele nedeterminate precis in valoarea unei mérimi lizice rezultd din numirul
cifrelor incluse in parantezd. Astfel, in relatiile (1.30) si (1.31") vedem ci
ultimele doui cifre in valoarea lui ¢ nu sint cunoscute exact, deoarece aceasti
valoare este cuprinsd intre 9,8371 si 9,8327 m/s® si respectiv intre 9,8059
si 9,8069 m/s®

Cu toate cii valoarea acceleraliei gravitafionale depinde de latitudine si
iniltime, fati de nivelul mirii se consideri constanti universald, deoarece
isi pastreazd valoarea in orice conditii.

Constantele universale -— mirimile fizice care-yi pastreazd valoarea
constantd in orice condilii de temperaturii, presiune ete. — prezinta un rol
deosebit de important in fizicd, deoarece cu ajutorul lor se identificd si se
calculeazi alte constante si méarimi fizice. ,

In scopul posibilititii unei utiliziri unice coordonate, in stiin(a si tehnicd, a
numeroaselor date numerice care se obtin intr-un ritm accelerat in laboratoa-
rele din intreaga lume, este deosebit de important si se dispuni de valori una-
nim acceptate pentru toate constantele fundamentale. O serie de mirimi fun-
damentale ca: viteza luminii in vid, sarcina electrica a electronului, constanta
Jui Boltzmann ete. intri foarte des in caleulul diferitelor mérimi fizice. Daca
in diferite laboratoare nu se utilizeazi aceleasi valori si precizii pentru constan-
tele fundamentale, se ajunge la situatia obtinerii unor rezultate experimentale
contradictorii. Pentru inliturarea unei astfel de situatii s-au institutionalizat
grupe de luern privind constantele fundamentale. Numirul constantelor
fundamentale este relaliv mare yi multe din ele se referad la domenii ale fizicii
necunoscute inci celor ce li se adreseazii acest manual. In tabelul 1.9 redim
unele dintre constantele fundamentale si precizia cu care sinl cunoscute
aceste constante la nivelul anului 1973. Desi precizia conslantelor fundamen-
tale si concordantelor oblinute sint in general suficiente pentru unele directii
de cercelare, se apreciazd cd mai sinl domenii in care se pune siringent pro-
blema efectuirii de noi experienle si calcule teoretice. Nici pentru constan-
tele indicate in Labelul 1.9 valorile si erorile date nu trebuie considerate de-
finitive, deoarece nu este exclusii obtinerea de noi informatii care si ne imbo-

giilleascdi cunoasterea in domeniul constantelor fundamentale.
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Tabelul 1.9

Unele constante fundamentale

Denumirea Simbol Valoirea de mu“il]',‘;?ctg:c in SI

Viteza Iuminii in vid & 2,99792458 (12) 10* ms!
Sarcina electronului e 1,6021892 (46) 107 G
Constanta lui Planck h 6,626176 (36) 107 J8
Numiirul Iui Avogadro N 6,0220943 (61) 10 kmol™
Masa de repaus a electro-

nului m, 9,1095434 (47) 10793 kg
Masa de repaus a proto- :

nului M, 1,6726485 (86) 1075 kg
Masa de repaus a neutro-

nului M, 1,6749543 (86) 307 ki
Raportul dinlre sarcina si

masa electronului e/m, | 1,7588047 (49) 10 Ckg
Numirul Iui Faraday F = Ne 0,648456 (27) 107 C-mol~
Constanta gazelor ideale R 8,31441 (206) 10% J /mol-grad
Constanta lui Bollzmann k= RIN 1,3806062 (44) 10728 Figrad=t
Constanta gravilationali Gy 6,6720 (41) 1071 N-m?-kg™*
Volumul unui kmol de gaz

ideal (7T, = 273,15 K, ‘

Po= 1 atmy) Vo = BRT,ips 22, 41383 (70) m? -kuol™!

In afara constantelor fundamentale, un rol important il joaci si constan-
tele de material care exprima proprietdli caracteristice ale substanfelor in
conditii date de presiune, lemperaturi ete. Aceste constante fiind, in cazul
corpurilor izotrope, independente de ferma geometricd a corpului, carac-
terizeazd substanta din care este format corpul material. Ca exemplu de con-
stante de material putem aminti rezistivitatea electried, lemperatura de to-
pire ete. Constantele de material nu au valori independente de condiliile exte-
rioave, astfel rezistivitatea depinde de temperaturii, iar dupd cum se slie
temperatura de topire depinde de presiune ete. Constantele de material carac-
terizeazd proprietiitile macroscopice ale substanlelor si pot {i numai in l[oarte
putine cazuri exprimate prin constantele fundamentale. Valorile constantelor
de material in diferite conditii exterioare se determini experimental, cu aceste
valori existind tabele detaliate.

EXERCITII S| PROBLEME

L.1. S5 se indice mﬁl'imiio lizice care se exprimd in unilitfile de misurd ;
a) N-m
b) N/m?
¢) J/grad
d) J/kg grad
R. a) luerul meecanice, energia, cildura, momentul lor{ci

b) presiunea, densitatea volumicit de energic
¢) capacilatea caloricd, enlropia
d) eildura specilicd, entropia unitéilii de masdi.

1.2. Se considerid un sistem de unitali in eare unititile de masura pentru masi AL, pentru
lungimea L’, pentru timp 7 se exprima prin unititile corespunziteare M’L si T in S1 dupi
formulele :

M= kM, L'= kL, T'=T
unde ki(i= 1, 2, 3) sint constante.

Sit se calculeze factorii de multiplicare care apar In trecerea unilélilor de misurd pentru
vitezd, acceleratice, fortd si energic din ST in sistemul considerat

ky k) ke ks
Rv'= "2, ¢=—ua; F= ———!‘—‘I-‘; E =
ke ks K i

1.3. 54 se serie formula dimensionalil a conslantei atractiei universale v, care intervine
in formuln Tortei

nym,
Fre=y —=
e

de inleractiune intre douit puncle materiale cu masele m, si m,, allale Ja distanla r intre ele
Raly] = L3M 14

1.4. 5i sc scrie formula dimensionald pentru cildura specifica C

TN
RC= L ; €)= ——— = M T4,
mAl Mt

1.5. Sliind ¢ energia medie de translatic a moleculelor unui- gaz este -dalii de relalin
_ 3 -
E=—FkT
2
st se serie Formula dimensionalid penlru conslanta lui Boltzmann ke
Re[k] = -{—]= TAMTH,
[
1.6. Pornind de la ecuatia de stare a gazului ideal
pV¥ = yRT,
st se deducdl formula dimensionali a conslanlei 1.
[P)[V]
(v1[T]

1.%. S& se indice unititile de méasuri penlru censtanla R si masa molard M asilel ineit
Tormula : )

R-[R] = L2MT* kmot =15

Ve |[ART
M

si e scrisd coreel. din punct de vedere dimensional

R [R] = J/kg kmol : [M] = kg

kmol
1.8. Formula lucrului mecanie, efectuat de un gaz, inir-o transformare izolerma :

Vs p—
L= RTIn—= RT'In —
i P,
esle incorectidt din puncl de vedere dimensional. S84 se indice, pe baza analizei dimensionale
factorul ecare lipseste din aceastd formuli.




R. Stiind ci

[L] = L;MIT®
iar din problema 1.7.
[R] = L*MT™* kmol™"™".

Deci [R-T]= L*MT? kmol~" ! = L*MT? kmol™".

Vedem cit pentru ca produsul RT sd aibi dimensiunea unui lucru mecanic trebuie mul-
tiplical ea un factor, pentru care unitatea de misurd este kmol. Mirimea Ffizied masurati in
kmol este nuimiirul de moli v. Daci expresia corectd pentru luernl mecanic este

V. P
L= vRT In—*= yRT In—--
. r,

1.9. Si se scrie lormulele dimensionale penlru :
a) sarcina eleetricd g

b) diferenla de potential U

¢) intensitatea cimpului electric E

d) rezistenla electrici R

¢) capacitatea electriei €

I) intensitatea cimpului magnetic If

g) Nuxul inductici magnetice ®

h) induectanta unei bebine L

R. a) Din lformula

q = It
allam [q] =[T] [{}iA-s.
b) Diferenta de potential fiind un raport dintre luerul mecanic L si sarcina electrici
rezultd [U] = LA*MT3AL
¢) Din formula
J
I = nis
d
rezullil
{B] = LMI~t~%

d) Din lormula lui Ohm :

avem
[R] = L*MT-A~".

¢) Capacitatea electrici ¢ se exprimdl prin formula

q
. €lls o .
U
Deci
[6l= _ﬁ,_, = LM 1I1AL

LPMT—3 A~

f) [H])= AL
g) Din legea inducliei clectromagnelice

3 AD
AR
avem
(@] = [U]T = LMT2A-"; -
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b) Prin definitie inductanta L a unei bobine este raportul fluxului @ si intensitatea 1
a curentului, deci

[E] = E*MT2A
1.10. Stiind ci energin inmagazinatd intr-un condensator depinde de sarcina eleclricd g

de pe o armiiturd a condensatorului si de capacitatea G a condensatorului, si se deduci, pe
baza analizei dimensionale, expresia cnergiei condensatorului in functie de ¢ 5i C.

R-E, = kqglg-.
Tinind secama de rezuitatele problemei 1.9, avem:
LAMT® = (AT)%-[L7 M1 T1AB = L-BM-BT4h+a. gut2p

De unde

—28 =2
—B =
8 + o= —2
o+ 20 = 0.
Deci
B=—1
=2
Obtinem astiel :
q:
E.=Ek .
g C
" 1
Calenlele teoretice condue la valoarea k= —:
2
1 2
E,=— il o,
2 €

1.11. Si se deducii expresia energiei cimpului magnetic inmagazinald infr-o bhobini
stiind ci aceastd energie depinde de inductanta L a bobinei si de intensitatea curentului eleclric
prin  bobind :

R-E, = kLa.IB
sau
LAAMT? = (L*MT2A2)%- AB
200 =2
a=1
— 2= —2

— 2% +B=0

de unde

Deei
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Se arati ¢d k= 1/2 si deci: ' ; ) |

Deci
1 4 ) . ‘
= — LI L)) sAMT-tA—?
-,I m 2 I 1 IB]: -—-—-!IJ = -——L 42 A = MT3A™!
i [S] L¥
1.12. Energia unititii de volum a unui cimp electric in vid depinde de permitivitates (B) MT-2 41
vidului g, si de intensitatea E 2 cimpului electric. Si se stabileascit dependenta densitafii de | [ho)] = —== e LMT2A™,
energic W de g i E. (H] AL
Viteza luminii in vid
L2MT-*
R W= By = M e, il
V Ln . g | c= ED[‘LQ
Din legea lui Coulomb : LTt = [M-1L9TiAs]-[LMT At
e L } LT~ = M—ot+BL—to-hPTee—2p pra—20,
dmey  1* Prin idenlificare
rezulli ‘ —a4B=0
2 At T2 \ g4 4 P
. — ML AL B
[Fl{r1]  M-LT*-L? | do +28= —1
Din problema 1.10 ' 200 —28=0
[E]= LMT-2A1, ‘ : o=
Seriind W S B |
W = I(gq)* (E)B 5 s | 9 9
obtinem e=FR d
LHAMT Y= (ML T AR)(LMTA)B ’ Veoo
LI MT—2 = Mot —oe +p pe 3B g0 i e Coelicientul numeric k= 1,
I'rin identificare . e | >
—a4+p=+1 ‘ V%!’-o
— 3o + p, = 1 .
Ade — 3= —2 : . ‘
20 — =10
B =2 a=1 #="3 l

Deci W= ke,E?

Coeflicientul numeric k=

W | =

W — e 2.
)

-

1.13. Sii se deduedi expresia vitezei luminii in vid, in funclie de permilivilalea vidului g
si permeabilitatea magneticd p, a vidului
B,

Ry e
11 [

unde B, este inductia cimpului maguelic In vid, iar JT esle intensitalea cimpului magnelic.
Fhuxul magnelic @ este

O="B;S. ! |




MARIMI APROXIMATIVE.
REPREZENTAREA DATELOR PRIN TABELE

Practie, in toate formulele fizice, intervin méirimi sau constante fizice
pentru care, dintr-un motiv sau altul, nu cunoastem sau nu putem [olosi
valorile lor exacte. Din aceastd cauzii, in practicd, se folosesc valori apro-
piate de valorile reale, denumite valori aproximative.

Amintim urmitoarele motive pentru care sinlem obligafi si lucrdam cu
valori aproximative :

a) Prin efectuarea oriciirei misuri se obfin rezultate afectate de erori
inerente. Adicd nu putem misura niciodatid valoarea adeviratd a unei marimi
fizice, ¢i numai valoarea aproximativii a acesteia. Prin perfectionarea meto-
delor de misurare se obtin aproximiri din ce in ce mai bune, dar nu putem
niciodati afirma cii valoarea ob{inuti prin misurare este identici cu valoarea
adevirati.

b) In foarte multe formule fizice intervin méirimi ca =, e etc. pentru care,
desi in principin putem cunoagte valorile exacte, sintem nevoifi si ludm
valorile lor aproximative deoarece in practici nu putem, si de multe ori este
fird sens, si lucrim cu un numir foarte mare de zecimale. De exemplu © =
— 3,1415926536 se utilizeazi de reguli ca m = 3,14 sau = = 3,142.

Aproximarea cu care trebuie luate astfel de constante depinde de condi-
tiile concrete ale problemelor rezolvate.

¢) Rezultatele unor operatii matematice ca logaritmul unor numere,
ridicina pitrati ete. reprezintd valori cu un numér mare de zecimale. De
exemplu, /3 = 1,7320508..., iar, /2 = 1,4142135 si In 2 = 0,6931471 etc.
In practicii folosim corespunzitor \/5 = 1,73, \/5 = 1,41 si In 2 = 0,693 etc.

De asemenea, sint dese situatiile c¢ind mirimea obfinutd reprezintd ra-
portul a dou# valori exacte, dar acest raport scris in baza 10 contine foarte

multe zecimale si deci trebuie luatd valoarea aproximativd a acestuia. De
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exemplu, 2/7 = 0,2857142857142... Este clar ci practic nu se poate luera cu
un numar alit de mare de zecimale.

d) Din tabelul 1.9 rezulti ci toate constantele fizice care se utilizeazi
curent in formule sint cunoscute numai aproximativ. De exemplu, in valoarea
acceleraliei gravitationale ¢, formulele (1.30) si (1.31°) cunoastem precis
numai doud zecimale.

2,1. ERORILE MARIMILOR APROXIMATIVE

Pentru caracterizarea abaterii valorii aproximative a unei mirimi fizice
de la valoarea corectd a acestei mirimi se introduc noliunile de eroare ab-
solutd si eroare relativi. Se poate pune intrebarea, daci stim valoarea ade-
viratd pentru o mérime fizicd de ce avem nevoie si cunoastem abaterea unei
valori aproximative oarecare de la aceastd valoare ? De fapt nu cunoastem
valoarea adeviaratd, dar putem folosi unele metode de estimare a acestei
valori. Cum insa valoarea estimatd nu coincide cu valoarea adevirati, va
trebui si stabilim un anume interval in jurul valorii estimate in care si
putem spune, eu un anume nivel de incredere, ci se afld valoarea adevirata.

Lisind, deocamdatld, de o parte problemele legate de metodele de esti-
mare a valorii adevirate, precum si problema surselor de erori in valoarea
aproximativd, considerim ca pentru o méirime fizicd oarecare valoarea ade-
viratd este X, iar valoarea aproximatlivd este .

Prin abaterea valorii aproximative x de la valoarea adeviratd X, sau
prin eroarea absoluti Ax se infelege diferenta :

Az = X — = (2.1)

Semnul acestei diferente nefiind cunoscut, adeseori se utilizeazii valoarea
absolutd a abaterii (2.1).

&z =|X—2z|=]|Az| (2.2)

Din aceastd formuld rezultd ci valoarea adevirati X este cuprinsi in inter-
valul

r—|Az| < X <z |Az| (2.3)
Eroarea relativd a valorii aproximative se determini prin raportul :

g0 ]

- E—}; (2.4)
pentru X #£ 0.
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Se mai utilizeazd si noliunea de eroare relalivd procentualid ca fiind :

Oy =3 L (in procente) == ]ﬁl-

IX| 5

-100. (2.5)

Formulele de mai sus nu pot fi utilizate pentru calcule concrete, deoarece
necunoscind valoarea adevirati X nu putem calecula eroarea absolutd si
respectiv eroarea relativi.

In practica experimentald se poate pleca de la ipoteza cd valoarea apro-
ximativi 2 este suficient de apropiatd de valoarea adevaratid X si deci putem
considera cii sint satisficute inegalitilile.

|Az |< | X |, |Az| < || (2.6)

Din aceste inegalitifi rezulti c@ valoarea aproximativid z este [oarte
apropiati de valoarea adevirati X, adici x =~ X. Aceastid concluzie fiind
adeviratd, daci se fac calcule sau misuriri concrete, putem inlocui formula
(2.4) prin relatia

5o laz] @.7)
®
Introducind in relatia (2.3) obtinem :
- P ' X < o1 3. (2.8)

In aceastii formuld 3 este eroarea relativii aproximativa (2.7). Daci
sint satisficute relatiile (2.6), obfinem inegalitatea

|5] < 1. (2.9)

Rezulti ci daci eroarea absolutil este mult mai mica decit valoarea apro-
ximativi a méirimii fizice considerate atunci eroarea relativi este mult maj
micid decit 1.

Din formula (2.7) putem scrie :

| Az | = 3z (2.10)

Vedem deci ci admilind inegalititile (2.6) am ajuns ca in loc de trei necunos-
cute (X, | Az |5i 3) si riminem numai cu doud necunoscute & si | Ax |, wvalo-
rile cirora incd nu le putem calcula.

In practici, intilnim doud cazuri distincte in care putem evalua mirimile
3 si | Az |.

a) Cazul cind trebuie si folosim in calcule numere cu valorile precis
cunoscute, dar avind in vedere posibilititile de calcul sintem nevoiti sa con-
siderim numirul respectiv cu un numir mai mic de zecimale, adicd sid luam
valoarea aproximativd pentru acest numir. Si ludim de exemplu numirul e.
Considerim ci valoarea exactii este: e= 2,7182818.
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In practica de calcul folosim valorile e = 2,72 sau ¢ = 2,718. Putem
caleula erorile absolute si relative in aceste cazuri (tabelul 2.1).

Tabelul 2.1

Valoarea

aproximativi «x Eroarca abseluti Ax

Eroarca relativi %

2,72 1,7182-10—2
2,718 2,818-107¢

6,3169-10729%
1,03679-1072%

Valorile din acest tabel sint aproximative, deoarece am folosit numai
sapte zecimale pentru numirul e, aceasta pentru a ne putea folosi de caleu-
lator, ori numirul ¢ ca si = contine un numar nelimitat de zecimale.

b) Cazul in care valoarea aproximativa x este rezultatul unei masurari.
In acest caz calculul direct al abaterii absolute | Az | nu se poate face nici
mitcar aproximativ. Cunoseind insi metoda de misurare folositd putem
evalua limita superioari a abaterii absolute | Ax |. Dacd, de exemplu, mésurim
temperatura unui corp cu un termometru $i stim ca plre(;izia de misurare
cu acest termomelru este 0,1°C, vom considera ¢f eroarea absolula este 0,1°C.

Deci, in cazul efeclufrii unei misuridri, considerim valoare maxima
pentru abatereca absolutid | Az | ca fiind determinatid de precizia de cilire pe
aparatul de misurd utilizal. Rezultid deci necesitatea folosirii pe cit posibil
a unor aparate de misurd de precizie cil mai inalld. Desigur cid putem avea
sitnalii cind eroarca absolutd | Ax| si fie mai mave decit precizia de citire.
Acest lucru poate fi datorat existenlei unei serii de factori care conduce la
miirirea’ erorii comise prin efectuarea masuririi. '

Inaintea efectuirii unor misuriri se impune deci o analizi minutioasd
a tuturor factorilor care pot conduce la aparitia unor evori si alegerea metodei
de masurare care si asigure erori minime.

Trebuie si subliniem cil deoarece mirimea x masuratéd este dimensionald,
eroarea absolutdi | Ax| trebuie sit aibd aceleagi dimensiuni ca si mirimea 2

Eroarea relativi insid fiind raportul a doud mérimi de aceleasi dimensiuni,
reprezintd un numir adimensional.

O maisurvare este cu atit mai preciséi cu cit eroarea absoluté si respectiv
eroarea relativi este mai mici. Desi prezintd importanta atit eroarea absoluta
cit si eroarea relativii, aceasta din urmi ne furnizeazd informalii mult mai
complete asupra preciziei misuririi efectuate.

De reguldi prin precizia P se intelege valoarea egald cu 1/|38|, adicé
inversul valorii absolute a abaterii relative. Deci, cu eit | 8| are o valoare
mai mic cu atit precizia P este mai mare.

Daci de exemplu, cu lermometrul pentru care eroarea absoluli este 0,1°C
masurim temperatura corpului A si a corpului B si obtinem f; = 10°C gi
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= 100°C, este clar cii temperatura corpului B este mult mai precis deter-
minati decit temperatura corpului A, desi eroarea absolutd in ambele cazuri
are aceeasi valoare. Din formula (2.8) rezultd ci valoarea adevaratid a tem-
peraturii corpului A este cuprinsa intre 9,9 si 10,1°C iar temperatura ade-
viratd a corpului B esle cuprinsi intre 9.99 si 100,1°C. Deci temperatura f,
este determinatd cu precizia 100, iar temperatura /, cu precizia 1 000.

Pe de altii parte eroarea relativa fiind o méirime adimensionald permite
compararea preciziei cu care au fost masurate diferite méirimi fmcc ca de
('\emplu, masi, tlmp vitezd, lungime ete.

De exemplu, referindu-ne la tabelul 1.9 putem pune intrebarea daci
masa de repaus a electronului este mai precis cunoscutdi decit sarcina elec-
tricd a electronului, sau invers.

Din tabelul 1.9 aflam valorile :

m, — 9,109534(47)10-4 kg
e — 1,6021892(46)10-1* C

Eroarea absolutid fiind indicatid in parantezi avem:

| Am, | = 0,000047-10°* kg
| Ae | = 0,0000046-10-1 G

Deci
| 3, | =5,15-942. 10-® iar | de| = 2,87107-10-°

Din aceste date obtinem ci masa de repaus a electronului este cunoscutli
cu o precizie de 1,938-10%, iar sarcina electricii electronului este determinati
cu precizia 3,483-10°%

Din cele discutate in acest paragraf rezultd ci mirimile aproximative
care intervin in formulele fizice pot fi caracterizate prin abaterea absoluti
| Az | de la valoarea adeviratd X, prin eroarea relativd 8, precum Sirplrin
precizia 1/] 8|

De regulii intr-o formuld daté intervin valori de precizii diferite. Erorile
rezultatului final, obtinut in urma efectuérii calculelor vor depinde de erorile
tuturor marimilor ce intra in formula si in primul rind de erorile acelor méirimi
care sint determinate cu o precizie mai micd. Deci daci unele mérimi dintr-o
anume formuld fizicd sint determinate cu precizie mici,, nu are sens ca cele-
lalte mirimi si fie luate cu precizii mult mai mari. In acest sens marimile ce
pot fi cunoscute cu o precizie foarte mare, dar care confin un numér mare de
zecimale, pot fi rotunjite. Trebuie insé ca eroarea relativii a valorii rotunjite
si nu fie mai mare decit eroarea relativd a mdirimii determinate cu precizia
cea mai mici.

Se recomandi ca eroarea relativd a factorilor numerici sau a constantelor
ce intra in formula datd si fie de aproximativ 10 ori mai mici decit eroarea
relativi a marimilor misurate, adici a mérimilor determinate cu eroarea
relativa cea mai mare.
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2.2, REGULI DE ROTUNJIRE A NUMERELOR.
STABILIREA NUMARULUI DE CIFRE EXACTE

Am vizut ¢d in caleulele practice nu putem lua numere ca =, e \/5
\/3_,ln 2 ete. cu un numir prea mare de zecimale. Deci apare necesitatea
rotunjirii numerelor exacte. Se impune insi ca rotunjirea numerelor si se efec-
tueze astfel incit eroarea relativa, ob{inutd prin rotunjire, si nu depiiseasci
eroarea I‘e]'lthd a miirimii cunoscutd cu precizia minimi.

"~ De e}\emp]u, daed dorim sé calculdm perioada T a unui pendul gravita-
tional de lungime 7 = 100 cm, la latitudinea ¢ = 45° trebuie si {inem seama
de eroarea ahsolut*’i ("ue 5-a mes prin misurarea lungimii [. Dacid |Al]| =

= mm atunv

; OAIL AL T Y 2.11)

Din expresia (1.31) rezulta eroarea relativd pentru acceleratia gravitationald :

)
, = 20005, 5.10-5, (2.12)
9,8064

Deeci in calculul efectml mﬁnm:le 7 si g, trebuie luate cu un numir de zeci-
male incit elorlle .relatlve si nu depiseascii 10-9 (eroarea relativi a mirimii
cunoscutd cu precizia minima).

Se pune deci problema stabilirii numairului de cifre semmificative prin
care trebuie indicate: valorile mirimilor ca w, ¢ ete.

O cifri semnificativii este oricare cifrd 1, 2,...9, a unui numér care este
folositii pentru a aréita mirimea numirului, mdlfewl; de virgula. Cifra zero
se considerd semnificativd daci se afla in interiorul numirului sau la dreapta
acestuia. De exemplu, daei seriem coeficientul de dilatatie liniard pentru alumi-
niu sub forma a =0,000024 K1, primele cinci cifre de zero nu sint semnifi-
cative si o astfel de scriere nu este recomandati. Trebuie si scriem o =
= 2,4.10"K~1, valoarea coelicientului « continind doud cifre semnificative.
Dacii insi seriem acceleralia gravitationald g = 9,80 ms~? cifra zero este
semnificativd. Daei un numir trebuie rotunjit la un anumit numér de cifre
semnificative, trebuie sd se aibd in vedere reguli:

a) Dacéi prima eilrit trebuie neglijati este mai mici decit cinci,
ultima cifri mentinutd rdmine neschimbati.

b) Daca prima cifri care Lrebuic neglijata este mai mare ca cinci sau este
cinci urmat de cifre diferite de zero, ultima cifrd piastratd se mireste cu o
unitate.

¢) Dacd cifra ce trebuie neglijati este cinei urmat numai de zerouri,
numirul se rotunjeste la cea mai apropiati valoare pari.




Ca exemplu scriem urmitoarele numere rotunjife la o singurd zecimal'f‘}.
12,345 ne di 12,3
12,367 ne da 12,4
12,356 ne da 12,4
12,350 ne di 12,4
12,250 ne di 12,3 by
Prin rotunjirea numerelor de mai sus se 'cm.nii::(;-. o ‘é'._rlt';ar-g.'i‘q.]-gsqlutﬁ cgald
cu 0,5-10-' adica 0,05. T e eyt

In calcule trebuie sa luim numai cifrele qemmfudi.ne mm pot f1 consi-
derate exacte. De exemplu, in tabelul 1.9 volumnl unui lcsnglf.:(}e} gaz. ideal,
in conditiile normale de presiune si temperaturé este dat cu gapte cifre semni-
tficative, dar nu toale aceste cifre pol fi considerate exacte.

i i
11

Vom = (22,41383 4- 0,00070)m*kmol 1. (2.13)
Deci eroarea absoluta este :
| AV, ] = 7+:10-* m? kmol-v

In caleule, valoarea pentru V,,, poate fi miunnta la cinci c:fm exacte, adicd
putem scrie V,, = 22, 414 m3kmol—t. Prin dL‘("l‘iLd 'm 'arva (,ornls'\ prin ro-
tunjire este 0,5-107% — 5-10~* m*kmol*t este mai Hl](.d demt ClO'll(’)..l absoluta
care afecteazd valoarea pentriu N,,.

Daci avem un numir care conline m (ifw"'sé:i.mﬁca‘“"' ,"dintre care

z sint dupi virgula, iar a,, este prima cifra semuificativi 2 datharului respec-

tiv, atunei in scopul simplificiirii calculelor’ se ap;'émar'i ‘lh"lLelQ& absoluta
maxima : M LB S el

(AT)maz = (Tm +. 1).10»»4-;3'_“_'__3_‘ mtory '.(72.14_)

Deoarece m — z reprezintd numirul cifrelor bcnnnflcallve din” stinga virgulei
putem usor aprecia abaterea absolutd pentru o mome I(_‘I{\tl\d 3, dati.

In cazul considerat al calculului perioadei pendulu!m 8_103 (‘? 11),
deci

(Aﬂ)mﬂm = (9 + 1),105-5—1_10—3 = ]0.'10_3*1%—-&1;@._2
f?i : o N R Sk
(Am)pas = (3 4+ 1)101-1.108 = 4. 10 8

Rezulti astfel ci pentru electuarea corecla a cakuleler pmmadel pendu-
lului, in acest caz, valoarea acceleraliei gravitationale trebuie rotunjitd la
trei cifre semnificative (g = 9,81 ms™¥) iar valoarea nusmirutui = la patru
cifre semnificative (x = 3,142). ' : '
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ceirt 231 ERORILE REZULTATE IN URMA EFECTUARII
+o: - UNOR OPERATH MATEMATICE
. CU NUMERE APROXIMATIVE

B ot
g

Fiecare numiir aproximativ utilizat fiind caraclerizat de eroarea absolut#
§i respectiv de eroarea relativii corespunzitoare este normal si ne intereseze
modul in care erorilé individuale ale mirimilor ce intra intr-un calenl anume
se risfring asupra erorii ce caracterizeazii rezultatul final.

S ne ocupidm pe rind de unele operatii matematice mai importante :

2.3.1. Adumarea numerelor aproximative. Daci avem un sir de numere

aproximative x,,"23". .., 2, iar numerele adevirate, necunoscute, cuprinse
in domeniile :

Xyt Ay Xy =iy 4 Ay L (2.15)
Mirimea X rezultati in uwrma adunirii aceslor numere va [i:
X=X +Xg+...=2 + Axy + 2 + Axa +...= (2, + T2 ... )+
' & (kA A Axy L) (2.16)

Deoarece semmele erorilor absolule individuale Az; nu sint cunoscute nu
putem stabili precis eroarea. absolutd, de aceea, ca de altfel in multe alte ca-

zuri, se considerd situatia cea mai defavorabili adica se calculeazi eroarea ab-
soluti maximi.

Afma:r & :[I(A:Cl I "i { A'Tz | ‘Jr‘ | /_\CC3 | + .. ) (217)

Deci eroarea absolutit maximi (sau limitd) a sumei unor numere aproxima-

tive este suma va]onlm ah’m]uLe ale erorilor absolute ale tuturor termenilor
sumei. e

Din formula (2.10) putem scrie expresia erorii relative

3:—_ iAmJiAwZ:{idxs-}"--.
T + %+ x5 4.

(2.18)

Nu putem calcula precis nici eroarea relativi, necunoscind semnele erorilor
absolute pentrn termenii sumei. Aflim insd eroarca relativi limitd (maximi)

SI=__;%_=:}_]Aml|+|Ax2|+|A:r.3|...
R I ) Ty % - B

(2.19)

Din aceastd formuld s-ar pirea cii eroarea relativi a sumei nu depinde de

erorile relative 8; pentru termenii sumei. Utilizind insd formula (2.10) putem
serie

42,8 + 258, + 2385 f- ...
T+ %+ x5

B o

(2.20)
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intre erorile relative individuale existd desigur .o valoare 3; pe care
o notim 3,,;, care este mai micd decit celelalte erori relative 8,4s §i analog-o
valoare 8; care este mai mare decit toate celelalte erori relative individuale
pe care o notdm prin 3. Introducind in (2.24), obtinem inegalititile evi-
dente : : Sl R gy

8»1.1‘:13:1 4‘ Smiuxz + 8nlinxa 'Ji“ . 7 =8mh~ f B :- (221)
Ty + Xy + Ty A

8, >

s

% < Smm;xl i S maz T2t 8nuz:(::!:z‘h +e — Smtm: ) (2.22)
Ty Ty ATt &

Rezultd ci eroarea relativa limitd a sumei este cuprinsi intre erorile relative
individuale limite ale termenilor sumel:

amiu< 81 < anmz' l o .7 ; (223)

fn acest sens eroarea relativd §; este intr-un anume fel media erorilor relative
ale termenilor sumei. )

Sint situati cind relatia (2.23) nu este valabila. De exémplu-dacd adunam
doui numere ¥, si ¥,, dar nu sint ambele aproximative ci de exemplu, z, este
cunoscut precis, deci Az, =0 si §, =0. In acest caz:-

il L Sty +0:% .5 o (2.24)
4

9.3.2. Sciiderea numerelor aproximative. Considerdm dou# numere apro-
ximative date de relatia (2.15). Ne intereseazd valoarea si erorile corespunza-
toare in diferenla acestor doud numere :

X, — Xy = — Ty + (AT, + Axy). (2.25)

Eroarca absolutid este

i i recisa
Necunoscind semnele pentru Az, si Az, nu putem caleula valt.)ar:aa P i
pentru Az, putem numai estima valoarea Ax prin valoarea maxima a acestel

erori absolute.
Ammua: = i(l AIl ‘ + | sz D. . (227)

Ajungem astfel la aceeasi formuld ca in cazul adunérii I}umepelor aproxi-
mative. Eroarea relativi este :

x; — Xy

3
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Ca in cazul adunirii, putem calcula numai valoarea’ maximi (limitd) a erorii
relative :

Ao . |A:1:1]+|A:r:2].

X, — @, To — T,

8!=

(2.29)

In operalia de sciidere a doud numere aproximative eroarea relativa a diferen-
tei obtinute poate fi mult mai mare decit erorile relative ale valorilor indivi-
duale mai ales cind marimile 2 si o, au valori foarte apropiate. Acest lucru
este mai evident dacdl scriem relatia (2.29) sub forma:

3,2y + 3:%;
Ty — Ty

3 (2.30)
Acest lucru conduce, de multe ori la faptul ci diferenta a doud lungimi sau
a doui mase ete. este afectati de o eroare relativa de citeva ordine de mi-
rime mai mare decit eroarea relativid pentru fiecare mirime in parte. De aici
se trag o serie de concluzii practice. Astfel, de multe ori, pentru stabilirea
masei unor picituri de lichid se folosesc lame de sticlid pe care se depun pi-
caturile respective. Masurindu-se masa lamei de sticld, iar apoi masa lamei
impreund cu picitura de lichid, se calculeazi masa piciturii prin scaderea
celor doud mase. O astfel de metoda experimentald nu este indicatd, deoarece
conduce la erori care depisesc cu mult posibilititile furnizate de balanta
utilizata.

De exemplu, dacé prin cintirire se obtine masa lamei de sticld
m; = (1106,18 4+ 0,01) mg,
iar masa lamei Impreund cu masa unei picituri de lichid este :
my = (1 109,08 4 0,01) mg,
atunci masa picaturii de mercur se obtine prin scidere :
= my — m; = 2,90 mg.

Mirimile m; si m; au fost misurate cu o eroare relativd de aproximativ
10-° adicd cu o precizie de ~10° iar masa piciturii de mercur este deter-
minatid cu o eroare relativi limita.

0,01 +0,01

| 8: ]
2,90

~ 7-1073

adici cu precizia P — 145, de aproximativ 700 de ori mai mica decit precizia
permisd de balanta utilizata.

2.3.3. Inmultirea numerelor aproximative. Ne intereseazi produsul unor
numere date prin relatia (2.15), adici :

Xy XooXa. oo = (2-A%) (s = Azo) (T3 + Axy) (2.31)
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In acest caz este mai comod si incerciim mai intii stabilirea erorii rela-
tive. Scriem relatia (2.31) sub forma: :

-5y :cl:r:a;rs(l ~ A'T‘-](l X A“’ﬂ) (1 78 A"‘“) st

T T Z,

= T 2,%5(1 &+ 8;) (1 &£ 82) (1 & &) =
i 331_1321'3(1 4+ 8, 4+ 8, £+ & & 3182 + 8,85 4+ 8.8, + 318233)-

Tinind seama cii erorile relative 8,, 3, si &3 sint de regula mult mai mici decit
unu, putem neglija produsele §,8; si §,3,8; si astfel ob{inem :

NiXo Xy = mywpng(l o= 8y o 8: 4 85). (2.32)
In cazul unui numir oarecare de termeni putem scrie:
Xy XoXgeoo = TyTaTq. .. -+ LyTTs. .0 (£8) - 82 4 8 4 ...). (2.33)

Este clar ¢i mirimea din parantezi reprezintii eroaréa relativi a produsuiui
pe care-l calculim :

o ol 8ol B : (2.34)

Ca in cazurile precedente, necunoscind semnele erorilor relative, putem
numai estima eroarea relativd limitd (maximi):

= k(8| + %)+ 18] 40 (2.35)
Pentru a estima eroarea absolutéd sii calculdm produsele din relatia (2.31)
XXXy = 2ty pxsAx, a2 Ax 4+ zxAxy+
+ Az, Azy LAz Azg -2, A Azg + Ay Az, A,

Din considerente evidente putem neglija ultimii patru termeni in ultima
relatie. Obtinem astfel :

X1:X2 3 = TyTeTs -+ TpgAxy 4+ T xAT, 4 2T A, (2.36)
Deci eroarea absoluti in cazul unui produs de mérimi aproximative este :
Az = +mxA%, 4 x23Ax, + Ty Az,. (2.37)

" Putem estima numai valoarea maximi a erorii relative pentru un produs
e factori :

AZpar = F(|2T7A, | + l T, ALy | + | 2220, ) (2.38)
In cazul produsului a doui numere aproximative obtinem :
AZygr = (| 2:A%, | + I x Az, |) (2 39)
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Aceste formule se ufilizeazi rar in practici. Putem obtine o formuld
mai comodi daci inlocuim erorile absolute individuale Ax, prin erorile rela-
tive §; corespunzatoare :

Ax; = 248,
Introducind in formula (2.38), oblinem:
Axyar = L3135 31 | | 82| + | 35 ]). (2.40)
in caz general, pentru un numir oarecare de termeni
Atpae = dti@atty. oo 8] +1 8| + 8| +..) = zzs. . 8000 (241)

Apare aici un caz foarte des intilnit in practicd si anume daci o mirime
fizici oarecare y este egalii cu produsul dintre o miarime constanta C, precis
determinati si o mirime x, misurati cu eroarca absolutid Az si eroarea rela-
tivia 8.

Din relatia (2.35) rezulti:

iar din relatia (2:41)
A%yer = Cx-8 = C-Ax. (2.42)

Deci prin inmullirea unei mirimi aproximative printr-o constanta C, precis
determinati, eroarea relativi a produsului rimine egald cu eroarea relativic
a valorii aproximative z, iar eroarea absolutd a mirimii y este de C ori mai
mare decit eroarea absolutd a mirimii .

2.3.4. Tmpirtivea numerelor sproximative. Fie numerele aproximative

Xy = a;-kAT 3 Xy =T + Az,
si ne intereseazdi eroarea relativit §i eroarea absolutd a citului :

Xy _ A

(2.43)
X, x4+ Az,
Putem scrie :
i (1 I3 Axl)
X _ %) W 1k (2.44)
X @ (li%] T, 1448,
Lo

Erorile relative 8, si 8, fiind mirimi mult mai mici decit 1, avem:

1
120 AL )R 1 5T Bk bl
145
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Neglijind produsul 8,3, fata de 8, si respectiv §,, relatia (2.44) capiti forma

X, =z _— N 2
X (1 £ 8, £ 3) (2.45)
sau
X, oz Ty
X % %*;—z-(i 8y £ 3a). (2.45)

Din aceastad relatie rezultd eroarea relativd a citului
8 = 4-8;F3..
Analog cu cazurile precedente putem estima numai eroarea relativi limiti
8 = (8| + 8- (2.46)

Din relatia (2.45') putem identifica eroarea absolutid a citului:

Ax :%—(:‘:31 + &, =il"(:]: = :FEC‘Z') =
o] Lo .’121 :‘:2
1
s (£xAz, Fx,Axy). (2.47)
2

$i in acest caz putem calcula numai valoarea maximi a erorii absolute, ne-
cunoscind semnele pentru Az, si Ax, :

1
AZpor, = £ T—z(xa | Az | + z, | Az, |). (2.48)
e
Este mult mai comodid in practici formula echivalenti
A =
Tmaz = _(I 81 ] + ] 82 ])' (2'49)
xg i

Dacd mirimea y se exprimi in functie de mirimea z prin formula :

1
] —=— A A
y=-Az (2.50)

unde .C este o constanti precis determinaté iar  este o mirime determinata
experimental cu eroarea absoluti Az si eroarea relativi §, atuneci din formula
(2.46) avem: 8§, = 8, iar din formula (2.50) rezultd :

Ay = —m.
Cc
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Deci, prin imparlirea unei mirimi aproximative la o constantd precis deter-
minatd, eroarea relativi in valoarea mirimii y este egali cu eroarca relativa
in valoarea marimii x, iar eroarea absolutd in valoarea mirimii y este de C
ori mai mici decit eroarea relativd in valoarea marimii 2.

2.3.5. Ridicarea unui numiir aproximativ la o putere. Considerim nu-

marul aproximativ
X =z 4 Azx.

Dorim si calculim eroarea relativd §i eroarea absolutd pentru méirimea
Y = X%, _ (2.51)

unde k este un numir oarecare.

Putem scrie

K k Az\* k k
Y=(z+Ax) =2z 1:i:—k = z¥(1 4+ )~
x
Utilizind formula ridicdrii unui binom la o putere, putem scrie :

. k(k—1) k(k—1)(k—2)
145 —f[14ks 4 SETD) 5o, D R T 3 4.0
(14:39) ( i = o - )

Eroarea relativid a mirimii # fiind mult mai mici decit unu ne putem
limita la primii doi termeni :

Y = z¥(1 + k8), (2.52)

Din aceasti formuli rezulti eroarea relativa pentru cazul ridicérii la o putere ke

3, = +k8. (2.53)
iar eroarea absoluti
k k A:'E k-1
Ay = +2%k8 = + 2Fk— = Lkx Az. (2.54)
L
Notind cu
y =1,
seriem valoarea mirimii Y :
Y =y 4 k¥ 1Az (2.54")

2.3.6. Extragerea ridicinii de ordin k dintr-un numér aproximativ.
Fie o mirime fizicdi Y exprimati prin marimea X cu ajutorul formulei :

Y =YX = Y@tha) =z YT£s (2.55)
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Dacit neglijdm termenii ce confin pe 8 la o putere egald san mai mare ca
doi, oblinem : : . . -

¥ '{/».?(1 4 :— a). (2.56)
Din aceastd formuld rezulti :
1
31, = 4 —328, (2.57)
k
iar eroarea ahsoluti
ke 1 : S
A)’:i{/m—sz_—_{—_} S (2.58)

1

Aceste formule rezulti din formulele (2.53) si (2.54) daci inlocuim pe k prin
1/k.

Sensul formulei
1

4 P (R G | : (2.59)

si al neglijirii termenilor de grad > 2, constii in faptul ci

Mixs — (1 b 3)
; = 0.

lim - (2.60)
520 3

Am obfinut deci erorile care se obtin in urma efectuirii unor operalii
matematice cu numere aproximative.

Studiind acest paragraf putem rimine cu impresia ci pentru caleulul
erorilor intr-o formulé fizica chiar relativ simpli este nevoie de un volum de
muncd poate mult mai mare decit volumul de munca cheltuit pentru misu-
rarea mirimilor ce intrd in formula respectivi. Firii indoiali ci problema
calculiirii erorilor si indicarea corectid a unui rezultat cu eroarea respectivii
corect calculatd nu este deloc mai putin importanti decit misurarea directi
in laborator.

Nicicdati valoarea misuratd nu este egali cu valoarea adevirati a miri-
mii fizice respective §i deci eroarea absoluti a miirimii misurate ne indica
domeniul in care, cu o anume probabilitate, este cuprinsi valoarea adevirata.
Neindicarea erorii unei marimi misurate face rezultatul misuririi tot asa
lipsit de sens ca indicarea unui numir fird a specifica unititile de masura.

2.4, REPREZENTAREA DATELOR PRIN TABELE

In activitatea practici, de misurare directd in laborator si de prelucrare
a datelor experimentale obtinute, intilnim foarte des situatii cind dependen{a
intre diferite mirimi fizice sau matematice = si y nu este dati sub forma unei
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formule matematice ¢i sub forma unor tabele. Reprezentarea datelor prin
labele prezinti o serie de avantaje exprimate prin asigurarea unei scrieri
compacte si accesibile pentru citire. Folosirea diferilelor tipuri de tabele este
dictatd de o serie de necesitii{i practice. Astfel nu cunoastem formula mate-
maticd prin care se exprimi valoarea unei mirimi oarecare (numitd functie)
in funclic de valoarea altei mirimi (numitd argument), dar cunoastem valo-
rile funcliei pentru diferite valori ale argumentului. In acest caz singura
posibilitate de indicare a dependenlei functiei de argumentul respectiv esle
alciituirea unui tabel in care pe o coloand se seriu valorile argumentului, iar
pe altd coloanid valorile corespunzitoare ale functiei.

Efectuind anumite calcule pentru valorile diferitelor marimi fizice, apare
adeseori necesitatea cunoasterii unor mirimi pe care nu le putem determina
cu mijloacele avute la dispozitie. De exemplu ne intereseazd cantitatea de
cirbune necesarii incilzirii unei cantititi de apd de masi m,, de la tempera-
tura 5,C la temperatura [°,C, dacid apa se afld intr-un vas dintr-un material
cunoscut iar randamentul utilizérii cildurii este .

Masa m a cirbunelui se calculeazi dupi formula :

. (myc, -+ mye,) (B — 1) i (2.61)

‘M

unde ¢, §i ¢, sint respectiv, cildurile specifice pentru apd si materialul din
care este confectionat vasul, iar ¢ .este puterea calorvici a carbunelui. -

Vedem ci pentru caleulul cantititii de cirbune trebuie si stim valoarea
CasC, i q. Determinarea cu o precizie suficient de buni a unor astfel de marimi
se poate face cu ajutorul unor instalatii speciale in laboratoarele specializate.
Miirimile obtinute in astfel de laboratoare, prin respectarca normelor metro-
logice in vigoare, sint publicate sub forma de tabele care pot fi apoi utilizate
in efectuarea unor calcule ca cel din exemplul de mai sus. Dacdl nu am dis-
pune de tabele pentru diferite marimi fizice cu rezistivitate, densitate, cilduri
specifice ete., ne-am afla de mulle ori in situatia de a nu putea efectua calcu-
lele propuse. Munca de cercetare stiin{ifici desfisuratéd in scopul stabilirii me-
todelor celor mai adecvate pentru masurarea valorilor diferitelor mirimi fizice
si dependenta acestor valori de o serie de factori se finalizeazd prin alcituirea
unor tabele cu valorile mirimilor fizice respective, deosebil de utile in activi-
tatea altor grupe de cercetare. Alcituirea unor tabele de mirimi lizice este
o muneci de inalti responsabilitate deoarece valorile confinute intr-un anume
tabel sint utilizate pentru calculul valorilor altor mirimi fizice, ori o evoare
intr-un tabel initial poate conduce la aparilia de erovi succesive in diferite
alte tabele. De exemplu, formula (2.61) poate fi utilizatd in calculul puterii
calorice pentru diferiti combustibili (considerindu—sé ¢, $i ¢, cunoscute).

in scopul usuririi calculelor se utilizeazi tabele malemalice ca, de exem-
plu: tabele de logaritmi, tabele pentru functiile trigonometrice ete.
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De asemenea, in efectuarea unor calcule dupii o formulid datd, este de
multe ori necesar si alciituim tabele de caleul care sii contini diferiti termeni
din formula respectiva.

Tabelele utilizate in practicd sint de urmitoarele tipuri:

1. Tabele calilalive, care stabilesc relatii intre diferite méirimi din punct
de vedere calitativ. Tabelele calitative se intilnesc, destul de rar, cu toate
cit acestea contlin date care pot fi greu reprezentate pe altd cale.

De exemplu tabelul 2.2 indicii corespondenta dintre ecuatiile utilizate
in studiul miseirii de translatie si a miscirii de rotatie.

Tabelul 2.2

2. Tabele sltalislice, in care unele dintre variabile sint exprimate canti-
tativ, pe cind alte variabile, presupuse independente, nu sint exprimate can-
titativ (tabelul 2.4). Astfel masa si raza corpurilor ceresti, mentionate in ta-
bel, $-au raportat la masa, respectiv la raza Pamintului, masa Pamintului
fiind 5,98-10% kg, iar raza Pamintului 6,4-10° m. In ultima coloand se indicé
cantitativ valoarea accelerafiei gravitationale la suprafala corpului ceresc 2.

Tabelul 2.4

Acceleratia gravitationald in sistemul solar

Misearen de Miycarca de
translatic rotatie
: Miscarea uniformd
s = ol @ = ol
v == const. o = const.
a=0 £ =
Migcarea nniformd variald
al? el*
8 =pl -+ — @ = wl +—
2 2
» =y -+ al © = @, | &f
« = consl. g = cousl.

De asemenea putem intilni tabele calitative care indicd formulele de
caleul pentru diferite marimi fizice. In tabelul 2.3 se indici formulele pentru
momentul de inertie in cazul diferitelor corpuri.

Tabelul 2.8

Corpul Axa de rolafic treee prin M"ﬁﬁi?‘ﬁﬂ e
[z
Centrul de greutale, perpendicular pe bara m
Barit omogeni subtire de ks
lungime [ 12
Capitul barei perpendicular pe hard £ St
Placi dreptunghiulara e L i Wl
latm‘ilepu sigb HArR €l centrul de greulate, perpendicular pe placi m 12
Axa cilindrului mR? (2
Cilindru de razi R si
indl{imea h :
Vimea Centrul de greutate, perpendicular pe axn by h: s E
cilindrului 12 4
2
Diametru ? mit
Sfera de razi R
Tangent la sleri 5 mR*
&)
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Acceleratia gravitationali in
Denumirea Masa v 5,98 10%kg Raza a 6,4-10° m suprafofa corpului cerese x
corpului 9,8 m/s?
cerese

Mipgy =1 pap = 1 [ Tram = 1 | my/s?
Soare 333432 109 28 275
Jupiter 318,35 11,2 2,64 25,8
Saturn 95,3 9,4 1,17 11,4
Uranus 14,58 4,0 0,92 9,0
Neptun 17,26 3.5 1,44 14,1
Pamint 1,00 1,0 1,00 9,8
Venus 0,82 0,96 0,86 8,4
Pluton ) 0,1 0,46 necunoscutd | necunoscuti
Mercur 0,054 0,37 0,27 2,65
Luna 0,012 0,27 0,17 1,04

3. Tabele de tip funcfional. In aceste tabele se reprezinti una sau mai
multe functii de forma y = f(2).

Tabelul 2.5 este un exemplu de tabel functional, in care se reprezintit
perioada unui pendul gravitalional simplu (matematic) in functie de lungimea
acestui pendul.

Tabelul 2.5

Variatia periodei unui pendul matematic
in functie de lungimea acestuia

1 — metra T — secundi
0,002 +0,03
0,100 0,63
0,200 0,90
,300 1,10
0,400 1,27
0,500 1,42
0,600 1,55
0,700 1,67

Tipurile de tabele funclionale mai des intilnite sint urmitoarele :

a) tabele cu date experimentale incd neprelucrate ;
b) tabele cu valorile diferitelor miarimi fizice ;

¢) tabele matematice ;

d) tabele alciituite in scopul efectuirii umor calcule.

Vom indica acum modul de alcituire gi utilizare a tabelelor.
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a) Tabele cu dale experimentale ined neprelucrate

Aceste tabele contin date obtinute direct din experientd. Daci se mi-
soari, de exemplu, distanta s parcursi de un corp in cidere liberd, in functie
de timp, trebuie in primul rind sa stabilim intervalele de timp Af, dupi care
se misoarid distanla s. In tabelul 2.6 se indici rezultatele oblinute, in urma
unei astfel de misurdri, pentru Al = 1/30 s.

Tabelul 2.6

Pozilia corpului, in cddere liberd, functie de timp

Timpul ¢, - Distanta s, Timpul i, Distanta s,
1/30 s cm 1/30 s cm
1 11,86 3 61,49
2 15,67 9 72,90
3 20,60 10 85,44
4 26,69 11 99,08
5] 33,71 12 113,77
4] 41,93 13 129,54
T 51,13 ) 14 146,48

Este necesar ca rezultatele experientei si fie scrise in tabel clar si corect
pentru a se inldtura unele erori ce pot aparea in procesul de prelucrare a da-
telor. De asemenea, tabelul cu coloanele necesare, inelusiv capul de coloani,
trebuie pregitit inaintea inceperii masuririlor. Aceasta deoarece, inaintea
inceperii unei experienle trebuie si lie clare toate operaliile ce urmeazi a
fi efectuate. Dacd masuririle se efectueazi cu un raport de mésurd ca amper-
metru, voltmetru ete. este necesar sa se serie numirul de diviziuni pe o co-
loand aparte, urmind ca pe coloana urmitoare si fie trecute valorile inten-
sitdtii curentului, ale tensiumii etc. corespunzitoare numirului respectiv
de diviziuni.

In aledtuirea acestor tabele este necesar si respectim mai multe reguli:

1. Fiecare tabel trebuie si fie numerotat, si aibd un titlu si si contind
conditiile in care s-a efectunl misurarea respectivad (temperaturd, presiune,
umiditate ete.). De asemenea, este recomandabil ca alituri de numir si Litly,
tabelul si contind si data electufivii misurdrilor, pentru a se putea mai bine
urméirii reproductibilitatea valorilor mérimilor ce au fost misurale.

2 Fiecare coloand (sau rind) trebuie si aibd un cap de coloani care si
cuprindi denumirea mirimii fizice respective si unititile de misurii in eare
se exprimi valoarea acestei mirimi. Se recomandi ca unitatea de misurd
sa fie multiplicatd cu un astfel de factor incit numerele ce urmeazi si fie scrise
in coloana sau rindul respectiv, si fie cuprinse intre 0,1 si 1 000. Scrierea
factorului de multiplicare in capul de coloand nu se face totdeauna in acelasi
fel. Cel mai des se intilnesc cele doudt moduri de scriere indicate in tabelul 2.7.
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Tabelul 2.7

Modulul lui Young pentru diferite materiale

Modulul lui Young

Malerialul T0RE M Modulul lui Young

10— Nm—*

Aluminiu 6,0 ( 6,9

Vedem ci in coloana a doua modulul lui Young pentrn aluminiu (F =
= 6,9-101° Nm~?) este indicat intr-o forma diferité de cea din coloana a treia.

Modul ‘de scriere din coloana a doua indicd unitatea de misurid 10 Nm—*
iar modul de scriere din coloana a treia trebuie inleles astlel :

10710 — 6,9 Nm™3, sau E = 6,9-101© Nm—2.

Pentru evitarea unor erori se recomandi modul de scriere din coloana a
doua (atit pentru tabelele statistice cit i pentru cele functionale), adica fac-
torul de multiplicare si se refere la unitatea de masurd si nu la méarimea
fizicd masurata.

3. Se recomandi ca in prima coloanad (rind) sd se scrie valorile argu-
mentului (de exemplu timp, temperaturd, presiune ete.) iar coloana urmai-
toare functia (de exemplu, viteza, cildura specificd ete.).

Este necesar s se rezerve mai multe coloane pentru mérimi necesare in
.prelucrarea datelor experimentale.

b) Tabele cu valorile diferilelor mdrimi fizice. Aceste tabele sint foarte
des utilizate in practica de laborator. De exemplu, dacd trebuie calculat
volimul unui corp de o form#i neregulatd, putem mfsura masa corpului,
iar din tabele aflim densitatea materialului din care este confectionat corpu]
respectiv. De asemenea, adeseori, avem nevoie de cildura specificd, cdldura
latenti de topire, rezistivitate electrica, constantd dielectricA ete. Toate
valorile acestor mérimi fizice le gisim in diferite tabele. De exemplu, in tabe-
lul 2.8 se indicid proprietitile unor corpuri solide.

Tabelul 2.8

Proprietitile unor corpuri solide

Densitatea | Temperatura Galdura lf?telaijdtgaréc Coeficientul
Materialul kg/m® topire °G specifici ‘topi‘l'c de dilatatie
= 3 B J/kg grad J/kg liniara grad—*
Aluminiu 2 600 659 896 3,22-10s —2,3:107¢
Fier ) 7 900 1 530 500 2,72+108 1,2-10s
Cupru 8 600 1100 395 1,76-108% 1,6 108
Platinid 21 400 1770 117 1,13-108 0,89-10°¢

In acest tabel, mirimile fizice ca densitatea, temperatura de topire etc.
sint Tunctie de materialul din care este confectionat corpul respectiv.

4 — Prelucrarea datelor experimentale in fizied — cd. 219 49



De multe ori ne intereseazii, insi dependenta unei anume marimi fizi(j.g,
ce caracterizeazi un anume material, de conditiile exterioare ca temperatura,
presiune, umiditate ete. De exemplu, in tabelul 2.9 se indica dependenta
rezistivititii tungstenului de temperatura.

Tabelul 2.9

e 7 i tivitates Temperatura Rezistivilatea p
B gy ) T K i Q-me10—*

1 000 25,70 2 500 77,25

1 500 11,85 3000 96,20

2 000 59,10 3 500 115,70

¢) Tabele matematice. Tabelele matematice prezintd un instrument deo-
sebit de util in procesul de prelucrare a datelor experimentale sau in calculul
unor mirimi fizice. De exemplu, activitatea unei surse radioactive A de-
pinde de timp dupd formula

In2

o=

A =Age™ =Agpe T (2.62)

unde A, este activitatea sursei radioactive la momentul =0, A este constanta
de dezintegrare, iar T este timpul de Injumatatire.

Pentru calculul activititii A la un moment { = {, este necesar si sta-
bilim dintr-un tabel matematic valoarea e™:. De exemplu, tabelul 2.10
reprezinti functiile e gi e™ pentru unele valori ale argumentului .

Tabelul 2.10

1,00000 | 1,00000 1,00 | 2,71828 | 0,36788 2,00 7,38906 | 0,13534
g,?g 1,10517 | 0,90484 1,10 3,00417 | 0,33287 2,10 8,16617 | 0,12246
0:20 1,22140 | 0,81873 1,20 3,32012 | 0,30119 2,20 9,02501 | 0,11080
0,30 1,34986 | 0,74082 1,30 0,66930 | 0,27253 2,30 9,97418 | 0,10026
0,40 | 1,49182 | 0,67032 1,40 4,05520 | 0,24660 2,40 11,02318 | 0,09072
‘0,50 | 1,64872 | 0,60653 1,50 4,48169 | 0,22313 2,50 12,18249| 0,08208
0,60 | 1,82212 | 0,54881 1,60 4,48169 | 0,22313 2,60 13 46374 | 0,07427
0,70 | 2,01375 | 0,49659 1,70 5,47395 | 0,18268 2,70 14,87973 | 0,06721
0:80 2,225564 | 0,44933 1,80 6,04965 | 0,16530 2,80 16,4465 | 0,06081
0,90 | 2,45960 | 0,40657 1,90 6,68589 | 0,14957 2,90 18,17415 | 0,05502

Deoarece In 2 — 0,693147, iar e-#2=0,5, se obtine ci pentru { =T,
A = 0,5 A, ceea ce explici sensul timpului de injumatatire T.

Atit tabelele care contin valorile diferitelor mirimi fizice eit si _tabe}ele
matematice sint reprezentate de cele mai multe ori prin marimi aproximative.

Daci nu se indici erorile absolute respective ca in tabelul 1.9 se apreciazi
ci in cazul in care valoarea unei mirimi este indicatd printr-un numir cu m
cifre semnificative dintre care z sint zecimale, cifre dupa virgula zecimali,
atunci putem considera eroarea absolutd ca fiind 0,5-10-% sau pentru sigu-
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rantd este mai indicat si lndm 1.10-%2 Stabilim erorile valorilor din tabele,
putem efectua cu acestea operatii matematice dupd schemele indicate in
paragraful precedent. .

d) Tabele alcdtuite in scopul efecludrii unor calcule. Inainte de inceperea
efectuarii unui calenl, dupa o formuld datd, este necesar si se stabileasca
un program prin care se fixeazd ordinea in care este mai indical si se calcu-
leze diferifii termeni confinuli in formulid. De obicei este necesar sii se ela-
boreze un tabel de lucru care sd cuprindi anumite rezultate intermediare.
Tabelul de lueru se sta‘hileste pentru fiecare functie in parte, neexistind re-
guli generale in acest sens. De reguld insd tabelul de lueru este astfel alei-
tuit incit pe fiecare coloanil si se efectueze acecasi operalie, iar coloanele
trebuiese asticl ordonate incit rezultatul intermediar dintr-o coloand si fie
utilizat pentru ob{inerea rezultatelor de pe coloana urmitoare.

Considerdm un exemplu relativ simplu. Se cere si se calculeze puterea
in circuitul exterior al unei baterii cu tensiunea electromotoare E = 10V
si rezistenla interioari r = 1,650 Q in funclie de rezisten{a exterioari R
pentru 0,5 < R <€ 5,0 Q. Rezistenla extericarii R variazit cu o cantitate
constantd (cu un pas constanl) AR — 0,5 Q.

Modul in care se alciituieste tabelul de lucru depinde si de mijloacele
de calcul de care dispunem. Daci nu dispunem de mijloace deosebite de
calcul, adicd de magini electronice de calcul ete., este recomandabil sa pis-
trim cit mai multe rezultate intermediare pentru a putea mai ugor verifica
daci nu s-au comis unele erori de calcul.

Pentru puterea in circuitul extlerior al bateriei avem formula

i E*R
(R +1)*

Efectuéim caleulul dupd tabelul 2.11.

2

(2.63)

Tabelul 2.11

Calculul puterii in circuitul extierior

R 100 R R R + 1) PO R
©a (A » R+ 18
0,5 50 2,15 4,6225 10,817
1,0 100 2,65 7,0225 14,240
1,5 150 3,16 9,9225 15,117
2,0 200 3,66 13,2225 15,012
2,5 250 4,15 17,2225 14,516
3,0 300 4,65 21,6225 13,874
3,5 350 5,15 26,5225 13,196
4,0 400 5,65 31,9225 12,630
4,5 450 6,15 37,8225 11,898
5,0 500 6,65 44,2225 11,306

In general, in rezultatele intermediare se considerd o zecimald supli-
mentara fatd de numirul de zecimale din rezultatul final.
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5. INTERPOLAREA

Asa cum am vizut, in practica efectuirii unor caleule concrete intilnim
foarte des functii date sub formi de tabele. Ficcare tabel contine valorile
functiei pentru un numir finit de valori ale argumentului cuprins intr-un
interval finit [a, b]. Daci notim valorile argumentului, dinti-un tabel oare-
care prin %y, T, Tz ..., T, atunci valorile corespunzitoare ale functiei f(x) vor
fi f(x), f(x), f(x2), ..., f(x,) sau Yo, Yuo Yoo oo o Yo CUIM S¢ Mai noteaza valo-
rile functiei in punctele respective. Se intimplé ca in procesul efectudrii calcu-
lelor si fie necesard valoarea functiei intr-un punct cuprins intre valorile
argumentului din tabelul respectiv. Pentru calcularea suficicnt de rapidi si
cu o precizie corespunzitoare a valorii funetiei pentru o valoare a argumen-
tului cuprinsi intre x; $i T;,,, se efectueazi operafia numiti interpolare. In acest
sens interpolarea a fost numiti si, ,arta de a citi printre rindurile unui tabel”,

In ultimul timp interpolarea se intelege intr-un sens mai larg, ca o ope-
ratie inversii operatiei de tabelare. Adici prin tabelare o functie oarecare f(x)
se inlocuicste printr-un tabel, prin interpolare, in sensul larg al acestui cuvint,
ar insemna si gisim o functie F(z) care si satisfacd relatiile :

yo = (o) = F(x),
7, = (=) = F(zy)
y: = I(2:) = F(x),

" T f(’b,,) — F(:Uri>

Functia F(x) este functia de interpolare sau functia de aproximare a datelor:
din tabelul studiat.

Functia f(z) reprezinti dependenta y = i(x) pentru orice valoare a varia-
bilei independente x, iar functia F(z) coincide cu funcfia f(x) numai in pune-
teler g, miy Tiy uormssd il

De obicei functia F(z) se alege sub forma unui polinom de gradul m:

F(z) = aqp + @, + a:2* + ... 4 a,z™ (2.65)

In aceastd relatie nu se cunosc nici coeficientii @, a;, ... si nici gradul m al
polinomului care aproximeazi cel mai bine valorile din tabelul studiat, adicia
care satisface relatiile (2.64).

(2.64)

Vom incerca si obtinem unele formule de interpolare intr-o formé maj
simplA.

2.5.1. Cazul argumentelor en pas constant. Interpolarea se realizeaza
mai simplu dacd argumentul z variazd cu un pas constant h:

Ty — Xy =Ty — Ty =... =Ty — Ty =h (2.66)
In acest caz putem scrie

Tp = Ty + nh,

I BB

sau in general argumentul xz:

X = %y + nh,

sau in general argumentul z:
T =, + kh,
unde k —=0; 1, % 35 +is I

Pentru a stabili gradul polinomului (2.65) vom calcula diferentele functiei
f(x), de diferite ordine.

Prin diferenta de ordinul intii intelegem mirimile :

U — Yo = Alps
yo — Y1 = Ay
Uy — Yo = Ay,

Un—1 — Up-2 = -’3!]1:—2
Un — Yn—1 = Ayn-l-
Deci difercnte}e de -ordinul intii sint in numir de (n—1). Diferenfele de
ordinul doi sint ‘date de relatiile :
AzJo = Ay, — AUU =Y — 2Y1 + Yo
Ay, = Ay, — Ayy =95 — 202 + 1
(2.68)
.”Azyn—'z = Aly-1 = AYu—2 = Un — 2Un-y + Yn-2-

Numirul acestor d]ferenle este (n — 2). Caleulim mai departe diferentele

de ordinul trei

Ay = A%y — A%y =Y — 392 + 30 — o
Ay, = A%y, — Ay =g — 3y + 3 4+ 3y, — 1y
(2.69)

A T

A‘*!f-rif_s‘_%_Az yrjh:l_ AE?]:;—S = llg — 3.1]:'171 WL 3%:—2 — Un-3-

Diferentele de ordinul trei sint in numir de (n — 3). Dupé aceasti schema
pu’rem calcula d}[eren;e]e de ordin superior lui 3.

Se a]unge d‘SLf{’l la un tabel, cunoscut sub numele de tabelul diagonal
al diferentelor’ in:care fiecare diferenti se scrie intre numerele prin diferenta

tabelul 2.12.

carora a fost stabiliti, ca in




Tabelul 2.12

Tabelul diagonal al diferentelor

x y Ay Aty Aty 1 By ~ C A
Ty o
Ay,
Xy 5% A Ay, m
1 My - ;
x5 i Ay, Ay,
Ay, Ay, Asg,
Ty s Ay, Ay, :
Ay, Afy,
Ty i Ay,
Ay,
T5 Us

Daci se constald cd diferentele de ordin k oarecare sint constante, iar
. diferentele de ordin k + 1 sint zero, atunci putem afirma cii functia de inter-
polare F(x) (2.65) este de gradul m = k.

Deci calculind diferentele de ovdin succesiv pulem determina gradul poli-
nomului de interpolare.

Trebuie si subliniem ci deoarece, in tabele ce contin date obtinute
direct din experienli, valorile functiei sint aproximative, i valorile diferen-
telor de ordinul & vor [i tot aproximativ constante, iar diferentelor de or-
dinul k -|- 1 vor fi numai aproximaliv egale cu zero. S& considerim citeva
exemple.

Exemplul 1. Pentru maésurarea temperaturii se ulilizeazii loarte des
un termocuplu, care se realizeaza prin sudarea in punctele 0 si 1 a dou# con-
ductoare diferite (fig. 2.1). Porfiunea 0 —1 poate reprezenta un fir de con-
stantan, iar portiunea 0—A si 1—B, fire de cupru. In punctele A si B ter-
mocuplul se conecteazid prin conductori la bornele .unui galvanometru G
care misoard intensitatea curentului electric din circuit.

Punctul 0 se mentine la tempera-

tura de 0°C, iar punctul f se aflda la o

@ temperaturd f°C, oarecare. Inlensila-

lea curentului prin circuit depinde de

tensiunea termoelectricd intre puncte-

le A si B, iar aceasta din urmi este

functie de temperatura { la care se
afla sudura 1. -

A i In tabelul 2.13 se indici tensiunea

B termoelectrici intre punctele A si B
in functie de temperatura { la care se

alli sudura 1. Se considerd ci sudura

Hig, 2.4 0 se afli la 0°C.

Tabelul 2,13

60
2,467

G 0 20 40

80 100
Eun (mV) 0,000 0,787 1,610

3,357 4,277

Se cere sa se stabileascii gradul polinomului care aproximeazi dependenla
tensiunii termoelectrice de diferenta de temperaturi intre cele doud suduri.

Trebuie si realizim tabelul diagonal al diferentelor.

Tabelul 2.14

e I AL A A*E
0 0,000
0,787
20 0,787 0,036 -
0,823 —0,002
40 1,610 0,034
0,857 —0,001
60 2,467 0,033
0,890 - — 0,003
80 3,357 0,030
0,920
100 4,277

In acest caz, deoarece AE diferd numai prin a treia zecimali iar datele
din tabelul 2.13 sint obtinute direct din experientd, putem considera ca di-
ferentele de ordinul doi sint constante si deci dependenta tensiunii termo-
electrice de temperalurii exprimatd prin datele din tabelul 2.13 poate fi
aproximata printr-un polinom de gradul doi

E = ay + ayl + agl®. (2.70)

“Cind functia de interpolare este un polinom de gradul doi se spunc ci inter-

polarea este parabolica.
Exemplul 2. De mijlocul unci bare de otel, cu capelele fixale, se atirni
un corp cu masa M. Misurindu-se raza de curburd y (méasuratd in pm) in

punctul de la mijlocul barei, se oblin rezullatele din tabelul 2.15.

Tabelul 2.15

M (kg) 0,0 0,5 1,0 1,5 20 | 25 | 30 | 35 | 40
g (zm) 1642 1483 1300 1140 | 948 | 781 | 590 | 426 | 263

Sa se stabileascd gradul polinomului de interpolare pentru dependenta
razei de curburd y de masa M.

In tabelul 2.16 sint date diferentele de ordinul intii si doi.

(4]
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Tabelul 2.16

M (kg) 0,0 | 05 1,0 1,5 2,0 2,5 3,0 3.5 4,0
U (iem) 1642 | 1483 | 1300 | 1140 | 948 781 590 426 | 263
Ay —159 | —183 | —160 | —104 | —187 | =191 | —164 | —164

ART ol oy | =84 3597 24| 894

Din acest tabel se vede cii valorile A%y au semne variabile, iar suma lor
algebrici poate fi consideratii zero. Rezultd cii diferenlele de ordinul doi
pot fi considerate zero, iar diferentele de ordinul intii, constante. Fluctualiile

in diferentele de ordinul doi in jurul valorii zero si a diferen(elor de ordinul
intii in jurul unei valori constante se datoresc erorilor experimentale.
Putem deci considera ¢ funclia de interpolare este o dependenti liniard,
¥y =day + a; M. (2.71)
Daci funclia de interpolare este un polinom de gradul 1, interpolarea
se numeste liniard.
Exemplul 3. In tabelul 2.17 indicim direct valorile functiei y = a® si
diferentele corespunziitoare.

Tabelul 2.17

x y=x An Ay A3y Aty
Q 0
1
1 1 6
7 6
2 8 510 0
19 i)
3 27 18 (]
37 i}
4 G4 24 0
G1 G
9 125 30
91
6 216

Se vede ci in cazul datelor din tabelele matematice se oblin precis dife-
rente constante de un ordin oarecare si zero pentru diferentele de ordin su-
perier.

Dupa stabilirea gradului polinomului de interpolare mai ramine si cal-
culim ceeficientii a,, «;...a, din relatia (2.65). In acest scop se deduce for-
mula lui Newton, de interpolare.

Funclia de interpolare (2.65) se scrie sub forma :

F(x) = by + b(@ — @) + ba(® — g)(¥ — T) + by(x — 2)(T — )
(& — @) + byl — TWE — TY(@ — T)(E — A3) + oo+ bz —

L x)(@ — @) (& = Ty, (2.72)

Aceastit formuld reprezintd tot un polinom de gradul m, dar scrierea sub
aceastd form# prezintd unele avantaje. Deoarece funclia de interpolare tre-

buie si aibd valoarea y, in orice punct de argument z; din (2.64), oblinem :

a) & =%y F(xg) = = b 3.73)
b) x = x;, F(x;) = by -+ by(x, — 2) = y.. sau by + bt =y,

de unde

By = U — by O =l Allo (2.74)
h h h

) T = Xy F(xp) = by + by(x2 — x0) + bal@e — Te)(Tz — ) = Ve
nlocuind valorile pentru by si b, si linind seama ci

X, —xy —=2h; x, — x, = h,

obtinem
Po == Uy + —‘1%-211 -+ by2R°,
|
de unde
4 A? .
by = (s — 201 + Y20 =2 (2.75)
2h®

Analog obtinem si restul coeficientilor: -

By e BT 3y + 3y — 4o AW 2.76)
1.2.3.1? Jh®

Penlru coeficientul b, avem:

A?Iay

by, = ; (2.77)
nht
Obtinem astfel formula generald de interpolare a lui Newton:
. & Ay, v
g =) & F(z) = go + (@, — ) + — (8 — )& — %) +
h 2h*
A%y Ay,
P — ) — )l — ) F—— (2 — )X — ) (x— Zy)°
S T (@ — ) — 25)
Amy, haoesi| : 9
(- ay) . —W(I — 2)x — )X — TN T— Xg) . . (T— Tp-y). (2.78)
mh
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Exereitii 1. Si se calculeze raza de curburd y pentru M= 1,36 kq fo~
losind datele din tabelul 2.15.

Rezolvare. In acest caz se aplicii interpolarea liniara deoarece functia
de interpolare este un polinom de gradul intii. .

Valoarea M = 1,36 kg este cuprinsi intre valorile M, —=1 kg si M =
= 1,0 kg. Luéim deci My =1 kg =x,; M = 1,36 kg =2; h =0,5 kg.

y(1,36) =y, +

I = R
i 1 Bz 4y — 1300 4 1140 — 1300
1

0,5

(1,36 — 1) =1300 — 115,2 =1 184,8 pm.

2. S& se calculeze  tensiunea termoelectromotoare pentru temperatura
{ — 96,8°C folosind tabelul 2.14.

Rezolvare. Curba de interpolare fiind o parabold, se efectueazi o inter-
polare parabolici. Din (2.78) rezulti :

- E() — E(l AE
E() = E(ty) (L) () (o & _‘51(10) t — ) — 1),
2n?
unde h =20°C; t—=96,8°C; I, —80°C; AE(l) =0,920; E(t,) = 3,357;

[, = 100°C.

o - ) 5 " = 2w . .
Deoarece A’IZ nu este perfect constanti, datoritd unor erori experimen-
tale, este indicat s considerim o valoare aproximativi. In asemenea cazuri
se estimeazi diferenta de ordinul doi prin media aritmeticd a acestor valori ;

0,036 4 0,034 + 0,033 4 0,030
4

A'E =

~ 0,033.

Deci

E(96,8°C) = 3,357 + —— 0,033

0,92
920 96,8 —
20

80) +5-=16.8(—3.2) =

&

= 3,357 + 0,773 — 0,002 — 4,128 uV.

Vedem cii termenul care caracterizeazii abaterea de la interpolarea liniars
este foarte mic. Dacid aplicim o formuld mai simpld, adici o interpolare
liniard se comitea in valoarea lui F(/) o eroare relativi:
0,002
4,128

=4,8:-10"* = 4,8.10%9.

Am dezvoltat in acest paragral anumite aspecte legate de aplicarea metode-
lor de interpolare in cazul cind argumentul ia valori echidistante.

Din punct de vedere practic putem aplica direct formula (2.78) oprindu-ne
la termenul pe care-1 considerdm suficient de mic in raport cu valorile terme-
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nilor anteriori. in cele mai multe cazuri o interpolare liniard sau parabolica
ne conduce la rezultate suficient de precise.

Si luim de exemplu datele din tabelul 2.12. Vrem si stabilim valoarea
functiei pentru x = 4,7958. Considerim o interpolare liniari :

y(4,7958) = 64 - {.’1—1-0,7958 =112,5438.

Prin interpolarea parabolica :
7(4,7958) = 112,5438 3‘-% 0,7958( — 0,2042) == 112,5438 — 2,4375 =

— 110,1063. Interpolarea printr-un polinom de ordinul trei conduce la va-
loarea

y(4,7958) = 110,1063 + — g - (17958 — 4)(4,7958 — 5)

(4,7958 — 6) = 110,1063 4 0,1957 = 110,3020.

Valoarea corectii a functiei este 110,30195, deci prin interpolarea liniara in-
troducem o eroare relativi

12,5838 — 110,30195
5, 12,5838 — 11030195 _ (0 o

110,30195

iar prin interpolarea parabolici

110,1063 — 110,30195
110,30195

- — = 17710~ ~ — 0,29%,.

5.2. Cazul eind argumentele nu variazii eu pas eonstant. Dacid functia
y = f(x) este reprezentatd printr-un tabel in care sint date valorile argumen-
tului z;, precum si valorile functiei y; :

5 M Wi By s 005 By )
|
U:lor Yps Yo oo o5 Uno

dar argumentele nu iau valori echidistante, atunci se procedeazi ca in cazul
valorilor echidistante ale argumentului cu conditia ca in locul diferentelor de
diferite ordine si se ia asa-numitele diferente reduse, adicé dilerenfele cores-
punzitoare unei varialii a argumentului egald cu unitatea.

Se obisnuieste ca diferentele reduse si fie notate printr-o linie deasupra
diferentei respective. Astfel diferentele reduse de ordinul intii se seriu sub
forma :

Yn—Hu—y
’ Ayrl—l T ——
Ty — Iy X,

(2.79)

—Tn-1

59




Diferentele de ordinul doi sint :

R i
A, A=A g A—Ay g Au—Ap
Ty — Xy T3 — I, X — Xa

Aly, 5 = e (2.80)
Analog diferentele reduse de ordinul trei se scriu sub forma :

- A%y, — Ay, g, = Ay~ By
Ty — &y Ty — 2y
Hﬂ = ._—.lgjs i 52?]; .
J2 Ty — 2, H 3
— A%, — A%y, = Aty . RS
g edin— W, | g o8 les T BVes gy

Tia — Ty Ty — Tp-3

Dupi calcularea diferentelor reduse se realizeazii {abelul diagonal al dife~
rentelor (tabelul 2.7). Toate rationamentele ficule in cazul valorilor echi-
distante ale argumentului (tabelul 2.7) rimin valabile si in cazul tabelului
diagonal cu diferentele reduse.

In cazul argumentelor necchidistante functia de interpolare F(x) este
¥ = 1(x) & F(x) = o + (& — 2)Ags + (¥ — )@ — 2) A%, + (x — o)
(@ — B)(x — 2)A%, - ... (2 — T)(& — BT — ) .. (T — frrc—))mo-
(2.82)

Exemplu. In tabelul 2.18 se indicii dependenta temperaturii de fierbere
a apei in funclie de presiune.

Tabelul 2.18

p (mm col Hg) | 92,41 149,38 233,71 355,12 525,76 760,00 | 148914
1,6 50 GO 70 80 90 100 120

Se cere sd se calculeze temperatura de fierbere a apei la presiunea de

0,5 atm = 380 mm col. Hg.

Rezolvare : Calculam difereniele reduse formind tabelul diagonal al
diferentelor reduse (tabelul 2.19).
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Tabelul 1.29

P 4 At A A% Al A%
0 92,51 50
0,176
1 119,38 60 —40,37-107%
0,119 8,42-107
—17,99 10~ —1,35-10~°
2 233,71 70 2,68-10~7 1,54 101
0,082 | — 7,80:10-% —0,32-10-"
3 355,12 80 0,75-10~" 0,21-10-1¢
0,050 | — 3,05-10-¢ 40,40-10™°
4 525,76 90 0,2 -10-%
0,043 | — 1,66:10-%
5 760,00 100
0,027
6| 148914 120
]

Vedem ci in acest caz avem o functie foarte complicatd, care poate fi
interpolatd numai cu un polinom de grad superior m > 5. Pentru a caleula
temperatura de fierbere a apei la presiunea p = 0,5 atm ne fixdm eroarea
absoluti cu care dorim si determinim aceasti temperaturd. De exemplu,
dorim ca eroarea absolutid sd nu depaseascd 0,1°C.

Introducem in formula (2.82) unde
x = 380; xy, = 355,12 x, = 525,76 ; x = 760,00...5, = 80°C.
Deci pentru interpolarea liniard :
1(380) = 80 + 0,059(380 — 355,12) = 81,47°C.
Prin interpolarea parabolici :
£(380) = 81,47 -+ (380 — 355,12)(380 — 525,76)+(—3,95:107%) =
= 81,47 + 0,14 = 81,61°C.

Vedem ci termenul determinat de diferenta redusi de ordinul doi este foarte

aproape de eroarea impusa de noi.

Termenul de ordinul trei are valoarea:
(380 — 355,12)(380 — 525,76)(380 — 760,0)(—0,2-1077) =
= 24,88-(—145,76)(—380)(—0,2:10-7) = —0,0280°C.

Deci cu precizia de 0,1°C putem spune ci la presiunea p = 0,5 atm =
= 380 mm col Hg temperatura de fierbere a apei este 81,6°C. Dacé se impu-
nea ca precizia si fie de 0,01°C sau 0,001°C, atunci calculele deveneau mult
mai complicate deoarece trebuiau luati in considerare termeni de ordin su-
perior.
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2.6. EXTRAPOLAREA

Asa cum s-a specificat ‘'mai sus, fiecare tabel confine valorile functiei
pentru un numér finit de valori ale argumentului cuprins intr-un interval
finit [a, b]. De multe ori insi apare necesitatea cunoasterii unor valori ale
functiei pentru valori ale argumentului @ < « sau a > b.

Extinderea dependentei functionale stabilite pentru un interval resirins
de valori ale argumentului, in afara acestui domeniu, se numeste exirapolare.

De multe ori prin extrapolare obtinem date la care nu pulem avea acces
pe cale experimentala. Nu intotdeauna extrapolarea este indreptiilitd din
punct de vedere [izie. Efectuarea operatiei de extrapolare se bazeazd pe
ipoteza cit dependenta funciionald stabiliti pentru a cuprins in domeniul
[a, b] este valabili si in afara acestui domeniu. Deoarece aceasti ipotezii nu
este intoldeauna corectd, prin extrapolare noi putem spune numai care ar
fi valoarea functiei pentru z << « sau x > b, dacid dependenfa funclionald
stabilitd pe baza datelor dintr-un tabel oarecare rdmine valabild i in alara
domeniului respectiv.

Formulele obtinute pentru interpolare pot fi utilizate si in scopul extra-
polirii. In acest scop trebuie si scriem formulele de interpolare sub o forma
mai adecvati pentru a le putea aplica mai usor in operatia de extrapolare.
Considerim numai cazul unor argumente cu valorile echidistante. Formulele
obtinute pot [i usor transpuse in cazul argumentelor neechidistante.

Consideram formula (2.78) si cAutim si o scriem intr-o formid putin
schimbata :

(z—x) (x —x,) A’y
h h 2!

y=f(x):F(x)=yg+—“’—;iAyu+ i

(x—x) (T—=z) (®—2) Ay  (x—13) (¥ — )

F h h h 31 q h h
(x —m) (x—3) A’ (. —=x) (2—2) (x— )
h h T h h
E=ty) | E~Tea) 20, (2.83)
h h m|

Introducerm variabila z sub forma :

2Ty e undesE = z, 4 zh. (2.84)
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Celelalte rapoarte din formula (2.83) se pot scrie in felul urmitor:

t—2 T—%—h
k.~ I

.’U#Ig:x"nﬂ“—m‘t;z-Q
h n

T—% T x, — 3h .. (2.85)
h h

ot S e, S @ =D _ . + 1.
h h

Introducind in formula (2.84) oblinem :

2 2z — 1
F(x) = F(x, + zh) = 1o + W Ay + —(‘T)" Ayy +

5

i z(z — lggz — 2)- At 4 2(z — 1)(z ;I- 2)(z — 3) At g, +

B 0P a (z=m+ 1) sy (2.86)
m

Aceasti formuld este cunoscutdi si sub numele de prima formuld de inter-
polare a lui Newton sau formula lui Newton pentru interpolarea inainte.
Denumirea derivi din faptul ci valoarea x pentru care se calculeazi functia
F(z), se afla dupd valoarea z, din tabele. Ca si in exemplele anterioare va-
loarea x, nu este fixatd ci se alege astfel incit sa corespundi primei valori
x, din tabel aflati imediat in stinga valorii . Cu alte cuvinte daci valoarea ®
este cuprinsd intre valorile x; si x,, ale argumentului, din tabelul studiat,
atunci x; se ia ca x, pentru aplicarea formulei (2.86). Pentru interpolare z > 0
si cuprinde intre 0 si 1.

Daci valoarea lui z se ia negativi, formula (2.86) poate fi utilizatd pentru
a extrapola dependenta functionald la valori ale argumentului z mai mici
decit cele cuprinse in tabel.

Exemplu. In tabelul 2.20 se dau valorile functiei y ——-sin_x pentru
cuprins intre 15° si 55° cu pasul h = 5° S# se calculeze valorile functiel y

pentru z cuprins intre 10° si 15° cu pasul h' =1°
Calculim direct in tabelul 2.20 si diferentele corespunzitoare.
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Tabelul 2.20

il y=sin x Ay Aty Ay Aty

15 0,258819
0,083201

20 0,342020 —0,002603
0,080598 —0,000613

25 0,122618 —0,003216 0,000023
0,077382 —0,000590

30 0,500000 —0,0038006 0,000032
0,073576 —0,0005658

35 0,073576 —0,004364 0,000029
0,069212 —0,000529

40 0,642788 —0,004893 + 0,000040
0,064319 —0,000489

45 0,707107 —(,005382 0,000042
0,058937 —0,000447

50 0,766044 —0,0056829
0,053108

35 0,819152

Considerind diferentele de ordinul patru, practic constante, formula de
extrapolare in domeniul valorilor & < x, va fi:

- S e
By + o) = go + sAy, + 2Dy, 4 HZVEZD)

2 2.3

z2(z + 1)(z — 2)(z— 3) ,,
7 B Aty

Parametrul z trebuie si ia valorile —0,2; —0,4; —0,6 ; —0,8 si —1,0:
Pentru comoditatea calculului ne formim un tabel cu date interm=diare

Tabelul 2.21

cu ce precizie oblinem valoarea funciiei y = sin z pentru @ = 0, adici pentru
z = — 3 In acest caz avem

4 3-4:5
F(z, — 3h) — 0,258819 — 3-0,083201 — %.0,002603 4 22

.0,000613 4

7 &

“ - l’- . &
+ % .0,000023 — 0,258819 — 0,249603 —

=t

— 0,0151618 4- 0,000613 4- 0,000345 = 0,000073.

Vedem ci pentru o functie datd cu sase cifre exacte prin extrapolare la
o distantid egald cu 3h, rdmin numai patru cifre exacte.

Formula (2.86) de interpolare ,inainte“ permite extrapolarea ,inapoi®
prin schimbarea semnului parametrului z. Pentru a putea efectua extra-
polarea ,inainte“ adici pentru valori ale lui x >> x,, trebuie si deducem
o formula de interpolare ,inapoi®.

Pentru aceasta vom considera functia de interpolare
F@') = bo + bl,(:v — -Tn) ‘t_ bz(-T‘ = 1‘.,,)(1‘ = xﬂ'#]\) ‘{“ ba(:r - 33,1)(.’12 - Inal)'
(m— 2ye) + by — )2 — 2 (@ — Ty — Tyy) ..

A by — ) (g — Tpog) oo (B — Ty)- (2.87)
Ca in paragraful precedent avem : : _
daci x = x, ; F(x) = y, = b, de unde b, =y, ' (2.88)
pentrt T = x,-y 3 F(@) = Yuy = by + 0@y — Tu) = Un — bih
de unde
b, — n — Wi _ Ay (2.89)
' h h

Analog obfinem :

2(zi— 1) 2(z—1)(z—2) z(z—1)(z—2)(z—3) p=Jo+(3)+
x (=) zAl, 2 Aty P Ay, o1 Aol 3 (4) + (5) + (6
1) 2) (3 (4) (5) (6) ()]

14° | —0,2 | —0,0166402 | —0,0003124 -+0,0000539 —0,0000017 0,241922
13° | —0,4 | —0,0332804 | —0,0007288 0,0001373 0,0000044 0,224952
12° | —0,6 | —0,0499206 | —0,0012494 0,0002550 —0,0000086 0,207913
11* | —0,8 | —0,0665608 | —0,0018742 0,0004119 —0,0000147 0,190811
10° 0,8 0,0832010 | —0,0026030 0,0006130 0,0000230 0,173651

Aplicarea formulei
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(2.86) in scopul extrapolirii conduce la erori mult
mai mari decit in cazul cind aceastd formuld se utilizeaza pentru interpolarea
inainte. Pentru a vedea precizia acestei formule de extrapolare putem verifica

b — Yu — Yu—1+ Yn-n _ A%y, s (2.90)
: 2K 2h*
3 ‘
by sl (2.91)
3hy
. 15,
by — i (2.92)
4ht
Pentru un termen i oarecare :
by = At Yau-i EoE RR (2.93)
iht
5 — Prelucrarea datelor experimentale in fizieh — cd. 219 6h




Introducind relatiile (2.88)—(2.93) in formula (2.87) ob;inerﬁ;

Ay,_y , & — Ty A,y R T .

F(y) = ya + +
1 h 2 h y *
i Aa.f}n—a LTy X Ty X —Tp + Ay, 4 =
3 h h h 4 n
_m_hxngllm—mu—z_fﬂ_’xn—a KT Anyo L Pty X — Ty
h h n h h
X — Tpg T — &y
z — : g (2.94)

Am ajuns astfel la a doua formuld de interpolare a lui Newton sub formula
lui Newton de interpolare inapoi. Pentru a ajunge la aceeasi form# ca in
cazul formulei (2.86), introducem notatia :

e X

- =23 &=y - 2k _ (2.95)

Celelalte rapoarte din formula (2.94) se exprim# in functie de parametrul z
astfel : J

T — Ly g * — (xy — h)

h " h gt
=y Tl W,
x—x,:-‘t—-xn—("_l)h =z+4+n—1

h h

Cu aceste notatlii formula (2.94) devine :

F(z) = F(@y + o) = g + 28y + 2 Dpzy 4 A+ DE+D)

2 3
'AaynAa + Z(z s 1)(2 :— 2)(z = 3) A‘y‘ﬂﬂ| + ...+
He4+ Dz +2)... o
o JSAEH DICE )n L el (2.97)
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Pentru interpolarea ,inapoi* parametrul z ia valori negative, iar pentru

interpolarea ,inainte* parametrul z ia valori pozitive. '

De exemplu, pe baza datelor din tabelul 2.15 si calculdm valoarea fune-
tiei y = sinx pentru x = 60°. In acest caz z =1 si sin 60° — 0,819152 +
+ 0,053108 — 0,005823 — 0,000447 + 0,000042 = 0,8666026.

Valoarea adevirati cu 5 cifre exacte se considerd sin 60° — 0,86603.

Dupi regulile de rotunjire oblinem aceeasi valoare prin extrapolare,

Daci insd caleulim pe baza formulei (2.12), sin 90° atunci z =7 i in-
troducind in formula (2.97) avem:

F(x, + zh) = yu + 7 Ay, + 28 APyy_s + 84 Adyy-g -+ 210 Atgy-q =

— 0,819153 - 0,371756 — 0,163212 — 0,037548 - 0,00882 = 0,998969.

Eroarea relativi in rezultatul obtinut este 1,031.10~% adicii cu aproximativ
3 ordine de mirime mai mare decit eroarea relativi pentru datele din tabel.
EXERCITII $I PROBLEME

2.1. Eroarea absoluti care se comile la mésurarea cu ajuterul unui micrometru este
Ad = 0,01 mm. Electuindu-se trei misuriri, se obiin rezultatele

di= 4 mm
§ : . g d,= 5 mm
) ’ dy = 10 mm.

S4 se ealeuleze evorile relative procentuale si preciziile aceslor misurdri.

R 8 =3 001; 8p, = 5,-100% = 1%
d,
d s '
3, = A = %0 = 0,002 ; 8,.= 0,2%
dy 5
d 0,0
8,z£-= = 0,001 ; 8,5= 1%

d, 0
P,= 100; P,=500; Py= 1000.
Deci precizia este cu atit mai mare cu cit dimensiunea d misuralit este mai mare.
2.2, Valoarea experimentali a vitezei luminii in vid este-
¢ = (2,99796 + 0,00004) km/s
jar vileza sunetului in aer la 0°C esle
= (331,63 4+ 0,04) m/s.
Si se scrie erorile absolute ce afecteazd valorile acestor viteze si sd se slabileascd care
din aceste doudl valori este mai precis cunoscutd.
R. Ae= 4+ 4:10® em/s
Av = -+ 4 cm/s.
Erorile relative
§e = 1,33.107% dv = 1,21-107*.

Preciziile

v

— 75000; P,— —— = 8300.
. =5
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Tabelul P.2.1 Deci, desi croarea abséluti-Ac este mult_mai

mare decit ercarea absoluti Ap, viteza luminii

0°C P (kg m? in vid este de aproape 10 ori mai precis cunosculi
decit viteza sunetului. '
u(; 999,992 2.3. In tabelul P.2.4 se indicd densitatea
999,727 apei pentru trei valori ale lemperaturii
20 098,230 e

Sil se slabileascit precizia dalelor din aceasli
tabeld. :

R. Eroarea abscluti maximi esie :

Ap = 0,001 kg,m?

0,001
Bplg = ———— = 1,110
999,727
P= -—1—- =~ 10,
3p

Deci, din tabelul P.2.1, valorile densitatii apei sint cunoescule cu o precizie de ~ 106, Aceasla
Inseamni cit primele 5 cifre din numérul ce reprezinti densitatea p sinl cifre exacle.

2.4. Valoarea constantei gravitajionale Y sc ccnsideri

= 6,67-107" m?/kg-s=.
Misuriirile efectuale pentru obtinerca conslantei y sint afectate de diferiie crori relative.
Valoarea medie a erorilor refative ale diferitelor misuriri esie 3y = 8-107=.

Se pune problema daci in acesle condifii are sau nu sens sii se calculeze valoarea Y cu
mai mult de doudi zecimale.

Eroarea absoluta
Ay = v-8y = 6,670,008 = 0,05.

Acest rezultat ne indici faptul ci la nivelul actual de precizie a misuririlor pentru con-
stanta gravitationald 4 nu are sens si fic luate in considerare mai mult de doud zecimale, deoa-
rece deja a doua zecimald nu eslte exacti, Pentru ca si aibi sens indicarea valorii constanle

gravitafionale cu trei zecimale, trebuic ca precizia mésurdrilor s fie mirild de cel pulin 10

ori, :
2.5. Rezistenlele a doi rezistori sint :
Ry = (150 £ 2)Q.
R, = (350 -+ 3)Q.
5d se caleuleze erorile absoluie si relative in cazurile cind :
a) rezistorii sint conectafi in serie :
b) rezistorii sint conectafi in paralel.
R. a) Din formulele (2.20) si (2.21) rezults :
R,= R, 4+ R,= 500 Q
AR,= AR, + AR, =5 Q"
: N
S B B o
R, 500
h) R= L. 105682
I + R,
Din formula (2.42) eroarea absolutd in produsul R R, = 52 500 este :
A(R,R) = RAR;+ RAR, = 350-2 + 15D-3 — 1 150.
68

f_ . ' -

Eroarea relalivi :
A(R,R;) - 1150
R,R, 52500
Pe baza formulei (2.48)

SR, = S(R\R,) + 3R, = 0,0319
AR, = R,-3R, = 105-0,0319 = 3,35 Q.

S(R,Ry) = = 0,0219.

2.6. Se misoari densitatea mercurului cu ajutorul unui
sistem de doud vase comunicante (fig. P.2.1). In ramura 1 ,é
a vasului se afli apd, iar in ramura 2 mercur. Indl{imea h,
a coloanei de apa si indlfimea h, a coloanei de mercur se
determind cu o eroare absoluli Ah= 1 mm. In urma efec-
tuditii mésurdvii se oblin valorile :

Tl By

Fig. P. 2.1.

hy, = 68 mm, h, = 5 mm.

S se calculeze eroaren absolutd Ap, si eroarea relativii 8p, ce afecleazdl valoarea den-
sitdtii mercurului, obtinutd in urma acestei misurdiri. Se considerd cii densilatea apei este
p1= 1000 kg/m?3, alectalii de crori neglijabile.

R. Din condilia .

pagly = paght
aflam :
pe =" o — %8 1000 = 13600 kgt
h, b

Din formula (2.50) aflim:

A [h_] e (ﬂ] (-ﬁ’l & ﬂ) — 13,6(0,2 + 0,0015) = 2,9

h, hy )\ hy h,
Iy
§[—=]= 0,215
I,
h,
Koy o (_h_] = 2900 ke/mb.
2

3p, = 0,215.
Deci rezultatul acestei misuriri trebuie scris sub forma :
pa= (13 600 4 2 900) kg'm?.
Eroarea absoluti mare, a acestui rezultat, se datoreazi faplului ci indlfimea h, este de-

terminatid cu o eroare procentuali relativd foarte mare —20%.
2.7. Coeficientul de dilatatie liniar se determind prin formula :

-1,
& =—"-"
Lo(t — 1)
unde I, este lungimea barei la temperatura {,, iar [ este lungimea barei la temperatura .

S4 se caleuleze croarca absoluld si eroarca relativd care sfecteazd rezullatul obfinut
pentru coeficientul «, daci lungimile I si I, sc determindi cu aceeasi ercare absolutd Al, iar tem-
peraturile f, si { cu aceeasi eroare absolutd At.

R. Din formula 3.21 avem :

Al — 1) = AL+ Al=2Al
Al — tp)= Al + At = 2AL,
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iar din formula (2.50).

A(l_l,]:l_i,[m_:u) " A(r—-r.,)]_ :I_J,[—.‘am{_ 200 Y
<] t=pl B, fie= 4, T

Deci

Aa:iA[l_l"): -1, ( 2Al & 2AL ).
I bty Lt = &) [, t— 1,

si croarea relativa
2Al 2At

8o = .
T=E © Pt

2.8. Viteza unui clectron accelerat la o diferent# de potenlial U este dati de formula

V:ZEU
V= —_—
m

Sd se calculeze eroarea absclutdl si eroarea relativil la valearea vitezei v obtinute, dacd
U = 500 V iar eroarea absoluti cu care se determini aceastii diferenti de potential este
AU=2 V. '

2-1,602- 10713+ 500 2+ 1,602 500
R 0= = 10% || —————— 1,3261-107 m/s.

9,11-10-% 9,11
Notim :
_ 2eU
m
2eAU 2-1,602-1010
B T s 07 2 —0,7-10,
m 9,11-1073+
Din formula (2.58) avem :
1 1 1 1
Av= ——— Ar= — ————0),7-10'* = 0,26-3-10% = 2,631 m/s
2 Vzx 2 1,33-107
Av = 0,0026-107 m/s.
Deci viteza calculatd trebuie scrisi sub forma :
v = (1,3261 + 0,0026)-107 m/s
A
sv=22 _ 1,96.10 x 2-10-
11
sau
30 = 0,2%.

2.9. Se misoard densitatea mai multor lichide cu ajutorul sistemului de doud vase co-
municante (fig. P.2.1). Se cere s4 se indice capul de tabel ce trebuic pregitit inainte de ince-
perea misuririlor.

R.

Lichidul hy I hy/hy Pr= = P
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2.10. S se indice capul de tabel care trebuie pregitit pentru efectuarea unei experiente
In care se urmireste si se arate e produsul dintre presiunea P si volumul V ale unui gaz depinde
liniar de temperatura absolutd 7.

R.

Nr. determindrii 1°C T(K) ' o A4 PV

| |

211, Misurarca cildurii specifice 2 unui corp solid se poate efectua introducind corpul
solid de masi m, aflat la temperatura ¢,, Intr-un calorimetru in care se afli apa cu masa M
la temperatura {,, Daci temperatura de echilibru este {, atunci cildura specifici ¢ a meta-
lului este:

M —1t)

= ———
m(t, — 1)

Se cere :

a) Si se indice forma tabelului de calcul necesar.
b) Si se caleuleze cildura specifici a aluminiului si, respectiv, eroarea absolutd Ae si
eroarea relativii 82, dacd in urma misuririlor au fost obfinute rezultatele :

M= (250 -+ 0,2) g
m = (62,31 + 0,02) g
t, = (13,52 4 0,01)°C
t, = (99,32 + 1,04)°C
t = (17,79 4+ 0,01)°C.
C#ldura specifici a apel se considerd ¢, = 4 190 J/kg-grad.
c) Care este eroarca determinantd in aceastdi misurare ?

R:
a)

M m ty 51 i t—1, t,—1 M(t —to) m(t, —1t) c

b) C = 880,32 J/kg-grad.
M(t —t,) {AM+ Am + At — 1) + A(.l’l-ét))=l
m{t, —t) \ M m t— i, i, —1
= 880,32[0,0008 + 0,0003 + 0,00047 + 0,0006] = 0,0064-880,32 = 5,63 J/kg-grad.

Ae =

Deci,
¢ = (880,32 + 5,63) J/kg-grad
8§, = 0,0064 = 0,64%.

¢) Eroarea determinanti este eroarea ce afecteazdi diferenta ! — f,. Aceasta se datoreaz
faptului cii valoarea absolutd a diferenfei ! — f; = 4,27°C este micd si deci eroarea relativil
0,47% mare.
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‘2.12. In tabelul P.2.2 este datd dependenta rezistivilifii sodiului (Na) de temperaturi.

Tabelul P.2,2

' -
rc i 0 20 40 ‘ 60 l 80 |
p-107% Q-m 4,477 4,897 5,314 ’ 5,780 ‘ 6,279 l
|
Se cere rezistivitatea p :
a) pentru 25°C;
b) pentru — 10°C :
¢) pentru 90°C. .
R. Efectudm tabelul diferentelor :
t°c p+10°Qem Ap A% A%
0 4,477
0,402
20 4,879 0,033
: —0,002
0,435
40 5,314 0,031
0,466 40,002
0,033
60 5,780 0,499
80 6,279

Vedem cd dependenta rezistivitidtil p de temperaturs, pentru Na, poate fi serisd sub forma
p(t) = a o bi + ctn. :
Deci electudim o interpolare parabolici :
p(25°C) = 4,879 + L + s
20 2202
0(25°C) = 4,985:10~* Q-m.
b) Din formula (2.86) :

-5(—15) = 4,879 + 0,109 — 0,003

o( —10°C) = 4,477 — 0,5-0,402 + - -0,033.
8

Deci :
p(—10°C) = 4,288:10~% Q-m.’
Pe baza formulei (2.94), avem :

0,033

©

p(90°C) = 6,279 + 0,5-0,499 -+

0,6+(1,5)

sau -

p(90°) = 6,739.10~% Q.m.
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Trebuie avut grijd, in cazul extrapolirii, dacd proprietdiile materialylui rdmin neschim-
bate. De exemplu, pentru Na, temperatura de topire este 97,83°C. Deci este Téri sens si se faci
extrapolarea pentru f = 160°C.

.2.13 In tabelul P.2.3 se indici valorile pentru densilatea apei pentru unele valori ale
temperaturii 1.

Tabelul P.2.3

G ’ 10 21 22 23 24 25
kg
p( : ) 998,230 | 998,019 997,797 997,565 097,323 997,071
ni
|
Sd se caleuleze densitatea apei pentru temperatura { = 22,7°C.
R. Trebuie sii vedem care este gradul polinomului de interpolare.
r°c P Ap A
20 998,230
—0,211
21 998,019 —0,011
—0,222
22 997,797 —0,010
—0,232
23 997,665 —0,010
—0,242
24 997,323 —0,010
—0,252
25 997,071

Deci, in acest domeniu, densitatea apei depinde de temperaturd sub forma unui polinom
de gradul doi si deci

0,7- 0,3
p(22,7°C) = 997,797 —0,7-0,2394 T 0,01,
De unde,
p(22,7°C) = 997,636 kg/m®.

2.14. In scopul ctalonirii unui dinamometru se determindi greutiitile mg astfel incii
indicatiile N pe scara gradald si fie 0,5, 10, 15, 20... Rezultatele unei astfel de etalonirt
sint indicate in labelul P.2.4,

Tabelul P.2.4

N \ 0 5 10 15 20 25 30 35 40

4,87 10,52 | 17,24 | 25,34 35,16 46,97 61,09 77,85

m (kg) ‘ 0

Si se stabileascdl gradul polinomului care indici dependenfa masei corpului de numi-
rul N al divizivnilor de pe scara dinamometrului.
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R. Pentru stabilirea gradului polinomului trebuie sa aledtuim tabelul diferentelor.

N m Afm) A*m A*m A'm |
0 0 '
4,87 3
5 4,87 0,78 {
5,65 0,29
10 10,52 1,07 0,02 1
6,72 0,31
15 17,24 1,38 0,03 '
8,10 0,34
20 25,34 i 1,72 —0,05 REPREZENTAREA DATELOR
8 0,29
25 35.16 1,99 0,08 L _ PRIN GRAFICE
- 11,81 0,32
30 46,97 2,31 0,01 \
14,12 0,33
35 61,09 2,64
16,76
40 77,85

Vedem cit diferentele de ordinul tref sint praclic constante. Oscilatiile aceslor valori se da-
toreazil erorilor experimentale. Deei dependenta greutiifii mg de numirul divizivnilor de pe
scara dinamometrului este sub forma unui polinom de gradul trei.

: mg = a + DN + eN* + dN*.

In fizica experimentali se utilizeazii foarte des reprezentarea prin grafice
a datelor obtinute in urma efectudrii unor misuriri. Dacd, de exemplu,
se misoari valorile mirimii y pentru diferite valori ale mérimii z, se obtin
perechile de valori

Ty B &z TaeiLy (3.1)

Yo Y1 Y2 Ya-- - Un:

Pentru reprezentarea grafici a datelor (3.1) se utilizeazdi, cu foarte
putine exceptii, sistemul obignuit de coordonate rectangulare. Pe o axi ori-
zontali numitd axa absciselor se reprezint, la o scarii aleasi, valorile z,
Ty, Tz .. .» Ty, 12T pe 0 alld axd, numitd axa ordonatelor se reprezinta valorile
functiei y = y(x), adicit go, Y1, Yo - - - Yo (fig. 3.1).

Intersectia perpendicuiarelor pe axa absciselor in punctele zy, 2y, oy ...
cu perpendicularele pe axa ordonatelor in punctele Yo, Yi, Yo ... S€ rvepre-
zinld prin punctele pe graficul respectiv.

Putem desigur reprezenta mirimea x pe axa ordonatelor si marimea y ‘
pe axa absciselor. Se indici insd ca intotdeauna pe axa absciselor sa se re- |
prezinte mirimea independentid adicd miérimea ale cirei valori sint alese

. de experimentator, jar pe axa ordonatelor si se reprezinte marimea mi-
surati. Se mai spune cii pe axa orizontala trebuie reprezentatd cauza, iar pe

' axa verticald efectul.
De exemplu, dacid misuriim intensitatea curentului anodic pentru o
triodd I,, in functie de tensiune pe grila U, in cazul in care tensiunea ano-
dici U, se mentine constanti, vom reprezenta tensiunea pe grila U, pe axa
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Fig. 3.1.

absciselor si intensitatea curentului I, pe axa ordonatelor. Aceasta deoarece
valorile U, pentru care se efectueazi misuririle se pot alege arbitrar, dar
intensitatea curentului anodic depinde functional de tensiunea de grili.

Deci, prin reprezentarea graficd a datelor experimentale, fieciirei perechi
de valori (x4 y,) i corespunde un punct pe graficul respectiv. Aceste perechi
de valori sint insd reprezentate intr-un tabel in care au fost trecute in pro-
cesul de efectuare a misurarilor. Se poate pune intrebarea de ce este nece-
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Sard reprezentarea graficd dacd dispunem de tabele corespunzitoare pentru
perechile x;, y; pentru datele experimentale respective. Desigur cd repre-
zentarea datelor prin tabele este o ctapa absolut necesard, deoarece daci
nu dispunem de tabele nu putem trece la reprezentarea grafici. Reprezen-
tarea datelor prin grafice reprezintd o etapa, in procesul de prelucrare a date-
lor care succede reprezentarea prin tabele si prezintd unele avantaje fata
de aceasta.

3.1, UNELE AVANTAJE ALE RE?REZENTARII DATELOR
PRIN GRAFICE

Vom incerca sd scoatem in evidentad unele aspecte mai importante care
indici avantajele reprezentirii datelor prin grafice. Desigur, ¢i asa cum am
mai- subliniat, nu se poate vorbi de avantajele reprezentirii datelor prin
grafice fatd de reprezentarea acestor date prin tabele, deoarece intotdeauna
reprezentarea graficd se face pe baza unui tabel. Deci nu putem pune pro-
blema alegerii intre reprezentarea datelor prin tabele sau prin grafice. Se
pune insi problema avantajelor pe care le obtinem daci, pe linga reprezen-
tarea datelor prin tabele utilizim si reprezentarea acestor dale prin gralice,

Sa ilustram unele dintre aceste avantaje :

a) Reprezentarea datelor prin grafice permite stabilirea unor caracte-
ristici ale dependeniei mirimii y de mirimea x, care nu pot [i delerminate
daci ne. limitim numai la reprezentarea primei tabele. Astfel, putem stabili
cu-aproximatie punctele de intersectie ale curbei experimentale cu axa ab-
sciselor sau axa ordonatelor, maximale si minimale, punctele de inflexiune,
panta curbei experimentale, caracteristicile de periodicitate in girul de date
experimentale. Aceste caracteristici se pot trece cu vederea in examinarca
tabelelor sau se pot pune in evidentd numai dupi o examinare foarte atenta.

Sa considerdm urmétorul exemplu. Prin iradierea unui metal cu unde
clectromagnetice de diferite frecvente v, se emit electroni a cidror energie
maximi E,,, depinde de frecvenfa v. Aceastd proprielate este cunoscula
sub numele de efect fotoelectric.

i fiélu"{ 3.2 se indic dependenta energiei maxime a foloelectronilor
emisi in urma iradierii suprafetei molibdenului cu unde electromagnetice de
diferite frecvente DESIUUI, cd datele obtinute in procesul de masurare sint
trecute intr-un tabel. Reprezentarea graficd a acestor dale ne permite si
tragem unele concluzii suplimentare :

&ependentq enelglu mamme Bl de frecventid v a undelor electro-
magnetme este liniard ; 5
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Fig. ‘3.3,

Fig. 3.2.

— dreapta intersecteazit axa absciselor in punctlul in care frecvenfa v
are valoarea v, = 10.5.101* Hz. Pentru aceasti frecventi energia electronilor
este zero, deci efectul fotoelectric poale avea loc numai dacé frecventa v a
undelor electromagnetice este mai mare decit frecventa de prag vg:

— putem caleula panta dreptei in figura 3.2.

BC
AB’

tgo =

(3.2)

Segmentul AB = 100 mm, dar 1 mm reprezintd 0,1-10"* Hz, deci AB = |
=10:10" Hz, _

Pe axa ordonatelor segmentul BC = 133 mm, jar 1 mm reprezinti
(1/20):10-1 J, deci BC = 6,65:10-"° J si

6,65-10-19 J
g m s Ll G510 T8, 3.3)
& = 010 1/s &2
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Studiul experimental al efectului fotoelectric aratd cid panta dreptei nu de-
pinde de natura metalului, deci reprezintd o constanti universald cunoscuti
sub denumirea de constanta lui Planck (h). Vedem deci cite informatii utile

putem obtine din reprezentarea grafici a datelor experimentale.

b) Reprezentarea datelor prin grafice permite efectuarea rapidi a inter-
polirii. Desi prin interpolarea grafici ob{inem valori mult mai putin precise
decit prin aplicarea formulelor lui Newton, aceasti metoda prezintd avantaje
datoritd simplitatii sale.

De exemplu, in ligura 3.3 este reprezentati dependenta temperaturii de
fierbere a apei [unctie de presiune, dupé tabelul 2.18. Unind punctele experi-
mentale, obtinem curba experimentald. Dorim si aflim temperatura de fier-
bere a apei la presiunea p = 0,5 atm = 380 mm col Hg. Ducem din acest
punct o perpendiculari pe axa abscisei, iar din punctul de interseclie al
acestei perpendiculare cu curba experimentali ducem o perpendiculard pe
axa ordonatelor. Obtinem temperatura { = 81,5°C. Utilizind interpolarea
parabolicd am obtinut { = 81,6°C. Vedem ci, dacad prin punctele experimen-
tale Lrece o curbi suficient de netedi interpolarea graficd furnizeazi rezultate
destul de precise. Precizia acestei metode este determinati in mare masuri de

alegerea scirii pentru reprezentarea datelor pe abscisi, respectiv pe ordonala.

¢) Poate cid unul din cele mai importante avantaje furnizate de repre-
zenlarea datelor prin grafice il constituie faptul ci aceastii reprezentare ne
permile ca ,dintr-o singurd privire“ si avem o imagine intuitivi asupra
dependentei functionale a marimii y de marimea x. Astfel, din reprezentarea
graficii a datelor din tabelul 2.11 (fig. 3.4), vedem imediat cd puterea disipata
in circuitul exterior este maximi pentru o valoare anumitd a rezistentei
exterioare R,, ci aceasti putere scade destul de repede daci valorile rezis-
tenlei R se indepirteazid de R, De asemenea, vedem ca sciiderea puterii di-
sipatii in rvezistenta exterioari nu este simetrici fatd de valoarea R = R,,
ci sciderea este mai rapidd pentru R < R, si mai lentd pentru R > R,.

IFira indoiald ca astfel de reprezentari intuitive erau mult mai greu

de ohtiﬁ'ut daci ne limitim numai la reprezentarea datelor prin tabele.

d) Reprezentarea datelor prin grafice ne permile si ne dim mai bine
seama dacd datele obfinute experimental conduc sau nu la o dependenta
teorcticd cunoscutd. Pulem avea domenii ale valorilor argumentului in care
datele experimentale se abal substantial de la o dependen{d teoretici con-
sideratd, iar in alte domenii datele experimentale sint in concordanti cu
formula respectivi.
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Fig. 3.4.

D3 exemplu, studin! curderii laminare a lichidului printr-un tub (fig. 3.5) ne conduce
la concluzia ei viteza v de curgere a fluidului depinde de ciderea de presiune pe unitatea de
lungime, de raza r, a tubului, de distanta r la axa tubului si de coeficientul de viscozilate 7

V= MM_ o). (3.4)
: 4wl
R , ¢
[ i -
“L. L
Vmax
et l Lo
Flig#3:5.
6 — Prelucrarea datelor experimentale in fizled — cd. 219 81




Viteza maximi pentru r = 0 este

iar vileza medic este
P, —- P,
T _—S'ICI_.“‘ : (3.6}
Conform acestor formule, viteza de curgere a lichidului printr-un tub este proporfionali cu
factorul
P, — P, AP
Pt — 3.7
7 7 (3.7)
Coeficientul de viscozitate m caracterizeazdl forfa de frecare, ce apare prin deplasarea
relativii a doudi straturi de lichid sau de gaz. For{a de frecare este proporfionald cu variatia
vitezei pe unitatea de lungime a razei tubului, iar factorul de proporfionalitate este coclicientul
de viscozitate 7.
= AV
] ‘t] Ar
in SI, coeficientul de viscozitale 7 se misoard in kg (m-s).
in tabelul 3.1 se indicid rezultatele experimentale obfinute de Reynolds privind depen-
denta vitezei medii de curgere a fluidului printr-un tub, de ciderca de presiune pe unilatea
de lungime :
Tabelul 3.1

AP/ (N/m?) Vm (mm/s) AP/l (N/m?) vy (mm/s)

7,8 35 78,3 245
15,6 65 86,0 258
23,4 78 87,6 258
31,3 126 93,9 271
39,0 142 101,6 277
46,9 171 109,6 284
54,7 194 118,0 200
62,6 296

Datele din tabelul 3.1 sint reprezentate grafic in figura 3.6. Vedem cii peniru valori mari
ale ciiderii de presiune pe unitatea de lungime nu se mai respecti dependenia liniard din for-
mula 3.6.

Aceste observatii l-eu condus pe Reynolds Ja descoperirea ci formula 3.6 este valabild,
numai daci o anume mirime, care azi este cunoscutdd sub numele de numirul Jui Reynolds
este mai micd de 2 300
= 2ropy

7

(3.8)

[ '

unde p este densitatea fluidului,
Vedem cii reprezentarea gralicd si observarea unor neconcordanfe cu formule cunoscule

pot conduce la descoperirea unor noi fenomene.

e¢) Un alt avantaj al reprezentirii datelor prin grafice il constituie si
faptul ci din graficul dependentei mérimii y de mérimea z, putem sid ne dim
seama, cu o anume aproximatie, care ar fi formula empiricd cea mai
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=iﬂ;§§§g’gﬁi' - A"": H:. indicald prin care am putea
iii;‘,@,[il’
mu,;?l

aproxima curba experimentali
obtlinuti.

- De - exemplu;, ~ ‘reprezentind
grafic: datele. din tabelul 2.13
(tig. 3.7) putem considera ca ten-
siunea electromotoare I, de-
pinde aproximativ liniar de dife-
renta de- temperaturd °C, iar
daci dorim rezultate mai precise
putem considera un polinom de
gradul doi.

Din figura 3.8, care repre-
zintd datele din tabelul 2.6, ve-
dem c# distanta s depinde para-
bolic de timpul £ i

Se pot desigur enumera si alte avantaje ale reprezentirii datelor
prin grafice. Consideram insi ci avantajele indicate, sint suficiente pen-
tru a ne da seama de rolul graficelor in fizica si in stiinti, in general.

3.2. GRAFICE CALITATIVE Si CANTITATIVE

In paragraful precedent am aritat ci prin grafice se reprezintd da-
tele continute intr-un tabel care reprezinti rezultatele unor misurari
sau ale unor calcule. Astfel
de grafice sint grafice
cantitative deoarece pe
axele de coordonate se re-
prezintd valorile mérimilor
x si y. Exista insd posibili-
tatea reprezentarii grafice a
dépendentei mirimii y de
mirimea x firi a dispune
de tabele cu datele numerice
privind valorile méarimilor y
gi x. Asemenea grafice se
numesc grafice calitative de-
oarece ele indicd numai din
punct de vedere calitativ
dependenta mérimii y de
mirimea .

Graficele calitative pre-
zintd o deosebiti impor-
Fig. 3.8. tantd in descrierea unor

84

procese sau fenomene fizice. Ele se jo
folosese foarte des in manuale pentrn
a ilustra intr-un mod cit mai intuitiv
posibil unele proecese sau fenomene

fizice. /"
S& dam citeva exemple de grafice

calitative.

In figura 3.9, se reprezinti cali-
tativ dependenfa intre alungirea rela-
tivi e si efortul unitar . Din acest
grafic se vede ¢l existi un domeniu
in care dependenla intre o si ¢ este
liniard, domeniu care corespunde legii
lui Hooke. Pentru un efort unitar
mai mare decit o valoare specifici,
pentru fiecare, malerial dependenta
liniard nu mai esle respectata.

Graficul din figura 3.10 indici cali-
tativ pentru procese fizice in planul p,V. &4t
Privind acest grafic, riminem cu o re- o
prezentare intuitiva a acestor procese;
de exemplu, trebuie amintit ci adiabata este mai inclinati decit izoterma.

In figura 3.11 este indicata dependenfa de timp a temperaturii unui
corp solid. Din acest grafic rezultii ¢ pe portiunea 1 —2 temperatura 0 creste
cu timpul, iar din momentul cind se atinge temperatura de topire O, tempe-
ratura rimine constanta pina cind intreaga masi a corpului solid se trans-
formé in lichid ; apoi temperatura creste din nou cu timpul.

Graficul calitativ din figura 3.12 indici dependenta rezistentei R de
temperaturd, pentru metale si pentru semiconductori. Se vede cii in timp
ce pentru metale rezistenia R creste practic liniar cu temperatura, in cazul
semiconductorilor rezistenta scade o dati cu cresterea temperaturii.

In figura 3.13 se arata calitativ modul de variatie a masei unei particule,
in functie de vitezi. Se vede, cii pe misuri ce viteza v a particulei se apropie
de viteza luminii in vid ¢, masa corpului tinde spre infinit.

Din exemplele enumerate rezulti ci graficul calitativ furnizeazi o reprezen-
tare clard, intuitivi privind modul de dependenti intre diferite mirimi fizice.

Fig. 3.9.

3.3. UNELE INDICATH PRIVIND PREZENTAREA DATELOR
FRIN GRAFICE

Pentru ca reprezentarea grafici a datelor experimentale si fie cit mai
clarii se recomandi si se tinit seami de unele indiecatii.

a) In primul rind trebuie aleasi corespunzitor hirtia ce urmeaza a fi
utilizatd pentru reprezentarea grafici. De cele mai multe ori se foloseste
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hirtie milimetricii obisnuitd, cu sciri liniare pe ambele axe. Dacé insid argu-
mentul sau functia contin valori care diferi foarte mult intre ele, atunci,
reprezentarea pe hirtie milimetrici obisnuiti este practic imposibila. De
exemplu, daca functia y confine valori de la 0,1 la 1000, aceste valori nu pot
fi reprezentate pe hirtie milimetrici deoarece dacit se atribuie valorii 0,1 un
milimetru pe grafic, ar trebui ca axa ordonatei si fie de cel putin 10 m. In
aceste cazuri se utilizeazd hirtie semilogaritmicd pe care una din axe este
divizatd la scard logaritmica.

b) O altd problem#d importanti pentru asigurarea unei reprezentari
grafice ¢it mai intuitive este alegerea sciirii corespunzitoare atit pe axa
absciselor cit si pe axa ordonatelor.

De exemplu, trebuie sii reprezentiim grafic datele din tabelul 3.2.

Tabelul 3.2

10

7,0 7,5 8,0 8,5 9,0 ‘ 9,5

Iy 38 49

58 73 86 101 116 i 132 } 150

in figura 3.14, a, datele din tabelul 3.2 sint reprezentate grafic consi-
derind axa z de la zero. Prin aceasta se ingreuneazi oblinerea de informali
intuitive privind forma dependentei y de x. Se recomanda ca atunci cind

h”h ﬁﬁiﬂ}? il
i

i‘?}i'li ﬂ'"l“ Fj:-ié = i i . ig;dm;ﬁ; I
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valorile variabilei 2 incep de la un numir oarecare, acest numir si fie re-
prezentat cit mai aproape de originea axei respective. Graficul 3.14, b este
mult mai clar decit cel din figura 3.14, a. i

Scax.‘a pe axele de coordonate trebuie aleasit cit mai simplu posibil. Este
foc:lrf;e bine dacd 1 cm de pe grafic corespunde unei unititi oarecare pentru
marimea misuratid. Prin unitate intelegem 0,1; 1; 10; 1(}'0 ete. Este destul
de comod si cind 1 cm corespunde la 2 sau 5 unititi.

: ¢) Indicatiile pe axele z si y trebuie si fie cit mai simple adici cu cit
mai ‘leltine cifre. De regula indicatiile pe axe nu trebuie si contini numere
cu mai mult de doud cifre : 0,1; 0,2; 0,3;...; 1,0; 2,0 3,0 ;... k0. 20
30 i Dacd numerele sint mai mari trebuie indicat un factor 1;1 sfi:‘qitui
axei aldturi de unitéfile de misurd, ca'in figura 3.3 pe axa 2. ;

d) Pe fiecare axi trebuie si se indice denumirea sau simholui marimii
reprezentate pe axa respectivid i in mod obligatoriu, unititile de misurd.

ve)‘Dacé punctele experimentale, datoriti erorilor de mésuraré nu se
agaza pe. o curbd netedd este recomandabil si s¢ traseze o curbd printre
puncte ca in figura 3.15, b, si nu prin punclele experimentale ca iﬁ fi-
gura 3.15, a. Prin aceasta se obline o mediere a erorilor de misurare.

f) 111 cazul in care se pot aprecia erorile absolute comise prin efectuarea
unor misurari, reprezentarea grafici trebuie sii indice erorile respective.
Acest luecru este necesar, in special daci erorile absolute sint diferite pentru
dife.'rite valori ale functiei y, adicd atunei cind valorile functiei y au fost
obt{nlltc prin masuriri de precizii diferite. Erorile absolute se il'ldl-CEl pe graflic
ca in fi.gura 3.16. Din fiecare punct experimental se duce o linie verticali
de l.ungime egald cu croarea absolutd transpusi in unitiitile corespunzitoare
scéirii alese pentru funcfia y. ' ' I
N g)‘ Dlacé pe un grafic se reprezintd modul de varialie al unei mirimi
fIZlCC.II‘l funclie de altd marime, pentru mai multe materiale atunci punctele
experimentale trebuie indicate cu semne diferite. De obicei se folosesc semnt;

Ca ¢ oy b 3G BGEY iGEeke,

3.4. SCAR! FUNCTIONALE

A'sa cum s-a mai amintit, nu intotdeauna este posibil ca valorile obtinute
experimental si fie reprezentate grafic la scard liniard (sau omogend). In
astfel de situatii trebuie ca mirimea x sau y, iar uneori ambele, si fie; re-
prf:z.entate pe axe gradate neomogen. Din aceste motive au fost introduse
sciiri speciale care se numesc scdri funcfionale. . ) '

In p.rincipiu scirile functionale se construiesc in felul urmator : presu-
punem ca avem o dependenti oarecare y = f(z) si cunoastem valorile functiei
Yoo yl.' .yz, ... corespunzitoare valorilor argumentului x,, x;,, 2., ... Valorile
functici y se reprezintd pe o axi AB incepind cu un punct~ oarecare 0

90

T- o

(lig. 3.17). Fiecare indicatie a valorii funcliei se noteazi nu prin valoarea
functiei respective ci prin valoarea argumentului z corespunzitor. Oblinem
astfel o scard functionald gradati neomogen dar numerotarea segmentelor
respective se face uniform ca in cazul scirilor omogene. Pentru a putea re-
prezenta valorile funcfiei y pe axi trebuie si alegem un segment de pe axa
ca unitate de misurd pentru functia y. Segmentul luat drept unitate pentru
functia y se numeste modulul scarii functionale respective si il notim prin p.
Modulul scirii se determinii relativ simplu. Presupunem ca valorile functiei
sint Up ¥ Yz - s Yu 5i dorim s le reprezentim pe o axid de lungime
! — N mm. Originea axei putind fi arbitrard ne intereseazi numai diferenta
Us — Up- Modulul p trebuie ales astfel incit pe distanta de N mm sa se cu-
prindad aceastii diferenti adici : |

N
—. (3.9)
Yu — Yo
Acest raport poate fi un numir zecimal §i cum nu esle indicat sd utilizdm
fractiuni de mm, se ia primul numir intreg mai mic decit cel obfinut prin
raportul (3.9). De aceea relatia (3.9) se mai scrie sub forma

f__L:ﬂ

B —&T—H (3.10)
Yo — Yo
Semnul egal corespunde cazului cind acest raport este un numar intreg,
jar semnul mai mic cazului cind raportul este un numar zecimal.
in acest fel putem construi sciri functionale pentru orice fel de depen-
dente y — f(x). S luim de exemplu
y = sin . (3.11)

Luim din tabele valorile sin rotunjite la doud zecimale (tabelul 3.3).
Tabelul 3.3

0° 10° 20° 30° 40° 50° 60° 70° 80" 90°

0,87 0,94 0,98 1,00

0,00 | 0,17 | 0,34

0,5 | 0,64 l 0,77

Daci aceste valori dorim si le reprezentam pe o axa de lungime [ =
= 200 mm, atunci

Deei 0,1 corespunde la 20 mm, iar 0,01 la 2 mim.

*n X X3 X; Xs
A . i s . B

Fig. 3.17.
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Fig. 3.18.

Scara funclionald pentru functia (3.11) este reprezentati in figura 3.18.
O scard functionala astfel obtinuti ne permite si ne dim seama de com-
portarea functiei pe un interval oarceare. In domeniile unde indicatiile pe
.‘f(‘ill‘a funclionald sint mai rare, functia cregle (sau scade) mai rapid decit
in domeniile unde indicatiile pe scard sint mai dese. Functia pentru care
se poate construi o scardi functionalii trebuie si fie continuii si monotoni
pe intervalul ales. ‘

. Ideea construirii scarilor lunctionale sti la baza realizirii diferitelor
tlpl[[.'f de rigle de caleul. Pentru efectuarea unor caleule rapide si destul de
precise ne pulem construi singuri ,rigle“ de caleul pentru diferite c)perat—tii-.’
De exemplu, dacii dorim si avem la indemini un grafic dupi care si cal-
culim functia y — sin x, atunci este recomandabil ca pe scara funclionz}iﬁ
din figura 3.18 sii includem si valorile 5°, 15°% ... Pistrind acelasi mc:dul al
scarii ca in figura 3.18 si luind valorile corespunzitoare dintr-un tai)el oblinem
scara funclionalid din figurile 3.19, q.

In tabelul 3.4 sint reprezentate datele indicate pe scara fﬁncl‘iéﬂali
din figura 3.19, . il

Tabelul 3.4

x 0° 50 10° | 15° | 20° | ame | 3g° 35 40° 457
u 0 1009017 | 0,26 | 03¢ | 042 | 0,5 0,57 0,64 0,71

¥ (mm) 0 18 34 52 68 84 160 i1d 128 142
x 50° 1 55° | 6o° | 65 | 70° | 750 | goe 85° 9o°
v 0,77 | 082 | 0,87 | 0,91 | 0,94 ' 0,57 0,- 58 | 0,996 1,0

y(mm) | 154 | 164 | 174 | 182 | 188 | 194 | 19 199 200

Paralel cu scara functionali a) se construieste o scard uniformi b) pe
j\:lm- se indicd yalorile functiei pistrind valoarea modulului de scard stabilit.
: stiel,_ in figura 3.19 avem o rigla de caleul penlru y = sin @ sau @ = are sin y.

ntre indicatiile dintre ambele sciini se poate folosi interpolarea liniari.
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Fig. 3.19.

In practica actuald de prelucrare a datelor experimentale un rol deosebit

il are utilizarea scirii logaritmice, adici a sefirii funclionale fn care se re-
prezintd dependenfa :

y=I1ge. (3.12)

In tabelul 3.5 sint indicate valorile functiei y pentru z =1, 2,...,10

Tabelul 3.5

9 10

~1
co

=]

0,84 0,9 0,95 1

[/ 0 0,30 | 0,48 | 0,60 | 0,70 | 0,78

Este comod si reprezentim aceste date pe un segment de dreapti de
lungime ¢ = 100 mm. Modulul de scard in acest caz va fip = 10 mm (fig. 3.20)-

Proprietatea deosebiti a scirii logaritmice constd in faptul ci diviziu.
nile pe aceastd scard se repetd daci in loc de intervalul 1—10 lufim in-
tervalul 10 —100 sau 100 —1 000 ete. (tabelul 3.6 si 3.7).

Tabelul 3.6

i 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 |
1gx 1 1,40 | 1,48 | 1,60 } 1,70| 1,78 1,84 1,90 1,95 2 l
Tabelul 3.7
x 100 200 | 300 | 400 500 600 700 800 900 1 000
g © 2 2,30 | 2,48 | 2,60 | 2,70 | 2,78 2,84 2,90 2,95 3 i
1 i

- Vedem ci in toate cele trei tabele diferenta dintre valorile extreme ale
functiei este aceeasi (egald cu 1).
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Deci in loc de cifrele 1, 2,.. ., 10
in ﬁgdra 3.20 putem scrie 10, 20,30, :. .,
100 ete.

Utilizarea scarilor logaritmice per-

Fig. 3.20. mite restringerea axei pe care se repre-
zintd o mérime fizicd oarecare.

Putem lua mai detaliat valorile de pe axa logaritmici. In acest scop
folosim datele din tabelul 3.8 luate dintr-o tabeli chisnuiti de logaritmi.
Ca si in tabelele de mai sus efectudim operatia de rotunjire la doui zecimale.

Tabelul 3.8

x 1,2 1,4 1,6 1,8 ) 2,4 2,6 2,8

lg 0,08 0,15 0,20 0,26 0,34 0,38 0,41 0,45
x 3,5 4,5 5,5 6,5 7,5 8,5 9,5

g x 0,54 0,65 0,74 0,81 0,88 0,93 0,98

Reprezentind datele din tabelul 3.8 pe axa logaritmicd pistrind datele
din tabelul 3.5 si acelasi modul de scard obtinem ligura 3.21.

In figura 3.22 este indicatd o ,rigli“ de calcul pentru lg 2. Cu aceasti
rigli putem caleula logaritmul orieirui numir, cu oricite zecimale. Inter-
polarea pe axa logaritmica intre indicatiile respective se poate face liniar.

Astfel,1g3,3 ~0,62;1g33 =1g3,3 +1 =1,02...1g0,33 =1g3,3 — 1=
= — 0,48. ;

Pentru a ne da seama mai bine de avantajul scirii logaritmice si reve-
nim la dependenta temperaturii de fierbere a apei de presiune. In tabelul 3.9

Tabelul 3.9

p mm col Hg 1,9 64 9,2 17,5 31,8 55,3 92,5
°G —10 0 T-.O 20 30 40 50

p mm col Hg 1494 233,7 3b65,1 525,8 760 1074,3 1489,14
°C 60 70 80 90 100 110 129

Fig. 3.21. Fig. 3.22.
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~se indicd valorile temperaturii de fierbere ¢ pentru un domeniu larg de pre--
siune. ; - &

: Vedem cii presiunea variaza intr-un domeniu foarte larg, adici raporttil

o dintre presiunea maximi si presiunea minimi din tabelul 3.9 este ~ 750.
Deci chiar dacd am considera 1 mm pe grafic corespunzitor la 2 mm col Hg,
tot am avea nevoie ca axa absciselor s fie de ~ 75 cm. O asemenea repre-
zentare graficd este incomodd, de aceea se indicd utilizarea scarii logarit-
mice pentru abscisi. In figura 3.23 se indicd dependenta temperaturii £°C
de presiune luindu-se scara logaritmicd pe axa absciselor. Punctele corespun-
zéitoare se indicd prin O. Pe acelasi grafic se reprezinti dependenta 1/T de
presiune, punctele indicindu-se prin semnul [J. Se vede ci 1/T depinde
practic liniar de lg p. Desigur se gésesc hirtii logaritmice trasate mult mai
precis decit cea gradatd manual in figura 3.22. Am dorit sA subliniem faptul

~.cd la nevoie ne putem construi singuri sciri functionale pentru orice de-
pendentd y = f(x).

EXERCITI SI PROBLEME

3.1. In figura P.3.1. dreptele (A), (B) si (C) reprezinti dependenta de limp 2 vilezelor
mobilelor A, B si C.

Se cere ca, pe baza acestui grafic, sil se indice modul de miscare pentru [fiecare dintre
cele trei mobile.

3.2. In tabelul P.3.1 se indicit datele 2btinute pentru perioada unui pendul elaslic in
Tunctie de masa m a pendultului.

Tabelul P.3.1

m(g) | 10 15" i 2p 25 30 35 40 45 50

T (s} | 0,63 | 0,77 | 0,88 1,00 1,09 1,17 1,26 1,33 1,40 |

Se cere s se reprezinte grafie datele din Ltabelul P.3.1 si sd se aleagdi o scard funcfionald |
corespunzitloare astfel incit reprezentarea graficd a perioadei T in functie de masa m si fie
liniari.

R. Reprezentarea graficd T = f(m) este datdi n Tigura P.3.2. Se vede ci aceastd de- : i
pendentd nu este liniara. Dupd forma curbei, se poate presupune ¢i pericada T depinde de 'ﬁ%
]/m_.Va trebui deci sd incerciAm o scard funcfionald de forma T = f'V-(F;). : liii‘biiiﬁsﬁ—

mﬂkﬁjﬂiggiiit

Tabelul P.3.2

m 10 15 20 25 30 35 40 45 50
m 3,16 | 3,87 | 4,47 k5 5,48 5,92 6,32 6,71 7,07
. 7 — Pralucrarea datelor experimentale in fizicd — cd. 219 97




Din figura P.3.3. se vede ¢ ipole ¢ i
g 8.3, E eza ‘nle i i ic-lin
;/m sy : ‘ polez dcpen(lmlu pcriO'Tld(’]-p(‘]'.l_dl-.r]u]-l-l-i_.e_lz’l:.‘itlc lJIr_ua}.r [‘.‘c
il 83.3: In tabelul P.3..3 se indicd spatiul parcurs de un corp in cddere, pe 111-1 plan iﬁcli-

.l [ Ler‘c s.ﬁ se reprezinte grafic datele din tabelul P.3.3 si si sc giiseascii scara [unctioi:a]-’t
pentru variabila { astfel incit dependenia s({) sid se reprezinte grafic, prinlf—o ]inie‘drenpiﬁ.

Tabelul P.3.3;

1(s) 0 0,2 0,4 0,6 0,8 1 ; 12

s(m) 0 0,064 0,256

0,577 1,025 1,602 2,307

¥ et ])Lpﬁ‘lldﬂﬂlﬂ este patld 3 P A Lt &
b ticit, deei L 5 alg H scard Tu (.l nali p-’!
‘ S enlru axa ebuie aleasit o ¢ : neyio
3.4. Sa se EpeLIIICc care trebuie si fie scara f llnCU onalé pL‘nlI u volumul V al unui gaz

cal, 1 di T 1 B 8] P
ideal, astfel inc it agrama ¥ enlru roc oler obti ub forma unei
g s esele izote me, ‘S_a se na s ;

R. Din ccuatlia de stare a gazelor ideale

pY¥ = vRT
avem l 5
v RT
p= -
v

Decei Lrebuie sd indicim pe axa V valorile 1/V.

2.5, In le 3.4 se indicd spatiul s Blak otz
e .n. .qum] P.3.4 se indici spatiul s parcurs de un mobil pe un plan orizontal in Tunctic
e vileza iniliald v, a mobilului. )

Tabelul P.3.4

¢
(=2}

v, (m/s) 10 2 3 4 ‘

s (m) 0,25 g 2,25 4 , 6,25 ’ 9

Si se reprezi ali i sd i : .
4 t])rumte-gm[m dependenia s = s(v,) si si se indice scara funclionald pentru viteza v,
astfel ineit graficul s = s(v,) si fie o linie dreapli. :
j = 1 H 0 . 1 e A .
L t. Din figura P.3.4 vedem?® ci avem o dependenl|d pilraticii s= s(v,):; deci, daci luim
pentru #, o searii funclionalid pitraticd, oblinem o linie dreaptd (lig. P.3.5)

REPREZENTAREA DATELOR
PRIN CORELATII

Ne-am ocupal in capitolele 2 si 3 de reprezentarea datelor prin tabele
si grafice. Ca un pas urmitor in acest proces de prelucrare a datelor expe-
rimentale il constituie reprezentarea datelor prin corelatii, adicd pe baza
datelor experi':héht—al“e oblinute, reprezentate prin tabele si grafice cores-
punziitoare, sii exprimim mirimea y in functie de miirimea x printr-o cxprfég{;:
matematics, y = f(x).

Studiind unele ‘ilfip_ectt-: privind interpolarea am vizut i putem alege
un polinom de un grad oarecare cu ajutorul ciiruia este posibild reprodu-
cerea punctelor experimentale, cu o precizie suficientii. Metoda interpoldrii
este foarte utild pentru aflarea valorii functiei intre punctele experimen-
tale, dar de foarte multe ori polinomul de interpolare nu este corespunzator
pentru a repfeiéﬁta"daielc experimentale respective prin tormule. Stabilirea
valorii functiei péni"fu diferite valori ale argumentului x se lace experimental
si deci aceste valori sint afectate de erorile experimentale prezente, intr-o
misurd mai mare sau mai micd, in orice proces de misurare. Daci scriem
pentru datele experimentale formula y = f(x), unde f(x) esle polinomul de
interpolare ce ia valorile Jg» Ui Yo ..., in punctele @, 2, o ... atunci for-
mula obtinuta t.':()i'l[.iné, pe lingi dependenta reald a functiei y de argumen-
tul z, si erorile eﬁpei'imelitale. care uneori pot distorsiona sensibil depen-
denta y = ). .

IIn reprezéﬁﬂaré;l__ :d_a't;(.:lor prin formule nu trebuje deci si urmirim ca
funclia obtinutd si aibii valorile functiei experimentale in punctele g,
Ty, ..., ci trebunie si gisim un polinom de grad minim posibil sau o altd
functlie care si coniini un numir minim de parametri, astfel incit curba
obtinutd prin ecaleul si treacd c¢it mai aproape de toate punctele experi-

mentale. Desigur ¢ii deoccamdatii nu dispunern de criterii penlru a pulea aprecia
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I dacd curba pe care o considerdm trece san nu suficient de aproape de toate
punctele experimentale. Aceasti problemi se discul# mai in detaliu in ca-
pitolul 7.

4.1, FORMULE RATIONALE
$1 FORMULE EMPIRICE

Efectuind masurarea mirimii y pentru dilerite valori ale mirimii z
obfinem, asa cum am mai amintit, perechile de valeri ecxperimentale

PBhes: Wi Wiy 5050 7

) — Yoo Yu» yﬂ""’ .Uﬂ‘

In procesul de reprezentiare a aceslor date printr-o formuld de forma : ‘
y = f(ﬂ'. b, Gy 3% .43 .'l'.) (,11)

unde @, b, ¢, ... sint parametri numerici, iar funclia f este o functie ratio-
nala de argumentele indicate. Intilnim doud situal,-.ii diferite : : :

a) Relatia (4.1) este o formuld ralionald de formi cunoscuti.

b) Forma rationald (4.1) nu este cunosculi. '

Cazul a) se intilneste foarte des in practici. Dé' exemplu dacii ne ocu-
pam de dependenta de temperaturi a rezisten(ei diferitelor metale sau aliaje, |
Tt'im (:lé penlru astfel de materiale rezistenta depinde de temperaturd prin
ormula :

B = Ryl -+ af) | o (4.2) |

unde R, este rezistenta la temperatura [, = 0°C, iar « este coeficientul termic
al rezistenlei. Formula (4.2), contine doi parametri (R, si «); comparind
formulele (4.1) si (4.2) rezulti @ = Ry, b — &, & = L. ' '

Deci parametrii care intrd in aceasti formuld au un sens fizic bine de-
finit. )

Formulele care reprezinti dependenta intre mirimi fizice si care conlin
paramelri cu sens fizic bine definit se numesc de obicei formule rationale.

Dacd forma functiei f(a, b, ¢, ..., @) este cunoscutd, atunci problema
reprezentérii datelor experimentale printr-o formuli, se reduce la stabilirea
parametrilor «, b, ¢,... De exemplu, pentru a stabili dependenta rezistentei

unui metal oarecare, de temperaturd, trebuie ca pe baza datelor experimen-
tale :

iy, Ngds g g
R, R, Ry Ry... Ry,

sd calculim valorile parametrilor R, si «.

100

In cazul b) problema este mai complicatd deoarece inainle de a incerca
si stabilim parametrii (a, b, ¢...) care intrd in formula (4.1) trebuie si sta-
bilim forma functiei {(a, b, ¢, ..., ).

Daci formula de forma (4.1), care descrie ansamblul punctelor experi-
mentale, conline parameltri care nu au sens fizie definit, se numeste formula
empirici. De obicei, formulele empirice nu au aceeasi formid pentru toate
valorile argumentului x. Aceste formule se stabilesc pentru diferite domenii
restrinse ale argumentului x. Deci formulele empirice se stabilesc pe baza
unor rezultate experimentale si trebuie si asigure, in limita erorilor experi-
mentale, o concordan{i acceptabild cu datele obtinute.

De exemplu, s-a stabilit, c¢i in cazul mercurului, coeficientul § de dila-
tatie velumicd nu este constant ci creste o datd cu creslerea temperaturii.
S-a ariitat pe baza datelor experimentale, c¢i dependenta coeficientului §
de temperaturdi, pentru mercur, poate fi scris sub forma:

B—=a-+ b (4.3)

unde a = 0,0001801 si b = 0,00000002.

Formula (4.3) reprezinti un exemplu de formuld empiricd, care, dupa
cum s-a stabilit experimental, este corespunzitoare numai in domeniul de tem-
peraturd cuprins intre 0°C si 100°C.

Pentru dependenta cildurii specifice la presiune constantd de tempera-
turi se foloseste expresia:

¢p =a + 8T + cT* 4 ... (4.4)

unde coeficientii @, b, ¢ se determini pe cale empiricd, in procesul de prelu-
crare a datelor experimentale. in tabelele care contin astfel de coeficienti se
specificd intervalul de temperaturd pentru care sint valabile valorile indicate.

Formulele empirice se stabilesc, de obicei, prin metoda incercirilor
succesive. Un rol important in stabilirea unei forme anume pentru o formulid
empirici il joaci reprezentarea datelor experimentale prin grafice. Gisirea
unei formule empirice adecvate este, de cele mai multe ori, o problemi ex-
trem de complicati. De obicei se considerd ci forma cea mai simpld pentru
o formuld empirici ar fi un polinom de un grad oarecare. Dar de cele mai
multe ori, gradul polinomului care ar putea aproxima datele experimentale
este foarte mare si deci formula (4.1) trebuie sd con{ind un numér prea mare
de parametri.

Deoarece stabilirea unei formule empirice nu se face pe baza unor cri-
terii teoretice ¢i numai urmirindu-se un singur scop si anume ca formula
respectivi si aproximeze cit mai bine datele experimentale, se intimpla destul
de des ca pentru o dependentad intre mirimi fizice si avem mai multe for-
mule empirice.
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" I?e f:xo;nplu, in stud_i‘ul gazelor reale avem mai multe ecualii empirvice care reprezinli

penc enta inlre parametrii de stare p (presiunea), V (volumnu 1) si T (t umpor'ntur-\)' Ami .t' ‘

urmitoarele ecuatii de stare : BT vl G P Gy
a) ecualia Van der Waals (873) 1.

(p+i)(v_b)= B 12 s e : 5
Ve 1 (4.5)
b) ecuatia Berthelol (1900): - b A
{ a
(P + }_—V:](V“ Bz R8T & ! " (4.6)
¢) ccualia stabilitd de Beattie si Bridgman (1927) : . ' '
RT(1 —-C : : :
p== ___-(V"- )(V-.I- B)g—;}«:; R L (4.7)
d) ecualia datd de Redlich si Kwong (1949) : : )
s RT i a L
Fisu'D TV(V + b) - e,

Putem indica 51 alte X i ) .
L » exemple de for 111ie einpirice peniru 8 P 3] ~
: 1 MNE mul ntr azul real. De exemplu Buea
loviei sl Novikov au propus o GCUH!;I.O de forma :

B,(T i
i +———Bm+.‘.]-
v ve

pY= RT [1 - (4.9)

Vedem cit avem un numiir foarte mare de ecualii care deseriu aproximativ comportarea ga-

zelor Tcﬂ]ﬂ, C(mtmml:l doi sau tre P C 5 i
¢l parametri constanti 1 e 3 i
',- 5 d.pcﬂd\.’[ltl de em])el iturd care

i car a1 rproentats dhutoe ot g™ 978 5407 it e foime

Degi de multe ori ecuatiile empirice sint destul de aproximative, iar
valorile parametrilor, si deseori chiar forma ecuatiei, variazi de la un dorr’leuiu
la altul, nu se poate si nu subliniem importanta deosebitid a acestor ecuatii
in diferite domenii ale stiintei si tehnicii.

Anumite ecuatii empirice, care descriu corect diferite fenomene fizice
intr-un domeniu oarecare sint de multe ori rezultatul unei munci suslinute
in.diferite laboratoare din intreaga lume, desfiisurate in perioade de zeci dr;
ani sau chiar mai mult. In cazul formulelor (4.5)—(4.8) am indicat anii in
care au fost obtfinute pentru a putea infelege mai bine munca sustinuti
i indelungati care se depune pentru ob{inerea unor formule empirice colrecte.

' Multe dintre formulele utilizate de noi astizi, si care se pot deduce teo-
retic, au avut intr-o perioadi datd un caracter empiric. De fapt, in cele mai
multe cazuri ecuafiile empirice preced in timp ecuatiile ob:ginute pe cale
te01:e1!:.ic§. Aceste indicatii succinte scot in evidenti roiul experientei, a mi-
sul:ar_u $i preluerdrii datelor experimentale, in procesul cunoaste,rii legilor
obiective ale materiei. ,

Utilizarea pe scara largi a ecuatiilor empirice poate fi explicati prin
doud motive principale. '
it a) Formula analiticd ce exprimi corect dependenta fintre mérimile
fIZlei ‘studiate nu este cunoscutd si deci sintem nevoili sa utilizim formule
empirice aproximative.
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Asa cum am vizut, desi prima ccuatie de stare empirici pentru gazele
reale a fost stabiliti acum peste 100 de ani, nu dispunem inci de o formula
corectd. Gazele reale avind insd multe aplicafii in diferite domenii, trebuie
si efectnam calculele necesare pe baza uneia din formulele empirice.

Exemplul cu gazele reale este ales intimpliator, putindu-se da asemenea
exemple din multe alte domenii.

b) Un alt motiv constd in faptul ca, uneori, desi dependenia intre méri-
mile studiate este exprimati printr-o functie analitici precisd, aceasti functie
este atit de complicatii incit se preferi efectuarca caleulelor dupa formule
aproximative.

De exemplu, desi formula (4.5) descrie mai corect comportarea gazelor,
de cele mai multe ori se foloseste, in calcule, formula gazelor ideale.

PV = RT.

4.2. ALEGEREA FORMEI ADECVATE
PENTRU O FORMULA EMPIRICA

Asa cum am stabilit, in procesul de reprezentzire a datelor prin formule.
se pune problema ca, pe baza perechilor de valori (x;, ;) (i =0,1...n) ob-|
tinute experimental, si se indice dependenta (4.1) cea mai adecvati. In acest
context cuvintul adecvat inseamni ci ecualia empirici stabiliti si aproxi-
meze suficient de bine datele experimentale pe baza cérora a fost dedusia
si in acelasi timp, si rémind valabild si pentru aproximarea datelor similare
obtinute in alte experiente. De aici rezulti cd o ecnatie empirici stabiliti
trebuie si aibd un caracter general. De exemplu, dacd se determinid coefi-
cientii @, b, ¢ din formula (4.4) pentru o substanti intr-un anumit interval
de temperaturd, atunci formula respectivi trebuie si poatd fi folositd in
orice calcul in care se cere cildura specificd ¢, pentru o anume temperatura
cuprinsi in intervalul stabilit. Aceastd ultima cerinfd implicd o serie de mi-
suri ce trebuie luate in scopul inlituririi erorilor experimentale si in spe-
cial a erorilor sistematice ce potfiintroduse prin utilizarea necorespunzitoare
a unor instalatii. Sint destul de dese cazurile cind ecuatii empirice sau valori
pentru diferite mirimi fizice obfinute in diferite laboratoare nu concorda
intre ele, iar analizele mai atente scot in evidentd efecte instrumentale care
condue la obtinerea unor rezultate experimentale eronate. Deoarece acest
manual se ocupd numai de prelucrarea datelor experimentale, nu putem intra
in probleme legate de tehnica misurérilor si cerintele ce se impun pentru
obtinerea unor rezultate cit mai corecte. Subliniem insa ca se constatd des-
tule discordante si datoritd modului de prelucrare a datelor experimentale,
cum ar fi de exemplu : interpoldri sau extrapolari incorecte, neglijarea unor
termeni sau utilizarea unor coeficienti numerici necorespunzitori.
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Metoda cea mai rapidd si sufi-
cient de comodd pentru alegerea
formulei empirice adecvate pe baza
datelor experimentale constd in re-
prezentarea grafici a datelor. Pe
baza graficului ebf{inut, putem tra-
ge o serie de concluzii orientative dar
deosebit de utile. Astfel ne putem
usor da seama dacii curba experi-
mentalil este monotond sau contine
maxime, respectiv minime, sau punc-
te de inflexiune. De asemenea, ob-
serviim dacdi un punct experimental
oarecare are o pozitie incertd, adici
se abate foarte mult de la curba ex-

perimentali. In asemenea cazuri,
dacé este posibil, se repetd masura-
rea pentru punctul respectiv si even-
tual punctele vecine dacd repetarea
misuririi nu este posibild; se inli-
turd perechea respectivi de date
experimentale. Situatia cea mai sim-
pla este in cazul cind, pe baza da-
telorexperimentale reprezentate gra-
fic constatim cii mirimea y depinde
liniar de mirimea z. In acest caz,

formula empirici este de forma:
y=a- bz (4.10)

Stabilind formula functiei em-
pirice, ramine si calculim parame-
trii @ si b.

Daci insd dependenta mirimii y

de mirimea x nu este liniara atunci,
5L pentru a ajunge la o form uld e mpi-
rica a ie si i i i
: Ata(;lecvata, trebuie si incercim alegerea unor sciri functionale, astfel
nei uepend.ent,a respectivd sii poatd fi adusd la forma liniara.

. S& considerim citeva exemple.

a) In tabelul 4.1 avem dependenta i 5
| ex : S =
Ak b, P [ perimentald a méirimii y de mé-
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Tabelul 4.1.

x 24 3,50 5,00 6,89 10,00
7 0,0141 0,0281 0.0562 0,1125 0,2250
at 5,76 12,25 25,00 47,47 100,00

atelor din tabelul 4.1 este indicata in figura 4.1.

Reprezentarea graficd a d
y depinde de x sub forma unei parabole de

Din acest grafic deducem ci
forma

y =a + ba* (4.11)

Pentru a ne convinge de faptul ci forma (4.11) este corectd ar trebui
si ludm pentru x o scara functionald de forma y = 2*. Este mai simplu si
incercim reprezentarea graficd a mirimii y in functie de 2% Valorile a® co-
respunzitoare sint calculate in tabelul 4.1. Reprezentind dependenta y = f(2?)
(fig. 4.2), vedem cd obtinem aproximativ o linie dreapta. Putem considera
¢i dreapta trece prin origine si atunci dependenta ar fi de forma:

y = ba® (4.12)

Deoarece nu putem stabili suficient de precis, din grafic, daci dreapta
trece sau nu prin originea coordonatelor, este mai prudent si riminem la
formula empiricd de forma (4.11). Prin calcule concrete se va stabili dacid a
este zero sau numai foarte mic.

b) In urma efectudirii unui set de cinci misura

din tabelul 4.2,

ri au fost obtinute datele

Tabelul 4.2
2 0,1 0,2 0,4 0,5 1
1] 22 17 14,6 14 13
lj= 10 b 2,6 2 1

fn figura 4.3 este reprezentatd grafic dependenta y = f(x). Se constata

ci odati cu cresterea mirimii Z, valorile pentru y scad. De aici deducem cd

este posibila o formuli empirici de forma

y =a -+ — (4.13)
Xz

pentru dependenta dati prin reprezentarea grafica din figura 4.3. Pentru a
ne convinge de valabilitatea acestei concluzii, trebuie sa reprezentam grafic
dependenta y = f(1/2). Din figura 4.4 se vede i formula empirici (4.13)
este corectd deoarece dependenta J = f(1/x) este liniara.
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Fig. 4.4,

c) Sd stabilim formula empirick pentru datele experimentale din ta-
belul 4.3.

Tabelul 4.3

|x11’24|63 10 12

|
l U ‘ 6 | 14 36 l 66 108 150 204

In figura 4.5 sint reprezentate grafic datcle din tabelul 4.3. Se vede ci
oblinem o curbi experimentala destul de apropiati de curba din figura 4.1.
Am putea deci admite o formuld empirica de forma (4.11). Pentru a verifica
dacii o asemenea formuld este valabild trebuie si reprezentim grafic depen-
denta y = f(z®). Din figura 4.6 se vede incil cii prin aceastii reprezentare nu
obtinem o linie dreapti. Putem considera ci datele experimentale din tabe-
lul 4.3 se reprezintd prin formula empirici

y = ax + ba* (4.14)
Pentru verificarea acestei ipoteze, trebuie si reprezentiim grafic dependenta

Y (4.15)
X

Din figura 4.7 rezultii ci aceastii dependentil este liniard, deci admiterea
formulei empirice (4.14) pentru dependenia din figura 4.5 este indreptitita.
f) Sa considerim rezultatele experimentale din tabelul 4.4.
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Tabelul 4.4

x 10 20 30 40 50 60 70 80

y 4,77 5,09 6,81 7,56 8,15 ‘ 8,60 9,05 9,50

Din formula curbei experimentale (fig. 4.8) putem admite o formula
empirici pentru aproximarca datelor experimentale, de forma

y = ax® (4.16)
Dacid aceastd formuld empiricd este corectd, trebuie ca dependenta
lgy =lga - blga (4.17)

si reprezinte o linie dreapti. Deci, pentru verificarea formulei (4.16) trebuie
si reprezentidm grafic Ig y in functie de 1g x.

Dacid avem la dispozitie hirtie logaritmicd putem reprezenta direct g y
in functic de lg x. Nedispunind de asemenea hirtie calculim (tabelul 4.5)
valorile necesare. Din figura 4.9 vedem cid formula empirici (4.16) esle
corecta.

Tabelul 4.5

g = 1 1,30 1,48 1,60 1,70 1,78 1,85 1,90

Ig y 0,68 0,78 0,84 0,88 0,91 0,93 0,96 0,98 l

Vedem deci ¢d reprezentarea grafici a datelor experimentale este una
din metodele de bazi care ne permite alegerea unei formule empirice adecvate.
Obtinerca unei reprezentiri grafice liniare ne conduce atit la obfinerea for-
mulei empirice corespunzitoare, cit si la posibilitatea de a calcula parametrii
continuti in formula respectiva.

Trebuie insd totdeauna si linem seama ca formula empiricd stabiliti
poate sii nu [ie valabild in afara domeninlui datelor experimentale pe baza
ciirora a fost obfinutd. De exemplu din reprezentarea graficd (fig. 3.23) putem
trage concluzia cii 1g p depinde liniar de 1/7, adicd avem formula empirici :

lgp =a— b/T (4.18)

Stadiul acestei dependente a aritat ci formula (4.18) este valabila numai in
domeniul de temperaturid 0°C—100°C. Daci Juam un domeniu mai larg de
temperaturd se observii abaleri sensibile de la dependenfa liniari. De altlel
si din figura (3.23) se vede cii punctul experimental cc corespunde la { —
= — 10°C nu se agazi pe dreapti. '
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4.3. EVALUAREA CONSTANTELOR.
CONCORDANTA UNE! FUNCTII EMPIRICE
CU UN SIR DE DATE

In acest paragraf vom indica unele metode de evaluare a parametrilor
continuti in diferite formule. Deoarece asa cum am viizut in paragraful pre-
cedent, pentru obfinerea formei adecvate a unei formule empirice este re-
comandabil si se incerce o astfel de reprezentare grafici incit sd se ob-
tini o dependenti liniard, vom incerca sii evaluiam parametrii « si b (for-
mula 4.10). ‘

Daci dispunem de (n - 1) perechi de misuritori si considerim ci re-
prezentind gralic datele experimentale dependenta y = I(z) este liniara
inseamni ci putem scrie relatiile :

a + bxy = Yy

a +ba, =y,
‘ (4.19)

a 4+ by = Uy

Avem deci (n -+ 1) ecualii cu douit necunoscute. Desigur ¢d, in cazul in care
toate punctele experimentale s-ar afla pe dreapta trasalii, ar fi suficient sa
Inim la intimplare doui din ecuatiile (4.19) si sd caleulam paramelrii a si b.
Cum ins#, de reguli, dreapta nu trece prin, ci printre punctele experimentale,
problema evaluiirii parametrilor a si b nu este chiar atit de simpla, deoarece
luind diferite perechi, de puncte, obtinem valori diferite pentru parameltrii
@ sib.

Se utilizeazi urmitoarele metode mai importante de evaluare a pa-
rametrilor @ §i b3

a) Meloda graficd. Dupi reprezentarea grafici a datelor experimentale,
se traseazii dreapta printre punctele experimentale astfel ca numarul pune-
telor aflate de cele doud pirti ale dreptei sa fie aproximativ acelasi, De regula
trasarea dreptei se face cu o rigli transparentd pentru a ne pulea convinge
cit dreapta trece printre puncte si nu pe lingii puncte. Dacit ne convingem
¢ii trasarea dreptei este aproximativ corecla, alegem doult puncte arbitrare
pe dreapti si stabilim abscisele si respectiv ordonatele acestor puncte (fig. 4.10)-
Obtinem astfel doud ecualii cu doud necunoscute :

a -+ bx" =y
a + bz =y (4.20)
b) Meloda perechilor de puncte. Daci dispunem de n 4 1 puncle experi-

mentale, alegem (n -+ 1)/2 perechi de puncte peniru care scriem  sistemul
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de ecualii ca in formula (4.20).
Dacii n + 1 este un numir
impar se omite un puncl ex-
perimental. Este bine sit se
omilid punctul cel mai indepar-
tat de dreapta trasatd printre
punctele experimentale. De
exemplu dacii avem 10 puncle
experimentale, putem serie
cinei sisteme de ecuafii:

a -+ bxy =
a + bxg = Yo
(4.21)

i’;ﬁ!ii!giii
i

a -+ bx g = Ui

Prin rezolvarea acestor sis-
teme de doud ecuatii cu doud
necunoscute obtinem cinei va-
lori pentru parametrul a:d,;
i PR O W Y T ) cinei valori
pentru parametrul b : by bl Fig. 4.10.
by Bygs Dgs ,

Media aritmetici a acestor valori se considerd valorile parametrilor

asib:
T a, 4 @y + a4y 1+ a5 + U5
(4.22)
- by + by - by 4 by -+ bs

)
¢) Meloda mediei. In aplicarea aceslei metode, se pleacit de la ideea cd,
daloviti erorilor experimentale, chiar in cazul unei dependente strict liniare
a mirimii y de mirimea 2, de reguli

Y # a - by (4.23

unde (x; y;) sint perechile de dale experimentale.
Notim cu Ay, eroarea absoluti :

Ay, =y —a — bxy (4.24)
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Daci se admite ci parametrii a si b sint astfel stabiliti incit

n
Ay =0
EO( Yi) (4.25)
atunci
n . n n
2y —a —bx) =0 sau By, — na — b Y, =0 (4.26)
=0 =0 =0

Am obline astfel o ecuatie cu doud necunoscute. Putem impiarli punctele
experimentale fn doud grupe, de la 0 la m si de la m 4 1 la n, unde m este
un numar aproximativ egal cu n/2. In acest caz, in loc de ecuatia (4.16)
obtinem un sistemn de dou# ecualii :

n n 7
i b 05" = 3 iy — 4 — b ,
:‘E)('h a x) =0; '.:%:H(y, a b)) = (4.27)
sau
m' m
ma -+ bvzu_rv, =N W (4.28)
= i=0

(R—ma+b % o— % g
I=m+41 i=m+1
Rezolvind sistemul de ecuatii (4.28) aflim parametrii a si b.
Exemplu. Pentru a determina parametrii @ si b din formula empirica
(4.16) trebuie sii stabilim parametrii dreptei din figura 4.9.
Notim Y =1gy; X =lgx; 4 = lg a.
Pentru datele din tabelul 4.5 avem ecualia empirici

Y =A 4 bX.

Aplicind metoda mediei si impirtind datele in doui grupe de cite 4 misu-
rari, pe baza formulei (4.28), obtinem :

& & il ¢ s
f IXi — D,-jS - ! X}. i 7,23 : Z Y!' — 3,18 ’ Z ‘Y.\.; == 3;78
= i=5 i=1 1=5H

Deci :

4A =538Db —3,18; 44 47,23 b — 3,78
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De unde :

o B8 —318 08 .

7.23 — 538 185

A :'—}-(3,18 — 0,32.5,38) = 0,36
4

A —=lga; a — 104 — 10°3 — 2,29
Deci, datele experimentale din tabelul 4.4 pot fi exprimate prin formula
empiricd .
y = 2,29203% (4.167)

In tabelul 4.6 se indici gradul de concordanta intre valorile experimen-
tale si cele calculate dupa formula (4.16").

Tabelul 4.6
x 10 20 30 40 50 60 70 80
Pizver 4,77 5,99 6,84 7,56 8,15 8,60 9,05 9,50
Fiate 4,78 5,97 6,40 7,46 8,01 8,49 9,92 9,31

Din acest tabel se vede cd abaterea valorii calculate de la valoarea ex-
perimentala creste o datii cu cresterea argumentului 2. Putem crede ci acest
lucru se datoreazii unei erori de metodd. Se poate constata ci aceastd aba-
tere se datoreste unei mici neatentii. Valoarea functiei depinde sensibil de
valoarea parametrului b. Valoarea obtinutd pentru b este:

b = 0,3243243

Dacia considerim b = 0,324, ob{inem pentru x = 80, J.qa:, = 9,47, iar pentru
b =0,3243, y.q:, = 9,48 pentru x = 80.
Deci este mai corect s scriem formula empiricd sub forma

y = 2,29.20%4 (4.16")

Aceastd formuld aproximeazi datele experimentale cu o eroare relativa
de 0,2%, pe cind cu formula (4.16’) se ajunge la erori relative de 29,

Sd ne ocupdm de una din metodele de evaluare a parametrilor daci ne
convingem cii datele experimentale pot fi aproximate printr-o ecuatie de
forma :

y =a -+ bx - cz? (4.29)
In acest scop, putem pleca de la formula de interpolare (2.78)
A A%
%= p+ 2@ - m) + =2 — z)— =) (4.30)
h 2h*
8 — Prelucrarea datelor experimentale in fizici — cd. 219 113




Am considerat cazul cind argumentul ia valori echidistante. Formula (4.29)
este simplu si fie serisi sub forma :

A A% Ay A®
== (yu 3 ;:IO Xy + L xoxl) + (—]2 o Ty —

2?2 h ope
Ay, A%y,
— t Al [+ @, 4.31
21 ‘) e P
Identificind formulele (4.29) si (4.31) obtinem :
o *’—\Eyo
a=1i s -|- et
Yo + } 0 o (1251
Ay, A%y,
b=—2" L (3 1L g 4.32
o~ @+ ) (4.32)
_Azyo
2h*

Formula (4.30) se folosea pentru interpolarea parabolici intre punctele
x §i y,, iar a, nu era fixat, ci putea lua orice valoare in functie de punctul x
in care dorim si aflaim funclia y prin interpolare.

In cazul utiliziirii formulei (4.32) pentru valoarea parametrilor a, b sie
va trebui si intelegem prin x, toate punctele experimentale L T

Va trebui deci si calculim parametrii a, b §i ¢ pentru prima pereche

de valori a argumentului, apoi pentru punctul al doilea si al treilea ete.
Dupé obfinerea unui set de valori :

Hl, as .. .dy,,

byt gt o

€y Ca...Cy (4.33)

calculim parametrii a, b si ¢ ca medii ale valorilor ob{inute. Ca exemplu, si
considerim datele din tabelul 2.5.

In tabelul 4.7 sint trecute datele experimentale si diferentele de ordinul

intii §i doi calculate. Se vede ei A%, datoriti unor erori experimentale, este
numai aproximativ constant.

Din tabel se vede ci pasul h = (1/30) s, iar valoarea argumentului f,
pentru o méisurare oarecare i, este : :

Tabelul 4.7

t, 1/30 s s, em As Als
1 11,86
) 3,81
g %5
2 15,67 i
. d 4,93
1,16
3 20,60 p
' i 6,09 -
4 26,69 0,93
; ‘ 7,02 H
5 33,71 1,1
ol 8,22
6 T 41,93 0,98
9,20
o 51,13 1,16
10,36
8 : 61,49 1,05
11,41
-9 72,90 1,13
12,54
10 85,44 1,10
i 13,64 )
i | 99,08 1,05
il 14,69
5 113,77 1,08
15,77
13 129,54 1,17
16,94
14 146,48
deei :
; Aoy G 2 e 12 .
'1_’]4 e & : &y ‘l[('}l fis lh([ _t ) L l(l + -1)
h h* i
Ty '{_ $£+l _ L + (! + ]) - 2i + 1'
h
Deci :

s 1
a; = 8§; — iASi =t ’w—:"lAzsi

S84 ; _Aaj_L A__z———(i+1)A23)
b= St i 1) = (A - A




In aceste tabele trebuie si luim toate valorile lui i de la 1 la 13:

a; = 11,86 — 3,81 + 1,12 = 9,17.

ay = 15,67 — 2.4,93 4 3:1,16 = 15,67 — 9,86 - 3,48 — 9,29

a5 = 20,60 — 3-6,00 + 6-0,93 — 20,60 — 18,27 - 5,58 — 7,91

a; = 26,69 — 4.7,02 + 10-1,1 = 26,69 — 28,08 4 11 — 9,61

a; = 33,71 — 5.8,22 + 25.0,98 = 33,71 — 41,1 + 14,7 = 7,31

g = 41,93 — 6-9,20 + 21-1,16 = 41,93 — 55,2 - 24,:},6 — 11,09
@, = 51,31 — 7.10,36 + 281,05 = 51,13 — 72,53 + 29,4 — 8,01

ag — 61,49 — 811,41 + 361,13 = 61,49 — 91,28 - 40,68 — 10,89
@y = 72,90 — 912,54 + 45-1,10 — 72,90 — 112,86 -+ 49,5 — 9,54
ay, = 85,44 — 10-13,64 + 55-1,05 = 85,44 — 136,4 - 57,75 — 6,79
ay, = 99,8 — 11-14,69 + 66-1,08 = 99,08 — 161,59 -+ 71,28 — 8,77
ayy = 113,77 — 12:15,77 + 781,17 = 113,77 — 189,24 + 91,26 — 15,79

Deci :

a +a» + ... 114,
a4 = — T4 _ L = 9,51 cm.

12 12

Trecem la calculul parametrului b:

h =—1-s, L: 30 s
30 h
b, — 30(3,81 — 1,5-1,12) — 63,9

by = 30(4,93 — 2,5.1,16) — 60,9

by = 30(6,09 — 3,5-0,93) — 85,05
by = 30(7,02 — 4,5-1,10) = 62,1

bs — 30(8,22 — 5,5-0,98) — 84,9

b = 30(9,20 — 6,5-1,16) — 49,8

b, = 30(10,36 — 7,5.1,05) — 74,55
by = 30(11,41 — 8,5-1,13) — 54,15
by == 30(12,54 — 9,5-1,10) — 62,7
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by — 30(13,64 — 10,5:1,05) — 78,45
" by =30(14,69 — 11,5-1,08) = 68,1
byy = 3001577 — 12,5+1,17) 34,35

by + by + voo 4 bya v B4.10
12 }

b =
Deoarece parametrul ¢; depinde numai de diferenfa de ordinul doi, putem
scrie- 3 4

(e

* Al - A%, L Alsy, _ 900 1,086 — 977,25
2h2 12 2 ‘ ;

— 488,63 cm/s®.

Pe baza datelor din tabelul 4,7 obtinem, pentru s, formula:

s = 9,51 4 64,91 ¢ 4 488,63 > (cm), : (4.34)
Comparind cu e¢unosenta formulid a ciderii libere
gt
s =8 + vl + g (4.34)

aflim : s; = 9,51 em ; v, — 64,91 cm/s = 0,649 m/s;
g =2¢ = 9,77 m/fs®
Asupra critevillor de concordanti a unei functii empirice cu un sir de
date oblinute experimental se va discuta mai detaliat in capitolul 7.
Putem impune unele criterii ca:
a) Eroarea absoluldi intr-un punct experimental oarecare i si nu depi-
seascii o valoare Ay, stabiliti. Pentru dependenfa liniard

v, —a — bx; < Ay, (4.35)

b) Deoarece, agya cum am aritat, ne intereseaza ca dependenia y = f(x)
si aproximeze c¢it mai bine toate punctele experimentale, adicd curba obfi-
nuti sd treach eit mai corect printre punctele experimentale, putem impune

ca criteriu co_ndi;ia:
n
Y (ys — a — bx;) = min. (4.36)
i=1

¢) Vom vedea in capitolul 7 cii cel mai indicat criteriu esle ca suma
pitratelor diferenielor (y; — a — bx;) sé fie minima:

n
S =3 (y: — a — bx,)* = minim.
i=1
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Problema stabilirii corecte a formei ecualiei empirice §i a° valorilor para-
metrilor confinuti in ecuatia respectivii este extrem de complicati. Pe haza
metodelor date, putem insi stabili forma ecuatiei empiricé ..g',i calcula valorile
parametrilor cu o precizie suficient de bunii pentru aplicatiile practice.

EXERCITHl $1 PROBLEME

41. Pe Dbaza datelor din tabelul T.3.1, si se calculeze paramelrii @ si b ai  dreplei

T= f( Jm] si conslanta elasticid a arcului utilizal in O\I)LH(‘!'Il,d lcapcctnu, folosind  meloda
mediei.

R. Admitem ¢i avem o dependenlid de forma :
T=a+ bim.
Din primele 5 misuriri avem ;
- 21,980 = 4,37,
iar din ultimele 4 misuriri
da -+ 26,020 = 5,16

|4,.‘i7 21,93[
5,16 26,02 4.37-26,02 — 5-16-21,98

a = —
5 21,98 526,02 — 4-21,98
4 26,02
113,707 = 113,417 0,290 ,
- = = 0,007 s.
130,1 — 87,92 42,18
5 4.37’ :
4168 7 1195,80 L 17.48 Baan 3
42,16 42,18 42,18 ‘

Pentru parametrul @ s-a oblinut o valoarce foarte mici, adici mai mied deeit eroarea absoluld
0,01 s care se comile prin misurarea perioadei 7, de aceea putemconsidera a = (.
Deci :

T = 0,1974/m.

Stim & pentru perioada pendulului elastic avem formula

m
T'=2x _—

IS

{a aceastd formuldl, pentru a pistra dimnsiunile, rebuie si ludm masa m in kg, iar & in N/mg

m(g)-107* 0,016 j———
P EWV—(—')—z 27 = miy )ﬁ — . Jm(g).
I ch ‘/
Deci,
0, 196 1,98
— = 0,107 Yk = —— = 1,005
’\‘k 1,97
k= 1,003 N/m.
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Deoarece mirimile misurate, masa m si perioada T sint date numai cu doud, respecliv
trei cifre, trebuie sii seriem :
k=71 N/in.

4.2. Stiind ci pentru spatiul maxim, parcurs de un corp pe plan orizontal, cu viteza ini-
liali », avem formula :
v} n}

(n

5 =
min 2% q”.q
Si se mlcu]czn coeficientul de frecare y pe baza datelor din tabelul P.34 (problema 3.5), folo-
sind metoda grafici (lig. P.3.5).
R. Putem considera punctul vy, = 4 m/s pentru care spaliul s, = 4 m. Dcuarem dreapla
din ligura P.3.5 trece prin originea coordonatelor, rezulti dependenta :

8= h'f)g
4
b= S D ()
- 4
1
__1__—_ — (m~'sDa= = 2 mfa?
2a 4 o A 5F
4 m
—] L ~ 0,2.
g

4.3. MiAsuririle privind dependenfa coeficientului de [recare, intr-un lagir de masini,
de temperoturi au condus la datele din tabelul P.4.1.

Tabelul P.4.1

L,C 60 70 850 | 90 100 110 120
" 0,0148 0,0124 0,0102 0,0085 0,0074 0,0059 0,0051

Se cere si se slabileascd formula eare indici dependenta coelicientului de freeare, de tempe-
ralura (L.
R. Daci se reprezinlid grafic
Inp = f(C),
se obtine o linie dreaptia
Inp=a+ bl.

Pe baza datelor din tabelul P.4.5 se obline:
a= 0,043 si b= — 0,018.

Cu aceste date
= gett= 817 5 e

%.4. In labelul P.1.2 este datd dependenta vitezei » a electroniler de lensivnea de acce-
lerare U,.

Tabelul P.4.2

U, (V) 100 200 300 ‘ 400 500 600
1 l'lEJ 5,9-100 | 81-100 10,3100 11,8-108 13,3108 14,5108
5
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4.5. Misurindu-se numirul dezintegrarilor, pe minut, ale unei surse radioactive de fosfor
— 32 se obtin datele din tabelul P.4.3.

Tabelul P.4.3

t (h) 0 ' 50 100 200 300 400

N (dezint/minul) 10# i 90 480 81 870 66 890 54720 44 740

Si se caleuleze constanla dezinlegririi radioaclive A si timpul de injumilitire 7' pentru
fosfor —32.
R. In tabelul P.4.4 se indied dependenia de timp a valorii In N,

Tabelul P.4.4

Se cere ca, pe haza dalelor din acest tabel, si se caleuleze sarcina specificd a electronului. R 1 0 v 100 - 1 % v l
R. Din figura P.4.1 rezulii o vileza v a electronilor depinde liniar de +/U,.
A In N ’ 11,513 11,413 11,313 11,110 £ 10,910 Ll '

I‘ut;m calcula valorile pentru b folosind perechile de puncte experimentale -
Din ligura P.4.2 vedem cii In N depinde liniar de Limpul [,

VU, In N=In N, — M

5,9-10¢ :
bl": —_— == H.9.10% Deci |

A/ 100 ]
- InN;,—InN
8.4-10¢ et T T
by ———— 5,96 -105 {
/200 |
10,3-100 SRR s » —
st B

V300

11,8-10¢
400

= 5,9-10#2
13,3-100
¥ —— —i% Of
Vo 108

14,5-100
\/600

Bl

= 5,93-10°

by 4 by 4 by 4 b, + by -+ by
6

b=

= 3,93-105.

Stim ca ;

2e ¢ Dz
b= )f = de unde —== " 1 75. 18
Vm ) e 764101 CJkg.
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oblinem cinei valori pentru 3

0.1 :
= —= 21077, Ag == 0_.%' = 2+107%; = B =2 3
50 100 St et s Al
0,603 3
- T L g T L. 2,01-103

300 400 5

7 M+ AR+ A F Xs
= = 2,007-107*i/h.

J

T In?2 . 0,693

b3 2,007

«10% = 345,3 h

METODE §| MIJLOACE DE MASURARE

san

T = 14,4 zile.

In capitolul 1 am ardtat ¢ prin masurarea unei marimi fizice oarecare
inlelegem compararca mirimii respective cu o altd mirime de aceeasi naturd
cu prima, adoptatd ca unitate de misurd. Cn ajutorul masurdrilor putem
stabili valorile diferitelor marimi fizice precum si legile ce guverneazi diferite
fenomene. Asa de exemplu legea lui GCoulomb, legea lui Ohm, legea Boyle-
Mariotte etc., au fost obtinute in urma efectudrii unui numar de experimente
coresp unzitoare. , ' -

Orice activitate experimentald constd din doud elape succesive $i anume :

— obtinerea rezultatelor experimentale ;

— prelucrarea datelor oblinute experimental.

Aceste doud etape sint absolut necesare, deoarcce aga cum vom vedea
mai jos orice misurare este afectata de crori experimentale si din punct de |
vedere praclic este important si stim nu numai valoarea unei mirimi fizice
obtinutd intr-un experiment oarecare, ci si eroarea in valoarea respectivi, |
adica intre ce limite poate fi cuprinsi aceastd valoare. |

Fizica, fiind, prin continutul siu o stiin{a experirﬁenullﬁ, rezultatele |
obtinute in procese de mdésurare au un rol fundamental in stabilirea ideilor

de bhazi ale fizicii. Prin realizarea unui experiment de [izicd se asiguri posi-
bilitatea atingerii mai multor obiective, printre care :

__ observarea directii a unor fenomene fizice ;

_. familiarizarea cu aparatele folosite. Cunoasterea principiilor de func-
tionare a aparatelor gi inlelegerea posibilititilor de utilizare ale aceslora
1 in diferite experimente, reprezinti elemente esentiale in pregitirea unui expe-
rimentator ;

. insusirea diferitelor metodologii de realizare a experimentelor. Este
necesar si se realizeze o astfel de instalatie experimentald incit masurarile
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s poatd fi efectuate cu o precizie optima, fiind posibild inliaturarea sau cel
pulin cunoasterea diferitilor factori ce pot influenta rezultatele misuririi
respective.

Inaintea efectudirii unui experiment este necesar si ne asigurim ci
instalalia realizati lucreazi in regim tehnic corespunziitor. In acest sens
se misoard unele caracteristici la probe cu proprietili cunoscute. De exem-
plu dacid dorim sii misurim coeficientul termic de variafie a rezistivitifii
pentru o substanti nou obtinutii va trebui mai intii si ne asiguram ci prin
masuririle efectuate in cazul unui material cunoseut obfinem valoarea coefi-
cientului termic de variatie a rezistivitatii, data in tabele.

Asa cum am vizut in capitolul 2 precizia rezultatelor oblinute este
determinati de precizia misurarii mirimilor ce inlri in caleul si nu de pre-
cizia efectuarii calculelor.

Aceasta impune o atentd evaluare a preciziei datelor primare (oblinute
direct din experiment) si aprecierea cifrelor semnificalive corecte ce pot fi
oblinute prin calcul.

5.1. METODE DE MASURARE

Scopul oricirei misuriri este determinarea, cu o precizie cit mai mare,
a valorii mirimii misurate. De obicei, mirimea fizici misurati, se numeste
mdsurand.

In aprecierea corectitudinii unei misuriiri trebuie si tinem seama de
o serie de factori cum ar fi:

— metodele de misurare adoptate ;

— mijloacele de masurare utilizate ;

— condiliile in care se efectueazi misurarea, precum si

— pregitirea profesionald, aptitudinile si atentia experimentatorului.

Procedeele rationale de executare a operatiilor de misurare reprezinti
metodele de miisurare, Toate metodele de misurare se hazeazi pe un feno-
men fizic care determini principiul de mdsurare. De exemplu, misurarea
fortelor cu dinamometrele, resorturi elastice previzute cu rigle pentru misu-
rarea alungirilor, se bazeazi pe faptul cit alungirea arcului este proporficnali
cu forfa aplicati. De asemenea dilatarea corpurilor este un fenomen fizic
care poate constitui unul din principiile de misurare a temperaturii. Trebuie
insd subliniat cd pe lingd stabilirea fenomenului fizie, pe baza caruia pot fi
efectuate unele masuriiri, este necesar si se stabileasc corpul sau materialul
care corespunde, cel mai bine, cerinfelor impuse de conditiile misuririi.
De exemplu, dintre termometrele de sticli cu lichid cele mai rispindite sint
termometrele cu mercur. Aceasta deoarece mercurul prezintd unele calititi
deosebite ca: ]

— nu udd sticla ;

— se obline usor sub formd purid, din punct de vedere chimic ;
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— ramine in stare lichidi, la presiunea normald, intr-un interval larg
de temperaturd (de la —38,6 la -+ 356,7°C);

— coeficientul de dilatatie termica variaza foarte putin cu temperatura
ceea ce permite ca scara termometrului s rdmind aproape liniard pini la
200°C ;.

 _ cildura specifici a mercurului este relativ micid (138 J/kgu graf:l,
fatd de 2510 J/kg grad pentru spirt si 4 180 J/kg grad pentrn api). Din
aceastd canzil inertia termometrelor cu mercur este mici.

Metodele de misurare pot fi clasificate dupd mai multe criterii. Din
punct de vedere al modului de obtinere a valorii mésurate, deosebim :

— metode de masurare directa ;

— metode de masurare indirecta ;

— metode de misurare combinati.

a) Metoda de mdsurare direcld reprezinti metoda de mésurare prin calje
valoarea mésuratid a unei méirimi fizice se obfline direct, fird a mai fi nevoie
de calcule suplimentare, bazate pe dependenta functionald a mﬁrimii.mésu—
rate de alte mirimi fizice. De exemplu, misurarea temperaturii cu ajutorul
unui termometru este o metodd de misurare directd. De asemenea, prin
ntilizarea unui aparat de méasurd ca voltmetru, ampermetru ete. se efectueaza
masurari directe.

In cazul misuririlor directe sec folosesc relatii de forma :

t = N-u, (5.1)

unde a este valoarea misurati a marimii fizice, N este numirul de diviziuni
pe scala aparatului folosit, iar u este valoarea unei diviziuni. Daci misurim,
de exemplu, rezistenta unui rezistor, cu ajutorul unui chmmetru care are
100 de diviziuni, iar intreaga scald corespunde la 1 kQ, rezulti ci :

i il A b

100

In cazul cind acul ohmmetrului indici N =25 de diviziuni inseamna
¢dl rezistorul misurat are rezistenfa = R 25-10 = 250 Q.

b) Meloda de mdsurare indirectd reprezinti metoda de mésurare prin
care se determini valoarea unei mérimi fizice pe baza mésuririlor efectuate
prin nietoda de misurare directd asupra altor marimi fizice, care sint if?gf\t.(?
de mirimea de mésurat printr-o ‘relatie cunoseutd. Deci in cazul utilizérii
metodelor de mésurare indirecti, marimea fizici ce ne interesecazi se obline
in urma misurdrii concomitente, prin metoda de misurare directd, a doui
sau mai multe mirimi fizice. Dacd vrem sid misuram valoarea unei marimi
fizice Z atunci:

o PR R e (5.2)

unde N, N,... sint rezultatele masurarilor directe, iar u,, u,... reprezinti
valorile unei diviziuni pentru aparatele utilizate. De exemplu, rezistenta R
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a unui rezistor poate [i masuratd si prin misurarea directi a tensiunii U si a
intensitilii I a curentului electric prin rezistor, utilizind un ampermétru,
un voltmetru si o sursi de tensiune electromotoare. In acest caz functia f
din relafia (5.2) reprezinti legea lui Ohm.

¢) Melodele de mdsurare combinale sint metodele prin care, determinarea
valorii unei mirimi fizice, se face printr-o serie de misuriiri ale aceleiasi
marimi fizice sau ale citorva mérimi lizice de aceeasi naturid. Misuririle se
deosebesc intre ele prin faptul ci se executd in alte conditii sau in altid com-
binatie a mirimilor in cauzi, valoarea mirimii lizice misurate oblinindu-se
prin rezolvarea unor ecuatii. J

De exemplu, putem obline densitatea unui corp solid, de volum V necu-
noscut, dacd misuram greutatea corpului, aflat odati in aer, iar alti dati
in apa. Fie G, greutatea corpului cind acesta se afld in aer, iar G, greutatea
aceluiagi corp cind se afli in api. Neglijind densitatea aerului si notind cu P
densitatea corpului, iar cu p, densitatea apei, avem :

Veg =Gy,
V(P AP Pa)g == Gz»
de unde
P _G
P—Pfa G
sau
UL o2 Sl oy (5.3)
Gl . GB @ g

Deci in acest caz se miisoarii aceeasi mirime fizicd si anume greutatea
corpului, dar in conditii diferite. Densitatea p a corpului se obtine prin rezol-
varea ecuafiilor care reflectd conditiile fieciirei misuriri.

Metodele de misurare directd se impart la rindul lor in:

— melode de mdsurare prin comparare care se bazeazi pe compararea
valorii marimii fizice ce urmeazi a fi misurati cu o valoare cunoscuti a
unei mérimi fizice de aceeasi naturd cu misurandul. De exemplu, misurarea
volumului unui lichid cu o misurd de capacitate ;

— melode de mdsurare prin subsfilufie reprezinti metodele de misurare
in care dupi stabilirea efectului produs de misurand (de exemplu devierea
care si producd acelasi efect. Aceste metode pot fi utilizate, de exemplu, la
misurarea rezistentei electrice a unui rezistor. Daci se stabileste indicatia
aparatului de misurd, cind in circuit se afli rezistorul de misurat, se inlo-
cuieste rezistorul de misurat cu un alt rezistor, cu o rezistentd de valoare
cunoscutd, dar astfel aleasdi incit si se obtinid aceeasi deviere a acului indi-
cator al aparatului de misuri ;
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— melode de mdsurare diferenliale, prin care se comparii mirimea fizici
de miasurat cu o altdi mirime fizicii de aceeasi natura, de valoare cunoscuti
si care diferd putin de valoarea mirimii fizice de misurat, misurindu-se
diferenta valorilor celor doudi mirimi fizice. De obicei, aceste metode de
misurare, se utilizeazi la verificarea misurilor de lungime etalon cu ajutorul
comparatoarelor ;

— melode de mdsurare de zero (sau de echilibru), reprezinti metodele
de misurare in care diferenla inlre valoarea mirimii de masurat gi valoarea
marimii fizice cunoscute. cu care se compard valoarea miasurandului, se
reduce la zero. Ca exemple de metode de misurare de zero, amintim :

— cintéirirea cu ajutorul unor balanfe cu brate egale, cind pozilia finalad
de echilibru a balanlei este aceeasi cu pozilia ini{iald, cu platanele libere;

— misurarea rezistenlelor electrice au ajutorul unei pun{i Wheatstone ;

— mefode de mdsurare prin coinciden!d, reprezintii metodele de méasurare
in care un sir de gradatii sau semnale uniforme si determinate se compari
cu un alt sir de gradatii sau semnale de acelasi fel, observindu-se coincidenta
lor, pe baza céreia se afld valoarea mérimii de misurat. Ca exemplu, de ma-
surare prin coincidenti amintim misurarea timpului cu ajutorul semnalelor
orare. Dacii dorim sii stabilim modul in care funclioneaza ceasul de care
dispunem, verificim daca indicatiile ceasului coincid eu semnalele transmise
la radio etc.

— metode de mdsurare prin [ranspozifie, sint metode de misurare in
care se determini initial mirimea de miasurat A, obfinindu-se pentru aceasta
valoarea x;, prin comparare cu alti mirime fizied B, de aceeasi naturd cu
misurandul. Dupii aceasta se schimbd locul mirimilor A si B alegindu-se
o astfel de valoare x, a mirimii B incit si fie echilibratd valoarea mésuran-
dului A, iar valoarea mirimii misurate este x = (T,2:)"/s

Metoda de misurare prin transpozilie se utilizeazd pentru a determina
masa M a unui corp si este cunoscutd sub numele de metoda de cintirire
Gauss (sau metoda dublei cintériri). Notind cu [, si I, lungimile bratelor
unei balanie obtinem :

Mgl, = Mgl,
si
Mogly, = Mgls,
de undé
M M,
M, M
sau
M = (M,M,)* (5.4)

unde M, si M, reprezintd masele corpurilor care echilibreazi greutatea Mg
a corpului de miasurat, in cele dou# experienfe de cintirire.

127




Alegerea- uneia sau alteia din metodele de misurare indicate depinde
de mai multi factori, printre care amintim : §

— valoarea mirimii de misurat,

— precizia necesari,

— timpul necesar pentru efectuarea misuririi,

— conditiile in care se efectueazd misurarea si aparatura de care dis-
punem etc.

5.2. MIJLOACE DE MASURARE

Mijloacele de masurare reprezintid acele mijloace cu ajutorul cirora se
pot determina valorile mirimilor de misurat. In schemele de principiu,
care indica diferite masuriri, mijloacele de misurare se reprezinti printr-un
dreptunghi. Marimea de misurat constituind un semnal de intrare, iar va-
loarea obtinuti prin masurare, semnalul de iesire (fig. 5.1).

Mijloacele de mésurare fiind in numir mare si foarte variate, acestea
sint clasificate dupd mai multe criterii. Criteriile dup# care pot fi clasificate
mijloacele de méasurare pot fi:

— complexitate ;

— sarcinile (rolurile) mijloacelor de misurare in cadrul unei instalatii;

— forma semnalelor de intrare si de iesire;

— din punct de vedere metrologic.

5.2.1. Clasificarea mijloacelor de miisurare dupi complexitate.

Din punctul de vedere al complexititii mijloacelor de misurare se im-
part in:

a) maisuri ;

b) aparate de misurat;

¢) instalatii de misurare.

Vom indica unele caracteristici ale acestor grupiri ale mijloacelor de
misurare.

a) Mdsuri. Masurile sint cele mai simple mijloace de misurare care
concretizeazi unitétile de masuri ale mirimilor fizice.

In operatiile de misurare unele misuri se utilizeazi independent, iar
altele cu ajutorul unui aparat de misurat. Astfel misurile de capacitate
sau riglele de misurat se utilizeazd independent iar greutiitile (masuri de

masi) se pot utiliza numai cu aju-

I\;ap'merde TR torul aparatului de masurat, care
asura i T ] 8 o
= Mitoc de | masurold _ . in cazul de fati este balanta.
emnal de mdsurat Semnal de "¢
intrare lesire Putem avea mdsuri cu valoare
Fig. 5.1. unicd i mdsuri cu valori multiple.
De exemplu, masuri care indica
128

un kilogram, un litru ete. sint misuri cu valoare unicd, iar misuri ca riglele
gradate sint masuri cu valori multiple.

Caracteristica misurilor consti in faptul, ca acestea nu posedad nici un
element care poate fi deplasat in timpul electulrii masuririi.

De multe ori un grup de masuri, pentru aceeasi marime fizicé se asociaza
in serii sau truse de misuri. Astfel avem truse de greutili pentru efectuarea
unor cintériri ete.

b) Aparate de mdsural. Prin aparate de misural intelegem mijloacele
de misurare care, confinind cel putin o misuri, se utilizeazi la compararea
directd sau indirectd a mirimii de misurat ca unitatea de mésuri. Din punc-
tul de vedere al modului de misurare, putem avea:

— aparale cu cilire direcld, care indicd direct valoarea mirimii masurate.
De exemplu, dacii se misoard intensitatea curentului electric cu ajutorul
unui ampermeiru, se citeste direct valoarea intensitilii curentului;

— aparate de comparare rveprezinld aparatele care indici egalilatea
valorii- mirimii fizice misurale, cu o valoare cunosculd a unei mirimi fizice
de aceeasi naturd cu misurandul. De exemplu balanta simpla, cu brale egale,
este un aparat de misurat, de comparare. De asemenea, cind se misoara
rezistenta unui rezistor, cu ajutorul unei punti, indicatia de zero a galvano-
metrului aratd cii rezistenta misurati este egald cu o altd rezistentd de va-
loare cunoscutd ;

— aparale diferenfiale, care sc utilizeazi pentru miasurarea unei dife-
renle intre valoarea mirimii de misurat si valoarea cunoscutid a unei marimi
de aceeasi naturi cu miasurandul. De exemplu, un manometru cu lichid
(de obicei mercur), in formid de U. O ramurd in U comunicd cu atmosfera,
iar cealalth ramurd comunici cu un gaz la presiunea p. Dach p, este pre-
siunea atmosfericd, iar h esle diferenla de nivel a lichidulni din cele doud
ramuri ale manometrului, atunci

p — po = *pgh. (5.5)

Deci manometrul cu lichid poate [i considerat, un aparat de misurat dife-
rential.

Din punct de vedere al modului de obfinere a valorii mirimii de ma-
surat, aparatele de masurat se impart in:

— aparate indicaloare, la care valoarea marimii de mésurat este datd
printr-o simpld indicalie, fird si se imprime sau si se intregistreze indicatia
respectivi ;

— aparale inregistraloare, care inregistreazi indicaliile saun informatiile
oblinute prin efectnarea unei misurari;

— aparate integratoare, care determind valoarea unei mérimi fizice
printr-o metoda de integrare (sumare) succesivd. De exemplu, controlul de
energie electrici este un aparat integrator, deoarece indicd rezultatul oblinut
prin sumarea succesivi a valorilor energiei clectrice consumale, intr-o pe-
rivadd de timp, de citre consumator.
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¢) Instalafii de mdsurare. Q insta-
latie de misurare reprezintd un mijloe de
misurare constituit din mai multe mi-
suri si aparate de mésurat, situate in
fluxul semnalului de intrare. De aseme-
nea, instalatiile de misurare cuprind si
dispozilive auxiliare de mdsurare, care nu
sint situate in fluxul semnalului de in-
trare, dar pot servi la:

— menlinerca valorilor unor parametri exteriori intre limite stabilite;

— ugurarea efectudrii operatiilor de miisurare ; '

— schimbarea domeniului de misurare a unui aparat de misurat.

Ca exemplu de dispozitive auxiliare de misurare, putem aminti, termo-
statul care serveste pentru mentinerea unei temperaturi constante, in timpul
misurdrii, lupa, care usureazi citirea indicaliilor aparatelor de misurat san
nivel cu bulid de aer, care servesle pentru asigurarea pozitiei de lucru unui
aparat ete.

fn figura 5.2 se indici instalalia de masurare utilizati pentru misurarea
randamentului unui fierbator eleetrie, vas in care apa poate fi incilzitd, prin
absorbtia cildurii degajate de rezisten{a R, montatid in peretii vasului. Daci
in timpul { apa isi ridicd temperatura de la 0, la 0, atunci:

. Qu " me(0, —0,) _ me(f; — 0,) (5.6)
Q. RI* Ul

unde
m este masa apel din vas ;
¢ - cdldura specifici a apei.
Rezistenla R este alimentalii de la sursa de tensiune electromotoare E.
Se utilizeazd trei aparate de misurd voltmetrul V, ampermetrul A si termo-
metrul 7. Ca dispozitive auxiliare de misurare sint :
cronomelrul cu care se masoarit limpul [;
stativul S necesar pentru fixarea termometrului 7'; 1
~ Intrerupitorul K ete. by
0.2.2. Clasificarea mijloacelor de misurat dupi “sap-
cinile Jor in eadrul wnei instalatii de misurare. Pentru
intelegerea clasificirii mijloacelor de misurat, dupa rolul
acestora in cadrul unei instalatii de misurare, vom con-
sidera instalalia de misurare a temperaturii cu ajutorul
termometrului cu rezistentd. In figura 5.3 se indici ter-
mometrul cu rezistentd si simbolul acestui termometru
cu instalatiile de misurare. Daci la lemperatura f, —0°C,
rezistenta firului metalic este Ry, atunei la temperatura f,
rezislenta I} este :

R = Ryl + o).
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Fig. 5.4,

Se folosesec metale ca Pt pentru care « = 0,385-10-% grd=* si Ni cu
@ = 0,617-10-2 grd—. -

Instalatia de misurare a temperaturii cu ajutorul termometrului cu
rezistentd este indicald in ligura 5.4.

Termometrul de rezistenti este montat in unul din bralele puntii utili-
zate. Dac# inilial sistemul, rezistenfele R,. R., Ru¢ $i termometrul, se
afla la temperatura {i, care de reguli este temperatura camerei atunci rezis-
tenta termometrului este :

_ 7 Ry = Ry(1 + aty):
Din t‘-igur:;;'ﬁ.zl; rezulti :
T L(R; < Rap) = U,
I(Rya + Rea) = U
sau

. U
;1 Z——U—", Iz ':——‘——‘
R; + Rge Ryq -+ Rea

.

Tensiunea de la jesire U, este:

R1 I{ Bl ) =

U,=LR — LRy, =U =
d i e (-Hl—f_Rac th"‘_h’rd

R},RM. -t R;Rnd =4 —RllRuel o Rac-RM) i RlHt-d '_ Rm'Rfo 4 (57)
(-Rl Tl;' RnL)(-R v 'Wl' -Rcd) (Rl = I{rr(')( Rbn’ -+ 'R(Hl)

Alegind rezistenlele
]fﬂl‘ == Rl

131




b ]

Ry = R,y = R’, obtinem

RR —RR

i, =1 il
9R,2R’

Da(‘:a termometrul se afli la lemperatura #,, atunci rezistenta termo-
metrului este ’

RyRy(1 - als),
iar tensiunea U, va fi:

g, U (R —R)R  UR —R, U Rofls—t) 5.8

A R.R' g 4 R

2 Yy

Am inlocuil la numitor R, prin R,, deoarece daci Ry — R, = AR atunci
AR € R, AR <€ R.. _

Vedem c¢i tensiunea U, este proportionald cn di.feréu[.& -de {cmpératuri
(f — {). Cu ajutornl amplificatorului A se amplifica tcﬁsiuue.ja U, pentra
a pulea fi mésurata cu voltmetrul V, gradat direct in o '

Din punctul de vedere al rolului aparatelor de misurat in cadrul unei
instalatii avem : 1 g '

a) Caplorul care este un aparat de misurat care _éapteazﬁ _marimea
de méasural la intrare si emite la iesire un semnal de mﬁsitrare, c'ores..pun—
zator. De exemplu in schema din figura 5.4 termometrul cu 1'62i§l;ctl't.ﬁ., repre-
zintd captorul.

b) Adaplorul este un aparat de masurat dintr-o tnstalatie situal intre
captor si emititor, avind diferite functii in instalatia de misurare, ca de
exemplu puntea de misurat si amplificatorul in instalatia din figura 5.4.

¢) Emi{dforul este un aparat de misural care livreazi valoarea masu-
ratd a mirimii de misurat.

De multe ori emititorul este previzut cu dispozitive care furnizeaza
informalii suplimentare la valoarea misurati. Astfel avem aparale de semna-
lizave, emititor de semnal limitd, semnalizator cu valoare limiti ete.

Emitdtoarele pot fi directe siindirecte.

Emifdiorul direct furnizeazi valoarea misuratd intr-o formi direct .inle-
ligibild pentru observator.

Dintre emilitoarele directe cele mai utilizale amintim indicatoarele,
inscriptoarele si numiritoarele.

Indicalorul este un emititor direct care permite citirea directd a valorii
masurate. Indicatorul analog furnizeazi valoarea misurati cu ajutorul unui
indicator pe o scali (exemplu aparatele cu iudicatér} Indicatorul digital
furnizeazd valoarea mitsuratd in forma de numere, adici in valori discrete
ale indicatiei.
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Inregistratorul reprezintit un emitiitor direct care inscrie valoarea misu-
rati — de cele mai multe ori proportionala cu timpul — pe o banda mobilé,
pe o diagrami ete.

Numdrditorul' este un emililor direct care livreazia valoarea méirimil
misurate, ca-sumi ‘san integrald in timp, intr-o formi directd si vizibila.

Emildtorul indirect furnizeazd valoarea mirimil misurate intr-o formi
care poate fi' reeunosentdt numai cu dispozitive sau cu cunostinle speciale.
De exemplu daci in cazul schemei din figura 5.4 scala veltmetrului V este
gradata in-volfi, pentru aflarea variafici temperaturii (f, — {,), este necesar
sa cunoastem formula (5.8) si valorile mirimilor ce intrd in aceastd formula
ca U, ete.

Trebuie subliniat ¢d aparatele cu rol de adaptor (puntea de miasurat si
amplilicatorul, fig. 5.4) ulilizeazi energie extericard pentru a putea func-
tiona normal. Surse¢le de energie exterioari constituie, de foarte multe orii
surse’ perturbatoare pentru semnalul de intrare. Aceasta conduee la faptul
ci mirimea misurati nu corespunde fidel marimii de misuratl, ei doar o
valoare aproximativid, care trebuie prelucratii gi corectatd dupa anumite legi.

0.2.3. Clasifiearea mijloacelor de misurare dupdt forma semnalelui. Din
punctul de vedere al formei semnalului mijloacele de misurare se impart
in douvii grupe : traducloare si convertizoare.

Traduclorul de mdsurare veprezinti un mijloc de misurare care este
utilizat in seopul transformaérii mérimii de misurat intr-o alti mirime de-
pendentd deé ‘semmalul deé intrare. De exemplu, termometrul cu rezistenti
poate fi considerat-un tradictor de mésurare deoarece transformi semmnalul
de intrare — temperaturd in °C — in semnalul de iesire — rezistenta R in Q.
De asemenea termocuplul este tet un traductor de misurare. In sistemele
de reglare antomatd a diverselor procese tehnologice, traductoarele de masu-
rare prezintd o deosebitd importan{a.

Converlizorul este un aparat de misurare la care semnalul de intrare
diferd structural de semmnalul de iesire. Putem avea convertizorul analog-di-
gital, care transforma semnalul de intrare analog in semnal de iesire digital
sau convertizorul digitai-analog, care transformia un semnal de intrare digital
intr-un semnal de iesire analog.

5.2.4. Elemente de indicatie ale mijloacelor de milsurare. Asa cum am
mai aridtat, functionarea oricéirni mijloc de masurare se bazeazi pe aplicarea
unui fenomen fizie, care constituie principiul de méasurare, denumit §i prin-
cipiul de functienare al mijlocului de misurare respectiv. De exemplu, func-
tionarea unui galvanometru se bazeazd pe functionarea dintre cimpul mag-
netic al unui ‘magnet permanent si cimpul magnetic al unui curent electric.
Aceasti interactiune are ca efect rotirea unui sistem mobil, in functie de
intensitatea curentului electric. Nu ne vom ocupa de elementele constructive
ale mijloacelor de maisurare, care sint foarte diferite, depinzind de principiul
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de funclionare utilizat, ci numai de elementlele care permit citirca rezulta-
tului obfinut in urma efectuirii unei masuriiri, cu- ajutmul unui apalal de
masurare cu citire directd.

Rezultatul unei misuriri sc considerd indicatia mijlocului de misurare
utilizat, indicalie care este datd de un element mobil ce se¢ poate deplasa
in dreptul unei serii de repere numerotate care constituie scara gradati.
Deci primul element de citire al unui mijloc de misurare este scara gradali :

a) Scara gradalid — reprezinti totalitatea reperelor dispuse de-a lungul
unei linii drepte sau curbe, care corespund unui sir de ve dorx succesive ale
mirimii de masurat. Alte elemente de citire sint :

b) Reperele sint semnele, de reguld trasituri, care limi-teaz'é diviziunile
scarii gradate respective. Reperele pot corespunde uneia sau mai multor
valori determinate ale mérimii de méasurat. Daci scara gradati se utilizeazi
pentru un singur interval de miasurare a unei mirimi fizice, reperele cores-
pund unei valori determinate ale mérimii respective. In cazul in care aceeasi
scard gradatd se utilizeazd pentru mai multe intervale de misurare ale unei
mirimi fizice, reperele corespund mai multor valori (lelermmdte ale marimii
misurate.

¢) Diviziunea este intervalul dintre axele a douil repere: consecutive ale
scarii gradate.

d) Valoarea diviziunii reprezinti valoarea exprimati in unitdti ale mi-
rimii de misurat, corespunzitoare unei diviziuni. :

e) Baza scdrii gradale este linia (de obicei neindicati) care trece prin
mijlocul reperclor celor mai scurte ale unei sciri gradate (liniile discontinui
fig. 5.5).

{) Lungimea diviziunii reprezintd lungimea rectilinie sau curbilinie (in
funclic de forma bazei sciirii), misuratii in lungul bazei scirii, intre axele
a doud repere consecutive.

g) Cifrarea (sau numerolarea) reprezinti ansamblul numerelor inscrise
in dreptul reperelor de pe scara gradati.

h) Indicele este partea dispozitivului de indicare (ca de exemplu ac
indicator (fig. 5.6) spot luminos, suprafata de lichid etc.) in dreptul careia
se face citirea pe scara gradata.

i) Cadranul este suprafata fixd sau mobild pe care se afli una sau mai
multe sciiri gradate. Cadranul poate fi plan, cilindric sau tronconic. Cadra-
nele cilindrice si tronconice se mai numese si fambure gradate.

j) Limilele scdrii gradale reprezintii va-

6

L L L LT

lorile maxime si minime corespunzitoare

reperelor extreme ale unei sciri gradate.
Deosebim urmaitoarele tipuri de sciri gra-

date, in functie de pozifia reperului zero

Fig. 5.5. fatad de limitele scirii gradate.

»

Scard gradald unilalerald, cind
una dintre limitele scérii gradate este

it

ZeTO.
Scari gradatd bilalerald la care
reperul zero este intre limitele scirii

gradate, si

Scard gradatd cu zero decalal la
care reperul zero este exterior limite-
lor scirii gradate.

In functie de valorile diviziunilor,
sciirile gradate se impart in:

k) Scari gradale liniare pentrn
care, distanta intre douid repere suc-
cesive (lungimea diviziunii) este propor- Fig. 5.6.
tionald cu valoarea diviziunii respective.

Secdrile uniforme la care diviziunile au aceeasi lungime si aceeasi valoare
pe toatdi scara gradald, sint un caz particular al scarii liniare.

1) Scdri gradale neliniare, la care lungimile diviziunilor nu sint propor-
tionale cu valorile acestor diviziuni. Ca exemplu de sciri gradate neliniare
putem avea scérile neliniare pétratice, logarilmice ete.

5.2.5. Notiuni metrologice privind indicatiile mijloacelor de misurare.
In procesul de misurare a unei mirimi fizice, se utilizeazd mésuri, aparate
sau instalatii de miisurare. Este evident cii se impune ca termenii folosili, in
diferite tipuri de misuriri, si fie definiti in mod univoc. Utilizarea, in mod
gresit, a unor termeni, folosili pentru desemnarea elementelor principale care
participit la obtinerea valorii mirimii de mésurat sau care aparlin mésurilor
sau aparatelor de misurat, poate conduce la concluzii eronate pe cei care
utilizeazi in scopuri practice rezultatelor misurarilor.

Vom defini, in acest sens, unii termeni metrologici care se utilizeazi
in toate domeniile de misurare.

a) Valoarea nominald a unei mdsuri este valoarea inscrisi pe misurd
si se determini cu ajutorul mijloacelor de misurat etalon. Deoarece se intil-
nesc masuri cu valoare unicd si misuri cu valori multiple avem :

Valoarea nominali totald a unei mdsuri care reprezintd valoarea totald a
mirimii reproduse de misurd, fiind inscrisd pe misura respectivi. De exem-
plu in cazul unei rigle gradate cu lungimea de 30 ecm, lungimea cuprinsi
intre reperele zero si 30 cm, reprezintd valoarea nominald totald a riglei.

Valoarea nominald parliald a unei mdsuri este valoarea mirimii partiale
reprodusd de misurd §i inscrisd pe aceastd misurd. De exemplu fiecare lun-
gime delimitatd de pe reperul zero si un reper oarecare, cu exceplia reperului
zero al riglei gradate, reprezintd o valoare nominald paerIa a lungimii riglei.

b) Citire este numirul citit la mésurare pe scara gradatd, in dreptul
indicelui.
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¢) Conslanla unui aparal de mdsural reprezintd raportul dintre valoarea
mirimii de mésurat si citire. De obicei constanta aparatului de misurat se
scrie pe cadranul aparatului sub forma: X 1, X 10, X 100 ete.

d) Indicafia unui aparat de mdsural veprezinti valoarea mirimii misurate
rezultatd din inmultirea citirii eu constanta aparatului respectiv.

e) Valoarea nominald a unei diviziuni a scdrii gradate, este valoarea in-
scrisd pe scara gradati a aparatului de misurat.

f) Limita superioard de mdsurare a unui mijloc de misurare oarecare
este valoarea mérimii de misurat peste care rezultatele misuririlor” pot fi
afectate de erori de misurare mai mari decit limita superioarid a erorii tole-
rate a mijlocului de misurare respectiv.

g) Limita inferioard de mdsurare a unui mijloe de misurare este valoarea
mirimii de misurat sub care rezultatele misuririlor pot fi alectate de o
eroare superioari erorii tolerate a acestui mijloc de misurare.

~ h) Domeniul de mdsurare a unui mijloc de misurare este diferenta intre
limita superioari si cea inferioari de maisurare.

i) Valoarea efeclivd a unei mdsuri, respectiv valoarea efectivid a diviziunii
unei scdri gradale este valoarea acelei misuri, respectiv a acelei diviziuni
determinate cu ajutornl mijloacelor de misurare etalon.

1) Valoarea efectivd a unei mdrimi de mdsural este valoarea masuran-
dului respectiv, obtinutd cu ajutorul mijloacelor de misurare etalon.

k) Valoarea individuald a unei mdrimi este valoarea obtinuti pentru
mérimea respectivii printr-o singurd operatie de misurare. In mésuriri teh-
nice, de obicei, rezultatul masuriirii exprimi valoarea individuali a marimii
indicate. Trebuie subliniat ¢ valoarea individuali a unei m&suriri nu este
valoarea obfinutd direct prin efectuarea misuriivii, ci valoarea care rezulti
in urma introducerii unor corectii legate de erorile sistematice ale mijloa-
celor de misurare utilizate.

1) Valoarea adevirald a unei mdrimi (valoarea mdsurandului, simbol Z5)
este valoarea riguros exactd, neafectatd de erori, a unei mirimi. Deoarece
erorile de misurare nu pot fi evitate in totalitate, stabilirea valorii adevi-
rate a unei mirimi este principial imposibili.

EXERCITI SI PROBLEME

5.1. Pentru miisurarea rezistentei R, a unui rezistor s¢ utilizeazi puntea cu fir (fig. P.5.1).
Valoarea rezistentei cunoscute R este datd cu o eroare relativi procentuali de 1%. Pentru
valoarea R = 10 ) se obtin rezultatele I, = (618 4 2) mm, [ — I, + I, = 1200 mm. Erorile
ce afecteazii lungimea totald [ a firului se neglijeazi.

Se cere :

@)'Si se calculeze valoarea rezistentei Ry

b) Eroarea absoluli, eroarea relativi si preeizia de misurare a rezistentei R
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Fig. P. 5.2.

Fig. P. 5.1.

" » T 1
¢) Si se discute dependenta erorii relative §R, de valoarea I, si sd se indice medul de

misurare astfel inecit eroaren relativid 8K, si (ie minimd. .
R: ;
a) R, = RL = R———= 10,62 Q;
! i fieer By |
AR, AR Al Al — 1)
) S s ST y
R, R E b 1
De unde

[ v —
3R, = B SR + 81, + — Al = 16-107°

{J‘ 12
AR, = R,-8R,= 0,2 Q
R, = (10,6 £ 0,2) Q

1 1000 63

&R 16

¢) Din formula ;
SR,= 8R + 8, + -I_E_Nl
1*a

ini D g sHzut ¢t acest factor

se vede ¢i §R, va [i minimi dacd factorul I/, este minim. Este usor de vizul cii acesl 1e
este minim dacit [, = L, = (/2. Deei 8R, va {i minim daca 0 ' s
Se poate verilica ¢i in cazul cind R=1 Q si [, = (1097 4 2) mm eroarea e b
SR, este mai mare decit cea caleulali. . o . -
’ 5.2. Se misoari, cu ajutorul unui ampermetru de rezistentii interni Ry, inlensitates

curentului clectric dintr-un cireuit (fig. P.5.2).

Se cere: o
5 oy £ 5 i
a) Si se demonsireze cil eroarea relativid a intensitdtii curentului, indicati de ampe

metru, este:

Al R
P LAzl _ i
I R+ R4+
b) Si se indice in ce conditii aceastd eroare poate fi negiijata.
R : Y . "
a) Intensitalea reald a curentului din circuit este
E
Ie=
R+r
are intensitatea misurati a curentului din cireuit este
E
I=
R+ Ry+r
E E _ R,lI,
Al=TI,— I= — o -
R+r R+ Ry+r 4+ R, +
F
ol = 4 .
R4+ Ry+r1
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b) Daca s¢ impune ca intensilatea curentului prin circuit sii fie delerminatd cu o pre-
cizie P stabilitd alunei eroarea 87 poate Ti neglijati daci

R, o

R+R,+r P

5.3. Se misoari capacilatea ealerici & a unui calorimstru si accesoriilor prin metoda
amestecului. In calorimetru se alld apd de masit M la temperatura f,. Dupd introducerea unei

canlititi de apd cu masa m la temperatura {{/, > {,) in calorimetru sc stabileste tempera -
Llura f.

Se cer expresiile pentru :
1) capacitatea calorici €
b) eroarea relativii 8¢ ;
¢) eroarea absoluta AC.
FErorile ce alecteazdl valoarsa cilduril speeifice (¢) a apel se neglijeazi.
1y —it3
a) = Mc¢ 4 ﬂ(-—t‘——')-c;
L — 1,
b) 8C — Am  AM At P Al, (t, — )AL

M el A=ty (G ==

¢) AG = (+3C.
5.4. Se pune problema cintivirii, cu precizie maxim3i, a unei probe de sulf cu masa no-

minali m = 32 g, cu ajutorul unei balante sensibile la difcrenfe de mase mai mari decit 3 m3.

De asemenca se stic ¢i brajele balantei considerate egale I, = I, = = 8 cm, in realitate
diferd en Al= 5 pm.

Se cere sii se stabileased daci:

a) este necesard cfectuarea unei duble cintdriri;

b) este necesard introducerca corectiei datoritd Torfei arhimedice.
Se di:

Densitatea greulililor elalon utilizate p, = 9 000 kg/m?.
Densitatea aerului p,= 1,3 kg/m?.

R

a) Fie M masa etalon, avem :

mgl = Mg(l - Al).
Notiim

m— M= Am.
Deci
Amgl 4 MgAl.
Considerind m ~ M, obtinem

gl —q
A AL, o o BL o Bl
!

= 20.107¢ = 2.107* 4.
m {

Deci, deoarecs Am < 3myg, diferenfa minimi de masii la care raacfioneazi balanta, efec-
tuarea dublei cintiiriri nu micsoreazii eroarea de misurare.

b) Greutitile aparente pentru proba de sull si pentru masa etalon folositd, sint :

Din conditia de echilibru
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rezulti
. m g 0 :M[lﬂ"pi]
e Ps
L polpy _ gy Lz 407 o ODIFBE _g(s + 0,0005)
m= M —1—_—%—!; = U 1 — 6,4-107 0,999835
Am _ 06005 Am = M-0,0005 = 32.0,0005 = 16 mg.
M

= . ! = Y L . 3
Du‘('i esle necesara COlﬁCt.l:l da lul‘ala IOiﬁei dllnmcdlcc ) » )
D o‘ . SULALLS i j 'ul v nei P nt.i 1 s5¢ ol 36.‘;[.\., lnL‘I.Uda
3:0s F entru mas urarea ll[ll‘,i. Trezls tentn cu a utor 1 jis cl {1_{1 I) (-). .
i 3 s I'¢ 8.9 14 s0rt &
i i i yAR] C'I.t R,;Sﬂa a4 pe >
misurar g 'a Spﬂlltie. Daca rez T 1mura ' Curso
nis wrarii prin tran: 1 t a Il 1T AD fig. D 1 (

cului pentru R= R =
K il e o a galvanomelrului pe
: i3 i » obfine indicatia de zero . BD, iar
aproximativ 1a mijlocul firului se . ¥ in ramura y 18
‘memr'lrln;) 8 laiﬁ cursorul in aceeasi porifie si se trece rezlstenti. He
= 15,63 Li. oS¢ d 2

L yoarea
i ilibr — R, = 16,08 Q. Hroare
| Rinramura AD fn acest caz se obline echilibru pentru R 4 ;
rezistoru in rd . “ B
abgolutid in misurared rezistenfei I? este AR= 0,02
Se cere: . -
a) Si se calculeze valoared rezisteniel Rg. .
1 : 1 o :r1' o a5 e
h) Si se indice eroarca AR, comish prin efectuarea ace

H:

i misurari.

L
a) R.= R.—

L
R,= Hy—
L,
Ri= R,R,R,= VRiJl,= 15,85 Q
B [AR AR]~()02 Q.
R, = — + —|= Y
B eaeg {Rl R,

R,.= (15,85 & 0,02) Q. :
ic t se dispune de @
Asurar acitil a unui condensator
5.6. Pentru misurarea capdc.li.\l,u“C O i 20
o sursd de tensiune alternativii eu [reeventa v =
— un rezistor variabil R; "
— o bobind cu inductanta L variabili ;
un ampermetru si un voltmelru.
ti ; g Al ‘
Se cere si se indice douii montaje pens
capacildti in functic de mirimile misurate.
n: ‘
i aj in figura D.
a) S -ealiza montajul din 11g Afcs ;
b s Reaclanta capaciiva esie:

sititii i resiile acestel
ru misurarea capacilitfii € gi expres

a A i a cursntului i
5.3, Se misoard intensitatea I a curenti $

Jeneatoruivi.
tensiunea U 1a hornele condensatoruiui

D2 Tezulda s miseard valorile I si U s -_.
pentru diferite valori ale rezish:.n!,v:i R s ___l - . a
h) Se realizeazi montajul din Fxg.jf,um P. v

si se miisoarii intensitated curanuIm. Iuﬁm.c\;:le'
de inductanta L a bobinei. Se l'e]:n'?zml:a ;,f,mlu,
dependenta [ = fLy (figura P.5.5) si se (..l:
termind inductanta Lo pentru uﬂ:‘c I cste
maxim. Din conditia de1 rezonanti " . ﬁq N
ik ' Fig. P. 53.
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Fig: P. ‘54
se obtine :
Cr=
WYLy

4 T H T - i i

5.7. 54 se indiee modul in care poate [i determinat coelicientul d
pe un plan inclinat daeq :

a) unghiul ¢ dinlre planul inclinal gi orizonlali este 1%

b) unghiul ¢ poale fi variat,

¢ frecare a unui corp

INTRODUCERE TN TEORIA ERORILOR
DE MASURARE

Prin eroarea absoluld a unei masurari infelegem diferenta dintre valoa-
rea individualid @ a unei mérimi si valoarea adeviratii ¥, a méarimii respective *

Az < —my. (6.1)

- Asa cum am subliniat in paragraful precedent, valoarea x, a misuran-
dului nu este accesibild si deci aceastds valoare trebuic substituitd cu o va-
loare convenlional adeviratd, care reprezintd valoarea masurandului ce
diferd neglijabil de valoarea adevarati. De multe ori, valoarea adevarata
esle substituild de valoarea efeclivd a marimii de misurat. Acest lucru nu
este Lotdeauna posibil si pe de altd parte si valoarea efectivi a mirimii res-
pective este la rindul ei afeclatd de erori de misurare. |

In teroia erorilor de misurare se incearcii sii se rispundi la urmitoarele
trei intrebéri [undamentale, care se pun in procesul de efectuare a masuri-
rilor si de prelucrare a datelor obtinute.

a) CGum se poatle gisi valoarea cea mai buna pentru mirimea sau mari-
mile masurate, pe baza unui numir de maisurari efectuate ?

b) Cum se poate géisi un numir care si caracterizeze precizia medic a
uneia din maiasuririle efectuate ?

¢) Cum sec poate giisi un numéir care si caracterizeze precizia valorii pe
care ¢ considerdm ci aproximeazi cel mai bine wvaloarea adeviarald x?

Inainte de a incerca si rispundem la aceste inlrebiri, si ne ocupim
intii de unele probleme privind crorile de misurare.

De cele mai multe ori se utilizeaza in locul erorii absolute (6.1) valoarea
absoluti a evorii de misurare :

|Az| =]z —=z]."" (6.2)
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Eroarea relativii de misurare este raportul dintre valoarea absoluti
erorii de miisurare si valoarea adeviirati a, %

Az
8z = | | A (6.3)

Ta

De exemplu daci pentru rezistenta unui rezistor rezultatul unei misu-
H1i este R DI B £ ' 8 o b : : 5
rart este R = 2013 €, iar valoarea efectivii a rezistentei este R, = 250
alunci croarea absolutd este

AR =251,3 — 250 = 1.3 Q,

iar eroarea relativi esle :

3R =

[AR] 13 4 0052 — 0,529,
250 il

ta 2D

6.1. ERORILE DE MASURARE ALE MIJLOACELOR
DE MASURARE

Este cunoscut faptul ci indicatiile mijloacelor de masurare depind nu
numai de valorile marimii de masurat, ci si de o serie de factori externi ca
presiunca atmosfericd, umiditatea, inlensitatea cimpurilor electromagnetice
exterioare, cimpuri de radiatii ete. Mirimile care nu fac obiectul masuricii,
dar care au o influentit asupra indicatiillor mijlocului de masurare utilizat
sau asupra valorii indsurate se numese mdrimi de influentd Marimile de
influenta pot afecta tie mijlecul de misurave, fie mirimea de masurat, fie
atit mijlocul de misurare cit §i marimea de misurat. De exemplu, in pro-
cesul de mésurare a unei lungimi, variafia temperaturii poate afecta atit
miirimea de misurat, cit si mijlocul de masurat (rigli gradati ete.). Actiu-
nile mirimilor de influentii condue la aparvilia erorilor de mﬁsur:'tre, care
depind de modul de actionare a acestor mirimi in timpul misuririi.

Condiliile normale de ufilizare a unui mijloc de misurare (sau condifiile
de referin/d) reprezinti conditiile exterioare lixate de constructor pentru
utilizarea corectd a mijlocului de masurare. Daeidl mijlocul de misurare este
utilizat in condi(ii de referint{i, acesta pastreazii caracteristicile de utilizare
indicate de construetor.

Din punct de vedere metrologic, mijloacele de misurare sint caracleri-
zate prin sensibilitate, justete, lidelitate si precizie.

Sensibililalea unui aparat de misurat reprezintii raportul dintre depla-
sarea indicelui si variatiei mirimii de misural ciireia ii corespunde depla-
sarea respeclivii.

Sensibilitatea (S) deplasarea indicelui

(6.4)

variatin mérimii eare a produs deplasarea
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fn cazul unui ampermetru cu ac indicator deplasarea indicelui poate fi
caracterizatd atit prin deplasarea Ala acului pe scara gradati cil si prin
unghiul de rotatie A a acului indicator (fig. 5.6). Dacii aceasta devialie a
acului indicator corespunde unei varialii Al a intensitélii curentului electric,
sensibilitatea ampermetrului este:

§ = £ sau S :iaf (6.5)
Al Al

Relaliile (6.5) sint valabile pentru majoritalea aparatelor de maisurat
intilnite in mod curent.

Aparatele de mésurat pot fi cu sensibilitate constanti sau cu sensibilitate
variabili. De exemplu balantele cu brale egale au sensibilitatea S variabila,
Pentru balante, prin conventie se utilizeazi sensibilitatea practicd S’ care
este inversul sensibilitatii S:

AM
Al

Sfii= . s (6.6)
S

unde Al este deplasarca acului indicalor pe scara gradatd datorata unei

diferente AM dintre masele corpurilor aflate pe cele doud platane.

Pentru aparatele cu sensibililate variabila se determina sensibilitatea S
pentru diferite puncte de pe scara gradald, furnizindu-se curba de dependenti
a sensibilititii de diferite pozitii ale scirii gradate.

Aparatele de masurat cu sciiri gradate liniare au sensibilitatea constanli,
jar aparatele cu sciiri gradate neliniare au sensibilitate variabili.

Pragul de sensibililale reprezintii cea mai micd variatie a mérimii de ma-
surat care produce o deplasare sensibili a indicelui.

Juslelea este o caracteristici metrologici a unei masuri de a avea o
valoare nominald e¢it mai apropiati de cea efectivd, respectiv a unui aparat
de misurat de a [urniza indicalii ¢it mai apropiate de valoarca efectivd 2
miarimii de masural.

Cu alte cuvinte justetea caracterizeazi calitatea unui mijloc de masurare
de a permite misurari cu erori minime.

Eroarea de justefe (Aj) a unei masuri reprezintd diferenfa dintre raloarea
pominald x, a misurii si media aritmeticd ¥ a valorilor efective stabilite in
urma unei serii de misuriiri consecutive determinate in condilii normale de
utilizare.

Daci de exemplu, valoarea nominald a unei rigle gradate este x, = 100 mm
jar prin verificarea cu o misurit etalon se oblin rezultatele :

x, = 99,997 mm; ay = 99,997 mm;
Xy = 99,995 mm ; x5 == 99,995 mm.

Ty = 99,996 mm;
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Deci

T+ T+ 2y 2

b

=
|

2 299,996 mm.

Eroarca de justefe in acest caz este:
Aj = 100 — 99,996 — 0,004 mm.

“rorile de justete pot fi eliminate prin introducerea corectiilor de justefe :

— in cazul masurilor se scade eroarea de justete din valoarea nominali
a misurii, pentru ca aceasta si coincidd cu valoarea efectiva ;

— in cazul aparatelor de misurat corectia de justete se scade din va-
loarea medic a indicatiilor aparatului.

Fidelilalea este caracteristica metrologicd a unui mijloc de misurare de
a [urniza indicalii cit mai apropiate intre ele la misurarea repetati a aceleiasi
miirimi, in aceleasi conditii de miasurare,

Eroarea de fidelilate este caracterizatid de variafia indicaliilor care repre-
zintd diferenta dintre indicatia care reprezintd valoarea cea mai mare si in-
dicatia care reprezinti valoarea cea mai mici pentru marimea de mésurat,

Dacii de exemplu, prin misurarea rezistenfei unui rezistor cu ajutorul
unei punti se obtin valorile :

R, — 10,6 Q, Ry = 10,78,
R, — 102 @, Ry =109 0,
R, — 108 Q, Ry =107 0,
R, =105 Q, R, =104 Q,

eroarca de fidelitate esle
AF =109 — 10,2 = 0,7 Q.

Fidelitatea si respectiv justetea unui mijloc de misurare sint cu atit mai
mari cu cit eroarea de fidelitate, respectiv eroarea de justete sint mai mici.

Precizia este caracteristica metrologici a unui mijloc de méasurare de a
furniza indicalii cit mai apropiate de valoarea efeclivi a mirimii masurate.
' Eroarea de precizie a unui mijloc de misurare reprezinta eroarea globala
a mijlocului de misurare, in condilii determinate de utilizare, cuprinzind
atit eroarea de justele cit si eroarea de fidelitate. Precizia mijlocului de misu-
rare este cu atit mai mare cu cit eroarea de precizie este mai mici.

Eroarea tolerald a unui mijloc de misurare este valoarea absoluti maximi
a erorii de precizie, admisa de prevederile unui standard, ale unei instruetiuni
de verificare sau ale unei norme interne.

Eroarea de indicalic a unui aparal de mdsural este diferenta dintre indica-
lia aparatului si valoarea efectivii a mirimii de misurat. In aceasti diferenti
nu intri erorile intimplitoare care insotesc procesul de misurare.
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Eroarea raportatd a indicaliei %
aparatului este raportul dintre eroa-
rea de indicatie si limita superioard
de misurare a aparatului de mé-
su rat.

Citire incorectd

Eroarea de paralard este eroa- _—" Index
rea care se comite atunci cind indi-
cele nu este in planul scarii gradate,
iar vizarea nu este perpendiculara
pe suprafata scirii gradate (fig. 6.1)

Citire corectd

Fig. 6.1.

Clasa de precizie (C) reprezinti o valoare conventional stabilita (prin
standarde, instructiuni, norme interne etc.) pentru ansamblul mijloacelor de
misurare care sint supuse acelorasi conditii de precizie. De obicei, clasa
de precizie C exprimi eroarea relativi procentuald din limita superioarad a
indicatiei mijlocului de misurare utilizat.

Sint si cazuri cind clasa de precizie se indicd printr-un simplu
numir conventional care nu aratd, direct, precizia mijlocului de masurare. De
exemplu dacii intilnim expresia ,balanti tehnicid casa 1 nu putem calcula
eroarea absoluti care afecteazi maisurarea cu balanta respectivd, dacd nu
consultim instructiunile care precizeazi erorile relative sau absolute comise
prin efectuarea mésurdrilor cu balanie de diferite clase.

Daci, insd, clasa de precizie este indicatd in procente, atunci reprezinta
eroarea relativi procentuald din valoarea maximi a scérii gradate utilizate.

Astfel, misurind valoarea unei mérimi oarecare  cu un aparat cu clasa
de precizie C9, se comite o eroare absolutid de misurare :

val. maxima a scirii X, C,
| 5] = 100 ’

iar eroarea relativi procentualid limitd va fi:

_ | Az|  val. maximi a scarii XC
e 100-z

S 1009, =

— CX val. max. a sciril % 6.7)
z

De exemplu, un ampermetru cu clasa de precizie 1,5%, cu care se poate
misura intensitatea curentului electric de la 0 la b A introduce o  eroare
absoluti de masurare :

P e 200, o gl (6.8)
100

10 — Prelucrarea datelor experimentale in fizicd — cd. 219 145




Vedem c¢ii eroarea absolutd nu depinde de valoarea mirimii misurate, dar
eroarea relativi va fi cu atit mai micd cu cit mirimea misuratd este mai
apropiatd de valoarea maximi a sciirii. Deoarece precizia unei misuriri este
valoarea inversi a erorii relative, rezultd cid pentru asigurarea unei precizii
cit mai mari se impune alegerea corespunzitoare a aparatului de misurat.

Dacii pentru misurarea tensiunii de fazi, cu valoarea nominala U=220 V,
intr-o retea de curent alternativ dispunem de voltmetrele din tabelul 6.1,
se pune problema alegerii voltmetrului care permite misurarea tensiunii cu
eroarea relativi procentuald limitd cea mai micl, adicd cu precizia maxima.

Tabelul 6.1

Domeniul de
Voltmetrul masurare (\;] Clasa de precizie
1 250 1
2 300 1,5
3 600 0,5

Pe baza formulei (6.7) obtinem pentru cele trei voltmetre

250
BT s e Yoo 0
U = 4 n + 1,136 9,

e

300
Bl ok 1B LB S o
s 250 + o

600 4
8,1 4 0.5 —— — 1 1,364,
U = 05— = o,

Rezulti ci voltmetrul I asigurd misurarea tensiunii cu eroarea relativa
limita cea mai mic#, adici cu precizia cea mai mare, desi nu are clasa de pre-
cizie cea mai buni. Aceasta se datoreste faptului ci tensiunea masurata
(U =~ 220 V) este apropiata de valoarea maxima a scirii (250 V) pentru
voltmetrul 1.

6.2. CLASIFICAREA ERORILOR DE MASURARE

Rezultatul oricirei misuriri este afectat de erori ale caror origini sint
foarte diferite. Trebuie si intelegem cé realizarea mésurilor si a aparatelor
de mésurat reprezintd rezultatul unor misuriri multiple si variate, care nu
pot fi riguros exacte, inregistrindu-se erori atit in procesul de etalonare cit
si in procesul de misurare ce se efectueazi cu aceste mijloace de mésurare.
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Unele perfecliondri ale aparatelor de misurat pot favoriza aparitia erorilor
de misurare, dacii aceste aparate nu sint menfinute riguros in condiliile
normale de utilizare. Astfel pentru ca un aparat de misurat si poatd sesiza
variatii eit mai mici ale mirimii de mdésural este necesar ca aparatul res-
pectiv si aibii o sensibilitate cit mai mare si o inertie cit mai micd. Dar sen-
sibilitatea mare a aparatelor de misurat conduce la faptul ci acestea inre-
gistreazi pe lingh variatiile mirimii de misurat si unele influente ale mediului
in care se executi misuridrile, ca de exemplu, diferitele vibratii si trepidatii,
varialii de temperatura cte.

Deoarece untilizarea mijloacelor adecvate de masurare, precum si scrierea
corecti a rezultatelor oblinute prin misurare cu erorile corespunziloare,
prezintdi o importan{d deosebitd in loate ramurile economiei nalionale, este
necesarii adaptarea unui sistem unitar de termeni si simboluri. Pentru fiecare
domeniu de activitate existd cite un STAS (standard de stat) elaborat de
Inspectoratul General de Stat pentru Controlul Calitatii Produselor si aprobat
de Institutul Roman de Standardizare. Astfel notiunile de bazid din domeniul
teoriei erorilor de miisurare, principali termeni si simbolurile corespunzitoare
sint cuprinse in STAS 2872. Fiecare STAS pe lingad numirul corespunzitor
care rimine neschimbat de-a lungul anilor, cuprinde ined doui cifre care indici
anul in care a fost elaborat. Ultimul STAS privind erorile de misurare (termi-
nologie) a fost elaborat si aprobat in anul 1974 si se indicd sub forma STAS
2872-74.

Principalele surse de erori se datoreazii urmitearelor cauze:

— mijloacelor de misurare (crori instrumentale);

— metodele de misurare utilizate (erori de metodd);

— influenta mediului inconjurdtor: temperatura, presiunea aerului,
umiditatea aerului, cimpuri electrice si magnetice, vibratiile ete. (erori dato-
rate influentei mediului ambiant) ; ;

— influenta experimentatorului : atentia, acuitatea vizuald, capacitatea
de acomodare, exerciliul ete. (erori personale);

— modelului asociat misurandului (eroare de model);

— influentei mijloacelor de misurare san ale experimentatorului asupra
miasurandului (erori de interactiune).

A. Din punctul de vedere al surselor, de erori distingem :

a) Eroarea insirumenlalii care reprezintid ansamblul erorilor de mésurare
datoritd mijloacelor tehnice prin intermediul cirora se obtin informatiile de
misurare. Eroarea instrumentald cuprinde ercarea de justele, eroarea de
fidelitate, eroarea de indicalie a aparatului de misurat ete.

b) Eroarea de melodd este eroarea de misurare datorita imperfectiunilor
metodelor de misurare utilizate pentru obtinerea informaliilor de mésurare.

Ca exemplu de erori de metodd putem indica mésurarea unei rezistente
prin metoda ampermetru-voltmetru. In acest caz apare eroare de metoda
datoriti consumului propriu al aparatelor de masurat.
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Fig. 6.2, Fig. 6.3.

In figurile 6.2 si 6.3 sint reprezentate doud scheme utilizate pentru misu-
rarea rezistentei unui rezistor prin metoda ampermetru-voltmetru.
In cazul montajului din figura 6.2 obtinem relatiile :

U
L=l—L=1———

v
unde I, este intensitatea curentului electric indicati de ampermetrul A,
U este tensiunea indicatd de voltmetru V, iar R, este rezistenta interioara
a voltmetrului.

Din relatiile :

avem :
K, & oK
I, Iy — Iy Ry
sau
L—h ._I_Dﬁ ) Ry
I, I, R
De unde
I, R+ Ry
I, R
Valoarea rezistentei R este:
R =l= U U U
T )
0 R 4+ Ry
U U, R
R e e | | —, :
rofle ) R ot
0
Ry + R,
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Deci eroarea absoluti

UR

o Ry

AR = (6.10)

poate fi neglijatd numai dacd rezistenta misuratd este mult mai micd decit
rezistenta interioarii a voltmetrului. Pentru montajul din figura 6.3, avem :

I(R,+ R) = iR (1 % .%) — T,

De unde

(6.11)

¥ar
R,

... - 6.12
Y (6.12)

PU PN i, S S, P
1_;_.& I,

Deci pentru ca valoarea rezistentei R sa fie cit mai apropiati de raportul
U/I, este necesar ca rezistenta R, misuratd, sa fie mult mai mare decit re-
zistenta internii R, a ampermetrului

Vedem deci ¢ii ntilizind montajele din figurile 6.2 si 6.3 pentru misurarea
unei rezistente comilem erori de metodd, ale ciivor valori depind de raportul
R/R, (6.10), respectiv R/R (6.12).

¢) Erori datorate influenfei mediului ambiant reprezinti erorile care alec-
teazd misuririle efectuate fird respectarea conditiilor normale de utilizare
a masurilor sau aparatelor utilizate.

In tara noastri, prin STAS 6300-74 se stabilesc conditiile de incercare
si de referinlii pentrn mijloacele de misurare ale ciror caracteristici variazi
sub influenta mediului ambiant.

Astfel conditiile standard de referinld pentru incerciri si miisurdri sint:

— temperatura : 20°C;

— presiunea: 1 atm = 101 325 N/m*;

— umiditatea relativi: 659 ;

— cimpurile electrice §i magnetice exterioare trebuie si lipseascd.

Pentru influenta vibratiilor, iluminérii, zgomotului, componenia aeru-
lui ete. nu s-au stabilit incd conditii de referintd decarece nu se cunosc
inci, sulicient de bine, legile dupi care acesti factori influenteaza functio-
narea mijloacelor de misurare.
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d) Krori personale sint erorile de misurare care se datoresc experimenta-
torului care electucazd mdasurarea. Erorile efectuate de experimentafor
depind foarte mult de calitatile si deprinderile acestuia. Anomaliile ochiului
observatorului, viteza de veactie, capacitalea de acomodare, nerealizarea
coincidentei la vizarea scivii gradate reprezintd unele din sursele de erori
personale. Dacd in urma unei misurari acul indicator al aparatului-de misurat
se afld intre douad repere, adicd nu coincide cu ‘nici unul din reperele scirii
gradate, se impune efectuarea unei interpolari vizuale. Operatorul fird expe-
rientd poate efectua eronat aceste interpoliri. Se recomandd ca pentru un
anume tip de misurari sd nu se schimbe experimentatorul, pentru a-si putea
insusi deprinderile necesare. i

e) Iiroarea de model esle eroarca de misurare datorald imperfeciiunilor
(erondrii) modelului asociat misurandului. Aceasldi eroare apare, de regula,
atunci cind nu cunoastem precis proprietilile masurandului. De exemplu,
dacid pentru o piesd consideratd cilindricd, méasurim un singur diametru al
secliunii transversale putem comite eroare de model dacd In realitale piesa
are sccliune transversalid eliptica.

[) Eroarea de inleracfiune este eroarea de misurare determinatd de
influenlele pe care mijloacele de misurare sau experiméntatorul le exercild
asupra valorii masurandului. Astfel de erori pot apirea, de exemplu, daca
prin misurarea ltemperaturii in interiorul unui vas, introducerea termome-
trului conduce la modificarea temperaturii din interiorul vasului, sau in
procesul de misurare a capacitdtii unui condensator apropierea experimenta-
torului modifici capacitatea de misurat. '

B. Din punctul de vedere al dependeniei erovii de misurare de valoarea
mirimii misurate avem : S 3

a) Eroarea adifivd reprezintd eroarea de misurare care nu depinde de
valoarea marimii masurate. De exemplu, in cazul deplasirii indicelui unui
aparat de misurat eroarea de masurare nu depinde de valparea marimii
misurate (formula 6.8).

b) Eroarea mulliplicalivd esle eroarea de masurare cace. depinde de va-
loarea marimii maisurate. . : i

In general eroarea multiplicativd este egald cu un produs in care unul
din termeni reprezinti valoarea méarimii misurate. Dacd, de exemplu, se
misoarda cu puntea Wheatstone (lig. 6.4) rezistenia R,, prin metoda com-
pensatiei oblinem cxpresia:

_RuR,

8 = y ' ' (6.13)
R_] . 2 .

Notind cu AR., AR; si AR, erorile absolute ale valorilor rezistenlelor
R;, Ry si R, putem calcula eroarea absoluti AR, cu care se determind
rezistenfa R,.
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Aplicind formula (2.42) aflam eroarea
absoluti a produsului R,R;.

A(R;I"ﬁ) = R-_"AI{3 —i‘ R‘.‘;'A.I-?g‘

jar pe baza formulei 2.50 avem :

R

- (RyR,AR; + RyRAR; + RaRyARy) =
R2

4

_ R.Ry (AR, g AR, 1 AIf.i)
T Ry R,

Fig. 6.4.

5au

(6.14)

AR, REeT A RJ)
L - = R i = 4 S ]
AI{! E ( _If_, * HS ik f‘t}

Vedem c¢i in acest caz eroarea absolutda a valorii rezistentei R:i(AR,) este
proporfionalid cu valoarea rezistentei obtinuld prin misuriri. Eroarea l"ela—

tivd insa:

+ =

3R, =
k Ry R Ry ¢ o Iy

AR,. ARy ARy ARy . . (6.15)

nu depinde de valoarea R, nbliz}ut{l in urma_mﬁsurﬁrii.. o

C. Dacii se misoard de mai mulle ori o mirime fizied de valoare nominald
cunoscuti, in conditii identice, cu aceleasi mijloace de masurare si de cfi_l;re
acelasi experimentator, se constala ci erorile care insolesc misuririle respective
au caracter diferit. Astfel unele se menfin constante, altele variazi de la o
misurare la alta, iar altele sint foarte mari, depasind erorile tolerate de mijloa-
cele de masurare utilizate. Aceastid constatare a condus la posibilitatea clasi-
ficarii erorilor de masurare ,dupd caracterul lor® sau din punctul de vedere
al structurii statistice a acestora. Din acest punct de vedere, crorile de ma-
surare se clasifica astfel :

a) Eroarea sistemalicd reprezinli eroarea care ramine conslantf“} a!iiit. ca
valoare absolutd cil si ca semn, atunci cind se mésoari repelat aceeasl marime
fizicd, in conditii practic identice, sau care variaza dupi o lege definiti ci‘n'd
se modilici conditiile de miasurare. De exemplu dacd la o cintirire se utili-
zeazi un etalon a cirui masi se considerd 1 kg, dar valoarea sa convenlionald
adeviratia este mai mare sau mai micd decit 1 kg vom obtine o eroare siste-
matici constantid. De asemenea, dacd utilizam pentru misurarea unei lungimi,
o rigli metalicii gradati la o temperatura diferita de temperatura la care a

fost calibrati rigla respectivd, vom obline tot o eroare sistematicii constanta.

151




O eroare sistematica variabild se poate obline in cazul cind existi o nestabi-
litate in funcfionarea unui aparat electronic.

b) Eroarea inlimplditoare (alealoare) este eroarea care variazi imprevi-
zibil, atit ca valoare absoluti cit si ca semn, cind se misoar repetat aceeas;
mirime, in condilii practic identice. Prin masuriri efectuate in condilij
practic identice se inteleg misuririle efectuate cu aceleasi mijloace si metode
de misurare, de ciitre acelasi operator, sub actiunea acelorasi factori de in-
fluenti.

S& considerim, de exemplu, misurarea perioadei de oscilatii a unui
pendul cu ajutorul unui cronometru. Efectuind misurarea de mai multe ori
putem gresi atit la stratul cit si la oprirea cronometrului. Acest lucrn va con-
duce la o dispersie a rezultatelor oblinute in fiecare misurare in parte, adici
unele rezultate vor indica valori mai mari, iar altele valori mai mici pentru
perioada T. Cum abaterile de la valoarea realid a perioadei pendulului sint
intimplitoare, rezultatele misuririi pot fi privite ca fenomene aleatorii.
Erorile aleatorii nu pot fi eliminate cu ajutorul unor corectii aplicale rezulta-
tului brut al misurarii, cum este uneori posibil in cazul erorilor sistematice.

¢) Eroare grosoland (sau greseali) reprezintii eroarea care depiseste
considerabil erorile cele mai probabile, specifice conditiilor date de méisurare.
Astfel de erori pot aparea dacii se utilizeazi mijloace de masurare defecte
sau dacé se utilizeazi defectuos un mijloc de misurare. Intr-o serie de misu-
riri efectuate asupra aceleiasi marimi fizice, in conditii practic identice,
valorile afectate de erori grosolane trebuie identificate si eliminate din sirul
de rezultate obtinute.

Pentru evitarea erorilor grosolane este necesar si se acorde o atenlie
corespunzitoare efectudrii masurdrilor, ficindu-se mai multe verificiri si
controale.

Presupunind cii se jau toate misurile, pentru inliturarea greselilor de
misurare, in cele ce urmeazi, nu ne vom mai ocupa de aceste erori.

6.3. ERORI SISTEMATICE. UNELE PROCEDEE
DE ELIMINARE A ERORILOR SISTEMATICE

Cu toate ci in constructia mijloacelor de misurare, se iau toate misurile
pentru inliturarea eventualelor defecte, se intimpli destul de des ca indicatiile
acestora si fie insotite de asa-numitele erori instrumentale reziduale. Asa pot
apérea erori de diviziune la scirile gradate, erori de excentricitate la aparatele
cu cadru mobil ete.

Pot apiirea erori sistematice si daloritd unor concentriri imperfecte
in cadrul unei instalatii de masurare. Astfel unele conectari in scheme electrice
pot deveni surse de tensiune electromotoare de contact sau de rezistente
suplimentare in circuit.
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Si considerim instalatia de mdisu- Ey
rare din figura 6.5 utilizatd pentru ma-
surarea raportului rezisten(elor R, si R,.
Acumulatorul E; asigurda o diferenti de K, >< I
potentiale intre capetele AC ale reostatu- 0" To ﬁ_
Iui cu cursor. Rezistenlele R, si R, sint
conectate, in serie, in circuitul acumu-
latorului E,. Deoarece intensitatea cu- 7 c
rentului electric, prin cele doui rezis- S
tenle, este aceeasi, diferentele de poten-
tial de la capetele acestor rezistente va fi:

[]1 =II{1; U?“——I.ﬁ,g Ol b

s c d
. R :LE
R, U, Vg 2

Conectam punctul a cu punctul ¢ si

punctul b cu punctul d si deplasim curso-

rul B pind cind intensitatea curentu- >< K>

Iui electric prin galvanometru devine

egala cu zero. Fixdim astfel distan{a L’_T

AB = x; pe scara reostatului. Apoi co- Es

nectdm punctul a cu punctul e 5i punctul b Fig. 6.5.

cu punctul f si din nou deplasim curso-
rul B pind cind intensitatea curentului indicatd de galvanometru devine
zero, f{ixind noua pozilie x, pe scara reostatului. Deoarece rezistenta R,p

este proportionald cu distan{a AB = a iar galvanometrul indicii intensitatea

curentului egald cu zero cind X, = U; respectiv U,y = U,. Rezulti deci

raportul :
Bt (6.17)
o s

Din formulele (6.16) si (6.17) ob{inem :
LT (6.18)

Ry .

Rezistenlele variabile R’ si R’ permit reglarea intensitalii curentului
din circuitele acumulatoarelor E, si E,, astfel incit distantele x; si x, sa fie
cuprinse in limitele scérii reostatului.

S# analizim care sint sursele posibile de erori in cazul acestei masurari.

Vom incerca si enumeriim unele din aceste surse de erori sistematice.
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a) Pot exis rasar
L) : L Lx.mutal defecte de trasare a reperelor pe scara reostatului cu cursor-
) Intensititile curentului electric prin reostat pot si nu fie egale. i
ambele misurari si atunci for s Ko
si atunei formula (6.17) nu esle riguros adevirati
c 3 v v T o g i
- ) Reperul zero de pe scara reostatului poate si nu corespundid unei
di yolential e AU ica .
erente de potential egale cu zero. Adied dacd cursorul B se afli la reperul
zer T TEGE i it s ; 17
lodpe scara reostatului putem avea o diferenti de potential U,y # 0
0t ol 5 e o 2 £ : ) 4 '
1. ) Reoslatul AC poate avea o rezistenld neuniforméi pe intreaga lungime
f (;cholnducc la faptul cit relalia (6.17) este valabild numai aproximativ
e) Valorile R, si R, pot depi o 1
oi R, . depinde de modul de conectare i
" : > conecta
A tare in punctele 1,
1 f) In afari de acumulatoarele E, si E, in circuit pol apirea alte surse
e tensiune (”..IOCLI omotoeare, ca de exemplu tensiune electromotoare de con-
tact sau tensiune termoelectromoloare.
Sar‘nc ocupim de modul de detectare a surselor indicate de erori si de
modul in care erorile respective pol fi eliminate.
o . G S
. a) ~F1e L, dimensiunea nominald a scirii gradate a reostatului. Daci
['1 1 aQQ - Sy 0 0} T 0 l . "
priz i]'ﬂdblﬂc’lle:l cu un mijloc de mésurare etalon obtinem lungimea L, atunci
coreclia de i inli i diviziuni ' i e :
eclia de z'nscrrp!le (C;) a unei diviziuni a scirii gradate este diferen{a dintre
valoarea efectivid L, si valoarea nominald I;: ‘

W T Sy (6.19)
Valoarea corectata L, a inseripliei masurii va [i egald cu:
L, = Ly = G ' (6.20)
Astlel putem introduce corectia C; (6 —20) pentru eliminarea eventualel
defecte ale scirii gradate a reostatului. ) e Wb F
'h) Inlensitilile curentilor prin portiunile de circuit AB, 1—2 si 3—4
A df?p]llld de tensiunile eleclromotoare ale acumulatoarelor E, si E! De;dcim e‘nt—' l
climinarea unor astfel de erori este necesar si se asigure staf)ilit;;ceq ’ac p1 il l—
toarelor I, si IZ,. Penlru aceasta trebuia ca: ¢ e
— acumulatoarele si fie bine incircate ;
" pa-uzu intre masuririle mérimilor x; si x, si fie cit mai scurti
..Sue n.‘p‘LiC cd tensiunea electromotoare a acumulatoarelor nu est;a con-
stantd in timp si deci nu se poate asigura un regim riguros stabil al '1;es—
tnra: In astlel de situatii se recomandi efectuarea mﬁsul'z‘;'ii Iﬁﬁll‘imilor ® “;' ;
d-upa mctfzda »sandvis®. Astlel se misoard inilial distanta z ohl;initnlcl:ll—::
valoarea x;, apoi distanta x,, iar dupa aceasta din nou (lisJLanl:la x, care c0;1~
duce la valoarea x;". Valoarea x, se ia ca medie aritmetici a valérillolr 3; gl =
g L@ y 2
P (6.21)

&

p s i g
B utelln repela de citeva ori aceastd metodi de misurare, considerind

media valorilor i Pri ;

- valorilor oblinule. Prin aceasta‘ eroarea datorati varialiei tensiunii

electromotoare a acumulatoarelor I7, si F, este practic climin'lt"n'

124

!

&

_%Il_

R a
A a b 4 c

Ao e
e x{mem)

Fig. 6.7.

Fig. 6.6.

c) in praclicd este foarte greu sil se. realizeze ca in cazul cind cursorul 3
se afld pe reperul ‘zero, tensiunea X, si fie egald cu zero. De aceea este po-
sibil sd existe o eroare sistematici Ax care trebuie adiugald la valoarea
cilita pe scara re'ostatului. Pentru stabilirea acestei corectii se uneste punc-
tul @ cu punctul b (fig. 6.5) si se misoard intensitatea cuventului, indicata
de galvanometru, pentru citeva valori x apropiate de reperul zero (fig. 6.6).
Extrapolind dependenia ljniarﬁ oblinutd obtinem corectia Az. Prin adduga-
rea valorii Az la valorile &, si @, citite pe scara reostatului, se eliminé eroa-
rea sistematic,” datoratd reperului zero.

d) Dacd infasurarea reostatului nu este defectd, rezistenia unititii de
lungime este aceeasi pe toatdd lungimea reostatului. Putem verifica dacd
f‘c;(,'istenLa reostatului este omugémﬁ,' miisurind diferenta de potential intre
doudi puncle ' si b’ care se deplaseazi in lungul reostatului astfel ca dis-
tanta dintre ele si ramind constantd (fig. 6.7).

¢) In acest punct se pune problema daca raportul R,/R, reprezinti
intr-adevra raportul rezistentelor rezistorilor respectivi sau rezistentele I,
si Ry includ pe lingi rezisteniele rezistorilor §i rezistenlele altor elemente ale
cireunitului. Din principiul de functionare a instalaliei indicale in figura 6.5
1, d—2, e —rsif—4 nn prezintd

rezulti ci rezistenlele conductorilor ¢ -
ele 2, si @, cind intensitatea curentului

importantd, deoarcce se fixeazi distanl
prin aceste conductoare este egald cu zero si deci ciiderile de temsiune pe
acesti conductori’ este zero, indiferent de rezistenfele lor.

Se stie cd in locul de comectare a doi conductori apare o0 rezistentd de
contact de ordinul a 10-% Q. Daci valorile rezistentelor masurate sint sufi-
cient de mari (> 1 ) nu este necesar s tinem scama de valorile rezistentelor
de -contact. In cazul in care valorile rezistentelor R, si- R, sint mici (20T —
2.10-* Q) sc impune o analizd atentd a modului de conectare a rezistorilor
R, si Ra. -

S considerim cazul rezistorului cu doud cleme. In acest caz in fiecare

clemi se conecteazd doi conductori, unul de la acumulator-conductor de
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Fig. 6.8. Fig. 6.9.

tensiune si altul de la galvanometru-conductor de curent. Schema echiva-
lentd a conectirii rezistorului eu doudi cleme este datd in figura 6.8.

Rezistentele r, si r, reprezinti rezisteniele de contact ale conductorilor
de tensiune, iar ry si r, rezistentele de contact ale conductorilor, de curent.
In procesul de misurare se obtine nu rezistenta R, a rezistorului, c¢i de fapt
R, 4 ry -+ r,. Analog, putem ajunge la aceeasi concluzie si in cazul rezis-
torului R..

Pentru inliturarea acestor neajunsuri, care pot conduce la erori siste-
matice, se recurge la utilizarea rezistorilor cu patru cleme (fig. 6.9). Conduc-
torii de curent se conecteazdi la clemele a $i b, iar conductorii de tensiune
la clemele ¢ si d.

In acest caz rezistentele de contact nu au nici o influenta asupra misuri-
rilor. Rezistentele in contactele a si b nu prezintdi nici o sursii de erori, daci
ramin constante in timpul masuririi iar rezistenlele de contact ¢ si d la fel
nu influenteazi si deci se misoarid direct rezistenta intre punctele 7 si 2,
adicd rezisten{a reali a rezistorului.

f) Toate punctele de conectare a conductorilor, din diferite materiale,
pot constitui surse de tensiune electromotoare, datoriti efectulni termeo-
electric. Cele mai importante surse de tensiune electromotoare sint locurile
de contact a firelor de cupru si a clemelor de alami. Analizind schema din
figura 6.5 se poate vedea cii orice sursi de tensiune electromotoare, in serie
cu acumulatoarele I, si E,, nu prezinti importanti, deoarece prin efectuarea
masuririlor nu ne intereseazii valorile intensitétilor curentului in circuitele
celor doud acumulatoare. Este important numai ca intensititile acestor
curenti si fie constante in timpul masuririi. Daci ins3 in eircuitul galvano-
metrului Aac 12dbBA, avem surse suplimentare de tensiuni electromoloare
acestea conduc la aparitia unor erori in valorile 2, s1 a3 Pentru a exclude,
aceste erori trebuie si misurim mirimile &y 5i 2, de cite doudl ori, o dalid
cind acumulatoarele E, si E, sint conectate ca in ligura 6.5, iar a doua oarit
schimbind polavitatile celor dous acumulatoare. Deoarece prin aceasta sensul
tensiunilor termoelectrice nu se schimbi, media celor dous masurdri peniru
x; $i @, reprezinti rezultatul care s-ar fi obfinut in absen{a tensiunilor electro-
motoare suplimentare,
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Vedem, deci ¢i pentru inldturarea surselor de erori sistematice sE: impune
o analizd atentd a instalatiei de misurare in fiecare caz con‘crct :n parte-
Exista insi citeva procedee generale care se recomanda a fi utilizate in scopul
elimindrii erorilor sistematice. o .

In primul rind se cautd sa se elimine sursele de erori lslistematlcc, ceea ce
implicd un studiu prealabil al erorilor si introducerea corectiilor acolo unde este

cazul. e 4
Putem indica urmitoarele metode folosite pentru eliminarea erorilor

sistematice. 3 - "
1) Metoda subslitulici (vezi § 5.1). Aceastid metoda se foloseste in special,

pentru eliminarea erorilor sistematice, provenite di? lipsa de egalitate rigu-
roasa a lungimii bratelor unei balante consideratd ca are bratfale egale.

Daci dorim si misurim masa M, a unui corp, se asazii acest corp pe
unul din talerele balantei, iar pe celdlalt taler se asazi greutiti cu‘masa cu:
noscuti i)iné cind se echilibreazi greutatea corpului .deu mas.é M,. I.?1e aceastd
masd B,. Dcoarece echilibrul balantei se determind prin egalitatea mo-
mentelor.

M.gl, = M,gl, ' (6.22)
unde [, §i I, sint lungimile bratelor balantei. Rezultatul
M, = M, (6.23)

este corect numai daci cele dou# brate ale balantei sint riguros egale, eee‘a ce
practic este imposibil. Deci rezultatul (6.23) este afectat de o eroare Enste-
matici constantd. Pentru inldturarea acestei erori se ia corpul de masd M,
de pe talerul balanlei gi se inlocuieste cu greutiti de-mase'i cunoscute (sa
admitem M,) pind se obtine din nou echilibrul balantei. Astfel avem

M,gl, = M,gl, (6.24)
Din relatiile (6.22) si (6.24) se ob{ine

M,
M,

=13 Wy e M (6.25)

Rezultatul (6.25) nu este afectat de erori sistemat'ice.

2) Meloda opozifiei constd in aranjarea experienfei ?Stfe,l ﬂca erouarea
provocati de un factor oarecare si intre in rezultatele mésurarii o datd cu
semnul plus si altd datd cu semnul minus sau, cu alte cuvinte, acest factor
si exercite acliuni contrare asupra rezultatelor.

Aceastd metodi a fost utilizatii la punctul f in studiul experientei pentru
stabilirea raportului R,/R, in scopul eliminirii erorilor sistematice datorate
surselor de tensiuni electromotoare suplimentare. .

De asemenea, se stie ¢ suruburile micrometrice utilizate la microme-
trele-ocular de la aparatele de misurat au o cursd moarté, care poate provoca
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erori sistematice. Pentru eliminarea acestei erori, se recomandi efectuarea
a doud citiri, in directii opuse rotirii surubului. Daci d, si d, sint rezultatele
celor doudl eitiri alunei X

dl "I* dg
2

=

d =

Imezintﬁ indicatia care nu contine eroarea sistematici datorati cursei moarte.

3) Metoda observatiilor simelrice se utilizeazii atunci cind in metoda de
misurare existii o anume simetrie, adicd prin permutarea unor péarti a insta-
lafiei de mésurare nu se schimbi nimie. De exemplu, daci Lrebuie si misurim
temperaturile &, si ¢, in punctele P, si P, cu lermometrele ’1‘; si T,, rezultatele
mésuriirii nu trebuie sd se schimbe dacii schimbim termometrele intre ele.
Dacii insi constatim cii in urma permutirii termometrelor se oblin rezullate
diferite, inseamna ed indicatiile acestora sint eronate. Tn cazul in care indi-
caliile celor doud termometre, in acelasi punct, sint apropiate, valoarea
medic a celor dou# indicatii va fi afectatd de erori sistematice mai mici decit
valoarea unei singure indicatii.

Desigur ci in acest paragraf, nu am indicat toate posibilitatile de eli-
minare a erorilor sistematice. Problema eliminirii erorilor sistematice necesiti
0 analizil detaliatd atit a condiliilor de misurare, cit si a datelor (-)b[,inutc.
O importan{a hotaritoare in acest sens o are experienfa si priceperea experi-
mentatorului.

Se poate afirma ci influenta erorilor sistematice asupra mdasurarilor
poate fi, in cele mai multe cazuri, cunoscuti si eliminati prin corectiile ce se
aplicd sau prin mijloacele speciale de misurare utilizate. Erorile sistematice
care nu pot fi eliminate si care se consideri mai mici decit erorile tolerate de
mijloacele de misurare utilizate, se numesc erori sislematice reziduale si se
includ in grupa erorilor intimplitoare.

6.4. ERORI INTIMPLATOARE

Dacd se efectucazi un numir n de misuriri directe, succesive asupra
unei marimi fizice, cu mijloace si metode de misurare adecvate, se obtin
valorile individuale ale mirimii misurate.

i Loy Lgs v Dy (6.26)

In cele ce urmeaza vom considera, cii valorile individuale (6.26) au fost
corectate de erorile sistematice, prin metode indicate in paragraful 6.3, si
deci acestea contin numai erori intimplitoare sau erori sistematice reziduale,
care se considerd tot erori intimplitoare.

Erorile intimplitoare influenfeazi rezultatele misuririlor succesive
ale aceloragi mirimi fizice, cind intr-un sens, cind intr-altul ceea ce condice

158

la faptul ci valorile individuale vor fi cind mai mici, cind mai mari decit
valoarea adeviirati o, a mirimii misurate. _

Trebuie subliniat ci obiinerea rezullatelor individuale diferite in micé
misurd unele de altele, precum si a unor rezultate care coincid intre ele,
este o consecinli logicd a conditiilor de misurare. Dacd prin repetarea masu-
rarilor se obtin riguros aceleagi valori individuale, inseamnd cd metodn de
misurare utilizati nu esle suficient de sensibila. '

Fiecare valoare individuald ; este afectatd de eroarea absolutd intimpla-
toare :

Aﬂ:‘- = = ey : ((‘).27)

unde 1, este valoarea adeviirati a mirimii masurate.

6.4.1. Proprietitile erorilor intimplitoare. Densitatea de repartitie Gauss.
S-a constatat, din practica misuririlor, ci erorile intimplitoare Ax; posedi
urmitoarele proprietiti:

a) Erorile Az; mici, in valoare absolutd, sint mai [recvente decit erorile
Az; mai mari, in valoare absolutd. Adica cazurile in care erorile intimpla-
toare sint mici, sint mai frecvente decit cazurile in care erorile intimpla-
toare sint mari (principiul cauzal).

b) Toate erorile intimplitoare sint mai mici decit o anumiti limita,
care ar corespunde erorii datorate tuturor cauzelor de erori (principiul li-
milaliv).

¢) Dacd numirul n al miasuririlor este suficient de mare se constatd
¢i numirul erorilor negative este egal cu numirul erorilor pozitive, iar suma
algebricd a erorilor intimpliatoare

EHAI; (6.27")
i=1

este foarte mica (principiul distribuliv).

d) Probabilitatea ca si avem o anumitd eroare intimplétoare, prin efec-
tuarea unei misuriri, depinde de valoarea absolutd a erorii (principiul
probabilistic).

Aceste proprietiiti ale erorilor intimplitoare sint obtinute din practica
si se considerd ca axiome.

Rezultatele unei serii de misuriri pot fi reprezentate grafic, pentru a
avea o imagine mai clard asupra frecventelor cu care apar anume rezultate
individuale ale méisuririlor.

De exemplu, in tabelul 6.1 se indici rezultatele a 100 de misurari a
vitezei luminii, obtinute de Michelson in anul 1879.

Datele din tabelul 6.1 sint reprezentate in figura 6.10, sub forma unor
bare verticale de lungime cu numérul n,, de aparitie a valorii individuale

respective.

159




Tabelul 6.1

C In kwm/s aqé, r’llql?':l“ll! lgl
299 050 1

209 550 2

299 600 8

299 650 14

299 700 22

299 750 25

299 800 20

299 850 7

299 900 1

Valorile individuale obtinute in urma efectufirii unui set de masuriri,
pot [i reprezentate si sub forma unei histograme. Pentru constructia histo-
gramei se imparte intregul domeniun in care sint cuprinse valorile individuale
in parfi egale, reprezentindu-se numirul n; de valori individuale cuprinse
intr-un interval oarecare. Lirgimea intervalului poate fi aleasd arbitrar,
dar nu poate fi luati mai mici decit eroarea absolutd care afecteaza misu-
rarea respectivi,

In tabelul 6.2 se indicd rezultatele a 1000 de mésurdri privind impuriti-
tile (In g/l) in apa industriala.

Tabelul 6.2
Impurititi in
]l 404-5 504-5 6045 7045 8045 9045 100 45
n ’ i o ’ 48 160 385 246 113 I 37

In figura 6.11 sint reprezentate, sub forma de histogrami, datele din
tabelul 6.2.

Daca numirul total n de misuriri este suficient de mare, in locul histo-
gramei, se poate construi o curbi (fig. 6.12) care reprezintd densitatea de
repartitie f(z). Cunoasterea densititii de repartitie f(x) este de o deosebiti
importanti deoarece produsul f(z)Az reprezintd probabilistica ca valoarea
individuald a unei masuriiri s fie cuprinsi intre x si 2 - Az.

Figurile 6.10 —6.12 reprezintd rezultatele tipice obtinute in cazul unui
set de n mésuriri directe, in conditii identice, pentru aceeasi marime fizica.
In toate cazurile, valorile individuale T; nu apar cu aceeasi frecventi. Rezul-
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Fig. 6.12.

talele care indicii valori @; mai apropiate de valoarea reali z, apar cu o frec-
venidi mai mare decit rezultatele individuale x; mai depirtate de ay.

Karl I. Gauss (1777 —1855) a ariitat (1821) ci densitatea de repar.
titic care satisface cele 4 proprietili fundamentale ale erorilor intimplitoare
are forma :

fl@) = Ke""("_'“’v)’ (6.28)

unde K si h sint constante.

Din conditia ca aria mirginiti de densitatea de repartitie f(z) si axa z
sii fie egald cu 1, ceca ce inseamnd cil probabilitatea ca in urma unei misuriri
sfi se obfind oricare din valorile individuale posibile este egald cu 1, se obtine
relatia :

Rt (6.29)

.
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Deci densitatea de repartilie
AT - .
f(x) = ﬁg hi(z-z,) .(5,3'0)

reprezinti densitatea de repartitie Gauss, numlté uneori si c]oputul lm Gauss
sau densitatea de repartitie normali. ; ; :
Parametrul h se numeste indicele de precizie deoarece, as:a cum vom
vedea ulterior, caracterizeazii precizia masurdrilor efectuate. (T Tk
Se poate usor vedea ci densitatea de repartifie (6 30} satxsface propr:ea
titile enumerate ale erorilor intimplitoare :

Dach, * — 2, =0; f(a) = valoare maximi j i ‘ k:

i
‘\/E,
T — 2 = £ wf(@) =

— Prin schimbarea semnului erori. Ax =2 — x, avem aceeasi “valoare
pentru densitatea de repartitie f(x).

6.4.2. Estimarea valorii adeviirate 1:0. Erori aparente. ‘Densitatea ‘de
repartitie Gauss (6.30) confine parametrii x; si h ale ciror valori au rimag
nedeterminate. Pe baza setului de valori individuale (6.26) trebuie si gﬁsizni
valoarea conventional adevirati a misurandului care si difere neg]uabll
de valoarea adeviiratd x,. Se consideri cit valuarea conventmnal adevirati
a milsurandului este acea valoare pentru care suma patratelor emmlur absolu‘ -
(6 27).este. minimd :

éI(A:Ug')E == (1’1 = -"Cia)‘a -+ (Z'Ug — ;tn)z L (:L‘n A Iﬂ)‘d (631)

'Deeci trebuie si aflim valoarea x, pentru care functie

(o) = (&, — 2)® + (T2 = %)* + o0 + (T — %)* (6.317)

este minimi. Pentru aceasta trebuie ca derivata functiei f(z,) in raport cu x,,
sa fie zero.

d’:—ls%"lz—z(xlﬁxo)—z(mz~mo) 30 < B, — B =0
§au
2+ %+ ..+ 2, —nxy =0
&é‘:unde - Sk '
%:ml—}—mg-{— e T, (6.32)
n

1.62 R AN = Tosale paraaasinalioss

Deci valoarea conventional adevirati a misurandului, care aproximeaza
cel ntai bine valoarea adeviratd x, este valoarea medie aritmeticd a setului
de valori individuale

n
X=l§:w (6.33)

n
=1

‘Pentru prescurtare, in cazul cind nu pot avea loc confuzii, notiunea va-
loare medie aritmetici a rezultatelor unui sir de misurdri poate fi denu-
mitd si valoare medie @ lui @,:sau’ X bharat (STAS 2872-74).

“Trebuie sibliniat ¢d X reprezintii valoarea cea mai probabild a mérimii
misurate, adicit valoarea care se poate considera cea mai bund, cea mai justd,
cea mai apropiatid de valoarea adeviratd x,, dar X nu coincide cu valoarea
adevirata x,.

Scriem erorile absolute intimplitoare
Az, =2 — 2

Az =y — 2y ¢ (6.34)

Desigur cii aceste erori reale nu sint cunoscute, deoarece nu cunoagtem
valoarea adev*”lrata'l Ty, ci numai valoarea X care estimeazi cel mai bine va-
loarea ﬁde\amtcz e , ' 5 f
" Ficind suma ‘termenilor (hn t'eht;]a (6. 34) obiinem:

;1(5-\'1:) let — Ny

sau tinind seama de [ormula (6.33) avem:

.i(A-Tr) =n(X —‘ )

de unde

) i | |
: S :2 (Ax). (6.35)

~ Cu cit numérul masuririlor este mai mare, cu atit mai bine este aproxi-
mati valoarea reald x, de valoarea medie X.

Tinind seama de proprietatea fundamentald a erorilor intimplatoare,
de a se distribui complet dezordonat, astfel incit pentru un numir suficient
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de mare de determiniri s avem in medic tot atitea valori pozitive cite nega—
tive, avem relatia

n
lim ¥ Az; = 0. (6.36)
n-oo i=1
Din aceastd relatie rezultd cd valoarea medie a erorilor reale
1 n
Ax = — E (Axy) (6.37)
n
1=n
nu poate constitui o mirime convenabili pentru studiul proprietédtilor si
rezultatelor méasuririlor afectate de erori. Initial s-a incercat si se intro-
ducit in calcul valorile absolute ale erorilor reale, numite abateri ab-
solute
| Ay | = [ — |

| Az | = | % = | (6.38)

| Ay | =] we — 2]

si sa se defineascé eroarea medie, ca fiind media aritmetici a abaterilor ab-
solute

_ 1Az [+ A% |+ o AT

(6.39)
n

S-a constatat insd cé eroarea medie O prezintd o serie de inconveniente, pentru
care amintim faptul c& nu scoate in evidentéd gradul de precizie al operatiilor
de misurare si observatie.

Astfel, daci eleval A, In urma mdésuririi cu picnometrul a densitétii
unui lichid, ob{ine rezultatele din tabelul 6.3.

Tabelul 6.3
Misurarea 1 2 3 . 1 5 6 7 8 9 10
Rezultatul p, in
kg/m? 530 480 460 520 490 500 540 470 480 530

ia? elevul B obtine datele din tabelul 6.4 .

Tabelul 6.

Masyraiea i i 2 3 4 5 6 -7 8 9 | 10 “

Rezultatul

'. in kg/n? 500 490 | 430 520 510 490 580 800 530 510
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Daci valoarea adevirati a densitifii lichidului respectiv este g =
= 500 kg/m?, erorile medii ce insofesc misuririle efectuate de cei doi elevi

sint :
] =30+20+40+20+10+0+40+30+20+30 — 24 kg/m®
1 10 i

si
g _ 0 +10470+20+104+10+80+0+30+10 _ oy yp/p

10

Obtinindu-se egalitatea 6, = 0,, ar putea rezulta cd ambii elevi au
efectuat misuririle cu acelasi grad de precizie, adicd cu aceeasi atentie,
tinind seama in aceeasi masurd de eventualele perturbalii ce pot crona re-
zultatele misuririi. Aceastd concluzie este evident eronatd. Eroarca de fide-
litate este 540 — 460 — 80 kg/m? in cazul miasurarilor efectuate de elevul A
si 580 — 430 = 150 kg/m®, pentru misurérile efectuate de elevul B. De ase-
menea se observd ci in girul de misurdri, efectuate de elevul B, apar doud
masuritori cu erori- absolute foarte mari care au aspectul de erori groso-
lane. Acestea conduc la coneluzia cii setul mésurarilor efectuate de elevul B
este mai pu{;ln precis. Se poate demonstm cd eroared medie p(”lmncfaunel

masnrérl 1nd1w1duale :

= ( (Az,)® 4+ (Azy)® + . + (Az,)? ) ( Z(At") ) =
L n

)

i=n

este mirimea cea mai indicati pentru studiul proprietitilor si rezultatelor
misuritorilor afectate de erori.
Calculind erorile medii pitratice pentru rezultatele indicate in tabelele
6.3 si 6.4 obfinem:
s
Gy = LD e o kg/m®
10
si
R Y [f
gy = ﬂ) i ~ 36 kg/m3
10
Din aceste rezultate se obtine ci sirul de m#suriri efectuate de elevul A
' este efectuat cu mai multd griji, decit sirul de mésurdri efectuat de elevul B.
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Avantajul introducerii erorii medii patratice o constd si in faptul ci

pentru n suficient de mare, aceastd eroare isi péstreazi sensibil aceeasi”va-,
loare, deoarece cu cit se mareglte numitorul n, cu atit se mireste si numiri-,

torul Z(Ax;)®. Aceastd concluzie prezintd un interes praclic deosebil, deoarece
de -multe ori este suficient un numir, relativ mie, de misuriri _penlru a‘se
ajunge la o valoare o suficient de stabild. De asemenea croarea pitratici

medie ¢ a unei singure misuriri individuale stabilitd anterior poate servi.

drept criteriu de apreciere a sirului de méasuriri individuale, in parle.
- Putem calcula eroarea medie pitratici a mediei aritmetice

OR m B B W el b sl L)
- Se poate.scrie : s p ks
s
ox =X — ::;Oz.:?. (T — )
C=T
sau -
of = ‘1; : (a’f '—To) -[— Z Z(Lg - ‘Lg)(x — 'LU) )l'(6;42).

Daci se ia valoarea medie a expresiei (6.4’2),' rezultﬁ ci valparea medie

a ultimului termen este egald cu zero, deoarece erorile reale Ax; si .-_'\1"‘J sint
mérimi independente si conform principiului distributiv. numarul erorilor
pozitive este practic egal ‘cu numérul erorilor neqatwe Astfel din relatia
(6.42) se obtine

(6.43)

(e3
i ™ e N

Vedem ci spre deosebire de eroarea medie pitratici o care tinde spre o
valoare stalionard, prin mérirea numérului n de mé&suriri, eroarea medic
patraticd a mediel aritmetice se poate, in principiu, reduce sub ovice limitd
daci mirim’ numirul n al misurdrilor. Se' observii insd ci eroarea medie
patraticd a mediei aritmetice oy scade destul de incet cind se mireste numirul
de méasuriri peste o anumita limitd. Pentru ilustrare in tabelul 6.5 se indica
valoarea ox in functic de numirul n de masuriri efectuate :

Tabelul 4.5

no- | 1| 2| 3| 4| 5| 6] 7] 10 [2]s0 w00 |
oF | ID?InIODS _.__];0,.;5 |‘D475‘\0416]0'35.ﬁ|6,320|0290"0140' 0,15

. Vedem; de exemplu,: & mirind numaral: masuririlor de la:ri;- =50 la
= 100 mérimea. oy ;scade numai cu 409%,.
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Penfru obfinerea unei valori o3 cit mai mica esle mai avantajos sd se
imbunititeascd metoda si mijloacele de misurare care conduc la micsorarea
erorii medii patatice o si in mod implicit la micsorarea erorii medii patratice
a ‘mediei aritmetice. :

Pentru a putea calcula eroarea medie patraticd a unei masurari 111(11v1~
duale o si eroarea medie o piitratici a mediei aritmetice oy, trebuie si cunoas-
tem erorile absolule reale (6.34). Aceasta implicd cunoasterea valorii adevi-
rate x;, ceea ce esle posibil numai in imprejurari foarte rare, cind méarimea x,
ar putea [i calculali pe o cale oarecare, sau cunosculd anticipat.

Din acest motiv in locul erorilor absolute reale (6.34) se introduc elmlle
absolute aparente (v).

Prin eroare absolutii aparentd intelegem diferenta algebricd dintre unul
din rezultatele individuale ale unei serii de masuriri si media aritmetici X
a ansamblului de rezultate care compun seria respectivd de mésuriri :

DTSR S, ' (6.44)

Pentru prescurtare, in cazul in care nu pot avea loc confuzii, eroarea
absolutd aparentd poate fi denumita si s:mplu eroare aparenta.

Eroarea medie pitratici ¢ a unei mésuriri individuale si eroarea medie
pétraticid a mediei aritmetice oy se estimeazi prin eroarea standard a unei
mésuriri singulare dintr-o serie de mdsurdri (s) si- respectiv prin -eroarea
standard a mediei aritmetice obtinutad dintr-o serie de masurari (sx).

Eroarea standard a unei midsurari: singularé. dintr-o serie de mdsurdri
este indicatorul statistic care caracterizeaza dispersia rezultatelor obtmute
dintr-o serie’ de' . masurari, efectuate asupra acclmael mésurand ¥ '

e e e

Eroarea standard a mediei aritmetice obtinutd dintr-o serie de masurri,
este un indicator statistic ce caracterizeazd dispersia mediei aritmetice obfi-
nute pe baza unei serii de masurari efectuate asupra aceluiagi masurand
Prin STAS 2872-74 se defineste : ] :

v 1 n A ~ 'lj! L el !
T 6.46
’ Jn (n(n — })'i*-l (? ) ) e

Exemplu. In scopul ilustririi modului de prelucrare a unui sir de ma-
surdri, considerim urmatorul exemplu. Rezistenta unei bobine a fost " ‘mistratd
de 10 ori, cu ajutorul unei punti obfinindu-se urmitoarele rezultate in ohmi.

,270 6,271 6,276 6,278 6,277.
6,277 6,273 6,272 6,275 6,274
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Tabelul 6.6 Trebuie s# specificim cum se scrie

metice este

s 28-107% =g gy
\/n—l 3___.;3". 0 g A e ]

— 000003 0,001 Q

Rezultatul setului de mésuriri bfgqtﬁat’e se scrie sub-forima“
R = (6274 £ 0,001) Q

Putem deci considera ci valoarea adevirati. a rezistentei bobinei este
cuprinsi intre 6,273 si 6,275 . Se pune insi problema dacii valoarea ade-
viratid a rezistentei este cu certitudine cuprinsid in intervalul respectiv sau
existd posibilitatea ca valoarea adevirati si fie in afara acestui interval:
adicd mai mare decit 6,275 Q sau mai mici decit 6,273 Q. La aceastd intrebare
vom incerca sd rispundem in paragrafele urmitoare.

- 6.4.3.: Relagia dintre indicele de precizie-h si eroarea medie pitratied. In
paragraful 6.4.1 am aritat i valorile individuale ale unui set de n misuriri
pentru n suficient de mare) se distribuie dupi functia de repartitie Gauss (6.30).

(T,) —— g (T—x,)?

Jn
~ Produsul il alns] . whistih S
reprezintd probabilitatea ca in urma efectuirii unei misuriiri s se obtina

valoarea individuald x caracterizatd de eroarea absoluti realid Ax.
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rezultatul acestor masurari si ce semni-
R (L) vw=R—R |vi=(R—R)*| - ficalie are rezultatul indicat. Pentru
aceasta construim un tabel de calcul
6,270 —0,004 16:10-° . {tabelul 6.6).
8,277 10,003 910~
- 6,271 —0,003 9-10~*
6,273 —0,001 1-10-0 L R;
6,276 40,002 4:100 ; poi=1
6,272 —0,002 4-10™° R = 10 = 6,274
6,278 +0,004 161070
8,275 0,001 1-10- 8 b . = TR
6.277 +0:003 0194 Conform formulei (6.45) avem:
6,274 0 0 i Pl
69:10-%3\"s
(——-———) = 2,8.1072
-5 10 — 1
Z62,743 40,003 | "69-10-¢ ° AL Bl
el ; i fo - Eroarea- standatd -a. mediei: arit-

Putem deci scrie probabilitdtile ca in urma efectuiirii umei singure mdsuriri sd se obxna
respectiv valorile individuale , ¥y Tg o0es T caracterizate de erorile absolute reale Axy,

riAE,, Day ooty
T Lc'h’(-"a"-?n)‘ A;rl

= I/E
) S Ty By,
; P hi(xy—ay) A:LR
2 I/T—'-_
P h P (@—%)" Ax, (6.48)
V=
LA =N .
P,=—¢ Fea—2)" Az,

. Probabilitatea ca in urma efectudrii setului de n miisurdri si se obhua \3101'11: indivi-
duale T, Ta; Xg ... &, CU erorile absolute reale respectiv Az, Az, Axg, ..., Ax, este

P = PPy Py Py (6.49)

Introdueind expresiile (6.19) in formula (6.49) se obline:

P ( —“—')" Sk M S )T (@ B (o = B
Lo(z, = 5o)]} rAriAmATs. o Am 1 H o (5.50).
sau s ety BN § X
- h =
= | —== | exp{~ R[Az)" + (Ary), + (Axy)* +
¥ [ Ve ] P{ [Ax, 2 \
L (Ar):]} ArAx,Ar,. . Az, T (6.51)
Stabilim indicele de precizie k impunind conditia ca probabilitatea P sd fie maximd,
adici
i (6.52)

——=0

dh
Derivind expresia (6.51) in raport cu h oblinem:

( < ] o~ HAT P AT HAT Y+ (Bun] [ 2h] (Aw,)? + (A +
dh

i )"“1. 1 IR (AR AT AT

Vr

1 By o IRIAT) (A + (A +ook (A7n)'] [ _2R¥(Ax,)* +

": Vu-

+ (AT v+ (A2, +n(

™

+ (Azy)* + (Axp +...+ (Az,) + n] = 0.

Derivata p:uhabi:ii'tétn P, ‘in‘frapor,t cu h este zero dacd

g n
_ 2k % (Ar) 4+ =0
1L =0

De unde
n
FCIE ol (i E ;(A:c,)?) o I (6.53)
Vi n g -
i=
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T - Tabelul 6.7 scinn
x — x, ) - -
= | o TP S
: N P s 7 P
0 1
0,399 P sy
i:(lw . il Deci indicele de precizie h depin-
0,607 0. > dé e ie pitraticd
:}:;,5 o nﬁ(g) de tlc croarea medie pétratica. Intro-
iz g 8’33? 0,054 ducind relatia (6.54) in formula (6.30)
st ,04- 0,018 : & : 2 :
13 0,011 0,004 oblinem : forma finald a densitilii de
distributie Gauss (densitatea distribu-

liei normale).

S 1 _(x—w)?

' f L) =———e— <oty ¥ ¥ P

Ly gl (6.55)
treb£: O:irei.-a pentru.calcul;_l-l‘ densitétii de repartitie; pentru diferite valori z
diferite i&alﬁ ljn tlaroarea med.m patratici o, vom calcula prodﬁsul [(z)e pentru
il orl ale raportului-(z — ap)/a. Eroarea me gl,ie' pitratics o fiind un
ol st;onstint ;Iepei}denta produsului of(x) de raportul (z — 2,)/c este
: pentru f(z):In tabelal:(6.7) sint.¢ peilerd 2
in functie de raportul (x — 1,)/o. (6.7) sint.date valorile produsului o'-f(a:-).

giatefl.ev din tahel.ul_-t@_.-_’i sint. reprezentate. in fizura 6.13 :

- rl; llgtlllé 6.13 §t PrImA coloani a tabelului 6.7 s¢' vede ci practic, pentru
individ Z;I atd.e masurarﬂ_or'mdi-vf'dua]ﬁ dintr-un set de misuriri valorile
ndividuale Obtlnutenu d}fefé de ‘.Vﬂlﬂa:l‘-(:ﬂ-‘_-,rcalﬁ .mai mult-de 3a, -adici :

&=ty B (6.56)

"Fig. 6.13.
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in totala concordantd cu principiul limitativ,

Aceastii councluzie este
densitatea de repar-

privind proprietatile erorilor intimplitoare. Derivind

_titie f(x) in raport cu x oblinem:

(x—x,)?
df(x) 1 = Xt
= =dﬂ€(—w—mw (6.57)
Calculind derivata a doua avem:
Bpra |, e .l
efy 1 Lok @ —%)) 7 (6.58)
da’® \/ 2ng® a> ; 4

Vedem ci derivata de ordinul intii se anuleaza in punctul :
T =T
iar derivata de ordinul doi se anuleazd in punctul

T = Ay i F

55 ,_;;’(6';:59_): ;

Deci in punctele x = ¥, &+ o densitatea de repartitie pfezin‘t’fi

de inflexiune. ke i
Cu cit parametrul @ are o.valoare mai micd cu atit curba
densitatea de repartifie f(z) este ‘maj ingustd, adicd rezultatele m
individuale se situeazd mai strins T qurut valorit "ade*{"}r”u"zif'é T
n figuia 6.14 este reprezentatd densitatea dé repartitie f(x) pentru trei
valori ale erorii pitratice medii si anume pentru o = 1/4, 1/2 ¢i 1.

.. Subliniem ci densitatea de repartifie (6.55) pentru Tezultatele intimpli-
Ari a fost de multe ori verificatd prin experiente
are dati s-a constatat ci repartitia
zultatele experimentale.
orator dilerite

reprezintd
asurarilor

toare ale unui set de misur
special imaginate in acesl scop si de fiec
Gauss este in perfectd concordanta cu re

Pentru verificarea repartitiei normale se utilizeazd in lab
instalalii cu ajutorul cdrora se pot produce, in mod artificial, un numar
foarte mare de evenimente intimplitoare. Putem utiliza, de exemplu, insta-
latia a cirei schemi de principiu este indicatd in figura 6.15. Din pilnia P

se lasd si cadi nisip foarte fin.

~ Jetul de nisip care iese din pilnie v
rilor si a.ciocnirilor -dintre particulele de nisip. - Nisipul
alice asezale orizontal, la distan{i foarte mica-

a fi partial impragtiat datorita freca-
in ciadere -intilneste.

doudi sau mai multe sile mel
una de alta. .
.+ Giurile sitelor respective trebuie s fie
1(}‘18\‘(1{1 nisipsd.nu intimpine nici o-greutate. la {recerea prin .ele,
de pisip se yor ciocni de firele sitelor metalice schimbindu-gi, in med intimpli-;
7 stui fenomen, la o distantd.oarecare

tor, directia de migcare. Ca rezultal al ace
de site getul de nisip este suficient de larg, adici pe misurd ce ne indepartim

de site sectiunea transversald a getului de nisip creste.

suficient de mari pentruca particu-
Particulele.
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Fig. 6.14. Fig. 6.15

. Realizim ca nisipul s& curgid intr-o cutie cu perefii transparenti, impéar-
{itd intr-un numar suficient de mare de sectiuni prin pereii verticaili Vom
vedea cd in diferite sectiuni ale cutiei vor cidea cantitati Jdiferite de‘ nisip.
Cfea mai mare cantitate de nisip va cidea in sectiunea cutiei aflati sub pili-
nie. In celelalte sectiuni ale cutiei va cidea cu atit mai putin nisip cu cit
acestea sint mai indepirtate de sectiunea centrali. Obtinem astfel o histo-
grami experimentald care verifici foarte precis legea' distributiei Gauss-

Cu ajutorul acestei instalatii putem varia valoarea erorii medii pitratice ¢
dacd utilizim un numir mai mare sau mai mic de site. Daci marim uumﬁ-:
rul de site creste numérul de ciocniri ale particulelor de nisip cu firele me
taiic:e ale sitelor si vom obtine o curbd de repartitie mai putin neti, cu m;
maxlmum mai putin pronunfat. Deci mérirea numirului de site este echiva-
lentd cu mirirea erorii medii pitratice o. - i

6.4,4. Functia de repartitie. Cunoséind densitatea de repartitie f(x)
putem introduce functia de repartitie F(z) care reprezinti probabilitatea 6&
in urma efectudrii unei misurari si se obtind o valoare individuald :a, gl

e . “mai
mica decit x: o

F(z) = P(2; < ). (6.60)
172

Deoarece probabilitatea ca in urma efectudrii unei misuriri sa se obfind
oricare din valorile individuale posibile este unu, probabilitatea ca valoarea

_ individuald x; si fie mai mare decit valoarea z aleasd (P(x; > )) se exprimi

prin probabilitatea P(x; <), ca valoarea individuald w; si fie mai mica
decit x:
Px;>2) =1 —P(x; <x) =1—F(2). (6.61)

Aceastdi relatie apare evident din figura 6.16. Dacd fixdm valoarea
x = x, atunci probabilitatea P(z; < 2,) este egald cu aria A,, iar probabili-
tatea P(z; << z,) este egald cu
aria A, limitatd de axa ax gi Afix)
densitatea de repartitie f(x).

P(Ii <xa) :Al;
(6.62)
Pz > 3,) = Ag:

NN

Deoarece aria limitatd de
axa x si densitatea de repar-
titie f(z) este egald cu unu,

7 e

avem :
% AJ Az/
A+ 4, =1 % -
si (6.63) o -3
Ay, =1—A4; Fig. 6.16.

Functia de repartitie F(x)
are un rol fundamental In pro-
cesul de prelucrare a datelor
experimentale afectate de erori
intimplitoare. Dacd este cu- ftx)
noscutd functia F(x), pentru
diferite valori ale variabilei =,
putem calcula probabilitatea
ca rezultatul unei misuriri in-
dividuale (x;) s& fie cuprins
intre valorile z, si x, ale mé-
surandului. Aceastd probabi-
litate este aria A hasurati din
formula 6.17:

P(ﬂ:a << ¥y <Ib) =

.y =5l'f(:r)dw (6.64) Fig. 6.17.
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Pe baza [ormulelor (6.60), (6.61) si (6.62) putem scrie:

p(I‘,<.’B;<$D)=1—Al—A2 =1—I)(il'(<xa)ﬁp(ﬂ:i>ﬂ:b):

=1— P@; <) — 1 + P(a; <) =F(x;) — F(z,). (6.65)

‘Dacd am dispune de tabele, suficient de detaliate, pentrn functia de
101)‘1111!1(' F(x) am putea usor afla probabilitalea ca in urma unei misuriri
si obfinem wvalori individuale cuprinse inlr-un anume interval, prin simpla
sciidere a valorii funcliei de repartitie penlm limita inferioarii a nlteualulm
ales din valoarea funclici de repartitie ponlnl limita supeuoam a acestm
interval. -

Fabelarea functici de reparlilic I'(x) prezinti um‘lu neajunsuri, din plllic:L
de vedere practic. Densitatea de repartilie f(z) contine parametrii v, si o
care caracterizeazii atit natura misurandului cit si conditiile de misurare

Deoarece in activitatea practici intervine o gami foarte largi de valori
pentru parametrii 2, si o, ar fi necesare extrem de multé tabele.

Pentru evitarea acestor neajunsuri se introduce. variabila

T — 3
H=— (6.66)

a

In functie de variabila u, densitatea de repartilie f(x) devine :

f(u) = _\/—12_—:—— eutit (6.67)

Trebuie finul seama de faptul i in eazul densitifilor de repartitic, treceren de la o varia-
bilit la alta nu se face prin simpla inlocuire, ¢i trebuie s§ se impuni condilia ca probabilita-
tea ca valoarea x si [ie cuprinsd in inlervalul @, x + Ax sil fie egali cu probabilitaten ‘ca

valoarea u s fic cuprinsd in intervalul u, u -+ Aw unde An corespunde intervalului- Ax, dupd
formula (6.66)

f(x)Ax = f(u)Au.
De unde

Ax
flu)= f(-’t‘)?”*.

Dacd variabila x este cuprinsi in intervalul

Az = Ty — Ty

atunci
Bl po g B Re . M-ty Ve Az
g - - .
(6] g o o
Deci
_ fe—a)?
fl) = of(x) = T e )
Vazo ;/gz
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Avantajul introducerii va-
riabilei u constdi in faptul ci
densitatea de repartitie (6.67)
nu depinde de valorile con-
crete ale parametrilor 2, $i o,
devenind astfel o functie uni-
versald usor de tabelat.

Densitatea de reparti-
tie f(u) are un maximum pen-
truu = 0 (adici pentru &L =1Tp)
si este absolut simetricd fata
de axa u = 0 (fig. 6.18), adica
pentru orice valoare a varia-
bilei u avem:

f(+u) = f(=uw. (6.68)

Probabilitatea ca wvaria-
bila u sa fie cuprinséd iu inter-

valul (u,, u,) este reprezentata
grafic de aria corespunzitoare
trapezului curbiliniu determi-
nat de axa Ou, dreptele u=u,
$i u =1, precum si de
curha den51tat11 de repar‘ntle

":6 e i
‘De ohicel ‘se tabeleazdi

aﬁa-numlta functle de repar-
titie Gauss’ (D(u)
zintd_ aria suprafetel cuprmsa

care repre-

in mtervalul (—1 ), reprc- ol 2 .
zenfata ha;;urat in flgura 6. 20 T el
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-]
= Daciuy = —1 si uy, =1 din tabelul 6.8 avem:
@ 1 D
= P : oo Lol .
S = gggpggg,vvon-nc‘é%@%%'égﬁg o) — O(—=1) —0,84134 — 0,15866 = 0,68268."
= g [ B BB IR B e I 1o § VLY 4 £ . sl - K 3 E
2 Omxonnwﬁwmmwhwﬁmﬁwrmmmma
Q I~ 1 -5 [~ [ R == =T =] - . .
BuoRRIBHIRSRREIEIIIES .. _Pentru ‘uy. = —2§i uy = 2/ oblinem:
Sododddoddddodddddsaoda ot L T j 2 T
A ©2) — B(=2) —0,97725 -+ 0,02275 = 0,9545
iar pentru u; = ~-3 i uy = 43
= NAHDRVON DO N SRS <
£ P Do S S S D S b B S . o .
WS WA N D 6 e ®(3) — ®(—3) = 0,998650 — 0,001350 = 0,997300.
o Aceste rezultate inseanmii ci din numirul tetal n de valori individuale
S $y, Ty 4o Tn oblinute in urma unui set de misuriri identice 68,2689, sint
~ | 3888Fguny cuprinse intre valorile , — o §i % + o 95,459, intre xp — 20, 51 T 20
3 & VBNOIOVLNY O § . " g & B ! : 3 el
5 A e T e el S ZRc858ES ] iar intre 1, — 3o $1 @ 35 sint cuprinse 99,73 9%, dintre rezultatele individu-
EEE R el 6 1 ;
i -- . . ~ 0 . . . - . [V - .
g.go_cacaqqcaqqqqqcm&?ﬁ?%:ﬁl ale. Deci numai 0,27% din valorile individuale se afld in afara intervalului
Sdd oo oS d oSS (’1 3 1 80)
'.:0 = G, .Tu G). e
Se pune, de multe ori, problema gasirii unui astfel de interval in jurul
T valorii adevarate x, incit 509 din valorile individuale si fie cuprinse in
2000 HMN O W0 D OO wD ¢ % . i y .
e | TETT T c\lxc\lnT.TFI?,-r.-rdd‘dg' intervalul respectiv. Dintr-un tabel mai detaliat, pentru ®(u) se obtine :
Dl eel wde Al i '
®(0,6745 — O(— 0,6745) = 0,5000.

‘Deci_ in intervalul cuprins intre T — 0,67450 . si o + 0,67450 vor fi
cuprinse 509, din numirul n al valorilor individuale obtinute, intr-un set
de n masuriri. Din acest motiv/ marimea -

1o initiingy 1 0,67454 Vi, BIDEBRS,
se :num_éfgte eroare medie pitratici probabilﬁ.' o

6.4.5. Nivel de inevedere. Tnterval de tneredere. Treliie si rdspundem la urmétoaren
tntrebare. Dacd se efectueazii un set de n misuriiri s1 am objinut prin ecaleul valoarea medie
arilmeticd a rezultatelor individuale X, precum si eroared slandard s a unei miisurdri singulare
si respectiv croared standard a mediei aritmelice sz, cum pulem stabili intervalul in jurul va-
lorii X in eare va fi cuprinsii valearca adevirati a, si care vati probabilitatea ca x, si fie cuprinsil
in intervalul considerat. ¢ : i L
o Prin nivel dé'incredere al mdsurdrii (sau nivel de confidenfi) P* se injelege probabilitatea
ou care se poate alirma i, intr-o serie de m&suriri o anumilé eroarc aparentd nn va depéisi
eroarea care insofeste rezultatul indical al misuririi,

~ Daci numirul misuririlor ar fi suficicnt de mare, am pufea spune ¢ dacii rezuliatul
misurdrii este -

Fig. 6.21.

Xtz

alunci P # = 68,3%, lar dacli se indici

l T X 48z

avem un nivel de confidenid P* = 99,7%- : ! .
l Deoarece in misuririle concrele efectuate numirnl n &l misurdrilor Individuale este

relativ mic, se constatit cii aceste afirmatii nu sint rigures exacte.

12 — Prelucrarea datelor experimentale in fizicd — ed. 219 177




Intervalul de ineredere at mdsurdrii
cupring intre valerile extreme ale rezultaty
dere P* este mai mare eu atit interv

(sau inlervalul de conflidentit) reprezinti intervalul
ni unui sel de misuriri. Cu eil nivelul de incre-
alul de incredere este mai mare.

Pentru a infelege cum se ajunge la stabilirea niveluluj de confidentdi P* gi a interva-
lului de incredere, considerfim ¢i am efectuat maj multe seturi de misurgri si ed in fiecare set
am obtinut cite o valoare medie oritmetic X, Congideriim, de asemenea, ci valorile medii

objinute X se distribuie in jurul valorii adevirate x, dupd densitaten de repartifie Gauss, in
care inlecuim paramatrul o prin s;.

Deci
- (Xﬂ = xo)k
2s? ¥
(R =—ee %

: 6.70
: Jomis (6.70)
Efectuindu-se schimbarea de variabila
fo X (6.70)
S¥
se. obtine
i, iy |
) = N e~Fh, (6.71)

Valoarea parametrului ¢ este functie de nivelul de confiden{d P* impus,
ca valoarea adeviratid z, sii fie cuprinsi in intervalul de incredere

R — sz <2 € R + fsz. . (6.72)

Dacii numiirul n de misuriri nu este suficient de mare,
marimea {(P*, k), unde

denld P* ¢it si num

se introduce
k =n — 1, care depinde atit de nivelul de confi-
drul n de masuriri. Cunoscind mirimes I(P*, k), se poate
afirma ci probabilitatea ca valoarea adeviiratd x, a mirimii masurate si fie
cuprinsi in intervalul de incredere

R —U(P*, BsF < 2 < R + (P*, k)sz (6.73)

este P* (adicd nivelul de confidenti ales).

Nu ne ocupim de modul de caleul al functiei {(P*, k), subliniem numai
ci aceastd functie este tabelati §i noi trebuie si stim cum se folosesc valorile
date in tabele. In tabelul 6.9 se indica valorile functiei {(P*, k) pentru nive-
lele de ineredere P* =0,90; 0,95; 0,98; 0,99 si 0,999, precum si pentru
diferite valori ale numirului k care poartd numele de grade de libertate.
In exemplul din paragraful 6.4.2 am obtinut rezistenfa medie

R =6,274 Q
si eroarea standard a mediei aritmetice .-

s5 ~ 0,001 Q.
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Tabelul 6.9

y L 0,90 0,95 0,98 0,00 0,999
2 2,776 3,747 4,604 8,610
: e 2,571 3,365 4,032 6,859
6 1,013 2,447 3,143 3,707 5,959
7 1,895 2,365 2,998 3,499 5,405
8 1,860 2,306 2,896 3,355 0,041
9 1833 | 2262 2,821 3,250 478
10 1,812 9298 2764 3,169 4,587
1 1,796 2,201 2,718 3,106 4,4%
12 1,782 2,179 2,681 3,055 4,3
13 1771 2,160 2,660 3.012 4221
14 1,761 2,145 2,624 2,977 4,140
15 1,753 2131 2602 +| 2,047 1,073
16 1,746 2,120 2,583 2,921 4,015
18 1,734 2103 2,552 2,878 3,922
2 11708 2,060 o o787 51795
& hik jg?g 2,457 2,750 3,646
B 1,689 2,030 2,437 ﬁEéi ggg;
3 9.49: i ;
15 i L E’hg 2,689 3,522
45 1,679 2,014 2,11 2,689 3,522
50 1,676 2008 2,403 i,szg 3497
60 1,671 2,000 2,390 2660 3,460
70 1,667 1,995 2,381 2.6 3,430
90 s e ﬁgg; gggg 3,401
1,987 2, s s
% e 1,984 2,364 2,626 3,391
e 1,645 1,960 2,326 2,576 3,291

Deoarece s-a efectuat un numir n = 10 miAsuriri, adicd numirul gra-
delor de libertate k = 10 — 1 = 9 obtinem:

1(0,99, 9) = 3,250
10,999, 9) = 4,785

{ =090, 9) =1.833
10,95, 9) = 2,262
1(0,98,''9) "= 2,821
Dacé seriem rezultatul acestei masurdtori sub forma
R = (6:274 4 0,004785) Q
sau prin rotunjirea valorii erorii:
R = (6,274 4 0,005) Q

putem afirma cd valoarea adevidrati a rezistenfei hohine:i est? cuprinsd in
intervalul de incredere (6,269, 6,279 ) cu un nivel de counflxd?ntu Pf‘ = 0:999.
Adicit probabilitatea ca eroarea aparentd a unei mﬁst.lruan sz: dcpajeasca va-
loarea ts adied 4,785:2,8.107% = 0,013 Q este mai mici decit 01 /o, [
 De foarte multe ori, in practicd, se pune problema efe_ctuém% mésurargilor
in astfel de conditii inecit pentrn un nivel de confidentd dinainte stab111t-,
intervalul de incredere si nu depiseascii o valoare dati. In astfel de cazuris
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se efectueazdi un numir n; de misurdri de reguli n, = 10, apoi se calculeazi
intervalul' de incredere, corespunzitor nivelului de confidenti P* stabilit.
Dacd intervalul de incredere obtinut este de m ori mai mare decit cel impus,
atunci numirul mésuririlor individuale necesare este n = m®n;.

-Din cele discutate in acest paragraf rezulti importani{a electufrii unui
numir n cit mai mare de misuriri individuale, in scopul micsorarii interva-
lului-de incredere la un nivel de confidentd stabilit. Ar fi insd destul de grav
daci am l‘z"tm'inf_:'_éu_ impresia ci mirind numirul n al miasuririlor individuale
putem obfine orice precizie dorim, adicid un interval de incredere cricit de
mic corespunziitor unui nivel de confidenta oricit de ridicat. :

Cea mai sigurd cale de a obtine intervalul de incredere impus, la un
nivel de confidenti P* stabilit, este mirirea preciziei misuririlor individuale,
ceea ce conduce la micsorarea erorii standard s. Cu cit valorile individuale 2,
obtinute, vor fi mai apropiate de media aritmetica X, cu atit eroarea stan-
dard-s va fi mal mic#, cecea ce asigurd micsorarea intervalului de incredere
pentru P* si n dati. Deci un set de n masuriri individuale este cu atit mai
precis cu cit dispersia (imprastierea) rezultatelor individuale este mai micé.
Pentru asigurarea acestui deziderat se impune o buni stabilitate a apara-
turii utilizate si inldturarea factorilor exteriori care pot miri amplitudinea
erorilor: intimpléatoare.

6.4.6. Coneluzii practice privind erorile intimplitoare in eazul efectuiirii
unui set de misnriiri direete, in aceleagi eonditii. Din cele discutate mai sus,
putem raspunde la cele trei intrebiri fundamentale, care se pun in procesul
de efeetuare a misuririlor si de prelucrare a datelor obtinute.

a) Valoarea care aproximeaza cel mai bine, valoarea adevaratd a mi-
rimii fizice misurate este media aritmetici X a valorilor individuale x,
Ty, .., Ty, obtinute intr-un set de n masuriri. 1

b) Eroarea asociati unei singure -misuriiri -este eroarea standard s.

¢) Eroarea valorii medii aritmetice este eroarea standard a mediei sz.

In practici se pune insi problema efectuiirii de misurdri asupra unui
numir mare de misuranzi. De exeniplu, un operator trebuie si misoare,
cu ajutorul unui ohmmetru; valoarea rezistenfelor pentru un numir N de
rezistori. Este clar cd nu este posibil ca rezistenta fiecdrui rezistor, s fie
misurati de un numir n, suficient de mare, de ori. In acest caz trebuie pro-
cedat in felul urmitor. Se masoari rezistenta unuia din cei N rezistori de un
numir n, suficient de mare, de ori. De obicei n — 10 — 15. Pe baza rezulta-
telor individuale obtinute se calculeazii rezistenta medie R a acestui rezistor
i eroarea standard s, precum si eroarea standard a mediei aritmetice sgz.

Daca se impune ca rezultatele misuririlor si fie livrate cu un anumig
nivel de incredere P* se cautd valoarea {(P*, k) din tabelul 6.9 si‘se scrie
rezultatul acestei misuriri : : g '

R =R £ I(P* Ksg (6.74)
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Eroarca standard s este o caracteristici a metodei si mijlocului de misu-
rare utilizate. De aceea dacad pentru rezistenlele celorlalti rezistori se efec-
- e Ak - i
tueazi cite o singuri misurare obtinindu-se valorile individuale Ry, Rs, .. -
Ry_;» aceste rczultate trebuie indicate sub forma :
R, - {(P*, k)s

Ry - (P*, k)s

L¥ )

(6.75)
Ryy & [(P*, k)s.

Daci insii rezistentele celor (N — 1) rezistori se masoard de un numar
de ori n, < n, de exemplu n; = 5, atunci se calculeazid mediile aritmetice
ale fiecirui set de misurari obtinindu-se valorile Ry, Ko, ..+ Ry, Eroarea.
standard a mediilor aritmetice 1%, R «oosn R wa iz

85 s | RPN (k)
v
. Se cautd in tabelul 6.9 \;’algja,;'ea_ {'(P*, ky) unde ky = n, — 1, iar rezul-
tatele celor (N — 1) seturi de -¢ite n; miasurari se indicd sub forma :

R, &£ 0EP%, ks | A bpmebdacy ob lilevig 4o
b AT R S

...... R Xy
Ry y £ U(P*, k)sg -

Rezultatele misurarilor efectuate trebuie sid fie insolite de indicafii
privind metoda si mijlocul de misurare utilizat, precum si nivelul de con‘fl-
dénta P* care a fost considerat la calculul intervalului de incredere respectiv.
De cele mai multe ori rezultatele unor misuriri sint livrate sub forma :

R, s, Ry+s, o Ry_1ts (6.78)
sau sub forma:

’

R, - Sw»

B, +8m L& oo Bl 85 (6.79)

fn acest caz pe lingd metoda si mijlocul de masurare utilizat, trebuie
si se indice numirul n de mésurdri pe baza cédrora a fosﬁ qbti1111té _gygareia
standard s, }Si‘eéum si numérul 'n_, de’ 1i‘lﬁfsu;"i :in_'di‘_\riduale cu’ _a'jlutp}*urlrcla_rm'a_
4 fost calculati eroarea standard a mediei sz Aceste indicatii si_1‘1t'absd_1u1;
necesare pentru ca experimentatorul care utilizeazd acesti 1'ezistor.i si ;:loat'a
caleula intervalul de incredere corespunzitor unui nivel de confidentd, ce
se impune in experientele care le efectueazi.

6.4.7. Compararea valorilor medii. in efectuarea unor experiente apare
adeseori problema stabilirii dacd intre valorile unui anumit parametru pentru
doud probe distincle existi sau nu o diferentd semnificativd, adica daca

1181

. .




putem afirma cd parametrul respectiv, pentru cele doui probe, are valori

diferite sau nu. De asemenea, se cere si se verifice care este nivelul de incre-

dere al afirmatiei ficute.

) D‘(’: .mulLe ori se procedeazd eronal, in felul urmitor. Se efectueaza n,
masurari pentru proba I si se calculeazii valoarea medie aritmetici a rezul-
tatelor acestui sir de misuriiri, pentru valoarea parametrului ce ne inlere-
seazii. Notim cu X, valoarea medie ob{inuti si cu s; eroarea standard calcu-
latd. Fixindu-se nivelul de incredere P* putem afirma eii valoarea adeviirati
Tpy. este cuprinsa in intervalul

X 4UB*, k)

6.80

’ /m (6.80)
unde k; =n; — 1.

Analog se efectueazd un numair n, de miisuriri pentru proba numirul 2

obtinindu-se valorile X, si s,. Se poate aluma cd valoarea adevirald a,, este
cuprinsa in intervalul

= rarin T T SR
Agit(P*q A:)_z— E (6'8])
My s (1 V) 0l 5
cu nivelul de confidentda P*.
Se afirmd cd dacid intervalele (6.80) si (6 81) nu se suprapun, parame-
trul @ pentru cele- doud probe are valori semnificative distincte si invers.
S-a constatat cd acest criteriu nu este suficient de corect si de aceea
pentru a putea decide daca diferenta” dintre mediile aritmetice X,, si X, este
intimplatoare sau semnificativd se calculeaza raportul : | )

et 2 M (6.82)

unde

" (ny — 1)s7 -+ (ny — 1)s2
ézv s 2 ( )t (6.83)

ny -+ n, — 2
‘ '-\Vlllld valoarea { calculata se fixeaza un nivel de incredere P* cu care
dorim sa afirmam ca cele doud \alm] medu arltmetlw Al 51 1\, sml bJU nu
dlstmctc. Numarul gladelm de hbm’ratr’ se in k = 1 ny o+ ng — Dm tabe-

lul 6.9 se a_f]d valoarea functiei t(P" k) unespunzatome niv efu]ul dc con-
fidenta P* §i numirul gradelor de llheltafe o T

Dacéd valoarea ¢ calculatii prin formula (0. 8‘7) este mai mare decit va-
Iomca i(P* I\) aflatd din-tabel :

[ U(P*, k). | | (6.84)
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se poate afirma ca diferenfa valorilor medii X, si X, esle scmnificativa, adica
neintimpliatoare, cu nivelul de confidenta P* stabilit.
- Dacé insa

t < (P*, k) (6.85)

nu putem considera ci diferenfa intre valorile medii X, si X, este semnili-
cativid si deci neconcordanta intre valorile X, si X, este intimplitoare, iar
valoarea realdi a parametrului  pentru cele doudd probe este aceeasi.

Subliniem c& dacd inegalititile (6.84) si (6.85) sint aproximative, adica
dacii f este cu foarte pufin mai mare sau mai mic decit {(P*, k) se recomandd
mirirea numerelor n, si n, de masuriri pentru a putea lua o decizie mai con-
cludenta.

Bespectaled acestui criteriu prezintd mare importanid in studiul dife-
ritelor materiale in scopul determinirii proprietdfilor electrice, magne tice ete.
ale acestora. Aceasta cu atit mai mult cu cit unii parametri ce caracterizeaza

diferite materiale au valori apropiate. Astfel rezistivitatea p este 1,6-10-5 Qvm

pentlu argmt sil, 72.10-% Q-m pentru Cllplll ‘De asemenea, coeficientul ter-
mic de variatie a 1‘ezmt1\*1tdm| e‘;te 4 1. 10 % gld ) peutru cupru 51 4,., 10 B gl d“1
pentru alummm .

6.4. 8. Misurdri mdn'ecte. Legea de cnmpunere a eronlor. fn p.’l[‘dgl'dfc]e
précedente ne-am ocupat de studiul-ererilor de miasurare in cazul unei mérimi
fizice x direct méasurabile. Se intilnesc, ins#, foarte des sﬂ;uatu cind mérlmea
fizici Z ce ne intereseazi nu este direct nrasurabild, ci se calculeazi pe ‘baza
unor marimi &, ¥, u, v. .. care sint direct misurabile. Mirimea Z se exprimd
prin mérimile x, y, u, v... printr-n l‘clatie func!;ionalé de tipul :

Z = f(x;p u, v ) : (6.86)

De e\emplu, stabilirea densitaii p a unui corp se poate realiza masurind
masa m §i volumul V ale corpului respectiv

n r
P =t (6.87)

- 1n studiul fenomenului de interferentd a undelor, lungimea de unda A se
se obtine prin formula

A= ] (6.88)
D
unde i este interfranja, d este dlstanta intre surse, iar D distanta de la planul
surselor la ecran.
in primul caz (6.87) mérimea fizici Z este densitatea p a corpului, ma-
rimea z este masa m a corpului, iar y \'olumul V al corpului. Deci functia
f(x, y) reprezintd raportul dintre = si y. ;
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Determinarea mirimii Z printr-o metodii de ‘misurare indirect implicd
stabilirea erorii standard rezultate s, sau a erorii standard a mediei Szt

Prin eroare rezultantd infelegem eroarea globald, care insumeazi ansam-
blul erorilor datorate componentelor functionale asociate mésuririlor directe
in cadrul unei misuriri indirecte. De exemplu, eroarea rezultanti in valoarea
lungimii de undi 2 (6.81) este datorati erorilor parfiale in mérimile i, d §i D.

Eroarea partiald reprezinti partea din eroarea de misurare rezultanta,
datoratd unui singur component. Dacii de exemplu, pentru misurarea lun-
gimii de undd 2 pe baza formulei (6.88) mirimile i, d si D se mésoari cite o
singura datq atunci erorile standard parliale vor fi s, s, si sp, iar daca fiecare
din aeestc mirimi se masoara de mai multe ori, atunci vom avea erorile pm-
tiale standard ale mediei aritmetice $i 87 $1 Sp.  Se pune deci problema exprl-
marii erorii standard s, sau a erorii sL’mdald .a 1ned1e1 aritmetice. g% - prin
erorile s;, $q, Sp_si. respectlv puu gr B sD.,

Eroarea rezultanta se_exprimd prin erorile. paltxale dupa legea de com~
punere a erorilor,

Legea_de compunere a erorxlor este le{,ed care descue legatma dlntre
emrlle paltlale care afecteava rezultatul unei masulau Pentry 3. aJunge la
legea compunerii erorilor vom considera citeva cazuri paltlculare v S,

a) Dar'a m'ulmea flzlca Z este suma marumlcu 2 y u, Ve achra

s Gl ‘i“ u + v ." STV :':'.;,.(6;89_)_
atunci conform formu1e1 (2 21) putem E.cue Mkt G ikt

83 =8, +5, ."saﬂ'r“su" R et 4 0 (690)

In cazul cmd se efectueaza mai multe masuriri pentlu maumﬂe T, y,
u, v... se calculeazd mediile aritmetice &, §, @, ... si erorile standard ale

acestor medii aritmetice & Sg Sis S5 v - iar eroarea shndald a 1neche1 aritme-
tice pentru mirimea Z va fi:

Sp =+ o5t st b (691)

Expresiile (6.90) si respectiv (6:91) riimin valabile in cazul cind unele
din mérimile x, y, u, v... intrd in formula (6.89) cu semnul minus.

*b) Mirimea:Z:: depmdc de marimile ‘direct masuaa‘lnle x yj ai,- - sub
forma : wlern Io 24

Z L Tyuuv, (6.92)
In acest caz conform fmmule1 (‘7 40) putcm serie
A {igid S — yuvs, —}— JuvsJ s []HU‘T,,. i st”: (695)
si tespetivo & o svloliomal sies S easit e (V) sen lun

§7 — yuvsz -- :ﬁzws;,i—{:_:cyps; | :Ljyu_é;,_, Bfisaio (694)

184

b

R T ' doudl marimi x si a in cazul
--¢) Daca mirimea Z reprezinta raportul a doud marimi x i § ca In ca

Furmulu (6.87). dtunm conlolm formulei (‘? 50) avem :

. & L 5?’) (6.95)
iy =——(U$ e [ i
Sz = - (ysz + vle) 7 (fc :
si respectiv
- - Tl s=
5i = -:'f—(f_i ¥ —1’—)- (6.96)
7 y
d) Daci avem o dependenid de forma: |
Z =1k (6.97)
atunci conform formulei (2.54)‘ _
| 5, = ki* s, 7 | . (6.98)
” 5; = ki*s 15‘ (6.99)
¢) In cazul cind avem o funciie de {orma
i S
Z =3 . (.100)
putem 'aphil‘i:caiwfd‘rilirl‘ul‘é' (2.'58)_: .
Pl & | i3 ¥ 1
(Siy
' s s bbbt (6.101)
J Sz = — ]
k
si
. I - dur 7'“_1’._1)_ ; 7
 eiralod gminsn sz mny le B fadhilgez0s)
1 B = sz,sz i L A

ezul-
Aceste formule pot fi utilizate, in practicd, pentru caleulul erorii r o
in leoria erovilor de misurare, cd este maij indicat s

ci radial din suma patratelor acestora.
90) si (6.91) este mai corect si se scrie for-
' 4] 2! . !

tante. Se aratd insi,
nu se ia suma erorilor partiale,
Astfel 111 1ocu1 f01 mulelm (b

111111:—*]3 | " \ ‘
SZ = \/Si + Si —1- -5‘125 + S%’ st + £ k. (6-100)

sl
g5 = \/3;2; Fst st + S5 (6.104)
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:De’ asemenea, in locul formulelor (6.93) si respectiv (6.04) se va scri
| 3 ¢ ra scrie :

sz =/ (guvs, ) (zuvs,)® + (x z = il
' »yUSu) - X )2 <
. | v + (xyus,) (6.105)

2 =/ Guoa)” + @uos) + eyos)® + (eyussy (6.106)

j“ ( |Zul ]‘ 1mea Sle 1d])01tu] nld]ll]"l(" £ 51 y eroarea lczul
< n care mar a Z e : .

l Iv [-- ]- l- ] 1 6 9— s 6 96

anta a 11, n 01 ulcie ( ) El ( 1 )

—_—

Sz =.;1i. S_" i Sy "
y.r\a? +("y—) . ~(6.107)
SL_
& |/(s: ¢ (53 V
sz =—|/{=| +[X E—
’ .r;'_(nz)J”(_,;,]' S (6.108)

Deci in urm ol L dan ) ¥

a masurarilor indirecte r RE fa i
Foithi s ezultatul masuririi se indica sub
(6.109)

sau —

Z +s;

in fvunlcltie de faptul dacd marimile z, y, u, v... au fost masurat i é
da:ua fiind afectate de erorile standard respectiv st, s ool azosmgfura
Tasurate de mai multe ori, valorile medii ale acesltor ﬂlirlé:,ll}.‘;.l"i. 1 3_‘1 E'm‘ -
tnnd' afectate de erorile standard a mediei aritmetice sz, s-, s- , ‘-, e
medie a mirimii Z fiind ‘ - B T S s AR

Z—=[ § a, b...). (6.110)

¥ l

de C llfl n ce mal sc
0 de Ia 1 dZUut, £

“Exempli

WL PELaes re Lasron, Loz abie L18) B (OB 8) sulalysgn Al ot et
s da se ms.lsoala marimile i, d si D (formula 6.88) de un numir de ori
- i 7 ] 1 7 N ; | ”,
: ndu-se Pun metodele cunoscute mirimile i, d, D, s;, s; si s5, valoatea
medie a lungimii de undi este : : 7
- id
A=—,

5 ©.111)
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T

valorii medii pentru

x produsul ‘id atunci putem gisi eroarea standard a

Dacad notdm cu
mirimea & = i-d, conform formulei (6.106).

wVar T ar o u (G e
Cum |
el
d

Conform formulei (6.108)

<5V

Introducind valorile s, i  avem:

(6.113)

Yoo ity o AT V sY (5 T("%)) (6.114)
SRET ’( = (a) (d) D

EXERCITII 51 PROBLEME = W .7

6.1. Se misoard o diferenii de potential U cu ajutorul unui voltmetru cu scara gradata

liniarit, separatd in 100 de diviziuni.
meniul in care trebuie si lie cuprinsd valoar
relativd 83U sit nu depdseasci 29%5.

R~

Cu ochiul liber s¢ poale ev
distaniei dintre repere. Deci

Valoaiea unei diviziuni fiind 3 V. Si sc determine do-
ea diferenlei de polential U astfel incit croarea

alua pozilia acului indicalor cu o precizie egalil cu jumatatea

AU=15 YV

Dentru valorile {7 << 75 V, SU > 2%.
De exemplu ¢acd U = Y

.
sU = 12 100 = 15%.
10
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- TR . ; ‘ R
6.2, Se cere s se indice modul in care trebuie sd fic realizatii o scari gradaltd neliniard,

Se realizeazii tabelul de caleul:
aslfel incit eroarea si nu depindd de valoarea mirimii misurate, i T'abelul P.6.1
f
Considerdam o diviziune oarecare pe scara gradatd pe care o noldm cu y iar Ax este eroarea _ ( ¥
absolutd cu care se apreciazi distan{a pe scara gradati. Viteza de variatie a valorii diviziunii y n, e, (kg/m?) L T
in funefie de dislanja x Pe scara gradati este:
i . sg0 30 900
il 5 480 —920 400
dx 3 460 Lol |l 1600
; 4 520 20 400
Marimea : 5 490 —10 100
6 500 0 3
dy 5 Edb 10 1600
TN 8 470 —30 900
. 9 480 90 400
Yeprezintii eroarea absolutd a valorii diviziunii y. Dorim ca eroarea relativi a liecirei divi- 10 530 30 900
ziuni si fie constants :
‘ : . o . —— o
000 0 7
a - aat
Az
—— = const.
v
= _.z_:?_’: 500 kg/m?.
De unde : n
IR TS Ty T S eanst
. o TS feenst _ ) e /___1 . 7200 & 9 kg/m?.
L ~lardy T | AR T =2 o e b= ¥ 3 10.9
sau- Din tabelul 6.9 aflim ¢ (0,99, 9)= 325
diny=Cdx; ny = Cz + C| lgn= 29 kg/m®.
sau Deei
&L g B : o = (500 -+ 29) kg/m®.
T = 1 — --'— i s s s o L ' .6
e 6.5. Pentrn misurarea capacilitii € cu ajutorul mo‘nlili;iugl“lilcdgle‘;ifﬁliitpc"id‘%ln(;.]f]:?;r;vfzj5).
Rezultd ci ¢ scard gradati uniformd, in sensul ca eroarea relativii si fie constanti, re- se determind tensiunea U si intensitatea I a curcntului elec
prezinld o scari gradati logaritmici.

tenlei R. Datele obfinute sint indicate in tahelul P.6.2.
6.3. 5d sc caleuleze diferenfa tolerats

Al intre bratele unei balante cu brajele conside-
rate egale cu ! = 20 em

astfel incil Ja o singurd cintirive si nu sc comitd o eroare sistematics

Tabelul P.6.2
relalivil mai mare de 1% si respecliv 0,19%. [
R: | R (Q) 700 600 500 400 300 200
I'ie m masa adevirati a corpului de eintirit si M masa greutilii ce echilibreaz3 corpul
de masi m pe balanti. i | U (V) 7,3 8,6 10 12,0 15 19,2
mgl= Mg(l ~ Al)
m—M_ Al ' I (mA) 38 | 43,5 | 51 | 62 [ 775 | 08
M !
Considerind m ~ M avem: 3 o fei
Se cere si se determine capacitalea C a condensatorului si eroarea slandard a mediel s.
dm = —é-l; Se realizeazd tabelul de ealcul
5 o B
Al = 8;m-l= 0,01-20 = 0,2 em = 2 mm | " e T,
Aly = 8;n+l= 0,001-20 = 0,02 cm = 0,2 mm. | E:“. 9,809-10—
6.4. Si se indice intervalul de incredere pentru care densitatea lichidului, obfinutd pe | B

= 1 B3G<107% T,
baza datelor din tabelul 6.3, este cuprinsi cu un nivel de confidentd P* = 0,99. l

|
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cu un nivel de conlidenti P* — 0,99,

Tabelul P.6.3

n, I(mA) U, € (F) C—C (c—C)
i
1 5 58-10~
1 is ; gg 1,658 10~ 0,023-10- 5,29-104
2 15, . 1,611-107 —0,024-10-% 5,76 1011
: 51 10 1,624 10" — 0,011 1,21-10-1
) - , ,654 10~ 0,010 10~
6 98 19,2 | 1626-10-3 — 0,009 é’g?.}g—:
z 9,809 1075 15,07 10~
i : :
g = 1o~ f/____ﬁ-sf = 0,70-1077 = 0,007 . 10-5 |7,

Ei= (1:685= 0,007)1078 17,

6.6. Misurindu-se presiunca si volumul unui gaz 1

din labelul P.G.4. a lemperaturd eonstants se oblin datele

Tabelul P,g.4

i V‘(C]‘ll:‘) I’!(cm Iig) PiV‘
- B0 76 2280
5 35 90 2250
: a0 # 118 2 300

= 151 2265
8 0 228 2 280

i se dice il]l(.‘l\ﬂl le inc i 1 LiH Grr 1 upri
Si se mdic ul de in redere in cai S soirtle afirma ad % CLLY
re se € ci produsul P esle ns

Ry
Plentru simplificare notim produsul PV = a,
Caleulele se fac pe baza tabelului P.6.5.

Tabelul P.4.5

i m¢ = 1'1—-.‘; (xi_:_l-)z
1 2280 5 25
2 2260 —925 6');3
3 . 2300 25 625
4 2265 —10 100
5 2280 5 25
by 11375 4
i 11375
T = = 2275
B
& 1 400
8, = C————
p=
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Din tabelul 6.9.

(0,99, 4) = 4,604, (0,99, 4)s ~ 39.

Putem afirma cii proedusul PV esle cuprins in intervalul

(2275 4- 39) (cm?-cm col. Hg)
cu o probabilitate de 0.99.

6.7. In urma efectnarii a doud serii de misuriiri, de egali precizie se objin valorile X.=
= 23,36, X,= 22,80, s, = 1,10 5i 5, = 1,25 pentru doui probe. Prima serie de misuriri consti
din n, = 25 de misuriiri individunale, iar a doua serie de misurérl din n, = 50 de misuriri indi-
viduale. Se cere sid se specifice, cu un nivel de incredere P* = 0,99, dacd diferenfa mediilor
aritmetice X, sl X, este sau nu semmuificativi.

g V(n; — st + (ng — 1)s; _ 0,298
ny +ny—2

23,56 — 22,80
0,298

t =255,

Din tabelul 6.9 se obtine
(0,99, 73) > 2,648.

Deci
1 < 1(0,99, 73)

motiv penlru care nu putem considera cii cele doud probe sint semnificativ diferite.
6.8. FEfectuindu-se misurarea rezistentei unei bobine se obfin rezultatele :

5,615 ; 5,622 ; 5,624 ; 5,618 ;
5,620 ; 5,633 ; 5,628 ; 5,624 ; 5,613 Q.
Si se indice corect 'rczultatul acestul sét de mésurari.
R ' - )
R= (5,622 + 0,002) Q.

6.9. In tabelul P.6.6 sint date valorile vilezei luminii obtinute in diferite experienie

“Tabelul P.6.6¢

Anul e (kHIIS'f
1051 299793,1
1954 .- 299793,0.
1957 - 299792,85
1958 299792,50

Si se indice valoarea cea mai corectii pentru viteza luminii ¢, in vid si croarea standard

a mediei.
6.10. Pe haza datelor oblinule privind valoarea constantei gravitationale y s-au caleulat

urmitoarele valori pentru densitatea p a Pimintului, in kg/md.
5 560, 5527, 5493, 5527, 5 507,
S% se indice valoarea cea mal bund pentrn densitatea PAmintulul si eroarea standard.
o R :
p = (5,523 + 7 kg/m’.
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7

METODA CELOR MAI MICI PATRATE"

In capi 4 = 4 ALk
e ‘.}p T’Ohﬂ 1 i vizut cd electuind misurarea unei marimi fizice y
i valori ale mérimii fizice @, oblinem perechile de valori expe-
rimentale : . expe-

&gy Loy Xgyllie vy Ty
(7.1)
Yy Uos Yas oo Un
e baza ciiror £ foered Ak e Bl g
I’; ; n ciirora llmt.em si Incercam reprezentarea dependentei mirimii y
e marimea 2z, printr-o formuli de forma h L
I m My By o pina) (7.2)

unde a, b, ¢... si ; i, i i
: y b, : s.mt parametrii numerici, iar funclia f este o functie rationala
e argumentele indicate. , o

yom COI]S[dCI‘ ca }()CESL‘I] dC‘ masurare ll ‘l(‘. \ld uﬂl(', o
a mn 3
p u I leZLll l.q. (6 ]nd[ 11,

X, ey o I; rOTd i © l
2y 3 E,, nu sin ﬂfectat@__(_lem()ll Sﬂu_ mal CO!‘EC[’. SPLIS (‘.fl (‘.I‘Ol‘ile care 'lfe(‘
tea/‘ﬂ UﬂlOl‘ile I‘ .V' [ (s i — y pd .l ) e ! . (“
: Ildl. ld]:!a e. : t(l 1: -'-)‘J LEY ”) Sllll. an]l abil fa a (]E eI‘Ol‘il ;

i ey .

Deoarece valorile individuale y,, s,

L RO ¢ .oy Up Sint afectate de erori de
misurare intimplitoare, diferentele :

Joo=[(a, by e, ..o @) = Ay,
Po— (@ By 6 - o0 %), = A (7.3)
‘ Ifu_ f(ﬂ'. bty LA -T'n.} R Alfnl
vor fi diferite de zero.
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Metoda celor mai mici pétrate esie o metoda de calcul pentru valorile
cele mai probabile ale parametrilor a, b, ¢. .. din conditia ca suma patratelor
diferentelor (7.3) sii fie minima:

n

S — (Ag)® + (Apd® + ... + (Ag)* = (Ayo* (7.4)

i=1

Trebuie subliniat ¢ metoda celor mai mici pitrate este cea mai corecta
metodi de calcul pentru valorile parametrilor ce intrd in formula empirica
(7.2), dar aceastd metodd poate fi utilizatd numai dupd ce au fost efectuate
toate incercarile, descrise in capitolul 4, pentru a afla forma analiticd a for-
mulei empirice (7.2). d

Cu cit numirul n al misuririlor individuale este mai mare decit numd-
rul parametrilor din formula (7.2) cu atit este mai mare probabilitatea ca
erorile intimpldtoare ce apar in rezultatele masuririlor individuale sa se
compenseze reciproc si deci valorile parametrilor @, b, ¢, obfinute prin metoda
celor mai mici pitrate, capitd un nivel de confidentd mai ridicat.

Ne vom ocupa de aplicarea metodei celor mai mici pitrate in unele

cazuri particulare.

7.1, LINIA DREAPTA CE TRECE
PRIN ORIGINEA COORDONATELOR

Dacii formula empiricii (7.2) este de forma: -
y = be (7.5)
atunci diferentele (7.3) capitéd forma:
7 yy = by = Ay,
Yy = by = Al (7.6)
yp — b, = AU

Misura erorii totale, ce se obtine prin aproximarea datelor experimen-
tale (7.1) prin formula (7.5) este suma pitratelor abaterilor (7.6) pentru toate
punctele experimentale :

S —é}l (¢ — ba)® (7.7)

Valoarea parametrului b care aproximeazd cel mai bine datele experi-
mentale (7.1) prin formula (7.5) se obtine din conditia ca suma S (7.7) si
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fie minim%, adici din coéndilia ca derivata mirimii § in raport cu parame-
trul b sd fie zero: ' £ ; : i
S5 =0, : ZEAlh ORI

- Efectuind derivata expresiei (7.7) in raport cu parametrul & obtinem :

n A} n I
Sp =23 (10 = de(—2) = — 23 ay, + 253 @ — 0,
e e I Rl I SR B o o e BN R

 Din aceastd expresie rezulti valdarea parametrului b

n
g _ = iﬂ:l.rhn oy L. Bl | i (7.9
' Fr kil gb s o 82 ;

gi=

&£
f=1

Qg

Valoarea parametrului b, oblinu{d din formula (7.9), este ‘afectata” de
eroaréa 'standard,) | i e i ; ' T 6 Al
. n
S by
i=1

Sb'; b

T2

(7.10)

I
(n — 1) 3 a?
(=1

Exempla. In tabelul 7.1 sift date rezultatele fndisuririlor alungirii z a
unul are pentru diferite valori ale fortei F, de intindere a arcului.

Tabelul 7.1

F(N) ‘ 0 ‘ 0,5 ’ 1 1,5 2|t s i S I 4
T {em) ( 0 ‘ 0,48 1,05 ( 1,47 | 2,10 | 2,40 29 3,75 l 4,1
In acest caz glim cit avem o dependenti de forma
£ = ke ' (7.11)

unde & este constanta elastici a arcului.
Avind deci, o dependen{i de forma (7.5) putem calcula, pe baza datelor
din tabelul 7.1, constanta elastici a_arcului :

(HRY 451
T p el bl
B = e GRS 0,9998 N/em = 99,08 N/m
- }3 - 52,0364 i
in f-;]_‘ i a2

cu-ajutorul formulei (7.10) obtinem::- -

§g = 1,62.10* N/cm = 1,62 N/ni.

. 194 LR R AR YRR BT -

D e

ey
: o atiling rmulele (7.9) si
4 4o tezultatelor cxperimentale si utilizind fo i _(‘ [
Deci pe baza rezultal arcului esle :

(7.10) putem afirma ci valoarea constantei clastice a
. k= (99,98 + 1,62) N/m. i
- 7 d de 7.11) sint indi-

“Pxezultatelc experimentale si dreapta datid de formula (7.11)

cate in figura 7.1.

b 1

7.2. LINIA- DREAPTA. CAL &'E:EI?;EES'.AL

\

izich y depit mari
Daci miarimea fizica y depinde de m

de forma : e (7.12)
eyl o ,
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[T s e TR e e S I =, GRS - LT Y = e E

si: pune problema calculirii parametrilor « si b astfel incit dreapta (7.12)
5a aproximeze cit mai fidel posibil datele experimentale (7.1).

' Conform metodei celor mai mici patrate se consideri ci valorile parame-
trilor @ si b pentru care dreapta (7.12) a

: proximeaza cel mai bine datele expe-
rimentale (7.1) sint acele valori pentr

u care suma :

n
S =3 (4i —a — bxy)?
i=n

(7.13)
este minimi.
. .Suma S va fi minimi cind derivatele ei, atit in raport cu parametrul «
cit si in raport cu parametrul b, sint zero.
5 n
Sa = i_2]:1[—2(:1:,- —a—bx)] =0 (7.14)
So =y : ‘
= —2x(y; — a — ba)] — (7.15
i =Z =B —a -t =0 1)
Din formulele (7.14) (7.15) obfinem : e
b n \ n 5
T4+ nae =% :
i§] i + igiyi (7-16)
bn ’ n n 5
i Ay L, == | 7
i§1 i+ ials ig;txsyt- (7.17)
Pentru obtinerea relatiei (7.16) am folosit egalitatea evidents
n
¢ = na.
i§1 na (7.18)

. F.ste. comod s& se introduci notiunea de ,centru de greutate™ pentru
distributia datelor experimentale (7.1). Coordonatele centrului de greutate
sint & si 7, unde : &

1_’ 1 n ] 1 n
e, T VS 7 [P "
-— 2 , - , (7.19)
=1 i=1
Impértind prin n relatia (7.16) se obtine :
1hind SR <
e Y= a4 — Zy l
n Z n |
. II",- - t=]1 ) ’
sau -
J =a + bi. (7.20)
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: . : i ol acesio it
Aceasta relatic indica faptul ca dreapta, care aproximeaza tc:el :ns::lub;mr
punctele experimentale obtinute, trece prin centrljl dF grelita ; a:‘ S
cperi sti concluzie prezintd o importan y
unctelor experimentale. Aceas - é ‘ b
Scoarece stabileste un punct al dreptel, ceea ce in procesul de prelucr
datelor experimentale este de mare utilitate.
Introducind notatiile :

o n L 10 (7 21)
A ot i —yat; C =Xy D =2ZTi v
A dz‘fti £ E{Li Ei i=1

sistemul de ecualii (7.16), (7.17) devine :

Ab =an =C [ - (7.22)
Bd + Ab = D.
De unde -
C n A
b DAl nD — CA- ; (7.23)
R
\B'A
sl
A G
B D AD — BC BC — A

(7.24)
a = =

A n A? — nB " nB — A?
|3 4

Introducind mirimile A, B, C si D obfinem:

n
n n

1
n n n B 2 "
n Eli'iyz = _El‘ri' 1‘21‘% - n 4= —
i-: 1= = - = "
b == n n n n

3 )2 5 1 2
deodr Do

Numaratorul acestei relatii poate fi seris sub forma:

n n
n n n i )
E E E E T E E - 7.25
Ty — “1— Ty s = Ty — % yi = o (x; By ( )
=1 n i=1 =1 i=1 i=1 i=
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iar numitoryl -

] ey o Haniye J i S hokge ") A
T 1 k—\: 2 15N
2 o
.'?f' — —--( 15) = ' .T'; —_—— 'Li 1( ==,
=1 B Vi =i Ty =1
n n n
b . ¥
2 - . Yo =2 .
- X — & T = T; — nis, (7.26)
=] =1 =1

Sd demonstrim egalitatea :

n 1
Ei (x; — #)? =Eia§ ~ 1uE? (7.27)
= [=
- Putem secrie :
n 1 n - n n
2 (T — &) = 3 (a2 _ AT + &) = B & — 25y Ty 4+ ng =
1=t i=1 i=7 i=1
n gy ]
=Xa} — 2np + nz = &i — nz.
i=1 i=1

Tinind seama de formulele (7.25), (7.26), si (7.27), obtinem pentru valoa-
rea parametruluj p - B Das (10 g f

T o B Tk [
2'; (v, — ;E)Hz .
1= i U

b:

/

n

(7.28)
1'§1 (2, — &)= '

Dac# Cunoastem panta § g dreptei putem caleuly parametrul ¢ din
relatia (7.20) . . ] <
T ; a=f—bi - . (7.29)

Formulele (7.28) si (7.29) sint cele maj comode pentru caleulul valorilor
parametrilor « gi ). .

Exemplu. Pentry o bard de cupru, de diametry ¢ =1 em, si de lungime
[ =32 cm, se misoari rezistenfa R in functie de lemperatura 0. Datele
obtinute in urma efectudrii a $apie misuriri individuale, pentru diferite
temperaturi, sint indicate in tabelyl (7.2).

- . 3% - B Tabelul 7.2

0°c ’ 191 .ﬁ_-!—-:z.—'};o ] 30,1 50,0

83,90 ' 85,10

R (Q) 76,30 / 77,80
LLLI0 e Ssla

Se pune problema ca pe:baza acestor date experimentale si se caleuleze
rezistivitatea g-a cuprului Ia 0°C si coeficientul termic ¢ de variafie a-rezis-
tenfei cu temperatura, in cazul cuprului,

198

. din 7.9 sint reprezentate . f"ura T2
Datele 'e-ﬁpe-rimentalc din tabelul 7.2 sint reprezentate in fig

\'Edenl ca LlllClC‘le ¢ [ 11 S t :Isezéll.e de tul (10 i) p «
.xpelln’l(‘n ate sin 5 h ne e 0 (l]ea l 1
p

si deci putem scrie : el ,|; i (7.30)

||I) 1¢ le[E ll [111 1 g UI'e aie ]]elll ru I! n 1 (L\])C‘I].’men tale dlﬂ
(;001 na cen 1 C 5 uta

tabelul 7.2 sint:

‘1l \ - 241“’3

D 203 g5000c
=1 bl =
n -
o E: UL L
i=1
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Folosind formulele (7.28) si (7.29) trebuie si facem un tabel" de .calcul

care si rindd mérimi ) i) i}
le](‘c si (l!l‘l])llndd nmt.m.nIe (0; — 6), (6,— 0)* si (B, — 6)R;. Efectuind ecalcu-
pentru aceste marimi obfinem datele din tabelul 7.3

Tabelul 7.3

|
i o B ) |
; R, 6, —% (8, —0)2 (6, —9) R,
1 7 5,05
5 ég.(l] ;2,30 —15,95 254,08 —1 216,22/
: 26,0 77,80 —10,04 100,80 — 78111
i 36,0 050 =i 2l 24,40 — 403,96
i 30 80,80 0,96 0,92 77,57
5 00 82,35 4,96 24,60 408,46
6 a1 83,00 10,06 101,20 844,03
. ; 14,95 223,80 1273,10
e 245,3 566,00 0 729,80 211,87
Pe baza datelor din acest tabel avem :
n =
X0 —0R
S 21187 0,288
n T
oy 2
T(o —Bp 72080
=1
iar
a=h — bf = 80,86 — 10,09 = 70,77.
Deci, relatia (7.82) se scrie sub forma :
|
b |
R = (70,77 -+ 0,2880). 00, (7.31) |
Stim §a rezistenla depinde de temperatura 0 dupa formula
R = Ry(1 + «0). (7.32)

Comparind formulele (7.33) si (7.34) obtinem :

si

o -

R, =70,77 p.Q

b 0,288

——— = 4,07-10~° grad-.,

~ R, 7077

Rezistivitatea g, la 0°C se calculeazé din relatia

S
Po = RDT = 70,77 -10-°

0,785

—_—10f = A4
39 ) 1,736.10

=

» b
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