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NOTA 

Prelucrarea dalelor experimentale în f'i zică este o disciplin ă 
nou-introdusă în planul de înviifămînl al liceelor de matematică­
fi zicti (profil mecanic, electrotehnică, informatică). Scopul 
acestei discipline este mărirea valorii formative a experimentului 
ele f'izi cti şi integrarea învăf ării fizi cii cu munca propriu-zisă de 
cercetare prin interpretarea şi prelucrarea dalelor obţinute din 
realilatea fi:lică nemijlocilcl. 

M anualul Încearcă să realizeze acest obiecti1J folosind expe­
rimentul posibil în laboratorul şcolar. Plecînd de la datele 
obţinute, se arată diferite metode de înregistrare a datelor, de 
preluaare şi de apreciere a erorilor posibile fn condi ţiile unui 
experiment dat. 

Imporlaniii este nu reţinerea şi înşuşirea formulelor ci 
înfelegerea şi exersarea metodelor expuse, familiarizarea, cu 
problemele care se ivesc fn munca de cercetare experimentală 
fn vederea apliciirii acestor metode în practice!. 

lmbunălăfirea structurii manualului şi a con /inutului său 
depind de eficienţa aplicării lui la clasă. ln acest scop, aştep­
tăm propuneri menite si'i contribuie la creşterea calilcl/ii acestei 
lnatiri. 

E dilurn Dill:1t·tlr1\ şi l'e1lnnonlc:\ 
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SISTEME DE UNITĂŢI. 
SISTEMUL .INTERNATIONA1 DE UNITĂŢI 

In studiul fenomenelor sau obiectelor din natură omul măsoară diferite 
mărimi fizice care caracterizează fenomenele sau obiectele respective. 

Fizicianul englez William Thomson (lordul Kelvin) a spus că: „atunci 
cînd putem măsura mărimea despre care vorbim şi o putem exprima prin­
tr-un număr, atunci noi ştim ceva despre ea; dar cînd nu o putem exprima. 
printr-un număr, cunoaşterea noastră este slabă şi nesatisfăcătoare ... ". 

Prin măsurare, în general, înţelegem atribuirea de numere, potrivit 
unor reguli stabilite, pentru obiectele şi fenomenele studiat e. Desigur, în 
at ribuirea unui număr pentru o mărime fizi că oarecare, un rol deosebit îl 
are calitatea procedeelor de măsurare. De asemenea, vom vedea că aceleiaşi 

mărimi fizice i se pot atribui mai multe numere în funcţie de unităţile de mă­

sură în care se exprimă numerele respe~tive . 

Ştiinţa care se ocupă de unităţile de măsură p entru mărimile fizi ce 
de s istemele de unităţi de măsură, de mijloacele şi procedeele de măsurare, 
precum şi de totalitatea normelor privind folosirea măsurărilor, a mijloacelor 
şi metodelor de măsurare în toate domeniile, este o ramură a fizicii - metro­
logia. Cuv înt ul metrol ogie derivă de la cuvintele greceşti metron - măsurare 

şi logos - vorbire şi înseamnă deci ştiinţa măsurărilor. 

Este clar că progresul în ştiin"ţă şi tehnică nu poate fi conceput fără mă­

surări şi, respectiv, fără mi jloace de măsurare şi unităţi de măsură. Nu întîm­
plător D. I. Mendeleev arată că „ştiinţa începe atunci cînd încep măsurările", 
i ar Max Planck, unul dintre creatorii mecanicii cuantice, reluînd o idee a lui 
Galileo Galilei, îi îndemna pe fizicieni să măsoare tot ce nu este încă măsurabil. 
Perfecţ.ionarea tehnicilor de măsurare a permis măsurarea multor mărimi 

fizice care nu cu multe zeci de ani în urmă se considerau nemăsurabile. S-a 
ajuns să se măsoare o serie de mărimi ce caracterizează structura atomului 
şi a nucleului şi chiar a particulelor elementare. 
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Dezvoltarea rapidă a ştiinţei şi tehnicii şi de asemenea l ărgirea col aborării 

economice şi ştiinţifice între diferite ţări impun real izarea unor norme uniCe 
atît pentru modalităţile de măsurare a mărimilor fizice , cît ş i pentru sislemul 
ele unităţi î~ care se exprimă mărimile fizice respective. 

ln acest sens, pe plan mondial, au existat preocupări constanLe încă clin 
an ul 1793, cîncl în Franta a fost creat sistemul de unităţi de măsură - denumit 
Sistemul metric, care avea la bazft unităţile fundamentale: mctru1 - unitate 
de măsură a lungimii - ş i kilogramul - unitate de măsură a masei - . În anul 
1875 a fost semnată la Paris, de către reprezentanţii a 17 ţări , Convenţia 

Metrului - prin care sistemul metric a devenit sistem de unită ţi cu aplicabilitate 
în toate lările semnatare. Totodată, s-a fondat un Birou Interna [ional de 
Măsuri şi Greutăţi (B IPM) - laborator permanent de cercetf1ri în domeniul 
metrologiei, cu sediul la Sevres, în apropiere de Paris - a căru i acLivitate 
este îndrumată de Comitetul internaţional ele Măsuri şi Greutăţi (CIPM). 
Întreaga activitate în acest domeniu este coordonată de Conferin~a Generală 
de Măsuri şi Greutăţi (CGPM), co nstituită din reprezentan ţii tuturor ţărilor 
care au aderat la Convenţia Metrului. Ţara noastră este membră a Convenţiei 

Metrului din anul 1883. Activitatea laborioasă desfăşurată atît în cadrul 
forurilor internaţionale cît şi în cadrul laboratoarelor de metrologie din dife­
rite ţări a condus la elaborarea unui sistem practic de unităţi ele măsurft 

susceptibil de a fi aplicat în toate ţările. Noul sistem de unităţi stabilit la 
cea de a 10-a Conferinţă Generală ele Măsuri şi Greutăţi din anul 1954 a fost 
denumit la cea de-a 11-a Conferinţă Generală de Măsuri şi Greutăţi , care 
a avut loc .în anul 1960, Sistemul ~ nternaţional de unităţi, notat prescurtat SI. 

Sistemul internaţional de unităţi este un sistem practic, coerent, simplu 
şi raţional, structurat astfel încît prezintă aplicabil itate în toate domeniile 
ştiinţei şi tehnicii. Avantajele noului sistem de unităţi de măsură se reflectă 
şi în faptul că Sistemul internaţional de unităţi se aplică în peste 120 de ţări. 

Ţara noaslră a adoptat Sistemul internaţional de· unităţi (SI) între 
primele ţări din lume, prin hotărîrea Consiliului ele Miniştri nr. 550 din 31 
august 1961, începînd de la acea dată. Conform acestei hotărîri, Sistemul 
internaţional de unită~i este singurul sistem de unităţi legal şi obligatoriu în 

~ I 
ţara noastra. 

1.1. MARIMI F.IZICE. UNITATI DE MĂSURĂ 

în general, prin · mărime fizică înţelegem o proprietate caracteristică,. 

măsurabil ă, a unui obiect sau a unui si1>tem fizic oarecare. Este important 
să subliniem că o caracteristică esenţială a mărimilor fizi ce este aceea că . 

sînt măsurabile, adică se pot exprima cantitativ în urma efectuării unei ope­
raţ.ii de măsurare. 

Orice mărime fizică prezintă atît o latură cantitativă cit şi o latură ca­
litativă. Latura calitativi"! a unei mărimi fizice se determină prin proprie-

·8 

ta l.ea obiectului material sau particularitatea sistemului , redate de manmea 
respectivă. De exemplu , masa unui corp caru.eterizează inerţia corpului, acce­
leraţia redă modul de variaţ.ie a vitezei unui corp iar forţa este o mărime fizică 

ce caracterizcaz[t interacţiunea dintre corpuri. Aceste trei mărimi fizice, 
masa, accelerapa ş i forta, reflectă laturi ca li tativ diferite a le corpurilor sau 
fenomenelor din na tn ră. 

Mărimi le fizi ce defi nite , din punct de vedere calitativ, pol fi însă mai 
intense sau mai puţ.în inte nse, mai mari sau mai mici. Această proprietate 
rcflecUt latura cantilativă a mărimilor respective. Nu putem caracteriza o 
mărime fizică nici nu mai prin latura sa caii tativf1 şi nici numai prin latura 
cantilativă a acesLeia. Proprietatea calitativă a unei mărimi fi zice ar fi fără 
sens cl acă nu am dispune de informaţii privind şi natura cantitativă şi invers. 
De exemplu, afirma~ia că , sub acţiunea unei for('e exterioare, un corp îşi 

schimbă starea de mişca re, exprimă numai lat.ura calitativft a acestlli fenomen. 
P entru a putea calcul a acceleraţia corpului trebuie să cunoaştem mărimea şi 
direcţia forţ'ei , masa corpulu i etc. , a di că să indicăm cantitativ mărimile fizice 
corespunzătoare. 

Mărimile fizi ce care exprimă aceeaşi proprieta- te ca.litativă a corpurilor 
sau a sistemelor fizice, deosebindu-se între e le numai prin latura cantita­
tivă, se numesc mări1;ii de aceeaşi natură. 

Prin operaţia de măsurare a unei mărimi fizice se stabileşte de cîte ori 
se cuprinde în mărimea respectivă o a l tă mărime ele aceeaşi natură. Mărimea 
din urmă reprezintri unitatea mărimii măsurate. Desigur că alegerea unităţii 

de măsură pentru o mărime fizi cft oarecare nu este impusă ele nici o lege a 
fizicii . Compararea însă a două mărimi fizice de aceeaşi natură se poate face 
numai dacă valoarea acestor mărimi, adică numerele cc li se asociază, exprimă 
de cite ori se cup rinde în mărimile respective aceeaşi mărime considerată 
ca uni tate. Dacfi, ele exemplu, se scrie că valoarea pentru masa corpului 1 este 
m1 = 1 OOO, iar pentru masa corpului 2 este m2 = 1, nu putem răspunde 
la întrebarea care dint re aceste dou ă mase este mai mare. În ipoteza că ambele 
mase se exprimă în aceleaşi unităţi, de exemplu în kilograme, atunci masa m1 

este mult mai mare decît masa m 2, iar dacă pentru masa m1 numărul 1 OOO 
înseamnă grame, iar pentru masa m 2 numărul 1 înseamnă kilograme, atunci 
cele două corpuri au mase egale. Chiar şi din acest exemplu rezultă cit de 

importantă este ajungerea la un consens privind adaptarea unei aceleiaşi 

unităţi de măsură, cu multiplii şi submultiplii acesteia, pentru mărimile fizice 

de aceeaşi natură. 

Posibilitatea a legerii arbitrare a unităţilor de măsură pentru-unele mărimi 

fizice nu înseamnă că nu există reguli riguroase care dictează această alegere. 

Unităţile de măsură alese trebuie în primul rînd să corespundă cerinţelor 

impuse de practică şi să poată fi utilizate în toate ţările. De asemenea, ale­

gerea unităţilor de măsură pentru unele mărimi fizice conduce la stabilirea 
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unităţilor pen~ru alt e mărimi fizi ce. Astfel, de exemplu, viteza medie a unu_i 
corp este raportul dintre spa ţiul D.s parcurs în intervalul de t imp D.t. Dacă· 

stabilim unită ţile ele măs ură pentru lungimea D.s ş i p entru in tervalul de t imp 
6.t, rezulU1 unitatea de măsur!t ·pentru viteză. 

Rezul tă .deci că în procesul de măsurare este necesară rezervarea unui 
set de mărimi fi zice numit e fundamentale, astfel încît să ne putem fol osi 
de ele, şi numai de ele, pentru stabilirea unităţilor de măsură pentru mărimile 
determinat e pe ~ale experime ntal ă. Se tul mărimil or fundamentale reprezintă 

mărimi necesare şi suficien te. din unităţile de măsură cărora le rezultă unităţi 
univoc dete rminate pentru t oate mărimile fizice. Uni tă ţil e de măs ură a dop­
tate pentru mărimile fizice funda mentale se numesc unităţi fund amentale. 

Mftrimile fi zice pentru care unităţile de măsurft se exprimă print r-o com­
binaţie a unită ţilor fundamental e se numesc mărimi derivate, ia r uniHt ţile 

lor de măsură se numesc unităţi derivate. De exemplu, forţa se măsoară în 
newt on (N), dar ştim că 1 N = 1 kg ·m/s2

• Deci unita tea derivată N se exprimă 
prin unităţi fundame ntale pentru masă, lungi me şi t imp. 

Împărţirea mă rimilor fizi ce, în mărimi fund amentale ş i mărimi derivate, 
es te de o deosebi tă importanţă practică, deoarece aceas ta reduce considerabil 
numărul unitrrţil or pentru care trebuie să avem mijloace st andardizate care 
reprezintă o unitate de mărime şi care se numesc etaloanele mărimii fi zice 
respective. 

Pentru unităţile funda me ntale se construiesc etaloane care trebuie păs­
t rate în condi ţii cu t otul speciale. 

E taloa nele trebuie să satisfacă o serie de condiţii printre care a mintim 
următoarele : 

- să poată fi reconstituite ; 

- să prezinte o variaţie minimă faţă de influenţa factorilor externi, ca 

temperatură, presiune, umiditate etc. ; 

- să poată fi fol osite în mod simplu în tehnica măsurării ; 

- s ă fie construite din mat eriale care nu suferă modificări de structură 

fi zico-chimice în timp. 

Există etaloane de mai multe ordine : 

- etaloane prot otip - care s înt depozit ate în camere speciale ale p avi­

lionului Bret euil de la Sevres din apropierea P arisului şi cu care se lucrează 

extrem de rar ; 

- etaloane de p rim ordin - dep ozi tate împreună cu etaloanele prototip 

şi din t imp în t imp comparate cu a cestea ; 

- etaloane de-al doilea ordin cons tituie copii după etaloa nele de primul 

ordin, fiind dist ribuite în diferite ţări unde sînt păstrate în condiţii speciale. 

Deci pent ru fiecare ţară etalonul de-al doilea ordin are semnificaţia et alonului 

prototip pe pl a n mondial ; 
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etaloanele de-al treilea ordin s int copii consuuite în fiecare ţa ră după 

etalonul de la al doilea ordin, fiind folosite. în procesul de măs urare de că tre 
institutele met rologice şi institutele de cerce tare . 

Pe baza etaloanelor de-al treilea ordin se construiesc „măsurile " care se 
fol osesc în practica zilni că de măsurare. 

·1.2. FORMULE FIZICE. COEFICIENTUL PARAZIT 

Din cele relatate în paragraful precedent rezultă că prin operaţia de 
măsurare a unei mărimi fizice X se stabileşte numărul real x care este acel 
unic număr real astfel îucît X = x[X ], unde [X ] est e unitatea de măsură . 

Raport ul dintre mărimea de măsurat X şi unitatea de măsură [X] pentru 
mărimea respectivă se numeşte valoarea sau măsura x a mărimii X . 

X 
X=--

(X] 
(1.1) 

Valoarea x fiind raportul a două mări mi fizice de aceeaşi natură măsurate 

în aceleaşi unităţi, este o mărime adimensional ă . Din acest motiv t rebuie 
întotdeauna s crisă mărimea X ca un pro dus dintre valoarea x şi unitatea 
de măsură [X]. 

Y = x[X]. ( 1.2) 

Dacă nu se indică unit atea de măsu ră fol osită, rezultatul măsurii este lipsit 
de semnificaţie fizică. E ste clar că măsurînd mărimea fizică X cu unităţi 
diferite [X 1] , [X2] , •• • obţinem valori x1, x2, •• • diferite. Din formulele (1.1) 
şi (1.2) put em scrie : 

(1.3) 

X1 (X i) - =--· (1.4) 

Hezultă deci un fapt fundament a l privind unităţile de măsură şi anume : 
R aportul valorilor măsurate ale unei miirimi fizice cu două uniiăţi diferite este 
egal cu raportul invers al acestor unităţi. 

Faptul că mărimile fizice se exprimă ca un produs în tre valoarea şi uni­
tatea de măsură conduce la o deosebire înt re formulele fi zice şi formulele 
matematice. F ormulele fizice cuprind mărimi măsurate sau măsurabile pent ru 
care t rebuie indi cate atît valorile cît şi unităţile de măsură, ia r în formulele 
matematice intră numai mărimi le respective. De exemplu, dacă avem un 
pătrat cu latura X # O, ma tematic se scrie că aria acestui pătrat este : 

(1.5) 
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Folosirea pracLidi a. acestei formule implicr1 măsurarea mărimilor X şi _A. 
Fie [îl] unitatea de măsură pentru aria A şi, înlocuind în formula (1.5), avem 

(1.6) 

unde a este valoarea a riei A. Deci: 

[Xz] 
a = - -x2

• 

[A] 
(1.7) 

Rezultă că formula cc reprezintă relaţiile dintre mărimile fizice nu eslc iden­
tică cu formula care exprimă relaţiile dintre valorile mărimilor respective. 
Dacă notăm prin: 

[Xz] 
k=--· 

[A] 
(1.8) 

formula (1.7) capătă forma: 

(1.9) 

Deci formula exprimată prin valori măsurate diferă de formula matematică 
respectiv[1 printr-un coeficient ele proporţionalitate cunoscut sub numele de 
coef'icienl parazit. Valo area acestui coeficient parazit depinde de unităţile de 
măsură ale mărimilor ce intrr1 în formula matematică respectivă. Astfel 
clacă aria A se măsoară în hectare (104 m 2

), iar pentru X se alege unitatea 
de măsură [XJ ca fiind 1 m, atunci pentru formula (1.7) coeficientul parazi t 
l.: este : 

1 m2 1 m2 

k = --= = 10-4
• 

1 ha 104 m2 

in acest caz, formula (1.7) trebuie scrisă sub forma : 

Dacă aria A se măsoară în m2 atunci 

1 m 2 

k =--=1. 
1 m 2 

Prezenţa coeficientului parazit în formulele fizice conduce la complicarea 
structurii acestora, de aceea se recomandă utilizarea unor astfel de unităţi 
de măsură, încît valoarea acestui coeficient să fie le = 1. Dacă unităţile 
de măsură se . definesc arbitrar şi deci în formulele fizice este prezent coefi­
cientul parazit diferit de unu, avem un sistem incoerent de unităţi. adică 

un ansamblu de unităţi fără nici o legătură între ele. 
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Elimiuarea coeficientului parazit conduce la o condi~ionare a unită\ilor 

de măsură pentru mărimile derivate. Adieri pentru aceste mărimi nu putem 
alege unităţi arbitrare, ci numai pc acelea care rezultă din unităţil e stabilite 
pentru mărimile fundamentale. De exemplu, diu formula (1.7) rez11ltr1 că pentru 
k = 1 avem: 

[AJ = [X2
]. (1.1 O) 

Aceasta este o reia ţie de con di ţie care arată că , dacă uni tal.ca pen tru mări mea X 
este meLrul, atuilci peiltru unitatea de arie nu putem alege orice unitate ci 
numai aria pătratului de latură egală cu unitatea de lungime [X] , adică cu 
un metru . Dacă această condiţie este satisff1cuti'1 atunci rela\ia (1.7.) se scrie: 

2 a =X. (1.11) 

În acest fel, reia ţia dint re valori este ideulică cu formula - care reprezintă 
relaţia dintre mărimile resp,ective, adică formulele fizice şi formulele matema­
tice se exprimă identic. 

Prin acest procedeu se ajunge însă la faptul că unitatea de măsură pentru 
aria A derivă din unitatea aleasă pentru lungimea X a laturii p t1tratul_ui. 
În acest sens, unitatea pentru lungimea laturii pătratului esle o uni late funda­
mentală, iar unitatea pentru arie este · o unitate derivată. 

Ansamblul unităţ.ilor de măsură a d1ror mărime este de lerminatr1 de -un 
număr restrîns de unităţi fundamentale constituie un sistem coerent de unităţi. 
UH!izarea unui astfel de sistem conduce la faptul ci.î praclic toate formulele 
fizice se scriu astfel incit coeficientul parazit k_ = 1. 

1.3. SISTEMUL INTERNAŢiONAL DE UNITĂŢI ,(SI) 

In sistemul internaţional se disting trei clase de unită\:i SI, şi anume : 
unităţi fundamentale ; 
unităţi derivate; 
unităţi suplimentare. 

1.3.1. Unităţi SI- fuudamcutalc. Unităţile fundamentale, independente din 
punct de vedere dimensional, sînt în număr de şapte (labei ul 1.1 ). 

\ 

Unităţi SI fundamentale 

:Mărimea 

L-pngirnea L 
Masă M 
Timp T 
Intensitatea curentului electric 
Temperatura termodinamică 
Cantitatea de substanţ:I 
Intensitatea I uminoasii 

Tabelul J. 1 

Denumirea Simbolul 

Metru m 
Kilogram kg 
SC!!Ulldi\ s 
Amper A 
Kelvin K 

1, l\fol mol 
Candelă cd 
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Simbolurile nn'ităţ.ilor se scriu cu litere latirlc; · îri iieneral Î11îCi, totuşi, 
dacă simbolurile derivă din nume proprii, atunci se folosesc litere latine majus­
cule (pentru prima literă) . Simbolurile nu sînt urmnte de pui1ct. De· nscmenea, 
simbolu rile unităţilor rărnîn neschimbate la plural. 

Rcdiim definiţiile unit.'lţi lor rundnmentalc ndoptate de n 11-n Conferinţă Generală de 

'Mftstiri şi Grt'ulăţ.i din nnul· 19(i0. 
J. Unitnlen de lungime (metru). ?llctrnl csle lungimea cgnlă cu .1 G50 7G3,73 lungimi 

de und~~ în vid a rndinţiei care corespunde tmnzi\iei între nivelţle de 1',ncrgie 2p10 şi fJds ale 

ntomului de Kripton 86. · 
2. Unitatea de masă (kil~gr:u{1) . Prototipul intcrnaţic,11111 n'1 ki logrnmului riimine cel 

confirmnl de prima Conferin\.~I gcnr.ruh'i tic măsuri şi greutăţi <lin anul 1889. 
Aeesl prololip inlernnţion:il din platină iridialii se pf,s ln•ază ln Biroul Int<'J'JWj.ional de 

Măsuri şi Grculă\ i în condiţiile s tnbilite în n111il 1889. . , 
Avindu-se in vedere di !n uzul curcnt ' cxlstii·o ambiguitate usuprn ·scmnifil'n\ici tcr"me~ 

nului de gl'l\litatc. folosit c!nd în sensul de mnsă, cind i'n sensu l de efort mecanic, cea de-a 3-n 

Confcrin\{1 g<'ncrnlă de măsuri şi grcul>l\i din anul 1901 stabileşte: 
- Kilogramul este unitatea de nwsă ; ci este egnl cu masa prololipnlui. internaţional 

al kilcgrn mu lui. 
-- Termenul de greutate descrrmcnz:\ o 1111?1rime de accct1şi natură cu o fo1;\ l1 ·: greuta tea 

unui corp este produsul dintre masa acelui corp şi :\ccclcrnt.ia gravitnţici; în pm•licular, greutatcu 
nonnnlă a unui corp este produsul dintre masa acelui corp şi acceleraţin normală a. gravitaţiei. 

- \lnloarea :rdoplală fn Serviciul lnternnţional de Mi'lsuri. ş i Grculi'L\i pentru accelc· 

rn pa 1w1·111nh'l a gravitn \ici este' 980,6G5 cm/s', valoa;·e care .a şi fost ralificnt11 prin unele legi. 
3. Unitatea de timp (secundă). Secunda es te durnln a ()192G31770 periondc nle radia­

ţi ei care corespunde tranziţiei Intre cele 'el.ouă nivele de energie. hiperfine ·ale sti"trii fundamen­

tale a atomului de cesiu 133. 
4. Unitatcn de intensitate a curentului electric (arnpcrt Amperul este intensitatea unui 

curent electric constant care, menţinut în două conduc·toare paralele, rectilinii, cu lungimr,n 
infinit/\ şi cu secţi unea circulară ncglijabil:i. aşcrntc in \rid la o .dist an\ă de 1 metnt unul de 
nitul, produce Intre aces te conductoare o for\:i egal:i cu 2 -10-• Newlon pc o lungime de 

> • • •• 
1 mclTu. 

J . Unitatea de t empernlmă termodinnmi<';'i (Kelvin). Kelvinu l, imita te de temperaturii 
termodinamică, este fracţiunea 1/273,lG din tcrnpcralura tcrmodinamict1 n µ1111clul11i triplu 

al apei. 
La cen de a 13-n Conferinţă Generală de Milsuri şi Greutăţi s-n hotf'1rll că unitnlca Kelvin 

şi simbolul s:'in 1( se. r"o 1 ;,~csc pentn1 ;, . c:xp.ri.11111 un inter~•n l s:;u · ~ . difercnţ:\ de temperatură. 
în nfara temperaturii tcrniodinamicc (s imbol "r) e:xprimntă in Kelvin. se fo'li>sl·ştc şi' lem­

peraturn Celsius (simbol 1) definită prin ecuaţia: 

(1.12) 

unde T 0 = 273,15 K. 
Uni tatea „grnd Celsius" csle et;nlă cu unitalea „Kelvin". _Un intcrYal sau o difcrcn\1\ 

de temperatură Celsius pol fi exprimate nlît în grade Celsius cit şi !n Kelvin. 
fi . Unita tea de cantitate ele substan\ă (mol). Această unitate fund:imcntnlă n fos l adopt:ilă 

la cca de-a H-a Conferinţă lnternaţ.ionaiă ele l\Iăsu ri şi Grcut:lţi din anul 1971. Prin rezoluţia :1 

a acestei conrNintc se specific:'\: 
1° Molul este cantitatea de sul.Jsta11\f'1 a unui sistem care con\,\ne alitea cnntităţi elemen­

ta re cîţi atomi exislli în 0,012 kilograme de carbon 12. Masa de Q,012 kg ·de cn rl.J.on 12 con\lnc 

1111 nurnăr de alomi cgnl ou numărul lui Avoi<adro (N = 6,022·10-' knwJ-•) . 
2° De cilc ori se intrelrnintc::u.ă molul, entităţile clcmentnre trebuie spccifkn ll', ele pu­

tînd fi : nlomi , molecule, icni, nite particule san grupuri specificate de asemene:\ parlicule. 
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7. UnitalC'n de inlensi la tc imriinons:'i (<'nndelă) . Candelo· csrc· inlci1si1nlca luminonsă. în 

dircc\ia normnlei. a unei supr:ifrţc cu aria de 1/GOO OOO metri p1ltrn\.i a un ui· corp nţgru la tem­
peratura de solidificare a plalinci la prcsiune:i de 101325 Newton pc meln) pătrat. 

Ac.easlă ctcrini~ic a ros t adoptată in n11 11l l!Jti 7 l:i cca de-a 1:1-:i Confcrin\:'i lnlcrna\ionali'i 
de J\'h'lsuri şi Gr~.utiîţi. 

Trebuie în\elcs faplul că unili:ili lc de măsură pentru mi'irimilc fundamen­
tale, precum şi numărul acest.or mări mi nu se consideră ca fiind slal.Jili tc 
pentru Lotdcauna prin clefini(:iile en unţate mai sus. Organ i zaţiile met rologice 
din diferile ţări desfăşoară o lahorioasă aclivilnlc în direcţ ia perfectionării 
etaloanelor pentru unită \jle fundamentale in pas cu cerinţele dezvol tării 

ştii n ţe i şi tehnicii actuale. Aşa, ele exemplu, unit.a tca ele cantitate de· substanţ'tl 
ca unitate fundamentală n fost adoptată abia în anul 1971 şi nu este exclus 
ca clczYoltarea cercetărilor în domenii ca fizi ca corpului solid, fizi ca nucleară 

sau fizica particulelor elementare să i mpună elaborarea şi adoptarea altor 
unităţi fundamentale. 

Trebuie, de asemenea. sublinială imporlanţa practică 'deosebită a unor 
cercetări în domeniul fizicii · atomice c_are, deocamdată, au fost singurele în 
măsu ră să furnizeze cele mai precise d.eterrnini:iri pentru unită ţile \fe lungime 
şi de timp. 

1.3.2. Unităţi SI derivate. Unitălile derivate sînt date, de regulă, de 
expresii algebrice, ca re util i zează simbolu rile matematice de î nmulţire şi 

împărţire . 

Putem distinge trei grupe de unităţi SI derivate : 
a) unită ţi SI derivate în funcţie de uni tă[ile fundamentale; 
b) unilăţi SI derivate cu denumiri specia le; 
c) unităti SI deri vate care se exprimă folosindu-se den umiri speciale. 
În tabelele 1.2, l.3 şi 1.4 ind i căm unele exemple din fiecare grupă de 

unită~i SI derivate, pc care le c.onsiderăm ca fiind mai des utilizate. 
Este admisă folosirea an11t11il'o.r combinaţii sau ' a anumitor denumiri 

speciale în scopul faciliUlrii diferenţierii mărimilor ca re au aceeaşi dimensiune. 

Tabc/1.il J. 2 

Exemple ~i': .u1~itilţi ' S! derivate, grupa a 

Mlit'imca 
1. 

0

Dl•ntuuirca unill'~ ţi Jn SJ . r: . Simbolu; 

Arie J\•lelru p5 trn l rn 2 

Volum Metrn eul>. n1a 

Viteză Metru pc sccundi.'i 111 /s 
Acceleraţie Metru pc secundă la piilrat I 111 /s' 
Num:ir de undii l pc mctrn tn- 1 

Densitate (mas:1 'vol11111ctric:I) Kilogrnm pc mclnr 
.. 

cuh kg/m' 
Densitate de curcnl Amper pc mctrn pătrat .A/ rn 1 

Tnlcnsilatea clmpului magnetic Amper pc metru A/ m 
Concenlratia (a canli tăţii de s11bsta11- Mol pc metru cub 11101 / 1113 

ţii) 
.„ 

I 1 I' I r · ,I . ' . .. . 
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In acest sens pentru frecvcn ţr1 se fol oseşte mai degrabă unitatea hertz decî t 
unitatea secundă la puterea mil~US unu, iar pentru momentul unei forţe UUi'­
tatea metru-ncwton ş i nu unita Lca joulc. 

1'abc/11l 1. J 

Exemple d e unităţi S! d e rivate, grnp a b 

Mi.\rimca I Denumirea I · I Exprcsin ln \Ex1>resia ln unilllţ i 
uniH1 pi t n SI S1m hol nite unităţi SI SI fundamentale 

Frc<·vcn ţft H ertr. H z 
For \:i Newton N 
Prc5 i11 nc Pasca l P a N/m' 
Energie, lucru mecan ic, d\ld11ri'1 .Joule .J N ·111 
Putere, fl ux energetic Watl w .l /s 
Cantit atea de clcctricilatc, sarci11ă 

clcclrică Cou lo 111Ji c 
Potenţial elecl ric, l cn~iunc clct'lrici\, 

tensiune clectromoloar c Volt V W /A 
Capacitate el ectrică Farad F C/V 
Hczislenţă cledr icf1 Ohm V/A 
Conductunţ:1 Siemens s A/V 

.Fluxul ind uclan tci mag netice Web er Wb V·s 
lnduc \.ie mar!f1ctici1 Tesla T Wb/111• 
Tc111pcra tură Kelvin K 

Exemple d e unităţi SI d eri vate, g rupa c 

Mi'i.r imca 

Momentul unei for\ c 
Densita te de llux termic iluminnrc 

energeticii 

Capacitate termică 
Capacita te term ică mnsică 

Energie mdsică 
E nergic volumctric1i 

Jnlcnsitalc a c imp ului electr ic 
Snrci nă clcc lrlcă vol umică 

Pcr111itr.v ita l c 
Pcn n enbilitn le 
Energic molnr:1 
\.npnclt a lea t ermicii molnrii 

I 
Denun1i1·cn 

I Simbol u nitr1ţii ln SJ 

llletrn-newl on N·m 

\ Va lt p c mclrn 
pălra l W/m' 

Joulc pc K cJ!vi u J /K 
J oulc pc kil ogram 

I<.clvi n J / kg·K 
.J oulc p c 1' ilo!lram 
J oul c p c metru 

.f /k g 

c ub .J / m' 
Volt p c mclrn V/111 
Coulomll.1 p e metrn C/rn • . 
Farad p e mcl rn F /m 
H enry p e met ru H /m 
Joule p e m ol J /m ol 
Joulc p e 11101 

K elvin ,J /mol ·K 

S-L 

111 ·kg ·s-• 
111- 1 ·kg·s-• 
111~· k g · s-:: 

m' ·kg·s-• 

s·A 

m' ·kg·s-• ·A- ' 
n 1- 2 ·kg-• ·s'A' 
m2 ·kg ·s--•·A-' 
ni-2 ·kg- 1 ·s' ·A' 
m' ·k ·s-• ·A-1 

kg ·s-"A- • 

T11bcl11l .1. 4 

I Expresia ln u nităţi 
SI fundamenta le 

111:.i ·1,g ·s-2 

kg·s- :1 
m' ·kg ·s-"·K- 1 

m• ·s-• ·K-• 
111' ·s-• 

m-• ·kg ·s-• 
m ·kg ·s- • ·A-• 
m-• ·s · A 
111-' ·kg- • ·s' ·A' 
m ·kg ·s-• ·A-• 

. 111' ·kg ·s-• ·nt0l- 1 

m• ·kg ·s-• ·K -• 

P eutrn a uniformiza moda lită ţile de folosire a u nităţilor se fac următoa-' 
rele rccomancH1ri : 

a) P rodusul a dou[1 sau mai mul te uni tăţi poat e fi notat într-unul din 

modurile urmf1toa rc : 

N ·m; N X m; Nh1. · 

Se recomand[1 însă să se scrie sub forma N ·m s ingura exce p ţie fii nd Wh. 
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b) Dacă o unita Le derivată se formează prin împărţirea unei unităţi cu 
o alLă u nitate se poate folosi bara obli că(/), bara orizontală(-) sau scrierea 
sub forrnr1 de puteri negative 

m 
m/s ; - sau ms- 1 . 

s 

c.) Pentru evi tarea unor a mbiguităţi n u t reb uie scrisă nici odată mai mult 
de o bară ob lică pe u n rind, în afară de cazul cînd se adaugă paranteze. ln 
cazuri complicate se foloseşte scrierea de puteri negative sau de paranteze, 
de exemplu : 

m/s~ sau rns-2 nu m/s/s, 

m ·kg/ (s2 ·A) sau m · kg ·s-2 ·A-1 nu m ·kg/s2/ A. 

1. 3.3. Unităţi SI suplimentare . . l n urma clasificării uni tăţil or de mă­

sură în unităţi fundamentale ş i uni lăţ.i derivate au rămas două unităţi pur 
geomet rice asupra cărora nu s-a decis încă dacă fac parte din unităţile funda­
mentale sa u din uni tăţile derivate. Aceste mărimi sînt date în tabelul 1.5. 

Tabelul 1. :; 

Unităţi S! s uplime n tar e 

Mărimea I Drnumirca unrtăţ il S l I Simbol 

Ungh i p lan Hadian rad 
Unghi solid Steradia n s r 

U nitatea SI de unghi pl an, radianul şi unitatea SI de unghi solid, ste­
radianul se defi nesc co nform rezol uţ:iei celei de a 11-a Conferi nţă Internaţional ă 

de Măsuri şi Greutăţi : 
R a di anul este unghiul pl an cupri ns între două raze care delimitează pe 

circumferinţa unui cerc un arc de lungime egală cu cea a razci. Unghiul de 
1 radian este egal cn unghiul de (180/n) grade sexagesimale, adică 57°17'45". 

Steradianul este unghiul solid care, avînd vîrful în centrul unei sfere, 
delimitează pe suprafaţa a cestei sfere o arie egală cu a unui pătrat a cărei 
latură este egală cu raza sferei. 

Dacă din centrul unei sfere de rază r se trasează o suprafaţă comca 
(fig. 1.1), atunci această suprafaţă intersectează o parte din sferă, aria acestei 
părţi t.A fi ind proporţional ă cu r2 şi cu valoarea unghiului solid -.. Unghiul 
solid -r se determi nă ca rapor tul ariei t.A şi pătratul razei sferice r 2 

: 

T =-- . (1.13) 
r2 

N u este greu de demonstrat că acest raport nu depinde de raza sferei. 

2 - P relucrarea datelor e~erimentale în :tlzică - cd. 219 17 



Fig. ·1..1. 

Unghiul solid t otal sub ca re se vede suprafaţa s ferică din centrul sferei 
est e: 

47tr2 

" = - - =47t s r. r2 
(1.14) 

Atît radianul cit şi steradianul s înt unităţi a dimensionale. Deocamdată 

nu exista aparate de măsură gradate în st eradiani, pentru măsurarea directă 

a unghiului solid. Grupa unităţilor SI suplimentare este necesară pent ru ex­
primarea unor unităţi SI derivate (tabelul 1.6). 

Tabelul 1. 6 

Unele unităţi SI d erivate exprimate prin unităţile suplimentare 

Mărimea I Denumirea unităţii I Simbol 

Viteză unghiulară R adian pe secundă rad /s 
Acceleraţia unghiulară Ra dian pe secundă la pătrat rad /s• 
Intensitate energetică Watt p e steradian W /sr 
Luminaniă energetică Watt pe metru pătrat-steradian W ·m- 2 ·sr- 1 
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1. 3.4. Unităţi care nu Îllc J>aI'le din sistemul internaţional. In aplicarea 
consecventă a sistemului internaţiona l s-a cons tat at necesitatea utilizării 
unor unitiiţ.i care nu foc p~u le din SI , dar care joacă un rol important şi sînt 
la rg răspîndite . 1:Jnelc dintre aceste unităţi s înt indica te în t abelul 1.7. 

'.l'abe/11/ J. 7 

Unităţi .folosite împreună cu unităţile SI 

I>cnumirca I Simhol I 
I 

Va Io H'<' :t ln S I 

Mi nu l : niin ' 1 mi n = GO s 
Orii h · .. . 1 h = GO mi n = a GOO s 
Zi d 1 d = 2'1 h = 80 400 s 
Grad . 1· = (7t / 180) rad 
Mi nul ' 1 ' = ( l /GO") = (7t /1 O 800) rad 
Secnndi\ " 1" - ( 1/60) = (rr/648000) rad 
Lilrn I 1 I = 1 dm3 = 10- • m > 

Torni L l t = 10• kg 

Se recomandă, pcnt nt păstrarea ava nt a jelor coerenţei unităţil or SI, 
ca aceste unită ţi să fie folosite cît mai rar p osibil în combinare cu unitatea SI 
pentr u forma rea unor u ni tăţi compuse. 

Sînt ad mise i,; i c ît,eya. ţrnită ţi a căror fol osire est e util ă în diferit e domenii , 
clar v aloarea acestora· t rebuie· ob ţinută experiment al şi deci nu este exact 
cunoscută. Aces le un itil\ i 's înt: 

1. Electron-vott (eV). U n electron-volt este energia cinetică c îştigată 
de un electron, care· tra-versează o dife renţă de potenţia l de 1 volt în vid ; 
1 eV = 1 ,60219 · l0- 1.

2 J, aprox imativ . 
2. Unit atea de ·masă atomică (u ni ficată), si mbol (u). U nitatea de masă 

a tomică (u nificaHi) est e frac[:iunea 1/ 12 din masa unui at om al nuclidului 12C ; 
1 u = 1,66057 ·10- 27 kg, aprox imativ . 

1.3.5. MultipJii şi submulliJ>lii pentru unităţ.ilc SJ. La cea de a 11 -a 
Conferinţă General ă de Măsuri şi Greutăţ i din anul l 960 s-au stabilit denumiri 
şi simboluri pentru prefi xe, dest inate formării multiplilor şi s ubmultiplilor 
ai uni tăţil or SI. Tabelul prefixelor a fost completat în ·a nul 1964 şi resp ectiv 
1975. 

Denumirile şi simbolurile pe ntru p refi xele adoptate sînt cuprinse în ta­
belul 1.8. 

Tabelul J. 8 

Prefixe S! 

Factol'ul I l ' rcfixu l I s :mbol I Factorul I P re'! ixul I Simbol de nmltlpllcal'c 
I 

de multiplicare 

1011 exa E 10- 1 deci d 
1016 p c ta p 10- 2 cen ti c 
10 12 t era T 10- 3 mili ITI 

10• -giga G 10-• micro µ 
10• mega Jll 10-• nano 11 
103 kilo k 10-12 pico p 
10• h ecto h 10- 10 f emto f 
10' deca da 10- 14 a t t o a 
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La folosirea prefixelor SI se. recomandă să se \.inrt! scama .de următoa rele 

reguli : 
a) Simbolurile prefixelor se tipăresc r u lit.crc · l a l inţ (drepte) făr[t spa\:ii 

î ntre simbolul prefixului şi simbolul unităţii. · · ' 
b) Dacă un s imbol care cuprinde un prefi x este inso\.it de un exponent, 

aceasta înseamnă că multiplul sau submul tipl ul u n_ ită\.ii este ridicat la puterea 

exprimată la exponat. De exempl u : 

1 cm2 = (l0-2 m)~ = 10- 4 m~. 

1 µ.s - 1 = (l0 - 6 s) t = 10- 5 s- 1 . 

c) Nu se admit prefixe compuse care s-au forrnat prin juxtapunerea mai 

multor preh xc SI. De exe mplu, se seric 1 nm ş i nn 1 mp.m. · 

1.4. ANALIZA DIMENSIONALA A FORMULELOR FIZICE 

Coerenţa sistemului internaţi onal impune ca unităţile pentru mărimile 
derivate să se exprime prin unităţi fundamentale şi eventual prin unităţil e 
s uplimentare. Este clar că nu orice mărime derivată se exprimă prin toate 
mărimile fundamentale stabilite de sistemul internaţional. Astfel practic 
t oate mărimile derivate întîlni te în mecanică se pot exprima numai prin 
t re i mărimi fuudamentale, şi anume lungimea L, masa ]l,f şi timpul T. Dacă 
scriem, de exemplu, legea a doua a lui Newton pentru 'uJ sistem de referinţă 
inerţ.ial, ave m : 

F = ma. (1.15) 

U nita tea de măsură pentru forţ.ă [F ] se exprimă pri u unitr1 ţile fundamentale 

pentru mărimile L, M, T sub forma 

[F] = MLT-2
• 

(1. 16) 

P ractic, toate unităţile de măsură pentru o mărime oarecare X, clin mecanică, 
pot fi scrise analog cu formula (1.16); 

[X ] = L"'MPTY-. (l.17) 

Coeficienţii r:t. , ~ ' y, care pot fi întregi sau frac ţionari , pozitivi sau negativi, 
reprezintă dimensiunile unităţii derivate X în raport cu unităţile L, M şi T. 
Relaţia (1.17) reprezintă formula dimensională pent ru unitatea .-derivată [X ]. 

Formulele fizice sînt invariante faţă de schimbarea unităţilor ele măsură 
ale mărimilor fundamentale dacă a mbii termeni ai formulei au aceleaşi dimen­
siuni în raport cu fiecare din unităţile fundamentale . ce intervin în formulele 

respective. 
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şi 

Dacă de exe mplu , pen tru o fornrnl f1 de fo rma (1.15) se seric 

[F] ·= L"''Mfl 'T"Y·'. 

[mJ [al = L "''11lll,TY' 

(1.18) 

(1.19) 

principiul invnria\ic i legi lor fizicii faţ.ă ele schimbarea unităţ il or de măsură 

impune egalit5ţile 

(1.20) 
. ; 1: . \ 

Aceste egnlită\.i reprezintă condiţia de omogenilate a formulelor fizice. 
Dacă o fornrnH\ matcmatiC:1 reprezintă o lege fi zic5, atnnri ambii termeni ai 
formu lei respective trelrnie sr1 aibr1 grade de omogenitate (1., ~. y ... egale în 
rnport cu fieca re din li nităţile fun damentale cuprinse în formnl a dată . 

. T inînd seama de proprietăţil e de omogeni late a formulelor fi zice, putem 
vcnhca totdeauna unc:l 11u s-au comis unele er ori în scrierea unei formule 

oa recare. 
Utilizînd principiul omogenităţii formulelor fi zire, p ute m dedu ce unele 

form ule numai pc baza analizei dimensionale. 
De exemplu ştim di acceleraţia centripetă a unui puuct ma teri al care se 

deplascazrt pc un cerc ele raz[1 R cu vi teza v, depinde ele mi1rimi le R şi v. 

P utem deci sc1fo : 

[a11 ] = LT- 2 

şi : . ·' : 

. [a.„] = '[v]"'[R]P = L "'T - cx.LJl = vr.+PT- ll 

comparînd foriuulclc (1.21) ş i (1.22) obţinem: 

de 11nde 

Deci 

: 1 • • • 

' ·:. 

- C( = - 2. 

()( + ~ = 1, 

v2 
a„ = -- · 

R 

(1.21) 

(l.22) 

(l.23) 

(1.24) 

~ncori în.formulele fizice intervine un coefi cient adimensional „tl ra re nu poate 
li_ dele1~n~mat numai pe ·bazn analizei dimensionale. De exemplu, dacă vrem 
sa stabilim dependenţa energiei potenţiale în cîmpt1l forţelo r elastice de con­

stanta ela~h~ă .fî ş i elonga \,ia x, 

(1.25) 
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Dimensiona l : 

(1.2G)" 

Din această re l a ţie se obţiue 

IX = J, ~ = 2. 

Deci 

(l.27) 

Coeficientul de proporţionalitate :1, în acest caz, este 1/2 şi deci formula 
( 1.27) se scrie sub fo rma : 

E1, kx2
• (1.28) 

2 

: . . 

•1.5. CONSTANTE FIZICE FUNDAMENTALE 

ln general, prin constante, în fizi că, înţelegem . mărimi fizice invariabile 
sa u v alori numerice (adime nsionale) în formulele fizice. De =exemplu , accele­
raţia gravitaţională g intră în multe formule fizice. Mărimea g însă depinde de 
latitudinea q:> ş i de înă l ţimea li deasupra nivelului m[trii. Pormula : 

q = (U, 7805 + 0,0517 sin~ rp - 3, l .10- 2 h) m/s2 (1.29) 

se consideră ca fiind cea mai precisă la ora actual ă. l nălţ,i'mca 11 se ia în metri. 
Această formulă furnizează valoarea accelera.\.iei grav i ta ţionale astfel 

înc it valoarea calculată nu se a bate mai mult de ± 5·10- 4 m/s2 de \'aloarea 
reală. Deci dacă pentru o înăl ţime h şi o latitudine rp date, aplic înd formul a 
(1.29), se obţine valoarea g0 ca l c ulată, trebuie să scri e m cr1 valoarea rea lă este 
cuprinsă înt re 

.q c - 0,0005 m/s2 şi fl e + 0 ,0005 m/s2
• 

Astfel pe n t ru rp = rc/ 2 ş i h = O avem : 

iar pentru rp 

g = (9,8322 ± 0,0005) m/s\ 

re 
şi h =o: 

4 

g = (8,80()4 ± 0,0005) m/s 2
• 

( 1.30) 

(1.31) 

Pentru o scrie re mai compactă s-a adoptat · o astfel de· metodă, încît 
eroarea comisf1 prin asocierea unei valori pentru 1n ărimea fizică respectivf1 

22 

se notează în paranleză imediat după valoarea considerată. Astfel rela tiile 
(1.30) şi (1.31) se scrin s ub forma: 

g = 9,8322(5) m/s2 ( l. 30') 

şi 

(l.3 1') 

Cifrele nedetermina te precis în v aloarea unei mărimi fi zice rezultă d in numărul 

cifrelor incluse în paranteză. Astfel, în rel aţiile (1.30') şi (1.31') vedem că 

ultimele dou ă cifre în valoarea lui g nu s în t cunoscute exact, deoarece această 

valoare este cuprinsă intre 9,837 1 ş i 9,8327 m/s2 şi respec ti v între 9,8059 

şi 9 ,8069 m/s2
• 

Cu toate că valoa rea acceleraţiei gravitatiouale depinde de latitudine şi 

înă l(:i me, faţă de ni velul mării se consideră constanHt unive rsală , deoarece 

îşi păstrează valoarea în orice condiţii . 

Constantele uni versale - mărimile fizice care-ş i păstrează valoarea 

constantă în orice co ndiţ.ii de temperatură, presiune etc. - prezintă un rol 

deosebit de imp or ta nt în fizic[\, deoarece cu ajutorul lor se identifică şi se 

ca l culează a l te consta nte ş i mărimi fizice. 

In scopul posibili tă\ ii unei utilizări unice coordonate, î n ştiin ţ:ă şi tehnică, a 

n umeroaselor date numerice ca re se obţ.in în lr- un ritm accelerat în laboratoa­

rele din înt reaga lume, este deosebit de important sfi se dispună de va lori una­

nim acceptate pentru loate constantele fundamentale. O seric de mărimi fun­

damentale ca: viteza luminii în vid, sarcina e lectri că a elec tronului, constanta 

lui Boltzmann etc. intră foarte des în calculul diferitelor mărimi fizice. Dacă 

în diferite laboraloarc nu se utilizează aceleaşi va lori ş i precizii p entru constan­

tele fun damentale, se aj unge la situa ţia obţinerii unor re.zul tate experimenta le 

contradi ctorii. P enLru înl ăturarea unei astfel de situa ţii s-an instituţiouaiiz at 

grupe de lucru pri vind consta ntele fundamentale . Numărul constantelor 

funda mentale este re ia.t iv mare şi multe din ele se referă la domenii a le fi zicii 

necunos cute înd1 celor ce li se adresează acest manu al. În tabelul 1.9 redăm 

unele din tre co nstantele fundamenta le ş i precizia c u care sînt cunoscute 

aceste constante la ni velul. anului 1973. Deşi precizia con.s la ntelor fundame n­

tale şi conco rdan~elor obţinute sînt în general s uficie nte pentru unele direcţ·ii 

de ce rce tare, se apre ciază că mai sint domenii î n care se pune stringent pro­

blema efectuării ele noi expericn~e ş i calcule teoretice. N ici pentru constan­

tele indicate în labelul l.~l valorile ş i e rorile date nu t re buie considerate de­

finilivc, deoarece nu este exclusă obţinerea de noi informaţii ca re să ne îmbo­

gr1ţească cunoaşterea în domeniul co nstantelor fundamental e. 
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Tabe/11/ 1. !J 

Uncie constante fundamentale 

Dt·nllmirea I Simbol I Va lo.1rca I F :ic lo r 
de mulllpl icarc ln ST 

Viteza luminii in vid c 2,\Hl7!124b8 (12) 10' 111s·- 1 

Sarcina electronului e 1,60218!!2 (46) 10-·· c 
Constanta lui P lanck fi 6,626176 (::16) 10-3' J~ 
Număru l lui Avogadro N 6,022094:1 (61) 10" kmol -
Masa de repaus a elec tro· 

1111 l \Ii m, 9,1095,134 (4 7) 10 - 31 kg 
Masa de repaus a pro to-

nul ni Mp 1,6726·!85 (8G) 10- " k,g 
Masa de repaus a neutro-

nu lui ili„ 1,6 7.HJ5.j :l (86) 10-·~ kg 
Raportu l dintre sarcina ş i 

masa electronului e/m, 1, 75880·17 (49) 1011 Ckg-
Numărul l ui F araday F = Ne H,6·18456 (27) 10' C· 11101-

Constanta gazelor ideale li 8,31'!41 (2G) JO' J /rnol·grad 
Constanta l ui Bollzmann Ic = 11/N 1,380662 (-14 ) 1 o-n .J . grad-· 
C onstanta gravilaţionolă G, y 6 ,6720 (H) 10-J] J ·m' ·kg-' 
Volumul unui krnol de gaz 

ideal (T0 = 273,1'5 ](, 

"• = 1 atm) V„„ = RTotPo 22,-11383 (70) 1l l3 · k uw1- i 

1 n afara conslantelor funda mcn lale, 11 n rol i mp orlan t îl joaci'\ ~ i constan­
tele de material care exprimă proprietă~i caraclcristice ale substan\elor în 
condiţii date de presiune, temperatură etc. Aceste constante fiind , in cazul 
co rpurilor izotrope , · independente. de forma geometrică a corpulu i, carac­
terizează substanţa din care este format corpul material. Ca exemplu de con­
stante de malerial putem a minti rezisliYitatca c leclrică, Lemperalura de to-
pire et c. Consta ntele de material nu a u valori indepc ncle nl c ele condi\iilc exte­
rioare, astfel rezistivitatea depinde de Lemperaluri't, iar după cum se ştie 

temperatura de topire depinde de presiune etc. Conslantcle de ma terial carac­
terizează proprietr1ţile macroscopice a le substan\ elor şi pot fi numai· în foarte 
puţ.ine cazuri exprimate prin constanlele fundamentale. Valorile constantelor 
de material în diferite condiţii exterioare se determină experimental, <' li aceste 
val ori existînd tabele detali ale. 

EXERCIŢII ŞI PROBLEME 

1.1. Sii sc ind ice mări mile fi zice rare se e:xprinn'\ i11 un il:'i\ ilc ck m:'i~urtt: 

a) N ·m 
b) N/m' 
c) .J /grad 
d) J / kg grad 

R. a) lucrul mccnnic, energia, ciild ura, momrnl ul for( c i 

b) presiunea, dcnsit;ţlcn volumici\ ele energic 

c) cap acitalc:i cnloricii, cnlropia 
d) C1c\lduro specifică, entropia .unitl'i\ i i ele mas!i . 
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J.2. Se consideră un s is lrm tic unitii\i in c~uc unili\\ ilt• el e măsurii prntru ma~ă 1'1', l lrnlru 
lungimea L', p entru timp 1'' se rxp ri m:I prin unităţile c·ort'spum.ătu:? rc 1'1 'L ~ i T în SI dup:I 

formulele : 

J\i' = k ,J\1, L' = k,L, T' = k,T 

unde k , (i = 1, 2, a) s lnt constant e . 
Sil se calcu leze fac t orii ele nrnltiplicn rc care apar ln trecerea unil:1 \ilo1; dt' 1 11:\sură ·pt• ntnr 

vilez1l, accelcrn \.ic-, for \:' ş i encrJic din ST in sistemul considera t 

/- k ' 
li',_-. ~ E . 

k~ 

1.3. Să se seric formula di rur11sional:'i a coi1sta ntci alrac\iei universale y, care il! tcn·inc 

in fo r rnuln forţei 

ele i nterac ţiune între douft puncte materiale cu masele m, şi m„ aflale la dislan \a r int re ele 

1A. S:\ se scrie fo rmula dimeusională pentru ciildura spccifiră C 

R·C= _9_ ; 
mD.t 

1.11. Ştiind cil energia medi c de translnţic rr moleculelor urmi gaz eslc ·dat:"t 1lc rda\in 

- 3 
E = -kT 

2 

si'l se scrie fo r m\l la dimension alii po1 lnr constnnt a lui B )JIY.mann /; 

J.G. Pornind de la ecuaţia ele stare a gazului idra! 

pV = vRT, 

să se deducă for m ula cl imcnsionalil n conslnnlci li. 

J.7. S:i se indice 1111 i lă\ilc ele m:1sur!t prnlru const,an ta n şi masa moimă 1\/ astfel încit 
formula: 

j r-; va R T 1v2 = _ _ 
M 

si'l fie scrisă cor~ct. din punct de vedere <limc1L5ional 

lq.i 
R ·[ll] = J /k g kmol: [M) = --· 

]; ll11J] 

1.8. Fonnul;1 lucruh ri m ec::rnic, efeclunt. de un i(az, în lr· o tmusfonnnrc izotcrni:"t: 

L = HT ln V, = R'l' 111 .!:..!... 
V 1 P , 

este incorec tă din punel ele v edere dimensional. Si'l se indice, p c bnza ann lizei rlinrnnsionnlc 

fac torul c:ire llpsc~le din această formul:Y. 
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R. Ştiind că 

[L] = L,M1~' 

ia r <lin prohlcma l. 7. 

[R] = L' i\rr-• k mo1- •1- •. 

Deci [R·T] = L'MT- • kmo1-•1-•11 = L •Arr-• kmo1- •. 
Ved em crt pentru ca produs ul RT sii ai bă dimensi unea unui lucru mecanic t reb uie m ul­

tiplical ca un faclor, pentru care unitatea d e rrt'.tsu ră este kmol. i\'Iărimca fizică măsurată ln 
kmol este nunl'lru l ele moli v. Deci expresia corectă pent ru lucrul mecanic este 

L = vRTln~= vRT ln~· 
V , l', 

1.9. Su se seric formu lele dimensionale p entru : 
n ) sar cina electricii q 
b) diferenţa de potenţial U 
c) in ten sitatea clmpului e lectric E 
<I) rezisten ţa elcc.t rie<'l R 
<i) capacitatea elcctrid C 
f) int.cns itatea cîmpului magne1ic ll 
g) flu xul inducţiei magnetice ()) 
h) i nductan ţa unei bobine L 
R. :i) D in formula 

q = li 

:ir lăm fql = [ l] [lj iA ·s. 
b ) Diferenţa de potenţial fiind un ra port di ntre lucrul mecanic L ~i sarcina electrică 

rczulla'l [U l = L1M1~'A-• . 
c) Din formula 

r czu llii 

d) Din formula lu i Ohm : 

avem 

E = _!!_ 
d 

u 
I R = T 

c) Cap acitatea t:lectrică C se expri mă prin rormula 

avctn 

26 

Deci 

I') [111 = A·L- 1
• 

G = _!!_. 
u 

J\·T 
[CJ = - - - - ­

J,' l\'11-'A- ' 

g) Din lel(ea inducţi ei electrn rnagneticc 

U, = 
6<{> 

61 

L - •Nf - 11"1 A•. 

b) P rin dr.finiţie inductanţa L a uncii bobine este raportul fluxu lui <l> ş i inlensi tatcn I 
a curent ului, deci 

l.10. !)tiiml al. cucrgin înma gazinat;\ intr-un condensalo1· d epinde de sarcina elect rică q 
de pc o anu..'llură a condensatorului şi de capacitatea C a condensatorului , să sr deducă, pc 
b:na analizei d imensionale , expresia energic i condensa torulu i in lunrţi c tle q i:;i C. 

R·E0 = kq„Cp. 

"fini11Ci scama de rczullalc lc proble me i 1.9, avem: 

L2M1~' = (AT)"'·[ T,-•M - •T•A' ]ll = L - •P1U- 13T4iha · Aa. 1-• fl 

De unde 

Deci 

- 2 [3 = 2 

- (3 = t 

4[3 + et. = - 2 

CI.+ 2(3 = o. 

[3 = -

C( = 2. 

Obţine.m a stlcl: 

Cnicnlelc l coretice conduc la Ynloarca k = ~: 
2 

1 q' 
J:;c= --· 

2 c 
1.11. Să se dedue<l. expresia. energ iei cî m pului ma gnetic înmago7.i na l ii lntr- o bobi11i1 

ştiind că această energic depi nllc d e inductanţa La bobinei şi de intensitatea curc11lul11i e lec t ric 

prin bobină : 

sau 

de uncie 

Deci 

R· E„, = kLa.. tll 

f ,'MT- 2 = {L2M T-•A2)"·All 

2cc = 2 

C( = 1 

- 2cc = -2 

- 2et. + (3 = o 

et. = I 

(3 = 2. 
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Se .arat li cli Ic = 1 t2 şi d<'ci : 

. 1 I ' !>„= .- L . 
2 

1.12. E nergia unit ă ţ ii de v olum a unui ch rip electr ic în vid depinde de pcrm itivilateU> 

Yidulu i c0 şi d e in tensita tea Ea cimpnlui electri c. Sii se s tabilească dependen ţa dens ităţ i i de 
t~nergie W de Eo şi E. 

li. 

IJin lr gr:1 111·i Coulomb 

r<'1.nllt'i 

F = _ 1_ q,q, 
4m;:0 r' 

jq)' I Eo 1 = --"-'---
f F ] · f r' J 

A ' ·T' ---- =-=· ',w - i.L-'T' A. 
Jlf·LT'·L' 

Din p roblema l.10 

Scr iin d 

W = k(Eo)a. (l~)fl 

ob\incm 

L-'MT- ' = ( NJ- •L - ' 1"Jl ' )-(J,MT-'.1l - 1)(3 

L - 11111'- 2 = 11-1- a. + L-•a +ll T4" _,13 1\ ' " - fl. 

Prin identi ficare 

Coeficientul n11mc1; c k = .!._ 
2 

- et.+ (3 = + 1 
- :Ja + P, = l 

.·l a - 3(3 = - 2 

2a. - f3 = o 
~ = 'la, a = 1, f3 = 2. 

'.\/_- 2. 1 Eo1''. 
2 

J.'l:J. Să ~c deducă exp resia v itc1.c i lu minii ln v id, în fun c\ic d e p erm iliYila l ra v id1ilui E 

ş i pt~rmenbili'Lntrn magnclid'i. ILo n v idulu i 

unde ll, es te i nducţia clmpului mag11cli c ln vid, in r J1 cs l c intcns ilalea c imp n lui mn gnct1c. 

F luxul ma rwelic <l> csl c 

<J> = · B 0 S. 

Deci 

r<I>J L ' MT-•A-• 
[BJ = - = - ---- = .M'.1'-'A- 1 

[SJ L' 

Viteza lu m inii în vid 

Prin identificare 

Coeficientul numeric k = 1, 

,L T- 1 = [M-lL- ' T'A•]a.·(LM1'- •A-•]fl 

LT- 1 = M-a+flL-•a.+Ppa-zflA•a.-2P. 

-- a +~= O 

- :la + f3 = 1 

4cr. + 2(3 = - 1 

2a - 2(3 =O 

a = f3 
1 1 

- 2a = 1; o:=-;(3= -
2 2 

c = k --
1
-· 

VEoµo 

1 
c = 1---· 

Ve:.µ, 
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MARIMI APROXIMATIVE. 
REPREZENTAREA DATELOR PRIN TABELE 

Practic, în toate formulele fizice , intervin mărimi sau constante fizice 
pentru care, dintr-un motiv sau altul, nu cunoaştem sau nu putem folosi 
valorile lor exacte. Din această cauză , în practid1, se folosesc valori apro­
piate de valorile reale, denumite valori aproximative. 

Amintim următoarele motive pentru care sîntem obligaţi să lucrăm cu 

valori aproximative: 

a) Prin efectuarea oricărei măsuri se obţin rezultate afectate de erori 
inerente. Adică nu putem măsura niciodată valoarea adevărată a unei mărimi 
fi zice, ci numai va loarea aproximativă a acesteia. Prin perfecţionarea meto­
delor de măsurare se obţin aproximări din ce în ce mai bune, dar nu putem 
niciodată afirma că valoarea obţinută prin măsurare este identică cu valoarea 

adevărată. 

b) In foarte multe formule fizice intervin mărimi ca 7t, e etc. pentru care, 
deşi în principiu putem cunoaşte valorile exacte, sîntem nevoiţi să luăm 
valorile lor aproximative deoarece în practică nu putem, şi de multe ori este 
fără sens, să lucrăm cu un număr foarte mare de zecimale. De exemplu 7t = 

= 3,1415926536 se utilizează de regulă ca 7t = 3,14 sau 7t = 3,142. 

Aproximarea cu care trebuie luate astfel de constante depinde ele condi­

ţiile concrete ale problemelor rezolvate. 

c) Rezultatele unor opera ţii matematice ca logaritmul unor numere, 

rădăcina pătrată etc. reprezintă valori cu un număr mare de zecimale. De 

exemplu, J3 = 1,7320508 .. . , iar, J2 = 1,4142135 şi ln 2 = 0,6931471 etc. 

In practică folosim corespunzător J3 = 1,73, J2 = 1,41 şi ln 2 = 0,693 etc. 

De asemenea, sînt dese situaţiile cînd mărimea obţinută reprezintă ra­

portul a două valori exacte, dar acest raport scris în baza 10 conţine foarte 

multe zecimale şi deci trebuie luată valoarea aproximativă a acestuia. De 
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exemplu, 2/7 = 0,2857142857142 ... Este clar că practic nu se poale lucra cu 
un număr alît de mare de zecimale. 

d) Din tabelul 1.9 rezultă că toate constantele fizice care se utilizează 

curent în formule sînL cu noscute numai aproximativ. De exemplu, în valoarea 
accelera \.iei gravitaţionale g, formulele (1.30) şi (1.31') cunoaşLcm precis 
numai două zecima le. 

2.1 . ERORILE MĂRIMILOR APROXIMATIVE 

Pentru caracterizarea abaterii valorii aproximative a unei mărimi fizice 
de la : 1aloarea corectă a acestei mărimi se introduc no\:iunile de eroare ab­
solută şi eroare relativli. Se poate pune întrebarea, dacă ştim valoarea ade­
vărată pentru o mărime fizică de ce avem nevoie să cunoaştem abaterea unei 
valori aproximative oarecare de la această valoare ? De fapt nu cunoaştem 
valoarea adevărată, clar putem folosi unele metode de estimare a acestei 
valori. Cum însă valoarea estimată nu coincide cu valoarea adevărată, va 
trebui să stabilim un anume interval în jurul valorii estimate în care să 
putem spune, cu un anume nivel de încredere, că se află valoarea adevărată . 

Lăsînd, deocamdată, de o parte problemele legate de metodele de esti­
mare a valorii adevărate, precum şi problema surselor de erori în valoarea 
aproximativă, considerăm că pentru o mărime fizică oarecare valoarea ade­
vărată este X, iar valoarea aproximativă este x. 

Prin abaterea valorii aproximative x de la valoarea adevărată X, sau 
prin eroarea absolută ~x se înţel ege diferenţa : 

~X = X - X. (2.1) 

Semnul acestei diferenţe nefiind cunoscut, adeseori se utilizează valoarea 
absolută a abaterii (2.1). 

E:i: = I X - X I = I ~X I· (2.2) 

Din această formulă rezultă că valoarea adevărată X este cuprinsă în inter­
valul 

X - I ~X I ~ X ~ X + I ~X 1. (2.3) 

Eroarea relativă a valorii aproximative se determină prin raportul : 

(2.4) 

pentru X =F O. 
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Se mai utilizează şi 110\iunca ele eroa re rc l a Livă procentuală ca fiind : 

6.x . ) I 6.x I 100 op = --(rn proce nte = --· . 
IXI . X 

(2.5) 

Formulele ele mai sns nu pot fi utilizate pentru calcule concrete, deoarece 
necunoscînd valoarea ade văratrt X nu putem calcula eroarea absolută şi 

respectiv eroarea relativ r1. 
În practi ca experimentală se p oate pleca de la ipoteza că valoarea apro­

ximativă x este suficient de apropiată de valoarea adevărată X şi deci putem 
considera cr1 sînt satisfăcute inegalităţile. 

16.x I ~ I X I· I 6.x I ~ Ix I· (2.6) 

Din aceste inegalită ţi rezultă că valoarea aproximativă x este foarte 
apropiată de valoarea adevărată X, ad ică x ~ X. Această concluzie fiind 
adevărată, clacă se fac calcule sau măsurări concrete, putem înlocui formula 
( 2.4) prin relaţia 

o = l 6.x 1. (2.7) 
X 

Int.roducînd în relaţia (2.3) obţinem: 

x - o·x ~ x ~ x + o·x. (2.8) 

În aceasH1 formulă {) este eroarea relativă aproximativă (2.7). Dadt 
sînt satisfăcute relaţiile (2.G), obţinem inegalitatea 

Joj <{ l. (2.9) 

Rezultă că dacă eroarea absolută este mult mai mică decît valoarea apro­
ximativă a mărimii fizice considerate alunei eroarea relativă este mult mai 
mică decît 1. 

Din formula (2.7) putem scrie : 

I L\.x I = o . x. (2.10) 

Vedem deci că admiţînd inegalităţile (2.6) am ajuns ca în loc de trei necunos­
cute (X. I 6.x I şi o) să rămînem numai cu două necunoscute o şi J L\.x j, valo­
rile cărora încă nu le putem calcula. 

în practică, întîlnim două cazuri distincte în care putem evalua mărimile 

a şi I 6.x 1. 
a) Cazul cînd trebuie să folosim în calcule numere cu valorile precis 

cunoscute, dar avînd în vedere p osibilităţile de calcul sîntem nevoiţi să con­
siderăm num5.rul respectiv cu un num5.r mai m ic de zecimale, adică să luăm 
valoarea aproximativă pentru acest număr. Să luăm de exemplu numărul e. 
Considerăm că valoarea exactă este: e = 2,7182818. 
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In practica de .calcul folos im valorile e = 2,72 sau e = 2.718. Putem 
calcula erorile absolute ş i relative în aceste cazuri (t abelul 2.1). 

Ta/Je/11 [ .2. J 

VHloarca I Ero:irr:i ab<C>lll ti'• ll.x I Eronrcll rclntivă % nprox:hnativ;\ x 

2,72 1,7182 ·10- · G,3169 ·l0- 1 % 
2,7 18 2,818 ·10- · 1,03679 ·10-: % 

Valorile din aces L tabel. sini: aproximative, deoarece am fol os it munai 
şapte zecimale pent ru numărul e, aceasla penlru a ne pulea folosi de calcu­
lator, ori numărul c ca ş i n conţine un număr nelimilat de zecimale'. 

h) Cazu l în ca re valoarea aproximativă x esle rezultatul unei măsurări. 
ln acest caz calcu lul direct al ahatcrii absolute I L\.x I nu se poa le face nici 
măcar aproximativ. Cunoscînd însi't mcloda de măsurare fo l osită putem 
evalua limita sup erioară a abaterii nbsoluLe I 6.x I· Dacl1, ele exemplu, măsurăm 
temperatura unui corp cu un termometru şi ştim că pre~izia de măsurare 
cu acest termometru es te O, l °C, vom co nsidera că eroarea absolută este 0, 1° C. 

Deci, în cazul efecluării unei măsu rări, considerăm valoare maximă 

pentru abaterea absolutf1 j 6.x I ca fi ind determinată de ·precizia de cit.irc pe 
ap~ratul de măsură utilizaL. Rezultă deci necesitatea folosirii pc ci t posibil 
a tinor apai·ate de măsură de precizie cî l: mai înalLă. Desigur cii putem avea 
situa~ii cînd eroarea abs olută I 6.x I srt fie mai mare decîl: precizia d~ cilire. 
Aces t lucru poate fi datorat. existen\ei unei sc rii de factori care conduce la 
rnărirea·· e r01~ii comise prin efectuarea rnrtsurării . 

Înaintea efectuării un or măsură ri se impune deci o a na liză mi nu ţioasă 
a tuturor factorilor care pot conduce la apariţi a unor erori şi alegerea metodei 
de măsurare care să asigure erori minime. 

Trebuie să subliniem că deoarece mărimea x măsurată este dimens iona l ă, 

\!l'Oarea absolută I 6.x I trebuie sr1 aibă aceleaşi dimensiuni ca şi mărimea X· 

Eroarea relativf1 însă fiind raportul a două mărimi de aceleaşi dimensiuni, 
reprezintă un nu măr adimensional. 

O măsurare este cu atît mai precisă cu cît eroarea absolută şi respectiv 
eroarea relativă es te mai mică. Deşi prezintă importanţrt atît eroarea absolulă 
cîL şi _ eroarea re l aLivă, aceas ta din urmă ne furnizează informa ţii mult mai 
.co mplete asupra p reciziei măsurării efecLuate. 

De regul ă prin precizia P se înţe lege valoarea egalr. cu 1/ I o I· adi că 

inversul. valorii absolute a abaterii· relative. Deci, cu cît I o I are o valoare 
mai mică .cu atît precizia P este mai mare. 

Dacă de exemplu, cu Lermometrul pentru ca re eroarea absolută este 0 ,1°C 
măsur[1m te mperatu ra corpului A ~i a corpului B şi ob ţi nem i;1 = 10°C şi 

3 - P relucrarea datelor cKperlmcntale ln tlzic11 - cd. 219 „33 
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ln = 100°C, este clar că temperatura corpului B esle mult mai precis deter:: 
minată decît temperatura corpului A, deşi eroarea absolută în ambele cazuri 
a rc aceeaşi valoare. Din formula (2.8) rezultă că valoarea adevărată a tem­
peraturii corpului A este cuprinsă în tre 9,9 şi 10,1°C iar te mperatura a de­
vărată a c.orpului B cs Le cu prinsă între H,99 şi 100, l °C. Deci temperatura / 11 

este determinată cu precizia 100, iar temperatura IA cu precizia 1 OOO. 
Pe de altă parte eroarea relativă fiind o mărime adimensiona l ă .permite 

compararea preciziei cu care au fost măsurate diferite mărimi fizice ca de 
exemplu, masă, timp, viteză , lungime etc. 

De exemplu, referindu-ne la t abelul 1.9 putem pune întrebarea da cii 
masa de repaus a electronului este mai precis cunoscută decît sarcina elec­
trici:'t a electronului , sau inYers. 

Deci 

Din tabelul 1.9 aflăm valorile: 

m. = 9,109534(47)10- 3 1 kg 
e = 1,6021892(46)10 - 19 C 

Eroarea absolută fiind indicată în parantezr1 avem : 

I ti.m. I = 0,000047 .10- 3 1 kg 
I ti.e I = 0,0000046 . 10- 19 c 

I~'" I = 5,15 ·94.2·10- 6 iar I Se I = 2,87107- 10-6 

. ' 

Din aceste date obţinem că masa de repaus a clect.ronului este cunoscuUI 
cu o precizie de 1 ,938 ·105. iar sarcina cl ecl.rică cleclronulu i este d eterminată 
cu precizia 3,483·105• 

Din cele discutate în acest paragraf rezultă că mărimile aproximative 
care interv in în formulele fizi ce pot fi caracterizate prin abaterea absolută 
I fi. x I de la Yaloarea adevărată X , prin eroarea rel atiYă a, precum ş i prin 
precizia l / I ~ j. 

De regulă înt r-o formulă dată inlervin valori de precizii cliferik. Erorile 
rezultatului final , obpnut în urma efectu ării calculelor vor depinde de erorile 
tuturor mărimilor ce intră in formul ă şi în primul rind de erorile acelor mărimi 
care sînt determinaLe cu o precizie mai mi că . Deci clacă unele mărimi dintr-o 
anume formulft fizică sînt determinate cu precizie mică, nu are sens ca ccle­
lalle mărimi să fie lu a te cu p recizi i mult mai mari. Î n acest sens mărimile cc 
pot Ii cunoscute cu o precizie foarte mare, clar care conţin un numă r mare de 
zecimale, pot fi rotunjite. Trebuie însă ca eroarea relati vă a valorii rotunjite 
să nu fie mai mare <lecit eroarea relativă a mărimii de terminate c 11 precizia 

cea mai micii. 

Se recomandă ca eroarea rela ti \'ă a factoril or numerici sa u a eonsta ntelor 
cc intră în formula dată să fie de aproximativ 10 ori mai mică decît eroarea 
relativi:! a mărimilor măsu rate, a di cfl a mărimilor determinate cu eroarea 
relativft cea mai mare. 
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2.2: REGULI DE ROTUNJIRE A NUMERELOR. 
STABILIREA NUMĂRULUI DE CIFRE EXACTE 

Am văzut ci:'1 în calculele practice nu putem lua numere ca n, e, .J2, 
.J3, ln 2 etc. cu un numi:ir prea mare de zecimale. Deci apare necesitatea 
rotunjirii numerelo1· exacte. Se impune însă ca rotunjirea numerelor să se efec­
tueze astfel incit er oarea relativă, ob\ inută prin rotu njire, să nu depăşească 
eroarea relaţivă a mllrimii cunoscută cu precizia minimă. 

De e~e'n!ip1u:"C1~·că dorim să calculăm perioada T a unui pendul gravita­
ţional de lungime 1 = 100 cm, la latitudinea <p = 45°, t rebuie să ţinem seama 
ele eroarea . hl;solutA · ~ar~ s-a co mis prin măs urarea lungimii [. Dacă I D.l I = 
= 1 mm. nt u11'ci· :'' :· · 

. .1::·: : : 

. 1 
s, = -- = 10- 3

, 

1 OOO _ 
(2.1 1) 

Din expresia (1.31) i·ezultă eroarea rel ativă pcn tru accelera \:ia gravita \'ională : 

(2.1 2) 

Deci în c.alcJ.!lul ef~·ctl~at, mărimile n şi g, t rebuie luate cu un număr de zeci­
male încît e~·9ril~ .r~Jative să nu dcpr1şească 10- 3 (er oarea rela.tivă a mărimii l 
cunoscută cu precizia minimă) . 

Se pune de.ci . prql?lema stabilirii numărului de cifre semnificat ive p rin 
care treb_uie)p.dicaţe . valorile mărimilor ca n, g etc. 

O cifră s.e.~,nifrcativă este oricare cifră l , 2, ... 9, a unui număr care este 
folosită pentru a a-rl:ito mărimea numărnlu i, indiferet de virgulă. Cifra zero 
se consideră semnificativă dacă se află în interiorul numărului sau la dreapta 
acestuia. De exemplu, dacă scriem coeficientul de dilataţie liniară pentru alu m)­
niu sub forma r.t := 0,000024 K - 1, primele cinci cifre ele zero nu s înt se mnifi­
cative şi o ;;istfcl _d~ scriere nu este recomandată. Trebuie să scriem °' = 
= 2,4 .10-K - 1, valoarea coel'icientului a conţin înd două cifre semnifi cative. 
Dacă însă scrien~ acceleraţ.ia gravitaţi onală g = 9,80 ms -2, cifra zero este 
semnificativr1. Dacă un număr trebuie rotunji t la un anumi l număr de cifre 
semnificative, U·cbuie să se aibă în vedere reguli : 

a) .Dacă prima cifră trebuie neglijată este mai midt decît cinci, 
ultima cifră menţinută rămîne neschimbată. 

b) Dadt prima cifră care Lrebuie neglijată este mai mare ca cinci sau este 
cinci urmat de . cifre diferite ele zero, nlt ima cifră păstrată se măreşte cu o 
unitate. 

c) Dacă cifra ce trebuie neglija tă este cinci urmat numai de zerouri., 
numărul se rotunjeşte la cea mai apropiată valoare pară. 

35 



Ca exe mplu scriem următoare le numere rotunji te la o singură zecima l ă. 

12,3'15 ne dă 12,3 

12,367 ne dă 12,4 . ' .. :\ 
] 2,356 ne dă ] 2,4 .. :: 

12,350 ne dă 12,.4 .• · 1 

.·. 
•; , 

12,250 ne d ă 12,3 
. ..·. : .•. r: .. . 

Prin rotunji rea numerelor de mai sus se comite o cr,o·arc. absolutr1 ega l ă .'.: ·: · „ ·.·1• :;' ;·" . 
cu 0 ,5 .10- 1 adică 0 ,05. . . 1 .... 

In calcule trebuie să lu ăm numai cifrele . semnifi i.;a);i\(e„~ari pot fi consi-
. . . „ · · · ··' . '• .... 

dcrate exacte. De exemplu, în ta belul 1.9 vo lumul unui· kn;i~\,c~e ga~: ideal, 
în condiţiile normale de presi une ş i temperatu ră este dat cu şapte cifre semni­
ficative, dar 11u toa te qceste cifre po t fi consi_derate ex.acte. 

V0 ,„ = (22,tl1 383 ± 0,00070)m~lonol -1 • (2. 13) 

Deci eroarea absolu tă este: 

În calcule, valoarea pentru V 0 ,,. poate fi rotunjită la cinci _ci(r~ ~::"ac t~ , adică 
• • j ·, t : : „ : ·. ~ : : ,' . \ ~ : ~ : ~ . . ..,, . . . 

pu tem scrie V 0 ,„ = 22,414 m3lu nol - 1 • Prin aceas ta e_ro.arca . com1s_;:t pnn ro-
tu njire es te 0,5 ·10- 3 = 5.10-4 m:ikm o1+ 1 este inal ··mrc·ă 'dccî(()oai·e~ ab~olu tă 

. , .- ;: I : . :r.: : · : :< ; . : .. . . ._ . 
care afectează valoarea pentru N 0111 • 

· Dacă avem un număr care con ~ine ·m ci[rc""'sc:iki1'ific':x'Uţc, ' 1 :diii.fre ca re 
z sînt după vi rgul ă, iar xm este prima cifră sc muiticătivă · h'"ii\fifră1;uJ~i· respec­
t iv, atunci în scopul simplificării calculelor se âpre„ciaza ~·n:b'aterea absolutr\ 
maximr1 .... :·. L . •· · ! : : .'; 

(2.14) 

Deoarece m - z rep rezintă numărul cifrelor scmniff~'a:Lr~e_' di_n.>liilga . ~1irgu lei 
putem uşor aprecia abaterea absolută pentru <) _croi11.·e· relati\rt1 'o, dată. 

• • • : • • . 1 •• •• ~. ..a . 
In cazul considerat al calcululu i peri oadei pe11~~1lu_lt~i 8 .. _ 1 0~ (2.11), 

... . . .. -·· . . . 
deci 

!'J: : : : .: : . • ': 

şi ,• .. ; ~ . : ~ 

Rezultă astfel că pentru efectuarea corectă a·- cakfrle!:<fr .peTi-oadei pendu­
lul ui, în acest caz, valoarea acceleraţie i gravi ta"ţi ona le trebuie rotunj ită la 
t rei cifre sem nificative (g = 9,81 ms-~) iar valoaren numtH'l:ll ui: 1t la patru 
cifre semnifica tive (re:= 3,142) . .· ·: "" ::. : :,:· 

'' "' ·2.3! ERORILE REZULTATE [N URMA EFECTUĂRII 
·· , ·, UNOR OPERAŢdl MATEMATICE 

. . . . . .. CU NUMERE APROXIMATIVE 

• ·. • ' ~ • ! ' I 

Fiecare număr aproximativ utilizat fiind carac lerizat de eronrcn absolută 
şi respectiv de eroarea relativă corespunzătoare este normal să ne intereseze 
modul în care erorile individuale· ale mărimilor ce intră într-un calcul anume 
se răsfrîng asupra erorii ce caracterizează rezultatul final. 

Să ne ocupăm pe rînd de unele operaţ ii matematice mai importante: 
2 .3.1. Atlunarcn numerelor :1proximntivc. Dacă avem un şir de numere 

aproximative :r~;-1 x2'' ' .. „ x,,. iar numerele adcvărnte, necunos c: ute, cuprinse 
în dome11iile : 

(2.15) 

Mărimea X reznltaHl în urma adunării .aces lor numere v:i fi: 

X = X 1 + Xi + ... = :t:1 ± L'.x1 + :r~ ± fi.x~ + . . .. = (:r~ + x2 + . . . ) + 
.„+ ( ± L'.X1 ± LlX2 ± . . . ). (2.1 6) 

Deoarece semnelc .: ,ţi:o.rilor nbsolute individuale flxi nu s înt cunoscute nu 
putem stabili prţcis eronrea. absolută, de aceea, ca de altfel în mul le alte ca­
zuri , se consider[1 situa.ţ.fa cea mai defavorabil ă adică se calcu.lează eroarea ab­
solută maxim[1. 

(2.17) 

Deci eroarea absoluHi maximă (sau l i mită) a sumei unor numere aproxima­
tive este suma vaforllbr "ansoln Le ale erorilor absolute ale tutm:or te~·me.nilor 
sumei. 

Din formula (2.10) putem seric expresia erorii relative : 

~ = ± llX.1 ± llX2 ± ~X3 + · · · 
X1 + :t:2 + X3 + ... (2.18) 

Nu putem calcula precis mc1 eroarea relativă, necunoscînd semnele erorilor 
absolute pentru .. termenii sumei. Aflăm însă eroarea relativă limilă (maximă) 

,,. . Ax;nax 
o I = ------'---

Xl + X2 .+ ... 
. (2.19) 

Din această formulă s.,-ar părea că eroarea relativă a su mei nu depinde de 
erorile relative ~1 penb;~ termenii sumei. Utilizînd însă formu la (2.10) putem 
scrie : 

±X1~1 + X2~2 + X3~3 + · · · 
X1 + X2 + X3 + • • . 

:- - .... - ··- - -

(2.20) 
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între erorile relative individuale există desigur .o valoare 8, pe c~re 

0 notăm 8in
1
„ care este mai mică decît celelalte erori relative 8m1n şi ~n~log --0 

valoare 8 care este mai mare decît toate celelalte erori relative ind1v1duale 
pe care : notăm prin 8„wx· Introducînd în (2.24), obţinem inegalităţ.ile evi-
dente : · -· ' ' ' .· "·' '·' " 

(2.21) 

şi 
. „ :: . ~ ~ ,: : . 

. (2.22), 

Rezultă că eroarea relativă limită a sumei es_te .ţupr~nşă între erorile relative 

(2.23) 

individuale limite ale .termenilor sumei: 
. : ~ . : . : : . li 

In acest sens eroarea relativă 81 este într-un anume fel media erorilor relative 

ale termenilor sumei. 
Sînt situaţi cînd relaţia (2.23) nu este valabilă. De ·exemplu·dacft adunăm 

două numere x l şi Xz, dar nu sînt ambele aproximative ci de exemplu, xl este 

cunoscut precis, deci t.xl = O şi al =O. În acest caz: · 

(2.24) 
X -1- Xz 

2 .3.2. Scăderea numerelor aproximative. Considerăm două uµmere apro· 
ximative date de relaţia (2.15). Ne interesează valoarea şi erorile corespunză­
toare în diferenţa acestor două numere : 

(2.25) 

Eroarea absolută este 
(2.26) 

Necunoscînd semnele pentru D.xl şi ÂX2 nu putem calcula val~ar:a precis~ 
pentru ~x. putem numai estima valoarea ~x prin valoarea maxima a acestei 

erori absolute. 
(2.27) 

Ajungem astfel la aceeaşi formulă ca în cazul adunării numerelor aproxi­

mative. Eroarea relativă este : 

(2.28) 

38 

C~ _în cazul adunării, putem calcula numai valoarea· maximă (limită) a erorii 
relative : 

8, = D.Xm a:r = ± I ~Xi I + I ~X2 I . 
X~ - Xz X2 - X2 

(2.29) 

ln operaţia de scădere a două numere aproximative eroarea relativă a diferen­
ţei obţinute poate fi mult mai mare decît erorile relative ale valorilor indivi­
duale mai ales cînd mărimile x şi x2 au valori foarte apropiate. Acest lucru 
este mai evident dacă scriem relaţia (2.29) sub forma : 

8~ = 81X1 + 82Xz (2.30) 

Acest lucru conduce, de multe ori la faptul că dife.rcnţ.a a două lungimi sau 
a două mase etc. este afectată de o eroare relativă de cîteva ordine d~ mă­
rime mai mare decît eroarea relativă pentru fiecare mărime în parte. De aici 
se trag o serie de concluzii practice. Astfel, de multe ori, pentru stabilirea 
masei unor picături de lichid se folosesc lame de sticlă pe care se depun pi­
căturile respective. Măsurîndu-se masa lamei de sticlă, iar apoi masa lamei 
împreună cu picătura de lichid, se calculează masa picăturii prin scăderea 
celor două mase. O astfel de metodă experimentală nu este indicată, deoarece 
conduce la erori care depăşesc cu mult posibilităţile furnizate de balanţa 
utilizată. 

De exemplu, dacă prin cîntărire se obţine masa lamei de sticlă 

m1 = (1 106,18 ± 0,01) mg, . 

iar masa lamei împreună cu masa unei picături de lichid este : 

m2 = (1 109,08 ± 0,01) mg, 

atunci masa picăturii de mercur se obţine prin scădere : 

m = m 2 - m 1 = 2,90 mg. 

Mărimile m1 şi m2 au fost măsurate cu o eroare relativă de aproximativ 
10-5 adică cu o precizie de ,..., 105 iar masa picăturii de mercur este deter­
minată cu o eroare relativă limită. 

I a, I = o.01 + o.01 ;:::: 7 .10- 3 
2 ,90 

adică cu precizia P = 145, de aproximativ 700 de ori mai mică decît precizia 
permisă de balanţa utilizată. 

2.3.3. Înmulţirea numerelor aproximative. Ne int~resează produsul unor 
numere date prin relaţia (2.15), adică: 

(2.31) 
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r n acest caz este mai comod să: încercăm mai îutîi stabHirea erorii rela­
tive. Scriem relaţ.ia (2.31) sub forma: 

= X.1.X~x3(1 ± Oi) (1 ± o2) (1 ± o3) = 

= X.1.X2X3(l ± 01 ± 02 ± 03 ± 0.1.02 ± Ot03 ± 0~03 + 0.1.0203). 

Ţinînd seama că erorile relative oi, 02 şi o3 sînt de regulă mult mai mici <lecit 
unu,, putem neglija produsele o,oj şi 0.1.0z03 şi astfel obţinem: 

(2.32) 

În cazul. unui număr oarecare de termeni putem scrie : 

(2.33) 

Este clar că mărimea din paranteză reprezintă eroarea relativă a produsului 
pe care-l calculăm : 

(2.34) 

Ca în cazurile precedente, necunoscîn<l semnele erorilo·r relative, putem 
numai estima eroarea relativă limită (maximă) : 

o, = ±<I 0.1. I + I ~21 +I oa I+ .. . ). (2.35) 

Pentru a estima ero~rea absolutr1 să ca lculăm produsele din reia ţia. (2.31) 

Din considerente evidente putem neglija ultimii patru termeni în ultima 
relaţie. Obţinem astfel : 

(2.36) 

Deci eroarea absolută în cazul unui produs de mărimi aproximative este : 

(2.37) 

Putem estima numai valoarea maximă a erorii relative pentru un produs 
de factori · 

(2.38) 

In cazul produsului a două numere aproximative obţinem: 

(2 39) 
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Aceste formu le se ut:ilizeazft rar în practică. Putem obţine · o formul ă 
mai comodă dacă înlocuim erori le absolute individuale Lix1 prin erorile rel a­

tive o, corespunzătoare: 

Inlroducînd în form ul a (2.38), ob\ inem: 

în caz general, pentru un nmnăr oarc·ca re· de termeni 

Apare aici un caz foarte ·dcs întîlnit în practică şi anume clacă o mririme 
fizică oarecare y este ega!U cu produsul dintre o mărime constantă C, precis 
determinată şi o mărime x , măsurată cu eroarea absolută 6.x şi eroarea rela­

tivă o. 
Din relaţia (2.35) rezulHI: 

s, =±o, 
iar din relaţia (2:41) 

Lix111""' = Cx·o = C·Lix. (2.42) 

Deci prin înmul ~irea unei mărimi aproximative printr-o constantă C, precis. 
determinată, eroarea relativă a produsului rămîne egală cu eroa-rea relativă· 
a valorii aproximative x, iar eroarea absolută a mărimii y este de C ori' ni.ai· 
mare decît eroarea absolută a mărimii x. 

2.3.4. Împărţirea numerelor apr oximative. Fie numerele aproximative 

X.1. = x1 ±~xi; X2 = X2 ± Lix2 

şi ne interesează eroarea relativă ş i eroarea absolută a citului : 

(2.43) 

Putem scrie : 

X1 Xi 
( 1 ± t.x:i) 

Xi • 1± Oi 
-=- · 
X2 X2 (i ± ~:2) X2 1± az 

(2.44) 

Erorile relative o1 şi a2 fiind mărimi mult mai mici decît 1, avem : 
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Neglijind produsul ~~a2 faţă de ~1 şi respectiv o~, relaţia (2.44) capătă forma 

(2.45) 

sau 

(2.45) 

Din această relaţ.ie rezultă eroarea relativă a citului 

Analog cu cazurile precedente putem estima numai eroarea relativă \imitr1 

a, = ±(I ~1 I + I 02 [). (2.46), 

Din relaţia (2.45') putem identifica eroarea absolută a citului : 

(2.47) 

Şi în acest caz putem calcula numai valoarea maximă ·a erorii absolute, ne­
cunoscînd semnele pentru 6.x1 şi 6.x2 : 

Este mult mai comodă în practică formula echivalentă 

Dacă mărimea Y se exprimă în funcţie de mărimea x prin formula : 

1 
y = - ÂX, 

G 

(2.48) 

(2.50) 

unde _c este o constantă precis determinată iar x este o mărime determinată 
expenmental cu eroarea absolută 6.x şi eroarea relativă o, atunci din formula 
(2.46) avem : o 1 = o, iar din formula (2.50) rezultă : 

1 
Ây = - X. 

c 
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Deci, prin împărţirea unei mărimi aproximative la o constantă precis det.er­
minată, eroarea relativii în valoarea mărimii y este egală cu eroarea r~lativft 
în valoarea mărimii x, iar eroarea absolută în valoarea mărimii y este de C 
ori mai mică decît eroarea relativă în valoarea mărimii x. 

2.3.5. Itidicarea unui număr ·aproximativ la o putere. Considerăm nu-

mărul aproximativ 

X = X± 6.x. 

Dorim srt calculăm eroarea relativă şi eroarea absolută pentru mărimea 

Y=X", (2.51) 

unde k este un număr oarecare. 

Putem scrie 

y = (x ± 6.x)1" = xk (1 ± ~:)I: = x"(l ± o)k. 

Utllizînd formula ridicării unui binom la o putere, putem scrie : 

(l±o)" = (l ±Jco ± k(k - 1) 02 ± k(k-l)(k-2) 03 ± .. ·). 
1·2 1·2·3 

Eroarea relativă a mărimii x fiind mult mai mică decît unu ne putem 

limita la primii doi termeni : 

(2.52) 

Din această formulă rezultă eroarea relativă pentru cazul ridicării la o putere k: 

av = ±ko. (2.53) 

iar eroarea absolută 

6.y = ± x"Jco = ± x" ·k 6.x = ±kx„- 16.x. 
X 

(2.54) 

Notînd cu 

y = xk, 

scriem valoarea mărimii Y : 

(2.54') 

2.3.6. Extragel'ea rădăcinii de ol'din k dintr-un număr aproximativ. 
Fie o mărime fizică Y exprimată prin mărimea X cu ajutorul formulei : 

(2.55) 
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Dacii neglijăm termenii ce coi1t,i n pe '1- J,„· o ptttet'e 1· · o " cga a sau mai mare ca 
doi, obţinem : 

/;/-( 1) y = .y-x .1 ± k o . 

Din aceaslă formulrt rezul lă: 

iar eroarea absolu t ă 

1 
llv = ± -o, 

k 

. 1 
A ..., __ ± Ii 1-.~· _1__ k/- 1 L'.x 1 T- 1 
.u. J v ·" o = ± " .x - - = - x · Llx. 

k k X k 

(2.56) 

(2.57) 

(2.58) 

Aceste formu le rezultă din formulele (2.53) ş i (2.54) dacă înlocuim pc k prin 
1/ k. 

Sensul formulei 

~h±o~1 ± 2-o 
k 

şi al negl ijă rii termenilor de grad > 2, constă în fa ptul că 

Jim r Vf±1 - (1 ± + o)j = O. 

o->Ol O 

(2. 59) 

(2.60) 

Am obţinut deci erorile care se obţ·in în u rma cfecturirii unor operaţii 
matemat ice cu numere aproximative. 

Studiind acest paragraf putem rămîne cu impresia că pentru calculul 
erorilor într-o formulf1 fizi că chiar relativ simplă est e nevoie de un volum de 
muncă poate mult mai mare decît volumul de muncă cheltuit pentru măsu­

rarea mărimilor cc intră în formula respectivă. Fără îndoială cft problema 
calculării eroril or şi indicarea corectă a unui rezultat cu eroarea respectivă 

corect calculată nu este deloc mai puţin importantă decît măsurarea directă 
în lab orator. 

Niciodată valoarea măsurată nu este egală cu valoarea adevărată a mări­

mii fizice respective şi deci eroarea absolută a mărimii măsurate ne indică 
domeniul în care, cu o a nume probabilitate, este cuprinsă valoarea adevărată. 
~ei~dicarea erorii unei mărimi măsurate face rezultatul măsurării tot aşa 
h ps1t de sens ca indicarea unui număr fără a specifica unităţile de măsură. 

2.4. REPREZENTAREA DATELOR PRIN TABELE 

În activitatea practică, de măsurare directă în laborator şi de prelucrare 
~ datel?r ~xperimentale obţinute, întîlnim foarte des situaţii cînd dependenţa 
rntte diferite mărimi fizice sau . matematice x şi y nu este dată sub forma unei 
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r 
formule ~natemalice. ci snb forma un or ta bele. Reprezentarea datelor prin 
Labele prczi nlă o seric de avantaje exprimate ·prin asigu rarea unei scrie ri 
co mpact e şi accesibile penlru cil.i rc. Folosirea diferilelor tipuri de tabele este 
diclală de o seric de necesităţi practice. Astfel nu cunoaştem formula mate­
matică · p rin care se exprimă valoarea unei mărimi oarecare ( numită fu nc ţie) 

în fu nc\ic de valoarea a!Lei mărimi (numită argument), dar cunoaştem valo­
r ile func~iei pen tru diferite valori ale argumentului. ln acest caz singura 
posibilitate de indicare a dcpenden~ci funcţiei de argumentu l respectiv es le 
a l cătuirea unui tabel în care pe o coloană se scriu valoril e argnmc nlului, iar 
pc ::i!Lă co l oană valorile corespunzătoare ale funcţiei. 

EfecLuîncl anumite cal cule pent ru valorile diferitelor mr1rimi fi zice, apare 
adeseori necesi tatea cunoaşterii unor m[1rimi pe care nu le putem determina 
cu mijloacele av11 le la dispoz iţie. De exemplu ne interesează ca nti ta te a de 
cărbune necesară încă lzirii unei caJYtităţi de apă de masă m1• de la tempera­
tura l0

1C la :temperatura l0~C, dad1 apa sc află într-un vas dintr-un m aterial 
cunoscut iar randamentu l utilizării călduri i este 1J· 

Masa m a cărbunelui se calculează ··după formula : 

m 
(m1Cn -1- lll vCv) ( l 2 - 11 ) 

·r/f 
(2.61) 

unde Ca şi c
0 

sînt respecti v, căldurile specifice pentru apă şi materialul din 
care este confec\:ionat vasul,' ia r q .este puterea .calorid 1 a cărbunelui . . · 

Vedem că p entru calcu lul cantităţii de d1rbune ttelrnie să ştim va·16.area 
Ca,C 11 şi q. Determinarea cu o precizie su[icient de hunft a unor aslfel de mărimi 

se poate face cu ajutorul unor insta l a ţii speciale în laboratoare le specializate. 
:M ărimile ohtinute în asLfcl de lab oratoare, prin respectarea normelor meLro­
logice în vigoare, sî nt publi cate sub formă de tabele care pot fi apoi utilizate 
în efectuarea unor calcule ca cel din exemplul de mai :ms. D adt nu am d is­
pune de tabele pentru diferi te mări mi fiz.ice cu r~zisti vitale, dc~1sitaLe, căld url 
specifice etc„ ne-am afla ele rnulle ori în s ituaţia de a nu putea efec tua calcu­
lele p ropuse. Munca de cercetare ştiin \:i fică dcsfrtşurată în scopul stabilirii me­
todelor celor mai adecvate pentru măsurarea valorilor difcrilelor mărimi fi zice 
şi dependen ta aces tor valori de o serie de factori sc fi nalizează prin al cătui rea 

unor tabele cu valorile mi.\rimilor fizice respective, dcose.biL de u t ile în activi­
talea altor grupe de cercetare. Alei.Huirea unor tabele de mărimi fizice es t.c 
o mu ndt ele înaltă responsabilita te deoarece valorile con ţinu Lc ·îlilr-un a nume 
tabel sînt utilizat e pentru calcul ul valorih>r altor mărimi fi zice, ori o eroa re 
în tr-un tabel i niţi al p oate conduce la apari ţi a de erori succes ive în dife rite 
allc tabele. De exe mplu, formula (2.61) poate fi uli lizaEt în ca lculul puterii 
calorice pentru diferi ţi combustibili (consiclerîndu-~e c11 ~i c0 cu nos cute) . 

În scop ul uşurării ca lculelor se utilizează tab ele ma le matice ca, de exem­
plu : tabele de logaritmi, tabele pentru func\:ii le trigon ometrice etc. 
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De asemenc·a, in efectuarea unor calcule <lupă o formulă dată , este de 
multe ori necesar s.ă alcătuim tabele de calcul care sr1 conţ.ină diferiţ i t errricni 
din formula respectivă. 

Tabelele utilizate ln practi că s în t ele următoarele tipuri : 
l. Tabele calitative, care slabilesc relaţii între diferite mărimi din punct 

de vedere c·alitativ. Tabelele calitative se întîlncsc, destul de rar, cu toate 
că aces tea conţin . date care pot fi gren reprezenlalc pe altă calc. 

De exemplu tabelul i2 indică corespondenţa dintre ernaţ.ii l e utiliza te 
în s tudiul mişdtrii de translaţ-ie şi a mişcării de rotaţie. 

Miscarca ci<: 
t t:ansla pc 

s = vi 
11 = const. 
a = O 

a/ 2 

s = 1101 + -
2 

V= V0 +al 
a = const. 

J\<lişcarea cmi(ormci 

~Mişcarea 11nifi..rmă uarial<i 

hli~carcu de 
rotaţie 

'i' = wl 
c.i = const. 
E= O 

d ' 
<p = w 0 / +-

2 
(\) = w 0 +· ci 
.: = const. 

Tabelul 2.2 

De asemenea· putem întîlni tabele calitative care indicft formulele de 
calcul pentru diferite mărimi fi zice. In tabelul 2.3 se indică formulele pentru 
momentul ele inerţie în cazul diferi tel or corpuri. 

Tabelul .~. s 

Corpul 

I 
Axa ele rotaţie !rece prin I 

Momentul dll 
inerţie 

t• 
Centru l de grcu lntc, pcrpendiculnr p c bnr?t m-

Baril ·omogcru1 ~ub ţire de 12 

lungime I /' 
Capătul barei perpcndinrlar p e bnrii m -

3 

Plncă drcplungltiulari\ cu 
Centrul de greu tate. pcrpcndiculnr pc placă 

112 + b• 
la turilc " ş i b 

III---
12 

Axa cilindrnlu i mR'/2 
Cilindru de razii II. şi 

1n11)\imca Jr 
Centrul d e grcutntc, perpendicular p c axn (fi' ~) ll1 - + cilindrn I u i 12 

2 
Diametru - mR• 

5 
Sfer:l de ra z:i n 

Tanr,ent lu sferă _}__ mn• 
5 
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2. Tabele stalislice, în care uncie dintre variabile sînt exprimate canti­
tativ, pe cind alte variabile, p resupuse independente, nu sînl exprimate can­
titativ (tabelul 2.4). Astfel masa ş i raza corpuri lor cereşti , menţionate în t a­
bel , s-au raportat la masa, respectiv la raza Pămintului , masa Pămîntului 
fifod 5,98·1024 kg, iar raza Pămîntului 6,'1· 106 m. lu ultima coloană se indică 
cantitativ valoarea acceleraţiei gravit.a ţ- i onale la suprafata corpului ceresc x. 

Tabelul 2.4 

Acceleraţia gravitaţională în sis temul s olar I A='"""' "'""'""""'" '" I Dcnu1nirra Mas:i ~: 5,!JS · l O"kg I\aza ~: 6,4· 10' m suprafaţo corpului cc1·c~c x 
corpului 9,8 m/s' 

ceresc 
a P•m = 1 I m/s' Jll Plfm :"""" 1 l'J1J 111 = 1 

Soflre 333 432 I 10\) 28 275 
.Jupiter 3 1.8,35 11,2 2,li4 25,S 
Saturn îl5,3 \l, '1 1,17 11,4 
Uranus 14,58 1,0 0,92 ll,O 

Neptun 17,26 3,5 1,1-1 14,1 
Pămlnt 1,00 1,0 1,00 9,8 
V cnus 0,82 0,96 0,8G 8,4 
Pluton 0,1 0,46 nccunosculi.I nccunoscut:1 
Mercur 0,054 0,37 0,27 2,65 ' 

Luna 0,012 0,27 0,17 1,04 I 
3. Ta.beie de tip fun c{ional. ln aceste Labele se reprezintă una sau mai 

multe funcţii de forma y = f(x) . 
Tabelul 2.5 este un exemplu de tabel funcţ.ional , în care se reprezintă 

perioada unui pendul gravita!:ional simplu (matcmalic) în fun cţie de lungimea 
acestui pendul. 

T abelul 2. ,5 

Variaţia pcriodt}i unui pendul matematic 
în funcţie d e lungimea aces tnia 

I - lllC ll'll I 
T - sccundr1 

± 0,002 ± 0,03 

0,100 0 ,63 
0,200 O,!JO 
0,300 1,10 
0,400 1,27 
0,500 1,42 
0,600 1,55 
0,700 1,6 7 

Tipurile de tabele funcţionale mai des întîlnite sînt următoarele : 
a) tabele cu date experimentale încă neprelucrate; 
b) tabele cu valorile di[c rilelor mărimi fizi ce; 
c) tabele matematice ; 
d) tabele al cătuite în scopul efectuării unor ca lcule. 
Vom indica acum modul de alcătuire şi utilizare a tabelelor. 
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a) Tabele .cu dale experimentale înc<l neprelucrate 

Aceste tabele conţin date obţ inute direct din experienţ:ă. Dacă s e mă­

soarrt, de exemplu, disLanta s parcursă de un corp în cădere liberă, în funcţie 
(le timp, trebuie în primul rînd să s tabilim inter valele de timp 6.t, după care 
se măsoară distanţa s . În tabelul 2.G se indjcă rezultatele_ obţ.inute, în urma 
unei astfel de mf1surări, pentru 6.l = 1 /~10 s. 

1'abcl11l 2. /J 

Pozi(ia corpului. în cădere Iiheră, foncţie de timp 

Timpul I, 

I 
Distnnţu s, 

I 
Timpul t, 

I 
Distanţa s, 

1/30 s Clll 1/:30 s cm 

l ll,8G 8 61,-19 
2 15,67 g 72,90 
„ 20,GO 10 85,,14 
4 2G, G\J 11 99,08 
5 33,71 12 113, 77 
u t11,n 13 12\J,5tl 
7 , 51,1:s 14 146,48 

Este necesar ca rezulta tele experienţ:ei sr1 fie scrise în t abel clar şi corect 
pentru a ·se înlătura uncie erori cc pot apărea în procesul de p relucrare a . da­
telor. De ase menea, tabelul cu ·coloanele necesare, inclusiv capul de coloană, 
trehHie pregătit înaintea inceperii măsurărilor. Aceasta deoarece, înaintea 
începerii unei cxperienle trebuie să fie clare toate opera \oiile ce urmează a 
fi efectuate. Dacă măs urăr il e se efectuează cu u n raport de măsură ca amper­
metru , voltmetru etc. este necesar să se scrie num[1rul de diviziuni pe o co­
loanii aparte, urmînd ca pe' coloana mmătoare să fie trecute valoril e inten­
sităţii curentului , ale tensiunii etc. corespunzătoare numărului respect iv 
de diviziuni. 

În alcătuirea acestor t abele este necesar să respectăm mai multe reguli: 

1. Fiecare tabel trebuie să fi e numero tat, să aibă un titlu şi să conţină 
condiţiile în care s-a ciectuat rnf1surarea respectivă (temperatură, presiune, 
umiditate etc .). De asemenea. este recomandabil ca alături de număr şi titlu, 
tabelul să co nţină şi data efectur1rii măsurărilor, pentru a se putea mai hine 
urmării rcproductihilitatea valorilor mărimilor ce au fost măsurate . 

2. Fiecare coloană (sau rînd) trebuie să aibă un cap de coloa n[t care să 
~"1~princlă denumirea mărimii fizice respective şi unitătile de mr1surr1 în care 
se exprimă valoarea aces tei mărimi. Se recomandă ca unitatea de măsură 
să fie multiplicată cn un asLfel ele factor încît numerele ce urmează să fie scrise 
în coloana sau rîndul respecti v, să fi e cupri nse î ntre 0,1 ş i 1 OOO. Scrierea 
factorului de multiplicare în cap ul ele coloană nu se face totdeauna în acelaşi 
fel. Cel mai des se întîlnesc cele două moduri de scriere indicate în tabelul 2.7. 
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Ta/Jelui 2. 7 

Modulul lui Young nentru diferite materiale 

Materialul 
:\Iodului lui Young 

10'• Nm-• 
Mod ni u l lui Young 

10-10 Nn1-1 

Aluminiu 6,a 6,9 

Vedem că în coloana a doua modulul lui Young pentru aluminiu (E 
= 6,9 . 1010 N m-2

) este indicat într-o formă diferită de cea din coloana a treia. 
Modul de scriere din coloana a doua indică unitatea de măsură 1010 Nm-i 

iar modul de scriere din coloana a treia trebuie înţeles astfel : 

E·l0-10 = 6,9 Nm-2, sau E =6,9·1010 Nrn-2• 

Pentru evitarea unor erori se recomandă modul de scriere din coloana a 
doua (atît pentru t abelele statistice cît .)i pentru cele funcţionale), adică fac­
torul de multiplicare să se refere la unitatea de măsură şi nu la mărimea 

fizică măs urată. 

3. Se recomandă ca în prima coloană (rînd) să se scrie valorile argu­
mentului (de exemplu timp, temperatură, presiune etc.) iar coloana urmă­
t oare funcţia (de exemplu, viteza, d1ldura specifică etc.) . 

. Este necesar să se r'czervc mai multe coloane pentru mărimi necesare în 
. prelucrarea datelor experimentale. 

b) Tabele w valorile diferitelor· mărimi fizice. Aceste tabele sînt foarte 
des utiliza te în practica de laborator. De exemplu, dacă trebuie calculat 
volumul unui corp ele o .formă neregulată, put em măsura masa corpului, 
iar din tabele aflăm densitatea materialului din care este confecţ.ionat corpul 
respectiv. De asemenea, adeseori, avem nevoie de căldura specifică, căldura 

latentă ele topire, rezistivitate electrică, constantă dielectrică etc. Toate 
valorile acestor mărimi fizice le găsim în diferite tabele. De exemplu, în tabe­
lul 2.8 se indică proprietăţile unor corpuri solide. 

Tabelul 2. 8 

Proprietăţile unor corpuri solide 

C:Jldura Citldura Coeficientul D ensita tea Tempera tura latentu de Materialul k g/m' topire 'C specifică topi re de dilataţie 
J/kg grnd J /kg liniară grad-1 

Aluminiu 2 600 659 896 3,22 ·10• -2,3 ·10-· 
Fier 7 900 1 530 500 2, 72 ·10· 1,2 ·10-• 
Cupr u 8 600 1100 395 1, 76 ·10• 1,6 ·10-• 
Platină 21400 1 770 117 t.,13 ·10• 0,89 ·10-· 

' 

În acest tabel, mărimile fizice ca densitatea, temperatura de topire etc. 
sînt funcţie de materialul din care este confecţio~at corpul respectiv. 
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De multe ori ne interesează, însă dependenţa unei anume mărimi fizi c,:c, 
cc caracterizează un anume material, de condiţiile exterioare ca tempera tură, 
presiune, umiditate etc. De exemplu, în tabelul 2.9 se indică dependenta 
rezisti vi tăţii tungstenului de temperatură. 

T abelul Z. !J 

Tempera turu l 
Rezis livi tatca l Temperatura 

I 
Rezistivi tatea p 

T l n IC ln !l•m-10-• T ln IC ln Cl·ru•lO-' 

. 
1 OOO 25,70 2 500 77,25 

1l'i00 41,85 3 OOO 96,20 

2 OOO 59,10 :3 500 115,70 

c) Tabele matematice. Tabelele matematice prezintă un instrument deo­
sebit ele util în procesul de prelucrare a datelor experimentale sau în calculul 
unor mărimi fizice. De exemplu, activitatea unei surse radioactive A de­
pinde de timp după formul a 

(2.G2) 

unde A
0 

este activitatea sursei radioactive la momentul t = 0, J.. este constanta 
de dezintegrare, iar T este timpul de înjumătăţire. 

Pentru calculul activităţii A la un moment l = t1 este necesar să sta­
bilim dintr-un tabel matemati c valoarea e-:i.i.. De exemplu, tabelul 2.10 
reprezintă fu[l.cţiile e"' şi e-"' pentru unele valori ale argumentului . x. 

Tabelul 2.10 

X I C" I e- x I X I e~ 

--

I c· z I X I cz I c-" 

~'\_ 0,13534 
0,00 1,00000 1,00000 1,00 2,71828 0,36788 2,00 7,38906 

0,10 1,10517 0,90484 1,10 3,00417 0,33287 2,10 8,16617 0,12246 

0,20 1,22140 0,81873 1,20 3,32012 0,30119 2,20 9,02501 0,11080 

0,30 1,34986 0,711082 1,30 0,66930 0,27253 2,30 9,97418 0,10026 

0,40 1,49182 0,67032 1,40 4,05520 0,24660 2,40 11,02318 0,09072 

·o,5o 1,64872 0,60653 1,50 4,48169 0,22313 2,50 12,18249 0,08208 

0,60 1,82212 0,54881 1,60 4,48169 0,22313 2,60 13 46374 0,07427 

0,70 2,01375 0,49659 1,70 5,47395 0,18268 2,70 14,87973 0,06721 

0,80 2,22554 0,44933 1,80 6,04965 0,16530 2,80 16,4465 0,06081 

0,90 2,45960 0,40657 1,90 6,68589 0,14957 2,90 18,17415 0,05502 

Deoarece ln 2 = 0,693147, iar e-zn2 = 0,5, se obţine că pentru t = T, 
A = 0,5 A

0 
ceea ce explică sensul t impului de înjumătăţire T. 

Atît tabelele care contin valorile ·diferitelor mărimi fizice cît şi tabelele 
matematice sînt reprezentate de cele mai multe ori prin mărimi aproximative. 
Dacă nu se indică erorile absolute respective ca în tabelul 1.9 se apreciază 
că în cazul în care valoarea unei mărimi este indicată printr-un număr cu m 
-cifre semnificative dintre care i sînt zecimale, cifre după virgula zeci mală, 
atunci putem considera eroarea absolută ca fiind 0,5 .10-z sau pentru sigu-

ranţă "'' ma; ;ndkat Sf> Ju il m 1 ·JO-•. S tab;J;m O>"OdinalodJm· dfo tabele. 
putem efectua cu ace:-;tca operaţii matematice după srhemclc indicate în 
paragraful precedent. . 

el)~ Ţabele _alcătuite in scop11l efeclzulrii unor calwle. Înainte de începerea 
efectuam unm calcul, . după o formulă d ată, este necesar să se stabilească 
tJn program prin care se fixează ordi nea în care este mai indica t să se calcu­
leze diferiţii termeni con \i nu\i în formulă. De obicei este necesar sfi se ela­
boreze un tabel de lucru care să cuprindă anumite rezultate intermediare. 
Tabelul de lucru. se st:.1bileşte pentru fiecare funcţie în parte, neexistînd re­
guli generale fo acest sens. De regulă însă tabelul de lucru este astfel aldt­
tuit incit pe fie care co l oan ă să se efectueze aceeaşi opera ţi e, ia r coloanele 
t rebuiesc astfel ordonate încil rezultatul intermediar dintr-o coloa nă să fi e 
utilizat pentru ohpncrea rezultatelor de pc coloana următoare. 

Consfoei·ăm. u n exemplu relat iv simplu. Se cere să se calcul eze puterea 
în circui t til exterior al unei baLerii cu t ensiunea electromotoare E = 10 V 
şi rczisteffţa interioarri r = 1,G5 .Q în funcţie de rezistenţa exterioară R 
pentru 0,5 . .:'( R ~ 5,0 O. Rezisle n \a exteri oară R variază cu o cantitale 
constantă (cti tin pas const ant) !:J.R = 0,5 .Q. 

Modul în care· se alcătuieş t e tnbclul de ln cru depinde şi de mijloacele 
de calcul de care dispu ncm. Dacă nn dispunem de mi jloace deosebite de 
calcul , adică de maşini electronice de calcul et c., est e recomandabil să p ăs­

trăm cît mai multe rezultate intermediare pentru a putea mai uşor verifica 
dacă nu s-au comis une le erori de calcul. 

Pentru puterea în circuitul exterior al bateriei avem formula 

E2R P--J--
- (R + 1")2. 

Efectuăm calculul după tabelul 2.1 1. 

Calculul puterii în circuitul ex terior 

R I 100 R I R +r I ( R + r)' 

0,5 50 

I 
2,15 4,6225 

1,0 , 100 2,65 7,0225 
1,5 150 3,15 9,9225 
2,0 200 3,65 13,2225 
2,5 250 4,15 17,2225 
3,0 300 4,65 21,6225 
3,5 350 5,15 26,5225 
4,0 400 ' 5,65 31,9225 
4,5 „ 450 6,15 37,8225 
5,0 500 6,65 44,2225 

(2.G 3) 

Tabelul 2.1 1 

I P = 100 R 

(R + r)' 

10,817 
14,240 
15,117 
15,012 
14,516 
13,874 
13,196 
12,530 
11,898 
11,306 

In general, în rezultat ele intermediare se consideră o zecimală supli­
mentară faţă de numărul de zecimale din rezultatul final. 



2.5. INTERPOLAREA 

Aşa cum am văzut, in p racti ca efectu ării unor calcule concre te -întîlnim 
foarte .des Iun e ţii date sub formă de tabele. F iecare t abel . conţine val orile 
funcţiei pent ru un număr fini t de v al ori ale argumentul ui cuprins înt r-un 
i nt erval fini t [a , b]. Dacă notăm valorile argumenLului, dinti'-un tabel oa1;e­
care prin x0, Xi, :i:~, .. „ Xn atu nci valorile corespunzătoare afc 'funcţiei f(x) v or 
fi f(x0) , f(:t:1), f(x2), • . „ f(x„) s au y0, y1, !)2 , •• • , y,„ cu m se mai notează valo­
rile ftmc"ţi ei în punctele respective. Se întîmplă ca în procesi1l ef'ectuării ca lcu­
lelor sr1 fie necesară v aloa rea funcţiei înt r -un p unct c i1prins între v al oril e 
a rgumentului din t ab elul respect iv. P entru calcula rea suficient de rapiclrt şi 
cu o precizie corespunzătoare a valorii fun cţiei pentru o v·aloare a argumen­
t ului cuprinsă între x , şi x 1+1, se efectueazr1 operaţ.i a numită interpolare. În aces t 
se ns inte rpolarea a fost numită şi , „arta de a cili p rintre rîndui'ile unui tabel " . 

In ult imul timp interpolarea se înţelege înt r-un sens mai larg, ca o ope-

ra ţie Inversă operaţiei de t abelare. Adi că prin t abelare o funcţie oarecare f(x) 
se înlocuieşte printr-un tabel , prin interp olare, în se nsul la rg al aces tui cuv înt, 
a r însemna să găsim o funcţie F(x) care să satisfacă rela ţiile : 

y0 = f(x0) = F (x0) , 

!h = f(xi) = F(x1) 

y2 = f(x2) = F(x2). (2.64) 

y,,. = f(x„) = F(x„ ) 

Funcţia F(x) este funcţia de interpolare sau funcţia de aproximare a dat elor: 

din t abelul studiat. 
Funcţia f(x) reprezintă depe ndenţa y = f (x) pent ru orice valoare a varia­

bilei independente x, iar funcţ.i a F(x) coincide cu fu ncţi a f(x) n umai î n punc­

tele x0 , Xv X2 , ••• , Xn-

De obicei func ţ:ia F(x) se alege sub forma unui polinom de gradul m : 

F (x) = a0 + atx + a 2x~ + ... + amxni (2.65) 

tn aceas tă relaţie nu se cunosc ni ci coeficienţii a0 , a 1, ••• şi nici gradul m al 
polinomului care aproximează cel mai bine valorile din 'tabelul s tudia t , adică 

care satisface relaţiile (2.64). 

Von:i. încerca s ă ob ţinem unele formule de interp olare într-o formă ma i 

simplă. 
2.5.1. Cazul ai·gumcntclor cu pas comtaut. I nt erpolarea se realizează 

mai simplu dacă argumentul x variază cu un pas constant 1t: 

X~ - Xo = X~ - X1 = ... = X 11 - X„_ 1 = /t. 

ln acest caz putem scrie 

x„ = x0 +nit, 
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(2.66) 

r 
sau în general :n gumcut11l x· 

X = x0 + nh, 

sa u în general argumentu l ;t;: 

X = :t'0 + kh , 

unde k = O, 1, 2, 3, . . „ n. 

Pentru a st a;pili gradu l p olinomului (2.65) vom calcula d ifcrcn~ele funcţiei 

f(x), de diferite ordine. 

P r in diferen\ a de ordinul întîi înţelegem mărimile: 

. . ; •; 

!'1 - Yo = i).yo, 

v~ - ui = t::.u1 

!/3 - !J2 = fly2 

!111 -~ - !J11 - 2 = fly„_2 

!J„ - Y 11- 1 = t::.yn- 1· 

(2.67) 

Deci diferenţele de -ordi nul întîi sî nt în număr de (n - 1). Diferenţele de 

ordinul doi sh1t ·date · de rel aţiile: 

Â-2Yo = l::.!J1 - fj.!jo. = !h - 2y~ + Yo 

l:!i2!h = l::.!J2 - t::.y1 = Ya - 2y2 + Y1 

(2.68) 

Numărnl acestor diferen ~e es te (n - 2). Calcul ăm mai dcparle diferenţele 

de ordinul trei 

··-113
!}0 = l:!i2y1 - fl

2Yo = !/3 - 3yz + 3y~ - Yo 

- -Â 3.Y1 = l:!i2
y2 - l:!i2!}1 = .l/4 - 3ys + 3 + 3y2 - !h 

. . . . . ... ... . ... .. . .. . . . . . . (2.69) 

Diferenţele ele ordinul trei s înt în număr de (n - 3). D upi\ accas Lă schemă 

p utem ~alcuih '-C1ifc r~1~ ~ele de ordin superi or lui 3. 
. .· ' .. : 1:; . . 

Se aiungţ _asllţL l_a , nn t abel, cunoscut sub numele de lalJelul diagon al 

a l diferenţelor' îw care -fieca-re· diferenţă se scrie înt re num erele p rin diferenţa 

cărora a fost stabili tă , cn în tabelul 2. 12. 
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1'abcl11l 2_. 12 

T a belul diagonal al diferenţelor 

X I 11 I ti.11 I ti.•11 I ti.•u I 15.i y I A'U 

x. Uo 
6.11. 

X i !11 ll'!lo 
/1y, 11•11. 

x , //, fl •y J fl•u. 

I 
ti. 1„ 6.•y , 6.•u. 

X a y, i:':.'11, /).. •y, 
/1y , il' . y, 

x, {/, t1 ' y, 
tiy. 

x, !/s 

Dacă se co ns tată că diferen ţele de ordin /..: oarecare s iut constante , ia r 
diferenţele de ordi n /;. + 1 sînl zero, atunci pute m afirma că fu nc ţia de inter­
pola re F(x) (2.65) es te de g radul m = /..:. 

Deci cal cnlind difere nţe l e de ordi n succesiv p·ulem det ermina gradul p oli­
nomului de interpo lare. 

Trebuie să subliniem că deoarece, în tabele ce conţin date obţinute 

direct din experien ţă , Yalorile funcţi ei SÎlll aproximative, Şi valorile dife ren­
\elor de ordinul k vor fi tot aproximativ constante, iat; d iferen ţe lor de or­
d inul Ir + 1 vor fi numai aproxima ti v egale cu zero. Să .considerăm cîteva 
exe mple. 

Exemplul I. Pentru măs urarea temp eraturii se utilizează foart e des 
un termocuplu, care se rea lizează prin s udarea în pu nctele O ş i 1 a două con­
ductoare diferi te (fig. 2. 1). Por ţiunea O - 1 poate reprezent a un fir de con­
stantan, iar porţiunea 0 -1t şi 1- B, fire ele cup ru. în punctele A şi B ter­
mocuplul se conectează p rin conductori la bornele . u mii galvanometru G 
care măsoară in te nsitatea curentului electric din circuit. 

o 

Fi·g. 2.1. 
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P unctul _O se menţine la t empera­
t ura de 0°C, iar pmiclul 1 se afl ă la o 
temperatu ră · 1°c , oarecare. I ntensita­
tea curentului p rin circui t depinde de 
tensiunea termoelectrică în lre puncte­
le A şi B, iar aceasta din urmă este 
fun c ţie de t emperatura L la care se 
află sud ura 1. 

în t abelul 2.13 se indică tens.iunea 
B tcrmoeleclrică într~ puncte;le A şi B 

în funcţie de t emperatu ra L la care se 
a[l ă sudura J. Se consideră dl sud ura 
O se află la 0°C. 

I 
l°C 
EA8 (mV) 

o 
0,000 

20 
0,787 

40 
1,610 

60 
2,467 

T a/Je/11 / .2. J J 

80 I 100 I 3,357 'l,277 

Se cere să se stabi lească gradul polinomului care a proximeazi'.1 dependenţa 

t ensiunii t ermoelect rice de diferenţa de temperatură înt re cele do ui'1 s uduri. 

T rebuie sft realizăm tabelul diagonal a l di fe re n ţe l or. 

Tabe/11/ 2. U 

t•c I E I 6E I D.'E I ti.'E 

o O.OOO : 
0,787 

20 0,787 0,03() 
0,82~l - 0,002 

40 1,li10 0,034 
0,857 -0,001 

60 2,4 G7 0,03:! 
0 ,890 -0,003 

80 :-\:357 0,030 

I 
0,920 

I 100 ' l ,277 

Î n acest caz, deoarece Ll2 E difed i nu mai p rin a t reia zecimalri ia r datele 
din ta belul 2.13 sînL obţinute di rect din expe rienţă , pute m considera că di­
feren ţel e de ordinul doi s int consta nte şi deci dependent a t ensiunii t ermo­
electrice de tempera tură expri mată prin da tele din t abe lul 2. 13 poate fi 
aproximată print r-un poli nom ele gradul doi 

(2.70) 

Cînd funct ia de interpolare est e u n poli no m ele .gradul doi se spune d i in ter­

polarea este p arabol i c ă. 

Exemplul 2. De mij locul unei ba re de o ţel, cu ca pelele fixa te, se at îrnă 

un corp cu masa M . Măsurîndu-se raza de curb ură !J (măs urată în µ m) în 

punctu l de la mijlocu l ba rei , se obţin rezu!Latele di n tabelul 2.15. 

Tabelu l Z. 1.i 

M ( k g) 0,0 0,5 1,0 1,5 2,0 2,5 3 ,0 3,5 4 .0 
!I (!J.m) 1 611 2 1 •183 1300 1 140 948 781 5 90 '126 2G3 

Să se stabilească gradul p olinomului ele int erpolare pentru dependenţa 

razci de curbură y de masa 1\1. 

f n Labei ul 2.1G sîn t date difercn ţc le de ordinu l întîi şi doi. 
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Tabelul 2.1 fi 
„ 

M (kg) 0,0 0,5 1,0 1,5 2,0 2,5 3,0 3,5 4,0 
!J (µ tn) 1 6·12 1483 1300 1110 !J.Js 781 590 12G 263 
t:,.u - 159 - 183 - 160 - HM - 167 - l!J1 - 164 -16~-I 
ti•'J - 21 + 23 - 3·1 + 27 - 24 + 27 + 1 

Din acest tabel se vede cft valorile t::i.iy a u sem ne var iabile, iar suma lor 
algebrică poate fi considerată zer o. Rezul tii că diferen\cle de ord inul doi 
pot fi considerate zero, iar diferen ţe le de ordinul întî i, cons tante. F luetua\:iil e 
în d ifercn('cle de ordinul doi în jurul valorii zero şi a difercn~elor de ordinul 
înlîi în juru l unei valori constante se datoresc erorilor experimentale. 

Pu1 em deci co nsidera ră (u neţi a de i nterpolarc este o dependentă liniară, 

(2.71) 

Dacă func[ia de interpolare esle un polin om de gradul 1; inl.erpolare~i 
se numeşte liniarii. 

Exempl u) 3. În ta.belul 2. 17 i ndicăm di rect \'alo ri le funcţie i !I = x3 ş i 
diferen tele corespunză toare. 

Tabelul 2. J 7 

:r I y = x:i I !l.u I !!..'u I tJ.•u I D.• y 

o o 
1 

1 1 li 
7 (i 

2 8 12 o 
1\l G 

3 27 18 o 
37 (i 

4 G·I 2·1 o 
Gl (i 

5 125 30 
9 1 

() 21G 

Se vede că în cazul da lelor d in tabelele matemat ice se ob \.i n precis d ife­
renţe cons tante de un ordin oarecare ş i zero pentr u diferenţele de ord in su­
perior. 

Dupii s tabili rea g rad ului polinomului de interp olare mai rămîne să cal­
culăm coeficien\ii a0, a 1 .• . an din relaţia (2.G5) . În acest scop se deduce for­
mula lui Newton, de interpolare. 
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Punc[ia de interpolare (2.fj5) se scr ie sulJ forma : 

F(:r) = b0 + b1(x - X0 ) + b2(X - x0)(x - Xi) + b3(x - :'l'0)(x - x~) 

(x - x 2) + b4(x - x0)(x - X1)(:1: - X2)(x - :'l'.3) + ... + bm(X -

- x0)(x - xi) . .. (x - Xm-~). (2.72) 

-- --·-~~---~ 

Această formulă reprezi ntă Lot un p oli nom de gradul m, clar scrie rea sub 

această formă prezintă unele ava ntaje. D eoa rece func\ia de interpolare tre­

buie sr1 ai bă valoarea y 1 în ori ce punct de argumen t :r, din (2.G4), ob \incm: 

a) x = :t'0, F(:ro) = Yo = bu (2.73) 

de unde 

!li - ho Y1 - !Io • flyo 
= - - - -=--

h h h 
(2.74) 

Î nl ocuind valoril e pentru b0 şi b1 şi \ inînd seama că 

obţinem 

I/o b 2 z !h = Yo + -· - · 2h + 2 h , 
h 

de unele 

l ( 2 )/2h2 !::i. 2!lo 
>2 = !'2 - Y1 + Yo = 

2
/z2 · 

(2.75) 

Anal og obţ.inem şi restul coeficien\i lor : · 

!'3 - 3112 + 3!11 - !Jo f!. 3 y b2 = __;_; __ ,,: ____ __ - - -

l. ·2 ·3 ·h 3 3 /1 3 
(2.76) 

Pentr u coeficientul b„ aYcm : 

t::i.ny 
b„ = - -. 

nJtn 
(2.77) 

Obţi nem astfel formu la general ă de int e rpolare a lui Newton: 

y = f(x) '.::::'. F(x) = Yo + nyo (x - :1·0) + l::i.
2

!'.,o (x - :'l:0)(x - :1:1) + 
h 211" 

+ n "!/o (x - :t0)(x - :'l·1)(x - X~) + 6.
4

.lfo (1: - :'l'o)(x - Xi )(x - X2) ' 
3/z3 4 bd 
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Exerciţii 1. Să se calculeze raza de c urbură y pentru 11!f = 1,36 kg_ fo­
losind datele din tabelul 2.15. 

Rezolvare. În acest caz se aplică inlerpolarea liniară deoarece funcţia 
de interpolare este un polinom de gradul întîi. 

Valoarea !11 = 1,36 kg este cuprinsă între valori le 1110 = 1 kg şi M = 

= 1,5 kg. Luăm deci 1VJ0 = 1 kg = :r0 ; M = 1,36 kg = x; h = 0 ,5 kg. 

,(1 3r.) _ . Y1 - Yo ( . ) _ l 30() 1 140 - 1 300 
! ' o - !Io + X - Xo - + ------

Jr 0,5 

(1,36 - 1) = 1 300 - 115,2 = 1 184,8 µ m. 

.2. Să se calculeze · tensiunea Lermoc lectromotoare pentru temperatura 
i = 96,8°C folosind tabelul 2.14. 

Rezolvare. Curba de interpolare fiind o parabolă, se efectuează o inter­
polare parabolică . Din (2.78) rezultr1 : 

E(I) = E(/o) + E(i1) - E(lo) (t - Io) + 6.2J"..'(/o) (! - t )(! - i ) , 
lz 2/!" O I 

unele h = 20°C ,· t = 96,8°C ·, /0 = 80°C ,· AE(l) - O 990 · E~(l ) - 3 3"7 · u o - ,-, o - •"• 
11 = 100°c . 

Deoarece t12E nu este perfe ct conslantă. datorită unor erori experimen­
tale , este indicat să considerăm o valoare aproximativ r1. În asemenea cazuri 
se estimează dHeren(:a de ordinul doi prin media ari Lme Lică a acestor valori; 

Deci 

6.2E = 0,036 + 0 ,034 + 0,033 + 0,030 
---- ------ - - '.:::'. 0,033. 

4 

E(96,8°C) = 3,357 + O, 
920 

(96,8 - 80) + 0.033 16,8( - 3,2) 
20 2 400 

= 3,357 + 0 ,773 - 0 ,002 ,.-- 4 ,128 µV. 

Vedem că termenul care caracterizeală abate rea de la interpolarea liniarii 
este foarte mic. Dacfr aplicăm o formulfr mai simp l ă. adică o interpolare 
liniară se comitea în va loarea lui E(l) o e roare relativă: 

8 = 
0

·
002 

= 4,8·10- 4 = 4 8- 10 - 2 01 . 
4,128 1 

/ O 

Am dezvoltat în acest paragraf anumite aspecte legate de aplicarea metode­
lor de interpolare în cazul cînd argumentul ia valori echidistante. 

D in punct de vedere practic putem aplica direct formula (2.78) oprindu-ne 
la termenul pe care-l considerăm suficient de mic î n raport cu valorile terme-
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nilor anleriori. In cele mai mul le cazuri o interpolare lini ară sau parab olică 
ne conduce la rezultate s ufi cient de precise. 

Să luăm de exemplu datele din tabelul 2. 12. Vrem să stabilim valoarea 
funcţiei penti'u x = 4,7958. Considerăm o interpolare liniară : 

y(4,7958) = 64 + ~·0.7958 = 112,5438. 
1 

Prin inte rpolarea paraholici't : 

y('J,7958) = 112,5438 + 3~ 0,7958( - 0,2042) = 112,5438 - 2,4375 

= 110, 1063. I nterpolarca printr-un polinom de ordinul trei conduce la va­
loarea 

6 
Y(4 7958) = 110, 1063 + -- (4,7958 - 4)(4,7958 - 5) 

, 2·3·1 

(4,7958 - 6) = 110, 1063 + 0 ,1057 = 110,3020. 

Valoarea corectă a funcţiei es te 110,30Hl5. deci prin interpolarea l in i ară in­

Lroducem o eroare relativă 

~l = 112,5838 - 110,30195 
o --------- =0,02 = 2%, 

110,30 195 

iar prin . interpol area parabolică 

(3. = 110,1063 - 110,30195 = ~ 1,77 .10- :1 '.:::'. - 0 ,2 % . 
. H0,30195 

2.5.2. Cazul cind argumentele nu variază cu pas const.aut. Dacă funcţia 
y = f(x) esLe reprezentată printr-un tabel în care s înt date valorile argumen­

tului X;, precu.m şi valorile funcţ.iei y; : 

Y: Yo• Yi · Y~ · · · ·• Yu• 

dar arcrumeutele nu iau va lori echidistante, alunei se procedeazft ca în cazul 
t> 

valori lor echidistante ale argumentului cu condiţia ca în locul difcre nţ.elo r de 
diJerite ordine să se ia aşa-numitele diferen ţe reduse, adică diferentcle cores­
punzătoare unei variaţii a argumentului egală cu uni tatea. 

Se obişnuieşte ca diferenţele reduse să fi e notat e printr-o li nie deasupra 
difcrenţ.ei respective. Astfel difţrenţele reduse de ordi nul întîi se scriu sub 

forma: 

- !h - Yt 
6.yl = -'--- -

X~ - :i;~ x„- x„_1 

(2.79) 
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Diferen\ele de ordinul <loi sînt: 

A 2 /).yl - /!.yO ----;,- /).y2 - D.,l'JJ 
u Yo = - ; - D. c Y1 = -----'-'--~ t;,.2y2 = xv; - t;jh ... , 

:r2 - .1·0 X,1 - X2 

A2 
Ll !/11-2 = (2.80) 

Ana log diferen(clc reduse de ordinii! trei se scriu su l> forma: 

:l'.1 - X 1 

.\ :• 15..~!J„ _2 - -tS.2!111-3 
u y„.-3 = -----"--"--_;;_ (2.81) 

x„ - Xn - 3 

Dnpi:i calcularea diferenţelor reduse se realizează tabelul diagona l al dife­

renţelor (tabelul 2.7). Toate ra ţionamentele ff\culc în cazul valorilor echi­

distante ale argumentului (tabelul 2.7) rf1mîn valabile 'ş i în cazul tabelului 

diagonal cu diferen!.clc reduse. 

În cazul argumentelor necchidis Lan te ru neţ ia de interpolare F(x) este 

!/ = f(x) ::::; F(x) = y0 + (x - x 0)D.y0 + (:t: -- :t·0)(x - :t:1)D.2y0 + (x - x0) 

(x - .1:1)(.1: - :t:2)Ll 3!/o + ... + (x - :r0)(x -- :'l'1)(x - x2 ) •• • (x -· Xu _1 )flKy0. 

(2.82) 

Exemplu. În tabelul 2.18 se indică dependenţa temperaturii de fi erbere 

a apei in func \ie de presiune. 

Tahc/11/ .~ . 18 

p (mm col Hg) !l2,41 1.J!l,38 23:3,71 35!'i,12 525,7(i 7GO,OO 1 489, 11 
l,C 50 GO 70 80 !JO 100 120 

Se cere să se ca lculeze temperatura de Jierbere a apei Ia presiunea de 

0,5 atm = 380 mm col. Ilg. 

Rewluare: Calculăm diferenţe l e reduse formînd tabelul diagonal al 

diferenţ'el or reduse (tabelul 2.19). 

T 
Tabelul 1. 2 9 

I ,, I t I tJ.t I lJ.'l I ll'l I tl'l I ll' l 

ol 
I I I 92,51 50 

0,176 I 
1 119,38 GO - 10,37 -10-• 

0,119 8,42 -10-1 

I 
- 17,!l9 -10- • -1 ,35 · l!O-• 

2 233,71 70 2,GS -10- 1 1,5'1 -10- 11 

I 
0,082 - 7,S!l ·10-• -0,32 -10- 0 

3 3!15,12 80 0,75 ·10- 7 0,2 1 ·10- " 
0,05!) - 3,!l5·10-• +0,40·10- 0 

4 525,7G !JO 0,2 -10-• 
0,0,13 - 1,66·10- • 

5 760,00 100 
0,027 

16 1 '18\l,H 120 

I 

Vedem că în acest caz avem o funcţ ie foarte complicată, care poate fi 
interpolată numai cu un polinom de grad superior m > 5. Pentru a calcula 
temperatura de fierbere a apei la presiunea p = 0,5 atm ne fixăm eroarea 
absol ută cu care dorim să determinăm această temperatură. De exemplu, 
dorim ca eroarea absolută să nu depăşească O, l °C. 

Introducem în formula (2.82) unde 

X = 380; X 0 = 355,12; X~ = 525,7(); X2 = 760,00 .. . y0 = 80°C. 

Deci pentru interpolarea liniară : 

t(380) = 80 + 0,050(380 - 355,12) = 81,47°C. 

Prin interpolarea parabolică: 

1(380) = 81,47 + (380 - 355,12)(380 - 525,76)-(-3,95·10- 5
) = 

= 81,47 + 0,14 = 81 ,61°C. 

Vedem că t ermenul determinat de diferenţa redusă de ordinul doi este foarle 

aproape de eroarea impusă de noi. 

Termenul de ordinul trei are valoarea : 

(380 - 355,12)(380 - 525,76)(380 - 760,0)(-0,2·10-7) = 

= 24,88-( -145,76)( -380)( -0,2 .10-1
) = -0,0280°C. 

Deci cu precizia de 0,1°C putem spune că Ia presiunea p = 0,5 atm =• 
= 380 mm col H g temperatura de fierbere a apei este 8 l ,6°C. Dacă se impu­
nea ca precizia să fie de O,Ol°C sau 0,001°C, atunci calculele deve neau mult 
mai complicate deoarece trebuiau luaţi în considerare termeni de ordin su­
perior. 
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2.6. EXTRAPOLAREA 

Aşa cum s-a specificat ·mai sus, fiecare tabel conţine valori le funcţiei 
pentru un număr finit de valori ale argumentului cuprins într-un interval 
finit [a , bJ. De multe ori însă apare necesitatea cunoaşterii unor valori ale 
funcţiei pentru valori ale argumentului x < a sau a > b. 

Extinderea dependenţei funcţionale stabilite pentru un interv al restrîus 
ele valori ale argumentului, în afara acestui domeniu, se numeşte extrapolare. 

De multe ori prin extrapolare obţinem date la care nu pulem avea acces 
pe cale experimentală. N u înt otdeauna extrapolarea este îndreptăţiUt din 
punct de vedere fizi c. Efectuarea operaţiei de extrapolare se bazează pe 

ipoteza că dependenţa funcţională stabilită pentru x cuprins în domeniul 

[a, b] esle valabilă şi în afara acestui domeniu. Deoarece această ipoteză nu 

este întotdeauna corectă, prin extrapolare noi putem spune numai care ar 

fi valoarea func\iei pentru x < a sau x > b, dacă dependenţa funcţi onală 

slabiliUl pe baza datelor dintr-un tabel oarecare rămîne valabilri şi în afara 

domeniului respectiv . 

Formulele obţinute pentru interpolare pot fi utilizate şi în scopul extra­

polării. În acest scop t rebuie sft scriem formulele de interpolare sub o formă 

mai adecvată pentru a le putea aplica mai uşor în operaţia de extrapolare. 

Considerăm numai cazul unor argumente cu valorile echidistante. F ormulele 

obţinute p ot fi uşor transpuse în cazul argumentelor neechidistante. 

Considerăm formula (2.78) şi căutăm să o scriem într-o formă puţ:in 

schimbată: 

X - Xo A (x - Xo) (x - X1) Â
2Yo + 

y = f(x) ~ F(x) = Yo + uYo + ------
/! h h 21 

(x - X2) .<x - x3 ) . Â
5y0 + 

h h 41 

.<x - X3) 

/! 

(x - Xm-1). D,.myo • 

h ml 

Introducem variabila z sub forma : 

X - X0 = z, de unde x = X 0 + zh. 
h 
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(2.83) 

(2.84) 

Celelalte rapoarte din formula (2.83) se pot scrie în felul următor : 

h 

h 

h 

h 

_ X - X0 - fi = :, _ J 
h 

X - :r·0 - 2/l 2 --- ---= Z -
Jr 

:r; - .t"o - 3h = z - 3 
h 

...... .. . 

x - Xo - (m - l )h = z - 111 + 1. 
h 

Introducînd în formula (2.81) obţinem: 

z z(z - 1) 
F(:i:) = F(x0 + zh) = !Jo + l D.yo + 

21 
D.

2
!10 + 

.z(z - l)(z - 2) z(z - 1)(.z - 2)(z - 3) A4 -1-+ D,.ayo + u Yo 
31 . 4! 

z(z - l)(z - 2) ... (z- m + 1) D,mz + . . . Yo 
ml 

(2.85) 

(2.86) 

Această formuEt este. cunoscută ş i sub numele de prima formulă de inter­

polare a lui Newton sau formula lui Newton pentru interpolarea înainte. 

Denumirea derivă din faptul că valoarea x pentru care se calculează funcţia 
F(x), se află după valoarea x 0 din tabele. Ca şi în exemplele anterioare va­

loarea x
0 

nu este fixată ci se alege astfel încît să corespundă primei valori 

x, din tabel aflată imediat în stînga valorii x. Cu alte cuvinte dacă valoarea X 

este cuprinsă între valorile x, şi x1+1 ale argumentului, din tabelul studiat, 

atunci X; se ia ca x
0 

pentru aplicarea formulei (2.86). Pentru interpolare z > O 

şi cuprinde între O şi 1. 
Dacă valoarea lui z se ia negativă, formula (2.86) poate fi utilizată pentru 

a extrapola dependen"ţa funcţională la valori ale argumentului x mai mici 

decît cele cuprinse în tabel. 
Exemplu. In tabelul 2.20 se d au valorile funcţiei y =sin. x pent~u. X 

cuprins între 150 şi 550 cu pasul h = 50. Să se calculeze valorile funcţ1e1 y 

pentru x cuprins între 10° şi 15° cu pasul h' = 1°. 

Calculăm direct în tabelul 2.20 şi diferenţele corespunzătoare. 
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Tabelul 2. 2 O 

I I I I I 
·-

XCI !J =--: sin x l'>y l'> ' y l'>' !J l'>'u 

15 0,258819 
0,08:3201 

20 O,::M2020 - 0,002603 
0,0805\l8 -0,000613 

25 0,'122618 -0,00321G 0,000023 
0,077:182 -0,000590 

:10 0,500000 - 0,003806 0,000032 
0,07:1576 -0,000558 

35 0,573576 -0,00136,1 0,00002!! 
0,06\l212 - 0„000529 

40 O,!i12788 -0,0048!l~l 0,000040 
0,061131 !) -0,00048!! 

45 0,707107 - 0,005382 0,000012 
0,0589:37 -0,000447 

50 0,766044 - 0,005829 
0,053108 

55 0,81!!152 

Considerînd diferenţ:ele de ordinul patru, practic constante, formula de 
extrapolare în domeniul valorilor x < x 0 va fi : 

z(z - 1) z(z - l)(z - 2) 
F(xu + zh) = Yo + zl1yo + l12 Yo + /1 3yo + 

2 2·3 

z(z + l)(z - 2)(z- 3) A4 + u Yo· 
2.3.4 

Parametrul z trebuie să ia valorile -0,2; -0,4; -0,6; -0,8 şi -1,0: 
Pentru comoditatea calculului ne formăm un tabel cu date interm~diare 

Tabelul 2.2 1· 

--
X (z) zl'>y, 

z(z.- 1) z(z-l)(z-2) 
-2-l'>'y, 

6 
l'>'y, 

z(z-1)(z- 2)(z-3) 

24 
ll'Uo 

U = Jo+ (3) + 
+ (4) + (5) + (6 

----
(1) (2) (3) ('!) (5) (6) (7) 

140 -0,2 -0,0166402 -0,0003124 + 0 ,0000539 -0,0000017 0,241922 
13° -0,4 -0,0332804 - 0,0007288 0,0001373 0 ,0000044 0,224952 
12° -0,6 -0,0499206 -0,00124\)4 0,0002550 -0,0000086 0,207913 
11° -0,8 -0,0665608 -0,0018712 0,0004119 -0,0000147 0,190811 

I 
10° 0,8 0,0832010 -0,0026030 0,0006130 0,0000230 0,173651 

Aplicarea formulei (2.86) în scopul extrapolării conduce la erori mult 
mai mari decît în cazul cînd această formulă se utilizează pentru interpolarea 
înainte. Pentru a vedea precizia acestei formule de extrapolare putem verifica 
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cu ce precizie ob~inem valoarea funcţiei y = sin x pentru ·x =O, adică pentru 
z = - 3 în acest caz avem 

3.4 3.4:5 
F(x0 - 3h) = 0,258819 - 3 · 0,083201 - - -0,002603 + -- ·0,000613 + 

2 3·2 

+ 3 ·
4

·
5

·
5 

·0,000023 = 0,258819 - 0,249603 -
2 .3.4 

- 0 ,0151618 + 0,000613 + 0,000345 = 0,000073. 

Vedem că pentru o func\ie dată cu şase cifre exacte prin extrapolare la 
o distan\~ă egală cu 3h, rămîn numai patru cifre exacte. 

Formula (2.86) de interpolare „î nainte" permite extrapolarea „înapoi" 
prin schimbarea semnului parametrului z. Pentru a putea efectua extra~ 
polarea „înainte" adid1 pentru valori ale lui x > x,„ trebuie să deducem 
o formulă de interpolare „î napoi " . 

Pentru aceasta vom .considera funcţia de interpolare 

F(:i.:) = b0 + b1(x - :r11) + b2(x - x11)(x - Xn-~) + b3(x - x„)(x - x„_1) · 

·(x - x 11 _ 2 ) + b,1(:r - x„)(x _, x„_i,)(x -:-- x11-"2)(x - Xn- a) + ... + 
-\- b„(x - x11)(x6 - x„_1) •• • (x - x1) . (2.87) 

Ca în paragrat'ul precedent avem : . . 

dacă x = x.„ ; F(x) = !f„ = b0, el e unde b0 = y„ 

pentru X = x11 _ 1 ; F(x) = y„_1 = b0 + b1(X,;-1 -:- :r„) = Yn - b1h 

de unde 

Analog o]Jţinem : 

· y„ - .lin- I = f1Yn- 1 
h h 

Y11 - .lfn-1 + .lln- 2 

2112 

/1'!fn-a'· 

3ha 

f14y„_; . 

4Ji4 

Pentru un termen i oarecare : 

. f1i y,; _i. ·:. 1 

ilii 

5 - Prelucrarea datelor experimentale !n fizicu - cd. 210 

(2.88) 

(2.89) 

(2.90) 

'(2.91) 

(2.92) 

(2.93) 
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lntroducînd relaţiile (2.88) -(2.93) în formula· (2.87) obţinem: 

F(y) = y„ + tly~-l. x - x„ + f12y,H 
I h 2 

X - X11 • X - X„_~ + 
h y 

X - X11-1 X - X -• ll'Yn-4 . . "- +----
h h 4 

X- x„· X - X„ 

h n 

• X - Xn- 1 • X - Xn-2 • X - X11 _3 fl„y0 
h h h + ... + - n-· 

X- X11 X - x„_1 

h h 

h 
(2.94) 

A~n ajuns astfel la a doua formulă de interpolare a lui Newton sub formula 
Im Newton de interp olare înapoi. Pentru a ajunge la aceeaşi formă ca în 
cazu l formulei (2.86), introducem notaţia: . 

h 
= z ; X = Xn + zh. (2.95) 

Celelalte rapoart1.1 din formula (2.94) se exprimă în funcţie de parame trul z 
astfel : 

X - X„_1 

h 

:r - x„_ 2 x - (x„ - 2/z) 
= =z+ 2 

h h 

X - X„_ 3 X - (x„ - 3h) 
= = Z + 3 

h h = z + 3· 
(2.96) 

X - X1 - X - x„ - (n - 1 )h 
h h = z+ n - 1. 

Cu acest e nota\ii formula (2.94) devine: 

F(x) = F(x„ + zh) = y" + zt).y„_
1 
+ z(z + 1) 6.2y

11
_

2 
+ z(z + l) (z + 2) 

2 3 

66 

. 6_3 1 + z(z + l)(z + 2)(z + 3) 4 .'.J.1 -3 4 6. .1111 - 4 + ... + 

+ z(z + I)(.z + 2) ... (z + n - 1) 

n 
(2.97) 

Pentru interpolarea „înapoi" para metrul z ia valori negative, iar pentru 
interpolarea „înainte" parametrul z ia valori pozitive. · 

De exemplu, pe baza datelor din tabelul 2. 15 să calculăm valoarea func­
ţiei y =sin x pentru x = 60°. În acest caz z = 1 şi sin 60° = 0,819152 + 
+ 0,053108 - 0 ,005823 - 0 ,000447 + 0 ,000042 = 0,8666026. 

Valoarea adevlfrată cu 5 cifre exacte se consideră sin 60° = 0,86603. 
După regulile de rotun jire ob\ inem aceeaşi valoare p rin extrapolare. 
Dacă însă calculăm pe baza formulei (2. 12), sin 90° a lunei z ;== 7 şi in-

troducînd în formula (2.97) avem: 

F(x„ + zlt) = !1" + 7 6.y.11 _ 1 + 28 6.2Y11-z + 84 6. 3 y„ _3 + 210 fl4Y11- 4 = 
= 0,819153 + 0,371756 - 0,163212 - 0 ,03~548 + 0,00882 = 0,998969. 

Eroa rea relativă în rczulLatul obţ.inut este 1,031 · l0 - 3 adidt cu aproximativ 
3 ordine de mărime mai marc decît eroarea relati vă pentru datele din tabel. 

EXERCIŢH ŞI PROBLEME 

2.1. E r oarea absolull\ care se comite la măsurarea cu ajutorul u nui micrometru <'ste 

4 cl = 0,01 mm. E fcctufndu-sc trei măsurări , se obţ in rezultatele 

ci, = 1 mm 
ci,= 5 mm 
d, = 10 mm. 

Să se cnlculcl.e erorile rela tive procen tuale şi preciziile acestor miisurări. 

4d . 
R. o, = - = 0,01; op,= 8, ·100% = 1 % 

<I, 

o, = M = ~ = 0,002; Sp, ;,,, o,2% 
c1. 5 

4<1 0,01 o o, = - = --= 0,001; o,. = 1 Yo 
el , 10 

P, = 100; P 2 = 500 ; P, = 1 OOO. 

Deci precizia este cu attt mai n1 arc cu cît dimensiunea d mi\suratfl este mai marc. 

2.2. Valoarea experimen tală a vitezei luminii în vid este· 

c = (2,99796 ± 0,00004) km /s 

fa r vi leza sunetului ln ncr la O"C este 

v = (331,63 ± 0,04) m /s . 

Si\ se scrie erorile absolute cc afectează valorile acest or vit eze şi să se s lnbileascl\ care 

din aceste două valori este ma i precis cunoscută. 

Erorile relative 

Preciziile 

R. 4c = ± 4·10• cm/s 

4 11 = ± 4 cm/s . 

OC = 1,33 ·10- IJ OV = 1,21·10- •. 

1 
P, = - = 75 OOO ; ' oe 

1 
P,= -= 8300. 

OD 
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o•c 

10 
20 

Tabelul P. 2.1 

P (kg m') 

999,992 
999,727 
998,230 

Deci , deşi eroarea absol ută ·Llc es t e mult.mai 
ma rc clccit enarea absolută tl11, viteza lumtn ii 
ln vid este de riproap~ 1.0 (Jri mai precjs cunosculil 
declt vitem sunetului. 

2.3. În tabelul 1'.2.t se intlie--'\ dcnsit:itca 
apei pentru lrci valori a le temperaturii. 

Să se s labilească precizia dalelor din aceaslă 
tabelă. 

R. E roarea abs<,lută maximă csle: 

Llp = 0,001 k~1 m' 

0,001 op,. = - - - -::::: t ,1 .10- 0 

999,727 

P = -
1
- ::::: 10•. 

8p 

Deci, clin lnl.>elul P .2.1, valorile densităţii apei slnl cunoscute cu o precizie de ::::: 10•. Accasla 
inscnmnă cil primele 5 cifre <lin numărul cc rc p1·ezin l:i dens itatea p sinl cifre exacte . 

2.4. Valoarea conslanlci gravitaţionale y se ccnsidcră 

y = G,67·10- 11 m'/kg->•. 

Măsunlrilc efectuate pentru obţinerea cons tantei y sint afccla.to C:te diferite erori relative. 
Valoarea medie a erorilor relative ale diferitelor măsurări este lly = 8·10- •. 

Se pune problcm·1 clacă in aceste condiţii arc sau nu sens să se rnlculezc valoarea y cu 
mai mult de două zecimale. 

Eroarcn absoluta 

Lly = y ·;sy = 6,67·0,008 = 0,05. 

Acesl rezultat ne indică faptu l că la nivelu l aclua l ele precizie a măsurărilor pentru con­
stan l.a gravilalio1w hl y nn arc sens si1 fie luate în cons iderare mai urnit ele două zecimale, deoa­

rece cleja n doua zeci mală nu este cxnct:"i. Pentru ca să Hibă sens indicarea valorii constante 
gravltaponalc cu trei zecimale, treb ui e ca precizia miisurărilor s:i. fie rni:i rită de cel putin 10 
ori. 

6.8 

2.:1. Hr.zi s ten ţele a doi rezis t ori s in l : 

R , = (150 ± 2)!2. 

R, = (350 ± 3).Q. 

Să se ca lcu leze erorile absolu te şi rela lh ·c în ca:w rilc cinci : 
a) rczislorii sint conectaţi in scrie : 
b) rezistorii sin t conectaţi in paralel. 

R. a) Din formulele (2.20) şi (2.21) rczullă : 

R, = R , + R, = 500 !2 

Ll R, = Ll R, + Ll R, = 1i !1 

6.R 5 . 
SR, = --' = · - = 10- • 

R , 500 

b) U = R,R, ) 
---=.--=._ = 105 ' L. . 
R, + R, 

Din forn111la (2.42) eroarea absolu tă in produsu l __ R,R, ;= 52 spo este: 

Ll(R,R,) ;,,, R,LlR;:+ R,LlR, = ":i50·2 + 15°0 ·3 ,;;, ·1150. 

Eroarea rclalivă : 

S(R,R.) = Ll(R,R,) 
• _ .ţl,R, 

Pe baza formulei (2.48) 

1150 
·= --- = 0,0219. 

52500 

oR„ = 8(R,R1) + SR, = 0,0319 

!!i.R„ = R„·SR„ ~· l05·0,0319 ~ 3,35 Q. 

2.6. Se măsoar~ tlensit:ite'.'l mercurului cu aju lorul unui 
sislcm de două vase comunicante (Cig. P.2.1). In ramura 1 
a vasului sc află ap:'i, iar in ramura 2 mercur. !nălţimea I!, 
a coloanei de ap:I şi !nălţimea 1!2 a coloanei ele mercur se 

determină cu o eroare . absolull"l Llh "." l mm. ln urma efec­
tuării rnă'surării se ohţhi v·hlorilc: 

h, = 68 mm, h, = 5 mm. 

Fig. P. 2.1. 

Să se calculeze eroarea al>soluti\ Llp, ş i eroarea rel:ltivă op, ce afectează valoarea den ­
sit~ţii mercurului, obţinutii !11 urma acestei măsurări. Se consideră cll dcnsitntca apei este 

p, ':" i OOO kg/ m3, afecta_l(1, de eror i negli jabile. 

R. Din condiţia 

aflăm: 

li , = ~ 1 OOO= 13 GOO k!! 1m'. p, = - p, 5 ~ 
li, 

Din formula (2.50) aC!ăm : 

Ll (!2) = (!2) ( Llll + Mi ) = 13,6(0,2 + 0,0015) = 2,9 
h, h, I!, h, 

o (~) = 0,215 
li , 

Llp, = p,Ll ( ~: ) = 2 900 k g/m• . 

op, = 0,215. 

Deci rezult a tul acestei măsurări trelrnic scris sub forma : 

p 2 = (13 600 ± 2 900) k g 1m•. 

Eroarea absolută mare, a acestui rezultat , sc dat01·ează faplului că înălţime<1 h, este d e­

terminată cu o eroare procentuală relativă foarte mare -20%. 
2.7. Coeficientul de dilataţie liniară se determină prin fo rmula : 

I - l 0 o-. = ----
10(1 - 10 ) 

unde /0 este lungimea barei la temperatura 10 , iar I este lun gimea barei la temperatura I. 
Să se calculeze eroarea absolută ş i eroarea rr.lativă care ofectează rezultatul obţinut 

pcnlru coeficientul o:, dacii lun gi mil e / şi (0 St' determină cu aceeaşi eroare absolută Lll, iar tem­

p eraturile 10 şi l cu aceeaşi cro;tre absolută Lll. 
R. Din formula 3.21 avem : 

Ll(I - /0) = Lll + Ll l = 2Ll l 

Ll(l - /0)·= Lll + D.l = 2Lll, 
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iar din formula· (2.50). 

t:.. ( l - z.) = l - z. ( t:..(l - z.) + t:..(l - t0 ) ) = 1. - z0 ( -"-26.l + ~). 
l - 1. 1-1. l -l. l - t. i·- t. l - 1. l -l. 

Deci 

t:..a: = _1_ t:.. (l - 10 ) = l - l 0 ( 26.I 2t:..f ) . 
1. l - 1. l.(t - 1.) . ~ + ~ . 

ş i eroarea reia ti vă 

/)o-;~~ +~· 
l - 1. l - 1, 

2.8. Vitt,za unui eleclron accelerat la o difcrcnţil de potenţial U este dată de formula 

u = v2eU. 
m 

Să se calcu leze eroarea absolut:!. şi eroarea relativă la valoarea vitezei u obţinute, dacă 
U = 500 V iar eroarea absolută cu care se cletermină aceast.'l diferenţă de potenţial este 
t:..U = 2 V. . 

Noti\m: 

V2· 1,602· 10·-· · ·500 
R. U= 

9,11·1Q-3l V2· 1602· 500 
10' ' = 1,3261·107 m /s . 

9,11 

2eU 
X = -­

tn 

A 2et:..U 2·1,602·10-•• 
uX = ---= ·2 = 0,7·10 11• 

m 9,11·10- •• 

Din formula (2.58) avem: 

1 1 1 1 
ti.v = - -= · t:..cr:= - 0,7· 1011 = 0,26 ·3·10 5 = 2,63·1(;' m /s 

2 Vx 2 1,33.10• 

t:..v = 0,0026 ·10 ' m/s. 

Deci viteza calculată trebuie scrisă sub forma : 

sau 

u = (1,3261 ± 0,0026)·107 m/s 

t:.u 
/lU = - = 1,96·10-•::;: 2·10- • 

u 

llv = 0,2%. 

2.9. Se măsoară densitatea mai multor lichide cu a jutorul sistemului de două vase co­
munican te (fig. P .2.1). Se cere să se indice capul de tabel cc t rebuie pregătit înaint e de înce­
perea măsurărilor. 

R. 

Lichidul h, 
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„, h,/h, 
11, 

P1=-P1 
h, 

2.10. Să se indice capul de lA):lel care trebuie pre~ătit pentru efectuarea unei experi enţe 
Jn care se urmăreşte să se a rate că produsul dintre pres iunea P şi volumul V '\le unui gaz depindo 

Hniar de temperatura absolută T. 

Nr. determinării t •C I T(l{) p V P V 

2.11. Măsurarea căldurii specifice a unui corp solid se poate efcct.ua lnlroduclnd corpul 
solid de masă m, aflat la temperatura I„ într-un ca)Mimetru în care se află apa cu masa M 
la temperatura 1

0
• Daci\ temperatura de echilibru este I, atunci căldura specifici\ c a meta­

lului eslc : 

M(I - 10 ) 

c = c •. 
m (1 1 - I) 

Se cerc: 

a) Să se i ndice forma t abelului de calcul necesar. 
b) Să se calculeze căldura specifică a aluminiului şi, respectiv, eroarea absolută t:.c şi 

eroarea relativă li:, daci\ în urma măsurărilor au fost obţinute rezultatele : 

M = (250 ± 0,2) g 

m = (62,31 ± 0,02) g 

10 = (13,52 ± 0,01)°C 

11 = (99,32 ± lJ,04)°C 

I = (17, 79 ± 0,01)°C. 

Căldura specificii. a apei se consideră c0 = 4 190 J /kg· grad. 

c) Care este eroarea determinantă în acens1ă măsurare? 

R: 

a) 

~-m-~-'·-.;.--'-'----=,----;--t--t_•_,._'_• _-_'_+-_M_(_t_-_'_·_J-:--m-(_t,_-_'J _ _,__c_ 

Deci, 

b) C = 880,32 J /k g· grad. 

uc = -- +- -+ + = A . M (l - 10 ) ( t:.M t:.m t:.(t - 10 } t:..(11 - I) ) 

m(l1 - I) M m t - 10 11 - I 

= 880,32[0,0008 + 0,0003 + 0,00047 + 0 ,0006] = 0 ,0064 ·880,32 = 5,63 J /kg · grad. 

c = (880,32 ± 5,63) J !kg · grad 

ll, = 0 ,0061 = 0,64%. 

c) Eroarea determinantă este eroarea ce afectează diferenţa I - 10 • Aceasta se datorează 
faptului ci\ valoarea absolută a dircrcnţei t - 10 = 4,27°C este mică şi deci eroarea relativă 

0,47% mare. 
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·2.12. ln-tnbelul P.2.2- este dată dependenţa rciistivi tălii sodiului (Na) de temperatură . 

Tabelul P.·2. 2 

I f 

I 
I 

1•c o 20 40 GO I 80 

p ·10-• il·m 4,477 4,897 

I 5,3H 5,780 I G,279 
I 

Se cerc rezistivit atea p : 

a) pentru 25°C ·; 

b) pentru - 10°c : 

c) pentru 90°C. 

R. Efectuăm tabelul diferenţelor. : 

t'C I p• lO'O•m I Âp I A'p I A'p 

o 4,477 
0,402 

20 4,879 0,033 

0,435 
- 0,002 

40 5,314 0,031 
0,466 +0,002 

60 
0,033 

5,780 0,499 
80 6,279 

Vedem că dependenţa rezistivităţii p de temperatură, pentru Na, poate fi scri să sub forma 

p(/) = a + bt + el'. 

Deci efectuăm o interpolare parabolică : 

• . o 435 . o 031 . 
p(25-C) = 4,879 + - ' - · 5 + -' ~ ·5(- 15) = 4,879 + O lOll - O 003 

20 2·202 ' ' 

p(25°C) = 4,!l85·10-• il·m. 

b) Din formula (2.86) : 

3 
p( - 10°C) = 4,477 - 0,5 ·0,402 + - ·0,033. 

8 

Deci: 

p(- 10°C) = 4,288 .10-· n. m . . 

Pc baza formulei (2.94), avem: 

o 033 
p(!lo0 c) = G,279 + o,5 ·0 ,499 + -' - o,5 ·(1 ,5 ) 

2 

sau · 

p(90°) = 6, 739 .10- • n. m. 
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Trebuie avut grijă, ln cazul extrapolării, dacă proprietăţile mntcrialulnl rămln neschim­
bate. De exemplu, pentru Na, temperatura de topire este 97,&3°C. Deci este fără sens să se facă 

e:Ktrapolarca p entru t = 1C.0°C. 
. 2.13 In t a belul P.2.3 se indici\ valorile pentru densitatea apei pentru unele valori ale 

temperaturii t . 

t•r.. 10 I 21 
I 

22 I 23 I 24 

( kg ) 998,23 o I 998,0Hl I 997,797 
I 

997,565 I 1)97,323 p ~ 
I 

Să se calculeze densitatea apei pentru t emperatura l = 22, 7°C. 
R . Trebuie să vedem care este gr:1d11I polinomului de in terpolare. 

1°c I p I Âp I A' 

20 998,230 
-0,211 

21 998,019 -0,011 
- 0,222 

22 997,797 -0,010 
-0,232 

23 997,565 - 0,010 
-0,242 

24 1)97,323 -0,010 
- 0,252 

25 997,071 

Tabelul P. 2. 3 

I 25 

I 
997,071 

Deci, în acest domeniu, densitatea apei depinde de temperatură sub forma unui polinom 
de gradul doi şi d eci 

0 . 7 · 0,3 
p(22,7°C) = 997,7!J7 - 0,7·0,239+ ·0,0 1. 

2 

De unde, 

p(22, 7°C) = 997,636 kg/m'. 

2.14. In scopul etalonării unui dinamometru se determină greu tăţile m g as t fel încli 
indicaţiile N pc scara gradată să fie 0,5, 10, 15, 20 ... Rezultatele unei astfel de etalonărt 

sînt indicate în tabelul P.2.4. 

Tabelul P . 2.4 

N o 20 
I 

25 I 
·30 

I 35 
I 

40 

25,34 I 35,16 I 46,97 I 61,0!J 
I 

77,85 

5 I 10 1 15 I 
~~~~'--~--'-~~ 

4,87 , 10,52 , 17,24 1 

"----~~~-'---~"----~ 

m (kg) o 

Să se s1abilească gradul polinomuh1i care indică dependenţa masei corpului de numă· 

rul N al divi ziunilor de pc scara dinamometrului. 
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R. Pentru slal>illrea gradului polinomului trebuie să alcătuim tabelul diferenţelor. 

N I m l ll(m) I t.•m I· t.•m I t.•m 

o o 
4,87 

5 4,87 0,78 
5,65 0,29 

10 10,52 1,07 0,02 
6,72 0,31 

15 17,24 1,38 0,03 
8,10 0,34 

20 25,34 1,72 -0,05 
9,82 0,29 

25 35,16 1,99 0,03 
11,81 0,32 

30 46,97 2,31 0,01 
14,12 0,33 

35 61,09 2,64 
16,76 

40 77,85 

Vedem că diferenţele de ordinul trei sînt praclic constante. Oscilaţiile accslor valJri se da­
torează erorilor experimenta Ic. Deci dependenţa greu lăţii mg de numărnl diviziu nilor de pe 
scara dinamometrului es te sul> forma unui polinom de gradul trei. 

mg= a + bN + cN' + dN'. 

-JC-..,T .- ---... - -- ... .._~-

3 

REPREZENTAREA DATELOR 
PRIN GRAFICE 

!n fiz ica experimental ă se utilizează foarte des reprezentarea prin grafice 
a datelor. obţinute în urma efectuării unor măsurări. Dacă, de exemplu , 
se măsoară valorile mărimii y pentru diferite valori ale mărimii x, se obţin 

perechile de valori 

(3.1) 

Yo Y1 Yz Ya · · ·Yn · 

Pentru reprezentarea grafică a datelor (3. 1) se utilizează, cu foarte 
puţine excepţii, sistemul obişnuit de coordonate rectangulare. Pe o axă ori­
zontală numită axa absciselor se reprezintă, la o scară aleasă, valorile x0 , 

x
1

, x
2

, ••• , x„, iar pe o altă axă, numită axa ordonatelor se reprezintă valorile 

funcţiei y = y(x), adică y0 , Yv Y2• . . „ Yn (fig. 3.1). 

Intersecţia perpendicularelor pe axa absciselor în punctele x 0, x1 , x2 , ••• 

cu perpe ndicularele pe axa ordona Le lor în punctele y0 , y 1 , y2, • • • se repre­
zinLă prin punctele pe graficul respectiv . 

Putem desigur reprezenta mărimea x pe axa ordonatelor şi mărimea y 
pe axa absciselor. Se indică însă ca întotdeauna pe axa absciselor să se re­
prezinte mărimea independentă adică mărimea ale cărei valori s înt alese 
de experimenLator, iar pe axa ordonatelor să se reprezinte mărimea mă­
surată. Se mai spune că pe axa orizontal ă trebuie reprezentată cauza, iar pe 
axa verticală efectul. 

De exemplu, dacă măsurăm intensitatea curentului anodic pentru o 
triodă l a, în funcţie de tensiune pe grilă U 9 , în cazul în care tensiunea ano­
dică U a se menţine constantă, vom reprezenta tensiunea pe grilă U 9 pe axa 
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y 

Y3 ----------------------------------------, 

Yo 

--~------------------------4 

-------------------? 

---------? 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 

Xo 

I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 

x, 
Fig. 3.1. 

I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 

I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 

X 

absciselor şi intensitatea curentului I a pe axa ordonatelor. Aceasta deoarece 

valorile V u pentru care se efectuează măsurările se p ot alege arbitrar, dar 

intensitatea curentului anodic depinde funcţional de tensiunea de gril ă. 

Deci, prin reprezentarea grafică a datelor experimentale, fiecărei perechi 

de valori (x1, y1) îi corespunde un punct pe graficul respectiv. Aceste perechi 

de valori sînt însă reprezentate într-un tabel în care au fost trecute în pro­

cesul de efectuare a măsurărilor. Se poate pune întrebarea de ce este nece-
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sară repreze ntarea grafică dacă dispunem de tabele corespunzătoare pentru 
perechile X;, y; pentru datele experimentale respective. Desigur că repre­
zentarea datelor prin tabele este o etapă absolut necesară, deoarece dad1 
nu „d.ispunem de tabele nu putem trece la reprezentarea grafidl. Reprezen­
tarea datelor prin grafice reprezintă o etapă, în procesul de prelucrare a date­
lo r ·care succede reprezentarea prin tabele şi prezintă unele avantaje faţă 
de aceasta. 

3.1. UNELE AVANTAJE ALE REPREZENTARll DATELOR 
PRIN GRAFICE 

. Vom încerca să scoatem în evidenţă unele aspecte mai imporlaute care 
indică avantajele reprezentării datelor prin grafice. Desigur, că aşa cum am 
m'ai subliniat, nu se poate vorbi de avantajele reprezentării datelor prin 
.grafice faţă de reprezentarea acestor date prin tabele, deoarece înLoLdeauna 
repi·ezentarea grafică se face pe baza unui tabel. Deci nu putem pune pro­
blema alegerii între reprezentarea datelor prin tabele sau prin gra [ice. Se 
pune însă problema avantajelor pe care le obţinem dacă, pe lîngă reprezen­
hirea dat elor prin tabele uti lizăm şi reprezentarea acestor date prin gra[ice. 

Să ilustrăm unele dintre aceste avanta je: 

a) Reprezentarea da.telor prin grafice perrni le stabilirea unor caracLe­

risti'ci ale dependenţ.ei mărimii y de mărimea x, care nu pot fi deLerminate 
dacă ne. limităm numai la reprezentarea primei tabele. Astfel, putem stabili 
eu · aproximaţie pu nctele de intersec ţ.ie ale curbei experimenlale cu axa ab­
sciselor sau axa ordonatelor, maximale şi minimale, punctele de inflexiune, 
panta curbei experimentale, caracteristicile de periodicitate în şirul de date 
experimentale. Aceste ca racteristici se pot trece cu vederea în examinarea 
tabelelor sau se pot pune în evidenţă numai după o examinare foarte alentă. 

Să considerăm următorul exemplu. Prin iradierea unui metal cu unde 
electromagne tice de diferite frecvenţe v, se emit electroni a căror energie 
maximă Emax depinde de frecvenţa v. Această p roprietate este cunoscu Lă 
suh numele de efect fotoelectric . 

. În rigura 3·.2\e i ndică· dependenţa energiei maxime a Ioloelectroni lor 
c:mişi în .µrma . iradierii s uprafeţei molibdenului cu unde electrornagnelice de 
diferite· f~ccvenţe. Desigtfr; că. datele obţinute în proces ul ele măsurare sînt 
trecute într-u n tabel. Reprezentarea grafică a acestor date ne permite să 
tragem unele concluzii suplimentare: 

. . - dependenţa en~rgiei , ma.xime En11;x ~e frecvenţf1 . v a undelor electro· 
ma.gnetice este liniară .; .• . , 
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Fig. 3.2. 

- dreapta intersecteazr1 axa absciselor în punctul în care frecven\:a v 

are valoarea v0 = 10,5 .1()1'1 Hz. Pentru această frecvenţ:ă energia electronilor 
este zero, deci efectul foloelcctri c poale avea Joc numai dacă frecvenţa v a 
undelor electromagnetice este mai mare decît frecvenţa de prag v0 : 

- pu tem calcula panta dreplci în fig ura 3.2. 

BC 
t g cp = AD. (3.2) 

Segme ntul 11D = 100 mm, dar 1 mm reprezi11Lf1 0,1 ·10 14 Hz, deci AB 
= 10 ·1014 Hz. 

Pe axa ordonatelor segmentu l BC = 133 mm, iar 1 mm reprezintă 

(1 / 20)-10- 19 J , deci BC = 6,<'>5·10 - 19 .J ~i 

o,65 .1Q - lD J 
tg cp = 10. JOU Jfs = 6,65 .1Q- 34 .J · S. (3.3) 
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Studiul experimental al efectului fotoelectric arată că panta dreptei nu-..de­

pinde de natura metalului, deci reprezintă b constantă universală cunoscută 

s ub denumirea de constanta lui P lanck (h). Vedem deci cîte informaţii utile 

putem obţine din repreze ntarea grafică a datelor experimentale. 

b) Repreze ntarea datelor prin grafice permite efectuarea rapidă a inter­

polării . Deş i prin interpol area grafică ob\·inem valori mult mai puţin precise 

dec ît prin aplicarea formul elor lui Newton, această metodă prezintă a vantaje 

datori tă simplităţi i sale. 

De exemplu, în figura 3.3 este reprezentată dependenţa temperaturii de 

fierbere a apei funcţie de p resiune, după tabelul 2. 18. U nind punctele experi­

mentale, obţinem curba experimentală . Dorim să aflăm temperatu ra de fier­

bere a apei la ·presiunea· p = 0 ,5 atm = 380 mm col Hg. Ducem din acest 

punct o perpendiculară pe axa abscisei, ia r din punctul de intersecţie al 

acestei perpendicula re cu curba experimentală duce m o perpendiculară pe 

axa ordonatelor. Obţinem t emperatura t = 81,5°C. Uti lizînd in terpolarea 

parabo lică am obţinu t l = 8l ,6°C. Vedem că, dacă prin punctele experimen­

tale Lrece o curbă suficient de netedă interpolarea grafică furnizează rezulta te 

destul de precise. Precizia acestei metode este determinată în mare măsurrt <le 

alegerea . scă ri i pentru reprezentarea datelor pe abscisă, respectiv pe ordonată. 

c) Poate d t unul din cele mai importan te avantaje furniza lc de repre­

zentarea datelor prin grafi ce îl co nstituie faptul că această rep rezentare ne 

pcnn ite ca „dintr-o singură pri vire" să avem o imagine intuiti vă asupra 

dependenţei funcţionale a mărimii y de mărimea x. Astfel, di n reprezentarea 

gra fi că a datelor din tabelul 2. 11 (fig. 3.4), vedem imediat că puterea disipată 

în circuitul exterior este maximă pentru o valoare anumită a rezisten ţei 

ex terioare R0 , că această putere scade destul de repede dacă valorile rezis­

ten\ei R se îndepărtează de R0 • De ase menea, vedem că scăderea puterii di­

s ipat ă Î·n rezi ste nţa exterioară nu este si metrică faţă de valoarea R = R0 , 

ci scăderea este mai rapidă pentru R < R 0 şi mai lentă pentru R > R 0 • 

Fără îndoială că astfe l de reprezentări intuitive erau mult mai gren 

de obţirtu,t dacă ne limităm numai la reprezentarea datelor prin t abele. 

d) Reprezentarea datelor prin grafice ue permile să ne dăm mai bine 

seama ~lacă datele obţi nute experi1nental conduc. sau nu la o dependenţă 

Le oretică cunoscu tă. Putem avea domenii. ale valorilor argumenlului în care 

datele experi mentale se abat substanţial de la o dependenţ.ă teore tică con­

si derată, ia r în alte domenii datele experimentale s înt. în concorda nţrt cu 

fo rmula respectivă. 
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F.ig. 3.4. 

D~ exem ;>lu , studiul curgerii laminare a lichid uln i p rintr-un tub (fig . 3.5) ne cond uce 
Ja concluzia că viteza v de curgere a flui dului depinde de c."idcrca de presiune pc unitatea de 
lungime, de razn r

0 
a tubului, de distanţa r la axa tubului ş i de coeficientul de vi~~oi.italc ·11 

P, - P, 
V= - --- (1:- r '). 

41t·l)I 

Fi.g. 3.5. 

6 - Preluc rarea datelor experimentale in fizică - cd. 219 

(3.<ll 
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1 · · Vite:ia maximă pentru r = o este 
I 

P, - ·P , 
v,,,0~= --=----=:...r:. 

·.' 

' . 

iar viteza medic este 

47tl 

P, - P . • 
'•· 87tl 

(3.5) 

(3.6) 

Conform aceslor formule, vitcz:r de cmgcre a lichidului prinlr-uu tub este proporţională cu 

!aclorul 
P, - P, AP = -- . (3. 7) 

Coeficientul de viscozitate 7J caracterizea:1:1I forţa de frecare, ce apare prin deplasarea 
relativă a dou·ă straturi de lichid sau de gaz. For\a de frecare este proporţională cu variaţia 
vitezei pc unitatea de lungime a razei t ubului, iar fac torul de proporţio11alltate este coeficientul 

de viscozitate 7J· 
AV 

F = ·I)--· 
Ar 

In SI, coeficientul de v iscozitate 7J se măsonr11 ln kg (m·s). 
ln tabelul 3.1 se indică rezultatele experimentale obţinute de Reynolds privind depen­

denţa vitezei medii de curgere a fluidului printr-un tub, de căderea de presiune pc unitatea 

de lungime: 
Tabelul 3.1 

AP{I (N/m1
) I v„ (mm/s) I AP/l (N/m') I u,,. (mm/s) 

7,8 35 78,3 245 
15,6 65 86,0 258 
23,4 78 87,6 258 
31,3 126 93,9 271 
39,0 142 101,6 277 
46,9 171 109,6 284 
54,7 194 118,0 290 
62,6 226 

Datele din tabelul 3.1 sînt reprezentate grafic în figura 3.6. Vedem că pentru valori mari 
ale căderii de presiune pe unitatea de lungime nu se mai respectă dependenţa liniară din for­

mula 3.6. 
Aceste observa ţii 1-:rn condus pe Reynolds la descoperirea că formula 3.6 est e valabilă, 

numai dacă o a nume mărime, care azi este cunoscută sub numele de numărul lui Reynolds 

este mai mică de 2 300 

2r~pv11, 
E --­.-

7J 
(3.8) 

unde p este densitatea fl uidului . 
Vedem că reprezentarea grafică şi observarea unor neconcordanţe cu formule cunoscute 

pot condu.cc la descoperirea unor noi fenomene. 

e) U n alt avantaj al reprezentării datelor prin grafice îl constituie şi 
faptul că din graficul dependenţei mărimii y de mărimea x, putem să ne dăm 
seama, cu o a nume aproximaţie, care ar fi formula empirică cea mai 
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indi ca tă prin care a m p ~tea 

aproxima curba experimentală 

ob\inu tă. 

Dţ: · · cx~!llphr, -. ·repreze1)tîn·d 
grq.fic· cfa{ele'. di n; tabelul 2. 13 
(fi g· .. 3·.7)" f)·U

0

te11'.l. .. c.Onsi.dera că te n-

siunea elccfro~mofqare H AB de­
pinde aproxima tiv liniar de d)fe­
renţa de ·: temperatură l°C, iar 
dacă dori~n rezultate mai precise 
put em cons i9.era un polinom de 
gradul doi. 

Din fig ura 3.8, ca re repre­
zintă datele din tabelul 2.6, ve-

Fig. 3.7 . d em că ·. dis tanţa s depinde p ara­
bolic de ţi.mpul l. 

Se p ot desigur enumera şi alte avantaje a le rcprnzentifrii datelor 
p rin grafice. Consi derăm însă că aYanta jele indicat e, sînt' suficien te pen­
t ru a ne da sea ma de rolul graficelor în fiz ică şi î n ştiinţă1 în genera l. 

3:2. GRAFICE CALITAJ.IVE ŞI CANTITATIV~ · 

In paragraful precedent am arătat că prin grafice ·se reprez intă da­
tele conţ.inute înt r-u n t abel care reprezintă rezul tatele unor măsurări 

s au a le unor calcule. Astfel 

Fig. 3.8. 

de gra fic_e· 
ca nt itative 

.s înt grafice 
deoarece pe 

axele de coord onat e se re­
prezintă valorile mărimilor 

x şi y .. Există însă posibili­
tatea reprezentări i grafice a 
dependenţei mărimii y de 
mărimea x fără a dispune 
de t abele cu datele nu merice 
privind valorile mărimilor y 
şi x. Asemenea grafi ce se 
numesc grafice calitative de­
oarece ele irţdică numai din 
punct de vedere calit at iv 
dependenţ·a mărimii y de 
mărimea x. 

Graficele calitative p re­
zintă o deosebită impor­
tanţă în descrierea unor 

procese sau fenomene fiz ice. E le se a 
folosesc foarte des în ma nual e pentru 
a ilustra înt r-un mod cît mai intuit iv 
posibil unele p rocese sau fe nomene 
fi zice. 

Să dă n;i. cîteva exemple de grafice 
ca li tative. : 

!n figura 3.9, se reprezintă cali­
tat iv dependen ţa î ntre a lungirea rela­
tivă e: şi efortul unitar cr. D in acest 
gra fi c se v ede dl existi'l u n domeniu 
în care depende n ta între cr şi e: este 
l i ni a ră , domeniu ca re co respunde legii 
lui H ooke. P ent ru un efor t unit ar 
mai mare decît o va loare specifică, 

pentru fiecare, mat erial dependenţa 

liniară nu mai es le respectată. 

Grafi cul din figura 3.1 0 i ndi că cali­
t at iv pentru p rocese fizice în pla nul p , V. 
P rivind a cest grafi c, rămînem cu o re­
prezent are intuitivă a acestor procese; Fig. 3.9. 

de exemplu , t rebuie a mint it că adiabata est e mai încli nată decît izote rma . 
Î n figura 3.11 este ind icată depe n denţa de t imp a temperaturii u nui 

corp soli d. Din aces t grafic rez ultă că pe porţiunea 1- 2 temperatura 6 creşte 
cu t impul, iar din moment ul cînd se atin ge temperatu ra de topire 0

1
, tempe­

ratura răm îne consta ntă p î nă cînd înt reaga masă a corpului solid se trans­
fo rmf1 în lichid ; apoi temperat ura creş te din nou cu timpul. 

Graficul calitati:v din fi gura 3.12 indică depende nţa rezist en t.ei R de 
te mperatură, pentru m~ta le şi pentru semiconductori. Se vede că în timp 
ce pentru metale rez istenţa R creşte practic linia r cu tcmperalura , în cazul 
semicondu ct orilor rezisten ţa scade o dată cu creşterea te mperaturii. 

În fi gura 3.1 3 se arată cali tativ modul de variaţie a masei unei particule, 
în funcţie de viteză. Se vede, că pc măsu ră ce viteza v a particulei sc apropie 
ele viteza lumini i î n vid c, masa corpu lui tin de spre in [init. 

Di n exemplele enumerate rezultă că graficul ca lita tiv furnizează o reprezen­
tare clară, i 1itu i Livă privi nd modul de dependenţă int re dife rite mărimi fi zice. 

3.3. UNELE INDICAŢII PRIVIND .PREZENTAREA DATELOR 
PRIN GRAFICE 

Pe nt ru ca repl'czen la rca gra fică a datelor experirnen la lc să fi e c ît mai 
c l ară se recomaudă să se ţ:i n ă seamă de unele indica tii. 

a) În pri mul ri nd t rebuie aleasă corespunz ător h îr lia ce u rmează a fi 
u tili zată pentru reprezentarea grafică . De cele mai multe ori se foloseşte 
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hîrtie milimetrică obişnuită, cu scări liniare pe ambele axe. Dacă însă argu­
mentul sau funcţia conţin valori care diferă foarte mul t între ele, atu.~1 ci, 

reprezentarea pe hîrtie milimetrică obişnuită este practic imposibil ă. D e 
exempl u, dacă funcţia y conţine valori de la 0, 1 la l OOO, aceste valori nu p ot 
Ci reprezentate pe hîrtie milimetrică deoarece dacă se atribuie v alorii 0,1 un 
milime tru pc grafic, ar trebui ca axa ordor.alci să fie de cel puţin 10 m. 1 n 
aces lc cazuri se utilizează hîrtie sernilogaritmică pe care una di n axe este 
divizată la scară logaritmică . 

b) O a l tă problemă impo rl anlă pentru asigurarea unei 
grafice cit mai intuitive este alegerea scării corespunzătoare 

absciselor c ît şi pe axa ordonatelor. 

reprezentă ri 

atît pe axa 

De exemplu. trebuie să rcprezentrtm grafic datele din tabelul 3.2. 

Tabelul 3. 2 

X Ci,O (i,5 7,0 7,5 8,0 8,5 u,o U,5 10 

--------
y 38 49 58 73 86 101 116 132 150 

În figura 3.14, a, datele <lin tabelul 3.2 sînt reprezentate grafic cons1-
derînd axa x de la zero. Prin aceasta se îngreunează obţinerea de iuformaţi j 

int uitive privind forma dependenţei y ele x. Se recomandă ca atunci cînd 

Fig. 3.14. 
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valorile variabilei x încep de..Ja un numă r· oarecare, acest număr să fie re­
prezentat c it mai aproape de originea axei -respective. Graficul 3.14, b este 
mult ma i clar <lecit cel din figura 3.14, a. 

Scara pe axele de coordonate Lrebuie a leasă cît mai simplu posibil. Este 
foarte bine dacă 1 cm de pc grafi c corespunde unei uniLăţi oarecare pentru 
mărimea măsurată. Prin uni tate în("elegem O, 1 ; 1 ; 10; 100 etc. E ste destul 
de comod şi cînd 1 cm corespunde la 2 sau 5 tn1ităţi . 

c) Indicaţi ile pe axele x şi !J ,trcbui.e să fie cît mai simple adică cu cit 
mai .pu ţine _cifre. De regulă i!ldicaţiil e ve .axe nu trebuie să conţil)ă nu.mere 
cu mai mult de două cifre : O 1 · O 2 · O 3 · · 1 O · 2 O · 3 O · · 10 · 20 · 

' ' t ' · ' ' ••• , , , ' ' J ' ••• , ' ' 

30 ; · · · Dacă numerele s înt mai mari · trebuie indicat un factor la sfî rşitu l 
axei ·a l ături de unităJile de măsură ; ca· în figura 3.3 pe axa x. 

d) Pe fiecare axă trebuie să se indice denumirea sau simbolul mărimii 
reprezentate pe axa -respectivă şi î n. mod obligatoriu, unită.ţi le de măsură. 

e) . Dacă . punctele experimentale, datorită erorilor de măsurare nu se 
aşază y e. o cu rbă netedă este reco mandabil să se traseze o curbă printre 
puncLe ca "în figura 3.15, b, şi nu p rin punctele experimentafo 'ca în fi­
gura 3.15, a. Prin aceasta se obţine o mediere a erorilor de măsura re. 

f) In cazul în care se po t aprecia erorile absolute comise prin efectuarea 
unor măsurări , reprezentarea graficft trebuie sfi indice erorile respecti ve. 
Aces t luc ru este necesar, în special clacă erorile absol ute sînt diferi te pentru 
diferi te valori ale .funcţiei y , adică atunci cînd valorile funcţiei y au fost 
obtinu te prin măsurări de precizii diferite. Ero rile absolute se indică pe grafic 
ca în fi gura 3.16. Din fiecare punct experimental se duce o linie vertical ri 
de lungime egal ă cu eroarea absoluLă trans p'usă în unităţile corespunz[ttoare 
scării alese pentru funcţ i a y. 

g) Dacă pc un grafic se reprezintă mod ul de variaţie al unei mărimi 
fizice in funcţ.ie de a ltă mărime, pentru mai i~ulte materiale· atunci punctele 
experimenta le trebuie indicate cu semne diferit e . De obicei se fol osesc se mne 
ca: +. X , O, O, O etc. 

3.4. SCARI FUNCŢIONALE 

Aşa cum s-a mai amintit, nu întotdeauna este posibil ca valorile obţinute 
experimental să fie reprezentate grafic la scară li niară (sau omogenă). In 
astfel de situa ~ii trebuie ca· mărimea _ x sau y, iar uneori ambele , să fie re­
prezentate pe axe · gra da te neomoge n. Din ·aceste motive au fost introduse 
scări speciale care se _nuJ!1esc scări func{iC1nalr.„ 

Jn principiu scă rile..funcţionale se. construie.sc în felul următor: . presu­
punem că avem o dependenţă oarecare y = f(x) şi cunoaştem valorile funcţiei 
!Jo• !fi · Y2· ... cbrespunzătoate· valorilor a rgumentului x0 , x1 , x~, ... Valorile 
funcţiei y se reprezintă pe o axă A .8 începînd cu ·un punct oarecare O 
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r 
(fig. 3.17) . Fiecare indicaţie a valorii funcţiei se notează nu prin valoarea 
funcţiei' respective ci prin valoarea argumentului x corespunzăLor. Obţinem 
astfel 0 scară funcţională grada Lă neomogen dar numerotarea segmei1t elor 
respective se fa ce u.niform ca în cazul scărilor om ogene. Pentru a putea re­
prezenta valor ile funcţiei y pe axr1 trebuie să alegem un segment de pe axă 
ca unitate de măsură pentru funcţia y. Segmentul luat drept unitate pentru 
fu ncţ.ia y se numeşte modulul scării funcţionale respective ş i îl notăm prin !1·· 
Modulul scări i se dctcrmin r1 relativ s implu. Presupunem că valorile funcţiei 
sint !Jo• y

1
, y

2
, •• • , y„ şi dorim să Ic reprezentăm pe o axă de lungime 

l = N mm. Ori ginea axei puLîud fi arbitrară ne interesează numai diferenţa 
y„ - y

0
• Modulul µ trebuie ales as t fe l încî t pc distanţa de N mm să se cu­

prindă această difere nţă adică: 

N (3.fl) µ= 
y„ - Yo 

Acest raport poate fi un uu1'năr zecimal şi cum nu este indicat să utilizăm 
fracţiuni de mm, se ia primul număr întreg mai mi c dccît cel ob\inu L prin 

r~portul (3.9). De aceea relaţia (3.9) se mai scrie sub forma 

N (3.10) 
y„ - !Jo 

d l · · d t t este un 1111măr între!.!, Semnul egal corespun e cazu tu cm aces · rapor ~ 

iar semnul mai mic cazului cînd raportul este un număr zecimal. 
în acest fel putem construi scări funcţionale pentru orice fel de depen-

den\:e y = f(:i:). Sfl luăm ele exemplu 

11 = sin x. (3 .11) 

Luăm diu tabele Yalorilc sin x rotunjite la do u ă zecimale (tabelul 3.3). 
Tabelul 3. J 

I o· \ 10· \ 20· \ 30· \ 40· \ 50° &0° 70° so• 90° 

I o.oo I 0,17 \ 0,341 0,51 O,G ! I 0,77 0,87 0,94 0,98 1,00 

X 

11 

Dacă aceste valori dorim să le reprezentăm pe o axă de lu ngime I = 
= 200 mm, atu nci 

?00 
µ =-~- = 200. 

l - 0 

Deci O, 1 corespunde la 20 mm, iar 0 ,0 1 la 2 mm. 

Fig. 3.17. 
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Fig. 3.18. 

Scara func\jonală pentru func(ia (3.11) este reprezentată în fi gura 3.18. 

O scară func (ională astfel ob\in11tă ne permite să ne d ăm seama de com­
po rta rea funcţiei pc un inte rva l oa reca re. 1n d omeniile unde indicaţiile pe 
scara func~ională sint mai ra re. funcţia creşte (~;nu scade) mai r·apid dec1t 
în domeniile unde indica\,ii le pe scară sînt mai dese. Func!:ia pentru care 
se poate constru i o scară func ti ona l ă trebuie să fie con linuă şi monotonă 
pe intervalul ales . 

Ideea cons! m irii scăril or fu nc\ ionale sUi lu baza reali zări i dife ritelor 
Lip11ri de rig le de> calcul. Pentru efectuarea unor calcule rapide şi destul de 
precise ne put e m construi s inguri „rigle " de calcu l pentru diferite operaţii. 
D e exe m plu, daeă dorim să a\'em la îndemînă u n grafic după ~are să cal­
cu l ăm fu nc('ia !J = sin x, atunci es te recomandabil ca pe scara fun c\ionafa 
din figurn 3. 18 să includem şi valori le 5°, 15°, .. . Păstrînd acel aşi m odul al 
scării ca în figura 3. 18 şi lu înd v alorile corespunzătoare dintr-un t abel ob ţinem 
scara fun c \:iona l ~ din fi guri le ;J .19, a. 

În tabelul 3.t! s în t rcprrzenfa le datele indicate pe scara funcţionl!-lă 
din Jigura 3.19, a. 

Tabelul J.4 

X o• 50 10° 15· I 20· 25° :io· 35° 40° ·15° 
----- -

!I o 0,09 0,17 0,2G 0,3'1 0,42 0,5 0,57 O,G4 0,71 
--- - - - ----

!J (mm) o 18 31 52 GB 8 '1 100 11'1 128 142 
-- - - - - ------ -

X 50° 35° G0° G5° 70° 75° so· 80° uo· 
-------- --- - --

li 0,77 0,82 0,87 0,91 0,9-1 0,97 0,98 0,99G 1,0 

/~ 
- - ------

l!lG I li (mm) 1 ;,.i 17·1 182 188 HH 199 200 

Paralel cu sca ra funcţi ona l ă a) se construieste o scară un iformă h) pe 
care se i ndicii ya lori le funcţiei păslrînd valoarea modulului de scară sta bilit. 
As tfel, în figura 3.1 9 avem o riglă de calc11l pentrn y = sin x sau x = nrc sin y. 
lntre indicnţiile dinLre ambele scări se p oa te folosi interpolarea lini ară. 
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Fig. 3.19. 

f 11 p ractica actuală de prelucrare a datelor experimentale . un rol deosebit 

îl are utilizarea scării logaritmice, adică a scării func\ionale în care se re­
prezintă dependenţa: 

y = lg X. (3.12) 

în tabelul 3.5 sînt indicat e valorile funcţiei y pent ru x = 1, 2, · · „ 10 

T abelul 3.5 

X 
1 . I 2 I s 7 8 9 10 

" o I o.30 I 0,48 1 0,60 I o. 70 0,78 0,8.J 0,9 0,95 

Este co mod să reprezentăm aceste dale pe u n segment de dreaptă de 
lungime l· = 100 mm. Modulul de scară în acest caz va fi µ = 10 mm (fig. 3.20)­

Proprietatea deosebită a scării loga ritmice constă în fapt ul că diviziu. 
nile pe această scară se repetă dacă în loc de interval ul 1-10 l uăm in­
tervalul 10 -100 sau 100-1 OOO etc. (ta belul 3.G şi 3. 7) . 

T abelul 3.6 

X 10 I 20 I 30 I 40 I 50 I 60 70 80 90 100 

Jg X 1 1 1,40 , 1,1811,60 1 1,70 , 1,78 1,84 l ,\JO 1, % 2 

Tabelul 3.1 

X I 100 I 200 I 300 I 400 1 500 I 600 I 700 800 900 1 OOO 

Jg X I 2 , 2,30 I 2,4812,60 I 2, 70 , 2,':"81 2,84 2,90 2,95 3 

. Vedem că în toate cele t rei tabele diferenţa dintre valorile extreme ale 
funcţiei este aceeaşi (egală cu 1). 
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Deci în loc de cifrele i, 2, .. „ 1 O 
î~ fig1ira 3.20 putem scrie 10, 20,30:·:. :, 
100 etc. 

Utilizarea scărilor logaritmice pcr-
Fig. 3.20. mite restrîngerca axei pe care se repre­

zintă o mărime fizică oarecare. 
Putem lua mai detaliat valorile de pe axa logaritmică. In acest scop 

folosim datele din tabelul 3.8 luate dintr-o tabcli.i obişnuită de logaritmi. 
Ca şi în tabelele de mai sus efectuăm operaţia de rotun jire la dou[i zecimale. 

Tabelul 3.8 

X 1,2 1, 11 1,6 1,8 2,2 I 2,4 2,G 2,8 

l g :i: 0,08 0,15 0,20 0,26 0,3,t 0,38 0,41 0,45 
---

X· . 3,5 4,5 5,5 6,5 7,5 8,5 9,5 

Jg X 0,51! 0,65 0,74 0,81 I 0,88 0,93 0,98 

Reprezentînd datele din tabelul 3.8 pe axa logaritmică păstrînd datele 
din :tabelul 3.5 şi acelaşi modul de scară obţinem figura 3.21. 

În figura 3.22 este indicată o „riglă" de calcul pentru lg x. Cu această 
riglă putem calcula logaritmul oricărui număr, cu oricîte zecimale. Inter­
polarea pe axa !ogari tmică între indicaţiile respective se poate face liniar. 

Astfel, lg 3,3 '.'.:::'. 0,52 ; lg 33 = lg 3,3 + 1 = 1,52 . . . lg 0,33 = lg 3,3 - 1 = 
= - 0,48. 

Pentru a ne da seama mai bine de avantajul scării logaritmice să reve­
nim la dependenţa temperaturii de fierbere a apei de presiune. In tabelul 3.9 

Tabelul J . 9 

p mm col Hg 1,9 64 9,2 17,5 31,8 55,3 92,5 

l°C - 10 o 10 20 30 40 50 

p mm col Hg 149,'! 233,7 355,1 525,8 760 1 074,3 1 489, 14 

/ oC GO 70 80 90 100 
I 

110 I 129 

Fig. 3.21. Fig. 3.22. 
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·se indică valorile temperaturii d.e fi erbere { pent ru· un do1neniu larg de P.:e-·· 
siun c. 

Vedem că presiunea variază într-un domeni u foarte larg. adi că rapor tul 
dinLre presiun2a maximă. şi pres iunea minimă din tabelul 3.<J este '.::'. 750. 
Deci chi ar dacă am cons_idera 1 mm pe grafic corespunzător la 2 mm col Hg, 
LoL am avea nevoie ca axa absciselor să fie de '.::'. 75 cm. O asemenea repre­

"zen tare gra fi că este incomodă, de aceea se indică utilizarea scării logarit­
mice pentru abscisă. In figura 3.23 se indică dependenţa t emperaturii l°C 

de presiune luîndu-se scara logaritmică pe axa absciselor. Punctele corespun­
zătoare se indică prin Q . Pc acelaşi grafic se reprezintă dependcriţ.a 1/T de 
presiune, punctele indicîndu-se prin semnul O. Se vede că 1/T depinde 
p ractic liniar de lg p. Desigur se găsesc hîr tii lo·garitmice trasat e mult mai 
precis decît cea gradată manual în fi gura 3.22 . Am dorit să subliniem faptul 

: că la nevoie ne putem construi singuri scări funcţionale pentru orice de­
penden ţă y = f(x). 

EXERCIŢII ŞI PROBLEME 

3.1. In figura P.3.1. dreptele (A), (B) şi (C) reprezintă dependenţa de li mp :> vitezelor 
. mobilelor A, B şi C. 

Se cere ca , pc baza acestui grafic, s:1 se indice modul de mişcare pentru [iet'lll"C dinlrc 
cele trei mobile. 

3.2. 1n tabelul P.3.1 se indicii datele c !Jţinu tc 11cntrn perioada unui pendul clastic în 
funcţie de masa m a pendulu lui. 

Tabellll P„3. 1 

m(g) I 10 15 20 25 30 35 40 45 50 

T (s) I 0 ,63 I 0,77 I 0,88 1,00 1,09 1,1 7 1,26 1,33 1,40 

Se cere să se reprezinte grafic datele din Labclul P.3.1 şi să se al eagă o scară funcţională 

corespunzăloare astfel incit reprezentarea grafică a pe1foaclei T în f uncţie de masa m să fle 
liniară. 

R. Reprezentarea grafică T = ((m) cslc dată în fi gu ra P.3.2. Se vede că această de­
pendenţă nu este linia r.'\. După forma curbei, se poate pres upune că perioada T depinde de 
Jim. Va trebui deci să lnccrcăm o scară funcţională de for ma T = fV(ffi). 

Tabelul P . 3. 2-

m 10 15 20 25 30 35 40 45 50 

m , 3,16 3,87 4,471 5 5,48 5„92 6,32 6,71 I 7,07 
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Fig. P. 3.1. Fig. P. 3.2. 

Fig. P. 3.3. Fig. P. 3.4. 

Fig. P. 3.5. 
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~; ~ Din figura p,3,_3, sc v_cdc c:1 ipo'lcza dependrn\ci perioadei• prndulului. clastic Ji ninr •l 
Y m este' <'oreclă. · .. ' . . . ' „ c ~ „ • ' • • . • • • • I • • J 

. · ~.3. In tabelul P.3.3 Ş.c indică spaţiul parcurs de un corp fn cădere, pc u;1 plarr încli-
n~\ Se cer: s~ se reprezinte grafic dalele din tabelu l P.3.3 şi ·s:'( se găsească · s(,a.rn funcţio;ială 
pen r11 va11ab1la I aslfel incit clcpcndcn\a s(I) s·i se reprezi 11 tc g . r· · l · 1· · · · , ra 1c, pnp r-o 1111c dreapt ă. 

Tabelul P. J. ~ .;: 
.. ;' 

/(s) 

I 0 
r 

0,2 I 0,4 I O,G I 0,8 

I 
1 I . 1,2 

s(m) I 0 I 0,064 I 
0,25() 

1. 
0,577 I 1,025 I 1,G02 I 2,307 

ll. Dependenţa csle pi'itra.tică, deci pentru nxa I trebuie. al ea să o seară f nnc' iouulă pă-
tra li că. 1 

. „ 3.~. Să se .spe~ifi cc care trebuie să fie scara funcţională pentru volumul v a l unui i::nz 
•.d~~ I , astrei încit diagra ma P - V, pentru procesele izoterme să se obţin·~ sub form" 
111111 drepte. '" · " . „ unei 

fi" cm 

R. Din ccua pa de stare a gazelor ideale 

p\/ = 'IIIT 

'I 1?1' 
p = -- · 

V 

Deci trebuie să indicăm pc nxa \/ valorile 1/ V . 

. 3.5. ~n. L~h:lul P .3.4sc indic:i spaţi ul s parcu rs de un mobil pc unpln11 o:riz.ont'nl 
de v1 lezn 111rţrn lu v0 a mobilului. · · 

în funcţie 

Tabelul P.J.d 

v0 (111/s) I I 2 3 .J. 5 r () 

~ (m) 
1· 

0,25 I 1 2,25 4 (j ?" ,-a I : () 

Sii se reprezinte g rafic dcpe d ţa ·( ) · • · · · · . • n cn s = s Vo ş1 sn se mcl1cc scara funcţională pentru viteza v 0 

astfel incit graficul s = s(u0 ) să fie o linie dreaptă. . · 

. R. Din fig:u·a P.3:4 vedem' că avem o dcpendcn\il pillrntic:I s= _s(v.): dc;ci, dacă luilm 
pent1 u Vo o scara funcţională pălrntic„i, ob\inc11~ o linie dreap t ă (fig. P.:~.5) . 

.•.· „ ... . • 

4 

REPREZENTAREA 'DATELOR 
PRI~ CORELAŢII 

Ne-am ocupat în capitolele 2 şi 3 de reprezentarea datelor prin tabele 
şi grafice. Ca un p~;~ ~umăl.or în acest proces de prelucrare a datelor expe­
rimentale îl con~tit"i1ie i:cprezentarea datelor prin corelaţi i , adică pe baza 
datelor experimci1tafc · oh \.inute, ·reprezentate prin tabele şi grafice cores­
punzr1toare, să exprimăm mărimea y în funcţie de mărimea x printr-o c~pi.'esie 
matematică, :v ""'.".'. f(x). , . ' 

Studiind unele· nspecte privind interpolarea am văzut cr1 p utem alege 
un polinom de' l.in gra(l: oftrecarc cu a jutorul c ărui a este posibilă reprodu­
cerea punctelor experimentale, cu o precizie suficientă . Metoda interpolării 
este foarte util?\ pentru aflarea valorii funcţiei între punctele experimen­
t ale, clar ele fo:,trle multe ori poli nomul de interpolare nu este corespunzător 
pentru ~ reprcienta . .-datele experimentale respective prin formule. Stabilirea 
valorii ftineţi~i" p~ntfo dfrerit:c valori ale argumentului x se face experimental 
şi deci aceste valori sînt afectate de erorile experimentale prezente, într-o 
măsură mai ma~e S~l ll n1ai· mică , în orice proces ele măsurare. Dacă scriem 
pentru datele experimentale formula y = f(x) , unde f(x) est e polinomul de 
interpolare. cc ia vnlorih( !/o• Y1· Y2· ... , în punctele Xo, X t , :1:2, ••• atunci for­
mula obţi nută ~onţ.ine, pe ·lîngrt dependenţa reală a funcţiei y ele argumen­
t ul x, şi erorile' e~pcfime1ila le, care uneori pot distorsiona sensibil depen­
denţa y · f(x). ·, . , .:. . 

În reprefe~tarcp . ,<latelor prin formule nu trebuie deci sr1 urmr1rim ca 

funcţia obţinu tă sri aibr1 valo rile fun cţiei experimentale Îll p unctele Xo , Xi• 

x
2

, ••• , ci trebuie sfi găsim un polinom de grad minim p osibil sau o altă 
func~i e care să conţinr1 un nu măr minim ele parametri, nstfel încît curba 

obţinută prin calcul să treacă cît mai aproape ele toate punctele experi­

mentale. Desigur c!\ deocamdată nu disp unem de criterii pentru a p11 fea aprecia 
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dacă curba pc care o considerăm trece sau nu suficient de aproape de toate 
punctele experimentale. Această problemă se discută mai în detaliu în ca­
pitolul 7. 

4.1. FORMULE RAŢIONALE 
Şl FORMULE EMPIRtCE 

Efecl:uînd măsurarea mărimii y pentru diferi_le valori ale mărimii x 
obţ:inem, aş::i cum am mai amintil, {Jerechile de valori experimentale 

Yo• !lt• y~, · · ·, y„. 

În procesul de rep rezentare a acestor date printr-o formulă de forma: 

y = f(a , b, c, ... , x) 

Unde a, b, C, ..• SÎnt parametri numerici, iar funcţ:i a feste. o"funcl.ie raţio-
nală 'de argumentele indicate. I nt îl ni rn' două situa ţ,ii difei·ite : ' 

a) Relaţia (4.1) este o formulă ra\ională de fonn~(cunoscută. 
b) Forma raţional ă (11. l) nu este cunoscută. 
Cazul a) se întîlucşte foarte de~ î;1 practică. De: exemplu dacă ne ocu­

păm de dependenţa de temperatură a rczislcnţci diferitelor metale sau aliaje, 
ştim că penlru astfel de materiale rezistenţa depinde de temperatură priu 
formu la: 

R = R0(1 + <:1.f) (4.2) 

unde R0 este rezistenţa la temperatura /0 = 0°C, iar oc este ·coeficientul termic 
al rezisten~ei. Formula (4.2), conţine doi parametri °(R0 Şi ex.) ; comparind 
formulele (4.1) şi (4.2) rezultă a = R0 , b = oc, x ~ i. · 

Deci parametrii care intră în aceasLă formul ă a·u un sens fizic bine de­
finit. 

Formulele care reprezintă dependen ta între mririmi fizice şi care conţin 
parametri cu se ns fizic bine definit se numesc de obicei formu le raţionale. 

Dacă forma funcţ.ici f(a , b, c, ... , x) este cunoscrită, atunci problema 
reprezentării datelor experimentale print r-o forrnuiă, se i-educe la stabilirea 
parametrilor a, b, c, ... De exemplu, pentru a stabili dependenta rezisten(:ei 
unui metal oarecare, de tempera tură , trebuie ca pe baza · datelor experimen­
tale: 

R 0 R~ R 2 R 3 ••• R„, 

să calcul~rp valorile paramctrilor .R0 ş i a. 
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ln cazul b) problema este mai complicată deoarece înainte de a încerca 
să stabilim parametrii (a, b, c .. . ) care intră în formula (4. 1) trebuie să sta­
bilim forma funcţiei f(a , b, c, .. „ x). 

Dacă formula ele forma (4.1), care descrie ansamblul punctelor experi­
mentale, conţine parameLri care nu au sens fizic definit, se numeşte formulă 

empirică. De obicei, formulele empirice nu au aceeaşi formă pentru toate 
valorile argumentului x. Aceste formu le se stabilesc pentru diferite domenii 
restrînse ale argumentului x. Deci formulele empirice se stabilesc pe baza 
unor rezultate experimentale şi Lrebuie să asigure, în limila erorilor experi­
mentale, o concordanţr1 acceptabilă cu datele obţinute. 

De exemplu, s-n stabilit, că în cazul mercurului, coeficientul ~ de dila­
taţie volumică nu este constant ci creşte o dată cu creşterea temperaturii. 
S-a arătat pe baza datelor experimentale, că dependenţa coeficientului ~ 
de temperatură, penLru mercur, poate fi scris sub forma: 

~ = a+ bi (4.3) 

unde a = 0,0001801 şi b = 0,00000002. 

Formula (4.3) reprezintă un exemplu de formulă empirică, care, după 
cum s-a stabilit experimental, este corespunzătoare numai în domeniul de tem­

peratură cuprins între 0°C şi 100°C. 
Pentru dependenţa căldurii specifice la presiune constantr1 de tempera­

tură se foloseşte expresia : 

c11 = a + liT + cT2 + (4.4) 

unde coeficienţii a, b, c se determină pe cale empirică, în procesul de prelu­
crare a datelor experimentale. ln tabelele care conţin astfel de coeficienţi se 
specifică intervalul de temperatură pentru care sînt valabile valorile indicate. 

Formulele empirice se stabilesc, de obicei, prin metoda încercărilor 
succesive. Un rol important în stabilirea unei forme anume pentru o formulă 
empirică îl joacă reprezentarea datelor experimentale prin grafice. Găsirea 
unei formule empirice a decvate este, de cele mai multe ori, o problemă ex­
trem de complicată. De obicei se consideră că forma cea mai simplă pentru 
o formulă empirică ar fi un polinom de un grad oarecare. Dar de cele mai 
multe ori, gradul polinomului care ar putea aproxima datele experimentale 
este foarte mare şi deci formula (4.1) trebuie să conţină un număr prea .mare 

de parametri . 
Deoarece stabilirea unei formule empirice nu se face pe baza unor cri­

terii teoretice ci numai urmărindu-se un singur scop şi anume ca formula 
respectivă să aproximeze cit mai bine datele experimentale, se întîmplă destul 
de des ca pentru o dependenţă intre mărimi fizice să avem mai multe for­

mule empirice. 
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. De exemplu, ln studi ul gazelor reale avem mai multe ccua lii: cmi>irico care r pr' · I·" 
dcpenclc11•··1 ' t1· · l „ d l , · · „ • • • c ~7.111 .1 _ ,.. 111 c l~ '.11·amc ni e s arc p ,prcs1 u11ca). V (volumul) ,Ş i '(' (lcmr>cratura). \ m ' t' 
urmatoarclo cc11a ţ11 ele stare: · . · . : 1 " 1!1 1 m 

a) ecuaţia Van dcr Waals (873) :. . 

( P + ~)<v - b) = J?l' ; 
1'' (.1.5) 

b) ccu:id:i Berlhelol (1900) : 

(
P + _a_)(l' - b) = l?T ; · 

TV• 

c) ccua\ia stabilită de Bcatlic şi Bridgman (1927): 

P= RT(l-C) (V + B) _ !2:_ ; 
v• . l" 

ci) ecuaţia dată de R edlich ş i Kwong (19·!()): 

RT a 
P= - - - -----

V - fJ TV(V + b) 

(4 .7) 

(4.8) 

.. P;1tem ~ ndica .5i alte exemple do for mule empirice pentru gazul real. De exemplu. Buca­
lov1c1 .51 Nov1kov au propus o ecuaţi e de forma: 

pV = RT (1 + B,(T\ + B,(1') + ... ) . 
V l" · · 

(4 .9) 

_vedem că avem. u~ num'.ir foarte. marc de ecuaţi i care desei iu apro ximativ comportarea ga­
zelor realo, con ţ11~111d dot sau trei pa rametri constanţi sau dependenţi. de tem'peratură care 
se s labllesc cxp cn mental. · 

1 Am dat aces t e exemple pcntrn '1. a vea o inugine m'.li clarii asupra multituctin'ilor de form~ 
n C.'lre pot fi rcprc:r.cntate di feri lele ecuaţii empirice. · . . 

J?eşi de multe ori ecuaţiile empirice s în t destul d'e aprox imative, iar 
valorile p arametrilor, şi deseori chiar forma ecuaţiei, variază de la un domeniu 
~a al:u1,_ nu se poate să nu s ubliniem importanţa deosebi tă a acestor ecuaţii 
rn d1fenle domenii ale ştiinţei şi t eh nicii. 

Anumite ecuaţ.ii empirice, care descri u corect dife rite fenomene fizice 
~ntr-.un .domeniu oarecare sînt de multe ori rezultatu l unei munci sirst.inute, 
rn. diferite_ laboratoare din întreaga I urne, desfăşurate în perioade de zeci de 
am sau cl11a r mai mult. In cazul formulelor (4.5)-(4.8) am indicat ani i în 
care au fost obţinute pent ru a putea înţelege mai bine munca sustinută 
şi îndelunga tă care se depune pentru ob ţinerea unor formule empirice c;recte. 

. Multe dintre formulele ut ilizate de noi astăzi, şi care se pot deduce teo­
retic, au avi:t într-o perioad ă dată un caracter empiric. De fapt, în cele mai 
mult e. c_azun ecuaţiile e mpirice preced în timp ecuaţiil e obţinute pe calc 
teoretica. Aceste indicaţii succinte scot în evidenţă rolul experienţei, a mă­
su~ărji. şi prelucrării datelor experimentale, în procesul cunoaşterii legilor 
obiective ale materiei. 

Utilizarea pe scară largă a ecuaţiilor empirice poate fi explicată prin 
două motive principale. 

a) Formula analitică ce exprimă 
fizice studiate nu este cunoscută 

coree t dependenţa între mărimile 

şi deci sîntem nevoi ţi să utilizăm formule 
empirice aproximative. 
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· Aşa 'cum am văzut, deşi prima equaţie cie · st are empirică penlru gazele 
reale a fost stabi li tă acum peste 100 de ani, nu dispunem încă de o formulă . 

corectă . Gazele ·reale avînd î nsă mul te ap l icaţii în diferite domenii, trebuie 
să efectuăm calcu lele necesare pe baza uneia din formulele empirice. 

Exemplul cu gazele reale este a les intîmpl ător, putîndu-se da asemenea 
exemple di n. ·multe alte domenii. 

b) Un a l t. motiv constă în faptul că, uneori, deşi dependenţa între mări-. 

mile studiate este exprimată p rintr-o funcţie analitică precisă, această funcţ ie 

este atît de complicatft încît sc preferă efectuarea calculelor după formule 
aproxima tivc. 

De exemplu, deşi formula (4.5) des crie· ma i corect comportarea gazelor, 
de cele mai mul te ori se foloseşte, în calcule, formula gazelor ideale. 

PV = RT. 

42. ALEGEREA FORMEI ADECVATE 
PENTRU O FO~MULA EMPIRICA 

. . . 
Aşa cum am stabilit, în procesu l de reprezentare a datelor prin formule„ 

se pune problema ca, pe baza perechilor de valori (xt, y1) (i = O, 1 . .. n) oh- : 
ţinute experi mental, să se indice dependenţa (4.1) cea mai adecvată. In acest 
context cuvî ntul adecvat înseamnă că ecuaţia empirică stabilită să aproxi­
meze suficient de b ine datele experimentale pe baza cărora a fost dedusă 
şi în acelaşi timp, să rr1mînă va labil ă şi pentru aproximarea datelor similare 
obţinute în alte expericnţ.e. De a ici rezultă că o ecuaţie empirică stabilită 

trebuie să aib ă un caracter general. De exemplu, dacă se determină coefi- · 
. I 

cienţ:ii a, b, c din fo rmula (4.4) pentru o substanţă într-un anumit interval 
de temperatură , atunci formula respectivă t rebuie să poată fi folosită în 
orice calcul în care se cere căldura specifică Cp pentru o anume temperatură 
cuprinsă în intervalul stab ilit. Această ultimă cerinţă implică o serie de mă­

suri ce trebuie luate în scopul înlăturririi erorilor experimentale şi în spe­
cial a erorilor sistematice cc p ot fi introduse prin utilizarea necorespunzătoare 
a unor instalaţii. Sînt destul de dese cazurile cînd ecuaţii empirice sau valori 
pentru diferite mărimi fizice ob ţinute în difer ite laboratoare nu concordă 

între ele, iar analizele mai a tente scot în evidenţă efecte instrumentale care 
conduc la obţi nerea unor rezultate experimentale eronate. Deoarece acest 
manual se ocupă numai de prelucrarea datelor experimentale, nu putem intra 
în proble me legate de tehnica măsurărilor şi cerinţele ce se impun pent ru 
obţ.inerea unor rezultat e cît mai corecte. Subliniem însă că se constată des­
tule discordanţe şi datorită m odului de prelucrare a datelor experimentale, 
cum ar fi de exemplu : interpolări s au extrapolări incorecte, neglijarea unor 
termeni sau utilizarea unor coeficienţi numerici necorespunzători. 
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Fig. 4.'1. 

Metoda cea mai rapidă şi sufi­
cient de comodă pentru alegerea 
formulei empirice adecvate pc baza 
datelor experimentale constă în re­
prezentarea grafică a datelor. Pe 
baza graficului obţ'inut, putem tra­
ge o serie de concluzii orientative dar 
deosebit de utile. Astfel ne putem 
uşor da seama dacă curba experi­
mentalft este monotonă sau conţine 
maxime, respectiv minime, sau punc­
te de inflexiune. De asemenea, ob­
servăm dacă un punct experimental 
oarecare are o poziţie incertă, adică 
se abate foarle mult de la curba ex-

peri mentală. In asemenea cazuri, 

dacă este posibil, se repetă măsura­

rea pentru punctul respectiv şi even­

tual punctele vecine dacă repetarea 

măsurării nu este posibilă ; se înlă­

tură perechea respectivă de d.ate 

experimentale. Situaţia cea mai sim­

plă este în cazul cînd, pe baza da­

telorexperimentale reprezentate gra­

fic constatăm că mărimea y depinde 

liniar de mărimea x. In acest caz, 

formula empirică este de forma : 

y =a+ bx (4.10) 

Stabilind formula funcţiei em­

pirice, rămîne să calculăm parame­

trii a şi b. 

Dacă însă dependenţa mărimii y 

Fig. 4.2. de mărimea x nu este liniară atunci, 

• V V pentru a ajunge la o form ulă e mpi-
~·c~ adecvata, trebuie să încercăm alegerea unor scări funcţionale, astfel 
mcit dependenţa respectivă să poată fi adusă la forma liniară. 

. Să considerăm citeva exemple. 
a) În tabelul 4.1 a\'em dependenţa experimentală a mărimii y de mă­

rimea x. 
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Tabelul 4.1. 

X 2,11 3,50 5,00 6,8\J 10,00 

!I 0,01-H 0,0281 0.0562 0,1125 0,2250 

xz 5,76 12,25 25,00 47,47 100,00 

Reprezentarea grafică a datelor clin tabelul 4.1 este indicată în figura 4.1. 
Din acest grafic deduC'cm că y depinde de x sub forma unei parab_ole de 

forma 

y = a + bx2 (4.11) 

Pentru a ne convinge ele faptul că forma (ll.11) este corectă ar trebui 
să luăm pentru x o scară funcţională de forma y = x

2
• Este mai simplu să 

încercăm reprezentarea grafică a mărin1ii y în funcţie de x
2

• Valorile x
2 

co­
respunzătoare sînt calculate în tabelul 4.1. Reprezentînd dependenţ.a y = f(x

2

) 

(fig. 4.2), vedem că obţ.inem aproximativ o linie dreaptă . Putem considera 
că dreapta trece prin origine şi atunci dependenţa ar fi de forma : 

y = bx2 (4.12) 

Deoarece nu putem stabili suficient de precis, din grafic, dacă dreapta 
trece sau nu prin originea coordonatelor, este mai prudent să rămînem la 
formula empirică de forma ( 4.11 ). P rin calcule concrete se va stabili dacă a 

este zero sau numai foarte mic. 
b) In urma efectuării unui set de cinci măsurări au fost obţinute datele 

din tabelul 4.2. 

Tabelul 4. 2 

X 0,1 0,2 0,4 0,5 1 

y 22 17 14,5 14 13 

l/x 10 5 2,5 2 1 

In figura 4.3 este reprezentată grafic dependenţa y = f(x) . Se constată 
că odată cu creşterea mărimii x, valorile pentru y scad. De aici deducem că 
este posibilă o formulă empirică de forma 

(4.13) 

pentru dependenţa dată prin reprezentarea grafică din figura 4.3. Pentru a 
ne convinge de valabilitatea acestei concluzii, trebuie să reprezentăm grafic 
dependenţ.a y = f(l /x) . Din figura 4.4 se vede că formula empirică ( 4.13) 

este corectă deoarece dependenţa y = f(l/x) este liniară. 
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Fi g. 4.3. Fig. 4.4. 

c) Să stabilim formula empirică pentru datele experimentale din ta­
belul 4-.3. 

Ta/1c/11/ 4. 3 

X 1 2 <1 I 6 8 10 12 

y 6 I 14 36 I 6() 108 150 201 

În figura 4.5 sînt reprezentate grafic datele din tabelul 4.3. Se vede că 
obţinem o curbă experimentală destul de apropiată de curba din figura 4.1. 
Am putea deci admite o formul ă empirică de forma (4.11). Pentru a verifica 
dară o asemenea formulă este valabilă trebuie să reprezentăm grafic depen­
den\a y = f(x2

). Din figura 4.6 se vede încă că prin această reprezentare nu 
ob ţi nem o linie dreaptă. Putem considera că datele experimen tale din t abe­
lul 4.3 se reprezintă prin formu la empirică 

y = ax+ bx2 (4.14) 

Penlrn verificarea acestei ipo teze, t rebuie să reprezentrim grafic dependenţa 

..!!.... = f(x) (4.15) 
X 

Din fi gura 4.7 rezultă că această dependenţă este liniară, deci admiterea 
formulei empirice (4. 14) pentru dependenţa din figura 4.5 este îndreptăţită. 

f) Să considerăm rezultatele experimentale din tabelul 4.4. 
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Fig. 4.8. 

Fig. 4.9. 

1'abel11l 4. J. 

X 10 20 30 

~ 
50 GO I 70 80 

y 4,77 5,\l!J 6,8·1 8, 15 8,60 I 9,05 \l, 50 . 

Din formula curbei experimentale (fig. 4 .8) putem admite o formulă 

empirică pentru aproximarea datelor experimentale, de forma 

y = axb (4.16) 

D;1că această fo rmulă empirică este corectă, trebuie ca dependenţa 

lg !/ . lg a + b lg X ( 4.17) 

s ă reprezinte o linie clrcaptrt. Deci, pentru verificarea formul c;i (4.16) t rebuie 
s[i reprezentăm grafic lg y în funcţie de lg x. 

Dacă avem la dispoz i ţ.i c hîrtie logaritmică pulem reprezenta direct lg y. 
în funcţie de lg x. Ncdispunînd de asemenea hîrtie calculăm (tabelul 4.5) 
valorile necesare. Din figura 4.9 vedem că formula empiridt (4.16) csle 
corectă. 

Tabelul 4. 5 

Jg X 1 1,30 1;48 1,60 1,70 1,78 1,85 1,!JO 

l g y 0,68 0,78 0,81 0,88 0,91 0,93 0,96 0,98 

Vedem deci că repreze ntarea grafică a datelor experimentale este una 
din metodele ele hazrt ca re ne permite alegerea unei formule empirice adecva le. 
Obţinerea unei reprezentări grafice liniare ne conduce ati t la obţine rea fo r­
mulei empirice corespunzătoare, cit şi la posibilitatea de a calcula parametrii 
conţ.inuţ.i în formu la respectivă . 

Trebuie însă totdeauna să ţinem sea ma că formula emp i rică stabilită 

poate să nu fie valabilă în afara domeniului datelor experimentale pc baza 
cărora a fost obţinută. De exemplu din repreze nta rea grafi că (fig. 3.23) putem 
t rage concluzia că lg p depinde liniar de 1/ T , a dică avem formu la empirică : 

lg p = a - b/ T ( 4.18) 

Stadiul acestei depe nden ţe a arătat crt formula (4.18) esle va labilă numai m 
domeniul de temperatură 0°C -100°C. Dacă luăm un domeniu mai larg de 
temperatură se observă abateri sensibil e de la dependenţa liniară. D e alt.fel 
şi clin figura (3.23) se Ycde că punctul experimental cc corespunde la t = 

= - to°C nu se [).Şază pe dreapHt. 



4.3. EVALUAREA CONSTANTELOR. 
CONCORDANŢA UNGI FUNCŢII EMPIRICE 
CU UN ŞIR DE DATE 

!n acest paragraf \'om indica unele metode de evaluare a parametrilor 
conţinuţi în diferite formule. Deoarece aşa cum am văzut în paragraful pre­
cedent, pentru ob\inerea formei adecvate a unei formule e mpirice este re­
comandabil să se încerce o astfel de reprezentare grafic1t incit să se ob­
ţ.ină o dependenţă liniară, vom încerca să evaluăm parametrii a şi b (for­

mula 4. 10). 
Dacă dispunem de (n + l) perechi de măsurători şi considerăm că re­

prczentînd grafic datele experimentale dependenţa y = f(x) este liniară 
înseamnă că putem scrie relaţiile : 

a + bxo = Yo• 

(4.19) 

<I + b:i.:„ = y„ 

Avem deci (n + 1) ccua\ii cu două necunoscute. Desigu r că, în cazul în care 
toate punctele experimentale s-ar afla pc dreapta trasată, ar fi suficient să 
luăm la întîmplarc d ouă din ect1nt,iile (4 .19) ş i să calculăm parametrii a şi b. 

Cum însă, de regulă , dreapta nn t rece prin, ci print re punctele exper ime nt ale, 
problema evalu f1rii parametrilo r a şi b nu es le chiar at'it de simplă, deoare.ce 
luînd diferite perechi, de puncte, obţinem valori diferite pentru parametrii 

a şi b. 

Se util i zează următoarele metode . mai importante de evaluare a pa-

rametri lo r a şi b ; ' 
a) Al clada graf'ici'i. După re:>prez~ntarca grafică a datelor experimentale, 

se trasează dreap ta printre punc tele experimentale astfel ca numărul pune-: 
telor aflate de cc~lc două părţi ale dreptei să fie aproximativ acelaşi. De regulă 
trasarea dreptei se face cu o riglft transparentă pentru a ne p u Lca con\'inge 
că dreapta trece printre puncte şi nu pe lîngr1 puncte. Dadi ne convi nge m 
d 1 trasa_rea dreptei este aproximativ corectă, alegem două punclc nrb i trm~"< 
pe dreaptă şi stabilim abscisele şi respectiv ordonatele aceslor puncle (fig. 4.10). 
Ob\incm astfel două ecuaţii cu două necunoscute : 

a + bx' = y' 

a + bx" = y" (4.20) 

b) lvletocla perechilor de p11ncle. Dacă dispunem de /1 + 1 puncle experi-:­
mentale, alegc•.m (11 + 1)/2 perechi de puncte pentru care scriem sistemul 
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de ccua\ ii r:\ în formula ('1.20). 

Dacii n + 1 Pslr u11 nu111f1 r 
impar se omite un pnnd. ex­

perimenta l. Este bine si"1 sr 
omită punctul cel mai îndcpf1r­
tat de dreapta trasaLă prinlTe 
punctele experimr n lale. De 
exemplu dad1 avem 10 punde 

cxperimcnlale, putem snie 
cinci si:;teme de ecuaţii : 

('1 .21) 

a + b:r. = !/• 

a + bx_o = !/10 

Prin rezolva rea aceslor sis­
teme de două ecuaţii cu <1011[1 

necunoscute obţi nem cinci va­
lori pentru parametrul a: a 1 ; 

a
2

; a
3

; a4 ; 11 6 şi cinci Yalori 

pentru parametru l b: b1 ; b2 ; Fig. 4.10. 

b3 ; b4 ; br,. 
l\ledia arilmcLi că a aces tor Yalori se consider;':\ valorile parametrilor 

(/ şi b : 

(j 
11 1 + a2 + 11~ + a 4 +a, 

5 

b = bi + b2 ·-1- b3 + b„ + b, 

5 

( 4.22) 

c) Metoda mediei. În aplicarea accslei metode, se pleacă de la ideea că, 
d alorită erorilor experimen tale, chiar î'n cazul unC'i drpcnden\e strict liniare 

a mfrrimii !J de mărimea .1· , ele regulă 

(4.23) 

unde (x„ y;) sînt prrec hilc de dale experimen tale. 

Notăm cu l:!.y1 eroarea abso l ută: 

( 4.24) 
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Dacă se admite că parametrii a şi b .sint as tfel .s tabiliţi incît 

(4.25) 

atunci 

n . n 11 

L,(y, - a ~ b:'C,) = O sau L.!h - na - b L. x, = O 
i= O i= O i = O 

(4.26) 

Am ~b!ine a~tfcl o ecuaţie cu două nccunoscule. Putem împăr\:i punctele 
experimentale în două grupe, de la O la m şi de la m + 1 Ia 11 , unele m este 
un număr aproximativ egal cu n/2. In ace.st caz, în loc de ecua(:ia (4.16) 
obţinem un sistem de - două ecua!ii: 

11 ll 

L.(!li - a - bx;) = O ; 
i= O 

2: (y; - a - bx1) = O 
i= n~+l 

sau 

IU '.• IU 

ma+ b L._x, = L. y;. 
i = O i= O 

(4.28) 

n 11 

(n - m)a + b L. x , = L. Yi· 
i = m+l i = m + l 

Rezolvînd sistemul de ecuaţii ('1.28) aflăm parametrii a şi b. 

Exemplu. Pentru a determina -parametrii a şi b din formula empirică 
(4.16) treb uie s11 stabi lim paramelrii dreptei din figura 4.9. 

Notăm Y = lgy; X = lg x ; A = lg a. 

Pentru datele din tabelul 4.5 aYem e cuaţia e mpirică 

Y = A + bX. 

Aplicind me toda mediei şi împărţind da tele în două grupe de cîte 4 măs u­
rări , pe baza formulei (4.28), obţinem: 

1 1 
4A + b ~ X ; = 2: Y ; 

i = l i = 1 

8 8 

4A + b L. X ; = L. Y; 
i ::- 5 i = fl 

E fectnînd calculele : 

4 8 1 8 
2: X , = 5.~J8; L. X; = 7,23 ; L. Y , = 3,18; L. Y; = 3,78 

i = l i = 5 i = I i = 5 

Deci: 

4A = G.38 b = 3;1:8; 4-A +.7,23 b = 3,78 

112 

De unde: 

b = 3,78 - 3,18 =~ = 0,32 
7,23 - 5,38 1,85 

A = 2__ (3,18 -_ 0,32·5,38) = 0,36 
4 

A = lg a ; a = lQA = 10°·36 = 2,29 

Deci, datele experimentale din tabelul 4.4 pot fi exprimate prin formula 
empirică 

y = 2,29x0•32 (4.16') 

In tabelul 4.6 se indică gradul de concordanţă între valorile experimen­
tale şi cele calculate clupă formula (4.16'). 

Tabelul 4.6 

X 10 20 30 40 50 60 70 80 
---

Yt~per 4,77 5,99 6,8'1 7,56 8,15 8,60 9,05 9,50 

Yr.a1e 4,78 5,97 6,40 7,46 8,01 8,49 9,92 9,31 

Din acest tabel se vede că abaterea valorii calculate de la valoarea ex­
perimentală creşte o datrt cu creşterea argumentului x. Putem crede că acest 
lucru se datorează unei erori de metodă. Se poate constata că această aba­
tere se datoreşte unei mici neatenţii. Valoarea funcţiei depinde sensibil de 
valoarea parametrului b. Valoarea obţinută pentru b este: 

b = 0,3243243 

Dacă considerăm b = 0,324, obţinem pentru x = 80, Y ca lc = 9,47, iar pentru 
b = 0,3243, Y cal c = 9,48 pentru X = 80. 

Deci este mai corect să scriem formula empirică sub forma 

y = 2,29 •X0.3243 (4.16") 

Această formulă aproximează datele experimentale cu o eroare relativă 

de 0 ,2%, pe cinel cu formula (4.16') se ajunge la erori relative de 2 %. 
Să ne ocupăm de una din metodele de evaluare a parametri lor dacă ne 

convingem că datele experimentale pot fi aproximate printr-o ecuaţie de 
forma: 

y = a+ bx + cx2 (4.29) 

In acest scop, putem pleca de la formula de interpolare (2.78) 

D.yo D.2Yo 
x = Yo + - (x - x0) + - - (x - x0) (x - x1) 

h 2h2 
(4.30) 

8 - Prelucrarea datelor e~erimentalc !n fizică - cd. 219 1113 



Am considerat cazul cînd argumentul ia valori echidistante. Formula (4.:29) 
este si mplu să fi e scrisă sub forma : 

Y = Yo + - -Xo + - -XoX1 + -·- - --:i:o -( 
!1y0 11

2 
Yo ) (111/o /1 ~Yo 

h 2h2 h 2h2 

(4. 31) 

Identificînd formulele (4.29) şi (4.31) obţinem: 

D.y fl2y 
a = Y +-0 x +- -0 xx o h o 21i2 o 1 

(1.32) 

Formula (4.30) se folosea pentru interpolarea parabolică înt re punctele 
x şi y1, iar x0 nu era fixat, ci putea lua orice valoare în funcţie de punctul x 
în care · do>im să afl ăm funcţia y prin interpolare. 

în cazul utilizării formulei ( 4.32)' pentru valoarea parametrilor a, b şi c 
va trebui să înţelegem prin x0 toate punctele experimentale x

0
, x

1
, .. . ,x„, 

Va t rebui deci să calculăm parametrii a, b şi c pentru prima pereche 
de valori a argumentului, apoi pentru punctul al doilea şi al t reilea etc. 
După obţinerea unui set de valori : 

a1 G2 •• • an, 

b1 b2 •. • bn 

C1 C2 • • • c„ (4.33) 

calculăm parametrii a, b şi c ca medii al~ valorilor obţinute. Ca exemplu, să 
considerăm datele din tabelul 2.5. 

În tabelul 4. 7 sînt trecute datele experimentale şi diferenţele de ordinul 
întîi . şi doi calculate. Se vede că D. 2s, datorită unor erori experimentale, este 
numai aproximativ constant. 

Din t abel se vede că pasul h = (1/30) s, iar valoarea argumentului t, 
pentru o măsurare oarecare i, este : 

t . 1 "h 1 =l-S = t 
30 

1114 

deci : 

Deci: 

I, l /:~o s I s, cn1 

1 11 ,86 

2 15,()7 

3 20,GO „ 

~l 26,69 

5 3 3,71 

(\ •11,93 

. 7 . 51,13 

8 <l l , 49 

. !) i 2,\JO 

10 85,44 

11 
: 

9\l,08 

12 11 3 ,77 

13 129,51 

1'1 14G,48 
' 

I 

Tabelul 4. 7 

a„ I ll.'s 

3,81 
1,12 

4,93 
1,l!l 

G,09 
0,!13 

7,02 
1,10 

8,22 
0,\18 

\l,20 
l , l (j 

10,36 
1,05 

11,4 1 
1,13 

12,5·1 
1,10 

1:3,G·l 
1,05 

H,69 
1,08 

15,77 
1, 17 

1G,9·I 

ih(i + 1)Ji2 = i(i + 1) 
Ji2 

i + (i + 1) 
---'--- = 2i + 1. 

h 

b = _. _; - (2i + 1) - = - !1s.i - u s., $ /l_
2s; 1 ( 2(i + 1) A 2 ) 

( h 2h h 2 
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ln aceste tabele trebuie să lu ăm toate valorile lui i de la 1 la 13: 

al = 11 ,86 - 3,81 + 1,12 = n,17. 

a2 = 15,G7 - 2 ·4,93 + 3·1, 16 = 15,67 - 9,8G + 3,48 = 9,29 

G3 = 20 ,60 - 3 ·6,09 + 6 ·0 ,93 = 20,60 - 18,27 + 5,58 = 7,91 

ll4 = 26,69 - 4·7,02 + 10·1 ,l = 26,69 - 28,08 + 11 = 9,61 

as = 33,71 - 5·8,22 + 25·0,98 = 33,71 - 41,1 + 14,7 · = 7,31 

aa = 41, 93 - 6 · 9,20 + 2 1· 1,lG = 41,93 - 55,2+24,~6=11,09 

a? = 5 1,31 - 7·10,36 + 28·1,05 = 51,13 - 72,52 + 29,4 = 8,01 

as= 61,49 - 8·11,41 + 36· 1,13 = 6 1,49 - !H,28 + 40,68 = 10,89 

a 9 = 72,90 - 9· 12,54 + 45·1, 10 = 72,90 - 112,86 + 49,5 = 9,54 

alo = 85,44 - 10·13,64 + 55·1,05 = 85,44 - 136,4 -j- 57,75 = 6,79 

ai1 = 99,8 ....:.. 11·14,69 + 66· 1,08 = 99,08 - 161,59 + 71,28 = 8,77 

G1z = 113,77 - 12·15,77 + 78·1,17 = 113;77 - 189,24 + 9 1,26 = 15,79 

Deci: 

114-,17 
--- = 9,51 cm. 

12 

T recem la calculul parametrului b : 

111·6 

1 1 
h = - S, - = 30 s-1 

30 h 

bi = 30(3,81 - 1,5 · l,12) = 63,9 

b2 = 30(4,93 - 2,5·1,16) = 60,9 

b3 = 30(6,09 - 3,5 ·0,93) = 85,05 

b4 = 30(7,02 - 4,5·1,10) = 62,1 

bs = 30(8,22 - 5,5 ·0,98) = 84,9 

b6 = 30(9,20 - 6,5·1,16) = 49,8 

b7 = 30(10,36 - 7,5 ·1,05) = 74,55 

b8 = 30(11 ,41 - 8,5 ·1 ,13) = 54, 15 

bg = 30(12,54 - 9,5· 1,10) = 62,7 

- - - ------· -- . - --~-

b l,O = 30(13,61 - 10,5·1 ,05) = 78,45 

bll = 30(14;69 - 11 ,5·1,08) = 68,1 

b12 = 30(15,77 - 12,5·1, 17) = 34,35 

b = _l_l1_+_b_.::.2_+_;____' ._._+_b_.::.l ;:._~ = 64,19. 
12 

Deoarece parametrul c1 depinde numai de diferenţa de ordinul doi, putem 

seric · 

c = _1_ . L\ 2s1 + L\ 2s2 + ... + L\2s12 = 900 1,086 = 977,25 
2/i2 12 2 2 

= 488,63 cm/s2
• 

Pe baza da lelor din tabelul 4,7 obţinem, pent ru s, formula : 

s = ~) ,51 + 64,91 t + 188,63 t2 (cm), 

Co mparînd cu cunoscuta formulft a căderii libere 

gl2 
s = s0 + 1101 + -. 2 

afl ăm : s0 = 9,51 cm ; v0 = 64,91 cm/s = 0,649. m /s ; 

g = 2c = 9,77 m/ s2
• 

(4.34) 

( 4 .34) 

Asupra crit eriilor de concordanţă a unei funcţii empmce cu un şir de 
date obţinute exp'erimental se va discuta mai det aliat în capitolul 7. 

Putem impune unele criterii ca : 

a) Eroarea ob:-;olu.tă într-un punct experimental oarecare i să nu dep ă­

şească o valoare L\y" stabilită . P ent ru dependen ţa liniară 

(4.35) 

b) Deoarece, aşa cum am ar1'1tat, ne i nteresează ca dependenţa y = f(x) 
sfi aproximeze cit mai b ine toate punctele experimentale, adică curba obţi­

nută să trea că cit mai corect pr int re punctele experimentale, putem impune 

~a _criteriu c?udiţia : 

li 

~ (y, - a - bx1) = min . (4.36) 
i = t 

c) Vom veden în capitolul 7 că cel mai indi cat criteriu este ca suma 

pătratelor difcrcn\elor (Yi - a - bx 1) să fie minimă : 

li 

S = ~ (y, - a - bx1)1' = minim. 
i = l 

U 7 



Problema stabilirii corecte a formei ecua\ ici einp·ir ice şi a' ' ' aiorilor para­
me trilor co nţ.inuţi în ecuaţi a res pecti vă es te exlrem <le co~nplicată. P c J~_aza 
metodelor date , putem î nsă stabili fo rma ecuaţiei empiric~ şi calcula valorile 
para metrilor ru o precizie suficient de bună pentru aplicaţiile practice. 

EXERCIŢ,11 ŞI PROBLEME 

-1.t. P c haza dalelor din tabelul P.3.1, să se ca lculeze pa1·amclrii a şi I> ai d reptei 

1' = (( ,/m) şi con.s ta ni.a cl1slicc1 a arculu i utilizal !11 experienţa rcsp~?ţivii, folos ind mclocta 
medici. 

R. Admite m că avem o dcpcndcu l ă de fo rmn : 

Din primele 5 măsu rări nvem : 

5n: + 2l,!l8/I = <J,37, 

iar clin ull.itnclc ·l măsurări 

CI = 

-Jo + 26,0211 = 5, 16 

1 4.~11 21,os I 
5 , l6 26,02 

I~ 2l,!l8 I 
26.02 

11.:37·26,02 - 5 ·Hi ·2t,9S 

5 ·26,02 - 4 ·21,!lS 

113, 707 - 11.3,-1 l 7 

1:10, t .:.... 87,9:.! 

0,2!)0 
-- = 0,007 s . 
<12, 18 

1
54 <J 371 

l
" ·-- ___ 5_:_16_ . 25 .80 - 17.118 8,:1'..! . : . , = = - - - o tll7 

12.16 1(2, 18 42, 18 ..,... .. . •· .. „. 

Pen tru paranielrul 11 s-a obţinut o valonrc rnarlc mică. ndicil nl'li mică' ~lecit crnarca absl>lută 
0,0l s cat·c se comilc prin m'lsw-arca perioadei 7', de nccea putem·con~idcra a ""' O. 

Deci 

T = O,l!l7-/m. 

Ştim că p cn lrn p r rinada p end ululu i clas li c avem fonnula 

V
-
il! . 

1' = 2r. - · 
/; 

În această formulă, p ent ru a p:h tra di m ~ 11s i 1111ilc, trebu ie să Juil m masa m in kg, iar k !n N/m~ 

V m(") 10-J 0,0316 - - 0,198 - -
T = 27t " · = 2rr · ~ ,.j ·111(.q) = -=- . ,Jm(g). 

/; 'Vie ,11r 

Deci, 

0,1!>8 1!J 7 /J; -- 1,98 ·-·-~=o, ; 'V" 1,005 
...,k 1,07 

k = 1,003 N/ 111. 

11.8 

Deoarece mărimi le 1'111\.surntc, mnsn m şl pcrioad:i 1' s lnt date numai .cn t.louii , r cspccl iv 
I rl'i ci frc, trebuie să sc1icm . 

k = 1 N/m. 

4.:!. Ştiind că p ent ru spaţiul maxim, parcurs do un corp pc plan orizqnlal , cu vitrzn ini­

ţial :\ 110 avem formula : 
n! a! 

sm,„=-=-
2a 2J.L!l 

(I) 

S<l. se calculeze coeficientu l de frecareµ pc haza datelor din tnhclul P.34 (prohlcma :.!.5), folo­

s im! metoda graficu (fig . P.3.5). 
R. Putem considera punctul 110, = 4 m /s pentru care spa ţiul s, = 4 m. D eoarece drcn p la 

din figura P.3.5 trece p r in ori ginea coordonatelor, rcrnlb\ dependenta : 

ş= b · V~ 

s , 4 1 
b = - = - = -(m-•s•) 

11:, 16 4 

1 1 · 1 = -(m-•s•)a = ---- = 2 111 /~' 
2tl 4 1 s' 

2 · --
, , ITI 

µ = _!!___ ~ 0,2. 
g 

-1.3. n-Iăs urările p rivind tlcpcndcntn coeficientului d e frecare, iutr- un Jai:ilr de muşin:t, 
de tcmpcrvlu111 au condus la da tele clin tabelul P.4.1. 

1'abclul P. 4. 1 

luC 60 80 no 100 110 120 

[J. 0,01'18 0,0124 0,0102 0 ,0085 0,007'1 0,0059 0,005 1 

Se cerc să se stabilească for mula cu re indic'\ rlep lln rlcn ţa ·coeficicntulni de frecare, de lcmpc­

ra lu ra l. 

R. Dacă se reprezin tă gra fic 
Jn µ = f(l°C), 

se obţine o linie d reapHt 
ln 11. = a + bi. 

P c h:i.za datelor din labclttl P .4.5 se obţine: 

(l = 0,043 şi b = - 0,018. 

Cu aceste dale 
tJ. = aeb• = 0,0113c-0

•
0

' 11 • 

4.4. În Labcln l P .1.2 este dată dependenţa vitezei 11 a clcc l roni l1;r de lcns iuncn de acce­

lerare U0 • 

1'(1/Jclul P.4. 2 

Uu(V) 100 200 300 '100 500 600 

1111 ) 14,5 ·10" ,. - 5,!l ·108 81 ·10' 10,3·10• 11,8 ·10• 13,3 ·10° 

' 
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Fig. P. 4.1. 

Se cerc cn pe bazn da lelor ci" · t t b 1 -• · m nces a c , .sa se c:1 lcul ezc sarcina spccifi c:"l a c lcclronu lui. 
R. Din fig ura P 4 1 r · l l " - "l · · · ezu a ca v1 cza va clec! ro11ilor depinde lini:11' tic .,{U;. 

11 = b.,{U;. 

P utem calcu la valorile p en lru b fo losind p er echile tic puncte experi mentu le : 

b = -'-' -· ru. . 
5,9·10• 

b, = --- = 5.9·10• .,rwo 
8.4·10• 

b, = -=- = 5 9G·l0• 
.j200 ' 

10,J · lO• 

,/30îi 

J 1,8 ·10• 
= 5, !1 · 10· 

./400 
13,3 ·10• 

../500 = ."J, !J5 · 10· 

b = b, + b, + b. + b, + /1. + /I 
___ ;:___..:._.:__...::_..:__:•::__:_.!!._a = 5. !l:l · JO•. 

G 

~li m l'ă : 

V 2e c b' 
b = - , tic unde - = - """ l , 70 · 10 " C/kg. 

m m 2 

"l20 

~.5. i\1ăsn rlntl u-sc nu m:'iru l dcz inlcgrărilor , pc 111i1111l, :t ll• nnci s urse rnct loac live de fos for 

- :12 s e obţin dale le di n labclul P A .3. 

Tabelul I' . 1. 3 

( (h) o 50 100 200 300 400 

N (dczin l /ml nu l) 10• !JO 480 81 870 fiu 8\JO 5 1 720 •J.I 740 

S.I se ca lc u leze const an ta dczi nl<,griirii radioac li ve ), ~i limpul de înjumăliiţ.irc 1' penim 

fosfo r - :J2 . 
R . În tali::lul P. ·1. •1 se indică dependcn\a ele li111p a ,·a iori i ln ?\'. 

Tabelul P .4..4 

t (b) () 50 100 200 :ioo 400 

ln N 11,513 ll,H3 11,313 11,110 10,010 10,70!) 

Din fi gura P . ·1.2 vedem că ln N d1•pi ndc liniar ele limpu l t . 

h t N = ln N 0 - ),I 

Dec i 

). = Jn N, - l n N 

Fig. P. 4.2. 
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obţinem ci nci va lori p e nt r u A 

- 0,1 . - 0.2 !fi - - = 2 · 10 • ; ).. = _ _ 'J . to- • · A 0,40:l 
50 - l tlU - - • • -' - - = 2015 ·10- • · 

200 ' ' 

0 ,603 
A, = - - = 2,0 l · 10-• . '-• = 0,80 -1 = 2,01 -10- • 

300 ' 4.00 

A = )., + A, -f- A• + )., -f- ).5 
" = 2,007 ·10-' l/h . 
" 

„ ln 2 0,69:l 
1 = -- = -- . 10 3 = 3·15 :1 h 

). 2,007 ' 

sn11 

T = l tf,-11.i h" 

5 

METODE ŞI MIJLOACE QE MASURA·RE 

ln capit olul l a m a rătat că pri n măsurarea unei mărimi fi zice oarecare 
in \.elegem compa rarea mări mii respective cu o altă m ă rime de aceeaşi natură 
cu prima. adoptată ca unitate de măsură. Cu ajutorul măsţt ră rilor p utem 
st abili valorile diferitelor mărimi fizice prcci11n şi legile ce guvernea ză diferite 
fenomene. Aşa de exemplu legea lui Coulomb , legea lui Ohm, legea Boylc-
1\fa riotte et c„ au fost oh\.i nule în urma efectu ă rii u nui nu măr ele expe rime nte 

corespunzătoare. 
Orice activit ate experime nta l ă co nstă di n d ouă etape s uccesive şi anume : 
- ollţ.ine rea rezultatelor experimentale ; 
- prelucra rea datelor o bţinute experimental. 
Acest e dou ă etape s în t absolut necesa re, deoa rece aşa ci.i m vom vedea 

mai jos orice măsurare es te afec ta tă de eror i experi mentale şi din p uncl de 
vedere pracLic es te imporla nt s fi ştim nu numai ·Yaloarea unei mărimi fi zire 
ob ţ.inută într-un experimen t oarecare. ci şi eroarea in Yaloarea respccti Yă, 
adică . între cc limi te poat e fi cupri nsă această valoare. 

F izica, fii nd, pri n conţi nu tul să n o ştiin ţ r1 experi men lal i\ , rezul ta tele 
ob ţ.in ute în procese de măsurare au un rol funda men tal în s labil irca ide il or 
de baz ă ale fizicii. P rin realizarea unui experi ment de fi zicf1 se asigur r1 posi­

b ili tatea a tingerii mai mult or obiective, p ri ntre care: 

observ area dircetr1 a unor fe nomene fizice ; 

- familia r izarea cu aparatele folosite . Cunoaşterea p rincipiil or de fu nc­
ţ.ionare a aparat elor şi înţe legerea p osibili Lă ţi i or de uti l izarc ale a ces Lora 
în diferite experimente, reprezintă cl eme nte esenţi al e în pregri ti rea unui ex pe-

r ime nta tor; 
- i ns uşirea diferit elor metodologi i de realiza re a e:--:pc ri men lclor. E s te 

necesar să se realizeze o astfel de i nsta l a ţie experime nta l ă incit măs ură ri le 
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să ~oată fi efectuate cu o precizie optim[1, fiind posibilă înlăturarea sau cel 
puţin :unoaş terea difcri\ilol' factori ce pot i nfluenţa rezultatele măsurării 
respect1Ye. 

Înain tea efectuări i unui experiment eslc necesar s~i ne as i <furăm că 
ins tala ţia realizată lucrcaz{t în regim tehnic corespunzător. !n a

0

c:est sens 
se m[1soară unele caracteristici la probe cu proprietăţi cunoscute. De exem­
plu dacă dorim să măsurăm coeficientul termic de val'iaţi e a rez istivită ţi i 
pe:1Lru_ ~ s ubstan(ă nou ob\inuU1 va trebui mai întîi să ne asigurrirn cr1 prin 
r~asurRr'.Je efectuale în cazu l unu i malerial cunoscut obţ"incm valoarea coefi­
c:1cntulm termic de ''ariaţie a rezisli.viLăţii , dată în tabele. 

Aş.a cnm am văzut în capi lolul 2 precizia rezultatelor obţinute este 
d~t.errnrnatft de prerizia măsurării m[trimilor ce inlră în calcul şi nu de pre­
C:IZla efectuării calculelor. 

. Ace~sta impune o atentă evaluare a preciziei dalelor primare 
direct drn experiment) şi aprecierea cifrelor !)CmnificaLivc corecte 
ob(inule prin ca lcu l. 

5.1. METODE DE MASURARE 

(ob \inutc 
ce pot fi 

I . 

Scopul oricărei rnăsmări es le determinarea, cu 0 precizie cit mai mare 
a valori i mărimii măsurate. De obicei, mărimea fizică măsurată, se numest~ 
măsurand. ' 

În aprecierea corectitudinii unei măsurări t rebuie să ţinem scama de 
o serie de factori cu m ar fi : 

metodele de măsurare adoptate; 
mijloacele de măsurnre utilizate ; 

condiţiile în care se efectuează măsurarea, precum şi 
pregătirea profesiona l ă, aptitudinile şi atenţi a experimentatorului. 

Procedeele raţ.ionnle de executare a operaţiilor de măsurare reprezintă 
metod~!~ ele măsurare. Toate metodele de măsurare se bazează pe un feno­
men f1z1c ca.re determină principiul de măsurare. De exemplu, măsurar~a 
forţelor cu clmamomet rele, resorturi elastice previizulc cu rigle pentru măsu­
rarea allrngir!lor. se bazează pe faptul că alungirea arcului esle propor~ională 
cu forţa apli cată. De asemenea dilatarea corpuri lor esle un fenomen fizi c 
~a r: poa-~e .cons:itui unul din principiile de măsura re a temperaturii. Trebuie 
rnsa subli mat ca pc lingă slaLi li rea fe nomenul ui fizic pe h"Z'l . 7 • • t i·· • • , u , ca 1 111 a p o i 

efectuate unele măsurări, este necesar să se stabilească corpul sau materialul 
care corespunde, cel mai bine, cerin(.elor impuse de condi(:iil c măsurări i. 
De exemplu, dintre termometrele de sti clă cu li chid cele mai răspîndi le · sînt 
te'rmo~etrele cu mercur. Aceasta deoarece mercurul prczinUi uncie eali tă\i 
deosebite ca : 

nu udă sticla; 

se obţine uşor sub formă pură, din punct de vedere ch.imic; 
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rămîne în stare l i chidă, la presiunea normal ă, înlr-un interval larg 
de temperatură (de la - 38,6 la + 356,7°C); 

- coeficientul de dilataţie termică variază foarte puţin cu temperatura 
ceea ce permite ca scara termometrului să rămînă aproape l i niară p înă Ia 
200°c ;. · 

- căldura specifică a mercurului este relativ mi că (138 J / kg grad, 
faţă de 2510 J / kg grad pentru spirt şi 4 180 J /kg grad pentru apă). Din 
această cauză inerţia termometrelor cu mercur este mică. 

Metodele de măsurare pot fi clasificate după mai multe criterii. Din 
p unct de vedere al modului de obţinere a valorii măsurate, deosebim : 

metode de măsurare directă ; 

- metode de măsurare i ndirectă ; 
- metode de măsurare combinată. 

a) Metoda de măsurare directă rep rezintă metoda de măsurare prin care 
valoarea măsurată a unei mărimi fizice se obţine direct, fără a mai fi nevoie 
de calcule suplimentare, bazate pe dependenţa func ţională a mărimii măsu­
rate de alte mărimi fizice. De exemplu, măsurarea temperaturii cu ajutorul 
unui termometru est e o metodă de măsurare directă. De asemenea, prin 
utilizarea unui aparat de măsură ca voltmetru, ampermetru etc. se efectuează 
măs urări directe. 

ln cazul măsurărilor directe se folosesc relaţii de forma : 

x =N· u, (5. 1) 

unde x este valoarea măsurată a mărimii fizice, N este numărul de diviziuni 
pe scala aparatului folosit, iar u este valoarea unei diviziuni. Dacă măsurăm, 

de exemplu, rezistenţa unui rezistor, cu ajutorul u nui ohmmetru care are 
100 de diviziuni, iar întreaga scală corespunde la 1 k.Q, rezultă că : 
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U =--= 10.Q. 
100 

În cazul cînd acul ohmmetrului indică N = 25 de diviziuni înseamnă 
că rezistorul măsurat arc rezistenţa = R 25·10 = 250 .Q. 

b) lVletoda de măsurare indirectă reprezintă metoda de măsurare prin 
-care se determină valoarea unei mărimi fizice pe baza măsurărilor efectuate 
prin metoda de măsurare directă asupra altor mărimi fizice, care sînt legale 
de mărimea de măsurat printr-o · relaţie cunoscută. D eci în cazul utilizării 

metodelor de măsurare indirectă, mărimea fizică ce ne interesează se ob ţine 

în urma măsurării concomitente, prin metoda de măsurare directă, a două 
sau mai mul te mărimi fizice. Dacă vrem să măsurăm valoarea unei mărimi 

fizice Z atunci : 

(5.2) 

unde N 1, N 2 ••• s înt rezultatele măsurărilor directe, iar u1, u2 • • • reprezintă 

valorile unei diviziuni pentru aparatele utilizate. De exemplu, rezistenţa R 
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a unui rezisLor poate fi măsuraLă şi prin măsurarea directă a tensiunii Uşi u 
intensităţii I a curentului eleclric prin rezistor, ulilizînd un ampermclru, 
li fi YO]tmelru Şi O sursă de tensiune electro motoare. Î 11 acest caz fu neţi a f 
din relaţia (5.2) reprezintă legea lui Ohm. 

c) l1Jelodele de măsurare combinate sînt metodele prin care, determinarea 
valorii unei mări mi fizice, se face printr-o serie de măsurări a le aceleiaşi 
mări mi fi zice s au ale c îtorva mărimi fizice <le aceeaşi natură. Măsurările se 
deosebesc între ele prin fapLul cf1 se execută în a lte condiţii sau în altri com­
binaţie a mărimil or în cauzf1, valoa rea mărimii fi zice măsurate obţinîndu-se 
p rin rezolva rea unor ecuaţii. 

De exemplu, putem ob\ine densitatea unui corp·· solid, de volum V nec u­
noscut, dacă măsurăm grcutalea corpului , a flaL odată în aer , iar altft dată 
în apă. F ie G1 gre utatea corpului c înd acesta se află în aer, iar G2 greutatea 
aceluiaşi corp tind se află în apr1. Ncgli jînd densitatea aerului şi notînd cu p 
densitatea corpului, iar cu p11 densita tea apei, avem : 

ele unele 

sa u 

Vpg = G1, 

V(p - Pa)g = G2, 

p G1 
= -

P - Pa G2 

G1 
p 

G1 - G2 
p,„ (5.3) 

Deci în acest caz se măsoară aceeaşi mărime fizică şi anume greutalea 
corpului, dar în condi\ii diferite. Densitatea p a corpului se obţ:inc prin rezol­
varea ecuaţiil or care reflectă condiţiile fiecărei măsurări. 

Metoelele de măsurare directă se împart la rîndul lor în : 

- metode de măsurare prin comparare care se bazează pe compararea 
valorii mărimii fizice ce urmează a fi măsurată cu o valoare cu noscută a 
unei mărimi fizice de aceeaşi natură cu măsurandul. De exemplu , măsurarea 
volumului unui lichid cu o măsură de capacita te ; 

- metode de măsurare prin substilufie reprezintă metodele de măsurare 
în care după stabilirea efectului produs de măsurand (de exemplu devierea 
care să producă acelaşi efect. Aceste metode pot fi utilizate, de exemplu, la 
măsurarea rezistenţ.ei electrice a unui rezistor. Dacă se stabileşte indicaţia 
aparatului de măsură, cînd în cir cuit se află rezist orul de măsurat, se înlo­
cuieşte rezistorul de măsurat cu un alt rezistor, cu o rezistenţă de valoare 
cunoscută, dar astfel aleasă încît să se obţină aceeaşi deviere a acului. indi­
cator al aparatului de măsură ; 
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- metode de mc'isurare di f'eren/iale, prin care se comparl1 mărimea fiz i că 

de măsurat cu o a l lă mărime fizică de aceeaşi natură, de valoare cunoscută 
şi care diferă putin de \'aloarca mări mii fizice de măsurat, măsnrîndu-se 

diferenta Yalorilor ce lor dou ă mărimi fizicr. De obicei, accsle metode de 
măsura,re, se util izează la wri ri c::irea măsuril or de lungi me clalon cu ajutorul 

comparatoarelor ; 
- metode de mi'isurnre de :ero (sau de echilibru) , rcprezinU\ metode le 

de m[1surare în care difere n( a înlrc valoarea mărimi i de măsurat şi valoarea 
mărimii fizice ctmoscutc. cu ca re se compară valoarea măsurandului. se 
rcclncc la zero. Ca exemple de metode de măsurare de zero, aminti m: 

- cîntărirca cu ajutorul unor balanţe cu brate ega le, cînd pozi\.ia final ă 
ele echilibru a bal antei est e aceeaşi cu poziţia ini\ia l ă, cu plat.ancie libere; 

- măsurarea reziste nţelor electri ce a u a jutorul unei punp Wheatstone; 
- metode de miisurare prin coinciden{c'i, rcprezintf1 metodele de măsurare 

în care un şir· de gradaţii sau semnale uniforme şi determinate se compară 
cu un alt şir de grada\ii sau semnale de acelaş i fel, obscrvîndu-se coincidenţa 
lor, pc baza căreia sc află v aloarea mărimii de mă.sural. Ca exemplu , de mă­
surare prin coincidenţă amintim m:1surarea ti mpului cu a ju torul semnalelor 
orare. Dacă dorim să s tabilim modul în care funcţionează ceasul de care 
dispunem, verificăm da că i ndi caţiile ceasului coincid cu semnalele transmise 
la radio etc. 

- metode de măsurare prin transpoziţie, s înt me tode de măsurare în 
care se determină inil;ial mărimea de măsurat A, obţinîndu-se penlru aceasta 
valoarea x 1, prin comparare cu altă mărime fiz i că B, de aceeaşi natură cu 
măsurandul. După aceasta se sc himbă locul mărimilor A şi B alcgîndu-se 
o astfel de valoa re x2 a mărimii B încît să .fie echilibrată valoarea măsu ran­

dului A, iar valoarea mărimii măs urate este x = (xţx2) 1/~· 
Metoda de măsurare prin transpoziţie se utilizează pentru a determina 

masa 1VI a unui corp şi este cunoscută sub numele de metoda de cîntririre 
Gauss (sau metoda dublei cîntăriri) . Notînd cu 11 şi 12 lungimile braţelor 

unei balanţe obţinem : 

şi 

de unde 

M M1 --=--
M2 M 

sau 

(5.4) 

unde 1VI 1 şi l'vl 2 reprezintă masele corpurilor ca re echilibrează greutatea JO.,,! g 
a corpului de măsurat, în cele două experienţe de cîntărire. 
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AlGgerea· uncia sa u alteia din metodele de măsurare indicate dep-i_?de 
de · mai mulţi factori, printre care amintim : 

valoarea mărimii de ml'tsurat, 
precizia necesa ră, 

timpul necesar pentru efectuarea măsuram, 
condiţiile în care se efectuează măsurarea şi aparatura de care dis­

punem et c. 

5,2. MIJLOACE DE MĂSURARE 

Mijloacele de măsurare reprezintă acele mijloace cu ajutorul cărora se 
pot determina valorile mărimilor de măsurat. 1n schemele de principiu, 
ca-re indică diferi te măsurări, mijloacele de măsurare se reprezintă printr-un 
dreptunghi. Mărimea de măsurat constituind un semnal de intrare, iar va­
loarea obţinută prin măsurare, semnalul de ieşire (fig. 5.1). 

Mijloacele de măsurare fiind în număr marc şi fo arte variate, acestea 
sînt clasificate după mai multe criterii. Criteriile după care pot fi clasificate 
mijloacele de măsurare pot fi : 

complexitate ; 
sar cinile (rolurile) mijloacelor de măsurare în cadrul unei ins talaţii; 
forma semnalelor de intrare şi de ieş ire ; 
din punct de vedere metrologic. 

5.2.1. Clasificarea mijloacelor de mrts1uare du11ă complexitate. 
Din punctul de vedere al complexităţii mijloacelor ele măs urare se îm-

part în: 

a) măsuri ; 
b) aparate de măsurat; 

c) instalaţii de măsurare. 

Vom indica unele caracteristi ci ale acestor grupări ale mijloacelor de 
măsurare. 

a) Măsuri. Măsurile sînt cele mai simple mijloace de măsurare care 
concretizează unităţile de măsură ale mărimilor fizice. 

În operaţiile de măsurare unele măsuri se utilizează independent, iar 
altele cu ajutorul unui aparat de măsurat. Astfel măsurile de capacitate 
sau riglele de măsurat se utilizează independent iar greutăţile (măsuri de 

masă) se pot utiliza numai cu aju­

Marime de 
Xi măsurai 

Semna/ de 
intrare 
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Mijloc de 
măsurat 

Fig. 5.1. 

Valoare 
măsurotă '--- - - --x 
Semnal de "' 
ieşire 

torul aparatului de măsurat, care 
în cazul de faţă este balanţa. 

Putem avea măsuri cu valoare 
unică şi măsuri cu valori multiple. 
De exemplu, măsuri care indică 

un kilogram, un litru cl"c. sî nt măsuri cu valoare uni că, iar măsuri ca riglele 
gradate sînt măsnri cu valori mult iple. 

Caracteristica măsurilor c ons Lă în faptul, că acestea nu posecli\ nici un 
element care poale fi deplasat în timpul e fectu ării măsurării. 

De multe ori un grup <le măsuri , pentru aceeaşi mărime fizică se asociază 

în scrii sau truse de măsuri. Astfel a\·em truse de grculă\ i penlrn cfecluarca 
unor cînHiri ri et c. 

b) Aparate de măsura t. P rin apara te de măsurat înţelegem mijloacele 
de mrtsurare care, conţinînd cel pu\:in o măsură, se utilizeazft la co mpararea 
directă sa u indirectă a mflrimii de măsurat ca unilatea el e măsură . Din p1111c­
tul de vede re al modului ele măsurare, putem avea: 

- aparate w citire direcll'i, care indică dirc et valoarea mr1 ri mii măsurate. 
De exemplu, clacă se măsoară in lcnsitatca curcnlulni clcclric cu a jutorul 
unui ampermetru , se citeşte dirccL Yaloarea inlensităpi curentu lui ; 

- aparate de comparare reprezin tă aparatele care indică egaliLatea 
valorii · mărimii fi zice măsu raLe, cu o valoare cuno5c ută a unei mărimi fi zice 
de aeeeaşi natură cu rnăsurandul. De exemplu bal anţa simplă, cu b ra\e egale, 
cs le un -aparat de măsurat, de comparare. De asemenea, cinci se măsoară 
rezistenţa unui rezis tor, cu ajulorul unei punţi , indi ca ţ i a <le zero a gal vano­
metrului arată că rezistenta măsu ratr1 esle egal ă cu o altă rezis tenţă de va­
loare c un osc ulă; 

- aparate diferenţiale, ra re se ulilizcază pentru măsurarea unei d ife­
ren\ e între valoarea mărimii de măsura t ş i valoarea c unoscută a unei mărimi" 
de aceeaşi naiurft cu măsnranclul. De exe mplu, un manometru cu li chid 
(de obicei mercur), în formă ele U. O ramură în U comunică cu a tmosfera, 
iar ccal allă ramurft comunicft cu un gaz la presiunea fJ· D acf1 p0 este pre­
s iunea atmosferică , ia r h csle diferen\a de nivel a lichidului d in cele d onă 

ra muri a le manometnt lui , atunci 

P - Pn = ± pgh. (5.5) 

Deci manometrul cu li chid poate fi considerat, un aparat de măsurat dife­
renţial. 

Din punct ele vedere a l modului de obţinere a Yalorii mft rimii de mă­
s urat, aparatele de măsurat se impart în: 

- aparate indicatoare, la care valoarea mărimii de măsurat csle dată 
printr-o simplă indicaţie, fără să se imprime sau sfi se înt regis lreze indicaţia 

respectivă ; 
- aparate lnregistrnloare, care înregistrează indi caţii le sau informaţiile 

obţinute prin efectuarea unei măsurări; 

- aparate integratoare, care de termină val oare a unei mr1 rimi fizice 
printr-o metodă de integrare (5umarc) succes ivă. De exemplu, con trolul de 
energie electrică este un aparat integrator, deoarece indică rezultatul ob ţinut 

prin sumarea succesivă a valoril or energiei electrice cons umate, îuLr-o pe­
rioadă de timp, de d'ttre consumator. . . 

I) - Prelucra.ren datelor experi.mcntnle tn tlz.lcă - cel. at9 )29 



Fig. 5.2. 

c) Insta la/ii de mc'isurare. O insta­
la\ ie de măsurare reprezintă un mij lo-c de 
măsurare constituit di n mai mu lte mă­

s uri şi aparalc · de măsurat, situate în 
fluxul se m nalului de intrare. De aseme­
nea, instala·ţiile de măsurare cuprind şi 

dispozitive auxiliare de măsurare, care nu 

sînt situate în fluxul semnal ul ui de in­
l rare, dar pot servi la : 

menţi nerea valoril or unor parametri exteriori înt re limite stabi lite; 
u şurarea efectuării opera\ii lor de măsura re; 

schimbarea d~m1eni ul ui ele mi.h;urare a unui ap<1rat de măsurat. 

Ca exemplu de disp ozitive aux ilia re de măsurare, putem a minti, termo­
sLatul ca re sen·cşte pe nt ru menţinerea unei temperatu ri constante, în timpu l 
măsurării , lup a , care uşurează citi rea i ndicaţiilor aparatelor de măsurat sau 
nivel cu bul ă de aer, care serveşte pentru asigurarea po:i:iţiei de lucru unui 
aparat etc. 

În figu ra 5.2 se i ndică i nstalaţia de măsurare utilizată pent ru măsurarea 
randa ment ului unui fierbător electric, vas în care apa poate fi încălzită, prin 
absorbţia că ldurii degajate de re:i:istenţa H.. montată în pereţi i vasului. Dacă 
în t impul t apa işi ridică temperat ura de la ol la 02 alunei : 

unde 

m este masa ape i din Yas; 
c căldu ra specifieft a apei. 

mc(B2 - 01), 

Ull 
(5.5) 

Hczi s lcn\a H. este alime ntată de la sursa de tensiune electromotoare 1~ . 

Se utilizează trei aparate de măs ură voltmeLrul V, ampermelrul .A şi tcrmo­
me-trul 7'. Ca dispo:i:itive a ux il iare de măsurare s in l : 

rronornelru l cu ca re se măsoa rft Limpul l ; 

statin1l S necesar pentni fixarea lermomctrnlu i 'J' ; -
întrerupătorul I< et c. 

fi .2.2. Clas ificarea mi jloace lor de mi'ismat după .,S:.";.~ 
einilt• lo r în eadrnl unei insl alaţii de măsurare. Prnlru 
înţelegerea clasificării mijloacelor de rn ăsmat, după rolul 
a cesLora în cad rul unei ins talap i de mr1snrare, vom co n­

sidera inslala\ia de măsurare a tempe raturii cu ajutor ul 
termome tru lui cu rezisten ţă. 111 figura 5.3 se i n d i că ter­
mometru l cu rezistenţă şi simbolul a cest u i te rm omc t rn 
cu ius lala("iile de măsurare. Dacă la Lemperatura 1

0 
= 0°C, 

rezis ten \a firnlui metal ic este R0 , alunei la temperatura t, 
rezislen\a R este: 

R = R0( 1 + rxt). 
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R 

Simbol 

Fig. 5.3. 

R 

c A 

Fig. 5.4. 

Se folosesc metale ca Pt p entru care ix = 0,385 . JO -~ grcl- 1 ş i N i cu 

a = 0,517 · l0- 2 ·grcJ- 1• · 

I nstalaţia de măsurare a temperaLuri i ·cu ajutorn l lermomclrnlui cu 

rezistenţ~t este indicalrt în fig ura 5.4. 
Termometrul de rczist.cn\ă este montat în unul din bra\cle pun\.ii util i­

zate. Dacă ini~ial siste mul, rezistentele R"0 R ea• R ba şi termometrul, se 
află la temperatura ij, care de regulă este temperatura c::i merei atunci rezis­

tenţa termometrului es le · · 

Din figura ·5Jl,; rezultrt: 

sa u 

l1(R1 + Rac) = U, 

l 2(Rbct + R ea) = U 

u u 
Rbc1 + R «1 

Tensiunea de la ieşire u. este: 

U0 = f 1 R 1 - I 2 R 0a = U - = . . ( R1 R i.,1 ) 

R1 + Rllc R M + H ,.,1 

-_ u (R1.RM, + R1 R.c1 - .R;Rb<! - Ra rRb<l ) = U R1R, ,1 - Rrc cRba . (5.?) 
(R1 + Ra<)(R M + Rea) (R1 -t- Rrcr)(R1"1 + R",i) 

Alegînd rezisten"ţe le 

13.1 



şi 

R1ut =Red = R ', obtinem 

Dacă termometrul se . află la lemperatura 12 , atunci' rezistenţa termo­
met rului es te 

frt r tensiunea u. va fi: 

U" = !!._ (R:J - R1 )R' 
4 R2R' 

!!._ R:J - R t = .!!_ R0(J.(l2 - li) 
1 R 3 4 R 1 

(5.8) 

Am înlocuit la numilor H.:J pria H.t> deoarece dacă R3 - R~ = !iR alunei 
!:l.R ~ R1. liR <{ R 2• 

Vedem că Lensiunea Uc csl.e proporţională cu difer~~r\:a .de · ·temp~ratură 
(!~ - L1) · .cu a jutorul amplificatornlui A se amplifică ţei~siuu~a ,Uc pentru 
a putea f1 mă.s urală cu voltmetrul V, gradat direct în °c. . . 

Din punctul de vedere al rolului aparatelor de mă1>u~·~~t î~ . cadrul unei 
instalaţii avem: . · . · 

a) Captorul care este un. aparat de măsurat care .~a1~ţează . · mărimea 
de măsura t. la intrare şi emite la i eş ire un semn~tl ele rnăs~ir~re. c.orespun­
z~to:· · De exemplu în schema clin figura 5.4 termometrul c~~ r~~isl:cn[:ă" r~pre­
zmta captoru l. 

b) rldaplorul este un aparat de măsurat dintr-o instalaţi.o s ituat între 
captor şi emiţ.ător, avînd diferite func\:ii în instalaţia de mr1surar~. ca de 
exemplu puntea de mf1surat ş i amplificatorul în instalaţia din fi gura 5.4. 

c) Emifi'i.torul este un aparat de măsurat care livreazl1 valoarea măsu­
rată a mărimii de măsurat. 

De multe ori emiţătoru l este prevăzut cu dispozitive care furnizează 
informaţii suplimentare la valoarea măsurată. Astfel avem aparate de semna­
lizare, emiţător de semnal limită, semnalizator cu valoare limită etc. 

Emiţătoarele pot fi directe şi indirecte. 

Emiftilornl direct l'nrnizeaz ă valoarea măsurată înLr-o form[t direct .inte­
ligibilă penlru observator. 

Dintre emiţătoarele directe cele mai utilizale a mi ntim indicatoarele, 
inscriptoarele şi numr1ră toarcle. 

lndicatornl este un emiţ:ător direct care permite citirea directă a valorii 
~ă:urate. Ind icatornl analog furnizează valoarea rnăsuratr1 cu ajutorul unui 
111d1cator pe o scală (exemplu aparatele cu indicator) . Indicatorul digital 
furnizează valoarea mftsura tă în formă de nu mere, adică îh valori discrete 
ale indica ţi ei. 

132 

. ·· - . - ....... ~_.. 

lnregistralon1l · reprczi htă uri emiţf1tor di rect care înscrie valoarea măsu'­
rată ·- de cele mai · multe · ori proporţiona lă cu ti mpnl - pc o bandă mobil li, 
pc o diagramă etc. 

Num1ln'itorul' este · un · emiţ.ător direct care livrează valoarea mărimii 

măsurate, ca sum ~r :sau integralr1 în timp, într- o formă dire'ctft ~i vizibil ă. 

Emiţătorn./ indil'eel furni zeaz ă valoarea mftrimii măsurate într-o formă 
care poate fi: remmoscut{1 numai cu dispozitive sa 11 cu cu naşti n t e speciale. 
De cxemp~u dad\. în caz~1l "schemei din figura 6.4 scala voltmetrului V este 
gradată î1Yvolţi, pentn.1 aflarea va ria ţiei t emperaturii (/2 - lt), csLe necesar 
sfi cunoaştem formula (f>.8) şi valorile mărimil or ee intră în această formulă 

ca Ud etc. 
Trebuie subliniat că aparatele cu rol de adaptor (puntea de măsnrat şi 

amplificatorul. fig. ·5.'I)· uli l izează energie exterioară pentru a putea hrnc­
ţiona normal. Sursele de ene rgie exterioară cons tituie, de foarte multe ori„ 
surse· perturbatoare pentrn senrnâlul de inLrare. Aceasta conduce la faptul 
că mărimea măsurată· nn corespunde fidel mărimii ele măsurat, ci doar o 
valoare aprnximatlvă, care trebuie prelucratn şi corectată clupă anumite legi . 

5.2.3. Clasifiea1·cH m i jloacelor de măsurare după forma s1nnnalului. Din 
pt{nctul «.ie·: vedeie . al 'formei s~mnalului mijloacele de măsmare se împart 
în dour1 grupe : traductoare şi convertizoare. 

Traducforli l de măsurare reprezintă un mijloc ele măsurare care este 
utilizat în scopul transformării rnărimii ele măsurat într-o altă mărime de­
pendentă· de 'semnalul de· intra1:e . De exemplu, termometrul cu rezistenţr1 

poate fi eonsiderat ·tin tra d1ictor de măsurare deoarece transfo rmi\ semnalul 
de intrare - tempcraturft în °C - în semnalul ele i eşire - rezistenţa R în .Q. 

De asemenea t ermocuplul este ·t ot un traductor de măsurare. În sistemele 
de reglare atţtom.aU1 .a diverselor procese tehnologice, traductoarele de măsu­
rare prezintă o deosebită importanţ.ă . 

Convertizornl este . un aparat ele măsurare . la care semnalul de intrare 
diferă structural de semnalul de ieşire. Putem avea convertizorul analog-di­
gital, care .transformă _semnalul ele intrare analog în semnal de ieşire digital 
sau convcrtiz9rul. digital-analog, care transformă un semnal de intrare digital 
într-un semnal de ieşire analog. 

5.2.4. Elemente de . indicaţie ale mijloacelor de măsurare. Aşa cum am 

mai arătat, fnnc[fonarea oridtrui mijloc de măsurare se bazează pe aplicarea 

unui fenomen fizic, care col.1sti tuie principiul de măsurare, denumit şi prin­

cipiul de funcţionare al mijlocului de măsurare. respectiv. De exemplu, func­

ţionarea unui galvanometru se bazează pe funcţionarea dintre cîmpul mag­

netic al unui 'magnet permanent şi cîmpul magnetic al unui curent electric. 

Această interacţiune are ca efect rotirea unui sistem mobil, în funcţie de 

inte·nsitatea curentului e-lectric. Nu ne vom ocupa de elementele constructive 

ale mijloacelor de măsur.are, ·care sînt foarte diferite, depinzînd de principiul 
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de func\:ionarc ut il ir.at, ci numa i ele ele menLcle care permit citirea rez_ulta­
tului ob ţi nu i: iu urma efectuări i unei măsurări, cu :ajutorul uni1i aparat <le 
măsurare cu citire directă. 

R ez ultatul unei măsurări se consideră indicaţia mijlocul ui de măsurare 

utilizat, indica \ic care este da tă de un clement mobil· ce se poate deplasa 
în drep tul unei serii de repere nume ro tate care constituie ·scara grada tă. 
Deci primul ele ment de citire al unui mijloc ele măsurate este scara gradaLrt: 

a) Scara gradat ii - reprezintă totalitatea repe relor · dis plisc de-a lungul 
unei linii drepte sau cnrbe, ca re corespund unui şir de valori · succesive ale 
mărimii de măsurat. Alte elemente de citire sînL: 

b) Reperele sînt semnele, de regul ă trăsături, care limitează diviziunil e 
scării gradate respective. Heperele pot corespunde u neia sau mai multor 
valori determinate ale mărimii <le măsurat. Dacă scara gradată se utilizează 
pentru un singur interval de măsurare a unei mărimi' fizice, reperele cores­
pund unei valori determinate ale mărimii respective. În cazul · îu care aceeaşi 
scară gradată se utilizează pentru mai multe intervale ele · măsurare ale unei 
mărimi fizice, reperele corespund mai multor valori determinate ale mărimii 
măsurate. 

c) Diviziunea este in tervalul dintre axele a douft repe ţ·e · consecutive ale 
scării gradate. 

d) Valoarea diviziunii reprezintă valoarea exprimată în unităti ale mă-
rimii de măsurat, corespunzătoare unei diviziuni. · ' 

. . e) Baza sclirii gradate este linia (de obicei neindicată) care trece prin 
1111Jlocul reperelor celor mai scurte ale unei scări gradate (liniile discontinui 
fig. 5.5). 

f) Lungimea diviziunii reprezintă lungimea rectilinie sau curbilinie (în 
funcţie de forma bazei scării), măsurată în lungul bazei scării , între axele 
a două repere consecutive. 

g) Cifrarea (sau numerotarea) reprezin tă ansamblul numerelor înscrise 
în drept ul reperelor de pe scara grada tă. 

h) Indicele este partea dispozitivului de indicare (ca ele exemplu ac 
indicator (fig. 5.6) spot luminos, suprafaţa de lichid etc.) în dr~ptul că reia 
se face citirea pe scara gradată. 

i) Cadranul este suprafaţa fixă sau mobilă pe care se află una sau mai 
multe scări gradate. Cadranul p oate fi pla n, cilindric sau tronconic. Cadra­
nele cilindrice şi tronconice se mai numesc şi tambure ,gradate. 

O 1 2 3 4 5 6 7 B 

J+k1-l+d+l-t++k·r--l 1-- ~ 

Fig. 5.5. 
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j) Limitele scării gradate reprezinHt va­

lorile maxime şi minime corespunzătoare 

reperelor extreme ale unei scări gradate. 

Deosebim următoarele tipuri de scări gra­

date, în funcţie de poziţia reperului zero 

faţă de limitele scării gradate. 

- - ~ ---

Scari1 gradată 1111ilatcraUi, cînd \ 
una dintre limitele scării gradate este 
zero. 

Scară gradali't bilalerală la care 
reperul zero este între limitele scării 

gradate, ţ; i 

Scarii gradată Cll zero decalai la 
care reperul zero este exterior limite­
lor scării grada Le. 

În funcţie de valorile divi ziunilor, 
scările gradate se împart în : 

k) Sci1ri gradate liniare pentru 
care, distanţa între două repere suc­
cesive (lungimea diviziunii) este propor­
ţională cu valoarea diviziunii respective. 

\ /j/ 

\ 
\ 

Fig. 5.6. 

Scările uniforme la care diviziunile au aceeaşi lungime şi aceeaşi valoare 
pe toată scara grada tă, sînt un caz particular al scării liniare. 

1) Scări gradale neliniare, la care lungimile diviziunilor nu sînt propor­
ţionale cu valorile acestor diviziuni. Ca exemplu de scări gradate neliniare 
putem avea scările neliniare pă lraticc, logaritmice etc. 

5.2.5. Noţiuni mctl'ologicc pl'ivind indicaţiile mijloacelor de măsurare. 

In procesul de măs urare a unei mărimi fizice, se utilizează măsuri , aparate 
sau instalaţii de măsurare . Este evident că se impune ca termenii folosiţi, î n 
diferite tipuri de măsurări, s{t fie definiţi în mod univoc. Utilizarea, în mod 
greşit, a unor termeni, folosiţ.i p entru desemnarea elementelor principale care 
particip[t la obţinerea valorii mărimii ele măsurat sau care aparţin măsuri lor 

sau aparatelor de măsurat, poate conduce la concluzii erona te pe cei care 
utilizează în scopuri p ractice rezultatelor măsurărilor. 

Vom defini, în acest seus, unii t ermeni metrologici care se utilizează 

în t oate domeniile de măsurare . 

a) Valoarea nominalii a unei măsuri este valoarea înscrisă pe măsură 
şi se determină cu a jutorul mijloacelor de măsurat etalon. D eoarece se întîl­
nesc măsuri cu valoare unică şi măsuri cu valori multiple avem : 

Valoarea nominală totală a unei măsuri care reprezintă valoarea toLală a 
mărimii reproduse de măsură, fiind înscrisă pe măsura respectivă. De exem­
plu în cazul unei rigle gradate cu lungimea de 30 cm, lungimea cupri nsă 
între reperele zero şi 30 cm, reprezintă valoarea nominal ă totală a riglei. 

Valoarea nominală par/ială a unei măsuri est e valoarea mărimii parţiale 
reprodusă de măsură şi înscrisă pe această măsură. D e exe mplu fiecare lun­
gime delimitată de pe reperul zero şi un reper oarecare, cu excep ~ia reperului 
zero al riglei gradate, reprezintă o valoare nominală parţial ă a lungimii riglei. 

b) Citire este numărul cit it la măsurare pe scara gradată, în dreptul 
indicelui. 
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c) Constanta wwi aparat de măsurai reprezintă raportul din t re val~area 
mărimii de măsurat şi citire .. De obicei constanta aparatului de măsurat se 
scrie pe cadranul aparalului sub forma: X 1, X 10, X 100 etc. 

d) Indicaţia mwi aparat de mclsural reprezintă valoarea mărimii măsurate 
rezultală din înmulţirea citirii cu constanta aparatului respectiv. 

c) Valoarea nominală a unei diviziuni a scării gradate, este valoarea în­
scrisă pe scara gradată a aparatului de măsurat. 

f) Limita superioarii. de miisurare a unui mijloc de măsurare oarecare 
este valoarea mărimii de măsurat peste care rezultatele măsurărilor · pot fi 
afectate de erori de măsurare mai mari <lecit limita superioară a erorii tole­
rate a mijl ocului de măsurare respectiv. 

g) Limita inferioarii de măsurare a unui mijloc de măsurare este valoarea 
mărimii de măsurat sub care rezultatele măsurărilor pot fi afectate de o 
eroare superioară erorii tolerate a acestui mijloc de măsurare. 

. h) Domeniul de mclsurare a unui mijloc de măsurare este diferen ţa între 
limita superi oară şi cea inferioară de măsurare. 

i) Valoarea ef'eclivă a unei măsuri, respectiv valoarea efectivă a diviziunii 
unei. scliri gradate este valoarea acelei măsuri, respectiv a acelei diviziuni 
determinate cu ajutorul mijloacelor de măsurare etalon. 

j) Valoarea efectivă a unei mărimi de măsurat este valoarea măsuran­
dului respectiv, obţinută cu aji1torul mijloacelor de măsurare etalon. 

k) Valoarea individualti a unei mărimi este valoarea obţinută pentru 
mărimea .respectivă printr-o singură operaţie de măsurare. In măsurări teh­
ni~e, dţ obicei, rezultatul măsurării exprimă valoarea individuală a mărimii 
indicate. Trebuie subliniat că valoarea individuală a unei măsurări nu este 
valoarea obţinută direct prin efectuarea măsurării, ci valoarea care rezultă 
în urma introducerii unor corecţii legate de erorile sistematice ale mijloa­
celor de măsurare utilizate. 

1) Valoarea adevărată a unei mărimi (valoarea măsurandului, simbol x
0

) 

este valoarea riguros exactă, neafectată de erori, a unei mărimi. Deoarece 
erorile de măsurare nu pot fi evitate în totalitate, stabilirea valorii adevă­
rate a unei mărimi este principial imposibilă. 

EXERCJŢll ŞI PROBLEME 

5.1. Pentru măsurarea rezistenţei Rx a unui rezistor Sf utilizeaza puntea cu fir (fig . P.5.1). 
Valoarea rezistenţei cunoscute R este dată eu o eroare relativă procentuală de 1 %. Pentru 
valoarea R = 10 n se obţin rezultatele l, = (618 ± 2) mm, l = l, + l, = 1200 mm. Erorile 
cc afectează lungimea totală l a firului se neglijează . 

Se cerc: 

a) · Să se calculeze valoarea rezistenţei Rx. 

b) Eroarea absolută, eroarea relativă şi precizia de măsurare a rezistenţei R x. 
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o 

'--~~~o-~__J 
Fig. 1P. 5„1. 

c,r 

R 

Fig. P. 5.2. 

I 1 01·1, 1·1· i relative llR .• de valoarea l, şi să se· indice medul de c) Sf\ SC d iscule depClll en,a .. 
m:lsurare a:;tfel Inci t croarcn 1·clatinl llHx s{L ric minimă. · 

R: 

a ) Rx = R ~ = R -·-
1
-' - = 10,02 .Q ; 

I, 1 - 11 

ilRx ilH . !:i.l, il(l - I,) 
b) --=-- -r - + 

R„ H /1 I - I, 
D e unde 

c) Din formula 

llR = 6.R„ = llR + (ii, + - 1
-til,= 16 ·10-• 

"' R„ l,l, 
ilR„ = R,,-llR„ = 0,2 O. 

U„ ,...._ (10,G ± 0,2) Q 

p = _1_ = 1 OOO = 63. 
llR„ 16 

l 
llRx = llR + IH, + -6.1, 

l,l, 
se vede că llR,, va fi minim:\ dacă fac torul l/l ,l, este minim . Este uşor de V[\'zut că acest factor 

t · ·1n dacă / = l. = l /2. ])cei llRx va fi minim dacă Rx ~ R. . • 
es e mnu • - . ( 097 ± 2) mm eroarea relativa 

Se poate verifica că ln c·1zul cînd R = 1 Q ş1 1, = 1 ' 
llR. este mai mare <lecit cea calculată. 

~ t de rezistenţă internă RA, intensi tatca 5.2. Se măsoară, cu ajutorul unui ampermc ru 
curentului eleclric dintr-un circuîl (fig. P .5.2). 

Se cere: curentului, indicată de amper-a) Să se demonstreze că eroarea relativă a intensităţii 

metru, este: 
I Al l R 

lll=--= 
I R + R„ + r 

b) Să se indice în ce condiţii aceasti1 eroare poate fi neglijak'I.. 
R: 
a) Intensitatea reală a curentului din circuit este 

E 
Io = --­

R + r 

arc intensitatea măsurată a curentului din circuit este 
E 

1 = -----
R + R.4 + r 

E E 
6.1= 10 - 1 = -- -

R + r R + RA + r 
FA lll=-- - --

R + R„ + T 
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b) D:1ci'.1 S" im) · . l"izi. p . . . . ~ ~ lune ca 111lc1n1l.ttca cu i·entului prin . . 
. c sl.ihil1la alunei eroarcn 1)11ioatc fi ne••l1'J'al" · ' • c1rcu1t sfi fie clclcrmin'.lt:'l cu o pre-

. o ' a u!lCa 

R,, 1 
< -· 

R + R„ + r p 

t>.3. Se m· · · ·" . . . . i ~o.ua c.1pac1lalea c:iloridt C a unui nmcs lccul111 In c·1lorim t fi calorirn ~ tru şi acccsoî'ii lor 1irin l d 
. . • . . ' c l'll se a ii apă de masă NI la l . mc o a 

c.tnt I ta ţi de npă cu masa m la tempcralura I (I I ) cmpcr,\tura ' • · După introducerea unei 
I ura I. ·1 1 > o in calorimetru se stabi leşte t empera _ 

Se cer cxpicsi ilc pentru: 
a) capacilatca ca loric:'l c; 
b) eroarea relativă liC ; 
c) eroarea absolu tă t:..C. 

E rorile cc af, ·t . . • • cc ca7.a valoarcn crtlctnrii specific ( ) • , .. 

) 

. m (I - I ) e c a .1pcl se ncgltJca'l.ă. 
a C = ivlc + ' ,. c . 

I - 10 ' 

u - -- + -- +--'- + -'""- •- (1 1 
- 10)!11 b) "'C -· t:..m t:..M t:..t A/ 

m M I, - I I - I + _ _:_:...____:::.:..=.:....__ 

c) ti.C = C· 3C. 0 (I, - I) (L - 10
) 

a.-1. Se pune problema clntăririi cu · · mina lă m = 32 g, cu ajutorul unei bal~nţe l~:~~,i~i~ l~ lxi·1~i, n unei probe de sulf cu masa no-
ne asemenea s e ştie c:'i braţe! I I ţ . e a chfcrenţe de nusc nui m1ri <leci t 3 m -r diferă cu t:.. l = 5 l.Lm. ' c ia :in c1 considerate egale I,= l: = I= 8 cm, în reali ta;~ 

Se cerc s:'I se stabilească dacă : 
a) est~ necesară efectuarea unei duble cîntărir'. 

~~ ~~;~ necesară introducerea corecţiei datoritu f~;·ţci arhi mcdicc. 

Dens'.tatca greutăţilor etalon utili zate 
Densitatea aerului P = 1 3 kg/ • p , = 9 OOO kg/m'. 
R: o , m. 

a) Fie M masa etalon, avem: 
mg/ = Mg(l + t:..l). 

Notăm 

m - NI = ti.m. 
Deci 

ti.mgl -t- Mgti. l. 
Considerlnd m ~ 111, obţinem 

A - !11 5 .10- • 
m m - m - I = 32 · - -8 - = 20 · 10-• 2 = .10-• g . t:..m !11 

Deci, deoarech ti.m < 3 i ·r t - mg, ci ercnţa minim'.! d e ma 11 1 
uarea dublei cîntăriri n u mics • . s a care reacţionează balanţa 

b) Gr I • . .orcaza eroarea de m1\s1:rarc . ' 
ct taţtle aparen te pentru proba d e 5'.Jif si u cn tr I ·• - L m \sa etalon folosi tă, sînt : 

cfcc-

( m - Po : ) g, 

Din cond i ţia de echilibru 
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111 
= M 1 - Po/P1 

1 - ·Po lP 

II I t - t.-11 · l O- • = M 0 ,9!l985f> 

1 - 6,<L·tu- • O,U!l93;) 

M ( t + 0,0005} 

ti.m - = O,OJ05 Am = M ·0,0005 = 32 ·0,0005 = 16 mg. 

M 

D.:ci cslc necesară corecţia clalorată forţei arhimedicc. 
5 .5. Pentru mhurnrea unei rezis tenţe cu ajutorul unei punţi cu fir se foloseşte metoda 

măşur5rii prin transpoziţie . o,1ci'i rezistenţa R~ se a!lă pc r:imura A D (!ig. 5.1), ia r cursorul G 
aproximativ la mi jlocul fi rului sc obţine indica\.ia de zern a galvanomclrnlui penlru R = R , = 
= 15 ,G ~l Q. Se las'\ cursorul în aceeaşi po1.iţic şi se trece rezis tenţa R , !n ramura DD, iar 
rezistorul n în ramura AD. tn acc;t ca·t se obţine cchilibrn pent ru R = R , = 16,08 Q. E roarea 

absolută în măsurarea rezistcn\.ei n este ti.n = 0,02 n. 
Se cerc: 
a) Să se calc11le1.e valoarea rezistenţei R„ 
b) sr1 se indice eroarea ti.Rs comisa prin efectuarea a cestei m'\surări. 
n: 

- I, 
n) Rs= R,-

1, 
/. 

R,= R. ~ 
l , 

n! = n,n,n~ = V R,n, = 15,85 D 

b} ARx = R„ (ti.~ + ti.R):::: 0,02 n. 
2 R , R, 

Deci R,, = (15,85 ± 0 ,02) Q. 

5 .G. Pentru m".isurarea capaci tăţii C n unu i condensator se dispune ele : 

o s ursă de tensiune nltcrnativu cu frecvenţa v = 50 H z; 

un rezistor vtuiabil R; 
o bobină cu inducta n\:a [, variabilu ; 
un a mpermetru şi un voltmetru. 

Se cere să se indice doui1 montaje pentru m1surarea capncilăţi i C şi cxpre;iile ac~>tei 
capacităţ. i ln funcţie d e mădmile măsurate. 

R: a) Se poate r c.'lli za monlajul d in f igura P .5.3. Se măsoad in lensilalea I tl curentu lui şi 
tcn~iunca Ula bornele condcnsalurului. Reactanţa c.'lpacit iYii esle : 

u 
Xc = - ; 

1 
C = 2_._!_ . 

D! rc.jt?lă fot~ mil~(•ară vnlorilc l şi U 

vent ru d iferite valori nle rezis tenţei R. 
b) Se renlizcn!t montajul din fi gJJTa P .5.4 

-ş i so m'\soară intens itatea curentului 1 funcţie 
de i nductanţa L a bobinei . Se repr czinlii gr::i!ic 
dependenţa l = f(L} (fi g nra P.5.5) ş i se de·· 
termină ind11ctnnţa L 0 penlrn care I este 
maxim. Din condiţi n de rezonanţă 

1 
c.iL, = - · 

(,)c 

(,) u 

c 
-u-

!!, o--------1 
Fig. P. 5.3. 
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c 

c 
L 

Fig. P. 5.4. 

se obţillc: 

C= _t_. 
·w'L• 

Fig. P: 5.5. 

ri.7. Să ~c indice modul fn <·are poate fi cl elcrmina t cocficir11Lul de frecare a 
p c un plan lllclinat dact'\ : 

a) unghiul et. dinlrc planul înclinat si orizontală cslc fix ; 
b) unghiul cr. poale fi variat. . 

unu i coq> 

6 

INTRODUCERE îN TEORIA ERORILOR 
DE MĂSURARE 

Prin eroarea absolulă a unei măsurări .înţe legem diferenţa dintre valoa­
rea individu al ă 1: a unei m[irimi ş i valoarea adevărată x0 a mărimii respective ; 

t.x = x - x0 • (6. 1) 

Aşa cum am sublinial în paragraful preceden t, Yaloarea x0 a măsuran­
dulni nu este accesibi l ă ş i deci aceaslă valoare trebuie suhstitu i lă cu o va­
loare conYen ţional adevărată, care reprezintă valoarea măsurandului ce 
diferă neglijabil de valoa rea adevărată . De multe ori, valoarea adevărată 
esle substitui lă de valoarea efecLiv[t a mărimii de măsurat. Acest lucru nu 
este toldcauna p os ibil şi pc de al tă parte şi valoarea efectivă a mărimii res-
pective este la rîndnl ei afectată de erori <le mr1surare. · 

In tcroia erorilor de măsurare se încearcă să se răspundă la următoarele 
t rei î ntrebări fundamentale, care se pun în p rocesul de efectuare a măsură­
rilor şi de. prelucrare a datelor obţinute. 

a) Cum se poale găsi valoa rea cea mai bună pcnlru mărimea sau mftri­
milc măsur.atc, pe baza unui număr de măsurări efectuale? 

b) Cum se poate găsi un număr care să caracterizeze precizia medic a 
uneia diu măsurările efectuate 'l 

c) Cum se p oate găsi un numă r care să caracterizeze precizia valorii pe 
care o considerăm că aproximează cel mai bine valoarea adevărată x? 

Înainte de a încerca srt răspundem la aceste întrebări, să ne ocupăm 
înLîi de· uncie prob leme privind crori1c ele măsurare. 

De cele mai multe ori se ulil izează în locul erorii absolute (6.1) valoarea 
absol utf1 a erorii de măsurare : 

(6.2) 
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Eroarea rela t ivii de măsurare este raportul din1rc valo:nca absolută a 
erorii de miisnrnre !3Î valoarea adcYiiratrt :i·0 

O-:r """" I :.ix 1. 
:l'o 

(6.3) 

De ext'mpln dacă pentru rezistenţa unui rezistor rezultatul unei măsu­
rări esle R = 251.3 Q, iar val oarea cfccli\'i"l a rezisten\ci este R

0 
= 250 Q 

alunei crna rca absolut ă este 

t.R = 251.:) - 250 = 1 ,~ Q, 

iar c roarcn r<'la l iY i'\ cslr : 

I LiR I 1,3 oR = -- = -- = O,OO:i2 =- O,!i2 % . 
R0 2GO 

6. 1. ERORILE DE MĂSURARE ALE MIJLOACELOR 
DE MASURARE 

Eslc cunosrnt: fa ptul ci"i indira \iile mijloacelor de măsurare depi nd nu 

nu mai de ,·alori le mărimii ele mrisurat, C'i ş i de o serie <le factori externi ca 
presiunea atmos ferici'\, umidi ta tea, intensilatca c împurilor electromagnetice 

exterioare . cîmpuri de radiaţ i i etc. I\·fărirni l c care nu fac obiectul măsurăr.ii, 

dar ca re an o influcn(ă as upra indicaţ iilor mijlocului <le măsuran~ uLil izal 

sa u asupra ,·aiorii mf1s nrate se numest: rni1ri 111i de i. nf'luenţlî. :Mărimile de 

influ entă pot afcc1a fie mijlocu l de m i:lsurnrc, fie mărimea de măsura t. fi e 
alît mijlocu l de mftsurare cît şi mărimea de mr1surat. D e exempl u , în pro­
rcsul de măsu rare a unei lungimi. vari aţia Lc mperatu r ii p oate afect a alit 
mărimea de măsurat, cit şi mi jlocu l ele mrisura t (riglă gradată etc.). Acţ.iu­

nile mărimil or ele influenţă conduc l ~i apa riţia erorilor de mr1s u rare, care 

depind ele modul de acţi o na re a accslor mărimi în timpul măsnrfll'i i. 

Con di{ ii le normale de ulili ::.arc a unu i mijl oc de m risu rare (sau condiţiile 
de referin(ii) reprezi ntă condiţiile exterioa re fixate de constrnctor pentru 

utilizarea corecUi a mi jlocului de măsurnre. Dacr1 mijl oc1?1 de m5surare este 

utilizat în condqii de referin(i'i , acesta păstrează caracteristicile de utili?.arc 
incli calo de co ns lruclor. 

D in punct de vedere me trologic, mijloacele de mrisur a re sîn1 caratt.cri­
zat e prin sens ibilita t e, justc\e , fideli tate ş i precizie. 

Sensibililalea unui aparat de măsurat rcprezinti"l rapor tul di ntre depla­
sarea indicelui ~i Yaria1;ie i mlirimii de rnilsuraL t:rireia îi coresp nri de dcplll­
sarea respectivă. 

1142 

deplasarea i ndiccdui 
Scns il.Jili tatea (S) ---------------­

vari aţia mări mii c:n c li produs dcplusarca 
(G.4) 

În cazul unui ampcrmclrn cu ac indicator deplasa rea indicelui poale f i 

caracterizată atit prin deplasarea .C./ a acului pe scara gradată ci l şi p ri n 
ung hiul de rota\ie D..oc a ·acului indi cato r (rig. 5.6). D acr1 această clevia\ ie a 
a cului indicator corespunde u nei varia\ ii b.l a in l cnsi lă \ii curentu lui electric. 

sensi))i!il atca ampermet rn lu i este: 

D..oc 
S=- · 

il l 
(li.5) 

Rela(iile (6.5) sîn l: val[tb il e p c nlrn m ajorilalea aparatelor de miburat 

întîlnite în mod curent. 
Aparatele de măsurai. pot fi cu se nsibilitate constantri sau cu sensibilitate 

variabil ă . De exe mplu bal a ntel c cu bra\e egale a u sensibilitatea S variabil ă . 
P e nlru balanţe, prin co nve nţ ie se u ti lizează se nsibilitatea practică S' care 

esLe inYCrsul scnsibilil ătii S: 

l b.M 
S' = - = --

S f.l 
(u.G) 

unde !11 este deplasarea acu lu i inclicaLor pe scara gradată datorată unei 

diferenţe !1Nl dintre masele corpuri lor a flate pc cele două platane. 

Pentru apa ratele cu sens ibi litate va riabilă se determină sensibilitaLca S 
pentru diferite puncte de pc sc ara grad a Lă, furniz indu-se curba ele d epentlenţ[i 
a sensibilităţii de difer ite poziţ ii ale scării gradate. 

Aparatele de măsurat cu scări gradate li n iare a u se nsibili tatea const.a ntă, 
iar aparatele rn scări gradat e neliniare au se nsilJilitatc variabil ă. 

Pragul de sensibilitate reprc· zint.ri cca mai mică va riaţ i e a mărimii dr m!\­

surat care produrc o cl eplas~re se nsibilă a indicel ui. 

Juste/ea este o ra rac lcris lici\ metro l ogi că a unei m5s11ri de a avea o 
valoare nomin al ă cît mai apropia t ă ci<' cea efectivă, respecLiv a unui aparat 

de măsu rat de a fu rniza indirapi ri t mai apropiate de valoarea efecliY[t a 

mărimii <le măsural. 

Cu a lte cuvinte jusletea carad.erizcază calita tea unui mijloc de măsurare 

de a permite măsurări cu e r ori minime. 

Eroarea de jusle/e (~j) a un<'i măsu ri reprczi ntri di l'ercnţa di ntre valoarea 

nomina l ă :r„ a măsurii şi media aritmeti că x a valorilo r e l'ective st ubililc în 
urma unei serii de m[1surări consreutive determinate în condi'ţii normale ele 

utili zare. 

Dacă de exemplu , Yaloa re~-:. nominală a unei rigle gradat e este x„ = 100 mm 

iar prin verifi carea eu o măsu rr1 etalo n se ob pn r ez nltalc le: 

X1 = \J0 ,997 Jll lll ; .1'1 = 9D,997 mm; 

:1:2 = 99,995 mm; X5 = \.HJ,m.15 m m . 

X3 = 99,996 mm ; 
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Deci 

Eroarea de justeţe în acest caz este : 

!ij = 100 - 90,996 = 0,004- mm. 

Erorile de justeţe pot fi eliminate prin in troducerea corecţiilor de justeţe: 
- în cazul măsurilor se scade eroarea de justeţe din valoarea nominală 

a mftsurii, pentru ca aceasta să coincidă cu va loarea efectivă ; 
- în cazul aparatelor de măsurat corecţia de justeţe se scade din va­

loar ea medic a indicaţiilor aparatului. 

Fidelitatea este caracteristica metrolog ică a unui mijloc de măsurare de 
a furniza indicaţii c"lt mai aprop iate înLre ele la mfts urarea repetată a aceleiaşi 
mărimi, în aceleaş i condiţii de măsurare. 

Eroarea de f'idelilate est e caracterizată de varia/ia indicaţiilor care repre­
zintă diferenţa dintre indicaţia care reprezintă valoarea cca m ai mare ş i in­
dicaţia care reprczint_ă valoarea cea mai micft pentru mărimea de măsurat. 

Dacă de exemplu, prin măsurarea rezistenţe i unui rezistor cu ajutorul 
unei pun\.i se ob\ in Yal orile: 

R 1 = 10,6 .Q , Rs = 10,7 n, 
R~ = 10,2 .o, R 6 = 10,9 n, 
R3 = 10,8 .Q, R 7 = 10,7 .Q, 

n1 = 10,5 .Q, R 8 = 10,4 Q, 

eroarea .<le fi <lelilate este 

t::..F = 10,9 - 10,2 = 0,7 .Q. 

Fidelita tea şi respectiv justeţea unui mijl oc de măsurare s înt cu atît mai 
mari cu cit eroarea de fidelita te, respectiY eroarea de justeţe sînt mai mici. 

Precizia es te caracteristica metrol ogică a unui mijl oc de măsurare de a 
furni za indi ca \ii cît mai apropiate de valoarl'a cfeclivă a mărimii măsurate. 
. E roarea de precizie a unui mijl oc de măsurare reprezintă eroarea globală 
_a mijlocului de măsurare, in condi \i i deLerminatc de utilizare, cuprinzînd 
atît eroarea de jusic[e cît ş i eroarea ele fidcliLate. Precizia mijlocului de măsu­
rare este cu ntît mai mare cu cît eroarea de precizie este mai mi că . 

Eroarea ioieraUî a unui mijloc de mr1surare este valoarea absolutrt maximf1 
a erorii de precizie, admisă de prevederile unui standard, ale unei instrucţiuni 
de veri fi care sau ale unei norme inLerne. 

E roarea de i11dicafie a unui aparat de măsurnf este diferenţa dint re indica­
pa ap aratului ş i valoarea efectivă a mărimii de măs urat. 1n aceastrt diferen ţ[1 
nu intră e rorile întîmplătoare ca re însoţesc procesul de mils urare. 
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Eroarea raportată a indica /ici 
aparatului este raportul dint re eroa­
rea· de indicaţie şi limita superioară 
de măsurare a a paratului de mă­

s urat. 

Citire incorectă 

Eroarea de paralaxă este eroa­
rea care se comite atunci cînd indi­
cele nu este în planul scă rii gradate, 
iar vizarea nu este perpendiculară 
pc suprafaţ.a s c ării gradate (fi g. 6.1) 

-~-------~ 
Citire corectă 

Fig. 6.1. 

Clasa de precizie ( C) reprezintă o valoare convenţional st abili tă (prin 
standarde, instrucţiuni, norme interne etc.) pentru ansamblul mij loacelor de 
măsurare care sînt supuse aceloraşi condiţ.ii de precizie. D e obicei, clasa 
de precizie C exprimă eroarea relativă procentuală din limita superi oară a 
indicaţiei mijlocului de măsurare utilizat. 

Sînt şi cazuri cînd cl asa de precizie se indi că printr-un simplu 
număr conventional care nu arată, direc t, precizia mi jlocului de măsurare. De 
exemplu dacă . întîlnim expresia „bal an ţă tehni că casa 1" nu putem calcula 
eroarea absolută care afectează măsurarea cu balanţa respectivă, dacă nu 
consultăm instrucţiunile care precizează erorile relative sau absolute comise 
prin efectuarea măsurărilor cu balanţe de diferite clase . 

Dacă, însă , clasa de precizie este indicată în procente, atunci reprezintă 
eroarea relativă procentuală din valoarea maximă a scării gradate utilizate. 

Astfel, măsurînd valoarea unei mărimi oarecare x cu un aparat cu clasa 
de precizie C % se comite o eroare absolută de măsurare : 

Val maximă a scării X, C, 
J~x l=~·--~~-~~ 

100 

iar eroarea relativă procentuală limită va fi : 

ax = l !ix I = val. maxi mă a scării XC 100 % = 

X 100·X 

= ex val. max. a scării 
~~~~~~~~ %. 

X 
(6.7) 

De exemplu, un ampermetru cu clasa de precizie 1,5 % cu care se poate 
măsura intensit at ea curentului electric de la O la 5 A introduce o eroare 
absolută de măsurare: 

5 '1 •5 ± O 07i:: A ~I= ± --= , ;) 
100 

10 - Prelucrarea datelor ex.oerlmentale l:n fizică - cd. 219 

(6.8) 
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Vede.m ci:i eroarea absolută nu depinde de va loarea mărimii măsurate, dar 
eroarea relativă va fi cu aLît mai mică cu cît mărimea măsurată este ni.ai 
apropiat~ dţ valoarea maximă a scării. Deoarece precizia unei măsurări este 
valoarea inversă a erorii relative, rezul Lă că pentru asigurarea unei precizii 
cît mai mari se impune alegerea corespunzătoa re a aparatului de măsurat. 

· Dacf1 p_entru măsurarea tensiunii de fază, cu valoarea nominalii U =220 V, 
înLr-o reţea de curent alternativ dispunem de voltmetrele din tabelul G.l, 
se pune problema alegerii voltmetrului care permite măsurarea tensiunii cu 
eroarea relativii procentuală li mită cca mai mică, ac11·cc~a · · · ~ cu precizia maxima. 

Tabelul 6.1 

Vollmetrnl 
Domeniul d~ 
măsurar~ (V) Clasa <.le precizie 

1 
2 
3 

250 
:300 
GOO 

1 
J ,5 
0,5 

Pe baza formulei (6.7) obţinem pentru cele trei voltmetre 

250 
D2 U = ± 1 · - - = ± 1 136 ° 1 

220 ' 10
' 

300 
D2U = ± 1,5 · -- =± 2,045 O/ 250 /O• 

600 -
D3U = ± 0,5 · - = ± 1,364°1. 

- 220 /O 

Rezultă că voltmetrul 1 asigură măsurarea tensiunii cu eroarea relativă 
li.~ită cea m~i mică, adică cu precizia cea mai mare, deşi nu are clasa de pre­
c1z1e cea mai bună. Aceasta se datoreşte faptului că tensiunea măsurată 
( U '.'.:::'. 220 V) este apropiată de valoarea maximă a scării (250 V) pentru 
voltmetrul J. 

6.2. CLASIRICAREA ERORILOR DE MASURARE 

Rezultatul oricărei măsurări este afectat de erori ale căror origini sînt 
foarte diferite. Trebuie să înţelegem că realizarea măsurilor şi a aparatelor 
de măsurat reprezintă rezultatul unor măsurări multiple şi variate, care nu 
pot fi riguros exacte, înregistrîndu-se erori atît în procesul de etalonare cît 
şi în procesul de măsurare ce se efectuează cu aceste mijloace de măsurare. 

146 

- . „ .,; „ 

Unele perfecţionări a le aparatelor de măsurat pot favoriza apariţia eroril or 
de măsurare, dacfl acesLe aparate nu sînt menţinute riguros în condiţiile 
normale de ulilizare. Astfel pentru ca 1m aparat de măsurat să poată sesiza 
va riaţii cit mai mici ale rnfll'imii de măsurat este necesar ra aparaLul res­
pectiv să aibă o scnsihililate cit mai mare şi o inerţie cît mai mică. Dar sen­
sibilitatea mare a aparatelor de măsurat conduce la faptul că acestea înre­
gistreazr1 pe lîngr1 varia~iile mărimii de măsurat şi unele influen\e ale mediului 
în care se executr1 măsuri"irile, ca de exemplu, diferitele vibra\ii şi trepidaţii, 

varia ţii de temp~raturf1 etc . 
Deoarece ulllizarea mijloacelor adecvate de măsurare, precum şi scrierea 

corec.:trt a rezultatelor ob(inut.e prin măsurare cu erorile corespunzf1toare, 
prezi ntă o importanţii. dcosehitr1 în toate ramuri le economici lH.1'\ionale, este 
necesară adaptarea unui sistem unitar ele termeni şi simboluri. Pentru fiecare 
domeniu de activitate cxisLă cîLe 1111 STAS (standard de sta l) elaborat ele 
Inspectoratul General de Stat pentru Controlul Calităţii Produselor şi aprobat 
de Institutul Româ n de Slanclardizare . Astfel noţiunile de bază clin domeniul 
teoriei erorilor de măsurare , principali termeni şi simbolurile corrspuuzătoare 
sînt cuprinse în STAS 2872. Fiecare STAS pe lîngr1 numărul coresptmzător 
care rămîne neschimbat de-a lungul ani lor, cuprinde încă două cifre care indică 
anul în care a fost. elaborat. Ultimul STAS privind erorile de măsurare (Lermi­
nologie) a fost elaborat şi nproba t în anul 1974 şi se indi ci:'! sub forma STAS 

2872-74. 
Principalele surse de erori se da toreazr1 următoarelor cauze : 

mijloacelor de măsurare (erori insLrurnentale) ; 
- metodele de măsurare utilizate (erori ele metod ă) ; 
- influenta mediului înconjurător: temperatura, presiunea aerului, 

umiditatea aerului, cîmpuri electrice şi magnetice, vibraţiile etc. (erori dato­

rate influenţei mediului ambiant) ; 
- influenţa experimen.tatorului : atenţia, acuitatea vizuală , capacitatea 

de acomodare, exerci\ iul etc. (erori personale); 
- modelului asociat măsurandului (eroare de model); 
- influenţei mijloacelor ele măsurare sau ale experimentatorului asupra 

măsurandului (erori de interacţiune). 

A. Din punctul de vedere al surselor, de erori distingem: 

a) Eroarea instrnmentală care reprezintă ansamblul erorilor ele măsuran· 

datorită mijloacelor tehnice prin intermediul cărora se obţin infol·maţiile de 
măsurare. Eroarea .instrumentală cuprinde eroarea de justeţe, eroarea ele 

fidelitate, e1:.oarea de indicaţ.ie a aparatului de măsurat etc. 

b) Eroarea de m~todă este eroarea de măsurare datorită imperfecţiunilor 
metodelor de măsurare utilizate pentru obţinerea informaţiilor de măsurare. 

Ca exemplu de erori de metodă putem indica măsurarea unei rezistenţe 
prin metoda ampermetru-voltmetru. In acest caz apare eroare de metodă 
datorită consumului propriu al aparatelor de măsurat. 

147 



~--'· •·------------

~---' V t----, 

Io 

Fig. 6.2. . Fig: 6.3. 

In figurile 6.2 şi 6.3 sînt reprezentate două scheme utilizat.e pentru măsu­
rarea rezistenţei unui rezistor prin metoda ampermetru-voltmetru. 

1n cazul montajului din figura 6.2 obţinem rela\:iile : 

u 
I 1 = I 0 - I~ = I 0 - --, 

Rv 

unde I0 este intensitatea curentului electric indicată de ampermetrul A, 
U este tensiunea indicată de voltmetru V, iar Rv este rezistenţa interioară 

a voltmetrului. 
Din relaţiile : 

avem: 

sau 

De unde 

_1-'-o _-_I-'--2 = _Io_ - 1 
I2 Ia 

R 
Rv 

Rv 
=-· 

R 

I 0 R + Rv 
- = 
12 R 

Valoarea rezistenţei R este: 

u u u u 
R =-I-1 = -I-o-!-~ = Io(l - ~) = lo(l - R ) = 

Io R + Rv 

u 
I ( Rv ) 0 

Rv + R . 
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Deci eroarea absoluU\ 

U R 
ll.R = --

Io Rv 
(6.10) 

poate fi neglijată numai dacă rezislenta măsurată este mult mai mică <lecit 
rezistenţa interioară a voltmelrului. Pentru montajul din figura 6.3, avem : 

De unde 

(6.11) 

iar 

(G.12) 

Deci pentru ca valoarea rezistenţei R să fie cit mai apropiatfl de raportul 
U/1

1 
este nece.sar ca rczistell'ţa R, măsurată, să fie mult mai mare decît re­

zistenţa internă R,i a ampermetrului. 

Vedem deci d1 ulilizînd montajele din fi gurile 6.2 şi 6.3 pentru măsurarea 
unei rezistenţ,e comit.cm erori de metodă, ale căror valori depind de raportul 

R/ RA (6.10), respectiv R/ R (6.12). 
c) Erori dafor(1le ir1[/ue11f ei mediului ambia11t reprezintă erorile care afec­

tează măsurările efectuate fărr1 respectarea condiţiilor normale de utilizare 
a măsurilor sau aparatelor utilizate. 

ln ţara noastră, prin STAS 6300-74 se stabilesc condiţiile de încercare 
şi de referin\:r1 pentru mijloacele de măsurare ale căror caracteristici variază 
sub influenţa mediului ambiant. 

Astfel condiţiile stand ard de referin\,ă pentru încercări ş i mttsurări sînt: 

- temperatura : 20°C ; 

presiunea: 1 a tm = 101 325 N/m2
; 

- umiditatea relativr1: G5%; 
- cîmpurile electrice şi magnetice exterioare trebuie să lipsească. 

Pentru influen ţa vibraţiil or, iluminării, zgomotului, componenţa aeru­
lui etc. nu s-au stabilit încn condiţii de referinţă deoarece nu se cunosc 
încă, suficient de bine, legile d upf1 crire aceşti factori influenţenză funcţio­
narea mijloacelor de măsurare. 
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d) J~rori personale sîn t erorile de măsurare care se d<) to.rcsc ex peri meuta­
torului ca re e fecLuează măsurarea. Erorile e[ectuatc de experimentafor 
depind foa r te mul t ele calităţile şi depri nderile aces tuia. Anomalii le ochiului 
observa torului, viteza de reacţie , capaciLaLea de acomodare, ncreaiir.area 
coincidenţei la vizarea scări i gradate rep rezintă u nele din sursele de erori 
personale. Dacă în urma unei măsură ri acul indicator al aparali1\ui de măsurat 

se află între două repere, adică nu co incide cu ·nici ·unul d in fopcrelc scării 

gradate, se impune efectuarea unei interpolări vizuale. Operatorul [ără expe­
rienţă poale efectua eronat aceste interpolări. Se recomandă ca pentru un 
anume tip de măsurări să nu se sch imbe cxpc rimental:orul, pentru a-ş i puLca 
însuşi deprinderile necesare . 1 

e) .Eroarea de model este eroarea de măsurare da LoraLă imperfecţiuni lo r 

(cronării) modelului asociat măsurandului. Această eroare apare, de regulă, 
atunci cinci n u cunoaştem precis prop rie tăţile măsurnndului. De exemplu, 
dacă pen Lru o picsrt considerată cilindri că, măsu răm un si ngur diametru al 
scc\i unii transYersale putem comite eroare de model dacă în reali tate piesa 
a rc secţiune transversală eliptic ă. 

f) Eroarea de inlerac{iune este eroarea de milsurare determinaHt de 
i nfluen~ele pe care inijloacelc de măsurare sau expcrim·c ntatorul le exerciLă 
asupra valorii mi:isurandului. As Lfol de erori p ot apărea, de exemplu, dacă 
p rin măsurarea te mperaturii în interiorul unni vas, introducerea termome­
tru lui conduce la modificarea temperaLurii din in Leri orul vasului, sau în 
procesul de măsurare a capacităţii un ni condensator ap ropi~rea experimenta­
torului modifică capacitatea ele măsurat. 

B. D in punctul de vedere al de pendenţei erorii de miis1.1rarc de valoarea 
mărimii măsurate avem : 

a) Eroarea adi/ioă reprezintă eroarea de măsura re care nu depinde de 
valoarea . niririmii măsurate. De exemplu, în cazql <lcplasririi indicelui un ui 
aparat de măsurat eroarea de măsurare nn depind~ de . valoarea mări mii 

măsu rate ([ormula 6.8). 

b) Eroarea mulliplicalivă esLe eroa rea <le măsurare care. dţp i ude de va­
loarea mărimii măsurate. 

Î n general eroa rea multi pli cati vă este egală cu un produs in care un ul 
din termeni reprer.intă valoarea mărimii măsurate. Dacă, de exemplu, se 
măsoară cn puntea Wheatstone (fig. 6.4) rezisten ta R"" priu metoda com­
pensaţi ei ob\incm expresia : 

R .,. (6 .13) 

N otînd cu 6.R3 , 6.R3 şi 6.R.1 erorile absolut~ ale valorilor rezis teu ţel or 
R 2, R 3 şi .R'1 putem calcula eroarea abs olută 6.R„ cu ca1:e se determină 

rezistenţa R x. , . 
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Aplidnd formula (2.42) aflăm eroa rea 
absolutr1 a produsului R~R3. 

6.(R~H3) = R 2 ·t:;.R3 + R:i ·6.R2. 

iar pe baza formulei 2.50 avem : 

= _l_ (R.1 R~6.R3 + R 3R.16.Rz + R2Ra6.R~) = 
m 

= R~R3 ( t..R~ + D.R3 + 6.R,1 ) 
R 1 ~ R 2 R3 Ri 

sa u 

LI 

Fig . 6.4. 

Vedem cr1 în acest caz eroarea absolu tă a Yalorii rezisLenţci Rt (6.Rx} este 
proporţi onalri cu ,·aloarea rezistenţe i ob ţinu tă p rin măsutări. Eroarea f'ela-

tivă însă : 

(6.15 ) 

nu depinde de valoarea R„ ob \inută în urma . măsurării.. 
c. Dacă se mr1s oarr1 ele mai mu lLe ori o niărÎmc fizicft de valoare nominală 

cunoscu tr1, în condiţi i idenli ce, cu ace leaşi mijloace de măsurare ~i de către 
acela şi experi mcnlato r, se cons La Lă cft e·ror ile care î ns o~csc mttsurări~e r:spective 
au carac ter diferit. As trei unele se menţin cons tante, altele variaza de la o 
măsurare la alta, iar a l Lele sint foarte mari, depăşind erorile tolerate de mijloa­
cele de m:isurare utilizate. A.ceas Lă co nstatare a condus la posibilitatea clasi­
fi cării erorilor de măsurare „ după ca racterul lor" sau din punctul <le vedere 
al struc turii statistice a acestora. Din acest punct de vedere, erorile de mă­
surare se clasificft astfel: 

a) Eroarea sislemalică reprer.inLă eroarea care rruninc consLant~ a~ît. ca 
valoare absolutr1 ciL şi ca semn, a l unei cîncl se măsoară repetat aceeaşi manme 
fizică, în condiţii practic idenLice, sau care variază după o lege defini tă cî_n~ 
se modifică condiţi ile de mr1s urare. De exe mplu dacă la o cîntări re se ut1lt­
zeazft un etalon a căru i masă se co nsideră 1 kg, dar valoarea sa convenţional ft 
adevărată este ma i mare sau ma i mică dccît 1 kg. vom ob ţi ne o eroare siste­
mati că constantă. D e asemenea, dacă u tilizăm pentru măsurarea unei lungimi, 

0 ri<1lă mc Lal i că grada tă la o tempera tură diferită de te mperatura la care a 
fostcalih rală r igla respect ivft, vom obţine tot o eroare sistematică co nstan.tri.. 
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O eroare sistematică variabilă se poate obpne în cazul cînd există o nesta bi­
litate în funcţ.ionarea unui aparat electronic. 

b) Eroarea înlîmplăloare (aleatoare) este eroarea rare variază imprevi­
zibil, atît ca valoare absolută cit şi ca semn, cînd se măsoară repetat aceeaşi 
mărime, în condiţii practic identice. Prin măsurări efectuate în condiţii 
practic identice se înţeleg măsurările efectuate cu aceleaşi mijloace şi metode 
de măsurare, de către acelaşi operator, sub a cţiunea aceloraşi factori de in-
fluenţă. 

Să considerăm, de exemplu, măsurarea peri oadei <le oscilaţii a unui 
pendul cu ajutorul unui cronometru. EfccLuînd măsurarea de mai multe ori 
putem greşi atît la stratul cit şi Ia oprirea cronometrului. Acest lu cru va con­
duce la o dispersie a rezultatelor ob\·inuLe în fiecare măsurare în parte, adică 
unele rezultate vor indica valori mai mari, iar altele valori mai mici pentru 
perioada T. Cum abaterile de la valoarea reală a perioadei pendulului sînt 
fntîmplătoare, rezultatele măsurării pot fi priviLe ca fenomene aleatorii. 
Erorile aleatorii nu pot fi eliminate cu ajutorul unor corec\:ii aplicate rezulta­
tului brut al măsurării , cum este uneori posibil în cazul erorilor sistematice. 

c) Eroare grosolană (sau greşeală) reprezintă eroarea care depăşeşte 
considerabil erorile cele mai probabile, specifice condi tiilor date de măsurare. 
Astfel de erori pot apărea dacă se utilizează mijloace de măsurare defecte 
sau dacă se utilizează defecluos un mijloc de măsurare. Într-o serie de măsu­
rări efectuate asupra aceleiaşi mărimi fizice, în condiţii practic identice, 
valorile al'ectale de erori grosolane trebuie idenlificate şi eliminate din şirul 
de rczul ta te obţ.inute. 

Pentru evitarea erorilor grosolane este necesar să se acorde o atenţie 
corespunzătoare efectuării măsuriirilor, fi\cîndu-se mai multe verifi că ri ş i 
controale. 

Prcsupunînd că se iau toate măsurile, pcnlru inlălururea greşelilor de 
măsurare , în cele ce urmeaz{1, nu ne vom mai ocupa de aceste erori. 

6.3. ERORI SISTEMATICE. UNELE PROCEDEE 

DE EUMINARE A ERORILOR SISTEMATICE 

Cu toate că în construcţia mijloacelor de măsurare , se iau t oate măsurile 
pentru înlăturarea eventualelo r defecte, se întîmplă des lul de des ca indica\:iile 
acestora să fie însoţite de aşa-numitele erori instrwnenlale rezidllale. Aşa pot 
apărea erori de diviziune la scările gradate, erori de excentricilatc la aparate le 
cu cadru mobil etc. 

Pot apărea erori sistematice şi daLorită unor concentrări imperfecte 
în cadrul unei instalaţii de măsurare. Astfel unele conectări în scheme electrice 
pot deveni surse de tensiune electromotoare de contacl sau de rezistenţe 
suplimentnre în circuit. 
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Să considerăm instalaţia de măsu­

rare din figura G.5 utilizată pentru mă­
surarea raportului rezisten~elor R 1 şi R~. 

Acumulatorul E 1 asigură o diferenţă de 
poteriţiale între capetele AC ale reostatu­
lui cu cursor. Rezistenţele R 1 şi R~ sint 
conectate. în seric, în circuitul acu mu-

la torului E 2 • Deoarece intensitatea cu- A '====B~=========IC 
renl.ului electric, prin cele două rezis­
tenţe, este aceeaşi, diferenţele de polen­
ţial ele la capetele acestor rezistenţe va fi : 

şi 

R1 U1 -- = - - · 
R 2 U2 

(6.16) 

Conectăm punctul a cu punctul c şi 

punctul b cu punctul d şi deplasăm curso­
rul B pînă cînd intensitatea curentu­
lui electric prin galvanometru devine 
egală cu zero. Fix!im astfel distanţa 

AB = x1 pc scara reostatului. Apoi co­
nectăm punctul a cu punctul e şi punctul b 
cu punctul r şi din nou deplasăm curso­

X 

o b 

Ei 
Fig. 6.5. 

e 

rul B pînă cinci intensitatea curentului indicată ele galvanometru devine 
zero, fixînd noua poziţie ::r.2 pc scara reostatului. Deoarece rez istenţa RA.11 

este proporţional fi cu disLanţa A B = :i: iar galvanometrul indică intensitatea 

curentului egală cu zero c:încl XA 11 = U, respectiv UAB = U2• Hezultri deci 

raportul : 

(6.17) 

Din formulele (6.16) ş1 (6.17) obţinem: 

(6. 18) 

Rezis ten \ele variabile R' şi R" permit reglarea intensi lă ~ii cu ren Lui ui 

din circuitele acu mulatoarelor E~ ş i E~, as tfel încît distanţele x1 şi X 2 să fie 

cuprinse în limitele scării reostatului. 

Să analizăm care sînt sursele posibile de e rori în cazul acestei măsmări. 

Vom încerca să enumerăm unele din aceste surse de erori sistematice. 
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a) P o t exisla defeclc de trasare a reperelor pe. sca ra reost atului cu cursor. 
li) Intens i tăţi l e curentu lui electric prin reostat pot să nu fie egale. în 

ambele măsu rări şi atunci formula (G.17) nu este riguros adevărată. 

c) R eperul zero de pe scara rcosta Lului poate s ă nu corespundrt unei 
diferenţe de potenţial egale cu ze ro. Adieă dad1 cursorul B se află la reperul 
zero pe scara reostatului putem avea o diferenţă de p otenţial U AB # O. 

d) ReosLatul AC p oa te avea o rez isten ţă neunifprmă pe întreaga lungime , 
ceea ce co nduce la faptul că reia [ia (6. lÎ) este val al.lilă numai ap roximativ. 

c) Valorile R 1 ş i R~ p ot depinde de modul de co nectare în punctele 1, 
2, 3 sau 1 . 

f) În afadt de acu mula toarelc R 1 ~ i E 2 în . c_ircui t pot apărea alte su rse 
de te nsiune clccLromotoare , ca de exemplu tensiune electromotoare de con­
tacL sau tensiune termoclcctromoloa rc. 

Să ne ocupftm de modul de de tectare a surselor indicate de e rori şi di~ 
modul în care erori le respective pol fi climinale. 

a) Fie L0 dime nsiunea nomina l ă a scării gra date a reostatului. Dar.ă 

prin măsurarea cu un mijloc de măsura re et a lon obţ.incm lungimea L . atunci 
corecţia de inscripţi e (C;) a unei diviziuni a scării g radate este diferenţ.a dintre 
valoarea efec ti vă L . ş .i valoarea noniinală J;0 : 

C; = L. - J,9• (G.Hl) 

Valoarea corec tată L e a insc ri pţiei . măsurii va fi egală cu: 

T,„ :...,, L0 - C;~ (G.20) 

A~tfel puLem introduce co recţia C; (6 - 20)· pentru elimina rea eventualelor 
defecte a le scă rii gradate a reostatului. 

b) Inte nsităţil e curentilor prin porţiu·nile de circuit AB, 1-2 şi 3 - 4 
depi nd ele tensiu nile elec lromo.toa re ale acumulatoarelor E 1 şi E 2 • Deci pentru 

· eli mina rea unor astfel de erori csţc necesar să se. asigure stabilitatea a cumu la­
toarelor E 1 şi 1~2 • PenLru aceasta trebuia ca: 

acumu latoarele să fie bine încărcate; 

p auza între măsurr1ri l e 111[1rimilor xL şi x~ să fie c i t mai scurtă . 

Se ş li c că t ensiunea electromotoare a a cumulatoarelor nu es te con­
stantă în timp ş i deci nu se p oat e asigura un regim ri guros stabil a l aces­
t ora. În astfel de s iluaţii se recomandă efectuarea măsurării mărimilor x1 şi x 2 

după metoda „sandvi ş" . Astfel se măsoară iniţi a l d i stanţa x t obţin îndu-se 
valoarea x~. apoi dista nţa x2 , iar după aceasta d in nou distanţa X 1 care con­
duce la valoarea x~'. Valoarea x1 , se iâ ca medie aritmeticr1 a valoril or x~ şi x~' : 

X 
- . :r~ + :i:; ~ 

. 1 - (G . 21) 
2. 

Putem rep ela ele cîteva ori această metodă de măsurare, co nsiderînd 
media valori lor ol.i p nu le. Prin aceasta · eroa rea da tora Ul va riaţ i ei t ensiunii 
electromotoare a a_c umula toarelor -E 1 ,:;.i E~ cstţ pr;ictic eliminată. 
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Fig. 6.6. 
Fig. 6.7. 

c) În prac tică este [oart~ gre~ să ~c. r~alize.ze ca }n cazul cinel cursorul H 
· · · X - r· g lă cn zero De aceea este po-

se a fl ă 11e reperul zero, tensiunea An sa ie e a . . · · ' . 
' - · d- L- la valoarea x silJi l să existe o eroare sistematică /),,:i; care trebme a aug.~ a ' · 

cili~ă pe scara re.ostatului. Pentru stabi_lir:a. acest~i corectu. se_ un~ş~e p.u~c; 
l t 1. b ( fi"<r G i;) şi se măsoara mtens1talea cmentulm, md1cata 

tu a cu pune u ::::.· ·"' · · , G) 
de galvanomeLru, p entru c î teva valo ~·i x a propiate de reperul zer~ ~fig. _ G. . 

· · · · · ~ · } · tă bţ " n corecl'ia ~x Pnn aclaurra-Extrapolînd dependenţ.a luuara o 1 ţmu _: : o: . . mer . · • . . · . . _ _::::. _ 
' 1 .. A . l ra"lor·11e X si X ' cit ite l)e scara reostatu lui, se elimma e1oa rea va oru ux a ' ' · 1_ •• • ~ • . „ , · 

rea . sisteniati că,' :da tora tă ref>erului zero.' 
· t d f t- ·ezistenta unităţi i de el) Dacă îu[_ăşura1:ea reosLatulu1 nu es ·c e ec ·a.' 1 • .· . 

7 

I · · · este aceeaşi pc toa Lă lungimea rcosta tulu1. Putem veuf~ca ~ac.t 
ung1me . . d L ~ 1 trc 

l·~zis tenla reosta:tul~i· este omogenă, măsurînd diferenţa c ~o en ia m . 
" - · · L ' · · b' cai·e s· c- dep' tasează îi1 lungul reostatulu i asUel ca d1s-doua p une e a ŞI . .. . • . _ . • • 

tan ta di11 tre e le să rămînă constan ta ( fi g. G.7). . • 

bi (Iaca- r'lJ>Ortul H /R„ reprez111 L:1 c) În acest pu nct sc _pune p ro .em~ c ' • • 1 . ~ _ _ 

înlr-adeYră raportul rezistenţelor rez1stonlor res1~ect1v1 sau 1ez1stenţel_e R~ 
ş i 11

2 
incl ~d -pe J ingtt rezis Len ţele rezistorilor ?i rez1s~e~~.ele. a l tor .ele~:n~e ~l~ 

. ' •t 1 . n· 11 p1·"111c1"pitil de functionare a 111stalaţ1e1 rnd1calc ll1 Îl::.Uta . 
circ.U l li Ul. I ' • . . 1·7 
. - . d ·1 J d 2 . e - I' Sl { - if llU prezlll "\ 
rezultr1 cr1 rez i sten~el e con ucLon or c - ' . ~ • • . ' . „ . . " 

1 
. 

· t t·a- c'l'eoai·cce se fi xeazft di slan ie[c x1 s1 x2 c111d rntens1tatca ctuentu u1 
1 mpor aq, , , . • ~ . , . . _ . . . . 
p rin ac~ste conductoare est: eg_a.lă cu zero ş'. deci c,ade~ile de Lensrnne pe 
aceşti conductori · este zero, incl1 forent de rez1sten\ele 101 . . _ 

. Se ştie ~ă în l·o_cul de conecta re a .d ~i con~lnctori apar~. o -~·ezis:cnţa d·~ 
l ·d· 1 . 10-6 r. Dacă valon le rezistenţelor m<1su1 ate smt su[1 contact ce Ol 111ll ci .!.~. < < 

cient de mari ( ~ 1 Q) · nµ es te necesar să ţinem scama de valorile rezisLenţelor 
de ·contact . ln cazul în care valorile rezistenţelor R1 şi · R2 sînt mici ~io-a. -

d l · l ect are a rez1stonlor ..:..... 10-~ Q) se impu ne o a nali ză a ten tă a mo u u1 c c con · " · 

R 1 şi R~. î n fiecare 
Să co risicledtm cazul rezistorului cu donă cleme. 111 acest caz 

clemă se conectează doi c~nductori, unul de la acumulator-conductor de 
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R1 

Fig. 6.8. 
Fig . 6..9. 

t ensi une şi altul de la galvanometru-conductor de curent. Schema cchiva­
l enlă a conectării rezistorului cu rlou[t cleme este dată în figura 6.8. 

Hezistenţe l e 1' 1 şi l'z reprezintă rezistenţ:el e de contact ale conductorilor 
de tensiune, iar 1'3 ş i 1'4 rezistenţel e de cont act ale conductorilor, de curent. 
1 n procesul de măsurare se obţine nu rezisten\:a R 1 a rezistorului, ci de fapt 
R1 + 1'1 + 1'2. Analog, putem a junge la aceeaşi conclu zie şi în cazul rezis­
torului R 2 • 

Pentru î nl ăturarea acestor neajunsuri , care pot conduce la erori s iste­
ma.~ic.e, se recurge la utilizarea· rezistorilor cn patru cleme (fig. 6.9). Conduc­
torn de curent se conectează la · clemele a şi b, iar conductorii de tensiune 
la cl emele c şi d. 

. În ac:st caz rezistenţele de contact nu au nici o influenţă asupra măsură-
nlor. Rezistenţele în contactele a şi b nu prezintă nici o sursii de erori dacă 
rămîn constante în timpul miisurării iar rezis tenţele de contact c si cz' la fel 
nu _ i~fluc~\.ează ş i deci se măsoară direct rezi stenţa între punct.el~ J şi 2, 
ad1ca rez istenţa rcal~1 a rezistorului. 

f ) Toate punctele de conectare u conductorilor, din diferi te materiale 
pot constit ui surse de tensiune electromotoare, datorită efectului terrno~ 
electric. Ce le mai importante surse de tensiune electromotoare sînt locurile 
de con tact a firel or de cupru şi a clemelor de alamă. Analizînd schema din 
figura G.5 se poale vedea că orice sursă de tensiune electromotoare, în scrie 
cu~ acu~m.u l atoarelc r-:1 şi E 2, nu prezintă importanţă, deoarece prin efectuarea 
masuranlor nu ne rnteresează valorile i ntensităţilor curentul ui în circuitele 
celor dou ă acumulatoare. E ste important numai ca intensitătile acestor 
curenţi ~ă fi e eo nstante în timpul măsurării. Dacă însă în circuit ;11 galvano­
me'lru 1 m Aac 12dbBA, aYem surse suplimentare ele tensiuni electro motoare 
acestea conduc la apariţia unor erori în valorile x1 ş i x

2
• Pentru a exclude, 

aceste erori t rebuie să măsurăm mărimile x1 şi x2 de cîte două ori , 0 dată 
cînd acumulatoarele E 1 şi E 2 sînt conectate ca în figura G.5, iar a doua o:iră 
schi1!1b~ncl po lari tă ţil e celor două acumulatoare. Deoarece prin aceasta sensul 
tcn~rnm l or t ermoelectrice nu se schimbă, media celor două măsurări pcnlru 
X1 Şl Xz reprezintă rezultatul care s-ar fi obţinut în absenta tensiunilor elec tro-
motoa re suplimentare. ' 

156 

- J ..,. ~ 

Vedem, deci că pen tru înl ăturarea surselor de erori sis tematice se impune 
o analiză atentă a instalaţiei de măsurare în fiecare caz concre t în parte. 
Există însă cîteva procedee generale care se recomandă a fi utilizate în scopul 
eliminării erorilor sistematice. 

în primul r înd se ca uUt să se elimine sursele de erori sistematice, ceea ce 
i'mplică un studiu prealabil al erorilor şi introducerea corecţiilor a colo unde este 
cazul. 

Putem indi ca următoarele metode folosite pentru eli minarea erorilor 
siste matice. 

1) Metoda su bstituţi ei (vezi§ 5.1). Această metodă se fol oseşte în special, 
pentru eliminarea eroril or sist ematice, provenite din lipsa de egalitate rigu­
roasă a lungimii braţel or unei balanţe considerată că are braţele egale. 

Dacă dorim să măsurăm masa !11„ a unui corp, se aşază acest corp pe 
unul din talerele balanţei, iar pe celălalt taler se aşază greutăţi cu masa cu­
noscută 

0

pină cînd se echilibrează greutatea corpului de masă Mv Fie această 
masă M 1. D eoarece echilibrul balanţei se determină prin egalitatea mo­
mentelor. 

M „ gl1 = ll11 gl2 

unde ll şi l2 sînt lungimile braţelor balanţei. Rezultatul 

M „ = !111 

(6.22) 

(6.23) 

este corect numai dacă cele două braţe ale balanţei s înt riguros egale, ceea ce 
practic este imposibil. Deci rezultatul (6.23) este afectat de o eroare siste­
matică constantă. P entru înlăturarea acestei erori se ia corpul de masă M „ 
de pe talerul balanţei şi se înlocuieşte cu greutăţi de masă cunoscute (să 
admite m M 2) p înă se obţine din nou echilibrul balanţei. Astfel avem 

(6.24) 

Din rel aţi ile (6.22) şi (6.24) se ob ţine 

M „ - 1 · M l\" - ' z = ·12 
M 2 

(6.25) 

R ezultatul (6.25) nu este afectat de erori sistematice. 
2) !11 eloda opoziţiei co nstă în aranjarea experienţ.ei astfel ca eroare a 

provocaUt de un factor oarecare să intre în rezultatele măsurării o dată cu 
semnul plus şi altă dată cu semnul minus sau, cu alte cuvinte, acest factor 
să exercite act.iuni contrare asupra rezultatelor. 

Această metodă a fost utilizată la punct ul f în studiul experienţei pentru 
stabilirea raportului Ri/ R2 în scopul eliminării erorilor sistematice datorate 
surselor de tensiuni electromotoare suplimentare. 

De asemenea, se ştie că şuruburile micrometrice utilizate la microme­
trele-ocular de la aparatele de măsurat au o cursă moartă , care poate provoca 
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erori sistematice. P entru eliminarea acestei erori, se recomandii cfcc tu.a ren 
ll două ci tiri, în direct,ii opuse rotirii Ş llI;t1bt1lt1 1· . D. a ;,, l · f ' ·• l IL l I , c„ c 1 ş1 ~ ~ s 1 n . rez u a e e 
celor douli ci liri a tu nci 

d = di + d~ 
2 

1!E.!:ezintă indicaţia care nu conţine eroa rea s istematică da torată cursei mo::irLe. 
3) M eloda observaţiilor simetrice se utilizează · a tunci cînd în me toda de 

măsurare cxislă o anume simetric, adică prin permutarea unor _p ăr\ i a ins la­
la \jei de măsurare nn se schimbă nimic. De exemplu, dacă Lrebuie s ă miois urăm 
temperaturile li şi 12 în punctele pi şi P2 Cll Lerm omctrele '1\ şi r~, reznltat cle 
măsurării nu trebuie să se schimbe dacă schimbăm termometrele între ele. 
Dacă însă co nstatăm că în urma pcrniu Lării termometrelor: se oh lin ;.czu Ita te 
diferile, înseamnă că indicaţiile ac<:'stora sînL eronate. în cazu l î·n. ca re indi­
caţ iil e celor d ouă termometre, în acelaşi punct, s înt apropiate, · valoarea 
medic a celor d ouă indicaţi i va fi afectată de erori sistema lice mai mi ci c:iecît 
valoarea unei singure indicaţii. 

Desigur d't în acest paragraf, nu am indicat toate posibili tăţile de eli­
minare a erorilor sis tematice. Problema eliminării erorilo r sistematice necesilă 
o analiz ă detaliată atît a condiţiil or de măsurare , cit ş i a datel or ~bţinutc. 
O importanţă hotă rîtoarc în acest sens o are experienţa şi priceperea experi­
mentatorului. 

Se poate afi rma că influenţa erorilor sistematice asupra măsurărilor 
poate fi , în cele mai multe cazuri, cunoscută ş i eliminată pdn corecţ iil e ce se 
aplică sau prin mijloacele specia le de măsurare utilizate. Erorile sistematice 
care nu pot fi eliminate şi care se consideră mai mici decît erorile toi.erate de 
mijloacele de măsurare utilizate, se numesc erori sistematice reziduale şi se 
includ în grupa erorilor întîmplătoare. 

6.4. ERORI INT!MPLATOARE 

Dacă se efectuează un număr n de măsurări directe, succesive asupra 
unei mărimi fi zice, cu mijloace şi metode de măsurare adecvate, se obţin 
valorile individuale ale mărimii măsurate . 

(6.26) 

În cele ce urmează vom considera , că valorile individuale (6.26) au fost 
corectate de erorile sistematice, prin metode indicate în paragraful 6.3, şi 

deci acestea conţin numai erori întîmplătoare sau erori sistematice reziduale,' 
care se consideră tot erori întîmplătoare. 

Erorile întîmplătoare influenţează rezultatele măsurărilor succesive 
ale aceloraşi mărimi fizice, cînd într-un sens, cînd într-altul ceea ce conduce 
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la faptul că valorile individua le vor fi cînd mai mici, cînd maC·inari clecîL 
valoarea a devărată :1·0 a mărimii măsura te. · 

Trebuie subliniat că obţinerea rezultatelor indivi(luale di.ferite în mică 
măsură unele de altele, p recu m şi a unor rezultale care coi ncid între ele, 
este o consecinţă l ogică a condiţiilor de măsurare. Dacă prin re.pclarea măsu­
~ărilor se obţin riguros ace leaş i val ori indi vi duale, înseamnă c.ă metod'.! ele 
măsurare utili zată nu cs lc suficien t de sensibilă. 

Fiecare val oare i nelivid ual ă x , es Le afectată de eroarea absolu Lă întîrnplă-

t oare : 

(G.27) 

unde x0 este valoarea a devă rată a . mărimii măsurate. 

6.4.1. Propl'Îetă!ilc erorilor îutîm11lătoare. Densitatea de i·epartiţie Gauss. 
S-a constatat, din pracLica măsurărilor, că erorile întîmplătoare ~Xi posedă 
următoarele proprietăţi : 

a) Erorile ~xi mici, în valoare absolută, sînt mai frecvente dec ît erorile 
,:1x

1 
mai mari, în valoare absolută . A dică cazurile în care erorile întîmpl ă­

toare sînt mici , s înt mai frecvente decî t cazurile în care erorile întîmpl ă­
toare sînt mari (p rincipi11l cauzal). 

h) Toate erorile întîmpl ătoare sînt mai ·mici <lecit o anumită limită , 
care ar corespunde erorii datorale tuLuror cauzelor de erori (prin cipiul li­

mitativ). 
c) Dacă numărul n al măs urărilor este suficient ele mare se constată 

că numărul erorilor negative este egal cu numărul erorilor p ozitive, iar suma 

al gebrică a erorilor întîmplf1toare 

(6.27') 

este . foarte mică (principiul dislribuliv). · 
d) Probabilitatea ca să avem o anumită eroare întîmplătoare, prin efec­

tuarea unei măsurări , depinde de valoarea absolută a erorii (principiul 

pro ba bilislic). 
Aceste proprietăţi ale erorilor întîmplătoare sînt obţinute din practică 

şi se consideră ca axiome. 
Rezultatele unei serii de măsurări pot fi reprezentate grafic, pentru a 

avea o imagine mai clară asupra frecvenţelor cu care apar anume rezultate 

individuale ale măsurăril or. 

De exemplu, în tabelul 6.1 se indică rezultatele a 100 de măsurări a 
vitezei luminii, obţinute de Michelson în anul 1879. 

Datele din tabelul 6. 1 sînt reprezentate în figura 6.10, sub forma unor 
bare verticale de lungime cu numărul n 1, de apariţie a valorii individuale 

respective. 
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Tabelul 6.J 

C ln km/s I Nmn!lrul n 1 
de npari\lc 

2!)9 050 1 

299 550 2 

290 GOO 8 

290 G50 14 

299 700 22 

299 750 25 

299 800 20 

29Q 850 7 

299 900 1 
Fig. 6.10. 

Valorile individuale obţinute în urma efectuării unui set de măsurări, 
pot fi reprezentate şi sub forma unei histograme. Pentru construcţia histo­
gramei se împarte întregul domeniu în care sint cuprinse valorile individuale 
în părţi egale, reprezentîndu-se numărul n , de valori individuale cuprinse 
într-un interval oarecare. Lărgimea intervalului poate fi aleasă arbitrar, 
dar nu poate fi lu ată mai mică <lec it eroarea absolută care afectează măsu­
rarea respectivă. 

În tabelul G.2 se indică rezultatele a 1 OOO de măsurări privind impurită­
ţile (în g/l) în apa industrială . 

Tabelul 6.2 

In~iJ~rităţi ln -r 40±5 50±5 r GO±~ 70±5 r 80± 5 90±5 / 100 ± 5 
'---~~--'-~~~-;.....~~~-'--~-~--'-~~~-'-~~~ 

n I 11 48 I lGO 385 I 24G 113 I 37 

1n figura G.11 sînt reprezentate, sub formă de histogramă, datele din 
tabelul 6.2. 

Dacă numărul total n de măsurări este suficient de mare, în locul histo­
gramei, se poate construi o curbă (fig. 6.12) care reprezintă densitatea de 
repartiţie f(x). Cunoaşterea densităţii de repartiţie f(x) este de o de osebită 
importanţă deoarece produsul f(x)fl.x reprezintă probabilistica ca valoarea 
individuală a unei măsurări să fie cuprinsă între x şi x + fl.x. 

Figurile 6.10-6.12 reprezintă rezultatele tipice obţinute în cazul unui 
set de n măsurări directe, în condiţii identice, pentru aceeaşi mărime fizică. 
Jn toate cazurile, valorile individuale x, nu apar cu aceeaşi frecvenţă. Rezul-

160 

T 
I 

~ 

-- „. ~ 

.. 

((X) 

I( 

FJg. 6.11. -Fig. 6.12. 

t a lele care indicrt valori x 1 mai apropiate de valoarea reală x0 apar cu o frec­
venţă mai mare decît rezultatele individuale x 1 mai depărtate de Xo· 

Karl F. Ganss (1777-1855) a arătat (1821) că densitatea de repar. 
tiţie care satisface cele 4 proprietăţi fundamentale ale erorilor întîmplătoare 
'nre forma: 

(6.28) 

miel e l( şi Ir sînt constanle. 

Din condi ţi a ca aria mărginită ele densitatea de repartiţie f(x) şi axa x 
să fie egală cu 1, ceea cc,, înseamnă că P.robabilitutea ca în urma unei măsur.ări 
să se obţină oricare din valorile indivi duale posibile este egală cu 1, se obţme 
relaţia : 

li 
K 

= "rrr. 
11 - Prelucrarea datelor e~perlmentale 1n fizică - cd. 219 

(6.29) 
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Deci densitatea de repartiţie 

h 
f(x) = Jn e··h'("-"•)' (6.30) 

.. 
reprezintă densitatea de repartiţie G~u.ss, n~mită uneori şi clqpotul Jui .Gaus.~ 
sau densi tatea de repartiţie normală. . · . _ · ·. · · 

Parametrul h se numeşte indicele . de precizie deoarece, aşa cum vo~ 
vedea ulterior, caracterizează precizia măsurărilor efectuate . ._ „ . · ""! 

Se poate uşor vedea că densitatea de repartiţie (G~30} sati~face pr~~rie·{ 
tăţile enumerate ale erorilor întîmplătoare: - · · . .· · · -_ ·; 

Dacă, x - x0 = O ; 
lt 

f(x) = J-, 
. 7t' 

'" valoare maximă 

X - Xo = ±' 00 {(~) ;= 0 

' .7 

._. 
.„ 

- Prin schimbarea semnului erori-: 6.x = .X· - Xo avem 'ace~aş( valoa·~~ 
pentru densitatea de repartiţie f(x). . .,.. 

6.4.2. Estimarea valorii adevărate x0• Erori aparente;' :: De~sitatea ·d·~ 
repartiţie Gauss (6.30) conţine parametrii Xo ' şi h ale căror valori au rămas 
nedeterminate. Pe baza setului de valori individuale (6.26) trebuie sa gă~i;n;, 
valoarea convenţional adevărată a mă.surandultţi .·„ care , să d.ifere - neglijabi'~ 
de valoarea adevărată Xo· Se consideră ·că. . ' v_aloarea convenţional' adevărat~ 
a măsurandului este acea valoare pentru: c.ar~ .sti"ma . pătratelor ero~ilor_ a"\lsoJui~ 
(~.27-) . . este .. minimă .: · . . . · · · ·· '„ :·:·":'] 

n 
~ (~x,)2 = (x1 - Xo)2 + (X2 - Xo)2 + ... + (xn - X0)2 
1= 1 

(6.31) 

'Deci trebuie să aflăm valoarea x0 pentru care funcţie 

(6.31') 

e~te ~minimă. Pentru· aceasta trebuie ca derivata funcţiei f(x0) în raport ·cu x0·, 

sa fie zero. 

sau 

. . .. ' ~ . 
.: : J"" 

df(xo) . 
-- = - 2(x~ - x0 ) - 2(xz - x0) -

dx0 

- 2(x„ - x0) = O 

x~ + x2 + ... + x„ - nx0 = O 

de unde 

I -~ '. -.:. ~ 
• X~ + X~ + ... + X.n Xo = ..=..__:_......:;,._:.... __ ..:..._..:; 

n 

J.62 

(6.32) 

----~--- - - .., „ 

Deci valoarea convenţ.i6rial ·adevărată a măsurandului, care aproximează 
cel ntai bine valoarea adevărată x0 este valoarea medie aritmetică a setului 

de valori i ndividuale 

(6.33) 

Pentru p rescmLare, în cazul cînd nu pot avea loc confuzii, noţiunea va­
loare medie ariLmelidt a rezultatelor unui şir de măsurări poate fi denu­
miU1 şi valoare medie 'ri lui ·x, :· sau X barat (STAS 2872-74). 

·· TrelHiie s\1hliniâ L că x · repre:linLă valoarea cea mai probabilă a · mărimi i 
măsuralc, adid1 valoarea ca re se poate considera cea mai bună, cea ma·i justă , 
cea mai apropiatl1 de valoarea adevărată x0 , dar X nu coincide cu valoarea 

a devărată x 0 • 

Scriem erorile absolute întîmplăt.oare 

(6.34) 

Desigur cft aces te erori reale nu sînt cunoscute, deoarece nu cunoaştem 
valoarea adevărat{! x0 , ci numai .valoarea X care estimează cel .mai. bine va-.. ' '. , .. ..; - - ..... . . . . . . . . . ' . -. . 
loareâ adevarata. 

' 
Ft1cînd suma termenilor clin rel aţia (6.34) obţinem: 

n 11 

L (Lix,) ,,,;,,, ~· X1 - nx0 , 

i= t i= l 

sau ţinînd seama de formula (6.33) avem : 

n 
~(Lix1) = n (X - x0) 

i = 1 

de unde 

(6.35) 

, Cu ~ît numărul măsurărilor.este mai mare, cu at ît mai bine este apro:id­
ma tă valoa rea reală x0 de valoa rea medie X. 

Jinînd seama <le proprietatea fundam~ntal ă . a erorilor î n tî mplătoare, 
de a· se diŞtribui comple ţ dezordonat,_ astfel încît pentru un număr suficient 
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de mare de determinări să avem în medic tot atîtea valori pozitive cite _nega­
tive, avem relaţia 

n 
lim ~ ~x1 = O. (6.36) 

ll-+O> i=l 

Din această relaţie rezultă că valoarea medic a erorilor reale 

- 1~ 
~X=;-LJ (~X;) 

i= n 

(6.37) 

nu poate constitui o mărime convenabilă pentru studiul proprietăţ·iior şi 

rezultatelor măsurărilor afectate de erori. Iniţial s-a încercat să se intro­
ducii în calcul valorile absolute ale erorilor reale, numite abateri ab­
solute . 

I ~Xi I = I Xi - Xo I 
I D.x2 I = I x2 - Xo I (6.38) 

şi s1i se definească eroarea medie, ca fiind media aritmetică a abaterilor ab­
solute 

(:) = I ~X1 I + I ~X2 I + • • • + J ~Xn I . (6.39) 
n 

S-a constatat fosă că .eroarea medie(:) prezintă o serie de inconveniente, pentru 
care amintim faptul că nu scoate î:o evidenţă gradul de precizie al operaţiilor 
de măsurare şi observaţie. 

Astfel, dacă elevul A, în urma măsurării cu picnometrul a densităţii 

unui lichid, obţine rezultatele din tabelul 6.3. 

Tabelul 8. 3 

Măsurnrea 5 6 7 8 9 110 
Rezultatul p1 ln 

kg/m3 1530 1480 l 460 1520 1490 1500 15'10 1470 1480 1530 

iar elevul B obţine datele din tabelul 6.4 . 
. „ 

Tabelul 6. 

Măsurnien· 1 ' ·1 2 3 4 I. 5 I 6 ·7 8 9 1. 10 
Rpzultntul 
· tn kg/1i1• I 500 1490 1430 1520 t 510 t 490 1580 t 8.00 t 530 t 510 

)~4 

Dacă valoarea adevărată a densităţii lichidului respectiv este Po = 
= 500 kg/m3 , erorile medii ce însoţesc măsurările efectuate de cei doi elevi 

sint: 

30 + 20 + 40 + 20 + 10 + O+ 40 + 30 + 20 + 30 = 24 kg/ma 
61 = 10 

şi 

o + 10 + 70 + 20 + 10 + 10 + 80 +O+ 30 + 10 = 24 kg/m" 
82 = 10 

Obţinindu-se egalitatea 6i = (:)'2, ar· putea rezulta că ambii elevi au 

efectuat măsurările cu acelaşi grad de precizie, adică cu aceeaşi atent.ie, 

ţinînd seama în aceeaşi măsură de eventualele perturbaţii ce pot erona re­

zultatele măsurării. Această concluzie este evident eronată. Eroarea de fide­

litate este 540 - 460 = 80 kg/1113 în cazul măsurărilor efectuate de elevul A 

şi 580 - 430 = 150 kg/m8 , pentru măsurările efectuate de elevul B. De ase­

menea se observă că în şirul de măsul'ări, efectuate de elev ul B, apar două 
măsurători .cu. er.ori · absolute foarte mari care au aspectul de erori groso­

la1~e. Acestea conduc la concluzia că setul măsurărilo t· ef~·ctuate de elevul B 

este m~i puţin precis. Se po'.I te demonst.ra că eroar~~ medie pătratică~ _unei 

măsurări indi\riduale . .. . . . ' 

a ·= ( (Ax1)2 + (~x2)2;c + ... + (Ax„)z r· ~ (~ t (Ax;)2)"' = 

1= 1 

= ( 1~ t (x1 - x0)2) (6.40) 

r= n 

este m r1rimea cea mai indicată pentru studiul proprietăţil or şi rezultatelor 

măsurătorilor afecta te de erori. 
Calculînd erorile medii pătrati ce pentru rezultatele indicate în tabelele 

6.3 şi 6.4 obţ.inem : 

şi. 

6'1 = l7 200 ) ''• ~ 27 kg/ma 
10 

13 OOO )''• <1• = ( ~ 36 kg/m3 

- 10 

Din aceste .rezultate se obţine că şirul de măsurări efectuate de elevul. A 
este efectuat cu mai multă grijă, decît şirul de măsurări efectuat de elevul B. 
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. Avantajul in troducerii erorii medii pătraLice a consL;.'l ş1 tn faptul că 
pentru n suficie nt de .marc, aceaslă .eroare . îş i p ăsl rcază .sensibi l acccaşi „ Ya-. 

!oare, deoarece cu cit se mărcş lc numitorul n , cu atîl se măreşle şi numă.ră~ .. 
t orul L(6x,)2

• Această conduzie prez intă un i nteres prac li c deosebii , deoarece 
de .multe ori .ys te suficienl ui1 nu lilăr, relativ mic", de n~ăsurări . penLr1,1 a :se 
ajunge.· la . o valoare a suficient de stabilă. De asemenea eroarea pătrati că 
m~die <I a u nei singure măsu rări indiv iduale stahilită anlerior poat e servi. 
drept crite riu de apreciere a şirului de măsurări indi viduale, în parle. 

' Putem calcula eroarea medie pătra tică a mediei aritmetice 

(B .41) 

.. Se po~te . s<;:rie 

sau ' 

. n . . 

ax = X - Xo = ..!_" (x; - Xo) . 
11 LJ 

i=l " .. 

~ . \ . 
. . ~ . •. n · · · · ·i • n n · ·. · : " : ·····- · · · · : ~· 

= ]__ ·b (x; -Xo)2 ~ ~ ~ D (.-i;, ·-~-:x0) (x. ~ --x~) ·, · .:· (6A2). 
n2 n· ~ ~ 

i= • .· .. . l= t;~/= 1 ·· . ,. . . : ·· . ...... „ .·, .. , . 
.. 

Dacă se ia· valoarea medie a expresiei (G.42), · rez.ultă c;.5. v~l o~rea. ,rŢ,tc~.i ~. 
a ultimului termen este egală cu zero, deoarece erorile reale ' Lix; ·ş i 6.~/.sii'1 t 
mărimi i i;idependente şi conf.orm pdncipiului djstributiv · numărul erorilor 
pozitive · este practic egal ·cu nun1ăru l eroril o1: ne:&{ative". Astfel din · relaţi a 
(6.42) se obţine . · 

(6.43) 

Vedem că spre deosebire de eroarea medie pătratică a care Linele spre o 
valoare sta ţionară, prin mărirea numărul ui n de măsurări, eroarea med ic 
pătra tică a mediei aritmeti ce se poate, în p1·incipiu, reduce sub orice limită 
dacă i11ărim · numărul n al măsurărilor. Se„ observă însă că · eroarea medic 
pătrati că a mediei a rit metice <Ix scade destul de încet c înd se măreşte numărul 

de măsurări peste o anumită limi tă. Pentn.i. ilustrare în labelul 6.5 se indică 
valoarea <Iz în funcţie de ·nu.mărul 11 de măsurări efectuale: 

Tabelul 6. 5 

11 . I 2 I . s 4 · 1 s L .. 6 -I 7 I 10 I 20 I so · I 100 . \ 

a I 0,710' J o.~Ş'a;:J>,!îa!. j 'D.~ 5tr \ o,:.icr 0;3aa j.0,32cr J 0,22a J 0, 14a I~ 

t 

Pe'ntru obţi nerea unei valori cr-x cît niai mică esle mai a,·a nta jos să se 
înibunătăţc:ască mcLoda şi mijloacel.c de măsurare ca re cond uc la 

0

mi c~orarea 
e;rorii medii pătalicc (J ş i în mod impli cil fa micşorarea erod i medii pătraticc 1 

a mediei ari tm.elice. 
Pent ru a pulea ca lcula eroarea medie pătralică a unei măs urări ind iv i- , 

duale a şi eroarea med ic o pătra ti că a mediei aritmet ice cr,-r. trebuie să cunoaş- · 
tem erorile absolulc reale (6.31). Aceasta implică cunoaş lerea valorii . a clevă- ; 

rate x0 , ceea cc este posibil numai în împrejurări foarte rare, cinel mărimea :r0 

ar pu lea fi calculală pc o cale oarecare, sau cun oscută anticipat. 
· D in acest motiv în locul erorilor a bsolute reale (6.34) se int roduc erorile 

absolute aparente (v1). 

Priit . er6are absolută aparentă înţelegem diferenţa a lgebrică dintre unu l 
din rezultatele individuale ale unei serii de măsurări şi media aritmetică X 
a ansamblului de rezultate care compun seria respectivă de măsurări : 

vi =xi - 5t (6.44) 

Pentru prescurtare, în cazul în care n~ p ot avea loc confuzii, eroarea 
absolută aparentă poate fi denumită şi simplu eroare aparentă . 

Eroarea medic pătratică cr a unei . măsurări individu ale ş i eroarea medic 
pătratică a mediei arihnetice ax SC estin'lează pi:in eroarea standard a u nei 
măsurări sţ.ngul ~.re dint~~o serie .de Il} ăsurări . (~) şi :- r~-specti v . pri~.· erQarea 
standard a mediei aritmetice obţinută dintr-o serie de măsurări (s:y). 

Eroarea standard a u.i1ei nrăsi.u:_~ ri: singula re-. dintr-o serie de măs urări 

este indicatorul statistic care caracterizează dispersia rez ultatelor obţ.inute 

dihtr-0' sefie · de· il. măsmări , efectua te asupr·a aceluiaş i J'năsu rand :· -

T1 I I 11 I I 

( 
1 ~ ) ' ( 1 . ~ . -)2) ·' . S:e = -- vî = - (Xi - X 

. .. . . . . 11 :-- l . . . n .....- 1 . . . . . 
. 1= 1 1=1 . 

Eroarea standard a mediei aritmetice obţinută dintr-o serie ·de măs~1rări , 

este un indicator statistic ce caracterizează dispersia mediei aritmetice ob ţi­

nu'te pe baza unei serii de măsurări efechtate ·asupra aceluiaşi măsurand. 
Prin STAS 2872-74 se defineşte: 

. . 
n . ' I 

( 
1 ~ - ~) ' = (xi - X)• 

n(n - 1) .. ... i=t . 

(6.46) 

Exemplu. În scopul ilustrării modului de prelucrare a unui şiţ: de. mă· „ .. l I ' ' 

surări, co11siderăm următorul exemplu. Rezi stenţa unei bobine a fosl .. ' 111ăstirată 

de }O ori, cu ajutorul unei punţi obţinindu-se următoarele rezultate in ohmi. 



R , ((}) I v1=R,-R 

6,270 -0,004 
6,277 + 0,003 
6,271 - 0,003 
6,273 -0,001 
6,276 + 0,002 
6,272 - 0,002 
6,278 +0,004 
6,275 + 0,001 
6,277 +0,003 
6,274 o 

n 

I. :E' 62,743 ·+ o,oos 
i= l 

Tabelul 6. 6 

I v~=(R,-R)' 
16 •.10-· . 

ll ·lO-• 
!J.10-t 
1 ·10-• 
4 ·10- • 
4 ·10- 0 

16 ·10- • 
l ·10- · 
!l ·10- • 
o 

I '- 69·1'0-• : 
' 

Trebuie să specificăm cum se ~crie 
rezulta lui acestor măsurări şi ce ·semni-· 
ficaţie are rez;ul taLul indica t. ·Pentru 
aceasta construim un tabel de calcul 
(tabelul 6.6). 

ll 

~ R i 
R. = i= t = 6,274 

10 

Conform formulei (6.45) aYcm: 

s = ( ~~·;.~iar· . 2„8 · ,l?.~3.„'o 
. Eroarea · s,tandard .·a. mediei:· ·arit­

metice este 

s 4,8 . lQ- 3 

SR. - = "- -. - .-· ·- ·= . /n„- 1. „ . 3 

= 6;6oon3 ~ · 0,001 n · ·· ,. „ 
.. ' „ ... " ':! : . :: . 

: • • : • ' • „. ~ 

: ' .· : ·. · f: 

Rezultatul . setului de 111.ăsurări .efectuate se scrie sub · forma „ 

R = (6,274 ± 0 ,001) Q 

P utem deci considera că valoarea adevărată . a rezistenţei bobi nei este 

cuprinsă intre 6,273 şi 6,275 Q. Se pune însă problema dacă valoarea a de­

vărată a rezistenţei este cu certitudfoe cuprinsă în intervalul respectiv sau 

există posibilitatea ca valoarea adevărată să fie în afara acestui interval • 

adică mai mare decît 6,275 Q sau mai mică decît 6,273 Q. L a ~ceastă întrebare 

vom încerca să răspundem în paragrafele următoare. 

· · 6.4.3, Relaţia dintre ind icele dQ precizie h ş i e1·oarea medie pătratică. În 

paragraful 6.4.1 am arătat că valorile individuale ale unui set â.e n măsu.rări 

pe ntru n suficient de mare) se dis tribuie după funcţia de repartiţie Gauss (6.30). 

f( ) 
. h . : . . h'( . )' 

X =·J;; e- x-x, 

. . ' ... .. . .. 
„ • • . . : .·: : . ...... :_ 

Produsul . . . . .. I .. ; ,' . .. · : . ';: .. ~. :. . " :' . ; . 

reprezi ntă probabilitatea ca„ în urma efectuării unei măsurări să se obţfo ă 

valoarea indivi duală x caracterizată de .eroarea absolută reală t.x. 
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Putem deci scrie probabil\lă\ile ca în urm:l cfccluări.i un'Ci singur~ măsurări să se obţină 
res pectiv yaJorilc indivldunlc x1 , x ,, x0 , ••• , x „, cnrnclcnznle de _cronic nllsolule _reale Ax„ 
rAx„ A x„ ... , Ax„: 

l'. = VI~ e- h' (.„,-.-r., J' Ax, 

" 

(G.48) 

I'robabililalca ca ln urmn efectuări i setu lu i de n milsurări să se obţină valorile indh·i­
<.lualc x„ x,, x„ ... , :i.·. cu erorile absolu.te. realo rcspeeliv Ax„ Ax„ Ax., . .. , Ax. este 

P = P ,· P , ·P s· · ·Pu (6..i9) 

. ·1n'troduelnd expres iile (6„19) ln· forinula (6.49) se· obţine: 

p = -:;:- exp {-h'[(x1 - .•0): + . . •, - x_, • .· x._ - . .r, • , . . • 
( 

fi )11 . . . ( . )" -I ( )• .J. 

.. .v;-: „ . .. . . „ . 

. : . . + (.rn..,... x0)1]} ·6.ri ~Zi~X3 . :. Ax.;.„ {6.50) 

sau 

p . ~ (i )n e-xp {- h<[A.r1)= + (li.r,) , + (6~,)• + ·: · v;:e- . . 
... + (Ax„)']} ·6.r1~.r,LI.l: •. . . ti;i:.. (6.51:) 

Stabilim ii1dicele de preciz'ie h impunlnd co11diţia ca pr.obabililalea- P să fie· maximă , 
adică 

~= 0 
dh 

Deriv ind expresia (6.51) în raport cu h obţinem : 

dP = (-11_ )
11 c-l1'[(Ax,)'+(ll.x2)'+(t.x,)'+ „. + (ll.xn)'] · [- 2/i] (Ax,)• +(Ax,)• + 

dit )I;-

(6.52) 

+ (Ax.)• + ... + (C.x„)• + ll ( 
11

: r-t . ~ c- l1'[(Ax,)'+(Ax,)
1
+ (Ax,)

1
+.„ +(Axn)' = 

= :_ .( ~ n- t c- lt' [t.x ,)' + (Ax,)'+ (Ax,)' +„. + (Axnl'] · [ -2/1'(6 x1)• + 
11-. v .. 

+ (6x,)' + (6x,)' + ... + (C.x. )' + nl = O. 

Derh·ata. pn.babLirtăţu P, in:r apor.t c.u h este zer o· da('ă . 
„ 

- 2'h1 ~ (6x,)2 + h·= n: 
' i=O 

De unde 

(
1 ~ )'/, ± ~ LJ (Ax,)• = 

i ==O 

±a (6.53) 
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t · . .. . . 

~ I 
(x- x , )• 

o 20• 
c 

o 1 
±0,5 0,882 
± 1 0,607 
± 1,5 0,325 
± 2 0,135 
± 2,5 0,04·1 
±3 0,011 

: ·.: Ta'beri.ir o. r · sau 

I 
---

o/ (x) 
.. 

0,3!>!) 
0,352 ' 
0,242 
0,130 
0,054 
0,018 
0,004 

.f(x) 

-
1 . 

h =±-­
V2·a 

(6 .54) 

.Deci indi cele de p recizie h depin­

de ele e roarea medie pă tratică . Intro­

clu cînd rel aţia (G.54) în formu la (6.30) 

ob"pnem : forma finală a densită\.ii de 

dis tribu~ie Ga uss (densitat ea distribu-
. lici normale). 

1 
(.~-x,)' 

- 203 ---,.- e 
'aJ2rc 

(6.55) 

Deoarece p e nt ru calculul -densită ţii d . . . . . 
tr

·ebui·e v t ' · ·· · · · e.-.r ep a.-rtiţ1e,: pentru diferite va-I ori x 
sa ş llll eroarea d' Vt 0 

V • • 

diferit e val " 1 .me ~e p a ra tica a, v om calcula produsul f(x) a pent ru 
011 •. a e. -n;i.p o.rt:µluJ :( ;i; - .xo)/ cr. Er.oarea m edie păt t · V f " d 

parametru const t d · . · ·· ... ra 1ca a nn un 
a·ceea . . a~ ependenţa produsului af(~) de -rapo;t~l- (~ - x )/ a es te 
în fu;1cţ~: ~ p~nhu f(x )::.ln tabeh:iJ·:(.6 .7.) "s:înt -da t e valorile produsul~i a·f(x) 

. e !a p ortul (x - x0)/ er. 

~~tel·e . d~n tabel~l ·, ~.} ..5Î~i-ţ:.!_'epreze~ta.te.. î1~:. {igi.ii3 .. 6 . l_3,· 
111 fi guia 6.13 ş1 prima coloană t b I l · 6 7' ·-· · V 

t oate rez ultatele mă ,v. • .. a a e u_ u1 . ·se vede ca practic, pentru 
i_i+-4iy_i,d_ua le ohţinute. su1aiil_or : ~ll.d1Yrdlial.e. dintr-u~1 set ele măsurări valorile 

. . „ . • . P.lJ. chfe.rn , _c~~ ._val ~.l,\'.1,·!'!.a:.r.ca.la :!rţ-a. i. mul:t .de 3o:,. ~adjcă: 

J x - x0 J ~- 3a (6.56) 

,• .„, .. 

Fig. 6.13. 

1110.. 

AceasU\ concluz.ie este în · totală concordanţă cu p r incipiul limitativ, 

p rivind propriclă\ il e eroril or înLîmplăLoare . Derivînd densi tatea de rep ar ­

. li ţ i c f'(x) în rap ort cu x obţinem : 

1 (x-:r,)' 

d{(:r) = --- ( - (x - x0))e -~ 
dx .J2rr.cr3 

Calculiud deriv a ta a doua avem : 

_d2_f(_x) == _ __ ( - 1 + (x -cr
2

x·.0)

2

) 

dxz .J2-r;cr3 

(x - x,)' 
-202 

e 

Vedem că deriva t a de o rdi nul întii se anulează în punct ul : 

X = X o 

iar deriv at a de ordi nul doi se a nulează în punctul 

(6.57) 

(6.58) 

Deci i~ punctele .t = :i·
0 
± cr · .. d!Jnsitatea ~e rep arti_ţ ie prezilitf pu i~cte.'. 

de i~f~e~~~npe~rametrul a are ~- '-al oar~ .ti1'~(_1i_~:1b~0 
cu atiţ cur_ba-.. ~:e~~1!~i~'.;~ifnt::i \ 

den.sita:"tea de ·repa1:ti ţi e f(.t) este l~ai _·{ngus0tă·; .adică i·ezuJtatefe--. iţ1ăsu~Jrii'od 
inaT~ri duale se situează . 111 a i strtl'i'i. ·: ]iy~'1'i.1hfr ·,1~rtihî -~de\:ăt'ât~ :l"o·'·::,::·· ·'·:.··" •. ,,,.,,.:, 

În figui·a;·G.1Li es Le reprcz.e n la tă dcnsil.aLea ele i:cpa~·ti \ic f(x) penLru trei 

valori ale erorii pătratice medii şi anume penlru cr = 1/4, 1/2 şi 1. 
·· · ·Subliniem că dens iLat ea de rep arti ţie ' (6 . 55) pentru ·rez ultatele :înth-l)pl ă­

t oare ale unui set ele măsură r i a fos t ele m ulte ori veri firaLă prin experien ţe 
special imaginate în acest scop şi ele fiecare dată s-a constatat că rep ar ti ţia · 
Gauss es te în perfecU1 concorda n ţă cu rezulLatelc experimenlale. 

P entru ver ificarea rep ar Lil,iei normale se utilizează în lab orator diferite 
instal a~ ii cu aj utorul cărora se p o t produce, în mod ar t ificial, un numf1r 

foarte ma re de evenimente î n Lî mpl ă toare. P utem utiliza, de exemplu, insta­
l aţia a cărei schemă de p rincipiu es Le indi cată în fi gura G.15. D in pîlnia P 

se lasă să cadr1 nisip foar te fi n . 
.. J etul de nisip care iese d in pilnic nt fi pa rţ.i al împrăşt i at dalori Lă frec~-

ril or şi a . ciocni ril or -dinlre p ar t iculele de nisip. · N isipul în cădere îut_il neştc 
d \'n.1ă .. sau . mai -multe _s i le _ mc Lal icc aşez.ale ori z.qntal, la dişlanl/t. foa1:Le : - mi y~· 

. .. .. una de alta . 
":· \ Găuyile sitel0t r e.sp-ect i-:;c ţreb1 ţ i e s~- fie sufi_cient de mari pen~m:ca·_p ?-rticu­

l~le '.dţ ,ni_sip _: să .nu · î nLi}npi uc J~ i.c i o• g~cu_tate. la trecerea p_rin. ele . . P ayţic.1:1J ~ţe~ 
d ~. /~j sip s.~ ,vo.r_ ~\<?~.ni d.~ fi ~·e l e i·d tel or. nrnta l_i ce s~h imb indu~_şi, Îl~ mi:i d. în t1-1?1l?l ă-: 
t or, d irec \.i a de mi şcare . Ca rez.ul ta L al acest ui fe nomen, la o disL~nH-o~rec~r.e 
de s ite getul de nisip este suficient de larg, adică p e măsură cc ne îndepăr tăm 
de si te secţiunea transve rsală a getului de n isip creşte. 
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Fig. 6.14, Fig. 6.15. 

Realiz ăm ca nisipul să curgă într-o cutie cu pereţii transparenţi, împăr­
ţită într-un număr suficient de mare de secţiuni prin pereţi verticali. Vom 
vedea că în diferite secţiuni ale cut iei vor cădea cantităţi diferite de nisip. 
Cea mai mare cantitate de nisip va cădea în secţiunea cutiei aflată sub pîl­
nie. În celelalte secţiuni ale cutiei va cădea cu atît mai puţin nisip cu cit 
acestea sînt mai îndepărtate de sec ţiunea centrală. OLţincm astfel o histo­
gramă experimentală care verifică foarte precis legea distribuţiei Gauss· 

Cu ajutorul acestei instal aţii putem varia valoarea erorii medii pătratice a, 
dacă utilizăm un număr mai mare sau mai mic de site. Dacă mărim numă­
rul de site creşte numărul de ciocniri ale particulelor de nisip cu firele me­
talice ale sitelor şi vom obţine o curbă de repartiţie mai puţin netă, cu· un 
maximum mai puţin pronunţat. Deci mărirea numărului de site este e·chiva­
lentă cu mărirea erorii medii pătratice a. 

6.4.4.: Funcţia de repartiţie. CunosCînd densitatea de repartiţie f(x) 
putem introduce funcţia de repartiţie F(x) ca.re reprezintă probabilitatea ca 
în urma efectuării unei măsurări să se obţină o valoare individuală x

1 
mai 

mică <lecit x : 

F(x) = P (x, < x). (6.60) 
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Deoarece probabilitatea ca în urma efectuării unei m~~urări să se obţ.i.nă 
or'care din valorile individuale posibile este unu, probab1hLatea ca val o~ ie: 
in~ividuală x, să fie mai mare decî t valoa rea x aleasă (P(x, > x)? se e~pn~: 

· b b 'l'tatea P(x < x) ca valoarea individuală X t să fie mai mica pnn pro a i 1 , , . , • , 

decî t x: 
P(xt > x) = 1 - P(x, < x) = 1 - F(x). (6.61) 

Această relaţie apare evident din 

x = x" atunci probabilitatea P(x1 < Xa) 
tatea P (x; < x0 ) este egală cu 
aria A 2, limitată de axa x şi 

densitatea <le .reparti ţie f(x) . 

P(X1 < Xa) = A1; 

(6.62) 

P(x1 > x11 ) = 112. 

Deoarece aria limitată de 
axa x şi densitatea de repar­
ti ţie f(x) este egală cu unu, 
avem: 

A~+ A~= 1 

şi . (6.63) 

A2 = 1 - 111· 

Funcţia de repartiţie F(x) 
are un rol fu ndamental în pro­
cesul de pre! ucrare a dat elor 
~xperimentale afecta te de erori 
întîmplătoare. Dacă este cu­
noscută funcţia F (x), penlru 
diferite valori ale variabilei x, 
putem calcula probabilitatea 
ca rezultatul unei măsurări in­
dividuale (x;) să fie cuprins 
între valorile Xa şi x 11 ale mă­

surandului. Această probabi­
litate este aria A haşurată din 
formula 6.17 : 

P(xa < Xi < X 11) 

X• 

= A = f f(x)dx (6 .64) 
x. 

figura 6.16. Dacă fixăm valoarea 
este egală cu aria A~, iar probabili-

f(xJ 

Fig. 6.-16. 

f ix J 

Fig. 6.17. 
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Pc baza formulelor (6.60), (6.61) şi (G.62) putem scrie : 

(6.65) 

Dacă am dispune ele tabele, suficient ele detaliate, pentru funcţia de 
reparti\ir F(x) am putea uşor afla probahil italca ca în urma unei mă.snrări 

sft obţinem val ori individuale cuprinse înLr-nn anume in terval, pri n simpl.a 
scă(Jcrc :i valori i funcţiei de repartiţie pentn; limita .inferioarrl a in tervalultli 
ales cli n valoarea func \ici de reparti~ie pcnLn; liinita super(oară a acestqi 
in tervn l. · · 

Tal.Jclnrea fu ncţici de reparLi[i c F(:r) prezinLă uncie neajunsuri, clin punc t 
de vedere pracLic. Densitatea de reparti\ie f(x) co n ţi ne parametrii .:r

0 
ş i cr 

care caracterizează atît naLura măsnra ndului cît şi cond i ţiile de măsurare . 

Deoarece în activitatea practidt intervine o gamă foar te largă de valori 
pen tru parametrii x0 şi cr, ar fi necesare exLrem de multe tabele. 

Peut.ru evilarea acest or neaj unsuri se inLroducc. variabila 

li 
X - :l'o 

(J 

În funcţie de variabila 11, derisitaLea de rcparLi\.ic {(x) devine : 

1 
{(u) = ---e- '11' 1' 

.j '2r. 

(6.GG) 

(6.61) 

Trebuie ţin u l seama de fap t ul că ln rnzul tlcnsil11\jlor tic rcpnrliţic, lrc<'eren de ln o. vnrin­
bilă ln nita nu se face prin s impla lulocuire, ei Lrclrnic sil se imp1111:1 condiţia cn prolJnlJilil a ­
tca c.n valoarea x să fie cupri nsă în in lcrvalul x, x + 8x să fie cgal:"t cu proba bilitatra ·ciJ 
valoarea li sil fie cuprinsă ln inlc1Talul 11, 11 + 811 u11de 611 corcsp11ndc intcrvnlului· ~l·, dnp/i 
r orm ula (6.66) 

De unde 

f (:i.:)t.x = f(u)t.11. 

Llx 
f(u)= f (x) -. 

611 

Dac.'1 variabila x este cuprinsă ln intervalul 

6x = x 0 - x. 

atunci 

"· - x, ll.x =--. 
a a a 

Deci 

.. . (X-Xo)1 
a --- 1 

( (11) = af(x) = -=- c 2o' = --=- c- "' '" 
V2~a V2r. 

1'7.:4 

Avantajul introducerii va­
riabilei u constă în faptul că 
densit atea de reparLiţic (6.67) 
nu depinde ele valorile cqn­
crete ale parametrilor x0 şi cr, 

devenind astfel o funcţie uni­
versal ă uşor de tabelat. 

Densitatea de reparti­
ţie f(u) are un maximum pen­
tru u = O (adică pentru X = Xo) 

şi este absolu t . şimetrică . faţă . 

de axau =O (fi g. 6.18), adi că 

pentru orice valoare a varia­
bilei u avem : 

f ( + u) = f(-LL). (6.68) 

Probabilitatea ca varia­
bila u să fi e cuprinsă î11 inter-

valul (u1, u2) este reprezentată 

grafic de aria corespunzătoare 

trapezului curbiliniu determi­

nat ele axa Ou, elrcp Lele u = 111 

şi u = u~, precum şi de 

curba densităţii ele reparti ţie 

(fi~! -.·6 ;.l 9) . . : .. · 
·\... . .. :. . 

·3. 

. . ···. 
·De obicei·.- se tabelează . . . .. ' . . ... , . 

. ((UJ ' 

Fig. 6.18. 

f(u) 

aş~-numita .furţ9ţie d~ re.p ~r~ . .: .„. 

tiţii.:,= G~uss · =~P,(uy: .. :·dare:=;t:epr~~ ··. !·· ~: :..";~~----'~-+---:---;;-~~~ 
zi~t~ .. ati~ 5ti'ptif~·ţei „:cupi·i_n;să .' · „: -3 . • -2 - 1 o J u 

îiJ.·..i~1ter.va1U.t(-:.«io,"'. ~) ~: rdprc- !.; Fig. 6„i9~~- - ·-· 
z~t~~ă .haŞti1:at"'.î·n ' figt~ra:·· 6.2Q.- . . . .. „ 3 '·'-... ,.,~·:·.... :: 
' ,: ~ t~·~hi.b~lUl. 6.8 se indică ·~~ldrile . fu.nc~iei dţ .rep~r.titi~ .. CX>.(1<1). _p~.n:tru .. Y.~}Qr.ile. :. 
V..atYdl>ii~i „u .de .' 1 ~< . .:...4;. )~': '+:4'.> . . '.': ~>> ... 
../\ .· În :tigt~r~ .::~~2i este~ ~:~~~f;,~1it·~:ţ~r: ·~epende11ţa· ftincţiei' ·ae . i·ţpartiţie CI>( li) 

~~~il~!tf ~;~t~i~:,~:;~tf tt:::.;e; u să fie cuprinse în. iute.valul 
(~~;'\j~',"~'·"f~f"'$a'f6til:ti1fiidÎ'v{duate"x·i···să Iie cuprinse între Xo + U~O' Şl Xo + Uzcr. 
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·. Dacă '.Uţ ==· -1 şi u~ = · 1 ·din tabelul 6.8 a veni: 

<1>(1) - cD(-1) = 0,84.134 - 0,15866 = 0,68268. · 

_Pentru · N1. = ·· --'.2 .şi uz = 2 obţinem: 

.;„ <1>(2) - <D(.-2) =·0,97'725 ·..:..... :0,02275· = 0,9545 

iar pentru u1 = - -3 şi u2 = +3. 

<1>(3) - cD(-~) .,=_ 0_~998650 - 0,001350 = 0,997300 . 

:·.'':· ,:{\ceste rezultate însca1miă că din numă.nJ.\ toţul n de valori individuale 
:l.\, :i.:

2 
•• . , x„ ob\inute în urma unui set d~ mr1surări identice 68,268 % sînt 

cuprinse între Yalorile :i.·0 - a şi .x0 + a, 95,4q %. între .x0 - 2cr şi :t0 + 2cr 
iar între :t

0 
- 3cr Şi :t

0 
+ 3cr SÎnt cuprinse 99,73(% dintre rezultatele intlividu­

a\e. Deci numai 0 ,27 % cl in valo rile· individuale se află în afara intervalului 
I 

(x0 - 3a, x 0 + 3a). 
Se pune, de mul Le ori, problema găsirii unui astfel de interval în jurul 

valorii adeYărate x
0 

încît 50% din valorile individuale să fie cuprinse în 
inte\·nlul respectiv. Dintr-un tabel mai deLaliat, pentru <Ii(!!) se obţine: 

, I (I 

(t>(0,6745 - (D( - 0,6745) = 0,5000. 

f"~ ~. ' 
4 

:- • • „ '. . . . . I . . 

' Deci . în interv.al ul cuprins .între x0 - 0,6745cr . şi x0 + 0,6745.cr vor fi .I : . . l „ I • . . . . · . 

cuprinse 50 % din număru l n a.I val oril or individu-ale obţinute, într-un set 

de n măsurri ri. Din aces t. rriot iv• mărimea , 

: ••.•• • • • • • • i ' I .. Gp = 0,&745cr I" (6.69) 

" se num~şte eroare ,m(die pătratică probabilă. 

G.4.ti. Niv'cl tle î 111n·c11e1·e. Jnlervu.l de 
0

î ucrc1lere. Ti'cJ, 1'tic să rdsprmdcm lu următoarea 
înlrcharc . Dacă se efeclucazl\ un set de n măsurări şi nni obţinut prin calcul valoarea medie 
aritmelică u rc7.ullatclor ln.dividuale X, p recum ş i eroarea standard sa unei măsur1\ri s ingulare 
şi . respectiv eroarea s landard n medici nritmelice :s„, ·cuin pulem stabili lnier\'ulul lu jurnl va­
lorii X ln care va fi cuprinsă \'alonrca adcYărntă x0 şi care va fi prol>n)>ilitutea ca :1.·0 să fie cuprinsă 
lri intervnlul consider<' t. 

P r i1i '11iuel de încredere al mclsiirăl'ii (sau nivel de confideri/ă) 'P* se !n~eH1gc • probahilitatcn 
ou cai:c se poale afi1:ma cil., Lnlr-o seric de măsurări o nnumilă eroare aparentă nu va depăşi 
eroarea Cfl l'C lnsoteşte rczullatul lndical al măsurării . 

Dacă numărul măsu l'ărllor nr fi suficient de mare, a111 putea spune că dacu rezultatul 

măs ul'i5rii esle 
X± S.i 

atunci P * = GS,3%, iar dacă se ind ică 

X ± 3s;r 

nvem un nivel de confidentă p• = 99,7%-
Deoarcce !11 măsurările concrcle efectuale 11u1ru\rul n r.J măsurărilor individuale este 

relativ mic, se constată că aceste afirmaţii nu slnt riguros exacte. 

12 - Prelucrarea datelor experimentale tn fizică - cd. 219 
177 

~. 



I11lcr11alul de incredere al mcburării (suu inlervµlul de confidenţă) rcvrezl11tă intervalul 
cuprins între vnlorilc extreme ale rezultat11J ni unu i set ele măs uriiri. Cu clt nivelul ele incre­
dere P" este mai marc cu at!t intervalul de lnCl'cdcrc este mai mnrc. 

P entru n înţelege cu m se ajunge lu s tabilirea nivelului de confidenţă P* şi n interva­
lu :ui de încredere, considerăm c:'I am efectuat mai multe seturi de măsurări şi cil în fiecare set 
am obPnut cite o valoa re medic oritmelicll X. Conş ide1·/lm, de asemenea, ci1 vnlorile medii 
o'.lţinule X se dis trilrnlc în j urul vnlorli adevărate x0 ciupii densitat ea de reparlltle Gnuss, în 
care inlcculm pnrametru l a prin s,;. 

Deci 

f(X) -...,=---e 
J21tBx 

(x - :r.)• 
2s!. z 

Efe ctuîndu-se schimbarea de variabilă 

X -x0 t =----

se ql)ţinţ 

f(I) = J~- c- t• /,, 
2;r 

(6.70) 

(6.70) 

(6.71) 

Valoarea parametrului t este funcţie de nivelul de confidenţă P * impus, 
ca valoarea adevărată x0 să fie cuprinsă în intervalul de încredere 

(6.n) 

. Dacă numărul n de măsurări nu est~ sufi cient de mare, se introduce 
mărimea t(P*, k), unde k = n - 1, care depinde atît de nivelul de confi­
den[ă P * cît şi numărul n de măsurări. Cunoscînd mărimea /(P*, k), se poate 
a firma _ că prob11hiliLatca ca valoarea adevi:irată x

0 
a mărimii măsurate să fie 

cupr!nsă în .. i.nterval ul ele încredere 

X - l.(P*, ·k)s.x ~ x0 ~ X+ l(P*, k)si (6.73) 

este P* (adică nivelttl de confidenţă a les). 

N u ne ocupăm de modul ·de calcul. al funcţ.iei l(P*, k), subliniem numai 
că această funcţie este tabelată şi noi trebuie să ştim cum se folosesc valorile 
date în tabele. În tabelul 6.9 se indică valorile funcţiei l(P* , Ic) pentru ·nive-, . ' . ' . ' . 
lele de ' încredere P* = 0,90 ; 0,95; 0,98; 0,99 şi 0,999, precun:i şi pentru 
diferite valori ale numărului k care poartă numele de grade de libertat e. 
În exemplul din paragraful 6.4.2 ~·m · obţi nu t rezistenţa medie 

t't = 6,274 n 

şi eroarea standard a mediei aritmetice „ -

S ji ~ _0,001 0. 

178 .; „. 

-- - - - - - .... . 

Tabelul 6, 9 

~'- 0,90 I 0,9:; I 0,98 I 0,99 I 0,999 

2,132 I 2,77G 3,747 4,604 8,610 4 
4,032 6,859 5 2,015 2,571 3,365 

5,959 1,9·13 2,4'17 3,143 3,707 (l 

7 1,895 2,365 2,998 3,499 5,405 
8 , 1,860 2,30G 2,896 3,355 5,041 
9 1,833 2,262 2,821 · 3,250 4,781 . 

10 .. - ' J,812 2,228 2,7G4 3,169 4,Ş87 

11 ;L,79G 2,201 2,718 3,10G 4,487 
12 1,782 2, 179 2,681 3,055 . 4,318 
13 1,771 2, 160 2,650 3,012 4,221 
14 1,761 2,145 2,624' 2,977 4,140 
15 1,753 2, 131 :.!,G02 2,947 4,073 
1G l,7'1fi 2,120 2,583 2,921 4,015 
18 J,73.J. 2,103 2,552 2,878 3,922 
:.!O 1,725 2,08G 2,528 2,845 :J,850 
25 1,708 2,060 2,484 2,787 3,725 
30 1,G97 2,0·12 2,457 2,750 3,646 
35 1,689 2,030 2,437 2,724 3,591 
1JO 1,G48 2,021 2,423 2,704 3,551 
45 1,679 2,014 2,1112 2,689 B,522 
50 l,G7G 2,008 2,403 2,G77 3,497 
GO l,G71 2,000 2,390 2,GGO 3,4GO 
70 1,G67 1,995 2,381 2,648 3,436 
80 1,G64 1,990 2,374 2,639 3,41G 
!JO 1,G62 1,!l87 2,3G8 2,632 3,401 

100 l,660 1,984 2,3G4 2,62G 3,391 
l ,645 1,9GO 2,326 2,576 3,291 

11llm <~a1• n = 10 măsurări, adică numărul gra­Deoarece s-a efectuat un 
delor de libertatr k = 10 - 1 = 9 obţinem : 

t = (0,90, 9) ~ 1,833 

1(0,95, 9) = 2,262 

/(0 ,98, 9) = 2,821 

1(0,99, 9) = 3,250 

1(0,999, 9) = 4,785 

Dacn scriem rezultatul aces lei măsurători sub form a 

R = (6 ·274 ± 0,004785) Q 

s n11 prin rotunjirea rnlorii erorii : 

n = (6,274 ± 0,005) n 
putem afirma cr1 valoarea adevărată a rezist~nţei bobin~i est~ c~prinsă în 
intervalul de încredere (6,269, G,279 .O) c11 un mvel de confidenţa P = 0~999 . 
Adică probabilitatea ca eroarea aparentă a unei măsurări să dcpăşeasca va-
·1 ts adi'ca~ 4 785 ·2 8 . io-3 = o 013 n este mai mică decît O, 1 %· oare a , • . ' w •• • ·i 

De foarte mul le ori , în practică, se pune problema efectuam măsurăr\or 
în astfel de condiţii î ncît pentru un nivel de confidenţă d inain te stab1h~, 

intervalul de încredere să nu dep ăşească o valoare dată. In astfel de cazun• 
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se· efectuează un număr n~ de măsurări de regulă n 1 = 10, apoi se calculează 
intervalul de încredere, corespunzător nivelului de confidenţă P* stabilit. 
Dacă. intervalul de încredere obţinut este de m ori mai mare decît cel impus, 
atunci nurn,ărul măsurărilor individuale necesare este n = m2n~. 

pin cele dis cutate în aces t paragraf rezultă importanţa efectuării unui 
numă i· n cît maf mare de măsurări individuale, î n scopul micşorării interva­
lului .de. încrecler~- Ia un nivel de confidenţă stabilit. Ar fi însă destul de grav 
dacă '.ăm rămîne · c~ impresia că mărind numărul n al măsurărilor individuale 
putem obţine or.ice precizie· dorim, adică un interval de încredere oricî t de 
1nic .c~(espunzăţor unui nivel ~e confidenţă oricît_"clc ridicat. 

Cea · mai si gUTă cale de a: ·obţine intervalul de încredere impus, la un 
niv~l d~ confidenţa P* stabilit, este mărirea preciziei măsurărilor individuale, 
ceea ce conduce la micşorarea erorii standard s. Cu cît valorile individuale xi 
obţinqte, v or fi:. mai apropiate de media aritmetică X, cu atît eroarea stan­
dard-, s va fi mai mică, ceea · ce asigură .micşorarea intervalului de încredere 
pentru .P* şi 11 daţi. Deci un set de n mrisurări individuale este cu atît mai 
precis · cu cît dispersia (împrăştierea) rezultatelor individuale este mai mică. 
Pentru asigura1:ea acestui deziderat se impune O· bună s tabili tate a apara­
turii utilizate şi înlăturarea factorilor exteriori care pot mări amplitudinea 
erorilor · întîmplătoare. 

G.'1.6. Conclu.zii practice pdvind erorile întîmph\tom·e în cazul efectuării 
unui set de măsui·ăd directe, în aceleaşi condiiii. Din cele discutate mai sus, 
pi.ite1n răspunde In cele trei întrebări fondamentale, care se pun în procesul 
cţe_ - efectţiar_e .a . măsurărilor şi qe prelucrare a datelor obţinute. 

a) Valoarea care aproximează cel mai bine, valoarea adevărată a mă­
rimii fizi ce mr1surate es:te media aritmelică X a valorilor individuale xl, 
x2, • • „ x,11 obţinule într-un set de 11 măs ură ri. · 

b) Eroarea asociată unei s ingure măsurri ri ·es te eroarea standard s. 

c) Eroarea valorii medii aritmetice es lc eroarea .st.andard .a mediei SJi. 

În practică se pune însă pn;>hlema efec tuării de măsurări asupra unui 
număr mare de niăsuranzi. De exemplu , un operator treb~ie să .măsoare, 
cu ajutorul unui ohm metru, valoarea rezistentelor pentru un număr N de 
rezistori. Este clar că nu este posibil ca rezistenţa fiecărui rezistor, să fie 
măsurată de u n număr n, suficient de mare, de · ori. în acest caz trebuie pro­
cedat în felul următor. Se măsoară rezistenţa unuia din cei N rezistori de un 
număr n, suficien t de mare,- de ori. De obicei n = 10 - 15. Pe baza rezulta­
teloi· individuale obţinute se calculează rezistenţa medie l"'f. a acestui rezistor 
şi eroarea standard s, precum şi eroarea standard a mediei aritmetice Sii. 

Dacă :se impirne ca Tezultatele măsurărilor să fie livrate cu un anumit 
ni':'el de _.încreclere P * se caută valoarea l(P* , k) din tabel ul 6. 9· ş i : se scrie 
i:ezi1Itatul âcestei măsurări : 

•. : . .. R = R ± l (P* , _k)SR. . .(6.74) 

-J.80 

------ ... „ 

Eroarea standard s est e o caracleri stică a 111etodci şi mijl ocului de măsu-. 
rare utilizat e. De aceea dacă pen tru rezislen\cl c celorlal1i rezisto r! se cfec.~ 
tuează cîte 0 si ngură măsurare ob~in îndu-se valorile indiYicluale Ri, R2, 

R I rezultate t rebuie indi cate sub form a : ... , · N - l• aces ;c -

Rl ± l(P *, k)s 

R 2 ± l(P* , /c)s 

R N- i ± l(P'~, k)s. 

(6.75) 

Dacă însă rezistenţele celor (N - 1) rezistori se măsoară de un număr 
de ori n

1 
< n, de exemplu !li · :_ 5, atunci se cal~ule~z ă medi~Ic aritmetice 

ale fiecărui set de măsurări obţinîndu-se valorile R1, R2• · · :· • „RN- 1·„ E1:_ofl.~·e~. 
standard a mediilor aritmetice R.1, Rz, · · „~ RN-1 Ya. fi .: 

s 
SR. = J 111 . ,.. 

.: Se caută în tabelul 6.9 V?lP.il.rea. l'(P*, k1) unde kr = 111 - 1, iar rezul­
t~tele celor (N - 1) seturi de ~~îte 11·1 mă;urăr( se indică sub forma : 

R.1 ± t' (P* , k1)s~ 
. : R2 ţ ·t~<~,;~,: kţ)s~ · 

.· 
: : : . i 

. · · .'. · . . : .. . .. . : :. . ·„\ 

. .. .. . 
. . • . • „ . 

.. ····· 
; . . . . : -: . 

. . „ „ ... ·: (Ş. 77) 

R ezultatele măsurărilor efectuate trebuie să fie însoţite de indicaţii 
p1:ivind metoda şi mijlocul de măs.urare .utili~at, precum şi nivelul de con.fi­
dcntă P* care a fost considerat Ia calculµf intervalului de încredere respectiv. 

·De cele mai multe ori rezultatele unor măsurări sînt liv rate sub forma : 

(6.78) 

sau sub forma: 
(G.79) 

în acest caz p e lîngă metoda· şi mi.ilocul de măsurare utili zat, trebuie 
să se indice numărul n ele măsurări pe paza cărora a fost obţinută .~r<?area 
s'ta'ndard .s-; i:)recum · ·ş i numărul ·n, de' mii:suii 'irfdiv.iduale cu' aj'ut9ŢUI . C~rui ~ 
· fost ca!c.ul ată ero.are~ st~nd.a\·d· a 111edier's f!. Aceste indicaţii sH1t ' abs·oiut 

:ecesare pentru ca experimentatorul care utilizează aceşti rezisto~i _să ~oată 
calcula intervalul ele încredere corespunzător unui nivel de confidenţa! ce. 
se impune în experienţele care le. efectuează. 

6.4.7·. Comparnl'ca Ynlodlor medii. În efectuarea unor . exp erienţe apare 

adeseori problema slabili rii dacă între val~rile u~ui anui:n'.t p~r:metr.u ;entr~ 
două probe distincle există sau nu o diferenţa semmflcativa, ad1ca claca 
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p~te~1 afirma că paramet rul respectiv, pentru cele două probe, a re \•a iori 
drfen te sau nu . De asemenea, se cerc să se verifice ca re es te niYelul de h icre-· 
dere al afirmaţiei făcute. 

De mulLc ori se procedează crona L, în felul următor. Se efeclucază. 11 

măsură ri penlru proba 1 şi se calculează Yalonrea medic aritmetică a rczul ~ 
tatel_or a ce_s tui şit~ de măsură ri , pentru va loa rea parametrului ce ne iu terc­
seaza. Notam cu X .1., valoarea medie obţi nută şi cu s1 eroarea sLandard calcu­
lată. Fixîndu-se nivelul de încredere P* putem afirma cft valoarea adevărată 
x01, este cuprinsă în intervalul 

(6.80) 

unde k1 = n1 - 1. 

Analog se efectuează un număr 112 de măsurări pentru proba numărul 2 
obţ.inîndu-se valorile X. si s •. Se poate afirma că valoarea adevărată :.1·02 este 
cuprinsă in intervalul - ' ' 

x. ±t(P·„ k-)~ - ' ' J-. l1z .. 

cu nivelul de confidenţă P*. . .. ' 
Se afirmă că dacă interval_e.le __ (6 ,80) şi _(6.81) liu se suprapun , parame­

trul .x pentru cele două probe · ate vafori ·seinnifi cative distincte si invers. 
S-a constatat că acest criter iu nu este suficient de corect şi 'de aceea 

~e 1~tru ~ putea decide dacă diferenţa· dintre mediile aritmetice x1, şi x~ este 
rnt1mplatoare sau semnificativă se cal culează raportul: . 

t = X1 - Xz 

( 
1 1 )'/, 

s - +-
' 111 nz 

unde 

s = V (111 - l )si + (11 2 _ l)s~ . 
· 111 + llz - 2 . 

(~.8 3) 

. . .. A vin~ valoarea t calcul~tă se. f_i xează un ni,·e( ele° increile're p * cu case 
d?·~i.m. ~ ă afirn"J,ă_1'n c~ cţle. dau a. ~·aţori. me ~ii . arit.metic~ X1 şi Xi s în L s~.u· . jll;· 
d1şţ111cţe . . _N u.i1~ăi:ul . g1:ad~l.or de : l.l~.CJ~frte .. ::le · ic.i ·li. ~ _;·11 · + 11 2 :-:-: . 2. Piii .t~be~ 
Jul 6:.9. .. ~.~ ~~.lă . va\oarca .fu i1~ ţlCi.~ .L(P'~ ; · 1<) · ··cores 1j.i.p)zflton~·e . 'nivel ul\li . ele c~1~~ 
fidenţă P* ş i nuînaruf g1:acfol o1: .".d.c Ţfbe1~tate Ic . . . . 

.. _Dadi valoarea l calcula tă llrir1 fo rm;d a · (G ~S2) este mai marc dccît va­
hrarcn l(P*, k) aflaUi din-tabel 

t > l (P*, _k) . . (6.84) 
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se poate afirma că dife renţa va lori lor medii X1 \\i X 2 eslc :;c rnnifi cali\'ă , a di că 
neîntîmplătoare, cu nivelul de confide nţă P* stabilit. 

· · Dacă însă 

l < L(P*, k) (6.85) 

nu putem considera că diferenţa între valorile medii X1 ş i X2 csle se mnifi­
cativă şi deci neconcordanţa 'intre valorile Xi şi x~ este· întîmplf1Loarc, ia r 
valoarea reală a parametrului X peutr\1 cele două probe ·este aceeaşi. 

Subliniem cr1 dacă inegalită\.il e (G.84) ş i (G.85) sint aproximatiYc, adică 
dacă l este cu foarte puţjn m ai mare sau mai mic dccît l(P*, /\) se recomandă 
rnărirea" nmntfrelor 111ş(11 2 de măsurări pentru a putea lua o decizie mai co n­

cludentă. 
Respectarea aces.tui criteriu prezintă mare importanţă în s tudiul dife-

ritelor 1'nateriale în scopul determinării proprietă ţ.ilor electrice, magnetice etc." 
ale âces.to·ra: Aceasta cu atît mai mult cu cît unii parametri ce ca·ractcrizează 
diferite materiale au nlori apropiate. Astfel rezistivitatea peste 1)3 '. 1() - s.".ff. 111 
peniru ăi·gi"1)t ş"i 1) .'.i;'t"o -8 'n.fil 

0

pentJ:u · ci1pru:·be' a~e111ene.a:, · coeficlc 1~lu l ter- . 
JUic~ci:e· Va'ri~ţie.··a: ·rezisfrvfră ţi(este."4, 1 .10-a grd·- l 'peiltru. CUpi·u Şf 4·,2 ' ţe)-- a gJ~d - I 
pentru aluîn:i'i1tu.: - ·. ·-": · .· · · · · · · · ~ · · · · . . · · · · ·· · · ' · · ·· · · ... · · ·· „ . 

6 .. fs:. l\lăsurări indh:e.ct~: ·i,'e·~~~ ·d~ · -~~~~niie~~ ·a.· -.cr~~i-"1~~. ·.i 1;· ~-arag~afel e 
precedente ne-am ocupat de studiul :er-erilo-1' de măsurare în cazul unei mărimi 
fizice x direct măsurabil e . Se intîlnesc, însă, foarte. des situaţii cî nd măi'imea 
fizică z cc ne interesează nu este di1:eâ rii:ăsur~bilă, ci ;;e calcuiează "pe ·baza 
un.or· mărimi x, y, u , v ... ca1·e shi.t dirc.~ t m~surabile. Mărimea Z se exprimă 
prin mărimile x, y, u, v ... pri;1tr-o 'relat.ie func ţi~n~lă ele tipul: 

Z =.= f(x; y, u, v .. . ). ..·. (6.86) 

De exemplu, stabilirea densităţii p a unui corp· se poate realiz~ măsurînd 
masa m şi volumul V ale corpului respectiv 

/l1 
p =-· 

V 
(6.87) 

În studiul fenomenului de inter~erenţă a undelor, lungi mea <le undă ).. se 

se obţine prin formula 

id 
A=- (6.88) 

D 

uţidE'. i este interfranja,_ d este distanţa intre s urse, iar D distanţa de la planul 

surselor la ecran. 
În primul caz (6.87) mărimea fizică Z este densitatea p a corpuluj , mă­

rimea x este mas a 111 a corpului, iar y volumul V a l corpului. Deci funcţ.ia 
f(x, · y) reprezintă raporfol ""dintre x · -şi y. 
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Determinarea mărimii Z printr-o metodă de ·măsurare, i ndiTeCtă impli că 
s tabilirea erorii stand ard rcwltate s, sa u a erori i s ta ndard a mediei Si ." :· 

Prin eroare rezultan tă în ţelegem eroarea gl obal ă, care însumează· arisam­
bl_ul erori lor datorate componentelor fuuc \ionalc asociate măsurărilor directe 
în ··cadrul unei măsurări indirecte. De exetnplu, eroarea rezultantă în valoarea 
lungimii de. undă), (G_.81) este datorată erorilor parpale în mă~·imile i, d şi D. 

Eroarea parţială reprezintă partea din eroarea de măsurare rezultantă, 
a·atorată unui singur component. Dacă de exemplu, pentru măsurarea Iun-: 
gimii de unM1 'A pe baza formulei (G.8S) măi·imile i, d şi D se măsoa ră cite o 
singură 1daUi atunci erorile standar~l p ar\ iale vor fi S;, Sn şi ,Sjj , ia.r dacă ficcar~ 
din aceste mărimi se măsoară de. nuţ i multe. ori , atunci vom ave.a erorile par-

. I . . ' . .. • . 
ţiale standard ale mediei aritmetice s 1, Să şi Sn· Se pune deci proble ma. expri-
niărji erorii. s t.anc).ard s;i. .s.1;lu .a _erorii . stl;lp9arcl .a ~neclţei .. aritrneti~e. si. .. : pr i"!1 
eroril.e si: .·s,i, .sn şi _.i·~spectiv .. p·1~in. si ,_·s~;'· .s.D"· . · · · ,. · ·· ' ·' ·· :· ·.

1 
. . • 

.. Eroarea rezultantă s.e .· c~p1:lmă pri11 eiorile.· parţ i ale c).up .ă icg.ea .. _ck com; 
iJ.unerc a eroril or.. . . .. . . . . . . . „ . „ : .· . , . „ ·_.·. , '. '. 
. . .. L ege.a. de . co1npunere a erorifor . este "I_e_gea c·a re .. <lescrle "f~g~.t.Î.lr~ ci'iii.tŢe 
. . • . . . . . l . . . . . . . . . ':' .. . . . . „. 

eror ile . parţial e .care afecttf_<ţză r ezultat ul unei .1.năsl,l.rgri,. Penţn.i - ~ .aj.unge. l.Q: 
legea· compune.rii erorilor -,;:O l1~ considera . cÎtev~ cazu"r( pai·tfcufcit~. „ .. · . _ 

a) Dac.ă mărimea fizică Z este suma mărimilor x, y , u, "i/:·: ·:;· ·â.<li Că: ·· -„. 

·.:.:. : •O: .. :· < < o ~: R·: ~ . :::·O =: : ~ .~:.". •o - ~ ' < „ ~·'[ ·: . - ~ ·;~·, : ·. :·.: 

, ··: ·„ ·Z· -~ :t: + y·:+::u:.+ v :·: .: :· · „ d.". : L :::.: . ,·, :: ,· · : ·.' .. (6;89) 
. . . . _ }· . . . : . ,: ... ·. .· ...... . ;· ·- ·-.~;·· __ '. :~ =~- · 1 :. ~ : 

atu1iCi c~nform . formulei {.2_._tl) l?1ite.in .. i:ic~:ie: ·.~' .. · ·.: ;·: _: ·. :.·~-" .,:,·, 
. . -~ :·:.: l 

„ „ · ':(6·.90) 
I. 1 .•. : · , • . . , î•\ 

În cazul cînd se efectuează mai multe măsurări pentru mărimile x, y, 
u, v•! .. se calculează medii le arit metice · x, [J , ii , iJ • •• şi erorile standard ale 
ace.stor medii aritmetice s;, Sjj, su, s;; .. . iar eroarea standard a mediei m}t me-
tice pentru · mări1nea Z \ra · ·fl : · · · · · · · · · ' 

.. i 

s z = Si + s; + s;; + sv + ... (6.91) 

E xpresiile (6.90) şi respectiv (6:·9i) i'ămîn valabile în cazul cinel unele 
din mărimile x , y , u, v . . . intră în formula (6.89) cu semnul minus. 
· ·. · b} -Mărimeii.".Z<depi:nde -Oe mări.1nHe -·â·i:reat: măsurallila : t,Lyr· -it;: ·V · sub 
forma : ..i.-.~·::: ·:·~ :· :::·::.. ,: · · 

Z :~. X;_ Y _u v. (6.92) 

În acest caz conform formule( (2.40) putem scne : 
.. : .. .. ·. . . . . . . . . . • • ~ „ . . , . 

·5z ~ ycivsx·+ · yu.vs~· + ·.~·tws 1: + yxÎ1s v 

şi respecti:V 
l.o. • .• . !! .- -· . . .• q~· ·. 

Sz = y11vs-; + xcws~.:+ _xyvs;; .+ x_yu_s;, . . . (6.94} , . 
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· v v •• • • • • y ctl" în cazul . ) Dacă mări inea z-. rcpTczi nJă r·aporl ul a doua mai 11111 x ş1 

f . c. \ ,· (6 87.) a lunei conform for mulei (2.50) . a vem: 
01 mu c1 • '. .. . . - . · · 

l X ( Sx S11 ) s = -(ysi+:tsy)= - - +-
z y'!. · . y X y . 

(6.95) 

şi respec.tiv 

s· = ~ 2- + ~. " ( s- s- ) 
z y x y 

(6.96) 

I 'I 

d) Dacă avem o dependenţă de forma: 

Z = xk (6.97) 

atunci conform formulei (2.54)
1 

I. ·k - 1 
Sz = .t\X s..,, 

(6.98) 

şT ., 
:· . „ .. - . •. ·· p • : • . 

. .. : . „ . . ..... „ .... · · .. .- · .. :.· 

(6.99) 
.„ .•. • 

. e) fo cazul dud a"'\"em: 0 funcţie de forma 

z~~:::/t (6. 100) 

. I 

' oj I 

I , li c~ -1)s~ 
. . l . 

Sz = -:t: 
k 

(1pol) 

ş i · I . 

. :· . •. ' ,. I .. ( J_ - 1) 
·. · · · 1; s; 

s.;. : ~ l:_ _x· · · · ' · · · 
z k 

--"(G.·102) 
I .. 

J , 

Aceste formule pot fi utilizate, în praclică, pentru calculul ~r?rii. rezul: 
· ·1 1 V u1·are că este mai rnd1-cat sa 

S ' tv • sav în teoria cron or ce mas ., < •• : · · · • • •• tante. e aia a 111 ' V 

1 
t . 

nu se ia suma erorilor parţi ale, ci radial din suma pa~rate or a:_e~ oi~: . for­
Astfel în locul formulei.or (G.90) şi (G.91) es te, 111~1 corect sa se su ie 

i·ii-~lei~ : · .. · : · · : ·' . . · · · · 
·- . .. ·:· 

(6.108) s z = J s~ + s~ + s~ + st · · · + . 
şi 

J 2 + 2 + 2 + 52 Sz = S-z sii S; ii· (6. 104) 
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. : De· ascmq1e<1 , .in locul formulelor (6.93) şi respectiv (6.!J4) se va scrie : 

(6. 105) 
şi· 

Sz = J (y1wi)2 + (XLWjj)2 + (xyv;;)2 + (xyus ;,)2. (6.106) 

În cazul în care mărimea Z cs le raportul mărimilor x şi y eroarea rezul­
tantă va fi, din formulele (6 . 9~) şi (6.9\6) .: 

şi. . ~ 

.. -.. 

Sz =· x V( s"' )2 +(~) 2 
Y· ., xz ' .. y . 

_ x V( s; )z ( Sjj )
2 

Sz =- - + - . 
[J . x jj 

-·' 
(6.107) 

.. . (6.108) 

Deci în urma măsurărilor indirecte rezultatul măsurării se indică sub 
forma : 
. ·.: : l 

(6.109) 
sau 1 ::~ · •. . - ;, :. . .. 

z ± s-- . z 

în funcţie de faptul dacă mărimile x, y, u, v ... aµ Jos_t ~ăs_ura,t_e <;> . si~g1n~ 
dată fiind afectate de erorile standard respectiv Sx, -s

11
,' s~,; -·s·v .-. .~ iiâu' aii. -fost 

măsurate de mai mul te ori, valorile · ~nedii ale acestor măsurări, i, fj, ii, u . .. 
fiind afectate de erorile standard a mediei adtmetice s;;, sii, s;;, s;„. Valoarea 
medie a mărimii Z fiind 

2 = f(x , y, ii , v.„). (6.110) 

Nivelul de confidenţă pentru valoarea Z sau 2 va corespunde nivelului 
de confidenţă cel mai scăzut, pentru valorile x, y, u, v ce intră în for­
mula (6.86). 

I I •. ! ~ '6 _ :. 

·· :Exemphi··. ; „ · ·; „, · i ; ' .r 
„ .. : . :" i '. 

.-i · i:>'a.~ă · se' inăso-ară m'ări~ife i; işi ·n (fo1:mtila 6.8-8) de ·un ·u·i:i.-ma'.i'<l~„ or.i., 

obţinîndu-se prin metodele cunoscute mărimile i, d, D, sr. sa, şi S'jj, valOareâ 
medie a lungimii de undă este. :: 

(6.111) 
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. . . t in găsi e1•oarea standard a Dacă notăm cu x ·produs ul rd - a~unc1 pu e 1 . (6 106).. . . . --
V • • - . . i ··d conform formu e1 . · Yalorii med ii pe ntru manmca x = ' 

Si = -V(Ls1)2. + d(sr)2· ·· td vr:r + (s;r." „„. (6.112) 

Cum 

x 
A = --=-· 

d 

Conform fo rmulei (6.108) 

s~ = x V(s~)2 + (s~ )
2

• 
· · . . [j . x . D 

Int roclucind valorile s„ şi x avem : 

i·dV~(s.,.)2 ~(~ii-.\.--2 ~(sn )2 

s~ = 15 ·Ţ d-ţCI] + 15 . 
(6.113) 

(6.114) 

EXERCIŢII ŞI PROBLEME 

t . 1 U cu ajutorul unui voltmetru cu scara graclati:i 
6.1. Se m'lsoară o diferen ţă de po cnţia . ' _ . . . r·. 

1 3 
V Să se dclrrminc do-

. . , • V•1Joarca \l llC I clI VIZl\llll llll( • • 
linial'ii scparn tă 111 100 de cl1v1z1u 111. • . . ·r . ' . le potcn\ial U aslfel incil eroarea ' . • r· . ·i să yaluarca d1 ci cn ,c1 c · l · ca1·c lreln 11c sa ic cupt 11 • 11\Clll ll 111 ' 

• • 2 ol 
relath-ă 3U să n u dcpaşcasca l O· 

R · · . . .. ·. ·. cnal!t cu J' umătalc:l · . .,. :icului in<liculor cu o p1ec11.1c „ Cu ochiul liber se poale cvn lua poz.1, ia' 

d i slanţci clinlre repere. Deci 

şi 

t:.U = 1,5 V 

1•5 o 02 ' - < ' ' u 
"') ')(I / Pentru valori le U < 75 V• '' ~- ?' ·· 10 • 

De exemplu dnciî U = lO V 

U> ~= 75 V. 
0,02 

au=~ .100 = 1 :>% . 
- 10 
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G.2·. Se cerc să se indice modul in care trebuie s:1 fie realizată o scară grada tă nclini:Jră , 
aslfel incit eroarea să nu depindă de valoarea mărimii măsurate„ 

R: 

C.onsid eră m o d iviziun_c oarecare pc scara grada tă pc care o notăm cu y iar 6x es te eroarea 
absolută cu care se apreciază distan ţa pe scara gra da t:!. Vit eza de variaţ ie a Yalorii diviziunii y 
în funcţie de dislan\a x pe scara gradată este: 

Mărimea: 

dy - . 
dx 

dy 6x 
dx 

reprezintă eroarea absolută a valorii' diviziunii y. Dorim ca eroarea relativă a fiecărei divi­
ziuni să fie constantă : 

De unde 

I .:. • -

sau. 

sau 

dy t.x 
/ix 
--·- = const. 

:y 

d ln y = C dx : ln y = Cx + c; 

c 
X = C 1 Jn !J - - ' 

c 
Rezulti( că c scară gradată uni formă, în sens ul ca eroarea relaLivă să fie constantă, re­

prczinLă o scară gradată logaritmi că. 

G.3. Si\ se calculeze di fcrcn\a toleram t.I intre braţele unei balanţe cu braţele conside­
rate egale cu I = 20 cm astfel încil la o s ingură cinlări rc să nu se comită o eroare sistematică 
relativă mai mare de 1% şi rcspecliv 0,1%. 

R: 

Fie m masa adevărată a corpulu i de cintărit ş i !i1 masa greutăţii' ce cchilibrrază corpul 
de masă m p c bala nţă. 

Considerlnd m ~ ;11 aYem: 

mg/ = Mg(/ ~ 111) 

m - M 4. l 
--- = -

M 

111 
8m = - ; 

I 

6l1 = 8,m ·l = 0,01 ·20 = 0,2 cm = 2 mm 

lil, = 8,n ·I = 0,001 ·20 = 0,02 cm = 0,2 mm. 

G.4. Să se indice intervalul de încredere pentru care dens itatea lichidului, obţ.inută pe 
baza datelor din tabelul 6.3, este cuprinsă cu un nivel de confidentă P * = 0,99. 
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R: 
Se realizează tabelul de calcul : 

n, I 
1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 

10 

---

~ I 

P/l<g/m') I p,-; 

530 30 
480 - 20 
460 -40 
520 20 
490 -10 
500 o 
540 110 
470 - 30 
480 - 20 
530 30 

5 OOO I o 

p = :Ep, = 500 kg/1113. 
n 

I 

I 

s -= p V 
1 

. 7 200 ~ 9 k g/m'. 
10·9 

Din tabelul 6.!J aflăm I (0,99, 

Deci 

9) = 3 ,25 

i- = 29 k g/mO. Sp 

p = (500 ± 29) l{g/m• . 

Tabelul P. 6.1 

(P 1-PY 

900 
400 

1 600 
400 
100 

o 
1 GOO 

OOO 
400 
OOO 

7 200 

. „ . . I onlajului din J'igura P.5.3 (problema 5.6) 
G.5. Pcutru măs11rarea capac1l!'l\.11 C cu aJutoi ul~ . ] tr'c pentru cît cva valori ale rezis­

se determină tensiunea U ş ~ iu~cn~ ital e~ 1 a curcn u Ul c EC 1 

ten\ei n. n·alele oliţinute smt mtllcatc ! 11 tabelul P.6.2. . 

Tabelul P.6. 2 

R (!l) 700 600 500 I 400 300 200 

------------
~1~ 7,3 8,6 15 19,2 U (V) 

- - - ---
·~1~ ~1~ I (mA) 38 43,5 

C Condensatorului ş i eroarea. s landa rLl a mediei SC· Se cere să s e determine capncllalca a 
Se realizează tabelul de caknl 

- 1 11 C, = -· ---
(J) u, 

C = 9,809 ·10- • = 1,635 .10- • F. 
6 
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1 
2 
3 
·l 
5 
G 

38 7,3 1,658 ·10-· 
4:{,5 8,6 1,6 11 ·10-• 

0,023 ·10- · 

51 10 l , ()211·10-• 
- 0,0211 ·10-• 

62 12,0 l,G5·1 ·10- • 
- 0,011 

77,5 15 l ,651! · 10- · 
0,010 

98 1 !J,2 l ,G26 ·10- > 
0,010 

- 0,009 

9,80H· JO-• 

.1·c; = w-, l( '~'.~7 = ll, 1 1. rn- , __, 0,001. w-• 1 . ._ 

C: = (1,G3ii ± 0,007)10-• F. 

Tabelul P.6.3 

5,20 ·10- :. 
5, 7G ·10- " 
1,21 ·10- " 
1,00 ·10-" 
1,00 ·10- „ 
0,81 ·10- 14 

G.G. l\lăsurimlu-se presiunea si Yol um I · l 
din lahclul P.G.-1. ·. 11 umi i gn a lcmpcralun1 C'>llslantă se ohpn dalele 

Tobel1 l P 6 4 I 

i I V 1(cm') I P 1{cm Ilg) I PIVI 

l 30 7G 2 280 2 25 !JO 2 2 50 ;3 20 115 
4 15 

2 300 

5 
151 2 2G5 

lO 228 2 280 

Sil s.c. ind_ice i~1 l cr~•al ul de încredere i11 cnl'(' se ponlc a l'irmo 
. cu un 111\ el el e confidenţii P * _ 0 !)!) ci\ produsul PV es t e cuprins 

R: . • - ' . 
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Pentru simplificare nol:1n1 produs ul PV = x . 
Calculele se foc_ pe baza tabelului P.0.5. 

i I 
1 
2 

~ 3 
f! 
5 

t I 

I 

X 
( I \-X 

2,280 5 
2 250 -25 
2 300 25 
2 265 - 10 
2 280 5 

11 375 I 
- .11 375 
X = --- :: .2 2 75 

5 .. 

_ V l 40·0_· 
s„ = · 

5
.
4 

:=:::_8,4 .' 

---------

Tabelul P O :; . . 

I cx,-x>' 

25 
G25 
G25 
100 
25 

I 1 1100 

,,. . 

Din tabelul G.9. 

l(O,!J!J, 4) = 4,604, l(O,!J9, 4)s ~ 39. 

Putem afirma că produsul PV este cuprins ln i ntervalul 

(2 2 75 ± 39) (cm' ·Cm col. H g) 

cu o probabilitate de O.!J9. 
G.7. In unn1 cfecluitrii a două serii de măsurări, de egillă p recizie se obpn valorile X 1 = 

:p 23,56, X,= 22,80, s, = 1, 10 şi s, = 1,25 pent ru două probe. Prima serie de măsurări cons l i'\ 
din n 1 "" 25 de mlsurări individuale, ia r a doua serie d e măsmări din n 2 = 50 ele măsurări indi­
viduale. Se cere să se specifice, cu un nivel d e încredere P"' = 0,99, dacă diferenţa mediilor 

aritmetice X, şi X, es te sau nu semnificativă. , . 

Deci. 

s = v(n, - l)s~ + (n , - 1)si = 0,298 

11 1 + n, - 2 

23,f>G - 22,80 
2 5 

__ . 
l = = ';:), 

0,298 

Din t abel ul 6. 9 se obţine 

l(0,99, 73) > 2,G48. 

l < l(0,99, 73) 

motiv penlru care n u putem cons idera că cele două prnbe sint semnificali v diferite. 
G. ll. Efectulndu-se măsurarea rezistenţei .unei bobine se obţin rezultatele: 

5,G15 ; 5,G22; 5,G24; 5,618; 

5,620; 5.o33 ; 5,628; 5,624: 5 ,613 n. 
Să se indice corect rezultatul acestui set de măsurări. 

R: .. .'J' 

R = (5,G22 ± 0,002) .Q • 

G.9. In tabelul P.6.G sint da te ·valorile v itezei ·Juminii obţinute în diferite experien ţe 

·Tabe'l11l P . 6. (J . ; 
I 

e. (km/s» Anul ,, ·-

1951 2!)9793,1 
1054 299193,0'. 

•r 1057 . 299792,85 
1!J58 29!J79~,50 

Să se indice valoarea c.ea mai cornet.'\ p en trn \"i tcza luminii c, in v id .5i eroarea s tanda rd 

n If\Cdici. 
G.10. Pe bozn datelor oh ~inule ·privind valoarea const antei gravit aţionale y s-au calcu lat 

urm1Hoarele \'nlol'i pentru clcns itaten p a Pămîntulu i , în k g/m3. 

5 560, 5 52 7, 5 493, 5 527, 5 507. 

Să se indice valoar~ ,ce!l mai}~ună penţru :densit a tea J>ămlntului şi eroarea standard. 

R: 
p = (5,523 ::!:: 71 k g/m' . 
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r: -

... . ~ ·: 

METODA CELOR MAI . MÎCI. PATRA·„~ „ 
. -. '. ·. 

:: :· .: .~ :, I 

.'· 

În c.api~olu l r1 a m văzut că efectuî1fd măsurarea unei manm1 fizic 

;.i~~~:~l~ af~f~nle v alori ale mări mii fi zice X, obp nem perechile de valori cx:)·e~' 

(7. 1) 

. Yl• Y2· y3, .. „ y„ 

pe baz a C'lll'Ora J~Utem Sll Îl1 CC l'Cf\ m rcprez~;1t iu;e a . clep~nClentei mări mii 
de mărimea x, pnnLr-o formulă ele l'orma . !I 

Y = {(a, .b, c, .. „ x ) .. (7. 2) 

unde a, b, c ... s~11t .parametrii numerici, iar func ţi a f este o fon etic rati onal ă 
de argu ment ele rndicate. · · < 

Vom considc V • • ra ca m procesu l de măsurare, rezul tatele indi vidua le x 
X 2, • • „ X11 nu s mt afectate de e · „ · 

1
' tează valorii . ' . . - - -- --- : ! qu sa~ -m[ţ)_ ~ore~ t .spt~_ c~ erori le care afec-

v e rndivid uale X 1(i = 1, 2, · · „ 11) sînt neglijabile faţ.ă de erorile 
ce afectcaza valorile individuale Y· (i = 1 2 3 ) 

D 
" J , J • • • , 11 • 

eoarece valorile individuale y • t f 
v • • • V l • Y~· · · „ Y1i s in a ecta le de erori de 

masuiare mtrmplatoare , diferen ţele : 

'-'· ... 

I . . „„. „ . • 

vor fi diferite de zero. 

Y1 = f(a, b, c; . . „ x1) = tly1 

Yz - f(a , b, C, .. „ X2) = lly~ 

't' I 

(7 .3) 

... „ :. 

-· 

Mcfoda celor mai mici p ătrate este o metodă de calcul pentru valorile 
cele mai probabile ale para metrilor a, b, c .. . d in condi ţi a ca suma pătratelor 
diferenţelor (7 .3) să fie mi nimă: 

n 

S = (6.Y1)2 + (6..Y2)2 + · · · + (6.y„)
2 = ~ (6.Y1>2 · 

i=l 

(7.4) 

T rebuie subliniat că metoda celor mai mici pătrate este cea mai corectă 
metodă de calcul pentru valorile parametril or ce i nţră în formula empirică 
(7.2), dar aceasU1 metoM1 p oa te fi u tilizată nu mai după ce au fost efectuate 
toa te î ncercftrile, descrise în capi tolul 4, pentru a afla forma anali tică a for-

mulei empirice (7.2). 
Cu cît numă rul n al măsurăril or individuale este mai mare <leci t numă­

rul p aramelrilor din formula (7.2) cu a t.ît este mai mare p rob abilitatea ca 
erori.le î nti mplătoare cc apar în rezulta tele măsurărilor individuale să se 
compe nseze reciproc şi deci v alorile para metrilor a, b, c, obţinute prin metoda 
celor mai mici p ătrate, cap ătă un nivel de confidenţă mai r idicat. 

Ne vom ocupa de aplicarea metodei celor mai mici pătrale 'in unele 

cazuri particul are. 

7.1 . LINIA DREAPTA CE TRECE 
·PRIN ORIGINEA COORDONATELOR 

Dacă formula empirică (7.2) este de for ma : 

y = bx (7 .5) 

atunci diferenţele (7.3) · cap ătă forma: 

y~ = bxl = 6.y 1 

(7.6) 

Măsura erorii totale, ce se obţine prin aproximarea datelor experimen­
tale (7.1 ) prin formula (7 .5) este suma pătratel or abaterilor (7.G) pentru t oate 

punctele experimentale : 

li 

S = ~ (y.1 - bx1)
3

• 
(7.7) 

1= 1 

Valoarea parametrul ui b care aproximează cel mai bi ne datele experi­
mentale (7.1) prin formula (7.5) se obţi ne din condi ţia ca suma S (7.7) să 
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f'ie m1mmă, adică din c6ndq-ia ca dei"ivăta ni'ă"rimi i S în·-l'a1)ort c'il. parame­
trul · b să fie ze ro : 

s; =o. -(7.8) 

Efectu înd derivata exp res iei (7.7)_ în raport cu p_arametr!il b obţinem: 
n n n 

S~ = 2.L; (!Ji . ~ b:t:;)( ~ X;)= - 2.I; X1!J1 --j-2bl_;X=0. 
-·' ·- i = l : ' . _, ' · - „. i = l · " " i = l - ' ' ' 

Di~{ ac~ast5 expresie rezul~ă \ 'a loarea parametrnlui b: · 

b 
' I! 

n 
. 2:; X;!J; . 

i = 1 

n 

2: i7 
'i= l 

-. . '. 

X1!ft --J- X2!h --J- · · · --j-X„!Jn 

:t} + :r~ .+ ... + :r~ 
(7.9) 

\ralcia r'eâ par~i mctrulu i b, ohl;i nufft cl.in formula (7.9) , cslc nfectală de 
rrOar~. [l. stal1d a'i•d. . . I -• 

.' _; f J . • 

11 

(11 - 1) 2: :r7. 
;~ 1 

t/2 

(7. 1 O) 

Excmpl ll . Î n tabel ul 7.1 slnt d a te -r cy,uJ h ite-le inăsm~i rilor nlungirii x a 
u1111i nrc pen tru diferite: vnl b,ri a!e forţei F , de întindere n nrculu i. 

Tabelul 7. 1 

F (N) 
___ ! 

o o',5' I . 1 ! ' 1,5' I 2 I . 2,5 I · 3 
·1 · 3;5· I •l 

" 

x (cm ) I o 0, ..(H I 1,05 . 1 .. ' ,<J 7 /. 2,10 12,40 ~/ 3,75 /. •l ,1 I 
'' ' 

Î n aces t caz ştim di avem o clcpenden\ă de forma 

F = kx 

unele h est e cons tanta elastică a arcul u i. 

(7. 11) 

A vînd deci, o dependenţă de forma (:7.5) putem calcula, 
~~ţ 11 _ .ta):Jelul 7. l, co.11st.an.ta. e l astică a arcul ui: 

pe baza d a tel or 

' '· • • , • .J 

1 :- ;·· 

\ , ' I 

.n " . - . -z x1F1 
i=l 

k= 
9 

}.; xi 
i = l 

'' I" I 

52,020 " 
--- = 0,9998 N/cm = 99,98 N / m 
52,0364 

.cu-aj_utO}'Ul forrnulei (7-. 10) obţii;i~m :-·- :_! , 
,• ... ~ 

• .. s; = -1,62·10- 2 N/crh ~ 1,62 N/m. 

. .. . .. „ ·· ·. r :. ~ -·. :: 2„ -:: . I. : -:: :~. · ... : ":: .. 

,. 

'i; 

' :l „„.- 1 

Jf .r.' 

l . utilizînd formulele '(7.9)_ ~i lt t I . experimenta e ş1 
Deci pe baza rezu ·a e oi . -, · el". stice a arcuhii este: . 

• V • \oarea consr.an te.1 " (7.10) putem afirma ca -va r 

k := (99 ,98 ± 1,G2) N/m. 

- . -d- )ta dată ele formula (7 .1 1) sînt i ndi-
Rezultatele experimentale .ş1 iea1 \ 

cate în figura 7.1. ,· . 
: . . l ~' . .'· . 

2 Llt~ÎA DREAPTĂ. CA'Z: .GEN~RAL 
7. . ' . . ,~ " . _, ----

•. . \ . ~ . . .., 
„ „ ·- • • ~ . -.··:; • • t dependentă hmara 

V V • r· - v depinde ele mărimea y pnn r-o · Daca m anmea 1z1ca Y . , 
de forma : 

•I y = a+ bx (7.12) 
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se pune problema calculării parametrilor a şi' b a'stfel inCît dreapta (7.1-2) 
să aproximeze cit mai fidel posibil datele experimentale (7. 1). 

Conform metodei celor ma i mici pătrate se consideră că Yalorile parame­
tri lor a şi b pentru care dreapta (7 .1 2) aproximează cel mai bine datele expe­
rimentale (7. 1) sint acele valori pentru care su ma : 

n 
S = I; (y; - a - bx1) 2 

i= n (7. 13) 

este minimă . 

Suma S va fi minimă cîn<l derivatele ei, atît în raport cu parametrul a 
cit şi în raport cu parametrul b, sînt. zero. 

n 

s~ =I; [-2(x; - a - bx;)] = 0 
i= 1 

11 

s; = I; [ -2x;(Y; - a - bx1) ] = O. . 
1=1 . 

Din formulele (7.14)' (7. 15) obţ.inem: 

1t • n 
b I; x , ·+ na = I;· Y• 
i«l i=1 . 

n n n 
bl:;xî + aI;x, = l'.:XiY1· 
i=l i = l i=1 

Pentru obţinerea relaţ.iei (7.16) a m folosit egalitatea evidentă 

li 

~a = na. · 
1= 1 

(7.14) 

- (7.15) 

(7.16)' 

(7.17) 

(7. 18) 

Este comod să se introdu că n oţiunea de „centru de greutate" pentru 
distribuţia datelor experi mentale (7.1). Coordonatele centrului de greutate 
sînt x şi y, unde : 

l 11 n - L - 1 L X= - Xi ; Y = - Yi· 
' ll ll 

I= 1 I= 1 

(7. 19) 

Împărţind prin n rel aţia (7.16) se obţi ne: 

sau 

y = a+ bx. (7.20) 
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• • • V I că drea ta, care aproximează cel mai bine 
Această relaţie rnd1ca faptu p. . t ul de greutate al tuturor 

· I b 'i nu le Lrece pnn cen r V • v 

Punctele experimenta e o 1· ' _ • tă 
0 
importanţa deosebita, 

. I A tă concluzie prezm 
punctelor experimenta e. ceas . . a ce în procesul de prelucrare a 
deoarece stabileşte un puncl al drept~1.' cee 

. 1 ·L" de mare utilita te. datelor experi menta e es " 
Introducînd notaţiile : 

n li li D ~ x y 
B = ~ X~ ; C = }: .lJ i ; = "-' . i i Jl = }: X1; 

1
_.:'

1 
i= l 1= 1 

(7 .21) 

i = l 

~„ (7 16) (7.17) dev ine : sistemul de ecua1.11 · ' 

Ab = an = C 
(7.22) 

De unde · 

b = 

Bd+ Ab = D. 

\~ .~\ _ 11D ~ CA' 
I 
A. -n 1 ·- nB - A.~ . 
B "A.-

AD - BC 
A2 - nB 

BC - A 

nB - A 2 

Introdu cînd mărimile il, B , C ş i D obţ.incm: 

li 11 li 

li ~ X t .lJ I - ~ Xi ' .}: Y i 
; 1 i = l 1= I 

b = 

li 1~ ~ 
"""" = x ,y , - -f_; X1· f_; Y1 '-1 11 i= l 1= 1 

l = l 

Numărătorul acestei· relaţii poate îi sc:ris sub forma: 

n 1 ~n • ~11 . = ~11 X1Y1 - x ~ Y1 = ~n (x, - x)y, 
X ·Y - - x, y, i_; -
'. l . 1= 1 -11 ·- 1 i= l 1= 1 Î= l I-

(7.23) 

(7 .24) 

(7.25) 

197 



iar num.itoruJ... · · ·· „. 

·L„~ - •. ].(L/l ... )2 L.11 . . 1. Ll1 ·I;" . . 
· :i•;; - - - . .'!: i = x-; - - .'!:, · :i·t = 

· n n '--' -1. i= t i = l i = l i = l i = l 

n n n 

= L .T~ - i L xi = L, :r~ ·_ ni2• 

i= 1 i = [ Î= l (7.26) 
Să demons lrăm c:galitatea: 

·: Putem scrie : 

11 li 

L (X; - .f)2 = LX~ - 11.i2. 
Î= l i = l ; (7.27) 

n n n n 

2: (.1:1 
- x)

2 

= L; (:i.:~ - 2x.i1 + .i~) = z; xi - 2x z :i.·. + n;;, 
i= l i=l i=l i =1 

11 11 

= !; x; - 211-x, + n.~' = !; x i - 11;„ 
i=l i=l 

Ţinînd seam a de formulele (7.25), (7.26), şi (7.27), obţinem pentru Yaloa-rea. PC\_I:ametrului b : . . · 
. ' •• . . 

·- „ - ·· · . . - : ·:::. -- ----- . „. ~::-- : 

(7.28) 

Dacă cunoaştem panta b a dreptei putem calcu la p aramelrul a di·u relaţia (7.20) : .. 

· ·'· a = y - b.i:. · (7.29) 

Formulele (7.28) şi (7.29) sînt cele mai comode peulru calculul valorilor 
p arametrilor a şi b. 

Exemplu. Pentru o bară de cupru, de diametru el ==: 1 cm, şi de lungime 
l = 32 cm, se măsoară rezistenţa R în funcţie de temperatura 0. D atele 
obţinute în urma efectuării a şapte măsurări individuale, pentru diferite 
temperaturi, sînt indicate în tabelul (7.2). 

Tabelul 7. 2 
0°c 

30, 1 

R (f.!) 
79,75 

Se pune probl~_111.a ca pe_:paza acestor ~la te experiment~le. s~ se cal cul~z~ 
rez.istivitatea p· a 'cuprului la 0°C şi coeficie_ntul termic a ,ele. variaţie a··1:ezi.s­
tenţei cu temperatura, în cazul cuprului. · 

.W8 

. .. : . . . b l tl 'l ') . s int .repre~e~Lâte în figura 7.2. 
Dat ele cxperimcnlale. din \a e . t t a·ş:zate destul de bine pe o d reaptă 

. ·Vedem că punct ele expenmenta e s rn . ·' 
şi deci pu te m scrie: 

R =a+ bO. (7.30) 

CoordonaLele centrului de· greutate pen ru l punctele experimentale din 
labelul 7 .2 s în t: 

n . . . 
·-· . 1 . ~ .. 2L15,3 - 35 04oc 
0=-081=7- ' 

7 i=l _. „ ·•· · ,; ... . : . , .„ ... . ,„:, .. ; .. : : ;::: ~ , . ,:.•.: . . . 

n r; 66 . -
1 ~. ;_) . . .. 80 86 -- .. ;- . ' R =-L.JRi·= -7-·= · , .. . .. 
7 i=l 
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I 

I 

I 

I I. 

Folosind formulele (7.28) şi (7 29) t1·eb . ~ f . • . . . u1e sa acem un tabel . d l I 
c::11 e sa cuprrndii mări mi le (O - if) (O - z . - - e . ca cu , 
I I 

i ' ,- O) SI (6· - 6)R Ef ·t . I .. I 
e c pentrn acest • „ . b . • • i · cc urne ca cu-

' e ma11m1 o ţ111em datele din tabelul 7.3. 

Ta/Jelui 7.3 

. ei R, 6,-6 (0,-0J' (61 -~R1 

1 19,1 70,30 
2 25,0 77,80 

- 15,95 254,08 - 1 216,22 · 
3 30, 1 79,75 

- 10,0<l 100,80 781,11 
11 - 4,91 24,40 

36,0 80,80 . :m:l,90 
5 ·10,0 81!,35 

0,96 0,92 77;Ş7 

(l 115, 1 8~l,90 
4,90 2 '1,60 408,46 -

7 50,0 81,10 
10,06 101,20 844,03 
14 ,95 223,80 1 273,10 

I'; 2·15,3 50(\,00 o 72!!,80 211,8 7 

Pe baza datelor din. acest tabel avem: 

n 

;~/6; - 6)R 1 

b = 21 1,87 

729,80 = 
0

•
288 n 

. ~ (fl, - 0)2 

·li= 1 

iar 

şi 
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a = . R - bO = 80,86 - 10,09 = 70,77. 

Deci, relat.ir (7 82) · " · se scnc sub forma : 

R = (70,77 + 0,2880)r..t0. 

Ş ti m că rezislenl,·a el · l I ep inc e ce temperatura O după formula 

R = R0(1 + ixO). 

Compnrînd formulele (7.33) ş i (7.34) obţinem: 

R0 = 70,77 /J.D. 

()( · 
b 0,288 

= - - = 4,07 . J0 - 3 grnd-1_ 
Ro 70,77 

Rezistivitatea. Po la ooc se calculează din relaţia 

Po = Ro~ = 70,77·10- a o,7BS · l0 -2 
l 32 

1,73u · l 0 - 0 nm. 

(7 :31) 

(7.32) 
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