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PUNCTE, DREPTE, PLANE

Introducere

In clasele precedente ne-am ocupat cu studiul anumitor mul{imi de puncte
ale unui plan. Le-am numit figuri geometrice gi le-am concretizat prin desene.
Dar lumea care ne inconjoard nu este o lume de figuri plane. Existd o deose-
bire intre personajele ,,plate* ale unui film de cinematograf gi cele ,in spatiu®,
in relief de pe scema unui teatru, cum existd o deosebire intre fotografie gi
obiectul fotografiat.

In geometria in spatiu ne vom ocupa, prin abstractizare, cu mulfimi de
puncte din lumea care ,are relief". Pentru aceasta trebuie si pornim de la
notiuni ,primare®, de la lucruri despre care ,stim ce inseamna®, pe care nu le
definim prin altele, ci, cel mult, le descriem pentru intelegere prin comparatii,
prin concretiziri.

3 din geometria in spatiu este similar cu cel din geometria in
Man. Nu are ,intindere gi nu poate fi confundat cu o bulina.

, de asemenea, 0 cunoagtem din geometria in plan. Este com-
parabild cu un fir bine intins, presupus ,prelungit oricit“, dar, spre deosebire
de acesta, n-are grosime. Se considerd.a fi o mul{ime de puncte

este comparabil cu suprafata unei ape linigtite. Asemdinarea
este insd foarte aproximativi, pentru ca ,apa linigtita“ este o portiune a unui
glob (cel terestru). Planul n-are nici el grosime, nu este ,strat”, confine drepte,
este 0 multime de puncte.

In figura 1.1 sint desenate un punct A4, o dreaptd d s un plan e
Notdm punctul cu o literd mare, 1ar dreapta cu o literd mica din alfabetul
Jatin gi planul cu o literd din alfabetul grec. Aceasta este o simpld conventie
de notatie, de la care ne putem uneori abate.

£ S/

Planul il desendm (desi este nemérginit, continind drepte, aga cum vom
vedea mai departe), printr-o portiune a sa dreptunghiulari, care, in perspec-
tivii* va apdrea ca un paralelogram.

Alteori, pentru a nu complica figura, vom reprezenta, in desen, planul ca
pe un triunghi.

Pl

* Vom explica intr-una din lecfiile urmitoare ce se in{elege prin ,,perspectiva®.
I ! I




PROPOZITII DESPRE PUNCTE, DREPTE §I PLANE

Considerdm, adevirate, de la inceput, urmitoarele propozifii:
P,.

Prima parte a acestei afirmatii se mai poate formula gi astfel:
Doud puncte determind o dreaptd gi numai una.
Pz~
(Postulatul lui Euclid.) (Acceptim deci implicit ca
doud paralele sint in acelasi plan.)

Ps.

L

Prima parte a acestei afirmatii se mai poate formula:

Trei puncte necoliniare determind un plen §$i numai unul.

Dacé punctul A este in planul « (fig. 1.2) se scrie 4 & « gi dacd punctul
B nu apartine planului e, se scrie B & a.

&

Fig. 1.2

A
(2

Observagie. Propozitiile P; gi P, erau adevéirate gi in geometria plani.

Py

>

Altfel spus: Dreapia determinatd de punctele A si B, situate in planul «,
esie conjinutd (sau situatd) in planul « (fig. 1.3). ‘

d
A 5]

Fig. 1.3
al

Din aceastd ultimé propozifie. rezultd ci un plan este nemirginit, aga cum
afirmam in pagina anterioard.

P,

Consecinta:

a

Intr-adevir, dacé planele « gi B au un punct P comun, mai au incd un
punct @ comun, deci au gi dreapta PQ comund (am notat, de data aceasta,
dreapta, nu printr-o singurd literd mic, ci prin doud din punctele ei) (fig. 1.4)

Fig. 1.4

Observatie. Consecinfa de mai sus nu exclude existenta a dou# plane care n-au nici
un punct comun (acestea se numesc plane paralele si de ele ne vom ocupa_ mai tirziu).

4 Aceastd pro-
?ﬂ- §le o T s d.. ‘L b

pozitie, impreund cu P, ne ,scoate in spatiu™. Fiard ea am studia to

geometria - in plan.

%
* o *

In fiecare plan din spatiu, considerim adevirate toate propozitiile (axio-
mele gi teoremele) valabile in geometria plan. In plus, relatiile de congruentd
§i aseminare ,opereazi“ i in planuri diferite. De pildd, doud triunghiuri pot
fi congruente, chiar daci nu sint in ¢celagi plan (bineinteles aceasta inseamna
ci am acceptat aceeagi afirmafie pentru segmente gi unghiuri). Toate re-
latiile de ordine se mentin, de asemenea.

DETERMINAREA PLANULUI

1) P; ne afirmi ca:
Din acest motiv, uneori, vom nota planul care conine punctele 4, B, C,
astfel: (ABC ).
Vom, demonstra cé:

2) +  (Prin ,deter-
mind un plan“ intelegem. ci existd un plan §i numai unul care le contine.)
Intr-adevir, fie d i A & d (fig. 1.5). Tinind seama de a doua parte a lui
P,, putem considera doud puncte B i C' aparfinind drepteid. Punctele 4, B, C
determind un plan care conyine §i dreapta d, pentru cé {i aparfin atit B cit
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A A y
4 x X d X &
g (A b i

Fig. 1.5

§1 C. Acest plan este unic. Dacd ar mai exista un alt plan, care sid confini
aﬂ,ren.;l!;ad §i punctul 4, atunci gi B gi C i-ar aparfine, deci aces,t. plan ar coincide
cu primul plan (conform cu Pg). Uneori vom nota planul determinat de
dreapta d gi de punctul A astfel: (d, 4).

3)
- .Fie dreptele dy si d,, cqncurente in A (fig. 1.6). Ludm M € d,, N € d,.
Punctele A4, M, N determind un plan care, evident, contine drepil;é]e dat:.

A M N M Wy
A A v
7 % 9 % g/ d,
Fig. 1.6

Dacé ar mai exista un alt plan, care sd confind aceste drepte, ar contine si
cele trei puncte, deci ar coincide cu primul.

4)
5 I:le d gi g doud ilrelpte. paralele gi A & d. Punctul 4 si dreapta g deter-
mind planul «. Dacd {inem seama de P, afirmim c& d gi g sinb coplanare

Comune d e t 4 1 tul d?
Iole llul ].0! Da] ]a]lele o 1 u CcoIXx rea a & pUDC A 3 2C1

A
g X

# Fig. 1.7 g

POZITIILE RELATIVE ALE DREPTELOR §I ALE PLANELOR
IN SPATIU .

POZITIILE RELATIVE A DOUA DREPTE IN SPATIU

Stim, din geometria in plan, cd doud drepte (situate in acelagi plan) pot
avea un punct comun (pot fi concurente) sau pot 54 nu aibd un punct comun
(s fie paralele) (fig. 1.8).

I'ig. 1.8
v In spatiu existd insd gi drepte care, degi nu sint paralele, n-au nici un
punct comun. Ca exemply, inchipuiti-vd incdperea din figura 1.9. Considerati
marginea @ a peretelui pe care existd tabla gi latura b a podelei. Bineinteles
i aceasta nu constituie o demonstratie! Si incercdm sd demonstram aceastd

propozifie.

|5
e g
of 4 )
\
Fig. 1.9 Fig. 1.10

Ne vom folosi de P,. Fie punctele 4, B, C, D nesituate in acelagi plan.
Considerim dreapta d (care trece prin A si B) si g dreapta (care trece
prin C g D) (fig. 1.10), dNg = 2. Daci d si g s-ar intilni, ar insemna ci
A, B, C, D ar fi coplanare. Dar aceasta este contrard ipotezei. Vom numi astfel
de drepte, care nu au nici un punct comun i nu sint nici paralele, drepte

n"‘f‘“f-"l"ULi'.'.r"‘ﬂ,




Stim cd, in general, desendm dreptele ca pe nigte interioare de segmente.

De obicei vom desena ca in figura 1.11: '

: P

drepte paralele drepte concurente

drepte necoplanare
Fig. 1.11
Problemd rezolvatd. Fie A, B, C, D patru puncte, nesituate toate intr-un
acelasi plan. Cite plane determini aceste patru puncte?
Rezo[u‘m'.e. Fie a.planul determinat de punctele 4, B i C (fig. 1.12). Evident, 4, B, C
nu sinf coliniare, cici; daci ar fi coliniare, atunci dreapta care le contine, impreuni ’cu 'D

d .tel‘mln 1l P $ d Cl I] C I) L
] y 1=ly o €.
ar de anu ]a“ 1 (e A B C D a 0 I”l AT DECI n afa_[a pldlmll.l] o Iﬁl]lille

A
[ 7

Fig. 1.12

Pu.nctu.] D impt"eunﬁ cu A si B determind un plan «. Analog, punétul D impreun#
cu B yi C si cu A i C determind cife un plan a, si respectiv «,. Deci cele patru puncte
determind planele (4BC), (ABD), (BCD) si (ACD).

Am mai putea gindi si astfel: cite grupe de cite trei puncte, dintre punctele 4, B, C, D
putem forma, astfel iPcit .dolfﬁ grupe si difere intre ele printr-un punct? Puter,n 1]ua;

o p.erec}-lea (A, B) cu C si cu D, si obfinem (A BC), (ABD). Putem lua perechea (B,C) cuD
i si obt,u}em (BCD) (cu A s-a considerat mai sus). Daci mai considerdm si grupa (ACD)
am obtinuf cele patru plane determinate de punctele 4, B, €, D ’
Sau altfel: odatd ce am ales trei puncte din | (care determi
; patru (care deter i
! in aflara acestui plan un singur punct. ( St e
n cite moduri poate rimine un punct ,afari“? Evident, in i, Dect exi
- SO e nt, in patru meduri. Deci existd

| 8 .

PROBLEME 1

1. Fie A, B, ¢, D patru puncte necoplanare.
a) Pot fi coliniare? Justificali rdspunsul daf.
b) Unindu-le doud cite doud, cite astfel de drepte se pot duce?

s

2. Dindu-se patru puncte, dintre care oricare trei sint coliniare, cite drepte determu
nate de gjte dou#l dintre ele se pot duce? (tn loc de ,se pot duce“ putem spune ,existd",
deoarece uneori nu le vom desena ci numai vom demonstra ci ele sint determinate.)

8. Din patru puncte date, exact trei sint coliniare.

a) Cite plane diferite, care s con{ind trei dintre ele, necoliniare, existd?

b) Cite plane care sd confini trei dintre ele existd?

4, Fie d s: g, doui drepte coplanare. Fie A un punct apartinind lui d sk B un punct
apartinind lui g. 84 se arate ¢ M. mijlocul segmentului AB, se afld in planul determinat
de d si g,

B. Intr-un plan « sint date puncte]é distincte M,, M,, M, M,;, Mg, M, gi, in afar:
lui, un punct M,.

a) Care este cel mai mic numdir de plane, exceptind planul «, determinate de trei dintre
ele siin ce situatie se obtine? b) Dar cel mai mare? ¢) Existd numai trei astfel de plane?

“6*. Intr-un plan « sint date 6 puncte distincte, M;, M, M, M,, My, M, si in
afara lui, un punct M,.

a) Care este cel mai mic numir de drepte, care sd treacd prin el pufin doud dinfre
ele? b ) Dar cel mai mare numdr?

7. In figura 1.3, punctele 4 $i B nu sint situate in planul o. Dacid {P} = ABNasiQ
un punct oarecare al planului «, si se arate cd PA — PB > |QA — QB |.

A

 +/3’
W

Fig. 1.13

/)
a

\

\

8. Se dau dreptele paralele d §i g. Sd se arate ci toate dreptele care au un punc
comun cu 4 si unul cu g sint conjinute in planul determinat de d si g. -

9. Dacd dreapta d, este coplanard cu dy §i d; este coplanard cu dy, rezultil cd dy $idy
sint coplanare?

10. Dindu-se doud drepte concurente d 5i g, si se giseascd locul geometric al pune-
telor dreptelor care se sprijind pe d si sint paralele cu g (Prin ,se sprijind“ infelegem ci
au un punct comun cu d).

* Vom nota cu* problemele a ciror rezolvare implic#, dupé pérerea noastrd, o inge-
niozitate sporitd. Este o indicafie pentru predarea diferentiatd.




11. Se d4 un punct fix A i dreapta d. S& se giseascd locul geometric al punctelor !

dreptelor care trec prin A i printr-un punct mobil B e d.

POZITIILE RELATIVE ALE UNEi DREPTE FATA DE UN PLAN

1. O dreaptd poate avea comun cu un plan-doud puncie.

Stim atunci cd ea este in intregime conginutd in acest plan (P,). |

; O dreaptdé poaie avea un singur punct comun cu un plan.
! & £

cum aceastd observatie nu este o demonstrafie, si dim una:

Fie planul &, un punct A € « gi un punct B nesituat in planul « (B & «).
Dreapta d, care trece prin A si B, are numai punctul A comun cu a. Dacd
ar mai avea incd un punct € in «, ar fi continutd in intregime in o, ceea

ce nu este adevirat: (B & «) (fig. 2.1).

Priviti, de exemplu, linia de intersectie a doi pereti si planul podelei. Dar T

Fig. 2.1

Convenjie. De multe ori, cind o dreaptd are un punct comun cu planul,
vom utiliza si o exprimare mai familiard: dreapta ,inteapa* planul. Vom
desena segmentul ,mascat® de portiunea de plan figuratd, punctat, in rest
dreapta va fi desenatd neintrerupt (fig. 2.2).

RS N,
: / ¢
e

Fig. 2.2
] N
N
3. O dreaptd d pocte sd nu aibd nict un punct comun cu planul (dN ¢ = z).
10

a

Vom spune, in acest caz, ci dreapta este paraleld cu planul,
Sa ardtdm ci existd astfel de drepte: Fie un plan «, o dreaptd « situatd
in acest plan (2 C ) si un punct A nesituat in planul « (A & o) (fig. 2.3).

A
4 A b ;fb A p

Fig. 2.3

Prin A ducem dreapta b paraleld cu a. Afirmam cd b este paraleld cu planul a.
Procedém prin reducere la absurd. Presupunem cd b inteapd planul in punec-
tul B(bN« = {B}). Notdm planul determinat de dreptele paralele @ gi b cu .
Planele « gi B au comund dreapta a. Dacd B nu s-ar afla pe a, ar insemna
cd B §i o ar coincide, pentru cd au o dreaptd ¢ gi un punct B exterior el,
comune. Deci B, apartinind intersectiei celor doud plane, se afld pe a. Dar
Yoceasta este imposibil, pentru ¢ a §i b sint paralele.
in fond, am demonstrat prin aceasta urmitoarea

Teoremi.

Rezumind deci, o dreaptd poate avea, relativ la un plan, urmétoarele trei
pozifii:

1) si fie continutd in plan;

2) s4 aibd un singur punct comun cu planul;

3) si fie paraleld cu planul (nici un punct comun cu el).

POZITIILE RELATIVE A DOUA PLANE

Stim din Py ¢ dacd doud plane au trei puncte necoliniare comune, ele coincid.

Existd plane care au numai o dreaptd comuna? Da, sintem indemnati s&
spunem, privind linia dupd care se intilnegte un perete al clasei cu tavanull
Dar si si+demonstrim. Si considerdm un plan «, o dreaptd dC « gi un
punct A & «. Dreapta d i punctul 4 determind un plan , care are comun
cu planul & numai dreapta d. Intr-adevir, dacid f ar mai avea comun cu o
incd un punct B, neapartinind lui d, ar coincide cu «, deci A € «, ceea ce
este fals (fig. 2.4).

11




A ”

753

Fig. 2.4

Demonstratia precedentd ne-a aritat ci existd plane (cum sint « gi B),
care au numai o dreaptd comund, altfel spus: se intilnesc dup# o dreapta.

Dar existd oare plane care n-au nici un punct comun? Un exemplu ar fi
podeaua gi tavanul. Dar sd dim si o demonstratie.

Pentru aceasta si demonstrim urmiétoarea:

Lem3 (teorem# ajutatoare).

Existd, intr-adevir, astfel de plane: Juém un punct C care nu-i nici pe @,
nici pe b, el determiné cu @ gi cu b respectiv planele cdutate. Intersectia lor ¢
trece prin C gi afirm3m cd este paraleld cu b. Dacd dreptele b gi ¢ n-ar fi
paralele, fiind coplanare (situate in P), ar avea un punct comun D (fig. 2.5).

Fig. 2.5

Considerdm acum planul y, determinat de dreptele paralele a si b. Punctul
D ar aparfine planului y, deoarece aparfine dreptei b, conjinutd iny,(DebcC
cy=>Degy) Dar DE « (pentru ¢ D € ¢ © ). Deci, punctul D s-ar
afla la intersectia planelor « si v, deci pe dreapta a. Cu alte cuvinte, punctul
D ar aparfine atit dreptei a cit gi dreptei b. Dar acest lucru este imposibil,
pentru ¢ a gl b sint paralele.

Putem acum demonstra cé : Fie un plan o, doud

drépte @ i b in planul «, concurente in P siun punct Q exterior planului.

Prin Q ducem dreapta a’, paraleld cu a, gi dreapta b', paraleld cu b (fig. 2.6).

12

Fig. 2.6

Dreptele a’ §i b* determind un plan f. Dac# planele o« gi B n-ar fi paralele,
ar avea o dreaptd comuni ¢, care ar trebui sd fie paraleld atit cu b cit g1 cu @,
ceea ce ar contrazice postulatul lui Euclid, a si b fiind concurente in P.

Rezumind :
Altd situatie nu existd!

Din demonstratia anterioard, rezultd si urmitoarea teoremd, utild la

rezolvarea multor probleme:

-

‘' CITEVA TEOREME DE PARALELISM

Teorema 1. P

E._N==%

Fig. 2.7

Demonstrajie. Dreptele d i g, fiind coplanare (fig. 2.7), sint fie paralele, fie
concurente. Daci ar fi concurente (in A), ar rezulta cd acest punct aparfine gi
dreptei d gi planului «. Dar cum d §i « sint paralele, rezultd cid gi d si g sint
paralele. Aceastd teoremd poate fi consideratd o reciprocd a celei de la
pagina 11.

Teorema 2.

13




Fig. 2.8

Demeonstrajie. Presupunem, prin reducere la absurd, cd ¢ nu este continutia
in o (fig. 2.8). Considerim planul determinat de dreptele 4 si g, notat cu p.
Planele « i B se taie dupd b. Deci, in planul B, prin punctul A trec dreptele
£ 81 b, ambele paralele cu d, ceea ce este imposibil.

Teorema 3. Tranzitivitatea relatiei de paralelism.

Demonstrajie. Dac# dreptele sint toate trei coplanare, este vorba de o
consecintd evidentd a axiomei paralelelor din geometria in plan. Dacé sint
numai doud cite doud ceplanare, presupunem cd a| b si ffc 5i vom arita
cd a || ¢ (fig. 2.9). Considerdm planul 3, determinat de b gi ¢, 1 ducem, printr-un

punct A € ¢, o dreaptd g|| a. Conform teoremei precedente, g C f. Fata de

a a o3 a
b h b o]
g R G Q& \C_}‘A
g A A N
Fig. 2.9

dreapta b, dreapta g poate fi paraleld sau o poate intilni intr-un punct B.
Dac s-ar intilni intr-un punct B, ar rezulta cd prin B se pot duce doud paralele
distincte, b si g, la a. S-ar confrazice astfel postulatul lui Euelid. Rezultd deci
cd dreapta g coincide cu ¢ §i deci tranzitivitatea este demonstratd.

Problemd rezolvatd. Se dau trei drepte dy, d, §i dg, astfel incit oricare pereche
din ele s fie necoplanars, si nici toate trei si nu fie paralele cu un acelagi
plan. Si se arate ci existd o dreaptd g care se ,sprijind“ pe d; §i pe dy 81
care este paraleld cu dy. SX se arate od aceastd dreaptd este unici.

14

%
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Existenta. Considerdm un punct 4 pe d; §i ducem prin 4 dreapta dg paraleld cu
“dy. Dreptele d, si d;', determini un plan «, paralel cu d, (peniru ¢ ds C « §i ds || d,), care
intersecteazi dreapia d; in punctul B (fig. 2.10),

0 I %
Fig. 2.10

" Ducem prin punctul B dreapta BC paraleld cu d, (C = d,); dreapta BC este chiar
dreapta g ciutati.

Vom da, ca s putefi spune unde este greseala, o

Falsé demonstrafie de unicitate. Degi punctul A este arbitrar ales pe d,, planul «
parael cu d, este unic. Acest plan este intersectat de dreapta d, intr-un punct B, evident
thic. Din postulatul lui Euclid. pavalela BC la ds, deci la d;, este evident unici. Deci
dreapta g este unici.

Chiar daci este adeviirat cf dreapta g este unicl, demonstrajia de mai sus trebuje
-0 consideriim' totusi eronatd. Greseala constd fn faptul cd metoda de constructie
folositdi la demonstrarea existenfei nu este singura metodd posibild si astfel, demonstra-
{ia unicititii a devenit dependenti de construcfia aleasi.

Unicitatea. Considerfm” cX, ,sprijinindu-se pe d, si d, existd doudl drepte CB i
EF, amindou3 paralele cu d, (fig. 2.11). Aceste drepte, CB si EF, vor {i deci paralele intre
ele, §i deci coplanare. Deci si dreapta CE = d, si dreapta BF = d, se gisesc intr-un acelasi
plan determinat de CB si EF. Aceastd concluzie insd este absurdd, pentru cd in ipotezid
am precizat ci d; si d, nu sint coplanare,

Fig. 2.11

Aceasta este o demonstrajie de unicitate corectd, pentru ei face abstracfie de modul
cum s-a demonstrat existenta., Ne-am oprit mai mult la comentarea acestei probleme
penfru a pune in eviden{f un tip de eroare de rafjionament, destul de des intilnit, dar
care trebuie evitat cu multd griji.

Atengiel! La o demonstratie de unicitate, evitati sd folosifi demonstragia de
existentd.

15




PROBLEME 2

.

1. Dou# dreptunghiuri ABCD si MNCD au o laturd comuni CD si sint situate in
plane diferite. Demonstrafi ¢ci 4B gi MN sint paralele.

2. Trapezul ABCD are latura neparaleld CD situati in planul «, ca in figura 2.12,

(4 si B nu se afld in planul «), Daci 4B = 5 cm, BC = 3 cm, €D = & cm, calculati DE,
E fiind punctul unde AB infeapd planul e,

” A
N
Fig. 2.12 B
J
e el

8. Dacit dreptele a || b.]| ¢, rezulté cd sint toate coplanare?

4. Se dau doud plane esif si doud drepfe acC agibc B. Dacd af|B 51 b)le §i a nu
este paraleld cu b, s se demonstreze ¢l planele « 5i @ sint paralele.

5. Fiind date pafru puncte necoplanare, dupd cite drepte se intersecteazi planele
determinate de cite trei din aceste puncte?

6. Dindu-se doud plane paralele, aritali ci orice dreaptd din primul plan este paraleld
cu al doilea.

7. *Formulati o reciprocd a propozifiei din problema 6 si verificati dacd aceasfa este
sau nu adevirati.

8. Este oare suficient ca doud plane si fie paralele cu aceeasi dreapté, ca s fie para-
lele intre ele?

9. Dindu-se doud plane paralele, orice dreapt din primul plan este paraleld cu orice
dreaptd din al doilea?

10. Un triunghi A BC are latura BC confinuti in planul «, iar M € AB si N € AC.
Stabilifi pozifia dreptei MN faid de planul « daci: a) AM = 5 cm, AN = 10 cm, MB =
=3 cm, NC =6 cm; b) AM =1 cm, AN = 3 cm, MB = 1 cm, NC = 5 cm.

11. Daci un plan este paralel cu dou# laturi ale unui triunghi, demonsirafi cii este
paralel cu a freia laturd a friunghiului.

12.7Un trapez ABCD (AB| CD) are latura AB confinutd fntr-un plan «. Un plan
ce contine dreapta €D intersecteazd planul o dupd o dreaptd g. Stabilifi pozitia dreptelor
AB §i g.
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POZITIILE RELATIVE A TREI PLANE

Stim in ce pozitii relative se pot afla doua plane. Sa vedem in ce situatii

relative se pot afla trei plane, diferite doua cite doua.

(fig. 3.1).

v 7 Iy ¥ a un s 01 TILMaL W
' ristd trer plane care au o dreapld comunda §1 numaip un

Spre exemplu, un dosar cu o fili.

Fig. 4.1

Intr-adevir, considerdm dreapta d si un plan 8 care intersecteaza dreapta d
in punctul P. Prin P ducem, in planul 8, trei drepte a, b, ¢, distincte. Drep-
Sele a si d determind planul «, b §i d planul B, ¢ si d planul y. Aceste plane
sint distincte: dac# ar fi confundate, ar coincide cu 8, dar dreapta lor comund d
nu este continutd in 8.

Existd trei plane care aw un punclt comun §i. numdal unul.

Intr-adevir, in planul o desendm dreptele b gi ¢, care trec prin punctul P..
Fie A un punct exterior planului « (fig. 3.2). Notédm dreapta AP cu a i
planele determinate de a, b eu y si a, ¢ cu B. Planele «, B, y au toate trel

Fig, 3.2

un punct comun §i numai unul (P). Dacd ar mai avea unul, s-ar ajunge l4
concluzia ci a, b, ¢ coincid, ceea ce este imposibil pentru cd A nu este continut

in planul. e

Mai departe vom vedea ci existd si trei plane care nu au, doud cite @oud
nici un punct comun (trei plane paralele ), Pentru aceasta va trebui sa demon-
striim, citeva teoreme ajutatoare.
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l'eoremi. prinir-un punct (A), ewterior unui plan (a), trece un siagur

/

plan paralel ci el

Ezistenta. Prin punctul dat se duc doud drepte distincte paralele eu
planul, iar planul determinat de aceste drepte este cel cdutat.

Unicitatea. S& presupunem cd prin A trec doud plane distincte (B si v)
paralele cu « (fig. 3.3). Ele, avind un punct comun (4), du o dreaptd comuna.
Fie d aceastd dreaptd (d || «). In planul «, consideram doua puncte, B gi C,

i LW C

Fig. 3.3 s .

astfel incit dreapta lor si nu fie paraleld cu d (alegerea acestor puncte este
simpld: ducem. prin B o dreaptd d’||d si punctul € il ludm nesituat pe d’).
Punctele A, B, C determind un plan 8, care taie planele B si y dupi dreptele
egib(c | BC sib | BC). Exista doud posibilitati: dreptele ¢ si b sau s fie in
prelungire, sau diferite. Dacé ar fi in prelungire, atunci ar apartine ambelor
plane (@ si v) si deci s-ar confunda cu, d, ceea ce este imposibil intrucit, prin
constructie, d nu este paraleld cu BC. Dacd b gi ¢ ar fi diferite, ele trebuind
sd fie paralele cu BC, s-ar contrazice postulatul lui Euelid. Unicitatea este deci
demonstrati.

Teoremd. /oy plane (distincte ), paralele cu un al treilea plan (distinct de
ele ), sint paralele intre ele.

Fie « || B §i P || v- Dacd « i y n-ar fi paralelé, ar insemna ca au cel pufin
un punct B comun. Or, prin B trece un singur plan paralel cu B, ar insemna
cd a §i y nu ar fi distincte. Deci s-ar contrazice presupunerea cd « si y sint
distincte. Aceastd teoremid-ne demonstreazii implicit cd existd tref plane
paralele (care n-au, doud cite doud, nici un punct comun). Dar s construim
efectiv trei plane distincte paralele intre ele,
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pucem prin ele respectiv dreptef]e
nele o, B, y determinate de a, a' de

P

« cum: pe dreapta d considerdm punctele distincte A, B 51 € (fig. 3.4).
o a |1b llcsia |5 |l (agia diferite). Pla-
b, b' si de ¢, ¢’ sint paralele si distincte,
Mai ddm urmétoarea teorema utild in demonstraiil:

Teoremai.

Demonstrajie. Cu notatiile din figura 3.5, presupunem cd a | f §i cd ¥y

& & » faia §i ing 2 printr-un
taie pe « dupd dreapta a. Dacd y nu ar téia i pe [, ar insemna ca prin
punct A €'a, s-ar putea

duce doud plane (« s1 y) paralele la B, ceea ce este

Fig. 3.5

gbsurd. Deci v N B = b. Mai departe, dreptele a $1 b sint cnp}an:u'cm _l);ut:;
nsemna cd ar avea un punct comun C. Or €, aparfininc
anelor « i in B, in care aceste drepte sint
ar fi paralele. Ceea ce

n-ar fi paralele, ar i _ ;
dreptelor a si b, ar aparfine §i pl _
respectiv continute. Ar insemna cd o« §l f nu
este absurd!

Teorems.

{nainte de a face inséi demonstratia, ar trebui sé ne asiguram ca astfel

de plane existd; acest fapt rezultd din teorema de la pagina 17.

Fig. 3.6

Demonstratie. Cu notatiile din figura 3.6, dacd de pilda-a g1 b n-ar fi
paralele, ar trebui sd se intilneascd intr-un punct C, care ar aparjine deol
tuturor celor trei plane «, P §i y, ceea ce contrazice 1poteza.
18
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PROBLEME 8 ALTE TEOREME DE PARALELISM

1. Doui drepte paralele cu acelasi plan sint neapirat paralele intre ele? 1. Segmente paralele intre plane paralele*.

2. 52 dau doud drepte necoplanare a si b giun punct €. S# se ducd prin € o dreapty 2l
coplanard atit cu a cit si cu b. ' : .
P § Demonstragie. Planele paralele sint o gi £, drepte}e pax:alele sint d §l1 Ig
8. Daci dreeptele d si g sint paralele si g este paraleli cu planul =, atunci si dreapta ¢ (fig- 4.1)- Planul (d, g) intersecteazd pe « si pe f§ dupa doud drepte paralele

este paraleld cu planul « (sau confinuti in el). (AB 5i DC). Rezultd cd patrulaterul 4 BC D este paralelogram, deci BC = AD.
4. Dindu-se punctele 4, B, ¢, D necoplanare, segmentele 4B, BEC, €D, DA alei-

tuiesc ceea ce se cheami un patrulater strimb; AC si BD sint diagonalele lui. Intersec. W B

tind laturile sale cu un plan paralel cu o diagonald, stabiliti natura poligonului convex W [ d/v“:

cu virfurile in aceste puncte de intersectie.

6. Daci doud drepte paralele a yi b sint taiate de un plan variabil, in punctele 4, A g
respectiv B, s se gidseascd locul geometric al mijlocului segmentului AB.

6. Prin doud drepte paralele d §i g trec douél plane asi B tdiate de un al treilea / X‘/C/
plan y. In ce conditii dreptele @ — « N y si b = BN y sinl paralele? /S

Fig. 4.1

7. Daca d si g sint doudl drepte necoplanare, atunci existi un plan si numai unul 3§
care s confind pe d si 4 fie paralel cu g. ' 9. Teorema lui Thales in spafiu.

8. Stim c4 un plan taie doud plane paralele dupd dou drepte paralele, Formulafi o | v
reciprocd -si cercetati daci este adevirati. A

9. Doud triunghiuri ABC §i ACD au laturile AB gi AD confinute fntr-un plan «. | Demonstrajie. Fie «, B si y trei plane paralele, distincte doud cite doui,
Fie M = AC, astfel ca AM = MC. Paralela prin M la AB intersecteazi dreapta BC gi fie d, si d, doud drepte distincte, care taie cele trei plane in punci:ele A,
in punctul N. Paralela prin M la AD intersecteazii dreapta €D in punctul P. Stabilifi | : 5 4, B, C, (lig. 4.2)
pozitia planelor (ABD) si (MNP). By, C, respectiv Aj, Dy, (4 (1ig. 3.2).

10. 8¢ dau trei plane paralele «, B, y si punctele 4, B in planul «, iar ¢, D In ' d/ 0,\ 0}., 7
planul B. Dreptele AC, BC, BD, AD taie planul y in punctele E, F, G, H. Si se arate 4 2

cil figura EFGH este un paralelogram. |
! AI \‘ AZ

11. Fie 4, B, C, D patru puncte necoplanare $i M, N, P, @, R. §, mijloaccle seg-
mentelor AB, BC, CD, DA, AC, BD (in aceastd ordine). Si se arate ca:

a) MNPQ este paralelogram ;

b) MRPS este paralelogram; Fig. 4.2 5 y B
¢) NRQS este paralelogram ; 1 4 ,u’ ‘%’ 3 CZ

d) dreptele MP, NQ si RS sint concurente. / &’
: | A
12. Fie patru puncte necoplanare 4, B, ¢, D si M, N, P, Q mijloacele respective /fl 7 C:y 6‘2 C3
ale segmentelor AB, BC, CD, DA. Aritali ci M, N, P, Q sint coplanare. | /'
18. Doud plane paralele cu doudl drepte coplanare sint paralele intre ele? Adiugafi
o condifie In enunf pentru ca el si devind afirmativ. ; :
: ; * Folosim aceastd denumire, degi improprie, pentru ci este intratd (———
14, Se dau dreptele a paraleld cu & 5i ¢ neparaleld cu ele §i necoplanard cu nici una in uz. Este improprie pentru ci s-ar putea ivi cazul din figura 4.3. .

din ele. Punctul 4 parcurge dreapta ¢. Planele determinate de a si A si de b 5i A se
taie dupd o dreaptd d. Aflafi locul geometric al punctelor dreptei d.

| Fig. 4.3 Zj
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dreptei d; cu planele B i v.
Astfel, in triunghiul 4,C,C;, segmentul B,B; este paralel cu C,C5 si putem
scrie deci:

A,B. A,B. Y f
A8y 4By Regulth: 228 _ BiCu

Bo, > B, Aoy BG

Insi A,B, = A B, si ByC; = B,C,. Rezulti ci225: _ BiCa
A,B, « BC,
Observagie. In enunful teoremei am vorbit despre ,mai multe plane paralele” gi nu
despre trei plane aga cum apare in demonstrafie. Dacii am avea doar doud plane, atunci

A, B, : .
raportul =2—2 nu am avea cu cine si-1 comparim. Dacl am avea mai mult decit trei

) Spip |
plane paralele, am obtine un sir de rapoarte egale (numiirul de rapoarte fiind egal cu
numiirul planelor micgorat cu 1),

3. Fie 9 20y si 3C«'0'y’ doud unghiuri
necoplanare, cu laturile respectiv paralele Oz ||0'z" i Oy || 0% si astiel
incit Oz, O’'z' si fie in acelagi semiplan determinat de dreapta 00’, la fel
8i Oy cu 0'y’. Si demonstrim ca I z20y = I 2’0"y’ (fig. 4.4).

Fig. 4.4

Vom lua pe laturile paralele segmentele 04 = 0'A’, (0A =a) si
OB = 0'B’, (OB = b). Afirmdm céd triunghiurile OAB gi O’A'B’ sint con-
gruente. Intr-adevir, patrulaterul AQO'A’ este paralelogram, avind latu-
rile OA gi O'A’ congruente g§i paralele. La fel gi BOO'B’ este paralelogram.
De aici rezultd cd §i ABB’A’ este paralelogram, avind doud laturi A4’ gi BB’
paralele gi congruente. Rezultd cd AOAB = AO'A’'B’ (avind laturile respectiv
congruente), deci ICAOB = JZA'O'B’ si propozitia este demonstrata.

Dacd numai o pereche dintre laturile paralele se afld in semiplane diferite
fatd de OO’ se demonstreazi ugor cd unghiurile sint suplementare (fig.-4.5).
Putem deci afirma: '
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Ducem prin A, o paraleld d; la dreapta d, si fie Bj; si C; intersectiile

Fig. 4.5

Doud unghiuri cu laturile respectiv paralele sint congruente sau

Teoremil.

suplementare

PROBLEME 4

1. In figura 4.6, planele «, B, y sint paralele si A’C’, AC sint dou# secante. Stiind
& A’B' = 5 em, B'C’ = 3 cm §i AC = 12 cm, calculaji AB 5i BC.

8

FE :

Jcm{c,

2. Se dii o dreaptd d si un punct 4, exterior ei. Se considerd multimea planelor care
trec prin A si sint paralele cu d. S& se arate c# aceste plane au o dreaptd comun.

8. Fie planul « si un punct exterior Iui, 4. Care este locul geometric al mijlocului
segmentului AB, cind B parcurge «?

4, Fie planul « si dreapta d || «. Daci A parcurge d si B este punctul curent (poate
ocupa orice pozitie) in «, care este locul geometric al mijlocului segmentului AB?

5. Se dau doud drepte neconcurente in spafiu, & si g. Care este locul geometric al
mijlocului segmentului DG unde D € d, G = g, cind: a) @ || g; b) d si g sint necoplanare.

6. Aceeasi problemd, dacd in loc de dreptele d si g se dau segmentele AB si PQ:
a) AB || PQ; b) AB necoplanar cu PQ.

7. Demonstrafi ci dacd patru drepte paralele determind, pe un plan dat, virfurile
unui paralelogram, atunci determind pe orice plan care le taie virfurile unui paralelogram.

8. Aratati cf dacd doud drepte concurente se intersecteazd cu doud plane paralele
in punctele A, B si respectiv ¢, D, astfel incit patrulaterul ABCD si fie inscriptibil,
atunci acesta este fie dreptunghi, fie trapez isoscel.

9. Dacd doud plane paralele determind pe dou# secante segmente congruente, aceste
secante sint paralele? Justificati rdspunsul dat.

23




10. Se dau trei drepte concurente in spafiu, care intersecteazd trei plane paralele,

a) 84 se arafe cd punctele de intersectie ale dreptelor cu planele, formeazd, in fiecare
plan, un triunghi si cd cele trei triunghiuri sint asemenea.

b) Centrele de greutate ale acestor triunghiuri sint coliniare,

c) Centrele cercurilor circumsecrise triunghiurilor sint, de asemenea, coliniare.

11. Se considerd doud plane
paralele 251 B. Se jau A= «, B f§ f
si apoi un punct C pe segmentul AR N

asa incit a0 3. Ce figurd descrie €
CB

cind 4 si B parcurg « $i respectiv 37

12*, Linia frintd inchisd ABCD
este tdiati de planul 6 in punctele
M, N, P, Q (Me AB, N e BC,
P = CD,Q = DA). Ducind prin 4,
B, C, D respectiv planele «, B, ¥y, 8
paralele cu O gi apoi o dreaptd d, care
taie aceste plane in A’, B’, ', D,
sd se dovedeascd relatia

AM BN CP DQ

e — — o Y

(Vezi figura 4.7). Fig. 4.7

PERPENDICULARITATE IN SPATIU

Drepte perpendiculare

Stim ce inseamnd drepte perpendiculare confinute in acelagi plan.

Fie a, b doua drepte, in general necoplanare. Fie P un punct oarecare in
gpatiu. Sd ducem prin P dreptele ¢’ i b’, paralele respectiv cu a i b.
Daci P’ este un alt punct in spatiu, sd ducem gi prin el dreptele ¢” || a, b” || b.
Avem a” || a’ i b” || b’; teorema asupra unghiurilor cu laturi paralele arata
cd a' L b’, dacd gi numai dacd, ¢” _L b". Ajungem la:

Definitie. Doud

drepte @ gt b In spajiu se numesc perpendiculare dacd para
i ¥ ¥ g ¥ £

lelele duse printr-un punct P la ele sint perpendiculare. Scriem a | b (fig. 5.1).

Fig. 5.1
o

90
iR b

Am vdzut mai sus c3 dacd aceasta se intimpla relativ la un punct P,
atunci acelasi lucru este valabil relativ la orice punct din spafiu.
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Dreapta perpendiculard pe un plan

Pentru a explica aceastd notiune vom cduta si aritdm cd, dindu-se o
dreaptd @ §i un punct A € a, existd un plan « care sa treaca prin punctul 4,
astfel incit orice dreaptd a acestui plan s fie perpendiculard pe dreapta a.

Vom considera doud plane B §i vy, care confin-dreapta a, si vom duce in
fiecare din ele doui drepte & (b < B) §i ¢ (¢ € ¥), perpendiculare in A pe
dreapta a. Planul deterrminat de dreptele b gi ¢ este cel cautat (fig. 5.2).

/ A

TR, °F

Fig. 5.2 ﬁ Fig. 5.4

Y Vom demonstra acest fapt. Pentru dreptele din « paralele cu & sau cu ¢,
este evident, unghiurile lor cu a fiind chiar unghiurile drepte A, sau 4, din
figura 5.3.

Si demonstrim acest lucru pentru o dreaptd oarecare d C «, care nu este
paraleld cu nici una din dreptele b gi ¢ (fig. 5.3).

Ducem prin A o paraleld d’ la aceastd dreaptd. Se aratd ugor cd ea este
continutd in planul «.

Alegem o altd dreaptd in planul «, care nu trece prin A §i care taie drep-
tele b, ¢, ' in B, C, F. Putem presupune cd F se afld intre B si C.

Ludm pe a doud puncte F gi E’, de o parte §i de alta a lui 4, aga incit
AE = AFE'. - ;

Avem EB = E’'B, EC = E'C, din perechile de triunghiuri dreptunghice
congruente EAB, E'AB §i EAC, E'AC (fig. 5.4).

E

Fig, 5.4
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Deci triunghiurile EBC, E’'BC sint congruente (au toate laturile respectiv
congruente) gi deducem JZEBC = I E'BC.

Aceasta permite sd afirmém cd triunghiurile EBF si E'BF sint congruente
(au doud laturi si unghiul cuprins intre ele respectiv congruente). Rezulta
EF = E'F, adicid triunghiul EFE’ este isoscel; in el, mediana FA va fi
indltime, ceea ce reprezintd concluzia doritd: d’ | e, adicd d L a.

Printr-un punct A al unei drepte a trece deci un plan astfel incit orice dreaptd
eonjinutd in acest plan sd fie perpendiculard pe dreapta a.

Ne propunem acum urmétoarea problemi: Printr-un punct exterior unei
drepte, se poate duce un plan care si aibid toate dreptele, continute in el,
perpendiculare pe dreapta initiald?

Réspunsul este afirmativ. Presupunem datd dreapta ¢ gi punctul 4
exterior ei (fig. 5.5).

Fig. 5.5.

In planul determinat de dreapta a si de punctul 4; ducem dreapta 4B

perpendicular§ pe dreapta a (B € a). Intr-un plan care confine pe a, dar
este diferit de planul (@, 4), ridicim din B o perpendiculard b pe a. Dreptele |

AB gi b determin¥ un plan care indeplineste, conform celor ardtate mai sus,

conditiile cerute, trecind prin B € a i confinind doud drepte neparalele |

perpendiculare pe a.
Vom, demonstra acum urmitoarea

Teoremii. Dinir-un punct exterior unui plan, se poate consirui o dreaptd
perpendiculard pe doud drepte neparalele situate in planul dat.

Demonstrajie. Fie A punctul exterior planului « dat si fie d; §i d; doud |

drepte neparalele continute in planul « (fig. 5.6).

Ducem, prin punctul A planul B; care si aibd toate dreptele, continute
in el, perpendiculare pe d,. Ducem prin A planul f, care sd aiba toate dreptele,
con{inute in el, perpendiculare pe d;. Planele B, i B3, avind un punct comun 4,
au o dreaptd comund a, care este perpendiculard, deci, gi pe d; §i pe dy
Cum d, si dy nu sint paralele, urmeazi ci dreapta a este perpendiculard pe
orice dreaptd a planului a.
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Fig. 5.6

Putem da deci urmétoarea:
Definifie.

Din cele demonstrate anterior rezultd ci:

Teoremi.

\ Demonstrajie. Cazul 1. Punctul M apargine planului «. S& presupunem,
prin absurd, c& prin punctul M am putea duce doud perpendiculare d; gi d,
pe planul a. Dreptele d, gi d; determind un plan . Fie a dreapta de inter-
sectie a planelor a §i B. Dreptele d; 8i d,, presupuse perpendiculare pe planul «,
vor fi, deci, perpendiculare gi pe dreapta a € « (fig. 5.7).

* Problema devine o problem# de geometrie in plan: In planul 8, in punc-
tul M, s-ar putea duce doud perpendiculare in acest punct pe dreapta a.
Or acest lucru este imposibil. Deci relajia d; # dy este absurdd. Rezults
cd prin punctul M, al planului «, se poate duce pe acesta o perpendicular#
gi numai una.

o;\/o;a
V%

s

Cazul 2. Punctul M & «. Presupunem cd putem duce prin punctul M
dreptele d, §i d, perpendiculare pe planul « (fig. 5.8). Fie 4 gi B picioarele
acestor perpendiculare. Ar urma cid triunghiul AMB are doud unghiuri
drepte, ceea ce este absurd.

e s Fig. 5.8




Teoremi.

Demonsirajie. Fie « planul perpendicular pe d in punctul A (fig. 5.9).

d = S 7,” d-r___b_
RS S

Orice dreaptd din « este perpendiculari pe d. In particular, toate cele 1

care trec prin A gi sint confinute in a.

Presupunem c# existd un punct M & «, astfel incit dreapta MA = b
gib L d, deci, ci existd o dreaptd d (b L dsid & «)si d € b.

Fie planul (&, b), care taie & dupd dreapta ¢. Pentru cd d | « §i ¢C «,
rezultd ci d | e. Deci, in planul (d, b), ar rezulta ci se pot duce doud# drepte
b gi ¢ perpendiculare intr-un punct A pe aceeagi dreaptd d, ceea ce este
imposibil.

PROBLEME b

1. Se dau dreptele paralele a, b, ¢ gi un punct O, nesituat pe ele. Ducem din O perpen-
dicularele 04, OB, OC respectiv pe a, b; ¢ (A €a, Be b, C =¢). Sint dreptele 04,
OB, OC coplanare? .

2. Se dau punctele 4 si B, Prin 4 trec dreptele a, a’, ¢”, iar prin B trec dreptele
b, b’, b", perpendiculare §i concurente respectiv cu primele, in €, €', C". B4 se arate ci
existd un punct O, astfel incit segmentele 04 = 0B = 0C = 0C' = 0C".

8. O dreapt¥ deste perpendiculard pe planul «. Doud drepte a i b sint concurente si
paralele cu «. Hste dreapta d, perpendicularf pe planul lor?

4. Fie OA si OB doud drepte perpendiculare. Un plan « ce confine dreapta OA
intersecteazi un alt plan p dupd dreapta g. Stabilifi daci dreptele OB si g sint perpendi-
culare.

6. Fie ABC un triunghi dreptunghic (2 = 90°). Pe A8 ca laturd se construieste drept-
unghiul ABMN, (MN ¢ (ABC)). Stabilifi pozitia dreptei AB fajd de planul (ACN).

@. S# se determine locul geometric, in spatiu, al punctelor egal depirtate de doud
puncte distincte 4 si B date,
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7. Be dau trei puncle necoliniare, S& se demonstreze cd lccul geometric al punctelor
din spafiu, egal depértate de cele trei puncte, este o dreapti.

8. Se dau patru puncte necoplanare. 84 se demonstreze cil existd un punct egal depiir-
tat de ele si sd se determine acest punct.

#. Pe planul triuaghinlui ABC cu AB = 7 em, se due perpendicularele 44" = 7 cm
si BB’ = 7 cm. Dacd A'C = B'C, A'C = 7)/2 cm, ardtati cd triunghiul ABC esie
echilateral.

10. Pe planul triunghiului ABC se ridicd perpendiculara in B. Pe aceasla se ia un
punct B’, astfelincit BB’ = AB = AC, (AB = ). Daci B'C = o}/ 2, ar&tafi cil triunghiul
ABC este echilateral.

11. Un triunghi dreptunghic variabil ABC, cu unghiul 4 = 90°, are virfurile A gi B
fixe si cateta AC de lungime constantsi, Care este locul geometric al virfului €7

12. Fie, intr-un plan «, un hexagon regulat, A BCDEF, de laturd 4 (puteti lna orice
unitate de masurd 4 m, 4 dm, 4 kmetc.). In punctele 4, B, €, P se ridick perpendicularele
AA', BE', CC’, DD’, pe planul sdu, de lungimi: 1, 4, 2, 7 (n aceastd ordine). S4 se afle
distantele A"B’, A’'¢’, A’D’, B'C', B'D’, C'D’.

18. Intr-un punct A, al unui cerc de centru O, se duce perpendiculara pe planul
cercului pe care se ia un punct A’ astfel incit A4’ = 5 m, Stiind ci distan{a A'0 = 13 m,
a. sd se afle raza cercului;

b. locul geometric al lui M, mijlocul lui 4’0, cind A descrie eercul.

14. Pe planul dreptunghiului 4 BCD se construiesc perpendicularele in 4, B, D, pe
care se iau segmentele: AA’ = 19 cm, BB’ = 14 cm, DD’ = 23 em. Dacii A’B’ = 13 c¢m,
§i A’D" =5 cm, gasiti laturile dreptunghiului ABCD.

15. 84 se giseasci locul geometric al punctelor din spajiu egal depéirtate de punciele
unui cere,

16. S se giiseascit locul geometric al punctelor din spajiu epal depiirtate de virfurile
unui péitrat, ~

17. In ce caz se poate duce printr-o dreapta a, dati, un plan perpendicular pe o alld
dreaptd datd &,

18. Si se demonstreze cl dacH dou#i drepte d, i d, sint perpendiculare, fird si fie
situate in acelasi plan, toate dreptele care intilnesc pe d, gi sint perpendiculare pe d,
sint confinute in acelasgi plan.

19. Dreptele d; si d, fiind date, in ce caz existd un plan care contihe pe d, si este
perpendicular pe d,?

20*. Dacli dreapta d, care trece prin punctul 4 al planului «, nu este perpendiculars
pe «, atunci existd o dreaptd a, confinutii in «, §i numai una, perpendiculard in A pe d.




Reciproce ale teoremet celor trel perpendiculare
Teorema celor trel perpendiculare

. Ni se pare mai simplu sé le formulém folosind direct figura.
| 1) Seddid | o, aca, b c L b Secereq | b (fig. 6.3).

2 Demonstrajie. Dreapta b este perpendiculard pe planul triunghiului MAP
' » | pentru ci este perpendiculard pe doud drepte concurente din acest plan (pe d
gi pe c). Dar @ este conpinuté in planul triunghiului MAP. Rezultd cd b1 a.

2) Soeddd | a, ¢ L b alb aCa bCa Secered | o .

' Demonstrajie. Se dd d 1. o, aC a, bCa, a L b §i se cere sd se arate a Y,
‘ o ¢ L b (fig. 6.1). Dreapta b, fiind confinut¥ in planul «, este perpendiculara 1
pe d. Dar b este perpendiculard gi pe a, deci b este perpendiculard pe planul ¥
determinat de a gi d. Este, prin urmare, perpendiculard pe orice dreaptd con-

tinutd in acest plan (a, d). Cum dreapta ¢ are doud puncte (M gi P) in acest . % (4
plan, deci este confinutd in el, rezultd cd dreapta b este perpendiculard pe c. 4 A 7

folosind teorema celor irei perpendiculare? Luim o dreaptd b in planul . Fixém
piciorul P al perpendicularei din M pe b. Ducem apoi, in planul «, perpen-
diculara a in P pe dreapta b (fig. 6.4).

Fig. 6.3

4 Demonstrajie. Dreapta b este perpendiculari pe planul triunghiului MAP,

| M . fiind perpendiculard pe ¢ si pe a. Deci, este perpendiculard gi pe d, care este

coninutd in planul lui MPA, avind doud puncte (M si A) in acest plan.

M M Deci d _L. b. Din ipotezd d L a, deci d L « (pentru ci « confine atit pe a
c i cit i pe b, concurente in P). {

L SN A& £ Exercipin. Incercati s demonstrafi una din aceste reciproce ale teoremei

: , e celor trei perpendiculare gi prin reciproca teoremei lui Pitagora.
0 / 17 Comentariu. Cum se construiegte perpendiculara dintr-un punct pe un plan,
A
a

/

Fig. 6.1 Fig. 6.2

M M M
Altd demonstrafie (notatiile fiind cele din figura 6.2 si literele mici repre- *
zentind, de data aceasta, m#surile segmentelor i nu dreptele).

'J Ludim pe a treia perpendiculard un punct T (PT = b) gi, aplicind teorema | % Y Y
1 lui Pitagora, in triunghiurile MAP gi APT, avem: ' 4 5 A Z @ %

d*=c*—a'; S=a+0 f=d4"1¢,

e

| . Fig. 6.4 % |

(unde f = MT,e= AT). Inlocuim, in a treia relatie, pe d? din prima relatie
gi pe ¢? din a doua relatie i obtinem f* = ¢ — a® 4 a® + b* sau f* = ¢ +
., -+ b%, Din reciproca teoremei lui Pitagora rezultd ci ICMPT = 90°. _ .
| 30 L L

———

\ Considerdm perpendiculara din M pe a (dusi in planul determinat de M
§i a). Aceasta este dreapta cdutatdi (MA).




Observatie. Acest proceden, in comparafie cu cel din consfructia antericarii a perpcndi.
sularei pe un plan dintr-un punct exterior, nu folczeste intersectii de plane, date prin ele.

mentele lor, ci numai constructia unui plan ce frece printr-un punct si o dreapti dati,

Vom vedea ci aceastd construcfie se va dovedi utild in multe probleme de calcul,

De ce apar doud teoreme reciproce la teorema celoi erei perpendiculare?
Pentru cd ipoteza este formatd din doud propozitii i am vazut, in clasa
a Vl-a, cd, intr-o astfel de situatie, pot apdrea doud reciproce,

v

PROBLEME ¢

- ‘ A
1. In virful A al triunghiului dreptunghic ABC (A = 90°) se ridicd perpendiculara pe
planul triunghiului, pe care se ia AM = 10 em. Stiind c¢d AB = 40 cm si AC = 30 cm,
sd se determine distanta Iui M la BC.

2. Pe cercul (C) de centru O si razd r = 8 cm se iau dou# puncte 4 si B astfel incit

AB = 120°. In O se ridick perpendiculara pe planul cercului pe care se ia OM = 3 cm.
S#4 se determine distania lui M la dreapta 4B,

8. Fie ABCD un dreptunghi cu laturile AR = 9 cm §i AD = 3 em. Fie E un punct
pe diagonala AC, astfel incit % = % In E se ridicA perpendiculara pe planul
dreptunghiului, pe care se ia EF = 5 cm, Si se determine distanfa lui #' la laturile drepl-
unghiului.

4. fn virful 4 al unui hexagon regulal de latur#i e, se ridied o perpendiculara pe pla-
nul siu, pe care se ia un segment AM = b, 5S4 se calculeze distantele Iui M la lafurile
hexagonului dat.

B. Aceleasi date de maisus, sd se calculeze distanfele lui M la diagonalele hexagonului.

6. Fie ABC un triunghi dreptunghic isoscel (AB = AC si AB — a). In punctul D,
piciorul indl{imii din A, se ridicd perpendiculara pe planul triunghiului, pe care se ia un
punct M astfel incit DM = b. 54 se arate cd triunghiul AMC este isoscel.

7. Pe planul unui cerc (C), In centrul acestuia, se ridicd perpendiculara pe care se alege
un punct M. 5S4 se arate cd dreapta care unegte pe M cu un punct N de pe cercul (C)
este perpendiculard pe tangenta in N la cercul (C).

8. Pe planul unui triunghi echilateral A BC de laturd_a, se ridicd perpendicularele A4’
si BB'. Se stie cd BB’ = a. Si se gliseascd AA" astfel incit:

a, triunghiul A’B’C si fie dreptunghic {ﬁ’ =900}

b. triunghiul A°B’C sd fie isoscel, cu A"B’ = A'C,

9. O dreaptd 4 intilnegte un plan « in puncful A. Pe 4 se ia un punct fix B si fie

o dreaptd variabild g, care trece prin 4 si este confinutd in «. S& se determine locul
geometric al picioarelor perpendicularelor din B pe dreapia g.
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10. Se dau o dreapta fixd d si un punct fix A(A & d). Un plan wail @ coentine
dreapta d. Din A ducem perpendiculara AP pe planul « (P = a). Be cere;
a) si se arate cd P dcscrie o curbd coplanard;
b) si se giseascd locul geometric al punctului P in spaliu;

.

¢) ce descrie punctul P pe planul «?

11. Fie O un punct in planul triunghiului ARBC si D un punct pe pe‘rpcndiq‘:ulara in O
pe acest plan, Si se arate cd dacd AD | BC, atunci O se afla pe indltimea din A a tri-
unghiului ABC.

12. Fie H ortocentrul unui triunghi A BC. Pe perpendiculara h, m H, pe planul /.1BC,
ge ia un punc‘t oarecare M. Si se arate ci dach A’, B/, ¢’ sint p[cl.oa]:elq‘a pe:-Pcndu_:ula-.
relor din M respectiv pe BC, AC 5i AB, atunci AA’, BB’ gi €C' sintinilfimile triunghiului
ABC.

13. Fie A un punct al unui plan dat « si d, g doud drepte concurente lin H (H # A)
confinute in «. Pe perpendiculara in A pe planul o se ia un p1u1r;t. B, din care se d}m
perpendicularele BD si BG, respectivpe dsig (D €4d, G = g). Sase arate ca patrulate rlfl
cu virfurile H, A, G, D este inscriptibil.

Plane perpendiculare

Fie un plan « si o dreapté d perpendiculard pe el (fig. 7.1). Ele au un punch
comun A. (Afirmatia este evidentd: dacd d nu ar intepa planul in 4, ar
rezulta ¢i d || «. In acest caz, ducind prin d un plan B, neparalel cu «, ar
tdia planul « dupd o dreaptd g(g|| d). Deciin « ar exista o dreaptd ¢ care
nu ar fi perpendiculard pe d, or d, fiind perpendiculard pe o, este perpendi-
culard pe orice dreaptd din «). Prin d, ducem un plan y. Spunem ci planul y
este perpendicular pe planul «.

d i

IS

Fig. 7.4
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dreapl

Deci puiem da urmatoarea:

l)ﬁfi:nit‘ie. ['n ;H'.f'f. Y este ,a.‘.‘,w,"‘.'r."."h-’ua pe un ali ;.‘-'(u« ¥, dacd conpine u

{4

Y) ;-x"t'lz.'i'r{{{.'r'l-’l’f_:', @ pe acesta (d | Y. )

Vom demonstra ci dacia y _L «, atunci si « L y. Notam cu g intersectia

planelor o si ¥ (g = « N y) (fig. 7.2). Ducem in planul «. perpendiculara a
pe g in punctul A. (Deci aC a, a L g, A € a). Dreapta a este perpendi-

d
e o
/ Z

/a A o

Fig., 7.2
culara pe planul y, pentru ca este perpendiculard pe doua drepte ale sale
a | g a | d (dse gdseste in planul y si este perpendiculard pe a). Cu
alte cuvinte, planul « contine dreapta @ care este perpendiculard pe y.
Deci « L v. Am demonstrat astfel

m 5 y E ; 7 - 1 . Fie s L
Teorema. I'jind date dowd :‘:.’ruu' o St o, daca y L aitinet st o L

Sa cautam sa demonstram inca o teoremd.

m - o " E

Peoremi. Dacd se dan doud plane p ndiculare (o 1 B), perpendiculara
dintr-un punct oarecare al uniia (A € « celdlalt, este in ."f"n‘_"f'.‘,w confinuin
in primul plan (AA'C a, A Bsi A A LB

Demonstrafte. Notam cu m = o N B. Prin reducere la absurd, presupunem
ci AA’' | B nu este continutd in planul «. Dar o este perpendicular pe B,
deci existd in « o dreaptd g perpendiculara pe B (fig. 7.3), adica pe orice
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dreapta a lui B. Ducem prin A dreapta d paraleld cu g. Siea va face acelasi
unghi cu toate dreptele din . Dreapta d intilneste dreapta m in B. In planul
determinat de A, A’, B, ar exista deci doua drepte AB si AA’ perpendiculare
pe BA’. Dar acest lucru este imposibil, pentru cd AB si AA' sint concurente.

Rimine numai cazul cind g ar trece prin A, dar atunci problema este
rezolvata, g fiind, prin definitie, continuta in .

Perpendiculara comund a doud drepte

Teoremd.

Cu alte cuvinte, existd o dreaptd si numai unay perpendiculara pe doua

drepte necoplanare gi care si se sprijine pe ele.

Ezistenfa. Dintr-un punct P al lui a, ducem b’ paraleld cu b si considerdm
planul « determinat de a si b (fig. 7.4). Ducem planul § perpendicular pe «
si care contine dreapta a. Acesta se intersecteaza cu dreapta b in M. Perpen-
diculara MN (din M pe a) este dreapta ciutatd. Intr-adevar, pentru ca
o L p; MN B, MN | a, rezulta MN L o, deci MN _L b'. deci MN _L b.
Si din construetie, MN L a.

35




Unicitatea. Presupunem, prin absurd, ci ar exista dous perpendicularas
MN si PQ pe a si b, cu punctele M, P siluate pe b si N, Q pe a, (a sib
fiind necoplanare) (fig. 7.5). Din @ ducem @S paralela cu MN si consideram

o @ g a

Fig

planul y determinat de PQ s (S. Dreptele a i b sint perpendiculare,
ambele, pe planul y. fiind perpendiculare pe doud din dreptele sale. Ar
insemna ca a si b sint paralele, dar ele sint necoplanare, iata contradictia.
Ar rémine de studial cazul cind cele doua perpendiculare ar avea pe una
din dreptele a sau b, un punct comun. De pildi N = Q. Lasam pe seamg
cititorului sa .elimine® si acest caz.

Perpendicularitate si paralelism

In plan, aceastd legiturd se exprimi prin: Doud drepte perpendiculare
I | [
pe o a treia sinl paralele.

In spatiu apar dous asemenea propriebéti:

1) )Olid ,"‘Ij""l nel

Demonstratie. Dacd ar avea un punct comun atunci, unindu-l cu punctele
de intersectie ale celor doud plane cu dreapta pe care sint perpendiculare,
am obtine doud perpendiculare din acel punct pe dreaptd (situate in planul
determinat de acel punct gi dreapti), ceea ce este imposibil. 3

2) Doua dreple perpendiculare pe - plan sint paralele

Demonsiratie: Fie d | «. Orice paraleld la d este perpendiculari pe toale
dreptele din o, deci este perpendiculari pe o. Fie d’ perpendiculara pe « in
punctul M. Ducem prin M paralela d” la d. Conform faptului ¢d dintr-un
punct se poate duce o singurd perpendiculard pe un plan; ca d5'= 47

Observaie. In spatiu, nu este adevirat ¢i dous drepte perpendiculare pe o a trein
sint paralele.
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plan estt maiscurtd decit orice oblicll dusa din acelasi punct 1a plan ; doufi ablice

PERPENDICULARE S| OBLICE. DISTANTA DE LA UN PUNCT
LA UN PLAN

Teorema. Fie M un punct in spatiu, « un plan si N piciorul perpendiculare:
duse din M pe o.

a. Dacd P € «, P £ N, atunci MP > MN.
b. Daca P,, P, sint puncte din «, atunci NP, = NP, dacd .si numai
daca, MP, = MP,.

Demonstrajia esle imediatda, considerind triunghiul MNP, respectiv bri-

unghiurile MNP, MNP, (lig. 7.6).

\ /
/ ey //I?Lc:_\@

Fig. 7.6

=

Observatie. Teorema se poate formula si astfel: perpendiculara dinte-un punel j

welagi punct la un plan sint congruente, atunei si numai atunei, eind picioarele lop sinl
e i B g . I

egal departaie de piciorul perpendicularei

Definitie. Prin distanta de la’ un punct M la un plan «, intelegem lungimea

WN. unde N = « este nicioril ‘f::’;‘(.'nwn"fg‘ug’,',-,«J;‘ dise 1 W ne
3 f / plo V11000 Iheltaonta de Ta nnnetele
Teorema. Fie o, B doud plane paralele. Atunci distanta de la punctele M X
3 e e 35
la planul B este constantd. Aceastd conslanld se nimeste distanfa intre planels
] f

paralele o« st B

Demonstrajie. Fie M,. M, € « i N,, N, picioarele perpendicularelor din
M. M, pe B (fig. 7.7).




Stim od M,N,| MyN, (perpendicularitate gi paralelism), deci M, IWEy
N,, M, sint in acelasi plan. De la proprietifile planelor paralele gtim cé
M M| N\N,, deci M,N,N,M, este dreptunghi si deci M;N, = M,N,,
ceea ce trebuia demonstrat.

Aplicatii. Se pot dovedi ugor, folosind teorema asupra oblicelor congruente,
urmatoarele afirmatii: ?

1.

Lt

Demonstratie. Cu notafiile din figura 2.8, 4, B, € sint virfurile triunghiului, O cc nirul |
cercului circumseris, d perpendiculara in O pe planul (riunghiului si M un punct carecare
al ei. Stim ci razele 04 = 0B = 0C, deci MA = MB = MC, ca oblice duse din acelasi
punct, egal depértate de piciorul perpendicularei. Reciproc: daca N este un punct in
spafiu, astfel incit N4 = NB = NC si N’ esle piciorul perpendicularei din IV pe planul
(ABC), atunci N'A = N'B = N'C, deci N’ coincide en O. i

Fig, 7.4 Fig, 7.9

Demonstratie. Cu notatiile din figura 7.9, 4, B, € sint virfurile triunghiului, I centrul
cercului inseris, d perpendiculara in 7 pe planul triunghiului si M un punct curent al ei.
Avem: MA’ = MB’ = MG’ ca oblice duse din acelasi punct, egal dep#rtate de piciorul
perpendicularei. Deci,orice punct M e d are proprielatea cerutd. Reciproc, considerind ‘
un punct M exterior planului triunghiului (4 BC), astlel incit distantele la laturile lui si
lie egale (MA’ = MB’ = MC’), ducind din M perpendiculara A7 pe planul triunghiului
(I”in acest plan) si aplicind o reciproca a teoremei celor trei perpendiculare avem:

I'A" = I'B' = I'C?; deci I si I’ coincid.
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PROBLIME 7

——

i. Dreptunghiul A BCD cu laturile AB = 3 cm, £C = 12 cm, se indoaie de-a lungul
dreptei MN (M mijlocul lui AD, N mijlecul lui £€), pind cind planele AMB §i DON
devin perpendiculare. Si se alle lungimea segmentului BD. dupd indoire,

2. Un trapez isoscel AECD are baza mare AB = 22 ¢m, baza micd €D = 10 cm si
latura neparaleld egald cu 10 cm. Se indoaie trapezul in lungul liniei mijlccii MN, pind cind
planele (ABM) si (DCN) devin perpendiculare, 84 se afle distanfa, dupi indoire, de la
punctul D la baza AB.

3. Dreptunghiul ABCD se indoaie de-a lungul diagonalei AC, pin# cind planele 4CB
si ACD devin perpendiculare. Dacd AB = 3 cm si EC = & cm, si se afle lungimea seg-
mentului BD, dupd indoire.

A
4. Un triunghi dreptunghic ABC (4 = 90°) se indoaie in lungul indl{imii AD, pind
cind planele ABD si ADC devin perpendiculare. $tiind cA AB =2 V6 cm i
AC = 2 /10 cm, sii se calculeze distan{a intre punctele B si €, dupd indoire.

A ~
5. Dousi triunghiuri dreptunghice iscscele AEC, (4 = 90°) si ALC, (€ = 90°) au
cateta AC — a comuni si planele perpendiculare. i se caleuleze lungimea gegmentului BD,

6. Fie « si B doud plane perpendiculare si A si B doufi puncte (4 o, B < p).
Stiind ¢4 punctele 4, B sint situale la o distan{a de 3 m fati de dreapta de interseclie

a celor doud plane §i ¢ AB = |/3% m, si se calculeze distanta intre M i IV (picioarele .

perpendicularelor duse din A i B pe dreapta de intersectie a celor doud plane).
7. Siise determine locul geomelric al punctelor egal departate de dcuf drepte paralele.

8. Si se determine locul geometric al puncteler egal depirtate de doud drepte con-
curente.

9. Si se determine locul geometric al punclelor egal departate de doua gemiplane
milrginite de aceeasi dreapli.

10. Daci numim ,,plan bisector lecul geometric gisit la preblema precedentd, atunci,
s# se arate cii, fiind date trei plane care au un punct comun, si numai unul, planele bisec-
toare au o dreapti comuni.

11. Fie 0A, OB, OC trei segmente perpendiculare doud cite doud. Perpendiculara
din O pe planul triunghinlui ABC cade in punctul de intilnire al indltimilor trivnghiului
ABC.

12. Un triunghi dreptunghic isoscel ABC {;i — 90°) se indoaie de-a lungul indl{imii
AA’, pini cind planele triunghiurilor A4°B, AA’C devin perpendiculare. i se demonstreze
¢a triunghiul A BC, ob{inut dupd indoire, are un unghi de 60°
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18. In trlunghiul ABE€, se consldera linla mijlecle MN (M = AB 51 N e A¢ g
secanta AP(P e BC), APNMN = P’ Se indoaie triunghiul de-a lungu] lui MN, astfe|
incit planele AMN si BMN gi fie perpendiculare, 84 se demonpstreze ci triunghiul noy
format. PP’A este isoscel,

141, Si se arate cd prin orice dreaptd, situatli inlr-un plan «, trcce un plan unic per-
pendicular pe «,

15. Dacé dreptele a si b sint perpendiculare 5i dacia | asib | P («sip fiind doud
plane), atunci e« ! B,

16. Dacd o dreaptd d este intersecfia a dou# plane «, B perpendiculare pe un plen ¥,
atunci d | v, '

PROIECTII

Definitie.

(intr-un plan care confine punctul P §i
dreapta d) (fig. 8.1).

La fel ca in geometria in plan, se
constatd cd proiectia unui segment pe
o dreaptd este un punct sau un seg-
ment (fig. 8.2).

In teoremele de mai jos vom
conveni s considerdm cos 0° =1 si
cos 90° = 0.

Teoremi.

Demonstrajie. Teorema este cunoscutd in cazul in care A, B i d sint co-
planare. -In cazul cind 4, B si d nu sint coplanare, avem, desigur: B # B’
A % A',jar A, A’, B nu sint coliniare.

1V sfituim 4 retineti rezultatele problemelor 14, 15, 16 pentru ed ele vd pot fi
utile in rezolvarea altora...
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S& alegem pe paralela la A B dusa prin A’, de aceeagi parte a dreptei 4 A’
ca si B, un punct B” asa incit A’B" = AR (fig. 8.3).

Fig. 8.3

Patrulaterul AA’B”B este un paralelogram, deci BR"| AA’, BB" _L d.
Sau B" este pe dreapta BB, sau d perpendiculari pe planul BB'B".
In ambele cazuri, B” este in planul perpendicular pe d in B, deci B’ este
proiectia lui B” pe d. Cum u este unghiul dintre d gi A'B", iar d §i A'B"
sint coplanare, avem A'B’'= A'B"-cos u = AB- cos u.

PROIECTII PE UN PLAN
Definitie.

Perpendiculara din punctul A pe plan se numeste proiectanta Ini A. Projec-
tanta lui 4 pe un plan este unicd. Intr-adevir, sd presupunem cé ar fi doua,
unind picioarele perpendicularelor pe plan am obtine, impreund cu punctul
A, un triunghi cu dou# unghiuri drepte, ceea ce este imposibil.

Evident, cind punctul se géseste pe plan, atunci el coincide cu proiectia
sa (fig. 8.4). -

A

Fig. 8.4

Pentru ¢ deocamdata nu cunoagtem altd proiectie decit cea ortogonali
ti vom. spune acesteia, pe scurt, proiectie.

Prin proiectia unei figuri oarecare pe un plan, intelegem locul geometric
al proiectiilor punctelor sale pe acel plan.

Teorema.
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Demonstragie. Cazul 1, Cind dreapta d nu este perpendiculara pe plan,
atunci proiectia ei pe acest plan este o dreaptd (fig. 8.5). .

Fig. 8.5

Considersm punctul A [fix pe dreaptd si punctul B mpbil pe aceeasi
dreapta. Fie A’ gi B' proiectiile acestor puncte pe planul dat. BB', ,spriji-
nindu-se* pe dreapta d §i avind o directie datd (aceeagi cu a lui AA" —
pentru c¢d doud drepte perpendiculare pe un plan sint paralele), genereaza un
plan. Intersectia acestuia cu planul initial o este evident o dreapta. Cea cau-
tatd. Evident, orice punct M’ € A'B’ este proiecia unui punct M € AB,
pentru cd dacd o secantd taie 0 dreapti, taie orice paraleld a el.

Observagie. Dacil dreapta este paraleld cu planul, proieclia ei va fi paraleld cu ea. Daefl
dreapta este confinuti in plan, ea coincide cu proiecfia ei.

A
Cazul 2. Dreapta este perpendicu- J
lard pe plan.
In acest caz proiecfia ei este un / )LAI
punct, deoarece proiectanta oricdrui (4

punct A de pe d pe « este d inségi. .
deci proiectia lui 4 pe planul « se 21
reduce la punctul “de intersectie a

lui d cu a (fig. 8.6).

Observagie. Nu trebuie infeles Insd ca i A
dacii proiecfia unei curbe pe un plan esle o ) I
dreaptd, curba aceasta este o dreapti. Astfel, : }
proieclia oricdrei curbe plane pe un plan }
perpendicular pe planul ei este o porfiune
din dreapla de interseclie a celor dond plane
(fig. 8.7) Fig. 8.7
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Teorema.

[ Sclt

Demonstrajie. Cazul 1. Segmentul de proiectat nu este perpendicular pe®
lan.

Problema se reduce la o problem# de geometrie in plan, in planul deter-
minat de proiectante (fig. 8.8).

b
C_~ A :
V(/‘l A|_'T‘_"|3 g
|
I
|
|
|

' I ]
l ’ ’ ] C _JI’ A/ v
A ¢ B A’ 8 A o' B

Fig. 8.8

Cazul 2. Segmentul, care se proiecteazi; este perpendicular pe plan, atunci
proiectia sa este un punct.

Intr-adevir, intreaga dreaptd-suport a segmentului se proiecteazd inftr-
un punct. Deci si segmentul confinut in ea.

PROBLEME 8

L. Trei puncte coliniare 4, B, C se proiecteazd pe un plan in 4°, B, C". S84 se demon-
AB A'B’
streze ¢ — = ——.
e . BDf
9. Fie ABC un triunghi §i A’B'C’ proiectia lui pe un plan «. Dacd 4,, B,, C, sint mij-
loacele segmentelor BC, CA, AB, atunci aceste trei puncte se proiecteazd, pe a, in mij-
loacele segmentelor B'C’, C'A’, A'B’,

8. Fie a, b dou#l drepte paralele. Ce puteti spune despre proiectiile lor, a’ gi &, pe ‘un
acelagi plan?

4. Se proiecteaz un triunghi oarecare ABC pe un plan « in A’B'C’. Si se demon-

streze ci proiectia centrului de greutate G al triunghiului ABC este centrul de greutate G
al triunghiului A’B'C’.

b. Triunghiul echilateral ABGC (AB = a) are latura BC conjinutd in planul «, iar A4’
AN
este proiectia lui A pe «. $tiind cif QBA'C = 90°, si se calculeze ig A’'BA.

N
6. Unghiul 40B = 90° are latura OA paraleld cu planul «. Dacl 4°, 0', B’ stnt pro-
iectiile punctelor 4, O, B pe «, ardtatici M’ = 50%
7. Triunghiul isoscel 4 BC (AB = AC) are punctul B in planul a, iar C i A de aceeagi
parte a planului «. Fie A’ si £’ proiectiile punctelor 4 §i € pe «. Stiind ci triunghiurile

AA'B gi A’BC’ sint dreptunghice si isoscele (A’B = BC’ 5i A'B = a), si se calculeze
lungimea segmentului €C’.
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8. Triunghiulisoscel A BC se proiecteazé pe planul &, ce confine pe BC, dupé triunghiul
dreptunghic A’BC. $tiind ¢ A'B = 4 cm, A'C = 3 cm, sd se calculeze:

a) cosinusul unghiului ABC;

b) lungimea laturii necongruente cu celelalte ale triunghiului A EC,

UNGHIUL A DOUA DREPTE

Teorema asupra congruentel unghiurilor cu laturile paralele ne permite si
dam o defini{ie unghiului a doud drepte, in general necoplanare. S& observim
cd, avind doud perechi de drepte paralele ce trec prin punctele P si P’,
putem alege totdeauna semidrepte pe ele, cu originile in P, respectiv P’;
astfel incit ipotezele din teorema citatd si fie satisfacute.

Defini!;ie- LR URgRLuL @ | 1Ot
mic, cel mult egal euw 90°, format, in orice punct ¢ rin ducerea de
ﬂl-'w'«"n-’."r:z!.‘ la dr d!‘lr'."."'(" aate (flg gi)
De multe ori vom folosi drept ,unghi a dou# drepte“, m#sura lui.
a

i

Observatie. Unghiul a doua dreple este 0° daca si numai dacd dreptele sint paralele.

UNGHIUL UNEI DREPTE CU UN PLAN

Definifie. Numim unghiul unei drepte cu un plan, unghinl fdcut de acea

dreaptd cu proieclia ei pe plan (in cazul cind dreapta nu este perpendiculard
pe plan si nici paraleld cu el) (fig. 9.2).

Fig. 9.2
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Daca dreapta este perpendicularé pe plan, vom considera unghiul dreptei
ou planul respectiv de 90° (fig. 9.3, a).

/]
@° o

w)@;“’i s
a b

Fig., 9.3

Dacé dreapta este paraleld cu planul, vom conveni sd spunem cd dreapta
face cu planul un unghi de 0° (fig. 9.3, b).

Unghiul » al unei drepte cu un plan este deci cuprins intre 0° gi 90°
(z € [0° 90°)).

Teoremd. Unghiul unei drepte d cu un plan « este cel mai mic dintre unghiu-
rile formate de acea dreaptd cu o dreaptd oarecare a planului.

\M
N

d' \ \A ‘ Fig. 9.4
4 b M

Demonstrajie. Dreapta d se proiecteazd pe planul « dupd dreapta d'(4 =
= d N «). Considerdm o altd dreaptd d” C «, pe care o putem presupune ci
trece prin A. Din M & d, ducem MB | d'. Luim pe d”, in direcfia in care
formeazd un unghi ascutit cu d, segmentul AC = AB. Triunghiurile MAB
gi MAC au cite doud laturi respectiv congruente (MA comuni gi AB= AC)
gi MC > MB (segmentul oblicei este mai mare decit segmentul perpendicu-
larei). Se gtie cd in doud triunghiuri care au cite doud laturi respectiv con-
gruente, laturei a treia mai mari i se opune un unghi mai mare §i reciproc,
deci ICMAC > ILMAB, si teorema este demonstrati.

Observatie. In particular, dacd unghiul unei drepte @ (din planul «) cu d, este congruent
cu unghiul dreptei d cu proiecfia sa pe «, putem trage concluzia cil acea dreaptd a este
paraleld cu proieclia dreptei d pe «.

Comentariu. Definifia distanfei de la un punct la un plan si definitia
unghiului dintre o dreaptd gi un plan apar analoage: anume ambele elemente
sint cele mai mici posibile, dintre toate cele care pot fi propuse.
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Observatie, Unghiul dintre o dreapt# i un plan este complementar unghiului dintre

acea dreapti si o perpendiculard pe acel plan, Aceasta ar fi putut fi luaté si ca definitie,

Reamintindu-ne o observatie relativd la unghiul unei drepte cu un plan,
precum si faptul cd doudt perpendiculare pe acelagi plan sint paralele, ddm
urmaétoarea:

Detinitie. /e «

} 1] .r"‘-,- 1IN

_ Teoremd. Fie o gt B doud plane care se intersecteazd dupd dreapta d. Sd
alegem un punct PEd gi sd ducem dreptele a C a, b C B, perpendiculare in P
pe d. ; :

a st b.

Demonstrajie. Si considerim planul =, perpendicular in P pe d. El va
confine dreptele @ si b (fig. 9.5). Planul = va fi perpendicular pe planele «
gi B, deci el va contine doud drepte a', b ce trec prin P, perpendiculare pe a,
respectiv B (fig. 9.6). Rezultd a’ 1 @, b’ L b. Unghiul dintre planele-e,
este congruent cu unghiul ascutit format de o’ si b’, care, avind laturile

perpendiculare pe cele ale unghiului ascufit format de a si b, este congruent
cu acesta.

Atunci unghiul dintre planele «, B este congruent cu unghiul dintre drepiele

Fig. 9.5 Fig. 9.6
Observatie. Doul plane sint perpendiculare dac si numai dacii unghiul lor este de 90°.
Doud plane sint paralele daci si numai dac#l unghiul lor este de 0°
UNGHIURI DIEDRE

Definifie.

(fig. 9.7). Fig. 9.7
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Vom- numi unghi plan al unghinlui dredry valoarea unghinlui dintre dond

o » J I [ ario int : nei B & d 1) s1ide Ppe pr y
‘,‘1‘/,#‘“{-1{‘[”‘4‘ a8, 0, 4 .H'r"."f' aving orieinea tnir<un puncect r «— @ coniiniie respectis
3 i ] i y {

in cele doud semiplane c formeazd diedrul, si perpendiculare pe d

Observatic. Unghiul planelor « gi B este congruent cu unghiul plan al diedrului, dac
acesta nu este obtuz, si cu suplementul acestuia, in caz contrar.

Problemd rezolvaid. Se dau in spatiu doud semiplane « i B, care au muchia
comund m. Se cunoaste cii perpendicularele din acelagi punct M € m, u Ca
gi » C B pe muchia m, fac intre ele unghiul 0 (fig. 9.8).

Fig. 9.8

Fie pe muchia m, segmentul AB = ¢, si in planele « §1 segmentele
A'A = a, B'B = b, ambele perpendiculare pe ec.

Fig. 9.9

Si se calculeze in functie de a, b, ¢ si 0 segmentul A Bt

Ducem segmentul BD paralel si congruent cu A4, deci BD = a. Ducem DT perpen-
dicular pe BB’, deci triunghiurile BDT, A"TB’ §i A'DT sint dreptunghice. Rezultd DT =
— g -sin 0si de aici A’T% = DT? " A’D? = ¢* + a®-sin®6, fn triunghiul A’TB’ se poate
aplica teorema lui Pitagora: A’B® = (b — a- cos 0)2 —+ 6% 4 .a%s Bin® O =
—b% — 2ab-cos O — a-cos B - ¢+ a’-sin O si, stiind cd sin®6 4 cos?0d = {,
rezulti: A'B2 = a® + b® + ¢® — 2ab+ cos 0,

Aceastd formuld ,seamini® cu teorema cosinusului, Unghiul 8 joacd un rol deosebit
in calculul unui segment cu capetele in doud plane care au o dreaptd comund, in fond 0
nu este deeit unghil plan al unghiului diedru initial...
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Teoremsa.

Demonstrajie. Dacd d | o, atunci u = 90° gi cos u = 0, proiectia este un
punct etc. Dacd u # 90°, fie d' proiectia lui d pe «. Proiectia segmentului
pe planul « coincide cu proiectia sa pe dreapta d’, w este, prin definitie,
unghiul dintre dreptele d i d’ si teorema rezultd adeviratd pe baza celei

precedente.
Inainte de a stabili un rezultat asupra ariei unei proiectii, vom demonstra:

Teoremi ajutiitoare. Fie « si p doud plane neperpendiculare, ce se intersec-
teazd dupd o dreaptd d. Dacd b este o dreaptd din B, perpendiculard pe d, atunci
proiecjia lui b pe « este perpendiculard pe d, iar unghiul dintre b si « este egal
cu unghiul dintre planele o st B.

Demonstraite. Fie P punctul de intersectie al lui b cu d (fig. 9.10). Sa
ducem un plan = L d, prin P. El va contine pe b si va fi perpendicular

P L

Fig. v.1p

'pe o, deci proiectia lui b pe planul « va fi dreapta ¢ = = N o, care va [i

perpendiculard pe d (b nu este perpendiculard pe «, deoarece B nu este
perpendicular pe ).

S-a vézul in teorema ajutdtoare cd unghiul dintre « gi B este egal cu
unghiul dintre b si d, care, prin definitie, este egal cu unghiul dintre b si «.
Acum putem dovedi:

Teorema.

L RE Iringniiiiill st pla

Demonstrajte. Dacd u = 90° triunghiul se pruiecteaza dupd un segment
(cos uw = 0) ete. Dacd u = 0° triunghiul se proiecteazi dupd unul egal cu
el, conform teoremei precedente (cos u = 1) ete.

Fie deci, 0° < w < 90°. Planul « va avea cu planul triunghiului o dreapt

comund d.

Sa considerdm intii cazul in care triunghiul ABC are o latura, (fie ea AB),
paraleld cu d (fig. 9.11). S& ducem inaljimea C'D a triunghiului. Conform teo-
remei ajutdtoare, proiectia lui CD este inaltimea C’'D’a triunghiului A'B'C",
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Fig. 9.11

jar unghiul dintre CD gi « este egal cu u. Conform teoremei relative la pro-
iectia unui segment pe un plan vom avea: C'D’ = CD - cos u 8i A'B' = AB,
deci aria A’B'C’ = %-A'B’ -C'D’ =% .AB-CD - cos u = (aria ABC)-cos u.

In cazul general, observiim ¢4 orice triunghi se descompune in triunghiuri,
avind fiecare cite o laturd paraleld cu o dreaptd datd d din planul sau
(fig. 9.12).

Fig. 9.12

Scriem relatia de demonstrat pentru fiecare din aceste triunghiuri, le
adundm gi obtinem relatia dorita.
Observatie. Teorema se generalizeazd la orice poligon plan,

Teorema lui Desargues®. Din punctul V pornesc irei semidrepte a, b, c,
necoplanare loate trei. Pe semidreapta a ludm punctele A, A’, pe semi-
dreapta b ludm B, B' si pe semidreapta ¢ ludm C, C’', asifel incit laturile
triunghiurilor ABC gi A’B'C' sd nu fie, respectiv, paralele. Atunci dreplele
AB si A'B’', BC si B'C’, CA st C'A’ se intilnesc in irei puncte coliniare
(fig. 9.13).

Demonstragie. Vom arfta, mai intii, ci dreptele AC cu A’C’, AB cu A’B’ 5i BC
cu B'C’ se intilnesc si apoi ¢d punctele lor de intersecfie sint coliniare.

intr-adeviir, punctele 4, A%, €, €’ sint coplanare (A si A’ sint situate pe dreapta a,
iar € si € pe dreapta c; dreptele a si ¢ sint concurente, deci coplanare).

* Textele insemnate cu o bard la marginea paginii sint facultative.
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Fig.9.13

Din ipotezd, dreptele AC si A'C’ nu sint paralele, deci, fiind coplanare, se intil-
nese, Fie IV punctul lor de interseciie.

La fel, AB si A’B’ se intilnese in P, BC si B'C’ in M. Dar punctele M, N, P,
situate pe dreptele BC, CA, AB, apartin planului triunghiului ABC; aceleasi puncte
M, N, P, fiind situate si pe dreptele B'C’, C'A4’, A’B’, apartin si planului triunghiului
A’B’¢’, deci sint situate pe-dreapta de intersecfie a planelor. Rezulid ¢ M, N, P
sint coliniare.

Observatit. 1, Daci doudt din laturile triunghiurilor de exemplu AC si A°C’, sint

paralele si restul enunfului rdmine acelagi, se dovedegte ugor cd dreptele MP, A'C’
si AC sint paralele.

2. Dacit AC || A’C’, BC || B’C’ atinci 8i AB || A’B’ si planul triunghiului ABC
este paralel cu cel al triunghiului A’B'C” (fig. 9.14).

- P

A

|
% ! b

|
|
el

c &'
M

Fig. 9.14

Dacii vom conveni sd spunem cil doud drepte paralele au un punct comun la
infinit gi cd doud plane paralele au o dreaptd comun la infinit, in enuntul teoremei lui
Desargues nu mai este nevoie de specificat cd laturile triunghiurilor 4BC si 4’'B'C’
nu sint respectiv paralele. Enunful se simplificd, in schimb sensul siu capitd un plus
de incircdturd, prin_generalizare,

Problemii rezolvatd. Ne-am deprins, pind acum, si folcsim uneori geometria in
plan pentru a rezolva probleme sau pér{i din probleme de geometrie in spatiu. ,,Metoda
proiectiei ne di posibilitatea si facem si drumul invers: s rezolvim probleme de
geometrie pland cu ajutorul geometriei in spatiu. Teorema lui Desargues este un exemplu
clasic in aceastd privin{a.

Se dau trei drepte in plan (de data aceasta) a, b, ¢ concurente in V (fig. 9.15). Doud
triunghiuri ABC si A’B’C’ au virfurile respectiy pe aceste dreple §i nu au laturile cores-
punzdtoare paralele. Sd dovedim atunci cd aceslea se intilnesc in trei puncle colintare
M E: . or |9

Fie « planul dreptelor e, b, ¢ §i B un alt plan (B | «), care trece prin V si printr-o
dreapti a’ (V < a’) ce se proiecteazd in « dupi dreapta a (fig. 9.16). Fie 4; = a’, punc-
tul care se proiecteazd in A pe « §i A’y € a, punctul care se proiecteazii in A’ pe a

c c'
Fig. 9.k57
Laturile triunghiurilor 4, BC si A}B’C’, care indeplinesc conditiile teoremei lui Desar-

gues in spafiu, se intersecleazd in trei puncte coliniare M,, N,, P;, care se vor proieclg
in M, N, P pe planul «. Dar, proiectia unei drepte fiind tot o dreaptd, rezultd ci si

A
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M, N, P sint coliniare. Veti obiecta cii proiectia unei drepte poate fi si un punct, dar
acesta se intimpli cind dreapta este perpendiculard pe plan. in cazul nostru M, N,
este intersectia planelor 4,BC si A", BC, care ar trebui atunci si fie perpendiculare si
ele pe « (deoarece contin o dreapti perpendiculard pe ). Dar atunci n-am mai avea in o
un ,,triunghi“ 4 BC ci trei puncte pe un segment 4, B, C.

PROBLEME 9

1. Un segment 4B — 10 cm, face cu planul « un unghi de: a) 45°; b) 30°; c) 60°. Aflati
misura proiectiei segmentului AR pe planul «, in cele trei cazuri.

2, Triunghiul dreptunghic ABC (A = 90°) are cateta AB continutd in planul «,
Proiectia punctului € pe « este €’. Si se demonstreze ci triunghiul ABC” este dreptunghic.

3. Triunghiul dreptunghic isoscel ABC (A = 90°) are latura BC continutd in planul
a, §i se proiecteazi pe acest plan dupd A’BC. Stiind ¢ 9T BA'C = 120° si ¢d BC = a, sd
se afle: ;

a) indl{imea A’D (D = BC) a triunghiului BA’C in functie de a;

b) una din functiile trigonometrice ale unghiurilor formate de AB 5i AC cu planul e.

4, Se @i unghiul 20y si un punct M ce nu apartine planului unghiului. Si se arate
c#i, dac# proiectia lui M pe planul unghiului aparfine bisectoarei acestuia, atunci punctul M
este egal depirtat de laturile unghiului zOy.

5. Un trapez dreptunghic ABCD (AB || CD, ¥A = 90°) are baza :mare AB confi-
nutd in planul «. $tiind ¢ AB = 5 cm, CD = 2 cm, BC = 6 cm, si ci planul trapezului
formeazi cu o un unghi egal cu unghiul siiu ascufit, se cere:

a) s se arate ci patrulaterul ABC'D’, (€’ D’ — proiectiile lui € si D pe ) este trapez
dreptunghic;

b) s se calculeze dimensiunile trapezului ABG'D’.

6. Un segment AB se proiecfeazi pe un plan « dupi A’B’. Stiind ¢i A’B’ = 8 AB,
: 5

s# se calculeze tangenta unghiului format de segmentul AB cu «.

7. Un triunghi echilateral ABC cu latura de 6 cm se proiecteazd pe un plan e, ce
confine punctul 4, dupd AB'C’. Se stie cid I B'AC’ = 90°, AB si AC fac cu « unghiuri
congroente, si_cd sint de aceeasi parte a lui «. 54 se calculeze unghiul format de AB si
AC cu e.

8. Doui oblice, care pleacd din acelagi punct exterior unui plan, au lungimile de 20 cm

si 16 cm. Proiectia pe plan a primei oblice este de 15 cm. Si se afle lungimea proieciei
celei de a doua oblice.

9. Triunghiul’ A BC se proiecteazi pe,planul «, care contine pe BC, dufd triunghiul
A’BC. Stiind ci: <BA'C = 90°, SCABC = 45°, ¥CBAC = 75° 5i ci iniljimea AD a
triunghiului ABC, (D = BC) are lungimea a, sé se calculeze:

a) segmentele BD si DC in functie de a;

b) inilfimea corespunzitoare laturii BC a triunghiului BA'C;

¢) cosinusurile unghiurilor formate de AB §i AC cu planul w.

10. Un triunghi dreptunghic ABC (A4 = 90°),cu AB = 6 cm, AC = 8 cm se proiec-
teazd pe un plan « dupd A’B’C’. $tiind ci aria triunghiului A°B’C’ este de 12 cm?, 54 se
afle unghiul plan al diedrului format de « cu planul triunghiului.

52

11. Un trapez dreptunghic, cu bazele de 2 em si (2 + 8)/°3) cm, are latura oblica de
6 cm. Se proiecteazd acest trapez pe un plan. Acest plan face cu planul trapezului un
unghi cit unghinl ascufit al trapezului. Si se afle aria proiectiei trapezului.

12. Triunghiul A BC se indoaie de-a lungul liniei mijlocii MN (M € AB, N e AC),
astfel incit planul triunghiului AMN si cel al trapezului MNCBEB s formeze un diedru drept.

a) 84 se determine unghiul plan al diedrului format de planul trapezului MNCB §!
cel determinat de punctele 4, B, C. )

b) Notind cu § aria triunghiului initial ABC, sd se determine, in funciie de S, aria
noului triunghi obtinut dupd indoire.

18. Un {rapez isoscel are baza mici i laturile oblice egale fiecare cu 2a, iar unghiurile
ascufite egale cu 60°. 84 se calculeze aria proieciei acestui trapez pe un plan care face cu

“planul trapezului un unghi congruent cu unghiul ascufit al diagonalelor.

14. Un trapez ABCD, cu baza mare 4B, confinutd tn planul a, are raportul bazelor
cD
AB .
distanta de la punctul O, de intersectie a diagonalelor trapezului, la planul e.

= L9y Stiind ca distanfa de la punctul € la planul « este de 24 cm, si se afle
7
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POLIEDRE PARTICULARE

TETRAEDRUL

.Int;,elegem pr.'mu,ploliedmll o figurd care, prin proprietdtile ei spajiale; ne
amintegte proprietétile poligonului, ca figurd plani.

VOI‘{I 'incepe prin a studia diferite poliedre particulare. Si menfiondm ci
paralel‘lplpedul, de pildé (intilnit in clasa a cincea), este un poliedru.

Poliedrul, analog triunghiului din plan, este tetraedrul.

g Un tetraedru este definit prin patru puncte, numite virfuri, care trebuie
gi fie p‘atru pqncte necoplanare (la fel, in plan, triunghiul este definit prin
cele 'FFEI virfuri ale sale, care trebuie sd fie necoliniare).

Sé umrun cele. patru puncte in toate modurile posibile: (fig. 10. 1): Segmentele
de dreapba' (?bi_;mute le numim muchiile tetraedrului. Triunghiurile care se
formeaza gi interioarele lor alcdtuiesc fetele tetraedrului. Reuniunea acestor
fete este suprafata tetraedrului.

Unind cu un segmen? doud puncte de pe suprafata unui tetraedru, neage-
zate pe aceeasl fatd, orice punct din interiorul acestui segment se numeste
punct interior tetraedrului.

Beuniunea dintre suprafata tetraedrului gi interiorul sdu formeazi un corp
numit tetraedrul. Uneori, vom considera in probleme drept tetraedru numai
suprafata sa.

1 u /el il } Dacé
gonmderam tetraedrul ,asezat" pe una din fete, 0 vom numi pe aceasta bazi
iar pe celelalte, fete laterale. :

Distanta dfa lla un virf (de pildd A) la fata opusi lui (ADBC), (fig. 10.1),
se numeste indl{imea tetraedrului (&, din fig. 10.1). Luata astfel, iniltimea
este un numér. In unele probleme o vom considera i ca segment cuun ;;ap:it.

in virf g1 cu celdlalt capit in planul fetei ce nu trece prin virful respectiv.
Un tetraedru are patru indl{imi.

A

Fig. 10.1
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Despre volum. Obiectele din- jurul nostru ocupa ,loc mai mare sau mai
mic. Un dulap de bucétérie, de pildd, dacé este ,mai mare“ lasd ,mai pufin
joc* de trecere in jurul sdu, deci el ocupd ,mai mult loc“ din ,cantitatea de
loc“ a camerei. Bineinteles cd fortdm putin modul de exprimare pentru a
vorbi de lucruri cunoscute. Sintem condusi in mod firesc sd compardm,
intr-un fel oarecare, cit loc ocupd un obiect, cu cit loc ocupil alt obiect, din
gpatiul inconjurdtor. Apare ideea de a asocia fiecdrui corp din spafiu cite un
numir, pe care il vom numi volumul séu, care sa ne permiti sd facem astfel
de comparatii. :

lumul tetraedrulut esie wn numdar ega. cu ¢ ireime ain pro !

GUSUL ainlre aria

urnet fele $i l':ll'gf‘lf?[{fjl.:'?-f'i‘f care esie perpe ndiculard pe ea.

Aceastd definitie necesitd precizéri. In primul rind trebuie aratat cd acest
numir este acelasi, oricare ar fi alegerea fetei tetraedrului, consideratid ca
bazd, si a indltimii corespunzitoare ei.

Pentru aceasta, ducem indltimile fetelor ABC si DBC (AM = ay, DN =
— a,) si indltimile tetraedrului AQ = hy, DP = h; (fig. 10.2).

Fig. 10.2

S5 demonstram egalitatea produselor a,f, si ayh,. Pentru aceasta vom
constata congruenta unghiurilor QA M gi PDN. Dreptele MQ si VD sint per-
pendiculare pe BC (DN fiind in#lfime si MQ din una dintre reciprocele teo-
remei celor trei perpendiculare). Deci MQ || ND. La fel, MA || PN. Inseamna
cd 3 AMQ =3 PND. Rezultd cd si complementele lor sint congruente
(3 MAQ= X NDP), (X MAQ = «). Exprimém, in doud moduri, cosinusul
hy hy - : . .
M _ M i egalind produsul mezilor cu al extremilor,

a; a,
obtinem egalitatea céutata.
Vom nota cu Sgep 81 Spea ariile fetelor BCD, respectiv BCA. Si dovedim

4 SBCD ha _ Sﬁ‘%—-——h—?":&’ }i(‘——a—fli’ = fgc—'ﬁ%— <> a;h; = ash,, relatie demon-
6

strati. Dar, intr-un tetraedru, oricare doud fete au o laturi comund, deci
oricare ar fi fata aleasi cu indltimea corespunzitoare, produsul lor este acelagi.

Daci se di un tetraedru ABC.D si prin dreapta AD se duce un plan care
taie muchia BC intr-un punct interior M, este evident ca suma volumelor
tetracdrelor ABMD si ACMD este egald cu volumul tetraedrului A BCD,
pentru cd suma ariilor ABMD 5 A MCD este aria ABCD, iar indlfimea

corespunzitoare acestor fete este aceensi (fig. 10.3).

unghiului a: cos &=
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Fig. 10.3

Cind desendm un tetraedru, avem griji, in general, sd figurdm muchiile
care nu se véd, punctat. Exemple in fig. 10.4:

- &G A

sec;iuni intr-un tetraedru. Intersectia unui plan cu un tetraedru se numeste
sectiunea determinatd de plan in tetraedru.

0 fz.:robiema* de desen. Dindu-se tetraedrul A BCD §i punctele M, N, P pe
muchiile sale, aga cum ne aratd figura 10.5, s& desendm sectiunea determinats
In tetraedru de planul ce trece prin M, N, P.

A

Fig. 10.5

Observim ca segmentul MN este continut in fata ABC, la fel MP c
C(ABD). Le figurdm, unind M cu N i M cu P. Dreapta MN are comun
cu dreapta BC punctul @, care, fiind pe BC, apartine §i planului (BCD ), la fel
ca §i punctul P, deci dreapta PQ este continutd in planul (BCD). Dreapta PQ
Intersecteazd pe CD in T. Segmentul TP este o laturd a sectiunil. Punctele

N i T sint pe aceeasi fatd, deci sectiunea este poligonul NMPT cu interiorul
sa.

be

A A |
8 08 08 0 |
¢ s £ (4
Q a

Fig, 10.6

Desfdsurarea unui tetraedru. Presupunem, prin concretizare, un tetraediu
din carton (tetraedru-suprafatd deci, nu tetraedru-corp). ,, Tdindu-1“, de exem-
plu de-alungul muchiilor AB, AC, AD, sé-i ,rabatem" fetele, fira a le deforma,
pind se ajunge la un poligon plan A,BA,CA;D, care reprezintd o desfégurare
a tetraedrului ABCD. (Atentie AB = Ay,B, A,C = CA;, A;D = DA))
(fig. 10.6).

PROBLEME 10

1. Un tetraedru are baza un triunghi dreptunghic, cu ipotenuza de 10 cm si o catetd
de 8 cm. inil{imea tetraedrului este de 10 cm. Care este volumul siu?

2. Tetraedrul VARG are fata ABC un triunghi echilateral cu latura 8 /3 cm, gtiind
c# distanta lui ¥ la planul (ABC) este 10 cm, si se afle volumul tetraedrului.

8. Un triunghi dreptunghic ABC are catetele AB = 3 m §i AC = & m. In A4 se
ridici o perpendiculari pe planul triunghiului, pe care se ia un segment AV = 2,4 m.
S4 se afle:

a) volumul tetraedrului VABC;

b) aria totald a tetraedrului VAEC;

¢) unghiul plan al diedrului format de fafa V.BC si planul triunghinlui 4BC.

4. Tetraedrul VABC are fata ABC un triunghi isoscel (AB = AC), iar piciorul per-
pendicularei din ¥ pe planul (4 BC) este punctul 4. $tiind ¢d: AB = AC = 5 m, BC =
= 6 cm i AV = 3 m, si se calculeze aria totald §i volumul tetraedrului.

5. Pe perpendiculara in A pe planul dreptunghiului AECD se ia punctul M, astfel
tncit MB = 20 cm, MC =5|/17 cm si MD = 13 cm. Se cere:

a) si se demonstreze ci triunghiurile MBC si MDC sint dreptunghice;

b) si se calculeze volumul tetraedrului MABC.

6. Tetraedrul VABC are fata ABC un triunghi echilateral, iar distanta lui ¥ la
planul AB este de 8 cm. Stiind cd raza cercului circumsecris triunghiului ABC este
R = 4)/3 cm, si se afle volumul tetraedrului,
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7. Intersectind un tetraedru regulat cu un plan ce trece prin mijloacele a trel muchij

ce pornesc din acelagi virf, s34 se determine forma gi aria sectiunii fn functie de lafnra

e a tetraedrului,

8. Cunoscind latura ,a* a unui tetraedru regulat, si se calculeze aria totald si volumul
tetraedrului,

9*, Giisifi o desfdsurare a unui fetraedru regulat, astfel incit fiecare fa|i s& aibii ce]
mult dou# laturi comune cu o altd fajd. Ardtati céi, in acest caz, doudl din laturile poli-
eonului obfinut sint paralele si congruente,’

Fig. 10.7

10. in figura 10.7 punctele M, N, sint mijloacele muchiilor 4 B si AD, iar P un punct
interior muchiei €D, Sd se determine natura secfiunii determinate in tetraedru, de planul
ce trece prin M, N, P si si se deseneze aceastd secfiune.

11. Fie ABCD un tetraedrugi A, B’, C’, D', centrele de greutate ale fetelor opuse vir-
furilor 4, B, C, D. S4 se arate cd AA’, BB’, CC’ si DD’ sint concurente intr-un punct G.

12*, Un triunghi ascufitunghic ,ge indoaie® de-a lungul liniilor mijlocii pind se obtine
un tetraedru. Si se arate cé o inéltime a tetraedrului obtinut cade in ortocentrul triunghiu-
lui inifial.

18. 54 se arate cil perpendicuiarele in centrele cercurilor circumscrise fetelor unui
tetraedru sint concurente.

14. Dacd intr-un tetraedru cu toate fetele triunghiuri dreptunghice se intilnesc intr-un
virl doud unghiuri drepte, atunci mai existd un virf al tetraedrului, in care se intilnesc
doust unghiuri drepte.

16. Fie OABC un tetraedru astfel incit04 | OB _J_ OC | OA. Sase arate ci pdtratul
ariei fefei A BC este egal cu suma patratelor ariilor fefelor 0A B, OAC, OBC.

16. Fie ABCD un tetraedru in care AB | CD. S# se arate cél piciorul perpendicularei
din A pe planul BCD cade pe inil{imea din B a triunghiului BCD. Daci, in plus, AC | BD,
atunci 4D | BC si indlfimile tetraedrului sint concurente,
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PRISMA

S# considerim, in spatiu, un poligon — presupus plan pentru a simplifica
Jucrurile, numit poligon director-gi o dreapti d, care nu este paraleld cu planul

413

poligonului. O dreaptd care se ,,migcd”, sprijinindu-se pe poligonul director si
rdmine, tot timpul, paraleld cu d, genereazi o suprafai;é pe care 0 numim

'

guprafaiga pmsmatlca Cu alte cuvinte: Locul geomeiric al punctelor drepteloi

fati prismai (hg 11 1)

(

Eigasiddsy ;

Intersectind aceastd supraiatd cu doud plane paralele (« si B), se obtin,
in aceste plane, doud poligoane cu laturile respectiv paralele i concurente, §i,
in zona dintre cele doud plane, un numar de paralelograme egal cu cel al
laturilor poligonului director. Poligoanele din planele paralele, impreund cu
interioarele lor, se numesc baze, paralelogramele, cu interioarele lor, de pe
guprafata prismatica, fete laterale. Beumunea fetelor laterale cu bazele for-
meazd supmfata przsmer Suma ariitlor fetelor laterale se n

Un punct interior segmentulul care unegte doud puncte de pe fete diferite
§i care nu se gdsesc pe aceeagi muchie, se numegte punct interior prismei.
Muliimea punctelor interioare reunitd cu suprafala prismev alcdtuiesc corpul
numit prismd.

Uneori, ca sd nu mai lungim exprimarea, vom numi prisma numai supra-
fata sa.

Daca muchiile laterale sint perpendiculare pe planele bazelor, atunci prisma
se numeste dreaptd, iar fetele ei laterale sint dreptunghiuri.

La o prismé distanta dintre baze se numegte indljime. (Reamintim cd dis-
tanta dintre doud plane este lungimea segmentului de dreaptd determinat
de plane pe perpendiculara comund.)

La prisma dreapta indl{imea este cit muchia laterald.

Prismele se deosebesc, ca denumire, dupd numdérul laturilor poligonului

‘de baza (de exemplu, in fig. 11.2 prismd triunghiulard, prisméd patrulaters,

pristnéd pentagonald).
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Fig. 11,2

Paralelipipedul este.o prismd cu bazele paralelograme, deci are toate fetela
paralelograme. El poate fi considerat prism in trei ,moduri® diferite. Oricare
din paralelogramele care determind fetele paralelipipedului poate fi considerat,
poligon director. Daca fetele laterale sint dreptunghiuri, adici daci muchia
laterald este perpendiculard pe bazd, paralelipipedul se numegte drept. (Obser-
vam ci aceastd denumire este arbitrard: dacé alegem ca bazi o fati laterals,
paralelipipedul drept ne apare acum oblic.) (fig. 11.3).

0 il ‘

A ;oM g
Fig. 11.3

Un paralelipiped cu toate fetele dreptunghiuri se numeste dreptunghiec.

Vom spune deci cd un paralelipiped dreptunghic este o prisma dreaptd
in trei moduri diferite, iar un paralelipiped drept este o prisma dreaptd numai
intr-un singur mod. Evident orice paralelipiped dreptunghic este drept, nu
insd orice paralelipiped drept este dreptunghic.

el

I

| |

| T

{ |
- -
7]

2

e

Fig. 11.4

Observapie: Ultima propozitie pare mai simplu de infeles decit de desenat, pentru el
bazele, din cauza perspectivei, ne apar sila cel drept si la ccl dr plunghic tet paralelo-
grame, care nu sint dreptunghiuri (fig. 11.4). In figuri, ca s evitim confuzia, am marcat:
si pe baza unghiurile drepte.
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PROBLEME 11

p—

1. O prismi exagonali regulatd dreapté are toate muchiile de 2 cm (si muchiile de la

" pazdi si muchiile laterale). S84 i se calculeze aria laterald.

2. Pe muchiile AA’, BB’ gi €C’ ale unei prisme triunghiulare A BCA’B'C’, alegem
punctele M, N, P.

a) S& se arate cd dacd G este punctul de-intilnire al medianelor triunghiului 4BC,
jar S cel al medianelor triunghiului MNP, atunci GS || AA".

b) Cunoscind cd AM = 6 cm, BN = 8 cm, CP = 10 cm, si se calculeze GS.

c) S# se rezolve problema in cazul AM = a, BN = b, CP = c.

3. Fie ABCDA’B'C’'D’ un paralelipiped. S# se arate cd mijloacele muchiilor 44

A'B’, B'C’, C'C, CD si DA sint coplanare si formeazd un hexagon cu laturile opuse paralele
si congruente.

4. 54 se descrie toate tipurile de secfiuni ale unei prisme triunghiulare cu un plan,
5. Aceeagi problemd pentru o prismi patrulatera.

6. Fie ABCDA’B'C’D’ un paralelipiped dreptunghic. Fie N mijlocul lui AB, P al
Iui BC, M al lui A’D’, R al lui D’C’. S4 se arate ci:

a) MR si NP sint congruente si paralele;

b) MN si RP sint paralele.

7. Fie ABCDA’B’C’D’ un paralelipiped. Prin punctul O de intersectie a dreptelor
AC’ si A’C ducem un plan oarecare «. S& se demonstreze cd suma distantelor virfurilor
unei baze la planul « este egald cu suma distantelor virfurilor celeilalte baze la «.

Diagonala paralelipipedului dreptunghic este segmentul de dreaptd care
uneste doud virfuri, care nu sint pe aceeasi fatd (de exemplu A'D din figura
12.1). Intr-un paralelipiped existd patru diagonale. Presupunem, in aceast#
figurd, cd dimensiunile paralelipipedului sint @, b, ¢, gi diagonala A’'D = d.
Sd demonstrédm ca:

d? = a® 4 b% 4 ¢* |?

formuld utild pentru calculul diagana]ei gi care este teorema lui Pitagora in
spatiu (fig. 12.1).

0 o A
b |
B L—A
C
Di 2 iig, 12.1
28 ¥
o b
¢ g A
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In triunghiul dreptunghic ABD (3B = 90°): 2* = a® 4 b?, (z = AD),
+ a? + b2 i relatia este demonstratd.

M e DD', N € C'C, P& AB. S& se deseneze sectiunea determinatd de
MNP in cub.

0’ i g g* 2 A
LWl )y e e X
i} i i g/ i e
//D/l_ il c ///f)/l____"w-‘; Q J‘ //e)-.'—“—"q—;? c
A~ FL B A p V] AP 8
Fig. 12.2

Unim M cu N (fiind pe aceeasi fajd), prelungim dreapta lor pin& taie pe DC in Q;
care apartine deci planului (C‘CD), Unim Q cu P. Notdm R = CB N PQ. Am obfinuf
segmentul VR al sectiunii. Ducem, pe faja AA4’D’D, MS || NR, (§ e A’4). Unim § cu P,
Secliunea ciutatd este PRNMS.

Dupd cum i alegem baza, sintem obignuiti, la un paralelipiped dreptunghie,
s numim muchiile de mérimi diferite: lungime, l&ime si indl{ime; lyngimea
gi litimea sint laturile bazei, in aceastd ordine (lungimea este mai mare decit
litimea). Numim uneori lungimea, ldfimea gi indl{imea, ,cele trei dimensiuni
ale paralelipipedului“. Dacd le not&m cu @, b, ¢, aria totald a paralelipipedului
dreptunghic va fi: :

(fig. 12.3) @ = lungime, b = ld{ime, ¢ = indltime.

b , ¢
Fig. 12.3 iz ni] Fig. 12.4

R

Un caz particular de paralelipiped dreptunghic este cubul, care are toate
muchiile congruente, deci toate fefele sint pétrate. Notind lungimea muchiei
lui cu @, aria sa toteld va fi (fig. 12.4).

: pesfdgurarea poaralelipipedului dreptunghic. La fel ca la tetraedru, prin
ybiliere de-a-lungul muchiilor gi rabatare”, se obfine un poligon plan. Consi
derdm figura 12.5 destul de elocventi...
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In triunghiul dreptunghic AA'D (JCA'AD = 90°) : d? = ¢ + a® = ¢ 4 |

O problemd de secfiune. Se da cubul din figura 12.2 cu notatiile ei, unde: :

- Al . Clwenli! Al
i Ay
|A' i i
| | 5 : :

I I |
I I |
] 7 MRS | 5 T B e A r A
A A A Vs A
2
k |
A LB "
A B
Fig 12,5

Mai existd i alte moduri de desfdgurare a unui paralelipiped. Gasiti gi voi
un exemplu.

Observagie. Numim prismé concavd, o prism# cu poligoanele de bazi concave™; con-
statim cA existd si prisme concave nedesfigurabile (fig, 12,6),

Fig, 12.6

PROBLEME 12

1. Un paralelipiped dreptunghic ABCDA’B'¢/D’ are dimensiunile 4B = 3 om,
BC = & cm §i AA’ = 12 cm. 84 se calculeze:

a) lungimea diagonalei sale;

b) distanta de la punctul € la dreapta Ac.

2. Un paralelipiped drept ABCDA’B'C'D" are baza ABCD un romb cu latura de
8 cm i unghiul A de 120°. $tiind cd muchia laterald a paralelipipedului este de 6 cm, sd

se calculeze:
a) aria laterald a paralelipipedului;
b) lungimea segmentelor A°C si BD’,

8. Un cub are muchia a. S4 se afle distantele de la virfurile sale la o diagonald.

4, Un paralelipiped drept are laturile bazei de 6 cm si 10 cm i unghiul dintre ele de
60°, stiind c# tnaljimea paralelipipedulvi este de 12 cm, g4 se afle aria sa totald.

* {n general, o mul{ime de puncte o numim convexi, daci unind cu un segment oricare
doud puncte ale ei, interiorul acestuia este confinut, in intregime, in aceastd mul{ime. Se
aratd ci in cadrul poligoanelor plane acest fapt revine la a spune cd poligonul se gseste in
tniregime de aceeasi parte a dreptei-suport a orictirei laturi,
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6. Fie ABCDA’B'C'D’ un cub (figura 12.7).

pendicular pe muchia AB.

b) 84 se indice « dreaptl determinatf de punctele din figurd, perpendicular§ pg "

dreapfa AC",
0’ &

|
I
4 : B
|
|
! Fig. 12.7

6. 84 se demonstreze ci intr-un cub ABCDA'B’C’D’ perpendiculara din D pe diago-
1

nala AC’ o taie pe aceasta intr-un punct Q, astfel incit A9 =—.
7. Fie ABCDA’B'C’'D’ un paralelipiped dreptunghic cu AB = 9 em, AD =15 cm
si AA’ = 20 cm. Se cere distanta lui B’ la diagonala AD’.

8. Un paralelipiped ABCDA’B'C’D’ are baza ABCD un p#trat. Muchiile laterale
formeazi cu planul bazei unghiuri de 80°, iar planele A4’B’ gi DD'C’ sint perpendiculare
pe plahul bazei. Cunoscind ¢ AB = 4 cm §i AA’ = 6 cm, s# se calculeze aria totald
a paralelipipedului. :

9. Fie ABCA'B'C’ 0 pr%smi dreaptd, cu baza ABC un triunghi dreptunghic in 4, cu
AB = 15 ¢m, AC - 20 cm §i A4’ = 80 cm. Fie M mijlocul lui CC’. 8§ 'se determine forma
gi perimetrul secfiunii prismei cu planul determinat de punctele A‘, M, B.

.10. Intr-un paralelipiped dreptunghic ABCDA’B'C’D’, cu baza ABCD un pitrat,
indl{imea este de 8 cm, iar dreptunghiul ABB’A" are aria de 21 cm?. 84 se afle dimen-
siunile paralelipipedului.

11, Se d& un Paralelipiped drept cu baza un romb, in care se cunosc: indl{imea A,
latura a a rombului, precum si un unghi ascufit 6, al rombului. S4 se caleuleze, in functie
de a, k, 6, diagonalele paralelipipedului.

12. Si4 se determine, in cuburile din figura 12.8, sectiunile determinate de planele ce
trec prin punctele M, N, P.

N Vi M’VP

I l

! |
il )« ph ol I
/ M 4l M

Fig. 12.8
(Figurile se vor copia intocmai pe caiet.)
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a) Dintre planele deternrinate de punctele din figur#, st se indice unul care este per.

13. Un paralelipiped dreptunghic are dimensiunile proporfionale cu numerele 2, 3, 5.
gtiind cd diagonala paralelipipedului este de 2 |/38 cm, si se afle dimensiunile parale-
]ipipedului.

14. Pe planul triunghiului dreptunghicisoscel ARBC, (AB = AC§i AB = a), ducem per-
pendiculara A4’ = a. Din A’ ducem un segment A’D = a |/2, perpendicular pe AA".
Daci BD este perpendiculari pe AB gi daci D este de aceeasi parte a planului 4A’B
ca si C, atunci triunghiul DBC este echilateral.

———

VOLUMUL UNEI PRISME TRIUNGHIULARE

Inainte de a-1 defini, vom face urmétoarea constatare:

(fig. 13.1).
ABCD = A.'B'C'D' = obpcp = otec'p-

4 %
h=N _
@ ascp = ﬂﬂcTD;h | - /
Oanon: =222 K N
& [

Fig. 13.1

Si demonstrim urmatoarea:
Lemi.

Considerdm prisma triungﬁiularé ABCA'B'C', si prin punctele C, 4’, B’
ducem o sectiune plani. Vom obtine astfel doud corpuri: tetraedrul CA'B'C’
gi corpul ABCA'B’ (fig. 13.2). Vom nota tetraedrul cu P,. Ne vom ocupa,

A b

Fig. 13.2
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2 By
de diagonale paralele (fig. 13.5), (de exemplu AC si A'C') separém,
P i tri\;nghiulare (n — 2, dacd n este numd-

Volumul prismei mari este suma volu-

acum, de cel de-al doilea corp. Sectionind corpul ABCA’B’ cu planul deter- : "
minat de punctele 4°, C, B, vom nota cele doud tetraedre obfinute (fig. 13.3) tiiem prisma in AnAY ml,llte prsrey.
cu Py gi cu Py (tetraedrul ACBA’ este P, 5i A'B'BC este Pg). Am obtinut rul laturilor poligonului de bazd).

v, [T

Fig. 13.5
Fig. 13.3 4
melor acestor prisme triunghiulare, gi cum inéli,aimﬂfa‘lor sir.lt“ ega]e,opl.ltem
astfel trei tetraedre (fig. 13.4). Ele sint echivalente doui cite doud: P, =~ P, ° . spune ci: Volumul unei prisme este egal cu aria bazei tnmuljité cu indlfimea.
deoarece au bazele ABC gi A'B'C’ triunghiuri congruente gi in#l{imea cores-
punzdtoare lor aceeasi (este in fond indl{imen prismei, adicd distanta dintre @pe = Avazet * k-

oy
1 1 | 7 - b | s o3 g s oota deci egal cu produsul dimen-
Volumul paralelipipedului dreptunghic este deci egal cu produsu

ilor sale (fig. 13.6), iar al cubului cu muchie la cub (fig' 13.7).

| R
[ c a2 ; .
1 Fig. 13.6 . Fig. 13.
)_ ; A dra
& b
.. a
Fig. 13.4
@ = a-b-c @ = a®
planele bazelor ei). P,~ P; pentru ¢ au doud baze respectiv congruente
A-BA’ gi BA'B’ ca jumatdti din acelasi pa-ra]eloglras:n §i éceea:}i ipéli;ime: PROBLEME 13
distanta de la C la planul paralelogramului ABB'A’. Deci, P, =~ P, =~ P,

i ; 55 Ve g . ; i

i wirerny eu_te demGnsiiraT:n PHBEN- DrinmE umnungf\_ lu_lam. : . 1. O prismi dreaptd are ca bazi un triunghi echilateral cu latura de 6 cm. Stiind cd
Acfesta nu este @sa gingurul moid de a unp:etr-’gzz de a seeylpna prisma aria laterald a prismei este de 288 cm?, s se afle volumul prismei.

in trei tetraedre echivalente. Expresia volumului lui P, si egalitatea celor unile 6 cm gi 8 cm si unghiul ascufit

p o ey o i baza un pardlelogram cu dimensi Fo
trei volume ne conduce sd afirmdm ci: #. O priyt aee 5 o si se afle volumul prismei.

‘ egal cu 60°. Stiind ci inil{imea prismei este de 10 cm,
D T i R S = o - hyes B 8. O prism# hexagonald regulaty dreaptd are aria totald de 224/ 8 m® §i cea late-
‘ ral de 200/ 3 m®. S4 se calculeze volumul prismei. .
Orice prismé poate fi impartitd intr-un numdr de prisme triunghiulare: 4, O prismi triunghiulard are ca bazd un triunghi dreptunghic ou cs_ateteleo W7
dusem. 41 planels hazslory din v iE RERS NS s it Jaferals (d8 gi 12 m. Muchiile laterale sint egale cu 6 m gi fac cu planul bazei unghiuri de 45°. 84 se
pildd A, A’), toate diagonalele bazelor. Cu secfiunile pe care le determin# doud afle volumul prismei.
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b.* i
O prismé dreaptd are ca bazi un pitrat de latura a, $tiind ci diagonala prismej

formeazd cu o fatd laterald ce porneste din acelasi virf un unghi de 30°, 54 se afle volu.

mul prismei.

6. Baza unei prisme oblice este

" patrulaterul 4 BCD in i

s ; _ care diagonalele sint

alﬁ;: aralintre ege.. Seci,_lunea diagonald AA4'C'C este perpendiculari fe planul bn gt ol
ria egald cu e, iar diagonala BD = b, 84 se afle volumul prismei e

¥ 1:;38 ;}gsidir: paraliliipipedul dreptunghic ABCDA’B’C’D’ cu dimensiunile AR
= : = 12 cm 5i A4’ = 3,2 cm. Pe muchia AB se ja AT i i
. = = . 3 = & : i
AD S';E; ia A}iL = 3{:11‘1 §i se Sfactloneazﬁ paralelipipedul cu planul A’TL, Sc;nc’ei?:' e
volumul poliedrului rimas dupd inldturarea tetraedrului A’AIL: \
b) aria totald a poliedrului rémas, ’

8. O prismé patrulaterd re ‘
8. gulatd ABCDA’'B'C'D’ ¢ i i
cului circumscris bazei de 6 cm. S4 se afle voluﬁﬁxli)p;:;lgliagonala T

9. ; -
fn figura 13.8 este desenaty o prfmli hexagonald regulatd dreaptd. Stiind o

EB’ = 26 cm gi apotema bazei OP = srd

rali a prismei.

10- In figula 13 carer 9 i Xa Y ] 'ﬁ
¥ «Oy e eplezm 5. (1] p 181N & he gonalﬁ egu ﬂté d_f' p; 3 0Ssc
: d ea 8e cun
diB =1 cm -sl 1 D = 12 cm., Sé 5@ Balculezﬁ aria t.ﬂta.[é. ;‘,;] \.’Olumu] pI]SIIlel

Fig. 13.8

11. O prismé oblici are bazele hexa
o I goane regulate ABCDEF si A’B'C'D’E’F’ si
fﬂllt'“fle A’O, O fiind centrul bazei ABCDEF. Daci latura hexa osnulu‘ Cf,DE ey
X AA0 = 60° si se calculeze: 5 g g
a) volumul prismei;

b) unghiul fefei ABB’A’ cu plan i i i
s planul bazei. (Valoarea unei functii trigonometrice a

12. P i
e Cuebt;zrgalfé seﬁtgﬁseg;te 0 vazd plind cu ap4, avind forma unui paralelipiped drept
bt R d1_1 pitrat de Iatur‘ﬁ 8 cm gi indlfimea egalf cu 12 cm. Se inclini p]-
una din muchiile bazei si rimind pe mas#, pini cind porfiunile neudﬂrjs;l;
o L:

muchiilor au lungimea de & em. Dupi
. \ o : TrlimAes
i e pd aceasta vasul revine in pozifia inifiald. La ce inil-

18%, i
Un tetraedru are fefele laterale triunghiuri isoscele cu unghiurile de la virful

comun format de laturile con ° gi i
e gruente de 30° si muchia laterald a. S se afle volumul

68

cm, 88 se determine volumul gi aria late-

14*. Un paralelipiped are toate muchiile egale cu a si toate fefele sint romburi, avind
un unghi ascutit de 60°. 83 ge calculeze volumul paralelipipedului.

15. In cubul ABCDA’B'C’'D’ de muchie a, O esie centrul siu, 0,, cel al fefei ABCD,
cel al fetei BB'C'C, O, al fetei CDD'C’, M mijlocul lui DC, N mijlocul Iui €C’, P al

OI)
.a modificat aria corpului rdmas

lui € B. Dupi inldturarea cubului, 0, PCMOO0;NOs, cum s
fatd de aria totald a cubului. Dar volumul?

16. In cubul ABCDA’B'C'D’, M este mijlocul muchiei AD, iar N este mijlocul
muchiei 8D, $tiind & MN = 5|/ 2 m, si se afle volumul si aria totald a cubului.

17. in cubul ABCDA’B’C'D’, N este mijlocul muchiei ¢’B’. Segmentul AN = 3dm.
83 se afle aria totald si volumul cubului,

18. Suma tuturor muchiilor unui paralelipiped dreptunghic este de 48 m, iar diagonala

de 51/ 2 m. 54 se afle aria totald a paralelipipedului.
apez oarecare ABCD, cu AB [|CD, AB = 25 cm,

e 5 cm, este sectionatd cu doud plane paralele ce
mele si ariile corpurilor

19. O prismé dreapti cu baza un ir
¢D = 8 cm, BC = 13 cm si indl{imea d
trec prin D si € si sint perpendiculare pe CD. 84 se calculeze volu
formate, stiind ci indl{imea prismei este de 10 cm.

PIRAMIDA

O piramidg este definita de un poligon plan, pe care il numim 5= , 8l
un punct exterior planului s¥u, pe care il numim eirful piramidel. Unim acest
punch cu toate virfurile poligonului plan (fig. 14.1). Un triunghi care are un
virf in virful piramidei §i latura opusi virfului este o laturd a bazei se numeste

y laterald @ piramidei. (Considerdm fata piramidei cu interiorul ei cu tot.)

&2

Segmentul (cu interiorul sdu), care unegte virful piramidei cu un virf al
bazei se numeste muchie laterald. Laturile poligonului de la baza piramidei
ge numesc muchiile de la bazd. Muchiile laterale ale piramidei, impreund cu

le piramider. Reuniunea punctelor din

muchiile de la baza se numesc ile pire
interiorul fetelor laterale, a muchiilor Jaterale, a muchiilor de la bazd gi a

Fig. 14.1

7
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' 1 B e sutorul teoremei lui Pitagora:
interiorului bazei alcituiegte supra ] . Interiorul piramidei gy elementele bazei unei piramide regulate, tot cu a]

definegte in mod aseménitor ca la tetraedru i la prlsma 2+ 2 = R
nnrafalc ramidel anitd iteriorul ei.  aledtui . il & In cazul pira-

ld Citeodaté insé prin piramidé vom intelege numai suprafata sa.
Dlstanta dintre virf gi planul bazei se numeste indlfime. Luatd astfe],
indl{imea este un numdr. In unele probleme o vom considera si ca segment

cu un capit in virf gi cu celilalt in planul bazei (fig. 14.2). _ | T e
In#ljimea unei piramide pcate si cadi ‘ Pl o e}potema piramidei. Inte-a ‘

BSte ] 2 . § . fbarid K Se

L g i by n+bela’a) ‘ (a 4

obtine, in cazul piramidei regulate: ofior = e sau

desfigura® o plramlda (Expresia ,,a des-

(fig. 14.4 gi fig. 14.5).

i i ste perimetrul
midei regulate, ea se obine din formula . unde p este p

. vy i i, b latura
wehsie ste numirul laturilor bazei,
: -2 unde n este n
bazei, sau chiat = !

i aria fiecdireia
avem n fete laterale §

de a
D#m mai jos doud moduri 5
fagura” are acelagl inteles ca la tetr aedru gi paralelipiped

in interiorul fntr-un virf pe o laturd in exteriorul
siu al bazei a bazei bazei

Fig. 14.2

Dupd natura poligonului de bazi, piramida se numeste patrulaterd, exa-
gonald etc., tetraedrul este in fond o piramidd triunghiulary.

Dacé baza piramidei este un poligon regulat, iar iniltimea coboriti din
virful piramidei trece prin centrul bazei, pu‘amlda se numeste ,,regulata“

Intr-o piramidd regulatd, iniltimea unei fefe se numegte, apotema pire
midei. Ea este ipotenuza intr—un trlunghl dreptunghlc in care catete]e sint

inal'g:mea piramidei gi apotema bazel Aphcind teorema lui Pitagora objinem,
cu notatiile din figura 14.3: ad 4 h

Dacié notdm cu R raza cercului circumscris bazei gi cu m muchia laterald
a piramidei, putem exprlma, cu ajutorul teoremei lui Pitagora, indltimea,
incd Intr-un mod: +* = m /1" Se mai poate stabili o legiturd intre
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VOLUMUL PIRAMIDE

p Rezolvare. Cele patru desene din figura 14.7 rezolvi problema propusi. Cititorii vor
resupunem cid s-au dus diago : I face singuri comentariul n aceeagi manierd cu cel de la problemele rezolvate privind
gonalele bazei care pornese dintr-un virf g sectiunile cu un plan, de la tetraedru si paralelipiped.

ier:; pl::l:;nglie dei‘fzmliiniti de :llceste diagonale cu virful, luate ca plane de secfiune
ramiaa in A i ;
etraedre de aceeasi inilfime (fig. 14.6). Suma volumelop Problemd rezolvatd. Se d& o piramidd hexagonald regulatd VABCDEF
cu elemente de lungimi cunoscute (fig. 14.8). Vom calcula citeva din elemen-

tele-unghiuri ecare apar.

Fig. 14.8

Fig. 14.6

lor i : R
virf:l)l Vtolr)n numi volumul piramidei. Volumul este independent de alegerea
ghiuriliu {;ZEI sau a l}mm punct din interiorul ei. Fie s,, sy, ... $,, ariile triun
or in care a fost impirti : e e - s ;
(dame tote sofung Litnro Htlptarm poligonul de bazd si & inélfimea piramidei 1\, Unghiul  dintre AB gi VA. In triunghiul isoscel VAB, tie M mijlocul lui AB.
aniscreocl s hagel aite S = S1+ 82+ ... + 8y ‘ Avem cos & = ﬂ _Cum VA = |/h® + o2, rezultd: cos a= e
VA i 21/ k% + a?

1 vol — i!ia sght h
§ umul 3+'-3-+...+ﬂ‘_:(sl+,gz_|_m+s),£ 2
3 LT Cum AB || DE rezultd ci o« = X|(DE, VD) = ¥(AB, VD) si analog o= <C(AB,

Dect, polu ] ) ‘ VE) si « = <(AB, VB).
Tma izel §u 9. Unghiul B dintre AB si VC. Avem AB ||CF, deci unghiul B se determind din

0 " L ’ 1 triunghiul isoscel VCOF:
Fio ﬁp}mj}\f'en.zapde desen. 1_?1,8 VABCD o piramid patrulaterd cu baza ABCD

» ¥ 81~ puncte situate pe muchiile AB, VB s respectiv VD astfel

incit AM ey ‘ VB S VD 2 ’ )

: = AL Vi >‘2_ gi vp >T' Sé se determine forma sectiunii Aem g B (i B
piramidei VABCD cu planul determinat de punctele M. N si ) 8. Unghiul y dintre VA si VB. Din triunghiul VAB avem y = 180° — 2a =12
ele 1
g » V 51 P (fig. 14.7). 4. Unghiul 3 dintre VA si VC. Acest unghi se determini din triunghiul isoscel VAC.

v v I/ v AC este latura triunghiului echilateral inscris in cercul de razi a, deci AC =a /3 si
P =) P A
0 N 0 ND ND W
A M ol d
6 AT & ‘ ZE: Vﬁ' 2
R R

(90°—a).

obfinem:
AC
Siﬂ —_— == —i- == ?_Vi.._
2 VA 21/ a? & h?
6. Unghiul e dintre VA i VD. Din triunghiul isoscel VAD, congruent cu triunghiul

VCF, avem:

e = 180° — 2P = 2(90° — B).

6. Unghiul diedru = dinire planul bazei gi planul unei fefe (VAF) este unghiul din Q

al triunghiului ¥0Q, deci

[ ; tng‘L hﬂ___zhl/a’
Fig. 14.7 0Q al/8 3a
2

12 |
' 73




piramide triunghiulare regulate VABC se duce un

7. Unghiul diedry o dintre pl ;
nire planele fejelor VAB §i V.BC. Perpendicularele coborite diy 10. Prin mijlocul indl{imii unei
g4 se afle aria sectiunii formate, gtiind ci aria unei

AsgiCpe VBcadi i : :
P T n acelasi punct H; AH = CH, deci, in triunghiul ACH, avem: plan paralel cu una din fetele laterale.
e V3 ' fete laterale este de 72 cm®
al/ 3
5 = ——; AH* VB = AB* VM (dublul ariei tri G 11. Baza unei piramide esfe un triunghi echilateral cu latura de 8 cm. Una dintre
i i _ fefele laterale este, de asemenea, un triunghi echilateral, al cérui plan este perpendicular
pe planul bazei. S4 se determine aria laterald a acestei piramide.

efe. A A
VB 21/ h? 4 ot 12. O piramidi are ca bazi trapezul dreptunghic ABCD (AD | BC, A = B =90
8. Unghiul died di ; ) D = a, BC = 2a $i AB = 2a). fnaltimea piramidei VO cade in punctul 0, mijlocul
[[(¥CD), dfci pla::elguf;;ei;: ”;c?;an-deyfﬁzm VCD gt VAF. Avem CD || AF, deci AR ﬁagmentului AB. $t§ind ci VO }= a, sﬁ? se cafculeze: i A :
ce trece prin V. §1 VAF ge intersecteazd dupi o paraleld la CD i AR, a) ariile triunghiuriler VAB, VAD, VBC;

b) volumul piramidei.

doci AH — AB VM _ al/ih* + 34

virtul ¥ , astfel fnett muchia

Avem VR | €D,.7Q | AF, deci o= BFQ. tg & B
. vagdl o = HVQ 1§ BP0 9K 18. O piramid are ca bazd un paralelogram ABCD §i
i mijlocul muchiei VB, B fiind

VD si tie perpendiculard pe planul bazei. Se noteazd cu M
virfgl opus lui D in paralelogramul 4BCD. 84 se arate cl:
a) planele MAC si MBD sint perpendiculare pe planul bazei si MB = MD;

PROBLEME 14
b) unghiurile fefelor MAD si MBC cu planul bazei sint congruente.

regulati are latura bazei egald cu g, iar secfiunea diago-

14. O piramidd patrulaterd
4 se determine aria laterald a piramidei.

nald este echivalentd cu baza. S
baza un paralelogram. Ce poligon se obiine sectionind aceast

1. 84 se determine aria laterald aunei pirami i
: i 1 piramide tr i r s alwiie
este de & cm, iar apotema piramidei este (1133 8 cm e
de 18 m?lzga:?;ﬁ;ﬁ?;; })a:iif:? patrulatere regulate este de 14,76 m® iar cea fotald 15. O piramidd are
3 2 aze & x : o - . .
P T e “;’ '5'.1“‘“;““('3 piramidei. piramidi cu un plan paralel cu o fafd laterald a sa?
; e ¢ : ;
un unghi de 45°, iar latura bazei este :g;f;u:f}::mg; :sggéi:fng’zmea?i ICU Ple;nul bazei 16. S4 se arate ci oricum am alege trei muchii ale unei piramide, cel putin doui sint
midei. gk e aria laterald a pira- situate in acelagi plan.
4, fntr-o piramid¥ patrulaterd r i i ja bazei
Ml atrulaterd regulati apofema bazei este de 2 : 17. fntr-o piramidi patrulaterd regulatd ¥ABCD, cu muchia bazei egald cu 8 cm, se
piramidei este de 37 cm. 84 se caleuleze: muchia laterali a pir = .,i S apo'tem'a duce, prin mijlocul muchiei VA, un plan paralel cu planul triunghiului ¥ BD. $tiind cd
ei lateraly, VR S prader Balsimed SLAeg muchiile piramidei sint congrue;nte cu diagonala bazei, si se calculeze:
B. Intr-o piramidd tri A i i a) aria laterald si volumul iramidei; -
in¥!fimea pi:aﬂgdaer;ul?it;n;]‘gg?i(:iﬂzﬁ?} A mlih e latura bazei J = 5/ 3msi b) aria secfiunii ilaterminatapin piramida.
el totald. : L8 ARG BenkL apotend pueidal (T 18. Fie o piramida patrulaterd regulatd cu baza un pitrat ABCD de laturd 1 em
6. Intr-o piramidi he i ; tiind ¢ unghiurile diedre a doui fete opuse sint con uente cu unghiurile diedre pe ca ]
=12 m §i mulchia Iateralixff(:a:g :;ff,msd;ﬁses ecadli;lzaﬁ,zaa:gﬁ?: icvircun‘lsc.:ist blﬂzei R = ' Sce:stea leu fgrme;zﬁ cu baza, sd se tdatgrmine: i A A
{imea piramidei. £l rald, aria totald gi inal- | a) muchiide laterale;
7. in piramida VABCD, baza AB g b) iniltimea piramidei;
VAB, VBC, VDC si VAD sint triunghiufiljabﬁ;:tz:’:upm;:t . Ita e Grariainseriia s bel
s x ; 3G e. se determine (in f i ’ .
;;i ;“un“g‘l:‘: t‘rriigﬂnometm::ce alle unghiului dintre fefele VAD si VA B(- inchiy de. oy : 19. O piramidd ;u baza ABCD drell))tunghi, are AB = 2a, BC = a i indl{imea
: gonometrice ale unghiului dintre fetele VAB si VD = D — 2a. Pe muchia SB se ia mijlocul ei, P.
¢) unghiul dintre VA4 si planul (4BC). ' e a) S4 se arate ci triunghiul APC este isoscel si 54 se calculeze aria sa.
B 8. Se gonside:."a pix‘a}mida triunghiulard ABCD cu muchiile AB = BC = CD = DA ! bj 54 ge galouleto asid laterald a piramidol.
= ¢. Fie M i N mijloacele muchiilor AC gi BD. 84 se arate ci MN es_te pelgaendi:

culari pe AC si
8 pS G5k S5 muchie laterald 5.
. Se di un tetraedru regulat de muchie a. a) S4 se afle aria laterald i volumul piramidei. !
b) Dacdi notim cu O centrul pitratului gi considerdm un punct M pe muchia SB,

a) Bi se determine infil{imea §i apotema tet i
L e ! raedrului, precum si valoarea cosi i
‘mghll}l;h:; d;nt;etdouif’l fet,de ale tetraedrului. ¢ Rsimsutif i se determine cosinusul unghiului format de OM cu planul pitratului, astfel incit aria
B4 se determine distantele unui punct oarecare d i . triunghiului ACM sil fie minimd. 7 )
(atala Laterals, tn functis do dlstants » & aestuiata plaal bﬂe pe infiltimea fetraedrului la n ; . : \ : :
zei. : g1*, Dacd o piramid triunghiulard regulatd are muchia laterald de mérime ¢ con-
stanti si latura z a bazei variabild (dar baza es

puncct, d[;tl}:::i;;(;li?;?;tlaah;l;?zn;utt la punctul b), sd se arate ¢ suma distantelor oricirui
etraedrului este constanti. : s se giseascd marimea lui z pentru care volumul piramidei este maxim.

20. Fie SABCD o piramidd regulatd cu baza patratul ABCD de laturd 3 V2 si

T4
5

te meret un friunghi echilateral de laturd z),




22, intr-o piramidi de iniltime &, si se spund la ce dis:tanfru”l de virf trebuie dus un
plan paralel cu baza, astiel incit aria totald a piramidei mici obfinute, si fie de dou¥ o
mai micd decit a celei initiale.

28. O piramidd are muchiile laterale congruente gi ele formeazi cu planul bazei un-
ghiuri de 45° Baza este un trapez isoscel cu unghiurile ascutite de cite 60° si bazele de
6 em si 8 cm. Si se calculeze:

a) raza cercului circumscris trapezului isoscel;

b) volumul piramidei.

: 24. O piramidd triunghiulard regulat4 are latura bazei de 6|/ 3m si apotema (pira-
midei) de 5 m. S4 se afle volumul piramidei. '

26. Dreptunghiul ABCD este baza unui paralelipiped dreptunghic 4 BCDEFGH, in
care AB = AFE, AB = %a §i AD = a)/3. Fie P mijlocul laturii 4B si Q mijlocul
laturii AE. S4 se calculeze volumul tetraedrului #HPQ in functie de a.

26. Printr-una din laturile bazei unei piramide triunghiulare regulate cu inil{imea

h = & |/ 3 cm si latura bazei 5 cm, se duce planul perpendicular pe muchia opusd. Si se
calculeze aria sectiunii obtinute.

4 27._ Fefele unei piramide triunghiulare regulate sint triunghiuri isoscele de bazi 4
i unghi la virf 30°. 54 se exprime volumul piramidei, cu ajutorul unor functii trigonome-
trice ale unghiului de 15°.

28. Fie‘OABC o.piramidd triunghiulard cu muchiile 04, OB, OC perpendiculare, dou}
cife doud, §i 04 = 30 cm, OB = 40 cm, OC = 70 cm. 84 se afle distanta de la virful O
la planul 4B¢C. - g

29. Fie SABC un tefraedru regulat si M mijlocul muchiei SC.

a) S se demonsireze cf dreapta SC este perpendiculari pe planul MAB.
b) 54 se afle raportul dintre volumele piramidelor SABM si MABC.
c) Si se arafe cil ariile totale ale acestor piramide sint egale. :

d) Ce pozifie trebuie sd aib¥ punctul M pe SC, penfru ca aria triunghiulgi ABM si
fie minimj.

?0*. Sec’;ionind partea superioard a unui acoperis, se obfine un corp ca in figura 14.9
cu dimensiunile de acolo (bazele sint dreptunghiuri, iar fefele laterale trapeze isoscele),

P.relungind AA’, DD’ i BB’, CC’, pind se tntilnesc, si se giiseasci volumul acoperisului
din care provine aceastd secfiune. B e

b’ Lt

Fig. 14.9 Fig. 14.10

81%, In figura 14,10 este reprezentat un cort, cu baza un dreptunghi, doud fefe triun- |

ghiuri echilaterale si dou#t fefe trapeze isoscele, 94 se determine volumul cortului,
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82. Pe un cub ABCDA’B'C’D’ cu muchia DC = a se asazi o piramid¥ regulati
VABCD, cu toate fetele triunghiuri vrhilat(i;ale (figura 14£.11).

|

I .

: Fig. 14,11
I

’

Al -8
' 4

a) 84 se determine volumul corpului obfinut.

b) S84 se arate ¢l AV | VC.

¢) Daci nu se cunoagte latura o ci numai lungimea segmentului VA'= 3]/ 2 4+ |/ 2
metri, 84 se giseasci lungimea Iaturii a.

88. Se d4 o prismi triunghiulari ABCA’B’C’ de volum 8 m®. Fie M mijlocul muchiei
laterale BB’. 84 se afle volumul piramidei MACC'A".

84. O piramidi regulatf VABCD are latura bazei AB = & cm si apotema piramidei
egald cu 2,5 cm. Fie A’, B/, ¢, D’ mijloacele muchiiler laterale V4, VB, Ve, VD.{in
aceastd ordine) si fie N un punct oarecare in planul bazei. 84 se afle volumul piramidei
NA'BC'D’.

85. infr-o cutie cubicd cu capacul ABCD si muchia AB = 2 dm, punem 0 piramidd
vegulatd V.A’B'C’D’ unde A'B'C’D’ este cealalti bazd a cubului. Dar capacul A BCD nu
se mai inchide. El face un unghi de 45° cu planul bazei.

a) Care este volumul piramidei? :

b) S4 se giseascd sinusul unghiului plan al diedrului format de o fat# laterald a pira-
midei cu baza acesteia.

86. Daci desfisurim suprafata laterald a unei piramide triunghiulare regulate, obti-
nem figura 14.12. Stiind ci latura bazei este BC = 10 dm, s# se afle aria §i volumul
piramidei (VA, VA’ sint in prelungire).

Fig. 14.12

B —=FC

87. Se dd o piramid patrulaterd regulati cu virful ¥ si baza ABCD (VA= VB =
= CV = DV, VA = a) si unghiurile de la virf ale fetelor laterale de 30°. O furnicé por-
negte din virful A si merge pe toate fetele laterale, in linie dreapti, pin revine fn punctul
A. Se noteazi cu B’, ¢/, D' punctele unde furnica traverseazi respectiv muchiile VB, VC

gi VD, Se cere: )
a) s# se desfiigoare pe un plan suprafaa laterald a piramidei si sit se traseze pe ea

drumul furnicii; ‘ : :
b) cind este drumul acesta cel mai scurt si in acest caz si se calculeze lungimea lui;

¢) unghiurile sub care drumul furnicii taie muchiile laterale.
88; Si se arate ci perpendicularele pe fefele unui tetraedru, fn centrele cercurilor
circumscrise acestor fefe, sinf concurente.
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Trunchi de piramidi

Florpul ce rezultd indepértind dintr-o piramidd o piramidd mai mici,
ob{inut# sectionind piramida initiald cu un plan paralel cu baza ei, se numegte
trunchi de piramidd.

i\

!
L

\ \\\ T =
e
Fig. 15.1 /7//; \57’<\ /
[ Ll \ \ \
."f / ,_F \ \\ N
/ ‘/;;‘, SN (. \

i Rl
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)
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Cu notatiile din figura 15.1; N -

a) Poligonul (7?) se numegte baza mare

b) Poligonul din planul de sectiune (') se numeste baza micd

¢) Toate trapezele ce rdmin din fefele laterale, in urma. sectiondrii §i
indep#rtirii piramidei mai mici, se numesc /¢fe lalerale

Este ugor de ariitat cdi cele doud baze sint poligoane asemenea. Lisdm
aceastd demonstratie pe seama cititorului.

Dacéi trunchiul de piramidd provine dintr-o piramidd regulatd, el se
numegte trunchi de piramidd regulatd. Fefele sale laterale sint trapeze isoscele
congruente. Vom numi inltimea unei astfel de fete, apotema trunchiului de
piramidd. Deci, la un trunchi de piramidd regulatd, avem trei feluri de

| apoteme: apoiema ir unchiului, apolema bazei mari gi apotema bazer mict.

Aria laterald a unui trunchi de piramid# regulatd este suma ariilor tuturor
fetelor laterale. Notind cu #» numdrul laturilor unei baze, cu @; apotema
t.r_unchiului, cu ! lungimea laturii bazei mici §i cu L cea a bazei mari, of
fiind aria laterald, se obtine, printr-un procedeu aseminitor cu cel d:a la:
piramidd, ci:

Aria totald a trunchiului de piramidd se obfine adunind la aria sa laterald
guma ariilor celor doud baze. Daci notim cu of; aria totald, cu @y apotema
hazei mari §i cu a,, pe cea a bazei mici:

ok = oty - 2 ‘R
Desfagurarea trunchiului de piramidd se face asemindtor cu cea a unei
prisme (fig. 15.3): 4 B
0, Co
0 G
cf
= B,
A.r B 7
Fig. 15.3 '42 5‘2

Distanta dintre planele bazelor trunchiului de piramidd o numim indltime.
Luaté astfel, ea este numér. In unele probleme o vom considera §i ca un seg-
ment cu capetele respective in planele bazelor gi perpendicular pe aceste baze.

Caleulul indliimii tranchiwlui de piramidd regulatd

Notim cu L si I laturile bazelor, cu ay si a,, apotemele respective ale
bazelor, cu a@; apotema trunchiului, cu m muchia lui laterald, cu By 8i R,
razele cercurilor circumserise bazelor gi cu k inéljimea trunchiului de piramidé.

a) Si se exprime, in functie de ay, an §i a,, indltimea A (fig. 15.4).
b) Si se exprime, in functie de Ry, R, §i m, indltimea & (fig. 15.5).

B —=ad = (ay — am)* h? = m? — (Ry — Ry)?

Fig. 15.4 Fig. 15.5




: Iun general,_un Plan paralel cu baza ABC ... MN a unei piramide detep. %
mind incd o piramidd cu baza A'B'C'... M'N’ si cu acelasi virf P, pe carg
0 VO, : @ . : ) 5 s i i §i
Sint:ggrﬁl;r;l;éfiim:;zadec; pza;tx;d% mare, pentru cd toate fetele detipul PAR grunchiului, I este indljimea trunchiului de piramidd, § aria hazei mari §t §
oS AR R praportul ,kl:azeclle ABC ... MN {il A'B'C'... M'N* aria bazei mici. H si h sint mirimi ajutitoare, gi anume, indl{imile pirami-
r de asemdnare. (raportul a dougi i ' : Hlr; dax
: LS ol lor asa cum se formeazd ele in desen, prin prelungirea muchiilor, iar @
segmente omoloage), prin tranzitivitate, se poate dovedi ci este acelagi, j* vjlumde iramidelor respective (fig p15 ﬁf |
. Dacé, in plan, lraportul ariilor a doudt poligoane gsemenea este egal cu ’ . |
pitratul raportului de aseminare (fapt valabil gi.pentru ariile laterale gj
totale ale celor doud piramide), vom putea afirma urmétoarea: '

Avem deci de aratat ca ,unde (@ este volumul

?i vy
Stim ca {/ 3 % gi, dintr-o proportie derivatd, obtinem:
vy

Ehisr b Ha—hs_

Teoremi. : 5
3 , i Uy

- 3 ; Deci
Demonstrajie. Dacd notdm raportul de aseminare cu n, avem: , .
o (H = W) (2 L W) ol (Y oy 1].

D= ho R

SABC..MN n? si h
— e BT = T
SA'B‘C' e M'N* h’ )

= gf . Rezulta:

&l

unde % este indltimea piramidei initiale si 2’ a celei mici, iar

@ _Swounh 3 |
@'  SaBc..mnNchk S =i’£.(£+@+i)=£.(3+]/§é+s),
sh \s Vs 3

R

ceea ce trebuia demonstrat.

PROBLEME 16

VOLUMUL TRUNCHIULUI DE PIRAMIDA
1. Un trynchi de piramidd triunghiulard regulatd are latura bazei mari de 6 |/ 8 m,

Teoremii.
1  latura bazei mici de 2|/ 3 m §i muchia laterald de 5 m. S se calculeze aria laterald gi
volumul trunchiului.

midd patrulaterd regulati are latura bazei mari L, latura bazei

2, Un trunchi de pira
ramidei din care

mici ! si indlfimea k. Si se calculeze,in functie de L, I si k, indl{imea pi

provine trunchiul.

8. O piramidd are aria bazei de 8 em? si indltimea de 10 cm. Se secfioneazi cu
un plan paralel cu baza dus prin mijlocul indl{imii. Se cere volumul trunchiului

_______ de piramida. £ f‘

4, fntr-un trunchi de piramidd hexagonald
regulati se cunosc (notatiile fiind cele din
figura 15.7): iniliimea A'P = 3 cm, distanfa
B'E’ =8 cm si latura bazei mari DE = 8 cm.

a) 84 se calculeze volumul trunchiului de

piramidé.
: b) S4 se calculeze aria laterald a trunchiului B C
I'ig. 15.6 | de piramida.
81
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6. Se d4 o piramid¥ regulatd VABED, avind baza un pitrat A BCD si lungimea fnil.
jimii egald ou 8 cm. La ce distan{¥ de planul bazei trebuie dus un plan paralel cu plany]
bazei, astfel incit raportul dintre volumul trunchiului de piramidd ob{inut si volumul

piramidei ¥ABCD sk fie egal cu - ?
8

6. Intr-un trunchi de piramidi triunghiulard regulatd se cunosc: latura bazei mani

L = 12 em, latura bazei mici ! = 0,6 dm si volumul (7)) = 63/ 3cm? Si se afle inil-
{imea, apotema, muchia si aria laterald a trunchiului.

7. Intr-un trunchi de piramida triunghiulard regulatd se cunose: latura bazei mari
L = 10 m, raza cercului ecircumscris bazei mici r — !i%_'? m gi aria laterald o) =
= 168 m?. 58 se afle volumul gi muchia laterald a trunchiului de piramidi,

8. Un trunchi de piramid patrulater regulatd are diagonala de 9 m si laturile bazelor
de 7 m gi 5 m. Se cere aria laterald si volumul siu.

9. Un trunchi de piramida are ca baze dou#l romburi cu laturile de 6 cm si 8 cm gi
cu cite un unghi de 120° Inaltimea trunchiului este egalid cu triplul diagonalei mari a

bazei mari §i uneste cenfrele romburilor, S se calculeze indl{imea piramidei din care
provine trunchiul,

10. O piramidd are muchiile laterale congruente si ele formeazi cu planul bazei
unghiuri de 45°. Baza este un trapez isoscel cu unghiurile asculite de cite 60° si bazele de
6 cm i 8 om. Se secfioneazd piramida cu un plan paralel cu baza si care imparte in&lfi-
mea In doud pirfi egale. S& se afle volumul trunchiului de piramida obfinut.

11. O piramida regulatd are inaljimea de 12 cm. La ce distan{#d de virf trebuie si se
facd o secfiune, printr-un plan paralel cu baza, astfel incit aria laterals a piramidei mici,
co se formeazd, s& fie egald cu aria laterald a trunchiului de piramidi regulati.

12. Un trunchi de piramidd regulat are ca baze dou# triunghiuri echilaterale cu latu-
rile a gi respectiv 2a. Apotema trunchiului este egald cu 4a. 84 se calculeze, in funcjie de a,
aria totald gi volumul trunchiului de piramida.

18. Un trunchi de piramid¥ triunghiulard regulatd are lafura bazei mari de ¢ metri,
latura bazei mici de & metri si unghiul format de muchia laterald cu muchia bazei mari,
care pornesc din acelagi virf, egal cu 60°. 84 se calculeze volumul trunchiului de piramidé.

14*. Un trunchi de piramid3 are ariile bazelor egale cu S, si §,. Se face o secfiune
printr-un plan paralel cu bazele, la aceeagi distantd fa{2 de ambele baze Si se calculeze
aria § a acestei secfiuni in funcfie de S, si &§,.

16. Un trunchi de piramid4 are ariile bazelor S si s si indl{imea I. S84 se calculeze,
in functie de S, s i 7, volumul piramidei din care face parte trunchiul.

POLIEDRE CONVEXE IN GENERAL

Am studiat pind acum citeva poliedre particulare: prisma, piramida gi
trunchiul de piramidd. Trunchiul de piramidd a fost obtinut prin intersectia
unei piramide cu un plan i ,indepirtarea® unei par}i din piramida inifiald.
De asemenea, In toate problemele de sectiune cu un plan a poliedrelor parti-
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culare obtinute pind acum, acest plan a determinat, de o parte‘n}i dfs alta a
ga, doudl corpuri care nu sint neapéirat ambele prisme, sau piramide, sau
trunchiuri de piramidg (fig. 16.1).

Fig. 16.1

Corpurile obtinute, printr-o astfel de sectionare, pot Ti gi“ele sectionater
mai departe gi apoi separate cele doudl parti etc. Aceste operafii (una sau mai
multe succesiv), aceste ,ciopliri, ca si le numim aga, duc la nigte corpuri pe
care le vom numi poliedre convexe (fig. 16.2).

Fig. 16.2

Ele au un numér finit de fete, care sint poligoane convexe, iar laturile
acestora se numesc muchii. O muchie (fird capete) este con‘lunﬁ pt.antrju doui
gi numai pentru doud fete. Virfurile fefelor sint 'virfurile pohefirulul. -Dmtr-un
virf pornesc tot atitea muchii cite fefe. Din orice vir:f a.1 pohedl.'}ﬂul convex,
la un virf se poate ajunge pe un traseu format numai din muchii.

Acestea sint numai o parte din proprietdfile poliedrelor convexe.
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TRANSFORMARI IN SPATIU

SIMETRIA FATA DE UN PUNCT

In fond, definitia este asemén#toare cu cea dim plan,

Fig. 17.1

Teoremi. / netria wn punct, distanja se pasireazd

Cu alte cuvmte daca avem doud puncte A q1 B i ccrnmderém gime-
tricele lor fatd de O, A’ si respectiv B, putem scrie congruenta segmentelor
AB = A'B’ (fig. 17.1).

Evident, segmentele AA’, BB’ sint coplanare (au O comun). Triunghiurile
AOB gi A'OB' sint congruente (cazul I de congruen{#), de unde rezultd c#
AB em A'B’. Deci simetria fatd de un punct este o izometrie. -

Consecinte. Prin aceastd transformare:
! (segmentului simetric). Fie C un punct interior segmentului AB. Deci,
AC + CB = AB. Fie (' simetricul lui C. Dacéd C' nu ar fi interior lui 4'B’,
atunci A'C' 4+ C'B' > A'B’. Dar cum AC = A'C’' §i CB = C'B’, ar rezulta
ci AB > A'B’ si s-ar contrazice teoréma anterioard. Deci C’ este interior
segmentului A’B’.
pﬁstreazé oongl'uent,a'laturilor.
3) ¢ ' ste fot o d Se iau oricare trei puncte pe 0
dreapta d A B C Slgur unul din ele se afld intre celelalte doud, de

exemplu B intre A giC. Atunci AB + BC = AC si distantele rdmin aceleasi,
procedind prin reducere la absurd s-ar ajunge la A'C’' < AC, fals...

Evident, se

84

E)vident, simetricul virfului este virful simetricului (Apartinind ambelor
drepte-suport.) Lusm (cu notagiile din figura 17.2) B € Az, C € Ay =
- B € A'z’, C' € A'y’, deci AC = A’'C', AB= A’'B’, BC = B'C' =
= AABC = AA B'C' = XA = XA

3) . cul unui pl : 1ot un plan, se demonstreazi ugor, ca 0 urmare
a faptulul cd 0 dreapta se transfor‘ma intr-o dreapta.

P g
A/(‘c b x

Fig. 17.2 g
/

X V/A.r
BI
L

Observalie.

SIMETRIA FATA DE O DREAPTA

Y care le wr Cu a]te cuvmte ducind dln P perpen-
dlculara PO pe a (0 € a) gi prelungmd 0 cu segmentul 0P’ == OP, punctul P’
se numeste simetricul lui P. S§ ardtdm c# simetria fatd de o axa este 0
izometrie (péstreazd distanfa).

B ' o g
A A i
T .
W o AT
<1 L 23! A‘ 'C’
oiom A A5y j
b b b
Fig. 17.3
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Fie in spatiu 4, A’ simetrice fatd de a gi B, B’ simetrice fati de a (Tig,
17.3). Prin Q, mijlocul segmentului BB’, ducem segmentul CC’, ,congruent §i
paralel cu AA’, astfel incit CC’ 4 aibd mijlocul tot in Q. Planul determinat
de CC’, yi BB’ este perpendicular pe a. In acest plan, ACBQ = AC ‘B'Q’. Dar
§1 AC = A'C", ca laturi opuse ale unui dreptunghi. Stiind c& AC || A’C" || 0Q,

TRANSLATIE IN SPATIU

Fie AB un segment in spatiu, cu virfurile in ordinea scrisé (un vector). Sa

explicim ce inseamn# sd translatdm un punct M in spatiu cu vectorul AB

deci AC §i A'C’ sint perpendiculare pe planul (BB'C), deci AC 1 CB,

A’'C' | C'B’. Rezultd congruenta triunghiurilor dreptunghice ACB i
d de o axa pastreaza ::?':52*??-71.— Dﬁci

A'C'B' = AB = A’'B’. Deci, simetria fatd d ,

SIMETRIA FATA DE UN PLAN

USimetri.cul.unui punct (A4) fatd de un plan («) este simetricul punctului
faté de proiectia sa pe plan. Cu alte cuvinte, dacs ducem A0 | o gi prelungim
segmentul 40 cu OA’' = AO (fig. 17.4), obtinem simetricial A’ al lui A.

IA IA
g ! /) Fig. 17.4
Al

. Sd ardtdm ci aceastd simetrie pistreazi §i ea distanta dintre doud puncte.
Fie A" simetricul lui 4 gi B’ simetricul lui B fatd de planul « (fig. 17.5).
0A =04', BC =CB’, A0 L «, BC 1. a. Evident, AA’ | BB’ (perpendicu-
lare pe acelagi plan), deci A4’ gi BB’ sint coplanare.

A A N
) I/
\ 3 ﬁ(
Fig. 17.5

Ducem 4 M || OC | A'N (M € BC, N € CB’). Rezultd 08 XL M, = AN,
My = 90°, AM = A'N (paralele cuprinse intre paralele), BM = N B’
(diferente de segmente congruente). Deci AA MB = AA'NB' s AB = A'B'.
Consecintele 1...5 opereazi deci.
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TRar

(fig. 17.6). Consideram pentru aceasta planul « determinat de AR M

o
B /
N
M
A N

Fig. 17.6 Fig. 17.7

N — 2 .
In acest plan considerdm vectorul MM’ = AB. Spunem cé M’ este obfinut
—3
printr-o translatie in spafiu a punctului M cu vectorul AB. Este oare transla-

o~ .
tia in spatiu si ea 0 izometrie? S& translatdm cu vectorul A B punctele MsiN
in M’ si N’ (fig. 17.7). Constat&m c# patrulaterul MNN'M’ este un parale-
logram (MM’ = NN', MM'|| NN', prin tranzitivitatea congrueniei gi para-

lelismului cu AB). Rezultd, de aici, congruenta segmentelor NM = N'M".

ROTATIE IN JURUL UNEI AXE

Se dau: 0 axi @ §i, intr-un plan perpendicular pe ea, un unghi orientat >0,
cu virful pe axd (fig. 17.8). Ce inseamni a roti punctul M din spatiu, cu
unghiul 260, in jurul axei a?

Mﬁ'

« M \Aﬂ

Fig. 17.8
g. 17.8 a

oz a7

Ducem. MM'_ L &, (M'€ ¢). Consideram translatia de vector M 4
planului «. Planul translatat trece prin M, iar O devine, prin translatie, 0'€ a.
Aplicim lui M o rotatie de unghi 60, in planul translatat, gi M" va fi
yrotitul® lui M in jurul axel ¢ cu unghiul 26 0.
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rotatia in jurul unei axe este o izometrie. Dacd, prin
60, se duce 4 in A, aceasta se serie A'= R4, 0y(4),

S& demonstrém cd
rotatia de axd a gi de unghi
S4 demonstram cd dacd R, ed =4’ 8i R, 0B = B', atunci AB = A'B', '
Proiectim pe planul @, pe 0'B in OC gi pe 0'B’' in OC’ \ A

(vezi notatiile din

1 ¢l
1
/; 5 i
8’ : = e _fed
0'R \ g ¢ ﬁ N . A
: (72 ¥
B \ \ G 9y . b o

Fig. 17.10

A i | i i
Paralelipipedul are un centru de simetrie care este intersecyia diagonalelor
B7a a : (fig. 17.10, a), dar numai cel dreptunghic are plane de simetrie: planele media-
A \a ‘ o toare ale muchiilor (fig. 17.10, b) gi axe de simetrie: dreptele care uneso

mijloacele fetelor opuse (fig. 17.10, c).

Fig. 17.9
PROBLEME 17

figura 17.9). Rezulti: AOCA = AOC'A’ (cazul 1 de congruenté, unghiurile
cu laturile respectiv congruente, fiind diferente dintre unghiuri congruente 1. Care sint planele de simetrie ale unui diedru?
ou acelagi unghi). De aici rezultd congruenfa triunghiurilor dreptunghice BCA 2. Care sint planele de simetrie a dou#l plane distincte? Discutie (dupd cum ele sint

gi B'C'A" (catete congruente), deci AB = A'B' q.e.d. paralele sau secante).
8. Dar carae sint axele de simetrie a acestor plane?

4. Cfte centre, axe si plane' de simetrie are un cub?

CONGRUENTA FIGURILOR IN SPATIU ' b. Cite centre, axe i plane de simetrie are un tetraedru regulat?
8. Care sint prismele regulate, care au centru de simetrie? Dar axe? Dar plane? Cite?

Dacé punctele unei multimi in spatiu (de pildd ale unui corp) se obfin 7. Accleasi tntrebari pentru piramidele regulate.

toate din toate punctele altei multimi, aplicind o izometrie sau 0 GOmp?IlBI‘B 8. Se dau, n spatiu, o dreaptd d si dous puncte P i Q. Se iau iimotricsle P7als
nte gl se spune ca am punctului P faja de fiecare punct al dreptei d, apoi simetricele Q' ale fiecrui punctal
dreptei d fatd de Q. Si se arate cd toate punctele P’ si Q sint situafe in acelasi plan «

paralel cu d.

9%, Un triunghi ABC, cu unghiurile B §i C asculite, se proiecteazd pe un plan e,
care confine latura BC. Fie A’ proiecjia lui A pe «. 83 se demonstreze cii CBAC >
> < BAC.

de mai multe izometrii*, mul{imile se numesc congrue
suprapus 0 mul{ime peste cealalta.

CENTRU, AXA, PLAN DE SIMETRIE ALE UNEI MULTIMI DE PUNCTE

fatd de acelagi centru de simetrie,

Dacd toate punctele unei mulfimi au,
ulfimea are un centru de

simetricele lor tot in aceastd mulfime, se spune cd m

simetrie.
1n mod aseminitor se vorbegte de axa, sau de planul, de simetrie al unel

mul}imi de puncte (de pilda corp).

# Care este in fond tot o izometriel
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SUPRAFETE $I CORPURL ROTUNDE

GENERALITATI. CONSIDERATII INTUITIVE

a. In capitolele de geometrie in spatiu de pind acum, am studiat figurj
geometrice formate din linii drepte sau porfiuni de linii drepte (segments);
suprafete plane sau portiuni de suprafete plane (poligoane) gi corpuri mdps
ginite de astfel de suprafete. ;

Viata de toate zilele §i diverse alte activitdti ne pun ins& mereu in contact
cu linii curbe, cu suprafete curbe, cu corpuri marginite de suprafe{e curbe,
pe care, in mod obignuit, le numim corpuri rotunde.

Nu avem intentia si d&m definifia generald a unei linii curbe sau a unex
suprafefe curbe (aceasta necesitd cunoagterea notiunii de continuitate, care
ge predd abia in clasa a XI-a).

In acest paragraf intenfioném sé descriem citeva fapte intuitive, care sd
contureze mai bine aceste notiuni, Abia in paragrafele urmé#toare, unde vom
defini gi studia citeva suprafete curbe particulare, vom folosi un limbaj
matematic precis.

b. Un punct in migcare descrie o linie curbd (fig. 48.1); nu orice linie
curbd este confinutd intr-un plan.

Un fir-de atd, indiferent cum l-am deforma, ne sugereazd o linie curby
(fig. 18.1).

e

= )

~ ==
Fig. 18.1 Fig. 18.2

Muchia unui corp este, in general, o linie curba (fig. 18.2).

Evident c& noi considerdm linia dreaptd ca un caz particular al liniei
curbe. Pozitiile diferitelor puncte pe o linie curbd datd se pot preciza, dacé
am fixat un punct pe acea curbi ca origine, prin distantele pe curbid de la
ele pind la acel punct, deci printr-un numar real (fig. 18.3).

O curbi ,,n-are niei latime, nici grosime", c¢i numai lungime.

0 A
90 ;

c. O suprafatd curbid este faja (imaginea) unui corp rotund (fig. 18.4),
O tesdturd, deformatd chiar, este o suprafatd curbé (fig, 18.5).

Fig. 18.4 )

Tesitura este format# din fire; o linie curba in migcare descrie (genereaz)
o suprafatd curbi (fig. 18.5 i 18.6).

r“"‘—-.

Fig. 18.5 ' Fig. 18.6

Pozitia unui punct pe o suprafajd curbd se poate preciza numai dind
doud coordonate ale sale (fig. 18.7).

Ordonato

Abscisa

Fig. 18.7

d. Oricum am lua o linie curbd si un fir de atd, putem deforma acest fir,

fird a-l intinde sau rupe, astfel incit el sd ‘coincidd cu linia curbd dati
(fig. 18.8).
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Acest fapt nu este adevirat pentru suprafefe. Nu putem ageza o foaie dg
hirtie peste o minge, fiird a o ,strica®. Aceasta face ca desenarea unui plani-
glob sé fie dificild si s& nu se poatd face dectt obyinind o imagine deformaty
a suprafetei Pdmintului.

e. Suprafefe cilindrice. Am afirmat ci orice linie curba in miscare descrie
o suprafatd curbd. O linie dreapti d, care se migci paralel cu ea inségi, intilnind
in permanen{d o dreaptd datd descrie un plan (fig. 18.9).

Fig. 18.9

$tim cd o linie dreaptd d, care se migcd paralel cu pozifia ei initiald, intil-
nind in permanentd un poligon plan () dat, situat tntr-un plan neparalel
cu d, descrie o suprafafd prismaticd. Si inlocuim acum poligonul () cu o
linie curbé oarecare fixatd. Sintem condugi astfel la urmitoarea:

Definifie. ;2

Fal

Dreptele d se numesc ges ¢le suprafetfei cilindrice, iar (C) se numeste
directoare a suprafefei cilindrice (fig. 18.10).

Fig. 18.10

Dacé @ este perpendiculard pe planul lui (C) suprafata se numegte s
i cilindricd dreaptd, de bazg (C).

Observagie. Pe o suprafad cilindricd datd existd multe curbe plane (intersectia supra-
fefei cilindrice cu diverse plane), Oricare din ele, care intersecteazi toate generatoarele,
poate fi folositd peniru generarea suprafetei cilindrice, ca in definifia de mai sus.

fn acest mod, orice suprafatd cilindricd poate apiirea ca suprafafi cilindrici dreapt,
(dacéi vom considera ca directoare intersecfia ei cu un plan perpendicular pe generatoare),

02

O linie curb& plani poate.fi un arc, o curbd inchis#, sau poate avea auto.
intersectii (fig. 18.11),

\_/OQ@

Fig. 18.11

Suprafefele cilindrice generate au forme corespunzitoare celor din fig. 18.12,

ig. 18.12

O proprietate importants a suprafetei cilindrice generate de un arc simplu
este aceea cd ea se poate ,desfigura® si ageza pe o suprafatd pland. Cel mai
simplu se vede acest lucru reprezentind suprafata ca o suprafatéi cilindrici
dreaptd de bazd (C), ,indreptind“ (C) pind la o dreaptd d si apoi agezind
generatoarele suprafefei perpendicular pe g.

C &
A

e E R
Fig. 18.13

f. Pinze conice. Fie (C) o curbg pland gi P un punct situat in afara planului
ei. Totalitatea semidreptelor cu originea in P gi avind un punot situat pe
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(C) formeaza pinza conicd de virf P gi bazd (C). Semidreptele se numesec
generatoare ale pinzei conice (fig. 18.14).

Observatie. Pe o pinzi conicd!existd mul te curbe plane (intersectiile ei cu diferite plane),
Oricare din elé, care intersecteazli toate generatoarele, poate fi considerala cd genereazd
pinza conicd.

Pinzele conice pot fi generate si de curbe in spatiu.

Si pinzele conice generate de arce de curb#, ,suficient de scurte®, pot fi
desfagurate si agezate pe un plan. Cel mai simplu mod de a face aceasta este
de a alege o distan}d [, de a ageza pe fiecare generatoare un segment de lun-
gime /, obtinind o curbé (in general nepland) (fig. 18.15).

Fig. 18.15

Agezim curba peste un arc de cerc de razid [ (ceea ce este posibil dacé

lungimea curbei nu depigegte 2nl) i generatoarele respective peste razele
corespunzitoare ale cercului.

g. Observajie. Suprafefele cilindrice ne:au apérut drept ,,analoagele curbe®
ale suprafetelor prismatice, iar pinzele conice drept ,analoagele curbe” ale
suprafetelor piramidale.

CILINDRII CIRCULARI

Definitie. a) Fie (C) un cerc situat in planul o.5i a o dreaptd neparaleld cu .
Prin suprafajd cilindricd circulard generatd de (C) st a, injelegem totalitatea
punctelor situate pe toate dreptele paralele cu a, care trec prin puncte ale lui (C).

b)  Prin suprafajd cilindricd circulard dreaptd generaid de cercul (C) din
planul «, injelegem suprafaja cilindricd generatd de (C) gi de o perpendiculard
a pe «. Aceasta este, de fapt, totalitatea puncielor situate pe toate dreptele per-
pendiculare pe a, care trec prin puncte ale lui (C).

Ea poate fi definitd gi drept totalitatea punctelor a cdror proiecfii pe o sint
situate pe (C).

Teorem#. Interseciia dintre o suprafajd cilindricd gi un plan P, paralel cu
planul «, al cercului (C) care o genercazd, este un cerc de razd R, egald cu
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Demonstrajie. Fie O centrul lui (C), b paralela (fig. 18.16) prin O la @ §i 0’
intersectia lui b cu planul «. S& ardtdm cd intersecia lui p cu suprafata
gilindricé este cercul de centru O’ gi de razd R, situat in planul .

Fie P' € @. 11 considersim diferit de 0, deoarece & nu se afld pe suprafata
eilindricd.

Sd ducem planul (P'00’) (unic determinat). Acest plan taie planele « gi

dup& douX drepte paralele. Ducind gi paralela-din P’ la 00', se formeazi
in planul (P‘00’) un paralelogram P'0'OP (P € a) (fig 18.17).

Fig, 18,16

/

i 8"
Fig, 18.17
P — g

Punctul P’ ge afli pe suprafata cilindricd, daci gi numai dacd, P € (C),
deoarece P'P || 00|l e, adicé daci gi numai dac, PO = R. Cum P'O' = PO,
PO = R este echivalent cu P’0’ = R gi teorema este demonstrata.

Definifie. Prin c: ' ingel

J r'i'....-,' BLSLLILCLE Pk ‘f..' Cil. DEANILE ( CHLLEL

PINZE CONICE CIRCULARE

Detinitle. Fie (C) un cerc gi P un punct nesituat in planul « al cercului. Se
numegte pinzd conied circulard de virf P gi bazd (C), totalitatea punctelor situate
pe semidrepiele cu originea in P ce intilnesc cercul (C) (fig. 18.18).

Fig, 18.18 /\
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Detinifie. O pinzd conicd circulard de virf P §i bazd (C) se numegte dreapiy
dacd projectia lui P pe planul gercului (C) este centrul lui (C),

|
Fig, 18,19 ; /:\

Definifie.

(fig. 18.20).

Fig. 18.20

()

Teoremi.

Fig. 18.21

Demonstrajie. Fie P virful conului, (C) cercul de bazi, O centrul sdu, a
planul cercului (C) §i P un plan paralel cu planul «. S& considerdm intersectia
O’ a lui PO ou planul p. Sé alegem M’ € B (M’ # O) (fig. 18.21).

Planul (M'OP) taie planul « dup# o dreaptd OM|O'M'. Fie M € PM'.

Avem, 2 A e (constant).

OlMI Plof
Punctul M’ se afld pe pinza conicd, dac# §i numai dac#, M se aflé pe (C),
deci, dac §i numai dac¥, OM = R este raza lui (C). Conform relatiei de mai

sus, aceasta este adeviratd, dacd gi numai dacé, 0'M’ =‘% , ceea ce inseamnd

ol M’ se afld pe cercul de centru O’ gi de razi ‘% , situat in planul .
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Comentariu. Centrele cercurilor de secjiune sint coliniare cu virful, deci,
inlocuind cercul generator al unei pinze conice circulare drepte cu un cerc
dintr-un plan paralel cu acesta, situat pe pinza conicd, se obtine un alt cerc
generator in raport cu care pinza conicd este tot dreapta.

Definifie.
k)
Sl
Fig. 18.22

Obserua}ie.i 1

SFERA

Definitie.

Fig. 18.23

Teoremsi.

. R<OP<0M OP=0M=R 0P<R
Fig. 18.24 Fig. 18.25 : Fig. 18.26
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Demonstrajie. Fie O centrul sferei, R raza sa §ifie « un plan. Ceea ce cere

enuntul este de a determina locul geometric al punctelor M din «, pentru

care OM = R.

Fie P piciorul perpendicularei din O pe planul .

Daci R < PO, cum OM > OP, oricare ar fi M € «, atunci nu existd
puncte M pentru care OM = R (fig. 18.24).

Dacé R = OP, atunciOM = R, M & «este posibil numai pentru M = P
(fig. 18.25), oblicele fiind mai lungi decit perpendiculara. In acest caz inter-
sectia se reduce la punctul P.

Daci R >OP, atunci OM = R este echivalent cu MP = |/ R® — OP%,
deoarece OP I PM, si deci, intersectia este cercul de ceniru P gi razj
|/ R*— 0P (fig. 18.26).

Teoremd. Inierseclia ¢

4

X X
Fig. 18.27 g J

X

Demonstrajie. Este clar ¢& daci sferele sint concentrice distincte intersectia
lor este vida.

s

Fig. 18.28

Fie 0, O' centrele sferelor §i R, R’ razele lor. Fie M un punct comun al
celor dou# sfere. Avem MO = R gi MO' = R’, 00' = constant (fig. 18.27).

28

Existenta lui M reclamd 00’ < OM +0'M =R + R'. Deci daci
R 4+ R’ <00, intersectia este vidd (fig. 18.28). Acelagi lucru se intimpld

_ daci 00" < |R—R'"|.

Daci 00' = R -~ R’ sau dacd 00'= |R — R’ |, atunci M trebuie sd se
afle pe 00’, intr-un punct bine determinat de OM = R, O'M = R’, deci,
in acest caz, intersectia se reduce la un punct.

In fine, daci | R — R’ | < 00’ < R + R', atunci, in orice plan ce trece
prin dreapta O0’, putem construi un triunghi (neredus la o dreaptd) MOO’
cu MO = R, MO'= R".

S& observim cd triunghiul MO0’ este bine determinat, fiind date virfurile
0, 0’ ca si lungimile laturilor OM gi O’ M. In particular, lungimile OP gi MP,
unde P este piciorul perpendicularei din M pe 00", sint bine determinate (fap-
tul ci P este de aceeasi parte a lui O ca gi O’ sau nu, de asemenea, este bine
determinat), P este deci fix. M este situat in planul p perpendicular pe 00
in P, la distanti fixa de P, deci descrie un cerc de centru P, situat in planul f.

TANGENTA SUPRAFETELOR CURBE

In cazul cind intersectia dintre o sferd gi un plan este formata dintr-un
singur punct, spunem c# planul este angent la sfera (fig. 18.29).

In cazul cind intersectia a doui sfere este formatd dintr-un singur punct,
spunem cd sferele sint langente.

& Qe

Fig. 18.29

Nu totdeauna dou# supraféte tangente au un singur punct comun. Férd a
incerca si definim riguros tangenta suprafefelor, ddm citeva exemple
(fig. 18.30).

L G
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Fig. 18.30

SUPRAFETE DE ROTATIE

]

Observagie. Dacd aplicim unui punct M toate rotatiile in jurul unei drepte a, obli-
nem, dacd M & a, toale punctele cercului ce trece prin M, situat in planul perpendi-
cular pe @ gi care contine pe M, cerc cu tentrul in proieciia lui M pe a (fig. 18.31).

x M C

Definitie. Fie @ o dre:

iurul luy a, generaia ae

puncieior ae pe l‘ toale ri

Fig. 18.32
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Conform observatiei precedente, suprafata de rotatie se poate defini gi ca
totalitatea punctelor situate pe toate cercurile avind centrele pe @, continute
in plane perpendiculare pe @ si care au puncte comune cu (C).

Teoremi.

-1

Fig. 18.33
6 a d

Demonstrajie. Sa consideram suprafata cilindrica dreaptd definitd de un
gerc (C) cu centrul pe a, gituat intr-un plan o« perpendicular pe @ gl care
trece prin intersectia lui a cu d (fig. 18.33). Dreapta d va fi 0 generatoare a ei,
deci va fi continutd in ea. Sectiunile acestel suprafete, prin plane perpendi-
culare pe a, vor fi toate cercurile de raze congruente cu razele lui (C), cu cen-
trele pe a. Deci, cu centrul in oriee punch dat al lui ¢, putem duce, intr-un
plan perpendicular pe @, un Cerc care intilneste d. Aceste cercuri ,umplu”
suprafata de rotatie.

Teoremsd. OUprajaia e rotajie a unet Ser ie @ In JUl ul uner drepie a
ce frece prin originea ei 0, nepei {’r:;-;.fl."f;f;z‘hr.r'zif'- pe d, inzd conicd circulard
Ireaniti

a d

Fig. 18.34

@Ma

Demonstrajie. S& luam un punct M pe d si s& considerdm cercul (C) cu
centrul in proiectia N a lui M pe @, situat in planul « ce trece prin M
perpendicular pe @ (fig. 18.34). Cum @ _L a, N # 0, deci O & o si cum d # a,
avem M # N.

Fie pinza conicd circulara dreaptii generatd de O si (C). Dreapta d este o
generatoare a el, iar sectiunile ei prin toate planele B paralele cu planul e sint
cercurile cu centrele in intersectia lui § cu a gi care trec prin intersectia lui
cu d. Acestea sint toate cercurile ce constituie suprafata de rotatie in discutie.

Observajie. Dacd d | a, atunci suprafafa de rotaie este planul perpendicular in o
pe a.
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Teorﬂmﬁ.. a) ol p ’, -“.." “_‘"J:“.‘( a unuL segmen i7 [; : unei drei

Obsergatie. in cazurile b), c) din teoremi, daci dreapta este perpendiculard pe segment,
se obline un cerc (inclusiv interiorul sdu), respectiv o coroani circulara (cuprinsa intre doud
cercuri concentrice) (fig. 18.35).

Fig. 18.35

Teoremd. S ifala a olalie a UNUL cerd in jurul un (1 digmetru al

Demonstrajie. Fie R raza lui (C). Fie (S) sfera de centru O, egal cu centrul
lui (C) de raza R. Dacd « este planul lui (C}, atunci (C) este intersectia lui «
cu (8).

Fie a o dreapta care trece prin centrul cercului (C) si care este conyinuti
in planul sdu. Sa considerdm un plan arbitrar B _L e, care taie sfera (fig. 18,36).
El taie ¢ dupd un punct M din interiorul lui (C), deci dreapta d = a N B

o e
Fig. 18.36 /P/ J(M \Qy
0

@

taie (C') in doud puncte P i Q. Stim. cd B taie sfera dupd un cerc, care trece
prin P §iQ, avind drept centru proiectia luiO pe B, care este M. Aceste cercuri
»vor umple® suprafata de rotatie.

Definitie.

" Fig. 18.37
calota calota
_ ) M
Din cele de mai susg, rezulti cé o calota d G
sfericd poate fi consideratd un caz particular
de zond sferici. d’
Sd considerdm un plan « gi pe el doud 4 N
drepte d g1 ¢, formind un unghi ascufit
in N (fig. 18.38). Fig. 18.38

Agezém d pe generatoarea unui cilindru circular drept si infésuram apoi
planul pe cilindru, astfel incit N’ sd vind in N gi M s# se afle pe d. (Bineinteles
am presupus cd lungimea cercului de bazi al cilindrului este egald, ca méisuri,
cu segmentul VN'.) Perpendiculara in IV pe d se va infdsura pe cercul de
bazd al cilindrului. Dreapta ¢ se va infigura determinind o curbd numiti
elice. Filetul unui surub este o elice.

Problemd rezolvatd. Un con circular drept de razd R si indliime 2R este
intersectat cu o sferd cu diametrul cit indl{imea conului §i cu centrul la jumi-

tatea indltimii conului, dupd un cerc. Si se afle raza cercului de sectiune,
in functie de R.

V

Fig. 18.39

Rezolpare. Din triunghiul dreptunghic VOB (fig. 18.39) deducem VB* = V0O? 4 OB®,
Deci, VB = R|/5.
Observim c¢i triunghiul PNO este, de asemenea, dreptunghic, fiind inscris intr-un

semicerc, deci VIV este proiectia lui VO pe VB. Deducem cii: 4R® = VB-VN; VN = -
LR? 4R ;

= —— = ——. Din AVO'N ~ AVOB, unde O’ este centrul cercului de sectiu i
VR a A c ul cercului de sectiune si »

raza sa, deducem:

4R
z I/_S. x 4R
B R B . 5

NI




PROBLEME 18

1. Un cilindru se desfisoard pe un plan dupi un dreptunghi, ale cirui diagonale sint
egale cu 2 e §i formeaz¥ intre ele un unghi de 120°, 54 se afle raza si generatoarea cilin-
drului.

2. Un cilindru circular drept, asezat cu baza intr-un plan orizontal, are generatoarea
g= 6]/ 3 mgiraza de 6 m. Se inclini cilindrul, astfel incit centrul unei baze si se proiec-
teze verticalintr-un punct al cercului celeilalte baze. Ce unghi formeazd in acest caz genera-
toarea cu planul orizontal?

8. Un plan ce confine centrele celor doud baze ale unui cilindru circular drept inter-
secteazli cercurile celor dous baze in A si B gi respectiv in 4’ si B’. (4, A’ sint pe aceeasi
generatoare, B, B’ la fel.) Gisifi distanja dintre punctele A §i B’, in funcfie de raza R a
bazei si generatoarea G.

4. Un con circular drept, cu raza bazei 9 cm si indl{imea 20 cm, este intersectat cu un
plan paralel cu baza. La ce distan{i de virf trebuie dus planul, astfel incit raza cercului de
sectiune si fie 6 cm?

5. Un con circular drept are diametrul bazei de 12 cm §i indllimea egald cu 2/3 din
diametru. La ce distan{i de virful conului trebuie Ticut# o secfiune prinir-un plan paralel
cu baza, astfel incit lungimea cercului de secfiune si fie 9w?

6. Un con cu generafoarea de 16 cm se desfﬁg.oara pe un p]an,‘dupé un sfert de cere.
Gi¥siti raza bazei conului.

7. intr-un trunchi de con circular drept cu R = 16 em si r = 8 cm, se inseriu doudl
conuri care an ca baze, bazele trunchiului gi generatoarele unuia in prelungirea generatoa-
relor celuilalt. $tiind ci indl{imea trunchiului este de 12 cm, s se afle indl{imile celor doud
conuri.

8. Fie d o semidreaptd de origine O, si un unghi ascutfit 6, ambele date. Gisiti locul
geometric al punctelor M din spafiu pentru care unghiul dintre OM si d este 0.

9. O dreapti ce trece prin centrul unei sfere cu raza R = 10 cm, intersecteazd un
plan « infr-un punct M, astfel cd OM = 26 cm. $tiind cd distania de la M la proiecfia
lui O pe « este 24 cm, stabiliti pozifia planului « fa{i de sferi.

10. Un plan «intersecteazd o sferd cu raza R = 0,5 m, astfel incit aria cercului de sec-
tiune este de 4 ori mai mici decit aria unui cerc mare al sferei. Gisi{i distanfa de la centrul
sferei la planul de secfiune.

11. Fie dou# sfere de centre O 5i0’ siraze R si R’. In fiecare din situatiile urmitcare
precizafi pozitiile sferelor:

a) R=8cm, R"=% cr, 00" = 3 cm;

b) R = 13,5 cm, R’ = 4,5 em, 00’ = 20 cm;

¢) R=2)3cm, R"=2(2 —|/3) cm, 00’ = 3 cm;

d) R=2(4—1/2) cm, R"=2(3—2}/3), cm, 00’ = 1 cm.
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12. Doua plane paralele intersecteazd sfera de razi R = 5 cm, dupd doud cercuri
cu razele respectiv r = 3 cm §i »* = 4 cm. Afla{i indlfimea zonei sferice determinaté de
cele doud plane.

18. Gasiti locul geometric al picioarelor perpendicularelor duse din punctul fix A pe
planul variabil ce trece prin punctul fix B.

VOLUMELE §I ARIILE CORPURILOR ROTUNDE

VOLUMUL CILINDRULUI

Am vizut cd suprafata prismaticii era descrisd de o dreaptd care se spri-
jinea pe o linie poligonald §i rdminea mereu paraleld cu o dreaptd datd a.

Am obtinut apoi prisma prin sectionarea suprafetei prismatice cu doud
plane paralele.

Intr-un mod analog se obfine si cilindrul, doar cé dreapta, care genereazi
suprafata cilindricd, nu se mai sprijini acum pe 0 linje poligonald, ci pe o linie
curba.

De asemenea, aga cum am aritat la pag. 94, am considerat suprafaja
cilindrici drept ,analogul curb® al suprafetei prismatice.

Vom putea accepta cd: Volumul ecilindrului este ezal cu aria bazet inmul{ild
cu distania dintre cele doud plane ale bazelor, numild su indllimea cilindruluy.

Fig. 19.1

Evident ci analogia de mai sus constituie un argument, dar nu o demon-
stratie riguroasa. :

VOLUMUL CONULUI

Aici vom face analogia intre piramidi gi con. Acolo am unit un punct
exterior unui poligon plan cu toate punctele poligonului.

In cazul conului, punctul exterior-virful conului-se unegte cu toate punc-
tele unei curbe plane. Avind in vedere aceastd analogie, vom accepta cil:
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Fig. 19.2

La fel ca la cilindru, aceastd analogie nu constituie o demonstratie rigu-
roasd, ci doar o justificare intuitiva.

Demonstratiile riguroase pentru calculul acestor volume ge vor da in
clasele urmatoare.

ARIA LATERALA A CILINDRULUI §I A CONULUI

Este mult mai dificil de a defini exact ce infelegem prin aria unei porfiuni
dintr-o suprafatd curbd. fn cazul nostru avem de a face cu doud suprafefe
care se pot ,aseza pe un plan®, fird a modifica lungimile curbelor de pe ele.
Este natural si presupunem ci aceasta ,asezare” nu modificd nici ariile por-
tiunilor din aceste suprafete, portiuni care se ,asazd* pe niste porfiuni din
plan.

ARIA LATERALA A CILIN.DRULUI DREPT

Daci tdiem cilindrul drept dupd o generatoare, obtinem o suprafatd care
ge poate ,ageza“ pe un plan, devenind un dreptunghi, cu baza segmentul
provenit din curba de bazi a cilindrului, iar indlfimea, generatoarea dupd
care a fost tdiat cilindrul. Deci:

. unde se observd ci generatoarea este egald cu {niltimea (fig. 19.3).

B A

Fig. 19.3

w2l o .1 v limdriliiis ce obiin liam o laterald. ariil voln loud
1a lotala a cilingrulit se 00LLIU ) 1 ] I LLt ( eLor LOUL

Cum cele doud baze sint congruente, ariile lor vor fi egale. Deci:
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unde of,, of; si of, sint respectiv aria totald, aria laterald gi aria bazei.

In cazul cilindrului circular drept, avind raza bazei R si generatoarea G,
aria totald este

Obserpagie. Un cilindru oblic se poate transforma tntr-unul drept, efectuind o sectiune
printr-un plan perpendicular pe generatoare (sectiune normald) si translatind una din pirti
in direcfia generatoarei, pin# c¢ind baza ei se suprapune peste cealalld bazd. i

A

P b e

Deci: ari

ARIA LATERALA A CONULUI CIRCULAR DREPT

Am vizut ¢, tiind un con circular drept dupd o generatoare, suprafata
obtinuti se poate ,aseza® pe un plan, devenind un sector de cere, avind ca razi
generatoarea, iar ca arc un arc ce corespunde cercului de bazd al conului

(fig. 19.5).

v v V
A , A'A ,

Fig. 19.5

Cum aria unui sector de cerc este jumitate din produsul lungimii arcului

s¥u si raza cercului, in cazul nostru —;- (27 R)G, rezultd cd:

Aria laterald a conului circular drept este egald cu
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unde of, este aria laterald, R este raza bazei conului, iar G este gene-
ratoarsa sa.

¢: iar in cazul conului circular drept de razi R si generatoare G,
aria totald este egald cu

Aria laterald a tnui con oblic este mult mai dificil de calculat.

ARIA §I VOLUMUL TRUNCHIULUI DE CON
CIRCULAR DREPT

Prin analogie cu trunchiul de piramidd, la fel ca mai sus,” pentru con §i
cilindru, deducem: '
Volumul unui trunchi de con circular drept este

i o .
) = : = L Kr)
(L = LI = ! T~ Li5),

unde % este iniltimea sa, R gi r razele bazelor.
Aria laterald a unui trunchi de con circular drept esie

ct; = n(R + )G,

unde G este generatoarea, iar R §ir razele bazelor sale.

Putem deduce aceste formule gi din formulele corespunzdtoare pentru
con, astfel:

Fiind dat trunchiul de con circular drept (fig. 19.6) figuram pinza conica
din care provine (fig. 19.7) si determinim elementele z si g, din relatiile:

T e Do g
z+ h R g + G
4 I : G
de unde: zR = r(z + k), deci z = > I gi, analog, g = = L =
i —r -

Fig. 19.6

108

Volumul trunchiului de con este diferenta volumelor celor doud conuri;

Q="M g g = B
3 TR R—r
deci:
™ RS ré oh
ey o e g e 2 .
(4] 3L[R—r Rﬁ_r‘] - (R® -+ r? -\ Rr)
(se imparte R? — r® la R — r ca polinoame in Rinr).
Analog,
o, = wR(G +§) — we; G+ ="
deci:
Ol P L Sor :
ki~ nG(R R f') MG £ 1)

ARIA SFEREI

Suprafata unei sfere nu se poate ,ageza“ pe un plan.
Vom incepe prin a studia aria laterald a unul trunchi de con circular drept
inscris in sfera (fig. 19.8).

e=—d=on A
g™V
N M
- D —_N 8

Dac# sectiondm figura cu un plan ce trece prin cele doud centre C gi D ale
bazelor trunchiului de con, plan ce va trece prin centrul O al sferei, intersectia
on sfera va da un cerc cu centrul in 0. Generatoarea trunchiului de con va fi
o eoardi AB in acest cero. Fie M mijlocul acestei coarde. Lungimea MN a

perpendicularei din M pe dreapta OC este egald cu B : I. Dacd P este

piciorul perpendicularei din A pe BD, atunci AOMN este asemenea cu

ANAPB, deci gdg = % gau MN - AB = OM - AP. Deci, aria laterald a
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trunchiului de con circular drept poate fi gerisd of; = m- 2MN - AB =
— n+-20M: AP = 21+ OM - CD. Aceasta permite sumarea unor astfel de

arii, deoarece OM este acelagi. Anume:
4]

S4 consideram o ,zond sfericd”, secfionatd cu un plan ce trece prin cens
trele C, D ale cercurilor ce 0 formeaza (fig. 19.9).

Fig. 19.9

Si facem in acest caz un rationament mai riguros decit in cazul celorlalte
suprafefe curbe pe care le-am considerat pind acum.

S& impir{im arcul AB in n pirti egale prin punctele A=A, Aj oy
A, = B gi si considerfim cele n trunchiuri de con circular drept ce au ca
generatoare Apdn gi drept centre ale fefelor (bazelor) proiectiile Dr, Diyy
ale lui ApAdr.y pe CD.

Suma ariilor laterale ale acestor trunchiuri de con va aproxima aria zonei
sferice.

Fie My mijlocul lui Apdp,,. Stim cd aria laterald a trunchiului de con
respectiv este m + 20Mp * DpDpyy- Dar OM;, este acelasi pentru tofi k, deci
suma acestor arii este 2n0 My, - CD. s

Ficind pe n tot mai mare, Apdpy devine tot mai mic, OMy se apropie
de raza R a sferei. Deci:

Aria unei zone sferice este egald cu 2xR - H unde R este raza sferei din
care face parte, iar H este distanta dintre acele plane care determind zona
sfericd. Aceastd formuld se folosegte gi la calculul ariei unei calote sferice.

Pentru H = 2R obfinem toatd sfera, deci aria sferei de raza R este

egald cu

VOLUMUL SFEREI

Volumul unei sfere de razi R este egal cu o treime din produsul dintre aria
acestei sfere s raze et, adicd:
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Aceastd afirmatie se poate argumenta in acelagimod in care 8-a argumentat
faptul cd aria cercului este egald cu o jumitate din produsul dintre lungimea
gercului gi razd. Vom presupune sfera umplutd cu piramide cu virfurile in
centrul -ei gi bazele patrulatere cu virfurile pe sferd. Vom observa cd indl{imile
Jor aproximeazd raza sferei, iar suma ariilor bazelor lor aproximeazi aria sferei. |
Suma volumelor lor va'aproxima volumul sferei §i va fi o treime din indl-
fimea comund (raza sferei) inmulfitd cu suma ariilor bazelor (aria sferei).
LR

3

@ =—§— . 4nR? =

Fig. 19.10

Problemd rezolvatd. Un trapez are bazele de 30 cm si 45 om, iar |
Jaturile neparalele de 9 cm gi 12 cm. Si se calculeze aria totald gi volumul |
corpului obtinut prin rotirea trapezului in jurul laturii de 12 cm. '

r

A
r
//0}/ | |
//// |
44 !
// IP |
7 |
1
,’0 ' 70 £
i / /
Fig. 19.11 ,\ g s
A 05 .
Y 15 |
45 |
‘.

Rezolvare., Inainte de a incepe rezolvarea propriu-zisi a problemei, atragem atenfia |
asupra modului in care este bine s# facefi desenul corpurilor de rotatie. ‘
Cind vreti sd vedeti ce formé are un corp, provenind din rolirea unei figuri plane in
jurul unei axe, este bine si procedati in modul urmétor: desenati simetrica figurii plane A’
fatd de axi, iar cu extremitéfile tn virfurile simetrice duceti elipse, cu axa mic# cit mai

mici.
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Spre exemplu, in cazul problemei noastre, notdm cu P=ADNBC s CC’ || AD,
ACC'B~APAB= ig.!i il ’I—g —3, AP—27 cm, BP=36cm, Din ACC'B~APDC=

12
PEI1S 5 . A e . b

»-712— =-;= 2, PC = 24 cm. Observiim ci AP? 4 BP®= AB? (27" 36" = 45%).
Deci SCAPB — 90°. Fie A’ si D’ simetricele lui 4 §i D fajd de BC, ele se vor gisi
pe prelungirea lui AP. Descriem cercuri cu diametrele AA’ 5i DD (pe care le desendim
tn spafiu aga cum se vede in figura 19.11). Simetricele punctelor B si C fajd de axa de
rotatie coincid cu ele insele.

Deci, acum observim ci s-a format un con circular drept (cu virful in B i cu baza
cercul de diametru 4A4’) din care lipseste un alt con (cu virfulin C si cu baza cercul de
diametru DD’), asemenea cu el, :

2.
Volumul conului mic este v = -"333—3-?i cmd,
2.
Volumul conului mare este () = %ﬁcma. Deci,
2. 182. 2.
Q—v= “273 g = - LI “93'2 (3%+3 —20-2) = n9% - & - 19 = 6 156m,

@' = 6 156w cm?.
Pentru a calcula aria totald, vom observa aseminarea dintre cele doud conuri, raportul
de aseminare fiind % Notind cu ¢f; aria laterali a conului niic si cu .sr'{; aria laterald

a conului mare, putem scrie:

—ﬂ—f=i,.¢zl=i e 27+ 45 = 540n cm?
Ay 9 9

oA’ = 540m + 12157 + 4057 = 2160xn; o’ = 21607 cm?,

PROBLEME 19

1. Dintr-o bari de ofel, sub form# de prismi patrulateri regulati cu latura bazei
de 12 cm si tnilfimea de 4,5 m, se strunjeste un ax cilindric, cu pierdere minim# de mate-
rial. 84 se afle volumul axului obfinut.

9. 84 se afle volumul unui cilindru circular drept inscris intr-o prism# triunghiulard

regulatd dreaptd care are latura bazei & |/'3 dm si Indl{imea de 10 dm.

8. Un con circular drept are raza bazei de 6 cm gi generatoarea de 10 cm. Gdsifi
volumul conului.

A
4. Un triunghi dreptunghic ABC (4 = 90°) se rotegte, pe rind, fn jurul catetelor gi
apoi al ipotenuzei.

a) Daci AB = 5 dm i AC = 12 dm, gisifi cele trei volume (@), (@) si (7s.

112

b) Daci AB = ¢, AC =b, (), §i (Vs sint volumele obfinute prin rotirea triunghin
lui tn jurul catetelor, iar ¢7) prin rotirea in jurul ipotenuzei, artafi cd:

2 | A 1

e e b
@* @ s

¢) Formulati si demonstrafi o reciproci la punctul b).

B*, Un con circular drept are raza bazei r = 0,8 m. El are trei generatoare doud cite
doudl perpendiculare,

a) Aflafi velumul conului.
b) Rezolvati problema in cazul general, cind raza bazei este r.

6*. Calculafi volumul unui con circumscris unui tetraedru regulat de muchie a = 6cm.

%7. Un dreptunghi cu laturile a §ib (¢ < b) se rotegte in jurullui e i apoi in jurul luid. '

a) In ce caz se obfine aria laterald mai mare?
b) In ce caz se obtine volumul mai mare?

8. Un trapez dreptunghic ABCD (J?? = E‘ — 90°) se roteste in jurul unei paralele cu
BC, distanta de la BC la ax4 fiind de 3 cm (se considerd axa in planul trapezului, dar in
afara lui). Daci AB = 12 cm, AD = 10 cm §i CD = 4 cm, s& se afle aria totald si volu-
mul corpului format.

9. Aria totald a unui cilindru circular drept este de 132= cm?, iar cea laterald 96z cm?
84 se afle volumul cilindrului.

10. Un con se desfdsoard pe un plan dup# un semicerc cu diametrul de 20 cm. S4 se
afle volumul conului,

11%. Un trapez dreptunghic se roteste, odatd in jurul bazei mici, altd datd in jurul
bazei mari. Cunoscind volumele (7), si (7, ale corpurilor astfel obtinufe, precum si latura a
perpendiculard pe baze, si se calculeze, in funcfie de (@)i, (s § a, diferenfa dintre bazele
trapezului.

12%, tntr-un con circular drept cu diametrul bazei egal cu 12 /"2 cm gi indlfimea egald
cu 6 cm, se tnscrie un cub astfel incit o fafd a sa a4 se ghseascd in planul bazei conului, iar
virfurile celeilalte baze s fie situate pe pinza conici.,

a) Si se giseascd volumul cubului,

b) Rezolvaii aceeasi problemd in cazul cind diametrul bazei cercului este 2a [/hi |
in#l{imea conului a. '

18. Un cen circular drept, care are raza bazei ae 8 m si indl{imea de 16 m, se taie
cu un plan paralel cu planul bazei, deferminind astfel un trunchi de con de indl{ime 12 m.

a) 84 se calculeze volumul trunchiului de con format.

b) S4 se determine la ce distan{d de planul bazei trebuie sd se facd o sectiune f
con, printr-un plan paralel cu baza, astfel ca ariile laterale ale celor dcud corpuri formate
s8 fie egale.

A
14. Un triunghi dreptunghic ABC (4 = 90°) se roteste in jurul perpendicularei in B
pe BC. Daci AB = 3 cm i AC = & cm, gisifi volumul corpului format.

15. Un trunchi de con circular drept are aria laterald 220= cm? §i generatoarea 10cm.

Stiind ci raporful razelor trunchiului esie de 4 : 7, 84 se afle aria totald si volumul

trunchiului de con.
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16. Intr-o sferd cu raza R = 5 m, se inscrie un con cu indltimea k=8 m. 54
se afle:

a) aria si volumul sferei;

b) arvia si volumul conului;
¢) ariile calotelor formate.

17. Un con circular drept, in care generatoarele fac unghiuri de 30° cu indl{imea, taie

dintr-o sferd, cu centrul in virful conului, o calotd. Raza sferei filnd R, si se afle aria
calotei.

18+%, O piramid3, cu baza pitrat de laturd a, are toate fefele laterale triunghiuri echila-
tarale. Calculati raza semisferei cu centrul in centrul bazei piramidei i tangentd la fefele
laterale ale piramidei.

19. Daci doud cercuri necoplanare au dou# puncte comune, atunci ele sint situate pe
aceeasi sferd.

20*, Dacii un poliedru are toate virfurile sale pe o sferd, atunci toate fefele sale sint
poligoane inscriptibile.

21*. Piramida ¥ABCD are baza A BCD dreptunghi. Din C ducem CP | VA (P e AV),
iar din D ducem DQ | VB (Q = BV). Demonstrafi ci PQBA este un patrulater inscrip-
tibil,

22. Daci existd o sfera tangenti la toate muchiile unui tetraedru, atunci suma oricéror

dou# muchii opuse ale tetraedrului este aceeasi. (Prin muchii opuse infelegem doud
muchii care n-au nici un virf comun.) :

28+, Fie A, B, C, D patru puncte necoplanare, Fie M si N doud puncte yariabile

astfeltncit M4 | AN, MB | BN, MC | NC, MD | ND, Sise arate ci segmentul MIN
are lungime constanté.

PROBLEME RECAPITULATIVE

1. So dau cinci puncte, din care, nu existd trei coliniare si nicl patru coplanare, Cite
plane, care si contind trei dintre ele, se pot duce?

2, Folosind P,, demonstrati ci existd in spatiu drepte care nu sint nici paralele nici
concurente.

8*. Se dau dreapta d,planul « (d & «), punctele 4 si B, care nu sint situate nici in
plan, nici pe dreaptd. Sd se determine punctele D e d 51 C € «, astfel incit ACBD (cu
yirfurile in aceastd ordine) si fie paralelogram. Disculie.

4*, Fie a, b, ¢, d, patru drepte oarecare in spatiu, Si se construiascd un trapez, avind
cite un virf al unei baze pe a, b §i cite un virf al celeilalte baze pe c, d. S4 se efectueze
constructia:

a) virfurile pe a, b sint date;

b) virfurile pe @, ¢ sint date.

b. Formulati si demonstrati o reciprocd a teoremei lui Desargues.

6*. Fie ABC un triunghi, O un punct in planul séu «, D un punct pe perpendiculara
fn O pe planul «. Si se arate cd AD | BC, dacd $i numai dacé, O se aflj pe indl{imea
din 4 a triunghiului ABC.

7%, Dreptele d, si d;, perpendiculare gi concurente in A, intersecteazi planul e in
doud puncte diferite. Unghiurile dintre aceste doud drepte gi planul & au masurile de 30° si
respectiv 45°. S4 se calculeze misura unghiului dintre planyl « si planul determinat de dy
si d,. (Distanta de la A4 la planul « este egald cu a.)

8*. Fie 4, B, C, D, patru puncte necoplanare. Printr-un punct M de pesegmentul 4B
go duce un plan paralel cu AC §i BD. Acest plan intersecteazi pe BC in Q, pe CDin P
si pe AD in N.

a) Si se arate ci patrulaterul MNPQ este paralelogram.

b) fn cazul AM = z cm, AB = 5 em, AC = 12 em 5i BD = 7 cm, g4 se calculeze,
tn funcfie de x, perimetrul patrulaterului MNPQ.

9. Se dX triunghiul dreptunghic ABC ale cirui catete sint AB =2 V251 AC = /3.
Pe planul triunghiului se ridicd, de aceeasi parte, perpendicularele 44" = 8, BB’ = &,
CC’ = 2. Fie A,, B;, C, mijloacele segmentelor A4’ BB’ si respectiv CC”.

a) S4 se arate cA triunghiul A’B’C’ este dreptunghic.

b) S4 se arate ci triunghiul 4,B,C, este echilateral,

(Prohe de verificarea cunostinfelor pentru inscrierea in ftreapta 1 de liceu, Jud.
Prahova — 1975).

10. Fie M la distanja MA = 3 cm de un plan « §i la distan{a MB = 8 cm de un
alt plan @, paralel cu primul. Fie BC un gegment de dreaptd de lungime egald cu 6 cm,
situat in planul . Dreapta MC intersecteazii planul « fn D, S84 se afle perimetrul triun-
ghiului MAD.
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I)I.SSP. di llml::.uh ABCD/ii’B'C’D’ de muchie a.
a) S se caleuleze distan{ele de la punctele 4, ¢, B’ la diagonala BD"’. - Thi . e z
b) S se arate cd segmentele ale ciiror miisuri le-am calculat la pet. a) sint concurente ume;S‘-ieU;&tzumm hi de con are generatoarea de 26 cm, raza hazei mari de 15 cm si Indtl-

intr-un punet 7.
c) Si se arate ci BT e il a) 84 se determine volumul si aria fotald a trunchiului de con,
TD: '8 b) 84 se calculeze volumul conului din care provine trunchiul de con.
d) 84 se afle unghiul dintre AB* §i AC. . c) 84 se calculeze raza sferei circumscrise conului din care provine trunchiul de eon.
(G.M. nr. 4/1975) (Probe de verificarea cunogtinfelor pentru inscrierea in freapta I de liceu — Bucuregti, 1978.)
12. In virful ¢ al dreptunghiului 4BCD, cu dimensiunile 4B — a V3 5 BC = af 19. Se d& o prism# patrulaterd regulatd dreaptd, ABCDA'B'C’D’. Latura bazei este
se ridied perpendiculara pe planul dreptunghiului, pe care se ia un punct M astfel ineit de:2 dm, jar diagonala AC" & prismei este do & dm,
LMAC = 30°, a) 84 se arate ci triunghiul ACC’ este isoscel.
a) 84 se calculeze volumul prismei care are o bazi dreptunghiul ABCD si in#l. b) 84 se calculeze aria totald a piramidei cu virful In C’ 5i baza ABCD. r
imea CM ¢) Presupunind ci prisma este metalici si cfi prin topire se transformi in alta a cirei
§ ‘ p P § P P
b) Prisma de mai sus se intersecteazd cu un plan ce trece prin punctele BMD. SK se bazi este un dreptunghi cu lungimea de 2 dm si lifimea de |/2 dm, sd se arate ci Inilfi-
calculeze aria acestei seefiuni. i d mea ac2stei prisme este egald cu diagonala prismei iniiale,
¢) In centrul 0, al dreptunghiului A BCD, se ridici perpendiculara pe planul sdu care - (Concurs, faza locald, jud. Prahova, 1972) IU‘
intilnegte pe AM in E. Este triunghiul BEM dreptunghic? 20, Intr-un cerc de razi R se inscrie un triunghi dreptunghic ABC (¥4 = 90°), arcele ,
. {Concurs, faza locald, Ploiesti, 1976, prof. N. Radu) AC 51 AB fiind invers proporfionale cu numerele 1,(3)si 0,(6). Pe perpendiculara ridicati i
18. Un cub gol, din tabld groasi de 5 mm, are muchia in interior de 40 cm. S se *  in A pe planul triunghinlui ABC se ia un segment AV = o . SH se afle:
afle masa corpului stiind ¢4 densitatea tablei este de 7,8 10% kg/m3, .

. AT ; 2] i .
1 14. Pe planul triunghiului dreptunghic ABC (4B = AC, AB = a) se duce perpendi- g)) g:fii:u:;ﬁl?]:igfui}lgﬂ%-{lli' ; |
culara MC = a. ] )
;) Q4 g0 a:ate ci MA = CB ¢) unghiul plan al diedrului format de planele (VBC) si (4BC).
i Al (Probe de verificarea cunostintelor pentru inscrierea in treapta I de liceu, jud. Prahova, 1976.)

b} Ducem prin M o dreapt3 paraleli cu CB. Fie D un punct pe aceastd dreaptd, astfel
21. Fie ABCD un romb de laturd egali cu e si unghiul 4 = 60°. In punctul A4 se

incit proiectia lui.D pe planul triunghiului 4 BC si coincidd cu mijlocul segmentului €8,
S se arate C'c’l triunghiul ABD este isoscel, = ridicd perpendiculara d pe planul (ABC), pe care se ia un segment AM = L seafle: |
16. O prism# oblicd are ca baz& un triunghi echilateral ABC, cu AB = 4 m. Fata 3
a) volumul prismei drepte care are ca bazd rombul ABCD si indl{imea egald cu AM; I

CBB’'C’ este un romb eu un unghi de 60° gi este perpendiculari pe planul bazei, Se cere:
a) Volumul prismei; b) aria lateral¥ a prismei. :
(Concurs, etapa locald, Sibiu 1978)

b) ce puteti spune despre unghiul format de (ABC) si (BMA)?; enuntafi propozitia
pe care afi aplicat-o; |

; . . ¢) unghiul plan al diedrului format de (ABC) si (BMD);
18. Un trunchi de piramidd patrulaterd regulai are inil{imea de 6 cm, latura bazei d; disgtan;apde la punctul M la dreapta .BC');$ ) {
e) volumul piramidei cu virful in B gi baza AMD, i

cere: 22. O prismi dreaptd are ca baz un trapez dreptunghic A BCD, (LA = <D = 907
a) Volumul trunchiului de piramida; si diagoniet]a BD_perpendicularﬁ pe latura B'C (BC = 10 cm). Linia mijlocig a trape?uluj I
b) volumul piramidei din care provine trunchiul; M‘N it_lti neste diagonalele BD si AC in P 5 Q. Cunoscir}d cl PQ = 4 om gi el !néltfmea ‘
o) ariile laterale ale trunchiului de piramid4 si piramidei. . i prismei les-teﬁig 10 em, sd se calculeze: a) aria laterald i volumul prismei; b) lungimea |
(Probe de verificarea cunogtinfelor pentru fnscrierea in treapta 1 de liceu — Jud, SRR - (G.M. nr. 5/1977) "
Olt, 1978.) .M. nr, .
- ; . ) 28*, Se di paralelipipedul dreptunghic - ABCDA’B'C’D’, Si se arafe ci daci perpen- .
17. Sectiunea ax1:'ﬂﬁ a unui con circular drept este un triunghi isoscel al cirui peri« dicularele din B, D si A’ pe diagonala AC’ sint concurente intr-un punct M, aparfinind
metru. este de 18 em, iar lungimea segmentului care uneste mijloacele laturilor congruente acestei diagonale, atunci paralelipipedul este cub,

ale triunghiului este de tizcm. In con se face o sectiune, printr-un plan paralel cu haza, 24, Pe latura OX a unghiului XOY = 60° se ia punctul 4 astfel incit 04 = a, din
situat fafd de virf la = din in#lfimea conului. Se cere: r care se duce perpendiculara pe OX gi care taie pe OY in B, Din B se duce perpendiculara d |
d [ pe planul unghiului dat gi se ia pe ea BM = OA. Fie BE perpendiculara pe AM (E e AM), _ |

AC perpendiculara pe OB (C = OB) si CD perpendiculara pe AM (D = AM).
a) 84 se determine unghiurile triunghiului A BM gi lungimea fnil{imii BE, '|i

P & i % -
mari egald cu - din indl{ime si latura bazei mici egald cu & din latura bazei mari, Se
8

a) 84 se calculeze aria laterali si aria totali a conului inigial; ¢
b) s4 se arate ¢ volumul conului inifial este de 16m cm®;

c) sii se calculeze aria laterald gi volumul trunchiului de con obtinuf:
d) s se calculeze aria gi volumul sferei Inscrisd in c:mSIGi?ut.ioal?mut' b) 54 se atls:raportul -—g}li)— |

(Probe de verificarea cunostintelor pentru f i i -—
Severin.) gy B necrierea in freapta I de liceu - Jud. Caray c) 84 se calculeze perimetrul triunghiului OAM. i
{ (Concurs faza locald, Tirgoviste, N. Bebea) J‘l
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2 2ZBS§ se c:,alcul;:zel zolumul prismei patrulatere regulate ABCDA’B’C’D’ cu latura
az>i = a i unghiul dintre MD si NC’ de 60° (M si N sint mij ii

gl e $ (Mg sint mijloacele muchiilor late.
(Concurs etapa locald, Bucuregti, 1978 — C. Cirbunaru)

26. S.f:# considers un paralelipiped dreptunghic ABCDA’B'C'D’, cu laturile bazei
AB = a gi BC = b. S4 se demonstreze .cii daci indl{imea paralelipipedului este 44’ =

= |/ 2ab, diagonala paralelipiped_ulul’ este egald cu suma a doud laturi aldturate bazei.

27. Se di piramida triunghiu.larﬁ VABC astfel incit: AV = BV
. = — CV, AV =
XAVB = 60°, LAVC = 90°, LBVC = 120°, %
a) S# se calculeze laturile triunghiului ABC.
b) 84 se calculeze aria laterald a piramidei cu virful ¥ si baza ABC.

28. Int.r-un tetraedru regulat SABC de muchie a, se face o sectiune printr-un plan
ce trece prin punctele 4, P, Q (P si Q sint situate pe SC i respectiv SB, astfel incit
SP = 2PC si SQ = 2QB).

a) 84 se afle aria sectiunii.

b) 84 se afle volumul piramidei cu baza PAQ si cu virful in S.

(Prob;a de verificarea cunostinfelor pentru inscrierea in treapta I de licen, Constania,
1976. .

29. Se di trapezul ABCD in care AD | BCsi AB = AD = DC, AB = a §i BC = 2a
Diagonalele AC gi BD se’intersecteazd in O. In O se ridicd perpendiculara pe planul trape-.
zului, pe care se ia un punct § astfel ca SO = s

a) Si se arate cii unghiurile ascufite ale trapezului au fiecare cite 60° i c8 AC este
perpendiculari pe 4B, iar BD este perpendiculard pe DC.

b) 84 se arate cil triunghitll SAB este dreptunghic.

¢) 84 se determine unghiul diedru format de planul (SAD) cu planul trapezului

d) Prin mijlocul segmentului SO se duce un plan paralel cu planul trapezului éare
intilneste segmentele SA4, §B, SC, §D respectiv in 4,, B,, Cy, D;. i

Fi? @) si v volumele piramidelor care au virful S si ca baze poligoanele ABCD si
respectiv A, B,C,D,. S4 se arate cii () = 8v. '

(Concurs, faza locald, Prahova, 1970)

80. Volumul unui trunchi de piramidi regulatd cu baze pitrate este de sapte ori mai
mare decit volumul unui paralelipiped dreptunghic cu lungimea de 7 dm, ld{imea de 40 cm
gi indl{imea de 0,3 m; inil{imea trunchiului de piramidd este de 4 dm, iar latura bazei
mici este de 2,25 ori mai mare decit aceastd in#l{ime. '

Se cere:

a) volumul trunchiului de piramidi;

b) latura bazei mari;

¢) aria laterali a trunchiului;

d) la ce distan{i de planul bazei mari trebuie ficutd o secfiune paraleld cu bazele
astfel incit aria acestei sectiuni si fie egald cu 144 dm?. ,

(Concurs pentru admiterea in clasa a IX-a, 1971)

. 81. Un trapez dreptunghic are baza mare egald cu 16 cm, indl{imea de 30 mm si baza
mic# egald cu 0,75 din baza mare, 34 se afle:
a) perimetrul si aria trapezului; :
b) aria total si volumul corpului obfinut prin rotirea trapezului tn jurul bazei mic,
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82. O dreapti perpendiculard pe ipofenuza BC a unui triunghi dreptunghic ARC
intersecteaz! catetele AB si AC in S, respectivin T,

a) 84 se arate ci CS | BT.

b) Daci AB = 5 cm §i AC = 12 cm, sd se afle volumul corpului obfinut prin rotirea
triunghiului ABC in jurul ipotenuzei BC.

88. intr-un trapez isoscel ABCD, un unghi ascutif este de 45°. Latura oblicd AD este
congruenti cu baza mici CD (4D = 10 cm),

a) 84 se afle lungimea diagonalei BD.

b) Si se afle volumul corpului obtinut prin rotirea trapezului in jurul bazei mari,

84. Un frapez isoscel ABCD are baza mare AB = 10 cm, baza mici CD si laturile
neparalele sint egale, fiecare, cu cite 5 cm., Se cere:

a) s# se afle unghiurile trapezului;

b) sd se demonstreze ci AD | BD;

c) s se afle volumul corpului objinut prin rotirea trapezului fn jurul dreptei ce trece
prin mijloacele bazelor.

85. Se consideri un trapez cu ambele unghiuri de la baza mare asculite.

a) Rotim trapezul in jurul bazei mici.

b) Rotim trapezul in jurul bazei mari.

Cind este mai mare volumul obtinuf, in cazul a) sau in cazul b)? Volumele pot fi egale?
(Goncurs, 1973 — I.C. Ligor)

86+, Dintr-o piesd uzati, in formd de con circular drept, cu raza bazei de 2 dm §i indl-
{imea 2 |/"2 dm, se taie un corp in forma de cub, cu una din fefe agezatd pe baza conului,
de volum maxim. S& se arate cd in felul acesta se foloseste mai pufin de un sferf din

malterial,
(Concurs elevi, 1973)

87. Triunghiul AB'C’ {2 — 90°, AB’ = AC’) se proiecteazd pe un plan care contine
inilfimea lui, AD, dupd friunghiul echilateral ABC. 54 se giseasci valoarea unei functii
trigonometrice a unghiului pe care il fac fiecare dintre dreptele AB’si AC’ cu planul tri-
unghiului ABC.

88. Un triunghi ABC, dreptunghic in A, se proiecteazi pe un plan « care confine
virful B (4, C sint de aceeagi parte a planului).

Proiectia triunghiului A BC este triunghiul A’BC’. $tiind ci A4’ = CC’ si cd distanfa
dintre A4 si C este a, ci unghiurile dreptelor CB §i BA cu « sint respectiv de 30° §i 45°
si se determine, in functie de a, segmentele BA’, BC’ si cc’.

89. Fie OX, OY, OZ trei semidrepte in spatiu, astfel cd mésura unghiului format de
oricare pereche dintre ele este de 60°.

a) 84 se demonstreze cd una dintre aceste semidrepte se proiecteazd pe planul deter-
minat de celelalte doud dupd bisectoarea lor.

b) Fie punctul A pe OZ, situat la distanfa a de O si fie A’ proiecfia lui 4 pe planul
XOY. S4 so calculeze distanfa AA". 5

40. Se considers un con circalar drept cu raza bazei R i in§l{imea VO = 2 R, V fiind
virful conului si O centrul cercului de bazi. S se calculeze raza cercului de intersectie a
conului cu semisfera avind drept cerc mare baza conului.

119




e

S

R = 25 cm, G = 30 cm. Cita tabld a fost necesard pentru confectionarea ei. (Se consumy
la imbiniiri 89, din suprafafa tablei folosite.) Ce capacitate are?

Cite grade are sectorul de cerc care cuprinde porfiunea de coroani circulard din desf§-
surarea suprafefei laterale a trunchiului de con?
(Probe de verificarea cunostintelor pentru tnscrierea in treapta I deliceu — jud. Vaslui,)

42. Un trunchi de con circular drept, ale ciirui generatoare fac cu planul bazei unghiupj
de 45°, este circumscris unei sfere cu raza de 3 cm. S se calculeze razele bazelor si aria
laterald a trunchiului de con.

48. Intr-osteri derazi R = 5 cm se tnscrie un cilindru circular drept de indltime 6 cm,
Se cere:

a) aria calotei sferice aflate deasupra bazei cilindrului;

b) aria laterald i volumul cilindrului.

44, tn triunghiul ABC cunoastem: BC = 4 cm, indl{imea AH = I/ 8 cm si unghiul
B = 30°. O paraleld la latura BC intersecteazd pe AB §i AC respectiv in punctele D si B,
iar DE infersecteazi pe AH in [.

a) S se calculeze lungimile segmentelor AB,AC si BH.

b) Dacd IH = 1/33 cm, 84 se calculeze lungimile segmentelor BD, DE si EC.

c) S4 se calculeze aria totald a corpului obfinut prin rotirea trapezului BDEC, in
jurul lui BC. .

45*. Se dau doud cercuri de'raze a si b situate pe o sferd de razd R, tangente exterior,
Se cere distanta dintre centrele lor.

46*, Fiind dat un con circular drept cu indl{imea h si raza bazei r, si se defermine
pozifia unui punct P, care este sifuat la aceeasi distantd de virful conului si punctele de pe
cercul bazei.

47, Un pitrat de laturd 4 cm se proiecteazd pe un plan care face cu planul patratului
un unghi de 60°.

a) 84 se afle aria proiectiei.

b) 94 se demonstreze ci, in general, proiecfia pAtratului este un paralelogram, Cind
este un dreptunghi? Cind este un romb?

41#%, O gileatd in formi de trunchi de con, din tabli, are dimensiunile r = 10 cm,

INDICATIl SI RASPUNSURI

PROBLEME 1 (pagina 9)

1. a) Toate patru nu pot fi coliniare. Dacd ar fi coliniare, ar fisituate fntr-un acelasi
plan; b) Vom uni, pe rind, pe 4 cu B, cu C si cu D. Pe B il vom uni numai cu C si
cu D, cici cu A l-am unit. Apoi vom unipe C cu D. Deci obfinem 3 +2 41 =26 (drepte).

9, O singurd dreaptd. (Daci 4, B, C sint coliniare §i B, C, D sint coliniare, rezulti
¢i A, B, C, D sint coliniare.)

8. 84 notim cele trei puncte coliniare cu A, B, C. a) Toate planele confin pe D si cel
putin doud din punctele 4, B, C. Deci, existd un singur plan; b) O infinitate de plane.
(Toate planele care trec prin dreapta AB.)

4. Se foloseste propozitia P,.

5. a) Un singur plan, in situatia cind M,, M,, My, M,, M,, M, sint coliniare. Spre
exemplu, planul deferminat de M, cu M, §i My, contine si toate celelalte puncte; b); Cel

_mai mare numir de plane se obtine cind oricare trei dinfre cele sase puncte din plan sint

necoliniare. (15 plane); ¢) Nu.

8. a) Sapte drepte, in cazul in care toate cele sase. puncte din planul dat sint coliniare;
b) In cazul in care oricare trei puncte, dintre cele sase din planul dat, nu sint coliniare, se
obtin dreptele M,M,, M,M,,..., M;M, (sase drepte) si incd 15 drepte determinate in
planul dat. Deci, in total, 21 de drepte.

7. Pe dreapta AB avem: PA — PB = AB. In triunghiul AQB avem:
AB > | QA4 — QB | (fig. R:1). :

A

8
20l
Fig. R.1 / Q/;%

8. Dact Aed si B =g, dreapta AB este situatd in planul determinat de d si g.
9: in general nu. Priviti figura R. 2.

9
7

Fig. R. 2 T

10. Planul determinat de dreptele d si g.
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11. Planul determinat de A si d, mai pufin semidreptele ce trec prin A ‘s.i sint paralelg
cu d. (Punctul A aparfine locului geometric.)

PROBLEME 2 (pagina 16)

1. Dou# drepte paralele cu a treia sint paralele intre ele, (Tranzitivitatea relatiei de
paralelism.)

2. DE = 8 cm.

8. Nu. Puteti da un exemplu.

4. Presupunem ci « nu ar fi paralel cu B, deci a N f = c. Atunci e ||esib || e, deci
a || b, ceea ce contrazice ipoteza, deci o || B.

b. Sase drepte. _

6. Fie a o dreaptd din planul «, despre care presupunem cd nu ar fi paraleld cu @
(an B = {M}). Ar rezulta ci Mea 5i Mep, deci ci « si 8 nu ar fi paralele, deci a ||f.

7. Dacy orice dreapti confinutd in planul « este paraleld cu planul B, atunci
|| @. Reciproca este adevératd.

8. Nu. Se considerd « si p dou#i plane si N B = a. Fie d o dreaptd (2 || a) §i d L a,
dgp, elld plldsallp.

9. Nu. Fie « si p cele doud plane paralele si dc p. Prinfr-un punct 4 = o trece o

singurd paraleld (g) conjinutd in « si paraleld la d. Ducem prin A4, tot in «, o dreapid &,
diferitd de g. Dreptele 4 gi h nu sint paralele.

10. a) MN este paraleld cu planul «; b) MN infeapi planul a.

11. Fie ABC un triunghi si «un plan (« | ABsia || AC) = a || (4BC); BCC (ABC)=
= a| BC.

12. AB || g.

PROBLEME 3 (pagina 20)
1. Nu. Priviti figura R. 3.

a
b
(47
2. Punctul C si dreapta a determind un plan «, iar punctul C si dreapta b determinl

un alt plan B. Planele « si 8, avind un punct comun (C), conform lui P;, mai au fincd
unul, deci se intersecteazi dupii o dreapld d. Aceasta este dreapta ciutatd (fig. R.4).

Fig. R.3

4. Si presupunem cid « || BD (fig. R.5). Deoarece
BD || o, planul (ABD) va tdia pe o dupd o dreaptd para-
Jeli cu BD. Deci MQ ||BD. In mod asemdndtor se M a
demonstreazd ¢i NP || BD. Rezulti ci MQ || NP si deci
ci MNPQ este un trapez. A Y]
6. Segmentul AB apar{ine planului determinat de
dreptele a si b. Problema s-a redus la o problemd de N P
geometrie in plan.(Locul geometric al mijlocului unui
segment ce se sprijind pe doud drepte paralele.) I

6. Dacd vy [a.

7. Fie A un punct oarecare al dreptei d. Punctul 4 si
dreapta g determind un plan B. Prin A ducem in planul 8

paralela la g, pe care o notdm cu g’. Dreptele g’ si d
determind un plan paralel cu g.Cu aceasta am demonstrat
existenta. Unicitatea se demonstreazi prin metoda redu-
cerii la absurd.

8. ,Daci un plan o taie doud plane B si y dupi doud
drepte paralele, atunci 8 si v sint paralele® este o afir-
mafie falsi. Planele 3 si y se pot intilni dupi o dreaptd
paraleld cu ...

9. (ABD) || (MNP).

10. Din triunghiurile ABC si ABD (fig. R.6) rezultd
ci EF || AB si HG | AB = EF || HG, iar din triunghiu-
rile AGD si BCD :EH ||CD si FG | CD = EH || FG.
Deci EFGH este paralelogram.

Fig. R.6

11. a) MN |[AC si MN :% . AC, PQ || AC v

si PQ = —;— . AC. Rezultd deci ci MNPQ este paralelogram. fn mod analog, folosind

teorema liniei mijlocii in triunghi, se aratd si despre c:lelalte patrulatere de la pct.
b) si c) cd sint paralelograme. d) Paralelogramele MNPQ si MRPS au diagonala MP
comuni. Deci RS trece prin mijlocul lui MP. Analog, MRPS si NRQS au diagonala RS
comund, deci NQ trece prin mijlocul lui RS. Cum MP, NQ si RS au mijloacele in
acelagi punct, rezultd ci sint concurente.

12. MN este linie mijlecie in triunghiul ABC: MN = ii;

= MN = PQ.
AC

PQ este linie mijlocie in triunghiul DAC : PQ = .

i Fig. R.4 Analog se demonstreazd ci: MQ || NP si MQ = MP.

13. Nu neapirat. Pot fi ambele paralele cu doud drepte paralele. Ele se pot infersecta
| dupi o dreaptd paraleld cu dreptele. Dach addugim conditia ca dreptele inifiale si nu fie I
[ xC . paralele, afirmatia devine adevdratd.
[ 8. Presupunem ci dreapfa d are un puncl cemun cu planul e, atunci ea este toatd

I confinutd in planul «, pentru ci este paraleld cu g, 5i g este paraleld cu . Dacd nu are 14. Din enuny, rezultd ca d ||a si d [|b. Locul gometric este planul dsterminat de

un punct comun cu e este, evident, paraleld cu a.
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d si e, deci planul care contine pe ¢ si este paralel cu a si cu b.
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PROBLEME 4 (pagina 23)

1. AB = 7,5 cm, BC = 4,5 cm.

2. Oricire dintre plane contine paraiela prin 4 la d.

8. Fie {B} € « s5i M mijlocul lui 4B. Locul geometric este planul ce confine pe M gi
cste paralel cu o. 1 ‘ s
4. Solufia este similard cu cea a problemei precedcnte.

5. a) O dreaptd paraleld cu d si g; b) Un plan paralel cu d si g.

6. a) Linia mijlocie a trapezului APQB; b) Un paralelogram si interiorul sdu...

7. Daci dy, dy, ds, d, sint cele patru drepte si 4, B, C, D, respectiv 47, B’, €', DS

sint punctele in care ele intersecteazi doud plane oarecare « §i B, iar BC este paralel §i
congruent cu AD, atunci planele (BCB’) si (ADA’) sint paralele. Presupunem cd B'C
nu este paraleld cu A’D’, atunci B'C’ N A'D'={M} = (M}  (BCB') 5i {M} = (ADA’) =
= [{M} = (BCC') N {ADA’), ceea ce contrazice concluzia de mai sus.

8. Doud drepte concurente determind un plan. Acest plan este intersectat de doud
plane, dupd coud drepte paralele. Deci, patrulaterul inscriptibil ABCD are doud laturj
paralele. El este deci drep tunghi sau trapez isoscel.

9. Nu, vezi problema precedentd.

10. a) Se formeazi triunghiuri ale ciror unghiuri au laturile respectiv paralele.

b) si ¢) Se va folosi raportul de aseminare al triunghiurilor.
aC_ g AvC”

11. Daci A’, A” € »; B’, B" & B, iar C’ si C” satisfac relatiile —— = 3,
C'B’ C*"B"

=3
alinci leeul geometric este planul {‘CC’(-"'), paralel cu a.
12. Daci R este punctul in care d intersecteazi planul 8, atunci:
AM BN CP DQ A‘R° B'R €'R DR .

ST NG Py QA © RE - RG' RD' " R4

PROBLEME b (pagina 28)

1. Daci dreptele a, b, ¢, sint toale trei coplanare, perpendicularele OA, OB i OC se
giisese in planul perpendicular pe planul determinat de a, b, ¢ i care confine pe 0. Dacd
a, b, ¢ sint necoplanare i planul (OAB) ar fi diferit de (0BC), ar rezulla cd prin punctul
O s-ar duce doud plane perpendiculare pe b, ceea ce este imposibil. Deci dreptele 04, OB
si OC sint coplanare numai dacd dreptele a, b, ¢ sint toate trei coplanare,

2. ‘Punctul O este mijlocul lui AB. 8. Rispunsul este afirmativ.

4.0B | g.

5. AB | (ACN).

6. Planul perpendicular in O (mijlocul lui AB), pe AB.

7. Daci A, B si C sint cele trei puncte necoliniare, locul geometric ciutat este dreapta
de intersectie a planelor mediatoare ale segmentelor AB 5i BC (prin care trece i planul
mediator al segmentului CA).

8. Punctul de intersectie al dreptei determinate la problema precedentd cu planul
mediator al segmentului €D, (Am considerat cele patru puncte necoplanare A, B, C, D))

9. Din triunghiurile dreptunghice 4'AC si B'BC rezultd cd AC = 7 em, BC = 7 cm,
deci AB = BC = CA.

10. Din triunghiul dreptunghic B'BC rezultd ci BC =a, deci AB= AC= BC.

11. Cateta AC, rdminind perpendiculard pe A B, este continutd in planul perpendicular
in A pe AB. Locul geometric este un cerc de centru 4 si razd AC, situat in planul men-
fionat mai sus.
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2. I’vin A’ ducem paralela la AR, care intersecteazi pe BB’ in B”. In mod analog,
prin A’ se duce paralelala AC, care taie pe CC’ in punctul C* etc. Din triunghiul A’B*B’:
A’B’ = 5, in mod analog se gdsssc: Act = 1, A'D’ =10, B'C' = 2 /5, B'D' = V57
gi C'D’ = /&1, i

18. a) AA’ | OA = 0A = 12 m; b) Un cerc cu cenirul in punciul 0, situat pe per-
pendiculara in O pe planul cercului dat si avind raza de 6 m. (Locul geometric este confinut
ntr-un plan paralel cu planul cercului dat.)

14. AB = 12 em, BC = 3 cm,

15. 0 dreaptii perpendiculari pe planul cercului in punctul O, centrul séu.

16. O dreaptd perpendiculard pe planul pitratului dusd in punctul O de interseciie
a diagonalelor lui,

17. Fie « planul perpendicular pe b dus prin a §i care infersecteazd pe b in A. Se duce
prin punctul A dreapta ¢, paralsld cu a. Avem b | ¢ = b | a. Deci, cele doud drepte date
(@ gi b) trebuie si fie perpendiculare.

18. Fie M un punct pe dy. Prin M ducem planul «, care este perpendicular pe dg, apoi
fn M ridicim o perpendiculard a pe «. Rezultd ¢ a || dy 5icd a | d;, ceea cs fnseamnd
¢4 d, trebuie 84 se giseascd, in tntregime, in planul «, care este planul ciutat.

19. Daci d, gi d, sint perpendiculare, ducem perpendiculara comund d a lui d, si dq
si planul (d;, d5) este cel cdutatl.

90. Intersectia Iui « cu planul perpendicular pe d care trece prin 4.

PROBLEME 6 (pagina 32)

1. Ducem iniiljimea AD a teiunghiului ABC. Avem: BC+AD = AB-AC = AD =
— 94 cm. Stiind cd MA | (ABC)= MA | AD gi MD | BC. Din triunghiul drept-
unghic MAD rezultd ci MD = 26 cm.

2, Daci D este mijlpcul segmentului AB,-OD = & cm, iar MD = 5 cm, A

8. Paralela prin E la BC taie pe ABin M sipe CDin M’, iar paralela prin E la AB
taie pe AD in N si pe BC in N, EM = 3‘-‘5(‘111 = 1cm; EN.= 9 -—lgcm = 3 cm;

FM =|/5+1 =1/26 (cm); FN = /5 + 8 = |/ 34 (em?), FM’ = [/5% 1 2° = |/29 (cm),
FN' = |/5* + 6 = |/61 (om).

4. Fie ABCDEF hexagonul dat. Vom obserya i distantele lui M la EF, ED si res-
pectiv BC gi DC sint egale. Deci, vom calcula numai distantele Ini M la BC si DC. Fie P

piciorul perpendicularei din M pe BC; AP =

al/3
2

= ,L/—sa—;‘"—ﬁ—a _ Se observd ¢ AC | CD, si~deci, MC = /b + 3a® (evident distanta
lui M la AB si AF este b).

5. Hexagonul are 9 diagonale, Nu vom mai calcula distantele lui M la cele trei diagonale
care pornesc din 4. De asemenea, vom observa ci distantele lui M la BE gi BD sint respectiv
egale cu cele la FC §i FD. Vom calcula distantele dy, d, dg, dg, ale lui Mla BF, BE, BD

2 2 2 ] - 0a8 - Lb?
/&b + a o I/ 3a 2+ B g P d = V/9a% + 4b*

gi EC, giisim.: dy= 3 5

6. Din triunghiul dreptunghic ADM, AM = b® a’—; . Din triunghiul, de aseme-

nea, dreptunghic MDC, MC = Vb* + f-;f . Deci MA = MC.

125

Rt
; MP:VburBT‘i =




7. Fie O centrul corcului si « planul siu si tangenta NP. Avem: MO | ag
ON | NP = MN | NP.

8. a) Notim AA’ = z; = — va fi solujie a ecuafiei:

2a2+a2+(u—m)5=aﬁ--|~ == —;

2

b) z va fi solutie a ecuatieiza? + (@ —z)f=a® f- ? =2 = NG
2

9, Un cerc continut in planul & cu diametrul AP, P fiind piciorul perpendicularei din
B pe o.

10. a) Dac B este piciorul perpendicularei din 4 pe d, picioarele perpendicularelor
din A pe planul mobil sint confinute in planul perpendicular pe din B;b) Locul geometrip

B e ¢
este un cerc de razi -42— si cu centrul in O, mijlocul lui AB; ¢) Un segment AA’ pentru
care d este mediatoare.

11. BC | AD si BC | OD = BC este perpendiculard pe planul determinat de AD
si 0D, deci pe orice dreaptd din acest plan. in particular, BC | AO, deci O se afld pe
indltimea din A.

12. MA’ | BC, MH | (ABC) = HA’ | BC. Cum ‘H apartine indl{imii din 4
rezultd ch AA’ | BC. Analog pentru BB/, CC’.

18. AB | o, BD | d=AD | d (¥ ADH =90"), AB |« BG | g=AG ] g
(LAGH = 90°). '

PROBLEME 7 (pagina 39)

1. BD = 9 em. 2. &|/2 cm,
8. Fie M si N picioarele perpendicularelor g
din D si B pe AC (fig. R. 7). DB =
— /DM + MB* = |/DM* + MN* + NB* =
/387 (cm).
5 M N
4, BC =|/3 cm. 5. BD = a|/3. A . A
6. MN = & m. 7. Un plan-paralel cu cele V
doud drepte, situat la egald depdrtare de acestea.
8. Doud plane perpendiculare pe planul celor g

dou# drepte, si care confin bisectoarele unghiu-
rilor formate de aceste drepte.

Fig. R.7

9. Un plan care confine dreapta de intersectie a planelor date si care se numeste »plan
bisector®.

10. Dou# plane bisectoare se taie dupd o dreaptd. Se va arfita ci aceastdf dreaptd este
continuti si in cel de-al treilea plan bisector.

11. Fie OM perpendiculara dusi pe planul ABC. Planul COM este perpendicular pé

ABC. Daci ON | AB, conform unei reciproce a teoremei celor trei perpendiculare,
MN | AB.
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19, So noteazd cu e lungimea catetelor triunghinlui dreptunghic dat. Se calculeazi
distanja BC, dupd tndoire, gi s2 giseste BC = a. Cum AB = AC, AB = a, rezultd ci,
dupi indoire, triunghiul ABC este echilateral.

13. AP’ = PP’.

14. intr-un punct A e dc «, ducem a | d. Planul (a, d) este cel ciutat. Unicitatea:
Presupunem existenfa a doud plane care intersectate cu al treilea contrazic unicitatea
perpendicularei pe o dreaptd in acest plan,

15. Se foloseste definifia planelor perpendiculare.

16. Rationament asemindfor cu cel de la construcfia perpendicularei dintr-un punct
pe un plan.

PROBLEME 8 (pagina 43)

1. Proiectantele AA’, BB’, CC’ sint paralele si deci determind, pe orice secantd,
gegmente proporiionale.

2, Se aplici rezultatul problemei precedente.

3. Draptele o’ si b’ sau sint paralele, sau coincid. Sint paralele, cind planul lor este
neparalel cu planul pe care se face proiectia si coincid, cind planele sint perpendiculare-

4. Mecdianele lui A BC se proiecteazd pe medianele lui A’B’C’.
9 9 2N
5. A’B= A'C, A'B = ﬂ/;_:AA’_—_ f‘g_z ; tg A’BA = 1.
6. AB= AC = A'C’, AB = al/%, AA’C’C este un dreptunghi = e = a.

-~
%. S demonstreazi ci AB=z=AC. Dacd AB = BC, cos ABC = b, 5i

25
~~  9)/2

AC = 3)/2 cm. Dact AC = BC, cos ABC = —— §i AR = 41/2 cm.

PROBLEME 9 (pagina 52)
1. a) 51/2 cm;b) 5)/3 cm; ¢) 5 cm.

2. Se aplici una din reciprocele teoremei celor trei perpendiculare.

P i ry
€ _.b) cos ACA'=ﬁ2: =Z—6—
21/3 /6 3

4, Se formeazi doud triunghiuri dreptunghice care au catetele respectiv congruente,

8.a) A'D =

b. a) D’A | AB (conform uneia dintre reciprocele teoremei celor trei perpendicu-
!

lare), C'D’ | AB; b) AB =5, AD'= 3‘13 , DIC* =3, BC'= 3—1/2'7—

6. tg u="

o |

7. Se va observa ci triunghiul B'AC este dreptunghic isoscel AB’ —AC = 3)/3,
A' VE‘ ’
cos BAC' = —5—, L BAC’ = 45°.
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8. 9 cm.

s — A~ ==
9.a) BD =q,DC= a[gB - b)A‘D2=ﬂ§3—; c) cosABA':v—l/gﬁ——i_a'.

N —
s ACA’ = 'L’ Vi+y/3.
10. 60°.

% 3M 4|/'3_) cm®;

11 %

2
12. a) £5°; b) S’=S-——I/f-z-- :

21/3
18, u = 60°; = = Eg-i-’é-—.

14. 00’ = 14 cm.

PROBLEME 10 (pagina 62)
1. () = 80 cm?.
2, (7) = 1601/3 cm?.
8. a) @) = 48 m; b) o = 6(2,4 + 1/2) m?; c) 45°
4. o) = 42 m?, (@ = 12 m’.
b. a) Se aplicd teorema eclor trci perpendiculare; b) (@) = 320 cm?.
6. 1) = 96)/3 cm?.
a a? |/§

7. Triunghi echilateral cu latura ! = ? § e
Va2
12 =

9. Se obtine un hexagon din care lipsesc doud triunghiuri echilaterale,

e 3
8. oy = a?)/3, @ =12

10. Trapez.
11. Dreapta de intersecjie a planelor (ABA) si (ACA’) se intersecteazd cu 00’ intr-un

" punct G.

12. Se aplici teorema celor trei perpendiculare si se {ine seama cé intersectiile a doud
plane perpendiculare pe un al treilea este o dreaptd perpendiculard pe acesta.

18. Toate trec printr-un punct e[.;al depirtat de cele'patru yirfuri.

14. Muchia comund a celor dou# unghiuri drepte este perpendiculard pe planul celor-
lalte dou# muchii respective si se aplicd teorema celor trei perpendiculare.

15. Notdm: OA = a, OB = b, OC = ¢, Rezultd & Sgac = » SoaB = "5~ , SoBc =
be s ; o S ; sodber o )
e Fie CD o indlfime a triunghiului ABC. Atunci, 0D = Va1 He

2 2,2 2,2 _| 252 2, 2 Bb‘;'- bE a
oD — ¢ 4 a®b® =[/ac + b%?® 4 a% si SABCII/GC +q -+ bi¢ )
a® + b? IV a® + b 2
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16. Din B ducem RBE, inilfimea triunghiului BCD (E = CD). Se demonstreazd ci
CD | (ABE) si apoi ci (BCD) | (ABE), rezultind astfel cd in#l{imea din A a tetra-
edrului cade pe BE.

Fie H piciorul indl{imii din 4. Dacd, in plus, AC | BD, atunci H € CF (CF fiind
indl{imea fetei BCD). Deci BC | (DHA) si BC | AD.

Laturile opuse ale tetraedrului fiind respectiv perpendiculare, picicarele indl{imilor
tetraedrului sint ortocentrele fefelor.

PROBLEME 11 (pagina 61)

1. o = 24 cm?,

2. a) G si § impart in acelasi raport medianele triunghiurilor AB'C si MNPE;
b) Daci D si E sint mijloacele lui BC si NP, DE = 9 cm, fiind linie mijlocie in trape-
zul BCPN. Se duce MF || AD. Dacd MFNSG = {L},LG=DF = AM, AM = 6 om,
PE'—=3 em, 10 -teiunghiul. MEE; ST EF, 25 = M5 _ 2 5o 9 o, S6.=8 om

FE ME 3

a+b+e

3

8. Mijloacele muchiilor mentionate sint confinute in sectiunea realizati de un plan
ce trece prin mijloacele segmentelor AA4’, A’B’, A’D. Oricare din laturi se calculeazi ca
linie mijlocie intr-un triunghi cu baza o diagonald a unei fefe.

4. Triunghi, patrulater, pentagon.

5. Idem cu 4, plus hexagon.

~ 6. a), b) se formeazd un paralelogram.

7. Se exprimi fiecare sumi in functie de distanta dintre punctele de interseciie ale

diagonalelor bazelor si «.

¢) 8G =

PROBLEME 12 (pagina 63)
1. a) 13 em; b) L
13

2. a) 192 cm?; b) BD’ = 2}/57 cm, AC’ = 10 cm.

2
8. a Vi :
4. (384 + 60]/3) cm2.
6. a) BB'CC’; b) BD | AC'.
6. Se calculeazd AQ ca proiectie a catetei AD din triunghiul drep tunghic ADC’.
7. Daci A’Q | AD’, din triunghiul dreptunghic B’A’Q = B'Q = 15 cm.
8. 104 cm?2. ;
9. Un triunghi cu dimensiunile de 25 e¢m, 5|/3% cm si 15|/5 cm.
10. 7 cm, 3 cm.

11. d; = th + 4a? sin? %-, dy = Vh’ + 4a® cosﬂ% :

18. & cm, 6 cm, 10 cm.

14. Se construiegte cubul cu un virf in 4 si muchii AB, AC, AA’. Se observid ci
A'D este diagonala fefei paraleld cu (ABC). AD = a)/8. Din triunghiurile dreptunghice
ADB §i ADC = BD =al|/2 i DC =a)/2.
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PROBLEME 13 (pagina 67)

1. (@ = 145 /3 cm®.

2. @) = 2:0)/3 m,

8, oy — oA; = 24p; Ap =12|/3 m? @ = 300)/2 m?

4, (@ =9 /2 m?,
6. () =atalf2=0a /2,
6. @) ot

2

7. () =16+12+3,2 — 9—2’*% = 608 (cm®), ofy = 556 cm?,
8. (@) = 360 cm?,

9. EB este diametrul cercului circumscris bazei. EB = 10 cm, BB’ = 24 cm,
(@ = 900 /3 em?, of; = 720 cm?®,

10. FF" = 6 cm, oy = 108 (2 + |/ 3) em®, (@) = 324 /3 cm®.
13, ) e conlder riomutinl dranbunghit AR, At e SED

3 cm, (¢f) = 96 cm¥;
4)/3 . &1/3 2
b Bellrs s g s T

12. Volumul de apd care se scurge din vas este egal cu volumul unéi prisme ce are
ca bazi un triunghi dreptunghic cu catetele de 4 cm si 8 em si ca indl{ime, latura pitratu-
lui, (@, = 128 em? (0 apd rimasi = 768 — 128 = 640 (cm®); h = 640: 64 = 10 (cm),

18. Latura bazei este egald cu 2a sin 15°,

¥ \/ . ha?sin? 15° \/3 — 4sin?15°
= qa® — e 2% a Femm———
(V3 3

€”  14. Priviti in figura R.8: < BAD =

= BAA’= 9DAA’, ABAD — 60°. M = AB,
A'M | AB, Ne AD, A'N | AD, A’'M = A'N,

e a8 il
am=2Y3 -2
Ducem A’O | (ABD), (0 = (ABD)),0M | AB;

0M=O-—;1,OA’—OM5=AM’, OA'—%—

&

. &
= AM3, S 041 =", 04 = % A0 =

N 2__(_1_‘“ e a,l/E_;'_ - a’|/-2_
_Vu, 3,AO— 3 0 = 3 .

.

15. Aria corpului a rdmas aceeagi. Volumul corpului s-a micgorat cu -

16. MD = ND, MD = 5m, [ = 10 m, (7) = 1 000 m?®, of; = 600 m®.

17. Fie P mijlocul lui BC. Avem: AN? = AP? 4 NPt= e s =2 dny
() = 8 dm?, :
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18, ofp = 94 m",
19. Se obfin doudi prisme triunghiulare drepte si un paralelipiped drep tunghie,
s ='§;—5 $10 = 125 (m?), (Ps = 400 cm®, (@ = 300 em?®. of; = 25(5 + 21/2) em?,

Ay = 340 cm?, o, = 360 cm?®,

PROBLEME 14 (pagina 7&)
1. 288 cm?;
2, 1,8 m gi & m,
3, V15
T ¢

4. |/ 1945 cm, |/ 793 cm, 3 552 cm®.

5. |/61 m,-?— m, Eiﬂ_ma;

6. 36133 cm?, 36()/ 183 + 6}/ 8) cm?, 5 cm.

~~ 7 ~ 1
7.8) M VA, BM_| VA,sin BMD = 2‘? , cos BMD = — 3 ; b) E < AB,
™~ P 4
AE = EB, F = CD, CF = FD, sin EVF = 2? , COS EV’F=-§;c) 45°,

8. Se aratd ci triunghiurile ANC gi BMD sint isoscele.

— a —_—
9.a) h=a 5 =03 ,cosu_-g,b)d._ 3

; ¢) Suma distan-

| paf

felor este a V

10. Sectiunea format¥ S’ este un triunghi asemenea cu V.BC. Se utilizeaz§ faptul ci
raportul ariilor este egal cu pétratul raportului de aseménare.

11. oty = 16 )/ 3(1 + |/ 5) cm®.

12. a) a’,a’i2/2 , a¥ I/E, b) a®.

18. a) MD — % . VB — MB; b) ducem inl{imea NP(N < BC, P = AD), prin O,

a paralelogramului; SCMNO = M PO,
14. 3q2.

15. Trapez.

16. 3 = 2 + 1 5i doud muchii aparin, fie bazei, fie sint muchii laterale, concurente
fiind, determini un plan,

17. a) 64 /7 cm?, _iﬂigléﬁ_ cm®; b) 8)/3 cm?®,
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43 Vs

18, a) —~— °om; b) 5 om; c) #li = 2 cm?, o; = 3 cm?.
19. a) AP, CP sint mediane in triunghiuri dreptunghice cu aceeasi ipotenuzd (SB),
/5

5— 3 b) a*(3 +V5+12).

w ~
20. a) 6|/%1, 24; b) cos MOB = 0,8.

21. Se considerd ca bazd a piramidei o fati laterald, Se {ine seama intii ci din toate
piramidele cu aceeagi bazi gi cu muchia laterald constants, cea cu volum maxim este cea
in care muchia laterals este infl{ime; apoi, c# din toate triunghiurile isoscele cu laturile con-
gruente de lungime constanti, cel de arie maximi este triunghiul dreptunghic. Se giiseste

z=alf2,

2
24, NPT -1—, (unde x este distanta de la virf la plan), = = A .
4 oA W 2 Wz
| 28, a) 21/39 ) 1431/13 .
I 24, 36)/3 m?.
I 31/
i 26. =%.3€FPQ'HE,((O=aI2/3]'

26, Se exprimd volumul piramidei in doud moduri: o datd cu baza triunghiul echila-

it teral si o datd ca sumi de douid piramide cu baza S. [S = 7—?? cm’).
81/3 — 4sin® 15°
g gt 8 sin 15°

! 28. Se calculeazd volumul in dou# moduri: () s SO0,

sau J;— /12 cos? 15°— 1.

em? = 14 000 cm?® si

42000 , _ 840

=—c

‘ slaBc 37
| 29. b) 1; d) pozitia datd in enunf.

“ 80. Fie M, N intersectiile dreptelor AA’ si DD’, respectiv BB’ si CC’. Ducind prin
! M si N plane perpendiculare pe (ABC) si paralele cu AD, acoperisul se descompune in
doud piramide (cu bazele dreptunghiuri congruente si avind ca inilfime distanta dreptei

MN la planul (ABC) si o prism& cu baza un triunghi isoscel si indltimea NM .
[ Pentru determinarea dimensiunilor necunoscute se foloseste aseminarea. Se ghseste

) (0=%gz,wc-h. Se obine: h =

in#l{imea acoperigului al/423 si lifimea bazelor piramidelors—: . Volumul - ciutat este
3a® |/ 23
16 .
1 81, 271/2 mé,
Iy 4
t‘ ; ; 82. a) a? (1 + !/62 ]; b) Se aratd ci V4?2 4 VC? = AC"; ¢) Se aplicd teorema lui
|

Pitagora in triunghiul ¥A’0’ (0’ centrul pAtratului A’B’C’D’) si se giiseste a = 3 m.,
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88. & mo,
3
84. 1 cm?,
85. a) 4 dm®; b) sin u = 3)/0,1.
86. 100 |/’ 3 dm?, 2—-—503|/ 2 dme,

87. a) figura R.9; b) e}/ 73; c) 30°, 60° 90°.

4

A

—
o r
ra
o

//\ ¥ // 0

4 0 %
5

Fig. R.9

88. Punct interior egal dep#irtat de virfuri.

-PROBLEME 15 (pagina 81)

- = \8
1. ap=\/25 = (W—aaﬂ—?’—] =)/ —12=)13; h=)25 - (R—r)?,
unde R si r sint razele cercurilor circumscrise bazelor (R = 6 m, r= 2m, b = 3 m),
oy =12)/39m?, @ = 39)/ 8 m®.

el
L—1
B.E(:m“.

4. a) (7) = 168)/3 em?; b) of; = 86)/21 cm?®,
5. Notdm cu (7); volumul piramidei inldturate §i cu (7) volumul piramidei mari,

. 1 M k. & K & H—=h ‘i H
E dBnt —_ — ; — = — e el W 'H_h.:-——'
wdenh sli= D) @ H) g B a! 2

H—h=4cm; k=4 cm,

o
. o L _ = o
6. 63)/8 =7 .(36)/3 + 91/3 + 181/ 3), h = 3 cm. Se calculeaz apoi si celelalte

dimensiuni: a, = 2§/3 cm, muchia = /21 cm, of; = 54 /3 cm®

7. I = & m, Apotema trunchiului de piramidi este de 8 m. Se formeazd triunghiul
dreptunghic care are ca ipotenuzi apotema trunchiului si catetele: in&lfimea trunchiului
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gi (R —r): 2. Obfinem: h=|/81m, §=25)/Tm? s=4}3Tm =:.51|/Ts‘3',,-l
muchia laterald = /73 m, /

8. Daci se noteazi trunchiul cu A BCDA’B’C’'D’,se considers trapezul isoscel ACc’4r “
In care se cunosc bazele i diagonala. In#l{imea trapezului este tnil{ime gi pentru tl“llnchiu‘i" g
de piramidi. of; = 24)/10 m?, ) = 109 m?, A

= H = oip
=—, H=9|]3 .
H 4 @l

10. Muchiile laterale ale piramidei fiind congruente, piciorul inl{imii este centrul cep.
cului circumscris trapezului, Unghiurile ascufite ale trapezului fiind de ctte 60°, diagonalels
lui sint cit latura triunghiului echilateral tnscris in cerc. Muchiile laterale formind cu planul
bazei unghiuri de ctte 45° rezultd c¥ tndl{imea piramidei este cit raza cercului circumseris

trapezului. Se ghseste cd indl{imea piramidei este de 3 V339 cm, iar volumul trunchiuluj

49)/13

3
15— cm®

de piramidi

11. Se foloseste relatia ; ': =% (p, a fiind perimetrul si apotema piramidei mioi

si P, A ale celei mari). Dacll notdm cu z distanfa de la virf la secfiunea in piramidy;
xt 1 -

—— =—, De unde, z = 6}/ 2 cm.

144 2 = I/ 5

2 :
12. 9 = (4a)® — (2;5] , b fiind inflfimea trunchiului de piramids, of, —
_72451/8 . . V181,
AR B =g
18. Apotema trunchiului este 4 =£-_'—M—I/i m. Se calculeazi apoi in#l{imea
trunchiului, din triunghiul dreptunghic care are ipotenuza A si catete: inilfimea A §i
A’ —a’, unde A’ si o' sint apotemele bazelor. Se giseste h — —‘a;’;)—l/im sl

— (@@= VT
R 8

14. Daci notdm cu H indl{imea piramidei din care face parte trunchiul si cu h

2
H—hY 2 |
in¥l{imea trunchiului, putem scrie:[ }: ) ek gi 21 =2 iy prima

Sa H :
A -
; H WS, —V5,) =0 . VS,
relajie se scoate b = —=—2_Y_"1' Avem: = LELTTV O, 4
/5. " 2/, yiar relatia a doua
s o - —
devine: (_lié;;_-_f-rl/s_.) = s S - W8 VO
21/ 8, 2 4
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— ’ :
9.yi5=32V§cm’,s'lbzlsl/acmﬂ;h=24|/§'cm,(ﬂ"“h) oy =9

. De unde:

156, Dac se noteazi cu  Indlfimea piramidel mici, avem: —= = Vs
A S
=-—:_—I’é—;_- sau x = %. Inal{imea H a piramidei este: H = -—~_I—l-/-€——_—_.
VS —Vs VS —Vs VS ~Vs
jar volumul: @ = —gﬂ:
WS —V's)
PROBLEME 17 (pagina 89)

1. Planul bisector si orice plan perpendicular pe muchia comuni,

2. Planele bisectoare ale celor patru diedre formate (stnt doud plane perpendiculare)
si orice plan perpendicular pe intersectia lor, in cazul cind planele inifiale nu sint paralele,
iar, In cazul cind planele stnt paralele, un plan paralel cu ele, situat tntre ele, la distante
egale de acestea si orice plan perpendicular pe ele,

8. Dac# planele sint secante, axa de simetrie este muchia lor comun# sau orice dreaptit
dintr-un plan bisector, perpendiculard pe muchia lor comund; dacd planele sintparalele,
axa de simetrie este orice dreaptd perpendiculard pe ele sau continut4 in planul echidistant.

4, Are un centry de simetrie, 8 4 6 = 9 axe de simetrie 8i 8 + 6 = 9 plane de simetrie,

5. Nu are nici un centru de simotrie, sase plane de simetrie, trei axe de simetrie.

8. Cele cu numar par ds laturi la poligonul de bazd. Plane de simetrie sint n la cele
cu un numir impar (r) de laturi la poligonul de bazd i 2n la cele cu un numér par (n)
de laturi ale poligonului de bazi. Axe de simetrie au numai prismele cu numér par de
laturi ale bazei.

7. Piramidele regulate cu numér » par de laturi ale poligonului de baz au 2n plane
de simetrie, Cele cu n impar, au n plane de simetrie. Ambele au o singurd axi de simetrie,

8. Locul geometric al lui P este o dreaptd p ||d. Locul geometric al lui Q' este o
dreaptd ¢ || d. Rezultd & p || g, deci coplanare. Ateniiel Nu orice punct al acestui plan
aparfine acestor locuri geometrice,

9. Rotim triunghiul ABC tn jurul lui BC pin# cind punctul 4 ajunge in planul de
proiectie, Punctul A’ va fi interior triunghiului ABC, A4’ N BC = M. Exprimim unghiu-
rile 4 5i A’ ca sume de doud unghiuri (din care cele din A’ sint exterioare triunghiului),

~|s

PROBLEME 18 (pagina 104)
1, Cu notatiile din figura R.10, AADM este echilateral, deci generatoarca AD = a

§i AB = a}/T = 2xR, de unde R = “—‘,_;/;1 Problema admite §i o a doua solufie;

¢ = al/:-l-siR=

L
o2r

0=

Fig. .10 s 2

-————

-

2. 60°,
8. B'A = )/ur g8
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40

“at foTy . ratllE 3
4 P 6. f1='l/a”=—ﬁﬂ = Vq ) = (lig R.14)
6. 6 cm. : 63 1/F . .
6. Din figura R.11 se ajunge la: 8 = 9zp Caz particular (@) == —5 em? — 8r]/ 6 cm®
i " 4
deci = 4 cm. .
7. 8 cm si 4 cm. p N
8. O pinzd conicd in care generatoarea face ¢y |
d un unghi 0, | ad
9. Planul este tangent la sferd. Distanta de la |
centru la plan este egald cu raza, (10 cm). 3 | N\
10, d = 0,25)/F m. " Fig. B N
11. a) Una interioard celeilalte; b) exterioare; Lt a
¢) secante; d) imposibil: sfera a doua are raza : N V3 V‘:?
negativi, i
12, Doud# solufii: 7 cmi sau 1 em. 4
18. O sferd de diametru AB.
5 7. a) 2rab = 2nab, arii laterale.vgale (fig. R.15);
4
PROBLEME 19 (pagina 112) e
1. r = 6 cm, () = 16 200m cm?. b !
2. R =4 dm, (@ = 40x dm?®. g B S e | LY
8. @) = 96n cm® ;
4, Figura R.12 @, = 1007 cm?, - L
(V= 240m cm?, (U = 1200 ome %
Fig. R.12 » e St T : ,
‘ b) ma% se compard cu mb, evident, dacd b > a= b¥%r > ahrw
b) He foloseste teorema lui Pitagera. 8. Cu notatiile din figura R.16 yi calealind cu teorema lui Pitagora inaljimea trapezului,
1 A 2 1 By 1\ At 1 ! se giseste BC = 6 cm,
- by () -+ H
3a? 3 3 )0
8777
< q? = ¢ 4 b2, &) ,»
{ 1‘ [amn)
F. . H..l.‘n - ——
f A 6, Hste in fond un con circumseris unl triedry N e e T Xk
,’1\0, tridreptunghic (fig. R.13). Rezolvim intfi punctul ’l;_g,)/l
| . b) si particulariziim la a), dupd aceea. { e
o bY: ¢ Dacd notdim cu A virful conului, cu 4B, AC,
| : - ; { _
\ B l ab sale bl generatoare e h inﬁltlmﬂa COHUIUI, ‘g{tot = ‘Uttun a tr. de con = Ay apals u oilindrului — 2"""113&@&1 oilindrului =
| davem:
| ] = n10(7 + 15) + w7% 4 =15° + 36w — Ir+ 9 = (220 + 49 4 225 + 36 — 18) = 512=n (em?),
i ' o
i Bl gl Pentru volum:
Ll | BC =r|/3, AC = rl—/-zg-, h=|/ACY =7 = Vﬂ.% — = r——-'/i ; @ = (@ trunchiului de con — (@ cilindrului = = (-Jl (b# 198 BN D)l AT bR
‘ 2 : £
:‘ = — 9379 — Bhx = 758m — bam — 04n (cm?)
| -4 B U256 e ] ' X
b | @ = == a) @ = 0,8 L= nm® = 7= n|/2 m". ‘ 9. R=3)/2 em; @ = 18n-8 /2 = 144 }/2 = (cm?) |
. 136 | 137
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‘ 10, G = 10 em, r = 5 cm, b = 5/ 3 em; () = lf%.'—ll/.‘ivrr-m".

11. Din cilindru} circumscris conului hagurat in figura R.17 a) lipsegte o treime, iar
din cel din figura R.17 b)lipsesc doud treimi, deci diferenta de volum (@) — (T)q e8te 0

5 ' ;

| \ e
\ 2} \ a7
\ i : 5 | .
|
y :
’ / Ji
a) b
Fig. R.17
— b)a?
treime din cilindru (ca volum), deci un con + ."_(Er_‘}_b)i = () — =
B—b= = -'1(!’0. — (@) 1
ma*

tru a = 6 cm. Facem o secfiune
prin cub (tig. R.18). Notind cu
SPQ, obfinem:

12, Rezglvim punctul b) §i particularizim apoi pen
axiali in con, determinatd de sectiunea diagonald A cC'A’
latura cubului gi, tinind seama de asemdnarea triunghiurilor SAC cu
.r[/_2' a—a o 2a Ba?

‘ 2-!11/5 a 3 27

3 36
fn caznl a), unde a 6 cm, £ = d[ = 4 {em), (@) = 64 em?.
1

P\____‘,,__—/ a

Fig. R.18

18. a) Raportul de aseminare dintre conul mic si conul mare este —i— (fig. R.19).

™

I ] 3
‘ Yolumul conului mare este (@) = 1;— 1024 cm?, al conului mic @y = ;j; () = . + 16 cm®,

16
102km u_a.-“ — 3867 (cm?).

far cel al trunchiului de con @y = W — @y = k

138

16

A e\

I'ig. R.19

— 1]
5

b) Raportul de aseménare intre conul mic gl cel mare trebuie sa fie, in acest caz, l/
%

Deci 1—’; = ‘%2- h = 8/ 2 cm gi distanta de la bazd va fi 16 — 8/ 2 =8(2 — 1/2) em.

9o mai poate calcula si direct, calculind intii aria later
14. @ipunent = 29,7927 em?; Wogn = 2,592m cm?®; Veorp = 27,21 em® (fig. R.20

ald a conului mare ete.’

).

Fig. R.20

16. a) =10 (R + r) = 220m, duce lai R +r =122, r= %H, deci l;n _ 29

R = 14 cm, r = 8 cm; s = 64w em?, S = 196n cm?, ol = 480w cm?

= ‘1;_' (196 - 64 -+ 14+ 8) em® = 993m om’.

16. Din fig. R.21, rezulti: /8 — 16 = r =4 m; a) olsg = 4+ 25 = 100%w (m®),

T~

Fig. R.21
125 500 Lot =
(UBI= by » —i:;- = -—BE (m“); b) B{con = st VBO 4+ w6 = '161!(1 + I/ 5) (m“)q

168 128
o ___’f(mn).

(Um,=—3- i ¢) oly=2m+ 58 m® = 80n m?, oy =2 n+5°2m" == 20nm?®,
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17, (Fig. R.22) hoy = R = RL3 2 B (o _1/5) sty = 2mRh = B2 —/ D),

18. (Fig. R.23) Se exprima volumul in doud moduri:

o a3 _ VB o 8V /3 a3
@__3_ o= 6 $lﬂ)—&~—4—— -g-,dpunde. e o
P W/

21/ 8 6

19. Centrul sferei se afli in planul mediator al coardei comune.
20, Virfurile unei fete apartin intersectiei planului acelei fefe cu sfera, care este un cerc.

91, Punctele P, Q, B, A sint pe intersectia sferei cu diametrul cit diagonala drepl
unghiului, cu planul APQ. ’

92, Se foloseste faptul ci tangentele duse dinfr-un punct la un cerc, coplanar cu el,
sint congruente.

28. MN este diametrul sferei circumscrise tetraedrulni A BCD.

PROBLEME RECAPITULATIVE (pagina, 115)

1. 10 plane (se las#, pe rind, cite doudl puncte in afara planului determinat de celelalte
trei).

9. Dac A, B, C, D sint patru puncte necoplanare, D nu aparfie planului (A4 &)
Existd drepte care trec prin D gi nu apartin lui (4BC). Fie d, || 4B, deci d nu este
paraleld cu BC gi nici coplanard cu BC. !

8. Considerim problema rezolvatt. Ne baziim pe faptul ci diagonalele unui parale-
logram se injumitdfesc. Deci, mijlocul M al segmentului AB este gi mijlocul lui CD.
Simetrica lui d fa{% de M va intersecta planul « in C. CM infersecteazd pe d in D. ABCD
este paralelogramul cHutat.

4. a) Considerfm problema rezolvatd. Planul determinat de d §i C confine dreapta
¢D. Planul determinat de e si D contine gi el dreapta €D, Deci CD este intersectia celor
dou# plane.

Problema revine deci la a intersecta planul care confine pe d si este paralel cu AB cu
cel care contine pe ¢ si este paralel cu AD. Intersecfia lor va fi dreapta CD, iar punctele
tn-care ¢ si d le infeapd respectiv sint punctele C si D.

6. Se aplicii teorema celor trei perpendiculare.

7. 60°,

8. a) Stim cif dacd dou¥ plane noparalele (in cazul nostru DAC gi N MQ) intersecteazi
pe al treilea (4BC) dupd dou# drepte paralele, atunci gi intersectfia lor (INV.P) va fi para-
leld cu aceste drepte, Deci NP || MQ. Analog se aratd ci i MN || PQ; b) In triunghiul ABC:

'F—1£=~4-£; i2—:-—-—--'}—» MQ:I-m:-s—_—x—]. fn triunghiul ABD: Mm'ﬂy‘,
MQ MB MQ DR 5 BD AB
—Mjiv =i:— = MN = },: « P=2(MQ+ MN), ? :%(Gn — 12z + 7z), # = 2(12 — =).

9. a) Se calculeazd lungimile segmentelor A’C’, B’C’, C'A’ si se aplicd reciproca teo-
remei lui Pitagora; b) Se calculeazd lungimile segmentelor A4, B,, B,C,, C4,.
10. 9 cm. "
11. a) Toate au lungimile a‘\/}— , si sint tndl{imi tn triunghiuri dreptunghice
3
; a 7’ 2a e
congruente, ce au ipotenuza comund; ¢) BT = —— , TD' == — ; d) 60°.
Vs V3

; . § 2 9
18, 8) MC =22, @ =a/ 3 22 = 2a; b)gfz=2a.i’9::2;@_'{—'i;n)1\fu.

3 3 91/ 3 : 6

I/ 3

" 3 .‘ Ll
fn triunghiul dreptunghic neisoscel BAM(MH | AB, AB =a)/ 3 si BM = a \/-;—) :

E este mijlocul ipotenuzei. Triunghiul BEM cste igoserl, dar nu dreptunghic.
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I‘ 18, 38,3838 kg.

A 83, Dactl in triunghiurile dreptunghice ABC!, ADC’ i AA’C" indl{imile din virfurile
- Y. .- o 3 unghiurilor drepte sint concurente intr-un punct 7', situat pe ipotenuza comund AC’,
‘ 14.8) MA = da// 2, BC = a)/2; b) AD = BD, AD = “V'E rezultd cf indlfimile sint congriente (teorema tndlfimii). Fie z, y, z lungimile celor trei
[ ‘ w3 & muchii ale paralelipipedului (fig. R.25), avem:
‘ 16. a) (@)= +2)/3 = 24 (m?) (perpendiculara din C’ pe BC este indljimea ’
5 BT = 4 R WETE gp WY
| prismei); b) ¢l1 = 8(!/ 3 + l.t) m?. VW , l/-—x—é—+r-y—i—+-z—a : : VE‘_—W-“
{ i" 16. a) Latura bazei mari este 8 cm, latura bazei mici este 5 cm. Se inlocuiegte In
‘ ‘« ‘ formula volumului, (@ = 258 cm®;
e 2 — — ‘ '
1 b) @M= Biob em? = £hat cm?®; ¢) A= 39[/17 cm?, o] = 64[/‘17 cm?, V] A
' |
N 17. a) Laturile congruente au lungimile de cite 5 cm. c | -
Il oy = nRG = nh*5=20m (cm?), sl = 20w + 167 = 36w {cm®); , : B
v e e l
Il 1: b) h=)/G* — R%, h=)/25 — 16 cm=3cm,(0==4—T;—-3-cm“=16ﬂ em?; | | M
' |
R - ; | - | ;
*. ¢) o) = 100% em?, () = S0s cm?; Fig. R. 25 o
9 27 I
‘n g At | o) |
‘ A A% Bl T3 S o 0 | S
R d) rge = E cm, g = 4w [E] cm? = _é— em?, (O = s cm® = {E] cm?. /’/
, 18. a) r= 5 cm, @ = 2 600x cm®, ot + 770% cm®; b) H = 36 cm, (@ = 27007 cm?; ‘. (4 B

¢) Se afli R din relatia (36 — R)? + 225 = R}, R = -1—29 cm.

T Rgalind gi reducind termenii asemenea, se obline: ¢ = ¥ = 2.
19. a) CC’ = AC, AC = 21/ 2 dm; b) Speer = — 9}/ 2 (dm?), = K
2 Ol e aenlBle b8 AD _ 1
| > : 2.9/ - " 24. 30°, 60°, 90°, BE = —5— = —5— 1.b) T =
| 1 Spog: =212 (dm?), ScAB = ~—3 =21/ 3 (dm?) = Sapc, s = s(1+ V2 + :
| & @ 8/ 3 25, Triunghiul A’NC” este echilateral. tnil{imea prismei este h = 2a, @) = 2a®,
| “a 2. = 9 3 Lo R _ — =4 5
|‘- + 1/78) dm?; ¢) @ 8/ 2 dm?, h .2l/_§dm,h 2|/—2dm 4 dm 26.a’+b"+2a.b=d”,-=-rﬁ’=(a+b}2,d=a+b,
| ‘, 20. a) AC = 60°, AB = 120°, AC = R, AB = RY/3; b) RY/3; c) 60°

2 = ] 9/ q
27. a) AB =a, BC =al/3, AC = al/ 2; b) SCVAE%,SAV'B o /3,

i
3a® ”-EI/?: e (1 2l l/_:j)aﬂ .
e

21. a) L/ g . b) Unghiuleste drept. Dacd un plan confine o dreaptd perpendicularé

ScvB = —p—» U

~ 3
pe un alt plan, cele doud plane sint perpendiculare; c) 60°. d) a/ 3; e) %-ﬂ

PO 2 2a ; a
5l 28. a) ASPQ~ASBC, ek o PQ = 5’ QB = PC, PC = T AAPQ este
el = ig. R. 2 = 100 — 64 = 36, ; : ; : i A ; : :
Bl | 22. a) PQ 2 k=B—-b=8 om (tig. B 24), BB g k S isoscel, fndl{imea din 4 a triunghiului APQ este chiar tniljimea tetraedrului, deci este de
" h = 6 cm, 100 = 8-B, B = 12,5 em, b= 4,5 cm, s = 330 cm?, (@) = 510 cm®; s E e 1 zg_a E & a)/ 8,
:' b] BD = 7,5 cm, ] » PAPQ = 9 3 3 5 9 ’
* ) VAl b) Se calculeazd volumul piramidei cu virful in A i baza SPQ, care are aceeas
: ; . : al/ 6 a3/ 2
| tniil{ime ca si tetraedrul dat, h=——, @ = —F57"
i o Y 3 27
Fig. R.24 A2l 1 N& £ e R ; Weh «
‘ -——--—‘4 I 99. a) Se calculeazdl lungimile proiectiilor pe baza mare ale laturilor neparalele i 56
u | deduce cd unghiurile ascutite au fiecare olte 60°, Se calculeazii fndl{imea trapezului §i apol
. | : diagonala lui, Folosind reciproca teoremei lul Pitagora, se demonsireazdi ci diagonalele
b A ' Cgh G ‘

sint perpendiculare pe laturile neparalele;

143




b) Conform teoremei celor ftrel perpendiculare, 80 | (0AB) sl 04 | AB =
=84 | AB;

¢) 60%;
dl Au8s o BiCr . GDi  Didy UL Lasiobi . 190 L1,
AB BC cD DA 2 HAABCD L SO 2
1
o “I:;' . AT'IAITI,(.'[[), ‘Sr-)| 1
—= -‘—1—- ———»———:7’ = —
@ —‘]' sl ABCD * SO 5

80. a) 588 dm?®; b) L =15 dm; ¢) o = 240 dm®s d) Distanfa esle jumitate din
tnitlfimen trunchiului de piramidé.

81, a) ? = 36 cm, = 42 em?; h) el = 1207 em?, (7) = 132x cm?®

82, a) BT este indl{ime in triunghiul SBC, b) Se obfine un corp format din dound

1200 =
bl

conuni en aceeasi bazd cu volumul — m?,

]

28. a) 1()]/2-_--%:-17/’77.;. em;

500(2 + |/ 2
b) 2 (i*:{l—z)js- cm®.
#4. n) 60° si 120°; b) triunghiul A BD este dreptunghic; ¢} se obfine un trunchi de
109,3751 3

con cu volumul de : * v em?
mh® - mh? ’ ;
86, (7)y = — (28 + b), s = — (B 2b). Volumul este mai mare in cazul a).
} 4

Volumele nu pot i egale.

B8, So duce o secfiune axiali in con prin planul diagonal al cubului, Notdim cu 2
muchia evbului si, tolosind aseminarea Lriunghiurilor, se gliseste o = L/] em. Volumul

8/ 2

conului este () — e em®. ine vol al cubului @)= 21/ 2 em®. Sp verified  ugor ol
(#Je
) & f.'

87. Fio AB" = a 8 <tBA'B = u. Conform uneia dintre reciprocele teoremei celor
trei perpendiculare, BC | AD. Rezultd ¢i in triunghiul echilateral ABC, D este mijlocul

laturii BC (BD = BC) (lig. R.26). in trinnghiul dreptunghic B'BA, avem: AB = a cos u

si B'B = asin u;in triunghiul echilateral A BC: BD = LA + in triunghiul dreptunghic

2

AB'D: B'D = ai{_A Fologind teoremn 1ui Pitagora tn teiunghiul dreptunghic B'BD,

T At : {

: R a® costie al/ 2 oS coxti ol
oblinom: a'sintu 4 — = e Csau: mintw 4 ———— = —+ De unde: 4sin’e +
4 2 L 2
tae 2 A 1

4 1 — pin*u 2 §isin u =~
I/ 3
144

Fig. R.26

ol

a 2 l/—é
cosS U = —=5 =

al/ﬁ

2
88. Fie AAd’=az. Din triunghiul AA'B : AB = z})/ 2, iar din ?rlunghlul
CC’'B:BC = 2z. Folosim teoroma lui Pitagora in triunghiul dreptunghic ABC:

al/’6 COr = a/ 2,
G 2

al/ 2 S i,
BC: — AB* = AC?, kot — Y =t T = —5— = BA’, BC'=
89, a) Se arati c¥ proiectia unui punct de pe Oz — spre exemplu — pe planul 20y
: 3
este egal depirtatd de Oz 510y; b) aV—E .
;3_1_{_

5
41, (Figura R.27). Atentie! L deferminarea cantitatii de tabld nu adunafi

40.
gi aria

39]/_51': v i
bazei mari. Se obfin urmitoarele rezultate: 1250w cm? de tabld; = litri; 180°%

Fig. R.27
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42, (Figura I{ 2 ol a & g i
( g 8) Se t‘lne seama e gener toarea este e aIﬁ cu suma l'al.El i
o 3

56 aphc;l teOle]na }u] Iltago!a. e aseﬁta = 2 + i CIY = 2 —
S . ()

Fig. R.28

43, a) Raza bazei cilindrului
ui este de & cm. Inal{imea calotei
oy = 16m cm?; b) o) = 48w cm?; () = 967 cm? } calotei este de 2 cm,

44, a) AB = 2V§cm, AC = 2¢m, BH = 3cm; b) BD = 2/3
3

EC = — CINn ) S bt,. v ]l(; cele: ' |
m; C e obiine un Cilindru i d. raze
I‘Bumt i i
cu d()llﬁ CDnlﬂ'l, avi ac l $i.
3 3

A = 2(1 + 31/3)1: cm®.

45, Fie T punctul de pe sferd in rCur en fe

' care cele dou#t cercuri si (! rul siere

‘ ; : 1 sint tangente, 0 ce i

51 A, B centrele celor doud cercuri tungente (f[g R29). Se demonstreazd cd pﬂi l] £ J;
rulateru

AOB o BT ;
T este inscriptibil, apoi se calculeazi A B ca sumd a proieciiilor segmentelor AT i B
: - T si BT

pe AB. Se giseste: AB = L A T N U

Fig. R.29
146

46. Punctul P este centrul sferei circumserise conului (fig, R.20). Raza sferei este
h? 4 r?
2h

Fig. R.30 I

47. a) &%os 60° =8 (cm?); b) Proiectia este un dreptunghi cind una din laturile bazei .
este paraleld cu planul bazei. Proiectia este un romb atunci cind o diagonald a patratului, '
este paraleld cu planul de proiectie.
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