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PUNCTE, DREPTE, PLANE 

Introducere 

In clasele precedente ne-am ocupat cu studiul anumitor mulţimi de puncte 
ale unui plan. Le-am numit figuri geometrice şi le-am concretizat prin desene. 
Dar lumea:· care ne înconjoară nu este o lume de figuri plane. ,Există o deose­
bire între personajele „plate" ale unui film de cinematograf şi cele „tn spaţiu", 
in relief de pe scena unui teatru, cum există o deosebire intre fotografie şi 
obiectul fotografiat. 

In geometria în spaţiu ne vom ocupa, prin abstractizare, cu mulţimi de 
puncte din lumea care „are relief". Pentru aceasta trebuie să pornim de Ja 
noţiuni „primare", de la lucruri despre care „ştim ce inseamnă", pe care nu le 
definim prin altele, ci, cel mult, le descriem pentru tnţelegere prin comparaţii, 
prin concretizări. 

• din geometria 1n spaţiu este similar cu cel din geometria tn 
~lan. Nu are „întindere" şi nu poate fi confundat cu o bulină. 

, de asemenea, o cunoaştem din geometria în plan. Este com­
parabilă cu un fir bine întins, presupus „prelungit oricit", dar, spre deosebire 
de acesta, n-are grosime. Se consideră a fi o mulţjme de puncte. 

este comparabil cu su praf aţa unei ape liniştite. Asemănarea 
este însă foarte aproximativă, pentru că „apa liniştită" este o porţiune a unui 
glob (cel terestru). Planul n-are nici el grosime, nu este „strat", conţine drepte, 
este o mulţime de puncte. 

In figura 1.1 sînt desenate un punct A, o dreaptă d şi un plan a:. 
Notăm punctul cu o literă mare, iar dreapta cu o literă mică din alfabetul 
latin şi planul cu o literă din alfabetul grec. Aceasta este o simplă convenţie 
de notaţie, de la care ne putem uneori abate. 

A 

+ 

Planul il desenăm (deşi este nemărginit, conţintnd drepte, aşa cum vom 
vedea mai departe), printr-o porţiune a sa dreptunghiulară, care, in perspec­
tivă* va apărea ca un paralelogram. 

Alteori, pentru a nu complica figura, vom reprezenta, in desen, planul ca 
pe un triunghi. 

•Vom expli~a într-una din lecţiile următoare ce se ·înţelege prin „perspectivă". 
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PROPOZIŢII DESPRE PUNCTE. 01\EPTE ŞI PLANE 

P1· 

P2· 

Considerăm adevărate, de la tnceput, următoarele propoziţii: 

Prima parte a ·acestei afirmaţii se mai poate formula şi astfel : 
Două puncte determină o dreaptă şi numai una. 

(Postulatul lui Euclid.) (Acceptăm deci implicit că 
două paralele sint tn acelaşi plan.) 

„ 

Prima parte a acestei afirmaţii se mai poate formula: 
Trei puncte necoliniare determină un plan şi numai unul. 
Dacă punctul A este 1n planul <X (fig. 1.2) se scrie A E <X şi dacă punctul 
B nu aparţine planului <X, se scrie B ~ <X. 

B 

Fig. 1.2 

A 

Observa/ie. Propoziţiile P1 şi Pa erau adevărate şi în geometria plană . 

Altfel spus: Dreapta determinată de punctele A şi B, situate în planul <X, 

este conţinută (sau situ·ată) în planul <X (fig. 1.3). · 

d 
Fig. 1.3 

a A 8 

. Din această ultimă propoziţie. rezultă că un plan este nemărginit, aşa cum 
af ITmam in pagina anterioară. . . 

Ps. 

Consecinţă: 

4 

lntr-adevăr, dacă planele oe şi ~ au un punct P comun, mai au lncă un 
punct Q comun, deci au şi dreapta PQ comună (am notat, de data aceasta, 
dreapta, nu pri~tr-o singură literă mică, ci prin două din puncttile ei) (fig. 1.4) 

Fig. U 

Observaţie. Consecinţa de mai sus nu exclude existenţa a două plane care n-au nici 
un punct comun (acestea se numesc plane paralele şi de ele ne vom ocupa. mai ttrziu) . 

n Această pro-
-'G· 

poziţie, tmpreună cu P 3, ne „scoate tn spaţiu". Fără ea am studia tot 
geometria · in plan. 

* * * 
ln fiecare plan din spaţiu, considerăm adevărate toate propoziţiile (axio­

mele şi teoremele) valabile tn geometria plană. ln plus, relaţiile de congruenţă 
şi asemănare „operează" şi in planuri diferite. De pildă, două triunghiuri pot 
fi congruente, chiar dacă nu sint in r.celaşi plan (binetnţeles aceasta înseamnă 
că am acceptat aceeaşi afirmaţie pentru segmente şi unghiuri). Toate re­
laţiile de ordine se menţin, de asemenea. 

DETERMINAREA PLANULUI 

1) P 3 ne afirmă că: 
Din acest motiv, uneori, vom nota planul care conţine punctele A, B, C, 

astfel: (ABC). 
Vom demonstra că: 

2) (Prin „deter-
mină ·un plan" înţelegem că există un plan şi numai unul care le conţine.) 

lntr-adevăr, fie d şi A ~ d (fig . 1..5). Ţinind seama de a doua parte a lui 
P

1
, putem considera două puncte B şi C aparţinind dreptei d. Punctele A, B, C 

determină un plan care conţine şi dreapta d, pentru că li aparţin attt B ctt 
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A A /_ A 

I d d 
X )( )( X 

B c 8 c 

Fig. 1 :5 

şi C. Acest. plan este unic. J?a~ă S.: ~ 1i exista un alt plan, care să conţină 
dreap~a d ŞI punctul A, atunci ŞI B ŞIC 1-ar aparţine, deci acest plan ar coincide 
cu prunul ~lan (conform cu Ps). Uneori vom nota planul determinat de 
dreapta d ş1 de punctul A astfel: (d, A). 

3) 
Fie dreptele d1 şi d2, concurente in A (fig. 1.6). Luăm M E d N E d 

Punctele A, M, N determină un plan care, evident, conţine dre;~ele dat:~ 

A +M .>rN M y. iY+ 
A A 

„ 

tt; o2 of d2 0 <4 

Fig. 1.6 

. Dacă a~ mai exista ~n alt .Pl~n, care să conţină aceste drepte, ar conţine şi 
cele trei puncte, deci ar comc1de cu primul. 

4) 
. Fie d şi g două drepte paralele şi A E d. Punctul A şi dreapta g . deter­

m_mă planul oe. Dacă ţinem seama de P 111 afirmăm că d şi g sint coplanare 
F1~ ~. pla~ul lor. Dar planele oe şi ~ au comu~e dreapta g şi punctul A d : 
comc1d (fig. 1.7). , ec1 

4„ ~ Fig. U 
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d 

g 

A 
X 

POZIŢllLE RELATIVE ALE DREPTELOR ŞI ALE PLANELOR 
lN SPAŢIU 

POZIŢIILE RELATIVE A DOUĂ DREPTE ÎN SPAŢIU 

Ştim, din geometria tn plan, că două drepte (situate în acelaşi plan) pot 
avea un punct comun (pot fi concurtmte) sau pot să nu aibă un punct comun 

'(să fie paralele) (fig. 1.8). 

\ 

Fig. rt .8 

ln spaţiu există însă şi drepte care, deşi nu sînt paralele, n-au nici un 
punct comun. Ca exemplu, închipuiţi-vă încăperea din figura 1.9. Consideraţi 
:marginea a a peretelui pe care există tabla şi latura b a podelei. Bineînţeles 
că aceasta nu constituie o demonstraţiei Să încercăm să d~monstrăm această 
propoziţie. 

Fig. 1.9 

r d./ B 
<X .V: 

Fig. 1.10 

Ne vom folosi de P
6

• Fie punctele A, B, C, D nesituate în acelaşi plan. 
Considerăm dreapta d (care trece prin A şi B) şi g dreapta (care t rece 
prin C şi D) (fig. 1.10), dn g = f2J. Dacă d şi g s-ar întUni, ar însemna că 
A , B, C, Dar fi coplanare. 'Dar aceasta este contrară ipotezei. Vom numi ttstfel 
de drepte, care nu au mei un punot comun şi nu sînt nici paralele, drepte 
nec<>planare. ' 
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Ştim că, tn general, desenăm dreptele ca pe nişte interioare de segmente. 
De obicei vom desena ca in figura 1.11 : 

drepte paralele drepte concurente drepte necoplanare 

Fig. 1.11 

Problemă rezoll'ată. Fie A, B, C,D patru puncte, nesituate toate tntr-un 
acelaşi plan. Cite plane determină aceste patru puncte? 

Rezolvare. Fie"' planul determinat de punctele A, B şi C (fig. 1.12). Evident, A, B, C 
nu slnt coliniare, căci, dacă ar fi coliniare, alunei dreapta care le conţine, împreună cu D, 
ar determina un plan şi deci A, B, C, D ar fi coplanare. Deci în afara planului "'rămtne 
numai punctul D. 

o o D 

-~-A_a __ o_/ 
Fig. 1.12 

Punctul D împreună cu A şi B determină un plan at1• Analog, pun~tul D lmpreună 
cu B şi C şi cu A şi C determină cî!e un plan ats şi respPctiv Ota· Deci cele patru puncte 
determină planele (ABC), (ABD), (BCD) şi (ACD). 

Ammaiputeagîndişiastfel:cîtegrupe de cite treipuncle dintre puncteleA B CD 
putem forma, astrei Incit ~ouă grupe să difere între ele p;intr-un punct? P~te:O '1u~ 
perechea (A, B) cu C şi cu D, şi obţinem (ABC), (ABD). Putem lua perechea (B, C) cu D 
şi obţinem (BCD) (cu A s-a considerat mai sus). Dacă mai considerăm şi grupa (ACD), 
am obţinut cele patru plane determinate de punctele A, B, C, D. 

Sau altfel: odată ce am ales trei puncte din patru (care determină un plan), rămlne 
ln afara acestui plan un singur punct. 

ln cite moduri poate rămîne un punct „afară"? Evident, ln patru moduri. Deci există 
patru plane diferite. · 

8 

PROBLEME 1 

1. Fie A, B, C, D patru puncte necoplanare. 
a) Pot ri coliniare? Justificaţi rlspunsul dat„ "' 
b) Unindu-le două cîte două, cîte astfel de drepte se pot duce? 

2. Dindu-se patru puncte, dintre care oricare trei sînt coliniare, cite drepte determ. 
nate de ~te două dintre ele se pot duce? (În loc de „se pot duce" putem spune „e~stă", 
deoarece uneori nu Ie vom desena ci numai vom demonstra că ele sînt determmate.) 

a. Din patru puncte d_ate, exact trei stnt coliniare. 
a) Cite plane diferite, care să conţi.nă trei dintre ele, necoliniare, există? 
b) Cite plane care să conţină trei dintre ele există? . 

4. Fie d şl g, două drepte coplanare. Fie A un punct aparţinînd lui d şi B un p~nct 
aparţinînd lui g. Să se arate că M. mijlocul segmentului AB, se află în plannldeterwnat 

de d şi g. 

5. 1ntr-un plan"' sint date puncte!~ distincte M1, Mz, Ma, M4, M5, M• şi, în afar. 

lui, un punct M 7 . • • . 

a) Care este cel mai mic număr de plane, excepUnd planul"'• determmate de tret dintre 
ele şi tn ce situaţie se obţine? b) Dar cel mai ma.re? c) Există numai trei astfel de p~ane? 

• 6*. tntr-un plan "' stnt date 6 puncte distincte, M1 , Mz, Ma. M,, M,, Me şi ln 

~fara lui, un punct M 1 • 

. a) ca~e este cel mai mic număr de drepte, care să treacă ,{>rin (\el puţjn două dintre 

ele? b) Dar cel mai mare număr? 

7. !n figura 1.3, punctele A şi B nu slnt situate în planul"'· Dacă {P) = AB n "'şi Q 

un punct oarecare al planului ex, să se arate că PA - P B > I QA - QB I. 

A 

Fig. 1.13 

s. Se dau dreptele paralele d şi g. Să se arate~ toate dreptele care au un punct 
comun cu d şi unul cu g stnt conţinute în planul determinat de d şi g. 

9, Dacă dreapta di este coplanară cu d2 ,şi d2 este coplanară cu da, rezultă că di şi d, 

slnt coplanare? 
10. Dindu-se două drepte concurente d şi g, să se găsească locul geometric al punc­

telor dreptelor .care se sprijină pe d şi slnt paralele cu g (Prin „se sprijină" înţelegem că 

au un punct comun cu d). 

•Vom nota cu• problemele a căror rezolvare implică, după părerea noastră, o inge­
niozitate sporită . Este o indicaţie pentru predarea diferenţiată. 
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11. Se dă un punct fix .4 şi dreapta d. Să se găsească locul geometric al punctelor 
dreptelor care trec prin .4 şi printr-un punct mobil B e d. 

POZIŢIILE RELATIVE ALE UNEi DREPTE FAŢĂ DE UN PLAN 

1. D dreaptă poate al/ea com•m cu un plan două puncte. 

Ştim atunci că ea este 1n tntregime conţinută 1n acest plan (P 4). 

2; O dreaptă poate al/ea un singur punct comr.n cu un plan. 

Priviţi, de exemplu, linia de intersecţie a doi pereţi şi planul podelei. Dar 

cum această observaţie nu este o demo~traţie, să dăm una: 
Fie planul ex, un punct A E ex şi un punct B nesituat tn planul ex (B tt= ex}. 

Dreapta d, care trece prin A şi B, are numai punctul A comun cu ex. Dacă 
ar mai avea tncă un punct C 1n ex, ar fi conţinută 1n tntregime 1n ex, ceea 

ce nu este adevărat : (B I! ex) (fig. 2.1). 

8 \ B 

Fig. 2.1 

Conl!enţie. De multe ori, cind o dreaptă ar.a un punct comun cu planul, 

vom utiliza şi o exprimare mai familiară : dreapta „tnţeapă" planUI. Vom 

desena segmentul „mascat" de porţiunea de plan figurată, punctat, 1n rest 

dreapta va fi desenată neîntrerupt (fig. 2.2). 

d 

Fig. 2.2 

"'3. O dreaptă d poete să nu aibcl nici un punct comun tu p1anul ( d n ex = RJ ). 

10 „ 

Vom spune, tn acest caz, că dreapta este paralelă cu planul. 
Să arătăm că există astfel de drepte. Fie un plan ex, o dreaptă a situată 

tn acest plan (a c ex) şi un punct A nesituat tn planul ex (A I! ex) (fig. 2.?). 

A A b A b A b 
')(. ~' ;\B fl I o li o li o 

/x I /a I/a I a 
8 

Fig. 2.3 

Prin A ducem dreapta b paralelă cu a. Afirmăm că b este paralelă cu planul oe. 
Procedăm prin reducere la absurd. Presupunem că b înţeapă planul in punc­
t ul B(b nex = { B} ). Notăm planul determinat de dreptele paralele a şi b cu ~· 
Planele ex şi ~ au comună dreapta a. Dacă B nu s-ar afla pe a, ar lnsemna 
că ~ şi ex ar coincide, pentru că au o dreaptă a şi un punct B exterior ei, 
colnune. Deci B, aparţintnd intersecţiei celor două plane, se află pe a. Dar 

' aceasta este imposibil, pentru că a şi b stnt paralele. 
l n fond, am demonstrat prin aceasta următoarea 

Teoremă. e t 

Rezumind deci, o dreaptă poate. avea, relativ la un plan, următoarele trei 
poziţii: 

1) să fie conţinută 1n plan j 
2) să aibă un singur punct comun cu planul i 

3) să fie paralelă cu planul (nici un punct comun cu el). 

POZIŢII LE RELATIVE A DOUĂ PLANE 

Ştim din P
3 
că dacă două plane au trei puncte necoliniare comune, ele coincid. 

Există plane care au numai o dreaptă comună? Da, sîntem indemna ţi să 
spunem, privind linia după care se inttlneşte un perete al clasei cu tavanul I 
Dar să şi• demonstrăm. Să considerăm un plan ex, o dreaptă d c ex şi un 
punct A E ex. Dreapta d şi punctul A determină un plan ~; care are comun 
cu planul ex numai dreapta d. lntr-adevăr, dacă ~ ar mai avea comun cu ex 
tncă un punct B, neaparţinind lui d, ar coincide cu ex, deci A E ex, ceea ce 
este fals (fig. 2.4). 
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A 
X 

d 

A 

(J 
r-----------

1 
I 

Fig. 2.t. 

d 

Demonstraţia precedentă ne-a arătat că există plane (cum stnt or. şi ~), 
care au numai o dreaptă comună, altfel spus: se intilnesc după o dreaptă. 

Dar există oare plane care n-au nici un punct comun? Un exemplu ar fi 
podeaua şi tavanul. Dar să dăm şi o demonstraţie. 

Pentru aceasta să demonstrăm următoarea: 

Lemi (teoremă ajutătoare~. 

o 1/ I /01 71/ ,07 
xO 

o 
l:Z7' 7 

~ 
p 07 t_ p 07 /o /O I c 

" /J lilP I 
• 

Fig. 2.6 

Dreptele a' şi b' determină un plan ~· Dacă planele or. şi ~ n-ar fi paralele, 

ar avea o dreaptă comună c, care ar trebui să fie paralelă attt .cu b cit şi cu a, 
ceea ce ar contrazice postulatul lui Euclid, a şi b fiind concurente in P. 

Rezumind: 
Altă situaţie nu există/ 

Din demonstraţia anterioară, rezultă ş1 următoarea teoremă, utilă la 

rezolvarea multor probleme: 

\ CÎTEVA TEOREME DE PARALELISM 

Există, 1ntr-adevăr, astfel de plane: luăm un punct C care nu-i nici pe a, 
nici pe b, el determină cu a şi cub respectiv planele căutate. Intersecţia lor c Teorema 1. 
trece prin C şi afirmăm că este paralelă cu b. Dacă dreptele b şi c n-ar fi 
paralele, fiind coplMare (situate 1n ~), ar avea un punct comun D (fig. 2.5). 

c --........... ,, D 

a 

Fig. 2.5 

Considerăm acum planul y, determinat de dreptele paralele a şi b. Punctul 
Dar aparţine planului y, deoarece aparţine dreptei b, conţinută in y, (D E b C 

c y => D E y). Dar D E or. (pentru că D E c c;: or.). Deci, punctul D s-ar 
afia la intersecţia planelor or. şi y, deci pe dreapta a. Cu alte cuvinte, punctul 
D ar aparţine attt dreptei a cit şi dreptei b. Dar acest lucru este imposibil, 

pentru că a şi b slnt paralele. 
Putem acum demonstra că : Fie un plan or., două 

drepte a şi b 1n planul or., concurente 1n P şi un punct Q exterior planului. 
Prin Q ducem dt:eapta a', paralelă cu a, şi dreapta b', paralelă cu b (fig. 2.6). 

12 

d 

A 
9 

Fig. 2 .7 

Demonstraţie. Dreptele d şi g, fiind coplanare (fig. 2.7), s1nt fie paralele, fie 
concurente. Dacă ar fi concurente (1n A), ar rezulta că acest punct aparţine şi 
dreptei d şi planului or.. Dar cum d şi or. stnt paralele, rezultă că şi d şi g stnt 
paralele. Această teoremă poate fi considerată o reciprocă a celei de la 

pagina 11. 

Teorema 2. 
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d d d 

Fig. 2.8 

Demonstraţie. Presupunem, prin reducere la: ~bsurd, că g nu este conţinută 
tn ex (fig. 2.8). Considerăm planul determinat de dreptele d şi g, not.at cu ~· 

Planele ex şi ~ se taie după b. Deci, 1n planul ~. prin punctul A trec dreptele 

g şi b, ambele paralele cu d, ceea ce este imposibil. 

Teorema 3. Tranzitivitatea relaţiei de paralelism. n spaţ t, doua dr p 
• p 

Demonstraţie. Dacă dreptele s1nt toate trei coplanare, este vorba de o 

consecinţă evidentă a axiomei paralelelor din geometria în plan. Dacă sint 

numai două cite două cGplanare, presupunem că a li b . şi ll 'C şi vom arăta 

că alic (fig. 2.9). Considerăm planul~. determinat de b şic, şi ducem, printr-un 

punct A E c, o dreaptă g li a. Conform teoremei precedente, g c ~- Faţă de 

o o a 

b 8 

-\-c~ 
C?'Â . 

b b 

c 

Fig. 2.9 

dreapta b, dreapta g poate fi paralelă sau o poate tnttlni într-un punct B. 
Dacă s-ar 1nttlni intr-un punct B, ar rezulta că prin B se pot duce două paralele 

distincte, b şi g, la a. S-ar contrazice astfel postulatul lui Euclid. Rezultă deci 
că dreapta g coincide cu c şi deci tranzit ivitatea este demonstrată. 

Problemă rezol"ată. Se dau trei drepte d1, d2 şi dJJ, ast fel incit oricare pereche 

din ele să fie necoplanară, şi nici toate t rei să nu fie paralele cu un acelaşi 

plan. Să se arate că există o dreaptă g care se ,,sprijină" pe d1 şi pe d2 şi 

care este paralelă cu d3• Să se arate că această dreaptă este unică. 

14 

ExistenJa. Considerăm un punct A pe di şi ducem prin A dreapta a; paralelă cu 
·a

8
• Dreptele di şi a; determină un plan cx, paralel cu d3 (pentru că a; c «şi a; li d3), care 

intersectează dreapta d1 tn punctul B (fig. 2.10). 

L~ 
B a 

,A d/J A A 
·" 

da ~ d3 

Fig. 2.10 

· Ducem prin punctul B dreapta BC paralelă cu d8 (C e di); dreapta BC este chiar 
dreapta g căutată . 

Vom da, ca să puteţi spune unde este greşeala, o 
Falsă demonstraţie de unicitate. Deşi punctul A este arbitrar ales pe di, planul « 

para'lel cu d
3 

este unic. Acest plan este intersectat de dreapta d3 într-un punct B, evident 
iAiic. Din poţ;tulatul lui Euclid. paralela BC la a;, deci la d3 , este evident u~ică. Deci 
dreapta g este unică. 

Chiar dacă este adevărat că dreapta g este unic11, demonstraţia de mai sus trebuie 
s-o considerăm · totuşi eronată. Greşeala constă tn faptul că metoda de construcţie 
folosită la demonstrarea existenţei nu este singura metodă posibilă şi astrei, demonstra­
ţia unicităţii a devenit dependentă de construcţia aleasă. 

Unicitatea. Considerăm„ că; „sprijinindu-se" pe di şi d2 , există două drepte CB şi 
EF, amtndouă paralele cu d8 (fig. 2.1'). Aceste drepte, CB şi EF, vor fi deci paralele Intre 
ele, şi deci coplanare. Deci şi dreapta C.E = di şi dreapta BF = da se găsesc într-un acelaşi 
plan determinat de CB şi EF. Această concluzie tnsă este absurdă, pentru că tn ipoteză 
am precizat că d1 şi d2 nu sînt coplanare. 

Fig. 2.11 

Aceasta este o demonstraţie de unicitate corectă, pentru că face abstracţie de modul 
cum s-a demonstrat existenţa. Ne-am oprit mai mult la comentarea acestei probleme 
pentru a pune tn evidenţll. un tip de eroare de raţionament, destul de des întllnit, dar 
care trebuie evitat cu multă grijă. 

AtenJiel La o demonstraţie de unicitate, evitaţi să folosiţi demonstraţia de 
existenţă. -
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PROBLEME l! 

1.. Două dreptunghiuri ABCD şi MNCD au o latură comună CD şi stnt situate tn 
plane diferite. Demonstraţi că AB şi MN stnt paralele. 

2. Trapezul ABCD are latura neparalelă CD situată tn planul «, ca în figura 2.t2. 

(A şi B nu se aClă în planul«). Dacă AB. = 5 cm, BC = 3 cm, CD = 4 cm, ralculaţi DE, 

E fiind punctul unde AB înţeapă planul «. 
„ 

Fig. 2.12 

ct 

A 

8 

J 
____ ... c 

8. Dacă dreptele a llb..Jlc, rezultă că sînt toate coplanare? 

4. Se dau două plane ot şi (3 şi două drepte ac ot şi b c (3. Dacă a li (3 şi b li ot şi a nu 
este paralelă cu b, să se d~mo,nstreze că planele «şi (3 sînt paralele. 

li. Fiind date patru puncte necoplanare, după cîte drepte se intersectează planele 
determinate de ctte trei din aceste puncte? 

6. Dîndu-se două plane paralele, arăta!.i că orice dreaptă dm primul plan este paralelă 

cu al doilea. 

~· *Formulaţi o reciprocă a propoziţiei din problema 6 şi verificaţi dacă aceasta este 

sau nu adevărată. 

8. Este oare suficient ca două plane să !ie paralele cu aceeaşi dreaptă, ca să fie para­

lele intre ele? 

9. Dindu-se două plane paralele, orice dreaptă din primul plan este paralelă cu orice 

dreaptă din al doilea? 

10. Un triunghi ABC are latura BC conţinută în planul«, iar M e AB şi Ne AC. 

Stabiliţi poziţia dreptei MN faţă de planul ot dacă: a) AM= 5 cm, AN= 10 cm, MB = 

= 3 cm, NC = 6 cm; b) AM = 1 cm, AN = 3 cm, MB = 1 cm, NC = s· cm. 

11. Dacă un plan este paralel cu două laturi ale unui triunghi, demonstraţi că este 

paralel cu a treia latură a triunghiului . 

12.--Un trapez ABCD (AB li CD) are latura AB conţinută într-un plan ot. Un plan 
ce conţine dreapta CD intersP.ctează planul ot după o dreaptă g. Stabiliţi poziţia dreptelor 

AB şi g. 
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pOZlŢllLE RELAT\VE A TREI PLANE 

Ştim în ce poziţii relative se pot afla două plane. Să vedem tn "" situaţii 
relativ.a se pot afla trei plane, diferite două dte donă. 

1
·i LU!lc L Unt (fig. 3.1), , i t rei La i c~1 ·t vu o clr e nt .i 

Spre exemplu, un dosar cu o filă. 

• 

I 

lntr-adevăr, considerăm dreapta d şi un plan 1> care intersectează dreapta d 
in 11unctul P. Prin P ducem, in planul o, trei drepte a, b, c, distincte. Drep­
\ele a şi d determină planul ot, b şi d planul ~. c şi d planul y . Aceste plane 
sint distincte: dacă ar fi confundate, ar coincide cu 1>, dar dreapta lor comună d 

nu este ·conţinută in 8. 
/< i. tă trei pla11l car· c" 11 11 ·wnct co11 i n si rwmai unl'I. 

lntr-adevăr, in planul IX desenăm dreptele b şi c, care trec prin punctul P: 
Fie A un punct exterior planului IX (fig. 3.2). Notăm dreapta AP cu a ş1 
planele determinate de a, b cu y şi a, c cu ~· Planele ex, ~. y au toate trei 

xA 

Fig. :!.:l 

un punct comun şi numai unul (P). Dacă ar mai avea unul, s-ar ajunge fa 
concluzia că a, b, c coincid, ceea ce este imposibil pentru că A nu este conţinut 
ln planul. ot. 

Mai departe vom vedea că c n,·11r şi trei µl,1ne care nu n lo1H/ at· do1111 
p• t r I"" . cCJ u {trti plcw 11 rnl1·fe ). Pentru aceasta va trebui să demon­

străm citeva teoreme ajutătoare. 
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'l't>oremă. Printr. uri punct (A), r..cterwr unui plan (~). trerl' 1111 s1 igur 
1 Io 'l paralf'I cu f'/ 

l!:xistenţa. Prin punctul dat se duc două drepte distincte parale)e cu 
planul, iar planul determinat d.e aceste drepte este cel căutat. 

Unicitatea. Să presupunem că prin A trec două plane distincte (~ şi y) 
paralele cu « (fig. 3.3). Ele, avînd un punct comun (A), au o dreaptă comună. 
Fie d această dreaptă (d li oe). ln planul oe, con siderăm două punctP., B şi C, 

A 

I 
__ 1 _ / 

Fig. a.a .... 

astfel incit dreapta lor să n.u fie paralelă cu d (alegerea âcestor puncte este 
simplă: ducem prin B o dreaptă d' lld şi punctul C 1l luăm nesituat pe d'). 
Punctele A, B, C determină un plan ~. care taie planele ~ şi y după dreptele 
c şi b (c li BC şi b li BC). Există două posibilităţi: dreptele c şi b sau să. fie 11) 
prelungire, sau diferite. Dacă ar fi 1n prelungire, atunci ar aparţine ambelor 
plane (~ şi y) şi deci s-ar confunda cu. d, ceea ce este imposibil intrucit, prin 
construcţie, d nu este paralelă cu BC. Dacă b şi c ar fi diferite, ele trebuind 
să fie paralele cu BC, s-ar contrazice postulatul lui Euclid. Unicitatea este deci 
demonstrată . 

Teoremă.. Două plane (distincte), paralr.le cu un al treilea plan (distinrt de 
ele), sînt paralele între ele · 

Fie oe li ~ şi ~ li y. Dacă oe şi y n-ar fi paralele, ar însemna că au cel puţin 
un punct B comun. Or, prin B trece un singur plan paralel cu ~. ar însemna 
că oe şi y nu ar fi distincte. Deci s-ar contrazice presupunerea că ex şi y sint 
distincte. Această teoremă ne demonstrează implicit că există trei- plane 
paralele (care n-au, două ctte două, nici un punct comun). Dar să construim 
efectiv trei plane distincte paralele intn1 E> le. 

lată cum: pe dreapta d considerăm punctele dis
1
tinc:e A'· B

1 
şi . C ~fig. 3.4). 

uucem prin ele respectiv dreptele a 11 b li c şi a' li b li c (a şi a
1 1 dif~rdi~e)t._ P~a-

le N 14 v determinate de a a' de b, b' şi de c, c' 8lnt para e e ~1 is mc e. 
ne ... , t'• ' ' d t ţ" Mai dăm următoarea teoremă utilă 1n emons ra n : 

Teoremă. 

Demonstraţie. Cu notaţiile din figura 3.5, presupunem că ot ~ ~ ~i că Y 
taie pe ot după dreapta _a. Dacă y nu ar tăia şi ţle ~. ar însemna ca prmtr-un 
punct A E· a, s-ar putea duce două plan!' (oe ş 1 y) paralele la ~. ceea ce este 

Fig. 3.5 

a\>s~rd. Deci y n ~ = b. Mai departe, dreptele a şi b sint coplanare. pacă 
n-ar fi paralele ar însemna că ar avea un punct comun C. Or C, aparţmtnd 
dreptelor a si b ar aparţine şi planelor oe şi tn ~. 1n care aceste drepte slnt 
respectiv co'nţi~ute. Ar 1nsemna că. ot şi ~ nu ar fi paralele. Ceea ce 
este absurd ! 

Teoremă.. 
n 

lnainte de a face ·insă demonstraţia, ar trebui să ne .asigurărn că astfel 
de plane există; acest fapt rezultă din teor·ema de la pagina 17 · 

FiK. :1.6 

Demonstraţ~e. Cu notaţiile din figura 3.6, daoă de pildă · a şi b . n·a.r fi 
paralele, ar trebui să se tnttl!lească tntr·Un pun?t ~. care ar aparţine deoi 
tuturor celor trei plane cc, ~ şi y, ceea ce contraz1oe ipoteza. 



PROBLEME 8 

1. Două drepte paralele cu acelaşi plan sînt neQpărat paralele între ele? 

2. Se dau două drepte necoplanare a ş i b şi un punct C. Să se ducă prin C o dreaptă 
coplanarii aut cu a cit şi cu b. 

8. Dacă dreptele d şi 1 sint paralele şi g este paralelă cu planul at, atunci şi dreapta d 
este paralelă cu planul at (sau conţinută în el) . 

4. Dlndu·se punctele A, B, C, D necoplanare, segmentele AB, BC, CD, DA alcă. 
tuiesc ceea ce se cheamă un patrulater strîmb; AC şi BD slnt diagonalele lui. lntersel'· 
tind laturile sale cu un plan paralel cu o diagonală, stabil iţ.i natura poligonului convex 
cu vlrfurile tn aceste puncte de intersecţie. 

6.. Dacii. două drepte paralele a şi b sînt tăiate de un plan variabil, în punctele A, 
rospectiv B, să se găsească locul geometric al mijlocului segmentului AB. 

6. Prin două drepte paralele d şi g trec două plane at şi (3 tăiate de un a l treilea 
plan y . tn ce condiţii dreptele a = at n y şi b = (3 n y stnl paralele? 

7. Dacă d şi g slnt două drepte necoplanare, atunci există un plan şi numai unul 
care să conţină pe d şi să fie paralel cu g. 

8. Ştim că un plan taie d~uă plane paralele după două drepte paralele. F-0rmulaţi o 
reciprocă ·şi cercetaţi dacă este adevărată. 

9. Două triunghiuri ABC şi ACD au laturile AB şi AD conţinute lntr-un plan at. 

Fie M e AC, astfel ca AM ;a MC. Paralela prin M la AB inte1·sectează dreapta JJC 
ln punctul N. Paralela prin M la AD intersectează dreapta CD în punctul P. Stabiliţi 
poziţia planelor (A.BD) şi (MNP). 

10. Se dau trei plane paralele at, ~. y şi punctele A, B tn planul at, iar C, D ln 
planul ~· Dreptele AC, BC, BD, AD taie planul y tn punctele E, F, G, H. Să se arate 
că figura EFGH este un paralelogram. 

, 
11. Fie A, B, C, D patru puncte necoplanare şi M, N, P, Q, R. S, mijloacele seg-

mentelor AB, BC, CD, DA, AC, BD (în această ordine). Să se arate că: 

a) MNPQ este paralelogram ; 

b) MRPS este _paralelogram ; 

c) N RQS este paralelogram: 

d) dreptele MP, NQ şi RS sînt concurente. 

l!!. Fie patru puncte necoplanare A, B, C, D şi M, N, P, Q mijloacele respectivP 
ale segmentelor A.B, BC, CD, DA. Arătaţi că M, N, P, Q sînt coplanare. 

18. Două plane paralele cu două drepte coplanare slnt paralele între ele? Adăugaţi 
o condiţie tn enunţ pentru ca el să devină afirmativ. 

H„ Se dau dreptel<t a paralel~ cu b şi c neparalelă cu ele şi necoplanară cu nici una 
din ele. Punctul A parcurge dreapta c. Planele determinate de a şi A şi de b şi A se 
taie dupil o dreaptil d. Arlaţi locul geometric al punctelor dreptei d. 
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AL TE TEOREME DE PARALELISM 

1. Segmente paralele între plane paralele•. 

Demonstraţie. Planele paralele sint ex ş.i ~. drepte!e pa~alele sint d şi g 
fi • 4.1). Planul (d, g) intersectează pe ex ş1 pe ~ dupa doua dr~pte paralele 

:A'}, şi DC). Rezultă că patrulaterul ABCD este paralelogram, deci BC e; AD. 

a 

Fig. 4.1 

2. Teorema lui Thales în spaţiu. 

\ 

Demonstraţie. Fie ex, ~ şi y trei plane paralele, distincte două cite două, 
ti fie d

1 
şi d

2 
două drepte distincte, care taie cele trei plane in punctiele Ai 

Bi, Ci respectiv Â 2, B2, Ca (fig. 4.2). · 

Ai 

a 

Fig. 4.2 

• Folosim a"'"" donumi,.., doşi lmp•op•i•, ponUU ol oslo inl••t< D 
tn uz. Este impr~prie pentru că s-ar putea ivi cazul din figura 4.3. ' -

Flg.4.3 D 
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DU.gem prin A 2 o paralelă d~ la dreapta d1 şi fie B3 ~i C 3 interse~ţiile 
dreptei di cu planele ~ şi y. 

Astfel, in triunghiul A 2C2C3, segmentul B2B3 este paralel cu C2C3 şi putem 
scrie deci: 

AaBa A 2B„ -----. 
'B2C2 B3C3 

I v Â B Â B • B. c B c R ltv v ÂzB2 B2C2 nsa 2 3 === 1 1 ş1 3 3 === 1 1 . ezu a ca-- = --. 
A1B1 • B1C1 

ObservaJie. fn enunţul teoremei am vorbit despre „mai multe plane paralele" şi nu 
despre trei plane aşa cum apare în demonstraţie. Dacă am avea doar două plane, atunci 

AB raportul ~ nu am avea cu cine sll-1 comparăm. Dacă am avea mai mult declt trei 
A1B1 

plane paralele, am obţine un şir de rapoarte egale ( numărul de rapoarte fiind egal cu 
numărul planelor micşorat cu t). 

3. Fie :ţ:_xOy şi :ţ:_x'O'y' două unghiuri 
necoplanare, cu laturile respectiv paralele Ox li O' :i;' şi Oy li O'y' şi astfel 
incit Ox, O'x' să fie în acelaşi semiplan determinat de dreapta 00' , la fel 
şi Oy cu O'y'. Să demonstrăm că :ţ:_xOy === :ţ:_x'O'y' (fig. 4.4). 

8 

x' 

Fig. 4.4 

Vum lua pe laturile paralele segmentele OA == O'A', (OA =a) şi 

OB =a O'B', (OB = b). Afirmăm că triunghiurile OAB şi O'A'B' sint con­
gruente. lntr-adevăr, patrulaterul AOO'A' este paralelogram, avind latu­
rile OA şi O' A' congruente şi paralele. La fel şi BOO' B' este paralelogram·. 
De a.ici rezultă că şi ABB'A' este paralelogram, avtnd două laturi AA' şi BB' 
paralele şi congruente. Rezultă că 6.0A B == 60'A 'B' (avtnd laturile respectiv 
congruente), deci :ţ:,,AOB =a :ţ:_A'O'B' şi pl'Opoziţia este demonstrată. 

Da.că numai o pereche dintre laturile paralele se află in semi plane diferite 
faţă de· 00' se demonstrează uşor că unghiurile. stnt suplementare (fig. -4.5). 
Putem deci afirma: 
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o X 

f'ig. 4.5 

Teorem ă. Două an~hiuri cu laturile rrsprctiv paralele stnt congruente sau 
•m plrmentarr 

PROBLEl\lE 4 

1. fn figura ft .6, planele «, ~. y stnt paralele şi- A'C'i AC s!nt două secante. Ştiind 
că A'B ' = 5 cm, B'C' = 3 cm şi AC= 12 cm, calculaţi AB ş1 BC. 

\ 

Fig. 4. fi .fcm{A 
o'l'..:..---..-

J cm { c~------r 

2. Se dă o dreaptă d şi un punct A , exterior ei. Se consideră mulţimea planelor care 
trec prin A şi stnt paralele cu d. Să se arate că aceste plane au o dreaptă comună . 

a. Fie planul « şi un punct exterior lui, A . Care este locul geometric al mijlocului 
segmentului AB, ctnd B parcurge ot? 

4. Fie planul ot şi dreapta d li ot. Dacă A par~urge d. ~i B e~te punctul C?rent (poate 
ocupa orice poziţie) tn « , care este locul geometric al m1Jloculu1 segmentulm AB? 

0, Se dau două drepte neconcurente /ln spaţiu, d şi g. Care est~ locul geometric al 
mijlocului segmentului DG unde D e d, G e g, ctnd: a) d li g ; b) d ş1 g stn t necoplanare. 

6. Aceeaşi problemă , dacii tn loc de dreptele d şi g se dau segmentele A B şi PQ: 
a) AB li PQ; b) AB necoplanar cu PQ. 

7. Demonst.i:aţi că dacă patru drepte paralele determi_n11., pe ':1n pia~ dat, vlrfurile 
unui paralelogram, a tunci determină pe orice plan care le taie vlrfurile unui paralelogram. 

s. Arătaţi că dacă două drepte concurente se intersecteaz11. cu două .Pia.ne P!lr~le~e 
tn punctele A, B ~i respectiv q, p, astfel _tnctt patrulaterul A BCD să fie mscr1ptibil, 
a tunci acesta este fie dreptunghi, fie trapez isoscel. 

9, Dacă două plane paralele determină pe două secante segmente congruente, aceste 
i;ecante sînt paralele? Justificaţi răspunsul dat. 
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10. Se dau trei drepte concurente tn spaţiu, care intersectează trei plane paralele. 
a) Să se arate că punctele de intersecţie ale dreptelor cu planele, formeazll, ln fiecare 

plan, un triunghi şi că cele trei triunghiuri slnt asemenea. 
b) Centrele de greutate ale acestor triunghiuri slnt coliniare. 
c) C~ntrele cercurilor circumscrise triunghiurilor stnt, de asemenea, coliniare . 

11. Se consideră două plane 
paralele oe şi (3. Se iau A e oe, B e (3 
şi apoi un punct C pe segmentul AB 

nsa înctt AC = 3. Ce figură descrie C 
' CB 

rînd A şi B parcurg oe şi respectiv~? 
12•. Linia frtntă tnchisă ABCD 

este tăiată de .planul 6 tn punctele 
M , N, P, Q (M e AB, N e BC,. 
P e CD, Q e DA). Ductnd prin A, 
B , C, D respectiv planele oe, ~. y, 8 
paralele cu 6 şi apoi o dreaptă d, care 
taie aceste plane tn A', B', C', D', 
să se dovedească relaţia 

:AM. BN .2.!..... DQ = 1 
MB NC PD QA 

(Vezi figura 4.7 ). Fig. 4. 7 

PERPENDICULARITAT~ ÎN SPAŢIU 

Drepte perpendic.ulare 

' 

Ştim ce inseamnă drepte perpendiculare conţinute în acelaşi plan. 
Fie a, b două drepte, ln general necoplanare. Fie P un punct oarecare tn 

spaţiu. Să ducem prin P dreptele a' şi b', paralele respectiv cu a şi b. 
Dacă P' este un alt punct ln spaţiu, să ducem şi prin el dreptele a" li a, b" li b. 
Avem a" li a' şi b" li b'; teorema asupra unghiurilor cu laturi paralele arată 
că a' ...L b', dacă şi numai dacă, a" ...L b". Ajungem la: 

Definiţie. • . 
4 

! n f iJ .rp1 „ 1 · ·i.lare ac „ m 
lei l I ~' r-1m punct P la ele sln.t perpendiculare Scriem a ...L b (fig. 5.1). 

Fig. 5.1. 
a 

b 

Am văzut mai sus că dacă aceasta se 1ntimplă relativ la un punct P, 
atunci acelaşi lucru este valabil relativ la orice punct din spaţiu. 
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Dreapta perpendiculară pe un plan 

Pentru a explica această noţiune vom căuta să arătăm că, dindu-se o 
dreaptă a şi un punct A E a, există un plan ex care să treacă prin punctul A, 
astfel incit orice dreaptă a acestui plan să fie perpendiculară pe dreapta a. 

Vom considera două P.lane ~ şi y, care conţin qreapta a, şi vom duce in 
fiecare din ele două drepte b (b c ~) şi c (c c y), perpendiculare in A pe 
dreapta a. Planul deterninat de dreptele b şi c este cel căutat (fig. 5.2). 

a 

Fig. 5. 2 Fig. :, . :~ 

\ Vom demonstra acest fapt. Pentru dreptele din ex paralele cu b sau cu c, 
este evident, unghiurile lor cu a fiind chiar unghiurile drepte A 1 sau A2 din 
figura 5.3. · 

Să demonstrăm acest lucru pentru o dreaptă oarecare d c ex, care nu este 
paralelă cu nici una din dreptele b şi c (fig. 5.3). 

Ducem prin A o paralelă d' la această dreaptă. Se arată uşor că ea este 
conţinută in planul ex. 

Alegem o altă dreaptă in planul ex, care nu trece prin A şi care taie drep· 
tele b, c, d' in B, C, F. Putem presupune că F se află intre B şi C. 

Luăm pe a două puncte E şi E', de o parte şi de alta a lui A, aşa incit 
AEe; AE'. 

Avem EB = E' B, EC s; E'C, din perechile de triunghiuri dreptunghice 
congruente EAB, E'AB şi EAC, E'AC (fig. 5.4). 

E 

Fig. 5.4 
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Deci triunghiurile EBC, E'BC stnt congruente (au toate laturile respectiv 
congruente) şi deducem ::r:_EBC &iii :ţ:,E' BC. 

Aceasta permite să afirmăm că triunghiurile EBF şi E' BF sînt congruente 
(au două laturi şi unghiul cuprins între ele respectiv congruente). Rezultă 
EF „ E'F, adică triunghiul EFE' este isoscel; tn el, mediana FA va fi 
lnălţime, ceea ce reprezintă concluzia dorită: d' ..L a, adică d .J... a. 

Printr-un punct A al unei drepte a trece deci un plan astfel incit orice dreaptă 
epnţinută tn acest pwn să fie perpendiculară pe dreapta a. 

Ne propunem acum următoarea problem~: Printr-un punct exterior unei 
drepte, se poate duce un plan care să aibă toate dreptele, conţinute în el, 
perpendiculare pe dreapta iniţială? 

Răspunsµ! este afirmativ. Presupunem <;lată dreapta a şi punctul A 
exterior ei (fig. 5.5). 

A 

a 

Fig. 5.5. 

ln planul determinat de dreapta a şi de punctul A; ducem d~eapta AB 
perpendiculară pe dreapta a (B E a). lntr-un plan care conţine pe a, dar 
este diferit de planul (a, A), ridicăm din B o perpendiculară b pe a. Dreptele 
AB şi b determină un plan care lndeplineşte, conform celor arătate mai sus, 
condiţiile cerute, trecînd prin B E a şi conţinlnd două drepte neparalele 
perpendiculare pe a. 

Vom demonstra acum următoarea 

TeoremA. Dintr-un punct exterior unui plan, se poate construi o dreaptă 
perpenil.iCulară pe două drepte neparalele situate Zn planul dat. 

Demonstraţie. Fie A punctul exterior planului ot dat şi fie d1 şi d2 două 

drepte neparalele conţinute in planul ot (fig. 5.6). 
Ducem prin punctul A planul ~1 care 1:1ă aibă toate dreptele, conţinute 

tn el, perpendiculare pe d1. Ducem prin A planul ~a care să aibă toate dreptele, 
conţinute tn el, perpendiculare pe d2• Planele ~1 şi ~a, avind un punct comun A, 
au o dreaptă comună a, care este perpendiculară, deci, şi pe d1 şi pe d8• 

Cum d1 şi d3 nu slnt paralele, urmează că dreapt a a este perpendiculară pe 
orice dreaptă a planului ot. 
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Fig. !1.ll 

Putem <la deci următoarea: 

Definiţie. 

Din cele demonstrate anterior rezultă că: 

Teoreml. 

\ .Demonstraţie. Cazul 1. Punctul M aparţine planului ot. Să presupunem, 
prin absurd, că prin punctul M am putea duce două perpendiculare di şi d2 

pe planul ot. Dreptele d1 şi d2 determ.ină un plan ~· Fie a dreapta de inter­
secţie a planelor ot şi ~· Dreptele di şi d2, presupuse perpendiculare pe planul ot, 

vor fi, deci, perpendiculare şi pe dreapta ac ot (fig. 5.7). 
· P roblema devine o problemă de geometrie ln plan: ln planul ~. tn punc­

tul M, s-ar putea duce două perpendiculare în acest punct pe dreapta a. 
Or adest lucru este imposibil. Deci relaţia di :F d2 este absurdă. Rezultă 

că prin punctul M, p.l planului ot, se poate duce pe acesta o perpendiculară 
şi numai una. 

M 

Fig .. 'i.K 

Cazul 2. P unctul M IC ex. Presupunem că putem duce prin punctul M 
dreptele di şi d2 perpendiculare pe planul ot (fig. 5.8). Fie A şi B picioarele 
acestor perpendiculare. Ar urma oă triunghiul AM B are două unghiuri 
drepte, ceea ce est.a absurd. 
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Teo re ml. 

Demonsţraţte. Fie ex flanul perpendicular pe d tn punctul A (fig. 5.9). 

d d M 
d 

---, 

A 

Fig. 5.9 

Orice dreaptă din ex este perpendiculară pe d. ln particular, toate oele 
care trec prin A şi stnt conţinute tn• ex. 

Presupunem că există un punct M ~ ex, astfel lnclt dreapta MA = b 
şi b ..1... d, deci, că există o dreaptă b (b ..1... d şi b ft. ex) şi A E b. 

Fie planul (d, b), care taie oe după dreapta c. ·Pentru că d ..1... ex şi cc ex, 
rezultă2ă tl l.. c. Deci, tn planul (d, b), ar rezulta că se pot duce două drepte 
b şi c perpendiculare tntr-un punct A pe aceeaşi dreaptă d, ceea ce este 
imposibil. 

PROBLEME o 

1. Se dau dreptele paralele a, b, c şi un punct O, nesituat pe ele. Ducem din O perpen· 
dicularele OA, OB, OC respectiv pe a, br c (A e a, B e b, C e c). Slnt dreptele OA, 
OB, OC coplanare? . 

li. Se dau punctele A şi B. Prin A trec dreptele a, a', a„, iar prin B trec dreptele 
b, b', b„, perpendiculare şi concurente respectiv cu primele, ln C, C', C". SA se arate că 

există un punct O, astfel Incit segmentele OA = OB e OC e OC' = OC„. 

8. O dreaptă d-este perpendicularii pe planul ex. DouA. drepte a şi b stnt concurente şi 
paralele cu ct. Este dreapta d, perpendicularii pe planul lor? 

4. Fie OA şi OB douA. drepte perpendiculare. Un plan 0t ce conţine dreapta OA 
intersecteazll. un alt plan {3 dupA. dreapta g. Stabiliţi dacA. dreptele OB şi g stnt perpendi· 
culare. 

" 6. Fie ABC un triunghi dreptunghic (A = 90°). Pe AB ca laturA. se construieşte drept· 
unghiul ABMN, (MN (C (ABC)}. Stabiliţi poziţia dreptei AB faţă de planul (ACN). 

6. Sll. se determine locul geometric, tn spaţiu, al punctelor egal depll.rtate de douA. 
puncte distincte A şi B date. 
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7. Se dau trei puncte necollniare. SA. se demonstreze că lecui geometric al punctelor 
din spaţit1. egal depărtate de rele trei punr.te, este o dreaptă. 

8. Se dau patru puncte necoplanare. S!i. se demonstreze cl1 existA un punct egal depăr· 
tat de ele şi să se determine acest punct. 

9. Pe planul trit.ilghiului ABC cu AB = 7 cm, se duc perpendicularele AA' = 7 cm 
şi BB' = 7 cm. Dacii. A'C e B'C, A'C = 7J/2 cm, arătaţi cil triunghiul ABC este 
echilateral. 

10. Pe planul triunghiului ABC se 1·idicA. perpendiculara ln B. Pe aceasta se ia un 

punct B', astfel Incit BB' = AB =AC, (AB =a). Dacii B'C = aV2, arătaţi cil triunghiul 
ABC este echilateral. 

11. Un triunghi dreptunghic variabil ABC, cu unghiul A = 90°, are vlrfurile A şi B 
fixe şi cateta AC de lungime constantă . Care este locul geometric al vlrfului C'l 

12. Fie, într-un plan «, un hexagon regulat, ABCDEF, de laturA 4 (puteţi lua orice 
unitate de măsură 4 m, 4 dm, 4 km etc.). fn punctele A, B, C, D se ridică perpendicularele 
AA', BB', CC', DD', pe planul său, de lungimi: l, 4, 2, 7 (ln aceastA ordine). Să se afle 
distanţele A'B', A'C', A'D', B'C', B'D', ţJ'D'. 

\ ·13. lntr-ttn punct A, al unui cerc de centru O, se duce perpendiculara pe planul 
cercului pe care se ia un punct A' astrei Incit AA' = 5 m. Ştiind cll distanţa A'O = 13 m, 

a. să se afle r_aza cercului; 

b . locul geometric al lui M, mijlocul lui A'O, clnd A descrie cercul. 

14. Pe planul dreptunghiului ABCD se construiesc perpendicularele ln A, B, D, pe 
care se iau segmentele: AA' = 19 cm, BB' = 14 cm, DD' = 23 cm. DacA A'B' = 13 cm, 
şi A'D' = 5 cm, gilsiţi laturile dreptunghiului ABCD. 

lo. 81\ se g;lsească locui' geometrie al punctelor din spnpu egal depărtate de punctrlc 
unui ceri-. 

111. Să sa găsenscll 1ocul gcometi·ic a l punctelor din sp11ţiu c~ral dt•pli.rtatc de vfrfurile 
unui pătrat. 

17. tn ce caz se poate duce printr-o drea{ltă a, dată, un plan perpendicular pe o altă 
dreaptă dată b. 

18. Să se demonstreze cil. dacii. două drepte d1 şi d9 slnt perpendiculare, fA.ră sA. fie 
situate ln acelaşi plan, toate dreptele care fntflnesc pe d1 şi slnt perpendiculare 11e d1 

slnt conţinute în acelaşi plan. 

19. Dreptele d1 şi d 1 fiind date, ln ce caz există un plan care conţine pe d1 şi este 
perpendicular pe d1 ? 

20•. Dacă dreapta d, care trece prin punctul A al planului «, nu este perpendicularA. 
pe «, atunci existA o dreaptii a, conţinută în ex, şi numai una, perpendiculari!. ln A pe d. 
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Teorema celor trei perpendiculare 

Demonstraţie. Se dă d ..L oe, a c oe, b c oi:, a ..L b şi se -cere să se arate 
că c ..L b (fig. 6.1). Dreapta b, fiind conţinută tn planul oe, este perpendiculară 
pe d. Dar b este perpendiculară şi pe a, deci b este perpendiculară pe planul 
determinat de a şi d. Este, prin urmare, perpendiculară pe orice dreaptă con­
ţinută ln acest pl'an (a, d). Cum dreapta care două puncte (M şi P) in acest 

plan, deci este conţinută ln el, rezultă că dreapta b este perpendiculară pe c. 

M 

M 

M 

d 

Fig. 6.1 

c 

Fig. 6.2 

Altă demonstraţie (notaţiile fiind cele din figura 6.2 şi literele mici repre­
zentlnd, de data aceasta, măsurile segmentelor şi nu dreptele). 

Luăm pe a treia perpendiculară un punct T (PT = b) şi, a.plicind teorema 
lui Pitagora, ln triunghiurile MAP şi APT, avem: 

d2 = c2 - a2; ell = a2 + b2; r = d2 + e2, 

(undef= MT, e = AT). lnlocuim, ln a treia relaţie, pe d2 din prima relaţie 
şi pe e1 din a doua relaţie şi obţinem r = cll - a2 + a1 + bll sau r = c2 + 
+ b2• Din recîproca teoremei lui Pitagora rezultă că ;ţ:.MPT = 90°. 
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Reciproce ale teoremet- celor trei perpendiculare 

Ni se pare ma.i simplu să le forni.~Îăm folosind direct figura. 
1) Se dl d ..L «, ac o, b c oc, c ..L b. · Se cere a ..L b. (fig. 6.3). 

Demonstraţie. Dreapta. b este perpendiculară pe planul tri~nghiului MAP 
pentru că este perpendiculară pe două drepte concurente din' ţi.cest plan (pe d 
9i' pe c): Dar a este conţinută tn planul triunghiului MA P. Rezultă că b J.. a. 

2) Se dl ·d ..L a, c ..L b, a ..L b, a c o., b c c... Se cere· d ..L-o.. ' 
,. 
d Af 

Fig. 6.3 

Demonstraţie. Dreapta b este perpendiculară pe planul triunghiului MAP, 
fiind perpendiculară pe c şi pe a. Deci, este perpendiculară şi pe d, care este 
conţinută tn planul lui M PA 1 avtnd două puncte ( M şi A) in acest plan. 
Deci d ..L b. Din ipoteză d ..L a, deci d ..L oe (pentru că cc conţine attt pe a 
ctt şi pe b,· concurente in P). 

Exerciţiu. lncercaţi să demonstraţi una din aceste reciproce ale teoremei 
celor trei perpendiculare şi prin reciproca teoremei lui Pitagora. 

Comentariu. Cum se construieşte perpendiculara d,intr-un pu71-ct pe un p"lan, 
fowsind teorema cewr trei perpendiculare? Luăm o dreaptă b in planul IX. Fixăm 
piciorul P al perpendicularei din M pe b. Ducem apoi, in planul cc, perpen­
diculara a in P pe dreapta b (fig. 6.4). 

M 

Fig. 6.4 

Considerăm perpendiculara din M pe a (dusă tn planul determinat de M 
şi a). Aceasta este dreapta căutată (MA). 
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ObHervaţie. Acest procedeu, în comparaţie cu cel din constructia anlericară a peq;cndi. 
~u larei pe un plan dintr-un punct exterior, nu foloseşte intersecţii de plane, date prin ele. 
mentele lor, ci numai construcţia unui plan ce trece printr-un punct şi o dreaptă dată. 

Vom vedea că această construcţie se va dovedi utilă tn multe probleme de calcul. 

De ce apar două teoreme reciproce la teorema celo, erei perpendiculare? 
Pentru că ipoteza este formată din două propoziţii şi am văzut, tn clasa 

a VI-a, că, tntr-o astfel d~ situaţie, pot apărea două re~iproce. 

# 

PROBLEME tt 

1. !n vîrful A al triunghiului dreptunghic ABC (Â = 90°) se ridică perpendiculara pe 
p lanul triunghiului, pe care se ia AM = 10 cm. Ştiind că AB = 40 cm şi AC = 30 cm, 
să se determine distanţa lui M la BC. 

2. Pe cercui (C) de centru O şi rază r = 8 cm se iau două puncte A şi B astfel tnctt -AB = 120°. ln O se ridică perpendiculara pe planul cercului pe ::are se ia OM = 3 cm. 
Să se determine distanţa lui M la dreapta AB. 

8. Fie ABCD un dreptunghi cu latur..ile AB = 9 cm şi AD= 3 cm. Fie E un punct 

pe diagonala AC, astfel tncft AE = _!_. ln E se ridică perpendiculara pe planul 
AC 3 

dreptunghiului, pe care se ia EF = 5 cm. Să se qetermine distanţa lui F la laturile drept­
unghiului. 

4. 1n vîrful A al unui hexagon regulat de latură a, se ridică o perpendiculară pe pla­
nul său, pe care se ia un segment AM = b. Să se calculeze distant.ele lui M la laturile> 
hexagonului dat. 

5. Aceleaşi date de mai sus, sA se cakuleze distanţele lui M la diagonalele hexagonului. 

6. Fie ABC un triunghi dreptunghic isoscel (AB =AC şi AB =a). 1n punctul D, 
piciorul înălţimii din A, se ridică perpendiculara pe planul triunghiului, pe care se ia un 
punct M astrei încît DM = b. Să se arate că triunghiul AlllC este isoscel. 

7. Pe planul unui cerc (C), tn centrul acestuia, se ridică perpendiculara pe care se alege 
un punct M. Să se arate că dreapta care uneşte pe M cu, un punct N de pe cercul (C) 
este perpendiculară pe tangenta !n N la cercul (C). 

8. Pe planul unui triunghi echilateral ABC de latură.a, se ridică perpendirularcle AA' 
şi BB'. Se ştie că BB' =a. Să se găsească AA' astfel tnctt : 

A 

a. triunghiul A'B'C să fie dreptunghic (B' = 90°). 

b. triunghiul A' B'C să fie isoscel, cu A ".81 = A'C. 

9. O dreaptă d tnttlneşte un plan « !n punctul A. Pe d se ia un punct fix B şi fie 
o dreaptă variabilă g, care trece prin A şi este conţinută tn ot. Să se determine locul 
geometric al picioarelor perpendicularelor din B pe dreapta g. 
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JO. t;e dau o dreaptă fixă d şi un punct fix A(A Ed). Un plan mob il « ccn\Jnr 
dreap la d. Din A ducem perpendicula ra AP pe planul ix (P e ix). Se 1:f'rr; 

a) să se a rate că P d~scrie o !'urbă t:oplaoară; <,. 

b) să se găsească locul geometric a l punctului P în spa ţiu ; 

t') ce descrie punctul P pe planul ot? 

11. Fie O un punct tn planul triunghiului ABC şi D un punct pe perpendi~ulara în? 
pe acest plan . Să se ara te că dacă AD J_ BC, a tunci O se află pr înălţimea din A a tr1-

11nghiului A BC. 

12. Fie H ortocentrul unui triunghi A BC. Pe perpendiculara h, în H, pe planul ABC, 
se ia un punc.t oarecare M . Să se ara te că dacll. A', B', C' sînt picioarele perpendicula­
relor din M r espectiv pe BC, A C şi AB, a tunci AA', BB' şi CC' sînt înăl~imile triunghiului 

{l. BC. 

1a. Fie A un pun:ct a l unui plan da t « şi d, g două drepte concurente în H (H <I' A) 
con ţinute în « . Pe perpendicula ra în A pe planul ix se ia un punct B, din care se du r. 
perpendicularele BD şi BG, respectiv pe d şi g (D ed, G e g). Să se ara le că palrulatL r11l 
cu vîrfurile H, A , G, D este inscriptibil. 

Plane perpendiculare 

Fie un plan ex şi o dreaptă d perpendiculară pe el (fig. 7.1). Ele au un punct 
comun A. (Afirmaţia este evidentă: dacă d nu ar în ţepa planul in A, ar 
rezulta că d li oe. ln acest caz, ducind prin d un plan ~. neparalel cu oe, ar 
tăia planul oe după o dreaptă g(g li d). Deci in oe ar exist a o dreaptă g care 
nu ar fi perpendiculară pe d, or d, fiind perpendiculară pe oe, est e perpendi­
culară pe orice dreaptă din oe). P rin d, ducem un plan y. Spunem că planul Y 
este perpendicular pe planul ot. 

d 

A 

Fig. 7.1 
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J)P1·i put.em da următ.oa1·Pa : 

Deftniţie. l'11 pion y este perp1•111lir11lar pe 1111 oit pia„ Cţ, dacii c<>n(111e ,, 
· t!reaptr (tl C y) perpendicularei. pe lltesta (d l 

Vom demonstra că dacă y _l_ ex, atunci şi IX _l_ y. Notăm cu g fotersecţia 
planelo1· IX şi y (g = IX n y) (fig. 7.2). Ducem in planul IX. perpendicu lara a 
pc g în punctul A. (Deci a C ex., a _l_ g, A E a ). Dreapta a este perpenrl i-

Fi~. i :! 

cu tară pe planul y, penLru că este pe1·pendicu lară pe două drepLe ale salt> 
a _l_ g, a _l_ d (d se găseşte în p lanul y şi este perpendiculară pe a.). Cu 
a lte cuvinLe, planul ex conţine dreapta a care este perpendiculară pe y. 
Deci IX _l_ y„ Am demonstrat asLfel 

Teorema. Fwul date cfo111i plane o. şi y dacii y J_ 'l.. atcinâ şi cc _l_ y. 
Să căuLă.rn să demonstrăm încă o t.eoremă. 

'l'eoremă. Dacii SI' dau clou1/. plane p rr //(!icu lare (et. J _ ~), perpentlic11/11r11 
1lintr-11n µu.nct oarecare al u1mia (A E cx, cr./1ilalt, este în întregime con/trwt1i 
t'n primul plan ( A.1' ca. . .11' E ~ şi I 1 1 ~). 

Demonstra/ie. Notăm cum= ex. n ~· Prin reducere la absurd, presupunem 
că Ari' _l_ ~ nu este conţinută in planul ex. Dar oi; este perpendicular pe ~' 
deci există în ex. o dreaptă g perpendiculară pe ~ (fig. 7.3) , adică pi> ori <.:I:' 
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dreaptă a lui~· Ducem prin A dreap!Ai d para l elă cu g. Ş i ea va face acele"~ ' 
unghi cu toate dreptele din ~· Dreapt a d întîlneşte dreapta m ln B . ln planul 
determinat de A, A', B, ar ex ista dec i două d„epte AB şi AA' perpendiculari' 
pe BA'. Dar acest lucru este imposibil , pentru că AB şi A A' sînt cuncu 1·ent.e. 

Rămîne numai cazul cjnd g a r t 1·ece prin A, dar atunci problema est e 

rezolvată , g fiind., prin definiţie, conţinută în oi;. 

Perpendiculara comună a două drepte 

Teoremă. Jnr·rl. a şi b sini două drept1• 1uroplanar<', atunci e:i;istă o drrapt11 
,.. •• I 

Cu a lte cuvinte, există o dreaptă şi numai una; perpendicul.ară pe două 

drepte necoplanare şi care să se sprij ine pe ele. 

Existenţa. Dintr-un punct Pal lui a, ducem b' paralelă cub şi considerăm 

planul IX determinat de a ş i b' (fig. 7.4). Ducem planul ~ perpendicular pe ex 

şi care conţine dreapta a. Acesta se inte1·sectează cu rtreapta-b în M. Perpen­

diculara MN (din M pe a) este dl'eapta căutată. într-adevăr, pentru că 

IX_l_ ~; MN c ~, MN _l_ a, 1·ezu!Lă MN _l_ a., di>c.:i MN _l_ b'. deci MN _l_ b. 

Şi din constr·ucţie. MN _L a. 

o 

a N p 

Fig. 'H 

b 
I 
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Unici tatea. Presup unem , prin absurd, că ar ex ista două pe1·pen<llculan1 
MN şi PQ pe a şi b, eu puncte le :Jtl , P siLuaLe rP b şi N , Q pe a, (a şi b 
fiind necoplanare) (fig. 7.S). Din Q durf'm QS paralel ă cu MN şi cons iderăm 

a !V .a N 
L 

planul y delerminaL de PQ şi (!S. [)i-pplPIP a ş i h sint pe r·pendicula l'e , 
ambele, pe pla nul Y'· fiind · pPrpendicul a re pe două din dreptele sa le. Ar 
însemna că a ş i h sini pa r·ale le. da r· r le sînt. necoplanare, iată · contrad ic ţ ia. 
Ar · rămîne de sLud ia t cazul cînd ce le dou ă perpendiculare ar avea pe una 
din dreptele a sau b, un puncL comun. De pi ldă N = Q. Lăsăm pe seaml} 
c ititorului să „elim ine" ş i acest, caz. 

Perpendicularitate şi paralelism 

ln plan , a<'eastă legătw·ă se ex pr·imă prin: Două drepte perpendiculare.. 
p e Q a treia sînt paralele. 

ln spaţiu apar două ase.menea pr·oprie lăţi: 

1) ~oua pla1w perpendiculare pe c.cleasi .,.,·eoptă sînt paralele. 

Demonstraţie . Dacă ar avea un punct comun atunci, unindu-l cu punctele 
de intersecţie a le celor dou ă plane cu dreapta pe care sint perpendicula re . 
am obţine două perpendiculare din acel punct pe dreaptă (situate 1n planu l 
determinat de acel punct şi dreaptă) , ceea ce est e im posibil. 

2) )01ta d.repie oerpe zdicular" p!! HL pl r 0 '1.1 pq olele. 
\ 

Demonstraţie: Fie d _L <X. Orice paralelă la d este perpendiculară pe toa te 
dreptele din <X, deci este perpendiculară pe <X. Fie d' perpendiculara pe <X in 
punctul M. Ducem prin M paralela d" la d. Conform faptului că dint1·-un 
punct se po at e duce o singură perpendiculară pe un plan, că d' = d". 

Observaţie. În spaţiu, nu este adevărat l:~ două drepte perpend iculare pe o a t rt1 in 
sint pa ralele. 

36 

PERPENDICULARE Ş I OBLICE. DI STANŢA DE LA UN PUNCT 
LA UN PLAN 

'J'eoremă. Fi e M un punct in spaţiu. ex un p lan şi IV pi ciorul. perpPndiculi1r<·1 
du.se din M pe ex. 

n . Dacă P E ex. P :F N. al une i M P > M N. 

b. Dacă P " P 2 sini. pu nct.e d in o: , at unci N P 1 == IV P2, dacă şr numai 
dacă, MPi = M P2 . 

Demonstraţi a es t.e i rnerl i a lă, eo nside l'i nd l.l'iungh iul /III N P . 1·P.spe1;t.iv Lri­
unghiurile M N P 1• M l\ ' P 2 (fiµ. 7.6). 

Fig. 7.6 

Obser„a ţie. Teorema se poate form ula :;;i as tfel: pP1·p1mdir11lara dmlr·Ull p1111d P*' 1111 

pl.111 Pstt· rnai scurt[1 dcrît or·it'e ohliri\ d11s:l din an•laşi punct la plan; două ohlirt:' dt181• din 
.t l'e ln ~ i p11nl'l la 11n plan sin i c·o11grlll'lltc• i1l1111ci :;;i n1111wi, atnnC'i , dud pir ioan• lf' lor ~•i11I 
"ll"' I dc~părlate ele JlÎ<'ÎOl'll I Jll' l'IH' IHlil'11li11·ri . 

Defi11iţie. Prin distanţa tle ia· 1w. punt'f M fa un plan <X, înţefogem lu.ngtmea 
.I//\', 11nil<> N E a este pirioml r~erpenrlicularei duse din Jll pe rt.. 

Teoremă. ft'ie o:,~ două plane paralele. At11nci distanţa 1/e fa punctde M E:: a 
la planul ~ Pste conslorttă. Aceastii ronslo11tă se 111w1eşte distanţa intre pla111•l1• 
p11rnf Pf1 (( ŞÎ ~· 

Demonstraţie. Fie M 1• M 2 E o: şi N 1 , N 2 piciua!'ele perpendicu la r·elor din 
.11 1• Ma µe ~ (fig. 7.7). 

f ~ 
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Ştim că M 1N 1 11 M2N 2 (perpendicularitate şi paralelism), deci M 1, N 1 , 

.V
2

, M 2 sînt in acelaşi. plan. De la proprietăţile planelor paralele ştim că 
M1M2ll N1N2, deci M 1N 1N 2M 2 este dreptunghi şi deci M 1N 1 = M 2N 2, 

ceea ce trebuia demonstrat. 

Aplicaţii. Se pot dovedi uşor, folosind teorema asupra oblicelor congruente, 

Ul'mătoarele afirmaţii: 

1. ·-· . J 0111elrtc al punctelor din spaf 1u ego/ depărtate de virfunlc uniu 

tri1mghi este perpen<liculara dusă clin centrul Cl'rrnlu1 circumscris tri1wghiu.l1ti 

fit' planul acestuia. · 

Demonstraţie. Cu notapile din figi.ira 7.8, A, B, C sîn t vîrfurile lrjunghiului, O ccntrul 
rcr(:nh1i circumscris, d perpendiculara în O pe planul triunghiului şi M un punct oarecare 

al ei. Ştim că razele OA= OB = OC, deci l\IA =MB = MG, ca oblice duse din acelaşi 
punc:t, egal depărta le de piciorul perpendi<·ularei. Reciproc: dacă N este un ::rnnd in 

spa!.iu, astfel lncît NA= NB = NC şi N' este piciornl perpendicularei din N pe planul 

(ABC), alunei N'A = N' B = N'C, der1 N' C'oinride ~u O. 

Fig . 7.X 

d 
M 

2. .outl ;.:rome/ne al p11ncte/01 egal depărtate de laturile unui trwnohi eslr o 

I' , 11wJ1rulara pe planul său. b1 centrul cercului înscris în trinnl!hi 

Demonstraţie. Cu notaţiile din figura 7.9, A, B, C slnt virfurile triunghiului, I centrul 

1·c1·cului înscris, d perpendiculara în I pe planul triunghiu lui şi M un punct curen l al ci. 

Avem: MA' a MB'= MG~ ca obli ci:! Ju».1· din ;11"claşi punct, egal depărlale de piciorul 

perpendicularei. Dcci,or ice punct Jlf Ed al'(' p1·oprielalea cerută. Reciproc, considerînd 

un punct M exterior p lanului t rilmghi1il11i (ABC), astre i încît distanţele la !alurile lu i să 
fie ega le (MA' = MB' = MG'), ducînd di 11 M Pl' l'JJlllldiculara Ml' pe planul t riunghiu lu i 

(T' în acest plan) şi aplid nd o ,reciprocă a teoremei celor tre i perpendiculare avem: 

l 'rl' = J'B' = l'C'; deci 1 şi !' roinrid . 

3fl 

fROHLl'::\lE 7 

1. Dreptunghiul ABCD cu laturile AB = 3 cm, EC = 12 cm, se lndoaie de-a lungul 
drrptei MN (M mijlocul lui AD, N mijlcc:11l lui EC), pină cind planele AM B şi DCN 
devin perpendiculare. Să se afle lungimea segmrn tului BD- după . îndoire. 

2. Un trapez isoscel A ECJ) are baza mare AB = 22 cm, baza mică CD = 1 O cm şi 
lalura neparalelă egală cu 10 cm. Se lndoaie· trapezul în lungul liniEi mijlccii MN, plnă clnd 
planele (ABM) şi (.DCN) devin pfrprndiculare. Să se afle distanţa, după îndoire, de la 

punctul D la baza AB. 

3. Dreptunghiul ABCD se îndoaie de-a lungul diagonalei AC, p1nă clnd planele ACE 
şi ACD devin perpendiculare. Dacă AB = 3 cm şi EC = 4 cm să 11e afle lungimea seg-
mentului BD, după îndoire. ' · 

,... 
4. Un triunghi dreptunghic ABC (A = 90°) se îndoaie ln lungul înălţimii AD, pînă 

cînd planele ABD şi ADC devin perpendiculare. Ştiind că AB = 2 V6 cm şi 
AC = 2 ViO cm, să se calculeze distanţa înlre punctele B şi C, după lndoire. 

,... ,... 
6. Două triunghiuri dreptunghice iscEcele ABC, (A = 90°) şi AEC, (C = 90°) au 

raleta AC = a comună şi planele perpendiculare. Să se calculeze lungimea eegmentului BD. 

6. Fie ex şi ~ două plane perpendiculare şi A şi B două puncte (A e 0t, B e ~). 
Ştiind că punctele A, B slnl situate la o distanţă de 3 m faţă de dreapta de intersecţie 
a celor două plane şi că AB = V34 m, să se calculeze distanţa între M şi N (picioarele. 
pcrpcndic~larelor duse din A şi B pc dreapta de intersecţie a celor două plane) . 

. 
7. Să se determine locul geometric al punclelor egal depărtate de dcuă drepte paralele. 

8. Să se determine locul geometric al punclclcr egal depărtate de două drepte con ­

curente. 

9. Să se determine locul geometric al puoclelor egal depfU'tate de dcuă semiplanc 

mărginite de aceeaşi dreaptă. 

10. Dacă numim „plan bisector" locul geometric găsit la prcblema prfcEdfntă, ati;nci, 
să se arate că, fiind dale trei plane care au un punct comun, şi numai unul, planele bise1·­

toare au o dreaptă comună. 

11. Fie OA, OB, OC trei segmente perpendiculare două cîte două. Perpendiculara 
din O pe planul triunghinlui ABC cade în punctul de tntîlnire al înălţimilor triunghiului 

ABC. 

"' 12. Un triunghi dreptunghic isoscel ABC (A = 90°) se îndoaie de-a lungul lnăl\imri 
AA', pînă cînd planele triunghiurilor AA'B, AA'C devin perpendiculare. Să Ee demonstreze 
că triunghiul ABC, obţinut d1•p1i îndoire, are un unghi de 60°. 



18. În lrlunghlul ABC, se conslderA linia mi,llocle MN (M e AB şi N e Ac; şa 
secanta AP(P e; BC), AP n MN ::: P'. Se îndoaie triunghiul de-a lungul lui M /V, astfe l 
fn ctt planele AMN şi BMN să fie perpendiculare . Să se dernopstre~e că triunghiul nou 
format. PJ>'A este isosce l, 

141• Să se arate că prin orice dreaptă, situată în tr-un plan ex, trece un plan unic per­
pendicular pe «. 

15. Dacă dreptele a şi b sint perpendiculare şi dacă a l « şi b l ~ («şi ~fiind dGuă 
plane), atunci « l. ~ . · 

16. Dacă o dreaptă d este intersecţia a dquă plane «, ~ perpendiculare pe un plrn y, 
atunci d J_ y. · 

PROIECŢII 

+P 

Fig. 8.1. 

13' 
'A'' 

Fig. 8.2 

Definiţie. rwn P ~l' pro1 •rţ1 

o drrapt1i d, piciorul 

(într-un plan care conţine punctul P şi 
dreapta d) (fig. 8.1). 

La fel ca in geometria in plan, se 
constată că proiecţia unui segment pe 
o dreaptă este un punct sau un seg­
ment (fig. 8.2). 

ln teoremele de mai jos vom 
conveni să considerăm cos 0° _:._ 1 şi 

cos 90° = O. 

Teoremă. l[fl 11111'0 111 I' li' (I li lltl i 0 n ('/ L A B pe o clrra pia rl 
11"1111ea sr n111111111 uu ult1ta. rtt cosiw ul un hiului u di11t1 

1l ş1 clrcuptri ce co11{111e see1mnit11l. 

Demonstraţie. Teorema este cunoscută in cazul in care A; B şi d sint co­
planare. -In cazul cind A, B şi d nu sint coplanare, avem, desigur : B .p B', 
A =F A', iar A, A', B nu sînt coliniare. 

1 Vă sfătuim să reţineţi rezultatele probk,tnelor !4, 15, 16 pentru di. ele vK pot tl 
utile în rezolvarea altora . . ; 
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Să alegem pe paralela la A B dusă prin A'. de aceeaşi pllrt.e a dreptei A ,1' 
cft şj. .B, un punct B" aşa 1ncît A' B" :::= AR (fig. 8.3). 

... 

Patrulaterul AA' B" B este un paralelogram, deci BB" li A A', BB" J_ d. 
Sau B" este pe dreapta BB', sau d perpendiculară pe planul 8B'B". 
ln ambele cazuri, B" este în planul perpendicular pe d in B', deci B' este 
proiecţia lui B" pe d. Cum u este unghinl dintre d şi A'B", iar d· şi A'B" 
sint coplanare, avem A'B' = A'B" - cos u = AB ·cos u. 

PROIECŢII PE UN PLAN 

Definiţie. n111 c1111 >r/oannalii a 1wui p111 ct A pe· rm plan este pi.c1orul 

Perpendiculara din punctul A pe plan se numeşte pro,iectanta lui A. Proiec­
tanta lui A pe un plan este unică . lntr-adevăr, să presupunem că ar fi două, 
unind picioarele perpendicularelor pe plan am obţine, împreună cu punctul 
A, un triunghi cu două unghiuri drepte, ceea ce este imposibil. 

Evident, cînd punctul se găseşte pe plan, atunci el coincide cu proiecţia 
sa (fig. 8 .4). 

A 

A' I 
.Fig . 8.4 

Pentri'.i că deocamdată nu cunoaştem altă proiecţie decît cea ortogonală 
ii vom spune acesteia, pe scurt, proiecţie . 

Prin proiecţia unei figuri oarecare pe un plan, înţelegem locul geometric 
al proiecţiilor punctelor sale pe acel plan. 

Teoremă. I 111'( 1.,1 li, . I .. , ,, ~·i c:;IP v drcq.pt1i sau tw Jllllltl 
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Demonstraţie: Cazul 1. Ch1d dreapta d nu este perpendiculară pe plan, 

atunci proiecţia ei pe acest plan este o dreaptă (fig. 8.5) . . 

, 

~ A B d 
d I 

I I I I 
I I 

j~/ L ;/ j-) 
fi' a. 

Fig. 8.5 

Considerăm punctul A fix pe dreaptă şi punctul B mobil pe aceeaşi 
dreaptă. Fie A' şi B' proiecţiile acestor puncte pe planul dat. BB', „sprlJl­
nindu-se" pe dreapta d şi avtnd o direcţie dată (aceeaşi cu a lui AA' -
pentru că două drepte perpendiculare pe un plan sînt paralele), generează un 
plan. Intersecţia acestuia cu planul iniţial ot este evident o dreaptă. Cea cău­
Lată. Evident, orice punct M' E A' B' este proiecţia unui punct M E A B, 
pentru că dacă o secantă taie o dreaptă, taie orice paralelă a ei. 

Observaţie. Dacă dreapta este parale lă cu planul, proiec\.ia ei va fi paralelă cu l'B. Darii 
dreapta este conţ,inută tn plan, ea coincide cu proiecţia ei . · 

Cazul 2. Dreapta este perpendicu­

lară pe plan. 
1 n acest caz proiecţia ei este un 

punct, deoarece proi~ctanta oricărui 

punct. A de pe d pe ot este d însăşi. 
J)eci proiecţia lui d pe planul ot se 
reduce la punclu] - de intersecţie a 

lui d cu <X (fig. 8.6). 

Observaţie. tfo trebuie in~eles ! 11să l'U 
dacă proiecţia unei curbe pe lln plan este o 
dreaptii, curba aceasta este o dreaptă . Astfel, 
proiecpa oricăJ'ei curbe plane pe un plan 

11erpendicular pe planul ei 9s te o porţiune 
di11 dreapta de i11terse'-·\ie a celor don ă plane 

(fig. 8. 7) . 

42 

A 

A' 

Fig. K li 

Teoremll.. 
Demonstraţie. Cazul 1. Segmentul de proiectat nu este perpendicular pe • 

plan. 
Problemă. se reduce la o problemă de geometrie tn plan, tn planul deter· 

minat de proiectante (fig. 8.8). 

c 8 c rn A1 18 
I I B 

I I I I I 
I I I I I 

I 

I 
I I 
I 'C' I A c 

I I I I I 

A' c' fi' a' A' C' 

Fig. t!.l:I 

Cazul 2. Segmentul, care se proiectează; este perpendicular pe plan, atunci 
proiecţia sa este un punct. · 

lntr-adevăr, întreaga dreaptă- suport a segmentului se proiectează într­
un punct. Deci şi segmentul conţinut tn ea. 

PROBLEME 8 

1. Trei puncte coliniare A, B, C se proiectează pe un plan în A', B'~ G'. Să se demon-
AB A'B' 

streze că -- = --, 
BC- B'C' 

2. Fie ABC un triunghi şi A' B 'C' proiecţia lui pe un plan «. Dacă A11 B1, C1 stnt mij­
loacele segmentelor BC, CA, AB, atunci aceste trei puncte se proiectează, pe «, tn mij­
loacele segmentelor B'C', C'A', A'B'. 

8, Fie a, b doull. drepte paralele . Ce puteţi spune despre proiecţiile lor, a' şi b', pe ·un 
acelaşi plan? 

4. Se proiecteazll. un triunghi oarecare ABC pe un plan« tn A 'B'C'. SA. se demon­
streze că proiecţia centrului de greutate G al triunghiului ABC este centrul de greutate G 
al triunghiului A' B'C'. 

o. Triunghiul echilateral ABC (AB =a) are latura BC conţinută tn planul «, iar A' 

este proiecţia lui A pe «. Ştiind că 4,BA'C = 90°, sil. se calculeze tg .1'BA.. 
""' 6. Unghiul AOB = 90° are latura OA paralelii. cu planul Cit. Dacii. A', O', B' slnt pro-

iecţiile punctelor A, O, B pe «, arătaţi cil fo:'B• = 90°. 

7. Triunghiul isoscel ABC (AB &11 AC) are punctul B tn planul Cit, iar C şi A de aceeaşi 
parte a planului «. Fie A' şi C' proiecţiile punctelor A şi C pe Cit. Ştiind că triunghiurile 
AA' B şi A' BC' stnt dreptunghice şi isoscele (A' B • BC' şi A' B = a), să se calculeze 
lungimea segmentului CC'. 
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8. Triunghiul isoscel ABC se proiectează pe planul«, ce conţine pe BC, după triunghiul 
dreptunghic A'BC. Ştiind că A'B = 4 cm. A'C = 3 cm, să se calculeze: 

a) cosinusul unghiului ABC ; 
b) lungimea laturi i necongruente cu celelalte ale triun ghiului ABC. 

UNGHIUL A DOUĂ DREPTE 

Teorema asupra congruenţei unghiurilor cu laturile paralele ne permite să 
dăm o definiţie unghiului a două drepte , in .general necoplanare. Să observăm 
că, avind două perechi de drepte paralele ce trec prin punctele P şi P', 
putem alege totdeauna semidrepte pe ele, cu originile in P , respectiv P',. 
astfel incit ipotezele din teorema citată să fie satisfăcute. 

Definiţie. r 1t u„51tiu .• a. .,, „ă ..tre_,ite Jm spaţu„ .nţelege,n orice ung~i mat'. 
mic cel 1nult ~gal cu 90,0 , fonn 1t, în orice punct al spaţiului, prin ducerea <lP. 
paralele l:L areptele cale (fig. 9.1). 

De multe ori vom folosi drept „unghi a două drepte", măsura lui. 

a 

Fig. 9.1 

Observaţie. Unghiul a două drepte esle 0° dat,;ă şi numai dacă dreptele sînt paralele. 

UNGHIUL UNEI DREPTE CU UN PL,AN 

Definiţie. Ntimim unghiul unei drepte cu un plan, uughwl făcut de acea 
dreaptă cu proiecţia ei pe plan (in cazul cind dreapta nu este perpendiculari' 
pe plan şi nici paralelă cu el) (fig. 9.2). 

Fig. 9.2 
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Dacă dreapta este perpendiculară pe plan, vom considera unghiul dreptei 
ou planul respectiv ele 90° (fig. 9.3, a). 

a b 
Fig.!!.~ 

Dacă dreapta este paralelă cu planul, vom conveni să spunem că dreapta 
face cu planul un unghi de 0° (fig. 9.3, b). 

Unghiul u al unei drepte cu un plan este deci cuprins tntre 0° şi 90° 
(u E [0°, 90°)). 

Teoremli.. Unghiul unei drepte d cu un plan oe este cel mai mic dintre unghiu­
rile formate de acea dre~ptă cu o dreaptă oarecare a planului. 

M 

Fig. 9.4 

Demonstraţie. 1J1•eapta d se proiectează pe planul oe după dreapta d'(A = 
= d n oe). Considerăm o altă dreaptă d" C oe, pe care o putem presupune că 
trece prin A. Din M E d, ducem MB J_ d'. Luăm pe d", ln direcţia în care 
formează un unghi ascuţit cu d, segmentul AC= AB. Triunghiurile MAB 
şi MAC au cite două laturi respectiv congruente (MA' comună şi AB= AC) 
şi MC > MB (segmentul oblicei este mai mare dectt segmentul perpendicu· 
larei). Se şti.e că ln două triunghiuri care au cite două laturi respectiv con­
gruente, laturei a treia mai mari i se opune un unghi mai mare şi reciproc, 
deci ~MAC> ~MAB, şi teorema este dem9nstrată. 

Observaţie. fn particular, dacă unghiul unei drepte a (din planul ot) cu d, este congruent 
cu unghiul dreptei d cu proiecţia sa pe ot, putem trage concluzia cil. acea dreaptă a este 
paralelă cu proiecţia dreptei d pe ex. 

Comentariu. Definiţia distanţei de la un punct la un plan şi definiţia 

unghiului dintre o dreaptă şi un plan apar analoage: anume ambele elemente 
slnt oole mai mici posibile, dintre toate cele care pot fi propuse. 
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Obse„vaţie. Unghiul dintre o dreaptă şi un plan este complementar unghiului dintre 
acea dreaptll. şi o perpendiculară pe acel plan. Aceasta ar fi putut fi luată şi ca definiţie. 

Rea.mintindu-ne o observaţie relativă la unghiul unei drepte cu un plan, 
precum şi faptul că două perpendiculare pe acelaşi plan sint paralele, dăm 

următoarea : 

Definiţie. •'ie a, ~ două plane. Prin unghiul dintre ex şi ~ tnţelegem valoaretl 
„ iz,, r >r 1i.nghiiLrilnr farmqtr. tntre doull drepte a şi h, 1~n.dP. n. 1- <1- h J ~ 

Teoreml. Fie oe şi ~ două plane care se intersectează du:pă dreapta d. Să 
aiegem un punct PEd şi să ducem dreptele a c ex, b c ~. perpendiculare Zn P 
pe d. 

Atunci unghiul dintre planele oe, ~ este congruent cu: unghiul dintre dreptele 
a şi b. 

Demonstraţie. Să considerăm planul ?t, perpendicular_ in P pe d. El va 
conţine dreptele a şi b (fig. 9.5). Planul 7t va fi perpendicular pe planele oe 
şi ~, deci el va conţine două drepte a', b' ce trec prin P, perpendiculare pe oe, 
respectiv ~ (fig. 9.6). Rezultă a' ...L a, b' ...L b.~ Unghiul dintre planele-ex, ~ 
este congruent cu unghiul ascuţit format de a' şi b', care, avtnd laturile 
perpendiculare pe cele ale unghiului ascuţit format de a şi b, este congruent 
cu acesta. 

a 
p a 

Fig. 9.5 Fig. 9.6 

Observa;ie. Două plane slnt perpendiculare dacă şi numai dacii unghiul lor este de 904
• 

Două plane slnt paralele dacii. şi numai dacii unghiul lor este de o•. 

UNGHIURI DIEDRE d 

Definiţie. 
fui 
dreapld d n d 
Dr apt l nu (fig. 9.7). Fig. 9.i 
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Vom numi unghi plan al ungltiului d;·eLlru 11aloarea u.nghiuhli dintre 'tli>u 1'i 
srmidrepte a, b, ambele avîwl originea tnlr-un punct P E d, conţinute respectiv 
;,, cele 1lou<l semiplarie re formN' 1; lir1lrv[ ~,: perper>rl.icu.lare pe J 

Observaţie. Unghiul planelor IX şi (3 este congruent cu unghiul plan l!l diedrului, dacll 
acesta nu es te obtuz, şi cu suplemenlul acestuia, tn caz contrar. 

Problemă rezolvată. Se dau 111 spaţiu două semiplane ix şi~. care au muchia 
comună m. Se cunoaşte că perpendicularele dm acelaşi punct ME m, u C oe 
şi v c ~ pe muchia m, fac intre ele unghiul 6 (fig. 9.8). 

Fig. 9.!l 

Fie pe muchia m, segmentul AB = c, şi în planele a. şi ~ segmentele 
A 'A = a, B'B = b. ambele pel'pendiculare pP c. 

F'ig. !l .!l 

Să se calculeze în funcţie el f' a, b, (' ş i e 81-'~ llll'llLUI A' B'. 

Ducem segmentul BD paralel şi congruent cu AA', deci BD = a. Ducem DT perpen­
dicular pe BB', deci triunghiurile BDT, A'TB' ş i A'DTsînt dreptunghice. Rezultă DT = 

= a· s in 0 şi de aici A'T2 = DT2 + A'D2 = c2 + a 2 
• s in 2 6. în triunghiul A'TB' se poale 

aplica teorema lui Pitagora : A'B'e = (b - a· cos 0) 2 + c2 + a2 
• s in 2 O = 

= b2 - 2ab· cos 6 - a2 ·cos 0 + c2 + a 2 ·sin 0 şi, ş ti ind că sin 2 6 + cos2 0 ... 1, 
rezultă: A' B'2 = a2 + b2 + c2 

- 2ab · ('OS 0. 
Această formulă „seamăn ă" cu t eorema cos in11siilui. Unghiul 6 joacă un rol deosebit 
ln calculul unui segment cu cape tele in două plane rare au o dreaptă comună, 1n fond O 
nu este decît unghiul plan a l unghiului diedru iniţi a l. •. 
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Teoremă. ungimM proiect · L unut mcnt pe un plan o: esle egafo ra 
n11imea s amentulu i o in ul nghiulu1 . u dznt,re dreapta d 

' . ,, 
Demonstraţie. Dacă d J_ oe, atunci u = 90° şi cos u = O, proiecţia este un 

punct etc. Dacă u =/: 90°, fie d' proiecţia lui d pe oe. Proiecţia segmentului 
pe planul ot coincide cu proiecţia sa pe dreapta d', u este, prin definiţie, 
unghiul dintre dreptele d şi d' şi teorema rezultă adevărată pe baza celei 
precedente. 

Înainte de a stabili un rezultat as.upra ariei unei proiecţii, vom demonstra: 

Teoremă ajutătoare. Fie oe şi ~ două plane neperpendiculare, ce se intersec­
tează după o dreaptă d. Dacă b este o dreaptă din ~. perpendiculară pe d, atunci 
proiecţia lui b pe ot este perpendiculară pe d , iar unghiul dintre b şi ot este egal 
cu unghial dintre planele ot şi ~· 

Demonstraţie. Fie P punctul de intersecţie al lui b cu d (fig. 9.10). Să 
ducem un plan 7t J_ d, prin P. El va conţine pe b şi va fi perpendicular 

Fig'. !I . III 

pe ot, deci proiecţia lui b pe planul ot va fi dreapta c = 7t n cc., care va fi 
perpendiculară pe d (b nu este perpendiculară pe cc., deoarece ~ nu este 
per·pendicular pe oe). 

S-a Văzut in teorema ajutătoare că unghiul dintre cc. şi ~ este egal cu 
unghiul dintre b 'şi d, care, prin definiţie, este egal cu unghiul dintre b şi ot. 

Acum putem dovedi: 

Teorema. ' r utrcţif'i A, B' C' a ltnlli triunghi ABC pe. un plan IX (',\'/f' 

'• ' ml dintre aria triunghiului ABC şi cosinusul ungliinlui ii flint11• 
plo.11 I ln1111.c;hiv l ii <-i --le 11 / r 

Demonstraţie. Dacă u = 90°, triunghiul se proiectează după un segment 
(cos u = O) etc. Dacă u = 0°, triunghiul se proiectează după unul egal cu 
el, conform teoremei precedente (cos u = 1) atc. 

Fie deci, 0° < u < 90°. Planul cc. va avea cu planul triunghiului o dreaptă 
comună d. 

Să considerăm intîi cazul 1n care triunghiul ABC are o latură, (fie ea AB), 
paralelă cu d ' (fig. 9.11). Să duoem înălţimea CD a triunghiului. Conform tPo­
remei ajutătoare, proiecţia lui CD este înălţimea C' D' a triunghiului A' B'e'. 
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Fig, . 9.11 

iar unghiul dintre CD şi ot este egal cu u. Conform teoremei relative la pro. 
iecţia unui segment pe un plan vom avea: C' D' = CD · cos u şi A' B' 515 AB, 

deci aria A'B'C' = ~ ·A'B' · C'D' = _!_ .AB ·CD· cos u =(aria ABC) ·cos u. 
2 2 -

ln cazul geţ'leral, observăm că orice triunghi se descompune in triunghiuri, 
avind fiecare cite o latură paralelă cu o dreaptă dată d din planul său. 
(fig. 9.12). 

. A. 

B~ ---­
---~c 

i__-~d ~1 
Fig. 9. 12 

Scriem relaţia de demonstrat pentru fiecare din aceste triunghiuri, le 
adunăm şi obţinem relaţia dorită. 

Observaţie. Teorema se genera!izează la orice poligon plan. 

Teorema lui Desargues*. Din punctul V pornesc trei semidrepte a, b, c, 
necoplanare toate trei. Pe semidreapta a luăm punctele A, A', pe semi­
dreapta b luăm B, B' şi pe semidreapta c luăm C, C', astfel încît laturile 
triunghiurilor ABC şi A'B'C' să nu [ie, respectiv, paralele. Atunci dreptele 
AB şi A'B', BC şi B'C', CA şi C'A' se întîlnesc în trei puncte coliniare 
(fig. 9.13). 

Demon.slraţie. Vom arăta, mai întîi, că dreptele AC cu A'C' , AB cu A'B' şi BC 
cu B'C' se întîlnesc şi apoi că punctele lor de intersecţie stnt coliniare. 

Într.adevăr, punctele A, A', C, C' sînt coplanare (A şi A ' sînt situate pe dreapta a, 
iar C şi C' pe dreapta c; dreptele a şi c stnt concurente, deci coplanare). 

•Textele însemnate cu o bară la marginea paginii slnt facultative. 
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Fig. 9.13 

Din i poteză, dreptele AC şi A'C' nu sînt paralele, deci, fiind coplanare, se lntll-
111.'SC. Fie N punctul lor de intersecţie. 

. La fel, AB şi A'B' se înUlnesc în P, BC şi B'C' în M. Dar punctele M, N, P, 
situate pe dreptele BC, CA, AB, aparţin planului triunghiului ABC; aceleaşi puncte 
M, N, P, fiind situate şi pe dreptele B'C', C'A', A'B', aparţin şi planului triunghiului 
A'B'C', deci siat situate pe ·dreapta de intersecţie a planelor. Rezultă că M N p 
sînt coliniare. · ' ' 

Obseroaţii. 1. Dacă donă din laturi le triunghiurilor de exemplu AC şi A'C', sînt 
paralele şi restul enunţul ui rămJne ace laşi. se dovedeşte uşor că dreptele MP, A'C' 
şi AC sînt paralele. 

2. Dacă AC li A'C', BC li B'C' atunri şi AB 11 A'B' şi planul triunghiului ABC 
este pHralel cu cel al triunghiului A'B'C' (fig. 9.14). 

M 

Pig. 9.14 

. . ~a~ă vom con veni să spunem că două drepte paralele au un punct comun la 
rnfm1t ş1 că două plane paralele au o dreaptă comună lu infinit, în enunţul teoremei lui 
Desargues nu ~ai es te nevoie de specificat că laturile triunghiurilor ABC şi A'B'C' 
nu stnt respectiv paralele. Enunţul se simplifică, în schimb sensul său capătă un plus 
d_e încărcătură, prin ~enerali zare. 
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Problemă rezolvată. Ne-am deprins, pînă acum, să folcsim uneori geometria în 
plan pentru a rezolva probleme sau părţi din probleme de geometrie în spaţiu. „Metoda 
proiecţiei" ne dă posibilitatea sli facem şi drumul invers: să rezolvăm probleme de 
geometrie planii cu ajutorul geometriei în spaţiu. Teorema lui Desargues este un exemplu 
clasic în această privinţă. ' 

Se dau trei drepte în plan (de data aceasta) a, b, c concurente tn V (fig. 9.lfi). Două 
triunghiuri ABC şi A' B'C' au vtrfurile respectiv pe aceste drepte şi nu au laturile cores­
punzătoare paralele. Să dooedim atunci că acestea se întilnesc tn trei puncte coliniare 

};!, N, P. 
Fie 0t planul dreptelor a, b, c şi .~ un alt plan (~ .l et), care trece prin V şi printr-o 

dreaptă a' (V ea' ) ce se proiectează în 0t după dreapta a (fig. 9.16) . Fie A1 ea', punc­
tul care se proiectează în A pe 0t şi A' 1 e et, punctul care se proiectează în A' pe 0t 

b 

B B' -----V ----:- A ;::.. ... 

"' ---- A' o 
< ,,.,,. 

c C' 
c 

Fig. 9.15 

Laturile triunghiurilor A
1 

BC şi A~B'C', care îndeplinesc condiţiile teoremei lui Desar­
gues tn spaţiu, se intert.t>c l cază în trei puncte coliniare M 1 , N 1 , P1 , care se vor proiecta 
în M, N, P pe planul et. Dar, proiecţia unei drepte fiind tot o dreaptă, rezultă că !;ii 

A -

I* 

ic' 
I 

Fig. 9.16 

A/ jJ 

b 

a 

c 
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M, N, P sînt coliniare. Veţi obiecta că proiecţia unei drepte poate fi şi un punct, dar 
acesta se tntîmplă ctnd dreapta este perpendiculară pe plan. ln cazul. nostru M 1N1 
este intersecţia planelor A 1BC şi A'1BC, care ar trebui atunci să fie perpendiculare şi 
ele pe ex (deoarece conţin o dreaptă perpendiculară pe ex). Dar atunci n-am mai avea în« 
un „triunghi" ABC ci trei puncte pe un segment A, B, C. 

PROBLEME 9 

1. Un segment AH= '10 cm face cu planul ex un unghi de: a) 45°; b) 30°; c) 60°. Aflaţi 
măsura proiecţiei segmentului AB pe planul ex, în cele trei cazuri. 

2. Triunghiul dreptunghic ABC (<;:.A = 90°) are cateta AB conţinută în planul ex. 
Proiecţia punctului C pe ex este C'. Să se demonStreze că triunghiul ABC' este dreptunghic. 

8. Triunghiul dreptunghic isoscel ABC (<;:.A = 90°) are latura BC conţinută tn planul 
ex, şi se proiectează pe acest plan după A' BC. Ştiind că <J:.BA'C = 120° şi că BC = a, să 
se afle: . 

a) înălpmea A'D (De BC) a triunghiului BA'C în funcţie de a; . 
b) una din funcţiile trigonometrice ale unghiurilor formate de AB şi AC cu planul ex. 

4. Se dă unghiul xOy şi un punct M ce nu aparţine planului unghiului. Să se arate 
că, dacă proiecţia lui M pe planul unghiului aparţine bisectoarei acestuia, atunci punctul M 
este egal depărtat de laturile unghiului xOy. 

6. Un trapez dreptunghic ABCD (AB li CD, <;:.A =:' 90°) are baza :nare AB conţi­
nută ln planul ex. Ştiind că AB = 5 cm, CD = 2 cm, BC = 6 cm, şi că planul trapezului 
formează cu ex un unghi egal cu unghiul său ascuţit, se cere: 

a) să se arate că patrulat~rul ABC'D', (C' D' - proiecţiile lui C şi D pe ex) este trapez 
dreptunghic; 

b) să se calculeze dimensiunile trapezului ABC'D'. 

6. Un seginent AB se proiectează pe un plan ex după A'B'. Ştiind că A'B' = _?.. AB, 
- 5 

să se calculeze tangenta unghiului format de segmentul AB cu ex. 

7. Un triunghi echila_teral ABC cu latura de 6 cm se proiectează pe un plan ex, ce 
conţine punctul A, după AB'C'. Se ştie că <;:.B'AC' = 90°, AB şi AC fac cu ex unghiuri 
congruente, şi_ că sînt de aceeaşi parte a lui ex. Să se calculeze unghiul format de AB şi 
AC r.u ex. 

8. Două oblice, care pleacă din acelaşi punct exterior unui plan, au lungimile de 20 cm 

şi 16 cm. Proiecţia pe plan a primei oblice este de 15 cm. Să se arie lungimea proiecţiei 
celei de a doua oblice. · 

9. Triunghiul ABC se proiectează pe. planul ex, care conţine pe BC, dui:ă triunghiul 
A'BC. Ştiind că: <J:.BA'C = 90°, <J:.ABC = 45°, ~BAC= 75° "şi că înălţimea AD a 
triunghiului ABC, (D e BC) are lungimea a, să se calculeze: 

a) segmentele BD şi DC în funcţie de a; 
b) înălţimea corespunzătoare laturii BC a triunghiului BA'C; 
c) cosinusurile unghiurilor formate de AB şi AC cu planul ex. 

10. Un triunghi dreptunghic ABC (<;:.A = 90°), cu AB = 6 cm, AC = 8 cm se proiec­
tează pe un plan ex după A' B'C'. Ştiind că aria triunghiului A' B'C' este de 12 cm8

, să se 
afle unghiul plan al diedrului format de ex cu planul triunghiului. 
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. 11. Un trapez dreptunghic, cu bazele de 2 cm şi (2 + 3 i/3) cm, are latura obli..:â de 
6 c:n. Se proiectează acest trapez pe un plan. Acest plan face cu planul trapezului un 
unghi cit unghiu\ ascu~it al trapezului. Să se afle aria proiecţiei trapezului. 

12. Triunghiul ABC se îndoaie de-a lungul liniei mijlocii MN (M e AB, N e AC), 
astfel tocit planul triunghiului AMN şi cel al trapezului MNCB să formeze un diedru drept: 

a) Să se determine unghiul plan al diedrului format de planul trapezului MNCB Ş1 

cel determinat de punctele A, B, C. 
b) Notînd cu S aria triunghiului iniţial ABC, să se determine, în funcţie de S, aria 

noului triunghi obţinut după îndoire. 

18. Un trapez isosc!)l are baza mică şi IatUŢile oblice.egale fiecare cu 2a, iar unghiurile 
ascuţite egale cu 60°. Să se calculeze aria proiecţiei acestui trapez pe un plan care face cu 

· planul trapezului un unghi congruent cu unghiul ascuţit al diagonalelor. 

14. Un trapez ABCD, cu baza mare AB, conţinută în planul ex, are raportul bazelor 

!!.E- = ~. Ştiind că distanţa de Ia punctul C la planul ex este de 2~ cm, să se afle 
AB 7 
distanţa de la punctul O, de intersecţie a diagonalelor trapezului, la planul ex. 
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POLIEDRE PARTl.CULARE 

TETRAEDRUL 

Inţelegem prin ,poliedru o figură care, prin proprietăţile ei spaţiale; ne 
aminteşte proprietăţile poligonului, ca figură plană. 

Vom începe prin a studia diferite poliedre particulare. Să menţionăm că 
paralelipipedul, de pildă (întîlnit în clasa a cincea), este un poliedru. 

Poliedrul, analog triunghiului din plan, este tetraedrul. 
Un tetraedru este definit prin patru puncte, numite virfuri, care trebuie 

~ă fie patru puncte necoplanare (la fel, în plan, triunghiul este definit prin 
cele trei vîrfuri ale sale, care trebuie să fie necoliniare). 

Sa unim cele patru puncte in toate modurile posibile (fig. 10.1).Segmentele 
de dreaptă obţinute le numim muchiile tetraedrului. Triunghiurile care se 
formează şi interioarele lor alcătuiesc feţele tetraedrului. Reuniunea acestor 
feţe este suprafaţa tetraedrului. 

Unind cu un segment două puncte de pe suprafaţa unui tetraedru, neaşe­
zate pe aceeaşi faţă, q.rice punct din interiorul acestui segment se numeşte 
punct interior tetraedrului. 

Reuniunea dintre su praf aţa tetraedrului şi interiorul său formează un corp . 
numit tetraedrul. Uneori, vom considera 1n probleme drept tetraedru numai 
suprafaţa sa. 

„ ·, Dacă 

considerăm tetraedrul „aşezat" pe una din feţe, o vom numi pe aceasta bază, 
iar pe celelalte, feţe laterale. 

Distanţa de la un vîrf (de pildă A) la faţa opusă lui (6DBC), (fig. 10.1), 
se numeşte 1nălţimea tetraedrului (ha. din fig. 10.1). Luată astfel, inălţimea 
este un număr. ln unele probleme o vom considera şi ca segment cu un capăt 
în vîrf şi cu celălalt capăt în planul feţei ce nu trece prin vtrful respectiv. 
Un tetraedru are patru înălţimi. 

A 
X 

X X B 

)( 

Fig. 10.1 
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Despre CJolum. Obiectele din jurul nostru ocupă „loc" mai mare sau mai 
cnic. Un dulap de bucătărie , de pildă, dacă este „mai m~~e". lasă „~ai puţin 
Joc" de trecere in jurul său, deci el ocupă „mai mult .loc du1: „cantitatea de 
loc" a camerei. Bineinţeles că forţăm puţin modul de .expnm__are pentr~ a 
vorbi de lucruri cunoscute. Sintem conduşi in mod firesc V sa co~para~, 
intr-un fel oarecare, cit loc ocupă un obiec~, c~ c3t I.oe ocup.a alt o~iect, dm 
spaţiul înconjurător. Apare ideea de a asocia fiecarm corp. d~n ~paţm cite un 
număr, pe care tl vom numi volumul său, care să ne permita sa facem astfel 
de comparaţii. · . . 

iloli.mal tetr<A.edrul.ui este un ·număr egal cuc treime d.in pro~usul dintre arta 
UTiei. f;ţe .~i lnălţimea care este pervew iw.hră pe ea . V V 

Această d.ef,iniţie necesită precizări. In primul rînd trebu~e arat~t ca ~cest 
număr este acelaşi, oricare ar fi alegerea feţei tetraedrului, consider~ta ca 
bază, şi a înălţimii corespunzătoare ei. . _ 

Pentru aceasta ducem înălţimile feţelor ABC ş1 DBC (AM = az, DN -
= a

1
) şi inălţimil~ tetraedrului AQ = hl> DP = h2 (fig. 10.2). 

A 

B D 

F'ig. 10.2 

Să demonstrăm egalitatea produselor a 1h1 şi a2h2• Pentru. aceasta vom 
constata congruenţa unghiurilor QA M şi. P DN . . Dreptele. MQ Şl J'.! D sint per­
pendiculare pe BC (DN fiind inălţi~e .ş1 MQ dm una dmtre reciprocele teo~ 
remei celor trei perpendiculare). Deci MQ li ND. La fel, MA 11 PN. Inseamna 
că 1:: A MQ = 1:: PN D. Rezultă că şi complementele lor sint ?ong~uente 
(1::· MAQ '1:=N DP), (1:=MAQ = ex). Exprimăm, în două moduri, cosmusul 

h .ul · 0 hi 112 şi egalind produsul mezilor cu al extremilor, ung i u1 ex: c s ex = - = - , 
az a1 

obţinem egalitatea căutată. . . V 

Vom nota cu Sncn şi SncA ariile feţelor BCD, respectiv BCA. Sa dovedim 
V Sncn · h,, SncA · li2 BC · azh2 _ BC · a1hi. <:> a h = a 2h2 relaţie demon-ca = <=> - i i ' 

3 3 6 6 V V' 

t t v Dar m· tr-un tetraedru oricare două fete au o latul'a comuna, deci s ra a. , ' ' 1 · 
oricare ar fi fata aleasă cu înălţimea corespunzătoare, produsul lor este ace aşi. 

Dacă se dă un tetraedru ABC.D şi prin dreapta AD se duce un plan care 
taie muchia BC într-un punct interior M, este evident că suma ~olumelor 
t t ed elor ABMD si AC MD Psll-' egală cu volumul tetraedrulm ABCD, 
era r . RCD . i ~ 1ţ· 

pentru că suma ariil(lr· 61:3 /lin ~· 6 M~ D . este al'ia 6 , iar na 1mea 
corespunzătoare acPsl11r l'Pţf' estP H•·PPH~t (fig. 10.3). 
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A 

8 
Fi~. 10.:l o 

c 

Cind desenăm un tetraedru, ~vem grijă, tn general, să figurăm muchiile 
Cl\1·e nu se văd, punctat. Exemple tn fig. 10.4: 

Fig. 10.4 

~ecţiuni într-u.n tetraedru. Intersecţia unui plan cu un ~etraedru se numeşte 
secţmnea determmată de plan tn tetraedru. 

O ?_roblemă de desen. Dindu-se tetraedrul ABCD şi punctele M, N, P pe 
muchiile sale: aşa cum ne arată figura 10.5, să desenăm secţiunea determinată 
tn tetraedru de planul ce trece prin M, N, P. 

A A A A 

8 '/) 

c 
Fii( . 10.:1 c a 

Observăm că segmentul MN este conţinut tn faţa ABC, la fel MP c 
c (ABD). Le figurăm, unind M cu N şi M ou P. Dreapta MN are comun 

cu dreapta BC punctul Q, care, fiind pe BC, aparţine şi planului ( BCD ), la fel 
ca şi punctul P, deci dreapta PQ este conţinută tn planul ( BCD ). Dreapta PQ 
intersectează pe CD ln T. Segmentu I T P este o latură a secţiunii. Punctele 
N şi . T stnt pe aceeaşi faţă, deci secţiunea este poligonul N M P T cu interiorul 
SĂ\I. 
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Fig, 10.t> 

Desfăşurarea unui tetraedru. Presupunem, prin concretizare, un tetraedt·u 
din carton (tetraedru-suprafaţă deci, nu tetraedru-corp). „Tăindu-l", .de exem­
plu de-alungul muchiilor AB, AC, AD, să-i „rabatem" feţele, fără a le deforma, 
ptnă se ajunge la un poligon plan A 1BA2CA3D, care reprezintă o desfăşurare 
a tetraedrului ABCD. (Atenţie A 1B;:;::: A 2B, A 2C i5iil CA3, AaD = DA 1) 

(fig. 10.6). 

PROBLEME 10 

1. Un tetraedru are baza un triunghi dreptunghic, cu ipotenuza de 10 cm şi o catetă 
de 8 cm. înălţimea tetraedrului este de 10 cm. Care este volumul sll.u? 

2. Tetraedrul VABC are faţa ABC un triunghi echilateral cu latura 8 V3 cm, ştiind 
că distanţa lui V la planul (ABC) este 10 cm, să se afle volumul tetraedrului. 

3. Un triunghi dreptunghic ABC are catetele AB = 3 m şi AC = 4 m. ln A se 
ridică o perpendiculară pe planul triunghiului, pe care se ia un segment AV = 2,4 m. 
Să se afle: 

a) volumul tetraedrului VABC; 
b) aria totală a tetraedrului V ABC; 
c) unghiul plan al diedrului format de faţa VBC şi planul triunghiului ABC. 

4. Tetraedrul V Â.BC are faţa ABC un triunghi isoscel (AB = AC), iar piciorul per­
pendicularei din V pe planul (ABC) este' punctul A. Ştiind că:· AB = AC = 5 ro, BC = 
= 6 cm şi A V = 3 m, să se calculeze aria totală şi volumul tetraedrului. 

li. Pe perpendiculara tn A pe ·planul dreptunghiului AECD se ia punctul M, astfel 

tncît MB= 20 cm, MC = 5 Vî7 cm şi MD = 13 cm. Se cere: 
a) să se demonsţreze că triunghiurile MBC şi MDC sînt dreptunghice; 
b) să se calculeze volumul tetraedrului MABC. 
8. Tetraedrul VABC are faţa ABC un triunghi echilateral, iar distanţa lui V la 

planul ABC este de 8 cm. Ştiind că raza cercului circumscris triunghiului ABC este 

R = 4 V3 cm, să se afle volumul tetraedrului, 
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7. lntersectînd un tetraedru regulat cu un plan ce trece prin mijloacf.lle a trei muchii 
ce pornesc din acelaşi vtrf, sâ se determine forma şi aria secţiunii în pmrţie (le lat.ura 
„~" a tetraedrului. 

8. Cunoscînd latura „a" a unui tetraedru regulat, sâ se calculeze aria totalii. şi volumul 
tetraedrului. 

9•. Găsiţi o desfăşurare a unui tetraedru regulat, astfel Incit fiecare faţâ să aibâ cel 
mult două laturi comune cu o altă faţă. Arătaţi câ, în acest caz, două din laturile poli. 
17nnului obţinut stnt paralele şi c·ongruente.' 

•A 

8 D Fig. 10. 7 

c 

10. în figura 10.7 punctele M, N, slnt mijloacele muchiilor AB şi AD, iar P un punct 
interior muchiei CD. Să se determine natura secţiunii determinate în tetraedru, de planul 
ce trece prin M, N, P şi să se deseneze aceastâ secţiune. 

11. Fie ABCD un tetraedru şi A', B', C', D', centrele de greutate ale feţelor opuse vîr­
furilor A, B, C, D. Să se arate că AA', BB', CC' şi DD' stnt concurente într-un punct G. 

12•. Un triunghi ascuţitunghic „se îndoaie" de-a lungul liniilor mijlocii plnă se obţine 
un tetraedru. Sâ se arate că o înâlţime a tetraedrului obţinut cade ln ortocentrul triunghiu­
lui iniţial. 

13. Să se arate că perpendicularele în centrele cercurilor circumscrise feţelor unui 
tetraedru slnt concurente. 

14. Dacă într-un tetraedru cu toate feţele triunghiuri dreptunghice se înUlnesc lntr-un 
vîrf două unghiuri drepte, atunci mai există un vlrf al tetraedrului, în care se tnttlnesc 
două unghiuri drepte . • 

16. Fie OABC un tetraedru astfel Inert OA J_ OB J_ OC J_ OA. Să se ara le că p!l.tratul 
ariei feţei ABC este egal cu suma pătratelor ariilor feţelor OAB, OAC, OBC. 

16. Fie ABCD un tetraedru în care AB J_ CD. Să se arate că piciorul perpendicularei 
din A pe planul BOD cade pe înălţimea din Ba triunghiului BCD. Dacă, ln plus, AC J_BD, 
atunci AD J_ BC şi înălţimile tetraedrului stnt concurente, 
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PRISMA 

Să considerăm, în spaţiu, un poligon - presupus plan pentru a simplifica 
lucrurile, numit poligon director-şi o dreaptă d, care nu este paralelă cu planul 
poligonului. O dreaptă care se „mişcă", s_prijinindu-se pe poligonul director şi 
rămîne, tot timpul, paralelă cu d, generează o suprafaţă pe care o numim 
suprafaţă prismatică. Cu alte cuvinte: / e i. I ' 0 

poligonul director, se numeşte supra-
faţă prismat1 'l (fig. 11.1). 

Fig. ! I.I 

Intersectind această suprataţă cu două plane paralele (oc şi ~), se obţin, 
în aceste plane, două poligoane cu laturile respectiv paralele şi concurente, şi, 
în zona dintre cele două plane, un număr de paralelograme egal cu cel al 
laturilor poligonului director. Poligoanele din planele paralele, împreună cu 
interioarele lor, se numesc baze, paralelogramele, cu interioarele lor, de pe 
suprafaţa prismatică, feţe laterale. Reuniunea feţelor laterale cu bazele for­
mează su praf aţa prismei. 

a laterală şi ariile bazelor se numeşte aria totalii a 

Un punct interior segmentului care uneşte două puncte de pe feţe diferite 
şi care nu se găsesc pe aceeaşi muchie, se numeşte punct interior prismei. 
Mul;•imea punctelor interioare reunită cu suprafaţa prismei alcătuiesc corpul 
numit prismă. 

Uneori, ca să nu mai lungim exprimarea, vom numi prismă numai supra­
faţa sa. 

Dacă muchiile laterale sînt perpendiculare pe planele hazelor, atunci prisma 
se numeşte dreaptă, iar feţele ei laterale sint dreptunghiuri. 

La o prismă distanţa dintre baze se numeşte înălţime. (Reamintim că dis­
tanţa dintre două plane este lungimea segmentului de dreaptă determinat 
de plane pe perpendiculara comună. ) 

La prisma dreaptă înălţimea este cit muchia lateral ă. 

Prismele se deosebesc, ca denumire, după numărul laturilor poligonului 
de bază (de exemplu, in fig. 11.2 prismă triunghiulară, prismă patrulateră, 

prismă pentagonală). 

59 



/)7~ 
(:p \tj/ 

Fig'. 11.2 

Paralelipipedul este. o prismă cu bazele paralelograme, deci are toate feţele 
paralelograme. El poate fi considerat prismă tn trei „moduri" diferite. Oricare 
oin paralelogramele care determină feţele paralelipipedului poate fi considerat 
poligon director. Dacă feţele laterale stnt dreptunghiuri, adică dacă muchia 
l aterală este perpendiculară pe bază, paralelipipedul se numeşte drept. (Obser­
văm că această denumire este arbitrară: dacă alegem ca bază o faţă laterală, 
paralelipipedul drept ne apare acum oblic.) (fig. 11.3). 

O C' 
I A----'-: -.J 

I 
0'1 )--- - c 
// 

A'"'/----"'9' A 8 

Fig. 11.3 

Un paralelipiped cu toate feţele dreptunghiuri se numeşte dreptunghic. 
Vom spune deci că un paralelipiped dreptunghic este o prismă dreaptă 

in trei moduri diferite, iar un paralelipiped drept este o prismă dreaptă numai 
într-un singur mod. Evident orice paralelipiped dreptunghic este drept, nu 
insă orice paralelipiped drept este dreptunghic. 

Fig. 11.4 

r>b.~ervaţie: Ultima propoziţie pare mai simplu de înţeles decît de desenat, pentru cil 
bazt•h-, din cauza perspectivei, ne apar şi la cel drept şi la cr-1 dr< pi unghie 1.0f paralelo· 
grame, care nu sînt dreptunghiuri (fig. 11.4) . în figură, ca să evităm confuzia, am ·marcat 
şi pe hază unghiurile drepte. 
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1. O prismă exagonală regulată dreaptă are toate muchiile de 2 cm (şi muchiile de la 
· bază şi muchiile laterale) . Să i se calculeze aria laterală. 

2. Pe muchiile AA', BB' şi CC' ale unei prisme triunghiulare ABCA'B'C', alegem 
punctele M, N, P. · 

a) Să se arate că dacă G este punctul de· întîlnire a l medianelor triunghiului ABC, 
iar S cel al medianelor triunghiului MNP, atunci GS li AA'. 

b) Cunosctnd că AM= 6 cm, BN = 8 cm, CP = 10 cm, să se calculeze GS. 
c) Să se rezolve problema în cazul AM = a, BN = b, CP = c. 

3. Fie ABC DA' B'C' D' un paralelipiped. Să se arate că mijloacele muchiilor AA', 
A 'B' , B'C', C'C, CD şi DA sînt coplanare şi formează un hexagon cu laturile opuse paralele 
şi congruente. 

4. Să se descr.ie toate tipurile de secţiuni ale unei prisme triunghiulare cu un plan. 

5. Aceeaşi problemă pentru o prismă patrulateră. 

6. Fie ABCDA'B'C'D' un paralelipiped dreptunghic. Fie N mijlocul lui AB, P al 
lui BC, Mal lui A'D', Ral lui D'C'. Să se arate că: 

a) MR şi NP sînt congruente şi paralele; 
b) M.'V şi RP sînt paralele. 

7. Fie ABCDA'B'C'D' un paralelipiped. Prin punctul O de intersecţie a dreptelor 
AC' şi A'C ducem un plan oarecare ix. Să se demonstreze că suma distanţelor vîrfurilor 
unei baze la planul ix este egală cu suma distanţelor v!rfurilor celj:iilalte baze la ix. 

Diagonala paralelipipedului dreptunghic este segmentul de dreaptă care 
uneşte două virfuri, care nu sint pe aceeaşi faţă (de exemplu A' D din figura 
12.1). Intr-un paralelipiped există patru diagonale. Presupunem, tn această 
figură, că dimensiunile paralelipipedului sint a, b, c, şi diagonala A' D = d. 
Să demonstrăm că : 

d2 = a2 + b2 + c2 I• 
formulă utilă pentl'u calculul diagonalei şi c,are este teorema lui Pitagora tn 
spaţiu (fig. 12.1). 

o' o 

B' 
c 

Fig. 12. t 

B 

c o A 
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ln triunghiul dreptunghic ABD (~B = 90°): x2 = a2 + b2, (x = AD). 
In triunghiul dreptunghic AA'D (~A'AD = 90°) : d2 = c2 + x2 = ca+ 

+ a:a + ba, şi relaţia este demonstrată . 

O problemă de secţiune. Se dă cubul din figura 12.2 cu notaţiile ei, unde: 
M E DD', N E C'C, P E AB. Să se deseneze secţiunea determinată de 
MNP tn cub. 

O' C' o' C' o' c' 

A' 
I I I I I I 
I I I • 

0)---- ~L ___ O;----
// 

/ Q cf / 
/ ""?/ 

A f' 8 A p 1J A f' 8 
Fig. 12.2 

Unim M cu N (fiind pe aceeaşi faţă), prelungim dreapta lor ptnă taie pe DO tn Q; 
care aparţine deci planului (C'OD). Unim Q cu P. Notăm R = OB n PQ. Am obţinut 
segmenţul l'!R al secţiunii. Ducem, pe faţa AA'D'D, MS li NR, (Se A'A). Unim S cu P, 
Secţiunea cn.uta tă este P RN MS. 

După cum ti alegem baza, stntem obişnuiţi, la un paralelipiped dreptunghic, 
să numim muchiile de mărimi diferite: lungime, lăţime şi !nălţime; lu11iirnea 
şi lăţimea stnt laturile bazei, tn această ordine (l~ngimea este mai mare dectt 
lăţimea), Numim uneori lungimea, lăţimea şi înălţimea, „cele trei dimensiuni 
ale paralelipipedului". Dacă le notăm cu a·, b, c, aria totală a paralelipipedului 
dreptunghic va fi: 

(fig. 12.3) a = lungime, b = lăţime, c = inălţime. 

Fig. 12.:1 Fig. 12 .4 

Un caz particular de paralelipiped dreptunghic este cubul, care are toate 
muchiile congruente, deci toate feţele stnt pătrate. Nottnd lungimea muchiei 
lui ou a, aria sa totală va fi (fig. 12.4). 

. Desfdşurarea paralelipipedului dreptunghic. La fel ca la tetraedru, prin 
„tăiere de-a-lungul muchiilor şi rabatare", se obţine un poligon plan, Consi• 
derăm figura 12.5 destul de elocventă„. 
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Fig. 12 .5 

Mai există şi alte moduri de desfăşurare a upui paralelipiped. Găsiţi şi voi 
I 

un exemplu. 

Observaţie. Numim prismă concavă, o prismă cu poligoanele de bază concave*; con­
statăm că există şi prisme concave nedesfăşurabile (fig. 12.6), 

Fig, 12 ,6 

PROBLEME 12 

1. Un paralelipiped dreptunghic ABODA'B'O'D' are d\mensiu~Be AB = 3 cm, 
BC = 4 cm şi AA' = 12 cm. Să se calculeze: 

a ), lungimea diagonalei sale; 
b) cţistanta de la punctul O la dreapta AO'. 

2.. Ul\ paralelipiped drept ABODA' B'O'D' are baza AB_C? un r~mb cu latura de 
s cm şi unghiul A de 120°. Ştiind că muchia laterală a paralehp1pedulm este de 6 cm, să 
se calculeze: 

a) aria laterală a paralelipipedului; 
b) lung~mea segmentelor A'C şi BD'. 

3, Un eul>. are muchia a. Să se afle distanţele de la vtrfurile sale la o diagonală. 

4, Un paralelipiped drept are laturile bazei de 6 cm şi 10 cm şi un~hiul dintre e le de 
60", ştiind că înălţimea paralelipipedului este de 12 cm, să se afle aria sa totală. 

• tn g~neral, 0 mulţi~e de punct.a o numim ~onvexă, dacă ~nind cu un segment .oricare 
două puncte ale ei, interiorul acestuia este conţm~t, tn întregime, tn ~ceastă ·mulţime. Se 
arată că tn cadrul poligoanelor plan~ acest fapt r.evm~ la as.pune că poligonul se găseşte tn 
tnlregime de aceeaşi parte a dreptei-suport a or1căre1 ţaturi, 
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6. Fle ABCDA'B'C'D' un cub (figura 12.,). . 
a) Dintre planele determinate de punctele din figurii., sll.se indice unul care este per. 

pendicular pe muchia AB. 
b) Să se indice ,,. dreaptll. determinată de punctele din figurii.; perpendicularii. pe · 

dreapta AC'. 
O' C' . 

• 
Fig. 12.7 

c 

A B 

6. Sll. se demonstreze cll. într-un cub ABC DA' B'C'D' perpendiculara din D pe diago· 

nala AC' o taie pe aceasta într-un punct Q, ·astfel înctt AQ = ..! . 
AC' 3 

7. Fie ABCDA'B'C'D' un paralelipiped dreptunghic cu AB = 9 cm, AD= 15 cm 
şi AA' = 20 cm. Se cere distanţa lui B' la diagonala AD'. 

8. Un paralelipiped ABCDA' lJ'C'D' are baza ABCD un piltrat. Muchiile laterale 
formează cu planul bazei unghiuri de 30°, iar planele AA'B' şi DD'C' stnt perpendiculare 
pe pla·hul bazei. Cunosctnd cll. AB = % cm şi AA' == 6 cm, sll. se calculeze aria totalii. 
a paralelipipedului. ~ 

9. Fie ABCA' B'C' o prismă dreaptă, cu baza ABC un triunghi dreptunghic tn A, cu 
AB = 15 cm, AC = 20 cm şi AA' = 30 cm. Fie M mijlocul lui CC'. Să·se determine forma 
şi perimetrul secţiunii prismei cu planul determinat de punctele A', M, B . 

~O. într-un paraleli~iped dreptu~ghic ABCDA'B'C'D', cu baza ABCD un pătrat, 
înălţimea este de 3 cm, iar dreptunghml AJJB'A' are aria de 21 cm•. Să se afle dimen­
siunile paralelipipedului. 

11. Se dă un paralelipiped drept cu baza un romb, în care se cunosc : înlllţimea h, 
latura a a rombului, precum şi un unghi ascuţit O, al rombului. Să se calculeze, tn funcţie 
de a, h, 9, diagonalele paralelipipedului. 

12. Să se determine, în cuburile din figura 12 .8, secţiunile determinate de· planele ce 
trec prin punctele M, N, P. . 

N@P@N 
p J__ --

/III / 

a b 
Fig. 12.B 

(Figurile se vor copia întocmai pe caiet.) 
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13. Un paralelipiped dreptunghic are dimensiunile proporţionale cu numerele 2, 3, 5. 
Ştiind că ~iagonala paralelipipedului este de 2 vas cm, să se afle dimensiunile parale-

lipipedului. 
14, Pe planul triunghiului dreptunghic isoscel ABC, (AB = ~CşiAB =a), ducem per­

pendiculara AA' =a. Din A' ducem un segment A'D =a V.~. perpendicular ~e A~'· 
Dacă BD este perpendiculară pe AB şi dacă D este de aceeaşi parte a planului AA B 
ca şi C, atund triunghiul DBC este echilateral. 

v·oLUMUL UNEI PRISME TRIUNGHIULARE 

lnainte de a-l defini, vom face următoarea constatare: 
1ţimile core 

A A' 

~ A D e c' 
Fig. 13.1 

Să demonstrăJn următoarea: 

Lemi. e poate de compune tn L tetrae e e hw 

ConsiderăJn prisma triunghiulară ABCA' B'C', şi prin punctele C, A', B' 
ducem o secţiune plană. Vom obţine astfel două corpuri: tetraedrul CA'B'C' 
şi corpul ABCA'B' (fig. 13.2). Vom nota tetraedrul cu P 1. Ne vom ocupa, 

A' 

Fig. '13.2 
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acum, de cel de-al doilea corp. Secţiontnd corpul ABC A' B' cu planul deter. 
minat de punctele A', C, B , vom nota cele două tetraedre obţinute (fig. 13.3) 
cu P8 şi cu P 3 (tet raedrul ACBA' este P2 şi A'B'BC este P 3) . Am obţinut 

c 

Fig. 13.3 

astfel trei tetraedre (fig. 13.4). Ele sint echivalente două cite două: P 1 ~ P2 · 

deoarece au bazele ABC şi A'B'C' triunghiuri congruente şi inălţimea cores­
punzătoare lor aceeaşi (este tn fond 1nălţimea prismei, adică distanţa dintre 

c A 8 

C' A I A' 8 
Fig. 13.{t 

planele bazelor ei). P2 ~ P3 pentru că au două baze respectiv congruente 
ABA' şi BA' B' ca jumătăţi din acelaşi paralelogram şi aceeaşi înălţime: 

distanţa de la C la planul paralelogramului ABB'A'. Deci, P1 ~ P2 ~ P3 

şi teorema este demonstrată pentru prisma triunghiulară. 
Acesta nu este insă singurul mod de a tmpărţi, de a secţiona prisma 

tn trei t etraedre echivalente. Expresia volumului lui P 1 şi egalitatea celor 
t rei volume ne conduce să afirmăm că: 

Vvl„,n„l a,..,, l'' •„i„ •• ir. •• 61 •• ..,1„.„ „„.„ t.6 al cu produsul dintre aria bazei şi 
f , Ylţi n 

Orice prismă poate fi im părţi tă tntr-un număr de prisme triunghiulare: 
ducem in planele bazelor, din două v1rfuri de pe aceeaşi muchie laterală (de 
pildă A, A'), toate diagonalele bazelor. Cu secţiunile pe care le determină două 
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stfel de diagonale pa;alele (fig. 13.5), (de exemplu AC şi ~'C') separăm, 
:ăiem prisma tn mai multe prisme triungJ:iiular~ (n :--- 2, ~aca n este numă­
rul laturilor poligonului de bază). Volumul pr1sme1 mari este suma volu-

Fig. 13.5 

xnelor acestor prisme triunghiulare, şi cum tnălţimil~. lor st~tv egale, V p~tem 
spune că: Volumul unei prisme este egal cu aria bazei mmulţita cu tnalţimea. 

I ({)pr = dbazel • h. I 
Volumul paralelipipedului dreptunghic est.o ~eci egal c~ produsul dimen­
siunilor sale (fig. 13.6), iar al cubului cu muchia la cub (fig. 13.7). 

Fig. 13.7 
c 

Fig. 13.6 

a 
({) = a ·b·c ({) = as 

PROBLEME 13 

1• 0 prismil dreaptil are ca bazil un triunghi echilateral ~u la~ura de 6 cm. Ştiind c!i 
aria lateralii. a prismei este de 288 cm•, sll se afle volumul pr1sme1. 

2. O prismil are baza un paralelogram cu dimensiunile 6 cm şi 8 cm şi un~hiul. ascuţit 
egal cu soo. Ştiind că înălţimea prismei este de 10 cm, să se afle volumul·pr1sme1. 

a. o prismă hexagonalii regulată dreaptA are aria totală de 22{t VS m' şi cea late­

rală de 200 Va m'. S!l se calculeze volumul prismei. 

4. O prismă triunghiulară are ca bază un triunghi dreptun~hic c~ c~tetele •de 5 m 
şi 12 m. Muchiile laterale stnt egale cu 6 m şi fac cu planul bazei unghiuri de ~5 · Să se 

afle volumul prismei. 
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5.* O prismă dreaptă are ca bază un pll.trat d J t .. . formea~ă cu o faţă laterală ce porneşte din acelaşie ir ură a, Şhit~mdd că o diagonala prismei 
mul prismei. . v un ung e 30 • să se afle volu. 

6. Baza' unei prisme oblice este patrulaterul ABCD î . 
diculare între ele. Secţiunea diagonală AA'C'C t n ~are diagonalele slnt perpen. 
aria egală cu a~, iar diagonala BD = b Să efsl e perpend1cu~ară pe planul bazei şi are 

· se a e volumul prismei. 

7. Se consideră paralelipipedul dreptunghic ABCDA' B'C'D' d' . . = 16 cm, BC = 12 cm şi AA' _ 3 2 p . cu imensmmle AB = 

AD 
. - • cm. e muchia AB se ia AI - 4 · . 

se ia AL = 3--cm şi se secţionează paralel' . d 1 1 - cm, iar pe muchia ) . 1p1pe u cu panul A'IL Se . 
ah) vo~umtutl pl~hedrului rămas după înlăturarea tetraedrului A;AIL~re. . 

aria o a &. a poliedrului rămas. • 

8. O prismă patrulateră regulată ABCDA'B'C'D' · . 
eului circumscris bazei de 6 cm Să se afl 1 1 ~re d~agonala de 13 cm şi raza cer. 

· e vo umu pr1sme1. 

9. În fig~ra 13.8 este desenată o pr~mă hexagonală regulată dreaptă. Ştiind că 

EB' = 26 cm şi apotema bazei OP = 
51 3 ă . 

lă . . 2 cm, s se determine volumul şi aria Iate-
ra a prismeI. 

AB :o~ t:n;i~~;:\2c:.r~r:ezi:atl~:i!~s;! !et:~:~~~!l~~!a;:i::~:tă, se cunosc 

r' E' 

o 

Fig. 13.8 

A 

B p c 
~1. O prismă oblică are bazele hexagoane regulate ABCDEF · , , , 

înălţime A'O, O fiind centrul bazei ABCDEF D ă 1 t ş1 A !1 C D'E'F' şi ca 
~AA'O = 600, să se calculeze: . ac a ura hexagonului este de 4 cm şi 

a) volumul prismei; . 
b) unghiul feţei ABB'A' cu planul bazei (V 1 acestui unghi.) · a oarea unei funcţii trigonometrice a 

12. Pe o masă se găseşte o vază plină cu apă avtnd f . .. 
unghie, cu baza un pătrat de latură 8 cm şi tnălţi~e e ~;ma unui paralelipi~ed drept­
astfel tncît una din muchiile bazei să rămt ă aă ga cu 12 cm .. Se închnă vasul, 
muchiilor au lungimea de 4 cm După a ~ pe ~as '. ptnă clnd porţiunile neudate ale 
ţime se ridică apa rămasă? . ceas a vasu revme ln poziţia iniţială. La ce tnăl-

18*. Un tetraedru are feţele laterale triun h' , . 
comun format de laturile congruente de ao• ş·g mrih~so~cetle cu unghiurile de la vîrful 
tetraedrului. 1 muc ia a erală a. Să se afle volumul 

68 

14*. Un paralelipiped are toate muchiile egale cu a şi toate feţele stnt romburi, avtnd 
un unghi ascuţit de 60°. Să se calculeze volumul paralelipipedului. 

16. tn cubul ABCDA'B'C'D' de muchie a, O este centrul său, 0 1, cel al feţei ABCD, 
o,, cel al feţei BB'C'C, 0

8 
al feţei CDD'C', M mijlocul lui DC, N mijlocul lui CC', P al 

lui CB. După înlăturarea cubului, 0 1PCM001N08, cum s-a modificat aria corpului rămas 
faţă de aria totală a cubului. Dar volumul? 

16. tn cubul ABCDA'B'C'D', M este mijlocul muchiei AD, iar N este mijlocul 
muchiei <JD. Ştiind că MN = 5 V2 m, să se afle volumul şi aria totală a cubului. 

l'i. ln cubul ABCDA'B'C'D', N este mijlocul muchiei C'B'. Segmentul AN= 3dm. 
Să se afle aria totală şi volumul cubului. 

18. Suma tuturor muchiilor unui paralelipiped dreptunghic este de 48 m, iar diagonala 

de 5 V2 m. Să se afle ari~ totală a paralelipipedului. 

19. O prismă dreaptă cu baza un trapez oarecare ABCD, cu AB TI CD, AB = 25 cm, 
CD = 8 cm, BC = 13 cm şi înălţimea de 5 cm, este secţionată cu două plane paralele ce 
trec prin D şi C şi sînt perpendiculare pe CD. Să se calculeze volumele şi ariile corpurilor 
formate, ştiind că înălţimea prismei este de 10 cm. 

PIRAMIDA 

O piramidă este definită de un poligon plan, pe care îl numim ' şi 
un punct exterior planului său, pe care 11 numim <.Jîrful r; 1.ram1,c i Unim acest 
punct cu toate virfurile poligonului plan (fig. 14.1). Un triunghi care are un 
virf in vîrful piramidei şi latura opusă vidului este o latură a bazei se numeşte 

fi • l .e1 •ln ~ir(l.r .irle (Considerăm faţa piramidei cu interiorul ei cu tot.) 

X 

Fig. 1U 

Segmentul (cu interiorul său), care uneşte virful piramidei cu un virf al 
bazei se numeşte muci ie ti; .er r Laturile poligonului de la baza piramidei 
se numesc mi chiile de I.o ot „ Muchiile laterale ale piramidei, trnpreună cu 
muchiile de la bază se numesc • , ·r l• Reuniunea punctelor din 
interiorul feţelor laterale, a muchiilor, later~le, a muchiilor de la bază şi a 

69 

j 



interiorului bazei alcătuieşte ' • , • Interiorul piramidei so 
defineşte tn mod asemănător ca la tetraedru şi la prismă. 

)U)fa{a/a pt.I" nir1.et, r V ni • • ~ ' t vL1 d„ •• k.Ş ~ ~ 't 

} iiaa Cîteodată insă prin piramidă vom tnţelege numai suprafaţa sa. 
Distanţa dintre vtrf şi planul bazei se numeşte !nălţime, Luată astfel, 

înălţimea este un număr. In unele probleme o vom considera şi ca segment 
cu un capăt în vîrf şi cu celălalt 1n planul bazei (fig. 14.2). 

lnălţimea unei piramide pcate să cadă 

fn interiorul 
său 

într-un vîrf 
al bazei 

h 

pe o latură 
a bazei 

Fig. Ht.2 

h 

în exteriorul 
bazei 

După natura poligonului de bază, piramida se numeşte patrulateră, exa­
gonală etc., tetraedrul este in fond o piramidă triunghiulară. 

Dacă baza piramidei este un poligon regulat, iar înălţimea coborttă din 
virful piramidei trece prin centrul bazei, piramida se numeşte „regulată". 

Intr-o piram~dă regulată, •• llţ. inM ll i1.11 1eţ.e 11e nume.,te, apotemF pm. 
m1dei. Ea este ipotenuza intr-un triunghi dreptunghic în care catetele sînt 
înălţimea piramidei şi apotema bazei. Apliclnd teorema lui Pitagora obţinem, 
cu notaţiile din figura 14.3: a19 

- ti' + ii2 

Fig. 14.3 

Dacă notăm cu R raza cercului circumscris bazei şi cu m muchia laterală 
a piramidei, putem exprima, cu ajutorul teoremei lui Pitagora, înălţimea, 
tncă lntr-un mod: 1 

- ri Se mai poate stabili o legătură lntrA 
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. . . 'de regulate tot cu ajutorul teoremei lui Pitagora: elementele bazei une.i piranu , 
b2 RZ 

a'z +-= . 
4 

.. „ „„; ilor feţelor .: J > I . In cazul pira-
tl" 

rnidei regulate, ea se obţine din formula 
a'• 

lat=- unde p 1::ste perimetrul 

b ' v. l laturi"lor bazei, o latura . _.. n • • a unde n este numaru bazei, sau c;n;1at = 2 
1 • • • V • 

. . 'd . lntr-adevăr avem n fete laterale ş1 aria fiecare1a bazei, a' apotema pITaml e1. ' ' 
b ·a' 

este~. -
2 . · l l" i aria bazei Se 

fnf'llf. )i11 mi1.ei ~."'" ~"""'i '1.i• n ni.;r · )p 
'11 t • n • b • (a'+ a) . -= ~ 

obţine 1n cazul piramidei regulate: oltot = 2 sau 
I • d 

• V mai . os două moduri de a „desf ăşura" o p~amid~. (Expre~1~ „a es· 
f~~=:,Uare ac~laşi tnţeles ca la tetraedru şi paralelipiped (fig. H .4 ş1 hg. 14.5). 

V 
V 

F c 

f D E D 

V V V 

Fig. 14.5 E" 

F c 

D 
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VOLUMUL PIRAMIDEI 

Presupunem că s-au dus diagonalele bazei care pornP,so dintr-un vtrf a) 

ei. Planele determinate de aceste diagonale cu vtrf ul, luate ca plane de secţiune, 
tmpart piramida tn tetraedre de aceeaşi tnălţime (fig. 14.6). Suma volumelor 

Fig. 14.6 

lor o vom nwni volumul piramidei. Volumul este independent de alegerea 
vtrfului bazei sau a unui punct din interiorul ei. Fie s1, s2, ••• sn, ariile triun­
ghiurilor to care a fost împărţit poligonul de hază şi h înălţimea piramidei 
(care este comună tuturor tetraedrelor). Aria bazei este S = s

1 
+ s

2 
+ ... + sn 

· I ul s1h + ssh+ + snh ( + + + ) h ŞI VO WU = a a „ . a = S1 Sz „. Sn ' a - . 
Deci, '· lun este ne am produsul at1.r. la bazei şi 

O problemă de desen. Fie VABCD o piramidă patrulateră cu baza ABCD. 
Fie M, N şi P puncte situate pe muchiile AB, VB şi respectiv VD, astfel 

înctt AM < AB, VN > VB şi VP > VD . Să se determine forma sectiunii 
2 ~ 2 , 

piramidei VABCD cu planul determinat de punctele M, N şi P (fig. 14.7). 

V V V V 

A M 

Fig. 14.7 
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. . ra H .7 rezolvă problema propusă. Cititori_i ~or 
Rezol11are. Cele patru desene d.m f1~ ă I d~ la problemele rezolvate pr1vmd 

ce singuri comentariul tn aceeaşi mamer cu. c~ 
!:cţiunile cu ·un plan, de la tetraedru şi paralelipiped. . 

V S dw iramidă hexagonală regulată VABCDEF 
Problemă rezol"a~a.. e a ot p(f" 14 8) Vom calcula citeva din elem.en­

cu elemente de lungun.1 cunoscu e ig. . . 
tele-unghiuri care apar. 

V 

Fig. H.8 

I . l VAB, fie M mijlocul lui AB. 1. Unghiul ex dintre AB şi V A. tn triunghiu isosce a 

AM Cum VA = Vha + aa, rezultă: cos ex= 
2 

Vh 1 + a• • Avem cos ex= -- · 
V A _ ~(AB VD) şi analog ex = ~(AB, Cum AB li DE rezultă că ex = ~(DE, VD) - ...,.... ' 

VE) şi ex= ~(AB, VB) . . A AB llCF deci unghiul f3 se determină din 
2. Unghiul f3 dintre AB şi VC. vem ·' 

triunghiul isoscel VCF: 
vo h 

tg~= -=-· oe a 

Avem şi (3 = ~(AB, VF). o - 2(900-ex) 
8 Un hiul y dintre VA şi V B . Din triunghiul V AB avem y = 180 - 2ex - . 

• g . d" VA . VC Acest unghi se determină din triunghiul isoscel V ~C: 
4 Unghiul 8 intre şi · ă deci AC - a/ 3 Şl • . hi 1 . echilateral tnscris tn cercul de raz a, - . AC este latura tr1ung u Ul 

obţinem: 
AC 

a 2 a Va 
sin 2 = V A = 2 V .a• -;!; ha 

h. l d" t VA _q; VD Din triunghiul isoscel VAD, congruent cu triunghiul 6. Ung iu c m re r• · • 

VCF, avem: c = 1800 - 2~ = 2(900 - (3) . 

. . · "' ( v AF) este unghiul din Q 6. Unghiul diedru 1t dintre planul bazei şi planul unei ,eţe 

al triunghiului VOQ, deci 
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7 • Unghiul diedru a dintre planele f. I lo V AB . 
A şi C pe V B cad în acelaşi punct H. ~~ r CH şd1 V~~. Pe.rpen~icularele cobortte d•h 

• e , ec1, in triunghiul ACH avem. 
AC ' . 

· a 2 aV3 
sm 2 =AH== 

2
AH; AH• VB =AB• VM (dublul ariei triunghiului VAB) 

deci AH= AB• VM= aV1th1 + 3aa 

VB V 
etc. 

2 h8 +al 

8. Unghiul diedru w dintre planele feJelor VCD i V . 
ll(VCD), deci planele feţelor VCD şi V AF se inte ş t ~.dAvem CD li AF, deci AF li 
ce trece prin v. rsec eaz upă o paralelă la CD şi AF, 

Avem VR l. CD„ VQ l. AF, deci w = f{;'Q, tg ~ = RO _ a Va 
2 vo - 2:h. 

PROBLEME H 

1. Săse determine aria lateralll. a un · · 'd · · 
este de 4 cm, i~r apotema piramidei es:; :;r;i:~~ triunghiulare regulate a cărei înălţime 

2. Aria laterală a unei piramid t 1 t 
de 18 m'. s~ se determine latura bea~~ r~ ~n:~;i:::1;i~ea:i~e~e 14,76 ml, iar cea totală 

3. Muchia laterală a unei piramid t · hi l 
un unghi de 450, iar latura bazei este eega~~ung u asre regulate f?rmea~ă cu planul bazei 
midei. cu a. ă se. determme aria laterală a pira-

4. Într-o piramidă patrulateră regulată a ot . . 
P_iramidei este de 37 cm. Să se calculeze : muc~a ~~=r:i~ze; e~te ~ed ~4 cm, ~ar apo.tem.a 
e1 laterali!.. pll'ami ei, înălţimea ş1 aria 

li. într-o piramidă triunghi l ă l înălţimea piramidei h = G m s: s:r regu ată se ?unosc: latura bazei la= 5 Vs m şi 
ei totală. . . calculeze muchia laterală, apotema piramidei şi aria 

6. lntr-o piramidă hexagonală reg l Ul d = 12 m şi muchia laterală - 1 u a se ă: raza cercului circumscris bazei R = 

ţ. . .d . m - 3 cm. Să se calculeze aria laterală aria totală şi înăl 
1mea pll'amt et. ' · 

7 • tn piramida V ABCD baza ABCD t VAB, VBC, VDC şi V AD st~t triunghi . ehi~letun pătrat cu la tur~ a,iar feţele laterale 

) 
f „ • uri ec a erale. Să se determme (în funcţ'e d ) 

a uncţ~'.le t~1gonometi:ice ale unghiului dintre feţele V AD şi V AB; I e a : 
b) func~ule t_r1gonometr1ce ale unghiulµi dtntre feţele VAB şi VDC· 
c) unghiul dmtre VA şi planul (ABC). ' 

8. Se ~onside~ă pir~~da triunghiulară ABCD cu muchiile AB = BC = _ 
AB =a. Fie M ş1 N ID!Jloacele muchiilor AC şi BD Să . t - CD= DA, culară pe AC şi BD. · se ara e ca MN este perpendi-

8. Se dă un tetraedru regulat de muchie a. 
a) Să se determine înălţimea şi apotem ţ t d l · 

unghiului dintre două feţe ale tetraedrul . a e rae ru m, precum şi valoarea cosinusului 
Ul. 

b) Să se determine distanţele unui t feţele laterale, tn funcţie de distanţa x a ac!~~: 1:;~:~:~ bde ~e înălţimea tetraedrului la 
c) Utiliztnd rezultatul obţinut la punctul b) ă aze1. . 

punct de pe înălţime la feţele tetraedrului est~ ~o:set::.~:~ că suma distanţelor oricărui 

74 

.· 

10. Prin· mijlocul înălţimii unei piramide triunghiulare regulate VABC se duce un 
plan paralel cu una din feţele laterale. Sli. se afle aria secţiunii formate, ştiind că aria unei 

reţe laterale este de 72 cm1
• 

11. Baza unei piramide este un triunghi echilateral cu latura de 8 cm. Una dintre 
feţele laterale este, de asemenea, un triunghi echilateral, al cărui plan este perpendicular 
pe planul bazei. Sli. se determine aria laterală a acestei piramide . 

.... .... 
li!. O piramidă are ca bazl!. t rapezul dreptunghic ABCD (AD li BC, A= B = 90°, 

AD = a, BO = 2a şi AB = 2a). !nălţimea piramidei VO cade în punctul O, mijlocul 
11egmentului AB. Ştiind că VO = a, sli. se calculeze: -

a) ariile triunghiurilor V AB, V AD, V BC; 
b) volumul piramidei. 

13. O piramidll. are ca bază un paralelogram ABCD şi vtrful V, astfel încît muchia 
VD să fie perpendiculară pe planul bazei. Se noteazli. cu M mijlocul muchiei VB, B fiind 
vtrf~l opus lui D în paralelogramul ABCD. Să se arate cli.: 

a) planele MAO şi MBD stnt perpendiculare pe planul bazei şi MB a MD; 
b) unghiurile feţelor MAD şi MBC cu planul bazei stnt congruente. 

14. O piramidă patrulateră regulatli. are latura bazei egală cu a, iar secţiunea diago­
nalli. este echivalentă cu baza. Să se determine aria laterală a piramidei. 

lli. O piramidă are baza un paralelogram. Ce poligon se obţine secţionînd această 
piramidă cu un plan paralel cu o faţă laterală a sa? . 

16. Sli. se arate că oricum am alege trei muchii ale unei piramide, cel puţin două. sfnt 
situate 'tn acelaşi plan . 

17. lntr-o piramidă patrulateră regulată V ABCD, cu muchia bâzei egală cu 8 cm, se 
duce, prin mijlocul muchiei V A, un plan paralel cu planul triunghiului V BD. Ştiind că 
muchiile piramidei sînt congruente cu diagonala bazei, să se calculeze: 

a) aria laterală şi volumul piramidei; 
b) aria secţiunii determinată tn piramidă. 
18. Fie o piramidă patrulateră regulată cu baza un pll.trat ABCD de latură 1 cm. 

Ştiind cli. unghiurile diedre a două feţe opuse sînt congruente cu unghiurile diedre pe care' 
acestea le formează cu baza, să se determine: 

a) muchiile laterale; 
b) înălţimea piramidei ; 
c) aria laterală şi aria totală. 
19. O piramidă cu baza ABCD dreptunghi, are AB = 2a, BC = a şi !nălţimea 

SD = 2a. Pe muchia SB se ia mijlocul ei, P. 
a) Sli. se arate că triunghiul APC este isoscel şi să se calculeze aria sa. 
b) Să se calculeze aria laterală a piramidei. 

20. Fie SABOD o piramidă regulată cu baza pătratul ABCD de laturii. 3 V2 şi 
muchie laterală 5. 

a) Să se afle aria laterală şi volumul piramidei. 
b) Dacă notli.m cu O centrul pătratului şi considerăm un punct M pe muchia SB, 

să se determine cosinusul unghiului format de OM cu planul pătratului, astfel tnctt aria 
triunghiului ACM să fie minimă. · · 

21 *. Dacă o piramidă triunghiulară regulată are muchia laterală de mli.rime a con· 
stantă şi latura x a bazei variabilă (dar baza este mereu un triunghi echilateral de latură x) 
să se găsească mărimea lui x pentru care volumul piramidei este maxim. ' 
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22. Într-o piramidă de înălţime h, să se spună la ce distanţă de vîrf trebuie dus un 
plan paralel cu baza, astfel înctt aria totală a piramidei mici obţinute, să fie de două or· 
mai mică decît a celei iniţiale. 

1 

28. O piramidă are muchiile laterale congruente şi ele formează cu planul bazei un. 
ghiuri de 45°. Baza este un trapez isoscel cu unghiurile ascuţite de cite 60° şi bazele de 
6 cm şi 8 cm. Să se calculeze: 

a) raza cercului circumscris trapezului isoscel; 
b) volumul piramidei. 

. ~4. O piramidă triunghiulară regulată are latura bazei de 6 Vă m şi apotema (pira­
midei) de 5 m. Să se afle volumul piramidei. 

26. Dreptunghiul ABCD este baza unui paralelipiped dreptunghic ABCDEFGH, în 
care :!B = AE, AB = 2a şi AD = a Va . Fie P mijlocul laturii AB şi Q mijlocul 
laturu AE. Să se calcu~eze volumul tetraedrului FHPQ tn funcţie de a. 

26. ~într-una din laturile bazei unei piramide triunghiulare regulate cu înălţimea 
h = 4 V 3 cm şi latura bazei 5 cm, se duce planul perpendicular pe muchia opusă. Să se 
calculeze aria secţiunii obţinute. 

. 27 •. Feţele unei piramide triunghiulare regulate stnt triunghiuri isoscele de bază 4 
şi unghi la vîrf 30°. Să se exprime volumul piramidei, cu ajutorul unor funcţii trigonome­
trice ale unghiului de 15°. 

28. Fie. OABC o piramidă triunghiulară cu muchiile OA, OB, OC perpendiculare, două 
cîte două, şi OA = 30 cm, OB = 40 cm, OC = 70 cm. Să se afle distanţa de la vîrful O 
la planul ABC. · · 

29. Fie SABC un tetraedru regulat şi M mijlocul muchiei SC. 
a) Să se demonstreze că dreapta SC este perpendiculară pe planul MAB. 
b) Să se afle raportul dintre volumele piramidelor SABM şi MABC. 
c) Să se arate că ariile totale· ale acestor piramide stnt egale. 
d~ ~e poziţie trebuie să aibă punctul M pe SC, pentru ca aria triunghiului ABM să 

fie mmimă. ~· 

~o•. ~ecţiontnd partea superioară a unui acoperiş, se obţine un corp ca tn figura 14.9 
cu d1mensmmle de acolo {bazele sînt dreptunghiuri, iar feţele laterale trapeze isoscele) . 
P~elungind A~'.,.DD' şi BB', CC', pînă se lnttlnesc, să se găsească volumul acoperişuluÎ 
dm care provme această secţiune. · 

Fig. 1u 

4m 
I 

I 
I 

I 
-------{ 

7m 
Fig. 14.10 

' ' ' ' ' 

. ~1 •. ~n figura 1_4.10 este reprezentat un cort, cu baza un dreptunghi, două feţe triun-
ghiuri echilaterale ş1 două feţe trapeze isoscele. Să se determine volumul cortului. · 
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82. Pe un cub ABCDA'B'C'D' cu muchia DC= a se aşază o piramidă regulată 
VABCD, cu toate feţele triunghiuri erhilatrrale (figura 14.11). 

V 

A' 

""--__._I --" C 
I 
I 

- ----l_B' 
' ' 

O' C' 
a) Să se determine volumul corpului obţinut. 

Fig. 14.11 

b) Să se arate că AV J_ VC. 

c) Dacă nu se cunoaşte latura a ci numai lungimea segmentului VA'= 3 V 2 + V 2 
metri, să se găsească lungimea laturii a. 

88. Se dli o prismă triunghiulară ABCA' B'C' de volum 8 m8
• Fie M mijlocul muchiei 

laterale BB'. Să se afle volumul piramidei MACC'A'. 
84. O piramidă regulatil VABCD are latura bazei AB = r. cm şi apotema piramidei 

egală cu 2,5 cm. Fie A', B', C', D' mijloacele muchiilor laterale V A, V B, VC, VD (tn 
această ordine) şi fie N un punct oarecare tn planul bazei. Să se atle volumul piramidei 
NA'B'C'D'. 

86. Într-o cutie cubică cu capacul ABCD şi muchia AB = 2 dm, punem o piramidă 
regulată V A' B'C'D' unde A' B'C'D' este cealaltă bază a cubului. Dar capacul ABCD nu 
se mai închide. El face un unghi de 45° cu planul bazei. 

a) Care este volumul piramidei? 
b) Să se găsească sinusul unghiului plan al diedrului format de o faţă laterală a pira-

midei cu baza acesteia. 
86. Dacă desfăşurăm suprafaţa laterală a unei piramide triunghiulare regulate, obţi­

nem figura 14.12. Ştiind cli latura bazei este BC = 10 dm, să se afle aria şi volumul 
piramidei (V A, V A' slnt tn prel?nglre). 

Fig. 14.12 

87. Se dă o piramidă patrulateră regulată cu vtrful V şi baza ABCD (V A s V B = 
=CV= DV, VA = a) şi unghiurile de la vtrf ale feţelor laterale de 30°. O furnicii por­
neşte din vîrful A şi merge pe toate feţele laterale, tn lini~ dreaptă, plnă revine ln punctul 
A. Se notează cu B', C', D' punctele unde furnica traversează respectiv muchiile VB, VC 

şi VD. Se cere: . 
a) să se desfăşoare pe un plan suprafaţa laterală a piramidei şi să se traseze pe ea 

drumul furnicii; . 
b) ctnd este drumul acesta cel mai scurt şi ln acest caz să se calculeze lungimea lui; 
c) unghiurile sub care drumul furnicii taie muchiile laterale. 

88. Să se arate că perpendicularele pe feţele unui tetraedru, ln centrele cercurilor 
circumscrise acestor feţe, stnt concurente. 
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Trunchi de piramidă 
~. 

Corpul ce rezultă 1ndepărtind dintr-o piramidă o piramidă mai mică 
obţinută secţiontnd piramida iniţială cu un plan paralel cu baza ei, se numeşt~ 
trunchi de piramidă. 

Fig. 15.1 

Cu notaţiile din figura 15.1 : 
a) Poligonul (f"/J) se numeşte ba7.a mare 
b) Poligonul din planul de secţiune (1J') se numeşte baza mtcd. 
c) Toate trapezele ce rămîn din feţele laterale, in urma. secţionării şi 

îndepărtării piramidei mai mici, se numesc feţe laierale 

Este uşor de arătat că cele două baze sînt poligoane asemenea. Lăsăm 
această demonstraţie pe seama citiţorului. 

Dacă trunc~iul ~e p~ramidă provine dintr-o piramidă regulată, el se 
numeşte trunchi de p1ram1dă regulată. Feţele sale laterale sint trapeze isoscele 
c~ngr~e~te. Vom numi înălţimea unei astfel de feţe, apotema trunchiului de 
pirarmda Deci, la un trunchi de piramidă regulată, avem trei feluri de 
apoteme: _apotema trunchiului, apotema bazei mari şi apotema bazei mici. 

Fig. 15.2 

a - a M m 

Aria laterală a unni trunchi de piramidă regulată este suma ariilor tuturor 
feţelor _lat~rale. Notînd. cu n numărul laturilor unei baze, cu a1 apotema 
trunch1ulm, cu I lunglffiea laturii bazei mici şi cu L cea a bazei mari of 
fiind aria laterală, se obţine, printr-un procedeu asemănător cu cel d~ l~ 
piramidă, că: 

of1 - n . (L + l) ~. 
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Aria totală a trunchiului de piramidă se obţine adun1nd la aria sa laterală 

8
uma ariilor celor două baze. Dacă notăm cu of1 aria totală, cu aM apotema 

bazei mari şi cu am pe cea a bazei mici: 

~ _ -A + L • aM + l • am • 
Qi;t - Ql;J 2 n 

Desfăşurarea trunchiului de piramidă se face asemănător cu cea a unei 

prisme (fig. 15.3): A B 

c, 

Fig. 15.3 

Distanţa dintre planele hazelor trunchiului de piramidă o numim înălţime. 
Luată astfel, ea este număr. ln unele probleme o vom considera şi ca un seg­
ment cu capetele respective 1n planele hazelor şi perpendicular pe aceste baze. 

Calculul înălţimii trunchiului de piramidă r~gulată 
Notăm cu L şi l laturile bazelor, cu aM şi am apotemele respective ale 

hazelor, cu a
1 

apotema trunchiului, cu m muchia lui laterală, cu RM şi Rm 
razele cercurilor circumscrise hazelor şi cu h înălţimea t runchiului de piramidă. 

a) Să se exprime, in funcţie de aM, am şi au înălţimea h (fig. 15.4). 

b) Să se exprime, 1n funcţie de RM, Rm şi m, înălţimea h (fig. 15.5). 

Fig. 15.4 Fig. 15.5 
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In general, un plan paralel cu baza ABC „ . MN a unei piramide deter­
mină încă o piramidă cu baza A'B'C' ... M'N' şi cu acelaşi virf P, pe care 
o vom numi „asemenea" cu piramida mare, pentru că toate feţele de tipul P A B 
stnt asemenea cu cele de tipul PA'B', bazele ABC „. MN şi A'B'C' ... M'N' 
stnt şi ele asemenea şi raportul lor de · asemănare . (raportul a două 
segmente omoloage), prin tranzitivitate, se - poate dovledi 'că_este acelaşi. 

V Dacă, în plan, :raportul a;iilor a două poli~oane rsemene~. -este. egal cu 
patratul raportului de asemanare (fapt valabil şi , pentru arule laterale şi 

totale ale celor două piramide), vom putea afirma următoarea: 

Teoremă. •J'U ... • • 
.,..Jl.,,n„P. 

Demonstraţie~ Dacă notăm raportul de asemănare cu n, avem: 

SABa ... MN = n2 şi .!!... = n 
S~·B'C' ..• M'N' h' 

1 

unde h este înălţimea piramidei iniţiale şi h' a celei mici, iar 

({) == 
({)' 

SABc •.. MN • h = n2 • n =;hs. 
SA'B'C' ... M'N' • h' . 

A c ntudm c u. ... mele, care, aplicate, ne scurtca 
mul cal ulul laborios tn destule ocazii. 
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VOl.UMUL TRUNCHIULUI DE PIRAMIDĂ . 

Teoremi. o umul trunchiului d.e pu-amidă este egal cu o treime din tnălţim 
dintr ari bazn mari, aria bazei mici şi rădăcina patrat 

rodusul ariilor celor două baze. 

A 

B c 
Fig. '15.6 

') s r unde ({) este volumul 
Avem deci de arăht că -r ' 

trunchiului, I este înălţimea trunchiului de pira~idă, S aria vb~ze~ ma~i ~:­
. bazei' mici H şi h stnt mărimi ajutătoare, ş1 anume, inalţimile pira 

aria . . h"l . '71 

f ză ele tn desen prin prelungirea muc u or, iar •vi delor aşa cum se ormea ' 
· v volumele piramidelor respective (fig. 15.6). 

Şl 1 -

Ştim că <V1 = na şi, dintr-o proporţie derivată, obţinem: 
V1 h3 

Deci, 

H3 - h3 

h3 

V1 (H - h) (H2 + Hh + h2) =Vil · lH2 + ~ + 1). 
<V - h3 h h2 h 

Dar H = t{s . Rezultă: 
h v-; 

({) = shl. (~ + V~ + 1) = !_. (S + V Ss + s) , 
ah s Vs a 

ceea oe trebuia demonstrat. 

PROBLEME 16 

1, Un trtJnchi de piramidă triunghiulară regulată are latura bazei mari de 6 V8 lll'. 
latuN pazei mici de 2 V3 m şi muchia lat~rală. de 5 m. Să se calculeze aria laterală ş1 
volumul trunchiului. 

!. Un trunc~i de piramidă patrulateră regulată are latura bazei mari L, .lat~r~ bazei 
mici l şi înălţimea h. Să se calct!leze,tn funcţie de L, l şi h, înălţimea piram1de1 dm care 

provine trunchiul. 

a. o piramidă are aria bazei de 8 cm8 şi înlilţimea de 10 cm. Se secţioneaz~ c~ 
un plan paralel cu baza dus prin mijlocul înălţimii. Se cere volumul trunchmhu 

c' E' de piramidă . / 

4. într-un trunchi de piramidă hexagonală 

regulată se cunosc (notaţiiţe fiind cele din 
figura 15.7): înălţimea A'P = 3 cm, distanţa 
B'E' = s cm şi latura bazei mari DE= 8 cm. 

a) Să se calculeze volumul trunchiului de 

piramidă. 

b) Să se calculeze aria laterali$. a trunchiului 

de piramidă. 

6 - Geometrie el. a VIII-a 

A 

B C 
Fig. 15.? 

o 
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6. Se dă o piramidă regulată V ABCD, avtnd baza un pătrat ABCD şi lungimea lnăl. 
ţimii egală cu 8 cm. La ce distanţă de planul bazei trebuie dus un plan paralel cu planul 
bazei, astfel tncît raportul dintre volumul trunchiului de piramidă obţinut şi voh\mul 

piramidei V ABCD să fie egal cu 2 ? 
8 

6. !ntr-un trunchi de piramidli triunghiulară regulată se cunosc: latura bazei mari 
L = 12 cm, latura bazei mici l = 0,6 dm şi volumul ({) = 63 V3 cm3 • Să se afle tnăl· 
ţimea, apotema, muchia şi aria laterală a trunchiului. 

7. tntr·un trunchi de piramidă triunghiulară regulată se cunosc : latura bazei mari 

L = 10 m, raza cercului circumscris bazei mici r = 4 ~a m şi aria laterală .ltit = 

= 168 m~. Să se afle volumul şi muchia laterală a trunchiului de piramidă . 

8. Un trunchi de piramidă patrulateră regulată are diagonala de 9 m şi laturile ·bazelor 
de 7 m şi 5 m. Se cere aria laterală· şi volumul său. 

9. Un trunchi de piramida are ca baze două romburi cu laturile de 6 cm şi 8 cm şi 
cu ctte un unghi de 120°. !nălţimea trunchiului este egală cu triplul diagonalei mari a 
bazei mari şi uneşte centrele romburilor. Să se calculeze !nălţimea piramidei din care 
provine trunchiul . 

10. O piramidă are muchiile laterale congruente şi ele formează cu planul bazei 
unghiuri de 45°. Baza este un trapez isoscel cu unghiurile ascuţite de ctte 60° şi bazele de 
6 cm şi 8 cm. Se secţionează piramida cu un plan paralel cu baza şi care împarte tnălţi. 
mea tn două părţi egale. Să se afle volumul trunchiului de piramidă obţinut. 

11. O piramidă regulată are !nălţimea de 12 cm. La ce distanţă de vtrf trebuie să se 
facă o secţiune, printr-un plan paralel cu baza, astfel tnclt aria laterală a piramidei mici, 
ce se formează, să fie egală cu aria laterală a trunchiului de piramidă regulată. 

12. Un trunchi de piramidă regulată are ca· baze două triunghiuri echilaterale cu latu. 
rilo a şi respectiv 2a. Apotema trunchiului este egală cu 4a. Să se calculeze, în funcţie de a, 
aria totală şi volumul trun~hiului de piramidă . 

18. Un trunchi de piramidă triunghiularii regulată are latura bazei mari de a metri, 
latura bazei mici de b metri şi unghiul format de muchia laterală ·cu muchia bazei mari, 
care pornesc din acelaşi vlrf, egal cu 60°. Să se calculeze, volumul trunchiului de piramidă. 

14•. Un trunchi de piramidă are ariile bazelor egale cu S1 şi Sa. Se face o secţiune 
printr-un plan paralel cu bazele, la aceeaşi distanţă faţă de ambele baze Să se calculeze 
al'ia S a acestei secţiuni tn funcţie de S1 şi Sa. 

16. tJn trunchi de piramidă are ariile bazelor S şi s şi înălţimea I. Să se calculeze, 
în funcţie de S, s şi /, volumul piramidei din care face parte trunchiul. 

POLIEDRE CONVEXE TN GENERAL 

Am studiat p1nă acum citeva poliedre particulare: prisma, piramida şi 
trunchiul de piramidă. Trunchiul de piramidă a fost obţinut prin intersecţia 
unei piramide cu un plan şi „tndepărtarea" unei părţi din piramida iniţială. 
De asemenea, 1n toate problemele de secţiune cu un plan a poliedrelor parti· 
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culare obţinute plnă acum, acest plan a determinat, de o parte. şi "d? alta a 
sa, două corpuri care nu stnt neapărat ambele prisme, sau piramide, sau 
trunchiuri de . piramidă (fig. 16.1). 

Fig. 16.1 

Corpurile obţinute, printr-o astfel de secţionare, pot fi şi„ele secţionat~ 
mai departe şi apoi separate cele două părţi etc. Aceste operaţi~ (una sau ~a1 
multe succesiv), aceste „ciopliri", ca să le numim aşa, duc la nişte corpuri pe 
care le vom numi poliedre convexe (fig. 16.2). 

Fig. 16 .2 

Ele au un număr finit de feţe, care slnt poligoane convexe, iar laturile 
acestora se numesc muchii. O muchie (fără capete) este comună pentru două 
şi numai pentru două feţe. Vlrfurile feţelor sint v1rfurile polie?rului. _Dintr-un 
vtrf pornesc tot atttea muchii ctte feţe. Din orice v1r.f 8:1 pohed~~lu1 convex, 
la un vlrf se poate ajunge pe un traseu format numai dm muchu. 

Acestea slnt numai o parte din proprietăţile poliedrelor convexe. 
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TRANSFORMĂRI TN SPAŢIU 

SIMETRIA FAŢĂ OE UN PUNCT 

Dindu-se un punct, numit cr-ntru de silnerie (O}, spunem cd simetricul unui 
punct A din spaţiu faJă de O este un punct A', astfel tnctt O să fie mijlocul seg­
m, 11 '". lA' 

ln fond, definiţia este asemănătoare cu cea din· plan. 

B 
A' 

o' 
Fig-. li I 

Teoreml. ·i sin .1 'i r i , ~tr .c.;, ' 

Cu alte cuvinte, dacă avem două puncte A şi B. şi considerăm sime­
tricele lor faţă de O, A' şi respectiv B', putem scrie congruenţa segmentelor 
AB 1ii1 A' B', (fig. 17.1). 

Evident, segmentele AA', BB' sint coplanare (au O comun). Triunghiurile 
AOB şi A'OB' sint congru~nte (cazul I de congruenţă), de unde rezultă că 
AB- A'B'. Deci simetria faţă de un punct este o izoinetrie. · 

Consecinţe. Prin această transformare: 

1) ·~ l• I •:'?' ~· 
(segmentului simetric). Fie C un punct interior segmentului AB. Deci, 

AC + CB = AB. Fie C' simetricul lui C. Dacă C' nu ar fi interior lui A'B', 
atunci A'C' + C'B' > A'B'. Dar cum AC - A'C' şi CB 1& C'B', ar rezulta 
că AB >A' B' şi s-ar contrazice teorema anterioară. Deci C' este interior 
segmentului A' B'. 

2) .., .e •. uri • 1.11,1 ,, te un triunghi congruent cu el Evident, se 
păstrează congruenţa ·laturilor. 

3) • 'u. ,trie. i P.i I e' , ... · ? 1 ' • 
1
1 Se iau oricare trei puncte pe o 

dreaptă d : A, B, C. Sigur unul din ele se află intre celelalte două, de 
exemplu B intre A şi C. Atunci AB + BC = AC şi distanţele rămtn aceleaşi, 
procedtnd prin· reducere la absurd s-ar ajunge la A'C' < AC, fals„. 
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4) • irneu ci<l un• •, ~ ~' i f' i „ , 1.. ., c el 
Evident, simetricul virfului este vlrful simetricului (Aparţinind ambelor 

drepte-suport.) Luăm (cu notaţiile din figura 17.2) B E Ax, C E Ay ~ 
~ B' E A'x', C' E A'y', deci AC e1 A'C', ·AB El A'B', BC - B'C' ~ 
~ t::,ABC aa t::,A'B'C' ~~A - ~A'. 

5) $un.c.. ric1.1.l • i ~ • ,„ e o "' 11 , se demonstrează uşor, ca o urmare 
a faptului că o dreaptă se transformă intr-o dreaptă. 

Fig. 17.2 

Observaţie . ..: le 5 consecinţb , provin numai din teorema care ne 

1 
T • c. i V distanţei, deci stnt valabile pentru orice transformare cnre 

păstrează dh;tanţ~, nu numai pentru simetria faţă de un punct. Deci~ tn cele 
ce urmează este de ajuns să arătăm că transformarea pe care -o descriem este 
o izometrie, pentru ca tonte consecinţele să fie valabile. 

SIMETRIA FAŢĂ OE O DREAPTĂ 

Fiind dată tn spaţiu o dreaptă (a), numită axă de simetrie, dor.1.ă puncte 
( P şi P') stnt simetrice unul faţă d< cdiU lt, cc.că ixa. le ~ :,"l.P. ie e. •• lic. 
.l na g n. iti.l·1i ~ V , e l '"'• \• ,„ Cu alte cuvinte, ducind din P perpen· 
diculara PO pe a (O E a) şi prelungind-o cu segmentul OP' - OP, punctul P' 
se numeşte simetricul lui P. Să arătăm că simetria faţă_ de o axă este o 
izometrie (păstrează distanţa). 

A 
8 

A 

O· 

B' 
Fig. t?.3 

8 
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Fie in spaţiu A, A' simetrice faţă de a şi B, B' simetrice faţă de a (fig. 
17.3). Prin Q, mijlocul segmentului BB', ducem segmentul CC', congruent şi 
paralel cu AA ', astfel incit CC' să aibă mijlocul tot în Q. Planul determinat 
de CC', şi BB' este perpendicular pe a. ln acest plan, t:::,.C BQ ;e;;i l:::,.C' B'Q'. Dar 
şi AC 5511 A'C', ca laturi opuse ale unui dreptunghi. Ştiind că AC li A'C' li OQ, 
deci AC şi A'C' sint perpendiculare pe planul (BB'C), deci AC ..L CB, 
A 'C' ..L C' B'. _ Rezultă congruenţa triunghiurilor dreptunghice AC B şi 
A'C'B'::::. AB Eil A'B'. Deci, „ " 1. JP K'i ?ls"r~az)j d1bvfl .p Deci 
'' Oh"l \f .„.„ .opl :- r1 i." şi ngruenţa unghiurilor. 

SIMETRIA FAŢĂ DE UN PLAN 

Simetricul unui punct (A) faţă de un plan (a:) este simetricul punctului 
faţă de proiecţia sa pe plan. Cu alte cuvinte, dacă ducem AO ..L a: şi prelungim 
segmentul AO ou OA' es AO (fig. 17.4), obţinem simetricul A' al lui A. 

A 

Fig. 17.ft 

A' 
Să arătăm că această simetrie păstrează şi ea distanţa dintre două puncte. 

Fie A' simetricul lui A şi B' simetricul lui B faţă de planul « (fig. 17.5). 
OA es OA', BC == CB', AO ..L oe, BC ..L oe. Evident, AA' 11 BB' (perpendicu­
lare pe acelaşi plan), deci AA' şi BB' stnt coplanare. 

B B 
A A M 

c o C' 
ol I 

I 

A' A' 

8 

Fig. l i.5 

Ducem AM li OC 11 A'N(M E BC, NE CB'). Rezultăoă~M1 ea ~N1, 
~M1 = 90°, AM~ A'N (paralele cuprinse intre paralele), BM &1 NB' 
(diferenţe de segmente congruente). Deci ~AMB - ~A'NB'• AB liiil A 'B'. 
Consecinţele 1 .. , 5 operează deci. 
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TRANSLAŢIE IN SPAŢIU 

Fie AB un segment tn spaţiu, cu vtrfurile tn ordinea scrisă (un vector). Să 

explicăm ce înseamnă să translatăm un punct M in spaţiu cu vectorul AB 
(fig. 17.6). Considerăm pentru aceasta planul « determinat de A, B, M. 

B 

I 
A 

X 
M 

Fig. 17.6 

J IM' 
A M 

A Fig. 17.7 

In acest pian considerăm vectorul MM' = AB. Spunem că M' este obţinut -printr-o translaţie în spaţiu a punctului M cu vectorul AB. Este oare transla-

ţia tn spaţiu şi ea o izometrie? Să translatăm cu vectoru~ A~ punctele M şi N 
in M' şi N' (fig. 17.7). Constatăm că patrulaterul MNN M es~e u~ ?arale­
logram (MM' ii$ NN', MM'll NN', prin tranzitivitatea congruenţei ş1 para-

lelismului cu AB). Rezultă, de aici, congruenţa segmentelor N M 5S N' M'. 

ROTAŢIE ÎN JURUL UNEI AXE 

Se dau: o axă a şi, intr-un plan perpendicular pe ea, un unghi _orienta~ ::::€:-8, 
cu vtrful pe !iXă (fig. 17.8). Ce înseamnă a roti punctul M dm spaţm, cu 
unghiul ::::€:- e, tn jurul axei a? 

M" 

xM 

Fig. 17.8 a a 
' 

-... 
Ducem MM' _L et., (M' E oe). Considerăm translaţia de vector M' M a 

planului oe. Planul translatat trece prin M, iar O devine, prin trans.laţi~, O' Ea: 
Aplicăm lui M o rotaţie de unghi ::::€:- 6, 1n planul translatat, ş1 M va fl 
rot itul" lui M 1n J· urul axei a cu unghiul :::€- 0• 

" 
a1 



Să demonstrăm că rotaţia. tn jurul unei axe este o izometrie. Dacă, prin 
rotaţia de axă a şi de unghi :::€-6, se duce A tn A', a.cea.sta se scrie A' =R(a, e)(A), 

Să demonstrăm că dacă R(a,e>A =A' şi R(a,eiB = B', atunci AB - A'B'. 
Proie~tăm pe planul ex, pe O' B tn OC şi pe O' B' tn OC' (vezi notaţiile din 

o 

A' 

A 

Fig. 17.9 

figura 17.9). Rezultă: LOCA es D,OC'A' (cazul 1 de congruenţă, unghiurile 
cu laturile respectiv congruente, fiind diferenţe dintre unghiuri congruente 
cu acelaşi unghi). De aici rezultă congruenţa triunghiurilor dreptunghice BCA 
şi B'C' A' (catete congruente), deci AB == A' B' q.e.d. 

CONGRUENŢA FIGURILOR ÎN SPAŢIU 

Dacă punctele unei mulţimi tn spaţiu (de pildă ale unui corp) se obţin 
toate din toate punctele altei mulţimi, aplictnd o izometrie sau o compunere 
de mai multe izometrii•, mulţimile se numesc congruente şi se spune că am 

suprapus o mulţime peste cealaltă. 

CENTRU, AXĂ, PLAN DE SIMETRIE ALE UNEI MULŢIMI DE PUNCTE 

Dacă toate punctele unei mulţimi au, faţă de acelaşi centru de simetrie, 
simetricele lor tot tn această mulţime, se spune că mulţimea are un centru de 

simetrie. 
In mod asemănător se vorbeşte de axa, sau de planul, de simetrie al unei 

mulţimi de puncte (de pildă oorp) . 

• Care este în fond tot o izometrie I 
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o b 

Fig. 1?.10 

I I 
~- I 

I 
-----l_ 

\ 

c 

Paralelipipedul are un centru de simetrie oare este intersecţia diagonalelor 
(fig. 17.10, a), dar numai oel dreptunghic are plane de simetrie : planele media· 
to are ale muchiilor (fig. 17 .10, b) şi axe de simetrie: dreptele care unesc 
mijloacele feţelor opuse (fig. 17.10, c). 

\ 

PROBLEME 17 

1. Care slnt planele· de simetri.e ale unui diedru? 

2. Care slnt planele de simetrie a două plane distincte? Discuţie (după cum ele slnt 
paralele sau secante). 

8. Dar care stnt axele de simetrie a actistor plane? 

4. Clte centre, axe şi plane· de simetrie are un oub? 

li. Ctte centre, axe şi plane de simetrie are un tetraedru regulat? 

6. Care slnt prismele regulate, care au centru de simetrie? Dar axe? Dar plane? Cite? 

7. Aceleaşi tntrebări pentru piramidele regulate. 

8. Se dau, ln spaţiu, o dreaptă d şi două puncte P şi Q. Se iau simetricele P' ale 
punctului P faţă de fiecare punct al dreptei d, apoi simetricele Q' ale fiecărui punct al 
dreptei d faţă de Q. Să se arate că toate punctele P' şi Q' slnt situate tn acelaşi plan oi 

paralel cu d. 

9•. Un triunghi ABC, cu unghiurile B şi C ascuţite, se proiecteazll pe un plan ot, 

care conţine latura BC. Fie A' proiecţia lui A pe ot. Să se demonstreze cil. -1:.BA'C > 
> -1:.BAC. 

89 



SUPRAFEŢE ŞI CORPURL ROTUNDE 

GENERALITĂŢI. CONSIDERAŢII INTUITIVE 

a. ln capitolele de geometrie în spaţiu de pîilă acum, am studiat figuri 
geometrice formate din linii drepte sau porţiuni de linii drepte (segmente), 
suprafeţe plane sau porţiuni de suprafeţe plane (poligoane) şi corpuri măr­

ginite de astfel de suprafeţe. 
Viaţa de toate zilele şi diverse alte activităţi ne pun tnsă mereu 1n contact 

cu linii curbe, cu suprafeţe curbe, cu corpuri mărginite de suprafeţe curbe, 
pe care, în mod obişnuit, le numim corpuri rotunde. 

Nu avem intenţia să dăm definiţia generală a unei linii curbe sau a unei 
suprafeţe curbe (aceasta necesită cunoaşterea noţiunii de continuitate, care 
se predă abia în clasa a XI-a). 

ln acest paragraf intenţionăm să descriem ctteva fapte intuitive, care să 
contu~elt';e mai bine aceste noţiuni. Abia tn paragrafele următoare~ unde vom 
defini şi studia ctteva suprafeţe curbe particulare, vom folosi un limbaj 
matematic precis. 

b . Un punct 1n mişcare descrie o linie curbă (fig. 18.1); nu orice linie 
curbă este conţinută într-un plan. 

Un fir de aţă, indiferent cum l-am deforma, ne sugerează o linie curbă 
(fig. 18.1). 

Fig. I R. I Fig. 18.2 

Muchia unui corp este, în general, o linie curbă (fig. 18.2). 
Evident că noi considerăm linia dreaptă ca un caz particular al liniei 

curbe. Poziţiile diferitelor puncte pe o linie curbă dată se pot preciza, dacă 
am fixat un punct pe acea curbă ca origine, prin distanţele pe curbă de la 
ele ptnă la acel punct, deci printr-un număr real (fig. 18.3). 

O curbă „n-are nici lăţime, nici grosime", ci numai lungime. 

Fig. 18.3 
o A 
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c. O supra.faţă curbă este faţa (imag.inea) unui corp rotund (fig. 18.4). 
O ţesătură, deforma.tă chiar, este o supra.faţă curbă (fig. 18.5). · 

Fig. 18.4 

Ţesătura este formată din fire; o linie curbă în mişcare descrie (generează} 
o suprafaţă curbă (fig. 18.5 şi 18.6). 

Fig. 18.5 Fig. 18.6 

Poziţia unui punct pe o suprafaţă curbă se poate preciza numai dtnd 
două coordonate ale sale (fig. 18.7). 

Ordona la 
Ecuafor 

'Abscisa 

Fig. l!l.7 

d. Oricum am lua o linie curbă şi un fir de aţă, putem deforma acest fir, 
fără a-l întinde sau rupe, astfel tnctt el să 'coincidă cu linia curbă dată 
(fig. 18.8). 

,4 

~ 
L ___ __,a Fig. 18.8 
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Acest fapt nu este adevărat pentru suprafeţe. Nu putem aşeza o foaie de 
htrtie peste o minge, fără a o „strica". Aceasta face ca desenarea unui plani­
glob să fie dificilă şi să nu se poată face dectt obţintnd o imagine deformată 
a suprafeţei Pămtntului. 

e. Suprafeţe cilindrice. Am afirmat că orice linie curbă in mişcare descrie 
o su praf aţă curbă. O linie dreaptă d, care se mişcă paralel cu ea însăşi, inttlnind 
în permanenţă o dreaptă dată descrie un plan (fig. 18.9). 

Fig. 18.9 d 

Ştim că o linie dreaptă d, care se mişcă paralel cu poziţia ei iniţială, tnttl­
nind in permanenţă un poligon plan {r/J) dat, situat intr-un plan neparalel 
cu d, descrie o suprafaţă prismatică. Să înlocuim acum poligonul {</)) ru o 
linie curbă oarecare fixată. Sin tem conduşi astfel la următoarea: 

Definiţie. ~ ,v 1 „ - .r • r" v ' , ' --·- .„.r- _z_;.; „ .rA. .• .tl curbei 
( n punctelor dreptel.or d ce trec prin punctele lui (C) şi stnt paralele 
c 1 • i 'ndrică (l , ' 1 i •· ,„'1.„ • 

Dreptele d se numesc 0 c " , , suprafeţei cilindrice, iar (C) se numeşte 
cui „; ·ei " a suprafeţei cilindrice (fig. 18.10). 

Fig. Us.IU 

Dacă a este perpendiculară pe planul lui (C) suprafaţa se numeşte .1q ra 
faţa .l li t 0 0. d~capta, de bază (C). 

Observaţie. Pe o suprafaţă cilindrică dată există multe curbe plane (intersecţia supra­
feţei cilindrice cu diverse plane). Oricare din ele, care intersectează toate generatoarele, 
poate fi folosită pentru generarea suprafeţei cilindrice, ca tn definiţia de mai sus . 

fn acest mod, orice suprafaţă cilindrică poate apărea ca suprafaţă cilindrică dreaptă, 
(dacă vom considera ca direcţoare intersecţia ei cu un plan perpendicular pe generatoare). 
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O linie curbă phmă poate fi un arc, o curbă lnchisă, sau poate avea auto. 
intersecţii (fig. 18.11). 

Fig. 18.11 

Suprafeţele cilindrice generate au forme corespunzătoare celor din fig. 18.12. 

Fig. HI. l:t 

O proprietate importantă a suprafeţei cilindrice generate de un arc simplu 
este aceea că ea se poate „desfăşura" şi aşeza pe o suprafaţă plană. Cel mai 
simplu se vede acest lucru reprezenttnd su praf aţa ca o suprafaţă cilindrică 
dreaptă de bază (C), „tndreptlnd" (C) ptnă la o dreaptă d şi apoi aşeztnd 
generatoarele suprafeţei perpendicular pe g. 

(CJ 

Fig. 18.13 

f. Ptnze conice. Fie (C) o curbă plan4 şi P un punct situat tn alata planului 
ei. Totalitatea semidreptelor ou originea ln P şi avlnd un punot situat pe 

p 

93 



(C) formează ptnza conică de vtrf P şi bază (C). Semidreptele se numesc 
generatoare ale ptnzei conice (fig. 18.14). 

Observaţie. Pe o plnzăconică~există mul te curbe plane (intersecţiile ei cu diferite plane). 
Oricare din ele, care intersectează toate generatoarele, poate fi considerată că generează 
ptnza conică . . 

Plnzele conice pot fi generate şi de curbe tn spaţiu. 
Şi ptnzele conice generate de arce de curbă, „suficient de scurte", pot fi 

desfăşurate şi aşezate pe un plan. Cel mai simplu mod de a face aceasta este 
de a alege o distanţă l, de a aşe~a pe fiecare generatoare un segment de Iun· 
gime l, obţintnd o curbă (tn general neplană) (fi~. 18.15). 

A A 

Fig. 18.15 

Aşezăm curba peste un arc de cerc de rază l (ceea ce este posibil dacă 
lung.imea curbei nu depăşeşte 2nl) şi generatoarele respective peste razele 
corespunzătoare ale cercului. 

g. Obser"aţie. Suprafeţele cilindrice ne.au apărut drept „analoagele curbe" 
ale suprafeţelor prismatice, iar plnzele conice drept „analoagele curbe" ale 
suprafeţelor piramidale. 

CILINDRII CIRCULARI 

Definiţie. a) Fie (C) un cerc situat tn planul ct şi a o dreaptă neparaleld cu ct. 

Prin suprafaţă cilindrică circulară generată de (C) şi a, tnţelegem totalitatea 
punctelor situate pe toate dreptele paralele cu a, care trec prin puncte ale lui (C). 

b)' Prin suprafaţă cilindrică circulară dreaptă generată de cercul (C) din 
planul «, tnţelegem suprafaţa cilindricd generată de (C) şi de o perpendiculară 
a pe ct. Aceasta este, de fapt, totalitatea punctelor situate pe toate dreptele per· 
pendiculare pe «, care trec prin puncte ale lui (C). 

Ea poate fi definită şi drept totalitatea punctelor a căror proiecţii pe ct stn.t 
situate pe (C). 

Teoremi. Interseclia dintre o suprafaţa cilindrică şi un plan ~' paralel cu 
p1".rwl ~. al cercului (C) care o generelllif, este un cerc de raza R, egala cu 
cea a lui (C). 
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Fig. 18 .16 

Demonstraţie. Fie O centrul lui (C), b paralela (fig. 18.16) prin O la a şi O' 
intersecţia lui b cu planul ct. Să arătăm că intersecţia lui ~ cu suprafaţa 
cilindrică este cercul de centru O' şi de rază R, situat tn planul ~· 

Fie P' E ~· 11 considerăm diferit de O', deoarece O' nu se află pe suprafaţa 
cilindrică. 

Să ducem planul (P'OO') (unio determinat). Acest plan taie planele ot şi ~ 
după două drepte paralele. Ductnd şi paralela- din P' la 00', se formează 
tn planul (P'OO') un paralelogram P'O'OP (P E ot) (fig 18.17). 

f'' o I 

Fig. 18.17 ?o 
Punctul P' se află pe suprafaţa cilindrică, dacă şi numai dacă, P E (C), 

deoarece P' P li O'O li a., adică dacă şi numai dacă, PO = R. Cum P'O' - PO, 
PO = R este echivalent cu P'O' = R şi teore:m,a este demonstrată. 

Definiţie. '1 ~ „,. I , t f"'' ,6 „u .,,_,r .c ... • •• „ ""'1 , i, j-tntre o 
s 11 ' rl. ir • • ~ică circulartl şi doul.! plane di-stincte paralele cu planul cercului 
ce genereaza su praf aţa cilindrica. 

Cilindrul circular se numeşte cilindru circular drept daci! suprafala cilindricil 
circulară corespunzatoarc este dreapta. 

PTNZE CONICE CIRCULARE 

Definiţie. Fie (C) un_ cerc şi P un punct nesituat tn planul ct al cercului. Se 
numeşte ptnză conică circulară de "trf P şi bază (C), totalitatea punctelor situate 
pe semidreptele cu originea tn P ce tnttlnesc cercul (C ) (fig. 18.18). 

p 

Fig. 18.18 
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Definiţie. O ptnză conicd circulard de Ptrf P şi baza (C) se numeşte dreapta 
dacă proiecţia lui P pe pl~nul cercului (C) este centrul lui (C). 

I' 

Fig, 18.19 

Definiţie. e n eşte c • lar, c ometric mdrginit de o ptn 
c şi de planul cercului, care genercaztf ptnza eoni 
comcd circulară este dreaptd atunci · cular se numeşte dre (fig. 18.2Q). 

b 

Fig. 18.20 

u ei pt 
nrPPn<'r' parte -a Ptrf ul 

Fig. 18.21 

f' 

p 

e rirculare printr-un plan paralel c 
, este un cerc 

Demonstraţie. Fie P vtrful conului, (C) cercul de bază, O centrul său, ct 

planul cercului (C) şi~ un plan paralel cu planul ct. Să considerăm intersecţia 
O' a lui PO ou planul ~· Să alegem M' E ~ (M' + O') (fig. 18.21). 

Planul (M'OP) taie planul ct după o dreaptă OMllO'M'. Fie ME PM'. 
OM PO Avem -- = - = k (constant). 
O'M' P'O' 

Punctul M' se află pe p1nza conică, dacă şi numai dacă, M se află pe (C), 
deci', dacă şi numai dacă, OM= R este raza lui (C). Conform relaţiei de mai 

sus, aceasta este adevărată, dacă şi numai dacă, O' M' = R , 'ceea ce tnsea.mnă 
k 

oă M' se află pe cercul de centru O' şi de rază !!. , situat ln planul ~· 
k 
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Comentariu. Centrele cercurilor de secţiune sint coliniare cu v:trful, deci, 
tnlocuind cercul generator al unei ptnze conice circulare drepte cu un cerc 
dintr-un plan paralel cu acesta, situat pe ptoza conică, se obţine un alt cerc 
generator ln raport cu care ptoza conică este tot dreaptă. 

Definiţie. . , rgimt de o pînză 
c , de baza acesteia şi de un plan paralel cu ea, situat de aceeaşi 
parte a Plrf1ilui ca şi baza. Trunchiul de con se numeşte drept, dacd ptnza conică 
rirculară este dreaptă. 

Fig. 18.22 

ObservaJie. n trunchi de con r1rrulnr este drept, dac!I ş1 numai dacă, dreapta ce 
zclor este perpendiculari!. pe pi nele bazelor. 

SFERA 

Definiţie. e numeşte sferă de centru O şi rază R >O, locul geometric al 
'1 spaţiu, pentru carr ri ~1 T' 

Fig. 18.23 R -M 

Teoreml. ntcrsecţia dintre u;~ - i 1e vSte sau Pidă, sau formată 
t.... punct, sau un cerc aPînd drept centru proiccJia centrului s-ferei 

pe acel 

K<OP<OM 
Fig. 18.2~ 

T - Geometrie ci. a VIII-11. -

Of'rfJM=I? 
F ig. 18.25 

OP<~ 
Fig. 18.26 
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Demonstraţie. Fie O centrul sferei, R raza sa şi fie ex un plan. Ceea ce cere 
enunţul este de a determina locul geometric al punctelor M din ex, pentru 
care OM= R. 

Fie P piciorul perpendicularei din O pe planul ex. 
Dacă R < PO, cum OM >OP, oricare ar fi ME «, atunci nu există 

puncte M pentru care OM= R (fig. 18.24.). 
Dacă R = OP, atunci OM= R, M E ex este posibil numai pentru M = P 

(fig. 18.25), oblicele fiind mai lungi decit perpendiculara. ln acest caz inter­
secţia .se reduce la punctul P. 

Dacă R >OP, atunci OM= R este echivalent cu MP = V R 2 -0P2, 
deoarece OP J... PM, şi deci, intersecţia este cercul de centru P şi rază 

V R 2 - 0P2 (fig. 18.26). 
Teoremă. er ·ecţi. "" Jouă sfere distincte este sau vidă, sau formată 

.... punct, sa~ un cerc. 

Fig. 18.27 

X 
o 

M 
X 

X 
o' 

Demonstraţie. Este clar că dacă sferele sint concentrice distincte intersecţia 
lor este vidă. 

fi 
X-- - ---

0 

')( 

o 

Fig . 18.28 

Fie O, O' centrele sferelor şi R, R' razele lor. Fie M un punct comun al 
celor două sfere. Avem MO= R şi MO'= R', 00' = constant (fig. 18.27). 
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Existenţa lui M reclamă 00' ~ OM + O' M = R + R'. Deci dacă 
R + R' < 00', intersecţia este vidă (fig. 18.28). Acelaşi lucru se tnttmplă 

dacă 00' < I R - R' I· 
Dacă 00' = R + R' sau dacă 00' = I R - R' I, atunci M trebuie să se 

afle pe 00', intr-un punct bine determinat de OM= R, O' M = R', deci, 
in acest caz, intersecţia se reduce la un punct. 

In fine, dacă I R - R' I < 00' < R + R', atunci, in orice plan ce trece 
prin dreapta 00', putem construi un triunghi (neredus la o dreaptă) MOO' 
cu MO = R, MO' = R'. 

Să observăm că triunghiul MOO' este bine determinat, fiind date vtrfurile 
O, O' ca şi lungimile laturilor OM şi O' M. ln particular, lungimile ~ P şi M P, 
unde Peste piciorul perpendicularei din M pe 00', sînt bine determmate (fap· 
tul că Peste de aceeaşi parte a lui O ca şi O' sau nu, de asemenea, este bine. 
determinat), P este deci fix. M este situat ln planul ~ perpendicular pe 00' 
în P, la distanţă fixă de P, deci descrie un cerc de centru P, situat tn planul ~· 

TANGENŢA SUPRAFEŢELOR CURBE 

ln cazul ctnd intersecţia dintre o sferă şi un plan este formată dintr-un 
singur punct~ spunem că planul este tangent la sferă (fig. 18.29). 

ln cazul cind intersecţia a două sfere este formată dintr-un singur punct, 
spunem că sferele sint tangente. 

„ 

Fig. 18 .29 

Nu totdeauna două suprafeţe tangente au un singur punct comun. Fără a 
lncerca să definim riguros tangenţa suprafeţelor, dăm cîteva exemple 

(fig. 18.30). 

------- .... 
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Fig. 18.30 

SUPRAFEŢE DE ROTAŢIE 

Observaţie. Dacă aplicăm unui punct M toate rotaţiile tn jurul unei drepte a, obţi­
nem, dacă M Ea, toate punctele cercului ce trece prin M, situat tn planul perpendi­
cular pe a şi care conţine pe M, cerc cu centrul tn proiecţia lui M pe a (fig. 18.31). 

xM 

a a 

Fig. 18.31 

Definiţie. F~ a o dreaptă şi (C) o curbd. Se numeşte suprafaţă de rotaţie tn 
juru.l l i l, generată de (C), totalitatea pun el "" ~e tJtin aplictnd tuturor 
punctelor de pe (C) toate rota/iile tn jurul lui (fig. 18.32). 

Fig. 18.32 
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Conform observaţiei precedente, suprafaţa de rotaţie se poate defini şi ca 
totalitatea punctelor situate pe toate cercurile avind centrele pe a, conţinute 
in plane perpendiculare pe a şi care au puncte comune cu (C). 

Teoremă. ' 1' ·r . r· A ·, '·• • 

pte paralele 

'raf aţă cilindrică circulară .dreaptă. ·-
a 

Fig. 18.33 a d 

Demonstraţie. Să considerăm suprafaţa cilindrică dreaptă definită de un 
cerc (C) cu centrul pe a, situat intr-un plan IX perpendicular pe a şi care 
trece prin intersecţia lui IX cu d (fig. 18.33-). Dreapta d va fi o generatoare a ei, 
deci va fi conţinută in ea. Secţiunile acestei suprafeţe, prin plane perpendi­
culare pe a, vor fi toate cercurile de raze congruente cu razele lui (C), cu cen­
trele pe a. Deci, cu centrul in oriee punct dat al lui a, putem duce, intr-un 
plan perpendicular pe a, un cerc care inttlneşte d. Aceste cercuri „umplu" 

suprafaţa de rotaţie. 
Teoremă. Suprafaţa de rotaţie a unei semidrepte d în jurul unei drepte a 

ce trece prin originea ei O, neperpendiculară pe d, este o pînză conică circulară 
dreaptă. 

o 

Fig. 18.3'• 

Demonstraţie. Să luăm un punct M pe d şi să considerăm cercul (C) cu 
centrul in proiecţia N a lui M pe a, situat in planul IX ce trece prin M 
perpendicular pe a (fig. 18.34). Cum d ..La, N -:f O, deci. O !ti IX şi cum d -# a, 

avem M -:f N. 
Fie pînza conică circulară dreaptă generată de O şi (C). Dreapta d este o 

generatoare a ei, iar secţiunile ei prin toate planele ~ paralele ou planul IX sint 
cercurile cu centrele in intersecţia lui ~ cu a şi care trec prin intersecţia lui ~ 
cu d. ~cestea sint toate cercurile oe constituie suprafaţa de rotaţie in discuţie. 

Observaţie. Dacă d ..1. a, atunci suprafaţa de rotaţie este planul perpendicular în O 

pe a. 
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Teoremă. a).Siprafn.ta de rotaţie a unui segment ln juru.l unei drepte paralele 
u el eu " U'i u L Jru circular drept. -

b) l<. ip1afaţa de rotaţie a unui segment tn jurul unei drepte ce trece prin 
11 riul J · capetele lui, neperpend icular pe ea, este un con circular drept. 

c) " iprafata de rotaţie a unui segment tn jurul unei drepte, coplanară cu el, 
'l' -t i itersctte şi ~ri e ni'.ci paralelă nici perpendiculară pe el, este un trunchi 

de con circular drept. Demonstra/ia ei con_stituie o con'>ecinţă imediată il celor . 
" 

Observaţie. ln cazurile b), c) din teoremă, dacă dreapta este perpendiculară pe segment, 
se obţine un cerc (inclusiv interiorul său) , respectiv o coroană circulară (cuprinsă între două 
cercuri concentrice) (fig. 18.35). 

Fig. 18.35 @ 
Teoremă. uprafaţa de rotaţie a unui cerc (C) tn jurul unui diametru al 

<> „ • J f ~ră 

Demonstraţie. Fie R raza lui (C). Fie (S) sfera de centru O, egal cu centrul 
lui (C) de rază R. Dacă oe este planul lui (CJ, atunci (C) este intersecţia lui oe 

cu (~). 
Fie-a o dreaptă care trece prin centrul cercului (C) şi care este conţinută 

in planul său. Să considerăm un plan arbitrar~ ..L a, care taie sfera (fig. 18,36). 
El taie a după un punct M din interiorul lui (C), deci dreapta d = oe n ~ 

Fig. 18 .36 

taie (C) in două puncte P şi Q. Ştim că ~taie sfera după un cerc, care trece 
• prin P şi Q, avind drept centru proiecţia lui O pe ~, care este M. Aceste cercuri 

~,vor umple" suprafaţa de rotaţie. . · 

Definiţie. praf aţa de roiafie a unui arc de cerc, mai mic dectt un semicerc, . 
ti iametru cc trece prin unul din capetele sale, se numeşte calotă 
sferică Dacl!. diametrul nu tntUneşte deloc arcul, su praf aia se numeşte zonă sferică. 
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calotă calotă zonă 

Din cele de mai sus, rezultă că o calotă 
sferică poate fi considerată un caz particular 
de zonă sferică. 

Să considerăm un plan ex şi pe el două 
drepte d şi c, formtnd un unghi ascuţit 

tn N (fig. 18.38). 

d 

N 

- Fig. 18.37 

M 

d' 
N 

Fig. 18.38 

Aşezăm d pe generatoarea unui cilindru circular drept ·şi înfăşurăm apoi 
planul pe cilindru, astfel tnctt N' să vină in N şi M să se afle pe d. (Binetnţeles 
am presupus că lungimea cercului de bază -al cilindrului este egală, ca măsură, 
cu segmentul NN'.) Perpendiculara in N pe d se va înfăşura pe cercul de 
bază al cilindrului. Dreapta c se va inf ăşura determinind o curbă numită 
elice. Filetul unui şurub este o elice. 

Problemă rezolvată. Un con circular drept de rază R şi înălţime 2R este 
intersectat cu o sferă cu diametrul cit înălţimea conului şi cu centrul la jumă­

tatea înălţimii conului, după un cerc. Să se afle raza cercului de secţiune, 
1n funcţie de R. 

V 

Fig. 18.39 

Rezolvare. Din triunghiul dreptunghic VOB (fig. 18.39) deducem VB2 = V02 + OBB. 
Deci, VB = RV5. 

Observăm că triunghiul VNO este, de asemenea, dreptunghic, fiind înscris într-un 
semicerc, deci VN este proiecţia lui VO pe VB. Deducem că: 4R2 = VB • VN;. VN = 
== 4~

2 

= v4~ • Din /':, VO'N - 6,VOB, unde O' este centrul cercului de secţiune şi X 
V5R 5 

raza sa, deducem: 

4R 

l/S X 4R 
--~-=-· 
RV5 R 

x= -. 
5 
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PROBLEME 18 

1. Un cilindru se desfăşoară pe un plan după un dreptunghi, ale cărui diagonale slnt 
egale cu 2 a şi formează între ele un unghi de 120°. Să se afle raza şi generatoarea cilin. 

drului. 

2. Un cilindru circular drept, aşezat cu baza tntr-un plan orizontal, are generatoarea 

g = 6 V3 m şi raza de 6 m. Se înclină cilindrul, astrei Incit centrul unei baze să se proiec· 
teze vertical tntr-un punct al cercului celeilalte baze. Ce unghi formează în acest caz genera. 

toarea cu planul orizontal? 

8. Un plan ce conţine centrele celor două baze ale unui cilindru circular drept inter. 
secteazâ cercurile celor două baze în A şi B şi respectiv tn A' şi B'. (A, A' sînt pe aceeaşi 

generatoare, B, B' la fel.) Găsiţi distanţa dintre punctele A şi B', în funcţie de raza R a 

bazei şi generatoarea G. 

4. Un con circular drept, cu raza bazei 9 cm şi !nălţimea 20 cm, este intersectat cu un 
plan paralel cu baza. La ce distanţă de vtrf trebuie dus planul, astfel înctt raza cercului de 

secţiune să !ie 6 cm? 

6. Un con circular drept are diametrul bazei de 12 cm şi înălţimea egală cu 2/3 din 
diametru. La ce distanţă de vtrful conului trebuie 'făcută o secţiune printr-un plan paralel 
cu baza, astfel tnctt lungimea cercului de secţiune sâ fie 97;? 

. -
6. Un con cu generatoarea de 16 cm se desfăşoară pe un plan, după un sfert de cerc. 

Găsiţi raza bazei conului. 

7. Într-un trunchi de con circular drept cu R = 16 cm şi r = 8 cm, se înscriu două 
conuri care au ca baze, bazele trunchiului şi generatoarele unuia în prelungirea generatoa­
relor celuilalt. Ştiind că înălţimea trunchiului este de 12 cm, să se afle înălţimile celor două 

conuri. 

8. Fie d o semidreaptă de origine O, şi un unghi ascuţit 0, ambele date. Găsiţi Jocul 
geometric al punctelor M din spaţiu pentru care unghiul dintre OM şi d este -0. 

9. O dreaptă ce trece prin centrul unei sfere cu raza R = JO cm, intersectează un 
plan « tntr-un punct M, astfel că OM= 26 cm. Ştiind că distanţa de la M Ia proiecţ1c1 
lui O pe «este 24 cm, stabiliţi poziţia planului ct faţă de sferă. 

10. Un plan «intersectează o sferă cu raza R = 0,5 m, astfel înctt aria cercului de sec­
ţiune este de 4 ori mai mică dectt aria .unui cerc mare al sferei. Gllsiţi distanţa de la centrul 
sferei la planul de secţiune. 

11. Fie două sfere de centre O şi O' şi raze R şi R'. tn fiecare din situaţiile următcare 
precizaţi poziţiile sferelor: 

a) R = 8 cm, R' = 4 cn1, 00' .= 3 cm; 

b) R = 13,5 cm, R' = 4,5 cm, 00' = 20 cm; 

c) R = 2V3 cm, R'= 2 (2 -V3) cm, 00' = 3 cm; 

d) R= 2 (4 -V2) cm, R' = 2 (3 - 2 V3), cm, 00' = 1 cm. 
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12. Două plane paralele intersectează sfera de rază R = 5 cm, după doull. cercuri 
cu razele respectiv r = 3 cm şi r' = 4 cm. Aflaţi înălţimea zonei sferice determinată de 
cele două plane. 

-
18. Găsiţi locul geometric al picioarelor perpendicularelor duse din punctul !ix A pe 

planul variabil ce trece prin punctullix B. 

VOLUMELE ŞI ARIILE CORPURILOR ROTUNDE 

VOLUMUL CILINDRULUI 

Am văzut că su praf aţa prismatică era descrisă de o dreaptă care se spri­
jinea pe o linie poligonală şi rămtnea mereu paralelă cu o dreapţă dată a. 

Am obţinut apoi prisma prin secţionarea suprafeţei prismatice cu două 
plane paralele. 

lntr-un mod analog se obţine şi cilindrul, doar că dreapta, care generează 
suprafaţa cilindrică, nu se mai sprijină acum pe o linj.e poligonală, ci pe o linie 

curbă. 
De aseme.nea, aşa cum am arătat la pag. 94, am considerat suprafaţa 

cilindrică drept „analogul curb" al suprafeţei prismatice. 
Vom putea accepta că: Volumul cilindrului este egal cu aria bazei tnmul{it(i 

cu distanta dintre cele doud plane ale bazelor, numită şi tnăl/imea cilindrului. 

Fig. 19.1 

Evident că analogia de mai sus ·constituie un argument, dar nu o demon· 

straţie riguroasă. 

VOLUMUL CONULUI 
, 

Aici vom face analogia intre piramidă şi con. Acolo am ul).it un punct 
exterior unui poligon plţm cu toate punctele poligonului. 

ln cazul conuluţ punctul exterior;--virful conului- se uneşte ou toate punc­
tele unei curbe plane. A vtnd 1n vedere această analogie, vom accepta oă: 
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Volumul conului este egal cu o treime din produsul dintre aria bazei sale şi 
distanţa "f.rful.ui său la planul bazei, numită şi tn conului. 

V 

Fig. 19.2 

La fel ca la cilindru, această analogie nu constituie o demonstraţie rigu­

roasă, ci doar o justificare intuitivă. 
Demonstraţiile riguroase pentru calculul acestor volume se vor da 1n 

clasele următoare. 

MIA LATERALĂ A CILINDRULUI ŞI A CONULUI 

Este mult mai dificil de a defini exact ce inţelegem prin aria unei porţiuni 
dintr-o suprafaţă curbă. ln cazul nostru avem de a face cu două suprafeţe 
care se pot „aşeza pe un plan", fără a modifica lungimile curbelor de pe ele. 
Este natural să presupunem că această „aşezare" nu modifică nici ariile por­
ţiunilor din aceste suprafeţe, porţiuni care se „aşază" pe nişte porţiuni din 

plan. 

ARIA LATERALĂ A CILINDRULUI DREPT 

Dacă tăiem cilindrul drept după o generatoare, obţinem o suprafaţă care 
se poate „aşeza" pe un plan, devenind un dreptunghi, cu baza segmentul 
provenit din curba de bază a cilindrului, iar înălţimea, generatoarea după 
care a fost tăiat cilindrul. Deci: 

t :z ( ~ 
tonre ) unde se observă că generatoarea este egală cu înălţimea (fig. 19.3). 

8 A 

Fig. 19.3 

8' ,,--·~ :4' 
B A' 

· .A •w t c:ld tilindri l 1.i s • vMi • it ~, • ' .r ~ / 1' ral", ar âlc; celor două 
bru Cum cele două baze sint congruente, ariile lor vor fi egale. Deci: 

--· t 
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unde dl.,, dl.1 şi dl.b stnt respectiv aria totală, aria laterală şi aria hazei. 
In cazul cilindrului circular drept, avtnd raza bazei R şi generatoarea G 

aria totală este ' 

of.1 = 21tRG + 21tR2 = 21tR(G + R). 

. Observaţie. Un dlindru oblic se poate transforma într-unul drept, efecluînd o secţiune 
prrn~r-u~ plan perpend'.cular pe generatoare (secţiune normală) şi translatînd una din părţi 
în d1recţ1a generatoarei, pînă cînd baza ei se suprapune peste cealaltă bază. · 

Fig. 19.4 

Deci: ... ria .:c..c-. - r • .ii cilindru oolic „s..., egală cu lungimea sec/izinii 
n 11 • rnulJită cu lungimea generatoarei. 

ARIA LATERALĂ A CONULUI CIRCULAR DREPT 

Am văzut că, tăind un con circular drept după o generatoare, su praf ata 
obţinută se poate „aşeza" pe un plan, devenind un sector de cerc, avtnd ca ra~ă 
generatoarea, iar ca arc un arc ce corespunde cercului de bază al conulu'i 

(fig. 19.5 ). 

V V V 

A 

Fig. 19.5 

.Cum aria unui sector de cerc este jumătate din produsul lungimii arcului 

său şi raza cercului, in cazul nostru ..!... (27tR)G, rezultă că: 
2 

Aria laterală a conului circular drept este eţală cu 
Io _, • 
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unde d
1 

este aria laterală, R este raza bazei conului, iar G este gene­

ratoart)a sa. 
..... .._.. «.. „ ,....,. a " ..,o ~ " e ""• „; " 

i, '!t ' ~, iar în cazul conului circular drept de rază R şi generatoare G, 

aria totală este egală cu 
O = D,., + .,,.p2 ,..,„ J ") 

Aria laterală a unui con oblic este mult mai dificil de calculat. 

ARIA ŞI VOLUMUL TRUNCHIULUI DE CON 
CIRCULAR DREPT 

Prin analogie cu trunchiul de piramidă, la fel ca mai sus,· pentru con şi 
cilindru, deducem: 

Volumul unui trunchi de con circular drept este 

({) = ..:!!. \n• + r1. + Rr), 
'!) 

unde h este înălţimea sa, R şi r razele bazelor. 
Aria laterală a unui trunchi da con circular drept este 

dl.1 - 1t(R + r)G, 

unde G este generatoarea, iar R şir razele bazelor sale. 
Putem deduce aceste formule şi din formulele corespunzătoare pentru 

con, astfel: 
Fiind dat trunchiul de con circular drept (fig. 19.6) figurăm ptnza conică 

din care provine (fig. 19. 7) şi determinăm elementele x şi g, din relaţiile: 
X r g --=-=-· 

x+h R g+G 

de unde: xR = r(x + h), deci x =-.!!!:.__ şi, analog, g = __E!_. 
R-r R-r 

Fig. 19.6 Fig. 19.7 
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Volumul trunchiului de con este diferenţa volumelor oelor două conuri: 

<() = 7t(x + h) R2 - ::.::_ r2· x + h = ___!!!!._: 
3 3 ' R-r 

deci: 

(() =~ h. {~ __ ra_) = rth (RZ + r2 + Rr) 
3 R-r R-.r 3 

,se imparte R3 - r3 la R - r ca polinoame în R în r). 
Analog, 

deci: 

GR 
cA.1=1tR(G + g) - 1trg; G + g =~: 

R - r 

di = 1tG -- - -- = 7tG(R + r). ( 
RZ r• ) -

R-r R-r 

ARIA SFEREI 

Suprafaţa unei sfere nu se poate „aşeza" pe un plan. 
Vom începe prin a studia aria laterală a unui trunchi de con circular drept 

înscris in sferă (fig. 19.8). 

Fi11:. 19.8 

Dacă secţionăm figura cu un plan ce trece prin cele două centre C şi D ale 
bazelor trunchiului de con, plan ce va trece prin centrul O al sferei, intersecţia 
cu sfera va da un cerc cu centrul in O. Generatoarea trunchiului de con va fi 
o coardă AB in acest cero. Fie M mijlocul acestei coarde. Lungimea MN a 

perpendicularei din M pe dreapta OC este egală cu ~. Dacă P este 
' 2 

piciorul perpendicularei din A pe BD, atunci -6.0MN este asemenea cu 

,l),APB, deci MN_ =~sau MN · AB =OM· AP. Deci, aria laterală a 
- OM AB 
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trunchiului de con circular drept poate fi scrisă of1 = n · 2M N · AB = 
= n · 20M • AP = 2n ·OM· CD. Aceasta permite sumarea unor astfel de 

arii, deoarece OM este acelaşi. Anume: 
Să considerăm. o „zonă sferică", secţionată cu un plan ce trece prin cen. 

trele C, D ale cercuri~or ce o formează (fig. 19.9). 

lJ1r Ak 

Fig. 19.9 
/Ji.,., Ak+T ----- u------... 

[) B 

Să f acero. hi acest caz un raţionament mai riguros dectt in cazul celorlalte 
suprafeţe curbe pe care le-am considerat plnă acum. 

Să, împărţim arcul AB in n părţi egale prin punctele A = A 01 A 1> ••• , 

An = B şi să considerăm cele n trunchiuri de con circular drept ce au ca 
generatoare A&A11+

1 
şi drept centre ale feţelor (bazelor) proiecţiile D11, D11+1 

ale lui A11AJt+t pe CD. 
Suma ariilor laterale ale acestor trunchiuri de con va aproxima aria zonei 

sferice. 
Fie M11 mijlocul lui A11A1t+i· Ştim că aria laterală a trunchiului de con 

respectiv este n · 20M11 • D11.D1t+i· Dar OM11 este acelaşi pentru toţi k, deci 
suma acestor arii este 211tOM11 • CD. 

Făcind pe n tot mai mare, AkA11.+i devine tot mai mic, OM" se apropie 

de raza R a sferei. Deci: 
Aria unei zone sferice este egală cu 2nR · H unde R este raza sferei din 

care face parte, iar H este distanţa dintre acele plane care determină zona 
sferică. Această formulă se foloseşte şi la calculul ariei unei calote sferice. 

Pentru H = 2R obţinem toată sfera, deci aria sferei de rază R este 

egală cu 

VOLUMUL SFERE\ 

Volumul unei sfere de rază R este egal cu o treime din produsul dintre aria 

acestei sfere şi raza ei, adică: -.. 
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Această ~firmaţie ~e poate argume~ta în acelaşi mod în care s-a argumentat 
faptul ~ă ~Ia ~erculm este egală cu o Jumătate din produsul dintre lungimea 
cerculm ŞI raza. Vom presupune sfera umplută cu piramide cu vlrfurile tn 
centrul ei şi bazele patrulatere cu vtrfurile pe sferă. Vom observa că înălţimile 
lor aproximează raza sferei, iar suma ariilor bazelor lor aproximează aria sferei. 
Suma volum.elor lor va' aproxima volumul sferei şi va fi o treime din înăl­
ţimea comună (raza sferei) tnmulţită cu suma ariilor bazelor (aria sferei). 

({) = _!!. 4.7tR2 = ~ • 
a a 

o~ 
A 

Fig. 19 .to 

Problemă rezol'1ată. Un trapez are bazele de 30 cm şi 4.5 cm, iar 
laturile neparalele de 9 cm şi 12 cm. Să se calculeze aria totală şi volumul 
corpului obţinut prin rotirea trapezului in jurul laturii de 12 cm. 

A' 

Fig. 19.11 

Rezolvare. lnainte de a începe rezolvarea propriu-zisă a problemei, atragem atenţia 
asupra modului în care este bine să faceţi desenul corpurilor de rotaţie. · 

Clnd vreţi sli vedeţi ce formli are un corp, provenind din rotirea unei figuri plane tn 
jurul unei axe, este bine sll. procedaţi tn modul următor: desenaţi simetrica figurii plane A' 
faţă de axă, iar cu extremităţila ln vtrfurile simetrice duceţi elipse, cu axa mică ctt mai 

mică. 
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Spre exemplu, tn cazul problemei noastre, notAm cu P = AD n BC şi CC' li AD, 
AP BP 45 . 6CC'B,...,6PAB~ __. =- == - =3,AP=27cm,BP=36cm. Dmb.,<JC'B-t::,PDC=-> 

9 12 ·15 
PC 18 ~ -- = - = 2, PC= 24 cm. Observăm că AP1 + BP2 = AB9

, (271 + 361 = 452
). 

12 9 
Deci -:):AP B = 90°. Fie A' şi D' simetricele lui A şi D faţă de BC, ele se vor găsi 
pe prelungirea lui AP. Descriem cercuri cu diametrele AA' şi DD' (pe care le desenăm 
ln spaţiu aşa cum se vede tn figura 19.11). Simetricele punctelor B şi C faţă de axa de 
rotaţie coincid cu ele lnsele. 

Deci, acum observăm că s-a format un con circular drept (cu vidul tn B şi cu baza 
cercul de diametru AA') din care lipseşte un alt con (cu vtrful tn C şi cu baza cercul de 
diametru DD'), asemenea cu el. 

'lt181 • 24 
Volumul conului mic este v = cma. 

3 

n27 11 • 36 
Volumul conului mare este ({) = cm3

• Deci, 
3 

n272 • 36 
({)-V=----

3 

'lt188 • 24 1t911 • 12 ---- = (31 • 3 - 22 • 2) = n98 
• 4 • 19 = 6 156n, 

3 3 

([)' = 6 156n cm8• 

Pentru a calcula aria totală, vom observa asemănarea dintre cele două conuri, raportul 

de asemănare fiind.! . Nottnd cu srt., aria laterală a conului rr.ic şi cu srt.i aria laterali!. 
3 

a conului mare, putem scrie: 

srt.1 4 4 --, == - , srt.1 = - • n • 27 • 45 = 540n cm2
• 

srt.1 9 9 

sfi.' = 540n + ·1215n + 405n = 2160n; sfi.' = 2160n cm 2 • 

PROBLEME 19 

1. Dintr-o bară de oţel, sub formă de prismă patrulateră regulată cu latura bazei 
de 12 cm şi tnălţimea de 4,5 m, se strunjeşte un ax cilindric, cu pierdere minimă de mate­
rial. Să se afle volumul axului obţinut. 

2. Să se afle volumul unui cilindru circular drept tnscris lntr-o prismll. triunghiulară 

regulată dreaptă care are latura bazei 4 Va dm şi tnll.lţimea de 10 dm. 

a. Un con circular drept are raza bazei de 6 cm .şi generatoarea de 10 cm. Glisiţi 
volumul conului. 

I\ 

4. Un triunghi dreptunghic ABC (A = 90°) se roteşte, pe rtnd, în jurul catetelor şi 
apoi al ipotenuzei. 

a) Dacă AB = 5 dm şi AC =_U dm, găsiţi cele trei volume ({)u ({)1 şi ({)1• 
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b) Dacă AB = c? AC = b, ([)1 şi ({)1 stnt volumele obţinute prin rotirea triunghiu 
lui tn jurul catetelor, iar ({)prin rotirea tn jurul ipotenuzei, aril.taţi cil: 

1 1 1 
(()• = ({)~ + ({)~ . 

c) Formulaţi şi demonstraţi o reciprocă la punctul b). 

6•. Un con circular drept are raza bazei r = 0,8 m. El are trei generatoare doull. ctte 
două perpendiculare. 

a) Aflaţi volumul conului. 
b) Rezolvaţi problema tn cazul general, cînd raza bazei este r. 

6•. Calculaţi volumul unui con circumscris unui .ţetraedru regulat de muchie a = 6cm. 

7. Un dreptunghi cu laturile a şi b (a < b) se roteşte în jurul lui a şi apoi în jurul lui b. 
a) tn ce caz se obţine aria la teralll. mai mare? 
b) În ce caz se obţine volumul mai mare? 

I\ I\ 

8. Un trapez dreptunghic ABCD (B = C = 90°) se roteşte tn jurul unei paralele cu 
BC, distanţa de la BC la axă fiind de 3 cm (se consideră axa în planul trapezului, dar tn 
afara lui). Daci!. AB = 12 cm, AD= 10 cm şi CD=~ cm, sll. se afle aria totali!. şi volu­
mul corpului format. 

9. Aria totală a unui cilindru circular drept este de 132n cm2
, iar cea laterală 96n cm'. 

Să se afle volumul cilindrului. 

10. Un con se desfll.şoarll. pe un plan după un semicerc cu diametrul de 20 cm. Să se 
aCle volumul conului. 

11 •. Un trapez dreptunghic se roteşte, odată în jurul bazei mici, altă datll. în jurul 
bazei mari. Cunoscînd volumele ([)1 şi ({) 1 ale corpurilor astfel obţinute, precum şi latura a 
perpendiculară pe baze, să se calculeze, tn funcţie de ({)i, ({)2 şi a, diferenţa dintre bazele 
trapezului. 

12*. lntr-un con circular drept cu diametrul bazei egal cu 12 V2 cm şi înălţimea egală 
cu 6 cm, se înscrie un cub astfel Incit o laţi!. a sa ·sll. se găsească în planul bazei conuţui, iar 
vlrfurile celeilalte baze sll. fie situate pe ptnza conică. 

a) Să se găsească volumul cubului. 
b) Rezolvaţi aceeaşi problemă tn cazul clnd diametrul bazei cercului este 2a V2 şi 

înălţimea conului a. 

13. Un ccn circular drept, care are raza bazei ae 8 m şi !nălţimea de 16 m, se taie 
cu un plan paralel cu planul bazei, determinlnd astfel un trunchi de con de înălţime '12 m. 

a) Să se calculeze volumul trunchiului de con format. 
b) Să se determine la ce distanţi!. de planul bazei trebuie sll. se facil o secţiune în 

con, printr-un plan paralel cu baza, astfel ca ariile laterale ale celor două corpuri formale 
-să fie egale. 

I\ 

14. Un triunghi dreptunghic ABC (A = 90°) se roteşte în jurul perpendicularei în B 
pe BC. Dacă AB = 3 cm şi AC= ~cm, găsiţi voţumul corpului format. 

15. Un trunchi de con circular drept are aria laterală 220n cm2 şi generatoarea lOrm. 
Ştiind că raportul razelor trunchiului es1,e do 4 : 7, sll. se afle aria totală şi vol11m11I 

trunchiului de con. 
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16. lntr-o sferă cu raza R = 5 m, se înscrie un con cu înălţimea h = 8 m. Să 

se afle: 
a) aria şi volumul sferei; 
b) aria şi volumul conului; 
c) ariile calotelor formate. 

17. Un con circular drept, în care generatoarele fac unghiuri de 30° cu înălţimea, taie 
dintr-o sferă, cu centrul în vîrful conului, o caloUL Raza sferei fiind R, să se afle aria 
calotei. 

18*. O piramidă, cu baza pătrat de latură a, are toate feţele laterale triunghiuri echila­
t )rale. Calculaţi raza semisferei cu centrul în centrul bazei piramidei şi tangentă Ia feţele 
laterale ale piramidei. 

19. Dacă două cercuri necoplanare au două puncte comune, atunci ele sînt situate pe 
aceeaşi sferă. 

20*. Dacă un poliedru are toate vîrfurile sale pe o sferă, atunci toate feţele sale s!nt 
poligoane inscriptibile. 

21 *. Piramida V ABCD are baza ABCD dreptunghi. Din C ducem CP _L VA (Pe A V), 
iar din D ducem DQ l.. VB (Q e BV) . Demonstraţi că PQBA este un patrulater inscrip-
t ibil. 

22. Dacă există o sferă tangentă la toate muchiile unui tetraedru, atunci suma oricăror 
două muchii opuse ale tetraedrului este aceeaşi. (Prin muchii opuse înţelegem două 
muchii care n-au nici un vîr~ comun.) · 

23*. Fie A, B, C, D patru puncte necoplanare. Fie M şi N două puncte variabile 
astfel tncît MA _LAN, MB l.. BN, MG J_ NC, MD J_ ND. Săse arate că segmentul MN 
are lungime constantă. 

' 

PROBLEME RECAPlTU LATIVE 

1. Se dau cinci ~nete, din care, nu există trei coliniare şi nici patru coplanare. Ctte 
plane, care să conţină trei dintre ele, se pot duce? 

9. Folosind P
8

, demonstraţi că există în spaţiu drepte care nu stnt nici paralele nici 

concurente. 
8*. Se dau dreapta d,planul ex. (d rt:. ex.), punctele A şi B, care nu stnt situate nici în 

plan, nici pe dreaptă. Să se determine punctele D e d şi C e ex., astfel Incit ACBD (cu 
vtrfurile tn această ordine) să fie paralelogram. Discuţie. 

4•, Fie a, b, c, d, patru drepte oarecare tn spaţiu . Să se construiască un trapez, avtnd 
ctte un vtrf al unei baze pe a, b şi ctte un vtrf al celeilalte baze pe c, d. Să se efectueze 

construcţia: 
a) vtrfurile pe a, b sînt date; 
b) vtrfurile pe a, c stnt date. 

6. Formulaţi şi demonstraţi o reciprocă a teoremei lui Desargues. 

6*. Fie ABC un triunghi, O un punct tn planul sll.u ex., D un punct pe perpendiculara 
tn O pe planul ex.. Să se arate cll. AD l.. BC, dacă şi numai dac!!., O se află pe înălţimea 
din A a triunghiului ABC. 

7•, Dreptele d
1 

şi d
2

, perpendiculare şi concurente tn A, intersectează planul ex. în 
două puncte diferite. Unghiurile dintre aceste două drepte şi planul ex. au măsurile de 30' şi 
respectiv ~5°. Să se calculeze mii.sura u.nghiului dintre plam}l ex. şi planul determinat de di 
şi d

9
• (Distanţa de la A la planul ex. este egalii. cu a.) 

s•. Fie A, B, C, D, patru puncte necoplanare. Printr-un punct M de pe segmentul AB 
se duce un plan paralel cu AC şi BD. Acest plan intersectează pe BC tn Q, pe CD în P 

şi pe AD în N . 
a) Sll. se arate cil. patrulaterul MNPQ este paralelogram. 
b) ln cazul AM = x cm, AB = 5 cm, AC = 12 cm şi BD = 7 cm, să se calculeze, 

tn funcţie de x, perimetrul patrulaterului MNPQ. 

9. Se dă triunghiul dreptunghic ABC ale cll.rui catete stnt AB = 2 v'2 şi AC = v'Î 
Pe planul triunghiului se ridică, de aceeaşi parte, perpendicularele AA' = 8, BB' = 4, 
CC'= 2. Fie A

1
, B

1
, C

1 
mijloacele segmentelor AA', BB' şi respectiv CC'. 

a) Să se arate cil. triunghiul A' B'C' este dreptunghic. 
b) Să se arate ~ă triunghiul A1B1C1 este echilateral. 
(Pro~e de verificarea cunoştinţelor pentru înscrierea tn treapta I de liceu, Jud . 

Prahova - 1975). · 
10. Fie M la distanţa MA = 3 cm de un plan ot şi la distanţa MB = 8 cm de un 

alt plan 13, paralel. cu primul. Fie BC un segment de dreaptă de lungime egală cu 6 cm, 
situat tn planul (3. Dreapta MG intersecteazii planul ot tn D. Sll se afle perimetrul triun-

ghiului MAD. 
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11. Se di\ nn cub ABCDA' B'C'D' de muchie n. 
a) Să se calculeze distanţele de la punctele A, C, B' la diagonala BD'. 
b) Să se arate că segmentele ale căror măsuri le-am calculat la pct, a) sînt cc11cure11ta 

lntr-un punct T. 

c) Să se arate că BT = _!_. 
TD' 2 

d) Să se afle unghiul dintre AB' şi AC. 

(G.M. nr. 4/1975) 
12. În vîrlul C al dreptunghiului ABCD, eu dimensiunile AD= a V3 şi BC =a 

se ridică perpendiculara pe planul dreptunghiului, pe care se ia un punct M astrei tnct~ 
.c}::.MAC = 30°. 

a ) Să se calculeze volumul prismei care are o bază dreptunghiul ABCD şi înăl­
ţimea CM. 

b) Prisma de mai sus se intersectează cu un plan ce trece prin punctele BMD. Să se 
calculeze aria acestei secţiuni. · 

c) În centrul O, al dreptunghiului ABCD, se ridică perpendiculara pe planul său care 
tntîlneşte pe AM tn E. Este triunghiul BEM dreptunghic? 

(Concurs, faza locală, Ploieşti, 1976, prof. N. Radu) 

18. Un cub gol, din tablă groasă de 5 mm, are muchia tn interior de 40 cm. Să se 
afle masa corpului ştiind că densitatea tablei este de 7,8 • 1os kg/ma. 

H. Pe planul triunghiului dreptunghic ABC (AB s AC, AB = a) se duce perpendi­
culara MC = a. 

a) Să se arate că MA== GB. 
b) Ducem prin M o dreaptă paralelă cu C B. Fie D un punct pe această dreaptă, astrei 

tnctt proiecţia lui D pe planul triunghiu"lui ABC să coincidă cu mijlocul segmentului CB. 
Să se arate că triunghiul ABD este isoscel. 

16. O prismă oblică are ca bază un triunghi echilateral ABC, cu AB = 4 m. Faţa 
CBB'C' este un romb cu un unghi de 60° şi este perpendiculară pe planul bazei. Se cere: 

a) V.olumul prismei; b) aria laterală a prismei. 

(Concurs, etapa locală, Sibiu 1978) 

16. Un trunchi de piramidă patrulateră regulată are înălţimea de 6 cm, latura bazei 

ntari egâlă cu ~ din înălţime şi latura bazei mici egală cu~ din latura bazei mari. Se 
3 8 

cere: 
a) Volumul trunchiului de piramidă; 
b) volumul piramidei din care provine trunchiul; 
c) ariile laterale ale trunchiului de piramidă şi piramidei. 

(Probe de verificarea cunoştinţelor pentru tnscrierea în treapta I de liceu - Juq. 
Olt, 1978. ) 

17. Secţiunea axi.ală a u~ui con circular drept este un triunghi isoscel al cărui peri· 
metr~ este .de ~8 cm, iar lungimea segmentului care uneşte mijloacele laturilor congruente 
ale trmngh1ulu1 este de 4 cm. 1n con se face o secţiune, printr-un plan paralel cu baza, 

situat faţă de vtrf la : din înălţimea conului. Se cere: 

a ) Să se calculeze aria lateralli şi aria totală a conului iniţial; , 
b) să se arate că volumul conului iniţial este de 16n cme · 
c) să se calculeze aria laterală şi volumul trunchiului de co~ obţinut· 
d) să se calculeze aria şi volumul sferei tnscrisă în conul irnţial. ' 

(Probe de verificarea cunoştinţelor pentru tnscrierea rn treapta I de liceu - Jud. Caraş 
Severin.) 
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18. Un trunchi de con are g.meratoarea de 26 cm, raza bazei mari de 15 cm şi tnăl-
ţimea de 24 cm. 

a) Să se determine volumul şi aria totală a trunchiului de con. 
b) Să se calculeze volumul conului din care provine trunchiul de con. 
c) Să se calculeze raza sferei circumscrise conului din care provine trunchiul de co11 

(Probe de verificarea cunoştinţelor pentru tnscrierea tn treapta I de liceu - Bucureşti, 1978.) · 

19. Se dii o prismă patrulateră regulată dreaptă, ABCDA'B'C'D'. Latura bazei este 
de 2 dm, iar diagonala AC' a prismei este de ~ dm. 

a) Să se arate că triunghiul ACC' este isoscel. 
b) Să se calculeze aria totală a piramidei cu vîrful tn C' şi baza ABCD. 
c) Presupuntnd că prisma este metalică şi că prin topire se transformă tn alta a cărei 

bază este un dreptuqghi cu lungimea de 2 dm şi l'ăţimea de V2 dm, să se arate că tnălţi­
mea acJstei prisme este egală cu diagonala prismei iniţiale. 

(Concurs, faza locală, jud. Prahova, 1972) 

20. lntr-un cerc de rază R se tnscrie un triunghi dreptunghic ABC (~A = 90°), arcele 
AC şi AB fiind invers proporţionale cu numerele 1, (3) şi O, (6). Pe perpendiculara ridicată 

3R 
în A pe planul triunghiului ABC se ia un segment AV = -- . Să se afle: 

2 
a ) măsura arcelor AC şi AB; 
b) aria triunghiului VBC; 
c) unghiul plan al diedrului format de planele (VBC) şi (ABC). 

(Probe de verificarea cunoştinţelor pentru înscrierea tn treapta I de liceu, jud. Prahova, 1976.) 

21. Fie ABCD un romb de latură egală cu a şi unghiul A = 60°. ln punctul A se 

ridică perpendi.culara d pe planul (ABC), pe care se ia un segment AM= aa . Să se.afle: 
2 

a) volumul prismei drepte care are ca bază rombul ABCD şi tnălţimea egală cu AM; 
b) ce puteţi spune despre unghiul format de (ABC) şi (BMA)?; enunţaţi propoziţia 

pe care aţi aplicat-o; 
c) unghiul plan al diedrului format de (ABC) şi (BMD); 
d) distanţa de la punctul M la dreapta BC; 
e) volumul piramidei cu vîrful tn B şi baza AMD. 

22. O prismă dreaptă are ca bază un trapez dreptunghic ABCD, (~A = <tD = 90°) 
şi diagonala BD perpendiculară pe latura DC (BC = 10 cm). Linia mijlocie a trapezului 
M"N tnttlneşte diagonalele BD şi, AC tn P şi Q. Cunosctnd că PQ = 4 cm şi că tnălţimea 
prismei este de 10 cm, să se calculeze: a) aria laterală şi volumul prismei; b) lungimea 
diagonalei BD. · 

(G.M. nr. 5/1977) 

23•. Se dă paralelipipedul dreptunghic-ABCDA'B'C'D'. Să s.e arate că dacă perpen­
dicularele din B, D şi A' pe diagonala AC' stnt concurente într-un punct M, aparţintnd 

acestei diagonale, atunci paralelipipedul este cub. 
H. Pe latura OX a unghiului XOY = 60° se ia punctul A astfel tnctt OA= a, din 

care se duce perpendiculara pe OX şi care taie pe OY tn B. Din B se duce perpendiculara d 
pe planul unghiului dat şi se ia pe ea BM =OA. Fie BE perpendiculara pe AM (E e AM), 
AC perpendiculara pe OB (Ce OB) şi CD perpendiculara pe AM (De AM). 

a) Să se determine unghiurile triunghiului ABM şi lungimea tnălţimii BE. 
AD 

b) Să se afle raportul --· 
DE 

c) Să se calc11leze perimetrul triunghiului OAM. 
(Concurs faza locală, Tîrgovişte , N. Bebea) 
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~5. Să se calculeze volumul prismei patrulatere regulate ABCDA' B'C'D' cu latura 
baz)l AB =a şi unghiul dintre MD şi NC' de 60° (M şi N sînt mijloacele muchiilor late. 
rale AA' şi DD'). 

(Concurs etapa locală, Bucureşti, ·1978 - C. Cărbunaru) 

26. Ss consideră un paralelipiped dreptunghic ABCDA'B'C'D' cu laturile bazei 
AB ~ şi BC = b. Să se demonstreze .că dacă înălţimea paralelipip

1

edului este AA' = 

= V2ab, diagonala paralelipipedului este egală cu suma a două laturi alăturate bazei. 
/ 

27. Se dă piramida triunghiulară V ABC astfel înctt: A V s BV s CV, A V = a, 
~AVB = 60°, ~AVG= 90°, ~BVC = 120°. 

a) Să se calculeze laturile triunghiului ABC. 
b) Să se calculeze aria laterală a piramidei cu vtrful V şi baza ABC. 

28. tn~r-un tetraedru regulat SÂ;BC de muchie a, se face o secţiune prlntr-un plan 
ce trece prm punctele A, P, Q (P ş1 Q slnt situate pe SC şi respectiv SB astfel înctt 
SP = 2PC şi SQ = 2QB). ' 

a) Să se afle aria secţiunii. 
b) Să se afle volumul piramidei cu baza PAQ şi cu vîrful în S. 

(Probe de verificarea cunoştinţelor pentru înscrierea în treapta I de liceu, Constanţa, 
·1976.) 

. 29. Se dă tr~pezul ~!1CD în care AD 11 BC şi AB s AD = DC, AB = a şi BC = 2a. 
Diagonalele AC ş1 BD se·mtersectează în O. ln O se ridică perpendiculara pe planul trape-

zului, pe care se ia un punct S astfel ca SO = ~. 
2 

a) Să se arate că unghiurile .ascuţite ale trapezului au fiecare ctte 60° şi că AC este 
perpendiculară pe AB, iar BD este perpendiculară pe DC. . 

b) Să se arate că triunghiul SAB este dreptunghic. 
c) Să se determine unghiu1 diedru format de planul (SAD) cu planul trapezului. 
d) Pr~n mijlocul segmentului SO se duce un plan paralel cu planul trapezului, care 

lnttlneşte segmentele SA, SB, SC, SD respectiv în A1 , B 1 , C11 D1 . 

Fie ({) şi v volumele piramidelor care au vîrful S şi ca baze poligoanele ABCD şi 
respectiv A1B1C1D1 • Să se arate că({) = Bv. · 

(Concurs, faza locală, Prahova, 1970) 

80. Volumul unui trunchi de piramidă regulată cu baze pătrate este de şapte ori mai 
~are d~ctt volumul unui paralelipiped dreptunghic cu lungimea de 7 dm, lăţime!l de ltO cm 
ş1 lnălţ1mea de 0,3 m ; înălţimea trunchiului de piramidă este de lt dm iar latura bazei 
mici este de 2,25 ori mai mare decît această tnlUţime. ' 

Se cere: 
a) volumul trunchiului de piramidă; 
b) la tura bazei mari ; 
c) aria laterală a trunchiului; 
d) la ce distanţă de planul bazei mari trebuie făcută o secţiune paralelă cu bazele 

astfel înctt aria acestei secţiuni să fie egală cu iftlt dma. ' 
(Concurs pentru admiterea tn clasa a IX-a, 1971) 

81. Un trapez dreptunghic are baza mare egală cu 16 cm, înălţimea de 30 mm şi baza 
mică egală ou 0,75 din baza mare. Să se afle: _ 

a) perimetrul şi aria trapezului; 
b) aria totală şi volumul corpului obţinut prin rotirea trapezului tn jurul bazei miel, 
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82. O dreaptll. perpendicularii. pe ipotenuza BC a unui triunghi dreptunghic ABC 
intersectează catetele AB şi AC tn S, respectiv tn T. 

a) Să se arate cil. CS j_ BT. 
b) Dacă AB = 5 cm şi AC = 12 cm, să se afle volumul corpuh1i obţinut prin rotirea 

triunghiului ABC tn jurul ipotenuzei BC. 

88. lntr-un trapez isoscel ABCD, un unghi ascuţit este de lt5°. Latura oblică AD este 
congruentă cu baza mică CD (AD= 10 cm). 

a) Să se afle lungimea diagonalei BD. 
b) Să se afl~ volumul corpului obţinut prin rotirea trapezului tn jurul bazei mari. 

84. Un trapez isoscel ABCD are baza mare AB = 10 cm, baza mică CD şi laturile 
neparalele stnt egale, fiecare, cu ctte 5 cm. Se cere : 

a) să se afle unghiurile trapezului; 
b) sll. se demonstreze că AD j_ BD; 
c) să se afle volumul corpului obţinut prin rotirea trapezului ln jurul dreptei ce trece 

prin mijloacele bazelor. 

85. Se consideră un trapez cu ambele unghiuri de la baza mare ascuţite . 
a) Rotim trapezul în jurul bazei mici. 
b) Rotim trapezul tn jurul bazei mari. 
Ctnd este mai mare volumul obţinut, tn cazul a) sau în cazul b)? Volumele pot fi egale? 

(Concurs, 1973 - I.C. Ligor) 

86•. Dintr-o piesă uzată, tn formă de con circular drept, cu raza bazei de 2 dm şi înăl­
ţimea 2 V2 dm, se taie un corp în formă de cub, cu una din feţe aşezată pe baza conului, 
de volum maxim. Să se arate că în felul acesta se foloseşte mai puţin de un sfert din 

material. (Concurs elevi, 1973) 

" 87. Triunghiul AB'C' (A = 90°, AB' :s AC') se proiectează pe un plan care conţine 
înălţimea lui, AD, după triunghiul echilateral ABC. Să se găsească valoarea unei funcţii 
trigonometrice a unghiului pe care îl fac fiecare dintre dreptele AB' şi AC' cu planul tri-

unghiului ABC. 

88. Un triunghi ABC, dreptunghic ln A, se proiectează pe un plan ot care conţine 
vtrful B (A, C stnt de aceeaşi parte a planului). 

Proiecţia triunghiului ABC este triunghiul A'BC'. Ştiind că AA' =CC' şi că distanţa 
dintre A şi C este a, că unghiurile dreptelor GB şi BA cu ot slnt respectiv de 30° şi 45°, 

să se determine, în .funcţie de a, segmentele BA', BC' şi CC'. 

39. Fie OX, OY, OZ trei semidrepte în spaţiu, astfel că măsura unghiului format de 
oricare pereche dintre ele este de 60°. 

a) Să se demonstreze că una dintre aceste semidrepte se proiectează pe planul deter-
minat de celelalte două după bisectoarea lor. 

b) Fie punctul A pe OZ, situat la distanţa a de O şi fie A' proiecţia lui A pe planul 
XOY. Să se calculeze distanţa AA'. ~ 

40. Se consideră un con circ·Jlar drept cu raza bazei R şi înălţimea VO = 2 R, V fiind 
virful conului şi O centrul cercului de bază. Să se calculeze raza cercului de intersecţie a 
conuhti cu semisfera avind drept C('rc mare baza conului. 
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41 *. O găleată în formă de trunchi de con, din tablă, are dimensiunile r = 10 cm 
R = 25 cm, G = 30 cm. Cită tablă a fost necesară pentru confecţionarea ei. (Se consumă' 
Ja îmbinări 8% din suprafaţa tablei folosite.) Ce capacitate are? 

Cite grade are sectorul de cerc care cuprinde porţiunea de coroană cJrculară din desfă. 
şurarea suprafeţei laterale a trunchiului de con? 
(Probe de verificarea cunoştinţelor pentru înscrierea tn treapta I de liceu - jud. Vaslui.) 

42. Un trunchi de con circular drept, ale cărui generatoare fac cu planul bazei unghiuri 
de 45°, este circumscris unei sfere cu raza de 3 cm. Să se calculeze razele bazelor şi aria 
laterală a trvnchiului de con. 

48. !ntr-o sferă de rază R = "5 cm se înscrie un cilindru circular drept de tnăl ţime 6 cm. 

Se cere: 
a) aria calotei sferice afla te deasupra bazei cilindrului; 
b) aria laterală şi volumul cilindrului. 

44. ln triunghiul ABC cunoaştem: BC = 4 cm, înălţimea AH = t/3 cm şi unghiu 1 
B = 30°. O paralelă la latura BC intersectează pe AB şi AC respectiv în punctele D şi E, 

iar DE intersectează pe AH în J. 
a) Să se calculeze lungimile segmentelor AB,AC şi BH. 

b) Dacă IH = ~ cm, să se calculeze lungimile segmentelor BD, DE şi EC. 

c) Să se calculeze aria totală a corpului obţinut prin rotirea trapezului EDEC, tn 
jurul lui BC. · 

45*. Se dau două cercuri de· raze a şi b situate pe o sferă de rază R, tangente exterior. 
Se cere distanţa dintre centrele lor . 

46*. Fiind dat un con circular drept cu !nălţimea h şi raza bazei r, să se determine 
poziţia unui punct P, care este situat la aceeaşi distanţă de vtrful conului şi punctele de pe 

cercul bazei. 
47. Un pătrat de latură 4 cm se proiectează pe un plan care face cu planul pătratului 

un unghi de 60°. 
a) Să se afle aria proiecţiei. 
b) Să se demonstreze că, ln general, proiecţia pătratului este un paralelogram. Clnd 

este un dreptunghi? Clnd este un romb? 

INDICAŢII ŞI RĂSPUNSURI 

PROBLEME 1 (pagina 9) 
1. a) Toate patru nu pot fi coliniare. Dacă ar fi coliniare, ar fi situate lntr-un acelaşi 

plan; b) Vom uni, pe rlnd, pe A cu B, cu C şi cu D. Pe B II vom uni numai cu C şi 
cu D, căci cu A l-am unit. Apoi vom uni pe C cu D. Deci obţinem 3 + 2 + 1 = 6 (drepte). 

2. O singură dreaptă. (Dacă A, B, C sînt coliniare şi B, C, D slnt coliniare, rezultă 
că A, B, C, D sînt coliniare.) 

3. Să notăm cele trei puncte coliniare cu A, B, C. a) Toate planele conţin pe D şi cel 
puţin două din punctele A, B, C. Deci, există un singur plan; b) O infinitate de plane. 
(Toate planele care trec prin dreapta AB.) 

4. Se foloseşte propoziţia P4• 

5. a) Un singur plan, fn situaţia clnd MI> M 1 , M3 , M,, M 6, M, stnt coliniare. Spre 
exemplu, planul determinat de M, cu M 1 şi M1, conţine şi toate celelalte puncte; b): Cel 

. mai mare număr de plane se obţine cînd oricare trei dintre cele şase puncte din plan stnt 
necoJiniare. (15 plane); c) Nu. 

6. a) Şapte drepte, tn cazul în care toate cele şase. puncte din planul dat stnt coliniare; 
b) tn cazul în care oricare trei puncte, dintre cele şase din planul dat, nu stnt coliniare, se 
obţin dreptele M,M

1
, M

1
M 1 , „ „ M 1M8 (şase drepte) şi încă 15 drepte determinate tn 

planul dat. Deci, în total, 21 de drepte. 
7. Pe dreapta AB avem: PA - PB = AB. tn triunghiul AQB avem: 

AB > I QA - QB I (fig. R.1). 

A 

\ ~ 
Fig. IU I 

' 8. Dacă A e d şi B e g, dreapta AB este situată în planul determmat de d şi g. 

9: În general nu . Priviţi figura R. 2. 

Fig. R. 2 

10. Planul determinat de dreptele d şi g. 
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11. Planul determinat de A şi d, mai puţin semidreptele ce trec prin A . şi şlnt paralel 
cu d. (Punctul A aparţine locului geometric. ) 

8 

PROBLEME 2 (pagina 16) 

1. Două drepte paralele cu a treia stnt paralele între ele. (Tranzitivitate11 relaţiei de 

paralelism.) 

2. DE= 8 cm. 
8. Nu. Puteţi da un exemplu. 
4. Presupunem că ot nu ar fi paralel cu ~. deci ot n ~ = c. Atunci a 11 c şi b 11 c, deci 

a li b, ceea ce contrazice ipoteza, deci ot li~ · 
o, Şase drepte. 
6. Fie a o dreaptă din planul ot, despre care presupunem că nu .ar li paralelă cu ~ 

(an~= {M}). Ar rezulta că Mea şi Me~, deci că ot şi~ nu ar fi paralele, deci a li~. 
7. D~că orice dreaptă conţinută ln planul ot este paralelă cu planul ~. atunci 

o: li~. Reciproca este adevărată . 
8. Nu. Se consideră o: şi ~ două plane şi o: n ~ = a. Fie do dreaptă (d li a) şi d rt:. ot, 

d rt:. ~. (I( li d, ~ li d f> o: li~· 
9. Nu. Fie ot şi ~ cele două plane paralele şi de~. Printr-un punct A e ot trece o 

singură paralelă (g) conţinută în ot şi paralelă la d. Ducem prin A, tot tn ot, o dreaptă h 
diferită de g. Dreptele d şi h nu stnt paralele. ' 

10. a) MN este paralelă cu planul ot; b) MN înţeapă planul ot. 
11. Fie ABC un triunghi şi o: un plan {ot 0 AB şi ot 11 AC) ~ ot 11 (ABC); BC c (ABC)~ 

~otllBC. 

12. AB llg. 

PROBLEME 8 (pagina 20) 

1. Nu. Priviţi figura R. 3. 

1~! 
Fig. R .3 

J I 
2. Punctul C şi dreapta a determină un p lan o:, iar punctul C şi dreapta b determină 

un alt plan ~. Planele ot şi~. avînd un punct comun (C ), conform lui P5, mai au tncă 
unul, deci se intersectează după o dreaptă d. Aceasta este dreapta căutată {fig. R.4). 

Fig. R.4 

8. Presupunem că dreapta d ar.e un punct comun cu planul ot, atunci ea este toată 
conţinută în planul «, pentru că este paralelă cu g, şi g este paralelă cu ot. Dacă nu are 
un punct comun cu ot este, evident, paralelă cu ot. 
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4. 8ă presupunem că ot li BD (fig. R.5). Deoarece, 
BD li ot, planul (ABD) va tăia pe ot după o dreaptă para­
lelă cu BD. Deci MQ li BD. În mod asemănător se 
demonstrează că NP li BD. Rezultă că MQ li NP şi deci 
că MNPQ este un trapez. 8 

o. Segmentul AB aparţine planului determinat dt> 
dreptele a şi b. Problema s-a r edus la o problemă de 
geometrie în plan. (Locul geometric al mijlocului unui 
segment ce se sprijină pe două drepte paralele.) 

6. Dacă y fi a. -

7. Fie A un punct oarecare al dreptei d . Punctul A şi 
dreapta g determină un plan~ · Prin A ducem tn planul~ 
paralela l a g, pe care o notăm cu g' . Dreptele g' şi d 
determină un plan paralel cu g.Cu aceasta am demonstrat 
existenţa . Unicitatea se demonstrează prin metoda redu­

cerii la absurd. 

8. „Dacă un plan ot taie două plan:e ~şi y după două 
drep te paralele, atunci ~ şi y stnt paralele" este o afir­
maţie fals~ . Planele ~ şi y se pot tntîlni după o dreaptă 
paralelă cu o: ... 

9. (ABD) li (MNP). 

A 

Fig. R.5 

10. Din triunghiur ile ABC şi ABD (fig. R.6) rezultă 
că EF li AB şi HG 11 AB ~ EF 11 HG, iar din triunghiu­
rile AGD şi BCD : EH li CD şi FG li CD~ EH 11 FC. u:;.~:------~ 

Fig. R.6 Deci EFGH este paralelogram. 

11. a) MN 11 AC şi MN = _!:_ • AC, PQ fi AC 
- 2 

o 

ş i PQ = ~ ·AC. Rezultă deci că MNPQ este paralelogram. În mod analog, folosind 
2 

teorema liniei mijlocii tn triunghi, se arată şi despre c;ilelalte patrulatere de la pct. 
b) ş\ c) că sînt paralelograme. d) Paralelogramele MNPQ şi MRPS au diagonala MP 
comună . Deci RS trece prin mijlocul lui MP . Analog, MRPS şi NRQS au diagonala RS 
comună, deci NQ trece prin mijlocul lui RS. Cum MP, NQ ·şi RS au mijloacele în 

acelaşi punct, rezultă că stnt concurente. 

12. MN este linie mijlocie în triunghiul ABC: MN = A2C I _ 
~ MN= PQ. 

PQ este linie mijlocie în triunghiul ·DAC : PQ = ~ 
2 

Analog se demonstrează că: MQ li NP şi MQ = MP . 

13. Nu neapărat . Pot fi amb3le parable cu două drepte paralele. Ele se pot intersecta 
dupl o dreaptă paralelă cu dreptele. Dacă adăugăm condiţia ca dr13ptele ini ţiale să. nu fie 
paralele, afirmaţia devine adevărată. 

14. Din enunţ rezultă că d li a şi d li b. Locul g-:lometric este planul determinat de 
d şi c, drri planul rare conţine pe c şi este paralel cu a şi cu b. 
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PROBLEME 4 (pagina 23) 

1. AB = 7,5 cm, BC = 4,5 cm. 
2. Orie U'e dintre plane conţine para'1ela prin A la d. 
3. Fie {B} e 0t şi M mijlocul lui AB. Locul geometric este planul ce conţine pe M şi 

este paralel cu et. 
4. Soluţia este similară cu cea a problemei precrdrnte. 
5. a) O dreapU!. paralelll. cu d şi g; b) Un plan paralel cu d şi g. 
6. a) Linia mijlocie a trapezului APQB; b) Un paralelogram şi interiorul său„. 
7. Dacă d

1
, d

9
, d

3
, d, sînt cele patru drepte şi A, B, C, D, respectiv A', B', C', D' 

slnt punctele în care ele intersecteazll. dcull. plane oarecare « şi ~. iar BC este parail·I ş i 
congruent cu AD, atunci planele (BCB') şi (ADA') sînt paralele. Presupunem că B'C' 
nu este paralelă cu A'D', atunci B'C' n A'D'={M} = {M} e (BCB') şi {M} e (ADA')~ 
= {M} e (BCC') n (ADA'), ceea ce contrazice concluzia de mai sus. 

8. Două drepte concurente determină un plan. Acest plan este intersectat de două 
plane, după couă drepte paralele. Deci, patrulaterul inscriptibil ABCD are doull. laturi 

paralele. El este deci dreptunghi sau trapez isoscel. 
9. Nu, vezi problema precedentll.. 
10. a) Se formează triunghiuri ale căror unghiuri au laturile respectiv paralele . 
b) şi c) So va folosi raportul ue. asemănare al triunghiurilor. 

11. Dacă A', A' ea; B', B' e ~.iar C' şic• satisfac relaţiile A'C' = 3, ANc• ""3, 
. C'B' CNB• 

alunei lecui geometric rste planul (CC'C"), paralel cu « . 
12. Dacă R este pnnctul în care d intersectează planul 9, atunci: 

AM BN CP DQ A'R B'R C'R D'R 
MB. NC • PD . QA = RB' ''Ii(?' RD'. RA' = 1. 

PROBLEME 5 (pagina 28) 
1. Dacă dreptele a, b, c, sînt toate tr<'i coplanare, perpendicularele OA, OB şi OC se 

găsesc în planul pzrpendicular pe planul d•3lerminat de a, b, c şi· care conţine pe O. Dacă 
a, b, c sînt necoplanare şi planul (OAB) a1· îi diferit de (OBC), ar rezulta cll. prin punctul 
O s-ar duce două plane perpendiculare pe b, ceea ce este imposibil. Deci dreptele OA, OB 
şi oe slnt coplanare numai dacă dreptele a, b, c sînt toate trei coplanare. 

2. Punctul O este mijlocul lui AB. 3. Rispunsul este afirmativ. 

4. OB J... g. 
6. AB J_ (ACN). 
6. Planul perpendicular în O (mijlocul lui AB), pe AB. 
7. Dacă A, B şi C sînt cele trei puncte necoliniare, locul geometric căutat este dreapta 

de intersecţie a planelor mediatoare ale segmentelor AB şi BC (prin care trece şi planul 

mediator al segmentului CA). 
8. Punctul de intersecţie al dreptei determinate la problema precedentă cu planul 

mediator al segmentului CD. (Am considerat cele patru puncte necoplanare A, B, C, D. ) 

9. Din triunghiurile dreptunghice A'AC şi B'BC rezultă că AC= 7 cm, BC = 7 cm, 

deci AB = BC = CA. 
10. Din triunghiul dreptunghic B' BC rezultă că BC =a, deci AB =AC = BC. 
11. Cateta AC, rll.mînînd perpendicularii pe AB, este conţinută în planul perpendicular 

tn A pe AB. Locul geometric este un cerc de centru A şi rază AC, situat în p lanul mt>n · 

ţionat mai sus. 
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li?. l'rin A' d11rl'm paralela ln AB, <'Hrl\ intersectează pe BB' tn R-. ln mod analo 
prin A' se duce paralela la AC, care taie pe CC' tn punctul C# etc. Din triunghiu.I A' B'B~; 
A'B' = 5, tn mod analog se găsesc: A'C' = 7, A'D' = 10, B'C' = 21/5, B'D' =Vs? 
şi C'D' = V41. . 

13. a) AA' J_ OA =OA = 12 m; b) Un cerc cu centrul tn punctul O', situat pe per-
pendiculara tn O pe planul cercului dat şi avtnd raza de 6 m. (Locul geometric este conţinut 
tntr-un plan paralel cu planul cercului dat.) 

14. AB = 12 cm, BC = 3 cm. 
1?· O dreaptă perpendiculară pe planul cercului tn punctul O, centrul său. 
16. O dreaptli perpendiculară pe planul pătratului dusă în punctul O de intersecţie 

a diagonalelor lui. 
17. Fie« planul perpendicular pe b dus prin a şi care intersectează pe b tn A. Se duce 

prin pun~tul A dreapta c, paral~lă cu a. Avem b J_ c = b J_ a. Deci, cele doull. drepte date 

(a şi b) trebuie să fie perpendiculare. 
18. Fie M un punct pe d

1
• Prin M ducem planul«, care este perpendicular pe d8 , apoi 

ln M ridicăm o perpendiculară a pe «. Rezultll. cil. a li d1 şi cll. a J_ di, ceea ce înseamnă 
cll. di trebuie să se găsească, tn întregime, tn planul «, care este planul căutat. 

19. Dacll. d
1 

şi d
2 

stnt perpendiculare, ducem perpendiculara comună d1 a lui d1 şi d9 

şi planul (d91 d8) este cel căutat. 
20. Intersecţia lui ot cu planul perpendicular pe d care trece prin A. 

PROBLEME 6 (pagina 32) 

1. Ducem !nălţimea AD a triunghiului ABC. Avem: BC ·AD= AB ·AC~ AD = 
= 24 cm. Ştiind că MA J_ (,4BC) =MA l. AD şi MD J... BC. pin triunghiul drept· 

unghic MAD rezultă cll. MD = 26 cm. 
2. Dacă D este mijl\)cul segmentului AB, ·OD = 4 cm, iar MD = 5 cm. 
3. Paralela prin Ela BC taie pe AB tn M şi pe CD în M', iar paralela prin E la AB 

taie pe AD ln N şi pe BC tn N'; EM = S ·...!..cm= 1 cm; EN.= 9 ·..!.cm= 3 cm· 3 3 • 

FM= V5i+T = V26 (cm); FN = 1/58 + 39 = V34 (cm9
), FM'= Vs2 + 29 

= V29 (cm), 

FN' = V59 + 69 = t/61 (cm). 
4. Fie ABCDEF hexagonul dat. Vom obserya cli distanţele lui M la EF, ED şi res-

pecti:v BC şi DC stnt egale. Deci, vom calcula numai distanţele lui M Ia BC şi DC. Fie .P 

piciorul perpendicularei din M pe BC; AP = a~a ; MP = V ba+ 
3

:

1 

= -

l/3a9 + 4ba 
2 

. Se observă cll. AC J_ CD, şi- deci, MG = Vb1 + 3a9 (evident distanţa 

lui M la AB şi AF este b). 
6. Hexagonul are 9 diagonale. Nu vom mai calcula distanţele lui M la cele trei diagonale 

care pornesc din A. De asemenea, vom observa că distanţele lui M Ia BE şi BD stnt respectiv 
egale cu cele la FC şi FD. Vom calcula distanţele di, d,, d8, d,, ale lui M la BF, BE, BD 

"iEC găsim · d = t/4ba + aa . d - V3a' + 4ba . d -Vbz+ a. d - l/9aa + 4b' „ ' . 1 2 ' a - 2 ' a- a ' ' - 2 • 

6. Din triunghiul dreptunghic ADM, AM = V b' + a; . Din triunghiul, de aseme-

nt>a, dreptu nghic MDC, MG = V b' + ;a . Deci MA • MG. 
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7. Fie O centrul cercului şi ot planul său şi tangenta NP. Avem: MO 1 a: şi 
ON J_ NP => MN ..L NP. 

8. a) Notăm AA' = x; x - va fi soluţie a ecuaţiei: 

3a 
2a2 + a2 + (a - x)2 = a8 + x 2 :> x = - ; 

2 

b) x va fi soluţie a ecuaţiei: a2 + {a - xŢ2 = a2 + x 2 
=> x = ~, 2 

9. Un cerc conţinut tn planul «cu diametrul AP, P fiind piciorul perpendicularei din 

B pe ot. 

10. a) Dacă B este piciorul perpendicularei din A pe d, picioarele perpendicularelor 
din A pe planul mobi l sînt conţinute ln planul perpendicular pe d în B; b) Locul geometria 

AB este un cerc de rază - şi cu centrul ln O, mijlocul lui AB; c) Un segment AA' pentru 
2 

care d este mediatoare. 

11. BC ..L AD şi BC J_ OD => BC este perpendiculară pe planul determinat de AD 
şi OD, deci pe orice dreaptă din acest plan. ln particular, BC ..L AO, deci O se află pe 

înălţimea din A. 

12. MA' ..L BC, MH ..L (ABC)=> HA' ..L BC. Cum 'H aparţine înălţimii din A 

rezultă di AA' ..L BC. Analog pentru BB', CC'. 

18. AB ..L «, BD J_ d =>AD ..L d (~ ADH = 90°), AB ..L «, BG J_ g => AG J_ g 

(1:AGH = 90°). 

PROBLEME 7 (pagina 39) 

1. BD= 9 cm. 2. 4t/2 cm. 
8. Fie M şi N picioarele perpendicularelor 

din D şi B pe AC (fig. R. 7). DB = 
= t/DMa + MB2 = t/DM2 + MN2 + NB

2 

= t/337 (cm). 
5 

4. BC = t/34 cm. o. BD= at/3. A .~ ........... ~----...,.,..--~c 
6. MN = 4 m. 7. Un plan ·paralel cu cele 

două drepte, situat la egală depărtare de acestea. 
· 8. Două plane perpendiculare pe planul celor 

două drepte, şi care conţin bisectoarele unghiu­

B 

rilor formate de aceste drepte. 
Fig. R.7 

9. Un plan care conţine dreapta de intersecţie a planelor date şi care se numeşte „plan 

bisector". 
10. Două plane bisectoare se taie după o dreaptă. Se va arăta că această dreaptă este 

conţinută şi în cel de-al treilea plan bisector. 

11. Fie OM perpendiculara dusă pe planul ABC. Planul COM este perpendicular pe 
ABC. Dacă ON ..L AB, conform unei reciproce a teoremei celor trei perpendiculare, 

MN ..L AB. 
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12. Se notează cu a luflgimea catelc~ol' triunghiului dreptunghic dat. Se calculează 
distanţa BC, după îndoire, şi S9 găseşte BC =a. Cum AB =AC, AB = a, rezultă c11, 

după îndoire, triunghiul ABC este echilateral. 

13. AP' a PP'. 
14. Într-un punct A e d c «,ducem a ..L d. Planul (a, d) este cel căutat. Unicitatea: 

Presupunem existenţa a două plane care intersectate cu al treilea contrazic unicitatea 

perpendicularei pe o dreaptă în acest 'Plan. • 
16. Se foloseşte definiţia planelor perpendiculare. 

16. Raţionament asemănător cu cel de la construcţia perpendicularei dintr-un punct 

pe un plan. 

PROBLEME 8 (pagina 43) 

1. Proiectantele AA', BB', CC' slnt paralele şi deci determină; pe orice secantă, 
segmente proporţionale. 

2. Se aplică rezultatul problemei precedente. 

8. Drsptele a' şi b' sau slnt paralele, sau coinq_id. Sînt paralele, cînd planul lor cslt>. 

neparalel cu planul pe care se face proiecţia şi coincid, ctnd planele stnt perpendicula.rc-

4. Medianele lui ABC se proiectează pe medianele lui A' B'C'. 

v- v- ,,,,,-... 
6. A'B = A'C, A'B = T=>AA' = ~; tgA'BA = 1. 

6. AB = AC = A'C', AB = at/2, AA'C'C este un dreptunghi => CC' = a. 

""' 16 
7. Se demonstrează că AB $AC. Dacă AB = BC, cos ABC = 2s şi 

............ v-- 2 2 -
AC= 3t/2 em. Dacă AC= BC, cos ABC =-5- şi AB·= 4t/2 ero. 

PROBLEME 9 (pagina 52) 

1. a) 5 V2cm; b) 5 V3 cm; c) 5 ero. 

2. Se aplică una din reciprocele teoremei celor trei perpendiculare. 

a ............ 2 V6 
8. a) A'D = ----; b) cos AGA'= V- = ~ • 

2t/3 6 3 

4. Se formează două triunghiuri dreptunghice care au catetele respectiv congruente. 

6. a) D'A -J- AB (conform uneia dintre reciprocele teoremei celor trei perpendicu-

lare), C'D' 11 AB; b) AB = 5, AD'= 
3 ~3 , D'C' = 2, BC' = 

3 ~f . 

4 
6. tg u = ·5. 
7. Se va observa că triunghiul B'AC este dreptunghic isoscel AB' =AC' = 3v'2, 

............ v-
cos BAC' = T , <}::.BAC'= 45°. 

127 



8. !J cm. 

at/3 
9. a) BD= a,DC= ---

3 
) A..........,BA' V Va + a c cos = 

6 

·ccs A~'= f V1 +t/3. 

10. so•. 
• 

11. 3(9 + 44t/3) cm•. 

) S , s V2 12. a) 45°; b = ~ . 

3a•Va 
13. u = 60°; .Yl = 2 

14. 00' = 14 cm. 

PROBLEME 10 (pagina 62) 

1. <V = 80 cm3
• 

2. <V = 160t/3 cm3
. 

3. a) <V = 4,8 m3 ; b) stlt = 6(2,4 + t/2) m 9
; c) 45?. 

4. !ll.1 = 42 m2, <V = 12 m 8
• 

6. a ) Se aplică teorema c~lor trei perprndiculare; b) <V = 320 cm•. 

6. <V= 96 va cm3. 

a 2 t/3 
7, Triunghi echilateral cu-latura l = ; ; sit.= 16 

- a 3 t/2 
8. sll.1 = a•Va, <V = -

1
-2-. 

9. Se obţine un hcxa~on din care lipsesc două triunghiuri echilalC'ralc. 

10. Trapez. 

11. Dreapta de intersecţie a planelor (ABA) şi (AGA') se intersectează cu 00' lntr-un 
punct G. 

12. Se aplică teorema celor trei perpendiculare şi se ţine seama că intersecţiile a două 
plane perpendiculare pe un a l treilea este o (j.reaptă perpendiculară pe acesta. 

18. Toate trec printr-un punct eial depl!.rtat de cele·patru ".îrfuri . 

14. Muchia comună a celor doull. unghiuri drepte este perpendiculară pe planul celor· 
la l.te doull. muchii respective şi se aplici!. teorema celor trei perpendiculare. 

ac ab 
16. Notlim: OA= a, OB = b, OC = c. RezulUi că SoAC = 2, SoA~ = 2, SoBc = 

= ~ . Fie CD o înălţime a triunghiului ABC. Atunci, OD = V · ab '-
2 aa + b• 
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t/ azca + a•bl + bzc• 

2 

16. Din B ducem BE, înălţimea triunghiului BCD (E e CD). Se demonstrează că 

CD .l. (ABE) şi apoi că (BCD) .l. (ABE), rezulttnd astfel că înălţimea din A a tetra· 
edrului cade pe BE. 

Fie H piciorul înălţimii din A. Dacă, tn plus, AC J_ BD, atunci He CF (CF fiind 
!nălţimea feţei BCD). Deci BC .1. (DH'A) şi BC J_ AD. 

Laturile opuse ale tetraedrului fiind respectiv perpendiculare, picioarele tnll.lţimilor 

tetraedrului sînt ortocentrele feţelor. 

PROBLEME 11 (pagina 61) 

1. sll.1 = 24 cm3 .' 

2. a) G şi S împart tn acelaşi raport medianele triunghiurilor AB'C şi MN P; 
b) Dacă D şi E sînt mijloacele lui BC şi NP, DE= 9 cm, fiind linie mijlocie în trape­
zul BCPN. Se duce MF J1 AD. Dacă MF n SG = {L},LG = DF =AM, AM= 6 c.m, 

LS MS 2 
FE = 3 cm. tn triunghiul MFE: SLll EF, - = -- = - , LS = 2 cm, SG = 8 cm; 

FE Jl.IE 3 

c) SG = a + b + c. 
3 

3. Mijloacele muchiilor m~nţionate sînt conţinute tn secţiunea realizatll. de un plan 
ce trece prin mijloacele segmentelor AA', A' B', A' D . Oricare din laturi se calculează ca 
linie mijlocie într-un triunghi cu baza o diagonală a unei feţe. 

4. Triunghi, patrulater, pentagon. 
6. Idem cu 4, plus hexagon. 
6. a), b) se formează un para lelogram . 
7. Se exprimă fiecare sumă în funcţie de distanţa dintre punctele de intersecţie ale 

diagonalelor bazelor şi ex . 

PROBLEME 12 (pagina 63) 

60 
1. a) 13 cm; b) - cm. 

13 

2. a) 192 cm2 ; b) BD' = 2 t/57 cm, AC'= 10 cm. 

3. a y~. 
4. (384 + 60 t/3) cma. 

6. a) BB'CC' ; b} BD .1. AC'. 
6. Se calculează AQ ca proiecţie a catetei AD din triunghiul dreptunghic ADC'. 

7. Dacă A'Q .L AD', din triunghiul dreptunghic B'A'Q => B'Q = 15 cm . 

8. 104 cm2 • 

9. Un triunghi cu dimensiunile de 25 cm, 5 V 34 cm şi 15 t/5 cm. 

10. 7 cm, 3 cm. 

11. d1 = V h2 + 4a2 sin2 %·, d2 = V h9 + 4a2 cos2 ~ • 

18. 4 cin, 6 cm, 10 cm. 
14. Se construieşte cubul cu un vîrf în A şi muchji AB, AC, AA'. Se observă că 

A'D este diagonala ~eţei paralelă cu (ABC). AD= at/3. Din triunghiurile dreptunghice 

ADB şi ADC=>BD= ai/2 şi DC= ai/f. 
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PROBLEJ\IE 13 (pagina 6 7) 

1. <V = 144 t/a cm8• 

2. <V = 240 t/3 m8• 

8. szf.t - szf.1 = 2.szf.a i szf.a = 12 va m2 ; {{) = 300 t/2 m•. 

4. <V = 90 t/2 m8
• 

5. <V = a1 
• a t/2 = a 3 t/2. 

a1b 
6. ((} =-· 

2 
3. 4. 3 2 

7. ((} = 16 • 12 • 3,2 - ' = 608 (cm•), szf.t = 556 cm2• 
2. 3 

8, <V = 360 cm8• 

9. EB este diametrul cercului circumscris bazei. EB = -10 cm, BB' = 24 cm, 
<V = 900 va cm•, szf.1 = 720 cm1 • 

10. FF' = 6 cm, szf.1 = ·108 (2 + t/}) cm1, <V = 324 t/ă cm8 • 

11. a) Se consideri!. triunghiul dreptunghic AOA', A'O = 
4 Va 

3 
cm, ((} = 96 cm•; 

b) tg u = 4 ~a : 4 ~3 = : . 

12. Volumul de api!. care se scurge din vas este egal cu volumul unei prisme ce are 
ca bazll. un triunglli dreptunghic cu catetele de 4 cm şi 8 cm şi ca tnll.lţime, latura pll.tratu­
lui. <V 1 = 128 cm 3, {{) api!. rll.masll. = 768 - 128 = 640 (cm8); h = 640 : 64 = 10 (cm). 

18. La tura bazei este egală cn 2a sin 15°, 

h = "\ /as_ 4aa si~ 15° = a"\ /3 - 4 sina 15° , 

V (V a)2 V a 
--------,c' 14. Priviţi în figura R.8: <;. BAD = 

Fig. R.8 

= <;.BAA' s <;.DAA', <;.BAD = 60°. M e AB, 
A' MJ_AB, NeA.D, A'N _lAD, A 'MaA'N , 

A ' M = at/3 AM=~ 
2 ' 2 . 

Ducem A'O J_ (ABD), (Oe (AED)), OM J_ AB; 

OM = OA, OA1 - OM1 =AM•, OA• - OA• = 
2 4 

I v-3 a a 3 A 'O =AM1 -OA•- - OA---• = '4 - 4 ' - 3 

= Vaa - ~ A'O = a t/6 . .ni - as t/2 
3 ' 3 1 <V - 2 • 

a 
15. Aria corpului a rămas aceeaşi. Volumul corpului s-a micşorat cu ~. 

8 

16, MD a ND, MD = 5 m, l = 10 m, <V = 1 OOO ma, sz<.1 = 600 ma. 

9ll 17. Fie P mijlocul lui BC. Avem: AN•= AP1 + NP• = - , l = 2 dm, 
4 

((} :: 8 dm8• 
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18. szf.,f = 94 m•. 
19. Se obţin doull. prisme triunghiulare drepte şi un paralelipiped ·dreptunghic, 

5•5 v-(01 =-- . 10 = 125 (m8), rv. = 400 cm8, ma = 300 cm•. si!1 = 25(5 + 2 2) cm•, 
2 

szf.1 = 340 cm•, szf. 8 = 360 cm•. 

PROBLEME U (pagina ?4) 

1. 288 cm1 ; 

2. 1,8 m şi 4 m. 

8• a1 Vi5 
4 

4. t/1945 cm, t/793 cm, 3 552 cm•. 

„ v61 E 135Va •. „, m, m, m, 
2 2 

6. 36v'133 cm1, 36(t/ 133 + 6 V3) cm1, li cm. 

"' 2V2 ........._ 1 
7. a) M e VA, BM ..L VA, ;,in BMD = - 3-, cos BMD = - 3 ; b) E e AB, 

,...... 2t12 ,...... 1 
AE e EB, F e CD, OF a FD, sin EVF = -

3
- , cos EVF = 3 ; c) 45°. 

8. Se aratll. el!. triunghiurile ANO şi BMD slnt isoscele. 

V
2 . 

V
- - a - - X 

·9. a) h =a : , ap = a V
2
3 

, cos u = ! ; b) d = ~ ; c) Suma distan-

ţelor este a V~ . 
10. Secţiunea formatll. S' este un triunghi asemenea cu VBC. Se utilizeazll. faptul el!. 

raportul ariilor este egal cu pll.tratul raportului de asemll.nare. 

11. szf.1 = 16 t/3(1 + t/5) cm•. 

a•V2 v-12. a) a•,-
2
-, a• 2 ; b) a•. 

18. a) MD = _! • . VB = MB ; b) ducem lnll.lţimea NP(N e BC, Pe AD), prin O, 
. 2 

a paralelogramul.ni; <ţ.MNO e <;:.MPO. 

14. 3a1• 

16. Trapez. 

16. 3 = 2 + -1 şi douli muchii aparţin, fie bazei, fie slnt muchii laterale1 concurente 
fiind, determini!. un plan. 

9* 

17. ll) 64 t/7 cm•, 
256 V6 

cm8 ; b) 8 Vâ cm8• 
3 
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v- v-
18. a) ~ cm; b) -f cm; c) sz!z = 2 cm•, szt1 = S cm•. 

19. a) AP, CP stnt mediane tn triunghiuri dreptunghice cu aceeaşi ipotenuză (SB), 

aa~s ; b) a2(3 + V5 + V2). 

V~ ........... 
20. a) 6 U, 24; b) cos MOB = 0,8. 

21. Se consideră ca bază a piramidei o faţă laterală. Se ţine seama lntti că din toate 
piramidele cu aceeaşi bază şi cu muchia laterală constantă, cea cu volum maxim este cea 
tn care muchia laterală este !nălţime; apoi, că din toate triunghiurile isoscele cu laturile con­
gruente de lungime constantă, cel de arie maximă este triunghiul dreptunghic. Se găseşte 

x = aV2. 
sz!t __ sztl ___ x9 __ 1 h 2..t. - , (·unde x este distanţa de la vlrf la plan), x = - • 
sz!t sz!z h3 2 V 2 

28 ) 21139 . b) 14 Viă a • a 
3 

cm, 
3 

cm . 

24. 36V3 m8 • 

26. ({)= ! . sz!FPQ ·HE, ( ({) = aa ~a)• 
26. Se exprimă volumul piramidei ţn două moduri: o dată cu baza triunghiul echila­

teral şi o dată ca sum!I. de două piramide cu baza S. (s = 
75(a3 cma). 

81/3 - 4 sin1 15° 'l6 
27. S sin 15• sau 3 1112 cos9 15°- 1. 

28. Se calculează volumul tn două moduri: ({) = 30 ' 40 ' ?O cms = 14 OOO cms şi 
6 

1 . 42 OOO 840 ({) = - sz!ABC. h. Se obţme: h = ' h = - cm. 
3 dABC 37 

29. b) 1; d) poziţia dată ln enunţ. 

80. Fie M , N intersecţiile dreptelor AA' şi DD', respectiv BB' şi CC'. Ductnd prin 
M şi N plane perpendiculare pe (ABC) şi paralele cu AD, acoperişul se descompune tn 
două piramide (cu bazele dreptunghiuri congruente şi avtnd ca înălţime distanţa dreptei 
MN la planul (ABC) şi o prismă cu baza un triunghi isoscel şi !nălţimea N M ). 

Pentru determinarea dimensiunilor necunoscute se foloseşte asemănarea . Se găseşte 

înălţimea acoperişului a~23 şi lăţimea bazelor piramidelor.?;. Volumul · căutat este 

3a8 1/23 
16 

81. 27 ~2 ma. 

82. a) a8 ( 1 + 1/
5
2' ) ; b) Se arată că VA2 + vca = Aca'; c) Se aplică teorema lui 

Pitagora tn triunghiul V A'O' (O' centrul pătratului A' B'C'D') şi se găseşte a = 3 m . 
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88. 16 • -m. 
s 

84, 1 cm8• 

86, a) 4 dm3 ; b) Sin U = 3 vu,i. 
86. 100 Va dm9 , 

250
( ·

2 
dm8• 

87. a) figura R.9; b) al/3; c) .30°, 60°, 90°. 

A 

Fig. R.9 

88. Punct interior egal depărtat de v!rfuri. 

· PROBLEME 16 (pagina 81) 

1.ap= y25-(
6V3 -; 2 v1 r =V25-12=V13; .h=i/25-(R-r)1

, 

unde R şi r stnt razele cercurilor circumscrise bazelor (R = 6 m: r = 2 m, h = 3 m), 

sz{l = 121/39 m1
, ({) = 39 Va m8 • 

h·L 
2. 1=---

L - l 

8. ~ cm8• 
3 

4. a)({)= 1681/3 cm8 ; b) sz!1 = 361/21 cm•. 

6. Notăm cu (()1 volumul piramidei tnlăturate şi cu({) volumul piramidei mari, 

Evident, (()1 = _!. •(() ·, (()1 = (.!!..)1 
= _!. ,· h - 1 H - h = _!. ; H - h = .!!... • 

8 ({) H 8 Ji-2; H 2 2' 

H - h = 4 cm; h = 4 cm. 

'6. 631/3 = .!:.. • {361/3 + 9 V3 + 181/3), h = 3 cm. Se calculează apoi şi celelalte 
3 

dimensiuni: ap = 2V3 cm, muchia = t121 cm, sz!1 = 541/3 cm2 • 

7. l = 4 m. Apotema trunchiului de piramidă este de 8 m. Se formează triunghiul 
drep.tunghic care are ca ipotenuză apotema trunchiului şi catetele: !nălţimea trunchiului 
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şi (R - r) : 2. Obţinem: h = V6i m, s = 25 V3 m•, s = 4 V3 m•, ({) = 18 vm in• 

V- I muchia lateralii = 73 m. 

8, Dacli se noteazli trunchiul cu ABCDA' B'C' D', se considerli trapezul isoscel ACC'A' 
. tn care se cunosc bazele şi diagonala. lnălţimea trapezului este tnlilţime şi pentru trunchiui 

de piramidă. dz = 24V10 m•, IV= 109 m8 • 

,ro v- 1/7\ ( H - h )
1 

db 9, dB = 32 v" cm•, db = 18 3 cm•; h = 24 v 3 cm, H = sll.B , 

H- 4 3 v---- = - , H = 96 3 cm. 
H 4 

10. Muchiile laterale ăle piramidei fiind congruente, piciorul tnlilţimii este centrul cer. 
eului circumscris trapezului. Unghiurile ascuţite ale trapezului fiind de cite 60°, diagonalele 
lui stnt ctt latura triunghiului echilateral tnscris tn cerc. Muchiile laterale tormtnd ou planul 
bazei unghiuri de cite 45°, rezultă că lnălţimea piramidei este ctt raza cercului circumscris 

2Vs9 trapezului. Se gliseşte cli tnălţimea piramidei este de -
3
- cm, iar volumul trunchiului 

d . "d" 49Vîă • e pll'allll „ 
12 

cm . 

11. Se foloseşte relaţia .J!..:...!!._ = .! (p, a fiind perimetrul şi apotema piramidei mici 
P•A 2 

şi P, A ale celei mari) . Dacă notăm cu x distanţa de la vtrf la secţiunea tn piramidă: 
x• 1 v-- = - • De unde, x = 6 2 cm. 

144 2 

12. h1 = (4a)8 
- ( 

2 
Vs r. h fiind tnălţimea trunchiului de piramidă, sll.1 = 

72 + 5 Vs . a• ((} = 7 Vî9i , as. 
4 ' 24 

18. Apotema trunchiului este A = ~- - :i.Vs m. Se calculează apoi !nălţimea 
trunchiului, din triunghiul dreptunghic care are ipotenuza A şi catete: tnlilţimea h şi 

A' - a', unde 4' şi a' stnt apotemele bazelor. Se găseşte h = (a - ~Va m şi 
({) = (a1 

- b1
) V2 ms. 

12 

U. Dacă notăm cu H lnălţimea piramidei din care face parte trunchiul şi cu h 

( 

h I 

H- - J tnălţimea trunchiului, putem scrie: ( H - h )' = ~ şi 2 
= !._, Din prima 

H S1 H S1 

h 
- V8i H - - V- V°S; relaţie se scoate h = HIV 8• - 81 l . Avem: 

2 = 81 :-
8• , iar relaţia a doua 

V s1 H 2 s, 

devine: 1 _ 
1 = - sau S = (vs +vs)• s 

2vs. s, 
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!VSi + VS,J• • 
<. 

1 . I Id .I . I „x Vs" ·n de 16. Dacă se noteazli cu x tnă ţ1mea p ram e mic , avem: -- = --:=- . e un : 
I + x vs 

V- v- 1V8 .!... = 8 
sau x = 

1 8 fnAlţimea H a piramidei es te: H = _ _ • 
1 vs - v; vs - v;- vs - v $ 

iar volumul: <V = JS Vs 
3!Vs -V;J 

PROBLEME 17 (pagina 89) 

1. Planul bisector şi orice plan perpendicular pe muchia comun!!.. 
9, Planele bisectoare ale celor patru diedre formate (stnt douli plane pe~pendiculare) 

şi orice plan perpendicular pe intersectia lor, tn cazul ctnd planele iniţiale nu stnt paralele, 
iar, tn cazul ctnd planele stnt paralele, un plan paralel cu ele, situat Intre ele, la distanţe 
egale de acestea şi orice plan perpendicular pe ele. 

8. Dacii. planele slnt secante, axa de simetrie este muchia lor comunii eau or ice drP.Rp tA 
dintr-un plan bisector, perpendicularii. pe muchia lor comunii.; dacii. planele slnt paralele, 
axa de simetrie este orice dreaptă perpendiculară pe ele sau conţinută tn planul echidistant . 

4, Are un centrij de simetrie, 8 + 6 = 9 axe de aimetrie şi 3 + 6 = 9 plane de si~etrie . 
6. Nu are nici un centru de simetrie, şase plane de simetrie, trei axe !le simet rie. 
6. Cele cu n\imll.r par de laturi la poligonul de bazil.. Plane de simetrie stnt n la cele 

cu un număr impar (n) de laturi la p,plig-onul de bazli şi 2n la cele cu un numll.r par (n) 
de laturi ale poligonului de bază. Axe de simetrie au numai prismele cu numl1r par de 
laturi ale bazei. 

7, Piramidele regulate cu numAr n par de laturi ale poligonului de bază au 2n plane 
de simetrie. Cele cu n impar, au n plane de simetrie. Ambele au o s ingurii axA de simetr ie . 

8. Locul geometric al lui P este o dreaptA p li d. Locul geometr ic al lui Q' ~ste o 
dreaptă q li d. Rezultn. cl1 p li q, decr coplanare. Atenţie I !\u orice punct al acestui plan 
aparţine acestor locuri geometrice. 

9. Rotim triunghiul ABC tn jurul lui BC ptnA oind punctul A ajunge tn planul de 
proiecţie. Punctul A' va fi interior triung~iului ABC, A.A' n, BC = M . ~xprimAm·u~ghi~· 
rile A şi A' ca sume de douli unghiuri (dm care cele dm A stnt exterioare triunghiului). 

PROBLEME 18 (pagina 10~) 

1. Cu notaţiile din figura R.10, 6,ADM este echilateral, deci grnera,toarea AD = a 

şi AB = a Vs= 21tR, de unde R = a ~na . Problema admite şi o a doun solu ţie : 
. v- . a G = a 3 ş1 R = 2n . 

FiH. lt.10 

2. 60°. 

8. B'A=V~. 

135 



Fig. R.11 

" I ' 
I ' 

I ' 
I ', 

I ' ' ' ' 

13 

Fig. R.12 

' ' ' ' ' 

4 • .!Q. 
3 

5. 6 cm. 
6. Din figura R.11 se ajunge la: 81t = 2x1t, 

deci x = 4 cm. 
7. 8 cm şi 4 cm. 
8. O ptnză conică tn care generatoarea face cu 

d un unghi 6. 
9. Planul este tangent la sferă. Distanţa de la 

centru la plan este egală cu raza, (10 cm). 

10. d = 0,25 i/3 m . 
11. a) Una interioară celeilalte; b) exterioare; 

c) secante; d) imposibil: sfera a doua are raza 
negativă. 

12. Două soluţii: 7 .cm sau 1 cm. 
18. O sferă de diametru AB. 

PROBLEl\lE 19 (pagina 112) 

1. r = 6 cm, ({) = 16 2001t cma. 
2. R = 4 dm, ({) = 401t dm8• 

8, ({) = 96n cm8• 

4. Figura R.12 ({)1 = 1001t cma, 
1 200 

({) , = 2401t cm3, ma= --cm3
• 

13 

b) Se foloseşte teorema lui Pitagora. 

H~ ·r (~r + ~r ~ 1.:. r ~ 1.~r +c:.r- .::. ~ .~. + "~. -
A 

Fig . R. l:l 

6. Este tn fond un con circumscris unui triedru 

tridreptunghic (fig. R.13). Rezolvăm tntti punc~ul 

b) şi particularizăm la a), după aceea. 

Dacă notăm cu A vidul conului, cu AB, AC, 

AD cele trei generatoare Şi cu h inll.ltimea conului, 

avem : 

' v- V6 V V 3 V2 BC = r 3, AC = r - h = Aca - „u = „a. ~ - r2 - r -2 , 2 - 2 . 

, V2 V2 o 255 -
{() = 1tra 6; a) ({) = 1tO,sa -6- 7;ma = -' 3- itV2 ms. 

Fig. R.14 

7. a) 21tab = 21tab, arii laterale.1•gale (fig n 15) , 

F ig. R .1 r. 

'I 

~ 

-- I I 

-_::::-h 
\I 

b) 1ta'b se compară cu 1tb2a , evident, dacă b _,> a - h
2riit .> a

2
b1'C 

8. Cu notaţiile din figura R. 16 ~ i cal1:ult11d cu teo1·ema lui l'i tagoru îml.lţinHIR trA pezului, 

se găseşte BC = 6 cm . 

Fig.· IUu 

.!J'ltot = .<11'. toG a l r · de C'Orl = ,ll(IBlerall!. ~ oilindrului - 2.s/lbazei ollindrului = 
= 1t10(7 + 15) +. 1t72 + 1t l 52 + 36?C - 21t · 9 = ?C(220 + 49 + 225 + 36 - 18) = 5121t (cmi). 

Pent ru volum: 

<V = {() trunchiului de . ron - <V cilindrului = 1C ~ (15' + ? 2 I 15 • 7) - 7t • 9 · G 
' 3 

= 2?C • 379 - 5lt1t = 7587t - Mit - 70'm (em~) . 

9. R = 3 V2 cm;{()= l 87t. 8 V2 .... 144 v2 7t (cm!l) 
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, /- 12!5 , /- · 
10. G =- 10 cm, r = 5 cm, h = 5v 3 cm ; (0 = 3 v :l7t rma. 

11. Din cilindru: circumscris conului haşurat tn figuri!- R.17 a) lipseşte o treime, iar 
din cel din figura R.17 b) lipsesc douli treimi, deci diferenţa de volum (()1 - <Oa este o 

F ig. R .17 

ll
·e·1me d'1n c·11·1nd1•11 (ca volum) deci· un con • 7t(B - b)a

9 

= ni n i -• •v1-•vu~ 
3 

11!. Rezqlvăm punctul b) şi parţicularizăm apoi pentru a = 6 cm. Facem o secţiune 
axiallitn con, determinatll. de secţiunea diagonalll. .AGG'A' prin cub (fig. R.18) . Nottnd cu x 
l~tura cubului şi, ţinlnd seama de asemănarea triunghiurilor SAC cu-SPQ, obţinem: 

x V2 a - :t ' 2a 8a8 

.....------=-=>X = -, ({) = -• 
2al/2 a 3 27 

36 
6 rm, x = - = 4 (cm), ({) = 6t, cm8

• 

9 tn rt1wl 11), unde a 

s 

Fig. R .lll 

18. a ) Rapo11tul de asemănare dintre conul mic şi conul mare este_.!.. (fig. R.19). 
4 

Volumul conului mare este eV=.!:. 1024 cm3
, al conului mic c1)1 = _.!.. .(() = ~ • 16 cm

8
, 3 4~ 3 

. . 1 024 Tt 16 Tt 
Iar cel al trunohmlu1 de l'on <Vir = ({) - c1)1 -= - - - = 336Tt (om

8
). 

3 8 
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Fig. R.19 

b) Raportul de asemănare tnlre conul mic şi cel mare trebuie să fie, tn a(:esl caz. V
1
2". 

h V2 .r ,/- ( ,/-) 
Deol 

16 
= T, h = Bv 2 cm şi distanţa de la bazll. va fi 16 - Bv 2 = 8 2 - v 2 cm. 

Se mai poate calcula şi direct, calcultnd înttl aria laterală a conului mare etc. · 

14. ({)trunchi = 29,792Tt cm8 ; cVcou ·= 2,592Tt cm3
; <VcorP = 27,2Tt cm

3 
(fig. R.20). 

fig. l:UU 

16. a) TtlO (R + r) = 220Tt, duce la: R + r = 22, r = !!._ R, deci ~ R 
'J ' 

22; 

R = 14 cm, ". = 8 cm; s = 64Tt cm8 , S = 196Tt cm8
, .sif:tot = 480Tt cm

8
, 

87t <V= - (196 + 64 + H • 8) cm8 = 992Tt eros. 
3 . 

16. Din fig. R.21, rezultă : r8 = 16 ~ r = 4 m; a) st{ar = 47t • 25 „ 100Tt (m
9

), 

Fig. H.:.!1 

125 5007t cVsr= 4.Tt. a """ -8- (mB) ; b) .picon= Tt. 4. V80 + Tt. 16 = 16Tt(l + V5) (mA), 

.ni _ 16 • BTt 1287t { 8). 1v
00
p-- = -- m 1 c) .9{1 = 27t • 5 · 8 m8 = 80Tt m 2

, .9{11 =2 • 7t • 5 • 2 m
1 

= ~0Ttm1• 
3 3 
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' 

. Ri/] . R ( v -) ( ,,1,-) l7. (Fig, R.22) hţ:\1 = R = ~ = 2" 2 -- 3 , ~Cili ~ 2rrRh = R2 ~-v 1 3 rr, 

Fig. R.22 

18. (Fig. R.23) Se ex.primă volumul ln două moduri : 

Fig. R.23 

a• a V2 a3 i/2 . a9 i/S r a2i/2 a9i/3 
((} = 3 • -

2
- = -

6
- ŞI((}= 4 -

4
- "g , dl' Ullde : - 6- = -- 3- • r, 

ai/2 ai/6 r = - - = - · 
2113 6 

19. Centrul sferei se află tn planul mediator a l coardei comune. 

20. Vtrrw·ile unei feţe aparţin intersecţiei planului acelei feţe cu sfera, care este un cerc. 

21. Punctele P, Q, B, A stnt pe intersecţia sferei cu diametrul cît diagonala dr1'pl 
unghiului , cu planul APQ. 

22. Se foloseşte faptul că tangentele duse dintr-un punct Ia un cerc, coplanar cu el, 
stn t congruente. 

28. MN este diametrul sferei circumscrise tetraedrului ABCD. 

PROBLEME RECAPITULATIVE (pagina. 115) 

l. 10 plane (se lasă, pe rtnd, ctte două puncte in afara planului determinat de celelaHI' 
trei) . 

2. Da~ă A, B, C, D sînt patru puncte necopla1iare, D nu apurţie plan ul11i (A H<,'./ 
Există drepte care trec prin D şi nu aparţin lui (Â.BC). Fie d1 11-AB, deci d1 nu es l•· 
paraleli!. cu BC şi nici coplanari!. cu BC. , 

8. Considerll.m problema rezolvată. Ne bazăm pe faptul cll. diagonalele unui parale­
logram se tnjumll.tăţesc . Deci, mijlocul M al segmentului AB este şi mijlocul Jui CD . 
Simetrica lui d faţă de M va intersecta planul oe tn C. CM intersecteaz11 pe d tn D . ABCD 
este paralelogramul cll.utat. 

4. a) Considerăm problema rezolvată. Planul determinat de d şi C conţine dreapta 
CD. Planul determinat de c şi D conţine şi el dreapta CD . Deci CD este intersecţia celor 
două plane. 

Problema revine deci la a intersecta planul care conţine pe d şi este paralel cu A B cu 
cel care conţine pe ·c şi este pa ralel cu AD. Intersecţia lor va fi dreapta CD, iar punctele 
tn ·care c şi d le înţeapă respectiv slnt punctele C şi D . 

6. Se aplică teorema celor trei perpendiculare. 

7. so0
• 

8. a) Ştim că dacă două plane neparal ele (ln cazul nostru DAC şi NMQ) intersectează 
pe al treilea (ABC) dup11. două drepte paralele, alunei şi intersecţia lor (N.P) va fi p ara· 
lelli cu aceste drepte. Deci NP li MQ . Analog se ara tă că şi MN li PQ;· b) ln triunghiul A BC: 

AC = AB, ~ = ~ ~ MQ = 12(5 - x) . În triunghiul ABD: MN = ~. 
MQ M 8 MQ 5 x 5 BD A B 

MN = 3. ~ MN = 7.x. '.Jl = 2{MQ + M N) , 'JJ = ! (60 - 12x + 7x), .fJ = 2(1 2 - x). 
7 5 5 5 

9. a) Se calculeazii lungimile segmentelor A' C', B' C', C'A ' şi so aplică rl'ciproca teo­
remei lui Pitagora; b) Se calrul e1uă lungimile segmentelor A 1 B11 B1C1, C1A1. 

10. 9 cm. 

11. a) Toate au lungimile a v1 , şi slnt tnălţimi tn t r iunghiuri dreptunghice 

congruente,· ce au ipotenuza comun i1 ; <·) JJT = a_ , TD' = V21:_ ; d ) 60°. V ::1 3 

2a , /- 2a 5a 5a 2i/3 ) 12. a) MG = - ' rv = a2v 3. --::. = 2aR; b) ~ = 2a . --_: 2 = - - - ; o Nu. 
i/3 V 3 2V 3 s 

tn triunghiul dreptunghic neisoscel BAM( MB ..L Afl, AR = ai/3 şi BM ~ a V~)' 
E est(! mijloeul ipotenuzei. Triungh iul lJEM este isosc! I. dar nu drPplunghi l' . 
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18. 38,3838 kg. 

14. a) MA= aV2, BC = aV'2; b) AD s BD, AD ·= ay~· 
15. a) ({) = 42~3 · 2 V3 = 24 (m3) (perpendiculara din C' pe BC este înălţimea 

prismei); b) stl.1 = s(V3 + 4) m9
• 

16. a) Latura ba.zei mari este 8 cm, latura bazei mici este 5 cm. Se tn~ocuieşte tn 

formula volumului, ({) = 258 cm3
; 1 

b) ({)= ~ cm8 = ~ cm3 ; c) stlt tr = 39V 17 cm2
, stli = 64V·17 cm

2
• 

3 3 
17. a) Laturile congruente au lungimile de cite 5 cm. 
stt.

1 
= 7':RG = 7':lt • 5 = 207': (cm2), .91.t = 207': + 167': = 367': (cm

2
); · --- v- 427':.3 a 16 a. 

b)h=Vaz-R2,h= 25-16cm=3cm,({)=--cm = 7':Cm, 
. 3 

' 1007t 2 ({)' 3047': 3 c) stt., = -- cm , = - cm ; 
9 27 

4 ( 4 ) 2 647': 
4

7': ~: 3 ( 4 )' 8 

d) rar= 3 cm, stlsr = 47': 3 cm2 = 9 cmz, <Var= -3- cm = 7': 3 cm. 

18. a) r = 5 cm, <V= 2 6007': cm3, stlt""" 7707': cm2
; b) H = 36 cm, <V= 2 700it cm

3
; 

169 
c) Se află R din relaţia (36 - R)2 + 225 = R2

, R = 8 cm. 

- 2. 21/2 ,/-
19. a) CC'= AC, AC= 2V 2 dm; b) SBcc· = 2 = 2v 2 (dm

3
), 

- . 2 • 2V3 I/- ( V~ 
Sncc· = 2V 2 (dm2), Sc'AB = ~ =2 v a (dm2

) = SADC', stlt = 4 1 + 2 + 

+Va) dm2 ; c) <V= sV2 dm3, h = <V_ dm, h = sV~ dm = 4 dm. 
. 2V 2 2V 2 

20. a) AC= 60°, AB = 120°, AC= R, AB = RV3; b) R
2V3; c) 60°· 

21. a) 3a3 V3 ; b) Unghiul1este drept. Dacă un plan conţine o dreaptă perpendiculară 
4 . 

_,r a8j/3 
pe un alt plan, cele două plane sînt perpendiculare; c) 60°. d) uv 3; e)----g--' 

22. a) PQ = !!__=..!!. = 4 =:. B - b = 8 cm (fig. R.24) , BB'
2 

= 100 - 64 = 36, 
2 

h = 6 cm, 100 = B· B, B = 12,5 cm, b = 4,5 cm, stl1 = 330 cm
2

, ({) = 510 cm
8

; 

b) BD = 7,5 cm. 
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23. Dacă tn triunghiurile dreptunghice ABC' , ADC' şi AA'C' !nălţimile din vtrfurilo 
unghiurilor drepte stnt concurente tntr-un punct T, situat pe ipotenuza comună :4.C', 
rezultă că înălţimile stnt congruente (teorema înălţimii). Fie x, y , .z lungimile celor trei 
muchii ale paralelipipedului (fig. R.25) , avem: 

BT = xi/ya+Zi DT = yl/ xa +.zi ' A'T = zi/ xz + yi 
V xz + ya +.zi V xa + y' +.za V x• + y' +.zi 

Fig. R. 25 

c 

I 
I 
I 
I 

oi 
„ ........ l--­

.... ........ 

Egallnd şi reductnd termenii asemenea, se obţine: x = y .= z. 

, a • ai/3 · ai/S AD 1 
24, 300, 600, 900, BE = 2a = ~; b) AE == 3' 

25. Triunghiul A' NC' este echilateral. fnălţimea prismei este h = 2a, ({) = 2a
3

• 

26. aa + ba + 2ab = d0 ~ d2 = (a + b)2
, d = a + b . 

- - a2 a2i/3 
27. a) AB =a, BC =ai/ 3, AC= ai/ 2; b) ScvA =2, SAvD =-;;- • 

S 
a1i/3 _,, (1 + i/S)aa 

CVB = -;;- • J11. I = 2 • 

28. n) 6SPQ,...,6SBC, PQ =-= ~, PQ = 
2a, QB =PC, PC =~ , 6 APQ este 

BC 3 3 3 
isoscel. lnălţimea din A a triunghiului APQ este chiar tn!!.lţimea tetraedrului, deci este de 

a - SApQ=-·-·a -=-1 V2 1 2a yz a
1i/6 • 

3' 2 3 3 9 
b) Se calculează volumul piramidei cu virful tn A şi baza SPQ, care are aceeaşi 

· ai/6 a3j/2 
tnălţime ca şi tetraedrul daţ, h = - 3-, <V= 27 · 

29. a) Se calculează lungimile proiecţiilor pe baza mare ale laturîlor neparalele şi se 
deduce c!!. unghiurile ascuţite au fiecare cite 60°. Se calculeaz!!. înălţimea trapezului şi apoi 
diagonala lui. Folosind reciproca teoremei lui Pitagora, se demonstreazi1 că diagonalele 

stnt perpendiculare pe laturile neparalele; 
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b) Conform trorPmri l'Plor l rei pPrpenclit·ulun>, SO L (OA B) 

.o SA l. A l1; 

şi OA l. AB ~ 

c) 60°; 

d) ~.1B1 = B1C1 = C1D1 = D1A1 ..,,,· ~, 
A B BC CD DA 2 

1 so1 1 =- ·- =- · 4 so 2 

1 
=-· 

8 

80. a) 588 dm8 ; b) L = 15 dm; c) <111 = 240 dm11 ; d) Distanţa este jumiitnte din 

tnttlpmen trunchiului de piramidlL 

IH. a) '1' = :36 cm, .vi= 42 cm.2 ; h) Ylc =- 120n cm11, ({) = 132n cm3
• 

32. n) JJT este !nălţime tn lri11nghi11l SBC. b) Se ob\.ine un corp format din donă 
. . b ~ I I 1 200 n s <001111r1 1·11 lll'f'l'llŞ I oiu c·11 vo urnii - - c"m . 

1:1 

88. n) 10 V 2 +V 2 nn; 

b) soo(2 t-V2)n s 
3 

cm. 

84. a) 60° şi 120°; b) lriunghi11l A /JJ) Psto droptunghic; r) se obţine un trurwhi de 

I 1 d 
109,:175i/:1 

con 1· 11 vo urnu e --:-
1 
-- • n 1·111~ 

nh~ nh~ IJl>.({)
1
=- ('1./J -lh),({)a-- (/11 2b). Vol11111u l P8tl' mni lllHl't' 111 „u1.11l11) . 

!I :1 

\ 'ol11111llll' 11u pol l'i c•gido. 

IJ6. Se duc:e o soc\iune nxinJ;'\ tn 1·011 prin pionul diagonu l al l"nbulu i . Notăm i:u x 
muchi'tt 1·11h11l11i l1Î, ro\o8ind nserni\111trPa t.ri1111ghi11rllor, se gi\snşle x = V2 cm. Volumul 

. !!i/2 n rnnu l111 · · ~ to • <O'- --:l- o·ma, i11 r c·c•l 111 l't1bul11i ([)' 2V~ c'll\u . St• veriJ'i1•;1 uşor 1·1\ 

(()' I -<-
ro '· 

87. Fio AB' = a şi -4,IJA' B - 11 Conform un1•iu dintre rPc:iprocele teoremei celor 
trei prrpllndicularo, BC _L AD. Hezultl\ cil tu triunghiul 1.rnhilateral ABC, D este mijlocul 
!alur ii llC (BD a BC) (fig. R.26). fn lri1111!(hi11l dropt.11nghic B' BA, avem: AB =a cos u 

şi B' JJ = a sin u; ln lriunghiul echilalPr1il A JJC: /ID = ~; !n lri11nghiul dreptunghic 
2 

AH'D: ll'D = n~"2. Folosind lPorc!mn lui l'ilngori1 tn t1•iunghi11l d1·ep t1111ghic B'BD, 

I -
144 

B' 

I 

A 

Fig. R .26 ~--
c(' 

C' 
. xV3 ,_ V3. V2'= ai/6. 

Al Ui soluţie: Noti nd A B = :r, vom obţine : AD = - 2- , AB - a 2 2 

a 2 . t/6. 
cos u = ai/6 = i/6 = 3 
~ 

38. Fie AA' = X. Din triunghiul AA' B : AB = X v2. iar din ~riunghiul 
CC'B:BC = zx. Folosim teorema lui Pitagora în triunghiul dreptunghic ~C: 

I ;-2 _ I 15 atl 2 
av BA' BC'-~ CC'=-· 

BC2-ABa=Ac2, 4x2 -2x2 =at~x= -2- = ' - 2' 2 

89. a) Se arată c!I. proiec ţia unui punct de pe Oz - spre exemplu - pe pl.Jlnul xOy 

este egal depărtată de Ox şiOy; b) a V~ • 
3R 

40. - . 
5 

\ 

41. (Figura R.27). Aten\ ie !La determinarea cantităţii de tablă nu aduna ţi şi aria 

· 1„ a9V3n: n · 1so·. 
bazei mari. Se obţin următoarele l'ezultate: 1 250n: cm

11 
de tab "'i --g 1 

ri; 

Fig. R.27 
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42. (Figura R.28). Se ţine seama că generatoarea este egală cu suma razelor şi 

se aplică teorema lui Pitagora. Se găseşle: R = 3 (V2 + 1) cm, r = 3 (V2 - 1) cm 
I 

Fig. R.28 

43. a) Raza bazei cilindrului este de 4 cm. Înălţimea calotei este de 2 cm, 
.rll.c = 167t cm8 ; b) .rll.1 = 487t cma; (() = 967t cm3 • 

V- 2V3 s 
44. a) AB = 2 ~cm, AC= 2cm, BH = 3cm; b) BD = - 3- cm, DE = a cm, 

EC =~cm; c) Se obţine un cilindru reunit cu două conuri, avind aceleaşi raze, 
3 

.rll. = 2(1 + aV3)7t cma. 
3 

40. Fie T punctul de pe sferă în care cele două cercur.i stnt tangente, O centrul sferei 
şi A, B centrele celor două cercuri tangente (fig. R.29). Se demonstrează că patrulaterul 
AOBT este inscriptibil, apoi se calculează AB ca sumă a pr_oiecţiilor segmentelor AT şi BT 

bV RZ - aa + aV Rs - ba• 
pc AB. Se găseşte: AB = R 

T 

A 

Fig. R.29 
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46
• Punctul peste centrul sferei circumscrise conului (fig, R.30). Ra2l.a sferei este 

hi + rS 
R=-· 

'1.h 

Fig. R.30 

. . te, un dreptunghi cînd una din laturile bazei 
47, a) 4scos 60• = B (cms); ~) P_ro1ecţ1a es b tunci ctnd o diagonală a pătratului. 

te P
aralelii cu planul bazei. Proiecţia este un rom a 

~ . ţ" 
este paralelă cu planul de proiec ie . 
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