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PROBLEME RECAPITULATIVE 7
DIN MATERIA CLASEI A 6-a s

ianualul a fost elaborat pe baza programei gcolare aprobate- de

finisterul Educatiei §i Invitamintilui cunr: 39489/79~ -

S

(Notim ecu asterisc pe cele pe care le considerim mai -difi‘cile)

B 1. Dindu-se dreptunghiul ABCD (AB > BC) construim in interiorul
wiiu triunghiul echilateral EBC si in exteriorul sdu triunghiul echilateral
(AB. Si se demonstreze ci GE este congruentd cu diagonala dreptunghiului.

2*, In triunghiul ABC, 3 A = 60°, BB’ §i CC’ sint in&l{imi (B’ § C’
wint respectiv pe AC si AB). Fie H ortocentrul triunghiului (punctul de inter-
noctie al indltimilor). Demonstrati ci: '

a) Daci T este simetricul lui H fatd de AC, AHTC este echilateral.

b) Daca bisectoarea unghiului BHC taie cercul circumscris triunghiului
ABC in I gi IB= IC, atunci ABIH i A\CIH sint echilaterale.

3. Dacd ABCD este un paralelogram si dacd indl{imea din 4 pe DC
onto congruentd cu cea dusd din- A pe BC, paralelogramul este romb.

4. Intr-un patrulater convex diagonalele sint si bisectoare. Precizati'
natura Juil (Cu ce fel de patrulater avem de-a face?)

b. Pe laturile AB, BC, CA ale unui triunghi ludm respectiv punctele
(", A’, B'. Demonstrati ci perimetrul triunghiului A’B’C’ este mai mic decit
ool al triunghiului 4 BC.

6. In triunghiul ABC, unghiurile B gi C au maisurile de 70°, respectiv
0°. Fie BB, CC’ indltimi si BD bisectoare in triunghiul ABC. S& se deter-

‘ mine misurile unghiurilor triunghiului determinat de dreotele BB’, CC’, BD.

7. In triunghiul AOB din figura 0.1, care este isoscel (0A = OB), seg-
imontele AC = CD = DB. Si se demonstreze ¢d unghiurile 30,, X0,, X 0,
\nu pot fi toate tre' congruente intre ele.
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D vun vereur: uw uweliuwre wopl woopiiny biivgniran @A viiniuvare il puirevvat an
e T, T" punctele in care o tangentd comund exterioard ,atinge® respectiv
ercurile. Linia centrelor OO’ taie a doua oard cercurile in M g1 M’. Demon-
trati ci TMM'T’ este patrulater inscriptibil.

9. Cercurile de centre O respectiv O’ si de diametre AA" 1 AA” au
omune punctele 4 si B (fig. 0.2).Si se demonstreze ca:

a) Punctele A’, B si A" sint coliniare.

b) Unghiurile triunghiurilor variabile A MN (unde M este pe cercul O
| M B taie a doua oard cercul O’ in N) au misuri constante.

S

10. Triunghiul A4 BC, inscris in cercul de centru 0, are punctele B §i C
xe §1 A descrie ,arcul mare“ BC. S# se arate cd bisectoarea unghiului A
rece printr-un punct fix. Are vreo importanti faptul ci A4 descrie ,arcul
nare” sau putem formula o problemé analoaga privind ,arcul mic”?

11*. Dindu-se 4 puncte fixe, s& se ducd prin fiecare din ele cite o dreapt4,
stfel incit aceste drepte sd formeze un pétrat.

. 12. In triunghiul ABC, I este centrul cercului inscris §i dreapta AJ
1tersecteazd cercul circumseris triunghiului A BC a doua oard in L. Demon-

trati ed LI = LB=LC.
13. Dou# cercuri secante de centre O si O (fig. 0.3) se taie in A si B.

rin. A §1 B ducem dous drepte paralele care taie a doua oard cercurile |

espectiv in M §i M’y N §i N'. Demonstrati ci MNN'M’ este paralelo-
Tam.

14. Se di triunghiul isoscel ABC (AB = AC) si fic AH iniltimea sa

in A §i P un punct oarecare pe baza BC; perpendiculara din P pe bazd
ntilnegte dreptele AB si AC respectiv in M §i V. Se cere sd se arate cd:
a) triunghiul A MN este isoscel;

MP 4 NP

b) AH = . Sit se deducd de aici cd suma MP 4 NP este

vonstantit eind 2 descrie segmentul BC';

o*) care este locul geometric al mijlocului segmentului MN, cind P
lonorio segmentul BC. '

I15. In triunghiul ABC, A, este piciorul indltimii coborite din A pe
He g A’ B, €' sint mijloacele laturilor BC, AC, respectiv 4 B. Si se arate ci
| I A, este un trapez isoscel. ;

16. In triunghiul ABC, H este ortocentrul si 4’, B’, C’ sint mijloacele
lnturilor opuse respectiv virfurilor 4, B $i C. Dacd A, este mijlocul segmentului
HA, si se demonstreze ci:

n) X A4,0'4" = 90°;

b) patrulaterul A'B’A,C" este inscriptibil.

17*. Cercul celor 9 puncte (cercul lui Euler)

I"olosind problemele 15 §i 16 sd se demonstreze ci:

itr-un triunghi, picioarele inéltimilor, mijloacele laturilor §i mijloacele

nogn utelor determinate de ortocentru gi virfuri sint conciclice (se gisesc pe
N e lagi cere).

45 Daedl intr-un triunghi ABC, ¥ B = 60°, AB = 2BC, demonstrati
off triunghiul este dreptunghie.

19*. Pe latura A B a triunghiului echilateral 4 BC se ia punctul E, astfel
ol 280 <= FA. La fel, pe latura AC se ia punctul D astfel incit CD = 24D.
Domonntrali cf ILAFC = 90°, unde F este punctul de intilnire a segmentelor
o s EC.

20. Si se construiascd un triunghi cunoseind lungimile a doua laturi
(A1 g1 AC) si lungimea indl{imii corespunzitoare laturii a treia (44').

21**, In figura 0.4 patrulaterul ABCD este inscris in cercul dat,
\||BC, AE = AD, CF || AB. CF = CD. Demonstrati ¢d DF | DE.

Fig. 0.4
28 Construiti un triunght ABC in care se cunosc lungimea laturii BC,
mAsura unghiului A4 g lungimea indlyimi BB'.
0%, SA we construnasca Wrivnghiul ABC in care e cunose: lungimea

latir AC, nomoedianoi AM gt mirimea unghiulu A, Discutie,




24. Pe laturile triunghiului ABC se construiesc: ,in afard“ trei triuns
ghiuri echilaterale: ‘A’BC, B’AC, C'AB. Demonstrafi ci:

a) BB =CC"'= A4A’;

b) cercurile circumscrise celor trei triunghiuri echilaterale au un punet
comun.

26*. Si se construiascd triunghiul ABC in care se cunosc lungimile
laturii BC si ale medianelor BB’ si CC'.

26. In triunghiul ABC se cunosc: lungimile laturii BC si ale indl{is
~milor BB’ si CC’. S& se construiascd triunghiul. ‘

27. S& se construiascd un triunghi cunoscind lungimile a doud laturi
si a medianei laturii a treia.

28*, S3 se construiascd un triunghi ABC cind se cunosc lungimile
indltimii, bisectoarei si medianei care pornesc din A (luate ca segmente),

29*. Doud cercuri (O) si (0’) sint tangente exterioare intr-un punct A,
Fie T'T' una din tangentele comune exterioare g§i M, M’ intersectiile celor
doud cercuri cu o dreaptd variabild ce trece prin A. Sa se afle locul geometria
al punctului -P de intersectie a lui MT cu M'T'. ‘

30. S& se construiascd un triunghi ABC in care se cunosc lungimile
indltimii BB’, a laturii BC si a razei cercului circumscris lui ABC.

31. Dindu-se trei semidrepte OX, OY gi OZ (OZ interioard unghiulu
X0Y), fie M un punct pe OZ. S& se ducd prin M o dreapti care si intersectez
pe OX in A i pe OY in B, astfel incit M 54 fie mijlocul segmentului 4 B.

32. Pe cercul circumseris triunghiului echilateral A BC se ia, pe arc
mic BC, punctul variabil M. Bisectoarea unghiului BMC taie coarda BC in T
Din T ducem TQ L MBsi TS L MC. (Q € MB,S € MC).

a) Demonstrati cd ATQS este echilateral;

J#  b) Demonstrati ci punctele M, T, A sint coliniare.

CAPITOLUL 1

RELATII METRICE

INTRODUCERE

I noent manual vom prezenta, ca gi in cel pentru clasa a 6-a, teoreme de
gsiimatrie In plan. Stilul va fi acelagi.

I woost capitol urmirim si demonstrdm teoreme pe baza ciirora sif
pFitsm ouloula lungimile unor segmente i mirimile unor unghiuri ce apar in
Wiferite vonntructii geometrice. Astfel ni se va deschide §i perspectiva, de
seuipli, e n demonstra congruenta a doui segmente calculind lungimil(: lor
# snstatind off acestea sint egale. Bineinteles ¢, datoritd scopului descris
Wit wun, vor i multe probleme in care concluzia va fi pincompletd“, de tipul
ydn “(In care in loc de punctele de suspensie urmeazj si punem, abia la
#HEgital wan In cursul rationamentului, expresia corespunzitoare).

TEOREMA LUI THALES
W paraloli Ta wma din laturile unui friunghi determina pe celelalte doua

el sogmentoe prujmﬁihlltlh‘.

A
A
/
/

Fig. 1.1

||mlv7.u ; Concluzia :

AD AE
= .
‘ AB AC
Damonstratin o vom face deocamdati, in acest paragral, numai in cazul
dhd wnal din cele doudt rapoarte este un numir rational.

oK pe



AD
AB
in 7 parti congruente prin punctele Dy, Dy, ..., Dg. Vom avea deci 4Dy
= DD, = ... = D;Dy = DgB. S& ducem prin punctele D,, ..., Dg paralele
BC; ele vor tiia latura AC respectiv in E,, ..., Eq. Deci, in figura 1.2, vom a¥

S& presupunem, de exemplu, cd

A
N
Dm e E
D E;
0, 7 A?E}. Fig. 1.2
D, \55

B/ \Eb'.
BA Y

Aplicinci\ teorem; asupra liniei mijlocii in triunghiul AD,FE,, precum
in trapezele D,E,E,D,, D,E,E.D,,..., DEF.Ds, D;ECB, obtinem AE;
= E1E2 Bt E5E6 = .EGC- {

" " . AD, 2 AD . e
S& observim acum cd -2 = - ST deci ADy,= AD, adicd D =
5 e I
Deducem acum c¢é E = E, si, in sfirgit, este vizibil c& B h

Observajia 1. La fel se dovedeste ¢, in notatiile figurii 1.2, ave
DB EC

AB  AC
e o g o : R o S . . AD
Impérind relatia din conecluzia teoremei cu cea scrisd aici, obtinem si %}i’—
AE Y B . ; el 4
gt Deci, oricum am scrie concluzia teoremei lui Thales (determi

segmente proportionale), obtinem un enunt adevirat.
Observajic. 2. Lungimea unui segment depinde de unitatea de misu

aleasdi pentru segmente, in schimb citul lungimilor a doud segmente nu d

pinde Acest cit se numegte, dupd cum s-a invitat la Aritmetica, gi ,,raport
ungimilor celor doud segmente®. Este unul din primele locuri in care notiun
de raport, ,spune ceva® in Matematica.

» Fie D un punct pe latura 4 B a unui triunghi 4
in care AB = 5 em, BC = 8 em si AC = 10 om (fig. 1.3). Se gtie cd AD
= 2 cm. Prin D ducem o paraleld la BC care taie AC in E. S4 se calcule
lungimile ‘segmentelor AE, £C.

m.e
o4
b ied

0
= ; . S impdrfim segmentul A;

l"ll'|"‘|

"‘ = ’I' lf(,' = 8' AC - 107 AD == 2.
DE || BC

: " 4 A . i
Weolvare®. ‘Triunghiul despre care este vorba

Concluzia
AEs0EC= ...

existd deoarece
B0 210 <8 45 Teorema lui Thales dg AP _ AE deei. 2. AE
B A0" 5 W

de wnde obfinem AR — 4 i apoi EC = AC — AE
Bpleta onto: Al = 4, EC = '

= 6. Deci concluzia

Ohsorvafie, Dacd seriam teorema lui Thales sub forma A2 _ 4E

B T E

REIBL notind AE = 2, deci EC — 10 — x, obtineam = = & si, rezol
Vil getifin, plsim x == 4 etc. SR L

2. P.e laturile unui unghi cu virful in O se dau punc-
D (fzg._ I.4). S& se precizeze pozitia punctului M de
Wlsiae (e 0 droptelor 4C $i BD calculind raportul &e

le A, 1 ovoupoctiv

TS . am E a1 ¢ iDE ] 1 L
Howilvare, Pentru a putea aplica teorema lui Thales, si ducem prin 4

BRI [n 22D gi sd notim cu X ul i i
¢ 7 i8¢ 7 punctul in care ea intersecteazi
N | D) (g 15). ke 2 o

A | ‘ e = Do Lungimea
sEmentau HX este ined necunoscutd, dar teorema luj Thales iIn AOBD
it 4 [\ LA
Mt dn A X dy - \eum este

SRS PN L OO T ! ; -
e 20 agor de obtinut concluzia dorit

/‘.".._I. 0. BA

Bt bagn Hnd formatid din lm’l““"“ ;’I) : .
M D¢ B

® Avehnta i
HEREER wite Lot o demonstragie, dar nu ,demonstrdm® ol prezolvam® o problemi




4 N\

)

T ,7/_ \Z‘ _://A\(\.)
s '
BLY e
lpni i

Y | ne Concluzia
| l){AE{A' 2){1)15:‘-’{51'

. 3 = a0 . A2 e
Dumontrafio ) X =3G9 AB 4¢. 7 Bc'

Halatin 1) onto ovidenti, Co ngruentele 2), 3) se refery la unghiuri coreg

| et Peima proporfie din (e) rezultd direct din teorema lui Thales
W o damonsteat, o A9 20 Pentr |
‘ AC

i 70 w aceasta ducem Q7' || AB(T€ BC),
g L) o formonzi astfel, pe de o parte, paralelogramul PQTB i deci

Putem trece acum la demonstrafia teoremer (ut Thales in cazul gene
(bazindu-se pe valabilitatea acestei teoreme in cazul cind unul din rapoart
ce apar este rational).

Fig. 1.6

>

Fie r un numir rational astfel ca r < —j—g, decir- AB < AD. Si co|

struim un punct D’ situat in interiorul segmentului AD (fig. 1.6), astfel in
AD" =r+ AB. Paralela prin D’ la BC va tdia AC intr-un punct £’ situat !
interiorul segmentului AE. Conform teoremei lui Thales pentru raport rafi

AE’ AE / \\
nal, vom avea =g deel 7 = I'ig. 1.8 i \
. g AD AE @
Am ardtat astfel ¢4, pentru r rational avem (r < ~——) - (r < —) . Q /
; AB AC &
. | L_ N\
La fel se aratd cd pentru r rational avem (r = 'j—f;) — (r = ZID?) B T e
Pe baza proprietdtii ¢) de mai sus, teorema lui Thales este compl@@™ . AT ::? d",:‘,ll.m parte se poate aplica teorema lui Thales (QT Il 4B) si
demonstrata. ' Moo % o '

e In ultima proportie inlocuind pe BT cu PQ,
Wl ralngio citutati.

hsorvafie, 1
e Lebunghi

obtinem

Observajie. Vom, vedea in cele ce urmeazd cd, efectuind construg
geometrice asupra unor segmente cu lungimi rationale (chiar naturale), obtini
foarte usor segmente de lungimi irationale. De exemplu, lungimea diagona
unui patrat de laturd 1 este un numdér irational. De aceea este important
stim c& teorema lui Thales este adevdratd in cazul cind rapoartele ce apar
ea sint numere reale oarecare.

utem s considerim ci paralela PQ
lui ABC; demonstratia rimine in es

A
) v

intilneste prelungirile
entd aceeasi (fig. 1.9).

TEOREMA TUNDAMENTALA
A ASEMANARID™

Teoremé., O paraleli la una din laturile unyi triunghi formenzil
eelelalte laturi un all triunghi earve are toate unghiurile respectiv congrug
si toate laturile respeetiv proporlionale eu ale eelui inf{ial. ‘

Decl in triunghiul ABC ducem PQ paraleld cu BC (P £AB 0O & A
notatiile fiind cele din figura L.7. '

Prabloma resolvats. Se considery

un trapez OARB 55 :
i . =0 oire 0A - - Mp de-haze 1 o b o

= a. Se alege un punct X pe dreapta 04 ; paralela prin X

* Aceastd formulare isi va gasi semnificatia mai trziu,



. Probleme

. In interiorul unui segment AB <cu lungimea de 55 cm se considerd
in punct C astfel ca AT _ 5S4 se determine lungimile segmen-

elor AC si CB.

2. Aceeasi problemi ca la 1, cu singura deosebire o4 se presupune €
ituat pe dreapta A B dar nu in interiorul segmentului 4 B.

Unde rezultd C: de aceeasi parte a lui A ca si B sau de cealaltd
rarte?

3. Se dau trei puncte coliniare A, B, C astfel incit C si fie situat
CA CA cB

' YT VT

ntre A §i B. Si se exprime fiecare din rapoartele z = b

n functie de fiecare din celelalte doui.

4. Dacd A, B, C, D sint puncte coliniare, dacd C si D sint situate intre 4

CA A < 5
= %1—2 , 84 se demonstreze cd C = D.

§i B si dacd

5. Aceeagi problemd ca la 4, insd presupunem c& nici C si nici D n I

este situat intre 4 §i B.

6. Trei drepte paralele determind pe doud secante segmente pro-
portionale.

7. Enuntati cazuri particulare ale teoremei lui Thales; si ale teore-
nei din problema 6 (amintiti-vd teoreme sau.chiar exercitiide anul trecut!)

8. Care este reciproca teoremei lui Thales? Este ea adevirati?

9. Fie M si N purcte pe laturile AB, AC ale unui triunghi ABC, astfe
sa MN || BC. Daca % = % , 5& se calculeze ;—C : |

10. Demonstrati teorema lui Thales in cazul in care puncteie o
i £ nu se afld in interioarele segmentelor AB, AC; deosebifi cazul in
are ele se afld pe semidreptele AB, AC si cazul in care ele se afld pe
orelungirile acestor semidrepte.

11. Scrieti o demonstratie a-teoremei lui Thales, considerind

%% = ™ in care m §i n 4int naturale, 1 < m < n (deci fird a particu-
n . ;
lariza pe m $i n).
12. Fiind date trei segmente de lungimi u, v, w, s se construiasci
uv

segment de lungime z, astfel ca z = b Caz particular: u =6 cm, v =10¢
w = 15 cm. = ‘
13. (Intrebare.) Puteti folosi teorema lui Thales pentru a construi
segment cu lungimea z = |/uv, u si v fiind lungimile unor segmente dal
14. Se considerd trei semidrepte Oz, Oy, Oz, punctele A, A, pe O
punctul B pe Oy si punctul C pe Oz. Paralela prin 4, la AB taie Oy in By, i
paralelala BC prin B, taie Oz in Cy. Si se demonstreze ci CyA,|| CA.

[ELER A

/
W ndevarvat offt (r -

EREMpI, ain aven g < b

LT

1, Se considerd un uncl
Raias: 8 in - punct “,I) pe latura BC a tri b
pirel u:'lllllf:\'::hlq)l|||")i'iA B taie AC in E, paralela la BC prin £ t,lt;;ggx;“lg]iur: FA(l:tC.
NI A ck o '". un anumit numar de astfel de constructii ,,ne int (Z;
: 0 acel numir de constructii ? 3 e
1, Cum trebuie ales punctul D din
I 0wl aibi loe dupd un numsr mai mic d
Lo oate ncel nou numdr?

problema 15, pentru ca into
5 arcerea
e constructii decit in cazul general?

17, 1o D punctul in care bisectoarea unghiului 4 al unui triunghij
Wilermootonza lntura opusi BC: S§ se demonstreze ¢y 28 _ AB A i
DC = ag - Aceeasi

problomi pentea »bisectoarea exterioarg®... .

I .
Soriefi u,z(?lvarea problemei rezolvate 2 in cazy] in care
Cilo Intre O gi D, Ce constatati cu privire la rezultat? "

1. Pe dreapta Oz se considerd punctele A4, B, C,iar pe dreapta
bl ,

By punotele A4’ B, C'. Daci AR’ - , P i
Bliors of AC' || cA'. - c 5’| B4 st BC” || CB’, 54 se demon-

ful ¢

R gm.’,.. ' I::ltl. un.le)l(:.mtph.x dée proportie’in care un termen si fie numar
Wy 1ar tof cerlalti trei si fie numere iration;
A re irationale.

TEOREMA LUI THALES IN CAZUL
RAPOARTELOR REALE OARECARE

lininte do o demonstra teorema in acest caz
BIEHY In numorele reale.

#) Fiind date doud num i varata una. g1 num
0 ere reale a i b, este adeviraty i i
Wi in relatiile @ < b, = 8'b < g s iy v 3
’ :

» 88 amintim citeva fapte

L alte ouvinte,

<< este o relati ; 5
B penle tie de ordine totald pe multimea numere-

W) Fiind date dous numere reale a §i b, aga incit @ < b, existy :
il » oantlel ca a < r < b (evident, r nu este uni o,
Areelaing Proprictiall; va exista §i ’ R
ek dooi g < b ete.).

, deoarece, conform
un numdr rational s cy. proprietatea

xamplificim aceasty proprietate astfel. Daci ¢ = 2 735. §ib = 3,069

7w 29; dacy a — 2,839997... si b = 2.8400002...

A IIN00K Alte

0) Duodl avem doud numere reale a §i b aga incit pentru r ragional
y a ¢)

a) === (r < b) atunci a — .
Adonitn onte 0 consec i 1
‘ ongecinta a proprietit
Wi a proprietiifilor a), b). Intr-adevir, dacx, de
» atunel alegem un r rafional cu proprietatea o <

I n « d
" ara l !’ y ) 1 s
f h nveim y h "(I(!V i at ar a 'HIH (lﬂ( ] - ar l “ﬂﬂ(l(‘,vl“ﬂllﬁv

ipolongn




la baze taie MB in Y. Presupunind ¢ >b, si se exprime lungimea y a
segmentului XY in functie de lungimea z a segmentului 0 X.

85

e

i "7:9 y.
y | - 4L L4 f.i?
. = e .o
- -
) - Y S S

“ L4

Fig. 1.10

Concluzia
XY = . ',

Ipoteza ~

OM || XY || AB,

OA =a,OM =b, AB =,

0X =2, &Y =y.

Rezolvare. Va trebui si deosebim mai multe cazuri, dupi pozitia lui
pe dreapta OA. , ,

In toate cazurile vom duce prin O o paralels la BM si vom nota cu
intersectia sa cu AB, iar cu Z intersec{ia sa cu XY. Din paralelogram
OMYZ, OMBD deducem cd YZ = BD =.b. Cum b < ¢, rezulti ci punct
D, care va fi acelasi in toate eazurile ce le vom deosebi, este situat intre .
gi B, iar AD = ¢ — b. '

Teorema fugdamgntal},a aseminirii in AOAD tiiat de XZ déf ;

. Aceastd concluzie este valabild in toate cazurile, dacd tinem se
e e

de observatia de dupd teorema fundamentald a asem#nirii.
Cazul 1 (fig. 1.10): X se afl intre O si 4.

In cazul 1, Z va fi intre X i ¥, deci = = 21—
. . a ¢ —
b

tatul este y = b+ —— &
i a
Cazul 2 (fig. 1.11): A se afld intre O g1 X

Y

B

b
; In acest caz rez

!
1
,,j\L Fig. L.11

|

corespunde tot situatiei ,,Z intre X gi Y, deci rationamentul gi rezultatul
aceleagi ca gi in cazul 1.

e vasultitul o8te Y = &b

Observafie. Dack am conveni
Y wite

SR

i p \
4 'Nl' . Ao uflh 'll (‘.ﬂl (]0 dodosub‘/ atun
)
i toala l‘"'l\lll“.ﬂ ﬂﬂzl“'i.

Aveanti obworvagie ne aratid o 80 a
A vonatdariim i

Metemiaiion Haiinmetyle

Cuzul

3 (fig. 1.12): X se afl4 intre O sl intersectia C a dreptelor 04 gi M B

Y. .
o= p ' ‘0T rezultatul este y—p _ =% -
a
Alogind X = ¢ obfinem 2¢ 2
i TR s ab
| a — demOC’:rb-, ceea ce ne
POrite wii descriem cazul 3 $1 astfel: O intre 4 i X 2
Casul 4 (fig. 1.13): O tntre 4 s & po
. 1.13): edsi X & i
R L X2 g (cu alte cuvinte ¢ intre
B

Iig. 1.13

I ncont caz, ¥ se afld intre X gi Z, deci X7 — y+6, = ek E
) " =l ey |

x — b.

acd am sd considerim pe z ,cu s %
wli droapta® lui 0 §l.cu semnul —eind X e.s;e la ’;tingz\{rlll?imo —,I—)e s
. » Pe ¥ cu

oInd Y so aflf in semiplanul ,,de deasupra“ lui 04 $1 cu semnul
ci rezultatul din cazu] 1 ar fi valabil

0 I propie momentul ¢
wlungimi negative*, : by i o

ol n Vil-n




|
). Probleme

' intersecti i alelor unui trapez, se duce
{. Prin punctul P deintersectle a diagonalelo I

o paraleli la baze. Ea intersecteazi laturile neparalele in M gi N. Demon-
o p -

trati ci P este mijlocul segmentului MAN. _

) Pa’126.3LS€\ se demonstreze ci dacd paralela MN la bazele A,D. gl Bg ale

unui trapez (M € AB, N € DC) taie diagonalele BD in T i ACin S,
tunci MT = SN. - .
atu '8, Tl triunghi A BC orice segment PQ|| BC (P € AB,Q € A?):
este impirtit de mediana AM (M fiind mijlocul segmentului BC) in

dous segmente congruente.
4. S# se construiascd o _

s3 fie impartitd de diagonale in trei pdrti congruente.

a $i BC = b sint doud segmente,

Q este paralel cu 4D

paraleld la bazele unui trapez oarecare care

5. In figura de mai jos AD = ;
paralele, DB si AC se taie in P. Segmentul F

(0 € AB). 5
[

b Fig. L.14

a P

A Q B

Si se exprime PQ in functie de a i b. ’

6. Doua cercuri tangente exterioare au 1un,g{m1}e razelor .R SW

(fig. 1.15). Tangenta lor comuna exterioarda I'T 111t11ne$’tg Almga cen

trelor 00’ in S. Sa se ({lculeze lungimea segmentului 0'S in functie
de R si 7.

T L

il Ti

£ R "
i S

7. Un triunghi A BC are laturile AB = 9 cm, BC.=15em §i'AC
— 18 ¢m. Se ia pe latura AB un punct D,astfel ca A.D =b om; par
lela prin D la BC taie AC in E. S4 se calculeze lungimile laturilor triu

hiului ADE. ‘ ‘

o 11&‘ Laturile neparalele BC, AD ale unul trapez ABCD se intersé
teazd in M. Si se calculeze lungimile segmentelor M{l, MB, ]‘{C’, M
in functie de_laturile trapezului (se va presupune ca baza mare €

AB).Mplicatii numerice: a) AB = 20 cm, BC =6 om, CDA=_159 ;
DA = 8 cm, b) AB= 20 cm, BC = 3cem, CD=15cm. DA =9¢

Fig. 1.4

16

Y. Diagonalele unui trapez A BCD de baze 4B, CF se intersec-
tonel In . SR se calealeze, in functie de lungimile bazelor si ale dia-
panadelor trapezulut, lungimile segmentelor N1 NB, NC, ND: Apli-
Calbl numerice: a) AB 20 em. . GD 10 ecmy, AC 21 em, BD —

2 em. b)Y AR 20 em, CD 10 em, AC IScem, BD = 9 cm.

Ohgervafie. Cu cunogtingele de pini acum, nu putem calcula lungi-
mile diagonalelor unui trapez, cunoscind laturile sale. Vom ajunge si
fogolvam o nstfel de problemd la pagina 53. Din acest motiv nu_putem
iuilien problemele 8 gi 9 intr-una singura.

10, Se considerd o dreaptd d gi pe ea punctele A,, A;, A, ... asa
Inelt ApAdy -~ 434y = ... = 1 em. Se duc perpendicularele By Qs Aoy 5o5
po d In punctele A,, Ay, A,, ..

. So considera punctele B, si C; pe a; si punctele Bg, Cy pe-a,,
foate In noelagi semiplan determinat de d, astfel ca 4,B; = 2 cm. A Ci=
« 1 om, AgBy =6 cm, A,Cy = 3 cm. Si se precizeze pozifia punctului
M do intersectie al dreptelor BB, C,C,, calculind AyN si NM, und
N onte piciorul perpendicularei din M pe d. :

h. Aceeagi problem# pentru punctul de intersectie al dreptelor D, D,,
D30y, In care Dy este situat pe a;, D, pe as, D, pe ay, D; pe a5, toate
I acelagi semiplan determinat de d, iar 4,D; =1 cm, A,D; =5 e,
Ay » 10 em, A D, = 3 em.

11« Tungenta comund exterioari a doui cercuri exterioare intilneste
i contrelor OO" in M. S se calculeze lungimile segmentelor Mo,
MO 1n funclie de razele R, r ale cercurilor si de distanta d = 00’ intre
pontrelo lor. : :

19, Aceeasi problemi ca la 11 dar pentru tangenta comunj inte-
Flonri,

1. Aceeagi problemd ca la 11 dar pentru cercuri secante.

1. Se considerd un cerc fix de centru O si un punct fix 4. Se ia
i punet M pe acel cerc §i se considerd un punct IV pe semidreapta 4 M

antlol on "|’ = k. Care este locul geometric al lui N cind M parcurge

verenl dat, & rigminind si el fix.

Ih. Aceeasi problema ca la 14, insi alegind punctul ¥ pe dreapta
| A nullel ca A si fie intre M si V.

6. 5S¢ considerd doud cercurt neconcentrice, de raze neegale.

n) Gisigi un punct A gi un numir % astfel incit locul geometric din
probloma 14, relativ la unul din cercuri, la 4 i la k, s§ fie. tocmai cel}-
Inlt oore, . ,

b) Aceeagi problem# in ceea ce priveste locul geometric din
probloma 16,

¢) Co se Intimpli dacll razele cercurilor ar fi egale?

d) Tn cazurile in care cercurile ar fi exterioare, tangente exterioare,
procizagr pozifia punctelor de la a gi b, 1ar in cazurile in care cercurile
ar B meonnte, tangente interioare, precizati pozifia punctului de la a).




17. Se consider& un patrulater convex A H¢'D i un punct M ink
rior segmentului AC. Paralela prin M la AB taio BC in N, iar paralel

prin M la CD taie AD in P. Si se demonstreze cit oL ot

Husulvaroa problomei 11 de la pagina 17 ne permite s caleulim distanya

A8 b Lnd bn punctul M oprin formula Rdr ~» unde R este raza Soarelui, r este
- p

PRER Lt dur d onte distanta intre Soare gi Luni in situatia corespunzi-

Lot wolipmel, dooi diforenta dintre distanfa de la Soare la Pimint gi distanta

de s Pamdal In Lund.

Batels numerico astronomice sint: raza Soarelui = 695 300 km, raza
!-HHH = L7 dan,  distanta  Pémint-Soare = 149 450 000 km, distanta
PRI L = 384 000 Jm. ;

Wfotutid ealouleloyconform, formulei de mai sus, obtinem, pentru dis-
Sk e n Lnd n punetul M0 valoare de aproximativ 373 000 km. Valoarea
sfiaeifxsgiﬁ oalo fonrto apropiatdi de distanta Pimint-Lund. Datele numerice
M al s slnt medii® s Pamintul se miged in jurul Soarelui, si Luna in jufﬁl
FRl Silud nua po corcuri, ci pe elipse i distantele de mai sus variazi. Calculele
-y A5 0w atnt col mai mult influentate de variatiile distantei Lun&-Pimint,
~ R o0 ponte lua valori intre 356 000 km si 407 000 km.

- Fton ahivma deci: de pe Pémint se pot observa eclipse totale, eclipse
'Ljﬁﬂhi'” gl eolipso inolare de Soare. Cum punctul M este totdeauna aproape de
E Pamint ¢ind aro loo o astfel de eclipsi, rezultd ¢ zona de pe Pimint din care
: *ﬁ:ﬂﬁm uhuerva, I un moment dat, o eclipsi de Soare totald sau inelard este

AL o In oomparagie cu intreg Pémintul. Intr-un punct dat de pe Pamint,

- Billpseln o Soare totale, pargiale sau inelare se pot observa,in medie.o dati

FQW do and Ultima eclipsa de goare,vizibily de pe teritoriul tarii noastre (de

- IR numad din sudul girii) a fost eclipsa totald din 15 februarie 1961 ; urma
Wi oolipsli, de asemenea totald, va avea loc la 11 august 1999.

18. In paralelogramul A BCD unim A cu mijlocul lui BC gi B
mijlocul lui CD; cele doud drepte se taie in X. Care este valoarea rapof

tului -‘%‘% , unde M este mijlocul i BC?

19. Locul geometric al punctelor din interiorul unui unghi nealung
pentru care raportul distantelor la laturile unghiului este egal cu
numir dat, este o semidreaptd cu originea in virful unghiului.

fenomenul eclipselor de Soare. $tifi,desigur,cd o eclipsd de Soare are lo¢
situatia in care Pimintul, Soarele §i Luna sint coliniare, iar Luna se afl

intre Pimint §i Soare (fig. I.16).
{“% O C Fig. 1.1
Soare Lundg Pamint

Aceste corpuri ceregti nu sint puncte, asa incit pentru a intelege mal
bine fenomenul este preferabil s privim figura 1.17 (unde Pimintul n-a fo

figurat).

TRIUNGHIURI ASEMENEA.
CAZURILE DE ASEMANARE

Eclipsa de Soare se vede de orice observator de pe suprafata Pamii
tului, cind acesta este plasat in una din cele trei zone, insa ceea ce vede
pe cer diferd de la zoné la zona:

Faptul pus in evidentd in teorema fundamentali a asemandrii ne con-

zona plinG  Zona hasuratd  Zong punctald s | i
y g8 urmatonron

'

SMLS
m}j . BDoetinifie. Fie A, B, C trei puncte necoliniare si A', B, C’ alte
i}% (?%:;"7[‘@ Flg 1.1 8 punele pecoliniare.  Npunem ¢4 A B( Yo INA'BC l{/‘“i eitim ace;
g o Wlanphinl A2 este asemenea eu- trinnghiul A’ B'C) dacd 374 == A",
’jj\ - " I ’ 12" ¢ C’ A" %
N + N Mg ) ( §
YA S { RC A
LAY , , - ;
- o) orlimers nrrrtirle g s i L doud triunginure g€ numese asemenea daca unghiarile
echpsa fofala - eclips@ partiald ecljpsd inelara hiurile celuilalt gi laturile ce se opun
Intrebarea care se pune este: de pe Pamint vedem eclipsa totald, paw te #int proporiionale,

tiald sau inelars? Adicd: distanta de la Luni la punctul M (cea din figura 1.17

: AR r ; . M : * Valonren comunf a acestor rapoarte ge numeste ,raportul de asemipare” al tri-
este mai mare, egald sau mai mici decit distanta de la Lund la Pamint? : ; :

s b o




Care gint exemplele de triunghiuri agemenoea? SA obrervam intii cd dot
triunghiuri congruente sint asemenea; dar nu pentru a considera astfol d
exemple am introdus definitia. Teorema fundamentali a aseminérii ne an

Ll 4 il mwemanare. Doud triunge
(]

hiuri e oan d i ' pee :

. woua unghiurt respee

Winie sini usemonea (ﬁp, ]’W) ] f1 g
J i )

un mod de a constrni un triunghi asemenea cu un triunghi dat, dar necq , A A
gruent cu acesta. ; > ¥
Observafie. La notiunea de aseminare a triunghiurilor se ajunge §i o
cale intuitivd, considerind doud desene, al doilea (fig. 1.20) fiind ob{ip {1 PIES o0 l B’
»mirind“ pe primul (fig. 1.19). i
|
\
\K\ }" \ Fig.1.20 B Yo
A " hmh'm

s e Concluzia
= ) §C 8 L ABC ~ X A'B'C!

, Doud triunghinri ce au cel
B T vomonba (Mg. T1.23).

sl 1 o snemiinare. trei '
e tret laturi: propor

Ele ,seamin3“, dar nu pot fi ficute si coincidd prin suprapunere. LI
segment din primul desen nu este congruent cu segmentul corespunzitor di

al doilea, insd raportul lungimilor lor este acelagi pentru toate segments ' A A
ce le putem considera in modul de mai sus in cele doud desene. Unghiul 2 N
doud directii din primul desen este congruent cu unghiul corespunzitor d \ f o
cel de-a]l doilea (aceasta §i dd senzatia de aseménare). Considerind cea g 12 K B’
\

simpld figurd — triunghiul — ajungem la definifia de mai sus.
La, fel putem sd gindim privin® doug harti ale aceleiasi regiuni ficul
la scéri diferite. !

Existd trei teoreme ce se numesc cazuri de aseminare ale triunghiurilg B Tty
ale ciror enunfuri sint analoage cu cele trei cazuri de congruent. Inainte ¢ potean ' _
a le enunta si demonstra, si observim ci daci AABC ~ NA'B'C’ & A ‘Concluzm
NA'BC = ANA"B"C", atunci AABC ~ AA"B'C’ cu alte cuvinte o cd ANABC ~ N\ A'B'C.

triunghi asemenea cu un triunghi dat este asemenea cu orice triunghi con Bimonateatiile color (roj Leoreme

gruent cu triunghiul dat.. ¢
Cazul 1 de aseminare. Doud iriunghiuri ce au un unghi congruent |
laturile ce-l formeazd proporfionale sint asemenea (fig. 1.21)

' : au o parte comuni. Anume:
Lunsdderam po femideeapta A5 un punct B; astfel ca AB, = A'B’
I 2 paralela la BC gi notim eu ¢, intersectia ei cu AC (lfl_; 1 24)7

A A ) .
; i, 1.24 /
Fig. [.21 c
8
A ‘ B C
/ y wibar tooromaoi lelilalu,l||<‘r1‘|,nl¢\. a :l.s‘;r\.,lm’uu’n'u avem. A ABC ~ 'A AB,C,.
", IO s A ey, A O AC,
Ipoteza ¢ Conclu® 1 ' Al e AC
i 'illll'“ﬂ tla "””NHIH'I"I vl A » a i kv q 4
b o ‘ rab cd A ABC = ANA'B'C (s1 observatia dinai

A=A = . ABC ~. NA'B'CS n i o ] §1 observatia dinain-
X XA, 15 5 OLAD £ ‘ i B uelor va tnchoin demonstragia). Aceasta se va face in mod diferit

Hew N | q| ' [ i
,‘H Huoira din colo troi teorame, fologind cazul de congruenti corespunziitor




Cazul 1. Din A% _ AC“ R - i A'B' = AB, deducem
AB AC AB AC
Z1= A'C" gi cazul 1 de congruen{¥ arat¥ cd A AB,C,== A A'B'C'.
Cazul 2. Din CB=3J AB;C, §i ILB=3I B deducem ci IAB,C, =
X B’ si cazul 2 de congruen{i arati acum ci A AB,C, = A A'B'C’.
.. AB; B,Cy AC, A’B’ B'C’ C'4’ ¢
Cazul 3. Din P I 7 M ey e b AB, =
i A'B' deducem B,Cy = B'C’ i AC;= A'C" si cazul 3'de congruentd aralfl
- ANAB\C,= NA'B'CY, q.ed. :
Credem c#& dupd parcurgerea acestui paragraf este clar de ce teorema |
de la pagina 12 a fost numiti , teorema fundamentali a aseminirii”,
Observajie. Relajia de asemdnare intre doud triunghiuri are urmitoareld
oprietati:
a. Este reflexivd; adicd orice triunghi este asemenea cu el insugi.
b. Este simetricd; adici daci un triunghi este asemenea cu un al doilea
iunghi, atunci i al doilea triunghi este asemenea cu primul.
c. Este tranzitivd; adicd doud triunghiuri asemenea cu al treilea sini
ilemenea.

Proprietdtile a, b, ¢ sint consecinl:a ale definifiei sau, mai simplu, ale
1zului 2 de aseminare. — '

. Probleme

—

1. Demonstrati c& doud triunghiuri echilaterale sint asemenea,
- 2. Doud triunghiuri dreptunghice isoscele sint asemenea. .

3. Dacd A ABC ~ A A'B'C’ si dacd D si D’ sint intersectiile lui
BC respectiv B’C’ cu bisectoarele unghiurilor din A4 respectiv A’ atunci
A ABD~ N\ A'B'D'. & .

4. Aceeasi problemi ca, la 3 pentru mediane in loc de bisectoare.

5. Aceeagi problemd pentru iniltimi.

6. Raportul lungimilor razelor cercurilor inscrise in doud triung
asemenea este egal cu raportul  din definitia asemdnarii®.

7. Aceeasi problemd pentru razele cercurilor circumscrise.

8. Enuntati §i demonstrati o teorem ce ar trebui sd poarte numele
de ,,cazul 2 de aseminare a triunghiurilor dreptunghice®.

9. Intr-un triunghi, produsul dintre lungimea unei laturi ale W
lungimea inal{imii corespunzitoare ei este acelasi pentru toate cele trei |

10. Intr-un triunghi dreptunghic 4 BC se duce indltimea 4D cores-
punzitoare ipotenuzei. Si se demonstreze cd AB? = BD- BC gi oll
AD®* = BD- DC. _

11. Se consideri un segment AB si un punct M in interiorul siiu,
Se construiesc, de aceeasi-parte a dreptei AB, pitratele AMNP gl

BMDC. Si se demonstreze cd % este acelagi, oricare ar fi pozifia lul

M in interiorul segmentului A B.

14, 18 wo vonstruiasch un piiteat care sl aibi dond virfuri aliturate

B8 Iubien 28w uoud triunghi, inr celelalte doudt virfuri pe cite una din
silslalle doull laturi ale triunghiului,

M In figurn 1.25,A BCD gi A MN P sint pitrate, E este mijlocul lui
By O aate mijlocul lui MN.

Flg 1.8

no Ao off PD = MB.
b Avfitagl ol e

PrQ AM

0 Arlitapl ot A MST'~ A PSA.

14 In figura 1.26, ABC gi CDE sint triunghiuri echilaterale.
Hi ) AD = [(G},BE M AC = {F},AD N CE = {N}.
y

/ e,
74N W N P
1.96 \ e TN ,
L A
/ ~“F\ G SN N

/ / \
/ \\ / S\
B~ “““"\ycf///’/} d

iy

A ne demonstreze off ;
n Bl g AD.

b, A\ AGF ~ /\ BCF.
e /KGN ~ /\ DCN.

16, Din mijlocul D al laturii BC a unui triunghi 4 BC ducem per-

penidioulare po A B, AC; fie P, respectiv Q, picioarele acestor perpendicu-
DP AC

AB '
1, Triunghiurile ABC gi MNP au XA =3M, XA =90,

Iuen. BA so demonstreze of

A U7 9P s 53°. SH se demonstreze i sint asemenea.
17, Segtie el A\ ABC~/\ DEF, AB = 9 cm, BC = 5cm, AC=
S, DF 99 em. Sise caleuleze EF gi DE. (Virful 4 corespunde

WL B 1l B gl C i F).




I

L Detorminati, prin misuritord, distanta de la A la B, unde B este
sl (g 1.29).

Aplicafie practicd. Determinati, prin misurdtorl, distania dintee oom
nomul din figura 1.27,

", |h|lm'n‘|inu[.i, prin misurdtori, distanta intre punctelé A st B
A0 vl fnwulele (fig. 1.30). * A

Ar fi greu s-o misurdam direct, din cauza laculul. Procedsm asti)
legem un punct 3 (gi-1 marcém, de exemply, cu un tdrug). Mésurdm dishbe
le CM i MP gi gisim, de exemplu, CM = 250 m, MP = 150 m. Médsurdn
unghiul CM P i gisim, de exemplu, SCCMP = 60°.

Desenim apoi pe hirtie un triunghi €’ M’ P’ asemenea cu A CMP astid

uim un unghi zM'y de 60°, alegem un punct C’ pe M’z oarecare, de exemph
stfel tncit M’C’ = 5 cm (un astfel de punct incape pe hirtie, ceea ce nu #«l ;
| intimplat dacd incercam % desenim un triunghi congruent cu ACME p & "
i apoi alegem un punct P’ pe M’y astfel incit MP, MO, deci M
MP - MC 150
" "‘.\ Mph“,"“ cum <Iv|‘(-!'mim“| ulc'vul din figura 1.31 indltimea copa-
il gl ciin trobuie ol si-gi construiascd, din punct de vedere geome-

=5 adicy M'P" =3 cm.
250
Misurdm distanta C'P’ $1 gdsim aproximativ 44 cm. W tadagin,
. .

Fig. 1.28

X C’ 5cm

Triunghiul ¢’ M'P’ este asemenea cu triunghiul € M P, conform cazului

de aseminare. Rezultd cd LR desi e —2;'2—5-0—. de unde dedug
: o ™ e ‘ 5

cd distanta C P dintre casd gi pom este de aproximativ 220 m.

m invita mai tirziu sd caleulgm CP, cunoscind

&,

Observajie. Vo
MP i X CMP.




PUTEREA UNUI PUNCT
FATA DE UN CERC

Concluzia
MA-MB = Mc- yp.
(cazul 2) deoarece XAMC =¥ DMB
ambele au ca misuri jumitate din cea a

ete., q.e.d.

IREalie, AMAC ~ AMDEB
bW MAC s 3 MDB (

Teorema urméitoare este o aplicatie a aseminrii triunghiurilor. Ha | -
b BN Dol :' Mg U

fi aprut ca o problemi la paragraful respectiv, dacé n-ar fi prezentat o imp,
tantd deosebitd prin consecintele ei, ce vor fi enuntate in paragraful urmito

Urmirind demonstratia acestei teoreme; este bine si fiti atenti la ,,cor
pondenta virfurilor* din triunghiurile asemenea ce’vor' apirea, pentru a
siguri ¢4 veti scrie corect relatiile ce vor rezulti din aseminarea acelor
ghipri.

" mr

» Pe 0 tangentd, punctele 4 si B

0 proprietate a
gura L.34, in care O este centrul cercului, cj

=W yodc ! o : '
VOAC 1 (180° — 2304¢) — S ¥doc =L ixp
B e o mal sorio »dse),

Bl ahorvim, po fi

Teoremi

Daci printr-un punet fix M, nesituat pejun cere dat, ducem o secantihy
taie cercul in A, B, atunci produsul M4 - MB este acelagi pentru toate seoll
tele ce trec prin M.

In demonstratie vom deosebi dou¥ cazuri.

Cazul 1. M este in interiorul cercului (fig. 1.32).

Flg 1o

.. BB
/i\
X
B o mnd wur ne conduce 1 :
/ M \ ol f 1o, Ple A un punet gi (Z')uf;l;rlligirea
( & Fig. 1.32 win

' \ .
B W eule Tn exteriornl cercului, numim

e S 00" valonroa M A - ) B, unde A si B
B Wvon prin A cu corcul (CJ, :

puterea lui W

sint interseetiile unei drepte

e prin » luati cu semnul .

: P0-cere, spunem ed puterea lui fafd de cerc este 0.

' '..,‘“ 'll oule In Interiorul cercului, numim wputerea lui
Yilonron MA - MB, unde A §1 B sint interseefiile unei dr te :

B8 prln A1 eu corenl (C), luatd eu semnul —, R

-
/

L - Concluzia

A MA- MB = MC-

Demonstratie. AN MAC ~ /A MDB (cazul 2) deoarece ILAMC = 3 DM
(opuse la virf) §i ICMAC = MDB (ambele au ca misurf jumitate

misura arcului CXB). Deci L. unde, scriind c& produsul mesl!
. MD MB

xPunct de putere pozitivg

by i Lo T fatd de (C)
este egal cu al extremilor, obtinem concluzia doriti. Y 120 N
Cazul 2. M este in exteriorul cercului (fig. 1.33). " 0 }< \P unct 0’; ;Dgléj/‘f} éw/d
ata de (C)

_*Punct de putere negativé
fatd de (C)

mﬂmlu 1 Co no-ar fi tmpiedicat s dim definifia de mai sus inainte
WL Loorama? Dacdl vrem sX definim wputerea unui punct M fapx

5 iin N :

uﬁa ()" aoonatn trobuio sy fie un element, in cazul nostru un numir
1

(C). Examinind definitia de

In ea poate in principiu si




AT ol negimonto orientate

de forma A4, de
‘ i'“' \-H'Il'llh\ Bl in caz AA» de

lllnpllllml "”'“ “t”
W ) AT
“l « - O- V(”“ reveni “

depindd nu numai de M si de cercul (') ci gi de ,directin® secuntel MAH, ‘
Laceastia problemi [

alte cuvinbe, incercind si caleculdm puterea lui M fatd de cercul (C) ox
»pericolul® de a obtine rezultate diferite daci folosim secante diferite. I
intr-adevir aga ceva s-ar intimpla, am spune ci ,definitia este incorech
Teorema de mai sus aratd ci aga ceva nu se intimpld, deci ed definitia |
corecti”, adicd, oricum am alege secanta MAB, obtinem aceeagi valg
pentru MA - UB.* .

2. De ce considerdm puterea unui punct fatd de un cerc ca avind seni
-+ sau —, dupd cum punctul este in exteriorul sau in interiorul cere! }
Este primul pas pe calea ,,folosirii numerelor negative in geometrie® in il
manual. Stim ci dacil spunem: fiind dat un punct A pe o dreaptd d, al
pe d un punct B astfel incit segmentul A B sa aibd lungimea de 2 cm, probl
are doud solutii, deci pozitia lui B nu este precizatd prin fraza de mai |
Aceasta nedeterminare poate fi inlaturata fonsiderind, in loc de segmol
AB, care sint tot una cu BA, segmente ,orientate” AB, care nu vor fi socob
drept tot una cu BA. Pe o dreaptd datd d alegem ,un sens“ (materiall
printr-o semidreaptd a ei s) si vom conveni si considerdm, dacd segmon
AB are, de exemplu, lungimea de 2 cr, cd segmentul orientat AB are -2
dacd semidreapta AB are acelasi sens cu semidreapta s (deci daca eslo g
tinutd in s sau contine pe s) si cd segmentul orientat AB are —2 cm, di
semidreapta AB este de sens contrar cu semidreapta s (deci dacd n-are pul
comune cu s sau dacd intersectia lor este interiorul unui segment).

IR ol punetului faes
| , ati de cere, in definiti '
I B0 nloge wonpul po secanta MAER iy

; g'.ba “I‘N"'l"'m‘lm, doci ll('.l‘.l“f'ci semn, eind M va fi in ext
WEER BT dondearo i sem *
 deci semne contrare, cind M va fitn intérior, Cind

Wl din neoste segmente este nul. Deci produsul MA - M a)
§ *MB a

‘ witalor orientat ; . :
‘; z v wte MA, MB va fi pozitiv cind M va fi in exberior,

A0 core i negati i
Ll ] gabiv cind M va interi
i Hifintgin do mai sus, et

, 08to ¢lar
segmentele orientate MA si

ertorul cercului

In acest mod

i Yorolvalh

(T uln( In clongn o 7-0,i81

I fagn Puneproblemay, la ce distanti trebuie of

statuii lui Mihai Viteazul, astfel ncit eq 8&-1 apard cit mai
Whlont walfo) A proble Tudorick
Uil problema de Tudorick ea nu poate*fi rezolvaty pen-

Bl fortnlat i dontul de i i

L ‘ Imprecis. Ce intelege ricd pri L mai
b il alfimon statuii? Nu, mi-a i)recg:riza{quZ;t;‘licg”n ‘l’,,O“' o
, ?'}'ﬁ l;;' mu'fswll WAL privirea mea, de la copita Ca]l,ll?lsi eiV(;rllm
R (Mg 1a7), 14 ftragem atentia lui Tudoricy asupra faptth;uI; c“El
¥ a,

semidreaptc s

\ e Ay

§ L~ - o [ g
B A C LLE. F H G
AB=-2cm  EF=<2cm
ﬂ Riniod DAl s

CD=+2cm GH=-2¢cm

‘Dupd aceastd conventie, daci avem o dreapti d, o semidreaplli
s, un punct 4 pe 4 §i un numdr ¢ pozitiv sau negativ, putem gisi un |
B pe d si numai unul astfel incit lungimea segmentului orientat A B si |

e oSN S

* In cazul de fatd am fi putut occoli discufia de mai sus, definind puleron g

tului cu ajutorul unei secante precizate (cea mai naturald alegere ar fi fosl: W
ce trece prin centrul cercului, fatd de cerc). Pe de o parte o astfel de definifig
fost artificiald, iar pe de altd parte nu in toate cazwrile in  care se dau  defig
situalii cum cste cea deserisd mai sus ge pel alege agtfel de chicete privilogioto
a fest aiel secanta ce trece prin cenlru,

¥ :Msnu APronpe, s-ar putea s nu mai vadi nici
Wil ot wlol vieful Abeurii, ¢i numai crest

B ul i, mal cregtet,

RN aro | roliof ) Si atuncs Tudorie

; copita calului cj
ul gi urechile calului. Din
& a acceptat s simplifice pro-




e —— e ———

blema. A formulat-o astfel: segmentu
(fig. 1.38), B este un punct fix interior

entul AC este perpendicular pe drem.pt ,
segmentului AC. Unde trebuio

T
.

£ B wo arato oif puterea unui punct exterior unui cerc fajd de acel
U0 sube sgald ou pittratul distantei de la acel punct la punctul de
~ bulbanl ul tangontoi dusk din el la cerc.
4 Tangontolo duse la doudl cercuri secante dintr-un punct situat
i disaptn oo trece prin cele doud puncte comune celor doui cercuri
] rﬂ W waterlorul oolor doudi cercuri) au lungimi egale.
) A Daofh un punct are puteri egale fatd de doud cercuri secante,

=3

W

Sbissed ol wate witunt pe dreapta ce uneste cele dous puncte comune celor
]»f t WG oerour,
", AT S DRSS - A 4 Care onte locul geometric al punctelor ce au puteri egale fatd de
N Hash serour lungonte?

i Tval vorouri cu centrele necoliniare sint secante doud cite doui.
B8 &6 it off ool trei coarde comune sint concurente.
. He dau doud segmente u, v. Construiti un segment de lungime

plaseze un segment MN (N € Az 51 MN ,‘ Ax) astfel incit XBMC |

y : A |
g Vom simplifica si mai mult problema. Este evident ca segmentul

1 alpi i ic4 pind la nivelul ochilor
ints indltimea t de la tdlpile Iul Tudorl::a pind la 1
(;(iafle)::zi:?: aziilrllltrz inil{imea AB a soclulu1 si ¢, iar A indl{imea statuil Se

distanta d = NA. Mai desenim o datd figura (fig. 1.39).

He
P Y. He dan douds puncte A, B §i o dreaptd d. S& se construiascd un
WL e Lrsoo prin A, B gi este tangent dreptei d (4, B sint in acelagi
Sitttplan fufh do dreapta d). Cite solutii are in general problema? Care
ke vunul do oxcoptie?

W Dl 0 noullt demonstratie teoremei de la pagina 286, in cazul cind
M sabi wxtorior oercului, ardtind asemdnarea altei perechi de triunghiuri
Wl cen connidoratil in demonstratia datd acolo.
U Dapr o noud demonstratie teoremei: daci intr-un patrulater
e Hagonalele formeazd cu doud laturi opuse unghiuri congruente,
wiid wnghiurile opuse ale patrulaterului sint suplementare. Nu se va
bl nlofior tn domonstragie notiunea de cerc!

Fig. 1.39

2 . : em prin C gi B un : n ' .
A e ) Obtlfnl? asgez;eldggutatpgi M P§= a. I 10, Mo vonwiderd un cerc, un punct fix M nesituat pe acel cerc gi un
a es |

oy tul de tangen Wi k. So consid A i tul B de p
tangent la Px M, punc ; . aproape de PN Wi (poriliy) k. Se considerd un punct 4 pe cerc i punctul B de pe
devir pentru orice punct M agezat ma;departe ST , Sudioaptn MA pentra care MA + MB = k. Care este locul geometric

. BC
M’ va fi mai mic decit jumitatea arcului BC (fie ¢ dlnT mal n¢ Al lul 1 otnd A parcurge cercul ?
’ ' 11, Garo onto locul geometric din problema 10, in cazul cind M se

5 whla o onro

14, He conmidersi un patrulater inscriptibil ABCD.

W M we construinsed un punct E, de aceeagi parte a lui AD
WA gL Moyl ) aatfol on /N AED ~ N\ BCD.

I Denooporigt pe figura formatd alte doudt triunghiuri asemenea. -

i Domonstealt of AC+ BD = AD- BC - AB - CD.

HE Nalungi constructia din problema precedenti in cazul unui
pattidator convex onrecare ABCD gi demonstrayi cd, dack AC - BD =
S AR AR D, atunci patrulaterul este inscriptibil.

113

k g . BC
i scidem ceva din ,mai putin decit arcul 5 )

Bine, dar care este in fond distanta a?.Es“ce‘~ a= I/ s(s -*»-h,:i{].i :
cuvinte n;edia' proportionald intre diferenta dmtr(; xglal]wl{e;i ?0:0( -
] ik, eu di - di i de la sol pind la virful sec

% cu diferenta dintre distanta ] B 2 .
:;ﬂiif;rll';;ea lui Tudorics. Evident apare mal ugor de rezolvat problem
de formulat nematematic solutia ei. -

In multe din explicatiile care
o form# de exprimare mal simpli. Nun

Cil...

ge dau cu ajutorul ei, matematica
i ci trebuie sd ne obignl




14, Ce devine enuntul problemei 6 dactt douft din cercuri singd
gente, iar al treilea este secant cu fiocare din elo? Folosifi rezult
pentru a construi un cerc ce trece prin dousl puncte date gi esto tang

L i ii
1 i , . WA teoreme puterii punetuluj fatd de cere ge obyi
. ere se obyine

\ ktm W1 al unui oere, alegind un p

h dueind
LT YT punct comun D al

unect €' pe tangenta in 4 la
. _ . cerc
dreptei CB gi pl cercului (fig. 1.42),

RELATII METRICE
IN TRIUNGHIUL DREPTUNGHIC
'l 1oag
Pentru a deduce o prim# consecinti a teoremei din paragraful prood
(teoremd care se va numi ,teorema asupra puterii punctului fatd de ¢
s considerim un triunghi dreptunghic ABC cu 924 = 90°, s§ ducem of
de centru B gi razi AB §i sd considerim intersectiile sale D gi £ cu M

P dven A0 L AC, AD ' 81 AC
, AcC, L BC si AC* = cp- ¢
S telanghi dreptung § e
m Hprn, obfinem:

hic se poate considera in situatia triunghiu-
Ihom» dtntotol,

Intr-un triunghi dreptunghie,

Fig. 1.40 o
£ HIAIA fro ipotonuzy §i proiecfia acestei catoto pg i‘;?ft(;ff esie
S & * uzi*.
(.
C Hu L4l Z) ACZ:CB(-.D
‘ / AB*BC-BD .
-Cercul va fi tangent in A la AC, iar BE = BD = BA. Teorema 0Ny
puterii punctului C fatd de acest cerc ne spune cd AC? = CE - CD = (€ S B

+ AB)(CB — AB) = CB* — AB® Obfinem, ca primi consecin}i a tooH

puterii punctului fa{i de cere: punct D in j ;
¥ n & 3 2 - o
Byl conrdn A A teriorul unui cere $1 84 ducem

Teorema lui Pitagora. Intr-un triunghi dreptunghie, LY i R el

pétratelor catetelor este egald cu pitratul ipotenuzei.

B

Fig. 1.41

A ,
BC%AB*+ AC?

 Importanta acestei teoreme este foarte mare. Ea reprezintd
‘unei probleme de tipul: se cunosc lungimile a doud laturi ale unui trl
$i misura unghiului cuprins intre ele, si se calculeze lungimea colol
treia laturi (unghiul cuprins avind o valoare particulard, de 90°).

Y A = DA', & BAC = .‘)();‘ lar DB DC — DA- DA’ = pg:z

‘ EMH FElen(lo a unul punct pe
L e oon dronpia,
T T T
it

e o dreapta infe
Proiecpin unui SORMm
ponte evident in Umpla ca

legem piciopul perpendicularei dyge

l-n!, t"b;lﬂ segmentul determinat (e

rolectfa unuf ;

29 | HEegment s se ,retlyen*




findltimii.
Teorema indliim

sS4 dl vIrit 1 o} 1 i 11 4ren \‘11\ adie DOrilo i re o (4] “) SRS -
€ - 2 A ¥ ERi | OO0 ui seg
f OPOrilonain in
n 1 ll ungniuin l } ir L | LK pr H
u 4 i K ! {

| - " R )"l <
( I mg2in i i i Ji
Lner-un  orig ID i { |\l)‘|“|‘ ¢ 1 oa

7 ne ipotenuzi.
mente determinate de ea, pe ipotenuzi

r:( L e s demonstra si
; N Teorema catetel si teorema inaltimii 'se]POi:Id Pomer§
g ABC ADACsicd NABD ~ NCAD si aleg lat’iv la care se
X ~ ] o g e
observindtqa Alitate ale laturilor, cite doud rapo¥rte eg?le, r
ortiona 3 . tremilor. .
" 'I:zrzgali’tatea dintre produsul mezilor $i -cfl ?l sefépinim situatia“ din figura
scri . ne permit sd ,, i AD
1 teoreme de mai sus , : indltimea sa
e trezstte desenat un triunghi dreptunghic ABC si inalt
1.46, in care

dusi din virful unghiului drept 4.

a . i imile a doud di
'mit, cunoscind lungimi ety
i is, aceste teoreme ne permit, B ipotenuza, inalti
1 Msal sI:‘gerfll:r’lt(; ce apar in figura I.4§' —tdouza51 cat:;e;alléulém hngimil
cele gase Py telor pe ipotenuzd — i
B grotedfit alo eatstelon D fpotemina. = figuriil), se po
itk Boie d(;ua El)‘r;(l)llin(i seamd si de ,simetria situatiei ) ilr%tl’lic?le §i vor ,fi vl
oclarialie pateu, | e. Doud din ele sint mai di ; ) i
fel de probleme. 4 incepe cu una din ce
formula nou# ast le rezolvate 2 si 3). Vom A 4
inuare (problemele re g ; —6 ce le veti avea
- v 1in fzOntclt;ll:ellalte(l:;ase vor fi obiectul problemelor 1
Slmp €, 1ar i 2.
; ngimi
gesiwal Intr-un triunghi dreptunghic (;1 ltiir’nil:e %un
Droblema o L., ig. 1.47). S& se de
lor sint AB — 4 cm si AC =3 em (fig. : ipotenuza
iy e 4i7n§ltimif §i a segmentelor determinate pe ip
mile ipotenuzei, ' A
piciorul in&ltimii. 4

Fig. 1.47

Acoasty relatie
moduri“ (vegj sl pag. 59*60)

limgimile ipotenuzej B¢ - a
mile proiectiilor BD. DC ale

“reulne circumseris triunghiuluj ABC, d
Finloonl lui B, Deducem 04 —

i

HI 00 rozultat Bp — BO 40D =

il fol ligura inett D 83 fie intre 0 81 C.

lpoteza

Concluzia

AB 1L AC, AD 4 80, BC= ., AD i

AB = 4, AC = 3, BD — eeey CD — ...

lezoleare. Din teorema Juj Pitagora deducem BC? = g p2 + AC? —
a¥ .. 32

= 25, deci BC < |/25
BD- BC, deci Bp — AB®

—_—

= 5, Din teorema catetej deducem 4Bz
adicy BD — 16

. e o Avem acum doug posibilititi
o n caleula Cp- una constg in g aplica teorema catetei pentru AC, cealalty
WLk srie CD<~Bc _ pp _r ? - 39 - In fine, avem tpej posibilititi
il

ora in triunghijupile dreptur}ghice ABD,
ACD yi teorema inglgimi;, Primadd AD< |/ 757 — BD? —

o Ve-(e)-

Obsercafie. Din AABC ~. A pgc deducem si % e %’ saudB- AC —
AD- BC, posibilitate de
»aria lui ABC,

h caleula Ap- teorema Iuj Pitag

relatie care ofer

d 0 a patra
nu reprezintj

calcul al Juj AD.
altceva decit

calculati in doui

Intr-un triunghj dreptunghic ABC cunoastem
$1 ale inalfimi; Ap — h. S§ se determine lungi-
catetelor pe ipotenuzy (fig. 1.48).

Fig. 1.48 / / .: % L 3
Ipoteza Concluziq
AB 1 AC, AD | 8, Bl e . OD unis .
OC =a, AD — p,

ltezolvare. Unghiyl BAC fiind drept, rezults o3 BC este un diametry 4

eci centru] O al acestuj cope 50 arli
1 a % F
?§BC =5 $l acum este stmplu de eop-

V(i)z = h* g1 obyi
2

= 2 =rcn=co_ D
S+ \/(2} " CD = o -0y

: \/( ",')2—/1"’. Evident cj acest

leorema  uj Pitagora in AOAD di op —

rezultat corespunde moduluj n



te. conditia necesard §i quficientd de existentd a triunghiu-

a i A fiind da A
2 (aceasta este conditia necesard st sufic
2

ientd pentru a
ui din enunf este 2 <

atea construi A OAD...). ‘ )
; Odati determinate BD, CD, putem calcula AB, AC aplicind teorem&
Pitagora in A\ ABD, NACD.

Observatie. Tinind seamd de teorema \
scind suma a §i produsul &
le doud numere. Verificatl §1

lui

inaltimii, formulele obtin ter ‘
a doud numere (lungimile BD,

si problema: cuno eu, ajutorul calculului algebrid

CD), s4 se afle ce

aceasta. . . s
Problemd rezolvatd 8 intr-un triunghi dreptunghic ABC se tc;?lx‘llc;i
robiema Trezowall, 9. ; ot {Wriuing e 4 o |

1imi i i oiectiei BD a celeila ‘
lungimile unei catete AC i a proiect Pl A S

Si se afle lungimile ipotenuzei BC si a proiectiei

tenuza (fig. 1.49).

':‘
X i
; Fig. L48

Concluzia

g BC = ..,CD=..4

AB L AC,AD L BC.

AC = b, BD =a.

Rezolvare. Sa considerdam cercul
C T la acest cerc. Fie 0 centrul cerculu

- CB, iar teorema asupra puterii pun
CT = AC = b. Avem OT L CT si teore

d
= '\/(i)z + b?; obtinem BC = CO+ 0B = % +
a3 2

d\2 i
=C0—-0D=\/(§) +hr—

Oricum am alege doud numere b, d,
conditiile din enunt (se construieste A CO

Formulele obtinute rezolva
dusul b* a doud numere (lungimile
ficati aceasta gi prin algebri).

T cu X T = 90° ete.).

Probleme

de diametru BD i sd ducem o tangen
i. Teorema catetei spune cd AC? = CD
ctului ¢ CT2=CD- CB. Deducem ¢
ma lui Pitagora in ACTO da CO

(—”’-)2 1 p®jar CD 3
2 /

exista un triunghi ce indeplineg

gi problema: cunoscind diferenta d §i pr
CB, CD) si se afle cele doud numere (Ve

1. Ipotenuza unui triunghi dreptunghic este de 13 cm, iar una din
catete este de 5 cm. Aflati cealaltd catetd, indltimea si proiectiile cate-
telor pe ipotenuza.

2. O catetd a unui triunghi dreptunghic este de 10 cm, iar indl{imea
de 8 ecm. Aflati celelalte elemente ale triunghiului.

3. O catetd a unui triunghi dreptunghic este de 15 cm, iar proiectia
sa pe ipotenuzd de 9 cm. Aflati celelalte elemente.

4. Indltimea unui triunghi dreptunghic este de 24 cm, iar proiectia
unei catete pe ipotenuzd de 10 cm. Aflati celelalte elemente.

5. Ipotenuza unui triunghi dreptunghic este de 50 em, iar proiectia
unei catete pe ea este de 5 cm. Aflati celelalte elemente.

6. Proiectiile catetelor nnui triunghi dreptunghic pe ipotenuzg sint
de 7 em ¢i 63 cm. Aflati celelalte elemente.

7. Enuntati si demonstrati o reciprocd a teoremei lui Pitagora.

8. Deduceti teorema lui Pitagora din teorema catetei.

9. Redactati o demonstratie a teoremei lui Pitagora fird a folosi
cercuri, §1 nici teorema catetei (insd reconstituind figura 1.40).

10. Care este lungimea diagonalei unui pédtrat de laturd a?

11. Care este lungimea indilimii unui triunghi echilateral de
laturd 4 cm?

12. Ipotenuza unui triunghi dreptunghic isoscel este de 4 cm. Sa
se calculeze catetele triunghiului.

13. Un triunghi dreptunghic are o catetd de 5 em, iar unghiul opus
el este de 30°. Calculati lungimile ipotenuzei, a celeilalte catete, a indl-
timii etc.

14. Intr-un trapez dreptunghic, bazele au 10 cm §i 7 cm, iar latura
neparaleld perpendiculard pe ele este de 4 cm. Calculati lungimile celei-
lalte laturi gi ale diagonalelor.

15. Un trapez dreptunghic are bazele de 11 e¢m §i 7 cm, iar una din
diagonale de 15 cm. Sd se calculeze lungimile laturilor neparalele si a
celeilalte diagonale.

16. Un triunghi isoscel are laturile congruente de 10 cm iar baza de
# cme. Calculati inaltimea corespunzitoare bazei.

17. In problema precedentd calculati §i celelalte indl{imi ale triun-
ghiului. 4 ‘

18. O coardd a unui cerc de razd 15 cm are lungimea de 8 cm. Calcu-
Inl1 distanta de la centrul cercului la acea coardd.

19. Care este cea mai micad putere ce o poate avea un punct fatd
e un cere de razd R? Care este punctul de putere minimd?

20. Care este lungimea tangentei dusd dintr-un punct la un cerc
do vnzi 3 em, dacd distanta de la acel punct la centrul cercului este
tle H om?



Mur greu, dar nu dineolo (e pumlnlllng‘lh- voa

21. Calculati lungimea tangentelor comune a doud cercur tangente
tdovedi of orice ('"ipl('

: v | stre de intelegere, este deo
t de numere intregi (a, Y, 3) pentru care x:‘ - ;/‘ (i( ”’;

exterioare de raze I i r. ]
L] ) W\ ’

uhiine prin formulele de maij Sus cu k, p. ¢ intregi

i oatr

22. Calculati lungimile tangentelor comune exterioare §i interioare
a doud cercuri de raze 8 cm §i 5 cm, dacd distanta dintre centrele lor

este de 20 cm.
23. Dati diferite metode de a construi un segment de lungime |/ uo,
u $1 v fiind lungimile unor segmente date.
24. Gésiti un triunghi dreptunghic astfel incit lungimile laturilor
a indltimii si a proiectiilor catetelor pe ipotenuzi si fie toate numere

naturale. :
25. Latura unui romb este de 11 em, iar lungimea unei diagonale!

a

de 15 em. Este aceasta diagonald mai mare sau mai micd decit cealalt

Dupa ce in ultimul
i doud laturi ale unuj t
o vom pune aci problema de a determina, cunoscind lune;
L mm?ghl dreptunghic si m&sura unuia din un i
moen laturii opuse acelui unghi (fig. 1.50)

mea ipotenuzeij

diagonala?
ghiurile sale ascutite, lungi-

26. Diagonala unui dreptunghi este 10 cm iar una din laturi este de;
7 cm. Este acea laturd ,lungimea“ sau ,litimea“? ‘
27. Un patrulater A BCD inscris intr-un cerc de razé 25 cm are dia-
gonalele perpendiculare, departate de centrul cercului la 7 cm respec-|

~

(—‘
e

|

|

!

I

|

1

.«/

tiv 15 em. S& se calculeze lungimile laturilor patrulaterului. Si se cal- ;L/ d
culeze si lungimile diagonalelor si sd se verifice relatia din problema 12 Fig. 150 L
de la pag. 31, adici AB - CD + AD - BC = AC . BD. i

28. Enuntati o reciprocd a teoremei indltimii care sa lie incorectdl
29. Intr-un triunghi A BC, unghiul A este ascutit dacd si numai
dack BC? < AB® 4 AC™. | I}éspunsul la aceasta problema nu se poate da cu ajutorul i f
care sa contins . sy i Jutorul unei for
o inséi’;:;?t zzm:;aoljirfltI{ cuu n'umere. cunoscute pini acum. Sitlzr:tlil;3
o0 astfel de problem;{’b ik mmE 8 f‘m obligati s rezolvim de fiecare d&;té
> printr-o misuritoare. Anurne’ sd observ £

doud triunghiuri dreptunghice cy L4 = A" = 9p° unghil;f“'llj Ci'da? ir'l
1t" sint con ; 1 tri iuri ‘ ¢ e ’
gruente atunci triunghiurile sint asemenea (cazul 2) si deci £,

Ii'(" d . A'C’
et B0 ounoselnd ipotenuzele lor si cateta AC din primul dete
Al ) r

‘0 ugurintd cateta A'C’ din celdlalt (fig. 1.51)

Observatie. Desigur ci ati rezolvat cu usurintd problema 10, aflind|

astfel cd lungimea diagonalei unui pitrat de laturd 1 cm este |[/2 cm. Deci
constructii simple aplicate unor segmente cu lungimi rationale (chiar intregi)
conduc la segmente de lungimi irationale. Descoperirea acestui fapt a produs
o mare surprizd in lumea matematicienilor greci, inaintea erei noastre.

f = o R I 1 . S A : . - i

minam

ok Vortaie 4
vista 100us1

- I 'n1

vind probleme ati intilnit probabil si altele. Se cunoaste forma generald §
tripletelor de numere naturale # 0 (z, ¥, z) pentru care 2% 4 y? = z2, anu
z = k(p? — q%), y = 2kpq, z = k(p® + ¢?) sau acelasi cu z permutat cu
in care k, p, ¢ sint numere naturale, p > ¢ si, pentru a evita repetitiile, §
presupune cd p $i ¢ sint prime intre ele §i sint unul par si celdlalt impa
Prezenta factorului k este ugor de inteles dacd avem in vedere notiunea d
triunghiuri asemenea. Si& dim citeva exemple,{toate cu k = 1) p = 2, ¢ =
di (3,4,5),p=3,¢=24d4(5,12,13),p =4,¢=1d4 (15,8, 17), p =
g=3 da (7, 24, 25), p =5, ¢=2 da (24, 20, 29), p =5,¢=4 d4d (9, 4
41) ete. Puteti folosi aceste triplete perntru a compune voi ingisi problen
in care si nu ,apard radicali“ in cursul rezolvirii lor. Puteti verifica u§
cd xz, y, 2z definiti prin formulele de mai sus verificd relatia x? 4 y? =

Flg, 1I.n01 L

- o ‘[ 3 A/C/ oy B,C, . 42
i BC

uvi t ;“ / «
L “I' 1¢ t A e
( " ““1 ( vintge (“3‘ eS8 ( nt 8a LI”]H«H\U m l“p”””l
| “ll' un t mn hl
I1( : g

!4 il ' Jy 0 ' 5 1 & | I 1D tfl a ]
] ' |R eare are ln\i ure ”ngh””"i ” g“'ﬂ cu -T, , nira & ' u 1 C ]
} hi( ( a8 1 (3] f e ¢ cula



\teta opusd unui unghi de misurd

se cunoagte ipotenuza.

Ajungem la concluzia ¢
nghi ascutit na prin numé.ru . ‘.
e la un punct de pe una din laturile sale la
.cel punct la viefut unghinlui (fig. 1.52).

% este preferabil sd caracte

1 siiu de grade, c1 P il
cealaltd latura $

-l )
)
e : AM
/,// \ Nu z o —-
«ﬁc_ﬁw_ﬁ\ _______
0 M
Rationamentul de mai sus (cu triunghiuri ase

schimbd dac# inlocuim punctul cu alt

raport nu s : . '
daci inlocuim unghiu

sau de pe cealaltd san

Ly
A
Fig. 1.53 /\\
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Definitie. Dacid 0’
raportul dintre eateta opus
chic care are unul din unghiurile

% g
o % unghiului x g1 1
dreptun

‘f‘f
A~
A .

1

I oot i SOk
Am vazut mai sus cd ,definitia este corectd

Veti vedea in ultimele clase de
masoard, ci se pot calcala printr-o formuld in care apare

formuld ce ,incepe“ astfel:

s T 1 Atz 3+ ‘_L.{Hﬂ)ﬁ by
T T '6‘( 180) 120 1180
gl

sensul acestei expresil.

. Vezi la pag. 28

x in orice triunghi dreptunghic

rizérn mirimea unul

rin raportul dintr |
distanta de la |

Fig. 1.52

menea) ne aratd cd acest |
punct de pe acea laturd

1 cu altul congruent.

—
sin ¥ = 10

liceu ¢4 sinusurile de unghiur
o ,sumi infinitd

chruia

¢ distanta

i in z, §i iteste ,sinug
< z < 90°, se numegte sin z, §1 8¢ eitegte —
potenuzi intr-un triungh

sale aseufite de misurd z.

Fig. 1.54

i nu 8

Dim mat jos o tabeld (caleulatd, de exemplu, pe baza formulei de mai

sl 1o cnre figursazd valorile lui sin x, cp trei zecimale exacte, pentru toti
¢ exopimall printr-un numdr intreg de grade, cuprins intre 0° §i 90°,

l 0 1 2 1 4 5 6 7 8 9
0| 0,017 0,035 0,052 087 0,4 0.139
0" | 0174 0191 0208 0,225 959 0, 0.309
) 0.342 0.358 0375 0.391 423 0.4 0.469
0" | 0500 0515 0,530 0,545 5 588 0.602 0.616
0" | 0643 0.656 0.669 0682 707 0.719 0,731 0.743
K" | 0.766 0.777 0788 0,799 '819 0.829 0.839 0.848
) ’ 0,836 0,875 0.883 0,891 906 0,914 0,921 0.927
10 0,940 0.946 0,951 0.956 0,966 0.970 0,974 0,978
MO | 0,985 0,988 0,990 0,993 0,995 0,996 0,998 0,999 0,999

(ultima valoare este 1,000 cu ,rotunjire prin adaos“)

Cu ajutorul acestei tabele putem rdspunde la doud tipuri de intrebdri:
1) S& se afle sin23°. G#sim din tabel sin 23° = 0,391; mai precis,

lsoarece tabelul contine valori aproximative numai: 0,3905 < sin 23° <0,3915.

2) Sinusul unui unghi este 0,32. Care este masura z a acelui unghi?
)yin tabel g#sim cd sin 18° = 0,309 < 0,32 < 0,326 = sin 19°, deci z este

Luprins intre 18° i 19°.

lixistd gi tabele mai preecise, cu mai multe zecimale, gi din ,minut in
nnut ete.
Observatia 1. Putem determina masura x a unui unghi §i dacd stim de

xemplu c& sin % = 0,16. Din tabel objinem 9° <—;— <10°,deci 18° <z <
20",

2. Din cele cunoscute pind acum putem deduce valoarea exactd a sinu-

wetlor a trei unghiuri. Stim (teorema lui Pitagora) ¢d intr-un triunghi drept-

Hiphic isoscel de catetd a ipotenuza este a /2.

Rig. 1.55




Concluzia

//m/r'.'//
b 9B = XC

Stim e intr-un triunghi dreptunghic de ipotenuzid a ce are un ung
KA = 90° BC = a. AC = b,

. . a w
ascutit de 30° cateta opusi acelui unghi este — (deoarece ,completind™ tr
3 s TN . ) 3
Hesolvare. Conform definitiei avem sin B = ~ gi aceastd relatie consti-
a

unghiul se obtine un triunghi echilateral. fig. 1.56).

)

Lide in rispuns la intrebarea ,care este misura X B ¥
Misura 92C se determini fie din 7C = 90° — X B, fie din sin € =

4L 4 . . ,
Yo bY (teorema lui Pitagora, sin C = AB),

Fig, 1.56
a

o

J'inind seamd de rezultatul din problema rezolvatd 1, se da:

0 - - O° a y o
< & << YU 8¢ nume

‘f')) - \

Sinusul si cosinusul unui unghi se numesc si »functii trigonometrice ale

nenlur unghi®,

wl——

Deci sin 30° =

. al/ 3
In acelasi triunghi lungimea celeilalte catete este Lz/- (teorema 1

: o [/3
Pitagora), deci sin 60° = —5—-
Problema rezolvatd I Lunoscmd ipotenuza si un unghi ascutit ale un

o
FUICT i V)

COSINUS?

triunghi dreptunghic, sa se afle catetele (fig. I. 5/)

o~ /"‘ oy, -
Fig. T.57

\

Fig, 1.59

Concluzia

Ipoteza

BC = a, ¥ B = =z, %:A == 90°. AB = ..., AC = ...

Rezolvare. Avem, prin definitie, ég = sin z, deci AC = a sin z. Teore
V& —asintz=al/1 —sin’z

XC=90°—2 §i AB=asinC

lai l’ntngora di AB = 1a* — AC’
‘Mai putem scrie, deoarece

= asin (90° — z). , .
Observafre. Si remarcdm cd am scris sin®z in loc de (sin x)%; aceas

este 0 con.Vent,ie de scriere. e A I _
Cunoscind o catetd si ipotenuza unui triung

h. 0 <sinr<1;0<cosz<1.
( (Y07 — 2). Aceasta ne permite si folosim tabelul de la

i 41 w1 la caleulul cosinusului unui unghi dat §i la determinarea unui

Wil cine 1 se cunoaste cosinusul,
Il l)m rezolvarea problemei 1 am vizut ¢ cos 2 = |/ 1T—5sin? z deci
' pentru orice x (cuprins intre 0° gi 90°).

Avonsta este o expresie ,trigonometrici“ a teoremei lui Pitagora.

dreptunghic, s se afle unghiurile triunghiului (fig. 1.58)

|
BN :‘ . BM 45" AW A%

Fig. 1.58

e AL . oOR




TANGENTA UNUL UNGHI

Dacd intr-un triunghi dreptunghic ABC cu A = 90° cunoagtem AC =]
, iar cealaltd catetd AB = BCsinz

g1 C = z, atunci ipotenuza BC = -

=b sinZ (, aceasta am rezolvat problema: cunoscind lungimea unei cate
cos T i y ) . ‘
gi unghiul aldturat dintr-un triunghi dreptunghic, sd se determine lungim ‘

celeilalte catete. ' A .S o f
1n rezolvarea numericd a acestel probleme, sintem in situatia de a fa

o impértire a doud numere (sin z §i cos z) pe care le ludm din tabelul de
pag. 41 . S& introducem:
Detinifie. Se numegte ta
i

i
— = < 90°. eitul dintre sinusul acelul

i i J 4 Ul

D aPa
eare

neentit a unni unght 2, peniry

anghi si cosinusul siiu.
gal §
I 4

08

Tabela de valori a tangentei ugureazd calculul de mai sus.

P 3 "

2 3 4 5 6 /

Se introduce §i:

3 v 3 noehinlil 2 pentrn (i
Delinitie. . Senumeste cotangentia ung hiului @ pentru

” ¥ 1 ks o o ) ] ~ ol s ¢t = § ‘«:.{A‘ ¢
ettnl dintre eosinusul scelul unght b S50

| sfiu, clg

1. Examinati tabelul de valori al sinusului i réspl.mdet,i la ir}trehi
rea: daci z < y atunci avem sin z < gin ¥, sin x > sin y sau sM
= sin y? .
Demonstrati apoi rispunsul (evident cd tabelul, S contine de
valorile lui sin # pentru & intreg, nu ne poate 'ajuta in ace.asté demo‘
stratie); amintifi-vd teoremele de la ,.,inegalitﬁt;l“ (Geometria cl. a VI

9. Aceeasi intrebare pentru cosinus.

4 Examinati diferentele dintre valorile succesive ale sinusului din
tabelul de la pagina 41 ; mai precis examinafi valorile expresiei sin(x + 1°) —
~sin & pentru x intreg. Unde creste sinusul mai repede, in zona valori-
lor mici sau a celor mari ale lui x?

4. Care sint valorile lui z pentru care sin x = cos z?

b. Ce puteti spune despre misura 2 a unui unghi ascutic pentru
care sin z = 0,8? Dar daci stim ci cos y = 0,55 ?

6. Ipotenuza unui triunghi dreptunghic are lungimea g, iar unul din
unghiurile ascutite misura z. S4 se exprime lungimile catetelor, ale
iniltimii, ale proiectiilor catetelor pe ipotenuzi.*

7. Inil{imea unui triunghi dreptunghic corespunziitoare unghiului
drept are lungimea A, iar unul din unghiurile ascutite ale triunghiului
are misura z. Exprimati lungimile ipotenuzei, ale catetelor etc.

8. Baza micd a unui trapez dreptunghic are lungimea b, latura
»oblicd“ are lungimea, ¢, iar unghiul ascutit misura z. Si se exprime
baza mare, latura perpendiculard si diagonalele.

9. Intr-un cerc derazi R se considerd un unghi la centru de misur
x. Care este lungimea coardei ,corespunzitoare”?

10. Un triunghi isoscel are unghiurile de la bazi de misurd z, iar
laturile congruente de lungime a. S& se calculeze baza, inilfimea cores-
punzitoare bazei gi indlfimile corespunzitoare laturilor congruente.

11. Se cunosc lungimile bazei §i a laturilor congruente dintr-un
triunghi isoscel. S& se scrie o relatie din care si se poatd determina
unghiul de la virf al triunghiului (relaia va contine, evident, ,sinus®
sau ,cosinus®).

12. Cunoscind lungimea gi lifimea unui dreptunghi, s se determine
misura unghiului obtuz format de diagonalele sale.

13. Un punct este la distanta de 15 m de centrul unui cerc de razi
2 m. Sub ce unghi ,se vede cercul” din acel punct (cu alte cuvinte,
care este unghiul format de tangentele duse din acel punct la cerc)?

14. Doud cercuri de raze R gi r au distanta d intre centre. Sub ce
unghi ge vad cercurile din punctul de intersectie al tangentelor comune
exterioare? Dar din cel al tangentelor comune interioare?

15. O dreaptd este la distanta d de centrul unui cerc de razi R.
Care este unghiul format de dreaptd cu tangenta la cerc intr-un punct
de intersectie al dreptei cu cercul?

16. In AABC cu LA = 90° ducem AD | BC, DE | AB, EF_|
I. BC. Exprimati BF §i AF cunoscind BC = a $i LB = .

17. Aritati cd ctgz = 3
tgx
18. Aritati cd ctg x = tg(90° — z).
19. Calculati tg 29°, ctg 44° etc.

* La aceastd problemil ca gi la cele ce urmeazit se vor considera gi exemple numaerice.




)

20. Ce puteti spune despre unghiurile x, y, dacd tgaz = 2,1
ctgy = 0,57

21. Aritati cd dacd z < y atunci tg z < tg ¥ iar ctg z > ctg

22. Determinati tangenta i cotangenta unghiurilor de 30°, 4
gi 60°.

e L..¢ 3, & 4’
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In acest paragraf vom rezolva cele trei probleme puse incd de an
frecut, la lectia despre constructia triunghiurilor.

‘ . Intr-un triunghi se cunosc lungimile a doud latu
$i misura unghlulul cuprms Séd se determine lungimea celei de-a treia latu
si mdsurile celorlalte doud unghiuri.

S& considerdm intii un caz concret, in care sd presupunem cd ,unghi
cuprins“ este dat nu prin misura sa ci prin cosinusul sdu (fig. 1.60).

1'ig. 1.60
Ipoteza Concluzia
AB =5, AC =7, LA < 90°, cos A = 0,4. BC = ,%(C—-
XB =

Rezolpare. Pentru a putea aplica relatiile din triunghiul dreptunghi
ce le cunoagtem, si ducem iniltimea BD. Vom avea din A ABD, AD

= ABcos A=5-04=2, BD=|/AB*— AD?*=|/21, apoi DC =17 -
—2=25 si din ABDC, BC=|/BD*+DC?*= /%6, sinC = 52’
TR 46
= |/ 2L ~ V70,4565 ~ 0,67 ..., C ~ 42° ... jar ¥ ABC = 180° — (X A
46 i
+90C) 22 180° — (66° + 42°) ~~ 71° (unghiurile din parantezi sint ambel

putin mai mari decit valorile scrise...)*.

Vom rezolva insd prima parte a problemei si in cazul general, cu da
literale; se va vedea cum rezultatul ce-l vom obtine va fi esential in speci
pentru problema 3.

; g " y y D 5
* Putem determina pe BD si ca AB sin A, iar pe C si din cos C - (ﬁ =
CB Y46

Vi Lrebuisd deosebim doud cazuri. .
(‘uzul 1. Unghiul cuprins este ascutit (fig. 1. 61),

G
AN

Fig. 1.61

I poteza Concluzia

AB = ¢, AC = b, b £ ¢;, LA = . BC = ;.

Itezolvare. Rolurile ce le joacd B si 3C in enunt sint simetrice, de

wonen nm precizat cd b < ¢, pentru a sti cd ICB < IC, deci cd I B este ascu-

{Il g1 il figura aratd asa cum a fost desenatd. Vom proceda la fel ca in cazul

vonoret de mai sus: vom considera piciorul D al perpendicularei din C' pe A B,
vnro, datoritd ipotezelor, se va afla intre 4 si B.

in ANACD avem CD =bsinz, AD =bcos z; apoi BD =c¢ —

b cos z. Teorema lui Pitagora, in A BDC did BC = [/EDT;W

= |/ b¥sin® z + cos®z) + ¢ — 2bccos & =

|/ b? sin® x 4+ (¢ — b cos z)?
|/ b + ¢* — 2be cos z.

Cazul 2. Unghiul cuprins este obtuz.
Fig. .62 | \b |

[ poteza Concluzia

AB =c¢, AC = b, L4 = z. BE =5 =y
Rezolvare. In acest caz I B este sigur ascutit. Avem JCCAD = 180° — z
§i In continuare proceddm in acelasi mod ca in cazul 1 : AD = b cos(180° — z),
(‘D bsin(180° — z), BD = ¢ + bcos(180° — z), BC = |/ CD*+ BD? =
|70 sin2(180° — z) + (¢ + b cos(180° — z))2 = |/ b% + ¢* + 2bc cos(180° — )

Bioipor sin B = (D
(b’
Observaie. Dacd examinim cele doud formule obtinute in cele doui
cirurt pentru lungimea, lui BC observiim ci, dacdl definim, pentru 90° < z <
10", cos z/drept — cos(180” — z), atunci formula de la cazul 1 este vala- [



e , _ W, . g
la piciorul inalimii prin formula de mai sus gi am gisi AD =

e

W g Inturi ale unui triung
I ula onto de 60°
0 Lbinil o 80,

H Liturilo unui par

Win wnlo aro bo®,

0 Canlenlag lungimile diagonalelor.

Ealinlag unghiurile dinge
Cobaleulag unghiul dintre
Ih Pistanga dintre contre

‘ ;
0 Calonlagi lingimea coarde; lor comune.

Calonlag nghiul dingre tangentele ia cele dous ¢
Pusctele lor e inltm'mu-(,ip.

" \inongi problema, dist
8, Higolo ynui Lrape
T TR

hi au lungimile go

‘ ! ' 80 g1 14, unghiul
- Galculagi lungimea bisecto

ABE . AR Wi P arei coreg unsy.
din teorema lui Pitagora am deduce BD = |/ AB* — AD? - \/ -

alelogram ay lungimile

de 5 si 8, iar unyl din
8. Probleme

I. Care sint toate valorile ce le ia cos z, cind x variazd de la |
i i p 2y 9
180°? De cite ori este fuatd fiecare din aceste valori! |
2. Aceleasi intrebdri ca la problema 1 pentru sin ;1(.
3. .,Rezolvati ecuatiile* cos x = 0.75 cos z = —0.39, cos @
53 Y ) y )
precum si sin x = 0,4, sinw = —0,34, sin x = 2.
4. 53 se arate cd relatia sin® x + cos®> z = 1
i ins i ® g1 4807,
orice z cuprins intre 0° si _ | o
5. Exprimati, pentru 0° << 2 < 90°, sin(90° -+ ) si cos(90°
b S
functie de sin x, cos x. I o .
Sy e Y
6. Este adevirat cd cos z = ]/1 — sin® x pentru orice x In
: g
i 180°? Dar sin z = |[/1 — cos a? | =y .
: 7. In problema rezolvata 2, figura 1.64, determinati lungiman
i . . J ~y
fird a mai duce perpendiculara din 3 pe ‘1(.; b 4
8. Un triunghi are unghiurile de 60°, 45° si 75° 1ar latura
unghiurile de 75° s1 45° de 4 em. ‘
* a. Determinati lungimile celorlalte laturi. '
h. Folosind si metoda gisita in problema 7. deducefi o exp
N TEG a3 Lol MO
exactd pentru sin 75° s1 cos 75°. e . . |
9. Cele trei laturi ale unui triunghi au hmgmn]e.dﬂ 10, 13
a. Calculagl lungimile medianelor acestui trmpgnl. |
b. Caleulati unghiurile dintre mediane s1 laturile :-nrespuniz
4" i s 3 ; 3 43 iar il eaprin
10. Un triunghi are doud laturi de 8 si 11, iar npghml ~|' ’ﬁ
; 1 ¢ ) 2 & masuartle celol
ele de 60°. Caleulatl langimea celei de a treia aiurt st méasurile celof
doud unghiuri. | 3
11. Un triunghi isoscel are iaturiie congruente de 3, iar u
din virf de 45°. Calculayl baza sa. inaltirea corvespunzatoare :
V e . . % P31 1=} 2 oalk y Yo’ ’ Py axne
Deduceti valorile exacte ale lui sin 22°30° s1 cos 22°30° (in ox
lor vor aparea, bineinieles, radicali). . o
12. Rezolvati problema 11 cu un unghi oarecare 2 in 1)m,”
13. Laturile unuai triunghi A BC au lungimile de 11;"{ b
i i —— ep
CA = 8. Pe latura B3( se alege un punct D astfel ca BD . Deld
lungimea 4D, . o
" 14. Un triunght are o latura de 12, unghiul opus qh,. b6", iar u
celelalte unghiurt de 62°. Determinati raza cercujui circumscriy

e diagonale si laturi.
diagonale.

le a doua cercur de raze 9 si 13 este de 20.

ercuri intr-uny|
este adevaratd p

anta dintre centre fiind de 5.
Zau 15 respectiy 9 oq lungimi iar laturile ne-

LTI trapezal, asq

SHU asa 1

-
0wl cuvinge:
Hpinnt)
=l Wt lungimil
bl unghiurife lrapezului.
e Caloutag Unghiurile dintre dia
B Calvulugi inghiul dintre dj;
e Ferolvagi fiecare din puncte
e e tolor precedente.
‘ b Marolo unui trapez sint lungi de 16 s 4, una din laturile ne
RO 10r inn din diagonale 12, Rezolvati },)enfrll acest tra i
bl precedenta. , e
W, Din doua puncte ale

unghiurile ascutite ale trapezului sing alaturate

¢ diagonalelor trapezului.

gonale si laturi.
1gonale,

bazindu-vi pe cit maj putine din

unei drepte depdrtate intre el

LU [HOr Pe acea dreapti, de Jun

J | PTITPT celelalte capete ale acestor segmente ?
LTI Patrulater convex 4 pep avem AB =13, BC — 95

. ’IM "»”"3; ar B — 17. Caleulagi lungimea diagonalei A('.
| W problema 23 calen hiurile patrulaterului,

0 dngonalo yi laturt, unghing dintre diagonale. '
[y PMablomale 23 26, punctul p este in ingerior

prin A, B C?

e cu 4, ducem

mdiculare gimi 5 gi 7. Care

lati gi ung unghiurile

ul, in exterigy
W B ooroul 0 lroecge o

ghinlui, p W T |
15. In problema precedentd. determinatli i vaza cercului in

BRI proetice

Iy i nplicn

L lin practicd do
, 'om Livp, |

AR maot masur

| In pag. 24 srezolvagi d
irimghi,

e 1 Nou pro
inimie pe hir e,
|



cn elevulul din figurn 1L dacil el are

gembdveaptn AB. Se aratd cd CD' || AD, CL' || AL g1 se aplicd teorema lui
Phslon in A\ BD'C tiiat de AD i in /\ BAE tdiat de CE’' ete.

I'o baza teoremei bisectoarei vom rezolva:

Problemd. Fiind date doud puncte A. B si un numir A diferit de 1.

' MA -
4w alle locul geometric al tuturor punctelor M pentru care - k (fig.1.69).

Intrebdri. Gu ce 8¢ ugureazia mun

a dispozifie tabelu! de la puginu44.." y
Cum puteti afla, fyrd a trece viud, i
1.67 este vdzut de observatorul din punctul &%

dacii aparatul meteorologic din figur

: | A 2
3 " | ‘ :
(® g 1.69 ; \ a
g ' : T
\ \»»Ab
R m\ : \ L/
R Fig. 1.67
||ml‘1-7‘;|
eI i M
»j”l : - Vi

IHezolpare. Sa ducem bisectoarea interioard si cea exterioard a JCA MB.

I'lo vor tiia dreapta AB in doud puncte C si D astfel incit, conform teoremei

hinectoarel, i =&4 = k. Deci punctele C §i D sint fixe, nu depind de
CB DB

M, ot doar de A, B §i k (vezi problemele 4 §i 5 de la pag. 10). Avem gi MC L

| MD..., deci M se afli pe cercul de diametru CD.

Pentru a rezolva complet problema, urmeazd si demonstrdm cd orice

TTE\ iN PLUS
STEVA TEOREME IN
L FACULTATIV)

mnet M de pe cercul de diametru CD are proprietatea %/I[% — k (scrieti ipo-
1 % se demonstreze:

na 11 s-a cerut sa seé . : :

1 r ¢ i. Bisectoarele interioard st extenoarﬁ,la
fmpart latura opusd intr-un raport, ega

(tig. 1.68).

tun #i concluzia acestei partl a rezolvirii). Aceastd dem:onstratie intimpini
routifi mai mari decit ne asteptdm. Vom proceda prin urmitoarea metoda.
‘o nlege un punct M pe cercul de diametru CD, vom considera dreapta C M
&' simetricul B’ al lui B fatd de CM (fig. 1.70).

in problema 17 de la pag
Teorema bisect(fa
un triunghi,

i hi dintr- .
il 1 formeazd unghiul

raportul laturilor ce

o 16 Fig. 1.70 B~/ /
Fig. 1.68 w2 X / _
- é 90° \
g7 : pad \4\ J
Zot A c B D
Conclu Donpro punctele C i D stim c& au proprietatea ce trebuie stabilitd, deci
pp  EB _ ARESjunom oft M este diferit de aceste puncte. Rezultd ca CM nu este per-
Ipoteza ) AC — == slinlurh pe AB, deci B’ nu se afld pe AB si dreapta AB' tale dreapta
XDAB= X DAC, XEAB = XEAC: . DC : It i punct M’ (acest ultim fapt rezultd din BC 2 CA, deci AB'41 C M),
, . Alegem pe dreapta AB punc' O;H'ﬁ u?m‘ clt. M'C este bisectoarea 9ZA M'B, deci (teorema bisectoarei)
. ita numel. v N
Demonstratia 0 vom g '1\1_11!)1\ fiind pe semidreapta AB' 1ar B W on &

D', E' asa incit AD' = AE' = AC,



GConform primei pargi a rvezolvirii, M' se va afla po corcul de diamet,
C'D. Dar dreapta CM nu poate avea mai mult de douit puncle comune (

acest cerc, deci M’ = M si ML k, q.e.d.
MB

Observajie. Pentru k = 1, locul geometric din problemd este medi

toarea segmentului A4B.
MA

Cercurile ce apar ca locuri geometrice ale tuturor M cu =k, pent
ME

un segment dat A B si pentru diversi £ > 1. se numesc cercurile lui Apollonir
Problema rezolvati 2 de la pagina 9, impreund cu problema 18 de |

pagina 11 arati valabilitatea urmitoarei teoreme.

i Teorema lui Menelaos. Daci o dreapti d ce nu trece pn
-ni¢i unul din virfurile unui triunghi 4 BC taie dreptele BC, C A, AB respect

in M, N, P, atunei UF=HC FA =
MC=NA PB :

Convenim, la fel ca in cazul puterii unui punct fatd de un cerc, si cong

3 . MB : o S & .
derim ci i este negativ dacd M se afla in interiorul segmentului BC si poZ

tiv dacd M se afli pe dreapta BC, dar nu in interiorul segmentului BC. Valo
rea--1 din enuntul teoremei spune cj sint doui posibilitdti: dous din puncte
M, N. P sint in interioarele segmentelor respective iar al treilea nu (fig. 1.7
sau niciunul dintre cele trei puncte nu se afli in interiorul segmentului ref

pectin (fig. 1.72). A
J=)
N
Fig. 1.7
B c M
A
B C
M Fig 170
N
o
Aceasta teoremd ne da posibilitatea si i.nmginnm o metoda de a demof

stra cd trei puncte sint coliniare.
Urmétoarea teorema ne oferd o metodii de a demonstin o trei drep
sint concurente.

Teorema lui Ceva. Dack D esle un punel nosttanl pe nici un
din dreptele AB, BC, CA, unde A H¢ onte 1 I tunght, ! daolk A N, 2 6l
punctele de intersecfio respoctive alo lul A0 on B¢’ Wb 8o ou 4 v D g

MBER NC PiA

4 f 1 (unde facem conventia de mai sus
mc NA P

| /1, atunci avem

n privire la semnele rapoartelor ce apar) (fig. 1.73).

Fig. 1.73

8 M C

(Mo poate intimpla ce figura si arate altfel: numai unul din punctele M, N, P
#h ne afle in interiorul segmentului respectiv)

Demonstratie. Teorema lui Menelaos in A\ ABM taiat de PDC di
2 DM 41, iar aceeasi teorem# in A ACM tdiat de NDB di
Pl CM DA
NO' DA BM
NA“pm " BC

S4 inmul{im, membru cu membru, cele dous egalititi. In dreapta obti-
nom evident -1, iar in stinga —‘%—Zg.g«%este +1, % = % - 'ar% = —1.
N0 njunge imediat la relatia doritd; mai mult, modul de redactare al demon-
#lrnfiei nu este influentat cu nimic de inlocuirea figurii 1.73 cu o figurd descrisd
JIn paranteza de dupd figura 1.73° q.e.d.

Observatie. Dacd vom considera segmentele neorientate, atunci sem-
il ,—¢ (minus) din membrul doi al relatiei demonstrate dispare.

Si dam si ,rezultatul problemei 13 de la pagina 50 rezolvatd cu date
literale impreund cu demonstratia sa.

Teorema lui Stewart. Daed M este un punct in interiorul
Inturii BC a unui triunghi ABC, atunei AM?- BC = AB* - MC + AC? -

BM — BC-BM- MC (fig. 1.74).

A
Fig. 124 |
4
B MG
Demonstratie. Teorema Iui Pitagora generalizatd in AABM, NABC,
fh AM?= AB® - BM*/~-2AB+ BM - cos B, :
AC? = AB* 4 BC® 4= 2418+« BC * cos B.

b : }
21



pe a doua, inmul{itd in prealabil cu BM. Relatia ce so obtine se scrie, dug
ce trecem termenul AC*- BM in membrul doi:

de unde pinj la relatia doritd mai este numai un pas: BC — BM = MC.}

Elimindm pe cos 2 inmulfind prima relaie cu A 4§ sedzind din

AM* - BC = ABYBC — BM) + AC*- BM - BC - BM(BC — BM)

9. Problemse pentru parag;mfu! facultativ

a1t

3. Desenati o figura in care, in acelagi triunghi, si se poatd apli
$i teorema lui Menelaos 31 teorema lui Ceva, dous din cele trei punc
fiind aceleagi in ambele aplicatii. Enuntati rezultatul obtinut.

4. Enuntati si demonstrati reciproca teoremei lui Menelaos.

5. Aceeasi problemi pentru teorema lui Ceva.

(Ch), (Cy), (Cy). Tangentele comune exterioare ale lui (C,) si (Cy) se intil
‘nesc in A,,; definim asemdndtor punctele A,3, Aj. Si se arate ca cel
trei puncte sint coliniare.
7. Enuntati o probiems asemdandtoare cu problema 6, in care
fie vorba gi de tangente comune interioare.
8. Cercul inscris in triunghiul 4 BC atinge laturile BC,CA, AB i
M, N, P respectiv. Demonstrati cg AM, BN, ;
9. Enuntati o problema asemdndtoare cu problema 8 in care sj f i
vorba de un cere tangent celor trei laturi ale unui triunghi, altul decf
cel inscris.
10. Care este locul geometric al punctelor pentru care diferen;,v
pdtratelor distantelor la douj puncte date si fie constants?
11. Care este locul geometric al punctelor ce au puteri egale fatd
de douid cercuri date? }
12. Locul geometric din problema 11 <e numeste ,axa radicaly’
a celor doui cercuri. Formulati gi demonstrati o teoremi care si aib
drept caz particular pe cea din problema 5 pagina 31. |
13. Pe laturile BC, CA, AB ale unui triunghi se consideri punctelg
M, N, P astfel incit AM, BN, CP si fie concurente. I'io M, N', Bj
simetricele lui M, N, P fata de mijloacele lui BC, (A, A, Demonstra ’
cd AM', BN', CP’ sint concurente.
4. Dintr-un punct M se duc perpendiculure po lnturile BC, C A4
AB ale unui triunghi; fio D, L1 piotonrolo Ty ‘
BD? . CE* . AF* o DY |

I'nvipl'url‘l

HA Be domonstreze cd
AEY | i Wanntagl gl deinonstrati
b

* Mogultntul wp e e beoronsn e et

15, Determinati locul goometrio al punctelor pentru care suma gy
Lratelor distantelor lo doud puncte date A4 gi B osle uunstunl.ﬁ. i

16. Se considerd un punct A gi o dreaptd d ce nu trece prin e, |'“..
d’ paralela la d ce trece prin mijlocul segm‘entulu} cu (:a.pel,velu ijl A gi
in piciorul perpendicularei ¢ din 4 pe d. Sé-se demonstreze cit logy)
geometric al punctelor egal depértate de A si d este tot una 'vu I«‘uf,”
geometric al punctelor pentru care distan;'a la a estg medie proporig-
nald intre distanta la d’ si dublul distantei de }a A la. d. N

17. Intr-un triunghi se cunosc doud latur‘l a, b i unghiul B opus
uneia din ele. Determinati cea de a treia laturd si cglelalte (.?ohué unghrurl:
Discufie: in ce cazuri avem o solutie, in ce cazuri doud $i in ce cazupj
nici una’

——

Observajie. In paragraful dinainte am invét&t_sé rezolv;jxj} t(?.ut.o lm.elc-
(ro1 probleme ce ni le-am pus anul trecut cu ocazia c.onstruul.l L””.?g lfill-
filor. Anume: cunoscind trei din elementele unui triunghi (nu _toaLe unghiuri),
al onleculdm celelalte trei. Din problemele ce le-ati rezolvat, ati invm,n,l,‘m‘i onl
sulayi lungimi $i unghiuri ce apar in paralelograme, trapeze, patrulatere oarg
" .X;Ii;};:';ile practice ale geometriei ne pun t.Oc.:r}rxai’astol dvo ]_n'nl)lc»;nu,

In acest paragraf ati luat cunogtintd de posibiliti{i d.o a ('.()nl,.ll;lllu dog.
vollarea geometriei in stilul in care v-am prezentat-o. 'Apl-w’\‘zul, I« ,H","““
pot demonstra teoreme interesante, frumoase, asupra figurilor ce .u‘« |ll‘1'nu’
Lo ; astfel de teoreme sint incé multe_. Enu.n;',u;rlle Im-“nu sef-,onlp.lluj;ﬁ moi m‘l,
(o simplu este enuntul problemei 8, si ce 'dlflcllé, dagd nu nnposlllnr . upm‘(.
nolutia ei dacd n-am cunoagte teorema lui Ceva,. /\.vwn ns.l,rel o idee I\Hll‘lnn
rosurselor de care dispune mintea noastrd in ac,l,u/;nen el de cunoaglere g

In clasa g IX-a, la ,,Geometria in plan®, veﬂi relua cunogtinq.ele (:5])11!.1\[.4\
In clasele VI—VII la un nivel mai inalt de rigurozitate gi ve{i face cunogtingi
- thtlfnzfoxf:;? it‘;;iif lﬁ?’;ﬁ;e decit acum calculul algebric si V_"ti pulen
rozolva ecuatii de gradul 2, ceea ce vd va permite/sd tratati multe din probje.
mele ce le-ati rezolvat pind acum cu date literale.

in cla.;a a VIII-a veti folosi cunostintele din clasele VI—VII pentry
ntudiul figurilor in spatiu §i pentru calculul elementelor lor.

limii.



Cum In clagele precedonto att mai Inviilat cum se calculeaza ariile, noi
Vil morgo aci ,drept la {intd", fird a ignora cunogtintele de pind acum
#auprn ariilor (evident insd, fiird o ne baza pe ele in demonstratii).

Observagie. Cind vorbim de aria unui triunghi, ne gindim de fapt nu la
wiin Nigurii formatd de virfurile triunghiului, ci la aria ,,interiorului triunghiu-
", Infoles drept multime a tuturor punctelor care se afli de aceeasi parte
# Wirlodroia din laturile triunghiului ca si virful opus (fig. 11.2).

CAPITOLUL 2
ARII

Fig. 11. 2

INTRODUCERE -

Dac# privim schema triunghi — interiorul siu - aria, observim ci
flacfirui triunghi, chiar gindit ca o figurd formatd numai din trei puncte
{virfurile) ii corespunde o arie. Un astfel de mod de a gindi scurteaza expune-
o, evitind repetarea inutild a cuvintului ,interior®.

Notiunea de arie era bine cunoscutd, inci dinainte de a fi inceput, i
clasa a Vl-a, studiul geometriei. Astfel, in figura I1.1, intuitia ne indeamn
sd spunem cé aria ABC este mai mare decit aria DEF, in ciuda faptului ¢
DEF este mai ,lung&“ decit ABC. Existi o situatie geometrici in care ariil
se adung, aseméndtoare cu cele in care se aduni lungimile segmentelor say
mésurile unghiurilor: in fig. IL.1 avem aria GHIJK = aria GHI 4 aria
GIK 4 aria IJK.

Aria unui triunghi

Definifie. Prin aria unui triunghi Infelegem jumitate din pro-
flusil dintre o laturd a triunghiului i inilfimea corespunzitoare acelei laturi. Cu
Alte ouvinte aria unui triunghi este egali cu jumitate din predusul dintre
Mzt si | indlfime).

Aria triunghiului ABC o vom nota S4pc.

A e K

E
T2 2, H &
8 o F )
3 AB+CD
Fig. 111 / s AT
' , 907
Dar noi nu am luat in considerare notiunea de arie cind am descris, in A D B

partea 1 a manualului pentru clasa a VI-a, notiunile de bazi ale geometriei
plane. Este cazul si privim aceasta ca o lipsd? Nu, deoarece, astfe
det l}opiuni, sugerate de experienta noastrd si nu de logica dezvoltirii geome-
triel, mai pot apdrea si chiar vor apdrea in capitolul 3.

Ne aflam deci in fata unei situaii noi. Intuitia noastri pune in evidenti
0 notiune noud §i unele proprietiti ale ei. Noi ,,simtim® c# aceasta este o no‘piu;l
de geometrie. Se pune problema si exprimim toate acestea in limbajul geo-

metrier noastre, cu alte cuvinte s definim aceasts notinne s 53 demonstram

Avem trei posibilitati de a calcula aria unui triunghi dat, corespunza -
jonre celor trei laturi ale sale, §i nu stim dinainte c& toate trei conduc !a
acelagi rezultat. Ar fi trebuit deci sd demonstram, inainte de a da d.efini‘gla
do mai sus. o teoremi, al cdrei enunt il putei ugor deduce (vezi chiar pro-

hlema, 9, pag. 99,

Teorema asupra puterii punctului apiruse ca o teoremd importantd;
|

din ea am dedus teorema lui Pitagora. Teorema ce va trebui §-0 demonstram
= st 241 la 5 N Y . ) ! ) 7o ; L™ ; ol Wit Sy el o

proprietifile descoperite de noi inainte. niel, (Iergl;“,,:lv noinlocuit® in acest paragraf, nu apare ca o teoremil atit de
inportantd in alte cupitole incit sd merite s fie pusdt in rind cu teorema



lui Thales, cu cea a lui Pitagora etc... O astfel de teoremi se numeste ,lemd
deci prin lem# vom intelege tot o teoremd, insd care are numai un rol ajutat

Istoria matematicii cunoagte insd exemple in care o ,umilda lemd
sfirsit prin a deveni mai celebrd decit teoreme demonstrate pe baza
Un astfel de exemplu il oferi lema urmaitoare:

Lomi. Intr-un triunghi, produsul dintre o laturd i indlfimea core
punziitoare ei este acelasi pentru toate cele trei laturi (altfel spus, defini
precedentd este corectd).

s P
N =
|
e Fig. 114
i
) i; v
Ipoteza Concluzia

AD | BC, BE 1 AC (fig. 11.4). AD - BC = BE ‘A :
Demonstratie. NACD ~ ABCE, conform cazului 2 de asemadnar

: . AC 4D
decarece X ADC=90° = X BEC 5i X C=3C. Rezulta - de und

obtinem, scriind cd produsul mezilor este egal cu al extremilor, relatia di

concluzie. ‘ . g el
Observatie. Aria unui triunghi depinde de unitatea de misurd aleas

pentru lungimi. Dacd inlocuim aceastd unitate cu alta, de & ori mai lung
decit prima, atunci lungimile tuturor segmentelor se impart cu £, 1ar toat

ariile triunghiurilor devin de k* ori mai mici.

in introducere am vorbit de o situatie in care ariile se adund. Un pri

fapt de acest fel este stabilit in teorema urmétoare:

Teoremi (proprietate de aditivitale peniru arii). Daed D este u

punct din interiorul laturii BC a unui triunghi A BC, atunel Sanc SABD

-+~ :S_-\Ifﬂ. (flg II5) A .
/ ‘ \\ : \\\,‘ Fig. 11.5

N

Jood \ O\
B H D ¢

BCAH.

Demonstrajie. S& considerdm indltimea AH. Avem Sapc = ——
; . DC - AH
e (BD s D(')AH ?.]L.ﬂi + -—-———[— L SAI”’ + SACU, (I.u-(l-

2 2 2

Ninp + Sacp, deci Sqpc="_""+

Al

Obgervagie. Enungul ,propriotafh generalo de aditivitate" esto complicat

# i | vom da. In problemele 6, 7 do mai jos, vom indica alte expresii ale
simstol proprietditi; in parageaful urmitor vor apirea,de asemenea,ulte pro-
printifi cirora li se potrivegte acest titlu.

In incheierea acestui paragral, sii aritdm cum teoremele demonstrate

alil, doyi simple, permit scurtarea rezolvdrilor unor probleme.

) Sd se demonstreze cd suma distantelor unui punct,

i interiorul bazei unui triunghi isoscel la cele doud laturi congruente este
cuhilanta.

)
Fig. I11.6 ~ £ an¢ . >
I potez Concluzia
DE | AB, DF | AC. AB = AC. DE L DF = .. (constant),

Demonstrafie. Aceasta este una din problemele ,,de cl.a VI-a“. Acum putem

Live demonstratia astfel. S& scriem, conform teoremei de aditivitate, Sape

AB - DE

AC-DF _ AB(DE 4 DF)

Obli-
2 2 2

3 28 . £ 8 :
win DE 4+ DF = AA;C, deci este aceeasi pentru toate pozifiile lui 1) in

intoriorul segmentului BC.

1. Exprimati aria unui triunghi dreptunghic.

2. Calculati aria unui triunghi dreptunghic isoscel de catetd a.

3. Calculati aria unui triunghi echilateral de laturd a.

4. Cunoscind dou# laturi $i unghiul cuprins intre ele, exprimati aria
unui triunghi. Care este raportul ariilor a doud triunghiuri ce au un
unghi congruent.

5. Calculati aria unui triunghi ale cdrui laturi au lungimile sale
13, 20 si 21.

6. Pelaturile A B, AC ale unui triunghi se considerd punctele D, k.
Arita’gi cd Sapc = Sapr -+ SepE }- SheE.

7. In interiorul unui triunghi A BC se considerd un punct M. Ari-
tati cd Sapc = Saswy + Ssea + Scan.

8. Intr-un paralelogram ABCD avem Sapc = Spsc.

p— SR

* Problemele 12 si (4 sint facultative.

6l



9. Haportul distantelor de la mijlocul unei laturi a unui triunghi
celelalte doud laturi este egal cu inversul raportului laturilor respecti
10, Demonsirati, prin arii, teorema bisectoarei (pag.52 ).

11. Intr-un triunghi A BC, simetrica medianei AD fuld de bis

toarea AE taie BC in F. Determinati raportul %‘_&'

12. Simetricele medianelor unui triunghi fata de bisectoarele virf
rilor respective sint concurente.

13. Suma distantelor unui punct din interioru] unui triunghi echil
teral la laturile triunghiului este constanta.

i4. Demonstrati. prin arii, teorema lui’ Ceva (pag.54—55)

5. Raportul ariilor a doud triunghiuri asemenea este vgal cu patr
tul raportuini de asemainare. ]

16, Raza cercului inseris intr-un triunghi este citul dintre dubl
ariel triunghiului si perimetrul acestuia.

17. O paraleld la latura BC a unui triunghi A BC taie laturile A
AC in M, N. S& se arate cd aria triunghiului A BN este medie proporti
nald intre ariile triunghiurilor ABC s1 A MN.

18. Ariile a doud triunghiuri congruente sint egale.

19. Care este locul geometric al virfului 4 al unui triunghi
A B, ce are virfurile B, C fixe iar aria constanti?

ARTA UNUT PATRULATER

[nainte de a o defini, avem nevoie de o lema, la fel ca in paragraf
precedent. Anume:

Lema. Fie ABCD wun patrulater convex. Atunei Sapc + Sapc
SB(ZD r SAB.D (flg 117)

~,

Demonsirafie. S notim eu O interseciia diagonalelor patrulaterului
Conform proprietdtii de aditivitate avem Sapc -+ Sapc = Saos + Spoc +H
4+ Spoa + Seon = (Sror + Scop) + (Saop + Spoa) = Secp + Sapp, g.e.dd

Definifie. Prin arla unul patrulater convex A BCD infolegem numi-
Ml Sane + Sapc (vezi lig. 1. 7),  notat eu 8, p0p.

(fsercalie. Problema corectituamn acester definitii,rezolvaty prin lema
jrocedenta, apare datoritd faptului ¢ am convenit s considerim patrulaterul
LHC'D drept, tot una cu BCDA ete.

Inainte de a enunta teorema privind aria unui paralelogram, sa reamin-
i ot dacd avem doud drepte paralele a si b (fig. 11.8), atunci distanta de la
Wi punct A de pe a la dreapta b este aceeasi pentru toate punctele A & a;
Un o numeste ,distanta de la a la 5 si este tot una cu distanta de la b la a+

A A B
a
.. 90°]
Fig. (1.8 alb
908 908
A A B’

Vom numi indltime corespunzdtoare uner laturi a unui paralelogram
istanta intre acea laturd si latura opus.

Tooremd. Aria unui paralelogram este egald cu produsul dintre o
Inturii a sa si indljimea corespunzitoare.

A ¢ B
| | '

Fig. 11.9 I I
| |
I |
ll

o A G
fpoteza Concluzia

AB||CD, 4D| BC,
A4’ 1 CD, cC" | AB.
Demonstrafie. Avem AA’ == CC’ conform proprietitilor distantei Intre
droptele paralele AB, CD mentionate mai sus $1 AB == CD(opuse in paralelo-
= AB-CC' | CD-A4' _ CD.AA"

kram). Obtinem S zcp =S 3¢ + S.icp = o

Sapcp = CD - AA".

Consecinta 1. Aria unui dreptunghi este egali cu produsul dintre
lungimea §i litimea sa. -

A B
: H90° 90°] |
Fig, 110 900' 900 Sanep = ABAD
s toa
D C



Consecinfa 2 Aria unui pitrat oste egali cu pitratul lungimi
laturii sale. b '
Wil patrulater convex gi demonstrati cd in fiecare din aceste cazuri
dimn ariilor celor doudi triunghiuri este’ egald cu aria patru]aterului-
dofinitd in problema 5.

7.. Fie ABCD un patrulater convex, E un punct interior laturii A B
Ardtagi ¢d Sancp = Sapr + 8§ krep- .

8. Fie ABCD un patrulater convex, M $1 IV doud puncte interioare
Hpoctiv .laturilor AB, CD. Ardtati cd Saipcp = Samnp + Seunc.

. . Fie M, N, P, Q puncte interioare laturilor AB, BC,CD bA ale

Wil patrulater convex ABCD. Demonstrati cd Sipcp — S’ MNpQ
I Sumy + Scxp + Sppe + Saqu- s

IQ. Definiti aria unui pentagon convex; va trebui demonstrati in
prenlabil o lems.

t 1 l... Cunoscind lungimile laturilor unui patrulater convex, determi-
il arla sa.

12. Aplicatie practicd. Ce trebuie maisurat pentru a determina ariile

Siscp = AR Fig. IL11

Teoremdi. Aria unui trapez este egald cu produsul dintre semisum

zelor sale si indl{imea

4 P f it e y 13171
88 {injecging prin tpacime a URil

i ﬂi = ~ \ I L‘i},’- 11.12 illn “gl"‘a II.14?
, et i ) Concluzia / \ >
I poteza : PR 1 | / \ ) :
4 Saper =5 DD’ ig. 11.14 ’~ \
AB ||CD, DD" | AB. ABC \ \

4 >
\ ’ // A ./'///
./'/ \\, ” =

13; Cum fac'em pentru a determina aria unui teren care are in inte-
lirul siu o clidire (este vorba de aria terenului
Iidire de o forma mai complicata?

Demonstrajie. S& ducem si BB’ | CD, B’ fiind situat pe dreapta CD.

Avem BB’ = DD’ (distanta dintre dreptele paralele AB, CD). Obf{inem
AB-DD’ CD-BB’ AB + CD)DD’
Sapcp = Sapp + Seep = 5 23 3 =! +2 DD’ o,

Observajie, In general aria unui poligon se defineste ca suma ariilor
unor triunghiuri in care acesta ,,se descompune® (fig. I11.13).

»inclusiv® clidirea),

Fig. I11.13

Fig. 11.15

1. Aria unui ptrat este de 5 cm?® Care este lungimea laturii sale?

2. Exprimati aria unui romb in functie de lungimile diagonalelor sale. |

3. Cunoscind lungimile celor doud diagonale ale unui patrulater
convex cu diagonalele perpendiculare, s se afle aria sa. ‘

- 4. Exprimati aria unui patrulater convex in functie de lungimile

diagonalelor si de unghiul dintre ele.

5. Defini{i aria unui patrulater concav ca diferenta ariilor a doud
triunghiuri. Aveti nevoie de vreo lemé in prealabil?

6. Indicati trei moduri in care se poate ,,descompune® un patrulater
concav in doud triunghiuri, dupd niodelul situatiei din defini{ia ariei

.14. Cu_m faceti pentru a determina aria unui teren in care un virf
 Inaccesibil ? i

Fig. 11.16

~

orcabi sa rezolvali problome do Lipul 12—14 ofectiv pe toren



15. Se considerd mijloacele M, N, P, O ale laftivilor A B, BC, C
DA ale unui paralelogram. Dreptele AN, BP, CQ, DM determind
paralelogram. Care este raportul dintre aria acestui paralelogram si
a celul iniial?
16. Raportul dintre baza mare gi baza micd a unui trapez est
Se duc diagonalele gi se prelungesc cele doud laturi neparalele pini ¢
se intilnesc. S se afle raportul dintre aria fiecdrui triunghi forma
aria trapezului. Puneti in evidentd cele doud triunghiuri de aceeasi a
17. Aflati unghiurile unui romb a cédrui laturd este medie pro
tionali intre diagonalele sale.
~18. Se dd un patrulater ABCD si sc cere si se construiasci
triunghi ADE a cdrui arie sd fie egald cu aria patrulaterului,
18 Dacd segmentul ce uncste 1nijloacele a doudt laturi opuse
unui patrulater convex imparte patrulaterul in doud patrulatere
aceeasl arle, atanci patrulaterul initial este un trapez sau un pa
lelogram.
20. Construiti un triunghi ABX care are acceasi arie ca si
patrulater convex dat ABCD.
In incheiere, vom prezenta ro/n/ oo paute stabili teorema 8

I}/ 4 a9
Fularora ¢ ajuiori

Fig. 11.17

In figura 11.17 ABCD este un patrat, AM = BN=CP =
"AM = a, iar AQ= BM = CN = DP, AQ = b. Din triunghiurile ¢
gruente AMQ, BNM, CPN, DQP deducem congruenta unghiuri
marcate cu o linie, respectiv cu doud gi apoi, pe baza teoremei s
unghiurilor intr-un triunghi, ¢§ MNPQ este un dreptunghi. Din ¢
gruenta aceloragi triunghiuri deducem c& MN PQ este un patrat. Serii
(vezi problema 9) Sapcp = Sunpo + Sanrg + .-, deducem cd (a+-b)

4 5 ; s ‘
= MN? 4+ 4 92—, deci MN? = a® - b?, ceea ce este tocmail teorema

Pitagora.

Problema distractiod. Impérgiti poligonul din figura 1118 in cinci po
goane astfel incit, aranjindu-le altfel, si o formese din elo un patm
Rezoleare. Aria poligonului este 3, dect lnturn pateatuliug co we va for

va fi /3. Daca examindm mai atent ligura, gisim in ea segmente de lungime
/ = ’'a
/2, 1/5, dar nu de /3.

=
ic

8 R T O i %

S& transformam
plata de cea patrata.

Fig. 1119 |

Apoi s& transformdm dreptunghiul intr-un paralelogram, ce are una din
laturi /'3, dar avind grijd si nu atingem tiieturile existente.

Fig. 11.20

Latura din stinga a triunghiului G se calculeazd prin teorema lui Pita-

pora, gésindu-se%i < 1, de unde sintem siguri cd tdietura ce separd pe G

nu le intilneste pe cele dinainte.

In fine, cum aria paralelogramului obtinut este tot 3, ca si a figurii
initiale, rezultd cd inaltimea sa corespunzitoare acestei laturi va fi |/3 si,
taindu-l dupd aceastd indltime. vom putea compune pdatratul dorit (vezi
fig. 11.21). Dar problema cere si tdiem poligonul in 5, iar tdietura dupa acea
inaltime riscd sd conducd la 6 parti, cu exceptia cazului cind am face-o ince-
pind din coltul dreapta jos P al paralelogramului (fig. I11.21).

Nu cumva atingem cu aceastd tdieturd ,bucatile mici“? Un calcul ne

_— . ! S . ; :
aratd cd nul Distan{a MN este de — — vezi fig. 11.19 — iar inalfimea din

P taie dreapta MN Intr-un punct Q aga incit A PMQ este asemenea cu G gi



-~

V3
tin. L, o e de MO="+
\cea aseménare obfinem 7= "3 de un Q=3

9 2

3.1 )
o s JEAY
rificd prin calcul direct sau prin ridicare la patrat ( T

>% (inogalitaten

¥

apta de 30°. Aceasta ne aratd cd 9

Lafes atul
punct la distanta de— 2= 1 de capatu

1sd & paralelogramului intr-un g

: : s e bbb ot
, dreapta al acestel laturi, deci in interioru
Existd si altd solubie:

Fig. 11.22

»]

Explicati-o §i incercail sa ga}s)lli;,l §1 glzzlealte i N
- ? . . 7] i .
i ceeasi problema §
Eventual incercatl & :

ram, un triunghi etc.

POLIGOANE REG ULATE

... Numim poligon regulat un po
=ongr&zai§tia l;i‘ i(}:;té:unghiurile congruente intre ele.

a

egale §i ducem corzile care su v
diviziune succesive, obyinem un astfe p

A3 pig. 1128
if N

QPM = 30°% deci PQ intilneste latura

ligon c¢u toate laturile

bintind pe fiecare din ele, unind punctele de

Unghiurile acestui poligon sint congruente fiind inscrise in arce de
o 360" iy , :
misurl egale cu =+ (n — 2) 1ar laturie sint congruente subintinzind arce
n

. 360°
de aceeagl masurd: —

n

Am pornit prin a constata ci astfel de poligoane regulate existd. Si
(emonstram urmditoarea:
Feoremé:

(irice poligon regulat se poate inserie intr-un ecere.

Fig. I1.24 ( %

Demonstratie. Dacd 1, =) L, =X 4,=...=34, s laturile
N A =A4,4,=A;4,..=A,4,, ducem mediatoarele laturilor 4,4, si 4,4,
(vezi figurile I1.23 I1.24 si notatiile de.acolo). Mediatoarele M,0 si M0
#o intilnesc in 0. (Dacd nu s-ar intilni, ar inzemna ci sint paralele deci c&
) A;A3As = 180° ceea ce este absurd). Triunghiurile A M;4,0 =
= /\ M3A,0, (M, si M, fiind mijloacele laturilor 4,4, respectiv 4,43). Re-
sultd cd OA, este bisectoarea lui 3CA;4,45. M,0 fiind mediatoare, segmentele =
Ay = OAs. Ducem OM; | A3Ag Triunghiurile AOA; M, =/\ OA3 M3 péiitru
ol ipotenuza OAj; este aceeasi §i I M,A30 este jumitate din unghiul poligonu-
lui, deci congruent cu ILOA3M;. Rezultd cd §i M43 = A3Ms, deci OM; este
mediatoarea lui A3A, deci, 043 = 0A,. La fel se aratd cd 04, =04, etc.
Deci toate punctele A, A, ..., A, sint egal departate de O. Teorema este
demonstratd. Acest punct O se va numi centrul poligonului regulat.

Fig. 11.25 | Ay

Vom nota latura poligonului regulat cu z laturi cu 4, (fig. 11.25). Stiind

¢it un unghi la centru care subintinde o laturd de poligon regulat are el

n

g1 cunoscind raza R a cercului circumseris poligonului, putem calcula 4 M (unde
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Daell unim din doudl iIn doufl virfurile unui hexagon, de pildd 4, C, E,

180 180° § . {
~+ @ Wh{inom un triunghi echilateral, Caleulind din formulele laturilor gl apote-

M este mijlocul laturii AA’). AM = R sin ——— gi deol {, = 2K sin -

n n

Segmentul OM dus din centru, perpendicular pe laturd in punctul M se va @ wulor, obtinem Lg = R /3 gi ay = e
- . . 3 o 7 ‘800 . 2
numi apotema poligonului regulat. O vom ng_ta cu ap, §1 ap = R co8~ =3 L pitrat (poligon regulat cu 4 laturi), unghiul la centru corespunzgtor

Dac lucrurile par simple presupunind deja facutd impartirea unui cerc in
arce egale, existd totusi anumite dificultdti de constructie. De pildd s-a de-
monstrat cd impéartirea unui cerc in 7 arce egale nu se poate face cu rigla gi
compasul (aceastd demonstratie {ine de fapt de algebrd si nu de geometrie).
Fiti atenti: Nu am afirmat cd nu s-a ficut pind in prezent. Am afirmat cd
este doveditd imposibilitatea acestei operatii. Constructiile pe care le gisiti
prin anumite cdrti de desen sint aproximative, contind si pe gradul de imper-
fectiune a obiectelor cu care desenim (grosimea minei creionului de pilda).
Ele nu constituie procedee exacte ci numai utile.

Vom gisi cd unghiul la centru corespunzitor laturii unui hexagon
regulat este de 60° (fig. I1.26). De aici rezultd un procedeu simplu de construe-
tie a sa. Toate triunghiurile avind un virf in centrul.hexagonului si ca laturd

to de 90°. Aplicind formulele obtinem I, = R|/2, a, =~l{2—?—'

.Poligoane” regulate stelate

Daci tmpértim cercul in cinci arce egale si inim punctele de diviziune
din doud in doud, segmentele AC, CE, EB, BD, DA vor fi laturile unui

Joligon® regulat de un tip anumit: Laturile lui se intersecteazi si in interio-r
il cercului. Acest ,poligon se numeste stelat (fig. 11.28).

Fig. 11.28

Fig. 11.26

(El este un poligon regulat concav.)

Atunci cind am ficut afirmatia cd orice poligon regulat are virfurile
jin cerc, demonstratia de mai sus era valabild §i pentru ,,poligoane“ stelate:
(il #-a intrebuintat nicdieri in demonstratie faptul cd poligonul ar fi convex.
[tobuie numai s& considerdm laturile complete, nu portiuni din ele, cu virfu-
(llo lui, extremitatile laturilor, agezate pe cerc.

opusd lui, laturile hexagonului, sint triunghiuri echilaterale. Deci latura
mésoard cit raza: lg = R. Impartim un cerc in 6 pirti egale luind un punct
A pe cerc drept centru si cu o ,,deschidere” a compasului cit R, trasim B si
F fig. I1.27). Mutind apoi succesiv centrul cercului obtinem si celelalte
puncte de diviziune, virfurile hexagonului ciutat. Observim ci este sufi-
cient si giasim cu compasul numai trei puncte consecutive 4, B, F, si pe
celelalte le aflim ducind diametrele cu aceste extremitifi. Apotema aq =
wlhs
2

O primi constatare:

Presupunem cd un cerc a fost impértit intr-un numdr par de arce egale
il ducem ca laturi coardele sdrind peste cite un punct de diviziune. Obtinem
in poligon regulat cu un numdér de laturi de dou# ori mai mic. De pild& unind
virfurile unul hexagon regulat din dou# in doud, obtinem un triunghi echila-
lornl. Se pune deci problema ,,simplificarii cu un factor comun al numarului
o diviziuni i care am impértit cercul si al ,pagilor“-arcuri pe care i
shrim® cind ducem corzile-laturi.

Fig. 11.27

Sd presupunem c& am impdrtit un cerc in 14 arce egale. Facem un
lubel in care apare ca fractie ireductibild raportul dintre numirul de arce
iifiale gi al ,pagilor sariti“. In functie de acesta vom preciza natura poligo-
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nului obfinut. Notd&m cu n numirul de diviziunl Inifiale, cu & ,pagii® (are
subintinse de o coard®) gi cu [ fractia ireductibila ob{inuta din simplifica
raportului n/k.

«
I 11 11 v v vi | v
s 14 14 14 14 14 14
k 1 2 3 4 5 8
’ 14 7 14 7
f 1 7 3 2 5 3
e
I ™ o5 | = 5 | =
<2 |28 |88, |25E| 8. |22E| &,
55| SEE | B | 3%E | =% 8%f ) 2T
28 | 232 i z=8 |25 | =5 125 | =5

Am oprit aici tabelul. Dac# k = 8, atunci n — k = 6 si este ca si cum
fi inceput si socotim de la punctul initial pe cerc in celdlalt sens. Dac¥ in
de 14 am fi avut un numir impar de diviziuni initiale, de exemplu 2p -
ne opream la k = p; de exemplu la n = 17 ne opream la &k = 8. \

Altd constatare: dacd fractia ireductibild este un numir natural, polig
nul este convex. Dacd numitorul lui f nu este 1 atunci poligonul este stel
§i anume steaua are atitea ,colfuri® cit aratd numéaritorul. |

" Deci nu toate poligoanele stelate cu acelasi num#r de colturi sint ,a
menea“. Heptagonul din coloana a IV-a diferd de cel din coloana a VI

Mok siléata
Tabel de rezultat

R

Tabelul ar deveni mal ugor de rofinut daod am adiuga la ay gi la I, oite
un factor |71 pe lingd A; ultimolo doud linii din tabel nu trebuie memorate.

12. Probleme

1. In triunghiul echilateral A BC de laturi « (fig. 11.29) se iau punc-
tele N, M€ AB, N, P'€ BC, M'.P € AC, astfel ca MM’ || BC,
NN'||AC si PP’'|| AB.

A
A
2%
,f( "\
// \\
’\/'/ \ P
i IN/
Fig. 11.29 X \
PARG Ve
Py . )

Determinati z in functie de a astfel ca hexagonul MM'PP'N'N sk fio
regulat. ‘

2. Pitratului din figura 11.30, de laturd a i se ,,taie colfurile“ fn aga
fel Inctt 84 ,,r¥mind* un octogen regulat. S& se calculeze latura z a octogo-
nului In functie de latura a a pitratului (fig. 11.30).

Fig. 11.30

3. Cunoscind I, si R, calculati a,,.

4. Folosind pdtratul inscris in cerc de razi R, calculati latura octo-
gonului convex inscris in cerc in functie de A.

5. Pe laturile hexagonului regulat 4 BCDEF se construiese in afari

patrate, gi in virfurile hexagonului, cu doud laturi ale acestor pitrate
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ca laturd, triunghiuri echilaterale de tipul lui BHI, Si se procizeze ce fel
de poligon este GHIJKLMNOPRS (fig. 11.31).

Fig. 1131

6. Precizati natura poligoanelor regulate pentru n = 7. Cite , tipuri®

de heptagoane stelate existd?
7. Precizati natura poligoanelor regulate corespunzitoare impértirii.

cercului in 21 arce egale. Faceti tabelul.
8. Si se stabileascd m&sura unui unghi al unui dodecagon regulat

convex (n = 12).
9. Dacd un poligon are toate laturile congruente este oare regulat?

10. Dac¥ un poligon are toate unghiurile congruente este oare

regulat?
11. G#siti num&rul diagonalelor unui octogon regulat convex. Era

necesar s§ precizim c& poligonul este regulat?

12. S4 se demonstreze cd in orice poligon regulat convex se poate

inscrie un cerc, adicd se poate construi un cerc tangent la toate laturile
sale.

circumscris poligonului regulat convex.

F ¥ OV 1
Lity L

¢ : " . PN U . sPLee )

i seocment é
SESMENL 4 (IR

Stim cd construim pe /2 cunoscind segmentul unitate (fig. 11.32).

Eig. 132

Si se arate cd centrul cercului inscris coincide cu cel al cercului

SPTRALAY LUL ARHIMEDI, Pe segmentul AB = 1 ducem perpen-

Wiiluen 13, I. Segmentul A/f, |72, Pe AB; ducem perpendiculara

B, | gl continuim cu acelagi procedeu: ByBy | AB, (ByBs — 1) ete.

Wit Lnorema lui Pitagora rezulti A By =|/3,4B, = /% =2, A B, = /5 ete.

Besupunind construit segmentul AB,_, =|/n — 1, construim AB. =1 n

i . . . . (% . N o o . .
Wiindonl duce la construirea lui [/n prin ,recurentd”, adica folosindu-ne

0 Cinnlructia prealabils a segmentelor /2, [/.“,,_, 1/‘,;‘?"{_

]
{7/

Duaci reugim, raza R fiind datd, sd putem ~cuprinde® in compas un
Sgmont de R]/2, am reusit constructia (fig. 11.33). Ca in orice problema de
siiatiuciie, sa considerdm problema rezolvatd: pornind dintr-un punct arbi-

Fig. 11.33

bl 1, considerdam virfurile consecutive ale hexagonului regulat inscris in cere
H (', D. Deci segmentul AC' = R |/ 3. Cu o deschidere de compas cit AC
gl vontrul in A i apol in D, trasim dou# arce de cerc care se taie in J.
Cumniderind - triunghiul - dreptunghic A MO, segmentul OM — R /2. Deci
vailruim inti virfurile trapezului 4, B, C, D, apoi cu ,deschiderea® AC «i
voitrele A g1 D trasdm arcele de cerc care se taie in M. »prindem* in compas
dintanta OM si o ,,purtdm® pe cerc de trei ori. Obtinem astfel virfurile pétra-
il cautat.

; WA Sa se arate cd dacd doud
Wimere positive au suma constantd, produsul lor este maxim cind ele sint egale.

Vom incerca o solutie geometricd a acestei probleme. Pentru aceasta
prten s o formuldm gi in felul urmator:
Sd se demonstreze cd dintre loate dreptunghiurile cu perimetru consiant,

W cea mar mare o are palratul.

* Problemd dath la etapa pe municipiul Bucuresti a Olimpiadei din 1978,




wemmmmn  Tungimea DG = a +  gi lliﬁ?n ;; E-D' “‘;u:;w“:: ;,Ir'capét;unshiul DEFG

ate da prin puterea punctului
in cercul de centru O, cea mai
r oricare alti coardd A'B

0 altd solupie la nceasti problemd se po
jilarior: dintre toate corzile care trec prin M,
Wi este AB 1 OM (fig. 11.36). Intr-adevd

A ) B

o H .- j
Il |a-x Fig. 11.34 AMB

[j,., 7 : Fig. 11.36 B

Evident ambele au acelasi i
¢ S : i perimetru. Cu notatiile din fi ¢
comparém aria pa!;.ratulul ABCD cu cea a dreptunghiului DEFGg ::fr;
gr(lecl(zia care dll.l a.r-ule dreptunghiurilor ABHE i HFGC este mai marn‘
xe I:a' rept:nghlurl au cite o laturd z. Dreptunghiul II are cealalta ]atif
i mici decit o are dreptunghiul I. Deci dreptunghiul II are ari urs
S& spunem gi altfel: - T
4 Arliz Iu\lf ABHE este za. Aria dreptunghiului HFGC este z(a — ]
l; ;:zu—- : . Vizibil aria 2lul EFGD este mai mic# decit a pitratului A 3
ru ci ar > ar — z* solutie evidentd. (Egali

. (Egalitate am ]
Acegsti problemd rezolvatd ne poate duce gi la o a ‘(ii‘cr:; d o
- 84 se arate cd dacd doud ; ‘tive.
produ,{;zl constant, suma lor este minimd cind ele sint e;:lt: el ]
om porni de la problema precedenti: in fi .

- igura pe
g;‘,lr;z‘lutca 8-0 'z:lez(:ilvém, pitratul ABCD si dreptugnghiu}; D(};;?Ea::x f:: J
o etru gi ariile diferd pentru c4 dreptunghi i mi
> ‘ ghiul (II) este mai mic decit dre
unghiul (I). Deci adjugdm la dre i : o g
ptunghiul IT dreptunghiul cu interi \
rat (I1T) FN MG astfel incit dreptunghiul (1) si sty
! ; ptunghiul (I) si dreptunghiul CMNH ‘
echivalente (fig. 11.35). Deci patratul ABCD si drestunghiul EDSJ?IXIG

i B'N* = R* — ON* > R? —
> AB adicd B'M + MA' >
M,AM-MB=A’M-MB’=

§¢ trece prin M are distantd ON < OM dec
L OM? = BM?, deci 9B'N >2BM, deci A'B’
o AM + MB. Dar aplicind puterea punctului
« gonstant §i problema este demonstratd!

LUNGIMEA $1 ARIA CERCULUL
definirea lungimii unei curbe si a ariei ,mirginite®
in unele detalii ale lor, necesitd cunog-
0i nu vom demonstra formulele pentru
uitiv de a ajunge la

_ Calcularea si chiar
i o curbd inchisd sint probleme care,
lnfe ce nu le avefi incd. De aceea 1
Jungimea i aria cercului, ci doar vom argta un mod int

lo.
S& considerim doud poligoane regulate convexe cu acelagi numdr de

uri, de exemplu doud octogoane, inscrise fiecare in cite un cerc.

A

A B
; : E» A
b " BI
F M-EN l
; 7 . ’
/1 : Fig. 11.37 { 0 1 0
.{jjj Fig. 11.35 \\\ " /
TN .6 M ~__C
cu R, r razele cercurilor in care sint

\

\

“hi 4 \\ i
{eiszéale;tle ;Fr;:tusilelpM - MN si A\i « AD sint egale), dar perimetrele ‘
: . ratului este mai mic\ deci 2(DM + MN) > 2 “

. > 2(AB + AL
\

N \

S4 notdm cu P, p perimetrele lor,

Inscrise.
S8AB _ AB _ R (3 yrmare a faptului cd A AOB ~

Avem LA = ~,
p B8A'B A'B’ r
_O_é__ OB A {AOB"E%O"=¥A'013')-

~ AA'O’B' (cazul 1, de exemplu: i -

M




Si revenim din nou la figura 11.37 gi si considerdm aria octogonului

8 AB-OM _ P:OM  piny gici demon-

pac am considera In loe de octogoane, poligoane cu un numér foan
| ABC.... Eaeste egald ou 8Sa08 = = :

mare de laturi inscrise in aceleagi cercuri, relaia i g rdmine adey
P r 3

i i i b iouroasd si ne conduce la:
rat, iar P ar fi ,aproape" de lungimea L a cercului de razi R, p ar fi ,apre Jtia estoifiERIORE AR

. I eu jumiitaten
pe* de lungimea [ a cercului de razg r. s :

Teorema. Aria unui poligon regulat convex este
‘ i dintr imetrul si tema poligonului.
Objinem, schimbindipies s s, —:; =L, adica: raportul dini produsului dintre perime ul si apo polig
r 4

lungimea unui cerc si raza sa este acelagi pentru toate cercurile. ‘
Acest raport constant se noteazd cu 2w; valoarea aproximativd a lui
este 3,14159... (x este un numir irational); nici 2l nu se ,,misoara“ ci se det

mind, de exemplu, prin formula, ce contine o suma infinit4, si pe care o v

Dacd vom considera un poligon _regulat cu numlfr foarte n‘x‘a;: (11‘:;3;:;::,
{nscris in cercul de razd R, gtunci perlmetrul sdu \'ra ‘:1 ,,aprcx)zple; oo
‘om‘cului, iar apotema ,aproape“ de raza cerculul.d. ]:ngleun oy
aria unui cerc este egald cu jumatate din produsul dintre lung

invita in clasa a XII-a: £ adick 2nR- R,
, 2
=3 145 i Sl e . )
it G (1 g 3-3,+ 5-32—7.33+ is 8 ) Aria unui cere de razi R este egalii eu R

| . : l A “ | i i AB...CO. Ea
Lungimea L a unui cere, de razi R este sgald cu 2~ famulfit cu R, adl ligonului A

L = 2=R. : )
* S4 revenim la figura I11.37 si s& notdm cu Q lungimea liniei ABC fo

matd din trei laturi ale octogonului. Avemn @ = 348 _ 3 _ ¥40C 'y

Aﬁ i & i a i 3 . .
- relatie ce ramine adevéaratd chiar dacd arcul ABC ar fi mare (pri

in fine, sd considerdm, in figura 11.37, aria po.

sig Sl Jui
i ori aria tri iului = din aria octogonuiui
cu de trei ori aria triunghiulul AOB, deci cu — gonu

este egald

este tot una cu raportul dintre masura arcului ABC §i

360°. Tinind punctele A si C fixe gi médrind mult numarul laturilor poligonului

lat (acest numdar r3minind un multiplu de 8), aria poligonulqi con:u;l:rBact'
':%“ CO va fi aproape de aria marginitd de razele 0A, OC s arcu

otc. Ajungem la:

Definifia. Se numeste sector cire
al unui cere si din razele acelui cerc cu capete

3
regulat; raportul =

ABC intelegem misura, in grade, a arcului ABC). !
S# pastram punctele 4 §i C fixe si sd considerdm, in loc de un octogo:
un poligon regulat cu un numir mare de laturi, inscris in acelagi cerc, avin

' ular figura formatd dintr-un are
A §i C printre virfurile sale (pentru aceasta numérul laturilor sale il vom alegi

le in capetele arcului.

un multiplu de 8). Rela’gia%= ABC va rémine valabils i pentru aces

60°

poligon; Q va fi ,aproape“ de lungimea M a arcului ABC, iar P va fi, ci

. - . y \
mai inainte ,aproape“ de lungimea L a cercului de razd R. Obtinem LZ- \‘-\
ABC / ¢ \
= ——, de unde deducem: ( ]
360°

Lungimea unni are de eere dd .adsurd u dintr-un eec2 4o razd R esH

. writ ps s . iy A \
dati de formula T;% (u fiind exprimati in grade).

S0

i de unui
Aria unui sector eircular al unui cerc de razi R ce corespunce

Fig‘ i u,nR? .
urd u (exprimatd in grade) este datd de formula Ta

are de mas
nu au sens matematic. Ele

3 “
je. Cuvint: ulte“, ,aproape”, . ti
Observajie. Cuvintele ,m , »ap T g

sugereazdl numai un rationament, mal rafinat, ce nu




13. Probleme

1. Aflati aria cuprins# intre un arc de 60° al unui cer¢ de razd.
§i coarda sa.

2. Aceeagi problem# pentru un arc de 240°. ‘

3. Pe cele trei laturi ale unui triunghi dreptunghic ca diametre s
descriu cercuri ca in figura II1.40. Aritati cd aria haguratd este egald ct
aria triunghiului. : '

J

Fig. I1.40

4. Dou cercuri secante au razele de 10 si 7, iar distanta centrelor!
de 15, Aflai aria portiunii comune a'celor doud cercuri.
“b. Aceeasi problema, cind distanta centrelor este de 5.
6. Douad cercuri tangente exterioare au razele de 9 si 4. Aflai aria
cuprinsg intre cele doud cercuri gi una din tangentele comune extermare;
7. Aflati aria hexagonului regulat de laturi a. i
8. Aflati perimetrul figurii I1.41, dacd raza cerculul este 6 si dis-
tanta de la centru la virf este 12.

6
12

Plg. 11.43

. Fig. 1144

ISERIRTY ' 7
m

A

11, Calculati aria din figura 11,43 (hagurat), precum gi perimetrul
Wil hagurate, razele celor trei cercuri fiind toate egale cu 2.

\\‘

10. Aflati lungimea §i aria unui se%nicerc. Desenati.
’ |
|
|

~ MatematichA geometria cl, a VII«a




_ Detinigi e Sl conslderam o drnnp_l:‘l d; un segment (ahignuit) pe
ea giun ,sens* pe d, dat printr-o semidreaptd s a lui d,

Fig. 1113 Y, ] ¥o e,

Acestea fiind ﬁfate, definim misura unui segment orientat A4 5 de pe d,
§i 0 notdm tot cu AB, astfel: i
Cazul 1. Dacd B = A, ma i ori AR
_C » médsura segmentului orientat 4 B este considerati
O):AA4A =0,
Cazui 3. Dack B # A, misu iontat A5
# A, misura segmentului orientat AB este egalid cu

hmgin.xea segmentului (obisnuit) A B, eu semnul 1- daey semidreapta A B are
acelagi sens ¢u s gi cu semnul — daej semidreapta 4 B are sens contrar cu s.

Capitoldl 3
TRANSFORMARI GEOMETRICE

In primele paragrafe ale acestui capitol vom prezenta citeva nof

pregititoare. Fig. 111.4 U
: M S

A B D C

SEGMENTE ORIENTATE SITUATE
PE ACEEASI DREAPTA

L > —>
D.eCl AB + BA = 0. Dacd misurile a doud segmente orientate sint
egale si nu sint 0 atunci segmentele (obignuite) corespunzitoare sint congru-
— o

ente. Reciproc, dacd AB = CD atunci avem IE = 4 CD, semnul fiind 4
sau — dupd cum semidreptele AB §i CD sint de acelagi sens sau de sensuri
contrare. :
Teoremi. Daed 4, B, C sint punete coliniare, avem ;1—5 -+ EZ = F
Demonstrafie. Va trebui si considerim mai multe cazuri.
. _—  —
Cazul 1. A = B. Relatia se reduce la AC = AC.
Cazul 2. B = C. Analog. ;
A y - —_—
Cazul 3. A = C. Relatia devine AB + BA = 0; am observat mai sus

ol este adeviratd. - :
Cazul 4. B este intre A si C (fig. 111.5).

Doud semidrepte de pe aceeasi dreaptd pot fi de acelasi sens (¢
Fig. d

cuvinte se poate ca una si fie inclusd in cealaltd), sau de sensuri contrari

Fig. "

alte cuvinte, in caz contrar, sau intersectia lor este interiorul unti segn
sau ele n-au nici un punct comun).

Observajie. Dacd A # B, atunci semidreptele AB §i BA au _ P % W i 3
contrare. \ Fig. 1.5 A s By L
Definifie. Vom numi segment orientat o figurd formats din} i . ; ISR 0
Semidreptele AB, BC, AC au acelasi sens deci AB, BC, AC au acelagi

Segmentul orientat format din A §i B se va nota AB. A e redlfce . AZ? e BC = AC.
s i : ) 5 i Cazul 5. A este intre B si C (fig. 111.6).
Deci AA este si el un segment orientat, iar, pentru A # B, segmel .

= _* - -—> - . . . 3

orientate AB si BA sint diferite (spre deosebire de segmentele ,,obigni

AB 31 BA care sint aceleasi). | - ;

Punctul 4 se numegte originea iar B exiremitatea segmentului orig

‘ ]

¥ |
\

Pig 1.6 i ~mtrem

A ~
sk IV

e L S . e —
AB g BC av semne contrare, BC > AB, A(' are acelagi semn cu BC

gi relatia se reduce la BC — AB = AC..



Cazul 6. C este intre A 8 B,
Se demonstreazii asemindtor cu cazul 5.

Obseroafii. 1. In definitia m&surii unui segment orientat de pe o dreapt
datd, putem alege dintr-o datd unitatea gi sensul, alegind unitatea de m#surd
drept un segment orientat nenul, ce urmeazigéd aibd masura +1 (fig. 1I1.7).

u - Fig. 111.7

2. Notiunea de misurd a unui segment orientat gi teorema demonstrata
mai sus ne permit si demonstrdm unele afirmatii fird a mai considera mai
multe cazuri corespunzitoare diferitelor pozitii relative a punctelor de pe o
dreaptd. De exemplu: |

D oblemd re *alvazaFle A, B, O trei puncte coliniare, fie A’ simefricul
lui A fatd de O iar B’ simetricul Iui B fatd de 0. Sd se demonstreze ci A'B' =
= AB. '

. —> — — — . —_—
Rezolvare. Ipoteza se scrieOA’ = A0, 0B’ = BO. Demonstratie: A'B’ =

—_— e e e

_A’0+0B’——-0A’+OB'———A0-{—BO OA 4 BO = BA deci,
cum am observat dupd definitia misurii unui segment orientat, A'B’ == AB.

14. Probleme

1. Dacd 4, B, C, D sint puncte coliniare, ardtati cd AB + BC - ,

— —
+ CD + DA =0.
2. Care este relatia intre misuri de segmente orientate care defi- .
neste mijlocul, M al unui segment (obignuit) AB? :
3. Dacd segmentele (obisnuite) AB i CD au acelagi mijloc, atunci

— "
AC = —BD b2

R

4. Daci AB = CD demonslgatl o& AC = BD. ‘
8. Fie 4, 0, 0’ trei puncte coliniare, fie B simetricul lui 4 fati

de O si C simetricul lui B fatd de 0’.\ Arytati cd AC = 2'00',
— —> —>
6. A, B, C, D fiind puncte coliniare, ardtati cd AB-CD 4 AC -

— —_— —>
DB + AD: BC = 0. :
- 7. A, B, M, N fiind puncte colinjare, A # B, M # B, N#ng

—

l

MA _ T4, aritati ok M = N. .
g ERSIE |
MB NB " l!

Semidropte de acelagi sens §i de sensuri contrare
po drepie paralele

S& considerdm toate dreptele para]ele‘cu o dreaptd datd, sd considerim

0 secantd si un semiplan determinat de acea secantd. Toate semidreptele
obyinute intersectind acel semiplan cu dreptele paralele cu dreapta datd le

vom considera c# sint de acelasi sens.

Dacd acum vom alege doud semidrepte situate pe doud din dreptele
paralele din figura III.8, vom spune c& semidreptele au acelagi sens daci
fiecare din ele are acelagi sens cu semidreapta din figura I11.8 de pe dreapta
pe care este situata, sau dacd fiecare din ele este de sens contrar cu semidreapta
respectivd din figura II1.8: vom spune cd semidreptele alese sint de sensuri

/4
7
S
y
Fig. [I1.8 /:‘//
v
Y/ 4

contrare dacd una din ele este de acelagi sens gi cealaltdt de sens contrar ¢u
semidreapta respectivd din figura II1.8 (s, gi s, sint de acelagi sens, t; gl fy
sint de acelagi sens, iar r, i r, sint de sensuri contrare) (fig. I11.9).

Fig. 1119

S4 observam cé& aceste conventii nu depind nici de secanta aleasy i
nici de semiplanul ales (fig. 111.10).

N7 N

Fig. 1o




SA& ohservim gi cfi, daecd incercim si ,acorddm® in acelngi mod sen- ‘
surile pe doua drepte concurente, nu reugim, deoarece ,,acordarea® va depinde

de secanta folositd (fig. TI1.11).

Fig. IIL11

B

Acordarea sensurilor pe toate dreptele paralele cu o dreaptad data, |
acordare descrisd mai sus, ne permite ca, odata aleasd o unitate de masurd si |
un sens pe o dreaptd, sd misurdm cu ele toate segmentele orientate situnte ]

pe drepte paralele cu dreapta data (fig. II1.12).

A B

Fig. 111.12

D £

u
————-l-r-l:

Nu avem insd voie si misurdm cu ele segmente orientate situate pe i

Aplicajie. Fie a si b doud drepte paralele

drepte neparalele cu acea dreapté. \
si D doud puncte pe b. Fie M mijlocul lui Ax

, N mqlocul lui BD. Atun01

M si N sint situate pe o paraleld la a §i b siave MN = M

Enuntul dat reprezinti o teoremd, ,compusd“ din alte sase, lndICdte |
B sau nu; € = D sau nu, |
AB = CD sau nu, semidreptele AB i CD sint de acelasi sens sau de sensuri -

in figura II1.13, care corespund cazurilor 4

i

contrare. /

Aceastd teoremd nu ne face deci sa aflg"m nici un fapt nou. Ea este |
important# deoarece reugeste s& unifice intr-un singur enunt, destul de sim.

|

|

| olnci teoreme diferite (faptul ce corespunde primei figuri din 11113 nu
iha titlul de teoremi). Aceasta este posibil datoritd notiunilor introduse

AB A

A si B doud puncte pe a, C»i

Fig. 11193

| 15. Probleme

1. Se consider unghiurile zOy, z'0’y’ in care Oz §i 'z’ sint para-
lele si au acelagi sens, iar Oy si O'y’ sint de asemenea paralqle si au
ncelasi sens. Demonstrati cd cele doud unghiuri sint congruente‘.

2. Doud unghiuri cu laturile paralele §i de sensuri contrare sint
congruente.

3. Doud unghiuri cu laturile paralele, doud de acelasi sens si dous
(e sensuri contrarii, sint suplementare.

4. Considerati un triunghi A BC, alegeti pe fiecare din laturi cite o
unitate de mdsurd si un sens, considerati o paraleld la BC si exprimati
leorema fundamentald a asemdnirii folosind numai misuri de segmente
orientate.

5. Considerati doud drepte paralele, doui puncte 4 gi B pe prima
gi doud puncte C $i D pe a doua, §i unitdti de misurd §i sensuri pe una
din cele doud drepte paralele si pe AC. Considerati un punct M pe AC
g intersect,ia N intre paralela prin M la cele doud drepte §i BD. Expri-

mati y = MN in functie de z = AM (si de AB CD AC care sint

oonstante)
6. Fie A’, B', C', G’ picioarele perpendlcularelor din virfunleA B

ale unui triunghi §i din punctul G de intersectie al medianelor sale pe
o dreaptd d.



el — — —r
Exprimati GG’ cunoscind AA’, BB, CC",

VECTOR!
Cele aritate in paragraful p%ecedent ne conduc la:

Definitia. Fie ﬁ si Z"—E dousi segmente orientate. Spunem;
ele sint echivalente in unul din urmitoarele doud eazuri: |
1. A = ( ’B' D.
A # ¢ C, B# D si sint indeplinite simultan condifiile:
a. AB | CD sau A, B, C D sint coliniare
b/ i lj = CD
¢c. Semidreptele AB si CD au acelagi sens.

Si observim ci nu putem impune condifia ¢ atit timp cit n-ar fi |

impusd conditia a. i
Orice segment orientat este echivalent cu el insugi; dacd un segm

omentat este. echlvalent cu al dmlea, atunci §i acesta este echlvalent cu |

Definifie. Se numeste vector o mulfime formatd din toate segme
tele onentate echivalente-cu un -segment. orientat dat. :

—_— |
Vectorul format dm toate segmentele rlentate AA se va numi Vi

torul nul“. \

—_— ¢ i
In vorbirea curentd vom spune ,,vector‘}l AB*“ in loc de ,,vectorul

. . -_* . . .o —* . 3
contine segmentul orientat AB“ §1 vom spun deci e& ,,vectorii AB $i

— —

coincid®, sau ci ,sint egali“, in loc de ,,segm/:ltele orientate AB §i CD 8

echivalente®. y

/

Si observiim cft fiind date un segment orientat A_Egi un punct C,
8 A —
0xistd un punct unic D astfel incit segmentul orientat CD sd fie echivalent

3 —
ou segmentul orientat AB.

AB CD
A

Fig. I11.16

N

,/

1)

Anume: daci B = A, alegem D = C, iar dacd B # A atunci ducem
prin C dreapta d paraleld cu AB (dacd 4, B, C sint coliniare, d se alege drept
AB), alegem pe ea semidreapta s, de origine C gi de acelagi sens cu semi-
dreapta A B i, in fine, alegem pe s punctul D pentru care CD == AB.

Pe scurt: orice vector se poate ,ageza“ astfel incit si aib ,originea"
in orice punct dorim. ' ‘

Problemd rezolvatd
B 3
Dacd AB este echivalent cu CD, demonstrati ¢4 AC este echivalent

i
cu BD.
Rezolpare. Cazul 1. A, B, C nu sint coliniare.

‘Datoritd faptului ci semidreptele AB gi CD au acelagi sens, ABDC
este un patrulater. El este un paralelogram, deoarece laturile opuse 4 B, DC
sint paralele gi congruente. Rezultd cd si AC, DB sint paralele gi congruente;
de asemenea, cd semidreptele AC, BD au acelasi sens. Cele trei fapte, impre-

. —_—
und, afirmi, conform definitiei, cd AC si —BTIS sint echivalente.
Cazul 2. A, B, C coliniare. Atunci §i D rezultd situat pe aceeagi dreapti
cu 4, B, C si urmitorul calcul cu misuri de segmente orientate: BD = BA -+

4+ AC + CD = AC + (CD — AB) = AC ne convinge de valabilitatea enun-
tului si in acest caz.

Rezultatul din aceastd problem# ugureazi rezolvarea citorva din pro-
blemele ce urmeazi:

16. Probleme

.1. Desenati doud segmente orientate care s indeplineascd doud din
conditiile @, b, ¢ §i 84 nu o indeplineascd pe a treia. Din cele trei vari-
ante ale acestei probleme, care este ,absurdd"?



2. Fie A, B, €' trei puncte necolininre, Convingeti-vi ¢if exista un
punct unmc D astfel incit A BCD sd fie un paralelogram. Caracterizati-l
svectorial“ in doud moduri. '

3. Dacé AB este echivalent cu A’B’ i BC este echivalent cu B'C’,

- ! 3 et . .
demonstrati cd AC este echivalent cu A'C’ (direct este mai greu decit

s-ar pdrea la inceput; folositi problema rezolvata).

4. Intr-un paralelogram A BCD se noteazi cu E, F mijloacele latu- \‘
rilor AB, CD. In figura obtinutd gisiti toate perechile de segmente |

orientate echivalente, cu capetele in cite doud din punctele A, B,
¢, D, E,F.

5. In problema 4, completati figura cu inci un punct, situat pe
una din dreptele 4B, BC, CD, DA asa incit si putem forma cu el un

segment orientat echivalent cu ;1—5 In cite moduri puteti face aceasta?
6. Un triunghi echilateral ABC are ,.centrul“ in O. ,,Asezati* vec-
torul OA cu originea in B, apoi in C. Precizati in fiecare din cele dou
cazuri pozitia ,extremitdtii“ vectorului.
7. Indicati perechi de segmente orientate echivalente pe figura
formatd dintr-un triunghi si mijloacele laturilor sale.

UNGHIURI ORIENTATE

Acest paragraf este aseméinitor ca idee celor privind segmentele orien-
tate de pe aceeasi dreaptd i de pe drepte paralele; aci insd situatia nu ne
conduce la notiuni ce au complexitatea notiunii de vector.

Dacd privim foaia de hirtie ,de deasupra®, asa cum facem de obicei,
atunci, relativ la orice semidreaptd, unul din semiplanele determinate de
dreapta pe care ea este agezatd ne apare ,la stinga“ semidreptei, iar celilalt
»la dreapta“ semidreptei.

semiplanul semiplanul :
de la stinga/” de la dreapta Fig. 11117
lus lui s

Dac# insid am ,intoarce foaia“ gi aceasta.ar fi transparentd (ar fi mai
greu si realizim aceasta privind-o ,de dedesubt), situatia s-ar schimba:
semiplanul ce apdrea ,la stinga“ semidreptei ar apidrea acum ,la dreapta®
ei gi invers.

a0

In cele ce urmeazd vom presupune cfi ,ne-am fixat pozijia“ din care
¥l planul gi deci cdi am precizat, pentru orice semidreaptd, care este
Uplanul de la stinga ei gi care este cel de la dreapta ei.

) In legiturd cu aceasta, sint valabile urméatoarele proprietdfi:

i, Dacd dou# semidrepte s gi ¢ au aceeasi origine §i dacd ¢ este situatd
Wmiplanul de la stinga lui s, atunci s este situatd in semiplanul de la
pla lai ¢

, S
semiplanul /de la. i
stinga /lui s &

S
——————— )
Fig. I11.18 // Q& 05\
//xf \O &z
e
& ¥ |

b. Dac¥ s si s’ sint cele doud semidrepte diferite, cu originea in O situate
droapta d, atunci semiplanul de la stinga lui s este tot una cu semiplanul
In dreapta lui s’.

semiplanul de la stinga lui s =
=semiplanul de la dreapta lui s’
S" : s

Fig. TIL19

¢. Dacd Oz, 0’2’ sint semidrepte paralele de acelasi sens, daca Oy, 0'y’

il de asemenea doud semidrepte paralele de acelagi sens gi dacd Oy este

ntd in semiplanul de la stinga lui Oz, atunci O'y’ este situatd in semiplanul

I stinga lui 0'z".

o B
semiplanul /de la stinga lui OX’

O'sem/plan){ll de la sﬁn}ga lui Ox

() X

Observajie. Am prezentat notiunile din acest paragraf, ca §i din cel

Mipra semidreptelor de acelagi sens §i de sensuri contrarii, la nivelul intuitiv,
i fol ca in partea I a manualului pentru el a VI-a.

o1



Un caz mal familiar este u = 280°, de exemplu, in care scriem u =
Jonit semidrepte &, & eu aceeasi origins nu neapdrat diforite, conciderate A = 360° — 80° = — 80° (mod 360°) si care se rezolvi deci tot »prin figura
aceastd ordine 1l vora nota 3¢ (&, k). ' 111.22¢.

Deci: >6 (h, k) este gi el un unghi orientafy iar, pentru k # k, unghi ‘ 4. Dacy privim planul ,din partea cealalty“ atunci misurile tuturor
orientat ¢ (h, k) este diferit de unghiul 6 (k, A). ' Mnghiurilor orientate apar cu semnele schimbate.

Dofinifpie Prin miisura unvi nnghi orientat 6 (k. k) notatit iof Urmitoarea teoremd are aceeagi importantd ca si cea aseminitoare
* (h. k) vom telege, 10 la segmente orientate de pe aceeasi dreaptd: permite calcule gi demonstratii

a0, d»m B ==k X ] RO s, 0y firii & mai face figura, fird a mai considera toate cazurile ce pot apérea ca

i S;fu """" 180.0’ ﬁ%m i‘mgh";, gﬂf;}?i:rzm‘g (ji/, {:3} ‘ lirmare a pozitiilor diferitelor semidrepte unele fa4 de altele. Bineinteles ci
alte cazuri, misura unghiului ; 3 (k, k), I i s X : !
somnul - | ¢ ,i,lci ‘;i? ﬂ'énlliﬁ:niltieg’dn stinga lui &, si e?zks-;mwz.s — dae g:u(iis‘r‘r}onstrapa el va trebui si considerim toate aceste cazuri, cu toat ,har-

este in semiplanul de la dreapta lui 5. i e e : ) )
/k PRL—— Teoremd. Daeil u, v, w sint trei semidrepte cu aceeasi-orizine, atund:

/ /

Definifile. Prin anghi orientat yom Intelego o figurd formmats
i !

¢. In cels

/ R (u, @)= 28y, v) + >F (v, &) {nod 360°. i
] 9 2 Bt on o L0 Pt Demonstratie. Cazul 1. u = v sau v = w. In acest caz relati i
/5 (hk)=+45° /5 (hk)=-120° ; . ¢ cest caz relafia este evi-

i (hk)=+4 / % (hk)=-120 flontd, unul din numerele din partea dreapt fiind 0° ... .
/ ;j Fig. IIL quz_zl' 205 == w. Relatia se reduce la >¢ (u, v) = — >6 (v, u); ea rezulti
‘ flin definitia m&surii unghiului orientat si din proprietatea a, ilustratd in

figura 1I1.18.

Cazul 3. Unghiul 2% (v, w) este alungit, iar celelalte doud nu sint nule.

AT -

. L ) s (h ke )=a] Q-
}{i‘ﬂi@k)‘oo hk k }[fﬁ,h);_!&(} ‘h

Observatii. 1. Conventia de la c in legaturd cu semiplanele n-avea sel N W ‘ T
in cazurile a §i b; de aceea a trebuit si le considerim separat. ; ¥ig. 15145 3 i Y \

2. In cazul b din definitie, facem o conventie care se poate enunta ’ \\ \
astfel: in calculele cu misuri de unghiuri orientate, considerfm totdeauna: o SRR YL o A

360° = 0°. Aceasta este o situatie aseminitoare cu cea in care sintem inten \V

satl, In aritmetic, de resturile impéartirilor numerelor cu 4, de exemplu.

studiul acestor resturi scriem 4 =0 (mod 4) sinu 4 = 0; +2= —2 (mod |
$inu 42 = —2. Aici vom scrie, de exemplu, +180° = —180° (mod 360%

Reamintim c# 2 = b (mod ¢), unde @, b, ¢ sint numere {ntregi, inseamnd
¢ divide pe a — b. In cazul nostru u = v (mod 360°) inseamna: citul 136—:]”

In ambele situatii, relatia rezultd din > (u, v) + > (v, w) = 180°.
Cazul 4. Unghiul >t (u, w) nu este nici alungit nici nul.
Privind eventual ,din partea cealalti“, putem presupune cd w se afld
In semiplanul de la stinga lui u. S4 notdm cu u’ §i w" semidreptele ce ,,prelun-
gosc” pe u §i w.

un numadr intreg. i
3. Oricare ar fi o misurd de unghi u $i o semidreapta &, existd o sem
dreaptd unicd k, cu aceeasi origine ca §i &, astfel incit & (%, k) = u (mod 360
Dacd pentru —180° < u < 180° aceasta se poate intelege din figus .
I11.21, s& consideram cazul u = 1 000°. Avem 1 000° = 3 - 360° — 80° = —8 Fig. I11.24
(mod 360°), conform conventiei explicate la punctul 2. Deci problema,

acest caz, se rezolvd ca in figura 111.22. Fig. Ill.f

*(hk)=1000°
(f_.-jo.:f 36_ 0°)

Deosebim patru subcazuri:

\ 1000°  _ h

\‘1';/{70“ “:80’:) K[(ﬁ\?.) a) v se afla in interiorul (u, w) ‘(fig. I11.25, a). In acest caz relatia este
el T N E(u, w) = (u, v) + (v, w), despre care stim ci este adevirata;
(mod 360°) \\ b) v se afld in interiorul >¢(w,u’) sau coincide cu u’. In acest caz relatia
\_\ oste (u, w) = f(u, v) — >6(v, w), despre care stim cd este adeviratd
k K (situatie asemindtoare cu a); :

09
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i i e inei W' ( pemanate
¢) vse afli in interiorul S(u, w') sau coincide cu w', In mod a !

wu b) ajungem la Sf(u, @) = 2%(v, w) — “e(u, 'v)§ ' !
o )(I)Jv s%a afla in inte;riorul “6(u'w’). Aici apare situalia deosebita legata.
conventia de mai sus. Relatia devine :@(1{, w') =‘:——?§(u,lv) — 26(v, w) z(@
360°). Stim de la ,unghiuri in jurul unui punct® cd “%lu, v) + :Aé(vA,‘
- jé(w‘ u) = 360°; aceasta aratd i diferenta dintre membrul intil §i-
2-lea al relatiei, impar}
demonstrata.

ita la 360°, da rezultatul 1. Cu aceasta teorema "f

v
W ; v \W
U u u u
a) ' b) 4
Fig. 111.25 w W & w
U’ \Q% u u' 7 u

]

/. \w

17. Probleme

1. Considerati un triunghi ABC. Convingeti-va cd sau pentm‘1 to::
cele trei semidrepte AB, BC, CA ,virful ramas® se afld in Semlpl“
de la stinga, sau el se afld in semiplanul de la dreapta pentru toa

Enuntati teorema asupra sumel unghiurilor unui triunghi cons
rind unghiuri orientate. : . iy R
2. Aritati cd teorema asupra sumel ung}-uurll.or unui trlunghl ob

nutd in problema precedentd rérgine)valabllé gi pentru trel pu
" colini r distincte doud cite doud). A Iy
whm{;:e lgcela:eni;i un pitrat A BCD astfel incit C si D sd fie .in sem{pl
din stinga sernidreptei AB. Care sint masurile unghlur;llor orientd
“6(AB, AC), %(CB, CD), $(DB, DA), %(AD, AB) eifc.:A ]
4. Desenati un hexagon regulat ABC’DEE astfel 1ncxtAC, D’,E”-

g4 se afle in semiplanul din dreapta semidreptei AB. Care sint msuf
unghiurilor orientate $(BC, BA), %(CD, CA)y AFC,;
ED 3ot 3 ;
e ‘:C Se dau doud drepte a, b concurente in O si pe fiecare se vali.
cite o semidreaptd a’, b’ cu originea in 0..Cite vzvilor"% poate lua mas !
unghiului orientat 26(a’, b') (prima semidreaptd flln(.l cea df pe @
Aritati cit 2 S6(a’, b') ia aceeagi valoare in toate cazurile descrise.

6. S0 dou doud semidrepte i, & de origine 0. Cite semidrepte b de
origine O existd astfel ca >6(h, b) = (b, k)? Dar astfel ca B(h, b) =

7. Oricum ar fi punctele 4, B, C, D diferite doud cite doud, avem
$(AD, AB)+ %(BA, BC)+ %(CB, CD)+4 >£(DC, DA) = 0.
Demonstrati aceasta in general gi apoi considerati cazuri speciale ca exem-
ple: patrulater convex, concav, existd un punct comun interioarelor
segmentelor AB, CD etc.

8. Fie 0, A doud puncte pe o dreaptd d, fie B alt punct in plan si
C simetricul lui B fatd de d. Avem “£(0B, 04) = — -(0C, 0A).

DESPRE TRANSFORMARI GEOMETRICE

Obisnuim sd gindim cd doud triunghiuri (sau, mai general, doud figuri
geometrice, desi nu am discutat acest caz pind acum) sint congruente daca,
desenind una din ele pe o hirtie transparentd, putem si le facem sd coincidi
prin suprapunere. Ne-am ferit pind acum de astfel de ,,argumente“ in rationa-
mentele noastre. In acest paragraf vom da o expresie matematici precisi a
notiunii de suprapunere, sau, cum se obignuieste a i se spune, de izometrie.

Fig. 111.26

Din punct de vedere geometric, o ,suprapunere apare drept un proce-
deu de a considera, odatd cu fiecare punct P, punctul Q bine determinat
pentru o suprapunere datd, in care este Lmutat® P '

Dar aceasta nu este altceva decit ,,0 functie definitd pe plan, cu valori
in plan®.

Definitie. Se numeste transformare geometried o funcfie U : n —
— 7 unde = este planul, gindit ca mulfimea punectelor sale, cu alte cuvinte o
transformare geometrici este o funegie definitd pe plav eu valori in plan,

7 = Matematioh guometie el u Viisa




l Altfol l;;u.n. 0 trunarc‘wmnre geometrica oste un mod do & atagn fioctirui

punct P din plan un punct bine determinat, care depinde do P, notat U(Pp),
din plan,

Am viizut de asemenea ofl simotria fayit de un punct ¢, pentru care vom
Introduce o notatie la pagina 100 este o izometrie.

Dar nu orice transformare géometricii apare (fire})t_oeea(o;) glni_ifnd:co; ] A 0
i i 111.27, sd definim = A
a fi o suprapunere, De exemplu, in figura Vi .
A0 = U(A)U0)  Fig. 11130 £l
etc.

“Ao Fig, 111.27
s A g M2
e R = UIA)

18. Probleme

1. Dacd U este o izometrie §i ABC este un triunghi echilateral,.
atunci U(A)U(B)U(C) este un triunghi echilateral.

2. Dacd U este o izometrie gi A4, B, C sint puncte coliniare, atunci
U(A), U(B), U(C) sint coliniare.

3. O izometrie duce un triunghi intr-un triunghi congruent cu el.

in figurd |
P este in semiplanul din stinga, U(P) = Ao .dacﬁ p esteg)r?ndzzigta din figurd .
i U(P)= A4 dacd P este in semiplafn}ll din dreapta. vidim
. et:icé U planul este ,strivit® in cele trel ;-n%nf:te. o 10, e f.
IX::zstgae(;Iﬁ este o suprapunere; O suprapunere nu modificd distantele ]

: i ometried ee ducl

puncte. : s ametrie O sformare geometric ;
d o , nameste izomeirie :

Definitie. Se namesgte ogment futr- gnul congruens

MY suncte difarite i care duce oriee s | 4':5? .izolr]r;j;;-ig( BU) duce interiorul segmentului AB in interiorul
nunecte dife i segmentului .

axi GlL 4 izometrie ’ :

% L(l.‘.u alte cuvinte, transformarea geometricd U se numegte 120 5. O izometrie duce un paralelogram intr-un paralelogram.
dack: _

6. O izometrie duce un p#trat intr-un patrat.
7. O izometrie duce o dreaptd intr-o dreaptd.

8. Daci A, B, C sint necoliniare gi U este o izometrie, atunci
' K UA)U(B)U(C) = X ABC.

i a. Pentru orice A # B avem 'U(A) = U{B).—
b: U(A)UB)=AB pentru orice A # B.

% o b, - Fig. 111.28

TRANSLATI

‘;g(."""”\m, R "ﬂi) i”f)

5 Definifie. Fie v un vector. Se numeste translatie de vector v, trans-

fwroa geometrici 7', care duce un punct P in extremitatea vectorului v,

t in clasa a 6-a cd simetria fata de o dreaptd d, pe " cu origipea in P.

Exemple. Am vizu

care o vom nota cu S4, este o izometrie.
Fig. 111.31 /
S (A) e
T2 = 54(A)S4(C) , 5 WiF)
5 3 AB= Sd(A)Sd(B) Fig. 11I.
L ete.

Observagie. Translatia de vector nul este aga-numita transformare iden-
, lransformare ce las# pe loc toate punctele P. Ea se va nota cu /.

Tooremii. Orice translajio este o izometrie.

97
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19. Probleme
1. O translatie duce un cerc intr-un cerc.

2. Doud cercuri de raze egale pot totdeauna si fie ,suprapuse“
printr-o translatie.

e. Fi i ste oarecare, A’ gi B' imaginile lor

Demonstrafie. Fie A gi B doud puncte .o e _,_»' g - o v
prin translatia consideratd. Segmentele orl'entate AA' s BB. vor i ;c‘
echivalente, deoarece ambele ,fac parte“ din vectorul translatiei. Vom de=

osebi doud cazuri. . |
Cazul 1. A, A’, B, B’ coliniare. In acest caz lgﬁeza s,—e_e’_l)_oate:—s)’crl
A% — BE si concluzia AB= A"B' reultd din A'B'=A'A + AB

—_— —> | —

—> — —
_iA+4+ AB+ BB = —AA' + BB + AB=AB.
Cazul 2. A, A’, B, B’ necoliniare.

3. O translatie duce o dreaptd d intr-o dreaptd paraleld cu ea, sau
tot in d.

4. Singurele drepte transformate in ele insele de o translatie de
vector nenul T, sint cele ,,paralele” cu vectorul v al translagiei.

5. Se considerd doud cercuri gi un segment. Si #e construiascd un
punct M pe primul cerc gi un punct N pe al doilea agn Inolt segmentul
MN si fie congruent gi paralel cu segmentul dat,

6. Aceeagi problemi ca la 5 inlocuind unul din eerourd ou o droapta.

7. Se considerd un pitrat A BCD do contru O, Fle M, N, P, Q mij-
loacele laturilor AB, BC, CD, DA. Si so procigese poslfiile punstelor
Ta5(M), Ta5(N), Ta6(P), Ta6(Q).

8. Se considers un hexagon regulat A BCDEF, do oontru €, 88 ne

precizezé imaginile virfurilor sale prin translagia de vector AD, Avoongl

!

L4

A

nh 3
A ¢ Fig. 111.32

B
B

Ipoteza onetg ;“
AA' | BB, AA'= BB. . g AB=A !
Semidreapta AA’ de acelagl sens cu semi rea,lp' A |
In acest caz incepem prin a observa ci AA'B’'B este un patrulater

A A

problemd pentru translatia de vector OB. La fel pentrun con de voolor
—
AC.

9. O translatie transformd o semidreapts intr-o semidreaptd para-

' arti i ipotezei. Aving leld gi de acelagi sens cu ea.

0 L ) SHEP SR AREHLL il " 10. O translatie transform& un segment orientat intr-unul echiva-
et 37 lent cu el.

Jaturile opuse AA’ §i BB’ paralele gi congruente el este pa?ralelogr:dm. Rezul 1

AB = A'B’ ca opuse in acest paralelogram (pentru a evita folosirea, ca ma

« din clasa a 6-a, se poate arita ci AABA’ =

11. O translatie transformd un unghi orientat intr-unul de aceeasi
masura.
sus, a unei teoreme ,suplimentare
= AB'A’'B, cazul 1). o .
Observaie. Fie T o translatie. Cunoscind imaginea T(P,) prin aceas i
translagie a unui singur punct P,, translatia T este perfect determinatd: e

12. Poate o translatie de vector nenul sa transforme un poligon in
el insugi?
18 Dati exemplu de o figurd care sd fie transformatd in ea insisi
de o translatie de vector nenul.
14. Ari#tati cd o transformare geometricd ce transformd orice seg-

ment orientat intr-unul echivalent cu el este o translatie.
L]

este translatia de vector P T(Po)- ' o s

Intuitiv, un vagon de cale feratd, pe o porjiune dreaptd de linie, exec i
o translatie (pozitia sa,-la fiecare moment fixat, se obtine printr-o anumiy
translatie, ce depinde de acel moment, din pozitia initiald = fig. [11.33).

ROTATIL

\'/ \."

Delfinitie. Fie C un punct fixat gi » o misuri de lmghi‘ orientat.
tufia de centru ' gl unghi orientat u se defineste drept transformarea geome~

aa



triet Ro, . co duce ¢ in C lar un punect P # C intr-un punet Q —'R(-,,,\P)
definit prin %(CP, CQ) = u, CQ = CP. »

Q
i _ AR ; Fig. 111.34
¢ = ‘

nul este transformarea identicd I

Observajii. 1. Rotatia Rc, o- de unghi
este tocmai simetria’

2. Rotatia Rc,  180° de unghi orientat 180°

fatd de C. .
0\ 7(900
C

Fig. 111.35

=

Teorem#. Orice rotatie Re, u este 0 izometrie. .
Demonstrajie. Va trebui sd alegem doud puncte oarecare M, N, s& notam

M' = Rg,« (M), N’ = R, «(N) gl s& demonstram cid M'N'= MN.
Cazul ,general® C, M, N necoliniare. *

Ipoteza
CMECM',CNECN’, ;
(= u). 3

~$(CM, CM') = %(CN, CN') ‘
Avem $(CM, CN)=%(CM, CMIH

Demonstratia in acest caz.
L S6(CM’', CN) = %(CM, CM') 4+ %(CM', CN) + ~%(CN', CN) = X(CN;
CN) + $(C M, CN') =%(CM', CN'), deci XMCN =

Rezultdi AMCN = AMCN' (cazul 1) si deci M'N' =

Cc, M, N coliniare.
Subcazul € =M sau C= N rezultd imediat din definitie: CN=CN'. &
Subcazul C # M, C # N. Din demonstratia de la cazul general rezulté
*%(CM,CN) = $(CM’, CN'), valoarea lor fiind in cazul de fatd 0° sau 180°
Deci daci semidreptele C M, CN sint de acelagi sens, aga sint §i semidreptels
cM', CB', iar daca CM, CN sint de sensuri contrare, asa sint si CM’', CN

N :

; N
C/ M
=t N

M NM N ,
e avem M'N'=|CM'—CN'\=\CM—-CN| =
M'N' = CM' +CN' = CM + CN = MN, q.0.d.

=%MCN'
vazul ,special®

In prima situaf
= MN, iar in a doua

Un carusel executd o rotatle (¢
vagonulul, 4 CAlMLIRRMN Bl 08|)? (cu aceeagl precizare ca gi la migcarea

Fig. 111.37

20, Probleme

1. O rotatie duce un cer
¢ intr-un cerc. - i
B < cerc. In ce caz o rotatie datd duce
2. Dou3 cercuri de raze i
: i cel egale pot fi ,,suprapuse printr- i
al cére31 unghi orientat poate fi ales cum dorimlj : 0. B
ixﬁagin; ?) :rc;fﬁ;;e transforx'né o dreaptd intr-o dreapt#. Poate fi dreapta
cu cea inifiald? Dar identic ieti i
care au loc aceste situatii. ' T o) B,
. te (1) rotatie transf(?rmé o semidreaptd intr-o semidreapti. In cazu-
dac’a p’se ;1 iz;:: p;'m.solut,la problemei 3, in care se poate pune problema
dact apta imagine este de acelagi sens sau n i
Inifiald, precizafi care este situatia. e
5. S ; : S
i (S;(x’ us; f’;)rl;lsltx:uliscét un triunghi echilateral cu un virf dat si cu
ri situate pe doud drepte date. Descrieti situafi
care pé'obslema are o infinitate de solufii 3 ARG
. 54 se construiascd un p# .
: . pétrat ce are doud virfuri opu
cercur; dgte, lar unul din celelalte doud intr-un punct datp igedt g
. Care sint rotatiile care duc un triunghi echi ]
: ghi echilateral i insusi?
g. Aceeag? problema pentru un pitrat. pkaesis
1‘.) Ageeagl Problemé pentru un hexagon regulat.
- Se considera un hexagon regulat A BCDEF si figura H formati

raz I 1 i i

| o ;
raz§ — de -
y AB de centre B, D, F. Care sint rotatiile ce transformé figura

H in ea insisi? .
o s:;l.gfes(;gs;g:;i?n:gmg:lECI? In care C, D‘s‘int in semiplanul
prin rotatia R A emzat,; imaginile virfurilor p&tratului

reptei AB. Precizaji imaginile virfurilor

sale prin rotayiile R4, ;40 Aceeagi problemy pentru R, g




—gt— ="

18. ¢ i D fiind puncte diferite, determinati un pum‘etox astfel
Re, 000 (X) == Rp, _g0°(X)- Aceeagi problemd inlocuind —60° cu - .3

La fel cu —-60°, +60°.

Problema rezolvati. Dindu-se trei drepte par?.lele (fi?:ate) si se _:
struiascd un triunghi ecnilateral cu virfurile rgspectlv pe fiecare dmt.r’
Observagie: dacd existd unyl, prin translatie de-a lungul dreptelor pt
obtine o infinitate. ; N
i SOLUTIA 1 (folosind numai cunostinte de clasa A 6-a). Sint
(fig. 111.38). Considerim problema rezolvata. i

dreptele a, b, ¢

a Q@ -~ A
b "F
B8 i .
v , Fig. 111.38
C 1,
e C-D

Ducem (notatiile sint cele din figurd) AD L csi CM ingl{imea tr;unii
-are taie segmentul AB in M, mijlocul sdu. Patrulagerul ADC!(\II este
tibil X ADC = XAMC = 90°. Deci D, = C, =30°. M este. e aszmi
mijlocul segmentului PQ (P gi Q sint punctele unde DM g?)loe lp(i ,mi“
tiv a). Problema este terminata: .ducem A'D le APQ = i ,Algxms Iy "f
segmentului PQ. Unim A cu M gi prelungim pind tale b in B. e A

i iului tat. ' ,
t“ung;lgil;} :I('}Iéz 2 (prin aseminare). Dacd distanta dintre a §i b este

dintre b i ¢ este n, latura AC este impartita in raportul m/n. Cum toate

iuri i ea, luim un triunghi echilateral A’B’
ghiurile echilaterale sint asemen e el

. e g in punctul interl
tmpartim latura A'C’ in l‘aPOI‘t‘ﬂ.m/ B VR, ST A i
Duierfl prin 4’ §i B’ paralele a’ §i b'la B ..N $ c?b'gmem o figurd »AseIly
ou cea ciutatd. Fie d’ distanta dintre a’ i ¢'. Prin procedeul constmxmg

Fig. 111.39

de a patra proportionale®, cunoscind distanta d dintre dreptele a gie @
nem latura AC a triunghiului 4 BC céutat.

SOLUTIA 3 (prin rotagie). Rotind pe A in jurul lui B cu 60° ,ajungem“

" In C. Deci rotind dreapta @ in jurul unui punct fixat la inceput B pe b, obyi-
nom acolo unde ,rotita” lui a taie ¢, punctul C, deci avem latura BC a triun-
- ghiului. .

PROBLEME RECAPITULATIVE

1. In triunghiul ABC, latura BC = 5 ¢m, medianele CC’' = 6 ¢m
§1 BB’ = 4,5 cm. Si se afle celelalte laturi ale triunghiului.

2. Trapezul isoscel A BCD este circumscris unui cerc. El are 4B,
baza mici, de 2 cm §} baza mare CD = 8 cm. Se cere raza cercului inscris
gl laturile neparalele. ‘

3. Intr-un triunghi isoscel 04 B (OA = OB), 3AOB = 36°. Luim

pe latura OB punctul C interior, astfel incit C/A} = 36°. S& se demon-
streze cd:
a) NACB ~ NOAB,
b) OC = AB = AC. P
4. Intr-un cerc de centru O inscriem un poligon regulat cu 10 laturi
(decagon regulat). Fie AB, BE §i EF trei laturi ale sale consecutive. AF
se intersecteazd cu OB in C. Notind AB = BE = EF = 1,04 = 0B =
= R demonstrati ci Teg,
a) CB=R—1
b) 0C=AC, 0C =1;
¢) RRR—1)=1% sau ! + Rl — R*=0;
“d) Verificati relaia * + Rl — B* = (1 +-F len L i
$i gdsiti de aici latura decagonului regulat convex in functie de raza
cercului circumscris, I
5. In trapezul dreptunghic ABCD, inil{imea BC = 4 cm, baza
mici AB= AD, iar baza mare CD =8 cm. Determinati méisura
comund a bazei mici gl laturii AD.
6. In figura R.1 cercurile de centru Oy, O,, O; §i razi R;, Ry, Ry
sint tangente la dreptele VT, VT’ si tangente exterioare intre ele.

Fig. R.1

Demonstrafi ci aria cercului (Op) este media proporfionaly intre
cea a cercurilor (Q,) gi (Og).
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7. Printr-un punct fix P situat in interiorul cercului fix de centri
O(0 # P) trec coardele perpendiculare mobile AB, CD de mijloag
M §i N respectiv. i :
S& se demonstreze cd MN are mirime constanti. o

8. In cercul de centru O, A si B sint doui puncte diametral ‘,“f

15. In figura R.3, A BC este un triunghi . i
3, ghi oarecare, A BDE
plitrate. S& se demonstreze off: a) EC = BG, b) EP | PG e

-

Fie M si N doud puncte yariabile pe cerc, astfel incit m =
Dreptele M B si AN se intilnesc in P. (
a) Cite grade are M PA?
b) Care este locul geometric al punctului P? J
9. In triunghiul ABC, 3{BAC = 60°, BD si CE sint indl{imi,
0 este mijlocul segmentului BC. §
a) Si se demonstreze ci: NOED este echilateral. i
b) Dacd AC = 4 cm §i AB este de mirime variabil3, si se giiseas
valoarea minim3 a laturii triunghiului echilateral OED. "‘
10. S& se determine care este dreptunghiul de arie maxima inscp
intr-un cerc de razi 1. :
11. In triunghiul isoscel 4 BC este inscris un cerc. Laturile 4B §
= AC, AB = 13 cm, iar baza BC = 10 cm. Si se calculeze raza cerc .
inscris. 4
12*. Se d¥ un cerc §i A un punct exterior. Ducem AT si AS tal
gente la cerc (fig. R.2). (S si T sint pe cerc.) Coarda T'L e paraleld cu 4
Segmentul AL tdie a doua oard cercul in Q. Demonstrati cd 7'Q int!
neste tangenta AS in M, mijlocul ei. - - .

0

“ 16. Un semicerc cu raza R este inscris intr-un trapez isoscel (adicy
{ |MD (jf;xtxt-}ﬂ Ilsle ll)ajla mare DC, si este tangent celorlalte laturi AB, BC
- Unghiul, ADC format de o latur :
[“‘ o pdhiid urd neparalel¥ cu baza mare are
‘ 17. S4 se afle aria unui trapez isoscel, stiind ci bazele sale sint 12
20 cm, iar diagonalele sint perpendiculare intre ele.
.18. Intr-un pitrat 4 BCD sint inscrise doug semicercuri cu diametre
AD §i BC. Un cerc mai mic este tangent la ambele semicercuri §i la
lhtura AB. S§ se socoteascd raza acestui cerc in functie de a, latura 4 B
19. Segmentul AB = g, fix, este in acelasi timp coardi i tangentc*;
doua gercuri concentrice de razi variabils. S& se demonstreze cd aria
floroanel circulare cuprinsi intre ele este constanty.
20. In patratul ABCD de laturd a (fig. R4) se inscrie triunghiul
PQ cu QAP = 30°; (0 pe segmentul DC si P pe segméntul BC)
A PQ = 90°. Se cer laturile acestui triunghi, :

D -

13. Se di un triunghi ABC. Pe prelungirea laturii AC se | Fig. R4

un punct D, astfel incit 40 CBD=J(BAC. Demonstrati ci: a) B
este medie proportionald intre AD st CD; b) BD este tangentd’
cercul circumscris triunghiului ABC.

14. Se di triunghiul dreptunghic ABC cu XA = 90°, AB = |
AC = 4. ' : ]
S& se giseascd latura patratului AMNP, unde M AB, N € Bl
P AC. Catetele fiind b, ¢, aceeasi intrebare.

21', Se di triunghiul ascutit unghic ABC in care CB = 3 §i in&li-
n AA" = 2. S& se afle latura pitratului tnsoris in triunghi (doug
IMuri pe BC, celelalte doud respectiv pe AB, AC).




22, In figura R.5 4 BC este un triunghi isoscel tnsoris intr-un pﬂtri
(AB = AC = a) gi pe indl{imea AD ca diametru #e construiegte un cen
care taie AB in M gi AC in N. Se cere MN in functie de a.

Inifial, rgmtne numai triunghiul A'B'C, Construiti

ghiul 4ABc, din nou triun.

(Olimpiada R,F,G,, 1977)

A

N Fig. R.5

N R

23. Demonstrati ci orice figurd plani care are doud axe de simeti
perpendiculare are §i un centru de simetrie! Reciproca este adevirafi
24. Cu laturile cit ale respectiv triunghiului echilateral, hexagonu
regulat si pdtratului inscris in acelagi cerc, se construiegte un triung
S4 i se precizeze natura. G#si{i raza cercului circumscris lui. ]
25. Pe segmentul A B se considerd punctul M variabil si, de aceél
parte a segmentului, triunghiurile echilaterale A MC si MBD. Cercut
circumscrise acestor triunghiuri se taie in M si NV (fig. R.6). Aritafi}

28. (Jll bl'apez IS()S(:el cu .baza 1 = § e SR
.
ulul.

a) Fi
) Fie M un bunct pe 4B, ynN IIBD, (¥ e AD), NP HA(;
€ A4B). Demonstrat.i

b : -
) Calculati laturile Iyj MNPQ in cazul in care el este romb

30. Construiti .un triunghi

lntura BC — '4 $1 raza cercului circumscris R

1 31. I.n figura R.8 catetele 4 p 3cm si
opvtunghlc ABC sint diametrele a ¢

afari. Sy se calculeze tangenta 7§ comli)llllé51

= 3 cm.
AC = 4em ale triunghiuluj

Semlicercuri construite in

o acestora.

1) A, D, N sint coliniare. |
2) gisiti locul geometric al lui P, mijlocul lui €D, cind M se mi§
3) mediatoarele segmentelor CM si MD trec printr-un punct |
4) daci AM = z §i AB = a, si se exprime CD in functie de a §
26. a) Si se arate ci simetricul ortocentrului unui triunghi fa{d
o laturd se afld pe cercul circumscris triunghiului. !
b) S4 se construiascd un triunghi cunoscind: o inél{ime, ortocen
fixat pe ea §i mirimea segmentului dintre ortocentru gi alt virf.
27. Triunghiului ABC i se prelungesc laturile a, b, ¢ cu segm
tele CB' = a, AC' = b §i BA' = ¢, cum se vede in figura R.7. Se
tine un nou triunghi A’'B’C’. Dacd stergem cu radiera triungl

Fig. k.8 ‘A I' C

: _ ghi echilatera] gi i
4 . : §1 8e construies
dlametre, Semicercuri, Un cer oste tangen:
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la toate aceste semicercurl, S& se afle aria porfiunil hagurate in functle
de [, latura triunghiului echilateral.

SOLUTII

PROBLEME RECAPITULA.TIVE

DIN MATERIA OLASEI A g.g

1. Se compari de pj

: ild
ou simetricu] g3y g:g'C; fﬁ‘szfaG cu AABC, o
b) {BHC o 1200 s Z

; : . : . . Obc... 8. Cu notatiije
respectiv celelalte laturi, se construiesc trei arce de cerc ca in figura
R.10. S& se calculeze aria hasuratd in functie de /, latura triunghiului.|

N, deci ipotenuzele
BC= AADC (cazul 2)
AD=DC, 4p= pc’

Fig. 8.0.3

Mentare. 9, i

D P 0 . t‘ 3 v : i" hi
37. Intr-un cerc dat de centrul O si de razi 2 cm inscriem un drep!

unghi variabil A BCD. Pe latura A B ludm punctul M. Ducem MN. || A"
(M & BC); NP | BD (P& CD), PQ|AC (Q € DA). Aridtati ¢

MN PQ este paralelogram si calculati perimetrul siu.
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10, Este mijlocul ,arcului mic® BC. Nu are importan{i: troco prin mijlocul |
arcului pe care nu-1 descrie A. 11. Considerdm problema rezolvati, Cercurile cu
diametre DA respectiv BC au cite un semicerc pe care se afli doud virfuri ale
pitratului (fig. S.0.5.) Fie M §i N ,mijloacele* celorlalte doull semicercuri,
Pe aici (conform problemei precedente) trec bisectoarele-diagonale ale unghiu- %

R A

O RICH I = [V v QP i ) al .
%g";elltf, dl’n A paralel la BC. AR ¥ ¢) looul geometeio ol Tul £ este i
+ -saturile neparalele sint congruente: una este linie mijlocie si i
gl'u/(‘ha,Tiilein t;yg’ Wﬁlggh.i gﬁptuzghic este jumitate din Jipgil;znﬁzgft?(imz()i

g 1k, 1 1 AC, deci C’ c’ f
floud unghiuri opuse, grepte: figura gc(l)g Aalidr I Palet e

Fig. S.0.9
Fig. $.0.5 -

B

(=
vilor patratului. Deci unim M cu .V si prelungim pina taie semicercurile cele=
falte. Obtinem P si R, virfurile pitratului si de aici incolo problema este’
simpld. Examinati cazul cind M gi NV coincid. 12. I fiind pe bisectoarea X4,
arcele BL si LC sint congruente (L este punctul unde bisectoarea din A taie a

| a ¢
. Folosind rationamentul din ultimele d

if, Folo _ mentul di oull probleme referi

4 rftllul"lll Elg ilaitgl(‘)l alois tAmzrijgrgmlug.: IBSA Prelungim ;C' cu D 2 r;;(; E 11313:1]':2?:;
i sce cu D = 60° deci achilateru), 19,

oé»;denté g:_ﬁ:’DA = 90° din congruenta triunghiurilor A ('} "{n péﬁ"ﬁ'f
D%:BEC’ = SCADF. Deci AEFD inscriptibil deci KALE v -):A%E- 00°
o Ducem perpendiculara pe iniltimea {4’ apoi cu centrul in A i .

o cit AB respectiv AC intersectim aceastd 8erpendioularl. Ex’lla‘ 3335
10. ’

§i pe bisectoarele lui B si C, cu notatiile din figura S.0.6. IL = 2-K
KILC = X2 + X3, deci ICIL = ¥2 + X3. |

luii (cu unghi obtuz sau ascutit) figura S.0.

N |
A B C MC

Fig: S.0.10

b 4= X B, =¥, (le vom nota pe toat ~
180° — 321, Din triunghiul isoscel .DCF? rezulteé % X1, 5.0.41) $ADC =

"L
18. X B' = 3CABB' etc., deci A'B’ || A"B” (fig. S.0.7).
14. a) Cu notatiile din figura S.0.8: I{A; = I A, =X M, LA, =ANE. D
aici, M, = XANE, si AAMN isoscel. b) Ducem. AE | MN, EN = EM,

M

>
™

Fig. 8.0.8

|

~ Matematicd geometrie cl. a Vil-a
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a:FDC-: 180-—(180-—<a+<l)_ qa-—<:l'

- ; 0A taiem dreapta A'M | i C
7 g i B4 | n l‘f §1 C. 29, Unghiurile i " (fi
oAy artai g, e T e i S S S50
! a§l unghi, gi anume de 90° XM si i)
) §1 XM fiind

XADC =180° — 31,
XEDF = X EDA + 3LADC — XFDC = _i°:_2+_<1_1_ — 90° -+ 180°

— ol _gp g et oSS

Fig. S.0.13

22. Intii construim triunghiul dreptunghic BB’C unde se cunosy iPotenn?s
BC si cateta BB'. Apoi prelungim B'C pind taie arcul care ,,vede" segmentu
BC sub unghiul A. Sint dou# solutii dupd cum construim arcul capabil dé
A de o parte sau de alta a segmentului BC. 23. Pe coarda BC construim arcul
capabil de unghiul 3A. Cu raza MA si centrul M tidiem cu un arc de cerg
acest arc capabil de A. figura S.0.12. i

‘ A\ ,
| M
BWC Fig. S.0.14

fomplementare. Solutia este deci

. e deci un cerc de diam i i

ld i (xﬁun (i:;erc de raza R in care se ia 0 coardy celfnll T]"' g R ens
ametru BC se ja coarda BB’. Unj e T o

tircul de razi R. Acolo se va gis; arnd el prelungim pin taj
- tai
B Coingidderiar ikl égz OSIIVI;.:;.CtuI A. Problema poate aven dou}; lO]util'?

|
] 0.15). Punctele A g OM este axa medi
pe i $1 B sint egal departat 1and in OAB (fig,
E N e S48 ‘epartate de OZ. De aici nj go uugomasﬁl
. ‘ 4 y
)
T 8
B M C O<c—— ~l\/:f7\~_-u g 0
Intersecfia este punctul cdutat. Existd doud solutii dacd se taie arcul capab" “”‘\\\\ : > E ;
in 2 puncte, una dacd cercul de razi MA si arcul capabil sint tangente, nicis A X Fig. S.0.15 P
()" 3 s

una dacd MA > MN (MN | BC) si o infinitate de solupii dacd 4 = 90
W trebuie sy

. _BC ‘ . se gdseascd pe paralela | :
si M 2 { 1m:l ludm pe 0Z segmentulpMP _—__—i Oa g’igﬁ?gfcp" OY, egal depirtate de 1,
flihgonald OP si punctele 4 $i B sint cele céutalz;m paralelogramul 40BP 4o

24. Se gdisesc trei triunghiuri congruente. A doua intersectie a doud cerc
se afli pe cercul circumscris unui patrulater... ‘

25. Construim un triunghi de laturi BC,%BB’ i %cc'. De aici rezolvaret

ur 3
i M8, a) In figura S.0.16. patr
\ ™ s oM el ulat 2 .
‘r:‘g.:uurl opuse drepte. Desi {QaT?i g;)gM]é’ f??tg Inscri
: 7 ¢l avem de-a face cu un triunghi isosce] ¢ o i
este imediat4... 26. Pe semicercul de diametru BC cu centrul in B respectiy Aghiului mobil ABYC trece prin mijlocul (fi
C ducem corzile BB’, CC’'. Unim B cu C’ §i C cu B’ gi se vor tdia in A,

27. Se construiegte un triunghi cu doud laturi cit cele date, §i a treia cit dublu
medianei. Dublul uneia dintre medianele acestui triunghi (precizati care
este latura a treia cjutati... 28. Considerdm problema rezolvatd, avind cercu
circumsoris lui ABC, prin D mijlogul arcului BC trece prelungirea segmentu
lui Al (bisectoarea cunoscutd) (vezi figura S.0.13). Perpendiculara din M
mijlocul lui BC trece prin D gi prin O centrul cercului; mediatoarea corz
AD trece §i ea prin 0. Problema este rezolvatd: construim triunghiuril
dreptunghice ANAA'T gi ANAA’M, ducem MD perpendiculard pe A’ M i {D}
= Al N MD. Mediatoarele lui AD §i MD se intilnesc in 0. Cu o razi ¢




CAPITOLUL I
1 pag. 10:11

|

1. AC =25 cm, CB = 30 cm. 2. 84 = 275 cm, CB = 330 cm (C se gsef

in afara segmentului 4B, mai aproape de A4). 8. 2z = Z, Y = 2z, z.=08
P ;
CA+CB _DA+DH

4. Folosim una din proportiile derivate: Gl L2l
CB DB CB DB

@271: = %f;— < CB'= DB « C = D. 5. Rationament aseminitor ca la |
6. Se aplica teorema lui Thales de mai multe ori... 7. Teoremele in legétu‘”
linia mijlocie. 8. Dac3 este corect formulata, reciproca este adeviratd;
monstratia se face prin metoda reducerii la absurd si folosind rezultatele

AN 3 10,86 folosesc, de pildd, doud triunghi

la problemele 4 i 5. 9. "= ==
NG 88 i

congruente. 11. Revedeti demonstratia teoremei lui Thales, care a fost fae
pe un caz particular. In loc de D, veti avea D,, iar B ar juca rolul lui‘,}y
Evident, neparticularizind, va trebui s& apelati la un ,sir de puncte®, scril
de exemplu: ,,Dy, Ds,..., D,", adicd nu putefi si enumerati toate punc @
12. Cu notatiile din figura S.I.1 ,purtdm®, in continuare, pe aceeasi s:,
dreaptd segmentele de lungimi w si u (OM = w, MA =u) si, cu origin

O sw . M
\\F\v/
N 5 =

x>

u
A
Fig. S.I.1.

tot in O, pe cealaltd semidreapta, il désendm pe v (ON = v), ducem apoi w
A o paraleld la MN; BN = z. 13. Nu putem ,incepe“ dintr-un punct“'
segmentul = trebuind sd aparéd pe ambele’pte in pozitii care nu-si coresp_u;
Trebuie folosit un alt procedeu. 14. Se foloseste teorema lui Thales in AOAy
si AOB,C, si apoi reciproca acesteia in AOA,C;. 15-16. Desendm 6 segmey
paralele la laturi, dacd punctul D nu este mijlocul lui BC, si 3 dacd BD =D
Se demonstreaza folosind repetat teorema lui Thales si problema 4. 17. PJ
lungim latura CA a triunghiului ABC cu segmentul AM = AB. Tini
seama cé triunghiul AMB este isoscel, cd 3T BAC este unghi exterior triunghi
lui §i cd AD este bisectoare, obtinem AD| MB. Aplicim acum teorema |
Thales in AMBC. In cazul bisectoarei exterioare purtdm segmentul AMj}
= A B astfel incit M si fie in interiorul lui AC (dacd AB < AC) etc... 18. Pi

cedeul este asemindtor: Punctul M nu se giseste in interiorul unghiul
dar A rdmine intre O §i B. Se giseste s LIl TG e aplicd teoren
: MC CDh OB ‘

Gesl/-2

proportia de mai sus.

I. Cu notatiile din ligura S.1.2. ge

i triunghiurile DAB $ CAB i

aplixczf-i teorema fundamentaliy a asemdnarii
apol teorema lui Thales in unul din tri-

‘l;‘l‘u;;hn;rlleg DAC sau DBC; se obtine MP — N P. 2. Procedeu similar cu cel
'la (1). 3. Exprimind doug relatii de aseminare unde figureazd un raport

™M

% N
A

bomun, se obfine relati y : Fig. S.1.3
ot i v i alt,li cerutd. 4 Unlm, de pild4, una din extremititile
. 5 Jiocul bazel mari; prin punctul unde aceasts dreaptd inter-
a diagonala ducem o paralels la baze, 5. Este in fond problema 1; se
b

obfine z =% _ g 5o _ "R+ 1)
i3 SO’ = R—:—.7.AD=60m,DE=1Ocm, AE =12¢m.

Fig. S.1.2

-ac ad
T ete.

8. Cu notatiile din figura S.13, z= Y=
.o . . § 5y a : -—‘— b 13
:). Cu notatiile din figura S.1.4. (DB = m, AC = ;ll) se obtine,din teore
; 5 tine, ma
undamentaly a asemananf.\_\ND =2 NB=_m o 0 N 08
P atb a+b s e g
a+b b
v | A, T ;
i
= =
Fig. S.1.4 F
ig. S.L.5

“). a. I*Olosim nOLﬂ.LiiIe dm figur'a S.I.5: BIC]_ = 50m B C == 3cm ReVi"P
la a impﬂrh Sl’-g’”l(‘l]“ll A A —1 m A]l l'ap()l'tu vy n A’ 2-—-2 . ki ——. = 4
) 149 (¢ 1 1 . D] N 1 + : 13 cm




41 131

A‘, " - -|—|-cm' P(,)"' “IT(‘m.
11. MO' = Rd'. (0" fiind centrul cercului cu raza mai mici), MO =
=P —p
12. Pentru tangenta comuna in&_erioaré Mo’ =—dr—, o el (vezi
R+r R+r
procedeul analog de la problema 6). 13. MO = RdR MO = Rdr
—'P =7

14. Un cerc cu centrul O’ pe OA, cu raza de k ori cit raza cercului dat, astfel

incit %—AA = k. 15. Rationament similar cu cel de la 14. 16. Punctul se afla la

intersectia tangentei comune (exterioard sau interioard) cu linia centrelor.

17. Prin doud aseminiri se ,transpune“ suma de rapoarte pe diagonala AC.

18. 4. 19. Se aplicd teorema fundamentald a asemandrii.

3. pag. 22-23
1. Au unghiuri respectiv congruente. 2.-3. La fel cu 1. 4. Cazul doi. 5. Cazul
1. 6-7. Formati doud triunghiuri asemenea. 8. Raportul ipotenuzelor egal cu
cel a doud catete implicd aseminarea triunghiurilor (cazul 2). 9. Cazul 1 de
aseminare: douid unghiuri au laturile respectiv perpendiculare. Atentie:
aceastd proprietate va fi utild la capitolul arii! 10. Se aplicd problema prece-

dentd. 11. Din asem#narea triunghiurilor APMC §i \MN B rezultd: 1%% =l

— %% = constant, pentru cii raportul dintre o laturg a unui patrat i diagonala |
sa este constant (usor de demonstrat cu cazul 1). 12. Construim un patrat
oarecare MN PQ cu latura QP pe BC si M pe AB, unim B cu N si prelun-
gim pind la N’ pe latura AC (fig. S.1.6). Ducem apoi N'P" | B(’ et¢. Patra-
tul ciutat este M'N'P’Q’. 13. a. Din congruenta APAD=AMAB. b. Din
asemdanarea NABE ~ /\AMQ (cazul 2). ¢. Se aralid «i MB L PS§, gi cé patru-

laterul convex PAT M e inscriptibil. 14. a. Dincongruenta AECB = ADCA.
b. Din a. rezulti AGC B inscriptibil §i de aici imediat b. c. Patrulaterul CDEG

inscriptibil (din a) etc. 15. Am demonstrat cit intr-un triunghi, produsul
dintre indl{ime si latura pe care cade este constant. Deci DQ + AC = DC - AA"

(in AADC), PD- AB = BD- A4’ (in NA , (A" fiind piciorul indl{imii

din A) dar BD = DC si de aici relatia cerd@@d este imediata.

A | A

M M
N

<
““E:{ P 7 3

b s

T
g)'q,..___ = S
‘{j :

B & P C b

pag. 31-3 ;
1. Comparim in figura S.1.7 APAT ~ APTB (cazul 1). 2. Se aplici in ambele
puterea punctului gi se pune in evidenta secanta comund. 3. Se demonstreazi
cd un punct care nu se gisegte pe acea secantd comund are puteri diferite fai

116

Fig. S.1.6

B

Fig. S.1.7 Fig. S.1.8

de cercuri, unind {)unctul cu un punct de intersectie al cercului gi constatind
cd punctele celelalte de intersectie cu cercurile difers. 4. Tangenta comuni
In punctele lor de tangentd. 5. Intersectiim doudi locuri geometrice de tipul
celor din problema precedentd (secante comune) gi punctul se giseste pe
locul geometric corespunzitor gi celei de a treia perechi. 6. Pe aceeagi semi-
dreaptd d, cu o extremitate comuni ducem segmentele u gi v, gi pe segmentul
care este diferenfa lor, luat drept coarddl, construim un cere (?ig. S.1.8). Tan-

genta la acest cerc este V uv. In partioular pentru comoditate, seia coarda u-v
ca diametru. 7. Unim A cu B gi prelungim pinil taie dreapta d in M. Construim
p= |/ MA-MB. Apoi ludm pe d segmentul MP = p, care wo ponto lua in
doud sensuri, §i construim cercurile ce treo prin P, B, A, Sint doud, dupi
cum am luat pe dreapta d punctul £ de o parte sau de alta a lul M. Daoi
AB || d, atunci punctul P de tangent& #e obgine duoind mediatonren weg.
mentului 45, la intersectia ei cu d. Atunpi solugin este uniofl, B, Gompardin
triunghiul AMAD si AMCB i finem seama ofi unghlurile opuse Intr-un
patrulater inscriptibil sint suplementare. 9. Dacil 1; g s My, pentru ol
{AMD.—:—%:BMC) rezultd D, = IC, (fig. S.1.9).

4 B

Fig. S.1.9

£N6 5

Aplicir};} ;gzul ﬁ’Mdflln a(sieméél:area DNAMD ~ ANBMC rezulti §i asemina-
rea A i~ [AB, deci I (5= B;, LAg=I Dy, deci 2(X1 + X4 +
+ X5 -+ X6) = 360° «> (324 + 35) - (X4 -+ 36) — 180°. 10, Cu notatiile
din figura S.1.10 avem pe de o parte MA« MB = k (din ipotezd), pe de alt
parte MA - MC = c (constant) (ca putere a punctului M fat¥ de cerc). Ficind

Fig. S.I.10
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0O gregeala tipich In rormularen acestel reciproce se race In enungul urmator:
wDacd piitratul ipotenuzei este egal cu suma pitratelor catetelor, triunghiul
oste dreptunghic”. Or,am admis de la Inceput ci triunghiul ,are* catete, deci
H ef este dreptunghic. Demonstratia se face prin constructie: se d& un triunghi
( MOk ) , | vu laturile a, b, ¢, gi pe laturile unui unghi drept desenat alituri Jzoy, se
MO ¢ - 2 , 1 oarty respectiv segmentele OC = b, OB = ¢. Rezulty BC = |/ b2+ ¢* = a.
11. Dacd M se afli pe cerc, ducem diametrul ce trece prin M (MN) (fig. S.1.11) Din congruenta celor doui triunghiuri rezultd adevirul afirmatiei. 8. In
Punctul P astféel incitt MN - MP =k va fi (din aseménarea AAMN ~ | figura S.1.13, folosind notatiile ei: ¢* = za, b% = a(a — z), adunind obtinem

~ APMB, cazul 2) piciorul perpendicularei din B pe diametru. P este flx,;.; o' b2 = a(x + a — 2) = o>
B mobil, deci descrie coarda perpendiculard pe MN. i 0. In AABC cu 3 A4 = 90° luim pe ipotenuza BC punctele D # E astfe]
‘ tn BD = BE = BA, D fiind intre B si C (este ca si cum am fi dus cercul

raportul, -‘5%- 1;— (constant). Decl dacd A descrie cercul dat, & descrie i o -

i Aoy, k
un cerc, raportul dintre razele celor doud cercuri fund:, avind centrul 0,

b AL 7 ;
£ B Al A\ ' /P |
; & 77 \ /‘I’ i '
LR G el v Al R A
\ Mg, S.1.13
VARNTEONGZEREE TSN
\ / B X i ¢

de centru“B si de raza BA...). Cu ajutorul triunghiurilor isoscele BAE, BAD
pi cu 9CA = 90° ardtdm cd IE = JLDAC =—'21—§:ABC (de fapt am redemon-
strat pe figura noastrd teorema asupra unghiului inscris). Avem AACD ~
~ NECA, ‘g—g = ,%' AC? = (CB + BE)(CB — BD)etc. 10.a ]/2.11. 2 /3.

Fig. S.L11

12. a) Pe latura AD construim unghiul XEDA = CDB, triunghiurile
AEDA~ACDB (x). b) Se observi ci §i AADB~ AEDC (xx). c) ?m (g)d.
(xx) rezultd respectiv (cu notatiile din figura S.1.12) =3 'pE-
de unde bd = AE - BD, ca = DB+ EC. Adunind: bd + ca = BD(AE + EC),
a.e.d. Aceastd teoremd se numeste a lui Ptolemeu.

13. Demonstratia se face prin reducere la absurd. . |
14. Construim un cerc oarecare ce trece prin.cele doud puncte, astfel incit |
el 84 taie §i pe celdlalt cerc. Ducem secantele ﬂnune ale celor doud perechi [
de cercuri. Din punctul lor comun ducem tafi@nta la cercul dat. Obtinem |
astfel un al treilea punct (cel de tangentd). Cercul circumscris ultimului punct |
si celor date este cercul ciutat. Constructia se simplificd dacd triunghiul format |
de centrul cercului dat si cele doudi puncte date esteisoscel. Sint doud solutii.

6. pag. 37-38

12 21/_5 ambele. 13. Ipotenuza este de 10, cealalti catetd de 5]/3, indltimea
de 5 —1/72-3- etc... 14. Latura ,,oblici“ este de 5, diagonala micé de /65, diagonala
mare 2 }/29.15. Existi doui posibilititi:a) inil{imea de 2} 26, cealalti diago-
nali de 3)'17, latura ,oblici“ 2J30: b) iniltimea de 4¥ 11, cealalti diagonali

3Y33,latura ,oblica“ 8Y3. 16. 2 V2I. 17. 8y 21/5. 18.d=}209. 19. Ducind
prin punctul M o secantd ce trece si prin centrul O, deducem*ca puterea lui
M fata de cerc este OM* — R* Ea este minimi dacd OM = 0 deci cind punctul
este in centru, caz in care puterea este — R 20.|/55. 21. 2]/ Rr. 22.]/391.
Vﬁ. 23. Folosind teorema indlt{imii intr-un triunghi dreptunghic, sau, caz
general, folosind puterea punctuluwi intr-un cerc unde se poate duce o coardi
de u + v. 24. Considerind triunghiul de catete 3 si 4, ipotenuza este 5, pro-
iectiile catetelor pe ipotenuzi sint 16/5, 9/5, iar iniltimea 12/5 (vezi problema
rezolvatd 1). Considerdm acum un triunghi asemenea cu el, ,raportul de
nsemdnare® fiind 5 etc. 25. E mai micé cea datd. 26. Cea datd este ,litimea“
. ndic# latura mai micé a dreptunghiului. 27. 5 /10, 13 |/10, 15 /10,9 |/'10;
48 $i 40; 48 - 40 = 5]/10-15}/10 + 13}/10 - 9]/ 10 sau 48 - 40 = (5 - 15 +
{13 -9)10 -etc. 28. ,Dacd intr-un triunghi ABC, D este piciorul inil{imii
din A i AD* = BD - DC, atunci 3C4 = 90°“. Fals, deoarece D ar putea si
nu fie intre B i C. 29. Construim triunghiul B’A’C" cu A’ = 90°, B'A' =
&= BA, C'A’ = CA. $tim din clasa a 6-a,c4 3C4 < I A’, dac¥ §i numai daci
BC < B'C’ eto. ;

Bt
1
{

!

I

1. 12, 80 25 14% o proiectia catetei cunoscute pe ipotenuzd este 6, ipotenuza

13 13 13 : o
este 20, cealaltd catetd L proiectia celeilalte catete pe ipotenuzd este — .
3

1

4 3 i proiectia ei pe ipotenuzi 16, |
3. Ipotenuza este de 25, cealaltd catetd de 20 §1 prmectvla ei pe ipo 1
iar ilr)u"ilt_imea 12. 4. O cateti este de 26, cealalti catetd 62,4, ipotenuza 67,6 .

ete. 5. Cateta cu proiectia cunoscutd are 5 |/ 10, cealalt catetd este de 151/1(_), !
indltimea de 15 etc... 6. Insltimea are 21, ipotenuza 70, o catetd 71/10, |

& _— . 4 : . r“,
cealalty 211/10 etc... 7. Dacd intr-un triunghi pitratul unei laturi este egal.
cu suma patratelor celorlalte doud laturi, triunghiul este dreptunghic. Atenfie: |
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. 3 7 } Th L Ve Q2% 7 RIM 70 AU RAGE - ORLE  4a 008 &, lnalplinea corespunzatoare bazel
1. sin # < sin y. Consideram un sfert de cerc unde AOH - a gi AOC = 2 : ’ P

(O este centrul cercului (fig. 8.1.14). Evident C'C’ > BB’ (jumiitate din coard
mai apropiatd de centru) sin z = f}ii y BiD Y = —C;(unde R este raza cercul

oste a - sin z, fiecare din celelalte in&lyimi este 2a - sin z - cos z. 11. sin—;’- =

= 2 (fig. S.1.47). 12. tg. 2 = L (fig. 5.1.18).
Fractiile au acelagi numitor gi este mai mare cea cu numérgtorul mai mar Qb( e ) fiz, 5 )

2. Rationament similar cu cef*precedent, se obtine cos z > cos y. 3. Sinug
cregte mai repede in zona valorilor mici. 4. z = 45°. 5. Din tabel 53° < 2

C

R B

Fig. S.L17 ~ Fig. S.118
Fig. S.1.14

X A
0 g B |
< 54°; din tabel 33° < 90° — z < 34°. 6. Din figura S.I.15 rezultd pe ling

cele notate cdl indltimea este a sin z cos z, lar proiectiile pe ipotenuzi siI
. . @
a-sin® r si a- cos®x.

18. sin 32”— = % (fig. S.1.19). 14. sin-g- D=L —’!}l‘ (condifiile R 4

d 2
it r < d duc la existenta tangentelor).

Fig. S.J.19
. 16, cos a = -%(fég. S.1.20).
Fig.
Vg h h . A
7. Privind figura S.1.16, AC = e AB b ;BD =h-tgz, DC =
x i) |
= h - ctgz, unde numim tangenta unghiului z (notat tgz) raportul dintn
- cateta opusd lui si cealaltd catetd, gi constatimgiyte v = Z'OI;I , lar cotangenti
x
unui unghi (notat cu ctg x) numim raportul dintre cateta aldturatd i cealalti 2V2
catetd; se verificd ugor ci ctg z = “——. 8. Cu notatiile din figura S.L.1
sin x i 600 450
AR R _ g
B O 2 e
c ~— Fig. S.1.20 Fig. S.1.21
Fig. S.1.16 " . s
16. BF = a-cos*z, AF = |/ (a" cos zsin z)? + (a - cos®s — a-cos?z)? =
8 X " azsin z - cos x |/ T+ sinz - cos’s.

8. paz. 50-51
1. [—1, 1] fiecare valoare o singuri dati ! 2. [0, 1] in afard de capete, fiecare
Viloare de doud ori! 3. xo241° ..., ¥22113°, cos ¥=1,6 imposibil ; x~23°...,
hin z = —0,34 deocamdatd este imposibil, sin z = 2 imposibil. 4. Se folosegte
loorema lui Pitagora. b. sin(90° + z) = cos z, c0s(90° + z) = —sin z. 6. Nu.

D b+ccos x €
DC=b+ccosz, AD=c-siny, BD=) *F csin’z, AC =
= |/¢e%in? z + (b + ¢ cosz)® )
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TR m WA W T AN SN SRR T T N -lu‘m“ﬂw_ b il G L A m . ln AB o

0,423 — 0,466) o 7,08, : , ﬁ. Bﬁ'giﬁ?ﬁﬁ calouleass (M gi I fiing proiectiile lui 4. ¢

8 AD =213 D V3 s 2/% A | i lui Bitagora) % 1, CN (toorema uj Pitagora generali tu . O

. a) = yDC =22, BD =2 rlmien AB = - : old's giunéhi:r?r¥;ga P:‘olzll_ema 22. 24. Se folosegte probllze':naa’ r?zw; te&-
- ¥ e | ‘ WMirsit mate din cite o diagonal 0iva

BC = BD + DC = L'g_‘l LAV e 2!/2(Z§§ + 1)(hg. S.1.21). S: si:,(:me’“ suma unghmrg?)r intr-un tr?ux!:;h?. gébc.ltlg:;?; acdﬁf"fﬁ‘f

mee _ YV 2[V/E +1 . R A
b) sin 75° = !T(l/_;_]’ cos 75° = ’T(l_/fs e EJ'

pag. 56-57

1 Cu notutille din figura SI23: 2 B2+t g

9, m,=l/£‘“;_l°°_“74=y4—6, iy = Y0, my = V06, S
10. Notind cu 4 unghiul de 60°, AB = 8, AC = 11 obtinem din teorema lui A
» 11 17T % A /
Pitagora generalizati BC = |/97; sin B = ;1;/9_3 T [’I—/%__; (B $iC s / V\‘
i i g \3\b
vor calcula din tabele). 11. 8 12— |/ 2, I/AT[/T/—‘E —4/241/3; 78 \ R
i . s _L,_ Y S R i
TV 2375 . I VI : \ B o
sin 2230 = V2=V2  ogo9ay = V2V2 45 4 4in 2, A O 1, o/
2 2 92 < & \ ~ £
x B B 1 —cosczx z _ 1 4+ cos o &
8 cos—, sin = \/———-——2 ) 08— \/—-———2 . 13. 6. Fig. 8.1.23 ”
2 F ig. S.1.24
14. R = — 656' o :29 o~ 7,24 (cu rotunjire prin adaos). i Se aplici te bi
_ sin : ‘ : orema bisectoarei gi apoi Stew ’ c%ab 2
15. r — 6t 31° ~ 3,606 | 1 g e pe Slewert. Se. nbfing: £1 T b":"—
wy/TT el - BN N - 2 Py cs eaicl se scoate i, bisectoarea unghiului A... 4.5. E ¢
et " Procel nu ridic dificultsti, demonst e e DR
: ; ; ' . : v, strarea ei :
17. a) (dy, 5)? = 89 4 80 cos 50° = 89 + 80 sin 40°. b) —S'—I;i e L';B_ - b Se aplici teorema luj Menelaos in Aclgzasetfﬁgg dp?; ;‘I‘:gu(;erea la absurd,
e : _n ; ! ca raportul seg-
i o ; = un S . 0 g
e e (se exprimi « g1 8 prin sinusurile lor). So d e SN de s-au folosit notatiile din figura S.1.24. '
I/ 89 — 80 cos §0° : n gnta;l trei cercuri exterioare dous cite doux ¢,
A p : L e o - ; . Fi : .
18. a) M, b) unghiul ascutit dintre tange wre cosinusul cos o — (13 RMzs ?;tg&?cl;?: ;;I;temoir? ale cercurilor Cy 61'2 ﬁ’fgalaF}:IA}{tlaznlt;ltelgectg'a
5 i o la tangentelor o u Cy,
25 , e I y:”‘ Mos* sint coliniare, 8, Cu notﬁg?lléndeine}(itemoare'" Dem_onst.r ati cd lMl;
19. a = ...; b) cos a = =" 20. Fig. S.1.22 ~ —se aplica teore L ’ ggntele (segmente) dintr-un punct la care sfu: a 8.1.25, adica tinind cont de
e ova- 9. Exact acelagi enunt, inlocuindn congruente, aplicim teorema

. . a I‘ep e

I'pendiculare pe se
dicu gmentul de dreapts u
B roiccti . Segmen ° Creapta care unegte pun demonstrind
.,.{,u &Cefaagimeldllanel tm_nn.’ghmlm cu- virf mobi] §pe latucrtffl?ixa:é agtmnn
agl... 11. Se aplicg rezultatul de la problema precedenty si ;erobti :
ine

L dreapts perpendiculary ini
B (i ara pe linia centrel a
hdicaly). 12, Axele radi 7 e i eI :
. . ot . L Pta se numeste
IIA""'G:' ce.l).clgi Cy, Ca, Cy ce ?1-{:113 gglor ey - ot orma
0 trel). Demonstrapia i
| pe baza problemej 1 i
tharelor in triunghi. 13. Ayem MB NC Pﬂ | ffl o co;}g}gentaMnéedla-
b 50— ypr_ ype o, MG VA Py = " (Ceva)Srn o
s bl o gi. see Osl();;l{;lleatljteidasetrg};ertxea 15{ relatii; se inlocuiesc in
e . entitate. Reciproca:
) &y tuate pe laturile BC,.CA. AB ale unui triunglljliO::tis?scc%igu;;xcllete
F ’

lunci perpendicularele ridj

Jun e ridicate in acele py i ‘

hcurente. Demonstragie. Fie M intersectiap c;%tredfi)z 21 tlllil"];? R Bioiornl
1)

lui Pitagora generalizatd unui triunghi cu laturile 13, 11, 6 si se ob{ine cé
unghiul opus laturii de 13 este obtuz. Din lungimile proiectiilor laturilof
neparalele pe baze, apoi indltimea trapezului. b)Rezultd aplicind Pitagor
datelor obtinute. ¢) Cu ajutorul teoremei lui Pitagora generalizatd, din acelag
triunghi. d) din triunghiurile dreptunghice din care am calculat diagona
se deduc §i unghiurile dintre diagonale gi baze etc. e) Utilizind suma unghiu
rilor intr-un triunghi. 21. Diagonala nu poate forma un triunghi impreuni eg
laturile de 4 si 6, deci ea formeazd un triunghi impreund cu baza de 16 §
latura de 6. Cum 12 < 16, latura de 6 nu poate forma unghi obtuz cu baz
mare. Din teorema lui Pitagora generalizatd, proiec{ia diagonalei de 12 s‘

baza mare este 11 —2— > 4, deci trapezul este ca in prima figurd. Se continul

intr-un mod asemdndtor cu problema 20, 22. Sint doud solutii dupd cum acell
capete sint de pirfi diferite sau de aceeagi parte a dreptei: /4% + (7 -+ 5)8
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‘ & FAY —
i i 4 si teorema direotd deducem cd F
pendicularei'dm Mlv“p Ig' ASBE. ;'215(:1‘;?1?103:1 c& ambii membri sint pozitivi, deci

g k : i ca 8i B. Avem FA® —
o F, F' sint de acecasi parte 8 mijlocului X aXh-nXﬁB § d'veci e FX

4 ati dat alt Hfinal de solutie®*

— FB'=F'A*—
_FB =(FX—X

numai din X

18 XA=XZ X&' = X278, XY*4 AY?= Xzt

VX 4 (AT — AS)? = (XT + ASY*
XY? = 2XT - 4AS )
4S — 8§’ = TZ (fig S.1.26).

ifd ) ac . .
: ' ele punct: . Folositl
= F'X; tinind seama a8 pozmgele uncte F, F' sint intre 4 §1 B.15 g
aterll)tlieerrlxi 311?.1:::1;1:;1; z?xrgexr‘:;r?l?lin mi};locul X al lui AB, sau multimea forma ’
pro :

6. Sapc = Sapr + Swew = (Sape + Synr) + Spee (se aplicd de doud ori
proprietatea de aditivitate). 7. Se prelungeste A M pind taie BC in N. Avem

Sapc = Sapny + Sanc = (Sanm + Spun) + (Scmn + Scma) §iapoi Sype =
== Synp + Sunc (de trei ori aditivitatea). 8 Unul din triunghiuri are aceeagi

arie cu un altul care impreund cu al doilea triunghi din enunt completeazi
paralelogramul.9. Se tine cont ci mediana imparte un triunghi in alte dous

triunghiuri de aceeasi arie. 10. Cu notatiile din figura S,11.1 (i este bisectoarea

A

Fig. S.11.1 TRV
hil

0 B0

B X [ ¥ G

lui A) exprimim in doud moduri raportul ariilor:

BZMyC S

17. (Figura -S.1.27)

i | °.bh<a
0 solutie dacd B > 900,
1 solu%ie daci B >9%0°, b >a

o 2§ =
lutie dac i oy
% ssglll?ii daca B < 90°, arsinB<b<a

1 solutie dacd B < 90°, b > a

.__t 1/

« CAPITOLUL U

10. pag- 61-62

. ==y 3. S =
1. Semiprodusul catetelor. 2. S =~

2 ° i 1 ‘bul'ile tr’iunghi
’ b, cla
VP(P a)(P i b)(p - C). unde p = —-—-2 gla

bi-sin —
SABI - xh 2
Sq1 b o Prin simplificare obtinem relatia ceruti de
€1°S1N  ——m—

|porema bisectoarel.

| FB _ Sare _ AB-AF-sinz _ AB
FC Sarc

AC-AD-sinx _ AB*Sacpn _(AB 2
AC-AF+siny  AC* AB-AD-siny  AC:Sapp \AC]) '

12. Reciproca teoremei lui Ceva, folosind 11. 13. Suma distantelor este =

2 e
It indl{imea triunghiului echilateral (a este latura lui). 14. (Figura S.I1.2)

y S.I1.2 Fig. 8.11.3

B M -
op _ BM_ Spoc _ CN

Saoc AP

= s - = ind bazele AO, BO, CO .
D ab-sin Boc  MC ' Saoe NA  Spoc PB avind bazele AO, BO, CO respec
@¥3 4 a5 =

4

2 comune. Egalind produsul membrilor din stinga cu cel al membriior

I dreapta, obtinem relafia cdutata. :
b Fie ABC, A'B'C’ §i D, D' picioarele in&ljimilor din 4, A'. Avem \ABD~
PR . A AB BC . NARC BC+*AD BC \2
AA'B'C’, deci - - i o ...(--)
AD' A'B’ B'C’ Sa'nc BGC'sA'D B'C’




16. Fig. S.I1.3) Sasc = Saon + Spoc + Sao
+ - CA-R =L (AB-+BCH€A)R cte.

17 SABN’ AB ; SABC
' SamN AM  SaBN

/ 1
18. Evident: %ah =2 ah
19. Doui paralele echidistante fatd de BC.
11. pag. 64-66

1 l/.?) cm. 2. = dyds. Sau se mai poate considera ca este ,,
3 2 -

dreptunghi (fig. S.11.4)

{
” 0 {

]
I
E———
I~ A

R
3. Procedgu identic cu cel de la romb: § = o dyds.

4. Inscriem patrulaterul intr-un paralelogram i obtinem § =

(fig. S.11.5)

5. S = Spuc — Spac (fI8. S..'ll.ﬁ
gura S.11.5. Ducem prin 4 §i C paralele 1

! L BC-§
cﬂTAB'R-*- 2BC h

= ol , teorema lui Thales etc.

inseriptibil* int

). 6. a) Una din descompuneri este cea d
a BD si notam cu k distanta dintré

TR i

taie CB in M, fie prelungind CD pini taie AB in N. Scriem: S )
= Sanp + Somp + Somc = S + Sapc. o
7. Cu notatiile din figura S.I1.6 putem descompune patrulaterul £BCD ducind

diagonala BD, Deci:
- D
A %’7’7\
D C

Seppc + Saep = Sepc + (SEep + SaEp) = Sepc + Sanp q.e.d.
8. Cu notatiile din figura S.I1.7

M_B B

MDC =

8
Al

Fig, S.I1.6

A

fig. S.I1.7 b Q
\ / \

mn 7 L AL~
L N C D =) C

Saunp + Seunc = Saunp + Sunc + Suce = Samcp + Smce = Sascp.
9. Ducem o diagonald a lui ¥NPQ de pildi MP si se ajunge la problema
precedentd (fig. S.II.8). :

10. Lem#: Fie ABCDE un pentagon convex (fig. S.I1.9). Atunci oricum am
duce o diagonald, ,,descompunem® pentagonul intr-un triunghi i un patru-
later a cdror sumd de arii este constantd. Aceastd constant se va numi aria
pentagonului convex. Cu notatiile din figurd, dupd ce am dus o diagonals,
de exemplu EC, sd cercetdm Szpc + Sapcp. 8) Mai ducem o diagonald din-
tr-una din extremit#tile celei deja duse, de exemplu EB.

3 B B

Fig. S.I1.8

1
"z dldg

Fig. S.I1.9

Avem Sgpc + Sipcr = Sepc+'Seep + Sepa = Sepen + Sape. In acest
caz lema este demonstratd. b) Dacd ducem o diagonaldl care nu are ca extre-
mit&ti pe X sau €, de exemplu BD, avem:

lungind AD T

S — L BD.h. b) Alte dous descompuneri le obtinem fie pre SancE + Scxs = Sapue + Swuc + Sucp + Supr = Saspx + Sapc q.e.d.
5 = '

L e ahad & 4l o mEwe



4 /40 b Poligon regulat cu 12 laturl (laturl congruente). 6. Facem

lrepl hi ou lun ilin care rezultd doud tipuri de heptagoane stelate:
un dreptungh i

b, du

: dne contraexemplus 4
11. Nu putem determina aria; oon P gurd a gi altn 0

; " h. Un m.rulnlqgrmn cu 0 b : ool ‘ KGRI A I AR 0 DR AN LR |
3 mw;m‘u —h(:ll‘:“ami;l-: ;)0”), uE‘u on arie @ * b * 8N ai < ~la d?{.ﬂ?ﬂﬁ{:“i: ' i 3 7 - -
:l:,l‘ﬁ‘: ]Itd{:?*iln: trobuie duse dinLr-gl‘lﬁt\;\(“‘fmf:;::"‘l :;T;oun unghiurl o6 ﬂ, b S s
il W rulater), sau 8 Y Ly . wil : " D)
gr"“"‘:&':;o:':il 111';“5111‘;: l;mt,rugul-of---' | 31')92‘(’. “p‘s’“ﬁ '1)8;1;]162:::1 ‘:;r:;x‘;ur:?n AR TN ’ i 4
a per : erului ABCD (lig. 5.11. v . e
1'41. (égll("/ltl?)mg;})‘ylwr/‘\ﬂxﬁ: ‘:ielci, prin diferent pind 1a 180; ¢ P8 4 . 7 R 13
rie £ | 3 R
de aici: AD? sin FDA -sin FAD heptagon heptﬁgon heptagon
Surp = ___,/_g-s-im'; ___convex steiat steiat
B 2t ] 20 20 20 2t a1 | 2] 2] 2] 2
A B B 2|3 s 56| 7|8 9]1]1
B ey | w T B
F ////// ! - S U i R S B U T T
a 21L UL} ULy 1L AL 70 2L} 2L
llll( 7L 3L
D i ste- e ste- | ste- | ste- o ste- | ste- | ste- | ste-
D lat lat | lat | lat lat | lat | lat | lat
Fig. $.11.11 AL s e 1

Fig. S.11.10 ' A" 9. NU ! contraexemplu: rombul diferit de pitrat. 10. NU ! Contra-
ilit | droptunghiul. Se ajunge la intrebarea fireascd: oare pentru orice
% 40 ponte construi un contraexemplu? Incercati! Pentru a doua intre-
ptell duce o paraleld... 11. N-are importantd dacd octogonul este regulat

\. 18... Triunghiurile fiind congruente avind laturile respectiv congru-
#lnt vongruente gi indlfimile..,

[

i soeagl arie, do WA
15 1. 16. In figura S.11.41 AEBD $1 AEAC au aceea§

l, = ﬁ ] e /. ‘i ‘
/\\ 9 an ke 1 1 ‘S 9 SA“( ah(k
Dlrap ( ) AEB a“"l SEA(; a“h?

. 7 2 . b 2 28 1 h L
rapoartele ultimelor trei ari_i Cgta;:lafflﬁlc%?:g% a‘jol:, f;t 'uﬂr/ig_{ce AA)II'[ g' :
g 1)1.) Bm(?iixlxliw%?rlgfxg;g: lor cunoscind suma inﬁ.lﬁ.irmlo_l' lor, .
mwlt;(,l f)-n‘;lm(lintr—t;nul din virfurile B sau (,“(dc. p\lflﬁ (};\ l:), p
(‘!?;;;un‘\;‘{a ce nu trece prin acest virf (131:" ‘ll AC) (ng. ;l:v 'il)i\;i,.’,,,‘,j)
19. Cu notatiile din figura S.11.13 (M xm]loc\.xl lui ;1 '“i m,‘.uu-i e ‘.
S } . Dacdl §i Sapn = Spyc cum rezultd din ipoteza,
roli“hMlN:_— hy §i problema este rezolvatd.

b |V :;)
] &

Ml aria intregii figuri, adicd se adund aria triunghiului cu aria semi-
lur desenate pe catete. Din aceasti sumd se scade aria semicercului
il o ipolenuzd.

ghiurilo de lings latura de 15 sint ascuite (fig. S.II.15). Aria ciutatd
Wi ariilor celor doudl sectoare din care se scade dublul ariei triunghiu-

/

Bt /k/p’_,.*,}% ’\"\
Dt <G>
; - . A -~
" g / \ﬁ / '(‘f/
D 2 oot s nitorul
4 g gt —=a()/2—1) (am rationalizal O Pig. S.11.14 Fig. S.10.13
1. 2= 3 241

1
’—”‘-———'.-—7 Bo— -
5 W LR —1) &
cind fractia cu /2-1) 3. a :Vﬂz e 2 4 E
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I -
ﬁ Vlgurn J1.14 i aria ciutatd est

b i s 6 e o o B et el Ll At bl sl
: — e e e
e aria sectorului (]l{l ccirculfmlc tpl&l‘ ': | ()If + h‘O’ + 0'C = 20B - | B0’ z()()'
sectorului din cercul mare minus dublul ariei triunghiului forma Vg el Sl o .
lui minus suma ariilor celt h A If = AD + DB, AC = AD - 61) BC = ——DB CD
doudt raze si linia c(éntrelor GirAt]s TIRDMRIMH ] Inlocuim gi obtinem, dupd desfacerea parantezelor O in stinga.
sectoare (fig. S.I1.16) gl sy vl i s
bl sty y Aplic. de ex. 6: MA NB + MN BA + AN BM =0
,/’ b ——+ . .
/ /(NOO\\M\ Wlocuiesc AN cu —NA gi, ca urmare a proporfiel, deduc
/ o AR o . s
{ (,.)<“""Q - N-BA =0, dar A # B, dect M = N.
N \ &
il S/ S—"D i Dacd unul este alungit aga este si celalalt Daca fie M punctul de intil-
Gl Fig. 8147 Iro o lui O'y’ cu Ox de exemplu X 20"y si SLaMy' rezultd corespondente
Hag 8 iiiu identice) analog I x My’ si I x0y.
3
7, 8 =20

i, Unul din ele si opusul la virf al celuilalt satisfac ipoteza problemei 1.
8. In flgura S.I1.17 30 = 60°, TS = SP = 6 |/3, arc TMP = 4.
Conturul are 8w + 12 /3.
9. Fig. S.11.18

fron‘ ei sint in lpoteza problemei 1.
I'ie M, N punctele in care paralela taie AB, AC (fig. S.II1.1).

AM AN My N

B cver Ll B T figura S. III. 2
—g —_— ST

AB AC BC*-

Fig. S.I1.18

< 3um + 4213
Se gaseste Bnt V3,

D G \O
3 \N' M/ ‘\‘/\/
Th? ;

] 10. L('\‘—TtB Sr\———2— : ' . \ \ \
11. Din aria unui triunghi echilateral de laturd 4 scidem arla unul semicen \
de razi 2: obtinem $=2Q2)3—m); P=2m ! 4 % 3
12. S = 36 — 97 (procedim aseminitor cu 11); P = 6.

CAPITOLUL 111 Fig. S.I1I.1 Fig_ 83
— bl g =R el o
1. AB + BC + CA =0, CD4 DA $-AC = 0 adunim si folosim CA + e
+ AC — O '

cD’ AC

—_— — — —

2. AM MB sau mlatga echlvalenta MA +MB; 0.

|n expresie apar gi AB CD AC drept constante)
i Fie D mijlocul lul AB D’ piciorul perpendmularel din D pe d.
4. AB+BC+CA—O BC+CD+DB-—O deci CA=DB etc.,

| £2£ In problema 5: DD' =; (AA' +BB') iar ficind
‘ altfel, adunédm BC la relatia din ipoteza:

—_—

i 5 oo AU YT
= problema 5: GG’ = ————=
> » = —_—  — =\ —
AL + BC — CD 4 BC « AC = BO =% — DB.

, inlocuim ete.
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Unul din ele g1 cel obtinut din celilalt inlocuind una din laturi cu ,,prelun-



U pag ou=m
L. a, b ogi e (Mg S.O113)

B
A/C., ABICD Kig, 8.111.9
o

a, ¢ gi nu b (fig. S.111.4)

B
A /DAB‘CD Fig. S.00L6 8

b, ¢ i nu il absurd.
2. Luam CD echivalent cu BA (fig. S. 111.5). Este tot una cu i
valent cu BC

Wil Gy = 06, CM oy U . !
1 gaR OO0, Gidy ™ 2 Gy, Ay == ALl Ay &

, \ o

an AM, 5y AM, gl avem A(' ochivalent cu b‘M,, EM,, DMg Mdf
Y > ,

#. Myl

w sihivalent cu 55 hivalen e 7 / ¢
! . ) echivalent cu CE. D este simetricul lui C fata de O
A

A
‘fm Mol {}/ \N
B M C

W. DI, N si alte 2 triplete.

Ry, 94-9°

D C i
Vi B TR \/
/'/ / " A
Fig. s.111. // , B g <y act L Y
y e * \
2 il A E B

AU, AC) + 6(BC, BA) + %(CA, CB) = 180°,

3. Conform problemel 1e7olvate obtinem AA echivalent cu | ‘ s
il doilea caz se obgine —180° care este considerat tot una cu 180°

echwalent cu CC decl AA echivalent cu (‘C gi (iar problema ¥

AC echivalent cu A’ C N Plg, S.111.10 ' A
4. Flgura SII 6 ' ’ iy e

AB sl DC AE EB DF 31FC AD EF gl BC AF gl LC Bl' gi [ A, AC) = O° BC T i ! ? 3
gi cele obtinute prin permutarea capetelor in fiecare segment OF ) Al (_’ BA) = 180°, 2¢(CA, (B) = (" etc.
5. Figura S.IIL.7.

¥ /,\'{':

o el = o L

B

" CM=B(

M M A E B e |
./ A -
1M4 blnua
Fig. S.IIL7 Fig. S.111.8 \

ha SRR :
SE 4200 0009080 307 1 00
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5. Dacd tnlocuim a' cu a” (lg. S.!II.12) o})yin(‘sm: kol
“6(a", b') = >¢(a", a') 4 S(a', b') = 1R0° 4 “f(a’, b")

- /g/

S

Fig, SA01012
o a
/O

Deci o astfel de inlovlﬁre duce de la valoarea x la x 180" O not i

va duce la z + 180° = x etc.

Deci doug valori z; x + 180°. Dublul lui da valorile 22, 22 2007,

singurd! :
6. Geometric doudi: bisectoarea

tincte iz (b, k) s,;i—;— ~6(h, b) + 180°.

7. Vezi problema 1 = 4 ;%0

(AD, AB) + >%(DB, DA) + >£(BA, D) =/18U"
?@((}B, D) + $(BD, BC) +%(DC, DB) = 180°. y
Adun i {in seama de >6(BA, BD) + >%(BD, BC) = %(BA, )
6(DC, DB) + (DB, DA) = >%(DC, DA).

Fig. S.111.13

Suma este —360°

Suma este --360°

- \

“6(h, k) i ,prelungirea® ei. S0 poate
caleul >6(h, k) = 6 (h, b) + >£(b, k) deci 226 (h, b) = 6(h, k), dar pubem

un-multiplu la 360° deci > (&, b) = ‘2 ~(h, k) + 180° n. Se ob{in 4 ¥

1)
W
(AL () Al ele.
Vinulla, dacit de ex., 12 este intre A gi €, cd U (4) U (C) == U(A) J (B) 4
I (1) U (), deci U (A), U (B), U(C) nu pot forma un triunghi.

sl
~ Yugl rafionamentul de la probl. 2.
Ll mai wimplu este: in figura imagine diagonalele se taie in pérti congru-
[ 1‘ jonsiderdm imaginea punctului de intersectie a diagonalelor patrula-
‘u Inifinl, apliéim problema 4). O adaptare a rationamentului de la
ilsimn 2 nratd cd 3 puncte necoliniare merg in 3 puncte necoliniare.
Wnginon este paralelogram si folosim i problema 3.
ubloma 2 ne spune cd imaginea este formatd din puncte coliniare. Fie
. M doud puncte pe dreapta initiald, X un punct pe dreapta U(4) U(B).
Wi nomidreptele U(A)X, U(A) U(B) coincid, fie ¥ pe semidreapta AB
olt Y — U(4)X; vom avea U(Y) = X (probl. 2. 4). In caz contrar
¥ po prelungirea semidreptei A B.
gl 3 de congruentd.

g 04 -
Yannlatia 7, fiind isometrie, duce un cerc dat (de centrul O siraza R) intr-o
W0 i oerculul de centru 7(0) si raza R. Fie X un punct pe acest ultim cerc
g ’ — S . il
i ) nstlel ca XY echivalent cu 7(0)0. Rezultd T(0)X echivalent cu QY
ghlomn rezolvatd pag. 91), deciOY are lungimea R, Y este pe primul cerc, iar
— iy

X deoarece Y X rezultd echivalent cu OT(Q) deci cu vectorul trans-

Dach () i O sint centrele, consider T3 .

= > —

A7(A) este echivalent cu BT(B) deci T(4) T!B) este echivalent cu 4B

hloma rezolvatd pag. 91), deci s-a vizut (proii. 7, set 18 pag. 99) cd o

letrio duce o dreaptd AB in dreapta T(4) T(B) ete.

'ilo A o dreaptd. Pentru a fi transformatd in ea insdsi de T, (stim cd

W ilunit in una paraleld cu ea sau in ea insdsi) trebuie ca punctul C = T(4),
—_—

it de ,,AC echivalent cu v“ si se afle pe AB etc. 5. Fie AB segmentul

—
. MN congruent $i paralel cu AB este tot una cu MN este echivalent
- —_—

=»
Al wau cu BA, deci cu: N este fie transformat din M prin translatia 733,

i
T i o
Fig. S.I11.14 ;:;[ ‘ Vi \\ % , \\
et < g A o e o i \ | / :
/ Suma este 360° (i incd un O < GO R O ,
in care este —360°) 2 : 7
Y i by Y oy . i L ATl iy
O &
Fig. S.111.15 i s A z
3 Suma esl

134

Fig. S.111.16




N

lo 1" acea tramsformare, A un punct fix, X unul variabil, B — T(A).

AV oo 7(X) atunci AX echivalent cu BY deci (problema rezolvatd la
— i

. XY echivalent cu AB, adicd Y = Tzk(X).

P PEn 7T, Dec 8¢ alege /N 1a una din imterseciile corculut are
formatole primului cerc prin cele doudl translagii. Pot fi 0, 1, &=
6. La fel 0, 1, 2, 3, sau 4 solutii.
7. Le-am notat M’ ete,

pag. 101-102

Hotatie aplicatd centrului O il duce in O’ (0’ = R.,.(0)). Fie M’ = R., .(M).
{in fiind o isometrie, O' M’ = OM dar O’ este fix deci M’ descrie un cerc
Wooengi razit cu a primului. Dacd punctele € = O (coincide C cu 0) atunci
Wil no va transforma in el insugi. 2. Centrul C al rotatiei se va gisi pe media-
o lui OO’ (linia centrelor) g1 unghiul 9OCO’ poate fi construit cit vrem

8. DD’ = 0D, TsZ — TE5 deci solufie aseminitoare cu primil & Fig. S.111.21 B e S, s

ilutia este o isometrie. considerim M’ = R (M), N' = R, (N) si
i, . (P) imaginile prin rotatie a punctelor coliniare M, N, P. (N intre
§l /). Daci M’, N', P’ nu sint coliniare rezulti M'N’ + N'P’ > M'P".
IM'NI + NP = MP dar M'N'= MN, N'P'= NP, MP= M'P’, con-
ufie ] .
# somidreapta OX ludm punctele A gi B (A intre O si B). Deci 04 +
dll - OB. Ele au imaginile respectiv A’, B’ iar O’ ii corespunde lui O.
A’ si B’ nu se giisesc de aceeasi parte a lui O’ rezulti cd A'B’ 4- 0’4’ >
'l dar A'B'= AB, 0'A’ =04, O'B’' = 0B. De aici contradictia. 5.
Wlilorim problema rezolvatd in cazul in care d || d’. Dacd rotim A cu 60°
liful Jui O, ajungem in B. Deci solutia revine la a roti pe d cu 60° in jurul
1) gl acolo unde ,rotita* lui d taie dreapta d” avem punctul B. O solutie
WA se poate da gi prin asemdnare considerind cd toate triunghiurile
Ilorale sint asemenea g1 impér{ind latura O’A’ a unui ,model“ echila-

{'A'B’ cu punctul C’ intr-un raport egal cu %% . Gésim apoi prin Thales

r/‘

Fig. S111.182a s " Fig. 8.11E18D

i

PUREN — —— )
9. S-a vizut ci din AT(A) echivalent cu BT(B) rezultd A8 vehiv

T(4)T(B) etc. 10. Vezi problema 9. 11. Vezi problema. 8 §i problem
15, pag. 89. 12, Nu, devarece dacd T este translatia 7, gi 4 CALOM
poligonului gi By = T,(4), atunci poligonul va trehal sd contini o

. e - y
A, B;, B,.. colimare i cu AB, = BB, = B;B; = ... care rouull

s ltn proportionald, segmentul O'L’, putem construi apoi pe ,model
istincte, - J Lk

Y g

e SR SRR o

Bl

13. O dreéptﬁ {vezi probl. 4). douZ drepte paralule, inioveechia i WM
determinate de 2 drepte paralele. 77T

136 137'



unghiul A'0'D" gi probloma estoe rezolvati. Dacd d gi d' nu sint paralele, |

proceddm totugi ca in prima wolufio.

Avem o infinitate de solupii duodt d « Ry 40(d’) adic d' este chiar rotita®

cu 60° a dreptei d). -
6.’ Rotim. primul cerc @ cu 90° In {m‘ul unctului fix €' gi intersectdim cu cercul
0'. Pot fi 0,1,2,3,4 solu}ii. 7. Colo do 120° cu centrul C in centrul cercului cirs
cumscris triunghiului echilateral dat. 8, 9, Soluyii aseménitoare cu 7. 10. Dacll

O este ,centrul hexagonului* regulat, Ry ;10 sint rotaiile care rezolvd pros

blema in afari de rotatia de ,argument® 0.
11. Solutiile sint pétratele punctate:

# B
Fig. s.111.23  D(B) A

|

|

| At e

(C) Dy

Fig. S.111.24 A b

13. a) Cu notatiile din figurd

Fig. S.IIL.25

S

e

PROBLEME RECAPITULATIVE

1. Fie G centrul de greutate al triunghiului. Pentru ci medianele se intersec-
teazd la doud treimi de virf gi o treime de ,bazi“, rezultd BG = 3 cm, GC =
= 4 cm. Folosifi reciproca teoremei lui Pitagora, JTBGC = 90°, si teorema
lui Pitagora gi AC = /73 e¢m, AB = 2 |/13 cm.

2. Folosim faptul ci tangentele duse dintr-un punct la un terc sint congruente,
aici BC = AD, BC = 5 cm. Apoi, fie prin teorema lui Pitagora, aflind inil-
timea, fie prin teorema indl{imii, aflind raza cercului inscris, obtinem r = 2 cm.
3. a) Triunghiurile au unghiuri congruente.

b) In AOCA, JOAC = ¥XCOA = 36°, deci CA=0C. Dar §i NCAB este
isoscel deci CA = AB.

4. Pentru a, b, se foloseste problema precedentd; c) Prin aseminarea triun-
ghiurilor ACB si OAB; d) Se efectueazd inmultirea in membrul drept. Din
c) gi d) rezultd cd produsul este O cind unul din factori este 0, deci numai

S
{— R 3

5. Aplicind teorema lui Pitagora, se ajunge la ecuatia 64 — 16z + 2+ 16=
=28 dect'z =5 em. L
6. Din aseminare rezultd cd RZ = R,R, si de aici obtinem relatia imediati.

(In fond, se poate exprima gi tg O3V 7" in trei moduri.)

7. Patrulaterul OM PN este dreptunghi, deci MN = OP.

8. Triunghiul A PM este dreptunghic si are un unghi de 50°. Deci ¥ MPA =
= 40°. Punctul P vede segmentul fie sub un unghi de 40° cind M, N sint pe
semicercuri diferité determinate de A B, fie de 140° cind sint pe acelasi semi-
cerc. Deci P descrie un cerc. :

9. a) OE = OD (mediane in triunghiuri dreptunghice cu aceeagi ipotenuzi),
§i ITEOD este unghi la centru care subintinde acelagi arc cu unghiul inscris
X EBD = 30°. (Patrulaterul BEDC este inscriptibil); b) OE este minim cind
BC este minim, deci cind este perpendicular pe AB. BC in acest caz este
4Y3cmsi OE=2 {3 cm. ‘

10. Considerdm ,jumitate“ din dreptunghi determinat de o diagonald. Tri-
unghiul dreptunghic astfel format are inil{imea corespunziitoare ipotenuzei,
maximi atunci cind aceasta este egald cu raza. Deci dreptunghiul céutat
este pitratul gi aria sa va fi 2.

11. 13'1 cm. 12. Din aseminarea triunghiului TMA cu AAMQ (fig. S.R.1) gi
aplicind puterea punctului M fa{i de cerc, se obtine relatia ceruti.
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18. Se compard triunzm

urlle BDA gi BCD. Cercul circumscris ANABC e
tangent la dreapta B

So folosegte puterea punctului.

Fig. S.R.1

1. o =2, y= . 15 Triunghiul AEAC= ABAG. De asemene
c

AAEH = AAG] efc... 16.S = R(2 ¥ Z—~1). 17. S =256 cm?. 18, » = -8

19, S=“T'1t 2 20.a.y7“ 293 ;2a-V7 i 273-4.M « 21" % "

3 3 % 3

6 " 8als , -
R 1,2. 22. MN = 8‘a12/55 + 23. Centrul dﬂmetrie este intersectia cei
doud axe. Nu, contraexemple: paralelogramul! 24. Se aplicé reciproca teorem|
lui Pitagora. Raza ciutati este Rgi »unde R este raza cercului iniial. 25.7)
aratd cd LAMN - ICMND = 180°; 2) Un segment de dreaptd paralel cu

AB gi de doui ori mai mic (se completeazi, prelungind AC §i BD, un parale
logram); 3) Mediatoarele din enunt sint si bisectoarele unghiurilor B gi 4
In fond, chiar mediatoarele din enunf sint ,fixe“; 4) CD = V/ 32*+a®*—3a e
26. a) Ortocentrul descrie un arc capabil de suplementul unghiului A,
deci simetric cu ,celdlalt” arc. b) Se determind pozitia acelui virf. Acest virl
impreund cu un capdt al indltimii gi cu simetricul ortocentrului fatd de celdlal
capit determind cercul circumseris triunghiului etc. 27. Consideram problemé
rezolvatd, prelungim CC’ pind taie A’B’ in C;, ducem din B paralela BE
la CC’ (E & A'B’) $i constatdm cd A'B’ este impirtit de E §i C; in trei pirf
congruente. Analog, proceddm pe celelalte doud laturi A'C’ §i C'B’. 28. .

— 9(a + b) |/ab. 29. Se aplic teorema lui Thales de 4 ori, I = 2. 30.

aplicd teorema bisectoarei gi faptul cd bisectoarea unghiului 4 trece prinm
locul arcului BC. 31. TS = /6. 32.a) AAOB~ AAOQ'C, unghiurile din
fiind suplimentare, triunghiurile fiind isoscele gi subintinzind unghiuri la ce

A ' g, o = Tz Sl a3 —tn—6)/3 ¢
tru de masuri egale. b) D s& fie piciorul in#ltimii.33. (613 2),:’ .V .
34 2_._"____._._63v? 2 35 ¥ = o

1 S 7 !
PR T (6 + ¢+ for + %)% (il
36. Daci 4 & u-ar fi parale! cu CD, si dacd s-ar intilni in partea stingd ad
figurii 11.59, atunci indljimea din D AAMD ar fi mai micd decit indl{unea
din Q a ABNQ g de asemenea iniljimea din M a AMDP ar fi mai mick |
decit ingl{imea din B a ABCQ; deci, ar rezulta aria AMPD < aria BNQC
37. 8 cm. ,

P
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