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SISTEME DE NUMERAŢIE 

I. 1. Definirea sistemelor de! numeraţie 
I 

Pentru reprezentarea numerelor !le aleg două mulţimi, una A de denu­
miri specifică fiecărei limbi si a doua B de !ll~boluri distincte, numite cifre, 
între care să existe o cores~ondenţă bi~nivocă. 

I,1.1. Definiţie. Numărul b > 1 al cifrelor 1nulţimij B se numeşte haza 
sistemului de numeraţie. Nnmerelţ naturale c pent1·u e:u·e O ~ c ,,;; b - 1 
se numesc cifre în baza b. J 

Pent:rn scrierea numerelor în baza b se folosesc b semne distincte. 
Fie N numărul de elemente alei unei mulţimi M. Vom grupa elementele 

lui M. în submulţ.imi, avînd fiecare cîte b elemente, obţ.inînd k1 de astfel ele 
submulţimi şi încă o submulţ.imc cu a0 el6olllente cu O ~ a0 < b. 

Putem seric,: 

(1) 
„ 

Pentru ~1azul N < b, avem k1 =O şi deci.nu se poate forma nici o sub­
mulţ.ime c11 b elemente. Avem N = a0• 

ln caz,ul k1 < b păstrăm N si1b forma N = k1b + a0 . 

Pentru, k1 ~ b procedăm cu k1 întocmai cum am procedat a11terior cu N 
găsind k2 grupe de cîte b sub~ulţimi cu cîte b elemente şi a1 submulţimi 

de cîte b elemente, în care O ~ a1 < b. 
Putem scrie pentru k1 o relaţie analoagă cu (1 ), scrisă pentru N, 

(2) k1 = k2 b + a1. 

Dar \inînd seania de (1) şi (2), avem 

N = (k2 b + a1)b + a0 ; N = k2 b2 + a1 b + a0• 

Dacă avem Jc2 ~ b continuăm procesul formării de grupe de submulţimi 
obţinînd k3 grupe de cîte b grupe• de cîte b subm1ilţimi cu cîte b ele.mente, 
şi încă a2 ·grupe de cite b grupe de su.bmulţimi cu b elemente. 

Se obţine astfel : 

adică, 

5 



Continuînd, prin acelaş i procedeu , deoarece rnultimea 1~! arc N cle­
mente, se ~jung~ după un număr finit de paşi la un k„ _:_ a

11
, unde 1 < a„ < 

< b - 1 şi deci 

(3) N = a„b" + an_ 1 b"-1 + ... + a2 b2 + a\b + ao-

Un număr scris sub forma (3) se spune că este scris sub formă polinomială . 

- ~ ~ ~ -X X X X X 

X X X X X 

X X X X X 

X X X X X 

X X X X X 
~ ~ 

Ix X X X xj . 
[X X X X x i 

Ix )( X X xi 

:Fig. I.1 

- -
X X 

X X 

X X 

X X 

X X 

o )( 

K 

X X 

X X 

X X 

X 

X X 

X X 

Exemplu. In figura I.1 mulţimea N 
este mulţimea tuturor punctelor înca­
drate iar b ":' 5. Se observă dl .N = 
== 2·52 + 4. 5 + 2. 

Dacă baza b este precizată 
şi nu există posibilitatea unor 
confu.zii, atunci numărul N poate 
fi scris într-o formă mai simplă 
numai cu ajutorul simbolurilor 

an, a11 _ J.> ••• , al' a0 care formează 
fiecare o sfogm a cifră şi a„ i= 

1 astfel : 

Fiecare dintre cifrele a„. a„_1 , ... , al' a0 ocupă o anumită poziţie indicată 
<fC exponentul bazei. Scrierea sub forma (4) mai poartă denumirea de scriere 
pozifională. ' 

Introducem noţiunea de ordin al unei cifre care este indicat de expo­
nentul bazei din produsul dintre cifră şi o putere a bazei; ln (4) cifra a0 est~ 
cifra de ordinul zero, cifra a1 este cifra 1de ordinul 1 şi aşa mai cle1farte, ci­
fra a„ este de ordinul n. În acest fel citirea numărului N se poate face şi 
Cifră cu cifră începînd de la stînga spre dreapta, adică de la ordinul cel mai 
mare n pînă la ordinul cel mai mic zero. 

1.2. Scrierea unui număr real într-un sistem 
de numeraţie 

În paragraful precedent s-a arătat cum se scrie un număr natural, într-o 
bază de numeraţie b oarecare. Se ştie însă că orice număr intreg este de 
forma ±N unde N este număr n.atural. Deci pentru un întreg 111 oarecare, 
scrierea într-o bază dată b este: 

(5) 

sau 

(6) 

Un număr rea l oarecare este suma dintre un număr întreg ş i nn număr 
fracţionar pozitiv, numite partea ·Întreagă şi partea fracţionară, scriindu-se 
în ordine : partea întreagă, virgula şi apoi partea fracţionară*. 

Exemple: 
3 + 0,21 = 3,21 ; 

- 4 + 0,62 = 4,62. 

Pentru numerele reale negative se utilizează frecvent scrierea în care 
semnul minus ( - ) scris la stînga numărului este atribuit ş i părţii întregi 
şi părţii fracţionare. 

Exemplu: 

5,2,J = - 5 + 0,24 = (-4) + (- 1 + 0,24) = (-4) - (0,76) = -4,76. 

De aceea, pentru claritatea înţelegerii, în cele ce urmează, vom numi 
întregii unui num[lf, partea de la stînga virgulei şi parte fracţionară (sau 
parte zecimală) partea de la dreapta virgulei, în toate cazurile în care avem 
acelaşi semn şi pentru întregi şi pentru partea fracţionară. 

Pentru un număr real oarecare x, care are şi întregi şi parte fracţionară, 
vom avea o scriere de forma 

+ a_m) 
b"' 

unde 

O ~ a; < b pentru orice i = O, 1, ... , n, cu an =I O 

şi 

O ~ a_i < b pentru orice j =O, 1, ... , m, 

iar restul r„, verifică inegalităţile 
1 

O~ r,,, < -. 
b"' 

+ l',,., 

( . . . 

Este necesar să introducem un semn de separare a întregilor de partea 
fracţionară. ln mod obişnuit se foloseşte virgula, numită şi virgula zecimală, 
însă trebuie ştiut că se· foloseşte şi punctul, numit punct zecimal (în scrierea 
anglo-saxonă). 

Deci un număr x cu l',,. = O se scrie 

(8) 

sau 
I 

x = ±a„a„_1 •• • a1a0.a_1a_ 2 •• • a_m( D)· 

* Algebra ci. a IX-a, cap. III. 
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Exemple: 

1)' Numărul 257(bJ> (b > 7), (se citeşte Cifră el! cifră), se seric 

257cuJ = 2b2 + 5b + 7. 

2) Numărul - 586<•l• (b > 8), (se citeşte cifră cu cifră), se seric 

- 586cul = -(5·b2 + 8b + 6). 

3) Numi\rul 

= 374,4502cu» 

4 5 2 
x = 3b2 + 7b + 4 + - + - + - scris în baza b (b > 7) este .1: = 

b b2 />4 

1.3. Sistemul de numeraţie in baza zece 

Sistemul de nu mer a ţie în baza zece, · numit şi sistem zecii'nal, foloseşte 
zece cifre distincte date prini simbolurile O, l, 2, 3, ,1, 5, (\, 7, 8, 9, cu aju­
torul cărora putem seric · orice număr. 

Orice număr natural mai mic decît zece se t·crH·ezintă prin u1ia dhi aceste 
cifre şi arată cite unităţi de ordinul zero are numărul. 

Un număr natural N, mai mare sau · egal cu zece, se va reprezenta prin­
tr-un şir de cifre în felul ur'mător : 

Numărul natural zece, egal deci cu numărul cifrelor bazei utilizate, se 
reprezintă prin 10 şi se citeşte zece. Acest număr se numeşte unitate de .or­
dinul întîi şi reprezintă zece unităţi de ordinul zero. 

Un număr care conţine a1 unităţ.i de ordinul întîi şi a0 unită!:i de ordinul 
zero se scrie 

Un număr care conţine 10 unităţi de ordinul întîi se scrie 100 şi repre­
zintă o unitate de ordinul doi. Unitatea de ordinul doi este produsul între 
baza zece şi unitatea de ordinul întîi 

10· 10 = 10 2 = 100. 
I J 

Un număr care co1iţine a2 unităţi de ordinul doi, a 1 unităţi de ordinul 
întîi şi a0 unităţi de ordinul zero se scrie astfel : 

Generalizînd , putem spune că un număr care conţine 10 unităţi de or­
dinul k, se va numi unitate de ordinul k + 1 şi se va scrie astfel: 

lO·lOk = lO!'H = 10 ... O . ._,__, 
l~+l ci[rc d~ zero 

8 

Numărul. ce conţine a" unităţi de ordinul n, a„_ 1 unităţi de ordinul n _ t 
~i aşa mai departe, a1 unităţi de ordinul întîi şi 0 0 unităţi de ordinul zero . 
se scrie, 

unde 

O ,;;;; a; ,,:;; 9 pentru i = O, 1, ... , n, cu a„ # O. 

Ca şi în cazul bazei b putem extinde scrierea în baza zece la numere 
reale. 

Pentru un nu măr întreg NI care este de forma ± N, tmde N este număr 
natural, avem scrierea : 

sau 

iar pentru un număr real x oarecare, avînd şi parte zecimală, avem : 

x = ± (a„10~ + a„_ 110":-1 + ... + a110. + a0 + fl_t + a_ 2 + 
10 102 

unde 

şi 

sau 

+a-m+ ···)· · 
10 111 

O ,;;;; ai ~ 9 pentru i = O, 1, ... , 11, cu a„ # O 

O ~ a_i ~ 9 pentru j =O, 1, 111, .•• 

unde virgula separă întregii de partea zeciriJ.ală. 

La scrierea în baza zece de obicei nu se mai indică alăturat baza aşa 
cum am procedat şi în cazurile de mai .sus. 

1.4. S,i,stemul de numeraţie in 

1.4. 1. ?crierea numerelor în baza doi 

Sistemul de 1:n1meraţie în baza doi, numit şi sistem de numeraţie binar, 
este sistemul în ca1·e se folosesc cifrele O şi 1. · 

Numerele naturale mai mici decît doi se vor scrie cu aceste cifre, res­
pectiv „0" pentru zero şi „ 1" pentru unu. 

9 



Baza de numeraţie fiind doi o '.vom nota 1012 > şi pentru un număr na­
tural oarecare ' avem ·: 

unde 

O ~ a; ~ 1 pentru i = O, 1, ... , 11 - 1 şi a„ = 1 
. ' .sau 

N = a„an-1 · .. a1ao(2l 

e .u aceleaşi condiţii pentru a, şi a,„ 
Un număr care conţine o unitate de ordinul; zero se scrie N = 1. 

Un număr care conţine o unitate de ordinul ii1tii se seric N = 1012>· 
Un număr care conţine o unitate de ordinul întîi şi o unitate de ordinul 

zero se scrie 
N = 1112 >· 

În general, o unitate de ordinul n conţine ·două unităt,i de ordinul /1 - 1, 
.adică 10(2 )· 1072)1 = 1072 i sau 2· 2"-1 = 2" în baza zece. 

Folosind rezultatele date de formulele (7) şi (8) din paragraful I.2 pentru 
.cazul b = 2, scriem un nu măr real .1: în baza doi sub for ma : 

I 

.1: = 

unde 

O ~ ai ~ 1 pentru i =O, 1, ... , n - 1, a„ = 1 

.şi 

O ~ a_ 1 ~ 1 pentru j = O, 1, ... , m, ... 

:sau 

1.4.2. Operaţii cu numere scrise in baza doi 

In general efectuarea· operaţiilor în baza doi nu se deosebeşte esenţial 
de efectuarea operaţiilor în baza zece. Se păstrează formele de aşezare a nu­
merelor pentru efectuarea operaţiilor şi numai tabelele de o~eraţii sînt altele. 
Deoarece urmărirea operaţiilor cu numere scrise în binar devine mult mai 
uşoară dacă se cunosc tabelele de operaţii pentru adunare şi înmulţire, le 
dăm pe acestea în continuare. 

Tabelul 1.1 Tabelul I.2 

~~~ o o o 
------

1 o 1 

_+ _o. 1-t 
o o 1 

------
1 1 10 

10 

Să urmărim în continuare cîteva ' exemple: 

l) 

3) 

„ 11,1.11 + 
. 10,001 

1.10.000 

11, 0 1 X 

1, o 1 1 
1 1 o 1 

1 1 o 1 
11 o 1 

100,01111 

. 2) 

1) . 

' ' 

I' 

·1.5. Sistemul de ' numeraţie în baza opt 

1.5.1. Scrierea numerelor in baza opt 

100000,011 
1000,101 

10111,110 

1101,1. ltH) 
11 o 10,0 l 
~ ~ =t 1 o 

1 1 o 

Sistemul de numeraţie în haza opt, numit şi sistem de numera\ie octal; 
este sistemul în care se folosesc opt cifre şi anume, O, 1, ~. 3, r!, 5, 6, 7 iar 
ha~a se noteazli cn ajutorul cifrelor „0" şi „ 1" scriind 10, dacă nu este posi­
bilă o confuzie, în caz contrar scriind cu specificaţie 1018 >· 

Avem: 

unde 
O <ai ~ 7 pentru i =O, 1, ., .. , n cu a„ #O 

sau 
N = ana„._ 1. · · alao<s> 

cu aceleaşi condiţii pentru 'a1 şi an. 
Numerele mai mici decît opt se vor scrie cu cifrele indicate pentru această 

bază şi vor Ii numite unităţi de ordinul zero. 
O unitate de un anumit ordin (în afară de ordinul zero) este egală cu 

opt unităţi de ordin inferior iar opt unităţi de un anumit ordin formează o 
unitate de ordin superior, adică, 

1018r 10~8;1 = 10:'si sau în baza zece 8· 8"-1 = 8". 

Formulele (7) şi (8) din. paragÎ"aful T.2 pentru cazul b = 8 ne permit 
să scriem un număr real x în baza opt sub forma : 

( 

0 - 1 a_2 
x = ± a„10;'s1 + c1,;_1l0;'8)1 + ... + a110<s> + ao + ·-- + -2- + 

lO(gl 10(8) 

. . . +a_,,. + .. ·) · . 
10~) . 

unde 
o ~ ai < 7 peqtru i = o, 1, ... ' n cu an # o 

şi 
O ~ a_i ~ 7 pentru j = O, 1, ... , m, ... 

sau 

li 



1.5.2. Operaţii cu numere scrise in baza opt 

Şi în baza' opt, ca şi în haza doi, efectuarea operaţiilor nu se deosebeşte 
prea mult de efectuarea operaţiilor în baza zece, deoarece se păstrează for-
mele de aşezare ale numerelor Diferă numai tabelele d ţ• · · d , . . . · e opera 11 şr e aceea 
pentI u a da poslb1htatea unei urmăriri mai uşoare le dăm în continuare : 

Tabelul I. 3 Tabcllll I . 1: 

+ o 1 2 3 4 5 6 7 X o 1 2 3 4 5 6 7 
- - --,_ - - - - ------ - - ,_ ------ - -- -o o 1 2 3 4 5 6 7 o o o o o o o o o - - ---- - ---- - -- - - --- - ------ - -

1 1 2 3 4 5 6 7 10 1 o 1 2 3 4 5 6 7 ,,_ - -------- ------ - - -- - - -- -- - -- -
2 2 3 4 5 G 7 10 11 2 o 2 4 6 10 12 14 1G 
- - ---- - - ----I... - -' -- - --1 ---- - - ~ __J_ -

3 3 4 5 6 7 10 11 12 3 o 3 G 11 14 17 22 25 - - 1- - - ---- ------ - - ,_ - -- - - - -- -
4 4 5 6 7 10 11 12 13 4 o 4 10 14 20 24 30 34 

' - - ----- - ------ - - - - ------ -- -- -
5 5 6 7 10 11 12 13 14 5 o 5 12 17 24 3i 36 43 - - -------- ---- -- - - ---- - - --------
G 6 7 10 11 12 13 14 15 6 < o 6 14 22 30 36 44 52 - - ---- - - ----
7 7 10 11 12 13 14 15 16 

- - ---- - -- - --
7 o 7 16 25 34 43 52 '61 

' 

Să urmărim mai jos cîteva exemple de operaţii în octal. 

1) 547,317 + 2) 7456,625 -
3250,715 6767,546 
4020,234 467,057-

3) 26,5 X b) 30,6 1~ 32,4 26 1,1 
1324 =26 
552 26 

10 3 7 == 
1 127,4 4 

1.6. Sistemul de numeraţie în baza şaisprezece 

1.6.1. Scrierea numerelor in baza şaisprezece 

Baza de numera~ie şaisprezece, numită şi hexazecimală, foloseşte şaispre­
zece semne pc.ntru cifrele bazei. Primele zece semne sînt cele cunoscute de 
la baza zece, rar în continuare sînt utilizate literele A B C D • , , , E, F, care 
au următoarele semnificaţii : 

- cifra A în sistemul hexazecimal reprezintă numărul 10 din sistemul 
zecimal; 

12 

- cifra B în sistemul hexazecimal reprezintă: numărul 11 d.in sislemt1l 

zecimal; 
- cifra C în sistemul hexazecimal reprezintă numărul 12 din sistemul 

I 

zecimal ; 
- cifra D în sistemul hexazecimal reprezintă numărul 13 din sistemul 

zecimal; 
- cifra E în sistemul hexazecimal reprezintă numărul 14 din sistemul 

zecimal; 
- ciîra F în sistemul hexazecimal reprezintă numărul 15 din sistemul 

zecimal. 
Baza se notează cu aiutorul cifrelor „0" şi „1" scriind 10, dacă nu este 

posibilă vreo confuzie ; în caz contrar baza se scrie cu specificaţie lO(iol· 

Numerele natQrale mai mici decît baza se vor seric cu una din cifrele 

indicate. 
Pentru un număr natural oarecare avem : 

N = a„10716 , + a„_110~î6~ + ... + a110<16> + a0, 

unde 
, O ~ a, ~ F pentru i =O, 1, ... , n cu an #-O, 

sau 
N = a„a11-1 • • ·a1ao<16\ 

.cu aceleaşi coruliţii pentru a t şi a„. 
Orice unitate de un anumit ordin este egală cu şaisprezece unităţi de 

.ordin inferior (cu excepţia ordinului zero) iar şaisprezece unităţi de un anu­

mit ordin formeaz[t o unitate de ordin superior, adică 

10(16)·10~i6~ = l0~16 i sau în baza zece 16·16"-
1 = 16". 

Ca şi în cazul celorlalte baze de numeraţie de pînă acum, putem aplica 
formulele (7) şi (8) din paragraful 1.2 pentru cazul b = 16 şi putem scrie un 

număr real x în baza şaisprezece sub forma, 

·unde 

· şi 

.sau 

+ a_m + ... ). , 
10;116) 

O ~ ai ~ F pentru i = O, 1, ... , 

O ~ a_
1 
~ F pentru j = O, l, ... , m, ... 

I I 

13 



L6.2. Operaţii cu numere scrise îri baza şaisprezece 

Şi în hexazecimal operaţiile se .fac ca în bazele doi, opt sau zece. De 
aceea vom da mai întîi tabelele de opera ţii p n rn adunare şi înmul \irc, 

+ 
o 
1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

A 

B 

c 
D 
E 

F 

X I 
o 
1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

A 

B 

c 
D 

E 
F 

' 14 

o 

o 
1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

A 

B 

c 
]) 

E 

F 

o 

o 
o 
o 
o 
o 
o 
o 
o 
o 
o 
o 
o 
o 
o 
o 
o 

·1 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

A 

B 

c 
D 

E 

F 

10 

1 

o 
1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

A 

B 

c 
D 
E 

F 

2 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

!} 

A 

B 

c 
D 

E 

F 
10 
11 

2 

o 
2 

4 

6 

8 

A 

c 
E 

10 

12 

14 

16 

18 

1A 
1C 
1E 

3 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

!} 

A 

B 

c 
D 

E 

F 

10 
11 
12 

3 

o 
3 

6 

9 

c 
F 

12 

15 

18 

1B 

1E 

21 

24 

27 
2A 
2D 

• I 
Tabelul I . 5 

'I 
4 5 6 7 8 9 A B C D E F 

4 5 6 7 8 9 A B C D E F 
5 I 6 7 8 9 A B C D 

C D F 

F F 10 
8 9 F 10 11 

6 7 

7 8 

8 9 

O A 

A B 
B C 

!} A 

A B 

B C 

c n 
D E 

D E F 10 11 12 
A B 
B I C 

C D E F 

E F 10 11 12 1}3 

F 10 11 

10 11 12 

11 112 13 

C D 

D E 

E F 
F 10 

10 • 11 12 13 14 

12 13 14 

13 14 15 

14 1•5 16 

15 16 17 
D 

E 

F 

10 

11 

12 
13 

4 

o 
4 

8 

c 
10 

14 

18 

1C 

20 

24 

2S 

2C 

30 

34 
3S 

3C 

E F 
F 10 

10 11 

11 12 

12 13 
13 ' 14 
14 15 

5 6 

o o 
I 

5 6 

A C 

F 12 

14 1S 

19 1E 

1E 24 

23 2A 

2S 30 

2D . 36 

32 3C 

37 42 

3C 4S 

41 4E 
46 54 
4B 5A 

10 11 

11 12 

12 13 

13 14 

14 15 
15 16 
16 17 

11 I 

7 8 

o o 
'7 8 

E 10 

15 18 

1C 20 

23 28 

2A ' 30 

31 38 

38 40 

3F 48 

46 50 

4D 58 

54 60 

5B 68 
62 70 
69 78 

12 13 

13 14 

14 15 

15 16 

16 17 
17 18 
18 ;19 

9 A 

o o 
9 A 

12 i 14 

1B 1E 

24 28 

2D 32 

36 3C 

3F 46 

4S 50 

51 SA 

5A 64 

63 6E 

6C 78 

75 82 
7E 8C 

87 96 

14 15 16 17 18 

15 16 17 18 19 

16 17 18 19 1A 

17 18 1!J lA lB 

18 19 1A 1B lC 
19 lA 1B 1C 1D 
1A lB 1C lD lE 

B 

o l 

B 

' 16 

21 

2C 

37 

42 

4D 

58 

63 

6E 

79 

S4 

8F 
9A 
A5 

Tabelul I. 6 

C D E F 

o ! o o o 
c D E F 
lS 1A 1C 1E 

24 27 2A 2D 

30 34 3S 3C 

3C 41 46 4B 

48 4E 54 5A 

54 5B 62 69 

60 68 70· 78 

6C 75 7E 87 

78 82 se 96 

84 8F 9A A5 

90 9C AS B4 

9C A9 B6 C3 
AS B6 C4 D2 

B4 C3 D2 E1 

F 

Exemple de opcraţ.ii în hexazecimal. 

1) 

3) 

FFC,ED + 
14A,2B 

1 147,18 

A,7 X 11 

8,C 

7D4 
538 

·'
1 5B,54 

2) 

4) 

A02,B4 
87B,FC 
186,B8 

C8 ,~ 
A 14 
28 

28 

Sistemele de numeraţie binar, octal şi hexazecimal precum şi operaţiile 
cu numere scrise în aceste sisteme sînt utilizate în toate problemele ce sînt 
rezolvate cu ajutorul calculatoarelor. Aşa cum se va vedea în capitolele 
următoare, scrierea în sistemul binar asigură posibilitatea de introducere 
în calculator a datelor şi comenzilor pentru faptul că utilizînd doar două 
simboluri (O şi 1), acestea pot fi uşor :modelate fizic. 

1.7. Trecerea numerelor dintho bază în alta 

1.7.1 . Trecerea unui număr dintr-o bază în alta prin baza zece 

Trecerea numerelor dintr-o bază de numeraţi,e în alta se inai' numeşte 
şi conversie. La tratarea acestei probleme putem presupune, pentru simpli­
ficdre, că numarul este întreg sau chiar natural. 

Fie N scris în baza b şi vrem să- l scriem în baza ~ diferită de b. tn ge­
neral, trecerea de la o bază la alta se face prin intermediul bazei zece. De 
aceea vom scrie atît cifrele numărului N cît şi baza b în baza zece. 

Dacă numărul este : 

(9) N = a„b" + a„_1 bn-t + ... + a1 b + a0, cu an =F O şi i =O, 1, ... , n, 

unde a, scrise în baza zece sînt de forma 

a1 = aj1aj,_
1 
••• a~a~ cu O :;;; a; :;;; 9 şi l =O, 1, ... , ji, 

iar baza b scrisă în ' bazâ z'ece are forma· 

b = a~'a~'_ 1 ••• a~' a~' cu O :;;; a;' :;;; 9 şi a;; =F O, 

atunci înlocuind în (8) şi efectuînd operaţiile în baza zece obţinem numărul 
sub forma 

sau 

15 



Pentru exemplificare, să luăm ' 

N = CD82,16» 
a clică 

N = C·l0~18 , + D·10~16) + 8·10c16 > + 2. 

Scriindu-i cifrele şi baza în baza zece, avem 

C = 12; D = 13; 8 = 8; 2 = 2; 10(.16J = 16. 

Deci 

N = 12·163 + 13·16 2 + 8·16 + 2 I I 

unde făcînd calculele obţinem : 

N = 5 ·104 + 2 ·tos+ 6·10B + 1·10 = !J2 610. 

Pentru a trece numărul 

din baza zece în baza ~ trecem la numărarea unei mulţimi cu N elemente, 
N fiind scris în baza zece, formînd ~ubm,~tlţ.jn;i.i de cîte ~ elemente şi grupe 
cu ~ submulţ.imi de cîte ~ elemente etc. 

_Realizăm mai uşor această numărare scriind şi baza ~ în baza zece şi 
. ' . ., 

apoi efectuăm împărţirea lui N seri~ în baza zece la ~ scris în baza zece şi 
apoi cîtul obţinut îl împărţ.im el ip, non la ~ . scris în baza zece şi aşa mai 

' I ' 
departe. 

Această operaţie se · desfăşoară după următ?rul algoritm : ,. 

~ • j 

O ~ <Xz < ~. 

I ' 

I 

ultima împărţire efectuată fiind aceea în care kP < ~· Numărul N scris în 
baza ~ va fi deci 

16 

Exemplu: 

Fie N = 52 610 ln baza zece pe care să-l scriem ln baza 8. 
Putem utiliza o schemll de împărţire putin moclificatii (fig. 1.2) astfel 

cit uri 

~ •• I I 
1 l ( :8) 

52610 65?6 822 102 12 

2 o 6 6 4 

t t t t t t 
Testuri 

Fig. I.2 

Deci 52 610 = 146 60218,. 

1.7.2. Trecerea •unui număr dintr-o ba2ă b" in ba2a b şi invers 

În trecerea de la baza b la baza ~. un interes deosebit îl prezintă cazul 
în care între b şi ~ există una dintre relaţiile : 

b = ~k sau ~ = bk . 

. Să presupunem că avem ~ = b1
' . 

In acesţ caz, nu.mărul N dat de expresia 

(10) 
i ' 

poate fi scris în baza b punînd în locul bazei ~ pe b1
', iar cifrele ex;, .(i 

1, ... , m) din baza ~ vor fi scrise în baza b. 

Cifrele cx 1 scrise în baza b sînt numere cu k cifre de forma : 

unde coeficienţ.ii cx 1,h, (i =O, 1, ... , m; h =O, 1, ... , k - 1) sînt toţ.i 
sau nu după cum cx1 au fost nuli sau nu, deoarece O ~ ex.; ~ ~ - 1. 

Inlocuind exprimările lui cx 1 în (10) se obţine : 

N = (cxrn•k-lbk-1 + CX.m•k-2bk - 2 +: .. + cx.,,,,lb + O:m•o)b"'k + 
f' . . 

=o, 

nuli 

+ ( . blt - 1 + J · . )b< n-1)k + . + ( bk-1 + bk-2 _J 
cx,,. _ 1' k - 1 · · • -r cx.,,._1,0 •· • • <X1' k-1 <X1, 1:-2 . • 

b )b k ( l k-1 + blc - 2 b ) + · · · + <X1•1 + CX.1•0 + CX.o•k - 1 J IY.o,i.:-2 + · · · + <Xo•1 + <Xo•o • 

adică 

De unde rezultă că cifrele lui N în baza b sînt cele găsite pentru fiecare 
cxrn din scrierea în baza ~ fără modificarea ordfnci. 

Am obţinut deci următoarea , 
I. 7.2.1. - Reg~lă. Pentru trecerea unui nu măr întreg N de la o bază b1

' 

la baza b scriem. ·fiecare dintre cifrele n•1mărului N din . baza bk în baza b cu 

2 - Matematică aplicată în tehnica de ca•eul ci. a IX-a - cd. 7 17 



I ·, I • 
ajutorul a exact k ci[re în haza b, păstrind ordinea cifrelor din scrierea în 
haza b'' şi avînd grijă ca prima cifră din stînga a numărului obţinut să fie 
nenuhi. 

Nu este greu de observat că şi trecerea inversă se face după următoarea 
J.7.2.2. - Regulă. Pentru a trece un număr întreg dintr-o bază b în 

haza b"' se grnpează : cifrele 1111 mărului scris în baza b în grupe ele cîte k cifre 
începînd de la dreapta spre stînga delerminînd apoi pentru fiecare grupă 
cifra care corespunde .scrierii ei în baza b1'. 

Fără prea mar dificuJtate dernonstra\iile pot fi xLinse şi la partea ze­
c imală a umti număr real scrisă cu un număr finit de cifre zecimale şi în acest 

ai'. regu Ul, d la J. 7.2. l şi I. 7 .2.2 aplicate părţ.ii zecimale cu începere de la 
Yirgulă spr dr apWt ne produc tr cerea unui număr real dintr-o bază b" 
în haza b şi invers. 

1.7.3. T~ecerea numer.elor întregi din sistemul zecimal 
· in sistemul binar şi invers 

Reamintindu-ne rezultatul obţinut în paragraful I. 7.1 putem repede re­
constitui algoritmul de trecere de la baza 10 la baza 2 şi anume : 

I.7.3.1. - Rcgulli. Pentru trecerea unui număr întreg din baza 10 în 
baza 2 se împarte numărul scris în baza 10 la 2 găsindu-se restul O sau 1, 

I 
apui citul obţinut se împarte iar la 2 găsindu-se resfol O sau 1 şi aşa mai 
departe, pînă c,ţnd ultimul cît obţinut va fi O, deci ultimul rest este egal cu el. 
Cifrele care reprezintă resturile, luate în ordinea inversă obţ.inerii, formează 
numărul căutat. 

•• 
Exemple: 

Să se facă conversia din baza 10 in haza 2 a numerelor : 

a) 75; b) -379. 

Pentru calcul utilizlun o aşezare ca in figura I.3. 

• I 

•} r11 
1:1 3~ I 'g I ; I : I : 1 : j 75 = 1001011r1) 

379 I 189 I 94 t 47 
b} {2} 7 1 o 1 

Fig. 1.3 

Pentru conversia din baza 2 în baza 10 folosim scrierea : 

•• ! 

18 

Ştiind că 10(z) = 2 şi că oricare a1 este cifra O sau 1 aceeaşi şi în baza zece 
deducem: 

tl 

N = Ba;2i. 
i=O 

1.7.4. Trecerea părţii fracţionare a unui număr din sistemul zecimal 
în sistemul binar şi invers 

Fie x numărul cc reprezinlă o parLc fracţionară în sistemul zecimal pe 

care vrem să o trecem în binar. Scrierea în binar a lui x, avînd 10r2 > cxpriniat 
în baza zece, deci l0r2 > = 2, este: 

. a _1 + a __ z 
X=- -+ ... + 

2 22 

Dacă înmulţ.im pe x cu 2 obţinem: 

a_,,, 

a ... ~ + _a_,„ . 
2.<: == a + -~ + .. . 

- .1 2 2111-1 

I . 

Se observă că pi·ima cif~·ă de la ·partea fracţ.ionară a _1 devine cifră de 
la partea întreagă a numărului înmulţit cu 2. Este uşor acum de continuat. 
După înmulţiri succesive cu 2 putem pune în evidenţă pe rînd cifrele de la 
partea Iracţionar·ă a numărului scris în baza 2. Avem aşadar : 

I. 7.4.1. - Reguli'!. Pentru determinarea cifrelor din scrierea unei părţi 
frac tionare la trecerea din baza zece în baza doi, se înmulţeşte numărul cu 2 
şi p~rtca întreagă a numărului obţinut va fi prima cifră de după virgulă a 
numărului scris în binar, apoi se înmulţeşte cu 2 partea Iracţ.ionară a pro­
dusului obţinut ant.erior şi partea întreagă a noului rezultat va fi a doua 
cifră de după viI'gulă a număr{ilui scris în baza 2 ş.a.m.d. 

Menţionăm că şi în ba'za 2 pot. fi părţ.i fracţionare periodice. 

' Exemplu : 

. I 

Să sc facă conversia din zecimal in binar a numărului 0,375. 
Utilizăm schema din figura I.4. 

. ( 

o) (•2) _lThJ 750 I 50 I o O, 375 =o, 011(2) 
Olo 1 1 

t t t 
partea întreaga 

Fig. I.4 
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Pentru trecerea de la baza 2 la baza 10 considerăm scrierea numărului ::r, 
parte fracţionară, în baza 2 

în care trecem pe 10(2 ) în baza zece şi avem 10c2> = 2, iar cifrele numărului x 
din baza 2 au aceeaşi semnificaţie , şi in baza zece. Urmează că; 

11 ,, 
adică 

Exemplu: 

I 
a_1 a_2 + a_„ 

X=--f-- ... + 
2 22 2"' 

111 ""a_i 
X= LJ 2; . 

i=l 

Să se facă conversia din binar ln zecimal pentru numărul 
0,01011,2,. 

Avem: 

1 1 1 11 
0,01011c9 i = - + - + - = -- = 0,34375. 

:P 24 2• 32 

I I 

Observajle: Dacă un număr are şi 1nt.regi şi parte fracţionară, atunci conversia se face 
separat pentru fiecare parte, apoi s'e reconstituie numărul din părţile transformate. 

Exemplii: 

42,13 = 42 + 0,13 = 101d10c9i + 0,00(10000101000111101011)c2 i = 
= 101010,00(10000101000111101011),g„ 

unde grupul de cifre ln paranteze de la partea fracţionară reprezintă perioada acestui număr 
ln baza 2. 

1.7.5. Trecerea numerelor întregi din sistemul zecimal 
in sistemul octal sau hexazecimal şi invers 

l I 

Bazîndu-ne pe acelaşi rezultaL obţinut în paragraful I.7.1 putem recon­
stitui algoritmul de trecere de la baza 10 la baza 8 sau 16 ca şi în cazul ba­
zei 2. Putem prelua regula I. 7.3.1 în care în locul bazei 2 avem în vedere 
baza 8 sau 1G în rest totul rămîne neschimbat. 

Exemplul tratat la I. 7.1 folosind figura 1.2 arată trecerea de la baza zece 
la baza opt. 

Pentru trecerea de la baza zece la baza şaisprezece considerăm numă­
rul 583 şi folosind o aşezare ca în figura I.2 avem : 

(16) 

20 

583 I 36 l 2 . 
7 n-p-1 

Conversia inversă, de la baza 8 sau 16, la baza 10 se face folosind scrierea 

N = a„lO:'s> + a„_110fs;- 1 + ... + a 110<8> + a0 

pentru baza 8, iar pentru baza 16 

N = a,J0f16> + a„_110~îul + ... + a1lO(ţs) + ao· 

Trecînd atît cifrele a, cit şi baza .10(8 ) respectiv l?<is> în baza 10 se ob­
ţ.ine pentru baza 8 

iar pentru baza 16 

N = a~16" + a;;_116"-1 + ... + a~16 + a~', 
unde cifrele a; sînt numerele rezultate din trecerea cifrelor a, din baza 8 
în baza 10 iar a;' numerele rezultate din trecerea cifrelor a1 din baza 16 în 
baza 10. 

Rezultă pentru trecerea din baza 8 în baza 10 

li 

N = Ea;s1 

i=O 

iar pentru trecerea din baza 16 în baza liO 

11 

N = E a;'1G'. 
i=U 

Exemple: 

a) Să se facă conversia din octal ln zecimal a numărului 

N = 547cs>-

Rezolvare: 

547(8) = 5·82 + 4·8 + 7 == 359. 

b) Să se facă conversia din hexazecimal ln zecimal a numărului 

N = FA81usi· 

Rezolvare: 

FA81cisl = 15·1133 + 10·113~ + 8·113 + 1 = 64129. 

1.7.6. Trecerea părţii fracţionare c unui număr din sistemul zecimal 
in sistemul octal şi invers 

Dacă x este partea fracţionară a numărului scris în sistemul zecimal, şi 
vrem să 0 scriem în octal, folosim scrierea lui x în octal, unde baza 10 <s> se 
seric în baza zece, adică 10(8) = 8 şi avem: 

x = a _l + ?-2 + ..L a_m 
8 s~ • • • I gin 
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Înmulţ.ind · pe x cu 8 se obţii1e: 

E:rcmplu: 

8 , <I _9 (I 
.'t = a - I -/- --~ + . . . -/- ~ 

8 s 111 -t 

' Sit se facă c~uversia din zecimal in octal a 1m11u\rului 
0,48437;.i. ; 

Utilizăm o schemt1 ca la baza 2 şi avem : 

(B) 484375 
o 

875 
3 I ~ q484315 ::0,37(8) 

Trecerea im·ersă, din octal în zecimal, 0 deducem din: 

. a_1 , c1_2 a 
X = -- -ţ--- -/- ... -/- -m 

IO<s) IO~s) IO;'ă) 

• I 

. Trec~ncl pe 10(8 ) în haza zece avem 10 8 
rulm x dm baza 8 in baza 10 deducem <sl = ~i trccînd şi cifrele numă-

a:._1 1 
a' 9 

X = -- ~- -----=:::. I _J 8 ' 82 T ... T 

unde a~ sînt exprimările cifrelor a . din baza 8 în baza 10 . l f - · · · 
D 

. ' -" , cai e ce apt comc1cl 
ec1 · 

m 
~((. 

X=LJ8~'· 
i=l 

Exemplu: 

Să se facă conversia din octal în zecimal pentrn număml ; 
0,176(8)' 

Avem : 

o 176 1 7 6 63 
' (8) = - + - + - = - = o 24609375 

8 82 83 256 , . 

Observa/ie. Cîud num ··ul - . 
se aplici'\ scparnt convers· m„ ~s.u~ira c~ru.ia se _cere conversia a rc şi întregi şi parte zecimală, 
mate. . ia I1cca1 ei părţi ş1 apm se reconstituie numărul din părţile transfor-

22 

1.7.7. Trecerea părţii fracţionare a unui numă1· din sistemul zecimal 
în sistemul hexazecimal şi invers 

Ca şi în celelalte cazuri de trecere a unui număr, parte fracţionară, din 
haza zece în altă bază vom folosi forma numărului scrisă în hexazecimal. 

Baza fiind 10(16 ) = 16 şi numărul fiind x avem: 

x = a _1 + a_z + ... + aLm 
16 162 16"' 

Înmulţ.indu-1 pc x cu 16 se obţ.ine : 

_I a _2 (( _111 
16x = a_1 1 + ... + 

16 16"':-1 

unde se observă că prima cifră de la partea fracţ.ionară devine singura cifră 
a părţ-.ii întregi a numărului obţinut prin înmulţirea cu 16. Repetînd înmul­
ţ.irea, se poate continua determinarea cifrelor de la partea fracţionară a 
numărului. Procedeul fiind analog cu cel de la baza 2, , putem utiliza regula 
<le la 1.7.1.1 unde în locul hazei 2 avem baza 16. 

De asemenea, facem sublinierea că în baza 16 putem avea părţi frac-
~.ionarc periodice. 

Exemplu: 

Să se facă conversia din zecimal în ltexazccimal a numărului 

0,235 . 
Utilizăm o schemă ca Ia baza 2, deşi se operează mai greu 

(16) 2J5 \ 76 
o 3 

\ 
16 

'
56 

\ 
96 

\ 
36 

\ 761 ·02J5=03(Cl8F5) c z 8 r s' • · , f t6) 

r Se observă că după şase înmulţiri succesive ale părţii fracţionare cu 16, 
a apărut aceeaşi parte frac ţionarii care face să se repete cifrele întrţgilor 
obţ.inuţi prin înmulţire în continuare„Este deci o parte fracponară periodicii. 

Trecerea inversă, din hexaic.cimal în zecimal, o deducem din forma 
11umărului scris în hexazecimal 

Trecînd pe 10(16 ) în baza zece avem 10(16 ) = 16 şi trecînd şi cifrele nu­
irnărului x din baza 16 în baza zece deducem : 

unde a; sînt exprimările cifrelor a; în baza zece. 
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Deci, 

Exemp/11: 

Să se facu conversia din hexazecirnal in zeţi111al pentru numărul : 
0,2F8,16J· 

Avem: 

). 15 8 700 95 
0,2F8,10 J= - + -- + - = --= -. 

10 162 163 4 096 512 

Observaţie. Cînd numiirul 11supm căruia se cere conversia are şi întregi şi parte zecimală, 
se aplică separat conYersia fiecărei pilrţi şi apoi se reconstituie numărul clin părţile tr:msfor· 
mate. 

Hxemp/!I: '· li 

36,15 = 36 + 0,15 = 24(16) + 0,22(6)(161 = 24,22(6)110)· 

1.7.8. Trecerea numerelor din sistemul binar in sistemul octal 
şi hexazecimal şi invers 

Pentru această trecere folosim rezultatele de la paragraful I. 7.2 şi anume 
regulile de la I.7.2.l şi I.7.2.2 extinse la numere reale. 

Deoarece avem 8 = 23, respectiv 16 = 24, urmează că se vor forma grnpe 
de cite trei, respectiv patru cifre începînd de la virgulă spre stînga şi spre 
dreapta şi apoi fiecare grupă de trei, respectiv patru cifre, din baza . doi va 
constitui o cifră în baza opt, respectiv şaisprezece (dacă ultimele grupe for­
mate nu au trei, respectiv patru cifre, se va completa grupa cu zerouri Ia 
stînga sau la' dreapta clupă cum împărprea în grupe s-a făcut la stînga 
sau la dreapta ,virgulei). 

Pentru uşurinţă, dăm tabela cu grupele de trei, respectiv patru cifre 
în binar şi echivalentele lor în octal şi hexazecimal. 

Tabelul I. 7 

Baza 2 I Baza 8 

li 
Baza 2 I Bnza 1 

ij ll Baza 2 I Baza 16 

I 
li 

OOO o 0000 o 1000 8 
ţ( 

001 1 0001 1 1001 9 
010 2 0010 2 1010 A 
011 3 0011 3 1011 B 
100 4 0100 4 1100 c 
101 5 0101 5 1101 D 
110 6 0110 6 1110 E 
111 7 0111 7 1111 F 
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Exemple: 

1. Să se facă conversia din binar lu octal şi apoi în hexazecimal a numerelor : 

a) 1101110101 ; h) 111,011. 

Pentru baza 8 formăm grupe ele trei cifre la stinga şi la drca1ita virgulei şi cu ajutornl 
tabelului I. 7 în locul fiecil.rei grupe de trei cifre scriem cifra corespunzătoare tu octal. 

a) 1101110101 12) = 001.101.110.101 12 J = 1565csl 

b) 111,01112) = 7,3(8)• 

Pentru baza 16 formăm grupe de cite patrn cifre şi folosind tabelul I. 7 ca ln cazul ba­
zei 8 avem 

a) 110 1110101 1 ~) = 0011.0111.0101 12 ) = 375110) 

b) 111,01112) 0= 0111,0110(2) = 7,6(16)" 

2. Să se fa c[L conversia din octal in binar pcnlrn numerele: 

a) 547(R); b) 3,25(8)" 

Avem: 

a) 54 7<sJ = 101 100 111 

'54'1 <2> 

b) 3,2518) = 011, 010 101 
---- (2). 3 2 5 

tl 

3. Să se facă conversia din heKazecimal îu lilnar a numerelor: 

a) 7AC; h) B,OA. 

Rezolvare: 

a) 7AC116 J = 0111 1010 1100 
-- -.- -- (2): 7 A C 

b) B,OA116l = 1011, 0000 1010 
- -.-- (2). B O A 

EXERCIŢII ŞI PROBLEME 

I ' 

•'I 

I ' 

1. Fiecare din următoarele operaţii aritmetice este, corectă în cel puţin 
un sistem de numeraţie. Să se determine hazele ~osibile ale acestot' sisteme. 

a) 1 234 + 5 432 = 6 666 ; 

b) 41 
= 13. 3- ' 

33 
c) - = 11; 

3 

d) 23 + 44 + 14 + 32 = 223 ; 

e) 
302 

= 12,1 
20 

f) J11 = 5; 

g) J5î = 6; 

h) J31 = 4; 
I 

i) {t'TI = 2; 

j) J21 = 3; 

k) J61 = 7; 

1) J7ii = a + 1, a E N, a ;?> 1. 

25 
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2. Se ştie că : 

a) lG<io> = 100< 11 >; 
b) 292( 10) = 1 204((1)• 
Să se determine b. 

3. Să se arate că : 

a) 121' este pătrat perfect în orice bază b > 2 ; 
h) 1 331 este cub perfect în orice bază b > 3 ; 

c) 111 641 este puterea a 4-a a unui număr, oricare ar fi baza 
d) (xl)(x+ ~ l este p ătrat perfect oricare ar fi baza b = x + 2. 

4. Să se efectueze în baza 2 : 

a) 101001+110111+111010; 
b) 110001111 = 100011 ; 
c) 1101011 = 11011; 

d) 1111011,01 + 111011,101+11,011 
e) 10000,001 = 10,011 ; 
f) 110110' 1011. 101101,-011 ; 
g) UOllOlJ,011: 1,1. 

5. Dîndu-se în baza 2 numerele: 

a = 1001,11001 ; 
b = 1111,00011 ; 
c = 1010,10101; 
să se calculeze : 

1° a + b - c ; 2° a - b + c ; 3° _ a + b + c ; 40 a + b ; 50 bc 

60 a+ b + c 
abc 

G. Să se efectueze în haza 116 : 

a) ABCD.EF + FEDCBA + 12 345 + 54 321 ; 
b) BEC-AC+ FAC; 
c) AB1·7A; 
d) B4: 6; 

e) 18A,36 + O,A72 ' + D ,A5 ; 
f) FA,2·2,3D. 

7. Se dau în baza 16 următoarele numere: 

a = 12A,25; 
b = 108,4E; 
c = FF,34. 

Să se calculeze : 

c a 

• f 

.. 
. , 

1° 4a + 3b - 2c; 2° 3a - 2b + 4c; 3° - 2a + 4b + 3c .. 

b > 6; 

8. Să se treacă următoarele numere dintr-o bază în alta prin intermediul 
bazei 10. 

a) 1 342 cE > = X (7); b) 1 804(nl = X(4 J; c) 32,3 (6 ) = X<.1)· 

9. 

10. 

11. 

12. 

13. 

14. 

15. 
, . 

16. 

Să se facă conversia de la baza 3 la baza 9 a numerelor : 
12 101 102 ; 211 022; 1 021. 

Să se facă conversia de la baza 9 la ba,za 3 a numerelor : 
7 568 ; 237,463. 

Să se facă conversia de la baza 2 la bazele 4, 8 şi 16 a numerelor : 
1110111101001; 110011,01011. 

Să se facă conversia de la baza 4 la baza' 1G a numerelor : 
313 312 001 ; 1 230 231,13201. 

Să se fa că conversia de la baza 16 la bazele 8, 4 şi 2 a numerelor : 
1AB5D8F; DE4A,19A3. 

Să se facă conversia de la baza 10 la baza 2 a numerelor : 
7 539 432 ; 0 ,5735 ; 4 726,875~ 

Să se facă conversia de la baza 2 la baza 10 a numerelor : 
100110ţ; 0,11101; 11,0101. I 

Să se facă convei·sia de
1 

la baza 10 la baza 16 a numerelor : 
5 379; 0 ,8475; 325,75: . 

17. Să se facă conversia de la baza 16 la baza 10 a numerelor: 
. AOFD; O,ABC; 2E,125. 

18. Numărul 1 OOO , scris în baza 10, să fie scris în toate bazele de la 2 
la 16 (în afară de .zece în care se află· deja scris). 

Indicaţii şi răspunsuri 
jr 

I 
I. a) b .,, 7 · b) ; c) b ~ 'l; d) r; ; e 4 · [) G ; g) 7 ; h) 5 ; i) 7 ; 

j) ,1; k) 8; I) a + 2. 2. a b = 4 ; h) b = 6 . 3. a) 121 = b2 + 2b + 1 = 
_:__ (h + 1)2; b) · c) ; d). a na log cu a) . ·4 - 5. e fo loscs tabel le I.1 şi I.2. 
G- 7. Se Colo esc tabelele I.5 ş i I.6. 8. a) xc7 > = 435c7 > ; b) . '<4 > = 111 2 11 <4 > ; 

c) X(~ ) = 110.2<a>; 9 - 13. ·c foto esc exemplele d I ~ 1.7. ' ş i regulile de 
la I.7.2.l şi I.7.2.2. 14 - 17. e foloses ex ' mplcl de la / 7A· ş i I.7. 5 . 
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PRELUCRAREA AUTOMATA A DATELOR 

·' 
11.1. Informaţia şi informatica , 

I 

Mulţimea şi diversitatea ' informaţiilor din lm~ea actuală („explozia 
informaţională") şi dezvoltarea impetuoasă a tehnicii de calcul, au dus la 
apariţia unei noi ştiinţe - informatica. Termenul de informatică a fost in­
trodus în 1968, fiind sugerat ele asocierea informaţie -automatică, Iniţial, 

informatica a fost definită ca ştiinţa prelucrării informaţiei, îndeosebi cn 
mijloace automate. 

Deci obiectul acestei 
informa ţ.ia ? 

noi · ştiinţe îl constituie informaţia. Dar ce este 
,, 

S-a încercat definirea informaţiei în diferite moduri, de exemplu : 

e fiecare dintre elementele noi, în raport cu c unoştinţele prealabile, 
cuprinse în semnificaţia unui simbol sau a unui grup de simboluri; 

• formulă scrisă, susceptibilă de a aduce o cunoştinţă ; 
• comunicare, ştire, veste ; 
• expresie a unui mesaj, prin care se exprimă starea unui fenomen din­

tr-o anumită activitate, reprezentată printr-un număr, un cuvîuţ sau un şir 
d c caractere con\1en \:ionale. 

Diferite definiţii ale informapei reliefează aspecte specifice ale acestei 
noţ.iuni. Astfel, distingem :. aspectul semantic, reflectîncl cunoaşterea, sens 
atribuit unei anumite reprezentări; aspectul sintactic, reprezentîncl forma 
căreia i se poate atribui un sens şi aspectul de comunicai'e. 1 

· 

Pentru a putea fi percepută, informaţia trebuie reprezcnlată pe un su­
port de informaţie. 

Prin suporl de informaţie se înţ.elege orice mediu material care poate 
suferi transformări temporare sau permanente, în vederea reprezentărij 

informaţiei. Astfel, creierul uman, moleculele ele acizi nucleici , undele sonore 
Şi electromagnetice, hîrtia ele scris, t abla, banda ele magnetofon sînt numai 
cît eva exemple de suporturi de informa ţ.ie. 

1n procesul de prelucrare a informaţ.iilor participă date, sensul informa­
ţiei fiind exprimat sau extras din acestea. 
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11.2. Codificarea informaţiilor 

Inforinaţ.ia semantică poate fi considerată ca un ansamblu de trei ele-
' 

mente: 
e entitatea ( objectul informaţiei) ; 
• atributul (clement de descriere a entităţii respective, proprietate sau 

caracteristică a obiectului) ; 
e valoarea (măsură a atributului). 

D c exemplu : 

a) manual preful ln /ei 5,20 

! I ' ! ! 
cntitat.e atribut valoare 

b) autoturism marcă SIWDA 

li ! ! 
I ., ! 

entitate atribut valoare 
' 

O entitate . poate avea mai multe atribute, fie~ăruia corespt~nzînclu-! 
mai multe valori. De exemplu, enti

1

tatea au~otudsm poate avea pe lînga 

at'ributul ma1;că şi atributele culoare, prop~ietar. . . 
Pentru a reprezenta informaţiile se recurge la .codtf~care: 
Un cod se defineşte ' pr.in : alfabet, structură gramaticală (sintaxă) şi atri-

buire semantică. . . 
Alfabetul este o mulţime finită de simboluri (semne) numite carnclere 

(de exemplu, literele de l~ A la Z, cifrele O, · · ·, 9). . . . . 
Sintaxa reprezintă an'samblul regulilor de for~1are a ş1rnnlor de simbo-

luri care apar\in limbajului de codificare respectiv. . 

Semantic~ reprezintă semnificaţia şirurilor de caraGtere con strmte res-

pectînd regulile sintactice. . 
Construcţiile realizate cu caracterele din alfabet se nu~nesc. cuv~nl~ (co­

duri). Cuvintele se constituie în cadrul unui_ ~~rm_at, cee~ ce imphcă ~1~~tarfe~ 
caracterelor utilizabile pentru anumite poz1ţn drn cuvmt sau restr~cţii rec 
ritoare la ordinea lor. Lungimea cuvintelor poate fi fix,ă (toate cuvmtele au 

acelaşi număr c,le caractere) sau variabilă. ' 
Dacă formatul limitează lungi1p~a codurilor la 11 caractere şi alfabetul 

arc m caractere distincte, atun ci numărul total de coduri distincte care se 

f t n .... 
pot orma es e m . . . 

Operaţia inversă codificării se numeşte decod1(1care . . 
în prelucrarea automată a datelor se folosesc coduri b111are (alfabe.tul 

- - dT b' ară a fost 1111-este format din două caractere, notate O şi 1 ). Co 1 1carea m ' 
. 1 1 t . b ază pe elemente cu 

pusă de faptul că funcţionarea umu ca cu a 01 se aze 

două stări stabile. 
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11.3. Arhitectura şi structura unui sistem de calcul 

Jl'O ~n c~~culat.or electronic t;ste un a_nsamblu de componente electronice, 
1 "g I~a II,_ care_ poate memora date ş1 efectua cu ele operaţii (de exemplu 
autmcticc şr logice). ' 

Pcntrn a stabili funcţiile pe care trebuie să le îndeplineas ~ l 1 to , . 
1 

. , · . ca un ca cu a-
, r 1~ vec erea prelucrării datelor, vom utiliza :rnalogia c~r prel{icrarea datelor 

de catre om. ' 

. . !ntr-ade~ăr, creierul uman, împ1:~ună cu restul sistemului nervos con-
st1tme unul dm cele mai co 1 - · t ' , . _ . .. mp exe srs cme de prelucrare a datelor. El poseMt 
~ 11 pci. ma_nenţa rnformaţ11 asupra sa şi asupra modificărilor care apar în lumea 
mconJ urato are. 

Prin ~rganelc de simţ recep\.ionăm informaţ.ii din lumea înconjurătoare 
Acestea smt stocate de · ~ · · ' · _ ' memona no astra ; mtervme apoi inteli<J'en l:a care 
co.rnan~la u.n proces de gînclire prin care se valorifică informaţiile, "'dui~ă anu­
nute 1 ~~uh, de prelucrare. Rezultatele prelucrării sînt transmise din nou 
memonci. Cunoştinţele astfel căpătate le co · - 1 „ · · " . . . . . ' , mumcam 111n11 extenoare fie 
]~im ~orb1re,, fie. pnn scnere, acţi,uni, gestică. Schematic, acest proces este 
I eprezentat rn figura I I.1. ' ' 

· În j'>rincipiu, un calculator electronic trebuie să fie b'J . • - • 
1 

• .• • , capa 1 să înd~. pli-
ncasca .ace caşi funcţ:u ca ş! calculatornl uman, adică ' : · 

• inlrodl!ccrea datelor (de exemplu, citirea 1 • 1. 1 

· . 1 Ol ce pe cartele perforate) ; 
• memorarea dalelor ; 
• prelucrnrea dalelor ; 
• controlul prelucr<(rii ; 

.. 
• e.'Ciragerea dalelor (de exe~nplu, impri~area rezultatelor f 

lor pe un ecran). · , 1 sau a rşarea 

În vederea realizării acestor 
pamcntc de calcul (hardware) şi 
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•ntroducereo 

;"formo\Hlor 

Organe 

de 

. 
func [ii un sistem de calcul cuprinde echi-
un sistem: de programe (software). 

1nteligent6 

lumea exter'iooră 

Fig, II.I 

Comunicoreo 

;nlorma,lft~, 

vorbite 
ic:1 ror.; 

. , 

acil un < 'I _.-;.._ 

guliei> 

li 

I • 

1-NITATEA 

OE 
MEMORIE

0 

UNITATEA CENTRALA 

UNITATE • 
AAWIF.TICA 

Şi -
LOGICA 

UNITATE 
DE 

CONTflOL 

SlSTEMUL 

0€ 

tNTJ:IAAE 

IEŞIRE 

TRANSFal ~ Oilft 

- - - - - Ca.ENZI 

Fig. Il.2 

Echipamentele de calcul componente sînt descrise în figura II.2. 

Unitatea ele memorie asigură păstrarea datelor (programe, date deJ>-i:; 
lucrat, rezultate ale prelucrării) care participă într-un proces de prelucrare, 
.înregistrarea şi reslitllirea datelor la cererea celorlalte unităţi ale calculatorului. 
Memoria este constituită dintr-un ansamtJlU ele elemente numite celule binare. 

Cantitatea de informaţ.ie ce poate fi înregistrată într-o celulă de memorie 
s,e numeşte bit, unui }?it fiindu-i asociată valoarea O sau ~. Celulele binare 
sînt grupate în locaţii de memorie. Fiecare loca ţ.ie se identifică printr-un nu~ 
măr, care indică poziţia ei în memorie. Acest număr se numeşte adrest1. Prin 

intermediul adresei se realizează accesul la informaţiile din memorie. 

Informaţia dintr-o locaţ.ie se numeşte octet sau bait (1 octet = 8 biţi). 
1 024 octeţi constituie 1 kilooctet (1 K) . 

Numărul maxim de octeţi ce pot fi înregistraţi în memorie determină 

capacitatea memoriei. 
Intervalul de timp între emiterea unei cereri de acces la informaţ.ii din 

memorie şi momentul rezolvării ei se numeşte timp de acces (de obicei mai 

mic de 1 µ sec). 
O memorie este cu atît mai performantă cu cît are o capacitate mai 

mare şi un timp de acces mai mic. 

Unitatea centrală asigură prelucrarea propritl'-z1sa şi comandă funcţio­
narea celorlalte componente. Unitatea centrală dispune şi de un panou de 
comandă, constituit dintr-un ansamblu de heculcţe şi comutatoare, care per­
mite dialogul dintre operatorul la calculator şi sistem. O parte din aceste 
Iuncţ.ii pot fi realizate şi cu ajutorul altei componente - consola operalor. 

Sistemul de intrare-ieşire asigură schimbul de informaţii înlrc mediul 

exterior şi calculator. 
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tn cadrul unui sistem de calcul distingem două categorii de suporturi 
de informaţie : 

• suporturi inferne, încorporate în echipamentele de calcul (de exemplu, 
memoria internă, registrele unităţii centrale) şi 

• suporturi externe, 'utilizate pentru înregistrarea datelor de intrare sau 
a datelor de ieşire Şau pentru înregistrarea şi păstrarea pe o perioadă mai 
mare de timp a unor date aferente unui proces de prelucrare. Cele mai utili­
zate suportur~ externe de informaţii sînt: cartela perforată, .Panda de hîrtie 
perforată, hîrtia de imprimat, banda magnetică şi disc;ul magnetic. Suporturile 
externe sînt exploatate prin intermediul unor echipamente speciale, numite 
echipamente peI'iferice sau dispoz itive periferice. 

Sistemul de programare este la rîndul lui alcătuit din două componente : 
sistemul de op'erare şi programele de aplicaţie. 

Sistemul de operare cuprinde o mulţ.ime de programe avînd rolul de a 
mări performanţele calculatorului pr'in fUrnizarea de facilităţi care nu sînt 
prevăzute de hardware. De exemplu, asigu r~i încărcarea automată a progra­
melor în memorie, traducerea' în li:nlbaj 1naş irta a ' prdgramelor scri·se 'În lim­
baje simbolice, controlează execuţia prbgr~mel011 şi detectează automat '.unele 
tipuri de erori ·. et'c. ' · 

Prngram~le de aplica/ii sint p~ogramele . utilfaat'orilbr. în cadrul acestotit 
o categorie deo.sebită o constituie pJ:'ogra:mele de' apli~aţii 1 

handard, de fiptll 
progra.tnelor pentru rezolvarea sistemelot de ecuaţii, pentru calcuhH cu 
matrice, · ptdgrarriele de · gestiude etc., care s înf · înreglstr~te pe lm ·suport· ex'... 
tern de · informaţie şi puse la dispoziţia oricărui · utilizator. · 

• t 

11.4. Limbaje de programare 
. . . 

. .. 
1, I ; r ,, ; 

Calcul a torul poate rezolva orice problemă dacă i se specifică cum ; să 
o rezolve. 

O problemă poate fi rezolvată cu calculatorul dacă s-~ găsit o sohemă 
de rezolvare, respectiv un aJgor;itJI,l,. 

1 

Algoritmul este o succesiune de indicaţii ' univoc prezentate, cate descriu 
modul de rezolvare a• imot •probleme de acelaşi ~tip; descrierea .fiind ; ex·actă 
şi completă şi cuprinzînd un număr finit de · paşi. : : . . , . 

O dată stabilit un algotit:111.; el este de obieei reprezentat grafic sub fdfma 
unei scheme logice, pentru a: ·putea fi mai uşor de urmărit. ·.Plecînd de:la această 
reprezentare grafică se scrie apoi programul (reprezentarea. algoritmului 
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într-un limbaj de programare). Programul este înregistrat pe un suport de 
informaţie şi comunicat calculatorului. 

Reuşita unei activităţi de prelucrare automată a datelor depinde în mare 
măsură de calitatea algoritmului şi a programului, calculatorul executînd 
numai ceea ce i-a fost indicat de program. 

Iniţial pr9gra111ele erau scrise direct în limbaj maşină, fiind foarte dificil 
de elaborat Şi verificat. O dată cu deiv:oltarea sistemelor de operare au apărut 
limbaje de programare mai apropiate de limbajul natural, numite limbaje 
evoluate. Astfel de limbaje sînt : . · 

e FORTRAN (FORmula TBANslalţon) destinat scrierii de programe 
pentru aplicaţii tehnico-ştiinţifice ; 

• CQBOţ, (COlllmon Business Orientcd Language) pe~1tru rrogramele 
de aplicaţii din domeniul economic ; . 

e BASIC (Begiriner's All-purpose. Symbolic ~nstrnction Code), destmat 
unui domeniu larg ele aplicaţii. 

în afară de limbajele evoluate, există şi o categorie intermediară - lim­
bajele de asamblare, care de fapt reprezii;rtă o exprimare prin simboluri a 
limbajului maşină. Exemple de limb,~je ele asamblare sînt: ASSIRIS (pentru 
calculatoarele FELIX), MACRO (pentru minicalculatoarele FELIX-M). 

în genera), limbajele evoluate sînt independente de sistemul dt; calcul, 
în timp ce limbajele de asamblare sînt specifice unui anumit sistem de calcul. 

11.5. Dezvoltare de programe 

Programele sînt scrise în limbaje simbolice, uşor accesibile programa­
torului. Pentru a putea fi executate, ele vor trebui traduse în limbaj maşină. 
Transformarea programelor într-o formă acceptată de calculat.or este pre­
luată de sistemul de operare. Această operat.ie se realizează de obicei în două 
faze, prin execuţia unor programe ale sistem:ull!.i de .operarţ ! programul 
compilator pentru limbajul în care este scri.s programul utilizatorului şi edi­

toml de legl'lturi car~ :tra11sfo1~m~ progr~mul c;ompil~t ~ntr-~11. pro~~·~m ~irect 
e'xecutkbil'. Pr~g1~~mul direct xccu tabii este încărcat în memorie ş i apoi la~s~t 
În fi:X CCU ţiţ (fi~. Jl.3). , 

· c i fazele de dezvoltare ale unui grup sînt : 
~ ' .' • • r • ~ ' ! 

• compilar a ; · 
• editarea de legături ; 
• eHpuţj~ prop~iu-zi~ă. 
Fazele de dezvoltare se comunică sistemului prin comenzi speciale. 

3 - M.atematicll ap.ticatii in tehnica de calcul el. a DC-a ~ cd. 7 33 
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Tabelul Il.1 

Generaţii de caleulatoa1·e 

Generaţia l Anul l Tehnologie I Tip de memorie internă I Facilităţi oferite utilizatorilor 
apariţiei 

1 1950 • relee • luburi catodice • programare ln cod maşină 
• tuburi electronice • linii de lntirziere • apare „programul memorat" . 

2 1955 • tranzistori • ferite • apar lin1baj e m'ai cvoli1ate Şi decr 
• semiconductori compilatoare pentru aceste limbaje 

• transferul datelor este prell!at de 

" 
... - llnităţi speciale - unităţi de s.chim· 

o . buri (canale) - • ·- „ 

------ .-

3 1968 • circuite integrate • inele de ferită - • limbaje e~·oluate 
FELIX C-256 • sisteme de operare ·pentru familii de 
FELIX C-512 - calculat oare 

r 

FELIX C-102-i . • multiprogramare ,. . - • mulliprelucrare 
- e prelucrări în timp real ~ 

.. 
3,5 1973 • circuite integrate e circuite integrate • memorii foarlc rapide 

CORAL (\IS I, LS I) • ridicarea restricţiilor legate de d \-· 
INDEPE"DENT 

.. · mensiunca memoriei interne . -· -- -"1-18 • software pentru baze de date 
i\I-118 .. ' . • prelucrare distribuită . - - -

ECARO:\I . - - . 
- -· -. -

~ 



I~a Timişoara s:..au re aJizat calculatoare dia seria MECIPT, iar la Cluj­
N'apQca DACICC. 

b deosebită importun ţă în promovarea informat.icii în ţ.ăra noastră au 
avul~o cursurile d calculatoare organizate la Bucureşti, încă' din l~Ş7, de 
Gr. C. 1oisil şi la Cluj- aroca de Tiberiu Popovkiu , aclivitatc continuntă 
cu su<~c •s <.I~ un număr din ·e în ce mai m~re de discipoli. 

1n 1067, conducerea partidului a aprol;>at un program ele dotare cu teh­
nică de alcur şi automatiznre a prelucrării datelor. S-au 1nfiin ţat cenlr 
teritorial de calcul el c:tronic (CTCE) precum şi centre de oleul tn cadrul 
unor î11t1: prinderi. D asemenea\ s-au pus bazele unei industrii electronice 
proprii trecîndu-s la realizarea <le c<.lmponente el '<ltronh~ pentru tehnîcii 
de cal ni. O aten{ie deosebită s-a acordat pregătirii de cadr de :pecialitate. 
prin instituţii de invă\ămîuţ superior ccµtre de perfec(.ionare şi unele lice•. 

Din 1968 a în ·eput fobri<:area în ţara noastră a unor calculatoare 
lcclroJlic din generaţia a 3-a FELJX C-256. 

Alături de a cstca s-au l'ea liz::iL prin concepţi~ proprie noi calculatoare 
din familia l·ELIX : C-512, C-1021J, C-32. 

În pr z nt, produ em si. L mc de calcul cu o arhitectură modernă, ba­
zînd9-n pe tehnologii a unsalc: familia de mînicalculatoare FELIX-M 
(1 1DEPENDENT l-100, I-1021<' şi . CORAL 4001, 4011, '1030), microcalc11-
JaLoarcle 11-18 L-118. ECAH M, C . D .JUNTOH şi cplculatoa_r I prol'esic1-
nale şi individuale: FELIX-PC, HC-85 aMIC PTIA • şi TIM-•. Apariţia 
calculatoarelor profesionale şi individuale va l'acilihl răspîndirea tehnicii de 
calcuJ în mediile neindus triale şi va per mi c fa mi liarir.ărea Jevilor încă din 
ciclul gimnazial, cu calculatorul electronic. 

III 

OPERAŢII ARITMETICE ŞI OPERAŢII LOGICE 

111. 1. Noţiuni introductive 

J)jn ş oala gen rală cun aşL ·m că mulţimea numerelor reale R este for­
mată din r •uniun a a două submul(.imi disjuncte, mul\:imea numerelor ra-
ţionale Q şi mul(imea 'num rclor irn\iona:Je R"' Q. · 

De asemenea, cunoaştem din capitolul I că orice număr real se _poate 
scrie într-o bază oarecare, deci şi în . baza zece, ca o succesiune de cifre la 
partea întreagă şi o succesiune de cifre ia partea zecimală. 1n practică, în 
calcule, nu totdeauna utilizăm sau putem u{iliza un anumit număr real, mai 
ales î~ c;izul numerelor irnţionale. De aceea ori de cîte ori tehnica de lucru 
Se uşurează, fără ca rezultatele să devină inutilizabiie, se vor pute~ folosi, 
În lo~ul oricăror numere reale, valori ajH'opiate ale acestora, numite valori 

. aproximative sau, simplu, aproximante. 

111.2. Aproximantele nume~elor reale 

Noţiunea de aproximantă (valoare ca1·e aproxiniează un anumit · număr) 

o vom utiliza pentru orice număr real care urmează a fi folosit în calcule. 
De aceea, considerînd :i: un număr real oarecare (x e R), pentt~u aproxi­

mantele lui x dăm următoarea : 

111.2.1. Definiţie. Numim aproximantă a unui număr real x orie• 
număr raţional x* care poate fi folOsit ·în ccilcule in ·locul nu­
mărului ±. 

Exemplu: 

Dacă x = 24,235, alunei n11merdc ,20.; . 24.; 25.i. ;M,2 .;. ,24)3; ,24,23; f:i,24; 11); 100; 
100 OOO şi oricare altele pot Il considerate ca afjroxliiiantc ale lui x. , 

Mulţ.imea aproximantelor lui x o vom aprecia ca avînd două submulţimi, 
o submtilţiine formată cu aproximantcle inai ·mici dedt :t, akcărei elerilente 
le voni numi aproxiniantc . prin lipsă, notate 'CU ~. ŞH1 submulţ.ime formată 
CU apl'oXioiante}e mai mati dccît X ale cărei elemente le VOID numi aprOXi­
mante priit adaos sau aproxima11te prin exces, notate cu .f, 

A considera pentru un număr real :i o aproximantă x't, inseamnă a apro­
xima m1mărul real ;t cu âproxifuanta it*. 
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111.3. Procedee de aproximare a numerelor reale 

.. 
lll.3.1. Aproximări prin rotunjire la numerele cu parte zecimală 

{regula completării) 

Fie un număr real :r care ar(' cel pu(in /1 cifre la partea zecimală. Dori m 
să-l aproxim[tm cu o aproximanU\ a sa care să aihft /1 cifre la partea zccimal3. 
Putem fi în unul din urmMoarcle două cazuri: 

a) cifra a - <u+l l este llna dintre cifrele O, · 1, 2, 3, 4, şi în acest caz se rc­
nun(ă la această cifră pre cum şi la cel e de la dreapta ci; 

b) cifra (l _J ,H i t csl:e · una diu cifrele 5, :G, 7, 8, 0 şi în acest caz adunăm 
1 

la număr -- si rcnun(ăm 11 lillimcl e cifre zecimale, i'n ccpînd cu p<n:i'(ia 10 11 • 

a n + 1-a. 

Spnncrn că al il în cazul a) c it şi în cazul h) arn cfccluat o aproximare 
prin rotunjire. 

III.3.1.1. Regult1. Aprcixirna;·ca prin rotunji1·e a unui numi'ir real cu cel 
puţin n zecimale, se face prin lipsă sau prin exces la zecimala a n-a, renuntfnd 
la zecimalele care-i urn~cază, zecimala a n-a răm'ln inel nesc himbată sau ma­
joralft cn o unit:al:c după c11m zeci.mala care-i urmca;:ă este o cifrii mai mică 
decît cinci sau mai mare ori cgalft cu c inci. 

II T.:{. t .2. O/Jscroafii : 

1. J\proximanla obţi11ulil p rin roti1njirc la TII.:l.1. a) l'Slc o aproximanLii prin lipsii clnd 
numiirul real csl c poziti\'. 

2. 1<\proxirnanta ohţinutii prin rntunjirc ln TJT. ~Ll. b) cslc o aproxim anl:'\ prin exces ci nci 
nmmlrul real l'Slc pozitiv„ . : . 

E :t:cmplc : 
. . .. ; . 

1) ;\11uniirul ~· = 2,84:l5 dnrin1 ;;:1 [ie sci·is cloar c:u dorn! zecimale, aproxinial prin rn­

lunjil«~, tlcci /1 = 2. l>l'onrccc a„ = :l şi 3 < 5, alunei ~ = 2,84 reprezint>'\ o aproxirnanUi prili 
1Jps:1. . ; 

2) Nuim1rul x ~~ 324 , 7658~ •dorin1 sil fie scris dom· cn trei ~.ccimal c . aproximat prin ro­
tunjire, deci n = 3. Deoar ece, a4 ~~ 8 şi 8 > 5, a lunei ,\' = :J24 , 76G r eprezint:! o aprnxi111:111 Ui 
pr in exces. 

111.3.2.' Aproximări pri11 rotunjire la numerele întregi 
(regula completării) 

Se clă un ilt.imăt întreg :r>cn cel p'i1ţin • atitea cil'rc cît este ordinul la ·Care 
nem să facerri aproximarea.· Dodm să-l aproximăm la Ut'ta · dintre cifrnlc :· 
unităţilor, zecilor, sutelor, iniilo1' etc. Notrun cu k acest ordin şi cu k :~ 1; 
ordinul imediat infc~'ior : ' Procedăm ca· în· tinul <lin următoarele două· ca0tffi: 

a) înlocuim cu zcrotiri toate , c:jfrele de la dreapta cifrei de ordinul k, 
dacă cifra ele ordin k - 1 este una clinfre ·cifrele O, 1, 2, 3, 11; 
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h) adunăm JOk cu numărul dat şi înlocuim toate cifrele de la dreapta 
cifrei ele ordinul k prin zerouri cînd cifra d e ordin k - 1 este una dintre ci­
frei~ 5, G, 7, 8, 9 . 

Spunem că atit în cazul a) cît şi în cazul h) a m efectuat o aproximare 
prin rotunjire. 

111.3.2.1. Regulii. Aproximarea prin rotunjire a unui număr întreg la 
0 cifră de un anu mit ordin fixat se face prin' lipsă sau prin exces, înlocuind 
prin zerouri cifrele care urmează cînd, prima cifră care-i s11cccde este mai 
mică decît 5, sau majorind cifra fixată cu o unitilte şi înlocuind Loatc cifrele 
care-i urmează cu zerouri, clacă prima cifră care-i succede este mai mare ori 
egală cu cinci. 

I• 

J1 r.:J.2.2 . Oh~cr11afii: 

1. Aprnximanla ol1 \innl ~1 prin rnlunjirc la IIJ. 3.2. a) <:sle o aproximant:'i prin lipsă cînd 

X> 0. 
2. Ap1·oximanla oh ţinut;! prin rolimjirc la JII.:l.2. h) est c o aproximantă prin exces 

clncl·x·> O. 

Nolînd cu r: cifra de.· ordin k şi cu d cifra de ordin k - 1 în următoarele 
exemple avem : 

1. Ntimărnl :r == 758D:M5 dorim sr1-l aproximăm Ia cifra miilor prin 
rotuojire, deci c: = O. Pentru că d = 3 şi 3 < 5, atunci :r = 758~)000 repre­

zinUt o aproximantă prin lipsă. „ 

2; Numărul x = 117979463 dorim să-l aproxi1năm la cifra zecilor de m11 

prin rotunjire, deci c = 7. Pentru că d = !l şi b > 5, att1nci i = 47980000 
reprezintă o aproximantf1 prin exces. . . . 

3. Numărul :i: = -:~2456 dorim să-l aproximăm la cifra zecilor prin 
rotunjire; deci c = 5. Pentru că d = () şi G > 5, atunci ~: = - 32460 rcpre-
zinlă o aproximantă prin lipsă. · · 

., 4. Numărul x = - 83459478 dorim să~! .aproximăm la ~ifra miilor prin 

rotunjire, deci c = !J. Penlru că d --:- 4 şi 1! < 5, atunci .i = - 83459000 re­
prezintă o aproximantă prin exces. 

5. Numărul x = 573199953 dorim să-l aproximăm la cHra sutelor prin 

rotunjire, deci c = n. Pentru că d = 5, atunci x = 573500000. 
6. Numărul .'.t = 15700000 dorim să-l aproximăm la cifra zecilor de mii 

sau la orice cifră de la dreapta ci. lu acest caz i: = ;r ~ x, 

'l 

111.3.3. Aproximarea prin rotunjire efectuată • la maşinile · 
de calcul 

ln aproximarea prin rotunjire este necesară compara\ja cifrei l~ care se 
face rotunjirea •cu cifra 5 precum şi cercetarea semnului numărului - pentru 
a se ·putea decide in ce mod se face r.otunjirca (prin :lipsă satt prin exces). 
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Deoarece, pentru ma!jiinilc de calcul această operaţ.îc este co1nplicată şi poale 
duce uneori la un consum mare de timp, se înlocuieşte operaţia de comparare / 
cu o operat.ie de :idunarc. 

Astrei, în cazul în care x este un număr real scris sub formă de frac(ic 
zecimală cu cel puţin n zecimale şi dorim să-l scriem printr-o aproximantă 
cu li zecimale, adunăm la acest număr numărul cu acelaşi număr de zecimale 
şi acelaşi semn cu ci avînd toate zecimalele zerouri în afară ele zecimala a 
n + 1-a care este 5. nezultatului astfel obtinut i se neglijează cifrele după 
zecimala a 11-a. Arroximanla ob\inulă este o aproxi111a11tă prin rntunjire. 

Jo.1:Mll/l/C .' 

1) Numftrul :r coc 68,975:142 dorim S<'\ l'ic scris cu pairu zecimale, deci /1 = 4. Ii adunăm 
num•'irnl 0,000050 -~i avem 68,975342 + 0,0110050 = 08,975392. La rezultatul astfel obţi_nu·t 
se neglijcaz:"\ zecirnalclc de clup:'\ zecimala a 4-a, obţi11i11du-sc :i: = 68,9753, rezultat idcnlic 
cu cel cc s-ar l"i obţinut nplici11d rolu11ji1·ca. 

2) Num:lrnl :i: = - 732,84526 dori111 S<t l'ic scris cu dou;'\ zecimale-. deci /1 = 2. li adu­
năm num:lml - -0,00500 şi <l\ 'Clll - 7:!2,84520 - 0,00500 = - 7:12,8502H. La rezultatul astfel 
ob~innt se ncglijcaz<1 r.ccimab de dup:"t zecimala a 2-a, obţin Inel u-sL• x ~ --7:J2,85, rezultat 
identic cu cel cc s-ar fi ob\inuL aplieind rolunjirC'a. 

Fie acum cazul în care ;i.: eslc un număr iulrcg cu Jl cifre şi dorin~ să-l 
rotunjim la o cifră de un anumit ordin k şi care este una din cifrele: unilă\,i, 
zeci, sule, mii etc. Pentru accasl:a adunăm la numărnl dat numărul de acelaşi 
semn cu ci, cu un număr de cifre t•gal cu numărul de cifre <le la dreapta cil'rci 
de ordin /..:, a\· înd prima cifră 5, iar următoarele cifre zerouri. Hewltatului 
astfel ob[inut i se substituie cifrele de după cifra de ordin k prin zerouri. 

Exemple: 

1) Numărul :i: ~~ 97 35 l 942 dorim să-l aproxi111fun la eirra zecilor de mii, deci la a 5-a 
cifră ele la dn•apta Ia stln~a. li adum1m m111u1rul de palrn cifre de acelaşi semn avlncl prinn,1 

cifră 5 şi cclelallc zerouri, -~i avem 97 35·1 942 + 5 OOO = 97 :159 942, La rezultatul obţinut se 
substituie ultimele 4 cifre cu zerouri. Obţinem: :r = 97 :150 OOO. 

2) N1.1.mărul x = -475 :J94 278 dorim să-l aproximăm la ordinul zecilor de millonnc, 
deci la a 8-a cifră de Ia dreapta 1:t sllnga. Ii adu11<lm numărul de 7 cifre de acelaşi SL•ntn a\'lnd 

prima Cifl'ă de 5 ~I celelalte ZCl'Ollri, Şi aVl'fll - 475 394 278 - 5 noo OOO ~ -4~0 :194 278. 
La rezlllltatul astfel obţinut se substituie ttltimcle 7 cifre cu zeronri. So obl Inc :r = - 480 OOO OOO. 

111.3.4. Aproximarea canonică sau prin trunchiere 

De foarl:e multe ori, mai ales în operaţii cu numere, cind ne interesează 
aproximante ale rezultatelor, sîntem conduşi a considera aproximaute care 
să retină numai un anumit număr de ;,ecimale sau cir'rnle de la un anumit 
ordin în sus. Spunem c[t în acest caz facem o aproximare canonică sau pl'in 
tru nchierc. 

Fie un număr real x scris sub formă de frac(ie zecirnulft cu cel puţi11 n 
zecimale, pe care vrem să-l aproximăm folosind forma cauonicft ~·epnînd n 
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· . 1 J)cnLi·11 'l"cact" cp renun\ă la Loal.c zecimalele de după zecimala zeci ma e. · . ' ~ , " •• " , . V, ~ • • • 

J-:l oblinîndn-sc 0 aprox11nanta a numa1ulu1 ~„V • V 

a 
1 

lll.3.4.I. Regulei. Pentru aproximarea cm~o111ca a. unui 1~umar real x 
· b 1· a( llc' 1·1·ac·1·1·c zcci1nală cu cel lrntm n zecimale <lm care vrem sens su orm - ' I · · , . . . 

sft reţinem priniele p zecimale (p :( 11) vom rcnnnţa la ult1mele 11 - p zeci­
male. 

Excmp(c: 

l) Nunucru x = „„1"'"-" ·- • ' I !) '""~'"l" cloi"i111 s·H aproximiim, folosind nproximaţia canonic:'\, rcţi-

·nd prillll'lc 4 zccimnll'. Deci x = 0,45~l7. d . 
1

• . .• 

lll · • , _ 'l'l "7"4'J'J <lor· 111 s·~-1 aproxirn:lm folosin aproxuna,m canon1ca, 2) Numarul x -·= - -· „1 " • - J • ' 

rc~inînd primele dou:! zecimale. Deci .15 = -2:l,57. 

Penlrn un num8r întreg :r cLt cel puţin 11 cifre, apr~ximarca cano~/c~ 
de un anumit ordin înseamnă a inlocui c~frcle care ~e afl:: la drcap}a 1c1.r~1 de acel ordin cu zero mi, ohţinîn<lu-se ast.lel o ap~o_:;1manta. a m~m-~ru .u~- x. 

JII.:).tl.2. Requl<l. · Pentru aproximarea cano~1ca a unui nurn~r. mtie,,, x 
cu cel p11 [in n ci[.re, din care .vr~m să ~·eţincm pnmel.e p(p ~ n) c~frc (de a~a 
stînga) ale numftrult~i, substitunn ultimele 11 - p cifre (de la d1eapl.a) e 
numărului cu zerouri. 

Exemplu: 

N , . 1 . _ 13 984 572 dorim să-l aproximăm, folosind aproximaţia canonică, r~ţi-
. umaru x -- ·r· (d 1 ·t· "a) Avem :i: == 1:~ 980 OOO care este o aproxim:ml<\ a lui x. nind primele patru c1 re e a s ll1o' • _ ' 

111.4. Erori ş1 tipuri de erori 

111.4.1 . Noţiunea de eroare 

Cînd înlocuim un număr real x cu altul x*, care ~e ~lumeşte aproximan~ă 
a numărului x, atunci această aproximantă x~ e~pnma pe. x cu u_n anu~~= 
crrad de exactitate sau precizie. Evident, c~ cit x este mai apropiat de 
Îoarea lui x cu atît x* aproximează mai bme pe x. . V * „ 

Pentru' măsurarea gradului ele precizi~ cu care o. aprox1ma~~a x apr~x1~. 
mează pe x vom căuta să ştim care este d1fc~enţa dmt!e aprox1man~a x Şl 
i.rnmărul x pe care îl aproximează şi aceasta <l1fercnţ. a o vom numi eroare. 

111.4.1.1. Definiţie. Se numeşte eroare a une~ a~roxim3mte faţă de nu-
" I e I aproxt'mat difercnta între aproximanta s1 numarul real pc care 1naru r a • • ' , ' 

îl a11roximează. 

Notînd numărul cu x, aproximanta sa cu x* şi eroarea aproximantei 
cu e: vom avea, potrivit definiţiei, relaţia : 

E =X* -X. 

Deoarece aproximanta unui n~măr r:al poate fi er~n li~~~ sau prin exces, 
putem avea eroarea dată de una dm urmatoarele doua l ela ţu . 

e = f - x sau e = x - x. 
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1nsă din J: < .i: rezultă :ţ - x < O, adică e < O, iar d" - ( m x > x rezul ă 
x - x > O, adică e > O, ceea ce înseamnă că eroarea unei aproximante 
poate fi negativă sau pozitivă. 

Il!.4.1.2. De(ini(ie. Spunem că aproximanta x* a unui număr real x 
este 11.rm e_x<:_es snu prin liIJSă du flă cum eroarea a1n·oximantei x * este 11oziti vă 
sau ne11ati va. 

E.i:emp/11: 

Fie nunuirul x = 279,453 şi dom'\ aproximantc :ilc sale OE ~~ 279,45 şi x = 279,5. Erol'ile 
cc corespund celor două ::iproximl1ntc slnl : 

e == -0,008 şi e =o= 0,047. 

111.4.2. Eroare absolută, eroare absolută maximă 

. ~n- de!ini~·ca notiunii de eroare am constatat că eroarea poate fi atît 
pozitiva c1l:.~1 i:e.gativă. Deoarece în foarte multe cazuri nu are importanţă 
semnul crorn, ci rnterescaz[1 mărimea acesteia, vom defini nol:iunea de eroare 
absolută. , 

IIIA.2.1. Defini/ie. Eroana absolut:1 a unei aproxim:rntc este valoarea 
absolută a erorii sale. 

Potrivit definiţiei, pentru un număr real x şi o aproximantă a sa x* 
eroarea absolutii va l"i Ix* - .<. /. Vom nota eroarea absolută cu a unde a >O. 
Avem deci reia (ia : 

a = Ix* -x /. 

Cunoaşterea erorii absolute a unei aproximante ne permite să dăm 0 
încadrare a m1mărului real: 

(/ x* - x I = a) =- (x* - a ~ x ~ x* + a). 

_ .:foţim~ea d~ eroare absolută ne permite să facem aprecieri asupra aproxi­
mam numa~ulm de către o aproximantă sau :>.Ita. Astfel dacă xr şi x; sînt 
două aproxunante ale aceluiaşi număr real x şi dacă a < a spunem că x* 

. - . b' 1 2 l 
aprox1meaza mat llle pe X <lecit Xf şi deci X~ este O aproximantă mai bună 
a lui x decîl x~. 

Exemp/11: 

Fie numărul x = 1,45724 cu aproximantelc x; = 1,457 şi x; = 1,46 cu erorile absolute 
CT1 = 0,00024 şi CT2 = 0,00276. Dco::irccc a1 < a2 aproximanta x; aproximează mai bine pc x 
decit x; sau, ceea cc este totuna, x; aproximează mai slab pc x decit aproximanta .-i;;. 

~ste de remarc_at că media aritmetică a două aproximante ale aceluiaşi 
numar este o aprox1mantă mai bună decît cel puţ.în una din cele două. 
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J,"xcmplu: 

J'ic m111i:irul '.1: ~ '.21,548 cu aproximanlc!c · :i"~ = 21 ,5·1 şi . ~·;= 21,55. Ernri!c fiind dale 
21, 5-1 + 21 55 

ele E1 ' ' - 0,008 ~i s, = 0,002, rncclia nriln1clic:1. U" nproxim::intclor ;este .x* ;=" / -=. 
2 

= 21,545 i:p· C'rnnre' p<"nlr11 1101rn nproxirnn•\l<5 „ ~~Lr, t = o,oo;i. D.cci noua aproxim::intă x* 
c;lc nrni burn\ dctlt x7 dar mai slalJi'1 dcdl :r:. 

• J 

ln opcrnliile a ritmetice cu aproximanJ.c, în foarte multe cazuri, sîntem 
în situn\ia că difrrite op crJ .\ii condt!C , la ero i· i diferi te, ceea cc face ca în ge­
neral sft ne punem problema cunoa)lc.i"ii san cletcrminării celei mai mari erori 
pc.ntrn a pui ca p:.; tima z!ivclui prec: izi1,i cn care s r, lucrează. De aceea vom 
iiltrnclucc no\iunea <l\~ cr;rnrc ab:ioltil.ă maxi111ă phn urmfttoarea 

IIIA.2.2. JJcf'i i; i (if. N111nim c•1·oarc• absolucii. maximă pentru foale aproxi ... 
manlc!c :rj' 1rni11rn nnnufrnl real x, cel mai mic numă1· A cure satisface inc• 
!!alit:tlca A > max(a ,). unde (li s'int l'l'(trll~ ahsolutc aJe ll}lJ"OXÎmantclor xr 

Este evident ci\ pcnLru un sing\lr număr ;<: şi pentru o singură aproxi­
mantă a sa x* eroarea absolută maximă .est.<; chiar eroarea absolută a acelei 
aproxirnante, deoarece a ~ a pentru orice a. De aceea vom utiliza noţiunea 
de ernare absolulil maxim</ a unei apro:cimalllc ş i în cazul unei singure aproxi­
inantc. 

Eroarea absolută este mai mică sau 'ega!Et cu numărul cc se obţine prin 
înlocuirea în x a cifrei ordinului el e aproxin1circ cu 1 şi a tuturor celorlalte 
cifre cu zero pentru orice fel de aproxim:J.rc la cifra de ordinul respectiv. 
Urmează că putem considera nu mărul astfel oh \in ut ca eroare ab ::;olută ma­
ximr( a aproximantelor prin lipsă sau exces a le numf1rului x penLru cifra de 
ordinul fi xat. 

• 

111.4.3. Eroare rclatilfă, eroare relativă maximă 

Cunoaşterea numai a erorii absolute il unei aprox iman te pentru un 
număr real es te de foarte multe ori insuficientă p entru a caracteriza gradul 
de precizie într-un calcul sau într-o măsură toare . Aşa, de exemplu, dacă 
afirmăm că eroarea unei anumite lungimi mă5uratc es 1;e de 1 mm, fără a 
se cunoaşte şi mărimea lungimii măsurate, 1.m ~ e poate spune dadl măsu­
rarea este bine făcută sau nu. Dacă eroarca de 1 mm se referă la măsurarea 
unei lungimi de 50 m se poate spune că rezultatul este extraordinar de bun, 
dar dacă s-ar măsura diametrul interior al unui rulment şi în loc de 10 mm 
am aprecia prin măsurătoare că are 9 m'm, este evident că nimeni nu poate 
aprecia rezultatul ca fiind hun. 

De aceea, calitatea unui rezultat po~te fi cu. muţt ,mai bine apreciată, 
dacă se cunoaşte aşa-numita eroare. rela,tivă în definirea căreia intră şi mă­

rimea însăşi. 
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111.4.3.1. Definifie. Eroarea relativl a unei aproximante x* pentru nn 
număr real x este egală e11 raportul ~intre eroarea abso)utji a aproximantei x* 
şi valoarea absolută a DUlllăr~h•~ x. 

Numărul real fiind x, aproximanta .sa x* şi notînd eroarea relativă cu e 
vom avea, potrivit definiţiei · 

e= 

Exemplu: 

Ix* -x I 
I X I 

a 
=--. 

I X I 

Fie x = 1,415 şi x* = 1,<l.2 avem e; = 0,005, inr e = I o.oo5 i 
I t ,415 I ' 

O,OO<l. 

care e~tc aproximativ 

Deseori eroarea relativă se expdn:i~ fie la sută (în procente), fie Ia mie. 
ln exemplul dat, eroarea relativă este de 4°/

00 
(4 Ia mie). 

Ca şi pentru eroarea , absolută maximă şi aici considerente de ordin prac­
tic ne determină să introducem noţiunea de eroare relativă maximă. 

Dăm astfel următoarea 

III.4.3.2. Defini/ie. Numim eroare relativă maximă n aproximantelor x~ 
pentru numărul 1·ea.l x, pe care o n.otăm eu E, raportul dintre eroarea ah· 
solută maximă şi va.lonrea abs(>,lu.tţi a numărului. 

Pentru un singur număr x şi pentru <;> singură aproximantă a sa x* eroa­
rea relativă maximă este chiar eroarea relativă a acelei aproximante, deoa­
rece eroarea absolută maximă, în aces.t caz, este chiar eroarea absolută a 
aproximantei. De aceea vom utiliza noţiunea de eroare relativă maximă a 
unei aproximante şi în cazill unei singure aproximante. . 

Potrivit definiţiei date şi a notaţiilor adoptate avem ~ 

E =.A_. 
. I X I 

;111.5. Erori datorate .1,11od'-lui .de reprezel'ţtare 

fo operaţiile aritmetice <;u numere reale sîntem adeseori conduşi să 
operăm cu aproximante c;ire au un număr finit de n zecimale, ·În general 
rnai mic decît numărul de zecimale YJ• al numerelor reale date (YJ ~ n), fără 
ca rezultatul obţinut să devină inutilizabil. 

Deoarece în locul numerelor .reale date operăm cu aproximantele lor 
care au altă reprezentare .(reprezentare finită, cu un număr da.t de n zeci:­
male sau cifre}, eroarea introdusă se numeşte eroare de reprezentare. 

Eroarea ·de reprezentare este , prţzentă de la ·început :în ~alcule şi stră­
bate -tot complexul de operaţii pătrunzînd ;Jn .rezultat. De aceea vom .spune 
că eroarea de reprezentare este o eroare transmisibilă. 
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111.6. Inegalităţile fundamentale in aproximarea 
numerelor reale · · · 

Fie numărul real pozitiv X dat prin 

~ = p„a„_1· '. .a1~0.a-1a-2· • .(1_1;. • • 
:, 1 1 . , . ' • ,· • I 

unde a„ :p o (a„ este prima cifră diferită de zero în scrierea numărului x d~ 
la stînga la qr~j,lpta) 

~i x* = a
1

„a„_1 •• • a 1~o·~-.1(l-z · · · a--:1c 

0 aproximantă a lui x. Pute!ll s.cr;e :tc~a.stă \lp,rox,ţmant~ ,f\)losiµd .for,~a .~e 
scriere cu ajutorul puterilor lui 10. 

x* = a„10" + a„ _11on-1 + ... + ~110 + ao + ~~t + ~o~ · + 
a_„ 

... -t- --„. . ,o 
Nu este greu de remarţ:at ,ţ:~ atît x cît şi x* a~mit ,încadrarea 

I ' ' ' ' 'o ' , J_ • • 

10" ~ X < 10"+1 şi ţ.Q." ~ x* ~ tf)"+l. 

Pentru demonstraţie vom cons~dera mai întîi o aI,>roximantă :i pri~ 
adaos a lui x în care partea zecimală se substituie cu 1 obţinînd x - 1 ~ x ~ x. 

Ţinînd seaqia că nmtru . ~ifrele de l~ par~ea stingă a aproximantei avem 

relaţiile 

1 ~ a„ ~ 9 

O ~ ak ~ 9 

1 ~ a0 + 1 ~ 10 

pentru le = l, 2, ... , n - 1. 

lnmulţ.ind pri~a in~galitate cu 10" şi a cioua cu 101c, apoi sumînd avem 

10" + 1 ~ x ~ 9(10" + 10"- 1 + ... + 10) + 10. 

Efectuînd suma din partea dreaptă a celei de a doua inegalităţi rezultă 

10" + 1 ~ :i ~ 10"+1 

care se poate scrie 

10" ~ x - 1 şi :i ~ 10"+1, 

unde folosind şi :i - 1 ~ x, x ~ :i scrise anterior 

avem 
10" ~ x - 1 ~ .ţ ~ x ~ 10"+1 . . ' 

care numai pentru numă~ul x dev
1
ine 

10° ~ X < 10"+1. 
~. ' ', '. ' „ : : . 

Inegalităţile pentru aproximanta x* se pot scrie direct, dacă av~in ~P 
vedere că demonstraţia pentru x poate avea loc indiferent de ordinul la ·care 

se face rotunjirea prin ada.o~. 
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Deci ' . 
10" ~ x* < tQ1H -I. 

Dubla relaţie obţinută pentru x formează a · · · 
galilat: fundamentală i'n aproximar~a nnmer~lor ~a-~u~1~a ~Jnma dublă rne-
apar~ m puterile lui 10 _este nu ?lit caracteristica n~a:1.1~~~u~~~~I'~~tul 11 care 

şi rela~ii~~menea numarul x şr aproximanta ltii .-r*, dată anterior, satisfac 

an10" ~ X < (a„ + 1)10", a,i 10" ~ x* ::;;- (a„ -j- 1)10". 

Pe.n!ru. a cl~monslra aceste inegalităţi· ·vo m considera 
de mai marnte formală din două părţi. Astfel: . aproximanla :i 

x = a„·10" +.N. 

"'finînd seama că pentru orice cifră din N avem 

O ::;;- a,, ::;;- g pentru Ic= 1, 2, ... , n - 1 

1 ::;;- a0 + 1 ::;;- 10. 

Înmulţind prima relaţie cu 10"' şi sumînd avem 

1 ::;;- N ::;;- 9(10n...:1 + 1on-2 + ... + lO) + lO. 

Făcînd suma în partea d t• · reap a a rnegalităţii obţinem 

1 ::;;- N ~ 10". 

Adunînd acum Ia fiecare parte a„10" găsim 

a„10" + 1 ::;;- x ::;;- (a„ + 1)10". 

Această dublă inegalitate poate fi scrisă şi astfel: 

a„10" ::;;- x - 1 şi x ::;;- (a„ + l)lOn. 

Ţinînd seama că 

X - 1 ::;;- X şi X ::;;- x 

care au fost scrise mai înainte avem 

anlO" < x - 1 ::;;- X ::;;- x ::;;- (a„ + 1)10". 

Reţinînd numai relaţiile privitoare Ia numărul real x se găseşte 

a„10" ::;;- x < (a„ + 1)10". 

Pei~tru aproxi~ant~ x* putem !icrie rel~ţia direct, deoarece demo s · 
~~~tJ~~teste aceeaşi, oricare ar fi ordinul Ia care se face rotunji_rea pri:}~:~~~ 
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Această a doua du blr1 reia ţie scrisr1 pcnLru x este nu mită a doua d11 bl ă 
inegalitate fundamentală ln aproximarea numer lor reale. 

De subliniat este faptul că cele două duhlc iac.galităţi fundamentale 
în a[Jroximarea numerelor se re[eră de fapt 1 lunai I;\ nu mărul real x, dar 
am introdus alături de numărul real x şi o aproximanti a lui, x* care poate 
avea totdeauna o scriere zecimală finită ~i în consecinţă poate substitui în 
calcu le pe x. 

Precizăm că toate cele arătate în acest paragraf au fost considerate 
pentru cazul în care numărul real x este pozitiv. Pentru cazul în care nu­
mărul real x ar fi negativ se păstrează toate afirmaţiile, schimbînd doar ine­
galităţile în inegalităţi de sens contrar. 

111.7. Aproximante cu eroarea absolută moi mică 

I ~ 1 
sau ega a cu -

10'' 

Fie numărul real x iar x;' şi x~ dotiă aproximante ale lui x, prima prin 
lipsă şi a doua prin exces. 

111 .7.1. Definiţie. Spunem că xf şi xi sint aproximante prin lipsă şi 
respectiv prin exces ole lui x cu eroareo absolută mai mică 

1 
sau egală cu 

10
k dacă verifică următoarele 3 proprietăţi : 

x' x" 
1° Fiecare au cite k cifre la p:utea zecimală, adică :rj' = si x~ = --

101' ' 101; 

unde x' şi x" sint întregi. 
2° Numărnl :r se aîlă cuprins întn valorile ap1·oximautclor respective, 

adică xi ::;;- x :::; x~. 

3° Difel'enta lor este 
1 adică x* x* -

1 
t 1 o1.: ' • 2 - i - 1 ok -. 

Eroarea absolută este mai mică sau egarn cu -
1
-1)entru că din definit,ie 

10'' 
avem 

iar aceasta duce la 

X - xr ::;;- X~ - Xj' Şi x; - X :::;; x; -- Xf • 

Avînd în vedere proprietatea 3° rezultă 

X - Xi* :::_ _1_ Şl. * 1 "'::: Xi -X::;;---. 
lOk lOk 
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ln proprietatea 1° făcînd scăderea între membrii egalităţilor şi ţinîud 
seama de proprietatea 3° găs iin că 

x" = x' + 1 

deci x' şi x" sînt doi întregi consecutivi. Acest rezultat corelat cu proprie­
tatea 2° arată că avem 

x' 

Această relaţie duce la stabilirea modului de aproximare a unui număr 
real oarecare :r. 

III.7.2. Regulă. Aproximanta prin lipsă cu mai puţin de _l_ se obţine 
1Qk 

reţinînd din numărul x cifrele de la partea întreagă şi primele k cifre ale 
părţii zecimale, iar aproximanta prin adaos se obţine adăugind o unitate de 

1 
ordinul -- la aproximanta prin liJJSă. 

10" 
Proprietăţile 1° şi 3° se verifică imediat. Mai trebuie arătat că x ~ x; 

pentru că x ;?: xi este de asemenea imediată. 
lntr-adevăr 

+ 0,0 ... Oa_c„+ila-<1c+2l •.• ~ x; + 0,0 ... 0(9) =xi+ 0,0 ... Ol= xi+ ..__,_...., 
de k ori z ero '---v-"' 

de k-1 ori zero 

1 * + -- =X2· 
10" 

Deci 

La aproximarea prin rotunjire dată la IIl.3.1 şi III.3.2, aproximantele 

sînt cu o eroare absolută mai mică sau egală cu - 1- (k E Z, k < O pentru 
2·10" 

cifre de la par Leu într agă ş i k > 0 pent ru cifre de la partea fracţionară) 
deoarece avem î11 vedere cifra care urmează Ia dreap ta cifrei fixate pentru 
aproximare (dacă este O 1 2, 3, 4 sau dacă este 5, G, 7, 8, 9). 

Cu regula completării se ob ţin aproximante cu eroare absolută mai mică 

I ~ 1 
sau ega a cu --

2·10k 
De asemenea aproximarea canonică sau prin trunchiere precum şi apro­

ximarea prin rotunjire efectuate la maşinile de calcul, dau erori mai mici sau 

l 1 . t' 1 ega e cu -- ş1 respec iv -- . 
10" 2·10k 
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E 1·emplc : 

1 ~ Să se aproximeze numărul 7t cu o aproximantă prin lipsă şi o aproximantă prin exces 

avlnd 0 eroare nbsolută cel urnit egală cu 1~k unde k = 1, 2 , 3, i~r 7t = 3,141 59265 . . . 

k = 1 prin lipsă r.; = 3,1 
prin exces 7t = 3,2 

k = 2 prin lipsă 7t = 3,14 
prin exces 7t = 3,15 

k = 3 prin lipsă 7t = 3,141 
prin exces 7t = 3,142 

1 
2. Să se aprox imeze numărul 7t cu o eroare nl>solută cel nmH cgnli'i cu 

2
•
10

• ' unele 

k = 1, 2, 3, 4. 

k = 1 => r. = 3,1; le = 2 => 7t = 3,14; k = 3 => n: = 3,142 ; 

k = 4 => 7t = 3,1416. 

111.8. Cifre sigure şi cifre îndoielnice 
pentru o aproximantă dată 

Fie numărul real dat de 

şi x* o aproximantă a lui, conţinînd primele k cifre. 

1011 - /c+l 
x* = a„10 11 + a11 _ 110'1 -

1 + ... + an-k+l • 

Eroarea absolută a acestei aproximante este dată de 

Deoarece a 11 _k ~ 9 avem 

A = 10n-k+i. 

p tru cazurile în care dorim ca aproximarea să fie mai bună se poate 
en · · · a rciximante ce are aplica regula de completare pentru determmarea unei p . 

mal. mică sau egală cu _l_ pentru numere pozitive; o eroare 2 . 1ok 

Din 

4 _ Matematică aplicată în tehnica de calcul el. a IX-a - cd. 7 49· 



··deducem următoarele două cazuri aplicînd regula completării: 
1°. pentru c1„ _ 1; ~ 5, 1najorăm pc an-k+t cu o unitate şi obţinem o aproxi­

mantă prîn exces a cărei eroare absolută este dat[t de 

a = :r* -- .?: = l0"-'' +1 - (a„ _1; 10 11 - k + . , .) 
unde pun înd în locul cifrei a„ -- k valoarea minimă pc care o poate lua, 5 şi 
:neglijînd celelalte cifre cc urmează după an-k diferenţa creşte devenind 

A o= x* - :r ~ 1011 -"+i - 5 · lon - k o= _!___ 1011 -i:+i; 

2 
2°. pentm a„ __ " < 5 considerăm în relaţia 

. cifra a„ _1, 
0

= 4, valoarea maximă pe care o poate lua şi avem o aproximantă 
prin lips[1 astfel încît eroarea absolută 

a = :r - x* ~ 5 · 1011 - k. 

Înmul!:ind şi Împ ă rţind cu 2 avem 

A ,= _!_ 1 on-i, ;-1. 
2 

În acord cu aceste ultime d o uă cazuri putem da următoarea 

111.8.1. Definiţie. Spunem că x* este o aproximantă a numărului real 
x> O, cu k cifra sigure d'Jcă eroarea absolută maximă este mai 
mică sau egală cu 1Q'H ' 

11 fără aplico rea reg ulii de comple-

tare şi mai mică sau egală cu ~ 1on-k+1 cu aplicarea regulii 
2 

de completare, unde n esfo caracteristica numărului x. 

Cifrele care urmea z ă cifrelor sigure se numesc cifre nesigure sau cifre 
îndoielnice. 

De aceea dintr-o a prox.ima ntă nu vom l' ' Pn' el• i cifr le s ig ure. ln 
calcule însă este bine să s r - \'Îllă do uă sau chia r tr ·j •ifre în plus peste nu­
mărul d cifre sigure şi numai la re7.ul tat lu ăm aproximanta ac sLuia cu nu­
mărul de cifre sigu re precizat d e eroarea ab olu tă maximă . 

Exemple: 

1. Si'l se determine număl'ul de cifre sigure ale aproximantei numărului n- a cărei eroare 
: absolută maximă este de 0,00001. 

Avem din problemă : 

·ia r d in definiţie, 

fără aplicarea regulii de c<.>mplctare. 

flO 

1 
A=-- , 

1Q6 

. • " fră l a partea intrcagi\, urmetizft că n = O. D eoarece numărul n- arc o smgnra ci • , 

Deci, 
1 - 10- •·-1-1 A. = -- . 

10~ . 

Adicil, 
10" .10·-N l =' 1 = 10°, 

Incit 
10-ho = 10", - k + 6 = O, k = 6. 

·r ·gure deci este 3 14159. t' , fost luah'\ cu 6 ci re s1 ' ' • .. n.czulh\ că aproximanta rcspec iv.1 a - . . nicc ale aproximantci munaruhn· 
2. Să se determine numărul de cifre indo1el 1 

• · eroare absolutri maximă este de 
1010 

• .j3 :::: 1, 7320508076425 a care1 

Avem 

,1 '= _1_ = 10•-Hl 
1010 

fără aplicarea regulii de completare. • • 

- · camna ca /1 = O. r , . " '[ " la partea înlrcaga, lllS ' Deoarece numărul \i 3 arc o smgura c1 ra 

Deci 

ncit • 

A= _1_ = lo-"+1; 1010.10-h'H = 1=10'1 

1010 

- k + 11 = o, k = 11. 

,r 

1 3 cifre sînt indoiclnicr. 
1111· 13 avînd 11 cifre sigure, urmează că ultime c Aproximanta 'V 

111.9. ·1 r relative maxime Determinarea ernn ° · 
. t pe baza cifrelor sigure ale unei aprox1man e 

ale acesteia 

. t" a Cll / · cifre sig·ure. " . . · * 0 aproximau a a s, l Să considerăm nu marul leal x ~1 x . t . * (a i< O). . 
" 1 i x ŞI a aproximau e1 x , " 

Fie an prin~a cifră a nun~~ru ~ăi:ă .regula de completare şi cu regula de corn.:. 
Erorile absolute maxime 

pletare sînt date respectiv de 

A = -1 10n-Tc+1. A = 1on- k+i ş i 2 

111axl.me în aceste cazuri vor Erorile relative 

A 
E=--

1 X I 

fi deduse din 

unde vom av e:a În vedere l de completare con­că x ~ · a„10", care fără regn a 

duce la 
1 l o11-k+i 1 . E 

___ dec.1 .. < a„lok - l E < -<-111_1_0_"_ = ~n1ok-1 
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far cu regula de complet~re conduce la 

1 1 1011 - 1:+1 
E~ ---

2a„ 10" 
deci E ~ -

2a„1ot-'1 · ""' 2a
11
101:-1 · 

Din cele demonstrate rezultă: 

Teoremif. Fiind dat µn on.1µb x şi o ~proximantă a sa x* eu k eiîre si.-

-gure, eroarea relativă maximă a lui X·* este mai mieă sau egală cu .1 
. . ~.1ok -1 

fără regula de completare şi mai mică sau egală cu . 
1 

. cu regula de 
· 2a11l0"-1 

·emnpletare, unde a.,. este prima cifră nenulă de la stîngn lni x*. 

Este uşor de remarcat că erorile relative· maxime exprimate în procente 
sau nu, pot fi antecalculate deoarece depind numai de prima cifră a numă­
rului şi de numărul de cifre sigure, astfel încît se poate întocmi un tabe.l 
·de erori relative maxime. Astfel de tabele sînt întocmite şi se află în multe 
formulare mat ematice de unde ele pot fi hiate pentru a fi folosite. 

' 

Dăm şi noi un astfel de tabel în care sînt trecute erorile relative maxime 
în procente. 

Tab elul III.1 

Erorile relative maxime cînd se cunoaşte a„ şi k cu regula de completare 

\ Prima 
Numărul de cifre sigur.e k 

cjfră ; 
I 'li(lffilli- - --------,-------------------- --- -! 
: fir~~ivă 1 I 2 I 3 I 4 I 5 I 6 I 7 I 8 

! _ 1 __ ~ 5,o _o_,5_0_
1
_0_,0_5_0_

1
_0_,0_0_5_0_ 1_ 0""'",0_0_0_5_0 _ _ 

1 
__ 0..;..,0_0_0_0_5_0_

1
_0_,0_0_0_00_5_0_ 

1 _2 __ ~ 2,5 _o..;.,2_5_1_ 0.;...,0_2_5_ ~._0_02_5 __ o,;_,0_0_02_5 _ _ 1 __ 0-',_00_0_0_2_5_ 1 0,0000025 

• _3 _ _ E_ 1,7 0,17 0,017 0,0017 0,00017 0,000017 0,0000017 

4 12 1,2 0,12 0,012 0,0012 0,00012 0,000012 O,OOOQ012 

i .·5 10 .1;0 0,10 0,010 0,0010 0,00010 0,000010 0,0000010 

6 8,3 0 ,83 0,083 0,0083 0,00083 0,000083 0,0000083 0,00000083 : 
, ------ --- _..;.__11----1---'---
' _ 7 __ ~ .o, 71 -.· o_,0_7_1_

1 
__ 0_,0_0_7_1_ 1_0_,_00_0_7;_· 1 ___ o.;...,o_o_o_o_n __ 1 __ 0_,0_0_0_00_7_1_

1
_0,_0_00_0_0_0_7_1 _1 

I .'8 6,3 0,63 0,063 0,0063 0,00063 0,000063 0,0000063 0,00000063 ' 
' --- --- --- ---1----· 1--'--- ·l-_;__----1---'---- -1--'-----l 

9 5,6 0,56 0,056 0,0056 0,00056 0,000056 0,0000056 0,00000056 

Exemple: 
Fie numărul 
X= 27,24536 

-care are primele 5 cifre sigure. Să se determine eroarea relativă maximă prin calcul şi apoi con­
iruntlnd rezultatul cu tabelul de valori. 

Din calcul ştim că fără regula de completare avem 

E= __ 1 __ 

a~1ot-i 

runde, pentru cazul nostru, a. = 2 şi k = 5. Deci, 

' 1 
E = - ·· - . = 0,00005. 

2 ·10' : ,. 
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Cu regula de completare, avem 

E=--1 __ 
2a.10t-t 

care, cu datele problemei, dă 

1 
l~ = -- = 0,000025, 

4·104 

adică 

E = 0,0025%, 

căutlnd tn tabel pc linia 2, coloana 5 găsim acelaşi rezultat. 

111.1 o. Determinarea numărului de cifre sigure 
ale unei aproximante. ci_~d . se. cunoaşte 
eroarea relativă max1~a a e1 

Să considerăm prin ipoteză, eroarea relativă a aproximantei x* a lui x 

cu eroare relativă maximă, egală cu : 

1 
E = -- , unde 1 < s ~ 9. 

s 0 10P 

Folosind rezultatele din paragraful precedent deducem că număl'.Ul k 
de cifre sigure ale aproximantei x* este cel mai mare număr natural k pep.tru 

care este verificată inegalitatea : 

adică, 

ceea ce este echivalent cu 

a) Dacă s ;;;i: a„, 

rezultă 

J?eci trebu~e să avem, 

1 1 --<----
s .1ov anlok - l 

s 
101.:-i>-l ~ 

an 

k -p -1 ~o, 

de unde deducem k ~ p + 1. 
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b) Dacă s < a„, 

rezultă 

de unde 

A vern deci : 

1 s 
101.-..7i - 1 ..;:; - < -

10 a„ ' 

k -- p - 1 ..;:; -1 sau k ..;:; p. 

Teoremli. Ual•:l. e1·oarc;~ 1·clat · " . . · " 
1 

· • • iva maxima a aproximantclor unui număr 

este-- (s ~i p date) 1 9 . s ·lOP ) eu ..;:; s ..;:; ŞIP E N, aproximante!e :rn p + 1 cifre 

inm·r cînd s_ ~ a" şi p c~ ifre sin u.r cintl s < a„. 
. Î.ntoc~ai ca şi in ·azul pre clent se pol înl ·mi tab ··! . . 

m11rn1e:1 c1~relor sigure pentru 'rori relative maxim date. e c pent1 u dctcr-

Dam 1.n conlinuare tal.Jelui cu ci[relc siat11·e J'e1· t1·t1 
erorii relative maxime pentru b , ' · cîleva valori ale 

a„ =;= 1, 2, 3, ... ' n. 
Tabcllll I II 9' „~ 

a. I 
E 

501 I 1 O/ I / O 0,5% I ! O 0,1 t% 

' l 2 =~ :3 4 

2 2 
.. 

2 '.i 3 - -
:1 1 2 2 3 

4 1 2 2 3 

5 1 2 2 3 

6 1 2 2 3 

7 1 2 2 3 

8 1 2 2 3 

9 1 2 2 3 

Exemple: 

1
1
· Fie x* = 24,38256 o aproximanU\ a unui număr x care ai·P. ci·0 a1·ca - . relativă E = 

= 
50 000 

Să se afle numărul de cifre sigure. 

E= 
1 

5·10' 

deci s = 5 si p - 4 A • d din stlnga ~igur;. · vm a. = 2 <- 5 rezultă k = P + 1 = 5, incit x* are primele 5 cifre 

2. Fie aproximantcle lu' d t 

1 
d . 1 ii' a e cu o eroare relntiv:1 maximă de o 5 o; <:ă se fi • 

ru e c1fr~ sigure ale aproximantelor. ' io · v a c numa-

Folosrnd tabelul 111 2 se găsest 1 . t ţ . deci aprnximanta are dm~ă cifr~ si'g~rc~ in crsec ia liniei a treia cu coloana 0,5 % numărul 2, 
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111. 11 . Efectuarea sumelor ş1 diferenţelor 
cu aproximante 

Aproxima n tele fiind nu mere raţionale opera ţii le de adunare şi scădere 
cu acestea nu se deosebesc cu nimic de aceleaşi operaţii efectuate cu numerele 
raţionale. Ct~ca cc interesează în mod deosebit este eroarea transmisă la re-

zultat. 
Fie numerele reale x

1 
şi .1:

2 
şi aproximantclc lor xt şi x~ cu cror;lc abso-

lute a
1 

şi a
2

• Vom considera ca aproximantă a sumei, ~urna celor două apro­

ximante şi deci eroarea absolută a sumei va fi dată de 

Această relaţie se mai poate scrie 

adică, 

Este uşnr de vărnt că putem generaliza această relaţie pentru o sumă 
cu un număr [init d e termeni, fapt cc ne permite să enunţăm rezultatul prin 

următoarea teoremă. 

Tcorcmli. Emana aliso1u.t:i a apl'oximantci unei sume iinite de termeni, 

numere reuh•, este mai mică sau cel mult e11ală cu suma crol'ilo1· absolute 

ale aproximantelol' termenilor. 

Considerăm, de asemenea, numerele reale x1 şi :r2 şi aproximantcle lor 

:rt şi x~ erorii>:> absolute maxime fiind ii1 şi A 2 iar ca aproximantă a sumei, 
suma celor dou[t aproximantc. Ne întrebăm care este relaţia între eroarea 
ahsolutrt a sumei şi erorile a1Jsolute ale aproximantclor termenilor sumei? 

Dacă xr + :r~' = x* este o aproximantă a sumei X1 + X2 = X, eroarea 

ahsolutr1 a sumei aproximantclor este dată de 

Ix* - x I == l(xi + x~) - (xL + x2)1 = l(xi - x1) + (x; - x2)I ::;; I Xi -

--- X1 I + I xi - Xz \, 

adică 

a ::;; a1 + a 2 

şi avînd în vedere definiţia dată pentru eroarea absolută maximă la 111.4.2 

avem a
1 

..;:; A 1 şi a 2 ..;:; A 2, deci 

adică 
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~eoar.ece această relaţie se poate extinde la o sumă 
de teunem, putem da următoarea teoremă: cu un număr finit 

Teoremt1. .Ernurea absolut:1 a sumei este mai' r111't•.·,vt S", 11 cu suma er ] b 1 " cel rnuH e<,Jală 
, ori ~·· a so ute maxime ale termeni101· sumei. 

. pe. asemenea, J)nlem considera ca eroare e1or1lo1 b I t maximă a sumei însăs,· i Sllill<'l. 
3 so li e maxime, deoarece notînd 

avem 

a~ A. 

Cum şi această rc!ape se poate cxt· d I -
termeni si utilizînd în "C t . 1· " rn e a o suma cu un număr finit ele 

' ·, · " es caz no mnea de eroare ab · f t v • v avem teorema : ' • so li a maxima a sumei, 

_Teoremi't. El'O:ll'ea absolută maximii a unei eror11or abs I t · sume este egală cu s111u,'l 
o u e nrn::ume ale termenilor sumei. 

1n ceea ce priveşte eroarea relativ" · · - I · * 
suma celor două aproximante x* şi *·I a max11lna a UI x care reprezi1rl ă 
ea este dată de , · · 1 Xz .ie numere or reale X1 şi x2 consid rate 

însă 

şi 

deci 

sau 

adică 

1, A 
'- = -- sau Ix /E = A. 

I :i: I 

E=lx1JE +~E 
I X I 

1 
I X I 2

' 

E - I X1 IE1 + I X2 IE2 
- I + I deoarece x = .1:1 + :r . X1 x2 2 

Această reia tie poate f' . . 1. -
, I genera izata pentru un număr n fiµit de termeni 

şi utilizînd semnul ~ pentru sumă avem 

n 
};A, 

E = _i =__;l::.___ 

I :ix, I 
1~ 1 
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Dacă în exprimarea anterioară a lui E dată pentru două numere pre· 

supunem că avem: 

atunci 

:)i această reia \.ie poate fi generalizată pentru un nu măr n finit de ter­

meni ob\inîndu-sc 
li 

LI X; I 

unde am notat ctt max(E;) cea mai mare dintre erorile relative maxime ale 
:t.crmenilnr, iar cu min(E,) cca mai mică dintre erorile relative maxime ale 

termenilor sumei. 
Ultimc,lc două relaţii dau posibilitatea evidenţierii a două importante 

observaţii cn privire la aprecierea erorii relative a aproximantci unei sume. 
Obseroafia 1. Eroarea relativă m'.lximă a unei snme ele aproximante de 

acdaşi semn este cuprinsă intre cea mai mică şi cea mai mare dintre erorile 

relative maxime ale termenilor sumei. 
f ntr-adc,·ăr, pentru toţi X; de acelaşi semn avem 

„ I ll l L I :r, i = L :r; 
i = 1 i = l 

ş1 deci nll.ima relaţ. ic devine 

min(E 1) E;; E .E;; max(E,). 

Obseniaţi.a 2. Eroarea relativă maximă a ·unei sume algebrice ele apro­
ximantc, vonte depăşi, in general, pe cea mai mare dintre erorile relative 

maxime ale termenilor sumei. 
· lnt.r-adeYăr, peutn1 cazul că nu to\I .'r; au acelaşi semn avem 

şr deci 

incit există i11 gctaer:Jll p()sibilitatca ca E să ele.păşească pe max.((~ 1 ) . 



Exemple: . 

1. Să se calculeze eu şnse cif.re sigure suma 

x = 234,172 -i- 26,573G + 8, 75735. 

Pentru fieearc număr, cele şase cifre sint sigure deci sunrn poale s,1 aibii cel mult şnse 
cifre sigure aşa incit reţinem de la cel mai mare număr toate cifrele, iar la celelalte numere 

aplicăm rC'gula de rotunjire (regula completiirii) aslfcl incit fiecare număr să aibă după virgulă 
atitea zccinmle, cit numărul care arc cele mai pu tine Zl'Cimalc, astfel, 

2:14,172 
:W,574 

8, 757 

269,50:1 

2. S:l se l'alc11!eze <•ro:i rca a!Jsolulii maxinu1 a sumei 

X = 4 597,273 + 872,97:l6 + 0,47\183 

mHlc erorile nbsolntc sint inclicate pcnlru fiecare număr, de ordinul ultimei sale cifre. 
Avem deci erorile absolute ale numerelor date de 

1 . 1 

103 10• 105 

aşa incit eroarea nhsolulil maximii este 

l l • 1 100 + 10 + 1 200 - + - - + - - = . < --
10 ~ 104 10.6 . 105 1()5 

Apliclnd r egula cornplct:lrii, avem, 

4 597,273 
872,!J74 

0,480 
5 -170,727 

2 
şi eroarea absolnL,l este mai micii clccil - . 

10" 

.De remarcat că şi ţn cazul aproximării prin trunchiere (aproximarea 
canonică) eroarea absolutfl a s.umei rămîne mai micfl decît eroarea absoluHt 
maximă. 

La aceeaşi aproximare a Sllmci ajungem şi dacă considerăm la termenii 
su mei o zecimalr1 pes le ord in11 l cifrei la care se face aproximarea, adică în 

loc ca ultima cifră să fie cifra care df1 ernarea absolută - 1
-, luăm ca ultimii 

10" 
l 

cifră zecimală pe aceea care dă eroarea -- , i<tr după efectuarea • sumei 
10'" 1 

aplicăm rezultatului metoda completării . 

Deoarece eroarea absolută maximă a unei su mc aril mctice este egală 
cu suma erorilor absolute maxime ale termenilor, erorile foarte mici ale unor 

termeni pot Ii neglijate. De aceea nu arc sens s{1 păstrăm prea multe cifre 
la termenii cu 'o precizie mai marc. ' 
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Sfi analizăm acum cazul cliferenl;ei a două numer~ reale. Fie xi şi xi 
I · " · ·a r n si a ronl absoluL ale apro-aJJroximantclc numerelor rea e x1 ş1 x2• l L •. 2 • V ·* 

- ·r t · :r „j o aprox1manta a sa . = ximanl.elor. Deoarece d1 ercn „a x ="I - .:? ., . · . . 
1
.,. 

-_ ·-* _ x* sînt Sllme al•rebrice, unei r~ullate obţmu te pcnL1u suma a -

b-1- 1-'<~~1 s 'in.t
2 

ai1ti ·abile şi îi~ cazul' difcren\: i. Lilizînd n t;iunea <I<: •roare a~~ţo-
_, c ·' . ' , , • , ·t · r p ·are O CUlll11<lln lufil nw.Timii a unei drferenfe avem u1măLoa1ea 01emcl , . .. 

fără a o demonstra : 

Tenrcmli. :Eroarea absolută maximă a lll~~i diîm:enţe este egală cn suma 
erorilor a hsolu te maxime a le termenilor d1îerenţe1. 

"LoL clin rcz11ltaL Ic ob\inut.c la su?1a al![ bri~ it- vom rcn~a~:ca . c~:Lin 11<'rca 
a clo11 ă raz uri ca re r zull ă ci in Ob -er1Ja{w 2 . facuta m. a ·c L I"'' ~1g1~ . lt ca 

a ·î n t ckscăz ut ul ş i scă z~1torul. a\ î nd a e_l a ~1 sc m_n , ~ d1r~.'~ ~1t11 ·. 
mărim . a Yalorilor a bsolut. alune i •roa r a r •la ll\'a maxuna a 1 c1cn,c1 se 

determină întocmai ca pentru sumă; . l „! b 1 t 
. lJ) c·'111cl cles .r11:11tul si scăzi'il ornl. avînd acelaşi semn, au va ou ea so ul c 

· " ' - · . · · d r le o eroare re a• foarte apropia le. erori mici al . l.<' t ' me~11lor pot atrage upcl e · 
tivii maximă rn~rt,c m a re a dtf n•n\ci. 

J\.wrnp/e : 

l. Sii se. caleulczc difoi·cn\a 

unde 

Xi = 18,2379 Ş i :t:2 = 18,2374 

sint nulllcrc cu valori :ipropialc. 
t · · 1· c."ifra, miimHor avem Co11sidcri11cl aproxima1itclc ob\inntc prin ro nn]trc a 

:i·; ~~ 18,238, x; = 18,237 

eu erorile absolute 

l11 = 0,0001 şi ll2 = 0,0004. 

Hczull:'i erorile relative ale lcrml'nilor 

nar . 

Dl'uttrcce 

ave1n 

. 0 ,0001 

1s,2:n!J 

şi e·ronrc:t rdali\'ă a difcrcn\.ci 

= 0,000005; c, =~ 
0 0004 

- = 0,00002 . 
18,2374 . 

li 
0 = I x* - x I şi e = 

I :t'I 

" = 0,0005 

c ·= 0 ,00~~ = 1 
0,0005 

'I " .. 

' . 

... . • . 

I t , V llt'f"rcnţci este foarte marc în compara\lc cu crm·ilc relali\'c earc arnlă ci't cronrc'.l re a iva a ' 
ale termenilor. 
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2. Sil se l~alculeze diferenţa 

unde 

, • Xi •~c 23,4 759, x2 = 3,4753 

lilnt numere cu \•aiori absolute cc diferi\ mult Intre ele. 

Considerlnd aproxin1autcle obţinute prin rotunjire Jo cifra 111 iimilor avem 

a·; = 23,476 şi :i·; = 3,475 

cn erol'ile absolu le 

a1 = 0,0001 şi a~ = 0,00031 

rczult:1 

0,0001 = 0,000004 s, i e., = 
23,4759 • 

0,0003 

3,4753 
= O,OOOOR 

dar 

~ : = :\'1 - x2 = 20,0006 şi x* = x; - 1'; = 20,001 

deci 

•I = O,OOO·l, 

de unde 

C = 
0,0004 

= 0,00002 
20,0006 

de unde se vede c-"1 eroar I l" l • • ca fl~ :1 1V• este foarte apropiat.1 de erorile relative ale termenilor. 

~resupunind, deci, că cei doi termeni ai <liferentei avîn<l a l · 
au dderenl · . · t . , • ce as1 semn. 

,<l mare 111 ·re module, ţinindu-se seama de rezullalclc obt··· t· J 
sumă dăm . "l " ·< ,mu .e a 

Ul ma oarea regulă fără demonstraţ.ic : 

IIl.11.1. - Regulei. Pentru calcularea diferent:ei . , 

mante, care aproximează donă numere cu erori ahsolutc 

între două aproxi-
. 1 

max11ne -- şi res-
1011 

t
. 1 

pec 1v -- (n n'l E N) se · r · •t · 
l() lt-L 7" . ' , . IC1lll CI e n ZCClffi"lC de ], ... f1"eca1·e 3)Jl'C)X

0 t"' • " · " · • . 1man ·,,. 

(prin lipsă sau adaos) şi se face difere11r·.a. E l 1- ~ roare:1 a Jsolu U't ma); imă a <Lire~ 

renţei esle de 
1 

10" 

E,-.:emp/e : 

1. Să se .calcnkze dil'cl'elJ!,a 

0,035746 - 0,02379 

~Liind d\ erorile absolute mnximc stnt de _2_ si reJ>pecliv _2_ }{ t · 1 ci . . . to• · ~ · e,111 n dle trei Zl~c 1ma~e· 

la :i'.nbeJc 1111111ere ~Vclll aprox.inumlele cu c>ire efectuăm di;;:.t"u~a- Eroan~a :ibsoltttil lll:L\\'m"· 

<fi d1fel'eu~ci eslc _ • ' <b 

ioa 

0,036 --- 0,024 a-~ 0,012. 

2. Si\ se cakulczc diferenţa 

543,245 - 0,214312 

şliind dl erorile :ibsolule ma:dmc sliit date de -
1
- şi rcspeeliv -

1
- . Heţineni deci cite Ucli 

l<P JO• 
zecimale la fiecai·c şi cn riproximantele respective t!il.ertuă'm dJ)'.trenţa. E11oar~a absolută ma­

l 
ximli a dHeren\ei este 

M:l,245 - 0,214 = 543,031.. 

3. Să se calculeze eroarea relativă a diferenţei 

573,23746 - 573,23742 

ştiind că erorile :ihsolnlc slnt, ln :imbcle numere, mai mici llecit 0,5· _!.._. 
1~ 

Deoarece difercn\a lor este foarte micii, 0,00()04, iar ero~rea alJsoluUi a d'iterenţei fil n'~ 
1 . 

mai mică dctlt 0;5 ·- ·- · , nu putem estima croann relativă a ru11llalului' (tili 5cn-:xţia 2 din act·st 
1()6 . 

paragraf). 

1'11.12. Efectuarea produselor ş• citurilor 
cu aproximante 

Sri C<Jtisideră m llll lnercle rr,ale :l~ 1 şi X2 cu aproximantele xt şi .:t~ in; in<t 
erorile absolute a

1 
şi, respectiv, ct 2. Fie x* = xj·x! o apr6xi1nantrl a lui x '"= 

= x
1

• x2 cu eroare absolută 

avem 

deci 

:?:1":1'2 = :t'!'.l'~ ± :r~·a2 ± xr·aJ ± (J1"U:2· 

Calculind :i:;· x~ - x
1

· :r~ şi trecind la valori absolute avem (t ~= I xj· .:r~ -

- :r1·:t'2 I = I :l: :i·r·a2 :t ::r;·a1 ± a1·a~ I, 
de unde 

a ~ 1 :r~ Ja2 + I :r; Ja 1 + a1a2, 

care arată că eroarea absolută a produsului de doi factori e~te mai mică sait 
cel mult egală cu suma produselor dintre 11n factor Şi eroarea abs0lută a celui-­

lalt mărită cu produsul erorilor absolute ale ceior doi factori. 
lmpărţind relaţ.ia precede1ită cu Ix I = 1 x1 I· I~ l av~m 

a l x~I · a2 I :i·~ I· a.1 <11' a2 
-~ + + . 
I :r I I X1 I·! :r2 l I X.t I· J IB2 I I :f1 I· I :.1:2 I 



"'' , y I xi' I . Ix; I . . .. 
l mmd scama de faptul ca -- s1 -- au valorile foarte apropiate de 
, I X1 I . . I X2 I . 

1 · y d I a 1 a 2 f „ f t · ' ·valoarea , precum ş1 ca pro usu -- · -- 11nd o.ar e nuc, m compara-
. · I :r1 I I X2 l 

'\ie cu smirn lor, poate fi neglijat, se poate scrie între erorile relative' maxime 
reia ţia 

E ~ E 1 + E 2, unde semnul „ ~" înseamnă „aproximativ egal". Utiliz înd 
no(:iunea de eroare relatit1cl maximli a produsuliii în cazul produsului cu apro­
:ximante avem teorema: 

Teoremli. J~ro:uea l'Clatin1 rnaxim:1 a produsului a dom1 a11roximauic 
•cs ie aproximalh' cna1:1 cu suma erorilor rcJati\'C maxime ale aproximantclor. 

Generalizarea acestui rezultat se poate uşor extinde la orice produs cu 
.un număr finit ci• fa c tori şi în a · ·I. caz eroarea relativă maximă a produ­
sului este aproximativ egală cu surqa erorilor relative I:ţ'laximc ale factorilor. 

1n cazul în ar erorile relative pentrn n factori sînt valori apropiate, 
eroarea rclatiyă maximă a produsului va fi aproximativ egală cu de n ori 
cea mai mare dintre erorile relati,·c ale factorilor. Invers, ca să obţinem 
produsul, cu o anumită eroare relativă, a n factori avînd valori apropiate , 
trebuie să luăm factcnii cn erori relative de n ori mai mici dccit eroarea rela­
tivă a produsului. 

Propo::ifie: Produsul arc cu una sau cel mult două cifre sigure mai pn\in 
·decît cel mai mic dinlre numerele de cifre sigure ale tuturor factorilor şi 
inYers. pentru ca produsul să aibă /1 cifre sigure trebuie să luăm toţi factorii 
cu n + 1 sau n + 2 cifre sigure. 

Demonslrafic ~· 

Fie, de exemplu, xr şi :r~ două aproximante Clt ll cifre sigme şi se cere 
să se calculeze numărul ele cifre sigure ale produsului lor. 

Dacă x* = x1· X~, atunci E ~ el + E2, 
adică 

1 1 2 10 1 
--+-- = -- = <--
1on- .1. · · 1011 - 1 1011 -L 5•; 1on-1 1011 - 2 

"deci în cel 1nai nefavdi~abil caz prOdusul va· a\~~ a n ..:....: 2 cifre sigure: ··· 

Exemple: 

1. Să se calc11lcze produ sul 

: . ~ ; 
,"C = 1,2478·0,9735·2,8679 

' . 1 . 
•c u 'o ci•onrc rclativ1'i maximii · de - , ad id cn două zccîmale sigure. 
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Luind mai !tilH factorii cu triale icc'im'aiclc · ~Yc·m : 

. X= 1,2478 X 0,97:!5 X 2,8G79 = 3,48:l733G3io70 

·fa care rc!.i11c111 doae J1l'iuiclc '<i!ouă zecimale aj'>licind rolL11iji1·ea ; deci, 

x• = 3,~8. 

•'' 

.„ 
: I · , 

Considcrlnd numai cilc trei zecimale la ficenrc numilr (ad'ică o zccirnnl:i lu plus fa\ă rl~ 

precizia 1·crull1 pentru produs) aYcm : 

x'' = 1,247 X 0,9,?:l X 2,867 coc 3,478619977, 

undl', n· ţinind numai două zecimale nplicind rotunjirea, avem 

X~ = 3,48 

in cnrc se poale vedea c:l primele dom\ cifre zecimale coincid cir nlc rezultatului corect. 
Considcrind însă numai domi cifre zecimale la fiecare num:'ir avem 

X ~~ 1,24 >' 0,97 >'. 2,86 = :},440008 

din e:wc se vecie c:'i a dona zcdmnHI este crnnatii. 
2. S:l se determine produsul şi eroarea rdnti\•ii maximă a produsului 

X ~- l,475()· 1,2864 

1 1 . I 
s. liiml eă factorii au eroarea relativă mnximt1 de -şi - . vom co11s1< cm 
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,"C '~ 1,47.'.i"l,286 = 1,8968.'.i, 

unde \'om re\ in c nunrni două zcd:nnle după aplicarea rotunjirii' d'eei' 
1 1 

X~ = 1 90 cu cronrcn relalivii rn:1 ~: imă de - · 
. ' ' 10• 

Să cercetăm acnm cazul cîtului de douii numere reale. 

' I 

I 1 - 11 t1n1P1·n., .~·. *1· ~i _„ ·;: aproximanlele lor cu erorile ab.•-· Fie :r1 ~ i :r2, cc c l oua ~ ' · ·• ·1 ~. 

l'* · :r1 eroarea. 1 t ~i a
2

• Notăm cu x* = .:..:!..o aproximanUi. a lui x ; ., - cu 
SO ll C (11 'I .T:,t ;J;

2 

absolută a. 

Av em 

adică 

sau 

a 

~'.!" xi :::I: :rl · a 1 - xt :c:i :l: :i:;a 2 

:r;(xl ± <12) 

I ±x~"a2 ± :t~· a 

I x~(x2 ± a2 ) I 

I' 

Ix{ J·a2 +I :r; J ·a1 = I :i:; t·a2 +Ix~ l·a1, 

I :rt I· I x~ ± a2 I I x~ I · I xz. I 

I :r I 
impăr(ind ul!ima relaţie cu --1-avem 

I x:z. J 

... 



Prin sirnplificmre se obţine 

I xr I. a ~ <::;; _2_ +~!_ 
I Xi I I ;t~ I I X1 I . 

Insă cum 

Ix'' I 1 ....., 1 
I .'t1 I ""' 

. Uz ll2 s1--:::::--
, I X~ I / Xz I ' 

()bţinem 

a2 a J 
e :::::--+-·-

! i:2 I . l X1 I . 
unde considerind erori 1·ctat.1·,,e · 1 ~naxuua e avem 

• y Avîn.d în vedere ultima relaţie obţinută se poate afirma că eroarea rela­
tiva. maxună. a cîtului de două aproximante este aproximat.iv egală cu suma 
erorilor relative maxime ale aproximautelor. 

Propozifie ;· Rezultatul împăr[irii a două aproximante are cu una sau 

c:l mu.lt două cifre sigure mai puţin decit cel mai mic dintre numerele de 
e~frc s.1gure ai~ deîmpărţitului şi împărţitornlui şi invers, pentru ca Ia cit 
sa ohţ.rncm /1 cifre sigure trebuie să lnăm numerele cn n + I sau n + 2 cifre 
sigure. 

Demo11slraf ie : 

Fie aproximantcle .T[ şi :r; avind n cifre sigure. Să se calculczc irnmărul 
<le cifre sigure ale citului lor. 

D - .:r~' :r.j aca = -, atunci E::::: E 1 + E.,,,• 
X~ . 

<'lflică 

1 1 ? --+--= ---= 
1on- 1 I0"-1 1on-1 

10 1 <--, 
5 · 10"- l l on--2 

deci în cazul cel mai nefavorabil c1'tt1l \' a av '> ·r · ca 11 - • c1 re sigure. 

li'.rcmpfr: 

1. Sii se ·cnkuler,c citul 

X= 
1,2~472 

0,25706 

<:11 o ero:wc rotativii max:imă. de -
1
- adică cu două zecimale sigure. 
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Erectulnd mai intli cttul cu numerele nerotunjite avem 

:r; = 1,26472 : 0,25796 = 4,90277„. 

!'elinind numai primt<le două zecimale apliclnd rotunjirea se oh\inc 

.t:" = 4,90. 
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Considcrind aproximantele delmpărţitulni şi lmpărţitprului cu cite 4 zecimnlc vom avea 

x* = 1,2647 : 0,2580 = 4,900, 

mule se vede că avem citul cu primele zecimale acelaşi ca mai înainte. 
Efectulnd împărţirea între două aproximante avincl trei zecimale se obţine 

x* = 1,265: 0,258 = 4,903, 

miele primele două zecimale sînt aceleaşi ca şi !n cazurile ele mai înainte. 
Considcrlncl însil. aproximantele numai cu primele clonă zecimale avem 

x* = 1,2G : 0,25 = 5,04, 

'2cea ce arată că rezultatul este eronat. 
2. Să se calculc7c citul 

X= 
2,43569432 

1,264572973 

cei o eroare relativă a citului de __!__. În acest cnz aproximantcle dclmpărţitului şi tmpărţito-
10 

rnlui nu -\·or avea mai mult de trei zecimule adică o eroare absolult1 ..2... . 
10' 

Deci 

X~ = 2,436 Şi :\'; = 1,265 

1 
F:ezultă: ci tul cu eroarea absolută de - este dat de 

10 . 
x* = 22... = 1,9. 

~r ; 

111.13. Ridicarea la putere a cproximantelor 

Pentru ridicarea la o putere, de exponen:t număr natural n, a aproxi­

rnantci unui număr real x, putem să considerăm că avem produsul cn n fac­

tori egali între ei. 
De aceea, fie x numărul real şi ,-i;* o aproximanUl a sa care are eroarea 

absolută a. Este normal să considerăm pentru xn aproximanta (x*r astfel 

î:ncît aYcm 

x" = (x "' + ar. 
Pen tru a intui rezultatul într-o astfel de operaţie v o m anali:i:a cazurile: 
1. Cîncl exponentul n = 2, avem 

x2 = (x'~ ± a)2 = (x*)2 ± 2x* ·a + 11
2

, 

de unele 

x2 - (x*)2 = ± 2x'-'· a + a2
• 

5 - I\'latematlc ă aplicată în tehnica de calcul ci. a IX-a. - cd. 7 65 



Notind cu ai2 l eroarea absolută a pufrrii ele exponent 2, rezultă 

a< 2> = I x 2 - (x*) 2 I = ; ::'.:: 2x'~ "<l + a2 J, 

şi avînd in vedere că a2 este o cantitate cc poate fi neglijată comparînd-·O 
cu a, avem: 

ac 2> ~ 2 I x* ]11, 

care împărţită cu ! x 12 devine 

aC2l I x* I a 
--.:;; 2· ' 
1.-r1 2 j;i"~· 

l~~tr11d eu eC~J eroa rea relativă a puterii ele exponent 2 .5i avind în vedere 

că -- ~ 1 avem : 
I X I 

Avem deci: 

c<2l ~ 2e unde e = _a_. 
; X I 

Eroarea relatiYă a puterii de exponent 2 este aproximativ egală cu dn-­
blul erorii rcla tive a bazei. 

2. Cîncl exponentul n = 3, a\·eiu 

x3 
= (x* _l_ a)3 = (x*)3 _l_ 3(x*)2a + 3x*a2 ± a3 

sau 

I x3 
- (x':') 3 I = I ±3(x'')2 • a + 3x'~a2 ± a3 1-

Notind cn aC 3J eroarea absolutil a puterii tle exponent 3, rcznltă 

a< 3l ~ 3 I x':' /2a + 31 x* I a2 + as. 

Împ8r\ind cu ! x 13 , se obţine 

a (3) '·' ! x'' .1 2 a I :i.:* rz• 113 
--,::'. J ---.-- '') • „-~ ,o -- .-- + 
I .r /

3 i X 12 I X ! I .• I I X !2 I X 13 

Deoarece reprezi11tă e:·oarea rclati\că, pe care o notăm cu c(3 l şi ţ:inînd' 
i X /

3 

seama de valorile ncinsemnate pe care le au termenii 
a2 

şi 
(l J 

I 12 I X i3 
precum 

X 
. I x* I 

ŞI ele -- ~ 1, avem 
I X I 

c<3 l ~ 3e. 

De unde, rezultă că : 

~roare:i relativă a puterii de exponent 3 este aproximativ egală cu de 
3 on eroarea relativă a bazei. 

Este evident că rela\-iilc au loc şi în cazul erorilor rclati\'e nn:-cimc care 
sînt nişte majoranle a le (ororilor relative. 

6G 

Adică 

E< 2 > ~ 2E şi Ei3 > z 3E. 

Avînd în yedere că puterea ele exponent 11, număr natural, a unui număr 
()[crecare este produsul de n factori egali cu numărul dat, putem extinde 
K'e,gula produsului de n factori la puterea ele exponent 11. 

Deci putem considera 

E<3J ~ E<2J + E ~ 2E + E = 3E, 

E<-l> ~ E(3l + E ~ 3E + E = ilE, 
. . . . . . . . . . . . . . 

ECn> ~ Etn-1> + E ~ (n - l)E + E = nE. 

Pentru aplicaţii în cazul puterilor de exponent 2 sau 3 se pot folosi re­
:zultatefo. obţ.inute la înmulţire şi de aceea nu vom indica alte procedee. 

EXERCIŢII ŞI PROBLEME ( l 

îl. Să se scrie cîte donă aproximante pentru rnuncrclc: 

8 752,9746 ; 0,00075789'15. 

2. Cc fel de aproximanlă este zero pentru numărul real x? 
3. D încln-sc do11[1 numere rn~ionale x1 şi :r2 astfel încît Xi < x2, care 

dintre ele poate fi considera npl'oXimantft pentru celălalt? 
4. Se dă num[1rnl x = 2,7a/J c şi o aproximantil. a sa x* = 2,797. Ce 

cifre pot fi li, b, c pentru ca ,-i;* să fie : 
1°. o a pro xi mantă prin lipsă ; 
2°. o aproximant.ă prin exces. 
5. Să se aproximeze prin rotunjire numerele : 

478,956025; 1,0QL17075; -7834SOO ; -2,653049, 

p~.strlndu-se primele k zecimale şi să se spună tipul aproximării (lipsă sau 
exces) unele k = 1, 2, 3, 4, 5. 

6. Srt se aproximeze pri'n rotunjire numerele: 

754 795,26 ; -465 376,572, 

la cifra a n-a ele la virgulă la stînga pentru n = 1, 2, 3, 4, 5, precidndu-se 
tipul rotunjirii. 

7. Să se facă aproximarea prin trunchiere şi să se precizeze fl'lul aproxi-
m:<._rii pentru numerele : 

0,001754,; 45,275476 ; -175,4827; -0,020763, 

pfi"slrîndn-se k zecimale unde k = 1, 2, 3, L1, 5, G. 
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8. Să se facă aproximarea canonică (trunchiere) a numerelor : 

1 794 536; -97 4-53 894: 6 285 439,7~HI; -14 579 372,4568, 

la cifra a n-a de la virgulă spre stînga pentru 11 = 1, ... , 6 şi să se precizeze 
de fiecare dată ce fel ele aproximante sînt. · 

!). Dacă :r = a,bcd şi aproximanta sa x'~ = ·8,2b care pot fi cifr~le a, 
b, c, d penLru ca : 

1 °. x* să fie o 8proximantă prin lipsă ; 
2°. x* să fie o aproximantă prin exces? 

I O. Se dau numerele x1 = 3a4,5 şi x 2 = : 3ba. Să se :· determine cifrele n 

şi b astfel ca x 1 să fie aproximantă pentru x 2 : 

1 °. prin lipsă ; 
2°. prin exces. 
Poate fi x

2 
o aproximantă pentru x1 prin lipsă sau prin dces? 

11. Se dau numerele x1 = 3,a5 şi x2 = 3,5a. Care sînt cifrele ce pot fi 
puse în locul literei a pentru ca : 

1 °. x1 s{t fie o aproximantă prin lipsă pentru x2 ; 

2°. x2 să fie o aproximantă prin lipsă pentru x1 ? 
-----

12. Se dan numerele x1 = 0,0 .. . Oaabb şi :t2 = 0,0 .. . Oabab . Care este 
________. ~ 

ll dl' zero l\. de zero 
reia ţia între a şi b pentru ca : 

1°. x1 sf1 fie o aproximantă prin lipsă pentru x2 ; 

2°. :r1 sl't fie o aproximan tă prin exces pentru x2 ? 

13. Se dau numerele: 

:r1 = 0,0 .. . Oabc; 

x2 = 0,0 .. . Oacb; 11 

:r3 = 0,0 ... O bac; (Fiecare număr are k zerouri consecutive 

x 1 = 0,0 ... O bea; clupă v irgulft.) 

x6 = 0,0 .. . Ocba. 

Ştiind că x1 este o aproxh1rnntă prin lipsă p E;ntru x2 şi x~ o aproximaut{~ 

prin exces pentru x 5, să se cerceteze ce fel de aproximante formeaz{t fieca re 

număr în parte pentru celelalte? 

H. Ştiind că x1 = 0,5731a este o aproximantă prin rotunjire penl;nr 
x 2 = 0,573lb7 şi că a este un pătrat perfect, să se stabilească ce cifre pot 
fi literele a, b? Folosind configuraţia grafică a punctelor P(a, D) unele a şi l> 
sînt cifrele stabilite mai înainte, să se arate că acestea sînt coliniare. 

15. Viteza luminii în vid es Le c = 299, 776·10 6 m/s. În calcul cs te consi­
derată 300 OOO km/s. Care sînt erorile absolută şi relativă ale apro:ximante i? 
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16; Să se determine aproximantele prin lipsă, l'esp cti~r prin adaos, cu 
o eroare abso'lută mai lhică decît 0~000 1 ale ni1merelor: 

a) 543,054!)65; b) 4,29208759; c) -65,493455; d) 59,7829736; 
ii 

' 
c) 5 792 736,27 ; f) - 0,003. 

li. Să se scrie cel~ două jnegalităţi .fund,amentale în aproximarea nu­
merelor precum şi caracteristica pentru următoarele numere : 

a) 4 753,5736 ; b) 1,756304 ; ' c) .0„5;J39843 ; d) 0,0004869 ; 
e) -18 763,965; f) -7,29463; g) -0,826907; h) -0,00001. 

Ul'. Să se calculeze 

decît-·
1
-. 

aproximanta lu-i /2 şi ft ·cu eroarea abso\ută mai 

mică 
t' ; 2-103 

" li · 

se calculeze ap~o~imanta lui J20 cu eroarea absolută mai mic{1 / 19. Să 

d 
A 1 

ec1t -- .. 
10 3 ' 

I . 

li 

20. Să se calculeze aproximanta lui n cu eroarea ahsolt1tă mai iTiică 

d ' 1 ec1t --. 
2·10 6 , 

. , t V • I . 22 b J t V • 21. Să se calculeze aprox1man a numaru m- cu eroarea a so u a mai 

1 
mică decît -- . 

10 3 

- - '' - i 7 I 

15 
22. Să se calculeze aproximanta numărului - cu eroarea absolută mai 

7 
o v d A 2 mica, ec1t -- . 

113 

: 23. Poate fi aproxirnantă prin lipsă numi'frul n JJentru numărul JiO 
v 1 

cu o eroare absoluta de -- ? 
102 

' 2~. Luînd pentru numerele e şi it respectiv apro'xirnantele e* = 2,71828 

şi n* = 3,14159, ~ă se calculeze erorile lor absolute şi relative. 

25. Distanţa de 37,25 km s-a măsurat cu o precizie de 1 m iar distanţa 

de 78 m s-a măsurat cu o precizie de 1 mm. În ce caz măsurarea a fost mai 

bună? 

2G. Din douft cîntăriri succesive aprcciem că masa unui corp este ele 
2,358 kg, iar eroarea absolută maximă este de 1 mg. Care este eroarea ' rela­

tivă maximă? 

27. 1'1 ăsmînd uughiurile as cu ~itc ale unui rchcr găsim mărimile 29c58' 
şi (-i0c2'. Ştiind dl mărimile adevărate ale unghiurilor sînt 30° şi respectiv G0°, 
să se calculeze eroarea absoluUt maximă şi eroarea relativă maximă în am.­

beie cazuri. 
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28. Să se determine eroarea rclatÎ\'ă maximă pentru aproxim antele 
numi\rului r. care are k cifre sigure (Ic= 1, 2, 3, 4) fi'trii rcJula de comll lctare 
şi cu n'gub de completare folosind tabelul III. l. 

_ 2~). Se dă numărnl c* = 2,718281828 o aproxirnantă a numărului e cu 
1U ci[rl~ sigure. Să se cleLermine erorile absolute m1x:ime şi re!Qtivc maxime 
f:tră n'gula ele complet.arc şi CLL regula de completare. 

:-rn. Se consideră 7 ~ 0,637. Să se calculeze erorile comise. 
1l 

::n. O aprnxim,antă a lui j83 este 0,11. Să se stabilească ce ernri s-au 
comis. 

3!t i\uznttrul U,803 este o apro~i1nan .tă cu 4 cifre signrc a acceleraţiei 
graYitaţionale. Să se determine eroarea relativă maximă a aproximantei. 

:J:t Erna1·ca absolută maximft a aproxim111tci lui J U este de 1 %· Să 
se determine irnmărnl de cifre sigure ale acestei aproxim t ntc. ' 

?""-· ;'Să se delct:mine numărul de cifre sigure ale aproxim1ntei lui Jf 491, 
cons1clerrncl s11cccs1v că eroarea ab3olută maxim:\ c.sl.e D, 1 ; 0,01 ; 0,001 ; 
0,0001 şi 0,00001, folosind tabelul Ill.2. 

::l5. Accelern\ia graYitaţională la noi în \ară (Bucureşti) este [Jr:= 
= 9,805 m/s2

. 1n calcule se utilizează g = 9,8 m/s 2• Care este eroarea? Dar 
în cazul cîncl utilidun g -~ 10 m/s2? Care slnt erorile absolută max,imă şi 
reJati\'ă maxim5. pcntrn ac este dJui:i aproxim.rnl:e ? 

:rn. 9,108 
:'.\fosa electronului în stare de repaus este m, = g. Consicle-

102s 
1 

rlnrlu-se ,în calcule m" = --[!, care este eroarea a]Jroximantei? 
102; „ 

:r . ) , ~ ". 6,623 
• 1. Conslanta lLu I l,rnck e„Le h = -- J·s. Determinaţi ero'rile 

1()31 

absolute, absolute maxime .. rclali\'C ~i relative maxime cînd considerfui1 apro-

,.1· ' l l I - 7 J- · 1 G,6 J ·' ' L1affC C 11 - -- S Sl ;I„ = - ·-- ·s. 
1Q34 ' " 1Q31 

·~1• .,,, I 9 268 .J 
... " va oareµ m:i.gt1etonului Prncopin-Bolu: este fl.n = -- · - . 

10 21 T 
De-

termina\.i erorile: ·ab:;olutc, absolute 

cîncl ca aproximantc 1 consiclerăm :J.n, 

nnxim~, rclalivc şi relative maxime, 
927 J 93 .J . 

- - -·- 'J - --·-s1µ -- 10~ 13 T ';-B, -- 10 2" T ) .Ba~ 

1 .J 
1Q23 'j' 

39. l\Iasa molccularft rclativ~t a acidului, etanoic (CH
3
COOH) este 60,05. 

Determinaţi erorile: absomtă, ab:;olută maximă, relativ[1 şi relativ~\. maximă, 
cînd considerăm drept aproximante GO, 1 şi 60. . ' . 

'10. Determinări expcl'im211~.ale ale greutăţii specifice a apei clisLilate 
(1-1 20) au condus la următoarele rezultate; y 1 = 9 808/14021 N /m3, y 2 = 
= 9 809,7253 N /m 3 ~i y3 = 9 7D2.3'12 N /m3 • In rezoJyarea problemelor de 
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chimie sau fizid, deseori. c:omiclcrrirn grl'ulntra ~pecifid\ a apei -,- = 9 810 
N /rn3 • Să se determine erorile : absolute, ah~olt~tc .maxime? .rch~-.ive_ şi r:lalive 
maxime ale aproxirnantei ';', faţă ele Yalonle rndicale pnn rnasuraton. 

41. :Măsurători ale densităţii mercurului la presiunea de 760 torri r,u 
condus la valorile : p1 = 13 595, 1 kg/ m3 

· şi p~ = 13 545, 7 kg/ m3
• In rezol­

varea unor probleme, considerăm clensitn te~ 1~1ercuru_ln! p_ '= 13. 6~0 kg/_m3
: 

Detcrminali erorile: absolulă, absolută maxima, relativa ş1 relativa 1nax1ma 
a Ic ~ proxi~u\ntci, în accsţ. caz. 

'12. Să se calculeze su ma : 

0,816 + 1,173 + 1,6391+1 ,2928 + 0,7710 -f 1,97b8 + 2,1098 

cu două zecimale <;igme şi apoi să se calculeze ero~re~ ah~olută 1~rnxim~ 
ştiind că pentru fiecare număr eroarea absolută este md1cata de ultima llll 
zecimală. 

~3. Srt se calcnlcze suma 

759,43578 + 0,0072376 + 1,0031429 

cu o eroare ahsoluH1 de -
1
-. Pentru caz11l în care erorile 

104 
relatiYe ale te.r-

1 1 . 
menilor sumei sînt --, -- ŞI 

1()5 106 
respectiv -

1
-, să se calcule.ze eroarea rela­

HF 
tiYă maximă a sumei. 

4{. Dacă suma numerelor 

926,4598 + 1,5737~!83 + 0,02793G 

') 

arc eroarea absolută maximă -~, cit pol- fi erorile ahtiolute ale numerelor? 
103 . 

Dar dacă eroarea reJativă a sumei este 
10

„ earc pot fi erorile relative ale 

termenilor ? 

45. Su se calculeze , 

1 
cu o eroare ele --. 

1()3 

3 4 5 G 7 - + ~ +-:-- + -::- + --;-;--· 4 ~ G 1 o 

l.lG. sr, se calcuiczC' cu exactila!c şi . cu aproximaţie llifc1:enţa 

1„4823 - 0 ,2ll5. 

Care sint erorile· care se produc? 

·~7. Sft se calculeze cu trei cifre ~-igure produsul 

85,279482 · 7,3Gq7~ · 0,24S970<1. 

... 
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?i.IL Un mobil se deplasează cn viteza tle 3'1,15 km/h timp tle 2,45 ore. 
Să se dctermi11c ,eroarea relativă şi numărul de cifre sigure ale aproximantei 
ca re dă spaţiul parcurs d e mobil. 

1~); Intr-o mişcare circulară pe un cerc cu raza i. un mobil se depla­
sează cu o viteză constantă u = 2,71828 în timpul t cht de rădăcina pozitivă 
a ccn:.q.iei x 2 + 4x. - 1 = O .. , Să se calculeze eroarea relativă şi numărul <le 

ci[re sigure ale aproximantei care dă spaţilil parcurs de mobil cînd raza 
cercului, viteza mobilului şi timpul sînt tlate cu trei cifre sigure. 

50. Să se calculeze erorile absolute şi relative ale numărului .• cînd se 
iau nrm[itoarele aproximante 

. I ' 

3; 3,14; 3 --'-~· 
I 7 ' 

51. Să se calculeze volunrnl sferei 

,1 4 o 
= -~Ru 

1 
şliind di R = 0,5 + a cu /a/ :;:; -- . 

lO'J 

3 

355 

113 

5:!. Să se calculeze cu aproximaţie de 
1 numărul 

104 

~+~+ 01_ + 1 
1-.:i l·,:,.;:, l·.:i·::J·7 1.3.5.7.Q 

J 

, , 
,, 

53. Numerele 8G3,d5G2 ~i 0,0725 sînt date cu o eroare absolută maximă 
1 

de -- . Care este eroarerr absolată m1'\.imă a diferent,·elor lor? Dar eroarea 
104 

rclat.ivă maximă? 

5~. Eroarea absolută maximă a diferenţei, 

1 ' este de--. Care pot fl erorile absolute maxime ale termenilor? 
10 3 

55. Sf1 se slabilcascf1 eroarea relativă maximă a produsului 123,4792· 
-53,797 .5 729,37 ştiind că factorii an respectiv erorile relative indicate do 
ultima lor zecimală. 

56. Cîte cifre sigure are produsul: 

0,7G397·1,64283 ·26,37<192, 

ştiind că fiecare diutrc factori are toate cifrele sigure ? 
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57. Să se calculeze cu două cifre sigure produsul: 

0,75059732 ·0,003579472. 0,400297594. 

58. Să se calculeze cu primele două zecimale sigure produsul: 

32,125472·16,255L1G3, 

ţ;tiind că unul din factori are primele trei zecimale sigure. 

59. Să se stabileasd1 eroarea relativă maximă a cîtului, 

15,47983: 3,12142, 

ştiind că erorile relative ale deîmpărţitului şi împărţitorului sint date de 
ultimele lor ·zecimale. 

60. Să se stabilească numărul de cifre sigure ale cîtului, 

69,5793: 23,1821„ 

ştiind că deîmpărţilul şi împărţitorul au fiecare ultima zecimală cifră îndo­
ielnică. 

CJ. Să se calculeze cîtul, 

0,849732 : 0,4235794, 

avînd cel pu ţ in p,rimele două cifre sigure. 

62. Să se calculeze cîtul, 

~6,379 : 28,378, 

,, 

1:J 
I 

cu prima zecimală sigură ştiind că unul d.in factori are cel puţin două zeci-
male . sigure. î 

63. Să · se calculeze : 
li I 

(2'.1, 5679436)2 astfel ca rezultatul să aibă_ prima. 1- cimală s igu\·ă . 
' I .1 

111.14. 

I ' 

111.14.1. Introducere 
., 

Aţi observat desigur că analiza şi rezo!Yarea oricărei probleme se reduc, 
în ultimă instanţă, la o înlănţuire de afirmaţii (propoziţii sau fraze) care ne 
permit să tragem anumite conclm;ii. 

De multe ori credem că am gîndit corect, :că am judecat bine, dar lucrurile 
nu stau aşa. 

• I 



Astfel, pleclnd de la afirmaţia: „oamenii inalţi slnt buni sportivi" mulţ-i 
se gl'ăbcsc sft conchidrt că „oamenii mici de statură nu sînt huni sportivi" 
c !:·ea ce nu este aLle\' ărat. 

Sau din propoziţiile: 
„To\i oamr.nii în vîrstă sînt înţelepţi" 
„Baclea Ilic este înţelept" 

s2L se ckducă „Badea Ilie este în vîrstă", afir.ri1aţie incorectă, deoarece cele 
doufl prnpoziţii nu ne permit să apreciem vîrsla lui Badea Ilie. 

Cn alt tip de greşeală de logică frecventă este negarea incorectă a pro­
pm:i\iilor. 

D~~ exemplu, se obişnuieşte să se nege propoziţia „Ionescu este de.5tept" 
prin „ Ionescu este prost", ceea ce nu este corect clin punct de vedere al logicii, 
cl eoarcee negaţia unei propoziţii de tipul „A este B" este „A nu este B:•, şi 

nu ,./.\ este non-B". 

Şi 111 raţionamentele matematice pot apărea greşeli de logică. Astfel, 
este gl'cşit ca din afirmaţia „dacă un triunghi are 2 unghiuri congruente 
alunei rl este isoscel" să se deducă afirmaţia „ciacă un triunghi are două un­
ghiuri cliforitc atn11ci el nu este isoscel". 

Se pune atu11ci întrebarea: cum putem avea ~ertitudinea că am ra­

ţionat corect, c[t am dedus concluzii adevărate şi că modul în care le-am 
ohţinuL din informaţiile iniţiale este cel corect? 

Rf1spnnsul la această întrebare ni-l dă logica - ştiinfa care descoperă şi 
fonnuleazti legile gindirii corecte. 

Logica s-a dezvoltat încă din anUchitate, fiind fondatft în secolul al 
IV-lea i.e.n. de Aristotel. Apropiată ca spirit atît de filozofie cît şi de mate­
matică, logica a beneficiat de aportul ambelor ştiinţe. lncepînd din seco­
lul al XIX-iea unii matematicieni şi filozofi au încercat să studieze ·logica 
cu metode matematice. Ideea era să se realizeze şi în logică acel salt cali­
tativ reprezentat în matematică de trecerea de la rezolvarea aritmetică la 

' • r 
rezolvarea algebrică. Pentru aceasta propoziţiile au 'fost notate cu simboluril, 
cu ele dcctuîndu-se operaţii respectînd anumite reguli. Ideea calculului logic. 
iniţial formulată de Leibniz2, a fost preluată de A. De l\forgan3 şi G. Boote• 
care au pus bazele algebrei logicii. 

:\.stfcl, logica a devenit mai riguroasă şi mai uşor de aplicat, n'.u numai 
h1 via[a de toate zilele şi în rezolvarea problemelor specifice diferitelor do­
menii ştiinţi[icc, d.ci.r şi în dczyoJtarea unor discipline cu pronunţat caracter 
practic, ca de pildă: programarea calculatoarelor, automatizări bazate pe 
ci.rc11ile cu contacte şi relee sau pe circuite electronice etc. 
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1 Logica' m::it~:11:1lică se nrni uumqtc şi logicii simbolică. 
2 G. \Y. Leibniz (1646-1 i16), malcmaticlan şi filozof german. 
a ;\.ngustus De l\forgan, mritcmatician cnglcl (18')13-1871). 
t George Boolc, matenntici::rn ?i !(Jgi~i:tn irl:rnJa (18l;\-18il I). 

La noi în ţară, o contribuţie deosebită în dezvoltarea logicii matematice 
au avut-o oamenii de ştiinţă Gr. C. ~Ioisil, E. l\Iihăilescu, O. Onicescu, A. Du­
mitriu, M. Tîrnoveanu, şcoala românească de logică fiind cunoscută în în­

treaga lume. 

Ul.14.2. Cakulul propoziţiilor 

Deoarece obiectul logicii este studiul formelor corecte de raponament. 
iar un raţionament constă dintr-o înlănţuire" de judecăţi, în logică intere­
sează modul în care se leagă între ele propoziţiile şi în primul rind, cum 
plecînd de la unele propoziţii (considerate ca „materie primă") putem con­
strui alte propoziţii. Elementele de construcţie se numesc „propoziţii simple" 
(de exemplu: „Mă pasionează calculatoarele", „Studiez informatica"). 

Propoziţiile fon'nate din propoziţii simple, cu ajutorul unor cuvinte de 
legătură, se numesc propoziţii compuse (de pildă: „l\fă pasionează calcula­
toarele şi studiez informatica", „Dacă mă pasionează calculatoarele, atunci 
studiez informatica"; cuvintele de legătură fiind „ şi", „Dacă„. atunci ... "). 
Cu aceleaşi propoziţii simple se pot forma propoziţii compuse cliferilc. 

Partea logicii matematice care studiază legăturile dintre propoziţii, fără 
a ţine seama <le structura internă a propoziţiilor simple, se numeşte logic.a 
propoziţiilor sau calcul propoziţional. 

Urmărind tratarea logicii cu mijloace matematice, vom reprezenta sim-
bolic propoziţiile prin formule care seamănă ca structură cu cele algebrice. 

Vom nota propoziţiile (simple san compuse) cu litere mari ale alfabetului 
latin. De exemplu, notăm propoziţiile simple : „ Citesc o carte interesantă" 
cu P, „La T.V. este un film în premieră" cu Q, „Stau acasft" cu litera R, 
iar propoziţia compusă : „Dacă citesc o carte interesantă sau la T.V. este 
un film în premieră, atunci stau acasă" cu A. Observăm că, ele fapt, for­
mula A este „Dacă P sau Q atunci R". Adevărul sau falsitatea unei propo­
ziţii se numeşte valoarea sa logică (sau valoarea de adevăr) şi se notează cu of_, 

respectiv q. 
Intrucît aceeaşi propoziţie simplă poate fi, după împrejurări, aclcYărată 

sau nu, în logica matematică se face abstracţie de sensul său. Cu alte cuvinte, 
vom presupune că nu ştim care este valoarea sa de adevăr ci doar că aceasta 
poate fi ori of_ ori (/. 

La lecţiile de algebră s-au prezentat principalele operaţii logice, de aceea 
le vom considera cunoscute, ele fiind recapitulate în tabelul III.3*. Cu aju­
torul acestor operaţii se pot construi propoziţii compuse din propoziţii sim­
ple. 

* In tabel figurează pe lingi\. cele cinci opernţii log.ice clcmcntarc şi disjuncţia cxclusiYă, 
datorită frccnntdor aplicaţii în care apare (circuite logice, programare). 
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fi Tabelul III.a 
•, 

I ··' 
. Nepal.ia unei propoziţii P este adeviirată dacă propoziţia p 

este fals~ ŞI este falsă dacă propoziţia p este adevărată. 

Conjuncţia propoziţiilor p şi Q t d 
' ambele propoziţii ' P Şi ' Q stnt adevăr ~ e a cvăr}tă. doarl dacii 
una .din . proP,p~iţiile P şi Q este fals;te ş1 este falsa clnd cel puţin 

. r 

i Disjuncţia propoziţiilor p: şi Q este adevărată dacă cel' u ·· · 
~mnab•~J1e··npprrooppozti~.iilel Pt fşil Q este adevărată şi este falsă nu1~~ipc1:;~ 
„ ~ oz1. u s n · a se. 

I 

r. 

• Disiuncfia exclusiv1·a propoziţjilor P'şi Q este ad, .• " t." -'-'" 
daca una i· 'ţ"'I , < "va.a a numai 

' pro~ozT"l ~ IIl propoz1„11 e .. f' şi Q est1: adevărată şi este, fahă clnd 
. . 1 11 e, 

1
au aceeaşi: valo~re , logică. , J. 

I ' 

I 1.1 

•, ,I 

.. 
!, 

. _Imp/ica,fia propoziţiei Q prin propoziţia p este falsă 'numa· 
' i atuncti,cln,d ~est: adevăr::ită Şi o· este falsă,, la toate celelalte 'cazt1r

1

1' 

ca es c ac cv·u-ata. · ' · • . , I , " 
I I 

•I 

>I I f 

. fa!iivdleiJfq"propoziţÎîiilr P şi' Q cstc ' 'a'dc,'<'irată· atlinc· â ·r p 
.ş1 Q au acecaşt valoare logicii sieste fals:'\ c'nd p ,· o 1

1 
. 1

1
H . cl ircritc. · · ' ·1

1 ~ au va on ofl1ce 

La Tîndul lor propoziţiile compuse se pot lega între ele cu propoziţii 

simple şi se obţin noi pr<_>poziţii. 
În evaluarea unei propoziţii compuse ordinea de efectuare a operaţiilor 

·este: l, (\, V, y, =>, <*. Pentru a indica altă ordine de efectuare a opera­

ţiilor se folosesc paranteze. 
Astfel, formula: P /\ lP V Q este diferită de P (\ l(P V Q). Sau, de exem-

plu, formula : 

P = Q \rl P /\ R ' t --1 

3 

-.l 

este diferită de formula : 
. I . 

(P =>. Q) \I J! /\ R. 
1 

3 

·~ 

Cu aju'torUl tabelelor de adevăr putem determina .-alorile logice ale 
-0ricărei formule compuse, ţinînd seama de toate combina-ţii'le posibil~ de 

yalori logice ale componentelor~ 
I I 

Fie formula : A. · P /\ Q \IP/\ 1 Q. .I I 

Aceasta are drept componente pe P şi Q, legate prin conectorii (\, V, l· 
Ordinea de efectuare a operaţiilor arată că întîi se face negaţia lui Q, apoi 
conjuncţiile P (\ Q şi P /\ l Q, iar la urmă disjuncţia acestor cloi+ă formule. 

Pentru scrierea tabelului co)Jlpletrun întîi coloanele P şi Q (corespun­
:zătoare formulelor simple din ca~e este compusă fo1~1~ula ~1), cu toate com­
binaţiile posibile de valori logise. Fiecare formulă simp,lă ~vînc~,, numai două 
val01:i lqgice posibile şi n fiind ; numărul formulelor sţmp~~, ,care intervin în­
tr-o formulă c0rnpusă, tabelul va avea 2" linii~ deoarec:e cu n clemente care 
pot lua drrnă valori diferite, se pot form1 2" combinaţii de valori distincte. 
Rezultă că tabelul de adevăr al formc1lei A va avea 2 2 

= 4 linii. 

Se completează pe rîntl cite o linie. Fiecare coloană corespunde unei 

propoz.iţii , obţinute printr-una din cele cinci operaţii logice, clin propoziţii 

ale căror valori logice figurează în· coloane precedente. Valoa1'ea logică a 

propoziţiei se"' ~ie'terinina conform tab
1

elltlUi de ade\iăr al oper'aţiei Îll C~lIZă. 
- , . ! ' ' . ' 

r:va'luarea corectr~ a formul elor cu mai multe operaţii logice este deoscJJit 
. · ' . . I 

de .importantă pentru tehnica de calcul. Vom d1 numii cîţeva exemple. 



1 
2 
3 

4 

p Q l Q P/\Q p /\ lQ 

ol d (1 dl. (1 
el ,7 d g ci 
I? el (j: r;: (1 
r;;: 7 d !]= (1 

La calculul liniei 2, el e exemplu, s-a procedat aslfel : 

1' /\ QV P /\ l Q 
~ J i J 

dl /'J~ V dl /\ dl 
'--v--' '--v--' 

(j: V dl 

Tabelul III.@ 

P /\QV P/\ l Q 

cil 
d 
r;: 
r;: 

ExisLă circuite logice, fundamentale în realizarea· echipm11entelor de 
calcul, care realizează funcţia logică ele nega ţie a disjuncţiei (circuite „ NOR ") 
şi funcţia logidt ele negaţie a conjuncţiei (circuite „NAND"). Acestea, la 
rîndul lor, intră în componenţa multor circuite mult mai compJ:exe, cu aju­
torul cfirora se implementează funcţiile echipamentului. 

Sau, printre instrucţiunile maşină ale minicalculatoarelor româneşti se 
numără două instrucţiuni logice BIC şi BIS care evaluează formulele logice 
P = P /\ l Q, respectiv P = P V Q, unde P şi Q reprezintă biţii dintr-o 
zonă de memorie (valorii 1 îi corespunde valoarea logică. o'/;. şi ya.Jorii O -
valoarea logică (j/). De exemplu, cu BIC se pot co,mpara două configuraţii 
binare ele 16 biţi (cuvinte de memorie) şi poziţio1rn pc O biţii cu valoarea 1 
din prima configuraţie, cărora le corespund biţi 1 fa cea de-a cl'oua. ~ 

înainte 

A: 1111111111111111 

n: 0010110011101101 

d11pt1 execuţia instrucţtunii EIC, A, B 

110Hl0'1 tOOOHHH'O 

0016110@111©1101 

De asemenea, în descrierea rezolYării unei prohl'eme·,. poate să fie ne'­
cesar să se exprime condiţii compuse, care de fapt rcpnr:.dnUi. fo:rm.ule 1ogice 
cu mai multe opera ţii logice. 

Ill.14.2.1. Diagrame Elllcr-Venn 

In cazul formulelor cu cel mult trei propO"ziţii simpfo eomponentc este 
uşor să se obţ.ină o reprezentare geometrică pentru vaTom;ea de adevăr a 
formulei respective. 

Să considerăm un dreptunghi, iar în interiorul Iui să deHmiHun o anu­
mită zonă printr-o curbă închisă. Domeniul inchis de curbă Ya Yeprezenta„ 
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f' este fa! sa 

Fig. III.1 Fig . III.2 

' ' ' 
I l ·a, zona exterioară domenin-ipentru o propozjţ ic ~.a recarr P va oarea o, r, l 

foi - valoa r a r] ([1g. III. I ). V • V 

t l .ţ :" l ot· cO mJ nse fi care componenta va fr reprezentata 
ll caZll pr 1 OZI JI ' ' , . "l 'b ·1 1 r 1 . 

· d · p n ru a r 1 rcz nta toate comb111at11 c posr r e cc 'a on 
nuLr-un omc111u. c · • ' ' ; t 't od ·ile po 

fo 6 ice domeniile s al g astfel î itc:!L să se intersecteze m oa e m ni -

.sihilc (fig. Ill.2). , . . , 
Astfel de reprez entări ale operaţiilor logice se numesc diagrame Enler-

Vennl. . v ·c1 
Pentru a de'icric 0 anumită operaţie logică, figuram propoz1,11 c vcom-

ponente şi haşurăm porţiunea în care prop.oziţia compusă rezultata. ~r~ 
,valoarea c;l; porţiunea nehaşurată va reprezenta valoarea Q= a propoz1ţ1e1 
>'(conjuncţia este ilustrată de figurile Ill.3, a şi III.3, b). 

'I 

Fjg, III.3, a Fig. III.3, b 

Jll.14.2.2. Ttwlu/ogii ~i contradicţii r. 

S . st1"e de 'la alcrebră că o formulă care are valoarea logică a, indiferent 
e · ' ' "' ' l" · l f ,de valo~rea logică a componentelor, se numeşte tautologie, sau for:rzu a ic en zc 

.adevărată, sau încă formuW validă. Analog, formulele care au mtotdeauna 
·valoarea logică g se 1rnmesc conlradkţii, sau formule identic false, sau formule 

nerealizabile. 

• 'C' I (1707 1 ~83) ş' J Venn care :i.u introdus ::islfcl 
. 1 Dupft numele m'lte11rnticicn1lor L. L•u cr - 1 1 · " 

.d~ r cprczcntih'i pcntrn rnnl'ţimi şi propoziţii. 
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In tabelui III.5 sînt drltc unele clin cele mai utilizate tautologii. 

T. 1. P /\ Q = p ; 
T. 2. P = P vQ; 
T. 3. P =I'; 
T. 4. P=Q-lQ =>l P; 
T 5.1'/\Q-O/\P·\ .. T: G. p v Q _ Q v p; I (cornntat1wlatea pentru /\ şi v); 

T. 7. PI\ (Q/\ R)-(P/\ Q)/\ R; \ . . .. . . 
T. 8. p v(Q v R) - (P v Q) v R; J (asociatn1tatea pcntrn /\ şi v); 

T. 9. p /\ (Q V R) - (P /\ Q) v(P /\ R); \ (distribnl[Yil ntea V şi/\);. 
T.1(1. P v(Q/\ R)-(P vQ)/\ (P vR); J 
T.11.P/\P-P; 

T.12., P v P =- P; (idcmpotcnţ;1) ; 
T.13. P I\ (P vQ) <=> P; 
T.14. P v (P /\ Q) = P ; (absorbţia) ; 
T.15. l l p..,..p; 

T.1G. P v l P ; (principiul tcr\.iulni cxelns) ; 
T.17. l (P /\ l P); (principiul nccontradicţiei); 

T.18. l(P/\ Q)=l P Vl Q: \ (! -·1 1 · D ' ) 
T.19. l(P vQ)-1 PI\ l Q; f cgie m. c l1Iorgan ;· 

T.20. l (P = Q) = P/\ l Q; T.20'. (P => Q) ..,,,_ l P vQ; 
T.21. (P = Q) /\ (Q ~ R) = (P => R) (tranzitivitatea implieaţici)>: 
T.22. (P =· Q) = (P => Q)i\ (Q = P). 

Tabelul III. 5 

Consnltîncl tabelul se observă că o mare parte din taut0fogii-lc prezentate 
pun în evidenţă proprietăţi ale operaţiilor logice (asocia,tivitatea, conjuncţid 

şi disjuncţiei etc.). 
Tautologiile sînt deosebit de importante, pc ele o. parte în formularea 

unor scheme cly ra \ionamcnt corecte, iar pc de altă parte prin faptul că permit 
exprimarea unbr opcraţ.ii logice prin alte opera ţii logice. Acest u,ltim fapt 
prezintă un interes special pentru tehnica de calcul. Astfel, dacă un limbaj 
de programare nu dispune de operatori pentru toate operaţiile logice, con­
diţiile clin algoritm în care apar operaţiile logice respective pot fi transcrise 
în limbaj ele programare folosind proprietăti de tipul celor exprimate ele 
tautologiile T20 + T22. Astfel, de exemplu, în FORTRAN, o condiţie ele 
tipul A = B cu A şi B variabile logice, se va c0clifica prin .NOT.A.OR.B 
(.AND„ .NOT„ .OR. fiind operatorii FORTRAN '(Den.tru /\, 1 şi V), acest 
limbaj neavîncl un operator logic corespunzător implicaţiei .. Pc ele altă parte„ 
o situaţie similară poate apărea şi la realizarea circuilelor logice (prin com­
binaţii ele . circuite „NOR" şi „NAND" se pot re21:li:za eircuite l'ogiee care să'. 

descrie orice formulă logică). 

' j Observa/ia 1. Sii considerăm formula l (P /\ Q)-= l P vT Q ;· cbd in l(P /\ Q) şi în 

1 P v l Q schimb'ăm pc/\ cu V şi pc v c11 /\ se Ycdc că obţinem cea de-a doua lege a lui D~ 
l\forgan (T.19). Acest lucru nu este înlîmplător, ci exprimă o proprietate a· conjuncţiei şi dis­

juncţi ei numită dualitate. Prin dualn unei formule se înţelege (ormula oll~inută prin schimbarea­
concctorilor /\ şi v cu v, respectiv/\. Duala unei formule are u«daş-i talie] Gfo a(fovăn cm nagaţia 

formulei !n care s-a subsliluit P cu l P şi invers. 
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Astfel, fie de exemplu formula: 

PI\ l P. 

Duala sa eslt': P v l P. 

Pleclnd de la formula iniţială obţinem 

a) negaţia l (P /\ l P) 
b) substituţia P cu l P şi l P cu P ne dă l (l P /\ P), 

ceea ce revine la l (l P) vl P, adică P vl P. Astfel, dacă A. şi I3 sint fommlc compuse con­
struite din formule simple sau negaţii ale formulelor simple, numai cu ajutorul operaţiilor 

A şi v şi dacă A' şi I)' slnt formule obţinute din A şi B prin schimbarea lui/\ cu v şi a lui. 

v cu A, atunci: 

1) clncl\ l A este tautologie şi A.' csle t:rntologic; 
2) dacă A este tautologie şi l A' este tautologic; 
3) clacă A= B cslc tautologic şi A'= B' este tautologic: 
4) dacă A. => B este tautologic şi B' =>"A' este tautologic. 

Observa/ia 2. ln cazul în care o tautologic se exprimă printr-o cchiYalcnţă (ca de pildi\ 

T.19: l (P v Q) = l P /\ l Q) se spuhe că for1hulele legate prin semnul „<=>" stnt logic echiva­
lente (nu aceleaşi valori logice). lntr-o fornmlă compusă, o anumită componentă poate fi inia __ 

cuită ,printr-o formulă logic cchivalcnHI, fără ca valoaren logicii' a formulei compuse si\ se 

modifice. Astfel, 

PI\ Q vl(l R/\ I S)=P/\ Q vR vS in virtutea lui T.t9· şi T.15. 

Ob>crvafia 3. Pentru a constata cil o formulă este identic adevărată nu este totdeauna·. 
necesar să construim tabelul de adevăr (sau diagrama Eu!cr-Vcnn) pentru toate propoziţiile 

simple componente (acest lucru devenind şi foarte complicat pentru formule cu multe com-­
poncntc). Dacă în tabelul de adevăr al unei formule obţinem numai valori .el considerînd 
propoziţii componciltc, an t1capărat simple, putem fi sigmi că foumul:J. cst.c o t:rntologic. 

Fir:, de exemplu, formula (1) P /\ Q => P /\ Q, care' este ele forma (2) 
A = . l cu .-l propoziţia compusă P /\ Q. 

Din tabelul ele adevăr pentru _;t =A (tabelul III.6) 'u:nclc pentru propo- · 
ziţia compusă .t1 am considerat cele două valori log.ice posibile, se vede ci'\. 
A :;. A este o tautologie, deci şi P /\ Q = P /\ Q este o tautologic (acest 
lucru se poate verifica şi pc tabelul III.7, unde am c::i!Culat Îiltîi valorile 

Tabelul III.G Tabelul III. 7 

; l 
I 

_•l = "l p I Q 
I. 

p /\ Q I p /\ Q=>P/\ Q 

C/t 

I 
ol 

(f ci 
' 

I ct el d C t 

e l 'Îl (f el 
r7 el <ii d 
r;: 7 q el 

pentru P /\ Q, adic~l A. şi plecind ele la a:::cstea valorile implicaţiei P /\ Q = · 
= p /\ Q). . 

Să pbscrvăm acum că tabelul de ad~văr pentru A = A şi cel pentru 
P = P (tf(bclul III.8) cu P propoziţie simpli clifcd't rnumai prin notaţii. Astfel 
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';pentru a arăta că A =A este tautologie este suficient să arălăm că P = P 
,es te tatit0!0gic şi apoi să înlocuim pe P cu A. î11 P = P. 

Tabelul lIJ,S Tabdul IIJ.9 

p p = [' p Q lQ P vl Q 

,, 
.ol '/ c·t. ol r-;: CI:. 
ol d r;: 

r;: d 
el el 

r;: d (7 </l 
r;: (j: d el 

Ra\ionind ca în exemplul precedent se poate demonstra următorul re­
zultat : 

Teorema 1 (teorema subslilufiei). Fie A o propoziţie compusă diu IH'O}lO• 

.ziţ1ile simple P 1 , P 2 , .• „ Pn şi B o IHOpoziţie eomims:l obţinută prin inlo­
<'lliren în A a propoziţiilor sim11lc I\, .. „ Pn cu propoziţiile compuse Q1' ... 
. . . . On- Dacă A este tantolouie atunci 5i B este tautologic. 

Această teorcmft este importantă deoarece rermite: 
a) să afirmăm că lis ta de tautologii T.l -T.22 este , .. '.dahilă pentru P 

,Q :~i R fornmlc oarecare ; 
h) să extindem lista de tautologii. 

Trebuie să observăm c[l reciproca teoremei nu este adevărată; dacă A. 
na este tautologic, B poa 'te sau nu să fie o tautologie. Astfel, dac~L .4 este 
fon:rnla P V Q (ştim că disjuncţia nu este o tautologie) şi înlocuim pe Q 
cu l P obţinem B = P Vl P care este o tautologic (principiul ter!:iului 
exclus). Inlocuincl înslt pe Q cu l Q obţinem B = P V l Q, care nu mai este 
tautologie (vezi tabelul III.\J). 

Există şi alte rezultate importante care ne permit să stabilim 6t anu­
mi te formule sînt tautologii. 

Fi·c următoarea : 

Teorema 2. Daeă A, este tautologie şi dacă ,,,1 = B este tautolo!JÎe atunci 
şi n este taulolonie. 

A demonstra aceastft teoremă revine la a cletermi1rn in condiţ.iil-e date 
va!{)rile logice ale lui B (tabelul III.10). 

Ta belul I 1 l. 1 O Tabelul III.11 

- ,1 

I D l .A =.> JJ 

-
[' 

I Q I p => Q 

d ? el el dl. d 
d ? el .t c., (j: 17 
ol ? ci 7 el d 
ol ? ci 7 I f- el 

I 
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Din tabelul de aclcvftr al implicaţiei (tabelul III.11) se vede că P => (? 
are valoarea ol pcnLru p = d numai dacă şi Q este dl.· Substituind pc A 
lui p şi pc n lui Q, ajungem la concluzia cii B est: ta~t:ologie . 

Să utilidtm această teoremă şi teorema subst1tuţ1e1 pentru a ar ilta că 

p V l p V Q este o tautologie, fără a construi tabelul de adevăr. . 
într-adevăr să înlocuim în P => P V Q (T.2) pe P cu P V l P ; ohţmem 

p V l p => p V l p V Q. Aceasta este o tautologie, conform teoremei substi­

tutiei. Pe ele altă parte, deoarece p V l P este o tautologie, din teorema 2 

re~nltă că şi P V l P V Q este o tautologie c.c.t.d. 

III.14.2.3. Rafionamenl 

Pentru rezolYarea unei probleme, formulăm mai multe propoziţii care 

exprimă judecăţi legate între ele. 
Să urmărim următoarele propoziţii : 
„Dacă plouă, Andrei îşi ia umbrela". 

„Plouă". 

„ Aşadar, Andrei îşi ia umbrela". ,, 
Observăm că ultima propoziţie apare ca o urmare a celorlalte clot:~ ;: 

prima pl'O]JOZÎ 'ţ i c ne spune ce face Andrei dac~ ~louă; a d~11~ prop~z1ţ1~· 
· ~ l>lou;t" · a ·u m stim cc face Andr 1 ş1 anume „î. 1 ia 111n.b1ela · prec1zcaza : „ ' , · " . 
o inlănţ.ui re de judecăţi (propozi\ii) în car p i c~u-~ nu~rn1 d~ la anu:--

rnite cun oştinţe _consemnate într-un număr de pro?oz1ţ11 num 1t. 1:1 mise .-:, 
se ajunge la 0 cunoştinţă nouă -- exprimată pnntr-o propoz1ţ1c nunuta. 

concluzie - se numeşte rafionament. . 
Astfel, înlănţuirea de judecăţi din exemplul_ ~1:e:cclent est_: ~m raţ~~-­

ii"a-mcnt, avînd drept premise : „Dacă plouă, Andrei 1ş1 ia umbrela ş1 „Ploua , , 

iar clrcp t concluzie „ Aşadar Andrei îşi ia umbrela". . . _ . 
u Ll ra ţ.ionamcnt este corect dacă şi numai dacă concluzia dcrn·a dm 1 

premise. . 
Ra\ionamentul din exemplu! anterior este corect, la fel ş1 raţionamentul: . 

Premise : „x + !I = 10" 
„ X = 3" 

Concluzk: „y = 7". 
Nu trebuie confundatr1 corectitudinea unui raţ,ionament cu ade,' ărul 

concluziei. Astfel, raţiouamentul: 
Premise: „Toţi copacii slnt păsări" 

„Toate păsările pot înota" 

Concluzie: ,, Toţi copacii pot înota•• 
· t f I " ,~ tir'"' înd din premise false. este corect, dar concluzia cs ,e :t ~n, ,~ec 5 
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Raţionamentul : 

Premise: „Toate p[tsările cîntă"; 
„Toate rîndunclele cîntă". 

Concluzie: „Toate rînclunelele dnt păsări", 
este incorect, deşi concluzia este aclevăratft. Raţionamentul este incorect 
deoarece concluzia nu derivă clin premise. 

Să considerăm acum ca premise ale unui raţionament propoziţiile: 
„Dacă măsura ~ A = măsura ~ B, triunghiul ABC este isoscel" 
„Dreptele D 1 şi D 2 sînt paralele". 

Din aceste donă propoziţ.ii nu putem desprinde nici o concluzie, deci nu 
orice propoziţii considerate drept premise ne conduc la o concluzie. 

Aşadar logica, avînd menirea să descopere şi să formuleze legile gîndirii 
corecte, adică formele corecte de raţionament, trebuie să, răspundă la ur­
mătoarea întrebare : 

Avîncl o mulţime de propoziţii adevărate, considerate drept premise 
cum putem ajunge la concluzii şi care sînt acestea'"! 

' 
III.14.2.4. Tipuri de rafionamenle 

Pe haza proprietă\ilor operaţiilor logice se pot construi raţionamente 
corecte. Acestea constituie „modele" de raţ.ionament valabile în orice teorie 
în care despre o anumită propoziţie putem spune că este fie adevărată, fie 
falsă, clar nu ambele, adică în ori~e domeniu în cai·e este valabil principiul 
biYalen tei. · 

, I 

Dppă cum s-a mai precizat, în cele ce urmează, se va vedea că diferitele 
tipuri ele raţionamente YalaJJile se bazează pe tautologii. 

'I 

I· 
III.1,1.2.4.1. Rajionwnent prin modus ponens 

" ' 

Cel mai simplu tip de ~·aţ~on~men't şi, în acelaşi ti.1)1p, 'element~! pe care 
se fundamentează toate tipurile ele raţionamente est~ m;1~ătorul: „clacă P 
ş"i. în acelaşi tim~ , P = Q, atunc,i Q". Obse1:~ăm pă acest ~od ele gîndire ne 
este firesc, deoarece sîntem obişnuiţi cu el atît din matematică, cît şi clin 
Yiaţa de, toate zilele. De asemenea, să ne amintim că pentru a demonstra 
teorema 2 am arătat că dacă Peste adeYărată şi P = Q este ackYărată, atunci 
Q este adevărată. 

Un astfel de raţionam'2nt se numeşte moclus ponens, ckci, clacă p şi 
P = Q slnt prqpoziţii adevi'1ratc at1p1ci şi Q este adeYărată. 

P şi P = Q sînt premisei::' raţio1ia111e{1ti1Iui, i~r Q concluzia. Acest lucru 
se scrie: 
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p 

P=Q 
' ( . 

Astfel, de exemplu, considerînd ad~vărate propoziţiile: 
„Dacă mă ·scol devreme, nu întirzii la şcoală" 

: li 

„ :\Ht scol devreme" 
r,rin modus ponens rezultă că este adevărată şi propoziţia: 

„I\u întîrzii la şcoală". 

Sau, considerînd adevărate propoziţiile: 
„;c = '2!J" ~i „x = 2y = x este divizibil cu 2", atunci este adevărată şi pro­
pozi(ia „x este divizibil cu 2". 

Vom cla în continuare exemple şi de alte tipuri de raţionamente: 

III.14.2.4.2. Rafionament prin contrapoziţie (modus follens) 

Dacă propoziţiile P => Q şi 1 Q sint adevărate, atunci este adevărată 
şi propoziţia l P; adică: 

p => Q 
1 Q 
1 P. 

I l 

intr-adcvfii-, ~onform T.20', P = Q este logic echiv:.dentă cu l P V Q, 
cleci rez ultă că dacă P = Q este adevăr'ată atunci şi l P V (!este adc\~ărată; 
l Q fiind aclevftrată, Q este falsă . Deci pentru ca dlsjtincţia l P V Q să fie 
aclcvf1ratfa trebuie ca l P să fi e ad evărată (rezultă clin tabelul de adevăr al 

·disjuncţiei). 

Fie, de exemplu, P = Q teore ma de geometrie : 
„Dacă un triunghi ABC este isoscel, atunci triunghiul ABC are două un­

ghiuri congruente". Atunci l Q este propoziţia: „Triunghiul ABC nu are 
<fouă unghiuri congruente" pe care o considerăm adev[trntă. Putem afirma 
imediat că l P este adevărată, adică: „triunghiul 1lBC nu es te isoscel". 

UI.11.2.4.3. Rafirmament prin reducere la absurd 

Fie A. o formulă despre c'lre vrem s[1 arătăm. c[, es te ade\' ărată. Pentru 
aceasta vom presupune cfi A.. este fa!Să', 'deci cil ele fapt este adevărată. for-

• I ' ' /. ' I ' 

mula .l A. , 
Porniricl de la ac12a3tă presupunere deducem o anumiHt propoziţie l B, 

ca:.·e este în contradicţie cu un adevăr B cunoscut (B es.te Îf1totcleauna acle­

văratft în teoria considerntă), ceea cc este absurd: Hcz111tă ca l .. A este falsă, 

deci ci este adevărată. 
Forntalizat, · acest tip 'i:l~ l'aţioname1lt se scrie: 

l A.~ B 
lA ~ l B 

.ti - . 
şi poartă numele de raţioname1iţ pri11 reducere la absui:cl. 
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Acesta este un raţionament corect. Într-adev{tr, B fiind adevărată şi 
1 A = B este adevărată. Dar şi l A = 1 B este adevărată. Aceste două im­
plicaţii sînt însă simultan adev[1rate numai atunci cînd 1 A este falsă, dup.ă 
cum rezultă din tabelele de adevăr corespunzătoare (tabelele II 1.12 şi II 1.13 )~ 
adică numai atunci cînd A este adevărată. 

Tabelul III.12 Tabelul III. J.'J. 

A I l .i I ]] I l..l=B A. l 1"1 l B I lB )1 A.=;> -i E 

ci q ci ci d q d n: 
d ci 

d ljf ;if d cil q q ol I d q d ci ci q ol ci q r;: q c/I. r;: q ry: ol q d ct 

Observăm că la acelaşi rezultat se putea ajunge folosind raţionamentul 
prin mod ns tollens. 

Într-adevăr, 1 A = 1 B este adevărată şi B este adevărată. Dar B <=> llB 
~form T.15). Luînd drept P pe 1 .11 şi drept Q pe 1 B, rezultă imediat 
prin modus tollens 11 A ade\'ărată, deci A adevărată. 

Raţionamentul prin reducere Ia absurd este foarte des întîlnit în geo~ 
metrie. 

Exemplu: 

Sli dernonslriim prin rcd11ccrc la absurd m·mătoana teoremă din geometria cuclicli~nii 
plană. 

A : ,,Două drepte distincte D 1 şi Dz, pamlele cu a treia D,, slut paralele Intre ele'" !om 

A: „D1 li D 3 /\ D 2 li D, => D 1 li D2 ". 

Dt·ci A este de forma P /\ Q => R. 
Dar P /\ Q => R-= l (P /\ Q) v R şi deci 

l (P /\ Q => l?) -1 (l (l' /\ Q) v l?) şi apliclnd una din legile lui De )forgan obtin<.'m :· 
l .4.-= l l (PA Q)'A l n adică 

PI\ Q/\ l R san D1 li D,A D 2 li D,t, D
1

.!l' D
0

• 

Hczultă că dad l ~1 este nclev:iratii, ntunci şi D 1 J.l D2 este adevărată. Dar dacă D
1 

.jf D
2

• 

atunci ele se intcrscctcazi\ lnlr-un punct O. Dar D 1 li D3 şi D, li D
3 

sint aclcvăratc, deci pune­

tul O 1111 aparţine lui 1J3 şi dc{;j printr-un rrnnct extcrio-r unei drepte D
3 

trec două drepte pa­
ralele cu nceasla. 

Dar axiomn p-arnlclclor afirm~'\ B: ,.Pi·intr-nn punct exterior unei drepte se poate .clt:.ce 
o singură paralel<t la dreapt.1 dată". Am njuns astrei la o cont1"adleţie: din l A am dedus l B, 

iar B este adcvărulii. A::;nd:ir, presupunerea l .A este falsă : prin nrrn:ire .A este clemonstrnlii •. 

O :llUl schcrnt"i posibni\ pcnt1·u i·nţionamcntul prin rech1ce1·e fa absurd este următn.'U·aa : 

Dacă B este mlcvilrată şi l A ~ l B este adcvăraHI, din tabelul de adevăr al implic::tii6 
rczult:'l că l A cslt fahă (dc~1·cce l B est~ fals:\), deci A ute :.ide"ărată.. 
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III.14.2. J.4. Rafionamrnt prin adjm:cfiune 

P Ş .I (J s'Int adevrtrate, atunci este adevărată şi con-Dacă propoziţiile ~ 

juncţia lo r Pf\Q: 
p 
Q 

PI\ Q. 

· t este corect, rezultă imediat <lin definiţia Faptul că acest raţ10namen 

conjuncţiei. . . . . 
0

• • " • n 'I' · 
Fie de exemplu, p: „Tnungluul A.BC este d1eptun,,l11c ŞI ..., : „ n-

' " p, lt" P (\ Q aclcvăra tă : unffhiul ABC este isoscel", ambele adevăra.;e. ,ezu ·a 
„T;iunghiul ABC este dreptunghic ş1 i:rnscel". 

- J> 1· / folosind tramitiuilalea implicafiei III.1 ,t2.t!.:J. ,a,wnumen 1• 

I 

· • •ţ"l p Q şi Q = R sînt adcvftral:c atund şi propo-Daca propoz1 11 e = 
ziţia P = R este adevărată, adică : 

P=Q 
Q=R 
p = R. 

Acest tip de raţiouarnent este corect, conforr~ T.2: ((P = Q) /\ (Q = R) 
este adevărată conform raţionamentului prin adjuncţrnnc)'. • 

. . D • c (). tu11c1" Q( n B =Q(" SI o= R: „Daca Fie p = Q propoziţia: „ aca a. r- a • . · . " . . * 
-- - t . CBC C"" amhele adevărate în teoria mulţ1m1lor . ~ n ~ = Cl, a UllCl • :X , ' . • D • c B 

Rezultă că este adevărată propoziţia p => R, adrca : " aca a. ' ; , 

atunci C~ C Cix.". ! 

II 1.14.2.4.6. Trecere fi de la echivalenţă la implicaţie 

• t · ' t adevărate şi propo­D acă propoziţia p ~ Q este adevărata, a unei sm 

ziţiile P = Q şi Q = P: 

P~Q 

P=Q 
şi 

P~Q 

Q=P. 

Se ştie că p ~ Q este adevărată numai dacă p şi Q .a~ ~ce~eaşi. val.01:i logice_; 
<lăf "dacă p şi Q au aceleaşi valori logice, din defm1ţ1a 11nphcaţ.1c1 rezulta 

că şi p = Q şi Q = P sînt adevărate. . • . . . 
. Q . ·ţ· C B dacă si numai daca ortcc element dm oc Fie p ~ pl0poz1 ia "°' ! ~ . . •. ~ C B 
· I t l l · r:t" Atunci slnt adevărate ş1 afirmaţule „daca oc , 

este ş1 e emen a u1 r- • . . " . w •• clement 
atunci orice clement din °' este ş1 element al lui ~ ş1 „daca once 

din°' este şi element al lui ~atunci 01. C ~"· 

* Notil.m multim'ile cu lit~<·e niici ~Ic a!fa!nl!1!ui grec (;; • ~' · · „ C.l, • • .). 
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III.14.2.4. 7. Tr ecerea de la două implicajii reciproce la ecliivalenfă 

Dacă propoziţ.iilc P = Q ş i Q = P sînt adevărate atunci şi P <=> Q este 
adevărată: 

P=Q 
Q=P 
p <=> Q. 

_ ~a\ionamentul :ste ccrcct conform T.22 ((P = Q)J\ (Q = P) csle ade­
varata conform raţ1011amentului prin adjuncţiune). 

De exemplu, fie propozi \.iile adevărate din teoria multimilor · 

_P=Q_: „~LJ~=Cl.=~C. a" şi Q=P: „~Coc=~U~ - ~CI.,", re-
zulta adevarata pro1rnzitia p <=> Q . et. U Q _ (.> C " ' , .„. j.>-Cl.<=>1" CI.. 

1n exemplele anterioare am utilizat diverse tipuri de rationamente în 
efe~tu~r.e~ unor demonstra ţ.ii simple. Pentru demonstrarea ~nor teoreme 
~ai dif1c_1le . se recurge Ia înlănţuirea mai multor raţionamente de acelasi 
hp sau diferite. Avantajul utilizării diferitelor scheme de raţionament const,ă 
în scur-~a~e: demons.traţiei, înlocuind mai multe afirmaţii printr-o concluzie 
îndreptaţ1ta de raţ10namentul considerat. 

Î.NTHER\RI ŞI EXERCIŢII 

l. Ce este logica ? 

2. Care din următoarele formulări sîrit propoziţii în sensul celor ex-
primate la pagina 75 ? 

a) Toţi oamenii sînt muncitori. 
b) Ionescu este elev în clasa a X-a. 

c) Cînd pisica nu-i acasă; joacă şoarecii pe masă. 
d) Această navă este rapidă. 
e) Ce vînt te aduce? 
f) Pătratul es te romb. 
g) Triunghiul arc patru laturi ? 
h) 5 > 3. 

i) Dacă nu vin, înseamnă că nu întîrziati. 
3. Care din nrm_ătoarele p1~opozi1,ii sîn_t ~in1ple · • t 

indica ţi propoziţiile componente. 
ş1 care s m compuse_; 

a) Astăzi nu merg la_ teatru. 

b) Dacă ABC este un trim~ghi dreptirnghiC, atunci pătratul ipotenuzei 
este egal cu suma pătratelor catetelor. 

c) Ninge. 

el) Nu ştiu să înot, deci mă . pot îneca. 

e) Ştiu logică, clar -nu pot să demonstrez această teoremă. 
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'1. Să se scrie simbolic propoziţ.iile compuse de la exerciţiul 3. Să se 
construiască tabelul de adevăr pentru propoziţia e. 

5. Să se construiască tabelele de adevăr şi diagramele Eulcr-Venri ale 
următo arelor formule: 

a) l (P /\ Q) = (P = Q). 
h) l (P ~ Q) /\ P. 
c) (P = l Q) /\ P = Q. 
G. S~t se verifice că următoarele formule (pagina 80) sînt identic ade­

vărate : 
a) T.4, T.11, T.12 - cu ajutorul tabelelor de adevăr; 
h) T.13, T.14 - cu ajutorul diagramelor Euler-Vcnn. 
7. Să se arate că relaţia „este logic echiv alent" este o relaţie ele cchi­

valen ţ ă în mulţimea propoziţii lor. 
3. Să se arate că dacă P <=> Q atunci şi l P <=> l Q şi P /\ R ~ Q 1\ R 

şi P V R <=> Q V R. 

!). Să se exprime disjuncţia prin negaţie şi conjuncţie . 

10. Să se exprime conjuncţia prin negaţie şi disjuncţie. 

11. Să se exprime implicaţia prin negaţie şi coi1juncţic. 

12. Să se exprime conjuncţia prin negaţie şi implic aţie. 

l!l. Să se exprime disjuncţia prin negaţie şi implicaţie. 

U. Să se arate, fără a folosi tabele ele adeYăr, că următoarele formule 

:SJnt tautologii : 
a) (,'1 ~ B) <=> (il/\ B) V(l A~ l B); 
b) l(A ~ B) <=>(,elf\ l B) V(l i1 /\ B); 

c) 11(1 A V l B) <=? l(ll _el/\ 11 B). 
15. Să se arate că oricare ar fi formula A, ca este echivalentă . logic cu 

o formulă R în care negaţia l nu se aplică decît propoziţiilor simple. 

16. Să se scrie simbolic următorul raţionament : 

Dacă m şi n sînt numere pare, atunci m 2 + n 2 este par. 

Dar 2a şi 2b sînt pare. 

Deci 4a2 + 4b 2 este par. 

li. Să se demonstreze prin rccllicere la absurd teorema „Dacă a· b =O 

atunci a =O sau b = 0". 

13. Să se scrie simbolic următorul enunţ: 

„Se ştie că dacă una din cele trei persoane care discută spune ceva ade­
vărat, atunci toate celelalte afirmaţ.ii ale sale vor fi adevărate, iar dacă spune 
ceva fals, tot cc va spune este fals. Prima pcrsoanft face o afirmaţie, pe care 
nu o ştim. Apoi cea de a doua decl ară: „A spus că a spus adevărul" şi )::>e 
fapt, a spus adevărul". Cea d e a trci;:t pers oană spune: „Nu, cel care a vorbit 

prinrnl a rninţ.it". 

Se poate dedL1ce care p ersoan e an spus adeYărul? 
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rn. Daţi exemple ele raţ.ionamu1k prin (r('C(;l'C ele la echi,.'akn l,ii J;t 
implicaţie, folosite în rezolvarea problemelor de geometrie. 

20. Să se arate că următoarele formule sint tautologii : 
a) (P V Q) ~ ((P /\ Q) V (P /\ -l Q) V (1 P /\ Q). 
b) P ~ (P V(Q/\ 1 Q)). 
c) P <=> (P V (P /\ Q)). 
d) ((P /\ Q) ~ (P V Q) /\ (P V l Q) /\ (l P V Q)). 
Să se scrie dualele formulelor h) şi c). 

111.14.3. Calculul predicatelor 

III.14 .3.1. Calculul predicatelor ca de:zuoltare a calclll11lzzi propozifiilar 

Pentru început, să ne amintim citcva clemente ele teoria mulţimilor. 

Se ştie că putem reprezenta o mulţime în don[t feluri. un ÎJl'im procedeu 
constă în enumerarea elementelor din care este alcătuită mulţ.imea : se poate 
vorbi de „mulţimea elevilor: -Ionescu Ion, Georgescu Dan, Popescu Dinu"~ 
sau de „mulţimea . numerelor: -5, -4, -3, -2, -1, O, 1, 2, 3, 4, 5". 
Acest lucru se seric de obicei punînd elementele între acolade: 

A = {Ionescu Ion, Georgescu Dan, Popescu Dinu} 

B = { -5, -4, -3, -2, - 1, O, 1, 2, 3, 4, <)}. 

Procedeul devine incomod clacă numărul elementelor esle foarte mare 
şi este de neutilizat, în cazul mulţimilor infinite. 

Există şi un alt mod ele a defini o mul\ime şi anume prin specificarea 
unei proprietăţi pe care o au toate clementele din mulţimea cons_idrh:ttă ; 
astfel se poate vorbi ele „mul ţi mea tuturor premianţilor din clasa a IX-a" 
sau ele „mulţimea tuturor numerelor întregi x care verifică inegalităţile 

-5 :( x :( 5" (este chiar mulţimea B precizată anterior); sau ele „wul­
ţimea cărţilor dintr-o bibliotecă". În acest mod, şi numai aşa, se pot :def id, 
şi mulţimi cu un număr infinit de elemente, de pildă: „mulţimea numerelor 
întregi", sau „mulţimea numerelor întregi pare", sau „mulţimea cercurilor 
cu aria 4". 

Observăm că acest procedeu stabileşte o legătură între mulţimi şi pro­
prietăţ.i din logica matematică: se precizează o anumită mulţime ue obiecte 
(muJ\.imea elevilor dintr-o anumiUt clasă san mulţimea numerelor întregi, 
de exemplu) şi apoi se enunţă o propoziţie care este adevărată pentru toate 
elementele mulţimii considerate şi numai pentru acestea de exemplu, „este 
un ele\' foarte hun" sau „arc aptitudini sportiYe" etc. Mulţimea a a tuturor 
elementelor clin mulţimea totală -; (-;poate fi, de exemplu, mulţimea elevilor 
sau mulţimea numerelor) care au proprietatea enunţată printr-o propoziţie :11 
se numeşte mulţimea de adeYăr a propozipei A. 
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Fie de exemplu -r mulţimea numerelor întregi, iar CI. mulţ.imca numerelor 
fotrcgi pare. Acest lucru se poate scrie: 

!'I. = {x Ix este număr par}. 

Sau dacă ~ este mulţimea numerelor întregi cuprinse în intervalul în­

chis [ - 5, Gj: 

~ = {x I -5 ::::; x :( 5}. 

Sau dad y este mulţimea perechilor ordonate de numere întregi nc­

neaalive a căror sumă este 25, deducem: 
::::> 

·r = {(x, y) Ix+ y = 25, x ;_:;, O, y > O, x, y întregi}. 

Referitor la propoziţiile „x este numftt' par", „ -5 :( x :( 5", „x +V = 

= 25", se impun două o}Jservaţ.ii: . • . 
a) subiectul propoziţiei (despre cine se afirm{t că are .o anu1~1ta proprie­

tate) nu este specificat (x sau x şi y); se prccizcaz[l numai propr:etate~. Pro"' 
prietatca nu se modifică, indiferent de elementul cn care se rnlocmeşte x 

sau IJ ; • 
iJ) subiectul nefiind precizat, nu pntcm atribui valoarea de adevar sa~ 

fals unei astfel de propoziţii; propoziţia devine însă adevărată sau falsa 

in momentul precizării subiectului. • • 
De pildrt, pentru x = 2, propozi\ifl „x :ste număr p~r" ~stc adevarata. 

dar este falsă pentru x = 3 ; „x + y = 2J" este adevarata pentru x = 7 

şi IJ = 18 şi este falsă pentrn x = 1 ~i y = 2. , „ 

· Se ştie, de la algebră, că astfel de propoziţii se numcs~ prcdicale'"·. . 
Un predicat este o afirmaţie relativă la una sau mai. m~iltc vanab1~e 

-care are proprietatea că pentru valori specificate ale vanab1lclor este fie 

adeYărată, fie falsă. 
Astfel, predicatele pot fi unare, hinare, ternare etc,, după cum depind 

de una, clonă sau mai multe variabile. . . 
Vom no ta un predicat cu P(.î:), Q(x), R(x) etc. sa n P(:r, y, · · ·) '.ar prm 

P(a), P(3), P(l, 2, ... ) propoziţia obţinută prin specificarea valorilor va-

riabilelor. d 
Un predicat este definit în momentul în care se precizează mulţime~ 

elementelor în care variabilele iau valori (mul\imea totală -r, sau mulţimea 

de referinţă). 

~1u1ţimca de adevăr a unui predicat este mul\imea elementelor care au 

proprietatea P. 

* Spl'c rl e o ·;~hi1·c d~ s~n;;u! atrilrni t prdic,_1tult1i î11 gr'.1111'.ltică, ln logicC1, el c~primlnd 
· l • ',\ stili·,·„,,tLilu,', ,,,., c1t ·1·J1•1'11 (h !le 1111'.!ă [ll'cllicatul grnmatical şi comple-o c-1.•1un1il:i'i propl'lc a~e ...,_ - ..__, 

m"2:·it'.!, all'ibnl c ct>:. 
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Altfel spus, m:icărei mulţimi de elemente -:- şi oricărui predicat P(x) le 
corespunde o mulţime 0 ale cărei elemente · t . t l · . . ~ sm exac e ementele dm -; pen-
tru cm~ P(x~ este a~evarat. 0 este mulţ.imea de adevăr a predicatului. 

. Afrrmaţ~af. an~e~·10ară constituie o axiomă din teoria multimilor şi anume 
axwma spec1 1caţ1e1. ' · 

Axioma S}Jecifica 1,iei deten111"na~ })e f'Tl ·• 1 · ·v m moc unic. Se oh1"ş11l11"e.~te 
se scrie : ·1 su 

0= {x Ix E -; /\ P(x)} 

sau cînd mulţimea de re ferinţă 7 este evid entă : 

0= {x I P(x)}. 

Exemple: 

Fie '!' mulţimea nmnerdor h1trcgi: 

1) Predicatul „-5 ~ x ~ 5" este mrnr s' arc Emlţimca I 1 - f -
-1, O, 1, 2, 3, 4, 5}. , "'., c c nc,cvar l-o, -4·, -3, - 2, 

2) Predicatul x2 - 4 - O" t „. · - , cs e unar: dcmeniul c~lc { ~2 21 
3) Predicatul „4x2 + 5x + 1 =O" t · ' ,. 

rădiicină -114 nu este numiir lntl'e" d .cs e una;'. nrnl\1rnca ele aclcY:'ir fiind {-1} (a dou a 

4) 
· p . ~. cci nu apar,mc mulţimii de r eferintă) 

red1catul „:r2 + 1 =O" st . el' t · · 
viciă 0. e epic ica unar, muJj.irnca sa ele adcYăr fiind mulţimea 

5) Fie acum '!' mulţimea perechilor ordonate J „ . . 
„1: +!I= 4 " este hinar: mu]\imca de adcY:'lr ' . c,e, •;lllln crc în1rcgi ncncgntivc: prerlicaluJ· 
(O, 4)}. . ' • a lJJcc.iu1tu 111 csle {(1 , 3), (2, 2), (3, 1), (4, O),. 

6) Prcdicnlul „x = 11 + z" este ternar . m Il ' -
cnumcrnrc, fiind infinită' (de excm1Jlu , clc•n1. tu .duncnl ci . adeYar nu se poate preciza p1·in 
O 2) (2 2 O) ' , cn c m t 1111~ cn1u slnt · (1 o 1) (1 

' ' · ' • (2, 1, 1) etc.), dacă consicleriim -: = z x z z · · ' ' ' ' l, fJ), (2• 
· ) 1"" e - n lţ' t t J · X ~ · 

de incluzi~ne: m irnea o a ~'i din teoria mulţimilor. Predica i ul „rt. C p" reprezintă rclD\ia 

8) Fie 't" mulţimea membrilor unei familii (fi!! III 4) p , 
binar şi are ca mulţime de adevăr '(Ion' p 'l. ) '(-P ." · -rcd: catul „x este frate cu y" este 

' \ ' c ic ' di c, Ion), (v Jad, Dinu), (Dinu, \'Jad)) . 

CONSTAl\Tii~ 

ION r 
I 

vJo 01trJ 

Fiit. III.4 . 
9 ! Fie 7 = T X - unde - est l" elevii d" - J • ·a• ' 1 · c 11111 1·1mPa elcYi!or t!in clnsa n IX-a · - ·· , . or m clasn n X -n de Ja 0 ammiil"i c V P t , - şi ·2 este m,1Jţm1ca 

tnnrc ln materna licil lc' it y", u~de x ~ :, ~~ ~- "" 1~2~m consid('ra P.redicatnl „x arc media mai 

Predicatele multiple (binare ternare etc) ternare etc.). ' · se numesc şi relaţii (binare, 

Astfel, de exemplu în loc s~ ~ . 
spunem „x este în relatÎa :;:: cu ~.sp,unc~11 ca :i; ş1 y au proprietatea „x :( y", 
frate cu y" srrnnem, x' cst~e " Y ,· t~au m Io~ de ;t:, !J are proprietatea „x e~te 

' " 111 re a ,ia, este frate cu y". 
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:\tît predicatele unare cît şi relaţiile au o deosebită importanţă in mate-­
matică şi îşi găsesc multiple aplicaţii în cele mai di\·erse· do1i1enii (informa­

tică, lingvistică, biologie etc.) . 
Partea logicii matematice care studiază proprietăţile predicatelor pre.cum 

şi operaţiile şi raţionamentele care se pot face cu ele se numeşte logica predi­
catelor sau calculul predicatelor. Logica predicatelor apare ca o extensie 
a logicii propoziţiilor, pătrunzîncl cu analiza în structura internă a propo­
ziţiilor simple, adică ţinînd seama ele alcătuirea lor clin subiect şi predicat. 

IIl.1'1.3.2. Parliwlari::arca wrni predicat. Cuantificclri 

Din exemplele date în paragraful anterior se vede că un predicat e_ste 
o funcţie definită pe mulţimea de referinţ[t T, al cftrui codomeniu îl repre­
zintă valorile de adevăr ale propoziţiilor rezultate prin specificarea valorilor 

variabilelor (fig. III.5). 

muttimea de 
rt1erinta: 

Fig. nu' 

De exemplu, clacă mulţimea de referinţă este { -2, -1, O, l. 2} şi P(x) 
este „ -1 :( x < 2";' codomeniul este format din propoziţiile P( -2) : 
„ -1 ,,::; -2 < 2", P(-1): „ - 1 :( -1 < 2", P(O): „ -1 ,,::; O < 2", P(l): 
„ -1 :( 1 < 2", P(2): „ -1 :( 2 < 2". Dintre acestea P(-1), P(O) şi P(l) 
sînt acleyărate, iar P(2) şi P( -2) sînt false. 

Deci unui predicat i se pot asocia mai multe propoziţii, fiecare avincl 

o anumită valoare de adev~ir . 
În cazul exemplului precedent acest lucru se poate 

urmări şi pe tabelul de adevăr III.14-. 

Construirea tabelelor de aclcYăr este însă dificil de 

realizat pentru mulţimi de referinţă cu mulle elemente şi 

imposibilă pentru mulţimi infinite. 

Există două metode de construire a propoziţiilor aso­

ciate unui predicat P(x). 

Tabelul 

X 

-2 
-1 

o 
1 

2 

III. 14 

P(x) 

lj-

ul 
el 
ol 
"7 
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.Prima metodă, care ele alLfel a şi fost utilizată, se numeşte partkula­
·rizarea predicatului şi constă în a atribui variabilelor predicatului valori 
. efecliYe din mulţimea de referinţă. Astfel unui predicat P(x) îi asociem pro­
poziţiile P(:r1), P(x2), ••• care înseamnă ,„-i;1 arc proprietatea P", „.-r2 are 
:proprietatea P", iar unui predicat multiplu, de exemplu, P(x, y) îi asociem 
•propoziţiile P(x1, !h) („x1 este în relaţia P cu y1")~ P(x2, .'h) („x~ este în re­
•Iaţia P cu y2") etc. Semnificaţia propoziţiilor particulare astfel ob[-inute de­
;pincle de elementele reprezentate de ::r1 , x2, YI> y2 • Aceste clcmcnLe se numesc 
\"~ni abile libere. 

O altă metodă asociază predicatelor un tip spcci:1l llc pro.pozitii, numite 
cuantificări ale predicatului, care spre deosebire llc p rnpozi ţii le particulare, 
presupun participarea par[ială sau totală a elementelor din mulţimea de 
;1:eferin ţă. 

Există două tipuri de cuantificări: 

1) Cuantificarea imiversalti 

Fie IY. şi ~două mulţimi. Intersecţia lor IY. n ~este mulţimea y = {:i::x E o: 
şi x e= ~}. Altfel spus, y este intersecţia mulţimilor a şi ~ dad\ şi numai 

·dacă toţ.i x clin y sînt şi în ex şi în ~.sau, - fornrnlare echivalentă -- oricare 
ar fi x din y, x este element al mulţimii ex şi element al m11l ţi mii (3. 

În acest exemplu, am asociat predicatului P(x) : „x E a şi x E p" o 
propoziţie, „oricare ar fix, are proprietatea P(x)" (sau toţi x an proprietatea 
P(x)). O astfel de asociere se numeşte cuantificare universală, iar propo­

.ziţia care rezultă se numeşte propoziţie universaU't şi se notează simbolic 
prin: 

('v'x)P(x). 

Simbolul „ \f" se numeşte ciwntor universal sau cmmiificolor uniucrsal. 
Deoarece semnificaţia propoziţiei uni versate nu depinde explicit de x, 

val"iabila x se numeşte, în acest caz, variabilă legată. Propoziţia ('v'x)P(:r) 
~ste adevărată dacă şi numai d'.l.că toate clementele x din mulţimea de refe­
rin\. ă -; au proprietatea P şi este falsă dacă penl:ru cel putin un element x 
din -; proprietatea nu este adevărată. 

ln cazul unui predicat multiplu, ele exemplu P(~', y, ... ) propoziţia uni• 
versală asociată este: 

('v'x)('v'y) . .. P(x, y, ... ) 

x, y , . . . fiind variabilele legate. 

2) Czwnlificarc exislenf iaW 

Să considerăm din non două mulţimi a. şi (3 şi să presupunem dt a 7- ~· 
,Ce însea1rn1ă acest lucru ? Înseamnă că cxis lă cel p u \·in un elcmen t x astfel 
:încît clacă x c= a. atunci x ~ p. 

Predicatului „dacă ;r E e1. atunci x ~ ~" îi putem as0cia prnpoziţia · 

„există cel puţin un x cu proprietatea dacă x e= rx atunci x E ~"· 0 asemenea . 
asociere se numeşte cuantificare existenţială, iar propoziţia rezultată se nu-­

meşte propoziţie existenţiaUi şi se notează: 

( 3x)P(x) 

unele „ 3" reprezintă ciwnlificaiorul cxisienfial. 
Şi in acest caz x este variabilă legată. . . " . " 
Propoziţia exisLenţială este adevărată dacă ş1 numai claca exista ceH 

puţin un clement clin mulţimea de referinţă a predicatului p~ntru c~re pro­

prietatea csl:c adevărată şi este falsă dacă nici un element cl111 nrnl[11H'a de 
, , I 

referintă nu arc proprietatea P. 
P~ntru predicate multiple P(x, y, ... ) existenţiala asociată am forma: 

( 3x)( 3y) „ . P(x, y, . „) 

în concluzie, unei anumite proprietăţi P(x) îi pukm asocia trei tipuri. 

de propoziţii : 
1. Propoziţii particulare P(x1), P(x2), •• 

2. O propoziţie universală ('v'x)P(x) (oricare ar fi x, avem P(x)). 
3. O propoziţie existenfialii. ( 3x)P(x) (există cel puţin un x pentru c:ire 

avem P(x)). . . . . 
în cazul unui predicat multiplu, pe lîngă cele trei tipuri me11\1011ate 

a"irt~T-i~i· se pot asocia şi alte tipuri de propoziţii, obţinute din combi~~nea 
acestora. în continuare dăm tipurile de propoziţii asociate unui predicat 

binar (relaţie binar{t) P(x, y) : 
1. Propozifii parliwlare : P(x1' y1), P(~'.2' Y2), · · 
2. Propoziţii partiwlare irniversalizafc, obţinute prin aplicare~ cuanto­

rnlni 1mi,·crsal uncia dintre variabile şi prin particularizarea ecleilalle va­
r :abile: ('v'x)P(x, y1), ('v'x)P(x, y2), ••• , care se citesc: „oricare ar fix, nvem 

P(J:, !h)", „oricare ar fix, avem P(x, y2)". x este variabilă legată, iar !li· y~, · .· : · 
sînt yariabilc lihcre. Sau, ('v'y)P(::i:1 , y), (Yy)P(x2, y), ... cîncl .l} este Yanahila 

legaUt şi x1, x2, ••• sîn t variahile libere. 
l · i 1· l ht' t loo· 1)1·1'11 l1.l1·1 .. 1·-.1_,~,rt'a 3. J>rnpozifii particu are exis en,w e, o ,mu ·c ana "'" 

cuantornlui existenţial: (3x)P(:r, y1), (3x)P(x, y2), •.. cu :t variabilă legată 
şi YI> y

2
, ••• variabile libere şi ( 3y)P(x1' y), ( 3y)P(:r2, y), cu !J varinhilii: 

JegaUt şi xl' x~, ... , variabile libere. . . . 
4. O propozifie universală (Vx) (Vy)P(~:, y): „oricare ar fi x ş1 onca~e 

ar fi y, ::isem P(.T, y)". OhserYăm că semnifica~ia propoziţiei nu se schimba. 
dacă schimbăm ordinea în care apar variabilele cu cei doi cuantori: 
('v'y) (Vx)P(x, y) este propoziţia „oricare ar fi y şi oricare ar fix, a\·cm ~(x, y)". 

5. () propoziţie cxislenfială: (jx) (3y)P(x, y): „există cel pu~m un :e· 
şi există ceJ puţin un y pentru care avem P(x, y)". Semnificaţia acestei pro­

poziţii C'Sle aceea)i cu a propoziţiei ('3!1) (=:x)P(x, y). 

I 
I 



. G. Două propozifii cxisienfiale universalizate . ( r 
·ci teste „oricare ar fi x exi·sta' 1 . · \/. ) ( 3y) P(x, Y) care se , . ' . ce pu tm un tf 1 • • , şi (Vy) ( 3x)P( . \ . , . _ _ .' y, as e rnc1t sa avem P(x, y)" 

x, y,, cai e se citeşte oncare . r· . , 
încît să avem P(x, y)". · " ar 1 y, exista cel puţin un x, .astfel 

. 7. Două propozifii universale existenlializate . ( 3 „există cel putin un x astfel î 't . · · x) (\fy)P(x, y), adică 
. . , , . , . ' . nci oncare ar fi y, avem P(x , )" . ( 

P(x, y), achca „exista cel pntm un y astf 1 • 't . ' Y şi 3y) (Vx) . , , ' e mc1 oricare ar fi x a P( " 
Este important s[t observăm , • . . . ' 'vem x, y) . 

. . . ( . ca m cazul ultimelor c t . „ d z1ţn ex1stcntiale univer·sali"zat . . a cgor11 c propo-, ' · e ŞI umversale e ·· t ţ" ]" . 
apar cnantorii este esent1' l' xis en,rn izate) ordmea în care 

, a a. 
Vom ilustra acest lucru printr-un exem 1 . . 

·ordonate de numere reale . P( ) . p u. Fie -:- mulţuuca perechilor 
~- ·· · şi x Y predic t 1 -
( ::iy)P(x, y) adică „oricare ar fi x 'există ce a u_ „x < y". Propoziţia (Vx) 
este adevărată (pentrtr 

0 
. - '~ 1 puţm un y, astfel încît x < IJ" 

rice numar real fi t . · număr real y astfel 
1
• •t ' e aces a X1, putem determina un 

i• nc1 X1 < y . de ex 1 propoziţia (3y) (Vx)P(x ) a· ~ 1
' . ~ 'emp u, Y1 = X1 + 1). În schimb 

. . , y' a ica „exista cel put·n tf 1 , , . 
. ar fix, x < y" est f 

1 
~ ( . ,t un y, as e mc1t oricare 

e a sa nu există un număr - 1 . ~ . . 
.toate numerele reale). rea cm e sa fie mai marc decît 

Exemplu: 

Pic 'mulţimea numerelor n::ituralc r5 6 ~ . . . Prop . ·ţ"l . l ' ' t, 8} ŞI P(:i:) prcd1c::ilul : -- ~ 7·' 
ozi u c asociate predicatului sint: "'" '-- · 

·• propoziţii particulare: 
P(5) · ~ < 7" · „<> cu valoarea de adeva"r __,, . · 
P(6 ' .YL • 

) : „5 < 7" cu valoarea de adevăr 9 z . 
P(7): " 7 < 7" cu , laJoarea de adevăr q '. 
P(S)_: „S -~ 7" cu valoarea de adevăr g; 
• p1 opoz1ţ1a universală : 
(V x)P(x) · · · · „oricare ar fi x, avem x < 7„ 

c::irc este falsă (particularele P(7) şi P(8) avind Y I . ,---,.) 
• 

a oai ca , ;/- · 
propoziţia existenţială : - · 

( 3 :r)P(x): „există cel puţin un x, pcnlm care x < ~ " t -· · ' , cure es c adcY<u-:-ili't . 

III.l 4.3.3. Operafii cu predicate 

Am vrtzut că o mulţime poate fi re )l'CZ - r - . 
a unui JJrcdicat p·" ~ I ,cntat<t ca mul~1mca de adevăr 

' · Ic acum doua multimi u. · r.i. 1 t . . . . adeYăr ale predicatelor P(x) ·i Q( ) . , - " . şi t-'' _ce ei mmate ca mulţnm de 
ţimilor : . ş x , ' c"tc mulţimea totală din teoria mul-

u. = {x I P(x)s1 .~1· „ r I Q ( ) . ;_; = 1.x x)1· 

Complementara ll. · · mu ,unu r:t. este mulţ.imea Cr:t. formata- cl1'11 
mul ţi mea totală, elemente din 

care nu aparţin lui CI., adică 1)cntr11 este falsă: care proprietatea p 

Co. = {x I non P(:r)}. 
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. Intersecţi.a mulţimilor ex şi ~ este mulţimea ale cărei clemente au şi pro­
prietatea P ş1 proprietatea Q : 

(:/. n ~ = {x I P(x) şi Q(x)} . 

Reuniunea mulţ.imilor IX şi ~ este mulţimea elementelor pentru care cel 
puţin una din proprietăţi P sau Q este adevărată : 

IX U ~ = {x \ P(x) sau Q(x)} . 

Diferenţa dintre mulţimea ex şi mulţimea ~ este mulţimea formată din 

elementele din IX care nu sînt elemente ale lui ~' adică: 

ct. - ~ = {x I P(x) şi non Q(x)}. 

Mulţimea IX este inclusă în ~dacă orice element din IX are proprietatea Q: 

ex C ~ dacă şi numai dacă „oricare ar fi x, da ă P(x) atunci Q(x)". 
:Mulţimea IX este egală cu mulţimea ~ dacă orice element din oe aparţine 

lui ~ şi dacă orice element din ~ aparţine lui IX: IX = ~ dacă şi numai dacă 
„oricare ar fi x, P(x) dacă şi m1 mai dacă Q(x)". 

Observăm că pentru a determina mulţimile Ca., et. n ~. et. U ~. a. - ~ 
am efectuat diferite operaţii logice cu predicate. stiel, CIX este mulţimea 
de adevăr a predicatului obţinut prin 11cgarea lui P(x) : l P(x), IX n~ este 
mulţimea de adevăr a predicatului obţinut prin conjuncţia predicatelor care 
determină mulţimile IX şi ~ : P(x) /\ Q(x), IX U ~ este determinată de P(x) V Q(x) 

iar ex - ~ de P(x) /\ l Q(x). 
Relaţiile de incluziune şi egalitate între două mulţimi s-au definit cu 

a jutorul propoziţiilor universale asociate implicaţiei predicatelor P(x) şi Q(x) 
(Vx)(P(x) =:- Q(x)), respectiv echivalenţei predicatelo1· (Vx)(P(x) <» Q(x)). 

Fie două predicate P(x) şi Q(x), icu mul ţimea de referi1rţă T şi" mulţi mile 
de adevăr 0 1, respectiv (/)2• 

Negaţia predicatului P(x), l P(x) are mulţimen ele adevăr T - 0 1 (mul-
ţimea elementelor care nu au proprietatea P). Conjuncţia predicatelor P(x) 
şi Q(x), P(x) /\ Q(x) are mulţ.imea de adevăr 0 1 n 0 2, iar disjuncţia P(x) V 
V Q(x) are mul ţimea de adevăr 0 1 U (/)2• 

Implicaţia lui Q(x) prin P(x) : „P(x) => Q(x)" are mulţimea ele adevăr 
CC/)

1 
U (/)

2
, iar echivalenţa predicatelor P(x) şi Q(x) are mul ţimea de adevăr 

(C (/)
1 

U (j)
2
) n (C (/)

2 
U ([>

1
). Se spune că predicatele P(x) şi Q(-c) stnt echiva­

lente dacă mulţ,imile lor de adevăr coincid ((01 = ro2). 

Cele afirmate anterior se pot urmări pe figurile III.6, unde zona haşu-
rată reprezintă mulţimile de adevăr pentrn diferitele predicate obţinute 
din P(x) şi Q(x) prin aplicarea operaţiilor logice. Deci, aşa cum în calculul 
propoziţiilor construim formule logice cu propoziţii simple sau compuse, la 
fel în calculul pred icatelor orn p11tca construi formule cu predicate. 

Cele cinei operaţii logice se pot efectua şi cu propoziţiile asociate pre-

dicatelor. 

7 - Matem11Uc!i aplicat!\ !n tehntlcao .de calcul ci. a IX· a - cd. 7 
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1·~1 
9:),1 n .1)2 ( p ( X ) Â Q ( X) ) 

C:tl2·U .f>1 1 Q(x) ~ P(x) (C$1U112) n ( C.îl2 U .1J1) 
(P(x )~Q( X ll (\ (Q(.x )9Pl"l J 

Fig. HI.6 

., 

Fie predica tele P(x) şi Q(x). Fiecărei opera ţii logice îi. pute rn asocia dife-
1rite propoziţii : 

a)' Propo:zijii partic1Zfo.re, de exemplu : 

1 P(xi) ; 1 Q(x1)' ; 

P(x1) = P(xz) ; Q(x1) = Q(x2) ; 

P(x1) «- P(x2) ; Q(x1) ~ Q(x
2
). 

b) Propoziţii universale : 

(\rix) 1 P(x) ; 
(Vx)(P(x) = Q(x)) ; 
(\fx)(P(x) ~ Q(x)). 

c) Propozifii exislenfiale : 
(3x l :P(x); 
(.3x)(P(x) = Q(x)) ; 
( jx)(P(:t) ~ Q(x)). 

.· 

· . .. 

Am u.tilfaat ca operaţii legice numai l; ==> şi <» deoarece stim din cal­
c~lul cu propoziţii că atît conjunC'ţia, cît şi. dis]'Ul;cţia se pot exprima cu 
ajutorul conectorilor 1 şi ==> (vezi exerciţiile 12; 1'3 de la p~gip.a 89). 

. . ~ 
IU.14.3.4. ldentitdfi fogice 

. ln calculul propoz!ţi.ilor a:m arătat importa11 ţa pe care o au tau Lolegiil~ 
adică formulele care smt întotdeauna adev.ărate . indiferent de valoa rea de 
adevăr a propoziţiilor componente. ~ · · : 

.se num<tŞte id'entitate logică· o prdpoziţie a.&Ciciată unui predicat, care 
are mtotdeauna, valoarea dl.. indiferent de se1.nnHicaţiâ predicatului tare a 
determinat-o. • 
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Plecînd de la o anumită tautologie putem construi două categorii de 
identităţi logice : 

a. înlocuind toate propoziţiile P, Q, R, . . . care apar, sau numai pe 
unele dintre ele, cu predicate. Astfel de exemple de identităţi logice sînt: 

P(x) /\ Q(x) = P(x), din T. l ; 
P(x) = P(x), din T.3 ; 
11 P(x) <=> P(x), din T.15 (negaţia negaţiei); 
P(x) V 1 P(:i:), din T.16 (principiul terţiului exclus) ; 
l (P(x) /\ 1 P(x)) din T.17 (principiul necontradicţiei) ; 
1 (P(.'i:) /\ Q(x)) <=> l P(x) V 1 Q(x), din T.18 (De Morgan) ; 
P(x) /\ Q ==> P(x), din T.l ; 
(P(x) =:> Q) ;\ (Q = R(:i:)) ==> (P(x) = R(x)), din T.21 

(tranzitivitatea implicaţiei) : ; 
în ultimele două exemple Q fiind o propoziţie şi nu un predicat. 

b. Construind propoziţiile asociate identităţilor obţinute prin proced~ul 
enunţat anterior. De exemplu, din principiul identităţii P = P putem obţme 
identităţile logice : 

P(x1) = P(x1), 
(Vx)(P(x) = P(x)), 
( 3x)(P(x) = P(x)), 

sau 
P(xi, Y1) = P(x1, Y1) ; 
(Vx)(Vy)(P(x, y) = P(x, y)) ; 
( 3x)( 3y)(P(x, y) ,= P(x, y)). 

Din negaţia negaţiei 11 P <=> P obţinem: 

Tl P(x1)· <=> P(x1), 11 P(x1, Y1) <=> P(x1, Y.1) 
(Vx)(l l P(x) <=> P(x)), sau (Vx)(Vy)(l l P (x, y) <=> (P(x, y)) ; 
( 3x)(l l P(x) <=> P(x)), ( 3x)( 3y)(l l P(x, y) ~ P(x, y)). 

Plecînd de la principiul terţiului exclus P V 1 P avem : 

P(x1) V l P(x1), P(.-:r;1, Y1) V l P(x1, Y1) ; 
(Vx)(P(x) Vl P(x)), sau (Vx)(Vy)(P(x, y) Vl P(x, y)); 
( 3x)(P(x) V 1 P(x)), ( 3x)( 3y)(P(x, y) V 1 P(x, y)). 

Plecînd de la definiţia cuantorilor V şi 3 putem obţine şi alte identităţi 
logice, care de fapt exprimă· proprietăţi ale acestora. 

Din definiţia cuantorului universal rezultă că .dacă o propoziţie univer­
sală este adevărată, atunci este adevărată şi oricare dintre propoziţiile par­
ticulare ale acesteia. Obţinem astfel identitatea logică : 

lL. l (Vx)P(x) = P(x1) 

sau, pentru un predicat binar : 

• Analog, dacă o propoziţie particulară este ad:ev-ărntă, ah1ne.i e~te 

adevărată şi propoziţia existenţială, deci 

IL.2 P(x1) = .(3x)P(x), 

este o identitate logică. 



În cazul unui predicat binar, IL.2 se scrie : 

P(.<:v Y1) = ( 3x)( 3y)P(x, y). 

. ~ Da~ă o .pr~poziţie universală este adevărată, este evident că şi pro­
poziţia ex1stenţ1ala este adevărată şi avem identitatea logică: 

IL.3 ('v'x)P(x) = ( 3x)P(x) 

sau 

('v'x)('v'y) P(x, y) = ( 3x)( 3y)P(x, y). 

• Negarea propozijiilor wantificafe " 

. Pentru ca prop~ziţia ('v'x)P(x) să nu fie adevărată este suficient ca să 
e:1ste_ o valoare particulară xl> pentru care P(x1) să fie falsă sau l P(x ) ade-
varata. Dar conform IL.2 : 

1 

l P(x1) = ( 3x) l P(x). 

Rezultă principiul negării unei propoziţii universale : 

IL.4 l (('v'x)P(x)) - ( 3x)l P(x), 

sau, în cazul unui predicat binar : 

l (('v'x)('v'y)P(x, y)) - ( 3x)( 3y)l P(x; y). 

. La_fel, pentru ca ( 3x)P(x) să fie falsă trebuie ca oricare ar fi x, P(x) să 
fie falsa. 

Negaţia unei propoziţii existenţiale se exprimă prin identitatea logică 

IL.5 l (( 3x)P(x)) - ('v'x)l P(x) ' 

sau, pentru predicate binare : 

l ((3x)(3y)P(x, y)) - ('v'x)('v'y)l P(x, y). 

Dar IL.3 şi IL.4 ne conduc şi la identităţile : 

IL.6 ('v'x)l P(x) = l (('v'x)P(x)) respectiv 

('v'x)('v'y)l P(x, y) = l (('v'x)('v'y)P(x, y)), iar IL.3 şi IL.5 la 

IL. 7 l (( 3.'t)P(x)) ~ ( 3x)l P(x) respectiv 

l (( 3x)( 3y)P(x, y)) = ( 3x)( 3y)l P(x, y). 

Identităţile logice stau I.a baza construcţ.iei schemelor de raţionamente 
din calculul predicatelor, pc care de altfel le-am întîlnit frecvent în rezol­
varea diferitelor probleme de geometric sau algebră. 

A~tfel~ ori de cî:e ori aplicăm, într-un caz particular, o teoremă, definiţie 
sau ax10ma, enunţata, pentru o clasă de obiecte, utilizăm IL.l, adică trecerea 
de la o propoziţie universală Ia o propoziţie particulară; 
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pe . cxen~plu, în geon:etria pla11 ă este a~evărată yr~poziţia: „orioare 
ar ft triunghrnl A BC, daca I este dreplungh1c, atunci patratul ipo en zei 
ste egal cu suma pătratelor catetelor". u 

Să presupunem că trebuie rezolvată problema : 
'e dă un dreptunghi cu lungimea c~e 2? m şi lăţimea de 16 in (fig. IIL7). 

Să se determine diagonala dreptunghmlu1. 

Ar:g 
16 

oC 
Fig. III .7 

Din teorema lui Pitagora, prin IL.1 rezultă penlru ABC: 

Ac2 = AB2 + BC2 = 25 2 + 1G 2
, 

ceea cc ne permite să determinăm imediat diagonala dreptunghiului. 
In continuare vom da un exemplu de r~olvare de probleme în care in-

tervin calcule cu predicate. 
O schemă de raţionament specifică calculului cu predicate este silogismul. 

Silogismul are diferite forme, cea mai cunoscută fiind : 

('v'x)(P(x) = Q(x)) 

P(x1) 

Q(x1) 

În ipoteza că propoziţiile ('v'x)(P(x) = Q(x)) şi P(x1) sînt adevărate, re-

zultă adevărată propoziţia particulară Q(x1). • . 

într-adevăr, dacă ('v'x)(P(x) = Q(x)) este adevărată, rezultă că oricare 
din propoziţiile particulare asociate predicatului P(x) = Q(x) este adevărată. 
Deci şi P(x1) => Q(x1) este adevărată. Dar P(x1) este a~evărată. Rezultă din 

definiţia implicaţiei şi Q(x1) adevărată. 
Un exemplu foarte cunoscut ele raţionari1ent prin silogism este urmă-

torul: 

Exemplu: 

Toti oamenii slnt muritori 
Socrate este om. 

Deci Socrate este muritor. 

tn algebră se demonstrează teorema : „pentru orice funcţie de gradul doi f(x) = ax
2 + 

+ bx + c, a of; O, dacă a >O atunci f este strict descrescătoare pe intervalul (- oo, ~:] 
şi strict crescătoare pc intervalul [ ~~, + oo). 

Fle P({): „a > O" şi Q(D: „f strict descrescătoare pe intervalul (- oo, ~:]şi strict 

crescătoare pe intervalul [ ~: , + oo) ", 
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..... 
. . "În mulţi1i1cn funcţiilor ele gradul doi este adcvi\rată prop-wzlţia: (V ()(P(() ~ Q(f)) . 
.' ·"" -Fie· acum ((x) = 2x2 - x + 1, deci a = 2. 

P(2x2 - x + 1) este „2 > O" ~i este adevărată. . . " 
Prin silogism rezultă Q(/") adcnlraliî, adică 2x" - x + 1, stric:t dcscrcscato:irc în intcr-

rnlu l: '.(- oo, : 
1

] şi strict crescătoare în intcrn1lul J. ~ + oo ). · 

Paradoxul mincinosului 

Un paradox foarlc vechi, cunoscut din anticl1iLate, este paradoxul min­
cinosuhii. 

Initial avea forma unei întrebări P: Min\i cînd spui că min[i ?" adre­
sată un~ti mincinos, adică unei persoane care nu spune niciodată adevărul. 
Mincinosul nu poate să răspundă dccît mint" sau „nu mint". 

Dacă răspunde „ mint", el nes pun încl niciodată adevărul, înseamnă că 

propoziţia R: „mint" este falsă, deci 1 R este adevărată, adică „nu mint" 
este adevăi'.ti.t~1; ceea ce contrazice ipoteza c·ă .el este uil mincinos total. 
-::. '!faca rasp.uncle „llll mint", analog ·se de'dnce eţt „mint"- este ade'Yărată, 

şi_ .inii;idnos~1! . total spune un adevăr, ceea ~c , d_in nou ·conţravine. ipotezei. 
: . Deci 1;ropoziţiei „mint" nu .i se poate atribu~.nic.i valoarea.· oi_, i1icţ .va­

loarea <;:, ca luînd imediat valoarea con_trară. 
O altă formă a acestui paradox se nu:meşte „paradoxul lui Epimenicle" 

şi se enunţă astfel: „Epimenide cretanul spunea că toţ.i cretanii sînt minci­
noşi". Se ajungea aparent la aceeaşi contradicţie încercînd să aflăm clacă 

ceea ce afirmă Epimenide este adevărat sau nu, 
. 

1

' • D~·că ·~,t~ţi âetanii sînt mincinoşi", est~ acle\1ărat~' •. . atm~ci. Epi_mc1.1id!'l 
fiind cretan, el este mincinos şi deci 11u spune adevăruI'~îri.d afirmă că. · „ toţi 
~r~t~nii .sînt minc i noşi"' ele unde coi1traclf~ţia. cu ipot za~ . . . . . 
· · · Dacă „toţi cretanii sînt mincinoşi" este falsă, înse~mnă că E1jimenide 
~nÎnte dnd face această afirma ţie, adică este de fapt adeyărată propoziţ"ia 
„1~'.'.'Îstă. ~el puţin un cretan care nu minte" . .în aceast4 . situaţie paradoxul 
dispare: · ' . · · ·· 

În general astfel de paradoxuri ascund o greşeală tle logică. Astfe , să 
formalizăm paradoxul lui Epimenide. Fie ,Q(:r) : „x este mincinos", atribuind 
cuvîntului mincinos sensul menţionat anterior (un individ care nu spune 
niciodată adevărul), iar P(.1.:): „x este cretan". 

Contradicţia provenea din silogismul : 
.;,.· .„ • J ' I ' 

P(Epimenide) 

Q(Ephnenide). 

..1·„ • ... - -

. - . 

' · ·· Raţionamentul· este însă corect numai dacă preniisele sînt adevărate, 
ceea ce nu putem afirma, deoarnce nu ştim .-dacă toţi cretanii sînt mincinoşi 
sau nu. Deci concluzia „Epimenide minte" riu poate fi afirmată. 

:.1'02 

Există însă multe alte variante ale acestui pa1'aclox. De exemplu~ 
a) Ce valoare de adevăr are : „Propoziţia aceasta este falsă," · ? .;." ,;·. 

h) Într-o insulă trăiau nişte mia~i foarte răi şi şireţi. Orice ,străin carr. 
acosla pe insulă era jertfit fie zeului adevărnlui, fie zeului n.iinciunii, în func­
tie de valoarea ele adevăr a răspunsului pe care îl da străinul la o anii mită 
Întrebare. Unul dintre străini, fiind întrebat „Care îţi va fi moartea? "a răs­
puns „Voi fi jertfit zeului minciunii",. rft:;puns care a pus în mare încurcătură 
pe uriaşi. 

„ . 
. 'r' 

ÎNTREBĂRI ŞI EXERCIŢII 

1. Ce se înţelege printr-un predicat? Daţ.i exemple ele predicate ·irnare 
şi predicate binare. 

2. Cîte tipuri de propoziţii se pot asocia unui predicat ? Exemplificaţi 
în cazul predicatelor : 

a) P(:c, y) : „x divide pe y", cu -r mulţimea numerelor naturale; 
b) P(x): „x2 - 4x + 2 .- 0", cu -r mulţ.imea numerelor reale; 
c) P(x, y) : „ (x =I y) /\ (x < y), cu -r mul ţi mea nu merelor ra [i_onale. 

3. Fie predicatele P(x) : „x are note mari la matematică" şi Q(x): „x are 
note mari la română", -r fiind mulţimea elevilor dintr-o clasă. 

Să se scrie formalizat propoziţiile : 
a) Toţi elevii au note mari la matematică, iar unii la română. 
b) Unii elevi au note mici la română. 
c) Fiecare elev arc no le mari la · matematică şi la română. · 

d) Nu to[i elevii au note mici Ia matematică. 
e) Există elevi care au note mari la matematică, clar m1c1' la ro}l1ână. 
f) Nici un elev nu are note mici la matematică şi la română. 
g) Dacă toţi elevii au note mici la română, atunci cîţiva au note mari 

la matematică. . 
h) Dacă nu toţi elevii au note mici la matematică, atunci unii nu au 

note mici nici la română. 
i) Anca are note mari la matematică şi AndTei are nole mici la ron1ână. 

4. Să se scrie formalizat şi apoi în cuvinte negaţiile ' propoziţiilor din 
exerciţiul 3. 

5. Care este valoarea logică a propoziţ.iilor din exerciţiul 3 d·a<iă : 

propoziţia a) este adevărată; 

propoziţia b) este adevărată; 

propoziţia c) este adevărată. 
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6. Fie P(x) şi Q(x), două predicate cu aceeaşi mulţime de referinţ.ă. Să 
se arate că următoarele propoziţii sînt identităţi logice : 

a1· (P(x1) = S) => ((Vx)P(x) => S); 

a2. (( 3x)P(x) => S) => (P(x1) = S) ; 

as· (R => (Vx)Q(x)) = (R = Q(x1)) ; 

a4. (R => Q(x1)) => (R => ( 3x)Q(x)) ; 

as· ((Vx)P(x) => S) = ((3x)P(x) => S); 

35• (R = (Vx)Q(x)) => (R => ( 3x)Q(x)) ; 

h1· (Vx)(P(x) <=> Q(x)) = (('v'x)P(x) <=> (V:r)Q(x)) ; 

h2· (Vx)(P(x) <=> S) = ((Vx)P(x) <=> S) ; 

b3. (Vx)(P(x) <=> Q(x)) => (( 3x)P(x) <=> ( 3:r)Q(x)) ; 

b,. ('v'x)(P(x) <=> S) => (( 3x)P(x) <=> S) ; 

b5. S => ('v'x)(S V Q(x)); S => (3x)(S V Q(x)); 
' 

C1· ((Vx)P(x) V (Vx)Q(x)) => (\fx)(P(x) V Q(x)) ; 

C2· ( 3x)(P(x) V Q(x)) <=> (( 3x)P(x) V ( 3x)Q(x)) ; 

C3• (S V (Vx)Q(x)) <=> (Vx)(S V Q(x)); 

C4. ( 3x)(S V Q(x)) <=> S V ( 3x)Q(x); 

C5· (('v'x)P(x) V ('v'x)Q(x)) => ( 3x)(P(x) V Q(x)); 

C5• ('v'x)(P(x) V Q(x)) => (( 3x)P(x) V ( 3x)Q(x)) ; 

C7• (S V ('v'x)Q(x)) = ( 3x)(S V Q(x)); 

Cg· ('v':r)(S V Q(x)) = (S V ( 3x)Q(x)); 

C9• (S V ('v'x)Q(x)) => (S V Q(x1)) ; 

C10· (S V Q(x1)) => (S V ( 3x)Q(x)); 

Cu· (S V ('v'x)Q(x)) = (S V ( 3x)Q(x)); 

dl' (Vx)(S /\ Q(x)) = S ; 

d2. ( 3x)(S /\ Q(x)) => S ; 

e1· ((Vx)P(x) /\ (Vx)Q(x)) <=> ('v'x)(P(x) /\ Q(x)) ; 

e2. ( 3x)(P(x) /\ Q(x)) = (( 3x)P(x) /\ ( 3x)Q(x)) ; 

Ca· (S /\ ('v'x)Q(x)) <=> ('v'x)(S /\ Q(x)); 

C4• (S /\ ('v'x)Q(x)) = (3x)(S /\ Q(x)); 

eo. (S/\ ('v'x)Q(x)) = (S/\ (3x)Q(x)); 

e6. (S /\ ('v'x)Q(x)) = (S /\ (Q(x1)). 

7. Definiţi relaţia binară : 

a) simetrică ; 

b) reflexivă ; 

c) tranzitivă ; 

d) antisimetrică. 

'104 

8. Să se arate că în mulţimea numerelor r eale relaţiile: 

P(x, y) : „X = y" 

R(x, y) : „ I x ·- y I < 1" 

sînt reflexive şi simetrice, iar relaţiile 

S(x, y) : „x < y", 

T(x, y) : „X - y = l" 

sînt reflexive ş i antisime trice. 
D e asemenea să se arate că relaţ. iil e P şi S sînt tranzitive, iar T intran­

zitivă. R nu este nici tranz itivă, nici intranzitiv ă. 

9. Daţ.i exemple de relaţ.ii de ordine p arţială ş i de relaţii de echivalenţă. 
10. Arătaţ.i că în mulţ.imea submulţimilor unei mulţimi y „o: C~" este 

o relaţ.ie de ordine parţ.ială. 

Indicaţii şi râspunsiiri 

Pagina 67 

ii. Oricare. 4. Se compară cifrele de acelaşi ordin. 1° a = 9, b = 7, 
c )': 1 sau a = 9, b > 7 ; 2° a < 9 sau a = 9 şi b < 7. 5 -8. Se folosesc 
exemplele de la III.3.1 şi III.3. 2. 9-H. Analog cu 4.. 15-23. Se folosesc 
exemplele de la III.4. 24-41. Se folosesc exemplele de la III.4.2 şi HI.4.3. 
42 -63. Se folosesc exemplele de la III.11, III.12 şi III.13. 

Pagina 83 

2. a). b), c), d, f), h), i). 3. Propoziţie simplă: c); propoziţii compuse: 

a), b), el), e). 9. P V Q ~ l (l P /\ l Q). 10. P /\ Q ~ l (l P Vl' Q). 11. P = 
=:: Q ~ l (P /\ l Q). 12. P /\ Q ~ l (P = l Q). 13. P V Q ~ l P ~ Q. 17. In­
d;icape. Se consideră următoarele propoziţii: P: „ab = 0"; Q: „a =o·~; 
l Q ; R : „ b = 0" ; l R. Trebuie demonstrat A : P = (Q V R) ; se presnpune 
l A şi se arată că l A => l B, cu B : „produsul a două numere nenule este 
nenul". 13. Nu· se poate deduce care dintre persoane au spus adevărul. 
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3. a) ('v':t)P(x) /\ l ( 3x)Q(x) ; b) ( 3x)l Q(x) ; c) ('v'x)(P(x) /\ Q(x)); d) 
l ('v'x)l P(x) ; e) ( 3x)(P(x) /\ l Q(x)) ; f) l ( 3x)(l P(x) /\ 1 Q(x)) ; g) (Vx) 
l Q(x) =:;> ( :Jx)P(x) ; h) l (Vx)l P(x) ~ ( 3x)ll (Q(x) ; i) P(Anca) /\ l Q (An­
drei). 4. a) ( 3x)l P(x) V ('v'xfl Q(x) ; b) ('v'x)Q(x); c) ( 3x)(l P(x) V l Q(x)) ; d) 
('v'x)l P(x) ; e) ('v'x)(l P(x) V Q(x)) ; f) ( 3x) (l P(x) /\ -1 Q(x)) ; "g) ('v'x)(l Q(x) /\ 
/\ l P(x)) ; h) ( 3x)P(x) /\ ('v'x)l Q(x) ; i) l P(Anca) V Q(Andrei). 5. a) ol ; 
b) nedecis; c) nedecis ; d) dl; e) nedecis ; f) dl; g) dl; h) dl,; i) nedecis. Ra­
ţionament analog pentru celelalte două situaţii. 
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