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SISTEME DE NUMERATIE

1.1. Definirea sistemelor de numeratie

Pentru reprezentarea numerelor se aleg dond multimi, una A de denu-
miri specifici fiecirei limbi si a doua B de simboluri distincte, numite cifre,
intre care si existe o corespondenti biunivoca.

I,1.1. Definifie. Namiirul b > 1 al cifrelor mul{imii B se numeste baza
sistemului de numeratic. Numerele naturale ¢ pentru eare 0 < ¢ < b — 1
se numese cifre in baza D.

Pentru scrierea numerelor in baza b se folosesc b semne distincte.

Fie N numirul de elemente alg unei multimi M. Vom grupa elementele
lni M in submul{imi, avind fiecare cite b el'emente, obtinind k; de astfel de
submul{imi si incd o submultime cu @, elemente cu 0 < ) < b.

Putem scrie.:

1) ‘ ' N = kb + q,

Pentru cazul N < b, avem k; = 0 si deci nu se poate forma nici o sub-
multime cu b elemente. Avem N = aq,.

In cazul k; < b péstrdm N sub forma N = kb + q,

Pentru k; > b proceddam cu k; intocmai cum am procedat anterior cu N
gasind k, grupe de cite b submulpm] cu cite b elemente si a; submulfimi
de cite b elemente, in care 0 < a; < D.

Putem scrie pentru k; o relatie analoagd cu (1), serisa pentru N,

) ky = kb + ay.
Dar (inind seama de (1) si (2), avem
N = (kb + a))b + a4; N = kb? 4- a;b + a,.

Dacd avem I, > b continudm procesul formarii de grupe de submultimi
obtinind k, grupe de cite b grupe de cite b submultimi cu cite b elemente,
si incd a, grupe de cite b grupe de submul{imi cu b elemente.

Se obline astfel :

N = [(kgd + az)b + a,]b + a,

adici,

N = kaba + a2b2 + alb + ao-




Continuind, prin acelasi procedeu, deoarece multimea M are N ele-
mente, se ajunge dupd un numar finit de pasi la un &k, = a,, unde 1 < @, <
< b —1 si deci

3) N = ab" + @ "V 4 oo 4 ayh? - ayb - ap

Un numair scris sub forma (3) se spune ci este scris sub forma polinomi(llc‘i.

Exemplu, In figura 1.1 multimea N
este mulfimea tuturer punctelor finca-
[x] F; 1 [x] [x] [x] "x_ [.x_ I';‘ drate iar b= 5. Se cgbservdi i N :=
= 2.5% + 4.5 4 2.
X X X X X X X X X
xUox X 1= =L x| [ x) ] x X Daca baza b este precizati
x{ Ix s x| )x i Y] P o 2 si nu existd posibilitatea unor
L . . » _"J A ij ﬂ LJ c‘Onfu_'f:ii, alunci numuin‘ul {\' !)Oate
SR 15y 9 - fi scris intr-o formi mai simpla
G x_x x x|[x] = X numai cu ajutorul simbolurilor
| |5 == oom by af,,., a,,‘_‘_,‘, e ay, (io cz'll‘fawf()}'mcazé
iecare o singura civa si a, #
X x G i) (] | S S 3 astfel :
Fig. 1.1 (4) N = a,a,_ ¢35, . . a4,
.
I‘iecare dintre cifrele a,, a,_, ..., a;, @, ocupi 0 anumitd pozilie indicata
dc exponentul bazei. Scrierea sub forma (4) mai poartd denumirea de scriere
pozilionald. |

Introducem notiunea de ordin al unei cifre care este indicat de éxpo-
nentul bazei din produsul dintre cifrd si o putere a bazei. In (4) cifra q, este
cifra de ordinul zero, cifra a; este cifra de ordinul 1 si asa mai departe, ci-
fra a, este de ordinul n. In acest fel citirea numarului N se poate face si
cifra cu cifrd incepind de la stinga spre dreapta, adicii de la ordinul cel mai
mare n pind la ordinul cel mai mic zero.

|.2. Scrierea unui numdar real intr-un sistem
de numeratie

In paragraful precedent s-a ardtat cum se scrie un numir natural, intr-o
bazi de numeratie b oarecare. Se stie insd cad orvice numir intreg este de
forma -~ N unde N este numir natural. Deci pentru un intreg B3 oarecare,
scrierea intr-o bazd datid b este:

®) M = 4(a,b* + a, 0"t + ... 4 ab + ap)
sau

(6) M= fa,a, ;. .. 0,a50)

6

Un numar real oarecare este suma dintre un numair intreg si un numar
fractionar pozitiv, numite partea intreagid si partea fraclionard, scriindu-se
in ordine : partea intreagi, virgula si apoi partea fractionari*.

Exemple :
3 4+ 0,21 = 3,21 ;

— 4 + 0,62 = 4,62.

Pentru numerele reale negative se utilizeazd frecvent scrierea in care
semnul minus (—) scris la stinga numéarului este atribuit si partii intregi
si pérlii fraclionare.

Exemplut :
5,24 = — 5 4 0,24 = (—4) + (— 1 + 0,24) = (—4) — (0,76) = —4,76.

De aceea, pentru claritatea intelegerii, in cele ce urmeazi, vom nuni
fntregii unui numir, partea de la stinga virgulei si parte fraclionard (sau
parte zecimald) partea de la dreapta virgulei, in toate cazurile in care avem
acelasi semn si pentru intregi si pentru partea fractionara.

Pentru un numér real oarecare x, care are si intregi si parte fractionara,
vom avea o scriere de forma

(7) B ot i (anbﬂ -}—(l”_lb“ ‘1—{— S +alb+00+‘ab;l % = foita —Jr %) + I‘m,
)1
unde
0 < a; < b pentru orice i =0, 1, ..., n, cu a, # 0
51

0 < a_; < b pentru orice j =0, 1, ..., m,

iar restul r,, verifici inegalitatile

1
0<r, <—.
bm
Este necesar sd introducem un semn de separare a intregilor de partea
fractionard. In mod obisnuit se foloseste virgula, numiti si virgula zecimala,
insa trebuie stiut céd se foloseste si punctul, numit punct zecimal (in scrierea
anglo-saxona).
Deci un numir x cu r, = 0 se scrie
(8) T = $0,d5 5...0,0p0 A_10_5...0_u0)
sau

i

T = 4,0, ...0;05.0_10_5...0_y(p).

* Algebra cl. a IX-a, cap. III




Exemple :

1) Numidrul 257;), (b > 7), (se citeste cifrd cu cifrd), se scric
267, = 26 + 5b + 7.

2) Numirul —586,, (b > 8), (se citeste cifrd cu cilrd), se scric
—586(,) = —(5:0% + 8b + 6).

2

)
+ —— scris in baza b (b > 7) este x =

; 4
3) Numdrul =36+ 70 + 4 + — +
Bivia 11152 bt :

= 374,4502(,,.

1.3. Sistemul de numeratie in baza zece

Sistemul de numeratie in baza zece, numit i sistem zecimal, folosegte
zece cifre distincte date prin' simbolurile 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, § 9, cu aju-
torul carora putem scric orice numir.

Orice numir natural mai mic decit zece se reprezintd prin una din acéste
cifre si aratd cite unitdati de ordinul zero are numéirul.

Un numir natural N, mai mare sau egal cu zece, se va reprezenta prin-
tr-un sir de cifre in felul urmitor :

Numirul natural zece, egal deci cu numérul cifrelor bazei utilizate, se
reprezintd prin 10 si se citeste zece. Acest numir se numeste unitate de_ or-
dinul intii si reprezintd zece unitati de ordinul zero.

Un numir care contine a, unititi de ordinul intli si q, unitéfi de ordinul
Zero se scrie

[ § o
a,ty, = a,* 10 - q,.

Un numir care contine 10 unitdti de ordinul intfii se scrie 100 si repre-
zintd o unitate de ordinul doi. Unitatea de ordinul doi este produsul intre
baza zece si unitatea de ordinul intii

10-10 = 102 = 100.

Un numdr care continé a, unititi de ordinul doi, a;, unitiati de ordinul
intii si a, unititi de ordinul zero se scrie astfel:

a,a,a, = ay°10% 4 a,-10 + q,.

Generalizind, putem spune cd un numir cave contine 10 unitati de or-
dinul k, se va numi unitate de ordinul &k -- 1 si se va scrie astfel :

10-:10% = 10*% — 10, ., 0,

M
k41 cifre de zero

Numirul ce contine a, unititi de ordinul 1, ly_y unit_é}i de ordinul n — 1
si asa mai departe, a, unititi de ordinul intii si ¢, unitati de ordinul zero
se secrie,

Ay - - €8 = Ay 10* + @, -10"1 + ... + a;°10 4 a,,
unde
0 <a <9 pentrui=0,1,...,n cuaqa,+#0.

Ca si in cazul bazei b putem extinde scrierea in baza zece la numere

reale.
Pentru un numir intreg M care este de forma 4 N, unde N este numir

natural, avem scrierea :
M = £(a,10" 4 g, 10" + ... -+ ;10 + ap)
sau
M= ta,4,...0.a

iar pentru un numir real & oarecare, avind si parte zecimald, avem :

a_ a_
T = -+ ((1“1[)5a -+ 012;110"71 4+ o0k ((110 + a5 + ik —+ ] + ...

10 102

5 alt, : |

el kit
unde

0 <a, <9 pentrui=0,1, ..., n cua, #0
si |
0 g<a,; <9 pentrn j=0,1, ..., m, |
sat
T = b a0 Q0 A g . Ay .

unde virgula separid intregii de partea zecimala.
La scrierea in baza zece de obicei nu se mai indicd aldturat baza asa
cum am procedat si in cazurile .de mai sus.

.4. Sistemul de numeratie in baza doi |

I.4.1. Scrierea numerelor in baza doi

Sistemul de numeratie in baza doi, numit si sistem de numeratie binar, |
este sistemul in care se folosese cifrele 0 si 1.

Numerele naturale mai mici decit doi se vor scrie cu aceste cifre, res-
pectiv ,0“ pentru zero si ,1* pentru unu. !




Baza de numeratie fiind doi o’ vom nota 10, si pentru un numir na-
tural oarecare-avem: 1B ¥

N = 0,,10@ + a,_(10%* 4 ... + ;100 + a,,
unde
0 <a <lopentrui=0,1, ..., n—1sia-=1

sau
N = a,a,_;...a{ay,)

cu aceleasi conditii pentru a; si a,.
Un numdr care contine o unitate de ordinul zero se scrie N = 1.
Un numdir care contine o unitate de ordinul intii se scrie N = 10,).
Un numar care contine o unitate de ordinul intii $i o unitate de ordinul
zero se scrie
N = 11,).

in general, o unitate de ordinul n contine doud unititi de ordinul n — 1,
adicid 10() 107%! = 10%, sau' 2:2*1 = 2" in baza zece.

Folosind rezultatele date de formulele (7) si (8) din paragraful 1.2 pentru
cazul b = 2, scriem un numir real = in baza doi sub forma :

a_,

X = (anlo(m + @, 110(2) 4 ¢ saals (1110(:,) + a, ‘{” -+ > + s
10(2) 10%,
a
=2t )

10%,

unde

Oga <l pentrn i =0, 1, ooyt —1; =1
si
0ga, <1 penttu j=10,,1;, .o 0,
sau

T= o AQuly_y.. Q50 10 _5...0_p...(2)

1.4.2. Operatii cu numere scrise in baza doi

In general efectuarea operatiilor in baza doi nu se deosebeste esential
de efectuarea operatiilor in baza zece. Se pistreazd formele de asezare a nu-
merelor pentru efectuarea operatiilor si numai tabelele de opera(ii sint altele.
Deoarece urmirirea operatiilor cu numere scrise in binar devine mult mai
usoard daci se cunosc tabelele de operatii pentru adunare si inmultive, le
dim pe acestea in continuare.

Tabelul I.1 Tabelul 1.2
+ 0 1 X 0 1
0 0 1 0 0 0
1 1 10 1 0 1

10

Si urmirim in continunare citeva’ exemple :

1) 11,111 4 2 100000,011 —
10,001 1000,101
: 110,000 A O TITITI0
3) . 11,01 % & 1) - 1101,1 |11
1,01 1 110 10,01
1101 , ===110
110 1 110
1101 | ==
100,01111

1.5. Sistemul de numeratie in baza opt

1.5.1. Scrierea numerelor in baza opt

¥y

Sistemul de numeratie in baza opt, numit si sistem de numeratie octal,
este sistemul in care se folosese opt cifre si anume, 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 iar

baza se noteazi cu ajutorul cifrelor ,0* si , 1 seriind 10, daci nu este posi-
bila o confuzie, in caz contrar scnmd cu spunhcahc 10¢).
Avem : :

N =:a,10%;, 4+ a,,10% + ... + ;10¢) + g
unde
0 <a,< 7 pentru i =0, 1,0, men a, # 0
sau
N = @y . . - Q53
cu accleasi conditii pentru a; si a,.
Numerele mai mici decit opt se vor scrie cu cifrele indicate pentru aceasta
bazi si vor fi numite unita{i de ordinul zero.
O unitate de un anumit ordin (in afard de ordinul zero) este egald cu
opt unitiiti de ordin inferior iar opt unitati de un anumit ordin formeaza o
unitate de ordin superior, adica,

10 10%;t = 10%, sau in baza zece 8-8"71 = 8",

Formulele (7) si (8) din paragraful 1.2 pentru cazul b =8 ne permit
si scriem un numér real @ in baza opt sub forma:

T = jIZ (unlO?SJ + ar;~110?3—)1 —|_ "{ a 10(3) + ao + Fyen —!_ — +

10(3‘ 10(3)
a {
==+ )
l0(8)
unde ,
0 < a;< 7pentrw iy=0; 15, 0a:5 nuck, a, 1#-0
si
0 <a, <7pentru j=0,1, ..., m,
sau ;

= Wyl e v o Ayl gl e v U o {g)s

11

—\




y = o ” N |

_ cifra B in sistemul hexazecimal reprezint# numaral 11 din sistemut
1.5.2. Operatii cu numere scrise in baza opt

zecimal ; imal zintd numirul 12 din sistemul
. . ) — cifr sistemul hexazecimal reprezinta numaru
Si in baza opt, ca si in baza doi, efectuarea operatiilor nu se deosebeste f eifva’ G itn [
prea mull de efectuarea operatiilor in baza zece, deoarece se pastreazd for- zecimal ;. D 1o sistemul hexazeeimal reprezintd numiral 13 din sistemul
mele de asezare ale numerelor. Diferd numai tabelele de operatii si de aceea '—1““& o ‘
) Ly i A . - ’ " : - zecimal ; R g « .o A%
pentru a da posibilitatea unei urmairiri mai ugoare le dim in continuare : . vifra F in sistemul hexazecimal reprezinti numirul 14 din sistemul
i Ie 7 Zecimal ’ . ~ - 1
Tabelul 1.3 Tabelul 1.4 _ cifra F in sistemul hexazecimal reprezinti numirul 15 din sistemul
+lo| 1| 2] 8| 4] 5| 6| 7 xif o i-f 20 BY 4] s 61 7 zecimal. .. . _
ofo| 1| 2] 8| 4| 5| 6 7 o|lo|lo| o] ol oo o] o Baza se noteazi eu ajutorul cifrelor ,0% si ,,1* §01‘llnd 107‘;1.303' lllioes‘te
Sl 1l 2 3 al 56l 7110 PRl iE 5| 3 51 6l 7 posibild vreo confuzie ; in caz contrar baza se scrie (.:u spect 10‘(‘;13 'f(ml)-
2 2| 3| 4 g 11 2|0l 2| a 1 Numerele naturale mai mici decit baza se vor scric cu una din ciirele
p 5 6 10 6 0|12 ] 14 | 16
e ] Ky g3 . = indicate.
B(3f 4] 5| 6| 7]10]11]12 8|08 | 6|11|14/17/22]2 Pentru un numar natural oarecare avem:
4|4f 5| 6| 7[10|11]12]13 4(0| 4 §10|14/20 0243034 N = a,10%, + ¢, 1075 + ... = 41100 +
515 6 7110 |11 | 12| 13 | 14 5[0 5| 12|17 |24 |31 36| 43
6|6 10 | 11 | 12| 13 | 14 | 15 610| 6 |14 | 22|30 | 36| 44 | 52 unde 0
717]10] 1012|1314 15] 16 70| 7 ]16|25(34]43]52]61 0 <@ < F pentru i =0, 1, ..., nou gy #0,
sau
‘ S& urmirim mai jos citeva exemple de operatii in octal. N = a,, 1+ Gpa6)
1) 5‘;(7),%; + 2) 'éégg.gig = cu aceleasi conditii pentru @, §i s ) . B e
= ST . Orice unitate de un anumit ordin este egald cu $a15pre?‘e“ce.
SRt 467,057 ordin inferior (cu exceptia ordinului zero) iar saisprezece unitati de un anu-
3) 26,5 x b) 30,6 |26 mit ordin formeazi o unitate de ordin superior, adica
v ’, -1 n
322’111 26(‘ 7 10(g)° 10%5 = 107y, sau in baza zece 16-16""1 = 16".
13 =26 :
. ini m aplica
552 26 Ca si in cazul celorlalte baze de numeratie de II))ma f(‘cufn’ ptm;fl scr?e un
—_— ) ; = 16 si pute
1037 B formulele (7) si (8) din paragraful 1.2 pentru cazul b 51 Y
112744 numir real x in baza saisprezece sub forma,
a_q =
Y, Ot + Oy + =2 ==
=4 (a,,lO’(’m + 41075 + -+ a,10q) + % + 100  10%,
1.6. Sistemul de numeratie in baza saisprezece a
—m
L - + .0
10(16) '
1.6.1. Scrierea numerelor in baza saisprezece unde
_ 0<ai<Fpentrui:0,1,-..,ncua,,aéO
Baza de numeratie saisprezece, numita §i hexazecimali, foloseste saispre- :
. . 3 a 1
zece semne pentru cifrele bazei. Primele zece semne sint cele cunoscute de i —
o ) \ - : 0'<a; <F pentru j=0,1, ..., m,
Ia baza zece, iar in continuare sint utilizate literelc A, B, C, D, I, F, care = g
au urmatoarele semnificatii : sau

— cifra A in sistemul hexazecimal reprezintd numirul 10 din sistemul :

. T = 4 Qully_y-+-G0d A ge - Am- " (10)-
zecimal ;

13
12

R A — ™/



1:6.2. Operatii cu numere scrise in baza saisprezece

aceee?lvi)n ]13xazec1'xnle operatiile se fac ca in bazele doi, opt sau zece. De
m da mal intii tabelele de operatii pentru adunare si inmulfire.

Tabelul 1.5

& 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 A B @ D I
0 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 A B G D:UE" HIF
1 1 2 3 4 b 6 7 8 9 AHBYNRG R D o o 10
2 2 3 4 5 6 7 8 9 A B € D 1 F e oai
3 '3 4 5 6 7 8 9 AN BTG G pt Gpes i 1001 12
4 4 5 6 7 8 9 A TBUYC FD Y EYSRie g g dligiagg
5 5 6 7 8 9 A B ¢ D' ITE IR 1M oI S 14
6 6 7 8 9 A B € D E F 10 11 12 13- 141115
7 7 8 9 A B CEVipnrpmng 101 IRl B 431 mgnatls 16
8 8 9 A BiIG D, E CFar 104 1112 .13 A4 15 16 17
9 9 A B (¢ D E I 10 11 12 13 14 15 16 17, 18
A A B ¢ D E F 10 1 12 13 14 *15- 16 ‘17 '18 49
B B TG eD T EY cmeosqge 11 MSMHE TV By liet 470 18 19 1A
G ¢ D E F 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 1A 1B
I? D E F 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 1A 1B 1C
E E T 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 1A 1B 1C 1D
¥ F 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 1A 1B 1C . 1D 1E

Tabelul I.6
. 0 1 2 3 4 5 6 7 8 gl A", B .0 D E F
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1 1 2.3 g g gIAMD B fo v Y nbiEr i
2 0 2 4 6 ATTCTE 100 129140 16 118 1A g HE
3 0 3 6 9 G F 12 15 18 1B 1E 21 24 27 2A 2D
4 0 4 8 G 10 14 18 1C 20 24 28 2C 30 34 38 3C
5 0 5 A F 14 19 1E 23 28 2D 32 37 3C 41 46 4B
6 0 6 G 12 18 1E ‘24 2A 30 36 3C 42 48 45 54 5A
7 0 7 E 15 1C 23 2A 31 38 3F 46 4D 54 5B 62 69
8 0 8 10 18 20 28 30 38 40 48 50 58 60 68 70- . 78
9 0 9 12 1B 24 2D 36 3F 48 51 54 63 6C 75 TE 87
A 0 A 14 1E 28 32 3C 46 50 5A 64 B6E 78 82 8GC 96
B 0 B 16 21 2C 37 42 4D 58 63 G6E 79 84 S8F YA A5
C 0 G 18 .24 30 3C 48 54 60 6C 78 84 90 9C AS B4
D 0 D 1A 27 34 41 4E 5B 68 75 82 8F 9C A9 B6 (3
E 0 E 1G 2A 38 46 54 62 70 7E 8C 9A A8 B6 C4 D2
F 0 F 1E 2D 3C 4B 5A 69 78 87 96 A5 B4 C3 D2 El

—_
[N

——— |

Exemple de operatii in hexazecimal.

1) FFC,ED + 2) A02,B4 —
14A,2B 87B,FC
1147,18 186,B8
3) A7 x 4) 8 | A
8,C A |14
7D4 28
538 28
5B,64 - ==

Sistemele de numeratie binar, octal si hexazecimal precum si operatiile
cu numere scrise in aceste sisteme sint utilizate in toate problemele ce sint
rezolvate cu ajutorul calculatoarelor. Asa cum se va vedea in capitolele
urmitoare, scrierea in sistemul binar asigurd posibilitatea 'de introducere
in calculator a datelor si comenzilor pentru faptul cd utilizind doar doui
simboluri (0 si 1), acestea pot fi usor modelate fizic.

|.7. Trecerea numerelor dintr-o baza in alta

1.7.1. Trecerea unui numdr dintr-o bazd in alta prin baza zece

Trecerea numerelor dintr-o bazi de numeratie in alta se mai numeste
si conversie. La tratarea acestei probleme putem presupune, pentru simpli-
ficare, cA numirul este intreg sau chiar natural. '

Fie N scris in baza b si vrem si-1 scriem in baza B diferitid de b. In ge-
neral, trecerea de la o baza la alta se face prin intermediul bazei zece. De
aceea vom scrie atit cifrele numarului N cit si baza b in baza zece.

Daca numarul este :

9) N=ab"+a, 0"+ ... +ab+aq,cua #0sii=0,1, ..., n,
unde a; scrise in baza zece sint de forma

@ = apay, ...ma cu0 <aq<95il=0,1, ..., j,

iar baza b scrisd in bazd Zece are forma
b=ajaq y...aq7ay cu 0 < €9 sia #0,
atunci inlocuind in (8) si efectuind operatiile in baza zece obtinem numirul
sub forma
N = a,10™ + a,,_,10™1 4 ... 4 4,10 4 a,,
sau

Ni= @Gy ;.. .00
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Pentru exemplificare, si luim '

N = CD82),
adici
N = C:10%,, + D-10%,, + 8:10(4) -+ 2.

Scriindu-i cifrele si baza in baza zece, avem

€C=12;D=13; 8 =28; 2 =2 100G — 16.
Deci
N =12:16% + 13-162 4- 8-16 4 2

unde facind calculele obtinem :
N =5-10* 4 2-10% 4-6-10% 4 1-10 = 52 610.
Pentru a trece numirul
N =@ p iyt @i

din baza zece in baza B trecem la numirarea unei multimi cu N elemente,
N fiind seris in baza zece, formind submultimi de cite B elemente si grupe
cu B submultimi de cite B elemente etc.

Realizdm mai usor aceastd numdrare scriind si baza § In baza zece si
apoi efectuim impartirea Iui N scris in baza zece la B scris in baza zece si
apoi citul obtinut il impér{im din nou la § scris in baza zece si asa mai
departe. i . .

Aceastd operatie se desfasoara dupi urmdtorul algoritm :

N:"klﬁ"‘“;)’ 0<“6<B2
]f]_:sz"i—al, O<d1<p,:
ky = I + ay, 0 <y <B,
kpoy = kB + oy, 0 < ap << B
k, =08 + e

ultima impartire efectuatd fiind aceea in care k, < B. Numirul N scris in
baza 8 va fi deci

N = a5 _q: .o oy0g
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Ezxemplu :

Fie N = 52 610 in baza zece pe care si-1 scriem in baza 8.
Putem utiliza o schemi de impértire putin modilicatd (fig. 1.2) astfel

__cituri

'

=1

: s2610 | e576 | 22 | 102 | 2 |4
(:8) 2 | - B A e et i
4 4 } , M S
resturi
Fig. 1.2

Deci 52 610 = 146 602,

1.7.2. Treceréa ‘unui numér dintr-o baza 5* in baza bsi invers

In trecerea de la baza b la baza B, un interes deosebit il prezinti cazul
in care intre b si f existd una, dintre relatiile :
b'='prsan Ip L b
_Sa presupunem ca avem f = b".
In acest caz, numirul N dat de expresia

(10) N = apP™ + 0 BT 4ot + 0,8 + o

poate fi seris in baza b punind in locul bazei § pe b", iar cifrele «;, (i =0,
1, ..., m) din baza B vor fiscrise in baza b.
Cifrele «; scrise In baza b sint numere cu k cifre de forma:

k— k— g
x; = O!i,lc_lb ik Lot Gﬂi,k_zb LT A + “fub -+ %isgs

unde coeficien{ii ayp, (i=0,1, ..., m; h =0,1, ..., k — 1) sint toti nuli
sau nu dupa cum e, au fost nuli sau nu, deoarece 0 < «; < f — 1.
Inlocuind exprimirile lui «; in (10) se obtine :

N = (dmak_lbk—l + am,k_zb""ﬂ L Y O!m,o)bmk -+
+ (“'"l—l’ l';lbk71 + # o of 'i_ “1;1Ai=0)b(m_1)k ‘I‘ A s + (al’k—lbk_l ‘{— al’k—gbk—g —‘!.

+ ...+ 41’11) I al,o)bk e1 (o‘-oalrmlbh.*l o ‘Zd’k—zbk_g e o ao’lb I aO’O)’

adica

] v kA-k— k+k—
N S DL g bPERESR L L g b g

De unde rezultd ci cifrele lni N in baza b sint cele gasite pentru fiecare
o, din scrierea in baza B fiari modificarea ordinei.

Am obtinut deci urmatoarea ;

1.7.2.1. — Reguld. Pentru trecerea unui numir intreg N de la o bazi b*

2

la baza b scriem fiecare dintre cifrele nnmarului N din baza b* in baza b cu

2 — Matematicd aplicald in tehnica de caicul cl. a IX-a — cd. 7 17




a]'lfvm'l}_[ a exact k cifre in baza b, pistrind ordinea cifrelor din serierea in
baza {1 si avind griji ca prima cifrd din stinga a numirului obtinut sa fie
nenula.

Nu este greu de observat ci si trecerea inversi se face dupd urmitoarea

1.7.2.2. — Reguld. Pentru a trece un numir intres dintr-o bazi b in
baza b* se grupeazi cifrele numirului scris in baza b in té’rupe de cite & cifre
incepind de la dreapla spre stinga delerminind apoi pentru fiecare grupa
cilra care corespunde scrierii ei in baza 0%,
~ Fard prea mare dificultate demonstratiile pot fi exlinse si la partea ze-
cimald a unui numir real serisii cu un numar finit de cifre zecimale si in acest
caz regulile de la 1.7.2.1 i 1.7.2.2 aplicate pirtii zecimale cn incepere de la
virguld spre dreapta ne produc trecerea unui numir real dintr-o bazi b¥
in baza b si invers.

1.7.3. Trecerea numerelor intregi din sistemul zecimal
in sistemul binar si invers

Reamintindu-ne rezultatul obtinut in paragraful 1.7.1 putem repede re-
constitui algoritmul de trecere de la baza 10 la baza 2 si anume :

L.7.3.1. — Reguld. Pentru trecerea unui numir intreg din baza 10 in
baza 2 se imparte numirul scris in baza 10 la 2 gasindu-se restul 0 sau 1,
apoi citul obtinut se imparte iar la 2 gisindu-se restul 0 sau 1 si asa mai
departe, pind cind ultimul cit obtinut va fi 0, deci ultimul rest este egal cu:l.
Cifrele care reprezinti resturile, luate in ordinea inversi obfinerii, formeaza
numarul ciutat.

Ezemple :

S& se facid conversia din baza 10 in baza 2 a numerclor :
a) 75; b) —379.

Pentru caleul utilizim o asezare ca in figura 1.3.

{ ; 75= 10010717

-~

123 1n)s5
[ !

P
= {5 =379 == 1071710111

2 |
0|

] Fig. 1.3
Pentru conversia din baza 2 in baza 10 folosim scrierea :
N = a, 108, +'a, ;10%* 4+ ... + q,10¢) + .
18

Stiind ca 10¢;) = 2 si ca oricare @; este cifra 0 san 1 aceeasi §i in baza zece
deducem :

H
I\T = Z (lj?.i.

=0

|.7.4. Trecerea partii fracfionare a unui numdr din sistemul zecimal
in sistemul binar si invers

Fie x numiérul ce reprezintd o parle [ractionard in sislemul zecimal pe
care vrem s o trecem in binar. Scrierca in binar a lui @, avind 10, exprimat
in baza zece, deci 10(,) = 2, este:

2 A _yg
e e e
2 T T om

Daca inmultim pe x cu 2 obtinem :

T a.g ([
2= a_, + —2- e P¥ i

Se observa cd prima cifrd de la partea fractionard a_; devine cifrd de
la partea intreagd a numdirului inmultit cu 2. Este usor acum de continuat.
Dupa inmultiri succesive cu 2 putem pune in evidentd pe rind cifrele de la
partea fractionari a numirului scris in baza 2. Avem asadar :

1.7.4.1. — Reguld. Pentru determinavea cifrelor din scrierea unei parti
fractionare la trecerea din baza zece in baza doi, se inmulteste numérul cu 2
si partea Intreagd a numéarului oblinut va [i prima cifrd de dupa virguld a
numadarului scris in binar, apoi se inmult{este cu 2 partea fractionard a pro-
dusului obtinut anlerior si partea intreagé a noului rezultat va fi a doua
cifra de dupa virgula a numirului scris in baza 2 s.a.m.d.

Mentionam ci si in baza 2 pot fi parti fractionare periodice.

Exemplu :

Sd se facd conversia din zecimal in hinar a nwundrului 0,375.
Utilizdm schema din figura 1.4.

37517501 5010 . ;
0] IO I 1 s 0, 375_0, 0”(2)
S

partec intreagd

a) (-2)

Fig. 1.4
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Pentru trecerea de la baza 2 la baza 10 considerim scrierea numirului z,
parte fractionard, in baza 2

a_, a_g a_,
T = S — ...+
10 10, 10m,

in care trecem pe 10¢,) in baza zece si avem 10, = 2, iar cifrele numirului x
din baza 2 au aceeasi semnificatie si in baza zece. Urmeaza ci :

a_ a_ a’
g=-=4+-=2 4+ . 4+ ==
2 22 gn
adica
m
a*
X = E -
9t
i=1 2
Exemplu :

Si se facd conversia din binar in zecimal pentru numirul
0,01011 .
Avem :
1 1
001011 = — + —— + L 1 _ 434375,
a8 21 ap 32

Observafie : Dacd un numdr are si Intregi si parte fracfionari, atunci conversia se face
separat pentru fiecare parte, apoi se reconstituic numirul din partile transformate.

Exemplii :
42,13 = 42 + 0,13 = 101010, + 0,00(10000101000111101011) ¢, =
= 101010,00(10000101000111101011) 5,

unde grupul de cifre in paranteze de la partca fractionara reprezintd perioada acestui numir
in baza 2.

1.7.5. Trecerea numerelor intregi din sistemul zecimal
in sistemul octal sau hexazecimal si invers

Bazindu-ne pe acelasi rezultat obtinut in paragraful 1.7.1 putem recon-
stitui algoritmul de trecere de la baza 10 la baza 8 sau 16 ca si in cazul ba-
zei 2. Putem prelua regula 1.7.3.1 in care in locul bazei 2 avem in vedere
baza 8 sau 16 in rest totul rimine neschimbat.

Exemplul tratat la 1.7.1 folosind figura 1.2 arati trecerea de la baza zece
la baza opt.

Pentru trecerea de la baza zece la baza saisprezece considerim numi-
rul 583 si folosind o asezare ca in figura 1.2 avem :

%336 gl
08 —=51417" 583=2745)

20

D e ey .

Conversia inversa, de la baza 8 sau 16, la baza 10 se face folosind scrierea
N = a,10%, + a,_,10%;* + ... + ,10¢) + @
pentru baza 8, iar pentru baza 16
N = a,10%, + a, ,10%5' + ... + @;10¢) + @
Trecind atit cifrele a; cit si baza .10, respectiv 10(,) in baza 10 se ob-
tine pentru baza 8
N =a8" + a_8 1+ ... + a8 + q,
iar pentru baza 16
N = a16" 4 a;_,16"1 + ... 4 a7'16 + dys

unde cifrele a; sint numerele rezultate din trecerea cifrelor a; din baza A8
fn baza 10 iar a; numerele rezultate din trecerea cifrelor a; din baza 16 in

baza 10. '
Rezulti pentru trecerea din baza 8 in baza 10 \

n
N-=Jr, ;8"
i=0
iar pentru trecerea din baza 16 in baza 10 |
n
N = 3 d/16%
=0

Exemple :
a) Si sc facd conversia din octal in zecimal a numérului
N = 547(5).
Rezolvare :
547 = 5-8% + 4-8 + 7 = 359.
b) Sa se facd conversia din hexazecimal in zecimal a numarului
N = FA81 -

Rezolvare :
FA81,4 = 15-16% + 10-162 + 8:16 + 1 = 64 129.

1.7.6. Trecerea partii fractionare @ unui numdr din sistemul zecimal
in sistemul octal §i invers

Daci x este partea fractionard a numirului seris in sistemul zecimal, si
vrem Si o scriem in octal, folosim scrierea lui z In octal, unde baza 10 se
scrie in baza zece, adicd 10¢) = 8 §i avem:

o Cebgle (o fhnk st
82 8™

o
8

L=
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Tnmultind pe 2 cu 8 se obtine :

(_q

8.’(: = -1 ._{u —*,_ . _[‘ ('h}ll

S gm—1

“"d,v s¢ ‘)hscx‘\'_ﬁ cd prima cifrd de la partea fraclionari devine singura cifra
a partii intregi a numirului ob{inut prin inmull,irea cu 8. I{ef)r:tilil }nmul‘2
t_n'cu_. se poale conlinua determinarea cifrelor de la partea fl*a(:{fut;'lr{: a numﬁ:
ru’_lul. Procedeul fiind analog cu cel de la baza 2, pulem uliliza :-(-u la de Il
I.7.4.1 unde in locul bazei 2 avem baza 8. S e R
tiona]zg ;Se?iggffg’ [acem sublinierea ca si in baza 8 putem avea parti frac-

FExemplu :

[ HE d Col rs a a Fuirlt
S4 se [ac conversia din zecimal in octal muan
d : arului
0,484J7\). i

Utilizdm o schemii ca la baza 2 $i avem :

5 G484375=037

464375 | 875 | o
|7 (6)

(5)0 | 3

I'recerea inversd, din octal in zecimal, o deducem din :

a_y a
= L -2 k. Ay
10g 10, + Ton,

Trecind pe 10, in 1 : i
g) 11 baza zece avem 10,y = 8 si trecind si cifre .
alii a3 k 5 $1t d si cif =
rului 2 din baza 8 in baza 10 deducem ) ’ P BRLCLS MR

o 7 ;
= + () 4 4+ A_n
8 82 gw ’
unde a; sint exprimarile cifrelor «; din baza 8 in baza 10, care de fapt coincid
Deci
m
s Gt
8
=1
Exemplu :

Sd se facd conversia din octal in zecimal pentru numirul ;
0,176,. .

Avem :

glimy fagg
— 4+ — = =2 — (,24609375.
256

1
0,176 = — +
8 8 g

Observafie. Ci ar drui v a
vafie. Cind numirul asupra caruia se cere conversia are si intregi si parte zecimali
¥ L ) }

se aplicdt separat conversia Tiecirei P £
g sia Tiecare ‘ : itui % ; =t
hizito: t parti si apoi se reconslituie numirul din partile transfor-
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1.7.7. Trecerea pértii fractionare a unui numdr din sistemul zecimal
in sistemul hexazecimal si invers

Ca si in celelalte cazuri de trecere a unui numir, parte fractionard, din
baza zece in alti bazi vom folosi forma numaéarului scrisd in hexazecimal.
Baza fiind 10,5 = 16 si numairul fiind = avem :

iyt Taly Qi

PR i SRR R
16 & 162 K 16™
Inmultindu-1 pe x cu 16 se obtine : :
a a
162 = a_, + — o e
AT 16m-

unde se observd c¢i prima cifrd de la partea fractionara devine singura cifra
a partii intregi a num#rului obtinut prin inmultirea cu 16. Repetind inmul-
tirea, se poate continua determinarea cifrelor de la partea fractionara a
numirului. Procedeul fiind analog cu cel de la baza 2, putem utiliza regula
de 1a 1.7.1.1 unde in locul bazei 2 avem baza 16.

De asemenca, facem sublinierea ci in baza 16 putem avea pér{i frac-
iionare periodice.

Exemplu :

S# se facd conversia din zecimal in hexazecimal a numarului
0,235.
Utilizm o schemi ca la baza 2, desi sc opereazi mai greu

235 76 | 16 | 56 ) 96 | 36 | B | 5 os5e03(c28F5)
e P 1 R T e

Se observa ci dupi sase inmultiri succesive ale pir{ii fractionare cu 16,
a apidrut aceeasi parte fractionard care face si se repete cifrele intregilor
obtinuti prin inmultire in continuare. Este deci o parte fractionara periodica.

‘Trecerea inversi, din hexazecimal in zecimal, o deducem din forma
numarului scris in hexazecimal

a_, (e a_,,
S D . AR & .
10(;9) 1074 107,

Trecind pe 10, in baza zece avem 10(q = 16 si trecind si cifrele nu-
marului z din baza 16 in baza zece deducem :

(l’_l a’_n a’—m
r = — = .. + T Y
16 * 162 ™ 16™

unde a sint exprimirile cifrelor a; in baza zece.
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Deci,

m 3

a_;
T = —

[/ 16

=1
Exemplut :
S& se facd conversia din hexazecimal in ze¢imal pentru numirul :

0,2F8,4).

Avem :

° 2 5 :
0,2F8;y= — + -1:1 B 760 ./ 25_
16 162 163

4096 512

Obserpafie. Cind numgrul asupra cruia se cere conversia are si intregi si parte zecimald,

se aplicd separat conversia fiecdrei pdrii si apoi se reconstituie numirul din pirtile transfor-
mate.

Exemplu :

36,15 = 36 + 0,15 = 244, + 0,22(8)14) = 24,22(6)(54).

1.7.8. Trecerea numerelor din sistemul binar in sistemul octal
si hexazecimal si invers

Pentru aceasté trecere folosim rezultatele de la paragraful 1.7.2 si anume

regulile de la 1.7.2.1 si 1.7.2.2 extinse la numere reale.

Deoarece avem 8 = 23, respectiv 16 = 2%, urmeazi ci se vor forma grupe

de cite trei, respectiv patru cifre incepind de la virguld spre stinga si spre
dreapta si apoi fiecare grupa de trei, respectiv patru cifre, din baza doi va
constitui o cifrdi in baza opt, respectiv saisprezece (daca ultimele grupe for-
mate nu au trei, respectiv patru cifre, se va completa grupa cu zerouri la
stinga sau la dreapta dupid cum impértirea in grupe s-a facut la stinga
sau. la dreapta virgulei).

Pentru usurintd, dam tabela cu grupele de trei, respectiv' patru cifre

in binar si echivalentele lor in octal si hexazecimal.

Tabelul 1.7

Baza 2 Baza 8 Baza 2 Baza 16 Baza 2 Baza 16
000 0 0000 0 1000 8
001 1 0001 1 1001 9
010 2 0010 2 1010 A
011 3 0011 3 1011 B
100 4 0100 4 1100 G
101 5 0101 5 1101 D
110 6 0110 6 1110 E
111 7 0111 7 1111 F
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Exemple :

1. Si se facit conversia din binar in octal $i apoi in hexazecimal a numerelor :

a) 1101110101 ; b) 111,011,

Pentru baza 8 formiim grupe de trei cifre la stinga si la dreapta virgulei si cu ajutorul

tabelului L7 in locul fiecirei grupe de trei cifre scriem cifra corespunzitoare in octal.

zei 8

a) 11011101015y = 001.101.110.101(,) = 1565,
b) 111,011y = 7,3y

Pentru baza 16 formam grupe de cite patru cifre $i folosind tabelul 1.7 ca in cazul ba-
avem

a) 110 111 0101,) = 0011.0111.0101 () = 373(1)

by 111,011y, = 0111,0110() = 7,6¢)-

9. Si se [acit conversia din octal in binar pentru numerele :
a) 3474 ; b) 3,25.)-

Avem :

a) 547, = 101 100 111

S e (8
5" 4 7 @

b) 3,25, = 011, 010 101
\—,—/—,—r‘,__a
3 2 ]
3. Si se facd conversia din hexazecimal in Dinar a numecrelor :
a) 7AC; b) B,0A.
Rezolvare :

a) 7ACug = 0111 1010 1100
- -

7 A G

b) B,0A g = 1011, 0000 1010
B 0 A

=)

EXERCITIl S| PROBLEME

1. Fiecare din urmitoarele operafii aritmetice este corecta in cel putin

un sistem de numeratie. Si se determine bazele posibile ale acestor sisteme.

a) 1234 4- 5432 — 6 666 ;

g) /51 =6;

41 B

by == 135 hy /3T = 4;
. NV

c)§§;11; iy Y11 =2;
3

d) 23 - 44 + 14 4+ 32 = 223 ; i) /21 =3;

e)§0—2=12,1; k) /61 =7;
20

f) /4 =5;
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2, Se stie ei:

a) 1064 = 100¢,);
b) 292, = 1 204,).
Sa se determine b.

3. Si se arate ci :

a) 121 este patrat perfect in orice bazi b > 2

b) 1331 este cub perfect in orice bazi b > 3 ;

¢) 14 641 este puterea a 4-a a unui numir, oricare ar fi baza b > 6;
d) (21)(44y oste pitrat perfect oricare ar fi baza b — x + 2.

4. Sa se electueze in baza 2 :

a) 101001 + 110111 + 111010 ;

b) 110001111 — 100011 ;

c) 1101011 — 11011 ;

d) 1111011,01 -+ 111011,101 + 11,011 ;
e) 10000,001 — 10,011 ;

f) 110110,1011-101101,011 ;

g) 11011011,011 : 1,1.

5. Dindu-se in baza 2 numerele :

a = 1001,11001 ;
b = 1111,00011 ;
¢ = 1010,10101 ;
sa se calculeze :

Da—f—b;5u _bi;

c a

1°a+b~c;2°a~b+c;3°—a+b—|—c;4
6o a—)—b—}—c'

abe

6. S& se efectueze in haza 16 :

a) ABCDEF -+ FEDCBA 4- 12345 4 54 321 ;
b) BEC— AC + FAC;

¢) AB1-7A ;

d) B4:6;

e) 18A,36 - 0,A72 + D A5 ;

f) FA,2.2,3D.

7. Se dau in baza 16 urmitoarcle numere :

a = 12A,25;
b = 108,4E ;
¢ = FF,34.

Sa se calculeze :
1° da + 3b — 2¢; 2° 3a — 2b + de; 3° — 2a -+ 4b + 3c.
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8. Sa se treacd urmatoal ele numere dintr-o bazi in alta prin intermediy)

bazei 10.
a) 1342¢) =) ; b) 1804 = x(; c) 32,3¢) = X(y-

9. Si se facd conversia de la baza 3 la baza 9 a numerelor :
12101 102 211 022 1:021

10. Si se faci conversia de la baza 9 la baza 3 a numerelor :
7 568 ; 237,463.

11. Si se facd conversia de la baza 2 la bazele 4, 8 si 1(3 a numerelor :
1110111101001 ; 110011,01011.

12. Sa se faci conversia de la baza 4 1a baza' 16 a numerelor :
313 312001 ; 1230 231,13201.

13. Si se facii conversia de la baza 16 la bazele 8, 4 si 2 a numerelor :
1ABSDS8F ; DE4A,1%A3.

14. Si se faci conversia de la baza 10 la baza 2 a numerelor :
7539432 ; 0,5735; 4 726,875.

15. Si se faci conversia de la baza 2 la baza 10 a numerelor ;
1001101 ; 0,11101 ; 11,0101.

" 16. Si se facd conversia de la baza 10 la baza 16 a numerelor :
: 5379; 0,8475; 325,75. -

17. 83 se faca conversia de la baza 16 la baza 10 a numerelor :
AOFD ; 0,ABC; 2E,125.

18. Numirul 1000, scris in baza 10, sa fie scris in toate bazele de la 2
fa 16 (in afard de zece in care se afld deja scris).

Indicatii §i rdspunsuri

1. a) b>7; b)8; ¢)b>4; d)5;e)4; 1) 6; g 7; h)5; i) 7;

4; k)8; ) a+42 2.a) b=4; b) b=06. 3. a) 121 = »* 4-2b +1 =
= (b + 1)-' b): ¢); d), ﬂnalog cu a) 4 —5. Se folosesc tabelele I.1 5i 1.2
6—7. Se folosesc tabelele 1.5 si 1.6. 8. a) x(;) = 4353 b) 2y = 111211y
¢) zyy = 110,2¢; 9 — 13. Se folosesc exemplele de la 1.7.8 si regulile de

la 1.7.2.1 si 1.7.2.2. 14—17. Se folosesc exemplele de la 1.7.4 5i 1.7.5.
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PRELUCRAREA AUTOMATA A DATELOR

I1.1. Informatia si informatica

Multimea si diversitatea informatiilor din lumea actuala (,explozia
informationala“) si dezvoltarea impetuoasd a tehnicii de caleul, au dus la
aparitia unei noi stiinte — informafica. Termenul de informatici a fost in-
trodus in 1968, fiind sugerat de asocierea informatie —automatici. Initial,
informatica a fost definitd ca stiinta prelucririi informatiei, indeosebi cu
mijloace automate.

Deci obiectul acestei noi stiinfe il constituie informatia. Dar ce este
informatia ?

S-a incercat definirea informatiei in diferite moduri, de exemplu :

@ fiecare dintre elementele noi, in raport cu cunostintele prealabile,
cuprinse in semnificatia unui simbol sau a unui grup de simboluri;

® formuld scrisa, susceptibilda de a aduce o cunosgtinta;

® comunicare, stire, veste ;

® expresie a unui mesaj, prin care se exprima starea unui fenomen din-
tr-o anumité activitate, reprezentata printr-un numair, un cuvint sau un gir
de caractere conventionale. ,

Diferite definilii ale informatiei reliefeazd aspecte specifice ale acestei
notiuni. Astfel, distingem : aspectul semanlic, reflectind cunoasterea, sens
atribuit unei anumite repfezentﬁri; aspectul sintaclic, reprezentind forma
cédreia i se poate atribui un sens si aspectul de comunicare. '

Pentru a pulea fi perceputd, informatia trebuie reprezentatd pe un su-
port de informatie.

Prin suport de informafie se infelege orice mediu material care poate
suferi transformari temporare sau permanente, in vederea reprezentirij
informatiei. Astfel, creierul uman, moleculele de acizi nucleici, undele sonore
§i electromagnetice, hirtia de scris, tabla, banda de magnetofon sint numai
citeva exemple de suporturi de informatie.

In procesul de prelucrare a informatiilor participi date, sensul informa-
tiei fiind exprimat sau extras din acestea.
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1.2. Codificarea informatiilor

Informatia semanticd poate fi considerati ca un ansamblu de trei ele-

mente : .

@ cnlitatea (obiectul informatiei) ; i , .

@ atribuiul (element de descriere a entititii respective, proprietate sau
caracleristici a obiectului) ; .

@ valoarea (masurda a atributului).

De exemplu :

a) manual preful in lei 5,20
jin
entitate atribut valoare
b) aulolurism mared SKOJ'DA
entitate atribut valoare

O entitate poate avea mai multe atribute,'fie‘céruia corequnzinduf
mai multe valori. De exemplu, entitatea autoturism poate avea pe linga
atributul marcd si atributele culoare, proprietar. 3

Pentru a reprezenta informatiile se recurge la pogitftﬁcare: <

Un cod se defineste\ prin: alfabet, structurd gramaticald (sintazd) si atri-
bmreASl;:bae?lttllctste o multime finitd de simboluri (semne) numite caractere
(de exemplu, literele de la A la Z, cifrele 0, ..., 9). ik

Sintaxa reprezinti ansamblul regulilor de forr.nare a girurilor de sim
luri care aparfin limbajului de codificare respectiv. s

Semantica reprezinti semnificalia sirurilor de caractere construite res-
pectind regulile sintactice. ;

Constructiile realizate cu caracterele din alfabet se nu}nesc. cuv.lnt.et ((.:0—
duri). Cuvintele se constituie in cadrul unui form'at, cee? ce implica 11m1 alfeai
caracterelor utilizabile pentru anumite pozitii din cuvint sau restr{cpl refe
ritoare la ordinea lor. Lungimea cuvintelor poate fi fixd (toate cuvintele au
acelasi numar de caractere) sau variabila. i

]’)acﬁ formatul limiteazi lungimea codurilor la n car?ctfare. si alfal?etul
are m caraclere distincte, atunci numarul total de coduri distincte care se
pot forma este m". o

Operatia inversd codificarii se numeste decodzflcare.. ' ¥

In prelucrarea automatd a datelor se folosesc. f:odurl b.m(u"f (a}fate- u_
este format din doui caractere, notate 0 si 1). Codlhcarea_bmala a os‘t unu
pusd de faptul ca funclionarea unui calculator se bazeazi pe elemente ¢

doua stiri stabile.
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1.3 Arhitectura si structura unui sistem de calcul

Un calculator clectronic este un ansamblu de componente electronice,
programabil, care poate memora date si efectua cu ele operatii (de exemplu,

aritmetice si logice). \

Pentru a stabili functiile pe care trebuie si le indeplineascd un calcula-
tor in vederea prelucririi datelor, vom utiliza analogia cu prelucrarea datelor
de citre om.

Intr-adevir, creierul uman, impr’euné cu restul sistemului nervos, con-
stituie unul din cele mai complexe sisteme de prelucrare a datelor. El poseda
in permanenta informatii asupra sa si asupra modificarilor care apar in lumea
inconjuritoare.

Prin organele de simt receplionim informatii din lumea inconjuritoare.
Acestea sint stocate de memoria noastrii: intervine apoi inteligenta care
comandd un proces de gindire prin care se valorifica informatiile, dupa anu-
mite reguli de prelucrare. Rezultatele prelucririi sint transmise din nou
memoriei. Cunostintele astfel cipitate le comunicim lumii exterioare fie
prin vorbire, fie prin scriere, actiuni, gestici. Schematic, acest proces este
reprezentat in figura II.1.

In principiu, un calculator electronic trebuie si fie capabil si indepli-
neasca aceleasi functii ca si calculatorul ‘uman, adiqél: \aa

® inlroducerea datelor (de exemplu, citirea lor de pe cartele perforate) ;

@ memorarea dalelor ;

@ prelucrarea datelor ;

® conirolul prelucrdrii ;

@ cxiragerea datelor (de exeinjﬂu, imprimarea rezultatelor sau afisarea
lor pe un ecran). '

In vederea realizarii acestor funclii un sistem de calcul cuprinde echi-
pamente de calcul (hardware) si un sistem 'de programe (software).

Introducerea Comunicarea
. b
informatiilor inlormatiilor
c)rgone vorbile
» scrigre
de Mamorie :
simt octiuni
L gestics
)
Inteligents
Lumea exterioors

Fig. I1.1

UNITATEA SISTEMUL
OE DE
MEMORIE INTRARE
ﬂ § IESIRE

1
i

UNITATEA CENTRALA

INH3LX3  HNLECINS

UNITATE UNé'[i_f\TE o
mm?m CONTROL
LOGICA

—— = TRANSFER OE DATE
- ~=~o COMENZI

Fig JA1.2

Echipamentele de calcul componente sint descrise In figura 1I.2.

a pd i i ) pre-
Unitalea de memorie asigura pdstrarea dateAlor (proglame,ddatt;efllfcrlr)n‘?
lucrat, rezultate ale prelucririi) care participd intr-un proces de p are,

i i itui ; rer ‘lalte unititi ale calculatorului.
inregistrarea si restituirea datelor la cererea celorlalte t

i inare.
Memoria este constituita dintr-un ansamblu de elemente numite celule bina

Cantitatea de informalie ce poate fi inregistrata intr-o celula de me1}10r1‘e
se numeste bif, unui bit fiindu-i asociatia \faloa}‘ea O' sau .1.. vCell‘l.lele‘ bma;e
sint grupate in localii de memorie. Fiecare locatie vse identifica pll(rlltl-lvmpllil,l
mar, care indici pozitia ei in memorie. Acest numar b nun‘le:ﬁte a r?.sa.
intermediul adresei se realizeazi accesul la informatiile din memorie. N
Informatia dintr-o locafie se numeste octel sau bait (1 octet = 8 bili).
1 024 octeti constituie 1 kilooctet (1 K). .
Numirul maxim de octeti ce pot fi inregistrali in memorie determina
capacitalea memoriel. N : ‘ -
Intervalul de timp intre emiterea nnei cereri de acces la 111f01‘m‘at,1.1 dm'
memorie si momentul rezolvirii ei se numeste timp de acces (de obicei mail
mic de Iy sec). : .
O memorie este cu atit mai performantd cu cit are o capacitate mal
mare si un timp de acces mai mic. ' .

Unitalea cenirald asigurd prelucrarea propriu-zisi si-comanda functl(;-
narea celorlalte componente. Unitatea centrald dispune i de un pan‘ou de
comandd, constituit dintr-un ansamblu de beculet,e. si comutatoare, 'cale pe;
mite dialogul dintre operatorul la calculator si sistem. O part'eldm a;::;r
functii pot fi vealizate gi cu ajutorul altei componente — c‘?ns“o « ope ' 1

Sistemul de intrare-iesire asigura schimbul de informatii intre mediu
exterior si calculator.
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In cadrul unui sistem de calcul distingem doud categorii de suporturi
de informatie :

® suporiuri inferne, incorporate in echipamentele de calcul (de exemplu,
memoria internd, registrele unitatii centrale) si

® suporturi externe, utilizate pentru inregistrarea datelor de intrare sau
a datelor de lesire sau pentru inregistrarea gi péstrarea pe o perioadi mai
mare de timp a unor date aferente unui proces de prelucrare. Cele mai utili-
zate suporturi externe de informatii sint: cartela pérforatﬁ, banda de hirtie
perforata, hirtia de imprimat, banda magnetici si discul me{gnétic. Suporturile
externe sint exploatate prin intermediul unor echipamente speciale, numite
echipamente periferice sau dispozitive periferice.

Sistemul dg programare este la rindul lui alcituit din dous componente :
sistemul de operare si programele de aplicatie.

Sistemul de opcrare cuprinde o multime de programe avind rolul de a
mari performanfele calculatorului j)fin furnizarea de facilititi care nu sint
prevazute Qe hardware. De exemplu, asigurii incircarea auto;naté a progra-
me_lor in memorie, traducerea' in limbaj maging a’ programelor scrise ‘in lim-
baje simbolice, controleazi execulia programelor si detecteazi automat unele
tipuri de erori-eétec.” toRats ALY, ® Fa

Programele de aplicafii sint programele utilizatorilor. In cadrul acéstora
0 categorie deosebiti o constituie programele de aplicatii §tandard, de t’ibﬁl
programlelmt pentru rézolvarea sistemeleor de ecuatii, pentru calculdl cu
rrllatlfipe, prograniele de gestiure etec., care sint inregistrate pe7{1n‘suport' ex-
tern de informatie si puse la dispozitia oricirui utilizator, '

I.4. Limbaje de programare

. ' . . § 2hy i 4 T PO
Calcul atorul poate rezolva orice problema dacd i se specificd ctum si
0 rezolve. S
O problema poate fi rezolvati cu calculatorul dacd s-g gisit ‘0 schemi
de rezolvare, respectiv un algoritm. : :
Algoritmul este o succesiune de indicatii' univoc prezentate, care descriu
modul de rezolvare a unor \probleme de acelagi tip, descrierea fiind: exacti
si completa si cuprinzind un mimar finit de: pasi. geigiy niin
.0 dati stgbilit un algoritm; el este de obicei reprezentat grafic sub forma
unei schente logice, pentru a putea fi mai usor de urmarit,:Plecind dela aceasts
reprezentare grafici se scrie apoi programul (reprezentarea. algoritmuluij
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intr-un limbaj de programare). Programul este inregistrat pe un suport de
informatie si comunicat calculatorului.

Reusita unei activita{i de prelucrare automati a datelor depinde in mare
misurd de calitatea algoritmului §i a programului, calculatorul executind
numai ceea ce i-a fost indicat de program.

Initial programele erau scrise direct in limbaj masina, {iind foarte dificil
de elaborat si verificat. O data cu dezvoltarea sistemelor de operare au apirut
limbaje de programare mai apropiate de limbajul natural, numite limbaje
evoluate. Astfel de limbaje sint : | |

@ FORTRAN (FORmula TRANslation) destinat scrierii de programe
pentru aplicatii tehnico-stiintifice ;

@ COBOL (COmmon Business Orienled Language) pentru programele
de aplicatii din domeniul economic ; o '

® BASIC (Beginner’s All-purpose Symbolic Instruction Code), destinat
unui domeniu larg de aplicatii.

In afara de limbajele evoluate, existi si o categorie intermediard — lim-
bajele de asamblare, care de fapt reprezinti o exprimare prin simboluri a
limbajului maginia. Exemple de limbaje de asamblare sint : ASSIRIS (pentru
calculatoarele FELIX), MACRO (pentru minicalculatoarele FELIX-M).

In general, limbajele evoluate sint independente de sistemul de calcul,
in timp ce limbajele de asamblare sint specifice unui anumit sistem de calcul.

I.5. Dezvoltare de programe

Programele sint scrise in limbaje simbolice, usor accesibile programa-
torului. Pentru a putea fi executate, cle vor trebui traduse in limbaj masini.
Transformarea programelor intr-o forma acceptatd de calculator este pre-
luati de sistemul de operare. Aceasti operatie se realizeazi de obicei in doui
faze, prin execufia unor programe ale sistemului de operare: programul
compilator pentru limbajul in care este scris programul utilizatorului si edi-
torul de legdluri care transformi programul compilat intr-un program direct
executabil. Programul direct executabil este incircat in memorie si apoi ijansgt
in executie (fig. 11.3). :

" Deci fazele de dezvoltare ale ynui grup sint :

e compilarea; Py

@ editarea de legaturi;

® cxecutia propriu-zisi.

Fazele de dezvoltare se comunicdi sistemului prin comenzi speciale.

it
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Tabelul 11.1
Generalii de caleulatoare
, Anul i - 7 o 5 s ey
Generalia aparitiei T'ehnologie Tip de memorie interni I‘acilitdli oflcrite utilizatorilor
1 1950 ® relec @ luburi catodice @ programare in cod masini
e tuburi electronice @ linji de intirziere ® apare ,programul memorat®
2 1935 ® tranzistori o ferite @ apar limbaje mai evoliate si deci’
@ semiconductori compilatoare pentru accste limbaje
@ transferul datelor este preluat de
unititi speciale — unitati de schim-
buri (canale)
3 1968 @ circuite inlegrate @ inecle de feritdl @ limbaje evoluate
FELIX C-256 ® sisteme de operare pentru familii de
FELIX (C-512 calculatoare
FELIX C-1024 ® multiprogramare
@ mulliprelucrare
@ prelucriri in timp real
3,5 1973 ® circuite integrate @ circuite integrate @ memorii foarle rapide
CORAL (MSI, LSI) @ ridicarea restrictiilor legate de di-
INDEPENDENT Inensiunca memoriei interne
M-18 @ soltware pentru baze de date
M-118 ® preluecrare distribuita
ECAROM
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La Timisoara s-au re alizat cale j i i ", iar I j-
Napden, DAE‘.I(‘,(Z. ulatoare din seria MECIPT, iar la Cluj

O deosebita importantd in promovarea informaticii in fara noastra au
avut-o cursurile de calculatoare organizate la Bucuresti, inca din 1957, de
Gr. C. Moisil si la Cluj-Napoca de Tiberiu Popoviciu, activitate continuati
cu succes de un numir din ce in ce mai mare de discipoli.

_ In 1967, conducerea partidului a aprobat un program de dotare cu teh-
mc.fa dp calcul §i automatizare a prelucririi datelor. 8-au infiintat centre
teritoriale de calcul electronic (CTCE) precum si centre de caleul in cadrul
unor intreprinderi. De asemenea, s-au pus bazele unei industrii electronice
proprii, trecindu-se la realizarea de componente electronice pentru tehnica
de'ca.lcnl.. O atenlie deosebitd s-a acordat pregitirii de cadre de specialitate,
prin lqstltutii de invitamint superior, centre de perfectionare si unele licee.

Din 1968 a inceput fabricarea in tara noastri a unor calculatoare
olect;\olnicc din generatia a 3-a, FELIX C-256.
aturi de acestea, s-au realizal prin co ie propri i
din familia FELIX : C-512, C-1024, (?—32. PSPl PRRLGG | iiators

; l?n pref/.mllti prlodm:em sisteme de calcul eu o arhitecturid moderns, ba-
zindu-ne pe tehnologii avansate: familia de minicalculatoare FELIX-}
(INDEPENDENT 1-100, 1-1021¥ si CORAL 4001, 4011, 1030), lllicl'O('al(‘,l?f
latoarele M-18, M-118, ECAROM, CUB, JUNIOR si calculatoarele profesio-
nale §i individuale : FELIX-PC, 1C-85, aMIC, PRAE si. TIM-S. Aparitia
calculatoarelor profesionale si individuale va facilita raspindirea tehnicii de
calcu] in mediile neindustriale si va permite familiarizarea elevilor, inci din
ciclul gimnazial, cu calculatorul electronie.

m
OPERATH ARITMETICE §I OPERATH LOGICE

III.1. Notiuni introductive

~ Din scoala generald cunoastem ci mul{imea numerelor reale R este for-
matd din reuniunea a doud submullimi disjuncte, multimea numerelor ra-
tionale @ si mullimea numerelor irajionale R\O. z
De asemenea, cunoastem din eapitolul I ci orice numir real se poate
scrie intr-o bazii oarecare, deci si in baza zcce, ca o succesiune de cifre la
partea intreagi si o succesiune de cifre la partea zecimala. In practica, in
calcule, nu totdeauna utilizim sau putem utiliza un anumit numir real, mai
ales in cazul numerelor irationale. De dceea ori de cite ori tehnica de lucrn
se ugureaza, fiara ca rezultatele si devina inutilizabile, se vor putea folosi,
in locul oriciror numere reale, valori apropiate ale acest,blja, numite valori
aproximative sau, simphi, aproximante.

Ill.2. Aproximantele numerelor reale

Notiunea de aproximanti (valoare care aproximeazdi un anumit numar)
o vom utiliza pentru orice numir real care urmeazi a fi folosit in calcule.

De aceea, considerind x un numir real oarecare (z = R), pentru aproxi-
mantele Ini z dim urmitoarea : :

IH.2.1. Definitie. Numim aproximantd a unui numdar real z orice
numdr rational x* care podte fi folosit in calcule in locul nu-
maérului . .

Exemplu :
Dacd z = 24,235, atlunci numerele 20; 24; 25; 24,2; 24,3 ; 24,23 ; 24,24; 10; 100

100 000 si oricare altele pot Il considerate ca aproXimiante ale lui 2.

Multimea aproximantelor lui 2 0 vom apreeia ca avind doud submul{imi,
o submultime formati cu aproximantele mai mici decit %, ale:cirei elemente
le Yom numi aproximante prin lipsi, notate '¢u &, si 6 submultime formati
ct aproximantele mai mari decit x ale cirei elemente le vom numi aproxi-
mante prin adaos sau aproximante prin exces, notate cu %.

A comnsidera penlru un humir real & o aproximanti z*, inséamni a apro-
Xima pumarul real £ cu aproxiinanta #*. ] ‘
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I11.3. Procedee de aproximare a numerelor reale

111.3.1. Aproximdri prin rotunjire la numerele cu parte zecimala
{regula completadrii)

Fie un numir real a care are cel pulin n cifre la partea zecimali. Dorim
si-1 aproximim cu o aproximanti a sa care si aibi n cifre la partea zecimala.
Putem fi fn unul din urmitoarele douii cazuri :

a) cifra a_¢, 4y, este una dintre cifrele 0, 1, 2, 3, 4, si in acest caz se re-
nun(d la aceasti cifrd precum si la cele de la dreapta ci;

b) cifra U_(y 9y estesuna.din cifrele 5,:6; 7, 8, 9 si In acest caz adunim

la numir o si renunldm la wltimele cifre zecimale, incepind cu pozitia
n 4 T

an-- 1-a.

' Spunem cd alit in cazul a) cit si in cazul b) am efectuat o aproXimare
prin rotunjire.

‘ ITL3.1.1. Reguld. Aproximarea prin rotunjire a unui numir real cu cel
pulin n zecimale, se Face prin lipsa sau prin exces la zecimala a n-a, renuntind
la zecimalele care-i urmeazsi, zecimala a n-a raminind neschimbati sau ma-
jorald cu o unitale dupi cum zbéimdla care-i urmeazi ecste o cifri mai mica
decit cinci sau mai mare ori cgalii cu cinei. .

TI1.3.1.2. Observafii :

1. Aproximanla oblinuld prin retanjire Ia T11.3.1. a) esle o aproximanli prin lipgi clnd
numadrul real esle pozitiv.

2. Aproximanta oblinuti prin-rotunjire 1a IT1.3.1, b) esle o aproximanlit prin exces clnd
nutdrul real esle poziliv.,

Exemple :

1) Numiieul a = 2,8435 dorim si fie scris doar cu doudt zecimale, aproximal prin ro-
lunjire, deci n = 2. Deoarcee ty = 3 81 3 <5, alunci ® == 284 reprezintd o aproxXimantid prin

lipsa. : s

= J- h N e B (53 AT ~ . P . .
2) Numiirul @ = 324,76583 -dorim si ({c seris doar ca Lrei zeejmale, aproximat prin ro-

tn!uire, deci n = 3. Deoarcee, ay = 8 si 8§ > 5, alunci ¥ = 324,766 reprezinti o aproximanti
prin exces. ‘

111.3.2. Aproximéri prin rotunjire la numerele intregi
(regula completqirii)

Se dd un numir intreg 2:cu eel pulin-atitea cilre cit este ordinul la care
vrem sid facem aproximarea. Dofim si- ‘aproximiam la una: dintre cifrele
unitdtilor, zecilor, sutelor, miilor ete. Notiam cu k acest ordin si-cu ko—1-
ordinul imediat inferior: Procedim ca in unul din urmitoarele dou camu'i;

a) inlocuim cu zerouri toate cifrele de la dreapta cilrei de ordinul k,
dacd cilra de ordin k — 1 este una dintie cifrele 0, 152, 3,54 :

gy
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b) adundm 10* cu numiérul dat si irlocuim toate cifrele de la dreapta
cifrei de ordinul k prin zerouri cind cifra de ordin k' — 1 este una dintre ci-
frele 5, 6, 7,8, 9.

Spunem c& atit in cazul a) cit si in cazul b) am efectuat o aproximare
prin rotunjire.

I11.3.2.1. Reguld. Aproximarea prin rotunjire a unui numir intreg la
o cilrd de un anumit ordin fixat se face prin lipsd sau prin exces, inlocuind
prin zevouri cifrele care urmeazd cind prima cifra care-i succede este mai
mica decit 5, sau majorind cifra fixatd cu o unitate si inlocuind toate cifrele
care-i urmeaza cu zerouri, daci prima cifrdi care-i succede este mai mare ori

egald cu cinei.

111.3.2.2. Observatii :

1. Aproximanla obiinuta prin rolunjire la I11.3.2. a) este o aproximantd prin lipsi cind
x >0,
2. Aproximanta oblinutd prin rotunjire la 111.3.2. b) cste o aproximantd prin exces

cind-a> 0.

Nolind cu ¢ cifra de ordin k si cu d cifra de ordin kK — 1 in urmitoarele
exemple avem:

1. Numdrul z = 7589345 dorim si-l aproximam la cifra miilor prin
rotunjive, deci ¢ = 9. Pentru ¢ d = 3 si 3 < 5, atunci ¥ = 7589000 repre-
zinta o aproximantd prin lipsa.

2; Numirul x = 47979463 dorim s&-] aproximim la cifra zecilor de mii
prin rotunjire, deci ¢ = 7. Penlru ¢i d = 9 si 9 > b5, atunci & = 47980000

reprezintd o aproximanid prin exces.

3. Numirul x = —32456 dorim s&-1 aproximam la cifra zecilor prin
rotunjire; deci ¢ = 5. Pentru ¢ d = 6 i 6 > 5, atunci ¥ = —32460 repre-
zinld o aproximanti prin lipsa. : :

4. Numirul x = -—-83459478 dorim si-l aproximam la cifra miilor prin
rotunjire, deci ¢ = 9. Penlru ci d = 4 si 4 < 5, atunci & = —83459000 re-

prezinta o aproximantd prin exces.

5. Numirul x = 573499953 dorim s&-l1 aproximim la cilra sutelor prin
rotunjire, deci ¢ = 9. Pentru ci d = 5, atunci & = 573500000.

6. Numirul 2 = 15700000 dorim sa-l1 aproximam la cilra zecilor de mii
sau la orice cifrd de la dreapta ei. In acest caz & =2 = 2.

111.3.3. Aproximarea prin rotunjire efectuata la maginile
de calcul

In aproximarea prin rotunjire este necesari comparalia cilrei la care se
faee rotunjirea ‘cu cifra b pre¢um si cercetarea semnului numérului pentra
a se'putea decide in ce mod se face rotunjirca (prin lipsd san prin exces).
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Deoarece, pentru masinile de caicul accasti operalic este complicati si poale
duce uneori la un consum mare de timp, se inlocuieste operatia de comparare
cu o operalie de adunare.

~

Astlel, in cazul in care z este un numir real seris sub forma de fractic
zecimald cu cel pulin n zecimale si dorim si-l scriem printr-o aproximanti
cu n zecimale, aduniim la acest numir numdarul cu acelasi numar de zecimale
si acelasi semn cu el avind toate zecimalele zerouri in afard de zecimala a
n + 1-a care este 5. Rezultatului astfel oblinut i sc neglijeazii cifrele dupi
zecimala a n-a. Aproximanta oblinuti este o aproximanﬁ{_l prin rotunjive.

Iixemple :

1) Numiwrul x == 68,975342 dorim i fie scris cu palru zecimale, deci n — 4. i adundm
numirual 0,000050 si aven 68,975342 + 0,000050 = 68,975392, La rezultatul astlel obtinu't
s¢ neglijeazd zecimalele de dupi zecimala a 4-a, oblinindu-se x = 68,9753, rezultat identic
cu cel ce s-ar i oblinut aplicind rolunjirea.

2) Numiirul x = —732,84526 dorim sa lic scris cu doudt zecimale. deci n — 2. li adu-
nam numérul —0,00500 si avem — 732,84526 — 0,00500 = —732,85026. 1L.a rezultatul astiel
oblinut sc neglijeaza zecimala de dupd zecimala a 2-a, oblinindu-se x — — 732,85, rezullat
identic cu cel ce s-ar {j oblinul aplicind rolunjirea.

Fie acum cazul in care 2 este un numar intreg cu n cifre si dorim sa-1
rolunjim la o cifrd de un anumil ordin k si care este una din cifrele : unitati,
zecl, sule, mii ete. Pentru aceasta adunfim la numirul dat numaral de acelasi
semn cu el, cu un numir de cifre egal cu numirul de cifre de la dreapta cifrei
de ordin k, avind prima cifrd 5, iac urmitoarele cifre zerouri. Rezultatului
astfel oblinut i se substituic cifrele de dupd cifra de ordin k prin zerouri.

Lxemple :

1) Numirul = = 97 35( 942 dorim si-1 aproximam la cifra zecilor de mii, deci la a 5-a
cifra de la dreapta la stinga. 1i adunim numirul de patru cifre de acelasi semn aviad prima
cilrd 5 si celelalle zerouri, st avem 97 354 942 4 5000 == 97 359 942, La rezultalul obtlinut se
substituie ultimele 4 cifre cu #zerouri. Oblinem : x = 97 350 000.

2) Numirul & = —475 304 278 dorim sd-1 aproximiam la ordinul zecilor de milioane,
deci la a 8-a cilrd de la dreapta la stinga. li adunim numirul de 7 cilre de acelasi semu avind

=

brima cilrd de 5 y] celelalle zerouri, $i avem — 475394 278 — 5000 000 = 1480 394 278.
Jarezultatul astlel ob{inut sc substiluic ultimele 7 cifre cu zerouri. Se obline & = — 480 000 000,

111.3.4. Aproximarea canonicé sau prin trunchiere

De foarte multe ori, mai ales in operalii cu numere, cind ne intereseazi
aproximante ale rvezultatelor, sintem condusi a considera aproximante care
st refind numai un anumit numir de zecimale sau cifrele de la un anumit
ordin in sus. Spunem ca in acest caz facem o aproximare canonici sau prin
trunchiere.

Fie un numir real 2 scris sub formi de fraclie zecimali cu cel putin n
zecimale, pe care vrem si-l aproximim folosind forma canonica refinind n
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zecimale. Peunlru aczeasta se renunila la Lo‘?l,e z_ccimalele de dupi zecimala
a n-a, oblinindu-se o aproximantd a numairului X _ :

111.3.4.1. Reguld. Pentru aproximarea canonicd a unui numir real x
seris sub lormd de fraclie zecimalia cu eel putin n ze_clma.le (;m care vrem
sit relinem primele p zecimale (p < n) vom renunta la ultimele n — p zeci-
male.

xemple :

1) Numiérul z = 0,4597:

N itele 4 zeei Soeddoct =, 0,459 2
nind primele 4 zecimale. 2 Sy i i imalia canonicy
2) Numirul « = —23,579432 dorim si-1 aproximim, folosind aproximalia canonicg,

< : b
relinind primecele douit zecimale. Deci ¥ = —23,57.

Penlrn un numér intreg x cu cel pufin n cifre, aprovx1marfta C?llor‘lflcgl.
de un anumit ordin inseamnd a inlocui ci.frelc care se aflav la dlcaprLa ]c1're{1
de acel ordin cu zerouri, obtinindu-se astfel o apll'oznmanta' a nuvm.nAn; u:):L

111.3.4.2. Reguld. Pentru aproximarea canonica a unui num%P“l(ileéb li
cu cel pulin n cifre, din care vrem 5a refinem prlmel'(; p(pdg 11(11) (;::élac i e
stinga) ale numz’xl'ulu.i, substituim ultimele n — p cifre (de pte
numirului cu zerouri.

Exemplu :

Numirul a = 13 984 572 dorim sid-1 aproximim, folosind aproximatia 'canonicﬁ, ]r?ti—
nind primele patru cifre (de la stinga). Avem 2 == 13 980 000, carc este o aproximanta a lui z.

[ll.4. Erori si tipuri de erori

i11.4.1. Notivnea de eroare

Cind inlocuim un numdr real  cu altul x*, care se numeste aprox:mant.z::
a numdarului z, atunci aceasti aproximanti I* expriméi pe x cu un aéluml
grad de exactitate sau precizie. Evident, cu cit x* este mai apropiat de va-
:Ijoarea lui @, cu atit 2* aproximeazd mai bine pe z. ‘ . B

Pentru masurarea gradului de precizie_"cu care o ap1‘ox1mar}fca xz taprgm;
meazi pe x vom cauta sa stim care gste duel:ent'a dxxltfe aproximanta r:(c)ari
numirul x pe care il aproximeazi si aceastd diferentd o vom numi e s

I11.4.1.1. Definifie. Se¢ numeste crearc a lmeiu ai},roximjlllte fa;]ii de m:;
mérul real aproximat, diferenta intre aproximanti si numiirul real pe ca

il aproximeazi.

Notind numirul cu x, aproximanta sa cu z* si eroarea aproximantei
cu ¢ vom avea, potrivit definitiei, relatia :

e = 2* —uz.

Deoarece aproximanta unui numaér real poate fi prin lip‘sa sau prin exces,
putem avea eroarea data de una din urmatoarele doud relatii :

E=2 —xsau e =2 — .

41

|
R O R R R R R RRRRRRREREEERERRREEEEERRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRTERw




¢ Insa din r < & rezulti ¥ —a < 0, adici e < 0, jar din T > x rezulla
T —z ?O, adllca e >0, ceea ce inseamni cii eroarca unei aproximante
poate fi negativd sau pozitivi.

III-4-1-2- Del””ll(,. ..)l)llllelll ((H} .lplo,\lm-lllta Z @ unmi llll]lll\il l",al 213
l 0 ) . l- o l ” " . % I
e v ‘
sau lle(lall it. ¥ ’

Exemplu :

Fie numirul x = 279,453 si doud aproximante ale sale T — 279,45 si T == 279,5. Erovile
i ) otz == Jde BLLG
€e corcspund celor doud aproximante sial : ,

e = —0,003 si e == 0,047.

Il.4.2. Ercare absolutd, eroare absolutd maximd

Tn definirea notiunit de eroare am constatat ¢i eroarea poate fi atit
pozitivi cit si negativi. Deoarece in [oarte multe cazuri nu are importanti
semnul erorii, ci intereseazi mirimea acesteia, vom defini notiunea de eroare
absoluta. ’

II1.4.2.1. Definifie. Eroare: ¢ :
4.2.1. fie. kiroarca absolutd a unei aproximante este v
M e i 3 e val
absolutid a crorii sale. I atoarea

Polrivit definiliei, pentru un numir real x si 0 aproximanti a sa g*

eroarea absolutd va Ii | &* — x|. Vom nota eroarea absoluti cu @ unde a > 0.
Avem deci relalia :

a = |z* —zx]|.

Cunoasterea erorii absolute a wunci aproximante ne permite si dim o
incadrare a numdirului real :

((z* —2| = a) < (a* —a <z a4 a)

Notiunea de eroare absoluti ne permite sa facem aprecieri asupra aproxi-
marii numdrului de catre o aproximanti sau olta. Astfel daci 7 si x} sint
doud aproximante ale aceluiasi a i i ‘

1 nun a_af
S PR A S " *1a}“ rea‘l x si dacd a; < @, spunem ci xy
aproximeaza mai bine pe x decit 3 si deci 2} este o aproximanti mai buni
a lui z decit xf.

Exemplu :

Fie numirul @ = 1,45724 cu aproximantele x7 = 1,457 §i a5 = 1,46 cu erorile absolute
a, = 0,00024 si = ] y i i
dl =L 4 si a, = 0,00276. Dcoarcce a4, < a, aproximanta x7 aproximeazi mai bine pe x
ecit x; sau, ccea ce este totuna, xf aproximeaza mai slab pe z decit aproximanta x}.

Este de remarcat ci media aritmetici a doui aproximante ale aceluiasi
numar este o aproximanti mai buni decit cel putin una din cele douj.
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Fxemplu :
Fie mumirul 2 = 21,548 cu aproximantele .y == 21:51 si.aj = 21,55, Erorile fiind date
21,54 4 21,55

de g == —0,008 si g, — (,002, media arilmelicd aaproxiorantelor este 2* = ————uit— =
5

= 21,545 iar croaret .penlru noua aproXimantd, este e = 0,003, Deci noua aproximanld a¥
este mai bund dectt af dar mai slabd deeil a.

in operatiile aritmetice cu aproximante, in foarte mullte cazuri, sintem
in situalia ca diferite operalii condue, la erori diferite, ccea ce face ca in ge-
neral si ne punen problema cunoasterii sau determindirii celei mai mari erori
pentru a pulea estima nivelui preciziei cu care se lucreazid. De aceea vom
introduce notiunea de eroare absoluld maximi prin urmitoareca

111.4.2.2, Defini{ie. Rumim eroare abseluti maximi pentru foafe aproxi~
mantele af pentra numired real x, cel mai mic numir A eare satisface ine-
galitatea A > max(u,). vnde ¢; sint erorilé ahsolute ale aproximantelor 27

IZste evident ¢d pentru un singur numir x si pentru o singurd aproxi-
mantd a sa z* croarca absolutd maximi este chiar eroarea absoluti a acelei
aproximante, deoarece ¢ < « pentru orvice ¢. De accea vom utiliza noliunea
de eroare absoluld maximd « unei aprozimanie si in cazul unei singure aproxi-
mante.

Eroarea absolutd este mai mici sau egali eu numirul cc se obtine prin
inlocuirea in 2 a cifrei ordinului de aproximare cu 1 si a tuturor celorlalte
cifre cu zero pentru orice fel de aproximare la cifra de ordinul respectiv.
Urmeazi ci putem considera numadrul astfel obtinut ca eroare absolutd ma-
Ximd a aproximantelor prin lipsd sau exces ale numarului @ pentru cifra de

ordinul fixat. .
°

I11.4.3. Eroare relative, ercare relativd maxima

Cunoagterea numai a erorii absolute a unei aproximante pentru un
numir real este de foarte multe ori insuficientd pentru a caracteriza gradul
de precizie intr-un calcul sau iIntr-o masuriitoare. Asa, de exemplu, daca
afirmdm cd eroarea unei anumite lungimi méisurate este de 1 mm, féard a
se cunoaste si marimea lungimii masurate, nu se poate spune dacd méasu-
rarea este bine ficuta sau nu. Daci eroarea de 1 min se referd la misurarea
unei lungimi de 50 m se poate spune ci rezultatul cste extraordinar de bun,
dar dacd s-ar miasura diametrul interior-al unui rulment si in loc de 10 mm
am aprecia prin masuritoare cd are 9 mm, este evident ci nimeni nu poate
aprecia rezultatul ca fiind bun. ;

De aceea, calitatea unui rezultat poate fi cu mult mai bine apreciata,
daci se cunoagte asa-numita eroare relativd in definirea careia intra si ma-

7

rimea insasi. ST .
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IIT.4.3.1. Definifie. Eroarea relativd a unei aproximante z* pentra un
numiir real  este egali cu raportul dintre eroarea ahsolutii a aproximantei z*
§i valoarea absoluti a numiirnlui x.

Numirul real fiind #, aproximanta sa z* §i notind eroarea relativa cu e
vom avea, potrivit definitiei

| z* —z | a
¢ = = .
[z | t2 ]

Exemplu :
| 0,005 ' bLL
—, care estc aproximativ

Fiex = 1,415 si a* = 1, 4‘7 avem € = 0,003, iar ¢ =
: | 1,415]

0,004.

Deseori eroarea relativa se exprimi fie la sutd (in procente), fie la mie.
In exemplul dat, eroarea relativi este de 4%/, (4 la mie).

Ca si pentru eroarea absoluti maxima si aici considerente de ordin prac-
tic ne determina si introducem notiunea de eroare relativid maxima.

Dim astfel urmitoarea

I11.4.3.2. Definifie. Namim ercare relativi maximi a aproximantelor x5
pentru numirul real x, pe care o notim cu E, raportul dintre croarca ah-
soluti maximi si valoarea absolutii a nmumirului.

Pentru un singur numir x §i pentru ¢ singuri aproximants a sa z* eroa-
rea relativi maximi este chiar eroarea relativii a acelei aproximante, deoa-
rece eroarca absoluti maximi, in acest caz, este chiar eroarea absoluti a
aproximantei. De aceea vom utiliza notiunea de eroare relativd magimd «
unei aproximante si in cazul unei singure aproximante.

Potrivit definitiei date si a notatiilor adoptate avem :

A

E=—.
z |

1.5, Erori datorate modului de reprezentare

In operatiile aritmetice cu numere reale sintem adeseori condugi sa
operdm cu aproximante care au un numdir finit de n zecimale, in general
mai mic decit numirul de zecimale v, al numerelor reale date (v > n), fird
ca rezultatul obtinut si devini inutilizabil.

Deoarece in locul numerelor reale date operim cu aproximantele lor
care au altd reprezentare (reprezentare finiti, cu un numir dat de n zeci-
male sau cifre), eroarea introdusi se numeste eraare de reprezentare.

Eroarea de reprezentare este prezenti de la inceput in calcule si stri-
bate tot complexul de operatii pitrunzind in rezultat. De aceea vom spune
ca eroarea de reprezentare este o eroare transmisibili.
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11.6. Inegalitatile fundumentole in aproximarea
numerelor reale

Fie numarul real pozitiv x dat prin
: | : x = @yl - - Oyflpy@_yd g - Do - -
unde a, # 0 (a, este prima cifrd diferita de zero in scrierea numirului z de
la stinga la dreapta)
g ¥ = a,,a,, 1 .alao,a_la_2 Ay
;) aproxnmanta a lui z. Putem scrie aceasta apr0x1manté folosind forma de

scriere cu ajutorul puterilor lui 10.
ad_g

2% = 410" 4 @, 10" + ... F ‘1110 NEOms 1 —r o T TR

Nu este greu de remarcat ca atit x cit si x* admit incadrarea
- 10" g z < 10"*1 si 10" < a* < 10"
Pentru demonstratie vom considera mai intii o aproximantd & prin

adaos a lui z in care partea zecimala se substituie cu 1 obtinind & — Jigny < .
Tinind seama ca pentru clfrele de la partea stingd a ap10x1mante1 avem

relatiile
1 <a,<9
0 € ap<sY pentru k=1, 2, ..., n —1.
1<a+1<10

Inmultind prima ;i_negalitate cu 10" s5i a doua cu 10%, apoi sumind avem
10° -1 < & < 9(10* + 101 4 ... +10) + 10.
Ffectuind suma din partea dreaptd a celei de a doua inegalitéti rezulta
o 10" +1 g2 < 10"
care se poate scrie
10" < £ —1 si & € 10",

unde folosind si # —1 < z, £ < & scrise anterior
avem
10" <& —1<z<$<10"
r : ine
caré numai pentru numirul z devin
10° < z < 10"+

Inegalititile pentru aproximanta z* se pot scrie direct, daci avem ip
vedere ci demonstratia pentru £ poate avea loc indiferent de ordinul la care

se face rotunjirea prin adaos.

|




Deci
10* < a* < 10*4,

Dubla relatie obtinutid pentru 2 formeazi asa-numita prima dubld ine-
galitate fundamentald in aproximarea numerelor reale iar exponentul n care
apare in puterile lui 10 este numit caracteristica numarului real z.

De asemenea numirul 2 si aproximanta lui x*, datd anterior, satisfac
si relatiile ; ! :

a, 10" < & < (a, - 1)10%, @, 10" < z* < (a, 4 1)107.

=0

Pentru a demonstra aceste inegalitati’ vom considera aproximanla
de’mai inainte formati din doui parti. Astfel: .

Z = a, 10" 4 N.
“Tinind seama cd pentru orice cifri din N avem

<a, <9 pentru fei="1* 25 " m g8
< qy + 1 < 10.
Inmultind prima relatie cu 10* si sumind avem
I's N 9@0*=Tpps-20E 1 avin 10) - 10.
Ficind suma in partea dreaptd a inegalitiitii obtinem
1 < N < 10~
Adunind acum la fiecare parte ¢,10" gisim
a,10" +1 < & < (a, + 1)10".
Aceastd dubla inegalitate poate fi scrisd si astfel :
G10" < & —1 5i & < (a, + 1)10™.
Tinind seama ci
T—-l<xs5ix<E
care au fost scrise mai inainte avem
4G,10" <2 ~1<2<2%<(a+ 1)10".
Retinind numai relatiile privitoare la numirul real z se gaseste

a,10* < 2 < (a, + 1)10%.

Pentru aproximanta a* putem scrie relatia direct, deoarece demonstratia
pentru Z este aceeasi, oricare ar fi ordinul la care se face rotunjirea prin adaos.
Asa incit .

a,10" < z* < (q, 4 1)10™
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Aceastd a doua dubli relatie scrisi penlrn x este numiti a doua dubli
inegalitate fTundamentald in aproximarea nvumerelor_ reale: i e
De subliniat este faptul ci cele doud duble inegalitati Iun almend

{ i referd ¥ ai l: marul real z, dar
i i tor se referd de fapt numai la nu
n aproximarea numere S ' temal R AFul. veal :
im<i[ntrodus alaturi de numirul real x si o apmmman.ta a lul,tm (ﬁ[:tpoaits
;\fea totdeauna o scriere zecimala [initd $i in conseciufa poate substilul

salcule pe . } . _ o o
- Pre(l:iﬁlm cii toate cele aritate in acest parageal au fost considerate

; zitiv. Peatr in ¢ nu-
sentru cazul in care numarul real x este pozitiv. [.(',.ltl u c.azx;ln 1(111 {-ar(;l(? -
}'nérul real x ar fi negativ se pastreazi toate afirmatiile, schimbind doa
1 4 o =

i A it g oo AL
galititile in incgalitali de sens contra

i11.7. Aproximante cu eroarea absolutd mai micd

s 1
sau egald cu T

i sl wh 14 imante i rima prin
Fie numirul real z iar z¥ si 2§ doult aproximante ale lui z, p P
lipsd si a doua prin exces.

1.7.1. Definitie. Spunem c& 2} sia} sint oproximantel prin l:ps;'c?;
respectiv prin exces ale lui = cu eroarea absolutd mai mi

1 M D M e
sau egald cu —— dacd verificd urmdtoarele 3 proprietafl :
10*

; g wwow a cow T

1° Fieeare au eite k cifre la partea zecimald, adiedt @] = —— $1. 2%

o e Wi

unde x” i x’’ sint intregi. . . u
2° Numirul = se afli cuprins intre valorile apreximantelor respective,

adiedl 27 < x < 3.

1 t ! adied 2§ — 2 = —
3° Difer ste ——, @ P — ] =—.
3° Diferceata lor e Tl 0P
1 mici a i tru ca din definitie

Eroarea absolutd este mai mici sau egald cu i pen t
avem
iar aceasta duce la

x —at € af —arsial —x < a5 —2f
Avind in vedere proprietatea 3° rezultd

1 <
x—xf<m $1x;—x<ﬂ)7.
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In proprictatea 1° facind scaderea intre membrii egalitatilor si tinind
seama de proprietatea 3° gisim ci

all =t gy

deci 2’ si 2 sint doi intregi consecutivi. Acest rezultat corelat cu proprie-
tatea 2° arati cii avem

4

A
1 4+ 1
L G e,

T EETY:

Aceastia relatic duce la stabilirea modului de aproximare a unui numar
real oarecare z.

ITL.7.2. Reguld. Aproximanta prin lipsd cu mai putin de I;—’” se obtine

refinind din numirul z cifrele de la partea intreagad si primele k cifre ale
partii zecimale, iar aproximanta prin adaos se obtine adidugind o unitate de

ordinul Toe la aproximanta prin lipsi.

Proprietétile 1° §i 3° se verifici imediat. Mai trebuie aritat ci < 23
pentru c¢d x> xf esle de asemenea imediati.
Intr-adevir

T = Aty y...0U0,A_0_,...a_; - 0,0.. 0a_ (x40 ~(r49)- - - = xF +-

+0,0...0a_(14pa_(rygy. -+ < af +0,0...0(9) = at +0,0...01 — ¥ +

de k ori zero de k—1 ori zero
1
+ — =a
10%
Deci
2 g @y

La aproximarea prin rotunjire dati la ITIL3.1 si I11.3.2, aproximantele

sint cu o eroare absolutd mai mici sau egali cu

T (k € Z, k < 0 pentru

cifre de la partea intreagd si k >0 pentru cifre de la partea fractionard)
deoarece avem in vedere cifra care urmeazi la dreapta cifrei fixate pentru
aproximare (daci este 0, 1, 2, 3, 4 sau daci este 5, 6, 7, 8,9).

Cu regula completirii se obtin aproximante cu eroare absolutd mai mics

sau egala cu

2.10%
De asemenea aproximarea canonici sau prin trunchiere precum si apro-
Ximarea prin rotunjire efectuate la masinile de calcul, dau erori mai mici sau

egale cu — si respectiv ;
& 10* ’ Bk 2.10%
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Exemple :
1. Si se aproXimeze numdirul © cu o aproximantd prin lipsd §i o aproximanti prin exces

1 N .
avind o eroarc absolutd cel mult cgald cu _16’: unde k = 1, 2, 3, iar © = 3,14159265. ..

k=1 prin lipsi = = 3,1
prin exces w = 3,2

k=2 prin lipsd 7 = 3,14
prin exces w = 3,15

k=3 prin lipsi m = 3,141
prin exces w = 3,142

2. Si se aproximeze numirul = cu o croare absolutd cel mult egalidt cu , unde

k=1,2 3, 4
k=1=r=31;k=2=>n=2314; k=3=>m=3142;

k = 4 = 7 = 3,1416.

111.8. Cifre sigure si cifre indoiglnice
pentru o aproximanta data

Fie numairul real dat de
= a,10" + a,_10%1 4 ...+ a,_ ;20" F 4 @, 5 ;107751 4 ...
si * o aproximantd a lui, continind primele k cifre.
2* = a10% 4 a,_10%7E .. 4 @y gy 1077EFL
Eroarea absolutd a acestei aproximante este data de
a < (a,_x + 1)10*7~
Deoarece a,_; < 9 avem
A = 1077F+1,

Pentru cazurile in care dorim ca aproximarea si fie mai buna se poate
i i unei aproximante ce are
aplica regula de completare pentru determinarea P :

pentru numere pozitive:

1
o eroare mai micd sau egald cu e,

.10%
Din
-k
a < (@q_p +1)10
4 — Matematicad aplicatd in tehnica de calcul cl. a IX-a — ed. 7 49




«<deducem urmitoarele douit cazuri aplicind regula completarij :
1°. penteu q,_; > 5, majordm pe a,_, ., cu o unitate si obtinem o aproxi-
mantd prin exces a ciirei eroare absoluti cste data de

@ =% —x = 10" _(q, 10" F

unde punind in locul cifrei a, , valoarea minima pe care o poate lua, 5 si
aneglijind celelalte cifre ce urimeazi dupd a,_; diferenta creste devenind
A=z —x g 10"F1 _ 5,10k

— 107-k41.
3
2
2°. pentru a, , < 5 considerim in relatia
a < (an—k + I)IOn_k
«<ifra a, ;. = 4, valoarea maximi pe care o poate lua si

avem o aproximanti
prin lipsi astfel fncit eroarea absoluti

@ = —a* g §10n¥

Inmultind si impirtind cu 2 avem

A =L qgnru,
2

In acord cu aceste ultime doud cazuri putem da urmatoarea

H1.8.1. Definifie. Spunem c& a* este
%> 0, cu £ cifre sigure dacd
micd sau egald cu 10" *'!

© aproximantd a numérului real
eroarea absolutd maximd este mai
fard aplicarea regulii de comple-
; oy, . 1 :

tare si mai micd sau egald cu e 10" ey aplicarea regulii

de completare, unde n este caracteristica numéruluj 2.

Cifrele care urmeazi cifrelor
indoielnice.

De aceea dintr-o aproximanti nu vom refine decit cilrele sigure. In
calcule insi este bine si se refind doua sau chiar trei cifre in plus ];oste nu-
mirul de cifre sigure $i numai la rezultat luim aproximanta acestuia cu nu-
marul de cifre sigure precizat de eroarea absoluti maxima,

sigure se numesc cifre nesigure sau cifre

Exemple :

1. S4 se determine numirual de cifre sigure alc
absolutd maximi este de 0,00001.
Avem din problems :

aproximantei numiérului = a cdrei croare

1

A= —1
) 108
dar din definiie,

A = 107 k11

fdrd aplicarea regulij de cempletare,

50

d t <l < aza -ca ==
Deoarece num:r ul 7 are o singura cifra la parle‘l illtli.“dg 1, Urmeaza t 0

Deci,

R _1_ = 10~*11,
105
Adicd, 105-10F+1 =11 = 109,
incit

107+¥6 = 10% — k.+ 6 =0, k = 6.

A i ig oci este 3,14159.
Rezulti et aproximanta respectivi a fost luati cu 6 cifre sigure, deci este 3,

ielni cimantei  numédruluic
2.°84 se determine numiirnl de cifre fndoeielnice ale aproxim mntei §

\/5 ~'1,7320508076425 a ciirei croare absolutii maximd este de el
1,732

Avem

ey 10»—}(-}-1

fara apllCal e ch’uhl de COInpletﬂl C.

i ng 1 i < an=\uv.
Deocarcce nuinaru \/o 0 singuri cifra la p ea int eaga, Insea

(M rul arc T rid 1 artea re: camna ¢ 0

Deci

1
1010

A= —— =107%1; 101%10%41 = 1 = 10°

ncit
—k+11=0, k=11

APpro: & K azZa Cd Lt { o1 1ce.
c 1L .G (Vi
Aproximanta 1 3 avind 11 cifre sigure, urnica cit ultimele 3 cilre sint indoielnic
1 lui ’\/

[11.9. Determinarea ercitior relative qum!iev 0
cle unel aproximante pe baza cifrelor sigure
ale acesteia

i a ¢ cifre sigure.
Si considerim numirul real  si * o aproximanta a sa cu k cifre sig
a cons : ' : s 2.8 S .
Fie a, prima cifra a numarului = $i a aploxxmantellx ; (. . %re()mla = ‘
I:f,rorilé absolute maxime fiara regula de completare 1 cu reg i |
< -

pletare sint date respectiv de

1"
n—k+1 st A =— 10n—7c+1.
A =10 51 9

} :1()! II[: ]elal ve jaxime I ace S ( g 0 (].L[Se dlll
te tQzurl1 vori fl de
1 1Y m \
X I

E:

i % 2 > «, 107, care fird regula de completare con--
unde vom avea in vedere ca & = d,1U%

duce la 1
107 7F+1 i deci E <
A = - h ool k-1

ch a,10" ,10%71 a10

Sl




dar cu regula de completare conduce la

n—ki1
g . L — deci E < 1—-—‘~
2a,10*  2a,10%"1 2a,10%71

Din cele demonstrate rezulti : y

~
M

Teoremd. Fiind dat un numiir x $i o aproximanti a sa z* eun k cifre si-

; : : £ olls o1
gure, eroaren relativit maximé a lui x* este mai mici sau egalid cu —

a,10%-1

. S 1
fdrd regula de completare §i mai mied sau egali en PR cu regula de
: 2,105
«completare, unde a, este prima eifri nenuld de la stinga Ini z*.

Este usor de remarcat ci erorile relative:r maxime exprimate in procente
sau nu, pot fi antecalculate deoarece depind numai de prima cifrdi a numa-
rului si de numairul de cifre sigure, astfel incit se poate intocmi un tabel
.de erori relative maxime. Astfel de tabele sint intocmite si se afla in multe
formulare matematice de unde ele pot fi luate pentru a fi folosite.

Déam si noi un astfel de tabel in care sint trecute erorile relative maxime
in procente.

Tabelul III.1

Erorile relative maxime cind se cunoagte a, §i k cu regula de completare

: P::ft;]; _’ Numirul de cifre sigure k
semuj-
| ticativd | D) 3 4 5 6 b 8
a1l
1 50 5,0 | 0,50 0,050 0,0050 0,00050 0,000050 0,0000050
2 25 2,5 |0,25 0,025 | 0,0025 0,00025 0,000025 0,0000025
3 17 1,7 10,17 0,017 0,0017 0,00017 0,000017 0,0000017
| 4 12 1,2 | 0,12 0,012 0,0012 0,00012 0,000012 0,0000012
| 10 1,0 10,10 0,010 0,0010 0,00010 0,000010 0,0000010
6 8,3 | 0,83 |0,083| 0,0083 | 0,00083 0,000083 0,0000083 | 0,00000083 '
7 7,1 ..0,71 | 0,071 | 0,0071 | 0,00071 0,000071 0,0000071 | 0,00000071
8 6,3 | 0,63 | 0,063 | 06,0063 | 0,00063 0,000063 0,0000063 | 0,00000063 :
9 56 | 0,56 | 0,056 | 0,0056 | 0,00056 0,000056 0,0000056 | 0,00000056
Exemple :
Fie numirul
x = 27,24536

-care are primele 5 cifre sigure. Si se determine eroarea relativid maximi prin calcul i apoi con-
fruntind rezultatul cu tabelul de valori.

Din calcul gtim ci férd regula de completare avem
1
a,10%1

wunde, pentru cazul nostru, a, = 2 §i k = 5. Deci,

E:

B —eeit= = 0,00005.
.08 #0

r

Cu regula de completare, avem

1

D
]

2a,105 71

care, cu datele problemei, dit
1
4-104

= 0,000025,

L=

adicid
E = 0,0025 %,

ciutind in tabel pe linia 2, coloana 5 gdsim acelasi rezu}tat.

111.10. Determinarea numdrului de cifre sigure
ale unei aproximante cind se cunoaste
eroarea relativda maxima a el

- e .
Si considerim prin ipotezd, eroarea relativi a aproximantel x™ a lui z
cu eroare velativd maxima, egald cu :

E=—l—, unde 1 € s € 9.
5.107

Folosind rezultatele din paragraful precedent deducem ci numirul k
de cifre sigure ale aproximantei z* este cel mai mare numir natural k pentru
care este verificatd inegalitatea :

1
! < —=y
s-10? a 105t

adica,
5:107 > a,-10%74,

ceea ce este echivalent cu

S
10571 g —.

aﬂ
a) Dacd s > a,,
rezulta
s
10621 g1 € —.
e
Deci trebuie sa avem,
k—p—1<0,

de unde deducem k € p + 1.




b) Daca s < «,,
rezulta
o1 g 1 o
g = — ’
10 @,
de unde
k—p—1< —1sau k < p
Avem deci :
]veor’l ~ . . | Mo . v
emd. Daed eroarea relativi maximit a aproximantelor unui namir

este

s-10P (s i p date) en 1 < s < 9 i p € N, aproximantele au p 4 1 eilre

sGiss of . : .
(]lll;‘ eind s > q, si p ecifre sigure cind s < a,,.
ntocmai ca si in caz ec : i
e r?m ca si In cazul precedent se pot intoemi tabele pentru deter-
‘Dca cifrelor sigure pentru erori relative maxime date h
dm in continuare tabelul ifr i
B : cu cifrele sigure pentru cileva v i
erorii relative maxime pentru ) B
el ==, 20300 0t D

Tabelul 111.2

y E
59 19, 0,5% [ 0,1%
/ s4 /o
l 2 3 3 4
2 2 2 3 3
3 1 2 2 3
4 1 2 2 3
5 1 2 2 3
6 1 2 2 3
7 1 2 2 3
8 bl 2 2 3
9 1 2 2 3
Exemple :
1. Fic o* = 24 5 4 i £l
- . v ,38256 o aproximantii a unwni numdir x care are eroarca relativi E =
== e . Sd se afle numirul de cifre sigure.
B 23
5-10¢*

deci s = 5 si p= 4. Avind = A
S o a, = 2 <<s rezultd k= p + 1 = 5, incit x* are primele 5 cilre

2. Fie aprO\,lmant 1 7 4 N ] =
ele lui date cu o cro
T t Toare re. & méa de 0,5 S a TIUITE
€ lativi maxima /{)- S4 se afle numé

rul de cifre Sigure ale aproximantelOI.
olosi tabelul TIL2 se ga i ic
] : . 2 se,tc mtersecii inici i
F ‘l nd : b : g .S la inters CL a linici a treia cu coloana (),5 A) numérul 2,
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11.11. Efectuarea sumelor si diferentelor
cu aproximante

Aproximantele fiind numere rafionale operatiile de adunare si scadere
u se deosebesc cu nimic de aceleasi operatii efectuate cu numerele

cu aceslea n
% in mod decosebit este eroarea transmisa la re-

rationale. Ceea cc intereseaz
zultat.

Fie numerele reale x; $i ¥y §i aproximantele lor af
lute a, §i ag. Vom considera ca aproximantd a sumei, suma celor doud apro-
area absolutd a sumei va i datd de

si o3 cu erorile abso-

~imante si deci cro

(@ + @) — (@ @) = ¢
Aceasta relatie sc mai poate scrie

[(xt — ) + (x5 — )| < b — gl 2 — 2 = a4
adici,
a4 < aq -

n generaliza aceastd relatie pentru o suma

Lste ugor de vizut cd puter
permite sa enuntim rezultatul prin

cu un numir finit de {ermeni, fapt cc ne
urmatoarca teoremad.
antei unei suine finite de termenti,

Teoremit. Froarea absoluti a aproxim
% eu suma crorilor abselute

numere reale, este mai mici sau cel mult egal

ale aproximantelor termenilor.

asemenea, nuincrele reale 2, si si aproximantele lor
Ay sl A, iar ca aproximanté a sumei,
care este relatia intre eroarca
mantelor termenilor sumei ?

+ x, = x, eroarca

Consideram, de
a¥ si aj erorile absolute maxime fiind
suma celor doud aproximante. Ne intrebam
absolutd a sumei si erorile absolute ale aproxi

Daci af + a} = x* este ©0 aproximantd a sumei Iy

absolutd a sumei aproximantelor este data de

|a* — x| = @1+ 35 — @+l = @t — ) + @ — )l < 18—

— x| + | x5 — g s
adica
a € a; + ag

si avind in vedcre definitia datd pentru eroarea absoluti maximi la 111.4.2

avem a, < A, si @3 < Ay deci
ay + @ < A1+A2’

adicd
a <A+ A4,




arece ac t e]ﬂ! l‘b .'ll }\l] I'[ H numartr t ]]ll

])e“ I easta r a71e se o] e € -
- g 3 e nde a 0 suma cu un .l

de tel Illelll) l)ll‘le m da ur matoal‘ea 'Le.OI ema

T 9

eorelr, ooy 84 M 1

o emd. .]Lm.uea absolutii a sumei este mai mici sau eel mull cqgald
ma erorilor absolute maxime ale termenilor sumei. !

D a menea )21 0O i o 1INSasl ¢
e se 7 > } lenl C nSldel'a ca eroare m i <
i ; axima a sumel Sasl suma
erorx 1101 abSOIUte lllakllne, deoﬂl ece IlOtlI]d ’

A +4,= A
avem

a < A

Cum si 2 a relati i
§1 aceasta relatie se poate extinde la o sumi cu un numir finit de

termeni, si utilizi i 2
s 5 izind In acest caz notiunea oar ‘ o 2 5
avem teorema : { a de eroare absoluld maximdi a sumel,

1: 7. Eroarca : iy
i eoremd. Erearca ahsolutd maximi a wnei sume este egali eu sy
erorilor absolnte maxime ale termenilor sumnei. ) 4 Nk

In cee ives : i g
ceea ce priveste eroarea relativi maximi a lui z* care reprezinla

ma ¢ 0 a p X1 1 2 g A3 A <
nte x X ol “ll I !l(
suma el()ltd ua roX1 a t $] dl(’ nuimere IOI lealc r, St 12 C e y

5 A
2=~ sau |z |E = A
Z |
Insa
A= Al - A2
5i
'[11 = lxl lEl’ Az = lzz IEZ’
deci
|2 |E = | |E; + |2, |E,,
sau
x
E:I lrEl‘f‘rxz,Ez,
ke | |z |
adica

E:,x1,E1+lleEg
[y + 2, |

Aceasts : g S
easta relatie poate fi generalizatd pentru un numir n finit de termeni

» deoarece x = x; 4 m,.

si utilizind semnul ¥} pentru sumi avem
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Dac# in exprimarca anterioara a lui I data pentru doud numere pre-
supunem ci avem :
E, < E,,

atunci

X x. 1

EXESEAN

[ 2 + 5|
Si accastd relatie poate fi gencralizatda pentru un nu mir n finit de ter-

meni oblinindu-se

n n
ZJ x| _le @i |
e ==
‘ = -min(Ey)) € I </, max({5;),
l 2 pIES
i1 i=1

unde am notal ca max(l;) cea mai mare dintre crorile relative maxime ale
termenilor, iar cu min(lf;) cea mai micd dintre crorile relative maxime ale
termenilor sumel.

Ultimele doud relatii dau posibilitatea evidentierii a dou#i importante
observalii cu privire la aprecicrea erorii relative a aproximantei unei sume.

Observafia 1. Eroarea relativd maxima a unei sume de aproximante de
acclasi semn este cuprinsi inlre cea mai micd si cea mai mare dintre erorile
relative maxime ale termenilor sumei.

Intr-adevir, pentru tofi @; de acelagi semn avem

n
pIge:
=1

n
Xlal=
=1

si deci ullima relatie devine

min(lZ;) € E < max(lZ;).

Observalia 2. Troarca relativd maximi a unei sume algebrice de apro-

<

ximante, poate depiasi, in general, pe cea mai mare dintre crorile relative
maxime ale termenilor sumei.

Intr-adevir, pentru cazul cd nu toti x; au acelasi semn avem

n n
Yl > (X
i~ i=t

si deci

R
ITal
i=1

1

S |

| = i o L .y =y % v o § e Al
jncit existd in general posibilitatea ca I sd depaseasca pe wmax(fs,)-

r i




Exemple :
1. Si se calculeze cu sase cifre sigure suma
x = 234,172 + 26,6736 + 8,75735.

- }-Dentru [mc‘are nuamdr, cele sase cifre sint sigure deci suma poate si aibi cel mult sase
cur.c vsxgure asa incit retinem de la cel mai mare numdr toate cifrele, iar la celelalte mur;;;
aplicim regula de rotunjire (i'egula compleldrii) astfel incit ficcare numir si aibd dupd vire “3
atitea zecimale, ¢it numirul care arc cele mai pyutiuc zecimale, astfel, . P Vi

234,172
26,574
8,757
269,503

B G en o W 3
2. Sa se calculeze croarea absoluld maximd a sumei

x =4 597,273 + 872,9736 + 0,47983

ninde erorj solul L indicat i
¢ crorile absolule sint indicate penlru ficcare numir, de ordinul ultimei sale cifre
Avem deci erorile absolute ale numerclor date de

1 L 1

1087 100 105

asa incit eroarca absolutd maximi este

_1_ __.1 Sinl 100 + 10 4+ 1 200 2
Bt Wy EAOBETI 13 (0 o B H0
10 10 108 103 10%. 10°

Aplicind regula completirii, avem,

4597,273
872,974
0,480

5 470,727

SR . 3 5 5 2
$i croaren absohulid este mai micit deeft —.
103

I)‘evlemmcat ca gt in caznl aproximirii prin trunchiere (aproximarea
canonicd) eroarea absoluti a sumei rimine mai mici decit evoarea absoluta
maxima. ‘

LLa aceeasi aproximare : i ajung i i i
) . ! si ztplO.\lIl‘ld](, a sumel ajungem si dacd considerim la lermenii
sumei o zecimald peste ordinul cifrei la care se face aproximarea, adici in

)

loc ca ultima cifra sa fie cifra care da eroarea absoluli ]— ludm ca ultimi
1(

>
3

le a zZe ala [)C aceea cal 2 < &
< -G ¢ da 0d 1} 1 1 [ > rel
I Zeciim ] ceeca l croarea > lar dupa e LCLH'II(, sumel

aplicdm rezullatului metoda completirii.
Deoarece. croarea absolutd maximi a unei sume arvitmetice este egald
cu suma erorilor absolute maxime ale termenilor, evorile foarte mici ale unor

ter i L i lijat 2
1ﬁe111 pf)‘t Ii neglijate. De aceea nu are sens sit pastram prea multe cilre
la termenii cu:o precizie mai mare.
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S analizim acum cazul diferenlei a doud numere reale. Fié n} ‘1 xf
aproximantele numerelor reale x; si 2, iar @, si a, erorile absolute ale apro-
<imantelor. Deoarcce dilerenta x = &, —ay $i 0 aproximantd a sa > =
— af —af sint sume algebrice, unele rezultate obtlinute pentru suma alge-
brica sint apli:abile si in cazul diferentei. Utilizind notiunca de eroare abso-
Juld maximd « unei difereri{fe avem urmitoarea teorema pe care 0 enunf{iam
fird a o demonstra :

Teoremd. Evoarea absoluti maximi a unei diferente este egald eu suma
crorilor ahsolute maxime ale termenilor diferentei.

Tol din rezultatele obtinute la suma algebricii vom remarca distingerca
2 doud cazuri care rezultd din Observalia 2, Facutd in acest paragral :

a) cind desedzutul si scizitorul, avind acelasi semn, diferd mult ca
marime a valorilor absolute, atunci eroarea relativa maximi a diferenlei sc

determind intocmai ca pentru sumi ;
b) cind descazutul si seazitorul. avind acelasi semn, au valorile absolute

foarte aprapiate, erori mici ale termenilor pot atrage dupi ele o eroare rela+
tivi maximi foarte mare a dilerenlei.

Lxemple :
1. Si se ealeuleze diferenta
A= Xy = Ty
unde

x, = 18,2379 si a, = 18,2374

sint numere cu valori apropiale.
Considerind aproximantele oblinute prin rotunjire la cifra miimilor avem

af = 18,238, ai = 18,237

euw crovile absolule ‘
a, = 0,0001 si a, = 0,0004.

Rezultid erorile relative ale termeniler

,0001 00604
e = 00001 000005 3, ey == ———— = 0,00002.
18,2379 18,2374
Dar
x = x; — ¥, = 0,0005, si a¥ = zy — ay = 0,001.
Deoarece
. a
a=la*—xa|sie=—, -
<!
avemn

@ = 0,0005

si éroarca relalivi a dilerentei

0,0005

e = Suipiniin 20l |
0,0005
cave aralid ¢t croarea relativit a diferenici este [oarle mare in cotuparalic cu crorvile relative
ale Lermenilor. v
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2. 84 sé calculeze diferenta
T =8y — %,
unde
& == 23,4759, x, = 3,4753

sint numere cu valori absolute ce diferd mult intre ele.
Considerind aproximantele oblinute prin rotunjire Ia cifra miimilor avem

ay = 23,476 si at = 3,475
cu erorile absalute

ay = 0,0001 si a, = 0,0003,

rezultd
o = 20000 000004 si e =-00903_ 4 hocos
23,4759 93755
dar
aa= @y — 2, = 20,0000 §i & == 2l — 2t = 20,001
deeij

« = 0,0004,

de unde

0,0004
20,0006

de unde se vede ed eroarea relalivi este foarte apropiatd de crorile relative ale termenilor.

Presupunind, deti, ci cei doi termeni ai diferentei, avind acelasi semn,
au diferenta mare intre module, tinindu-se seama de rezultatele oblinute la
sumi ddm urmiloarea reguld firi demonstratic :

HL11.1. — Reguld. Penltru calcularea diferentei intre doud aproxi-

mante, care aproximeazd doudl numere cu erori absolule maxime si res-

0 n

pectiv

i (n, m & N), se relin cite n zecimale de la fiecare aproximants
e -

(prin lipsa sau adaos) si se face diferenfa. Eroarea absoluli maximi a dife-

rentei este de

Fxemple :
1. Sd se calenleze diferenla

0,035746 — 0,02379

. < ; . 1 1
stiind e erorile absolute maxime sint dc—{; si respecliv. — . Relinind e¢de trei zecimale
1 108

Ia ambele numere avem aproximantele cu care efectuim di ferenba. Eroarea absolutit maximd

1
@ dilerentei esle —
108

0,036 — 0,024 == 0,012,

Go

2. S& se caleuleze diferenia
543,245 — 0,214312

L g i Refinem deci eite tred
j b —_— : tiv—_. Refinem ¢eci ¢
stiind c# erorile absolule maxime sint date de s §i respeeti 373

: ive efeetul Iroarea absolutd ma-
secimale la ficcare si cu aproximantele respective eteetadim diferenta. LErvoar

dmad a difercnlei cste —
ximd a & { -

543,245 — 0,214 = 543,031
3. Si se caleuleze croarca relativd a difereniei

573,23746 — 573,23742

1
J ai mici decit 0,5+ —.
stiind ed erorile absolule sint, la ambele numere, mai mici i T -
i a solutii a diférentei fiind
Deoarcce diferenta lor este foarte micd, 0,00004, iar eroarea a‘hsolul.x a diferent

map mea decit 0,5 — , nu pul m estima croarearT lativia ar ezull Lului ()hs(‘l \:\,‘;ld 2 din acest
1 ), — ite 1 area reie a 4 A (
a1 s
][)5 4

paragral).

l1.12. Efectuarea produselor si citurilor
cu aproximante

& Sk g LR S f
5 oximantele x7 si 2% avind
Si eonsideram numeérele reale x; si &y cu aproximantelé 27 51 23

i iv e o= ptop? 0 aproximantd a lui x ==
crorile absolute a; i, respectiv, a,. Fie % = 2123 P
— x,"%, cu eroare absolutd

(= gt} — 22y

avem

x, == )k oay §ioxy =2k

deci
e, =Ml £ G x5 ay -k ay @
Caleulind a2+ a3 — ;" &, si trecind la valori ahsolute avem ¢ -= | al a3 —
—ayxg | = | ka4 2500 o Oy ls

de unde
a € |23lag + |2} le; + aa,

i i factori este mai micdl sau
care arati e eroarea absoluti a produsului de doi factori este mai micl s3
! (LRSS « -

it ; o $i eroar slutéd a celui-
cel mult egali cu suma produselor dintre un factor si eroarea abhselutd
e =]

lalt marita cu produsul erorilor absolute ale celor doi factork
i it x| = AR em

Impartind relatia precedenta cu | x| =z | ]xl av
a _ |xla |23 ey, a, ag

(2] L2y l-lal  lzllal  l&llxml
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|23 |

ey [ ]2y |

2

ay

Tinind seama de faptul ci au valorile foarte apropiate de
A a,
wvaloarea 1, precum si ci produsul —— - :
Lo TET [ ] e T
tie cu suma lor, poate fi neglijat, se poate scrie intre erorile relative: maxime
relatia

fiind fearte mic, in compara-

© & I 4 I, unde semnul ,, &« inseamni Haproximativ egal«. Utilizind
notiunea de eroare relalivd maximi a produsului in cazul produsului cu apro-
Ximante avem teorema :

Teoremd. Eroarea relativii maximi a produsului a douii aproximante
‘este aproximaltiv egald eu suma crorilor relative maxime ale aproximantelor.

Generalizarea acestui rezullat se poate usor extinde la orice produs cu
un numér finit de factori si in acest caz eroarea relativd maximi a produ-
sului este aproximativ egald cu suma crorilor relative maxime ale factorilor.

In cazul in care crorile relative pentru n factori sint valori apropiate,
croarea relativd maximi a produsului va fi aproxXimativ egald cu de n ori
cea mai mare dintre erorile relative ale factorilor. Invers, ca si obtinem
produsul, cu o anumitd eroarve relativi, a n factori avind valori apropiate,
trebuie sd ludm factorii cu erori relative de n ori mai mici decit eroarea rela-
tivd a produsului. :

Propozifie : Produsul are cu una sau cel mult doud cifre sigure mai pufin
«decit cel mai mic dintre numerele de cifre sigure ale tuturor factorilor si
invers pentru ca produsul si aibi n cifre sigure trebuie sd luim toli factorii
cu n -1 san n + 2 cifre sigure.

Demonsiralic :

Iie, de exemplu, a% si 2§ douid aproximante cu n cifre sigure si s¢ cere
sd se calculeze numirul de cifre sigure ale produsului lor.
Dacid «* = at- 2%, atunci 1 ~ 5, + L,
adica /ol

1 1 2 10 1

0TI T fort T oo S qgrs
deci in cel mai nefavorabil caz produsul va avea n — 2 cifre Sigure,

Lxemple :
1. 8i se caleuleze produsul

& = 1,2478-0,973__5-2,8679
«u ‘o eronre relaliva maximd dcl%, adicd cu doud zecimale sigure.
Luind mai intii fncfor’ii cu to'(;'lc Fecimaléle avem : i Rl
"o = 1,2478 x 0,9735 x 2,8679 = 3,483733631070
da care relinem doar primicle ‘doud zecimale aplicind rolunjirea, deci,

% = 3,48.

Considerind numai eite trei zecimale la ficeare numir (adicd o zecimald in plus fald de-
precizia cerult pentru produs) avem:

a* = 1,247 x 0,973 > 2,867 = 3,478619977,
unde, relinind numai doud zecimale aplicind rotunjirea, avem
x* = 3,48

in care se poale vedea ci primele doud cifre zecimale coineid cu ale rezultatului corect.
Considerind insid numai doui cifre zccimale la fiecare numir avem

== 1,24 % 0,97 X 2,86 = 3,440008

din care se vede ¢l a dona zecimald este eronatd.
2. Si se delermine produsul $i eroarea relativii maximd a produsului

x = 1,4750-1,2864

11 .
stiind ¢d factorii au ecroarea relativd maximi de 1—0—4—51 E; , vom considera

x == 1,475-1,286 = 1,89683,

unde vom reline nmumai doud zecimale dupd aplicarea rotunjirii’ deci

1!
2 = 1,90 cu eroarea relalivd miaximi de 1—02 .

S# cercetim acum cazul citului de doudl numere reale.
i a e, Ay S ag "0Xi ' rrovile abs—
Fie @, si 2, cele doud numere, 2} si xf aproximantele lor cu crorile

by TR i ) N o -
; s 4 e aANrox ; T ==-— CU eroarea.
solute «, $i @,. Noliim cu a* = ?0 aproximanti a luix 23 .
o

absoluti «a.

Avem

. e rox B - 5 atray —ay Al o At §

Y T T a3 23 = ay)
adica A

a4 = | £ajra, 4 ata |
| a3(xf + ag) |
sau
podatlatiala  Jatla el
| 23 |- a3 &+ ay | | a3 |-

| @
. . . x 5
Impirtind ultima relajie cu——avem

|z |
Xy ] 2% | an | @g |e] 23 |- a4
e -
&yl ]l ag | | &y || 2z |« |23 ]




Prin simplificare se obtine

s [} ] a a,
l2y | lasl x|
insi cum
o) . a ;
l 1, ~ 1 si 2 . ay ,
Ly | N I
obt{inem
e~ a,

|3’2i ]1”11,

unde considerind erori relalive maximale avem
ExE + E,

0 Avind in vedere ultima relatic obfinuti se poate afirma ci eroarea rela-
livd maximi a citului de doud aproximante este aproximativ egald cu suma
crorilor relative maxime ale aproximantelor. \

Propozifie : Rezultatul impartivii a doud aproximanle are cu una sau
cel mult doud cifre sigure mai putin decit cel mai mic dintre numerele de
cifre sigure ale deimpartitului si impirtitorului si invers, pentru ca la cit
sf’i obfinem n cilve sigure trebuie si ludim numerele cu n - 1 sau n |- 2 cifre
sigure.

Demonsiralie :

Fie aproximantele 2y si 2% avind n cifre sigure. SA se calculeze numirul
de cifre sigure ale eitului lor. y

@ T3 .
Daeca a* = “X, atunci Ex E, + E,
1'..“ ! ‘l’
adica
1 1 2 10, 1

1071 10t 1onL | 5.10n1 C qgrz’

deci in cazul cel mai nefavorabil citul va avea n — 2 cifre sigure,

Lxemple :

1. Si se calculeze citul
1,26472
0,25796

en o eroarc relativd maximi de -— , adici cu douidi zecimale sigure.
10?
Eflectuind mai intii citul cu numerele nerotunjite avem
x = 1,26472 : 0,25796 = 4,90377...
relinlnd numai primele doui zecimale aplicind rotunjirea sc obfince

% = 4,90.
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Considerind aproximantele deimpiirfitului si impdr{itorului cu cite 4 zecimale vom avea
a* = 1,2647 : 0,2580 = 4,900,

snde se vede ci avem citul cu primele zecimale acelasi ca mai inainte.
Electuind impérfirea intre doud aproximante avind trei zecimale se obtine
x* = 1,265: 0,258 = 4,903,
ande primele douit zecimale sint accleasi ca si in cazurile de mai inainte.
Considerind ins aproximantele numaji cu primele doud zecimale avem
a* = 1,26: 0,25 = 5,04,
cceq ce aratdl cd rczultatul este eronat.
2. Si sc calculeze citul
. 2,43569432
1,264572973
5 I . g Al bl o
en o eroare relativd a citului de —. In acest caz aproximantele deimpirtilului §i tmpartito-
10
. = ; oy .
rului nu vor avea mai mult de trei zecimale adicil o eroare absoluld — .
10t
Deci

22 = 2,436 5i &% = 1,265

si avem

at 24306

a-; 1,265

4,92,

1
Tezullil : citul cu croarea absolutii de — este dat de
10

-
&
=~ =1,9.

i

[11.13. Ridicarea la putere a aproximantelor

Pentru ridicarea la o putere, de exponent numir natural n, a aproxi-
mantei unui numir real x, putem sd considerdm cad avem produsul cu n fac-
tori egali intre ei.

De aceea, fie z numirul real si x* o aproximantd a sa care are eroarea
absolutd «. Este normal si considerim pentru a® aproXimanta (x*)* astfel
fneil avem

= (x* L ™

Pentra a intui rezultatul intr-o astfel de operatie vom analiza cazurile :
1. Cind exponentul n = 2, avem

28 = (g* L @)} = (z*)? 45 28% ¢ + o°

de unde

a2 — (¥ =& 22% 0, 145

5 — Matematicit aplicatd in tehnica de calcul cl. a IX-a. — c¢d. 7 65
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Notind cu «® eroarea absolutd a puterii de exponent 2, rezulti
(2) 22 -5 [ o
a® = |2 — (x%)?2| = | L 2x%q - «?|,

3 . 2 SR [ X 42 feo . H -
si avind In vedere cit «® este o cantitate ce poate fi neglijatd comparind-o
cu ¢, avem : -

a? < 2 |k la,
care hmpérfita eu | z |2 devine

@ ¥ :
<9 ] &) It

= . .
|z |2 | x| |a !

Notind cu ¢® eroarea relativi X i avind i

L2t | area relativa a puterii de exponent 2 si avind In vedere
ci —— =1 avem ;

|z |
«
€2 =~ 2¢ unde e =

hid
Avem deci:
Eroarca relativd a puterii de exponent 2 este aproximaliv egali cu du-
lul erorii relativ azei ) o l
blul erorii relative a bazei.
2. Cind exponentul n = 3, avem

2’ = (z* = @° = (z*)® & 3(z*)%a + 3z*a® + &

| a3 (a)3 % P f
| (@*)? | = | £3@*)2 a - 3x*a® L & |.
Ikt 3 eroar G s Faps
Notind cu a® eroarea absolutd a puterii de exponent 3, rezulti
a® < 3| a*2a + 3) x| a? + ad.

Impirtind cu | x |3, se obtine

/3 | heik 12 3 2

@ N 2« Ja¥] «?
iz il Sulssail | 2] ] y
| Ja ] il i 12 08 Ineet3

a®

Deoarece o reprezintd ercarea relativd, pe care o notim cu e® si {inind
| 5t 1

seama de valorile neinsemnate pe care le au termenii

| @™ |

si de I—[ ~ 1, avem
b}

S precuny
2 Bk

e(8) L P 3p:

De unde, rezultid ci:

Eroarea relativi Lerii % 3 i i
. elatiy .a Ha puterii de exponent 3 este aproximativ egald cu de
o ori eroarea relativi a bazel.
) Este evident cd relaliile au loe si in cazul erorilor relative maxime care
sint niste majoranle ale crorilor relative.
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Adicld
E@p 2 sER 3!
Avind in vedere ci puterea de exponent n, numir natural, a unui numar
ocrecare este produsul de n factori egali cu numarul dat, putem extinde

regula produsului de n factori la puterea de exponent n.
Deci putem considera

E® ~ E® + E = 2E + IE = 3L,
E® ~ E® 4 E = 3E + E =4E,

E™ ~ E®-) L E ~ (n —1)E + E = nkE.

Pentru aplicatii in cazul puterilor de exponent 2 sau 3 se pot folosi re-
zultatele obtinute la inmulfire si de aceca nu vom indica alte procedeec.

EXERCITH S| PROBLEME

1. S& se serie cite dond aproximante pentru numercle :

8 752,9746 ; 0,0007578945.

2

3. Dindu-se dou# numere ralionale x, si x, astlel incit z; < xp care
dintre ele poate fi considerat aproximanti pentru celilalt ?

4. Se di numirul @ = 2,7abe si o aproximanti a sa ¥ = 2,797 Ge
eifre pot fi @, b, ¢ pentru ca x* si fie:

1°. o aproximantd prin lipsd;

2°. o aproximantd prin exces.

5. SX se aproximeze prin rotunjire numerele :

2, Ce fel de aproximanti este zero peatru numiral real x ?

478,956025 ; 1,0047075 ; —7834500 ; —2,653049,

pistrindu-sc primele & zecimale si s se spund tipul aproximirii (lipsi sau
exces) unde k=1, 2, 3, 4, 5.
6. S se aproximeze prin rotunjire numerele :

754 795,26 ; —465 376,572,

a

la cifra a n-a de la virgula la stinga pentru n =1, 2,5, 4, 5, precizindu-se
tipul rotunjirii. :
7. Si se facd aproximarea prin trunchiere si sa se precizeze felul aproxi-
mirii pentru numerele :
0,001754 ; 45,275476 ; —175,4827 ; —0,020765,

pastrindu-se k zecimale unde Ik =1, 2, 3, 4, 5, G.
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8. Si se facd aproximarea canonicd (trunchiere) a numerelor :
1794536 ; —97 453 894 ; 6 285 439,799 ; —14 579 372,4568,
la cifra a n-a de la virguld spre stinga pentru n =1, , 6 si sd se precizeze
de fiecare data ce fel de aproximante sint.
9. Dacd v = a—,bc—d si aproximanta sa x* = 8 2h care pot {i cifrele «a,
b, ¢, d pentrn ca:
1°. 2% si fie o aproximantd prin lipsd;
2°. x¢* si fie o aproximanid prin exces ?
10. Se dau numerele z; = 3a4,5 si x, = 3ba. Si se’ determine cifrele «
si b astfel ca z, si fie aproximantd pentru x,:
1° prin lipsd ;
prin exces.
Poate fi 2, 0 aproximant3 pentru z; prin lipsd sau prin exces ?
1. Se dau numerele ¥; — 3,ad i 2, = 3,5a. Care sint cifrele ce pot fi
puse in locul literei ¢ pentru ca:
1°. a sit lie o aproximant& prin lipsd pentru z, ;
2°. w, si fie o aproximantd prin lipsd pentru x, ?
12. Se dau numerele z; =m si 2y1=10,0. 0,0...0abab. Care este

I de zero k de zero
relatia intre « si b pentru ca:

1°. 2, s& fie o aproximanta prin lipsd pentru z,;
2°. a; sd fie o aproximantd prin exces pentru 2, ?
13. Se dau numercle :

vy — 0,07 0abe

2, = 0,0...0ach ;

a2y = 0,0...0bac ; (Fiecare numdr are k zerouri consecutive
x; = 0,0...0bce ; dupd virguld.)

==y L0 . Ocah ;

rg =.0,0..,0cha.

Stiind cd 2, este o aproximanta prin lipsd pentru x, si x, 0 aproximantd
prin exces pentru x;, si se cerceteze ce fel de aproximante formeazi fiecare
numir in parte pentru celelalte ?

14. Stiind c¢i x; = 0,5731«¢ este o aproximantd prin rotunjire penlru
x, = 0,673107 si cd a este un pétrat perfect, sd se stabileascil ce cilre pot

fi literele «, 0 ? Folosind conliguratia grafici a punctelor P(a, 0) unde « si b
sint cifrele stabilite mai inainte, si se arate cd acestea sint coliniare.

15. Viteza luminii in vid este ¢ =299,776-10¢ m/s. In calcul cste consi-
deratd 300 000 km/s. Care sint erorile absolutd si relativa ale aproximantei?
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16. S& se determine aproximantele prin lips&, rcspcchv prm adaos, cu
o eroare absoluti mai mica deut 0,0001 ale numerelor :

a) 543,054965 ; b) 4,20208759; ¢) —65,493455; d) 59,7829736 :

il

e) 5792736,27; f) —0,003.

17. S# se scrie cele doud inegalitiiti fundamentale in aproximarea nu-
merelor precum i caracteristica pentru urmétoarele numere :

a) 4 753,5736 ; b) 1,756304 ; ic) 0,5739843 ; d) 0,0004869 ;

e) —18763,965; f) —7,29463; g) —0,826907; h) —0,00001.

18, Si se calculeze aproximanta lui \/2_' s \/g‘cu eroarea absolutd mai
mica demt———.
2.10% |
19. Si se calculeze apro‘umanta Tui \/20 cu eroarea absolutd mai micd”

I (M4 & Til

decit -1—,;
10®

90, Si se calculeze aproximanta lui 7 cu eroarea:absoluti mai mica

decit ! "
06

241 2 shae M22 i 1A J
S& se calculeze aproximanta numirului — cu eroarea absolutd mai
ey : -
e b 1
mica decit —.
102

. ' 15 gvhals
22, Si se calculeze aproximanta numirului — cu eroarea absolutd mai
7

mica. decit
LIS

129, Poate fi aproximanti prin lipsi numirul = pentru numdrul J10

cu o eroare absoluti de ——?
102

24, Luind pentru numerele e si = respectiv aproximantele e* = 2,71828

si m* = 3,14159, s# se calculeze erorile lor absolute si relative.
5. Distanta de 37,25 km s-a misurat cu o precizic de 1 m iar distan{a
de 78 m s-a misurat cu o precizie de 1 mm. In ce caz misurarea a fost mai
{
buni ?

26, Din douit cintiriri succesive apreciem cii masa unui corp este de
2,368 kg, iar eroarca absolutd maximi este de 1 mg. Care este eroarea rela-
tivi maximd ?

27. Misurind unghiurile ascutite ale unui echer gésim mirimile 298"
si 60°2'. Stiind c#i marimile adevirale ale unghiurilor sint 30° si respectiv 60°,
si se calculeze eroarea absoluld maximi si eroarea relalivd maximd in am-
bele cazuri.
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o s . o e -

, :.8. S.‘l se determine eroarea relativd maximi pentrn aproxim antele
.lﬂl'dm“l ului = care are k cifre sigure (k =1, 2, 3, 4) Iird regula de comp letare
$1 cu regula de completare [olosind tabsalul II11.1.

a4 R 3 %3, s ~ s . - o &
- _.:.). Se dd numirul e* = 2,718281828 o aproximantda a numirului e cu
‘.;) cltre sigure. S se determine evorile absolute maxime si relative maxime
bara regula de completare si cu regula de completare.

-

. {
5 ; o s s : :
20, Se counsidera ﬁ ~ 0,637. Si se calculeze crorile comise.

.31. 0O aproximanta a lui \/83 este 9,11. Si se stabileasci ce erori s-au
COINIS. Py

25 ] T s ( 04 Sl . - g . .
a2 N um,.uu‘lq 9,805 este o aproximantd cu 4 cifre sigure a acceleratiei
gravilalionale. Sa se determine eroarea relativi maximi a aproximantei,

}3 Eroarca absoluld maximi a aproximantei lui \/1—5 este ‘de 19, Si
se determine numirul de cifre sigure ale acestei aproximunte. ;

‘31! ‘Sﬁl se delermine numirul de cifre sigure ale aproximantei lui /1 491
considerind succesiv ci eroarea absolutd maximi oste 0,1: 0,01 ; 0,001 ;
0,0001 si 0,00001, folosind tabelul TIL2. "w L2 NS ’

¥

0’0" 5 ol .
9,805 m/s2. In calcule se utilizeazi g = 9,8 m/s% Care este eroarea ? Dar

{nl 02}er11 cmfl EllﬁlllZlen g == 10 m/s?? Care sint ervorile ahsoluti maximi si
relativd maxind pentro aceste douit aproximante ?

m A ik L R . %3 . a M ¢
35. Acceleralia gravitalionald la noi in tari (Bucuresti) este ¢, =

36. Masa clectronului ia stare de repaus este m, = o g. Couside-
oz
i . 1
rindu-se in ealcule m, = T g, care esle eroarea aproximantei?
ad
= o . . 6,625
37. Constanta lui Planck este h — 222 J.g. Determinati = erorile
03 '
absolute, absolute ;naxime, relative si relative maxime cind considerim apro-
Ximantele I =——= J-§ i hpe= 0’6_
103¢ e 103t
a0 5 . . & L 26 *
38. Valoarea magnetonului Progopiu-Bohr este Up B 9,208 . —1— De-
_ Y 1027 T
terminali erorile : "absolute, absolute maxime, relative si relative maxime,
-  out: : | 027 avd :
cind ca aproximaute 'considerim Up, = C— g = _23_ —i Sipg, =
v an - \ 2 G 73 5 s 70
10254 4l 102% & T 8% 9l
1 J
jQe

89. Masa moleculard relativii a acidului etanoic (CH,CO0H) este 60,05.
D‘e‘(ermmati crorile : absoiuta, absolutd maxima, relativd si relativi maxima,
cind considerdim drept aproximante 60,1 si 60.

x sl A ’ 3 : . s sps P . .

fO' Delermindri experimentale ale greulitii specifice a apei distilate
(H,0) an condus la urmitoarele rezultate ; vi=93808,44021 N/m? ~, =
— I D NT 3 . o TeY) ¢ ? £ 1
= 0.809,7253 N/m® §i v, = 9792342 N/m® In rezolvarca problemelor de
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chimie sau fizicd, descori, considerdim greutatea specilicd a apei + = 9 810
N/m?®. Si se determine erorile : absolute, absolute maxime, relative si relative
maxime ale aproximantei v, fatd de valorile indicale prin masuratori.

41. Masuritori ale densitdtii mercurului la presiunea de 760 torri au
condus la valorile : p, = 13595,1 kg/m®! si p, = 13 545,7 kg/m® ‘In rezol-
varea unor probleme, considerim densitatea mercurului p'= 13 600 kg/m?.
Determinali erorile ; absolutd, absolutd maximd, relativa si relativa maxims
ale aproximantei, in acest caz.

42. Sa se calculeze suma :
0,816 + 1,173 - 1,6391 - 1,2928 4 0,7710 11,9768 + 2,1098

cu doud zecimale sigure si apoi si se calculeze eroarea absoluta maxima
stiind ¢ pentru fiecare numir eroarea absolutii este indicata de ultima lui
zecimald.

£3. Si se calculeze suma

750,43578 + 0,0072376 + 1,0051429

1 . ; ;
cu o eroare absolutid de — . Pentru cazul in care erovile relative ale ter-

] . 1 1 ; 1 &

menilor sumei sint , — si respectiv ——, si se calculeze ecroarea rela-
105  10¢ 107

tivd maxima a sumei.

4%. Dac#é suma numerelor
956,4598 -~ 1,5737983 - 0,027930

2 : ’
are eroarea absolutd maximi -—, cit pol [i erorile absolute ale numerelor ?
108 !

; ! 1, . . .
Dar dacii eroarca relativd a sumei este ) ¢are pot i erorile relative ale
(3

termenilor ?

45. S& se calculeze,

1
cu o eroare de —.
102
46. Si se caleuleze cu exactitale si cuw aproximatie diferenta
1,4823 — 0,263,

Care sint erorile care se produc ?

4£7. S& sc calculeze cu trei cilre sigure produsul

85,2794382-7,36972.0,2459704.




48. Un mobil se deplaseaza cu viteza de 34,15 km/h timp de 2,45 ore-
Sa se determine eroarea relativd si numiral de cifre sigure ale aproximantei
care da spatiul parcurs de mobil.

49: Intr-o miscare circulard pe un: cerc cu raza = un mobil se depla-
scazi cw o vitezd constantd v = 2,71828 in timpul ¢ dat de radicina pozitiva
a ceualioi’ a? +- 4z — 1 = 0..5a se calculeze eroarea relativa si numirual de
cifre sigure ale aproximantei'care di spatiul parcurs de mobil ecind raza
cercului, viteza mobilului i timpul sint date cu trei cifre sigure.

50, S5A se calculeze erorile absolute si relative ale numirului = cind se
iau urmitoarele aproximante

¢}

51. Si se calenleze volumul sferei

i 5 i 1
stiind ca R =0,5 4« cu |« |

ot
iw

. S 1 g
Sa se calculeze cu aproximatie de e numarul
107

+- | :
1.3 1-3.5 ' 1.3-5.7 * 1-3.5.7.9

53. Numerele 863,4562 si 0,0725 sint date cu o eroare absoluti maximi
1

e —
104
relativd maximaia ?

Care este croarea absolutd maximi a diferentelor lor 2 Dar eroarea

2% Eroarea absolutd maximi a diferenlei,
53 978,47978 — 3,27544,
1 . . , . .
este de — Care pot {i erorile absolute maxime ale termenilor ?
10° ;
55. SA se slabileascd croarea relativi maximi a produsului 123,4792-

-53,797-5 729,37 stiind cd factorii au respectiv erorile relative indicate de
ultima lor zecimala.

56. Cite cifre sigure are produsul :
0,75397-1,64285-26,37492,
stiind ca fiecave dintre factori are toate cifrele sigure ?
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57. Si se calculeze eu doud cifre sigure produsul :
0,75059732.0,003579472.0,400297594.

58. S# se calculeze cu primele doud zecimale sigure produsul :
32,125472-16,255463,

stiind ca unul din factori are primele trei zecimale sigure.

59. Si se stabileasci eroarca relativi maximd a- citului,

15,47983 : 3,12142,

5

stiind ca erorile relative ale delmpalutulm si nnparptowlm smt date de
ultimele lor zecimale. 140 ,

60. Si se stabileascd numirul de cifre sigure ale citului,
69,5793 : 23,1821,
stiind cd deimpartitul si lmpaltltmul au fiecare ultima zecimald cifrd indo-

ielnica.

61. Sa se calculeze citul, [

0,849732 : 0,4235794,
avind cel putin primele doua cifre sigure.
Sa se calculeze citul,
50,3791128;573,
cu prima zecimald sigurd stiind ca unul'dim factori are cél putin doui zeci-
male :sigure. ; ,
63. Si se caleuleze :

(24,5679436)2 astfel ca rezultatul si aibi prima zecimali ‘Sigll!'ﬁ.

111.14. Operdtii logice

i11.14.1. Introducere

Ati observat desigur cii analiza si rezolvarea oricirei probleme se reducs
in ultimi instant#, la o inldntuire de afirmatii (propozitii sau fraze) care ne
permit si tragem anumite concluzii.

De multc ori credem cid am gindit corect,:cd am ]udecat bine, dar luerurile

nu stau asa.
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Astfel, plecind de la afirmatia : ,oamenii inalti sint buni sportivi“ multi
se gribese sd conchidd eil ,oamenii mici de staturd nu sint buni sportivi"‘
ceca ce nu este adevarat.

Sau din propozitiile :

+Toli oamenii in virstd sint Intelepti«

»Badea Ilic este intelept«

8% se deducd ,,Badea Ilie este in virsti«, afirmat,ie incoreété, deoarece cele
douit propozilii nu ne permit sa apreciem virsta lui Badea Ilie.

Un all tip de greseald de logica frecventé este negarea incorectd a pro-
pozitiilor.

De exewplu, se obisnuieste sd se nege propozitia ,lonescu este destept*
prin,, Tonescu este prost”, ceea ce nu este corect din punct de vedere al logicii,
deoarcce negalia unei propozifii de tipul , A este B« este ,,4 nu este By, si
nu ,..1 cste non-Br.

51 In rationamentele matematice pot apirea greseli de logicd. Astfel,
este. gresit ca din afirmatia | dacd un triunghi are 2 unghiuri congruente
atunci el este isoscel” sd se deducd afirmatia ,daci un triunghi are doud un-
ghiuri diferite atunci el nu este isoscel”.

Se pune atunci intrebarea: cum putem avea certitudinea ci am ra-

tionat corect, ca am dedus concluzii adevirate si cd modul in care le-am
oblinul din informatiile initiale este cel corect ?

Rispunsul la aceastd intrebare ni-1 dad logica — sliinfa care descoperd si
formuleazd legile gindirii corecle.

Logica s-a dezvoltat inca din antichitate, fiind fondatid in secolul al
IV-lea i.e.n. de Aristotel. Apropiata ca sj)il*it atit de filozofie cit si de mate-
maticii, logica a beneficiat de aportul ambelor stiinte. incepind din seco-
lul al XIX-lea unii matematicieni si filozofi au incercat si studieze logica
cu metode matematice. Ideea era si se realizeze si in, logici acel salt)cali-
tativ reprezentat in matematicid de trecerea de la rezolvarca aritmeticd la
rezolvarea algebricd. Pentru aceasta propozitiile au fost notate cu simbolurit,
cu ele efectuindu-se operatii respectind anumite reguli. Ideea calculului logie,
initial formulata de Leibniz?, a fost preluati de A. De Morgan3 si G. Boole*
care au pus bazele algebrei logicii.

Astfel, logica a devenit mai riguroasid si mai usor de aplicat, nu numai
in vialu de toate zilele si in rezolvarea problemelor specifice diferitelor do-
menii stiin{ifice, dar si In dezvoltarea unor discipline cu pronuntat caracter
praclic, ca de pildd : programarca calculatoarelor, automatizari bazate pe
circuile cu conlacte si relee sau pe circuite electronice ete.

1 Logica matematicd sc mai numeste si logici simbolici.

G. W. Leibniz (1646--1716), malematician si filozof german,
Augustus De Morgan, matematician englez (1836—1871).

t George Boole, matematician si logician irlandez (1815—1851).

[
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La noi in tari, o contributie deosebitd in dezvoltarea logicii matematice
an avut-o ocamenii de stiintd Gr. C. Moisil, E. Mihdilescu, O. Onicescu, A. Du-
mitriu, M. Tirnoveanu, scoala romaneascd de logicd fiind cunoscutid in in-

treaga lume,

H1.14.2. Calculul preporzitiilor

Deoarcce obiectul logicii este studiul formelor corecte de rationament,
iar un rationament constd dintr-o inlantuire de judecati, in logicd intere-
seazd modul in care se leagd intre ele propozitiile si in primul rind, cum
plecind de la unele propozitii (considerate ca ,materie primd“) putem con-
strui alte propozitii. Elementele de constructie se numesc ,propozitii simple”
(de exemplu : ,,M#d pasioneazad calculatoarele®, ,Studiez informatica“).

Propozitiile formate din propozitii simple, cu ajutorul unor cuvinte de
legiturd, se numesc propozitii compuse (de pildd: ,,Ma pasioneazi calcula-
toarele si studiez informatica®, ,Dacd ma pasioneazd calculatoarele, atunci
studiez informatica“; cuvintele de legitura fiind ,,si¢, ,Daci... atunci...“).
Cu aceleasi propozitii simple se pot forma propozitii compuse diferite.

Partea logicii matematice care studiazi legiiturile dintre propozitii, {ard
a tine seama de structura internd a propozitiilor simple, se numeste logica
propozitiilor sau calcul propozitional.

Urmadrind tratarea logicii cu mijloace matematice, vom reprezenta sim-
bolic propozitiile prin formule care seamina ca structurd cu cele algebrice.

Vom nota propozitiile (simple sau compuse) cu litere mariale alfabetului
latin. De exemplu, notdm propozitiile simple : ,,Citesc o carte inleresanti«
cu P, ,La T.V. este un film in premieri“ cu @, ,Stau acasi” cu litera R,
iar propozitia compusi : ,,Dacid citesec o carte interesantd sau la T.V. este
un film in premierd, atunci stau acasd“ cu A. Observam cd, de fapt, for-
mula A este ,Dacd P sau @ atunci R“. Adevirul sau falsitatea unei propo-
zitii se numeste valoarea sa logicd (sau valoarea de adevir) si se noteazi cu f,
respectiv (7.

Intrucit aceeasi propozitie simpld poate fi, dupd imprejurari, adevirata
sau nu, in logica matematici se face abstractie de sensul sau. Cu alte cuvinte,
vom presupune ci nu stim care este valoarea sa de adevar ci doar cil aceasta
poate fi ori of ori 7.

La lectiile de algebra s-au prezentat principalele operatii logice, de aceea
le vom considera cunoscute, ele fiind recapitulate in tabelul I11.3*. Cu aju-
torul acestor operatii se pot construi propozitii compuse din propozitii sim-
ple.

* In tabel figureazi pe lingi cele cinci operatii logice clementare si disjunciia exclusivi,
datorita freevenleler aplicalii in care apare (circuite logice, programarc).
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Tabelul 111.3

Negafia unei propozitii P est Aratd
_ gay r e adeviratd daci pr iti
cste falsi si este falsd dacd propozitia P este adevéra?ﬁ AR

Conjuncfia propozitiilor P si Q este adevdrati doar, dack

" 'ambele propozitii' P'§i' Q sint adevirate si este falsi cind cél‘ putin

una din propezitiile P si @ este falsa. AT

/ Disjuncfia propozitiilor P'si

| fia p. si Q este adevidratd daci cel putir
una dx»n prop_o;.:n,ul_e P si  este adeviratd i este falsi numaipcitnlg
ambele propozitii sint false.

b ﬁi;m(gcﬁa e.rclusz‘tv’i'a propozitiilor P'si Q cste adevirati numsi

dacd | in propozitiile. P si Q) este adeviratd si §

3 e b 7 T : HHeaEe]

pro.pvoml,ule,}au aceeasi- valodre logici, b sl
o ; Gtk o ) ‘

vl

Implicafia propozitiei Q prin propozilia P este falsi numai

A58 s w0 AL
o atuncieind P este-ndevirats si Q este falgd ;- in toate celelalte ‘cazuri

ea este adeve}mtﬁ.

si 0 au Ca/zumle{i[q ‘IDPODOlth,nldr P §i'Q este'adeviratd atunei clnd P
e eeasl valoare logicd si este falsd cind P si ; ¥
diferite. gicd si este falsd cind P 5i @ au valori logice

oricirei formule compus

La rindul lor propozitiile compuse se pot lega intre ele cu propozitii

simple si se obtin noi propozitii.

in evaluarea unei propozitii compuse ordinea de efectuare a operatiilor

este: ], A, V, VY, =, <. Pentru a indica altd ordine de efectuare a opera-

tiilor se folosesc paranteze.

Astfel, formula : PATPV Q este diferita de PA WPV Q). Sau, de exem-

plu, formula :

P=QV1P AR
L

£,
S ——’
3
[NSE———
1

este diferiti de formula :

(P =>4 Q) \\( 5! P A R

P

i
S, et
3 =
il

it
Cu ajutorul tabelelor de adevar putem determina valorile logice ale
e, tinind seama dez toate combinatiile posibile de
valori logice alé componentelor.

Fie formula: 4 = PAQVPATQ.

Aceasta are drept componente pe P si Q, legate prin conectorii A, V., .
Ordinea de efectuare a operatiilor aratd ci intii se face negatia lui Q, apoi
conjunctiile PAQ si PATTQ, iar la urm# disjunctia acestor doud folrlnule.

Pentru scrierea tabelului completim intii coloanele P si Q (corespun-
zatoare formulelor simple din care este compusa formula A), cu toate com-
binatiile posibile de valori logice. Fiecare formuld simpld aving, numai doua
valori logice posibile si n fiind numarul formulelor silnp1§,=ca1*e intervin in-
tr-o formuld compusi, tabelul va avea 2" liaii, deoarece cu n clemente care
pot lua doud valori diferite, se pot forma 2* combinatii de valori distinc’te.
Rezultd ci tabelul de adevir ai formulei A va avea 22 = 4 linii.

Se completeazii pe rind cite o linie. Fiecare coloand corespunde unei
propozitii, obh{inute printr-una din cele cinci operatii logice, din propozitii

ale cdror valori logice figureazd in- coloane precedente. Valoarea logicd a

propozitiei se determind conform tabelului de adevir al operatiei in cauza.
Y L#

Evaluarea corectd a formulelor cu mai multe operatii logice este deosehit
¥ & P22 i

de importanti pentru tehnica de calcul. Vom da numai citeva exemple.
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Tabelul FIi.&

I
i Q 10 PAQ PATQ | PAQVPALO
i ot ct F ot F o
2 o ‘7 ot F ot ot
3 CZ t C—F (} CF GZ
o G et G F F

La calculul liniei 2, de exemplu, s-a procedat aslfel:
PA OV YPATTD
e i 1
ANGFN AN A
N et S
N oA
ct
Exista circuite logice, [undamentale in realizarea echipamentelor de
calcul, care realizeazi functia logicdl de negatie a disjunctiei (circuite ,, NOR«)
si funcilia logicd de negatic a conjuncliei (circuite ,NAND<«). Acestea, la
rindul lor, intrd in componenf{a multor circuite mult mai complexe, cu aju-
torul cérora se implementeazad functiile echipamentului.

Sau, printre instructiunile masinad ale minicalculatoarclor romanesti se
numarid doud instructiuni logice BIC si BIS care evalueazd formulele logice
P=PATQ, respectiv P =P Vv Q, unde P si Q reprezintd bitii dintr-o
zond de memorie (valorii 1 1i corespunde valoarea logicd ¢ si valorii 0 —
valoarea logicd (#). De exemplu, cu BIC se pot compara doud configuratii
binare de 16 bi{i (cuvinte de memorie) si pozitiona pe 0 bitii cu valoarea 1
din prima configuratie, ciirora le corespund biti 1 in cea de-a doua :

inainie dupd executia instrueliunii BIC, A, B
A 1111111111 1101001100010010
B: 0010110011101101 0010110011101101

De asemenea, fn descrierca rezolvirii unei probfeme, poate si fie ne-
cesar si se exprime condilii compuse, care de fapt reprezintd formule logice
cu mai multe operatii logice.

I11.14.2.1. Diagrame Euler-Venn

In cazul formulelor cu cel mult trei propozitii simple eomponente este
usor si se ob{ind o reprezentare geomclrici pentru valoavea de adeviar a
formulei respective.

S& considerim un dreptunghi, iar in interiorul Iui si delimitAim o anu-
mitd zond printr-o curba inchisd. Domeniul fnchis de curba va reprezenta,
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Peste falsa

Fig. I11.1 Eigs I11.2
g. II1.
pentru o pmpozitic oarecare P, valoarea ¢, iar zona exterioard domeniu-

fui — valoarea (F (fig. IIL1). ' M e s )
in cazul propozitiilor compuse, fiecare componentd va fi reprezentatd

printr-un domeniu. Penlru a reprezenta toate combinat;ulet th51b11e 1der.\lvalo(r:
' ii astfel incil sa inte eze in toate modurile po-
jogice, domeniile se aleg astfel incil sd sc intersecteze a P
sibile (fig. I1L2).
Astfel de reprezentdri ale oper
Vennl.

Pentru a descrie o anumitid operafic logica, : {
in care propozilia compusa rezultatd are

i va reprezenta valoarea (F a propozitiel

atiilor logice se numesc diagrame Euler-

figuram propozitiile com-

ponente si hasurdm portiunea
waloarea of ; portiunca nchasurat

oo : b
{conjunctia este ilustrata de figurile T11.3, a si TIT.3 5 by

Wy este adeviraté nici Pnici @

2
@
Z

Fig. II1.3, a Fig. I11.3, b

111.14.2.2. Taulologii si conlradicfii

Se stie, de la algebrd, cd o formuli care are valoarea logicd of, infli.feren‘t
.de valoarea logicd a componentelor, s¢ numeste faulologie, sau forfmzla identic
edevdrald, sau incd formuld validid. Analog, formule.le ce'u‘e au mtotde-fmna
wvaloarea logicd (F se numesc contradictii, sau formule identic false, sau formule

nerealizabile.

1 Dupit numele matematicienilor L. Euler (1707—1783) si J. Venn care au introdus astfel
.ds reprezentdrvi pentru mulfimi si propozitii.
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In tabelul TIL5 sint date unele din cele mai utilizate tautologii.

Tabelul III.5

T 1. PA @=L

T. 2. P=P yQ;

T. 8. P =P

T. 4. P=>.0<N0 =1 Py

T 5. PA Qs OATPT ST :

T 8 P véc»Q yP: } (comutativilatea pentru A si V)3

T. 7. PA(QA Ry = (PA QA R; ) i . ;

T. 8. Pv(Q VR < (P vQ) VR: | (asociativitatea pentru A si v);
T. 9. PA (Q VIR) < (PA Q) V(PA B); |

T.10. P v(OA R) < (P vO)A (P VR): | (distribulivitatea v si A);

T.11. Px P P

T.12. P vP « P; (idempotentd);

T.13. PA (P vQ)«=P;

T.14. P v(PA Q)< P; (absorblia) ;

TA5. 1] P P;

T.16. P v P; (principiul terfiului exclus) ;
T.A7. 1(PA T P); (principiul necontradictiei) ;
T.18. T(PA Q)<= P Vv]Q: )
TP v <] PAT Qs f
T.20. 1P=Q<=PA] Q; T20". P=Q)<=]1P VvQ;

T.2L. (P = Q)A (Q = R) <« (P = R) (tranzitivitatea implicatici):
T.22. (P<= Q)<= (P = QA (Q=P).

(legile Tui De Morgan) ;

Consultind tabelul se observi c& o mare parte din tautelogiile prezentate
pun in evidentd proprietdti ale operatiilor logice (asociativitateaconjunctiei
si disjunctiei etc.).

Tautologiile sint decosebit de importante, pe de o parte in formularea
unor scheme de rafionament corecte, iar pe de altd parte prin faptul c¢i permit
exprimarea unor operafii logice prin alte operafii logice. Acest ultim fapt
prezintd un interes special pentru tehnica de calcul. Astfel, dacd un limbaj
de programare nu dispune de operatori pentru toate operatiile logice, con-
ditiile din algoritm in care apar operatiile logice respective pot fi transcrise
fn limbaj de programare folosind proprietali de tipul celor exprimate de
tautologiile T20 - T22. Astfel, de exemplu, in FORTRAN, o conditie de
tipul A = B cu 4 si B variabile logice, se va codifica prin .NOT.4.0R.B
(\AND., .NOT., .OR. fiind operatorii FOR_TRAN pentru A, 7 si V), acest
limbaj neavind un operator logic corespunzitor implicalici. Pe de altd parte,
o situatie similari poate apirea si la realizarca circuitelor logice (prin com-
binatii de.circuite ,NOR«“ si ,NAND® se¢ pot realiza circuite logice care s
descrie orice formula logica).

Observafia 1. Si considerdm formula J(PA Q)< P v] @; dacil in T(PA Q) si in
1P v] Q schimbam peA cu Vsi pe veuA se vede ¢l obtinem cea de-a doua lege a lui De
Morgan (T.19). Acest lucru nu este intimplator, c¢i exprimd o proprictate a conjunctici si dis-
junctiei numiti dualitate. Prin duala unei formule se Intelege formula oblinutd prin schimbarea
concctorilor A si veu v, respectiv A. Duala unei formule are acclagi tabel de adevir cu negatia
formulei in care s-a subsliluit P cu ] P si invers.
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Astfel, fic de exemplu formula:
PA J B

Duala sa este: P v] P.

Plecind de la formula initiald obfinem

a) ncgatia 1(PA T P)

b) substitutia Pcu] Psi T Pecu P ne dd 1(] PA P),
ceea ce revine la 1(] P) v] P, adicd P v P, Astfel, daci A §i B sint [orinule compuse con-—
struite din formule simple sau negatii ale formulelor simple, numai cu ajutorul operatiilor
A si v sidacd A’si B sint formule obtinute din A si B prin schimbarea luiA cu v si a lui.
V.ol A atuneis

1) dacd 7 A este tautologic si A’ esle tautologic;

2) dacdi 4 cste tautologie si ] A’ cste tautologic;

3) dacd A < B esle tautologic 5i A’ <> B’ este tautologic :

4) dacd A = B este lautologic si B’ ="A’ cste tautologic.

Obscrvafic 2. In cazul in care o tautologic se exprimi printr-o echivalend (ca de pilda
TA9: 1(P vQ) < ]PA ] Q) se spune'cd forinulele legate prin semnul ,<“ sint logic cchiva-
lente (au aceleasi valori logice). tntr-o formuld compusd, o anunttd componentd poate {i inle..
cuitd printr-o formuld logic echivalentd, fird ca valoarea logicd a formulei compuse si se
modilice. Astfel,

PAQv](Q RA} Sy« PA QvVvR vS i virtatea Ini T.19 si T.15.

Observafia 3. Pentru a constata c¢i o formuld este identic adeviratd nu este totdeauna:
neccsar si construim tabelul de adevir (sau diagrama Euler-Venn) pentru toate propozitiile
simple componcnte (acest lucru devenind si foarte complicat pentru lormule cu multe com--
ponente). Dacd in tabelul de adevir al unei formule obtinem numaj valori ¢ considerind
propozitii componcite, nu ncapérat simple, putem fi siguri ¢d formula este o tautologic.

Fie, de exemplu, formula (1) PA Q = PA Q, care este de forma (2)
A = . cu A propozitia compusi PA Q.

Din tabelul de'adevir pentru A = A (tabelul ITL.6) unde pentru propo-
zitia compusid A am considerat cele doud valori logice posibile, se vede ci
A = A este o tautologie, deci si PA Q = PA Q este o tautologic (acest
lucru se poate verifica si pe tubelul IIL7, unde ‘am calculat fatii valorile

Tebelul II1.6 i Tabelul I11.7
A ‘A:A' P 0 PAQ | PAQ=PAQ
ot ot I et ot it et
F ot ct WA (F ct

(F ct (F ot
F F (FE ct

pentru P A Q, adicii A si plecind de la acestea valorile implicatiei PA Q@ =

= PA Q). .
Si obscrvdm acum ci tabelul de adavir pentru A = A si cel pentru
P = P (tabelul IIL8) cu P propozitie simpld diferd numai prin notatii. Astfel
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spentru a ardta cd A = A este tautologie este suficient si ariitim ci :
= ¢ ; ’ aratam ca P > ’ e . . _—
° = Din tabelul de adevir al implicatiei (tabelul IIL11) se vede cd P = ¢

este tautologic si apoi sa i i c 4 3
k l @ Inlocuim pg Pren 4 In B B, are valoarea of penltn P = of numai dacé si Q este o£. Substituind pe A
Tabelul 111.8 Tabelul 111.9 lui P si pe B lui Q, ajungem la concluzia ci B este tautologie. ‘
SA utiliziim aceastd teoremi si teorema substitutiei pentru a arita ca
P P=2DP I - P\ P VvQ este o tautologie, fara a construi tabelul de adevir.
\ 4 = Fvie Tntr-adevar si inlocuim in P = P v Q (T.2) pe P cu P V7] P ; obtinem
("j ot ’ ol £ P / P\1P=PV]TPVQ. Accastaeste o tautologie, conform teoremei substi- ]
Ll ot p F b4 ; tutiei. Pe de altd parte, deoarece P \/7] P este o tautologie, din teorema 2
F ol (= 0 rezultii ci si P V1P VvQ este o lautologie c.c.t.d.
r F it t

Ralionind ca in exemplul precedeat se poate demonstra urmitorul re-

zuliat : '
30 | I11.14.2.3. Rafionament
. eorema 1 (leorema sabslitulici). Fie A o propozitic compusi din propo-
ritiile si : if iti 3]
zifiile simple P,, P,, ..., P, si B o propozitiec eompusii obtinuti prin inlo-

cuirea in A a propozitiilor simple P p itii
21f1ilor s el propor. : s i A :
i o T e LA Pentru rezolvarea unei probleme, formulim mai multe propoziiil care

;,L Daeit A este tautologic atunci si B este tautologic. exprimi judeciti legate intre 8 |
A T v o - R NPT & at 8 d C .
Aceastd teoremi este importantd deoarece permite : : Si# urmarim uu:atoarcle propozitii ‘
a) si afirms A lis ot S& urmar Bt : :
.q) sd afirmdm cad lista de taatologii 1.1 —T.22 cste valabila pentru P I() % nloud, Andrei isi ia umbrela® ‘
Q 51 R formule oarecare ; ~Daca ploua, Anc $ .
Sp b i ¥ P |
h) sa extindem lista de tautologii. e ¢ e e "
Trebuie sd observim cd reciproca teoremei nu este adevarati 3 yAsadar, Apdrel fsi i3 umbiela;
nu este tautologic, B poate sau nu si fie o tautol ! { (;\ Araty eactis Observim ci ultima propozifie apare ca 0 urmare a celorlalte doui s |
> ace 1 t o / - & 3 . v " e
formula P \v/Q (stim cd disjunclia nu est Lt [O?w.- SRR, SR, prima propozitic ne spune ce face Andrei dacd ploud; a doua propoziie |
LA & este o tautologt i X . . . o %
ct P obtinem B — Py P care este o tautol oo e) ?1 .llllocuun pe Q precizcazd : JPloua” ; acum stim ce face Andrei si anume ,, I$i 1a umbrela®. {
’ 5 £ ’ g i 1 i . . - . g e A .
exclus). Inlocuind insi pe Q cu 70 obti B I;)Dw jpigoipinly eniglul O inlintuire de judecdti (propozitii) in care plecind numai de la anu-
. R mem = . g . e < nere 3 ¥
tautologie (vezi tabelul III.9) : Ml d:heareru angf | este mite cunostinfe — consemnate intr-un numar de propozilii numite premise —
Existi si a it o - ) priapiees se ajunge la o cunostinta nouit -— exprimatd printr-o propozitic numita. |
G i 1' ©6 reauligho iporiante, cgreste peuileiastabikiar o3 any- conclmibo se numeste ra/ionament
mite formule sint tautologii. ‘e — S ; CHE
I'ie urinitoarea : : Astfel, inlin{uirea de judecidti din exemplul precedent este un ratio--
; LA a £ ~ - s Al o 3 - v
Teorema 2. Daed A este tantologie si daed 4 = B este tautologi nament, avind drept premise : ,Daca ploud, Andrei jsi ia umbrela“ si, Plond®,.
s ’ ; 43 ste tautoloy i 5 £ S ) 2
$1 B este tautologie. ; o el jar drept concluzie , Asadar Andrel Isl Ja umbrela®.
L ; R : Un rationament cste corect dacd si numai daci concluzia deriva din
I i-\Al d(;m(’llstla aceastdi tcoremd revine la a determina in conditiile date - : ik
vatorile logice ale lui B (tabelul 11110 ' iy
3 Rationamentul din exemplul apterior este corect, la fel si rationamentul :
! Premisc : v + 1 = 10°
Tabelul 171.10 Tabelul 111,11 ;#3.‘.‘

A B A= D P 0 S Conc]tlzic Py = 7. ) - ‘ . L
b Nu trebuie confundatd corectitudinea unui rafionament cu adevirul
ct ? 29 Lt 4 y | conch.lzici. Astlfcl, rat,,if)n:tmentvulv:l
ot ? ct ot = ‘,i Premise : . Toti copacii sint pasari® ‘
% ? ct T A C]; JToate pisarile pot inota“
#: ; ct i3 F A “ Coneluzie : . To{i copacii pot inota*
dar concluzia este falsd, decurgind din premise false.

este corect,




Ratienamentul :
Premise : ,Toate pasarile. cinta® ;
»Toate rindunelele cinti«.
Concluzie : ,Toate rindunelele sint pasari®,
este incorect, desi concluzia este adevirati. Rationamentul este incorect
deoarece concluzia nu derivi din premise. ‘
S& considerim acum ca premise ale unui rationament propozitiile :
~Dacd misura ¥ A = misura ¥ B, triunghiul ABC este isoscel®
»Dreptele D; si D, sint paralele®
Din aceste doui propozitii nu putem desprinde nici o concluzie, deci nu
orice propozitii considerate drept premise ne conduc la o concluzie.
Asadar logica, avind menirea si descopere si si formuleze legile gindirii
corecte, adicd formele corecte de rationament, trebuie si rdspundi la ur-
matoarea intrebare
Avind o multime de propozitii adevirate, considerate drept premise
cum putem ajunge la concluzii si care sint acestea?

111.14.2.4. Tipuri de ralionamente

Pe baza proprietatilor operatiilor logice se pol construi rationamente
corecte. Acestea constituie ,,modele* de rationament valabile in orice teorie
in care despre o anumiti propozitie putem spune c# este fie adevirati, fie
falsd, dar nu ambele, adici in orice domeniu in care este valabil p11n<:1p1ul
bivalentei.

Dupa cum s-a mai precizat, 'in cele ce urmeazi, se va vedea ci diferitéle
tipuri de rationamente valabile se bazeazd pe tautologii.

111.14.2.4.1. Rafionament prin modus ponens .

Cel mai simplu tip de lallonament si, In acclasx timp, elemental pe care
se fundamenteaza toate tipurile de rationamente este urmatoml ~dagi P
si In acelasi timp P = Q, atunci Q. Observim ci acest mod de gindire ne
este firesc, deoalece sintem obbnulLl cu el atit din matematici, cit si din
viata de toate zilele. De ascmenea, si ne amintim ci penLlu a demonstra
teorema 2 am aratat cd daci P este adeviratsy s1 P = () esle adcx'alata, atunci
{) este adevirata. '

Un astfel de rajionament se numeste modus ponens, deci, daci P si
P = ) sint propozitii adevirale atunci si Q este adevirats.

P si P = () sint premiscle 1a|,,loncunenmlul, iar {) concluzia. Acest lucru
se scrie : =
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Astlel, de exemplu, considerind adevirale propozitiile :
~Dacd mi scol devreme, nu intirzii la scoala”

=y

» i scol devreme*
prin modus ponens rezultd ci este adcval atd sl propozitia :

SINu Intirzii la scoald®.

San, considerind adevarate propozitiile :
w0 o= 2y si ,x = 2y = x este divizibil cu 2%, atunei este adevarati si pro-
pozilia ,x este divizibil cu 2«

Vom da in continuare exemple si de alte tipuri de rationamente :

111.14.2.4.2. Ralionament prin conirapozilie {(modus tollens)

Daca propozitiile P = Q si 1 () sint adevirate, atunci este adevirata
si propozitia 7 P; adicé :
==
i

1P.

Intr-adevar, conform T. 20, P = ) este logic echivalentd cu 1P V@
deci rezulti cd dacd P = () este ade\'arata atunci si 7 P V () este adevarata ;
70 fiind adevératd, ) cste falsid. Deei penlru ca dls]unch TP\ sa fie

adevaratd trebuie ca 7 P sa fie adevaratd (rezultd din tabelul de adevir al
disjunctiei).

Fic, de exemplu, P = () teorzma de geomctrie :
,Daca un triunghi ABC este isoscel, atunci triunghiul ABC are doud un-
ghiuri congruente*. Atunci 70 este propozitia: ,Triunghiul ABC nu. are
doni unghiuri congruente® pe care o consideram adevératd. Puterg afirma
imediat c& 7P este adeviratd, adicid: ,triunghinl ABC nu este isoscel®.

111.14.2.4.3. Ralionament prin reducere la absurd

Fie A o formuld despre care wrem si ardtdm ci cste adevarati. Pentru
aceasta vom presupune ¢i A este falsd, deci cd de fapt cste adev/jér;ltz; fgrf
mula 7 4. : y

Pornind de la accasti presupunerc deducem o anumitd propozitie 7 B,
care este in contradictie cu un adevar 3 cunoscut (B este intotdeauna ade-
viratd in teoria consideratd), ceea ce este absurd: Rezultd ci ‘"| A este\ falsa,
deei’ A"este adevarata. -

Formalizat, acest tip de rationameint se scrie:

1A =B
A

si poartd numele de rationament prin reducere la absurd.

7
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Acesta este un rafionament corvect. Intr-adevir, B fiind adevirati s
7 A =>“BAeste adeviaratd. Dar si 7.4 = 7 B este adevarati. Aceste doui ir;~
plicatii sint insd simultan adevirate numai atunci cind T A este falsi du:;é
cnm rezultd din tabelele de adeviir corespunzitoare (tabelele T11.12 si I’II 13
adicd numai atunci cind A este adevirati. e i

Tabelul ITI.12 Tabelul IIL 13

A 14 f b33 ' 1A=B 4 l1al'B T T RS
OF it ot A (F y
; o z b At (F 7
?f F o ot A (F F ot ;tf
({ ct ot of F | ot | o (F F
= ot F F F ol b E ot

. Observim cd la acclasi rezultat se putea ajunge folosind rationamentu?

prin modus tollens. )

fIntr-adevar, TA = 7 Beste adevirati si B este adeviirati. Dar B < B
conform T. i ek F 1 si '
( . m T.15). Luind drept P pe 74 si drept Q pe 7 B, rezulti imediat
prin modus tollens 77 A adevirati, deci A adevirati.

Rationamentul pri

{ prin reducere la absurd este foar intilnit in ge«

i o oarte des intilnit in geo-

Exemplu :

Si demonstrum ir ¢ 5 H rea 3 111, >
prin r cduecre la absurd urin i i
& s idtoare e i idi
» garea teoremd din nCOlnth ia euclidiand

0. LDhua ArentalaisE ) 1 I
»Doud drepte distincte D, si D,, paralele eu a treia Dy, sint paralele intre cle® sau
At WDyl Dyn B, || Dy= D, || D"
Deci A este de forma PA Q= R.
Dar PA Q= R« 1(PA Q) VR si deci
TPA Q= Ry« T(1(PA Q) VR) si apli
0 si aplicind una din legil ] i E
b B i . T in legile Ini De Morgan obtinem :
PA QA7 R san D, || DA D, || Dya D} D,.
atund}(elmlta.c-é dacii T 4 este adevirati, atunei si D, § D, este adevirati, Dar daci D 2]
g cle s¢ ll;[CJ‘SCCtCﬂZ'.I fulr-un punet 0. Dar D, || Dy si D, | Dy sint adevirate, decilpun:‘,
nu aparfine lui Dy si deei printe-v ! therios daei p i 1
Aisle Fll s 3 S P in punet exterior unei drepte D, tree douil drepte pa-
Dar axi oA iEma ;
. Sm,,u:.;l nTOImIa. paralelelor afirmd B: ,Printr-un punct exterior unei drepte se poate duce
o B, cStepai]a en lﬂ. dreapta datid“. Am ajuns astfel la o eontradiefie: din;] A amn dedus.‘l 75
: ,UL,;l‘f’:‘lrdEu' A,s.ndar, pPresupunerea 7 A este falsd : prin urmare 4 este demollslr‘lLér
alta schemd posibild pentru rationamentul prin reducere la absurd esle urmétonres :

B
14=1B
4.

Dacd B es eviratd si
- Aesf? s\}du dratd 51 7 A = 7 B este adeviratd, din tabelul de adevir al implicalies
1 este falsd (deoarece | B este Talsd), deci A este adevirals. ‘

86

R 2

TN e

111.14.2.4.4. Rafionument prin adjuncfiune

Daca propozitiile P si Q sint adevarate, atunci este adeviratid gi con-

tanctia lor PA @
P
Q

PA Q.
Faptu! ci acest rationament este corect, rezultd imediat din definitia

conjuncliei,

Fie, de exemplu, P: ,Triunghiul 4BC este dreptunghic* si Q: ,Tri-
unghiul ABC cste isoscel”, ambele adevarate. Rezulth PA Q adevirata :
L Triunghiul ABC este dreptunghic i isoscel™.

111.14.9.4.5. Rafionamen! folosind {ranzitivilalea implicafiei

Daci propozifiile P = Q si Q = R sint adevarate atunci si propo-
zifia P = R este adevaratd, adicd :
P=0
N=1"r
P = R.
Acest tip de ragionament este corect, conform T2 (P=> DA Q=R
este adevirati conform rationamentului prin adjunctiunce).
Fic P = Q propozifia: ,Dacia C B atuncia N B=a"si) = R: ,Daca
c:‘hiﬁ — o, atunci CB C Cz*, ambele adevirate in teoria mul{imilor*.
Rezulti ci este adevarata propozitia P = R, adica: ,Daca «C 8,
atunci Cp C Ca*. r

I1L.14.2.4.6. Trecerea de la echivalen{d la implicafic

Daci propozitia P « Q este adevirati, atunci sint adevirate si propo-

zitiile P =>Q si Q= P:

P20 P <
P= 0= DI

Se stie cd P « () este adevirati numai daci P §i @ au aceleagi valori logice ;
dar daci P si Q au accleasi valori lngice, din definitia implicatici rezulta
cd si P=(Q si Q= P sint adevirale.

Fie P < Q propozitia ,o (C 8 dacd si numai daci orice element din «
este si element al lui B“. Atunci sint adevirate si afirmatiile ,daci « C 8
atunci orice element din « este si element al lui $“ §i ,dacd orice clement

din « este si element al lui § atunci a C B*

* Notim mulfimile cu liteve niici ale alfabetului gree (%, B, ooy 0, =)
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I11.14.2.4.7. Trecerea de la doud implicafii reciproce la echivalenld

Daci propozitiile P = Q si Q = P sint adevirate atunci si P < () este
adevirati :

Po="0

-

Op=> P
P <« 0.

Ratlionamentul este ccrect conform T.22 (P = Q)A (Q = P) esle ade-
varatd conform rationamentului prin adjunctiune).

De exemplu, fie propozijiile adevirate din teoria multimilor :

=10 st JB=a=pLCa“ si Q= P: ,,BCa:aUB:m“]‘, re-
zultd adeviaratd propozitia P < Q: ,aUB =a<wpCa-

In exemplele anterioare am utilizat div
efectuarea unor demonstratii simple.
mai dificile se recurge la inlintuirea mai multor rationamente de acelasi
tip sau diferite. Avantajul utilizirii diferitelor scheme de rationament consts
in scurtarea demonstratiei, inlocuind mai multe alirmatii printr-o concluzie
| fndreptétitd de rationamentul considerat.

erse tipuri de rationamente fn
Pentrn demonstrarea unor teoreme

INTREBARI $I EXERCITII

1. Ce cste logica ?

2. Care din urmitoarele formuliri sint propozitii In sensul celor ex-
primate la pagina 75 ?

a) Toti oamenii sint muncitori.

b) Ionescu este elev in clasa a X-a.

¢) Cind pisica nu-i acasi, joach soarecii pe masi.

d) Aceastd navd este rapida.

e) Ce vint te aduce ?

f) Patratul este romb.

g) Triunghiul are patru laturi?

h) 5.5 3.

i) Dacéd nu vin, inseamni ci nu intirziati.

3. Care din urmitoarele pi‘opozil):ﬁ sint simple si care sint compuse ;
indicati propozitiile componente.

a) Astdzi nu merg la teatru.

b) Daca A BC este un triui;ghi dreptunghic, atunci patratul ipotenuzei
este egal cu suma pitratelor catetelor.

c) Ninge.

d) Nu stin s inot, deci mi pot ineca.

e) Stiu logicd, dar nu pot si demonstrez aceasti teoremas.
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4. SA se scrie simbolic propozitiile compuse de la exercitiul 3. S3 se
construiasca tabelul de adevdr pentru propozitia e.

5. Sa se constrniascd tabelele de adevir si diagramele REuler-Venn ale
urmiloarelor formule :

2) 1(PA Q) = (P = 0).

By (B =N P

) (P=TOAP= Q. 0 () ATV

6. Sia se verifice cd urmitoarcle formule (pagina 80) sint identic ade-
varate : )

a) T.4, T.11, T.12 — cu ajutorul tabelelor de adevar ;

b) T.13, T.14 — cu ajutorul diagrameclor Euler-Venn. : N

7. Sa se arate ci relafia ,este logic echivalent“ este o rclatie de echi-
valentd fn multimea propozitiilor. . .

8. Si se arate ci daci P <« Q atunci si TP <10 si PAR=QA R
i PVR< (QVR.

9. S& se exprime disjunciia prin negalie si conjunclic.

10. Si se exprime conjunciia prin negatie si disjunciic.

11. Sa se exprime implicatia prin negatic si conjunclic.

12. Si se exprime conjunctia prin negalie si implicatic.

13. Si se exprime disjunciia prin negatie si implicatie.

14. Si se arate, fard a folosi tabele de adevir, c¢d urmitoarcle formule
sint tautologii :

A (deDB s (AABVOA<="D8);

b) MA = B) = (AA 1B V(AADB;

¢) TIOA VT B) « (T AA T1B)- 1z

15. S# se arate ci oricare ar fi formula A, ca este cchivalentd logic cu
o formuld R in care negatia 7 nu se aplica decit propozitiilor simple.

16. Si se scrie simbolic urmitorul rationament :

Dacd m si n sint numere pare, atunci m? -- n? csle par.

Dar 2a si 2b sint pare.

Deci 4a% + 402 este par. |

17. S4 se demonstreze prin redncere la absurd teorema ,Dacd a'b =0
atunci ¢ = 0 sau b = 0.

18. Si se scrie simbolic urmatorul enunt:

»Se stie cd daci una din cele trei persoane care discula spume ceya‘ ade-
virat, atunci toate celelalte afirmatii ale sale vor fi ade\'ﬁl‘ate,. iar d.aca spune
ceva fals, tot ce va spune este fals. Prima persoand face o afu'mzitlc,“pe. caDre
nu o stim. Apoi cea de a doua declard : ,A spus ci a spus adevirul si “.b'ii
fapt, a spus adevirul® Cea de a treia persoand spune : ,Nu, cel care a vol
primul a mintil*.

5 — ST )
Se poate deduce care persoane au spus adevirul ?
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19, Dati exemple de rationamente prin trecere de la echivalenti la
implicatie, folosite in rezolvarea problemelor de geometrie.

26¢. Si se arate cd urméatoarele formule sint tautologii :

a) PV = (PAQVIPATAOVOAPAQ):

b) P= (P V(QATQ)

¢) P=(PV(EPAQ).

) (PAQ) = (PVOAPVINDA(TPVQ).

Sa se scrie dualele formulelor b) si ¢).

i11.14.3. Caleculul predicatelor

111.14.3.1. Cdleulul predicatelor ca dezvoltare a calculului propozifiilor

Pentru inceput, s& ne amintim citeva clemente de teoria multimilor.
Se stie cd pulem reprezenta o mulfime in doud feluri. Un prim procedeu
constdl in enumerarea elementelor din care este alcituiti mul{imea : se poate

vorbi de ,multimea elevilor : Ionescu Ion, Georgescu Dan, Popescu Dinu«,

sau de ,multimea numerelor: -5, —4, —3, —2, —1, 0, 1, 2,3, 4, 5«
Acest lucrn se scrie de obicei punind elementele intre acolade :

A = {Tonescu Ion, Georgescu Dan, Popescu Dinu} ;
B={-5 —4, -3, -2, —1, 0,1, 2, 3, 4, 5}.

Procedeul devine incomed daci numirul elementelor este foarte mare
si este de neutilizat, in cazul mulfimilor infinite.

Existd si un alt mod de a defini o mul{ime si anume prin specificarea
unei proprietd{i pe care o au toate elementele din multimea consideiati ;
astfel se poate vorbi de ,multimea tuturor premianfilor din clasa a IN-a*
sau de ,mullimea tuturor numerelor intregi z care verifici inegalititile
—5 < @ < 5“ (este chiar mullimea B precizati anterior); sau de ,mul-

{imea cirtilor dintr-o biblioteci“. In acest mod, si numai asa, se pot defivi

st mulfimi cu un numir infinit de elemente, de pildd : ,, muliimea numerelor
fntregi, sau ,mulfimea numerelor intregi pare®, sau ,muliimea cercuriior
cu aria 4,

Observim cd acest procedeu stabileste o legiturd intre multimi si pro-
prietdti din logica matematici : se precizeazii o anumitd multime ue obiecte
(mullimea elevilor dintr-o anumit# clasi sau multimea numerelor intregi,
de exemplu) si apoi se enunt# o propozitie care este adevirati pentru toate
elementele multimii considerate si numai pentru acestea de exemplu, .este
un clev foarte bun* sau ,are aptitudini sportive* etc. Multimea ¢ a tuturor
elementelor din multimea totali = (= poate i, de exemplu, multimea elevilor
sau multimea numerelor) care au proprietatea enunfati printr-o propozifie A
s¢ numeste mullimea de adevir a propoziliei A.
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Fie de exemplu t multimea numerelor intregi, iar o mulfimea numereclor
intregi pare. Acest lucru se poate scrie :

o = {x |2 este numir par}.
Sau dacid B8 esle multimea numerelor intregi cuprinse in intervalul in-
chis [ -5, Bj:

p={x| -5 < x<b5b}

Sau daci v este mullimea perechilor ordonate de numere intregi ne-

negaiive a ciror suma este 25, deducem:

v=1{x plet+y=252>0y>0 2y intregi}.

Referitor la propozitiile ,2 este numir par®, , e ooy T A
— 25%, se impun doud observalii: oy .

a) subicctul propozitiei (despre cine se afirma ca are o anulfnta proprie-
tate) nu este specificat (z sau @ $i ) ; se precizeazi numal proprnletatez}. Pro-
prietatea nu se modificd, indiferent de elementul cu care se inlocuieste z
sau y; ]

b) subicctul nefiind precizat, nu putem atribui valoarea de adevar B2l
fals unei astfel de propozitii; propozilia devine Insd adevdratd sau falsa
in momeutul precizirii subiectului. ey

De pildd, pentru x = 2, propozilia ,x este numir par® este adevaratis
dar este falsi pentru z =3; .o+ y = 25% este adevidratd pentru x =7
si iy = 18 'si este falsd pentru x =1 §i y = 2. ; e

Se stie, de la algebri, ci astfel de propozilii se numesc predicale*. e

Un predicat este o afirmatie relativi la una sau mai m}llLe varlabll‘e
cave are proprietatea ci pentru valori specificate ale variabilelor este fie

adevirati, fie falsa. .
Astfel, predicatele pot fi unave, binare, ternare cte., dupd cum depind
ds una, doud sau mai multe variabile.
Vom nota un predicat cu P(x), Q(z), R(z) ele. sau P(z, y, ‘
P(a), P(3), P(1, 2, ...) propozitia oblinuld prin specificarea Valorl_lor va-

...) iar prin

riabilelor. A .

Un predicat este definit in momentul in care se precizeaza mullimea
elementelor in care variabilele iau valori (mulfimea totald =, sau mul{imea
de referintd).

Multimea de adevdr a unui predicat este mul{imea clementelor care au

proprietatea P.

* Spre deoszbive de seasul atribuait predicatului in seamatici, in logicd, el exprimind
i i i prinde pe lingd predicat amatical $i comple-
o aaumitd propriclate a subiectului, va cuprinde pe lingd predicatul grarmatical si comy

mente, alribute ete.
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Altfel spus, oricdrei multimi de elemente ~ sijoricdrui predicat P(z) |
corespunde o multime (D ale cirei elemente sint exact elementele din ~ ‘) e ]
tru care P(x? cste adevirat. @ este multimea de adevir a pl‘edicatului.h e

. Aflrmat{a' anterioard constituie o axiomi din teoria multimilor si anuir
axioma specificatiei. ’ e
" Scﬁizl?ma specificatiel determind pe D in mod unic. Se obisnuieste si

D= {z|z = s A P@a)}

sau cind mulfimea de referinti =~ este evidents :

D= {z| P(z)}.
Ezxemple :

Fie =~ mul{imea numerelor intregi :

1) Predicatul ,—5 < 2 < 54 i
» 2 este ar si e manltimer 1| 5
T L o Z = e unar st are 1 ultimea de adevir {—3, —d. -3, —2,
;) Predicatul ,2% — 4 = 0%, este unar : domeniul csic {=2, 21
(PN 2 E « i )
rﬁdﬁcin)ip—rid/zal;ml :,t4.’L - 5x + 1=10" este unar, muliimea de adevir fiind {—1)
a u este numdr intreg, deci nu aparfine mutlimii de relerinta) :
4) Predjcatul ,a?% + 1 = ¢ X
vidd Q.
5) Fie acum < multimea rechi
a percchilor ordonate de vumer 51
. S, ) ; ; dons 8] ere inlregi nencgative : predi i
,,O : {1 4“ este binar .Amul;xmca de adevdr a predicatului csle f(}' 3) éhﬂne ) pl(‘h(‘al}yl
0, 4)}. i (1, 9), (2, 2), (3, 1) (4, 6),
6) Predicatul ,x =y 4 z“ cst
1 1 ste ternar @ mullimea de
e ic ThD= ) 5 ! a de adevar nu se pos i 4
: 12nc1'21rc, fiind infinjtd (de exemplu, clemente din domeniu sint : (ILOPO;tC A 10 Dlill
» 2) (2.2, 0), (2,1, 1) ote.), dack considersim’ 2 25 7 x o1 Do Gila)s (2
) tie = multimea totald din (coria multimilor gl
e imetou A in teoria mulfimilor. Predicatul o C £ reprezintd relatia
8) Fic = multimea membrilor unei familii (!
i LT Ik ci familii (tig. I11.4). Predicatul .z este frate cu p® )
1ar 5i are ca multime de adevir, {(Ton, Petre), (Petre, Tor), (Vlad, ,Dinﬁ)c (rlljltifmcu fvjnfﬁtf
’ s afl) s

(a douva

esle predicat unar, multimea sa de adevir fiind multiniea

CONSTANTIN
-

HON

TR | P
] |
[ kR
ViIZD Dy e

TFig. 1114

9) Fie s =% X

: ! = T, Unde 7; este multimea ilor din el: g i

elevilor din clasa a X-a de la o anumjta séoa]i ;ISI:: c(A;n'LlLlsa e Sl pliimen
S 1 a g a1 onsider icat T >li i

mare la matemnaticd deeit y* unde z = TS Y € 5, ‘ p‘redlcatul ST iy

I lediCdtele 1 ll ] I ¢rmnar '(: S S S ) b
mult Die bln are t it &
) ( 3 1 e e .) € numesc si1 relc‘ 'All (blnal C,

cl; de P > > 2 l. p 38 IJ )
Hlp u, 1 C !

lkstf l cxe 1 1T I() Sa s 1CN: ca @ s1 1 11 pPro Iletalea

p 3 € 1n re a[la < Ccu y bau n C p ’LJ,J I [ ’ 1’3- < »

S lllllelll X eSL ] . 1 IO de . [ are pro )l"lel atea X € QLQ

f],aie cu y s Spunem n CSLC m I‘Cxatla, eS[e f] LLL(, Cu y .
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Atit predicatele unare cit si relatiile au o deosebitd importanta in mate-
matici si isi gisesc multiplé aplicatii in cele mai diverse domenii (informa-
tica, lingvisticd, biologie ete.). ‘

Partea logicii matematice care studiaza proprietédtile predicatelor precum
si operatiile si rationamentele care se pot face cu ele se numeste logica predi-
catelor sau calculul predicatelor. Logica predicatelor apare ca o exlensie
a logicii propozitiilor, patrunzind cu apaliza in structura internd a propo-
zitiilor simple, adicd {inind seama de alciituirea lor din subiect si predicat.

T11.14.3.2. Particularizarea unui predicat. Cuantificdrt

Din exemplele date in paragraful anterior se vede cd un predicat este
o functie definitd pe multimea de referin{a =, al cirui codomeniu il repre-
zintd valorile de adevir ale propozitiilor rezultate prin specificarea valorilor
variabilelor (fig. IIL.5).

=2 P(-2)
- P(-1) "

o% - P(0) l
{ = P(1)

V(dSD) R

7 P(2) =
Multimea valorilor
. Codomeniu de adewvdr
5 muliimea de
rederingé
Fig. 1115

De exemplu, dacid multimea de referinta este { -2, —1,'0, 1, 2}k Pa)
este , —1 < & < 2% codomeniul este format din propozitiile P(—2):
s Lipizalie ot e 9l P2 PO Lo Bl B P(O) - IUTHEI0WIRNT Py
s—1 <1 <24 P@2): ,,—1 < 2 <2« /Dintre acestea P(—1), P(0) si P(1)
sint adevirate, iar P(2) si P(—2) sint false.

Deci unui predicat i se pot asocia mai multe propozitii, fiecare avind
o anumili valoare de adevar. ;

fn cazul exemplului precedent acest lucru se poate Tabelul I11.14
urmiri si pe tabelul de adevir ITL.14. ‘ |

Construirca tabelelor de adevir este insd dificil de ¥ Fal
realizat pentru multimi de referinti cu multe elemente si =2 F
imposibild pentru mulfimi infinite. _(1] C‘E

Existd doudt metode de construire a propozifiilor aso- 1 ZZ
ciate unui predicat P(z). 2 (Fias
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Prima metodd, cave de allfel a si fost utilizati, se numeste particula-
vizavea predicatului si constd in a atribui variabilelor predicatului valori
efeclive din mullimea de referintd. Astfel unui predicat P(x) ii asociem pro-
poziltiile P(z;), P(x,), ... care inseamnd ,x; arc proprictalea P*, ,x, are
proprietatea P¢, iar unui predicat multiplu, de exemplu, P(z, y) {i asociem
propozitiile P(xy, y;) (,z; esle in relatia P cu y;“), P(x,, y,) (.2, este in re-
fatia P cu y,“) ete. Semnificafia propozitiilor particulare astfel obtlinute de-
pinde de elementele reprezentate de ay, x5, ¥y, Yy Acesle elemenle se numese
variabile libere.

O altd metodd asociazd predicatelor un tip special dc propozitii, numite
cuantificari ale predicatului, care spre deosebire de propoziliile particulare,
presupun participarea pargiald sau totali a elementelor din multimea de
welerinta.

xistd dound tipuri de cuantificari :

1y Cuanfificarea universald

Fie o 5i B doud multimi. Intersectia lor « () B este multimea y — {a'x = «
st & = B}. Altfel spus, vy este intersectia mulfimilor « si & dacd si numaj
«dacd toti x din v sint si in « si in B, sau, — formulare echivalentia — oricare
ar fi @ din y, x este element al multimii « $i element al mullimii 8.

In acest exemplu, am asociat predicatulai Bl sy SHe siox €84 0
propozilie, ,oricare ar fi z, are proprietatea P(x)* (sau totli x au proprictatea
P(x)). O astfel de asociere se numeste cuantificare universals, iar propo-
zitla care rezultd se numeste propozilic universalii si se noteazi simbolic
prin :

(Y2)P(z).

Simbolul ,V* se numeste cuanfor universal sau cuantificalor universal.

Deoarece semnificatia propoziliei universale nu depinde explicit de =z,
variabila x se numeste, in acest caz, variabilid legati. Propozitia (Va)P(x)
este adevaratd dacid si numai dacidl toate elementele x din multimea de refe-
rintd < an proprietatea P si este falsd dacd pentru cel pulin un eclement z
din ~ proprietatea nu este adevirati.

In cazul unui predicat multiplu, de exemplu P(x, y, ...) propozitia unie
versaldl asociatd eske :

Voy(Vy). .. Pz, Y, -.))
& Y, ... f1ind variabilele legate.

2) Cuanlificare exislen!iald

Si consideram din nou doud multimi ¢ si B si sd presupunem ci o 2 B.

Ce inseamnd acest lucrn ? Inseamui ci existd cel putin un element a astfel
fucit daci x = « atunci x ¢ B.

84

Predicatului .dack x € « atunci a & 2“ 1i putem asecia propoziiia-
,existd cel putin un @ cu proprietatea dacd v € o atunci z ¢ B © asemenea:
asociere se numeste cuantificare existenliala, iar propozitia rezultatd se nu-
meste propozilie existentiald si se noteaza :

(32)P(x)

unde .. 3¢ reprezintd cuanlificatorul exislenfial.

Si in acest caz x este variabild legat. ‘ \

Propozitia existentiald este adeviratd daca si numai dacd existi celd
putin un clement din multimea de referinti a predicatului pf-:nivru C(}l‘e pro-
prietatca este adeviratd si este fals® dac#i nici un element din mullin:es- de
referintii nu arc proprictatea P. ‘

Pentru predicate multiple Pz, y, ...) existentiala ascciatd are forma:

EaapnPPEE g )

In coneluzie, unei anumite proprietdti P(x) ii putem asocia trei tipurd
de propozitii :

1. Propozitii particulare P(x,), P(x,), ..

2. O propozilie universald (V)P(x) (oricare ar fi x, avem P(a)).

3. 0 propozifie existenliald (32)P(x) (exista cel pulin un x penltru care
avem P(2)). .

fn cazul unui predicat multiplu, pe lingd cele trei tipuri ment{onaie
anterior se pot asocia si alte tipuri de propozi{ii, obtinute din combinarea
acestora. In continunare dam tipurile de propozilii asociate unui predicat
binar (relatie binard) Pz, y):

1. Propozilii particulare : P(xy, 1), P(@s o)y --

2. Propozifii particulare universalizale, obfinute prin aplicarea cuanto-
yului wniversal uncia dintre variabile si prin particularizarea celeilalte va-
riabile : (Va)P(x, yy), (Y2)P(x, y,), ..., care se cilesc : ,oricare ar fi x. avem
P(x, 1,)%, »oricare ar i x, avem P(z, y,)*. © cste variabila legatd, iar yy, 1;?, 4
sint variabile libere. Sau, (Vy)P(x;, ), (Vy)P(@y ), ... cind y este variabild
legati si @y, @, ... sint variabile libere. "

3. Propozifii parliculare exislenfiule, obtinute analog, prin ulilizarea
cuantorului existential : (I2)P(x, yy), (32)P(x, yo), ... cu x variabild I‘ega_taj
si ¥y, Us» ... variabile libere si (Iy)P(xy, y), (Fy)P(re ¥)s - CUY variabild
legati si @y, @, ..., variabile libere. .
4.0 propozifie universald (Yx) (Yy)P(x, y): ,oricare ar fi x si orvieare
ar fi y, avem P(z, y)*. Observdm ci semnificalia propozitiei nu se schimbd,
dacid schimbim ordinea in care apar variabilele cu cei doi cuantori:

(Yy) (Vx)P(z, y) este propozitia ,oricare ar fi y si oricare ar fi x, avem P(a, y)*.

5. 0 propozilie exislenfiald: (3z) (Iy)P(z, y): »existd cel pulin un 2

si existd cel putin un y pentru care avem P(x, y)*. Semnificalia acestes pro-
pozitii este aceeasi cu a propozitici (Fy) (Fx)P(z, y).

&
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6. Doud propozifii caislenfiale universalizale : (Yx) (3y)P(x, y) care se
«citeste ,oricare ar fi @, existd cel pufin un y, astfel incit si avem Plsy)
si (Yy) (3x)P(x, y), care se cileste ,oricare ar fi y, existd cel putin un x, astfel
incit sa avem P(z, y)*

7. Doud propozifii universale existenlializate : (3z) (Vy)P(z, y), adica
»exXista cel pulin un =, astfel incit oricare ar fi y, avem P(x, N si (Jy) (Vo)
P(x, y), adicd ,existi cel pulin un y, astfel incit oricare ar fi 2, avem Pl .

Este important si observim ci in cazul ultimelor categorii de propo-
zilii (existentiale universalizate si universale existentializate) ordinea in care
apar cuantorii este esentiali.

Vom ilustra acest lucru printr-un exemplu. Fie = multimea perechilor
r‘(lgl_?natc de numere reale si Pz, y) predicatul ,zx < y*“. Propozilia (Vx)
(3y)P(x, y) adicd ,oricare ar fi x, existi cel putin un y, astfel incit z < y*
esle adeviratd (pentru orice numir real, fie acesta Z;, putem defermina un
numar real g, astfel ineit x; < y;; de exemplu, y, = 2, - 1). In schimb
propozilia (3y) (Ya)P(z, y), adici ,existd cel putin un y, astfel incit oricare

ar iz, r < y* este falsi (nu existd un numéir real cave $3 fie mai mare decit
toate numerele reale).

LExemplu :

Fie = multimea numerclor naturale {5, 6, 7, 8} 5t P(a) predicatul : o < 7%
Propozitiile asociate predicatului sint :
‘® propozitii particulare :
P(5): ,5 < 7¢ cu valoarca de adevir of ;'
P(6): ,8 < 7“ cu valoarca de adevir of ;
P(7): 57 < 7% cu valoarea de adevir (F ;
P(8): 48 < 7* cu valoarea de adevir (% ;
@ propozitia universald :
(V2)P(x) : ,oricare ar i x, avem z < 7¢
care cste falsd (particularcle P(7) si P(8) avind valoarea F):
® propozilia existentiald :
(3 a)P(x): ,existd cel putin un x, penlru care 2 < 7%, care cste adevirati.

111.14.3.3. Operalii cu predicale

Am vizut c¢d o multime poate fi reprezentatd ca mullimea de adevar
& unui predicat. ie acum doud multimi « si B, determinate ca multimi de

adevir ale predicatelor P(z) si Q(x); = este multimea totali din teoria mul-
timilor :

a={z| P@} si B = {z] Q@)

Complementara mullimii o este multimea Co formati din elemente din

multimea totald, care nu apartin lui o, adici pentru care proprietatea P
este falsj :

Coi= Ja| non-Pla)).

(i)
(o]

T

Intersectia multimilor « si p este multimea ale carei elemente au si pro-
prietatea P si proprietatea Q:

« (B = {&|P@ si Q@)}-

Reuniunea multimilor o si p este muliimea elementelor pentru care cel
putin una din proprietd{i P sau Q este adevérata:

a«\J P = {x|Px) sau Q)}.

: ! . 5 di
Dilerenta dintre multimea « si muliimea B este multimea formata din
elementele din « care nu sint elemente ale lui B, adica :

o« — B = {z| P() si non Q)}-

Multimea « este inclusa in B daci orice element din « 2o prolirietatea 0
« C P dacd si numai daca yoricare ar fi z, dacfi Pga:) atunci Q(x.) . tine

Multimea a este egald cu mulfimea § daf:a orice elemen‘f d}n o aEi T
lui B §i dacii orice element din § a.pzltrti.negzu; o: o = [P dacd §1 num

i fi x, P(x) daca si numai daca Q(x)"

»»OFICS;Z;";ﬁm cﬁ(p)enu‘u a determina multimile Co, o () B “.U B, ;z"—(i
am efectuat diferite operatii logice cu predicate.. Astfel, Co este mu !,Jmia
de adevir a predicatului obtinut prin negarea lui 1-.’(:1:) :.‘] P(:v),. o (I]B este
multimea de adevir a predicatului obtinut prin c011]unc§}a pfedlcate‘ or care
dete’rmini multimile & 5i B : P(x) A Q(x), o |J B este determinati de P(z) V Q(z)
. i &'l .
3 o(Rela%:ii(llg (i(mi)n/c\hjzgl(ne)a si egalitate intre dm.u’x. mull,.imi s-au defm.lt C\‘.l
ajutorul l;ropozit,iilor universale asociate il.nplicatx'el predlcatelorPP.(m) g)Q((zaE;;)
(Va)(P(x) = Q(x)), respectiv echivalentei Predlcatelor _(V:x:)( (:.:,) el imm;

Fie doud predicate P(z) si Q(x), cu mulfimea de referin{ii 7 §i mulf

e adevir (D;, respectiv D,.

‘ Negatia ;)redié)atului P(z), 7] P(x) are muljimea 'de ad.eviir 'r‘—t@ll (111;1(1;;
timea elementelor care nu au proprietatea P). Con]unc.tla p.mj,dlca(‘e o;) A
si Q(x), P(x)A Q(z) are multimea@ de J(i;vﬁr @D, N D,, iar disjunchia

#) are mul{imea de adevar D, 45 . A
VQ(Ianlicat,ia tlni Q(z) prin P(z): »P(x) = {?(:c)" are mull,.llmea ge z(;:\‘:gi
CD, \J Dy, iar echivalenta predicatelor P(x) i () m)‘e ml_ll;unea’ (;,; bt
(CD, U Do) N (€D U D) Se spune cé predlcatelc P(x) si Q(x) sin
lente daci mulfimile lor de adevir coincid (D, = Dy)- )

Cele afirmate anterior se pot urmiri pe figu‘rlle. 111.6, uu.de »zona -352-
rati reprezintd multimile de adevir pentru.dlfente}e predicate obt,lmlixlue;
din P(2) si Q(«) prin aplicarea operatiilor loglce.. l.Zv)ec.x, asa cum in czs(; »
propozitiilor construim formule logice cu proPozxtll simple sau cc;mp :
fel in calculul predicatelor vom putea construl.formule cu.p.r.edlca & L

Cele cinci operatii logice se pot efectua si cu propozitiile asociate p

dicatelor.

7 — Matematica aplicatd In tehmica e calcul ¢l, a IX-a — cd. 7 97
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»(P(x)A Q(x))

N\

1

[:&1,7 P(X)

7

CB, Uy, Q(x) = P(x) (CD,U D,) N (CD,U D)
(Px)=>Qlx)) A {Qlx )=>Pix))
Fig. IML.6

1™ Bie predicatele P(x) si Q(x). Fiecirei operatii logice 1i putem asoeia dife-
rite propozitii :

a) Propozifii parficulare, de exemplu :
1P(); 10 ;

P(z)) = P(xy) 5 Qz;) = Q(a,) ;

P(z) > P(xy) 5 Q(zy) = Q(zy).

b) Propozitii universale :

(V) 7 P(x) ;

(V) (P(z) = Q(x)) ;

(Vo)(P(z) < Q(x)).

¢) Propozilii exislentiale :

(3= 7 P(x) ;

(32)(P(z) = Q(2)) ;
(32)(P(z) « Q(i))-

: Am utilizat.c.a_l oPeragii logi‘ce numai 7, = si <>, deoarece stim din cal-
cu ul cu propozitii cd atit conjunctia, cit si disjunciia se pot exprima cu
ajutorul conectorilor 7 si = (vezi exercitiile 12, 13 de la pagina 89).

I11.14.3.4. Identitdfi logice

In calculul propozitii : atat i ’ .
ul lilor am aratat rta 5 ¢ ii
Ll oo carg s‘tt Sy t impor taui,a.pe. care o au tautologiile
o care sint Intotdeauna adevirate, indiferent de valoarea de
adevar a propozitiilor componente. ol
5 g}io?;:;ﬁﬁ:: ‘i;;elm»ltate o;ogicé‘; ro propozitie asociatd unui predicat, care
: ‘una: valoarea indiferent de seranificatia predicatului
determinat o ’ ranificatia predicatului care a

08

Plecind de la o anumitd tautologie putem construi doud categorii de
identitéti logice :

a. Inlocuind toate propozitiile P, Q, R, ... care apar, sau numai pe
unele dintre ele, cu predicate. Astfel de exemple de identitdti logice sint :

P@) A Q(x) = P(z), din T.1;

P(x) = P(z), din T.3;

77 P(2) < P(x), din T.15 (negatia negatiei) ;

P(x) V7 P(x), din T.16 (principiul tertiului exclus) ;

7 (P@@)A 7 P(x)) din T.17 (principiul necontradictiei) ;

T (P(x)A Q(2)) < 1 P(x) V1 Q(x), din T.18 (De Morgan) ;

P@)A Q = P(x), din T.1;

(P(x) = QA (Q = R(¥)) = (P(x) = R(z)), din T.21

(tranzitivitatea implicatiei);
in ultimele doui exemple Q fiind o propozi{ie si nu un predicat. |

b. Construind propozitiile asociate identititilor ob{inute prin procedeul |
enuntat anterior. De exemplu, din principiul identitétii P => P putem obfine |
identitatile logice : ‘

|

P(x;) = P(xy), ' P(zy, yp) = Pzy, yy) s
(Ya)(P(z) = P(x)), sau (Vo) (Vy)(P(z, y) = Pz, y));
(F2)(P(z) = P(z)), (32)(IP(P(z, y) = P(z, ).
Din negatia negatiei 7 P < P obtinem :

11 P(xy). <= P(zy), 171 Py, 7)) = P(zy, 1y)

(V2)(1 1 P(z) < P(2)), sau  (Vo)(Vi)(1 7 P (z, y) < (P(x, y));
(39)(17 Pe) = P@)). (39(39)(17 P@, 3) < D@, y))-
Plecind de la principiul ter{iului exelus P V7] P avem:

P(z;) V7 P(xy), P(zy, y) VI P(z;, yy);
(Vo)(P(x) V1 P(x), sau (Vo) (Vo) (P(z, ) V7 Pz, 1)) ;
(32)(P(x) V1 P(x)), (I)(IY(P(z, y) V7 P, y))

Plecind de la definitia cuantorilor V si 3 putem obiine si alte identitati
logice, care de fapt exprimé proprietiti ale acestora.

Din definifia cuantorului universal rezultd cd daci o propozitie univer-
sald este adevaratd, atunci este adevirata si oricare dintre propozitiile par-
ticulare ale acesteia. Obtinem astfel identitatea logica :

IL.1 (V2)P(z) = P(x,)
sau, pentru un predicat binar :
(V2)(YD)P(x, 1) = Pl . |

® Analog, ‘daci o propozitie particulard este adeviratd, atunci este |
adeviratd si propozitia existentiala, deci ‘
|

|

|

|

1L.2 Plz) = (Jx)P(3),

este o identitate logici.

98




e 4

In cazul unui predicat binar, IL.2 se scrie:

Py, yp) = (I)(Iy) Pz, p).

® Daca o propozitie universala este adevirati, este evident cid si pro-
pozitia existentiald este adevaratd si avem identitatea logici :

IL.3 (V2)P(x) = (32)P(x)
sau

(Va)(Vy) P(x, y) = (I2)(I)P(x, y).

@ Negarea propoziliilor cuantificale

Pentru ca propozitia (Vx)P(x) sia nu fie adevirati este suficient ca si
existe o valoare particulara x,, pentru care P(x,) si fie falsid sau 7 P(z,) ade-
varata. Dar conform IL.2:

1 P@) = (32)7 P@).

Rezultd principiul negérii unei propozitii universale :

IL.4 7 ((V2)P(2)) < (I2)7 P(),
sau, in cazul unui predicat binar :
(V) (YY) P(z, y)) < (32)(3y)7 Plas y)-

La fel, pentru ca (3x)P(x) sd fie falsd trebuie ca oricare ar fi z, P(z) si
fie falsa.

Negatia unei propozitii existentiale se exprimi prin identitatea logici

IL.5 7 ((32)P(2)) <+ (Y2)7 Py
sau, pentru predicate binare :
1 ((32)(AY)P(z, y)) < (Ya)(Vy)] P, ).
Dar IL.3 si IL.4 ne conduc si la identititile :
IL.6 (Vz)] P(x) = 7 ((Y2)P(x)) respectiv
(Va)(Yy)] Plx, ) = 7 (V2)(Vy)P(x, y)), iar IL.3 si IL.5 la
IL.7 7 ((32)P(x)) <> (32)7 P(x) respectiv
1((3)(IY P, y) = (30)(3y)] Pz, y)-

Identitatile logice stau la baza constructiei schemelor de rationamente
din calculul predicatelor, pe care de altfel le-am intilnit frecvent in rezol-
varca diferitelor probleme de geometric sau algebrai.

Astfel, ori de cite ori aplicam, intr-un caz particular, o teorema, definitie
sau axiomd, enuntatd, pentru o clasi de obiecte, utilizim IL.1, adici trecerea
de la o propozitic universald la o propozitie particulara:
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De exemplu, in geometria plani este adeviratd propozitia: , oricare
ar fi triunghiul ABC, daci el este dreptunghic, atunci patratul ipotenuzei
este egal cu suma pitratelor catetelor*.

Si presupunem cid trebuie l:ezolvata problema : '

Se di un dreptunghi cu lungimea de 2?) m si latimea de 16 m (fig. 111.7).
S& se determine diagonala dreptunghiului.

A %5 B

Fig. IIL.7

Din teorema lui Pitagora, prin IL.1 rezultd pentru ABC:
ALE = AB e BCE =207 4= 1062,

ceea ce ne permite si determindm imediat diagonala dreptunghlul}u. ;
in continuare vom da un exemplu de rezolvare de probleme in care in-

tervin calcule cu predicate. _ . -
O schemi de rationament specificd caleulului cu predicate este silogismul.

Silogismul are diferite forme, cea mai cunoscutd fiind :
(Va)(P(e) = Q@)
Bz
Q(xy)
In ipoteza ca propozitiile (Y2)(P(z) = Q(x)) si P(z;) sint adevirate, re-
zulta adeviiratd propozitia particulard Q(z,). \
fntr-adevir, dacd (Va)(P(z) = Q(z)) este adevirata, rezulti cd oricare
din propozitiile particulare asociate predicatului P(x) = Q(z) cste a(le\{:ivrat.ifl.
Deci 5i P(x;) = Q(x,) este adevirata. Dar P(z,) este adeviratd. Rezultd din
definitia implicatiei si Q(z,) adevérata. i
Un exemplu foarte cunoscut de ralionament prin silogism este urma-
torul :

Toti oamenii sint muritori
Socrate este onw.

Deei Socrate este muritor.

Exemplu :

tn algebri se demonstreazd teorema: ,pentru orice [unciie de gradul doi f(z) = ax’;-

+ bx + ¢, a# 0, dacd @ > 0 atunci f este strict descrescdtoare pe intervalul [- w0, ;-;

—b
st strict crescdloare pe intervalul [—2~ , + oo).
a

—~b7 .
Fie P(f): »a > 0" si Q(): »f strict descrescdtoare pe intervalul (-— 00, _2—a] si strict

—b
cresciitoare pe intervalul [2_., + oo |“,
a

101

*




= fn mulfimea functiilor de gradul doi este adevirati plO]‘)l?U,l’l (Y NP = QUN))-
saw-Fie-acum f(x) = 222 — x + 1, deci a = 2,
P(2x* — x + 1) este »2 > 0 si este adevirati.

Prin silogism rezultd Q(f) adevirald, adicd 22> — x + 1, strict descrescitoare in inter-
e 3 (R 4 N it 1
valul | — o, T si strict cresciloare in intervalul |—, 0],
% i 4

Paradoxul mincinosulut

Un paradox foarte vechi, cunoscut din antichilate, este paradoxul min-
cinosului.

Initial avea forma unei intrebiri P : Minli cind spui ¢& minli 2 adre-
satd unui mincinos, adicd unei persoane care nu spune niciodatd adevérul.
Mincinosul nu poate sd rdspunda decit mint* sau ,nu mint*.

Daci raspunde ,mint*, el nespunind niciodata adeviirul, inseamni ci
propozitia R: ,mint* cste falsd, deci 7 R estc adeviratd, adicid ,nu mint*
este adeviratd; ceea ce contrazice ipoteza ci el estc un mincinos total.

~ "Dach rispunde ,nu mint*, analog s¢ deduce ci ,minl* este adev drata,
§1 mincinosul total spunc un adevir, ceea ce, din nou “contravine ipotezei.
~ Deci propozitiei , mint“ nu .i se poate at11bu1 nicl valoarea. of, 11101 va-
loarea (7, ea luind imediat valoavea contrara.

O altd formd a acestui paradox se numeste ,paradoxul lui Epimenide*
si se enuntd astfel : ,Epimenide cretanu! spunea cd toti cretanii sint minci-
nosi“. Se ajungea aparent la aceeasi contradictic incercind si aflim daca
ceea_ ce afirmd Epimenide este adevarat sau nu.

Daca ,,totl cretanii sint 1111110111051“, este adevalata, atunci Epuncmde
fiind cretan, el este mincinos si deci nu spune adevirul’ cind afu ma ca Ltofi
cretann sint mincinosi“, de unde contradictia cu 1puto/'x.‘_
= k Daca »toti cretanii sint mincinogi* este falsa, mseaﬁlna ca Eplmenlde
minte cind face aceastd afirmatie, adicd este de fapt adevirata propozitia
,,e;\lsta cel putln un cretan care nu minte®. in aceasta. sHuatxe paradoxul
dispare. »

In general astfel de paradoxuri ascund o greseald de logici. Astfe, si
formalizim paradoxul lui Epimenide. Fie Q(x) : ,z este mincinos*, atribuind
cuvintului mincinos sensul mentionat anterior (un individ care nu spune
niciodatd adeviarul), iar P(x): ,x este cretan“.

Contradicfia provenea din silogismul:

S (O AT R
- J P(Epimenide) ” »
Q(Epimenide).

Rationamentul este insi corect numai dacd preniisele sint adevirate,
ceea ce nu putem afirma, deoarece nu stim.daca toti cretanii sint mincinosi
sau nu. Deci concluzia ,Epimenide minte®“ nu poate fi afirmata.
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Existi insd multe alte variante ale acestui paradox. De exemplu 2

a) Ce valoare de adevar are: ,Propozifia aceasta este falsis?;

b) fntr-o insuld traiau niste uriasi foarte réi si sireti. Orice Stldl]l care
acosta pe insuld era jertfit fic zeului adevarului, fie zeului minciunii, in fune-
tie de valoarea de adevir a rispunsulni pe care il da striinul 1a o anumita
intrebare. Unul dintre straini, fiind intrebat , Care ifi va fi moartea ? “a ras-
puns ,,Voi fi jertfit zenlui minciunii“, riispuns care a pus in mare incurcituri
pe uriasi.

INTREBARI S! EXERCITH

1. Ce se intelege printr-un predicat ? Dati exemple de predicate unare
si predicate binare.

2. Cite tipuri de propozitii se pot asocia unui predicat ? Exemplificati
in cazul predicatelor :

a) P(x, y): ,x divide pe y“, cw t multimea numerelor naturale ;

b) P(z): ,2% —42 + 2 = 0%, cu v multimea numerelor reale ;

¢) P, y): (x # PA(x <y), cu t mullimea numerclor rationale.

3. Fie predicatele P(z) : ,x are:note mari la matematici“ si Q(x) : ,x are
note mari la romand*, < fiind mulfimea elevilor dintr-o. clasi.

S& se scrie formalizat propozitiile :

a) Toti elevii au note mari la matematicd, iar unii la romani.

b) Unii elevi au note mici la romani.

¢) Fiecare elev are note mari la ‘matematici si la romani.

d) Nu toli elevii au note mici la matematici. L

e) Existd elevi care au note mari la matematicd, dar micii la romani.

f) Nici un elev nu are note mici la matematici si la romana.

g) Dacd toti elevii au nole mici la romand, atunci citiva aun note mari
la matematici.

h) Daci nu toti elevii au note mici la matematici, atunci unii nu au
note mici nici la romana.

i) Anca are note mari la matematici 3i Andrei are nolé¢ mici la romana.

4. Sa se scrie formalizat si apoi in cuvinte negatiile propozitiilor din
exercitiul 3.

5. Care este valoarea logicd a propozitiilor din exercitiul 3 daci :

— propozitia a) este adeviarati ;

— propozitia b) este adevirata ;

— propozitia c) este adevéirata.
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6. Fie P(z) si Q(z), doud predicate cu aceeasi multime de referin{d. S&
se arate ci urmitoarele propozitii sint identitéti logice :

a;. (Pl = S) = (Vo)Px) = S);

a5 ((I)P() = §) = (P(x) = S);

ag. (R = (V)Q@) = (R = Q) ;

2. (R = Q) = (R = (32)Q()) ;

a;. ((Yo)P(x) = S) = ((I)P(x) = §);

ag. (R = (V2)Q(@)) = (R = (2)0(x)) ;

by, (Va)(P(x) = Q(x)) = ((Va)P(z) < (V1)Q(2)) ;

by, (Va)(P(2) < S) = ((Vo)P(v) < 5);

bg.  (Va)(P(x) + Q(x)) = ((I2)P(2) « (J2)Q(x)) ;

b, (Va)(P(z) < S) = ((I)P(x) < S); .

by. S = (Ya)(SVOQ@); §=(32)(SVQQ);

¢ (Y2)P(z) V (V2)Q(r)) = (Vo) (P(2) V Q) ;

e (3)(P(2) VQR) += ((F2)P(2) V (3)Q@)) 5

cg (S V(VR)Q()) < (Va)(S V Q@) ;

¢ (3)(SVOQE) < SV (I)QE);

;. ((Ya)P(z) V (Y2)Q()) = (32)(P(x) V Q) ;

cg  (Yo)(P(r) V Q@) = ((F2)P(z) V (32)Q(2)) ;

¢ (S V(Y2)Q() = (32)(S V Q1)) ;

cg  (V2)(S V Q@) = (S V (I0)Q(2) ;

¢ (SV(Y2)Q@) = (S VO));

cior (S V Q) = (S V(I2)Q()) 5

¢e (S V(V2)Q(x)) = (S V (32)Q()) 5

d. (V2)(SA Q@) = §;

dy, (F)(SA Q@) = S;

e (V2)P(@) A (Y2)Q(@) < (Va)(PR)A Q()) 3

e ()P A Q) = ((F2)P(x) A (F2)Q(2)) ;

ez (SA (Y2)Q(@) <+ (Va)(SA Q) ;

eg. (SA (V2)Q(@) = (32)(SA Q@) ;

e (SA (V2)Q@) = (SA (30)Q()) 5

eg  (SA (V2)Q(@)) = (SA (Qxy)-

7. Definiti relatia binara :
a) simetricd ;

b) reflexivi ;

¢) tranzitivi ;

d) antisimetrica.
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8. S# se arate cid in mulfimea numerelor reale relatiile :
Pz, 1) »x=7"
R, §): |z —y] <1¢
sint reflexive si simetrice, iar relatiile
Sz )¢ «F <Y
T(x; )¢ o =7 =1°

sint reflexive si antisimetrice.

De asemenca si sc arate ci relatiile P si § sint tranzitive, iar T intran-
zitivi. R nu este nici tranzitivi, nici intranzitiva. .

9. Dati exemple de relafii de ordine partiald si de relafii de echivalenta.

10. Aritati ci in multimea submulfimilor unei mulfimi y o Cp* este
o relatic de ordine partiala.

Indicatii si rdspunsuri

Pagina 67

"8, Oricare. 4. Se compard cifrele de acelasi ordin. 1° a =9, b =7
c>1sau a =9 b>7; 2a<9sau a=9 si b <7 5-—8. Se folosesc
exemplele de la TT1.3.1 si I11.3.2. 9—14. Analog cu 4. 15—23. Se folosesc
exemplele de la III.4. 2%—41. Se folosesc exemplele de la I11.4.2 si TIL.4.3.
42 —63. Se folosesc exemplele de la IIL.11, TIT.12 si T11.13.

Pagina 88

2, a). b), ¢), d, f), h), i). 3. Propozitie simpla : ¢) ; propozitii compuse:
a), b),d),e). 9. PVQ<=T1(1PATQ). 16. PAQ<T1(OPVTQ. 11. P=
=0« 7(PATQ). 12. PAQ <= 1(P="70). 13. PVQ <+ P = 17.1n-
dicafie. Se considerd urmitoarele propozitii: P: ,ab =0%; Q: ,a = 0%}
7Q; R: .b =0%; 7 R. Trebuie demonstrat A: P = (Q V R) ; se presupune
7 A sisearati ¢ci JA = 1B, cu B: ,produsul a dou# numere nenule este
nenul“, 18. Nu se poate deduce care dinlre persoane au spus adevirul.
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3. a) (VOP@)A 7(3)QE); b) (32)7Q(); ¢ (Ya)(P@)A Qx)); d)
(V2 P@); ) (AP@AT0@); ) 1(3)1P@ATQ@); g (Va)
70@) = (I)P(®); h) 7(Va)] P@) = (3)T1(Q(x); i) P(Anca)A1Q (An-
drei). 4. a) (32)7 P(2) V (V2)] Q(x) ; b) (V2)Q(2) 5 ¢) (3x)(]1 P(x) V1 Q@) 5 )
(V)] P(2) 5 ) (Va)(1 P(x) V Q@) ; £) (Tx) (1 P@)A 10@) 5 8) (Va)( Q@A
A TP@); h) (F2)P@)A (Yo)] Q(x); i) 7 P(Anca) V Q(Andrei). §. a) of ;
b) nedecis ; c) nedecis ; d) £ ; €) nedecis ; f) of ; ) of ; h) of ; i) nedecis. Ra-
tionament analog pentru celelalte doua situatii.
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