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Prefaţă 

Acest manual îşi propune să introducă pe elevi în metodele de calcul apro­
ximaliv, alît de utile astăzi . 

Orice problemă practică, pentru a fi rezolvată pe calculator trebuie să fie 
adusă la un algoritm programabil şi apoi algoritmul să lucreze. 

Ne-am străduit să punem în evidenţă pe tot parcursul acestui manual 
diferitele tipuri de erori ce apar în calcul cu efectele lor asupra rezultatului. 

De fapt, unul din aspectele esenţiale ale acestui _obiect este analiza erorilor. 

Acesţ lucru nu este deloc uşor ci dimpotrivă. 

În consecinţă §3 din cap1tol~l III va fi studiat facultativ întrucît are un 
grad de dificultate destul de mare. 

L-am inserat totuşi în text pentru '.a sprijini punctul de vedere anterior 
enunţat . · 

Peste tot am folosit interpretarea geometrică a faptelor în scopul înţelegerii 
j:>>:ofo.n.d~ \ <:;>\ )Ttâ.\ '1<:;>01 '> q. fenomenelor prezentate. 

Pentru ca munca celor ce folosesc acest manual să nu fie în zadar, va trebui 
să se efectueze multe exemple numerite. 

Aceste exerciţii îi vor forma pe elevi în „spiritul" „convergenţei numerice" . 
Vor fi în măsură să pri:vească nişte rezultate scrise de cafoulator şi să-şi .dea 
seama dacă sînt bune, iar dacă nu, să descopere de ce nu sînt bune: 

În aplicaţiile matematicii un anume „simţ" al numerelor este foarte util 
şi se poate cîştiga numai prin ducerea la bun sfîrşit a multor probleme de calcul. 

Orice sugestii din partea cititorilor vor fi primite cu interes. 

Dedicăm acest manual profesorilor noştri Paul Tăvăluc din Oradea şi Roşu 
Dumitru din Bucureşti. 

Autorii 
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Capitolul· I 
ERORI. CONCEPTE DE BAZĂ îN CALCULUL NUMERIC 

§ 1. Introducere 

Calculul aproximativ joacă un rol central în matematica aplicată. 

În practică ne mulţumim foarte adesea cu o valoare aproximativă a can­
:ităţii pe „care o găsim", alteori ignorăm unele cantităţi mici în comparaţie cu. · 
altele, iar nu de puţine ori „datele de intrare", ale problemei puse, sînt inexacte. 

Introducem următoarele notaţii (nu sînt exacte din punct de vedere 
matematic) utile în practică: · 

a ~ b (sau b ~ a) citim: „a est e mult mai mic decît b" (sal~ „b este mult 
:mai mare decît . a"). · 

Evident, acest „mult mai mare" sau „mult mai mic" depinde de contextu1 

problemei (uneori a ~ b dacă a < + · b, în timp ce în alte situaţii a ~ b' 

dacă a< - 1
- · b)· 

500 
a >::; b; „a est e aproximativ egal cu b" şi înseamnă că I a - b) ~ Cr 

unde ceste ales de contextul problemei. 

§ 2. Surse de erori 

Orice rezultat al unui calcul numeric poate fi influenţat (uneori dezas­
truos !) de diferite tipuri de erori. 

a) Erori în datele de intrare. De exemplu dacă coeficienţi( unui sistem 
liniar sînt fracţii ordinare, la transformarea lor în fracţii zecimale se introduc 

erori ( f = 0,3333333} Alt exemplu, considerarea în calculul cu numere ira-· 

ţionale (7t, ./2) a unui număr finit de zecimale. 
Uneori datele de int rare sînt rezultatele unor măsurători care sînt siste­

matic afectate de erori. 
în problemele tehnico-stiintifice (rezolvarea cu calculatorul a ecuatiilor 

' ' ' 
diferenţiale, de exemplu) apar foarte des sisteme liniare algebrice în car e 
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coeficienţii sînt integrale ce trebuie calculate aproximativ şi deci coeficienţii 
sist emului liniar sînt afectaţi de erori. 

b) Erori de rotunjire 'În tinipul calculului. Dacă facem un calcul utilizînd 
numai t cifre în toate numerele cu care lucrăm, atunci produsul exact a două 
numere est e format cu 2t sau 2t - 1 cifre. Dar noi.nu put em utiliza la pasul 
următor de calcul decît rotunjirea lat cifre. Astfel se produc erori care pe par- · 
cursul unui lung proces de calcul pot afecta serios rezultatele. 

c) Erori de tritnchiere. A~~stea sînt erori ce provin din limitarea la o „parte" 
din termenii unui proces de calcul înainte de a ajull;ge la limită . De exemplu, 

d. . . . . f" . 1 1 1 . " d m suma pro12"res1e1 geometrice m mite 1 + -. - + - + - + ... retmm 
U . 2 ~ ~ I 

numai primii patru termeni, diferenţa dintre suma progresiei şi acest r ezultat 
se numeşte eroare de trunchiere. 

Tot o eroare de trunchiere facem .şi atunci cînd aproximăm deri\·ata unei 
funcţii f(x) într-un punct x0 prin raportul: 

f(xo + h) - f(xo) . , 
h 

unde h este ,„mic" . 
De a.semenea acelaşi tip de eroare se face cînd pe o porţiune mică în jurul 

unui punct aproximăm o funcţie cu tangenta la graficul său în punctul res­
pectiv . 

d) Erori de simplificare a 11iodelitltti şi erori co11iise de om şi maşină. 
Uneori, în practică, în unele modele, idealizăm anumiţi parametri pentru 

a putea prelucra modelul. 
De asemenea se poate greşi în programul pentru calculator sau în perfo­

rarea cartelelor, erori de operare etc. 

§ 3. Ero r i re lative şi erori absolute 

Fie a o valoare aproximativă pentru cantitatea a (a este valoarea exactă) 
avem: 

Eroarea absolută în a este a - ~i. 

Eroarea relativă în a este (a - a) /a dacă a i= O. 
Foart e des eroarea relativă se dă în procente. De exemplu, 4% înseamnă 

o eroare relativă de 0,04. 
Acum ha -· a" este corecţia ce trebuie adăugată' lui a pentru a obţin 

valoarea exactă . 

Corecţia şi eroarea au aceeaşi valoare absolută dar semne contrarii. 
Eroarea poate fi pozitivă sau negativă dar noi putem introduce o mar­

gine pentru eroare care est e întotdeauna un număr pozitiv. 
Dacă a = a± e: înseamnă că la - aj ~ e: 
De exemplu a = 0,462 ± 0,011 înseamnă: 

0,451 ~ a ~ 0,473 
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§ 4. Sisteme de numeraţie. Reprezentarea nu merelor 
în virgulă mobilă 

În_ general sîntem obişnuiţi să gîndim şi să calculăm cu· numere în baza 10. 
_-\stfel numărul 257,424 reprezintă : 

2·102 + 5·101 +7. 10°+4 .10- 1 + 2 .10- 2 +4 · J0- 3 

Orice număr real în baza 10 are o reprezentare unică în forma de mai 
sus. Se exceptează cazul în care, în scrier ea poziţională a unui număr zecimal 
in baza 10) cifra 9 apare de o infinitate de ori. 

Exemple: 

1) numărul 99,9999 „. reprezintă acelaşi nimiăr ca 100 
2) numărul 2,219999 „. reprezintă acelaşi număr ca 2,22. 

În general p entru reprezentarea unui număr r eal putem utiliza o bază 
oarecare B (număr naturaJ) cu B ~ 2 şi atunci se poate arăta (cu excepţii ca 
mai sus) că orice număr r eaJ pozitiv admite o reprezentare unică de forma : 

an · Bn + a11_ 1 • B 11
-

1 + .. : + a1 • B + a0 + a_1 • B-1 + d_2 • B- 2 + ... 

'..!nde coeficienţii „a" se numesc cifr.e în si,stemul cu baza B şi sînt numere 
::ltregi pozitive cu proprietatea că : 

o < ai < B - 1. 

Avantajul mare al scrierii unui număr într-o bază care conduce la o scriere 
poziţională de forma: 

unde a„a
11

_ 1 •. . a 1a0 reprezintă partea -întreagă iar O, a_1 a_2 „. partea fracţionară 
a numărului r eal, este că putem da r egqli simple pentru operaţiile aritmetice. 

Cu cît baza este un număr natural mai mic cu atît aceste reguli devin 
m ai şimple . Acest argument stă l a baza faptului că cele riiai multe calcula­
toare operează în baza 2 (în sistern binar cu două cifre O şi 1): 

.-\mintim regulile de adunare şi înmulţire în sistemul binar: 

O+ O= O 

o+ 1 = 1 

1+0 = 1 

1+1 = 10 

o. o= o 
o. 1 = o 
1. o= o 
1 ·1 = 1. 

Alte sisteme de numeratie utilizat e sînt c'ele octale cu cifre de la O la 7 
şi hexadecimale cu cifre d~ la O la. 9 şi literele A , B, C, D, E, F de la zece 
la cincisprezece. 

De exemplu: 

(13,25) 10 = (110 1,01)2 = (15,2)s = (D,4)i6 

unde prin ()i0, () 2, ()8, ()i6 am notat baza de lucnt. 
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Virgulele ut.ilizate aici separă partea întrţagă de partea fracţionară . şi 

se numesc r espectiv : virgulă zecimală, virgulă binară, virgulă octală, virgulă 

hexadecimală. · 
Un calculator este echipat de regulă cu două tipuri d~ operaţii · aritme­

tice, anume calculul cu virgulă fixă şi calculul cu virgulă mobilă. Virgula 
.este zecimală dacă baza este 10, binară dacă haza este 2 etc . . 

În cele ce urmează ne vom ocupa în special de baza zecimală . 
Calculul cu virgula mobilă zecimală se efectuează cu un număr constan t 

.d e cifre după cum se va obsen 'a în cele cc urmează . 

Ne oprim acum mai îndeaproape la calculul cu numere reprezentate în 
-virgulă mobilă. 

Numim reprezentare· zecimală notIDalizată cu virgulă mobilă a numărului 

.a o reprezentare de fot>ma: 

a= ni · 10q, unde 0. 1 ~ fmJ <I 

1n e~te număr real pozitiv sau negativ, 
q este număr întreg pozitiv sau negativ. 

o-astfel de r eprezentare este totdeauna posibilă, pentru a t= O. 
Variabila m poartă numele d e mantisă şi este o parte '.fracţionară, iar q 

se numeşte exponent şi este întreg. · 
D e exemplu wumărul 542,36 va fi reprezentat ca: 
0,54236 · 103, deci 0,54326 este mantisa iar 3 este exponentul. 

Alte exemple: 

1) 4527 = 0,4527 · 104 mantisa est e 0,4527 şi exponentul 4 

2) 0,00026 17 = 0,2617 · 10-3 mantisa este 0,2617 şi: expon entul - 3 

3) - 42,15 = - ' 0,4215 · 102 mantisa es.te - 0,4215 şi exponentul 2 

4) - 0,012 = - O, 12 · 10- 1 mantisa est e - O, 12 şi exponentul - 1 

Cn număr zecimal în virgulă mobilă este memorat, în multe calculatoare, 
cu mantisa şi exponentul în ace'eaşi celulă de' memorie. 

Celula de m emorie însă nu are prevăzută decît o singură poziţie binară 
pentru semn şi astfel se ridică problema memorării d nd şi mantisa şi expo·­
n entul sînt negativi. Soluţia este în a aduna exponentuiui o ·constantă pozi­
tivă de care se ţine seamă în calculele aritmetice. 

De exemplu, într-o maşină zecimală cit două cifre pentru exponent vom 
aduna 50 la toţi exponenţii. (ceea ce înseamnă că exponenţii din exemplele de mai 
sus vo·r fi reprezentaţi în interiorul calculatoritlui ca 54, 47, 52, 49). 

Pe dou ă poziţii zecimale rezervate exponentului putem memora 100 numere 
diferite (numerele de la O la 99) . Cum exponentul poate lua şi valori negative 
vom con sidera un interval-de valori de lungime 100 simetric în jurul originii : 

[- so, + 49] 
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Deci exponentul ,real va lua valori în intervalul [- 50, + 49] msa m 
calculator va fi memorat (pe cele două poziţii rezervate lui) un nurriăr cu 50 
mai mar e. 

Într-un calculator numărul de cifre pentru q şi m este limitat. 

Să studiem acum operaţiile în virgulă. mobilă. 

1) Să presupunem că dorim să adunăm nunierele: 
x 1 = 112,5 în virgulă mobilă memorat ca O, 1 !25 · 103 

x 2 = 15. în virgulă mobilă memorat ca O, 15· 102 

Aşa cum sînt reprezentate numerele nu putem aduna mantisele deoareţe 
virgi1la numerelor nu e~te aliniată. 

Diferenţa dintre cei doi exponenţi este 1, vom deplasa atunei mantisa 
celui de al doilea număr (numărul cu exponentul mai mic) spre dreapta cu 
un loc, adică scriem: 

X z = 0,0 15 · 103 

şi acum putem aduna : 

x1 + x2 = (O, 1125 + 0,015) · 103 = O, 1275 · 103 

Observăm că am lucrat aici cu o mantisă formată cu 4 cifre. 
2) Să considerăm itn alt exemplit: 

X1 + Xz = 0,1213 · 10.1 + 0,469 1 · 10-1 . . 

Deplasăm din nou mantisa numărului cu exponent mai mic spre dreapta 
cu un număr de poziţii egal cu diferenţa exponenţilor, deci în acest caz cu 2 
si obtinem: 
' ' 

x1 + x2 =O,12 13 · 101 + 0,004691 · 101 = O, 1259 · 101. 

Se observă că am pierdut cifrele 9 şi 1 ale mantisei deplasate în afara 
capacităţii de calcul (deoarece am considerat mantisa ca av~nd patru cifre) . 

3) Presupun~m aci.mi că avem de efectitat următoarea adi.tn_are: 

. 0,99 17. 103 + 0, 1230 . 103 . 

Numerele de adunat au acelaşi ordin de mărime (acelaşi · exponent) deci 
singura operaţie ce urmează a se efectu~ est e adunarea mantiselor: 

0,9917+O,1230 = 1, 1147. 

R ezultatul adunării mantiselor este un număr mai mare ca 1. 
Noi am definit însă mantisa ca o fracţie zecimală subunitară, 

O,l~[mf<l. 

Operaţia care unp.ează a se efectua este deplasarea mantisei spre dreapta 
cu o poziţie zecimală şi adunarea la exponent a unei unităţi. Această operaţie 

se numeşte renormalizare. 
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Deci: 
0,9917 · 103 + O,1230 · 103 = O, I I 14 · 104 

(din nou prin deplasare spre dreapta am p ierdut cifra 7 deoarece calculul 
se efectuează cu 4 zecimale) . . . 

4) Fie acum de efectuat produsitl a doită nuniere x1 şi x 2 în virgulă mobi'tă: 

0, 1763 · 10- 2 X 0,2036 · 105
• 

Normal, se înmulţesc ma-qtiscle, 

m1 • 1n2 = O, 1763 X 0,2036 = 0,0358, 

iar exponenţii se adună q1 + q2 = 3. 
Deci, 

X1 • Xz = 0,0358 · 103 • 

Nici de data aceasta mantisa (în modul) nu este cuprinsă în intervalul 
[O, 1 ; 1): 

Operaţia de renormalizare constă în acest caz în deplasarea spre stînga 
a mantisei 0,0358 cu o poziţie zecimală şi scăderea unei unităţi din exponent 
(adică x1 · x2 = 0,35~0 · 102

) . . 

Observăm deci că operaţia de renormalizare, în urma efectuării unei ope­
raţii aritmetice constă în „aducerea" mantisei în intervalul [O, 1; 1) cu „ajus­
tarea" corespunzătoare a exponentului. 

Observaţie. În majoritat ea calculatoarelor înmulţirea se efec­
tuează pe regi.ştru de memorie dublu (adică o celulă dublă. de 
m emorie). Dacă se înmulţesc două numere de lungime „t", rezul­
tatul de „2t" sau „2t - 1" cifre est e obţinut în acest registru de 
lungime dublă . Dacă după efectuarea înmulţirii este necesară 
renormalizarea (numai cu deplasar ea spr e stînga în acest caz) 
cifra de pe ultima poziţie (poziţia „t") a numărului va prov eni din 
a doua parte a registrului dublu de memorie şi va fi deci corectă . 
În exemplul de mai sus x1 • x2 = 0,03588468 · 103 în r egistrul 
d e lungime dublă iar rezultatul renormalizat pe patru zecimale 
va fi 0,3588 · 102• · 

Dăm în figura I .1 organigrama adunării a două numere în virgulă mo­
bilă . 

Amintim că, în organigrama din figura 1, un dreptunghi reprezintă un bloc 
de calcul Şi de atribuire (se efectuează operaţiile din membrul drept al sem­
nului egal şi valoarea obţinută se atribuie parametrului din partea stîngă 
a semnului egal) i~r un romb reprezintă un bloc de comparaţie şi de decizie. 

Presupunem acum că avem un calculator în care sînt prevăzute 5 poziţii 
zP.cimalP. pPntru m antis::l. şi clonă pozi ţii zec:imale pentru exponent. 

Cel mai mare număr normalizat ce poate fi memorat cu acest e facilităţi 
va fi: 

0,99999 · Î 099 în r ealit ate 0,99999 · 1049 deoarece am convenit să adunăm 
exponentului r eal numărul 50. 
~ Iar cel mai mic număr ·normalizat (în modul) va fi: · 

O, 10000 · 10° în realitate O, 10000 · 10-50 

1.0 
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Fig. I. 1. Organigrama adunării a clouă numere în virgulrt mobilă. 

(x1 = m1 · Bq,, x2 = m2 · Bq•, x1 + x2 = m3 · Bq•). 

Cînd printr-o· operaţie aritmetică între doi operanzi am depăşit una sau 
alta din limitele arătate mai sus (un număr mai mare de 1,0 · 1049 - (depă­
şire flotantă superioară) sau un număr mai J:?ÎC de 1,0 · 10-49 - (depăşire 
::otantă inferioară)) calculul se opreşte . 

Exemple: 

1) O, 12641 · 10-43 X 0,98763 · 10- 24 

2) 0,45631 · 1042 X O, 18764 · 1015 

vc::- cauza oprirea procesului de calcul. 

§ 5. Rotunjirea şi rotunjirea prin tăiere (trunchiere) 

Există două căi de rotunjire a !}Umerelor la un număr de zecimale („t") 
f'rrat anume, rotunjirea prin eliminarea tuturor zecimalelor care se găsesc 
2 c!reaptjl poziţiei t (rotunjire prin tăiere) şi a doua cale est e rotunjirea obiş­
acită adică printre numerele ce se pot forma cu „t" zecimale alegem numărul 
cel mai apropiat de numărul dat. 
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Exemple 

Rotu:n}irea şi rotunjirea prin tăiere (trunchiere) la trei zecimale în numerele: 
de mai jos se face după cum imnează: 

1) 0, 1597 se rotunjeşte la 0,160; 
2) 0,2456 se rotunjeşte la 0,246; 
3) O, 1574 se rotunjeşte la O, 157 ; 
4) 0,23652 se . rotunjeşte la 0,237; 

se rotunjeşte prin tăiere la O, 159 
se rotunjeşte prin tăiere la 0,245 
se rotunjeşte prin tăiere la O, 157 
se rohtnjeşte prin tăiere la 0,236 

Un mare număr de calculatoare utilizează rotunjirea prin tăiere în rezul­
tatele obţinute după fiecare operaţie aritmetică, însă dat fiind faptul că numă­

rul de cifre utilizate în calcul este mult mai mare decît numărul de cifre în da­
tele problemei nu se ivesc neplăceri. 

· Aflarea marginii erorii relative pentru un nun;iăr aproximat prin tăiere. 

Să presupunem că avem la dispoziţie un calcul~tor cu 4 cifre disponibile pen­
t ru mantisă. 

Să adunăm x1 = O, 1142 · 101 cu x2 = 0,2190 · 10-1 . 

Obtinern: 
' 

X3 = X 1 + Xz = 0, 11 42 · 101 + 0,002!9q · 101 = 0, 11639 · 101
• 

Acest număr se poate exprima sub forma: 

xs = o, 1163 · 101 + o,9 . io-3
. 

Exponentul celui de al doilea termen este mai mic cu 4 decît exponen­
tul primului termen. Întotdeauna cînd lucrăm cu o maŞină cu patru cifre în 
mantisă, exponentul celui de al cl.oilea termen trebuie să fie mai mic cu patru 
decît exponentul primului termen. 

Deci dacă avem un calculator cu „t" cifre în mantisa unui număr repre­
zentat în ·virgulă mobilă atunci orice rezultat al unui calcul (obţinut prin 
aplicarea oricărei din cele patru operaţii aritmetice) se poate reprezenta (evi~ 
.<lent înainte de rotunjire) ca : 

b = nib • lOq + 1n~ · 1oq- t 

unde mb este un număr format cu „t" cifre. 
Valorile posibile pe care le poate lua nib sînt : 

0, 1 ~ I mb I < 1 

în t imp ce: 

. O~ [mii < 1. 
. , 

Spunem că facem o aproxima.ţie prin tăiere (trunchiere) dacă, pur şi 

simplu nu-l luăm în considerare pe mii şi .acesta este caz.ul practic cel mai d.es 
înt îlnit la calculatoare. 

Eroarea relativă maximă se obţine cînd m~ este cel mai mare şi m; cel mai 
mic. 

Valoarea maximă posibilă a liti 111:,; este mai mică dedt 1 iar valoarea mi.:­

nirn.ă a lu„i mb este O, 1. 
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Deci limita maximă a erorii relative va fi: 

1 · 1oq~t · 
10-t+l. 

O,l · 10q 

La rotunjire, prin acelaşi procedeu, obţinem o eroare· relativă dată de 
/ 

~10~~~~ = 0,5 .10-t+l. 
. O, 1 · lOq . 

'îti general pentru o bază arbitrară B avem adevărat următorul · criteriu: 
·. Presupunem că lucrăm în 'baza B cu „t" cifre în mantisă (cifra binară 

care ne dă semnul numărului nu este socotit~t). Atunci orice număr real în: 
--.:irg_ulă mobilă poate fi reprezentat c·it o eroare relativă care n it depăşeşte unita-
"tea maşinii ,defÎ1).ltă de.: \ 

r 
'1 
- · . B1- t dacă utiliz~tm r,otunjirea 

' . 2 . 

. " ~ IB'-' dacă utilizăm tăierea. 
În cele mai multe calculatoare „ u" se află între 10-6 şi 10-15

• 

S~t presupunem acum că operanzii cu care lucrăm ar fi exact r eprezen-
. . f • . . . . 

rnţi în maşină. Nu este sigur că rezultatul va fi exact reprezentat (să ne gîn-
dim doar la faptul că rezultatul înmulţirii a două numere de lungin;e „t" are 

7t" "f ) .. „ - c1 re . 
Vom nota cu "fl(x + y), jl(x - y ), jl(x · y), f l(x/y) rezultatele op·era­

ţiilor de adunare, scădere, înmulţire şi împărţire în virgulă mobilă pe care 
maşina le memorează în urma efectuării acestor oper'aţii şi apro.ximării pri_n 
tăiere sau rotunjire. 

Conform criteriului precedent asupra erorii relative avem 

jl(x Q y ) - (xQy.) 
~ îf 

(x 8 y ) 

unde 0 este una din operaţiile +, - , ., / 
Să răspundem acum la întrebarea : a ) Gare este unitatea ;maşinii pentru 

:m calcul cit virgulă 1nobilă cu 5 cifre zecim ale pentru nz.antisă ? 

u. = {0,5 · .10-
4 davcă se ~t.ilize~ză ~~tunjirea 

1 . 10-4 claca se u tillzeaza taier ea. 

l?) -F ie acu_m x1 = O, 12347 · 103 un -număr r ezultat din calcul. 
Care este m arginea pentru eroarea absolută" în acest calcul dacă s-a itt-ilîzat 

rntunjirea obişnuită? · 
Eroar ea absolută e1 'est~ mărginită de e1 = 1 · 103 • 0,5 · 10-5 = 0,5 · 10-2• 

c) Pentru nivnierele rezultate din calcitl x2 = O, 12347 · 1018 şi . x3 = 
= 0,20006 · 1010 eroril e absolitte vor fi mărgim:te de: : e2 = O,S · 1013 şi e3 = 
= 0,5 . 105• 

. l3 

, ' . 

' 



III· I' 

d) Care este ma1'ginea pentru eroa1'ea absolută în calculul celor trei ninnere 
de 11iai sus dacă s-a folosit rotunjirea prin tăiere? 

e1 = O, 1 · 10-1 „ 
e2 = 0,1 · 1014 

e3 = 0,1 · 106 

Putem cere variabilei x1 o precizie absolută de O, 1 · 10- 6 ? D ar o precizie 
de O, 1 · 10-40 ? Evident că nu, deoarece . valorile de O, 1 · 10- 6 şi O, 1 · 10-40 

sînt mult prea m ici în comparaţie cu eroarea cu care calculatorul n e „furni-
zează" acest număr (0,5 · 10- 2). . 

Observatie. La efectuarea unui calcul cu virgulă mobilă trebuie 
să avem p~rmanent în vedere că ultima cifră zecimală a mantisei ? 
este afectată de erori de rotunjire sau trunchiere. Deci dacă am 
obţinut dintr-un calcul cu virgula mobilă, cu 5 cifre zecimale 
pentru mantisă, numărul x = 0,23483 · 107 marginea pentru eroa­
r ea absolută est e de ordinul 0,000005 · 107 = 0,5 · 102 în cazul 
cînd se aplică rotunjirea sau 0,00001 · 107 = O,.J · 103 cînd se 
aplică truchierea şi deci nu putem cere o precizie mai bună decît 
0,5 X 102 r espectiv O, 1 · 103 • . . • 

Acum vom arăta că asociativitatea în adun:,rrea în virgulă mobilă nu se 
păstrează. 

P1'esitpunem cij, lucrăm cu o 11iaşină cu şapte cifre în 11iantisă. Fie : 

a= O, 1234567 · 10° 

b = 0,4711325 . 104 

C= -b 

a.veni: 

fl(b + c) = O, fl(a + fl(b + c)) = fl(a) = O, 1234567 · 10° 

p e de o parte, iar p e de alta : 

jl(a +b) = 0,00001234567 · 104 +0,4711325 · 104 =0,4711448 ·104 

jl(fl(a+b)+ c) = (0,4711448 - 0,4711325))104 = 0,0000123 · 104 = 

= O, 1230000 · 10°. 

§ 6. Propagarea erorilor 

Dacă x1 = 2,32 ± 0,03 şi x2 = ( 24 ± 0,02 a tunci care este margmea 
erorii pentru x 1 - x2 ? 

Cea mai mare v aloar e posibilă a lui x1 este 2,35 iar cea mai mică v~loare 
posibilă a lui x2 est e 1,22, .deci cea mai mare valoare posibilă a lui x1 - x2 

este 2,35 - 1,22 = 1,13. 
Similar oea mai mică valoare a diferenţei x 1 - x2 este 1,03 
Deci: 

1, 0 3 ~ X 1 - X2 ~ 1, 13 

. 14 
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sm 

Xi - X2 = 1,08 ± 0,05. 

În cazul general dacă x 1 = x1 ± e:1, x 2 = 'X2 ± z2 
.avem : 

Xi - Z1 - · (x2 + i2) ~ X 1 - X2 ~ X1 +-Z1 - (x2 - s2), 

Xi - Xz - (s1 + z2) ~ X1 - X2 ~ X1 - x2+ (z1 + €:2), 

· 'x1 - x2 = x1 - X'2 ± (e:1 '+ sz). 

Prin inducţie ajungem la următoarea' : 
Regulă. La adunare şi scădere, marginile pentru eroarea absolută sînt 

date de suma marginilor erorilor absolute în operanzi. 
Conform definiţiei erorii relative (vezi § 3) avem.: 

X-- X ( d 1 t' V) -- = r un e r este eroarea re a iva 
X 

dt.-ei : x = x(l + r). 
Dacă x1 şi x2 au erorile relative r 1 şi r 2 avem: 

XIX2 = X1(l + r1) Xz(l + rz) = X1X2( 1 + r1) ( 1 + rz)· 

Urmează că eroarea relativă în produsul x1x2 este dată de relaţia: __ , 
.x ixz - x1x2 = (1 + r 1) (1 + r 2) :__ 1 = ri + rz + r1r2 . 

X1X2 

Dacă I r1 I ~ 1 şi f r2 J ~ 1 atunci putem neglija termenul r 1r2 şi obţii;iem 
e- oarea relativă în x1x2 ca fiind aproximativ 1'1 + r2. 

De exemplu dacă r1 = 0,03 şi r 2 = - 0,02, eroarea relativă în produ s este: 

1'1 + 1'2 + rir2 = 0,03 - 0,02 - 0,0006 = 0,0094 ~ 0,01. 

Să procedăm la fel pentru a găsi eroarea relati".ă la împărţire. 
Avem: 

<l:eci : 

<le unde : 

X1 - X 1 . X2 - X2 
- - - =r1 ş1 - -- = r2 

X1 

xi= X1(l + r1) 

x2 = x2(1'+ r2) 

X1 X1 l+r1· 
- = - ·· - -, 
%2 .;\:z 1 +r2 

1 +1'2 
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Dacă marginile erprilor r elative în x1, x2, sînt p1 şi p2 atunci p1 + p2 est e 
cea ~mai bună margine superioară pentru I r1 + r2 / ca şi pentru j r1 - r2 !. 

In concluzie avem următoarea regulă: · 
La înmulţire şi la împărţire marginile pentru erorile relative în operanzi 

se adună. 
O situaţie des întîlnită în practică, care conduce la rezultate eronate este 

următoarea: . 
Să presupunem că aveni d~Jăcut o _ scădere între doi. operaJ,1.zi, în care dife- I : 

renţa este mult ma1: niică decîtfiecare dintre ei. . 
F ie y = x1 --:- x2 . Să notărn erorile în x 1 şi x2 cu .L1x1 şi L1x2 atunci:. 

I L1y I ~ I ilx1 I + I il x2 I 
deci 

I L1yl j L1x1I + IAx2i 
~~ ~ ----~ 

)' .l X 1 ~ X2J 

Aplicaţie: Daâi Xi = 0~ 6724 + - 1 
10-4 şi 

2 

1 
x„ = 0,6723 ± ,_ 10-4 
~ 2 

atunci: 

Xi - X2 = 0,0001 ± 0,000 1. 

Această anulare a rezultatului poate fi ocolită printr-o 
bilă a formulelor de calcul sau aplicarea unui alt algoritm. 

Să considerăm imnătorul exemplu: 
ecuaţia x2 

- 56x + 1 = O are rădăcinile: 

scriere convena-

X 1 = 28 -- J783 ~ 28 - 27,982 = 0,018 ± _!. 10-3. . 2 

X2 = 28 + v'783 ~ 55,982 + ___!_ 10-3• 
2 

Se observă că deşi rădăcina pătrată s-a calculat cu cinci cifre semnifica­
tive, totuşi în prima rădăcină (x1) primim nun:ai două cifre semnificative iar 
în x2 eroarea relativă este mai ,mică decît 10-". 

Cum produsul rădăcinilor ,este _x1x2 = 1, putem utiliza următoarea cale 
pentru calculul lui x 1 : 

1 
--- = 0,01786288 
55,98~ 

cu o eroare relativă mai mică decît 10-5 • 
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Aşadar x1 = 0,0178-029 ± 0,0000002 şi astfel cu aceeaşi estimare a rădă­
cinii pătrate obţinem: p entru x1 cinci cifre semnificative (în loc de două) uti­
lizînd inf<Fmaţia dată de produsul rădăcinilor unei ecuaţii de gradul al doilea. 

în general dacă I ~ I ~ x atunci vom scrie : · · 

De asemenea în multe situaţii est e preferabil să utilizăm pentru calculul 
diferenţei : 

COS (x+ 8) - COS X 

produsul, 

2 . 8 . ( + ~) - sm 2 sm x 2 · 

Dăm acum cîteva reguli simple în vederea executării unui calcul practic 
mai precis. 

I) Cînd se adună sau se scad numere (un şir de numere) să se înceapă 
cu cele mai mici. 

II) Să se evite pe cît posibil cu putinţă scăderea a două numere pozitive 
aproximativ egale. Deseori,după cum am văzut, putem rescrie formula de calcul 
pentru a evita acest lucru. 

III) O expresie de forma a(b - c) poate fi scrisă ab - ac iar (a - b) /c 
ca a/c - b/c. Dacă numerele sînt aproximativ egale să se facă· scăderea înainte 
de înmulţire evitînd astfel erori suplimentare de rotunjire. 

IV) Pe cît posibil să se minimizeze numărul operaţiilor aritmetice. 

Exerciţii 

1. Scrieţi în baza -10 numerele (1000) 2, (100000)8, (A64)i6• 

2. Fie numărul 1/3 'de memorat într-o celulă de memorie cu 4 poziţii 
zecimale. Cum apare acest număr în calculator? Cu ce eroare? Care este 
corecţia? Acelaşi lucru peqtru numerele rr: şi .../2 . 

3. ln cazul reprezentării în calculator' a numărului 1/3 (indiferent pe 
cîte poziţii . zecimale (în număr finit)), coincide eroarea de rotunjire cu eroarea 
de trunchiere? 

4. Pentru r eprezentarea (cu rotunjire prin tăiere) a unui număr iraţional 
b calculator, coincide eroarea de rotunjire cu cea de trunchiere? 

5. Pentru un calculator ce lucrează cu 7 poziţii zecimale, care este 
unitatea? 

6. Un calculator are rezervate 2 poziţii zecimale pentru exponent. De 
ce se adaugă, în reprezentarea în calculator, numărul 50 exponentului real? 
Cum YOr fi reprezentaţi pe aceste două poziţii exponenţii - 7, 6, - 22, - 1 l, 20? 
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7. Avem un calculator cu 8 poziţii .binare pentru exponent. Care este 
cel m ai mare număr întreg ce „încape" în cele 8 poziţii binare? Care este 
jumătatea acestui număr? Care este numărul ce se va adăuga exponentului 
real în reprezentarea în virgulă mobilă în calculator? În ce interval se situează 
exponentul real? 

8. Fie de efectuat următoarele operaţii : 

a) 2,1350 · "; b) 0,2567 · e; c) 7t • e; d) 0,2135-0,2 12; e) 1,2137 +22,2 137 
pe un calculator cu două poziţii zecimale pentru exponent şi 4 poziţii zeci-
male pentru. mantisă . . 

- Scrieţi num erele în reprezentarea virgulă mobilă (normalizat) cu 
rotunjire. 

- Efectuaţi operaţiile pe celula simplă de memorie. 
- Renormalizaţi. 

- Efectuaţi calculele pe celulă dublă de memorie. 
- R enormalizati. 

' 
9. Determinaţi eroarea relativă maximă pentru x, unde 

Xi= 2,3 ± 0,2, 

X2 = 22,3 ± 0,2, 

X3 = 203,3 ± 0,2. 

Care din aceste trei numere ar e precizia relativă cea mai bună? 

10. Calculaţi eroarea relativă maxi'mă pentru : 

E = Xi. X~' 
X3 

unde xi. x2 , x3.sînt cei de la punctul precedent. 

11. Să se efectueze, cu precizia cea mai bună, adunarea: 

5 = Xi + X2 + X3, 

în virgulă mobilă cu S zecimale (exponent 2 poziţii zecimale) pentru 

X1 = 0, 11283, 

X2 = 0,000043888, 

X3 = 0,0082798. 

12. Calculaţi : 

(1 xn 
, Yn = Jo x +s dx. 

pentru n = O. 1, 2, ... , 8, utilizînd formula d e rec'urenţrt: 

18 
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.1) Cum rezultă formula de recurenţă? 

~) Utilizaţi trei zecimale în calcul şi rotunjiţi. 

c) Arătaţi că y 3 > y 2 şi y4 < O ceea ce este evident absurd. Explicaţi 
de ce? 

13. Utilizaţi în exemplul precedent fonnula : 

· 1 Yn 
Yn-1 =- - - · 

Sn 5 

Considerînd că y 10 ~ y9 arătaţi că y 8 ~ 0,019 şi calculaţi y7, y 6, _..„ y0 • 

- • - · I 



a) Cum rezultă formula de recurenţă? 

b) Utilizaţi trei zecimale în calcul şi rotunjiţi. 

c) Arătaţi că y 3 > y 2 şi y 4 < O ceea ce este evident absurd . Explicaţi 
de ce ? 

13. Utilizaţi în exemplul precedent formula: 

. 1 y„ 
Yn-1 = -- - · 

5n 5 

Considerînd că y 10 ~ y9 arătaţi că Ys ~ 0,019 şi calculaţi y 7, y5, ,„ , Yo· 

- · -.- , 



Capitolu l li 
REZOLVAREA SISTEMELOR DE ECUATll ALGEBRICE LINIARE , 

§ 1. Punerea problemei. Condiţionarea sistemelor 

Să considerăm sistemul de două ecuaţii liniare algebrice cu două necu­
n oscute: 

{
a11x + a12y = b1 

a21X + a22.Y = b2. 
(l) 

Coeficienţii necunoscutelor şi termenii liberi îi considerăm numere reale. 
Vom nota cu A matricea coeficienţilor necunoscutelor, deci : 

şi să presupunem că determinantul mat ricei A (îl notăm cu det A) este diferit 
de zero, deci sistemul ( l ) admite solu ţie unică. 

în această situatie matricea A admite o inversă ·p e care o vom nota 
cu A-1 . ' 

Avem: 

„ 



Deci A · A-1 = I unde I este matricea unitate (la fel se verifică. 
_-:!- 1 ·A =I). 

Definiţie. - Se numeşte lungimea euclidiană a matricei A (o vom nota 
c-..: Al'E), numărul pozitiv 

I IA I le = (I an 12 +I ai2 l2 +I az1 l2 +Iazz1 2
)

112
. 

Calculînd 1lA-1jjE obţinem: 

Deci: 

llA- l jj ., = (I a11 J

2 + I ai2 l2.+ I a21l
2 +1.a22 J

2
)

1
'

2
• 

], I det A I 

1 I au I 2 + I arn I 2 + I az1 12 + I azz I 2 IJAllE · llA- llE = - - - - - - - ­
J det A I 

(2) 

Definiţie. - Numărul pozitiv dat de relaţia (2) se numeste numărul de 
conditionare euclidiană a sistemului (1) (îl vom not~ conde (A) = 
= ,1AÎJE. !JA-1 JJE). 

Observaţie. Există şi alte numere de condiţionare pentru sis­
teme liniare. Despre unele vom vorbi în acest context iar despre 
altele vor afla cei ce vor intra în studiul aprofundat al t ehnicii 
de calcul. 

Din punct de vedere teoretic sistemul ( 1) admite soluţie unică dacă 
det A =f=. O. Din punct de vedere al calculului practic lucrurile nu stau 
deloc astfel. 

Să considerăm următoritl sistem de ecuaţii, pe ca11e ne propttnem să-l rezol­
-.:ăm considerînd coeficienţii săi daţi cit două cifre deci, 

{
8x + 9y = 17 

9x + lOy = 19 
(3) 

Cu regula lui Cramer rezultă imediat că unica soluţie a sistemului este : 
::· = 1, y = 1. 

Din punct de vedere geometric, a rezolva sist emul (3) revine la a intersec­
-.:a două drepte (fig. II.l). 

Considerînd X= 2, 121, y = o~ în (3) obţinem: 

{
8x+ 9y = 16,968 

9x+l0y = 19,089. 
(4) 

Prin rotunjire, la două cifre semnificative, m embrul drept al si'stemului 
4) corespunde cu membrul drept al sist emului (3) . În concluzie, soluţia 

x = 2,121, y = O trebuie acceptată ca fiind la fel de bună ca cea unică· 
întrucît coeficientii şi termenii liberi ai sistemului initial au fost dati cu două 
cifre. ' ' ' 
<;;.. ~ 

Din figura dată se vede că dreptele sînt aproape confundate, iar punc-
tul x = 2, 121, y = O nu se găse~te pe nici una din cele două drepte, dar el se 
găseşte foarte aproape d e aniîndouă. · 
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Fig. II. l J 

Calculînd numărul de condiţionare al matricei asociate sistemului (3) 
obtinem: 

' 

conde(A) = 64+81+81+ 100 = 326. 
1 

După cum observăm acest număr este destul de „mare" în sensul următor: 
dacă efectuăm calculul în r ezolvarea sistemului ( 4) cu trei zecimale exacte, 
atunci obţinem soluţia x = 2, 121, y = O, pe cînd rotunjind în ( 4) la două 
cifre avem soluţia: x = 1, y = 1. 

Aşadar numărul de condiţionare ne dă o oarecare imagine despre sensi­
bilitatea soluţiei unui sistem liniar algebric la perturbaţii mici în membrul 
drept sau eventua1 în coeficienţi. 

În fapt, problema rezolvării sistemului ( 4) poate fi privită şi în felul, 
următor: la o perturbare foarte mică a membrului drept, vectorul 

li ~~ li devenind li : !:~~: li 
în soluţie avem o perturbare destul de mare căci vectorul 

li ~ li a devenit 11 2, ~21 li · 
Să 'introducem acum pentru sist emul (1) şi un alt număr de condiţionare. 

Anume asociem matricei A, numărul pozitiv : 

l!Allw = max (!an I +I ai2 I; I a21 I+ I a22 I) 
(cu alte cuvinte valoarea maximrt dintre numerele pozitive obţinute prin -­adunarea pe linii a modulelor elementelor matricei A) . 

22 

Observaţie . - Se remarcă faptul că şi acest număr pozitiv 
defineşte o lungime pentru matricea A. 
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• 
De asemenea asociind şi matricei inverse, după aceeaşi regulă, numărul 

poz_itiv llA-11!00, numărul d e condiţionare a matricei A (pe care-l vom nota 
cu cond 00 (A)) este prin definiţie produsul numerelor pozitive l1AIJ00 şi llA-111 00 

deci: 

llAllco · !IA-1 i! co = cond00 (A). 

De exemplu p entru sisteniitl (3) avem: • 
llA lloo = max (17; 19) = 19. 

1

1-10 911 Cum A-1 = I 
9 

_
8 

avem : 

llA-1JJ00 =max (i-10J +J9 J; J9J +J-8l) = 19. 
Rezultă că: 

condro (A) = 19 · 19 = 361. 

Observăm că si acest număr de conditionare este de acelasi ordin de mă-
rime ca şi condE (A). ' ' 

Metodele de r ezolvare a sistem elor liniare algebrice pe care le dezvoltăm 
aici se justifică prin faptul că metoda lui Cramer de exemplu este foarte 
neeconomicoasă (calculul unui determinant necesită foarte · mult e operaţii) 
şi practic utilizabilă numai pentru sistem e de două sau trei ecuaţii cu tot atîtea 
necunoscute. 

Problemele practice dau naştere la sisteme de ecuaţii de ordinul sutelor 
sau chiar miilor d e necunoscute si atunci au trebuit căutate metode eficiente. 

Vom d escrie în cele ce urm~ază, aşa-zisele metode directe (datorate lui 
Gauss) adică metode prin care soluţia se obţine într-un număr finit de paşi 
(un număr finit de operaţii) . 

Apoi ne vom ocupa, pe scurt, d e metodele iterative (indirect e) în care 
soluţia sistemului se obţine printr-un proces de trecere la limită. 

Evident în m etodele it erative nu putem efectua o infinitate de operaţii, 
deci ne oprim după calculul unui număr finit de aproximante (se face în acest 
caz o eroare de trunchiere). 

În metodele directe, dacă s-ar lucra ideal (deci fără erori de rotunjir~ 
lucru imposibil dealtfel, s-ar obţine soluţia exactă. 

În timp ce în m etodele directe erorile de rotunjire devin foarte periculoase, 
conducînd la solutii fără sens dacă sistemul est e rău conditionat, în metodele 
iterative, în ciuda'. erorii d e t runchiere erorile de rotunjire' nu se acumulează. 

§ 2. Metoda eliminării a lui Gauss 

Pentru ilustrarea acestei metode directe vom utiliza un sistem d e trei 
ecuaţii liniare âlgebrice cu trei necunoscute, despre care presupunem că admite 
soluţie unică : , 

l
a11x1 + a12x2 + a13x3 = b1 

a21X1 + a 22X2 + az3X3 = b2 

as1 X1 + a32X2 + a33X3 = b3. 

' 
(5) 
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• 
Cel puţin unul din coeficienţii a11 , a21. a31 este diferit de zero, căci altfel 

sistemul (5) n-ar mai fi cu trei necunoscute. Dacă a11 este egal cu O r eara11,, 
j ăm ecuaţiile astfel încît coeficientul lui x1 din prima ecuaţie să nu fie zero. 

Soluţia sistemului rămîne, evident, neschimbată dacă schimbăm ecuaţiile 
între ele (De ce ?). 

D a21 · efinim un multiplicator m2 = - · 
au 

Înmulţim prima ecuaţie din sistem cu m2 şi o scădem din ecuaţia a dou;. 
(atenţie acum „prima" şi a „doua" se referă la ecuaţiile deja rearanjate dacă 
a fost cazul) . 

După efectuarea operaţiei de scădere, ecuaţia a doua din sist em va fi: 

(a21 - m2a11) X1 + (a22 - m2a12)X2 + (a23 - m2a13)xa = 

(6) 

Dar : 

d eci x1 a fost eliminat din eci+aţia a O.oua ( acurr+ se observă de ce a fost 

ales m2 = a21
) • 

au 
Notăm:· 

i astfel (6) devine: 

/ 

Deci a doua ecuaţie din sistemul (5) va fi dată de relaţia (7). 
Sohiţia acestui nou sistem este aceeaşi cu soluţia sistemului iniţial. 

(7) 

Simil~r, definim m3 = a3 1 şi înmulţim prima ecuaţie cu m3 şi o scădem 
au 

din a treia . Eliminăm din nou coeficientul lui x s1 obt,inem : 
l ' 

(8) 

unde : 

\ 
i 
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Îalocuind în sistemul init ial a doua ecuatie prm (7) ş1 a treia ecuaţie 
_:-::-: ..... (8) obţinem sistemul: 

{

a 11x1 + a12x2 + ai3 X3 = bi 

a~2x2 + a~3 x 3 = b~ · 

a~2X2 + a33 X 3 = b3 · 
(9) 

=::sternul obţinut are aceeaşi soluţie ca sistemul iniţial şi prezintă avan­
-.::~::: că x1 nu mai apare în ult imele două ecuaţii. 

-ă t recem acum la eliminarea lui x2 din ultimele două ecuat ii. 
:Jacă a~2 = O, ·permlităm ' ultimele două ecuaţii. Dacă şi a;2 şi a;2 sînt 

~o.J cu zero, am avea o infinita t e de soluţii sau nici una, ceea ce nu este 
S.bil deoarece am ,admis că sistemul iniţial are soluţie unică . 

_-\.legem multiplicatorul m; = a3z-. 
a~2 

"Jacă înmultim a doua ecuatie din sistemul (9) cu m; şi o scădem din a 
:::-eia. obţinem:' ' 

(a~2 - ·m3 · d;2) '. Xz + (a~a - m~ · a~3) · X3 = b3 - m3 · b~. 
D . , , , o . t~ . d m nou a32 - m3 • a22 = , ş1 no m 

b~inem : 

_\stfel putem înlocui sist emul (9) prin sistemul echivalent: 

-1a11x1 + a12x2+ a 13 X3 = bi 
a;2x2 + a~3 x3 = b~ 

a~3 X3 = b;. 

( l O) 

( 11) 

lratricea asociatii. coeficienţilor n ecunoscutelor sistemului (11) este su­
perior triunghiulară: 

Ja11 a12 a73 I 
U = ;o a~~ a23 I 

' „ I !O o a33 : 

S: de aceea sistemul (11) se numeşte superior triunghiular. 
Sistemul ( l 1) se rezolvă foarte simplu, prin substituţie, începînd cu 

ecuaţia a treia. 
Deci: 

b" 3 X3= _ , 
a" 33 
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Amintim că a 11 #- O, a~2 #- O iar a;3 este de asemenea diferit de zero 
deoarece în caz contrar ar rezulta că matricea asociată co~ficienţilor sist e­
mul~i (5) ar fi singulară (cu determinantul zero) . 

In ecuaţia a doua şi a treia din ( 11) renotăm coeficienţii cu a22, a23, b2 

_respectiv a33, b3. Aceste ecuaţii se scriu: 

az2x2 + a23X3 = b2 

a33X3 = b3. 

Deşi prin această r enotare nu mai putem identifica p e a22, a 23, b2 r espectiv 
a33, b3 cu coeficienţii ecuaţiei doi şi trei din (5) renotarea este posibilă deoa­
rece nu mai folosim nicioqată acest sistem. R enotarea prezintă avantaj la 
scrierea programului de calcul pentru a nu introduce noi variabile ci folo­
sirea unor locaţii din program rămase libere. 

Operaţiile folosite în r ezolvarea sistemului (5) asupra coeficienţilor ş1 
termenului liber nu modifică soluţia sistemului. 

Acum să trecem la descrierea generală a algoritmului lui Gauss. 
Să considerăm sistemul liniar de n ecitatii cu n 1iecunoscute, de asemenea 

presupunem că sistemul admite soluţie uni~ă, deci că matricea · coeficienţilor 
necunoscittelor este nesingulară: ' 

a11x 1 + a12x2 + „. + a11x1 + ... + a111 x 11 = b1 

a21x 1 + a22X2 + ... + a2Jxi + ... + a211 .i11 = b2 
(12) 

Dacă notăm : 

A-

a 11 a 12 • „ a 11 .. . aln j! 
az1 a22 · · · azi · · · az11 

. I 

~~: . ·a~I: : • ·· ~~j • „·. • ~IJ 
X1 ;1.b1 

X= Xz b= 'b2 
fi 

• 

Xn in I 
atunci sistemul ( 12) se poate scrie în forma matriceală : 

A x= b. (13) 

Presupunem că a11 ::f. O. Eliminăm pe x1 din ultimele (n-1) ecuaţii 
scăzînd din ecuaţia „ i" prima ecuaţie multiplicată cu : 

ail 1nil = - , i = 2, 3, 4, ... , n 
ai1 

deci avem n-1 multiplicatori) . 
I 
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I 
I. 

l,lt imele 3'/, - 1 ecuaţii nu vor mai conţine n ecunoscuta x1 ; vor deveni : 

I 
(2) , _L_ + ar2J _ b(2J 

~~.'.X'. : . ·.: . • : :• ~~ .-: . ~ . 
a~~> X2 + ... + a);{ xn = bjf) 

unde: 

„ 
b<2l - b - m b ·i - i i l l • 

i = 2, 3, „ ., n . 

Acest sistem este un sistem de n - 1 ecuaţii în necunoscut ele x2, x 3, x4„„ 
•.. , Xn . 

Dacă a~~ t= O similar putem elimina pe x2 din ultimele (n- 2) ecuaţii 
În necunoscutele x2, x3 , •. • , xn. 

Fie: 

coeficientii acestui sist em sînt dati de : 
„ ' • ' 

b(3l = b(2J _ m . b(2l 
i i i2 2 ' i = 3, 4, ... , n. 

Elementele a11, a&~, a~y, ... ce apar în t impul procesului de eliminare a 
necunoscutelor poartă numele de elemente pivot. 

Dacă toate elementele pivot sînt diferit e de zero, după n - 1 paşi obţinem 
o singură ecµaţie : 

a(n)x = b(n) 
nn n n · 

Acum, colectînd prim a ecuaţie din fiecare pas obţinem : 

(14) 

unde am n otat : a\1} = aij ; b\1l = b;, p entru coeficienţii sistemul.ui iniţial pe 
care dorim să-l rezolvăm prin m etoda Gauss. 

Am folosit în (14) o notaţie mai complicată p entru a arăta exact cum 
se transformă coeficient ii si termenul liber în m etoda lui Gauss. Remarcăm 
din ,nou, ca şi în cazul' sistemelor d e t rei ecuaţii, că la scrierea programului 
de calcul este mai simplu să revenim la v ech ea scriere a ecuaţiei. 
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Sistemul ( 14) este un sistem triunghiular de forma: 

allxl + a12X2 + .„ + a1,n-1Xn-l -f- a111Xn = b1 
a22X2 -Ţ · · · + a2,n-l X„_1 + aznXn = bz_ 
••• „ • ••• ••• ••••••• ••• ••••••• •••• 

an- l ,n-lXn-J. -+. a~-~.nXn = 'bn-l 

annxn = bn. 

(15) 

Dacă presupunem că aii =:/= O, i = l, 2, ... , n atunci necunoscutele x n , 

x
11
_i, ••• , x1 se determină astfel: 

xn = bn · (din ultima ecuaţie) 
ann 

X -n-1 - (din penultima ecuaţie) 

•••••• •• • „ ••••••• • ••••••• • •••••••••••••••• „ . 

b1 ---:- a1nXn - a l,n-lXn- 1 - ··· - a12X2 
X1= - - · -- · 

au 

Relaţiile (16) se pot scri_e compact astfel: 

i = n, n -1, ... ,1. 

(16) 

( 17) 

111 atricea coeficienţilor sistemuliti ( 15) se numeşte sitperior triunghiulară. 
În cazul în care am avea o matrice inferior triitngliiulară, deci cu zerouri 
deasupra diagonalei principale, r ezolvarea acestui sistem este aceeaşi numai 
că se vor scoate necunoscutele în ordinea x1, x2, ... , xn. 

Dacă studiem formula ( 17) observăm că p entru rezolvarea unui sistem 
triunghiular se fac „ n " împărţiri şi 

Dacă " „n . 

t (i - 1) = -
1 

· n(n- 1) adunări şi înmulţiri. J 
i = l 2 . ~ / 

este „mare" atunci n 2 ~ n si , 

1 1 
- · n(n - 1) ~ - n2

• 
2 2 

Evaluăm în calcul numărul de operaţii pentru a ne da seama cît timp 
calculator necesită o anume problemă şi deci cît costă rezolvarea ei. 

§ 3. Formularea matriceală a algoritmului lui Gauss 

Urmărind cu atenţie algoritmul lui Gauss se observă că operaţiile care 
se fac asupra coeficienţilor aii se fac şi asupra component elor vectorului 
format cu t ermenii liberi. 
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.. 

Formăm matricea A& (extinsa matricii A) din matricea A q,dăugîndu-i 

o coloană formată . din vectorul b. 

Deci: 

I ~~1- •• ~~~ _.: ._ ~~'- : ._. _a_l~i •• ~~ . 
A&= a;1 ai2 „. a ;J „ . ain b; (18) 

Operaţiile din algoritmul Gauss ce se efectuează cu liniile din matricea 
A& sînt: 

f 

- înmulţirea unei linii cu o constantă, 

- scăderea unei linii d in alta si înlocuirea celei de a dema cu rezultatul ' . 
scăderii, 

- rearanjarea liniilor. 

( Dacă notăm cu ai.n+I pe bi atunci matricea A & cu 
coloane este: 

a12 • „ ain al.n+l I 

az2 „. azn az.n+l I 
„ .. „ „ ••. . ··I 
an2 „. ann an.n+I I 

" „n linii s1 „ n + 1" 
' 

'( 19) 

în urma operaţiilor descrise în paragraful precedent matricea A 1 devine : . 
au am „. al.n-1 aln a1,n+1 

o az2 .. . a2.n- 1 a2n a2.n+1 

A& ·= • „ •••• „ • • • „ „ • • „ ••••••••• . . . . . . (20) 
o o .„. ·.an-1 .n-1 an-1 .n an- 1,n+l 

o O . .... o ann an.n+l 

' Se observă procedeul de r enotare a elementelor matricii A & (vezi orga­
nigrama şi programul) căci: elementele aîi din (20) se caJculează după. cum 
s-a arătat · în paragraful precedent. -

În procesul de eliminare se observă ca la eliminarea necuno.scutei xk ele­
mentele matricei din col?ana k şi liniile k + 1, ... , n(k = 1, 2, .. . , n - 1) devin 
nule. 

Înmulţim acuffii ultima linie din matricea (20) cu ~ şi obţinem: 
• ann 

(
O, O; O, .. :, _O, 1 an . n+1) .· 

- ann 

(21) 
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Renotînd ultimul element al vectorului ·(21) cu a obt1"nem · n.n+1 , • 

(O, O, O, . .. ,O, 1, an.n+1) . (22) 

Ultima componentă a vectorului (22) . este componenta xn a vectorului 
soluţie. 

Înmulţim pe (22) cu a11_ 1 ,n şi scădem din linia „n-1" şi astfel obţinem : 

(23 

Înmulţind vectorul (23) cu 
1 

obţinem pe ultima poziţie (deci 
an-1,.n-1 

în coloana n+ 1 a matricii A&) valoarea necunoscutei xn- l · 

Continuînd procedeul obţinem pe rînd necunoscutele xn_z, xn_3, •• • , x2, x1 
si matricea A& devine : ' . 

1 o al ,n+l I 

~ 
a2,n+l 

A&= (24) 

o 1 
an ,11+1 

Observaţie. - În matricea (24) elementele de pe ultima coloană sînt 
e:xprimate de relaţiile (17) cu bi înlocuit cu a1,n+I· 

§ 4. Organigrama pe nt ru metoda lui Gauss şi programu l de calcul 
în FORTRAN 

/ 
În paragrafele 2 şi 3 am studiat metoda eliminării a lui Gauss şi s-a arătat 

că pentru fiecare pas „i" în procesul de eliminare este necesar să avem aii # O. 
Dacă aii = O se caută în coloana i un element diferit de zero, fie acesta a,k 
si se schimbă linia h cu linia i. Dacă se foloseste renotarea înseamnă că avem . a .. .../.. o. , 
. U "r 

- În cursul acestui capitol (§ 6) se va arăta că pentru a obţine o soluţie 
a sistemului algebric liniar, cît mai apropiată .de soluţia exactă, nu e necesar 
numai ca aH # O ci trebuie să avem: 

I aii I = max 1 a,,i I 
i~k~n 

(elementul pivot să fie cel m ai mare, în modul, în coloana i). 
Algoritmul lui Gauss de rezolvare a sistemelor 'liniare algebriee de5cris 

în paragraful 2 poate fi urmărit cu• uşurinţă în organigrama din figura II.2. 
Urmează programul de calcul corespunzător, în limbaj FORTRAN în 

care sînt demarcate prin cartele de comentariu blocurile de calcul din 
i.'i15'illâ IL l . 
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i : o 

Rezolvă sistemul cu m atricea asociată 
da coeficienţ i lor necunoscutelor superior triungh iu­

lară 

\ 
11 

nu 

A'ttarea elementului maxim ( în modul) al 
coloanei „ i ". Fie „ k " linia acestui element .. 

Schimbă 
linia •. i" 
(schimbă 

lin ia „k „ a elementului maxim cu 
Aceeaşi operaţie cu termenul liber 

bk cu ţlj) 

lmparte elementele l iniei „i „ şi . componenta bj 
111 cu elementttl pivot ajj 

Scade l inia „i" înmulţită cu aij din . linia „j" 

IV Şcade din Pi pe bj .ajj 

j; i + 1, .. . , n 

da 

tipâreşte sol uţia 

Matricea este 
singulară 

STOP 

Fig. II. 2. Organigrama pentru metoda eliminării a lui Gauss 

PROGRAMUL FORTRAN 

pentru metoda eliminării a lui Gauss 

SUB~OUTINE GAU SS (A,B,N,EPS) 
DIMENSION A(N,N), B(N) 

c 
C AICI Î NCEPE PROCESUL DE ELIMINARE 
c 

c 

DO 100 I = 1, N 
AMAX = A(.I,I ) 
IMAX = I 

C AFLAREA ELEMENTlJLUI .MAX IM DIN COLOANA I 
c 

DO 101 J =I, N 
IF(ABS(AMAX) - ABS(A(J ,I))) 102, 10 l, 10 1 

• 

I 
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102 AMAX = A(J,I) 
IMAX = J 

10 1 CONTINUE · 
c 
C VERIFICA DAC:\. DETERl\!IINA:NTUL ESTE DIFERIT DE ZEIW 
c 

IF(ABS(Al'.l'IAX) - EPS) 103, 101, 101 
·lOJ WRITE ( 108',3) 

3 FOR.MAT (IX, 'SISTElVf SINGULAR') 
STOP . 

c ' 
C PERlVIllTAREA DE LINII, DACA ESTE N ECE SARA c ' 

c 

101 DO 105 K = I, N 
T = A(IMAX, E") 
A(Uvl AX, K) = A(I,E:) 

105 A(I,K) = T/AMAX 
T = B(IMAX) 
B(IMAX) = )3(I) 
B(I) = T/AMAX 

C UJ,(MEAZA ELIMINAl'-EA N E CVNOSCl!TEI ~(I) 
c • 

c 

IF(I- 'N) 106, 100, 100 
106 J J = I --i--- l 

DO 107 J = ]J,N 
XM = A(J,I) · 
DO 108 K = I, N 

108 A (J,K) = A(J,K) - .A(I,E)·X M _ 
107 B(J) = B(J) - B(l).XM 
100 CONTINUE 

C AFLAREA SOLUŢIEI PRIN Sl:BSTITl.".fIE 
c 

DO 109 J = 2, N 
K = N_:_J + l 
KK = I~ + . 1 
DO 110 I = 1, K 

110 B(l) = D(I ) - A(l, KH:) · B(E:I\) 
109 CONTINUE 

RETUI-W 
END 

Exemplu numeric 
Fie sistemul: 

x1 + 1, OOO 1 x2 + 2x3 = 2 

-

l
x1 +x2 + x3 = 

x 1 + 2x2 + 2x3 = 1 ' , 
I 

pe care dorim să-l rezolvăm p rin m etoda Gauss. 
La pasul 1 în procesul _de elimi11are avem : 

( 
\ 

- elementul maxim în modul în coloana 1 est e 1, deci elementul pivot 
va fi a 11 = 1, 

' - întrucît elem~ntul pivot este egal cu :unitatea, .prima ecuaţie a sist e­
mului este deja normată · (împărţită la elementul pivot), 

- eliminarea necunoscutei x1 din ecuaţia a doua (se scade prima ecuaţie 
din a doua, d eoarece a21 = 1) n e conduce la: 

0,0001 X2 + X3 = 1, 
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- eliminarea necunoscu1tei x1 din ecuaţia a treia n e condu ce la : 

X2 .+ X3 = 0. \ 

Sistemul de ecuaţii devine : 

I 
X 1 + X z + X 3 = 1 
0 + 0,000 1 Xz+ X3 = l 

D + x2 + X3 = O. 

La pasul 2 al elimin~lrii avem : 
a22 = 0,000 1; a32 = 1, şi elem entul p ivot este a 32 (este el ement m axnn 
coloana 2), 
- se schimbă linia 2 cu linia 3 şi sist emul devine: 

I X 1 + X2 + X3 = 1 
x2 + x3 = O 

O,OOOl xd - x 3 = 1 

- eliminăm n ecunoscuta x2 d in ecuaţia a treia şi avem : 

I

X 1 + X2 + X 3 = 1 ' 
X2+ X3 = 0 

· 0,9999x3 = 1. 

La p asul 3 urmează r ezolvar ea sistemului cu m atrice superior t riunghiu- · 
lară (s e operează cu trei zecimale) 

X3 = 1 

X2 = 0 - .X 3 = - 1 , 

X 1 = 1 - Xz - X3 = l - ( - 1) - 1 = 1 

Acelaşi sist em , r ezolvat cu calculatorul, a furnizat soluţia : 

X1 = 1,000000; X2 = - 1,000099; X3 = 1,000099 

(calcul ul s-a efectuat cu 7 zecimale). 

§ 5. Strategia pivotării ·., .,, i. 

În descrierea algoritmului lui Gauss noi am presupus (vezi· §2) că elemen~ 
t ele af,~2 (elementele pivot ) sînt d iferit e 'de zero, altfel sist emul este singular.. 

Să considerăm imnătorul sistem de ecuaţii: 

l
x1+ x2 + X 3 = 

X 1 + X 3 + 2 X 3 = 2 

x1 + 2x2 + 2xa = 1. 

(25)' 

Sist emul admite soluţie unică (determinantul matricei coeficienJilor este' 
nenul) x1 = 1, x2 = - 1, x3 = 1. 
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A plicind procedeul lui Gauss, după primul pas pnm1m: 

X3= l 

x2+x3 =0. 
(26) 

Deci, observăm că t4;l = O (coeficientul lui x2 în· pruna ecuaţie (26) -
vezi § 2). 

Pentru a putea rezolva acest neajun_s permutăm cele două ecuaţii ş1 
scriem sist emul (26) ca : 

Xz+ X3 = 0 

X3 = 1 
(27) 

si acum obtinem un sistem deja triunghiular care rezolvat ne conduce la 
~oluţia cău'tată . 

Să considerăm acum cazul general. Deci la pasul k am obţinut ahl = O. 
_Atunci măcar unul din elementele aţ.~ua,;':)z ,1, „. aJ,72 este nenul, altfel matri­
cea A ·ar fi singulară . 

Să notăm acel element cu a~1! =I= O. Vom proceda atunci la schimbarea 
.între ele a liniilor k şi r apoi vom continua eliminarea. 

Deci orice sist em nesingular poate fi redus la o formă triunghiulară cu 
ajutorul metodei lui Gauss combin,ată cu schimbări de linii între ele. 

Să revenim acum la sistemul (25) ·în care coeficientul lui x2 din ecuaţia 
a doua (a22) îl înlocuim cu 1,0001. Rezolvînd din nou prin eliminare obţinem: 

{ 

X1 + X2 + X3 = 1 
0,000 lx2 + x3 = 1 

- 9 999x3 = - 10 OOO. 

• (28) 

Acum, rezolvînd sistemul (28) ca un sist em triunghiular şi utilizînd trei 
zecimale obţinem: 

X1 = O, X2 = O, X 3 = 1,000. (29) 

Am sens 1,000 pentru a scoate în evidenţă că lucrăm cu trei zecimale. 
Soluţia exactă cu rotunjire la patru zecimale est e : 

X1 = 1,000, X2 = 1,0001, X3 = 1,0001. 

Acest neajuns provine din faptul că a~~l a devenit după primul pas al 
eliminării 0,0001 (deci zero cînd lucrăm în trei zecimale), aşadar un element 
pivot nu are voie să fie nici apropiat de zero. 

Noi am rezolvat în § 4 sistemul: 

I X 1 + X2 + X3 = 1 
x 1 + 1,0001 x2 + 2x3 = 2 

x 1 + Zx2 + 2x3 = 1 

prin schimbarea liniilor 2 şi 3 şi am obţinut soluţia: 

X 1 = -X2 = X3 = 1,000 
) 

corectă în trei zecimale (am util~zat trei zecimale în calculul soluţiei). 
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Exemplui prezentat n e arată că erorile de rotunjire pot avea efect ca­
~-uofal în metoda Gauss, de aceea foarte des la pasul k urmăm· strategia 
::.:::nită strategie de pivotare): 

- căutăm cel mai mic număr „r" pentru care: 

=: schimbăm liniile k şi r . 

Cu alte cuvinte, pivotul la fiecare pas este cel mai mare element ·în modul 
...::::. coloana considerată. 

Deci, începem prin a căuta pivotul în prima coloană. Linia întîi şi linia 
-ze conţine elementul pivot (cel mai mare element în modul din coloana 
..:::rîi) se schimbă între el e. . 

Procesul se repetă cu a doua coloană şi aşa mai departe. 
Cînd linia ce conţine pivotul este înmulţită cu un coeficient (înainte de a 

- scădea · diri altă linie) ea · este de fapt înmulţită cu un număr subunitar 
·~ezi definiţia multiplicatorilor mi § 2) şi astfel erorile de rotunjire în liniile 

:::-:\·ot sînt înmulţite cu un număr mai mic ca 1. 

Observatie. Procesul eliminării a lui Gauss are loc fără schim­
bări de lin'ii în tre ele dacă matricea coeficienţilor n ecunoscutelor 

A = llaiiÎ/<=1,„ 
j=1,„ 

are proprietatea că este diagonal dominantă, adică dacă: 
n 

laii l >,L;l aiil' i = 1, 2, ... , n 
j = l 
#i 

deci elementele de pe diagonala principală sînt mai mari (sau ega­
le) în modul decît suma modulelor elementelor din linia respectivă. 

De exemplu : 

)/ _~ 
!! o 

-1 011 
2 -1 ~ 

~ 1 211 
-:>st e o matrice diagonal dominantă de ordinul trei. 

Exerciţiu. E ste matricea de ordinul 7 X 7 diagonal dominantă ? 

2 - 1 o o o o o 
-1 2 -1 o o o o 

o - 1 2 - 1 o o o 
o o - 1 2 - 1 o o 
o o o - 1 2 - 1 o 
o o o o - 1 2 - 1 
o o o o o -1 2 

Astfel de matrice se numesc tridiagonale şi apar foart e frecvent în practică. 
Se numesc matrice rare, avînd multe elemente egale cu zero.) 
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r§ 6. Sisteme rău condiţionate şi erorile de rotunjire 

Dacă considerăm sistemul Ax = b unde: 

A= J'la.11 
a21 

;şi x soluţia sa calculată aproximativ, vom numi vector r ezidual r, vectorul 
-dat de : r = b - Ax. 

Dacă r = li ~ \l atunci x este soluţia exactă, deci în mod natural r1e-am 

aştepta că qacă cele două 1componente . a~e vectorului rezidual ar fi inici, 
.atunci x să fie o soluţie suficient de bună pentru sistemul considerat. 

Lucrurile nu stau nici pe departe astfel: 
Ia.tă următorul exemplu foarte sugestiv: 

·Fie : . 

Presupunem că : 

, Atunci: 

. A = jl 1,2969 0,8648 11·, 
I 0,2161 o, 1141 1 

b = li 0,8648 ·1'1 

.; .· ;. 0,1440 

x ~ 11 · ~,9911 1 1 
I - 0,4870 

r = li r1 li= li 0, 8642 1 1
1

~1 1 1,2969 0,8648 1·1·11 0,9911 li =11- 10-s 11 · 
· , r2 . 0,1440 0,2161 0,1441 1 - 0,4870 10-s 

(31) 

:Deci' componentele lui r sînt destul de mici, de ordinul 10-8
. Totuşi X cu 

componentele date este foarte departe de soluţia exactă, care este: 

Sistemul considerat este foarte rău condiţionat. După eliminarea lui x1 

-0btinem: 
' 

a~%l = 0,1441 --
0

·
2161 

·0,8648
1

= 0,1441 - 0, 1440999923 ~ 10- 3
. 

-- 1,2969 

Deci o mică schimbar~ în coeficientul O, 1441 provoacă o mare schimbare 
în. a~il, deci în x2• 

Dacă inversăm matricea A, obţinem: 

I A-·1 = 1os Ji O, 1441 
.. l -0,2161 

'36 
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A- 1 jj
00 

=max {108 · (0,1441 + 0,8648), 108 
• (0,2161 + 1,2969)} =-

= 108 • 1,5130 

llA JJc/J = 2, 16,17. 

Deci 

cond
00

(A) = 2,1617 · 1,5130 · 108 ~ 3,3 · 10
8

. 
(32)' 

Relaţia (32) ne arată că sistemul considerat este foarte rău condiţionat,. 
_-.:-.:i ar trebui să lucrăm în coeficienţi şi în b cu o precizie mai mare de opt 

..:r:"C:imale. 
Observaţie importantă. Chiar dacă elementele matricei A şi· 

a vectorului b sînt date exact, totuşi din reprezenta_rea în calcu-· 
lator · (virgulă mobilă) rezultă o matrice rotunjită A cu elemen--
tele â iJ unde; 

l â.: - a.„j 
_ _ !;2 't} ~ ii, 

I aij I 
reprezentînd unitatea rotunjită în reprezentarea numerelor în virgulă.­

:::.obilă pe calculator. În cele mai multe maşini de calcul „u" se află într~ 
- "1-15 . 1 o - 6 
. " Şl . 

§ 7. Metode iterative pentru rezolvarea sistemelor liniare. 
Metoda Gauss-Seidel 

„ 
Să considerăm· imnătorul sistem de două ecuaţi·i cu două necunoscute 

{
3x + y = 4 

x -3y = - 2. 

:Soluţia sist emului este x = 1, y = 1. 

\ y 

~~-:;;'.c__~-+~-1--\--~~~~~~~--:-------
x 

Fig. II.3 

(34y 

. I 

j • . . 
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Scoatem d in_prima ecuaţie pe x şi di~ a doua pe y . Obţinem: 

1 
X= - (4 - y) 

3 

1 
y = - J (-2 - x.) . 

Vom considera următorul proces iterativ : 

1 . . 
x<h·> = - ( 4 - y<"-l l) 

3 

y<'~> = - _1 (- 2 -x<"l) 
3 

(35) 

(36) 

plecînd de la o aproximaţie iniţială (de regulă se pleacă de la x = O, y =·O) . 
Deci fie y<0J = O prima aproximaţie, atunci din prima ecuaţie a lui (36) 

obtinem : 
' 

x<1J- = _l · 4 = ~ (vezi graficul din figura II.3)·. 
3 3 

Apoi din a doua ecuaţie : 

) ,<1> = - 2 (-2 - __!_) = ~ (figura II.3) . 
3 . 3 9 

Continuînd procesul de calcul din (36) scoatem : 

xC2J = ~ (1 - 10) = 26' 
. 3 9 27 

);(2) = - -} (-2 - ~~) = :~ . 
. Observăm că _deşi am făcut numai două iteraţii ne-am apropiat destul 
de mult d e soluţia sistemului (se vede de asemenea şi pe figura 3). 

Dacă scriem matricea asociată coeficienţilor necunoscutelor sistemu­
lui (34): 

observăm următoarele lucruri : 
a) elementele de pe diagonala principală sînt nenule şi mai mari în modul 

decît celelalte elemente. 

b) I au I = I aza I = 3 · I a i2 I = 3 · I a2i! 

deci elementele de pe diagonală domină cu raportul trei celelalte elemente. 
Geometric, observăm că panta primei drepte (corespunzătoare primei 

ecuaţii) este - 3 (în modul mai mare ca 1) iar a celei de a doua este mai 
mică decît 1. 
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Acum, să vedem ce se întîmplă dacă permutăm ecuaţiile între ele. Deci; 

{

X= 3~-2 

y = 4-3x. 

Pornind cu aceeaşi aproximaţie iniţială (x = O, y = O), obţinem 

Iteraţia X y 

o o o 

1 -2 10 

2 28 ~80 

3 - 242 730 

•• • •••• •• •• •• „ • • ••••••• • •• • ••• 

După. cum putem observa, procesul iterativ nu converge (figura Il. 4). 

y 

_ ___. __ _ 

X ' 

Fig. II. 4 

Ce s-a întîmplat? 

(37) 

(38) 

Panta pţimei drepte este mai mică d ecît 1 iar a celei de a doua este mai 
mare decît 1 (în modul). · 

Urmează că pentru stabilirea convergenţei va trebui să studiem matricea 
coeficienţilor necitnoscutelor sisteniului. 

Considerăm p entru aceasta forma generală a unui sistem de două ecuaţii 
cu două necunoscute: 

{
a11..x + a12y = b1 

a21x + a22Y = b2. 
(39) 
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Procesul iterativ est e definit prin : 

Notăm: 

x<'>J = _1 (b1 - a12y( l;-1>) 

au 

Lix('·') = x - x<''> 

Lly(k) = y - y< ''l. · 

..Din prima ecuaţie (39) şi prima ecuaţ ie din (40rded.ucem : 

Llx(I.") = -- a12 Liy(k -I J 

a.u 

-$1 :S:imilar din celelalte dou~t ecuaţii: 

Li y U·'> = - a~1 Li x<''i. 
a22 

:Din ultimele două relaţii deducem: 

Analog, 

Deci: 

Li y<k> . ( a 12 . a21 )2 Li y <'•-21. 
au . a22 

Continuînd rationamentul, obtinem : 
, „ ' ' 

La fel se obţine : ' 

Lix<k> = ( a12 . a21 )k L1xio1. 
a11 · az2 

(40) 

( 41) 

(42) 

(43) 

. ~elaţiile (42) şi (43) ne spun că şirul de iterate {x<k>} converge către x 
'{prima'. ·componentă a soluţiei sist emului (39)) şi {y<k>} converge către y (a 
doua componentă a soluţiei sistemului (39)) dacă: 

' ' . . 

f · t 

Condiţia ( 44) 
I 

a12 · a21 I < 1. 
au · a22 

este îndeplinită dacă, de exemplu: 

{
I aul > I a12 [ 

I a2~d ~ I azil 

(44) 

(45) 



~-1 . 

{
I a11 J ~ I a12 I 
I a22 I > I a21 I· 

( 46) 

Cu alte cuvinte am a juns la concluzia că diagonala matricei asociate 
.::-SLemului domină celelalte element e. 

Vom descrie în continuare metoda Gauss-Seidel pen tru sisteme liniare 
e trei ec uatii cu trei necunoscute. 

Fie sis te11~ul: 

l
a11x1 + a12 X2 + ai3 X3 = b1 

a21X1 + a22 X2 + a23 X3 = b2 
a31X1 + a32 X2 + a33 X3 = b3. 

( 47) 

Presupunem că a 11 =fa O, a 22 =fa O, a 33 =fa O. Crmează că sistemul ( 4 7) se 
oate serie sub forma : 

f 

X 1 = -
1 

(b1 - «12X2 - a13:\·3) 
au 

l . 

l 
X 2 = - (b2 - a21X1 - a23X 3) 

a22 

1 
X3 = -(b3 - a31:\·1 - a32x 2) · 

a33 

Vom nota prima apr<;>xirnaţie cu x~0l, x~0i, x&0 l . 

Calculăm noile com ponente după cum urmeaz~t : 

(48) 

. (49) 

Astfel s-a încheiat prima iteraţie. Acum punctul x~1 l, x~1l, x~1l devine 
aproximatie initială pentru iteratia a doua (ia locul, în memoria calculato­
rului, pu~ctului' A0l , 4°l, ~1°>) . · ' 

în general algoritmul este dat de : 

' 
(50) 
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Putem trece acum uşor la algoritmul Gauss-Seidel pentru un sistem 
de n ecuatii cu n necunoscute. 

' 
Dacă matricea coeficienţilor est e A = lla,111•=1,„ 

j=1,1i 

iar vectorul termenilor liberi este : b = atunci: 

i - 1 11 

- "'a .. x(k+i ) -- "' a .. x(!c) -4-b L....t I) J .L....J I] J I t 
x(k + 1) = __ i =_1 ___ _ _ 1_· =_ i_+_1 ___ _ _ 

' a ii 
(60) 

pentru i = 1, 2, 3, ... , n . 

Ca primă aproximaţie se consideră, de obicei, un vector n-dimensional . 
cu toate componentele nule. 

Calculul se opreşte cînd: 

max ! xjkl - x<;-1> I < t . 
i=1, ... ,·n 

(6 1) 

Altfel spus, cînd componentele vectorului soluţie la două iteraţii succe­
sive devin foarte apropiate înseamnă că ne-am apropiat de soluţie . 

Din discuţiile anterioare se poate deduce că metoda descrisă converge 
cînd: 

(62) 

pentru orice i = 1, 2, 3, „„ n şi pentru cel puţin un i avem inegalitate strictă. 
Deti: 

I aii I > I ail I + I at2 I + „. + I a•n I · 
De exemplu pentru matricea n X n 

2 -1 
-1 2 - 1 

-1 2 

A 
-1 

-

10 
metoda. Gauss-Seidel converge. 

Exerciţiu. - Explicaţi de ce! 

- 1 
2 - 1 

o 

1- 1 

-1 2 

(63) 

(64). 

Dăm în continuare, organigrama (fig. II. 5) şi programul de calcul pentru 
metoda Gauss-Seidel. Urmează. cie asemenea un exemplu de calcul. 
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IN 

ER = O 
I= 1 

SUM 7 O 

1 I = 1 + I 
I O = 1 - I 

10 
SUM:SUM+L:: A ( l,J) Xl(J) 

J ::.1 

doi 

SUM = SUM •z A ( I, J ). XO (J l 
J =11 

da 

X l (!) = (8(1) -SUM)/A{ l ,l l 

E R = max ( E R, I X 1 ( I l -· X O ( I H l 

I = l + 1 

XO(Kl = Xl (K) 
K = 1, 2 .... N· 

da 

oa 

--•, ... ·~· 

Tipă~eşte soluţia 

XI 

STOP 

F ig. II. 5. Orga,nigrama pentru a lgoritmul Gauss-Seidel. 

• / 
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P rogramul FORTRAN 
pentru 1netoda Gauss-Seidel 

SCBROUTIN E SEIDEL (A, B', X O, X l ,N,EPS) 
Dll\1ENSION A(~, X ), B (N), X O(N), X .J(.N) 

C VECTORL"L X O EST E APROXIMAŢIA INIŢIAL:\. ÎN X l (N ) SE OBŢlKF 
C SOLUŢIA SI STEl\iuLl.'I 
c 

8 

3 
10 

2 
11 
12 

5 
6 

20 

7 

ER =O 
I= 1 

SlJM = O 
Il = I + I 
IO = l- 1 
IF(l0)2,2,3 

DO 10 J = ! ,IO 
SUM = SU~i -:- A(I , J).X 1(]) 

I F(I l -N)2,2, 1'2 
DO 11 J = II ,~ 
SUM ;= SUM + A(I , J).XO(J) 

X l (I ) = (B(I ) - SUM)/A(I,I) 
. ER 1 = ABS(X 1(1) - X O(I)). 

ER = A::\lAXl(ER, E R l) 
I= I + 1 
IF(I-K)1,1,5 
IF(ER-EP S)7,7,6 

D O 20 I~ = 1,N 
X O( K) = X l (K) 

GO TO 8 
RETURK 
E ::\" D 

Exemplu numeric. 

,. 

Să se rezolve, p rin metoda Gauss-Seidel sistemul : 
A · x = b, unde: 

4 - l - 1 01 
A 

- 1 4 o - l 
b= -

- 1 o 4 .:.._ 1 ' 
·o - 1 - 1 4 

l ' I. 
! ; 

~ j' 
1 I 

Dăm mai jos t abelul cu primele 10 iteraţii în rezolvarea acestui sistem: 

~r. iteraţiei 

o o o 
1 0,25 0,5625 
2 0,4.0625 0,703125 
3 0 ,476563 0,73828 1 
-! 0,494 111 0,7470 70 
5 0,498535 0,749267 
fi 0,499634. 0,7498 17 
7 0 ,499908 0,749954. 
8 0,49997 1 0,749989 
9 0 ,499991 0,749997 

10 o' 499998 o. 7 4.9999 

o 
0,0625 
0 ,203 125 
0,23828 1 
0,247070 
0,249267 
0,2498 17 
0,2 49954 
0,249989 
0,249997 
0,249999 

X ,f 

o 
0 ,40625 
0,476563 
0,494 141 
O, 498535 
O, 499631 
O, 499908 
0, 19997 1 
0,199994 
0,499998 
0,499999 

Soluţia ex.ac.fa este: (0,5: 0,75; 0,25; 0,5) 
precizia de 1,5 · 10- 6 

şi în cele 10 iteraţii s-a atins 

E xercitii 
L R ezolvarea sist emului de ecuaţii: 

{

a 11x 1 + a 12x2 = b1 • 

a21X1 + a 22X2 = b2 
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revine la a găsi punctul de intersecţie al celor două drepte date de ecuaţiile 
s istemului. Să se arate că unghiul facu't de cel e tlouia chepte ve1\fi.ci \neg<\.1\­
t atca: 

1 ctg ocj ~ _!__ condE (A) (se presupune matricea A nesingulară). . 2 
2. Arătaţi că printre toate ma tricele 2 X 2, nesingulare, ale căror elemente 

sînt întregi nenegativi şi nedepăşind numărul 100, matricea „ . 

li 1~~ 99 11 98 I 
are nurn.ărul de conditionare euclidian maximal. 

3. Să se calc'uleze 
1

cond00(A) pentru matricea asociată sistemului: 

{

Sx - 3,3 ly = 1,69 

6x - 3,97y = 2,03. 

Cum se schimbă soluţia acestui sistem dacă membrul drept devine : 

b = 11 l;~ li (deci s-a schimbat puţin membrul drept) . 

4. Est e nevoie la rezolvarea sistemului : Ax= b unde : 
,, 4 - 1 - 1 01 

A = 
l - 1 4 o - 1 

b ~ 
- 1 o 4 - 1 ' 

o - 1 -1 4 1 

d e sch imbarea liniilor între ele ? Explicaţi răspunsul. 
5. Rezolvaţi, pe calculator, prin metoda lui Gauss sistemul: 

I 
9x1 - 2x2 + x3 = SO 

x1 + 5x2 - 3x3 = 18 

- 2 X1 + 2 X2 + 7 X3 = 19 

utiliza ti în calcul 6 pozitii zecimale. 
I ) 

6. Scrieţi un program FORTRAN pentru metoda 
va ţi prin aceastrt metodă sistemul:, Ax = b, unde:, 

Gauss-Seidel si rezol-
' 

4 -1 -l o 
~ ' I A 

- 1 4 o - 1 b . 
- 1 o 4 - 1 ' ~ 1 · o -1 - 1 4 1 

a ) În cîţi paşi obţineţi o bună aproximaţie? " (lucraţi cu S cifre zecimale). 
b) Comparaţi rezultatele cu . rezultatele obţinute prin metoda Gauss. 
7. Să se dea o margine interioară pentru numărul de condiţionare 

cond-,., (A) und~ : 

A = 1 1 -~ 
- 1 

E =f. O. 
- 1 

îJ 
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8. Evaluaţi perturbarea eventuală a soluţiilor sistemului: 

{ 

X - 2y = - 1 

-2x + 4,0ly = 2 

dac~ schimbăm componentele membrului drept cu 0,01. Găsiţi soluţia siste­
ll;lUlui cu aceeaşi .matrice a coeficienţilor şi ·cu membrul drept dat de: 

9. Arătaţi că schimbările de linii sau de coloane într-o matrice A nu 
schimbă numerele ~e condiţionare condE (A); condo:i (A). 

Exe:rciţii jacidtative (cap. II) 

Se dă matricea (de dimensiune nxn) 

I 2 - 1 o „. . .... . ... o ii 
A - ,i:-: '. ... . 2 „ ~ 1 . : : : : : : : : : : : : - ~ li 

li o . . . . . . . . . . . . . . . . - 1 2 i1 

a) arătaţi că determinantul lui A est e 1î + l; 
b) rezolvaţi ecuaţia de gradul n : 

2-'A - 1 O........ O 

-1 -1 . ..... . . 
• • „ •• • „ ••••• •• • • •• • •• • •• 

o 
o 

o . .. . . .. . ... . .. .. 2-), -,1 

o . .. ... ...... . . -1 2-/, l 
utilizînd substitutia /, = 2 cos 8. 

' 

o 
I ' 

c) Notînd cea mai mar e rădăcină a ecuaţiei cu /\}in) şi cea mai mică cu 
:r..f nl calcula ţi : 

(n} 

l
.• An 
nn - · 

11-> 00 ),(îi) 
1 

d) Arătaţi că inversa matricei A este dată de: 

(n + 1 - µ)V 

n + 1 

µ(n + 1 - v)_ 

n + 1 

e) Aplicaţi -algoritmul lui Gauss pentru a inversa matricea A~ de dimensiuni 
10 x 10, utilizînd în membrul drept m atricea. unitate. 
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REZOLVAREA ECUATllLOR NELINIARE ' ' 

§ 1. Introducere'. Metode iterative 

Dacă /(x) este o funcţie reală de variabilă reală, atunci soluţiile ecuaţiei ' 
f(x) = O în general nu pot fi exprimate sub o formă convenabilă (o fonnulă 
de exemplu) şi în consecinţă, pentru obţinerea lor, se adoptă metode itera­
tive. 

Pentru a ne face o idee despre ceea ce înseamnă metodă iterativă, în 
acest cadru, vom considera ecuaţia: · 

x = F(x)' '(1) 

unde F (x) este 'o funcţie (de regulă derivabilă de mai multe ori) ale cărei 
valori le putem calcula pentru x aparţinîfld unui interval. 

Se pleacă de hi. un punct x0, aproximaţie iniţială, şi calculăm şirul: 

Fiecare etapă din calcul.: 

xk-1-1 = F (x1J (3) ' 

se numeste iteratie. 
' ' 

Dacă şirul {xn} converge către o valoare limită a. atunci din continuitatea 
funcţiei F(x) rezultă că: · - · 

lim F(x
1
.) = F (a.) 

fl.-+ c;1,) 

deci, trecînd la limită în (3) obţinem: 

et. = F(a) (4) 

adică a satisface ecuaţia x = F(x). 
O interpretare geometrică a acestui calcul iterativ este dată în figura III. 1. 

· Se v ede că, plecînd din x0 obţinem F(x0 ). Apoi ducem o paralelă la axa 
O:r, prin punctul (x0, F(x0)) pînă intersectează prima bisectoare y = x, cobo­
rîm din acel punct perpendiculara pe OX şi obţinem pe x1(x1 = F(x0)), apoi 
x 2 = F(x1) şi procedeul continuă. 
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Fig. III. 1 

Dacă urmărim graficul funcţiei din figura III.1 observăm că în apropierea 
soluţiei pantele tangentelor la graficul funcţiei y = F(x) devin foarte mici 
(pozitive) . 

Acest fapt n e conduce la a considera comportarea primei derivate în 
vecinătatea soluţiei. 

Utilizînd teore11ia de medie a lui Lagrange obţinem: 

(5) 

unde ~n se află între x
11

_ 1 şi x
11

• • _ 

În (5) am utilizat şi relaţl.a de iterare X 11+1 = F(x11). • 

Urmează că, dacă iF'(x)I < 1 p entru toţi x într-o vecinătate a rădăcinii 
care conţine pe x0 şi xv atunci avem convergenţa asigurată. 

Acum prezentăm riguros demonstraţia următoare : . 
Teoremă. Dacă ecuaţia x = F(x) are o rădăcină „CI.." Şi F'(x) există în 

intervalul ] = { x; I x - C1.. j ~ p} şi satisface condiţia: 
jF'(x) I ~ 111, < 1 atunci pentru orice x0 E J (deci orice aproximaţie ini­

ţială în intervalul J) avem: 
a) x11 E J, n = O, 1, 2, ... , 

b) lim Xn = CI., 
"""* 00 

c) Singura soluţie a ecuaţiei îrl. interval~[ J este r:1.. 

Demonstraţie. (a) Demonstrăm prin inducţie. Fie x0 E ], presupunem că • 
:-i:n-l E ], atunci arătăm că şi xn E J. 

Într-adevăr, conform teoremei lui ;Lagrange avem: 

unde ~n E ]. 

48 



' 
D e unde : 

I Xn - aJ = F ' (~11 ) (x11_ 1 - a) I ~ m · J X11:.. 1- a J ~ mp· J 

deoarece _ x n- i E J. 
Urmează că Xn E J şi .(a) este demonstrată . 

(b) Avem : 

ont inuîi.1.d raţionamentul obţinem : 

De unde, recursiv se obtine : 
' 

Cum O < m < 1 avem lim mn = O. 

Trecînd la limită în ambii t ermeni -ai inegalităţii precedente obţinem ~ 

lim l xn - a l = O, deci lim xn = a. 
ti-> c.o 

(c) Presupunem că . ecuaţia x = F (x) ar avea în J ş1 rădăcina [' =I= a~ 
Atunci : 

~ = F( ~) deci, 

a. - ~ = F (a) - F(~) = F '('ri) (o: - ~) ; ·I) E J 

de unde : 

I C( - ~ I -~ m · I a - f' I < I a - ~ ! 

deci o contradicţie şi implicaţia (c) este adevărată . 

§ 2. O metodă rapidă pentru extragerea rădăcinii pătrate 

Ecuaţia x2 = c poate fi. scrisă şi sub forma x = F(x) unde : 

F(x) = ~(x + ~). c > O. 
· . 2 X 

(6! 

Soluţia ecuaţiei x ·= F(x) este a = . Jc (val oarea limită a algoritmului! 
Xn+l = F(xn)) (fig. III.2). 
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y 

X 

Fig. III. 2 

De data aceasta algoritmul se reduce la şirul inductiv: 

(7) 

Dăm în figura III.3 organigrama apoi programul FORTRAN pentru 
calculul rădăcinii pătrate a unui număr. 

De asemenea dăm tabelul cu iteratiile în calculul rădăcinii pătrate a lui 
· 2 plednd de la x0 = 1,5. ' 
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IN 

a 

xi.1 "'Î b:;. +,) 

nu 

do T iplir•?t 
s;oluţia 

)( j. 1 

, STOP 

Fig. III. 3. Organ·igrama pentru calculul rădăcinii pătrate. 



Urmează programul FORTRAN 
1

pentru · calculul rădăcinii pătrate: 

1 FORMAT (6E 12.5) 
READ ( 105, 1) C,EPS 
X I= 1·5 

12 XI 1 = (XI + "C/XI)/2.0 
IF(ABS(XI l~XI) - EPS) 10, 10, 11 

11 XI= XIl 
GO T O 12 

10 WRITE ( 108,2) C , XI 1 
2 FORMAT (8X, 'lZĂDACINA PATRATA A XUl\fĂRlTlT, 

1E 12.5, 'ESTE', E.12.5) 
STOP 
END 

Dăm în continuare tabelul cu primele trei iteraţii în calculul rădăcinii 
pătrate din număruJ.' 2: 

Nr. iteraţiei 

o 
1 
2 
3 

§ 3. Analiza erorilor 

1,5 
1,5 
1,416667 
1,114216 

(/2 = 1,414213562 . .. ) 

• 

1,416667 
l;H1216 
1,411214 

Calculul valorilor funcţiei F(x) este afectat de erori (de exemplu de erori 
de rotunjire). 

Vom face, în cele ce urmează, o evaluare a erorii după un număr finit de 
iteraţii. 

Să notăm cu x1, x2, x3, . • . , x11' • •• şiru,l valorilor calculate. De asemenea„ 
notăm cu ?>n eroarea din calculul lui F(x11) . 

Avem: 

Fie a rădăcina ecuaţiei x = F(x), deci : 

ex;= F(cx;) . 

Scăzînd relaţia (9) . din (8) obţinem: 

x11+i -: ex;= F(x,J - F(cx;) + ?>11 

Aplicînd teorema lui Lagrange, obţinem: 

X11+1 - a= F'(~rJ (x„ - a) + ~" 

unde ~n aparţine intervalului det erminat de x11 şi de a. 

(8} 

(9} 

(10) 

( 11} 

/ 
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Relaţia (11) se mai scrie: 

( l - F'(~n)) (xn+i - o:) = F'((n) (xn· ~ x„+1)·+ on. ( 12) 

Presupunem că JF'(~n) I ~ m< 1 Şl ! on I ~ o atunci ( 12) ne dă : 

! X n+l - o: I 
m 1 

?; . ~ ·!::C„+1 - xnl + l---
1 - m - m· 

( l 3) 

Primul termen al membrului drept estimează eroarea de trunchiere iar 
a l doilea termen estimează eroarea de calcul. 

6 
depinde de eroarea on numai din ultima itera-

1 - m 
Eroarea de calcul 

ţie şi .deci x11 poate fi considerată o cantitate exactă cînd putem estima pe o„. 
Acest lucru ne conduce la următoarea concluzie~ K u este necesar să cal­

culăm cu mare precizie primele iterat e deoarece rotunjirea în aceste iteraţii 
nu arc efect asu pra rezultatului final.„ 

Se spune că metodele iterative se autocorectează . 

Studiind relaţia ( 13) se observă că pentru „ n" suficient de mare în dife-;-

ren ţa I x„+1 -:-: o: I rolul dominant îl are er9area de caICul 
1 
° . Aşa că, dacă 

- m 
după un „n" suficient de mare vom continua iteraţiile, vom observa că difo:_ 

o 
renţa I x11+1 - o:. J se comporttt ca ·o mărime de ordinul 

1 - 111 

Exemplu. Pentrit cafoitlul foi / 2 ptecînd de la x0 = 1,5 obţinem.:· . . 

x1 = -
1 

(1 ,5 +-
2

- ) = 1;415 (roh~njit la 3 zecimale), 
2 . '1 ,5 . . ' 

x2 = ~ (x1 + ..l) = 1,4 142 (rotunjit la 4 zecimal~). 
2 X 1 

x3 = 1 (x2 + 2) = 1,41422 (rotunjit la S zecimale), 
2 X 2 

x4 = - . x3 + - = 1,4 1422 (roturijit la S zecimale). 1 ( 2) 
2 X3 

Pentru x aparţinînd intervalului generat de x4 şi .{ i . avem: 

1:i4- /Î: J~ iF '(~n) I 1- - 1+ 1 o 
· l - J F 1(~11) ! X

4
-X

3 
1 - J F'(~n) I . 

însă : 

F'( x) = x
2 

-
2 

si observăm că 
x -2 , 

F '(x4 ) ~ F'(~„) pentru ~11 cuprins în int ervalul [x4, ~2]. 



Deci: 
I F'(x4) I l 

1 x4- v'2 1 ~ lx4- x3J+ ·o. 
l - !F'(x4)! l ...:_' IF'(x4)l 

E fectuînd calculele avem: 
F'.(x4) = 0,00009 ~ 1 · lO:ii4, 

1 
~ 1,0001, 

1 - F ' (x 4) 

·1- - I _,, I 10- 6 X4 - X3 -=:::: - ' 
2 

o ~ 1 · 10- 6 (precizia în calcul) 
si cu aceasta : , 

I X4- v'l l ~ 0,50005 . 10-10 + 1,0001 . 10-6
• 

Se observă că după 4 iteraţii precizia depinde numai de eroarea de 
calcul: 

---o= 1,0001 . 10- 6 • 
1 - 111, 

Să presupunem acum că x„ este aproximaţia de ordin n a rădăcinii simple, 
a ecuaţiei j(x) = O. 

Atunci, din t eorema lui Lagrange: 

unde ~11 aparţine int ervalului generat de x n şi o:. 

Dacă Jf'(x) J ~ 1111 pentru x E; J atunci: 

J X
11 

- cr. J ~ /j(xn) I (14) 
1'Vf1 

Deci avem o estimare a erorii numai funcţie de valorile lui J (xn) (ceea ce 
est e foart e convenabil , de multe ori, dacă cunoaştem comportarea primei 
derivate). 
. Să notăm cu f ( xn) valoarea calculată a funcţiei f în x 11• ' şi fie : 

f (xn) = j(x„) + o(x„), o(xn) ~ o. 
Vom putea deci exprima cît de bine este aproximată soluţia în funcţie 

d e o. 
Situaţia cea mai bună ar fi să determinăm un xn astfel ca f (x11) = O. În 

acest caz v aloarea exactă a funcţiei j(x) satisface inegalitatea : 

lf( x„) I ~ o. 
Presupunînd că derivata întîi f'( x) nu variază foar t e mult în apropierea 

soluţiei X =o:; din (14) deducem : 

( 15) 

urmează că cea· mai bună margine a erorii pentru orice metodă este c:cx 
care poartă numele de precizia ce se poat e atinge pentru rădăcina cr.. 
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Dacă 1/'(a) i este mic atunci za este mare şi în acest caz convergenţa 
şirului {xn} este slabă (spunem că: problema este rău condiţionată) . 

Dacă privim figura III. 4, 

' y 

------,.,..,...... 
................. 

o X 

Fig. III. 4 

-
observăm c:ă o mică schimbare în funcţie produce o mare variaţie în evaluarea 
r~dăcinii . 

Pentru oprirea practică a procesului iterativ nu se foloseşte sa: (nefiind 
cunoscut) ci următorul criteriu: 

{
! ~n+l -_ xn l ;:::; I Xn - Xn-11 

lxn - xn-1 1 < ~. 

§ 4. Metoda Newton-Raphson 

(16) 

Metoda N ewto11-Raphson este o metodă de rezolvare a- ecuaţiilor neli­
niare bazată pe aproximarea curbei y = f (x) cu tangenta sa în punctul 
(x0,j(x0)), apoi următorul punct x1 se obţine intersectînd tangenta la grafic 
în x0 cu axa Ox. Procedeul continuă (fig. III. 5). Scriind ecuaţia tangentei în 
( x0, /( x0)) la graficul funcţiei y = /( 'x) obţinem: 
y _.:___ /(x0) = f'( x0 ) (x - x0), de unde p entru y = O avem (presup unînd 
f'(x0) # O): 
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Deci: 

x = Xo - f (xo) . 
j'(xo) 

· f( xo) 
X 1 = Xo- -- . 

f'( xo) . 

·( 17) 

( 18) 

Se formează astfel şirul ite\atelor x v x2 , x3, ••• , xn, ... dat de algoritmul : 

X X + 7 unele 7' = - f( xn) · . n+l = n 1i n, rvll 
· f'( x„) 

( 19) 



li 

X 

Fig. III. 3 

· Funcţia f(x) se aproximează prin tangenta sa în punctul (x,p /(xn)) şi 
x .,.1 est e abscisa punctului de intersecţie a tangentei cu axa Ox. 

n. Şirul {xn} converge (nu dăm demonstraţia aici) către o rădăcină a ecuaţiei 
f(x) = O, dacă această rădăcină este presupusă simplă şi alegerea iniţială_xO' 
este suficient de apropiată de ea. . 

Dăm mai jos un criteriu de convergenţă, uşor de aplicat. . 
Teoremă. - Presupunem că j'(x) =/: O şi /"(x) nu-şi schimbă semnul 

în intervalul [a, b] iar f(a) · f(b) < O. Dacă I f(a ) I < b - a, I j(b) I< 
1 f '(a) j'(b) 

< b - a atunci metoda Newton-Raphson converge pentru orice alegere iniţială 
x0 E [a, b]. 

Pentru înţelegerea acestei teorem e a se vedea figura III.6. . 
Exerciţiu. Verificaţi că teorema precedentă se poate aplica pentru rezolvarea 

ernaţiei x 3 - 1,5 = O .Pe interval,ul [1, 2]. 
Din şirul {x1i} dat de relaţia (19) noi putem calcula, evident numai un 

număr finit de termeni - de aceea trebuie să spunem cînd oprim procesul 
de calcul (19) astfel încît să avem o aproximaţie dorită a rădăcinii căutate. 

CTiteriul de oprire (vezi programul de calcul) va fi următorul : 

y 

• 

o 
I 

Fig. III. 6 
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Cînd hn devine mai mic d ecît eroarea admisă în . soluţie atunci procesul 
<le calcul se opreşte şi xn+i . devine soluţie aproximativă a ecuaţiei f (x) = O. 

Dăm în figura III. 7 organigrama şi programul FORTRAN pentru metoda 
Newton-Raphson: 
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IN 

I = I 
Xj: XQ 

f ( Xj ) 

f' ( Xj ) 

~---"d:.::a'---t"'i T i păre şt e : 

( l -~ Xj+J•f X j +J, f'(Xj) 

nu 

STOP 

T ipareşte : 

Xj, x ;. 1 , f(xj l,f{xj)/ f '(x, J 

Xj : X j~ I 

F ig. IIL 7. Organigrama. pentru metoda Ne:wton-Raphson 

Programul FORTRAN 

pentru metoda N ewton-Raplison, 

READ ( 105, 1) X I , EPS 
1 FORMAT (6E 12.5) 
.3 HF = F(X I) 

HI = HF/FD(XI) 
X Il = XI - HI 
IF(ABS(HI) - E PS) 10, 10, l l 

, 11 vVRITE (108 , 2) XI, XIl, H F , HI 
2 FOR MAT (8X., 6E 12.5) . 

XI = X Il 
GO ŢO 3 

IO HF = F (XI 1) 
WRITE ( 108, 2) X II, HF, HI 
STOF 
END 



FUNCTION F(X) 
F = ... aici se scrie programul pentru f(x) 
RETURK 
END 

FUNCTIOX FD(X) 
FD = ... aici se scrie programul pentru f'(x) 
RETURN 
E~D 

Programul de mai sus a fost utilizat pentru rezol~ca ecuaţiei: 

f(x) = sin x - (x/2)2 = O. 

S-a pornit cu aproximaţia iniţială x0 = 1,5. Procesul iterativ a condus 
la soluţie (cu precizia de 1 · 10-4

) în numai patru paşi. 
Exerciţiu. Rezolvaţi aceeaşi problemă p e calculator completînd programitt 

pentrit func,tiile F(X) şi FD(X). Folosiţi în calcid 5 zecimale şi porniţi cu. apro­
ximaţia x0 = 1,5. 

Tipăriţi la fiecare iteraţie 'Următoarele valori: 

Nr. iteraţiei 

E xercitii 
1. Pe~tru a intui conv.ergenţa sau divergenţa unei metode iterative de 

rezolvare a ecuaţiei x = F(x) faceţi reprezentări grafice pentru cazurile 

- l < F'(x) < O; O < F'(x) < 1; F'(x) > 1; F'(x) < - 1. 

2. Explicaţi cu cuvintele dumneavoastră de ce putem spune că m etoda 
Newton-Raphson este o m_etodă de ,,lip.iarizare" plus iterare. 

3. În cîţi paşi se rezolvă ecuaţia x - 3 =O prin metoda Newton-Raphson? 
Este importantă alegerea iniţială ? 

4. Arătaţi că ecuaţia: 

x 3 - 5x 2 
- 45x + 50 = O are o rădăcină cuprinsă între 1 şi 2. 

Calculaţi acea rădăcină prin metoda Newton-Raphson alegînd x0 = 1 (calcu­
lul cu 6 zecimale corecte) . 

5. Calculaţi ,/2 prin m etoda lui Newton-Raphson cu 6 zecimale exacte. 
6. Calculaţi f5 utilizînd metoda I ewton-Raphson: 

.'.\'11.,.1 = _1 (2x" + 52) 
3 x„ 

r 

(calculele cu 6 zecimale corecte). 
7. Găsiţi cea mai mică rădăcină pozitivă a ecuaţiei: 

X - tg X= 0 

(cu şase zecimale) . 
8. În calculul rădăcinii ex a ecuaţiei x = F(x) cu o eroar e mai mică decît 

0,5 · 10-4 s-a obţinut: 

X4 = 0,43789 Şl X5 = 0,43814 . 
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Se ştie că jF'(x) I ~ 0,4. Ce număr de iteraţii sînt necesare pentru a fi 
siguri că am atins acurateţea cerută? 

9. Scrieţi un program de calcul (subrutină) pentru rezolvarea ecuaţiei 
x = F(x), iterativ, X 11+1 = F(x11). cu x0 · aproximarea iniţială şi oprirea cal-
culului da tă de: ' 

1n · l xn+J. - xn I 
1- m 

unde 'fn este dat de I X n+l -:::_ xn_I · 
i Xn - Xn-:1 I 

< e 

10. Aplica:ţi programul precedent la găsirea rădăcinilor ecuaţiei 

3x - COS X= 0. 

11.a} Rădăcina reală a ecuaţiei x3
. = x + 4 poate fi scrisă: 

3v 1- v 1 -2 + 9~321 + 2 - 9 ·J321 

utilizati această expresie si calculati cu 4 zecimale corecte pe cc 
I I I 

b) Calculaţi pe rx cu m etoda Newton-Raphson tot cu 4 zecimale corect e. 
plecînd de la x0 = 2. 

12. Calculaţi cu 4 zecimale soluţia nenulă a ecuaţiei • 
X = 1 - e-2x. 

Exerciţii facultative (cap. III) 
1) Fie g(x) o funcţie reală de variabilă reală şi x0 E R. Vom spune că 

g(x) se comportă bine în x0 şi vom scrie g E F B(x0 ), dacă există două inter­
vale 11 = [ x0 , x0 + e) şi 12 = (x0 - z, x0], c: > O astfel încît g(x) este convexă 
sau concavă pe 11 şi independent convexă sau concavă pe 12 . 

a) Arătaţi că dacă g '(x0) i= O atunci g E FB(x0) . 

b) Aparţine funcţia g(x) = x 2 sin 1/ x lui F B(O)? 
c) F ie j: R ~ R cu derivată continuă pe I = (x0 - e, x0 + z) pentru 

un anumit e arbitrar. Presupunem că: 

Fie: 

g(t) = f(x0 + t) - f(x0 - t) are proprietat ea g E FB(O) . 

d(h) = f(xo + h) - f(xo - h) , . 
2h 

arătaţi că pentru h > O suficient de mic d(h) converge monoton către f'(x0). 

d) P entru g(t) definit la punctul c) cu derivată de ordinul al doilea con­
tinuă pe I = [O, c:), ·c: > O arbitrar şi g, g' E F B(O) arătaţi că: 

F(h) '= I g'(h) - g~t) I 

este monoton crescătoare pentru h suficient de mic. 
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. 
e) în ipotezele de la punctul d) presupunînd în plus că avem un şir de 

numere pozitive morroton descrescător {h.t} care ·Satisface pentru orice ~ > 1 
relatia: 

' 

h.„1=!!!... i = 1, 2, ... 
i. ~ 

arătaţi că: 
pentru toţi i ~ N (N un anume număr întreg) avem : 

' 

I d(hi+i) - d(ht) I ·~ I d(Jr;J1
- d(hi_1) I· 

f) Tab~laţi derivatele funcţiilor elementare e, sin X, tg X, ,,/X pe [O, 1] 
într-o sută de puncte echidistante utilizînd algoritmul dat de schema logică 
următoare (d(h) est e dat l a punctul c) schema III . 8. 

Fig. III. 8 

. 
Precizăm că ~ pqate fi luat 4, P este precizia cu care lucraţi, iar dacă 

x =O porniţi cu h0 = 0,01 · 4 · P. 
De asemenea am notat cu: 

D(H) = (F(X ffi H) - F(X 8 H)) CD (2 8 H) 

unde literele mari reprezintă reprezentarea în calcul a literelor mici iar ope­
raţiile încercuite reprezintă aproximarea maşinii la operaţiile aritmetice. 
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6 X3 = FUNC(X2) 
XM = (X3- X2)/(X2 - X l) 
A = XM.(X3 - X2)/(1 - Xl\1) 
IF(A.LT.EPS) GO TO 7 
Xl = X2 
X 2 = X3 
GO T O 6 

7 WRITE ( 108,8) X3 
8 FORMAT (IX, E 12.5) 

STOP 
END 

l 

/ 

10 L ţ . , . O 31·7 . cos x11 . ua i Xo = , ş1 X11+1 = -
3
- veţi obţine rădăcina cuprinsă între 

0,316749 şi 0,316754. 

11. 1,7963. 

12. Considerăm f( x ) = x - 1 + e- 2x = O. 
j 1Ietoda Newton ne dă: 

x = x + h · h = _ j (x1i) = -(x - 1 + e- 2.~n)·/( l - 2e- 2-"11). 

n+l 11 11' 1i f'(x11) 1• 

Pentru x0 = 0,8 obţinem x1 = O, 79682 deci h1 = - 10- 5 deci rădăcina· 
este ct = O, 7968. 

Răspimsu,ri la exerciţiile facultative (cap. III) 

c) avem: d( h) = g ;;:) , prin derivare obţinem: 

(d(h)) ' = g'(h) · h - g(h) = g'(h) · h - (g(h) - g(O)) = 
. 2 . h2 2 . h2 ' ' 

'(J.) '(t) ' ' 
g i - g , O < t < h (am aplicat formula lui Lagrange pe [O, h]). 

2 . h „ 
Deoarece g E FB(O), pentru h suficient de mic (d(h))' are exact un singur 

semn apoi din h1 > h2(h1 şi h2 fac parte din acţi h pentru care raţionamentul 
de mai sus merge) deducem: 

d(h1) - d(J~) = („1 

d(s)ds 
)„, 

de unde rezultă monotonia, apoi 

lim d(h) = f'(x0) pentru f cu derivată continuă. 
11-+0 

d) ·Deoarece g E F B(O) putem presupune că g este convexă pentru · h 
suficient de mic, atunci g1 este crescătoare pentru h suficient de mic, deci: 
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a (h) 
F(h) = g'(h)--0 - • 

h . 
Prin derivare obţinem: 

F'(h) = g"(h) - g'(h) ~i g(li)/h = g''(h) - g' (li) ~g'(t); O< t < h 

= g"(k) - g"(s)( l - t/h), t < s < h. · 

-~"--..... ~~~~~~~----~'----~--~~~~ 



Dec.G:"ece z" : FB '-lr-:nf>dZ.ă că g" este monotonă . C:um g este presupus 
co~"-e:s: u...'Dleăză că g'' ~ O iar g(tJ = f( x0 + t) - f (x0 - t) ne dă g"(O) =O. 

Dacă ff' este monoton crescătoare atunci F'(h) ~ O în timp ce g'' este 
monoton descrescătoare urmează că F' (h) = O căci g' (O) = O şi g" ~ O. 

e) L rmînd punctul c) putem scrie : 

, d(h.J - d(hi-1) 1 = ci.-i -1 I g' (h/ - g(/i) l dh 
\ )1z. 2 h . . h 

' I 

conform lui d) p entru i ~ N, N un anume. întreg pozitiv, avem: 
'-.. . 

I d(hi) - d(hi-1)1 ~ !g'(hi)--;_ g(hi)/hl = ~::-, 1/h dii= 

= ln (hi-1/hJ 

Similar avem: 

de unde rezultă concluzia cerută. 
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