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Prefatd

Acest manual isi propune si introducd pe elevi in metodele de calcul apro-
ximaliv, atit de utile astizi.

Orice problem3d practicd, pentru a fi rezolvati pe calculator trebuie si fie
adusd la un algoritm programabil si apoi algoritmul si lucreze.

Ne-am striduit sd punem in evidenti pe tot parcursul acestui manual
diferitele tipuri de erori ce apar in calcul cu efectele lor asupra rezultatului.

De fapt, unul din aspectele esentiale ale acestui obiect este analiza er orllor.
Acest lucru nu este deloc usor ci dimpotriva.

In consecintd §3 din capitolul IIT va fi studiat facultativ intrucit are un
grad de dificultate destul de mare.

L-am inserat totusi in text pentru a sprijini punctul de vedere anterior
enuntat. '

Peste tot am folosit interpretarea geometricd a faptelor in scopul intelegerii
profunde (si mal ugor) a fenomenelor prezeniate.

Pentru ca munca celor ce folosesc acest manual s nu fie in zadar, va trebui
sd se efectueze multe exemple numerice,

Aceste exercitii ii vor forma pe elevi in ,,spiritul” ,,convergentei numerice®,
Vor fi in misurd si priveascd niste rezultate scrise de caleulator si si-si dea
seama dacd sint bune, iar dacd nu, si descopere de ce nu sint bune:

In aplicatiile matematicii un anume ,simt“ al numerelor este foarte util
$1 se poate cistiga numai prin ducerea la bun sfirsit a multor probleme de calcul.

Orice sugestii din partea cititorilor vor fi primite cu interes.
Dedicdm acest manual profesorilor nostri Paul Tavaluc din Oradea si Rosu
Dumitru din Bucuresti.

Autorii
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Capitolul |
ERORI. CONCEPTE DE BAZA IN CALCULUL NUMERIC

§ 1. Introducere

Calculul aproximativ joacd un rol central in matematica aplicata.

In practici ne multumim foarte adesea cu o valoare aproximativi a can-
titatil pe ,,care o gdsim®, alteori ignoram unele cantititi mici in comparatie cu
altele, iar nu de putine ori ,datele deintrare®, ale problemei puse, sint inexacte.

Introducem urmaitoarele notatii (nu sint exacte din punct de vedere
matematic) utile in practici:

a < b (sau b > a) citim: ,,@ este mult mai mic decit b* (sau ,b este mult
mai mare decit a”). -

Evident, acest ,mult mai mare” sau ,,mult mai mic“ depinde de contextul

: : o 1 e ; . o
problemel (uneorl a <€ b dacd a < = - b, in timp ce in alte situatii a <€ &

dacid a<k—l—-b .
500
!

a = b; ,a este aproximativ egal cu b si inseamni ci |a— 0| € ¢
unde ¢ este ales de contextul problemei.

§ 2. Surse de erori

Orice rezultat al unui calcul numeric poate fi influentat (uneori dezas-
truos!) de diferite tipuri de erori.

a) Evori in datele de intrave. De exemplu daci coeficientii unui sistem
liniar sint fractii ordinare, la transformarea lor in fractii zecimale se introduc

. 1 . A -
erori (—; = 0,3333333]. Alt exemplu, considerarea in calculul cu numere ira-

tionale (7, Y2) a unui numir finit de zecimale.

Uneori datele de intrare sint rezultatele unor misuritori care sint siste-
matic afectate de erori.

In problemele tehnico-stiintifice (rezolvarea cu calculatorul a ecuatiilor
diferentiale, de exemplu) apar foarte des sisteme liniare algebrice in care
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coeficientii sint integrale ce trebuie calculate aproximativ si deci coeficientii
sistemului liniar sint afectati de erori.

b) Evori de votunjire tn timpul caleulului. Dacd facem un calcul utilizind
numai ¢ cifre in toate numerele cu care lucriam, atunci produsul exact a doud
numere este format cu 2¢ sau 2¢ — 1 cifre. Dar noi.nu putem utiliza la pasul
urméator de calcul decit rotunjirea la ¢ cifre. Astfel se produc erori care pe par-
cursul unui lung proces de calcul pot afecta serios rezultatele.

c) Evoride trunchiere. Acestea sint erori ce provin din limitarea la o ,,parte”
din termenii unui proces de calcul inainte de a ajunge la limitd. De exemplu,

, il b i, 1 1 1 e
din suma progresiei geometrice infinite 1 | = b= -}—? + ... retinind

numai primii patru termeni, diferenta dintre suma progresiei si acest rezultat
se numegte eroare de trunchiere.

Tot o eroare de trunchiere facem si atunci cind aproximim derivata unei
functii f(#) intr-un punct x, prin raportul:

fxo + A) %f(;a'B},
h

unde /& este ,mic”.

De asemenea acelasi tip de eroare se face cind pe o portiune micd in jurul
unul punct aproximim o functie cu tangenta la graficul siu in punctul res-
pectiv.

d) Evori de simplificare a modelului si erori comise de om $i masind.

Uneori, in practici, in unele modele, idealizim anumifi parametri pentru
a putea prelucra modelul.

De asemenea se poate gresi in programul pentru calculator sau in perfo-
rarea cartelelor, erori de operare etc.

§ 3. Erori relative si erori absolute

Fie @& o valoare aproximativd pentru cantitatea a (a este valoarea exactd)
avem:

Eroarea absoluta in @ este @ — a.

Eroarea relativa in @ este (@ — a)/a daca a # 0.

Foarte des eroarea relativd se da in procente. De exemplu, 49, inseamni
o eroare relativi de 0,04.

Acum ,a — a@” este corectia ce trebuie addugatd lui @ pentru a obtin
valoarea exacta.

Corectia si eroarea au aceeasi valoare absoluti dar semnc contrarii.

Eroarea poate fi pozitivd sau negativid dar noi putem introduce o mar-
gine pentru eroare care este intotdeauna un numir pozitiv.

Daci a =14 4 cinseamni ci |2 — a| < &
De exemplu a = 0,462 + 0,011 inseamna:

0,451 < @ < 0,473




§ 4. Sisteme de numeratie. Reprezentarea numerelor
in virguld mobila

In general sintem obisnuiti si gindim si si calculim cu numere in baza 10.
Astfel numadrul 257,424 reprezinti:

2-10°4+5-10*4+7-10°+4-10* +2-10"2 +4- 102

Orice numadr real in baza 10 are o reprezentare unici in forma de mai
sus. Se excepteaza cazul In care, in scrierea pozitionald a unui numar zecimal
{in baza 10) cifra 9 apare de o infinitate de ori.

Exemple:

1) numdrul 99,9999 ... reprezintd acelasi numdr ca 100
2) numdrul 2,219999 ... reprezintd acelast numdr ca 2,22,

In general pentru reprezentarea unui numir real putem utiliza o bazi
parecare B (numir natural) cu B>2 si atunci se poate ardta (cu exceptii ca
mai sus) cd orice numdr real pozitiv admite o reprezentare unicd de forma:

@:n cd Bn"*“ﬂﬂ_l LS B?’l—l_{_.”-_l_ ﬂl ‘B+ﬂ0 —E—ﬂ_l' B_-l—f—ﬂ:_z 'B_2 +...

unde coeficientii ,,“ se numesc cifre in sistemul cu baza B si sint numere
intregi pozitive cu proprietatea ca:

0<a,

< B — 1.

Avantajul mare al scrierii unui numar intr-o baza care conduce la o scriere
pozitionald de forma:

Ayl y e Gy, G_y B 5 <.

unde @,a,_; ... @,a, reprezintd partea intreagd iar 0, a_y a_, ... partea fractionard
a numdrului real, este ci putem da reguli simple pentru operatiile aritmetice.
Cu cit baza este un numadr natural mai mic cu atit aceste reguli devin
mai simple. Acest argument std la baza faptului cd cele mai multe calcula-
toare opereazd in baza 2 (in sistem binar cu doud cifre 0 si 1).
Amintim regulile de adunare si inmultire in sistemul binar:

-0 =0 QiQie= B
0+1=1 0-1 =s0
T0=1 1~0:—=19
14+1=10 1= ==l

Alte sisteme de numeratie utilizate sint cele octale cu cifre de la 0 Ia 7
si hexadecimale cu cifre de la 0 la 9 si literele 4, B, C, D, E, F de la zece
la cincisprezece.

De exemplu:
(13,25)50 = (1101,01)5 = (15,2)3 = (D,4)1s

unde prin ()10 Oz (s ()16 @ notal baza de lucru.



Virgulele utilizate aici separd partea Intreagid de partea fractionari si
se numesc respectiv: virgula zecimala, virguld binard, virgulad octala, virgula
hexadecimala.

Un calculator este echipat de reguld cu doud tipuri de operatii- aritme-
tice, anume calculul cu virguld fixa si calculul cu virgula mobila. Virgula
este zecimald dacd baza este 70, binara dacd baza este 2 ctc.

In cele ce urmeazi ne vom ocupa in special de baza zecimali.

Calculul cu virgula mobild zecimali se efectueazi cu un numir constant
de cifre dupd cum se va observa in cele ce urmeazi.

Ne oprim acum mal indeaproape la calculul cu numere reprezentate in
virgulda mobila.

Numim reprezentare. zecimala normalizatd cu virguld mobild a numarului
2 o reprezentare de forma:

a=m - 10% unde 0.1 < [m| < |

m este numdr real pozitiv sau negativ,
¢ este numar intreg pozitiv sau negativ.

O astfel de reprezentare este totdeauna posibild, pentru @ # 0.

Variabila m poarti numele de mantisa si este o parte fractionard, iar ¢
se numeste exponent si este Intreg.

De exemplu numarul 542,36 va fi reprezentat ca:

0,54236 - 103, deci 0,54326 este mantisa dar 3 este exponeniul.

Alte exemple:

1) 4527 = 0,4527 - 10* mantisa este 0,4527 si exponentul 4

2) 0,0002617 = 0,2617 - 10~ mantisa este 0,2617 st exponentul —3

3) — 42,15 = —0,4215 - 10*® mantisa este — 0,4213 si exponentul 2

4) — 0,012 = — 0,12 - 107! mantisa este — 0,12 si exponentul —1

Un numadr zecimal in virguld mobild este memorat, in multe calculatoare,
cu mantisa si exponentul in aceeasi celula de'memorie.

Celula de memorie insd nu are prevdzuta decit o singurd pozitie binard
pentru semn si astfel se ridica problema memoririi cind §i mantisa si expo-
nentul sint negativi. Solutia este in a aduna exponentului o constantd pozi-
tivd de care se tine seamd in calculele aritmetice.

De exemplu, inir-o masind zecimald cu doud cifre pentru exponent vom
aduna 50 la lofy exponentiy (ceea ceinseamnd cd exponentii din exemplele de mai
sus vor fi reprezentati in inferiorul calculatorului ca 54, 47, 52, 49).

Pe dou @ pozitii zecimale rezervate exponentului putem memora 100 numere
diferite (numerele de la 0 la 99). Cum exponentul poate lua si valori negative
vom considera un interval de valori de lungime 100 simetric In jurul originii:

[— 50, - 49]
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insa in

Decl exponentul real va lua valori in intervalul [— 350, - 49]
calculator va fi memorat (pe cele doud pozitii rezervate lui) un numir cu 30

mail mare.

Intr-un calculator numirul de cifre pentru ¢ si m este limitat.
S4 studiem acum operatiile in virgula mobila,

1)y Sa presupunem cd dorim sd adundm nuwmerele
xy = 12,5 in virguid mobild memorat ca 0,1125 - 10°

tn virguld mobild memovat ca 0,15 - 10®
Asa cum sint reprezentate numerele nu putem aduna mantisele deoarece

Fg = 15

virgila numerelor nu este aliniatd.

Diferenta dintre cei doi exponenti este 1, vom deplasa atunei mantisa
celul de al doilea numdr (numdrul cu exponentul mai mic) spre dreapta cu

un loc, adici scriem:
Xy = 0,013 - 103

= 10,1275+ 10®

51 acum putem aduna:
%34 %5 = (0,1125 - 0,015) - 10* =

Observam ca am lucrat aici cu o mantisd formati cu 4 cifre.

2) Sd considevam wun alf exemplu:
0,1213 - 10+ 0,4691 - 1071,

%y + %
Deplasim din nou mantisa numarului cu expofient mai mic spre dreapta

cu un numar de pozitii egal cu diferenta exponentilor, deci in acest caz cu 2

si obtinem:
Se observa cd am pierdut cifrele 9 si 1 ale mantisei deplasate in afara

¥+ %5 = 0,1213 - 101 4-0,004691 - 10* = 0,1259 - 10,
capacitdtii de calcul (deoarece am considerat mantisa ca avind patru cifre).
3) Presupundm acum cd avem de efectuat wrmdtoarea adunare:

©0,9917 - 10°4-0,1230 - 102,
Numerele de adunat au acelasi ordin de mdarime (acelasi exponent) deci

singura operatfie ce urmeazd a se efectua este adunarea mantiselor:
0,9917 40,1230 = 1,1147.

Rezuitatul adunirii mantiselor este un numir mai mare ca 1.
Not am definit insi mantisa ca o fractie zecimald subunitari,

0.1 € [m| < 1.
Operatia care urmeazi a se efectua este deplasarea mantisei spre dreapta
cu o pozitie zecimald si adunarea la exponent a unei unititi. Aceasti operatie

se numeste renormalizare.

—
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Deci:
0,9917 - 10®+-0,1230 - 10> = 0,1114 - 10*

(din nou prin deplasare spre dreapta am pierdut cifra 7 deoarece calculul
se efectueazd cu 4 zecimale).
4) Fie acum de efectuat produsul a doud numere xy §1 %o in virguld modild:
0,1763 « 1072 % 0,2036 - 10%,
Normal, se inmultesc mantisele,
My + My = 0,1763 X 0,2036 = 0,0358,

iar exponentii se aduni ¢;+ ¢, = 3.
Deci,

Xp- %5 = 0,0358 - 103

Nici de data aceasta mantisa (in modul) nu este cuprinsi in intervalul
[0,1;:1}.

Operatia de renormalizare consta in acest caz in deplasarea spre stinga
a mantisei 0,0358 cu o pozme zecimald si sciderea unei unitdti din exponent
(adicd x, - x; = 0,3580 - 10%).

Observam deci cd operatia de renormalizare, In urma efectudrii unei ope-
ratii aritmetice constd In ,aducerea” mantisei in intervalul [0,1; 1) cu ,ajus-
tarea” corespunzitoare a exponentului. :

Observatie. In majoritatea calculatoarelor inmulfirea se efec-
tueazd pe registru de memorie dublu (adica o celuld dubla de
memorie). Daci se iInmultesc doud numere de lungime ,¢", rezul-
tatul de ,,2¢ sau ,,2¢ — 1 cifre este obtinut in acest registru de
Iungime dubld. Daci dupd efectuarea inmulfirii este necesard
renormalizarea (numai cu deplasalea spre stmga in acest caz)
cifra de pe ultima pozitie (pozitia ,,¢“) a numdrului va proveni din
a doua parte a registrului dublu de memorie si va fi deci corectd.
In exemplul de mai sus x; - %y — 0,03588468 - 10® in registrul
de lungime dubld iar rezultatul renormalizat pe patru aecmlalc
va fi 0,3588 - 10%

Déam in figura I.1 organigrama adunarii a doud numere in virguld mo-
bila.

Amintim c&, in organigrama din figura 1, un dreptunghi reprezintd un bloc
de calcul si de atribuire (se efectueaza operatiile din membrul drept al sem-
nului egal si valoarea obtinuti se atribuie parametrului din partea stingd
a semnului egal) iar un romb reprezintd un bloc de comparatie si de decizie.

Presupunem acum cd avem un calculator in care sint prevazute 5 pozitii
zecimale pentru mantisd si doud pozitii zecimale pentru exponent.

Cel mai mare numir normalizat ce poate fi memorat cu aceste fac111ta.t1
vy e

0,99999 . 10% in realitate 0,99999 - 10%® deoarece am convenit si adunim
exponentulul real numarul 50.

Iar cel mal mic numar normalizat (in modul) va fi:

0,10000 - 10° in realitate 0,10000 - 10-°®
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q=4; -9,

937G,

My =M+

4

Normalizeazd my
my=mj 1093

¥

43 =43 +43

A
' STOP )

Fig. I. 1. Organigrama adunirii a doud numere in virguld mobila.

(:‘71 = M - Bgi Xg = Mg * qu xl—[— X9 = Mg * B’h).

Cind printr-o operatic aritmeticd intre doi operanzi am depisit una sau
alta din limitele ardtate mai sus (un numir mai mare de 1,0 - 104 — (depa-
sire flotantd superioard) sau un numiar mai mic de 1,0 - 1074 — (depasire
~ flotantd inferioard)) calculul se opregte. :

Exemple:

BE0,12641 - 10-%° % 0,98763 - 10~*
2) 0,45631 - 102 % 0,18764 - 101
L

- wor cauza oprirea procesului de calcul.

§ 5. Rotunjirea si rotunjirea prin tiiere (trunchiere)

Existd doud cii de rotunjire a numerelor la un numir de zecimale (,,¢)
fixat anume, rotunjirea prin eliminarea tuturor zecimalelor care se gdsesc
- 12 dreapta pozitiei ¢ (rotunjire prin tiiere) si a doua cale este rotunjirea obis-
- amitd adicd printre numerele ce se pot forma cu ,* zecimale alegem numirul
cel mai aproplat de numairul dat.

i
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Exemple

Rotungivea st votunjivea prin tdieve (lrunchiere ) la trei zecimale tn numerele
de mar jos se face dupd cum urmeazd: ;

© 1) 0,1597 se rotunjeste la 0,160 ; se rotunjeste prin tdiere la 0,159
2) 0,2456 se rotumjeste la 0,246 ; se rotunjeste prin idiere la 0,245
3) 0,1574 se rotunjeste la 0,157; se rotunjeste prin ldiere la 0,157
4) 0,23652 se rotunjeste la 0,237 ; se rotumjeste prin tdiere la 0,236

Un mare numdr de calculatoare utilizeazd rotunjirea prin tidiere in rezul-
tatele obtinute dupa fiecare operatie aritmetici, insd dat fiind faptul cd numa-
rul de cifre utilizate in calcul este mult mai mare decit numarul de cifre in da-
tele problemei nu se ivesc nepliceri.

Aflarea marginii erorii relative pentru un numair aproximat prin tiiere.
S4 presupunem cd avem la dispozitie un calculator cu 4 cifre disponibile pen-
tru mantisd.

Si adunidm x; = 0,1142 » 10! cu =y = 0,2190 - 102,

Obtinem:

X3 = %34+ % = 0,1142 - 1014 0,002190 - 10* = 0,11639 - 10%.

Acest numdr se poate exprima sub forma:

x3 = 0,1163 - 10! 40,9 - 1073,

Exponentul celui de al doilea termen este mai mic cu 4 decit exponen-
tul primului termen. Intotdeauna cind lucrim cu o masind cu patru cifre in
mantisd, exponentul celui de al doilea termen trebuie sa fie mai mic cu patru
decit exponentul primului termen. _

Deci dacd avem un calculator cu ,,#° cifre in mantisa unui numdir repre-
zentat in virguli mobild atunci orice rezultat al unui calcul (obtinut prin
aplicarea oricdrei din cele patru operatii aritmetice) se poate reprezenta (evi-

«dent inainte de rotunjire) ca:

b= my, - 109+ my - 102
unde m, este un numir format cu ,z“ cifre.
Valorile posibile pe care le poate lua m, sint:
in timp ce:
0 < [y | < 1.
Spunem cd facem o aproximatie prin tdiere (trunchiere) dacd, pur si
simplu nu-1 ludm in considerare pe m; $i acesta este cazul practic cel mai des

intilnit la calculatoare.
Evoarea relativa maximd se obtine cind my este cel mai mare gi my cel maz

mic. :
Valoarea maximd posibild a lui my, este mai micd decit 1 iar valoarea i~

wmd a lur m, este 0,1.
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Deci limita maxima a erorii relative va fi:

LA el

0,1~ 192
1a retunjire, prin acelasi procedeu, obtinem o eroare relativd datd de
U/
8 10__ — 0.5-10-%1
L L B

“In general pentru 0 bazi arbltrara B avem adevirat urmitorul criterin:

~ Presupunem ci lucrim in baza B cu ,t“ cifre in mantisi (cifra binari
care ne di semnul numiarului nu este socotitd). Atunci ovice numdr veal in
virguld mobild poate fi veprezeniat cu 0 eroare relativd care niu depdseste umta-

sea masmu definita de:

’ﬁ B daci utilizim rotunjirea
e .

lB” dacd utilizim tdierea.

[13

cele mai multe calculatoare , " se afli intre 10-% gi 10-15.
presupunem acum cd operanzii cu care lucram ar fi exact reprezen-
fall in masind. Nu este sigur ci rezultatul va fi exact reprezentat (si ne gin-
dim doar la faptul ci rezultatul inmultirii a douX numere de lungime , £ are
L2 cifre).

Vom nota cu fi{x +v), fllx— ), fl{x-v), fi(x]y) rezultatele opera-

tiilor de adunare, scddere, inmultire si impartire in virguld mobild pe care

(f) by o=
o
=

=514

masina le memoreazd in urma efectudrii acestor operatii si aproximarii prin
tdiere sau rotunjire. -
Conform criteriului precedent asupra erorii relative avem

filx ) — (G )
(x© )
unde (+) este una din operatiile -, Sl

Sa raspundem acum la mtrc;barea. a) Care este unitatea imasinii pentru
2 calcul cu vivguld mobild cu 5 cifre zecimale pentru mantisd ?

(=3
v~

_{0.5-107* dacil se utilizeazd rotunjirea
1 - 10-* daci se utilizeazi tdierea.

b) Fie acum x; = 0,12347 - 10® un numir rezultat din calcul.

Care este marginea pentru evoarea absolutd in acest calcul dacd s-a wtilizat
rotunjirea obisnuita? ‘

Eroarea absolutd ¢, este marginitd de ¢, = 1-10°.0,5-10° = 0,5 - 1072

) Pentru nwmerele vexultate din . caleul xp = 0,12347 - 108 si . x, =
= 0,20006 - 10 erorile absolute vor fi mdrginite de: e5 = 0,5 - 10*® si ¢35 =
B0 5 - 10° :
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d) Care este marginea pentru evoarea absolutd in calculul celov trei numere
de mai sus dacd s-a folosit rotunjirea prin taiere?

gl — 0,1 ' 10-_1
ey =0,1-10*
es — 0,1+ 108

Putem cere variabilei x; o precizie absolutd de 0,1 - 10-%7 Dar o precizie
de 0,1 -107%°? Evident ci nu, deoarece valorile de 0,1 -10"% si 0,1 - 10-%°
sint mult prea mici in comparatie cu eroarea cu care calculatorul ne ,furni-
zeazi" acest numdr (0,5 - 107%).

Observatie. La efectuarea unui calcul cu virguld mobild trebuie
sd avem permanent in vedere cd ultima cifri zecimald a mantisei
este afectatd de erori de rotunjire sau trunchiere. Deci daca am
obtinut dintr-un calcul cu virgula mobild, cu 5 cifre zecimale
pentru mantisd, numirul x = 0,23483 - 107 marginea pentru eroa-
rea absoluti este de ordinul 0,000005 - 107 = 0,5+ 10®> in cazul
cind se aplici rotunjirea sau 0,00001 - 107 = 0. - 10*> cind se
aplicd truchierea si deci nu putem cere o precizie mai bund decit
0,5 x 10* respectiv 0,1 - 10°.

Acum vom ardta cd asociativitatea in adunarea in virgula mobila nu se
pastreaza. :
Presupunem ca lucrdm cu o masind cu sapte cifre in mantisd. Fie:

a = 0,1234567 - 10°
b= 0,4711325 - 104
c=—2b
avem:
flb+c) =0, fi(a +fUb+¢)) = fl(a) = 0,1234567 - 10°
pe de o parte, iar pe de alta:
Jfl(a+b) = 0,00001234567 - 10*4- 0,4711325 - 10* = 0,4711448 - 10*
FUfl(@a+ b)+c) = (0,4711448 — 0,4711325))10* = 0,0000123 - 10* =
= 0,1230000 - 10°.

§ 6. Propagarea erorilor

Dacd x; = 2,32 4+ 0,03 $i x5 = 1,24 - 0,02 atunci care este marginea
erorii pentru x; — %xp?

Cea mai mare valoare posibila a lui x; este 2,35 iar cea mai mici valoare
posibila a lui x, este 1,22, deci cea mai mare valoare posibild a Jui x; — x5
este 2,35 — 1,22 = 1,13,

Similar ¢ea mai micd valoare a diferentei x; — x, este 1,03
Deci: \
1,03 € %3 — %, < 1,13 .
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0y =i 1,08, 316508,
] In cazul general daci %; = ¥ & &, ¥ — ¥ + 2
avem:
< xl"—.xzéyl'}"%—“(zz‘%),
< ¥ — X € X3 — o+ (a1 + &),
— X =% — X2 £+ (g1} <).

Prin inductie ajun'gem la urmétoa;rea‘:
~ Regula. La adunare si scidere, margim'le pentru eroarea absolutdi sint
date de suma marginilor erorilor absolute in operanzi.

Conform definitiei erorii relative (vezi § 3) avem:

T—x

= 7 (unde 7 este eroarea relativd)
%

deci: T = x(l+7).
si ¥ au erorile relative #; si 7, avem:
Tixs = %14+ 71) %a(1479) = xyma(1 4+ 77) (14 70).

Urmeazi ci eroarea relativd in produsul ¥,%, este datd de relatia:

il
288 A8 (bm) b L = bt

X1Xs

Dacd |r] < 1 si [#2] < 1 atunci putem neglija termenul 77, §i obtinem
eroarea relativi in XX, ca fiind aproximativ 7, + 7.

De exemplu dacd r; = 0,03 si v, = — 0,02, eroarea relativd in produs este:
1+ 72+ 17y = 0,03 — 0,02 — 0,0006 = 0,0094 =~ 0,01.

Sa proceddm la fel pentru a gasi eroarea relativd la imp&rtire.
Avem:

?(-‘1*—%1 . . xg_xz
TR R L ey ey Vs

P —



Daca 7] < 1 81 |7,] € 1 obtinem:

Dacd marginile erorilor relative in x;, x5, sint p; si ps atunci p; + g, este
cea mai bund margine superioard pentru |7, 7] ca si pentru |7, — 7a].

In concluzie avem urmitoarea reguld:

La inmultire si la impirtire marglm‘e pentru erorile *elatwe in operanzi
se aduna.

O situatie des intilnitd in practicd, care conduce la rezultate eronate este
urmittoarea:

Sd presupunem cd avem de fdcut o scidere intre doi. operanzi, in care dife-
renfa este mult mar micd decil fiecarve dintre et.

Fie Y = Xy — %p. 54 notdm erorile in x; si ¥2 cu Ax; 51 Axy atunci:

| Ay] < |Any]+ | Az

deci

[Ayl _ |Am] + A

v | %1 — %3]
Aplicatie: Dacd v, = 0,6724 + b 1074 $¢
2
Lonliy
Xo = 0,6723 iﬂ? 19+

atunce:
x; — x5 = 0,0001 + 0,0001.

Aceastd anulare a rezultatului poate fi ocolitd printr-o scriere convena-
bila a formulelor de calcul sau aplicarea unui alt algoritm.

Sd consideram wrmdtorul exemplu:
ecuatia x* — 56x-- 1 = 0 are rdddcinile:

By — 08 e T8 B 28 2T 980 o,msi% 10-3,

' oY, 1
=28 . f783 455,082 1 = 10-3,

Se observi cd desi rddécina pitrati s-a calculat cu cinci cifre semnifica-
tive, totusi in prima rddacinid (x;) primim numai doud cifre semnificative iar
In x, ercarea relativd este mai micd decit 107°,

Cum produsul radicinilor -este x;%, = 1 putem utiliza urmaitoarea cale
pentru Calculul lui xy:

B e b g imeang

Ay 55,982

cu o eroare relativi mai mici decit 10-°.
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Asadar x; = 0,0178629 4 0,0000002 si astfel cu aceeasi estimare a rada-
cinii pitrate obtinem pentru x, cinci cifre semnificative (in loc de doud) uti-
lizind informatia datd de produsul radicinilor unei ecuatii de gradul al doilea.

In general daci |§| < x atunci vom scrie: ‘
== X —f- 3 == ol o P

i F ¥y o =
Va+3+x Ve +3+4x

De asemenea in multe situatii este preferabil si utilizim pentru calculul
diferentei:

€os (¥ + 8) —cos &

produsul,

— 2sin < sin x—l—i :
2 2

Dim acum citeva reguli simple in vederea executidrii unui calcul practic
mal precis.

I) Cind se adund sau se scad numere (un sir de numere) sa se inceapi
cu cele mai mici.

IT) Sa se evite pe cit posibil cu putintd sciderea a douid numere pozitive
aproximativ egale. Deseori, dupd cum am vizut, putem rescrie formula de calcul
pentru a evita acest lucru.

IIT) O expresie de forma a(b — ¢) poate fi scrisi ab — ac iar (@ — b)/c
ca afc — bjc. Dacd numerele sint aproximativ egale sa se faca scaderea inainte

de inmultire evitind astfel erori suplimentare de rotunjire.
IV) Pe cit posibil si se minimizeze numirul operatiilor aritmetice.

E xercitii

7. Scrieti in baza 10 numerele (1000),, (100000)g, (A464)s.

2. Fie numirul 1/3 de memorat intr-o celuli de memorie cu 4 pozitii
zecimale. Cum apare acest numdr in calculator? Cu ce eroare? Care este
corectia? Acelasi lucru pentru numerele n si 2.

3. In cazul reprezentirii in calculator a numirului 1/3 (indiferent pe
cite pozitii-zecimale (in numar finit)), coincide eroarea de rotunjire cu eroarca
de trunchiere?

4. Pentru reprezentarea (cu rotunjire prin tdiere) a unui numdr irational
in calculator, coincide eroarea de rotunjire cu cea de trunchiere?

5. Pentru un calculator ce lucreazi cu 7 pozitil zecimale, care este .
unitatea?

6. Un calculator are rezervate 2 pozitii zecimale pentru exponent. De
ce se adauga, in reprezentarea in calculator, numadrul 50 exponentului real?
Cum vor fireprezentati pe aceste doud pozitii exponentii —7, 6, —22,—11,20?
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7. Avem un calculator cu 8 pozitii binare pentru exponent. Care este
cel mai mare numir intreg ce ,incape” in cele 8 pozitii binare? Care este

jumdtatea acestui numdr? Care este numdrul ce se va adduga exponentului
real in reprezentarea in virguld mobild in calculator ? In ce interval se situeazd
exponentul real?

8. Fie de efectuat urmditoarele operatii:
a) 2,1350 - =; b) 0,2567 - e;¢c) m - e;d) 0,2135—0,212;¢) 1,2137 422,2137
pe un calculator cu doud pozifil zecimale pentru exponent si 4 pozitii zeci-

male pentru mantisd.
— Scrieti numerele in reprezentarea virguld mobild (normalizat) cu

Totunjire.
— Efectuafi operatiile pe celula simpld de memorie.
— Renormalizati.
— Efectuati calculele pe celuld dubla de memorie.

— Renormalizati.
9. Determinati eroarea relativi maximd pentru x, unde
== 2.5 02,
wga= 22,3 4 0,2,
x3 = 203,3 + 0,2.
Care din aceste trei numere are precizia relativid cea mai bund?
70. Calculati eroarea relativi maximé pentru: '

o
Xy X5
E: =

2
X3

unde #y, %s, %3 sint cei de la punctul precedent.
71. Si se efectueze, cu precizia cea mai bund, adunarea:
S = %1+ x2-F ag,
in virguld mobild cu 5 zecimale (exponent 2 pozitii zecimale) pentru
xy = 0;11283,
Xy = 0,000043888,
x5 = 0,0082798.

72. Calculati:

pentru #» =0, 1, 2, ..., 8, utilizind formula de recurentd:

1
:"n‘,_ 5}'?:—1 =g
7z
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%) Utilizati trei zecimale in calcul si rotunjiti.
) Ardtati ci y3>> v, si v, <O ceea ce este evident absurd. Explicati

2 : % _
- 73. Utilizati in exemplul precedent formula :
i} . - 1
. . - 1 s Y -
s an. D

Jonsiderind ci y;o & v, aritati ci yg & 0,019 si calculati v;, vs, .ors Yo.

. _g__l-- : M= o
S e . i



Cum rezultd formula de recurentd?
) Utilizati trei zecimale In calcul $i rotunjii.

Ardtati ci y3 > y5 51 vy < 0 ceea ce cste evident absurd. Explicats

. Utilizati in exemplul precedent formula :
4 e “ 5 Y * iy
A Sn 5

derind ¢i y;0 & vy ardtati cit yg & 0,019 si caleulati ¥, ve, .oy Yoo ! o i
=

i
.‘f-

9
T " ‘L

(i
o
i
n A

- " 5 ‘

Ly
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Capitolul Il
REZOLVAREA SISTEMELOR DE ECUATII ALGEBRICE LINIARE

§ 1. Punerea problemei. Conditionarea sistemelor

Sd considerdm sistemul de dou# ecuatii liniare algebrice cu douda necu-
noscute:

an% -+ apy = by v
Ao X + AoV = bg.

Coeficientii necunoscutelor si termenii liberi ii considerdm numere reale.
Vom nota cu A matricea coeficientilor necunoscutelor, deci:

|
. lan e

doy  dag

si si presupunem ci determinantul matricei 4 (il notim cu det A) este diferit
de zero, deci sistemul (1) admite solutie unica.
In aceasti situatie matricea A admite o inversi pe care o vom nota

cu At
Avem:
A2z — a2 H
det A detd}
A1 =] I
=y Q11 ‘
_ det A det 41
i iar,
et Il a9 Lt
. idet A det 4|
A.A—lzru TN b Sy
o1 22 i @11
E: det A det A4 i
[ 110 — A1alay 0 |
| e i)
0 — 31813 T Agadlyy | : [I

det d ™ Tl
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Deci 4A-A41=1T unde I este matricea unitate (la fel se wverificd
B — 7). ‘

Definitie. — Se numeste lungimea euclidiand a matricei 4 (o vom nota
cu Aly). numirul pozitiv

' [4lls = (anl®+ @]+ | aa P+ | as ).

Calculind ||A~"||, obtinem:

-ty = (Gl + 10w+ 4 |* 4| an] 9",
2 |det A| :
Deci:
e A g AL g B T B g |2
4l - |47l = |G |"+ | @2|"+ ] an e )

|det A |

Definitie. — Numarul pozitiv dat de relatia (2) se numeste numarul de
conditionare euclidiand a sistemului (1) (I vom nota cond, (4) =
= [l ]le - [|[47z)-

Observatie. Exista si alte numere de conditionare pentru sis-
teme liniare. Despre unele vom vorbi in acest context iar despre
altele vor afla cei ce vor intra in studiul aprofundat al tehnicii
de calcul.

Din punct de vedere teoretic sistemul (1) admite solutie unici dacd
det 4 # 0. Din punct de vedere al calculului practic lucrurile nu stau
deloc astfel. : ’

Sd considerdm urmdtorul sistem de ecuafii, pe cave ne propunem sd-i rezol-
vam considerind coeficientii sdi dati cu doud cifre dect,

8x+ 9y =17 3)
9x + 10y = 19

Cu regula lui Cramer rezultd imediat cd unica solutie a sistemului este:
r = 1, V= |

Din punct de vedere geometric, a rezolva sistemul (3) revine la a intersec-
ta doud drepte (fig. I1.1).

Considerind x = 2,121, y = 0, in (3) obtinem:

8x-+ 9y = 16,968
{ : 4)

9x 410y = 19,089. : .

Prin rotunjire, la doud cifre semnificative, membrul drept al sistemului
(4) corespunde cu membrul drept al sistemului (3). In concluzie, solutia
xr= 2,121, y = 0 trebuie acceptatd ca fiind la fel de bund ca cea wunica-
irﬁrucit coeficientii i termenii liberi ai sistemului initial au fost dati cu doua
cifre.

= Din figura dati se vede ci dreptele sint aproape confundate, iar punc-
tul x = 2,121, y = 0 nu se gaseste pe nici una din cele doud drepte, dar el se
gaseste foarte aproape de amindoua. :
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Calculind numdrul de conditionare al matricei asociate sistemului (3)
obtinem:

64814181100
condy(4) = 22T S e,
Dupi cum observim acest numair este destul de ,mare” In sensul urmator:
dacd efectudm calculul in rezolvarea sistemului (4) cu trei zecimale exacte,

atunci obtinem solutia x = 2,121, v = 0, pe cind rotunjind in (4) la doud
cifre avem solutia: x =1, v = L.

Asadar numirul de CDHdlthIl&I"E, ne di o oarecare imagine despre sensi-
bilitatea solutiei unui sistem liniar algebric la perturbatn mici in membrul
drept sau eventudl in coeficienti.

In fapt, problema rezolvirii sistemului (4) poate fi privitd si in felul
urmdtor: la o perturbare foarte mici a membrului drept, vectorul

16,968
19,098
in solutie avem o perturbare destul de mare cici vectorul

1l1 2,121 )|
1

’ a devenit } “
S& introducem acum pentru sistemul (1) si un alt numir de conditionare.
Anume asociem matricei 4, numdrul p0z1tn

Y

‘i 17 ” devenind
|19

||[A]|le = max (| @y |+ [a12]; || 4| @a2])

(cu alte cuvinte valoarea maximd dintre numerele pozitive obtinute prin
adunarea pe linii a modulelor elementelor matricei A4).

Observagie. — Se remarcd faptul ca si acest numar pozitiv
defineste o lungime pentru matricea A.
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De asemenea asociind si matricei inverse, dupa aceeasi reguld, numarul
pozitiv [[47Y|,, numdrul de conditionare a matricei 4 (pe care-l vom nota
cu condy(4)) este prin definitie produsul numerelor pozitive [[A/|,, si [[47Y,
deci: '

4]l - 144 = cond, (4).
De exempln pentru sistemul (3) avem:
dlle = max (17; 19) =
—10
Cum 41 = “ y
i A8

47" = max (| —10]+]9]; |9]+|—=8]) =

Rezulta ca:

avem:

cond; (A) = 19 - 19 — 361.

Observdm cd si acest numdr de conditionare este de acelasi ordin de ma-

rime ca si cond, (4).

Metodele de rezolvare a sistemelor liniare algebrice pe care le dezvoltim
aici se justificd prin faptul c¢id metoda lui Cramer de exemplu este foarte
neeconomicoasd (calculul unui determinant necesitd foarte multe operatii)
si practic utilizabild numai pentru sisteme de doud sau trei ecuatii cu tot atitea

necunoscute.
Problemele practice dau nastere la sisteme de ecuatii de ordinul sutelor

sau chiar miilor de necunoscute si atunci au trebuit cdutate metode eficiente.
Vom descrie in cele ce urmeazi, asa-zisele metode directe (datorate lui
Gauss) adicd metode prin care solutia se obtine intr-un numdr finit de pasi
{un numar finit de operatii).
Apoi ne vom ocupa, pe scurt, de metodele iterative (indirecte) in care
solutia sistemului se obtine printr-un proces de trecere la limita.

Evident in metodele iterative nu putem efectua o infinitate de operatii,
deci ne oprim dupi calculul unui numar finit de aproximante (se face in acest
caz o eroare de trunchiere).

In metodele directe, daci s-ar lucra ideal (deci firi erori de rotunjire?
lucru imposibil dealtfel, s-ar obtine solutia exacta.

In timp ce in metodele directe erorile de rotunjire devin foarte periculoase,
conducind la solutii fard scns dacd sistemul este riu conditionat, in metodele
iterative, in ciuda erorii de trunchiere erorile de rotunjire nu se acumuleaza.

§ 2. Metoda eliminédrii a lui Gauss

Pentru ilustrarea acestei metode directe vom utiliza un sistem de trei
ecuatii liniare algebrice cu trei necunoscute, despre care presupunem ci admite
solutle unica: ;

A1 %)+ GyoXs + Ay3¥3 = b
@91 Xy ~+ Aop Xy + g%y = by (9)

A3, X1+ AgaXa + Az3%3 = by,
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Cel putin unul din coeficientii @, as;. @5, este diferit de zero, cici altfel
sistemul (5) n-ar mai fi cu trei necunoscute. Dacd a;; este egal cu 0 rearan-
jam ecuatiile astfel Incit coeficientul lui x; din prima ecuatie si nu fie zero.

Solutia sistemului rimine, evident, neschimbati daci schimbim ecuatiile
intre ele (De ce?). :

Y,
@

inmul’glm pnma ecuatle din sistem cu m, si o scidem din ecuatia a doua
(atentie acum ,,prima” si a ,doua” se referd la ecuatiile dO]a rear d.l'l]EItL dacd
a fost cazul).

Dupd efectuarea operatiei de scidere, ecuatia a doua din sistem va fi:

Definim un multiplicator my, —

(@31 — Matys) X1 + (@2 — Malia) Yo + (W23 — Madys) X5 =
= by — Mishs. | (6)
Dar:
ﬂn

ﬂ)l — e :au = ﬂgl i 11 - O
a1

deci x; a fost eliminat din ecuatia a doua _(acum se observi de ce a fost

dyy = (a3 — Matys,
by, = by — msby,
si astfel (6) devine:
o
oty - g = b, & g D

Deci a doua ecuatie din sistemnul (5) va fi datd de relatia (7).
Solutia acestui nou sistem este aceeasi cu solutia sistemului initial.

Similar, definim m; — ic si inmultim prima ecuafie cu #my s1 o scidem
a
din a treia. Eliminim dinunou coeficientul lui x; si obtinem:
a3,%3 + A33%s = by ' (8)
unde:
dgy = @gs — Mgy,

g3 = Oy — Nigllys.

3 = b — Migh;.
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Inlocuind in sistemul initial a doua ecuatie prin (7) si a treia ecuatie
(8) obt:mem sistemul :

@y1%1 + @ya%y “{—ﬂm Xy = by
Aho%Xs + Gz3 X5 = by 9)

A50%y + A33 X3 = b;.

Sistemul ob‘;mut are aceea§1 solutie ca sistemul initial si prezinti avan-
cd x; nu mai apare in ultimele doud ecuatii.
Sa trecem acum la eliminarea lui x; din ultimele doud ecuatii.
Daci @ = 0, 'permutim ultimele doud ecuafii. Dacd si aj» si a3y sint
cu zero, am avea o infinitate de solutii sau nici una, ceea ce nu este
ibil deoarece am admis cd sistemul 1mtlal are solutie unica.

ags.

a-)z

Daca inmultim a doua ecuatle din sistemul (9) cu m; $i o scidem din 2
obtinem:

¥

il r p———

g

e

=4

- Alegem multiplicatorul mj =

LRIl g

’ ' r oy 4 Foin ok " T TR
(ags — my - 02) * %2t (agz — mg - azs) - x5 = by — g * b.
L > ’ ’ ' 1 1

Din nou ajy — mj « aj; = 0, si notind
" » 14
Ay3 == 33 — My * @3

b = b —ml - B,

ag3 * Xg = bg. (10)
Astfel putem inlocui sistemul (9) prin sistemul echivalent:

A%+ ApXo | a3 X3 = by

A3o%s + 53 X3 = b} (11)
a;3 x:; — b”.

Matncea asociatd coeficientilor necunoscutelor 51sten1u1u1 (I1) este su-
perior triunghiulard:

[dun @ ag
U=|0 ai;  dsg |

i i " I

‘; 0 0 333 i
51 de aceea sistemul (11) se numeste superior triunghiular.

‘Sistemul (11) se rezolvd foarte simplu, prin substitutie, incepind cu
- ecuatia a treia. ;
R Deci:
by by — agax
xg_-—-; g —= —— 2—-—--33:
!’
33 : @32

by — @1a%s — a1z 2

:14:1 —



Amintim cd a;; # 0, aj; # 0 iar ay; este de asemenea diferit de zero
deoarece in caz contrar ar rezulta cd matricea asociatd coeficientilor siste-
mului (5) ar fi singulara (cu determinantul zero).

In ecuatia a doua si a treia din (11) renotim coeficientii cu dgs, @3, by
respectiv ag3, by. Aceste ecuatii se scriu:

Apo%p ~+ Aa3¥s = by
d33X3 — b3.

Desi prin aceastd renotare nu mai putem identifica pe dsp, @y, by respectiv
@33, by cu coeficientii ecuatiei doi si trei din (5) renotarea este posibila deoa-
rece nu mai folosim niciodatd acest sistem. Renotarea prezintd avantaj la
scrierea programului de calcul pentru a nu introduce noi variabile ci folo-
sirea unor locatii din program rdamase libere.

Operatiile folosite in rezolvarea sistemului (5) asupra coeficientilor si
termenului liber nu modificd solutia sistemului.

Acum sd trecem la descrierea generald a algoritmului lui Gauss.

Sd considerdm sistemul liniar de n ecuatii cu n necunoscute, de asemenca
presupunem cd sistemul admite solufie unicd, deci cd matricea coeficientilor
necunoscitelor este mnesingulard:

A%+ ¥+ o+ ayx + @ x, = by
A1 %1 T Qoo+ ..o+ Bg;%; 1 ... -+ as, %, = by

| TN PR N s LIPS | (12)

Daci notam:

l a,l} | by
= le b:!r by
: | “ : &
X, 'F bna‘

atunci sistemul (12) se poate scrie in forma matriceald:
Presupunem ci a@;; # 0. Eliminim pe x; din ultimele (n—1) ecuatii
scizind din ecuatia ,2” prima ecuatie multiplicatd cu:
@z .
My = GRS I TR e P
a5

deci avem n— 1 multiplicatori).
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Ultimele @ — 1 ecuatii nu vor mal contine necunoscuta x;; vor deveni:

aé’ G R am o b‘(f)
6!1(2 Xg T" + aom = bg“)}
unde:

@) = a; — maay,
3
b,g"') — bi — mz-]_bl,
=2, Ay T

Acest sistem este un sistem de n—1 ecuatii in necunoscutele x;, %3, x4,.
.
Daca a@) # 0 similar putem elimina pe #, din ultimele (#—2) ecuatii
in necunoscutele Has ) e Ko
Fie:
asy

Wg = =k =3 4 i, B
A3z

coeficientii acestui sistem sint dati de:

a®) = a2 — m 0l
bga) - b(@z) e m-izb?): = W

Elementele a;;, a, ai, ... ce apar in timpul procesului de eliminare a
necunoscutelor poartd numele de elemente pivot.

Daci toate elementele pivot sint diferite de zero, dupd #—1 pasi obfinem
o singurd ecuatie:

a("” b BB,

nn

Acum, colertind prima ecuafie din [iecare pas obfinem:
al 1)1:1 + (ﬂ Xg _’_ + ’gm X = 5&”
xZ + ‘+' “zn 1, b(zﬂ) (14)

oz, = B

unde am notat: alll = a,;; 4V = b; pentru coeficientii sistemului initial pe
care dorim si-1 rezolvdm prin metoda Gauss.

Am folosit In (14) o notatie mai complicatd pentru a arita exact cum
se transforma coeficientii si termenul liber in metoda lui Gauss. Remarcim
din nou, ca si in cazul sistemelor de trei ecuatii, cd la scrierea programului
de calcul este mai simplu sd revenim la Vechea scriere a ecuatiel.




Sistemul (14) este un sistem triunghiular de forma:

A11%1 + GaXa -t ...+ A1 no1%n 1 + a1,%, = by
AopXip+ oo = Aoy 1%y 1 T By = by

................................ (15)
Ay 1.m-1%n-1 T+, 10% = b;z—l
d’?mxn == b?’n‘.'
Daci presupunem ci &, # 0, 1 =1, 2, .., n atunci necunoscutele x,,
X, 1, - %1 € determing astfel :
x, = —= (din ultima ecuatie)
ﬁmz
b, ,— @ 5 . . .
g = —2L . wlatw (din penultima ecuatie)
Xp-1., n-1 (16)
by — 1%y — O1,n-1%0—1 Wi
x]_ = T
@11
Relatiile (16) se pot scrie compact astfel:
ki
by — D5 An%
B=i+1 .
o — M#tﬁ—, Gim= W H—= Ay sy (17)

it

Matricea coeficientilor sistemului (15) se numeste superior lriunghiulard.
in cazul in care am avea o matrice inferior triunghinlard, deci cu zerourt
déasupra diagonalei principale, rezolvarea acestul sistem este aceeasi numai
ci se vor scoate necunoscutele in ordinea xy, %a, ..., X,.

Daci studiem formula (17) observim ci pentru rezolvarea unui sistem
triunghiular se fac ,n“ impirtiri §i :

] 1 o

¥, (z—1) = Rr= n(n — 1) adundri g1 inmulfiri.
i1 : -

Daci ,n“ este ,mare” atunci #* » @ si
1 1=
— rp(n—1) & — n
2 2

Evaluim in calcul numirul de operatii pentru a ne da seama cit timp
calculator necesitd o anume problemi si deci cit costd rezolvarea ei. '

§ 3. Formularea matriceald a algoritmului lui Gauss

Urmirind cu atentie algoritmul Iui Gauss se observd cd operatiile care
se fac asupra coeficientilor a;; se fac si asupra componentelor vectorului
format cu termenii liberi. i
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Formim matricea A% (extinsa matricii 4) din matricea 4 addugindu-i
o coloani formati din vectorul &.

Deci:
@y Ay e @y e @y, b1
...................... |
| |
A&: ai]. a_iz ki ﬂa-j e ai'ﬁ bi I (18)
aﬂl “?22 aﬂ]' ann bn |

Operatiile din algoritmul Gauss ce se efectueazi cu liniile din matricea
A% sint: _ _

— Inmulfirea unei linii cu o constanta,

— sciiderea unei linii din alta si inlocuirea celei de a doua cu rezultatul
scaderii,

— rearanjarea liniilor.
/ Daci notim cu @, ,,; pe b; atunci matricea A% cu ,#“ linii §i ,» 4 1°
coloane este: '

|@n @i @iy Byl
o oo ... s o e
21 2 2n 2.+l ‘ . (19)

|
Apy  Ayp oo Ay By e ||

In urma operatiilor descrise in paragraful precedent matricea A? devine:

~

Guy Ly s Rt @1y A1 41
0 asy ... o, @2y, @2 41 ‘
¢ SI0E | T ULy e e 5 (20)
0 sy A1 Ay 1, By 1 ;
0 0 0 a,, @y i1 [

» Se observd procedeul de renotare a elementelor matricii 4% (vezi orga-
migrama. $i programul) cdci eclementele a;; din (20) se calculeazd dupd cum
s-a ardtat in paragraful precedent. '

In procesul de climinare se observi ci la eliminarea necunoscutei x, ele-
mentele matricei din coloana # siliniile £ + 1, ..., n(k = 1, 2, ..., » — 1) devin
nule.

Inmultim acum ultima linie din matricea (20) cu — si obtinem:
a

nn

(0, ) g0 1‘_””_+l) e (21)
- |

nn




Renotind ultimul element al vectorului (21) cu 4, ., obtinem:
050,10, <50, 1,:4. 1) (22)
Ultima componentd a vectorului (22) este componenta x, a vectorului

solutie.
Inmultim pe (22) cu a,_;, si scidem din linia ,»n—1“ si astfel obtinem:

(O, 0, 0> e By 11 0, Ay 1,01 — anﬁl,ngn'n+l)° (23
; 1 .
Inmultind vectorul (23) cu ——— obtinem pe ultima pozitie (deci
1,1

in coloana # 41 a matricii 4%) valoarea necunoscutei x,_;.

Continuind procedeul obfinem pe rind necunoscutele x, 5, %, 3, ... %3, %
sl matricea 4% devine:

I 0 “1 .+l
@2t |
A% | . ] (24}
1 Ay 1

Observatie. — In matricea (24) elementele de pe ultima ccloani sint
exprimate de relatiile (17) cu &; inlocuit cu g, ;.

§ 4. Organigrama pentru metoda lui Gauss si programul de calcul
in FORTRAN

In paragrafele 2 si 3 am studiat metoda eliminirii a lui Gauss si s-a aritat
cd pentru fiecare pas 2" in procesul de eliminare este necesar si avem a,; # 0.
Daca a,, = 0 se cautd in coloana ¢ un element diferit de zero, fie acesta «,,
st se schimba linia % cu linia 7. Daci se foloseste renotarea Inseamni ci avem
{og i gy 7+ 0. :
‘ In cursul acestui capitol (§ 6) se va arita ci pentru a obtine o solutie
a sistemului algebric liniar, cit mai apropiati de solutia exacti, nu e necesar
numai ca @, % 0 ci trebuie si avem:

| ;] = max |a]
PSRN

- (elementul pivot sd fie cel mai mare, in modul, in coloana 7).

Algoritmul lui Gauss de rezolvare a sistemelor liniare algebrice descris
in paragraful 2 poate fi urmdrit cuusurinti in organigrama din figura I1.2.

Urmeaza programul de calcul corespunzitor, in limbaj FORTRAN in
care sint demarcate prin cartele de comentariu blocurile de calcul din

fgwia 1. 2. :
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_Jﬁ:‘——'—r —

"

i=0
p{ 10+ 1
Rezolv@ sisternul cu matricea asociatd
da coeficienfilor necunoscutelor superior triunghiu-
lard
nu

I

Aflarea elementului maxim { n modul ) al

‘tipdreste solutia =

coloanei ,i". Fie , k * linia acestui element.

da

Este elementul maxim
In_modul} egal cu zero ?

Matricea este
singulard

;3

i1

Schimbd linia .k~ a elementului maxim cu
linia 1" Aceeasi operafie cu termenul liber
[schimbd by cu b;l

¥

111

v

Imparte elementele liniei .i” $i componenta b;
cu elementul pivot aj

v

Scudle linia ,i" inmultitd cu ajj din  linia ,j"
Scade din bj pe bi-aj
J"- itk T en

b 4

Fig. I1. 2. Organigrama pentru metoda elimindrii a lui Gauss

PROGRAMUL FORTRAN

pentry metoda elimindric a lur Gauss

SUBROUTINE GAUSS (A,B,N,EPS)
DIMENSION A(N,N), B(N)

€
C AICI INCEPE PROCESUL DE ELIMINARE
C i

DO 100 = 1,N

AMAX — A(LI)

TMAX = I
(G

C AFLAREA ELEMENTULUI MAXIM DIN COLOANA I
C :

DO 101 J=1I,N
IF(ABS{AMAX) — ABS(A(J,I))) 102, 101, 101




102 AMAX = A(LD)
TMAX = ]
101 CONTINUE

o
C VERIFICA DACA DETERMINANTUL ESTE DIFERIT DE ZEROQ
G
IF(ABS(AMAX) — EPS) 103, 104, 104
103 WRITE (108,3)
3 FORMAT (IX, ‘SISTEM SINGULARY)
STOP
£ :
C PERMUTAREA DE LINII, DACA ESTE NECESARA
C
104 DO S K=1IN
T = A(IMAX, K)
A(IMAX, K) = A(LK)
105 A(LK) — T/AMAX
T = B(IMAX)
BIMAX) = B()
B(I) = T/AMAX
C
C URMEAZA ELIMINAREA NECUNOSCUTEI X(I)
C { ;
IF(I—N)} 106, 100, 100
106 Tl Tl
DO 107 J = JJ,N
XM = A(J,)
DO 08K =1, N
108 A(LE) = A(],K) — A(L,K)-XM
107 B(]) = B(J) — B(II.XM
100 CONTINUE
o i
C ATLAREA SOLUTIEI PRIN SUBSTITUTIE
C

DO 109 ] =2, N
K=N-J+1

KK = K +.1
DO L= T, K
110 - B(I) = B(I) — A(I, KK) - B(KK)
109  CONTINUE
RETURN
END

Exemplu numeric
Fie sistemaul :

,"‘Cj_“i’ 3:2 + :\;3 _ 1
%+ 1,0001 x5+ 2% =2

X+ 25a4- 2y =1 & -

pe care dovim sd-l rezolvam prin metoda Gauss.

La pasul 1 in procesul de eliminare avem:

— elementul maxim in modul in coloana 1 este 1, deci elementul pivot
Va f}. 11 = l,

' — Intrucit elementul pivot este egal cu unitatea, prima ecuatie a siste-
mului este deja normati (impirtitd la elementul pivot),

— eliminarea necunoscutei x; din ecuatia a doua (se scade prima ecuatie
din a doua, deoarece ay = 1) ne conduce la:

0,0001 x, + x5 = 1,
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i — eliminarea necunoscutei x; din ecuatia a treia ne conduce la:

g %o x5 = 0.

‘ Sistemul de ecuatii devine:
X1 xp+ x5 = 1
0 - 0,0001 %+ w5 = 1
0 -+ Xg - x3 = 0.

La pasul 2 al elimindrii avem:
dyp — 0,0001; a3, = 1, s1 elementul pivot este ag; (este clement maxime
i1 coloana 2), _
— sé schimbi linia 2 cu linia 3 si sistemul devine:
X1+ xg+ %3 = 1
Xyt x5 = 0
0,000ng "‘[" ;‘f:s == 1
— elimindm necunoscuta x, din ecuafia a treia si avem:
¥4 ¥g+ x3=1:
Xy + x5 =0
0,99994x; = 1.
La pasul 3 urmeazd rezolvarea sistemului cu matrice superior triunghiu-
lard (se opereazi cu trei zecimale)
&
Xg =— 1
Hg =0 — x3 = —1
x1=1—_’t‘2—-x3:1—-(—1)—121
Acelasi sistem, rezolvat cu calculatorul, a furnizat solutia:

X = 1,000000: x5 = —1,000099; x; — 1,000099

(calculul s-a efectuat cu 7 zeéifnale).

§ 5. Strategia pivotirii

In descrierea algoritmului lui Gauss noi am presupus (vezi §2) cid elemen-
tele af? (elementele pivot) sint diferite de zero, altfel sistemul este singular.
Sd considerdm wrmdtorul sistem de ecuafii:

x1+ xg‘}’" x3 — 1 £
XI—F— x2+ 2%3 —_— 2 ) (25)
x1+2x2+2x3: 1 5

Sistemul admite solutie unicd (determinantul matricei coeficientilor este
‘ menul) vy =1, % = —1, 2= 1. ;
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Aplicind procedeul lui Gauss, dupa primul pas primim:

gt i
i (26)
x2+9€3:0.
Deci, observim ci a® = 0 (coeficientul lui &, in prima ecuatie (26) —

vezi § 2).
Pentru a putea rezolva acest neajuns permutdm cele doud ecuatii $i
scriem sistemul (26) ca:

X2+ x3 - 0 (27)
Xy — 1

si acum obtinem un sistem deja triunghiular care rezolvat ne conduce la
solutia cdutatd.

Si considerim acum cazul general. Deci la pasul £ am obtinut aff) = 0.
Atunci micar unul din eclementele a®, a®, . ... a) este nenul, altfel matri-
cea A -ar fi singulara.

S& notim acel element cu al®) # 0. Vom proceda atunci la schimbarea

fintre ele a liniillor £ $i # apoi vom continua eliminarea.

Deci orice sistem nesingular poate fi redus la o formd triunghiulard cu
ajutorul metodei lui Gauss combinatd cu schimbdri de linii intre ele.

S4 revenim acum la sistemul (23) in care coeficientul lui x, din ecuatia
a doua (ay) il inlocuim cu 1,0001. Rezolvind din nou prin eliminare obtinem:

1+ Xt x3=1
0,0001 %, + x5 = 1 (28)

Acum, rezolvind sistemul (28) ca un sistem triunghiular si utilizind trei
zecimale obfinem:

%, =0, =0, x;=1000. (29)

Am scris 1,000 pentru a scoate in evidentd cd lucrdm cu frei zecimale.
Solutia exactad cu rotunjire la patru zecimale este:

%y = 1,000, x, = 1,0001, x5 = 1,0001.
Acest neajuns provine din faptul ci 4%} a devenit dupd primul pas al

elimindrii 0,0001 (deci zero cind lucrdm in trei zecimale), asadar un element
pivot nu are voie si fie nici apropiat de zero.

Noi am rezolvat in § 4 sistemul:

%1+ %+ 23 = 1
.1’1—]—-1,0001;172—{—23:3: 2
x1+2x3+ 2.‘\73 = 1

prin schimbarea liniilor 2 §i 3 si am obfinut solufia:
X1 = —Xg = Xg = 1,000

corectd in trei zecimale (am utilizat trei zecimale in calculul solutiei).
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Exemplul prezentat ne arati ci erorile de rotunjire pot avea efect ca-
“astrofal in metoda Gauss, de aceea foarte des la pasul £ urmim strategia
‘mumitd strategie de pivotare):

— cautdm cel mai mic numar ,#* pentru care:

|| = max |af})| E< i< n

= schimbim liniile % si 7.
Cu alte cuvinte, pivotul la fiecare pas este cel mai mare element in modul
‘% coloana considerati.

Deci, incepem prin a cduta pivotul in prima coloand. Linia inti si linia
czre contine elementul pivot (cel mai mare element in modul din coloana
=atiil) se schimbi intre ele.

Procesul se repetd cu a doua coloand si asa mai departe.

Cind linia ce contine pivotul este Inmultitd cu un coeficient (inainte de a
© scadea din altd linie) eca este de fapt inmulfitd cu un pumir subunitar
‘wezi definitia multiplicatorilor nz; § 2) si astfel ‘crorile de rotunjire in liniile
Divot sint 1nmu1t1te cu un numir mai mic ca 1.

Observatie. Procesul elimindrii a lui Gauss are loc fird schim-
bari de linii intre ele dacd matricea coeficientilor necunoscutelor

are proprietatea cd este diagonal dominantd, adici dacia:

n] E;aw[ ?‘_“I 2

.?#%

deci elementele de pe diagonala principald sint mai mari (sau ega-
le} in modul decit suma modulelor elementelor din linia respectivi.

De exemplu:
” 2 =1 (}é]
| —1 2 —11]
| g, 2]

=ste o matrice diagonal dominantd de ordinul trei.
Exercitiu. Este matricea de ordinul 7T X 7 diagonal dominania ?

2kl Mg B gy S g
BT SR b D o
0 % 2 T e
TN RS R S T
G Rty Sty T A
(0 A T el el SR
IARR T e o e TN e

—_O o oo O

(Astfel de matrice se numesc tridiagonale si apar foarte frecvent in practici.
Se numesc matrice rare, avind multe elemente egale cu zero.)
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§ 6. Sisteme riu conditionate si erorile de rotunjire

Daci considerim sistemul Ax = & unde:

A et - Y

Aoy dos||

5l % solutia sa calculati aproximativ, vom numi vector rezidual 7, vectordl
dat de: v =6 — Az.

Daca v =

01 ] : y. o)
5 ‘I atunci Z este soluiia exacta, deci in mod natural ne-am
|

astepta ¢d dacd cele doud componente ale vectorului rezidual ar fi mici,
atunci Z si fie o solutie suficient de bund pentru sistemul considerat.
Lucrurile nu stau nici pe departe astfel:
Iatd urmitorul exemplu foarte sugestiv:
Fie: i
] 1,2969 0,8648 ||
?‘0,2161 0,1441 |,
0,8648 |
0,1440 ‘

by

b=

Presupunem cd:

3

0,9911
| —0,4870 |
- Atunce:

¥

0,8642 ||
o

0,1440 ||

s =

1,2969 0,8648 | ‘; 0,9911| ium-sgi
= 1 | = .
0,2161 0,'1441\’ ,_0,487oi| ] 1073

Deci componentele lui # sint destul de mici, de ordinul 10-%. Totusi z cu
componentele date este foarte departe de solutia exactd, care este:

i 2]'
-~
-- s 37

b Sistemul considerat este foarte riu conditionat. Dupi eliminarea lui x,
obfinem: - -

¥y

allx, = bi¥, unde:

ald) = 0,1441 sz—gji 10,8648 = 0,1441 — 0,1440999923 ~ 1075
v, 1.2969

(o] 5]

Deci o mici schimbare in coeficientul 0.1441 provoacd o mare schimbare
in afd, deci in x,.

Daci inversim matricea 4, obtinem:
PETRTY | 0,144 —0,8648;}
- | —0,2161  1,2969
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A7), = max {108 - (0,1441 +0,8648), 108 - (0,2161 + 1,2969)} —

-

- 100 15080
(14| = 2.1617.
Deci
cond,,(4) = 2,1617 - 1,5130 - 10° » 3,3 - 10%. (32y

Relatia (32) ne aratd cd sistemul considerat este foarte rdu conditionat,
ar frebui si lucrim in coeficienti §i in b cu o precizie mai mare de opt

Observalic importantd. Chiar dacd elementcle matricei 4 si
4 vectorului b sint date exact, totusi din reprezentarea in calcu~
lator - (virgulid mobild) rezultd o matrice rotunjiti 4 cu elemen-
tele @;; unde:

ngw_ ﬁwl _g\ o,
o

- reprezentind unitatea rotunjitd in reprezentarea numerclor in virguld-
il pe calculator. In cele mai multe masini de calcul " se afld intre

i
~ § 7. Metode iterative pentru rezolvarea sistemelor liniare.
Metoda Gauss-Seidel 3

S35 considerdm- urmdtorul sistem de doud ecuatit cu doud necunoscute

3x - y=? 4
34

Solutia sistemului este ¥ =1, y = I.

&y
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Scoatem din_prima ecuatie pe x si din a doua pe y. Obtinem:

1
= — (4 — v
A 49
: (33)
yp= — — (—2 — x)
y=—
Vom considera urmatorul proces iterativ:
1
:\.-{k) —_— 11 — r\!(i:“l’
5 (4 =0t
(36)
k) _I (___2_ x(k))
i 3

plecind de la o aproximatie initiald (de reguld se pleacd dela x =0, v = 0).
Deci fie ¥ = 0 prima aproxnnatw atunci din prima ecuatie a Iui (36)

obtinem:

U = _.’-SL 4 = é (vezi graficul din figura IT.3).
J
Apoi din a doua ecuatie:
1 4 10
g = — —[—2 — —|=_— (figura IL.3).
: (-2 5)=7 w1y
Continuind procesul de calcul din (36) scoatem: '
.T(?“]z S 4410 --2—6!
3 9 27
";-'.(2}*_-:—_.1—. *—-2_2.__,6. _§9.
i 3 271 81

Observam cd desi am ficut numai doud iteratii ne-am apropiat destul
de mult de solutia sistemului (se vede de asemenea si pe figura 3).
Dacd scriem matricea asociatd coeficientilor necunoqcutelor sistemu-
lui (34):
i3 ‘
R
observam urmdtoarele lucruri:
a) elementele de pe diagonala principald sint nenule i maimari in modul
decit celelalte elemente.
b) |@11| = [@ag| = 3 - [a| =3 - |axn]
deci elementele de pe diagonald domind cu raportul trei celelalte elemente.

Geometric, observdm cd panta primei drepte (corespunzdtoare primei
ecuatii) este —3 (in modul mai mare ca 1) iar a celei de a doua este mai
micd decit 1. '
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Acum, si vedem ce se intimpli daci permutim ecuatiile intre ele. Deci:

%=3y—2 (37)
e 4 —3x,
Pornind cu aceeasi aproximatie initiald (x = 0, y = 0), obtinem

Iteratia x ¥
0 0 0

1 —2 10 (38)
28 —80
3 —242 730

------------------------------

Dupid cum putem observa, procesul iterativ nu converge (figura II. 4).

AY

— i
\3')(4y =4

Fig. IL. 4

Ce s-a intimplat?

Panta primei drepte este mai micd decit 1 iar a celei de a doua este mai
mare decit 1 (in modul).

Urmeazd ca pentru stabilivea convergenfei va trebui sd studiem wmalricea
coeficientilor necunoscutelor sistemului. ,

Considerdm pentru aceasta forma generald a unui sistem de doud ecuatii
cu doud necunoscute:

{all"": + alzy = bl (39)

21t I '




Procesul iterativ este definit prin:

1

_'1:{;') e (bl . (11231(]‘-“1)}
a :
11 (40)
; 1 :
2 = — (by — ag, ¥®).
)

Notam:
Ant® — g — 8

A}-(") — :‘l — :\l“"]_
Din prima ecuatie (39) si priha ecuatie din (40)'deducem:

B2

Axth) — — Z2E Ayl
[
@i similar din celelalte doud ecuatfii:
Ay® — d_ﬂ“l A x®),
i oo

Din ultimele doud relatii deducem:

Ayt — B2 8o\ ey (41)
1 ° A2
Analog,
A'V(Ll) L @19 * “_2;1‘ A ,\_,(}:_2)_
@11 * Aaz '
Deci:

i 2
Ayt — [G13 " B }' A ey
: ayy * das

Continuind rationamentul, obtinem:

. 3 ) p
Ayt — (G @ ¥ o iy © [ B (42)
@11 - Gag ‘ {311 " fag ) -
La fel se obtine: ¢ _
i - : iz * @oy V¥ . : =
4 - . Ax® = |2 B Ax0), (43)
@11 " G2

Relatiile (42) si (43) ne spun ci sirul de iterate {x®)} converge citre
{prima componentd a solutiel sistemului (39)) si {y*®} converge citre y (
doua componentd a solutiei sistemului (39)) daci:

4"
A
a

G2 " G| g (44)

@11 " dag
Conditia (44) este Indepliniti dac#, de exemplu:

‘II.'(H__; {f allJ > [ alz | (45)
| daa| 2 | s ]

‘40




{]“11| > |a|

[@as]| > @2y |-

mului domind celelalte elemente.

- frei ecuatii cu trei necunoscute.

Fie sistemul:

A1 %, g Xg + Ay X5 = by
A1 %1+ dos Xp + dag X3 = by
A31%1 1 dgs Xy + g3 X3 = by.

e scrie sub forma:
' , 1

Vom nota prima aproximatie cu x{®, x{®, .
Calculdim noile componente dupd cum urmeazi:

rului, punctului 9, ¥, 2.
A In general algoritmul este dat de:

¥ = — (by— A1aX3 — a13%;)
a1
1 4
4 N = — (bs — @2 Xy — d23%3)
' tag :
1 3
X3 = — (b3 — d31% — d3aX).
\ g3

i 1
2 = — (b — @yl — a3
11
: 1
) = — (by — as; 28V — ay5x{")
)
1
) = — (by — agyx{t — ﬂagxﬁl))-
33

Astfel s-a incheiat prima iteratie. Acum punctul =x{V,
“aproximatie initiald pentru iteratia a doua (ia locul, in memoria calculato-

‘ 1 ' _
% ) = — (b — a2l — @y
an
]
. ; '
o) = — (by — g x{?) — axnxf)
L&D
: 1 ; i
xg") = — {ba = aalxg"} Lim 7 ﬂggxg‘))-
i 33

A,

e

(46)

- Cu alte cuvinte am ajuns la concluzia ci diagonala matricei asociate

Vom descrie in continuare metoda Gauss-Seidel pentru sisteme liniare

(47)

_Presupunem cd @y # 0, age # 0, a3 # 0. Urmeazd ci sistemul (47) se

(48)

(19)

devine




Putem trece acum usor la algoritmul Gauss-Seidel pentru un sistem
de # ecuatii cu » necunoscute.

Dacd matricea coeficientilor este 4 = ||a;i-i;»

i=1n
by

iar vectorul termenilor liberi este: 6 = | : || atunci:

bﬂ

f=1 5 # :

AR4-1 I

— E a;y A1) —— Yy ;x5 - b,
x5k+1) s Jj=1 a1=z +1 (60)

it
petitn. £i= 1 2, Jyooonyithy
Ca primd aproximatie se considerd, de obicei, un vector n-dimensional
cu toate componentele nule.
Calculul se opreste cind:

max | ) — 20| <. (61)

Altfel spus, cind componentele vectorului solutie la doud iteratii succe-
sive devin foarte apropiate inseamna ca ne-am apropiat de solutie.

Din discutiile anterioare se poate deduce ci metoda descrisi converge
cind:

lag| 2 [aa]+ | @]+ ...+ ] ] (62)

pentru orice ¢ =13t a s si pentru cel putin un ¢ avem inegalitate stricti.
Deti:
|@u| > |aa]+ | ae|+ ..+ | @] (63)

De exemplu pentru matricea nxn

2 —1 g
ST (9 ey 0

—1 2 —1
—1 2 —1 il =24 :
A= (64)

0 3 2 {
metoda. Gauss-Seidel converge.

Exercitiv. — Explicali de ce!

Dam in continuare, organigrama (fig. II. 5) si programul de calcul pentru
metoda Gauss-Seidel. Urmeazd de asemenea un exemplu de calcul.

42




ER= 0 3 . : o

]

SUM=0

\ y
vy
i
\!‘
; 1l
da ' 1
" i
I
)
=

10
SUM=SUM+s— A(LJ) XI(J) :
J=9 ‘ |

- |

r=n\ 49 :

nu

SUM =SUM+> — A(I,J).XO[.J) . o 3 : §
J=11 I

P -

- “ M#}i |
X1(1) = (B{l) -SUM)/A(1,1) _ :
ER =max { ER,|XI(I) = X0{1}]) Gl : "-":J
I=1+1 i . 3 -‘*i
e <N 3 e ,
g, i %
nu g |
1 2l
i da ;,.1
ER <EPS Tipdreste solujia |
X1 i ; a
o 5
XOMCR XL R ~ sToP g

K=1,2 ..N h £
.I

Fig. IL. 5. Organigrama pentru algoritmul Gauss-Seidel.

A N




Programul FORTRAN

pentru metoda Gauss-Seidel
SUBROUTINE SEIDEL (4, B, X0, X1,N,EPS)

DIMENSION A(N, N), B(N), X0(N), XI1(N)

C .
C VECTORUL X0 ESTE APROXIMATIA INITIALA. IN X1(N) SE OBTINF
C SOLUTIA SISTEMULUI
C
8 ER =0
I=1
4 SUM = 0
I1=1T4 1
0 =1—1
1F(10)2,2,3
3 DO 10 ] = LI0
10 © SUM = SUM + A(I, .X1(])
IF(I1—N)2,2,12
2 DO 11 J = ILN
SUM = SUM -+ A(L,J).X0(])
12 X)) = (B(I) — SUM)/A(LT)

ER1 = ABS(X1(I) — X0(D)
ER — AMAXI(ER, ER1)
g ]
IF(I—N)4,4,5
5 IF(ER —EPS)7,7,6
DO 20 K = 1N

20 XO(K) = X1(K)
GO TO 8

7 RETURN
END

Exemplu numeric.
Sd se rexolve, prin metoda Gauss-Seidel sistemul:
A x=0, unde:

A e e e e T
, e g, et ] 2]
Aoy, 5 4 eplp Pl

0 —1 —1 " 4

Ddm mai jos tabelul cu primele 10 iteratii in rezolvarea acestui sistem:

Nr. iteratiei % Xy Xy %3
0 0 0 0 0 ,
1 0,25 0,5625 0,0625 0,40625
2 0,40625 0,703125 0,203123 0,476563
3 0,476563 0,738281 0,238281 0,494141
3 0,494141 0,747070 0,247070 0,498535
3 0,498535 0,749267 0,249267 0,499634
6 0,499634 0,749817 0,249817 0,499908
i 0,499908 0,749954 0,249954 0,499971
| 8 0,499971 0,749989 (,249989 0,499994
9 0,499994 0,749997 (,249997 0,499998
10 0,499998 0,749999 (,249999 0,499599

Solutia exactd este: (0.3; 0.75; 0,23; 0,5) si in cele 10 iteratii s-a atins
precizia de 1,5 - 1078 !
E xercitis
1. Rezolvarea sistemului de ecuatii:
{‘111551‘1T A12%s = by

A1 X1+ AspXs = by

et




revine la a gisi punctul de intersectie al celor doud drepte date de ecuatiile

sistemului. S se arate ca unghiul facut de cele doud drepte verifich meg’a&\'
tatea:

letga| < —;— cond, (A) (se presupune matricea A nesingulard).

2. Aritati cd printre toate matricele 23X 2, nesingulare, ale ciror elemente
sint Intregi nenegativi si nedepdsind numarul 100 matricea
\ 100 99
|| 99 98|

are numirul de condifionare euclidian maximal.
3. Si se calculeze cond..(4) pentru matricea asociati sistemului:

5x — 3,31y = 1,69
6?6 — 3,97_’)) = 203

Cum se schimbid solui,:ia acestui sistem dacd membrul drept devine:

-

4. Este nevoie la rezolvarea sistemului: 4x = & unde:

(deci s-a schimbat putfin membrul drept).

| 4 —1 —1 0| 1;
=1 470 1l
w=ll ety | — il
0 —1 —1 4| 1|l

de schimbarea liniilor intre ele? Explicati raspunsul.
5. Rezolvati, pe calculator, prin metoda lui Gauss sistemul:
9x; — 2x, - x3 = 30
%y -+ S%g — Jug = 18
— 2%+ 2x5 + Tag = 19
utilizatl In calcul 6 pozifii zecimale.

6. Scrieti un program FORTRAN pentru metoda Gauss- Sqdel si rezol-
vati prin aceasti metodd sistemul: . Ax= b, unde:,

—1 == 0! l'
_1 4 S 1 S 2!
T R L e ol
T sl 0

«) In citi pasi obtineti o buni aproximatie? (lucrati cu 5 cifre zecimale).
b) Comparati rezultatele cu rezultatele obtinute prin metoda Gauss.

7. Si se dea o margine inferioardi pentru numirul de conditionare
cond,, (4) unde: .




8. Evaluati perturbarea eventuald a solutiilor sistemului:

x—2y=—1
—2x 1+ 4,01y = 2

daci schimbim componentele membrului drept cu 0,01. Gisiti solutia siste-
mului cu aceeasi matrice a coeficientilor si cu membrul drept dat de:

I3

2,01

9. Ardtati ci schimbirile de linii sau de coloane Intr-o matrice 4 nu
schimbi numerele de conditionare cond, (4); cond, (4).

Exercitiz facultative (cap. II)

Se di matricea (de dimensiune 7 X #)

7 S — | e s pardies b 0“
- —1 i Y el O NS S 01{%
.......................... ——1E]

s e S il

a) ardtati ci determinantul lui 4 este # 4+ 1;

b) rezolvati ecuatia de gradul #:

2—x —1 b I GI
=l e - el s 0
(e e L e 2—n ———M
(TS e P T ZhH L 2—7\|§

utilizind substitutia » = 2 cos 6. _
¢) Notind cea mai mare ridécind a ecuatiei cu 2§ §i cea mali micd cu
A" calculati: '
A

T 7\&;”)
d) Aritati ci inversa matricei 4 este datd de:

(m 4+ 1— p)v e

—_——

n-+1
wlmw + 1 —v)

e S

w1

e) Aplicati algoritmul lui Gauss pentru a inversa matricea A, de dimensiuni
10x 10, utilizind in membrul drept matricea unitate.
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Capitolul lI
REZOLVAREA ECUATIILOR NELINIARE

§ 1. Introducere. Metode iterative

Daci f(x) este o functie reald de variabild reald, atunci solutiile ecuafiei
f(x) = 0 in general nu pot fi exprimate sub o forma convenabild (o formuld
de exemplu) si in consecin{i, pentru obtinerea lor, se adoptd metode itera-
five. &
Pentru a ne face o idee despre ceea ce inseamnd metodd iterativd, in
acest cadru, vom considera ecuatia:

x = F(x) (1

unde F(x) este o functie (de reguld derivabild de mai multe ori) ale cdrei
valori le putem calcula pentru x aparfinind unui interval.
Se pleacd de la un punct x. aproximatie initiald, si calculim sirul:

Wy == Flao)s % =Bl % — Hlh) e (2)
Fiecare etapid din calcul:
ey = F(x) (3)
se numeste iteratie.

Daci sirul {x,} converge citre o valoare limitd « atunci din continuitatea
functiei F(x) rezulti ca:

lim F(x,) = F(«)

= 00
deci, trecind la limiti in (3) obtinem:

o =="F(a) (4)

adicd o satisface ecuafiz 'x = Flz).
O interpretare geometrici a acestui calcul iterativ este datd in figura IIL. L.
Se vede ci, plecind din %, obtinem F(x;). Apoi ducem o paraleld la axa
Ox prin punctul (xg, F(x)) pind intersecteazd prima bisectoare y = x, cobo-
rim din acel punct perpendiculara pe OX si obtinem pe x,(x; = F(x)). apoi
xo = F(x;) st procedeul continua.
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Fig. T1I. 1

Dacd urmarim graficul functiei din figura III.1 observim ca in apropierea
solutiei pantele tangentelor la graficul functiei v = F(x) devin foarte mici
{pozitive).

Acest fapt ne conduce la a considera comportarea primei derivate in
vecindtatea solutiei.

Utilizind feorema de medie a lui Lagrange obtinem:

i B F) F(L) (5)
Mg = Xy Vo ™ Xpa g

unde £ seiafld intre &, si %.. h

In (5) am utilizat si relatia de iterare x,., = F(%,).

Urmeazd cd, dacd |F'(x)] << | pentru tofi x intr-o vecinitate a ridicinii
care contine pe xp §i xy, atunci avem convergenta asigurati.,

Acum prezentim riguros demonstratia urmatoare:

Teoremi. Dacd ecuatia v = F(x) are o rddacind ,o” si I''(x) existi in
intervalul J = {x; |x — «| < g} si satisface conditia: 6

|F'(x)| < m < | atunci pentru orice %y € | (deci orice aproximatie ini-
tiald in intervalul J) avem:

gy e J =01 4y

b) lim X, = &,
f~r 00

¢) Singura solutie a ecuatiei iu intervalul ] este «.

Demonstratie. (a) Demonstram prin inductie. Fie %, € J/, presupunem ca-
%,.1 € J, atunci ardtdm ci 1 x, € J.

fntr-adevir, conform teoremei lui Lagrange avem:

Ky — &= F(#y0) — Flo) = F'(G,) (s — )

unde T, € J.
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De unde:
|xn_'a]:}?‘(zn)(xn—1—“)l‘g"m']xﬂ-’-l_oclgﬁl’l“ |

deoarece %, , € J.
Urmeazi ¢d x, € J si.(a) este demonstrati.

(b) Avem:

% — o] < M [%yy — a

ontinuind rafionamentul obtinem:
a)| € m*|x,_g — i,

Fla)| = m « | FUE) (g —
(& e Ji

Ix-u i “! QM'IF(.‘CW_?‘) o

De unde, recursiv se obtine:

|2, — a] < m" | x9— af.

Cum 0 < m < 1 avem lim m* = 0.

>0

Trecind la limiti in ambii termeni -ai inegalititii precedente obtinem:

lim | %, - «| = 0, deci hm x, = .
Her 0 >0

(c) Presupunem ci ecuatia x = F(x) ar avea in J si rdddcina B # a.

_ Atunci: _
' 8 = F(@) deci,

@— B="F(a)—F@B)=F'(g)(x—B); ne J

de unde:
la— B < m - ja—B] < |a— 8

deci o contradictie §i implicatia (c) este adei‘ératé.'

§ 2. O metodd rapidd pentru extragerea rddicinii pitrate

® = ¢ poate fi scrisi si sub forma x = F(x) unde:

Ecuatia x
1 g
i) = ﬁ(x—;— _.], &> 0. (6)

Solutia ecuatiei ¥ — F(x) este « — Jc (valoarea limiti a algoritmului

Ay — Elx ) (o T 25,
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|
l
i
!
¥
i

[§] KDJE

X______
=Y

ol

Fig. TII. 2

De data accasta algoritmul se reduce la sirul inductiv:

Xpyp = é«(xﬂ—i—i) (7)

xﬂ
Diam in figura IIL3 orgamgrama apol programul FORTRAN pentru
calculul radicinii patrate a unui numar.

De asemenea ddm tabelul cu iteratiile in calculul ridicinii pitrate a lui
2 plecind de la xp = 1.5.

’

Tiplreste
solutia

Xis

sioP

) =X je}

Fig. III. 3. Organigrama pentru caleulul radicinii pdirate.
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Urmeazi programul FORTRAN pentru calculul ridicinii pitrate:

1 FORMAT (6E 12.5)
READ (105,1) C,EPS
XI=15
12 XI1 = (XI + C/XT)/2.0
IF(ABS(XI1+XI1) — EPS) 10, 10, 11
11 XI = XI1
GO TO 12
10 WRITE (108,2) C, XII
2 FORMAT (8X, 'RADACINA PATRATA A NUMARULUY,
1E 12.5, 'ESTE’, E.12.5) v
STOP
END

Diam in continuare tabelul cu primele trei iteratn in calculul rddiciniz
pitrate din numirul’ 2: '

Ly, o 1 2
Nr. iteratiei ' xq K= — | x5 + —
2 Xg
0 1,5 —
1 1,5 1,416667
2 1,416667 1,414216
3 1,414216 1,414214
(2 = 1,414213562 ..))

§ 3. Analiza erorilor

Calculul valorilor functiei F(x) este afectat de erori (de exemplu de erori
de rotunjire).

Vom face, in cele ce urmeazd, o evaluare a erorii dupa un numar finit de
iteratii.

Sa notam cu Ty, Tp, T3, ..., T, ... Sirul valorilor calculate. De asemenea,
notdm cu 3§, eroarea din calculul lm F(Z,).

Avem:
B BB Y, bl 220, 1, 2, o 95 (8)
Fie a riddcina ecuatiei x = F(x), deci:
= F(«). 9)
Scdzind relatia (9) din (8) obtinem:
Zpyy — o = F(Z,) — F(a) + 3, ' (10)
Aplicind teorema lui Lagrange, obtinem:
Tpry — & = F'(L,) (2, — o) + 3, (11}

unde ¢, apartine intervalului determinat de z, si de «.

El
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Relatia (11) se mai scrie:
. (l — B! (C )) ( Lpry — ) = F'(rn) (‘Tn— Enﬂ)"i_ 8»' (12')
Presupunem c¢i |F'(Z,)] < m < 1 si [§,| < & atunci (12) ne da:

% By — Bl + B (13)
1 — m Rt :

N

| Zpeg — i

Primul termen al membrului drept estimeazd croarea de trunch1ere iar
al doilea termen estimeazd eroarea de calcul.

) 3 & et
Eroarea de calcul NP7 depmde de eroarea 3, numai din ultima itera-
, —m
tie si deci z, poate fi consideratd o cantitate exactd cind putem estima pe 3,.
Acest lucru ne conduce la urmdtoarea concluzie: Nu este necesar s cal-
culim cu mare precizie primele iterate deoarece rotunjirea in aceste iteratii
nu are efect asupra rezultatului final.,

Se spune cd metodele iterative se autocorecteazdi.
Studiind relatia (13) se observd cid pentru ,n" suficient de mare in d1fe~,-
" 3
renta | T,,; — «| rolul dominant il are ercarea de calcul ———— . Asa ci, daca
1l —m
dupd un ,»" suficient de mare vom continua iteratiile, vom observa ci dife-

renta |Z,,; — «| se comporti ca o mirime de ordinul : :
— R

Exemplu. Pentru calculul lui 2 plecind de la xo = 1,5 obtinem:
- 1 2 3 o ;
Ty = 5 1,5 jL__fi.m__ = 1,415 (rotunjit la 3 zecimale),

-

Ty = —; (xl = —2) = ;4142 (rotunji’f la 4 zecimale),

41422 (rotunjit la 5 zecimale),

&l
w
l
o |
——
Ay
+
|
N’
[l

2 v
Py —;— (:1:3 -+ ——) = 1,41422 (rotunjit la 5 zecimale).

Pentru z apartinind intervalului generat de Z, si Y2 avem:

i LS JURD R T Eee B
I—|F' () 1 —F'(Z,)]
insa
, P
F'(x) = ——— si observam cd
X2

F'(z,) > F'(Z,) pentru Z, cuprins in intervalul [Z,; +2].

=n




Deci:

4 F'z il o i a
B ‘J—‘f(%—mj—ws]—}— S o
Efectuind calculele avem:

" F'(Z3) = 0,00009 ~ 1 - 105,

a i i ole ~ 1,0001,
1 — F'(z,)
- 1

B 2al & ——2 1078
1 Z 3] g

3 < 1-10°® (precizia in calcul)
sl cu aceasta:
| 24— /2| £0,50005 - 10-2° 4 1,0001 - 10~
Se observda cd dupd 4 iterafii precizia depinde numai de eroarea de
calcul:
t
I —m

$ = 1,0001 - 10-°.

S4 presupunem acum ci ¥, este aproximatia de ordin » a raddcinii simple,
a ecuatiel f(x) = 0.
Atunci, din teorema lui Lagrange:
i e o (]
f("’n) = (A'n o OC)f (Cn)>

unde U, apartine intervalului generat de x, si a.

Daci |f'(x)| » M, pentru x € J atunci:

X,
n“_ajg lf( n)’ = (14)
M,

‘Deci avem o estimare a erorii numai functie de valorile lui f(x,) (ceea ce
este foarte convenabil, de multe ori, daci cunoastem comportarea primei
derivate). "

S4 notam cu f(x,) valoarea calculatd a functiei f in %, si fie:

(%) = fle) + 3(x),  3(x,) < 3.

Vom putea deci exprima cit de bine este aproximati solutia in functie
de 3.

Situatia cea mai buni ar fi si determinim un x, astfel ca f(x,) = 0. In
acest caz valoarea exacti a functiei f(x) satisface inegalitatea:

f) | < 3.
Presupunind ci derivata intii f’(x) nu variazi foarte mult in apropierea
solutiei ¥ = «; din (14) deducem:

- 3 )
Ia.n—ajsqf Rig undele = = — = (15)
M, |f7 () |
Urimeaza cd cea mal bund margine a erorii pentru orice metodi este ¢,
care poartd numele de precizia ce se poate atinge pentru radicina .
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Dacid |f'{«)| este mic atunci ¢, este mare si in acest caz convergenta

=0

siralui {x,} este slaba (spunem cd problema este rdu Condltlonata)
Dacd privim figura III. 4,

y .
//#_
//
// f"d"”
- il P
0 ~ o i~ X
- //
rad
-
pirs
Fig. IT1. 4

observim ci o mici schimbare in functie produce o mare variatie in evaluarea
radicinii. "

Pentru oprirea practicd a procesului iterativ nu se foloseste ¢, (nefiind
cunoscut) ci urmdtorul criteriu:

{i ¥p1 — xﬂi < [x?z A xaz-—-l] (16)

lxn. i xﬂ*}_] < 8

§ 4. Metoda Newton-Raphson

Metoda Newton-Raphson este o metodd de rezolvare a ecuatiilor neli-
niare bazatd pe aproximarea curbei y = f(x) cu tangenta sa in punctul
(%0, f(x0)), apol urmdtorul punct x; se obtine intersectind tangenta la grafic
in % cu axa Ox. Procedeul continud (fig. I1I. 5). Scriind ecuatia tangentei in
(?Cg, f(x)) la graficul functiei y = f(x) obtinem:

— M) = f'(%) (¥ — %), de unde pentru » =0 avem (presupunind
f (%0) # 0):

sl IS ol

S (%)

Deci:

ey s LD (18)

S ()
Se formeazd astfel sirul iteratelor xy, %s, %3, ..., %,, ... dat de algoritmul:
Koy = %, h,, unde's, = — f,(x”) . (19)

/(%)
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Fig. IIL. 5

‘Functia f(x) se aproximeazi prin tangenta sa in punctul (x,, f(x,)) st
%,.1 este abscisa punctului de intersectie a tangentei cu axa Ox.

Sirul {x,} converge (nu dim demonstratia aici) cdtre o radicini a ecuatiei
f(x) = 0, dacd aceasti rdddcind este presupusd simpld si alegerea initiald x,
este suficient de apropiati de ea. ¢

Ddm mai jos un criteriu de convergentd, usor de aplicat. .

Teoremi. — Presupunem cia f'(x) # 0 si /''(x¥) nu-si schimbi semnul

in intervalul [a, ) iar f(a) - f(b) < 0. Daci }in(%
< b — a atunci metoda Newton-Raphson converge pentru orice alegere initiald
%o € [a, 8]. ‘

Pentru intelegerea acestei teoreme a se vedea figura IIL.6.

Exercitin. Verificati cd teorema precedentd se poate aplica pentru rezolvarea
ecuatiei x° — 1,5 =0 pe intervalul [1, 2]. .

Din sirul {x,} dat de relatia (19) noi putem calcula, evident numai un
numdr finit de termeni — de aceea trebuie si spunem cind oprim procesul
de calcul (19) astfel incit si avem o aproximatie doriti a ridicinii ciutate.

Criteriul de oprire (vezi programul de calcul) va fi urmitorul:

i@—‘ <b—a
f'(a)

YA

Fig. IIL. 6
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Cind %, devine mai mic decit eroarea admisd in solufie atunci procesul
e calcul se opreste si x,,; devine solutie aproximativd a ecuatiei f(x) = 0.

Dim in figura I11. 7 organigrama si programul FORTRAN pentru metoda
Newton-Raphson:

TipGreste :
filixall

A T %)

1+

f[Xh_} },

((s10P)

Tip@reste :
flxi), flxid /F ()

X, X

1+]

o X =X,
L

Tig. IIi.7. Organigrama pentru metoda Newton-Raphson

Programul FORTRAN
pentru metoda Newton-Raphson,

READ (105, ) XI, EPS
FORMAT (6E 12.5)
HF — F(XI)
HI — HF/FD(XI)
DUl A
IF(ABS(HI) — EPS) 10, 10, 11
11 WRITE (108, 2) XI, XI1, HF, HI
2 FORMAT (8X, 6E 12.5)
XI = X1l <
GO TO 3
10 HF = F(XI11)
WRITE (108, 2) XI1, HF, HI
STOF
END

—

Ly
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FUNCTION FE(X)

F = ...aici se scrie programul pentru f(x)
RETURN

END

FUNCTION FD(X)

FD = ...aici se scrie programul pentru {'(x)
RETURN

END

Programul de mai sus a fost utilizat pentru rezolvarea ecuatiei:
f{x) = sin x — (%/2)% = 0.

S-a pornit cu aproximatia initiald %, = 1,5. Procesul iterativ a condus
la solutie (cu precizia de 1 - 10-%) in numai patru pasi.

Exercitiu. Rezolvati aceeasi problemd pe calculator completind programal
pentr functiile F(X) $0 FD(X). Iolosite in calcul 5 recimale si pornite cu apro-
ximatia xg = 1,3.

Tiparity la fiecare iteratie urmdtoarele valori:

Nr. iteratiel % B Hx) 38

E xercityi
1. Pentru a intui convergenta sau divergenta unei metode iterative de
rezolvare a ecuatiei x = F(x) facefi reprezentdri grafice pentru cazurile
— T Fli < B O Fig <01 Fi{y == 15 Fi{s) <— 1,

2. Explicati cu cuvintele dumneavoastrd de ce putem spune cd metoda
Newton-Raphson este o metodd de ,liniarizare” plus iterare.

3. In citi pasi se rezolvi ecuatia ¥ — 3 = 0 prin metoda Newton-Raphson ?
Este importantd alegerea initiala?
4. Ardtati cd ecuatia:
4% — 5x% — 45x 450 = 0 are o riddcind cuprinsi intre 1 si 2.

Calculati acea rddécind prin metoda Newton-Raphson alegind xp = 1 (calcu-
lul cu 6 zecimale corecte).

5. Calculati 42 prin metoda lui Newton-Raphson cu 6 zecimale exacte.
6. Calculati §/5 utilizind metoda Newton-Raphson:

5
R £ 2%, + —
3 x:

(calculele cu 6 zecimale corecte).
7. Gdsiti cea mal micd rdddcind pozitivi a ecuatiei:

xr—tgx=0

(cu sase zecimale).

8. In calculul ridicinii « a ecuatiei ¥ = F(x) cu o eroare mai mici decit
0,5-10* s-a obtinut:

%4 = 04378951 . —0,43814.




Se stie cd |F'(x)] < 0,4. Ce numdr de iteratii sint necesare pentru a fi
sigurl ca am atins acuratetea cerutda?
9. Scrieti un program de calcul (subrutind) pentru rezolvarea ecuatiei
x = F(x), iterativ, x,., = F(x,), cu x, aproximarea initiald si oprirea cal-
\

culului dati de:

- [ i ]
1 ntl n»n | < o
1 —m
Xyoq — X g
unde m este dat de Lﬂi—w—"—[-
| xﬂ = xﬂ—]:

10. Aplicati programul precedent la gasirea radicinilor ecuatiei
3x —cos x =0,

11.2) Riddicina reald a ecuatiei x® = x | 4 poate fi scrisd:

y p——— _
T T
BT bt R

l/ & +l/ 9"

utilizati aceasti expresie si calculati cu 4 zecimale corecte pe .

b) Calculati pe « cu metoda Newton-Raphson tot cu 4 zecimale corecte.
plecind de la x5 = 2.
12. Calculati cu 4 zecimale solutia nenuli a ecuatiei

x=1—¢e?,
Exercifii facultative (cap. III)

1) Fie g(x) o functie reald de variabild reald si x, € R. Vom spune cd
g(x) se comportd bine in x, si vom scrie g € FB(x,), dacd existi doud inter-
vale I = [%g, % + ¢€) 51 Lo = (%9 — &, %], € > 0 astfel incit g(x) este convexa
sau concavid pe Iy si independent convexd sau concavi pe [,.

a) Aritati cd dacd g'(xo) # 0 atunci g € FB(xp).

) Apartine functia g(x) = x®sin 1/x lui FB(0)?

¢) Fie f: R - R cu derivati continud pe I = (xy — &, % + ¢) pentru
un anumit e arbitrar. Presupunem ci:

glt) = flwo + 1) — f(xo — t) are proprietatea g e FB(0).
Fie:

d(h) = flxo + 1) ;ﬁf(xa — h)

¥

aratati ca pentru % > 0 suficient de mic (%) converge monoton citre f*(x).
d) Pentru g(#) definit la punctul ¢) cu derivatd de ordinul al doilea con-
tinud pe I = [0, ), = > 0 arbitrar si g, g’ € FB(0) aritati ca:

F(hy'= |g'(h) — £ ()

8 re e P L

/7

este monoton crescitoare pentru % suficient de mic.

58




e) In ipotezele de la punctul d) presupunind in plus ci avem un sir de
numere pozitive monoton descrescitor {#;} care satistace pentru orice § > 1
relatia:

aratati cd: Y
pentru tofi 7 > N (N un anume numdr intreg) avem:

| A(nsy) — dll) | < [d(B)— d(ey)].
1) Tabéla‘gi derivatele functiilor elementare e”, sin #, tg «, Jx pe [0, 1]

intr-o sutid de puncte echidistante utilizind algoritmul dat de schema logica
urmitoare (d(%) este dat la punctul ¢) schema III. 8.

.
b=k

'

Slil=1 20, D)
Ni)=-log(8(8)) [
[

(D(k
f”"fi;,fﬁ’.:;"i

Fig. 111, 8

Tipdpeste -
I 7

Precizdm ca B poate fi luat 4. P este precizia cu care lucrati, iar daci
% =0 porniti cu #,=0,01-4-. P.
De asemenea am notat cu:

DH)=(FXGH) —FXOQH)O(2OH)

unde literele mari reprezintd reprezentarea in calcul a literelor mici iar ope-
ratifle incercuite reprezinta aproximarea masinii la operatiile aritmetice.
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T e L 2

6 X3 = FUNC(X2) . L
XM — (KB ~X X2 X 1) :
A = XM.(X3—X2)/(1—XM)
IF(A.LT.EPS) GO TO 7

X1 =2X2
X2 = X3
GO TO 6

7 WRITE (108,8) X3

8 FORMAT (IX, E 12.5)
STOP
END

cos x,

10. Luati x5 = 0,317 s;,i‘xm_l: veti obfine riddcina cuprinsi intre
0316749 si 0,316754.
11. 1,7963.

12. Considerim f(x) = x — 1 4 % = 0.
Metoda Newton ne di:

tpr = b By By= — L) (1 emma(1 — 2e-2m).
| _ e
Pentru x = 0,8 obtinem x; = 0,79682 deci /&, = — 10~* deci ridicina

este a = 0,7968.
Raspunsuri la exercitiile facultative (cap. I11T)

c) avem: d(h) = _g‘g_z)’ prin derivare obtinem:
(4

(d(k))" ik g'(k) wfi— g(k) s g’(h) ot — (g(k) o g(O))
2 20 B

= -g(—h)zzigﬁ—, 0 < } < h (am | aplicat formula lui Lagranée pe [0, A)).
-k

Deoarece g € FB(0), pentru % suficient de mic (d(%))’ are exact un singur
semn apoi din &; > hy(ky si &, fac parte din acei 4 pentru care rationamentul
de mai sus merge) deducem:

d(hy) — d(f) = Sh‘ d(s)ds

13

a

de unde rezulta monotonia, apoi
lim d(%) = f’(%) pentru f cu derivati continud.
k=0 .

d) Deoarece ¢ € FB(0) putem presupune ci g este convexd pentru %
suficient de mic, atunci g’ este crescitoare pentru % suficient de mic, deci:

Bty = g iy —£0 .

Prin derivare obtinem:

F;(k) i g”(h) _M =gl:(k) e w, 0<t<h
(2 1
=g"(h) —g"(s)(1 —¢th), t<s<h
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Deparece g’ = FB(0) urmeaza ca g’ este monotoni. Cum g esfe presupus
convex urmeaza ca g’" > 0 iar g{ff = f(x +-1) — f(xo — ¢) ne di g”(0) = 0.

Daca g este monoton crescitoare atunci F'(%) > 0 in timp ce g’ este
monoton descrescitoare urmeazd cd F'(h) = 0 caci g'(0) =0 si.g” = 0.

e) Urmind punctul c) putem scrie:

fl-g;__k 1
(A Al ) =\
[d(h) — d(h,_y) szh

conform lui d) pentru 7 > N, N un anume intreg pozitiv, avem:

ed v hig
g(h'z)/}”:___s l/h dk '
2 e

Cn BB |8 (F:) % &

h

g'(h) — jﬁﬁ ‘dk

[d(k,) — d{k; )] = {g'(hy)

Similar avem:

mmamﬂ@ﬂw:f‘

iy

18" (hy) —g(h) /1) |
3

g — £ ai <

< In (7yff,1) -

de unde rezulti concluzia ceruti.
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