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|. ALGEBRA BOOLEANA

I.1. Notiunea de algebrd booleand

1.1.1. Latice

In cadrul aritmeticii si algebrei sint studiate diferite operafii cu numere
In logica matematicd s-au introdus operatfii ca: disjuncfia, conjuncia sau
negatia propozitfiitor. In cazul mul{imii parfilor unei mulfimi s-au intilnit
operafiile de reuniune, intersecfie si complementard. Operafiile amintite se
deosebesc mult intre ele, in primul rind pentru ci se efectueaza asupra unor
elemente aparfinind unor multimi diferite.

Este cunoscut ci operaliile pot avea sau nu anumite proprieta{i. Operafii
diferite, care se efeclueazd asupra unor elemente distincte, pot avea aceleasi
proprietati. De exemplu, adunarea, inmulfirea, reuniunea, intersectia, con-
junctia si disjunc{ia sint operafii comutative si asociative.

Asemdnarea unor operatii din punctul de vedere al proprietatilor pe care
le posedd a dus la ideea de a nu se {ine seama de semnificatia concreta a acestor
operafii sau a elementelor mul{imii pe care sint definite, ci de a se’lua in con-
siderare numai proprietifile lor comune. Trecerea de la operaiii determinate
la operalii nedeterminate este aseminitoare cu trecerea de la aritmetica la
algebrd, adica de la efectuarea unor operatii cu numere cunoscute, la operatii
cu numere necunoscute.

Daci pe o mul{ime sint definite una sau mai multe operatii, care au anumite
proprietdti, vom spune ca mullimea a fost dotatd cu o structurd algebrici.
Mulfimea insdsi, impreund cu operatiile definite, se numeste uneori algebra.
Desigur, denumirea sugereaza unele asemandri cu algebra obisnuitéd, dar trebuie
subliniate cele doud sensuri ale cuvintului algebrd si anume ramuri a matema-
ticii, respectiv mulf{ime dotatd cu o anumita structura.

Algebra booleanid este un caz particular de algebri, operatiile definite tre-
buind s satisfacd anumite relatii bine determinate. Pentru a ajunge la defi-
nitia structurii de algebra booleani se va prezenta mai intii o structurd mai
simpld, denumitd latice.

Definitie. Se numeste latice o mulfime nevidd M inzestrati cu doud operafii bi-
nare, notate 1 §i L, astfel inclt pentru oricare elemente a, b, ce M si fie valabile
urmdtoarele proprietdfi :

l.L.amb=>bMmMa I'. a3 b=b1a (comutativitate)

2. (@aMb)Mec=ai(®nc) 2. @ud)lc=a1®yo)
(asociativitate)

. amn(apub)=a 3. ay (@ b) = a (absorbtie)

O latice se noteaza < M, M, L >. Daca nu exista posibilitatea unei confuzii,
notatia poate fi simplificatd, renun{ind la specificarea celor dou# operatii.
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Lxemple

1. Multimea pértilor unei mulfimi M notatd P(M), inzestratd cu operatiile de intersectie i
reuniune formeazd o latice. Proprietdfile 1, 2 si 3 pentru intersectie, respectiv 1’, 2’ si 3’
pentru reuniune sint cunoscute din teoria multimilor. Aceastd latice poate fi notatd < 2(M),
M L) .

9, Si consideram multimea divizorilor pozitivi ai unui numdr natural £. Aceastd mulfime poate
fi inzestratd cu doud operatii binare, care corespund calculului celui mai mare divizor comun
si calculului celui mai mic multiplu comun. Astfel a M b = cmmdc (a, b), iar a 4 b = cmmmc
(a, b). Proprietétile 1, 2, 1" si 2" sint cunoscute, rezultind direct din definifiilc cmmdec i
cmmme. Proprietatea 3 se poate demonstra astfel : deoarece a { b este emmme al nume-
relor a si b, rezultd cd a b este un multiplu al numarului a; in acest caz a ™ (a y b) adica
cmmde al numerelor @ si a || b, nu poate fi decit a. Analog se demonstreazi si proprieta-
tea 3. Aceastd multime formeaza o latice, care poate fi notatd < V, cmmde, cmmme >,
unde V= {x[ x este un divizor pozitiv al lui £}. '

Observajie. Analizind cele sase proprietéti din definitia datd unei latice se remarcd unele simila-
ritdfi.. Astfel, inlocuind in oricare dintre proprietdti o operatie prin cealalta (si reciproc) se
obtine tot o proprietate din definitie. Asadar, se poate enunta principiul dualitafii pentru latice,
care are formularea :
Dacd intr-o propozifie adeviratd din feoria laticelor se inlocuiesie o operatie prin cealaltd (st
reciproc) se obfine de asemenea o propozifie adevdratd. : )
Aceastd a doua propozitie este numitd propozifia duald corespunzétoare primei propozitii:
Principiul dualitdfii permite sd se evite demonstrarea unei propozitii atunci cind propozijia
sa dualad este demonstrata.
Propozitie. In orice latice L, pentru orice element a € L sint adevdirale relafiile

apya=asgialla=a.

ava=ayp @™ (ay b)),

Notind a L) b cu ¢, deoarece ¢ € L rezults conform proprietdtii 3" a ) (@ M ¢) =
=q, astfel cd aya=a.

Analogafla=all(ay (@Ml b)) =am (awd) = a, unde s-a notat a M b
cu d.

Observatii
1. In orice latice se poate introduce o relatie de ordine, notati Lo astfel : a [ besalJb=b-
Se verificd usor ca sint adevdrate cele trei proprietdii ale unei relajii de ordine si anume :

1) reflexivitate : al a, deoarece a| | a=a;

2) tranzitivitate: aCbsibC c=>al o deéarece dinayy b= bsib ) c=crezultd
apc=abuud=faubuc=buc=c;

3) antisimetrie : alC bsib Ca=a= b, deoarece din a1 b = bsibia= arezultd
a=blya=ayyb=0".

2. Se poate arata ci relatia de ordine poate fi definité si prin:

aC beallb=a.

Intr-adevir, dacii a Ly b = b, atunci
alMb=am (ay b)=a si, similar,
dacd a1l b= a, alunci
agb=(@myub=>bBMa)y=bs.

Tl} cazul celor doud exemple de latice, relatia de ordine corespunde refafiei de incluziune
a doud multimi si respectiv relafiei de divizibilitate a dousi numere.

Definitie. Simbolul p se numeste prim element in laticea L dacd pentru orice
x € L este adevdratd relatia p C x. Analog, u se numeste ultim element in lati-

cea L dacd pentru orice x = L este adevdratd relafia x C u.

Propozitie. In orice latice finitd existc un prim element p si un ultim element u
in raport cu relafia de ordine C.

Demonstratie. Fie L = {a,, a,, ..., a,}. Si ardtim ci
p=a Ma,M ... Ma, (parantezele au fost omise datoritd asociativititii).
Fie x & L un element oarecare al laticei L. Presupunind ci acest element se
afld in pozitia 7, pulem considera x = a,.
Astfel
pMx=(qMa, ™ ...Mea; M ... Ma,) Ma; =

=g Ma... Na,=p,
adicd p C x.

Similar, 4 = ay 1] @,y ... | a, deoarece
upx={(@muUal ...baLl) - Lia)a =

= a1 @ .. L 8 =1,
adica x [ u.

Definitie. Dacd intr-o latice L, pentru oricare elemente a, b, ¢ < L sint satisfacute
relafiile

ap(dric =(@ubd)M@uye),

aml(bye)=(amb) 1y (@me), '
laticea se numegte latice distributivi.

Exemple

1. Laticea < P(M), M, U > este distributivd deoarece operatiile de reuniune si intersectie
din teoria multimilor sint distributive una fati de cealalts.

2. Laticea < {x[ x este divizor pozitiv al lui £}, cmmdc, cmmme > este distributivd deoarece
pentru oricare trei numere a, b, ¢ = N sint adevirate relatiile
emmme (@, cmmde (b, ¢)) = emmde (cmmmc (a, b), cmmme (g, ¢)) si
emmdce (e, cmmme (b, ¢)) = cmmme (cmmde (a, b), cmmde (a, ¢)).

3. Fie mulfimea poligoanelor convexe din plan pentru care definim operatiile [ §i [ astfel :
a) Py P,= P,y Py, adicd intersectia din teoria multimilor aplicati celor doud multimi
de puncte ale suprafetelor poligonale P, si P,.




b) P, L) P, este cel mai mic poligon convex
care contine pe P, P..

Aceste operatii verificd relatiile din definitia
unei latice (vezi ex. 6). S# ardtdm cd aceastd

Ay Az

B B D3 B2 atice nu este distributiva,

E £ Fie P=AABC, P,=AABC, §i P,=
e SRS = AAB.C, (vezi fig. L1).

Py Pe= AB,C,C:B,A.,
P (P, 1, Py) =AE,C\C.E,,
T P M P,=ACD:E,,

PP, =AC.DE,,
(P PY)w (PN P)= D,E,C,C,E.D,.
Se observd cd AE,C,C,E, # D,E,C,C,E,D,.
Observafii

1. Cele doud relatii din definitia unei latice distributive sint duale una in raport cu cealaltd,
astfel cd principiul dualitdfii este valabil si in laticele distributive.

2. Se poate ariita ci intr-o latice cele dou# conditii de distributivitate sint echivalente (vezi
exercitiul 7).

[.1.2. Latice distributive si complementaie

Definitie. O latice distributivd < L, M, {1 > se numeste complementatd dacd
sint indeplinite urmdtoarele condifii :

1. existd un element neutru u pentru operafia 1\ (denumit element universal),
care satisface relafia

aTlu=a peniru orice a € L;

2. existd un element neutru n peniru operafia || (denumit element nul), care
satisface relafia
ayLin=a pentru orice a = L;
3. pentru orice element a < L existd un element complementar @ < L, care satis-
face relafiile

Exemple

1. Laticea < P(M), N, U > este o latice distributivd complementatd, deoarece multimea M
este element neutru pentru intersectie, multimea vidd @ este element neutru pentru reuniumc\z
iar pentru orice mulfime A = M, multimea G, 4 = M — A este o mul{ime complementard
a mulfimii 4.

2. Daci numirul 4 este compus doar din factori primi la puterea 1, atunci laticea << {x| x este
divizor pozitiv al lui £}, cmmdc, cmmme > este distributivd §i complementata.

Numdrul £ este element neutru pentru prima operatie, deoarece cmmde (¥, %) = x pentru
orice x divizor pozitiv al lui &, iar numarul | este element neutru pentru a doua operatie
deoarece cmmme (x, 1) = x peniru orice x.

o iy w R . k ;
Dacd pentru un element x considerdm numérul -, atunci cmmde |x,— | = 1 sicmmmc
X &

(xﬁ) == k, deoarece aceste numere nu au divizori comuni, Rezultd, deci, ci 1‘1uméruli este
€X T
complementar numérului x.

Dacd numirul £ are factori primi la puteri mai mari decit 1, atunci laticea divizorilor nu este
complementatd. Considerind £ = 60 = 22-3+5, nu se poate gisi pentru numarul 10 un nu-
mir care sd satisfacd conditiile de complementaritate. Prima conditie este satisficuti de
numerele 1 si 3 care nu satisfac insd si cea de-a doua condifie (emmme (10, 1)=10#60 si
cmmme (10, 3) = 30 # 60).

Propozitie. Intr-o latice distributivi si complementatd fiecare element are un singur
element complementar.

Demonstrafie. Fie o latice distributivd si complementatd L i si presupunem,
prin reducere la absurd, cd existi @ = L, care are doud elemente complemen-
tare, @ si @', distincte (@ # a@').
a@=daln (n este element neutru pentru )
= d |y (am a) (@’ este complement al Iui a)
(@ a)m (a|y a’) (distributivitatea operatiei |, fati de )
=ull(@ay a) (a este complement al lui @)
== d || d (u este element neutru pentru M),
Analog,
@=dun=du@Ma=(@yaf@uyad=
=ym(@pya=4apya

I
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o
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L a
a|a
=

in contradicfie cu ipoteza a # @

(comutativitatea operatiei |))

’
L}

Definitie. O latice distributivad si complementatd se numeste algebri booleani.
O algebrad booleand se va nota < A, T, Ly, =, 4, # >.

Qbservafit

1. Putem considera, in virtutea tcoremei precedente, c4 intr-o algebri booleani se poate defini
o operatic unard, care constd din luarea complementului unui element, astfel ci fntr-o al-
gebrd booleand sc poate spune ¢ existd trei operatii ™, | si ~. Intr-o algebrii booleand cele
trei operatii sint notate, de obicei, ,,**, ,,+“ si ,, ™, iar cele doui elemente neutre sint notate,
respectiv, prin 1 si 0.

2. Conditiile din definitia algebrei booleene nu sint independente. S-a aritat, de exemplu, cd
pentru o latice distributivi este suficientd numai una dintre cele doud conditii din definitie.

Se poate ardta cd pentru a defini o algebrd booleans este suficient ca pentru oricare ele-
mente a, b, ¢ sé fie adevdrate relaiile

ab = ba, a+b=0>b+a;

a(b 4 ¢) = ab + ac, a+be= (a + b)a +0);
al =a a+0=aq;

aa = 0, a+a=1




Celelalte relatii, adica
(ab)e=a(bc), (@ +b) +c=a + (b +0);
ala +b)=a, a+ab=a

putind fi deduse din primele.

3. Elementul nul este prim element, iar elementul universal este ultim element (vezi exerci-
tiul 8).

4, S-a ariitat, de citre Stone, i orice algebrd booleand finitd < A4, +, 4, =, 1, 0 > poate [i pusd
in corespondentd bijectivd cu mulfimea pérfilor unei mulfimi finite M, care este de ase-
menea, 0 algebrid booleand < 2(M), N, L, Cayy M, @ >. In acest fel rezultd céi numdrul
de elemente dintr-o algebri booleana finitd A este 2", unde n reprezintd numarul de elemente
ale mul{imii finite M asociate algebrei booleene A.

In continuare, se vor prezenta doud exemple de algebre booleene utilizate

in tehnica de calcul.
Algebra B,.
Algebra B, este algebra booleand formatéd din doud elemente. Aceste elemente

vor fi chiar elementele neutre ale celor doud operatii : 0 si 1. Putem considera
c# aceastd algebrd este cea mai simpld algebrd booleana. Cele trei operafii ale
ei se definesc astiel:

0+0=0, 0-0 =0, O'="1,
04+1=1, 0-1 =0, =0
14+0=1, 1.0 =0,
14+1=1, 1.1 =1,

Pentru a arita ci relatiile din definitia algebrei booleene sint satisfacute, se
verifici egalitdtile inlocuind elementele a, b, ¢ cu 0, si 1, in toate combinatiile
posibile. De exemplu, absorbfia poate fi verificatd ca in tabelul I.1.

a b a+t+b a(a -+ b) ab a—+ ab

(1) (2) (3) 4) (5) (6)

0 0 0 0 0 0

0 | | 0 0 0

1 0 1 1 0 1

1 1 1 1 1 1
Tabelul 1.1

Identitatea coloanelor (1), (4) si (6) demonstreazd valabilitatea relatiilor a =
= al@+ b) = a + ab. v : :

Se observa cd operajia - coincide cu inmulfirea aritmeticd, insd operafia +
este diferiti de adunarea aritmetic3, deoarece 1 + 1 = 1. Gésim, de exemplu,
a + b = max (a, b), pentru orice a, b € B,.

Aceastd algebrd a avut o deosebitd importanta in evolutia calculatoarelor. O
insemnatd contributie teoreticd si practicd in domeniul algebrelor booleene si
al aplicatiilor lor a adus matematicianul romédn Grigore C. Moisil
(1906—1973).
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Fig. 1.3

Elementele algebrei B, pot fi interpretate ca reprezentind cei doi dipoli (refea
cu doud borne) din figura I.2.

Operatiile - si 4 sint interpretate ca legarea dipolilor in serie, si respectiv, in
paralel. Doi dipoli sint considerati echivalenti dacid amindoi, fie permit {recerea
curentului electric, fie nu o permit.

Se poate observa, in figura 1.3, cd aceastd interpretare este in concordanfa
cu definifia celor doua operatii.

Operatia de complementare se interpreteazi analog si corespunde la schimbarea
stdrii dipolului. Astfel, dacd dipolul permite trecerea curentului, dipolul com-
plementar nu o va permite (si invers).

Algebra propozitiilor

In cadrul mulfimii propozitiilor se pot defini operatiile de disjunctie, conjunctie
si negatie. Dacd se considerd egale propozitiile echivalente, atunci relatiile
de comutativitate, asociativitate si distributivitate corespunzitoare acestor
operafii sint satisficute. Elementul universal este format de clasa tautologiilor
(propozitii intotdeauna adevdirate), iar elementul nul este reprezentat de clasa
contradictiilor (propozifii intotdeauna false). Se verifici usor ci aceste ele-
mente neutre satisfac relatiile din definitia unei algebre booleene. Deci, mul{imea
claselor de echivalenti a propoziiilor formeaza o algebrd booleand, fiecare
clasd confinind propozitii echivalente logic.

1.1.3. Exercitii

1. Sé se arate cé relatia
Uy =@Euy iz

este verificatd in orice latice dacd:

a) x=2,
b) x=p,
c) 2= u.




[

(=]

- O latice pentru care este verificatd relatia
SNz =(xigy ez

dacd x [ 2z, se numesie latice modulari,
Sa se arate cil orice latice distributivd este ;mnodulari.

3. Fie A= {a,, a,, ..., @}, o muljime de numere reale pe care se definesc operatiile |_j si
astfel :
a,y b= max(a, b) si ail b= min(a, b).
a) Sa se arate cd A este o latice distributiva.
b) In ce condifii A este o algebrd booleani ?

4, Fie M mul{imea divizorilor lui 30.
a) Sd se arate cd laticea < M, cmmdc, cmmmc > este o algebrd booleani.
b) Cite elemente are mulfimea M ?
¢) Care este complementul lui 67?

5. Sé se arate cd in orice algebrd booleand sint adevirate urmétoarele relatii :
a) aa = q,

b)iz a, (principiul dublei negatii)

¢} a0 =0,

dya+1=1

e) 0=1,

f) T=0,

g) a -t b= ab, (formulele 1ui De Morgan).
h) ‘ab ="a + b.

6. Sd se arate cd multimea poligoanelor convexe din plan pentru care se definesc operatiile M
si ) astfel:
P, P,= P, P, (intersectia celor doud poligoane),
P,y P,= cel maj mic poligon convex care contine pe P, | P,
este o latice. Carc sint primul si ultimul clement al acestei latice ?

7. Sd se arate cd intr-o latice L cele doud condifii de distributivitate sint echivalente.

8. Si se arate cd intr-o algebrd booleand elementul nul n este prim element, iar elementul uni-
versal u este ultim element.

9. Sé sc efectueze urmitoarele calcule in algebra B,:
a) (I'0 + 1-1)(1 4+ 01),

b) (T-0 4 1) + 0)-1,
¢) (0 4T + 0) (1 + 0).

l.2. Functii booleene

[.2.1. Expresii booleene

Din aritmelicd si algebrii se stie cd o expresie este un ansamblu de elemente
(numere, litere) legate intre ele prin simboluri care reprezintd operafii mate-
matice. Peniru a indica ordinea in care se efectueazi operatiile, expresiile pot
confine si paranteze.
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In mod aseminétor, se pot construi expresii cu elemente dintr-o algebri
booleand, utilizind simbolurile celor trei operatii -, + si -

Definitie. Se numeste expresie booleand orice expresie rezultatd prin aplicarea
de un numdr finit de ori a operafiilor -+, -, ~ unor elemente determinate sau nede-
terminate ale unei algebre booleene.

Exemple

1. (a+b) + (c*1) este o expresie booleand care indicd efectuarea operatiei ,,** intre elementele a
si b, a operatiei ,, - Intre elementele ¢ si 1, a operatici de complementare a rezultatului ullimei
operatii si a operatiei ,,+* intre primul rezultat si ultimul.

2. Nu orice ingiruire de simboluri poate reprezenta o expresie. Astfel, +-a++b, nu este o expresie
booleand, deoarece nu respectd definifia. Simbolurile operatiilor care apar in acest sir nu
leagd elementele in mod corect (existd doi operatori consecutivi).

Ordinea in care trebuie efectuate operatiile dintr-o expresie este determi-
natd de parantezele care apar in cadrul expresiei. Scrierea unei expresii poate
fi simplilicatd prin omiterea unor paranteze dacd se introduc reguli de prio-
titate a operatiilor. De obicei, operafia de complementare are prioritatea cea
mai mare, fiind urmatid de operafia ,,-“, cea mai putin prioritara fiind ope-
ratia ,+“ La fel ca in algebra clasica, in expresiile booleene se poate omite
simbolul operatiei ,,-“

Astfel, expresia (a-b) + (c-1) se poate scrie ab <+ cl.

Definitie. Fie o expresie booleand cu variabilele x,, %, . .., x,. Se numeste valoare
a expresiei booleene, pentru sirul de valori v, v,, ..., v,, valoarea obfinutd prin
inlocuirea in expresie a variabilelor x,, %, ..., X%, cu valorile corespunzditoare

U, Uy .., Uy SI efectuarea operafiilor indicate de simbolurile din expresie.
Exemplu. Valoarea cxpresiei £,4; -+ %% + %1 pentru sirul de valori 0, 1, 0 se obtine astiel
0:04- 10 A4 0:1 =0 +0 4+ 1:1,=0 -1 + 1= 1.

Definitie. Doud expresii booleene cu aceleasi variabile se numesc egale (sau echi-
valente) dacd pentru aceleagi siruri de valori ale variabilelor iau valori egale.

Dacd numdrul de elemente din algebra booleand este mic, se poate demon-
stra egalitatea a doud expresii booleecne prin verificarea egalititii valorilor lor
pentru toate sirurile de valori ale variabilelor.

Exemplu. In algebra booleand B, expresia £,(x, y) = xy -+ y este egaldl cu expresia Ey(x, y) =
= x + y, deoarece:

Ey(0, 0)=100 4+ 0= 01 + 0= 0 + 0= E,0, 0);
Ey0, D)=00 4+ 1=0-041=0+ 1= E( 0, 1);
E(l, ) =10 +0=114+0=1+ 0= Ey(l, 0);
E(l, D= T4 1= 104 1220+ 1=1 4 L= E(1, 1).

Egalitatea a doud expresii booieene poate fi demonstrati si prin calcul boolean
folosind proprietétile celor trei operatii booleene.

L1




Astfel, pentru expresiile E, si E, considerate anterior se poate demonstra ega-
litatea si prin:
E(x, ) = 5§+ y =

=x+yNi+y = (comutativitate, distributivitate)
= x4+ yl = (principiul tertului exclus)
=x-g= (1 este element neutru pentru -
= Ez(x’ .l/)

Ca reguli de calcul boolean pot fi folosite atit relaiiile din definitia algebrei
booleene cit si alte relafii stabilite pe baza acestora.

Exemple de calcul in algebra booleand.

l.x+y+z

C={xty +2 asociativitatea adundrii
=Tx 1 9z formula lui De Morgan
= (xy)z formula lui De Morgan
= xyz. asociativitatea Tnmultirii.

9. abc + abe 4 abec = ac(b + b) + ab-0=ac'1 + 0= ac.

1.2.2. Functii booleene

In general, o functie este definitd ca o lege care asociazd fiecdrui element
al unei multimi (numitd domeniu de definitie) un singur element dintr-o alta
multime (numitd domeniu de valori). In concordantd cu multimile care alca-
tuiesc domeniul de definitie si domeniul de valori, functiile pot fi, de exemplu,
functii intregi de variabild intreagd, funciii rationale de variabila intreaga,
functii reale de variabild reald. In cele ce urmeazd, se vor considera funcfii
la care atit domeniul de definitie cit si domeniul de valori sint algebre booleene.
Deoarece in practici algebra booleand cea mai rdspinditd este algebra B.,,
functiile booleene care vor fi studiate vor fi definite astfel:

Definitie. Se numegte functie booleand (sau functie binard) de n variabile, o
functie definiti pe produsul cartezian By X By X ... X By cu valori in mulfi-
mea B,. de n ori
Deoarece domeniul de definitie este un produs cartezian, un element al dome-
niului de definifie este un sistem ordonat alcatuit din n elemente din algebra Bs,
adici din 1 elemente 0 sau 1. Pentru fiecare combinatie de n elemente 0 sau 1,
functia 1i asociazd un element din algebra B, (adicd 0 sau 1), numit valoarea
Junctiei booleene pentru sistemul de n elemente considerat. O variabild care
ia valori in algebra B, se numeste varia-
B X B, bilé booleand. Putem astfel considera cd
functiile booleene sint functii de una sau
mai multe variabile booleene.

Exemplu. Putem defini o functief: B, X B, — B,
astfel :

f, 0)=10, f(0, 1)==0, f(I, 0O)=10, f(I, =1

deoarece B, X B,={(0, 0), (0, 1), (1, 0), (1, D)}.
Aceastd funciie poate fi reprezentatd prin diagrama
Fig. 1.4 din figura 1.4.
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1.2.3. Reprezentarea functiilor booleene

_ Cea mai simpla forma de reprezentare a unei functii booleene este tabelul
sau de valori. Domeniul de definitie al unei functii booleene, B%, are 2" ele-
mente astfel cd tabelul va contine cele 2* valori corespunzitoare ale functiei.
Exemple

1. Tabelul de valori pentru func{ia din figura 1.4 este

xx, | 00 01 10 11
fFlo o o0 1

Tabelul 1.2

O altd forma a aceluiasi tabel este urmatoarea :

. Xa 0 1
X1

0 0" o

1 0 1

Tabelul 1.3

2. Pentru functia din figura 1.5 tabelul de valori poate fi:

X1XoXs 000 001 010 oIl 100 101 110 111
g 1 0 0 0 1 0 1 1

Tabelul 1.4

sau

XeXs 00 01 10 11

X1
0 I, @10 740
1 L o0 1 .1
Tabelul 1.5

3. Tabelul de valori poate fi alcdtuit prin utilizarea unui cod ciclic pentru sirul de valori ale
variabilelor :

ity 00 01 11 10
; g quiig
Tabelul 1.6




Deoarece atit domeniul de definitie al unei functii booleene, cit si domeniul
de valori sint multimi finite, existd un numadr finit de functii booleene cu un
domeniu de definitie si un domeniu de valori date. Astiel, mulfimea funcfiilor
definite pe B% cu valori in B, confine 22* functii. Aceste funciii pot fi nume-
rotate, asociind la fiecare funcfie un numdr intre 0 si 22" — 1. O functie cores-
punde unui sir de 2* valori 0 sau 1; aceste valori formeazad un numadr binar
cu 2" cifre. Acest numir va fi denumit indexul functiei respective.

In tabelul 1.7 sint date toate functiile de o variabild in munir de 22' = 4.
Cele patru functii pot fi interpretate astfel :

fo este functia constantd 0,

1 este funcifia identicd,

[, este funcfia complement,

fs este funcfia constanta 1.

Tabelul 1.7

In tabelul 1.8 sint prezentate toate functiile de doud variabile. Asupra celor 16 functii de
doui variabile se pot face mai multe observatii. Astfel, functiile f, si fy5 sint functiile constante 0
si respectiv 1. Funcliile [, si J, sint funciiile identice cu x, i respectiv x,, iar f;. si f,, sint func-
{iile identice cu complementul variabilei x, si respectiv x,. Functiile f, si f,; nu depind de nici
o variabild, iar funciiile fi, fs, fio $1 [i. nu depind decit de una din variabile. Celelalte functii
depind de ambele variabile.

xe | 00 01 10 11
fo 0 il 0
I 0 -8 071
f2 0 0 1 0
fa 0 0 1 1
fa 04l 0 O
fs 0 1 0 1
fo 0 1 1 0
I+ 0 1 1 1
s 1 0 0 0
fo L7 g4 ol
Fro 1 0 1 0
1 1 0 1 1
12 1 1 0 0
i P10 1
m Laseld 1T ©
1 11 1 1
Tabelul 1.8

O altd forma de reprezentare a functiilor booleene utilizeazd expresiile
booleene. O expresie booleand formatd cu variabilele x,, x,, ... x, gene-
reazd o functie booleand de n variabile booleene, care asociazd fiecarui sistemn
de n elemente O sau 1 valoarea expresiei booleene pentru acest sistem de valori.
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Se poate ardta cd pentru orice B,xB, x8;
functie booleand existd o expresie boo- -
leand care o genereazi.

Exemple

1. Funcfia f: B — B, din figura 1.4 poate fi
generatd de expresia x,x,. Aceasta se poate
scrie :

01,1/
1,00/~
none—"
110)°
(110

flx1, X2} = %1%

2. Functia g: B — B, din figura 1.5 poate fi
generatd de expresia x,x, + ¥;X,. Deci

8(X1, Xay X3) = X1Xs -k XoXs,

Si considerdm expresia (¥, + X.)(x, + ¥5). Aceastd expresie genereazd o funcfie al_cirei
tabel de valori este:

X1XoX3 T X1+ Ty X3 Xo X3 (X 7 Bo) (% + T3)
000 | 1 l l |
001 1 1 0 0 0
010 0 0 1 l 0
011 0 0 0 1 0
100 1 I 1 1 1
101 1 1 0 0 0
110 0 1 1 1 1
111 0 1 0 1 1

Tabelul 1.9

Se observéd ca aceasta functie coincide cu functia generatd de expresia x,x, + X.Xs. Rezultd
deci, cél aceeasi functie poate fi generatd de mai multe expresii booleene.

Cele 16 functii de doud variabile, prezentate in tabelul 1.8, pot fi generate de urmitoarele
expresii: fo=10; fi= x5 fo=x%y; [i= %15 fa=FuXe; [o= %o} fo=F 1% + %,%,;
f7: Xy + X5 fa=flfz; fu=x_1fz +x1x2;f1n:fz; fu: X, + X2 flzzil;fls__—i:l 4 X5
fra=%1 -+ %23 fs= 1.

Functiile fo, fs, fs, fia, f12 i f1a poartd denumirea de functii booleene degenerate de doud va-
riabile, deoarece valoarea lor nu depinde de ambele variabile. Celelalte functii poartd de-
numiri variate, care sint provenite din teoria mulfimilor sau din calculul propozitional.
Astfel, se tntilnesc urmitoarele denumiri :

i — intersectie, conjunctie, si, produs;

fa fo — intersectie indirecta;

T — sumd disjunctivd, sau exclusiv, diferentd simetrici ;
i — sumd logicd, reuniune, disjunctie, sau inclusiv;
i — functia nici, functia lui Peirce;

I — echivalenta ;

fu, frs — implicatie:

Fu — excluziune, functia lui Sheffer.




Studierea functiilor booleene de doud variabile are o importan{d deosebitd, deoarece se
demonstreazi ci functiile booleene de trei sau mai multe variabile pot fi des_c_o;__npuse in ffmctu
booleene de dous variabile. De exemplu, funclia g(x:, X: X¥:) = X%, + ¥.x; poate fi des-

compusd astfel
8(%1, %5 X2) = F(f1(x1, %2, fe(%a, X3)).

Asadar, orice functie booleand poate fi reprezentati cu ajutorul functiilor booleene de doud

variabile.
Daci se tine scama de faptul ci orice expresie booleand este formatd utilizind cele trei operafii

(+, + si —) si cd aceste operatii corespund functiilor f,, f, si f., rezultd cé sint suficiente
aceste trei functii booleene de doud variabile pentru a reprezenta orice functie booleand.
In aceste conditii, funcfia g scrisi mai fnainte poate fi descompusi astfel :

81, %o, xa) = [o(ils1, %), [2(F1al%s, O), fra(ea, 0)).
Utilizind formulele lui De Morgan se poate scrie ci:
fo%s, %) = FaalFa(Faa(xs, 0), Frolka, 0)), 0) si
Fi(xe %) = Fiolfo(Frals, 0), Frelxe, 0)), 0),

ccea ce permite sd se afirme cd orice functie booleand poate fi reprezentatd cu ajutorul a
numai doud functii booleene de doud variabile : fie f, si fi,, fie f, si fi,. Aceeasi functie g
consideratd anterior, se poate scrie de exemplu:

g(xl, Xay Xy) = f}z(f1(i12(fl(xn x), 0), flz(fl(fl‘z(xza 0), flﬂ(ny 0)))), 0).
O proprietate remarcabild o an insi functiile fe si f... Relatiile:

Filxs, x2) = falfe(xa, 0), fe(x., 0));

fa(x 1) = [l[(x0, x2), 0);

f!z(xl) = fs(-\'u 0)

permit ca prin inlocuirea functiilor f,, f; si fis, cu expresiile indicate sé se poata gési peritru
orice functie booleand o reprezentare care sd utilizeze numai functia f, (functia lui Peirce).
Astfel, functia g poate fi reprezentati sub forma :

g(xlx Xay xﬂ) = fB([&(f&(fﬂ(xh O), fﬂ(xty O)): fs(xz, xﬂ))) 0))

deoarece g(x, Xz Xo) = [,(f1(x1, X2), fa(%s X4)).
Functia lui Peirce fiind o functie binaré este notatd uneori ca o operatie binaré, utilizindu-se
simbolul | . Cu aceastd notatie putem reprezenta funcfia g astfel:

(%1, Xay %)= (((x:10) | (%21 0)) | (%21 %)) 0.

In mod analog se poate reprezenta orice funcjie booleand utilizind numai functia Iui Sheffer
(vezi ex. 8).

Functiile lui Peirce si Sheffer nu au numai o importanid teoretica ci si una practicé, deoa-
rece circuitele electronice care realizeazd functiile lui Peirce §i Sheffer sint mai simple decit
cele care realizeazd operatiile booleene + si -.

|.2.4. Exercitii

—

Sa se restringa urmétoarele expresii :
a) (x + x)(x + y2);

b) a(@ + b) + b(b + ) + b;

¢) (@ + b)(a + b)(a + b)a + b);

d) xyz + xyz + xyz + Xyz.
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2. S& se verifice urméitoarele identititi:
a) a+ab=a + b;
b) (@ -+ )b + ¢) = ac + be;
¢) ab -+ bec + ca= (a + b)(b + c)c + a).
3. Fie expresiile :
E, = (a + ab)a + b);
Ev=ab+(a+b+c+d;
Ei= (a + b)(c + d);
Ei=a + bc + abc(ad + b).
S3 se arate ci:
a) Ey=a; b) E;=E,; ¢) E,=E, +¢d: d) E,=a + b.
4. S& se calculeze valorile expresiilor :
a) (ab + c)(E-x- ¢)
b) abla + ¢) + ab

¢) ab + ¢ +ac pentru a =10, b=0 si ¢= 0.

pentru a=0, b=1gi e=1;
pentru a=1,b=1si ¢c=0;

5. Si se verifice urmétoarele relafii din algebra B, inlocuind nedeterminatele cu toate valorile
posibile :
a)ab+abt+ab=a+b;
b) (@ + b)(a + b) = a; ‘
Qac+b+ac=a-+b;
d) ab + bc + ac= ab + ac.

6. Si se afle care dintre urmétoarele expresii booleene sint egale,

a) Ey=ab + bc + ac; E,= abc + abc + ab;
b) E,= abc + abd + abc + abd; E,= bcd + acd + bed + acd;
Q) Ex=xz+xy +xy; Ea=(x +9)(x +y +2).

7. Sa se arate ci:

a) ¥z +xz2=y daci xy + xy=z; _

b) ad + b(c + d) = ad + ac + ac + bed daci ad + bc = 0.
8. Si se alcétuiascé tabelul de valori al urm#toarelor functii:

a) f(xy, %) = X%, + x,;

b) glts, %) = (% + %)% + xu¥s) ;
o) f(%, y, )= xz + yz + 3y

d) glx, y, )= x(y +2) + y(x + 2).

e

Se considerd functiile :

gla, b, 0)=ab + bc + ca;
g(a, b, )= (a + )b + a);
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gs(a, b, )= ab + ca;

gua, b, )= (a + 0)(b + c)c + a);
gs(a, b, &)= ac + ba;

gola, b, ¢)=(a + b)(c + a).

Si se arate ci:

a) functiile g,, g. si g, sint egale,
b) functiile g,, gs, go sint egale.

I.3. Forme canonice ale functiilor booleene

1.3.1. Forme normale ale functiilor booleene

In paragraful anterior s-a ardtat ci o aceeasi funciie booleand poate fi
reprezentatd prin mai multe expresii booleene. Este de dorit si existe totusi
o formd standardizatd de reprezentare prin expresii a unei functii booleene.
Aceastd forma de reprezentare trebuie sa fie unicd, pentru a permite deter-
minarea rapida a egalitafii a doua funciii prin compararea expresiilor asociate,
Definifie. Se numeste produs elementar un produs de variabile booleene sau com-
plemente ale acestora, [drd ca aceeasi variabila sd apara de mai mulle ori.

Exemplu. abe, abe, xyz, X.x sint produse elementare iar a + be, xy nu sint produse elementare.

Definifie. Se numeste forma normala disjunctivd a unei expresii booleene o sumd
de produse elementare egald cu expresia datd.

Exemplu. ab + bc + ac, }92 4 xyz, X%, sint expresii sub forma normald disjunctiva.

Vom spune cd o functie booleani este scrisa sub forma normaléd disjunctiva
dacé este reprezentatd printr-o expresie sub forma normald disjunctiva.
Forma normald disjunctivad a unei functii nu este unica, dupa cum se poate observa din exem-
plul urmétor

f, y, 2) = xy +yz + x2=xy + x2=xy + XYz + xz.

Putem astfel obtine oricite forme normale disjunctive utilizind idempotenta si absorbtia.
Observatie. Conditia ca intr-un produs elementar sd nu se repete variabilele are o justificare
simpld. Daci aceeasi variabila apare de mai multe ori, atunci aceasta poate fi redusa la o singura
aparitie prin idempotentd. Dacé aceeasi variabila apare impreund cu complementul sdu atunci
produsul respectiv este egal cu 0, astfel cd poate fi eliminat din suma.

In mod analog se definesc suma elementaré si forma normala conjunctiva
a unei functii.

Definifie. Se numeste sumi elementard o sumd de variabile booleene sau comple-
mente ale acestora, [drd ca aceeasi variabild si apard de mai multe ori.

Deexempluy, @ +b +¢,a + b + ¢, x 4+ y + 2, X, + X sint sume elementare iar a + bc, ¥ + ¥
nu sint.

Definitie. Se numegte forma normald conjunctivi a unei expresii booleene un
produs de sume elementare egal cu expresia datd.

De exemplu (a + b)(6 + c)(a + ¢), (; +Z +?)(x +y +2), xn+ x; sint expresii sub forma
normald conjunctiva. 7
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Nici forma normald conjunctivi a unei expresii ic4 % % oy
5 presii nu este unicd, dupa cum rezulti 3
plul urmétor : ,» dup din exem

(£ + )Y + )% +2) = (x +(x +2) = (x + y)x + Y +2)(x + 2).

Orice expresie booleani (deci si orice functie) poate fi adusd la o formi
normala disjunctiva i la o formd normali conjunctivi.

Pentru a aduce o expresie booleani la o forma normali disjunctiva se folo-
seste urmatorul procedeu :

— dacd in cadrul expresiei operatia de complementare este aplicatd unor
expresii, se aplica formulele lui De Morgan, pini cind in cadrul expresiei date
nu mai apar decit complementele variabilelor ;

— se d1§tr.ib“uie operafia ,, -“ in raport cu ,+“ ori de cite ori este cazul:

— se elimind produsele care se anuleazi sau se repeti si variabilele care
apar de doud ori in acelasi produs. ;

Exemplu. Expresia [ = xy+(xz + x + 2) + xyz poate fi transformati astfel :
E=(x+ Y)(xz + x2) + xyz (s-au aplicat formulele lui De Morgan)
= xxz + xxz -{-_:@E + xyz + xyz (s-a aplicat distributivitatea operatiel - fati de +)
= X2z + xyz + xyz (s-au eliminat primul si ultimul produs).
S-a obfinut pentru £ o formé normali disjunctiva.

Daca utilizdm si proprietatea de absorbtie, putem elimina si ulti inf
expresia datid o alta formad normali : e B i e T

E= xz + xy3.

Pentru a aduce o expresie booleeani la o formi normali conjunctiva se
folo§e$tg un procedeu similar, in care, dupi aplicarea formulelor lui De Morgan
se distribuie operatia ,+* in raport cu ,, - si se elimini sumele care au valoarea
consfanta | sau se repetd, precum si variabilele care apar de doua ori in aceeasi
suma. '

Exemplu. Aceeasi expresie E poate fi adusi la o forma normals conjunctiva astfel :
E=34(xz +x +2) + gz = (% + PZ + 72) + xgz =
= (x +9)x +2)(x +2) + xyz =
=EHY+NEFTHE+ T+ + 2+ A2 4+5) =
=W A2+ A Z AN+ I+ PE + 7+ =
=G +0E +7 + 3 + 2 +5 + 2)(x + 2.

Expresia se poate simplifica prin absorbtie astfel ci

E=(x + px + 2)(x + 2).
.3.2. Forme canonice ale functiilor booleene

Definitie. Se numeste mintermen in raport cu variabilele booleene x,, x,, . . ., %
g{; lprodus elementar in care apar, fie simple, fie complementale, toate varig-
Liele Xy, Xoy o. .y Xy : -

Textele previzute cu o bara laterald sint destinate numai profilului de matematic.
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Un miﬂtermen are deci n factori. Acesti factori se scriu In ordinea natu-
rald a variabilelor care ii alcdtuiesc. De exemplu,

Xy Xo Ty, abZ, TJZ, ab, X1 X2XaX1 X5

~oeseui mintermen i se poate asocia un numar binar ast_fels

l\/lz:;ii}lli)lil;e;]e":?énelllg;ementatlc se inlocuiesc cu cifra 0, iar varmbz\lelgnecmp-
plementate cu cifra 1. Sirul de cifre obfinut rgprezmta un numar binar (in
baza 2), care este asociat nqntgrnwnuhu respectiv. De exemplu, mintermeni-
lor scrisi anterior li se asociaza numerele : ¢

(110)s, (100)s, (000), (11)s, (11111),, care reprezintd in baza zece nume-
rele 6, 4, 0, 3, 3l

Considerind n variabile booleene, numarul de mintermeni diferifi care
se pot construi cu aceste variabile este egal cu numarul de numere binare
cu n cifre. Acest numar este 2".

Mintermenii joacd un rol important in cadrul formelor de reprezentare
a functiilor booleene, datoritd urmatoarei proprietafi:

Un mintermen are valoarea 1 pentru un singur sir de valori ale varia-
bilelor booleene care il alcatuiesc.

Intr-adevir, deoarece un produs boolean are valoarea 1 daca si numai
daca tofi factorii sii au valoarea 1, iar factorii unui mintermen sint varia-
bile booleene simple sau complementate, alegind valoarea O pentru varia-
bilele care apar complementate in cadrul mintermenului si valoarea 1 pentru
celelalte variabile, se obfine combinatia de valori cautata.

Se defineste in mod analog notiunea de maxtermen.

Definitie. Se numeste maxtermen in raport cu variabilele booleene x,, x, . . ., x,
o sumd elementard in care apar, fie simple, [ie complementate, toate variabilele
X5, 5 o _ : iy ' )
Un maxtermen are deci n termeni, care se scriu in ordinea naturala a
variabilelor care 1ii alcatuiesc. De exemplu

¥t dgt X 27+ 2 a+ b+ e x4y, ¥+ %+ X+ xg + %

Pentru un maxtermen se pot face aceleasi observatii ca pentru minter-
meni. Asocierea unui numar binar pentru fiecare maxtermen se face inlo-
cuind variabilele complementate cu cifra 1, iar variabilele necomplementate
cu cifra 0. Numarul de maxtermeni care se pot forma cu n variabile booleene
este, de asemenea, 2"

Maxtermenii au o proprietate similara cu aceea a mintermenilor, si anume :

Un maxtermen are valoarea 0 pentru o singura combinatie de valori ale
variabilelor booleene, care il alcdtuiesc (0 pentru variabilele simple si 1 pen-
tru variabilele complementate).

Mintermenii permit alcituirea unor forme normale particulare, deosebit
de importante.

Definitie. Se numeste formé canonici disjunctivi a unei expresii booleene cu n
variabile o formd normald disjunctivd echivalentd cu aceastd expresie, alcatuitd
numai din mintermeni cu n variabile.

Forma canonicid disjunctivi a unei expresii se mai numeste si formd
normald disjunctivd perfectd.

Exemple. abc -+ abe + abe, XYZ + XYz - XYz, X XoXoXy + X1X:XsX, + XiXox%, sint forme
canonice disjunctive.

In aceste exemple, primele 2 expresii au cite 3 variabile, iar ultima expresie arc 4 va-
riabile.

Propozifie. Forma canonicd disjunctivi a unei funcfii booleene este unicd, dacd
facem abstractie de ordinea mintermenilor.

Demonslrafie. Sa presupunem cd pentru o functie booleand existd doud
forme canonice disjunctive distincte. 7

Deci existd un mintermen care face parte dintr-una din formele canonice
(sd spunem din prima forma) si nu face parte din cealalti. Si consideram
combinafia de valori ale variabilelor pentru care mintermenul respectiv
are valoarea 1 si sa analizim valorile celor doud expresii corespunzatoare
acestei combinatii. Deoarece pentru aceastd combinafie de valori ale varia-
bilelor mintermenul din prima expresie are valoarea 1, indiferent de valorile
celorlal{i mintermeni, prima expresie are valoarea 1. Pentru a doua expresie
se obfine insa valoarea 0, deoarece fofi mintermenii acestei expresii nu pot
avea decit valoarea 0 (conform proprietatii mintermenilor prezentatd an-
terior). Rezultd, deci, ca aceste doua expresii nu sint echivalente, adicéd pre-
supunerea facuta este falsa.

Cele doua forme canonice confin aceeasi mintermeni, ceea ce incheie
demonstratia.

Forma canonicéd disjunctivd poate [i deci consideratd ca o repiezentare
standard a functiilor booleene.

Totusi, existd o singurd funcfie booleand care nu poate fi reprezentata
sub forma canonicd disjunctiva si anume functia constantd 0. Aceasta este
o consecinta a faptului cd fiecarui mintermen dintr-o formé canonicd dis-

Junctivd 1i corespunde o combinatie de valori ale variabilelor pentru care

functia respectivd ia valoarea 1, astiel ¢d o functie reprezentata sub forma
canonicd disjunctivé ia cel pulin o data valoarea 1. '
Forma canonica disjunctivd a unei functii booleene poate fi obfinuta
atit pe baza tabelei de valori a functiei, cit si pe baza unei forme normale
disjunctive a acesteia.
Tabela de valori a unei functii booleene permite oblinerea formei cano-
nice disjunctive a functiei astfel:

Pentru fiecare combinafie de valori ale variabilelor booleene pentru care
funcfia are valoarea | se considerd mintermenul corespunzator (adica acel
mintermen care ia valoarea 1 numai pentru aceasta combinafie). Suma
tuturor acestor mintermeni constituie forma canenica disjunctivi a functiei.
Reamintim cd mintermenul corespunzator unei combinatii de valori ale va-
riabilelor este produsul variabilelor care iau valoarea 1 si a complementelor
variabilelor care iau valoarea 0.

Fie, de exemply, functia definitd de urméitoarea tabeld de valori

a Oy L@ 0 1. 1,1 3
b gl R Y R e
c o ! o0 1 o0 1 0 I
I { ¢ & @ 0 1 6 1 1

Tabelul 1.10

Functia ia de 4 ori valoarea 1, pentru urmditoarele combinaiii de valori ale variabi-
lelor a, b, C: (0, O, 0), (1; 0; 0), (ly l» O)J (1, 1: 1)
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Acestor combinatii de valori le corespund urmétorii mintermeni : abc, abc, abe, abe. e) glx, ¥) = xy;
Forma canonicd disjunctivd a acestei functii este deci:

Sl e B fla, b)= (a + b)@ + b);
fla, b, ¢)= abc + abc + abc + abe.

. . g : 5l %, 4, 2)= (X + ¥ +2) +y+2); .
O forma normald disjunctiva a unei functii poate fi transformata intr-o B TS RS et

forma canonicad disjunctivd astfel : B fo, e, % £ == (8 + % + %+ 2000 %+ 25 X).
Fiecare termen al formei normale disjunctive care nu este mintermen,

Rty ; iy 4 Si se afle forma canonica disjunctivd a urmatoarelor expresii:

adica fiecare termen care nu confine toate variabilele, se inmulfeste cu ex- N |
presii de forma (x -+ &), pentru fiecare variabild x absenti din acel termen. a) ab + bc; |
Tinind cont de distributivitatea inmul{irii booleene fati de adunarea booleana - )

se desfac parantezele si se elimind termenii dubli ({inind seama de idem- Ve S

potenfa adunirii booleene). Se poate observa usor ca expresia obfinutd nu Q) XaXs + XiXa. |
confine decit minfermeni si este echivalenta cu expresia inifiald. Rezulta

deci ci s-a obfinut forma canonici a functiei respective 5. Sd se gdseascd forma canonicd conjunctivd a expresiilor de la exercifiul 4. |
. AL e 6. Fie functia f(a, b, ¢, d) definiti de tabeiul I.11.
Exemplu. Fie forma normald disjunctiva : a) Sa se scrie forma canonica disjunctivd a acestei functii.
el b) Séd se scrie forma canonicad conjunctivd a functiei f. .
f(a, b, ¢) = bc + ac + ab. c) Sa se verifice prin calcul boolean cé expresiile oblinute la punctele a) §i b) sint echi-
Aceasta se transforméd astfel : valente.
b + ac + ab= be(a + a) + aclb + b) + ablc + &) = a b c d f(a, b,
N A — - &
= gbc + abc + abc + abc 4 abc 4 abe= | » d)
e R = 0 0 0 0 1
= abc + abc + abc + abe. 0 0 0 0 |
In mod analog, utilizind nofiunea de maxtermen, se defineste forma 0 0 1 0 1 1
canonicd conjunctivd a unei expresii booleene. Forma canonicd conjunctiva 0 0 1 1 0
permite de asemenea o reprezentare standard a functiilor booleene deoarece 0 1 0 0 0
si aceasta forma are proprietatea de unicitate. Singura functie care nu poate 0 1 0 1 1
fi reprezentatd sub forma canonicd conjunctivid este functia constanti I. 0 1 1 0 1
De asemenea, forma canonicd conjunctivid se poate obfine pe baza fie 0 1 1 1 0 |
a tabelei de valori a functiei, fie a unei forme normale conjunctive a acesteia. 1 0 0 0 0
1 0 0 1 |
1 0 1 0 0
1.3.3. Exercitii ] 0 I 1 1
1 1 0 0 l
1. S4 se gdseascd o formd normald disjunctivd a urmitoarelor expresii: 1 1 0 1 1
1 1 1 0 0
a) (x + xy)(x +y); 1 1 1 1 0
b) (xix2)(xy + %) (% + x4) 5
TN TR TS Tabelul 1. 11
c) (@ +b)c+4d);
d) (@ + )¢ + abe(ad + b).
2. Sd se géseascd o formad normald conjunctivd a expresiilor de la exercifiul 1, |.4, Simplificcrea functiilor booleene

3. Sa se indice care dintre urmatoarele forme normale sint si canonice.

I l.4.1. Simplificarea prin calcul boolean
a) f(x, y, 2) = xy + yz;

B3 i, o) = b - 586 B 30 e L prgb]ema 1rnpqrt’anta A]egatg c_!e reprezentarea fun__qtulor booleene o con-
stituie gésirea unei forme cit mai simple pentru expresiile acestora.

€) F(%1y Xar Xay X4) = Xi¥o¥oXe + %y Hpkoks + XaXoXoks Simplificarea prin calcul boolean _este asemdndtoare cu simplificarea ex-
presiilor algebrice obisnuite. Trebuie insd sa se tind cont de regulile specifice

d) glx, )= x+y; ale calculului boolean.
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In acest sens sint deosebit de utile regulile de idempotent{d (@ + a = a si
aa = a), de absorbiie (a + ab = a, a(a + b) = a) si de combinare (ab + ab = a,
(a -+ b)(a + b) = a).

Aceste reguli pot fi folosite atit ca reguli de simplificare, cit si ca artificii
dﬁ calcul pentru introducerea unor noi termeni necesari pentru combinatiile
ulterioare.

Exemple
1. abcd + abe + abe + abd + abed - abd =
= abt + abc + abd - abd = (prin absorbiie)
= ab + bd (prin combinare).
2. ab + abec + abc =
= ab -+ abc + abc + abe = (prin absorbiie) (artificiu de calcul)
= ab + abc + abe + abc + abe == (prin idempotentd) (artificiu de calcul)
= ab + (a + a)bc + ac(b + b) =
= ab + bc + ac (prin combinare).

Totusi calculul boolean direct nu asiguréd obtinerea celei mai simple expresii.
Aflarea celei mai simple expresii trebuie si {ind seama de toate combinatiile
posibile, efectuind o cdutare metodicid. Trebuie stabilit, insd, ce se infelege
prin expresie mai simpla.

O expresie va fi consideratd mai simpli decit alta dacd numdrul de aparitii
ale variabilelor din prima expresie este mai mic decit numirul corespunzitor
din cealalta.

Astfel expresia ab -+ dc (in care variabilele apar de patru ori) va fi consi-
deratd mai simpli decit a - b + a@be in care variabilele apar de cinci ori.

De obicei se cautd cea mai simpla expresie in forma normald disjunctivé,
echivalentd cu expresia data.

1.4.2. Simplificarea prin diagrame

Utilizarea diagramelor pentru simplificarea functiilor booleene este' o
metoda utilizata de obicei pentru funciiile reprezentate prin tabele.

Diagramele Euler-Venn sint cunoscute din teoria mulfimilor. S-a aratat
insd cad < PM), N, U > este o algebrid booleand, astfel cd aceste diagrame
pot fi utilizate si la reprezentarea geometrica a relatiilor din algebra booleani
B,. Intr-o diagrama Euler-Venn fiecare variabili a expresiei booleene se
reprezintd printr-o mulfime, de obicei un cerc. Interiorul mul{imii cores-
punde variabilei respective, iar exteriorul mulf{imii (deci complementara
multimii) corespunde complementului variabilei. Un termen al unei expresii
booleene corespunde intersectiei -mulfimilor- corespunzdtoare variabilelor
care il compun. In cazul unei variabile care apare sub formd de complement
se considerd desigur intersectia cu exteriorul multimii corespunzitoare.

Intreaga expresie va corespunde astfel reuniunii multimilor corespun-
zitoare fiecirui termen.
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Tn figurile 1.6, 1.7 si 1.8 sint prezentate citeva exemple de diagrame
Euler-Venn, corespunzind lermenilor a, ab si, respectiv, abc. Se poate ob-
serva cd unui mintermen ii corespunde o zond care nu mai este divizatd in
alte zone. In figura 1.9 au fost inscrisi mintermenii corespunzatori fiecarei
zone elementare. Considerind expresia

abé - abc -+ abé + abe,

Fig. 1.6 Fig, 1.7 Iig. 1.8

Fig. 1.9 Fig. .10

se observid ca cei patru mintermeni corespund celor patru zone my, ms, mg
si m,. Reuniunea acestor patru zone (fig. 1.10) formeaza multimea corespun-
zdtoare variabiiei @, deci

abe - abc + abe |- abe = a.

Utilizarea diagramelor Euler-Venn devine dificild dacd expresiile contin
mai mult de trei variabile.
Diagramele Veitch-Karnaugh reprezintd rearanjarea diagramelor Euler-

Venn sub formi de tablou. In cazul diagramelor Veitch-Karnaugh muitimile
corespurzdtoare variabilelor booleene sint reprezentate de dreptunghiuri
In figura I.11 este prezentati diagrama Veitch-Karnaugh pentru patru
variabile. Se observd cd fiecare cdsutd a diagramei corespunde unui min-
termen. In figura .12 sint prezentate diagramele Veitch-Karnaugh cores.
punzitoare termenilor a, d, be, be, bed, abd .Se observi ci multimile cores-
punzdtoare unor termeni sint reprezentate prin unul sau mai multe patrate.

O proprietate importantd a diagramelor Veitch-Karnaugh este cd min-
termenii care nu diferd decit printr-un factor sint reprezentati pe diagrami
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S prin pétrate aldturate. Pentru aceasta trebuie insi si se considere ci latu- |
N ‘ rile opuse ale diagramei sint confundate (sau suprapuse). Reciproca acestei
& proprieta{i este de asemenea adeviratd. Existd insd o proprietate mai ge- |
- nerald, deoarece si termenii_care nu difera decit prin complementul unei |
variabile (abe §i abc, bd i bd) se reprezinti pe diagrami prin dreptunghiuri
adiacente. Orice dreptunghi, in afara celor cu latura de trei unititi cores- ‘
punde unui termen. Reciproca acestei proprietd{i nu reprezinta altceva |
decit faptvl cd doi termeni care corespund la doua dreptunghiuri aliturate ,
egale pot fi redusi la un singur termen, care corespunde dreptunghiului ,
format prin alaturarea celor doud dreptunghiuri. Aceasta proprietate sta |
— la baza metodei de simplificare a functiilor booleene cu ajutorul diagramelor
Veitch-Karnaugh.
Sd considerim ca exemplu funciia definitd prin tabelul 1.12, a cirei
= forma canonica disjunctiva este

fla, b, ¢, d) = abed + abed + abed + abed -+ abéd -+ abed -+ abed.

:EC
a

=bcd
a

:055.

b

flab.c.d)

fla.b,c,d)
fla.b.c.d)

A

a b c d f(a, b,
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ab

abed
abcd
abed

Tabelul 1.12 . Fig. 1.13

[w i T

abcd
abcd

w In figura 1.13 este prezentatd diagrama Veitch-Karnaugh corespunza-
toare acestei funciii. :
Simplificarea funcfiei corespunde cu acoperirea mulfimii corespunzitoare
expresiei respective cu un numar minim de dreptunghiuri ¢it mai mari.
In figura 1.14 sint prezentate trei posibilita{i de acoperire, corespunzitoare
expresiilor ac - bd, - ac + bed + abed, bed + abd + abe - acd + abed. Se
observd cd prima expresie, care corespunde acoperirii cu doud patrate mai
J ‘ mari, este cea mai simpla. s
| " Diagrama Veitch-Karnaugh poate fi consideratid si ca un tabel de valori
P o b o cu doud dimensiuni al unei functii. Pentru aceasta, diagrama se rescrie ca in
B 5 B | @ figura 1.15.-Valorile funciiei' se vor trece in:-casufele diagramei, considerind
valorile variabilelor functiei drept ,coordonate“ pentru stabilirea pozifiei
-“—1-. : in tabel. Functia din exemplul anterior va avea diagrama prezentatd in
© figura 1.16. Se observi cé aceastd diagrami este asemanatoare cu diagrama

abéd
bc

Fig. I.11

abed
abéd
abea
gbed

a7




ﬁj
Pentru a putea efectua simplificiri pe aceasti diagrami -se consideri

- I cd patratele simetrice fafd de axa de simetrie a diagramei sint adiacente.
In figura 1.17 functia reprezentati este : ‘

1 f(a, b, ¢, d, e) = bc + atd + abe(d -F e).

SN LA
7 bd” // ab
)
A // " cd\ 00 01 11 10 10 1101 00
LR, oo e Y
G s \\ ool 17 lo|lolol|lo]|lo|o |1
55 NN 1
¢ \<§;§§ ofolofr ||l 7]7 0]
N |
&U’C\\ | mmlofrfroffolr|1]o ]
b
0 0 ) ] 0 0 ] ] 0
a
ab % 0 o \:] ’
cd 00 01 11 10 &= e
Fig, 1.17
= 00
be / ‘
v / 07 [.4.3. Exercitii < ¢
TTTTTTIE \\‘.\\ d
abed \\\\\\ Iy ‘ 1. Sd se simplifice prin calcul hoolean expresiile
\ NN — —_— —_— —_—
e A ANN\N a) (@b + bY@ - 0); b) xu(xe + x2) + (¥ T %)
\\\\ 10 . i D! B
&\ N ) X +Z4+yETB + (- +y+D; d) a+ b+ abe.
\___._E_*_, = Fig. 1.15 2. Sé sc simplifice prin calcul boolean complementara expresiilor :
& a) a+b+cd; b) W +2; ) kst Kot Fas
d) a + bfc + d); &) x,(x,%5 -+ X,) + % (%% %)
ab 3. fSé se giseascd prin calcul boolean o form# mai simpld pentru expresiile urmitoarelor
'E?;, cd 00 01 i1 unciii : e
j/ a) f(x, y, ) = xyz + xyz + xyz;_ I
ﬂ o oo o) o | 0|0 b) gla, b, )=(@+b+c)a+b+c)a+b+0);
abdN|labcd §EE}C: il o ] ] ) ) A(xy, Xo %)= X% + %Xy + XoXs. |
LI \\ 4. Sd se gaseascd prin calcul_bool_ean o formi normalé disjunctivd mai simpla pentru funciiile :
¢ 7 o by ; , ' | a) fx, y, ) =xyz + xyz + xy + y;
. b) g(xs, X2, X2) = (KX1Xy + X1 Xe)(XoXs + Xox3) ;

¢) fla, b, ¢)= (a + b)@ + b)(a + b).
5. Folosind artificii de calcul boolean, si se simplifice expresiile :

0| 0 0 7 !

Fig. L.14 Fig. 1.16 a) ¢ + ¢ +aby
_ b) abed + abcd + abed + abed ;
clasicd. Avantajul acestei forme a diagramelor Veitch-Karnaugh este cd desi ) xy + xyz + y(x +2) + yz.
eprezinta un tab valori iyl i ti implifi
;urPlCtieirl n el de alori, poate SeLyl m_ ace1a§l tlmp la &mphﬁcarea 6. Functia majoritard M(x, y, 2) se defineste ca fiind funciia booleani care are valoarea |
= = j ) daca cel putin doud dintre argumentele sale sint egale cu 1.
- Diagramele Veitch-Karnaugh se utilizeazi de obicei pentru functiile a) S se alcatuiascd tabelul de valori al acestei functii, ) .
booleene cu maximum cinci variabile (foarte rar pentru sase variabile). b) $4 se alle forma canonicé disjunctivi si forma canonicé conjunctivéi a acestel functii.
. X 5 St o ¥ ¢) Sé i se determine prin calcul boolean cea mai simpld forma normald disjunctivi.
plagramele Veitch-Karnaugh pentru o functie cu cinci variabile arati d) Sa se arate ci M[a, b, M(c, d, e)] = M[M(a, b, ), d, M(a, b, e)].
ca in figura .17, : :
29
28




30.

7. Pentru functiile din urmatorul tabel si se afle:
a) forma canonicd disjunctivi ;
b) forma canonicd conjunctivi ;
c) cea mai simpla formd normald disjunctiva.

; Ti. Ay Ty v o s
0 0 0 1 1 0
0 0 1 0 1 1
0 1 1] 0 0 0
0 1 1 1 1 0
1 0 0 1 1] 1
1 0 1 1 1 0
1 1 0 0 1 1
1 1 1 1 1 0

Tabelul 1.15

8. 54 se indice pentru fiecare din functiile ale céror diagrame Euler-Venn sint reprezentate
in figura 1.18 forma canonici disjunctiva si s se simplifice. i

Fig. 1.18

9. Sa se qlcétuiascév Qiagramele Euler-Venn pentru urmitoarele functii de trei variabile
date prin dezvoltdrile lor §i s se simplifice ;

a) mlUanmBUm7; b) m?UmsUmAUmai
Q) meUmy; d) my\UmyUmeUma\JmsJm,, - ’
unde my, my, ..., m, corespund notatiilor din figura 1.9,

10. S3 se construiascd diagramele Veitch-Karnaugh pentru urmitoarele functii booleene:
a) fla, b, cy=a 4+ b¢ + ac + abc;

b) f(x1, X5, Xa, X5) = X1%%s + XXs + XKk

o) f(x, y, )=x +y + xy + yz 4 xz + xyz;

d) glx, y, 2, ©) =Xy + xz + yz + %y ;

e) fa, b, ¢, d)= abcd + a—b-az + abed + abicd + abed + abed + abed

) glx, Xa %o %) = (%0 + Fa)xs + (X2 + %)x,.

11. Aflaji functiile reprezentate prin diagramele Veitch-Karnaugh din figurazl.19.

d cd

ab 00 0! 1 10 ab 00 01 1l 10
00] 0 0 0 0 00| 0 ! 0 0
o1l 0 0 ! 7 o i / 0 ]
114, .0 ! ] I 11 i ] 0 0
101 0 ] I 0 01 0 ] 0 0

a b
abc

de\ 000 00! o1 010 1o MM 101 100
00| 0 0 1 1 7 ] 0 0

o1 0 ! ! ! 0 ! ! 0

1y i 0 0 ! 0 o\ o |

oy 1 0 0 ] 0 0 0 ]

(5
Fig. 1.19

12. Folosind diagrama Veitch-Karnaugh, sd se simplifice urmatoarele funcjii:
a) f(a, b, ¢, d)=ab + acd + ¢ + bed;
b) fx, y, )= (x + 4y + D + PNl +2);
¢) glx, y, 2, W)= xyz + 2w + XYzw + x2W + yzw + Wyzw ;
d) h(x,, X3, Xa, X9) = X,X3Xs + X1XoTy + TiXoXeKa s
e) fla, b, ¢, d)= acd + abed + abc + abd + bed.

.5, Realizarea fizicd a functiilor booleene

1.5.1. Circuite cu contacte

O prima aplicatie a teoriei functiilor booleene este reprezentati de studiul
circuitelor dipolare cu contacte. Aceste circuite sint formate prin legarea
in serie sau in paralel a unor contacte care sint de doui tipuri: contacte
normal deschise si contacte normal inchise.

Fiecare contact poate fi pus in corespondentd cu o variabila booleana.
Contactele normal inchise sint puse in corespondentd cu complementele
variabilelor booleene. Un contact se poate afla in doud stdri: starea de
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Fig. 1.20

repaus sau normald si starea de lucru. Aceste stdri corespund, respectiv,
valorilor 0 si 1 ale variabilelor booleene asociate contactului. Un contact
normal deschis permite trecerea curentului numai in starea de Iucru. Un
contact normal inchis permite, insd, trecerea curentului numai in starea de
repaus. Un circuit dipolar cu contacte nu se poate afla decit in doud stari :
permite trecerea curentului sau nu o permite. Aceste doud stari vor fi aso-
ciate cu valorile booleene 1 si respectiv 0.

Considerind cele dou# circuite simple din figura 1.20 se poate observa
cil acestea pot fi asociate celor doua funciii de o variabila [(x;) = x, §i g(x:) =
= #, Intr-adevir, daci contactul normal deschis se afla in starea de repaus
(x, = 0), atunci circuitul nu permite trecerea curentului (f(0) = 0), iar daca
contactul normal deschis se aflid in starea de lueru (x; = 1) atuneci circuitul
permite trecerea curentului (f(1) = 1). De asemenea, dacéd contactul normal
inchis se afli in starea de repaus (x, = 0) atunci circuitul permite trecerea
curentului (g(0) = 1), iar daci contactul respectiv se afla in starea de lucru
(x, = 1), atunci circuitul nu va permite trecerea curentului (g(1) = 0).

Se poate observa ci dacd un circuit este obfinut prin legarea in serie a
altor doua circuite mai simple, acestuia i se poate asocia o funciie care co-
respunde produsului boolean al funcfiilor asociate celor doud circuite.

In mod analog funciia asociatd unui circuit format prin legarea in paralel
a altor doua circuite este suma booleand a funcfiilor asociale celor douna
circuite legate in paralel.

Rezultd, deci, cd oricdrui circuit dipolar i se poate asocia o functie boo-
leand care si reprezinte functionarea circuitului. Trebuie remarcat cd, in-
{r-un circuit dipolar cu contacte, mai multe contacte pot corespunde aceleiasi
variabile sau complementului acesteia.

De exemplu, circuitului din figura 1.21 i corespunde functia f(x, y) = £ + Xy, iar
celui din figura 1.22 i se asociazd functia fxi, ¥., %a, %) = (¥; + X)(X2Xs + (X2 + X2)%4)

—0~ 0
X
0-__4L r———o
————0/6—-—-—0?0—
X ¥
Fig. 1.21
RIS, | S S—
X, ‘3
Xy
| $——5
X
XZ f
= Ay 2 '
X
£
Fig. 1.22

[+]
N

Reciproc, orice functie booleand poate fi realizatd printr-un circuit
dipolar cu contacte, adica se poate aleatui un circuit dipolar cu contacte a
carui functionare sa fie reprezentatd de functia data.

Realizarea functiilor booleene prin circuite dipolare cu contacte reprezinta
o modalitate de utilizare practica a teoriei functiilor booleene.

Este cunoscut ca functionarea celor mai multe circuite de automatizare,
precum si funcfionarea calculatoarelor electronice se bazeaza pe utilizarea
numerelor binare, care pot [i reprezentate cu numai doua cifre, 0 si 1. Func-
tiile care reprezintd comportarea in functionare a circuitelor respective sint
functii booleene. Aceste circuite pot fi deci construite, realizind fizic functiile
booleene corespunzatoare.

Simplificarea unei functii booleene reprezintd in acest caz realizarea
aceleiasi funcfii printr-un numar cit mai mic de contacte.

In practica, circuitele cu contacte sint folosite de obicei sub formd de
circuite cu relee si contacte. Releele sint necesare in cadrul acestor circuite
pentru a acfiona contactele. Un releu va actiona toate contactele corespun-
zatoare unei variabile, astiel cd valorile variabilei pot fi asociate cu cele doua
stéri, de conducere a curentului sau nu, corespunzatoare circuitului de co-
manda a releului. Se da astfel posibilitatea de a se reprezenta in mod omogen
valorile 1 si 0 prin starea de conducere sau nu a curentului prin diferite
circuite. Circuitele cu relee si contacte au fost inlocuite treptat prin circuite
logice alcatuite din tuburi electronice, apoi prin circuite alcdtuite din tran-
zistoare, iar in ultimul timp prin circuite integrate.

1.5.2. Circuite logice simple

Circuitele logice sint realizate sub forma unor circuite multipolare (cu mai
multe borne). Un circuit logic are una sau mai multe borne de intrare §i una
sau mai multe borne de iesire. La bornele de intrare se aplica semnale (in ge-
neral impulsuri de tensiune electrica), care reprezintd variabile booleene si pot
lua doua valori (de exemplu, o fensiune de 4 V poate reprezenta valoarea lo-
gica ,1" iar o tensiune de 0 V valoarea logicd ,0%). La bornele de iesire apar
semnale, care corespund valorilor unor functii booleene de variabilele de la
intrare. Aceste circuite logice se vor numi combinatjionale. Existd posibilitatea
ca functiile booleene si nu depinda numai de valorile actuale ale variabilelor
de la intrare ci si de valorile precedente ale acestor variabile. In acest caz cir-
cuitele logice se vor numi secventiale sau ,cu memorie®.

In manualul de fatd nu vom studia decit circuitele logice combinafionale.

In cazul general, un circuit combinational are n borne de intrare, corespun-
zatoare unor variabile booleene xy, x,, ..., x, si m borne de iesire, corespun-
zdtoare unor functii yy(xy, ++ .y Xn)y « ) Ym(xy, ..., x,). Un astfel de circuit se
reprezinta ca in figura 1.23, fard a se descrie structura sa internd.

X = T Pl )
X5 O 200, %2 )
X, 0 Y, (X}, Xy, )
Fig. .23
[
3 — Matematicid aplicatd in tehnica de calcul cl, a X-a — cd. 23 33
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Fig. 1.24

O proprietate importantd a circuitelor logice este ci acestea pot fi combi-
nate peniru a forma circuite logice mai complexe. Astfel, bornele de iesire ale
unor circuite pot fi cuplate la bornele de intrare ale altor circuite. Aceasta
proprietate permite ca un circuit logic mai complex si poatd fi realizat din
circuite logice mai simple.

Un circuit combinational cu mai multe borne de iesire poate fi conceput ca
fiind format din mai multe circuite care au fiecare cite o singurd borna de iesire
si care corespund fiecare la cite o funcfie. Un circuit combinational cu o singura
borna de iesire va fi denumit circuit logic simplu (Tlig. 1.24). Functionarea unui
circuit logic simplu este descrisd printr-o funcfie booleand de variabilele de la
intrare. Putem spune astfel ¢ un circuit logic simplu realizeazi functia booleani
corespunzitoare. Daca func{ia booleanid este o funcfie elementari de doua
variabile, circuitul logic simplu corespunzitor care o realizeaza va fi denumit
circuit logic elementar. Exista deci trei circuite logice elementare, corespunza-
toare celor trei operafii de baza ale algebrelor booleene, si anume circuitul $I
peniru operatia ,,+“, circuitul SAU pentru operatia ,,-+* si circuitul NU pentru
operatia de complementare. Aceste circuite logice elementare au o reprezen-
tare conventfionala speciald care este aratala in ligura [.25.

Deoarece orice funclie booleana poale i reprezentaii cu ajutorul celor
trei funefii elementare, corespunzitoare celor trei operafii ,-“, - si ,7
rezultd ¢d orice circuit logic simplu poate fi realizat prin combinarea unor
circuite logice elementare. Reprezentarea unei func{ii booleene cu ajutorul
functiilor elementare poate fi consideratd drepl schema de combinare a cir-
cuitelor logice elementare.

De exemplu, functia .
[(x1, Xa2,m¥y) = X% + XX,
care poate [i reprezenlatd sub forma
(6 22) 4 ((e2) (¥,
oste realizata de circuitul logic simplu din fig. 1.26.
Dacé reprezentdm insd aceeasi funciie prin
;(‘\_l- X3, xa) = XX, '!' X 4 Xy

realizarea funcliei va [i diferitd, corespunzind circuitului logic din figura 1.27.

Rezulta deci, cd o funclie booleand poate i realizatd de diferite circuite
logice simple, corespunzind diferitelor reprezentiri ale acesteia. Se poate acum
intelege importanfa simplificarii funcfiilor booleene, deoarece astfel se pot
realiza aceleasi funciii, insd cu scheme mai simple si economice.

In 1.2.3. s-a ariilal cd orice funciie booleani poate fi reprezentata cu ajutorul unei singure

funclii de doua variabile, aceasti functie fiind fie functia lui Sheffer fu(x, y) = x + y, fie
functia lui Peirce fy(x, y) = xy. Exista circuite logice simple care realizeazdi aceste funetii,
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y:fl' 2 YT, yex
: ’)/ SAU NU'
Fig. 1.25

Fig. 1.26
X, XX,
X) 'XJ
(J XZ'XJ
Fig: 1.27
e ) o
X2 XZ
yi %, yX %,
NU-S!1 NICI
Fig. 1.28

Accste circuite vor fi denqmite circuite logice universale. Rezulti, deci, ci orice circuit logic
simplu peate fi realizat printr-o combinatie de circuite logice universale. Circuitele logice uni-
versale sint simbolizate ca in figura 1.28, Aceste circuite poartd denumiri proprii, particulare,
Astfel circuitul care realizeazd functia lui Sheffer;se numeste circuit N U-$1, iar cel care realizeazi
functia lui Peirce se numeste circuitul NICI. o

Functia consideratd anterior poate fi reprezentats astfel :
— prin funcfia lui Sheffer (notatd cu ,,|%)
F(61y X0y %) = (%2 [ 23) | (2] %) [ (%] %))
— prin funcfia lui Peirce (notatd cu , | ")
8x1, Xoy %) = (%2} %) | (5] X)) | (¥a ] %),
far f(x:, x2 %)= g(x1, X2, x3) | G(X1, %2, Xs).

. Circuitele logice simple corespunzitoare acestor reprezentdri pot fi vazute in figura 1.29
si figura 1.30. ! (58
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Fig. 1.29

w

N> e ol

Xy B )

Desi schemele acestor circuite sint mai comp]igate decit cele ale c:rculte_lql: ldml_hgunh"t!.(?ib
si 1.27, compuse din circuite logice elementare, sint totugi mai usor de realizat din p‘unc't l(:
vedere tehnic, deoarcce sint alcétuite'dm a}celagl_ tip (_lc c1r_cu|te: pe _oblcel, llihd?tl'CII"C}ll CUL
logice universale sint mai ugor de realizat si contin mai pufine piese, iar unecg' 'CSi le11¢4|| (‘E’L.n
nomic si se realizeze chiar si circuitele logice elementare prin combinatii ale circuitelor logice

iversale. -l u . =
s eRrealizarea circuitelor logice elementare prin circuite NU-SI este prezentatd in figura 1.31

si are la bazd urmatoarele reprezentdri :
Xy Xy = Xy XyXy = (22 %) | (2. [ %),
Xy X = Xk Kk = (G| %) | (xs [ %),

;1.= X4 = (xlx)
Realizarea circuitelor logice elementare prin circuite NICI este prezentatad in figura 1.32
sl are la bazd urmétoarele reprezentari :

XK= X + X+ X+ H= (%] %) | (%] %),

X1+ X=X + X + X1 + X = (X1} %) | (%1 ] X0),

X=X+ X=X L.

A
%2

[

X"Xz

Iy o T
Py,
e
[ Jpar

% o—:
po—{ ]
B
Fig. 1.31
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Fig. 1.33

In tehnica sint de asemenea usor de realizat circuite SI, SAU, NICI sau
NU-§I cu mai mult decit doud borne de intrare. Aceste circuite au aceleasi
simboluri ca i circuitele corespunzitoare cu numai doui borne de intrare. Un
astfel de circuit poate fi realizat oricind in locul unui circuit similar cu mai
pufine borne de intrare, daca la bornele de intrare suplimentare se aplica fie
semnale avind o valoare logici constanti (,,1¢ pentru circuitele wol“si ,NU-SI“
$i 0" pentru ,SAU* si ,NICI"), fie unul dintre semnalele de la celelalte borne.
In figura 1.33 se prezinta exemple de utilizare a unui circuit cu patru borne de
intrare pentru realizarea unei funcfii booleene cu doua variabile.

Circuitele logice simple cu un numar mai mare de borne de intrare de tip SI
si SAU pot fi utilizate la realizarea functiilor booleene reprezentate sub o forms
normala.

De exemplu, functia f(x,, x., ¥a)=%%.%; + %1%,%s + F1X2%, poate i realizatd cu circuitul
din figura 1.34.

In practici pot apare situatii care si necesite aflarea functiei booleene rea-
lizate de un circuit logic simplu a cirui schemi (structurd) este cunoscuta.

Pentru a obfine expresia funcfiei booleene realizate de un circuit se pro-
cedeazd astfel : se identifici variabilele booleene corespunzitoare bornelor de
intrare ale circuitului ; se alcatuiesc expresiile booleene corespunzatoare acelor
circuite elementare pentru care s-au identificat variabilele de la intrare ; aceste
expresii constituie intrarile altor circuite elementare; se obtin astfel expresii
din ce in ce mai complexe, iar in final expresia ciutati, corespunzatoare iesirii
circuitului. '
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R A Proiectarea unui circuit logic se desfdsoard in mai multe faze, descrise ‘
b ie? ?J pe scurt in continuare :
T — stabilirea variabilelor de intrare si de jesire precum si a semnificatiei |
. valorilor acestora; ' '
) £2.%3 ‘ — determinarea funciiei booleene (sau a funcliilor, in cazul mai multor
Te—— variabile de iesire), care corespunde transformirilor necesare ale variabilelor |
de intrare si alcdtuirea tabelului de valori corespunzitor ;
— aflarea unei expresii booleene, de obicei sub forma canonici disjunc-
=it s T~ [Tttt tivid, corespunzatoare fiecdrei funclii;
o e LI )‘-*_—“" — ailarea celei mai simple expresii pentru fiecare funclie booleand ;
L - R — alcdtuirea unui circuit logic care sid realizeze funcliile booleene in
forma simplificata.
Este posibil ca unele etape si nu fie necesare in anumite cazuri. De exem-
= x plu, daca tabelul de valori al funcliei este alcdtuit sub formi de diagrami
, o e )*L__.J_._.- Veitch-Karnaugh, nu este necesara aflarea unei expresii oarecare a functiei,
ci se poate trece direct la aflarea celei mai simple expresii a funcfiei respective. |
Fig. 1.34 Proiectarea unui circuit cu contacte se face urmind aceleasi faze astfel |
‘ ca in ultima faza sa se alcdtuiasca schema circuitului respectiv. |
Pentru exemplificare se va prezenta proiectarea unui circuit comparator. |
e ' ab (}ircuitul comparator care (re!)uir; Aproiectat este destinat. sd compare !
—D‘O‘B— - doud numere de cite doud cifre, indicind pe cel mai mare dintre acestea.
ab+ab Variabilele de intrare sint in numir de patru. Alegem, de exemplu, ca x, |
ﬂ—-"" si X, sd reprezinte cifrele binare ale primului numar, iar x; si x, pe cele ale |
- | numarului al doilea. Semnalul de iesire va indica numéarul cel mai mare astfel, ‘
L —)_____d ' daci primul numdr este cel mai mare, semnalul de iesire va avea valoarea ,,1*,
bo— L &b | iar dacid al doilea numar este cel mai mare, semnalul de iegire va avea va- i
loarea ,0“. Dacd cele doud numere sint egale, convenim si considerim al
Fig. 1.35 ’ doilea numar ca fiind cel mai mare. In tabelul 1.14 se indici valorile funciiei |
A b il §i . Dacd circuitului comparator considerind ca numerele sint reprezentate in baza 10,
De exemplu, circuitul din figura 1.35 are ca vq}'lla ll)e leine corespuﬁiétoa:e. iar in tabelul I.15 funciia circuitului este definiti ca o functie booleana.
tn dreptul iesirii fiecdrui circuit notam expresile boo Al i Diagrama Veitch-Karnaugh a acestei functii este prezentati in figura 1.36.
vom scrie pe rind, @ b, ab, b, ab - ab. .
n, n, / v, Xy Xy ay [ |
. |
‘Proi ircui ogice.
1.5.3. Proiectarea circuitelor log | 0o ol o 0 0 0 0 0
L L 3 H i . | ) [
Circuitele logice reprezgnté 0 plz'“f-te'tlmgs;:ggtiabg:)rlle;?f;ies?r?tmnggelz- g é 8 E) 8 (1) (‘) 8
culator electronic. Ele realizeaza dilerite eXpres % 1 et 0 3 0 g =11 0 ‘
: ctionarea calculatorului. Este cunoscut cé funciiona e <,
(s::ll-gulgfggl?ui ﬁslcx-:] éazeazﬁ pe transfortmarea gfl_lort.sengl(;‘ifxg]:lpﬁfue» uﬂenfl‘;g:: i (1) (1) 8 i 8 (1) (1) MR L0 01 U 4
i 0% sau ,1“ au fiecare o anumita semnilicajie. ¢ €X€l ) U
;r; Ir?al;rggintﬁ intotdeauna in baza 2, astfel i cifrele sale nu sint fiec'&gaﬁub];: } i 8 8 i i ? 8 o | ’ ’
Un numir cu cinei cifre binare se repr‘ez[nta cu ajutorul a cmym se e 2 5 " i o5 i
nare, cite un semnal pentru fiecare cifrd. Semnul unui nurmar lPO 2 Bo. 2 1 |1 1 0 0 1 1 ol M1 o 0 0
asemenea reprezentat printr-uri semna{ binar, fligiﬂSlde““d ¢a valoare 5 9 11o 1 0 1 0 0 ||
semnului -+, iar valoarea 1 semnuiti == : 3 T 1
e amiamare, sl bt ode ety oo, L o saltl it oo | Y] e |
bine stabilite, in funclie de rezultatul urmarit. ”‘t taloo ot 2. ] L . ofed 1
inare se reduce la o transformare a semnalelor corespunzatoare : a5 |
g]rcleranzi, pentru a se obfine semnalele coréspunzatoare sumel, conform regu A g 5 (1) } i } (1) é ‘. L 0 0
i unare a doud numere. P 1 dik , | )
! OrOdgcfi(ifi?ate importanta din cadrul etapei de proiectare a unu}[ callc@fl&ﬁf Tabelul 1.12 Tabelul 1.15 Fig. 136
electronic o constituie proiectarea circuitelor logice din care este alcatuit.
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Fig. 1.37
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Fig. 1.41

Fig. 1.40

Fig. 1.39

Forma canonicd disjunctivd a acestei functii este:
f(xl,x21x31x4) = T XoT5Tq X1 8oTsTa+ X1 TaTaXy 1 X1 X0 T5Tq X1 X5TaX g+ X1 XX 5Ty
Cea mai simpld forma normald disjunctiva este :
f(x1, Xz X3, Xa) = X183 + X1XsTy + XoEala,

dupa cum se poate vedea si pe diagrama din figura I.36. Corespunzator acestei
forme normale se obtine circuitul cu contacte din figura 1.37 si circuitul
logic din figura 1.38.

Daca se doreste realizarea circuitului logic numai prin circuite NICI,
transformind functia definita anterior, se obtine expresia

f(x1, X9y Xa, Xg) = EyTy -} T1X3 + TiXa + ToXs -+ XpXa

si circuitul asociat din figura I1.39.
1.5.4. Circuite logice complexe

In echipamentele electronice sint utilizate adeseori circuite logice com-
plexe, care realizeazd simultan mai multe func{ii booleene. Aceste functii,
de obicei nu sint independente, ci se completeazd reciproc.

Vom analiza in continuare citeva circuite Jogice complexe, mai frecvent
utilizate.

Decodificatoare

Circuitele decodificatoare sint destinate si recunoascd diferitele com-
binatii de valori ale variabilelor de la intrare. Schematic, un circuit decodi-
ficator se reprezinta ca in figura 1.40, indicindu-se pentru fiecare bornad de
iesire combinatia de valori ale variabilelor de intrare corespunzatoare. Re-
zultd, deci, ci functiile booleene realizate de un astfel de circuit sint compuse
fiecare dintr-un singur mintermen. Se poate astfel observa cd pentru orice
combinatie de valori ale variabilelor de intrare, una i numai una dintre
bornele de iesire va indica valoarea logicd ,,1* (si anume borna de iesire a
functiei compuse din mintermenul a-

sociat respectivei combinatii de valori ¢x, ox;
ale variabilelor). In figura [.41 se
prezintd un circuit decodificator pen- §Z

tru doud variabile.

In practica pot fi necesare uneori
circuite decodificateare care sa indice
absenta unor combinalii de valori
ale variabilelor de la intrare. Desigur
cd in acest caz pentru fiecare com-
binatie de valori ale variabilelor de
la intrare numai o singura bornd de
iesire va indica valoarea logica ,,0* (si
anume borna de iesire a funciiei, co- X X
respunzatoare acelei combinafii, de-

oarece aceasti combinafie nu este
absentd). Un exemplu de astfel de [ A
circuit decodificator cu doua varia- §>—°
bile este prezentat in figura I.42. Fig. 1.42
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Fig. 1.43

Exist4 si circuite decodificatoare reduse, care nu au borne de iesire pen-
tru toate combinatiile de valori posibile ale variabilelor de intrare, c¢i numai
pentru cele necesare. Un exemplu de astfel de decodificator este prezentat
in figura 1.43. Acest circuit serveste la decodificarea cifrelor zecimale codifi-
cate in binar, conform tabelului 1.16.

(o]
EhaaARsA
Xy Xa Xy Xy f D_—Cy’
0000 0
00 0 1 1 _~
0010 2 2 —) )—>ol;
b 3 )
01 00| "4
0101 5 S~
0" 17 6 = g
01 1 1 7 =5 >—%
1 000 8
1 00 1 9
— N
L . :1,7 A
Tabelul 1.16 Fig. .44
Codificatoare

Circuitele codificatoare realizeazi o operatie inversi in raport cu circui-
tele decodificatoare. Astfel, variabilele de la bornele de intrare ale acestor
circuite nu capitia toate combinatiile de valori posibile, deoarece atunei cind
o variabila are valoarea 1%, celelalte variabile nu pot avea decit valoarea 0 b
Rezulta, deci, ci numarul de combinatii ale variabilelor de intrare este égal
cu numdrul variabilelor de intrare. Pentru fiecare dintre aceste combinatii
se obfine la bornele de iesire o combinatie de valori care reprezinti codul
semnalului de la intrare. Un circuit codificator este compus din mai multe
circuite SAU, cite unul pentru fiecare bornd de iesire. Fiecare circuit SAU
are mai multe intrari. In figura 1.44 este prezentat un circuit codificator care
codifica in binar cifrele 0, 1, ..., 9. Codul considerat pentru fiecare cifri
este indicat in tabelul 1.17. Se observi cd borna de intrare corespunzitoare
cifrei 0 nu este legaté cu alt circuit, deoarece codul necesar este format din
valorile 0 pentru toate bornele de iesire.

Sumatoare
Unul dintre circuitele cele mai importante ale unui calculator electronic
il constituie sumatorul. Acest circuit participi la

efectuarea operatiilor aritmetice. Este cunoscut
cad numerele cu care lucreaza un calculator elec- Yy Y2 Ys UYa
tronic sint de obicei reprezentate in baza de
numeratie 2. 0 0 0 0 0
Adunarea a doud numere binare (in baza2) [l 0 0 0 1
se efectueazi conform regulilor obisnuite, cifri |2 0 0 1 0
cu cifrd. Un circuit sumator este realizat pe baza [3| 0 0 1 1
circuitului sumator elementar. Circuitul sumator |4 0 1 0 0
elementar efectueazd adunarea a doud cifre 50 1 0 1
binare. Rezultatul adunirii este alcituit din |6 O 1 I 0
doua cifre binare: o cifra a sumei si o cifrd g (1) (1) (1) (I)
transport care trebuie adunatd la cifrele coloa+ | g 1 o o i
nei alaturate din stinga. Aceasta inseamni ci

in realitate un circuit sumator elementar va Tabelul 1.17
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a bt s t
0 0 0 0 0
1 00| 1 O
01 0 1 0
1 1 0 0 1
0 0 1 1 0
1 0 1] 0 1
0 1 1 0 1
1 1 1 1 1

Tabelul 1.18

trebui si efectueze adunarea a trei cifre binare
(cite o cifréd de la cele doud numere §i cifra transport
de la coloana precedenta).

Notind cu a si b cifrele celor doi operanzi, cu
¢t cifra transport de la coloana anterioara, cu s
cifra sumei si cu ¢’ cifra transport catre coloana
urmatoare, se poate alcdtui tabelul I1.18.

Putem deci considera s si ¢’ ca functii booleene
de a, b si t. Diagramele celor doud functii sint
indicate in figura 1.45, iar in figura 1.46 se pre-
zinta o diagrama comuné pentru cele doud functii.

Din diagramele Veitch-Karnaugh se pot deduce
expresiile booleene simplificate ale celor doud
functii :

s = abt - abt -+ abi + abt si

"= ab + af + Ut

Folosind aceste expresii, un sumator elementar are schema prezentatd

in figura 1.47.

ah
f 00 0} 11 10
o o0 ! 0 /
a b ¢
1k 0 ! 0 ? o T
5 Yy |y
g:
ab
! 1 10
00 0! 7
1o 1 ] iz z —
.
Fig. 1.45 —
ar ]i )
! 00 01 /] 10 L
oloo 10 o 10 5 =
— —=D
0 o ot
Fig. 1.46 Fig. 1.47

b
a b ! az by t; a, by 4, a b b4 Qg bp ty=0
- i i I
23 2, PP Xo
~ T e e LT
s 5 s ty s, t) s, to So
Fig. 1.48 Fig. 1.49

Simbolic, un sumator elementar poate fi reprezentat ca orice circuit
logic (fig. 1.48).

Un sumator pentru numere binare cu n cifre este alcatuit din n sumatoare
elementare, care adund fiecare cite o cifrd. Circuitele sumatoare elementare
sint interconectate pentru a-si transmite reciproc cifrele de transport res-
pective. Schema unui sumator pentru patru cifre binare este prezentata in
figura 1.49. Un astfel de sumator este denumit sumator paralel, deoarece
cifrele celor doua numere sint introduse simultan.

Daca este memorata cifra transport, atunci un singur sumator elementar
poate fi utilizat (in mod repetat) pentru caleulul tuturor cifrelor rezultatului.
Un astiel de circuit, denumit sumator serie, nu mai constituie insa un cir-
cuit combinational, c¢i un circuit secvenfial, iar realizarea fizici a sa este
mai complicatd decit a sumatorului paralel.

1.5.5. Realizarea practicd a circuitelor logice

Circuitele logice elementare sint realizate practic utilizind elemente de
circuit obisnuite : rezistente, condensatoare, diode, tranzistori. Exista diferite
scheme de circuite electrice care realizeaza functii booleene.

Vom prezenta citeva exemple de scheme simple care realizeazd operatiile
booleene elementare. In cazul acestor scheme se presupune ci valoarea logica 0
este reprezentatd de o tensiune de 0 V, iar valoarea logica 1 de o tensiune de
+4 V.

In figura 1.50 este prezentata schema unui circuit SI. Analizind functionarea
circuitului, se observa ca dacd una dintre bornele de intrare are tensiunea 0 V,
dioda corespunzatoare se afla in stare de conductie, astfel ca borna de iesire
are de asemenea tensiunea 0 V. Deci, borna de iesire va avea tensiunea de +4 V
numai dacé toate bornele de intrare vor avea de asemenea o tensiune de +4 V,
toate diodele fiind astfel blocate.

In figura I.51 este indicatd schema unui circuit SAU. In acest caz, oricare
dintre bornele de intrare ar avea tensiunea de +4 V, dioda respectiva ar fi in
conductie, astfel ca la borna de iesire s-ar obtine tensiunea de -+4 V. Tensiunea
de la borna de iesire este 0 numai dacd la toate bornele de intrare tensiunea
este 0. .
Circuitul din figura 1.52 realizeaza functia de complementare (circuit logic
NU). Conform principiilor de functionare ale unui tranzistor, dacd tensiunea
de intrare este +4 V, tranzistorul se afld in stare de conductie, astfel ca tensiunea
de iegire este 0 V, iar daca tensiunea de intrare are valoarea de 0 V, tranzistorul
este blocat, astfel ca tensiunea de jesire este de +4 V.
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Se pot realiza cu usurin{é circuite logice universale cuplind un circuit NU
cu un circuit SAU si respectiv cu un circuit $I. Se ob{in astfel scheme pentru
un circuit NU-SI (fig. 1.53) si pentru un circuit NICI (fig. 1.54).

Tehnica de calcul moderni foloseste asa-numitele circuite integrate pentru
realizarea functiilor booleene. Circuitele integrate sint de o mare varietate. De
obicei au un numir mare de borne (14, 16 sau 32). Unele circuite integrate
realizeaza functii simple, elementare. Insd, datoritd numérului mare de borne,
un circuit integrat poate con{ine mai multe circuite logice elementare indepen-
dente. Existii insa circuite integrate care realizeazi funetii complexe, cum ar fi
codificatoare sau decodificatoare. De asemenea, existd circuite integrate care
au functiunile unor circuite secventiale, avind §i posibilitatea de a memora
valoarea unor semnale.

1.5.6. Exercitii

1. Sii se giiseascd expresiile funciilor realizate de circuitele cu contacte din figura 155,
_si se simplifice §i sd se traseze schemele circuitelor care realizeazd aceleasi functii, con-
form expresiilor simplificate.
2. Si se afle expresiile Junctiilor realizate de circuitele 'din figura 1.56.

¢
Fig. 1.56

Fig. 1.55
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. Si se simplifice functlile realizate de circuitele din figura 1.57 si sd se traseze schema

circuitelor care realizeazi aceleasi functii, conform expresiilor simplificate.

. Corespunzitor codului prezentat in tabelul .19, sd se deseneze schema unui circuit

a) decodificator ;
b) codificator.

. S# se proiecteze un circuit logic care pentru trei semnale de intrare sd indice prezenia

unui numir impar dintre acestea.

. S# se proiecteze un circuit logic cu trei borne de intrare, care s producd un semnal de

iesire egal cu valoarea majoritétii semnalelor de intrare.

S# se conceapd un circuit logic cu patru borne de intrare. Doué borne de intrare D,, D,
sint considerate borne de date, iar celelalte doud C,, C, sint considerate borne de control.
Dacii ambele intriri de control au valoarea 0, iegirea trebuie si aibad o valoare egald cu
produsul logic al celor doud intréri de date. Dacd ambele intrdri de control au valoarea 1,
atunci valoarea semnalului de iesire trebuie sd fie egald cu suma logicd a semnalelor
celor doud intréri de date. Dacd numai o intrare de control are valoarea !, atunci valoa-

rea semnalului de la iesire trebuie si fie egala cu valoarea semnalului de la intrarea de
date corespunzétoare (D, pentru C, si D, pentru C,),

——

Il. GRAFURI NEORIENTATE i

I1.1. Notiuni de bazd

Un graf neorientat G este o pereche ordonatid de multimi (X, U), unde X
este o multime finitd, iar U este formatd din perechi neordonate de elemente,
din X. Putem considera deci cd U este o familie de submultimi cu dou3 elemente
din mul{imea X. Vom nota G = (X, U).

Multimea X se numeste mulfimea virfurilor sau a nodurilor grafului G si
mulfimea U se numeste mulfimea muchiilor grafului G. O muchie fiind un ele-
ment din U, ea este o submultime cu doud elemente din X, deci are forma
{%, y}, unde x, y € X.

Vom nota muchia {x, y} prin [x, y] si vom spune ci ea uneste virfurile x
si y. Deci notatiile [x, y] si [y, x] reprezinfa aceeasi muchie ; virfurile x si yse
numesc extremitdfile acestei muchii.

Daca [x, y] = U vom spune ca virfurile x si y sint adiacente in graful G,
iar virfurile x si y sint incidente cu muchia [x, y].

Deci un graf G poate fi considerat ca o multime de virfuri, dintre care unele
sint unite doud cite doud prin muchii.

Un graf G poate fi desenat in plan reprezentind virfurile sale prin puncte
si muchiile prin linii care unesc anumite perechi de virfuri.

Astfel graful G= (X, U), unde X = {1, 2, ..., 14}si U= {[, 2], [1, 3), [2, 4], [3, 4],
(4, 5], [5, 6], [5, 7], [5, 8], [9, 14), [10, 14], [11, 14], [12, 14], [13, 14]}, se reprezintd ca in
figura II.1.

De exemplu virful 4 este adiacent cu virfurile 2, 3 si 5, virful 8 este adiacent cu virful 5
iar virful 14 este adiacent cu virfurile 9, 10, 11, 12 si 13.

Gradul unui virf x este egal, prin definitie, cu numéirul muchiilor incidente
cu virful x si se noteazi cu d(x).

De exemplu, pentru graful din figura 1I.1 obtinem :
d(1) =d(2)=d(3) = 2; d(4) = 3; d(5) = 4; d(6) = d(7) = d(8) = 1.

Un virf cu gradul egal cu 1 se numeste virf terminal al grafului. Pentru grafu]
din figura II.1, virfurile 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13 sint virfuri terminale. Un
\\
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virf care are gradul egal cu zero, deci care nu mai este adiacent cu nici un alt
virf al grafului, se numeste virf izolat. Graful din figura 1I.1 nu confine virfuri
izolate.

Existd o relatie simpld intre suma gradelor virfurilor unui graf si numarul
de muchii, datd de propozitia urmatoare :

Propozitie. Dacd graful G are m muchii si virfurile x,, ..., x,, existd relafia:

3 d(x) = 2m.
i=1

Demonstratie. Fiecare muchie [x, y] a grafului G are doud extremitdti x si g,
ea contribuind cu o unitate si la d(x) si la d(y).
Deci suma gradelor grafului este egald cu dublul numirului de muchii.
In particular, suma gradelor este un numar par. De aici mai rezulta urma-
torul corolar.

Corolar. Pentru orice graf G numdrul virfurilor de grad impar este par.

Demonstratie. Sa notdm cu S, suma gradelor pare si cu S, suma gradelor impare
ale virfurilor grafului G.

Conform propozifiei demonstrate putem scrie Sy -+ S, = 2m. Sa presupu-
nem, prin reducere la absurd, cd numarul virfurilor de grad impar ale lui G
este un numdr impar. In acest caz S, este un numir impar. Insi S, este un
numar par, deoarece fiecare termen din suma care il defineste pe S, este numar
par. Am ajuns astfel la o contradictie si anume suma dintre un numdr par, S,
si un numdr impar, S,, este un numér par, egal cu 2m.

Rezulta ca presupunerea facutd nu este adeviratd, deci proprietatea este
demonstrata.

Pentru graful din figura II.1 exista 10 virfuri de grad impar si anume :
4, 6, 7, 8 9, 10, 11, 12, 13, 14.

Un grof parfial al unui grat G — (X, U), este un graf G, = (X, V) care are
aceeasi mulfime de virfuri cu G, iar V C U. Deci, un graf parfial al lui G este G
insusi sau se obtine din G prin suprimarea anumitor muchii ale lui G.

Un subgraf al unui graf G = (X, U) este prin definitie un grai # = (v, V),
unde Y C X iar muchiile din mul{imea V sint toate muchiile din U care au
ambele extremitdti in mul{imea de virfuri Y.

Deci un subgraf H al unui graf G este graful G insusi sau se obtine din G
prin suprimarea anumitor virfuri si a tuturor muchiilor incidente cu acestea.

Vom spune ca subgraful H este indus sau generat de mul{imea de virfuri Y.

Astfel, subgraful grafului G din figura I1.1, indus de multimea de virfuri ¥ = {1, 2, 3, 4,
5, 7} este desenat in figura II1.2.

Un graf partial al grafului din figura I1.2, obfinut din acesta prin suprimarea muchiilor
[1, 3], [3, 4] si [4, 5] este desenat in figura IL.3.

Spunem cé graful din figura I1.3 este un subgraf partial al grafului din figura II.1.

= ?

<o

Fig. 11.2 Fig. IL.3
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Fig. 11.4 Fig, I1.6

Un graf cu n virfuri pentru care oricare doui virfuri sint adiacente se nu-
meste graf complet cu n virfuri si se noteazi prin K,.

In figura 11.4 este reprezentat graful K.

Deoarece pentru graful K, oricare doud virfuri sint adiacente, rezulti ci
numdrul m de muchii ale acestui graf este egal cu numirul submultimilor cu
2 elemente ale unei multimi cu n elemente, adicd m = C2.

Un graf G se numeste bipartit daci existd o partitie a mulfimii virfurilor :
X:X1U X X, NX.=J

astfel incit fiecare muchie a grafului uneste un virf din X, cu un virf din X,.

Dacd X, are p elemente, X, are ¢ elemente si oricare virf din X, este adia-
cent cu toate virfurile din X,, graful s numeste bipartit complet si se noteazi
prin K, , Graful K, , este desenat in figura IL.5.

Deoarece fiecare virf x € X, are gradul d(x) = g, rezulti ci numérul de
muchii ale grafului K, , este egal cu pq.
Un lan{ este un sir (succesiune) de virfuri :

L = [x5 X1y 0oy %y

cu proprietatea cid oricare doud virfuri vecine sint adiacente, adici [Xgimax,],
[X1, %), «o oy [Xr_1, X,] € U. Virfurile x, si x, se numesc extremitdtile lanfului L,
iar numdrul r se numeste [ungimea acestui lan{. Daci virfurile xo, %, ..., %,
sint distincte doud cite doud, lantul L se numeste elementar.

Pentru graful din figura I1.1 urmétoarele siruri de virfuri sint lanfuri :
L1= [l, 21 41 51 6]9 L2= [4) 51 81 57 6], LBZ [9, 14: 10])
Li=19, 14,10, 14, 11], Ly=11, 2, 4, 3, 1].

Lanturile L, si Ly sint lanfuri elementare, deoarece contin numai virfuri
distincte doud cite doud. Unlan{ L = [x, ..., x,] poate fi interpretat ca traseul
unei deplasdri pe muchiile grafului in ordinea [x,, %], [¥1, *ol, « -, [*r_1, %,]-
De aceea lanful L de extremitafi x, si x, se mai spune ci este un lanf de la x,
la x, sau de la x, la x,. Lungimea lantului L este deci numirul de parcurgeri ale
muchiilor grafului G. '

Dacd x, = x, si toate muchiile [xo, X3], [%1, X2}, .~ ., [¥r_1, %,] sint distincte
doud cite doud, lantul L se numeste ciclu. Daci toate virfurile ciclului, cu ex-
ceptia primului si a ultimului virf, sint distincte doua cite dous, ciclul se nu-
meste elementar.
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2 Astfel, lantul L, este un ciclu elementar care trece
prin virfurile 1, 2, 4, 3.

‘¢ Lanturile [4, 5, 4] sau (1, 2, 4, 5, 4, 3, 1] nu sint ci-

cluri deoarece folosesc de mai multe ori aceeasi muchie.

L

i Pentru graful din figura I1.6 obtinem trei cicluri ele-
mentare :
6 3 C,={1,23 1], C;=[l,4,5 1]s C.=[l, 67, 1l.
2 Deoarece nu conteazi sensul de deplasare pe fiecare muchie,
aceste cicluri pot fi scrise si sub forma : ’
Flg. 11.6

Ci=11, 3; 2,,1}; Co==[):. 5.4, 1] sk C;=[1,7.6, 1],
sau alegind alte virfuri ca primele virfuri in scrierea ciclului. De exemplu :
C,=1[2 1, 3, 2] sau C,=12, 3, 1, 2].

Ciclul C,= 1, 2, 3, 1, 4, 5, 1] nu este elementar, deoarece virful 1, care este prim i ultim
virf, se mai repetd o datd in acest sir.

Un graf G se numeste conex daca pentru orice pereche de virfuri {x, y} cu
x # y, existd un lant de la x la y.

Graful G din figura 11.1 nu este conex, deoarece nu existd nici un lan{ intre un virf din
muliimea X, = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8} si un virf din multimea X, = {9, 10, 11, 12, 13, 14}.
Fiecare din multimile X, si X, induc un subgraf conex al grafului G.

Aceste doud subgrafuri conexe se numesc componentele conexe ale grafului G.
In general, o componenti conexd C a unui graf G se defineste ca fiind un

subgraf conex al lui G care este maximal in raport cu aceastd proprietate, adicd
nu existd nici un lant al lui G care si uneasca un virf din C cu un virf care nu
apartine lui C.

Pentru graful G din figura 11.1 mulfimea de virfuri {6, 7, 8} nu induce o componenta
conex# deoarece nu induce un subgraf conex. Multimea de virfuri ¥ = {9, 10, 14} care induce
un subgraf conex nu formeazd o componentd, deoarece nu este maximald in raport cu aceastad
proprietate. Intr-adevir, existd de exemplu muchia [14, 13] care unegte virful 14 din Y cu
virful 13 care nu apartine lui Y.

Graful din figura I1.2 este conex, iar graful din figura I1.3 are trei componente conexe :
una este formatd din virful izolat 3, alta este formata din virfurile 1, 2, 4 si cea de a 111-a are
virfurile 5, 7.

Exemple

1. In figura I1.7 este reprezentati o parte a schemei cdilor ferate din fara noastré.

Acest desen este un graf, virfurile sale reprezentind nodurile de cale feratd, iar muchiile
reprezentind legéturile directe pe calea feratd dintre doud noduri. Dacéd cunoagtem distantele
in kilometri asociate fiecdrei muchii, ne putem pune problema gésirii celui mai scurt traseu
pe calea feratd intre doud localitati.

Acesta va corespunde unui lant elementar in graful din figura I1.7, care uneste cele doud
localitéti si pentru care suma distantelor asociate muchiilor este minima.

O excursie 1n circuit care trece o singuré daté prin anumite localitati, intorcindu-se in loca-
litatea de pornire, va corespunde unui ciclu elementar in acest graf.
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‘2. Vom considera acum un éxemplu din fizicd si anume calculul intensitdtilor curenfilor
care trec prin ramurile unei retele electrice, ca cea din figura 11.8.

Pentru a rezolva aceastd problemd, cunoscind schema refelei, tensiunile electromotoare
si valorile rezistentelor, se scriu legile lui Kirchhoff relative la noduri si la ochiuri de retea.

Fécind abstraciie de elementele de circuit care se gésesc pe laturile 'schemei putem desena
aceastd refea sub forma grafului din figura 11.9. Nodurile retelei vor corespunde virfurilor gra-
fului din figura I1.9, iar ochiurile de refea vor corespunde ciclurilor elementare ale acestui graf.

Fizicianul Kirchhoff a studiat, la mijlocul secolului trecut, refelele electrice cu metode
care aparfin astdzi teoriei grafurilor, contribuind la dezvoltarea acestei teorii.

3. Formulele de structurd ale substantelor chimice sint grafuri pentru care legiturile dintre
virfuri corespund legaturilor dintre grupérile sau atomii care compun molecula.

Astfel, apa are molecula reprezentats in figura 11.10.a, acetilena are formula de structurs

En figura 11.10.b, molecula de benzen este reprezentats in figura I1.10.c, iar cea de glucozi
in figura 11.10.d.

CHO
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CH=——0H

H CH CH

CH—
cl OH

H CH CH CH=— OH
CH CHmme OH

CH}—— OH
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Fig. I1.10




<= Q

a) b) c) d)

Fig. 11.11

Fig. I1.12

In figurile II.11.a — II.11.d aceste formule de structuri au fost reprezentate sub forma
de grafuri pentru care virfurile sint atomii (respectiv grupérile) din moleculd, muchiile reprezen-
tind legéturile lor chimice.

Grafurile din figurile II.11.b si II.1l.c nu sint grafuri in sensul definitiei
date, deoarece intre anumite perechi de virfuri existd mai multe muchii.

Un astfel de graf cu muchii multiple se numeste multigraf.

Intr-un graf sau multigraf care este desenul moleculei unei substante, gradul
unui virf este tocmai valen{a atomului (grupirii) respective.

In figura 11.12 sint reprezentali cinci izomeri ai compusului organic numit ciclooctatetreni,
care are formula CgH,. Fiecare din cele cinci multigrafuri contine cite trei muchii duble si sase
muchii simple, 1n virfurile acestora gasindu-se gruparea CH, de valenta egald cu trei. Din acest
motiv fiecare virf este incident cu exact trei muchii, deci are gradul trei.

Acesti izomeri pot trece unii in altii prin actiunea diferitilor factori exteriori si enumerarea
tuturor izomerilor posibili, deci a tuturor multigrafurilor cu un numdr fixat de virfuri, toate
avind gradul trei, poate da sugestii despre obfinerea lor in laborator.

Probleme

II.1.1. SA se determine lanfurile elementare dintre virfurile 1 §i 7 ale grafului din figura 11.13
I1.1.2. Daci un graf G nu contine cicluri, orice lant care nu foloseste de mai multe ori o aceeasi
muchie este elementar.

11.1.3. Un graf G cu n virfuri are m muchii astfel incit sd aiba loc inegalitatea :

m> Gy,

b 3
i
2 4 6
] J By ¢
'vﬂ ij.——_ 7 3 4 I -
Fig. I1I1.13 Fig. I1.14

Sé se arate cd G nu are virfuri izolate.
11.1.4. Un graf G are n virfuri s§i p componente conexe. Si se arate c¢i numdrul m al muchiilor
grafului G verificd incgalitatea :

2
m< Cu—)l+1-

S se indice pentru ce grafuri aceasti inegalitate devine egalitate.
I1.1.5. Si se arate ci orice gral conline cel putin dou# virfuri care au acelasi grad.
IL.1.6. Doud grafuri G= (X, U) si H= (Y, V) se numesc izomorfe dacd existd o bijectie:

fX—-)Y

astlel incit [x, y] = U dacd si numai daci [f(x), f(y)] = V. Deci dou grafuri izomorfe
au acelasi numdr de virfuri si se obtin unul din celslalt printr-o renumerotare a vir-
furilor. S4 se arate cd grafurile din figura I1.14 sint igomorfe. Aceeasi problemi pentru
grafurile din figura 11.15.

11.1.7.  Fiind dat un graf G = (X, U), complementarul siu G = (X, T) se defineste ca fiind
graful cu aceeasi mullime X de virfuri, dous virfuri fiind adiacente in G daci si numai
dacil ele nu sint adiacenle in G.
De exemplu unul din cele doud grafuri din figura I1.14 este complementarul celuilalt.
Sd se arate cdl dacd G nu este conex, atunci complementarul siu G este conex.

I1.1.8. Sd se calculeze numérul grafurilor cu n virfuri date: x,, x,, sviy i
IL.L.9. Pc mulfimea X a virfurilor unui graf G= (X, U) se introduce urmitoarea relatie
binara :

Spunem cd x este in relatie cu y si scriem x ~ y dacii x = y sau existi un lant de extre-
mitd{i x i y. Sd se arate cd aceastd relafie binara este o relatie de cchivalentd si clasele
acestei echivalenie sint multimile de virfuri ale componentelor conexe ale grafului.
I1.1.10. Fie G un graf care nu contine cicluri elementare de lungime paré. S4 se arate ci G con-
fine un virf x de grad d(x) < 2.
IL1.11. S& se gdseascd toate subgrafurile complete cu 3 virfuri ale grafului din figura II.16.

Fig. II.15 Fig. I1.16




11.2. Grafuri hamiltoniene

Un ciclu elementar al unui graf G care trece prin toate virfurile grafului se
numeste ciclu hamilfonian.

Un graf G care are un ciclu hamiltonian se numeste graf hamiltonian.

Originea acestui termen se giseste intr-un joc inventat in anul 1857 de ma-
tematicianul William Hamilton. Partea sa principalid era un dodecaedru regulat
facut din lemn (fig. 11.17).

Acesta este un poliedru cu 12 fete care sint toate pentagoane regulate, iar
in fiecare din cele 20 de virfuri se intilnesc cite 3 muchii. Fiecare virf al dode-
caedrului lui Hamilton era marcat cu numele unui oras. Jocul consta in gasirea
unui drum de-a lungul muchiilor dodecaedrului care si treacd prin fiecare din
cele 20 de orase exact o data si sa se intoarcd in orasul din care a plecat.

Pentru a usura memorarea trecerilor efectuate, in fiecare virf al dodeca-
edrului era cite un cui cu o floare mare, astfel incit in jurul acestor cuie putea
sa se intinda un fir care sd indice drumul parcurs in aceastad cildtorie ima-
ginard in jurul lumii.

Problema revine la gédsirea unui ciclu hamiltonian in graful format cu vir-
furile si muchiile dodecaedrului. Acest graf este hamiltonian, un ciclu hamilto-
nian in reprezentarea pland a grafului dodecaedrului fiind desenat cu linii
ingrosate in figura II.18.

O problemi mai generald este aceea a voiajorului comercial, care are urma-
torul enunt: Un voiajor comercial trabuie sd prezinte in n orase produsele
fabricii pe care o reprezintd, dupa care se intoarce in orasul din care a plecat.
Cunoscindu-se costul deplasdrii intre oricare doud dintre cele n orase, se cere
sa se determine un traseu care si viziteze o singurd datd cele n orase §i care
sd aibd un cost total minim.

In termenii teoriei grafurilor, problema revine la determinarea unui ciclu
hamiltonian in graful complet K, ale carui virfuri reprezintd cele n orase,
pentru care suma costurilor asociate celor n muchii ale ciclului si fie minima.

Pentru a rezolva practic aceasta problemd ar trebui definit un algoritm eficient de rezolvare.

Desi aceastd problemd a fost mult studiatd, nu a fost descoperit pind in prezent un algo-
ritm eficient de rezolvare si nici nu se cunoaste dacad poate exista un astfel de algoritm pentru
gdsirea unui ciclu hamiltonian de cost minim.

Ciclurile hamiltoniene in grafuri particulare au fost de fapt studiate cu
mult inainte ca Hamilton si fi propus jocul sdu.

Fig. 11.17 Fig. 11.18
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Fig, 11.19

In special jocul calului pe o tabla de sah a fost analizat de Euler in anul 1759.

Acest joc cere sd se giseasca un ciclu hamiltonian in graful cu 64 de virfuri
care reprezinti cele 64 de pdtrate ale unei table de sah §i pentru care doua virfuri
sint adiacente dacad un cal de pe tabla de sah poate siri in L de pe un pitrat
pe celdlalt. In figura 11.19 sint reprezentate doua solutii ale acestui joc.

Teorema urmatoare ne dd o condifie suficienta pentru existenfa unui ciclu
hamijltonian.
Teoremad. Dacd G este un graf cu n = 3 virfuri astfel ipcit gradul oricdrui virf x
verificd inegalitatea :

n
dlx) = —>
(x) 5

rezultd c¢d G este hamiltonian.
Demonstrafie. Vom rationa prin reducere la absurd. Si presupunem deci ci

. % " . " oy . . "
pentru orice virf x avem d(x) > —2~ si G nu contine nici un ciclu hamiltonian.

Vom adiuga muchii intre perechi de virfuri neadiacente atit timp cit aceasta
este posibil, fird ca in graful astfel obfinut si existe un ciclu hamiltonian. Se

obtine astfel un graf H cu proprietatea cd d(x) = g- pentru orice virf x, deoa-

rece prin addugarea de muchii gradele virfurilor cresc. In plus, pentru orice
pereche de virfuri neadiacente x si y, prin adaugarea muchiei [x, y] se creeaza
un ciclu hamiltonian care foloseste muchia [x, y]. Deci in graful H existd un
lant elementar de extremitafi x si y:

= [xl, Koy oany x,], ‘
unde x, = x, x, = y si virfurile x,, ..., x, sint toate cele n virfuri ale grafului .

Este clar cd exista mdcar o pereche de virfuri neadiacente x, y in graful H,
deoarece in caz contrar H = K, si graful complet cu n virfuri este hamiltonian.

Sd notim d(x) =k si fie xi, X ..., % unde i, =2 <ip < ... <y
virfurile adiacente cu virful x.

Deoarece /1 nu este hamiltonian, rezultd ca y nu este adiacent cu nici unul
din virfurile x; 3, ..., X1 Intr-adevir, in caz contrar rezulti ci x este adia-
cent cu un virf x, si y este adiacent cu x;_,, ceea ce ar produce un ciclu hamil-
tonian in A. Acest ciclu este desenat cu linie ingrosatd in figura I1.20.

L X2 X7 X Xn_1 Xn

Fig. 11.20
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Insd aceastéd proprietate contrazice ipoteza ficutd cid H nu este hamiltonian.
Deci dintre cele n — 1 virfuri: x,, ..., x,_y, virful x, = y nu este adiacent cu
cel putin & virfuri, adicd:

] & = TEL S & gl et e e ]
(y) e

deoarece in graful H avem d(x) =k B

2

Am obfinut deci d(y)< %, ceca ce contrazice proprietatea d(y) = —g—,
valabild pentru orice virf din H. Deci am demonstrat prin reducere la absurd
cd H este hamiltonian.

Probleme

I1.2.1. Contine unul din cele doud grafuri din figura I11.15 un ciclu hamiltonian ?
Dar graful din figura 11.21°?

i

Fig. L21 Fig. 11.22

11.2.2. Un delegat al unei intreprinderi din orasul A trebuie si mearga in orasele B, C, D si E
si apoi s se intoarcd in orasul A.
Cunoscind costurile deplasdrii dintr-un oras tn altul, care sint numerele asociate muchiilor
grafului din figura 11.22, sd se determine succesiunea de orase pentru care costul total
al deplasdrii sd fie minim, stiind ca
sosirea in orasul B este mai urgentd
decit sosirea in orasul D.

11.2.3. O masind postald trebuie si plece de
la oficiul postal P, sd videze 11 cutii
postale si sd se reintoarcd la oficiul P.
Cele Il cutii sint reprezentate ca
virfuri ale grafului din figura 11.23,
iar distantele dintre cutii sint repre-
zentate prin numere in cerculete
asociate muchii]or acestui graf, care
la o cutie 1a alta. Sd se gédseascd un
ciclu hamiltonian in acest graf, care
sd corespundd unui traseu al masinii

Fig. 11.23 postale de lungime totald minima.

11.2.4. Si se arate cd numérul ciclurilor hamiltoniene ale grafului complet K, cu n = 3 virfuri
este egal cu

(n—1)! d
2

11.2.5. Si se arate cd numirul ciclurilor elementare ale grafului complet K, este egal cu:

n
l nn—1),..(n—k41)
2 k

k=3

pentru orice n = 3.

[1.3. Grafuri euleriene

Un ciclu al unui graf G care confine toate muchiile lui G se numeste ciclu
eulerian. Un graf G care are un ciclu eulerian se numeste grof eulerian.

Din definitia unuvi ciclu toate muchiile pe care acesta le contine sint distincte
doua cite doud. Deci pulem spune ed un ciclu hamiltonian trece o singurad data
prin toate virfurile unui graf, in timp ce un ciclu eulerian trece o singurd data
prin toate muchiile unui graf.

Ciclurile euleriene isi trag denumirea de la numele matematicianului Leonard
Euler care in anul 1736 a caracterizat grafurile care au un astfel.de ciclu. Euler
a fost condus la aceastd problema de jocul celor 7 poduri din orasul Kaliningrad.
Cele 7 poduri sint desenate in figura I1.24 si problema era urmatoarea :

Se poate realiza o plimbare peste toate cele 7 poduri, trecind o singura data
peste fiecare pod?

Am reprezentat cele 4 regiuni A, B, C, D si cele 7 poduri a, b, ¢, d, e, [, &
ca virfuri ale grafului din hqura 11.25, muchiile grafului reprezentmd p051-
bilitatile de trecere de pe un mal pe vn pod sau reciproc.

Problema celor 7 poduri are o solufie dacéd existd un ciclu eulerian pentru
graful din figura 11.25. Un astfel de ciclu la fiecare trecere printr-un virf utili-
zeazd doud muchii, care nu mai pot fi folosite pentru o noua trecere. Existenfa
unui ciclu eulerian pentru acest graf este imposibild, decarece, de exemplu,
gradul virfului D este egal cu 3.

I.a o primé trecere prin D sint ulilizate doud din cele {rei muchii, o noud
trecere fiind deci imposibild si una din muchiile incidente cu D rimine nefolosita.
Aceastd observatie simpla ne conduce la urmatoarea caracterizare a grafurilor
euleriene :

Fig. 11.24 Fig, 11,25
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Teoremd. Un graf G fdrd virfuri izolate este eulerian dacd si numai dacd este conex
si gradele tuturor virfurilor sale sint numere pare.

Demonstrafie. Sa presupunem ca graful G nu are virfuri izolate si confine un
ciclu eulerian. Fie x, y doud virfuri oarecare ale lui G. Dacé x si y sint adiacente,
rezultd ci existd un lan{ de lungime egald cu unu intre x si y. In caz contrar,
deoarece G nu are virfuri izclate, existd doud muchii « si v astfel incit u este
incidentd cu x si v este incidentd cu y. G fiind eulerian, existd un ciclu care
trece prin u si v, deci prin virfurile x si y. Rezultd cd x si y sint unite printr-un
lan{, deci G este conex.

Daci ciclul eulerian este [x, Xs, ..., X, X;] 5i dacd virful x apare de £ ori
in sirul xy, X, ..., X, rezulta d(x) = 2k, deoarece fiecare trecere printr-un virf
utilizeazd doud muchii. Deci toate gradele virfurilor lui G sint numere pare,

Pentru a demonstra suficienta conditiei, sa presupunem cd graful G nu are
virfuri izolate, este conex si are gradele tuturor virfurilor numere pare. Sa
aratam cd G contine un ciclu eulerian. Sa presupunem, prin reducere la absurd,
cd G nu contine un ciclu eulerian. Deci sau G nu contine cicluri, sau confine numai
cicluri care nu parcurg toate muchiile lui G. Fie C un ciclu al grafului G care
confine un numar maxim de muchii ale [ui G. Vom aréta ca presupunerea ca C
nu existd sau C nu contine toate muchiile lui G ne conduce la o contradictie.

Pentru aceasta vom considera graful partial A al lui G obfinut din G prin
suprimarea tuturor muchiilor parcurse de ciclul C. Déoarece ciclul C foloseste
in fiecare virf x al lui G un numar par de muchii si conform ipotezei gradele
virfurilor lui G sint numere pare, rezultd ca gradele tuturor virfurilor lui A
sint numere pare, ca diferente de numere pare. Ciclul C nefiind eulerian, rezulta
cad H are multimea muchiilor nevida si macar una din muchiile lui H are in
comun una din extremititile sale, fie z, cu ciclul C. Intr-adevir, in caz contrar
ar rezulta cd mulfimea virfurilor parcurse de ciclul C ar forma 6 componentd
conexd care nu confine toate virfurile Jui G. Insd acest lucru contrazice ipoteza
facuta ca G este conex. Sa plecim din virful z pe muchia lui / incidenta cu 2,
deplasindu-ne pe muchiile grafului 1, fara a trece de doud ori pe aceeasi muchie.
Dacd G nu contine cicluri, obtinem H = G si alegem pe z un virf oarecare al
lui G. Dupa un numdr finit de astfel de deplasiri ne vom intoarce in z. Pentru
a justifica aceastd afirmatie, sd observdm cd gradele grafulvi # fiind numere
pare, iar fiecare trecere printr-un virf utilizind exact doud muchii care nu mai
pot fi parcurse, rdmin tot un numar par de muchii. Deci odatéd ajunsi in oricare
virf diferit de z al lui H mai rdmin un numar impar, deci nenul, de muchii ne.
utilizate si putem pérési acel virf. Deoarece H are un numar finit de muchii,

rezultd cd dupd un numdr de pasi ne rein-
toarcem in s.

Am obtinut astfel un ciclu C, in graful H,
care nu are nici o muchie In comun cu ci-
clul C. Reuniunea muchiilor Iui C si C, ge-
nereazd un nou ciclu in graful G care contine
un numdar mai mare de muchii ca C (fig. 11.26).
S-a ajuns astfel la o contradictie, deoarece
s-a presupus cd C confine un numdr maxim

z de muchii. Rezultd ca G este eulerian si teo-
rema este demonstrata.

Ordinea de parcurgere a muchiilor lui C
si C, pentru a obtine un ciclu mai lung ca C

Fig. 11.26 este de exemplu urmétoarea :

Cy
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Plecim din z si ne intoarcem in z pe muchiile ciclului C, apoi facem aceeasi
operafie pe muchiile lui C,. Procedeul constructiv utilizat pentru a demonstra
suficienfa teoremei constituie in acelasi timp un algoritm pentru a obtine cicluri
din ce in ce mai lungi, pina la obfinerea unui ciclu eulerian intr-un graf conex
si cu gradele virfurilor pare. Ciclurile euleriene intervin intr-o serie de probleme
de colectare si distribuire. Condifia impusa unui ciclu de a nu parcurge de mai
mttxlte ori] o aceeasi muchie se poate traduce printr-o conditie de lungime minima
a traseului.

Astfel, un postas care pleacd de la un oficiu postal pentru a distribui corespondenta pe un
numdr de strazi §i se intoarce la oficiu, trebuie sd parcurgd un ciclu eulerian in gra{ul care re-
prezintd refeaua stradald respectivd, pentru a avea de strabidtut un traseu de lungime mini mé.

Probleme

I1.3.1. S& se gdseascd un ciclu eulerian pentru graful din figura 11,27,

6 5
Fig, 1127 Fig. 11.28

11.3.2. Sd se indice care este numérul minim de muchii care trebuie addugate grafului conex
din figura 11.28 pentru a-1 transforma intr-un graf eulerian.

I1.3.3. Sd se indice cum poate fi transformat graful neconex din figura 11.29 intr-un graf eule-
rian prin addugarea unui numir minim de muchii.

. 8
5 2
3 10 7
; 5 3

Fig, I1.29

11.3.4. Un graf G contine o muljime de cicluri elementare astfel incit fiecare muchie a lui G
aparfine exact unuia din aceste cicluri elementare dacd si numai dacd toate gradele
virfurilor lui G sint numere pare.

11.3.5. Fie G un graf conex si x si y doud virfuri distincte alelui G. Si se aratecad existd un

lant de extremitati x gi y care utilizeaza o singurd datd toate muchiile lui G, daci si
numai dacé x si y sint singurele virfuri de grad impar ale grafului.
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& | [1.4. Arbori

33

/ Un graf conex si fdra cicluri se numeste arbore. In figura
I1.30 este desenat un arbore cu 10 virfuri.

Se observd din aceastd figurd cd oricuin am suprima o
~¢ muchie a arborelui se obfine un graf neconex care are doud
componente conexe. De asemenea, oricum am uni printr-o
muchie doud virfuri neadiacente ale unui arbore se crecazi un
ciclu unic. De exemplu, dacd addugdm muchia [3, 4] apare
ciclul [2, 3, 4, 2], dacd addugdm muchia [5, 7] apare ciclul
(5, 1, 10, 7, 5] etc. Aceste proprietdti au loc pentru orice ar-
bore, asa cum rezultd din teorema urmitoare.

L,

Fig. 11.30
Teorema. Urmdtoarele afirmatii sint echivalente pentru un graf G:

1) G este un arbore. - o i .

2) G este un graf conex minimal, adicd G este conex §i dacd ii suprimdm o muchie
oarecare [x, y] graful obfinut devine neconex. } o i

3) G este un graf [drd cicluri maximal, adicd G nu confine ;zclun $i dacua xsiy
sint doud virfuri neadiacente ale lui G, atunci graful obfinut din G prin addugarea
muchiei [x, y] contine un ciclu. .

Demonstrafie. Vom arita cd 1) = 2), 2) = 1), 1) = 3) si 3) = 1), ceea ce va
demonstra echivalen{a celor trei proprietiti ale unui graf. Y o

1) = 2). S& presupunem ci are loc 1), adicd G este conex i fard cicluri.
Trebuie aridtat cd are loc 2), adicd prin suprimarea oricarei muchii [x, y] se
obtine un graf neconex. Sd presupunem prin reducere la absurd cd graful G,
obtinut din G prin suprimarea muchiei [x, y] este gonex,Adem Sx1s’ga un laqt
L =[x, ..., y] de extremititi x si y. Dacd se repetd un virf z in sirul care il
defineste pe L, adici

L = [Bwdb et D Bivalosll ososbiowen e syl :
vom suprima din lanful L una dintre aparifiile lui z impreund cu virfurile
{1, «.., 1 obtinind un nou lant L’ de extremitati x $i bl/.'COI’I!ZlnLEIIld acest procedeu
vom obtine in final un lan{ elementar de extremitati x si y in graful G,. AceAst
lant elementar impreund cu muchia suprimatd lx, yj formeaza un ciclu in
arborele G, ceea ce contrazice definitia unui arborg. Deci are loc 22.

2) = 1). Dacid G este un graf conex minimal, sd presupunem prin reducere
la absurd cd G confine un ciclu lx, 2, ..., 2 y, x]. Prin suprimarea muchlf)l
lx, y] a acestui ciclu se obfine un nou graf G,. Graful G, este conex deoarece in
orice lant de la u la v in graful G care foloseste muchia L%, 4] putem m.loAcul
aceastd muchie prin lantul L =[x, 2y, ..., 2, y] care existd in G, obtlnln(}
un lant de la « la v in graful G,. Deci G, este conex, ceea ce contrazice 2). Rezult4
cd G este fard cicluri si este conex, deci G este arlgoge._ o . :

1) = 3). Dacd G este arbore rezultd cd G este fdrd cicluri. Fie x si y doud
virfuri neadiacente ale Jui G. Am vazut cd exista un lant elementar [x,.zl, Zi5y ey
21, ) de extremitédfi x si y. Deci prin addugarea mughviei [%, y] se obtine un nou
graf G, care confine ciclul [x, 2y oo 21 Yy o« a(hcg arevloc 32.

3) = 1). Fie G un graf fari cicluri maximal. Trebulev arAatat_ca G este. conex.
Presupunind cd G nu este conex, rezultd existenta a doud virfuri x §i y care apar-
fin unor componente conexe diferite ale lui G. Prin addugarea muchiei [x, y]
se formeazi un nou graf G, care nu poate contine un ciclu [x, zy, 25, .. ., Zr, Y, X,
deoarece n acest caz G contine lanful [x, z;, ..., 2, y], ceea ce contrazice pre-
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supunerea cd x si y aparfin unor componente conexe diferite ale lui G. Tnsi
acest lucru contrazice proprietatea 3), deci G este conex. Deoarece G este Firi
cicluri rezultd cd G este arbore si are loc 1). Demonstrafia este incheiats.

Un graf partial A al unui graf G cu proprietatea ci H este arbore se nu-
meste arbore partial al lui G.

Corolar. Un graf G confine un arbore partial dacd i numai dacd G este conex.

Demonsiratie. Pentru a demonstra necesitatea, sd observdm ci deoarece arbo-
rele parfial /1 este conex si G se obfine din H prin unirea prin muchii a unor
virfuri neadiacente din H, rezulti ci si G este conex. Si aratim acum ca orice
graf conex G contine un arbore partial /. Daci G este un grafl conex minimal,
din teorema precedenti rezulti ci G este arbore, deci vom lua H — G. In caz
contrar, existd o muchie [x, y] a lui G cu proprietatea ca graful parfial G, ob-
{inut din G prin suprimarea muchiei [x, y] este conex. Daci G, este un graf conex
minimal vom lua A = G,. In caz contrar vom repeta pentru G, procedeul de
suprimare a unei muchii aplicat lui G s.a.m.d., pind la obfinerea unui graf conex
minimal, care va fi un arbore partial al lui G.

Procedeul descris are un numir finit de pasi deoarece graful G de la care
pornim are cel mult C2 muchii daci el are n virfuri, iar la fiecare etapa se su-
prima cite o muchie a grafului partial obfinut in acel moment. :

Propozifia 11.4.1. Orice arbore cu n > 2 virfuri conjine cel pufin 2 virfuri terminale (de gradul 1)

Demonstrafie. Sa presupuncm, prin reducere la absurd, cd existd un arbore A cu n = 2 virfuri
care are cel mult un vicf de gradul 1.

Fie L=[x, 2, ..., 2, y] un lan{ clementar de lungime maximi al lui A, deci care confine
un numar maxim de muchii. Cel pu{in una dinire extremitélile lui L, fie aceasta y, are gradul
d(y) = 2 deoarece A are cel mult un virf de gradul 1. Deoarece y este adiacent cu z,, rezulti ci Y
mai este adiacent cu un virf al lui A. Deoarece lantul L are o lungime maximi, rezultd ci y
nu poate fi adiacent decit cu unul dintre virfurile X, 2y, «.., 241, ceea ce produce un cielu in
graful A. Deoarece A este arbore am ajuns la o contradictie §i proprietatea cste demonstrati.

Sé observdm ci arborele din figura 11.30 are 10 virfuri si 9= 10 — [ nuchii. Accastd pro-
prietate are loc in general, asa cum ne arati propozifia urmétoare :

Propozifia 11.4.2. Orice arbore cu n virfuri are n — | muchii.

Demonstratia se face prin inductie dup3 n. Pentru n = 1 existd un singur arbore cu un virf
si férd nici o muchie, pentru n= 2 obtinem de asemenea un arbore unic &, cu 2 virfuri sio
singurd muchie.

Sd presupunem cd proprietatea este adevirati pentru orice arbore cu cel mult # virfuri
si fie A un arbore cu n + 1 virfuri si m muchii. Conform propozitiei precedente, arborele 4 are
cel putin doud virfuri de gradul 1. Fie x unul dintre acestea st A, subgraful ob{inut din 4 prin
suprimarea virfului x si a muchiei incidente cu x. Deoarece 4 nu contine cicluri, rezulti ca nici 4,
nu contine cicluri, Vom arita ci in plus graful A, este conex, deci A, este un arbore cu n virfuri.
Fie u si v doud virfuri diferite intre ele si diferite de x ale arborelui 4. Deoarece A este conex
rezultd cd existd un lant, deci si un lant elementar 7 = [u ..., ). Dacd muchia incidents cu x
este [, y], rezultd ci lantul elementar L nu foloseste muchia [x, y) pentru ci d(x) = 1. Deci L
este un lang de extremitaii « si v si pentru subgraful A,. Rezultd ci A, este conex. Aplicind
ipoteza de inductie pentru A, gisim ci el are un numir de muchii egal cu m, =n — 1. Dar 4
confine in plus fatd de A, muchia [x, y], deci A are m —= (n— 1) + 1 = n muchii si proprie-
tatea este demonstrata.

Proprietatea unui arbore de a fi un graf conex minimal face ca arborii sd
intervind intr-o serie de probleme de optimizare, cum este urméitoarea :
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Problema arborelui partial minim

Sa consideram un graf conex G = (X, U) si o functie c: U — R, care aso-
ciazd fiecdrei muchii a grafului G un numar real pozitiv numit costul acelei
muchii.

Costul unui graf partial H = (X, V) al lui G este egal prin definitie cu suma
costurilor asociate muchiilor lui /, ceea ce vom nota prin:

c(H) = 3 c(u).
nev

Se pune problema determinarii unui graf parfial A al lui G care sa fie conex
si sda aibd un cost minim.

Un astfel de graf partial de cost minim trebuie si fie un arbore partial,
deoarece arborii sint singurele grafuri conexe minimale.

Intr-adevir, dacd H este un graf partial de cost minim al lui G si H confine
o muchie « = [x, y] a cdrei suprimare conduce la un alt graf partial 4, conex,
rezultd céa:

c(H) = ¢(Hy) + c(u) > c(H)y).

Insd inegalitatea obtinutd ¢(H,) < ¢(H) contrazice minimalitatea grafului H.

Rezulta ci orice graf partial de cost minim care este conex este un arbore
partfial al lui G. Daca virfurile grafului G reprezintid de exemplu nodurile unei
retele de telecomunicatii, iar costul unei muchii reprezinti costul instalarii unei
linii telefonice intre cele 2 noduri ale re{elei reprezentate de extremiti{ile muchiei,
problema determinirii refelei conexe de cost minim este tocmai problema gasirii
unui arbore partial de cost minim in graful care reprezinta refeaua.

Refeaua de comunicatii ob{inutd trebuie sa fie conexa pentru a facilita
realizarea de convorbiri telefonice intre oricare doua noduri ale retelei, direct
sau indirect, printr-o serie de noduri intermediare.

Pentru gisirea unui arbore partial de cost minim, pe care il vom numi in
continuare arbore parfial minim al unui graf conex, prezentdm urmatorul
algoritm :

Algoritmul APM (arbore parfial minim)

Fiind dat un graf conex G = (X, U) cu o functie cost c: U — R,, se alege
o muchie u cu costul ¢(¢) minim. Dintre muchiile nealese se va selecta mereu
muchia de cost minim care nu formeazé cicluri cu muchiile deja alese.

Aplicarea acestui algoritm se termind cind se obtine o mul{ime de mu-
chii V, deci un graf partial # = (X, V) al lui G cu V C U, cu proprietatea ci
oricare dintre muchiile ramase ale lui G formeazad cicluri cu muchiile lui A.
Deci H este un graf fira cicluri, maximal, cu aceeasi mul{ime de virfuri ca G,

Conform teoremei demonstrate rezultd cd / este un arbore parfial al lui G,

Sa aplicdm algoritmul APM pentru graful conex G cu
6 virfuri din figura I1.31, pentru care costurile muchiilor sint
desenate lingd muchiile respective.

Alegem mai intii o muchie de cost minim, de exemplu
[1, 2] cu costul 2, apoi muchia [1, 4] care are de asemenea un
* cost minim egal cu 2. In continuare existd doud muchii dintre
cele nealese avind costul minim egal cu 3 unitéfi si anume
[2, 3] si [3, 4]. O alegem de exemplu pe [2, 3]. Muchia rdmasé
de cost minim este [3, 4], dar ea nu mai poate fi aleasa
deoarece formeazd ciclul [1, 2, 3, 4, 1] cu muchiile deja

alese. Alegem de exemplu muchia [I, 6] cu costul 4 si apoi
Fig, 11.31 muchia [1, 5] cu costul 4, fird a apdrea cicluri formate cu mu-

Fig. 11.32 Fig. I1.33 Fig. 11.34

chiille alese. Am optinut 5muchii: [1, 2], [2, 3], [1, 4], [1, 6], [1, 5], deci am obtinut un arbore
parhal al grafului G, deoarece propozitia 11.4.2 ne arati ci un arbore cu n virfuri are n — 1
muchii. Se observd usor ¢ oricum am adduga o noud muchie grafului partial obtinut in fi-
gura I1.32 apare un ciclu.

Deci graful din figura 11.32 este un arbore parfial minim, de cost egal cu 15, al grafului
conex din figura 11.31. ’

.Dac.z“x fn‘ locul muchiei [1, 6] alegem muchia [5, 6] cu acelasi cost egal cu 4, obfinem arborele
mi'nmil_ din figura 11.33. Se mai poate obtine un arbore minim inlocuind muchia [1, 5] prin mu-
chia [5, .6] pentl"u arborele din figura 11.32. Se mai obtin trei arbori minimi daci se Tnlocuieste.
pentru flecarels din cei trei arbori obtinuti, muchia’[2, 3] prin muchia [3, 4] de acelasi cost, egal
cu 3. Unul dintre acesti arbori este desenat in figura I1.34. Rezulti cd graful din figura 11.31
are 6 arbori partiali minimi.

In general,.dacé existd mai multe muchii cu acelasi cost, pentru un graf
conex G pot exista mai multe posibilitati de alegere a unei muchii de cost minim
care nu formeaza cicluri cu muchiile deja alese, deci pot exista mai mulfi arbori
partiali minimi.

Vom incheia acest paragraf indicind o formi a algoritmului APM care
este usor programabili penfru un calculator electroni,

Pen.tru aceasta, sd observam ci inifial se pleaci cu un graf partial al
grafuulm G care nu contine nici o muchie, deci care confine n virfuri izolate
dacd G are n virfuri. Ulterior, prin addugare de muchii se formeazi grafuri
parfiale care nu conin cicluri, deci care au drept componente conexe arbori.
Se observi ca o noud muchie u poate fi selectati daci are un cost minim
printre muchiile nealese si daci extremitatile ei apartin unor componente
conexe diferite ale grafului partial obtinut pind in acel moment.

In caz contrar apare un ciclu, deoarece conform teoremei demonstrate
un arbore este un graf fird cicluri, maximal.

Pentru a memora numerele de ordine ale componentelor conexe in care
se gasesc la un moment dat virfurile grafului G vom folosi o listd cu n pozitii
astiel incit pozifia i din lista, notati cu L(i), si indice numirul de ordine al
componentei in care se giseste virful i al grafului.

Pen'tru a usura cautarea muchiei de cost minim, vom alcitui lista muchiilor
grafului G in ordine crescitoare a costurilor. Algoritmul se va opri dupi ce a
selectat exact n — I muchii, deoarece un arbore cu n virfuri are 7 — 1 muchii

Algoritmul APM devine : ‘

l. Pentru i =1, ..., n se face L)~ i3
tur':]‘). Se alcétuieste lista muchiilor grafului G in ordinea cresciitoare a cos-

ilor ;

3. Fie [p, ¢] prima muchie din sirul muchiilor Iui G ;

4. Au fost selectate n — 1 muchii ? Daci da, stop.

Am _obtinut un arbore partial minim.
Dacid nu, mergi la pasul urmitor.
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idera a 2a muchie
5. S ‘ifica 3 o 5 da, se censiderd urmatoaruca muchi
in s Sf \;e““m] (.l'ac? Ii(p)G—SL(q).tg’z;g{!(f:,a/)’ respecliv g cele doud extremi-
2 N L€ - oy d =
dln..snu st e S L n?“ sasul 5. Daca L(p) # L(g) se merge la
tafi ale acestei muchii si se repeti |
G lslrma]t?r{ 4 muchia [p, g] ca o noud muchie a arborelui part@l]mlmm.
B : rbor
D & de bekt‘;fp"}i‘l 'LT(p) < L(g), toate elementele L(i) = L(g) se inlocuiesc
acd de exe 1 L4
Y & a paSLl .
al si se merge § . =
o \éaloife‘rvé(z)é dacd L(p) = L(q), cele doud extremltap alg muc}rn?l [p,_f]]l
| int . Oqf-(::las,i arbore, deci alegerea lui [p, ¢] ar crea un Fl(‘.‘]ll in g'ra u Ihlr'(ll;]c
sn}n_ ”:11 ld momentul respectiv. Deci {rebuie considerala urmdt(mr(u.lvmue. ll :
| (;"r}“:;rul de muchii. La pasul 6 se unifica compo‘ncn(elc cone):erca.iordliul
| ;;)ar};in cele doua extremitali ale muchieli [{l). tl]].,(lmd tlutur[oz );'ui zrlf(i);si(tull
iunea ¢ ac te numarul de ordine egal cu L(p). La sfirsitul
reuniunea celor doua componen ord s T A e
‘ icdrii it ilis a avea toate pozifiile egale cu 1. pt,
aplicarii algoritmului lista L va % ) lle u l. D
H sslectarea ultimei muchii putem sa ne oprim, fara' a mai unifica numerele
de ordine ale celor doua ultime componente conexe.

| Pentru exemplul grafului din figura I1.31, o ordonarc posibild a muchiilor in ordinea

atoare a costurilor este urmétoarea : ¥ :
[, 2], [1, 4], 2, 3], [3 4], 5. 6}, [1, 5], [1, 61 [4, 51, [L, 3}, [2, 5} [4, 6]. Tnifil, ista L

are forma | 1] 2 I 3 | 415 | 6 | Deoarece L(1)# L(2) se selecteazd muchia [1, 2] si se

obtine lista L:|1]1 I 3 | 4 | 516 |, Acum L(1) =1 % L(4) = 4, deci alegem si mu-

chia [1, 4]. : :
Noua listda L: | 1] 1| 3] 1{5]6|.Obfinem L(2)=1 # L(3)=3, deci alegem si mu-

chia [2, 3], reactualizind lista L: [ 1|11 |1 ]|5]6 |. Deoarcce L(3) L(~1)6 1
nu vom alege muchia [3, 4}, trecind la urméatoarea muchie [5, 6]. Deducem L(5)= 5 # L(6) =

= 6, deci selectim muchia [5, 6] §i gdsim noua listd L:| 1| 1] 1]1]5 | 5 ’ Selectidm
i ’V a muchie [1, 5] deoarece L(1)= 1 s L(5) =5 obfinind arborele din figura [1.33
$1av- "

si noua listd L cu toate componentele cgale cu L.

Probleme

4 a a ial minim al grafului conex din f?gura_.II.EiS. I :
Hié IS«‘?eSZ %?r?eé:;fa Cuun na rgofgevpi?{g;i énz“\ se aratg ca urmitoarele afirmatii sint echivalente :

a) G este un arbore; .

b) G este conex si are n — | muchii; 3

¢) G este fard cicluri si are n — lfmuchll. e

a raf conex cu n virfuri, sa se ara

i pDez;xct?-uGoersitci uk,nalgstfel incit 1 < k& < n existd un sub-

graf conex al lui G cii & vlrfurl.‘ | )
11.4.4. Sé'se arate cd un graf cu a virfuri si cel putin n muchii

confine cel putin un ciclu.

11.4.5. Fie G un graf conex cu n virfuri '§i m muchii. §a l§e
arate cd numarul minim de muchii care trebuie inla-

turate astfel Incit graful obtinut sd nu contind cicluri
este egal cu m — n + 1 (acest numar se numeste
numdrul ciclomatic al grafului).

11.4.6. Numerele d, > d, > ... > d, > 1 sint gradele virfu;
rilor unui arbore cu n = 2 virfuri, dacé si numai daca
Fig. 11.35 dy bdy . dy =200
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I1.5. Arbori binari si aplicatii

Un arbore binar se defineste in modul urmitor :

Este un arbore care are un virf numit raddcind, al cirui grad este zero,
unu sau doi. Dacid gradul ridicinii este zero, arborele binar este format
numai din radicini. In caz contrar, riadicina se leagd printr-o muchie sau
prin doud muchii de unul sau dows alte noi virfuri care se deseneazi sub
radacind si care se numese fiii virfului rddicind. Modul in care virfurile fiu
se deseneazi sub ridicini, la stinga sau la dreapta, are importan{i. Deci
vom face distinctie intre fiul din dreapta si fiul din stinga radacinii. Aceste
noduri fiu au fiecare zero, unul sau doui noduri fiu, la stinga sau la dreapta
$:a.m.d. Vom spune ci ridicina arborelui are nivelul 0, fiii ridéicinii ni-
velul 1, fiii acestora nivelyl 2, descendentii de ordin £ ai raddcinii nivelul &
si 1i vom desena la aceeasi inalfime fafi de marginea de jos a unei pagini.

In figura 11.36 este reprezentat un arbore binar cu ridicina 4. Pe nive-
lul 1 apar virfurile B $i C; B este fiul din stinga al lui A si C este fiul din
dreapta al lui 4. Pe nivelul 2 se gasesc virfurile D si E, jar pe nivelul 3 virfu-
rile F si G.

Virfurile terminale sau virfurile de grad 1 diferite de ridicini ale acestui
arbore sint D, F, G, C. Se observi ci aceste virfuri sint virfurile care nu au
fii. Tn figura I1.37 sint desenati doi arbori binari care sint identici ca arbori,
dar sint distineti ca arbori binari, deoarece pentru unul dintre ei B este

fiul din stinga al radicinii A, iar pentru celilalt B este fiul din dreapta al
radacinii A. ,

Daci suprimim ridicina si muchiile incidente cu aceasta, arborij obti-
nufi se numesc subarborele sting, respectiv subarborele drept al radicinii.
Unul dintre acestia sau amindoi pot fi vizi. De exemplu pentru arborele
binar din figura 11.36 virful A are subarborele sting format din virfurile B
D, E, F, G iar subarborele drept format din virful C.

Nofiunea de subarbore se aplica i altui virf diferit de ridscing.

De exemplu virful terminal D are ambii subarbori sting si drept vizi,
virful £ are subarborele sting format din virful F si subarborele drept format
din virful G.

Daci fiecare virf care nu este virf terminal al unui arbore binar are exact
doi fii, arborele binar se numeste complet.

Arborele binar din figura 11.36 este complet, dar arborii binari din fi-
gura T1.37 nu sint completi.

Nivelul
Qe

A A

Fig. 11.36 Fig. 11.37
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I15.1. Notatia férd paranteze a unei expresii aritmetice

Oricdrei expresii aritmetice formate din constante si }rax_-iabil_e §1d_care
utilizeazi operafiile de adunare, scadere, inmulfire, :mpartlre-s‘:‘rt icare
la putere i se poate asocia un arbore binar. De exemplu, expresiei :

x+yz+7
1 1 e . 1
i se asociazii arborele binar complet din figura 11.38, unde semnul * repre
zinta inmulfirea. ' ) i) ”
In virfurile acestui arbore sint reprezentati nperaioru,_ a(l:c'a o.pelrallll.e
din expresia aritmetica sau operanzii, adica constantele si varaab:l&;e::{n
expresie. Ultima operafie efectuata este adunarea, care se reprezinta in

radicina arborelui binar. Subarborele sting, respectiv subarborele (_lre]?t
reprezinti cele doud expresii cérora li se aplica aceasta ultima operatie de

adunare si anume (x 4 y)z §i 7. Penlru expresia (x l yzz se aplicd aceeasj
reguld de reprezentare, deci in radacina subarbore:lm_ s;t:ng vom r8|‘)rczcnta
operatia de inmultire §.a.m.d. Constanta 7 se r.eprozmta in radacina subarbo-
relui drept, care nu mai coniine alte virfun.‘

Si reprezentim dupa aceeasi reguld expresia :

X
x*— 3t + —-
(x* — 3y) o
Se obtine arborele binar complet din figura 11.39, unde semnul / reprezinl:’f
operatia de impirtire, iar 1 reprezinta operalia de ridicare la putere. Deci
vom nota:

B alb, iar a® = alb.

b
Un arbore asociat unei expresii aritmetice este un arbore binar compif*t.
oricare virf neterminal avind asociat un operator are exact doi fii. Intr-a‘dev\.'ar,
operafiile intilnite inir-o expresie aritmetici sir'at o.pera.tii binare.' adica au
doi operanzi. Virfurile terminale ale arborilor din figurile lI.38-$1 lI'.39- au
asociafi operanzii din expresia aritmetici, care sint constantele si variabilele
expresiei.

Fig, 11.38 Fig. 11.39
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Fig. 11.40

Se observd ca deoarece aperafiile de scidere, impirtire si ridicare la
putere nu sint comutative, arborii obfinufi sint intr-adeviir niste arbori
binari, pentru care se face distincfie intre fiul din dreapta si fiul din stinga
al Tiecdrui virf neterminal.

Asa cum am fdcut in figurile 11.38 si 11.39, vom reprezenta expresiile

a— b.-—‘—;~§i a” dupa cum se arata in figura 11.40, cu @ desenat la stinga si b

desenat la dreapta virfului care reprezinta operatorul de scidere, imparfire
sau ridicare la putere.

In general, pentru a reprezenta o expresie aritmetica £ sub forma unui
arbore binar, proceddm dupd regula urmitoare :

a) Daci E esle o constantii sau o variabild, arborele binar se reduce la
radadcind, careia ii asociem constanta sau variabila respectivi ;

b) Dacéd E = E\« E,, unde « este unul dintre operatorii : +, —, *, /, 1.
vom asocia radacinii arborelui binar operatorul «, subarborele sting va re-
prezenta dupd aceeasi reguld expresia aritmetica E,, iar subarborele drept
va reprezenta dupad aceeasi reguld expresia E..

Aceasta reguld conduce, prin recurentd, la un arbore binar complet
asociat expresiei E. Invers, fiind dat un arbore binar complet care confine
in nodurile terminale constante sau variabile si in celelalte noduri operatori,
se poate obfine ugor expresia aritmetici asociata. Din punctul de vedere al
calculului automat, cu ajutorul unui calculator electronic, o alti formi a unei
expresii aritmetice este mai ulili. Aceastd formi se obfine de exemplu prin-
tr-un procedeu de parcurgere a virfurilor arborelui, plecind din ridicina si
trecind prin fiecare virf o singurid datd. Parcurgerea arborelui binar asociat
unei expresii aritmetice are loc dupi regula urmatoare : se pleaci din radi-
cind pe muchia din stinga, iar in momentul cind intreg subarborele sting
al unui virf a fost parcurs, se parcurge subarborele drept al acelui virf dupa
aceeasi reguld. De fiecare data cind se trece printr-un virf se scrie operatorul
sau operandul asociat acelui virf.

Pentru arborii binari din figurile 11.38 si 11.39 ordinea de parcurgere a
fost desenatd printr-o linie punctat.

De exemplu, pentru arborele din figura 11.38 plecam din radicini pe
muchia din stinga si ne deplasim pe muchiile din stinga pini ajungem in
virful terminal asociat variabilei x. Deoarece subarborele sting al virfului
diferit de rddacind, asociat cu operatia +, a fost parcurs, parcurgem sub-
arborele drept, care se reduce la ridacind si are asociati variabila y. Acum
subarborele sting al virfului asociat cu * a fost parcurs, vom parcurge sub-
arborele drept, care se reduce la ridicina si are asociati variabila 2. Am par-
curs subarborele sting al ridécinii intregului arbore, deci mai rimine de par-
curs subarborele drept care se reduce la ridacind §i are asociati constanta 7.

Am gisit succesiunea: -+ * 4 x y 2 7, care se numeste notafia polonezd
sau notafia fdrd paranteze a expresiei aritmetice (x + y)z + 7. Se foloseste
termenul de notatie polonezi pentru sirul de semne obfinut in urma par-
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ati a unui arbore binar asociat unei expresii aritmetice,

] S | polonez Lukasiewicz a fost primul care a definit-o.

deoarece matematicianu
In urma parcurgerii arborelui binar din figura 11.39 se obtine sirul de semne:

+*— 1 x2*3yt/x+y4

care reprezintd notatia polonezd sau notajia férd paranteze a expresiel aritmetice :

x
x2— 3Nt + ——-.
( / y+4

Pentru a caloula valoarea numerica a unei expresii aritmetice, trebuie ca toate
variabilele sd aiba atribuite anterior anumite valori numerice. Calculul
valorii numerice a unei expresii aritmetice cu paranteze, pentru care toate
variabilele au atribuite anumite valori numerice, se realizeazd intr-un cal-
culator, dupa ce a fost obtinutd notatia polonezd a acelei expresii, in modul
urmator :

Se detecteaza in sirul de semne care alcdtuiesc notafia poloneza ultimul
operator in sensul de la stinga la dreapta.

Se aplica acel operator celor doua valori numerice care il urmeaza in sir
si numarul astfel obfinut este plasat in sir in locul operatorului si a celor
doud numere care au fost utilizale in calcul.

Sirul nou obtinut confine cu 2 semne mai pufin decit vechiul sir. Daca
am obtinut un singur numér ne oprim, deoarece el reprezinta valoarea nu-
merica a expresiei aritmetice. Daca nu, aplicim acelasi procedeu sirului de
semne obtinut in acest moment.

In cazul sirulul + * 4 x y 2 7 se va inlocui succesiunea + ¥ y prin rezultatul adundrii
valorii lui ¥ cu valoarea lui y pe care il notdm a. Se obtine girul : 4+ ¥ a2z 7, unde a= x4 y.
Se inmulteste @ cu z §i se ob{ine sirul : 4 & 7, unde b = qz. In final se obtine o singurd va-
loare, b +7=az + 7= (x +-4)z + 7, adicd valoarea numericd cidutatd.

Vedem deci cum un studiu de logicd matematica si-a gésit aplicatii la
programarea calculatoarelor electronice, care au aparut cu 15 ani mai tirziu.

11.5.2. Arbori de sortare

A sorta n numere reale a,, a,, ..., a, inseamnd a scrie aceste numere in
ordine crescatoare, adicd a gdsi o permutare p a mulfimii {I, ..., n} care
verificd :

Qy(1) Sy S «o < ap(u)-

Daca numerele a,, ..., a, se afla depuse in aceastd ordine in memoria unui
calculator, sortarea lor presupune rearanjarea acestor numere astfel incit

ele sd apard in ordine crescatoare.

Vom vedea cit de usor putem gési unul din aceste numere in cazul cind
ele sint sortate, in raport cu situafia cind numerele sint aranjate intr-o
ordine oarecare. Se apreciaza ca cel putin o treime din timpul de lucru al
calculatoarelor care lucreazé in domeniul informaticii de gestiune este afectat
unor sortdri de date.

Vom presupune mai intii cd vrem sd determindm cel mai mic dintre
numerele a,, ..., a, pe care il notdm min (a,, ..., a,), comparind nume-

rele doua cite doua.

Propozitie. Numarul minim de comparafii a cite doud numere necesare pentru
« gasi min (ay, ..., a,) este egal cu n — 1.
Demonstrafie. Sa notam numéarul minim de comparatii a cite doua numere
necesar pentru a gasi minimul din # numere prin f(n).
Daci n = 2 gasim minimul comparind cele doud numere, deci f(2) = 1.
Presupunind  proprietatea adevirata pentru orice m <n—1, fie n
numere @, ..., @, Dupd prima compara{ie gisim b = min (a;, a,), unde
I < <J = n. Riamine sa determindm minimul din n — I numere, care
formeaza mulfimea {a,, ..., @} \A{a; a;}, la care se adauga numarul b.
Deci putem scrie :

f(n) =1 f(n —1).

_ Deoarece conform ipotezei de inductie f(n — 1) =n —2, rezulti ci
f(n) = n — 1 si proprietatea este demonstrati.

Procesul de gasire a minimului din 2 numere se poate reprezenta prin-
tr-un arbore binar. Intr-adevir, se poate proceda prin analogie cu reprezen-
tarea unei expresii aritmetice printr-un arbore binar, deoarece operatia de
gasire a minimului din doua numere este o operatie binari.

De exempluy, dacd determindm min (2, 7, 5, 1) putem proceda astfel : gasimmin (2,7) =
=2, apo_i min (2, 5) = 2 si in fine min (2, 1) = 1.

Acest calcul este reprezentat prin-arborele binar complet din figura 11.41.
; In raddcina arborelui apare numdrul 1, care este rezultatul si fiecare
virf neterminal] are asociat un numdr care reprezintd minimul celor doui
numere asociale fiilor sii. 3
Pentru a sorta n numere a,, ..., a, pulem proceda dupi cum urmeaza :
Deterﬂmm_am mai intii min (a,, + -+, @) si acest numar il punem pe pri-
'm}lluloc in sirul sorfat. Pentru a gisi numarul de pe locul al doilea deter-
minam minimul din cele n — 1 numere ramase s.a.m.d.

Numarul de comparatii necesare pentru a sorta cele n numere cu acest
algoritm este egal cu:
LN

(n— 1) +p—2 + ... +1=20=D
2

Vom vedea ca acest numir poate fi imbunatitit substaniial prin con-
strucfia unui arbore de sortare pentru care toate virfurile terminale apar pe
un singur nivel sau pe doud nivele consecutive. Pentru a construi un astfel
de arbore, sd observam cii daci arborele este complet si toate virfurile termi-
nale apar pe nivelul r, atunci el confine 2" virfuri terminale.

Fig. I1.41




) y g irfuri. pe nivelul 2 sint 4 virfuri i daca
> 3 relul 1 sint 2 virfuri, pe nivel 2R o 4

\Im{u?cdlflv‘ég F[)12 r::i\\f:elul r— 1 sint 2r* virfuri, rc_zulta cd pe nivelul r

presup : laci numarul de virfuri terminale este o pu-

5 > e
sint 2.27-1 = 2" virfuri. rDucx Lt : .

i icd n = construi un arbore binar complet cu toate
tere a lui 2, adica n = 2’, putem D

virfurile terminale pe urn acelasi myel. S "
Tn caz contrar, vom nota cu r numérul natural care verifica inegalitafile :

21‘ < n < 21‘+1. (1)

Si notdm cu x numarul de virfuri care se gisesc pe nivelul » 4 1 intr-un
arbore binar complet cu toate virfurile terminale pe doud nivele consecu-
tive si cu y numarul de virfuri care se gdsesc pe nivelul r.

Deoarece numirul total de virfuri terminale este egal cu n, putem scrie :

X4 y=n (2)

Daca construim pentru fiecare virf de pe nivelul r cei doi fii care se gisesc
pe nivelul r 41, obfinem, fmpreund cu cele x noduri deja existente pe
nivelul » + 1, un total de 2" virfuri pe nivelul » + 1. Deci mai obtinem :

x4+ 2y = 2741, (3)

Ecuatiile (2) si (3) formeaza un sistem care determina complet pe x si y si
anume: y = 2"*'—n si x =2n— 2+ Deoarece sint verificate inegali-
tatile (1) rezultd cd 2™ —n > 0 si 2n — 2™ > 0, deci virfurile arborelui
se gasesc pe nivelele r si r +- 1. De exemplu, dacid n = 6 obtinem 2°* < 6 < 29,
deci r =2 si y=2—6=2iar x = 12 — 2% = 4. Arborele binar complet
cu 6 virfuri terminale pe doud nivele consecutive va avea deci 2 virfuri pe
nivelul 2 si 4 virfuri pe nivelul 3. El este desenat in figura 11.42. Si presu-
punem acum cd vrem sa sortam numerele din sirul : 4, 6, 3, 5, 2, 8.

Vom aplica urmatorul algoritm, numit selecfia arborescenta: repre-
zentam aceste 6 numere in virfurile terminale ale arborelui din figura 11.42.
Completdm celelalte virfuri interioare ale arborelui, astfel incit in- fiecare
virf interior si se afle scris minimul din cele doud numere asociate fiilor sai.

Numdrul de comparatii necesare este egal cu 5, adicd numaérul minim
de comparatii pentru gisirea minimului din 6 numere.

In virful arborelui se afld numdarul 2, care este minimul din cele 6 numere.
Seriem numarul 2 pe prima pozitie a sirului sortat si scoatem numérul 2 din
arborele de sortare, punind o linioara in virful terminal unde a fost scris
numarul 2. Pentru a completa’arborele si a gisi minimul din numerele ri-
mase, este suficient si completim numerele inscrise in virfurile lantului
care uneste radacina arborelui cu virful terminal unde a fost scris numarul 2.

Fig. 11.42
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Fig. 11.43 Fig. 11.44

Acest lant a fost reprezentat cu linie punctata in figura 11.43. Numarul 8
nu are cu cine sa mai fie comparat pe nivelul 2, astfel incit el urca pe nivelul 1.
Aici el se compara cu 3. Gasim min (3, 8) = 3, pe care il scriem in radéicina
arborelui. Deci al doilea numar in sirul sortat este 3.

Considerind lanful care trece prin virfurile cu numarul 3, reprezentat
in figura 11.44, scoatem numarul 3 din arbore $i mai facem doua comparatii :
min (4, 5) = 4 si min (4, 8) = 4. In radacina arborelui apare acum numa-
rul 4, care este al treilea numar din sirul sortat. Se reactualizeazi lanful
desenat punctat in figura 11.45 prin incd doud comparatii : min (5, 6) = 5
si min (5, 8) = 5, care se ridica in radacina arborelui. Al patrulea numar
din girul sortat este 5 si se obfine arborele din figura 11.46 dupa incd o com-
paratie : min (6, 8) = 6. Deci penultimul numar din sirul sortat este 6.
In final numarul 8 apare in radacina arborelui fira nici o comparatie si el
este ultimul numar din sirul sortat.

Sa evaluim numirul de comparatii necesare pentru a sorta n numere,
folosind algoritmul de selectie arborescenta.

Din (1) deducem cid r <log,n < r + 1, deci r = [log, n], adica r este
partea intreagid din log,n. Dacd n = 2" obfinem cd r = log. n = [log, n,
deoarece in acest caz log, n este numar intreg. La primul pas facem n — 1
comparafii pentru a completa intregul arbore de sortare si deci pentru a
gasi min (a,, ..., a,) care apare in radacina. La fiecare din pasii urmatori
facem comparatii cel mult la nivelele r, r —1, ..., I, pentru a completa
virfurile care se gésesc pe lan{ul care uneste radicina cu virful terminal din
care a fost suprimat un numar. Pentru exemplul dat, [log, 6] = 2 i la fiecare
pas ulterior am facut cel mult r = 2 comparatii.

Deci numarul de comparatii este majorat de:

n—14+@n—1)r=0n—1)r-+1) = (n—1)log,n] + 1)

Fig. 11.45 Fig. 11.46
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Avantajul algoritmului selec{iei arborescente fatd de algoritmul de gisire
repetald a minimului in ceea ce priveste numdrul de comparatii iese clar
in eviden{d peniru n mare. '

" De exemplu, daci avem de sortat 1001 numere, ¢u algoritmul de gisire repetatd a
minimului, trebuie sd efectudm

1001(1001 — 1)
2

= 500 500

comparatii.
Deoargee 219 = 1 024, rezultd r= [log, 1 001]) = 9 si algoritmul selecfici arborescente
necesiti numai 100010 = 10 000 comparalii, adicd de 50 de ori mai pufin.

Incheiem aceasti aplicalie menfionind cd existi metode eficiente de
reprezentare a structurii de arbore binar in memoria unui calculator.

11.5.3. Algoritmul de céutare binard

~ Problema regisirii informatiei slocate in memoria unui calculator consti
in gasirea unui articol, care contine de obicei mai multe inregistrari memo-
rate secvenfial, dupd anumile valori, numerice sau alfanumerice, ale uneia

_ sau mai multor inregistrari care formeaza acel articol. :

Deci in cazul valorilor numerice, problema gésirii unui articol dintr-o
multime de articole memorate secvential in memoria unui calculator, revine
in-esentd la urmatoarea problemi- de cdutare: '

Dindu-se n numere intr-o ordine fixata, a,, @, ..., @, sa se determine
care numdr are o valoare data b. Vom presupune ca problema are un rezul-
tat unic, deci exista cel mult un numir dintre @, ..., a, care este egal cu b.
Putem rezolva. aceastd problemd citind pe rind fiecare dintre numerele

@y, @, ... din memoria calculatorului si comparindu-le cu 4. In momentul

- - . ~ . ape . ‘5
cind gasim un numar a, egal cu b ne oprim sau citim de exemplu si celelalte
inregistrari ale arlicolului care are inregistrarea cidutala egald cu a,. Spunem
ca in acest caz am avut o cautare cu succes. Dacd insd, dupi citirea tuturor
aumerelor @, ..., @, am constatat ca nici unul dintre ele nu este egal cu b,

spunem cd a avut loc o ciutare fard succes. :
In cazul unei ciutiri cu succes numirul mediu de comparatii necesar
¢ % s T JUL ol o
pentru gasirea valorii b este egal cu 5 lar in cazul unei cautiri fara succes

&

numarul de comparafii este egal cu n.

Daca efectudam multe cautari printre inregistrarile a,, ..., a, este mal
avantajos din punctul de vedere al numérului de comparatij, deci al vitezei
de calcul, si se procedeze astfel: se sorteazid mai intii cele n numere
(de fapt articolele care contin respectiv inregistririle a,, ..., a,). Decl
vom presupune in continuare ca: ’A

G <y < ... <y

Apoi se aplicd un algoritm rapid de cdutare, care se bazeazd pe urmatoarea

observatie : ] ) B
Dacd compardm numirul a; cu b, rezultd urmitoarele trei posibilitifi:
a) a; = b §i cautarea este incheiatd;

b) a; < b si deci vom continua cautarea printre numerele ay,, < @ <
< ... < a,, care sint mai mari ca a,. Daci i = n, deci nu mai exista numere
mai mari ca a;, ne oprim, deoarece ciautarca nu a avut succes. Numarul b
nu se gaseste printre numerele a,, ..., a,; .

¢) @;> b si deci vom continua cdularea printre numerele o, < a, <
< ... < gy, care sint mai mici ca a;. Daca i = I, deci nu mai exista nu-
mere mai mici ca a; ne oprim, deoarece ciutarea nu a avut succes. Rezultd
ci b nu se giseste printre numerele dafe. Algoritmul de cautgre care va fi
prezentat in continuare alege mereu numarul a, la mijlocul sirului de numere
in care cautam numirul b. De exemplu, dacd n este impar, numirul de

. on41 u % : 2 g 2 1 .
indice ——2'———se gaseste la mijlocul sirului ay, ..., a,. Daci insa n este par,

existdi doud numere care se gasesc la mijlocul sirului §i anume numerele de
n-41 ,
; ] . Algoritmul

o . 5 0 ; n
indici 5 si 3 -+4--1. Deoarece n este par oblinem o [

- - 97 ¥ ). -
de ciutare binara ulilizeazad mereu \'aloarea{l > q

]pentru indicele numa-
rului de la mijlocul sirului:

ap <a'p+1 < iy <a4‘l'

Algoritmul de cdutare binard. %

Fiind date numerele in ordine crescitoare a; < @, < ... < a,, se cautd
in acest sir numérul b.

1) Se stabileste p— I, g+ n. :

2) g < p? Da: Stop. Algoritmul se termind fard succes. In caz contrar

"% stabileste { [”—‘; ‘I] 3

3) Se compara b cu a;. Dacd b < a;, se merge l-a Pasul 4); dacd b > ay,
se merge la 5), iar dacd b = a,, algoritmul se termina cu succes.

4) Se atribuie g — i — 1'si se merge la 2.

5) Se atribuie p« i+ 1 i se merge la 2.

La pasii 4 si 5 se redefinesc marginile subsirului care trebuie cercetat in
continuare, in functie de rezultatul comparafiei de la 3. Condifia de oprire
in cazul ciutérii fird succes este ¢ < p, asa cum vom verifica pe un exemplu.

Si aplicim algoritmul de céutare binard pentru gisirea numérului 25 din sirul sortat :
3, 5 12, 14, 15 18, 24, 25 42.

Decin=29, a,=3, a;=5, ..., &= 25, a;= 42. Iniial p=1, g=9, i=5. La pzisgl 3
gasim 26 > a, = 15, deci la pasul 5. redefinim p = 6. Se merge la 2 §i se calculeazd i =

= [E] =17. La pasul 3 gisim 25 > a, = 24, deci trecem la pasul 5 unde redefinim p = 8.

g a4y 4 17, 3 o
Ne intoarcem la pasul 2 unde calculdm noua valoare a lui i = [—2-] =8, iar la pasul 3 ga-

sim 25 = a,. Algoritmul s-a terminat. cu succes dupd _ti'ei comparatii. 2
. S% presupunein acum cd vrem sd cAutdm (fird succes) numdrul 13. Initial p=1,¢= 9.,
i = 5. La pasul 3 gisim 13 < a;= 15, deci la pasul 4 redefinim ¢= 4. Mergem la 2 i

calculdm i= [—5—] —'2.'La pasﬁl 3 gisim 13 > 5= a,, deci trecem la pasul 5 unde rede-
2 14 < ' &
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Fig. 11.47
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finim p = 3. Ne intoarcem la 2 unde caleuldm i = | —|= 3. La 3 gasim 13> a,= 12

fieci mc?rgem la paszul 5 unde ob{inem p = 4. Ne intoarcem la 2 cu valorile p = g = 4, deci
t=4, iar la 3 gasim 13 < a, = 14. Mergem la 4 unde d4m valoarea q=3.

Ne intoarcem la 2 unde giisim ¢ < p, deci algoritmul s-a terminat fird succes dupa
cfectuarea a 4 comparafii.

In cazul uvneiAcéutﬁri fard succes a numarului b, la pasul 2 conditia ¢ < p
este verificatd cind p =r, ¢ = r — 1 si exista inegalitatile :

a,_, < b <a,.

Tptr-adevér, algoritmul localizeaza numarul b intre numerele de indici r — 1
§i r, deci la un moment dat p == r — 1 si ¢ = r. Deoarece b > a,_,, i se da
lui p valoarea r. Gasim b < a,, deci ¢ ia valoarea r — | si ne op—rim deoa-
rece ¢ < p. Algoritmul de ciutare binard poate fi privit ca un arbore de de-
cizie binar, ca cel din figura 11.47 pentru cazul n = 9.

In acest caz prima comparatie efectuati este aceea a lui b cu a;, cafe este
reprezentatd prin nodul raddcind al arborelui binar din figura 11.47. Daci
gasim b = a; ne oprim. In caz contrar, daci b < a; vom compara pe b cu .,
comparalie care este reprezentata prin riidicina subarborelui sting al rida-
cinii 5. Dacd insd b > a; vom compara pe b cu a;, comparatie care este
reprezentata prin radicina subarborelui drept al ridicinii 5. In fiecare virf
al arborelui care se obfine in acest mod este scris indicele i al numirului a,
cu care se compara b in acel moment. Daci b < a; se urmeazi ramura din
s?mga, efectuind o comparafie cu numdérul al cirui indice este seris in ridi-
cina subarborelui sting al nodului i. Daci b > a; se urmeazi ramuri din
d'reapta. efectuind o comparafie cu numarul al cirui indice este scris in rada-
cina subarborelui drept al nodului i, O ciutare firi succes va conduce la unul
din nodurile terminale, reprezentate printr-un pitrat, numerotate de la 0
la 9 in sensul de la stinga spre dreapta.

De exemplu, se ajunge la nodul 0 daci b < a,, la nodul 1 daci a4, <b <
<@y ..., la nodul' 9 daci b > a,.

_Cautarea cu succes a numdrului 25 a fost reprezentati in figura 11.47
prin llm_e punctatd si corespunde parcurgerii lantului care uneste ridicina
arborelui cu nodul neterminal cu numirul 8. Ciutarea fara succes a numarului
b =13 a fost reprezentatd prin linie intrerupti si corespunde parcurgerii
lanfului care uneste rddacina cu nodul terminal cu numirul 3, deoarece
a3 < b < ay. Se observd ci in fiecare caz numirul de comparatii este egal
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cu numirul de noduri neterminale care se gisesc pe lantul care uneste rada-
cina cu virful care reprezinta sfirsitul procesului de cdutare. Astfel, in cazul
cautarii numérului 25 = a, s-au efectuat trei comparatii, iar in cazul cautarii
fard succes a numarului az < 13 < g, au fost efectuate patru comparatii :
cu @, cu a, cu a; si cu ay

Reprezentarea strategiei de cdutare in cazul algoritmului de cautare
binara printr-un arbore de decizie binar ne va ajutala evaluarea performanfelor
acestui algoritm. Folosim termenul de arbore de decizie binar deoarece de-
cizia de continuare a procesului de ciutare, adica fie oprirea cautirii, fie
ciutarea pe ramura din stinga, fie cautarea pe ramura din dreapta a unui
nod, depind de rezultatul comparatiei numarului ciutat cu numirul din
sir indicat de nodul in care ne aflim. Evaluarea eficien{ei acestui algoritm
este datd de urmitoarea teoremi, care poate fi demonstrata prin inductie
dupid k.

Teoremit. Dacd efectudim o ciutare infr-un sir ordonat de n numere cu algoritmul de ciutare
binard si dacd n verificd inegalifdfile :

2671 g < 2%, n
atunci :
a) O cdutare cu succes necesitd cel mult k comparafii ;
b) O cdutare fdrd succes necesitd k — 1 sau k comparafii.

O ilustrare a acestei proprietiiti pentru cazul n = 4 este datd in figura 11.48.
Observdm c4 numirul maxim de comparatii in cazul unei ciutdri cu succes este egal cu
numirul de nivele pe care se gisesc nodurile neterminale, adic# cu 3. Se vede din figura 11.48
céi acest numir maxim de comparatii se atinge numai pentru gésirea ultimului numér a,.

In cazul unei cdutiri fird succes numirul de comparatii este egal cu 2 sau cu 3, deoa-
rece nodurile terminale se gasesc pe nivelele 2 si 3. Din figura 11.48 se observa cé in acest
caz numirul de comparatii egal cu 3 se atinge numai pentru virfurile terminale 3 si 4,
deci Tn cazurile cind a, < b < a, §i respectiv b > a,.

Din (1) deducem k£ — | < logsn < k, deci k£ — 1 = [log, n] de unde & = [log. n] + L

De exemplu, dacil vrem si ciutdm un numir printre 1000 de inregistréri citind inre-
gistrare cu inregistrare si ficind comparatiile respective, trebuie s facem in medie 500 de
comparatii In cazul unei ciutari cu succes i 1 000 de comparafii in cazul unei cautdri fira
succes.

Daci insd inregistririle sint sortate, tn cazul folosirii algoritmului de cdutare binard
vom evalua numirul de comparatii aplicind teorema anterioard.

Deoarece 2t = 1024, obtinem k = [log, 1 000] + 1 = 10. Deci orice cdutare cu succes
necesitd intre una si zece comparatii, iar orice ciutare fara succes necesitd 9 sau 10 compa-
ratii.

S-a obtinut o reducere importanti a numérului de comparatii, deci implicit i a timpului
de ciutare, in raport cu cazul inregistrarilor nesortate.

Fig. 11.48
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Probleme

I1.5.1. S se scrie notatia fird paranteze pentru fiecare din urmitoarele expresii aritmetice :
a (¢ + 9y + 2 + 2
b. 3x%y — Sx2y? + 2xy°;

xty vtz 2t

il 2 S S LR

d. a® + 6° + ¢ — 3abc;

e (2x0%+ — a)(14¢ — 3);

P

L a4+
24 L,
2

11.5.2. S& se arate ci orice arbore binar complet cu n virfuri terminale are in total 21 — |
virfuri. Si se deducd de aici o relafie simpld intre numérul de operatori si nrlmﬁrul
de operanzi dintr-o expresic aritmetici,

[1.5.3. své ys.e deduci scrierea obisnuitid a urmitoarelor expresii aritmetice, date fn notafia
fara paranteze, stiind ¢i toate constantele numerice utilizate an o singurd cifrd :

do = = F*RBxyz*4* ¥ x5y* 3z
b./x+y/ 1 x22
c. Tx+a+*2b*%3 1 ¢2
d.* +% - x*3g—y 124+ 1x25
I1.5.4. S se construiasci un arbore de sortare pentru cazul n = 10.

11.5.5. Sﬁ.sc..dfa 0 def%ni;tie matematicd pentru relatia de ordine lexicografici (ordinea
]si'clncrn fntr-un dictionar) a cuvintelor formate cu litere dintr-un alfabet cu 24 de
itere.

11.5.6. Pe o bf'mdé magneticd sint Tnscrise un milion de numere. Indicati un algoritm de
determinare a numdrului de numere distincte de pe banda.

11.5.7 Se ci)nside'ré un fisier cu 4 001° cuvinte binare distincte de 30 biti s v, @y, « - Tysois
Doud cuvinte binare x = x,.. X3 $1 Y =y,.. .y, se numesc complementare daci

¥+ yi=1pentrui=1, ..., 30.
Cu alte cuvinte, putem spune ci  si y sint complementare daca si numai dac#
x+y=11...1,,

ele fiind considerate ca numere binare. Si se defineascd un algoritm pentru a gisi
toate perechile de cuvinte complementare {a,, a,}, cu un numir cit mai redus de
operatii (de comparatie si adunare).

11.5.8. La un turneu de tenis de cimp participd n jucdtori. Cum trebuie organizat turneul,
care confine numai meciuri eliminatorii de simplu, astfel incit daci pentru determi-
narea campionului sint necesare n — 1 meciuri, pentru determinarea celui de al II-lea
jucdtor al turneului si mai fie necesari disputarea a numai [log, n] meciuri ?

11.5.9. Se considerd urméatorul algoritm de sortare prin interschimbare a sirului de nu-
mere @, oy «.., Qg

l.ien;
2. t+ 0. Efectueazd pasul 3 pentru j=1, 2, ..., { — 1 si apoi executd pasul 4.

3. Dacd a; > a;y,, interschimbd numerele a; si a;,, In sir (a; este trecut pe pozitia
j -+ 1, deci el va fi notat cu ay,, i a;,1 trece pe pozifia j, fiind notat in continuare
cll @;). Se stabileste £« j.

4, Dacéi { = 0 ne oprim, Sirul obiinut este sortat. In caz contrar i « ¢ i se re vine

la pasul 2.

S4 se justifice acest algoritm, considerind mai multe exemple de aplicare si s&
se arate cd are un numér finit de pasi. ;

11.5.10. Se considerd doua. siruri sortate de numere:
G << . oSapsi i Sb, < < b

S# se propund un algoritm de inferclasare a celor doud siruri de numere in-
tr-un singur sir sortat ¢, < ¢, < ... < Cyyp, format din clementele celor doud
‘siruri, care s foloseascd cel mult m -} n — 1 comparatii.

I1.5.11. Ce algoritm de ciiutare corespunde arborelui binar complet din figura 11.49 in cazul
unui sir sortat format din 4 numere ? :

Fig. 11.49

11.5.12. Si se calculeze numérul mediu de comparatii in cazul unei cdutdri cu succes si in
cazul unei cautdri fird succes pentru arborii de cdutare din figurile 11.48 si 11.49.

11.5.13. O bandd magneticd contine n inregistrari.

Se presupune ci frecvenia acceselor la cele n inregistrari este diferitd, adicd
unele sint citite mai des, altele mai rar. Se stie ¢a timpul de citire a unei inregis-
triri este cu atit mai mare cu cit inregistrarea respectiva se giseste mai departe
de fnceputul benzii, deoarece creste timpul necesar deruldrii benzii magnetice.

S# se indice o strategie simpld de auto-organizare a datelor pe banda mag-
neticd, astfel incit timpurile medii de acces la inregistrari sd [ie cit mai mict.
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lIl. GRAFURI ORIENTATE

1.1, Notiuni de baza

Un graf orienlat G este Tormat dintr-o pereche ordonata de mulfimi G =
= (X, U). Ca si in cazul grafurilor neorientate, X este mulfimea virfurilor sau
nodurilor grafului. Mul{imea U este formaté din perechi ordonate de elemente
distincte din X& numite arce. Orice arc « = U va [i notat prin 4 = (x, y) cu
xoye X six#y o

Spunem ci virful x esle extremitatea inifiald a arcului w, iar virful y este
extremitatea [inald a arcului u. Spre deosebire de cazul grafurilor neorientate,
notatiile (v, y) si (v, x) vor desemna doua arce dilerite.

Daca graful G conline arcul (x, y) vom spune ca virfurile x §i Y sint adiacente
in G i amindoud sint incidente cu arcul (x, y). Deci un graf orientat GApoate fi
imaginat ca o mullime de virfuri, dintre care unele sint mut(f doui: cite doua
prin arce. Un gral orientat poate fi desenat in plan reprezentind virfurile sale
prin puncle si arcele prin sageti care sint orientate de la extremitatea initiala
catre extremitatea linala a fiecarui arc.

3 iental G = (X, U) unde:
X '——(J{rli.”gl. (.)r...c,t ;i}l t'?l v (— {(I,} 2), (2,3, (3 1), (3 2), (2, 4), (4, 5), (3, 5), (6, 8), (8, 7).
(7, 8), (7, 6)} o oo . e -
se reprezinta ca in figura 111.1. Vom nota arcele aga cum se indica in figuri, adica u, = (1, 2),
=13, 1), ..., ;= (6, 8).

Gradul exterior al unui virf x, notat prin d* (x), este numarul arcelor de forma
(x, y) en y € X. Gradul interior al unui virf x, notat prin d(x), este numirul
arcelor de forma (y, x) cu y € X.

De exemplu, pentru graful din figura 1111, obfinem: d*(1) = I, d7(1)= 1, d¥(2)= 2,
d-(2) =2, d*(6) = 0, d7(5) = 2 elc.

Un graf parfial al unui graf orientat G = (X, U) se defineste in acelasi
mod ca §i in cazul neorientat. El este un graf G, = (X, V) unde V C U, deci
este graful G insusi sau se obfine din G prin suprimarea anumitor arce.

Si defini{ia unui subgraf al unui graf orientat G = (X, U) este asemédnatoare
cu cazul neorientat. Prin definitie, un subgraf al lui G este un gral H = (Y, V)
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unde Y C X iar arcele din V sint toale arcele din U care au ambele extremitii
in mulfimea de virfuri Y.
Deci un subgraf / al unui graf orientat G este gralul G insusi sau se obfine
din G prin suprimarea anumitor virfuri si a tuturor arcelor incidente cu acestea.
Vom spune ci subgraful H este indus sau generat de mulfimea de virfuri Y.

Astlel, subgraful grafului G din figura 1IL1, indus de mullimea de virfurl ¥, = {1, 2,
4, 5} are ca mulfime de arce mul{imea V, = {(l, 2), (2, 4), (4, 5)}, iar subgraful indus de mul-
timea dé virfurl Y, = {6, 7, 8} are mul{imea arcelor V,= {(7, 6), (6, 8), (7, 8), (8, N}

Un gral orientat este complet daci oricare douii virfuri sint adiacente. De
exemplu, subgraful grafului din figura I11.1, indus de mul{imea de virfuri Y,
este complet.

In timp ce in cazul neorientat un graf complet cu n virfuri este unic deter-
minat, in cazul oriental existd mai multe grafuri complete cu un numir dat de
virfuri. Ele se deosebesc fie prin orientarea arcelor, fie prin faptul ci intre doui
virfuri oarecare exista un arc sau doud arce de sensuri contrare.

“Un lanf al unui graf orientat se defineste ca un sir de arce:

L= [uy, tty; iioy tp)

cu proprietatea ca oricare doua arce vecine u; si ty,, au o extremilate comuni
pentru orice i =1, ..., p—1.

Extremitalea x, a lui «, care nu este comuna cu u, si extremitatea x, a lui u,

care nu esle comuna cu u,_, se numesc extremitdfile lanfului L.

Daca toate arcele lantului L au o aceeasi orientare, care este dati de sensul
deplasarii de la x, célre x,, lanful se numeste drum.

Deci un drum intr-un grafl orientat G = (X, U) este un sir de virfuri notat ;

D= (g Kyy ey &)

cu proprielatea ci (x,, xy), (xy, ¥2), ..., (¥,-3, ;) = U, deci sint arce ale gra-
fului.

Virfurile x, $i x, se numesc extremitifile drumului D. Daci virfurile x,,
Xy, ..., X, sint distincte doua cite doud, drumul D se numeste elementar. Din
aceste definitii rezulti cd orice drum este si lan{, dacd il privim ca un sir de arce.

Pentru graful din figura 111.1 urmitoarele siruri de arce sint lanfuri :

Ly= [w,, tts, ttay 03}, Le= [tta, s}, Lo= [ty ttso)y L= [us, ts, ttg, tts, t,}, Ly== [tty, ths;)
Lanturile L, si L, sint chiar drumuri §i ele pot fi scrise ca un sir de virfuri in modul urmitor ;
(2, 3, 2), respectiv (7, 6, 8).

L, are extremitilile 1 §i 4, L, are extremitilile G i 8, L, are extremitiitile 2 si 1, iar pentru L,
cele doud extremitiifi coineid cu virful 2. Pentru acelasi graf urmitoarele siruri de virfuri sint
drumuri ;

Dll=2}“| 2. '1- 5]0 :D|= {7l Gr 8: 7)- th (al ln 2| 3) 5}1 DI= (3| 2! 4! 5)! IJGE (2' 3’
2,3 1, 2)

Drumurile D, si D, sint drumurl elementare, deoarece nu tree de doud ori printr-un ace-
lasi virf.

Un drum D = (xo, ..., x,) poate fi interpretat ca traseul unei deplasiri
pe arcele grafului in ordinea (x, x,), (X1, Xa), «+ ., (Xroyy X)),

De aceea drumul D de extremititi x, si x, se mai spune ci este un drum de
la x, la x,. Dacd x, = x, si toate arcele (x5, x;), (X3, X2), +.., (Xroy, X,) sint dis-
tincte doua cite doud, drumul D se numeste circuit.

Daci toate virfurile circuitului, cu exceptia primului si a ultimului virf,
sint distincte doud cite doud, circuitul se numeste elementar.
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‘ Fig. I11.2

| De exemplu drumul D. nu este circuit, deoarece foloseste de doud ori acelasi arc u,. Dru-
mul D, este un circuit elementar. Considerind graful orientat din figura II1.2, un circuit care
nu este elementar este urmdtorul : C== (1, 2, 1, 4, 3, 1), care trece de doud ori prin virful I.

Ca si in cazul ciclurilor din grafurile neorientate, circuitele pot fi scrise in
| ' mai multe moduri, alegind ca prim virf un virf arbitrar prin care trece circuitul.

|| De exemplu, circuitul € din figura I11.2 mai poate fi scris :
| C=1(2143 1, 2)sau C= (4, 3, 1, 2, 1, 4) sau
C=1(1,43 12 1)sau C= (3, 1, 2, 1, 4, 3).

similare cu cele de'la grafurile neorientate, utilizind notiunea de lant din cazul
grafurilor orientate. .
Astfel, un graf orientat G se numeste conex daca pentru oricare doud virfuri
‘ distincte x si y exista un lan{ de extremitati x si y in G. O componentd conexd C
| a unui graf orientat G se defineste ca fiind un subgral conex maximal al lui G,
deci nu existd nici un lant care sd uneascd un virf din C cu un virf care nu
apariine lui C.

|
T’ Notiunile de conexitate si de componentd conexa a unui graf orientat sint
|

‘ Graful din figura 1111 nu este conex si are 2 componente conexe : €, indusd de mul{imea
de virfuri {1, 2, 3, 4, 5} i C, indusd de mulfimea de virfuri {6, 7, 8}.
Graful din figura I11.2 este insd conex, deci are o singurd componenté conexa.

Probleme

II1.1.1. S& se gdseascd drumurile elementare dela virful 1 la virful 8 pentru graful din figura I11.3.
Care sint circuitele elementare, ale acestui graf ?

/ 3 5 7
2 4 6
Fig. II1.3
I11.1.2. Si se arate ci daca graful orientat G cu multimea de virfuri X are m arce, au loc ega-
litatile :
Zd~(x) = Zd*(x) = m.
reX reXx

111.1.3. Si se calculeze numdrul grafurilor orientate cu n virfuri date: x,, ..., x,. Cite grafuri

orientate si complete cu n virfuri date existad ?
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111.1.4. Pe mul{imea X a virfurilor unui graf orientat G = (X, U) se introduce urmitoarea
relatie binard : Spunem cé x este in relatie cu y si scriem x ~ y dacd x = y sau daca
existd un drum de la x la y si un drum de la y la x.
Sé se arate cd aceasti relafie binara este o relajie de echivalentd. Clasele acestei echi-
valente se numesc componentele tare conexe ale grafului. S3 se determine componentele
tare conexe ale grafului din figura IILI. ) ’

I11.1.6. Fie D = (x, ..., y) un drum de la x la y (x # y) in graful G. S& se arate ci existi
un drum elementar de la x lIa y in G.

I11.1.6. Un graf orientat cum este cel din figura I1I1.4, care are proprietatea cil intre oricare

. doud virfuri distincte x si y existd un arc si numai unul se numeste graf-turneu.
' -

N

Fig. I11.4

Un graf-turneu poate reprezenta rezultatele meciurilor directe intre participantii

la o competitie sportiva in care nu existd meciuri nule si nici meciuri eliminatorii. Sa
se arate cd orice graf-turneu contine un drum elementar care trece prin toate virfurile

grafului.
1I1.1.7. Pentru un graf-turneu cu n virfuri x,, ..
pentru =1, ..., n. S& se arate cd:

ri+s;=n—1

o v,, se noteazd r;= d~(x,) si s;= d¥(x))

n n i
2 X=X s=Ci
i=1 i=1

2
Sis !

1

Tz

n
8k B H=
i=1 i

II1.1.8. S# se arate cii pentru orice gral-turneu G existd un virf x, astfel incit toate virfurile y
diferite de x ale grafului pot fi atinse plecind din x pe drumuri care au un arc sau doud
arce.

[ll.2. Metoda drumului critic
111.2.1. Drumul critic intr-un graf de activitéti

Una dintre aplicatiile cele mai rispindite ale teoriei grafurilor in probleme
de economie o constituie metoda drumului critic.

O lucrare complexi a cirei realizare comportd mai multe activitafi, se poate
_reprezenta printr-un graf orientat care dd o imagine graficé a esalonarii in timp
si a intercondifionarii tuturor activitafilor elementare care alcdtuiesc intreaga
lucrare.

Pentru un astfel de graf, arcele reprezinté etapele sau activitdfile elementare
ale lucririi. Fiecare arc are o anumita lungime, care reprezinta timpul de des-
fasurare a activitdfii asociate acelui arc.
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Momentul inceperii activitaiii este reprezentat de exiremitatea i_nitiavllé,
iar momentul termindrii activitatfii este reprezentat de extremitatea finald a
arcului respectiv.

Astfel pentru graful de activitati din figura [11.5 Inceperca intregii lucrdri este reprezen-
tata prin virful A, iar terminarea ei prin virful .

(=10 13 1gHl5 e

Iig. IIL.5

In aceastd lucrare anumite activitéii se desfdsoard in acelasi timp, de exemplu activitatile
reprezentate de arcele (B, C) si (B, D).

La fel activititile reprezentate de arcele (D, E) si (£, G) se desfdsoard in acelasi timp cu
activititile reprezentate de arcele (D, F) si (F, G).

Nodurile in acest graf de activitati reprezintd evenimente, care pot fi inter-
pretate ca indicind realizarea unor obiective parfiale ale lucrarii.

Astlel, virful A reprezinta inceperea intregii lucrdri, virful B reprezintd evenimentul care
constd in terminarea activitéd{il reprezentate de arcul (4, B) si lnceperea activitédtilor reprezen-
tate de arcele (B, C) si (B, D), nodul D reprezinti terminarea activitatilor reprezentate de ar-
cele (C, D) si (B, D) si inceperea activititilor reprezentate de arcele (D, E) si (D, F) etc.

Activitatea reprezentatd de arcul (C, D), desenat cu linie intrerupts, este o activitate
fictivd, care are asociat un timp egal cu zero si reprezintd pur si simplu o relatie de anterioritate
fntre terminarea operatiei (B, C) si inceperea operatiilor reprezentate de arcele (D, E) si (D, F).

La definirea grafului care reprezintd succesiunea in timp a activitédtilor unei
lucrdri complexe, pentru orice virf x trebuie sa fie indeplinita urmatoarea regulé :

Toate arcele care pleacd din x reprezintd operafii care nu pot incepe decit
dupi terminarea tuturor operatiilor reprezentate de arcele care sosesc in virful x.

Activitédtile fictive se introduc pentru a nu avea mai multe arce paralele
si de acelasi sens intre doud virfuri ale grafului.
" Un graf de activitili are o proprietate importanta si anume aceea cd nu
contine circuite, deoarece in caz contrar, conform regulii introduse, o aceeasi
operafie ar trebui sd inceapa dupd terminarea ei insasi, ceea ce este absurd.
Intr-adevir, dacd intr-un graf de activititi, ar exista un circuit :

C: (xy ylv yZv CRLECR .‘/zn x)

aceasta ar insemna ca operatia (y,, x) incepe dupd terminarea operatiei (4. 1, Y)-
Insd operafia (y,_;, Y,) poate si inceapid numai dupi terminarea operatiei
(Yp-2s Yp_1) s.a.m.d. Gasim ca operafia (y,, x) poate incepe numai dupa termi-
narea operatiei (x, y,), ceea ce contrazice convenfia de alcatuire a unui graf de
activitati.
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Duratele operatiilor sau timpii operatori, care sint numere reale nenegative,
sint asociati arcelor grafului, care reprezinti operatiile Jucririi.

Astfel arcului (4, B) i sc asociazi timpul 3, arcului (B, C) timpul 3, arcului (B, D) tim-
pul 4 etc., unitatea de mésurd a timpului fiind ziua, sdptimina, luna etc.

Acesti operatori timpi vor fi interpretafi drept lungimi ale arcelor respective.
Lungimea unui drum intr-un graf de activiti{i se defineste ca fiind egali cu
suma lungimilor arcelor care compun acel drum, deci este egali cu timpul ne-
cesar pentru executarea tuturor operatiilor cuprinse in drumul respectiv.

Stabilirea grafului de activiti{i necesitd pentru fiecare operatie cunoasterea
duratei sale cit si a operafiilor care o preced nemijlocit, deci toate relatiile de
ordine temporala privitoare la aceasta, sau antecedentele obligatorii.

Pentru graful din figura 1115 succesiunea in tirﬁp a operafiilor a fost marcata prin linii
verticale intrerupte, care ne indicd evolutia realizdrii in timp a intregii lucriri. Astfel eveni-
mentul A are data ¢, = 0, evenimentul B are data ¢, = 3, evenimentul C are data fe =6 si
evenimentul D are data ¢, = 7, deoarece pentru producerea evenimentului D trebuie ca ambele
activitdfi (B, C) si (B, D) si fie terminate. Deci ¢, == max((; + 4, £y + 3) = max(7, 6)= 7.
In continuare gisim f,=¢, +3=10, t, =1, +6= 13, {,= max(ty +2, tp +4)=
= max (15, 14) = 15 si ¢, = ¢, + 5= 20.

Rezultd cd timpul total de executic a intregii lucrdri este de 20 unitati de timp.

Considerind ca evenimentul care constd in inceperea intregii lucriri are data
zero, timpul total de executie a lucririi este data realizdrii ansamblului de
lucrari.

Aceastd datd este egald cu suma timpilor operatori considera{i pe drumul
cel mai nefavorabil de la A la H, adicd acel drum care di intre aceste doui
virfuri o suma maximé de timpi operatori.

Acest drum, care poate sd nu fie unic, este chiar drumul de lungime maxima
de la A la H, numit si drum critic. Drumul critic pentru graful din figura 1115
a fost desenat cu linii ingrosate si el este (4, B, D, E, G, H). Drumul eritic
reuneste activitdfi de a ciror realizare la timpul previzul depinde realizarea
la timp a intregii lucréri.

Orice mdrire a timpului asociat arcelor drumului critic conduce la mérirea
timpului de realizare a intregii lucriri.

De aceea in cursul execufiei lucrdrii activitdtile situate pe drumul critic si
numite activitati critice, trebuie supravegheate cu deosebita griji, pentru a nu
depdsi timpul planificat de realizare a lucririi.

Calculul datei de realizare a evenimentului final H revine deci la ciutarea in graf a drumului
celui mai lung sau a drumului critic dela A la H. Acest drum are o lungime de 20 unititi de
timp si am vazut ci cl reprezintd timpul de realizare a lucrdrii pornind de la data zero, care
este atribuitd evenimentului initial A.

Deci dacd lucrarea se desfdsoard fird incidente, durata sa va fi egald cu 20 unititi de timp,
de exemplu 20 de luni.

Operatiile critice sint reprezentate de arcele (A, B), (B, D), (D, E), (E, G) si (G, H)
ale drumului critic.

H1.2.2. Evenimente critice si intervale de fluctuatie

Sd considerdm un graf de activitati G, ale carui virfuri reprezinti evenimen-
tele £\, E,, ..., E,, virfuri care vor fi notate la fel cu evenimentele pe care
le reprezintd. Presupunem céd E; reprezintd inceputul lucrérii si E, reprezinti
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terminarea ei. Pentru a calcula datele de realizare ale diferitelor evenimente E;
trebuie sd determinam cele mai lungi drumuri in graful de activitd{i de la E,
la celelalte virfuri E;, pentru a {i siguri ci toate operatiile anterioare eveni-
mentului £; au fost terminate. ;
Lungimea maximi a drumurilor de forma D = (E,, ..., E;) din graful de
activitd{i se numeste dafa asteptatd a evenimentului E; si se noteaza cu ¢,.

Astfel pentru graful de activitdti din figura 111.5 vom alege ¢, = 0. Data asteptati a eve-
nimentului B va fi {, = 3, deoarcce existd un singur drum dela A la B i anume arcul (4, B).

De la A la D existd doud drumuri, insd drumul (4, B, D) are lungimea maximé egala
cu7, decit, = 7. Dela A la C existd un singur drum de lungime 6, deci {; = 6. La fel obtinem
te=10 si ;== 13. De la A la G exista patru drumuri in graf si anume (4, B, C, D, E, G);
(A, B, C, D, F, ®; (4, B, D, F, G sl (A, B, D, E, G), insd numai ultimul are o lungime
maximd, egald cu 15. Deci #; = 15. Am vizut cd lungimea maxima a drumurilor dela A la H
este egald cu 20, deci £, = 20.

Este util sa cunoastem pentru fiecare eveniment E; data sa limitd de realizare,
datd a cirei depéasire va determina intirzierea intregii lucrédri. Timpul necesar
pentru realizarea operatiilor situate intre E,; si evenimentul final E, se obtine
cautind in graf drumul cel mai lung de la E; la E,, deoarece trebuie sid fim siguri
cd operatiile care urmeaza dupd evenimentul E,; pot fi toate realizate, {inind
seama de duratele lor.

Deci data limita a evenimentului E;, care se noteaza 7%, se objine scazind
din data ¢, a evenimentului final E, lungimea maximd a drumurilor D =
— (Eix s g 2y En)

Pentru graful de activitdti din figura I11.5 obtinem ¢} = ¢, = 20. Exista un singur drum
de la G la H si anume arcul (G, fI) de lungime 5, deci {& = 20 — 5= 15. Deoarece drumurile
(E, G, H), respectiv (F, G, H) au o lungime egald cu 7, respectiv 9, obtinem ¢ = 20 — 7= 13
sitp=20—9=1L

Cel mai lung drum de la D la H este (D, E, G, H) de lungime egald cu 13, deci {} = 20 —
—13=17.

In mod analog t& = 7, t§ = 3 si % = 0. Pentru evenimentele critice 4, B, D, E, G, H,
se observi cid aceste doud date coincid :

L,=15=0,tz=1t5=23, t,=th =7, tg =1tk =13, to,=1= 15 si t, = tf = 20.

Aceastd proprietate are loc pentru toate evenimentele critice dintr-un graf
de activitdti. Pentru a o justifica, si presupunem cd evenimentul E; este critic,
deci virful E, se giseste pe un cel mai lung drum de la E, la E,,, fie D = (E,, ...,

E; ..., E,), a cirui lungime o notam /(D). In acest caz atit drumul D, =
= (Ey, ..., E;) format cu sirul de virfuri ale lui D dintre E, si E}, cit si drumul
D,=(E; ..., E,) format cu sirul de virfuri ale lui D dintre E; si E,, sint

drumuri de lungime maximi intre extremitétile lor. Intr-adevir, dacid presu-
punem prin reducere la absurd cd de exemplu D, nu are o lungime maxima, il
putem inlocui printr-un alt drum Dj cu extremitétile E, si E;, de lungime mai
mare ca D,. Insi in acest caz drumul D; impreund cu D, formeazi un drum D’
de la E, la E,, de lungime {(D") = (D) ++ (D) > I(D,) + I(D,) = D), deci
I(D") > (D). Am ajuns astfel la o contradictie, deoarece am facut ipoteza cd D
este un drum de lungime maxima de la E; la E,. Am demonstrat astfel cd atit D,
cit si D, sint drumuri de lungime maxima in mulfimea drumurilor de aceleasi
extremitati. Rezultd cd ¢, = I(D,) si {5 =1, —I(D,). Deoarece ¢, = (D) =
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== [(Dy) + U(D,), deducem cd ¢, = tf = {(D,) pentru orice eveniment critic E,
dintr-un graf de activitdti. Am obtinut astfel pentru fiecare eveniment doui
date :

— data ¢; este data agteptatd a realizirii evenimentului E,;

— data 1% este dafa limitd de realizare a evenimentului E,, dupa depisirea
careia timpul total de execufie a ansamblului lucririlor este majorat.

Data ¢; este numita si data cea mai apropiatd, iar data limitd #* esle numita
si data cea mai tirzie a evenimentului E;.

Am vizut cd pentru evenimentele critice data limitd #* se confundi cu data
asteptatd ¢,. Intervalul de timp [¢;, t¥] se numesle inferval de fluctuatic si el
reprezinta intervalul in care poate avea loc realizarea evenimentului necritic £,
fara a modifica timpul total de executie a ansamblului lucririlor. In cazul eve-
nimentelor critice acest interval se reduce la un singur numir, deoarece ¢; == .

Pentru exemplul considerat singurele evenimente necritice sint € si F. Intervalul de fluc-
tuatie pentru C este [6, 7], iar intervalul de fluctuatie al evenimentului F este [10, 11]. Deci
evenimentele C §i /7 pot intirzia cu cel mult o unitate de timp de 1a data lor asteptats, firi ca
data evenimentului final ¢, sd se modifice. Aceastd intirziere poate avea loc de exemplu din
cauza maririi timpilor operatori ai operatiilor (B, C), respectiv (D, F) cu cite o unitate.

Dacd ambele operatii (8, C) si (D, F) isi méresc durata de la 3 la 4 unititi, in graful de
activitati toate operatiile devin critice, iar toate cele 4 drumuri de la A la H devin drumuri
critice. In acest caz nu ar mai fi admisi nici o intirziere in executarea nici unei operatii, pentru
a nu produce intirzierea intregii lucrari.

Este util sd cunoastem pentru fiecare operatie o,;, reprezentati de arcul
(£, E;) in graful de activititi, intirzierea care poate fi admisi la tnceperea sa,
fara a modifica data asteptatd de realizare a evenimentului E;. Aceasti intir-
ziere, numitd marginea liberd a operatici o,;, este egald cu :

tjﬂti _tij

unde £, si ¢; sint datele asteptate ale evenimentelor E; si E,, care incadreazi
operatia 0;; de durata ¢

Intirzierea care poate Ii admisd la inceperea operatiei oy, fird a modifica
data limitd de realizare a evenimentului E;, se numeste marginea totald a ope-
rafiei o0;; si ea este egald cu

B — b

Aceasta este deci intirzierea maximd care poate fi admisi la inceperea opera-
{iei oy, fdra a mari durata de executie a intregii lucriri.

Intr-adevir, operatia o,; are o durati egald cu {4, trebuie sd se termine cel
mai tirziu la data £§ si nu poate incepe mai.devreme de data ¢,, deci ea poate
fncepe la cel mult #§ —¢; —1¢,; unitdti de timp dupa durata ¢,. Deoarece % > ¢,,
rezultd ca marginea totald este mai mare sau egald cu marginea liberd a ori-
carei operatii. ,

Daca operatia oy; se gdseste pe drumul critic, deci este o operafie critici,
rezultd ca evenimentele E; si E, sint critice si in plus #§ = ¢; = ¢, 4 ¢;;. Deci
marginile libere, cit si marginile totale ale operatiilor critice sint nule, inceperea
lor trebuind si se facad fard nici o intirziere.

Intervalele de fluctuatie si marginile operatiilor inisoari elasticitatea unei
luerdri, in sensul cd, cu cit acestea sint mai reduse, cu atit termenele de execufie
a diferitelor faze ale lucrarii sint mai rigide.
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In cazul in care tin-zpii‘o;‘)_eral(_)ri. ai opcratiilpr negritice p_qt fi m'e”lyiti, margil}ea
liber4 va corespunde miririi posibile a duratei unei operatii necritice o, ldsind
neschimbate datele £; §i Z; ale evenimenlelor E; si E; care incadreazi aceasti
operalie. . . e ’

Marginea totald a acestfn 9peratn_ va corespugde def:l maririi maxime a
duratei operafiei oy, astiel incit evenimentul E; si poatd avea loc la data sa
limitd de realizare {j, dupi depasirea céreia toatd lucrarea ar intirzia, in con-
difiile in care evenimentul E se produce la data asteptati ¢,.

De exemplu, pentru graful din figura I11.5 marginea liberd a operatiei reprezentate de arcul
(B, C) este

le—tg—tge=6—3—3=0.
in timp ce marginea sa totald este egald cu
16—ty —tzpe=7—3—-3=1.

Deci operatia (B, C) poate admite o intirziere maximi de o unitate de timp, fird a produce
intirzierea executiei intregii lucrari.

Pentru operatia necriticd (D, F) marginea liberd este ¢, — ¢, — fpp = 0 i marginea totald
este egald cutf — £, — tpp = 1, iar pentru operatia (7, G) marginea liberd cste t; — f4 — frg=
= 1 si marginea totald este t§ — tx — tre = L.

Cunoasterea intervalelor de fluctualie ale evenimentelor care compun o
lucrare, precum si a marginilor totale ale operatiilor componente permite si se
urmareascd executarea la timp a intregii lucriri.

Astiel, dacd toate evenimentele se produc inaintea sau la datele lor limit3 #,
lucrarea se va desfisura normal si data realizirii finale ¢, va fi respectata.

Dacd insd se va intimpla ca data producerii unui eveniment E,si depi-
seascd data sa limita ¢7, pentru a nu se depasi data ¢, de realizare a intregii
lucrdri va trebui si se accelereze execufia operafiilor situate pe cel mai lung
drum de la E; 1a E,. Aceasta se poate face de exemplu prin alocarea de resurse
suplimentare (for{4d de munci, materiale sau utilaje) in detrimentul operatiilor
progrmului care au margini totale mari.

Dacid nu existd aceastd posibilitate, se va putea evalua intirzierea datei ¢,
de realizare a ansamblului operatiilor care compun lucrarea.

Metoda drumului critic este utilizats, din aceste motive, in urmirirea exe-
cutiei unor proiecte de cercetare sau de dezvoltare care pot cuprinde mii de

operatii, in urmdrirea lucrérilor de constructii-montaj a unor obiective econo-
mice etc.

111.2.3. Deferminarea drumului critic

Sa presupunem cd graful de activitid{i G are virfurile x,, ..., x,, unde x,
reprezinta inceperea lucrdrii, iar x, reprezintd terminarea tuturor activititilor
Jucrdrii. Vom nota prin ¢;; durata activititii reprezentate de arcul (x;, x;) al lui G.

Vom nota pentru orice virf x; prin p(x;) predecesorii lui x;, adicid multimea
virfurilor de la care pleacd arce care au extremitatea finald in x; si prin s(x,)
succesorii lui x;, adicd mul{imea virfurilor catre care pleaci arce care au extre-
mitatea inifiald in x;.
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De exemplu, pentru graful de activitifi din figura I11.6 obtinem : p(1) = & ; s(1) = {2, 3},
p(4) = {2, 3}, s(4) = {5, 6}, p(6) = {4, 5}, s(6) = @ etc.

Fig. 111.6

Vom ardta cd datele {;, respectiv #§ ale evenimentului reprezentat prin
virful x; al grafului G se pot determina printr-un calcul recursiv, bazat pe for-
mulele :

a) t; = max ({; + ¢5),
-’L‘jep(x/‘) .......
celor (x;, x;) au fost calculate la un pas anterior, plecind de la ¢, = 0, care este
data inceperii lucrarii.

b) 1% = min (5 —¢.3),

xjes(.r‘)
unde toate datele ¢} asociate virfurilor x, care sint extremitéti finale ale arcelor
(x5, x;) au fost calculate la un pas anterior, plecindu-se de la £ =t,, care este
data termindrii lucrarii.

Intr-adevir, am vizut ci ¢, este lungimea maxim3 a drumurilor de la x, la ¥, in graful G.
Dacd x, este penultimul virf al unui drum de lungime maxima de la x, la x,, putem scrie £, =
= {; 4 t;;, deoarece drumul considerat de lungime maxima de la x, la x; se compune dintr-un
drum de lungime maxima de la x, la x;, de lungime ¢; si din arcul (x;, x;) de lungime ¢,,. Dacd
insd x; € p(x;) si ¥, nu este penultimul virf al nici unui drum de lungime maximd dela x, la x,
rezultd ¢, > f, + £;;, de unde se deduce formula a).

Data limita #§ se obtine scizind din data ¢, a evenimentului final lungimea maxima a dru-
murilor de la x; 1a x,.

Fie D = (x;, x4, ..., x,) un drum de la x, la x, tn graful G, unde x, = s(x,).

S& notdm prin D, drumul care se obtine din D prin suprimarea primului virf x;. Este clar
cd D, este un drum de la x; la x, in graful G si avem (D) = ¢;; + (D).

Putem deci scrie:

tf = t, — max (D) = ¢, — max(t,; + max [(D,)) = min(¢, — max (D) — {;;) =

J D, i D,

= min(t} — t,),
J
unde j parcurge mulfimea indicilor cu proprietatea ci x; = s(x,;), adicd existd un arc de la x;

la x,, deoarece orice drum D = (x,, x;, ..., ¥,) de lungime maxima se compune din areul (x,, x,)
si un drum de lungime maximé de la ¥, la x,, iar ¢, — rrlx)ax D)=1tf.

S& aplicdm aceste formule pentru graful de activitéti djin figura II11.6. Mai intii vom calcula
datele ¢, cu formula a). Plecdm cu ¢, = 0. Deoarece p(2) = {1} si p(3) = {l}, rezultd {,= ¢, +
+t,=25its=1, +{,= 3. Avem p(4) = {2, 3}, deci vom calcula

to= max(t, + ty, t; + t5) = max(7, 9) = 9.
In continuare p(5) = {3, 4}, deci
ts= max(ty -+ L, ts + £i5) = max(8, 13)= 13.
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In fine data termindrii {ucririi este
ty= max(t, + ti, t; + ;) = max(13, 15) = 15, deoarece p(6) = {4, 5}.

Sd calculdm acum datele limitd /; cu formulele b), plecind de la evenimentul final citre
evenimentul initial.

Avem #§ = ¢, = 15. Urmdtorul virl care va fi luat in considerafie este virful 5, deoarece
5(5) = {6}. Gisim
1§ =t§ — t,o=13. Apoi s(4) = {5, 6}, deci
i = min(t§ — t,,, t&¥ — £,;) = min(l1, 9)=09.

In continuare putem alege fie virful 2, fie virful 3. De exemplu t§ = tff — f.,= 4, deoarece
s(2) = {4}. Apoi gidsim:

tf = min(tf — t, t& — ti) = min(3, 8) = 3.

Ca verificare obtinem

tf = min(t§ — t., 8 — £,) = min(0, 2) = 0.

Evenimentele pentru care £, = ¢ vor fi tocmai evenimentele critice din graful activititilor.
1n cazul hostru gdsim ci toate evenimentele cu excepiia evenimentului 2, sint critice.

Sa observdm cd dacd o activitate reprezentatd de arcul (x;, x,) are amb?ale evenimente care
o delimiteazd critice, adicd ¢; = #} si {,= ¢, nu rezulti cad aceastd activitate este criticd, decit
dacd t;=f; + {;,.

De exemplu, activitatea (3, 5) din graful din figura II1.6 are ambele extremititi eveni-
mente critice, nsd nu este o operatie critica.

Intr-adevir, ea are o margine totald egald cu t§ — ¢, — f,;, =5 unititi, deci execulia ei
poate admite o intirziere de cel mult 5 unitati de timp, fard a afecta data de realizare a intregii
lucrdri.- In: schimb. operatia (3, 4) este critic, deoarcce ¢, == #, + fa.

Deci dctlv1tat11e critice ale, grafului act1v1tatllor se determind considerind toate arcele. cu
ambele extremitédti evenimente critice si care fn plus.verificd condifia mentionata.

(Arcele critice compun drumul sau drumurile critice ale grafulul activititilor. In ¢azul
ex_emplulul_ considerat se obfine un singur drum critic si anume (1, 3, 4, 5, 6). Cunoscind
datele ¢, 5i ff se pot determina intervalele de fluctuatie ale evenimentelor, cit si marginilelibere
si totale ale activitatilor.

Se poate ardta cd formulele a) i b) pot fi efectiv aplicate, deoarece graful activititilor G
nu contine circuite.

Dacéd multimea A a virfurilor pentru care am determinat datele asteptate confine £ ele-
mente, pentru gdsirea noii date ¢, a virfului x, ¢ A cu formula a) sint necesare cel muit % adu-
ndri si £ —l comparatii, acest numér maxim fiind atins cind p(x;) = 4

Deci numdrul de comparafii necesare pentru a aplica formula a) este majorat de

n—1 n—2
j :(/a* 1)22 :k: (n— (n—2)
2 L
£=1 =1
iar numdrul de adundri este majorat de
n—1
PR (Sl )
5 :
k=1

Obfinem un rezultat analog pentru numirul de comparalii i de scideri necesitat de aplicarea
formulei b). Deci pentru determinarea intervalelor de fluctuajie ale celor n evenimente ale unui
program prin acest algoritm sint necesare in total cel mult (n — 1)(n — 2) comparatii §i cel
mult a(n — 1) adundri gi scidderi.
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Probleme

v

I11.2.1. S& se determine intervalele defluctuatie si drumul critic pentru graful de activit#ti
din figura IIL7: '

Fig. I11.7

I11.2.2. S& se construiascid graful programului si sd se determmu éirumul critic, intervalele de
fluctuatie ale evenimentelor si marginile totale ale operaliilor in urmatoarea sntuatle
de constructie a unui ansamblu hidroelectric, cu unitatea de timp luna. Operatnle care
trebuic si fie realizate si duratele lor sint urmétoarele:

a) Constructia drumurilor de acces la uzind si la carierele pentru obfinerea materla
lelor (t,= 4); .
b) Pregitirea carierelor de ¢xploatare si a fundatiilor (¢, = 6);
¢) Constructia unui centru pentru personal si administratie (f,= 4); .
d) Comanda si constructia materialului electric i hidraulic (generatoare, turbine, con-
ductd fortata ctc.) (4,= 12); :
¢) Constructia wzinei (¢, = 10);
f) Constructfia barajului, a digurilor si a deversoru]m de suprafati (t,—— 24);
g) Constructia galeriilor de fugd si a conductelor de aductiune (£,=7);
h) Montajul uzinei si al conductelor (¢, = 10);
i) Probele tehnologice (¢, = 3).
Evenimentele programului sint urmétoarele :
1) Pornirea lucrdrilor ;
2) Terminarea drumurilor de acces;
3) Terminarea centrului pentru personal si administratie si a fundafiilor ;
4) Terminarea uzinei si a montérii conductelor de aducfiune Y
-5) Terminarea ansamblului energetic;
6) Livrarea lucrérilor cédtre benefitiar.

111.2.3. Si se arate cii orice graf orientat care nu contine circuite are cel putin un virf » cu
proprietatea p(x) = & si cel pufin un virf y astfel Tncit s(y) = 3.

[11.2.4. Se considerd graful de activitdfi din figura 111.8, pentru care duratele operatiilor au
fost scrise 1ingd arcele respective, '

Fig. 111.8
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Operatiile reprezentate de arcul dintre virfurile 2 si 3 §i arcul dintre virfurile 4 si 5 se numesc
.! operafii disjunctive, deoarece desenul din figurd are urmdtoarea interpretare: Existd fie ar-
’l cul (2, 3) de duratd egald cu 4, fie arcul (3, 2) de durats egald cu 6. La fel pentru perechea de
|
!

virfuri 4 si 5 exista fie arcul (4, 5) de durata 2, fie arcul (5, 4) de duratd 3, insi nu amindoud
' aceste arce. S8 se determine orientdrile arcelor disjunctive astfel incit intreaga lucrare si se
termine intr-un timp cit mai scurt, adicd drumul critic si aiba o lungime minima.

\ l11.3. Flux maxim intr-o retea de transport
|

‘ Un graf orientat G = (X, U) se numeste refea de transport daci satisface
} urmatoarele conditii :

(| a) existd un virf unic ¢ € X in care nu intrd nici un arc sau o “(a) = ¢,
unde prin o (a) se noteaza multimea arcelor care intra in virful a;

b) existd un virf unic & € X din care nu iese nici un arc sau o*(b) = &,
unde prin «"(b) se noteazi mulfimea arcelor care ies din virful b;

c) G este conex si existd drumuri de la ala b in G;

d) s-a definit o functie ¢: U — R astfel incit c(z) = 0 pentru orice arc
uesU

Virful a se numeste intrarea refelei, virful b se numeste iesirea refelei, iar
numadrul nenegativ c(u) se numeste capacitatea arcului u.

Un exemplu de retea de transport cu 8 virfuri este reprezentat in figura I11.9.

| 4 15)

Fig. 1I1.9

‘ Virful a este intrarea refelei, virful b este iesirea refelei si se verificd de exemplu cd 0™ (@) = @,
at(@)= {(a, 1), (a, 2)}, o= (b) = {(4, b), (5, b), (6, b)} 5i T (B)= .
Valorile capacitdfii fiecdrui arc au fost trecute in paranteze lingd arcele respective.
Graful din figura I11.9 este conex s§i existd drumuri de la a 1a b, de exemplu (2, 1, 3,
! 5, b) sau (a, 2, 8, 4, 5, b).
‘ Un exemplu de lant de extremitdti a si b care nu este drum este [(a, 2), (2, 6), (5, 6),

(5, ).

O functie f: U — R astfel incit f(u) > 0 pentru orice arc u se numeste flux
in refeaua de transport G cu funcfia de capacitate ¢, care se noteaza G =
= (X, U, ¢), daca sint indeplinite urmatoarele doua conditii :
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C) Condifia de conservare a fluxului :

Pentru orice virf x cu x # a, x # b, suma fluxurilor pe arcele care intri
in x este egald cu suma fluxurilor pe arcele care ies din x, adica:

uecvr(:t)f(u) _1xec§(cr)f(u)

pentru orice x € X \ {a, b}.

Si observim cd aceasti lege are aceeasi forma cu prima lege a lui Kigchhoff
din teoria refelelor electrice.

M) Conditia de mdrginire a fluxului :

Pentru orice arc al refelei, valoarea fluxului nu poate depdsi capacitatea
arcului respectiv, adica

f(u) < c(u) pentru orice arcu € U.

Pentru reteaua de transport din figura II1.9 valorile unui flux pe arce au fost reprezentate
in figura I11.10, lingd numdérul din paranteze care reprezintd capacitatea arcului respectiv.

Fig. II1.10

Se verifici conditiile C si M relative la virfurile si la arcele refelei. De exemplu, pentru virful 4
conditia de conservare se scrie: 5 +2 +0=3 4 4.

Pentru orice mul{ime de virfuri A C X vom defini o tdieturd de suport A
ca fiind mulfimea arcelor care intrd in mulf{imea A din exteriorul lui A si
o vom nota astfel: i

o (A)={x »ix¢t A ysAsixy < U}
Vom mai nota:
ot (A)={(x, yix<eA, ye¢& Asi(x, y) € U},

adica multimea arcelor care ies din mulfimea A de virfuri.
Capacitatea tdieturii w(A) se noteazd prin c(w "(A)) si ea este egald prin

definitie cu X ¢(u), adicd cu suma capacitifilor arcelor care fac parte
new-(A)

din tdietura considerata.

93




—f—— - =

}" Pentru reteaua de transport din figura 111.9 dacd alegem A = {4, 3, 5, b}, obtinem:
| - o (A) = {(1, 4, (1, 3), (2, 3), (6, 0)} si '
| o*(A) = {(5, 6)}, iar capacitatea téieturii de suport 4 este c(w™(4)) =5 + 7 + 2 + 4= 18.

f In continuare vom lucra numai cu tdieturi de aceastd formi, avind ca
| suport o mul{ime de virfuri ale refelei care confine iesirea b si nu confine
intrarea a. :

'I Teorema II1.3.1. Fiind datd o refea de transport cu intrarea a si iesirea b si
un flux f, are loc egalitatea :

| | S W= % (). ()
I

new+(a) ucew-(h)

Demonstrafie. Egalitatea (1) exprima faptul c& fluxul care iese din a ajunge in b, deoarece
este verificatd condifia de conservare in fiecare virf x # a, b. Sé calculim in doud moduri
suma :

|

| .

| S(E fw- 3 fu), \ (@)
|

reX new-(x) nHewt(x)

adic# pentru fiecare virf al retelei facem diferenta dintre fluxul pe arcele care intrd in acel
virf si fluxul pe arcele care ies din acel virf si apoi insumim toate aceste diferene.
Din cauza condifiei C de conservare a fluxului pentru orice virf diferit de intrare §i de
‘ iesire, termenul corespunzitor din suma (2) este nul. Deci suma (2) se reduce la
2

T W)= X f(u), 3)

uew-(b) ucwt(a)
deoarece w™ (@) = w'(b) = @. ) )
Ins3 fiecare arc (x,.y) © U apartine atit multimii w*(x), cit si mulfimii o™ (y), cind
valoarea fluxului f(x) apare cu semne contrare, deci regrupind termenii putem scrie suma (2)
sub forma

5 (fw) — fw) = 0. 4
uelU

Comparind (3) cu (4) rezultd (1).

In continuare vom numi valoarea comuné a celor doud sume care apar
in egalitatea (1) fluxul la iesirea refelei (care deci este egal cu fluxul laintrarea
refelei) si il vom nota cu f,. ; ’

1 Pentru cazul fluxului reprezentat in figura 111,10 fluxul la intrare este egal cu 8 4- 4 =
‘ = 12, fluxul la iesire este egal cu f,= 4 + 5 -+ 3= 12, iar capacitatea tiieturii de suport
A= {4, 3, 5, b} am viizut cil este egald cu 18 > 12. o .

Proprietatea fluxului la iesire, de a fi mai mic sau egal cu capacitatea oricirei tdieturi
are loc in orice retea de transport, asa cum ne indici teorema urmatoare.

! Teorema 111.8.2. Pentru o refea de transport G = (X, U, ¢) cu intrarga a si
iesirea b si un flux f, sd considerdm o mulfime oarecare de virfuri A C X cu
proprietatea ci' a ¢ A si b = A. Au loc relafiile:

fo= 3 f)— = f1) <c(e(4) (5)

uem—(4) new(4)
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Demonstrafie. Pentru a ardta ci fluxul la iesirea refelei este egal cu diferenta dintre suma
fluxurilor pe arcele care intrd in mulfimea A si suma fluxurilor pe arcele care ies din mul-
timea de virfuri A, se poate proceda in mod analog ca pentru dernonstrarea egalitdtii (1),
considerind suma:

fl) — = )f(u))- (6

z
reEA uew () uenH(x
Deoarece pentru orice arc u & U existd inegalititile 0 < f(1) < c(x) putem scrie

fr= 2 fW— X W< T fws I cu)=-clo(A).

uew(4) UEMW*HA) uew-(4) ucm-(4)

4

In cele ce urmeazd vom studia problema determinarii unui flux maxim f,
la iesirea unei refele de transport, pe care o vom numi pe scurt problema
fluxului maxim.

Algoritmul lui Ford-Fulkerson pentru obfinerea unui flux maxim.

Pentru obfinerea unui flux maxim la iesirea b a unei refele de transport
G = (X, U, ¢), unde capacitatea c¢(u) > 0 a fiecirui arc este un numir intreg,
se procedeaza dupid cum urmeaza :

1) Se pleaci de la un flux ini{ial care verificd condifiile de conservare in
fiecare virf si de marginire pe fiecare arc, de exemplu de la fluxul avind
componente nule pe fiecare arc al retelei.

Deci putem lua f(u) = 0 pentru orice arc u = U.

2) Se determind lan|urile nesaturate de la a la b (adicd lanfurile pe care
fluxul poate fi marit). Se utilizeazd pentru aceasta urmitorul procedeu de
etichetare ;

a) Se marcheazi intrarea a cu - ;
b) Un virf x {iind marcat, sc va marca :

— cu +x oricare virl y nemarcat cu proprietatea ci arcul u = (x, v)
este nesaturat, adicd f(u) < c(u);

— cu —x oricare virf y nemarcat cu proprietatea ci arcul u = (y, x)
are un flux nenul, adica f(u) > 0.

Dacd prin acest procedeu de marcare se eticheteazi iesirea b, atunci
fluxul f, obtinut la pasul curent nu este maxim.

Se va considera un lan{ format din virfuri etichetate (ale ciror etichete

au respecliv semnele + sau —) care uneste a cu b si care poate fi usor gisit

daca se urmiresc elichetele virfurilor sale in sensul de la b citre a.
Fie v acest lant. Sa notdm cu v* multimea arcelor (x, y) ale lui v, unde mar-
cajul lui y are semnul 4, deci care sint orientate in sensul de la a ciitre &
si cu v~ mul{imea arcelor (x, y) ale lui v, unde marcajul lui y are semnul —,
deci care sint orientate in sensul de la b citre «.
Caleuldm e; = min (c(u) — f(u)), €, = min f(u) si € = min (e, ¢,).

uept uev-

Din modul de elichetare rezulta e > 0. Vom miiri cu e fluxul pe fiecare
arc u = v* si il vom micsora cu e pe fiecare arc # = v-, obtinind la iesire
un flux egal cu f, -+ e > f, Se repeti aplicarea pasului 2 cu fluxul nou
obiinut. ’

Dacd insa prin aplicarea pasului 2 nu mai pulem marca iesirea b, am
obfinut un flux maxim si ne oprim. In plus, mul{imea arcelor care unesc
vig'hilrilve marcate cu virfurile nemarcate constituie o tiieturd de capacitate
minima.
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Din modul de definire a lui € obfinem un nou fhux [’ care verificd 0 < ['(1) < c(u)
pentru orice arcu € U. 1 plus, condiia de conservarc in fio'ecare vfrf:f # a, b este n conti-
nuare verificatd. Intr-adevir, dacd lanful v trece prin x si cele douzf arce incidente cu x
din v aparfin amindoud fie lui o*, fie lui v7, se m{ireste cu e (sag se micsoreaza cu <) fluxul
pe un arc de intrare si fluxul pe un arc de icgire din x, deci conditia C este verificatd pentru
noul flux f’. Daci cele doua arce incidente cu x aparfin unul lui ot si altul lui v=, atunci se
micgoreazi, respectiv se miregte cu e fluxul pe doud arce, care sint ambele sau arce de in-
{rare in x sau arce de iesire din x. Fluxul ]a iegire creste deoarece f = f, 4+ e > f,, ultimul
arc al lanfului v care intrd in b aparfinind mul{imii o™,

In cazul refelei de transport cu fluxul reprezentat in figura II1.10, aplicind procedeul
de etichetare expus obfinem cé iesirea b poate fi etichetatd pe lantul [(a, 2), (2, 6), (6 b)].
Toate arcele acestui lanf au sensul de la a citre b si ctichetele virfurilor sint trecute lingi
virfurile respective in figura I11.10.

Gisim e= ¢, = min(8 — 4,4 — 2, 4 — 3) = [, deci vom miri fluxul cu cite o unitate
pe arcele (a, 2), (2, 6), (6, b), obtinind fluxul din figura 11I.11.

[ (3

5(5) %

Fig. IT1.11

leyirea poate fi din nou etichetats, asa cum rezultd din figura T111.11. Pentru a gisi lanjul
nesaturat v de la a la b, proceddm astfel : 4 are marcajul +4, deci ultimul arc al lantului v
este (4, b); virful 4 are eticheta +5, deci arcul anterior lui (4, b) este (5, 4) si nu (4, 5)
care are sensul de la b citre a. Virful 5 are eticheta — 6, deci urmitorul arc este (5, 6) ; virful 6
are marcajul +2, deci urmétorul arc este (2, 6); virful 2 are marcajul +a si deci ultimul
arc este (a, 2). Scriind arcele obtinute in ordinea inversi gisirii lor, deducem v= [(a, 2),
(2, 6), (6, 5), (5, 4), (4, b)]. Calculdm e, =min(8 —5,4—3, 1—0,6—4)=1sl¢, =
= min(l) = 1, deoarece v~ = {(5, 6)}.

Rezultd e = 1, deci vom miri fluxul cu cite o unitate pe arcele (g, 2), (2, 6), (5, 4) si
(4, b) i 1l vom micsora cu o unitate pe arcul (5, 6), obtinind noul flux reprezentat in fi-
gura III.12.

Acum jesirea nu mai poate fi etichetatd, deci fluxul ob{inut este maxim.

Mulfimea virfurilor neetichetate este 4 = {4, 5, 6, b}, deci o (4)= {(1, 4), (3, 4),
(3, 8), (2, 6)}, de capacitate ¢(w(A4)) = 14. Arcele acestei tdieturi sint traversate de curba
inchisd desenatd in figura IIL.12 in jurul iesirii 5.

Fluxul la iesire este f,= 5 + 5 + 4 = 14 = ¢(w™(4)). Conform teoremei 111.3.2 pentru
orice flux si orice tdieturd de suport A existd inegalitatea: f, < c(w™(4)). Deocarece am
gasit un flux si o téieturd pentru care aceastd inegalitate si fie chiar egalitate, rezultd ci
fluxul obtinut in figura II1.12 este maxim, iar tdietura w=(4) are o capacitate minimé,

Fig. II1.12

Teorema 111.3.3. Algoritmul lui Ford-Fulkerson are un numdr finit de pasi
pentru orice refea de transport cu capacitafi numere intregi. In momentul cind
prin procedeul de etichetare de la pasul 2) nw mai putem eticheta iesirea refelei,
[luxul obfinut este maxim, iar mulfimea arcelor care unesc virfurile etichetate
cu virfurile care nu au putul [i etichetate formeaza o tdieturd de capacitate minima.
Demonstrafie. Vom aridta mai intii cd algoritmul are un numar finit de pasi,

majorat de exemplu de X c¢(u), adicd de suma capacititilor arcelor care
ucw-(b)

intra in b. !

Intr-adevir, conform teoremei 111.3.2 exista inegalitatea f, < c(o(4)),
deci max f, < c(w™(A)), unde w~(A) este o taieturad oarecare a refelei. Daca
alegem A = {b}, rezultd cd o (A) = .« (b). Objinem max f, < ¢(w(A)) =
= %_ c(u).

new=h)
Ini{ial se pleaca cu fluxul nul pe fiecare arc sau cu un flux oarecare, deci
fo =0 si la fiecare pas fluxul [, creste cu e. Deoarece capacitifile arcelor
sint numere intregi si nenegative, rezultd cd valorile fluxului pe arce si
valorile lui e sint numere intregi, iar ¢ > 0 implica ¢ intreg, ¢ = 1.

Deci la fiecare pas fluxul f, creste cu cel pufin o unitate, deci numarul de
pasi ai algoritmului este majorat de capacitatea unei taieturi.

Si ardtam ca, in momentul in care iesirea nu mai poate fi marcata, fluxul
obtinut este maxim, iar mul{imea arcelor care unesc virfurile marcate cu
virfurile nemarcate formeaza o taietura de capacitate minima. Pentru aceasta,
sd notdm cu A mul{imea virfurilor care nu pot fi etichetate cu algoritmul
descris. Obfinem a ¢ A si b = A, deoarece am presupus ca iesirea refelei
nu poate fi marcata. Deci w~(4) formeaza o tdieturad a refelei de transport.
Pentru orice arc # = w~(A) obtinem f(1) = c(u), deoarece din « = (x, v)
rezultd cd x & A si y = A. Daca f(u) < c(u) ar rezulta ca virful y ar putea
fi etichetat, ceea ce contrazice faptul ca y = A. Pentru orice arc 1 € w*(4)
obfinem f(u) = 0, deoarece daca u = (y, x) rezulti cd y € A si x ¢ A.
Daca f(u) > 0, virful y ar putea fi etichetat plecind de la virful etichetat x,
ceea ce contrazice faptul ca y & A. Deci putem scrie, conform egalitatii
din (5) :

fo= X Ju)y— X fu)= X c(u)=c(w(A)). Insa pentru orice

nEw-(A) newt(A) Hew-(A)
flux | si orice taieturda o (A) existind inegalitatea [, < c(w™(4)), rezultd
c¢i fluxul f, este maxim, iar tdietura »~(A) are o capacitate minima.

7 — Matematicd aplicatd in tehnica de calecul cl. a X-a - cd. 23 97
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Am obtinut in acelasi timp si urmditorul rezultat :
m

Pentru orice refea de transport, valoarea maximd g fluxului la iesire este egald cu capaq-
olar. Pen. s ; G

C;);’t wa minimd a unei tdieturi, adicd

[+

max f, = min c(w™(A)).
Acest rezultat a fost dedus in cazul capacitéfilor intregi, insi el este valabil pentru orice

functie de capacitate ¢: - R,.

Algoritmul 1ui Ford-Fulkerson permite gisirea fluxului maxim dupd un numir finit

de pasi in orice refea de transport G pentru care capacitdtile arcelor sint numere rationale
(vezi problema 111.3.2.).

Pentru a programa efectiv la calculator algoritmul de flux maxim trebuie
sa se utilizeze o structuri de date adecvati structuri de refea. De exemplu,
arcele refelei pot fj reprezentate prin extremitatea inifiala, extremitatea
finala, capacitatea si fluxul lor in aceastd ordine sub forma unei liste liniare.

O altd listd poate merora marcajele tuturor virfurilor diferite de intrarea
refelei :

De exemplu, pentru refeaua din figura 111.11 aceastd reprezentare poate arita astfel :

TR ETY Y e o R R )
L,La|I]10|8Ial2f8f5|I|3]7|3|...
h“h—:——““‘*"“_—‘—’“

- N——
(a, 1) (a, 2) (1, 3)
unde primele patru pozitii ale listei ., memoreazi informatia relativy a arcul (a, 1) in or-

dinea mentionatd, urmitoarele 4 cea relativd la arcyl (a, 2) urmatoarele 4 cea rclativd la
arcul (1, 3) s,a.m.d.

Pentru a ugura gdsirea arcelor care pleaci din fiecare virf se poate folosi o alti lists L
care indici pe care poziie a listei L, incep arcele care pleaci din fiecare virf diferit de iesire,

R

Pentru exempiul considerat, vom avea L: 1 ]9 | 17 [..
, Sl S A I
a 1 2

deoarece reprezentarea

arcelor care pleacd din ¢ fncepe in pozitia 1 a listei Ly, reprezentarea arcelor care pleacy
din 1 incepe in pozifia 9 a listei L,, a arcelor care pleacd din 2 in pozifia 17 s.a.m.d.

Folosirea listei L, asociatd cu L, face de fapt inutils reprezentarea in
lista Lia extremititilor initiale : q, 1, 2, ..., ale arcelor refelei G. Pentry a
usura gdsirea arcelor care intrj intr-un virf x, ceea ce este necesar pentry
procesul de marcare, se poate utiliza o listg Ly si o listd L] asociati care si

hemoreze arcele care intrj in virful 1, virful 2081 1n b, in aceastj ordine,

In fine, lista pentru marcaj in cazul retelei din figura 111,11 aratd astfe] :

Ls | +a] +al +1[+5]—6] +2] +4]

Pozilia intli din L este rezervati pentru marcajul virfului 1, pozifia a 11-a, pentru mareajul
virfului 2, ..., ultima pozitie pentru marcajul fesirii . Plecind de la lista L, se poate gisi
simplu lantul nesaturat care permite cresterea fluxului Ia iesire : Ultimul marcaj din L,
este -4, deci ultimu! arc este (4, b). Pe pozifia a IV-a in Ly gasim 45, deci arcul anterior
este (5, 4). Pe pozitia 5 gisim in Ly numérul —6, Acest numar fiind negativ, areyl anterior
nu este (6, 5), ci este (5, 6) s.a.m.d.

p— o a0 0

In cazul retelei din figura 111.12 lista L, aratd astfel :
Ly | +a|l +al +1]0 0 [0 |o |

deoarece virfurile 4, 5, 6 si & nu au putut fi marcate.

A plicalii ]
Aplgaz:lfe robleme de transport sint probleme de_fl.ux. It)'?[vig(lemglu sd pr;z
supur?em gé existd n depozite conti?ind 'res%):tcehl\é‘ rcrfr(lielsﬁyriaiarih caéé’po?
- ' : ie| transpor Sy ¢
dlr'm"‘unlan}?l?’glg) pmdl.ls’ lf,jrSntiE[%tﬁl 1((13“1 progus. Problema rrrlaxuxr'rll.z.arguciafrllltl;
?giir?ltcftealg care pl;oate § transportata s’et‘ regiutcfella plé)rt;lﬁ?lm Ggas;;lé uvirfurile
xim 1 ' ransport definitd astfel : irfurile
maxim in 'rleteaua ;10 E?Irlltgrpa?-g asi o iesire b. Mulfimea U est'e forérll:t? dn}))
ij;’ce:l.e' 9{§7¢ ;Cf)ll’cil' 0 cglf)acitate egallé cu a;- gfzitrt%a%ceirlcefendé ?g}ma ()_g,, b
)y i o . e z : 0 "
5 qt Ca;;acit?tienge;lia lcu<bjJ pfl};rucare a{l 0 capacitag)e corespunzatoare capa-
SRt 08 el e T blema 111.3.3). .
citatii g t de la x; 1a y, (pro . 4
Uta\t/l(})rgeptlltigsggiisface toate cererile in y,, ..., y, dacd oferta este m

n m S
; i dacd toate capa-
y . se scrie Za; = 2 by si -
mare sau egald cu cererea, ceea ce im1 j=1

ici i i tajeturii de capaci-
itati int suficient de mari. Determinarea
: ?attaemn?ir(lji?ng?)r;ig?rrltésxirrlltesres intr-o serie de aplicafii (vezi problemele 111.3.5

si 111.3.6).

Probleme
in fi .13.
I11.3.1. Si se gdseascd fluxul maxim in reteaua de transport din figura III

Fig. 111.13

111.3.2. Aceeasi problem# pentru refeaua de transport cu capacitdti numere fractionare din
figura III.14.

1 115/11) 4

Fig. 111.14




Costul necesar pentru a determina accelerarea operafiilor programului cu cite o uni-

111.3.3. Si se géseascd planul de transport pentru a transporta o can.titateAmaximé de pro- ; " %
s I Uy, Yo U stiind cd se pot transporta din x, in v, urmétoarele tate de timp este trecut in tabelul urmator :
1 cantitifi maxime, date in tabelul: Operalia Costul ~ Operatia  Costul
Y Y Ys
‘ x| 12 | 21 | 46 (1,2) 6 (3,6) 3
.' | x | 15 18 | 34 (1,3) 2 (4,5 4
| ‘ X, 9 26 12
: s wiks (2,3) 6 (4,6) |
4' |, t—:;:;s:f:f;lad'hmel 'f" cu coloana y, se giseste cantitatea de produse care pot fi
i In %, in y;. 2,4
) z Disponibilul la centrele x, este dat de a,= 60, a,= 24 si a,= 36, iar cererile e l 0 | |
\ | “11-:]:]““%‘6~y} sint urmatOflrele: by — 33., b, =19, b, = 68. Si se transforme aceasti (2,5) 3 6.7 l |
’ p. ema intr-o Problema de flux {namm intr-o refea de transport si si se deter- l ’
J — }T_lnzun plan optim de transpo.rt utilizind algoritmul lui Ford-Fulkerson. 4 E 6.7 5 |
‘ | .34. a;eA ;i) lr)eet(i;x dse“transp?rt cu intrarea a, iesirea b si w™(A4) o tdieturd oarecare cu 35 N i
il . oa se arate ci orice drum D=(q, ... i B
I | tine cel pufin doud virfuri vecine x, si (a,tf ( ’Ab)Ade a ala b in refea con- . . . . . . .
< P ; v Xn X)) € w7 (A4). 4 se determine care operatii trebuie sd fie accelerate cu cite o unitate de timp, astfe |
1' I11.3.5. Doui localititi a si b sint legat ; t . astlel et af‘cu] (.t ¥irs) < .'—M) 5 det peratii treb d f lerat it t_t d_ t thel A
‘I eciie, Tt §l 5 g: e prin r-(? retuea deudrumurl c1:1 6 puncte de inter- incit durata de executie a intregii lucrdri si se scurteze cu o unitate de timp si costul total |
. a ajunge din a in 4 trebuie si urmdm drumurile de la a la & din pentru scurtarea duratelor acestor operatii sd fie minim. |

graful din figura‘III. 15. Costurile de instalare a unor posturi de control al circulatiei
J pe arcele acestui graf sint indicate prin numerele scrise in paranteze lingd arcele
respective. .

\
[ Fig. II1.15 '

I Si se determine pe ce arce ale refelei trebuie instalate posturile de control, astfel
incit sd poatd fi supravegheate toate drumurile posibile de deplasare din ;z in &
iar costul total de instalare si fie minim. ’

I11.3.6. Se considerd graful de activiti{i din figura I111.16, unde virful 1 reprezinta ince- ’
perea luerdrii, virful 7 reprezinti terminarea ei, iar timpii operatori sint numerele

| scrise in dreptul fiecdrui are.

1 Fig. III.16
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IV. ALGORITMI SI METODE DE REPREZENTARE

[V.1. Notiunea de algoritm

IV.1.1. Definitia algoritmului

Nofiunea de algoritm este o nofiune matematica loarte veche. Cuvintul
»algoritm* este de origine araba. El derivd din numele matematicianului ,,Abu
Ja’far Mohammed ibn Mfisa al Horezmi* care a scris o carte celebra intitulata
»Kitab al jabr w'al-muquabala®. Din titlul acestei cir{i provine cuvintul al-
gebra.

In evul mediu se folosea termenul de ,algorism* cu infelesul de proces al
efectudrii operatiilor aritmetice cu ajutorul cifrelor arabe. Se presupune ci din
asocierea cuvintului algorism cu domeniul lui de referinta, aritmetica, a rezultat
termenul algoritm. Incepind cu anul 1950 in toate manualele de specialitate
cuvintul algoritm este frecvent asociat cu procesul de aflare a celui mai mare
divizor comun a doud numere naturale, asa-numitul ,algoritm al Iui Euclid®.
De asemenea, regulile operafiilor aritmetice sint denumite algoritmi de efec-
tuare a operaliilor respective.

Notiunea de algoritm nu are o definifie matematica. Tn aceeasi situafie se
afla si alte nofiuni din matematicd, cum ar fi notiunea de mulfime.

Prin algoriim se acceptd sid se infeleaga un sistem de calcule, care, pentru o
anumitd clasd de probleme, din condifiile ini{iale ale problemei permite sd se
obfind solufia problemei respective, cu ajutorul unui sir finit si ordonat de
operafii univoc determinate, efectuate mecanic, fara aportul creator al omului.

Exista totusi definitii matematice riguroase pentru unele categorii de algo-
ritmi : functii recursive, masini Tiiring, algoritmii normali ai lui A. A. Markov.
S-a demonstrat ca aceste clase de algoritmi sint echivalente. S-a emis ipoteza
ca oricare dintre aceste clase delineste nofiunea de algoritm. Pind in prezent
aceasta ipoteza nu a fost infirmata, deoarece nu s-a gisit nici un algoritm care
sd nu poatd [i reprezentat conform regulilor acestor clase.

Un algoritnr este compus din unul sau mai mul{i pasi, un pas reprezentind
efectuarea unei singure operatii din sirul celor care alcituiesc algoritmul.

Exemple
1. Algoritmul impdrfirii intregi a doud numere naturale

Se stie cd impértirea infreagd a doud numere constd din efectuarea unor
scaderi succesive, pina cind descazutul devine mai mic decit scézatorul. Pentru
fiecare scadere care se efectueazd, descazutul este rezultatul scaderii prece-
dente, iar scadzitorul este imparfitorul. Rezultatul ultimei scdderi efectuate
este tocmai restul impartirii celor doud numere, iar numarul de scdderi efec-
tuale reprezinta citul impartirii.

Pasii acestui algoritm sint constituifi de operatiile de scddere si de operatiile
de comparare a descizutului cu scidzatorul. Este evident céd sirul acestor ope-
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rafii este finit, deoarece descizutul se micsoreazd cu fiecare noud scidere, in

timp ce scazdtorul ramine neschimbat. _ _
Fie, de exemplu, numerele 17 si 7. Pasii algoritmului care duc la aflarea

citului si restului impdrtirii sint prezentati in tabelul IV.1.

Numarul
Operatia Pasul codders
scadere 17—7=10 I
comparare 10 <7 nu =
scidere 10 —7 = [3] g
comparare 3= 7 da el -
(descizutul este mai mic decit scdzdtorul)

Tabelul 1V.1

Numarul de scideri efectuate este 2, iar rezultatul ultimei scideri efectuate
este 3, deci citvl tmpértirii numdarului 17 prin 7 este 2, iar restul este 3.
2. Algoritmul lui Euclid ' o o

Acest algoritm se foloseste pentru obtinerea celui mai mare divizor comun
a doud numere naturale. ) .

Notind cele doud numere naturale prin m i n, vom presupune ca 71 este mai
mare decit n. " 1 . i

Algoritmul consta din efectuarea unui .gir de impartiri mlregl gmavc:pd se
obtine un rest nul. Pentru fiecare impirfire care se c}[ect‘ge:‘aza, 1mpar_tlt01:ul
este restul impartirii precedente, iar defmpirtitul este impar{itorul d.n.] nppari
tirea precedentd. Impirtitorul din ultima fmpariire efectuata constituie ce
mai mare divizor comun al celor doud numere. 5 '

Pasii acestui algoritm sint constituiti de operatiile de impartire si (leA veri-
ficare a anulirii restului. Deoarece restul unei imparfiri este mai mic decit 1m-
partitorul, sirul de resturi al impartirilor succesive este strict descrescator,
astfel ci numarul de impartiri din algoritm este finit.

Fie, de exemplu, numerele 78 si 30. Pasii algoritmului care gqnduc la aflarea
celui mai mare divizor comun al acestor numere sint prezentati in tabelul 1V.2.

Pasul Operatia
78:30 =2 rest 18 impartire
18=0 nu verificare
30:18 =1 rest 12 impdrtire
12.'="0 nu verificare
18:12 =1 rest 6 impartire
6=0 nu verificare
12:[6] =2 rest § | impértire
0=0 da verificare

Tabelul 1V.2
103
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IV.1.2. Proprietatile algoritmilor

Orice algoritm trebuie si se bucure de urmitoarele trei proprieti{i funda-
mentale, numite proprietifi de bazd ale algoritmilor.
1. Claritatea. Orice algoritm trebuie si fie caracterizat printr-o descriere pre-
cisd, riguroasa, fard ambiguitati a tuturor actiunilor care urmeazi si se execute.
Cu alte cuvinte, un algoritm, datoritd caracterului siu de automatism, trebuie
sa precizeze in mod univoc toate etapele de calcul pe care le va urma execu-
tantul algoritmului (omul sau masina). De aceea, aceastd proprietate este denu-
mitd uneori si unicitate.
2. Generalitatea. Un algoritm este util daci rezolvd nu numai o problemi par-
ticulard, concretd, ci o intreagi clasi de probleme aseminitoare. Aceasta
inseamnd cd un algoritm trebuie sd se aplice la o multime de sisteme de date
initiale. Aceastd mul{ime poartd numele de domeniu de aplicabilitate al algorit-
mului.
De exemplu, algoritmul Iui Euclid se poate aplica la orice pereche de numere
naturale. Vom spune deci cd domeniul de aplicabilitate al algoritmului Iui
Euclid este multimea perechilor de numere naturale. Aceastd proprietate este
cunoscutd si sub numele de universalitate.
8. Eficacitatea. Orice algoritm urmireste prin executia sa ob{inerea unui anumit
rezultat. Pentru aceasta nu este suficient ca actiunile algoritmului si fie bine
determinate, ci trebuie ca pentru orice sistem de dafe inifiale numirul de ac-
tiuni (pasi) care urmeazi si se execute si fie finit. De aceea, aceastd proprietate
poartd denumirea de finitudine. La exemplele de algoritmi prezentate anterior
s-a ardtat cd numdrul de pasi corespunzitori unui sistem oarecare de date
initiale este finit.

IV.1.3. Structura algoritmilor

Acfiunile componente ale unui algoritm se efectueazd asupra unor date
inifiale sau asupra unor rezultate inlermediare ale operatiilor anterioare. Atit
datele cit si rezultatele intermediare apar ca valori ale unor variabile. O varia-
bild are, in cadrul unui algoritm, o semnificatie deosebiti de aceea din matema-
tica. Astfel, in timp ce in matematica o variabild reprezintd o nedeterminati
cu care se pot face operafii matematice fird a fi cunoscuti valoarea sa, intr-un
algoritm variabilele sint utilizate pentru a denumi date sau rezultate interme-
diare. Deci, o variabild este destinatd sa aiba o anumitéd valoare. Aceasti va-
loare poate fi totusi schimbaté pe parcursul algoritmului. Este cazul asa-numi-
telor variabile de lucru. O variabila de lucru este folosita pentru retinerea unui
rezultat intermediar si poate fi refolosita pentru refinerea altui rezultat inter-
mediar, atunci cind rezultatul anterior nu mai este necesar pentru alte calcule.

Actiunile unui algoritm ‘se realizeazd sub forma unor operatii. Aceste ope-
rafii constituie pasii algoritmului.

Operatiile care pot apdrea intr-un algoritm sint de doud categorii : operatii
de calcul si operatii de decizie.

O operatie de calcul constéd in efectuarea calculelor indicate de o expresie
simbolicd, inlocuind fiecare variabild cu valoarea sa. Razultatul acestor calcule
adicd valoarea expresiei respective, este refinut sub forma valorii unei varia-
bile. Se spune, de obicei, cd valoarea expresiei este atribuiti variabilei respective.
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Notafia utilizatd pentru operaliile de calcul poate fi deduss din urmatoarele
exemple :

X — y2+2

o JBE—12
S« LUNGIME X LATIME
th+%.

Observafii

1. Variabilele pot fi notate atit prin litere, cit §i prin cuvinte. Se pot utiliza si indici,

2. Simbolul ,,«“, care se citeste ,ia valoarea®, este intrebuin{at pentru a marca atribuirea unei
valori variabilei indicate. In matematicd pentru acelasi scop se utilizeazd simbolul ,,==".
Simbolul ,,=* este insd folosit si pentru relatia de egalitate. Pentru a evita ambiguitatea in
cadrul unui algoritm, se preferd folosirea a doud simboluri distincte, astfel cd simbolul ,.=*
va fi folosit numai pentru a marca relatia de egalitate.

Intr-o operatie de calcul se poate atribui o noud valoare unei variabile a
cdrei valoare este utilizatd fn cadrul calculului respectiv.
De exemplu, operatia de calcul

Xy

atribuie variabilei X o noui valoare, egald cu vechea valoaré ridicata la patrat.
In acest fel iese in evidentd modul de succesiune a valorilor unei variabile.
Astfel, daci inainte de efectvarea operatiei de atribuire prezentate, variabila X
are valoarea 3, dupa efectuarea operatiei, aceeasi variabild va avea valoarea 9.

Un rol deosebit de important in structura unui algoritm il au operatiile de
decizie. ‘

In general, prin operatie de decizie se infelege determinarea valcrii logice de
adevir a unei propozitii. Propozitiile analizate de operatiile de decizie sint
propozitii enuntiative, care nu pot fi decit adevirate sau false. De obicei, aceste
propozitii enuntd cd un obiect are o anumita proprietate (de exemplu : valoarea
variabilei X este pozitivd, variabila Y are ca valoare un numar intreg). De cele
mai multe ori, propozitiile asupra cirora se aplicd operatia de decizie se refera
la o relatie intre doud obiecte. De exemplu : valoarea variabilei X este egald
cu valoarea variabilei Y, valoarea variabilei X se divide prin valoarea varia-
bilei YV etc.

Rezultatul unei operatii de decizie 1l constituie valoarea ,adevarat® sau
»fals“ a propozitiei analizate. In cadrul acestei operafii se calculeaza valorile
diferitelor expresii care constituie obiectelc relatiilor respective, {inind cont de
valorile variabilelor care apar in aceste expresii. Astfel, propozifia

X425V —1

are valoarea logica ,adevirat“ dacd, de exemplu, variabila X are valoarea 7,
iar variabila Y valoarea 2 si valoarea logicd ,fals* dacd variabilele X si Y au
valorile 3 si, respectiv, 8. !

O importantd decsebitd in descrierea unui algoritm o are si specificarea
succesiunii de efectuare a operatiilor componente. i

Inldnfuirea pasilor unui algoritm poate fi indicatd implicit sau explicit.

Astfel, succesiunea implicita de efectuare a pasilor unui algoritm este data
de ordinea de prezentare a acestor pasi in cadrul algoritmului.
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Specificarea explicitd a succesiunii de efectuare a unor pasgi apare in cazul
operatiilor de decizie. In acest caz se specifica (explicit) care pas urmeaza sa
fie executat dacd rezultatul operafiei de decizie este ,adevarat® si care pas
dacd rezultatul operafiei este ,fals“. Deoarece acesti doi pasi Alll'l]latOl'l. sint
obligatoriu diferiti, operafiile de decizie rcprezint"{a ramificatii in succesiurea
de pasi ai unui algoritm. Si exemplificim cele doud tipuri de operatii in cadrul
algoritmului fmpartirii intregi (cu rest).

Si notiam wariabilele aceslui algoritm astfel :

D — detmpartitul ;

I — impartitorul ;
C — citul;
R — restul.

Presupuriind cd variabilele D si I au deja valorile corespunzatoare datelor
algoritmului, pasii acestuia sint :

Pasul 1. C~ 0;
Pasul 2. R« D;

Pasul 3. R < [; dacé este adeviarat urmeazd pasul 7,
dacd este fals urmeazd pasul 4 ;

Pasul 4. R« R —1;

Pasul 5. C + 1

b
; dacd este adevirat urmeaza pasul 7,
dacd este fals urmeazd pasul 4;

Pasul 6. R <

’

Pasul 7. Terminarea algoritmului. . o i

Se observi cd pasii 1, 2, 4 i 5 specificd operatiile de calcul, in timp ce pasii 3
si 6 reprezintd operatii de decizie. In tabelul 1V.3 se prezintd succesiunea pa-
silor algoritmului in cazul numerelor 17 si 7.

Valorile variabilelor inainte Rezultatul
Pasul de executia pasului operatiei
D | 10 @ | R de decizie
R it T R el e
2 17 7 0 — o
3 17 7 0 17 fals
4 17 7 0 17 —
5 17 7 0 10 -
6 17 7 1 10 fals
4 17 7 1 10 =
5 17 7 | 3 -
6 17 s 2 3 adevdrat
7 17 7 2] [3] —

Tabelul 1V.3

Este posibil ca si se specifice explicit urmatorul pas si in cazul operatiilor
de calcul: Astfel, in exemplul anterior, observind identitatea pasilor 3si 6, se
poate elimina pasul 6, specificind la pasul 5 cd urmeazd pasul 3.

Rezultad- astfel urmditorul algoritm : :

Pasul 1. C« 0O;
Pasul 2. R« D
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Pasul ‘3. R < I, dacd este adevirat urmeazi pasul 6,
dacd este fals urmeazi pasul 4;

Pasul 4. R « R — [ ;

Pasul 5. C « C 4 1, urmeazi pasul 3 ;

Pasul 6. Terminarea algoritmului.

De asemenea, este posibila specificarea implicitd a pasului urmitor si in
cazul operatiilor de decizie. Totusi, deoarece intr-un pas corespunzator unei
operalii de decizie se specificd doi pasi urmitori, rimine necesari specificarea
explicitd a unuia dintre acesti doi pasi. Astfel, in exemplul prezentat poate fi
modificat pasul 3 in modul urmator :

Pasul 3. dacd R < [ urmeazi pasul 6. .

IV.1.4. Clasificarea algoritmilor

In functie de structura lor algoritmii pot fi impirtiti in mai multe clase.
Algoritmii liniari sint acei algoritmi care stht alcatuiti numai din operalii
de caleul. Absen{a operaliilor de decizie din cadrul algoritmilor liniari are ca
efect executia pasilor acestor algoritmi intr-o singura succesiune. In aceasti
categorie intrd, de exemplu, algoritmul pentru calculul valorii unei -expresii,
cum ar fi algoritmul pentru calculul valorii palinomului ax® + bx - ¢, prezentat
in continuare.
Pasul 1. v« a;
Pasul 2. v v X x -+ b;
Pasul 3. v v X x 4 ¢;
Pasul 4. Terminarea algoritmului. y

Algoritmii liniari sint cei mai simpli algoritmi.

Algoritmii cu ramificafii reprezinta acei algoritmi care cuprind si operatii
de decizie printre operafiile de calcul. Tn acest caz, in functie de valorile varia-
bilelor i de rezultatele operatiilor de decizie, pentru un algoritm cu ramificaiii
existd mai multe posibilita{i in ceea ce priveste ordinea de execufie a pasilor sai.

Algoritmii aciclici cuprind acea categorie de algoritmi cu ramificafii, pentru
care in cadrul execufiei nu se poate efectua de mai multe ori un acelasi pas.
Algoritmul rezolvarii unei ecuafii de gradul doi, ax®- bx -+ ¢ = 0, este un
exemplu de astfel de algeritm.

Pasul 1. DELTA « b*—4ac;
Pasul 2. dacd DELTA < 0 urmeazi pasul 5;

Pasul 3. x, « e \Q/QDELTA :
Pasul 4. x5« —b—\g/aDELTA ; urmeazd pasul 7; .
Pasul 5. RE « —Z
' . 2a
Pasul 6. IM \/_'QD“QELTA;

Pasul 7. Terminarea algoritmului.
Se observid cd nu sint posibile decit doud succesiuni de pasi si anume : 1, 2,
3, 4, 7 in cazul radicinilor reale si 1, 2, 5, 6, 7 in cazul ridicinilor complexe.
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Algoritmii pentru care existd posibilitatea repetarii executiei mz[ma sau mai
multor pasi, alcatuiesc categoria algoritmilor ciclict. Succesng_nea Ie pasi 1caée
poate fi executatd in mod repetat poartd denumirea de ciclu. Numirul de
repetari ale unui ciclu poate fi fix sau vanal.nl‘. o )

Cea mai mare parte a algoritmilor u.tilizatl in practlca_e§te reprezentatd de
algoritmii ciclici. Acesti algoritmi 'perml_t o descriere concisa a unor_sucoesltum
cu numerosi pasi. Algoritmii ciclici sint indicafi in speCIaIVpentru a fi execu z:itl
cu ajutorul calculatoarelor c'ectronice. In acest caz numdrul mare de pasi de
efectuat este compensat de viteza mare de executie a operat%llor. o

Exemplele de algoritmi prezentate la Tr}cep_ut,. algoritmul lui Euclid si glg]o:
ritmul impartirii intregi constituie algoritmi ciclici. Sllglul a'lgprltrunu.lu'l lui
Euclid este reprezentat de pasii cqrespunzatorn e?ectuag_u unei 1mpvart1_r1,flar
ciclul algoritmului impartirii intregi este format din pasii corespunzatori efec-
tudrii unei scaderi. oYL

Un algoritm ciclic poate avea mai multe cicluri, acestea putind fi incluse
unul in altul.

IV.1.5. Exercitii

1. Fie N un numér natural. Este corect urmitorul algoritm :
Pasul 1. M« 2N + 1
Pasul 2. Daci M = 0 atunci urmeazd pasul 4;
Pasul 3. M — M — 2, urmeazd pasul 2;
Pasul 4. Terminarea algoritmului.

2. Se di algoritmul :
Pasul 1. [« 1;
Pasul 2. S+« 1;
Pasul 3. S« S X I?;
Pasul 4. 1« [ +2;
Pasul 5. Dacid / < 5 atunci urmeazé pasul 3;
Pasul 6. Terminarea algoritmului.
Care este valoarea lui S la terminarea algoritmului?

3. Si se scrie pasii algoritmului lui Euclid pentru numierele 459 si 170.

4. Se di polinomul P(x) = aw¥! + a:%* + a.x* + a.x + a,. S se alcituiascd un algoritm care
si calculeze valoarea P(X,).

5. S# se giseasci un algoritm care sd determine cel mai mare numir dintre trei numere date.

6. Folosind schema lui Horner si se conceapd un algoritm care sd calculeze citul §i restul impar-
tirii polinomului ax® + bx* +cx +d la . x— %y

7. Si se scrie un algoritm pentru calculul sumei primilor n termeni ai unei progresii geometrice
cu ratia ¢ si primul termen a.

: ok ——
8. Si se conceapi un algoritm pentru caleulul numarului de combindri Cj.
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IV.2. Metode de reprezentare a algoritmilor
IV.2.1. Scheme logice

Cea mai simpla metoda de reprezentare a algoritmilor este metoda folosita
in exemplele anterioare, care utilizeaza pentru descrierea fiecdrui pas al algorit-
mului un limbaj apropiat de cel obisnuit.

Schemele logice constituie forme grafice mai sugestive de reprezentare a
algoritmilor, cu o rdspindire largd, o schema logicd fiind alcidtuita din blocuri
infre care se stabilesc legaturi orientate (sageti). Blocurile au diferite forme gra-
fice, in funciie de actiunile (pasii) pe care le (ii) reprezinta (tabelul IV.4).

Denumirea blocului Simbolul

g

Terminal START ST0P
De calcul I____::]
De decizie DA DA /\NU
PN
NU
De untrare Date

De iesire

De procedurad

g

=

Tabelul 1V. 4

Operatiile de calcul sint reprezentate prin blocuri de calcul, iar operatiile
de decizie prin blocuri de decizie.

Pentru a pune in eviden{ad inceputul sau sfirsitul unei scheme logice se uti-
lizeazd blocuri terminale.

Datele de intrare ale algoritmului precum si rezultatele acestuia sint puse
in eviden{a cu ajutorul unor blocuri de intrare-iesire.

Legaturile care se stabilesc intre blocuri reprezintd succesiunea efectudrii
actiunilor reprezentate de -blocurile respective.

Se remarca, la blocurile de decizie, legiturile corespunzatoare celor doua
rezultate posibile ale operafiei de decizie.

Schema logica a algoritmului impartirii intregi este prezentata in figura IV.1.

Pentru a simplifica trasarea legaturilor, precum si pentru a usura urmdrirea
succesiunii pasilor unui algoritm se obisnuieste ca aceste linii de legatura sa fie
parcurse de sus in jos sau de la stinga la dreapta. Liniile de legdtura care nece-
sita sa fie parcurse in alt mod trebuie sa fie desenate sub forma de sigefi. Este
insd recomandabil ca toate liniile sa fie trasate sub forma de sagefi.

Pentru a nu diminua claritatea unei scheme logice se recomanda evitarea
intersectarii liniilor de legaturd. Dacd totusi unele intersectéri nu pot fi elimi-
nate, exista un simbol special, denumit conector, care permite intreruperea unei
linii de legétura. Un conector este alcatuit dintr-un cerculet in care se inscrie
o literd sau cifra. Se presupune ca intre doua simboluri conector care contin
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Date Rezultate
B Dl C.R

( sT0P )

R=R - | s

Cm=C s+ !

e

R -/

Rezultate
C:R

WELTLY. T
STO0P
L

Fig. IV.1 . Fig. IV.2

aceeasi liters sau aceeasi cifrd existd o linie de legiturd nefrasata. In figura IV.2
se prezintd un exemplu de utilizare a acestui tip de simboluri.

Pe misurd ce un algoritm este mai complex, schema sa logicéd cuprinde mai
multe blocuri, iar legiturile necesare sint mai numeroase. Pentru a simplifica
descrierea unui algoritm mai complex, se pot folosi operafii complexe, a caror
efectuare si reprezinte de fapt execufia unui intreg algoritm. De exemplu, in
cadrul algoritmului lui Euclid se poate folosi operafia de impariire cu rest,
pentru a carei efectuare se poate utiliza algoritmul impérfirii intregi prezentat
anterior. Pentru reprezentarea acestor operafii speciale se foloseste in schemele
logice un tip de bloc denumit bloc de procedurd (vezi tabelul IV.4). In figura IV.3
se poate urmiri reprezentarea algoritmului lui Euclid in care s-a utilizat algo-
ritmul fmpér{irii cu rest. Se observi ca blocul de procedurd din figura IV.3
descrie aplicarea algoritmului Tmpartirii intregi pentru valorile variabilelor M
si N, obfinind ca rezultate valorile variabilelor P si Q. ;
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( /NITIALIZARE )

< START )
Date ;
Dzl
/N/‘T/AL/ZA/?E”

e ST

R<i
NU
C=D
SCADERE
( RELUARE )

Rezultate
Cs R

( SCADERE )

\ j"‘“‘"
sTo0pP ) L - /— J
Rezultat CoC » ] ,

N
N == D »

Fig. IV.3

Fig. IV.4

R ; - nOta or
CMa l:glc‘ll F O1 ‘]unc care C-;te deSCI'iSEl Separat'

Cu o notafie de acest fel algoritmul impirtirii intregi apare ca in figura IV 4.

efortlil?fl:::;csﬁ:t::, ::ﬁor'ltn-l corect si ﬂr’ll.ﬂ(?i scheme logice clare intr-un timp scurt si cu un
el 18 l uie scopu! ?.ercctanlor in domeniul programirii. S-au obtinut bune re-

Cc lfo osine ﬂlei?dd programarii structurate, apiruti in 1965. '
Mnati.znd:rtr:teimﬁel]o]d?xdprotgra‘rnar'ii structurate un algoritm poate si fie realizat folosind 0 com-
e a;léorrl“; sdgg:::r; elgn:e;ttar; :, lini?iré, alternativi si repetitivi (fig. IV.5). S-a
- - descris de o schemd logicé poate fi transformat astfel a fi -
zental printr-o schemi logici structurati, /.6 se prezinta i i Ca“sa' "'CA"JP"‘?.
in forma sfrucluraté. Singura modificare xzzcreig::a(lf;lg 3‘;];;’;111;16’31?';!0;;:11“1 :)Tpa;‘:im i"lf@_gl
unde relafia respectivi s-a inlocuit eu relatia complcmenlnr;”a l e
Structura alternativi corespunde in limbajul curent unei p.ropozitii conditionale de forma :
dacd C atunci B altfel 4. '




e — :

NU

DA

B A
o)

Fig. IV.5

{n cazul algoritmilor, structura alternativd corespunde unei operatii de decizie de forma
dacd  propozifia C este adevirata,
atunci urmeazd pasul i;
altfel urmeazi pasul .

( START )
Date .
Dt J_l
|

| i -

Fig. IV.7

DA NU.

R =0

Pentru ca structura alternativd si fie
corect construitd este insd necesar ca sd
C ==-0 . ~ g e

urmeze acelasi pas, atit dupa succesiunea
de pagi corespunzdtoare blocului de proce-
durd A, cit si dupd succesiunea corespun-

zitoare blocului de procedurd B.

\NU Structura alternativd poate fi utilizata
R>/ si sub o formd simplificatd, dacd una dintre
alternative nu confine nici un pas. Grafic,

Rezultate aceastd situalie se prezintd ca in figura V.7,

CiR Structura respectivd corespunde in lim-

Re=R -1 bajul curent unei propozitii de forma:
atit timp cit este adevératd C executd A.

In cazul algoritmilor structura repeti-

tiva corespunde ciclurilor de pasi, propo-
Com- Ci § QP zitia C determinind numérul de repetari

| ale ciclului.

Fig. IV.6

1V.2.2. Exercitii

1. Si se alcatuiascd schema logicd a unui algoritm care sd calculeze n ! cind se da n. ‘
9. S3 se alcdtuiascd schema logicd a algoritmului pentru rezolvarea ecuatiei ;
ax? + bx +c=0.

3. Ce valoare are S cind se termini executia algoritmilor reprezentaii de schemele logice din

figura IV.8.
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Da Va
i Nu
s.T 0 P STOP
Fig. IV.8
4. Sa se alciituiascd schemele logice ale algoritmilor descrisi in exercitiile 4, 5, 6 ¢i 7 din para-
graful anterior. pg p

5. Se dé girul {a,}, k=1, 2, ... ai cédrui termeni sint definiti de relatia:
Appr= —l—(a,, -} —b—), a=1
2 a,
Si se alcdtuiascd algoritmul pentru calculul valorii fgrmehului Q.
Si se deseneze ‘schema. logica a écestui algoritm, = .
6. Si se alcituiasca algoritmii si schemele logice pentril caleulul urmitoarelor sume:
a) $=x 12 332 4524 ... + (2n + 1)®
B S=114+214+31+... +nl _
0 S=Cl4CAC+... +C

8 — Matematicd aplicati in tehnica de caleul cl. a X-a — cd. 23 113
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Indicatii si raspunsuri

Cap. I

LIS L a)yxwNx)=x1) (x[1y)=xsi (xuj)l'lx xl‘l(xuy)-—x by pli(ymM
May=yMiz si pUy.Mz=yNz; c) xu(yr'iu) . (xuy)v§1‘(:€ VL_J_j‘;)l?lu——JCi_|2y..
2 xCzesxlz=xastiel ci (x[by) fz=(x ITIz) Uy QNa= xl._-J-(y Hz}:%_b)—n =2k
a1=_p si a,=:u. Fiea, # a, $i # d, Ay ] Gy = u% a,=> 0,7= Q,, iar a, [T]aa— p—;—al_z
= 7, = g, imposibil, deoarece a, # a,. 4. b) 8; ¢) 5 5. a) aa= lea —1.-0) =lg _b()) aia 1__{_
§sa4+ad=1=2a=a; ) ad=0+0a=0; d a + =1+ 1-95"“",_7?)““:_ =05 :
+0=1=1 X0 ) 1=0= 0. 6. @, planul. 8. a:rl: n'= n [ apentficriceasia + u

= y=>a [ upentruoricea. 9. a) 1; b) 0;¢) L. z

1.2.4. 1. z:;x;b)b'c)O'd)x 4,a)1;b)0;¢)0.6. a)da; b) da'c)hu )
1.3.3. 1. a) x; b) F8Fufe; ¢ ab +cd; d) ac + b + abe. 2. a)x; b) FiTES0 ©) (ba -
+00 + 0@+ D6 + dy; d) (@t b + )@ +7¢). 3. b, ¢, e I 4. a) abc + abc + a Z+
+ abc; b) xyz + xyz + XYz c)xlxaxs + X FoXs +X1%Xa 5. 2) (@ + 6 + Da+b+oe+b+
+@+b+e;D(E+y+AE+Y+DE Y+ +y +DE T +2)50) (n —;24-
+ X)(®y + X+ K)(F1 + Fe + X)(Fr + T + Xa)(%1 + %o + Fo)- 6 a) abed + ade -+ abc :;
+abcd+abcd+abcd+abcd+abcd by (@40 +c+d)(a+b +c+d)(a+b +c+
@+b+c+da+b+ct+da+b+ctda+b+c+da+b+oc+d.

1.4.3. 1. a) 0; b) %.%:¥e; ©) X +y +z;da+b+c 2 a) abc+abd b) xgz c) xl:c2
¥ +f,. d) ‘ab +acd e) #.'8. a) £p +xz; b) ab +ac+ac &) ¥i¥, +le:s a) 1
XuXa%s: €) ab. 5. a) ac + bc: b) bd; ) x +y + 2 6. b) xyz + xjz +xyz+xyz (x +y+
+2x+y +2x +F +2E LY+ 2 0)xg 4wz + yz 10a8) fr = FiXaFy vijx.lixgxl.—k_mic&xﬁ-,
+ XiBoXs + XiXaXs, [2= X1XeFs + Ta¥eks + Ea¥aks + i¥als + N1XeFa + Kakaka, fa:— x,x,xj +
+ XXX + xlxzfn'b) fi= (%1 + %, +fs)(x1 +fz F %) (F F x4 2, o= (0 +x;+Xs)(x1+)
+ %+ X)), fi= (% + % x.)(xl + %+ Ya)(x, 4 %, +xg)(x1 + 4 -ﬁx,}(x; + %q xl,; e
fi= x%3 + X1%a - %%, fn— "a +x1xa +xlxl fa— xl-x:l +xlx2xs 8. a) ABC ‘| AA CC+
+ ABC + ABC= AC + AB; b) ABC +ABC +ABC=-A-BG-+ B(E, c) A_Bc_+q 11 +
+ ABC. 9:.2) C;5.b):-AB + AB; ¢} AB: d) AC + AB .+ BC: 1% 2a) gbed + abed:+.abed +
+ abed + abed + abed + abed; b)  abed + abed -+-abed + abed + abed + abed. + abed ; ©)
abede -+ abede + abede + abede + abcde + abede + abcde + abcde + abcde + abcde + abcde +
+ abcde + abcde + abede + abede. 12. a) ¢ + d + ab; b) xy + xyz c) ‘Xz + x%w. .c?) ltgx,
e) bd + abe. o P

114,

1.5.6. 1. a) X% 4 X, -8 %,= £+ %; D) (X%, + x:t:)[kt('ﬁxs +.¥;)X. 4+ X%, + ‘l'ax:] =
= k(v + X)) ©) (7 + X2) (%1% +X1%a) (X% 5 + Foy) = FXo¥y. 2, a) ana: Ayt A, + ay
Fauai; b) B ¥ ab + O+ b +¢) + abe; o) [(7 4 2)x, + BXE)0%s. 3. a) (@b) (b) (bc) =
=a + be; b) abed + abed + abed + abed = cd; ¢) abd+ abd + abc +ac=ab + ¢ 5. (vezi
fig. V.1). 6. (vezi fig. V.2). 7. (vezi fig. V.3).

P
aloooor ) 5 3
bloo1 1007 .._@—
clor1o0r1r0107
fFloTToT007
=
Fig. V.1
?b c
[ ] )
al00o0o0 11 \ = [
blooI1 100 1
clor101071 0
Floo 0T O T T ]
Fig. V.2
Gé,

O0NJ 00 01 11 10
oo o o .0

01

1

10

t=00,+C,0, » C,0,
Fig. V.3
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Cap. 11 i

I1.1.1. Se obtin 13 lanturi elementare, 7 care incep cu muchia [1, 2] si 6 care incep cu muchia
1, 3J.

11.1.2. Se va rationa prin reducere la absurd.

IL.1.3. Dacéd G confine un virf izolat x, toate muchiile lui G unesc virfuri diferite de x, deci

m < Ci_,.

IL.1.4. Numarul maxim de muchii ale lui G se ob{ine cind fiecare componentd conexd este un
subgraf complet. Presupunind c# existd dou# componente care contin n,, respectiv n, virfuri,
astfel incit n, > n, > 2, vom face urmatoarea transformare : Suprimam un virf x din compo-
nenta cu n, virfuri si il ducem in componenta cu n, virfuri, unindu-1 prin muchii cu toate cele n,
virfuri deja existente. Se obtine un nou graf G, cu m, muchii si

m=m—(,— ) +ny=m+(m—n)+1=2m+1,

ceea ce contrazice maximalitatea grafului G. Deci G are p componente care confin respectiv
n—p+ 1,1, ..., 1 virfuri, cind m= C}_,,,.

II.1.5. Presupunind prin reducere la absurd cd G contine n virfuri de grade diferite, rezulté ca
sirul gradelor lui G este: 0, 1, 2,..., n — 1. Deci G contine in acelasi timp un virf izolat si un
virf adiacent cu toate celelalte virfuri, ceea ce este contradictoriu.

I1.1.6. Pentru grafurile din figura I1.14 bijectia f se defineste de exemplu prin: f(1) = q, f(2) =
= ¢, [(3)= e, f(4) = b, f(5) = d si pentru grafurile din figura II.15 prin: f(1) = a, f(2) = b,
fR)=v¢, fA)=d, fBY=re, f(6) =], (7)=h, [(8) =], f(9) = g, f(10) = i, urmarind ciclurile
elementare din cele doud grafuri.

11.1.7. Si presupunem ci G nu este conex. Dacil virfurile x i y din G nu sint adiacente, rezults
cé ele sint adiacente in G.

Deci x si y aparfin unei aceleiagi componente conexe a lui G. Graful G mai contine cel pufin
o altd componenta conexd, deci existd un virf z care nu apartine in graful G unei aceleiasi com-
pornente cu x si cu y.

Rezultd ci x si 2, respectiv y si z nu sint adiacente in G, adicd [¢, 2] € U si [z, y] = U,
deci x si y sint legate printr-un lant de lungime egald cu doi. Deci G este conex.

n(n—1)

11.1.8. Fiecare din cele C:= muchii ale grafului complet K, poate fi aleasd sau nu

ca muchie a unui graf cu aceeasi multime de virfuri. i

. . " 2 - A -
Deci existd 2% grafuri cu n virfuri date.

IL1.9. Din definitfia datd rezultd c# relatia binard este simetricd si reflexivi. Dacid L,=
=[x, ..., ylsiL,=[y, ..., 2] rezultd cd L= [x, ..., y, ..., 2] este un lanf de la x 1a z, deci
relatia binard ~ este tranzitiva.
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II.1.10, S& presupunem, prin reducere la absurd, ci orice virf x al lui G are gradul d(x) = 3
Fie:

L=|x, ..., %)

unde p > 4, un cel mai lung lant elementar care pleaci din x,. Rezulti ci x, este adiacent numai
cu virfuri din multimea {x,, ..., x,_,}. Virful x, are gradul cel putin 3 si este adiacent cu Wpeis
deci existd doi indici 1 < r <s < p ~— 2 astfel incit X, sd fie adiacent cu x, si x,. Ciclurile ele-
mentare C, = [%,, Xop1, - -0y %y, %] $1 Co= [%,, Xppay ..., %o, Xy, X, sint impare conform ipo-
tezei. Insi ciclul elementar C, = (X0 Zrgrs s w5 X5 Xy x,] este par, ceea ce contrazice ipoteza.

ILL.11. Virfurile 4, 5 si 6 nu pot aparfine doud cite dou# unui aceluiasi subgraf complet.

Fiecare din ele apartine unui numér de 6 subgrafuri complete cu 3 virfuri. Se obiin in total
18 subgrafuri complete cu 3 virfuri.

I1.2.1. Cele doud grafuri izomorfe din figura 11.15 nu sint hamiltoniere.
Graful din figura I11.21 este hamiltonian, un ciclu hamiltonian fiind :

i, 2, 12, 11, 10, 9, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 1].

I11.2:2, Din cele 8 cicluri hamiltoniene ale grafului dat existd doud cu un cost minim, egal cu
12 unitéti §i anume: [4, E, B, C, D, A]si [4, D, C, B, E, A). Réspurnde cerintelor problemei
ciclul [A, E, B, C, D, A].

I1.2.3. Virfurile 2 i 6 avind gradul egal cu 2, rezultii ci ciclul hamiltonian contine muchiile
[P, 2], [2, 4] si [5, 6], [6, 7).

Se obfin deci patru cicluri hamiltoniene, dintre care ciclul [B; 24,5, 6,7, 8 11, 9,
10, 1,.3, P] are o lunigime totald minim, egald cu 33 unit#ii.

I1.2.4. Notind cu H(n) numirul ciclurilor hamiltoniene ale grafului K, obtinem H(3)= 1 si
H(n + 1) = nH(n), deoarece virful x,., poate fi intercalat in n noduri distincte printre vir-
furile. x4, s+ X, ale unui ciclu hamiltonian.cu a virfuri pentru a obtine un c1c1u hamlltoman
cun +1 v1rfur1 Demonstraia rezultd prin inductie dupé n.

11.2.5. Dacd notdm cu X multimea virfurilor lui K,, fic C un ciclu elementar cu £ virfuri
(3 < k < n), careformeazd mulfimea A4, al lui K,. Considerind subgraful lui K, indus de A,

el este un graf complet care admite pe C drept ciclu hamiltonian. Deoarece A4 poate fi aleasa'
in X in C} moduri, §inind seama de problema precedentd, rezultd ci numirul ciclurilor e]ernen-
tare cu & virfuri ale lui K, este egal cu

C‘,’f (k — ) LeFRIMER A = D) = k—l—l)'
2 2 k
Insumind aceste numere pentru k=3, ..., n se obfine rezultatul cdutat.

IL.3.1. [1, 2, 8,4, 5,6, 4, 7,6, 8 7,2, 10, 8 9, 10, 1]. Acest ciclu nu este unic.

I1.3.2. Graful confine 6 virfuri de grad impar §i anume: 2, 3, 4, 7, 8, 9, deci sint necesare

cel putin-3 noi muchii pentru ca gradele tuturor virfurilor si fie pare, deci ca graful obfinut si
fie eulerian.

Dacé addugim de exemplu muchiile: [2, 9], [3, 7] si [4, 8], aceastd conditie va fi verificat3
si graful obtinut are un ciclu eulerian.

I1.3.3. Se vor adduga trei noi muchii, de exemplu [1, 2], [6, 10] si [3;.7]):

[1.3.4. Dacd G are gradele tuturor virfurilor numere pare, rezulti din teorema demonstrati ci
fiecare componentd conexi diferitd de un virf izolat confine un ciclu eulerian. Dar fiecare cicli

117




lerian se poate scrie ca 0 reuniune de cicluri elementare, parcurgind ciclul eulerian plecind
Zlilntr-un virf x. Pentru a demonsira necesitatea, sd observdim cd fiecare ciclu elementar care
trece printr-un virf x al grafului G utilizeazd doud muchii incidente cu x. Considerind una din
muchiile rimase, ea aparfine unui alt ciclu impreund cu o altd muchie incidentd cu x 5.a.m.d.
Deci d(x) este par. : . ) . T
11.3.5. Se consider graful obtinut din G in modul urmitor : se adaug un nou virf & fmpreund
cu muchiile [«, x] §i [«, y).
11.4.1. Se obfin trei arbori partfiali minimi. Unul dintre ei are muchiile [6, 7], [1, 6], {1, 4},
(1, 2], [2, 3] si [4, 5]

I1.4.2. a) = b) rezulti din propozitia 11.4.2.

Daci are loc b), G fiind conex confine un arbore partial A. Deoarece A are n — 1 muchii
rezultd cd G = A, deci G nu contine cicluri, adic3 are loc ¢). Daca are loc ¢), s presupunem prin
reducere la absurd cd G nu este conex. Rezultd ci G are p > 2 componente conexe care contin
respectiv ny, ... n, virfuri. G fiind féra cicluri, fiecare componenti conexi este un arbore,
deci G are (n;— 1)+ ... +(n,— 1)=n— p <n— 1 muchii, contradictie. Deci G este
arbore §i c) = a).

I1.4.3. G fiind conex contine un arbore parfial A. Suprimind cite un virf terminal al lui A si
al subarborilor care se obfin in acest mod gédsim un subarbore A, al lui A cu & virfuri. Subgraful
lui G care are aceeasi multime de virfuri cu A, satisface conditiile problemei.

11.4.4. Si presupunem prin reducere la absurd ci existd un graf G cu n virfuri si cel putin n

muchii care nu contine nici un ciclu.
Rezultd cd G are p > 1 componente conexe; fiecare este un arboresi 2le contin respectiv

Ny «.oy ty, Virfuri. Deci G are (n,— 1) + ... +(n, — 1)=n— p < n — 1 muchii, contra,
11.4.5. S& presupunem ci prin eliminarea anumitor muchii din G am obtinut un graf fir§ ci-
cluri, cu p componente conexe care-sint arbori si contin n,, ..., n, virfurl. Acest graf are
(ni~1)+ ... #(n,— D)=n—p <n~—1 muchii.- Deci din graful G trebule -eliminate
cel pufin m — (n — Iy=rm — n + 1 muchii, acest numar fiind suficlent pentru a obfine un
graf fard cicluri daci se suprimi toate muchiile care nu aparfin unui-arbore partial al lui G-

11.4.6. Conditia este necesard, deoarece d; + ... + d, = 2m = 2(n — 1). Suficienta se demon-
streazd prin inductie dupd n. Pentru n= 2 obtinem un singur arbore cu d; = d, = 1. Pre-
supunind proprietatea adevdratd pentru n, fie numerele d;, > ... 2 d,,, =1 cu d+ ...
«oe +dyyr=2n. Rezultd d,,,= 1. Deci dy + ... + d,= 2n — 1. Obfinem d, = 2, deoarece
n caz contrar am avead; + ... +d,= n < 2n — 1. Notind d] = d, — 1, rezultd d] + d, +
+ ... +d,= 2n — 2 i conform ipotezei de inductie existd un arbore A, cu gradele celor n
virfuri egale respectivcud, — 1, d,, ..., d,.

Arborele ciutat A se obtine din A, considerind un nou virf pe care 1l legdm printr-o muchie
d e virful lui A, de grad d, — 1.

I1.5.1. Dacid facem conventia ca operatiile de aceeasi prioritate si se efectueze de la stinga la
dreapta, se obiin rezultatele: a) ** +xy +yz + 2z «x. g §
b) o =*#3% 1 x3y*5% 1 x2 1 y2*%2*x t y3.

Q) ++/+xy+yz/ +yz+zxi+zx +xy.

d)— ++1ad3 1t b31c3*3*%a*be.

& *—-¥2 1 x+¥3yze %1413

f) +tatbe/x+2/yz
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11.5.2. Se utilizeazd inductia dupd n = 2. Orice expresie aritmetici cu n operanzt contine n — 1
operatori.

11.5.3. a. Bxyz — 4viy = 3z,

Boga

. -+ 2 .
C. xt}ﬁzbhc s

g XN
gt =
2

d. ((x + 3a)(y — 1) +2(x* + 5).

l_l.5..4. Deoarece 2 < 10 < 2¢ obtinem un arbore binar complet cu 6 virfuri termiinale pe ni-
velul 3 si 4 virfuri terminale pe nivelul 4. . ’

IL.5.5. Dacd alfabetul contine literele ay, a,, ..., a,, in aceasti ordine, deci putem scrie: a, <
< @: < ... < ay, ordinea cuvintelor formate cu aceste litere intr-un dictionar se defineste
astfel > cuvintul x= x,...x, spunem ci este mai mic decit cuvintul Y=Yi...Yn s el va fi
scris in dictionar inaintea cuvintului y dacd : :

a) x este un inceput propriu al lui g, adici m > nsi x, = Y1s ooy Xy =Y, sall :
e b) existd un indice p > | astfel incit: x,=y,, ..., x,,_lz'y,,_, $l 2, <y
+ . Aceastd relafie de ordine este o.relafie de ordine tolald, adici pentru x # y avem sau x < y
sau y < Xx. .

11.5.6. Intii se sorteazd cele | 000 000 de numere, adici se obtine un gir :
A S 4 € ... < Ayq00000-

Apoi se parcurge secvential lista acestor numere, mérind cu o unitate valoarea unui contor ¢
de fiecare datd cind intilnim un nou numdr, conform urmatorului algoritm ©*
l.c—1; ] : A : -
el L el o ol e . , . :
. = 1000000 ? Daci da, ne oprim. Dac# nu, frecem la pasul trméfor ;
- @1 > a,? Dacd da, ¢+~ ¢ + 1 §i mergem la 5. Dac# nu, mergem la 5.
. i i+ 1 si'se merge 1a 3. 3 : : + aed X3

[SARC T )

La' sfirsitul ‘aplicirii algoritmului valoarea variabilei ¢ va indica rispunsul la problemi.
IL.6:7. Dacd compardm toate cele C%,, perechi de cuvinte binare trebuie si facem 8 002 000
comparatii.

Pentru a reduce numdrul comparatiilor, procedim astfel : Se sorteazi intii fisierul, astfel

incit @, < @, << ... < @y01. Trebuie sd verificim conditia a; + a;= ¢, unde suma se face in
baza 2 si ¢= 11...1,. Tinind seama ci fisierul este sortat, putem proceda astfel :

l.i— 1, j« 4001 §i apoi se repetd pasul-2 pini cind isiy

2. Dacd a; + a;= ¢, se tipireste perechea {a,, a,}. Se stabileste i —{ + 1, j+ j— 1;
Dacdd a; +a;<c, seface i— i 4 1; ’ o
Dacd a; +a;> ¢, se face j— j— L.

Se observa ¢ la pasul 2 se fac cel mult n — 1 comparatii cu ¢, dacd sint ncuvinte in fisier.
Deci in cazul nostru se fac cel mult 4 000 comparatii. Pentru a sorta cele 4 001 cuvinte binare,
considerate ca numere scrise in baza 2, mai sint necesare cel mult 48 000 comparatii. Rezults
un total de cel mult 52000 comparatii. '

I1.5.8. Se construieste un arbore binar complet de sortare cu virfurile terminale pe cel mult
doud'nivele consecutive. Cei n jucitori se asociazi celor n virfuri terminale, fiecare nod fati
avind asociat cistigdtorul meciului direét dintre cei 'doi fii ai si. Cistigatorul “turneului-va fi
asociat rdddcinii arborelui. Pentru a gisi al II-lea cel mai bun jucitor trebuie si joace intre el
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ii campionului, Am vézut cd’ sint suficiente r = [log, n] comparafiila nivéleler, r — |,

mvmf dc;ad l[:.]og, n] meciuri. Dacd n= 2, acest numér de meciuri se reducela r — 1, deoarcce
toate nodurile terminale sint la nivelul 7, deci trebuie facute noi comparatii la nivelele r — 1,
r— 2, «-ox 1.
11.5.9. Algoritmul schimb3 intre ele oricare doudi numere vecine, dintre care cel mai mare se
giseste inaintea celui mai mic. La fiecare etapd indicele i are proprietatea cd inregistririle
Qiy1s .oy An Se gdsesc in pozitia lor finald. Daca = 0, inseamnd ci girul de numere obtfinut
verificd proprietatea a; < a;;, pentru j=1, ..., i — 1: Cum numerele a4, ..., a, se gisesc
in pozitiile finale, rezultd cd sirul este sortat si ne oprim.

Daci definim o inversiune ca fiind o pereche de numere {a;, a,} cui < j §i a;> a;, rezults
ca sirul ay, ..., @, care trebuie sortat prezinta cel mult C2 inversiuni, in cazul cind a, > a, >
> ... > a, Sirul ay, ..., a, este sortat dacd si numai daci el prezintd zero inversiuni.

Dacd a; > ay,, prin interschimbarea numerelor a;, si a,,, intre ele, sirul obfinut are cu o
inversiune mai pufin decit sirul de la care am plecat. Deci dupa un numdr finit de interschim-
biri obfinem un sir cu zero inversiuni, deci un sir sortat.

I11.5.10. Se compari primele numere din cele doud siruri sortate, iar cel mai mic se trece in
sirul final. Se repetd operatia pentru sirurile obtinute 5.a.m.d. Cind unul din siruri este epuizat,
toate numerele rdmase in celdlalt se trec in sirul final, ele fiind cele mai mari elemente din cele
doud siruri. Putem deci scrie:

1. Se stabileste i« 1, je 1, £« L
2. Dacd a; < b;, mergi la pasul 3, altfel treci la pasul 5.

3, Sefac atribuirilecp,—a;, b~ & +.1, i~ l + 1. Dacat m,.mergi la 2. In caz contrar,
treci l1a pasul urmitor.

4. Stabileste (cx, .+ ., Cnyn) < (by, -.., by) si terminid algoritmul.

5. Stabileste ¢, b,, k - k +L i<+l Daca j < n, mergi la 2, altfel treci 1a pasul
urmator. i

6. Stabileste (cr, ..., Cpyn) — (@1 -, @p) si termind aplicarea algoritmului.

La pasii 4, respectiv 6 ajungem cind unul din siruri este parcurs in intregime, copiind in
slrul final, ceea ce a mai rimas din celilalt sir.

La fiecare comparatie dela pasul 2 transmitem in sirul final ¢y, . . ., ¢py0 cel putin un numdr,
la pasii 3 sau 5. Deoarece ultimul numdr este trecut in sirul final fard nici o comparatie, rezultid
ca acest algoritm de interclasare necesitd cel mult m + n — 1 comparatii.

Acest numédr maxim de comparafii este atins cind de exemplu avem max (ay, ..., @p_1) <
< b, §i a,> b,

IL.5.11. Algoritmul de ciutare este urmétorul :

1. i~ 1.

2. b= a,? Da: Stop. Cdutarea a avut succes. Nu: Treci la pasul urmitor.

3. b < a;? Da: Stop. Cdutarea nu a avut succes. Nu: Treci la pasul urmitor.

4. i=47? Da: Stop. Cdutarea nu a avut succes $i b > a..

Nu: i« i+ 1 ¢ se merge la pasul 2.

IL5.12. In cazul arborelui de ciutare din figura 11.48 numirul total de comparatii in cazul
unei cdutdri cit succes este egal cu 8. ,
Deci numérul mediu de comparatii in cazul unei cjutiiri cu succes este egal cu —z- =2

comparatii.
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'Datii-b < a, ajungem in nodul terminal numerotat cu 0 si facem 2 comparatii: cu a, §i

cu a, etc.
Deci numirul total de comparatii pentru clutérile fira succes este egal cu 12, iar numdrul

mediu este egal cu 152= 2,4 comparatii.

Pentru arborele de cdutare din figura 11.49 obtinem in mod analog numérul mediu de
comparatii pentru ciutarea cu succes egal cu 2,5 comparatii. Pentru ciutarea fdrd succes numa-
rul mediu de comparatii este egal cu 2,8.

Rezultid ci arborele de ciutare din figura 11.48 este superior arborelui din figura 11.49 in
ceea ce priveste realizarea unui rumar mediu cit mai mic de comparatii.

11.5.13. Se poate aplica urmatoarea idee : Ori de cite ori o inregistrare a fost localizatd cu succes,
ea este deplasati la inceputul benzii, provocind translafia celorlalte inregistriri, in aceeasi
ordine, citre sfirsitul benzii.

Dupi ce s-au ficut un numir de ciutiri cu succes ale inregistrérilor de pe banda, inregis-
trarile mai des cdutate vor ocupa pozitii mai apropiate de inceputul benzii.

Cap. III

1L.1:1. Se gisesc 4 drumuri care folosesc arcul (1, 3) $i 4 drumuri care folosesc arcul (I, 2).
Singurele circuite elementare sint circuitele de lungime 2: (3, 4, 3) si (5, 6, 5).

II.1.2. Atit in suma gradelor de intrare cit si in suma gradelor de iesire fiecare arc este numarat
o datd si numai o datd, deoarcce iese dintr-un virf si intrd intr-un singur virf.

111.1.3. Oricare pereche de virfuri {x, y} cu x # y poate fi unita prin zero arce, prin arcul (x, y),
2 {
prin arcul (y, x) sau prin ambele arce (¥, y) si (y, x). Rezultd in total 400 = " 7" grafuri ori-

entate cu n virfuri. Dacii graful este complet prima posibilitate este exclusd. Deci existad SC"
grafuri orientate si complete cu n virfutiy

111.1.4. Conform definitiei, relatia binard este relativd si simetricd. Pentru a arata ci este tran-
zitivi, se observi cd daci D, este undrum de la’x1a y si D, este un drum de la y la z, atunci
existd un drum D,delaxlaz obtmut din §1rul v1rfur110r lui Dl care se contmua cu slrul virfu-
filordin D, De= (%, .., 4 ..., 2.

In mod analog se aratd c3 existd un drum si de la z 1a x.

Pentru graful din figura I11.1 componentele tare conexe sint urmatoarele: {I; 2, 3}, {4},
{5}, {6, 7, 8}.

111.1.5. Dacd D nu este drum elementar, fie z primul virf intilnit in sensul de la x la y care se
repetd in girul de virfuri care il defineste pe D. Vom suprima din D subsirul de virfuri cuprins
intre prima si ultima aparitie a lui z in sirul D, pdstrind in D o singura aparitie a lui z. Aplicdm
acelasi procedeu pentru drumul obfinut, pind la gésirea unui drum elementar de aceleasi extre-
mititi.

HL1.6. Vom presupune prin reducere la absurd ci graful-turneu G nu confine un drum ele-
mentar care trece prin toate virfurile grafului.

Fie D = (x,, %;, ..., %,) un cel mai lung drum elementar al lui G. Va exista un virf y
diferit de x4, ..., x,. Graful fiind complet, y este legat prin arce cu virfurile x,, ..., X,

. Daci existd arcul (y, %;) obtinem un drum mai lung ca D, ceea ce contrazice presupunerea
facuts.

Deci existd arcul (x,, y). Analog, dacd existd arcul (x,, y), obfinem un drum mai lung ca D.
Deci existd arcul (y, x,). Vor exista deci doud virfuri consecutive ¥ §i X, ale lui D pentru
care arcele care le unesc cu y si aibi sensuri contrare si anume si existe arcele (x4, ) i (¢, Xer1)
Am obtinut iardsi un drum mai lung ca D si anume : (X5, Xa, « ., X5, ¥y Xpprs - -1 Xp), COCA T€
este contradictoriu. .

Deci D contine toate virfurile grafului G.
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111.1.7. Egalitatea 1) exprimid faptul ci fiecare virf este incident cit exact n —:1 arce: Pentru a
demonstra 2) se line seama de problema 111.1.2 si de faptul ci orice graf-turneu are C» arce.

Pentru a demonstra 3) se inmulfeste 1) cu r,,: respectiv .cu s, si se Insumeaza-egalititile obti-
nute, t{inind seama de 2).

I1L.1.8. Se va alege pentru x un virf pentru care d+(x) este maxim in G,

ﬁ_lf2.1. Se thih-douﬁ drumuri_critice de Iungime eéal'ﬁ-cu,lG si anume : (1,2, 5 8si(, 3,7,
8). Deci data termindrii lucréirii este ¢, = 16. &

I11.2.2. Se obtine graful programului din figura V.4. Drumul critic este (1, 2, 3, 5, 6. Inter-

valele de fluctuatie au fost reprezentate in pitrifele asociate virfurilor si marginile totale ale
operaliilor au fost trecute in paranteze lingd arccle respective.

20[24

0 Flg V.4

11.2.3. 83 preéﬁpuném prin reducére la absurd o pentru orice virf x al gl"a.fjuju{ avern p(;;). # O
Fie D = (x,, x,, ..., x,) un drum elementar care are un numir maxim de arce in graful G.

Rezultd cd p(x,) C.{xs,. .. »s ¥}, deci existd un indice & astfel incit 2 < £ < posioxg = p(xy)
Am obtinut un circuit elementar in graful G:

C=(x1, %o .., %, )
ceea ce contrazice ipoteza ci G este- firi circuite. ITn mod analog -se demonstreazi existenta
unui virf y cu proprietatea s(y) = @, considerind extremitatea X, adrumului D.-

11.2,4. Deoarece ficcare din cele doud arce disjunctive
total 4 grafuri de activiti{i. Dintre acestea, graful cu o Ju
cu 16 unitdti, se obtine daci alegem arcul (3, 2) cu dur
trebuie ca evenimentul 3 si preceadd evenimentul 2 si ev

3.1 maxf,=9..

poate avea doud orientiri, rezultd in

ngime minimé a drumului eritic, ‘egala

ata 6 si arcul (5, 4) cu durata 3. Deci

enimentul 5 s3 preceadi evenimentul: 4.
)

11L.3.2. V-_,,S»e ;ga“ses’-t._e_ -Af;l_'uxu.l.- maxim ili;.rétéaﬁé o,,btin,u_t.ﬁ dir{ reteaﬁé daté brin fnmultire’a.,capaci-
tatilor tuturor arcelor cu [2, 3, 11] = 66. Apoi se revine la refeaua initiald, imparfind toate

componentele pe arce-ale fluxului maxim astfel oblinut prin 66, Se giseste max fo= ;’—2si o

tdieturd de capacitate minim4 are suportul 4 — {2, 3,4, 5, b).
111.3.3. Refcaua de transport asociatd problemei are vitfurile Xy,

si iegirea &. Arcele (¢, x,) au o capacitate egald cu
pentru i= 1, 2, 3,

X2 X3y Y Hay Yo, diitrarea a
a; si arcele (y,, b) au o capacitate egald cu b,
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Arcelor de forma (x;, ;) le-vom asocia o.capacitate egalajx cu cantitatea (?e groduse care
pot fi transportate din x, in y,. Un flux ceripatibil cu capuacitz‘itlle arcelor reprezintd lfn platn c:e
transport posibil. Fluxul f, va reprezenta éan__ti»tatea totafd de pfoduse transportate.dm Ten Ee?
x; in centrele y,. Aplicind algoritmul .lui- Ford-Fulkerson se gdseste un flux maxim ale Sa:utl
componente pe arcele (x;, y,)' ne dau urmétorul plan optim de transport, care utilizeazi to
disponibilul de la centrele x;, x,, %5:

5 Yz Y .

x| 12 2 46

% 14 0 10

sl 71717 | 12

Cantitatea de produse transportate este egald cu f,= 33 4 19 + 68 = 120 unititi. Soluia
problemei nu este unici.

[11.3.4. Deoarece a ¢ A §i b € A, rezultd cd drumul D va coniine cel putin o';;perech_e de vir-
furi vecine x; §i x,,, astfel incit x, ¢ A si x,., = A. In acest caz arcul (x,, x,+,)‘e o (A).

IIL3.5. Graful din figura 111.15 este o retea de transport, unde costurile de instalare a gosturilor
de control devin capacititi ale arcelor.

- i
¥ 5 Wi
In acéasti retea trebuie si determinim o multime de arce astfe! lun?lt orice drum de “I'aﬁi
la b s contind cel putin un arc din aceastd mulfime, iar suma capacititilor acestor arce sa-
minima. =
Aceastd multime de arce formeazd o tdieturd de capacitate minimi.

Aplictnd algoritmul lui Ford-Fulkerson gisim o tdieturd de capacitate rm_'mma,r i? f:f,l;:ﬁ-.rlt
A= {4, b}, deci 0=(A) = (1, 4) (5, 4), (5, b), (6, O)}sic(@ (AN =2 +2 +6 +‘ob_t ok
tdti. Rezultd cd posturile de control care supravegheazd toate drumurile dmL ain b tre
amplasate pe arcele din multimea ™ (4), cu un cost total de instalare de 15 unijtéti.

I11.3.8. Se gisesc activitifile critice ale grafului din figura 111.16, care .sint : (1: 2), (2, 3), (3, 6),
(3, 4), (4, 5), (5, 6), (5, 7) si (6, 7). Aceste arce formeazi graful partial din figura V.5.

Fig. V.5

Asociind arcelor din figura V.5 ¢osturile din tabelql dat,‘se obtine o retea .de_ 'transportlcu
intrarea | §i iegirea 7, pentru care aceste costuri pot fi interpretAateA drePt capacitafi ale1 alrceii cir.

Problema revine la a determina o multime de arce, astffal mcn't orice drum de la ‘t; ! 1:1
graful din figura V.5 sd contind cel putin un arc din aceastd mul{ime, lzzr suma 'cap“ac1v ? o0
acestor arce s fie minimé. Conform discufiel de la problema precedentd, trebuie sd gdsim
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tdieturd de capacitate minimi in refeaua de trans; in fi
& de ‘ port din figuia V.5. Aceasts tiieturs
formati duz at;ce]e (5, 7), (5, 6) st (3, 6), de capacitate 1 + 1 +3=25. e G
Rezultd cid costul minim pentru scurtarea duratei intregii lucrdri cu o unitate este egal

cu 5 si el se realizeazd daci scurtim cu cf i o5 he
N . am cu cite o unitate duratele operatiilor critice (3, 6), (5, 6)

Cap. 1V

IV.1:5. 1. Nu, deoarece M nu se anuleazi si algoritmul nu se termind. 2. 225. 4. Pas | Ve a,;
Pas 2. p « x,; Pas 3. Vv pXay; Pas. 4 pe— pX x,; Pas 5. v u.+.p'><'a.' Pasa%'
P=pXXx: Pas7, ve—v+4px a,; Pas 8. pe—pX x,; Pas 9. v v‘+p>< a 'B'Pas lO.
Term. -alg. 5. Pijs . Dacd X < Y urmeazi pas §; Pas 2. Dacit X < Z urmeazi pasa',i' Pas 3.
V « X urmeazi pas 7; Pas 4. V < Z urmeazi pas 7; Pas. 5 Daci Y <Z urmeazé. as 4:
Pas 6. V — Y ; Pas 7. Term. alg. 6. Pas 1. g, « a; Pas 2. by a, X %, 4 b: Pas 3. ¢ ._,., b X'
X ¥ +c;Pasd rec X x5, + d; Pas 5. Term. alg. 7. Pas |. S « 0; Pas. 2. If; (l) Pa; 3

T« a; Pas 4. S—8+T; Pas 5 T TXgqg; Pas 6. [ « I +1; Pas 7. Dacz"; 1~<.r;

urmeazd pas 4; Pas 8. Term. alg. 8. Se foloseste formula Ct= L CiZi; Pas 1. I« 0;

Pas 2. C — 1; Pas 3. Daci./ = £ urmeazi P
pas 3; Pa!S. /1 +1; Pas 6. Term. algf‘

IV.2.2, 1. (vezi fig. V.6). 2. (vezi fig. V.7); 3. 584 133. 4. (vezi fig. V.8). 5. Pas 1. V  1:
Pas 2. | —d;Pas 3. Dachi | < N urmeaza pas 5; Pas 4. Term. alg.;Pas5. [« ] + 1. ; Pas (57
l/4—vl/2(V + b/V) urmeazd pas 3.6, a) Pas 1. S « 1; Pas 2, [+ 1: Pz;s 3. K+ l".Pas 4.
Dacuvl < N urmeazii pas 8; Pas 5. [ « [ +1;Pas6. K= K +2; ,Pas 7 ‘Sc— S -fi K2 ur-
meaza pas 4; Pas-8: Term. alg. b) Pas .S« 0; Pas 2, i — K Pa;-,3. T;- 1; Pas 4. Daci

K > N urmeazi pas 8; Pas 5 S8+ T;Pas6. K« K
' ; ; ; - K+~ K+ 1;Pas7 T«
pas 4. Pas 8. Term. alg. c) (vezi fig. V.9). ® O e

as6; Pas4. C—CX (n— N/(k — I) urmeaza

—gg—
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