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I. ALGEBRĂ BOOLEANĂ 

1.1. Noţiunea de algebră booleană 

1.1 .1. Latice 

în cadrul aritmeticii şi algebrei sînt studiate diferite operaţii cu numere 
în logica matematică s-au introdus operatu ca : di juncţia, conjuncţia sau 
negaţia propoziţiilor. In azul multimii părtilor unei mulţimi -au întîlnit 
operaţiile de reuniune, int rs cţie i complementară. Operaţiile amintite se 
deosebesc mult într ele, în primul rînd pentru că se efectuează asupra unor 
elemente aparţinînd unor mulţimi diferite. • 

Esl cuno cut că operaţii! pot avea sau nu anumite proprietăţi. Operaţii 
diferite, . care se efectuează asupra unor elemente distincte, pot avea aceleaşi 
proprietăţi. De exemplu, adunarea, înmulţirea, reuniunea, intersecţia, con­
juncţia şi di sjuncţi a sînt operaţii comutative ş i a ociative. 

Asemănarea unor operaţii din punctul de vedere al proprietăţilor pe care 
le posedă a dus la ideea de a nu se ţine seama de semnificaţia concretă a acestor 
operaţii sau a elementelor mulii.mii pe car sînt definit , ci de a se•lua în con­
sid rare numai proprieiă! ile lor comune. Trecerea de la operaţii determinate 
la operalii ned terminate e te as mănătoar cu trecerea de la aritmetică la 
algebră, adică de la efectuarea unor: operaţii cu numere cunoscute, la operaţii 
cu numere necunoscute. 

Dacă pe o mulţime sînt definite una au mai multe operaţii, care au anumite 
proprietăţi, vom spune că mulţimea a fost dotată cu o structură algebrică. 
Mulţimea însăşi, împreună cu operaţiile definite, se numeşte uneori algebră . 
Desigur, denumirea sugerează unele asemănări cu algebra obişnuită, dar trebuie 
subliniate cele două sensuri ale cuvîntului a l gebră şi anume ramură a matema­
ticii, rEspectiv mulţime dotată cu o anumită structură. 

Algebra booleană este un caz particular de algebră, operaţiile definite tre­
buind să atisfacă anumite relaţii bine determinate. Pentru a ajunge la defi­
niţia structurii de algebră booleană se va prezenta mai întîi o structură mai 
simplă, denumită latice. 
Definiţie. Se numeşte !atice o mulţime nevidă M . înzestrată cu două operaţii bi­
nare, notate [1 şi u, astfel înclt pentru oricare elemente a, b, c E M să fie valabile 
următoarele proprietăţi : 

1.anb=bna 
2. (a n b) n c = a n (b n c) 

3. a n (a u b) = a 

1 '. a u b = b u a (comutativitate) 

2'. (a U b) U c =a U (buc) 
(asociativitate) 

3'. a u (a n -b) = a (absorbţie) 

O !atice se notează < M, n, LJ >· Dacă nu există posibilitatea unei confuzii, 
notaţia poate fi simplificată, renunţînd la specificarea celor două operaţii. 
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Exemple 

t. Mulţimea părţilor unei multimi M notată '.P(M), înzestrată cu operaliile de interseclie şi 
reuniune formează o !atice. Proprietăţile I, 2 şi 3 pentru intersecţie, respectiv I', 2' şi 3' 
pentru reuniune sînt cunoscute din teoria mulţimilor. Această !atice poate fi notată < '.Jl(M), 

n. u >. 
2. Să considerăm mulţimea divizorilor pozitivi ai unui număr natural k. Această mulţime poate 

fi înzestrată cu două operaţii binare, care corespund calculului celui mai mare divizor comun 
şi calculului celui mai mic multiplu comun. Astfel an b = cmmdc (a, b), iar au b = cmmmc 
(a, b). Proprietăţile I, 2, I' şi 2' sînt cunoscute, rezultînd direct din definiţiile cmmdc ~i 

cmmmc. Proprietatea 3 se poate demonstra astfel : deoarece a U b este cmmmc al nume · 
rclor a şi b, rezultă că au b este un multiplu al numărului a; în acest caz an (au b) adică 
cmmdc al numerelor a şi au b, nu poate fi decît a. Analog se demonstrează şi proprieta­
tea 3'. Această mulţime formează o ]atice, care poate fi notată < V, cmmdc, cmmrnc > , 
unde V= {x r X este un divizor pozitiv al lui k}. 

Observaţie. Analizînd cele şase proprietăţi din definiţia dată unei I atice se remarcă unele simila­
rităţi.. Astfel, înlocuind în oricare dintre proprietăli o operaţie prin cealaltă (şi reciproc) se 
obţine tot o proprietate-din definiţie. Aşadar, se poate enunţa principiul dualităţii pentru l~iice, 
care are formularea : 

Dacă într-o propozijie adeuărată din teoria /aticelor se înlocuieşte o operajie prin cealaltă (şi 

reciproc) se objine de asemenea o propozijie adeuărată. 
Această a doua propoziţie este numită propozifia duală corespunzătoare primei propoziţii: 
Principiul dulllitătii permite să se evite demonstrarea unei propoziţii atunci cînd propoz,i\ia 

sa duală este demonstrată. 

Propoziţie. În orice !atice L, pentru orice element a E L sînt adev{'irate relaţiile 

a u a = a şi a n a = a. 
Demonstraţie. Din proprietatea 3 rezultă a = a n (au b), astfel că 

a u a = a u (an (a u b)). 

Notînd au b cuc, deoarece c E L rezultă conform proprietăţii 3' au (an c) = 

= a, astfel că a u a = a. 
Analog a n a = a n (au (a n b)) = a n (a u d) = a, unde s-a notat a n b 
cu d. 

Observaţii 

1. În orice !atice se poate introduce o relaţie de ordine, notată [ , astfel : a [ b - a U b = b· 
Se verifică uşor că sînt adevărate cele trei proprietăţi ale unei relaţii deordine şi anume: 

I) reflexivibte: a [ a, deoarece a u a = a ; 

2) tranzitivitate : a [ b şi b f c => a i; c, deoarece din a u b = b şi b u c = c rezultă 

au c =au (b U c) =(au b) u c = buc= c; 

3) antisimetrie : a ~ b şi b ~ a=> a= b, deoarece din a u b = b şi b u a = a rezultă 

a= b u a= a u b = b. 

2. Se poate arăta că relaţia de ordine poate fi definită şi prin : 

a[ b "*an b= a. 
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într-adevăr, dacă a u b = b, atunci 

a n b = an (au b) = a şi, similar, 

dacă an b = a, alunei 

au b = (an b) u b = b u (b n a)= b. 

In cazul celor două exemple de !atice, relaţia de ordine corespunde reîaţiei de incluziune 
a două mulţimi şi respectiv relaţiei de divizibilitate a două numere. 

Definiţie. Simbolul p se numeşte prim element în laticea L dacă pentru orice 
x E L este adevărată relaţia p [ x. Analog, u se numeşte ultim element în lati-
cea L daca pentru orice x E L este adevărată relaţia x ~ u. 

Propoziţie. În orice !atice finită există un prim element p şi un ultim element u 
în raport cu relaţia de ordine f . 

Demonstraţie. Fie L = {ai. a 2, ••• , a 11}. Să arătăm că 

p = a1 naz n ... na" (parantezelE: au fost omise datorită asociativităţii). 
Fie x E L un element oarecare al ]aticei L. Presupunînd că acest element se 
află în poziţia i, putem considera x = a1• 

Astfel 
p n X = (a1 n G2 n ... n at n ... n a11 ) n a, =· 

adică p C x. 
= al n ff2 n ... n a„ =.p, 

Similar, u = a1 u a2 u ... u a„, deoareC'e 

u u x = (a1 u a~ LJ ... LJ ai LJ ... lJ a„) L.J a; = 

adică X [_ U. 

Definiţie. Dacă într-o !atice L, pentru oricare elemente a, b, c e L sînt satisfăcute 
relaţiile 

au (b n c) = (a u b) n (a u c), 

a n (b u c) = (a n b) u (an c), 
laticea se numeşte !atice distributivă. 

Exemple 

1. Laticea < '.fl(M), n, U > este distributivă deoarece operatiilc de reuniune şi intersecţie 
din teoria multimilor sînt distributive una faţă de cealaltă. 

2. Laticea < {x r X este divizor pozitiv al lui k}, cmmdc, cmmmc > este distributivă deoarece 
pentru oricare trei numere a, b, c e N sînt adevărate relaţiile 
cmmmc (a, cmmdc (b, c)) = cmmdc (cmmmc (a, b), cmmmc (a, c)) şi 
cmmdc (a, cmmmc (b, c)) = cmmmc (cmmdc (a, b), cmmdc (a, c)). 

3. Fie mulţimea poligoanelor convexe din plan pentru care definim operaţiile n şi LJ astfel: 
a) Pin P, = P1 Îl P,, adică intersecţia din teoria mulţimilor aplicată celor două multimi 

de puncte ale s,uprafeţelor poligonale Pi şi P,. 
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A1 A2 
b) P, u P 2 este cel mai mic poligon convex 

care conţine pc P, U P •. 
Aceste operaţii verifică relaţiile din definit ia 

unei !atice (vezi ex. 6). Să arătăm că această 
!atice nu este distributivă. 

Fie P=f).ABC, P,=f).A,B,C, şi P2= 
=6A,B,C2 (vezi fig. I.I). 

P, u P,= A,B,C,C.B,A,, 

BL----------------"'C P n (P, u P2) =AE,C,C,E,, 

Observaţii 

Fiig. I.l P n P1 = f).C,D1E„ 

P n P, = 6C.D,E„ 

(P fl P,) lJ (P n P2) = D,E,C,C.E,D„ 

Se observă că AE,C,C,E, # D,E,C1C,E,D,. 

1. Cele două relaţii din definitia unei !atice distributive sînt duale una în raport cu cealaltă, 
astfel că principiul dualităţii este valabil şi în !aticele distributive. 

2. Se poate arăta că într-o !atice cele două condi\ii de distributivitate sînt echivalente (vezi 
exercitiul 7). 

1.1.2. Latice distributive şi complementate 

Definiţie. O !atice distributivă < L, n, u > se numeşte complementată dacă 
sînt îndeplinite următoarele condiţii : 

1. există un element neutru u pentru operaţia n (denumit element universal), 
care satisface relaţia 

a n u = a pentru orice a E L ; 

2. există un element neutru n pentru operaţia U (denumit element nul), care 
satisface relaţia 

a u n = a pentru orice a E L ; 

3. pentru orice element a e:. L există un element complementar ă E L, care satis­
face relaţiile 

Exemple 

an ă = n şi 

au ă = u. 

1. Laticea < '.7'(M), n. U > este o !atice distributivă complementată, deoarece multimea M 
este element neutru pentru intersecţie, mulţimea vidă 0 este element neutru pentru reuni mic, 
iar pentru orice mulţime As M, mulţimea C,uA = M - A este o mulţime complementară 
a mulţimii A. 

2. Dacă numărul k este compus doar din factori primi la puterea 1, atunci laticea < {x I x este 
divizor pozitiv al lui k}, cmmdc, cmmmc > este distributivă şi complementată. 
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Numărul lt este el ement neutru pentru prima operaţie, deoarece cmmdc (x, k) = x pentru 
orice x divizor pozitiv al lui k, iar numărul I este element neutru pentru a doua opera\ic 
deoarece cmmmc (x, I) = x pentru orice x. 

Dacă pentru un element x considerăm numărul 'i.., atunci cmmdc (x.~) = I şi cmmmc 
;t, X 

(x,~} = k, deoarece aceste numere nu au divizori comuni. Rezultă, deci, că numărul_: este 
X X 

complementar numărului x. 
Dacă numărul k are factori primi la puteri mai mari decît I, alunei !alicea divizorilor nu es te 
complementată. Considerînd k = 60 = 2• ·3 ·5, nu se poate găsi pentru numărul IO un nu­
măr care să satisfacă condiţiile de complementaritate. Prima conditie esle satisfăcută de 
numerele I şi 3 care nu satisfac însă şi cca de-a doua condi\ic (cmrnmc (10, I)= 10#60 şi 
cmmmc (LO, 3) = 30 # 60). 

Propoziţie. l ntr-o latice distributivă şi complementată fiecare element are un singur 
element complementar. 

Demonstraţie. Fie o !atice distributivă şi complementată L şi să presupunem, 
prin reducere la absurd, că există a E L, care are două elemente complemen­
tare, â şi ă', distincte (ă f= ă'). 

ă = ă U n (n este element neutru pentru u) 
= ă u (an ă') (ă' este complement al lui a) 
= (ă u a)n (ă u ă') (distributivitatea operaţiPi u fată de n) 
= un (ă u ă') (ă este complement al lui a) 
= ă u ă' (u este element neutru pentru n). 

Analog, 
ă' = ă' u n = ă' u (an ă) = (ă' u a) O (ă' u ă) = 

=un (ă' u ă) = ă' u ă. 

Deci 
ă = ă u ă' 

,,,._, <i' U ă (comutativitatea operaţiei u) _, 
=··a' 

în contradicţie cu ipoteza â f= ă'. 

Definiţie. O !atice distributivă şi complementată se numeşte algebră booleană. 
O algebră booleană se va nota < A, n, LJ, -, u, n >. 

Observaţii 

1. Putem considera, în virtutea tcon:mci precedente, că într-o algebră booleană se poate defini 
o operatie unară, care constă din luarea complementului unui element, astfel că într-o al­
gebră bool eană se poate spune că există trei operaţii n, u şi -. într-o algebră booleană cele 
trei operaţii sînt notate, de obicei, „ ·", „ +"şi „-", iar cele două elemente neutre sînt notate, 
respectiv, prin I şi O. 

2. Condiţiile din definiţia algebrei booleene nu sînt independente. S-a arătat, de exemplu, că 
pentru o latice distributivă este suficientă numai una dintre cele două condiţii din definiţie. 
Se poate arăta că pentru a defini o algebră booleană este suficient ca pentru oricare ele­
mente a, b, c să fie adevărate relaţiile 

ab =ba, 

a(b + c) = ab + ac, 

al= a 

aă= O, 

a+b=b+a; 

a + bc = (a + b)(a + c) ; 

a+O=a; 

a+ a= I. 
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Celelalte relaţii, adică 

(ab)c = a(bc), (a + b) + cd: a + (b + c); 

a(a + b) = a, a + ab = a 

putînd fi deduse din primele. 
3. Elementul nul este prim element, iar elementul universal este ultim element (vezi exerci­

ţiul 8). 
4. ~ - a ară tal, de că lre Ş tone, că orice algebl'îi bool ană fin i t ă < A, ·. +, -, I, O > poate fi pusă 

în corespondentă bijec tivă (:U multimea pă rlilor unei mullimi finite M, care csle de ase­
menea, o a l gebr~ booleană < 9>(M), n. U. C.„, M, 0 > . în acest fel rczu.ll ă că numărul 
de clemC11 te dintr-o a lgebră booleană rinită A este 2", unde 11 reprezi ntă numărul de elemente 
al e mulţim i i finite M asociate algebrei booleene A. 

In continuare, se vor prezenta două exemple de algebre booleene utilizate 
în tehnica de calcul. 
Algebra B2. 
Algebra B 2 este algebra booleană formată din două elemente. Aceste elemente 
vor fi chiar elementele neutre ale celor două operaţii : O şi 1. Putem considera 
că această algebră este cea mai simplă algebră booleană. Cele trei operaţii ale 
ei se definesc astfel : 

O+ O= O, O ·O =-"'O, 0= 1 J 

0+1 - 1, O·l =O, T = o. 

1 +o= 1, l ·O= O, 

1 +1 - 1, I · 1 = 1, 

Pentru a arăta că relaţiile din definiţia algebrei booleene sînt satisfăcute, se 
verifică egalităţile înlocuind elementele a, b, c cu O, şi 1, în toate combinaţiile 
posibile. De exemplu, absorbţia poate fi . verificată ca în tabelul 1.1. 

a I b I a -f-- b 
I 

a(a + b) ) ab I a+ ab 

(I) (2) (3) (4) (5) (6) 

o o o o o o 
o 1 I o o o 
I o 1 1 o I 
1 1 1 I 1 1 

Tabelul 1.1 

Identitatea coloanelor (1), (4) şi (6) demonstrează valabilitatea relaţiilor a= 
= a(a + b) --:-- a+ ab. 
Se observă că operaţia · coincide cu înmulţirea aritmetică, însă operaţia + 
este diferită de adunarea aritmetică, deoarece I + 1 = 1. Găsim, de exemplu, 
a+ b = max (a, b), pentru orice a, b E B 2• 

Această algebră a avut o deosebită importanţă în evoluţia calculatoarelor. O 
însemnată contribuţie teoretică şi practică în domeniul algebrelor booleene şi 
al aplicaţiilor lor a adus matematicianul român G r i g or e C. Moi s i 1 
(1906-1973). 

8 
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Fig. 1.2 

= 

=o oo--o 

== o 00 -o 

Fi g . I.3 

Elementele algebrei B,., pot fi interpretate ca reprezentînd cei doi dipoli (reţea 
cu două borne) din figura 1.2. 
Operaţiile · şi + sînt interpretate ca legarea dipolilor în seric, şi respectiv, în 
paralel. Doi dipoli sînt consideraţi echivalenţi dacă amîndoi, fie permit trecerea 
curentului electric, fie nu o permit . 
Se poate observa, în figura I.3, că această interpretare este în concordanţă 
cu definiţia celor două operaţii. . 
Operaţia de complementare se interpretează analog şi corespunde la schimbarea 
stării dipolului. Astfel, dacă dipolul permite trecerea curentului, dipolul com­
plementar nu o va perm•te (şi invers). 

Algebra propoziţiilor 
In cadrul mulţimii propoziţiilor se pot defini operaţiile de di juneţi , conjuncţie 
şi negaţie. Dacă se consideră egale propo.z iţiil echivalente, atunci relaţiile 
de comutativitate, asociativitate şi distributivitate corespunzătoare acestor 
operaţii sînt satisfăcute. Elementul universal este format de clasa tautologiilor 
(propoziţii întotdeauna adevărate), iar elementul nul este reprezentat de clasa 
contradicţiilor (propoziţii întotdeauna false). Se verifică uşor că aceste ele­
mente neutre satisfac relaţiile din definiţia unei algebre booleene. Deci, mulţimea 
claselor de echivalenţă a propoziţiilor formează o algebră booleană, fiecare 
clasă conţinînd propoziţii echivalente logic. 

1.1.3. Exerciţii 

1. Să se arate că relaţia 

x u (y n z) = (x u y) n z 

este verificată în orice !atice dacă : 
a) x= z, 
~) x= p, 
c) z= u. 
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2. O !atice p~ntru care este verificată relaţia 

x u (!/ n z) ~~ (x u y) n z 

dacă x [ z, se numeşte !atice modulară; 

Să se arate că orice !atice distributivă este ,modulară. 

3. Fie A= {a,, a„ ... , a,,}, o mulţime de numere reale pe care se definesc operaţiile u şi n 
astfel : 
au b = max(a, b) şi a n b =- min(a, b). 
a) Să se arate că A es te o !atice distributivă. 
b) în ce condiţii A es te o algebră booleană? 

4. Fie M mul\imea divizorilor lui 30. 
a) Să se arate că laticea < M, cmmdc, cmmmc > este o algebră booleană. 
b) Cîte elemente are mulţimea M ? 
c) Care este complementul lui 6 ? 

5. Să se arate că în orice algebră booleană sînt adevărate următoarele relatii : 
a) aa= a, 

b) a= a, (principiul dublei negaţii) 
c) aO =O, 
d) a+!= I, 

e) O= I, 

f) l=O, 
g) a+ b = ab, (formulele lui De Morgan). 

h) ar= -a+ b. 

6. Să se arate că mulţimea poligoanelor convexe din plan pentru care se definesc operaţiile n 
şi u astfel : 
P 1 n P 2 = P 1 n P, (intersectia celor două poligoane), 
P, u P2 =cel mai mic poligon convex care conţine pc P, U P, 
este o !atice. Care sî11t primul şi ultimul clement al acestei !atice? 

7. Să se arate că într-o !atice L cele două condiţii de distributivitate sînt echivalente. 

8. Să se arate că într-o algebră booleană elementul nul n este prim element, iar elementul uni­
versal tt este ultim element. 

9. Să se efectueze următoarele calcule în algebra 13,: 
a) (l·D+l·l)·(I-t-0·1), 

b) ((f:O + l) + 0)-1, 

c) (O + T +o)(!+ O). 

1.2. Funcţii booleene 

1.2.1. Expresii booleene 

Din ari l 111clică şi algebră se ştie că o expr ie est un an am bi u de el .menle 
(numere, litere) legate între ele prin simboluri care reprezintă operaţii mate­
matice. Penlru a indica ordinea în care se efectuează operaţiile, expresiile pot 
conţine şi paranteze. 
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în mod asemănător, se pot construi expresii cu elemente dintr-o algebră 
booleană, utilizînd simbolurile celor trei operaţii ·, + şi -. 

Definiţie. Se numeşte expresie booleană orice expresie re4ultată prin aplicarea 
de un număr finit de ori a operaţiilor +, ·, - unor elemente determinate sau nede­
terminate ale unei algebre booleene. 

Exemple 

1. (a ·b) + (c ·I) este o expresie booleană care indică efectuarea operaţiei „ "' între elementele a 
şi b, a operaţiei „ ·"între elementele c şi 1, a operaţiei de complementare a rcwltatului ultimei 
operatii şi a operaţiei „+" între primul rezultat şi ultimul. 

2. Nu orice înşiruire de simboluri poate reprezenta o expresie. Astfel, +a· +b, nu este o expresie 
booleană, deoarece nu respectă definiţia. Simbolurile operaţiilor care apar în acest şir nu 
leagă elementele în mod corect (există doi operatori consecutivi). 

Ordinea în care trebuie efectuate operaţiile dintr-o expresie este determi­
nată de parantezele care apar în cadrul expresiei. Scrierea unei expr_esii po~te 
fi simplificală prin omiterea unor paranteze dacă se introduc re~ul~ de prio­
ritate a opera!iilor. De obicei , operaţia de complementare are pnontatea cea 
mai mare fiind Ltrmată de operaţia , · ", cea mai puţin prioritară fiind ope­
raţia ,+". La fel ca în algebra cla ică , în expresiile booleene se poate omite 
simbolul operaţiei „ · ". 
Astfel, expresia (a·b) + (c·l) se poate scrie ab +ci. 

Definiţie. Fie o expresie booleană cu variabilele x1, x2 , ••• , x„. Se numeşte valoare 
a expresiei booleene, pentru şirul de valori v1, v2, ••• , v,., valoarea obţinută prin 
înlocuirea în expresie a variabilelor x 11 x2, ••• , x„ cu valorile corespunzătoare 
v1, v2, ••• , v„ şi efectuarea operaţiilor indicate de simbolurile din expresie. 

Exemplu.. Valoarea expresiei x1x, + x,.~· + x,x, pentru şirnl de valori O, l, O se obtinc astfel 

O ·O + î{i +O· l = O + (f + I ·I = O + 1 + 1 = l. 

Definiţie. Două expresii booleene cu aceleaşi variabile se numesc egale (sau echi­
valente) dacă pentru aceleaşi şiruri de valori ale variabilelor iau valori egale. 

Dacă numărul de elemente din algebra booleană este mic, se poate demon­
stra egalitatea a două expresii booleene prin verificarea egalităţii valorilor lor 
pentru toate şirurile de valori ale variabilelor. 

Exemplu. în algebra booleană B, expresia E,(x, y) = xy + y este egală cu expresia E,(x, y) = 
= x + y, deoarece: 

E 1 (O, O) = 00 + O = O · l + O = O + O = E ,(O, O) ; 

E,(O, 1) = OÎ + 1 = O·O + 1 =O+ 1 = E,(O, 1); 

E,(I, O)= tă+ O= I ·I +O= l +O = E,(1, O); 

E 1(J, I)"'"" lÎ + I 0= I ·O+ I= O+ J = I + I= E,(l, l). 

Egalitatea a două expresii booieene poate fi demonstrată şi prin calcul boolean 
folosind proprietăţile celor trei operaţii booleene. 
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Astfel, pentru expresiile E 1 şi E 2 considerate anterior se poate demonstra ega­
litatea şi prin : 
E 1(x, y) = x.Q + y = 

= (x + y)(ti + y) = 
= (x + y)l = 
=x+y= 
"-~ E 2(X, y) 

(comutativitate, cl.istributivitate) 
(principiul terţului exclus) 
(1 este element neutru pentru „ · ") 

Ca reguli de calcul boolean pot fi folosite atît relaţiile din definiţia algebrei 
booleene cît şi alte relaţii stabilite pe baza acestora. 

Exemple de calcul în algebra booleană. 

1. x+y+z 
= (x + y) + z 

= (x + yjZ 
= (Xyfz 

asociativitatea adunării 

formula lui De Morgan 

formula lui De Morgan 

= xyz. asociativitatea înmulţirii. 

2. abc + cdJc + abcc = ac(b + b) + ab ·O= ac·l +O= ac. 

1.2.2. Funcţii booleene 

în general, o f unctie este definită ca o lege care asociază fiecărui element 
al unei mulţimi (numită domeniu de definiţie) un singur element dintr-o altă 
mulţime (numită domeniu de valori) . în concordanţă cu mulţimile care alcă­
tuiesc domrniul de definiţie şi domeniul de valori, funcţiile pot fi, de exemplu, 
funcţii întregi de variabilă întreagă, funcţii raţionale de variabilă întreagă, 
funcţii reale de variabilă reală. În cele ce urmează, se vor considera funcţii 
la care atît domeniul de definiţie cît şi domeniul de valori sînt algebre booleene. 
Deoarece în practică algebra booleană cea mai răspîndită este algebra B 2 , 

funcţiile booleene care vor fi studiate vor fi definite astfel : 
Definiţie. Se numeşte funcţie booleană (sau funcţie binară) de n variabile, u 
funcţie definită pe produsul cartezian B2 X B 2 X .. . X B 2 cu valori în mulţi-
mea Bz. de nori 

Deoarece domeniul de definiţie este un produs cartezian, un element al dome­
niului de definiţie este un sistem ordonat alcătuit din n elemente din algebra B 2, 

adică din n elemente O sau I. Pentru fiecare combinaţie de n elemente O sau 1, 
funcţia îi asociază un element din algebra B 2 (adică O sau 1), numit valoarea 
funcţiei booleene pentru sistemul de n elemente considerat. O variabilă care 

ia valori în algebra B 2 se numeşte varia­

Fig. I.4 
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bilă booleană. Putem astfel considera că 
funcţiile booleene sînt funcţii de una sau 
mai multe variabile booleene. 

Exemplu. Putem defini o funcţie f: B, X B,-+ B, 
astfel : 

f(O, O)= O, f(O, 1) = O, f(l, O)= O, f(l, 1) = 1 

deoarece B, X B,= {(O, O), (O, 1), (I, O), (I, !)}. 
Această funcţie poate fi reprezentată prin diagrama 
din figura I.4. 

1.2.3. Reprezentarea funcţiilor booleene 

Cea mai simplă formă de reprezentare a unei funcţii booleene este tabelul 
său de valori. Domeniul de definiţie al unei funcţii booleene Bn are 2n ele­
mente astfel că tabelul va conţine cele 2n valori corespunzăt~artaie funcţiei. 

Exemple 

1. Tabelul de valori pentru funcţia din figura I.4 este 

00 01 10 11 

f o o 

Tabelul 1.2 

O altă formă a aceluiaşi tabel este următoarea : 

~I 
o 
1 

o 

o 
o 

Tabelul /.8 

o 

o 
I 

2. Pcntrn funcţia din figura 1.5 tabelul ele valori poate fi : 

OOO 001 010 Oli 100 

g o o o 

Tabelul 1.4 

sau 

~j 00 Ol 10 

o I o o 
1 o 1 

Tabelul 1.5 

101 

o 

11 

o 
1 

110 111 

3. Tabelul de valori poate fi alcătuit prin utilizarea unui cod ciclic pentru şirul de valori ale 
variabilelor : 

f o o o 
Tabelul 1.6 



Deoarece atît domeniul de definiţie al unei funcţii booleene, cît şi domeniul 
de valori sînt mulţimi finite, există un număr finit de funcţii booleene cu un 
domeniu de definiţie şi un domeniu de valori date. Astfel, mulţimea funcţiilor 
definite pe B~ cu valori în B 2 conţine 22• funcţii. Aceste funcţii pot fi nume­
rotate, asociind la fiecare funcţie un număr între O şi 22" - 1. O funcţie cores­
punde unui şir de 2" valori O sau 1 ; aceste valori formează un număr binar 
cu 2n cifre. Acest număr va fi denumit indexul funcţiei respective. 

In tabelul I. 7 sînt date toate funcţiile de o variabilă în număr de 22' = 4. 
Cele patru funcţii pot fi interpretate astfel : 

f0 este funcţia constantă O, 
f1 este funcţia id ntidi, 
f2 este funcţia comp lement, 
f3 este funcţia conslanlă l. 

X 

o 
1 

fo f 1 

o o 
o 1 

Tabelul 1.7 

f 3 f 3 

1 I 
o I 

în tabelul 1.8 sînt prezentate toate funcţiile de două variabile. Asupra celor 16 funcţii de 
două variabile se pol face mai rnul te observaţii. Astfel, funcţiile f. şif,, sînt funcţiile constante O 
ş i r sp !iv I. Punc1iile f, şi f• î n! funcţiile identice cu x, şi respectiv x,, iar f„ şi f, 0 sînt func· 
\l il e id nlicc cu om plcmcnlu l variabilei x, şi respectiv x,. Funcţiile /o ş i f,. nu depind de nici 
o variabilă, iar funrjiilc f,, f,. fio şi fio nu depind dec\t de una din variabile. Celelalte funcţii 
depind de ambele variabile . 

X1Xz I 00 Ol JO 11 

fo o o o o 
f 1 o o o 1 
f 2 o o 1 o 
f3 o o 1 1 
f4. o I o o 
fs o 1 o 1 
fo o 1 1 o 
f1 o 1 1 1 
fs 1 o o o 
f 9 1 o o 1 
f 10 1 o 1 o 
f 11 I o I 1 
f 12 1 1 o o 
f 13 

1 1 o 1 i 

f 14 1 1 I o 
f lG 1 1 1 1 

Tabelul I.8 

O altă formă de reprezentare a funcţiilor booleene utilizează expresiile 
booleene. O expresie booleană formată cu variabilele x1 , x2 , .„ x„ gene­
rează o funcţie booleană de n variabile booleene, care asociază fiecărui sistem 
de n elemente O sau 1 valoarea expresiei booleene pentru acest sistem de valori. 
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Se poate arăta că pentru orice 
funcţie booleană există o expresie boo­
leană care o generează. 

Exemple 

l. Funcţia f: Bi ---+ B, din figura J.4 poate fi 
generată de expresia x,x,. Aceasta se poate 
scrie : 

2. Funcţia g: m ---+ B, din figura 1.5 poate fi 
generată de expresia x,x, + x;x„ Deci 

Fig, I.G 

Să considerăm expresia (x, + x,)(x, + x,). Această expresie generează o func!ic Jl .... cărei 
tabel de valori este: 

X1X2X3 :i\~ X1 + X2 :Xs X2 + Xa (x , + i 2)(x„ + xa) 

OOO l 1 1 l l 
001 1 1 o o o 
010 o o 1 1 o 
011 o o o I o 
100 1 1 1 I I 
101 1 1 o o o 
110 o I 1 1 1 
111 o I o 1 l 

Tabelul 1.9 

Se observă că această funcţie coincide cu functia generată de expresia x,x, + x,x,. Rezultă 
deci, că aceeaşi funcţie poate fi generată de mai multe expresii booleene. 

Cele 16 funcţii de două variabile, prezentate în tabelul 1.8, pot fi generate de următoarele 
expresii: fo=O; f,=x,x,; f,=x,x,; f, = x,; f,=x,x,; f,=x,;f,=x 1x2 +x1.<c,; 
f, = x, + x,; f, = X1X2; f, = .i,X, + x,x,; f 10 =.X,; fu= x, + .i,; f„ =.X,; fu= .X, + x,; 

fu= .x, + .x,; '" = I. 
Funcţiile f,, f,, f„ fio, f,, şif" poartă denumirea de funcţii booleene degenerate de două va­
riabile, deoarece valoarea lor nu depinde de ambele variabile. Celelalte funcţii poartă de­
numiri variate, care sînt provenite din teoria mulţimilor sau din calculul propoziţional. 

Astfel, se întîlnesc următoarele denumiri : 
f, - intersecţie, conjuncţie, şi, produs ; 
f „ f, - intersecţie indirectă ; 
f. sumă disjunctivă, sau exclusiv, diferentă simetrică; 

f 7 sumă logică, reuniune, disjuncţie, sau inclusiv ; 

f, funcţia nici, funcţia lui Peirce; 
f, echivalentă; 

fu, f,. - implicaţie: 

fu excluziune, funcţia lui Sheffer. 
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Studierea funcţiilor booleene de două variabile are o importanţă deosebită, deoarece se 
demonstrează că functiile booleene de trei sau mai multe variabile pot fi des~!!:1pusc în funcţii 
booleene de două variabile. De exemplu, functia g(x11 x,, x.) = x,x, + x,x; poate fi des­
compusă astfel 

g(x,, x,, x.) = f,(f ,(x11 x,), f.(x,, x,)). 

Aşadar, orice funcţie booleană poate fi reprezentată cu ajutorul funcţiilor booleene de două 
variabile. 
Dacă se tine scama de faptul că orice expresie booleană este formată utilizînd cele trei operaţii 
( ·, + şi -) şi că aceste operaţii corespund funcţiilor f 1 , f, şi f ,„ rezultă că sînt suficiente 
aceste trei funcţii booleene de două variabile pentru a reprezenta orice funcţie booleană. 
în aceste condiţii, funcţia g scrisă mai înainte poate fi descompusă astfel: 

g(x„ · x,, x,) = f,(f,(x,, x,), f ,(f,,(x„ O), f u(Xs. Ol). 

Utilizînd formulele !ni De Morgan se poate scrie că: 

f,(x„ x,) = f12(fi(f„(x,, O), f„(x„ 0)), O) şi 

f,(x,, x,) = f„(f,(f"(x,, O), fdx,, O)), O), 

ceea ce permite să se afirme că orice functie booleană poate fi reprezentată cu ajutorul a 
numai două funcţii booleene de două variabile: fie f, şi f ,,, fief, şi f,,. Aceeaşi funcţie g 
considerată anterior, se poate scrie de exemf>lU : 

g(x,, x,, x") = f„(f,(f„(f,(x,, x,), 0), f„(f,(fu(x,, O), f„(x,, O)))), 0). 

O proprietat e remarca bilă o au însă funcţiile f. şif'"' Relaţiile: 

f ,(x,, x,) = f,(f,(x,, 0), f ,(x,, O)); 

f,(x„ x,) = f,(f,(x„ x,), O) ; 
f ,,(x,) = f,(x,, O) 

permit ca prin înlocuirea funcţiilor f„ f, şifu. cu expresiile indicate să se poată găsi pentru 
orice funcţie booleană o reprezentare care să utilizeze numai functia f, (funcţia lui Peirce). 
Astfel, funcţia g poate fi reprezentată sub forma: 

g(x„ x„ x,) = f ,(f,(f.(f ,(x,, O), f,(x,, Ol), f .(x,, x,)), O), 

deoarece g(x, x„ x,) = f,(f ,(x„ x,), f,(x,, x,)). 
Funcţia lui Peirce fiind o funcţie binară este notată uneori ca o operaţie binară, utilizîndu-se 
simbolul ! . Cu această notaţie putem reprezenta funcţia g astfel: 

g(x„ x,, x,) = (((x, ! O) ! (x, ! O)) ! (x 2 ! x,)) ! O. 

In mod analog se poate reprezenta orice funcţie booleană utilizînd numai funcţia lui Sheffcr 
(vezi ex. 8). 
Funcţiile lui Peirce şi Sheffer nu au numai o importanţă teoretică ci şi una practică, deoa­
rece circuitele electronice care realizează funcţiile lui Peirce şi Sheffer sînt mai simple decît 
cele care realizează operaţiile booleene + şi " 

1.2.4. Exerciţii 

1. Să se restrîngă următoarele expresii ; 
a) (x + xy)(x + yz); 

b) a(â + b) + b(b + c) + b; 
c) (a + b)(a + b)(a + ii)(â + b); 
d) xyz + xpz + xyz + xyz. 

2. Să se verifice următoarele identităţi : 

a) a+ab=a+b; 

b) (a + c)(b + c) =ac + bc; 

c) ab + bc +ca= (a + b)(b + c)(c + a). 

3. Fie expresiile: 

E, = (a + ab)(a + b) ; 

E, = ab +(a + b + c + d); 

E, = (a + b)(c + d); 

E,= a+ bc + abc(ad + b). 

Să se arate că : 

a) E,= a; b) E,= E,; c) E, = E, +Cd-; d) E,= a +b. 

4. Să se calculeze valorile expresiilor : 

a) (ab + c)(b + c) 

b) ab(ă:+C) + ab 

c) ab + c +ac 

pentru a= O, b = I şi c = I ; 

pentru a= I, b = 1 şi c = O; 

pentru a = O, b = O şi c = O. 

5. Să se verifice următoarele relaţii din algebra B, înlocuind nedeterminatele cu toate valorile 
posibile: · 

a) ab + ab + ab = a + b ; 

b) (a + b)(a + b) = a; 

c) ac + b + ac = a + b ; 

d) ab + bc + ac = ab + ac. 

6. Să se afle care dintre următoarele expresii booleene sînt egale. 

a) E, = ab + bc +ac; E, = abc + abc + ab; 

b) E, = abc- + abd + abc + abd; E, = bcd +aed+ bcd +aed; 
c) E, = xz + xy + xjj; E, = (x + jji(x + y + i). 

1. Să se arate că : 

a) xi + xz = y dacă xy + iy = z ; 
b) ad + b(c + d) = ad + ac +ac+ bcd dacă ad-+ bc-= o. 

8. Să se alcătuiască tabelul de valori al următoarelor funcţii: 

a) f(x„ x,) = x,x. + x,; 

b) g(x,, x,) = (x, + x,)(x, + x,x,); 

c) f(x, y, z) = xz + yi + iy; 
d) g(x, y, z) = x(y + i) + y(x + z). 

9. Se consideră functiile : : 

g,(a, b, c) = ab + bc + ca; 

g,(a, b, c) = (a + c)(b + ă); 
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g,(a, b, c) = ab + câ; 

g,(a, b, c) = (a -t b)(b + c)(c + ă); 
g ,(a, b, c) = ac + bă; 
g,(a, b, c) = (a + b)(c + a). 
Să se arate că: 

a) funcţiile g„ g 2 şi g, sînt egale, 
b) functiile g,, g., g, sînt egale. 

1.3. Forme canonice ale funcţiilor booleene 

1.3.1 . Forme normale ale funcţiilor booleene 

In paragraful anterior s-a arătat că o aceeaşi funcţie booleană poate fi 
reprezentată prin mai multe expresii booleene. Este de dorit să existe totuşi 
o formă standardizată de repre.zentare prin expre ii a unei funcţii booleene. 
Această formă de reprezentare trebuie să fi e unică , pent ru a permit e detei·­
minarea rapid ă a egalită ţii a două funcţii prin compararea ex presiil.or asociate. 
Definiţie. Se numeşte produs elementar u11 produs de vnriabile booleene sau com­
plemente ale acestora, fără ca. aceeaşi variabilă să apartl de mai 11111/te ori. 

Exemplu. abc, abc, xyz, x,X, sînt produse elementare iar (I + bc, X!J nu sînt produse elerrientare. 

Definiţie. Se numeşte formă normală disjunctivă a unei expresii booleene o sumil 
de produse elementare egală cu expresia dată. 

Exemplu . ab + bc +ac, xyz 4- xyz, X1X2 sînt expresii sub form ă norma l ă di sjunctivă . 

Vom spune că o funcţie bool~ană este scrisă sub forma normal ă disjunctivă 
dacă este reprezentată printr-o expresie sub forma normal ă disjunctivă . 

Forma normal ă disjunctivă a unei functii nu est,e unică, după cum se poate observa din exem­
plul următor 

f(x, y, z) = xy + yz + xz = xy + iz= xy + xyz + xZ. 
P'utern astfel obtine aricite forme normal e clisjunclive ulllizînd idernpotenta şi absorbtia. 
Observatle. Conditia ca într-un produs elementar să nu se repete variab ilele are o jus liLlcar 
simp l ă . Dacă aceeaşi variabilă apare de mai multe ori, alunei aceasta poate fi redusă la o si 11gură 
aparit'le pri n idempolen t ă . Dacă aceeaşi varlab'ilă apare împreună cu complementul ău alunei 
produsul respectiv este egal cu O, astfel că poate ff elimi na t din sumă . 

In mod analog se definesc suma _elementară şi forma normală conjunctivă 
a unei funcţii. · 

Definiţie. Se numeşte sumă elementară o sumă de variabile booleene sau comple­
mente ale acestora, fără ca aceeaşi variabilă să apară de mai multe ori. 

De exemplu, iî + ii + c, a + b + c, X + y + z, ,;,: + X. sînt sume elementare iar a + bc, ,ţ + y 
nu sînt. 

Definiţie. Se numeşte formă normală conjunctivă a unei expresii booleene un 
produs de sume elementare egal cu expresia dată . 

De exemplu (a + b)(b + c)(a + c), (x + y + z)(x + y + z), x, + i. sînt expresii sub form a 
normală conjunctivă. 
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Nici Jorma normală conjunctivă a unei expresii nu este unică, după cum rezultă din exem­
plul urmator : 

(x + y)(y + z)(x + z) = (x + y)(x + z) = (x + y)(x + y + z)(x + z). 

Oric~e e.xpresi~ ~oo!ea nă (deci Ji orice funcţie) poate fi adusă la o formă 
normala d1sjunct1va ş1 la o forma normală conjunctivă . 

Pentru~ a aduce o expresie booleană la o formă normală disjunctivă se folo­
seşte urmatorul procedeu : 

- .~acă în .~drul expresiei opei·aţia de complementare este aplicată unor 
expres1!, se aplica formulele lui De Morgan, pînă cînd în cadrul expresiei date 
nu mai apar decît complementele variabilelor ; 

- se di.str.ib~i e operatia „ · ' în raport cu „ +" ori de cîte ori este cazul; 
se elimrna produsele care se anulează sau se repetă si variabilele care 

apar de două ori în acelaşi produs. ' 

Exemplu. Expresia E = xy ·(xz + x + z) + xyz-poate fi transformată astfel: 

E = (x + y)(xz + .rz) + xyÎ (s- au aplicat formulele lui De Morgan) 

= xxz + xxz + xyz + xyz + xyz (s-a aplicat distributivitatea operatiei . faţă de +) 

= xz + xyî + xyz (s·au eliminat primul şi ultimul produs). 
S-a ~bti.n.u l pe~tru E !' formă normală disjunctivă . 
D~ca uh~1zăm ş1 yropnetatea de absorbţie, pu tem elimina ş i ultimul produs obtinînd pentru 

expresia da ta o alta formă normală: ' 

E = xz + xyz. 

Pent ru a adu e o ~xpresi~ booleeană }a o formă normală conjunctivă se 
folo~e. t~ u~ proced~u s1milar, m care, dupa aplicarea formulelor lui De Morgan 
se d1strib~u1e operaţia „+" în raport cu „ · " şi se elimin ă sumele care au valoare~ 
cons!anta I au se repetă , pr cum 'l i variabilele care apar de două ori în aceeasi 
suma. · 

Exemplu. Aceeaşi expresie E poate fi adusă Ia o formă normală conjunctivă astfel: 

E = xy(xz + x + Î) + xyz = (x + y)(xz + xz) + xyz = 

= (x + y)(x + z)(x + i) + xjji = 
= (x + y + x)(i + ii + y)(x + y + .i)(x + z + x)(x + z + Y> = 

= (x + z + z)(i + i + x)(x + z + y)(x + z + z) = 

= (x + y)(x + y + i)(x + z)(x + y + z)(x + z). 

Expresia se poate simplifica prin absorbtie astfel că 

E = (x + y)(x + z)(x + Î). 

1.3.2. Forme canonice ale funcfÎilor booleene 

Definiţie. Se numeşte mintermen în raport cu variabilele booleene x x x 
Ul}- produs elementar ln care apar, fie simple, fie complementate,

11 to~te' ~~rid~ 
bilele X 1, x2, ••• , Xn . 

' . . 
Textele prevăzute cu o bară laterală sînt destinate numai profilului de matematică. 
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Un mi~termen are deci n factori. Aceşti factori se scriu în ordinea natu-
rală a variabilelor care îi alcătuiesc. De exemplu, · 

X1X2 f~, abc, i'!Jz, ab, X1X2X3X.,Xr,. 

F. - · · ilermen i se poa l aso ia un număr binnr astfel : 
V

1 _a rbt~ ll ni 
111

• nlJ' lementate s înlocui esc u cifra .o. iar vari abilele necom-
ari a I e e CO , ' · tu u b" ('. 

I t t cu cifra I. Şirul ele cifre ob\inut reprezm a un numar mar 1_n 
Pb eme;) ac:re este asocia t mintermenulu i re pect iv. De exemplu, m!nterm 111· aza , . _ 

1 lor se ri .i anteri or li s asor.rnza numere : . . „ 
(11 0)

2
, (1 00) ~ (OOO, 11 )~ , (l li I J)z, care reprezinta în baza 'l.CCe nume-

rele G, 4, O, 3, 31. _ . · d"f ·t· 
Con iderînd n variabil booleene, numarul de m~ntermern 1 ri 1. are 

se pot construi cu aceste variabile este egal cu numarul ele numere binare 
cu n cifre. Acest număr este 2". 

Mintermenii joacă un rol important în cadrul formelor ele reprezentare 
a funcţiilor booleene, datorită următoarei pr?priet ăJi : . . 

Un mintermen are valoarea 1 pentru un singur Şif ele valon ale varia­
bilelor booleene care îl alcătuiesc. 

într-adevăr, deoarece un produs boolean are valoarea 1 dacă şi numai 
dacă toţi factorii săi au valoarea l, iar factori} unui mintermen sînt var~a­
bile booleene simple sau complementate, alegmd valoarea O pentru vana­
bilele care apar complementate în cadrul mintermenului şi valoarea I pentru 
celelalte variabile, se obţine combinaţia de valori căutat ă . 

Se defineşte în mod analog noţiunea de rnaxtermen. 

Definiţie. Se numeşte maxtermen în raport cu _variabilele booleene xh X 2, : . '.' x„ 
o sumă elementară în care apar, fie simple, fi e comple111e11tate, toate varzabrlele 
X1, • • „ X„. ~ 

Un maxtermen are deci n termeni, care se scriu în ordinea naturala a 
varia bilelor care îi alcătuiesc . De exemplu 

X1 + i· 2 + X3 , i: + 'fj + Z, CÎ + h + C, X -1-- !f, Xi + X 2 --1- X3 + X4 + X;,. 

Pentru un maxtermen se pot face aceleaşi observaţii ca pentru mii;ter­
meni. Asocierea unui număr binar pentru fiecare maxtermen se face mlo­
cuind variabilele complementate c~ cifra I, iar variabilele ne~o~plementate 
cu cifra O. Numărul de maxtermem care se pot forma cu n vanab!le booleene 
este, de asemenea, 2". 

Maxtermenii au o proprietate similară cu aceea a mintermenilor, şi anume: 
Un maxtermen are valoarea O pentru o singură combinaţie de valori ale 

variabilelor booleene, care îl alcătuiesc (O pentru variabilele simple şi I pen­
tru variabilele complementate). 

Mintermenii permit alcătuirea unor forme normale particulare, deosebit 
de importante. 

Definiţie. Se numeşte formă canonică disjunctivă a unei expresii booleene cu n 
variabile o formă normală disjunctivă echivalentă cu această expresie, alcătuită 
numai din mintermeni cu n variabile. 

Forma canonică disjunctivă a unei expresii se mai numeşte şi formă 

normală disjunctivă perfectă. 

Exemple. abc + âbc + âbc, xyz + xyz + xyz, x,x,x,x, + x,x,x,x. + x,x,x,x, sînt forme 
canonice disjunctive. 

Jn aceste exemple, primele 2 expresii au cite 3 variabile, iar ultima expresie arc 4 va­
riabile. 

Propoziţie. Forma canonică disjunctivă a unei funcţii booleene este unică, dacă 
facem abstracţie de ordlnea mintermenilor. 

Demonstra/ie. Să presupunem că pentru o funcţie booleană există două 
forme canonice disjunctive distincte. -

Deci exi l ă un mintermen care face parte din t r-una din formele cahonic 
(să spunem din prima formă) şi nu fa ce part e din cealal tă. Eî- on ideră:n 
combinaţia de valori ale vari abilelor pentru care mintermenul respecti v 
ar valoarea I i să analizăm valorile celor două expre ii corespunzătoa re 
acestei combina ţii. Deoarece pentru această combina ţi e ele valori ale vari a­
bilelor mintermem.il din µrima expresie arc valoarea I, indiierent el va lori~ e 
celorlalţi mintermeni , prima expresie are valoarea I. Pentru a c.loua ex presie 
se obţine însă valoarea O, deoarece toţi mintermenii acestei expresii nu pot 
avea decît valoarea O (conform proprietăţii mintermenilor prezentată an­
terior) . Hezultă, deci, că ace te două expresii nu sînt echivalente, adică pre­
supunerea făcut ă esle fal să. 

Cele două forme canonice conţin aceeaşi rninterrneni, ceea ce \ncheie 
demonstra ţi a. 

Forma canonică disjunctivă poate fi deci considerat ă ca o rep1 2zentare 
standard a funcţiilor booleene. 

Totuşi, exi tă o singură funcţie booleană care nu poate fi rep rezentată 
sub forma canonică disjunctivă şi anume funcţia constantă O. Aceasta este 
o consecinţă a faptului că fiecărui mintermen dintr-o formă canonică dis­

_ junctivă îi cprespunde o combinalie de va lori ale variabilelor pentru care 
funcţia respect i v ă i.a valoar a I, astfel. că o funcţie reprezentat ă sub forma 
canonică di ju.nct iviî ia el pu (in o dală va loarea I. 

Forma canonică disjunctivă a unei funcţii booleene poate fi obţinută 
atît pe baza ta belei de valori a funcţiei, cît şi pe baza unei forme normale 
disjunct iv a ace teia. 

Tabela ele valori a unei funcţii booleene permite ob tinerea formei cano­
nice di sjunctive a funcţiei astfel : 

Pentru fiecare combinaţie de va lori ale ari abilelor booleene pentru care 
funcţi a are valoarea J e consider ă mintennenul corespunzător (adi că acel 
mintermen car · ia valoarea l numai pent ru acea t ă ·ombinatie). Suma 
tuturor ace ·tor 111intern1eni con til uie forma canonică di junct i vă a funcţi ei. 
Reamintim că minterrnenul cor · punzălor unei corn bina Iii ele valori ale va­
ria bilelor e le produsul variabilelor ca re iau valoarea I şi a complementelor 
vari abilelor care iau valoarea O. 

Fie, de exemplu, funcţia definită de următoarea tabelă de valori 

a o o o o I l I 1 
b o o 1 l o o I 1 
c o l o 1 o I o I 

f I I o o o 1 o I I 

Tabelul I.JO 

Funcţia ia de 4 ori valoarea I, pentru următoarele combinatii de valori ale variabi­
lelor a, b, c: (O, O, O), (I, O, 0), (\, I, O), (!, I, I). 
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Acestor combinaţii de valori le corespund următorii mintermenl : ăjjC, abC, abC, abc. 
Forma canonică disjunctivă a acestei funcţii este deci : 

f (a, b, c)-= abc + ab; + abc + abc. 

O formă normală disjunctivă a unei funcţii poate fi transformată într-o 
formă canonică disjunctivă astfel : 

Fiecare termen al formei normale disjunctive care nu este mintermen, 
adică fiecare termen care nu contine toate variabilele, se înmulţeşte cu ex­
presii de forma (x + x), pentru fiecare variabilă x absentă din acel termen. 
Ţînînd cont de distributivitatea înmulţirii booleene faţă de adunarea bool.eană 
se desfac parantezele şi se elimină termenii dubli (tinînd seama de idem­
potenta adunării booleene). Se poate observa uşor că expresia obţinută nu 
conţine decît mintermeni şi este echivalentă cu expresia iniţial ă. Rezultă 
deci că s-a obţinut forma canonică a funcţiei respective. 

Exemplu. Fie forma normală disjunctivă : 

f(a, b, c) = bc-+ ac + ab. 

Aceasta se transformă astfel : 

bc + ac + ab = bc(a + â) + aC{b + b) + ab(c + c) = 

= abc + abc + abc + abc + abc + abc= 

= abc + abc + abc + abc. 

In mod analog, utilizmd noţiunea de maxtermen, se defineşte fo~ma 
canonică conjunctivă a unei E.Xpresii booleene. Forma canonică conjunctivă 
permite de asemenea o reprezentare standard a f unc(iilor booleene deoarece 
şi această formă are proprietatea de unicitate. Singura functie care nu poate 
fj reprezentată sub formă canonică conjunctivă este funcţia constantă I. 

De asemenea, forma canonică conjunctivă se poate obţine pe baza fie 
a tabelei de valori a f unctiei, fie a unei forme normale conjunctive a acesteia. 

1.3.3. Exerciţii 

1. Să se găsească o formă normală disjunctivă a următoarelor expresii: 

a) (x + xy)(x + y) ; 

b) {X,X.)(Xi+°X,)(x. + x.); 

c) (a + b)(c + d) ; 

d) (a + b) c + abc(ad + b). 

2. Să se găsească o formă normală conjunctivă a expresiilor de la exerciţiul I. 

3. Să se indice care dintre următoarele forme normale sînt şi canonice. 

a) f(x, y, z) = xy + yz; 

b) f(a, b, c) = abc + abc + abc + abc; 

c) f(xi. x„ x„ x.) = Xix,x.x. + x, X,x,x. + x,x,x,x,; 

d) g(x, y) = X+ y ; 

22 

e) g(x, y) = xy·; 

f) f(a, b) = (a + b)(a + b) ; 

g) g(x, y, z) = (x + y + z)(y + z)(x + y + z) ; 

h) f(x,, x,, x„ x,) = (x, + x, + x, + x,x,)(X, + x, + x, + x,). 

4 Să se afle forma canonică disjunctivă a următoarelor expresii: 

a) ab + bc; 

b) xYi + yz; 

c) i,x. + x,x,. 
5. Să se găsească forma canonică conjunctivă a expresiilor de la exerciţiul 4. 

6. Fie funcţia f(a, b, c, d) definită de tabelul I.I I. 
a) Să se scrie forma canonică disjunctivă a acestei funcţii. 
b) Să se crie forma canonică conjunctivă a funcţiei f. 
c) Să se verifice prin calcul boo.lcan că expresiile ob \lnute la punctele a) şi b) sînt echi­

valente. 

a b c d I f(a. b. 
c, d) 

o o o o 1 
o o o I o 
o o I o I 
o o I I o 
o I o o o 
o 1 o 1 1 
o I 1 o 1 
o 1 1 1 o 
1 o o o o 
1 o o 1 I 
1 o 1 o o 
1 o I 1 I 
1 1 o o 1 
I 1 o I 1 
I I 1 o o 
1 1 1 1 o 

Tabellll I. 11 

1.4. Simplificarea funcţiilor booleene 

1.4.1. Simplificarea prin calcul boolean 

b problemă importantă legată de reprezentarea funcţiilot booleene o con­
stituie găsirea unei forme cit mai simple pentru expresiile acestora. 

Simplificarea prin calcul boolean este asemănătoare cu simplificarea ex­
presiilor algebrice obişnuite. Trebuie însă să se ţină cont de regulile specifice 
ale calculului boolean. 
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în acest sens sînt deosebit de utile regulile ele idempotentă (a + a = a şi 
aa = a), de a!_Jsorbtie (a+ ab = a, a('a + b) = a) .şi de combinare (ab + ab = a, 
(a + b)(a + b) = a). 

Aceste reguli pot fi folosite atît ca reguli de simplificare, cît şi ca artificii 
de calcul pent ru introducerea unor noi termeni necesari pentru combinaţiile 
ulterioare. 

Exemple 

1. abcd + abc + abc + abd + âbcd + cibd = 

= abc + abc + abd + ă'bd = (prin absorbţie) 

= ab + bd (prin combinare). 

2. ab + abc + abC = 
= ab + abc + abc + abC = (prin absorbţie) (artificiu de calcul) 

= ab + abc + abc + abc + abc = (prin idempotenţă) (artificiu de calcul) 

= ab + (a + a)bc + ac(b + ii) = 
= ab + bc + ac (prin combinare). 

Totuşi calculul boolean direct nu asigură obţinerea celei mai simple expresii. 
Aflarea celei mai simple expresii trebuie să ţină seama de toate combinaţiile 
posibile, efectuînd o căutare metodică. Trebuie stabilit, însă, ce se înţelege 
prin expresie mai simplă. 

O expresie va fi considerată mai simplă decît alta dacă numărul de apariţii 
ale variabilelor din prima expresie este mai mic decît numărul corespunzător 
din cealaltă. 

Astfel expresia ab + ăc (în care variabilele apar de patru ori) va fi consi­
derată mai simplă decît a + b + ăbc în care variabilele apar de cinci ori. 

De obicei se caută cea mai simplă expresie în formă normală di sjunctivă, 
echivalentă cu expresia dată. 
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1.4.2. Simplificarea prin diagrame 

Utilizarea diagramelor pentru implificarea funcţiilor booleene este' o 
metodă utilizată de obicei pentru funcţiile reprezentate prin tabele. 

Diagramele Euler- li enn sînt cunoscute din teoria mul ţi mii or. S-a arătat 
însă că < .P(M), n, U > este o algebră booleană, astfel că aceste diagrame 
pot fi utili zate ş i la reprezentarea geometrkă a relaţiilor din algebra booleană 
B2• într-o diagramă E ul er-Venn fiecare variabilă a expresiei booleene se 
reprezintă printr-o mulţime, de obicei un cerc. Interiorul mulţimii cores­
punde variabilei respective, iar exteriorul mulţimii (aeci complementara 
multimii) corespunde complemeatului variabilei. Un termen al unei expresii 
booleene ··corespunde intersecti_~i · mulţimilor corespunzătoare variabilelor 
care îl compun. In caz.1J,I unei variabile care apare -sub formă de complement 
se consideră desigur intersecţia cu exteriorul mulţimii corespunzătoare. 

Intreaga expresie va corespunde astfel reuniunii mulţimilor corespun­
zătoare fiecărui termen. 

în figurile I.6, I.7 şi I.8 sînt prezentate cîteva exemple de diagrame 
Euler-Venn, corespunzînd termenilor a, ab şi, respectiv, abc. Se poate ob­
serva că unui mintermen îi core punde o zonă care nu mai este divizată în 
alte zone. Tn figura I.9 au fost înscrişi mintermenii corespunzători fiecărei 
zone elementare. Considerînd expresia 

abc + abc + abc + abc, 

Fig. I.6 Fi g. I.7 Fig. I.8 

Fig. UJ Fig. I.10 

se observă că cei patru mintermeni corespund celor patru zone m4, m5 , m6 

şi m7• Reuniunea acestor patru zone (fig. I.10) formează mulţimea corespun­
zătoare variahi lei a, deci 

abc + abc + abc + abc = a. 

Utilizarea diagramelor Euler-Venn devine dificilă dacă expresiile conţin 
mai mult de trei variabile. 

Diagramele Veitch-Karnaugh reprezintă rearanjarea diagramelor Euler-
Venn sub formă de tablou. Tn cazul diagramelor Veitch-Karnaugh mulţimile 
corespunzătoare variabilelor booleene sînt reprezentate de dreptunghiuri. 
In figura I.11 este prezentată diagrama Veitcb -K.arnaugh pentru patru 
variabile. Se observă că fiecare căsuţă a diagramei corespunde unui min­
termen. In figura I.12 sînt prezentate diagramele Veitch-K.arnaugh cores_ 
punzătoare termenilor a, d, bc, bc, bcd, abd .Se observă că mulţimile cores­
punzătoare unor termeni sînt reprezentate prin unul sau mai multe pătrate . 

O proprietate importantă a diagramelor Veitch-Karnaugh este că min­
termenii care nu diferă decît printr-un factor sînt reprezentaţi pe diagramă 
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prin pătrate alăturate. Pentru aceasta trebuie însă să se considere că latu­
rile opuse ale diagramei sînt confundate (sau suprapuse) . .Reciproca acestei 
proprietăţi este de asemenea adevărată . Există însă o proprietate mai .ge· 
nerală deoarece şi termenii care nu dlferă decît prin co.mplementuJ unei 
variabile (abc şi a'hc, bd şi bd) e reprezintă pe diagramă prin dreptunghiuri 
adiacente. Orice dreptunghi, în afara celor cu latura de trei unită ţi cores­
punde unui termen. Reciproca acestei proprietăţi nu reprezintă altceva 
decît faptul că doi termeni care corespund la două dreptunghiuri al ă turate 
egaJe pot fi reduşi la un ingur termen, care core punde dreptunghiului 
format prin alăturarea ce.lor două dreptunghiuri. Acea tă proprietate tă 
la baza metodei de simplificare a f unctiilor booleene cu ajuloruJ diagramelor 
Vei tch-Karnaugh. 

Să con iderăm ca exemplu funcţia definită prin tabelul I.12, a cărei 
formă canonică disjunctivă este 

f(a, b, c, d) = ii.bcd + ii.bcd + abcd + abcd + abcd + abcd + abcd. 

a b c d I f(a. b, 
c, d) 

o o o o o 
o o o 1 o 
o o 1 o o 
o o 1 1 o 
o 1 o o o 
o 1 o I I 
o I I o o 
o l 1 I 1 
I o o o o 
1 o o I o 
I o 1 o 1 
I o 1 I 1 
1 1 o o o 
1 1 o 1 I 
I I 1 o 1 
I I I I 1 

Tabelul 1.12 Fig. I.13 

In figura I.13 este pi·ezrntată diagrama Veitch-Karnaugh corespunză-
toare acestei funcţii. . . 

Simplificarea funcţit:i corespunde cu acoperirea muJţimii corespun.zătoare. 
expresiei respective cu un mtmăr minim <le dreptunghiuri cit mai mari. 
Tn figura r.14 sînt prezentate trei posibilităţi de acope~ire corespunzătoare 
expresiilor ac + bd, · ac + bcd + ăbcd, bed + ăbd + abc + aed + abcd. Se 
observă că prima expresie, care corespunde acoperirii cu două I?ătrate mai 

·mari ,' este.cea mai simplă. · · . - · : · · · 
' Diagrama Veikh-Karhaugh poate fi considerată şi ca· un tabel de valori 

cu două dimensiuni al unei funcţii. Pentru aceasta, diagrama se rescrie.ca în 
· figura 1.15. ,Valori!e· functiei'se vo.r trece. în = c.ăsutele diagramei, considerînd 

· valorile variabilelor funcţiei drept ,coordonate" pentru stabil irea poziţiei 
în tabel. Funcţia din exemplul anterior va avea diagrama prezentată în 
figura I.16. Se observă că această diagramă este asemănătoare cu diagrama 

27 



ob 
cd 00 Ol 11 JO 

00 

07 

li 

10 

Fig. I.15 

ob 
·d 00 Ol 11 10 

00 o o o o 

01 o J I o 

17 o 7 I 1 

b 
10 o o 7 7 

Fig. I.14 Fig. I.16 

clasică. Avantajul acestei forme a diagramelor Veitch-Karnaugh este că deşi 
reprezintă un tabel de valori, poate servi în acelaşi timp la simplificarea 
funcţiei 

Diagramele Veitch-K.arnaugh se utilizează de obicei pentru functiile 
booleene cu maximum cinc.i variabile (foarte rar pentru şase variabile). 

Diagramele Veitch-Karnaugh pentru o funcţîe cu cinci variabile arată 
ca în figura 1. I 7. 
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Pentru a putea efectua simplificări pe această diagramă -se consideră 
că pătratele simetric f a\ă de axa <le simetrie a diagramei sînt adiacente. 

în figura I.17 functia reprel.entată este: 

f(a, b, c, d, e) = bc + aed + iibc(d + e). 

ob 
cd 00 07 71 70 70 71 07 00 

00 7 o o o o o o 7 

07 o o I 1 7 7 o I 

l7 o 1 7 o o 7 l o 

lO o 7 7 o o 7 7 o 

Fig, I.17 

1.4.3. Exerciţii 

1. Să se simplifice prin calcul boolean expresiile 

a) (ab + b)(a + /I); b) x,(x, + x,) + x,x,(x, + x,) ; 

C) X + Z + y(X + z) + (x -f- ZJ(x + y + ZJ; d) a+ b + abc. 

2. Să se simplifice prin calcul boolean complementara expresiilor; 

a) Ct + b +Cd; b) x!i -f- Z; c) X1X2+ Xs+ X4; 

el) a + b(c + d); c) xi(x,x, +X:) + x,(x ,.V. + x.). 

3. Să se găsească prin calcul boolean o formă mai simplă pentru expresiile următoarelor 
funcţii : 

a) f(x, y, z) = iyz + xyz + xyz; 
b) g(a, b, c) = (a+ b + C}(a + b + c)(a- + b +Ci; 
c) h(xi, x, , x,) = x,x, + X1X, + x,x„ 

4. Să se găsească prin calcul boolean o formă normală disjunctivă mai simplă pentru func\iile; 
a) f(x, y, z) = xyz + xyz + xy + ii; 
b) g(x1. x,, x,) = (x,x, + x,x.)(x,x, + x,x,); 
c) f(a, b, c) = (a + b)(a + b)(a + b). 

5. Folosind artificii de calcul boolean, să se simplifice expresiile: 
a) ac + bc + ab ; 
b) abcd + abCd + abcd- + abcd; 
c) xy + xyz + y(x + z) + yz. 

6. Funcţia majoritară M(x, y, 2) se defineşte ca fiind functia booleană care are valoarea 1 
dacă cel putin două dintre argumentele sale sînl egale cu 1. 
a} Să se alcă tuiască tabelul de valori al acestei funcţii. 
u) Să se aile forma canonică disjunctivă şi forma canonică conjunctivă a acestei fu nc\ ii. 
c) Să i se determine prin calcul boolean cca mai simplă formă normal ă d isjunctivă. 
d) Să se arate că M[a, b, M(c, d, e)] = M[M(a , b,· c), d, M(a, b, e)]. 
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7. Pentru functiile din urmă·torul tabel să se afle: 
a) forma canonică disjunctivă; 
b) forma canonică conjunctivă; 
c) cea mai simplă formă normală <lisju.nctivă. 

X1 X2 X3 
J 

f1 f2 {3 

o o o 1 1 o 
o o 1 o 1 1 . 
o 1 o o o o 
o 1 1 1 1 o 
1 o o 1 o 1 
1 o 1 1 1 o 
1 1 o o 1 1 
1 1 1 1 1 o 

Tabelul 1.13 

8. ~ă s.e indice pentru fiecare din funcţiile ale căror diagrame Euler-Venn sînt reprezentate 
in figura I.18 forma canonică disjunctivă şi să se simplifice. · 

(] c 
Fig. l.l!l 

9. Să se ~lcătuiască_. ~iagram.el~ Eul~r-V~~n pentru următoarele funcţii de trei variabile 
date prin dezvoltanle lor şt sa se s1mphfn::e: 

a) m, U m, U m. U ~2,; b) m, U m, U m, U m,; 

c) m. U m,; d) m, U m, U m, U m, U m, U m,, 

unde m., mi. .. „ m, corespund notaţiilor din figura I.9. 

10. Să se construiască diagramele Veitch-Karnaugh pentru următoarele funcţii booleene: 
a) f(a, b, c) = a + bc + ac + abc; 

b) f(x,, x„ x„ x,) = x,x,x 3 + x,x, + x,x,x,; 

c) f(x, y, z) = x + y + xy + yz + xz + xyz; 

d) g(X, y, Z, W) = :cy + XZ + !JZ + Xy; 

e) f(a, b, .c, d) = qbcd + ;b-cd + abccT + ă6cd + ~bcd + ab~d + abcd; 
. . . . ·. ' ·: .. 
f) g(x,, x,, x„: x~) = (x, + i;)x, + (x, + x,)x, „ 

11. Aflaţi funcţiile reprezentate prin diagramele Veitch-Karnaugh din figura:il.19. 
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12. Folosind diagrama Veitch-Karnaugh, să se simplifice următoarele funcţii: 

a) f(a, b, c, d) = ab + ăcd + c + bCct; 

b) f(x, y, z) = (x + y + i)(x + y)(y + z) ; 

c) g(x, y, z, w) = iyz + xyw + xyzw + xzw + yz'w + iy-zw; 
d) h(x,, x„ x„ x,) = x,x,x, + x,x,x, + x,x,x,x,; 

e) f (a, b, c, d) = aed + abcd + abc + abd + bcd. 

1.5. Realizmea fizică a funcţiilor booleene 

1.5.1. Circuite cu contacte 

O primă aplicaţie a teoriei funcţiilor booleene este repre.zentată de studiul 
circuitelor dipolare cu contacte. Aceste circuite sînt formate prin legarea 
în serie sau în paralel a unor contacte care sînt de două tipuri : contacte 
normal deschise si contacte normal închise. 

Fiecare contact poate fi pus în corespondenţă cu o variabilă booleană. 
Contactele normal închise sînt puse în corespondenţă cu complementele 
variabilelor booleene. Un contact se poate afla în două stări : starea de 
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Fig. l.20 

repaus sau normală şi starea de lucru. Acest~ stări corespu!1d, respectiv, 
valorilor O si 1 ale variabilelor booleene asociate contactulm. Un contact 
normal desc'his permite trecerea curentului numai în starea de lucru. Un 
contact normal închis permite, însă, trecerea curentului nu_:n~i în st~re~ ~e 
repaus. Un circuit <li polar cu contacte nu s.e poate afla <le~1t 1:!1. doua ~tan : 
permite trecerea curentului sau nu o permite. Aceste doua stan vor h aso­
ciate cu valorile booleene I şi respectiv O. 

ConsiderîncJ. cele două circuite impie din figura 1.20 se poate observa 
că ace tea pot fi a ·oniate celor două funcţii de o variabilă f<.'(1) = X1 şi g(x1) = 
= x1• Inlr·adev~ir dacă contactul normal deschis e af!_ă în tarea d~ repau~ 
(x 1 = O), atunci circuitul nu permite trecerea curenhLim (f(O) = O). 1~ d.aca 
contactul normal de chi se arm în tarea <le lucru (x1 = J) aiunct c1rcU1tul 
permite Lrecerea cu renlului O'(I) --' I). D a menea, dacă onladul normal 
închi se află în starea de repaus (x,l = O) atunci circuitul permite trecerea 
cmentului (g(O) = I), iar dadi contactul respectiv se afl ă în t~rea de lucru 
(x1 = I , atunci circuitul nu va permite trecerea curenlulu1 (g(l) = O). 

poale ob.erva că eh ă un cir uit est obţinut prin legarea în serie a 
·1ltor două cir ·uite 111ai simpl , acesluia i (.1' poat a oei a funcţie care co-
respumle prodl suJui boa! an al func\:ji!or asociat celor două ·ircuit . 

în mod analog fun jia aso iată unui circuit format prin legarea în paralel 
a altor două circLLite este ·uma booleană a f unctiilor asociate celor două 
circui le legat în paralel. 

Rezultă, deci, Că oricărui circuit dipolari se poate asocia o funcţie boo­
leană care să repre.zinte funcţionarea circuitului. Trebuie remarcat că, în­
tr-un circuit dipolar cu contacte, mai multe contacte pot corespunde aceleiaşi 
variabile sau complementului acesteia. 

De exemplu, circuitului din figura 1.21 îi corespunde functia f(x, y) = x_ + x!j, iar 
celui din figura 1.22 i se asociază funcţia f(x,, x„ x,, x.) = (x, + x,)(x,x, + (x, + x,)x,) 

o 

Fig. 1.2 l 

Fig. I.22 

Reciproc, orice funcţie booleană poate fi realizată printr-un circuit 
dipolar cu contacte, adică se poate alcătui un circuit di.Polar cu contacte a 
cărni funcţionare să fie reprezentată de funcţia dată. 

Realizarea funcţiilor booleene prin circuite dipolare cu contacte reprezintă 
o modalitate de utilizare practică a teoriei funcţiilor booleene. 

Este cunoscut că funcţionarea celor mai multe circuite de automatizare, 
precum şi funcţionarea alculatoarelor electronice se bazează pe utilizarea 
numerelor binare, care pot fj reprezentate cu numai două cifre, O şi 1. Func­
ţiile care reprezintă comportarea în funcţionare a circuitelor re pective sînt 
functii booleene. Ace te circuite pot fi deci construite, reaîizînd fizic funcţiile 
booleene corespunzătoare. 

Simplificarea unei fµnoţii booleene reprezintă în acest caz realizarea 
aceleiaşi [uncf,ii printr-un număr cît mai mic de contacte. 

Jn practică, circuitele u contacte sînt folosite de obicei sub formă de 
circuite cu relee şi contacte. Releele sînt necesare în cadrul acestor circuite 
pentru a acţiona contactele. On releu va acţiona toate contactele corespun­
zătoare unei variabile, astfel că valorile variabilei pot fi asociate cu cele două 
stări, de conducere a curentului sau nu, corespunzătoare circuitului de co­
mandă a releului. Se dă astfel posibilitatea de a se reprezenta în mod omogen 
valorile I şi O prin starea de conducere sau nu a curentului prin diferite 
circuite. Circuitele cu relee şi contacte au fost înlocuite treptat prin circuite 
logice alcătuite din tuburi electronice, apoi prin circuite alcătuite din tran­
zistoare, iar în ultimul timp prin circuite integrate. 

1.5.2. Circuite logice simple 

Circuitele logice sînt realizate sub forma unor circuite multipolare (cu mai 
multe borne). Un circuit logic are una sau mai multe borne de intrare şi una 
sau mai multe borne de ieşire. La bornele de intrare se aplică semnale (în ge­
neral impulsuri de tensiune electrică), care reprezintă variabile booleene şi pot 
lua două valori (de exemplu, o tensiune de 4 V poate reprezenta valoarea lo­
gică „l '', iar o ten iune de O V valoarea logică „O"). La bornele de ieşire apar 
semnale, care corespund valorilor unor funcţii booleene de variabilele de la 
intrare. Aceste circuite logice se vor numi combinaţionale. Există posibilitatea 
ca f unctiile booleene să nu depindă numai âe valorile actuale ale variabilelor 
de la intrare ci şi de vaJorîle precedente ale acestor variabile. In acest caz cir­
cuitele logi'ce se vor numi secventiale sau „cu memorie". 

Jn manualul de faţă nu vom studia decît circuitele Joaice combinaţionale. 
In cazul general, un circuit combinaţional are n borne de intrare, corespun­

zătoare unor variabile booleene xLt x2, ••• , x11 şi m borne de ieşire, corespun­
zătoare unor funcţii y1(x1 , ••• , X11) • ••• , y111 (x1, ••• , Xn)· Un astfel de circuit se 
reprezintă ca în figura I.23, fără a se descrie structura sa internă . .._.. 

Fig. l.23 
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Fig. l.24 

O proprietate importantă a circuitelor logice este că acestea pot fi combi­
nate pentru a forma circuite logice mai complexe. AstfeJ, bornele de ieşire ale 
unor circuite pot fi cuplate la bornele de intrare al altor ircuile. Această 
proprietate permite ca un circttit logic mai comple · ă poaUi fi r ali.zat din 
circuite logice mai simple. 

Un circuit combinaţional cu mai multe borne de ieşire poate fi conceput ca 
fiind format clin mai multe circuite care au fiecare cite o ingură bornă de i eşire 
şi care corespund fiecare la cîte o fun ţie. Un circuit combinaţ i onal cu o ingură 
bornă de ieşire va fi denumit circuit logic simplu (fig. J.24). FtU1ctionarea unui 
circuit logic impiu e te descr i să printr-o funcţi booleană de variabilei de la 
intrare. Putem spune astfel că un circuit logic simplu rea lizează funcpa booleană 
corespunzătoare. Dacă funcţia booleană este o f unctie elementară de două 
variabile, circuitul logic simplu core pun7.ator care o realizează va 'fi denumit 
circuit logic elementar. Exi tă ci i trei cir uit logic elementar , corespunză­
toare celor trei operaţii d bază al algebr lor boolecn ., ş i anume circuitul $1 
pentru operaţia 11 • " , ircuitul AU pentru p raţi a +' i ir uit ul r pentru 
op raţia de ompl m nlar . Acest cir Ltil • logi l m ntar au o r prez n­
tare convenţional ă specială ar . e t a ră tal ă în figura 1.25. 

Deoarece ori funclie booleană poat fi reprezentată cu ajutorul celor 
trei fu nr.ţii elementare, corespunzătoare celor trei OJ)era\ii „ · ", „+" şi 11 - " , 

rezul tă ~ă orice circuit Jogic simplu poale fi realizat prin ombinarea unor 
circuite logice el rnenlare. R.ep rezentarea unei funcţii booleen ·' cu ajutorul 
fu11 ţiitor elernenture poate fi con id rată llr pl s hema de coml inar a ci r­
cuitelor logice el menlare. 

De exemplu, funclia 

care poale fi reprezcnlală sul> forma 

((x, ·Xz) + ((:\;) ·(X.))), 

este realiza Hi de clrcui lu! logic simplu din fig. I.26. 
Dacll repreze11!ăm însă aceeaşi functie prin 

/(,i;" X2, Xs) = x,x>, + x, + ·" ~· 
realizarea fonetici va fi diferită, corespunzînd c.ircuitului logic din figura 1.27. 

Rezult ă deci, că o funcţie booleană poate fi realizată de diferite circuite 
logice impie, corespunzînd diferitelor reprezentări ale acesteia. e poate acum 
înţelege importanţa simplliicării funcţiilor booleene, deoarece astr l se pot 
reali.za aceleaşi [unc1ii însă cu scheme mai imple ş i economic . 

Jn l.2.3. s·a arlllat că orice func(ie booleană poate fi reprezentată cu ajutoru l unei singurn 
fu ncţii de două variabiJc, această funcţie fiind fle functia lui Sheffer f ,, (x, y) = x + y~ fie 
funcţia lui Peirce f.(>:, y) = ."ty. Există circui te .logice simple care reollzeazll aceste func ţii. 
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Fig. 1.26 

Fig: 1.27 
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~ceste circuite. vor fi den~mlte clrcuiţe l ~glce universale. Rezultă , deci, că orice circuit logic 
simplu peatc ft rea.lizat printr-<:> comb111at1e de circt11le logice universale. Circuitele logice uni· 
versale sînt simbolizate. ca în f1gur~ I.~8. ~ceste circuite poartă denumiri proprii, particulare. 
Astfe! circuitu! care realizează fu.nctia lui Sheffer se 11umeşte c.ircuit NU-ŞI, iar cel care realieează 
funct1a lui Petrec se numeşte c1rcl.ll'-!:Jl .1'/ ICI. _ 

Funcţia considerată anterior poate fi reprezentată astfel : 

prin funcţia lui Sheffer (notată cu „I") 

f(x„ x,, x.) = (x, I x,) I ((x, I x,) f (x. I x,)) 

prin funcţia lui Peircc (notată cu „ ! ") 

g(x„ x,, x,) = ((x, ! x1) i (x2 ! x,)) ! (x, ! x,), 

iar f(x„ x,, x,) = g(x1 , x,, x,) ! g(x„ x,, x.). 

. . Circuitele logice simple corespunzătoare acestor reprezentări pot fi văzute în figura I.29 
ş1 figura I. 30. · . 
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Fig. I.29 

Fig. I.30 
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Deşi schemele acestor circuite înt mai complicate deci.I cel~ ale circuitel~r din figurii' 1.26 
şi I.27, compuse din circuite io~ice elementare, sînl totuşi mai 11şor de r.cal.iz~t di1_1 r>_u nc.t de 
vedere tehnic deoarece sînt alcătuite din acelaşi tip de circuite. De ob1ce1, 1nsaş1 c1rc~ilele 
logice univers~le stnt mai uşor de realizat şi conjin mai putinc pies~. ia.~ uneori este mai e~o· 
nomic să se realiz&e chiar şi circuitele logice lemenlarc prin ombinaţu al cir uilelor logice 

universale. t t t v , f' I 31 
Realizarea circuitelor logice elementare prin circuite NU-ŞI es e prezen a a m 1gura . 

şi are la bază următoarele reprezentări : 

x, ·x. = x,x, ·x,x, = (x, I x,) I (x, I x,), 

x, + x, = x,x, ·xtx. = (x, r x,) r (x. r x,), 

x; = x, + x, = (x, r x,). 

Realizarea circuitelor logice elementare prin circuite NICI este prezentată în figura 1.32 
şi are la bază următoarele reprezentări : 

x, ·x, = x, + x, + x, + x2 = (x, ! x,) ! (x, ! x,), 

x, + x, = x, + x, + x, + x, = (x, ! x,) ! (x1 ! x,), 

x, = x, + x, = x, ! x,. 

Fig. l.31 

Fig. 1.32 

Fig. I.33 

Tn tehnică sînt _de a ţmenea uşor de realizat circuite ŞI, SAU, NICI sau 
NU-ŞI cu mai mult dţcît două born de intrare. Aceste circuite au aceleaşi 
simboluri ca şi circuitele 'corespun:zătoare cu numai două borne de intrare. Un 
astfel de circuit poate fi realizat oricînd în locul unui circuit similar cu mai 
puţine borne <le intrare, dacă Ia bornele de intrare suplimentare se aplică fie 
semnale avînd o valoare logică constantă („ l" pentru circuitele „ŞI" şi „NU-ŞI" 
şi „O" pentru ,SAU " şi „N ICI"), fie unul dintre semnalele de la celelalte borne. 
Tn figura 1.33 se prezintă exemple de utilizare a unui circuit cu patru borne de 
intrare pentru realizarea unei f unctii booleene cu două variabile. 

Circuitele logice simple cu un număr mai mare de borne de .intrare de tip ŞI 
şi SAU pot fi utilizate la realizarea funcţiilor booleene reprezentate sub o formă 
normală. 

De exemplu, funcţia f(x„ x,, Xa)=x,x,x. + x,.x,x, + x,x,x, poate fi realizată cu circuitul 
din figura · 1.34, 

In practică pot apare situaţii care să necesite aflarea funcţiei booleene rea­
lizate de un circuit logic simplu a cărui schemă (structură) este cunoscută. 

Pentru a obţine expresia functiei booleene realizate de un circuit se pro­
cedează astfel : se identifică variabilele booleene corespunzătoare bornelor de 
intrare ale circuitului ; se alcătuiesc expresiile booleene corespunzătoare acelor 
circuite elementare pentru care -au identificat variabilele de la intrare; aceste 
expresii constituie intrările altor circuite elementare; se obf.in astfel expresii 
din ce în ce mai complexe, iar în final expresia căutată, corespunzătoare ieşirii 
circuitului. 
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Fi.g. 1.34 
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rj b. 
Fig. I.35 

De exemplu, circuitul din figura 1.35 are ca variabile de intrare a şi.b. Dacă• 
în dreptul ieşirii fiecăi:_ui ~ircuit nptăm expresiile booleene corespunzătosr.e,, 
vom scrie pe rînd, ii, b, ab, ii.b, ab + ii.b„ . 

1.5.3. Proiectarea circuitelor logice, 

Circuitele logice reprezintă o p·arte importantă clin circuitele w1ui cal­
culator electronic. Ele realizează diferite expresi i booleene care sînt nece­
sare pentru ·fwicţionarea calculatorului. Este cunoscut că funcţionarea 
calculatorului se bazează pe transformarea unor semnale binare, ale căror 
valori „O" sau „1" au fiecare o anumită semnificaţie. De exemplu, un număr 
se reprezintă tntotdeatina în baza 2, astfel că cifrele sale nu sînt decît O sau I. 
Un număr ctt cinci cifre binare se reprezintă cu ajutorul a cinci semnale bi­
nare, cîte un semn~I pentru fi~care cifră. Semnul ~mui număr poate fi de 
asemenea reprezentat printr-un semp.al binar, considerînd că valoarea O co­
respunde semnului +, iar valoarea l semnului . 

Transformarea semnalelor binare este efectuată conform unor reguli 
bine stabilite, în funcţie de rezultatul urmărit. Adunarea a două numere 
binare se reduce la o transformare a ~emnalelor corespunzătoare celor· doi 
operanzi, pentru â se obţine semnalele c·ore punzătoare sumei, conform regu­
lilor de adu1:1,are a două numere. · · " 

O activitate importantă din cadrul etapei de proiectare a urtui calculator 
electronic o constituie proiectarea circuitelor logice din care este alcătuit. 
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Proiec!area u;iui circuit logic se desfăşoară în mai multe faze descrise 
pe scurt tn continuare : ' 

I 
~I stabilirea variabilelor de intrare şi de iesire precum şi a semnificaţiei 

va on or acestora ; ' · 
:---- .deter~1i~area funcţiei boole ne (au a func\iilor, in cazul mai multor 

~an. a~1le de .ieşIT~), ~are corespunde transformărilor necesare ale variabilelor 
e m rare ŞI alcaţuITea t~~elului de valori corespunzător ; 

t
. V- afl~rea u:ie1 expr.es11 b?oleene, de obicei sub for ma canonică clisjunc-
1 va, corespunzaloare fi e ăre 1 funclii; 

- afl'!_re~ celei ll}ai. simple expresii pentru fiecare f unc1ie uooleană · 
a~cat~1~ea ynu1 circuit logic care să realizeze f un \,iile booleene î~ 

forma s1mpltl1cata. 
Este posibil ca unele etape să nu fie necesare în anumite cazuri. De exem­

plt.~, daca ~abelul de valori al fun~Pe i e te alcătuit ub formă de diagramă 
"'.'e1tch-Ka1naugh .. nu este necesara aflarea unei xpr ij oarecare a funcţiei 
c1 se po_ate. trece dir~d ţa a!larea celei mai impie expresii a funcţiei respective'. 

;ro1e7tarea u_nw_ circmt_ cu. contacte e face urmînd acelea i faze astfel 
ca m ultima faza . s~1 se alcatu1ască schema circuitului respectiv. 

~~~tr.u ex~mpl1f1~are e va prezc~ta proiectarea unui circuit comparator. 
u11cu1hd omp~iator :ar~ tre~UI~ Aproiedat este ele tinal , ă compare 

doua n~tm~re de ~ 1te doua cifre, md1cmd pe cel mai mare dinlre acestea 
.. va:1ab1lel~. de in.tr.are s~nt în numă.r de patru. Alegem, de exemplu, ca x~ 

ş 1 ·'<s~ reprezm.le 1f1 ele !J111are ~le pnmului număr, iar x3 , i x4 pe cele ale 
nU1~a1 ulw al do1I:~· nma lul ~c 1 cş1re va indica numărul ·el mal mare a tfel, 
~acct pr~mul m!ma1 este5el rna1 mare, nmalul de i~ire va avea valoarea I" 
iar claca ~.' dotle,~ nu mar e~tc cel mai marc, ernnalul de iesire a avea 'va: 
Jo~rea „O . Daca .~ele tloL1a numere sint egale, convenim să considerăm al 
d_otle~ nu1.n- r ca f11nd el mai mar . în tabelu l 1.14 ·e indică valori i func\iei 
. trc~1tulu1 comparator co~ id~rîn~ că numerele înl reprezenlale 111 baza 1 o 
ia; 1J1 t~belu~ I.15 f~nct1a <: 1 rcu1tul~ este „definilă ca o fun \i booleană'. 
Diagrama Ve1t h-Ka1 naugh a acestei funct11 este prezentată în figura I. 36. 
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2 o 1 1 o o o 1 
2 1 I 1 o o 1 1 o o o 
2 2 o 1 o 1 o o 
2 3 o 1 o 1 1 o 
3 o 1 1 1 o o 1 li o 
3 1 1 1 1 o 1 1 
" 2 1 ,) 

3 3 o 
1 1 1 o 1 
1 1 1 1 o \ ___ 

_./ 
o o 

Tabelul I.14 Tabelul J.15 Fig. 1.36 
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Forma canonică disjunctivă a acestei funcţii este : 

f(x1,X2,Xa,X4) = X1XzX3X4 + X1X 2X3X4+ X1i 2XaXo,1+ X1X2XaX4 + X1X2X3X4+ X1X2X3X4• 

Cea mai simplă formă normală disjunctivă este : 

f(X1, Xz, Xa, X4) = X1Xa + X1X:ii4 + X2X3X4, 

după cum e poate vedea şi pe diagrama din figura 1.36. Corespunzător acestei 
forme normale se obţine circuitul cu contacte din figura 1.37 şi circuitul 
logic din [!gura l. 38. 

Dacă se doreşte realizarea circuitului logic numai prin circuite NICI, 
transformînd funcţia definită anterior, se obţine expresia 

f(X 1, X2, Xa, X4) = X1X2 + X1X3 + X1X4 + XzXa + X3X4 

şi circuitul asociat din figura 1.39. 

1.5.4. Circuite logice complexe 

In echipamentele electronice sînt utilizate adeseori circuite logice com­
plexe, care realizează simultan mai multe funcţii booleene. Aceste funcţii, 
de obicei nu sînt independente, ci se completează reciproc. 

Vom analiza în continuare cîteva circuite logice complexe, mai frecvent 
utilizate. 
Decodif icatoare 

Circuitele decodificatoare sînt destinate să recunoască diferitele com­
binaţii de valori ale variabilelor de la intrare. Schematic, un cirruit decodi­
ficator se reprezintă ca în figura I.40, indicîndu-se pentru fiecare bornă de 
ieşire combinaţia de valori ale variabilelor de intrare corespunzătoare. Re­
zultă, deci, că funcţiile booleene realizate de un astfel de circuit sînt compuse 
fiecare dintr-un singur mintermen. Se poate astfel observa că pentru orice 
combinaţie de valori ale variabilelor de intrare, una şi numai una dintre 
bornele de ieşire va indica valoarea logică „ l" (şi anume borna de ieşire a 
funcţiei compuse din mintermenul a-
sociat resppctivei combinaţii de valori x, x ; 

ale variabilelor). In figura 1.41 se 
prezintă un circuit decodificator pen-
tru două variabile. 

în practică pot fi necesare uneori x;x; 
circuite decodificatoare care să indice 
absenţa unor combinaţii de valori 
ale variabilelor de la intrare. Desigur 
că în acest caz pentru fiecare corn- x, x-1 
binaţie de valori ale variabilelor de 
la intrare numai o singură bornă de 
ieşire va indica valoarea logică „O" (şi 

anume borna de ieşire a funcţiei, co- r,x; 
respunzătoare acelei combinaţii, de-
oarece această combinaţie nu este 
absentă). Un exemplu de astfel de ~ 
circuit decodificator cu două varia-
bile este prezentat în figura 1.42. Fig. 1.42 
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Exist~ şi circuite decodificatoare reduse, care nu au borne de ieşire pen­
tru toate combinaţiile de valori posibile ale variabilelor de intrare, ci numai 
pentru cele necesare. Un exemplu de astfel de decodificator este prezentat 
în figura 1.43. Acest circuit serveşte la decodificarea cifrelor zecimale codifi­
cate în binar, conform tabelului 1.16. 

X1 X2 Xa xd. I f 

o o o o o 
o o o I I 
o o I o 2 
o o I I 3 I• 

o I o o · 4 
o I o I 5 
o I I o 6 
o I I I 7 
I o o o 8 
I o o I 9 

Tabelul 1.16 Fig. I.44 

Codificatoare 
Circuitele codificatoare realizează o operalie inversă in raport cu circui­

te le decocli[icatoare. Astfel, variabilele de Ia bornele de intrare ale acestor 
circuite nu capăt:î toate combinaţiile de valori J osibile, deoarece atunci crnd 
o variabi lă are valoar a I ',celelalte variabil nu pot av a decH valoarea ,O'. 
Rezultă;. deci, c~ n~mărul d~ combinaţii ale ya ri abil~lor de in trare este ga l 
cu numaruJ variabil lor de mlrare. Pentru fiecare dmlrc a e te combinatii 
se obţine .l a born~le de i ire ? c~rnbi n~l!e de valori care reprezintă codu l 
semnalulw d la intrare. Un c1rcu1t cod1f1cator e le compus din mai multe 
circuite SAU, cite unul pentru fie ar bornă de ieşire. Fiecare circuit SAU 
are mai multe intră ri. Tn figura 1.44 e te prezentat un circuit codificator care 
codifică în bi nar cifrele O, 1, . ..• 9. Codul considerat pentru fiecare cifră 
este indicat în tabelul T. I 7. e ob ervii ă borna de intrare coresp unzătoare 
cifrei O nu este legată cu alt cir uil deoarece codul necesar este format din 
valorile O pentru toate bornele de i eşir „ 
Sumatoare 

Unul dint r circuitele cele mai important ale unui calculator electronic 
îl constituie sumatorul. Acest circuit participă la 
efectuarea operaţ:ilor aritmetice. E:te cunoscut 
că numerele cu care lucrează un calculator elec­
tronic sînt de obicei reprezentate în baza de 
numeraţie 2. 

Adunarea a două numere binare (în baza 2) 
se efectuează conform regulilor obi şnuite, cifră 
cu cifră . Un circuit umator este realizat pe baza 
circuitului sumator eleme11tar. Circuitul sumator 
elementar efectuează adunarea a două cifre 
binare. Rezultatul adunării este alcătuit din 
două cifre binare : o cifră a sumei şi o cifră 
transport care trebuie adunată la cifrele coloa• 
nei alăturate din stînga. Aceasta înseamnă ră 
în realitate un circuit sumator elementar va 

I 
o 
I 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 

Y1 Y2 Ya 

o o o 
o o o 
o o 1 
o o I 
o I o 
o l o 
o I 1 
o I l 
1 o o 
I o o 
Tabelul 1.17 

Y4 

o 
I 
o 
I 
o 
I 
o 
I 
o 
I 
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a b t I 
o o o 
1 o o 
o 1 o 
1 1 o 
o o 1 
l o l 
o 1 1 
1 I 1 

s t' 

o o 
1 o 
1 o 
o l 
1 o 
o 1 
o 1 
1 I 

trebui să efectueze adunarea a trei cifre binare 
(cîte o cifră de la cele două numere şi cifra transport 
de la coloana precedentă). 

Notînd cu a şi b cifrele celor doi operanzi, cu 
t cifra transport de la coloana anterioară, cu s 
cifra sumei şi cu t' cifra transport către coloana 
următoare, se poate alcătui tabelul I. I 8. 

Putem deci considera s şi t' ca funcţii booleene 
<l(;) a, b şi t. Diagramele celor două funcţii sînt 
indicate în figura I.45, iar în figura 1.46 e pre­
zintă o diagramă comună pentru ele două funcţii. 

Din diagramele Veitch-Karnaugh se pot deduce 
expresiile booleene simplificate ale celor două 

Tabelul 1.18 funcţii : 

s = ăbt + âbt + alit + abt şi 

t' = ab + at + bt. 

Folosind aceste expresii, un sumator elementar are schema prezentată 
în figura I.47. 

00 Ol li I O 

o o o 

o o o b 

o t> 

00 Ol li JO 

Fig, 1.45 

00 Ol li 10 

o 00 10 Ol JO 

I O Ol li Ol 

st ' 

Fig. 1.46 Fig, I.47 

o lJ I o0 bo r0=0 

L1 Li I:, Lo 

-n 
1' .s t] 53 t' 2 52 t/ s, t0 s0 

Fig. I.48 Fig. I.49 

Simbolic, un sumator elementar poate fi reprezentat ca orice circuit 
logic (fig. I.48). 

Un sumator pentru numere binare cu n cifre este alcătuit din n sumatoare 
elementare, care adună fiecare cîte o cifră. Circuitele sumatoare elementare 
înt interconectate pentru a-şi transmite reciproc cifrele de tran port re -

pective. Schema unui umator pentru patru cifre binare este prt:zentată în 
figura I.49. Un astfel de sumator e te denumit umator paralel, deoarece 
cifrele cel.or două numere sînt introduse simultan. 

Dacă este memorată cifra transport, atunci un singur sumator elementar 
poate fi utilizat (în mod repetat) pentru calculul tuturor cifrelor rezultatului. 
Un a, tf I de circuit, denumit sumator seric, nu mai constituie în ă un cir­
cuit combina ţional, ci un circuit secvenţial, iar realizarea fizică a sa este 
mai compli ată decît a sumatorului paralel. 

1.5.5. Realizarea practică a circuitelor logice 

Circuitele logice elementare sînt realizate practic utilizînd elemente de 
circuit obişnuite: rezistenţe, condensatoare, diode, tranzistori. Există diferite 
scheme de circuite electrice care realizează funcţii booleene. 

Vom prezenta cîteva exemple de scheme simple care realizează operaţiile 
booleene elementare. In cazul acestor scheme se presupune că valoarea logică O 
este reprezentată de o tensiune de O V, iar valoarea l.ogică 1 de o tensiune de 
+4 V. 

In figura I.50 este prezentată schema unui circuit ŞI. Analizînd funcţionarea 
circuitului, se observă că dacă una dintre bornele de intrare are tensiunea O V, 
dioda corespunzătoare se află în stare de conducţie, astfel că borna de ieşire 
are de asemenea tensiunea O V. Deci, borna de ieşire va avea tensiunea de +4 V 
numai dacă toate bornele de intrare vor avea de asemenea o tensiune de -1-4 V, 
toate diodele fiind astfel blocate. 

în figura I.51 este indicată schema unui circuit SAU. In acest caz, oricare 
dintre bornele de intrare ar avea tensiunea de -1-4 V, dioda respectivă ar fi în 
conducţie, astfel că la borna de ieşire s-ar obţine tensiunea de -1-4 V. Tensiunea 
de la borna de ieşire este O numai dacă la toate bornele de intrare tensiunea 
este O. . 

Circuitul dinJigura 1.52 realizează funcţia de complementare (circuit logic 
NU). Conform principiilor de funcţionare ale unui tranzistor, dacă tensiunea 
de intrare este +4 V, tranzistorul se află în stare de conducţie, astfel oă tensiunea 
de ieşire este O V, iar dacă tensiunea de intrare are valoarea de O V, tranzistorul 
este blocat, astfel că tensiunea de ieşire este de +4 V. 
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e pot rea liza cu uşurinţă circuite logice Lmiver ale cuplînd w1 circuit NU 
cu un circuit SAU şi respectiv cu un circuit ŞI. Se obtin astfel scheme pentru 
un circuit NU-ŞI (fig. I. 53) ş i pentru un circuit NICI (fig. I.54). 

Tehnica de calcul modernă foloseşte aşa-numitele circuite Integrale penlru 
realizarea funcţiilor booleene. Circuitele integrate înt de o mare varietate„ De 
obicei au un număr mare de borne (14, 16 sau 32). Unele circuite integrate 
reali2ează funcţii simple, elementare. însă, datorită numărului mare de borne, 
un circuit integrat poate cantine mai multe circuite logic'e elementare indepen­
dente. Exi tă însă circuile integrate ca·re realizează funcţii complexe, cum ar fi 
codificatoare sau decodificatoare. De asemenea, ex i stă circuite integrate care 
au funcţiunile unor circui te secvenţial e, avînd şi posibilitatea de a memora 
valoarea unor semnale. 

1.5,6. Exercitii 
. I. Să se găsească expresiile funcliilor realizate de clrcul!ele cu contacte din figura I.55, 

. să se ~imp llfice şi să se traseze schemele circ~1itelor care rea lizează aceleaşi funcţii , cpn­
form e;xpresiilor simplificate. 

2. Sli se afl e ex presiile functiilor realizate de circuitele ' di n figura I.56. 
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cifrai X1 X2 Xa X4 

o o o 1 1 
1 o 1 o o 
2 o 1 o 1 
3 o 1 1 o 
4 o 1 1 1 

A 5 1 o o o 
6 1 o o 1 
7 1 o 1 o 
8 1 o 1 1 

c 9 1 1 o o 

fig. I.57 Tabelul 1.19 

3. Să se simplifice funcţiile realizate de circuitele din figura I.57 şi să se traseze schema 
circuitelor care realizează aceleaşi funcţii, conform expresiilor simplificate. 

4. Corespunză tor codului prezentat în tabelul l.19, să se deseneze schema unui circuit 
a) decodificator ; 
b) codificator. 

s. Să se proiecteze un circuit logic care pentru trei semnale de intrare să indice prezenta 
unui număr impar dintre acestea. 

6. Să se proiecteze un circuit logic cu trei borne de intrare, care să producă un semnal de 
ieşire egal cu valoarea majoritătii semnalelor de intrare. 

1. Să se conceapă un circuit logic cu patru borne de intrare. Două borne de intrare DI> D, 
sînt considerate borne de date, iar celelalte două C,, C, sînt considerate borne de control. 
Dacă ambele intrări de control au val oarea O, ieş i rea trebuie să aibă o valoare egal ă cu 
produsul logic al celor două intrări de da te. Dacă ambele i n tră ri de control au valoarea 1, 
a tunci valoarea srunna!ului de iesire treb uie să fie egal ii cu s uma logică a semnalelor 
celor două intrări de date. Dacă n'umai o intrare da control are valoarea I, atunci valoa-
rea semnalului de la ieşire trebuie să fie egală cu valoarea semnalului de la intrarea de 
date corespunzătoare (D, pentru C, şi D , pentru C,). 

li. GRAFURI NEORIENTATE 

11.1. Noţiuni de bază 

Un graf neorientat G este o pereche ordonată de mulţimi (X, U), unde X 
este o mulţime finită, iar U este formată din perechi neordonate de elemente, 
din X. Putem considera deci că U este o familie de submulţimi cu două elemente 
din mulţimea X. Vom nota G = (X, U). 

Mulţimel!l X se numeşte mulţimea vîrfurilor sau a nodurilor grafului G şi 
mulţimea U se numeşte mulţimea muchiilor grafului G. O muchie fiind un ele­
ment din U, ea este o submulţime cu două elemente din X, deci are forma 
{x, y}, unde x, y EX. 

Vom nota muchia { x, y} prin [x, y] şi vom spune că ea uneşte vîrfurile x 
şi y. Deci notaţiile [x, y] şi [y, x] reprezintă aceeaşi muchie; vîrfurile x şi y se 
numesc extremităţile acestei muchii. 

Dacă [x, y] E U vom spune că vîrfurile x şi y sînt adiacente în graful G, 
iar vîrfurile x şi y sînt incidente cu muchia [x, yl. 

Deci un graf G poate fi considerat ca o mulţime de vîrfuri, dintre care unele 
sînt unite două cîte două prin muchii. 

Un graf G poate fi desenat în plan reprezrntînd vîrfurile sale prin puncte 
şi muchiile prin liriii care unesc anumite perechi de vîrfuri. 

Astfel graful G = (X, U), unde X= {I, 2, .„, 14} şi U= {[1, 2], (1, 3], (2, 4], [3, 4], 
(4, 5], [5, 6], [5, 7], (5, 8], [9, 14], [10, 14], [I I, 14], (12, 14], (13, 14]}, se reprezintă ca în 
figura II.I. 

De exemplu vîrful 4 este adiacent cu vîrfurile 2, 3 şi 5, vîrful 8 este adiacent cu vîrful 5 
iar vîrful 14 es te adiacent cu vîrfurile 9, 10, 11, 12 şi 13. 

Gradul unui vîrf x este egal, prin definiţie, cu numărul muchiilor incidente 
cu vîrful x şi se notează cu d(x). 

De exemplu, pentru graful din figura li.I obţinem: 

d(I) = d(2) = d(3) = 2; d(4) = 3; d(5) = 4; d(6) = d(7) = d(8) = I. 

Un vîrf cu gradul egal cu 1 se numeşte vîrf terminal al grafului. Pentru grafu} 
din figura 11.1, vîrfurile 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13 sînt vîrfuri terminale. Un 

'\ 

* " ./O li 

Fig. 11.l 
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vîrf care are gradul egal cu zero, deci care nu mai este adiacent cu nici un alt 
vîrf al grafului, se numeşte vîrf izolat. Graful din figura II.l nu conţine vîrfuri 
izolate. 

Există o relaţie simplă între suma gradelor vîrfurilor unui graf şi numărul 
de muchii, dată de propoziţia următoare : 

Propoziţie. Dacă graful G are m muchii şi vîrfurile x1' ... , x,„ există relaţia: 
n 

~ d(xi) = 2m. 
i = l 

Demonstraţie. Fiecare muchie [x, y] a grafului G are două extremităţi x şi y, 
ea contribuind cu o unitate şi la d(x) şi la d(y). 

Deci suma gradelor grafului este egală cu dublul numărului de muchii. 
în particular, suma gradelor este un număr par. De aici mai rezultă urmă­

torul corolar. 

Corolar. Pentru orice graf G numărul vîrfurilor de grad impar este par. 

Demonstraţie. Să notăm cu S1 suma gradelor pare şi cu S 2 suma gradelor impare 
ale vîrfurilor grafului G. 

Conform propoziţiei demonstrate putem scrie S1 + S 2 = 2m. Să presupu­
nem, prin reducere la absurd, că numărul vîrfurilor ele grad impar ale lui G 
este un număr impar. în acest caz S 2 este un număr impar. însă St este un 
număr par, deoarece fiecare termen din suma care îl defineşte pe S1 este număr 
par. Am ajuns astfel la o contradicţie şi anume suma dintre un număr par, SL 
şi un număr impar, S2, este un număr par, egal cu 2m. 

Rezultă că presupunerea făcută nu este adevărată, deci proprietatea este 
demonstrată. 

Pentru graful din figura II.I există 10 vîrfuri de grad impar şi anume: 
4, 6, 7, 8, 9, IO, 11, 12, 13, 14. 

Un graf parţial al unui grai G ~-= rx, U), este un graf G1 =c (X, V) care are 
aceeaşi mulţime de vîrfuri cu G, iar V C U. Deci, un graf parţial al lui G este G 
însuşi sau se obţine din G prin suprimarea anumitor muchii ale lui G. 

Un subgraf al unui graf G = (X, U) este prin definiţie un graf H = (Y, V), 
unde Y C X iar muchiile din mulţimea V sînt toate muchiile din U care au 
ambele extremităţi în mulţimea de vîrfuri Y. 

Deci un subgraf H al unui graf G este graful G însuşi sau se obţine din G 
prin suprimarea anumitor vîrfuri şi a tuturor muchiilor incidente cu acestea. 

Vom spune că subgraful H este indus sau generat de mulţimea de vîrfuri Y. 

Astfel, subgraful grafului G din figura II.I, indus de mulţimea de vîrfuri Y = {I, 2, 3, 4, 
5, 7} este desenat în figura II.2. 

Un graf parţial al grafului din figura 11.2, obţinut din acesta prin suprimarea muchiilor 
[!, 3], [3, 4] şi [4, 5] este desenat în figura 11.3. 

Spunem că graful din figura ll.3 este un subgraf parţial al grafului din figura II.I. 

.P-----<s>----<>7 o---o 
5 7 

3 o 
J 

Fig. Il.2 Fig. II.3 
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Fig. 11.4 Fig. II.5 

Un graf cu n vîrfuri pentru care oricare două vîrfuri sînt adiacente se nu­
meşte graf complet cu n vîrf uri şi e notează prin K„. 

în figura H.4 este reprezentat graful /(5. 

Deoarece pentru grafu! ](„ oricare două vîrfuri sînt adiacente, rezultă că 
numărul m de muchii ale acestui graf este egal cu numărul submulţimilor cu 
2 elemente ale unei mulţimi cu n elemente, adică m = C!. 

Un graf G se numeşte bipartit dacă există o partiţie a mulţimii vîrfurilor : 

X = X1 U X2, X1 n X2 = 0 
astfel încît fiecare muchie a grafului uneşte un vîrf din X1 cu un vîrf din X 2• 

Dad Xi are p elemente, X 2 are q elemente şi oricare vîrf din X 1 este adia­
cent cu toate vîrfurile din X 2, graful SF numeşte bipartit complet şi se notează 
prin Kv,q· Graful Ka;4 este desenat în figura II.5. 

Deoarece fiecare vîrf x E X 1 are gradul d(x) ---,. q, rezultă că numărul de 
muchii ale grafului K P, q este egal cu pq. 

Un lanţ este un şir (succesiune) de vîrfuri : 

L = [x0 , X1, ••• , x„] 

cu proprietatea că oricare două vîrfuri vecine sînt adiacente, adică [x0, x,], 
[x1, X2], ... , [xr-1' Xr] E U. Vîrfurile Xo şi x, se numesc extremităţile lanţului L, 
iar numărul r se numeşte lungimea acestui lanţ. Dacă vîrfurile x0 ; x1, ••• , x, 
sînt distincte două cîte două, lanţul L se numeşte elementar. 

Pentru graful din figura l I.I următoarele şiruri de vîrfuri sînt lanţuri : 

L, = [!, 2, 4, 5, 6], L2 = [4, 5; 8, 5, 6], L, = [9, 14, IO], 

L, = [9, 14, ' 10, 14, I!], L. = [!, 2, 4, 3, !]. 

Lanţurile L1 şi La sînt lanţuri elementare, deoarece conţin numai vîrfuri 
distincte două cîte două. Un lanţ L = [x0 , ••• , x,l poate fi interpretat ca traseul 
unei deplasări pe muchiile grafului în ordinea [x0 , x1], (x1, x2], ••• , (x,_11 x, ]. 
De aceea lanţul L de extremităţi x0 şi x, se; maj spune că este un lanţ de la x0 

la Xr sau de la JG, la Xo. Lungimea lanţului L este. deci numărul de parcurgeri a.le 
muchiilor grafului G. 

Dacă Xo = x, şi toate muchiile fx0 , X1], [xlt x2], ••• , [x,_1, x,] sînt distincte 
două cîte două, lanţul L se numeşte Ciclu. Dacă toate vîrfurile ciclului, cu ex­
cepţia primului şi a ultimului vîrf, sînt distincte două cîte două, ciclul se nu­
meşte elementar. 
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Astfel, lanţul L, este un ciclu elementar care trece 
prin vîrfurile I, 2, 4, 3. 

Lanţurile (4, 5, 4) sau [I , 2, 4, 5, 4, 3, I] nu sînt ci­
cluri deoarece folosesc de mai multe ori aceeaşi muchie. 

Pentru graful din figura 11.G obtinem trei cicluri ele­
mentare: 

C,= [I, 2, 3, !), C, = [I, 4, 5, I] şi C,= [I, 6, 7, I). 

Deoarece nu contează sensul de deplasare pe fiecare muchie, 
aceste cicluri pot fi scrise şi sub forma : 

C,= [I, 3, 2, I], C,= (I, 5, 4, I) şi C, =[I, 7, 6, I), 

sau alegînd alte vîrfuri ca primele vîrfuri în scrierea ciclului. De exemplu : 

C, = [2, 1, 3, 2) sau C, = [2, 3, I, 2) . 

Ciclul C, = [I, 2, 3, I, 4, 5, I] nu este elementar, deoarece vîrful I, care este prim şi ultim 
vîrf, se mai repetă o dată în acest şir. 

Un graf G se numeşte conex dacă pentru orice pereche de vîrfuri { x, y} cu 
x =!= y, există un lanţ de la x Ia y. 

Graful G din figura li.I nu este conex, deoarece nu există nici un lant între un vîrf din 
mulţimea X,= {I, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8} şi un vîrf din mulţimea X , = {9, 10, 11, 12, 13, 14}. 
Fiecare din mul \imile X, şi X, induc un subgraf conex al grafului G. 

Aceste două subgrafuri conexe se numesc componentele conexe ale grafului G. 
In general, o componentă conexă C a unui graf G se defineşte ca fiind un 

subgraf conex al lui G care este maximal în raport cu această proprietate, adică 
nu există nici un lanţ al lui G care să unească un vîrf din C cu un vîrf care nu 
aparţine lui C. 

Pentru graful G din figura li.I mulţimea de vîrfuri {6, 7, 8} nu induce o componentă 
conexă deoarece nu i·nduce un subgraf conex. Mulţimea de vîrfuri Y = {9, 10, 14} care induce 
un subgraf conex nu formează o componentă, deoarece nu este maximală în raport cu această 
proprietate. într-adevăr, există de exemplu muchia (14, 13) care uneşte vîrful 14 din Y cu 
vîrful 13 care nu apartine lui Y. 

Graful din figura 11..2 este conex, iar graful din figura II.3 are trei componente conexe: 
una este formată din vîrful izolat 3, alta este formată din vîrfurile I, 2, 4 şi cea de a III-a are 
vîrfurile 5, 7. 

Exemple 

t. In figura I I. 7 este reprezentată o parte a schemei căilor ferate din ţara noastră. 
Acest desen este un graf, vîrfurile sale reprezentînd nodurile de cale ferată, iar muchiile 

reprezentînd legăturile directe pe calea ferată dintre două noduri. Dacă cunoaştem distantele 
în kilometri asociate fiecărei muchii, ne p·utem pune problema găsirii celui mai scurt traseu 
pe calea ferată între două localităţi. 

Acesta va corespunde unui lanţ elementar în graful din figura II.7, care uneşte cele două 
localităţi şi pentru care suma distantelor asoci'ate muchiilor este minimă. 

O excursie în circuit care trece o singură dată prin anumite localităţi, întorcîndu-se în loca­
litatea de pornire, va corespunde unui ciclu elementar în acest graf. 
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2. Vom considera acum un exemplu din fizică şi anume calculul intensităţilor curenţilor 
cate trec prin ramurile unei reţele electrice, ca cea din figura II.8. 

Pentru a rezolva această problemă, cunoscînd schema reţelei, tensiunile electromotoare 
şi valorile rezistentelor, se scriu legile lui Kirchhoff relative la noduri şi la ochiuri de reţea. 

Făcînd abstracţie de elementele de circuit care se găsesc pe laturile 'schemei putem desena 
această reţea sub forma grafului din figure II.9. Nodurile re\elei vor corespunde vîrfurilor gra­
fului di11 figura I 1.9, iar ochiurile de reţea vor corespunde ciclurilor elementare ale acestui graf. 

Fizicianul Kirchhoff a studiat, la mijlocul secolului trecut, reţelele electrice cu metode 
care aparţin astăzi teoriei grafurilor, contribuind la dezvoltarea acestei teorii. 

3. Formulele de structură ale substanţelor chimice sînt grafuri pentru care legăturile dintre 
vîrfuri corespund legăturilor dintre grupările sau atomii care compun molecula. 

Astfel, apa are molecula reprezentată în figura II.IO.a, acetilena are formula de structură 
în figura JI.10.b, molecula de benzen este reprezentată în figura !I.10.c, iar cea de glucoză 
în figura 11.10.d. 

CHO 

CH I 

CHo~CH 
HC ==== CH 

CH # CI-I 

CH 

CH-01-1 

I 
CH-OH 

I 
CI-I-OH 

I 
CH-OH · 

b) c) I 
CH;-01-1 

OJ 

d) 

Fig. II.10 
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în figurile II.I !.a - II.11.d aceste formule de structură au fost reprezentate sub formă 
de grafuri pentru care vîrfurile sînt atomii (respectiv grupările) din moleculă, muchiile reprezen­
tînd legăturile lor chimice. 

Grafurile din figurile I I.I I. b şi I I. I l.c nu sînt grafuri în sensul defini ţi ei 
date, deoarece între anumite perechi de vîrfuri există mai multe muchîi. 

Un astfel de graf cu muchii multiple se numeşte multigraf. 
într-un graf sau multigraf care este desenul moleculei unei substanţe, gradul 

unui vtrf este tocmai valenţa atomului (grupării) respective. 

în figura I I.12 sînt reprezenta ţi cinci izomeri ai compusului organic numit ciclooctatetrenă, 
care are formula C,H,. Fiecare din cele cinci multigrafuri conţine cîte trei muchii duble şi şase 
muchii simple, în vîrfurile acestora găsindu-se gruparea CH, de valentă egală cu trei. Din acest 
motiv fiecare vîrf este incident cu exact trei muchii, deci are gradul trei. 

Aceşti izomeri pot trece unii în alţii prin acţiunea diferiţilor factori exteriori şi enumerarea 
tuturor izomerilor posibili, deci a tuturor multigrafurilor cu un număr fixat de vîrfuri, toate 
avînd gradul trei, poate da sugestii despre obţinerea lor în laborator. 

Probleme 

II. I.!. Să se determine lanţurile elementare dintre vîrfurile I şi 7 ale grafului din figura II.13 
II.1.2. Dacă un graf Gnu conţine cicluri, orice lanţ care nu foloseşte de mai multe ori o aceeaşi 

muchie este elementar. 
II.1.3. Un graf G cu n vîrfuri are m muchii astfel încît să aibă loc inegalitatea: 

m>.c;_, 
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Să se arate că G nu are vîrfuri izolate. 
l I.1.4. Un graf G are n vîrfuri şip componente c01rnxe. Să se arate că numărul mal muchiilor 

grafului G verifică inegalitatea: 

Să se indice pentru ce grafuri această inegalitate devine egalitate. 
II.1.5. Să se arate că orice graf conţine cel puţin două vîrfuri care au acelaşi grad. 
I I.1.6. Două grafuri G = (X, U) şi H = ( Y, V) se numesc izomorfe dacă există o bijecţie: 

f: X~ Y 

astfel incit [x, y] e U dacă şi numai dacă [/(x), /(y)] e V. Deci două grafuri izomorfe 
au acelaşi număr de vîrfuri şi se obţin unul din celălalt printr-o renumerotare a vîr'­
furilor. Să se arate că grafurile din figura I 1.14 sînt izomorfe. Aceeaşi problemă pentru 
grafurile din figura II.15. 

l I.1.7. F ii nd dat un graf G = (X, U), complementarul său G = (X, U) se defineşte ca fiind 
graful cu aceeaşi mul lime X de vîrfuri, două vîrfuri fiind adiacente în G dacă şi numai 
dacli ele nu sînt adiacenlc in G. 

De exemplu unul din cele două grafuri din figura 11.14 este complementarul celuilalt. 
Să se arate că dacă G nu este conex, atunci complementarul său G este conex. 

Il . 1.8_ Să se calculeze numărul grafurilor cu 11 vîrfuri date: x,, x,, ... , x„. 
I 1.1.9. Pc mulţimea X a vîrfuril or unui graf G = (X, U) se introduce următoarea relaţie 

binară: 

Spunem că x este în relaţie cu y şi scriem x ~ y dacă x = y sau există un Janţ de extre­
mităţi x şi y. Să se arate că această relaţie binară este o relatie de echivalenţă şi clasele 
acestei echivalente sînt mulţimile de vîrfuri ale componentelor conexe ale grafului. 

I I.1.10. Fie G un graf care nu conţine cicluri elementare de lungime pară. Să se arate că G con­
ţine un vîrf x de grad d(x) ~ 2. 

I I.1.11 . Să se găsească toate subgrafurile complete cu 3 vîrfuri ale grafului din figura I I.16. 

b 

2 
d 

Fig. II.15 Fig. II.lG 
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11.2. Grafuri hamiltoniene 

Un ciclu elementar al unui graf G care trece prin toate vîrfurile grafului se 
numeste ciclu hamiltonian. 

Un graf G care are un ciclu hamiltonian se numeşte graf hamiltonian. 
Originea acestui termen se găseşte într-un joc inventat în anul 1857 de ma­

tematicianul William Hamilton. Partea sa princip a l ă era un dodecaedru regulat 
făcut din lemn (fig. I I.17). 

Acesta este un poliedru cu 12 feţe care sînt toate pentagoane regulate, iar 
în fiecare din cele 20 de vîrfuri se întîlnesc cîte 3 muchii. Fiecare vîrf al dode­
caedrului lui Hamilton era marcat cu numele unui oraş. Jacul consta în găsirea 
unui drum de-a lungul muchiilor dodecaedrului care să treacă prin fiecare din 
cele 20 de arase exact o dată si să se întoarcă în orasul din care a plecat. 

Peritru a uşura memorare'a trecerilor efectuate, 'în fiecare vîrf al dodeca­
edrului era cîte un cui cu o floare mare, astfel încît în jurul acestor cuie putea 
să se întindă un fir care să indice drumul parcurs în această călătorie ima­
ginară în jurul lumii. 

Problema revine la găsirea unui ciclu hamiltonian în graful format cu vîr­
furile şi muchiile dodecaedrului. Acest graf este hamiltonian, un ciclu hamilto­
nian în reprezentarea plană a grafului dodecaedrului fiind desenat cu linii 
îngrosate în figura 11.18. 

O 'problemă mai · generală este aceea a voiajorului comercial, care are urmă­
torul enunţ: Un voiajor comercial trabuie să prezinte în n oraşe produsele 
fabricii pe care o reprezintă, după care se întoarce în oraşul din care a plecat. 
Cunoscîndu-se costul deplasării între oricare două dintre cele n oraşe, se cere 
să se determine un traseu care să vizite.ie o singură dată cele n oraşe şi care 
să aibă un cost total minim. 

în termenii teoriei grafurilor, problema revine la determinarea unui ciclu 
hamiltonian în graful complet Kn ale cărui vîrfuri reprezintă cele n oraşe, 
pentru care suma costurilor asociate celor n muchii ale ciclului să fie minimă. 

Pentru a rezolva practic această problemă ar trebui definit un algoritm eficient de rezolvare. 
Deşi această problemă a fost mult studiată, nu a fost descoperit pînă în prezent un algo­

ritm eficient de rezolvare şi nici nu se cunoaşte dacă poate exista un astfel de algoritm pentru 
găsirea unui ciclu hamiltonian de cost minim. 

Ciclurile hamiltoniene în grafuri particulare au fost de fapt studiate cu 
mult înainte ca Hamilton să fi propus jocul său. 

Fig. 11.17 F}g, 11.18 
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In special jocul calului pe o tabl ă de şah a fa t analizat de Euler în anul 1759. 
Acest joc cere să se găsească un ciclu hamiltonian în graiul cu 64 de vîrfuri 

care reprezintă cele 64 de pătrate ale unei table de şah ş i pentru care două vîrfuri 
sînt adiacente dacă un cal de pe tabla de şah poate sări în L de pe un pătrat 
pe celălalt. In figura II.19 sînt reprezentate două olu tii ale acestui joc. 

Teorema următoare ne dă o condi(ie sufici entă pentru exj tenta unui ciclu 
hamiltonian. 
Teoremă. Dacă G este un graf cu n ;:?; 3 vîrf uri astfel ÎJJcît gradul oricărui vîrf x 
verifică inegalitatea : 

rezultă că G este hamiltonian. 

11 
d(x) ;:?; - ' 

2 

Demonstraţie. Vom raţiona prin reducere la absurd. Să presupunem deci că 

pentru orice vîrf x avem d(x) ): !:. şi G nu conţine nici un ciclu hamiltonian. 
2 

Vom adăuga muchii între perechi de vîrfuri neadiacente atît timp cît aceasta 
este posibil, fără ca în graful astfel obţinut să existe un ciclu hamiltonian. Se 

obţine astfel un graf H cu proprietatea că d(x) ;;:. !:. pentru orice vîrf x, deoa-
2 

rece prin adăugarea de muchii gradele vîrfurilor cresc. în plus, pentru orice 
pereche de vîrf11ri neadiacente x şi y, prin ad ăugarea muchiei [x, y] se creea.ză 
un ciclu hamiltonian care foloseşte muchia [x, y]. Deci în graful H exi stă un 
lanţ elementar de extremităţi x şi y: 

L = [x1, X 2, ••• , x.], 
unde x1 = x, Xn = y şi vîrfurile x1, ••• , Xn sînt toate cele n vîrfuri ale grafului H. 

Este clar că există măcar o pereche de vîrfuri nrndiacente x, y în graful H, 
deoarece în caz contrar H = Kn şi graful complet cu n vîrfuri este hamiltonian. 

Să notăm d(x) = k şi fie X1
1

, x,,, ... , x,k unde i1 = 2 < i2 < ... < i", 
vtrfurile adiacente cu vîrful x. 

Deoarece H nu este hamiltonian, rezultă că y nu este adiacent cu nici unul 
din vîrfurile x11_ 1, ••• , X1„-1· într-adevăr, în caz contrar rezultă că x este adia­
cent cu un vîrf x 1 şi y este adiacent cu X;_i. ceea ce ar produce un ciclu hamil­
tonian în H. Acest ciclu este desenat cu linie îngroşată în figura 11.20 . 

o- . . ~. 
x;_/ X · 

I 

Fig. 11.20 

. -o 
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Insă aceast ă proprietate contrazice ipoteza făcută că H nu este hamiltonian. 
Deci dintre cele n - I vîrfuri : Xi. ... , Xn-i. vîrful Xn = y nu este adiacent cu 
cel puţin k vîrf uri , adică : 

n n 
d(y) ~ n - I -- k ~ n - I - - = - - I 

2 2 , 
n 

deoarece în graful H avem d(x) = k ~ -- · . 2 

Am obţinut deci d(y) < !!_, ceea ce contrazice proprietatea d(y) ;;i, !: , 
2 2 

valabilă pentru orice vîrf din H. Deci am demonstrat prin reducere la absmd 
că H este hamiltonian. 

Probleme 

lI.2.1. Conţine unul din cele două grafuri din figura II.15 un ciclu hamiltonian? 
Dar graful din figura II.21 ? 

2 

R 

F ig . II. 21 Fig. II. 22 

II. 2. 2. Un delegat al unei întreprinderi din oraşul A trebuie să meargă în oraşele B, C, D şi E 
ş i ap oi să se întoarcă în oraşul A. 
Cunoscînd costurile deplasării dintr-un oraş în altul, care sînt numerele asociate muchiilor 
grafului din figura 11. 22, să se determine succesiunea de oraşe pentru care costul total 

al deplasării să fie minim, ştiind că 

sosirea în oraşul B este mai urgentă 
decît sosirea în oraşul D. 

II.2.3. O maşină poştală trebuie să plece de 
la oficiul poştal P, să vid eze 11 cutii 
poştale şi să se reîntoarcă Ia oficiul P. 
Cele 11 cutii sînt reprezentate ca 

11 vîrfuri ale grafului din figura II.23, 
iar distantele dintre cutii sînt repre­
zentate prin numere în cerculete 
asociate muchiilor acestui graf, care 

6 indică posibilitătile de deplasare de 
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la o cutie la alta. Să se găsească un 
ciclu hamiltonian în acest graf, care 

8 să corespundă unui traseu al maşinii 
Fig. II. 23 poştale de lungime tot ală minimă. 

I I.2.4. Să se arate că numărul ciclurilor hamil toniene ale grafului complet K" cu n ;;i, 3 vîrfuri 
este egal cu 

(n - 1) ! 

2 

II.2.5. Să se arate că numărul ciclurilor el ementare ale grafului complet K. este egal cu: 

n 
~ ~ 11(r1 - ) • • • (11 - (.-+ I) 

2 ~ k 
k =3 

pentru orirn n ;;i, 3. 

11.3. Grafuri euleriene 

Un ciclu al unui graf G care conţine toate muchiile lui G se numeşte ciclu 
eulerian. Un graf G care are un ciclu eulerian e nu meşte graf eulerian. 

Din definiţia unui ciclu toate muchiile pe care ace ta le conţine sînt distincte 
două cîte două . Deci pule111 pune că un ciclu hamiltonian trece o singură dată 
prin toate vîrfuriJ e unui graf, în ti mp ce un ciclu eulerian trece o singură dată 
prin toale muchiile unui graf. 

Ci !urile eulericne î i trag denutllirea de la numele matematicianului Leonard 
Euler care în anul 1736 a cara l rizat grafurile care au un astfel de ciclu . Euler 
ţi .foşl con<lus la acea lă prob lemă de jocul celor 7 poduri din oraşul. Kaliningrad. 
Cele 7 poduri înt desen al în iigura I 1.24 şi problema era urmă toarea : · 

Se poate rea liza o plimbare pc le toate cele 7 poduri, trecînd o singură dată 
pest.e fi ecar. pod ? 

m reprezentat cel 4 regiuni A, B, C, D şi cE.le 7 poduri a, b, c, d, e, f, g 
ca virfuri ale gra ful ui din figura I f. 25, muchiile grafului reprezentînd posi­
bilit ă ţjl e de trecere de pe un mal pc un pod sau reciproc. 

Problema elor 7 poduri are o ·ol ujie dacă xi t ă un ciclu euleri an pentru 
graful din figura U .25. Un astf~l de ciclu la fi ecare trece.re printr-un vîrf utili­
zează două muchii , care nu mai pot fi fo losi te pt:nlru o nouă trecere. Existenta 
unui ciclu eulerian pentru acest graf este i m posibil ă, deoarece, de exemplu, 
gradul vîrfului D este egal cu 3. 

La o primă tr cere prin D sînt ulilizate două din cele trei muchii, o nouă 
trecere fiind deci i mposibilă şi una di n muchiile incidente cu D rămîne nefolosită . 
Această observaţie simp l ă ne conduce la următoarea caracteri :rnre a .!::(rafurilor 
euleriene: 

c 

B 

Fig. II.24 Fig. II.25 



Teoremă. Un graf G fără vîrfuri izolate este eulerian dacă şi numai dacă este conex 
şi gradele tuturor vîrfurilor sale sînt numere pare. 
Demonstraţie. Să presupunem că graful G nu are vîrfuri izolate şi conţine un 
ciclu eulerian. Fie x, y două vîrfuri oarecare ale lui G. Dacă x şi y sînt adiacente, 
rezultă că există un lanţ de lungime egală cu unu între x şi y. In caz contrar, 
deoarece G nu are vîrfuri izolate, există două muchii u şi v astfel încît u este 
incidentă cu x şi v este incidentă cu y. G fiind eulerian, există un ciclu care 
trece prin u şi v, deci prin vîrfurile x şi y. Rezultă că x şi y sînt unite printr-un 
lanţ, deci G este conex. 

Dacă ciclul eu!erian este [x1, x2 , ••• , Xin, x1] şi dacă vîrful x apare de k ori 
în şirul x1, x2, ••• , Xin, rezultă d(x) = 2k, deoarece fiecare trecere printr-un vîrf 
utilizează două muchii. Deci toate gradele vîrfurilor lui G sînt numere pare. 

Pentru a demonstra suficienţa condiţiei, să presupunem că graful G nu are 
vîrfuri izolate, este conex şi are gradele tuturor vîrfurilor numere pare. Să 
arătăm că G conţine un ciclu eulerian. Să presupunem, prin reducere la absurd, 
că Gnu conţine un ciclu eulerian. Deci sau Gnu con tine cicluri, sau conţine numai 
cicluri care nu parcurg toate muchiile lui G. Fie C un ciclu al grafului G care 
conţine un număr maxim de muchii ale lui G. Vom arăta că presupunerea că C 
nu există sau C nu conţine toate muchiile lui G ne conduce la o contradicţie. 

Pentru aceasta vom considera graful parţial H al lui G obţinut din G prin 
suprimarea tuturor muchiilor parcurse de ciclul C. Deoarece ciclul C foloseşte 
în fiecare vîrf x al lui G un număr par de muchii şi conform ipotezei gradele 
vîrfurilor lui G sînt numere pare, rezultă că gradele tuturor vîrfurilor lui H 
sînt numere pare, ca diferenţe de numere pare. Ciclul C nefiind eulerian, rezultă 
că H are mulţimea muchiilor nevidă şi măcar una din muchiile lui H are în 
comun una din extremităţile sale, fie z, cu ciclul C. într-adevăr, în caz contrar 
ar rezulta că mulţimea vîrfurilor parcurse de ciclul C ar forma 6 componentă 
conexă care nu conţine toate vîrfurile lui G. însă acest lucru contrazice ipoteza 
făcută că G este conex. Să plecăm din vîrful z pe muchia lui H incidentă cu z, 
deplasîndu-ne pe muchiile grafului H, fără a trece de două ori pe aceeaşi muchie. 
Dacă G nu conţine cicluri, obţinem Ii = G şi alegem pe z un vîrf oarecare al 
lui G. După un număr finit de astfel de deplasări ne vom întoarce în z. Pentru 
a justifica această afirmaţie, să observăm că gradele grafului Ii fiind numere 
pare, iar fiecare trecere printr-un vîrf utilizînd exact două muchii care nu mai 
pot fi parcurse, rămîn tot un număr par de muchii. Deci odată ajunşi în oricare 
vîrf diferit de z al lui H mai rămîn un număr impar, deci nenul, de muchii ne. 
utilizate şi putem părăsi acel vîrf. Deoarece H are un număr finit de muchii, 
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rezultă că după un număr de paşi ne reîn­
toarcem în s. 

Am obţinut astfel un ciclu C1 în graful H, 
care nu are nici o muchie în comun cu ci­
clul C. Reuniunea muchiilor lui C şi C 1 ge­
nerează un nou ciclu în graful G care conţine 
un număr mai mare de muchii ca C (fig. II.26). 
S-a ajuns astfel la o contradicţie, deoarece 
s-a presupus că C conţine un număr maxim 
de muchii. Rezultă că G este eulerian si teo-
rema este demonstrată. ' 

Ordinea de parcurgere a muchiilor lui C 
şi C1 pentru a obţine un ciclu mai lung ca C 

Fig. II.26 este de exemplu următoarea : 

Plecăm din z şi ne întoarcem în< pe muchiile ciclului C, apoi facem aceeaşi 
operaţie pe muchiile lui C1. Procedeul constructiv utilizat pentru a demonstra 
suficienţa teoremei constituie în acelaşi timp un algoritm pentru a obţine cicluri 
din ce în ce mai lungi, pînă la obţinerea unui ciclu eulerian într-un graf conex 
şi cu gradele vîrf urilor pare. Ciclurile euleriene intervin într-o serie de probleme 
de colectare şi distribuire. Condiţia impusă unui ciclu de a nu parcurge de mai 
multe ori o aceeaşi muchie se poate traduce printr-o condiţie de lungime minimă 
a traseului. 

Astfel, un poştaş care pleacă de la un oficiu poştal pentru a distribui corespondenta pe un 
număr de străzi şi se întoarce la oficiu, trebuie să parcurgă un ciclu eulerian în graful care re­
prertintă reţeaua stradală respectivă, pentru a avea de străbătut un traseu de lungi~e mini mă. 

Probleme 

11.3.1. Să se găsească un ciclu eulerian pentru graful din figura 11.27. 

Fig, Il.27 Fig. II.28 

I 1.3.2. Să se indice care este numărul minim de muchii care trebuie arlăugate grafului conex 
din figura I 1.28 pentru a-l trans[orma într-un graf eulerian. 

I 1.3.3. Să se indice cum poate fi transformat graful neconex din figura II.29 într-un graf eule­
rian prin adăugarea unui număr minim de muchii. 

8 

Fig. Il.29 

I 1.3.4. Un graf G conţine o mulţime de cicluri elementare astfel încît fiecare muchie a lui G 
aparţine exact unuia din aceste cicluri elementare dacă şi numai dacă toate gradele 
vîrfurilor lui G sînt numere pare. 

II.3.5. Fie G un graf conex şi x şi y două vîrfuri distincte ale lui G. Să se arate că există un 
lant de extremităţi x şi y care utilizează o singură dată tm1te muchiile lui G, dacă şi 

numai dacă x şi y sînt singurele vîrfuri de grad impar ale grafului. 
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11.4. Arbori 

Un graf conex şi fără cicluri se numeşte arbore. în figura 
II.30 este desenat un arbore cu IO vîrfuri. 

Se observă din această figură că oricum arn suprima o 
r>----"'o muchie a arborelui se obţine un graf neconex care are două 

Fig. II .30 

componente conexe. De asemenea, oricum am uni printr-o 
muchie două vîrfuri neadiacente ale unui arbore se creează un 
ciclu unic. De exemplu, dară adăugăm muchia [3, 4] apare 
ciclul [2, 3, 4, 2], dacă adăugăm muchia [5, 7] apare Ciclul 
(5, 1, 1 O, 7, 5] etc. Aceste proprietăţi au loc pentru orice ar­
bore, aşa cum rezultă din teorema următoare. 

Teoremă. Urmâtoarele afirmaţii sînt echivalente pentru un graf G: 
I) G este un arbore. 
2) G este un graf conex minimal, adică G este conex şi dacă îi su primăm o muchie 

oarecare [x, y] graful obţinut devine neconex. 
3) G este un graf fără cicluri maximal, adică G nu conţine cicluri şi dacă x şi y 

sint două vîrf uri neadiacente ale lui G, atunci graf ul obţinut din G prin adăugarea 
muchiei [x, !Jl conţine un ciclu. 
Demonstrafie. Vom arăta că I)=> 2), 2) => I), I)=> 3) şi 3) => 1), ceea ce va 
demonstra echivalenţa celor trei proprietăţi ale unui graf. 

I) => 2). Să pre su punem că are loc 1 ), adică G este conex şi fără cicluri. 
Trebuie arătat că are loc 2), adică prin suprimarea oricărei muchii [x, y] se 
obţine un graf neconex. Să presupunem prin reducere la absurd că graful G1 

obţinut din G prin suprimarea muchiei [x, y] este conex, deci există un lanţ 
L = [xl, ... , y] de extremiUiţi x şi y. D3ca se repeHi un vîrf z îb şirul care îl 
defineşte pe L, adic{t 

L = [x, ... , z, t1, t 2, ••• , t," z, ... , yl 
vom suprima din lanţul L una dintre apariţiile lui z împreună cu vîrfurile 
t 1, ••• , tk obţinînd un nou lanţ L' de extremităţi x şi y. Continuînd acest procedeu 
vom obţine în final un lanţ elementar de extremităţi x şi y în graful G1. Acest 
lanţ elementar împreună cu muchia suprimată rx, yl formează un ciclu în 
arborele G, ceea ce contrazice definiţia unui arbore. Deci are loc 2). 

2) => I). Dacă G este un graf conex minimal, să presupunem prin reducere 
la absurd că G conţine un ciclu Ix, z1, .•. , z," y, x]. Prin suprimarea muchiei 
Ix, y] a acestui ciclu se obţine un nou graf G1. Graful G1 este conex deoarece în 
orice lanţ de la u la v în graful G care foloseşte muchia [x, y] putem înlocui 
această muchie prin lanţul L = [x, z1, .•. , zk, y] care există în G1, obţinînd 
un lanţ de la u la v în graful G1. Deci G1 este conex, ceea ce contrazice 2). Rezultă 
că G este fără cicluri si este conex, deci G este arbore. 

1) => 3). Dacă G este arbore rezultă că G este fără cicluri. Fie x şi y două 
vîrfuri neadiacente ale lui G. Am văzut că există un lanţ elementar [x, Z1, Z2, .•• , 
z," y] de extremităţi x şi y. Deci prin adăugarea muchiei [x, y] se obţine un nou 
graf G1 care conţine ciclul [x, zt> ... , zk, y, x], adică are loc 3). 

3) => 1). Fie G un graf fără cicluri maximal. Trebuie arătat că G este conex. 
Presupunînd că Gnu este conex, rezultă existenţa a două vîrfuri x şi y care apar­
ţin unor componente conexe diferite ale lui G. Prin adăugarea muchiei [x, y] 
se formează un nou graf G1 care nu poate conţine un ciclu [x, Z1, z2, ••• , zk, y, x], 
deoarece în acest caz G conţine lanţul [x, z1 , ••• , zk., y], ceea ce contrazice pre-
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supunerea că x şi y aparţin unor componente conexe diferit . ale lui G. însă 
a st lucru contrazice proprietatea 3), d i G le conex. Deoarece G este fără 
cicluri rezultă că G este arbore şi are loc 1). Demonstrapa este încheiată. 

Un graf parţial H al unui graf G cu proprietatea că H este arbore se nu­
meşte arbore parţial al lui G. 

Corolar. Un graf G conţine un arbore parţial dacă şi numai dacă G este conex. 

Drmonsiraţie. Pentru a demonstra necesitatea, să observăm că deoarece arbo­
rc;,le p~rţial tI este co_nex şi G se 9bt~ne. din /1 prin unirea prin muchii a unor 
v1rfun nead1acente dm H, rezulta ca ş1 G e le conex. Să arătăm acum că orice 
g~af conex G conţine u_i:i arbor~ p~rţial H. Dacă O este un graf cane · minimal, 
din teorema precedenta rezulta ca O este arbore, deci vom lua fi = O. In caz 
c?nlra~, exist~ o m1.1:chie [x, y] a.11:1i G cu proprietatea că graful parţial GJ. ·ob­
j1nut d111 G pnn supnmarea much1e1 [x, y] este conex. Dacă G1 este un graf conex 
mjni_mal vom Jua H = 01. In caz contrar vom rep ta pentru 0 1 procedeul de 
sup~1mare a unei m1:1chii aplicat lui G ş.a.m.d. pînă la obfinerea unui graf conex 
m11111nal, care va f1 un arbore parţial al lui G. 

Procedeul descris are un număr finit de pa. i deoarece graful G de Ja care 
pornim are cel mult C~ muchii dacă el are n vî~fu,ri, iar la fiecare etapă se su­
primă cîte o muchie a grafuJui parţial ob1inut în acel moment. 

Propoziţia 11.4.1. Orice arbore cu n ~ 2 virfuri confine cel puţin 2 vîrfuri terminale (de gradul 1) 

Demonstra/ie. Să presupunem, prin reducere la absurd, ciî existil un arliore A rn n ~ 2 vîrfuri 
care are cel mult un vîrf de gradul I. 

Fie L = [x, z„ ... , Zir. y] 1111 lanţ clcment11r r!e lungime maximii al lui ;1, deci care conţine 
un număr maxim de muchii. Cel putin una dinlre extremităţile lui L, fie aceasta y, are gradul 
d(y) ~ 2 deoarece A are cel mult un vîrf de gradul I. Deoarece y este adiacent cu zk, rezultă că y 
mai este 11diacent cu un vîrf al lui A. Deoarece Jantul L arc o lungime maximă, rezultă că y 
nu poate fi <idiacent clccît cu unul dintre vîrfurilc x, z„ ... , zk-» ceea ce produce un ciclu în 
graful A. Deoarece A este arbore mn ajuns la o contradicţie şi proprietatea este demonstrată. 

Să observăm că arborele din figura ll.30 are 10 vîrfuri şi 9 = 10 - ! muchii. Această pro­
prietate are loc în general, aşa cum ne arată propoziţia următoare: 

Propoziţia 11.4.2. Orice arbore cu n vîrfuri are n - 1 muchii. 

Demonstraţia se face prin inducţie după n. Pentru n = 1 există un singur arbore cu un vîrf 
şi fără nici o muchie, pentru n = 2 obţinem de asemenea un arbore unic K 

2 
cu 2 vîrfuri si o 

singură muchie. ' 

Să presupunem că proprietatea este adevărată pentru orice arbore cu cel mult n vîrfuri 
şi fie A un arbore cu n + 1 vîrfuri şi m muchii. Conform propoziţiei precedente, arborele A are 
cel puţin două vîrfuri de gradul 1. Fie x unul dintre acestea şi A 1 subgraful obţinut din A prin 
suprimarea vîrfului x şi a muchiei incidente cu x. Deoarece A nu conţine cicluri, rezultă că nici A, 
nu conţine cicluri. Vom arăta că în plus graful A, este conex, deci A 1 este un arbore cu n vîrfuri. 
Fie u şi v două vîrfuri diferite între ele şi diferite de x ale arborelui A. Deoarece A este conex 
rezultă că există un lanţ, deci şi un lanţ elementar L = [u ... , v]. Dacă muchia incidentă cu x 
este [x, yJ, rezultă că lanţul elementar L nu foloseşte muchia [x, y] pentru că d(x) = I. Deci L 
este un lanţ de extremităţi uşi v şi pentru subgraful A,. Rezultă că A, este conex . Aplicînd 
ipoteza de inducţie pentru A 1 găsim că el are un număr de muchii egal cum,= n - 1. Dar A 
conţine în plus faţă de A, muchia [x, y], deci A are m = (n - 1) + I= n muchii şi proprie­
tatea este demonstrată. 

Proprietatea unui arbore de a fi un graf conex minimal face ca arborii să 
intervină într-o serie de probleme de optimizare, cum este următoarea : 
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Problema arborelui parţial minim 

Să considerăm un graf conex G = (X, V) şi o funcţie c: V __, R+ care aso: 
ciază fiecărei muchii a grafului G un număr real pozitiv numit costul acelei 
muchii. 

Costul unui graf parţial H = (X, V) al lui G este egal prin definiţie cu suma 
costurilor asociate muchiilor lui H, ceea ce vom nota prin : 

c(H) = ~ c(u). 
11EV 

Se pune problema determinării unui graf parţial H al lui G care să fie conex 
şi să aibă un cost minim. 

Un a tfel de graf parţial de cost minim trebuie să fie un arbore parţial, 
deoarece arborii sînt singurele grafuri conexe minimale. 

Intr-adevăr, dacă H este un graf parţial de cost minim al lui G şi H conţine 
o muchie u = [x, y] a cărei suprimare conduce la un alt graf parţial H11 conex, 
rezultă că : 

c(H) = c(H 1) + c(u) > c(H 1)· 

însă inegalitatea obţinută c(H1) < c(H) contrazice minimalitatea grafului H. 
Rezultă că orice graf parţial de cost minim care este conex este un arbore 

parţial al lui G. Dacă vîrfurile graf ului G reprezintă de exemplu nodurile unei 
reţele de telecomunicaţii, iar costul unei muchii reprezintă costu l. i~ .talării u~~i 
linii telefonice între cele 2 noduri ale r \elei reprezentate de xtrem1ta ţ1le much1e1, 
probi ma determinării reţelei conex d cost minim le tocmai problema găsirii 
unui arbore parţial de cost minim în graful care reprezi ntă reţeaua. . . 

Reţeaua de comunicaţii obţinută trebuie să fie conexă pentru a facilita 
realizarea de convorbiri telefonice între oricare două noduri ale reţelei, direct 
sau indirect, printr-o serie de noduri intermediare. 

Pentru găsirea unui arbore parţial de cost minim, pe care îl~ vom nu_,m1 tn 
continuare arbore parţial minim al unui graf conex, prezentam urmatorul 
algoritm: 
Algoritmul APM (arbore parţial minim) 

Fiind dat un graf conex G = (X, V) cu o funcţie cost c: V __, R+, se alege 
o muchie u cu costul c(u) minim. Dintre muchiile nealese se va selecta mereu 
muchia de cost minim care nu formează cicluri cu muchiile deja alese. 

Aplicarea acestui algoritm se termină cînd se obţine o mulţim~ de mu: 
chii V, deci un graf parţial H = (X, V) al lui G cu V C V, cu prop~~etate.a ca 
oricare dintre muchiile rămase ale lui G formează cicluri cu muchnle lut H. 
Deci H este un graf fără cicluri, maximal, cu aceeaşi mulţime de vîrfuri ca G. 
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Conform teoremei demonstrate rezultă că fi este un arbore parţial al lui G. 

2 

5 

Fig. II.31 

Să aplicăm algoritmul APM pentru graful conex G cu 

6 vîrfuri din figura II.31, pentru care costurile muchiilor sînt 

desenate lîngă muchiile respective. 

Alegem mai întîi o muchie de cost minim, de exemplu 
[I, 2) cu costul 2, apoi muchia [I , 4) care are de asemenea un 

J cost minim egal cu 2. În continuare oo:istă două muchii dintre 
cele nealese avînd costul minim egal cu 3 unităţi şi anume 
[2, 3] şi [3, 4]. O alegem de exemplu pe [2, 3]. Muchia rămasă 
de cost minim este [3, 4), dar ea nu mai poate fi aleasă 

deoarece formează ciclul [!, 2, 3, 4, l] cu muchiile deja 

alese. Alegem de exemplu muchia ( 1, 6] cu costul 4 şi apoi 

muchia [I, 5] cu costul 4, fără a apărea cicluri formate cu mu-

2 2 2 

J 3 

3 

Fig. II.32 Fig. IU3 Fig. II.34 

chiile alese. Am obţinut 5 muchii: [I, 2), (2, 3], [I, 4], [I, 6], [ !, 5], deci am obţinut un arbore 
parţial al grafului G, deoarece propozitia I I.4.2 ne arată că un arbore cu n vîrfuri are n - 1 
muchii. Se observă uşor că oricum am adăuga o nouă muchie gralului parţial obţinut în fi-
gura II.32 apare un ciclu. . 

Deci graful din figura II.32 este un arbore parlial minim, de cost egal cu 15, al grafului 
conex din figura I I.31. 

Dacă în locul muchiei [1, 6] alegem muchia [5, 6] cu acelaşi cost egal cu 4, obţinem arborele 
mi~im din figura II.33. Se mai poate obţine un arbore minim înlocuind muchia [I, 5] prin mu­
chia [5, 6] pentru arborele din figura ll.32. Se mai obţin trei arbori minimi dacă se înlocuieşte. 
pentru fiecar~ din cei trei arbori obţinuţi, muchia '[2, 3] prin muchia [3, 4] de acelaşi cost, egal 
cu 3. Unul dintre aceşti arbori este desenat în figura II.34. Rezultă că graful din figura II.31 
are 6 arbori partiali minimi. 

In general,. dacă există mai multe muchii cu acelaşi cost, pentru un graf 
conex G pot exista mai multe posibilităţi de alegere a unei muchii de cost minim 
care.m! fo~n:ea~ă cicluri cu muchiile deja alese, deci pot exista mai mulţi arbori 
parţiah m1mm1. 

Vom încheia acest paragraf indicînd o formă a algoritmului APM care 
este uşor programabilă pentru un calculator electronic. 

Pentru aceasta, ă observăm că iniţial se pleacă cu un graf parţial al 
graI_ului G care nu conţine nici o muchie, deci care conţine n. vîrfuri izolate 
daca. G are. 1t vîrf uri.. Ulţerio'., prin adăugare de muchii se formează grafuri 
parţiale c~e !lu ('Onţ1_n c1cl~1, deci care au drept componente conexe arbori. 
Se observa ca o noua muchie u poate fi selectată dacă are un cost minim 
printre n.mo!1iile nealese şi dacă extremităţile ei aparţin unor componente 
conexe dt fente ale grafului parţial obţinut pînă în acel moment. 

1n caz contrar apare un ciclu, deoarece conform teoremei demonstrate 
un arbore este un graf fără cicluri, maximal. 

Pentru a memora numerele de ordine ale componentelor conexe în care 
se găsesc la un moment dat vîrfurile grafului G vom folosi o listă cu n poziţii, 
astfel încît poziţia i din listă, notată cu L(i), să indice numărul de ordine al 
componentei în care se găseşte vîrful i al grafului. 

Pentru a uşura căutarea muchiei de cost minim, vom alcătui lista muchiilor 
grafului G în ordine crescă.ţoare a costurilor. Algoritmul se va opri după ce a 
selectat exact n - I muchn, deoarece un arbore cu n vîrfuri are n - I muchii. 

Algoritmul A P M devine : 
I. Pentru i = l , ... , n se face L(i) +- i; 
2. Se alcătuieste lista muchiilor grafului G în ordinea crescătoare a cos-

turilor ; ' 
3. Fie [p, q] prima muchie din şirul muchiilor lui G ; 
4. Au fost selectate n - J muchii ? Dacă da, stop. 

Am obţinut un arbore parţial minim. 
Dacă nu, mergi la pasul următor. 

5 - Matematică aplicată în tehnica de calcul ci. a X-a - cd. 23 
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v se con ideră următoarea muchie 5. Se verifică dacă L(p) = L(q). Dac_a ~Ja. respectiv q cel <loufl xlr mi -
din şi rul de muchii ale lui G. Se no! mw y1ef7'Da ă L(p) # L(q) se merge la 
t ă ţi ale acestei muchii şi e r · p ta pasu · 

pastLl următor. - nuchie a arborelui parţial minim. _ 1 • [p q] ca o noua 1 • 

1 
. 

6. Se electeaza mu ua L(') toat elementele L(i) = L(q) se tn ocmesc 
Dacă de exemplu. L(p) < I~ 'pasul 4 

I ea l(p) s1 se merge · . _ . h' · [ ] 
cu va oar _ _ ·d - L( ) = L(q) cele două extrem1taţ1 ale muc 1e1 p, .q 
• St;: observ~ ca ~~a ele~ ale ere; lui [p, q] ar crea un ~i clu î~ graful parf1~I 

smt m acelaşi ar~ 1 '·e peclivg .Deci trebui con · iciernta urmatoare'1 muchie 
ob\inul la momenl .~L ~a 1rn ul. 6 se unifică componcnlclc conexe cărora le 
din siruJ de muc u1. - ] c1 · d t t · rrurilor din 
apartin cel.e două extremităţi ale 111U hi ei [p, q .' tn lll urzr( \)'I L r. "tul 

·unea elor două omponente num~rul de ~r ~.1nc ega cu P · ? 11 ' _ 
:~~~ării algoritmului lista L va avea toate ~o.z1\t~le_egale c.u I. .pe fapt, du~a 
~electarea ultimei muchii putem să ne opnm, fara a mat um ica numere e 
de ordine ale celor două ultime componente conexe. 

Pentru exemplul grafului din figura II.31, o ordonare posibilă a muchiilor î11 ordinea 

crescătoare a costurilor este următoarea : .. I I' t l 
[!, 2]. [I, 4], (2, 3], [3, 4]. [5, 6). [I, 5], [I, 6), [4, 5), (I, 3], (2, 5), [4, 6]. lrn\ta, IS .a 

are forma I 1 I 2 J 3 J 4 I 5 J 6 J . Deoarece L( I)# L(2) se selectează muchia [I, 2] Şt se 

obtine lista L: J 1 I 1 J 3 J 4 I ;:; I 6 J. Acum L(l) = I # L(4) = 4, deci alegem şi mu· 

chia (!, 4]. . 

• u J J 1 J „ I 1 I r. [ 6 l Obfinem L(2) = 1 7, L(3) = 3, deci alegem Ş I mu-Noua ltsta L : 1 ·1 •1 • 

t r ' d lista L · I 1 J t I 1 I I J (i [ 6 [ . Deoarece L(3) = L ( 4) = l chia [2, 3], reac ua 1zm · · _ u • = 
5 

l(6) = 
nu vom alege muchia (3, 4), trecînd la urmatoarea muchie [.S, 6]. Deducem L(5) # 

• 

0 

• \ ' t
0 l · I 1 [ 1 I 1 I 1 J 5 I 5 I. Selectăm 6 d · 1 ctXm mucld a [5 6] s1 gas1m noua 1s a . · = , ec1 se e " • ' . . I I 33 

· d L(l) = 1 # L(5) = 5 obfinîncl arborele d111 f1gurn . şi a V-a muchie [!, 5] eoarece 
şi noua listă L cu toate componentele egale cu l. 

Probleme 

t. I · i al graf.ului conex din figura 11.35. 
I I.4. 1. Să se găsească un arbo3re ~a[ I? ~1~:11arate că următoarele afirmaţii sînt echivalente : I I 4 2 Fie G un graf cu n ;;,: Vlf un. 

· · · a) G este un arbore; „ 

Fig. II.35 
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b) G este conex şi are n - 1 muchu; „ 

c) G este fără cicluri şi are n - 1 much11. u 

I I 4 3 Dacă G este un graf conex cu n vîrfuri, s~ s~ arate ca 
· · · pentru orice k astfel î.ncît 1 A.;; k . .;; n exista un sub-

graf conex al lui G cu k v1rfu:1'. . „ 

7 II.4.4. Să se arate c;ă un graf ~un vîrfun şt cel puţin n much11 
conţine cel puţin un ciclu . „ u 

r I.4.5. Fie G un graf conex ~u n vîrfuri .~i m muchii: ~a ~~ 
arate că numărul mirnm de muchii care treb uie inia 
turate astfel încît graful obţinut să nu conţină cicluri 
este egal cu m - n + 1 (acest număr se numeşte 

numărul ciclomatic al grafului). 
II.4.6. Numerele d1 ;;,: d, ;;,: ... ;;,: d„ ;;,: 1 sînt gradele .vîrfu: 

rilor unui arbore cu n ;;,: 2 vîrfuri, dacă şi numai daca 
d, + d, + ... + d0 = 2n - 2. 

11.5. Arbori binari şi apficaţii 

Un arbor binar e defineşte în modul următor: 
E te un ar bore care are un vîrf numit rădăcină al cărui grad este zero, 

unu au doi. Dacă gradul rădăcinii este zero, arborele binar este format 
numai din răclăcină. Jn caz contrar, rădăcina se leagă printr-o muchie sau 
prin două muchii de unul sau două aHe noi vîrf uri care se desenează sub 
rădăcină şl care se nume c fiii vîr fului rădăcină. Modul în care vîrfurile fiu 
se de enează . u.b rădăcină, la stînga au la dreapta, are importanţă. Deci 
vom face di tincjie între fiul <lin dreapta ş i fiul din stînga rădăcinii. Aceste 
noduri fiu au fiecare zero, u nul au două nodurj fiu, la stînga sau la dreapta 
. . a.m.d. Vom spune că rădăcina arborelui are nivelul O, fiii rădăcini i ni­
velul 1, fiii ace tora nivelul 2, de cenden \ii de ordin le ai rădăolnii nivelul k 
i 1i vom de ena la aceeaşi înăl time faţă de marginea de jos a unei pagini. 

Tn figura 11.36 este reprezentat un arbore binar cu rădăcina A. Pe nive­
lu.I I apar vî.rf ur il e B şi C; B e te fiul din stînga al lui A şi C este fiul din 
dreapta al lui A. P nivelul 2 e găses vîrfurile D ş i E, iar pe nivelul 3 vtrfu­
rile F şi G. 

Vîrf urile terminale sau vîrf urile de grad I diferite de rădăcină ale acestui 
arbore înt D F, G, C. Se observă că aceste vîrfuri sînt vîrfurile care nu au 
fii. In figura l 1.37 înt desena ti doi arbori binari care sînt identici ca ar bori, 
dar înt distincti ca arbori binari, deoarece p ntru unul dintre ei B este 
fiul din . ttnga al ră dăcinii A, iar pentru ce lă lalt B este fiul din dreapta al 
rădă inii A. 

Da ă suprimăm răd ăcina ş i muchi ile incidente ·u aceasta, arborii obţi­
nu ţ i se nume c subarborete Lîng, re pectiv subarborete drept al rădăcinii. 
Unul dinfre aceştia au amîndoi pot fi vizi. De exemplu pentru arborele 
binar din figura II.36 vîrful A are SLtbarborele stîng format din vîrfuri!e B 
D, E, F, G iar subarborele drept format din vîrful C. ' 

oţiunea de ubarbore se aplică şi altui vîrf diferit de ră dăcină. 
De exemplu v1rful terminal D are ambii subarbori stîng şi drept v1z1, 

vîrf ul E are ubarborele tîng format din vîrful F şi subarborele drept format 
din vîrful G. 

Dacă fiecare vîrf care nu este vîrf terminal al unui arbore binar are exact 
doi fii, arborele binar se numeşte complet. 

Arborele binar din figura I I.36 este complet, dar arborii binari din fi­
gura I I. 37 nu sînt compleţi. 

Ni11fl}!!1 __ _ _ A - - -

„- u 

Fig. II.36 
Fig. Il.37 

67 



11.5.1. Notafia fără paranteze a unei expresii aritmetice 

Oricărei expresii aritmetice formate din conslanteA şi ya~iabil_e ~i _care 
utilizează operaţiile de adunare, scăd~rc, înmulţire, 1mpartire. ş_i. mhcare 
la putere i se poate asocia un arbore brnar. De exemplu, expres1e1 . 

(x + y)z + 7 

i se asociază arborele binar complet din figura I f.38, unde semnul 11< repre-
zintă înmulţirea. .. . _ .. 

î vîrfurile acestui arbore stnt reprezentau oreralorn .. adie.a ~peral11!e 
din ~xpresia aritmetică sau operanzii, adică cons antele ş1 variabtl~le _ d~n 
expresie. Ultima operaţie efectuată esle A adunarea, ~are se reprezinta m 
ădăcina arborelui binar. Subarborele st ing_, _respect.~ su~a~borele ~rcpl 
~eprezinlă cele două expresii cărora li se aplica aceasta ull1ma ~p~raţ1e d~ 
adunare şi anume (x + y)z şi 7. Pentru expresia (.x -~- !J~Z se aplica aceeaşi 
regulă de reprezentare, deci în rădăcina subarbor~lu1_ sAt111~ v~~ reprCJ.enta 
operaţia de înmulţire ş.a.m.d. Constanta~ se 1:eprc.zmta m radac1na subarbo­
relui drept. care nu mai conţine alte v1rfun. 

Să reprezentăm după aceeaşi regulă expresia : 

) 
.'( 

(x~-3yt +---
!J + 4 

Se obţine arborele binar complet din fiţura I I.~9 , un~c. semnul I r~prezint~ 
operaţia de împărţire, iar T reprezinta operat1a de ridicare la putere. Deci 
vom nota: 

.!!_ = a/b, iar a" = a î b. 
/J 

Un arbore asocial unei expresii aritmetice este un arbo~e -~inar compl~t, 
oricare vîrf neterminal avînd asociat un operator arc exact dot fu. Tntr-a~:var, 
operaliile întilnite într-o expresie aritmetică sî~t O!)er~tii binare •. ad1ca au 
doi operanzi. Vîrfurilc terminale ale arborilor dm f1gunle Il.38 _şi l~.3~ au 
asociali operanzii din expresia aritmetică, care sînl constantele ş1 variabilele 
expresiei. 

Fig. 11.38 F ig. lI.39 
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A !\ J\ 
Fig. ll.40 

Se observă că deoarece operaţiile de scă.dere, împărtire şi ridicare la 
putere nu sînt comutative, arborii obtinuti sînt într-adevăr nişte arbori 
binari, pentru care se face clistinc(ie între fiul din dreapta şi fiul din stînga 
al fiecărui vîrf neterminal. 

Aşa cum am făcut în figurile I I.38 şi fl.39, vom reprezenta expresiile 

a-b, ~şi a" după cum se arată în figura 11.40, cu a desenat la st inga şi b 
b 

desenal la dreapta vîrfului care repre·dntă operatorul de scădere, împărtire 
sau ridicare la putere. 

în general, pentru a reprezenta o expresie aritmetică E sub for ma unui 
arbore binar, procedăm după regula următoare: 

a) Dacă E este o constantei sau o variabilă, arborele binar se reduce la 
rădăcină, căreia îi asociem constanta sau variabila respeclivă; 

b) Dacă E = E 1« E~. unde ex este unul dintre operatorii : +, - , *, /, 1 • 
vom asocia rădăcinii arborelui binar operatorul «, subarborele slîng va re­
prezenta după aceeaşi regulă expresia aritmetică E1i Iar subarborele drept 
va reprezenta după aceeaşi regulă expresia E2• 

Această regulă conduce, prin recurentă. la un arbore binar complet 
asociat expresiei E. Invers, fiind dat un arbore binar complel care conline 
în nodurile terminale constante sau variabile şi în celelalte noduri operatori, 
se poate obţine uşor expresia aritmetică asocială. Din punctul de vedere al 
calculului automat, cu ajutorul unui calculator electronic, o altă formă a unei 
expresii aritmetice este mai uUlă. Această rormă se obţine de exemplu prin­
tr-un procedeu de parcurgere a vîrfLtrllor arborelui, plecîncl din rădăcină şi 
tre<.înd prin fiecare vîrf o singură dală. Parcurgerea arborelui binar asociat 
unei expresii aritmetice are loc după regula următoare: se pleacă clin rădă­
cină pe muchia clin slînga, iar în momentul cînd întreg subarborele stîng 
al unui vîrf a fost parcurs, se parcurge subarborele drept al acelui vîrf după 
aceeaşi regulă. De fiecare dat ă cînd se trece printr-un vîrf se scrie operatorul 
sau operandul asociat acelui vîrf. 

Pentru arborii binari din fib1llrile 11.38 şi 1 I.39 ordinea de parcurgere a 
fost desenată printr-o linie punctată. 

Oe exemplu, pentru arborele din figura II.38 plecăm din rădăcină pe 
muchia din stînga şi ne deplasăm pe muchiile din stînga pînă ajungem în 
vîrful terminal asociat variabilei x. Deoarece subarborele stîng al vîrfului 
diferit de rădăcină, asocial cu operaţia +, a fost parcurs, parcurgem sub­
arborele drept, care se reduce la rădăcină şi are asociată variabila y. Acum 
subarborcle stîng al vidului asociat cu (• a fost parcurs, vom parcurge sub­
arborele drept, care se reduce la rădăcină şi are asociată variabila z. Am par­
curs subarborele stîng al rădăcinii întregului arbore, deci mai rărnîne de par­
curs subarboreJe drept care se reduce la ră dăcină şi are asociată constanta 7. 

Am găsit succesiunea : + ~· + x !J z 7, care se numeşte nota/ia poloneză 
sau notaţia fără paranteze a expresiei aritmetice (x + y)z + 7. Se foloseşte 
termenul de notaţie poloneză pC'ntru şiru l de s~mne obţinut în urma par-
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·· g I dată a unui arbore binar asociat unei expresii aritmetice, 
cdurgern cu rte u ati'ci'anul polonez Lukasiewicz a fost primul care a definit-o. eoarece ma ema 

Î gerii arborelui binar din figura I I.39 se obţine şirul de semne: n urma parcur 

+ * - t X 2 * 3 y t I X + y 4, 

care reprezintă notaţia poloneză sau notaţia fără paranteze a expresiei aritmetice: 

(x 2 - 3y)t + _x_· - . 
y+4 

Pentru a caloula valoarea numerică a unei expresii aritmetice, trebuie ca toate 
variabilele să aibă atribuite anterior anumite valori numerice. Calculul 
valorii numerice a unei expresii aritmetice cu paranteze, pentru care toate 
variabilele au atribuite anumite valori numerice, se realizează într-un cal­
culator, după ce a fost obţinută notaţia poloneză a acelei expresii, în modul 
următor: 

Se detectează în şirul de semne care alcătuiesc notaţia poloneză ultimul 
operator în sensul de la stînga la dreapta. 

Se aplică acel operator CE.lor două valori numerice care îl urmează în şir 
şi numărul astfel obţinut este plasat în şir în locul operatorului şi a celor 
două numere care au fost utilizate în calcul. 

Şirul nou obţinut conţine cu 2 semne mai putin decil veehiul şir. Dacă 
am obţinut un singur număr ne oprim, deoarece el reprezintă valoarea nu­
merică a expresiei aritmetice. Dacă nu, aplicăm acelaşi procedeu şi rului de 
semne obţinut în ace t moment. 

în cazu l şirului + "' + x u z 7 se va înfocui succesiunea + ·" y prin rezultatul 'adunării 
valorii lui x cu valoarea lui y pe ca.re îl notăm a. Se obţine şirul : + '' a z 7, unde a= x+ y. 
Se înmu l teşte a cu z şi se obtine şirul : + b 7, unde b = az. în final se obtine o stngură va­
loare, b + 7 = az + 7 = (x + y)z + 7, adică val oarea numerică căutatei. 

Vedem deci cum un studiu ele logică matematică şi-a găsit aplicaţii la 
programarea calculatoarelor electronice, care au apărut cu 15 ani mai tîrziu. 

11.5.2. Arbori de sortare 

A sorta n numere reale ai. a2, ••• , a„ înseamnă a scrie aceste numere în 
ordine crescătoare, adică a găsi o permutare pa mulţimii {1, ... , n} care 
verifică : 

av(i) .,,;;; aP<~> .,,;;; .•. .,,;;; aP(")' 

Dacă numerele a 11 ••• , a"' se află depuse în această ordine în memoria unui 
calculator, sorlarea lor presupune rearanjarea acestor numere astfel încît 
ele să apară în ordine crescătoare. · 

Vom v dea cît de uşor putem găsi unul din aceste numere în cazul cînd 
ele sînt sortate, în raport cu si tuaţia cînd numerele sînt aranjate într -o 
ordine oarecare. Se apreciază că cel puţin o treime din timpul de lucru al 
calculatoarelor care lucrează în domeniul informaticii de ge liune esle afectat 
unor sortări de date. 

Vom presupune mai întîi că vrem să determinăm cel mai mic dintre 
numerele a1, ••. , a,„ pe care îl notăm min (a1, .•• , a11), comparînd nume­
rele două cite două. 

Propo.ziţi.e. Nuniiirul minim de compara/ii a cîte două iiumere llecesare pentru 
a găsi mrn (a 11 ••• , a„) e te egal 11 n - 1. 
Demonstraţie. ă notăm numărul minim de comparaţii a cit două num , re 
n ce ar pentru a gă i minimul cHn /1 numere prin f(n). 

Da ·a n = 2 gfi im minimul omparînd el două numere, deci f(2) = L 
Pre upunînd proprietatea adevărată pent.ru orice m. ~ n - I, fi n 

num ·re a1, . .. , a„. Dupfl prima compara(ie gă im b ,= min {cr1, a,), un<le 
I :s< i < j .;; n. Ră mîne ă <.lelerrninăm minimul din n - I numere care 
formează mulţimea {a1, ... , an} {at. a1}, la are se adaugă num~rul b. 

Deci putem scrie : 

f(n) == l + f(n - 1). 

Deoarcc conform ipotezei de inductie f(n - I) = n - 2, rezultă că 
f(n) = 11 - I ş i proprietatea este demon hată. 

Proce ul ele gă ·ire a minimu.lui din n numere e poale r p1-ez nla prin­
tr-un arb~r - bina~: în~r-ad~văr, .e poale proceda prin analogic cu repr z n­
t~r~a unei .e~pres1! a'.1t111cti;e printr-un arbore bi1~ar, deoarece operaţia de 
aa 1re a nurnmulw din doua numere est o operaţie binară. 

De exemplu, dacă determinăm min (2, 7, 5, I) putem proceda astfel: găsim min (2, 7) = 
= 2, apoi min (2, 5) = 2 şi în fine min (2, 1) = I. 

Acest calcul e te repre.ze{1tat prin· arborele binar complet din figura II .4 1. 
în rădăcina arborelui apare numărul I, care este rezultatul si fiecare 

vîrf neterminal~ ar as cial un număr are reprezinUl minin1ul celor două 
numere a ocia le fiilor să i. ., ' 

Pentru a orta n numere a1i ... , a„ pulem proceda după cum urmează : 
Det rminăm mai întii min (a„ ... , a11 ) i ace. t număr îl pun m pe pri­

mul loc în şirul . ori al. P ntru a gă: i numărul de pe locul al cloil a d ter­
·minăm minimul din cel a - I nu mer răm a . e ş.a.m.d. 
. Număru l de co1111 ara(ii necesar pentru a orta cele n numere u acest 

alcrori trn ·' ( gal cu : 
: :>1 

(n -- I) + (n -- 2) + . . . + I n(n - I) 

2 

Vom ve lea că acest număr poate fi îmbunătă(il ub tanjial prin con­
slruc1ia unui arbore de surtare pentru care toate vîrf urilc terminale apar pe 
un ingur nivel sau pe dou ă nivele con .ecutive. Pentru a construi un astfel 
de arbore, să observăm că dacă arborele e te complet şi toate vîrfurile termi­
nale apar pe nivelul r atunci el conţine 2r vîrfuri terminale. 

2 

Fig. IT.41 
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v • 1 I I ·nt 2 vîrfuri pe nivelul 2 înt 4 virfuri şi dacă 
Tntr.adevar, pe m:re u 5 1 

1 ~ t 9r..:i vîrfuri rezultă că pe nivelul r 
ă pe rnvelul r - sin ~ 

Pfesup.u2';:1
11 c2r vîrfuri. Deci d acă numă:ul de vîrfuri. terminale este o pu-

sint 2 
1 . 2 d" M tt _ 2" putem onstrm un arbore binar complet cu toate ter a u1 ' a ica - ' . . I 

vîrfurilc termi nale p un acel aş i m~e . . . M • • M • 

In caz contrar, vom nota cu r numarul natural care venf1ca rnegaltt.a ţtle: 

2r < n < 2r+1. (1) 

Să notăm cu x numărul de vîrf uri care se gă esc pe nivelul r + I într-un 
arbore binar complet cu toate vîrfurile terminale pe două njvele consecu­
live şi cu y numărul de vîrfuri care se găsesc pe nivelul r. 

Deoarece numărul tot al de vîrfuri terminale este egal cu n, putem crie: 

X+ y = n. (2) 

Dacă construim pentru fiecare vîrf de pe nivelul r cei doi fii care se gă esc 
pe· ni velul r + 1, ob1inem, împreună cu cele x noduri deja existente pe 
nivelul r + I; un to ta l de 2r+ 1 vîrfuri pe nivelul r + I. Deci mai obţinem: 

(3) 

Ecu aţ iile (2) şi (3) formează un sistem care determină complet pe x şi y şi 
anume: y = 2'+1 

- n şi x = 2n - 2r+1
. Deoarece slnt vecificate inegali­

tăţ i le ( 1) rezultă că zr+ 1 - n > O si 2n - 2r+ 1 > O, deci vîrfuri le arborelui 
se găsesc pe nivelele r şir + J. De exemplu, dacă n = 6 obtinem 22 < 6 < 23 

deci r = 2 şi y = 23 - 6 = 2 iar x = 12 - 23 = 4. Arborele binar complet 
cu 6 vîrfuri terminale pe două rţivele cons~cutive va ·avea deci 2 V-îrf uri pe 
nivelul 2 şi 4 vîrfuri pe nivelul 3. El este desenat 111 figura 11.42. Să presu­
punem acum că vrem să sortăm numerele din şi rul : 4, 6, 3, 5, 2, 8. 

Vom aplica următorul algoritm, numit selecţia arborescentă: repre­
zentăm aceste 6 numere în vîrfurile terminale ale arborelui din figura I 1.42. 
Completăm celelalte vîrfuri interioare ale arborelui, astfel încît în fiecare 
vîrf interior să se afle scris minimul din cele două numere asociate fiilor săi. 

Numărul de · comparaţii necesare este egal cu 5, adică numărul minim 
de comparaţii pentru găsirea minimului din 6 numere. 

în vîrful arborelui se afl ă numărul 2, care este minimul din cele 6 numere. 
Scriem numărul 2 pe prima poz iţi e a şiru lui sortat ş i scoatem numărul 2 din 
arborele de sortare, punînd o.)inioară în vîrful terminal unde a fost scris 
numărul 2. Perrlru a completa:>'arborele şi a găs i minimul din numerele ră­
mase, este suficient ă compl efăm numerele în cri e în vîrfurile lan ţului 
care uneşte rădăcina arborelui cu Vtrful termina l unde a fost cris numărul 2. 

{, 

Fig. Il.42 

8 

Fig. Il.43 Fi·g. Il.44 

Ace t l anţ a fot reprezentat cu linie punctată în figura Il.43. 1 umarul 
nu are cu cine ă mai fi e compara t pe nivelul 2, ast fel încît el urcă pe nivelul J. 
Aici el e compară cu 3. Găsim min (3, 8) = 3, pe care îl scriem în rădăcina 
arborelui . Deci al doilea număr în şirul sortat este 3. 

Considerînd lanţul care lrece prin vîrfurile cu numărul .3, reprezentat 
în figura 11.44, scoatem numărul 3 din arbore şi mai f acern două comparaţii : 
min (4, 5) = 4 şi min (4, 8) = 4. Tn rădăcina arborelui apare acum numă­
rul 4, care e te al treilea număr din şirul sortat. Se reactuaJizea.ză lanţul 
desenat punctat în figura II .45 prin încă două comparaţii : min (5, 6) = 5 
şi min (5, 8) = 5, care se ridică în rădăcina arborelui. Al patrulea număr 
din şirul sortat este 5 şi se obtine arb0rele din figura TI.46 după încă o com­
paraţie: min (6, 8) = 6. Deci penultimul număr din şiru l orlat este 6. 
Tn final numărul 8 apare în rădăcina arborelui fără nici o comparatic şi el 
este ultimul număr din ~irul sortat. 

Să evaluăm numărul de comparaţii necesare penlru a sorta n numere, 
folosind algoritmul de selecţie arborescentă . 

Din (I) deducem că r < log2 n < r + I, deci r =[log~ nJ, adică r este 
partea întreagă din Iog 2 n. Dacă n = 2' obţinem că r = log~ n = [log2 n], 
i:Ieoarece în acest caz log2 n este număr întreg. La primul pa facem n - I 
comparaţii pentru a completa întregul arbore de sortare şi deci pentru a 
găsi min (a„ ... , a 11} care apare în rădăci n ă. La fiecare din paşii următori 
facem comparaţii cel mult la nivelele r, r - I, . .. , I, pentru a completa 
vîrf urile care se găsesc pe lanţul care une te rădăcina cu vîrf ul terminal din 
care a fost suprimat un număr. Pentru exemplul dat, [log!l 6] = 2 ş i la fiecare 
pas ulterior am făcut cel mult r = 2 comparaţii. 

Deci numărul de compataţii este majorat de : 

n - 1 + (n - l)r = (n - l)(r + I) = (n - l)([log2 n] + 1). 

Fig. ll.45 Fig. I'I.46 
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Avcintajul algoritmului selecţiei arbor cente faţă de algoritmul de găsire 
repelaUi a minimului în ceea ce pri v \ le numărul de comparaţii iese clar 
in ev i(Jen1 ă pentru n mare. ' 

· De exemplu, dacă avem de sortat I 001 numere, cu algoritmul de găsire repetată a 
minimului, trebuie să efectuăm 

comparaţii. 

1 bo1(1001 - t) ~ 
500 500 

2 

Deoar~c 210 = J 02•1; rcz.ullă r = (log, I 0011 = 9 şi algorihnul selcctlci arbor c ·nlc 
necesită numai I 000 ·10 = 10 000 compan11{i, adicii de 50 de ori mai pu(in. 

încheiem acea tii aplica\i.e mentionînd că există metode eficient ele 
repre;rnntare a stru turii le arbore binar în memoria unui calculator. 

11.5.3. Algoritmul de căutare biliară 

Problema regăsirii informaţiei ·tocate în memoria unui calculator constă 
în găşirca unui articol, care cantine ele obicei mai multe înregi trări memo­
rate secvenjial, după anumite valori, numerice sau alfanum rice ale uneia 
sau mai mul Lor înregistrări care formează acel articol. 
·. . Deci în azul va lori lor numerice, problema găsirii unui articol dintr-o 
multime de articol memorate secvenţial m memoria unui calculator, revine 
ln . esenţă la următoarea problemă de căut?re: 

Dîndu-se n. numere într-o ordine fixat ă , a„ a2, ••. „ a„, ă se determine 
care număr ar o valoare dată b. Vom presupune că ptoblerna are un rezul­
tat unic, deci ex i st ă cel mult un număr dintre al .. . , a1, care este egal cu b. 
Putem re.zolva . .această problemă citind pe rîn<l fiecare· dintre numerele 

. ar1 a~, ... clin memoria calcµlatorului şi eomparîndu-le cu b. fo t')lomentul 
cînd găsim un număr a, egal cu b ne oplim au citim de exemplu şi celelalte 
înregistrăr i ale ar ti olului care are înregistrarea căulală egală cu at. Spunem 
că în acest caz am avut o căutare cu . ucce . Dacă în ă, după citirea tuturor 
numer lor a!, ... , a„ am con tatat tă nki unul dfolr le nuc te egal cu /J, 
punem că t1 avut loc o căutare fără succe . 

în cazul unei căuti'r i cu ucces numărul mediu de comparaţii necesar 
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pentru gă irea valorii b este egal cu.!!:__, iar în cazul unei căutări fără si1cces 
2 • 

numărul el · cornparati i est egal cu. 11. 

Dacă efectuăm multe căută ri printre înregistrările a 1, ••• , an este mai 
avantajos din punctul de vedere al numărului de comparaţii, deci al vitezei 
de calcul, să se procedeze astfel : se sortează mai întîi cele n numere 
(de fapt articolele care conţin respectiv înregistrările a1, ••• , a"). Deci 
vom presupune în continuare că : 

al < a2 < . . . < an. 

Apoi se aplică un algoritm rapid de căutare, care se bazează pe următoarea 
observaţie : 

Dacă comparăm numărul a; cu b, rezultă următoarele trei posibilităţi : 
a) ai = b şi căutarea este încheiată ; 

b) a1 < b ş i deci vom continua cău laJea printre numcreje a1+1 < a1+2 < 
< ... < a,„ care sînt mai mari ca a,. Dacă i = n, deci nu mai există n~mer 
mai mari ca " n oprim, deoarece căutar('a nu a avut ucces. t umarul b 
nu se gă ·eşt printr numerele ai> ... ,a,,; 

\) a1 > b „i tlec1 \70111 continua că utarea prinlre J1Ul11 rele G1 < az < 
< ... < a1-- 1 , care -înt mai mici ca a,. Dacă l = I, <leci nu mai ex i t ă nu­
mere mai mici ca a1 ne oprim, deoarece ăutarea nu a avut ucce . Rezult ă 
că b nu se găseşte printre numerele dal . Algoritmul de că ut~r care va fi 
prezentat în continuare alege mereu numărul a, la mijlocul şirului de numere 
în care căut ăm numărul b. De exemptu dacă 1L este impar, numărul de 

indi e n + 1 e gă eşie la mijlocul irului a11 • • • , a„. Dacă însă 1i • le par, 
2 

există două numere care e gă e c la mijlocul irului şi anume numerele de 
n li . n [n + I ] Al . t 1 inelici -si- + I. Deoarece n este par obţinem- = -- . gon mu 
2 . 2 2 2 

de căutare binară utilizează mer u aloarea 1P ; q] pentru indicele numă ­
rului de la mijlocul ş .irului : 

Algoritmul de căutare binară. ,.. 
Fiind date numerele în ordine crescătoare a1 < a2 < ... < an, se caută 

în acest şir numărul b. 
1) Se stabileşte p-- 1, q+- n. 
2) q < p ? Da : Stop. Algoritmul se termină fără succes. In caz contrar 

se stabileşte i +- [p ; q]. · . 
3) Se compară b cu a;. Dacă · b. < .a.i, se merge I.a pasul 4) ; dacă b > ai, 

se merge la 5), iar dacă b = at. algoritmul se ter mma cu succes. 
. 4) Se atribuie q +- i - 1 şi se T)lerge la 2. 

5) Se atribuie p ._ i + 1 şi se merge la 2. 
La paşii 4 şi 5 se redefinesc , marginile sub?i~ului care trebu~e. cercetat _în 

continuare; în funcţie de rezultatul comparaţ1e1 de la 3. Cond1ţ1a de opnre 
în cazul căutării fără succes este q < p, aşa cum vom verifica pe un exemplu. 

Să aplicăm algoritmul de căutare binară pentru găsirea numărului 25 din şirul sortat: 

3, 5, 12, 14; 15, 18, 24, 25, 42. 

Deci n = g a,= 3, a
2 
= 5, .. „ a,= 25, a,= 42. Iniţial p = 1, q = 9, i ~ 5. La pasul 3 

găsim 25 ; a,= 15, deci la pasul 5, redefinim p = 6. Se merge la 2 şi se calculează i = 

= [ 1:] = 7 .. La pasul 3 găsim 25 > a,~ 24, deci trecem la pasul 5 unde redeflni.m P = 8. 

Ne întoarcem la pasul 2 unde calculăm 1~oua val~are a: lui i ~ [ 1
;] = 8, iar la pasul 3 gă­

sim 25 = a,. Algoritmul s,a terminat cu 5ucces . după trei comparaţii. 
· Să presupunem actlm că vrem să căutăm (fără, succes) numărul 13 . .Iniţial P = 1, q = 9'. 

i = 5. La pasul 3 găsim 13 <a,= 15, deci la pasul 4 redefinim q = 4. Mergem la 2 ŞI 

calculăm i = [~] = 2. La pasul 3 găsim 13 > 5 =a,, deci trecem fa pasul 5 unde rede-
2 . . ' 
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Fig, J'l.47 

finin1 P = 3. 1 e inloarcern la 2 unde ca l culăm i = [:] = 3: La 3 găsim 13 > a,= 12, 

1~1 m~gem la ~a~ul 5 unde obtinem p = 4. Ne întoarcem la 2 cu valorile p = q = 4, deci 
- 4, iar la 3 gas11n 13 < a. = 14 . M rgern la 4 unde dăm valoarea q= 3. 

Ne întoarce 111 la 2 unde gli irn q < p, deci algor il111 ul s· a lem1inal fă ră succe: d upă 
efeduarea a 4 cot111lara fii. 

In c~z.ul u!1eiA căutări fără succes a numărului b, la pasul 2 condiţia q < p 
este venftcata cmd p = r, q = r - I şi există inegalităţile: 

a,_1 < b <a,. 
T~tr-adeyăr, algori tmul localizează numărul b intre numerele de indici r - 1 
ŞI.'• deci la un mo1~1~nt dat p :.IJ r-:- I _ş i q = r. Deoarece b > ar_ 1, i se dă 
Jur P valoarea r . . GaSJm b <an deci q ia valoarea r - I si ne oprim deoa­
r~c~ q ~ p. Algont~1ul .de căutare binară poate fi privit ca un arbore de de­
cizie binar, ca cel din figura ll.47 pe11tru cazul n = 9. 

în ace t caz prima comparatie efectuată este aceea a lui b cu a- cafe esle 
r~p:ezenfat ă prin nodul ră dăcină al arborelui binar din figura J'f.47. Dacă 
ga 11n b . as ne oprim. In caz co~ lra1:. d~căv b. < a6 vom compara pe b cu a2 , 

C?".1.P~rat1e c:_a~e e_ste reprez ntala prin radac1na subarborelui tîng al rădă ­
cin11 o. Da:_a 1 ~ a ~ ? .a.,, vom compara pe b cu a7 , comparaţie care este 
reprezentat.a prin radac1na ubarborelui drept al ră dăci nii 5. în fi ecare vîrf 
al arborelui care : ob,tine in ace I mod este scris ind ic lei al numărului a, 
cuA care se co121para b m acel moment. Dacă b <ai e urmează ramura din 
ţmga, efecturnd.o comparaţie cu numărul al cărui indice este cri în rădă­

cma ubarborelur stîng al nodului i. Dacă b >a, se urmează ramură din 
d.reapta, efectuî~d o compara fi e cu numărul al cărui indice este scri s în rădă­
cr.na subar~orelu1 ~rept al nodului i:. O căutare fără ucces va conduce la unul 
din oodunle terrrunale, reprezentate printr-un pălral numerotate de la O 
la 9 în ensul de la stînga spre dreapta. ' 

De exemplu, se ajunge la nodul O dacă b < a1, la nodul I dacă a.1 < b < 
< a2, ... , la nodul· 9 dacă b > a9 . 

. Că~t.area cu si.:cc:s a numărului 2s a rost reprezentată în rigura II.47 
prm hm~ punctata ş1 co~espunde parcurgerii lantului care uneşte rădăcina 
arborelui cu nodul netenmnal cu numărul 8. Căutarea fă r ă succes a numărului 
b ~ 13. a fost repreze~ta}~ prin linie mtrerupt ă ş i corespunde parcurgerii 
lanţului care uneşte radacma cu nodul terminal cu numărul 3 deoarece 
aa < b < a4. S observă că în fiecare caz numărul de comparatii este egal 

cu numărul de noduri neterminale care se găsesc pe lanţul care uneşte rădă­
cina cu vîrful care reprezintă sfîrşitul procesului de căutare. Astfel, în cazul 
căutării numărului 25 = a 8 s-au efectuat trei comparaţii, iar în cazul căutării 
fără succes a numărului a3 < 13 < a4 au fost efectuate pştru comparaţii: 
cu a0, cu a2, cu a3 şi cu a.i. 

Reprezentarea strategiei de căutare în car.ul algoritmului de căutare 
binară printr-un arbore de decizie binar ne va ajuta la evaluarea performantelor 
acestui algoritm. Folosim termenul de arbore de decizie binar deoarece de­
cizia de continuare a proce ului de căutare, adică fie oprirea căutării, fie 
căutarea pe ramura din tînga, fi căutarea pe ramura din dreapta a unui 
noei, depind de rezultatul comparaţiei numărului căutat cu numărul din 
şir indicat de nodul în care ne aflăm. Evaluarea eficient ei acestui algoritm 

le dată de următoarea teoremă, care poate fi d mon trată prin indu 1ie 
după k. 

Teoremo. Dacă efectuăm o căutare lritr-1111 şir ordonat de n nllmere cu algoritmul de căutare 
binară şi dacă n verifică inegalităjile. : 

(1) 

atunci: 
a) O căutare cu succes necesită cel mult k comparaţii ; 
b) O căutare fără succes necesită k - I sau k compara/ii. 

O ilustrare a acestei proprietăţi pentru cazul n = 4 este dată în figura II.48. 
Observăm că numărul maxim de comparaţii în cazul unei căutări cu succes este egal cu 
numărul de nivele pe care se găsesc nodurile neterminale, adică cu 3. Se vede din figura Il.48 
că acest număr maxim de comparaţii se atinge numai pentru găsirea ultimului număr a,. 

In cazul unei căutări fără succes numărul de comparaţii este egal cu 2 sau cu 3, deoa­
rece nodurile terminale se găsesc pe nivelele 2 şi 3. Din figura II.48 se observă că în acest 
cnz numărul de comparaţii egal cu 3 se atinge numai pentru vlrfurilc terminnlc 3 şi 4, 

deci în cazurile cînd a, < b < a, şi respectiv b > a •. 
Din (I) deducem k - 1 .;::; log, 11 < k, deci k - 1 = [log, n] de unde k = (log. n] + I. 
De exemplu, dacă vrem să căutăm un număr printre 1 OOO de înregistrări citind înre­

gistrare cu înregistrare şi făcînd comparaţiile respective, trebuie să facem în medie 500 de 
comparaţii în cazul unei căutări cu succes şi 1 OOO de comparaţii în cazul unei căutări fără 
succes. 

Dacă însă înregistrările sînt sortate, tn cazul folosirii algoritmului de căutare binară 
vom evalua numărul de comparaţii aplicînd teorema anterioară. 

Deoarece 210 = l 024, obţinem k = [log2 1 OOO} + l = 10. Deci orice căutare cu succes 
necesită între una şi zece comparaţii, iar orice căutare fără succes necesită 9 sau 10 compa­
raţii. 

S-a obţinut o reducere importantă a numărului de comparaţii, deci Implicit şi a timpului 
de căutare, în raport cu cazul înregistrărilor nesortate. 

Fig. II.48 
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Probleme 

I I.5.1. Să se scrie notaţia fără parantl'ZC pentru fiecare din ur111ătoarele expr~sii aritmetice: 

a. (x + y)(y + z)(z + x); 

b. 3x'y - Sx•y• + 2xy'; 

X+ y . y + Z +· z+. X c.--- +-- ---; 
y+z z+x x+y 

d. a' + b' + c' - 3abc; 

c. (2x 3Y+z - a)(l4t - 3); 

f. a•• + __ x __ 

J 1.5.2. Sli se ara le di orice arbore binar comp lcl cu n vîrfnri terminale arc în total 211 - I 
vîrfuri. Sii se dcdu~'I de aici o rela('ic s impli! între numărul de operatori ş i nnm~rul 
de opcranzi dinlr-o ex presie aritmetică. 

J 1.5.3. S li se deduc{! scrierea obişnuită a următoarelor cxprc· ii 11rll1T1elice, date în nota\ia 
fări parnntC".t , ştiind ciî foale cons tan tele numerice utilizate 1111 o singură cifră : 

a. - - * * " 5 X y Z * 4 * Î X 5.y * 3 Z 

b. I X + y I î X 2 z 

c. T x + a + * 2 b * 3 T c 2 

d. * + * + x * 3 a - y I 2 + î x 2 5. 

I I.5.4. Să se construiască un arbore de sortare pentru cazul n = 10. 

I I.5.5. ii s dea o definiţie matematică pentru relaţia de ordine lexicografică (ordinea 
sc:ri arii într-un dicţionar) a cuvintelor formate cu litere dintr-un alfabet cu 24 de 
li !ere. 

I 1.5.6. Pe o bandă magnetică sînt înscrise un milion de numere. Indicaţi un algoritm de 
determinare a numărului de numere d_istincte de pe bandă . 

II.5.7 Se consideră un fişier cu 4 001 · cuvinte binare distincte de 30 biţi: a,, a„ ... , a
4001

• 

Două cuvinte binare x = x„ .. x,0 şi y = y, ... y,0 se numesc compfementare dacă 

x1 + y, = I pentru i = I, .. „ 30. 

Cu alte cuvinte, putem spune că x şi y sînt complementare dacă ~i numai dacă 

X +Y= 11„.1,, 

ele fiind considera le ca numere bim1r ·. Să se definească un algoritm pentru a găsi 
toate perechil e de cuJJinlc. complementare {a i , a1 }, cu ·un număr cît mai redus de 
operaţii (de comparatie ş i adunare). 

I I.5.8. La un turneu de tenis de cimp parlicipă 11 jucători. Cum trebuie organiza t turneul, 
care conline numai meciuri ellmina!ori i de s implu, astfo l încîl dacii pentru determi­
narea campionului sînt n ecesare n - I meciur i, pentru determinarea celui de al TT-lea 
jucător al turneului sil mai fie necesară disputarea a numai [l og, 11] meciuri? 

11.5.9. Se consideră următorul algoritm de sortare prin intcrschimbare a şirului de nu­
mere a,, a„ ... , a.: 

I. i <- lt; 

2. t ,_ o. Efectuează pasul 3 pentru j = I, 2, .. „ i - I şi apoi execută pasul 4. 

3. Dacă a;> ai+'• interschimbă numerele a1 şi aH, _î~ ş~r ~~ 1 este tre:ut pe ?oziţia 
j + I, deci el va fi notat cu aJ+, şi aJ+, trece pe poziţia J, fund notat m cont111uare 
cu a;). Se stabileşte t +- j. 

4. Dacă t = o ne oprim. Şirul obţinut este sortat. În caz contrar i ,_ t şi se re vine 
la pasul 2. 

Să se justifice acest algoritm, considerînd mai multe exemple de aplicare şi să 
se arate că are un număr finit de paşi. ' 

II.5.10. Se consideră două . şiruri sortate de numere: 

a, ,.;; a, ~. , .. ,.;; am şi b, <:;:; b, ,.;; ... ,.;; b •. 

Să se propună un algoritm de interclasan a celor două şiruri de numere în: 
tr-un singur şir sortat c, ·,,;;; c, ,.;; ... < Cin+"' format diri clementele celor doua 

' şiruri, care să folosească cel mL1lt m + n _:__ 1 comparaţii. 

II.5. J I. Ce algoritm de căutare corespunde arborelui binar complet din figura ll.49 în cazul 
unui şir sortat format din 4 numere? 

Fig. II.49 

2 Să se calculeze numărul mediu de comparaţii în cazul unei căutări cu succes şi în 
Il.

5
. I . cazul unei căutări fără succes pentru arborii de căutare din figurile II.48 şi II.49. 

I I.5. 13. O bandă magnetică conţine n înregistrări. 

Se presupune că frecvenţa acceselor la cele n înregistrări .e~ te diferi~ă; adi:ă 
unele sînt citite mai des, altele mai rar. Se ştie că timpul de citire a un~1 111reg1s­
trări este cu atît mai mare cu cît înregistrarea respectivă se găseşte mai dep~rte 
de începutul benzii. deoarece creşte timpul necesar derulării benzii magnetice. 

Să se indice o strategie simplă de auto-organizare a datelor pe. ba~1da mag­
netică, astfel încît timpurile medii de acces la înregistrări să fie cît mai m1d . 
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III. GRAFURI ORIENTATE 

111. 1. Noţi uni de bază 

Un graf orientat O este for11:1at dinl~-o pereche ordonată. de 1~ulti~1i O= 
= (X , U). Ca ş i în cazul graf un lor neorientate, X este mul/unea vtrfunlor sau 
nodurilor grafului. 1'v\ulţimea U este formal ă din per~chi ordo1~ate de elemenle 
distincte di1.1 X" numite arce. Orice arc /1 e U va h notat pnn 11 - (x, y) cu 
x, y e X Ş I X i: !J. . . . v . • • A 

Spunem că vîrf ul x este extremitatea 11uf1ala a arcului u, 1.ar v1rfu l. !I este 
extremitatea finală a arcului u. Spre deosebire de cazul grafurilor neorientate, 
notaţiile (x, y) ş i (y, x) vor desemna două arce diferite. 

Dacă graful O con\inc arcul (x, y) vom spune că vîrfuril~ x şi y sînt adiacent~ 
în G şi amîndouă sînt incidente cu arcul (x, y). Deci un graf oriental O poate h 
imaginat ca o multime de vîrfuri, dinlre care unele sînt unite două cît~ dou ă 
prin arce. Un graf orientat poate fi <lesenat în plan r~prezcntînd. vîrfur.1 1~ ~a l~ 
prin puncte ş i arcele prin săgeţi care sfnt orientale de la cxtrcrmtatea 1mţ1ala 
către exlremitolet1 finalii a fiecărui arc. 

Grnful oricnlat O= (X, U) unde : f 
X = { I , 2, .. „ 8} cu U = {(I, 2), (2, 3), (3, I), (:.!, 2), (2, 4), (4, o), (3, 5), (G, 8), (8, 7), 

c1. 8), (7. 6)} . . x • r· „ di " ( 1 2) se reprezintă cn în figura 111.1. Vom nota arcele aşa cum !'c inchc„ 1n 1guru, a cu 111 = , , 
11, = (3, I), .. „ 1111 = (6, 8). 

Grnd11l exterior al unui vîrf x, nolal prin d+(x), este 11u~nărul arcelor de ro:ma 
(x, y) cu y e X. Gradul interior al unui vîrf x, notat pnn d -(x}, este numarul 
arcelor de forma (y, x) cu !I e X. 

De exemplu, pentru graful din figura III.I, ob\incm : fl+(J) = I, d-(1) = I, d-1(2) = 2, 
d-(2) = 2, d~(5) = O, d- (5) = 2 etc. 

Un graf parţial al unui graf orientat O = (X, U) se defineşte în acelaş ~ 
mod ca şi în cazul neorientat. El este un graf 01 = (X, \I) unde V C U, deci 
esle graful G însuşi sau se obţine din O prin suprimarea anumitor arce. 

Şi definiţia unui subgraf al unui graf oriental G .= (X , U) este asemănătoare 
cu cazul neorientat. Prin definiţie, un subgra[ al lui O este un gra[ H = (Y, V) 

; •Jt 

5 

Fig. 111.1 
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, 
unde Y C X iar arcele clin \I sînl loale arcele din U care au ambele extremităţi 
în mul\imea de vîrfuri Y. 

Deci un subgraf li al unui graf orientat O este graful O însuşi sau se obţine 
din G prin suprimarea anumilor vîrfuri şi a tuturor arcelor incidente cu acestea. 

Vom spune că şubgraful H este indus sau generai de mulţimea de vîrfuri Y. 
Astfel, subgraful grafului G din figura III.I, indus de mul\imca de vîrfurl Y1 = {I, 2, 

4, 5} iire ca mul \imc de arce mul li mea V1 = {(I, 2), (2, 4), (4, 5)}, iar subgraful indus de mul­
ti mea de vîrfuri Y, = {6, 7, 8} arc mul \imca arcelor V 1 = {(7, 6), (6, 8), (7, 8), (8, 7) }. 

Un graf oriental este complet dacă oricare două vîrfuri sînt adiacente. De 
exemplu, subgraful grafulu i din figura III.I, indus de mulţimea de vîrfuri Y2, 

este complet. 
Tn timp cc în cazul neorientat un graf complet cu n vîrfuri este unic deter­

minat, în cazul oriental există mai multe gra[uri complete cu un număr dat de 
vîrfuri. Ele se deosebesc fie prin orientarea arcelor, fie prin faptul că între două 
vîrf uri oarecare ex i stă un arc sau două arce de sensuri contrare. 

- Un lan/ al unui graf orientat se defineşte ca un şir de arce: 

L = [uh u2, ••• , u1>] 

cu proprietatea că oricare dou ă arce vecine u , şi u~+ 1 au o extremitate comună 
pentru orice i = 1, ... , p - 1. . 

Extremitatea x0 a lui 11 1 care nu este comună cu u2 şi extremitatea :c,. a lui u,,, 
care nu este comună cu u"_1 se numesc extremităţile lan/ului L. 

Dacă toate arcele lanlului L au o aceeaşi orientare, care este dată de sensul 
deplasării de la x0 călrc x,, Janjul se numeşte drum. 

Deci un drum într-1111 graf orientat G = (X, U} esle un şi r de vîrfuri notat: 

D = (.\'0, x" ... , x,) 

cu proprietatea di (x0, x1), (x1, xJ, .. „ (x,_ 1, x,) e U, deci sînt arce ale gra· 
fulu i. 

Vîrfurile x0 şi x, se numesc extremită ţile drumului D. Dacă vîrfurile x0, 

Xi. .•• , x, sînt distincte două cîte două, drumul D se numeşte elementar. Din 
aceste definiţii rezult~ că orice drum este şi lanţ, dacă îl privim ca un şir de arce. 

Pentru graful din figura 111.1 urmăloarele şiruri de arce sînl lan\uri: 
L, = [11,, "•• u., tt,J, L , = [tt„ u,J, L, = [1t„ 1110), L, = [11„ 11,, u,, u1, ua], L. = [11,. 11„J 

Lanturilc l 1 şi L, sînt chiar drumuri şi ele pot fi scrise ca un şir de vîrfuri în modul următor: 
(2, 3, 2), respectiv (7, 6, 8). 
L1 are cxtremitălile I şi 4, l 0 urc extrcmită\ile 6 şi 8, L, are extremlt1l\ile 2 şi I, iar pentru L, 
cele două cxtrcmităti coincid cu vîrful 2. Pentru acelaşi graf următoarele şiruri de vîrfuri sînt 
drumuri : 

Dt = (I, 2, 4, 5), D, = (7, 6, 8, 7), D. = (3, I, 2, 3, 5), D, = (3, 2, 4, 5), D0 = (2, 3, 
2, 3, I, 2). 

DrumUJile D1 şi D, sînt drumuri elementare, deoarece nu lrec de două ori printr-un ace· 
l aşi vîrf. 

Un drum D = (x0 , ••• , xr) poate fi interpretat ca traseul unei deplasări 
pe arcele graf ului în ordinea (x0 , Xi). (x1, X2), ... , (x,_J., x,}. 

De aceea drumul D de extremi tă li x0 şi x, se mai spune că esle un drum de 
la x0 la x,. Dacă x0 = x, şi toate arcele (x0, .x1), (x11 x2) , ••• , (x,_ 11 .x,) sînt dis­
tincte două cîle două, drumul D se numeşte circuit. 

Dacă toate vîrfurile circuitului, cu exceptia primului şi a ultimului vîrf, 
sînt distincte două cîte două, circuitul se numeşte elementar. 
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Fig. III.2 

De exemplu drumul D , nu este circuit, deoarece foloseşte de două ori acelaşi arc u„ Dru­
mul D, este un circuit elementar. Considerînd graful orientat din figura III.2, un circuit care 
nu este elementar este următorul: C= (I, 2, 1, 4, 3, 1), care trece de două ori prin vîrful J. 

Ca şi în ca.zul ciclurilor din grafurile neorientate, circuitele pot fi scrise în 
mai multe moduri, alegînd ca prim vîrf un vîrf arbitrar prin care trece circuitul. 

De exemplu, circuitul C din figura III.2 mai poate fi scris: 
C = (2, 1, 4, 3, 1, 2) sau C = (4, 3, 1, 2, 1, 4) sau. 
C = (1, 4, 3, 1, 2, 1) sau C = (3, 1, 2, I, 4, 3). 

Noţiunile de conexitate şi de componentă cv11exii a unui graf orientat sînt 
similare cu cele ue a grafurile neorientate, utilizînd noţiunea de lanţ din cazul 
grafurilor orientate. 

Astfel, un graf orientat G 1'e numeşte conex dacă pentru oricare douii vîrf uri 
distincte x şi y există un lanţ de extremităţi x şi y în G. O componentă conexâ C 
a unui graf orientat G se clefineste ca fiind un subgraf conex maximal al lui G, 
deci nu există nici un lanţ care să unească Un vîrf din C Cil Un vîrf care nu 
aparţine lui C. · 

Oraful din figura I I I.I nu este conex şi are 2 componente conPxr : C, indusă de mulţimea 
de vîrfuri {l, 2, 3, 4, 5} şi C, indusă de mulţimea de vîrfuri {6, 7, 8}. 

Graful din figura III.2 este însă conex, deci are o singură componentă conexă. 

Probleme 

II I. I. I. Să se găsească drumuri le eleme11tare de la vîrful 1 la vîrful 8 pentru graful din figura II I.3. 
Care sînt circuitele elementare, ale acestui graf? 

I J 5 '/ 

!~O~O~I 
Fig. UI.3 

III.1.2. Să se arate că dacă graful orientat G cu mulţimea de vîrfuri X are m arce, au loc ega­
li tă tile : 

:Ed-(x) = :Ed+(x) == m. 
xex xeX' 

111.1.3. Să se calculeze numărul grafurilor orientate cu n vîrfuri date: x„ .. „ x". Cîte grafuri 
orientate şi complete cu n vîrfuri date există ? 

62 ·. 

111.1.4. Pe mulţimea X a vîrfurilor unui graf orientat G = (X, V) se introduce următoarea 
relaţie binară: Spunem că x este în relaţie cu y şi scriem x ~ y dacă x = y sau dacă 
există un drum de la x la y şi un drum de la y la x. 
Să se arate că această relaţie binară este o relaţie de echivalentă. Clasele acestei echi­
valenţe se numesc componentele tare conexe ale grafului. Să se determine componentele 
tare conexe ale grafului din figura III.1. _ · 

I I l.1.5. Fie D = (x, ... , y) un drum de la x la y (x i= y) în graful G. Să se arate că există 
un drum elementar de la x Ia y în G. 

III. J.6. ·un graf orientat cum este cel din figura IIl.4, care are proprietatea că între oricare 
. două vîrfuri distincte x şi y există un arc şi numai unul se numeşte graf-turneu. 

• 

tgj 
.] I. 

Fig. III.4 

Un graf-turneu poate reprezenta rezultatele meciurilor directe între participanţii 
la o competiţie sportivă în care nu există meciuri nule şi nici meciuri eliminatorii. Să 
se arate că orice graf-turneu conţine un drum elementar care trece prin toate vîrfurile 
grafului. 

Ill.1.7. Pentru un graf-turneu cu n vîrfuri x„ „., x. se notează r, = d-(x1) şi s, = d+(x,) 
pentru i = I, ... , n. Să se arnte că: 

l)r1+s,=11-I 

n n 
2) ~ r 1 = ~ s1 = C! 

i=l i=l 

n n 
3) ~ rl = ~ s;. 

i=l i = l 

III.1.8. Să se arate că pentru orice graf-turneu G există un vîrf x, astfel încît toate vtrfurile y 
diferite de x ale grafului pot fi atinse plecînd din x pe drumuri care au un arc sau două 
arce. 

111.2. Metoda drumului critic 

111.2. 1. Drumul critic într-un graf de activităţi 

Una dintre aplicaţiile cele mai răspîndite ale teoriei grafurilor în probleme 
de economie o constituie metoda drum.ului critic. 

O lucrare complexă a cărei realizare comportă mai multe activităţi, se poate 
~reprezenta printr-un graf orientat care dă o imagine grafică a eşalonării în timp 
şi a intercondiţionării tuturor activităţilor elementare care. alcătuiesc întreaga 
lucrare. 

Pentru un astfel de graf, arcele reprezintă etapele sau activităţile elementare 
ale lucrării. Fiecare arc are o anumită lungime, care reprezintă timpul de des­
făşurare a activităţii asociate acelui arc. 
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.Momentul începerii activităţii este reprezentat de extremitatea iniţial ă , 
iar momentul terminării activităţii este reprezentat de extremitatea final ă a 
arcului respectiv. 

Astfel pentru graful de activit ă ţi din figura 111.5 începerea înt regii lucrări este reprezen­
t a tă prin vîrful A, iar terminarea ei prin vîrful H. 

l \ o 
I \ 

Aq.---~J--t~;.<::----'---~1---«'" 
I 
I 
I 

tc: 6 

Fig. III.5 

I 
I 
I 
I 

..Rir---5----QI H 
G 
I I 
I I 
I I 
I l 
I I 

'c · 15 rN · ?O 

în această lucrare anumite activităţi se desfăşoară în ace l aş i timp, de exemplu activ it ă \il e 
reprezentate de arcele (B, C) ş i (B, D). 

La fel activităţile reprezentate de arcele (D, E) şi (E, G) se des făşoară în acelaş i timp cu 
activităţile reprezentate de arcele (D, F) şi (F, G). 

Nodurile în acest graf de activităţi reprezint ă evenimente, care pot fi inter­
pretate ca indicînd realizarea unor obiective p arţiale ale lucrării. 

Astfel, vîrful A reprezintă începerea întregii lucră ri, vîrful lJ reprezintă evenimentul care 
constă în terminarea activită ţii reprezentate de arcul (A, IJ) ş i începerea activităţilor reprezen­
tate de arcele (B, C) şi (B, D), nodul D reprezintă terminarea activităţilor reprezentate de ar­
cele (C, D) şi (B, D) şi începerea activităţilor reprezent a te de arcele (D, E) şi (D, F ) etc. 

Activitatea reprezentată de arcul (C, Dl, desenat cu linie întreruptă, este o activitate 
fictivă, care are asociat un timp egal cu zero şi reprezintă pur ş i simplu o relaţie de anterioritate 
între terminarea operaţiei (B, C) şi începerea operaţiilor reprezentate de arcele (D, E) ş i (D, F) . 

La definirea grafului care reprezintă succesiunea în timp a activităţilor unei 
lucrări complexe, pentru orice vîrf x trebuie să fie îndeplinită următoarea regul ă : 

Toate arcele care pleacă din x reprezint ă operaţii care nu pot începe decît 
după terminarea tuturor operaţiilor reprezentate de arcele care sosesc în vîrful x. 

Activităţile fictive se introduc pentru a nu avea mai multe arce paralele 
şi de acelaşi sens între două vîrfuri ale grafului. 

Un graf de activit ăţi are o proprietate importantă şi anume aceea că nu 
conţine circuite, deoarece în caz contrar, conform regulii introduse, o aceeaşi 
operaţie ar trebui să înceapă după terminarea ei însăşi, ceea ce este absurd. 
într-adevăr, dacă într-un graf de activităţi, ar exista un circuit : 

C = (x, Y1. Y2. · · ., YP• x) 

aceasta ar însemna că operaţia (yp , x) începe după terminarea operaţiei (yp_ 1, y1,). 

însă operaţia (yp_ 1, yp) poate să înceapă numai după terminarea operaţiei 
(yp_ 2, yp_ 1) ş.a.m.d. Găsim că operaţia (yp, x) poate începe numai după termi­
narea operaţiei (x, y1), ceea ce contrazice convenţia de alcătuire a unui graf de 
activităţi. 
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A Durat~le. operaţiilor sau timpii operatori, care sînt numere reale nenegative, 
smt asoc1aţ1 arcelor grafului, care reprez i nt ă operaţiile lucr ării. 

Astfel arcului (A, B) i se asociază timpul 3, arcului (B, C) timpul 3, arcului (B, D) tim­
pul 4 etc., unitatea de măsură a timpului fiind zi ua, săptămîna, Juna etc. 

Aceşti operatori timpi vor fi interpreta\i drept lungimi ale arcelor re peclive. 
Lungimea _ur:ui drum într-un graf de a · ti vll ă ţi s t.lefineşte ca fiind egal ţi cu 
suma lung1mdor arcelor care compun acel drum, d ci este ega l ă ·u timpul ne­
ce ar pentru executarea tut uror opera(iilor cuprin e în drumul r pectiv. 

Stabi lir a grafu lui <le activită ţi necesit ă pentru fi care op ra\ie cunoaşler a 
dur?tei ale cîl ~i a ~ 1~erajiilor care o preced nemijlocit, deci toale re l a ţiil e ele 
or<lme temporal a pnv1toare la ac a ta, au antecedentele obligatorii. 

Pentru graful din figura III.5 succesiunea în ti~p a opera\iilor a fos t marcată prin linii 
verticale întrerupte, care ne indică evoluţi a rea liză rii în timp a întregii lucră ri. Astfel eveni­
mentul A are data tA = O, evenimentul B are data fv = 3, evenimentul C are data te= 6 şi 
evenimentul D are data tn = 7, deoarece pentru producerea evenimentului D trebuie ca ambele 
activităţi (B, C) şi (B, D) să fie terminate. Deci tn = max(tB + 4, tB + 3) =max(?, 6) = 7. 
în continuare găsim fp = fn + 3 = 10, te= fn + 6 = 13, to= max(te + 2, tp + 4) = 
=max (15, 14) = 15 şi fu= fa + 5 = 20. 

Rezultă că timpul total de execuţi e a întregii lucrări este de 20 unităti de timp. 

Considerînd că evenimentul care constă în începerea întregii lucrări are data 
zero, timpul total de execuţie a lucr ării este data realizării ansamblului de 
lucrări. 

Această dată este egală cu suma timpilor operatori considera\i pe drumul 
cel mai nefavorabil de la A la H, adică acel drum care dă între aceste două 
vîrfuri o umă maximă le timpi operatori. 

Ace l dru m, care poate ă nu fi unic est chi ar drumul de lungime maxi mă 
ele la A la H, numil ş i drum criti ·. Dru mul rilic pentru graful djn fi gura III.5 
a fost de enat cu linii îngro ate şi el este (A, B D, E, O, fl) . Drumul critic 
reune le aclivit ă ( i de a d'u-or realizare la ti mpul prevă.wl depinde realizarea 
la timp a întregii lucrări. 

Orice mărire a timpului asociat arcelor drumului critic conduce la mărirea 
timpului de realizare a întregii lucrări. 

De aceea 111 cursul executiei lucrării act i vităţile situate pe drumul critic si 
numite activit ă ţi critice, trebuie supravegheate cu deosebită grij ă , pentru a nu 
depăşi timpul planifical de realizare a luc rării. 

Calculul datei de realizare a evenimentului final H revine deci la căutarea în graf a drumului 
celui mai lung sau a drumului critic de la A la fi. Acest drum are o lungime de 20 unităţi de 
timp şi am văzut că el reprezintă timpul de realizare a lucrării pornind de la data zero, care 
este atribuită evenimentului iniţial A. 

Deci dacă lucrarea se desfăşoară fără incidente, durata sa va fi egală cu 20 unităţi de timp, 
de exemplu 20 de Juni. 

Operaţiile critice sînt reprezentat e de arcele (A, B), (B, D), (D, E), (E, G) şi (G, H) 
ale drumului critic. 

111.2.2. Evenimente critice ~i intervale de fluctuaţie 

Să considerăm un graf de activităţi O, ale cărui vîrfuri reprezintă e enimen­
tele E1, E 2, ... , En, vîrfuri care vor fi notate la fel cu evenimentele pe care 
le reprezintă. Presupunem că E1 reprezint ă începutu l lucrării şi En reprezintă 
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terminarea ei. Pentru a calcula datele de realiz;;ire ale diferitelor evenimente E; 
trebuie să determinăm cele mai lungi drumuri în graful de activităţi de la E 1 

la celelalte vîrfuri E ;, pentru a fi siguri că toate operaţiile anterioare eveni­
mentului E; au fost terminate. 

Lungimea maximă a drumurilor de forma D = (E1, •• „ E;) din graful de 
activităţi se numeşte dala aşteptată a evenimentului E; şi se notează cu t 1. 

Astfel pentru graful de activităţi din figura III.5 vom alege f,i =O. Data a~teptată a eve­
nimentului B va fi fe = 3, deoarece există un singur drum de la A la B şi anume arcul (A, B). 

De la A la D există două drumuri, însă drumul (A, B, D) are lungimea maximă egală 

cu 7, deci tJJ = 7. De la A la C există un singur drum de lungime 6, deci fa= 6. La fel obţinem 
tF = 10 şi t8 = 13. De la A la G există patru drumuri în graf şi anume (A, B, C, D, E, G); 
(A, B, C, D, F, G); (A, B, D, F, G) şi (A, B, D, E, G), însă numai ultimul are o lungime 
maximă, egală cu 15. Deci te= 15. Am văzut că lungimea maximă a drumurilor de la A la H 
este egală cu 20, deci fu= 20. 

Este util să cunoaştem pentru fiecare eveniment E; data sa limită de realizare, 
dată a cărei depăşire va determina întîrzierea întregii lucrări. Timpul necesar 
pentru realizarea operaţiilor situate între E; şi evenim ntul final E„ se obţine 
căutînd în graf drumul cel mai lung de la E; la E„, deoarece trebuie să fim siguri 
că operaţiile care urmează după evenimentul E, pot fi toate realizate, ţinînd 
seama de duratele lor . 

Deci data limită a evenimentului E;, care se notează tj, se obţine scăzînd 
din data t„ a evenimentului final E„ lungimea maximă a drumurilor D = 
= (E 1, ••• , E„) . 

Pentru graful de activităti din figura III.5 obtinem tf, =fu= 20. Există un singur drum 
de la G la H şi anume arcul (G, H) de lungime 5, deci tt; = 20 - 5 = 15. Deoarece drumurile 
(E, G, H), respectiv (F, G, Hl au o lungime egală cu 7, respectiv 9. obţinem t~ = 20 - 7 = 13 
şi t'J.. = 20 - 9 = 11. 

Cel mai lung drum de la D la H este (D, E, G, H) de lungime egală cu 13, deci tl) = 20 -
- 13= 7. 

în mod analog t'fj = 7, t!J = 3 şi t;;_ = O. Pentru evenimentele critice A, B, D, E, G, H, 
se observă că aceste două date coincid : 

tA = t~ =O, 18 = t~ = 3, Iv= tl) = 7, f8 = t'ţ; = 13, fa = t'G = 15 şi t11 =li}= 20. 

Această proprietate are loc pentru toate evenimehtele critice dintr-un graf 
de activităţi. Pentru a o justifica, să presupunem că evenimentul E; este critic, 
deci vîrful E 1 se găseşte pe un cel mai lung drum de la E 1 la E,„ fie D = (E 1, ••. , 

E;, ... , E„), a cărui lungime o notăm l(D). In acest caz atît drumul D 1 = 
= (E1, ••• , E 1) format cu şirul de vîrfuri ale lui D dintre E 1 şi E ;, cît şi drumul 
D 2 = (E ;, ... , E„) format cu şirul de vîrfuri ale lui D dintre E; şi E„, sînt 
drumuri de lungime maximă între extremităţile lor. într-adevăr, dacă presu­
punem prin reducere la absurd că de exemplu [)1 nu are o lungime maximă, îl 
putem înlocui printr-un alt drum D{ cu extremităţile E 1 şi E ;, de lungime mai 
mare ca D 1. însă în acest caz drumul D{ împreună cu D2 formează un drum D' 
de la E1 la E,„ de lungime l(D') = l(D{) + l(D 2) > l(D 1) + l(D 2) = l(D), deci 
l(D') > l(D). Am ajuns astfel la o contradicţie, deoarece am făcut ipoteza că D 
este un drum de lungime maximă de la E 1 la E„. Am demonstrat astfel că atît D 1 

cît şi D 2 sînt drumuri de lungime maximă în mulţimea drumurilor de aceleaşi 
extremităţi. Rezultă că t1 = l(D 1) şi tj = t„ - l(D 2). Deoarece t„ = l(D) = 
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· '~ l(D1) -+ l(D2). deducem că t, = ti == l(D 1) pentru orice evenih1ent critic E; 
dintr-un graf de activităţi. Am obţinut astfel pentru fiecare eveniment două 
date: 

- data t, este data aşteptat ii a realizării evenimentului E, ; 
" -:- d.ata ii. este data limită. de realizare a evenimentului Et, după depăşirea 

careta t11npul total de execuţie a ansamblului lucrări l or este majorat. 
Datat; este numită şi data cea mai apropiatii, iar data limită ti esi.e numită 

şi data cea mai tirzie a evenimentului E ;. 
Am văzut că pentru evenimentele critice data limită fi se confundă cu data 

aşteptată t,. Intervalul de timp [ti, tj] se numeşte interval de fluctuaţie si el 
reprezintă intervalul în care poate avea loc realizarea evenimentului necriti~Et, 
fără a modifica timpul total de execuţie a ansamblului lucrărilor. în cazul eve­
nimentelor critice acest interval se reduce la un singur număr, deoarece f; = tt. 

Pentru exemplul considernt singurele evenimente necritice sint C şi F. Intervalul de fluc­
tuaţie pentru Ceste [6, 7]. iar intervalul de fluctuaţie al evenimentulLti Feste [10, 11). Deci 
evenimentele C şi F pot întîrzia cu cel mult o unitate de timp de la dai.a lor aşteptată, fără ca 
data evenimentului final t" să se modifice. Această întîrziere poate avea loc de exemplu din 
cauza măririi timpilor operatori ai operatiilor (B, C), respectiv (D, fl cu cîte o unitate. 

Dacă ambele operaţii (B, C) şi (D , F) îşi măresc durata de la 3 la 4 unităţi, in graful de 
activităţi toate operatiile devin critice, iar toate cele 4 drumuri de la A Ja H devin drumuri 
critice. ln aces t caz nu ar mai fi admisă nici o întîrziere în executarea nici unei operaţii, pentru 
a nu produce întîrzierea întregii l Licrări. 

Este util să cunoaştem pentru fiecare operaţie oiJ, reprezentată de arcul 
(E ;, E J) în grafi.II de ac:;ti vită ţi, întîrzierea care poate fi admisă la începerea sa, 
fără a modifica data aşteptată de realizare a evenimentului E J· Această întîr­
ziere, numită marginea liberă a operaţiei oii, este egală cu: 

t,1-t;-tij 

unde t i şi t i sînt datele aşteptate ale evenimentelor Ei şi E .i. care încadrează 
operaţia ou de durată t,j. 

Intîr;derea care poate fi admi să la începerea operaţiei Oth fără a modifica 
data limită de realizare a evenimentului E" se numeşte marginea totală a ope­
raţiei o,1 şi ea este egală cu 

Aceasta este deci întîrzierea maximă care poate fi admisă la începerea opera­
ţiei O;h fără a mări durata de execuţie a întregii lucrări. 

într-adevăr, operaţia O;J are o durată egală cu t;.1i trebuie să se termine cel 
mai tîrziu la data tj şi nu poate începe mai devreme de data t 1, deci ea poate 
începe la cel mult r; - t; - tii unităţi de timp după durata t 1• Deoarece tj ;;:,, t;. 
rezultă că marginea totală este mai mare sau egală cu marginea liberă a ori­
cărei operaţii. 

Dacă operaţia O;j se găseşte pe drumul critic, deci este o operaţie critică, 
rezulţă. că .evenimentele E ; ş i E 1 sînt critice şi în plus tj = t 1 = ti + tiJ· Deci 
margrntle li be~ , cît ş i marginile lot ale ale operaţiilor critice sînt nule, începerea 
lor trebuind să se f acă făr· nici o întîrziere. 

Intervalele de fluctuaţie şi marginile operaţiilor măsoară elasticitatea unei 
lucrări, în sensul că, cu cît acestea sînt mai reduse, cu atît termenele de execuţie 
a diferitelor faze ale lucrării sînt mai rigide. 
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I l în care limpii opera lori ai opcratiilor necritice pot fi măriţi, marginea 

l'b ~ cazucor spun 1 măririi posibile a duratei unei operaţii necritice O;" f ă înd 
1 era va . I . i l E . E , d V t V neschimbate datele t 1 şi t 1 a c evemmenle or , ş1 "J care mea reaza acea a 

operajie. ~ . „ • 

Marginea iotala a acestei operaţ11 va corespunde deci măririi maxime a 
duratei operaţiei 0 11 , astfel încît evenimentul E 1 să poată avea loc la data sa 
limită de rea li-zare tŢ, <lup ă depăşirea căreia toată lucrarea ar întîrzia, în con­
di (iile în care evenimentul E ,se produce la data aşteptată t1• 

De exemplu, pentru graful din figura III.5 marginea liberă a operatiei reprezentate de arcul 
(8, C) este 

to - tn - !Ba= 6 - 3 - 3 =O. 

în timp cc marginea sa totală este egală cu 

t~ - !8 - l 8 c = 7 - 3 - 3 = 1. 

Deci operaţia (B, C\ poate admite o întîndere maximă de o unitate de timp, fără a produce 
întîrzierea executiei întregii lucrări. 

Pentru operatia necritică (D, F) marginea liberă este t„ - tn - tn„ = O şi marginea totală 
este egală cu t'f;. - tr, - tnF = I, iar pentru operatia (F, G) marginea liberă este ta - t~. - t„a= 
= I şi marginea totală este t3 - t„ - t„a = I. 

Cunoaşterea intervalelor de fluctuatie ale evenimentelor care compun o 
lucrare, precum şi a marginilor totale ale operaţiilor componente permite să se 
urmărească executarea la timp a lntregi i lucrări. 

Astfel, dacă toate evenimentele se produc înaintea sau la datele lor limită ft, 
lucrarea se va desfăşura normal şi data realizării finale tn va fi respectată. 

Dacă însă se va întîmpla ca data producer ii unui eveniment E1 să dep ă­
şească data sa limită tt, pentru a nu se depăş i data t„ de reali.zare a întregii 
lucrări va trebui să se accelereze execu1ia operaţiilor ituate pe cel mai lung 
drum de la Ei la En. Aceasta se poate face de exemplu pdn alocarea de resurse 
suplimentare (forţă de muncă, materiale sau utilaje) în detrimentul operaţiilor 
progrmului care au margini totale mari. 

Dacă nu există această posibilitate, se va putea evalua întîrzierea datei t 11 

de realizare a ansamblului operaţiilor care compun lucrarea. 
Metoda drumului critic este utilizată, din aceste motive, în urmărirea exe­

cuţiei unor proiecte de cercetare sau de dezvoltare care pot cuprinde mii de 
operaţii, în urmărirea lucrărilor de construcţii-montaj a unor obiective econo­
mice etc. 

111.2.3. Determinarea drumului critic 

Să presupunem că graful de activităţi G are vîrfurile x1, ••• , Xn. unde x1 

reprezintă începerea lucrării, iar x11 reprezintă terminarea tuturor activităţilor 
Jucrării. Vom nota prin ti1 durata activităţii reprezentate de arcul (xi, x 1) al lui G. 

Vom nota pentru orice vîrf xi prin p(xi) predecesorii lui xi, adică mulţimea 
vîrfurilor de la care pleacă arce care au extremitatea finală în xi şi prin s(xi) 
succesorii lui xi, adică mulţimea vîrfurilor către care pleacă arce care au extre­
mitatea iniţială în X;. 
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De exemplu, pentru graful de activităţi din figura III.6 obţinem: p(I) = 0 ; s(l) = {2, 3 }, 
p(4) = {2, 3 }, s(4) = {5, 6}, p(6) = {4, 5 }, s(6) = 0 etc. 

Fig. III.6 

Vom arăta că datele ti, respectiv tt ale evenimentului reprezentat prin 
vîrful X ; al grafului G se pot determina printr-un calcul recursiv, bazat pe for­
mulele: 

a) ti =max (t 1 -+ t 1i), 
X Ep(x,) 

unde toate
1 
datele t 1 asociate vîrfurilor x 1 care sînt extremităţi iniţiale ale ar­

celor (x1, x;) au fost calculate la un pas anterior, plecînd de la t1 = O, care este 
data începerii lucrării. 

b) i7 = min (tj - tu), 
x es(x,> 

unde toate datele i'j asociate vîrfurilor x 1 care sînt extremităţi finale ale arcelor 
(x 1, x 1) au f st calculate la un pas anterior, plecîndu-se de lat~ = t,„ care este 
data terminării lucrării. 

într-adevăr, am văzut că t; este lungimea maximă a drumurilor de Ia x, la X1 în graful G. 
Dacă x1 este penultimul vîrf al unui drum de lungime maximă de la x, la X1o putem scrie t; = 

= t1 + tJI. deoarece drumul considerat de lungime maximă de la x, Ia X; se compune dintr-un 
drum de lungime maximă de lax, la xi> de lungime t, şi din arcul (xJ> x1) de lungime t,,. Dacă 
însă x1 e p(x1) şi x1 nu este penultimul vîrf al nici unui drum de lungime maximă de la X1 lax, 
rezultă t, > t1 +fu, de unde se deduce formula a). 

Data limită tt se obţine scăzînd din data t„ a evenimentului final lungimea maximă a dru­
murilor de la x, la x •. 

Fie D = (xj, x1, ••• , x„) un drum de la x, la x„ în graful G, unde x, e s(x,). 
Să notăm prin D 1 drumul care se obtine din D prin suprimarea primului vîrf x,. Este clar 

că D 1 este un drum de la x1 la x„ în graful G şi avem l(D) = t;1 + l(D 1). 

Putem deci scrie : 

tt = t„ - max l(D) = t„ - max(t;1 + max l(D 1)) = min(t~ - max l(D 1) - t!J) = 
j D 1 j D

1 

= rnin(tj - t,1), 
j 

unde j parcurge multimea indicilor cu proprietatea că x1 e s(x1), adică există un arc de Ia x, 
la xJ> deoarece orice drum D = (x" x1, ••• , x„) de lungime maximă se compune din arcul (x" x,) 
şi un drum de lungime maximă de la x1 la x„, iar t„ - max l(D 1) = t;. 

D! 
Să aplicăm aceste formule pentru graful de activităţi din figura 111.6. Mai întîi vom calcula 

datele t 1 cu formula a). Plecăm cu t 1 = O. Deoarece p(2) = {I} şi p(3) = {I}, rezultă t • = t 1 + 
+ t12 = 2 şi t, = t1 + t,, = 3. Avem p(4) = {2, 3}, deci vom calcula 

t, = max(t, + t„, t, + t„) =max(?, 9) = 9. 

In continuare p(5) = {3, 4}, deci 
t. = max(ta + t„, t, + t,,) = max(B, 13) = 13. 
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In fine data terminării lucrării este 

t. = max(t, + t ,., t, + t„) = max(l3, 15) = 15, deoarece p(6) = {4, 5}. 

Să calculăm acum datele limită tt cu formulele b), plccînd de la evenimentul final către 
evenimentul iniţial. 

Avem tt = t, = 15. Următorul vîrl care va fi luat în consideraţie este vîrful 5, deoarece 
s(5) = {6 }. Găsim 

tt = tţ - fso = 13. Apoi s(4) = {.5, 6}, deci 

tt = min(tţ - t 10 , tţ - t ,") = min(I I, 9) = 9. 

În continuare putem alege fie vîrful 2, fie vîrful 3. De exemplu fi = tt - t„ = 4, deoarece 
s(2) = {4 }. Apoi găsim : 

t.J ~ min(tt - t,„ tt - t„) = min(3, 8) = 3. 

Ca verificare ob\inem .._,, 
tt = min(tţ - t.,, ti - t") = min(O, 2) = O. 

Evenimentele pentru care t, = tt vor fi tocmai evenimentele critice din graful activităţilor. 
îri. cazul nostru găsiin că toate evenimentele cu excepţia evenimentului 2, sînt critice. 

Să observăm că dacă o activitate reprezentată de arcul (x,, x 1) are amb~le evenimente care 
o delimitează critice, adică l; = tt şi t1 = tj, nu rezultă că această activitate este critică, decît 
dacă t1 = t, + li,· 

De exemplu, activitatea .(3, 5) din graful din figura I I I.6 are ambele extremităţi eveni­
mente critice, însă nu este o operaţie critică. 

Îhtr-adevăr, ea are o margine totală egală cu tţ - t, - t,. = 5 unităţi, deci execuţia ei 
poate admite o întîrziere de cel mult 5 unităţi de timp, fără a afecta data de realizare a întregii 
lucrări.)n : schimb operaţia (3, 4) este critică, deoarece t, = t, + t„. 

· Deci activităţile critice ale. grafului activităţilor se determină considerînd toate arcele, cu 
ampele extremităţi evenimente ~ritice şi care în plus . verifică condiţia menţionată. .. 

_Arcele.critice compun drumul sau drumurile critice ale grafului activităţilor. fn cazul 
exemplului conside.rat se obţine un singur drum critic şi anume (I, 3, 4, 5, 6). Cunoscînd 
datele t, şi tt se pot determina intervalele de fluctuaţie ale evenimentelor, cît şi marginile libere 
şi totale ale activităţilor. 

Se poate arăta că formulele a) şi b) pot fi efectiv aplicate, deoarece graful activită\ilor O 
nu conţine circuite. 

Dacă mul timea A a vîrfurilor pentru care am determinat datele aşteptate conţine k ele­
mente, pentru găsirea noii date t, a vîrfului x, $ A cu formula a) sînt necesare cel mult fl adu­
nări şi k -·fi comparaţii, acest număr rn-axim fiind atins cînd p(x;) =A. 

Deci numărul de comparaţii necesare pentru a aplica formula a) este majorat de 
I 

11 - 1 ll-2 

~(k - I)= ~k= (n - l)(n - 2) 

2 
k=l 1'=1 

iar numărul de adunări este majorat de 

n-1 

~k= 
1<=1 

n(n - 1) 

2 

Obţinem un rezultat analog pentru numărul de comparaţii şi de scăderi necesitat de aplicarea 
formulei b). Deci pentru determinarea intervalelor de fluctuaţie ale celor n evenimente ale unui 
program prin acest algoritm sînt necesare în total cel mult (n - I)(n - 2) comparaţii şi cel 
mult n(n - 1) adunări şi scăderi. 

90 

Probleme 
~ 

IIl.2.1. Să se determine intervalele de · fluctuaţie şi drumul critic p·entru graful de activi taţi 
din figura IIL7; 

Fig. III.7 

II I.2.2. Să se construiască graful programului şi să se determin drumul critic, intervalele de 
fluctuaţie ale evenimentelor şi marginile totale ale opera \iilor în următoarea situaţi~ 
de constructie a unui ansamblu hidroelectric, cu unitatea de timp .luna. Operaţiile care 
trebuie să fie realizate şi duratele lor sînt următoarele: 
a) Construcţia drumurilor de acces la uzină şi la carierele pentru obtinerea materia-

lelor (t. = 4) ; 
b) Pregătirea carierelor de exploatare şi a fundaţiilor (t" = 6); 
c) Construcţia unui centru pentru personal şi administraţie Uc = 4) ·; 
d) Comanda şi construcţia materialului electric şi hidraulic 'gener.atoare, turbine, cor1-

ductă forţată etc.) (t4 = 12); 
e) Construcţia Uzinei' Ut = 10) ; 
f) Construcţia barajului, a digurilor şi a deversorului de suprafaţă (t 1 = 24) ; 
g) Construcţia galeriilor de fugă şi a conductelor de aducţiune (t • = 7) ; 
h) Montajul uzinei şi al conductelor (t„ = 10) ; 
i) Probele tehnologice Cti = 3). 

Evenimentele programului sînt următoarele: 
1) Pornirea 1 ucrărilor ; 
2) Terminarea drumurilor de acces ; 
3) Terminarea centrului pentru personal şi administraţie şi a fundaţiilor; 
4) Terminarea uzinei şi a montării conductelor de aducţiune ;

1 

· 5) Terminarea ansamblului energetic; 
6) Livrarea lucrărilor către benefitiar. 

Ill.2.3. Să se arate că orice graf orientat care nu conţine circuite are cel puţin un vîrf x cu 
proprietatea p(x) = 0 şi cel puţin un vîrf y astfel încît s(yl = 0. 

Ill.2.4. Se consideră graful de activităţi din figura III.8, pentru care duratele operaţiilor au 
.fost scrise lîngă arcele respective. · 

Fig. lll.8 
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Operaţiile reprezentate de arcul dintre vîrfurile 2 şi 3 şi arcul dintre virfurile 4 şi 5 se numesc 
opera/ii disjunctive, deoarece desenul din figură are următoarea interpretare: Există fie ar· 
cui (2, 3) de durată egală cu 4, fie arcul (3, 2) de durată egală cu 6. La fel pentru perechea de 
vîrfuri 4 şi 5 există fie arcul (4, 5) de durată 2, fie arcul (5, 4) de durată 3, însă nu amîndouă 
aceste 'arce. Să se determine orientările arcelor disjunctive astfel incit întreaga lucrare să se 
termine într-un timp cit mai scurt, adică drumul critic să aibă o lungime minimă. 
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111.3. Flux maxim într-o reţea de transport 

Un graf orientat G = (X, V) se numeşte re/ea de transport dacă satisface 
următoarele condiţii : 

a) există un vîrf unic a E X în care nu intră nici un arc sau ui -(a) = 0, 
unde prin ui -(a) se notează mulţimea arcelor care intră în vîrful a; 

b) există un vîrf unic b E X din care nu iese nici un arc sau w+(b) = 0, 
unde prin w+(b) se notează mulţimea arcelor care ies din vîdul b; 

c) G este conex şi există drumuri de la a la b în G; 
d) s-a definit o funcţie c: V .... R astfel încît c(u) ;;, O pentru orice arc 

u EV. 
Vîrful a se rtumeşte intrarea reţelei, vîrful b se numeşte ieşirea reţelei, iar 

numărul nenegativ c(u) se numeşte capacitatea arcului u. 

Un exemplu de reţea de transport cu 8 vîrfuri este reprezentat în figura 111.9. 

a 

,,; ; 6 

Fig. III.9 

Vîrful a este intrarea reţelei, vîrful b este ieşirea reţelei.şi se verifică de exemplu că w-(a) = 0, 
w+(a) = {(a, !), (a, 2)}, w-(b) = {(4, b), (5, b), (6, b)} şi <U+(b) = 0. 

Valorile capacităţii fiecărui arc au fost trecute în paranteze lîngă arcele respective. 
Graful din figura 111.9 este conex şi există drumuri de la a la b, de exemplu (a, I, 3, 

5, b) sau (a, 2, 3, 4, 5, b). -
Un exemplu de lanţ de extremităţi a şi b care nu este drum este [(a, 2), (2, 6), (5, 6), 

(5, b)J. 

O funcţie f: V .... R astfel încît f(u) ;;:., O pentru orice arc u se numeşte flux 
în reţeaua de transport G cu funcţia de capacitate c, care se notează G = 

= (X, V, c), dacă sînt îndeplinite următoarele două condiţii : 

C) Condiţia de conservare a fluxului : 
Pentru orice vîrf x cu x i= a, x i= b, suma fluxurilor pe arcele care intră 

în x este egală cu suma fluxurilor pe arcele care ies din x, adică: 

~ f(u) = ~ f(u) 
uecu- (:r) ue<U+(:r) 

pentru orice x E X~ {a, b}. 
Să observăm că această lege are aceeaşi formă cu prima lege a lui Kir.chhoff 

din teoria reţelelor electrice. 
M) Condiţia de niărginire a fluxului : 
Pentru orice arc al reţelei, valoarea fluxului nu poate depăsi capacitatea 

arcului respectiv, adică ' ' 

f(u) ~ c(u) pentru orice arc u E V. 

Pentru reteaua de transport din figura III.9 valorile unui flux pe arce au fost reprezentate 
în figura III.10, Iîngă numărul din paranteze care reprezintă capacitatea arcului respectiv. 

2 
@.] 

6 
IT! 

Fig. III.10 

Se verifică condiţiile C şi M relative la vîrfurile şi la arcele reţelei. De exemplu, pentru vîrful 4 
condiţia de conservare se scrie: 5 + 2 + O= 3 + 4. 

Pentru orice mulţime de vîrfuri A C X vom defini o tăietură de suport A 
ca fiind mulţimea arcelor care intră în mulţimea A din exteriorul lui A şi 

o vom nota astfel : 

ui -(A) = { (x, y) I x f/:; A, y E A şi (x, y) E V}. 

Vom mai nota: 

w+(A) = {(x, y) J x EA, y f/:; A şi (x, y) E V}, 

adică mulţimea arcelor care ies din mulţimea A de vîrfuri. 
Capacitatea tăieturii ui -(A) se notează prin c( ui -(A)) şi ea este egală prin 

definiţie cu 2: c(u), adică cu suma capacităţilor arcelor care fac parte 
uew-(A) 

din tăietura considerată. 
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Pentru reţeaua de transport din figura 111.9 dacă alegem A= {4, 3, 5, b}, obţinem: 

C·l-(A) ={(I, 4), (l, 3), (2, 3), (6, b)} ş i 

<>i+(A) = {(5, 6)}, iar capacitatea tăieturii de suport A es te c(w-(A)) = 5 + 7 + 2 + 4 = 18. 

în continuare vom lucra numai cu tăieturi de această formă, avînd ca 
suport o mulţime de vîrfuri ale reţelei care conţine ieşirea b şi nu conţine 
intrarea a. . 

Teorema III. 3.1. Fiind dată o reţea de transport cu intrarea a şi ieşirea b şi 
un flux f, are loc egalitatea: 

2: f(u) = 2: f(u) . (1) 
uecu+(a) uew- (11) 

Demonstra/ie. Egalitatea (1) exprimă faptul că fluxul care iese din a ajunge în b, deoarece 
este verificată condiţia de conservare în fiecare vîrf x # a, b. Să calculăm în două moduri 

suma: 

L. ( L. f(u) - L. f(u)), (2) 
xeX uew-(x) uew+(~:) 

adică pentru fiecare vîrf al reţelei facem diferenţa dintre fluxul pe arcele care intră în acel 
vîrf şi fluxul pe arcei~. care fes din acel vîrf şi apoi însumăm toate aceste diferente. 

Din cauza cor}tlîtiei C de conservare a fluxului pentru orice vîri diferit de intrare şi de 
ieşire, termenul,C~respunzător din suma (2) este nul. Deci suma (2) se reduce la 

i 

L. f(u) - L. f (u), 
uew- (b) uew+(a) 

(3) 

deoarece w-(a) = w+(b) = 0. 
însă fiecare arc (x, .y) EU aparţine aut mulţimii w+(x), cît şi mulţimii c.i,..(y), cînd 

valoarea fluxului /(u) apare cu semne contrare, deci regrupînd termenii putem scrie suma (2) 

sub forma 

L. (f(u) - f(>u)) = O. (4) 
ueU 

Comparînd (3) cu ( 4) rezultă ( 1) . 

In continuare vom numi valoarea comună a celor două sume care apar 
în egalitatea (1) fluxul la ieşirea reţelei (care deci este egal cu fluxul la intrarea 

reţelei) şi îl vom nota cu f b· 

Pentru cazul fluxului reprezentat în figura III.10 fluxul la intrare este egal cu 8 + 4 = 
= 12, fluxul la ieşire este egal cu f b = 4 + 5 + 3 = 12, iar capaci tatea tăieturii de suport 

A= {4, 3, 5, b} ~ m văz.ul c1i este egală cu 18 > L2. . " . " ' . 
Proprietatea r1uxult1i la i eşire , de a fi mai mic au egal cu capacitatea oncare1 ta1etun 

are loc în orice retca de transport, aşa cum ne i ndic~ teorema următoare. 

Teorema 111.3.2. Pentru o reţea de transport G =(X, U, c) cu intrarea a şi 
ieşirea b şi un flux f ~ să considerăm o mulţime oarecare de vîrfuri A C X ca 
proprietatea că · a q:. A şi b E A. Au loc relaţiile : 

fb = 2: f(u) -- 2: . f(u) ~ c(w -(A)) (5) 
iie~J-(A) 11ec0+(.-1) 

Demonstraţie. P entru a arăta că fluxul la i eşirea rctelci ~ste egal cu diferenţa dintre suma 
fluxurilor pc arcele care intră în mulţimea A şi suma fluxurilor pe arcele care ies din mul­
ţimea de vîrfuri A, se poate proceda în mod analog ca pentru demonstrarea egalităţii (1), 
considerînd suma : 

L. ( L. f(u) - L. f(u)). 
xeA uew -(x) uew+(x) 

(6) 

Deoarece pentru orice arcu E U exi stă inegalitătile O ~ f(u) ~ c~u) putem scrie 

f b = L. f(u) - L. f(u) ~ L. f(11) ~ L. c(u) = c(c.i-(A)) . 
uew-(.4) 11ew+(A ) uew - (A) uecu-(A) 

In cele ce urm ază vom studia problema determinării unui flux maxim f b 

la ieşirea unei reţele de transport, pe care o vom numi pe scurt problema 
fluxului maxim. 
Algoritmul lui Ford-Fulkerson pentru obţinerea unui flux maxiin. 

Pentru obţiner a unui flu x maxim la ieşirea b a unei reţele de transport 
G = (X, U, c), unde capacit atea c(u) ;;;., O a fiecărui arc este un număr întreg, 
se proc · dea:ză după cum ur mca.ză : 

I) Se pleacă de la un flu x iniţi al car> verifică condiţiile de conservare în 
f iecarc vîrf şi de mărginire pe fi ecare arc , de exemplu de la fluxul avînd 
componente nule pe fiecare arc al reţclej . 

Deci putem lua f(u) = O pentru orice arc u E U. 
2) d t ermină lan!urile nesaturate de la a la b (adică lanţurile pe care 

fluxul poa l fi mărit). Se utilizează pentru aceasta următorul procedeu de 
etichetar : 
a) Se marchează intrarea n cu + ; 

b) Un vîrf x fiind marcat, se va marca: 
- cu +x oricare vîrf y nemarcat cu proprietatea că arcul u = (x, y) 

este nesaturat, adică f(u) < c(u) ; 
- cu - x oricare vîrf y nemarcat cu proprietatea că arcul u = (y, x) 

are un flu x nenul, adică f(u) > O. 
Dacă prin acest procedeu de marcare se etichetează ieşirea b, atunci 

fluxul fu obţinut la pasul curent nu este maxim. 
Se va consider a un lanţ for mat din vîrfuri etichetate (ale căror etichete 

au re .pecli v emnele + sau -) care uneşte a cu b ş i care poate fi uşor găsit 
dacă se urmă resc etichetele vîr f urilor ale în sen ul de la b către a. . 
Fie v ac<est lanţ. Să notăm cu v+ mulţimea arcelor (x, y) ale lui v, unde mar­
cajul lui y are semnul +, deci care sînt orientate în sensul de Ia a către b 
şi cu v - mul ţi mea arcelor (x, y) ale lui v, unde 1~arcajul lui y are semnul -, 
deci care sînt orientate în sensul de la b către . 
Caktil ăm r:: 1 = min (c(u) - f(u)), r:: 2 = min f(u) şi e: = min (e:[J s: 2). 

llEV+ UEV-

Din modul de e licii lare rezultă s: > O. Vom mări cu s: fluxul pe fiecare 
arc u e .v+ şi îl vo m mic.ora cu s: pe fiecare arc a. ev-, obţinînd la ie ire 
un flux egal cu f b + s: > f b· Se repet ă aplicar a pa ului 2 cu fltt Xltl nou 
objinut. · 

Dacă însă prin ap li area pasului 2 nu mai pu l m marca ieş i rea b, am 
ob\inut un flux maxim şi ne opri m. In plus, mulţ i mea arcelor are u nesc 
vîrfurile marcate cu îrfurile nemarcate consti t nie o tă ietură de capacitate 
minimă . 
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Din modul de definire a lui e: obţinem un nou flttx f' care verifică O ~ f'(u) ~ c(u) 

t ·1cc arcu e U în plus condi\ia dec nservare în fiecare vîrf x # o, /J 1'.Stc în conti-pen ru or · . . . " . 
nuare verificată. într-adevăr, dacă lanţul v trece prm x ş1 cele dou~ arce 1~cidcnte cu x 

d. • a iar lln al'nîudouă fie lui v+, fie lu i v-, e miireşte cu e: (sau se m1cşorcaza cu $) fluxul 111 v ' I • · . d" d . d"ţ" C t ·1· t" pc 1111 arc de intrare şi flux11I pc 11 ~1 a_i·c de te.şire 111 x,. ec1 con .1 ia . es e ve~1 1:_a a pen.tru 
noul flux f'. Dacii cel două :trec 1m:1denle cu x aparţ111 unul Im v+ ş1 altul lm v , atunci se 
mlcşorcazli, respccli se măreşte cu e: fluxu l j)c două arce, care sînt ambele sau arce de in­
ti·are în x sau arce de ieşire din x. Fl.u.xul la ! şire creşte deoarece f~ = f b + e: > f b• ultimul 
arc al lantului v care intră în /J aparţinînd mulţimii v+. 

în cazul reţelei de transport cu fluxul reprezentat în figura III.IO, aplicînd procedeul 
de etichetare expus obţinem că ieşirea b poate fi etichetată pe lanţul [(a, 2), (2, 6), (6 /J)). 
Toate arcele acestui lanţ au sensul de la a către b şi etichetele vîrfurilor sînt trecute Jîngă 
vîrfurile respective în figura III.IO. 

Găsim e: = e1 = min(8 - 4, 4 - 2, 4 - 3) = 1, deci vom mări fluxul cu cîte o unitate 
pe arcele (a, 2), (2, 6), (6, b), obtinînd fluxul din figura III.11. 

, E2J 
I 

2 J(I,) 6 
•U i ,. ) , 

Fig. Ill.11 

Ieşirea poate fi din nou etichetată, aşa cum rezultă din figura III.I I. Pentru a găsi lanţul 
nesaturat v de la a la b, procedăm astfel : b are marcajul +4, deci ultimul arc al lanţului v 
este (4, b); vîrful 4 are eticheta +5, deci arcul anterior lui (4, b) este (5, 4) şi nu (4, 5) 
care are sensul de la b către a. Vîrful 5 are eticheta - 6, deci următorul arc este (5, 6); vîrful 6 
are marcajul +2, deci următorul arc este (2, 6); vîrful 2 are marcajul +a şi deci ultimul 
arc este (a, 2). Scriind arcele obţinute în ordinea inversă găsirii lor, deducem v = [(a, 2), 
(2, 6), (6, 5), (5, 4), (4, b)]. Calculăm e: 1 = min(8 - 5, 4 - 3, 1 - O, 6 - 4) = 1 şi e, = 
= min(l) = I, deoarece v- = {(5, 6)}. 

Rezultă e = I, deci vom mări fluxul cu cite o unitate pe arcele (a, 2), (2, 6), (5, 4) şi 
(4, b) şi îl vom micşora cu o unitate pe arcul (5, 6), obţinînd noul flux reprezentat în fi. 
gura III.12. 

Acum ieşirea nu mai poate fi etichetată, deci fluxul obţinut este maxim. 

Mulţimea vîrfurilor neetichetate este A= {4, 5, 6, b}, deci <>l-(A) = {(!, 4), (3, 4), 
(3, 5), (2, 6)}, de capacitate c(w-(A)) = 14. Arcele acestei tăieturi sînt traversate de curba 
închisă desenată în figura IIl.12 în jurul ieşirii b. 

Fluxul la ieşire este f b = 5 + 5 + 4 = 14 = c(w-(A)). Conform teoremei III.3.2 pentru 
orice flux şi orice tăietură de suport A există inegalitatea: f b ~ c(w-(A)). Deoarece am 
găsit un flux şi o tăietură pentru care această inegalitate să fie chiar egalitate, rezultă că 
fluxul obţinut în figura III.12 este maxim, iar tăietura w-(A) are o capacitate minimă. 

! 

Fig. IH.12 

Teorema 111. 3.3. Algotitrnul foi Ford-Fu.lkersoii are un nur11i1r finit de paşi 
pentru orice reţea de transport cu. capacităţi numere întregi. Jn. momentul ct11cl 
prin procedeul de etichetare de la pasul 2) nu mai putem eticheta ieşirea reţelei, 
fluxul obţinut este maxim, iar mulţimea arcelor care unesc vZrfurile etioheiafe 

li vîrf11.rile care na au putut fi etichetate formează o Ui.ieturi'i de capacitate minimă. 
Demonstraţie. Vom arăta mai întîi că algoritmu! are un număr finit de paşi, 
majorat de exemplu de ~ c(u), adică de suma capacit ă ţilor arcelor care 

llEl~-(b) 

intră în b. 
într-adevăr, conform teoremei II 1.3.2 există inegalitatea fu ~ c( w -(A)), 

deci max f 0 ~ c(cu-(A)), unde cu-(A) este o tăietură oarecare a retel i. Dacă 
alegem A= {b}, rezultă că w-(A) = (u-(b). Obţinem max f 0 ~ c(c,l - A))= 
= I: c(u). 

uew-(/1) 
Jni \lal p l eacă cu fluxu l nul pe fiecar arc au cu un flux oarecare, deci 
f v ~O şi la fiecare pa fluxul Io creşte cu e. Deoarece capacităti l e arcelor 
sînt numere întregi şi nenegalive, rezultă ă valorile Uuxului pe arce ş i 
valorile lui e sint numere întregi, iar E: > O implică e întreg, e ;;:. 1. 

Deci la fiecare pas fluxul f b creşte cu cel puţin o unitate, deci numărul de 
paşi ai algoritmului e te majorat de capacitatea unei l ăiet uci. 

Să arătăm că în momentul în care ieşirea nu mai poate fi marcată, fluxul 
obţinut e te maxim, iar mulţimea arcelor care unesc vîrfurile marcate cu 
vîrfurile nemarcate formeay,ă o tăietură de capacitate minimă. Pentru acea -ta, 
ă notăm cu A mul\imea vîrfurilor care nu pot fi etichetat cu algoritmul 

descris. Obţinem a f/= A şi b e A, deoarece am presupus că ieşirea reţelei 
nu poate fi marcată. Deci w-(A) formează o tăietură a reţelei de transport. 
Pentru orice arc u e (ll -(A) ob ţinem f(u.) = c(u.), deoarece din u = (x, y) 
rezultă că x <ţ. A şi !J e A. Dacă f(u.) < c(u) ar rezulta că vîrful y ar putea 
fi etichetat, ceea ce contrazice faptul că y e A. Pentru orice arcu. e w (A) 
obţinem f(u.) = O, deoarece dacă u = (y, x) rezultă că y e A şi x rf=. A. 
Dacă f(u) > O, vîrful y ar putea fi etichetat plecînd de la vîrful etichetat x, 
ceea ce contrazice faptul că y e A. Deci putem scrie, conform egalităţii 
"din (5) : 

f 11 = :E f(tt) - ~ f(a) = :E c(a) = c(w-(A)). însă pentru orice 
11€<.>- (AJ uew+(A) uew-(A) 

flux f şi orice tăietură w-(A) exi tind inegalitatea f 11 ~ c(w-(A)) , rezultă 
că fluxul f,, este maxim, iar tăi tura cll -(A) are o capacitate minimă. 
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Am obţinut în acelas,i timp şi următorul rezultat : 

orice reţea de transport, valoarea maximă a {luxului la ieşire este egală cu capa-Corolar. Pentru . d' " 
. 'mă a tmei tăietu rt, a tca : citatea nun. 

max f • = min c(<·i-(A)). 

Acest rezultat a fost dedus în cazul capacitiîtilor întregi, însă el este valabil pentru orice 
funcţie de capacitate c: U --+ R+· 

Algoritmul lui Ford-Fulkerson permite găsirea fluxului maxim după un număr finit 
de paşi în orice reţea de transport G pentru care capacităţile arcelor sînt numere raţionale 
(vezi problema II I.3.2.). 

Pentru a programa efectiv la calculator algoritmul de flux maxim trebuie 
să se utilizeze o structură de date adecvată structurii de reţea. De exemplu, 
arcele reţelei pot fi reprezentate prin extremitatea inili a l ă , extr mita tea 
final ă , capacitatea şi fluxul lor în această ordine sub forma unei liste liniare. 
O a ltă listă poate memora mar ajele tuturor vîrfurilor diferite de intrarea 
reţelei : 

De exemplu, pentru reţeaua din figura III. I I această reprezentare poate arăta astfel: 

(a, I) --(a, 2) (I, 3) 

unde primele pa tru poziţii ole listei L, memorenziî informaţia relativă la arcul (a, l) în or­
dinea menţionată , următoarele 4 cea relativă la arcul (a, 2) următoarele 4 cea relativă la 
arcul (I, 3) ş.a . m . d. 

Pentru a uşura găsirea arcelor care pleacă din fiecare vîrf se poate folosi o altă listă L, 
care indică pe care poziţie a lis tei L, încep arcele care pleacă din fiecare vîrf diferit de ieşir e . 

Pentru cxempl11I considerat, vom avea L, ) I / 9 I 17 J .. . deoarece reprezentarea 

a l 2 

arcelor care pleacă din a începe în pozitia I a listei L
1

, reprezentarea arcelor care pleacă 
din l începe în poziţia 9 a listei L,, a arcelor care pleacă din 2 în poziţia 17 ş.a.m.d. 

Folosirea listei L 2 asociată cu L1 face de fapt inutilă reprezentarea în 
lista Li a extremităţilor iniţiale: a, 1, 2, .. „ ale arcelor reţelei G. Pentru a 
uşura găsirea arcelor caff intră într-un vîrf x, ceea ce este nece ar pentru 
procesul de marcare, se poate utiliza o listă L{ şi o listă L~ a ociată care să 
memoreze arcele care intră în vîrful 1, vîrful 2, ... , în b, în această ordine. 

în fine, lista pentru marcaj în cazul reţelei din figura I I I.I! arată astfel : 

L. I +a J +a I +I I +5 I - 6 / +2 J +41 

Pozitla întîi din L , es te rezervată pentru marcajul vîrfului I, pozi(ia a I l ·a , pen tru marcaj ul 
vîrfului 2, .. „ ultima poziţie pentru marcajul ieşirii b. Plecînd de la lis ta 4 S · poate gllsi 
s implu lanful n a turat care permite creşterea fluxului la ieşire : Ultimul marcaj din L. 
este -H, deci ultimul arc este (4, b). Pe poziţia a IV-a în L , găsim +5

1 
deci arcul ant erior 

este (5, 4). Pe poziţia 5 găsim în L 3 numărul -6. Acest numă r fiind nega tiv, arcul anterior 
nu este (6, 5), ci este (5, 6) p .m.d. 

• • •. • . „ _ .... 

În cazul retelei din figura III.12 lista L. arată astfel: 

L. I +a I +a I +I I O I O I O I O I 
, f ·1 4 5 6 şi b nu au putut fi marcate. deoarece VIr un e • • 

Aplicaţii trans ort sînt probleme de _flux. D.e ve~emplu să pre-
Unele probl~m~ de ~t nţinînd respectiv cantitaţile ai. - · ., an 

supunem că exista n depoz1 e co. t s ortate la m destinatari, care pot 
dintr-un anumit produs, care t_r~b~1J. ra~o~us. Problema maximizării ~anti­
primi cel rnult bi. · · „. b,,, umtafi t vm Preduce la problema găsirii unm fl1:1x 
tă ţii totale care poate fi transpotr daf a. s~t V • st fel . Graful G are vîrfunle 

• A ţ de transpar e 1m a a · f tv d' . maxim m re eaua . . . . b Mulţimea U este orma a m. . y 0 mtrare a şi o 1eş1re · . 
1 

( b) 
Xi, •• „ Xn , Y1. · · „ m• . . t . 1 V cu a. pentru 1 .;::; i .;::; n ; arce e Y ;, · 
arcele (a, x;) cu o ~apacita e ega i3 :;::. · ~ m si toate arcele de forma (x;, Y J) 
cu o capacitate egala cu b 1 pentru "' /u "'

0 
cap' acitate corespunzătoare capa-. · 1 ~ 1· :;::. m care a pentru 1 .;::; i .;::; n şi """ "' ' III 3 3) 

cită ţii de transport de la X; la Y1 (p
1
ro?Iema · y. ·dacă oferta este mai 

Vom putea satisface toate ceren e m Y1. ,; · ·' 1:, • V 

V ce se scrie L: a; ~ ~ b, ŞI daca toate capa-mare sau egala cu cererea, ceea i=l i=l . . 

A • • t l ari Determinarea tăieturii de capac1-
·. cităţile de transp?rt vs~nt sufJ:_1etn ce n:1 d~ aplicaţii (veti problemele 111.3.5 
tate minimă prezmta mteres m r-o sene 
şi III.3.6). 

Probleme 
III.3.1. Să se găsească fluxul maxim în reţeaua de transport din figura III.13. 

I 

Fig. ll'l.13 
b 

J 

Tţ' mere fracţionare din III.3.2. Aceeaşi problemă pentru reJeaua de transport cu capaci· a 1 nu 
figura II I.14. 

Fig. III.14 
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111.3.3. Să " --" 1 ul de transport pentru a transporta o cantitate maximă de pra-se gusea:.us p an „ V • • V 

d - dl x •1n y y Y• ştund ca se pot transporta dm x1 in u1 urmatoarele use n .t,. x,, , 1, 2, ' ... 

cantlt.1iti maxime, date în tabelul: 

y, y, y, 

x, 12 21 46 - ----
x, 15 18 34 -- - - - -
x, 9 26 12 

La intersectia liniei X; cu coloana y1 se găseşte cantitatea de produse care pot fi 
transportate din x, în y

1
• 

Disponibilul la centrele x, este dat de a,= 60, a2 = 24 şi a,= 36, iar cererile 
în centrele Y1 sînt următoarele: b, = 33, b, = 19, b, = 68. Să se transforme această 
problemă într-o problemă de flux maxim într-o reţea de transport şi să se deter­
mine un plan optim de transport utilizînd algoritmul lui Ford-Fulkerson. 

Ill.3.4. Fie G o reţea de transport cu intrarea a, ieşirea b şi cu- (A) o tăietură oarecare cu _ 
a$A şi beA. Să se arate că orice drum D= (a, .. „ b) de la a la b în reţea con­
ţine cel pu\in două vîrfuri vecine x, şi x 1+i. astfel încît arcul (x

1
, xJ.H) e w'"(ll). 

Ill.3.5. Două localităţi a şi f1 sînt legate printr-o reţea de drumuri cu 6 puncte de inl er­
sectie. Pentru a ajunge din a î n b trebuie să urmăm drumurile de la a la b clin 
graful din figura I I I.15. Costurile de instalare a unor posturi de control al circulaţiei 
pe arcele acestui graf sînt indicate prin numerele scrise în paranteze lîngă arcele 
respective. 

.1 (I,) 

Fig. IIl.15 

Să se determine pc ce arce ale rctelei trebuie instalate posturile de control, astfel 
încît să poată fi supravegheate toate drumurile posibile de deplasare din a în b, 
iar costul total de instalare sli ne minim. 

111.3.6. Se consi deră gralul de activHăţi din figura III.16, unde vîrful I reprezintă înce­
perea lucr~ rli, vîrful 7 reprezintă terminarea ei, iar timpii operatori sînt numerele 
scrise in dreptul fiecăru i arc. 

0 5 0 

0 
Fig. III.16 

Costul necesar pentru a determina accelerarea operaţiilor programului cu cite o uni­
tate de timp este trecut în tabelul următor: 

Operaţia Costul Operaţia Costul 

I (1,2) 6 (3,6) 3 

(1,3) 2 (4,5) 4 

(2,3) 6 (4,6) I 

(2,4) I (5,6) I 

(2,5) 3 (5,7) I 

(3,4) 5 (6,7) 5 

Să se determine care operatii trebuie să fie accelerate cu cite o unitate de timp, astfel 
incit durata de execuţie a întregii lucrări să se scurteze cu o unitate de timp şi costul total 
pentru scurtarea duratelor acestor operatii să fie minim. 



IV. ALGORITMI ŞI METODE DE REPREZENTARE 

IV.1. Noţiunea de algoritm 

IV.1.1. Definiţia algoritmului 

Noji.unea de algoritm este o 11otiune matematică f oart veche. Cuvmtul 
„algoritm" ·este de origine arabă. El derivă din numele matematicianului „Abu 
Ja'far Mohammed ibn .MOsâ al HorezrnJ" care a scris o carte celebră intitulată 
„Kitab al jabr w'al-muquabala ". Din titlul acestei cărţi provine cuvînlul al­
gebră. 

în evul mediu se folosea termenul de „algorism' cu în ţele ul ele proces al 
efectuării operaţiilor aritmetice cu ajutorul cifrelor arabe. Se presupune că din 
asocierea cuvîntului algori m cu qomeniul lui · de refer.inţ·ă, aritmetica, a rezultat 
term nul algoritm. Tncepînd cu anu.I 1950 în toate manualele de . pecialitate 
cuvîntul algoritm este frecvent asociat cu procesul de aflar · a celui mai mar 
divizor comun a două numere naturale, aşa-numitul „algoritm al lui Euclid". 
De asemenea, regulile operatiilor aritmetice sînl denumite algoritmi de efec­
tuare a operaţiilor respective. 

oţiunea de algoritm nu are o definiţie matematică. Tn aceeaşi situatie se 
află şi alte noţiuni din matematică, cum ar fi noţiunea de multime. 

Prin algoritm se acceptă să se în{eleagă un sistem de calcule, care, pentru o 
anumită cla ă de probleme, din t·ondiţii.l e iniţiale ale problemei perrrîite să se 
obţină soluţia problemei respective, u ajutorul unui şir finit şi ordonat de 
operaţii univoc determinate, efectuate mecanic, fără aportul creator al omului. 

Exi l ă totuşi definiţii matf'matice riguroase pentru unele categorii de algo­
ritmj : funcţii recursive, maşini Tiiring algoritmii normali ai lui A. A. Markov. 
S-a demon trat că aceste clase <le algorilmi sînt echivalente. S-a emis ipoteza 
că oricare dintre ace te la e defineşte notiunea de algoritm. Pînă în prezent 
această ipoteză nu a fost infism~tă, cleoarec - nu s-a găsit nici un algoritm care 
să nu poată fi reprezentat conform r gulilor ace tor cla e. 

Un algoritm e te compus din unul sau mai mulţi paşi, un pas reprezentînd 
efectuarea w1ei singure operaţii din şirul celor care alcătuiesc algoritmul. 

Exemple 

1. Algoritmul lmpărţirii intregi a două numere naturale 

Se ştie că împărţirea întreagă a două numer constă cLin efectuarea unor 
scăderi succesive, pînă cînd descăzutul devine mai inic decîl scăzătorul. Pentru 
fiecare scăde.re care se efectuează, de căzutul este rezultatu l scăderii prece­
dente iar scăzătorul este împărţ.itorul. Rezultatul ultimei scăderi efectuate 
este tocmai restul împăr(irii celor doua numere, iar nu!nărul de scăderi efec­
tuate reprezintă citul împărţirii. 

Paşii ace tui algoritm sînt const itui fi de operaţiile de scădere şi de operaţiile 
de comparare a descăzutului cu scăzătorul. - ţste evident că şirul acestor ape-
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raţii este finit, deoarece descăzutul se micşorează cu fiecare nouă scădere, în 
timp ce scăzătorul rămîne neschimbat. 

Fie, de exemplu, numerele 17 şi 7. Paş!i Aalgoritmului care duc la aflarea 
citului şi restului împărţirii sînt prezentaţi m tabelul IV. I. 

Operaţia I Pasul I 
Numărul 
scăderii 

scădere 17-7=10 I 

comparare 10 < 7 nu -
scădere 10-7 = 131 2 

comparare 3<7 da - \-

(descăzutul este mai mic decit scăzătorul) 

Tabelul IV. l 

Numărul de scăderi efectuate este 2, iar rezultatul ultimei scăderi efectuate 
este 3, deci citul împărţirii numărului 17 prin 7 este 2, iar restul este 3. 
2. Algoritmul lui Euclid . . . . .. 

Acest algoritm se foloseşte pentru obţmerea celm mai mare d1v1zor comun 
a două numere naturale. 

Notîrid cele două numere naturale pri1i m şi n, vom presupune că m este mai 
mare decît n. 

Algoritmul constă din cfecluarea unui şir ele împărtiri inlre~i einăv ciŢid se 
obtine un re l nul. P nlru fi care î1111 rlire .car' e c:_f ct~e~za, 11nparJ1to~ul 
e te re tul fmpărţirii prec .(lente, iar deî111păr \1tul e_. l 1mpar\1l_?rul c.111~ ri:npar­
ţirea prec •d ntă. !mpărti lorul din ultima î111părţ1r fecluala const1tu1e cel 
mai mare divizor comun al celor două numere. 

Paşii acestui algoritm sînt constituiţi de ?l~era~iil~ .de împăr_tir . • ,i de„ v~ri­
ficare a anulării restului. Deoarece restul un · 1 1111parţm este m.a1 mic c.lec1t~ 1m­
părţitorul, şirul <le resturi al }mpărţiri~or succ .h~e este stnct d screscator, 
astfel că numărul de împărţiri din algoritm este fm1t. 

Fie; de exemplu, numerele 78 şi 30. Paşii algor!tmului care ~~nduc la aflarea 
celui mai mare divizor comun al acestor numere smt prezentaţi m tabelul IV.2. 

Pasul 

78: 30 -:- 2 rest 18 
18 =O nu 
30 : 18 = 1 rest 12 
12 =O nu 
18 : 12 = 1 rest 6 
6 =O nu 

12 : .161=2 rest ~ 
o --'.() da 

I Operaţia 
împărţire 
verificare 
împărţire 
verificare 
împărţire 
verificare 
împărţire 

verificare 

Tabelul /V.2 
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IV.1.2. Proprietăţile algoritmilor 

Orice algoritm trebuie să se bucure de următoarele trei proprietăţi funda­
mentale, numite proprietăţi de bază ale algoritmilor. 
1. Claritatea. Orice algoritm trebuie să fie caracterizat printr-o descriere pre­
cisă, riguroasă, fără ambiguităţi a tuturor acţiunilor care urmează să se execute. 
Cu alte cuvinte, un algoritm, datorită caracterului său de automatism, trebuie 
să precizeze în mod univoc toate etapele de calcul pe care le va urma execu­
t antul algoritmului (omul sau maşina). De aceea, această proprietate este denu­
mit ă uneori şi unicitate. 
2. Generalitatea. Un algoritm e ie util dacă rezolvă nu numai o problemă par­
ti culară, concret ă , ci o întreagă clasă de probleme asemănătoare. Aceasta 
însPamnă că un algoritm trebuie să se aplice la o mulţime de sisteme de date 
iniţiale. Această mulţime poartă numele de domeniu de aplicabilitate al algorit­
mului. 
De exemplu, algoritmul lui Euclid se poate aplica la orice pereche de numere 
naturale. Vom spune deci că domeniul de aplicabilitate al algoritmului lui 
Euclid este mulţimea perechilor de numere naturale. Această proprietate este 
cunoscută şi sub numele de universalitate. 
3. Eficacitatea. Orice algoritm urmăreşte prin execuţi a sa o.btinerea unui anumit 
rezultat. Pentru aceasta nu este suficient ca acţiuni le algoritmului să fie bine 
determinate, ci trebui ca pentru orice istt>m de da i ini fi a le numărul de ac­
ţiuni (paşi) care urmează să e execute să fie fi n it. De aceea, această proprietate , 
poar tă denumirea de fi nitudine. La exemplele de a lgoritmi prezentate anterior 
s-a arătat că numărul de paş i corespunză tori unu i sistem oarecare de date 
iniţiale este finit. 

IV.1.3. Structura algoritmilor 

Acţiunil e componente ale unui algori tm se efectuează asupra unor date 
iniţi a le au asupra unor rezul tate intermedi are ale operaţiilor anterioare. Atît 
datele cît ş i rezult atele intermed iare apar ca valori ale unor variabile-. O varia­
bil ă are, în cadrul unui algori tm, o sem nificaţie deosebită de aceea din matema­
tică. Astfel în ti mp ce în matematică o variabilă reprezintă o nedeterminată 
cu care e po t face opera ţii matematice fă ră a fi cunocută valoarea a, într-un 
algori tm variabi lele sîn t utilizate pentru a denumi date sau rezultate interme­
diare. Deci, o var i abil ă e ·te dest inată să aibă o anumită valoare. Acea st ă va­
loare poate fi totuşi schimbată pe parcursul algorit mului. Este cazul aşa-numi­
telor variabile de lucru. O variabilă de lucru este folosită pentru reţinerea unui 
rezultat intermediar şi poate fi refolosit ă pentru reţinerea altui rezultat inter­
mediar, atunci cînd rezultatul anterior nu mai este necesar pentru alte calcule. 

Acţiunile unui algoritm se realizează sub forma unor operaţii. Aceste ope­
raţii constituie paşii algoritmului. 

Operaţiile care pot apărea într-un algoritm sînt de două categorii : operaţii 
de calcul şi operaţii de decizie. 

O operaţie de calcul constă în efectuarea calculelor indicate de o expresie 
simbolică, înlocuind fiecare variabilă cu valoarea sa. Razultatul acestor calcule 
adică valoarea expresiei respective, este reţinut sub forma valorii unei varia­
bile. Se spune, de obicei, că valoarea expresiei este atribuită variabilei respective. 
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Notaţia utilizată pentru operaţiile de calcul poate fi dedusă din următoarele 
exemple: 

X<- tf+2 

CI. <- J ~ 2 
- l /2 

S ~ LUNGIME x LAŢI ME 

X Xi+ X 2 
o+------ . 

2 

Obvruafii 

t. Variabilele pot fi notate attt prin litere, cît şi prin cuvinte. Se pot utiliza şi indici. 
2. Simbolul „+--", care se citeşte „ia valoarea", este întrebuinţat pentru a marca atribuirea unei 

valori variabilei indicate. În matematică pentru acelaşi scop se utilizează simbolul „=". 
Simbolul „=" este însă folosit şi pentru relaţia de egalitate. Pentru a evita ambiguitatea în 
cadrul unui algoritm, se preferă folosirea a două sim boluri distincte, astfel că simbolul „=" 
va fi folosit numai pentrn a marca relatia de egalitate. 

Intr-o operaţie dE: calcul se poate atribui o. nouă v~loare unei variabile a 
cărei valoare este utilizată în cadrul calcululm respectiv. 

De exemplu, operaţia de calcul 

X,_ X 2 

atribuit' variabilei X o nouă valoare, egală cu vechea valoare ridicată Ia pătrat. 
In acest fel iese în vident'ă modul d,e succesiune a valorilor unei variabile. 
Astfel, dacă înainte de efectuarea operaţiei de atribuire prezentate, variabila X 
are valoarea 3, după efectuarea operaţiei, aceeaşi ~ariabi!ă v~ avea valo~~ea 9. 

Un rol deosebit de important în structura unm algontm t1 au operatule de 
decizie. · 

In general, prin operaţie de decizie se înţelege determina;~a valcrii 1.o~ice .de 
adevăr a unei propoziţii. Propoziţiile analizatve de operatule de d.ec1.z1e smt 
propoziţii enunţiative, care nu pot fi decît adevarate sau false. De ob1ce1, aceste 
propoziţii enunţă că un obiect are o anumit ă proprietate (de evxemplu : valoarea 
variabilei X este pozitivă, variabila Y are ca valoare un numar întreg). De cele 
mai multe ori, propoziţiile asupra cărora se. aplică operaţia. de. d~cizie se refer~ 
la o relaţie între două obiecte. De exemplu : valoare-a vanabile1 X este egala 
cu valoarea variabilei Y, valoarea variabilei X se divide prin valoarea varia­
bilei Y etc. 

Rezultatul unei operaţii de decizie îl constituie valoarea „ade v~rat" s~u 
„fals" a propoziţiei analizate. In cadrul acestei operaţii se calculeaza valonle 
diferitelor expresii care constitu!e obiectele relat!_ilor respective, ţ~n.înd cont de 
valorile variabilelor care apar m aceste expresu. Astfel, propoz1ţ1a 

X+2> Y - 1 

are valoarea logică „adevărat" dacă, de exemplu, variabila X are valoarea 7, 
iar variabila Y valoarea 2 si valoarea logică „fals" dacă variabilele X şi Y au 
valorile 3 si, respectiv, 8. ' 

O importanţă deosebită în descrierea unui algoritm o are şi specificarea 
succesiunii de efectuare a operaţiilor componente. 

înlăn ţuirea paşilor unui algoritm poate fi indicată i~plioit. sau explicit_; 
Astfel, succesiunea implicită de efectuare a paşilor unm algontm este data 

de ordinea de prtzentare a acestor paşi în cadrul algoritmului. 
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Specificarea explici tă a , uccesiunii de e!e.ctyuarc a ynor paşi apare în c~zu] 
operaţiilor de de~izie. în acesl caz ~e. ·p c1hc~1. (explicit) car:_ pa" u!·meaza sa 
fie execulat daca rezullalul operaţ1e1 de de 1z1 e ·t „ad<:varat ş1 care pa 
dacă rezultatul operaţiei este „fals". Deoarece aceşti doi paşi urmă tori sînt 
obligatoriu diferiţi, ?pera(~ilc de d~~i7~e reprezint~ ~ami.ficaţii în ~~~cesiunea 
ele paşi ai unui algontm. a exempI1f1cam cele dou i1 tipun de operaţn tn cadrul 
algorit mului împărţi i 1i întregi (cu rest) .. 

S< notăm ariabilel e accslui algoritm astfe l : 
D - deîmpărţitul ; 
I - împărţitorul ; 
C - cîtul; 
R - restul. 

Presupuriînd că variabilele D şi I au deja valorile corespunzătoare datelor 
algoritmului, paşii acestuia sînt: 

Pasul 1. C +--- O ; 
Pasul 2. R +--- D; 
Pasul 3. R < I ; dacă este adevărat urmează pasul 7, 

dacă este fals urmează pasul 4 ; 
Pasul 4. R +--- R - I ; 
Pasul 5. C +--- C + 1 ; 
Pasul 6. R < I ; dacă este adevărat urmează pasul 7, 

dacă este f Cils urmează pasul 4 ; 
I 

Pasul 7. TErminarea algoritmului. „ 

S obsuvă că paşii l , 2, 4 şi 5 specifică operaţiile de calc~!, jn timp .ce paşn 3 
şi 6 reprezintă operaţii de decizi . în tab:lul IV.3 se prezmta succesmnea pa­
şilor algoritmului în cazul num rclor 17 ş1 7. 

Valorile variabilelor înainte Rezultatul 
Pasul de execuţia pasului operaţiei 

D I I I c I R de decizie 

I iî7i i7l - - -
2 17 7 o - -
3 17 7 o 17 fals 
4 17 7 o 17 -
5 17 7 o 10 -
6 17 7 1 10 fals 
4 17 7 1 10 -
5 17 7 1 3 -
6 17 7 2 3 adevărat 

7 17 7 121 I 31 -

Tabelul !V.3 

Este posibil ca să se specifice explicit următorul pas şi în cazul operaţiilor 
de calcuL Astfel, în exemplul anterior, observînd identitatrn paşilor 3 şi 6, se 
poate elimina pasul 6, specificînd la pasul 5 că urmează pasul 3. 

Rezultă astfel următorul algoritm: 
Pasul 1. C +- O; 
Pasul 2. R <- D ; 
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Pasul • 3. R < !, dacă este adevărat urmează pasul 6, 
dacă este fals 'urmează pasul 4; 

Pasul 4. R +- R - I ; 
Pasul 5. C +- C + 1, urmează pasul 3 ; 
Pasul 6. Terminarea algoritmului. 

D asemenea, este posibilă spedficarea implicită a pa ului următor i 111 

cazul operatiilor de decizie. Totuşi, deoarece într-un pas corespunzător unei 
operalii de decizie se pecifică doi paşi următori, rămîne ne„~sară specHicarea 
explicită a unuia dintre a-:eşti doi paşi. A trei, în exemplul pre7.entat poate fi 
modificat pasul 3 în modul următor : 
Pasul 3. dacă R < I urinează pasul 6. 

IV.1.4. Clasificarea algoritmilor 

Tn funcţie de ·trudura lor algorit mii pot fi împărţiţi în mai multe cla e. 
A.lgoritmii liniari sîn t acei algor itmi care s?ht alcătuiţi numai din operatii 

de calcul. Ab enta opera~iilor de decizie din cadrul algoritmilor liniari are ca 
efect executia paşilor ace lor algoritmi în tr-o si ngură uccesi11ne. în această 
categorie intră, de exemplu , algoritmul pentru calculul valorii unei expresii, 
cum ar fi algoritmul pentru calculul valorii p!llinomului ax 2 + bx + 'c, prezentat 
în continuare. 
Pasul 1. v +--- a ; 
Pasul 2. V +--- V X X + b ; 
Pasul 3. v ._ v X x + c ; 
Pasul 4. Terminarea algoritmului. 

Algoritmii liniari sînt cei mai simpli algoritmi. 
Algotitmii cu ramifica(il reprezi ntă acei algoritmi care cuprind şi operaţii 

de decizie printre op ra (ii le d cal ul. în acest caz, în funcţie de valorile varia­
bilelor şi de rezullatele opera ţii lor de decizie, pentru un algoritm cu rarnifica tii 
exi tă mai multe po ibili tăli în t·e a e prive t ordinea de execufie a paşi lor ă i. 

Algoritmii aciclici cuprind acea cat gorie el algoritmi cu ramificapi, pentru 
are în cadrul executiei nu s poate efectua tle mai mult ori un acela i pas. 

Algoritmul rezolvării unei ecuaţii de gradul doi, ax2 + bx + c = O, e te un 
exemplu d a trei de alg ritm. 
Pasu l I. DELTA ,._ /J 2 - 4ac ; 
Pasul 2. dacă DELTA< O urmează pasul 5; 

Pasul 3. -b + J DELTA 
X 1 <- 2a 

-b-JDELTA 
Pasul 4. x2 +--- ; urmează pasul 7 ; 

2a 

Pasul 5. 

Pasul 6. 

-b 
RE1- --· 

2a ' 

IM +--- J-=-î5'EITA 
2a . 

Pasul 7. Terminarea algoritmului. 
Se obs rvă că nu înt posibile decît două succesiuni de paşi şi anume: 1, 2, 

3, 4, 7 în cazul rădăcinilor reale şi 1, 2, 5~ 6, 7 în cazul rădăcinilor complexe. 
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Algoritmii pentru care exi tă po ibil.itaţea r~p~t~rii exect_1tiei unuia sa~ mai 
multor paşi, al ătuiesc categoria algontmi~or cic!Lci: Succe 1~nea de P'!_ŞI care 
poate fi executată în mod r _Peţat poarta. d~num1rea d. ctclu. 1umarul de 
repetări ale unui ciclu poate fi fix au variabil. V 

Cea mai mare parte a algoritmilor utilizaţi în. practică. e~te reprezentat~ d~ 
algoritmii ciclici. Aceşti algoritmi permit o descriere concisa a unor. sucoesmn~ 
cu numeroşi paşi. Algoritmii ciclici sînt indicaţi în specialyrntru a f1 execu.taţ1 
cu ajutorul calculatoarelor c1ectronice. în acest ca~ numarul ~are de paşi de 
efectuat este compensat de viteza mare de execuţie a operaţnlor. 

Exemplele de algoritmi prezentate la Îf'.C'ep_ut •. al.g?rit~ml lui Eu~lid şi ~Igo: 
ritmul împărţirii întregi constituie algontm1 .c1chc1. 5=1.~lul a.lg.~mt'!1u!~t !Ul 
Euclid este reprezentat de paşii corespunzăton e!ectua:~1 unei 1mpvarţ1~1, tar 
ciclul algoritmului împărţirii întregi este format drn paşn corespunzaton efec-
tuării unei scăderi. 

Un algoritm ciclic poate avea mai multe cicluri, acestea putînd fi incluse 

unul în altul. 

IV.1.5. Exerciţii 

l. Fie N un număr natural. Este corect următorul algoritm : 

Pasul l. M - 2N + I 
Pasul 2. Dacă M = O atunci urmează pasul 4; 
Pasul 3. M .- M - 2, urmează pasul 2 ; 
Pasul 4. Terminarea algoritmului. 

2. Se dă algoritmul: 
Pasul I. I +- I ; 
Pasul 2. S +- I ; 
Pasul 3. S <- S X / 2

; 

Pasul 4. I +- I + 2; 
Pasul 5. Dacă I ~ 5 atunci urmează pasul 3; 
Pasul 6. Terminarea algoritmului. 
Care este valoarea lui S la terminarea algoritmului? 

3. Să se scrie paşii algoritmului lui Euclid pentru numerele 459 şi 170. 

4. Se dă polinomul P(x) = a,x' + a,x' + a,x' + a,x + a,. Să se alcătuiască un algoritm care 

să calculeze valoarea P(x,). 

s. Să se găsească un algoritm care să determine cel mai mare număr dintre trei numere date. 

6. Folosind schema lui Horner să se conceapă un algoritm care să calculeze cîtul şi restul împăr­
ţirii polinomului ax' + bx• + ex + d la x - x,. 

7. Să se scrie un algoritm pentru calculul sumei primilor n termeni ai unei progresii geometrice 

cu raţia q şi primul termen a. 

s. Să se conceapă un algoritm pentru calculul numărului de combinări C~. 

lOtl 

IV.2. Metode de reprezentare a algoritmilor 

IV.2.1. Scheme logice 

Cea mai simplă metodă de reprezentare a algoritmilor este metoda folosită 
în exemplele anterioare, care utilizează pentru descrierea fiecărui pas al algorit­
mului un limbaj apropiat de cel obişnuit. 

Schemele logice . constituie forme grafice mai sugestive de reprezentare a 
algoritmilor, cu o răspîndire largă, o schemă logică fiind alcătuită din blocuri 
între care e stabilesc legă turi orientate (săgeţi). Blocurile au diferite forme gra­
fice, în f unctie de acfiunile (paşii) pe care le (îi) reprezintă (tabelul IV.4). 

Denumireo bloculu1 S1mbo/u/ 

• Termmal (s TAR r) 

' 
(s T O P) 

Oe calcul I : I 
De dec1z1e ~ ~ NU 

De 1nrrare ~ --.-. 
De 1eş1re /Rew//ote / 

t 

De proceduro li : li 
Tabelul I V. 4 

Operaţiile de calcul sînt reprezentate prin blocuri de calcul, iar operaţiile 
de decizie prin blocuri de decizie. 

Pentru a pune în evidenţă începutul sau sfîrşitul unei schEme logice se uti­
lizează blocuri terminale. 

Datele de intrare ale algoritmului precum şi rezultatele acestuia sînt puse 
în evidenţă cu ajutorul unor blocuri de intrare-ieşire. 

Legăturile care se stabilesc între blocuri reprezintă succesiunea efectuării 
acţiunilor reprezentate de blocurile respective. 

Se remarcă, la blocurile de decizie, legăturile corespunzătoare celor două 
rezultate posibile ale operaţiei de decizie. 

Schema logică a algoritmului împărţirii întregi e te prezentată în figura IV. I. 
Pentru a simplifica trasarea legăturilor, precum şi pentru a uşura urmărirea 

succesiunii paşilor unui algoritm e obişnuieşte ca aceste linii de legătură să fie 
parcurse de us în jos au de la stînga la dreapta. Liniile de legătură care nece­
ită să fie parcurse în alt mod trebuie să fie desenate ttb formă de săgeţi. Este . 
însă recomandabil ca toate liniile să fie trasate Llb formă de ăgeţi. 

Pentru a nu diminua claritatea unei scheme logice e recomandă evitarea 
Intersectării liniilor de legătură. Dacă totuşi unele intersectări nu pot fi elimi­
nate, există un simbol special, denumit conector care permite întreruperea unei 
linii de legătură . Un conector este a.Jcă tuit dintr-un cerculeţ în care e înscrie 
o literă sau cifră. Se presupune că între două imboluri conector care onţin 
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5 T''A R T 

5 TA R T 

c-o 

OA 
R--0 5 T O P 

c - o 
R-R - I 

C-C +I 

c- c .1 
5 T O P 

Fig. IV.I . Fig. IV.2 

aceeaşi literă sau aceeaşi cifră există o linie de legătură netra. ată. In figura IV.2 
se pre.zinlă un exetnplLl de utilizare a acestui tip de imb0luri. 

Pe măsură ce un algoritm este mai complex, schema a logită cuprinde mai 
muUe blocuri, iar legăturile necesare sînt mai numeroase. Pentru a simplifica 
descrierea unui algoritm mai complex, se pot folosi operaţii complexe, a căror 
efectuare să reprezinte de fapt execuţia unui întreg algoritm. De exemplu, în 
cadrul algoritmului lui Euclid e poate folo i operatia de împărţire cu re t, 
pentru a cărei efectuare se poate utiliza algoritmul împărţirii întregi prezentat 
anterior. Pentru reprezentarea ace tor operaţii pecia le e foloseşte tn schemele 
logice un tip dr-· bloc denumit bloc de procedură (vezi tabelul IV.4). In figura IV.3 
se poate urmă ri reprezentarea algoritmului lui Euclid în care s-a utilizat algo­
ritmul împărţir ii cu rest. Se observă că blocul de procedură din figura IV.3 
descrie ap.licarea algoritmului împărţirii întregi pentru valorile variabilelor M 
şi N, obţ4nînd ca rezultate valorile variabilelor P şi Q. . . 
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STJJf.{7 

0 I V I 0 E 

1'1.N; P,Q 

fvl-N 

N--P 

DA 

fig. IV.3 

5 TA R T 

INl,TIALIZARE 

011 

SCĂDERE 

S T O P 

5 TOP 

!NI !!AL/ZARE 

R--o 

c-o 

REL U/J.RE 

SUiOERE 

c_.c •I 

REL U4/.!C_ 

Fig. IV.4 

sch;;;;ă bf~gci~: pproocet· ~lw-.ă poate fit· însă fo~o~it şi pentru a nota o porţiune dintr-o 
C . . ·' r 1une care e e descnsa separat. 

u ~ notal1e de acest fel al<1oritmul împărţirii întregi apare ca în figura IV.4. 
Realizarea unui algoritm core t · . · · . ' 

efort cît nrni . . . . c Ş I a unei scheme logic clare într-un timp scurt şi cu un 
zulta tc fol~si ~1~1 c co~1s~1tu1e scop ul ~~rcctărilor în domeniul programării. S-au obţinut bune re-

1 m ?< 8 programăm structurate, apărută în 1965. · 

bina ~onforrn m~tod~1 progrnmii1~ii structurate un algoritm poate să fie realizat folosind o corn­
ar" !~~ ~c t~el t11l1uri. de structuri elementare: lin. iară, alternativă şi repetitivă (fig IV 5) Sa 
• ,J ca OTICC a gontm descris d O SC) emă I . a f f' . . . -
zcntat prin tr-O SCI rn v J ·- :< t vl f 0g1c, poa C I transformat astfel ca să fie repr -

1 a og1ui s ructurata. n figura IV G • pr · tv I 't I , v · „ 
in forma trncturntă Singura odT . ezin a a gon mu impartm1 întregi 
unde rela (ia respccti.vă s-a inmlocu1'1l1ccare nlecl~sară (fată d fig. IV. I) a fost la blocul ele decizie, 

S ' li re a ia complcmcn lnră 

tnict ura altcrnallv~ corc punde i11 lir~bajul curent unei p
0

ropoziţii condiţionale de forma: 
daca C atunci B altfel A. 
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NU 

Fig. IV.5 

în cazul algoritmilor, structura alternativă corespunde unei opera\ii de decizie de forma 
dacă propoziti~ C este adevărată, 

5 TAR T 

R-D 

c--o 

R-R-1 

c-c+1 

NU 

atunci urmează pasul i; 
altfel urmează pasul i. 

Rezultate 

C;R 

5 T O P 

Fig. IV.6 

IV.2.2. Exerciţii 

Fig. IV.7 

Pentru ca structura alternativă să fie 
corect construită este însă necesar ca să 
urmeze acelaşi pas, atît după succesiunea 
de paşi corespum.ătoare blocului de proce­
dură A, cît şi după succesiunea corespun­
zătoare blocului de procedură B. 

Structura alternativă poate fi utilizată 
şi sub o formă simplificată, dacă una dintre 
alternative nu conţine nici un pas. Grafic, 
această situaţie se prezintă ca în figura IV.7. 

Structura respectivă corespunde în lim­
bajul curent unei propoziţii de forma : 
atît timp cît este adevărată C execută A. 

In cazul algoritmilor structura repeti­
tivă corespunde ciclurilor de paşi, propo­
ziţia C determinînd numărul de repetări 
ale clcl ului. 

1. Să se alcătuiască schema logică a unui algoritm care să calculeze n I cînd se dă n. 
2. Să se alcătuiască schema logică a algoritmului pentru rezolvarea ecuaţiei 

ax' + bx + c = O. 

3. Ce valoare are S cînd se termină execuţia algoritmilor reprezentaţi de schemele logice din 

figura IV .8. 
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4. Să se alcătuiască schemele logice ale algoritmilor descrişi tn exerciţiile 4, 5, 6 şi 7 din ara-
graful anterior. · p 

5. Se dă şirul {at}, k = l, 2, ... ai· cărui termeni sînt definiţi de relaţia : 

llt+1= 2-(ak + .!!...) ; a,= 1. 
2 llt 

Să se alcă~uiască ' algoritmul pentru calculul valorii termenului a •. 

Să se deseneze schema logică a ac~tui. algorit.m. 

6. Să se alcătuiască algoritmii şi schemele logice pentru calculul urmă.toarelor sume; 

a) S = 11 + 3• + 5• + ... + (2n + I)• 
b) S = ,11· + 2 I + 31 + „. + n I 

c) S = C~ + C! + C! + ... + C~. 
B - MatematlcA aplicată în tehnica de calcul el. a X-a - cd. 23 1;13 



lndicafii şi răspunsuri 

Cap. I 

1.1.3. 1. a) x U (y ['"1 x). ~ X LJ {~_D_!!L=:.x şi (x U ~) n X= ţ ["':!.{~ !,,,]_Y) =_X; b) P LJ (y n 
n :z) = y nl:z şi (p u y).n :z ~ Y: n :z; c) X u (y nu)= (x LI y) . şi (x .LI y) n lt =X u y. 

2. X C Z $>X n Z ~-X astfel -Că (x [J. y)-!J ~ = (X n z) LÎ (y [l z) = X lJ (y n ;) .. :3. b) n = 2; 

a,= p şi a. =:u. Fie a,~ a, şi ~ a •. a, u a,= u ha.=:> â, =a., iar a, L.J a,= p =a,=:> 
=:> ă, = a, imposibil, deoarece a, ~ a~. 4. b) 8; c) ;5. 5. a) aa == a(a + O)·= a; b) ~ă = O 
şi {i + a= I =o- if = a; c) aO = O + Oa= O; d) a t 1 = I + I ·a= I ; e) I ·O= O şi I + 
+ o= I =:> I ~o ; f) I =o= o; 6 . . 0' planul. 8. a ·n = n ·~ n ~ ii P,eiilfii cii:ice a şi a + li = 
= u =:> a [. u pentru orice a. 9. a) l ; b) O; c) 1. ' . 

- ' 
1.2.4. 1. a) x; b) b; c) O; d) x. 4. a) I ; b) O; c) O. 6. a) da; b) da; c) liu. 

1.3.3. 1. a) X; b) x 1x,;i,x~; c) ab Ţ Cd; d) ac + hi.+ abc. 2. ă) _,:t; h) x1,~ 2x,x, ; c) (â + 
+ c)(b + c)(ă + d)(b + d) ; d) (aA b)(b + c){a + -c). 3. b, c, e, f. 4. a) âbc + abc + âiîc + 
+ ă'iic; b) xyz + xyz + xyî; ~r~:x,x, + x.x.x. +x.x,x„ 5. a) (a + b t c)(a + b + c)(a + b + 
+ Cl(ii' + b + c); b) (x + y + z)(x + y + z)(x + y + i)(x + y + î)(x + ~ + z); c) (x„ + x, + 
+ x,)(x, + x, + x,)(ţ, + x.2 + x,)(:i1 + x~ + x,)(x, + x, + x,). 6. a) abcd + âbcd + abcd + 
+âbcd + abcd + abtd + ~bcd + ab'cd;./b) (a+ b + c + 'd)(a + b'+ c + d)(a·+ b + c + d) 
(a + b + c + d)(îi + b + c + d)(ă + b + c t d){a + /J + -c + d)(a + iJ + c +Ci). 
1.4.3. 1. a) Q; b) x,x,x,; C) X + y + Z; d) a+ b + C. 2. a) ăbc + abd; b) xyz; c) X1X2 + 

r.~· . . •· , -· :. ~- ·· ~L ' '• • • ·•· _. _ _ - . · · """"'I'··· .- ' ,;. I 'J • + i',' ..f'x·, ~ d·) 'iib' +'aed; e) i;. 3; a) xy +' xz; b) ab' + ac + ac;' C) XiX 2 + x,x,':: 4; · aY l ;, b) 

x,x,x,; c) ab. 5. · a) ac+ bc; b) bd; c) x + y + i. 6. b) xy:z + xji:z + xyz + xyi; (1: + !f + 
+ z)(x + y + z)(x + y + :z)(x + !J + z); c) xy + xz + yz. 7.. : a.).f, := x.X.X, +;x~x;x.+x.x.x.+: 
+ x,x,x, + x,x,x„ f, = x.X.Xa + x,X,x, + x:,x,x, +, x,x,x, + x,x,.x, + x,x,x„ f, = x,x,x, + 
+ x,.x.x, + x,x.x,; b) f, = (x, + x, ·+ :i',)(x, J :x„· + x-,)(i~ + '.t, + x,), f, = (x, + .x, +x,)(x.-f­
+ x, + x,), f,= (x, + x, + x,)(~,+~x•+ x,)(x, +.x, +,~.H~1+:. .. ~•.f x.H;î1 +xi + x,), :. c) 
f, = x,x, + x;x. + x.x.. r;;.. -.ţ:"+ _i;~·. + x,x, I>;, ·x;i~ + x.~.x •. ' s: . ă( BC + A Bc + 
+ABC+ .ABc =Ac+ .AB; b) ABC +:ABC ' +ABC~ X.Ba·+ BC\'. c) ABC+ Aiie+ 
+ABC. !).·„ a} C·;_b}: iii + .ii;B; c>:!i.B·:. d) Ac +. XB+ iic, H . n) ~f?.c4 + ~bc,d+~b~d. + 
+ abcd + abcd + abCd + abcd; b) ăbcd + abcd +abcd + abcd + .abod .+ abcd + _abcd; c) 

abcde + ~bcde + ăbcde + âbcde + abcde + âbcde + ă'bcde + abcde + ;bcde'+ ab~de + abcd~ + 
+ abcde + abcde + abCde + abcde~ 12. a) c + d + ab; b)' ~Y + xyz :; c) : xz :+ xw ;. d) ~t~x. 
e) bd + abc. ,· 

~5~6._ 1. a) x,.i. + x,.t~ + X1X2 = .:;:. + x.; b) (xi.Ro + x,x,)[x,(.f,x3 + .x.)x, + x„T, + .itX,] = 
~ x~,(~1 + x.); c) (x, + x,)(x,x, +.'(,,f.)(x,x, +x,x,) = :X,x,x, . . 2. a) a,a,·a.+ a1a, +a + 
~a, a,_:_~) bc_:!:_ a(b -J:.:>Ca ~ b_ + c) 1=._ abc ~ c) [(x, + x,)x, + x,x,x,)x,x,. 3. a) (ăb)-(bc);,, 
- a+ bc, b) abcd + abcd + abcd + abcd= cd; c) abd+ abd+ abc +ac= b + 5 . ( . 
f . y 1) 6 ( . . a c. . vezi 
1g. . . . vezi fig. V.2). 7. (vezi fig. V.3). 
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Cap. II 

JJ.1.1. Se obtin 13 lanturi elementare, 7 care încep cu muchia [I, 2] şi 6 care încep cu muchia 
[I, 3]. 

11.1.2. Se va raţiona prin reducere la absurd. 

11.1.3. Dacă G conţine un vîrf izolat x, toate muchiile lui G unesc "'.îrfuri diferite de x, deci 

11.1.4. Numărul maxim de muchii ale lui G se obţine cînd fiecare componentă conexă este un 
sub graf complet. Presupunînd că există două componente care conţin n1o respectiv n, vîrfuri, 
astfel încît n, ~ n, ~ 2, vom face următoarea transformare: Suprimăm un vîrf x din compo­
nenta cu n, vîrfuri şi îl ducem în componenta cu n, vîrfuri, unindu-l prin muchii cu toate cele n, 
vîrfuri deja existente. Se obtine un nou graf G, cu m, muchii şi 

m, = m - (n, - I) + n, = m + (n, - n,) + 1 ~ m + I, 

ceea ce contrazice maximalitatea grafUlui G. Deci G are p componente care conţin respectiv 
n - p + 1, I, ... , I vîrfuri, cînd m = C~-p+i· 

11.1.5. Presupunînd prin reducere la absurd că G cantine n vîrfuri de grade diferite, rezultă că 
şirul gradelor lui G este: O, I, 2 , ... , n - J. Dec_i G conţine în acelaşi timp un vîrf izolat şi un 
vîrf adiacent cu toate celelalte vîrfuri, ceea ce este contradictoriu. 

11.1.6. Pentru grafurile din figura II.14 bijecţia f se defineşte de exemplu prin: f(l) = a, /(2) = 
= c, /(3) = e, /(4) = b, f(5) = d şi pentru grafurile din figura II.15 prin:/(!)= a, /(2) = b, 
/(3) = c, /(4) = d, /(5) = e, /(6) = f, /(7) = h, /(8) = j, /(9) = g, f(IO) = i, urmărind ciclurile 
elementare din cele două grafuri. 

11.1. 7. Să presupunem că Gnu este coneJX. Dacă vîrfurile x şi y din G nu sînt adiacente, rezultă 
că ele sînt adiacente în G. 

Deci x şi y aparţin unei aceleiaşi componente conexe a lui G. Graful G mai conţine cel putin 
o altă componentă conexă, deci există un vîrf z care nu aparţine în graful G unei aceleiaşi com­
ponente cu x şi cu y. 

Rezultă că x şi z, respectiv y şi z nu sînt adiacente în G, adică [x, z] e U şi [!, y] e U, 
deci x şi y sînt legate printr-un lanţ de lungime egală cu doi. Deci G este conex. 

11.1.8. Fiecare din cele C! = n(n - I) muchii ale grafului complet Kn poate fi aleasă sau nu 
2 . 

ca muchie a unui graf cu aceeaşi mulţime de vîrfuri. 

Deci există 2°; grafuri cu n vîrfuri date. 

11.1. 9. Din definitia dată rezultă că relaţia binară este simetrică şi reflexivă. Dacă L, = 
= [x, ... , y] şi L,=[y, ... , z] rezultă că L = [x, ... , y, ... , 2] este un lanţ de lax laz, deci 
relaţia binară ,..., este tranzitivă. 

H6 

11.1.10, Să presupunem, prin reducere Ia absurd, că orice vîrf x al lui G arc gradul d(x) ~ 3. 

Fie: 

L = [x,, .. „ x„] 

undep ~ 4, un cel mai lung lant elementar care pleacă din x1 • Rezultă că xP este adiacent numai 
cu vîrfuri din multimca {x1o .. „ Xp_,}. Vîrful Xp are gradul cel Putin 3 şi este adiacent cu Xp_„ 

deci există doi indici 1 ~ r < s ~ p - 2 astfel încît Xp să fie adiacent cu x, şi x,. Ciclurile ele­
mentare C1 = [x„ xa+„ ... , Xp, x,] şi C, = [x„ Xr+•• •• „ x„ Xi„ x,] sînt impare conform ip,0-
tezei. Însă ciclul elementar C, = [xr. Xr+'• •• „ XP_,, Xp, x,] este par, ceea ce contrazice ipoteza. 

11.1. t l. Vîrfurile 4, 5 şi 6 nu pot aparţine două cîtc două unui aceluiaşi subgraf complet. 

Fiecare din ele apar tine unui număr de 6 subgrafuri complete cu 3 vîrfuri. Se obţin în total 
18 subgrafuri complete cu 3 vîrfuri. 

11.2.1. Cele două grafuri izomorfe din figura 11.15 nu sînt hamiltoniene. 
Graful din figura II.21 este hamiltonian, un ciclu hamiltonian fiind: 

[I, 2, 12, li, JO, 9, 3, 4, 5, 6, 7, 8, I]. 

11.2:2. Din cele 8 cicluri hamiltoniene ale grafului dat există două cu un cost m1mm, egal cu 
12 unităti şi anume: [A, E, B, C, D, A] şi [A, D, C, B, E, A]. Răspunde cerinţelor problemei 
ciclul [A, E, B, C, D, A]. 

11.2.3. Vîrfurilc 2 şi 6 avînd gradul egal cu 2, rezultă că ciclul hamiltonian contine muchiile 
[P, 2], [2, 4] şi [5, 6], [6, 7] . 

Se obţin deci patru cicluri hamiltoniene, dintre care ciclul [P, 2, 4, 5, 6, 7, 8, 11, 9, 
JO, I,, 3, . P] are o lungime totală minimă, egală cu 33 unităţi. 

11.2.4. Notînd cu H(n) numărul ciclurilor hamiltoniene ale grafului K. obtinem H(3) = 1 şi 
H(1t + I)= nH(n), deoarec vidul x H 1 poate fi intercala t în n noduri distincte printre vîr­
furil e.x,, ... , x. ale un.ul ciclu hamiltonian.cu n vîrfuri pentru a obtinc un ciclu. hami-ltonian 
cu , 11 + l 'vî~furi. Dem.ons lratia rezultă prin inducţie după n. '· · · 

11.2.5. Dacă notăm· cu X multi mea vîrfurilor lui Kn. fie C un ciclu elementar cu k vîrfuri' 
(3 ~ k ~ n), care formează multimea: A, al lui K„. Considetînd subgraful lui K„ indus de A, 
el este un graf complet care admite pe C drept ciclu hamiltonian. Deoarece A poate fi aleasă · 
în X în C~ moduri, ţinînd seama de problema precedentă, rezultă că numărul ciclurilor elemen­
tare cu k vîrfuri ale lui K" este egal cu 

Ck (k-J)I =-' .n(n-1) ... (n-k+I) 
" 2 2 k . 

Insumînd aceste numere pentru li= 3, ... , 11 se obţine rezultatul căutat. 

11.3.l. [I, 2, 3, 4, 5, 6, 4, 7, 6, 8, 7, 2, JO, 8, 9, JO, 1]. Acest ciclu nu este unic. 

11.3.2. Graful conţine 6 vîrfuri de grad impar şi anume: 2, 3, 4, 7, 8, 9, deci sînt necesare 
cel putin 3 noi muchii pentru ca gradele tuturor vîrfurilor să fie pare, deci ca graful obţinut să 
fie eulerian. 

Dacă adăugăm de exemplu muchiile: (2, 9], (3, 7) şi (4, 8], această condiţie va fi verificată 
şi graful obtinut are un ciclu eulerian. 

11.3.3. Se vor adăuga trei noi muchii, de exemplu (1, 2], [6, 10] şi (3, 7]. 

11.3.4. Dacă G are gradele tuturor vîrfuri!or numere pare, rezultă din teorema· demonstrată că 
fiecare componentă conexă diferită de un vîrf izolat conţine un ciclu eulerian. Dat fiecare ciclu 

117 



. ate scrie ca o reuniune de cicluri elementare, parcurgînd ciclul eulerian pleeînd 
euJerian se po . b x " f' 'ci I t . ·rr x Pentru a demonstra necesitatea, să o servam ca 1ecare c1 u e cmen 'llr care 
dintr-un v1 . . ă d ă ·1 . 'd t C 'd î d d' 
trece printr-un vtrf x al g~afulu i ~ uli11.ze

1
az_ ou mău7h1 1 111ct~ en e1 ~u ~· ldGnstt" er n una ~n 

muchiile ribnase, ea apartme unui alt c1c u 1mprew1 cu o a a muc 11e rnc en a cu x ş.a .m . . 
Deci d(x) este par. 

11.3.5. Se c~nslderă graful obţinut din G în modul următor: se adaugă un nou vîrf u împr~ună 
cu muchiile [u, x] şi [u, y]. 

11.4.1. Se obţin trei arbori parţiali minimi. Unul dintre ei are muchiile (6, 7], [I, 6], (I, 4]; 
[I, 2], [2, 3] şi [4, 5]. 

11.4.2. a) => b) rezultă din propoziţia Il.4.2. 
Dacă are loc b), G fiind conex conţine un arbore parţial A. Deoarece A are n - I muchii 

rezultă că G = A, deci Gnu cantine cicluri, adică are loc c) . Dacă are loc c), să presupunem prin 
reducere la absurd că G nu este conex. Rezultă că G are p ~ 2 componente conexe care conţin 
respectiv n„ ... np vîrfuri. G fiind fără cicluri, fiecare componentă conexă este un arbore, 
deci G are (n, - I) + ... + (np - I) = n - p < n - I muchii, contradicţie. Deci G este 
arbore şi c) => a) . 

11.4.3. G fiind conex conţine un arbore parţial A. Suprimînd cite un vîrf terminal al lui A şi 

al subarborilor care se obţin în acest mod găsim un subarbore A, al lui A cu k vîrfurL Subgraful 
lui G care are aceeaşi mulţime de vîrfuri cu A, satisface condiţiile problemei. 

11.4.4. Să presupunem prin reducere la absurd că există un graf G cu n vîrfurl şi cel puţin n 
muchii care nu conţine nici un ciclu. 

Rezultă că G are p ~ I componente conexe; fiecare_este _un arbore -, şi ~le conţin respectiv 
n . . . n vîrfuri. Deci G are (n, - I) + ... + (!tp - I)= n - p EO rr - 1 muchii, contra, ~· . . , . p . . . . . .. . . . . . . • . 
dicţie: · · · · · · · 

11.4.5. Sa presupunem că prin elimlriarea anuinifor muchii'din G ain obtiriut un graf fără d~ 
duri, cu p componente conexe care ·stnt arbori şi conţin n,; .. „ np vtrftirl. Acest graf are 
(n, - I) + ... + (np - l) = n - p :::;; n ~ I muchii. · Deci din graful G trebuie--eliminate 
cel puţin m - (n - I)= m - n + I muchii, acest număr fiind suficient pentru a obţine un 
graf fără cicluri dacă se suprimă toate muchiile care nu aparţin unui -arbore parţial al lui Q. 

11.4.6. Condiţia este necesară, deoarece d, + ... + d. = 2m = 2(n - 1), Suficienta se demon­
strează prin inducţie după n. Pentru n = 2 obţinem un singur arbore cu d, = d, = I. Pre­
supunînd proprietatea adevărată pentru n, fie numerele d, ~ ... ~ d„+, ~ 1 cu di + .. · 
... + d.+, = 2n. Rezultă d•+' = I. Deci d, + .. . + d. = 2n - I. Obţinem d, ~ 2, deoarece 
în caz contrar am avea d, + ... + d. = n < 2n - I. Notînd d; = d, - I, rezultă d; + d, + 
+ . .. + d. = 2n - 2 şi conform ipotezei de inducţie există un arbore A, cu gradele celor n 
vîrfuri egale respectiv cu d, - 1, d,, .. „ d •. 

Arborele căutat A se obţine din A, considerînd un nou vîrf pe care îl legăm printr-o muchie 
d e vîrful lui A, de grad d, - I. 

U.5.1. Dacă facem convenţia ca operaţiile de aceeaşi prioritate să se efectueze de la stînga la 
dreapta, se obţin rezultatele : a) ** + x y + y z + z x. · · 

b.) + ."-' ·* 3* ţ X 3 y ·* 5"' ţ X 2 ţ y 2"' 2 *X ţ y 3. 

c) + + I + x y + y z I + y z + z x/+ z x + x y. 

d) - + + t a 3 t b 3 · t c 3 * 3 *a* b c. 

e) * ....,.. • 2 t x + * 3y za - "' 14 t 3. 

f) + t a t b c I x + 2 /y z; 

ns 

1.1.5.2. Se utilizează inducJia după n ~ 2. Orice expresie aritmetică cu n operanzl conţine n ~ 
operatori. 

11.5.3. a. 5xyz :_ 4x•y -'- 3z; 

b._. __ x __ 
. x:s 

Y+- -
z 

d. ((x + 3a)(y - I) + 2(x• + 5) . 

11.5.4. Deoarece 2' < 10 < 2• obţinem un arbore binar complet cu ~ vîrfuri termin~le pe ni-
vehil 3 şi _4 vîrfuri terminale pc nivelul 4. . 

11.5.5. Dacă alfabetul conţine literele a,, a,, . . „ a„ în această ordine, deci putem scrie: a, < 
< a, < ... < a„, ordi nea cuvintelor formate cu aceste litere într-uri dicţionar se defineşte 
a~Hel · cuvîn!ul x = x , ... x„ spunem că este mai mic decît cuvîntul y = y, .. ·Ym şi el va fi 
scris în dicţionar înaintea cuvîntul ui y dac.ă: 

a) x este un început propriu al lui y, adică m > n şi x, = y,, .. „ x, = y. sau : 
b(există ti.n indice p ;;,, 1 astfel încît: X1 = Y1o „ „ x„_, = Yp-i Şi x1' < y„. 
Această. relaţie de ordine este o relaţie de ordine totalii, adică pentru X #- y avem sau X < y 

sau y < x. 

11.5.6. Intîi se sortează cele I OOO OOO de numere, adică se obţine un şir: 

Apoi se parcurge secventiaf lista acestor numere, mărind cu o unitate valoarea unui contor c 
de fiecare dată cind întîlnim un nou număr, conform următoru-lui algoritm :·· 

I. c- I; 
2. i <- 1 ; . . . ' 
. . _. . ·. · ·.· . .- . . I ·. . . . .· ... . 

3. i = I OOO OOO? Dacă da, ne oprim; Dacă nu, trecem la pasul urmă for; 
4. a<+,> a,? Dacă da, c +- c + I şi mergem la 5. Dacă nu, mergem la 5. 
5. i .... i +I şi'Se merge la ·a. 

• .:. 

· La· sftrşitul ' apiicării algorltmullli 'valoarea variab.ilei c va indica răspunsul la probl~rnă. 

11.5;7. Dacă comparăm toate cele Cf.01 perechi de cuvinte binare trebuie să facem 8 002 OOO 
comparaţii. 

Pentru a reduce numărul comparatiilor, procedăm astfel : Se sortează întîi fişierul, astfel 
incit a, < a,< ... < a,001· Trebuie să verificăm condiţia a, + a1 = c, unde suma se face în 
baza 2 şi c = 11 . . . I,. Ţinînd seama că fişierul este sortat, putem proceda astfel : 

I. i +- 1, j +- 4 001 şi apoi se repetă pasul 2 pînă cind j :::;; i; 
2. Dacă a, + a1 = c, se tipăreşte perechea {a,, a1}. Se stabileşte i <- i + 1, j +- j - I ; 

Dacă a1 + a1 < c, se face i <- i + I ; 
Dacă a1 + a1 >' e, se face j <- j - I. 

Se observă c·ă la pasul 2 se rac cel mull n - 1 comparaţii cuc, dacă sînt n·cuvinte în fişier. 
Deci în cazul nostru se fac cel mult 4 OOO comparaţii. Pentru a soda cele "4 001.cuvinte binare, 
considerate ca numere crise în baza 2, mai slnt n~ce~are cel· mult 48 OOO comparaţii. 1'ezultă 
un total de cel mult 52 OOO comparaţii. 

-: ... 
i'1.'s.s. ·Se c'onsir"uieşle un arbore bina r ~ompl el de sortare cu vtrruciic terr:ni nale p.;1; cţl. ~ul.t 
do~ă : niv.el e .~o.n~e_q~tixe„ Cei !' J.u.~ lp! i se ?s~la~ă celor _ _n vŢţ rµri te.rmi 11ale, Ji~?~e npd tată 
avfnq âs'oci ll

1t dştigă tdrut mecîtflui a irecf 'din tri? ·cer 'doi ·m ai să i. Cîşt igă totul ' tuineul J i- va fi 
asociat rădăcinii arborelui. Pentru a găsi al II-iea cel mai bun jucător trebuie să joace între ei 
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I . A vl1zut că ·sînt suficiente' r = [log, n] compara Iii la tiivelele r, r - 1, ... 
învinşii cam pionu uJ. m . ~ r • I -
. . . , I, dcd fl og. ii] meciuri. Daca .n = 2, ac~t num~r d; meclur,i se reduce .. a r-: I, deoarece 
toate nodu rile terminale sînt la ntvelul r, deci trebuie facute noi compar a tu la mvelele r - 1, 

r - 2 , . . . , I. 

Jl.·5.9. Algoritmul schimbă între ele oricare două numere vecine, dintre care cel mai mare se 
găseşte înaintea celui mai mic. La fiecare etapă indicele i are proprietatea că înregistrările 

a1+1 • •• • , a. se găsesc în poziţia lor finală. Dacă t =O, înseamnă că şirul de numere obţinut 

verifică proprietatea a! ~ aJ+1 pentru j = 1, . .. , i - l.; Cum numerele a1+;• .•. , a. se găsesc 
în poziţiile finale, rezultă că şirul este sortat şi ne oprim. 

Dacă definim o inverstune ca fiind o pereche de numere {ai. aJ} cui < j şi a,> ai. rezultă 
că şirul a1 , ••• , a. care trebuie sortat prezintă cel mult c; inversiuni, în cazul cînd a, > a, > 
> ... > a •. Şirul a,, . . . , a. este sortat dacă şi numai dacă el prezintă zero inversiuni. 

Dacă a1 > aJ+•• prin interschimbarea numerelor a1 şi aJ+1 între ele, şirul obţinut are cu o 
inversiune mai puţin decît şirul de la care am plecat. Deci după un număr finit de interschim­
bări obţinem un şir cu zero inversiuni, deci un şir sortat. 

li. 5.1'0. Se compară primele numere din cele două şiruri sortate, iar cel mai mic se trece în 
şirul final. Se r-epetă operaţia pentru şirurile obţinute ş . a.m.d . Cînd unul din şiruri este epuizat, 
toate numerele rămase în celălalt se trec îi1 şirul final, ele fiind cefe mai mari elemente din cele 
două şiruri. Putem deci scrie : 

l. Se stabileşte i +- 1, j +- I, k +- l. 

2. Dacă a1 ~ b" mergi la pasul 3, altfel treci la pasul 5. 

3. Se fac atri.buirile ck +- at. k ..... k + 1, i ..... i. + !..Dacă i ~ m, mergi.la ~. ln .caz contrar, 
tred la pasul urm.ător. 

4. Stabileşte (ck, .•. , Cm+n) +- (b" ... , b0 ) şi termină algoritmul. 

5. Stabileşte c.t ...... b1, k ~ _ k +), .I+- j :+-. l. Dacă i. ~ . n, mergi la 2, altfel. tred la pasul 
următor. • · · · · · · · 

6. Stabileşte (ck, . . . , Cm+nl +- (ai. ... , am) şi termină aplicarea algoritmului. 

. La p~ii 4, respectiv 6 ajungem cînd unul din şiruri este parcurs în întregime, copiind în 
Şirul final, ceea ce a mai rămas din celălalt şir. 

La fiecare comparaţie de la pasul 2 transmitem în şirul final c„ . .. , Cm+• cel puţin uri număr, 
la paşii 3 sau 5. Deoarece ultimul număr este trecut în şirul final fără nici o comparatie, rezultă 

că acest algoritm de interclasare necesită cel mult m + n - l comparaţii. 
Acest număr maxim de comparaţii este atins cînd de exemplu avem max (a,, .. . , a.,_,) ~ 

~ b, şi a. > b •. 

11.5.11. Algoritmul de căutare este următorul : 

l.i+-1. 

2. b = a,? Da : Stop. Căutarea a avut succes. Nu : Treci la pasul următor. 

3. b < a, ?. Da : Stop, Căutarea nu a avut succţ!S. Nu: Treci la pasul următor. 

4. i = 4 ? Da : Stop. Căutarea nu a avut succes Şi b > a4• 

Nu: i +- î + I şi se merge la pasul 2. 

11.5.12. în cazul arborelui de căutare din figura 11.48 numărul total de comparaţii în cazul 
unei căutări cu succes este egal cu K 

Ded numărul inediu de comparaţii în cazul unei căutări cu succes este egal cu~ ~2 . . . 4 . 
comparaţii, 
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· Da<;ă-b < a, ajun~m în nodul terminal numerotat cu O - şi facem 2 comparaţii: cu a; şi 
cu a, etc . 

Deci numărul total de comparatii pentru căutările fără succes este egal cu 12, iar numărul 

mediu este egal cu 
12 

= 2,4 comparati i. 
5 

Pentru arborele de căutare din figura II.49 obţinem în mod analog numărul mediu de 
comparatii pentru căutarea cu succes egal cu 2,5 comparaţii. Pentru căutarea fără succes numă­
rul mediu de comparatii este egal cu 2,8. 

Rezultă că arborele de căutare din figura I I.48 este superior arborelui din figura I I.49 în 
ceea ce priveşte realizarea unui număr mediu cît mai mic de comparaţii. 

11.5.13. Se poate aplica următoarea idee : Ori de cîte ori o înregistrare a fost localizată i:u succes, 
ea este deplasată Ia începutul benzii, provocînd translaţia celorlalte înregis trări, în aceeaşi 
ordine, către sfîrşitul benzii. 

După ce s-au făcut un număr de căutări cu succes ale înregistrărilor de pe band ă , înregis­
trările mai des căutate vor ocupa poziţii mai apropiate de începutul benzii. 

Cap . III 

111.Ll. Se găsesc 4 drumuri care folosesc arcul (l, 3) şi 4 drumuri care folo~esc arcul (I, 2). 
Singurele circuite elementare sînt circuitele de lungime 2: (3, 4, 3) şi (5, 6, 5); 

111.1.2. Atît în suma gradelor de intrare cît şi în suma gradelor de i eşire fiecare arc este numărat 
o dată şi numai o dată, deoarece iese dintr-un vîrf şi intră într-un singur vîrf. 

111.1.3. Oricare pereche de vîrfuri {x, y} cu x -# y poate fi unită prin zero arce; prin arcul (x, y), 
o o o V A ca n'-n • o 

prtn arcul (y, x) sau pnn ambele arce (x, y) şt (y, x) . Rezulta 111 total 4 " = 2 grafuri on; 

entate cu n vîrfuri. Dacă graful este complet prima posibilitate este exclusă. Deci ex istă 3C„ 
grafuri orientate şi complete cu n vîrfuri::_- . · ·. 

111.1.4. Conform definiţiei, relaţia binară este relativă şi simetrică . Pentru a arăta că este tran­
zitivă, se observă că dacă D, este un drum de la · x~la y şi D , este un drum de la y la z, atunci 
există un drum D, de Ia x la z obtinut din şirul vîrfurilor lui D, care se continuă cu şirul _vîrfu-
iÎ!or din D; :' D, = (x, ~. :, y; „ : . z). · 

In mod analog se arată că există un drum· şi de la z la x . 
Pentru graful din figura III.l componentele tare conexe sînt următoarele: {f; 2, 3}, {4}, 

{5}, {6, 7, 8}. 

111.1.5. Dacă D nu este drum elementar, !ie z primul vîrf întîlnit în sensul de la x Ia y care se 
repetă în şirul de vîrfuri care îl defineşte pe D. Vom suprima din D subşirul de vîrfuri cuprins 
între prima şi ultima apariţie a lui z în şirul D, păstrînd în Do singură apariţie a lui z. Aplicăm 
acelaşi procedeu pentru drumul obţinut, pînă la găsirea unui drum elementar de aceleaşi extre­
mităţi. 

111.1.6. Vom presupune prin reducere la absurd că graful-turneu G nu conţine un drum ele­
mentar care trece prin toate vîrfurile grafului. 

Fie D = (x,, x,, ... , x„) un cel mai lung drum elementar al lui O. Va exista un vîrf Y 
diferit de Xi. ... , x„. Graful fiind complet, y este legat prin arce cu vîrfurile x„ ... , x„. · 

Dacă există arcul (y, Xi) obţinem un drum mai lung ca D, ceea ce contrazice presupunerea 
făcută. 

Deci există arcul (x„ y). Analog, dad există arcul (x1'• y), opţinem un drum mai lung ca D. 
Deci există arcul (y, x„). Vor exista deci două vîrfuri consecutive xk şi Xt+1 ale lui D pentru 
care arcele care le unesc cu y să aibă sensuri contrare şi ariume să existe arcele (X;, y) şi (y, ik+,) 
Am obţinut iarăşi un drum mai lung ca D şi anume: (x11 x,, ... , xk, y, xK+„ ... , x„), ceea ::e 
este contradictoriu. 

Deci D conţine toate vîrfurile grafului G. 

121 



III~ 1. 7; Egalitatea I) exprirriă faptul că fiecare vîrf· este incident ci:.t exact n. -1 arce: Pentru a 
demonstra 2) se line seama de problema III.1.2 şi de fl!ptul că orice graf-turneu are C! arce. 
Pentru .a demon lra 3) se înmul.ţeşte l) cu. r,,' respectiv cu S1 . şi se însumează ~ egalităţile obtl-
11utc, ţinînd seama de 2). 

111.1.8. Se va alege pentru x un vîrf pentru care d+(x) este maxim în G. 

Ill.Î!.I. Se obtli1 ·.două drumuri critice de lungi~1e egală cu lei şi anume: (I, 2, 5, 8) şi (l, 3, 7, 
8). Deci data terminării lucrării estet, = 16. 

fll.2.2. Se obtine graful progranmlui din figura V.4. Drumul critic este (l, 2, 3, 5, 6). Inter­
valele de fluctuaţie au fost reprezentate în pătră tele asociale vîrfurilor şi marginile totale ale 
operajiilor au fost trecute in parantrze lingă arcele rcspcclivc. 

3(0) rm i---------( 6 

,. 
!:• .„ . .• .... 

fig, VA 

111.2.3. Să pre~upunem prin reducere la ab~urd că pentru orice virf ~al grafului averii p(x)' i 0 
Fie D = (x„ x,, ... , xv) un drum elementar. care arc un număr maxim de 11rce în gr.aful G. 
Rezultă că p(x,) C{x,, •.. , x„}. deci eidstă un indice k astfel rnC:ît 2 ~ k ~·p - şi Xt . e p(x,) 
Am obţinut un circuit elementar în graful G : 

C = (x„ x,, .. . , xk, x,), 

ceea ce contrazice ipoteza că G este fără circuite. în mod analog ·se demonstrează existenţa 
unui vîrfy cu p·roprietatea s(y) = 0, considerînd extremitatea xP a 0 drumului D. 

111.2.4. Deoarec' fiecare din cele două arce disjunclivc poa le avea doua orientări, rezultă în 
total 4 grafuri de aclivităti. Dinlre acestea, graful cu o lungime minimă a drumului critic, egală 
cu 16 unil~ti. se obtine dacă alegem arcul (3, 2) cu durata 6 şi arcul (5. 4) cu durata 3. Deci 
trebuie ca evenimentul 3. să preccadă evenimentul 2 şi evenimentul 5 să preceadă evenimentul: 4. 
111.a.1. ·ma:.x f b = 9. 

m.:a.2 . .Se găseşt~ Jluxul. maxim în rete11ua o):Jtinută din reteaua dată prin înmulţirea capaci­
tăţilor tuturor arcelor cu [2, 3, 11] = 66. Apoi se revine la reţeaua iniţială, împărţind toate 

c'omponenlele· pc arce ·afo .fluxului maxim as tfol ob!inu~ prin 66. Se găseş-te max f b = 69 şi o 
- - ' . . . . - 22 ·· - . t~ietuf~' de capacitaJe !Ilill!':l.ă are Sl,lportu( ) 1,. = {i, .3 ! 4 f5, b}. • 

111:3.3. Reţeaua de traQsport asociată :probi. mei arc vîrfi1tile x
1
·, .1.'„ x;) y

11 
b., y ,, •lhl'târea .a 

şi ieşirea b. Arcele (a, x,) au o capacitate egală cu a1 şi arcele (y„ b) au o capaeit'ate egalll. cu b, 
pentru l = l, 2, 3. ·-·. - „ 
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A I d r (X Y ) le-vom asocia. o .. capacitate egală cu cantitatea de produse care rce or e orma " i . ..- • • t" I d 
pot fi transportate din x, în y1, Un flux cornpaţlbil cu capacităt1le arcelor reprezm a ~n Pan e 
t t O 'bi'l Fluxul f va reprezenta cantitatea totafă de produse transportate dtn centrele ranspor p s1 . b . . . " • 

1 
" · 

x, în centrele y1• Aplicînd algoritmul .iuL For:d-Fulkerson se gaseşte un flux maxi~. a e ~arm 
t ele (X Y ): ne dau următorul plan optim de transport, care utiltzeaza tot componen e pe arc " J . 

disponibilul de la centrele x„ x,, x.: 

y, y, y, -

12 2 46 

------
x, 14 o 10 

------
x, 7 17 12 

' I 

Cantitatea de produse transportate este egală cu f b = 33 + 19 + 68 = 120 unită li. Soluţia 
problemei nu este unică. · 

111.3.4. Deoarece a$ A şi b e A, rezultă că drumul iJ va cantine cel putin o , perec~e de vîr­
furi vecine x1 şi x,+, astfel încît x1 $ A şi x1+1 e A. în acest caz arcul (x,, X1+1) . e w (A). 

111.3.5. Graful din figura 111.15 este o retea de transport, unde costurile de inst~Tare a P;osturilor 

de control devin capacităti ale arcelor. , . \ . 

în această retea trebuie să determinăm o multime de arce astre~ ~n~ît orice drum de ~a f 
la b să contină cel putin un arc din această multime, iar suma capac1tat1lor acestor ar:ce sa-fie 
minimă. 

Această mulţime de arce formează o tăietură de capacitate minimă . 

Aplictnd algoritmul lui Ford-Fulkerson găsim o tăi~tură_ de capacitate minimă~~ supo~~ 
A= {4, b}, deci w-(A) = {(!, 4,) (5, 4), (5, b), (6, b)} ŞI c(w (A))= 2 '. 2 ~fi +. 0 -;; tlr~~~1e 
tăti. Rezultă că posturile de control care supraveghează toate drumunie d1~ ~ ~n 
amplasate pe arcele din mulţimea c.i-(A), cu un cost total de instalare de 15 umtaţt. 

111.3.6. Se găsesc activitătile critice ale grafului din figur~ 111.16, care_stnt _:O: '2), (2, 3), (3, 6), 
(3, 4), (4, 5), (5, 6), (5, 7) şi (6, 7). Aceste arce formează graful partrnl din figura V.5. 

2 5 

Fig. V.5 

Asociind arcelor din figura V.5 costurile din tabelul dat, se obtine o retea .de ~ransport cu 
intrarea I şi ieşirea 71 pentru care aceste costuri pot fi interpret.ale. dre~t capac1tăţ1 ale arcel~r. 

Problema revine la a determina o mulţime de arce, astr:t mc1~ onc.e drum de la 1 _la Ţ m 
raful din figura V.5 să conţină cel putin un arc din aceasta mulţ1me, 1:r suma _cap~c1~ă!1lor 

!cestor arce să fie minimă, Conform discuţiei de la problema precedenta, trebuie sa gas1m o 
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tăietură de capacitate minimă în r~teaua de transport din figma V.5. Această tăietură este 
formată din arcele (5, 7), (5, 6) şi (3, 6), de capacitate I + I + 3 = 5. 

Rezultă că costul rriinim ·pentru scurtarea duratei întregii lucrări cu o unitate este egal 
cu 5 şi el se realizează dacă scurtăm cu cîte o unitate duratele operaţiilor critice (3, 6), (5, 6) 
şi (5, 7). 

Cap. IV 

IV. J;S. 1. Nu, deoarece M nu se anulează şi algoritmul nu se termină. 2. 225. 4. Pas I. v +- a.; 
Pas 2. p +- x,; Pas 3. v +- v + p X a,; Pas. 4. p +-- p X x,; Pas 5. v +- v + p x · a,; Pas 6. 
p ..... p X x,; Pas :7. V+- V + p X a1; Pas s~ p .... p X x. ; Pas 9. u +- u ·+ p X a.; Pas 10. 
Term. alg. 5. Pas I. Dacă X < Y urmează pas 5 ; Pas 2. Dacă X < Z urmează pas 4 ; Pas 3. 
V ..... X urmează pas 7; Pas 4. V ..... Z .urmează pas 7; Pas. 5 Dacii Y < Z urmează pas 4 ; 
Pas 6. V+- Y; Pas 7. Term. alg. 6. 'Pas I. a, ._ a; Pa 2. b, +- a, X x. + b ; Pas 3. c

1 
+-- b, X 

X x. + c; Pas 4. r+- c, X x, + d; Pas 5. Term. alg, 7. Pas I. S •- O: Pas 2. I <- O; Pas 3. 
T +- a; Pas 4. S +- S + T ; Pas 5. T +- T X q; Pas 6. I+- I + I ; Pas 7. Dacă I :,,.; n 

urmează pas 4; Pas 8. Term. alg. 8. Se foloseşte formula C! = ~ C!:: ; Pas I. I ..... O; 
k 

'~ Pas 2. C +- I ; Pas 3. Dacă. / = k urmează .pas 6 ; Pas 4. C ..... C X (n - /)/ (k - I) urm~ază 
pas 3 ; Pal 5. I +- I + I ; Pas 6. Term. alg. 

IV.2.2. I. (vezi fig. V.&). 2. (vezi fig. . 7) ; 3. 584; 133. 4. (vezi fig. V.8). 5. Pas I. V+- I; 
Pas 2. I +-- : P as 3. Dacll I < N urmează pas· 5 ; Pas 4. Tcrm. alg. ; P as 5. I +- I + I ; Pas 6. 
V - l / 2(V + b/ V) urmează pa 3. 6. n) Pas I. S +-- I; P as 2. I +- I; P as 3. K +- I; Pas 4. 
Dacii I ... N urmează pas 8 : P as 5. l ...... I + 1 ; Pas 6. I( ..... K + 2 ; Pas 7. S +- S + I(• ur­
mează pas 4; Pas 8. T~rm. alg. b) Pas I. S ·~ O; Pas 2. l( +- 1 ; Pas 3. T +- 1 ; Pas 4. Dacă 
I(> N urmează_ pas 8; Pas 5. S ..... S + T; Pas 6. K <-- K + I ; Pas 7. T +- T X K urmează 
pas 4. Pas 8. ·Term. alg. c) (vezi fig. V.9). 
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