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1. ARITMETICA

I.1. Sisteme de numerafie

Sistemul de numeratie in baza zece, Orice numitr natural z $ 0 se poate
(e in mod unic sub forma:

N = fiy: 10 3 Ay * om-1 . L g 10 = Ay, g F 0, me N*,
= ApRp-iRm=g «es ARy
| Wy Tygegeene g€ {0, 1,2, 100, 93, numite ¢ifrele numdrului n.
Numerele 1, 2, ...,9 se numesc cifre semnificative.

Exemplie. 3987 = 5+ 108 .- 9 10* - 8§+ 10 - 7.

Sisteme de numeratie in baza B, Be N, B > 2. Orice numir natural n
nenul se poate scrie in mod unic sub forma:

= ayB™ - ap_ B"! - [ - @B <+ @ ap # 0, meN,

s
== Ay Qs oen 88,

0 A, @pey, e, @ag €40, 1,2, 0, B — 1}, care se numesc cifrele numiruluin,
Numerele 1,2, ..., B — 1 sint cifrele semnificative.

Sisteme de numeratie utilizate. Alituri de sistemul zecimal se utilizeaza:
idemul binar (B = 2, cu cifrele 0, 1), sistemul ogtal (B == 8, cu cifrele
0 1,2 .. 7, sistenul hexazecimal (B = 16, cu cifrele 0, 1, 2,...,9, 4, B,
C, D, E,°F) si sistemul sexagesimal (cu baza B = 60).

Frecvent, baza unui sistem de numeratie se asociazi numirului respectiz,
uh forma unui indice inferior, scris intre paranteze rotunde.
Exemplu, 1000 = 616 + 4 = 6445 ey = 1-22 4 1-24 1=

= Typ = 23+ L= 2.

1.2. Teorema impartirii intregi

Teorema impartirii intregi pentru numerele naturale, Dacd ae N si be N+,
funci exista ge N si #e N, astfel incit @ = bg +~ 7, cu 0 < v < b, ¢ 51 » fiind
e determinati cu aceastd proprietate

Exemplu. Pentru a = 41 si b= 13 existdi g = 3 si r = 2, astfel incit
i1 133 4 2.

Teorema fmpdrtiri’ numerelor intregi. Daci ae Z si be Z\ {0}, atunci
(Nl geZ, re Z astfel incit a =8¢ + 7, cu 0 < v << | b}, ¢ si r fiind unic
literminati cu aceastd proprietate.

Numerele a. b, g si ¥ se numesc respectiv: delmpdrtit, tmpdrtitor, cft si rest.

* Pentru notatiile folosite pentru submul{imi importante ale numerelor reale, a se vedea |
§ &1.1., pagina 379



1.3. Divizibilitatea numerelor naturale

D:finitie. Numdrul natural b #% 0 divide numdrul natural a, dacd c,ris-_{d
un numdr natural ¢, astfel tncit a = be.

Se spune cd a ce divide prin b (sar a este un multiplu al lui b ), respectiv
b divide pe a (sau b este un divizor al luz a }; proprietatea b divide pe a se
noteazi b | a.

Criterin general de divizibilitate: un numdr natural b £ 0 divide numirul
natural a, daci $i numai dacd restul impirtirii lui @ la b este egal cu zero.

Algoritmul lui Euclide. Se numegste algoritmullui Euclid al mumerelor naturale
asib, a>=b>0, tabloul de relatii

a=1bgy +7r, 07 <9,
be=gige it-7a 0 S0, <1y

7y =ty vy, 0 < rg <<,

Tr-s = Tp_ygn + Tn, 0 < 1y < ¥y,

Tnmy = Fadniy + Inpy Yan =0
Numerele ¢y, ..., @noy S¢ numesc ¢¥uri, iar 7|, ..., gy, resturi.
Citeva proprietati. 1) Daci a|b si ble, atunci alc¢ (tranzitivitate).
2) Daci b | a sic # 0, atunci be | ac.
3) Daci b|a si b|c atunci b | (a == ¢).
Teoremd. Produsul a # numere naturale consecutive se divide cu n!.
Teoremd. Orice numir intrcg a se divide cu —a, —1, 1 si a.

D :finitie. Divizorit —a, — 1, 1 si a ai waui numdy intreg a se numesc divizori
improprii. Ocice alt divizor al lui as Z se numzste divizor propriu.

D:finitic. Numerele atregi diferite de — 1 st 1 care au numai divizori impro-
prii se numesc numere indecompozabile.

D:finitie. Numezrele tnlregi care aw divizori proprii Se numesc nitmere compuse.

1.4. Criterii de divizibilitate a numerelor naturale
scrise in baza 10

1) Un numir natural este divizibil cu 2 (sauw cu 5) dacd si numai dacd
cifra unitdgilor este divizibild cu 2 (sau cu 5 ).

2) Un numir natural este divizibil cu 4 (saw cu 25), dacd si numai dacd
numiru! format cu cifra zecilor st a unitdtilor, luate tn aczastd ordine, este divi-
2ibil cit 4 (sau cu 25).

G:zneralizave. Un numdyr natural esle divizibil cu 2P (sau cu 5P ) pe N+,
dacd si n:mvi dasd numirul format cu ultimzle p cifre este divizibil cu 2P {sau
ctt 5P ).

3) Un numir natural este divizibil cu 3 (sau cw 9), dacd si numai dacd
sumz cifrelor sale este divizibild cu 3 (saw cu 9 ).

4) Un numdr natural este divizibil ¢t 7 dacd si nwmai dacd suma pro-
duselor. obtinute prin fnmulfivea cifrei unitdtilor cu 1, a cifrei zecilor ¢ 3, a
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gilvel sutelor cue 2, a cifrd miilor cu G, @ cifrei zecilor de mii cu 4, a cifrei
Loy de mit et 5, a cifrel milicander cue 1, a cifrei zeciloy de milioane cie 3
o le duizibild prin 7. Redtul Dnrpdotivii unui numdr natural prin 7 edle”
ggal o veslul Tmfdrtinii accited Lume frin 7.
) Un numdr nalural ete divizibil ¢ 11 dacd si nwmai dacd diferenta
Lo st cifrelor de rang impar 5t suma cifreloy de vang tarv este divizibild
o 11

0) Un nwmdr natural eite divizibil cie 13 dacd si nwmai dacd diferenta
dionte momdrul format cu ultimele tret cifre si numdrul format cu toate celelalte
eifre eile divizibild ¢ 13.

Clicrvafie. Acest criteriu este valabil si pentru divizibilitatea cu 7 sau 11, dacd diferenta res-
pectivad este divizibild cu 7 sau 11.

1.5. Cel mai mare divizor comun §i cel mai mic:
multiplu comun*

D:finitie 1. Se num:ste cel mai mare divizor comun (e.mand.c.) al nume-
volor naturale a si b numirul natural d care ave propricidtile: 1) d | a si d {b
(adicd d este un divizor comun); 2) dacé 8| a si 8|b, atunci § |d (adicd d

‘e cel mai mare dintre toti divizorii comuniailuiasib ). C.m.m.d.c. se noteazi
cu (a,b) sise determind cu ajutorul algoritmului lui Euclid (d = #y).

Defir

tie 2. Numezrele naturale a $1 6 se niemzsc prime intve ale, dacd (a,b) =

D:finitie 5. Se numeste cel mai mic wdliplu comun (c.m.m.m.c.) al nume-
velor naturale a si b numdrul natural m care are proprietdtile: 1) a|m sib|m
(ndicd wm este un multiplu comun); 2) daci a| psibd |, pweN, atuncim | @
{adicd m este cel mai mic dintretofi mullipliv comuniai lui a 5@ b), C.m.m.m,c

noteazi [a, bl.

Proprietati comuite ale conmd.c. $i c.m.m.c.

(a, a) = a; [a,a] = a (indempotentd)

)i [a, b] = (b, a] (comutativitate)
(az; bc) = c (@, b5 e, be] = pla, bl
(a, (b, ¢)) = ((@, b), ¢); [a, [, cl]l = [[a, b], ¢] (asociativitate).
) = a; [a, {a, b)] = a (absorbtie).
(a, b) - [a, b] =: ab.
leorema lui Gauwss. Dacd un numir intreg divide produsul a doud numere

€
intregi si este prim cu unul dintre factorii produsului, atunci acest numir
divide celdlalt factor al produsului.

1.6. Numere prime

Definitie. Se numesle numdr prim orice numdr natural p, p = 2, care are
drept divizori pe £ 1 si = p.

Ezemplu. Numerele 2, 3, 5, 7, 11, 13 sint numere prime. In tabela 1.3
sint date numerele prime de Ia 1 la 10 000.

* Aceste concepte se definesc corespunzator pentru @, & Z cau pentru un numdr {init de numere
fotregi. ’
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Teorema luwi FEwchid. Multimica numerelor prime este infinita.

Teoremid. Numirul natural p > 2 este prim<> VY a, be Z astfel incit
din p divide produsul ab si rezulte cid p | a sau p | b.

Veoremd. Daci 2® 4- 1 este un numir natural prim mai mare decit 3,
atunct A cste o putere a lui 2.

Ohseyvalie. Reciproca acestei teoreme nu este adeviratd, De pildd

DU 4 Lo 6416 700 417 (Euler) §i 28 - 1 a= 274,177-67 280 421 310 721 (Laxdry)s

ia lui Ewler, (n), este definitd pe N, cu valori in N, astfel: (n)
im! nomerelor naturale mai mici decit # si prime cu #. Se mai
e imdscalorul numdrulii n sau indicatorul lui Euler.

Func,

¥ }. Pentru » = 30, numerele 1, 7, 11, 13, 17, 19, 23 si 29 sint mai
mici decit 30 si stut prime ca 30, Deci ¢(30) = 8.

Teoremd. Daci numdrul naturzl nn are descompunerea n = pit- p3t... pEk,

atanct
v.p(n):r:-{l—_l..}(l— l)...(l—._l_].
1 Ps Pk

Exemplu. Fie s = 30. Deoarece # = 30 =2-3:5, avem p, =2, p,

1 1 1
$i £3 = 3. Prin urmare ¢(30) = 30 [1 - -—-) [1 — —)(1 — —-] =

If
w

2 3 5

Teoremd. Dacd a, be N si (a, b) = 1, atunci ¢(ad) = o(a) ¢ (b).

Exemplu. Fie m = 21; pentru el avem a=3 si b= 7. Deci @(2l) =
o) (7)) =2-6 = 12~

Proprieiéti ale indictorului lui FEuler.

l. Indicatorul unui numdr natural mai mare decit 2 este un numir
natural par.

2. Daci » > 1, atunci @(n) <n — L

3. Daci n — 1 se divide cu @(n), atunci » este prim.

4. Suma indicatorilor tuturor divizorilor unui numdar natural este egal cu
numdirul patural considerat.

5. Suma numerelor naturale prime cu ne N si mai mici decit », notatd
p(n), este datid de formula

plon) = — 9 ().

Mica teoremd a Iwi Fermat. Daci p este un numir natural prim, iar ¢ un
intreg oarecare, atunci
a? —a=0 (mod p), (1)

adici a? — a se divide cu p.
Daci a ou este divizibil cu numirul prim p, atunci relatia (1) se mai
SCrie
a?1t — 1 =0 (mod 2), 2

adici, de aceastd dati, a®! — | se divide cu p.

* Am oneit proprictales cd dacd b este un numir natural prim, atunci Q(p) = p — iz



Fvemplie, Dacd p == 7 i a = 2, atunci 2% — 1 = 63 este un multiplu de 7.
Feovema Lui Euler saw teorema [uwi Fermat generalizatd. ie n un numir
patural dat, @ (#) indicatorul Iui 2 $i (@, #) = 1, cu ae Z; atunci avem

a®" = | (mod »),

)
aillchh a®) — 1 se divide cu .

1
Exemplu, Pentrua = 7sin = 10, avem@(10) = 1041 — —) 1 - -l =i
2 5

pospectiv a® = 74 = 2 401 = [ = m 10
Feorema Tur Wilson. Numdarul natural p este prim, dacd si numai daci
(? I)! 4+ 1=0 (mod #), adici numdarul (p — 1}! 4 1 se divice cu #.
Fxemplu. Fie p = 7 (numir prim). Atunci (7 — I)! 4 1=721= 7+ 103

ol un ululliplu de 7.

Siruri de numere prime. Din sirul de numere pp = %% 4+ n - 41, cu n =
0, 1, 2, ..., 29 rezultd 40 de¢ numere prime (Euler): 41, 43, ..., 1601.

De asemenea, din sirul de numere naturale ¢, = 2% 4 n -+ 17, cu n =
0, 1, 2,...; 15 rezultdi 16 numere prime 17, 19, 23, ..., 257.

1.7. Teoreme de teoria numerelor

Leovemd fundamentald. Orice numir intreg diferit de zero si de =+ 1 se
poate descompune intr produs de factori primi. Aceastd descompunere
¢ unicd, abstractie ficind de ordinea factorilor. Un asemenea numir intreg »

. ! r L2 x
crie sub forma: »n = - 1."1"1‘ s /k', CU %, ..., g numere naturale nenule,

ar 0 < 9, < p, < ... < P numere prime,

Accasta se mail numeste feoresmua fundementald a aritmeticii.

erca canonicd n = o%-68. ¢¥, atunci

Dack un numér natural # are descompt
!

divizorii sii naturali sint termenii produsului:

(14 a a2+ aopa% (L4 b=.. LSRR I S S 3

Numirul divizorilor uni numdr natuwral n. Dacd numirul natural n are

ompunerca canonicd

s == T AT ;
== PRV SRS

atunci numirul divizorilor naturali ai lui n, 6(n), este dat de produsul
o(n) = (o + 1) (e + 1) ooe {2z + 1).

Suma divizorilor wnui numdr natwral n. Daci numirul natural » are
compunerea canonici

Pl SRes 4 o
no= Pyt S
tunci suma tuturor divizorilor naturali ai lui n, T(n). este dati de formula

%1"’1_1 }fg“*rl—l ?it'i’l i

-1  p—1 Pr— 1

T(n) =



1.8. Ecuatii remarcabile

2 4 1? = 2. Accastd ccratie are drept solutii mul-
2

Ecuatia pitagoricd x
r=u? + % u, veN*¥,

timea, de numere naturs
u > v.
Exemplu. Pentru u =

=g P Pentroua = 8. 51

._.
¢ ]
e
li
1o
=
B
IV
2

pa L RS sinT &
oLtinem x =

Ecuatia diofanticd ax < by = ¢. Accastd ccuatie cu a, b, ce Z are colutii
intregi daci si numai daci c.on.an.d.e. al numerdoer a si b, respectiv (a, b),
este divizor al lui ¢. Solutiile intregi ale ecvatici sint ¥ = x5 = mb, ¥ = 1, —
Mo €ste o solutie intrcagd. rarticclara.

— ma, me Z, unde

Exemplu, Ecuatia 3x — 10y = 2 are c.mm.d.c. (3, — 18) = 1, rcspectiv
Xoo—=4 o= 1. Deci x =4 — 109, ¥y =1—3m, me Z.

Seuatia {ui Pell-Fermai x2 — k1v® = 1. Aceastd ecuatie, vrde ® este un

LEcuatia Tui Pell-T t ; t

numdr natural, diferit de un pitrat perfect, admite un $ir de soletii, numere
maturale (xp. ¥nl,en. definite recurent astfel: xp.y = X% -+ ¥, Vn; dnyy =
= y1xp -~ X ¥a cu (%), ) ceca mai mica solutie.

= l are 2y =2, 3, = 1, deci

Exemplu. Ecvatia*) a® — 3y

Vg1 = ¥p + 2¥p, > L

1.9. Alte rezultate din aritmetica

Definitie. Se numereste fractie ireductibild erice nwmdr ralional —, m,
Yl

neZ n+#0, cu (mn)=1

Teoremd. O fractie ireductibild se transformd intr-o fractie zccimald perio-
dici simpld dacd numitorul ei nu are nici factorul 2 si nici factornl 5. Fa se
transformd in fractie zecimald periodicd mixtad, daci numitorul sdu pe lirgd 2
sau 5 contine si alti factori primi. Partea nepericdicd are un numir de cifre
egal cu cel mai mare dintre exponentii lui 2 si 3.

Teoremd. Dact a, a', b, V', neZ si ab — a’'b= £ 1, atunci {ractia

5

&n + a

bn + b’

este ireductibild.

1.10. Extragerea rdddcinii pdtrate

Numirul dat, de exempln 53 8§24, se imparte in grupe de cite doud cilre,
de la dreapta spre stinga, ultima grupdl putind avea si o singurd cifri: 5 38 24.
Se cautd numirul al cdrui pitrat se cuprinde In prima grupid din stinga
(in exemplul dat, numirul clutat este 2); el va {i prima cifrd 2 rddécinii
pitrate a numdrului dat. Pitratul respcctiv se scade din prima grupd si
restului gisit, adicd lui 1, i se aliturd a dova grupl, respectiv 38. Cu numirul
astfel obtinut, adick cu 138, se procedeazd astfel: se separd ultima cifri din
dreapta si apoi grupa din stinga, adicid 13, se imparte cu dublul primei cifre
a rddicinii, in cazul nostru 4: citul 3 se scrie lingd dublul radicinii. 43,

cbtinindu-se un numar care se inmulfeste cu ultima sa cifrd, 43 ¥ 3 = 129.

%! A sc vedea Gazeta Matematicl nr. 5/1979, pg. &7,

19



[hcd acest produs se poate scddea din numirul format de primul rest si de

dpee alituratd lui, 138, atunci numirul cu care s-a inmultit, 3, este a doua
cilrn o raddcinit numirului dat. Dacd nu, se schimba cifra  inmulfitoare.
loate celelalte cifre ale rididcinii se afld prin acelagi procedeu.

Itestul  fiecdrei scidderi trebuie sa fie mai mic decit dublul numédrnlui
[ormat de cifrele respective ale riddicinii plus unu.

Dacd numirul dat este zecimal, desparctirea in grupe de dound cifre se face
pocnind de la virguld., spre stinga pentru partea intreagd si spre dreapta
pontrn partea zecimald (completind ¢u un zero ultima grupd din dreapta,
in cazul cind are o singurd cifrd).

Foxemplit.

J33824] 232
4 |72x3= %[ 43% 3= 129
i;; 2334 2 = 46 [162% 2 — 924
E=024
924

1.11. Extragerea rdddcinii cubice

wumirul dat, de exemplu 13 3120353, se imparte in grupe de cite trei
cilre, de la dreapta spre stinga, nltima grupd din stinga putind avea dound
e saa chiar o singurd cifrd: 13 312 053, Se cantd numdrul al cirui cub
caprinde in prima grupd din stinga (in exemplul mentionat, numérul
Cuutat este 2) siocare constituie prima cifrd a cddacinii. Se scade cubul,
Clich 8 din prima geupd, 13, si restului 5 i se aliturd prima cifrd a grupei
vrmitoare, adicd 3. Numddrul astfel format, 33, se imparte la intreitul pitra-
tulni primei cifre a riddacinii, adicd la 12. Citul astfel obtinut este sau a
(o cifri a radidcinii clutate sau un numdir mai mare si atunci, prin incerciri
wweasive care si parmitd efectuarea sciideril. se ajunge Ta cifra exactd (in
coemplul dat, rezultatul impdrfirii 53:12 este 4; acesta este prea mare si
Jtunei se incearcd cu 3, care este cifra cantatd)., Numirul format de cele
doud cifre ale raddcinii, 23, s2 ridicd la cub si s¢ scade din numirul format
(» prim=le doud grupe din stinga ale numirului dat, adicd, din 13 312. Lingd
rostul obtinut, 11430, se coboard prima cifrd a grupei a treia, 0, §i ope-
ratia se continud in mod asemdndtor.
Restul trebuie sd fie mai mic decit iatreitul sumei dintre ridicind si

pitratul rddacinii plus unu.

Exemplu:

53:12 = 4 3= 324 (prea mare)
13312
12 167

11450:1 387 =17
13312 053
13312 053

-
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1.12. Folosirea tabelelor 1.i.—1.3.

Tabela 1.1, Puterile numereler 2, 3 si 3

Aceastd tabeld contine puterile de la [ la 40 ale aumarului 2, de la 1
la 30 ale wumarului 3 sidela tla 24 ale numarului 3. Ea se foloseste astfel:
se cautd in coloana Ex (exponentul) si se merge, pe acorasi linie orizontald
spre dreapta. in coloana P, unde se giscste puterca; de exemplu, pentru
a afla puterea 2'* se cautd in coloana Ex numdrnl 12 si se giscste in
coloana P rezuhatul 4096 = 212,

Tabela 1.2. Puterile 4 si 5 ale numerelor de la 1 la 100
-5 (o > % e F o
Procedenl de utilizare al tabelei este nrmitorul. In prima coloani si in

cea dea patra se gaseste numirul u, iarin celelalte puterile numarului 2 de

exemplu dacd n = 15, atunci st = 30 623, iar u® = 759 375.

Tabela 1.3. Numerele prime de la 1 la 10000

Aceasta tabeld contine numerele prime in ordinca méarimii; pentru usu-
rinta citirii, numarul sutelor n-a fost trecut decit o singurd datd si cu cifre
grase; de exemplu 307, 1601, 6 007 ctc.

Tabela 1.4. Cel mait mici divizori ai numerelor naturale e la 169 la 10000

Aceastd tabeld servzeste la descompunerea numerelor mari 1o factori primi;
ea nu contine numercle divizibile prin 2, 5, 3, 7 si 1l din motive usor de
infeles.

Pentru utilizarca tabelei se imparte numarul — care interesecteazd — pe rind
prin 2, 3, 3. 7 si 11; cind nna din impértiri se face exact, se cautd citul iu coloa-
na N ; daciacest cit se afliin coloani, atunci cel mai mic divizoral sdu se giseste
in coloana aldturatd D. Impdrtim citul prin acest cel mai mic divizor al siu
st cidutim noul cit in rabeld. Continudm ca mai inainte, pina cind obtinem
un cit care nn s¢ mai giseste in tabela §i care este, in consecintd, numar prim
{ceea ce se poate verifica usor cn ajutorul tabelei L3).

Exemplu: H = 43615; se vede usor ci I este divizibil prin 5 si prin 11;
gasim: 43615 = 5 x LL % 79; 795 se afli in coloana N ; aldturi
in coloana D, citim c¢el mai mic divizor al siu. numirul 13. Tmpﬁ.rtim Fe
793 prin. 13; avemm: 793 = 153\x 61, Asadar 43610 = 3% 11 %15 x 61

)

Tabela 1.5. Pirti proporticnale pentru interpoldri liniare ale numerelor
naturale de la 11 la 60

Dacit se cunosc doudl valori ale vnei mirimi, =o poate calcula cu o pre-
cizie suficientd, uneori, pentru nevoiie practice, « valoare intermediard,
admitindu-se¢ o crestere sau o descrestere proportionald cu diferenta dintre

cele doud valori cuncscute.
- ’ e ! =

Exemplie. Se cautid valcarca 4 9013, cunoscind valoarea +/901 = 30,017

Si \/902 = 30,033. La diferenta de o unitate intrcagd a numdirului corespunde

@ crestere de 16 miimi a radicalului. Admitind proportionalitatea dintre
cresterea radicalulni si cresterca numérului se va adduga la cea mai micad

) 1 T p ST e

dintre cele douvid valori, ——— miimi, adicd 4.8 respectiv 3 miimi, valoarea
10

aflatd Ja intersectia liniei 3 cu coloana 16 din tabeld. Valoarea ciutatd cste

ceci 30,022,

12



TABELA 1.1. Puterile numerelor J sia
Puterile lut 2
i ’ P Ix r Ex P Ex P
A !
1 1 A
I 20 11 2048 || 21 2097 152 || 31 2 147 483 648
1| 12 4006 || 22 4194304 || 32 4294 967 296
Sl 13 8102 || 23 8 388608 || 33 8 389 934 392
| 16 || 14 16 384 || 24 16 777 21€ || 34 17 179 869 184
a 3240 13 32768 || 25 33554432 || 35 34 339 738 368
ol 64|l 16 65336 || 26 67 108 864 || 36 68 719 476 736
IR 7 131072 || 27 134217 728 |l 37 137 438 953 472
8| 256 18| 262144 || 28 268 435 456 || 38 274 877 906 944
0| S12f 19 524 288 || 29 536 870912 (| 39 549 755 813 883
(07 1024 1) 20 | 1048 576 ] 30 | 1073741824 |i 40 | 1099 511627 776
, ! | s
Puterile Ini 3
; | |
o “l Fx P i Ex P
<5 e 177147 {21 10 460 353 203
9 | 12 531441 | 22 31381059 609
‘ 2 13 13594323 || 23 04 143 178 827
| 81 || 14 4782969 || 24 282 429 336 481
) 243 || 15 H 38907 || 25 847 288 600 443
{ 729 I 16 43046 721 || 26 2 541865 828 320
2187 || 17 129 140 163 || 27 7 623 597 484 987
6561 || 18 887 420 480 || 26 22 876 792 454 96 1
g 19683 [ 19 1162261467 | 29 68 630 377 364 883
10 | 39049 || 20 3486 784 401 ] 30 205 801 132 (94 649
Puterile lui 5
@
i I
I | P ‘\ Ex P ll Ex r
[ 1
L Ll 1953 125 17 762 939 453 125
. 25 || 10 9 765623 13 3814697 265625
! 125 {] 11 48 828 125 19 19 073 486 328 123
i | 625 || 12 244 140 6 20 93 367 431 640 625
- 3125 || I3 1220 703 123 21 476 837 158 203 125
15625 || 14 I 6 103515625 22 2384 185791015 6253
78125 1] 15| 30517578125 || 23| 11920928 955078 125
8 90 625 || 16 | 152 587 890 625 24 | 59604 644 773 390 635
|




TABELA 1.2. Puterile 4 si 5 ale numerelor de 1a 1 Ia 100

14

f ud n® " nt nd
i
1 1 1 25 390 625 9765 625
2 16 32 26 456 376 | 11881376
’ 27 531441 | 14 348 907
3 81 243 28 614656 | 17210 368
1 256 1024 || 29 707231 | 20511 149
5 625 3125 30 810 €00 | 24 300 000
6 1296 7776 31 923521 | -28629 151
7 2401 16 807 32 1048576 | 33554432
8 4096 32 768 33 1185921 | 39 135393,
9 6 561 59 949 34 1336336, | 45435424
10 10 000 100000 § 35 1500625 | 52521875
11 14641 161051 36 1679616 | 60466 176
12 20 736 248 832 % 37 1874 161 | 69 343957
13 28 561 371203 B 38 2085136 .| 79235 168
14 35 416 537824 § 39 2313441 | 90224 199
15 50 625 759 575 10 2560 000 | 102 400 000
16 65 536 1048 576 41 2825761 | 115856201
17 83 521 1410 857 42 3111696 | 130691232
18 104 976 1589 568 43 3418801 | 147008 443
19 130321 | 2476099 44 3748096 | 164916 224
20 160 000 | 3200000 45 1100625 | 184 528 125
21 194481 | 4084 101 16 1477456 | 205962 976
22 234256 | 5153632 47 4879681 | 229 345007
23 | 279841 | 643634 48 5308416 | 254 803 968
24 | 33177 7 962 624 49 5764 801

282 473 249
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Tabela 1.2 (continuare)

!

50 6 250 000 312 500 000 75 31640 625 2373046 875
1 6763201 345025231 76 333562 176 21535 525 376
; 7311616 380 204 032 1L 33 153.0-{1 2 706 784 157

3 7 890 481 418 195495 || 78 | 37015036 | 2887 174 368
i & 305 056 459 165 024 79 ' 38 939 081 3077056 399
55 9 150 6235 503 284 375 80 40 960 000 3276 800 000
10 9 834 496 550 731776 81 43 046 721 3486 784 401
) 10 556 001 601692 057 82 45212 176 3707 398 432
S 113516 496 636 3536 768 83 47 458 321 3 939 040 645
] 12 117 361 714 924 299 hE 49 787 136 4 182 119424
60 12 960 Q00 777 600 600 85 52200625 | 4437053 125
0l 13 845 841 844 596 301 86 34708 816 4 704 270 176
0. 14 776 336 916 132 832 87 57 289761 4 984 209 207
03 13752961 992 436 543 88 | 359969 336 5277 319 168
4 16 777 216 1073 741 824 89 62 742 241 ; 5 5384 059 449
65 17830 625 | 1160290625 || 90 65610000 | 5904900000
60 18 974 736 1252 332,576 91 68 574961 : 6 240321451
6 20 151 121 | 13350 125 107 ; 92 | 71639296 | 6390815232
08 21 381 376 1453933 568 | 93 74 805 201 r 6 936 883 693
69 22 667 121 1564031349 94 78 074 896 1 7 339 040 224
70 24 010 000 1680 700 000 935 814350 625 ‘ 7 737 809 373
96 84 934 636 \ 8 153726 976

71 25411681 1804229351 97 88 529 281 ; 8 587 340 257
12 26 873 856 1934917 632 98 92236 816 | 9039207 968
5 28 398 241 2075071593 99 96 059 601 [ 9 509 900 499
7 29 986 576 2219006614 100 100 000 000 ! 10 000 000 008

[
(% 1]




Tatela

1.3. Numercle prime de la

1 la 10 GO0

33
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09
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~1 fa o
o
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14981
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87
N
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15 11

79
83
97
16 01
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21
27

57
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1801

1S 11
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47
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67
71
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77
79
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1901

37
89
99
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13
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93
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13
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79
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Tabela 1.3 (continuare}

) 3307 | 3659 | 4049 | 4451 | 4871 | 5261 | 5653 | 6053
13 71 51 57 77 73 57 67
2003 19 73 57 63 89 79 59 73
00 2 97 73 81 81 69 79
17 20 91 79 83 | 4903 97 83 80
¥ 31 97 91 93 09 89 91
19 43 93 = 19 [ 5303 93
} 4 3701 99 31 09 6101
57 59 09 45 07 33 23 | 5701 13
61 19 | 4111 13 37 33 11 21
69 71 27 27 17 43 47 7 31
I 73 33 29 19 51 51 a7 i3
) 89 39 33 23 57 81 41 43
2 91 61 39 47 67 87 43 51
1001 67 53 49 69 93 49 63
11| 3407 69 57 61 73 99 79 73
10 13 79 59 67 87 83 97
13 33 93 77 83 93 | 5407 91 99
49 97 91 99 13
i1 51 4201 97 - 17 | 5801 | 6203
{9 61 3803 11 = 19 07 11
ol 63 21 17 | 4603 | 5003 31 13 17
n7 67 2 19 21 09 37 21 21
) 69 33 29 37 11 11 27 29
¢1 47 31 39 21 43 39 47
) 99 51 41 43 23 49 43 7
— 53 43 49 39 71 49 63
1 09 63 53 51 51 77 51 69
19| 3511 77 59 57 59 79 57 71
1 17 81 61 63 77 83 61 77
17 27 89 71 73 81 = 67 87
63 29 73 79 87 69 99
67 33 | 3907 83 91 99 | 5501 79
69 39 11 89 03 81| 6301
81 41 17 97 | 4703 | 5101 07 97 11
87 47 19 21 07 19 17
9 57 23 | 4327 23 13 21 | 5003 23
59 29 37. 29 19 27 23 29
) 03 71 31 39 33 47 31 “7 .37
09 84 ;; 43 A 53 57 §9 43
17 5 59 2
X 83 67 63 83 W & 53 o
? 0 T 69 59
) 93 89 73 87 5 73 81 61
"1 3607 i 23 89 81 87| g7
e 13 | 4001 7 9; 97 91 75
)/ 03 9 60 07
%0 17 4409 | 4801 ! 79
23 07 5209 | 5623 11 89
') 31 13 21 13 27 39 29 07
37 19 23 17 31 41 37
01 43 21 41 31 33 47 43 | 6421
27 47 61 37 51 47 27

N )

ele gi formulc mziematice — .1/ 313 ' 17




Tabela 1.3 (continuare)

6449 | 6863 1) 7283 | 7687 | 8117 | 8563 | 8963 | 9377 | 978l
51 69 97 91 23 73 69 91 87
69 71 99 47 81 7 97 91
73 83 | 7307 61 97 99
81 99 09 | 7703 67 99 - | 9403 | 9803
91 21 17 71 90 01 13 11
— | 6907 31 23 79 | 8609 07 19 17

11 33 27 91 23 11 21 29

6521 7 49 41 27 13 31 33
29 47 51 53| 8209 29 29 33 39
47 49 69 57 19 41 41 37 51
51 59 93 39 21 47 43 39 57
53 61 89 31 63 49 61 | 59
63 67 | 74'11 93 33 69 59 63 7l §
69 71 17 37 77 67 67 83
71 77 33 | 78 17 43 81 91 73 87
73 83 51 23 63 89 79
81 91 57 29 69 93 | 9103 91 | €901
99 97 59 41 73 99 09 97

en (0 P 77 53 87 27 = 07

66 07 81 67 91| 8707 33 23
19| 7001 | - 87 73 93 13 37 | 9511 29
37 3 89 77 97 19 4 21 31
53 19 99 79 31 57 33 41
59 27 =3 83| 8311 37 61 39 49
61 39 7 41 3 47 67
73 43| 7507 | 7901 29 . #75 81 51 73
79 52 17 07 53 53 87. 87
89 69 23 19 63 61 99
91 79 29 27 69 79 96 01

37 33 Vs 83 | 9203 13

6701 | 7103 41 3 87 09 19
03 09 47 49 89 | .88 03 21 23
09 21 49 51 07 27 29
19 27 59 53 | 8419 19 39 31
a3 29 61 93 23 21 41 43
37 51 T3 29 31 57 49
0l 59 i i 3 37 77 61
63 77 S3 | 8009 43 39 81 77
79 87 89 11 47 49 83 79
81 93 01 17 61 61 el 89
91 39 67 63 = 97
93| 7207 | 7603 53 = 67

i1 07 59 g7 | 9311 [ 9719

68 03 13 21 69| 8501 93 19 21
23 19 39 81 13 a 23 33
27 29 43 87 21| 8923 37 39
2415 a1 49 32 27 29 41 43
33 43 69 37 33 43 49
41 47 73 | 8101 39 41 49 67
57 53 81 11 43 51 71 69




|

| ¥ ol & |p] ‘& iplw I'p| & lpl. n ;D
|
043[23] 15 13| 17| 2047 | 23| 2537 43| 3043 | i7| 3497 | 13
19| 13 17137 selz0l" “snf 13l 33143
6131) 37|29] 71{19| 67|17| 71|37|3503]|31
80 {231  4fl23l 0 T3 23balls gl 2] s
LA o e s1]20f 97|19l 51|53
; 9137|2117 [29| 873 69 | 43
1003} 17 19 13|  99[23]3103|29) 87|17
07| 19| 1633{23] 47|19 07] 13| 8937
27|13 43|31 59(17(2603|19] 27|53 99|39
stz 4917y 71l 23043 3131
7329} st 13] 73|41 27(37| 33]|13{3601]13
79| 131 79f23} 83|37 41| 19| 3943 11|28
s1{23| s1{41} 97)13| e9|17| 49|47 2919
91 19 51023 4941
1121119 2201|31]2701(37| 61}29] 53|13
3911711703113 09 | 47 431 13 73|19 67| 19
47 31 11129 27-117) 47|41 93|31 79|13
57|13 17] 171 31 123] s9031] 97l,3]  83|sp
5919 39[37] 49)13| 71|17
89 129 51417 57|37 314713211 37 18
2 13 47
63141] 63|31 el | ey
1207 17| 69]29| 7943|2800 53f (33 < |6l
19231 81|13 gy ol 13f29] 9p4lp 37)57
il] 17 “ 3t 19] 47| 17] 43|19
7129 807 Lt s0l17] 63)13| 49|23
211 13]  10|17|2323|23| 67 [47] 77|20] 57|13
731 31 29| 31 27113 69 | 19 81117 3153
19 43| 19 290 17| 73| 13 87|19 81|19
‘13 131 ] d9|4a| 33| 13| sr|a3 93|37 917
ggie 63|17 13 99| 29
G D1 5 2 ol 3317 31
39 x 91131 69|23
431 13 29 11 41 371 47, 38091 13
[ 49| 171 1900923 2407 | 29 21123 211013 11437
sl 1o|e] 1319 23| 49|17 27|43
P 5 - TR ) B U L | ST T R ) R S P
6o 29| 27]41] 49(31] 41} 17] 83|17} 59|17
| g7137 1/ 1% 15! 6123 S 13 97| 43 69 | 53
19 3 gL L 87| 13
S R e et il
1403 571 19 o5 ¢ L 83| 19 03! 41 o
1 6137 891190 g7 29 _
i1 123 4 otln g 19 13390147
Bt L i R P e e S
| s3I AS 01 A1 Ko O 1 S RS
| go|31|2021]43] 07|2313007| 31 39| 19) 39|37
i 13| 33)19| o09)13| 13|23 73|23 61{17
si1s01l ol 41tz 330171 290 160 81! 590 73129
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Tabela 1.4 (continuarc)

I~

| l |
p| » |p] o dp] & |D| & |D| ¥ |D Lo~ |
i fr
41l 44201 450 48 59| 43] 53 17| 13/ 57 71| 29| 6191 | 41] 66 31| 19
23" set23ll 67| 31l 21 17} . 73] 23 41|29
Gl 53l61l 83| 19l 20| 73| 77| 33| 6227| 13| 47{17
| 69|41 o1|67 |19 331 23] 49|61
21| 17| 97| 59| 53| s3ss09f 37 39| 17| 675%
19| 89| 67 50| 23| " s3] 19| 41| 79 83|41
29 a901| 13| 63| 31| 37| 13 53| 13] 97357
las ] 13| 13| 17| 7il 41l 91| 43 83 61
ish anl 23 270 3t 77| 19 03] 7 89| 19/ 6707 19
sit 37|l 79| 13| 89|17 v9 17 3155
Bl 41 18Rl 17 63 13| 59| 39|23
13| 53 200 97| 19| 5429 61)5909| 19 19| 71| 49|17
st sof aflio b a7l asfd Taif 23] 3tf13l  5t}45
VI R sol s3f 17|61 41| 17| 57(29
71 23l s017| 20; 61| 43| 21| 31| 71| 23] 67|67
aabt woll 1ot 2elawdl’ F asl 3sloml sl sl 33| 3
13| 89] 5| 41| 7| otf 17 41f 13 99 | 13
il | 53} 3 97| 23] 47| 1|6s01] 57
23| 46 01| 43 37| 13 59| 50| 03| 19| 681717
43 071 17 63| 61} 55 13| 37 63 67 07| 43 21119
37 : 69 |3 - 69| 47 47 | 41
19 31/ 2
A L e I e e R N e B R B (VR
53 99 41‘ 43125 83| 31 SR 59| 18
59| 61| 50 5111 19 49| 31 gof 531 37| 4! 5
it 67 13 23| 47 5 1 77115
13 ;1 3. DA 61167 o3) 13 39447 g7|7
)| 87| 4] | 37 3 53| 2300 aa
sl 93] 1l B 10l o7 20 800 17 67 20 i
il wlal ¥l 190 13| g7 13/ 690167
61 o | 5603] 13| 23] 19 4 2
13l 47 00| 17 77 31 bl 5 931 43 1331
g ) oy 09 FALEE AR o gl R 11 5
?)l 1: ::r» ?J 29 l_l 31 -f9 23 99| 67 31109
1»(.) :;_ i 91 . 71/ -171 39 73 . g 43| 53
‘)4 _i t ST u7 4 27| 17 711 131 6509 | 23 55117
2 5%\ -67 s 3 291 13 77| 59 11| 17 731 19
ol G S i ) P S 27| 61 :
#3} 4, J 2 89|29
13 71 B i” 23] L ripisy| SRR LT iy B
e T R T T S e, BT
17 I e B T Sl s P T 5 i R el
29| 48 1(1 oty e T 191291 57| 99| 09(43
5| lofen stigszer) il 377k ool gl 317
a A7 63|,y 1l2op 5747l g5yl 331
L5 43|29 67| 5l 23] 590 616t 57| 31
S| 47] 37| 87| ot 20|17 69316613 17 61)23
49| 13 93 w50l 1) 29370 © 17] 13} 67|37
1of 53)23ls811)47 o7l 73] srlasl 23037l 8117




Tabela 1.4 (continuare)

! 1 |
D| N D N D N D N D| N D ' ¥ |D
| o
10l 74 551 201 79 2'1| 89| 8333 | 13| 8749 | 13| 9169 | 53| 9599 | 29
ox | 41l 68| 17 39| 17] 39| 31, 594 18 79 67
87| 47 71| 3 430 13 41| 19 73| 31 93] 29/ 9607]| 13
go | 31| o3l ol szl 73| 4z 1y 77| 67 97|17 71 59
I 61| 190 57|61 91| 59 17l 53
sl rso1] 13l e7] 31 59| 13] 97| 1992 11| 61 41f 3t
e 1] 73 69f 13 81| 17 Lzl sl Bol s
059l 31l 1l 7ol 7ot 8383 8801 13| 23| 23 71|15
sl a3l 1ol s1| 23 w9l 37l oo| 23 53|19 73[17
TN B A e st 43| 371 sol 47l 83]23
&8 | 131 97| 71l o9 19/ 8401] 31 5L 33| 63] 59
1167 4 aipl s7f 171 69| 13 9701189
81| 711 76 13 | 23 13| 471 73| 190 71| 73] 03]3;
0| 43| 19| 19{ 8003 f 53 17| 19 79| I3} &7 £ 7 s
a| 97 | ool <21 d3)- 43423 8L 83 99| 1A S5
01 31 I3l 23R ST Sk sl
| 19 300 17| S2FERg 71| 43 3t 37
ol a1l 57 13| 33 20| 73] 37| 8903 | 29{ 9301 71} 6ll43
ol | 13| etf47] 47| 131 79|61 09| 59 071 4L g3 5
| 53 53| 790 51| 83 33| 17) 17| 37 13108 et
13 97| 43 77| 41 89| 13 271 79 29 19! 201120
19 i 83| 59 o 47 | 23 471 131 97)o7
)| 20| 77 09 __i; 97129 57| %5| 53] 47 0ol4s
ol a9l 29 99 81191 23] 4c 59 67 | 17] 4
ot | 5al 39071 31} 47 85071 47 77| .l 79! ol oeo9] i7
) a7 gl 37 hmel OSET 83 131 S8 ety
sl ool St55 43 17 3L 19 89 89| (LS
R 69 £ 49 79 49 | 83 03 | 9497 23| 4L I3
I 4 Bl . 93| 17 | a7
[ 4 17 53| 31 511 17 | 09 97\ 47 | 43
= - B} 4 e — = & A X
19 13 81 19 39 4 57 4 51 IJ“ =23} S50
1710 S . Noo17] 71 69| 17 697
: 831 2% Vil y3l - 67 13 4 ! ki
111 3\7 13 89 19 79 | 23 19 | 29| 81 l()l‘ 8141
6l 1 3 g7 3 47|83 87| 53 03 13
UR 37| 78 01 5 8201 59| 93 J‘ a1 13 A 90 | 10
' 53 07| =9 03] 13 I L 211 47195031 13
= 3 Ea (2%
3 11|37 07 ol seaa| 0| 73| ag) 92 37901123
)| 47 3 1’ 13) 431 21|37 77|29 :7 ‘f(ll i 5
B7] 83| s B 2Ei el azfiee| B[ a % A
i | 10| 37| M| a9f 73 s9| sl sefer 2| B 26l
| 13l 4ol U 51| 37 s1l 41 Sl =l 33|37
. sol 17| 57230 53| 7] 9101| 19| 57| W] 59123
0031l - (29 ol 7pl 1B B 63| % T3
| 7 - - 7
gy 1: oo| a3 83| 19 31|23 717 W17
13 g | 1 39| 13 77| 61 83167
1| 17| 53| 8303 19/ 87 11| 31| 43| 41 89| 43| 91|97
v 43 7913 | 41] 21 53] 17|23 67|89 93|53 97|13
|




Tabela 1.5. Pirti proportionale pentru interpoldri liniare ale numerelor de

11 la 90

11 12 13 14 15 16 17 18 19 20

iV aa a2l b aadiast 1a vz b s 1eleo
ol 22| 24 26| 28| 30| 32| 34| 36| 38] 40
31 33| 36| 39| 42| 45| 48| 51| 54| 57| 60
4| 44| 48 521 561 60| 64} 68| 724 261 80
5! 55| 60| 65| 70| 75| 80| 85| 90| 95| 100
6| 66| 721 78| 84| 90| 96| 102 | 108 | 114 | 120
70 77| 84| o1 | o8| 105 | 11,2119 | 126 | 133 | 14,0
s| 88| 096|104 | 112|120 128|136 | 144 | 152 | 16,0
9| 99| 108 117 | 1206 | 135 | 144 | 153 | 162 | 17.1 | 180
21 22 23 24 25 26 27 28 29 30

1] 21| 221 23| 24| 25| 26| 27| 281 29| 30
0 P [ e B ey e s e B ) )
30 63| 66| 69| 72| 75| 78| 81| 84| 87| 90
4| 84| 88| 92| 96| 100 | 104|108 ] 112|116 | 120
5| 105 | 110 | 115 | 120 | 125 | 130 | 135 | 140 | 145 | 150
61126 | 132 | 138 | 144 | 150 | 15,6 | 162 | 16.2 | 174 { 180
70 147 | 154 | 16,1 | 16.8 182 | 18,0 | 196 | 203 | 21.0
s 168 | 176 | 184 | 192 {200 | 208 | 21,6 | 224 | 2322 | 240
91189 | 198 | 20,7 | 216 | 22,5 | 234 | 243 | 252 | 26,1 | 27,0
31 32 33 34 35 36 37 38 39 40
T A e s T SO B S A N [ T P
I T S e S R R RS B
3| 93| 96! 991102 | 105|108 | 101 ] 104 ] 107 | 120
4] 124 | 128 | 132 | 136 | 140 | 144 | 148 | 152 | 156 | 16,0
s1155 | 160 | 165 | 170 | 175 | 180 | 185 | 190 | 19,5 | 2000
6186 | 192 | 198 | 204 | 210 | 216 | 222 | 22.8 | 23,4 | 24.0
70217 {224 | 2311238 [ 245|252 | 259|266 |273|280
§1248 | 255 | 264 | 272 | 280 | 28.8 | 20.6 | 30,4 | 312 | 32,0
92790 | 288 | 207 | 3006 | 315 | 3204 | 33,3 | 342 | 351 | 36.0

(%)
2



Tahela 1.5 (continuare)

|
il . 42 43 44 45 46 47 48 | 49 50
. [ |
| i
L1 (4.2 Tl S 46| 47| 48 49| 30 (1
2 8,4 8.6 8.8 9.0 9,2 0,4 Y,6 9.8 | 100 [2
I 12,6 | 12:9 Lz 1013,5 [F03,8: [T 140 L4l 1508 6D
64 | 168 | 172" | 176 | 180 | 184 | 188 | 192 | 19.6 | 20.0 {4
v laro | 218 a0 | 225 230 | 255 | 24.04 2451 250003
6 | 252 | 258 [264 | 27.0 | 276 1282 | 28.8 | 29.4 | 30,0 16
Ty 1o N vy T oo i S B T R B s T (B e B W e |
R | 336 | 344 | 352 | 36,0 | 36,8 | 37.6 | 38,4 | 39,2 | 40.0 | &
69 | 37.8 | 5387 | 39,6 | 40.5 | 414 | 42,3 | 43.2 | 44,1 | 450 {9
! i
| : ;
52 | 53 54 55 30 57 58 ) L S |
[ | I
1 !

I s | s dosat gk se b AT 58 s | B
02 | 104 | 106 | 10,8 ) B0/ [ 102 | 11,4 | 116 | 11,8 | 12,0 | 2
15 156 | 159 | 162 | 16,5 | 16,8 | 17,1 | 174 | 17,7 | 18.0 (3
04 2087 | 212 f2le |20 l224 2 s 232, [123.6 | 24 08|
.85 | 26,0 | 265 | 270 | 275 | 280 |'28.5 | 29,0 | 29,5 { 30,0 |5
0.6 12 | 31.8 | 324 | 33.0 | 336 | 34,2 | 34,8 | 354 | 36,0 |6
42 | 364 | 320F {378 | 335, 302 | 39.9 14060 | 413 ) 420 |\
0.8 | 416 | 42,4 | 43,2 | 44,0 | 44.8 | 45,6 | 46,4 | 47.2 | 48.0 |8
{30 46,58 | 477 |'48.6 1 49.5 | 504 | 553 | 522 | S3.0 | 340043
6l 62 63 64 65 v 66 67 68 69 70
6, | 6.2 | Gl e A N5 N6:6:1 06,7 L 681169 (N7 08
32 | 124 1 126 } 12,8 {130 ["13.2. | 13.4 | 136 | 13.8 [ 14072
18.3 |- 18,6 | 18lo. k o 19,5 | 198 | 20,1 | 20:4 (/20,7 21,0153
(4 | 248 | 252 | 25,6 | 26,0 | 26,4 | 26,8 | 27,2 | 27.6 | 28,0 |4
0.5 | 310 [ 3Estia2i0 ] 32,50 830 | 33:5 [k34:0.11734,5 1| K35.0815
66 | 372 | 32,8 | 384 | 39,0 | 39.6 | 40,2 | 40.8 | 41,4 | 42,0 |6
12 434 | 441 | 448 | 45,5 | 46,2 | 46,9 | 47.6 | 48,3 | 49.0 |7
8.8 | 49,6 | 50.4 | 51,2 | 520 | 52.8 | 53,6 | 54.4 | 55.2 | 56,0 |8
,9 | 55,8 | 56,74 57.6 | 58.5 | 59,4 | 60,3 | 612 | 62,1 | 63.0 {9

-
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Tabela 1.5 (continuare)

1
i

71 72 73 74 : 75 76 77 78 79 80
!
i
i F o 4.2 .o 7.4 O] 7.6 T3 7.8 7.9 R0 | 1
2 14,2 4.4 14,6 14,8 15.0 13,2 15.4 15,6 158 | 16,0 |2
F1:21,3 216 21,9 22 23 b 22,8 23,1 23,4 23,7 240 {3
4 1 28,4 | 28,8 | 29,2 | 29,6 30.0 30,4 30.8 312 31.6 S48 4 4
5| 335 | 36,0 | 36,5 | 37.0 3500 438G 38,5 39,0 | 39,5 | 40,0 |5
O | 42,6 43,2 43.8 44,4 43,0 45,6 46,2 46.8 47,4 48,0 |0
71 49,7 | 50,4 3l e L8 | 52 93,2 1ha3.9 556 | 558 56,0 |7
8 ‘ 56,8 57.6 58,4 59.2 60,0 60,8 | 61.6 62,4 63,2 | 640 |8
9 | 63,9 64,8 65.7 | 66,6 07,5 | 68,4 69,3 70,2 71,1 72.0 |9
81 82 83 48 85 86 87 88 89 | 90
|
s e DO B S S T ) B e S T o
204673 10,4 16,6 16.8 17,0 17.2 17,4 17,6 17,8 18,0 |2
3| 243 | 246 | 240 | 252 | 255 | 258 | 2601 | 264 | 267 | 220 | =
41 32,4 32,8 332 a0 34,0 34,4 34,8 35,2 35 360 |4
S| 40,5 41.0 41.5 42.0 425 43.0 43.5 44,0 4,5 456 ‘ 5
6 | 48,6 49,2 49,8 30,4 510 516 52,2 52,8 53,4 54,00 |6
7 | 56,7 57,4 38.1 38.8 39.5 60,2 60,9 61,6 62,3 sye |7
8 | 64,8 65,6 66,4 67,2 68.0 08.8 69.6 70,4 & e 72,0 |8
D1 72,9 73,8 74,7 73.6 76,5 77,4 78.3 79,2 8,1 slu 9
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ALGEBRA

Elemente de logicd matematica
L1 Notianea de propozific

Definitie. Se numeste propozitic wn cnunf despre care se poate spune cd este
wlevdrat sau fals, dar nu 5i adevdrat 5i fals simudtan.
Se noteazd cu p, q, P. 0.

ve m/'rh':

1) £ (); acesta este un enunt care exprimi un adevdr, deci cste o pro-
porifie ader mta,

'} ¥ 4+ 5= 3. xeN este 0 propozitic falsd, pentru cd nu existd nici un
numir natural astfel ca x < 5= 3;

1) A v, x, ¥ €N este un eaunf despre care nu se poate spune nimic,
Docl nu este o ,hm/vamzm.

Valoarea logicd saw valoarca de adevdy a unet propezifii. Daci o propozitie p
|

e adeviratd se spune cd are valoarea logicd sau valoarea de adevir: adevdrul ;
it /.ulu;u'v de adevar se noteazd cu simbolul 1 sau a i scriem v (p) = 1
uv(p . Dacd o propozitie g este falsd, se spune cé are valoarea de adevir:

falad | .tw.l\l.,l valoare de adevir se noteazd cu simbolul 0 sau f si scriem
§) = 0 'sau v (g) =1.

) l 2

2. Conectori (operalori) logici
o

Nepatia. Negatia unei proposilii p este propczitia care este falsé cind p
¢ adevaratd si este adevdratd cind p este falsd,
S¢ noteazd non p, ~|p, P-
labela de adevdr * a propozitici non p se intocmeste pe baza relatiei
¥ (non p) L —oip):

b l non p
1 0
Q) i

vemplu. Dacd p este propozitii ,.d si d” sint doud drepte paralele”, atunci

Wion f este propozitia ,d §i d” au un punct comun” sau 4 si d° nu sint para-

Wle" | dach p este propozitia ,,| ¥ | = x, x € RY, atunci non p este propozitia
¥« 0, xeR”

hn-unrha. Co;z]unclla a doud gropozitii P §1 g este propozitia care este
(¢ dacd si nuwmai dacd )‘zccah propozitie p 5i q este adevaratd.

oteazd: p A q; P 5igt: p&yg

\jia poate fi interpretat ca o functie definiti pe {0, 1} cu valoriia {0

> ! }, datd de ta-
‘ (evir. Anales pot fi interpretate disjunctiz, conjunctia etc.
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Tabela de adevdr a propozitiei ,,p si ¢ cste
b | q ‘ P A

1 1 1
¥ 1 0 0
0 1 0
0 0 0

Prepriciafi. Conjunctia propozifiilor este comutativd si asociativi.
Asociativitatea conjunctiei rezulti din urmitoarea tabeld de adevir:

? q 7 PAe gA7r |PADAT] PAWAT)
1 1 1 1 1 1 1
1 1 0 1 0 0 0
1 0 1 ] U} 0 0
1 0 0 0 0 0 0
0 i 1 0 1 0 0
0 1 0 0 0 0 0
Q 0 1 (%] 0 0 0
(4] (] 0 0 0 0 0

Disjunctia. Disjunciia a doud propozitii p si q este propozitia care csic
adevdratd dacd si numai dacd cel putin una din propozitiile p, g este adevdrald.

Se noteazid p ‘/ ¢; ,,p sau ¢"'.

Tal=la de adevir a propozitiei ,,p sau ¢ este

P | q ]pvcz
1 1 1
1 0 1
0 ik 1
: 0| o ¢

'
Preprictdti. Disjunctie. propozitiilor este comutativi si asociativi.
Implicatia. Implicatia propozitiilor p si q este propozitia care este falsd daci

-5t numai dacd p este adevaratd si q falsd.

Se noteazlic (non p) sau ¢, p — ¢ si se citeste: ,,p implicd ¢ san ,dacd p,
atunci ¢“. Propozitia p este ipoleza. iar propozitia g concluzia.
Tabela de adevir a propozitiei ,.(non p) sau g“: este

? } q , non p l (non p) sau ¢
1 1 4] 1
1 0 0 0
('] 1 1 1
@ [} 1 1



Fxemplu. Dacd p este propozifia ,triunghiul 4 BC este dreptunghic in A

) i
ol g este propozitia ,triunghiul 4 BC are B = 20° si € = 70°", aturci § — p
cute o propozitie adevdrati. In schimb p nu implici g.

Proprietdti. ITmplicatia propozitiilor nu este comutativi: (p — ¢) si (¢ — p)
1 au aceleasi valori logice, oricare ar fi valorile Togice ale propozitiilor p si 4.
lusi (p— q) si (non g — non p) au acelasi valori logice.

Dacd p st (p — g) sint adevdrate, atunci si ¢ este adeviiratd. Aceasti pro-
prictate se numeste modus ponens.

Echivalenta logicd. Propozitiile p si q cint echivalente logic, dacd si nmumai
ducd p, q sint adevdrate saw sint false simultun.

Se noteazd: ,(non p) V ¢ si (non q) V p"; . (p—q) si(g— ) .p & ¢
¢ citeste: ,,p echivalent cu ¢" sau ,,p dacd si numai dacd ¢“; ,.p este conditie
necesard si suficientd pentru ¢*.

Exemplu. (x> 4 si x> 6)«> x> 6, ¥eR.

Tabela de adevrir corespunzitoare propozitiei compuse # < ¢ este:

p I 7 |n0n,‘>~n0nq|p~>q|f1—>bl (p>q) 7 (g8
1 I 1 0 0 1 1 1
0 0 1 0 1 (€]
0 i 0 1 0 0
0 | =0 1 1 1 1 L

Proprictati. Echivalenta este comutativd i asociativi.

Incompatibilitatea. Tncompatililitatea a doud propozitii  §i ¢ se exprimid
pntr-o propozitie care este adevdratd cind cel putin una din ele este falsd
este falsd cind si p si ¢ sint adevirate.
Se noteazd p | g.
Tabela de adevir pentru p | g este:

ﬁl qlﬁ}q

S D =
S = ©
—_ - - O

2.1.3. Expresii in calculul propozitiilor

Proporzitiile p, ¢, 7.... fiind date. cu ajutorul conectorilor logici ~], V.
/.. —, ©, | putem forma diferite asamblaje, care se numesc fermule ale
caleulwlui cu propozitii sau expresit logice. Ele se noteazid o sau o« (p. ¢, 7....),
[4 sau .3 (4 gl

Inlocuind in & pe p. ¢. 7,... cu diferite propozitii obtinem: o altd propozitie,
wleviratd sau nu, a cirei valoare de adevir se numeste valoarea expresier a,
obtinutd pentru propozitiile p, ¢, 7.... respective.

Asupra unei expresii logice se pot efectua transformiri logice, cum sint:
transformarea prin inversiune, reciprocitatea, corelatia sau transformarea
ilenticd,




Taulao’ogie. O expresie logicd « care se reduce la o propozitie adevirata,
ericare ar li propozitiile p, ¢, r,... se numeste fautologie.

Unele tautologii se pot lua drept axiom:, adicd drept propozitii adevirate
prin definitie, si cu ajutorul acestor axiome se pot da demonstratii ale unor
teoreme sau leze, folosind anumite reguli sau criterii (de substitutie si deductie)
dirire care mentiondm regula de inferenta.

L'xpresii echivalente. Doud expresii logice z §i 3 se numesc echivalente
daci i numai daci pentru orice propozitii p, ¢, 7,... cele doud expresii repre-
zimtd propozitii care au aceleasi valori de adevdir. ln scris se noteazd « = 3.

Exemplu o = non (pA 4) §i 3 == non p V non ¢ sint expresii logice echi-
valente.

2.1.4. Nojiunea de predicat

Definitie. Se numeste predicat saw propozitic cu variabile un enunt care
depinde de o variabild saw de mai multe variabile st ave proprietatea cd penirie
erice valori date variabilelor se obline o propozitic adevdratd saw o propozitie
falsd.

Predicatele se noteazi # (¥, ¥, z....), ¢ (*. %, z,...) si pot {i unare (de o
variabild), binare (de doud variabile), ternare (de trei variabile) -etc., varia-
bilele z, v, z,... luind valori in multimi date.

Echivalenta a doud predicate. Predicatele p (x, y.2,...) si g (x, 3 2...) se
numesc echivalente dacd, oricare ar {i valorile pe care le iau %, 9, z,... i
unul §iacelasi domeniu, propozitiile corespunzétoare au aceleasi valori de adevar.
Scriem p (x. ¥, 2....) = ¢ (%, 3. 2,...). Evident, p (%, 3, 2....) < ¢ (%, 3, 2,...) dac
PUT, T 8 ) = @ (e Gl Sh-E00 96 Biin) = P9 £ )

D

[l

2.1.5. Cuantificatori

Cuantificatorul existential. Fie p (x), cu x € 3/, un predicat. Dacd existd
(cel putin) un eclement x” € M, astfel incic propozitia p (x) este adevaratd,
atunci scriem 3Jx p (x), [3: ) (x) sau (Ix e M) p (x). Simbolul 3 se numeste
cuantificator c\z\!m_lml si se citeste exista‘.

Exempluy. (3xreZ) 2 — 1 = 0.

Cuantificatorul universal. Fie p (x), cu xe M, un predicat. Dacd » (&)
este 0 propozitie adeviratd pentru orice x € M, atunciscriem Yxp (x), (V&) p (x)
san (Yxe M) p (x). Simbolul V se numeste cuantificator universal §i se citeste
nericare ar fit'.

Exemplu. YxeR | x| = 0.

Proprictatea de comulativitale a cuantificatorilor:

L (Vx) (Vy) p (%, 3) == (V3) (V%) p (x. 3);

2. (3x) (3y) p (. 3) = (3p) (3x) p (2, %)

Reguli de negare:

THExip ()] e (V) TP (¥]]; T1H{3%) (3y) \ x ) = 1{Vx) (V)" 1p(w vl
TR P (x)] == [(32)T0p (0] THUVA) (V) 2 (% 3)] <= [(3%) (3x) 7 12(x. y-

Exemgle: 1) Propozma ,(dx € Q) x% = 2 este falsd. Negatia ei este poo-
pozitia ,(Vx e Q) x* % 2 si reprezintd o propozitie adevirati.
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2) Este cunoscutd deflinitia convergentei unui §ir de numere reale citre
un numar a:

,JaeR, YeeR*, 3N eN. YVu> N, |an —a | <e".
Negatia acestei propozitii este
~YaeR, JceR;. YNeN, In> N, |lap —a | ="

Astfel se vede clar i pentru a obtine negarea unei propozitii este suficient
«4 inlocnim un cuantificator prin altul sisd transformam concluzia in negatia sa.

2.1.6. Metoda de demonstrafie prin reducere la
absurd

Acecastd metodd se bazeazd pe tautologia
(p— q) = (non ¢ — non p),

care ne aratd cd pentru a demonstra ¢i p — ¢, este totuna cu a demonstra
¢4 non g — non p.

2.1.7. Proprietdti fundameniale ale conectorilor
(operatorilor) logici

Oricare ar fi propozitiile p, g, #, ..., avem

1) non (non p) = p

2) (p A9 = (g A p) (comutativitateca conjunctici).

D[P Ag ArI=[p A (@A 7)] (asociativitatea conjunctiei).
1) (p V q) = (¢ V p) (comutativitatea disjunctiei).

NPV Vr=pV (gV 7) (asociativitatea disjunctiei).

0) [(p—4q) A (g— 1] — (p— ») (transitivitatea implicatiei).
/) nen (p A ¢) = (non p) V (non ¢
=

A legile lui de Morgan
non (pV gq

(non p) A (non g)
5 L E conjunctia este distributivd in
S)[pAQ@VI={pADY (PAT)] } raport cu disjunctia si de ase-

PV @ARNI=(VYAQRPY menea disjunctia este distri-
- ] butizd in raport cu conjunctia.

Il

2.2. Multimi

Vieduri de definire a multiomidor. Multimile se definesc fie prin indicarea
¢lementelor lor (de pildd {0, 1. 3} sau {x 3, =z}), fie prin specificarex
wnel proprietati caracteristice a elementelor lor (de exemplu {xe€R | x* —

¥ + 2 = 0}.

Multimile se noteazd cu litere mari: 4, B, C, ..., X, Y. Z, iar elementele
lor cu litere mici: a, b, ¢,...

[ partenenta unui element la o wudfime. Daci un element a apartine unei
mulfimi A4, aceasta se noteaza a € 4 si se citeste ,.a apartine lui 4.
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Excmplu. Dacdk M = {a, b, ¢c. v, x. ¥, 2}, atunci putem scrie aelMl. De
asemenea 4 € N.

Negatia acestei relatii, neapartenenta lui b la mulfimea B, se scrie b & B.

€ N.

¥

De pildd

19 ] =

Multimea vidd este mulfimea care nu are nici un element. Se noteazd ().
Egalitatea multimilor 4 §i B: (4 = B)<«> (Yred=>x€e B) si (Vye B=
=yed).

<

Exemple. {1, 2, 4, 8} = {n €N | neste divizor natural al lui 8§} ; {1, 7, 3} =
= Ml ST

Proprietitile cgalitatii: 1. ¥4, A = 4 (reflexivitatea)

2. {4 = B)= (B = A4) (simetria)

3. (1 =B si B=C)= (4 =C) (tranzitivitatea)

Inciuziunea multimii A in multimea B: (4 < B) <« (Vxe d) = (x€ B).
Multimea 4 se numeste o parte sau o submultime a lui B.

Exemplu. {125 =1, 2,03},

Proprietdtile incluziunit. 1. VA4, A < 4 (reflexivitatea)

2. {d< B) si (B< 4)= (4 = B) (antisimetria)

3. (1« B si Bc C)=> (4 < C) (tranzitivitatea)

S b PR =

‘.'.\"r:;q‘ria de neincluziune se noteazi 4 £ B i se citeste ,,4 nu e o parte
a lw B".

Reuniunea multimilor A si B: 4 U B = {x# |xred sau x € B}.

Exenipie. {1, 2,38 U {2, 3, 4 = {1, 2,05, 4}.

Proprietatile veuniunii: 1. Y4, B: AU B= B U 4 (comutativitatea)

2.V4, B, C- (AU BYU C=4U (BU C) (asociativitatea)

3o ¥4 40 4 = 4 [idempotenta)

AR AR =i

5. Vi. B:4A<cdU B, B4 U B.

Intersectia multimilor 4 §i B: 4 N B= {x}xe A4 ¢i xe B}.

Eganiple 11,02, 030 Aot 2, At = E 24

Proprietdtile infersectiei: 1. V4, B: 4 N B= B n A (comutativitatea)
V4, B, C: (A 0 B)nC=4n (Bn C) (asociativitatea)
VY4, 4 N 4 =4 (idempectenta)
Vd, o d N T=O

5. ¥4, B: A n B4, A0 B< B.

6. V4, B, C: (4 U B)nC=(4n C) Yy (Bn C) (distributivitatea
intersectiei fatii de reuniune)

7.¥4, B, C:(4n B uC={4 U C)n (B Y C) (distributivitatea reuni-
unii fata de intersectie)

8. V4, B:An (4 UB)=4, AU (40 B)=A (absorbtia)

okt WD



Multimile A4 si B care nu au nici un clement comun se numesc di:jsicte.
Penten cle avem 4 N B = (7).

Exemplu. Multimile 4 =[1, 2] si B = [3, 4] sint disjuncte.

Diferenta mulfimilor 4 i B: A\ B = {r | xe d si x & B}.

Bxempbirs {1,233 2 - =" 1" 515

Proprietatile difereneiz 1. YA ; AN 4 = Q.

2. ¥4, B, C: (ANB)nC=(4nCNB=(4nCN(Bn O

Y. YA, B; AN B =4\ (4 N B)

1. V4, B: 4 = (4 n B) U (4 \ B).

Diferenta simetricd a multimiler 4 §i B: 4 A B = (A N\ B) U (B ).
Exemplu: Pentru A4 = {1, 2, 3} §i B = {l, 4, 5}, avem 4 A B = {2, 3,
51 .

Proprietatile diferentei simetrice: 1. ¥4, A AN A = .

. VA4, B, AAB=BA 4 (comutativitatca).

VA, A AG=QAA=A.

4. ¥4, B, C, (4 AB)AC = AN (B AC) (asociativitatea).
5. ¥4, B.C, AN (BAC =(AABA(4n C).

0. ¥4, B, AAB =AU B \_(4 n B).

Complementara unei multimi .4 in raport cu multimea Z (A fiind o parte
ul E, adicd A < E}:

Ced = {x |2#eE si x ¢ A}.
Exemplus E=41,2, 3 4L, ‘A = {1, 3}; Cpd =12, 4}.
Proprietati: (YA, B < E): 1. Cg(Cgd) == 4 (principiul reciprocitiitii)

CeAd = EX A- 5.40 Cpd = E (principiul excluderii ter-
Ced = E. tiului)
1. CEE = . 6. A N Cgd = @ (principiul necontradictiei)

7. A €« B CgB < Cgd
Formulele lui de Morgan (V.A4, B < E)
Cp(4 U B)=Cgd n CgB; Cg(4 N B) =CzgAd U CgB.
non (P gi=non p A non g; non(p A ¢) =non p Y/ non q.
P'rodusul cartezian a dond multimi 4 si B:

A % B {(a,b) ae d s5i be B}

Exemplic. - §1, 25 %40, 3tes S(150), (1 3 £250) (2, 3}
Proprietitile produsului cartezian (V4. B, C. D avem): . 4 X B $#
B A, dacd 4 # B, ¥4. B, C, D avem
(4 X B) B4 %€ =4 (BUC)
(4 Y B)C =44 'X-C} U (B X°C)
(4 nB)YyRC={(4xC)N (B %C)
(A n'B) XA€C N D) = (A4 % &)a (A D)
Wultimi echipotente. Multimile 4 $i B se numesc echipotente dacd existd
Lijectie de la A°la B.
Exemplu: 4 = {1, 2, 3} si B = {a, b, ¢} sint multimi echipetente.
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Multimea N si multimea numerclor pare sint multimii echipotente.
“Multime finita. Fie E o multime. Accasta se numeste finitd daci E =
san dacil existd n € N, astfel incit E este echipotentd cu multimea {1, 2, ..., n}

Multimea infinita. O multime E se numeste infinitd dacd ea nu este finitd
Exemple de multimi infinite sint: N, Z, Q, R.

Multime numdrabild. Fie I < multime. Aceasta se numeste numdrabild
dacd este echipotentd cu N. Exemplu: Multimea numerelor rationale.

Multime cel mult numdrabild. O multime £ se numeste cel mult numié-
rabild dacd este {initd sau numirakbild.

Cardinalul unei multimi. Fie E o multime. Se numeste cardinalul acestei
multimi un simbol asociat ei, notat | E | sau card E, astfel incit | E | = | F |
daca si numaidacd £ este echipotentd cu J7; cardinalul multimei vide se noteaza
cu 0, cardinalul multimei {1, 2, ..., #}, cu ne N, se noteazi cu =, iar cardi-
nalul multimei N se noteazi cu 8, (alef zero).

Muitirnea tuturor pdrtilor unei multimi I, notata P(Z). Daci:

B, atncliBPIEN= Jo L card V P(E) = | =28

E = fa}; atuncl B(E) = {0, {a}}. card P(E) =2 = 21}
= {a,, a,}, atunci P(E) = {@ fay} o dastoita, a.b card PRI =4 = 22

E = {a,, ay...., ag}, P(E) = {@ {a}. {as}, o {an}, {ay, a.....

oy Bor it a,,}}_, card P(E) = 2”

Multimea P(E) impreund cu intersectia si difcrenta simetrici formeazé
un inel.

Teoremd. 1. Fie A si B doud multimi finite. Atunci |4 Y B| = [A |-+
+|Bl—-14n B

2. Fie 4, B si C trei multimi {inite. Atunci

JAUBUC =4 p+ | B+ o)l =l4'n B|= |5 n c -
—icndl+i4nBncCl

!
!

2.3. Relatii binare

Relatie binarid pe o multime. Fie 3 o multime nevidd. Se numecste relatic
binar@a R pe M o parte a produsului cartezian M x M.

Dacéd xe M este in relatia R cu ye M. atunci scriem xRy sau (x, y)e R,
Deci o relatie binard se referd la perechile de elemente din M.

Exemple Relatia ,, <" pe R; relatia ,divide" pe Z; rclatia de paralelism
pe multimea dreptelor din R?; relatia ,.e”; relatia ,,c“ sint relatii binare.
Proprietiti ale relatiilor binare pe o mulfime:

1. Relatia bi.ard R pe multimea M se nameste reflexivd daci Yae M
avem aRa.

2. Relatia binard R pe multim=a M se numeste simelricd dacd, Va, be M,
eRb implici bRa.

3. Relatia binard R pe multimea .M se numeste anéisimetricd dacd Va, belM,
aRb i bRa implici a = b.

4. Relatia binard R pe multimea M se.numeste tranzitivd daci, Va, b, ceM,
aRb si bR¢ implici aRc.
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Graficul unei relatii R definitd pe M. Se numeste graficul relafiei R defi-
uitih pe M multimea G = {(#, ») | xRy}.

Relatie de echivalentd. O relatie binard R definitdi pe o multime nevidid MM

nuimeste relatie de echivalentd dacd ea este reflexivd, simetricd si tranzitivi.

Exemple. 1) Fie N multimea numerelor naturale si numirul 3 fixat. Pe N
tabilim urmdtoarea relatie R: a si b din N sint in relatia R, dacd a si b
Impirtite lIa 3 dau acelasi rest.

Scricm a = b (modulo 3); de pildd 4 = 1 (modulo 3). Aceastd relatie este o
velafie de w/‘ivaluz‘:(i.

2) Fie Z multimea intregilor (rationali). Pe Z stabilim urmdtoarea relatie R':
# 9 b sint in relatia R’ dacd Jk=Z, astfel incit @ — b = 2% + 1, Relatia
" nu este o relatie de echivalentd fiindcd, desi este simetricd, ea nu are
proprictatea de reflexivitate si cea de tranzitivitate.

Clase de echivalentd, Fie M o multime nevidi, R o relatie de echivalentd
pe M si @ un element fixat din M. Se numeste clasd de echivalend cores-
punzitoare elementului @ multimea Cp = {xe M | xRa}.

In exemplul 1) clasele de echivalentd sint - urmitoarele trei multimis

0 =036, 6.}

”~

1={1, 4, 7 10,..}
2 -
212 TSR 1

Dord clase de echivalentd Cy4 si Cp sau coincid (cind aRb) sau sint dis-
juncte.

Vultimea cft. Fie M ¢ multime nevidd si R o relatie de echivalentd pe M.
8o numeste multime cft a lui M in raport cu relatia R si se noteazi M/R
mulfimea claselor de echivalentii.

. - 2 AA A
I exemplu 1) multimea cit este {0, 1, 2}.
lelatie de ordine. Fie M o multime nevidd; se numeste relatie de ordine

po Moo relatie binard care este veflexivd, antisimelvicd si tranzitivd,
S¢ noteazi , <’ sau ,<“.

Fxemple: 1) Relatia cunoscutd de ordine naturald ,<“ peZ, N, O si R
#ite o relatie de ordine.

’) Relatia ,,|“ (divide) pe N este o relatie de ordine.

i) Relatia de incluziune ,,c* pe multimea pidrtilor unei multimi este o
telafie de ordine.

[iclatie de ordine fotald. Fie M o multime nevidd si ,, <" o relatie de ordiné
po ML Aceastd relatie de ordine se numeste relagie de ordine totald dacd oricaré
dinn clemente ale lul M sint comparabile, adicl Va, be M avem sau a< b
M L=< a.

Multimea M inzestratd cu o relatie de ordine totald se numeste multime
total ordonata.

Iixemple. 1) Relatia de ordine naturald ,, <" pe Z, N, O si R este o relatie
e ordine totald.

') Relatia de divizibilitate pe N nu este o relatie de ordine tetald, ci de
vrdine partiald (fiindcd existd perechi de elemente din N, de pilda 3 si 7, care
puen comparabile (3 nu divide pe 7 si 7 nu divide pe 3).

# « Tabele si formule matematice — c. 1/ 313 33




Relatie de buni ordonare. Fie M o multime nevidd. O velatic de ordine pe M

se numeste relatie de bund crdonare dacd orvice parte nevidd & lui M are ws

cel

+ N - - . - - ~ .
mai e element. Multimea M, cie aceastd velatie de bund ordonare, se zic

bine wdonata.

O relatie de bund ordonare pe M este o relatie de ordine tofald pe M

Exemnplu. Multimea N, cu relatia de ordine naturald ,, <, este bine ordonati

Multimile O si R, cu aceeasi relatie de ordine, ,, <", nu mai sint bine ordonate.

2.4. Operatii cu numere reale

2.4.1. Puteri naturale ale numereloy rveale

Fa)t = -fa® m
1) (+aj i a 7) am o pm - (_”_] Y
j) {-.1]'—'" S5 S, b

1 1ym
3) (—a)mEl o g, BY N2 == (__} a=m, q £ 0,
| ‘JNZ a 3

M. B __ amn
d) e a%=g . 9) (aM)n = qmn — (qnjm,
5) aMigh = aM-1 g £ () 10) a0 = 1, a # 0.
G} ¥ it = (a. BT 1) 0" — 0, n #£ 0, neN,

Puterile numerclor reale se extind atit pentru exponenti rationali pozitiv.

sau negativi, cit si pentru exponenti reali, puterile reale fiind definite cu aju;
torul sirurilor de puteri rationale. Aceste puteri au proprietafi identice cu cele

nat
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urale.

2.4.2. Identitali fundamentale

Qricareaar 0 289,28 @b, ¢ d, By vinsiby; oo & RISE :2€ N, avem:

1) a® — b® = (@ — b) (@4 b); dab = (a - £} — (a — b)?

2) (a® 4 b®) (22 L 32) = (ax — br)? - (bx 4 ax)?

3) (a5 L2k b d?) (3% 4 gk 2 ) = (ax — by — oz — dt)t +

(bx -+ ay — dz - ¢t)® + (cx +— dy -+ az — bt)* 4+ (dx — cy -+ bz + at)?
@ £ % = (a = b) (a® F ab -~ b?)

LA 3xyze (& + oyt 2)i(x® gt el o

(x4 3 +9[x =90+ (¥ — 22+ (= = 2%

IJI—-3 e
T
|
-
]

6) 590 48+ I = (x4 y+ 2P = 3x+ ) (¥ +2) =+ 2)

7) at — IV~ (a — b) (a - b) (a® < &Y

8) ad - b4 — (a® + b2 — ab [2) (a® - L* - ab\J2)

9) a® — &5 = (a — b) (a® + a% -+ a*b* - ab’ - bY) '
10) a® - b5 = (a 4 b) (@t — a®b -- a*h® — ab’ - bi)
1) (l-+-a)(l +a*+a%)=1+a-+a*+a%+ at + af
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12) a® - b® = (a® — 2ab?)® + (b® — 2a*)* (G. de Racquigny — Adanson j.
1)) * a® — % = (g — b) (™! -+ a®2b - ... + ab"-2 -+ pn-1) '
) %t — 12 = (a2 — b?) (@272 4 @¥n-1p% L | L g%And . pin-2)

19) @i+l I8+ = (g + b) (@ — @2P-1p & ... — abdf-1 L pin)

qn+1

i)
4
e
©
-}

16) (1 + @+ a2+ ...+ a®) (1 4 a®H) = 1 4

17) (1 - a)(l+a'~’)(1+a‘)...(nl'—{-a'l"): 15 ik g gt

PR
18) (¥ + a) (&2 4 oY) (#4 oY o (PP 3t T —a e
Fag o1 Mo
19) (x* — ax + a?) (x4 — a%4® + a¥) ... (xin A aﬂn)

1?2y gttt

w2 -}- ax + a

a1
'L

20) Identitatea lui Lagrange:

" n n 2 "
(4\',: )(2 b?)—(): a:b;) = 3 (aby — ap?, an beR, i j= T n
i=1 i

==l i=1

1) (1 - 22041 2 204 (] 4 2281 20H1) o [ L 28052 (gifeuille )
1 2 (e
2.4.3. Radicali. Proprietdi** (s 2adst Jlesriie
e 1 0:3-5- '2&7-51 &524 &14
) "™Ja=a" (a>0).

=, : + 2l 4 (?
2) l/ ,,:a_;- (@>0). a QY4 3034-!30.\/3;.55
1) m‘/a =a (a=0)

1) m\/a_-m\/b —= m\/a_b (a, b = 0).

(2=t
a a

0 ™Ja ™o +"Jo =™Jabe (a, b c3=0).

* ldentitatile de la 13), 14}, 15) ne aratd c3- a® — b este un muluplu de a—0b, ca
WAL pantl este multiplu doc @ 4+ b, respectiv cd a2P — b2B este multiplu de a — b", ree
sultute foarte utile in aplicatii.

** Indicii radicalilor s= coasiderd numere natwrale, mai mari decit 2 sau egale 2,

3%
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o P
7 R R R R l/i (@a=0, b>0).

10)  "Jar® — gm (g3 0).

2 5.5
11) m\',:‘/il"" = (mV/‘a_)" == {3 " ((( = O),
12) "ffe =" faP (a3 0).

13)  ™JaP <R J =" [oenp@m  (a, 5> 0).
14) m\/n\/z = m"vl:z— = nx/“m\/; (a = 0).
15)  ™yfaP 0T = PR Japn pma (00, b > 0).

16) Ja*=|a| (acR). ;
-

17) a = —allensy = L0 g5 ),

1) (TEM™ o (a3 o0). -

19) @ 4 b =vatb+24ab (a3 0).

20) WA+ VB = \d + C)2 = {d = C)}2, daci si numai dacA

4% — B = C3,
21)  Cantitatea sau expresia conj’néati lui \/-a_.' =5 \/5- este J; F \/F

22)  Cantitatea sau expresia conjugati Iui v'a ERVA '-é_éte.\bya".ql

F Vab - Vb

2.5. Ecuatii si inecuafii de gradul intii
2.5.1. Ecuatii de gradul inlli sau ecuafii afine
ax'+b=0, waeR, ¥ beR,

-Fie § multimea de solutii a acestei cenatii.

Packs Lias 0" ¥ =" — 1 (solutie unicii). S= {— -b—}-
a a

2) a=0 si b+ 0, ccuatia nu are solutii. S = @.

3) a =0 si'db=0, orice numiir real » este qolutxc a ccuatiei afim
date; S = R.

Semnul functict afine: f:R— R, f(+) = a¥ + b,
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/(%) ' semn contrar lul a 0 acelasi semn cu a
Craficul functiei afine este o linie dreaptd.

2.5.2. Inecuafii de gradul intii saw inecualii afine
Casul 1. ax b >0, a, », b= R. Fie S mulfimea solutiilor.

Daci: 1) .2 >0, S:[_—_b_’ +co}

a

b

2Q)a<0, S=|—w, ——
a

3) a=0s DS VS =R
)a=0 b0, S=0,

b <
Cazul 2. ax +-b <0, a, x, be R,

Dacd: 1) ¢ > 0, S=[—oo, ——b-]
a

2) @ <0, S=[_£, +oo)-
a

Na=0" =< 0S—R
4) q'=:0"b> 0S80

Iuecuatiile ax 4 b < 0 si ax + b = 0 se reduc la cele doud cazuri (prim
fuminlfirca inecuvatiei respective cu — 1 si schimlarea sensului inegalitdtilor).

2 5.3, Modulul uwnui numdr real %

— x dacd ¥ <0
&= 0 dacdk x=10
x dacd x> 0;
Proprietdti:s YV, y€ R avem:
) | 2] = 0; izlis=0e=a= 0 U |al'= % signum .

) | — x| =1=l; 20 x=|=z| signum #.

)l xl=lyle(r=y sau x=—y).
1) x| €ae—a< x<a,cv ac Ry,
) = |z]< x|l

O |lr+y|l<lxl+ |yl




Niz=ylslxl+]yl

lx] =1yl ]a—yl

glzl=lyilslxt+ylglal+ ]yl
10) fxyl=|x]]y]
I :
3] ) P LA L)
y 121
Ecuatii si inecuatii fundamentale, care confin modulul
1) |x—a|=0>5, (a,b, xe R, S= multimea solutiilor)
b s
b < (%]
b==0 {a}
b >0 {a —b; a+ b}

2) |lx —a]>0b

b s

b < 0 R
3 b=10 R\ {a}

b>0 {(—o00,a—=0)U (a+ b, + o)

3) ]x—n.l<b

b S

b<0 (%) .
b=10 %)
b >0 (@ —b; a-+b)

2.6. Numere complexe

Definitie. Se numeste numdr complex orice element z = (a, b) al multimi
R X R= {(a, b) | a, be R}, inzestrate cu doud operatii algebrice, adunarca
Vi=(a,b), Vi = (a’,¥)eR X R, 2+ 2/ : = (a-+ a’, b +-D') si inmulfirea
Yz= (a,b)e R x R, 2= (a’, t)eR X R, =z’ == (aa’ — bb, ab + a’b)
Multimea numerelor complexe se¢ noteazi cu C si este un corp comutativ *

2.6.1. Forma algebricd a numerelor complexe

z2=a-<+1b, cu a=(a, 0), b= (b,0) si 1= (0, 1), respectiv i® = — 1

Egalitatea a doud numere complexe z §i 2”:
a+1ib=a" -+ ibe>a=a"sib=1"0.

* A se vedea paragraful cu ,,Structuri algebrice*
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Adunarea numerelot complexe are proprietatile: este asociativi, comu-
falivi, admite ca element neutru pe 0 si orice numir complex @ - 7b admite
M Opus -- w4 — b,

Iumultirea numerclor complexe are proprietdtile: este asociativi, comu-
fulivi, admite ca element neutru pe 1, orice numir complex (a -- bi) nenul
K P u b : o
Almite un invers f(a 4 bi)j'= ——— ———__ ;). este distributivdi
a® = b2 a? - B2
ffd de adunare: 2(2z/ + 2%) = 22’ L 22", Yz, 2/, "¢ C.

Puterde numdrului 1

Ve N; i — |, jim+t — i, PHS = |, pmES g
Nimere complexe conjugate. Dacll z = a - ib, atunci numirul a — 1b se
Wilieste conjugatul lui z §i se noteazi cu @ — ib = a - 7b —

3. Au loc urmi-
fiicle proprietatis

Vr_.', "',C:
) 34 3=22 3) 25 = a® L b® = (a -+ ib) (a — ib)
3) 2 ~ 3= 2bi g e i S
) sk =3 + 7 7) 2t = (3"

=
tu
Ul
el
<
ESS———
j
N—
Il
"
.

Modolol vnoi numdr complex
Yze C, ]:1=JE sau |3[=\/a=—f—b2

Avem apoi:

D lzl=121; 2 jz+2|<]s]+ |2
AR R PR P PN
e L R R e B R P Y

6.2, Forma trigonometricd a numerelor complexe

# v (vos w4 sin ), unde r = | z|, iar unghiul x & [0, 27) este solutia ecua-
P trigonometrice v cos # = a i r sin u = b,

. : - - S

Paomplu: Dach z= — 1 —4, atunci |z|= 42, = 2%

&

I
.-\"' COR — 4 ¢ sin.j_" .
4 4

8i 2=




2.6.3. Formula lui DMoivre

VueR 51 YneN, (cosu - isinu)? = cos (nu) + ¢ sin (nu).
Consecinte ale formulei lui Moivre
€05 nu = cos® u — CZ cos™2 1 sin® # - C4 cos™ 4 sint u — ...
sin i = CLcos™ ! u sin 4 — C3cos? S u sindu - ...
Cltgu — C3tgiu + Citgdu ~ ..

1 — C2tg*u+ Citglu —..

2.6.4. Extragerea rdddcinii de ordinul n  dintr-un
numdyr complex z=r(cosu -}~ ¢sinu)

% - 2 -+ 2k L. -2k
( \E)k =" [cos———— - ¢ sin — ) £=0,1 32, .. 48—1

n n
2k 2kw
("ﬁ)L:cos -+ 7 sin s R=10,1,2, ..., — 1*
n n
S =¥ %
( ‘/—- 1)L:co~. v 4 g 8in —————7, B=10, 1, 2, w.s, . — 1¥%
7 7

Exemple. 1) Pentru =3 si 2= 1 (r= 1 5i u=0) ridicinile cubice

—1+iyf3

complexe ale unititii sint = 1, €, =7, g =7°, unde j=

2
2yl Gt et el : ; e ) AL . i
ji= ————" Afixele g, g §i €, corespund virfurilor unui triunghi echi-
lateral, inscris intr-un cerc de razd 1.
ok /2
2y Pentru =2 5 .7=i(r L T) avem z; = ——"—2— 1+ 1),
[z :
5= 32 (149,

2.6.5. Forma exponenfiald a numerelor complexe

ot = gy’ el'(ﬂ-{-ﬂ’;;

e Pentru simplicitate, o continuare, notim ("7 )k = et

»* Pentru acelagi argument, notdm (™ —=1)z = ag.

Aan



£{% 4 2ixw)

) ("JEe="Jree * L R=0,1,.,08—~1

Lormulele lui Euler.

o — cos w4 4 sin u; et = cos u — { sin #.

2.6.6. Ecuafia binomd

" —4 =0, AeC, A= p(cosg + isiny)

vp=|AUr g, k=0 n—1, AeR, 4 <0;

vy =AUNe k=0, n— 1, AeR, 4>0;

o "J;(cos Bt e a2 L “?], b= 07T A C\ K;
n n

L+ izY® . . e e
— i. Deoarece i = c08 — -1 sin— »
1 —iz 2 2

I xemplu, Si e rezolve ecuatia (

2kr

n

14 iz T 2k
i ——L=COS[L+—R]+iSin[7l+
2n

I —iz 2n 7

). Rezolvind aceastd

£ kr ;
11 ecuatie in raport cuz, gisim zp = tg (4— -+ _r) k=0,1,..(n—=1)
n n

2.7. Ecuatii si inecuatii de gradul al II-lea

2.7.1. Ecuatii de gradul al doilea
ax® - bx + ¢ == 0, a,b, ceR, a:;éO.
Formule de vezolvare.

b \@; __»b_‘/—A—; A =0b% — 4ac;

1By 2a we 2a -

5 3 vl L YA .y b A= b — .
a = a

Formulele lui Frangois Viete. \
b c

X+ 2= ——) XXy = — -
a a
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Discutia naturii si semnului vdddcinilor tn functie de semnele lui A = * —
= ae, P = X, B S = A

A 2 | S Natura gi semnul radicinilor
A==10 = L Rididcini complexe
A==0 — — Rididcini reale si egale
P>0 S>0 Ridicini reale pozitive
P =0 S <0 Radicini reale negative
P <0 S >0 Ridicini reale si de semne contrare; <o
A>0 y pozitivi este mai mare decit. valoarea
3 ; absolitd a celei negative
P S<0 Ridicini reale si de semne contrare. Cea
negativd este mai mare in valoarea absoluti.

~ Rididcinile ecuatiei a? - px - g¢=0, p, geR, exprimate cu ajutorul
funcfiilor trigonometrice:

P 1q
,1‘1,1‘2t——2'(1ivl" 'f’z)

p ; -Rela;iz; cli& cf:fihire J A P
A A e A B e e
A>0 q<0 tgp = 7] ‘ -‘\/ q th_} ~._\/—([u)tg—2—
|
rigdl
) VE P = 2
4 < Nq = B e = s £
A>0 q>0 sinQ= _l—;)—r i EA\/L] 1g.2 | "'Jq ['Otg B
A <0 >0 cos __Iﬂ lg «el® s pekD
< q -~ Q= ’)‘\/_ g rc ‘\/Q‘U
<49
€ = signum p
Formule utile in studiul ecuatiei de gradul al I1-lea:
a8+ 2d = (7 + %) —2xx, =S*—-2P
x3 + af = (37 + %P — 322,05 4 4,) =S —35P
A - xd = (23 a3)? — 23323 = ST — 452P 4 2P?
Semnul funefict f: R— R,f(x) =ai*+bx--g¢,a,bceR
A>0: a0, » <2

x | —o %y %, + oo

Fi(x) I Semnul lui @ 0  Semn contfrar Iui @ 0 Semnul lui @
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/ (\)] Semnul Iui @ 0 Semnul lui a

/(x) [ Semnul Iui a
(raficul functiei f: R— R, f(x) = ax® + bx + ¢. a % 0, este 0 parabold.
Deccompunerea trinomului f(x) = ax® + bx + ¢
a, b. ceR, a#0, x si #, fiind ridicinile trinomului
A0, 7(x)=a(x — x) (x — 2,).
A=0; f(x) = a(z — %)%
A <2 0, f () este ireductibil (indecompozabil) pe R, f (x) = aa? + bx + ¢.
Construivea unei ecuatii de gradul al II.lea ¢ind se cunosc suma si produsul
deindlor ei:

2 —Sx+ P=0cuS=x+ x5 P=x.

Conditii necesare $i suficiente pentrn ca numerele veale date o 5i B <d fie tn
mite relatii cu vdddcinile x; si x, ale ecuatiei de gradul al doilea:

f¥)=ax*+bx+¢c=0, a,b,ceR, a#0

foctin, pentru ca f (%) <@ pdstreze un semn constant Yx, xe R.

iv, ort, Relatii intre x;, x5, 2 5i Conditii necesare si suficiente

e< <B< A,
| saun 1°, fla)-f(B8) <O.

n<a<m<h

a<ns5p<f§

L Rl
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Nr. ert. Relatii intre x; x;, 2 si B

Ceonditii necesare si suficiente

(5]

n<ae<p<a

27, af (=) -

ceca ce atrage dupad

af (&) < 0.

4 X < o< X

af(z) < 0.

5] o Xy

(O30

o
o

o

7 f(x¥) =20 VYV, xe R

12, ¢

8 f(x) <0, V¥, xe R

>
;

Teorvemd. Ecuatiile ax’ 4+ bx 4-¢c= 0

R S S s S

W

a,V,c’eR, aa’ # 0, au cel putin o ridicind comund dacd si numai daci:

T T
Q8 a Sy hal

= 0 sau (ac” — a’c)® — (abl’ — a’b) (be’ — b'c) = O.

Gl e D
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Teoremd. Doud ecnatii de gradul al doilea ax® 4 bx + ¢ =0 si a’2? +
’x - ¢’ = 0 au aceleasi rddicini dacd si numai daclt au coeficientii pro-
portionalit @ = ma’, b = mb’, ¢ = mc’, me R*

Observatie. Rezolvarea ecuatiei bipdtrate az*® 4- byt 5 ¢ = 0, VneN, n > 2, pnn :ubstltuha
- v, se reduce la rezolvarea unei Lc;n;n de gradul al doilea in ¥, anume ay' + by +-c = 0,5i
lvarea a doud ecuatii binome de {orma a7 = 3, ¥® = ¥,

2.7.2. Inecuatiz fundamentale, de gradul al 1I-lea

1) ax® bx+¢>0, a,b, ceR, a#0, §= multimea sdlutiilor:
& 3 o
A0 a>0 {— o, 2} U (% + )
A>0 a <0 [ )
L2
A=0 a >0 R\ -(Il}
A =1 a =0 @
A<@ a 0 R

) axt = by 20, a, b, ceR, a#0, S=multimea solutiilor:
A a 5

A >0 a >0 {(— oo, ] U [% -+ o)

A >0 8 gD % %)

A =i a0 R

A=t a <0 {2}

AR a >0 R

\ <0 a<0 %)

Inecuatiile aa® - bx - ¢ << 0 si-

-bx+ ¢ < 0 se reduc la cazurile
precedente (prin inmultirca cu — 1 si schimbarea sensului acestor inegalititfi)
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2.8. Ecuatii algebrice de gradul III, IV si V

2.8.1. Rezolvarea ecuapiei de gradul al treilea

Metoda lui Cardan. Ecuatia ax3 + bx* +¢x +d=0,a,b,¢,deR, a # 0,

’ v 3 b . 51k
prin -substitutia x =y — —, capitd forma canonicd
x da-

2 253
P+py+e¢=0 cu l’=-<—0—f’ e L2 0

a 3a* 27a3 3a*® a

Daci notim

e | -+ |+

atunci ridicinile ecuatiei (1) sint

so- =21+

n=P°P+Q

o 7)?
Exemplu. 3 -6y +6=0; p= —6, ‘1=6;(—;) +(T>_) = st B i
2 2 &
+9=1

P=¥T3+1< -43; 0= - Vi

Deci
y= =2 -V
o ;1({/5 +¥/3) + i -‘—/23(%—\“/5):

1 . o 3 v
yo =+ 5 (V2 +¥3) —i- L (Wi - ¥2).
Observafie. Numdirul D = (%—)3 s (-:—)2 se numeste discriminantul ecuafies (1).

Daci D < 0, atunci ecuatia d(l).are toate rddicinile reale si distincte,

Dacii D == 0, atunci ecuatia (1) are toate ridicinile reale, dintre care doud
confundate (egale),

Daci D > 0, atunci ecuatia (1) are o singurd ridicind reali si doud com-
plexe conjugate.
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in cazul D < 0, cele trei ridicini reale au foerme complexe si este mai
indicat 4 se foloseascd alte metode de rezolvare, de pildda cea care utilizeazi

{functiile trigonometrice.
Metoda de rezolvare a ecuatier ¥ + py + q = 0, bazatd pe folosivea func-

fitlor trigonometrice.

Cazul 1. D.<.0 (p < 0). Daci- « este definit de cos ¢ = —————,

atunci
3’1:2] ___:t.).gos—; Jz,a=—2V——-—C05 Eil \
V 3 S 5 ¢
Exemplu’ 5% —24y —32=10; p=—24; ¢=—32, D= (—83+
<] 1
L (— 16)2 = 256 —512 = — 256; cos o = ca=T i
4 ﬁ 4
S5r
v1=‘!~/§cosl£2;yz=-—.“ 2“’5—;‘ T

Cazul 2. D = 0 (p < 0). Dacd 9 si ¢ sint definite de

]
sinO:iV_ -ﬁ) R S e e K
q 3 2 2

- bt |
o= [[te2) —Z<o<Z
2 ANT el
atunci
Y % 2 Vi 1 sy _V p. 1+ iJ3cos29 .
a 3 sin2g 0 3 sin 2¢

Cazul 3. D >0 (p >0). Daci 0 si @ sint definite de

th=£—V(2—)3. I8 g S
q 3 2 2

3
6 —=x i
tgp = tg T)"l —‘<?<—4‘b atunci

y,=-—2V£ +COS 29; yn—_v _coqunﬂ:zJ—-
sin 2¢

Cazul 4. D =0 (p < 0).

y’=:F2V-_§: Vo= V2= :EV—%.
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2.82. Ecuatia reciprocd de gradul al treilea ‘
axd -+ bx2 2 bx +a=0, @,b6,ceR a0,
Rezolvarca ei se reduce la aceca a ecuatici

(* £ D[ax*+ (bF a)x + a] = 0.

2.8.3. Rezolvarea ccuatier de gradul al palrulea

Mba® 02+ cx+-d=0, a,bc,deR, g0,

Ecuatia se poate scric:

2 2 2
(;;2-;_(5_!_1)=[g_—b+y]xﬁ—§~[ﬂ—c)x+j——d.
2 2 4 2 e

Alegem pe y astfel ca si partca a dova sd fie un pitrat perfect, Notind

2 2 av

cu A2=L _p + 95 Bi= e d,2 4B = — — ¢ accastd condifie se
4 4 2

scrie 4 - 4282 = (24B)*, ceca ce ne condce la ecuafia rezzlvantd
W — by + (a0 — 4d) 3 — (d(a® — 4B) + &) = 0.

Daci g, este o rddicind a acestei ccuatii, atunci rezolvarea ccuatiei date
se reduce la aceea a ecuatiilor

Y ax v
=Ax+Bsiatt "4 20— Ax—B

oy
il S
2 2 2

O b

Exemplu. S1 se rezolve ccuatia 43 <= 348 — 5% — 3 = 0. Ecuatia rezol: 7antd
(avinda=3,b=0.c= —35,d = —J)kat( -3y +2=0, I‘xejo_ —i2e

1
Atunci 4% = ——1- s Br=4, 248 = 2, Deei' 4 = —5 B = 2; acom avem d&
_,1 i

A o 3% S A R 3% x 5
rezolvat ecuatiile 4 4- — — 1= — 4+ 2 i 4* 4+ — — |l = — — — 2 care
3 3 74 _’l
ne dau
= LT T il e
X = TN py= .)\ 2 K== —
7 7
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8.4, Ecuatia reciprocd de gradul al patvulea
axt Ty a2 kbx-a=0, a, b, ceR, a#0. »#0,.
ltezolvarea ei se reduce la aceca a unei ecuatii de gradul al doilea, prin.

2 1

titutia ¥ = ¥ + —

X

1 1
afx* 4+ — Ebla+—)+c=0sanay® +Ev -+ ¢~ 2a=0.
x? x ;
2.8.5. Ecuafia bipdiratd
axd bt e=0, a, b ceR, a# 0. Cua 2=y rezulti ecuatia ay® +

by 4 ¢ = 0, deci 3
—b o b — 4ac
Hlea = & V+ 3

' 8.6. Ecuatia rveciprocd de gradul al cincilea

axd+bxt et e+ bx+a=0, a,b ceR, az#0.

Itezolvarea ei se reduce la rezolvarea ecuatiei ¥ = 1 = 0 §i a unei ecuatiz \
proce de gradul al patrulea. I
|
‘

2.9. Logaritmi

Definitie. Fie ae Ry, a # 1, sibe R] doui nnmere réale. Se numeste
al numarualui real strict pozitiv b exponentul la cares trebuie ridicat ‘
| @, numit bazd, pentru a obtin» numdirul b. !
iritinnl numdrului b in Laza a se noteazd logg b.
b — a8 Pentru @ = 10 obtinem fogaritmii zecimali, iar pentris
imii natuyali sau neperieni.

I b= logzess b= c(b,¢c>0)
] 108az = ) &
) logg 1 = 00
1
1) 10 (1"{‘ = C; lt'ga Z = 10gab; lf)gz 227 — 25 IO&'“ ixl. % 3= 0_7

. = 1 <
loga™ /b= — loggb(b > 0, me N, m>2)
m

6) loggh - logya —= 1.

log.a

(Formula de schimbare a bazei logaritmului) logya =
logeb

-0 si y > 0=>loggxy = loggx - loggy-.

x
v -0 sl y > 0= log, — = loggx — 10g,y; colcgex = — loggx
&3

Tuliele si forioule maternatice — c. 1/ 313 49




10) a > 1 si x€(0, L) =loggx <05 ¢ > 135t ¥> 1= loggx > 0.

11) 0 < a = Lsixel(0, Nelogey >0:0< a < Lsgi x> Ve logga << 05

12) a>1 si 0<xr<y=>logey <logey; O<a< !l si 0<rx<y=

logex > loggy.

= logax logy,x
13) >0, 930, a0 b>0 a# L b |, —o=
loggy  logpy

H) >0, a>0, as 1, ne N*=loggs = loggn s"
15) e R, a >0, a# 1= a% = x10%

Operatii cu logaritmi zecimali, 1°. Suma a doi logaritmi: se adund separat
caracteristicile (se adund algebric, Intrucit existd caracteristici pozitive si
caracteristici negative) si separat mantisele (care sint intotdeauna pozitive,
afard de cazul in care intregul logaritm este negativ); apoi cele doud rezultate
se adund algebric.

2°. Scdderea a doti logaritmi: se adund descizutul cu cologaritmul scdzi-
torului.

3°. Inmultirea unui logaritm cu un numdr intrég: cind caracteristica este
pozitivd, inmultirea se face in modul obisnuit; cind caracteristica este negativil
se Inmnlteste separat mantisa si separat caracteristica si se adunid algebric
rezultatele.

2% f:;tf«z?r,lirea wnui logaritm printr-un numdr infreg. In cazul cind carac-
teristica este pozitivd, impartirea se {ace obisnuit. In cazul in care este negativil,
se imparte separat mantisa $i separat caracteristica; dacd nu se imparte
exact caracteristica prin numdrul dat, atunci se adaugd caracteristiciiatitea
unitdti negative cite sint necesare pentru a avea un nuurdr divizibil prin impar-
titorul respectiv si, pentru a nu se modifica rezultatul, se adaugd si mantisei
tot atitea unitdti, dar pozitize. .

2.9.1. Ecuafii si inecualii logaritmice fundementale
1) loggx =b, a> 0, a+# 1, beR. Solutia: x = a”.

2) loggx > b, beR. Fie S multimea solutiilor. Avem:

a S
a> 1 (a?, + o0)
0<a<l (0. a®

3) logax < b, beR. Tie S multimea solutiilor. Aveni:

a i
a> 1 (0, &%
0<a=<1 (a% + c)
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2.9.2. Ecuapii gi inecuatii exponeniiale fundamentale
1) a2 =8, a> 0, a # 1, b> 0. Solutia x» = logzb e R.

Wa® =b, a> 0, az# 1|, b <0, nu are nici o solutie reald.

i} a® > b. Fie S multimea solutitlor. Avem:

@ b S
e | b> 0 (logab, -i- <o)
a1 b> 0 (— oo, loggd)
a > 0
b< 0 R
a :,é 1

I} a* << b, Fie § multimea solutiilor. Avem:

a b S
a> 1 b> 0 (— o0, loggb)
a < 1 b> 0 : (logeb, + oc)
“ (4] b 0
w1 s %)

2.10. Metoda inductiei matematice

101, Axioma de recurentd a lui Peano

I'ie 4 o parte a lui N astfel ca:

I ed; 2. (VneN), ned =>n- led. Atunci rezulti 4 =N..

2 10.2. Metoda inductiei matematice

I'ie P(n) o propozitie care depinde de numirul.natural ‘sz, Dacd aven.
I, P(0) adevidrati;

VYneN, P(n) adevirati = P(n -- 1) adevirati, atunci P(n) este
valid pentru orice numidr natural .

5%




In demonstratic prin metoda inductiei matematice (recurentd) poate
apirea in loc de 0, un numdr natural #n,, dacd in propozifia PP(2) pe care
wrem sd o demonstrdm am cousiderat # = sy,

2.10.8. Varianid & wmetodei inductiei malematice

Fie P(n) o propozitie care, depinde de numirul natural # > 5, € N. Dacht
avem:

1. P(n,) adeviratd;

2, (VmeN, ny<m-<k) Plm) adevirati=> P(k) adeviirati, atuncl
P(n) este adevidratd peatru orice numdr natural 2 = 5.

Exemplu. Media aritmetici a # numere pozitive nu este mai mica decit
media lor geometricd, adicéd

YneN, n 2 2 st numercle strict pozitive a;, ay, .., an, avem

ay -+ s~ ooy + an P —
Pn): — > »\/alaz...a,,, (1
n
egalitatca avind loc atunci §i numai atunci cind @3 = a, = ... == a,.
Redam demonstratia lui Cauchy:
1. Etapa de verificare: in cazul nostru s, = 2; pentru s = 2 inegalitatea
-este adevaratd, intrucit

a, - a. i e — = ¢ .
e /ala::'— (\,“1 - .'az)'-‘ > 0, evident; deci
2 2
Ty ~+ £,
2 = Jaa,. (2)
4

Se constatd imediat ¢ (2)-se transformil “im egalitate dacd st numai daol
dy = Q-

2) Etupz de demonstrafie. Admitem ¢a relatia (1) este adevdrata pentru
5= 2F > 2 si si demoustrim ci ea este adeviratd si pentru 2n = 251 adicll

ay 4 ay + ... + asp = on — (3)
2n
fn adevir, avem
Ay = Gy + o 4 AGn - Guiq T e Ganey < Ay
2y
g |
Ay + a@a < NG LT (an—q -~ Aun
2 2 ‘ 2
. —~ ;
7
n/‘ -
iy Ay @ A5 ay
2 2
I i s == Bl

/ S on
- ‘\/uln: C gl e N Ganglon = T N @ydy o Quge

[31]
Lo




Cum inegalitatea noastrd este adevdratd pentru 2, urmeazi cd ea este
losdratd pentru 22, 2% ..., 2%, ..., YkeN.
Pentru a ardta cd (1) are loo pentru orice 72, rimine si ardtim cd (1)
loc pentru orice p care nu e putere a lui 2, p < 2F, In acest scop folosim
uimitorul rezultat:

wDacd p nu este o ﬁuifw a lui 2 si este mai mic decit 2%, atunci SmeN
el incit p + # "= 2k« De aceea vom scrie

ay + ap =+ oo + ap -+ Apiy <+ s dpim DL et
- > Vs en Apime

P +m
@y [ O wen il
Alegem apy; = Apgs = . = dpipm = — = Z
P
\ccasta ne permite si scriem
+ .ot a
{ Ay T ves = Bp o ————————= ik SRR Ay, pim
P ay + ... + ap)’
aydy . Qp | —————
P+ m p
A
i
"
A d L
ay -+ Ay = - T @ -
Yo P ey, Vo <2k (4}

?

liect (1) are loc pentru orice .
Mai rimine de aritat ci egalitatea in (1) are loc dacd si numai dacd a; =

an-
/ident a; = a, = ... = ap implici egalitate in (1). Pentru a ardta c&
( a; + ... 4 ag " 1
—————— == '4/a; ... apne conduce la ag; = a, = ... = ay este sufi-

n

il a arita* cd a; # a, implicd

a -+ a; + ... + an

®

> "\/alaz e dg.

* Adicd noi ar¥tdm, de fapt, contrara reciprocei,




4 3 Ve i a; + a, —
TFie deci a; # a,, situatie in care avem ———2 > Jaja,.
2
De aceea putem relua (1) sub forma
ay = a, a; — a,

-+ e o SN R S
3 § 2

g p = A Q1dsdg ... Ap.

——)2 Ay oo Qg > "~/(~/01a2)

” 2y + @y T s + dn e . a8
Deci a; # a, ne conduce la ! > \/Jl vee Qv adicid
n

egalitate in (1) are loc dacd §i numai dacd q, = a, = ... = az.

2.11. Progresii aritmetice

Definitie. Se numeste progresie arvitmeticd un Sir de numere ay. dy, Uy, oy Opoess
dn cave ficcare termen, tncepind cu a,, se obline din cel precedent prin addugarea
unul numdr constant numit ratia progresiel.

Se noteazd = ay, Qs v, Anuees

Dacd a, este primul termen, ap cel de al n-lea termen (fermenul general
sau fermenul de rang n ), » ratia, n numarul termenilor si S suma celor u
‘termeni, atunci avem:

ap = ap_, -~ », n > 2 (prin definitie)

an =a; + (n — ) ¥,.n = 2 (ap in functie de a;, » si n) (I

(a; + an)n
Spn=a, +a +..+4+ay Sp= ——1—7—-——- sau

2a, + (n — )r

= — LTy (&)
2

Natura progresiei. Progresia este crescittoare dacd r > 0, descrescitoare
Jdacd r < 0 si toti termenii sint egali, dacd » = 0.

Termeni echidistanti de extyemi. Intr-o progresie aritmeticd suma termenilor
echidistanti de extremi este egald cu suma termenilor extremi:

ag 4 Ap-p+y = @y + an.

Observajie. Dacd numirul termenilor este impar (# = 2m + 1), atunci existd un termen in mij
loc, @m4y, astfel incit

2am 1= + Gymiay
Conditia necesard st suficientd pentru ca trei suwmere a, b, ¢, luate in aceastd
ordine, sd formeze o progresie aritmelicd este sd avem 2b = a -+ .

nseravea mediilor aritmetice ay, ..., ap intre doi termeni consecutivi
a4, aj4; 2i unei progresii aritmetice ay, ..., ap de ratie » se reduce la calcularea
rafiei 7" a progresici aritmetice ay. ay, ..., ap, a5y, de m + 2 termeni. Rezultd

\ a —aj \

y =r|(m—+ 1) sauyy’ = dr — 41 ]

\ m+ 1
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mplu. S& se insereze 5 medii aritmetice intre — 3 si 12.
olufie. Fie v’ ratia progresiei ciutate. Numirul termenilor fiind 2 + 5 = 7,

, 2 — (=3 15055
e e e T
6 6 2
It progresia cdutatd
1 9 1
A G A BE 7,—?, 12
2 2 2

1.1, Reprezentarea unei progresii aritmetice cu n
terment

I} Dacd numdrul termenilor este impar (z = 2m -+ 1), a fiind termenul
nanijloe si # ratia, atunci progresia are forma

@ — Ny eee, @ — ¥, A, @A =¥, o, @ — HIT.

') Daci numdrul termenilor este par (mu == 2m), progresia are formar
(dm - 1), e =37, a—7v, a+7v, a+ 3 ...a+ 2m+ 1), en
slin »y 2r’s
Curacterizarea §i detevminarea unei progresii arilmetice. O progresie arit-
i este complet caracterizatd dacd cunoastem pe ay, #, 2, ap §i Sp. Aceste
| numere sint legate prin doud relatii: relatiile (1) si (2). Rezultd cd pentru
litermina complet o progresie aritmeticd noud trebuie sd ni se indice 3
cole 5 numere mentionate (sau trei relatii care ‘contine aceste 5 numere),
| incit impreund cu (1) §i (2) sd& formeze un sistem compatibil din care
Mlin pe ay, #, 9, ap $i Sa.
I vemplu. O progresie aritmeticd are suma termenilor sdi egald cu 222,
iy = 28, ay + ag = 34.
¢ cere numdidrul termenilor sdi, primul termen si ratia.
livolvare., Penfru aceastd progresie avem trei relatii date prin enunt,
cele doud din cadrul teoriei, deci cinci ecuatii’ cu cinci necunoscute si
lema are sens.
i ag -+ (a3 + 47) = 28 si (ay + ») + (az - 5) = 34 gisim a, =8 si
I, Din ay = a; + 2r, deducem a; = 2. Din 2S5 = (2a; + (n — Ljr)n,
i ccuatia pentru #, 3n® 4+ ni— 444 = 0, cu riddicina naturald » = 12.
lrgit a;, = 35¢
llect pentru aceastd progresie avem

=2, %= 08, n= 12, ay — 33, Sj5 =222

' 11.2. Progresii armonice (W. Oughtred)

[ lintlie. Se numeste progresie armonicd sivul de numere oblinut din rdstur-

i lermenilor unei progresii aritmetice. -
-
No noteazd — By, Ay, w1 Rpsies

1
BT III/"[I{. 1, '_1'J ? y vy —}-, veen
P
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i

Proprietdti. Fiecare termen al progresiei, in afard de primul (&) 51 ultimul
-

2 |
{ha), este media armonicd a termenilor adiacenti | A = = .
‘ i 1
\ By Driy
2 ;¥ : A
‘ormula termenului general:*hy = ——————— , cu @; §i ¥ prmul
(n — 1) ay + »

termen §i ratia progresiei aritmetice din care provine progresia armonicl
respectizi.

2.12. Progresii geometrice

Definitie. Se numeste progresie geometricd un Siv de numere @y, Ay, «.., n.oes i
care fiecave termen, incepind cu a,, se deduce din cel precedent prin inmultiren
acestuia cu un acelasi numdr q(q # 0) numit ratie.

Se noteazd <t ay. @y .o dposes

Dacid a, este primul termen, ay cel de al n-lea termen (fermenul general

san termenul de rang, n), ¢ ratia. n numidrul termenilor si S, suma celor p
- termeni, avem:

an = q* ap_y. 1 22 {prin definitie),
ap=a,*¢*%, n>=2 (an in functie de a;, ¢ si n)
: S AT i e L S
Sp=ay + ay + v 3 Gny Sn =4, v Sp=ay —
g — !} 1—¢
iy = Qy
say Sy = series g 3% 1 2
l—g¢

- Natura progresier:

a, > 0, progresia este crescitoare;

g> 1
@, < 0, progresia este descrescidtoare;
~ y 1z awaf o ) el .
0. g < 1 | @y > 0. progresia este descrescitoare;

ay < 0, progrésia este cresciioare;

g < O progresia este alternatd (orice doi termeni consecutivi sint de semus I
contrare) ; .

g = 0, primul termen este a;. ceilalfi sint nuli; :

9

Termeni echidistanti de extremi. Intr-o progresie geometricd, produsul &
doi termeni echidistanti de extremi este egal cu produsul termenilor extremil

I

1, toti termenii progresiei sint egali cu primul termen ay.

ap * Ay _pyy = @y " an.

Observatie, Daci numirul termenilor este impar (# = 2m + 1), atunci existd un termen o wijs
loc, amyy, astfel incit

2
2m+] = Q1 2am+

Conditia necesard si suficientd cuw trei numeve a, b, ¢, luate in aceastd ordine,
5d formeze 0 progresie geometricd este sd avemn b® = ac.
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Inseravea wmediilor geometrice ay, da. ..., a, intre doi termeni conseCutivk
j. 1y, ai unei progresii geometrice a;. a,, .... ap de ratie ¢ se reduce la cal-
nlarea ratiel ¢° a progresiei geometrice aj, @y, v..r Gms Af4y Cu Mm -+ 2 termeni.

m+1
a
1sti ratie esteqg’ = mﬂ\/} sau q° = V—’—ﬂ .
L5

. m+1
X . « : ’ - A4y
Daci m este par avem o singura solutie reald: ¢’ = ——w
a4
» a i dq e
in cazul —ﬂ< U, nici o solutie
a3
{
: in cazul P> 0, doud solutii reale:
Pacld i este impar avem: ‘ i b 7 . v el
< |

m-1
q' = L V.‘lﬂ -
\ E as

Fxemply, Sa se insereze cinci medii geometrice intre — si 4.
2
6 )

4 === —
wolufie. Axem 7 termeni, deci ¢’ = 4+ — =t Y23 = \,/3-

(S N

Itezultd doud progresii geometrice:

\/E'I___ﬁyzn —2J5.49

1
S

i 2
senpectiv

L, 42, 1,3, 2,243 4

X T ,
2.12.1. Reprezenlarea uner progresii geometvice cu #
termeni

Daci numdirul termenilor este impar (1 = 2m -+ 1) si @ este termenul
Jin miiloc, progresia o putem scrie astfel:

a a
e 908, A, qMa.

g q
Dach numdirul termenilor este par (» = 2m), putem scrie: -

a a
gem A ¢ ;

G Pty ores 721

o |8

(progresie cu ratia ¢%)
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(S Lo NS e S
g¥n-1 @ q
{progresie cu ratia — g3).
Limita sumei Sp:
Daci: .

. —ga. ¢4, ..., (— \)Mgim-lg

g>1: ¢ —» + o0 si Sp— + 0, dacd a; > 0; respectiv Sp — — o0,
dacia; < 0;

0<g<l=>gh—0si lim Sp=—2

‘>4 1—gq

g < — l: g™ nu are limitd i lim S, nu existd.
n—>w

a;

—1<g¢g<0:¢qg"—>0si lim Sy =
n—+wo 1—g¢g

Caracterizarea $i determinarea unei progresii geometrice se face la fi
ca la progresiile aritmetice.

2.13. Analizda combinatorie
2.13.1. Permutdri

4
Definitie. Se numesc permutdri ale unei multimi 4 cu n elewmente toale

multimile ordonate care sc pot forma cu cele n elemente ale lui 4.
Numdrul permutarilor a n elemente, n € N*, este:

Pp=1:2<3..5n=l; 0l =1 (prin definitie):
L]

Exemplu. Numirul permutdrilor a trei elemente, a, b $i ¢ {abe. bea, cab,
wehebde, cba) este’ P, — 3l =-1-293=6,

Numdrul permuldrilor cu repetitie a n elemente, in care fiecare element se
. poate repeta pind la n ori, este Py = n'".

Exemplu. Cu elementele a, b, ¢ putem forma permutirile cu repetities

N
aaa, bbb, cce, aab, aba, baa, aac, aca, caa

abb, bab, bba, cbb, bch, bbe, cca, cac, acc
ech, cbs, bee, abe, ach, bac, bea, cab, cba;
n=3; 3% = 27 permutiri = B,.

Numdrul permutdrilor a n elemente. dintre care «; sint egale intre ele, oy
sint egale intre ¢le, .... =, sint egale intre ele, este egal cu

n!

Ba=—""» cuo +oF .t op=mn
oy gl !
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Iixemplu. Pentru i = 3 §i oy = 2 (aaz, aca, caa) avem

31!
i34
i = 3,

211!

Pactoviale (proprietdti ):
(gl

nl=m—=Dh; nl=mn-—-2)1n—Dn; n!l= 5

=1

(n+ 2)!

nles —— 2t

(2 +2) (n -+ 1).
L 13.2. Aranjamente

I finitie. Se numesc avanjamenie a n elemente luale cile m(m < n) ale
pnor omultimi A cu n elemente, toate submultimile ordonate cu cite m elemente
e ose pot forma t]m cele n elemente ale mullzmu s,

Lo noteazd A4f.

Numdirul aranjamentelor a 22 elemente luate cite m este

n!

n o= .

AR =nn — 1) ..(n —m + 1) = - ’
= (n—m)!

I vemplu, Numirul aranjamentelor a trei elemeute a, b, ¢ luate cite douid
[#b, ac, bc, ba, ca, cb) esté 4% =32 =06.
| n!
Proprictafi. A% = P,, AR = — sau AR =an!; A8 = A%; A% =1
0!
wmdrul avanjamentelor cu repetitic an clemente luate cite meste AP = n™,
I vemplu. Pentru trei elemente a, b, ¢ aranjamentele lor cu repetitic, de
i1e doud elemente, sint aa. bb, cc. ab, ba, ac, ca, be, cb; deci n = 3 si m = 2;
Biinem 3% = 9 aranjiri cu repetitie.

' 13.3. Combinari

Liclinitie. Se nmumesc combindri a n elemente Tuale cite m (m < n) ale unet
wulfime A cua n elemente toate submullimile cu cite m elemente, cave se pot forma
G cele n elemente ale multimii A.

noteazi C? sau (1)
mwmirul combindrilor a 2 elemente luate cite m este

Ax ik i — D ..(n—m+1
( "' = 4" =——_”—*—- sau C,T = (,’ ) (” il )
m! mi(n — m)! ml
cmplu. Numidrul combiririlor a trei elemente luate cite doud (ab, ac, bc)
3«2
ste Ch! e
HE | 5 = .

Vi nluri(}tﬁ!i.

) Ck=n) CRECI i)
h) Cf =G~ Cp = Chy + CRol
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¢) Numirul submultimilor unei multimi cu » clemente este 2%,

AR =CrF+CF3 + . + CoF+ CZV + O
n!
(’) ——:C"CP= ”_CP"'
P T R S R LA 0

Py T Ps T oo + Py <mn

Numdrul combindrilor cu yepetitie a n clemente luate cite m este CF
= Clip-q

Exemplu, Cu trei clemente a, & i ¢ se pot forma combinirile cu repeti
de cite doud clemente: aa, bb, cc, ab, ac, be, Deci =3, m=2 si O}
= Cjl.pey = C§ = 6 comondiri cu' repetitie.

2.13.4. Binomul lui Newlon

(% +a)* = CRx™ 4 Cla®la L ... + CEx® kg% 4 | 3. Ch1xgnt = Cligh
(nel
{r—a)t=a" — Chx® a4 Cix" 2 - a®—.., 4 (— l)kC’,fx"'kak-}-...-i- (=1)"a
Proprietati (0 < m < n):
1. Termenul de rang & + | este Tyyy = Ckxn~%ak cay

Ty = (—1)* Ckan-¥qk,

2, CH "_—_%Cﬁ; Ck;}=u.ck_ !
n—k a n—% a

3. Tpeg=-——+—+Tgy sau Tguy == — s — s Ty
A 1 2 ) +1

4, Numdirul termenilor dezvoitirii (x + a)® este n + 1.
5. Coeficientii termenilor egal depdirtati de extremi sint egali.

Relatii importante.
Cl - Cl i o CR =20 CO—=Ch o4 [~ DECE =10
CY G dorCh o e = 28330 SCh oF IC8 —LiCR AL =207 8
Cha = (CR? + (O + o + (C)?

Dezvoltdri farticulare uzuale

1) (@ &+ 8)* = a® & 2ab + b*

2) (a--b--c)=a+b% 4 ¢+ 2 (ab + bc -+ ca)

3) (a + b)® = a® + 3a% + 3ab* + b = a® + b + 3ab (a + b)
(@ — &)® = a® — 3a% + 3ab® — b = a® — b® — 3ab (a — b)

4) (a+0b+ )% =a%+ b+ 3+ 3(a + a’c + b%a.+ b + c*a + ¢°b)
-+ Gabe

5) (a + b)t = a* + 4a% + 6a%* + 4ab® - bt
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inll yi » coloane:

Cazul general:
2 a}’ al’: .r,,,

Dy =0 Pil el Pt
Prd e t-Pp=n

(ay + ay 4 oo+ ap)® = n!

0.18.5. Suma puterilor asemenca ale primelor n
numere naturale

Dacih Sp= 12 + 2P + .., + »?, peN, atunci avem ¢
nin + 1§23 S; = n*(n 4+ 1)? (2u® + 2n — 1)/12 |
'
t - 1) (20 + 1))6; Sg = u(n + 1) (61 -+ On* + 615 — ‘
— 60 —n - 1)/42
12 (n H# 1)2/4; Sz =n*n L+ 1)* Ga* + 6n® — n® —
— 4 = 2j/24

n(n - 1) (613 + 92 4+ % — 1J30...
0 relatie care permite calculul Iui Sp, cind se cunosc Sp_y, Sy, ..., §; ese

1)+ — 1 C})ﬂsp I ;-Hsfp'l T cgﬂsl + n (formula lui Pascal).
2.14. Matrice si determinanti

' 14.1. Matvice

Diefinitie. Fie K un corp comutativ. Se numeste matrice cu i linii si »
e (m, n € N*) orice familie -4, <

A= B e e 1,2, ) R (12 eeii),

clemente agy apartinind corpului A
I'lementele matricei 4 se reprezintd ca un tablou dreptunghiular cu m

dyy -« Gg din
A Gay Ay » Gon
[ I ) - .

Amy Ama - Amn

I'rimul indice marcheazd numirul liniei, iar al doilea indice marcheaz3
winlirul coloanei.

Uneori se noteazi cu paranteze cu cirlige [...] ‘sau cu simbolul }}...]}:

Pontru K = R obfinem o matrice reald, iar pentru K = C obfinum o
mtrlce complexi.

Mulfimea tuturor matricelor cu elemente din K, avind  linii $i # coloane,
wiito de tipud (m, %), se noteazd cu My u(&) sau My 5.
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In Mpase defineste matricea de efect nul fatd de adunarea maétricel
care are toate elementele egale cu O si care se numeste matrice nuld:

e 0 (1 e ]

0 03 <% -0y

Matricea epus@ matricei 4. Fie A = (ay;) € My, a; matricea — 4,

o] =g -t =G
= = %ay =0O4g —Oan ),

...... o854 e 0 L0 e o wninle

—am; —amy . —amn

se numeste epusa matricei A.

Alte matrice:

a) matricea linie (1, n) (ay; Gz ou Gya);

an
b) matricea coloand (m, 1) 4 H
Amy

c) Matrice pdtraticd. Matricea A pentru care m = n se numeste maty
patraticd. Multimea acestor matrice se noteazd cu Mp(K) sau Ma.

Gy 0 0 0
d) malricea diagonald: 0‘ ¥ ?f" ¥a3 0 _' ) _0 . ’
0 0 (3 B Ann
: g 0 0N =0
e)‘matricca scalard: 0 ) ‘.z 4 _(_) ...... 0 M
0 0 0 "5 a i
0 | 0 O e \
f) matricea unitate, notatd cu I: 0 1 0 & Ol

G 0 T e

Egalitatea a doud matrice. Doud matrice 4 = (ag;) si B = (bis) din My u(K)
sint egale dacd §i numai daci ayy = byj. V(i 7) € {1, 2, ..., m} % {12, ...95} =
=1 x Ve

Adunarea matricelor. Fie 44= (agy), B = (bij)e Mp,u ; matricea C = (ci)€Mmn

se numeste suma matricelor A.si B i se scrie C = 4 - B, dach ¢i5 = ajg
+ by, Vlijlel x J.

Exemplu. ("‘ "1)+(-1 Z)i(2+(—‘) -1+2]=(1 1).
{0 e YR o1 Tols
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Proprietdtile adundrii matriceloy
B,CeMppy avem 1) 4+ B=B-+4
2) A4+ B)+C=4 -+ (B+C)
3)4+0=0+4=4
49 4+ (—4)=(—-4) +4=0
Dect (M, -i-) este un grup comutativ (abelian). |
lie A = (ajg), B = (byg) € Mpa, matricea D = (dgy) € My g se numeste

wrenfa malricelor A si B si se scrie D =4 + (—B) = A4 — B, dacid dgy =
agy —byy, Y. flel x J.

Limultivea matricelor cu un scalar. Fie A = (agy) € My 4 51 A€ K ; matricea
(h‘j; & M, se numeste produsul matricei* 4 cu A, B = 24, dacd by =

{ij+ (I ])e[ X ]

5 4 SR e] 3.2 15 6
Exemplu. 3 = = ~ A
0 13-3 3.0 9 0

'roprietdtile inmu'{tirii matricelor cu scalari:
V4, BeMpny St A, pe K, avem
I led =4 3) (4 + B) =24 - 1B
2) 24 = Az 4 (4 p)d =2r4d + pd.
3) n(und) = p(rd) = (Au)d

w

lnwmultivea malvicelor. Fie 4 = (ap) € Mpmn 51 B = (bkg) € Mp,p; matricea,
(c17) € Mp,p se numeste produsul matricelor 4 si B, C = 4B, dacd

n
Cifi— E agbry, V(. 7) el x J.

k=1

2 =1 (—-1 2.
Exemplu. =
(1 0 2 1

:(2-(—1)+(—1>-(2) 2+(2) + (=1 (1 [—4 3).
L (=1) + (0)- (2) 1 (2) + (0)- (1) -1'2

L R e o)

2
, 2
Proprietdtile tnmultivii matricelor.
W e 4) 2(AB) = D4)B = A(AB).
) A0 = 04 = 0. 5) (4 4+ B)C = AC + BC.
) (4B)C = A(BC). 6) C(4 + B) =CA + CB.

') Dacd numdrul coloanelor matricei 4 nu este egal cu numdrul liniilor matricei B, atunci

winlfirea celor doud matrice nu este posibila.




Matricea transpusd a unei malrvice:

Fie 4 = (ay)) € Myp,n. Matricea .1 se numeste transpusa matricei 4, dach
24 = {a), Vi, j)el X J sau .

‘apy dyy e amy

tq - [T Wan » Qma
ceraaeraaaen caeaaa

dyp dsn -« dmn

Transpusa matricei 4 este matricca obtinutd din 4 prin schimbarea liniiler
4n ccloane §i a coloanelor in linii.

Proprictiti.
1) ttd) = A. 3) 44 + B) ='4 + *B.
2) H2.4) = 2t4. 4) Y AB) = tB'A. A
Exemplu.
N 3
Daci 4 = . f) atunci td = . 3 .
=3 I 2. ek

Malricea adjuncld a unei matrice

Se nuneste adjuncta matricei 4 = (ay;) € Mp §i se noteazd cu 4* matricea
o

unde 4;; este complementul algebric al lui ay;.
Clasc speciale de matrice pitratice:

1) O ;11atrice 4 = (ayj) se numeste simelricd, dacd §i numai dacd agy = ayg
V(i j) el x J. adicd 4 = ‘4.

2) O matrice 4 = (a;;) se numeste antisimetricd, daci si numai dach
aiyy = —ay, V(i,j)el x j. adicd 4 = —‘4.

3) O matrice 4 sc numeste orlogonald daci si numai daci A4'4 = E,
adici 471 =44,

4) O matrice 4 se numeste nedegenerald, daci det 4 # 0.

5) O matrice 4 se numeste degeneratd, dacd det 4 = 0.

JMatrice inversabile. Fie 4 € Mp; A este inversabild dacd existd o matrice
B € My astfel incit AB = BA = I; B se noteazdi cu 41 si se numeste inversa
malrice: A.

Teoremd. Matricea 4 € My admite o inversi 471 e M, dacd si numai dach
Ax A
det 4

det 4 #0; in plus 471 =
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= o a b
Exemplu. Inversa matricii A4 =[ ) este
a

b

1

a b y ]

a? + b2 a® + b2 |

A1= cu.a® 4 b # 0. I
b a

a'.! A5 b'.’. a:’. + b2
Proprietati. 1) (A1) = 4; 2) (AB)™! = B1471; 3)det (471) = (detd)™
Rangul unei matrice
Fie matricca 4 € My p.
Minorul unei matvice. Minorul unet matrice de ordinul k se numeste deters
minantul format din A* elemente (k linii si tot atitea coloane) ale matricet
late (pastrind ordinea elementelor). Matricca 4 are rangul », daci 4 are un

winor nenul de ordinul #, iar toti minorii lui 4 de ordin mai mare ca 7, daci
cxistd astfel de minori, sint nuli. Se scrie rang 4 = 7.

Ferma ‘matviceald a sistemelor afine: AX = B, A, B matrice cunoscute,
iar X matrice necunoscuti.

Exemplu. Si se alle matricca X din ecuatia X4 - B = C, unde

S TR R )

Avem detd = —2; 4y, =4, Ay, =2; Ay} =3; 4 = 1;
B Pol S v
2 1 1 2
-1 = : 5 .X':(C—B)A":( ) ’
1 L A 1
=1 Lo e =1 el
2 2

2.15. Determinanti

Permutare. O functie bijectivi f definitdi pe {1,2,...,n} cu valori fn
{1.2,..,n} se numeste permutare sau substitufie. Se noteazi

(123...i...j

) sau (Ry, kp, «.es kn).
AR N Sl ok N

Inversiune. O pereche ordonatd (i, 7), i < §, cu proprietatea f(1) > f(j) sau
g > ky se numeste inversiune pentru permutarea f. Numirul tuturor inver-
wnilor pe care le prezinti f se noteazi cu I (ky, Ry, «oos Rp)- i
Semnul unet permutdri. Numirul (— l)m“’ =2 k1) se numeste semnul permu-
(Arii (Ry, Ry» oo, kn). Permutarca f se numeste pard daci (— 1)1("“ e bn) o
yi impard dari {—1)Thnnka) . g,

% — Tabele si formule matematice — c¢. 1/313 65



Deﬁnitia deteyminantului de ordinul al doilea. Fie matricea 4 = (a“ au) -

1 922
Numirul obfinut prin adunarea urmitoarelor doui numere (-— IDg ap +
+ (= DI ,a, = (—=1)° ayyam + (—1)1ay,3,; = @138, — 1585, S€ numeste
determinantul matricei A sau determinant de ordinul al 2-lea si_se moteazd

.

A e , Gy O3
111" das

Definitia determinantului de ovdinul al lreilea. Fie matricea

A 3 e Numirul obtinut prm adunarea urmitoarelor
TG G2 G 3! numere !

Ia.e, I2.3, : I@..2
(= 1)1029aya,a0 + (= 1)ICIDaga,,ay, +-(— 1) C1Vaa. a5, +
I@a.2, 13,1, S plage =
4+ (=120 sapaq + (— 1)IC1Da,a,a:, + (—l) 1.3 ’a"aagam =
= Q35,053 + (1903983 + aJa"zxaaa =g day am“naas = “uazaan

se numeste delermmantul matricei A sau delermmant de ordinud al IIl-lea.
Se noteazi

Fig. 2.2

Regula lui Sarrus. Pentru calculul determinantului de ordinul al III-lea

existd urmdtoarea reguld simpld. numitd’ regula lm Sarrus sau regula triun-
ghiurilor.

Termenii cu semnul 4 in dezvaltarea determinantului se obtin inmulgind
numerele de pe diagonala principald (a,1@,5a,,) $i cele din virfurile ,,triunghiu-
rilor”, care au bazele paralele cu aceasti diagonald principald (a;s@3a, $i
Q13821 a5,) (fig. 2.1).

Termenii cu semnul minus in dezvoltarca determinantului se obtin inmul-
{ind numerele de pe diagonala secundard (—a,,a,,a4,) si cele din virfurile ,,tri-
unghiurilor” care au bazele paralele cu aceastd diagonald spcundard (—a;,a,,3 ¢
§I —a1a5305,) (fig. 2.2). e :

r

66



http:I)I(U.l)a12a23(/.31

i —1 4

|
Exongle. | 2’=(—1>(—2)—4-6=—22! pis
!

= (=) 3 (=) F 41 (=2) F1:0:2—(=2)+3-1 04 (=1) =
—(=1)+1:2=3.

Determinantul de ordinul al wn-lea. Tie matricea 4 = (ay), 7,75 = 1, a.

Numaérul
= l)j/(k,, Ray oees Ein)
(Ry) eovy kn) 4

A1 k\@3ka +-+ Ankn,

unde suma este extinsd asupra celor n! permutdri (k,. 4,. ..., kn) ale nume-
relor 1, 2, ..., n se numeste determinantul matricei A sau determinant de
ordinul al n-lea si se noteazi

det (ajg) = det 4 = |ayl.

Minori at unui determinant. Se numeste menor al elementului ayy din deter-
minantul matricei 4, determinantul de ordinul 2— 1 ce se obtine din 4 prin
eliminarea liniei 7 $i a coloanei 7 $i se noteazd My,

Complement algchric. Se numeste complement algebric sau cofactor al eles
mentului a4 din determinantul matricei 4 numérul

Agg = (— 1™ My,

Semnele cu care se prevdd minorii My pentru a deveni complementi
nlgebrici sint date in tabloul urmitor:

Dezvoltarea determinantului det 4 dupd elementele lintei i:

det 4 = apdy + apAiy + oo + apndin- (1)
Pentru & # 7 avem
0 =apdpy + atedp;, + ... + aindyn (1)
Deavoltarea determinantului det A dupd elementele coloanei 5:
det 4 = a;34,5 + a,3455 + ... + anjAdng- (2)
Pentru % 5 7, avem
0 = ayydsx + apgdok + - + angAnk (2)

Exemplu. Fie n = 4. Dezvoltarea lui det A dupd elementele primei coloane
fe

@ag (33 a3y
a ook a
21 22 23 24
= 141
=uy (=) ag 33 ag |+
351 Q3 A3z Qg
g Qg3 Ay
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Qg (] G14 253 A3 A4

3 = "21(“"1)%l ass asg gy | +-ag(—1)* az2 Az azy |+
] age ag (L] a4 Q43 2
Q12 ay g
- +ag(—1)¥1 aus  ay  ay
b Q39 gy agq |

Determinantul produsului a dou3 matrice
det (AB) = det 4 - det B.
Proprietdti ale deteyminantilor

1) Daci toate elementele unei coloane sau ale unci linii dintr-e matrice 1)
sint egale cu zero, atunci determinantul acestei matrice este egal cu zero.

2) Daci elementele a doud linii sau a doud coloane dintr-o matrice sint

egale sau proportfionale, atunci determinantul acestei matrice este egal cu
Zero.

~3) Daci schimbim dou3 linii sau dou coloane intre ele «irftr-0 matrice 4,
obtinind o noud matrice 4’, atunci det 4’ = —det 4.

4) Dacd intr-o matrice 4 inmultixﬁ o linie sau o coloan cu un numir a,
obfinind o noud matrice 4’, atunci det 4’ = a det 4.
3) Orice matrice 4 si tra.nspuéa cit4 au acelasi determinant, det £4 = det 4.

6) Daci intr-o matrice 4 o coloani sau o linie este o combinafie liniard a
celorlalte coloane sau linii, atunci det A4 = 0.

7) Dac3 intr-o matrice A toate elementele unei linii sau ale unei coloane
sint sume de cite doi termeni atunci det 4 se poate scrie ca suma a doi deter-
minanti.

8) Orice matrice pitratdi de ordin impar antisimetrica (strimb-simetrica)
are determinantul siu cgal cu zero.

9) Daci A = (aj5) si Ay = (—1)" My sint complementii algebrici ai
"

elementelor a;;, atunci det 4 = E aijAdij.
71
10) Determinantul unei matrice antisimetrice de ordin par este patratul
unui polinom format cu elementele matricei.
Determinanti importanti. Determinanti celebri.

1) Determinant adjunct. Determinantul matricei adjuncte A* a unel
matrice 4 se numeste determinant adjunct si el este egal cu

Ay Ayy oo Any
A Ay Ay oo Ay — pr-1,

A Aoy oo Apg
dacd D = det 4.

2 Alci gi mai departe prin matrice infelegem o matrice pitrati.
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2) Determinant veciproc. Dacd o matrice 4 este inversabil¥, determinantul §

>
al matricei inverse (reciproce) A~Y se numeste delerminamt reciproc §i este
egal cu

D DL D
3) Determinant principal. Fie AeMp. 5 0 matrice. Se numeste deteyminant
{rincipal corespunzitor matricei 4 un determinant de ordmul maxim, format
cu elementele matricei 4, care este nenul.

4) Deteyminantul Vandermonde.

Se numeste determinant Vandermonde
determinantul de forma:
1 ay A e
1 a az .at
o e s PT T e =
1<i<i<n
1 an A e (ke

5) Determinantul lui Wronski. Fie 91, 95 w0 ynt I S R—>R n funﬂtu'

de clasi C™1. Se numeste deteyminant al lui Wronski corespunzitor acestor
functii sau wronskian determinantul

(%) %a(x) e yala)

W [3a(3)s vons ym(2)] = | 2219 ¥l e i !

- | AP P(x) pR(R) e P ()

6) Inecgalitatea lui J. Hadamard. Fie D determinantul corespunziior
matricei 4 € M, Atunci avem

<(Ge)(Ga) B}

t—l

7) Determinantul contirivant

[@y: &) -.oy Q] =




8) Determinantul dublu simetric de ordinul 6:

a @ a4y a4 ag

ade Bl b Gl e

ag by Cih® Cat byt oy

a by 2 6 b q

a; b by b, by a,

ag a3, ‘ay Ay @ Gy

9) Determinantul cireulant:

Gy o agesr Gy a;
Ty =
ay ayg . ﬂl ag
anp a; Ap-y Qp-y

10) Ecuatia seculava (ajx€R, ayy = ay):

Ay, — % dp ayn
sy yy — 1 ees Qapy

=)
any na Anp —

2.16. Sisteme de ecuatii afine® (liniare si
neomogene)

&) Sisteme de n ecuatii afine cu n necunoscute (n € N*)

n

Eaikxk - b;‘ g et S [a,-k[ # 0, Aify b[ERZ). (l)
k=1

Solutia unicd este datd de regula lui Cramer sub forma unui vector eu »n
componente (xy, %,, ..., x), unde

Dy Dy 2
ey By TR — 2}
D D

‘Yl =
determinantul D; obtinindu-sc din D prin inlocuirea elementelor din coloana i

[ b
e b.
cu termenii liberi, anume cu | °?

bn i3

1) Tn scriere matriciaid sistiemul afin (1) are forma 4X = B i solufia X = 4~'B, det 4 #0.
%) Tu locul corpului R putem avea corpul € sau Zp, cu p prim etc.
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Exemplu. Si se rezolve sistemul:

x+y—z=l 1 1 -1
x—y+2=2; aici D= U™ | R e kT )
—x+y+2=3 -1 1 1

Sistemul admite solutia unici

1 1o —] (
2 -1 1
3 1 1 3
X = > X = —3
—4 2
1 1 -1
; Ao
-0, 3 1
S e :
1 gl
15— =2
—1 1 5
2 = . 2= —a
—4 % 2

‘

) Sisteme de m ecualii afine cu n necunoscule (n, m e N¥)

”

D At =0 1= L ST (3;

R=1

L covema lui Rouché-Fontené : O conditie necesard Si

ienta ca_sistemul (3)
nba solutii este ca toti determinanti

ui_caracteristici sid fie puli,

Din matricca 4 = || ag || a coeficientilor necunoscutelor ‘se extrage un
It terminant nenul de ordin maxim p, notat Dy, §i numit delerminant principal
| we construiesc determinantii cavacteristici, De, ¢ = p + 1, p + 2, ..., m prin
lordarea determinantului principal ,orizontal”, jos, cu coeficientii necunos-
ulelor principale din ecuatiile rdmase, care nu an intrat in formarea determi-
puntului principal, si ,.vertical”, in dreapta, cu termeni liberi corespunzitori.

1) Caztd m = n.

i) Dacd D s 0, atunci sistemul este cramerian §i are solutia unick dat3
14 ;,'j,

i) Dacd D = 0 si cel putin un determinant caracteristic este diferit de
Iv rero, atunci sistemual 1u_are solutii.

1) Daca D = 0 si toti determinantii caracteristici sint nuli, atunci sistemul

t¢ compatibil;—dar-Tredeterarimat.—Se Tezolvd cele p, ecuafll princCipale s
ub Inmumm'ﬂ'ﬁmﬁfpile Ay, Xgy eer infuncfie_de x ceer e
wlemul are o rdinul # — p, In sensul cd necunoscute

&
: TS D SCRSUCA S ECURCSCULe e
,‘..x,,_,m‘mmm:rrr“

—_————
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Exemplu. Si se rezolve §i si se discute sistemul
MAy+z=1,
x+Ay+z=2, »2eR.
x4y +r=2

Determinantul sistemului este D = (A— 1)% (A + 2).

N~ l
i) Daci D s 0, sistemul are solufia unici x = — A ,
(A +2)
1 (. + 1)2
y — » Ty Ay
A2 A2

ii) Dacd D = 0 avem situatiile urmitoare:
Dacd A = | toate cele 3 ecuatii se reduc la una singurd (m =1, n =3,
P = 1) si sistemul admite o mulfime de solutii cu @ si b arbitrari in R:

x=a y=b z=1—a—-5b, abekR.

Dacd A = —2(m = 3, n = 3) loim drept determinant principal

-2 1
Dy = =350, deci p=2.
1 -2
Acestuia. ii corespunde un singur determinant caracteristic
- 1 1
{ D=t T =280 ol —"9,

Cum D, # 0, rezultd ci in acest caz sistermul este incompatibil.

2) Cazul m < n.

Sistemul nu are solutie unici (¢ < m < n).

i) Dacd cel putin un determinant caracteristic este nenul, atunci sistemu?
nu are solutii, este incompatibil.

ii) Dacd toti determinantii caracteristici sint nuli, atunci sistemul este
compatibil, dar nedeterminat. Sistemul are o ,,nedeterminare” de ordinul n —p.

Ezemplu. S4 se rezolve in tmiltimea claselor de resturi modul 7 sistemul

x4+ y+2:=6
x+4y +2:=3
5 +2y +62=3

Rezolvare. Intrucit (Z -, .) este corp, calculele se fac exact ca. in R. Avem

! UV REE BT
D= % 2l 1l Sd) [
' 5 02 % AR ot g

m2(3:4+341:5:141:2:1—5:4-1—3-2-1=1+3:1)=
= 20054 2 )bl ) =0,

72



3 1
iuim D, = =3:4—1=5—-1=44% 0.
4
3001 86
Calculim D, =1 4 3 |: gisim D=0,
SN2 S

Sintem in cazul 2eoremei Rouché-Fontené si solutfia se afli rezolvind sistemul
3x + y =6 — 2z,
- x4+ 4y =3 -2z
Se giseste ¥ = 24, ¥ = 6 + 6%, z = «, « oarecare in {0, 1,2, 3, 4, 5, 6}

i) Cazul m> n (p < n).

i) Dacd cel pufin un determinant caracteristic este diferit de zero, atunci
ivtemul este incompatibil.

i1} Dacd toti determinantii caracteristici sint zero, atunci sistemul este
tumpatibil, dar nedeterminat. Sistemul are o ,nedeterminare” de ordinul n —p.

Lxemplu. .SA se rezolve sistemul lui Rolle:
x4 y=3
x+2z=06

— e
2+ y+z=11
x+y+2z=13;

it m =3 si n=23. Din matricea coeficientilor gisim determinantul prin-
Cipal:

1 1 0
-Dp= i | 0 1 = —2 0, deci p=3
it 0 1 1

Acestuia 1i corespund determinantii caracteristici

P MLl MRS II Sl
IS A E, o LG Y S0t b of
]),'. = sl Dc i .
A el L R
2 I YRR L 1 AR

(wm acestia sint nuli, rezulti ci sistemul este compatibil §i are solutia:
' = 3, Fic=id. )
U caz particular important: n 4 1 ecuatii afine cu » necunoscute. O con-

{1 necesard st suficientd ca acest sistem sd fie compatibil este ca defgrmivantul,
ilricel extinse a sist 13
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Exemplu. Si se afle valearea parametrului z € R pentru care sistemul

2 —3y =17, g
3x + 22y = 4
ax — y=3
este compatibil.
2 -3 7
Ajci matricea extinsd este 4’ = | 3 2a, 4| Apoi
o —1 3

det A" = 14 (1l —a?) si det 4’ =022 — 1 sau o2 = 1. Pentrua = —1,

; o 2 10 gels :
rezultd solutia unicd ¥ = — —, y = — —, iar pentru « = 1 gédsim solutia
<] 5
x=2, y= — 1 Pentru xR\ {—1, 1} sistemul nu are solutii.

v) Sisteme de m ecuativ liniare cu n necunoscute (m, i € N¥)

n
E giere =10, 1= 1,2, .., m san AX = 0.
k=1
1) Cazul m = »n
i) Dacd D # 0, atunci sistemul este cramerian §i are solutia unicd nuli
% =0 x=0,..x=0.
ii) Daca D = 0, sistemul admite solutii diferite de solutia nuld (sintem
in cazul 32).
2) Cazul m < n

Dacd p (< m) este ordinul determinantului principal, cum D, = 0, rezulti
cd sistemul are o ,.nedeterminare” de ordinul 2 — p.

3) Cazul m> n
i) Dacd p = n, atunci sistemul admite numai solutia nula.
ii) Dacd p < #n, atunci sistemul are o ,nedeterminare” de ordinul 1 — p.

Exemplu. Sa se rezolve sistemul liniar

x4+ 3y +2: =0,;
22 — y+4 3z=0,
3x — Sy + 4z =0,
x + 17y + 4z

Il

Din matricea sistemului (m = 4, n = 3) deducem 4 determinanti de ordi
1

3
= =7 0(p = 2); necunoscutele
N # 0(p = 2); necunoscuts

nul 3, toti nuli. Rezultd D, =
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rincipale sint # si . Lui D, ii corespund doi determinanti caracteristici nuli.
istemul admite solutii nenule si acestea se obtin rezolvind sistemul

x + 3y = -2z,

x — ¥ —3z.

Gisim astfel ci sistemul admite o multime de solutii, cu a arbitrar,

1
z=—.-l_—la, y==——a, z=a, acR.
7

1) Caz particular important (n — 1 ecuatii cu » necunoscute) m = n — 1
n — 1. In aceasts situatie sistemul admite o multime de solutii, el avind
.nedeterminare” de ordinul 1. Dacid admitem cid

ap, vie. Gy m~y
@31 s Gym-y’ .
Dp = » atunct
An-1,1 An-1,n-1
D, D, Dn.y
Xy = — X, Xy = == XAy, Aoy = Xn,
P » ' Dy

p arbitrar in R, iar D; obtinindu-se din Dy prin inlocuirea coloanei 7 cu
torul-coloand

—di,n

—das.n
—dn-1, n

2.17. Polinoame

2.17.1. Polinoame cu coeficienii complexi

Forina algebricd a unui polinom f e C[X]*) este f = (a,. a,. ..., an, 0, 0,0, ...)

T wes. =T

f=0aX" + ¢, X" 4 g, X"2% + ... L g,
le numerele complexe a, ..., an sint coeficientii polinomului, X = (0, 1, 0, ...)
nedeterminata (un polinom particular), n este gradul polinomului, an
vmenul liber, iar a, coeficientul dominant.
~
Iunctia polinominald asociatd polinomului f € C [X] este o functie f: C— C

i proprietatea _?(oc) = f(a), VaeC, f(a) fiind valoarca polinomului f in o.

*) In general se poate considera inelul polinoamelor K[X], unde X este un corp cormutativ
toare, de pildd Zp cu p prim.
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Dacd f = g, atuncif = 7.
Existd insd si polinoame diferite, ale ciror functit polinomiale coincid.

Exemplu. f(x) = X si g(.\;) =X% f#e¢ f, geZX];

A A A

£ | B0 12
A A A o ~
S O DR o

A A A

gix)] o 1 2

Teorema impirtirii cu rest a doud polincame.

Oricarc ar fi f, ge C(X]. g # 0, c\lqta. polinoamele unice ¢, » € C{\ |, astfel
incit f = g7 + », grad » < grad g.
Polinomul f sz numeste delmpdriet, 5 impdriitor, q eil $i v rest.

fm/mmrm wunui polinom cu X — a: Dacd fe C[X] si aeC, atunci C\M.s
g & C[X] unic, astfel incit f = (X — a) ¢ + 1 {a).

Restul impirtirii polinomului fe C[X]. f # 0, cu X - a este f(a)., Rezulti
cd acesta se poate afla fard a efectua impdrtirea.

Schema lut Horner ne ajutd 1 aflim citul ¢ = 5pX?"1 - b, X2 - . LDy,
al impirtirii polinomului f = agX® + a;X"! 4~ ... + ap la polinomul g=
= X — a precum si restul acestei implrtiri, r = f(a) = abp-1 + ¢p-

! (tg l a; ' a; ‘ 7y ‘ an

|
|

a |by = ap| by = aby +a,| b, = ab, + a, bp-y = = fl3)—=

|=aby_s an_,| = aby_y - ap

Exemplu, Pentru f = X% .2 2X3 L 582 L 4X L 4s5i¢ =X + 1
avem ,
1 2 5 4 4

—1 1 1 4 L] 4

respectiv g = X3 + X2 } 4X §i 7 = 4.

2.17.1.1. Divizibilitatea polinoamelor

Definitie. Fie f, g€ C[X] doud polinoame. Spunem céa polz;mmul g divide
pe f 5t scriem g | f daid existd q € C[X], astfel incit f = qg.

Se mai spune cd f este divizibil prin g, f este un multiplu al lui g sau Cd. e
este un divicor al lui f.

Proprietdti. 1) Polinoamele de grad zero (adicd constantele nenule) divid
orice polinom. :

2) Polinomul g divide pe f # 0, daci $i numai dacd restul impdr{irii
Ini f la g este nul.
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Tn particular X — a divide pe f 5% 0, dacd si numai daci f(a) ==
3) Daca. g dwlde pe ¥ si f# 0, atunci grad f > grad g.
4) Daci a€C* ‘atunci af|f.

5) Divizibilitatea polinoamslor este reflexivd (f|f) si tranzitivd f[g§1
i| k= f| k).

6) Dacd f| g si g| f. atunci f si g se numesc asociate in.divizibilitate, adici
la € C*, astfel incit f= ag.

2.17.1.2. €el mai mare divizor comun (c.m.m.d.c:)
al polinoamelor

Definitie. Un polinom d se numeste c.m.m.d.c. al folinoamelor f §i g
) Dacd d|f si d]g.
2) Daca d'|f si d'|g, atunci d’|d.

Notim d = (f, g).

['coreind. Orice doud polinoame f si g admit un c.m.m.d.c. El se determind
algoritmul lui Euclid si este egal cu ultimul rest nenul.

Exemply. Polinoamele f= X% — 1 si g=(X 4+ 1)) au d =X 4 1.

leoremd. Daci d este c.m.m.d.c

. al polinoamelor f $i g. atunci existd
polinoamele u si v astfel incit

uf 4 vg =
Diefinitie. Doud polinoamc fsig f)enlm care d ==
Exemplu. f=X2 —X + 1 si g=.

Intre ele,

L se numesé prime intre-ele.

4+ X + 1 sint polinoame prime

I'xemplu. Fie polinoamele f = X3 si g = (1 — X)4 prime intre ele. .S& se
e polinoamele ¢ si v astlel ca sd avem uf 4 vg = 1.
ltezolvare. Incercim ¢ de gradul patru si v de gradul trei. Nu reusim.

woriim gradele lui 2 $i v cu cite o unitate. Fig 2 = b, X3 + ;X3 + b, X 4 &,
agN*® 4+ a X 4 a,.

Mics

criem relatia noastrd astfel
N3 X3 + by X2 + b, X + by) + (1 — X)W (a,X*® + a1% + a,) = L
lulocuim pe X cu 0 si gidsim a, = 1.
lmpartim cu (1 — X)4 3 0, derividm odatd
3X% Xy’ A, 4X3% 2

2a,X S T
M=%t I=ZR T (=ap T Txp

ilocuim pe X cu zero. Gisim a; = 4.

ltepetind aceasti operatie, gisim ay = 10.

Deci v = 10X 44X + 1.

Dezvoltim pe w dupd puterile lui X — 1, sub forma

'.\—1)3+C(X——13+C(X—1)+C. inlocuim apoi pe X = 1
pisim Cy =

Ulterior 1mpartlm cu X3, derivim succesiv de 3 ori §i in locuim pe X cu 1.
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Gasim' Ceo="=033,7Cy =6 51 1Cy =110,
Acum = — 10(X — 1)* +6 (X — 1)* —=3(XN — 1)+ 1 sau
o= —10X% 4 36X2 — 45X + 20.

2.17.1.3. Cel mai mic multiplu comun (c.m.m.m.c.)
al polinoamelor

Definitie. Un polinom m s numeste

canm.aie. al polinoamelor I si g dacd:
1) flm si g|m.

2) Dacd f|m’ si g| m’, alunci m|n,

Exemplu. Pentru polinoamele f = X% = 1 si g = (X + 1)3, avem m =
= i A ' :

Teoremd. Dacd d este c.m.m.d.c. al polinoamelor f §i g, atuncim = —.

2.17.1.4. Radacinile polinoamelor

Definitie. Numdrul x€C se numeste raddcing a polinowmulul f, dacd s»
numai dacd f(x) = 0.

Teorema Tui Bézout, Numidrul o € € este riddicind a polinomului f 5
dacd si numai dacd (N — )| f.

Definitie. Numdrul o« se numeste vaddcind multipld de ovdinul p a polinomului
f # 0, dacd 5i numai dacd (X — )P divide pe f. iar (X — 2)P* nu-l divide pe |

Pentru p = 1, ridicind se numeste simpld, iar pentru p = 2 ea se numests
rdddcind dubld.

Teoremd. Numirnl z € € este rididcind multipld de ordinu} ¢ al polmonm»
lui f, dacéd si numai daci

o)y =05 fia) =105 o S @ gi= 02 (g)i=5 0,

Teoreimd. Dacd doud polinoame f, g€ € [X] au proprietatea cii f (2) = 2 (2)
gricare ar fi 2 C, atunci f = g. Y

Teoremd. Daci fe CLY] este un poliiom de grad » §i x5, x,, .., 25 Siil

ridicinile Iui cu ordinile de multiplicitate iy, in,, ..., 1y atunci

if = gl S (X X )

unde g, este cocficientul dominant al lui £

my + My + ...+ mip = grad f.



2.17.1.5. Ridicini comune la doui polinoame. Rezultant
Definitie. Se numeste rezultant a doud polinoame
= 0,X" + a, X" 4 ... + ag §i g =BX™ + bXM1 4 . 4 by,

determinantul

a, a, a, . an Q)
0 a; Gy o Gnoy Qn 0 e
m linii
0 0 QRENG a
R(f,g) = j 3
o b, b, foyrs L I S 0
& b % by, B n linii
0 0 0 b b . bm

Teoremd. Polinoamele f si g au cel putin o ridicind comund, dacd si
numai dacd R (f, g) = 0.

Exemplu. Si se afle valorile lui m € R. pentru care ecuatiile 22 + mx + 1=0
a4~ x 4+ m = 0 au o ridicini comuni.

Reznltantul celor doud polinoame f = a2+ mx -+ 1 si g= 2>+ x +m
este

1 m 1 0

0 1 m 1 i -
R(f, g) = =m? — 3m 4 2.,

1 I m 0

011?;.'

Din_R (f,g) = 0 rezultd m; = m, = 1, zns = — 2.
entru m, = m, = 1 ecuatiile coincid sisan doud radicini comune, iar
pontrn mg = — 2 ecuatiile au o singuri ridicind comund g = 1.

2.17.1.6. Polinoame ireductibile

Diefinitie. Un polinom f se numeste ireductibil peste corpul « comutativin
e uufzc.e;ztn lui iau valori dacd nu existd g si h, polmaamr cu coeficienti
acelasi corp, astfel incit sd avem

f=gh, grad g, grad & < grad f.
Polinomul f se numeste reductibil peste corpul respectiv in caz contrar.

[ vemple. f = X? 4 3 este ireductibil peste R; f = X2 — 4 este reductibil
pole R, fiinded X2 —4 = (X —2)(X 4 2); f= X%+ 1 este ireductibil
(«ite R, dar reductibil peste C.

['coremd. Un polinom cu coeficienti intr-un corp comutativ, de grad # > 1,

(v ireductibil peste acel corp dacd si numai dacd polinomul nu are ridéacini,
orpul respectiv.

I'coremd. Un polinom f e C[X] este ireductibil (adicd nu poate fi factorizat)
lho0 51 numai dacd este de forma f = aX + b.
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Teoremd. Fie feC[X] un polinom ireductibil.

Dacd f divide produsul de polinoame f;f, ... fa, atunci f divide ccl puiim
unul din factorii produsului. s

2.17.1.7. Ecuatii algebrice

Definitie. O ecuatie de forma f(x) = 0, unde f # 0 este un polinom, se numeste
ecuatie algebrica cu o singurd necunosculd.

Teorema lui Abel- Ruffinz' Ecuatiile algebrice de grad mm mare decil
patru nu se pot rczol va prin radicali.

Teorema lui D’Alemberi-Gauss. Orice ccuatie algelricd
apa®™ - @A™l L L+ oy =0,

de grad mai mare decit unu sau cgal cu uny, are cel putin o rddicind (com
plexi).

Teorcmd. Daci un polinom f de gradul -se anuleazi pentru # + 1 numers
distincte, atunci f = 0.

Formulele lut Viéle. Dacid uumgrcle compIc‘(e X1, Xy ey Xq sint radécinile

polinomului f € C[X], f = agX" + ¢;X"™1 + ... ay,, a5 # 0, aturci

0
Yt 2+ Ag= — —
de

Xids - T Atn e XXy -~ - Xn_1¥n = —

Qe

s

KyXaXg = XyXeXy - G- XpogXpoXp = — —

“e

: . + k QK
23Ky ver VE I Ei%e ey KRy ARy A sl i A A A= (1)

2:17.1.8. Formula lui Taylor si formula Iui Mac-Laurin
pentru polinoame:

SO+ ) = SX) T S1X) S e 2 f()
& XB
J(X) = f(0 )*‘ = f’(O) + f"( ) s -r-—lf\")( ).
AR



2.17.2. Polinoame cu coeficienti veals.
Ecuatii algebrice
Teoremd. Orice polinom fe R [X] de grad impar are cel putin o riddicin
reald.
-Teoremd. Dacd un polinom f€ R[X] admite pe « = a + 7b, b 5% 0, drept
riiddcind, atunci el admite ca ridicind si pe o. = a — 1b, adicd f (@ + b)) = 0=
>/ (@ — ib) = 0. Ridicinile « si % au acelasi ordin de multiplicitate.

Teoremd. Orice polinom f.e R [X], grad f = 2, are un numir par e ridicini
complexe,

Teoremd. Dacd f este un polinom cu coeficientii reali $i pentru a, beR
avem f (a) - f (b) < 0, atunci f are cel putin o rddicind reald intre a si b.

Teoremd. Intre doud rdddcini reale consecutive ale lui fe R [X] exista
cel putin o radédcind a lui f7.

Teoremd. Intre doud radicini reale consecutive ale derivatei lui fe R[X}
existd cel mult o rddicinid a lui f.

Teoremd. Un polinom f e R [X] este ireductibil dacd si numai daci este de
forma f = aX + b, cua # 0 sau f = aX® + bX + ¢, cu a % 0si b? — 4ac <0.

Teorema factorizdrii. Orice polinom fe R[X] de grad mai mare decit ¥
sau egal cu 1 poate fi factorizat (descompus in factori ireductibili) astfel

f=ag (X — x)br ... (X — xp)Pk (X2 + 0, X + )11 oo (X2 + 55X + c5)7e
unde %, .., ¥k €R. iar b} — 4e; < 0....,52 — 4¢3 < 0.
Strul lui Rolle. Fie fe R[X] un polinom §i ¢, ¢, ..., ¢y rédécinile reale ale
derivatei f°. Fie | ¢j| < M, j = 1, m. Atunci sirul
f(= M), f(e)), [ (), oo ] (cm). f (M)

se numeste sirwel lui Rolle asociat polinomului f.

Teoremd. Numdrul ridicinilor reale simple ale unui polinom fe R [X}
este egal cu numirul de variatii de semn ale girului lui Rolle al lui f.

Exemplu. Pentru f = 3X* —4X% — 12 X3 12 avem
f=12X(X*—X —2). Deci ¢=—1, ¢, =0 si c;=2.
Construim sirul lui Rolle

¥ | = T F S P +00

R RAL A R

Rezultd ca polinomul f are doud ridicini reale simple #; € (—o0, —§
$i v, (2, +00).’

2.17.3. Polinoame cu coeficienti rajionali.
Ecuatii algebrice

Teoremd. Dacd un polinom feQ [X] admite pe o =a + b J—(f (a, b€,
b# 0, de R\ Q) drept ridicind, atunci el admite §i pe a = a — & /—_ca. ridi-
cind, adlcéfa—.—bﬂ O=~f(a—b\/—)_0 a+b\/—$n a—de aw

acelasi ordin de multiplicitate.

 — Tabele si formule matematice — c. 1/ 313 g1




2.17.4. Polinoame cu coeficienii intregi
Tecremd. Dacd un polinom feZ "N}, grad f = 1, admite o ridédcind ratio-
“ >

nali o ==, (p,q) =1, atunci p divide termenul liber an (adici p|an),

q
dar g divide coeficientul dominant @, (adicd ¢ a,).
In particular dacd f e Z [.X] arc o rididcind intreagd oo = #$, atunci aceasta
«wste un divizor al termenului liber ap.

2.17.5. Aproximarea rdddcinilor irafionale ale
polinoamelor fe R[X]

M:toda coardei (Regula falsi ): Dacife RTX]arein (a, b) = Ro ridicing x,
Zitunci

Kl e Tt 7(0)- “)

Metoda tangentei saw metoda lut Newton. Dacit fe R[X] are in (o, b)) € R
o radicind ap, atunci

P IS &L (2)
7 (a)
san
Xg 200 2L (3)
()

Exeinply. Fie polinomul f= X% L X? _ 21X — 20, Se stie ci el admite
radicing xp € (4; 5). Sa se determine x, cu doud zecimale exacte.

Solutic. Numidrul x, este ridicind a lui f, deoarece f(4) = —24 < 0 si
f(5) =25> 0. Ludm 4 (4, — 24) B (5.25) pe graflicul lui f. Avem astflel
=, b =5, fla)—" =324 f{b) =125. Cudormala (1) gasim

\
1
2y =4 = — (=24 x, =45 (z)
49

Pentru a aplica formula (3). calculim derivatele lui f si anume f7 = 3X® 4
42X — 21, f" = 6X 4 2. Observim ¢d f7(x) > 0, VYa e (4; 5). Avem apoi
f(b) = 64, iar (3) nc perimite s scriem

= iras e e L6 (8)

Fiscare din numecrele definite de (z) si (2) este o valoare aproximativi
pentru 1.

Putem obtine o valoare mai apropiatd de x,, care se afli in intervalul,
{4,3; 4,6), dacd iteram procideul. Deci vom porni de la A4, (4.5; —3.125)
si 2y (4,05 1,890) si vom gisi

a3 o 4,56224, respectis x5 = 4,56331,

4

Evident riddcina z,, calculatd cu doull zecimale exacte, este x, = 4,36.
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2.18. Structuri algebrice

.2.18.1. Lege de compozitie inlernd

Lege de compozitie interna definitd pe o multime E $ (. Orice aplicatie ¢
definitd pe E X E cu valori in E:

9:E X E—E, (x, 3)— 9, ¥)

se numeste lege de compozitie internd sau simplu lege internd.

Elementul @(x, 3) din E se numeste compusul lui x cu y prin ¢ si este un
clement unic.

Notatii pentru legea @ :%. 0, 1, T, A, V, +, - @, ®. In notatie aditi-
vi scriem @(x, ¥) = x + ¥, iar in cea multiplicativd o(x, y) = xy.

Exemple. Se stie cd Yx, ye N avem x + ye N, xy e N. Deci adunarea st
inmulfirea numerelor naturale reprezintd legi de compozitie interne definite
pe N.

Payte stabild a unei multimi E % (5. O submultime S a lui E cu proprictatea
Vx, ye S, o(x, ) €S
' numeste parte stabild a lui E in raport cu @.

Exemplu. Submultimea P a numerelor intregi pare este o parte stabild
a lui Z fatd de adunarea numerelor intregi.

Proprietitile legilor interne.

Asociativitatea. O lege de compozitie » definitd pe E X E cu valori in E
se numeste asociativd dacid

Vx,y,2€E, (xxy)sz=xx% (y*2).

Tn notatie aditivi aceasta se scrie: Vx, ¥y, 2€E, (x +y) +2z2=2x+ (v + 2),
uir  in notatie multiplicativd aceasta devine Vx, y, z€ E, (xy) 2 = z(y2)-

Exemple. 1) Adunarea si inmultirea numerelor rafionale sint legi de
compozitie asociative.

2) Scaderea si impdrtirea numerelor reale nu sint legi de compozitie aso-
clative.

3) Compunerea functiilor definite pe E cu valor1 in I este o lege de com-
pozitie asociativa.

Comutativitatea. O lege de compozitie = definitd pe E X E cu valori in E
«e numeste comudativd daca

Vx,yeE, xxy = yx*x.

Exemple. 1) Reuniunea si intersectia multimilor sint operatii asociative
1 comutative.

2) Compunerea translatiilor este o lege de compozitie asociativi.

Elementul neutru. Un element e € E se numeste element neutru peutru o
lege de compozitie = pe E, dacd Vye E, x*e = ex x = x.

Exemplu, Zero este element neutru pentru adunare pe N, Z, Q, R, iar }
vute element neutru pentru inmultire pe N, Z. Q, R.
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Teoremd. Dacd o lege.interni admite un clement neutry, atunci actsta
este unic.

Elemente regulate (simplificare la stinga si simplificare la dreapta). Fie E
©0 mulfime nevidd inzestratd cu o lege de compozitie *. Daci din relatia x x @ =
= x % b rezulti a = b, spunem ¢d x este clement (din E) cu cdre putem ,,sim-
plifica” la stinga. Dacd din relatia a « y = b * y rezulti a = b, spunem ca
y € E este un element cu care putem ,simplifica” la dreapta.

Exemplu. In (N. +)avema -+ x = ¥ +~b<>a —=1>b, a, b, xeN. In schimb
din (N, ) din 2-0 = 30, nu putcm deduce 2 =.3.

Elemente simetrizabile. Un element x € E se numeste simelrizabil fatd de
degca * (cu elementul neutru ¢), dacd 3z’ € E. astfel incit 2" ¥ v = 2% 2" = ¢,

Elementul x” se numeste simetricul lul x §i este unic.

In notatie aditivid ¥ = — x si se numeste opusul luil x, iar i notatia
anultiplicativd x” se noteazd x! §i se numeste inversul lui .

Lxemplu. In multimea matricelor patrate de ordinul n, cu elementele
din R, inzestrati cu opcratia de adunare, o matrice 4 are drept simetrica

ped’ = —A, in multmua c]nsclor de resturl modulo 5, inzestrati cu dperatia
A A A
<de inmultire avemn 1 =1 2’ =3; 3= 2, -i' = 4.

Distributivitatea. Fie E o nwltime nevidid inzestratd cu doud legi de com-
pozitic | §i T. Spunem cd legea T este distributivd fatd de legea. | , dacd

VYx, 3, z€e E, avem
AT L) =T LETa
y LT x=(TxnLETa

{Distributivitatea celei de a doua legi fati de prima lege, la stinga si la
dreapta).

Il

Exemply, In multimea P(E) a pirtilor umei multimi E intersectia este
«distributivd fatd de reuniune si reciproc.

2.18.2. Grupuri

Definitle. O multime G nevidd inzestrald cu o lege de compozifie * se numeste
grup, dacd verificd urmdtoarcle axiome (numile axiomele grufpului ):

17 Yy, 9, 2€0, (r*3) %z = x#(y=z:) (asociativitate)
G, :3eeCG, VrxeG, xxe=¢*x=rx (cxistdi element neutru)
G;:Vxe(, 32'€G, x+x' = x"* x =¢ (oricc » are un simetric 2’)

Dacd in plus legea verificd si axioma:

G, : Vx, yeG, x#*y =-yxx (ccmutativitate), atunci grupul (G, s) se
numeste comulativ sau abelian.

Exemple: (Z, +), (Q% -) sint grupuri abelicre; (R, *) nu este un grup
fiindcd 0 nu arc simetric; (N, ) nu este grup fiindcad elementele nu au sime-
trice: tot in N.

Multimea rddicinilor ecuatiei 22 — 1 = 0 {formeazi un grup multiplicativ
abelian,
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Grupul Tui Klein ({e, &, b, ¢}, 9)

[} € [ B ¢,
e e | .5 c
@ a e c b
b : b c e a
[ c b e e

este un exemplu de grup cu 4 clemente.
Operatii intr-un grup (G, *)
1. Vx,a,beG, i¥a= xxb=a=b.
Vy,a.beG, axy=bsy=a=>0

2. Intr-un grup (G.*) ecuatiile x*a=>b si cx x =d, VYa, b, ¢,deG, an
solutii unice in G, anume x = bxa’ i y = ¢' = d. .

3. Fie G un grup multiplicativ. Dacd punem, Va € G si
e, fo=—=0 : y
¥YneN,a*=4¢ atunci avém
a®dd, el
Yin, gt £ N, aPa = ot (@)% = g™,
Accste proprietdti.-cu ajutorul definitiei: Vi e Z)N, a® = (a~")7), se extind
si la exponenti din Z.

2.18.3. Inele

D:finitie. O multime A nevidd, inzestratd cu doud legi intevne (pe care le
vom nota + si - ) se numeste inel, dacd verificd axiomele urmdtoave (nlemite
axiomele inelului ): ’

Gy:Vxy.2ed, (x+y)+2=x+(y+2)
G, i H0ycdl Yred Oy 4+ b=340s= %
Gy,:Vxed, 3’ e d; x+x’=x-{-x=04.
Gy:Vx,yed, x4+ y=y+ x

Ry Vx, 1 2ed, (29)z = x(y32).

My 3lged, Vred, z:1p=lq-x=z%,
Dy Nz, v, zeA; Jlr(y+z)=;{y+x'z.
D,:Vx y zed, (y+2) %= (yz) + (22).

Dacd inmultirea este comutativd [V, v € 4, xy = yx], inclul 4 se numcste
inel comutaliv. ;

Elementele care admit simetrice fati de inmultire se numesc unildfi san
elemente inversabile ale inelului.

Un inel este {ird divizori ai. lui zero, dacd pentru. x % 0 si ¥ # 0 avem
xy #£ 0.
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Exemple. (Z, +, +) este un inel comutativ numit inelul intregilor raticnali.
Q, +, *), (R +, ), (C. +, -) sint inele comutative. De asemenea avem inelele
:le polinoame Z[X], Q[X], R[X], ([X] si inelul claselor de resturi moduloz.

Reguli de caleul inty-un inel: =~ ©»
DOV e S0 =0y =03

9 Op ot Ly

) Vv, yed, x(—y)=(—x)y = — xy.

(9%

b

) Vx,yed, (— %) (—y) = x3.

5) Vxed. — (— x) = x.

6) Vy,y, 2€d avem x(y —z) =2y — 22 §i (x —¥) 2z = xz — 32

7) Intr-un inel fird divizori ai lui zero este valabild simplificarea la stinga

si Ja dreapta.

2.18.4. Corpuri

Definitie. Un inel K pentru care Og # 1k 51 orice x din K, x # Og are un
simetric x71 fafd de inmultire se numeste corp.

Un corp sc numeste comutativ, dacd inmultiréa este comutativi.

Deci axiomele corpului comutativ (K, <+, *) sint:

A Vx,v,zeK, (x+y)+z=24 (y + 2.

A, 30ke K, YxeK, Og+ x2=x+ 0 = x.

A, Vrxek, 3{—x)eK x+ (—x) = (—x) + » = Ox.
Ay, Vx,yeK, 24+yv=9+ x

Ny Vo, s ze H, (2)) 2 = xys).

M, 3 lge K, VYxeK, %-1g= Ixx = x.

Mg vVre KN Op! N2 e K, et = w sl =] g

M, V1. ye K, 2y = gz,

D Vax y 2eK, 2(y +2) = %y + 22

Exemple de corpuri comutative, (Q, +, ), (R. +, ¢) si (C, +, *).
>

Corpul claselor de resturi modulo, p, cu p numdr prim (p = 2).
AMultimea matricelor

(" A A A A A A A A A A A
fo o 01 Dy g8 <0 || = 2
iA A’ A A! A A, A A’ A A’ A A,
S 2 O 1 0 L0 1 2 1 1 1

A A A A A A

(2 0 2 1 2 2

] b
A A A A A A
Vol 2 ) i i

cu clemente in Z;, inzestratd cu adunarea si inmuiiirea, este un corp.
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Teoremd: 1. Corpurile nu admit divizori ai lui zero.
2. Elementele diferite de zero dintr-un corp formeazd un grup fatd de
inmultire.

2.18.5. Morfisme (omomorfisme)

Fie E si F doud multimi inzestrate cu structurile algebrice (S) si (7).
Admitem c sint date o aplicatie asociind la fiecare lege interni T relativa
la S o lege internd | pe F relativd la (T) sio aplicatie asociind la. fiecare
lege externd = pe. E, avind drept domeniu al operatorilor pe Q, o lege externi.
= pe F, cu acelasi domeniu de operatori, aceste aplicatii fiind bijective.

O aplicatie f : E — F se numeste morfism relativ la structurile (S) si (7)
daca

) Vo, yeE, flx_1y) =/[f(x)TI1»)
2) Y (h x)e QxE, f(h* x) = &% f(x).

Morfism (omomorfism ) de grupuri. Fie (G, *) si (G’, +) doud grupuri. Se:
numeste morfism de grupuri o aplicatie f: G — G’ pentru care

Vr.yeG, flxwxy)=1(x)-f()-

z 0
Exemple. 1) Aplicatia f:(R*, <) — (M,(R), *), cu f(x) = (0 ]' unde
! X

M, (R) este mulfimea matricelor nesingulare de ordinul al doilea cu elemente-
reale este un morfism al grupului (R*. -) in grupul (M,(R), -).
2) Grupul multiplicativ al numerelor complexe nenule este omomorf cu

grupul multiplicativ al numerelor reale pozitive prin f(z) =|z]|.
Teoremd. Dacd f este un morfism de la G la G, atunci f(¢) = ¢’ 5i YreG
avem f(x') = (f(x))"-
Morfism (omomorfism ) de inele. Tie (A, +, ) si (4’, +, -} doud inele.
Se numeste morfism de inele o aplicatie f: 4 — A’ pentru care
Vx, yed, f(x +y) =1(x) +J00); f(xy) = 1(x) - f(y): A1) = L.

Exemple. 1) Aplicatia care asociazi oricirui intreg rational clasa de res-
turi modulo » este un morfism al. inclului (Z, +, -) in inelul claselor de res-
turi modulo n, (Z/nZ, +, -).

2) Aplicatia f: (C, +, ) = (Z + V2Z, +, +), de la inelul numerelor com-
plexe la inelul numerelor de forma a + VZb, cu a, beZ definitd prin

fla+1b) =a+by2
cste un morfism de inele.

Morfism (omomorfism ) de corpuri. Fie K si K’ doud corpuri. Se numeste
morfism de corpuri o aplicatie f care este un morfism de inele de la N la A'.

2.18.6. Izomorfism

Fie E si F dou4 multimi inzestrate cu structurile algebrice (S) si (7). Se
numeste izomorfism al lui E in F, orice morfism bijectiv.
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Rezultd astfel imediat definitiile izomorfismelor de grupuri, de inele si
de corpuri.

Exemplu. Fie grupurile (C, ) si (C, +), unde Vx, 3ye€C, x ey =23 + y + 1
St zry=24+9y+ 1L

Atunci f: C—-C cu f (2

= 1z. este un izomorfism de grupuri.
Inelul intregilor lui Gaus |

x + 1y, x, y€Z}, +, *} este izomorf

=y
N
N
Il

)
s
x ¥\l
<u inelul matricelor | A = x, ye€Zy, <, -] prin functia cu valori

—y x
. 3 X b

matriceale: f{x + 1y) = | '
—_1’ X

2.18.7. Automorfisme

Se numeste automorfism orice izomorfism de la E la .

Exemple. 1) Fie E grupul multiplicativ al numerelor reale nenule. Atunci
f(x) = x*™+1 s e N, este un automorfism de la E la E.

2) Fie 4 uninel. Dacd a € 4 admite un invers a1, atunci f(x) = & X a™!
este un automorfism al lui 4.

3) Fie (C, 4, *) corpul numerelor complexe. Aplicatia {: C— C, cu f{z) = %
este un automorfism de la C la C.

2.18.8. Endomorfisme

Se numeste endomorfism ovice morfism de la I la L.

Exemplu. Fie E grupul multiplicativ al numerelor reale nenule. Atunci
J(x) = 2™, m e N*, este un endomorfism de la E la E.

2.19. Spatiu vectorial
2.19.1. Lege de compozitie externd

Definitie. Fie Q si M dowd multimi nevide. Se mmwmeste lege de comnfporitie
externd orice aplicatie de la Q2 M la M.

Astfel Ja orice ¢ din € si x din M corespunde un singur element (o singurd
imagine) in M si pe care il (0) vom nota @ * x sau Y{z. x).

Se scrie §: QXM — M sau (o, x) > a* 1.

Multimea Q se numeste domeniul operatorilor, @ € Q purtind numele de
operator sau scalar, iar multimea M se numeste mulfumea vectorilor, orice
x € M numindu-se vector.

Orice lege internd » definiti pe EXE cu valori in E, (x, y)/1— 2 =3,
poate fi consideratd drept o lege externd dacd, domeniul operatorilor nu
mai este ,exterior” fatd de E, ci este tot E (in cele ce urmeazi vom vedea
<& R este un spatiu vectorial pe el insusi, considerind multimea operatorilor R,
sar multimea vectorilor de asemenca R).

Exemplu. Inmultivea vectorilor de }:ozzhe cu un <calar Fie Q = Rsi M = R?,
multimea wvectorilor de po7mc 7 =2x1 + y] + zk ai punctelor P{r ¥ 2)
din R®. Prin dcfmme (a. 7 )1i—a7 reprezintd vectorul de pozitie al unui punct P,
definit astfel: se afld pe dreapta determinatd de O si P,
de aceeasi parte cu I? cmd a> .0 si in partea. opusd cind &« < 0. L -egea de com-

pozitie externd definitd pe Rx M cu valori in M, cu («, 7)|—> a7 se numeste
inmul{irea vectorilor de pozitie cu scalari.
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2.19.2. Spafiu vectorial

Fie (K, +, *) un corp comutativ, M o multime inzestratd cu o lege da
compozitie internd notatd aditiv si fic o lege externd de la K X M la M,
notatd multiplicativ.

Se numeste spatiu vectorial peste K tripletul (M, 4, -) care verificad
urmatoarele axiome:

L Vx,y.2eM, (x+9) +2=2x+(y+2)

o

Vyv,yeM, x+yv=y+=x

3: a_OMEA[, VyxeM, x+ Oy =0pn+2x =x

. VxeM, I (—x)eM, x4 (—z) = (—2x) + x =0y
o)

S Woxe M. lpx=—x

1
{6. Vo, BeK, Vxed, a(Px)= («f) x

{7. Va, Be K, VzreM, («+ B)x=ax+ PBx
[11I
8. YaeX Vx.yeM, or+y) =ax+ ay.

Exemple. 1) Fie K =R = M; atunci (R, +, ©) cste spatiu vectoria
peste el insusi. ;

2) Multimea solutiilor ecuatiei diferentiale " + 9y =0, M = {p :[a.b] =
“ R-— R|9”(x) + ¢(x) =0, Vxe(a,b)} inzestratd cu operatiile naturale
«¢ adunar a functiilor si de inmultire cu scalari a acestor functii, este un

patiu vectorial pestc R.

3) Multimea C a functiilor definite si continue pe un interval [a. b] = R,
cu valori reale, este un spatiu vectorial peste R fatd de operatiile naturale
(v adunare a functiilor (Vf.geC si Vrela, bl. (f+ g)(x) = f(z) + g(x))
o« de inmultire a acostora cu scalari (YAe R si VfeC, (Af)(x) = Af(x)).

Consecinte ale axiomelor spatiului vectorial.

1. Ya. BeER si Vr.yelM, avem o(r —)) = ax —ay Si (x — 8) # =
ax — Px.

2. Va€ K, aOp = Oyr.
3. YxeM, Ogx = Oy
4 VxeM, (—1lg) x = —=x.

5. ax = Oy = a = Og sau ¥ = Opy.

2.19.8. Bazd. Dependentd si independenid liniard

Bazd. Fie M un spatiu vectorial peste K. Elementele e, e,, ..., &5 din M
constituie o ba:d a lui M daci:

”
1y YreM, o . 7,.»6"1{ astfel incit x = Ediei-

=1
”

2) 2 aje; = 0, cu ey ..., 2p € K, implicd o =y = ... = &g = Ox.
i=1
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Exemple. 1) Vectorii ¢; = (1, 0), ¢, = (0, 1) constituie o bazi a spatiului
vectorial al vectorilor de pozitie din R,

2) Vectorii ¢ = (1,0, 0), ¢, = (0, 1, 0) si 3= (0, 0, 1) constituie o baza
a spatinlui wvectorial R,

Cembinatie liniavd cu cocficienti in K. Fie x € M un vector. Vectorul s
este o combz;zalze liniard a vecloriler Jl X3, wy, A din MM, dacd Zoy, oy ooy a.,EK
astfel incit

X=X T e T OmAme

Indefendentd liniard. Vectoril &y, ..., xy din M se numesc liniar independents
dacd

%X+ wa X o T Um¥mo= O3, 04y ®os a0 € K,
implicd o) = %, = ... = am = Of.
Exemplu. Vectorii (1, 0 si (0, 1)'din R* sint liniar independenti sau distinc{ii
Dependentd liniard. Vectorii xy. ..., xm € M se numesc liniar dependenti.
daci Ja,, ..., o € K. nu toate nule, astlel incit si avem

%1% -+ oo T+ omAm = 0a1.

Exemplu. Vectorii (2.2) si (1. 1) din R? sint liniar dependenti, fiindcia
(2.2 —2(1, 1) =0,
Ceordonatele unui veclor tinly-o bazd. Dacid e, €, ..., g cste o bazd a spa-

tiulut vectorial M peste K si x e M, alunci scalarii oy, ..., ¢, € K, unic deter-
n

minati, astfel incit sd avem x = E w;icq, S¢ numesc cocrdonatele vectorulud
i=1
x in baza respectiva.

’ -

Exempli. Vectorul de poziti 7 (2, 3) in baza e;=(1. 0}, £, = (0. 1) din.gc
are coordonatele o, = 2 §t ¢, =3 .
2.19.4. Transformdri liniare

Fie M si M’ doud spatii vectoriale peste A Orice aplicatie T : M — M’ se,
numeste transformare liniard sau operatic liniard, dacd are proprietitile:

H Nz e, Te4») =Tz} 5 L(H);
2} ' VYee K, VxeM, Tlax) = o1 (x).

Exemple. 1) Fie CY1) multimea functiilor de clasi G2 delinite pet ).

i » - - - . 1 es . . -
Fie — operatia prin carc unei functii din C! ii asociem derivata sa. Deci

dx !
{Tfl(x) = (i f'] (x) = f’(x). Accastd operatie este o operatie liniard.
L dx -~
2 Transformarea dela R? la R? deflinitd astlel:
=+ W=%—u

este o transformdre liniard.
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2.20. Folosirea tabelelor 2.1 —-2.7

Tabela 2.1. Coeficienti binomiali

Tabela confine ceeficientii binomiali, CE, 0 < & < ». care apar in dez-
5 7
voltarea binomului lui Newton: (a + )" = E Ckan-¥p*, In prima coloani
: k=0
se di n, iar in celelalte C3, ..., CB de la n = 1la n = 15. Folosirea tabelei este
imediati: ne alegem » $i apoi, pe acecasi orizontald cu », cmm Ckk=01..n
care ne intereseazi.

Tabela 2.2. Logaritmii zecimali ai numerelor de 1a 1 }a 100

In aceasti tabeld sint date mantisele sau pirtile zecimale ale logarif-
milor numerelor intregi cuprinse intre 1 si 100. In coloana N sint trecute
numerele de la 1 la 99, cifra zecilor fiind scrisd o singurd datd. Modul de
utilizarea al tabelei rezulti imediat.

Tabela 2.3. Logaritmii zecimali ai numerelor de la 100 la 10 000

fn aceasti tabeli sint date mantisele numerelor intregi cuprinse intre
100 si 10 00Q. Numerele formate din trei cifre se gisesc in coloana N, iar
in coloana aldturatd (coloana 0) se afli mantisele respective. Pentru usurinta
citirii mantiselor, primele lor doud cifre n-au fost scrise decit o singurad dati
si numai in coloana 0. Daci numercle au patru cifre (ale cdror prime trei
cifre se afld in coloana N. iar a patra in fruntea uneia dintre celepzece coloane
aldturate), atunci ultimele trei cifre ale mantiselor logaritmilor respectivi
si gdsesc la intersectia liniei numarului format de primele trei cifre cu coloana
care are deasupra cifra unititilor; grupa de doui cifre cu care incepe mantisa
se ia din coloana 0, pe aceeasi linie sau mai sus, In cazul cind ultimele trei
cifre sint insemnate cu o stelutd, primele doud cifre se iau din rindul urmator.

Se pun doud probleme in calculele cu logaritiii: aflarea logaritmului
unui numir dat si aflarea numdirului al cirui logaritm a fost dat.

Problema |
Cazul 1, Numirul are mai putin de trei cifre, adicd se giseste in tabele.

Exemplu. Sa se afle 1g 542,3. Netinind seami de virguld, ciutim mantisa
{ogaritmului numirului 5 423, ale cirei ultime trei cifre le aflim la interséctia
liniei nmumirului 542 din coloana NV si a coloanei lui 3; gisim 424. Addugind
si primele doud cifre, 73, mantisa cdutatd este 73 424; deci

lg 5423 = 3,73 424
(caracteristica, sau partca intreagd a logaritmului, este 3} si
lg 542,3 = 2.73 424

(caracteristica este 2).

Cazul 2. Numirul considerat are cinci sau mai multe cifre, deci nu se
gisegte in tabele.

Exemply, Si se afle 1g 23 438,

CAutdm mafl intii mantisa logaritmului numirului 2 345; gdsim 37
{am luat 37 I loc de 36, intrucit ultimele trei cifre ale mantisei au o steluti).
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Peci

lg 2345 = 3,37 014
Bar-
lg 2 346 = 3,37 033.

Mantisa logaritmului numdirului 2 345,8 este cuprinsd intre 37014 si
37 033, intre care existd o diferentd de 19 uniti{i de ordinul al cincilea zecimal.
Admitind cd cresterea numarului este proportionald cu cresterea logaritmului,
urmeazd cd unei cresteri cu o unitate a numirului 2 345 ii corespunde o
crestere.a logaritmului cu- 19 unitidti de ordinul al cincileca zecimal. Deci cres-
terii de 0,8 unitéti ii corespunde o crestere de 0,8 x 19 = 15,2 sau aproximativ
de 15 wnititi de ordinul al cincilea zecimal al logaritmului. Asadar mantisa
logaritmului ‘numirului 2 345,8 este egald cu 37014 + 15 = 37 029 si deci

Ig 2 345,8 = 3,37 029.
Urmeazd, cd
1g 23458 = 4,37 029.

Im scopul ugurdrii calculelor, in cazul cind numdérul al ¢drui logaritm se
cautd are mai mult de cinci cifre, pentru a g#si cresterea corespunzitoare
a logaritmului se folosesc pértile proportionale scrise in mltima coloanid P.P.

Exemplu. Si se afle logaritmul numérului 147 756. Se cauti intii mantisa
logaritniului numarului 1477,56. Pentru aceasta se afld in primul rind man-
tisa logaritmului lui 1477; se giseste 16938, apoi mantisd logaritmului luid
1478 si se giseste 16967. Diferenta intre aceste doud mantise este 29 de
unititi de. ordinul al cincilea zecimal. Cresterii numirului 1477 ci 0.56 ii
corespunde o crestere a logaritmului egald cu 0,56 X 29 unitdti de ordinul
al cincilea zecimal. Seevitd inmultirea. ciutindu-se in coloana P.P., coloana

care are scris in capitul ei valoarea 29; la intersectia acestei coloane cu linia

lui 5 (care reprezintii zecimi) se giseste 14,5 & 15 unitdfi de ordinul al cin-
cilea zecimal care reprezintd cresterea logaritmului pentru cresterea numirului
cu 0,5. La intersectia coloanei lui 29 cu linia lui 6 se gdseste 17,4 unitdti de
erdinw al cincilea zecimal, corespunzitoare unei cregteri a numarulut cu 0,6;
unei cresteri a numdirului cu 0,06 ii-corespunde o crestere a logaritmului cu
1,74 & 2 unitdti de ordinul al cincilea zecimal. Deci mantisa ciutati este
16938 4 15 4 2 = 16955, iar lg 147756 = 5,16955.

Preblema 2

Cazul 1. Mantisa logaritmului se gdseste in tabele si deci numdirul se afld
imediat,

Exemply. Sa se afle numdrul al cdrui logaritm este 1,91 089.

Se cautd in coloana O pind cind se gisesc primele doud cifre ale mantisei
care sint 91; acum se afli foarte usor $i ultimele trei cifre, 089. Pe linia Iui
089, i caloana N, citim 814 iar pe coloana lui 089 citim 3; deci tinind seama
de caracteristici, numirul ciutat este 81.45.

Cazul 2. Mantisa nu se gidseste in tabele.

Exemplu. S4 se afle numirul al cirui logaritm este 2,73 129, Din tabele
se deduce ci mantisa logaritmului numirului ciutat este cuprinsi intre 73 127
si 73 135 cirora le corespund numerele 5 386 si 5 387; ea este mai apropiati
de 73 127 de care diferd prin 2 unitdti. Diferenta dintre mantisele 73 135
si 73 127 este de 8 unititi. Admitind iardsi ci cresterea numerelor este pro-
porfionali cu cresterea logaritmilor respectivi urmeaza ca unei cresteri 2 man-
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tisei cu 8 unititi de ordinul al cincilea zecimal ii corespunde o crestere de @
unitate a numdérului; asadar unei cresteri de 2 unitdti a mantisei corespunde o

2 e S S :
crestere deg = 0,25 unitdfi sau aproximativ de 0.3 upititi a numdrului.

Tinind seama de caracteristici, numirul al cirui logaritm este 2,73 129 este
538,63. Se mai poate gisi cresterea corespunzitoare a numdarului cu ajuterul
ultimei coloane P.P.

Tabela 2.4. Antilogaritmi

Cu ajutorul acestei tabele putem afla numerele (antilogaritmii) cores- |
punzatoare unor ]ogaritmi dati. Mantiscle ]ogari(mi]or sint date cu trei cifre, |
pnmele doud aflindu-se in coloana intii, iar a treia in capul uncia din ccle
zece “coloane-urmitoare. Modul de folosire este fearte simplu. De exemplu
si se afle numirul corespunzitor logaritmului 1,7423. Ciutdm mai intii numéarnl |
corespunziitor logaritmuloi 1,742; ]a. intersectia liniei lui 74 cu colcana lui 2 }
aflim- numirul ciutat 5521 (uu tinem seama de virguld). Difererta intre |
numdrul urmitor si acest numir este 13 care corcspunde unei cresteri cu o
“unitate de ordinul al patrulea zecimal al mantisei. Deci cresterii cu 0,3 a man-
t.sci corespunde o crestere de 0,3 x 13 =39 = 4 a nvmirului. Asadar ||
numo.rul ciutat, tinind seamd de caracteristicd, este 55,25. ‘

Ta bela 2.5. Logaritmii naturali ai numereler de la 1,00 la 9,59

Tabela se foloseste simplu. De exemplu, si se afle In 2,37. La intersectia
liniei 2,3 cu coloana lui 7 se gdseste logaritmul ciutat: 0,8629.

Combinatd cu tabela 2.6 (logaritmii naturali ai puterilor Iui 10), aceast}
tabeld poate {i folositd si pentru aflarea logaritmilor naturali ai alter numere \
care nu figureazd in 2.3,

. Exemplul 1. Si se aflc in 734. Avem
In 734 =1n7,34 + In 10* = 1,9933 4 4,6051702 ~
~ 1,9933 4 4.6052 = 6,5985. |
Exemplul 2. Sd se afle In 0,00431. Avem
In 0,00431 = 1n 4,31 — In 10% = 1,4609 — 6,5077333 ~
& 1,4609 — 60,5078 = — 5,44069.

Tabela 2.6. Logaritmii naturali ai puteriler lui 10
Modul de folosire al acestci tabele este evident (vezi §i indicatia pentru
utilizarea tabelei I1.2). :

Tahela 2.7. Multiplii lui 1/M pentru transfcrmarea legaritmilor zecimali
in logaritmi naturali

in tabeld nau fost trecuti multiplii de la 11a.9 ai Tui 1/M, intrucit se
pot deduce usor din multiplii 10. 20, 30 etc. prin simpla mutare a virgulei
spre stinga, peste o cifrd. Modul de folosire este imediat.

Exemplu. Si se alle In N stiind cd Ig N = 0,13:217. Se stie c&

1
In N= —1Ig N,
. M
adicd, in cazul nostru,

In N = -h x0i13217,
M




In N= — X 0,13 - —1- ¥ 0,0021 — _1 x 0,000 07,

Y M A

care se mai poate scrie

1 (5 1 1 1

57 e e 13 Rt it e 31,13 — X 7x -
M 100 M 10 000 M 100 000

TN IR B« . Sae ! o= il :
Cédutind in tabeld multiplii 13, 21 si 7 ai lui 7, obtinem
I
A2 1 =il 1
In N =2993361 x— <+ 48.35429 % -+ 16,118 096 x —
100 10 000

100 000
= 0,29 934 = 0,00 484 -+~ 0,00 016 = 0,30 434.

Tabela 2.8 Multiplii modului M pentru transformarea logaritmilos
naturali in logaritmi zecimali

In tabeld n-au fost trecuti multiplii de la 11la 9 ai lni M, deoarece se

pot deducs .cu usurintd din multiplii 10, 20, 30 etc., prin mutarea virgulei
spre stinga peste o cifrd, Modul de folosire este imediat,

Exemplu. S& se afle 1¢ N stiind ci In N = 1,24514. Se stie ca

lg N = M In N,

in cazul nostru
Iz Ni= M e 1524514
Aceastd egalitate se mai poate scrie
lg V=M x L2+ M % 0,045 + M x 0,00014 =

I 1 1
=M 12 — M XA ——— M o ,
10 1000 100 000

Cauvtind in tabeld multiplii 12,45 $i 14 ai lui M, obtinem

Ig N = 521153 % —1— -+ 19,54325 x — -1— -+ 6.08012 3 <
10 100

100 000
= 0.52115 + 0,01954 + 0,00006 = 0,54075.
Tabel a 2.9. Valorile functiilor ¢Z si ¢ % pentru x € [0, 10]
Aceastd tabeld contine valorile functiilor e* si e~%, x variind de la 0 la 10.
Valorile lui ¥ merg din sutime in sutime de la 0 pind la 4 si din zecime in

zecime de la 4 la 10. Tabela se foloseste prin citirea directd.
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3. GEOMETRIE

3.1. Geometrie pland

" 8.1.1. Teoreme §i velagii in triunghiuri, patrulatere
st poligoane oarecare
1) Triunghiul dreptunghic (fig. 3.1). Nofatii: a — lungimea ipotenuzei;

b, ¢ — lungimile catetelor; S — aria; 4D — indltime; 4 E — mediand;» — raza
cerculul inscris; R — raza cercului circumscris).

a® = b® - % (teorema lui Pitagora ) C

AD* = CD - DB (teorcma ndliimii ) 0

AB* = BD - BC (teovema catetet ) i . &

S=bcj2; a=2R; AD == AB - AC/BC

Ed = EB = EC A & &
+e=2r - a Fig. 3.1

2) Triunghiul oarecare

Notatii (fig. 3.2): a, b, ¢ — lungimile laturilor; kg =lungimea indltimii
ce pleacd din virful 4; p = (@ = b + ¢)/2 = semiperimetrul; & == lungimea
razei cercului circumscris; O — centrul cercului circumscris; » = lungimea
razei cercului inscris; I — centrul cercului inscris ; #g, 7y, #¢ = lungimile razclor
cercurilor exinscrise ; m, = lungimea medianei dusd din virful 4; AL = 1,
= lungimea bisectoarei interioare a unghiului 4; i; — lungimea biscctoarei
exterioare a unghiului 4; S = aria; s = (mg + mp -= m)/2;

a®> = b® L ¢® — 2bc-cos A (teorema lui Pitagora gencralizald)
S L ) e L ;
Mg == o S sMes :,/bc(j)—b)(p—c) (a>b> ¢,
4 b—c¢
lung. bis. ext.);
5 2bc cos —
; 2 —_— l/ 2
ig = \‘,pb((p —a) = 4 = :
b+ec B—-C b +c
€0s
2
: a*be
12 = bc —

&+ o
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!
[
Mg ’I b
g4 L |5
o L
R 0 ,,a
—)
s @, DE A ¢
Fig. 32
ahgy ab ALB C
S=_—-.___ = — = ol -fn_t_ e
> iR pr=(p a) ra \/”a"b’c P > g > g 2
A be sin .
= p(p —.a) tg — 2R% sin 4 sin B sin C = Sar) =
& 2
2sin B si.n € h2 sin B
_./(—a —b _C_{ISIH = 2 =
V(P )\e ) 2sin A4 2sin 4 sin C
; ot §
= »* cotg %cotg? cotg — == % Js(s — mig) (s — mp) (s — myg);
2

(tecrema bisectoarei) ;

Eig. 8.3

B'C’ = acos A_(B'C’— lungimea unei antiparalele) (fig. 3.3)

)
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3.1.2. Teoreme remarcabile

1) Suma unghiurilor unui triunghi este egald cu 180°,
2) Teorema lui Thales. O paraleld la una din laturile unui triunghi imparte
celelalte doud laturi in segmente proportionale: (fig.-3.4):

AD E
DE“ BC= —= _A__ .
DB EG -

¥ig. 3.4

3) Teorema bisectoarei. Biscctoarele (interivard si cea exterioard) unuf®
unghi dintr-un triunghi impart respectiv latura opusi in segmente proportio-
nale cu celelalte doud laturi (lig. 3.5):

Fig. 3.5

4) Teorema lui Stewart. Daci A, B si C sint frei puncte coliniare, in
aceastd ordine, iar O este un punct exterior dreptei pe care se alld cele trei
Jpuncte, atunci avem (fig. 3.6):

042+ BC —OB*+4C - OC*+ AB = AB+ BC - CA.

- ; |
!
i
?

[
o A G
V)
Fig. 3.6
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5) Teerema lui Menelaus: Daci pe laturile BC, CA, AE ale unui triunghi
ABC Iudm trei puncte M, N, P care verificd relatia (fig. 3.7): i

. MB NC PA

M |
B ¢

Fig. 3.7

atunci aceste trei puncte sint coliniare.

6) Teorema lui Ceva. Dacdi pe Taturile unui
triunghi ABC ludm ftrei puncte M, N, P astlel’
incit si avem relatia (fig. 3.8):

MB NC Pa

MC ‘NA PB

= =1

atunci dreptele AM, BN si CP sint concurente, B8

7) Teorema lui Pompeiu. Dacd in planul unui triunghi echilateral 4 BC
Inimun punct 7, atunci cu segmentele 74, IB si IC se poate construi un
triunghi (care poate fi eventual degenerat).

8) Distanta/dintre centrul O al cercului circumscris unui trinnghi si centrul I
al cercului inscris in acelasi triunghi este

1 = 4/R* —Ry.

9) Teorema lui Nagel. Daci O este centrul cercului circumseris unui triunghi
ABC, atunci 40, BO si CO sint perpendiculare pe laturile triunghinlui ortic.

10) Dacé indltimile triunghiului intersecteazd. cercul circumscris in 4’
, : A Moy
I, C’, atunci 4 este mijlocul arculni B’C” ete.

11) Cercul lui Euler (cercul celor 9 puncte). Dacii 4 BC este un triunghi,
ntunci picioarele indliimilor, mijloacele laturilor $i mijloacele segmentelor
1H, BH, CH, unde H este ortocentrul triunghiului, sint conciclice. Raza cer-
cului lui Euler este RJ2.

12) Postulatul lui Euclid. Fiind date un punct 4 si o dreaptd d, care nu
trece prin 4, existd o singurd paraleld la d carz trece prin A.
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13) Dreapta lui Simson. Daci dintr-un punct M al cercului circumscris
triunghiului 4 BC se coboard perpendicularcle MD, ME, MF pe BC,CA §i
A B, atunci punctele D, E, F sint coliniare (fig. 3.9).

7 B\/C
“
Fig. 3.9 i
1
14) Teorema lui Steiner: Dacd prin virful 4 al triunghiului 4 BC ducem

doui drepte simetrice fata de bisectoarea unghiului 4, care intilnese latura BC
in M si N, atunci avem

AB:-CM:CN = AC? - BM : BN.

15) Inegalitdfile triunghiului. Cu segmentele a, b, ¢ se poate construi un
triunghi daci si numaidacia <b -+, b<c+a,c<a-+b sau |b—c|<
<a<b+ec

16) Bisectoarele unghiurilor unui triunghi sint concurente in centrul
cercului inscris in trunghi.

17) Mediatoarele laturilor unui triunghi sint concurente in ceuntrul cercului
circumscris triunghiului.

18) Medianele unui triunghi sint concurente in centrul de greutate al
triunghiului.

19) Iniltimile unui triunghi sint concurente in ortocentrul triunghiului.

20) Un unghi exterior al unui triunghi este egal cu suma celor doud unghinri
ale triunghiului, care nu-i sint aldturate.

21) Intr-un triunghi cu doud laturi neegale, laturii cu lungimea mai mare
i se opune unghiul mai mare si reciproc.

22) Segmentul care uneste mijloacele a doud laturi ale unui triunghi este
paralel cu a treia laturd si este egal cu jumaitate din aceasta.

23) Raportul ariilor a doud triunghiri asemenea este egal cu pitratul rapor-
tului de aseminare al acestora.

3) Paralelogramul (fig. 3.10) @, b lungimile laturilor, d;, d; = lungimile
diagonalelor, ¢ := nnghiui diagonalelor, % = lungimea inditimii, S == aria)
di + di = 2(a* + b?) (teorema paralelogramului)
didysing -

2

&

S =ah = absin B =
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Fig. 3.10 Fig.3.11

4) Dreptunghiul (fig. 3.11) (@, b — lungimile laturilor; d — lungimea dia-
tonalei; @ — unghiul diagonalelor; S = aria)
12 si
Sionbe ety

5) Patratul (fig. 3.12) (@ — lungimea laturii; D = 2R = jungimea diago-
unlei; R — lungimea razei cercului circumscris; S — aria)

2
S =at =-£— = 2R3,
2
A »
?
a g \a
a
B 0
0 az
h
0
a a
a [
C
Fig. 3.12 Fig. 3.13

t) Rombul (fig. 3.13) (¢ — lungimea laturii; d;, d, — lungimile diagona-
It lor;  — unghiul dintre laturile A B $i 4D ; & — lungimea indltimii; S — aria)

2, d,
e o A ah.

Sh=gisineg =

) Trapezul oarecare (fig. 3.14) @ == 4B — lungimea bazei mari; & = DC —

lingimea bazei mici; . — lungimea indltimii; GH — linia mijlocie; dj,

Inngimile diagonalelor; ¢ — unghiul diagonalelor; O — punctul de intere
tie a diagonalelor; S — aria

OF = 0I'; GH= (a--b)J2; PQ=(a—0b)2;

- b) I 1,d, si B
lat )k :ld_zsm@ ; i+ di=AD® + BC? + 24BDC.

»
2

135




Fig. 3.14

8) Patrulaterul inscriptibil (fig. 3.15) (a, b, ¢, d — Wingimile laturilor e,
8, v, 8 — unghiurile patrulateralul; $p — semiperimetrul; 4, d, — lungimile
diagonalelor; S — aria)

A

A
o+ v=08+8 = 180°; By.= 4, ctc.
dy+d, = ac - bd

d BT Teovemele lui Plolemene

d, ad - be

d,d, sin @

S=Jp—ap-b(p—0cp—d=

. Fig. 3.15

9) Poligonul oarecare (fig. 3.16).

Poligonul se descompune in triunghiur si
trapeze. Aria sa, S, ottc suma ariilor pé.r;i-
% PR IR A "

.

S=51+S.:~{'53+S_‘+Sj;

ariile partiale se calculeazd cu formulele cunos=

cute.
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. » - W - (o)
telor lungimilor laturilor este egald cu suma pitratelor lungimilor. diago-
onalelor.

10) Patrulaterul oarecare. Tcorema lui Euler. In orice patrulater suma pa-

clor, plus de patru ori patratul lungimii segmentului care uneste mijloacele
3 "

I'1) .Poligonul regulat cu n laturi

1 or

. 3.17)

inscris intr-un cerc de razd R (fi

Latura: 4B = 2R cos

: 1 2
Aria: S, = — nR? sin
-,

I2) Suma unghiurilor unui poligon convex oarecare cu n laturi este U =
n—2) 180° = (n — 2)=

3.1.3. Cercul

S
(&1

I == lungimea razei cercului; L = lungimea cercului; / = lungimea ar-
% radiani; S = aria cercului).

l = Re:
Li=2pR: 'S =R
2
Aria sectorului AOB = _oi?_
2 5,
Aria:

segmentului s = aria  sectorului
AOB — aria triunghinlui 40B.
Aria unei coroane circulare

I'coreme remarcabile referitoare la cere.

=(R% —1?).

Il In acelasi cerc sau in cercuri egale, la unghiuri la centru cgale corespund
1 coarde egale si reciproc. h

| Diametrul perpendicular pe o coardd a cercului imparte coarda si arcele
punzdtoare in cite doud pérti egale si reciproc.
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A 3) In acelasi cerc sau in cercuri egale, la
arce egale corespund coarde egale si reciproc.
4) Arcele cuprinse intre doul coarde pa-

ralele sint egale.

5) In acelasi cerc san in  cercuri egale,
coardele cgale sint egal depidrtate de centru
si reciproc.

0) Dacd .4 BC este un triunghi inscris intr-un
cerc 'si CA’ este o semitangentd in C, atunci
< B:IC S BCA’ si reciproc (fig..3.19).

A,
Fig. 3.19

3.1.4. Locuri geomelrice fundameniale

1) T.ocul geometric al punctelor egal depdrtate de extremititile unui seg-
ment de dreapti este mediatoarca acelni segment.

2) Locul geometric al punctelor interioare unui unghi egal depiirtate de
Iaturile sale este bisectoarea acelni unghi.

3) Locul geometric al puuctelor egal depéartate de doud drepte concurente
este reprezentat de biscctoarele unghiurilor formate de cele doud drepte.

4) Locul geometric al punctelor situate Ja o distar.tid datd de o dreapta data
este reprezentat de douit drepte paralele cu dreapta dati.

5) Locul geometric al punctelor din plan egal depirtate de un punct dat
este an cure.

6] Locul geometric al punctelor din care un segment de dreaptd se vede
sub un unghi dat este reprezentat de doud arce de cere, care au aceleasi extre-
mitati ca st segmentnl siosint simetrice fati de dreapta pe care este situat
segmentul. ;

7) Locul geometric al punctelor din care un segment de dreaptd se vede
sub un unghi drept cste cercul ce are segmentul respectiv drept diametru.

8) Locul geometric al punctelor N, care impart intr-un raport constant
segmentele determinate de un punct fix 4 si de un punct mobil A de pe o
dreapti datd d este o paraleld la (d), care imparte distanfa de la' 4 la (d) in
acelasi. raport.

9) Locul geometric al punctelor pentru carce raportul distantelor la doud
drepte paralele este constant este reprezentat de doud drepte paralele cu drep-
tele date. ]

- 10) T.ocul gecometric al punctelor pentru care raportul distantclor Ia dou&d
puncte fixe cste constant (5% 1) este un cere.

11) Locul grometric al punctelor N, situate pe segmentele care unesc nn
punct fix .4 cu un punct A mobil pz o dreaptil (d) datd, astlel'incit AN« 40 = k-
este un cere, care trecs prin A st are centrul pe perpendiculara dusid din 4 pe
dreapta (d).

12) Locul geometric al punctelor pentrn care suma pitratelor distanelor
lot la douit puncte date este constantd este un cerc cu centrul in mijloenl seg-
mentnlui cu extremitiitile m ccele douih puncte.

13): T.ocul geometric al punctelor pentru care diferenta pitratelor distante-
lor lor la doudl puncte fixe este constantid este o dreaptd perpendiculari pe dreapta |
determinati de cele doud puncte fixe,
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14) Locul geometric al punctelor care au puteri egale fatd de doud cercuri
date este o dreaptd, anume axa vadicald a celor doud cercuri.

15) Locul geometric al punctelor de putere constanti fati de un cerc
duat este un cerc concentric cu cercul dat, un punct sau multimea vid&.

16) Locul geometric al punctelor egal depirtate de un punct fix (numit
focar) si de o dreaptd fixd (numitd directoare) este o parabold.

17} Locul geometric al punctelor ce au proprietatea ci suma distantelor
lor Ta doud puncte fixe (nnmite focare) este constantd este o elipsd.

18) Locul geometric al punctelor ce au proprietatea cd diferenta distantelor
lor la doud pnncte fixe (numite focare) este constantd este o kiperbold.

Observare foarte imporfantd: Pentru a arita cd locul geometric al punctelor dintr-um
plan m, care au anumitd proprietate P este multimea de puncte L, trebuie si demonstrdm
wi an loe urmitoarele propozitii;

i) Orice punct al-mul{imii L are proprietatea P;

ii) Orice punct din planul 1t care are proprictatea. P aparfine mulfimii L.

3.1.5. Relatii in poligoancle regulate inscrise
intr-un cerc .

Nofatii: R = raza cercului circumscris; Ly = latura poligonului regulat
onvex cu ¢ laturi; a, = apotema poligonului regulat convex cu # laturij
I, = latura poligonului stelat cu n laturi; a, = apotema poligonului stelat.
cu n Jaturi; Py = perimetrul poligonului regulat convexcu n laturi; S, = aria
poligonutui regulat convex cu n laturi

Relatiis

Lyn= Y2R® — RYiRE — L%

1 i =
A== V2Rt L R JIRE 13

3.1.6. Folosirea tabelelor 3.1—3.3
‘Tabela 3.1. Laturile, apotemele si ariile poligoanelor regulate in functie
l¢ raza cerculul circumscris

I'abela se foloseste prin citire directd: pe prima linie sint trecute poligoancle
pulate, iar pe celelalte trei lungimile latuarilor, ale apotemelor si ariile respec-
clor poligoane in functie de R {raza cercului circumscris).

labela 3.2. Puteri, radicali, logaritmi naturali, valori reciproce, lungimi
i arii de cercuri

labela se foloseste prin simpla citire a valorilor ciutate; prima coloand
mitie numerele de la 1 pind la 1500, iar celelalte coloane, diferite puteri,
licali, Togaritmii naturali ete., ai acestor numere.

I'wbelz 3.3. Valori numerice importante (expresii in 7=, g §i ¢)
\lodul de utilizare este evident, In coloana a treia si a sasea sint dafi lo-
poaritmii zecimali ai numerclor din coloana a doua M a cincea.

.
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Tabela 3.1 Laturile, apotemele si ariile poligoanclor regulate in functie de raza R a cercului circumscris

To Qligonul regulat 'rr}i]g]ngt}-iul1 Patratul Pentagonul Pentagonul Hexagonul
c a M
Bt o G e =] foves et s
Tatura (L, sau .L;) e _—
n n R3 Ry2 rY10-2y32 | rRY10+2/52 i
Apotema (ap san a,) RJ2 Ry212 R(y5 -+ 1)/4 R(J5 — 14 RY3)2
-] e ey |
A1ia S5) o 5 2 LS v 3R\ 3)2
Adia (Sn ! 3R 34 2R? —— 10 - 2y5 : Y&
8
Tabelul 3.1 (centinuare)
e Poligonul regulat Octogonul Octogonul Decagonul Decagonul Dodecagonul Dodecagonul
. : e convex stelat convex stelat convex stelat
Elementele \ (n=8) (n==8) (n=10j (n=10) (n=12) (n=12)

Latura (L, san L;)

RV21y2

R(YS5-1)2 R(J5+1)2

Ry 6—42))2

R(Y6 1 2) /2

Apotema (ay sau ay)

rV10-2y 5/4

Ja ]

I(’(\/VE

R(J6—2)/4

Aria (-q n ‘

C2is A T J2i5

4

2
=
)




Tabela 3.3. Valori numerice importante

(expresii in =, g si €)

" Inn o Inn
n 3,1415 93 0,49715 1:m 0,3183 10 1,50285
2r 6,2831 8% 0,79818 1:2x 0,1591 55 1,20182
3n 9,4247 78 0,97427 1: 3n 0,1061 03 1,02573
i 12,5663 71 1,09921 1: 4n 0,0795 77 2,90079
n:2 1,5707 96 0,19612 2 0,63060 20 1,80388
w3 1,0471 98 0,02003 kIR 0,9549 30 1,97997
n: 4 0,7853 98 1,89509 4:m 1,2732 40 0,10491
n 6 0,5235 99 1,71900 6 1,2098 59 0,28100
n: 180 (= 1°) 0,0174 53 2,24188 180°: 7 37°,2957 80 1,75812
o 10 800 (= 1) 0,0002 91 4,46373 10 800”: 7 3437°,74 68 3,53627
. 648 000 (= 1) | 0,0000 05 6,68557 648 000”: 1t 206264",81 5,31443
n? 9,8696 04 0,99430 1wt 0,1013 21 1,00570
V= 1,7724 54 |  0,24857 Virm 0,564190 | 175143
V= 2,5066 28 0,39909 Vii2n 0,3989 42 1,60091
Vm: 2 1,2533 14 0,09806 Vzin 0,7978 85 1,90194
V= 1,4645 92 0,16572 Vin 0,6827 84 1,83428
Vir:s 1,6119 92 0,20736 V3 4 0,6203 50 1,79264
e 2,7182 82 0,43429 i:e 0,3678 79 1,56571
e? 7,3890 56 0,86859 1: e 0,1353 35 1,13141
Ve 1,648721 | 0,21715 Vie 0,606531 | 178285
Vi 1,3956 12 0,14476 Ve 0,7165 32 T.85524
emi2 4,8104 77 0,68219 e~ T 2 0,2078 80 131781
€™ 23,1406 93 1,36438 e~ T 0,0432 14 2,63562
27 535,4916 56 |  2,72875 e—2r 0,001867 | 327125
cty 0,5772 16 1,76134 Inm 1,1447 30 0,05870
M=Ige 0,4342 94 1,63778 1: M =In10 2,3025 85 0,36222
g%) 9,81 0,99167 1:¢ 0,10194 1,00833
£ 96,2361 1,98334 1:2 0,050968 2,70730
Ve 3,13209 0,49583 =Ve 9,83974 0,99298
V2 4,42945 0,64635 n Vg 13,91536 1,14359

1) C este constanta lui Euler}

%) & este acceleratia gravitatiei in m/s®; aici este datd valoarea rotunjits a lui g 12 nivelul mAci}
ol latitudinea 45°—50°,
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3.2. Geometria in spatiu

'3.2.1. Teoreme remarcabile

1) Daci o dreaptd din spatiu esté paraleld cu o drcaptd continutd intr-un
plan atunci dreapta din spatiu este paraleld cu planul.

2) Dacid o dreaptd este paraleld cu doud plane neparalele, atunci ea este
paraleld cu dreapta lor de intersectie.

3) Dacd douid drepte sint perpendiculare pe acelasi plan, atunci ele sint
paralele.

4) Dacd un plan este perpendicular pe doudt plane, atunci el este perpen-
dicular si pe intersectia lor.

5) Dacd o dreaptd e perpendiculard pe un plan, atunci orice plan care
trece prin aceastd dreaptii este perpendicular pe planul initial.

6) O dreaptd e perpendiculard pe un plan, dacd ca este perpendiculard pe
doud drepte concurente din acel plan.

7) Dacd proiectia unei oblice pe un plan ¢ perpendiculara pe o (ll(a.p[(l din
plan, atunci s§i oblica ingisi ¢ perpendiculard pe acea dreapta din plau.

8) Un plan intersecteazi dond planc paralele dupit doud drepte paralele.

9) Dacd doud plane sint paralele, orice dreaptd continutd in unul din plane
¢ paraleld cu celilalt plan.

10) Teorema (proiectici) unghinlui dye pt: Proicetia unui unghi drept pe un
plan paralel cu una din laturile lui este tot un unghi drept si reciproc.

11) Teorema celor trei perpendiculare: Dacd dintr-un punct 4 ducem per-
pendiculara AB pe planul (p), B € P, iar din piciorul B ducem perpendiculara
BC pe o dreaptd (d) situatd in planul (p), atunci AC este perpendiculari pe
(d) (fig. 3.20).

A Reciproca 1. Dacd AB cste perpendi-
culard pe (p), Bep, iar d < p si AC
este perpendicularda pe d, cu C €d, atunci
BC este perpendiculard pe d.

Reciproca 2. Dacd BC este perpendi-
culard pe d, cu Bep, d< p si Ced,
si 4C este perpendiculard pe 4, iard DB

(d) este perpendiculard pe BC, atunci 4B

este perpendiculard pe planul 2.

12) Proicctia wnui segment de dreapld
7 pe un plan: Proiectia segmentului de
1p) dreapti 4B pe un plan (P) se obtine

Sl ducind prin capetele 4 $1 B ale segmen-

Fig. 3.20 tului perpendiculare pe planul (P), care

il intersecteazd in 4” si B’. Planul gene-
rat de dreptele paralele 4.4’ si BB’ se numeste plan proiectant. Se numeste
unghiul dreptei 4 B fiacut cu planul (P) unghiul ¢ format de dreapta 4B cu
proiectia ei 4B’ pe planul (P) si avem relatia (lig. 3.21).

ABE= 4B cos o
13) Teorema proiectiei ariei, unui poligon plan pe un plan.
Dacd un poligon P din planul (=) are aria S si dach proiectdm ortogonal

pe P pe un plan ('), care face cu (=) unghiul ascutit ¢, atunci aria S” a Ini
P’ este datd de

8 = S cosq.
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14) Daci proiectiile poligonului plan £ din planul (%), de aric S, pe trei
plane (=7), (=”), (&) perpendiculare doudt cite doud sint P/, P si P’ si au
ariile ST, §7, SY4 atuncy

St = (S + (5" + (S™)

15) Teorema sectiunii. Raportul ariilor a doudl sectiuni prin plane perpen-
diculare pe indltimea unei piramide-sau a unui con este egal’cu patratul rapor-
tulii lungimilor indltimilor corespunzitoare, iar raportul volumelor corpurilor
«n acele sectiuni drept baze este egal ¢u cubul raportului lungimilor indltimilor
tespective.

16) O prismi oblicd este echivalentii cu o prismd dreaptd care are ca bazi

o sectiune dreaptd a prismei oblice, iar ca indltime muchia laterald a prismei
ablice.

3.2.2. Locuri geometrice fundamentale

1) Locul geometric al punctelor comune la doud plane secaute este dreafla
¢ intersectie a planelor.

2) Locul geometric al punctelor egal depirtate de trei puncte necoliniare ¢
o dreaptd perpendiculard pe planul determinat de cele trei puncte, in centrul
corcului cireumsceris  triunghiului format de ele.  * ¢

3) Locul geometric al punctelor egal depirtate de doud puncte date este
i plan perpendicular pe mijlocul segmentului determinat de cele doud puncte.

4) Locul geometric al punctelor egal depdrtate de fetele unui diedru este

miplanul bisector al diedrului.

5) Locul geometric al punctelor din spatin egal depirtate de doua drepte
concurente in O este reprezentat de cele doud plane care trec prin perpendi-
culara pe planul celor doud drepte in O si prin cele doud bisectoare ale unghiu-
nlor formate de cele doud drepte concurente.

0) Locul geometric al punctelor egal departate de un plan este format din
mit plane paralele cu planul dat.

/) Locul geomestric al mijloacelor segmentelor paralele cu o directie {ixa,
cuprinse intre doud plane fixe, paralele, este planul paralel cu planele date si
tiul departat de ele.

8) Locul geometric al dreptelor paralele cu un plan, duse printr-un punct
¢ terior, e un plan care trece prin acest punct si ¢ paralel cu planul dat.

1) Locul geometric al perpendicularelor duse dintr-un punct pe o dreapta
Juti este un plan, perpendicular pe acea dreapta.

10) Locul geometric al dreptelor mobile, care se sprijind pe o dreaptd fixad

[ care trec printr-un punct fix exterior dreptei fixe este un plan.
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11) Locul geometric al dreptelor care trec printr-un punct fix si sint
paralele cu un plan fix este un plan paralel cu acest plan.

12) Locul geometric al punctelor din spatiu pentru care diferenta pitra-
telor distantelor lor la doud puncte fixe este constantd e un pl/en perpendicular
pe dreapta care uneste cele doud puncte.

13) Locul geometric al punctelor pentru care raportul distantelor lor la.
doud plane paralele este constant este reprezentat de doud plane paralele cu
planele date.

14) Locul geometric al punctelor din planul (), din care un segment de
dreapt? dat se vede sub un unghi drept este un cere sau un punct, dacd in (=)
existd puncte cu proprietatea ceruti.

15) Locul geometric al punctelor din spagin egal depirtate de un punct fix,
uumit centru, este o sferd.

16) Locul geometric al tangentelor unci sfere, paralele cu o dreapti datd, e
o suprafata cilindricZ de rotatie, circumscrisd sferei in lungul unui cerc mare.

17) Locul geometric al tangentelor duse unei sfere printr-un punct exterior
e o suprafard conicd de rotatie, circumscrisd sferei in lungul unui cerc,

3.2.3. Ariile si volumele principalelor poliedre.
Razele sferelor inscrise sau civcunscrise acestora

Notatii generale. a, b, ¢ — lungimile laturilor, muchiilor, dimensiunilor polie-
drelor; d = lungimea diagonalei; P, p = perimetrele bazelor; A4 = apotema;
S, s = ariile bazelor; §; = aria laterald; S; = aria totald; [ = indltimea;
V = volumul; » = lungimea razei sferei inscrise; R = lungimea razei sferei
circumscrise, D = lungimea diametrului sferei circumscrise. 4

1) Cubul (fig. 3.22)

Sp—dat: d:—*a:\/a;
Si=0a"" r—a/2;
V =a®; Ri=—dj2;
5 I
LN sl &
BN S e
1 b ¥ 1 \\\
| S~ } s
S e e F—=
7l 7’
e W
a "
Fig-"3.52 Fig. 3.23

toa

Paralelipipedul dreptunghic (fig. 3.23)
Sy = 2(ab + bc + ca)
V =abc; d* = a® + b* - ¢*
R =tg2 5 hi—d

3) Paralelipipedul oarecare (fig. 3.24)

Si = Suma ariilor paralelogramelor care formeazd suprafata laterald a

paralelipipedului.
® S, =S+28
e —IS7
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1) Prisma dreaptd sau oblicd (fig. 3.25)
S; = P I(fig. 3.25,4); Sy = S; + 28

V = SI = aria sectiunii drepte - lungimea muchiei (fig. 3.25, a, b)

I I
i |
o7
]
L) 1
| 2[1 !
|
,JLT'——4\
! \
sl

Fig. 3.25
5) Piramida regqulatd (fig. 3.26)

A s
Si=—; S§=85+S8, V=—;
2 515
r'= 3Vj(S; + S)
I'ormula care di ~olumul se aplicd si in cazr unei piramide oarecare.

6) Tetraedrul romlat (fg. 3.27)

n
-
Il
%
<__
f"‘l
|
:u
-
SN
<‘
L:INI
-e

.'_l.’_—_; Tsf. tnsecr. =




Fig. 3.26 Fig. 3.27
7) Trunchiul “de piramidd (fig. 3.28)

P4 .
R i s e

;
2

St =

(5 .

(S + 5 + 4S9

Formula care di volumul sc aplicd si in cazul unui triunchi de piramidi, ciw
bazele paralele, oarecare.

Fig. 3.28 Fig. 3.29

8) Prismatoidul* (fig. 3.29)

s = aria ABC; S = aria DEFG; S’ = aria abed; I = lungimea ‘indltimii ;

I .
a, b, ¢, d mijloacele muchilior; 17 = — (S -+ 4S8’ -~ 5) (formula lui Simson).
(6}

* Prismatoidul este un poliedru carc are ca baze doud poligoane agezate in plane parale~
le, iar felele laterale sint trapeze sau triunghiuri.
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3.2.4. Ariile si volumele principalelor corpuri rotunde

Notatii generale. R, Ry, r = lungimile razelor; D, d = lungimi ale diame-
trelor; a, b, ¢ = lungimile semiaxelor; G = lungimea generatoarei; I = lungi-
mea indltimii; S = aria; S; = aria laterald; S; = aria totali; ¥V = volumul.

1) Cilindrul civeular drept (fig. 3.30)

Sy =2rRG; S; = 2=R(G + R); V = =R
|
|
|
Il 6
: ¢
|
I
e Ny
Fig. 3.30 Fig. 3.31

2) Conul civeular drept (fig. 3.31)

i =R3I
Sil=wRG; S = 7RG + R); V= - :
.= R G
7st. "escr. =R G2 R; Rsy. cire. = > J(fi_—l?z .

3) Trunchiul de con (fig. 3.32)

=1
Si=nG(R+7); Sy =S1+=(R*+7%); V=— (R +1r1Rr);
d

T Gd
d= \/(;2 ~+ 4Ry (diagonala) Ry, cire. = -

Fig. 3.32 ¢ Fig. 3.33

|! — Tabele si formule matematice — c. 1/313 ] 17T




4) Sfera (fig. 3.33)

5) Zona sfericd (fig. 3.33)
: =l =l
SRR == D5

6) Calota sferica (fig. 3.33)

— It e 2
S=2zRI, I =0A; V=3 (3R = 1) = = (I* + 3,
3 6

-

7) Sectorul sfevic (de primul tip (fig. 3.34, a), de al doilea tip (fig. 3

34, B)8
2z R3]
S = 2=RI 4 =Rr (lig. 3.34,a); V"

(fig. 3.34, a, b)

o

3

/"%

—
o2
(957
(957
e

8) Segmentul sferic cu doud baze (fig. 3.35)

(portiunea de sferd cuprinsit intre doud plane
paralele)

A= T)? 1
V=—|—| +— =R3I 4 wril).
3(7) 2( Al

Fig. 3.35
9) Segmentul sferic cu o bazd (fig. 3.36) (portiunea de sferd mirginitd de
o caloti si un disc):
: =l
V=—(@@R-1I).
3



10) Elipsoidul: (fig. 3.37)

SR

Fig. 3.36 Fig. 3.37 Fig. 3.38

11) Paraboloidul de rotatie: (fig. 3.38)
=RE[
2

V =

12) Torul (inel cilindric) (fig. 3.39)

S = 4=%Ry, v = raza cercului generator; V = 2=*Rr** d =2r, D = 2R.

R

Bl 0

I
s
+
e
|
|
|
|
|
T
|
|

Fig. 3.39

3.2.5. Poliedre. Poliedre regulate

I'corema lui Euler: Dacid V, M si F sint numdrul virfurilor, al muchiilor
i al fetelor unui poliedru convex, atunci

V_-_M+F=2.
I'oliedrele regulate sint: tetraedrul, hexaedrul sau cubul, octaedrul, dodeca-

drul i icosaedrul.

I'rincipalele caracteristici ale acestor poliedre, printre care ariile laterale
olumele lor, in functie de lungimea a a muchei, sint date mai jos-

2
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=i Numi- | Noma
£ . y SIS rul rul i : Raza sferei Raza sferei
Polivdrul regulat Felul fetelor rul shefuri- b mnehic Aria Volumul circumscrise, R inscrise, 7
fejelor loa e
s e ity - ] = L.
1 Tetracdrul Iriunghiuri 4 p 5 i at {2 ayo (17\«/0_
cchilaterale ! e 12 i 2
X > 3 o P a \/3 a
2 Culul Patrate 0 S 12 Oa? at S =
3 Octaedrul Triunghiuri g p 12 e [l:}\/r_r)_ f,’,‘(;_ :1\/()_.
echilaterale ‘ : 2 EE 3 s "6
4 Dodeccae- Pentagoane [ i TS a® - ay3 = | a0 =
s £ 2 2 30 |3a2V3(5 4 2y & Tan [P e e Y e SRR s
gl fegulate 12 20 30 [3a?V5(S V3) i (15 V) i { V 20 ( [ V9)
5 Tcossedrul Triunghiuri r. . I , - 1 = a \/: -
echilaterule 20 12 30 SIS Py @34 3) | V10 - 2¢/5 15 (3 + v3)




Pacd R este raza sferei circumscrise,  raza sferei inscrise st o raza cerculut
circumseris upei fete, atunci avem (in cazul icosaedrului si dodecaedrului):>

L 2.5 10 — 2.5
] 1/5—“—— LR S 1/10—h"3 ‘R.
15 , 15
3.2.6. Cileva volume uzuale

I. Cotitul butoaielor:
\otatii generale. R = raza sectiunii butoiului prin vrani; D = diametrut

{iunii butoiului prin vrand; /= raza mijlocie a fundurilor; d = diametrul
milociu al fundurilor; I = indltimea butoiului.

Capacitatea butoaielor se calculeazd cn formulele aproximative.

) Vel e A e
6

) V=108 IDd;

3 o 2
o) W==nt [R = (—1:_72) (formula lui Dez);
. =T = .
) 1= —— (2R® +4- #?) (formuda lui Oughtud ).

Cubajul trunchiurilor de arbori. a) Trunchiul de arbore cilindric

¢ = lungimea cercului de bazdi; [ = indltimea trunchinlui; 7 = wvolumul.

Ii) Trunchiul de arbore care are forma unui trunchi de con

( lungimea cercului misuratd pe arbore la jumitatea lui; [ = inil-
wn arborelui; Vo= volumul. :

Calculul debitului de apd al unui rin. In constructiile de poduri si hidro-
iliale e necesar sd cunoastem debitul volumic de apd al unui riu, adicd
umul de apd pe care il di riul intr-un minut.

\cest volum se asimileazd cu cel al unei prisme avind ca bazd o sectiune
oth in rin, printr-un plan normal pe directia sa; si ca indltime distanta
cursh de apd intr-un munut.

lach sectiumea are aspectul din fig. 3.40, se procedeazd astfel. De: a lungul
ntalei A B, perpendicular pe cursul apei, in puunctele €, D, E, ... se fac
lnje si se determind adincimea riului.

¢
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Se calculeazd aria S a sectiunii, adunind ariile triunghiurilor si trapezelor
astfel formate. Pentru a afla indlfimea I a prismei, se determini ce distan{i
parcurge o bucatd de lemn plutitor intr-un minut. Acum debitul volumie
va h D =.SI.

Observare : Prollemele d¢ geometrie se impart, in principal, in probleme de calcul (a unor ele
mente ale unor figuri geometrice), de demonstrafie {a unor proprietdfi ale unor figuri geometries),
de maxim i minim, de locuri geomelrice §i de construcpie.

3.2.7. Folosirea iabelei 3.4

Tabela 3.4. Factorul corespunzitor raportului 2/d pentru calculul confis
nutului de lichid in cilindri orizontali

Volumul cilindrilor (cisternelor), care nu sint plini cu lichid, s calculeazi
cu ajutorul ariei segmentului de cerc udat de lichid si al lungimii cilindrulul
Practic, insd, pentru cilindrii orizontali se considerda ca lichidul cu nivelul A
are volumul egal cu produsul dintre volumul total al cilindrului si factorul
corespunziitor raportului k/d, in care d este diametrul cilindrului. In tabeld
este datd valoarea acestui factor in functie de valoarea raportului A/d.

Tabela 3.4. Factorul corespunzitor raportului /;d pentru calculul continutulul
de lichid in cilindri orizontali

h k h
7 fact. fact. ; fact. ; fact. == fact

e

0,01 10,0017 { 0,21 |0,1527 | 0,41 | Q,3860 0,61 |0,6389|0,81]| 0,867/
0,02 | 0,0048| 0,22 |0,1631)|0,42 | 0,3986 | 0,62 |0,6513| 0,820,877
0,03 | 0,0087) 0,23 (0,1738| 0,43 | 0,4112} 0,63 | 0,6636 | 0,83 | 0,887}
0,04 |0,0134/0,24 {0,1845)| 0,44 | 0,4238| 0,64 | 0,6759 | 0,84 | 0,806
0,05 |0,0187 { 0,25 |0,1955| 0,45 |0,4364 | 0,65 | 0,6881}0,85| 0,905
0,06 |0,0245! 0,26 |0,2066| 0,46 | 0,4491| 0,66 | 0,7002 | 0,86 | 0,9 148

0,07 |0,0308| 0,27 |0,2178| 0,47 | 0,4618 | 0,67 | 0,7122| 0,87 | 0,926

0,08 :0,0375] 0,28 |0,2292| 0,48 |0,4745| 0,68 |0,7241| 0,88 | 0,028




h
fact. ‘; fact. fact.

R =

e k
s t. 5 e
Z fac P fac

0,09 |0,0446 [ 0,29 |0,2407 | 0,49 |0,4873 | 0,69 | 0,7360 | 0,89 | 0,9402
0,10 |0,0520 | 0,30 |0,2525 (0,50 |0,5000 | 0,70 |0,7477 | 0,90 | 0,9480
0,11 [0,0598 | 0,31 |0,2640 | 0,51 |0,5127 | 0,71 |0,7593| 0,91 0,9554
0,12 10,0689 | 0,52 | 0,2759 | 0,52 {0,5255|0,72 |0,7708 | 0,92 | 0,9625
0,13 |0,0764 | 0,33 |0,2878|0,53 |0,5382|0,75 |0,7822 0,93 0,9692
0,14 |0,0851]0,34 |0,2998 0,54 |0,5509| 0,74 | 0,7934{ 0,94 | 0,9755
0,15 |0,0041]0,35 |0,3119]0,55 |0,5636|0,75 |0,8045{0,95]0,9813
0,16 10,1033 0,36 |0,3241|0,56 |0,5762|0,76 |0,8155 0,96 | 0,9866

0,17 0,127 0,37 |0,3364| 0,57 |0,588810,77 |0,82620,97|0,9913

013 |0,1224 0,38 |0,6487 0,58 |0,6014 0,78 |0,8369 | 0,98 | 0,952

0,19 10,132310,39 |0,3611}0,59 |0,6140 | 0,79 | 0,8473 | 0,99 | 0,9983

0,20 10,1424 | 0,40 | 0,3735| 0,60 |0,6265 0,80 | 0,8576 | 1,00 1,0000

5

3.3. Geometrie analitica
3.3.1. Vectors
vl
1) Notatity AB, @, v{* % 3). B1(21,D 61)-
e — — |-
) Lungimea unui vector: |AB|; AB;la |; a3 | v | #; | U1]s vy

i) Adunarea. vectorilor: AB 4+ BC = AC (regwda triunghinlui, fig. 3.41)

— — —
OA + 0B = OC (regula paralelogramului, fig. 3.42)
B

5 i

A
(
0 A
Fig. 3.41 Fig. 3.42
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0
Az An
Ay il 1 5
Az g =
A =5 A
Fig. 3.43 Tig. 3.44
=i — —_— — . . s el
Ady + 4,4, F+ .. ApB = AB (regula poligonului, fig. 3.43)
OA - OB - OC = 0D (reguda paralelipipedului, fig. 3.44)
g A 4) Scdderea veclorilor: @ Ly 0 AT (—-55
— — —
OB — 04 = 4B (fig. 5.4%)
5) Criterind de coliniaritate a doi vectori @ §i b
4 — = =
4 @' =)\b, b £0,)cR*
Fig. 3.45

6) Proprietatile adundrii veclorilor st
=

a vectoriloy

ale tnmudtirii cu scalari (din R san C
)@ +-b=0b-L+a

)@+ (0 +8)=(@+b)+7T
L - R

4) (hw) @ = A(ud) = u(rd) = rud
3) A4+ w) & =%@ + ua

6) A(@ +B) = A7 + 1B

N0 T =R 0= 10

7) Forma hipercomplexd a vectoriloy:

184

1) Fie A (ay, by, 0;) si B (ay, by, ¢,) doud puncte date: atunci

-~

— __, %
AB = (ay —a;) 1 + (b, — b)) ] + (¢5 — ¢;) &, respectiv

AB = (az — a)® + (b, — b2 + (6 — 6,)°



2) Fie @ = (a;, by, ¢) §i b = (as, by, ¢;) doi vectori dati; atunci
@ L b= (ay L as by & by, ¢ = 6); A& = (hay, 1by, hey)

R T e 3, o=
a = q/aj -+ bj + cf *(lungimea lvi «)

8) Versorul veclorului @(ay, by, ¢)-

a a - b - G b
SR 05" ot LT o Tl L e
TR g 3 . ED : 3 . 3
‘ vai + 8 + i Vai + b - & yai =6 + i

=5
) Produsul scalar a doi vectori @, b:
-y P )
1) a’d = ab cos 9, 9 = <« {(a, b)y
) db = ayas + biby + 465
-
ab

1) COS Q == —‘E

¥ " - b o ! Py e Shog 2
Proprictafi: 1. @ = 0 san b = 0 implicd a b = 0.

2.@-b=0 si a#0, b£Oea |1
5. @-b=b-d
4. (1d)- b= @(b) = n(@b)

-

e {T(F—; C)=1ab +adac.
10) Produsul vectorial a doi veeclori d si b
) | @ x l_z‘l =ab sing, o = X (&, b)

v > - T =4 el
) d xblasiaxbld

) (@, b, @ % B) comtifuig un triedrn drept
Proprietdtiz: 1) @ X b =0sia#0, b#0<a Hi;

» - — <
2) @ xb=—bxa

)@+ B)xT=axC+bx7

- Y - Tt — -
5) ax(b+¢)=a xXb+dad xc¢c

6) Vie @ = (ay, by, 6,) §i b = (as, by, ¢;) doi vectori dati: atunci
b= b b 95 4 a b .
(b G

’ )

Gy Qa, a, b,
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respectiv
e
P 5h
L
axb=|a b ¢*
@, bg Co

11) Dublul produs vectorial: (@ % b) % € = b(22) — a(b 7)

12) Identitdti vectoriale.

-

) (@ % b)) X T+ (BxE)XB+(ZxT)xb = 0.

v

2)(@:8) (2 d)=@F)B-A)—(@-d)(37)
3) (@ x b)2=a%- b2 — (@ - B
13) Produsul mixt a trei vectori. @b¢ = (@ % b) T

. wyr —_r T A . . -
Proprictdti: 1) @b = 0« a, b, ¢ sint trei vectori coplanari.

-7 —; 0 R = 2 -y
2) @b = bTd = Cab = —bag = — cba — —ach
5 AR
3) (& > b)Cd = @cd + bcd

4) (@) bC = A1D) T = TL(A2) =3 6T

5) Fie @ = (a;, by, 1), b = (a,, bs, Ga) 51 © = (ag, b3, ¢5) treh
vectori dati, atunci

las b G

[N

o ; = . -
4) Proicclia winui vector @(ay, by, ¢) pe o axd 1 de versor § (cosSap
-

cos B, cosy): Prio = us.

Propricidfiz 1. Prl@ = b) = Pr,@ -+ Prib.
”.
3.3.2. Transformdri geomelrice in plan
1. Translafia de vector v (a, b).
Definitie. Transformarca geometrici a planului care asociazii fiecirub
—
punct P al acestuia, de wvector de pozitie OP, punctul P;, de vector de
o = Y J e
pozitic OP, = OP = o (figura 3.46)
Nolalie. T, T .
P
Proprietdfi.
1. O translatic este definitd daci se dau un punct P s§i imaginea sa Py

prin aceastd transformare.
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Y
)
ALY
’;(xlnyl)
Pir.y)
7 T
Fig. 3.46

2. Translatia conserva dist:int‘ele dintre punctele planului (este o izo-
metrie*) si transformd o dreaptd datid in una paraleld cu aceasta, distinctd
de ea san nu. i

3. Translatia conservd coliniaritatea punctelor planului si unghiurile.

4. Translatia transformd un poligon intr-un alt poligon egal cu primul
«i un cerc dat intr-un cerc egal cu cel dat.

5. Dacd Py (x4, 3,) este imaginea lui P (x,y) prin translatia 7, atunci
avem /
Hn=x+a Nn=y+ob*
Alte Pfoﬁfié‘ld!l'. 1. T-;» ° T;) = T? o T: = T;u+?
2. TaooTos =T 50T = E***
a —a a1 a

<¥ TT)' = E.
2. Rotatia fald de un punct (contru)
Y 6/*'] Y1) O cu unghiul «

Definifie: Transformarea geometricd
a planului, care asociaza fiecirui punct
P al acestuia, punctul P, definit de
P(x,y)  proprietitile x (OP, OP,) = a5i OP, =
a = OP (figura 3.47)

Notatie: R3.
Fig..3.47 Proprietdti.
1. O rotatie este definitd dacd sc dau: sau punctul O ifnpreuni cu un

punct P si cu imaginea sa P;; sau doud puncte (distincte) P si Q imprennd
cu imaginile lor P; si 0.

* In planul p, se numeste izometrie o aplicajie I': p - p, care are proprictatea d(I(A4), I{B)) =
d(4, B), yA, Bep. R
** Ecuatiile translajiei de vector v(a, b, ¢) in spajiu sint
n=zxt+a, i=y+b z=3+rc

*** Cu E am notat transformarea identicd a planului.
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2. Rotatia conservi distantele dintre punctile planului (este o izometrie)
si transformi dreptele in drepte.

3) Rotatia conservd coliniaritatea punctelor planului si unghiurile.

4) Rotatia invariazi cercurile cu centrele in punctul 9.

5) Rotatia transformi un poligon intr-un alt poligon egal cu primul si un
cerc dat intr-un cerc egal cu acel dat. i

6) Dacd P, (x,, y,) este imaginea lui P (x, ¥) prin rotatia R%, atunci avenr

X = xcosz — ysing, ¥, = ¥ sing — y cosa

7) Daci R"f °..o R¥ = I, atunci rotatia ]?ff se spune cid are ordinul n.
mm—_ cmwm—pet
de n ori

Alle propristati. \

1. V2eR, VYke Z, RZ':*ZkTT = ](Z.

(5]

V2, B3€e R, Rxo RB = Rfo Rx = Ratf,
y 0 o o o o
3, VaeR, RxoR-wu==F,
o 0
4 Ra— S,
Rr= S,
3. Simelria fald de o dreapla d a planulut
Definitic. Transformarea geometrici a planului care asociazd ficcirui

punct P al acestuia punctul Py definit de proprictitile: PP, | dsi PO’'= O'P,y
(fig. 3.48)

y /?/X/rﬁ//}
7
y /D/X,!/)
0 X
Big. 38

Notatie. Sg.

Proprietdti. 1) Simetria conservd distantele dintre punctele planului (este
o izometrie) si transformid dreptele in drepte.

2. Simetria invariazi dreptele perpemdiculare pe drcapta d si cercurile
cu centrele pe axa de simetrie d. °

3. Simetria pistreazi coliniaritatea punctelor din plan si unghiurile, dar
orientarea figurilor o inverseazi.

4. Simetria transformd un poligon dat intr-un alt poligon egal cu primul
si un cerc dat intr-un alt cerc egal cu cel dat. !

5. Daei P, (7, 3;) este imaginea lui P (x,3) prin simetria Sz, unde d
este prima bisectoare, atunci avem

% =Y, F3 =4

* A se vedra ,simetria fati de un punct O din spatin“, pag. 191.
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0. Asemdndtor, dacd d este axa Ox, atunci avem
Xy =, = =9
/. Asemdnitor, dacd d este axa Oy, atunci avem
Sy S R =
lte proprietats.
I. Daci d | d’ si O =dnd’, atunci.
Sgo Sar = Sgro Sq = S,.
. Dacad d || d’, atunci
Sa o Sq» = T (translatie).
i. Omotetia de centru saw pol O si raport ke R.

Definitie: Transformarca geometrici a planului care asociazi fiecirui

et P al acestuia punctul P; definit de proprietatea OP,; = rOP (figura 3.49).

‘9.1\

5%, )

Plxy)

Fig. 53.49

Votatie: HE.
I"voprictati. 1. O omotetie este definitd dacd se dau puunctul O impreuud
i un punct P si cu imaginea sa Pj.

Omotetia nu pastreazd distantele dintre puncte. Ea le amplifici cu
iutul omotetiei in modul, | % |

Omotetia invariazi dreptele ce trec prin pol.
I, Omotetia pdstreazd unghiul dreptelor.

1. Omotetia transformd o dreaptd datd intr-o dreaptd paraleld cu cea
11, un poligon dat intr-un poligon asemenea cu cel dat si cercurile in cercuri.

0. Dacd Py (xy, 3y) este imaginea lui P (¥, ) prin omotetia HE, atunci
mn

¥y =k, 3y = ky*.

=,

* Lcuatiile omotetiei in spatiu sint

X = kx, y1=ky, 5 = ka.
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Alte proprietdti.

. HEoHY. =T, dacallk =

A
%
x
I

H’g;', dacdt Ik # L

1
5. Hk¥(P) = P.

5. Inversiunea de pol O si pulere ke R g

Befinitie: Transformarea geometrici a planului care asociazi fiecdrur

punct P al acestnia punctul P,, coliniar cu O si P, definit de proprietaten
(fig. 3.50)
(T‘P '—6_1—"1 = k.

B1x.4,)

Plx, ;}

i Fig. 50

Notatie: 1%

“Propyietats.

- NN A

1. Inversiunea nu~ pastreazd distantele dintre puncte.

2. Inyersiunea invariazd dreptele ce trec prin pol.

5. Inversiunes~*pistreazi unghiul liniilor, dar nu si orientarea figurilar.

4. Inversiunea transformi o dreaptd ce nu trece ‘prin pol intr-un cerc o
trece prin pol si cercurile ce nu trec prin pol in cercuri ce nu trec nici ¢ly
prin pal.

5. Daci P, (x,, 31) este imaginea lui P (¥, ¥) prin inversiunca 7§, atuncl
avem

Ey K2y *)
.1'1 = » _"l e i =
2 B il a8
2 A ) = AL vl 4
®) Ecuatiile inversiunii in spa‘iu sint:
e kv - Ry ~ Ktz
x‘~z:+).=+::' Jl—xl+yl+ll' Sl e 2 bt o



D0

3.3.3. Transformdri geomelrice in spatiu

6. Simelria fatd de un punct O din spajin

Definitie: Transformarea geometrici a spatinlui care asociazd fiecdrui
punct P oal acestuia punctil) P, definit de proprietitile: P, se gidseste pe

.=
dicapta OP st OP) = — OP.
Notatie: Sg.

Proprietati: 1. Simetria conservd distantele dintre puncte (este o izo-
(ric), transformil o dreaptd datd intr-o dreapti paraleld cu cea datd distinctd
¢ nu de aceasta, un plan intr-un plan paralel cu cel dat distinct sau nu de
a st un unghi intr-un unghi egal cu cel dat.

Simetria pidstreazd coliniaritatea puuctelor.

. Simetria transformi un poligon dat intr-un alt poligon egal cu primul
un cere dat intr-un alt cerc egal cu cel dat.

I. Simetria invariazd dreptele si plancle ce trec prin O.

). Dacd Py(xy, 9y, 2y) oste imaginea lui P(x, v, z) prin simetria S,,
Lunci avem d

P S SR R s S

te proprietdtiz 1. Sy 0 Sy = 20,0, (translatie)
i 2 %
o Sy aNS gl =1y
Simetria fatd de un plan p in spaliu
Definific: Transformarca geometricd
a spatiului care asociazd oricdrui punct
P al acestuia un punct P; definit de

proprietitile: .PP; | p si O'P, = 0P
(fig. 3.51).

/?,fX/,_‘//.zl}

Notafie: S,
Pyoprietali:

1. Simierria conserva distantele diatre

/,’,-—-—/——’———_‘g’ punctele spatiului (este o izometrie) si

/ unghiul  dreprelor, al  planclor si al
dreptelor cu planele,

' 2. Simetria invariazd punctele planu-

Fig. 3.51 lui p, dreptele continute in p si planele
perpendiculare pe p.

Simetria transformd o dreaptd intr-o altd dreaptd i un plan intr-un

pilan.
I, Simetria transformid a dreaptii maraleld cu p s§i un plan paralel cu p
o dreaptd de asemenea paraleld cu p si intr-un plan de asemenea paralel

1. Simetria pistreazi coliriaritatea punctelor.

*) Lcuagiile simetriei in nlon sint:

73 Wi 1 | Beainlt O




6..Simetria transformd un poligon dat intr-un alt poligon egal cu priinul
si un cerc dat intr-un alt cerc egal cu cel dat. >

Alte proprietdfi: Dacd p, || pp, atunci S, oS, =T (translati¢)

8. Rotatia fald de o axd 5’z cu unghiul o
Definitie: Transformarea geomi
tricA a spatiului, care asociazi fe!
g cirui punct P al acestuia punctul I*

B (%1, 91,2) definit de proprietitile: < (0’1,
a O'Py) =a, O'P=0'P; si punctele
O, P, P; se gdsesc intr-un acelas

Ax.4.2) plan perpendicular pe axa z’z in ('
(figura 3.52).

|

Y Notatie: R

Proprietati. 1. O rolatie este s
X \ finitda dacd se dau doud pereghi i
puncte corespondente: punctele 7’ i
Fig. 3.52 Q si imaginile lor P; si Q). _
ok
Rotatia conservi distantele dintre punctele spatiului (este o izometriv)
si transforma. dreptele in drepte.
. Rotatia conservda coplanaritatea punctelor din spatin si unnhmnh
4 Rotatla transforma un poligon intr-un poligon cgal si un cerc intgu
cerc egal cu cel dat.
5. Dacd P, (%, 3, 5;) este imaginea lui P (x, 9, 2) prin rotatia Ry
atunci avem

Xy = X CoOsoq — ¥ sing, 3= rsine + 3 COSQ, 2 = &

3.3.4. Punctul si dreapta. Planul

1° Teorewna lui Dichel Charles: Dach Pi(xy) (i = 1, 2, ..., n) sint 2. puncte
pe o dreaptd, atunci

—_  —> —_— —> -
PP, + P3Py + oo + Py y Py -+ PPy =0
2° Distanta d dintre dou& puncte P;(x,) §i P,(x,) este
d =iz — m ) = | % — % |-
° Abscisa x a punctului P care imparte segmentul P;P, in raportul &,
— —
PP = kPP;,

este

+ kx,
14+
Pentru k& = 1, gisim abscisa mijlocului P(x) al segmentului PP,
Nt x
2

=



4® O conditie necesard si suficientd ca punctul P'(x'j sd fie conjugat armonic
cn P”(x") fatd de Py(x)) si P,(x,), toate punctele fiind situate pe o acecusi
dreaptd, este

2 (%2 + X°27) = (%7 + 2,) (2 + 2)

5" Distanta d dintre doud puncte Py(x,, ) si P,(x,, 35) din plan este

d= \/("’2 — 4 (v~ )t
Daci Py =0 si P, = P (x, v), atunci d= 0P — \/x‘-’ - w4,
6" Coordonatele punctului P(x, y) care imparte segmentul P, P, in raporiul &,

— J—
PP = kPP,

sint
e % + Ry o M+ Ry, '
1+ % 1+ %
Dacd P e mijlocul lui P, P,, atunci P are coordonatele
Xy = ¥ Yy + ¥
e 2 =, ¥ =< : =2
2 2

' Coordonatele centrului de greutate G al triunghiului format de punctcle
Pulzs vel to="1,"2, 3; sint

2 e STt S 1y o 3 'y,
e e S W TN ok Riais M
3 3
4" O conditie necesard si suficientli ca punctele Py (x5, ¥3) $i Py (2 vg) &
fie conjugate armonic cu Py (x4, 3y) si Pa(x,, 3,) este exprimatd de egalititile:
{ 2 (24X, = x57y) = (% + %) (¥3 + %)
2 (v = 2ey) = (v 4 M) (Vs + 2)

4% Ecnatiile unor drepte particulare din plan:

v =10 (axa y'Ov): v = x (prima bisectoare);

y = 0 (axa +'Ox): v = — x (a doua bisectoare);

% == a (dreaptd paraleld la »'Ov); ¥ = mx (dreaptd ce trece prin O).

v = b (dreaptd paraleld la x'Ox); A

10° Ecuatia generali a dreptei este dx + By + C = 0; ecuatia redusi a
dreptei este v = mx -+ n.

11* Ecuatia dreptei care taie axele de coordonate in 4 (a, 0) si B (0, b) sau
counalia dreplei prin tdicturi este

x oo
— = —-1=0:
a.+b

1% Ecuatia normald a dreptei (forma lui L. O. Hesse,) este

x cos o + ¥ sin a — p = 0.

11 — Tabele si formule matematice — c. 1/ 313 133




15° Ecuatia dreptei care trece prin P, (x,, 1) §i are coeficientul unghiular m,
dat, este
Y — ¥ = m(x — x,)

14* Ecuatia dreptei care trece prin doud puncte Py(x;. 1) si Py(x, M)

¢ste

N V= u(x—-’])
x, — X
sau, sub formd de determinant,
% v 1
% g I} =0
*2 Ve 1

si dreapta are coeficientul unghiular

VEI Ty

m =
xy — %
s ; 3 ) : A . v ¥y
15° Ecnatfia dreptei care trece prin O §i prin P, (%, vy} este =— = —.
x xy
16* O conditie necesard. si suficientd ca dreptele
Dy: Ajx+ Byv + C;, =0, (1
Dy: Apx + Byy + Gy =0
sl se intersecteze la distantd {initd este
A B
1 el Iy
A, B,y |
- 2 . : : . 4, _ B
17 O conditie necesard ca dreptele D, si D, sifie paralele este — = .}T .
g o

15° O conditie necesard si suficientd ca dreptele D, si D, si fie paralele este
ca sistemul (1) sd nu aibd solutii.

19% Conditia necesard si suficientd ca dreptele D, si D, si coincidd este

A _B_ G

B T,

20° Unghiul 2 al dreptelor D, si D, care au coeficientii unghiulari 7, = -
4 A
— L. m, =1 este dat de
5, B,
my — m
£ o v e L
1+ mym,

21° O conditie necesard si suficientd ca dreptele Dy si D, si fie perpendicu-
lare este
A4, + BB, = 0 sau 14 mym, = 0.

)
(=]
-



'2° Ecuatia unei normale ocarecare la dreapta de ecuatie 4x 4 By + C =0
este

Bx — 4y + C’" = 0, cu C’ arbitrar.
23° Ecuatiile parametrice ale dreptei care trece prin P; (7, ;) si P, (%, %)
sint
% + kxy v + kv,
=2 2, y==LT"2  }— parametru real.
14 % 1+ k

24% Ecuatiile parametrice

ale dreptci defivite printr-un punct Pylz,, %,)
yi o directie « sint

7

X=1xy+ p Cosa, ¥ =3 + p sin ¢, p = parametru real.

1" Ecuatia fasciculului de drepte paralele (de pantid dati m) este

v = mx -+ A, » = parametru real.

0" Ecuatia fasciculului de drepte care trec prin intersectia dreptelor Dy
v D, este

Ax 4 By + C ++ h(dyx + By + Cg) = 0,
2 = paramctru real
w, dacl Py(x,, ¥) este virful fasciculului,
v — vy = m(x — x,), % = parametru real.
'7% Conditia necesard si suficientd ca trei drepte
Di: Agx + Biv +Ci;=0,1= 1,2, 3

ii fie concurente (la distanta {initd, la infinit sau intr-un punct nedeterminat)
este

4, B c
4, B, G| =0

| X i ' ;
rd, B, 3

'§” Distanta 4 de la punctul Py(x, »,) la dreapta D:dx 4+ By +C =20

ente

e ]Ax0+B:”0'}'CI 4

2 JAE T B

0% Ecuatiile bisectoarclor unghiurilor formate de dreptele D, si D, sint

Ayx + By + G 3 Asx + By + G,
VAL + B} V4§ + B}

10" Aria trinnghiului determinat de Py(xy, v3), ¢ = 1, 2, 3, este,

| 1 o 1

D 5

S=Ir",undeD= % Y2 1
X3 Ya 1




31° Conditia necesari si suficientd ca 3 puuacte Pi(rg, v), 1= 1,2, 3, s}
die ia linie dreaptd este

i g 1 /

/
Z, Vs 1|=0.
X Y3 1

32° Transformarea coordonatelor carteziene rectangulare intr-o translatie de
la sistemul 2Oy la sistemul XO'Y, cu O’ (a, b), este dati de formulele (fig. 3.53)

{x =a + X,

v=10b+Y,
Y
- A
P
R rg XY
al
0'(a.b) by
: a L.
0 X
! Fig. 3.53

unde z, v sint coordonatele unui punct P fatd de reparul xOyv; a, b coor-
donatele noii origini Q" fatd de reperul 2Oy, iar X, Y coordonatele lui P
fatd de noul reper XO'Y'.

33° Transformarea coordonatelor carteziene ortogonale intr-o rotatic de
unghi @ = < (Ov, 0X) si centru O a axelor de coordonate este data de for-
mulele (fig..5.54)

= X cosa — Y sina,

e e,
R
!

= X sina + Y cos z.

Y i
R s G
//
// !
7 Q
>
o
a Q x

Fig. 3.54



3.3.5. Cercul

1* Ecuatia cercului C cu ceptrul in origine §i raza » este
xt vt — 2 =0. @)
2* Fcwatiile lui parametrice sint x = r cos 0, v = » sin 0, 0€[0, 2x).
i* Lcuatia cu pitratele strinse este
(x —a)? 4 (v — D) — 92 = 0. (2}
unde & si b sint coordonatele centrului siu o, lar 7 raza ccrcuiui.

1" I'cuatia normald a cercului este

.r‘l+:v‘3+mx+ny+p:0‘ (3)
unde a = ——’;—,b: _% i ”‘:--l-%—j;

%* Jcuatia generald a cercului este 4 (x> + 3*) + Dx +~Ev +F =0, 4 # 0.

6" Ilcwatia patraticd a tangentelor la cercul (1), duse din punctul exterior
Fy(¥e Xo)s este
(r* — ¥9) (x — x%)? + 263 (¥ — %) (¥ — ¥o) + (* — a§) (v — 30)* = 0.

* Puterea ¢ a punctului Py(xg, ap) fatd de cercul (2) este

P = (rg — @+ (v — B2 =2

h

s

A Cercurile C; si C, d= ccuatii #® + v® + mux + ngv + p; =0
slut ortogonale dacd si numai dacd mym, + nyn, — 2(p; + p,) = 0.

0" [“cwatia axei radicale a acelorasi cercuri C; si C, este s
(my — miy) % 4 (g —iy) ¥ =Py — pp =0,

18° Icuatmle parametrice ale cercului (2) sint

a ~» cos §

{x
y = b -+ 7 sin 0,

0e[0. 27)

I1* Ecuatia eercului. care trece prin trei puncte necolimare date Pyi(r;, 1),
1, 2.3 t
i ,2, 3, este

x4 a2 x v 1
23 + f #1 Yy 1
S I S SRR
2+ 3 %y &y 1




12° Ecuatia tangentei la cercurile (1) si (3) in punctul lor Py(x,, 1) sint

xxp Yy =1 =10
! . m . Ton
Fo Yo (¥ -+ ) + = (¥ +2) +p =0

3° Ecrvatiile (magice ale) tangenfelor la cerc paralele cu o dircctie datd m
sint
N = mx r\/l -

cind centrul cercului se afld in originea reperului respectiv, v — b = m (¥ — a) &
+ r\/l -+ m?*, cind centrul este in  (a, b).

14° Ecuatia polarei punctului Py(x,, v,) care nu aparfine cercului (3) este

m i
oyt nd )+~ (¥ + 230 +2=0.

&

3.3.6. Elipsa

{° Elipsa E raportatd la axe are ccuatia canonicd

2t s
— = - 1=0,
a* + b*

unde a, b sint lungimile semiaxclor, iar ¢ = Ja"' — b* distanta de la cens
tru la fieccare focar FF si F’ (lig. 3.53).

9
) &lo,b) (4]
-g? Fl-co) Flc,0) g?
A'l-a.0) Ofoo)  Afgo X
B 510,-5)
Fig. 3.55

2° Elipsa cu centrul in O” (p, ¢), raportatd la reperul Oy, si avind axcle part:
lele cu axele sistemului de coordonate, are ecuatia

e ity Nt B il

a® b2
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" Elipsa este proiectia ortogonald a cercului siu principal (cercul de cen-
trn O si raza @), asezat intr-un plan ce face cu planul elipsei unghiul & dat

¢ b
de relatia cos o« = —-
(23

1 Ecnatiile parametrice ale clipsei sint ¥ = acos 0, y = bsin 0, A0, 2:).

%" Ecuatia (canonicdl a) tangentei la elipsa E in Py, 3,) € E este

®
=

X | ¥¥o
0
o e

G,

6 Lcuatiile (magice ale) tangentelor la elipsi paralele cu o directic dati
m sint 5

v = mx + JaPm® +

/" Icuatia patratici a tangentelor la elipsi care se pot duce din punctu?
Py(xg, 5) exterior elipsei este

(a* — #) (¥ — yo)* + 2¥e¥ul* — %o) (¥ — %) + (8* — 3) (¥ — xg)* = 0.

4” Locul punctelor de unde se pot duce tangente perpendiculare la elips&
este cercul lui Monge

X% L oyt = a? 4 b
0" Tangenta la elipsi intr-un punct P e E este hisectoarea extericari a
unghiului format de razele vectoare ale lui P.
10" Locul proiecfiilor unui focar al elipsei pe tangentele elipsei este cercul
principal al elipsei z* — 3% —a® = 0.

11" Ecuatia pelarei unui punct Py(xg, ) € E fati de elipsd este

Mo Y _q_q !

a® b2

12" IZa coincide cu ecuatia tangentei cind Py € E.
11" Ecuatia normalei la elipsd in Py(x,, ) € E este
ay,

Y —Yo=—— (% — %)
b2x,

11" La elipsd se pot duce doud normale paralele cu o directie datd m.
7" Dintr-un punct dat se pot duce la elipsd doud normale sau patra normale.
gy ) L3 G a*
16" Ecuatiile directoarelor ia elispd sint ¥ = — §i ¥ = — —.
c ¢
I Raportul distantelor de la un punct al elipsei la focar §i la directoarea

: c
(urespunzitoare este constant si egal cu —.
a

- ol IS ¢
IN" Excentricitatea elipsei este e = — < 1.
a
19" Aria elipsei esté S = =mab.
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3.3.7. Hiperbola
1° Hiperbola H raportatil la axe are ecuatia canonicd
S Ly (1

unde a, b sint lungimile semiaxelor, iar ¢ = y/a* +4- b* este distanta de la cen-
trul sdu O la focarele F si F’ (fig. 3.56).

Y \
(271 (3)
[
Fil-co) flea)
X
TFig. 3.56
2° Asimptotele hiperbolei sint
bx bx
=— §i y= — —.
a a

3° Hiperbola cu centrul in O’(p, ¢), raportati la reperul xOy si avind axele
sale paralele cu axele reperului, are ecuatia

{E= R by

a* b2

L= 0.

4° Ecuatiile parametrice ale hipertolei sint

bk
VS
Bl
s 2(' ).]

7 = parametru real.

N

h.)]ih

1
5° Ecuatia hiperbolei con’ugate cu (1) este

2 )2
A AL IS (IS

a? b*
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4" Ilcuatia hiperliolei echilatere cste

w, cind este raportatdi la asimptote drept axe de coordonate,

A= .
2
/' Icvatia (canonici a) tangentei la hiperbola H in Fu(x, Vo) € H este
xx 3,
.__"__"‘_0 — 1= 0.
a* b?

&' Feuatiile (magice ale) tangentelor la hiperbold, paralele cu o directie data

m, siat -

Y =my + ya

9" Feuatia patraticd a tangentelor la hiperbold care se pot duce din Fo(xg. 3%),
«“terior hipertolei, este

(a® — 23) (¥ = 3)% 4 2270 (¥ — Xo) (¥ — 35) — (B° 4 3

18" Locul punctelor de unde se pot duce tangente perpendiculare In hiper-
hollt este cercul lui Monge

2% b a?=q® — 0% cind a>b.

Il Orice paraleld la una din asimptotele hiperbolei taic curba intr-un singur
punct la distanti finitd.

(1" Tangenta (geometricd) la hiperbold intr-un punct 2 e I1 cste bisectoarea
titerioari a unghinlui format de razele vectoare ale lui P.

1" Tocul proiectiilor unui focar al hiperbolei pe tangentele curbei este cercul |

(i diametrul egal cu axa transversd a hipzrbolei (cercul principal al hiper-

Loler x= 'L y-”- = “r_.)- 4
I Fcuatia polarei unui punct Py (%, 8,) ¢ H fatd de hiperboli este

X% Y%
a? b2

==

I'a coincide cu ecuatia tangentei cind Pye H.
1" Icuatia normalei la hiperbold in Py (x5, 3,) € H cste
a%yo

2
bxy

Vs = (x — 7).

I4" L2 hiperbold se pot duce doui normale paralele cu o directie datd e,
tlnd a® — 82m? > 0.

I/* Dintr-un punct dat se pot duce la hiperboli doud normale, patru sau
tre1, din care una poate fi consideratd ca dubla.

11" Ecuatiile directoare la hiperbold sint x =

o %
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19° Raportul distantelor de la un punct al hiperbolei {a focar si la directoarea

c
corespunziitoare este constant si egal cu -—-

20° Excentricitatea

3.3.8. Parabola

1° Ecuatia (canonicd a
tangenta Oy in ~irful

y2— 2ha — 0,
y4 i S
(4) W ;
unde p e parametrnl parabolei, iar k= OF
\D este abscisa focarului F de peaxa Ox (fig. 3.57).

2° Parabola cu virful in O («, B), raportati la
% \ repernl 2Oy si avind axa s§i tangenta la vidl

P £ , 5 paralele cu axele reperului, este
-y Fl=-C)
2 : (/ o/
(¥ — B2 —=2p(x —a) =0
sau
3 M 8
E F=—3 = v+ o
2 2/" f" 2/’
3° Ecuatia
x=ay*+by +c¢
reprezintd o parabold cu
1 &
p=—> U= — — B= ——=
2a 4a 2q
4° Ecuatia
¥ =ax* - bx + ¢
reprezintd o paraboldi cu
L b U — dac
‘bf__., %= — — ;3:—-——
2a 2a da

5° Ecuatiile parametrice ale parabolei sint

i
ke
X = —
2 Ay
¥ 7. == parametru real.
Y= Ry

i a) tangentei la parabola P in Py (¥, 34) € I exter

=p(r+ x)




Fcuatia (magicd a) tangentei la parabold, paraleld cu o directic datd m,
cste

4 == M - )
2m

[cuatia pitratici a tangentelor la parabold carc se pot duce dintr-un
punct Pyvy, 1) exterior parabolei este

2x0(y = 30)° = 23(x — %) (¥ — 3o) + p(x — x)* = 0
" TLocul geometric al punctelor de unde se pot duce tangente perpendiculare
I paraboli este directoarea parabolei ¥ = — p/2.

10” Tangenta la parabold intr-un punct al ci este bisectoarca unghiului format
|

Ji raza vectoare si paralela la axa Ox dusd prin acel punct.

[1” Tocul geometric al proiectici focarului pe tangentele la paraboli este
tangenta la virf.

{2 Locul geometric al fimetricului focarului fatid de tangeantele la porabold
oute directoarea parabolei.

13" Ecuatia polarei unui punct Py(x,, ) ¢ P fati de parabold este

Y¥o = p(¥ - ¥y)
11" Fa coincide cu ecunatia tangentei cind Pylx,, 1) € P.
17 Fcuatia normalei la parabold in Py(xg, 1) € P este
Yo
Wi = e B )
16" Ia o paraboli se poate duce o singurd normald paraleli cu o directie
catd m.,

|77 Dintr-un punct dat se pot duce la o parabold cel mult trei normale si
c¢l putin una.

Ih Lcuatia directoarei la parabold este x = —

|

19" Raporul distantelor de la un punct al parabolei la focar si la directoare
(le constant si egal cu unitatea.

‘()" Excentricitatea parabolei este e = 1
3.3.9. Curbele reprezentale de ecuafia

Y =2px + gx*
g = — ) cerc
q = 0 parabold
1) p#0 1 : s : S
< 1 g < 0 elipsd cu semiaxele a si a \/ —q
e =4t
0 g > 0 hiperbold cu semiaxele a .siaq' q
g>0 doud drepte care ticc prin origine
N p=02g<0 doud drepte imaginare

L doud drepte confundate cu axa x'Ox.
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3.3.10. Sectiuni comice

Intr-un cen de rotatie, sectiunea dreapti este un cerc; daci planul de
sectiune nu este perpendicular pe axi, atunci sectiunea este elipsd, hiperboli
sau parabold, dupd cum

1) planul secant intilneste numai o pinz& a cenului §i taie toate gene:
ratoarele (fig. 3.58, a);

2) planul secant intilneste ambele pinrze ale conului (fig. 3.38, b);
3) planul secant este paralel cu un plan tangent la con (planul secant
mu mai taie toate generatoarele, una fiind paraleld cu el, fig. 3.538, c).



4. TRIGONOMETRIE

4.1. Unititi de mdsurd pentru unghiuri. Transfor-
marea gradelor sexagesimale in radiani

Unitdtile de masurd peatru unghinri si arce sint: gradul sexagesimal (°),
¢u submultiplii s&i minutul sexagesimal (‘) si s2cunda sexagesimala (), rali-
anul, unghiul drept (dr) si gradul centesimal (%), cu submultiplii sii minutul
centesimal (¢) si secunda centesimald (¢°):

1% = 60:5= 3600 Il E="560 "

18 = 1008 =510 000 s ] =NI{ee

If

90° = radiani = 100% = 1 dr.

9] ol

{'nghiurile se noteazd cu diferite litere mici ale allabetului latin 1, v,
w, x, v, ale alfabetului grecesc 7, 3, v, 2, ¥ sau cu litere mari ale alfabetului

latin, de pilda 4, B, C, D.

Ca orice mirime [izicd, un unghi este ezal cu mdsura sa inmullild cu unitalca

mdsurd aleasd.

Infrucit in practicd se intilnesc unghiuri si arce misurate cu diferite uni-
fitt de mdsurd, cste necesar sd stim a trece de la unele unititi de misuri la
(tele. Astfel cu ajutorul Tabelei 4.1 putem transforma gradele sexagesimale
i radiani §i reciproc.

Modul de folosire al tabelei se deduce imediat.

Fxemplul 1. Si se afle citi radiani are unghiul de 49°20'8”. Avem
{0 40° + 9°.

Ciutind pe 40°, respectiz 97, in coloana gradelor, gisim valorile 0,698132
roapectiv 0, 157080 in coloana radianilor. Cdutind si 20’, respactiv 8 in coloana

nutelor si secundelor, citim radianii in coloana alituratd, adici 0,005818,

pectir 0,000039. Addugind gisim revultatul ciutat:
W08 = 0,698132 + 0,15708) + 0,005318 + 0,032339 = 0,R5135) radiani.

Cxemplul 2. S3 se afle cite grade are unghiul de 4,545 radiani. Se cautd
i tabela valoarea imediat mai micd (4,363323) si se citeste numdrul de grade
(arespunzitoare, adicd 250°. Se face diferenta 4,576 — 4,363323 = 0,212677
¢ cautd numirul de grade corespunzitor acestei diferente, intocmai ca mai
unte. Rezaltd 127 si diferenta 0,212677 — 0,209440 = 0,003237. Proce-
dindu-se ca mai sus rezultd 10’ si difereata 0,003237 — 0,002907 = 0,00042%,
pot 17 si diferenta 0,000137, ciireia ii corespund aproximativ 30”. Deci rezul
tilul este 4,546 radiani = 250° 4 12° - 107 + 1" +~ 307 = 262°11'30",
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Tabela 4.1. Transformarea gradelor sexagesimale in radiani

Secunde

si minute Radiant Grade Radiani Grade Radiani
1 0,000005 1’ 0,017453 310 | 0,541052
3 0,000010 2 0,034907 32 0,553505
3 0,000015 i 0,052360 33 0,575995
4 0,000019 4 0,069813 34 0,593412
5 0,000024 5 0,087266 35 0,610865
6 0,000029 G 0,104720 36 0,62831
Z 0,000034 i 0,122173 37 0,645772
8 0,000039 8 0,135626 38 0,663225
9 0,000044 9 0, 157080 39 0,680678
10 0,000048 10 0,174533 40 0,698132
20 0,000097 1 0,191986 45 0,785398
30 0,000145 12 0,209440 50 0,872665
40 0,000 194 13 0,226893 55 0,959931
50 0,000242 14 0,244346 60 1,047198
AN S I R 0,261799 65 1, 134464
G 0,000291 16 0,279253 70 1,221730
2 0,000382 17 0,296706 75 1,308997
3 0,000873 18 0,314159 80 1,396263
19 0,331613 85 1,483530
0,001164 20 0,349066 90 1,570796
0,001454 21 0,366519 100 1,745329
6 0,001745 22 0,383972 120 2,004395
0,002036 23 0,401426 150 2,617994
8 0,002327 24 0,418879 180 3,141593
9 0,002618 25 0,436332 200 3,490659
10 0,002909 26 0,453786 250 4,363323
20 0.0058 18 27 0,471239 270 4,712389
30 0,008727 28 0,488692 300 5,235988
40 0,011636 29 0,506145 360 6,283185
30 0,014544 30 0,523599 - | 400 6,981317
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4.2. Definitia functiilor trigonometrice ale unui unghi
ascutit intr-un triunghi dreptunghic

Dacii 4BC este un triunghi dreptunghic in 4, b si ¢ sint lungimile catete-
o si a lungimea ipotenurei, atunci (fig. 4.1)

b b c b &
& sinB=-—-, cosB=—, tgB=—, cotgDB=—
a a G b
\ ¢ ! b o g b
c sinC=—. ¢osC=—, 1gL:-L—. cotg C = —
a a a b ¢
1 a 1 a
sec B= — = — . Cosec B = = —
, 3 g
; 5 4 cos1 B ¢ sin B b
I tal 1 a
sec G = = '—; cosecC = = —
L2 I cos C b sin C c

4.3. Definitia functiilor trigonometrice pentru
unghiuri oarecare si argumente numerice
Tn planul R xR raportat la un reper ortonormat (Qv, Oy) considerdm

cercul trigonometric (de razd 1) de centru O, un punct 3 pe cerc, M’ pro-
icctia ortogonald a Iui M pe raza O4 (fig. 4.2, a), tangentele la cerc in A

Y
B cofgu
: ¢
A
6|
i
G
colgu
2 M
o >
-8
¥ A
! M 05T
b
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si I, orientale la el cu axele de coordonate Ox si Oy si punctele T si T'
rezaltate din intersectia ravei vectoare OJM ca aceste tangente.

u — — = , :
Pacit © = < (04, 0M)e|0, =3 atunci avem prin definitie

— sin u —_— 1
cosu = 0M’, tasu= tete = ALy secu =
cos 1 OM’
sau
T T cos 1t —_, i
sinu = M'M, cdgu=—— cotg u= BIl'; COSCC it = -———"
sin ¢ MM

|

~,avemcos O = 1, sin 0 = 0, cos =0, sin = =
2

rentru ot = 0 $i w =

to |l

o

= =0, scc0 = 1, cosec-> = [, tangenta §i sccanta
2

= 1,tg 0 = 0, cotg

(%]

nefiind definite in u = =, iar cotangenta si cosccanta nefiind  definite in
2

u=0. Pentru w ghiuri v e {:- ) 2:) avim aclinitii analocge (fig. 4.2, b, ¢, d).

Aceste defiriti” se extird, defisind sin, cos, tg, cotg, sec, cosec atit pe mul-
timea unghiwilcr mdsurate in radiani in valoare absoluti mai mare decit 27,
respectiv pe multimea numerelor reale prin proprictalca

sYxeR, Fueld, 2z) s ke &, astfel incit) %= 42 < kxS SE prin
periodicizarea funcliilor fyigononilrice.

4.4. Periodicitatea functiilor trigonometrice f(urda-
mentale

Funcliile sin si cos sint periodice ca pericada T = 2z, iar fancliiie tg
si cotg sint periodice cu perioada 77 = = §i avem
1. sin (x + 2kx) =sinx, VvekR, ke Z.

]

2, cos (v - 2k) = cos x, V¥eR, ke Z.

G2

tg (x + kz) = tg x, Vrel (—— + Z:], ke Z.
P g, ctg(v + k) =clgx, YvreR\Zz, ke Z

4.5. Graficele functiiler trigonometrice fundamentale
(fig. 4.3,a, b, c, d).
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y=sinx

a

T

Fig. 4.3

14 — Tabele si formule matematice — c. 1/ 313



4.6. Identitati

; 2=
VieE RN =0
VHGR'['——' - Z:‘. i-=t3u
B
YueR Z=z, SOt =o—

4.7. Continuitatea si derivabilitatea functiilor trigo-
nomctrice

trigonometrice fundamentale:

VueR, situ + cos?u = 1

fgu “'cotg e = |

I 4 tg?u = sec®u

I = ctg® u = cosec?® u.

Teoremad: Tunctiile trigonometrice sint continue pe domeniile lor de defi-

Niifie.

Teoremd: Functiile trigonometrice sint indefinit derivabile pe domeniile

lor de definitie.

Teoremd. Primitivele celor 6 functii trigonometrice se exprimi cu ajutoru
unctiilor trigonometrice insesi si ¢ pgaritmului acestor functii.
functiilor trigo t ses al logaritmul tor funct

Teoremd. Functiile sin, oo2:
probleme Cauchy:
3 x) 4+ 2(x) = 0,
=i
¥z} +¥(x) =0,

R—-[—1, 1]

¥0) = 0 ¥'(0)

1(0) = 0

4.8. Semnele valorilor functiilor trigonometrice
fundamentale

sint solutiile urmditozarelor

e

Cadranul

\

Functia

cotg #
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49. Formule de reducere la un unghi ascutit

“~_ Argumentul
'8 ~ y 3z
3 e -ty V=m ¥ =— % Vo= 2R —u|o v = —
Functia S\
sin 1 cos 1t - sin — COS u —sin — sinu
cos 1 Eosinu — COS 1t - osinn e COS 1 Cos 1
tg v = cotg + tgn Seolg u —ty n —tg 1
cotg 1 F tg u = cotgr u Fto u —cotz i | —cotg u

4.10. Expresiile functiilor sin®#z, cos®#, tg*u si

cotg®« in functie de pdtratul unei functii tri-
goncmetrice fundamentale

sin® e cos® tgtu cotg® u
tg? u 1
. 0 a s
sin® u 1 — cos®u = =
13- tg*u 14 cotg®u
1 cotg?® u
s A .8
cos™ 1t 1 —sin® 2 5 .
1+ tg*u 1 cotg®u
3 sin® 2 1 — cos®ze 1
tptw 3 o
I — sin® 2 Ccos*® 1t cotg®
. 1 — sin?u cos® i {
cotg= u :
sin® 1 — cos® g2 o

2rL




Tabela 4.2. Valorile fuactiilor trigonometrice fuadamentale
ale citerva umghiuri

s
‘5—5 Unghiul 2 sin u Cos u tg « cotg n
o=
(e [} 1 [} nu este definitd
2 i 4 s P Il D = =3 :
1= T | (We—vD)| - (JVEeVD) 22 15 2443
r 1 - 1 [* [— -
18° = — »-4-(\'5—1) -4—\/1042\'5 1 1t V3 +2y5
2 = 1 1 = 1 = i
30° = = 75 _;\/’J .3_\: 5 5
% G .
1 A5 = »2-\/2 %\/z 1 1
1 -
™ 1 = 1 - e 3
00 = — 53 5 NE sV
r 2
3 ! 1 L(ys e [ =t
720 = S5 v NETEENE +(V3=1) V5 +2y3 oY
& 5= 1 e /—) 1 el N = 5 i
105 T(‘ 6+4'2 T(\G—\Z) 2+y3 2—4/3
o0° = = 1 0 nu este definit 0
3= = ==, T 2
m.°=is— —-/u+2\s ——(J5—1) | — /s+2\/s ——V1——-5—\,/5
o — 1 e
=oal3 -—-—;- —/3 —=y3
= =
o T = ==
11 Va2 5V
1 1 A3 -
7 =S e ~3
7 = 1 = 2 = o
1620 = —= —([5—1) —;;s/m+2\/5 —-V:——?«/S —V5+2¢5
180° = = 0 1 . n2 este defiaitd
7= 1 /I3 NS =
ains L (F S [ Sl 3
10° = — 3 3 5 Vv
2950 = _5___ ___‘/_5_ ___\z 1 1
111 ) 4 2 2
4 N"S 1 —_ »\f_j
T e ey 1 L /
240 = 5 S A3 3
270% = —;- —1 [ ] ni este deflinitd L]
Ex /3 1 . I3
g2 o Sd Ny N
A 7 2 b 3
T 2 /2
- BIER e s s N2 ENOES =1
AL =gy 2 2 e
11 1 A3 A3 5
B -7 2 =k =y
360° = 2 0 1 0 nu este definiti
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o
M
I,

1

unciia

neeunoscuta

sin # ces i T celg u sge, 1t cescc u
Funeiia
cunoscuta
¥ : P ol I stk o 1 1
sin i sin /T = st e RN AR = —_
\oe— SluF e =, sin u V1 —sin?u Sinw
et e 1 1
cesu L1 —ces?y cus i eV | —eos?u o t ——
ces i VI —cesiu
tgu - 1 1 f e gy, VIt igtu
tg u S L0 o e 1g e Efl =2t 2 ok Sele s i
V14 tg?u W14 tgRu L tg
1 cotg u 1 ! cotgt u —_—
colgu e —— - ——_L:_— et cotg i =i ——‘5—— -+ \/1 + cotgtu
V1 4 cotg?u V14 cotgtu cetg u colg u
1 e ;
$CC u ki ol (o T § = sec i —
sccu Vsec? 1
1 & COSCC ¥
cosec —_— M &+ = + 2 — cosec i
cosec cosee u Veosec u —1 JJeosce! u

b4 £

e




Tabela 4.4 Functiile trigonometrice fundamentale ale uvncr sume

si diferente de unghiuri

Ssin (u 4 v) = sin e cos v 4- cos u sin ¢

cos (v 2 ¢) COS 2t COS v - sin u sin v
tgu - tgw cotg i cotev 5 1
tg{u+ v) = e e SOt e
1F tgutgo cotg v L cotg 1
Sin (x <4- ¢ + @) = Sin# oS ¢ COS @ - Sin ¢ COS @ COs i - Sii W COS 2 COS ¢ ==
— sin « sin v sin @
<0S (1 -- v - W) = COS % COS ¥ COS & — $in 1 sl ¢ Cos @ — sin © sin @ cos 1
— sinusinw cos v
i e U tgu +~tgov +-tgw —tgu-tgoe-tgw
g (w4 v+ w) =

1 —(tgutgo 4 tgetgw

1

tg w tg u)

cotg e - cotg v+ cotg w — cotg u

— cotg v — cotg w

cotgu - cotgo 4

- cotg v cotgw -+ cotg w cotg uw — 1

Tabela 4.5. Formule pentru transformarea unor preduse de furctii trigcnemetric
_fundamentale in sume de functii trigcncmetrice corespunzdtcare

sin (1 -+

T

\ - sin (1 — )
SLI1 26 COS A

tgutge

@

a
23 N 4 ~, P
= cotg 1 + cotgw

cos (u ) L cos(n —1o cotg u + ctg v

COS £ COS ¥ = - ;eotgu cotgy == ———

9

tgu - tge

cos (ut

cotgutgwo

cotg u -+ tgw

2 tgu + cotgw
4sinusin v sin w == sin (1 + @ — w) -+ sin (—w 4+ v = w) =
4+ sin (i — v + w) — sin (@ - v — w)
4 sin cosv cos w == sin (i -k v — w) — &in {— u-+ v -~ w) o
+ sin (# — v +w) + sin (6 + ¢ + w)
4sinusinv cosw = — cos (1 -+ v — w) 4 cos (—u + v 4 W) -+
+ cos (1 — v 4+ w) — cos (1 + v + w)
4 cos 1 cosS v COS W = COS (—u 4 v + w) + cos (v — v -+ w) +
+ cos(u ++ v — w) + cos(u + v + w)
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4.11. Functiile trigonometrice ale jumatdtii, dublulu
si triplului unui unghi

Expresia €i

Functia
clutatd
Functiile trigonometyice fundamentaie ale jumdtdtii unghindui
Ve ALV.I_:COS Ly ___(Jl -+ sine — 41 —sin u).
5 = 5
‘ 4 : S -
. +VL_(i()S_"=J_(\/ITsxxl # 1 — sinu). p
) e 3 2
I : —CO T
ty e e o T T I —cosu l —cosu
2 tg u 1 4 cos u sin = 1 4 cos
i 1 sin 1 -+ cosu
2 | ~—cotgu & Jeotg2u + 1 1 —cosu sin ¢
I - 1= cos
i .
| y 1—cos

Functiile trigaaometyice fundamentale ale dublului wnghinlui

‘- . 'Y -
/1 = 3-2cosu 1 — cos*s

in <u 2sinucosu = £ 2sinu {1 —sin®u =
% 2 cos®u —sin®n = 2cosy — 1 = 1 — 2siny.
2tgu
i

1 — tg%u

cotg?u — 1

(g 2u
2 cotg u
a
ReC*
1 Srore L g
2 — sec*u
2u -~

Functitle trigonom:irice fundamentale ale triplului waghivlui

= 3sinwu — 4sin®u.

) 3sinucos® i — sind

cosdut — 3¢os e sin® u == 4 cos? i — 3 cos .

Jtgu —tg°u
I —3tg%u
cotgd ¥ — 3cotg

3cotg*u — 1

(9%

Alte formule utile:

sin 4 = 2s5in2u-cos2u; cos4u = 8costy — 8




4.12. Linearizarea unor puteri ale sinusului
si cosinusului

v 1 —cos2u 1L 1 -+ cos 2u
sin? ff = ————— C0S% i = ——
: <) 2
. 3 sin 2 — sin 3u 3 cos 1 - cos Su
3
SN it = =———— T A Y Pl o SR ochugle.
4 4
. —4 cos 2u -+ cos 4u ¥ 3 2= 4 cos 2u 4+ cos 4u
sind = : costa = .
8 8
=l 10 sin . — 5 sin 3u - sin Su, = 10 cos u <= 5 cos 3u - ces Su
SN = 31 COS? $¢ =
16 16
. 10 — 15 cos 21 - 6 cos 4u — cos Ou
sinf 14 = e
32
" 10 = 15 cos 2u + 6 cos 41 -+ cos Gu
<os® 1 = .
32
a 5 v & o Fe— Y
X 35sinu — 21 sin 31 = 7 sin Su — sin 7
sin? u : .
64
35 cos u -- 21 cos 3u -+ 7 cos Su = cos Tu
<os? 1 =
(1'1
LN 33 — 56 cos 2u - 28 cos 4 — 8 cos 6u -+ cos Su
SN g == = <
128
_ 35 =~ 56 cos 2u - 28 cos 4u - 8 cos Hu — cos Su
*os" 1 == .

128

4.13. Exprimarea rationald a functiilor trigonometrice
ale unui unghi cu ajutorul tangentei jumdtafii

unghiului
2 1
2 tg — = tg'l._
: e 2t 2 =g
S U= = ; cotg U = = = U
{2 122 2 ta X 2t
il 3 ? = 1g >
1 . T
1— tg® — 1+ tg* — ;
2 1 -2 2 1+
€OS 1 = = ; seccu = =1 : -
LA 14 £ 7 — 2
1+1g* — : 1—tg‘=_2_
Sy
2'tg —
e 2t I tg®u 1+ : it
tgu = = g Cosecn == , unde =14 -=8
T 1 —¢2 he 2 2t 2
] —tg® — 21g —
2
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4.14. Formule de transformare a unor sume de functii
trigonometrice in produse (Formule calculabile
prin logaritmi)

P . L wT v %+ v U —v
nin 4 sin v = 2 sin COS———: Cosu -+ cos v = 2 cos cos
2% 2 2 2
R Y R Y oo ANSEAL T L =g
cos i — cos v = —2 gin ———sin ——— =2 sin — sin
) 9 2
24 2 2 2
sin (1 + v) sin {z 4+ u)
tguttge = = NCHloNr T cofmmaet ==,
COS 1t COS ¢ sin 1 sin v
| — cosa = 2sin*(u/2); 1 - cosu = 2 co5*{u2): | 4 sin 2 = (sin 1 -cos u)>.

. L i e 1L
| sin# =sin — - sinu = 2sin| — 4+ —|:cos{— F+ —|-
2 4 2 4 2
. e
S| — -
_l

COS u

Vd-tgu =t —0 tou = \i2

. B ; sin (¢ = o)
{ sinu-+-B cosu=.4 (sm i - — Cos u A(sinu +tgocosu) =4 — — .
4

cos @
; . ot = 1 ¢ n 7 =
1 o introdus unghiul auxiliar o, delinit de' tgo—= —, 2| - —, —1-
A 2 2

(2
Ly
P—
o |
H
=]
—

{ '_B:A[liﬁ):;ﬂ(l-jtg@):.-’l i dacdk 4> 9

A cos @
J X B P =
/1 > 0, atunci s@ poats lua =fgo, 0c|0, —|-
D

~

4.15. Identitdti pentru functiile trigonometrice ale
unghiurilor 4, B, C ale unui triunghi oarecare

, o A B
i d 4 sin B + sin C = 4 cos — €08 — €OS — »
2 2 2

B
s A +cosBLcosC=1+ 4sinisin—sin
2 2 2

cos A cos B cos C
-

o~

3 oo . i . .
in Bsin ¢ sin’Csin 4]  sind4 sin B

in* 4 4 sin? B + sin® C = 2 4 2 cos 4 cos B cos C.
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cos® 4 - cos®B 4 cos*C = 1 — 2 cos A4 cos Bcos C

sin 24 4 sin 2B 4 sin 2C = 45sin A sin B sin C

cos 24 + cos 2B - cos 2C = — 1—4 cos A cos B cos C
sin 44 - sin 4B -~ sin 4C == 4 sin 2.4 sin 2B sin 2C

cos 44 -~ cos 48 -+ cos 4C = 4 cos 24 cos 2B cos 2C — 1
43 St A

2 2

tg e tg 4 tg —— . tg — F 1
=3

a

RS

Mlﬁ w|a

A
coth -~ cotg —f— + cotg

- “~

—= cotg Lol cotg Lk cotg
o 2

lql()

tged +tgB+tgC=tgAtgBtgC
cetg 4 cotg B ' cotg Beotg C + cotgCeotg 4 = 1.

4.16. Inegalitdti verificate de functiile trigonometrice
ale unghiurilor unui triunghi oarecare si de alte
elemente ale acestuia..”

Ssin-’—‘!sin Esin—c—sl
L 3 8 )

- -

e il ;
sin® = 4+ sin® — - sin®
2

w0
AV
| e

<

2
<.
|

A4 B
& cos — cas — cos
2 2

Ivlﬁ

343
sin A4 — sin B 4+ sin Cs——ZC

Scos 4 cos Beos Ckg

-

8
I1<cos 4 ~cos B + cosC< E- »
tgd-tg B tg B-tgC +tgC-ig A9
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sin 24 + sin 2B + sin 2C<sin 4 + sin B + sin C
»=3+ RY/sin A4 sin B sin C

at 4 b 4224438

a* 4 b* + E<OR.

4.17. Relatii intre elementele unui triunghi oarecare *

Teorema sinusurilor

—— = — = —— = 2R
sin A sin I3 sin C
Teorema cosinusurilor:
a* = 0% + ¢® — 2bc cos A
5% = a* 4 ¢* — 2ac+cos BB
A =a*+b* — 2abcos C
Teorema tangenielor
tg A—B
a—b o 2
a+ b tg A+ B
2
B—-C
tg
b—c 2
L tg __+__
2
X C -4
c—a 2
¢+ a tg C+ 4
2
asin B a sin C
tgd = =
¢—acos B b —acosC
wPa bsin C 3 b sin A_
a —bcosC ¢c—bcosd
R C= ¢sin A b ¢sin B )
b —cos A a —ccos B

Teorema proiectiilor

a="hcosC + ccos B
b=ccos.4 +acosC
c—acos B+ bcos A

* A sz ved<a §i paragraful 3.1.1 de la capitolul Geometrie
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Fermulele lui Karl Mollweide:

4 - B e
cos sin
a— b 2 Py >
c C a = - c
sinn — coSs —
2 2
Bi="C B -G
€os Bl =
b - 2 L —c¢ 2
& o | a =
Sl — €os —
2 2
C—4 ) iy
BN == sin
¢+ a 2 ¢ —a ] 2
h N b B
o COS8 —
2 2
Aite relatii importante:
SIS B bp—c)(p—a) clip— o
o [@_M B Ye=ar=a . ClE=air=0)
2 be 2 ac 2 ab

s -? 14 y_“;“_ [ VKU’_—_'L) e V/’_(/‘;"

2 ac 2 ab
t"_i=-l[(_ﬁw——b)(ﬁ—c) 1”33=V(;‘>—c)(¢>—a\ e A [(p=b)(p—b)
B2 plp—ay * =2 plp — b) 2+t

Cplp -0
qaces 4 = bcos B -+~ ¢ccos C = 4R sin A4 sin B sin C

o

4 c
Vo= th= Al A8 i, (B =) s = (A= a) 1K T

AVC SR
P —a = 4R cos — sin — sin —
k)

| HIwAC

$ — b = 4R sin — cos — sin —

2 2 2

A B C

# — c= 4R Sin — Sin =—C05 —
2 2

2
heg = 2R sin BsinC; hy, =2 Rsin Csin 4, h. = 2R sin A sin B

re =% -atg—;rp,=r-+btg vo =7 + Ctg
2

vl

A B
# == 4R cos — cOos— €05 —
2 2

¥

~

2

“

Lo N g
— 4R sin — sin — sin —
2

38

wA g B g C
Vi Ans Sl

©H = R /1 — 8cos 4 cos B cos C.
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Tabela 4.6. Rezolvarea triunghiurilor dreptunghice

53 .
rul | Date Bgr Formule de rezolvare
“Zz
4=90 B t:B:i t,','C:-C— a = bt et
c 5 i 1
T b L = be
" c b h
c < cotg B = =y cotgC =—| a = bsecC = S
L B L4 At b < e T L e SN A
4=90° = sin B = — cos C < ¢ o= et —b S= sbyiarha—b =
[ W mawry T
& = ¢ =y\/(a+b) (a—b)= 1
] < C =90°—B| B =90*—C :acos B = - absio C
4=99t C b=asin B ¢ = asinC 1
I B b C=90"—8 S=Tn=sin25
o e #=acosC| c=acosB
SN
b
A4=90°f € SR = R AEC
. a e c=pHtgC 3
1 B C=9%"—RB S=—bicotg B
& b =
b $ e I bcotz B
Tabela 4.7. Rezolvarea triunghiurilor oarecare
o
Cazul | Pate Sa Formule de rezolvare
Zz
B A 5 a*sin Bsin C
¢ b | 4 =180 —(B+Cy|p= 2202 W R T
& sin 4 sin A4 .
a absin C
S 2
1
A C b X
B A PR TR T PR L LR W R e
e sin A sin A4
£ 5
C A4 t A—2B a—b st {34
R oty — : :
. B E—5 S £ =a§lx\C SznbsmC
c sin 4 2
& < A4+ B =180°—C
_@sinC Fesit 4
40 TSt S-St
11 - e sin B B L L By ke L e =—-—bCOSAi bsin A
o sin 4
. L P —(4-+ B) | & Jar—p*sin? A|= 220" (hcos A &
b 2
bsin C T T
R i\;’u‘-%—b’sm‘.{;
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Tabela 4.7 (continuarc)

<
LS
Cazul | Date § 2 Formule de rezolvare
4 g
1v 2 5= +/pp—a) (p—8) (p —c)
» ==

c (¥ 2 ‘ plp—a)

: M p— s = =
€t b+| g cos,f_ . !’b» 3, EI (r b;c(p <)
+c=2p # L =

Ca verificare: 4 -+ B - C = 1807

In cazul IIT putem avea drept solufie: doud triunghiuri, un triunghi sau nici .un triunghi,
cu datele 4, a, b.

In adevir, aparitia radicalului «/at'_a]xx’ A in expresia lui ¢ impune o discutare a semnulul
cantitidtii de sub radical, Aceastd discutie, rezumaltd, este:

1. 4 > 9% 3.4 <90°

a > & > un singur triunghi a) a << bsin .4 =: nici nn triunghi

& < b = nici un triunghi 3) a=bdsind < un triunghi dreptunghic

2,4 = 9" a > b - un singur triunghi

& > b => un singur triunghi a>bsind: I a=b=>un singur tridnghi isosce)
a < b = nici un triunghi \ a > b = un singur triunghi

4.18. Produse. Sume. Inegalititi si identitati

remarcabile
2 (n =1
A LR L =N _ n
1. sin oy S e i = = oo
5 3 = . 27 sig 2 NE Jan + 1
2. sin —— sin ———— ... 5in - =
2n + 1 2n 4+ 1 2n -+ 1 2
e o s | T, )
3. sin——sin—— ... sin———— = —'—
4n 4n 4 28
= ’ 2 B 1
4. ces cos s COS§ ——— = —
2n 4+ 1 2n + 1 2 L 27
3 s B - J2
€0S —— COS — ... COS =
4n 4n 2 SR
T 2= 2nz (—=1*
6. cos cos e COS = :
2n + 1 . O | 2n + 23
n+1
2
(=1 .
e , 1 impar
27 47 20 -
7. ces cos cos = -
2n 41 2+ 1 25 -1 =
(=1)"
, % par


http:f(:lurn~l.la

-
2" sin —
n

9. (2cosx — 1) (2cos2x — 1) ... (2cos 2"V ¥y — 1) =

2cos2® x — 1 1
= ——, COS X FE — —,
2cos x 4+ 1 2

*
* *

10. sin x 4 sin (3 + k) + sin (x 4 2h) < ... - sin (v + wh) =

giie.. ( nh
hsin|x + —
2

sin

» - h# 2kw, helZ.

ST
sin —
=

11. cos x + cos (¥ + k) + cos (¥ + 2k) +- ... + cos (¥ + nk) =

”n

1
sin —— & cos {x 2 "_h)
2 2

b 2kz, keZ

A
sin —

0
: ; : sin® nx
12. sin # + sin 32 + ... +sin Zn — ) v =

, sin x % 0
sin x

sin (2nx)

5. cos ¥ +cos3x + ... +cos (2n— 1) x = , sin ¥ %0

2 sin x
14. tg x + cotg » + tg 2x + cotg 2x =- ... + tg (2*-'x) + cotg (2*1x) =
= 2 [cotg x — cotg (2® x)]
1 x 1 & 1
15. tg x+ —tg — 4+ —tg— 4+ ...+ —1g
2 2 4 4 on

w 14 acos x + a*cos 2x + ... 4 a® cos nx =

x .
on on n

a™2 cosnx —a®lcos(n+ 1) x —acos x + 1

a* —2acos x + 1
17. @ sin x 4+ a®sin 2x - ... + a® sin nx =
a™?sin nxy —a®lsin (n + 1) x - asinx

a®* —2acosx + 1
JRY 1 1 1
18, arc tg -+ arctg + . + arctg——mm— =
14+ 1412 14+24 22 L4+ n +a*

= 1 p
= — ~ arctg , neN’
4 n+ 1
7 1 1 1 n
9. arctg — + arctg — + ... + arctg ———— = arctg , neN*
3 ndln 41 n +2

I~

dh g M, 18
+5—,_;-r-7’+"8—2 e

.‘.;=1+

s

i

@
na""‘

+ 2

12
~
38
2
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S

* *
2% A 6 |
2]. cos — + €C0S — -+ €05 — = — —
7 ) 2
3z 17x 1
COS — -+ COS — -+ + 005 —— = —
19 19 2
1 (o
22, arcty — -Faretp— ==
2 3 4
o 1 5
25. 4 arctg — — arclg — = — (Machin )
35 1
1 1 1 T
24. arctg — -+ arctg — + arctg — - arcty — = —
3 5 7 4
*
* *

290 Yre R 1simivi i< x)
26. Vx,¥eR, |sinx —siny| < |x —y|

27. 0 < x, vy, =< —, sin{xr 4+ vy -+ 2 <sinx 4 siny + sin
2

4.19. Functii trigonometrice inverse '

Relatii iatre functiile trigonometrice inverse:

: x
arcsia ¥ = arcty -

V1

: arccos\:’l —x*, xe[0, 1)
arcsi ¥ =

} —arccosy 1 — %2, xe[—1, 0]

s
! -
v | =%
arcctg ————, x€e (0, 1]
X

arcsin X ==

—= - :chtgi-:vi, xe[—1,0)

X
{:mt:.' X = T POST — , »€R
i V1 A
| i ne
arccos ———, x€[0, --20)
3
al’l.‘g ¥y =
\ — arccos , x€(—o0, 0]
\/1 —_r t":

, e
dulga =
1 5
—x -+ arcctg —, x&€(—o00, 0)
%

1 A se vedea paragraful ,Funclii elementarce.

24,



arcsingl — 22, xe[0, 1)
arccos ¥ =

7= — arc sin\/l — % xe[—1, 0]
[17= 22
arctgl_‘—, re (0, 1]
arc cos x = \/. <
= -arc fg——— g L xelf—1,0)
¥
H
\ arccos ¥ = pcotg———=~, a (~ 1, 1)
L=
. 1
arcsin ~———, x€[0, 4 )
A
arcetg x= 1
w—arcsin——e—, x€(—o0, 0]
J1+ 2t
i
arc 137, x€ (0, 4+o0)
arcctg x= i 1
=+ arctg—, xe(—o0, 0)
i %
' arcctg ¥ = arc cos — 2 JhrE R

eV B
wte de ailunare

arc sin x -+ arc sin y = arc cos (¢ | — x2- ‘/1 — 3 —2zy), 0<x y<1

arc sm ¥ — arcsiny = arc sin (v4/1— 32 — 3 /1 —2%), 0 <2,y < 1

&rc COS X - arc cos ¥ = arc cos (xv — \/l — 221 —3?), 0< 2,y <1

———— o P 2

arc cos ¥ — arc cos ¥ = arc sin (¥ 1 — 22 — 21 —37), 0 < x, 3y < 1
arctgx+arctgy=a:cctgl_xy, xy>0
x+y

-

v, x,y>0
14 zxy

arc tg x — arc tg ¥y = arc tg

x4y

arc ctg x — arc ctg y = arc tgy_x, x>0,39>0

1+ xy

4
Xy
{ arc ctg x -+ arc ctg ¥ = arc cotg M - )

4.20. Conditii necesare si suficiente ca valorile func-
tiilor trigonometrice fundamentale corespunzitoare
la doud unghiuri # si v si fie egale

Teoremd: 1. sinu =sinveru=v 4+ 2kkx sau u=m —v + 2-Ix, k,le Z

2. cosu =cosveru=v+2ks sau u= —v+2-lx, k leZ
Joigu=tgvesu=v+in heZ us# % 4+ m  pk 12:- + nsw,

m, ne
4. cigu=ctgveonu=v+ krx, ke Z, u# mr, v #nuxm, neZ

15 — Tabele si formule matematice — c¢. 1/ 313 225




Tahela 4.8. Ecuaiii trigonometrice fundamentale

Ecuatia Discutic dupd a Alulsimea solutiifor S
—l<a<l 8={x|ix=(~1*arcsing + k=, kcZ}
sau
sau
sin ¥ = a [ " =arcsina+ 2kn, REZ
seR lx”:&:—-:'.:“csiua + 2, leZ
la] > 1 S —
aceR il —
a= —1 Si= — — X 27z
2
i — 0 S=—"Z=
a=1 S=2= 427>
2
—l<a<l |S={xlx= Larccosa+ 2k=, ke Z}
sau
S = (arccosa + 2 Zz=) y (—arccosa +
+ 2Zx)
sa
cos X =a i
xeR {x = ke Z
" = — arc c + 21z
IS At arc cosa -k 2i: e Z
a= —1 N T
a=0 S=—+Zz
2
=1 S=2Z=
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Tabela 4.8 (continuare)

|
Ecuatia Discutie dupd a Multimea solujiilor S
acsR S={rvlx=arctg a-+kr, ke Z}
sau
S=arctga+ Z=
sau
tg =0
x=arctga+ k= heZ
e€R\ (—'- <k Z:)
2 o= patid S=——1 Z=
4 !
acR
a =10 D=
ks S ==+ Zz
4
aeR S={alx=arcctza - kx, keZ}
sau
S = arcclga + Z=
sau
cotg ¥y =a x=arccotg a -+ ks keZ
xeR\Zxz ar
\ a= —1 = -~ Z=
o
aeR 4
a=0 o = st
”
a=1 X == £ Ze
4

Exemple:

o= x= —arctg4+ kn, kReZ
- 9=
etg x= —4f5; x=— 1+ kr;, kReZ

A == | - =) L neZ
2 3
%’ = arc cos — -+ 2kx=,» keZ sau
3
rr 1 L2
1%z = —arccos — + 21z, leZ
l- 9.
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832

4,21 Inecuafii trigonometiice fundamentale

Nr. crt. Inecuatia Discufie Multimea solufiilor Figura
—-1l<a<?0 {x|= —arcsina + 2kz < ¥ < 2= + arcsina +
‘ A
4 2k, ke Z}
T-0/CSIn0 Ny 0TS 100
b " v T aTsing, arrsing
0<a<l | {x|m—arcsina + 2kz < x <2z + 2kz, keZ} U ¢ :
U {x|2nl < x < arcsina + 2lz, le Z}
sin ¥ < a
1 reR — b ot
ae R
a>1 R
1
a< —1 %)
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S v > a

{¥|2kr < x < m —arcsina + 2=k, keZ} U

B {2z - arcsina + 281 < v < 25 + 251, le Z}

R

2

2 reR
aeR P
a <l —1
a0l
cus ¥ < a ~l<a<0
reR
aeR

{x|arc cos a 4 2kr < ¥ < 2m — arc cos a |- 2kx,

keZ}

0<a<1

{x|arccos a + 2kn < x < 2;¢ — arc cos a + 2k=w,
keZ}




v
Nr. ert: Ine:uaﬁa Discufie Mulfimea solufiiler Figura
a> 1 R
cosx <a
xR = T
acsR
a< —1 @) 5
N g
4 cos ¥> a Ouec 3= 1 {x| 2z < x < 2kz -|- arccos @, ke Z} U
reR Udx| 2z = arccosa + 2nl < # < 2r -+ 2nl, leZ}
Teosa
aeR

=1l < iz

{212k <= < arccosa 4+ 2kn, keZl U

U{2z =arccosa + 2nl < x < 2

R




a0 {.v | — S + hng x <arcigu -l hwy ke Z}
e
gv<a s
3 reR
aeR = ]
a0 {.v | — = G} k< x<arctga + kn, IcEZJ, A
2
~x/2 g
/2
: urelya
az=0 ¥|arctga k< x - bk, kezl
2 J A
e >
6 ~€eR
aeR
g<0 =

{x] arcigae Lk

<d




4 4

Nr. crt. Inecuatia Lisculie Multimea solutiilor Figura
a>0 {xlarcctga+ ke <y <m+ k=, keZ}
tolg x < 4
7 1eR
ae R IvLolga
a<0 {aldtectg a ekl x <n+4 ks hel P A
orezela
az=0 {x| =k < & <arcelga -+ k=, heZ} y
colg x> a
S x€eR
ae R
175CalYC,
a0 {rl=k< vi<treclga & kel A
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4.22. Aplicatii ale trigonometriei

1. Dteriminarea distantei dintre doud puncte’ accesibile (A si B ) despartite
frintr-un chstaccl (fig. 4.4)

Alegem un punct C st midsuriim distantele a, b si unghiul C. Formula

|72 z ; S - *
ya* — b® — 2 ab cos C ne di distanta ciutati.

2. Determinarea distantei dintre un punct accesibil (A ) si altid inaccesibil (B)

4.9}

Alegem un panct C, din care sid se vadd B, si misurim distanta & dintre
| A4 si unghiurile C si 4. Determinim apoi distanta x dintre 4 si £ cu
b sin C
[ormula ¥ =f——————ag
sin (4 + C)

V. Diteyminarea distantet dintre doud functe inaccesibile (A si B ) (fig. 4.6).
\legem punctele accesibile C si D si mdsurdm distanta d dintre D si C
unghiurile Dy, (D, 1Oy s15C;.

Aplicim teorema sinusurilor in triunghiul ACD si deducenm

d sin (D; 4+ D)

- y respectiv in triunghiul BCD,
sin (D) 4 Dy 4 C))

d sin D,

sin (D, + C; + G,)
unghinl  dintre ele, putem determina distanta dintre A4 si B cu teorema
innsulai.
. Delerminarea distantei dintre doud puncte A si B situale fe aceeasi
vicald (Lig. 4.7).

Acum in triunghiul 4 BC cunoscind doul laturi

A
¥
H < .
& a D
a
Vrd Vel
8 o 2




a) Cazul bazei B accesibile (fig. 4.7). Alegem un punct C accesibil si miisurin
distanta a dintre B si C precum si unghiul z. Cunocastem indltimea & cu
ajutornl grafometrului.

Indltimea ciutatd este H=h+ H =l +a tg .

h) Cazul bazei B inaccesibile (fig. 4.8). Ahgcm dounit puncte acceslbll"
D si C. Misurdm distanta a dintre C 5i D precum si unghiurile z §i 4. Deters

/ A
W e e e =
!
2% |
Al
527 { H
/,,/;' d |
% 4/ [
/ 6‘1/ A e '3
/ (// £ i )
.
3 O, 2L

Fig. 4.8 Tig. 4.9

minind ¢u ajutorul grafemetrului distanfa & dintre C si E, putan scrie spes
cesiv 4 !
@ sing
H=H +h=hH0si@ g=r—— =&
sin (& — )
deci : ;i
a sin 2 sin
H =" ——" .
sin (3 — 2)

>3 4
5. Determinarea mdrimii rezultantci K a deud forie I’ si ] {fig. 4.958
_Aplicdm  teorema cosinusului  in  triunghiul ABC s d( ducem L

|F, +]-212 = RK2=F} +-F} —2F, F, cos (180° — 2) san R® = F3 1 I3 4:

+ 2 F, F, cos «.

Analog se determind ;J-, — 2 S [A=F3+ Fg —2F, I, cos «.
6. Arvuncarea cblica a umiei corp in vid. Bdtaia maximd. Indltinea maxing

Se stie ci dacd aruncam din O un corp M sub unghiul 2 fatd de Ox,
viteza initiald vy, legea de miscare a corpului M (v, v) este (fig. 4.10)

x(1) = et cos z, (1) = Yel sing — -g 15N

-

4 ‘}.

- Tig. 4.10



Cind corpul ajunge in 4 avem v (t) = 0. De aici 'rezultd radicinile f; =0

care corespunde lui Q) si £, = ® sin o (care corespunde efectiv lui 4).
v - 4

o
] o
Distanta
us
zlts) = —> sin 2%
g

e numeste bafaie sau distantd de aruncare. Avind in vedere cd sin 2« are

\loarea cea mail mare 1 si cil ea corespunde lui 2 2 = » rezultd ci bdtaig

1o |

maximd este xpm = — .

Astfel bitaia maxzimi se obtine la o aruncare sub unghiul & = 45°.

Inidltimea pind la care se ridicd corpul M se determind avind in vedere ci,
in punctul cel mai inalt, V7, al traiectoriei, viteza corpului are componenta vy
\ vitezel nuld.

£ dy e, : v, Sina
Deci vy = — = 0; de aici rezultd ,finipul de urcare” b AEEE L
at g
2
respectiv indltimea 4y = —2 sin® o,
I . =
=5
Evident s, este maxim la aruncarca ps verticald [1 = :-); dar pentru,
2
22
.. - o . 0
cazul bitdii maxime (x = 45%), gidsim g, = .
g

4.23. Formule fundamentale pentru functiile
hiperbolice

]

Definigiiz 1) sinusul hiperbolic sh x = (¢ — e7%)/2, xeR
2) cosinusul hiperbolic ch ¥ = (e - e72)/2, zeR

sh x €T — e %
= — xeR

3) tangenta hiperbolicd th x
chxy e%+e™®

h & 52
4) cotangenta hiperbolicd cth x = i - 2 » x€R*
sh x €T —e™%

Identitati fundamentale: 1) chx +shx =ez
2) chx —shxy=e"7
3) ch?x —sh?x = 1
4 thz-cthz=1 %0
1
ch? x
1

sh? »

5 1 —thtz=

6) cthx — 1= »  wak D,

j &3
w
[}
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Tabela 4.9. Relatii intre functiile hiperbelice

Functia dati
Functia ciutatd
sh x chx th x
. —_— th x
sh x sh x sgn .1:\/ch2 x — 1 ot R ——
\/l — th? x
e Tyl 1
ch x J 1+ sh® x ch x I
\/1 — th* x
th'y —s_h % ry san x «/ch'-’ x — 1 s
J1+sh®x ch x
1 4 sh® x ch » 1
cth » J 5 i ——9 x == 0
sh x sgn xy/ch®x — 1 th »

Functiile hiperbolice ale unor sume si difevenfe de argumente
sh(x £ ») ==shxchy-tchxshy
ch(x4+3y) =chxchy +shxshy

th x = thy

14 t; z-thy

th (¥ £+ y) =

Formzle de transformare a sumszi sauw difeventei a doud functii hiperbolice in
produse de funciii hiperbolice

shx+tshy=2sh x:ty-chx—ry
2 2
chzx 4+chv=2ch adiged i/ o Tas
& 2
4 —
chx —chy = 2sh e
2 2
sh (v +
thxighyzbl“(r_"'i)
ch x-ch v

Fermule pentru transfermarca uncr froduse de funciii hipeibolice in sume de
Junctii hiperbolice

1 )
shx-chy_—.—:[sh(x+y)+sh(x—y)]

L
sh x-sh y = E [ch (¥ +y) —ch (x — y)])

1
ch % chy = —[ch (¥ + 3) + el (x — y))
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nyentei hiperbolice a jumdtdtii argumentului

Functitle hiperbolice de argument dublu
sh2x =2sh y-chx
ch2x=ch?y +shtx =2ch?2x — |l =12 2sh®x
2 th
thless S L
14 th? »

Functiile hiverbolice ale argumentului pe jumdtate

. cha=1, .7 _ chx + 1
sl;:sgnx e c12— 5

th_i=chx—l___ sh »

2 sh —chx+1

Exprimarea vationald a functiilor hiperbolice ale unui argument cu ajutcrul

2 th X 14+ the X 2th=
sh oy = 2 : clxx:————-—;; thy = ———
1—the X ot 1+tht X
2 2 2

Liniarizarea puterilor functiilor hiperbolice

1
sh’x:——l—(chzx—l) ch’x:—z—(ch2x+l)
2

(sh x + ch x}® = sh nx + ch nx

i Teorema lui Moivre
(ch x — sh %)® = chnx —shax

R:latiile dintre functiile trigonometrice si ccle hiperbolice

Formulele lui Euler: €% = cos x + isin x; €% = cos ¥ —isin #.

. 1z -z z -z
¢ 4 : 0 - S % L =i
[.siny=—ishir= ——— 5. sinix=ishy = i—
2i
- L elel e —— ) €% | e7%
2, cos x =chix = — 0, cosix —ch z— —_
2
T SeTE—e Tt - Nef e
tgr= —ithix= —i——— 7. tgix=ithz=1i
ez ez % e %
1z iz z -z
s . b e + a .eZ 4. e
1 par=icthix =i —— 8. ctgix=—icthy=—i —
elz _ ez (o

Poitilea sauw imparitatea functiilor hz'[erboli'ce
wh (= x) = —sh #; th(— %) = —thx

¢h (— x) = ch #; : cth(—x) = —cthz, %0
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4.24. Folosirea tabelei IV.10 si a tabelei IV.11

Tabela 4.10. Valorile naturale ale functiilor frigonometrice fundamentale ale
unghiurilor misurate in grade sexagesimale

Tabela 4.10 contine valorile functiilor sinus, cosinus, tangentd si cotangentd
ale unghiurilor de la 0° la 90° din 10’ in 10%, cu cinci zecimale.

Pentru unghiurile mai mici de 45°, gradele sint date la stinga {iccirei
tabele, de sus in jos, iar pentru unahlurilc mai mari de 45° la dreapta {ie-
cérei tabele, de jos in sus.

Valorile sinusului pentru unghiurile de la 0° la 44° se citesc de sus in
jos in tabela care are scris sus ,sinus“ si de jos in sus pentra unghiurile
de la 45° ja 89° in tabela care are scris jos ,.sinus”. Minutele se citesc sus in
primul caz si jos in al doilea caz. La fel se procedeazi si cu celelalte functii.
Céutarea in tabele este simpld, mai ales dacd unghiul se giseste in tabele.

Exemplul 1. Si se afle sinusul unghiului de 25° 40’. Citim in stinga 25°
si sus 40" (in tabela 4.10 care are sqris sus ,sinus”) ; la intersectia liniei lui 257
cu coloana lui 40" gisim 0,43313.

Exemplul 2. Si se afle sinusul unghiului de 63°20°. Citim in dreapta 65°
si jos 20" (in tabela 4.10 care are scris jos ,sinus“): la intersectia liniei lui
63° cu coloana lui 20, gdsim 0,89363.

Dacd unghiul nu se giseste in tabele, se face interpolarca prin pirti pro-
portionale pentru sin x si cos #. Pentru tg x si cotg x avem de facut urmai-
toarele observatii: tg x se interpoleazda prin pérfi proportionale pentru
# < 46°40’. De aici pind la 70° se obtin numai patru, pind la 80°40°, numai
trei si pind la 85°40" numai doud zecimale exacte. O determinare mai precisii 0
da formula

1 # 1 y
tg ¥ =tg———— conexatii cu tabela 3.2 a walorilor — 103,
90° — x 7

Tabela 4.11. Logaritmii cu cinci zecimale ai functiilor trigonometrice ale unghiu-
rilor de Ja 0° pind la 90° din minut in minut

Tabela 4.11 contine logaritmii functiilor trigonometrice sinus, cosinus,
tangentd si cotangentid ale unghiurilor de la 0° la 909 din minut in minut,
precum §i Iogirxtmu rapoartelor dintre sinusul sau ten"cnta unui unghi si
unghml respectiv, pentru unghiurile de la 0° la 2°3

Gradele se cautd in partea de’sus a pamnn si minutele in prima coloani
din dreapta daci unghiul este mai mic de 45°; dacd unghiul este mai mar
de 45°, gradele se gasesc in partea de jos a paginii §i minutele in ultima coloand
din drcapla. Logantmu functiilor trigonometrice se citesc sus sau in josul
paginii, dupi cum unghiul este mai mic sau mai mare de 45°. Caracteristica
comuni mai multor logaritmi succesivi este scrisi’ o singurd datd in fiecare
grup de zece.

Coloanele notate cu -~ d 1”7 si — d 17, aflate la dreapta fiecirei coloane
de logaritmi, contin diferenta dintre logaritmii functiilor a doud unghiur
care diferd intre ele prin 17. Aceste diferenfe s-au obtinut impéartind Ia 60
diferenta dintre dei logaritmi consecutivi. Dacd numarul secundelor cu care
creste unghiul este mai mare decit 1, partea proportionald a mantisei se
obtine inmultind d1” cu numdrul respectiv de secunde. Semmele -+ sau —,
care preced d1”, arati cd partea proportionali se adund la mantisi sau se
scade din ea. Pentru unghiurile de la 2° la 87° se poate evita inmultirea folosind
tabelele auxiliare P.P. (tabelele partilor proportionale) care se gisesc dedesubtul
tabelelor principale pentru unghiurile de la 6° la 83° si pe pagina aldturati

- pentru unghiurilz de la 2° la 6° §i de la 837 la 87°.
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In tabelele P.P. pirtile proportionale sint calculate din secundd i secundd
de la 6”7 la 107 pértile proportionale pentru 107, 207, 307, 40™ si 50" dau,

wint impirtirea cu 10, pdrtile proportionale pentru 1, 2, 37, 4" si 5.
logaritmul sinusului sau tangentel unui unghi mic de la 0° la 3° nu se

poate afla interpolind prin pirti propoerfionale, deoarece aceasta ar duce
L1 inexactitati. Pentru a afla logaritmul sinusului sau tangentei unui asemenea
caehiose adund la logaritmul numirulul de secunde al nnghinlui numdrul S
i I care reprezinti logaritmul raportulul dintre sinus $i unghi, respzctiv
intre tangentd i unghi. Pentra accasta se folosesc tabelele mici date. sub
wlele de logaritmi ai functiilor unghiurilor de la 0- la &° Tle contin nu-
rul de seeande ale unghinlui si numerele S si T.
(a si in cazul calculelor logaritmice obisnuite, si in calculul cu logaritmii
Linctiflor trigonometrice sint de rezolvzat doud probleme: aflarea logaritmului
itel trigonometrice a unui unghi dat si atlarea unghiulut .corespunziter
ul logaritm dat al unci functii trigonometrice.

Problema 1.

Cazul 1. Unghiul sz afli in tabele (confine numai grade si minute).

Exemplu. Si se afle 1g sin 20°26". Se cautid pe pagina care are scris sub
), 1ar in coloana din stinga 26°; lg- sin se citeste sus,.iar la intersectia
ste logaritmul ciutat: 1,54297.

coloanel acestuia cn linia lui 26° se gise

Cazul 2. Unghiul nu se afli in tabele (contine grade, minute si secunde)

Evemply. Si se afle g cos 54718°20"”. Se cautd pe pagina care are scris
147, iar in coloana din dreapta 187: lg cos se citeste jos, iar la intersectia
Jonnel acestuia cu linia lui 18° gisim lozaritmul 1,76607. Ciutim in  med
mindtor 1g cos 347197 si gisim 1,7639). Logaritmul cintat se afli cuprins
lre acesti logaritmi. In coloana — d1” citim 0,28, in tabelele P.P., la inter-
tia coloanei 0,28 cu linia 207 citim 3,7, deci aproximatir 6. Intrucit d1”
o semnul mines, iusemneazd o din mantisa logaritmulul lui 54° 187 se scad 6

Uit de ordinnl al cineilea. Asadar lozavitmul cliutat este 1,76601.

Problema 2.

Cazul 1. Logaritmul dat se gdseste in tabele.

3 o ey R e ; - .
cemplu. Si se afle x stilnd cd i, tg = 1.9037 L. Logzaritmul find mai
mie decit 0. insemneazd ¢ii unghiul este mai mic de 453° Deci se cautd in

i notatd sus lg tg”; se gdseste 387427,

Cazul 2. Logaritmul ciutat nu se afld in tabele.

yemplu. Si se afle x stiind cd 1g cotg x == 1,73183, Deoarece logaritmul
negatiz, unghiunl este mai mare decit 43°.
Chatind in tabsle se daduce cd acest logaritm este cuprins intre 1,73173
[.73205, cirora le corespund unghiurile 61°40° si 61°39. In coloana — dt”
m 0,50, Intre L,73185 si 1,73175 diferenta este 10. In tabela P.P., in
doana 0.50, se cautd 10, ciruia ii corespunde in prima coloand din stinga
)", Deci unghiul ciiutat este de 61739207,

239



http:1I"!(.tt
http:L0fP.ritll1'.l1
http:e[;a:.lt

5. ANALIZA MATEMATICA

5.1. Numerele reale

Multimea numerelor rveale* constitui~ o multime R, inzestrati cu dould
operatii binare, notate cu + (adunarea) §i * (inmultirea), impreund cu o re-
latie < (care se citeste mai mic decit sau egal cu), avind proprietiitile:

1. (R, +) este grup comulativ, adici:
Ll Yx, 5, zeR avem (v -+ y) + 2 =% + (¥ + 2).
1.2. 30 € R, astfel incit YxreRavem x 4+ 0 =0 4+ x = x.

1.3. VxeR, Jx’eR, astlel incit ¥ + 2" = 2" + ¥ = 0; x* se numeste
opusul lui x §i se noteazd cu —ux.

1.4. Vx, yeR avem x + y =y + x.

2. (R*, <) unde R* = R {0} cstc.gnzp comutaliv, adicd:

2.1. Vx, 9, ze R* avem x(yz) = (x) .

2.2. 1€ R*, astfel incit YxeR*, avem 1l ¥ = x- 1 = x.

2.3. Vxe R* 3x’ e R* astfel incit xx’ = x'x = 1; x* s¢ numeste inversu:

1
lui x si se noteazd cu ! sau — -
%

2.4. Yx, y € R* avem xy = yx.

3. Adunarea si inmultirea sint compatibile intre ele, adicd
3.1, Vx, ¥, ze R avem x(y + 2) = xy + 2z

3.2, Vx, v, ze R avem (¥ + ¥)z = xz + yz.

4. Relatia < este o relatie de ordine totald compatibili cu operafiile de
adunare §i inmultire:

4.1. YxeR, avem a1<x

4.2. Vx,yeR, 2 < ysiy < x implichk x =y

4.3. Vx,9,2eR, x < ysiy < zimplici x < z

44. Vxr,yeR avem ¥ < y sau y < x

4.5. V»,yeR si 2 <y avem » +2<y + 3 ¥YzeR

4.6. Vx,yeR si ¥ <y avem xz < yz, Vz =2 0.

1) Numelele reale pot fi introduse si cu ajutorul fdiefurilor in mulfimea numerelor rationale
{Dedekind), al sirurilor fundamentale de numere rafionale (Canlor) si al fracfiilor secimale infintte
{Weierstrass), nu numai pe cale axiomatici.
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3. (R +, *, <) satisface axioma lui Arhimede:
VreR, YyeR, ¥y > 0, 3neN astfel incit ny > .
6. Oricare ar [i (a,),~; un sir de numere reale crescitor si (bn),.>1 un §ir

de numere reale descrescitor, pentru care a, < by, Vaom = 1si b, —a, — 0
atunci existd un singur numir ¢ € R, astfel incita, <c < b,, ¥n > 1.

Observatia 1. Axiomele de la 1—3 ne aratd ci (R, +,.) este un corp comutativ.

Axiomele 4.1—4.4 ne aratd cii relatia < este o relatie de ordine totall,
iar cele de la 4.5—4.6 cd relatia < este compatibila cu structura de corp,
a lui R.

O¥servatia 2, In locul axiomelor 3—6 se poate lua axioma

5. Orice multime nevidi EC R majoratd (i.c.)) 3b € R, astfel incit Vxe E

avem x < b) posedd margine superioard.

Observafia 3. Rezultd astfel ¢d (R, + ,-, <) este un corp ordonat conlinuu arhimedian (sau comples
ordonat).

5.1.1 Submudtimi ale lui R

N={0,1,2234,..}, N* = N\ {0}
=3 =3 d, 0, 0,8, 3, 50 7 2% = 2Z\{0}.

{1'E meZ, n GN‘}: 0* = 0\ {0}
n

R* = R\{0}; Ry ={xeR|x > 0}

Z=1{..,
0=

5.1.2 Proprietiti ale mnumerelor veale, deduse din
axiome

1. Vx,y,2eRsix + 2=y + zavem x = y.

22, Vx,yeR avem —(x + ) = —x + (—y) = —x—y.

3. VxeR avem —(—x) = x.

4. VYa,beR ecuatia a - x = b are solutia unici » = b —aeR.

5. Vx,y ze€R avem (x+ 3 — s=x+ (y —2) §i 2'— (y + 2) =
= (x—y)—=s.

6. Vx, y, 2eé Rz # 0 51 a2z = yz avem x = y.
Vx, yeR avem x(—3) = (—x)y = —ay si (—=a)(—3) = 2y

8. Vx,y, zeR avem x(y —z) = xy — x2.
9. YxeR avem -0=0-x=0.
10°. VxeR* avem (x1)-! = x.

1) j.e. este prescurtarea expresiei latinesti ,id est“, care se traduce prin ,adicd®, ,aceasta in-

seamnd“. )
1) yx, yeR, numirul x + (—y) se numeste diferenfa numerclor x §i ¥ §i se noteazid ¥ — yI

3) wx, ¥ €R si ¥ # 0, numirul . (—;) se numegte citul fmpdrtirii Jui x la y» si se no-

x
teazd —,
y
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11. V¥, yeR* avem (xy)? = 2

*y

. ; gl b
12. Va,be R cu a#0, ecuatia axr = b are solutia unici v = — ¢ R,

13. Vx,y€R, si xy =0 avem x = 0 sau y = 0.

¢ )] h
14. Ya,b,¢,deR, ¢# 0, d # 0 avem i+£_=m—5; A
& d cd fr !
ab onG b ad — be
= — respective. — — — = —u——
cd c d cd
a
y c ad
15. YVaeR si b, ¢, de R* avem — = —
b be
d

16. Vx,yeRavemx < y< —y < —x; 2 20 — 2 <0.
17. Vx, ¥, z, teR, s <y sis<tirezultdi x + 2 < v + 4
18. Vx,yeR, Yz < 0six <y rezultd xz > yz.

19. V¥, yeR, x > 0 si y < 0 rezultd xy < 0.

20. Vx,yeR, x <0 siy <0 rezultd xy > 0.

2L 2, v, 2 le R x> ysi 2 =8, a8 =yt

22: YxeR% »1= O

1 1
23. YxeRl avem 2> 0 —>0; x<0e — <0
x x

1 1
24. Vx,yeR}, 2 <y — < —
¥ x

25. Vx,yeRsix <y, IreQsipe R\ Q,astfelincitx < r < ysix -
26. Multimea numcrelor reale nu este numdirabild.
27. Orice sir fundamental de numere reale este convergent si recipio

28. Fie ae Ry si neN, n > 2. Atunci riddcina de ordinul n a lul
cxistd si este unica.

5.1.3. Dreapta incheiatd

1. Numerele reale pot {i puse in corespondentd bijectivd cu punctele v
drepte pe care au fost alese un punct origine O, un sens pozitiv si o vmtate o
misurd pentru lungimi. Din aceastd ratiune, multimea R se identifici i
cu dreapta consideratd, numind-o dreapla reald, iar numerele reale se iden!
{icZ cu punctele acestei drepte.
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1

Fie —o0 §i +co douil simboluri. Notim R: = R U {—m} U {+o}.

lilatia de ordine < a lui R se extinde la R punind —0 < x < 20, YxeR.

sul

ticd (R, <€) este total ordonati.

Mulfimea R se numeste dreapta completatd san dreapta incheiatd.

Ob

A

4!
le 1

(8}

creafii. Pe R nu se pet introduce structuri algebrice.
1.4. Intervale numerice

Tic aeR, be R si a < b, Maltimile urmiitoare sint intervale mirginite
ul

{a,8) = {x¥|a < x < b} (interval deschis).

a,b] = {s|a < x < &} (interval Inchis; compact).

‘a,b) = {x]|a < x < b} (interval inchis la stinga si deschis la dreapta).
(wb] = {x|a < x < &} (interval deschis in stinga si i""!’?s in dreapta).

I'ic @ e R. Multimile urindtoare sint intervale nemarginite ale lui R:
= {x| x> a} (semidreaptd deschisi la stinga).

)
(@, +00) == {#| x = a} (semidreaptd inchisd la stinga).
o0

(—c0,a) = {x| » <a} (semidreapti deschisi la dreapta).
(—=,a] = {x| » < a} (semidreaptd inchisi la dreapta).
crvajie. Numerele @, b, — ®, + o se numesc capelele infrrvaleler respective. Dacd I cste

iterval al axei reale, arunci mtcrvalu] obtinut din I prin inldturarea capetelor acestuia se

!

crn

o
o ondericrul lus I si se noteazd cu [

5.1.5. Vecindtale. Punct de acumulare

lefinifit. 1. Se nusneste vecindtate a lui a € R, orice mulfime V < R, care
ne un interval deschis, care confine pe a.

¢ numeste vecindtate a lui —oo orice multime V_ocR care confine o
dreaptd deschisd la dreapta (—o0, @), cu a€R.

Se numeste vecindlate a lui + oo orice multime V+mcR care ¢mtine o

LI

Mul

:luaptu. deschisad la stinga (a, + ), cu aeR.

. Fie I € R o mulfime. Un punct x5 € R se numeste punct de acumulare
nltimiiE, dacd oricare ar fi V o veciniitate a lui x, avem V N E\ {x,} # J.
timea punctelor de acumulare ale lni E se noteazdi cu E’ $i se numeste

(limea derivald a lui E.

i. Un punct x,e R se numeste punct de acumulare la dreapta (respectiv la

tinga) allui E, dacd oricare ar fi V o vecinitate alui xjavem ' 0 E\ {7} # &

I

pectiv V-NEN {z} # @J), unde Vt= ¥ [x5 +-00) ([respectiv V- =
xo] N V) este o semivecindtate la dreapta a lui xg (respectiv o semive-
tate la stinga a lui zg).

Multimea punctelor de acumulare la dreapta ale lui I se noteazd cu B

multimea punctelor de acumulare la stinga ale lui E se noteazi cu L'
hserviAm ci E' = ES Y E® si ca E* nE? poate fi wida.

Feoremd. 1) xg€ E' <> Az, € E\{xg}, », — 245

) ,rDeL"‘-:::»EIx €E, ¥, < Xj) ¥n—> Xg;

) g€ E% e+ dx, € E, %, > %4 ¥p = Xy

Ly B

Observafie. fn mod analog se poate defini notiunea de punct de acumulare al lui E in R,

(5]
[
o




5.1.6. Mulfimi mdrginite ale lui R. Margine
superioard. Margine inferioard

Definitie. Multimea neviddi E < R se numeste majorald saw sarginiid
superior dacd 3b € R astfel incit Yx € E avem x < b. Numdrul b se numegte
majorant pentru E,

Dacd be E spunem cdl E are un cel mai mare element, anume pe b; s¢ na
teazd b = max L.

Analog, mulfimea E < R se numeste minoratd sau mdrginitd inferior daci
Jda € R, astlel incitVx € Eavem a < x. Numdrul a se numeste minorant penfru I

Dacd a € E, spuncm cd E are un cel mai mic eclement, anume pe a; «
noteazd a = min E.

Exemply. Pentru E = [1, 3], min E = 1 si max £ = 3. Intervalele deschise
ale lui R nu posedd min §i max.

Definitie. Fie E < R o mulfime nevidd care adwmile minoranti. Se numeste
marginea inferioard* a lui E sau infimumul lui E §i se noteazd inf E cel mai
mare minovant al lui E.

Definitie. Fie E < R o multime nevidd, care admite majoranti. Se numegle
marginea superioard a lui E saw supremumul lui E §i se noteazd sup E cel mai
mic majorant al lui E.

1
Exemplu. Pentru E = {3 i —} avem inf E=3 §i sup E = 4;
n>=1

;z g
inf R= —o0.

5.2. Inegalititi remarcabile
1. Forme ale inegalitdtii lui Bevnoulli:
a) (1 +a)® > 1+ na, VaeR, a= —1, YneN.

B) (1+a)*=1+aa, VaeR,a> —1, VaeR,a > L

v) (L4 a) (L+ ay) . (L4ay) =2 1+ ay + ag + ... +ag,,Vay, ay, ...,a, €R,
a,, dy, ..., ap = —1, toate aceste numere avind acelagi semn.

2. Inegalitatea lui Cauchy:
” 2 n n
aibi) < ( a?)( b?) » Va;, b;eR.
Inegalitatea devine egalitate pentru a; = 2b;, A €R, i = m

3. Inegalitdfile lui Minkovski:

1 1 1
n 2 ” 2 n A
o) (2 ; (ai + b‘)z) < (Eaf) - (2 ;bf) »  Vai, bijeR.
i=1 = i=1
*) inf E este caracterizat de urmitoarele doud proprietaji: 3

1) wyx€E avem inf E < z;

2) ye > 0, 3yeE, astfel incit y <e + inf E,
iar sup E de proprietitile

) v2€E, avem x < sup E

2’) ye > 0, 3yeE, astfel incit sup E —e < 37



1

3) ( )
1
ok A A
o o
_'l_ 1
1 LN A

1

/ n
Y (D] (a4 b0
i=1
8) [ay + b)) (ay + &a) ... (ay + b,)]" = (aya,
Va;, bye Ry, ¢ = 1, n.
4. Incgalitdtile mediilor:
»n — - . Gy + s + ... 4-a
" e <\7Vala2. ap < L2 —=,
1 . AN n
o S e
&y sy an
u aj, ¢ = 1, n numere reale strict pozitive. Incgalitdtile devin egalititi daca
¢ numai dacd a) = a, = ... = a,.
" —
2(1{‘, YkeN, n> 1, YajeR:, i = 1, n, cgalitatea
=

n k
5 | — ary s —
( E ) n=

are loc dacd si numai dacd a, = a,

Inegalitatea lui Holder pentru sume finite:
1

q

0.
” ” 7 n
o) taghe| < (Zlm i”) (Eib:l"}

] o Nag, & By, B e by €RSE

L.

l —

q

=1 =1

1

3

1
n

o
L

n
B) Ela‘b‘l =
i=1 i=1
haeR* i 0 < p < 1, iar ¢ se deduce din — —_
n Cy
transformd in egalitate pentru |ag|? = 2| 6;]% 7€eR;, i = Lin

F
) s Va,, a,, ..., ageR, Vby...
1. Iunegalitatea se

1=1
p < o0, iar ¢ se deduce din — 4

7. Inegalitatea lui Cebisev: dacd (ag)i<k<n este un sir finit de numere pozi-

{lve monoton crescitor, iar (bg)igign este un sir finit de numecre pozitive

wmonoton descresedtor, atunci avem
n l n l n
— agbpy < | — ag |l — E bg 1>
n k=1 =1
.= day sau by = by, = ... = by, cind
347
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txcepfie facind cazul in care a; = a,
inegalitatea devine egalitate.



Dacd ambele siruri sint sau monoton crescitoare sau monoton descresci-
toare simultan, atunci aem

== E “LJ}J.,
12

k=1

CEEg)

1 1 1 -
8. (ay + a, - —a,) | — + —_— e —) =2 VaieR:, =1, n
a, ty
n n a
9. (E aibi)(z b’) (Z ) Va;, b; € RL.
=1 1-=1 i=1
10, I+ a)(l+ a)e-(l4+a,) =2, YaieRL, i = I n, Ayt 8y = 1
11. Fie intervalul compact [a,b] € R, cu 0 < a < b $i &y, Xy, wony &, B

puncte din acest interval.

Atunci avem

V] Ve L)y _ (a+8? ,
(Hr+ 2%+t 2 = —F—F | € ———
AL 2 4abd
et gt e Y e R, i1 /
Ha o= l8g oy L4 3
13. «ja1 +a}+ .. +ai<|al + lay| + ... +1a,], Vag..,a,eR
14. ot Afogby € Nag I e+ 8y 2 afbyFra by, anbic
€R,, i= 1, 0.
B 1A
15, = 4 + uh <M—L, h> 0, n = 1 (drhimede).

. — < h+2h+ ...
2

1
15-—1‘+—+-—+ S el
14 £ n®
1 1
17-—1+—1+—-+...+——<l-——1—, iz = 2.
23R IR RS oy n* n
1 nel e
18.«/_1-;<1+~/4+ +'—_—<2\/n—‘;—1—2,1z>1.
n
293 — 1
19.—1—-2-.. i — n > 1.
3 2n JZn £ 1
i —
20.-3—-—-, x l<l/. 3 nz 1
=9 4+ 1 4+ 3
3 -1
PRI S s Gl o S
2 \n A 2n JZn
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| S 2n — 1 1
22— — = W
S 25 JIn a1
N e n-1 = —
23, (l-r— R U e 24, "S{n + L=V n,n >3,
”n
= n-1 j— 5 e - &,
25, VVn+ 1 < Vi, m 2= 3. 20. \"/n! o= 2 5 P = T
x n(n—1)
e A e e O AR - e 1 sz
27. 1l < | =« n= 1. 28, nl< 2 5 =3,
i 1
200l > 201 5 =5, 30. 2% =, = 10,

no_pn a -+ b\®
Ly - sl Y (’_——) s LY, beRY, n'l

Inegalitatea devine cgalitate dacli o = b.
Cazuri particulare importante:
2(a? =~ b*) = (a + b)?, VYa,beR:.
4(a® - 1) = (a +b)%, Va,be R:.
S(at - bY) = (a - b)}, Va,beRl.
32, a® + 0* = 2ab, Va,beR.

33. a* 4 b* -+ ¢* = ab - bc + ca, Va,b, ceR. Incgalitatea devine egali-
tate dacd si numai dacia = b = ¢.

34 a4 b>24ab, YabeR,, a= 0, b= 0.
b
a

35, 242 22, Va,beR, ab> 0.
b

a
Lipa . o — B
37. i — )7 .111_—2_..\,(1[) <-(a——). Va,beR, a>b>
Sa 2 §b

38. a® - B + A > 3abc, VYabceRL; a #b,b # ¢, c# a.

la+b]' _ lal- »_ |b]

< » VYa,beR.
Tl 5] - T4tlals L+l

40. Ja - b < JJa + b, Va,beRy.

41 (@ +¢) (b + d) = JJab + yJed, Va,bc,deR}.

RVEFHC k) > Vabe + Vaef, Ya, b, ..., f e RS
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5.3. Siruri de numere reale

Notiunea de sir. Se numeste siv de numere reale o aplicafie f a multimii N in R,
x b J
Dacd ap = f(n), ¥n € N, atuncisirul f se scrie (u")n>0, (an) e N (a,,) sau ag, ay,

e, dp,y -on 3 Ap SC numeste teymenul geneval al ‘Hlllllllf
In locul lui N sc poate lua N¥, in care caz sirul f se scrie (@n)ps1r (@n)y o ne
n> n N,

(an) sau a,, ay, ag ..., an, .-

1 1 1
Exemple de siruri: 1) 1, —s —, .., —, ...
2 5] n
2) 2,2,2,...,2, .. [un sir constant) ~
1 1 1
3) =1, —s — —, (==, .
2 3 n

Sir finit. O aplicatie f a multimii {1, 2, 3, ..., n} in multimea R se numeste
sir finit (de numere reale) si se noteazd (ag)p=1,» sau ay, a,, ..., an.

Notiunea de subsiv. Dacd ay, a,, ..., an, ... este un sir si &y, &y, ..., kg, ... un
sir de numere naturale strict crescidtor, atunci sirul ("k,.)n>1 se numeste
-
subsir al sirului initial.
Struri cu limitda. Un sir numeric (a,) w1 S€ numeste cu limitd in R, daci

dae R cu proprietatea ci orice vecindtate a lui a contine toti termenii sirului,
incepind de la un anumit rang inainte. Scriem lim a, = a, lim ap = a sau ap—a
n->+4w

pentru # — 4 co.

Siruri convergente. Un sir (ap),~, care are limita a € R se numeste con-

=
vergent in R.
Un sir (an),-, converge citre aeR < Ve> 0 dn:e N, astfel fncit
=

Vn =>ne avem |ap —al <¢

7 R 1

¥ I —
Exemplu. Sirul en termenul general ap, = ——» n=1, are limita a=
2n
2. Un sir (an),-, are limita 400 (respectiv. —o0) «» Ve > 0 In, €N, asa
=
fel incit Vi = n, sd avem a, = ¢ (respectiv ay < — ¢).

Siruri divergente. Un sir care nu este convergent se numeste divergent.

Struri mdrginite. Sirul (ap),~ , este mdrginit dacd si numai dacd IM > 0,

n=
astfel incit, Vu e N, sd avem |az| < M.

Exemplu. Sirnl ay = (— D%, n = 1, 2, ... este mirginit de 1, cici |a,| =
=S1TWvaie NE,

Siruri crescdtoare. Sivuri descrescdtoare. $irul (an),~ , este crescdtor (respectiv

=

descrescdtor) dacd ¥Yn € N avem a, < an4 (respectiv ay = anyy). Sirurile cres-
ciitoare $i sirurile descrescatoare se numesc siruri monotone.

Exemplu. Sirul delinit astfel a; = \/2, . — \/2 + a5, = 2, este strict
crescdlor.

Sir fundamental sau siv Cauchy. Un $ir (ap),~ , de numere reale se numeste

=

sir fundamental sau Cauchy dacd Ve > 0 existd n. € N astfel incit Vin, n = ne
sd avem |ay; —ag| <-e.

Notiunea de sir fundamental si cea de §ir convergent de numere reale sint
echivalente.
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5.3.1. Teoreme fundamentale asupra sirurilor
numerice
1. Orice sir convergent de numere este mirginit.

> “witovi OYrie ach H p 31 <1 A <1 H
2. (Criteriul majordrii). Dacd a € R, iar (u,,)”Zl si (m:;),,;l sint doud siruri
carc au proprictatea Va = 1, |ag —al| < ap §1 25— 0, atunci ag — a.

. el 1
Exemply. Pentru sirul cu termenul general ap = sin — avemn |a,—0|<—
n %

1
si, cum — — 0, rezultd a, — 0.
n
3. Trecerea la limitd@ in inegalitdfi. Fie (u,,)”21 $i (l)n)n>1 doud siruri
cu limitd pentru care ay < by, Vi = ng Atunci lim a, < lim by,

. Ve n—-xa0

4. Fie (“")nzl si (b,,)n>1 doud siruri astfel incit ap < by, Vi = n, Dach
lim a4, = +c0 (respectiv lim b, = —o0), atunci lim b, = 0o (respectiv
B> ”-» o n—> 0
lim a, = —0).
n->a0

5. Daci sirul de numere strict pozitize (a,,)">1 este crescilor si nemirginit,

LNl
atunci — — 0.
an .
Exemplu. Sirul cu termenul general a, = 1 4+ 2" (iind crescdtor i nemir-
; < 1
ginit, sirul cu termenul general ——— — 0.
L1 2"
6. Dacd aeR iar sirul (a,),~, converge citre a, atunci sirul (| ag|)
>
converge catre |al.
7. Dacd sirul (| anl),~; converge citre 0, atunci a,— 0.
=

n>1

8. (Teorema de convergen{d a girurilor monotone). Orice sir monoton st
mirginit este convergent (Weierstrass).

Exemplu. Sirul dc_‘fi_nit astlel o = J’ Gy = \/2 + dpy, n>2 este
strict crescitor si mirginit. El are limita a = 2.

9. Lema Iui Cesaro. Orice sir mdrginit contine un subsir convergent.
10. Fic (ap),~y, un sir convergent astfel incit |a, | < M, Vi 2 ny; atunci
=

| im an, | < M.
n->o0
e A e ST : - it
11) Teorema ,clestelii™. 1) Dacd sirurile (“")n;I si (b")nzx indeplinesc
conditiile i) a; € a, < ... KT an < ... Kby <... < b, < by; 1) by —ag— O
atunci lim a, = lim by.
n—->w n-»<

Exemple. 1. Sirurile (ap),~, § (b,,)">0 sint definite astfel:
aeR, beR, 0<a;<b,

ag -+ by ——
ay = 12— 2, by = Jagh,,
2
a, +b
ay = L—1, by = yah,
>
an-y -+ bp-
ap = e by = \/an—lbn—l:
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fndeplinesc conditiile din teorema precedenti si au una §i aceeasi limitd (Gauss),
media aritmetico-geonetricd a numerelor ag §i by.

2. Sirurile (a,.)"20 si (b,,)"20 definite astfel

age R beR, ag<ly

_agt+ by b _ Ay + 2by
a; = » y = H
2 3
Ap-y bnt An-y T 2bp
@n by = nz 2
2 3

» - S ; by —a . : AR
indeplinesc conditiile i) si il) [bp — ap = -2 % si au, deci, aceeasi limitd.
67 :

2) Daci a€ R, iar (2a)p>1o (a,;)n;_l_sl (_3,,)”21 sint trei siruri pentru
care ap <anp < Bu, YnziugeN, silim ¢p = a = lim 3,, atunci si lim a; = a.

n-»r n>w 7n-> 0
- . 9 1 . 1
Exemplu. Avermtevident———— = —— & F= = fi
\/n" - n \/n- + 1 yn*+2

G an

Cum oy, 8, — 1, rezultd ap, — 1.

12) Fie (an),~y un sir cu limita @ € R. Atunci sirul mediilor aritmetice
=

Py lnhrde 0 " : _
[bnz —1—2“—") , cel al mediilor geometrice (gp = \'"/al Ay ... ap,
n
N & . n
ap > 0, Yke N*) si sirul mediilor armonice |k, = . il ap > 0,
s () e
a; an

Yk € N*) au aceeasi limitd a.

13) $irul (¢"),-,, este convergent dacd si numai dacd —1< q = 1.

14) Lema lui Cesaro-Stolz. Fie (ag), - §i (b,,)">1 doudl siruri de numere
cu proprietitile

DO<by<by.. <bp <., lin b, = + o0
n—>xL
2) lim Kot Sy g0
n>w bpiy — by

N7y,
Atunci lim -2 = [,
n> b,

15) Fie (a,‘)">1 L3 (b,,‘)n21 doud siruri convergente. Atunci

i) lim {(a; + b5) = lim a, = lim &,.
n-—0 n—-aN n-r0

ii) lim (agbs) = lim (a,) - lim (by).
n—-o n—>w n—- w0
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lim a,
a; o
iii) lim (*—1) =122 , dack Wi = I, 5,50 st lim b 0.

e \bp Hm &,
R0
limb,
i7) lim (ap)”® = (lim ap)"?®, dacd lim ¢, >0 si ¥u = 1, an> 0.
H= 0 n—-0 n—>0

16) Rezultatele de la 15) se extind si la sirurile cu limitd, dacid facem con-

rentiile:

8

Va

Ya-4+(+w)=(+0)+a=a—(—0) = —(—x0) fa=a} 0=
+ 4 =00, YaeR.

2)a —(+ew)=(—0)+a=a+(—x®)=a— 0= —0 -+ a= —w0
€R.

3) (+'e) + (+00) = (+co0} —2(—00) = 400 + 0 = +00
4) (=) < (=) = (—) — (}x) = —0 — L = — D,
5)a+(+00)=(+00)a= £ o dupi cum a> 0 sau a < 0.

6) a{—¢) = (—oc) *a =F oo, dupdt cum a> 0 sau a < 0.

9 -2 —0, Ya=R
oo
- &0 -8, 3
10) —— = -L'z0 sau T o0, duplcum a> 0 saua <0
’3

1) (& o0)® = (& 1)* - 0, nEN®,

12) at® = 4 o0, dack a> 1 §i at® =0 dacd0 <a < 1,
13) a® =0, dacd a> 1 §i a®'= + 0, daci 0 <a< 1,
14) 0% = 0, Ya> 0; 0% =0, Ya<0.

15) 0+ = 0; (+ o)*® = + 20; (4 0)2 =0.

[t 52

16) ¥ Too) = 42 {{— 0) = —oo.
17) loge(-+20) = +00; log,0 = —o0, dacd a> 1.

18) log,0 == + 0, loge(+oc) = —co, dacd 0 <a < |

0 :
17) Simbolurile i-, 39-. o —co, 0+ 00, oo, 00 si I® nu an sens (nn
0 oo
au inteles).
93 — Tabele si formule matematice — e. 1/,313 : 53




b —a = S b d :.'\I
I8) Limita / a sirului cu termenul general @y == = Ej e ) 2
n Tt 7
b
unde f: [a, b] — R, f functie continull, este I = g flx}d=.
Ja
5.3.2. Siruri remarcabile
1) Sirul lui Fibonacci, ay = 1, ay = 1, ay = az-; + ap., n = 3, care are

termenul general

1 5y\n ek
e S (5o
V3 “

si pentr» care avem 3

; i -l A
lim /a, = lim = ——-1/—
n—>w n— 0 an &

numarul ,de aur)"

2) Sirul care aproximcazid pe \/;, a> 0 (Heron ), cu termenul gencral

1 a :
Apyy = -2— [a,‘ - ——], n = 1, ay > 0 fiind un numir rcal dat.

an

3) Sirul cu termenul general

~r

]’ n2la>0 aeR, a;> 0, q;€R, pe N

i
i o [(p ~Haas
»

az =
P > 2 care cste convergent ciitre o (Newton ). Vs

4) Sirul lui Traian Lalescu, avind termenul general

n+1 n 1

an=+f(n + ) — Jn!silim gy =—-
n—sn e

5) Sirul care arve drept limitd numdrul e

n n-->a0

L (1 I _1_)”; lim gy = =2,7182818284...

6) Sirul care are drept limitd constanta v a lui Euler

ap = 1 + —1- + -l + n E —1- —In n: lim ap=vy=0,5772156619...
2 3 n n—swn

7) Sirul cu termenul general

1 y .
Bl (ag + Chay + ... +Chan)
carc arc limita a, daci sirul convergent de numere (a,,),,;o are limita @ (Euler )
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5.3.3. Limite fundamentale de siruri

3 1
1) lim = =0; lim = =10.
n=sw 5 n—sxp 20

n —
2) lim = 1.
R

n_ n_
3) lim \/n =1, VYa>0; lim n(\/a — l)=Ina, a> 0.

n—w n—-w0
el iing In?,
4) lim —- = 0; lim et =0, aeR, a> 0, peN.
nsxm 92 nom n®
a?l
5) lim — =0, VaeR
n—sw n!

6) Tim nPah = {0, dacd ja| < 1, pe Ry

n—%n

400, dacd a> 1, pe Ry

1 g n
) lim —— =e.
n->n ‘\./n !

a® {oo. pentru a > 1, pe Ry

8) lim — =
now P 0, pentru |a | € I, peR,.

1 1
L = i
. 2 n
9) lim =1
-0 Inn
1)En
10) lim (l 1= —) =e "
N0 n G

#2
11) lim (1 + x,.)) e

g0

Zu>0

y 1\Eya

12) lim |1 - -—] = e

Va2 ¥n

Yuz>-0

17 2P 4. 4P 1

i P P it - -, VpeN*

0o bl o p+1



1P 2P 4 . 4 P . 1
H)lim( SR A L e 1)27' Vp e N

A
=0, pentru p=qeN; B, # 0
BO

e ) =
13 lim An? + AnP 24 L+ Ay __ ) + oo, pentru 2>0, p> g,
n->4® Boﬂ-q == l}lbq_1 e G Bq -

4
— 00, pentru=" < 8, p > g,

]
0, pentru p < g.

2 a 2 2 .
16) a2 e b ] NS, .
4 J

=0 2n + 1 2

5.3.4. Siruri rvecurente liniave

Termenul general al sirului (az) definit recurent astfel:

n>1

ay, @y, ---, ay fiind cunoscuti;

Anpk = Cdnik-1 + Calupk-p 1 or - Qplin, 1= L2,
&y, &, ..., ¢ € R {lind k2 numere date

se afli rezolvind ecuatia cavacteristicd

k i U]

o= ay¥ o e oyl (n
1. Daci ccuatia (1) are ridicinile reale si uistincte #y, 7., ..., rp atunci

ap = Cpt + Corlt 4 ... + Cprl,

constantele C,, ..., Cx determinindu-se din cunoasterea primilor £ termeni
ay, ay, «.., ag ai sirului respectiv.

1"

9

“

Exemplu. Fie un gir definit astiel: ag, = (ansy + a,,),ﬁ: S=lw, = 0,

a, = 1; si gdsim termenul ¢iu gencral a,; pentru el avem:

W] =
-

1
=0 L 1), #=1ir. = —
2(?% b 7 4
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de ordingl s, aunct

s termem de lorma

2. Dacd ecuatia (1) ar
ca contribuie in expresi
(Cy == Canr = ... + Cg
3. Pacd ecuatin cn denti reali (1) admite dond rddicini complexe
conjugate ry, == 2 (¢0s @ -= i sin @), atunci ele contribuie in expresia termenu-~
Iui general w, cn termenii (G cos 2o 4+ G, sin no)p™.

5.4. Serii de numere reale

DL_(AJ'I!:' j
Sp=a; S =a
Se numeste serie de memere perechea de giruri (a,,)”_\_l.(Sn),Dl. care s¢ no-

- >

L Fie sirul (apg)nzy de momere reale stosirul (Sp)azi, definit astfel
“ @arers S =2 0~ Ga <+ oo + Ay

teazd fh E ;un SaU @y + @a - e 4= g - ... Termenii sirnlui (u,,)”\l se
=
w=>1 nol
numese termenii serici, ap, se numeste fermenul generval al  seriei, termenii
sirului (Sp),~, s¢ numesc sumele parfiale ale scriei, iar seria dpyy + ayea -

-+ se nunieste resfyd de rang n al seriei considerate.

Seril e

te, divergente, oscilunte. Seria 3 a, se numeste convergentd
n>=1

daci sirul sumelor ei parfiale (S,,)"\l este convergent. Limita S a sirului
= $
(S2) = se numeste suna serict $i se noteazd S = a; - ay 4 ... - a@p + .-

Exemple. 1) Seria geometrich ay - a;¢ -+ ay¢® + ... -+ ayg®™! + ... este

- : a
convergentd daci — 1 < g < 1 siare suma S= —2—.
l—g
S A % 1 o
2) Seria armoniclt alternatd | — — 4 — — — - L - (= DL
2 3 4 2»
este convergentd siare suma S = In 2,
: 1 1
3) Seria 1+ — 4 — <4~ + « « 4 - - ... este convergentd $i are suma
1! 29 !
S =e
Seria Yap se numeste divergentd dacd sirul sumelor ei partiale este diver-
nz=x1
gent,

Excmple. 1) Seria 1-- 14 14-... este o serie divergentd si are suma
- oo,
- or

- 1 1 1
2) Seria armonicd 1+ — 4 — - ... 4+ — + ... este divergentd si are

2 3 n

suma -- oC.
. : . LE et o 3 2
3) Seria armonicd generalizata 1 - = + e + — -k ... este divergentd
o no
2 n

pentri 6 < 1 (avind suma -+ 00) si convergenid peniru 6 > 1.
Seria Yap, se numeste oscilantd daeld sirul sumelor ei partiale nu are limit#.
n=1
Excmplu. Seria 1 — 141 — 14 ... este o serie oscilantd.
Tecrcmd. Dacd Xay este o serie convergentd de numere, atunci sirul
n>1
(an),~,, converge citre zero.
>




Corolar. Dacli (an),~, nu tinde ciitre zero, atunci seria E ap cste diver-

gentd.

{ n>1

5.4.1. Alte serii rvemarcabile

1 1 1 1 1 "
1) ————— = —| 1+ =~ ... F+'—{, EcN*, fixat
n>1 n(n -+ k) R 2 /] t
&
2) e 15 e.
=1 nl
3) L e
; 2n® =
; . 1 -
4) arc tg = .
,.§ ' n: a1 4
— yn-1 7
5) iy (Leibniz ) '
n>l 2n — 1
1 7iE :
6) — = — (Euler).
n>1 n* (8
1 S
i) e we
. (— -t =
8 2y —— =
n2>1 n= 12
(—yr =
gA -
a0 (2nog 12 32
1 =
10). —_—— = —  (Euler ).
&» (1) 90
- =1
11) _;-: B
>t (2n — 1)t 96
) 2 mn ol 3 1 + 1
2)1-n—-—4+——In —++. +— —In o +—l+ Bt =
1 2 2 n 3 n+ 1

= 0,577215... (constanta lui Euler ).

13)

Fie 1 < p) < Py <2 .. < pp < ... multimea tuturor numerelor prime,

ordonatd crescitor. Atunci seria

(5}

1
— cste divergentd (Euler ).
n>1 Pn



AL 3 < 3 A a4 2
14) Fie / _, anp o serie numericd cu termeni pozitivi convergenti si vy =

21
= An4y - Anta + -.. restul seriei. Atunci seria
Qan 2 I ¢
—— cste convergentd, iar seria
ot ]
nzl NTa

i I este divergentd (0. D. Kellog ).

Hox. Tn

. N

15) Bul{imea tuturor sumelor partiaie neordonate ale seriei armonice —
a1

coincide cu multimea numerelor rationale pozitive (problema fractiilor egiptene )

: : 1 \ i
16) Daci in seria armonicd — se elimind termenii ai ciror numitori
)
nx=l1 4
cnti cifra 9, atunci seria noud obtinutd este convergentd si are suma mai
micd decit 25 san egald cu 25 (A4. J. Kempner ). 4

'

17) Fie meN, m > 2. Atunci seria

i il x 1 1
1 s el ] Priye 2 Al
i -1 m m 4+ 1 2m —1
LI s L SR M
2m 2m +1 3m —~1  3m
este convergentd numai pentru x = —m 4 L. (K. Knuopp ).

5.5. Notiunea de functie

5.5.1. Generalitdti

Definitie. Fie E si F doud multimi 31 G o parte a produsului cartezian E = F
astfel incit Yx e I, 3ly e F, cu proprietatea (v, y) €G. Numim functie (apli-
cafie, transformare ) definita@ pe E cu valori ‘n F tripletul f = (E, F, G).

E se numeste domeniul de definifie, F codomeniul functict, iar G graficu!
lui f.

In locul notatiei f = (E, F, G) se preferi:

fi E—F; I;'—I»F; %= f(x); W =)

x se numeste variabild independentd sau argument, iar y variabild dependentc.
Elemental unic y € F, care corespunde lui x € E, se numeste siimaginea lui x
prin f sau valoarca functiei f in x.

Exemple. 1) f(x) = Jx, pentru care E = [0, 4] si F = [0, 215

NS

I

2) flx) =sin x, can E=Rsi F=[—1,

Lre@ B
AT — 0, x2R\Q E = R, I = {0, 1} (functia lui Dirichlet)
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http:llC'OrJO:::i.te

Qysereafic, Dacd E, I < K, atunci f: E — F se numeste funcfic reata de arzument real  tau

Juncfie nuwmericd.
Dacid E nu se precizeazd, atunci prin domeniul de definitic a Tunciiei se subintelege mulfimea

tuturor puncrelor x din R pentru care f{r}) are sens.

Restrictia unei functii. Extensia unei functii. Tie f: £ — F o {unctie 4
A < E o parte a lui E, Sc numeste restricfia lui fla A s$i se noteazi [,
functia f4: 4 — I definitd astfel, Yxe d, f4(x) = f(x).

Functia f : X — F se numeste o extensie sau o prelungirealui fq: A < E — |
de la 4 la L.

Exemplu. Functia g(x) =cos x, g :[0, =] = [— 1, 1] este o restrictic u
lui f(x) = cos x, f: R— [— 1, 1] si f o extensie a lui g.

Functii ["a[c' Doud functii f : E— F si g : E; — F; se numesc cgale daclt
et Ok = T st e e B i) =5 gl

Exemple. Functiile f:{1}— {1}, flx) = x si g {l}—> {1}, g{x) = 22* — |
sint dond functii egale.

Functia numicricd nuld pe E. Se numeste fun(tte (mumericd ) andid
E(<R) functia f: E— R definita prin, Vx e E, f(x) = 0. Se noteazd |
gy =1.

Functia eonstantd (pe I£). Fie f : E — F o functie. Spunem cd f este funcjia
constantd pe £ i scriem f = ¢, dacd 3¢ € T, astfel incit Vae E, avem f(z

Functia caracleristicd a unet mulfimi. Fie 4 < E o mulfime. Se nume;i
functie caracleristica a maultimii 4 functia @4q: E— {0, 1}, definitd astlel

¢ 1, dacdi x4
Ll BRI

{ 1, cind xe€Q

Functia lui Divichlet: f:R— {0, 1}, flx) =
AL / A e S + e R\ Q

Tunctia lui Riemann: f: R— R,

i, cind x e O\ {0}, » = 2—, (p.a)=14g2=1
fay= 42 q
0, cind x e R\ (O\ {0}).
Functia liniard. Fie o functie f : E — I cu L §i F spatii vectoriale poste /
Functia f se numeste liniara dacid
1) Vx,veE, flx -=¥) =f(x) + f(») (aditivitate )
2) YxeE, YnekK, f(hx) = Af(x) (omogencitate )

Exemplu: f: R— R cu f(x) = 2x este o functie liniard.

Functia identicd (saw identitate ) a unei mulfimi. Fie E o mulfime earecare
Se numeste functie identicd a multimii E si sc noteazd lg, functia lg: £ — |
delinitd astfel, Ve E, 1g (x) = .

Exemplu. Fie E = [0, 2]; 1g(x) = x, x€[0, 2].

Observapie. Numirul functiilor definite pe o muitime E finitd cu »m elemente, cu valosi in

timea finitd F cu n elemente este egal cu nm,
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Functie multiplicativd, Fie f: £— R o functie cu L < R. Functia f se
numeste multiplicativd, dacd Vx, y € E avem xy € E si f(xy) = f(x)f(y).

Exemple de functii multiplicative sint: functia signwm si functia lui Euler
(ndicatorul tui Euler ).

Functii numerice pare si impare. Multimea 4 < R se numeste simeiricd
in raport cu originea Q1!), dacd Vxe 4 avem — xe 4, adicd 4 = — A.

Definitie. Fie f : E ¢ R— R, cu E simetrica fatidi de origine. Functia f se
numeste pard dacd Vx € £ avem f(— x) = f(x). Functia f se numeste impard
dacd Yxe E avem f(— x) = — f(x).

Exemple. Functia cos este pard pe R, iar sin, signum impare pe domeniile
lor de definitie.
Functii numerice periodice. Fie E € R o submultime alui Rsi f: E— Ro
functie. Spunem cd functia f este periodicd dacid existi T > 0 astfel incit Vx e E
Lavem x — TekE si flx + T) = f(#). Numirul T se numeste o perioadd
a lui f.
Cel mai mic numdr pozitiv T avind proprietatea de mai sus se numeste
pericada minimd a lui f.
Exempte. 1) Functiile sin $i cos sint periodice cu pericada T = 2.
2) Functiile tg si cotg sint periodice cu pericada T = =.
3) Functia f:R— R, f{x) = sin x?, nu este periodici.
Functii injective. O functie f : E— F se numeste injectivd dacd, Vx,y€E
[ v # 3, avem f(x) # f19). :
P 1. O functie f : E— F este injectivd dacd, Vx, v € E, egalitatea f(x) =
f(¥) impliCﬁ. X =49,
P 2. O functie f: E— F nu este injectivd, daca existda cel putin doud
clemente x, y € E, ¥ # ¥y, astfel incit sd avem f(x) = f(y).
P 3. O functie numericd f : E+ F (E, F < R) este injectivi dacd orice

paraleld la Ox dusd prin puncte ale lui F iritersecteazd graficul ei in cel mult
un punct,

Exemple: 1) f:]0,2]— [0, 4], f(#) = x* este injectiva.
2) g:7— 1, 11> 10, 1], g(x) = x® nu este injectivi.
Functii surjective. O functie f : E— F se numeste surjectivd dacd F = f(E)
alica decd tmaginea lui E prin f este F.
P 1. O functie f : E— F este surjectivd dach oricare ar fi b€ F, ecuatia
/(%) = b are cel putin o radicind x € E.

P 2. O functie f : E — F nu este surjectivd dacid Jy € F astfel incit Vxe E
avem y £ f(x).

Exemple. 1) f: [— 1, 1] [0, 1], f(x) = x® este surjectivi.

2)g:[—1,11—100,1] U {2}, g(x) = 2* nu este surjectivi.

—

P 3. O functie numericd f : E — F {E, F < R) este surjectivd dacd orice

paraleld la Ox dusd prin puncte ale lui F intersecteazd graficul lui f in cel
putin nn punct.

') Analeg se¢ introduc notiunile de mudfime simetricd fatd de un punct xz, si de funciie pard
| raport cu x,, respectiv impard.
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Functii bijective. O functie se nwmegte bijectivd dacd este injectivd si sur-
Jectivd. '

~ ™

Exemple: 1) sin: [ ——> —]——» [— 1, 1] este bijectiva.
2 2

2) f:R— R, f(x) = x* este bijectivi.

Compunerea f:mcﬁilor. Fic g: F— H si f: E— F.
Se numeste compusa lui g cu f functia k(x) = g(f(x)), Vx € E. Se noteazi
h=gof. Y

Exemple. 1) f: R— R, f(x) = 2*; g:R— R, g(x) = 2%; avem

(fo8) (%) = 2%%; (gof)(¥) = 25°; (fof)(3) = 4%, (gog)(x) = 22"
Proprozitie. Fie h:G - H, g :F—G si f:E— F trei functii. Atunci
ho(gof) = (hog)of. '

Functii inversabile. IFunclia f:E— F se numesle inversabild dacd
Jg: F — E astfel incit

feg=lpsigoef=1g

Dacil existd un astfel de g, atunci el este unic, sc noteazd g = f! si se numcste
functiu isversd a lui f sau fuschia recirocd a lus f.

Teoreme: 1. O functie este inversabila <> este Dbijectivi.

2. Dacid o functie numericd inversabild f este strict crescdtoare (descres-
citoare), atunci si /7! este strict cresciitcare (descrescitoare).

3. Graficele functiilor f si 7! sint simetrice fatid de prima bisectoare.

Exemplu. Dacd f :[— 2, 51— [— 13, 8] si f(x) = 3x — 7, atunci f1(x) =

ppEtehid Sluf DTG e Lo e

-
)

Funclii numerice monotone. Functia f:E— F, E, F € R, este crescd-
toare (respectiv sirict crescdtoare) pe A < E, dacd si numai dacd, Vx, ye 4,
avem: x < y implicd f(x) < f(y) (respectiv x <2 v implicd f(x) < f(y))

Functia f: E— F, E, F < R, este descrescatoare (respectiv strict descres-
cdtoare) pe A < E dacil si numai dacl Vx, y € 4, avem: ¥ < y implicd f(x) =
= fly) (respectiv ¥ < y implicd f(x) > f(y)).

Aceste functii se numesc smonefone (respectiv strict monotone).

w

Exempic. 1) Functia t7: [—-——— ,—)——»R este strict cresciatoare pe
i 2 2

<Ay
(=5 3)
2) f:[1, 41— 1[1, 16], f(x) = x* este strict crescitoare pe [I, 4];
3) f:10, =]—=[— 1, 1], f(x) = cos x este strict descrescdtoare pe [0, =].

4) Functia f(x) = {#], x€R, este monoton crescitoare.

Teoreme. 1. Orice functie numericd strict monotond. este injectivi.
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2. Orice functie numericd strict monotond i surjectivd este bijectiva.

Functic numerice mdrginite. Fie f : E— R o lunctie. Functia f este mdr-
ginitd pe A < E, dacid satisface una din urmitoarcle conditii cchivalente
intre ele:

1) Multimea f(4) este mirginita;
2) Im, M e R, astlel incit Vxed sda avem m < f(x) < 1.

=

-

3) 3k > 0 astlel incit Yre d, sd avem | f(x) | < k.

Marginea superioard (respectiv inferioard) a multimii f(.) s¢ numeste
marginea superioard (respectiv inferioard) a lui f pe A sise noteazd sup f(x)

(respectiv inf f(x)).
A

Daci multimea f(4) nu admite majoranti (respectiz minoranti),
prin extensiune se pune sup f(x) = 400 (respectiv inf f(x) — —oc0).

Dacd multimea f(4) admite maxim (respectiv minim), adici 3a e A (res-
pectiv 3be A) cu proprictatea f(a) = f(x), Vxed (respectiv f(b) < f(x),
Vx € 4), atunci spunem c& f isi atinge maximul (respectiv minimul) pe mul-
timea A.

Numirul f(a) (respectiv f()) se numeste maximul (respectiz minimul)
functiei f pe 4 s§i se noteazi max f(x) (respectiv min f(x)), punctul a (res-
pectiv b) numindu-se punct de maxim (respectiv punct de minim) al lui f pe A.

Punctul a; € I (respectiv b, € E) se numeste punct de maxim (respectiv
minim ) local al lui f, dacd existd o vecindtate U a lui a; (respectiv V' a lui by)
cu proprietatea  f(x) < flay), VxeUNn(E\ {a,}) (respectiv f(b) < f(x),
Vye Vn(E\ {&}))

Daci se inlocuicste < cu < obtinem definitia punctaliui de inaxim (res-
pectiv de minim) local strict.

atunci

Valerile maxime st minime ale unzi functii se numesc extreme ale acesteia
iar punctele de maxim $i de minim puncte de extrem.,

Exemple. 1) [:R—[— 1, 1] f(x) «= sin x este mirginitd §i max f(x) = 1,

*eR
min f{zx) = — 1,
reR
2) f:70, 02— [0, +00), f(x) = nu este mirginiti; min f(z) = 0,
x €0, +w)
sup. flx) = o0,

ve[0,+x)

Functit convexe. Fie f:I — R o functie, unde I = R este un interval.
Tunctia f se numeste convexd pe I dacd, Vx, v,el, x # x,, YAe(0,1)
avzem

JU(1 = 2) xy 4+ hxa) < (1 —2) f(x1) 7\f(~"2).- (1

Dacit in (1) inlocuim semnunl < prin <2, atunci f se numeste strict convexd,
iar dacit acelasi semn il inlocuim cu > atunci f se numeste concavd.

Teoremd. Fie I < R un interval §i f: I — R o functie convexd. Atunci £

o

cste continudl in 1.

Teoremd: Tie f: I — R o functic convexii, Atunci f admite derivate late-
o
rale in fiecare punct din 7,

- 4 ok g ¢
I'coremd. Tie f:[a, b] - R o functic de doud ori derivabild. Atunci f
oste convexd pe [a, b] dacd si numai dacd Vxe(a, b) avem f”(x) = 0.
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Exemple. 1) f : R— (0, ), f(x) = e este convexi.

2) f:R—[0, +00), f(x) = x® este convexi

3) f:[—1, 1]=[—1, 1], f(x) = 2® nu este convexi -
Inegalitatea lui Jensen. Dacd f : I < R— R este o func’git:‘ convexd, ap €4,

”
pe=0,k=1,n _,; pr > 0, atunci avem
k=1

7n n
E Prxk Eﬁkf (€75
= = )

Ezbk Zﬁk
k=1 k=1

Functii cu punct fix. Fie E o multime. Functia f: E— £ spunem c3
admitem punctul fix xge X dacd f(xg) = %,

Daci £ < R, atunci f : E— E are cel putin un punct fix <> gralicul
lui f intersecteazd prima bisectoare cel putin intr-un punct.

/

Exemple: 1) Functiile sin $i cds au fiecare cite un singur punct fix.
2) Functiile tg si ctg au fiecare cite o infinitate de puncte fixe.

Funcfii lip. chitzienc. O functie f: E < R— R se numeste lipschilziand
daci existd i >> 0 cu proprietatea

Vx, veE, avem |f(x) —f()| < L|x —yl.
Exem lc. 1) Tunctiile sin, cos : R— [— 1, 1] sint lipschitziene cu L = 1.

w

’ -:)—-» R nu este lipschitziani.

o |3

23 Functiasitni: [-—

O%servafie. Functiile lipschitziene joacd un rol insemnat in teoria ecuatiilor diferentiale.

Tunctii cu proprietatea lui Darboux (PD ). Fie I € R un interval si
f :I— R o functie. Spunem ci f are proprietatea lui Darboux dacd Yx;, x, €1,
xy << x,, 51 Vy cuprins intre f(x,) §i f(x,) existd x € (x,, ¥,) astfel incit y = f(x).

Exemple. 1) Functiile continue au proprietatca lui Darboux.
2) Derivata oricdrei functii derivabile are PD.

~ 0, -2<2x<0
3) Functia® f: (—2,2) = R, f(x) ={ 2

=
L1, 0<ax<2

nu are PD fiinded Iuind 2y = —

lJl(,;

» = Lsiy=—e(f(n). flm)) = 0,2)
1

nu exista ,\'e[ -

o] L

» 1] astfel incit Z sd fi€. imaginea wunui asemenea
punct x {fig. 5.1)

Teoremd. Functia f : I — R, cu I interval al axei reale, are PD <« Y] < I,
imaginea lui J prin f este un interval.

Operatii algebrice cu functii numerice. Fief :E—4 R si g: F— R, E,F € R,
E N F # (@, doud functii numerice.
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yl
|
|
1
i
17 |
L L “0 ;
& ¢
g el 7 2 N
Fig. 5.1

1. Suma f + g este functia definitd astfel:
VieE N F, (f+8)) =flx)+ elx).
. Diferenta f — g este functia definitd astfel
VreENF, (f—g)(x) =flx) —glx)
3. Produsul fg este furctia definitd astfel:
. VreENF, (fg)(x) = f(x) - gla).

| S]

4. Citul & este functia definitd astfel:
8

VreLn I si g(x) #0, [—/-] (x) = /(—T)
g g(x)

5. Functia af, cu a € R, este definitd astfel:
VxekE, (af)(x) = af{x). -

Teoremd. Multimoa C a functiilor continue f:fa, ] — R constituic un spa-
iu vectorial peste R fatd de operatiile naturale de adunare a functiilor (Vf,g € C,
Jrefab], (f + g)(x) =71(x) 4 g(*)) si de inmaltire a acestora cu scalari
Vxelabl, VAeR, YfeC, avem (Af)(x) = Af(x))

5.5.2. Funclii clementare

1. Functia constantd f: R — {b}, beR, f(x) = b sau y =.b; Gy (graficul
lui f) este o dreaptid paraleld la Ox (fig. 5.2).

g4

e
o3
™
)
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2. Functia identicd f: R — R, f(x) = x; Gy este prima bisectoare (fig. 5.3);
f:R— R, f(x) == —x; Gy este a doua bisectoare (fig. 5.3).

3. Functia liniard f: R - R, f(x) = ax, a€R; graficul G este o dreapld
(fig. 5.4) care trece prin originea O.

4
oy
ot/
Y
J“O*‘ ec,
0 X
Fig. 5.4

4. Functia afind f: R—> R, f(x) = ax + b, a,beR, a # 0; Gyeste o dreapta
(fig. 5.5). Semnul lui f(x):

b

& = — + 0
a

flx) Semn contrar lui a 0 Semnul lui a

‘91

/
4

Fig. 5.5

5. Fctia polmammla de gradul al doilea f: R — R, f(x) = ax® 4 bx —
4+ ¢, a, b, ceR, a # 0. Graficele functiilor polinomiale de gradul ...1 doilca
sint parabole (fig. 5.6).

(2]



= \
& 40 A>0/

J=ox?+bxec, 0>0

0 g YZIRN

/'Ax{; YT AT

y=ox?+bxrc,a<0

Fig35.6

y=x7
7. Funclia pé!inomiald de gradul al treilea
7 X [:R—> R, f(x) = 2%, Gy cste o parabold de
gradul al treilea (fig. 5.7).

Fig, 5.
Pl e
8. Functiile rafionale f:R\{v|Q(+) =0} = R, f(r) = ——, P, Qe RIX].
Qx)
9. Funclia radical f: Ry — Ry, f(x)= \/ % sau f: R —»R cu f(x ""H\/—
10. Functia putere f: (0, +00) — (0, »{-00) f(x) = 2%, aeR.
11. Functia npomn(lala f: R—> R+. ftx) =na%; a> 0, a#l, aeR
(fig. 5.8 si fig. 5.9). Functia exponentiald este bijectivi.

g A Y
g=0" y=a”
as? ;{w’
/I
e 0 X
a X
Fig. 5.8 Fig. 5.9
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Inversa ei este functia logaritmici.

’ 12. Functia logaritmicd f: (0, +0) = R, f(x) =logz x, ae R, a> 0, as |
(fig. 5.10 si fig. 5.11). Este bijectivd §i inversa ei este functia exponentixli

\
'y
o &
g=logg:(
.ﬂ/’loyax o<a<l!
! a>/
0 ” 7 : -
0} 7\
d !
Fig. 5.10 : Fig. 5.11

13. Functia sin si funciia arc sin.” Fie functia sin: R — [—1, 1]. Restric{ia

~ ™

acesteia la [‘-—— -2— ’ ;] este bijectivd si admite deci o {funciie inversi,
T LR

anume arcsin: [—1, 1]— | — v ;—] (fig. 5.12); avem arcsin (—ux)

= —arcsin ¥, VYxe[—1, 1]; sin (arcsin x) = », Vxe[~—1, 1]; arcsin (sin 1)

=z Vxe[—E» i--]
2

2
94 41
I Pt i Zuiia 1y=aresing
-x/2_0 81N s g/ e
el A i 1 X
i L/

Fig. 5.12

14. Functia cos st functia arccos. Fie functia cos: R — [—1, 1]. Restric(
acesteia la intervalul [0, =] este bijectivd si admite deci o functie inver: |
anume arccos: [—1, 17— [0, =] (fig. 5.13); avem arcos (—x) = m — arccos

Y
-t
=|\grccosx

)
|
i
|
=CosXx | /2
!
3 Y

g 7 X

9

~
/Q
~
N
N
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Vze[—1, 1]; arcsin # + arccos x = —, Vxe[— 1, 1]; cos(arccos 2) = #,
i,

Vrel—1,1]; arccos(cos x) = x, ¥x€l0, =].

15. Funcfia g si functia arctg. Fie functia tg: R\ (:— -+ Zz=| — R. Res-
2

<

trictia acesteia la intervalul (— ’ -1) este strict crescitoare i surjecti-
2

P

(SRR

vd $i admite deci o functie inversd, anume arctg: R— = —"—) (figu-
e 2
ra 3.14); avem arctg ( — x) = — arctgx, VxeR; tglarctgx) = 2, YxeR;

arctg (tg ) = x, Vxe| — f—- =

2 2

y-tgx 4

w/Z

4 y=orclgx

_ﬂz - TZ/Z g / "‘
-T/2

Eig, 314

16. Functia cotg §i funcfia arccolg. Fie functia ctg: R\Z=z— R. Restrictia
cesteia la intervalul (0, =) este strict descresciitoare si surjectivd si admite
eci o functie inversi auume, arcctg: R — (0, =) (fig. 5.43) ; avem arcetg( —») =

= — arcctg », VxeR; ctglarcctg#) = x VxeR; arcctglctg x) = #,

™

V{0, =);arctg x 4 arcetg x = —, VxeR.

o

li

g%
y:cg@x W I/Z

/2 T

>y

Fig. 5.15

24 -— Tabele i formule matematice — c. 17313 362




17. Funcfia signum: sign: R— {—1,0, 1} (fig. 5.16), cu

-1, 2<0

sign (x) = 0, =0

I >0
g g1

A :
y=signy 1E
[} y=Hx
X
—— 10
Tig. 5.16 FEigm SU17:

18. Functia lui Heaviside H(x), H: R— {0, 1} (fig. 5:17),

Hx) ={0. z <0,

1,0 =,
Y
2 = 19. Functia parte intreagi [*]: R—
—Z (fig. 5.18),
ol i (fig. 5.18)
S R 7 2 ] -, —nLrxr<-—n-4 1,
— %] =
I X n, n<xr < n+ 1,
S il O proprictate  ver:arcabild a acestei
- functii: YxeR, avem [x] < » < [x] -+ |,
= 2 respectiv x — 1 < [¥] € #.
Fig. 5.18

20. Funclia parte zecimald f: R— [0, 1), f(x) = x — [x] (fig. 5.19).
proprictate interesantd a acestei functii: VxeR, avem 0 < x — [x] < L

xy

370



21. Punctia ,distanfa de la x la cel mai apropiat intreg”:

1
x —n, cind .re[ll. i =

{}: R—=[0, 1] (fig. 5.20), respectiv {x} =

1
—x4+n+1, cind x e[nﬁ = + ‘]

' 22. Functia modul |+ |:R— RY, |z ={ 0, x=0 (fig. 5.21) ~
= B X% =>0
3
2 %
y=shx
q
=lxl e
4 ¥
g X
Fig. 5.21 Fig. 5.22
er — =% |
23. Funcfia sinus hiperbolic: sh: R— R (fig. 5.22),sh x =
2
Functia este bijectivd si impari.
s
\/y:c/?x 24. Functia cosinus hiperbolic: ch: R—
et B ; 2
/ —[1, + ®), ch z= i (fig.  5.23)-
» Functia este surjectivd si pard.
0
Fig. 5.23
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25. Functia f(x) = arcsin (sin 2), f: R— [—- 7 , ,)] (fig. 5.24)
Y
ol y:arcs/h(s/hx)’
-Jz:'/.? B N 7/4 T2 N Irl2
-n/2 [

Fig.' 5,24
26. Functia f(x) = arccos(cos #), f: R— [0, =] (fig. 5.25).

Y

1T

/7
% L/ y=arccos(cosx)
xjz -z -x)? Z? 7 Juz X

Tig. 5.25

5.6. Limite de functi
5.6.1. Definitii :

1. Limite unct functii intr-un punct. ¥Fie E < R o multime, x, € £ un punct,
f: E—R o fuunctic si € R un punct. S‘punr m cd I este limita frnctiet fin
dacd V(x,), > ul gir de puncte din £\ %pt, ct hmxta xg, sirul valoriior lui
Ts U(xn))»./v are lm‘uta. I. Scriem atunci lim f(x) =

=X,
Exemplu. Fie f: R— R}, f(x) = 2% si 2, = 1. Alunci lim 2% = 2.
r—1
Obscrvatiic. Functia f nu are limitd in %,, dacd existd ri de pr uncte dn E\{x.}, eare au li-
mita x,, dar pentri care sirurile valorilor funciiei au limite srite lntre ele,
2. Limita laterald la  stinga. Fie E < R o multime, x5 £ un vunct,

e

IZ— R o functie si Ilze R un punct. Spunem cid Ig este /imita fi

tinga in x,, dacd V(xn)">1nn sir de 1 .ncte din E, x, < x,, cu limita 4

walorilor lui f, (f(¥a)),~q, arc limita Z;,. Scriem atunci lim f(x) =/; =
=

x-x,

= [y — 0)- L

(o)
~1
o



Exemply. lim (l - u-) = 0.
x-0 x

<0 .
3. Limita latcrald la dreapta. 17e 2= R o multime, ¥, e E' uu punct,

f:E— R o functie si Ip€ R un punct. Spunem ci 1y este lmuil [functiel f la

dreapta in xg, dacd Wx")r\l un sir de plmctc din I, xp> x,, cu limita xy, sirel

valorilor lui f, (flxa)) a1 are limita /g, Scriem atunci lim f{x) = lz= fix, =+ 0).
x-

%
—

Exemplu. lim | 1
x=0
22570

5.6.2. Proprietali

Propozific. Tie f: E— R o functic si xy€ £’ un punct (de acumulare al luj

E), Atunci numirul /€ R este limita functiei f in punctul x,, dacd st numat
dacit pentru orice vecindtate !” a lui { existdi o vecinitate U a lui 2, astfel

incit, oricare ar fi & # x5 din L'n E, s§& avem flx)e I

1
Exemplu. S se arate ¢i lim —— — = o004 Fie
222 (x —2)*
vecinftate a lai --oc. Din ( s o7 C san | =2 <
X e ‘_')_
I 1 . -~ - -
= =2 S =l = i} 7ecinitate a 2, deducem T £ Wy )0
N A S ¥ — 258
4= - 1
cinfitate a lui - o0, si deci hm —_—— e Lo,
LRy

SN

Propozitic. Yie f1 E— R o funchr: si xge I un punct (de acumulare al

Tni Z). Atunci numiirul / € R este limita !’uucticij in punctui 1, dacd si numai

dacd ¥z = 0, 38(e, xp) = 0, mtf«-! incit | f(x) — 1| < = pentru orice x € E\{x,},
cu proprictatea | x — x| < Xg)

Exemplu. Tie 1 R— R, _/(x) = a® L 1 sl =1 Fentrw atarita’ ci

-I

Hm (22 + 1) = 2, fic € > 0 dat. S ardtdm ci 1m c 11 corespunde §, astlel
-
incit {a — 1| < § sd implice |42 4 1 —2| < c.

1w, adevir, din [2? o | — 2| = ]a% = = v —=dj-{z =1l

li—1(ja—1] +2) < 52 +y)< e, san 29 < l) sir? <& -:—, deducem

0< & =2 min {—E— ’ Vf_} .
T 2

Deci lim (22 + 1) = 2.
11
Limita modulului. Fic f : £ — R o functie si x, un punct de acumulare at
Jui £, Pacd lim f(x) == {, atunci im | f(z) | = |7].
X=X, x->%,
Criteriul mejorarii. Fie f,g: I' — R doud functii si x,e L.
I. Dacd | f(») —Z]| << |g(*)], VxeE ,si daci limg(x) =0, atunci

Z>%,
lim f(x) =
AT,y




1 o
Exemplu. Fie f: R\{0} — R, f(x) = xsin —+ Avem lim f(x) = 0. In adevar

: { x x>0
din | x sin — ' < (x|, YxeR\{0},silim | x| = 0, pe baza criteriului majorarii,
X x =D
deducem  cd lim xsin — = 0.
x-»0
2. Daci f(x)=g(x), V/. € E sidacd lim g(x) = -+ o0, atunci lim f(x) = -+ co.
X XX,
Examply. Fie fiR— R, flz) = 243 + x + 5. Se cere lim f(x). Ob-

2>+ D
serzdm cd Vx> 0, avem f(x) =2x> L+ x + 5 > 2 = g(x), gt R— R. Dar

cum lim g(x) +00, rezultd lim f(x) = --co.
Xt X0
3. Dacd f(x) < g(x), Vxe Esidacid lim g(x) == —¢0, atunci lim f(x) =
X-et, x>+m
= —00.
Exemplu. Fie i R—> R, f(x) = 23 4+ x = 1. Se cere lim f(x). Obser-
X->—00
«im cd f(x) < 2% =g(x), g:{—o0c, —1) > R. Dar cum lim g(x) = —oc,
X—>—

rezultd si lim f(x) = —co.
X-p—D
Trecerea la limitd in inegalitdti. Tie f, g: E — R doud functii si xge 7 un
punct {de acumulare al lui E).

Dacd lim f(x) si lim g(x) existd (in —}i) si daca f(x) < g(x), pentruorice
AT, XX,

x e E\{x,} atunci lim flx) < lim g(x).
x>y X%,
Exemplu. Tie glx) = 2%, g: (0, +0c) =0, +c0) si f functia nuli. Avem
Vx> 0, 22> 0. Dar lim z* = Q.
x>0
x>0
Acest exemplu ne aratd cd dintr-o inegalitate strictd g(x) > f(x), Vx #
# x5 x €R, nu putem deduce pentru limite decit o incgalitate nestrictd

lim g{x) = lim f(x).

XXy XX,

Operatii cu functii care au limitd. Tie f,g: E— R doud functii si xoe E” un
punct (de acumulare al lui E).

1. Daci functiile / si g au int punctul xj limitele /7, si/, din Rsidacitl, + I,
are sens, atunci functia f + g are limitda in x, si

lm (f(x) 4+ glx)) = lim f(x) + lim g(x).

x X, Xy X—ex,

2. Dacii functiile f si g au in punctul x, limite 7, §i /, in R si dacd /,-/
are sens, atunci functia fg are limitd in x; si avem

li!m (f(x) * glx)) = (.“l]’-l flx) - (ﬁm‘ a(x)).

3. Daci functiile f §i g au in punctul x, limitelele 7, si /7, in R si dacd ra-

1 . . 3 TL .
portul — are sens, atunci functia — are limitd in xy si avem
e . g
< lim f(.)
AL EE FonTy
lim e
xx, &(X) Tim g(x)
Xy
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Limite de puteri. Fie f,g: E — R doud functii, xy€ £’ {un punct de acumu-
lare al lui E) si f cu valori strict pozitive. Dacd lim f(x) = a §i Hm g(z) = b
Xoedy £ NS N

si dack a® are sens, atunci functia (f(+))¢¢) are limitd in 7, §i avem

lim g{x)
lim (f(2)50) = (lim f(x)*
2 -r, Xy
Limite de functii compuse. Fie f1 F->R si w: E— F doud functii, xyun
punct de acumulare al lui £, u, un punct de .uunnldu‘ al tail P g = fiest
Daca i) hm w(x) = ug; ii) w(x) # g Va € E\{x,} i iii) lim f(x) = I, atunci

lim f(“(x)) = lim flu) =1 T

25X, Uity
Cazurile exceplate la cperatiile cu limite de funciii:

oo

0
—O—v « oo =00, 0+ 00, 0% 1= 0%

&

5.6.3. Limzile f-mzdamun/aic de funcfii

1. Polirioame. Fie P(x) = agx™ + apx" 1 4 ... ta, ¢ Qs) = a4
4 a™t 4+ ..+ by doud poliroame cu coeficicnti reali. Afunci avem

1) lim P(x) = P(xq}, V¥ R;

X-=>Xy
2) lim P(x) = ap(=0)";
EE g -] -
P 2
5 dio et e s R, i 02

cor Q) Qlx)
2. Funclii rationale:

0, daci an<m

{ Qx™ + ...+ ay == daci n=m
liml = e L B
astw bgx™ 4 ... - am

3 Rt
— (4-00) 2= [ dack 5> M.
o .

3. Functia radical:

lim v/ 2 = V/x, %,€R,, neN, n>2;

XX,
li : R:
m === T Xy €
XX, ‘\/2'0 \ﬂ/ Xo % *
. "o 1
lim V¥ x= +o0; lim +00:; lim =0;
T4 xz-0 \/Z X im \/x

x>0
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1

o gl 1
. an+1 A :
lim Y= —o0; TN St o 0 lim W:O,
T~ x-0 \/ Ed 2>t o L
=<
Exemplu:
x 1
lim —— = Hmy % Im 1
s —w X 1 :.'q_y;lxlvl_._ 1 X —m _Vl‘L 1
il S
i x

4. Functia exponenfiald:

lim a* =a™, x,eR, a>0, a#1 aeR
X-x, 3
lim a% = 40, im g*=10, dacdh a> 1, aeR.
X+ D -
im a% =0, lim @ = o0, daci O0<a< 1l a€eR
X— -0 X>s—o
lim e = 0; lim ¢ = 4-00, e = 2,71828 18284...
X —m0 Zr+ 00
5. Functia logaritmica:
x>0, finit, a>0,a# 1, aeR

lim logg x = log, ;.

B T
lim logg » = —20, logy )= 400, daci a> 1, aeR
x=0, ,*:—»—}co/ i
£>0 /
_lim logg v = +co, lim log, » = —o0, dacdi 0<a'<1l, aeR
x50 T—5—0
x>0

limlnax = —cC lim Inax = 400
z—=+

-0
x>0

6. Funcfit trigonometrice:
lim sin x = sin x,; limcos x = cos x,, Vr€R,

:\.& »*G y Xax,
lim tg x =g % % ¢x/2 +Zn
X3,

lim cotg v = cotg x;, x, € Zr

Ty

lim tgx = +co; lim tgx= —co
x-wf2 z-rf2

z<n]2 z>ml2

lim cotg x = +co lim cotg x = —c0
z-0 E ]

x>0 x<0



lim arcsin x = arcsin xp, —1 < % <1

X%,
lim arccos & = arccos ¥, —1S %<1
X ¥y

lim arcte » = arctg x5 *€ER
o 2 Q ]

X+,

lim arccotg ¥ = arccotg x5 ¥p€R

Xy
lim arctg x = — ; lim arctg x = —
X—>—10 2 24D 2
lim arccotg x = =; lim arccotg x = 0
A= X+
7. Alte limite fundamentale:
\ sin x 1 tg x
oy P S lim —— =1
x—0 x z2—0 x
. arcdin ¥ o Ereig'y
lim = 1 lim = 1
-9 x x= L
Uy _ e

lim 1-
X0

a z
lim (1-:— ——) = ¢% YaeR; lim

= logqe, a> 0, e

x4+ X 3—0 x
. oat =1 el ;
lim =15 o, g R, > 0 lim—————r2 a’lna,aeR, a=> 0
-0 % a=h  x—b
L. |

e

Nm——= L

20 x

lim — =
z->+0 2t

a* 0, cind 0 <a< 1, aeR
{ n€N*

400, ¢ind a3 1, aecR

lim a*-a®" =0, VYaeR,ac(0,1) i n eN*

X-—5-4-0
: . In »
lim x®Inx =0, » = 1; lim = 0, VneN*
20 PR

>0

In? ;
lim B

] X

— 0, VpeN, VaeR, a> 0.




o
1im .L(@— = 0, P = polinon din Rfx]

P

5.7. Functii continue

Definitie. Fic E < R o multime, x5 E un punct si f: E— R o functic
Functia f este continud in x, dacd oricare ar f{i (xn)">1 un sir de puncte

din I carc are limita x,, rezultd cd sirul valorilor lui f, (f(xn))n>1' are limita

Jixg)-

Punctul x, se numeste funel de.conlinuilate.

Qascrvalic. Dacd f nu este contivud in x,, atunci ca se numeste discontinud in x,.

v, 0 s v < 1
Exemplu., Fanctia f(x) = i Es
Tx=1 1< x<s2

este diccontinud in x5 = 1.

Definitie. Fanctia f: E — R se nuwmesle continud pe 4 < E, dacit [ este
continud in ficcare punet x din 4.

Exemplu. TFunctia f: R — [0, -~00), f(x) = 2® este continud pe R.

Definitie, Fie E < R o multime, xye E N E un punct §i f: E— R o
functie. Spunem ci functia f este continud in x, la stinga, dacd f(x, — 0) existd
si este cgald ca f(x,).

Definitie. Fie I: € R o multime, xgc £ n E? un punct si 1 E—R o
functie. Spunem ci functia f este confinud in xy la dreapta, dacd f(x, +0)
existdl si este cgald cu f(ag).

Exemplu. Functia f:[2, +'oc) > R, f(x) = \/,1' — 2 esce continud la dreap-
tain v,—=2.

Definitie. Fie [: (a,b) = R— R o functie.

Punctul x,e (e, b) se numeste punct de discontinuilale de primd spela,

dacd f este discontinud in xg, far f(x, — 0) si f(x, + 0) cxistd si sint~finite.

Exemplu. Punctul x, = 0 pentru functia signum cste un punct de discon-

tinuitate de prima specti.
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5.7.1. Tecreme

1. Functia f: £ — R este continud in x,e I, dacd i numai dacd penion
orice vecindtate 17 a lui f(x,) existd o wvecindtate " a lui xg, astfel it
Vx e UNE, sdavem fix)e V.

Functia f: £ — R este continud in x5 € E < Ve > 0, 33(e, xy) > 0 asiicl
incit Yae K cu | & — xy| < 8ie, xp) s avem |f(x) — flxg) | < e
Exemplu. Tie flx) = x - 8x? +- 4, f: R—R si x, = 0. Functia f este
continud in 0. In adevir, fie e > 0, dat. Avem |f(x) —4] = |2t 4 8§ :,-
<| x| (&P + 8x%). Dacd |x| < 1, atunci [2?] 4822 < 9 51 |f(x) — 4| <
<9 )x| <e implick |x] =< S
Y
€
Ca & = minimum {I, 7} avem x| < d=|f(x) —fl0)] < g, adicd f(x)
9
ste lecatinug o 0.

O funetie @ 22— R oste continud in orice punct izolat al domeniului sdu
de definitie.

4. Fie f: E € R— R o functie si xpe £ n E*n E% un punct de acu-
mulare la stinga si la dreapta a lui £, Atunci functia f este continud in x,

daca si numai dacid
flzg = 0) = flxg) = flxq -+ 0}
respectiz

lim f(x) == f(lim ,‘) b

T-sdg

Exemplie. Functia f:70, 2] - R,
este continud in xp= 1
Ok orvapie. Funetiile elementare fiind definite pe inlervale sau reuniuni de intervale, iar acestea

in puncte de acumulare, rezultd ¢d penira functiile elementare se roate aplica
dtii cu ajutorul limitei.

aleo funclitlor clementare). Poiinoamele, [unctiile rationale,
) 1, functia putere, functia exponentiald, functia logaritmica,
goacnmietrice directe $i cele inverse sint continue pe domeniul lor

5.7.2. Fuuc/ii continue pe intervale numerice

1. Teoremi (Bolzang). =
Atunci imaginea luil [ p

o

o I € Runinterval si f: I — R o functie continud.
vin f, adicd f(/), este un interval.

Fie 7 © R un interval si f: I — R o functie continudl. Atunci f are pro-
pru‘;u"a. lui Darboux.

Fie 7 < R un interval st f: I — R o functic continuid. Dacdl in doudl
puncte @, be I functia ia valori de semne contrare, atunci f ia valoarca zero
cel putin intr-un punct cuprins intre a i b.

4. Fie I € R un interval si f: I — R o functie continud. Dacd Vxel,
(x) £ U, atunci Yxel avem f(x) > 0 sau f(x) << 0.
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5. Fie I = Ta,b] © R un compact (interval inchis si mérginit) si /1 I — R
o functie continui. Atunci f este mdrginitd pe I si isi atinge efectiv valorile
cxtreme.

5.7.3. Prelungirea functiilor prin continuitatc

Definitie. Yie E < R o multime si f: E— R o functie continud. Functia f
A
se zice prelungibild prin continuitate la multimea I' o E, dacd existd f: I' =R

A
o functie continud a cérei restrictie la E este f, adicd f = f|g.
Teoremd. Fie E < R o multime, f: £ — R o functie continuiisi a s R\ -

-un punct. ]
Atunci: 1) Dacd ¢ nu este un punct de acumulare al lni E, f poate fi pre-

A
lungitd prin continuitate in @, definind pe f(a) in moed arbitrar.
ii) Dacid 2 este un punct de acumulare al Ini L, functia f poate {i prelun-
gitd prin continuitate in a </ arc limitd in a.

A
in acest caz definim f(a) = lim f(x).
x-=>a

1
Exemple. 1) Functia f(x) = xsin —, x¢€ R\ {0}se poate prelungi in x=0

prin centiruitate prin

{iindcd existd lim f(x) = 0.
>0

2j Functia f(x) = —» x€ R {0}, nu se poate prelungi prin continuitate

%
in x =0, fiindcd nu existd lim f(x).
x-»0

5.7.4. Operafis cu funclii continue

Tecremd. Tie f,g: E < R— R dound functii continue in x,€ E (sau pe E).
Atunci functiiie f - g, f — g, af ,cu aeR, fg, max (f,g), min(J.g). | f! 19,

i : - .. k]
— sint continue in x, (san pe E), dacd f9 si — au seus.
a

£ 8
5.7.5. Continuitatea functiilor compuse

Teoremd. Fie f: E— Fsig:F — R. Dacd funcha f este continud in x,¢€ £,
iar functia g in f(x,) € F, atunci go f este continud in x,e€ E.

5.7.6. Teorema lui Cauchy

Fie f:R— R o functie continud si aditivd. Atunci funciia
f este liniard.
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5.8. Functii derivabile

Functii cu derivald intr-un puncl. Fie f: EY - R o functie si zp€ E N E' un
unct., Functia f este cu derivald in x,, dacd limita

et

(1) im {0 =/ |
¥2%y X — X

notatd cu f’(x,),

cxisiit in R,
Functil derivabile inty-un punct. Functia f: E— R se numeste derivabild
in xg € ENE’, dach derivata f'(x,) existd si f'(x) € R, adici este finiti.
O forma echivalentd a lui (1) este
s xp + h) — fix
(2) f(%) = lim S+ h) —1lxe)
fi=-0 L
Exemple. 1) Functia cos: R — [—1, 1] este derivabild in xy = = §i J'(xg)=
2

= —1,
” \
2) Functia f(x) = {0’ FE R
I EeED
Functii derivabile pe o multime. Fie f: E—~R o functie si 4 € E 0 E’
o multime, Functia f se numeste derivabild pe A, daci ea este derivabild in
orice punct x, din 4. Aplicatia x — f*(») de la 4 la R se¢ numeste derivata lui

este derivabild doarin originesi f/(0) =0

f pe A si se fioteazii cu f’,— d 5 U (f), sauy’, o dacl ' = f(x).
dx dx da
Exemplé: 1) anctxa f:R— R, f(x) = a® este derivabild pe R.
2) Functiile sim, cos: R— [—1, 1] sint derivabile pe R.
Functii cu derivate laterale. hlncha f: E— R este cu derivatd (a stinga
(respectiz la dreapla) in xpe EN E'® (rcspecn/ xo€ E N EY), daci limita

(%) — :
lim %) —fix) respectiv limita lim =) ﬂ"l\, notatd fy(x,) sauf’(xy—0)
Faxy X — Xg XXy X — Xp
.-:<x, &>

(respectiv fz(xo) sau f'(x, + 0)) existd in R.

Functii derivabile lateral Functia f: E— R se numieste derivabild la stinga
(x(cputu la dreapta) in punctul x,€ E 0 E’5 (respectiv x,€ E n E%), daca
fa(xp) (respectiv fz(x,)) existd si este flmta. adicd fi(xg) € R (respectiv fi(x,) € R).

Exemplu. Functia f(x) = | x|, # € R, are in origine f4(0) = —1si f3(0) = 1.
Tunctia | x| nu este deci derivabila in xy = 0.

Inter pretavea geometricd a devivalei f'(xg). Dacd f: (a,b) — R, este derivabili
pe (a,b), atunci f’(x,), cu x,€ (a,b) reprezinti coeficientul unghiular al langent i
geomelrice la graficul lui f in punctul (g, f(2,)), tangentd care are ccuatia

¥ — flxo) = f'(x)(x — %)
Daci f’(x,) este infinitd, atunci tangenta geometricd in (x,, fxg)) la graficul
lui f este paraleli cu axa y'Oy.
Dacd f: E— R este continudl in xy€ E si fa{x,), fi{x,) cxistd, dintre care’

cel pufin una este finitd, dar f nu este derivabild in x,, atunci punctul (¢, (v,
se nunieste punct unghiular al graficului lui f,

1) Maltimea £ poate fi un interval sau o reuniune de intervale nereduse la un punct.
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Exemplu. Functia f(x) = |+ — 2|, f: R— R, are pe # = 2 drept punct
unghiular. g

Teoremd. Daci f: E— R este derivabili in x,e En E'SnE™®, atunci
f este derivabild la stinga si la dreapta; in plus f;(x,) = f'(¥,) = f3(%,) i re-
ciproc.

Continuitatea functiilor derivabile. Orice functie derivabild irtr-un punct
este continud in acel punct.

Teoremd. Fie f,g: E — R dould functii derivabile in x,e ENE’ ii 2eR’
un numdr dat. Atunci functiile f + g, %f, fg, L (g(xg) # 9, xqe ENE’) si f7
g

(dacd f? are gens) sint derivabile in x, si avem
1) (f £ 8)(x0) = f'(x) £ &'(x0)
1i) (Mf)'(x6) = 2f'(xo)
iii) (f8)"(xo) = (o) 8(%o) + f(xo) &'{x0)

iv) ( 7 ) (1) = 20 sl = f1) '
c 8%(xo)

V) (f9)" (xo) = (&f7* ) xe) = ((f7 10 1) - &)(xg) <

Derivata functiei compuse a deud frrcl'i
Fie f:F— R si g: E— F doud furctii. Daci g este derivabili in x,€
€EN E s5ifin g(x) €F n F’, aturci fog cste derivabild in x,€ E §i avem

(f8)(x0) = f'(5(x0)) * &'(*c)-
. Derivata functiei inverse a wnet functii date. Fie: f: I — J, I, J intervale, o

functie continu3 si bijectivd si /~}: ] — I inversa ei. Dacd f este derivabild
in x,e I si f'(x) # 0, atunci /= ¢ derivabild in 3, = f(x,) € J si avem

(Y (o) =
Sty

Diferentiala unei functii. Fie [: E— R si x;€ En E’. Functia liniard
h — f’(x5)h(cu argumentul : € R) se numeste diferenfiala functiei f in x, si se
noteazd df(xghk). Deci

df(xg ) = '(x0) 1. (1)
Diferentiala dx a functiei identice cste egald cu /i, adicéd cu cresterea argumen-
tului: dx = 2. De aceea relatia (1) se mai scrie
dfix)

df(x) = f'{(x)cx sau f'(x) =
dx

Diferentiala functiei compuse f(g(x)) este df(g) = ;*(g;dg.
Exemplu. Fie f:R— R, f(x) =2+ x — 1; atunci df = (3x* + l)dx.
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TABELA 5.1. Derivatele si diferentialele functiilcr clementare

n i i :
Funcfia de ‘defidfie Derivata Piferentiala g oy s
y=—a, aeR R O dy = 0 R
¥ X R 3 1 dy Ay R
y = ax, aeR R v a di=a.dx R
y ¥ xn (” = N) R y ’73,11-1 (!_.‘, na 1 dx R
y = ax"(neN), aeR R T e dy = nax™ My R
. 1 . y 1 1 .y
= R {0} g = — — dy = ——. dx 2\ {0}
¥ 28 ¥2

, 1 . Y —4 —ndx <y
et (n eN) R\ {0} Y= dy = = R 0]

x LnH N+ :
=29, o>1, aeR [0, + o) s e dy = qxx'dx 0, - o)
=%, o <1, xeR (0, -+ o) § = oxe? dy = gxxdy {0, 4

= 1 1
y = Jx {0, +co0) g == = dy = — dy 0, + o)
2\/3 l\/ ¥
& > e :
y=1vVzx neN, n>2 [0, 4 ) A e dy - — ¢y (0, o)
ny/ &1 ny At

ax+b a,b,¢,deR d ‘L ; ad — be ad — be d

y = R\ — — 3 == dv dr R\J — —

cx+d ad—bc# 0 | (cx - a)® (cx-+d)? c




4119

e R 9y = g% dy' == o’dx R
y = ac¥, a€R R 9 = ae® dy ==.qc*dy R
y = aeb® a,beR R ¥ = abct® dy =‘-.ab&'.”;llx' R
y=a% a>0 axl aecR R ¥y =a*na dy = a®*Inadx R
e .
y =ba*, beR a>0 R y' = balna dy = ba*madx R
a#l, aeR
= hner
y =ba® a,bceR R ¥ = bea"%n a dy = bea™n a-dx R
a#l a>0
- 1 1 ?
y=Inx (0, +o0) Y = dy = —dx (0; - o)
¥ x
\ ’ 1 0}
y=1In|x| R {0} Y= — dy = —dx R/{0;
. * X
y =1loggx, a> 0 a #1, aeR {0, +c0) y = 1/ (x1na) dy = — 1 dx (0, =+ oo)
x1na
1 1
y =1In(x +2* 4 a%), aeR} R e dy = — — dx R
JE et Ja? - &2
1 x —a —00, — 1 I —cC, —
y=—1In —a€eR} ( L g = dy = dx | UU(,, _{:l.)ml;
2a x+a U (a, +o0) %2 — a2 2? — a® PR
1 -+ 1 1
y=—1In 2 » aeR}Y (—a, a) e s dy ='————d¥ (—a, a)
2a a—x a® — a2 a? — x?
y =sinzx R " = C05.¥ dy = cos v dw R




wi

Tabela 5.1. (continuare)

]
i Multimea pe care g
Funcfia lﬁog]cof?ll\;];ic Derivata ‘ Diferentials [ “]«I‘;ll':l(l:-r‘i'.;l;vilr,a :
4 = €08 ¥ R W= i & ] s — sin x dy ‘ R
o X 1 . , ' dx ! )
3 = g % R\ — 4- Z= = =L oftpts dy s R\ — | Z=
i 2 cos® x cos? v | 2
i |
y = clg ¥ R\ Zx B e o e Sl J S dw | R\ Zz
sin® x | sin® x r
o s {1 f-cig? x) _‘ - =S o R
1
T sin a dy SN
N = Sec ¥ R|| — + ZT'] & —E | dyiiaas e l Ryl — |- Z=
2 cos® x | cos® x 2
¥ = Cosec x R\Z= T 1‘ N
4 = &rcsin x =Lyt =
[-L 1] y :
% ==_ATC oS A -1, e —
- \/1 — x2
1
4 == ATCCig X R A e dy = —— dx R
f 1 + z2 - 22
i 1
¥ = arc cotg R Y= dy = — — dx R
14 2%




93%

0: arc sccn.v i e _.1_— &= 1 dx 1 o)
s —g‘ x\/_\_'E -1 xez -1 '
el SCC_X {(—c0 1] v 4 dy = : dx (—o0 1)
b B o & : wfa — 1 Y '
§ = arc cosec x : : 1 . 1 . ? )
= it [1, 400 ¥ = b e RO i
Uy s 5. l wyfii—1 % 22 =1
y = arc ci:;c x o 3 et Ty 1 d% (0 1)
——=s =l A 1 w2 =1 y—x\/xa— 1 i
2 —_— S—
y =sh x R yi—Cchy dy = ch xdx R
=z Ree gy 3’ = sh dy = sh xdx R
1 1
it x n y = —— dys= dx R
12 9
ch? x ch® x o
y =cthy b R\ {0} gy o= = . dy = e dx R ' {0}
e sh® x sh? x
- sh x sh x
y = sech & R Y o= dye= = —— d R
ch® x ch? x
j ch x cli'x ol
y = csech x R\ {0} 3 i dy = — s dx R {0}
shi= sn= x




Tabela 5.1(continuare)

Funefia d(""::ff::;l.]c Derivata Diferenfiala “r"‘g{:cgcfi"’,:baﬂg y
y =argsh » R ' = ¥, dy = —_L_____ A R
y =In(x + s 1) : N Jxt 1
y:nrgcllz'—_ [1, 4o0) 3 —:1: dy = —— - dx (1, -+-20)
y=1In(x 44/3*—1); 3y=0 NI Jar =1
el St b [i’ ~i~’1?) _"" = = ?1__::— d}’ = ——::—1_.:" dx ([, - ac)
2= —lnfx 4-4/x* = 1); ¥y <0 \/;-5 = \/.rﬂ =
y = arg ih 1., g : 1 {
ctlm i (=1 1) pEA——o dy= ——— ds =)
1 —x -
y = argcth » (=00, —1)U 1 1 (=, —1)u
1 1 e S o .
y= —in ZF U (1, +o0) g 4 e L u(l, o)
2 x— 1
’ =1 -1
y =argsech x; 3 =0 (0, 1 gl = :\71—7 dy= —\71—; dx (0,1)
: — a2 —x
: 7 1 1
y = arg sech ¥ y < 0 . 1 e dy= —=zds |01
JT = 28 o e
4 = arg cosech x R\ {0} ¥y = =4 il = =1 R', {0}
(¥ |ya? 4 1 Y




Tinind seama de multimile pe care functiile clementare sint derivabile,
de regulile precedente de derivare a functiilor elementare (tabela 5.1) si de regula
de derivare a' functiilor compuse (y(x) = f(u(x)), »'(x) = f'(s(x)) * 2'(x);
y(x) = f(u(v(x))) ¥ = f'(x)w'(v)v'(%)), obtinem si urmitoarele formule «dc
derivare si de diferentiere

Tabela 5.1. (continuare)

Functia Derivata Diferenjiala
yoao ot gyt = dy = du
v =au, a€R ¥ == au dy = adu
y=udv . W = b dy = du & dv
¥ = 1w ¥y = u'v + w’ dy =vdu + ndv
y = uvw ¥y = u'vw -+ dy = vw du - nw do 4 |
+ wv'w + uvw’ + wv dw
1 . 2 1
y = — Bt dy = — — dv
v v vt
1 n'v — uv’ v —udv
,
= — 3 e — dy.—_-_ e R e et
v v? vZ
y=u", neZ u#0 2= n=E ol dy = anu"1du
gy = au, n€Zu#0, ackl " = par"1. ' dv == nan™1du
w=u%, geR, 1t >0 =gt dy = gux=t.du
hes - 1
Br= Al 1 =) e dy
g = i = dmpar; u 0 2 | s
¥ H
— 2 | die
”/ = . |
= \* o, w > (O, ne= par i dy - e
: 14wt 1 Jun-1
¥
T =t e dy = %+ édu
b = ac¥, d'eR 1 = an’ e* dy = ae du
. logy a L logpa
.y =Ca¥ CeR, 3= Cn'a" ——— Ay == Ca'» ——— « du
¢ logy, ¢ logy ¢
n> Oy a1, aeR
u’ .
2= na,n > 0 o] V= dy = — du
f k14 1

* Am notat cu 2,v,@ ,... {unctii reale de argument real, derivabile.
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Tabela 5.1 (continuare)

Functia Derivata Diferengiala

' 1

4 =1Inl Y= — dy = — du

E 3 2% 1

. 1 ¥ -~ ¢ — ’

y=loggu u> U aeR 5 )

-0, a5 1 = —1’— logs € dr= 7 log, € du
Y in A =4 PCOSU dy = (cos u) due

vestgw, ug — 4 Ze

y=secu,u & — -+ Znz
2

¥ =.cosec i, & Zx

v == arcsin i

Y == arccos ¢

y = arctgu

y = arccotg u

4 = arcsec 1

¥ = arccosec i

=% 10

y=2%% 2> 0

y=2% x>0

3
4 ==
J s
cos® o
. 2
RE= e
sin® u
sin 7 7
Nl ey
i 4 = X
cos® 1
e SRS IS
B )

s @
sSin= it

,
1
’
y =
3 PR
T
¥ u’
= —
1122
’
u
’,
p=
¥ o pad |
ualu? —
3 2’
3= ————
2y 1* — 1
F
Al == = 1 4
Ln
-~ v’In .r;]

y'=va¥ 142" Inx

3’ = x%(1 - In 1)

dy = — {sinu) du
e
dy=
CGS= 1t
i
dy = — o,
sin? 2
sin 2
d}l = et - du
cos® 1t
CoSs 1t

dy = —le————da
sin® 1

——1—-(111
i \/l—u"

(1_’V o
uyfut — 1
—1
dy=————-dun
uyu? — 1

1
dy =y |—v-du -+
7

+ (In ) du]

dy=vs¥-1dx+}2%In ) do

dy = x%(1 + In %) - dx




Derivata unui determinant. Fic a5 : I©€ R— R, cu I interval, 2* functii
de clasi C* pe I si D(x) = | agj(x) |. Atunci avem

ay (%) aga(x) .. agn(x) a3y (%) ay(%) «e ayn(s)
D'(x) = “21(") .a..'z(’:') d “:ttl(*) i ‘1;;.1.("') Az (%) - Qgn(x) H
ap(x) apy(x) ... agn(x) any(x) @ns(x) . ann(x

ay (%) aga(x) ... @yn(x)
[yt Ay (%) Aso(X) -oe Ain(¥) .

ag{x) aga(#) .. any(%)
5.8.1. Pioprictats ale functiilor derivabile

Puncte de maxim si minim local ale unci funcfii f : I — R, cu I < R inlerval.
Spunem ci punctul a € I este un punct de maxim local strict pentru f, daci
existd o vecindtale U a lui a, astfel incit

f(x) < fla), YyeUn (I {a}).

Spunem ca punctul b € I este un punct de minim local strict pentru f, dacd
existd o wvecinitate U e It b, astfel incit

f(x) > f(B), YxeU n(I\{b})

Dacd inegalititile stricte se inlocuicsc cu incgalititi nestricte, obtinem
definitia maximului si minimulni in sens larg.

Punctele de maxim §i cele de minim ale lui f se numesc punctc de extrem
ale lui f.

Teorema lui Fermal. Fie f : I — R o functie derizabild pe I. In orice punct
de extrem local (din interiorul lui 7) derivata lui / este nuld.

Teorema lui Rolle. ¥ie f: I — R sia, bel, cu a < b.

Daca: 1) f este continud pe intervalul [a, b];

2) f este derivabild pe intervalul deschis (a, D) ;

3) flaj = f(b);
atunci existdi cel putin un punct ¢ e (@, b), astfel incit f’{c) = 0.

Corolar 1. Fie f: ] — R o functie derivabild pe intervalul 7. Atunciintre
doud zerouri ale luil f exista cel puiin un zeron al derivatei f7.

Corolar 2. I'ie f : I — R o functic definitit pe un interval si derivabild pe
acest interval. Dacld « si b sint doull riidicini consccutive ale derivatei si
fla) * f(&) < 0, atunci f are exact o riidicind ¢ intre @ i b. Dacd in schimb f(a) -
- f(b) > 0, atunci f nu are riadicini in intervalul (e, b).

Teorema lui Cauchy. Fic f, g : I — R, doud functii si a, bel, a < b.
Dacd:

1) f si g sint conlinue pe intervalul inchis [a, b].

2) f si g sint derivabile pe intervalul deschis (a, b).

3) g'(x) # 0, Vxe(a, b),
atunci g(a) # g(b) si existd cel-putin un punct ¢ € (a, b), astiel incit

1) —fla) _ ['(e)
g®) —gla) g'(e)

Teorema lui Legrange. Tie f: I — R o functic, @, bel si a < b. Dacil
1) f este continud pe intervalui iuchis [a, &],
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2) f este derivabild pe intervalul deschis (a, b),
atunci existd cel putin un punct ¢ € (a, b), astfel incit

1 =@ _

b—a

5.8.2. Consecinte ale teoremei lui Lagrange

1. Dacd o functie derivabild are derivata nuid pe un interval, atunci ea
este constantd pe acel interval.

2. Dacd f si g sint doudl functii cu derivatele cgale pe un interval, atunci
functiile diferd printr-o constanti pe acel interval.

3. Tie f : E— R o functie derivabild si / < I un interval. Dacl Vxel,
avem f’(x) > 0, atunci f este strict crescitoare pe I. Dacid Vx e [,avem f'(x) < 0
atunci f este strict descrescitoare pe 1.

4. Fic f:Ta,b]—= R (cu aeR, beR, ¢« <b) o functie derivabild. Daca
fla) = 0 st f'(x) > 0, x€(a, b), atunci f > 0 pe (a, b).

5. Tie f :{a, b)) = R o functie derivabild §i ¢ € (a, b). Dacid f’ se anuleazi
in ¢ schimbindu-§i semnul, atunci ¢ este un punct de extrem local pentru f.

6. Fic f: I — R o functie continui pe I si x,€ . Daci f este derivabila
pe I} {x,} si dacd derivata f” are limitd in R in x,, atunci f este cu derivatid
in xy 51 10x) = 1im (%),

XX
Exemply. Fie f(x) = arcsin ¥, x€[—1, 1. Dupi consecinta de mai sus f
este cu derivatdd in —1 §i 1, anume f'(—1) = L o0 = f’(1).

Teorema lui Darboux. Yie f: I — R o functie derivabi®dl pe intervalul I.
Atunci derivata f7 a lui f are proprietatea lui Darboux, adicid nu poate trece
de la o valoare a ci la alta, fdrd a trece prin toate valorile intermediare.

2.8.3. wate de ordin Superior
5.8.3. Derivate de ordin superior

4

Definitie. Fie I un interval $i f: I < R— R o functie derivabild. Spunem
ci f este derivabild de doud ori in xy€ I, dacd functia f* : I — R este derivabild
§it xg. Derivata lui f” in x, se numeste derivata de ordinul al doilea a lui f si se

noteazd f”(xg), D*f(xy). d_"'f@_ .
f2

Deci
S (%) = lim "M ;
Loty S LA~ X

Analog se defincse: f(xg),..., f(M)(x).
Formula lui Leibniz. Fie f,g : I — R douvd functii de » ori derivabile pe I.
Atuxnci fg este de » ori derivabild pe I si avem relatia:

(f8)(™(x) = f1"(x) * g(x) + CH"1(x) g'(*) + - +
+ CRlf(x)g " D(x) + Cif(x) ™), Vxel
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Citeva derivate de ordinul mn:
1. (sin #)(™ = sin (:r +n E—) » VxeR, neN
2

9

(cos z)(™ = cos (x +n J, VxeR, neN

2

w

1y (e
5 (:) = (—1) il VxeR\ {0}, neN

b

. (ae?)(™ = ge%, VxeR, acR, neN

(5]

- (A = AT A", YrxeR, 1< n<m

&

(a%)™ = aZ(ln a)*, a> 0, x€R, 2eN

(— 1)1 — 1!

n

)

(In' 2™ = VxeRL, neN

x
8. (sh )™ = sh x; (sh x)2"h =chx, x¢ R,‘ n=1

9. (ch %)@ = ch »; (ch x)2*V =shy, xeR, n > 1

10. y= arctg z; y“‘.’(x) = (n — 1) cos® y- sin{y +n -;) s %€R,

i
|
—
v
-

_ye(_ da

|

5.8.4. Forme nedeterminale. Inldturarea
nedetermindrilor

In cazurile exceptate de teoremele relative la operatiile cu limite de functii,
trebuie efectuat un studiu direct pentru a stabili dacli existd sau nu limite.

Uneori derivatele sint de folos in aceste cazuri, in primul rind in cazul —,

prin anumite tecreme (1'Hospital, Cauchy).

= SRl b (ce]
Ridicarea celorlalte nedeterminiiri, de forma —, o0 — o0, 0-:o00, 0°
)

; R : S 0
0° si 1%, se reduce la inldturarea unei.nedeterminiri de forma — .
<« Teorema lui I’ Hospital. Fie I un interval oarecare al axei reale §i #, un punct
de acumulare al lui . Fie f si g dou& functii definite pe I'\ {x,}. Daci:

1) lim f(¥) = lim g(x) = 0 sau lim g(x) = & c©
Z->1, Z>x, %,
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2) S si g sint derivabile pe I\ {x,}.

3)g'(x) # 0, Yrel\ {x)
I'lx) 1e 7

()

4). Exista lim

X2 . 8 (x)

atunci

a) glx) # 0, Yyrel\ {x}

3) Fuuctia = are limitd in xy si azem
Dty b {1

o
~

lim I =f,
x-ex, g(x)

Exemple. 1) Fief, g : R—> R cu f(x)

j('r). Cu teorema lui 'Hospital giisim

~cere lim
x>1 g(x)
: R e I ) —
1im 1) = lim bl Bl T e B
21 glx) w1 (v = 1) z»1 1

- e7), g(x) = x.

2) Fie f, g :R—~R, f(x)=In(1

%) s : o0 . ke ;
i ). Sintem in cazul — si cu teorema lni Hospital cores-

Se cere lim -

zo>w g(x) 0
punzitoare obtinem
" 1 14- e}y’ o
lim f(l)—r lim ﬂ ek ) = lim > —
X5+ D (,\f)' X+ o7 L 1

4% g(x)

7)* 2
= lim L——— “n R ey
F>+o (e -4 1) x-wt D %

3) Exemplul de mai jos ne arati ¢ii reciproca teoremei precedente nneste

/=) poate exista, fird ca lim '
x>0 _:;l'(_\-)

< sinx, arzem

adeviiratd, in sensul cd, de pildd, lim
r>+» g(x)

si existe. Astfel pentru f, s :R—= R, f(x) = x si g(x) = x
nu existd,

lim ——

> s
lim ——— =1, In vreme ce
2>+» 14 cos x

¥>® x 4siny

Teorema lui Cauchy. Fie I un interval al axci reale, xgel sif,g: I - R
doud functii. Daci
1) f(xo) = 0 si g(xy) = 0

2) f si g sint derivabile in xp §i g'(x,) # 0,




alunci
o) Existd o vecinitate U a lui ay, astfel incit g(x,) # 0 pentru orice v e U
Siox# v Si
% “(,
g) tim L) _ /(0

w25 g(x)  g'(*)

Exemplu. TFie f, g: R— R douid functii definite astfel

1) x%, daci xeQ i sin x, daci x€Q
a)=— sioglx) =
: 1 — cos z,daci v e R\ Q x, daci xe R\ Q

Sit ralculdm lim f%)

-0 g(%)

Cu teorema lui Cauchy obitinem

X ) ST
AL U0 ot entr 0] =0 5 g (0) s .

20 g{x)  g'(0) 1 -

Teorema lui 1"Hospital nu se aplicd.

5.8.5. Reprezentarea graficd a jfunclitlor
-Consideratii gencvale. Tie f:({a, b)) = R o functie derivabilda de doud ori
si xo€ (a, b).

1. Dacd 7 se anuleazdl in ¥y si isi schimbil scmnul, atunci x, este un punct
de extrem local pentru f si anume:

@) Dach derivata f* este strict pozitiva la stinga lul &g si strict negativd la
<reapta lui xy, atunci x este punct de maxim local pentru f.

%) Dacd derivata f” este strict negativd la siinga lui g si strict pozitivi la

dreapta lui xy, atunci ag este un punct de minim local pentru f.

2. Dacd f” se anuleazit in a, si

schimlbd semuul, atunci xg este un punct
de inflexiune.

3. Dacd f” > 0pe (a, b), atunci £ ¢ convezi pe acest interval, iardacif” < 0
pe (@, b), atunci f cste concavd pe (a, ).

4. Tie ap un punct de extrem local pentrn 7.
Daci {“(xq) > 0, atunci x4 ¢ste un prnct de minim local pentru £, far dacit
i (¥ [ J
J “(xg) = 0, atunci v, este un punct de maxim local.

La trasarea graficului wnci funclii se erectucazd wrmdioarele eperalii:

i) a). Se dcterminit demeniul de definitie a functici. Daci se di
f:E< R— I' R, f(x) = ..., evident atunci domeniu! respectiv este chiar E.
Dacd nu se indicd E, c¢i se da doar f(x) = ..., atunci E cste reprezentat de mul-
timea punctelor dreptei reale, pentru care operatiile prin care este definitd f
<u sens. ;

L
©
i
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D) Sedetermind (dacd existd) punctele de intersectie cu axcle de coordonate,
adici punctele de forma (0, f(0)) sau (x, f(x) == 0).

¢) Se detrmind limitele functici f la capetele intervalelor de existentd,
inclusiv lim f(x) si lim f{x), dacd Z include intervale de forma (—co, ¢) st
X r—0 B )

(d, -=20),

2) Se determind (daci (-\-ist&) simetriile pe care le poate prezenta graficnl
lui f (simetrie fatd de Ox, fata de Oy, fatd de O sau fatd de alte puncte din R?)
si, pentru functiile per lOL]lL(‘, pcr;ondi {pentru a desena graficul Ini f m:mai pe
o perioadi).

3) Se afld (daci existi) punctele de discontinuitate §i limitele laterale
corespunzitoare ale lui f.

4) Se determind asimtotele verticale (corespunzitoare acelor puncie a e F
in care cel putin o limitd laterald este infinitd) ; ccnatia unei asemenea asimptote
verticale va fi de forma x = a.

5) Se determind asimplotele crizontale (asccicte acelor puncte b, d'e I’
care an proprietatea ¢d b = lim f(x) san & = lim f{») (cind E incinde intervale
F-—:0 Ko
de tipnl (—oc, ¢) sau (d, --c0)); ecuatia unei asemenca asimptote orizontale
va fi de forma 3 == b {la ramura de la —oc) sau 3 == b’ (1a. ramura de la --00).

6) Se determind asimptotele oblice (rectilindi ) (adicit dreptele de ecuatie
4 = Mx -+, cu proprictatea lim (f(x) —mx — n) = 0 (dacik £ include inter-
XF~r—0
; ) :
vale de forma (—oc, €); rezultim == lim , == lim (f(x) —mz)); caz
K-p— W0 X Xr— L

analog cind /7 include intervale de forma (d, -i-00).

7) Se cercetearzd dacd graficul Tunctici fadmite si asimplote curbilinii. Curba
e ccnatie v glx) este o asimptotdL curbilinie a graficului functici f <= f(%)
se¢ poate scrie snb forma f(x) == g(x) == I(x), cn im A(¥) == 0 (dacd 72 include

x--‘,—cosau-,'-oo

intervaie de [orma (—=2, c) san (u' »{ 2); g, ki E— R). De pildit functia
f:R 44— 1} —R, J(x) = a? (\. -+ 9)/tx=- 1) admile drept asimptotd curhilinie
parabola de ccunatic o - J

B {\4. _}‘_

§) Se calenleazd f'(x) si rddédcinile acesteia. Absciscle punctelor de extrem
local se gisese printre rddicinile derivzatel. Se intecmeste un tablou cu sempul
derivatel pe fo,

9) Se cnlulh'lld.j x) si riddcinile nv(-stvin. Abscisele punctelor de infie-
Xiyne (daca existd) se g.lwxc prmtrc ridacinile lui f”. Se intocmeste un iablou
cu semnul! derivatei secunde, in care tablon se includ si punctele e disconti-
nuitate ale derivatel a doua, cind asemenca puncte e

ti.

10) Se calculeazit cocficientii unghiulari 2i (semi)tangeniclor la  grafic
in punctele remarcabiie ale acestuia.

11) Se intocmeste tabloul general de variatic a functiei, cuprinzind 4 linii
cit valorile importante ale ui &, cu f'(x), cu fix} si f7(x).

12) Se reprezintd apoi, intr-un reper ortegonal, punctele remarcabile
(%, f(x)) ale curbei reprezentative, asa cum rezulta din tabloul general, §i asizap-
totele acestuia (daca existd). Tinind seama de caracterul crescitor sau descresca-
tor al functiei, de caracterul ei concav sau convex, se unesc punctele desenate
printr-o trisiturd continui. Dacd vrem si trasim graficul lui f cu o precizie
si mai mare, putem desena si citeva puncte ajutéitoare ale graficului, d(: forma
(7t f(x,-))_, cufi = 1.2, L., st ek,
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5.9. Primitive. Proprietati

Definttic. Fie I < R un interval si fil — R o functie. Functia I': I — R
st numeste primitivd (exactd ) sau antiderivatd a functiei f, daca:

1) 1" este derivabild pe 1.

2) Vxel, Fix) =fln- .,

Exemplu. Fie siu: R — "—1, 11; atunci o primitivi a acestei-fuuctii este
F(x) = — cos x. >

Fropozttie. Fie f: I — R o functie care admite primitive. Atunci orice doud
primitive ale lui f(x), F,(x) si F,(x), diferd intre ele: printr-o constanta.

Definitie. Fie f: I — R o functie care admite primitive. Se numeste intc-
grald nedefinitd multimea ‘tuturor primitivelor lui f §i se noteazi

Sf' Sfd sau Sf(x) A

Exemplu. Pentru fir) = sin x, din-exemplul precedent, avem (sin’jx dx =
~

= —cosx - C, CeR.
5.9.1. Proprictati

1) Oricg functie continud f: 7 € R — R admite primitive.
2) Daca f,g: I < R — R sint dou& functii care admit primitive, atunci
si functia of - 32, cu «, R, admite primitive si avem relatia

S(ocf(x) + Bg(v)) dx = a Sf(x) dx + 5Sg(x)dx.

5) O functie care admite primitive are proprietatea lui Darboux.
;

4) Daca f este definitd pe intervalul I al axei reale, cu wvalori reale, si ima-
ginea lui / prin f nu este un interval atunci f nu admite primitive.

Tabela 5.2 Primitive imediate ale unor functii elementare

Nr. . Domeniul de o
crt. buchis definitie R
) — a7 xR+l
1 (=) A B r S xP dx == —
neN o+ 1
2 | fla) = = (0, +~w) S S, e
ae R\ {—1} w+1
3 it L, m__
Jix) = fx (0, + ) V7 dx =
meN, m =2
e m/ m=1
= o o xm
1 m+ 1 &
s 'I R >
40 (%) K 4 S o a
aeR.\ {1} In a




Tabda 5.2 (conlinuare)

CI\r[ Functia DU&T;K;:;‘Iiede I Primitiva
p |
s
D) == R S e% dy'— e%
1 - 0 1
6 | flx) = — ASERs 2 —Ta (=3)
L
1 1
7 8 = — (0, =+-e0) S:—{=lnx
X 3 x
S iz = : (—w, —a) sau 94 ___l 1 o
x2 — q* Jx*—a® 28 x-+a
aeR, a> 0 -(a, -+ )
1 -
g o —t (4, a) S”_ll‘ -
% — g° ’ 2 —a' 24 a-tx
aeR, a> 0
10 | flx) =sin x X Ssm x dy = —cos x
11 | f(x) == cos x R gcn x dx =sin x»
1 &) (I\
2RI L < '[~ 5 Z:) S =tgx
COs® x it cos®
1 I = R\Z= dx
13 flx) : l = — cotg ¥
sin® y | sin? x
’ st ] = C (
1 flx) =t T =R l’; A Z,—-) \ tg x dx = — Injcos #|
2 v
15 1 fix) - cotg x I cR\Zz \ cotg x dx = Injsin x|
TR A, sin x I SR\ = - Zr) A 1-
cos® ¥ 2 cos? x cos x
08 X < R\Zn x 1
o 109 COS & I < R\Z S cos ¥ oLt
sin? x .sin® x “sin x
2 397




Tabela 2.5 (continuare)

&

Domeuniul de

L.!“lr.. Functia definitic Primitiva
i = &l R S-oX
18 | f(x) =sinax Ssiugm‘dx __ Cosa
« € R\ {0} o
g = 5 R sin o
19 | f(x) = cos 2x Scos T Sin ox
«e R\ {0} o
@ x) = sin® x R S 5in 2y
20§ f(x)= sin® x Ssin"xdx-—: & sin2x
2 4
= cos® 2 ;. sin2y
218N J(x} = pov - ¥ R Scos" RO ST Y
2 4
22 I'e R\ Zx 1 ¥
fx) =— ‘ S dy =1In| tg —
sin x sin x 2
23 1 = £l
) f(3) = ICR\! + Z:} 3 dx =
cos x l3 J cos A
= —In | tg o oy l
.
24 , 1 R dx
i) = = = S ; e
v *#+at § a* + 2t
eaeR, a>0 =ATt (x—\/w——al)
25 Ha) o 1 I < (—w, —a) sau S da m
I sz-—(l" ‘\/x‘.:_u..
aeR,a> 0 I< (a, -+ ®) =Injx + «/ 22 — a?|
26 1 (=1, 1 S dx :
1ix). = e arC Sin X
) \/l—x2 J1=—2»2
27 flx) = — ! =L e (____dx =={IC COS %
J1=2x WT—=2
& =
28 ik = 1 (—a, a) S dx .
Nat — 2t Jat — a2 a
2eR,a>0
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Tabela 5.2 (continuare?

aNEe

Domeriul de

et Funetia definitin Primitiva
—1 —a, a —d :
29 |of{x)e=— - L= 0] S = = arccos —
Jat — x* @

30

39

T

aeR,a> 0

j 1 2
—1

M=

flix)=e* sin bx

abeR, o

J{x) = %% cbs dx

a,beR, a*--b%3#0

e
=
2
fi
~
=
-

R

bey
o

(—co, 0) sau
(0, -+oc)

1 x
== e ATE CLE =
23 o

= a1

%% sin by =

asinbx—4coshx-

ey i wr ,
= T X
[ Sni o

% @A

SL % Cos bxdx ==

acos bx % bsinbx

%

a® 4 b®
Ssh xdx = chy

Sch:: dx = shx

S dx
= —cth »
sh® »

gz = th x
chi:x
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5.9.2. Metode de calcul al primitivelor

1) Metoda de antiderivare prin pdrli. Dacd u, v: I — R sint fuuctii deriva-
bile cu derivatele continue, atunci wv, u’v $i wv’ admit primitive si avem

S u(x) - v'(x) dv = u(x) v(x) — S 1’(x) » v(x) dx.

2) O metodd de antiderivare bazald pe o schimbare de variabild: Calcularca
primitivelor de forma:

Sfu x) dx,

unde £ = u(x) este o functxe definitd pe I cu valori in J, iar f(/) este o functic
definitd pe J cu valori in R.

Dacd  este derivabild pe / si f are primitive pe [, atunci functia f(u(x))u’(x),
definitd pe I cu valori in R, are primitive pe 1. Mai precis, dacd I7(¢) este o
primitiva a lui f(¢), atunci avem: i

Sf u(x ) dx = F(u(x)) + C.

In rezumat calculul primitivei se face dupd schema:
1) Se face substitutia ¢ = u(x)

2) Se diferentiazi accastd functie d/ = »’(x) dx

3) Se inlocuieste (formal) in 4 si se obtine

v Sj(t)dt.

) Se calculeazi o primitivd F(f) a lui f(2).
Se scrie A

e
~

A = Sf(u(x)) n'(x) dx = F(u(x)) + C

Exemplu Fie f: (—1,1) > R, f(x) - Se cere o primitivi a lui f.

W —T
Observim ci A se scrie astfel

A_S'idx T 2x dx
VI=GFE 2 JVT—(2p
Avem deci: £ = 2%, t:(—1, 1) = [0,1); ¢ sau u(x) este derivabild pe (—1,1) =

== f(l)

= ﬁ » f:[0, 1) = R, cu primitive pe [0,1) == ], de pildi I(¢) -
—~ ¢
1
= arcsint. Rezultd cZL; f(x%) « (x%)’, definitd pe (—1, 1) cu valori in R
are primitive pe (—1, 1) si
2

xdx g db ) ;
S \/t.(;gz e aresin (x%) 5- C

In rezumat

l)t:: %t

2) dr=2x dx
1 d¢

3)d- —S e ¢
I J
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4 Ity =

5) S»

o 2

arc sin ¢

IJI-—-

xd 1
e = Larcsin (x¥?) 4 C.

Pam in continnare o tabeld cu primitive ale unor functii compuse, deduse
din tabela anterioard a primitivelor imediate, cu ajutorul nietodei dezvoltate
la acest punct. Peste tot vom admite ¢d %: 7 — R este o functie continuil si
cu derivata continuid pe /.

Tabela. 5.3. Alte primitive

Nr. Primitive ale unor funetii
crt. conpuse
141
1 S .'d.\':d ()» neZ n# —1
i+
2 atl(x)
2 -s-uﬂ (%)’ (x)dx = ——— s 2eR\{—=1} »u:I— J< (0, 4 c0),
o
,, 2’ (%) dx
-3 ™ = :'/ meN, m=2, u: I— J < (0, + o)
\/ 2™ ()
a!ll_l') .)
4 Sa"m w'(x) dx = yue€R, a> 0, a#1
In a
5 S VIE iR YREZ i) D
6 S u'( Ydx 1 Ay ] u(x) — a, aceR, a> 0, Vxel,
u*(x) — @ Za i u(x) - a | u(x)e{ —a,a}
7 Ssm u(x) - o’ (x) dz = — cos u(x),
8 Scosu( ’ (x)dx = sin u(x),
9 S—‘“& dx = —ctg u(x) Vxel, u(x)¢Zx -
sin® u(x)
u'(x) dx 1u(x)
10 —— it — i § 7 Zr
S sin u(x) 2 14s ju(x)¢
11 -M=_]n tg M_E] 9 VZEI,M(X)¢£+ZTC
cos u(x) i 2 4 2
12 MAKIOY  truln) Vxelulng =1 zZn
cos® u{x) 2
13 S-tgu(x). W (¥)dy = —1In|cosu(x)| Vrel, u(x)¢ g— + Zr ;
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Nr. crt. Primitive ale unor functii compuse

14 cotg u(x) * w'(x) dx ="~ Isin u(x) |, Vyel, u(x)¢Z=
cos u(x 1 : g
15 w'(x)dyr = — ——, Vxel, ulx)¢ Z=
sin® 2¢( sin u(x)
: 1 =
16 L ") wix)dy =———,Vrel, ul¥)¢=- —Z=
cos? 2(2 cos u(x) 2

dz = In(u(x) - Ja* + #¥(x)) e¢€R, a> 0

18 "t dx = In | u(x) + Va(x) — a*) raeR, a> 0
\/u —a*
u{l) € (—cc, —a) sau (a, +o0
19 et dx = arcsin M) ~aeR, a0’ u(l) < (—a, a)
\/a — u%(x) a
1 ¥ :
20 s (l) dx = — arctg ihe. ,aeR, a> 0

a a

u(x) o .ﬁin 2u(x)

2 4

21

cos® u(x) » u’(x) dx =

S
P
P
d S\/az
\ i =
S
Vot o
)

w(x)  sin 2u(x)
o 4

[$9)
(8]

S sin? a¢(x) + u'{v) dx =

3) O altd metodd de calcul al wnor primitive prin schimbarea de wariabila:
Calcularea primitivelor de forma

= S[(u(.v)) dx,

ande £ = u(x) este o functie definitd pe I cu valori in J, iar
f(t) este o functie definiti pe / cu valori in R.
Dacd ¢ = 2(x) este strict monotond si derivabild pe I, dacd inversa ei x =
= v(t), v: J — I, are derivata v’(t) continuil pe /, dacd f(t) este continud pe J
§i dacd F(¢) este o primitivd a lui f{¢) - v’(¢), atunci

Sf(u(xn dx = Flu(#)) + C

Schemd formald:”
1) Se face substitutia ¢ = u(x)
2) Se afld inversa lui u, x = v(t)
3) Se diferentiazi ultima functie dx = v'(¢) d¢
4) Se inlocuieste in B care devine

B ='S fl1) - v'() de
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5) Se afla F{t) — Sf(t) V(1) A
6) Se scrie B

Sf(“(l')) dx = Flu{x)) - C.

Exemplu. Fie f(x) = cm‘-‘V";_-. f:(0, =)— R. Conusiderim ¢ = u{x) = J;,

1:(0, o) — (0, =), functgie strict monotond si derivabili pe (0, «¢) = 1. In-
versa ¢i x = v{l) == £%,v: (0, o&c) — (9, c0) este continuigiarederivatav’() = 22

\

1 4 cos 2t
continud pe (0, 20) = J. In plus f{¢) = cos? ¢ = i o este continud pe
kel
: 1 + cos 2t . A
{0,%) = J.Oprimitivd alui f(?) * ¢'{t) = __F:t&___ 2t este imediatd f{¢) =
= i_Ltqm ZZ_L cos 22 .
I e S SO

2 & \/x . /=4 1
C = _ — 8 2 6 4 —— oS 2 R
AumlScos XAy = 3 + 3 " Sin2yx t—- cos 2 Jx = C.
In vezumat:

) 2= 4/x

2 B:Scosﬂz-Z!dt:S(l»r cos 2¢) + + It

e i3 25in, 28 cos 24 |
3) F(,t)=_—)_+7_r_‘—]— 1

€os2 \'x

6) S cos? Jx dx = -—;— -+ Tx sin 2 afx 4+ =k &

4) Calculul primitiveler prin recurentd. Aceasta metodd se aplicd la deter-
minarea primitivelor functiilor f care depind $i de numérul natural 7,

J:I'x M—> R, M © N, (x,n)— f(x,n).
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Folosind o altdi mestodd de calcul al prigmitivelor (de pildd metoda integririi
prin pirti), sintem condusi la determinarea unei primitive pentru f(x, n — 1)
sau f(x,n — 2). Iterind procedeul ajungem la determinarea primitivelor func-
tiilor f(x, 0), f(x, 1) sau f(x, 2) care se calculeazi imediat sau sint tabelate.

Lxemplu: Fie f:I x N> R, f(x,n) = x"e%. Si se stabileasci o formuli de
cecurentd pentru calculul lui I Sr" e? dx. Integram sau antiderivim prin
pirti luind « = 2™ (deci due = nx"! dx) si dv = e®dx (cu v = c%).
Giisim

In=3s"e* —n S 7 1eTdy sau
I=2"e% —nlp, (1
Evident I, = ¢. Din (1) deducem
L=zef =& I, = x*¢* —2(xe3 —et) etc.

Formule de recurentd utile in caloulul primitivelor

d 1 1
An =S e ’ An = 5 +
(#* + a®)* (n —1) (a4 @ttt
1 L — 3
B 2n JA"—I' "2

‘dx 1 o
By =S =4 D : &
(2% — a*)" 2a%n — 1) (a® — a7}
.1 23 =3
—_ . - Bpy, n =2
a® 2n -2
m ) m-1 J 2 .3 It 1y a®
2% x at+4 x {m — lja N
Cp = \— dx; Crr — — = Chp-a, m=12
Ja"—i— e m "
: M dx AL 3 a (m — 1ja?
Doy = \———— ¥ Dy = + Dm‘iv mz2
5 sz_ 5 m m
dx Ja‘-‘—{— x* m — 2
Em o e Z s 1 ; Em e 8..m-1 fh 1y 2 T Em-:. mz 2
: 4 Jaﬁ—{— it (m—1) a®x (m — 1) a*
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Py o ey
Fy =g dx P JaE n—2

s I Fponz2

Jan Ao X (n=1)a*a"? (0 —1) a®
- ™ d; B — —1
Gm = S-——t z ; Gm= — — am-1 \Ia'-‘— x4 = » @Gy, m2 2
a®— x* m m
dx — Ja?— x? m—2
}1m=g sHm=— _]+ - SN i, s
Jam JaT— x2 a*(m—1) a™ a*(m — 1)
i = S {In x)" dx; Im = xIn™x — mimy, m= 1
. A 3 [ N n—1 .
Kp = \sin® x dx; Kp= — —sin® 1 xcos x + Kpp w22
n n
1 < . n—1
Ly = \ cos® x dx; Ly = —cos® ! x sin x L Lypg 022
n n
1 =
Mp=\1g"x dx; My = : gt 1 x — My, n=>2
”n —
Np = Scng" cdx; Np= — y cotg" 1 x — Ny, n =2
n—
1; E -2
o dx . Plas i cos x 52 n Pann i
sin® x (n—1)sin®*?x  n—]
dx sin x n—2
On = S : On = *fe On-gy 1 2 2
cos® x (n—1) cos™1x n—1 = i

Rp= \a® sinxdx; Rp= —atcosx 4+ nx"Isinx —n(n — \)Rpp, n =2
2

Sy = Sx" cos xdx; Sp=atsinx+ na®cos x —n(n — 1)Sp,, n =2
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5) Metoda coeficientilor nedeterminafi pentru calcularea primitivelor din
Sunctii transcendente

Dacd f(x) = e*¥Py(x), f: 1= R, cu Pp un polinom de gradul », atunci
o primitivd a lui f este I'(x) = e% « Qx(x), unde Q, este tot un polmom de
gradul 2.

Pentru a determina pe F(z) este suficient si determindm pe QOn(r). In acest
scop, dupd definitia primitivei, avem

(e*™Qn(#))" = e**Pp(x). (n

De aici rezultd cocficientii lui Q,, si deci F(x) este cunoscuti.
Lxemiplu. Si se afle o primitivd a lui f(x) = (23 — 222 4 5) ¢V,
Din egalitatea

S (2% — 222 4 5) 3 dx = (4p3® | dja* + A% + 4;) €% 4 C,

prin derivare gdsim (dup# suprimarea lui ¢3%)

x% — 22 L5 = 34,x° .+‘3(,41 + Ag) 4% + (54, + 24)) & + 34, - 4,
De aici rezultd sistemul
3g=1 34, 4+ 24, =0
34, +734y = —2 4, A, =
cu solutia: E
.-4‘0_——1—-, Al:——\—l, A_,=E- Si A3=-l—‘)-
3 3 L4
i
Deci S(r° — 2224 5) M da = (\T — x4 Za 4 )ea:‘ + C.
D
Observalie.

Acecasi metodd e aplicabild si la calcularea primitivelor func-

tiilor g(x) = Rp(x) cosax si h(x) = Sp(x)sinax, cu R, si S, polincame
de gradul .

5.9.8. Calculul primitivelor unor functii rafionale

- Definitie. O functic rationald f: I - R se numeste simpld dacd are una
din formele

1) f(x) = agax® + aya" ! 4 ... + ap
2) f(x):———i—, A,aeR, neN, a¢l
(x —a)® ;

Bx 4+ C

3) fla} =~—————, B,CabceR, neN*

b2 — dac < 0
{axt 4=by c)®

Definitie. Un polinom de doud variabile de gradul n este o functie de forma

Plx, 3) = E aijxiyd, laiiER; neN.
i, j=0

itign

Definitie. Se numeste functie raho;mld de doud vanabxle citul a doud po-
linoame de doud variabile,
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Teovema de descompunere a unet functii rationale in functii rafionale sz'mplé.
Fic f: I — R o f{unctie rationald
P(x)

) = =2

Q%)

unde P(x), Q(x) € Rlx]sint polinoame prime intre ele.
Dacid Q(x) are factorizarea

Q) = (¥ — @)™ v (% — @)™ (3% + Myx + NP, (2% + Myx + NP

(Q(x) #0, VYxel)

atunci f se descompune in mod unic astfel

g A® AW 1 .49" )
i) = gl of === T e Ay
(x —a) (¥ — ay) ¥ —a
Al e o Al
(FU= )™ e e X —aq
By 1+ cV Bz 4 ¢ By +cih
+o s —
8 (#* + Myx + NP i (#% + Myx + NP1 2+ Mz + N,
. i, .
By 4 ¢l Bx 4 B + ¢

+ e+ -

: + -+
(2 4+ Mz — N * (52 4 M,x + NP} x24 Myx+ N,

unde g(x) e un polinom cu coeficienti reali, constantele care apar sint numere
reale, jar M2 — 4N < 0, k= 1,2, ..., 7.
P(x)

Q(x)

Teoremd. Calculul primitivei S dx se reduce la calculul unor primitive
din functii rationale simple

Sx"dr, neN, Si, neN, eeR =i
(# —a)®

By L+ C
S“—;—\T‘dx, B,C,M,NeR, neN, M?_—4N <0.
x2 - Mx + N

Exemple. 1) Fie f: (0, o0} — R, f(x):%- Si se afle o primitiva
2+ 1

a lui f.
Descompunem pe f(x) in functii rationale simple astfel
LI s D i (4 +B) 42+ (—A+B+C)x+ A+Ce>
ALl 241 2—x+1
1 1 1
A= —~, B=—, C=—.
3 3 3
Avem deci descompunerea
AL 1 1 x =1 2 1 " 1 2x -1+ 3
21 3(x ~ 1) 3 x2—x+ 1 3(x + 1) 6 2 —x+1
1 ! 2x—1 + 1 1
T T LA T T 2(,,_%)”+5‘_
2 1




cespectiv

S dy 1 1 2x =
S =__1n(x+1)+—1n(:;=_x+1)+éarctg“’_l-{- G:
PR | 3 6 Y3 NE
et E
2) S dx & L 28x+b Jb® — Hac Le
ax® 4+ bx 4-¢ -\/b‘2 — 4ac  2ax + b + \/;)z — 4ac
b® — 4ac> 0,
dx 2 x b
3) S 7 e el s R L, o
ax® -+ bx ¢ \,/—(b3 — 4ac) N/—(bz — 4ac)
; S dx ¥ 1 2ax + b
(@x® + b + ¢)* (n = 1) (b — dac) (ax® = bx — ¢)*-1
22n — ) a S dx e
(n —.1) (6% — 4ac) ) (ax® + by + ¢)*1 :
5) S_«Hﬂ_ r e et S : .
(ax® + bx + o) 2a(n — 1) (ax® + bx + ¢)*!

5 28a — ab S( dx e

2a ax® - bx + ¢)*

5.9.4. Metoda lui Ostogradschii pentru determinarea
partii rafionale a primitiver dintr-o functie
rafionald '

s
Fie f(x) = ﬁ, f:[a,b] > R, Vxela, b], Q(x) # 0.
Q(x)
1) Derivim pe Q(x) si gidsim cel mai mare comun divizor al lui @ si Q.
Fie acesta D(x).
2) Afldm citul impartirii lui (¢x) la D(x). Fie acesta C(x).
'3) Construim un polinom @(x), cu coeficienti reali nedeterminati, avind
gradul cu o unitate mai mic decit gradul lui D(x).
4) Construim un polinom ((x), cu coeficienti reali nedeterminati, avind
gradul cu o unitate mai mic decit C(x).
3) C_onst'ruim egalitatea

S i Lo BEPRRGR L. +S 95 3e xela, Bl

Q(%) D(x) C(x)
Derivind si foloéind metoda coeficientilor nedeterminati, determinim poli-
noamele @(x) si(x), decigipe *(*) (partea rafionald a primitivci) $i pe _ql—(i)— .
: D(x) C(x)
6) Calculdm apoi o primitivd a lui %%
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1

Exemplu. Fie f(x) = ——————, x€(2, <+ o0). S& se determine
(x —2)8 (x + 18
partea algebricd din primitiva lui f(x). In acest caz a/cm Pyl Q' p) =
= {x —2)3x - 1)%;0'(x) = (x — 2)*x + 1)(5x — 1); (Ox). Q (v = 2)"'
(¥ — 1) = D{x); citul impdrtirii lui Q{x) la D(x) e\u (,(v = (x 2} ,1 + 1)

Deci:
1) Dix) = (v — 21 s + .
2) € — (5 —2 (5 + 1.
3) @(x) = ar* 4 by - c.
4) Y(x) = ayx -+ by

5) S dx L ax® +bx + ¢ 'T"S ax + by ds.
(x —2)3 (v = 1) (x =22 (x = 1) (x = 2) (v -+ 1)

Derivim:

1 (2 — » —2) (2ax -+ b) — (ax* + bx + ¢) 3x

(¥ —2)8 (¥ + 1) (¥ =2 (x» + 1)?

e

a;x -+ by

(x —2) (x = 1)

’
si deducem
=+ (b, —a —3a) x® + (—2a — 20 —3b) 2% - x(—4a —b —
— 3¢ + 4a;) + (— 2b - 4by),
de unde sistemul:
ay =03
by — a — 3a; = 0,
—2a —2b — 3b; = 0,
—4da —b — 3¢ + 4a; =0,

— 2b -~ 4b, = 1,
1 g L 1
cu solutia: a=—, b=——, ¢=——, a==0, b =—.
9 18 18 9

Egalitatea de la 5) devine
dx 22 — 5y — 1 . 1 S
S(x —2P(x+ 1) 18x—22(x+1) 9)(x—2)(x+ 1)

ol¥) 22 —5x—1
D(x) 18 (x —2)2 (x + 1)

iar partea algebricd din primitivd este

1 1 -2
O primitivd pentru ——— — este —1n £ e ol
(x —=2)(x + 1) 3 x+ 1
astfel am obtinut chiar o primitivid pentru f(x).
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5.9.5. Substitujii si formule wutslizate peniru reducerea
calculdrii primitivelor unor funciii la
calcularea primitivelor din functii rafionale

Nr. ert. Primitiva Substitutia. Formule

n n
SRI)(x’ l/ax-i—_b)dx byt ax + b
1 cx + @ cx +d -

2 'SR(x, Jax® + bx =+ ¢) dx] | i) Pentru a >0, i+ xﬁ—*—'

= \/d—;z——f— bx + ¢
ii) Pentru ¢ > 0, tx + Jo =
= \Jax® + bx + ¢

iii) Pentru & — 4ac = 0, i(x — x}) =

= Jdn‘z + be + c,‘xl fiind o riadici-
nd a ecuatiei ax? 4-bx 4 ¢ = 0

3 | (R(e®?) ax PR Y S
¢ a
t—':t > == t t, =
4 SR(tgx)dx : Sr A
5 SR(sin z, cos x) dx — g ; ;¥ =r2-arcitg i, dx =
— Z: ds
1+ 22
4 2t
sin x = ,COS ¥ =
+ 2 14 ¢2
el el
2 X
6 SR(x, Ja? — 2?) dx x=asint sau ¥ = a cos ¢
2 x =a tgt! san x¥ = a cotg ¢ san
3| R(e e ae i e
ey X = sau x = Sau
8 SR(x, Jx2 —a?) dx sin £ cos t
x=u cht
1N 1
9 Mx + N i "o ]
(x—:z)\,/ax‘-‘-lrbx Lc X —a

') Cu R{a) si R(ax, B) am notat functii rationale de un argument, respectiv de doud argumente,
A se vedea definitiile de la pagina 407.
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LExcmple. 1) Sia se afle o primitivd pentru f(x) = ———————
x \/l + x oa®
1

-2
£ : (0, 400) — R. Observiim c& f(x) = —————— = f(u(x)) cu u(x) =

1 1
V1+—+—;
X a?

1 ] ek ) e, AT
= — ., Dacii lnam¢ = — - sintem eXact in conditiile metodei 3) si avem

¥ x
S fy e dt = — S———i———
U4
! 13?2 < : :
Cum 174 ¢ = (l + —) + —, aplicdm formula 17 din tabela 5.3
2 4 ;
$1avem
- 1 jo——————
F(t) = —m(t'i‘;-!-\”g-f-i—;— l]-
respectiv

A 1 1 L Pt

S—_——— —dr—«=—1“(_+_+'—'\/l+x+ﬂ'= +C
x\/l-g—x—f- x2 X 2 x ¢

1

(% + 1) 3 — a®
ax® 4 bx + ¢ = — x* -+ x si avem cel de al trei-lea caz al lui Euler (tabela
de la 5.9.5, cazul 2, iii)

2) S& se afle o primitiva pentru f{x) - e (0, 1). Aici

. woosRiy " —
Luim x; = 0 si introducem functia ¢ definitd de x — x® = (x, care ne

I —: .
as = o r, t:(0,1) > (0, +00), functic strict descresciitoare, derivabild,
1
azind inversa x = v(t), cu () = 1 , vi(0, o) > (0, 1), cu ()
— 1t
continud.
1 — 2 1
Acum f(t) v°(¢) = . ot 211 b
122 t (2 + 12 $°82
+1 r~+1
| ¢ , shas
O primitivd a acestei functii este F({) = /2 arc tg 8= iaro primitivi
‘\ -~
a functiei date cste
d 1 —x
S—" = —yZarc th -
(x + 1)z — a2 2%
dx 1 _—
———-:—ln]Zabe+2Jaax’+bx+c)[ +~C, a> 0,
\/ax- +bx + ¢ a
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1 d -1 s ;-
S a — arcsin.-—ng_—i—C,a<0.
Jaxr® £ bx + ¢ J'—a b = 4ac
* —  2Ba —ab d J
5) S,—M..;L;dxzidaxz-kbx—;—c+ Ba -« _L__+C.
\/ax‘-’- 4 bx + ¢ a 2a Jax2+bx+c
Sy P R e R e
6) Sxfaxz%—bx—i—cdx,: i \/ax3~;b,v+c———_a—c
4a 8 aya
XIn | 2% + b +2\/a(ax~~--bv—c|——-c a> 0.
e b AR A B e R
7) S«/ax'-‘d,—bx—;—cdx:%\/ax“»:—b,v-;—c+
a
2 — 4 2ax +b
+L_—_ac-arcsin-,_a;—'_+c, a<0.
8ay —a b — 4ac [

5.10. Functii integfabile

5.10.1. Integrala Riemann.

1. Definitie. Fie [a, b] < R un interval compact. Se numeste diviziune a
acestui interval si se noteazi cu § o multime {initd {xo, Xy, «ees X3 de puncte
dinyifa, bl, astfel dncit iz = ¥y'<t ¥ = .0 =<ln, = 4

llultlmea. diviziunilor intervalului compact [a b] o notém cu A.

2. Definitie. Se numeste normd a diviziunii § si se noteazid cu V(§) cea
mai mare dintre lungimile intervalelor partiale [¥,, %], [#1, %], ess [¥p-1, %2l

3. Definitie. Se numeste multime de puncte intermediare asociatdi divi-
ziunii § i se noteazd cu £ o multime de puncte {£;, &,, ..., £}, avind
proprietatea £; € [x;, x¢], 1€ {1, 2, 3, ..., u}.

4. Definitie. Tie [a, b] un interval compact al axei reale, f:[a, 8]—= R o
functie, 8 o diviziune a lui [a, ] si & o multime de puncte intermediare
asociatd lui 8. Se numeste sumd chmmm, corespunzitoare functiei f, divi-
zinnii § §i multimii £ de puncte intermediare si se noteazd cu 6¢(§, £) numirul

”
> xi = xia) f(Ea)-
i=1

5. Definitic. Functia f :fa, b] — R se numeste inlegrabild (in sensul lui)
Riemann pe [a, b], daci 34 € R, cn proprietitile: Ve > 0, 37(e) = 1, astfel
incit pentru orice divizinne § a lui [a, ], cu ¥{3) < 7 si pentru orice multime
de puncte intermediare &, asociatd lui §, sd avem

lop(8, &) — 4| <<
sau
lim o (8, ;) = A
v(8)>0 s ;
oricare ar {i diviziunea § din multimea, diviziunilor A ale intervalului [a, b}
si oricare ar fi multimea £ de puncte intermediare asociatd lui &
6. Definitie. Numéirul 4 se numeste infegrala definitd (in sensul lui) Riemann
a functiei f pe [a, ] §i se noteazid

b b b
Sj, S]’dx sau Sj(x) dx.

T
—
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5.10.2. Proprietifi ale integralei definile

1) Orice functie monotond f :[a, bj— R este integrabild.

2) Orice functie continud f:[a, b] = R este integrabila.

3) Orice functie f :Ta, b] — R integrabild este marginitd pe [a, b].

4) Dacd f este mirginitd pe [a, b] 51 continud pe [a, b], exceptie ficind un
numdr finit de puncte din [a, b], atunci f este integrabild pe [a, b].

5) Daca f, g :la, bj— R sint doud functii cu proprietitile: f este inte-
grabild pe [a, b} si g(x) = f(x) pe [a, b]\ 4 unde 4 este o parte finitd inclusd
in [a, b, atunci

o) g{x) este integrabild pe fa, b] st

(4 b
) S g(x) dx =S flx) dx.

6) Dacif,g: [a,b]—> R sint functii mtegrablle, iar 2, 3 e R atunci «f + g
este integrabild si

a

a 1 1
Sb (f() + Bglx) dx = = S‘f(x) dx + BS g(x) dx,

7) Dach f :a, b] — R si restrictiile lui fla [a, ¢}, respectiv [¢c, b], a < ¢ < b
sint integrabile, atunci f este integrabild pe [a, b] si

5 c b
g fix) dr:S flx )dx+8 f(x) dx,
Ja a c

2 ef0, 1] x4 ’ ) : -

Lxemplu. Fie f(x) = % = Functia f este integrabild. In

¥+ 1, xe(l,2]

x, x€70, 1] st fo(x) = 2> + 1, xe[l, 2] sint inte-
1, 2] de fs intr-un singur punct. Deci f este

adevdr functiile fi(x) =
grabild  si f difera p
iutegraolla $i

S: Fla) daie= Sl xdy=+ Sz (x2 + 1) dx = 23/6.

i) 0 1

8) Dacd f:[a,b.— R este o functie continuld, atunci avem

(25

e b1k
Saf( )dxi < )Jf(,.)

9) Dacd f:la, b. - R, este integrabild, cu walori pozitive, atunci
b
f(x)dx = 0.
a
10} Daci f :[a, b] — R. este o functie continud, iar [¢, d] < [a, b], atunci
avem

d b
S f(x) dx sS f(x) dx

11) Dacid f, g :[a, b]— R sint doud functii integrabile cu proprietatea
g(x = f(x), Vxe[a, b], atunci avem

b ]
S‘ glx) dx > Saf(X) dz,
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12) Dacd f:[a, b] — R cste integrabild $i m < flx) < M, Vxe(a, b)
alunci

b — 2 < \ x) dx < M{b-— a).

13) Dacd f:le, bi— R este o functie continud si F :{¢, b]— R estc o
primitivi a lui f care se anulcazd in xge[a, b], atunci I are forma

Filayee \: f(2) dx, Vaxcla, b1,

14) Teorema de wedic. Dacd f :[a, b] — R este o {unctie continud, atunci

existi cela, b] cu proprictatea :
1

b=-a

ij) dx = flc).

Dacd f este contincdi pe [e,b] © R, iar g cste pozitivi si integrabili pe
[a, 8], aturci existd £ € (a, b), astfel incit

b
S fixg(x) dz = fi Z>S 2la) dx.

15) Feimule de integrere prin pdrli. Dacd u, v :[a, b] — R sint functii
de clesa C!, aturci avem

b b
— s 1n'(x) v(x) dx

b
S u(x) v'{x) da = u(x) v(x)

W) Fermula lut Leibniz-Newicn. Dacl f :[a, b] — R este o functiz inte-
grabild, care admite primitive pe [a, b], atunci pentru orice primitivd F a
lui f are lcc egaligatea

b
S f(x) dx = F(b) — F(a}.

17) Formula de schimbave de variabild. Daci u :{a,bi— I si f:1— R,
cu u de clasd C! si f contirua, atunci

b ()
S Slu(x)) » 2’ (x) dx = S f{2) dt

u(a)

18) Existd functii integrabile care nu admit primitive si existi functif
care admit primitive dar nu sint integratile.
A 1, dacd z€(0, 1
Exemple. 1) Functia f(x) = 3 ( L este intcgrabild, dar
U, daca x =0
nu admite primitive fiindcd nu -are proprietata lui Darboux: f([0, 1) =
= {0, 1} nu este interval.
1
I x% sin — 5 dacd x €/0, 1]
xz

2) Fie f(x) =
l 0, daci ¥ = 0
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Functia f’, derivata lui f, admite ca primitivi pe f. In schimb f’ nu este
integrabild deoarece Iu-u:p'ilo integrabile sint marginite, iar f* nu este margi-

P

19) Formula lui Leibniz. Fie {a, b] $i [c, d] doud intervale compacte ale
axei reale, f :{a, b] X [¢,d]— R o functie continud si cu derivata parfiald
in raport cu x continui §i «(¥), B(x) doud functii continue $i cu a’(x), 8'(%)
continue pe [a, b]l. Atunci functia

este derivabild pe [a, b] §i are loc relatia
B ef(x, 1

F'(x) = f(x, B(x) « B'(x) — f(x, al#) * &) + S
a(x) ©X

Tabela 5.4. Cileva integrale definite

1 " y
1) S cos mx cos nxdx = S sin mx sin nx dx =
b o

0 dacii m 3 n, m si n sint numere intregi pozitive

Z daciom =n
2

2, 1 d %
2) nxsinxdx:—Z.—:;.’i)S -____x______;
0ol 4+4a%*. 4

4) Sl 22 1= 22dx = =/16

2 n/2 .
5) S sin®*"+1 x dx -—S cos*ftl y dy =
0
22 456..:2n

= ————— (n > 0, intreg)
3:5-7..2n + 1)

)2 nf2
6) S sir?® x dx = S cos®™ x dx =
0 0

~ (n > 0, intreg)

7 Yapp dx i
0 a_p bx? 4 \/ ab

0 O<axl);

T
— Hdx =
8) Soln(l 2g cos x -+ a*) dx {2::1na @> 1)
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S in cos'y dx = Snln sin xdy = — x1ln 2.
)

wEdyi— m e N*

el
W],

l_,\

]
11) S sin® mx dx =
4

5.10.3. A plicajii ale integralei definile

1) Determinarea ariilor figurilor plane. Dacd f :[a, b] — R. este o functie
continud, atunci subgraficul lui f are aria

= (1t ax

2) Dacd f, f,:[a, b]— R sint doud functii continue si f,(x) < f.(x)
Vx €[a, b], atunci portiunea de plan cuprinsd intre graficele celor doud functii
si dreptele de ecuatii ¥ = @ §i ¥ = b are aria

b
b S (fel3) = fa(x) dx

@

3) Determinarea volumulur corpurilor de rotafie. Dacd f :[a, b]— R este
o functie continud, pozitiva, atunci corpul de rotatie generat de f are volumul

=—:§f(z

4) Determinarea lungimii graficului unet funciii. Daci f : 7a, bl — R estc o
functie de clasd C?, atunci graficul lui f are lungimea

L= Sb \Il -;—f”"‘(.f) dx.

5) Determinarea ariei suprafetelo? de rvotatie. Dacd f:Ta, 81— R este o
functie de clasid C!, pozitivd, atunci suprafata de rotatie generati de f arc

aria

b
A =2z S‘f(x) 1+ (f(%)* dx

6) Determinarea coordonatelor £ si n ale centrului de greutate. Fie G(E, v)

)

centrul de greutate al unei pldci plane omogene mirginite pe graficele functiilor
continue f, g :[a, b] = R (f(x) < g(x), Vxe[a, b]) si de dreptele de ecuatii
X =a, x =b. Atunci avem

b ol A .

S x(g(x) — f(x)) dx —;S (g%(x) — f*(x)) dx
: b ; = b
S (g(x) — f(x) d S (8(2) — J(x)) dx

==

Rezultd imediat un caz particular interesant cind f = 6.
7) Determinarea momentului de inertie al unui corp de rotatie omogen fald

de axa de rolafie
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Daci f:fa, b]— R. este o functie continui, atunci corpul omogen de
rotatie (fatd de Ox) generat de f are momentul de inertie fati de axa de
rotatie

unde u este densitatea constantd @ corpului respectiv.

8) Determinarea momentului de inerfie al unet pldci plane omogene limitate
de graficele functiilor continue f, g :la, b] 3 R, g(x) = f(x), Vxela, b], si de
dreptele de ecuatii x = a, x = b, fati de axa absciselor, se efectucazi cu

formula

I =

(5] l';_‘

b
{ @ —re ax
a
unde u este densitatea constantd a plicii respective.

9) Celcularea limitelor wnor siviyi numerice.
a) Pacd f:la, bl = R este o functie integrabild, atunci

152 b—a 1 b
L}in‘} " 2; {a + ﬂjﬂ)z i Saf(x) dx.”

b) Paca f:[0, 11— R este o functie integrabild, atunci

lim —l—if(ﬁ]zs f(x) dx.
=1\

1
N +wc it 0

5.10.4. Integrarca numericd a functiilor

1) Fermula dreplunghivrilor. Dacd f : [a, b1 — R este o functie de clasi C1,

T e e g e S
”
- —a
Sp = v [fa) + f(x) + oo+ f(xn1)]
respectiz
. =&
Sy = S(x) + f(%) + oo =5 flxay) + f(8)],
i

b
atunci S, sau S, aproximeazd integrala definitd S f(¥)dx, cu o eroare cel
&
b —a)2 M’
mult egali cu 2 , unde M’ = max | f'(x)].
” ze[a, b]

ez ki -
Exemplu. Sa se calculeze I = \ 4/6x — 5dx, divizind intervalul [1, 9] in
1
8 parti egale. Si se indice eroarea absolutd si cea relativa.
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In acest caz (fig. 526) avem a=xy= 1, %3 =b =9, I = s L
8
x = 2,...., ¥; = 8. Calculim valorile lui f in punc.... ae diviziune:
% 1 2 3 4 5 6 7 8 9

flz) 1 2,6458 3,6056 4,3589 5 5,5678 6,0828 6,5574 7

e 1Y 4
T
f'/xjajféx—-f_
: P}

/.0123455709 %

.~).’0 X, Xz XJ 14 X\,— Xé. X7 Xe

a bt s

Fig. 5.26 3

Cu formula ce di pe S, gisim I ~ S = 34,8183. °
Valoarea exactd a lui I se giseste imediat 7 = 38.

Acum eroarea absolutd este g, = I — S, = 53,1817, iar cea relativd

€ 2 ’
€ = 3—; - 100 = 8,379,.

2) Formula trapezelcr. Dacd f :[a, b] — R este o functie de clasi C?,

—g -
xi=a+——1,1=0, 1, 2,..,n si
n

b
Sp=

;fumr+uﬂar+m+fumm+4wm

‘b
atunci S, aproximeaz3 integrala definita S f(x)dx cu o eroare cel mult cgald
a
b — a)® M”
BB ke B = max L7 )
12 nt #€la,b]

Exemplu. Valoarea lui I calculatd cu aceastd metodd se gaseste a fi
I ~ 37,8183, eroarea absoluti g; = 0,1817 si eroarea relativi e. = 0,48¢,.

5.11. Ecuatii diferentiale

Definitie. Se numeste ecuafie diferenyiald ordinard (sau obignuitd) cu o
functie necunoscutd y o relatie de. forma

F(z, y(x), (), -r () = 0, jn
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sau de forma
FO(E) = S, y(5), ¥(5), ooy ¥ 2

intre variabila independentd x, functia necunoscuta y(x) si derivatele acesteia
pind la un anumit ordin #, unde F : A © R**? — R respectiv f: | X D € Rx%
X R® — R, sint functii continue.

Observagic: Cu I, J notim intervale ale axei reale, ca de obicei.

Exemple de ecuatii difeventiale: y'(x) — y(x) = 0; y”(x) + w?y(x) =0;

I
. ili +Ri=E; y' =39 +y=0; (x+2)y" —(x=3)y' —=Ty=0.

dez :

Definitie. Se numeste ordin al'ecuatiei diferentiale (1) sau (2) ordinul cel
mai inalt al derivatei lui y care intrd in ecuatie.

Exemple. Ecuatia diferentiald y* — y = 0 este de ordinul intii, iar ecuatia
(1 — 2®%)y” — 2xy’ + 6y = 0 este de ordinul al doilea.

Definitie. Se numeste solutic a ecuatiei (2) o functie 9 : /< J— R, ca
derivatele @’(x), 9”/(#), ..., @(™)(x) continue pe I, ‘care inlocuitd in relatia (2) o
transformd pe aceasta intr-o identitate in xe I:

Vael, M(z) = f(x, 9(x), 9'(x), ... 9* D)),

-Exemplu. Functia @ : R— R, g@(x) = e¥ este solutie a ccuatiei diferen-
tiale 9" — 9 = 0, fiindcd inlocuitd in ecuatie ne di e¥ — e =0, VxeR.

Problema lui Cauchy pentru ecuatia (2): A rezolva problema lui Cauchy
pentru ecuatia (2) inseamnd a determina o solutie 9 : I — R a ecuatiei, care
indeplineste conditiile (initiale)

2{x0) = 3o
9" (%) = Yo %o€J, (Jo» Yoo -+s ¥$® V) €D,

@t D(x) = pin-M),

Exemplu de puoblemd Cauchy. Si se determine o solutie 9 :[l, J]— R
a ccuatiel y'(x) — v(x) = 0, care indeplineste conditia:

¥(2) = 2. Se giseste g(x) = 22372, o i [1, 3] — [2e7], 2e].

Observafie: In rezolvarea problemclor lui Cauchy pentru o ecuatie diferntiaid fundamcatale
sint urmitoarele chestiuni;

13 Demonstrarea existentei locale sau globale a solutiei;

2) Determinarea intervalului pe care existd solutia.

3) Demonstrarea unici{atii solutiei.

4) Dependenta solutiei de conditiile inifiale.

Pentru ecuatiile diferentiale elementare considerate in cele ce urmeazid mai
jos, aceste chestiuni se rezolvd usor (constructiv), pe baza cunostintelor de
analizA matematicd dcbindite in liceu.

5.11.1. Cileva tipuri de ecuatii diferentiale elementare

1. v'{x) = f(#), f: I € R—> R, [ iuterval, f continui.
2. ¥'(x) = flx)y(x), f: I € R— R, [ continud (ecuatie liniard ).
3. y'(x) =/ay(x) = b, a, be R (ecuatie afind cu coeficienti constanti ).

-i: y' (%) = f(x)-gly), f: I €R—- R, fcontinudl, g: f < R—- R, Vye ]/,
g(v) # 0, g continud (ecuatie cu variabilele setarabile ).

5. agy”(x) — ayy’(x) + a,¥(%) = 0, ag, ay, as € R (ccuatie lintayd de ordinul
al Il-lea cu coeficienfi constanti ).
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pentru aceste ecuatiz

5.11.2. Mulfimea solufislor unor ecuatii diferentiale si solufia problemei lui Cauchy

?:t Tipul ecuafiei Ecuatia diferentiald Mu“gg;:?i:lg:éi:::& . Datele initiale _Solutia problemei Chauchy
1| Ecuatia cu | 3" =¥ (). f: IS R—-R, ¥ (%) = % g #
variabilele | f continud * y(x) = Sf (Mdv+C xel | yel, ¥ (%) == g ok S f(nar,
¥ 3 X
separgte . CeR MER e ;i
Exemplu. ' = sin x ¥y (*¥) = —cos » -} C, o) =1 @(x) =2 —cosx, 2e€R
sin:R—[—1, 1] re€R, CeR
) Ecnatic cu | ¥ =&(3), g: J = R— R\{0} dy ¥ (%) = 2 e R -
’ variagilele & continud £() s tasa el r€l, S e £ T yI—=]
separabile Ce el ey
Exemflu. 3" = 1 4 3* arctg v (x) = & + C, xvel v (0) =0 o(x) — tang x,
y:I<R—-R CeR 7 il
re|l ——, —]-.
2
@ Ecuatie cu | 9" =f(x)g(y), f: IR, ¢ dy V(X)) = | [*
variabilele | g : J — R\ {0}, continue f(x)dx 4 C= \ — ) ? xp€ 1, \ Hbars
separahtle ; gLy Y€ L =t

xel,<I, ye/; CeR

[y Tds
:\ —, e I, ye]
Jy, 8(s)




Iy

Lxemphi, y" = — Letey sin oy Il e e e v 1 X0} e P(x) = \/-Z selema—2 el
3 iz
1 iy ? | x| < 2-arcsin ("“: )
s)=——> &
y

g:(0, @) > R

f(x) = —sin x

fiIl—[—1,1j
Lcuafi ] 4 P(s)d.
‘.c_uzll {2 v p (".) g == 0, N ~S(v(_;) d vefl, | v ('\. ) = Vg —'S y s)as,
liniard P [ — R, continud ‘E'(;)R TH 5 e”]’ S lyla) = plagle e vel

Jo€R

Exemplu. 3" + —J— y=10] plx—2) = o= 3 pr) = xe (2, 4 )

- A . o 2 ! Ju == 5 = H! »

xe(2, - )
Ecuatie - R D LT (PR TR el TR IR £ (30 = Yo | sy = [y 4+ 2 cats—sa) —
alini cu . L. b : el "
coeficienti | YISy #F ——» ) Yo€/
constanti o Pt AL vil— ]

# Vrel e

Exemplu, v/ =y — 2 yvix) =24 Cc*¥ ¥ (0) =3 pr) =24+ % xeR .

¥y :R— (2, 4 o0)
Ecuatie de [ ¥ =f(x), f: I > R,

ordin supe-
rior nor-
mald

f continud

ﬂnzfu—mmm+

+C ¥ -i—“Ca. x, vpel,
¢, G, eR

¥ (%) = 30,
¥ (%) = ¥
xo€l, :

Yo ¥g€R

y(x) = Sx (v — 2y f(1) dt +

’
'

+ 2o (¥ — ag) £ 2y




(444

f,; Tipul ecuafiei Ecuatia diferenjiald ‘“““;;‘:;,”;‘;ﬂ;‘;’,as““ Datele initiale Solutia problemei Cauchy
Exepplu. y” = arc sin ¥ -} 222 1 0) =10 22 —
vestlu. 3 v arc sin x -| ) x AN g ﬁo} =1 o(x) = _'r__.l,m-c.\i,, %1
4= 1
J1 = Bn frerety X ]
arcsin 2 {— Lo 1= +:‘ L=t +;\/1—-.r-, xef{~1,1)
_.(__E, :_) FC 2 Gy ve(=1,1)3
2 2 Cy, Cg €R
£ Ecuatie v b wlv=0; y:R—>R v (x) = C; sin wx Y(%) = Yoo | ¥ (x) = yp.cosw (v — 1) +
diferentiaid -+ Cy cos wx; Cp, G, € R, xeR| ¥'(%) = 59 ¥ il
a oscilatiilor ¥os Vo + -(:-..sm w (v — xp),
armonice yo€R ol
Exemplu. 3" + 17 y =0 y(x) = C; sin_\/ﬁx + ;o : (l) @(x) = cos {17 x + sin Jﬁx,
+ C, cos {17 #, x &R, ?_Jl—.l xeR
C, CeR Yo =
8 Ecuatie ay” -+ by’ + ey =0 . S o A 73 ¥ (%) = 3, 73%0 — Jo o
liniard de y:R->R:a b ceR 3 Exé R € + G eta, ¥ (%) = 3, y(x) = —=— (ra)n +
cordinul al | ar® 4 or 4- ¢ =0, ; ] %o Mo 5, -3 "
doilea cu A>0; r s &R -+ 2o~ Nls | =y
cocficienti ¥y — 7y
constanti. xeR
Cazul 3 i 5
radXcinilor Exewplu. 337 — 28" — 2 _4_x % =0, 4
distincte =l y()=Ce¥qCe 7 | N 10‘ Q(x) = e e
S == 5

3 —2r—8=0

7y = 2, vy~ 43

2 i

XeR: Ly, [LER




Ecuatic
liniard de
ordinul al

ay” 4 by" + ¢ =0;
y:R—=R;a b ceR
ar* -+ br 4-¢c =0, cu

(%)

s (b ) 0T
¥ER, C, C,eR

_V'(~"u) = Yo
(%) = 3o
Xo- Voo

-+ rxg) — Fodol ¢

¥ () =[(yq —1¥0) ¥ + 39 +
T4 e R

doilea cu *° | A=0,r,=r=r ¥ €R
cocficienti. |-
constanti. Excemplu,- 3" -} 29" + y=0 | g (x) = ((yx - C,) ¢%, x5= P (%) = x¢7%, xe R
Cazul 4 2r f1=0%w xeR C, CeR g =0
ridicinilor | p oy e — 1 2 ¥y =1;
duble Siga A 0

10 Eciatia., " 4 by + ey =0. ¥ {#) = (C; sin Bx -+ y(xo) =% , o — Yo _. -
linlarA cu [ y:R—=R;a, b, ceR + Cy cos {5 «*%, reR, C.| ¥ (x) = ¥ y(x) = sin B(x —
coclicienti | e - & 4-¢ =0, A <0; eR ¥g YoVoER " od .
constanfi. |7 =a+4 B, r =« —i3 E " =) e con Py =
Cazul — x) cxl*—%)  xeR
rddécinilor
complex2

Exemplu. 3" 42y + 2y =
2 4-2r+2=0
r,--—-l.—i 1,r,=-—-1—-1.

i B='L

o= —

2 (x) = e7F(C; smx—}—
-+ C, cos x)
AGR Cy, GGeR

@ (%) = (sin x 4 cos x) ¢™%,
xeR




Tabela 5.7. Citeva integrale pe intervale necompacte:

@ — U - —
b a - bx*  2ab :

0
= (a> 0)
© sin ax 'y »n L
4'5 R dzr ={ 0 (a=0) 5-5 e dy = XZ
0 x = o i
= (a < 0)
6. SD ol g o LR A
) 1+ 2a? 2 b w2
o -1 =
s.S ottt 0 << 1)
h x4+ 1 sin a7
) “ilop: —ax?
9. S 25 T dx = (a> 0)
b 2qm+

lvl |

pentru a> b

® sin ax cos bx
10. S e T o 0 pentrn a =1b

0 * =
-ﬁ- pentru ¢ < b

+ + o 1=
11 S sin (a%) dx =S cos (x7) dx :]/ 7 :
L% — 0 '
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