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1. ARITMETICA 

1.1. Sisteme de numeraţie 

„;,temui <le numeratie in baza z·cce. Orie'-' i:umrir :ia tor:il n i' O se p oo.te 
rn 11, nd 11nic >ul> 'fon na : 

a
1 

• ]I) ... :. a,J , 

1 1 m· "ia-1,.„, u 1,<1 0E {O, 1, 2, ... , S!}, nulll ilc cifrei.: 111IIn:irul11i 11. 

11nl 1...T<:·Jc l , 2, ... , 9 se 11u111t:sc cif1 l· ~-e JJli l ifictllii:c . 

l .1emp!u . 5 987 = 5 · I O~ -;- ') · HP + 8 · JO + 7. 

~i s teme de 11umcraţie in baza B , BEN, B ~ „ n.-i cc num;"Lr naturo.] n 
• 11t1 l se poate sc rie iu m od unic su li fo rma: 

l i 

111 11 111 , am_ 1, ... , a 1,a0 E {O. 1, 2 . ... , B - !}, care st· nu111<•s c cif1•dc număru l ui n. 

"i 11 me rele I, 2, . .. „ B - I si i: t ci.fi.ele ' emnificativ,„ 

Sisteme de numeratie utilizate . . .\J[,turi <l e sistemul ze ·ima l se utilizează : 
I lr mu l bina r (B = 1', C il c ifrl'k O, !), s is temul octal' (B o· 8, cu cifrele 

fi , 1, -, .. „ 7). s i .<l r111 11l l!c.rn:,·cimal (B = i G, cu cifr<"k O, I , 2, „„ 9, A, B, 
i. lJ, 1:.', 'F) si , ;, tem11l ;cxagoimal (rn liaza E = t10). 

l'n·c ·1ent, 11<'.lza unu i ~istem d e numeraţ i e se asoc iaz[c numărului re~pecti-1, 
11li fn rm<1 unui indice infrrior, sc ris Îl!trc paranteze rntun<le. 

E.:tcmp!ll . iOO<•o> = 6 · IG -:- -l = (i'fc1cl ; 11 !<z > = I · 22 + 1 • 2 + 1 = 
7c 1ol = 2 · 3 ..;.. I = 2 l c3 ; . 

1.2. 'Teorema împărţirii întregi 

Teore m a împărţirii întregi pentru numerele naturale. Dacă a E N şi b E N •, 
l11 11c i ex i~ tJ qE ~ ~ i rE N , ast.f!: I incit a ,~ bq , r, c u O~ r < b, q şi r fii nu 

ltHL determinaţi cu a cea s tfL proprietate 

I xcmpl u. Pentru a = 11 şi b = 13 r xist fl q = 3 ~i r = 2, astfel inci t 
13 ·3 -,- 1. 

Teorema împă rţiri:· numerelor întregi. Dad a E Zi si b E 21" {O}, atu ud 
• 1 1.l q E Z , r E Z a stfel îucit ci = bq + r, c u O ~ r < I b J, q şi r fiind unic 
ii• t 11 mina ţ i cu aceas tfi propri eta te . 

11mcrelc a. b, q ~ir o'~ numesc res recti'1: deîmpărţ it, fmpărţitor, c!t şi rest. 

• Pentru notaţiile foiosite pentru submulţim i importante -.le oume.relor reale, a se vedea 
•. I.I „ pag ina 379 



1.3. Divizibilitatea numerelor naturale 

D;fi11itie. Numărul 11.7Ji1ral b oft O dfr iie. .1111mărul 11al11ral a, dacii c:rio/ ,i 
1111 număr 11alztral c, a i /fel t11c11 a = bc. · 

S e spune că a re div i:le prin b (rnu a n te 1111- multiplu al lui b), rerpccliv 
b divide pe a ( sa11 b ef le un dii•i ::or al 111i a); proprie ta tea b divide P<' a s ~ 
notea zft b I a . 

Crilain gJ n era! de divi::ibi 1ilale : un num:'.tr na tural b oft O di·1ide num rtrul 
natural a, dacI ş i numai dad t restul impă rţirii lui a la b este ega l cn zc rC' . 

Algoritmul lui Euclicle. S e. 11umeşle a!g,1r itmzrl lui Euclid al 11lfmerefor 11al111al~ 
a ş i "b, a ~ b > O. tabloul de rdaţii 

a = bq1 + r 1 , O ~ 1·1 < b, 

b ~~ 1·1q2 + "2· O ~ 102 < rt, 

1'n-1 = rnqt1+ 1 + ' ·nH · 1'u ;-1 = O 

Numerele qt, „., qn;- 1 se n:1mc-sc cî.111r( iar 1·1. „., '"ni-l reskri. 

Cît eva proprietăţi. I} Dad t a I b !;'i b ! c, atunc i a i c (tra11ziti"titate). 

2) Dacă b I a şi c oft O, atunc i bc fac. 

3) Dac(L b I a şi b I c atunc i b i (a ± c) . 

.Teoremă . Produ sul a n nnm~re natura le co11sec uti-1e se cli·1ide cu 11 ! . 

Teoremă. Ori : c num[tr întreg a se di-ticle cu -a. - I, I şi a. 

D;finifie . D iv izorii - .7 . - I, l şi arii u ;zu.i 11 :111dr Îlzlreg a fe 11u111erc dit>i~ori 
improprii. O/ ice alt di ui=oi· a! !zei a;;; Z <c 111tnz1sle divizor propriu. 

DJiniţie . N11m ~re ! c î J. ! r~gi di,fo·i!e d e - I ~ i l ore a1111111w1 i dii•i:ori imp ro­
prii <c n um ere numere i1tit'compowbi!e. 

D:jiniJie. N um~rele în! regi c.7 re a lf dit'i :ori proprii <e 11 1cnie'c 11 umere compu,e. 

1.4. Criterii de divizibilitate a numerelor naturale 
scrise în baza 10 

1) Un n 1tm'ir w1.t urnl este div i: ibil c11 2 ( sa li cu 5) dacă şi 1111mai dacă 
cifra z rnilăfi!or este diui .:ibilă ci ! 2 ( salt cu 5 ). 

2) Ua n.~111dr wi !nral este divi: ibil c ll 4 ( sa.11 cu 25 ) , dacă ş i 1111ma i da că 
n11.m1.r11! f vrm :i t c!t cifra :eci!or şi a 11 : 1i!ăţ i!M, Izul e în a c ;;adă ordin e, e[/e cli vi­
;;ibil Cii 4 (.'lllt Cii 25 ). 

G111era!i .::i.re . Un num :lr n :i. !11-ra{ este divi=ibil cu 2P (sau. c11 SP ). PEN ·', 
dacă ş i n:tm i i d:id 11111n.lm! form~I cu 11!ti11d e f' cifre este div izibil Cil 2P (rn 11 
cu SP). 

3 ) U 11 1111m :'ir n:itural este diui:ibil cu 3 ( sa11 cu 9) . dacă ş i 11 :1ma i dacă 
sum:t cifrelor sale este di11izibilă cu 3 (sau cu 9 ). 

1) Un nnmăr natural e[/e di vi ::ibil cu 7 dacă ~ i 1111ma i dacă wma tro-
dusel~r o'Jţinute prin- fom1t-lţi1·.:a cifrei 1rnităţilor 01 I, a cifrei :ecilor c:·1ot .), a 
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111,[or cu 2 . a cifr< i 111iilcr cu 6, a. ;if1'!i ::ccilcr de mii cu 4, a cifrei 
1 de mii cu. -< a ci/rci mi!iaandcr Cit 1, -a cifrei ::cei/or de. milioane c-u. 3 

t Ir rl1fl i : i/Jilă f> in 7. !?,;:t ul f11,ţ1i1Jirii 11111<i 11 111mfr natw·al pri11 7 cfte· 
I/',/ li Iul 1111ţă1/i1ii ace . Ici ! IUl'.t' j;i11 ~" 

'i) I 11 J11t 111âr 1wJura! c!tc di1·i;;ibil c 11 11 dacă si 1111mai dacă difcrozţa 
11/1, 1111i1 c1 fre!or de rang impa r şi !11ma c.ifrefor de rang ţ- ar este divi::ibilă 
li 

11) {JJL n ztrnăv aafura.l cUc di1.1i:iba ca ]] da cei s1'. Hzo;zai dacă difc,·e11.h-i 
1111111irul .fonw1t Glt zt 11i111 ~!c trei cifre ,; i 1111 111ăr ;t! f ormal cit toate :e!daÎte 

1 •/1 dit· izibi/c1 Clt J.l. 

11.1/:t. Acest criteriu este valabil f. Î pen tru diviz.ibilitatea cu 7 sau 11. clacă diferenţa reS· 
pccti \' i es te <li\"lzibil:i cu 7 so. u 11. 

1.5. Cel m ai mare divizor comun şi cel mai mic · 
multiplu comun* 

JJ>flllitie I. Se num!ste c"·l 111.1i m.ire dici=or comu a ( c.m.111.ri.c. J al nu.me­
l '., 11 it1~ra!e ci şi b 11 11;n .fr 11! n:1!11ral d care arc fropriclâţile: 1) ,/I a şi d ib 
/ 1111.-.I d este u ii divi=or com zm .J; 2) dacă ll I a şi 8 I b, atunci o ! el (adică d 

•, NI mai mare dintre loti d fr i:orii coi111111 i a i [a i a ~i b ). C.m.m.d .c . se noteazCi. 
, 11 (11 . b) „i se dttermini°l cu ajutorul a h;oritmul ui lu.i Eut lid (el - r 11 ). 

J)rj iHij'c ~ - ;..·11m,·rele w1 !11ralc a ş i b se 1wm ;sc pri ne între ale, dacă (a,b) = !. 

!J. fi11itie ]. , e 1wmcş !c c l 111 ~ i mic 111 11!tip!u com1m (c. m.m .m.c.) al 11u 111e-
11r 11aturale a şi b 1111mări: l 11 al 11ral m care arc proprietăjile: 1) 11 1 m. şi b I m 

( 1dn :, m este 1m mult iplu comun); 2) dacă a I µ şi b I µ, µ E N, atunCi m I r.1. 
r /:(d m e>te cel mai mic dint re to/i m:1!tipl ii co1111mi ai /ai n şi b) , C.m.m. lTLC 

1101\<l.Zll fa, bl. 

1'>1 >j>rietiiţi c&in:w c al« c.m.m.tl.c . ,' i c.111 .111.m.c. 

(11, a) = a; ~ a, a j = a ( i ndrn1r:o t1.nţil) 

( . b) = (b , a ) ; :a. b.l = :b. a] (cornnta1i ·1 itatt") 

(fle, bc) = c (a , b) ; :ac, bc] = c :a, b] 

(a, (b. c)) = ((a. b), c) ; ~a. :i:J, c'J =[[a, b~ . c] ( <i 50~iativitate). 

(a, :a., b] ) = a; [a, (a , b)] = a (aborbţi ('). 

(a , b) ·[a, b] =, ab. 

Teo1 ema lui Gau„ . Dacă un n.:Jm1 r în t reg di·vide produsul a două. num<"re 
11trcgi şi este prim cu unul dintre factori i produsului, atunci aces t num{tr 

<11·ridc elă lalt factor al produsului. 

1.6. Numere prime 

D~fi11iţie. Se numeşte iwmiir p ;- i111 orice ll umâr natural p, p ;;:: 2, care arc 
1 rrpt divizor i pc ± 1 şi :::::: p . 

Exemplu. ~umercie 2, 3, 5, 7, n, 13 sint nu mere prime. În tabela 1.3 
lnt date numerele prime de l<• I la 10 OOO . 

•Aceste concepte se definr:sc coresponr:i.t or p1.:ntru a, b F. Z ~:1u p-;;ntru un număr finit de numere 
lulrrsi. • 
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T tt:werna lui E1'clid. ]\[ul ţi mc a numcre!or pcime este infinită. 

1" •·or e m ;\. Numărul 1iatural p ;;, 2 este prim= 'r/ a, b E Z astfel incit 
d 111 p div ide produsul ab sil rezulte că p J a gau p I b. 

l"rUf'"emtI. Daci 2~ + 1 estC' un număr natural prim mai mare decît 3, 
ni ll • ll i li cs e o putere a lui 2. 

llttOT.,,lie. ~ecÎJW'O'=.~ aceEtei ~e{lc:eme ~n e~t':" adevăratl . De pildă 
'"' + 1 - 641 -67004:7 (EuJe-) ~i <"+ l ~27J . !77-67 280 421310 72! (Lal«irf); 

Fur.cţăa lui E!1ler, 9 (n ), C'Ste <..bfinilă p·~ N, cu valori în N, astfel: ip (n) 
C'l•: nu i!\ărill n u· erelor n~tur:i!c ma i mi ::: i <lecit n şi prime cu n. Se mai 
n .1mcşte i:U:~caton;! m•miin1foi n oau i ndica/arul l11i Euler. 

1:: .-,e,~ph. Pentru n = YJ. numerele l _. 7. 11, 13, 17, 19, 23 ş i 29 sînt mai 
mi, i <lecit 30 ~i sînt p,-i1~1 c: c 1 30 . Deci ip (JO) = 8. 

T el)!"e>r. ·i . ~l;. nu •nin•I natur~I n :<re· descompunerea n = p~' · p~· „. p'f.t, 
a.L:1nc i 

tp (n ) = n(I ~)(1- __!__)· • ·(1- __'.__)· 
P1 1'2 h 

I:xe:nj>fa. Fie '~ = 30. Deoarece n = 30 = 2 · 3 · 5, avem p1 = 2, p.! = 3 

f_. i ţ3 = 5. Prin urmare :p (JO) = 30 ( 1 - ~) ( 1 - ~ )( 1 - ±) = 8. 

Te?remă. Dacă a, b E N ~i (a, b) = I, atunci tp (ab) = <p (a) · 'P (b). 

Ex!mplu. Fie „ = 21; pen tru el a·rem a = 3 şi b = 7. Deci qi(2!) = 
ip(JJ · cp{7)=2· 6= 12•. 

Proprietăţi ale indictoml ui lui Eu!a. 
I. Indicatorul unui număr .natural mai mare lkcit 2 este un număr 

natural par. 

2. Dacă " > 1. atunci cp(n) ~ n - 1. 

3. Dacă " - I se divide cu ip(n). atunci n este prim. 
1. Suma indicatorilor tuturor divizorilor unui număr natura l este egal cu 

numărul natural considerat. 
5. Suma numerelor naturale prime cu n E N şi mai miGi <lecit n , notată 

p(n), este dată de jormul.a. 

1 
p(n) = - ncp(n). 

2 

Mica leorf:fftă a ltfi FerMal. Da.că p este un număr natural prim, iar a un 
întreg oarecare. atunci 

aP - a=: O (mod p), 

adică a11 - a se divide cu p. 

( 1) 

Da::ă a nu este divizibil cu numărul prim p, atunci relaţia ( !) se ma.i 
scrie 

a1l-1 - 1 ::::: O (mod p), 

ad!cl. de aci:astu dată, a:l'- 1 - 1 se divide cu p. 

• Am '°'"'ii ~'-'••dl <fao~ p este llD U\l;uăr no.tura! prim, atunci cpCP) - P - :: 

(2) 



I •1111/•l.1. ll11:, ,~ ~ ·;' ~i" ~ 2, atunci 26 - 1 = {,.) C'slc uu multiplu <le 7. 
''""'"'lui l:"ult'Y sri:! /"-"'" III lu i Famat a~nera/iJ11/ă_ !'i..! n un număr 

1111.il d.11 , tp (n) im.li ·atornl lu i I! ~i '' · H):.. I, cu ae Z; arunc i avem 

a<:>ln) = l (mo,] 1!), 

Ir ".l
11 l - 1 "" di·ride cu I! _ 

1111.flu. T, utn1 a= 7 ~i n = 10, a vemlJ>( 10) 

-:- 111 IO: 

to ( 1 - 2) (I - 2) = 4, 
( 2 .5 

J, 11,111-L lui IVi !>o!! . X11m:t r11 \ nat ·tral p est<: p rim, dacit ~ i numai <laci 
I)! · I =:; U (mod p). a<li.:ă num[m1l (p - 1) ! + 1 ,,;e <livicc c u p. 

' , 111pl11 . I'i l' p = 7 (nnndr prim). Atunci (-:' - I)! + 1 = 721 = 7 · 103 
un multiplu de 7. 

11111i de 1111111erc p r i me. Din şirul de nu m ere Pn = n~ -!. H + -1 l, cu n = 
O, l, 2, „. , 29. rezu l tă -JO d e num• re· prime (Eule r): -l 1, 13. „„ 160 l. 

lk asem enea, din şirul <le numer~ naturale qn = n ~ -;- n + 17, C: ll 11 = 
O, I, 2, „„ 15 r~zul t<i. !G 1111mne pri :u.: 17, l'J, 2', .„ , 257. 

1.7. Teoreme de teoria n merelor 

J,rrcmăf111ulam.l!la!J . O rin · 1111111-ir intreg dicr it d e z·ro şi de± l se 
I' t<' d ·sc<>mpune i1.1 r-1'n J>I'"d us de.; fa...iori primi .. \ceas tă de -compu nere 

1tmcă, ah~traqie f:,crml dt· un iuta J~Ltori vr. l ' u a:;cmenea număr i .treg ;: 

t 1c· ::.uh forma· ,, = -· ;;•p~' „. t'f/. ~u ~ 1 • „ „ :!;.; nu mere.: natural uenu k , 
• O · Pi < P2 < .„ < f;- nultt< n· 1.•r1111" 

-\1 c·asta se rnai nun!. ~tt• .' ··o r.•n:i f~!H . n:„nlut.I ,: uri 1nuhci i. 

JJ,ic. un nu rn„ rnatttr:\ l nart tk=""t: u1tp~1-:-1t0 l\..'tlt.:.11n·1k(. !l u« . t,ţl. <.. Y . ;~Ul "Li 
1,u1i i săi ;1a t ural i ~i11 t 1t a: :t111i prudu "5ul„!1 : 

( 1 +a+ "~ -:- „. -; ,1°') · \ I ~ 1) · ( l -- c ·r· „. + ,-Y) _ 

1\i um.'irid dfri~Jri!vr :1n!. ~ J11 tmdr n.it.11.L/ "· D:~~:i. m mărul natu ra.I '' :1 1 • 

ompuncrca ca noni• l 

I t11111 num.~ u l di ·r izori lo r Ha tura i ai lui n , O'(n). este dat d e produsu l 

Suma divizor ilor un11 i număr natur<ll 1;. Dat.a numărul natural t 1 are 
.r <1mpunere:i canonic;: 

n = p~·p~· „. p''i/. 

tuu~i sum:! tutu,ror div izo r ilo r natu rali :ii lui n, • (n) . e 1<" dattt d e formula 

,,_a:,+ 1 
-r(n) = l'l -

P1 - l 

Pi" + 1 

Pt - 1 



1.8. Ecuatii remarcabile , 

Ecuaţia pitagoricei .i:2 + J 2 = :2. Accast;'\. (C t:aţie arc d r,pt •olu ţii mul­
ţiJnea. de 1111111tre natu rale .:r :..:;::: 2u1·, y = z,2 - 1.- 2, .: = u.2 ·+ t-·2, u, v E N >î', , 
u > (,'. 

Exouplu. P e-ntrn u ~~ 2 ~ i t.· =- I , g,1s11n ~oh:.tta r.atnrală :o..:= '4. '\' = 3, 
z = 5. Pent ru u = 3 ~ i - = · 2, ol.ţinc~n x = 12,' y = 5 f i : = 1.3. • 

Ec1taJia diofrmli câ ax -7- ly -, c . . .\ccast[\ C'c t: a ţie cu a , b, cE. Z arc ~oluţi i 
întregi dacă ~i uum a i dac:, cm. nul.c. a l m:mcnlo r a ~ i b, re ~ pecti ·1 (a . b), 
„,t e cli-1izor al lui c. SQJuţ iil l" i n~ regi ale ecuaţie i sî1;t x = x0 +. mb, y = _:1 ·0 -

- ma, m E Z, unde .r0• y 0 esre o solu ţie întreagă. rartiu:lartt. 

Exc 111 pl11 . Ecuaţia 3x - !Ov = 2 are c.m.m .d.c . (J. - !O) = l. rcspecti'T 
.Y0 = 4, J'o = I. Dec i x = 4 - 10 m, y = 1 - ] m. 111 E. Z . 

Eeita/i,i l ui Pd/-Fama t x2 - 1;,.2 = I. Acfast[\ ec1'atie. i:nle k este u n 
l1'1măr 1;atura l. diferit de un p:O.trat perfect , ad mite un ~i ·r de ~ohqii. nt: rmn' 
11aturale (xn. Yn lnE ~; .. d(finite n-cure nt a ~ tftl : Xn~- i = X1J·n-:- l Yi..."n; Yn +1 = 
= y 1x 1, -:- x 1yn, cu (x, , Yil cern ma i mic[L soluţi e. 

Exw1p!11. Ecuaţia•) .\ 2 - Jy2 = 1 are x 1 = 2, y 1 = I; cei 

1.9. Alte rezultate din aritmetică 

D :finifie. Se 11 1w1cl'(:·tc fracfie ireducli tilâ vrice 

11 E Z , ;z 1' O, cu (m, 11 ) = I. 

?:! 
iz umăr 1·a tic mii 

" 
i} l, 

Tco;·emă. O frac ţie ir(ductib ill'\ sc tra!1sformă într-o fracţie zccimaltt pt rio ­
dică ~implă dacă num itoru l ei nn are nici factorul 2 ~ i nic i fac t oru l 5. Ea Sf' 

transformă în frac ţi e zec ima l[t periodică mixtă, dacă numitorul ~ău pc li r.gă 2 
san 5 conţ ine şi a l ţi fact ori primi . Pa rtea n~per icd i că a re un rn:m:ll· de 'i fre 
ega l cu cC'l m a i mare d intre exponenţ ii lu i 2 ş i 5. 

Tcore1 ;1ă. Dacă a , a ', b, b', n E Z şi ab' - a'b = ± I , atunci frac tia 
ten + a' 

este ireductibilă . 
lm -;- b' 

1.10. Extragerea rădăcinii pătrate 

Xumilrul da(. de exem plu 5.3 82 -1, se .împarte in grnpe de cite ( ot: ă c ifr , 
t!e la dre;:ipta spre stinga, t:!t ima grnpit putind a·na ş i o singură c iirli: 5 JS 2 -l . 
Se caută numCiru l °'l cărui p:1trat e cuprinde in prim a grupă din stînga 
(in exemplul dat, nnmil.rul că.utat e,;te 2); el va fi prima c ifră n. rădăcini i 

pătrate a numărulu i dat . P[it ra tul re spc:cti·1 se scade din prima grupă ~i 
r estu lui g:isit, ad ic;:"1 lu i !, i ;;e alătu ră a d oi:a grupă, respec~i·1 38. Cu numărul 
astfel obţinu t. adicfc cu l .J1'. se procedează astfel : se separă ultima cifră din 
dreapta ~ i apo i gnipa din stinga, ad ică IJ, se împarte cu dublul prirr.ei cifre 
a rădici uii . în c. zul nostru i: citu l .3 "e sc ri e l ingă du blul rădăc inii. 43. 
Clbţinindu-se t!n număr care se inmulţ e~tc cu ult im:i. sa c ifră, ·!3 :..; 3 == 129 . 



f 11 , ;1 r <"<l pro lu s se po::ttl' scotd('J. din n•1rn;trul format de primi![ rest ~i de· 
11 !'·I a l ~t t11rnt:t lui .. LiS, atunci Bt1mr1r11l cu c!l.rt' s-a înm1tlţit, 3, este a dona 

, 1(1, :t r;i.d ?tc: inii numărului dat. Dacă 1111, se sc himlt{t c ifr:i. inmultitoare. 
I n.1 11 · , dl'laltc- c ifre ak rădf1 c inii ~c afl[t prin acr:la~i procedeu. ' 

l\t·,t 111 f ic\·C\rC'i sdicl l' ri trebuie su fie 111<ti mic clccit dulilul num1irului 
r, tu tl de ifrd c n·sprct.i'rl' ale rii<irl c inii plus 11nt1. 

l l .1< ·~• 1111rn ~tru l dat es te zec imal, dcspitr!irt·a it1 grupe de douft cifre se face 
l' •1111t1d d e la ·r irgu lrt. spre stinga pentru partea întreag;, ~i spre dreapt.a 
I 111 11 pa rl<'a zec.;l m a l;i (completin1.l c u \!n zl·ru 11lt ima !(rnp:i diu ureapta. 

t .\1 11 1 c.: înd ar<: o . ingud't c ifr;\.). 

1 rmif'f !f. 

'-'-~l-.~î-,"8_2 -lj' _2?_~_'-,2_~ __ 2_o_~ __ i -'-I _4,..,:l_:>_'._J_
0 _= __ 12_9_ 

'' • 2 = 46 1'162 X 2 = 9.!.'i 
129 -----·-·--------~----

" Sl.!.-l 
92~ 

1.11. Extragerea rădăcinii cubice 

.11m ftrnl d ::i.t. dl' C'X0mpl11 13 312 0.53, ~c imp::irl l' in grupe el<.' c ite trti 
, ill' . d e la drea pti\ spre stinga, ultin1a grupft din slinga putind a ·1ca d onă 

, "' " ' tu c hi::ir u si ngL1rtt cifdt: U J l'.!. IJ5.). St· t;a utft 1111ruJ.rul al citrui c 11 L• 
1 :ip rinrl e i11 prim:t grupă clin s tlnga (in <'X<'l11plul lll l'Htio nat, nulll u.ru l 

, 1u ta l ·st<• '.!. ) ~ i cart' consliluic prinn c ifrrt a rJ.d[tdn ii. Se scack cub ul , 
,, l tt l li din pritn'l g rnp Ct . Ll, şi r c'S l11i11i 5 i se al r1 t11r;l pri111u c ifre, a grupei 
"'m'l11i:trc . adi c.-t J. :\uinftrul astfe l foriual , 53, se i111p::i r te la întreit 1tl p:ttra­
t 11 lui pri1 11 : i c iin: a rf,drt cinii, adicft la l2. Citul astfl·l ol•tinul ('q<" sau a 
,• 1.t .t cifr:i a rădăci nii crtutate sa u un 11urrt.:ir inai Iu~n: ş ( atunci. prin l11cerci"'tri 

1w c ·s i·1e c:u;c, s r, p ~ rntită efcdn:trc:i. S l~ rl'lc·rii . sL· ajlt n tr<' ta cifra c xac t ft (în 
.- -111 pi 11 1 cht, r,.zultatu l imp:Lrţ· irii 5.l: 12 este -l; act'sla f•stc prt-a marc ~i 
.1tunc i se inc.·arc fL cu J. c:i.re este cifra c, n ta ltt) . ::\11111ftr11l format de cele 
d 11 11 ă c ifre ale răd[tci11ii. :?.3, s e• ridică la c ui> ~i s:· s ca t!'-' din numftrul fo rmat 
, •. prim e](- două grnp~ din sti11ga al e num>trnlui dat, adică, din IJ J l2. Ling:i. 
1 , .Iul o'.Jţ iuul'. 11 45D, S(• cohoară. prima ciîr:'L a grupr i a treia, O, ~i opc·-
1 tti. se co 11tiu11ă iu m ::d as~mă11 [ttor. 

Ro.-; L11l trebui e ~fi fi e nni mic cl~c it i:ttr;:·ih1l su rn c·i <lintn:· r:td:icină şi 

l'Urat nl ră.ct :'tc i 11ii plus unu . 

L.rc wplu: 

v' 1, 312 o5.> 
8 
53: 12 = ~ 
IJ J I:?. 
12 l67 

11450:1587 = 7 

LlJ l2 053 
133 12 053 

2.37 
2' >'. ,) = 12 

24a = IJ 82-l (prl'::t mMe) 
23 3 = 12 167 

23" = I 587 

237' = IJ 3 l2 05 .> 
' " 

11 



1.12. Fo1osirea tabelelor 1.1. -1.5. 

Tab r I a 1.1. Puterile numrrrlcr 2, 3 ~i 5 

_-\L'( ·a,.;t{1 tal>clct COl/ llll(' pll1<'ri1" c!C' la I la -ii) ;ik lllllll[trului 2, <](' la 
la 30 al uurn[trnl11i .> ~i <ie la l la 24 ale 1111rn;"1rului 5. J-:a :-;e folosC'Şlc astfel: 
"" ca ut[t in culoa11a Ex (exponc11tul) ~i ". lll<'rţ.:e, JW a<"t• a)i linie oi;iwntal:i 
spr<' <lu·apta. in c"loana P, unei(' .<l' g;\,;cstt· p1tcrca: tk CXt'mplu, pentru 
iii. afla put('n·a 21:.: St' cauL"i. in coloana Ex 11un1;Lnd 12 ~i S(: gă~(~te in 
coloa11a P n·L11l1at11l J 096 = 212_ 

Ta b e 1 a 1.2. Puterile 4 şi 5 ale numerelor de la l la !00 

Proccd•: nl di· 11tilizarc al tabelei este urn1r1torul. În prima co!oanii. s1 rn 
n-a <l e a patra Sl' qf1~t"~le numftrul -n, iar in CC'lelaltc putrr[le numărului /Z

0

; <le 
exempl;i .Ja c;i n '~ 15, atl!nci ;i• = 50 625, iar 11" = 759 375. 

Ta L c 1 a 1.3. :'\umerele prime de la 1 Ia 10000 

.\ ceas t;'! tcili t·!;"c conţ ine lllllllt'rC!c prime i11 ordinC'a. mitrimii; pentru uşu­
ri111ci citirii, num:"1rul snklor n-a fost trf'Cnl rit-cit o singurCc dată şi cu cifre 
r:ra>P; d•· (''.'t·mpln 307, 1601, 6 007 et c . 

Tab e I a 1.4. Cei mai mici divizori ai numrre lor naturale <'.r la 169 la 10000 

.-\ceastă taut>lf1 sc·r1e~te la d<'scornpum'n·a 111nw' n·lor m;iri ÎI' fac:tori primi; 
t'a. nu l·onţin · nnmere:lc di·1izibile prin 2, 3, 5, 7 ~i 11 cli1: m oti-;c· u"'or de 
inţeles. 

P('n1 ni u t i!izar('a tai>elci se im parte 1111mi1rul - ca rf' i11tC'rcscctca.zi - pc rind 
prin 2. :;, 5. 7 ~i l l: cinci 1111a din impftrţiri se face exac t , :-;c ca u1ft citul în coloa­
Ha S; Jac:-1 act"' cit se· aflf1 rn rolnanrt, atunci ce l m a i mic di·1izoral său se găseşte 
in coloaHa al[Ltura1ft D. lmpărţim citul prin ac~,-t CP! mai mic di·1izor al sfa1 
~i căntiin1 11oul L·tt in rabeiă . Co11tinu11111 ca n1ai inaintc-. rinft clud obţincn1 

\.lll cit cnre nn :-;1: niai r~~ist ·~tp în tahelf'l :5i care ,„„: tt~, in con!-=<:Cinţtl, număr pri1n 
(ciTa c:e S<' poatt· ~ lf: rilica u~n;- c n aj11tt1rnl tahcki !..> ). 

Exe111 f'!1i: H ~ -:! ) (, 15; 'l' ·1 c<il' tt)nr r:I 11 C'qC cli·1izil.>il prin 5 şi pri!l 11 ; 
ci;.sim: ·() (115 = 5 :· . I! :-· 7~>.3 . ~-:um:"irnl /!J .i se afl:'i i11 coloana S; alftturi 
iu coloa1;~1 J), citi11 1 cel n1ai i"!1ic di-:t 7ur a l ~rui. Hun1ărul 13. În1părti1n Tt~ 
/91 prin l; ; :l"'t m: 79.) =co 1.3 ': (11. .\ ~: irl:1r 4.i 615 -= 5 l I >: 1.3 -: 61. 

Tab,. 1 a 1.5. Părti proporţi onale pentru interpolări liniare ale numerelor 
naturaie de la 1 i la 90 

Da.ctt St:' c1111os(: dou f:. ·1alori alt:> nnri n1 .-i. i-ln1i . :-." p:"late ca.Icula cu o pre­
ci zie snfi..:ienti'i , un~o ri, pC'!1lr~1 ne"1oi ic prac ti•..:~. <„„ ·1aloarc· intern1ediară., 

<H.lmiţindn-s<' o cre~lrre sau o dt,;, rr"terc- prororţio1:nl{t cu <iiicrenţa dintre 
cele două ·1alori cu:H•Set.t<' . , ' 

Exl'mţlu . Se cantă ·rnlcar<'a „,'901~c 1111 oscind ·1aloarca. ,/901 = 30,017 

~i .j902 =·, 30,03.>. La d i ferenţa de· o unitate !ntrca!!ă a. numărului corespunde 
~ creştere d e !G miimi ;1 ra.dic<Clt:lui. A<lrniţind proporţionalitatea dintre 
creşterea radicalulni ~ i creş tere<. nnmărului se ·1a adăuga la cea mai mică 

~intre cele' donit ·1a 1o ri, 
16 

:-: 
3 

miimi, adică ·t 8 rC>spec!iT 5 miimi, valoarea 
10 

aflată. la interstcţia liniei 3 cu coloana 16 din tabelă. \'aloarca căutată este 
c~ci 30,022. 

12 



TAllEL.\ I. I. P tt lt •ril~ lll< Ol c·relo r ' .~ ~ i ;i 

P11terile Iul 2 

l' 11 J'. x I li Ex I p 

I ~ 1 1 l 2 018 _ [ 2 097 152 3 l •) H 7-l8364S 
! ::>. 4 096 

..,, 
-l l \14 .10 4 ') -l 29 4 967 2% ·'-

' l'i I " s l'J2 
, , 

X JX8 608 , l .) N 589 9.H 592 
Ir, I - ' 

1 I-l I (> .lS i 21 1(1 777 2 l f .î-1 l 7 179 86'! IS-l 

' ~ J I l5 .>2 768 25 3.> 5.'H -1 3!. .15 .'1 .159 7.)8 .lliS -, ,, r, 4 ' [ 11 (1.'i y;r; 2i'i 67 JU8 86-l .) l j 68 7 l 9 -! 76 7.)(, 

1281 l 7 1.i I 0 72 27 l :l -! 2 17728 37 1.37 -l .i8 95.1 -172 
I\ .! ,, 18 2b2 1-!-l ~8 268 435 456 .18 274 877 906 944 

" I „) 12 I l lJ 52-l 288 29 5,;fi 870 9 12 :w 549 755 8 Ll 88'1 
( ( 1 

l I 02 -l 20 I 0-!8 576 30 I 073 ~ -li .'124 i ·W I 099 51 1 (,27771i 

' I I 

Puter i i~ lui 3 

p li rx I 
p li E.t p 

J r 11 177 1-17 2 1 lfl -! GO .>53 20.; 
~ 12 5.;J ·H l 21 3 I .3.S I 05') f,() ') 

2 7 13 I 59-l 32.l ) . 
-·' 'H 1-l .î 17.'i 827 

1 81 14 -; 7i\2 \IG') 2 -l 282 429 Y1fi -1" I 
~ 2-13 15 I-l 3-!8 907 25 X-l 7 28S 60'1 4-1 ; 
li 729 16 -l.l 0 -! 6 72 l ~ (Î 2 5-l I 81i.'.i /'i2S 32'1 

2 187 17 129 1-10 16 .1 27 7 625 597 -!S-l Y -, 

(, 56 l 18 il87 -1 20 489 21i 22 K71i 792 454 ')(i I 
'I 11.J 68.> 19 1 162 26 I ·Hi 7 2') (J8 630 377 '.1\ -1 .ss \ 

1(1 .'i9 0-!9 2(J 3 186 73-l 40 I :>o 205 .'19 1 1.î2 U ~H 6 -1 \1 

Pukrile lni 5 

~ 

11 

li p 

1.1 

E< p Ex I p 

5 ·1 9 1 953 125 lÎ 762 ').)9 45.> 12 5 
25 l ll lJ 765 62.î 18 .> .S l-l G•!".' 265 625 

125 I l i 4~ 828 125 19 l 'J 07.i -186 328 125 
15 

I 
12 2·1-1 H O 6..'.5 20 ~5 .î67 '\.\I fi ~[) 1) _5 

3 125 u l 220 ;'t).i 125 2 1 -!76 8.17 158 2ll) 1 2 .~ 

15 G25 H 6 li) .\ 515 625 22 2 3 ' i 185 791 o l"Î 625 
78 125 

1' 
15 .30 51 7 578 125 .., ' l l 920 928 055 07S 125 -" 2Y0 625 ,I 16 152 587 S90 G25 2-l jl) 60-l (i+! 775 .î<Jll r; ,5 

1 „ 
4c} 



TABEL.\ 1.2. Puterile 4 şi 5 ale numerelor de la 1 ]u 100 

li 

tl H' „. 
li " 

„. "' 

?--:> 390 625 9 765 625 

2 16 32 26 -156 376 11881376 

27 53 I '14 l 1'1 348 907 

3 8 1 2i3 28 614 656 17 210 368 

i 256 1 02'1 29 707 2.3 I 20 511 11') 

5 625 3 125 30 8rn i~o 24 300 OOO 

,. 1296 7 776 31 923 521 ·28 629 151 

7 2 -101 16 807 32 1 048 576 33 55-1 -132 

i 4 096 32 768 33 1185921 39 J.)5 393 ' 

9 G 561 59 049 34 1 336 336. 45 -135 -124 

10 10 OOO IOO OOO 35 1 500 625 52 521 875 

11 1-1 6'1 1 161 051 36 I 679 6 16 60 466 176 

12 20 7.JG 2-'IS 832 37 I 874 161 69 3-13 957 

13 28 56 1 .>71293 38 2085136. 7'J 2 15 {(.') 

1-1 30 -116 5.'7 82'1 39 2 .313 441 90 22-1 10:) 

15 50 62 5 759 375 ·lO 2 560 OOO 102 '100 OOO 

16 65 536 1 o~s 576 .; 1 2 825 :"61 115 856201 

17 83 521 1-119857 412 3 111696 130 69 l 232 

18 104 9 -:-6 1 SS9 568 4' . .) 3 ~ 18 80 1 1-17 008 -I-i.) 

19 130 ,'\21 2 -!76 099 ·H 3 748 096 16-l 9 l6 224 

20 IGO OOO 3 200 OOO 45 -I 100 625 18'1 528 125 

21 194481 -I 08-1 10 l -16 -l '17 7 -156 205 962 976 

I 
22 23-l 256 5 153 632 47 4 879 681 1229 .3-15 007 

.., ' T9S-11 6 -JJG 313 'iS 5 308 4 !6 I 25-i 803 ~68 -.) 

24 331 i76 7 962 624 .;9 5 76i 801 I 282 '175 2~') 

14 
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T abela 1.2 (con t inuare) 

~' " t: =. ii " ,: ·• tii 

i;o 6 250 OOO . J 12 500 OOO I 75 3 1 610625 2 37.3 046 Sî5 

1 ) G î >520 1 3-15 025 25 l 76 :u 362 lÎ6 2 535 525 JIG 

·~ 7 .H I 6 16 :i.~o 20-i 0J2 77 :;5 153 0-11 2 706 78-l 157 

~ ~ 7 89 4 1 41S EJj -1 93 7S 37 015 U5G 2S 7 174 368 

. l ·I 8 5L1:> 056 459 165 02-1 Î9 38 951) 08 1 3 077 056 399 

55 9 !50 625 503 2S4 375 80 40 960 OOO 3 276 800 OOO 

~ ( . 9 834 496 5507-:'> 1 776 3 1 1 3 0 46 72 1 J 486 781 40 1 

~7 10 536 00 l 60 l 692 057 82 45 2 L 176 3 70 7 .398 'Li2 

" l l "16 -! 96 656 356 768 83 41 458 321 3 939 010 6-lJ 

)I) 12 117 3G l 7 14 924 299 8 -1 19 -:s1 1.36 -1 1 ~ 2 119 -1 2-! 

(111 12 960 OOO 777 600 OOO 85 52 200 625 'l -! '7 053 125 

'' I l J 8 45 3 4 l 844 596 30 1 86 5-l 708 816 -! 70 -1 270 176 

,,.,., l ·1 - - 6 336 9!6 l.L 832 87 57 289 76 l -I 98-l 209 207 

1.1 13 152 Y6 1 9 92 ·'L\6 513 .ss 59 969 536 5 277 3 19 16 

' ·I 16 -: n 216 1 073 7-i l 821 : 'J 6_ 712 211 5 5'.H 0 59 449 

65 17 850 625 l 160 290 615 90 65 G 10 OOO 5 90-i 900 00 

"" 139/-!736 1 252 332 Y'6 f)[ 68 5- -! 96 l 6 2·1lJ 32 1 45 1 

117 20 15' 12 l I 350 125 107 92 71 639 296 6 59{) 8 15 232 

( I~ 2 1 ::; l " 7 6 l -:15 .3 933 568 93 7-1805 201 6 956 SS3 693 

Io') 22!î6 7 l2 l 1 56 -l OJ l 3-1 9 94 îS 07-1 896 7 .).19 0-!0 22-! 

i O 2 -1 010000 1 680 700 OOO 95 8 1-1 50 62 5 7 7.17 809 375 

96 8-! 93-l 656 1 s 15.) 726 976 

7 1 25 -11 1 68 l 1 80-! 229 :;5 1 97 88 529 2 1 S 587 .HO 157 

-, ,_ 26 8 3 856 1 93-! 9 17 632 98 92 236 8 16 ~>0.>9 207 9M 

7.> 2 398 21 1 2 0 7 _i 0 71 593 99 9605960 1 9 509 900 199 

71 29 986 576 2 2 19 006 6 !-! 100 100 OOO OOO I !O OOO OOO 008 

15 



Tal.da 1.3. '\11mcrclc prime de la 1 la 10 OOO 

I I j 
J : , ) , -7 ~!9 ,) 1 l 

I 
11 I ? I; :-- I lil 11 21 (>I :.' 5 -l.3 ~ - - · ) 

27 1 , ', s. 1 • 79 ·EJ ·' - - l -· ' '· , -" 5 29 5 OJ )' 29 .~7 '1 22 03 51 -" ~ 

33 (l'J 
,.., 

51 ,\I) -l 7 07 57 I _ , 
J I. 39 2 1 29 .î3 9.l Iii u 7') 
13 -l I , . - , ;o t1.) ')') (,7 21 91 
l'i 51 -l I 5.\ ; I - ; I .>7 93 
I() 57 47 57 1' I 15 11 7 .) :>9 26 09 .., , 
~.> 6.) 57 59 ~! 

,. 
_.) - 7 ·U 17 

2() 69 ( 1.'\ i° • ~ 'J.l .ii 7<J 51 21 
31 71 f, 1) . . 12 01 -1 .l 8<> I 67 33 
:.7 77 7 I ~d l.\ 49 19 <'l (i') -l 7 
11 81 -- S.> 17 53 07 73 57 'I 

'13 8J 87 S7 ) . __ , 
59 u 81 59 

'17 9.3 93 9 07 29 67 31 87 (jJ 
53 3 07 99 11 31 7 1 .)J 93 71 
59 11 6 01 19 37 79 '19 97 Ti 
61 13 07 29 49 s· _, 51 28 09 8.) 
67 17 13 .l7 59 97 73 li ST 
71 ,; I 17 'Îl 77 16o1 79 33 89 
73 37 19 "1 7 79 07 87 39 93 
79 47 3 I 5.1 S.l 09 93 41 99 
8.1 '19 'li ( l 7 F-9 u 97 47 27 07 
/<I) 5.> 43 7 I 9 I l'J 

99 
51 I! 

97 59 47 
77 97 21 --~ 57 L> --

1 01 67 53 83 13o1 27 20 03 7 I 19 
03 73 59 9 I 03 .l7 11 77 21} 
07 79 61 97 07 57 17 

81 I 3 1 
09 8 .i 73 --- 19 G.3 27 83 41 ----
13 89 77 10 09 21 67 29 S9 4\J 
27 97 83 13 27 69 39 93 5J 
31 4 01 91 19 6 I 93 53 99 67 
37 09 7u1 21 67 97 6J 24 11 77 
39 19 09 31 73 99 69 17 89 
'19 21 19 33 81 17 09 81 23 91 
51 31 27 39 99 21 8.1 37 97 
57 .33 JJ '19 14 09 

,, _ _, 137 41 28 Ol 
. (i3 .l9 39 51 23 33 89 47 03 
67 '1.3 43 61 27 41 99 59 I'.> 
'73 49 51 (iJ 29 47 21 11 67 33 
'79 571 

.. C9 53 13 73 37 ~1 ... )~> 

,81 
~~ 

61 87 39 59 29 Î7 H 
,;11 69 ~; 1 47 77 31 - 51 

:~31 = 67 i •.) 93 51 83 37 25 03 57 
n 79 P.7 97 5.) 

I 
87 ~1 1 21 61 

·-t1J ! g ' ! 1)7 
! d03 59 1\9 'i 3 

! 
31 79 I I 

2 Jl I 9! : :-'> „"' ('J 71 18 Cl ~- 39 87 ~ t·:r ~ -' 



Tabela 1.3 (continu~rc~ 

I) 7 33 07 36 59 40 19 44 51 "l8 71 52 61 56 53 60 53 
13 71 51 57 77 7.3 57 67 

IJ () ! 19 73 57 63 89 79 59 7.1 
0 ') ? ' _ _, 77 73 8 1 81 69 79 
I ' 29 91 79 83 49 03 1)7 83 8() 
•7 31 97 91 93 09 89 91 
I) 43 93 - ll) 53 03 93 

~ i ~ 7 37 01 99 31 09 6101 
~7 59 09 45 07 .)3 ')' 

~J 57 01 I.} 
Cil 61 19 41 11 11 '-, 

.) 33 11 2 1 
(1\1 7 1 27 27 17 43 "l7 17 .1 1 

I n JJ 29 19 51 51 37 33 
'J') 89 .39 33 23 57 8 1 11 4.> 

- 9 1 61 39 ·17 67 87 13 51 
(1(1 1 67 53 "l9 69 93 49 63 

I 34 07 69 57 61 73 99 79 73 
! ' I 13 79 59 67 87 83 97 
'l 33 9> 77 83 93 54 07 91 99 
7 49 97 91 99 13 

~ I 57 42 Ol 97 17 58o1 62 03 
I) 61 38 03 11 --- 19 07 11 

h I 63 21 17 46 03 50 03 31 13 17 
h7 67 23 19 2 1 09 37 21 21 
7•> 69 I 33 29 37 11 41 27 29 

' 9 1 47 31 39 21 43 39 i7 
\ IJ 99 51 41 "13 23 49 43 57 

- 53 "13 49 39 71 49 63 
' I (le) 63 53 51 51 77 51 69 

111 35 11 77 59 57 59 79 57 71 
.: 1 17 81 6 1 63 77 83 61 77 

7 27 89 71 73 81 - 67 87 
<1' 29 73 79 87 69 99 

"' J3 39 07 83 91 99 55 Ol 79 
I!\) 39 11 89 0.l 81 63 Ol 
HI 41 17 97 47 03 51O1 07 97 11 
'7 47 19 21 07 19 17 

4 1 57 23 43 27 23 '' 1J 21 59 03 23 
59 29 37. 29 19 27 23 29 

• 03 71 31 39 33 47 31 . 31 
0'1 43 -'!9 51 53 57 27 13 81 17 47 57 59 67 63 39 53 , 1 83 67 63 83 53 71 69 59 'I ) 93 89 73 87 81 79 73 61 ~ I 91 81) 87 67' 36 07 89 81 
~ ' 40 01 97 93 

7J ~7 
13 99 97 91 

03 60 07 17 44 09 48 01 79 ' ') 52 09. 56 23 11 23 07 89 
' I 13 21 13 27 39 29 31 97 ,,,, 

19 23 17 31 .of 1 37 37 
o '13 21 41 31 33 47 13 64 21 

')"7 _, 47 61 37 51 17 27 

17 



Tabela 1.3 (continuare) 

64 49 68 63 72 83 76 87 81 17 85 6.l 89 63 93 77 97 ~ l 
51 69 97 91 2.1 7.1 69 91 87 
69 71 99 47 ::li 7 1 97 9 1 
73 IU 73 07 61 97 99 
Sl 99 09 77 ().1 67 99 --- 94 03 98 03 
91 21 17 71 90 Ol 13 I ! 

- 69 07 .li „' 7<.J 86 09 07 19 17 ... . „ 
11 3.3 27 91 23 11 21 29 

65 21 17 49 41 27 u 31 JJ 

29 ·17 51 .'i.3 82 09 29 29 33 39 

47 49 69 57 19 41 41 37 51 
51 59 93 59 21 47 43 39 57 

53 61 S9 31 63 49 61 5Y 
63 67 74 11 93 33 69 59 63 71 

69 71 17 37 77 67 67 83 

71 77 .33 78 17 43 81 91 73 87 
77 83 51 'l ' 63 89 79 --' 
81 91 57 29 69 9.1 9103 91 ~9 ol 
99 97 59 ·11 7.1 99 09 97 

77 53 87 27 - 07 
66 07 

~--

81 91 3.) 2 J 67 87 07 
19 70 01 87 73 93 u 37 95 11 29 
.37 13 89 77 97 19 51 21 :li 

5.1 19 99 79 31 57 :u 4 l 

59 27 - 83 83 11 37 (i 1 39 49 

61 39 17 41 73 47 67 
7J 4.î 75 07 79 ol 29 47 . 81 .'i l 73 

79 57 17 07 53 53 87 o7 
89 69 '.)' 19 63 61 99 ~ .) 

91 79 29 27 (,C) 79 96 Ol 
37 J3 77 83 92 03 1J 

67 Ol 71 03 41 :>7 87 09 19 
OJ 09 47 49 89 .88 03 21 ')' 

~.) 

09 21 49 51 07 27 29 
19 27 59 63 84 19 19 39 Jl 

.'\J 29 61 9' ')' 21 41 43 
.) ~-' 

37 5 1 73 --- 29 31 57 49 
61 59 77 --- Jl 37 77 61 
(j J 77 S.l 80 09 43 39 81 77 

' 79 87 89 li 47 -19 1.U 
7<J 

81 9.î 91 17 61 61 ,(:() 

91 39 67 f>J 
93 97 

93 72 07 76 03 53 - 67 93 11 
11 07 59 87 97 19 

68 03 1J 21 69 85 01 93 
19 21 

23 19 39 81 l.3 23 :;_; 

27 29 43 87 21 89 23 37 :w 
29 37 49 89 7.7 29 41 ..\ ' 

93 
, .) 

33 43 69 . ·37 33 43 49 I 
41 47 73 8101 39 41 ·19 67 
57 53 81 11 43 51 71 69 
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„., 11 ()·!.) ")' _ , ) 15 13 17 20 47 23 ?5 37 '13 30 -i.1 "7 1 . 34 97 lJ 
·19 I:"\ 17 37 59 29 61 I.> .'iJ -13 

• t I I 61 JI 37 29 71 19 67 17 71 .37 35 03 3 [ 

1 • ;.;o ? ' - ·' 41 23 77 31 73 3 1 77 17 ?' _J 13 

" I - 77 19 81 29 ')7 19 51 5 ,) --t1•1 1 1 91 J7 21 17 29 87 . , 69 43 __ , . l ll 03 17 19 lJ ')\) 23 31 03 29 87 17 
•• 17 117 19 16 33 2.1 -17 19 07 1.1 89 17 ,,, l<J .'..7 I:\ .;3 JI 59 17 2G 03 19 27 53 99 59 

I ; _;7 17 49 17 71 13 23 43 .11 J I 
'l i 17 '7' 

'" 29 .'ii 13 7.î 41 ")~ _, J7 :;3 13 36o1 13 
79 1.1 79 23 83 37 41 19 .39 4.3 li 2s. 

llH 11 ~I 23 S I 41 97 IJ 69 17 49 47 29 19 
7 1•1 YI 19 51 23 49 41 
I I\ 11 21 19 22o1 J I 27 01 J7 <ii 29 5.1 I.) 

•1\ 17 39 17 17 03 13 09 47 43 IJ 73 19 67 I 'J 

-17 31 li 29 27 - 17 47 41 93 31 79 1J 
'J 17 57 lJ 17 17 31 23 59 31 97 23 83 29 
"' 

,, 
59 19 :;9 37 49 IJ 71 17 . ' 

I 11 S9 29 51 17 57 37 7J 47. 32 11 lJ 37 18 -17 
I i' J 63 41 63 3 I 3J 21 
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IJ 17 (i I 17 ?' . .) 
-..> 23 23 
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li .:.l 3 I 33 17 31 
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I I l 43 13 29 11 'li .17 47 38 09 13 

,, 19 17 1 19 09 n ;?4 07 29 21 ? , 41 1.1 11 37 49 
__ ) 

'I l.l .57 19 19 19 13 19 ~J 37 49 17 27 ·n 
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G3 -·' _.) 

'I' (,9 29 27 -li 49 31 ':li 17 83 17 59 17 
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t ! "I 9 1 34o1 19 
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03 41 i 
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19 17 ..) . 
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Tabela 1.4 (continuare) 

ID I i 
I 

I Dl I I Dl 
i I I· .V N ni ;\' 1\' D N t>; I nl N 

I I I 
I I 

)!,) 77 -li -l4 29 43 48 59 43 5.3 17 u 57 71 29 61 C) l 41 66 31 141 

79 23 39 ?' 67 31 21 17 Î3 ?' 'il 2, 
-" _.) 

91 13 53 61 83 19 29 73 77 5.) 62 27 13 47 17 

69 41 91 67 .)9 19 33 7' 49 61 
-- -

_ .) 

71 17 97 59 5.1 53 58 09 37 39 17 67 5, 

o 09 19 89 6î 59 
..,, 

3 ,) 19 i l 79 83 il _.) 

:;1 21) 49 ol 13 63 .H 37 IJ 53 u 97 -„ _„ 
-' .3! 45 11 1J 13 17 71 'll 91 ·:Ll 83 61 
,) ,') . 
•!) u 31 ') - 27 13 77 19 9.1 7 l 89 19 67 07 l•J 

_.) 

61 I .) } :n Li 79 1.3 89 17 99 lÎ 31 53 

(1J i 17 i I li) 81 17 63 13 59 39 ..,. 
-·' 

( 11) ! }.) 5.r 29 - 9711') 54 29 61 59 09 19 19 71 "19 17 
. ..., 7 (>} 59 47 '17 13 li 23 31 13 51 .., ) 

!J7 17 73 17 59 53 17 61 41 17 57 2, 

77 
..,. 

50 Ii 12~1 6 l 43 21 31 71 ')' 67 67 - ·' -.> 

l 1 i .23 79 19 29 4Î -:-- ) l3 ,l ~' 17 83 L 73 lJ 

2 l u 89 1.; 4 l 71 91 17 41 13 99 1J 

-li -ii 53 31 97 23 -17 19 64 ol 37 
( 1.) 13 46o1 43 57 13 59 59 '03 19 68 17 17 

7 1 -!.\ U7 17 63 6 I 55 13 37 6.) 67 07 43 21 19 

1'1 
.. , 69 3'7 69 -17 '17 41 
·'' 19 ,) l .) ') 29 09 l3 

;\3 -i7 S' 13 77 43 51 IJ 
33 

. .) 

„\7 53 41 4.3 
.., , 

83 31 31 59 _.) 59 I~ 

4 

~9 59 61 59 51 li 19 49 31 89 53 37 41 77 l3 

4 

~ u 67 u 2.3 47 61 67 93 13 39 47 
29 ')' 87 71 

'ii 81 3 l -.> 67 19= 43 li 
2 23 41 53 - 89, S.> 

8' .;: I'! ' , 4.) .17 87 37 63 ?' _.) 93 61 
..ţ-; .> I rn 13 

4.\ 
l'J 97 29 60 ol 17 67 29 

- l)'J - „ .;9 19 13 I> . II -" LI S7 13 69 Ol 67 
(ii 56 03 L'l 

„, 
19 3 I -" 93 ·U 13 3 l 

3 ns I.> -17 09 17 77 ()I) 7 ! - 1 37 71 .). 97 73 29 I.) 

07 5'.J }Î 5.'I 83 II 
311 

49 .., -
29 -" 99 67 J I 2'1 

fli) 3 ! 27 .,,, 91 17 41 59 7J - - 1 '13 53 
n 19 47 ·!7f 'ii 27 17, 7 1 13 65 09 23 
21 52 07 53 17 

29 57 6-:- 1J 29 1.3 77 59 II 17 
1' 7 ...... 19 

3 1 6 1 6'J g; "' 17 33 ·1.3 27 61 
-13 43 71 I.) 

l'.l ? ' 71 53 
61 03 17 89 \ 29 

_.) 33 'ii.=·= 
51 2 1 07 31 19 77 17 1.3 81 13 39 13 
( 1\) 17 

39 29 99 11 09 41 70 03 17 11 31 

4 

7~. 29 
48 11 17 49 59 19 29 09 1.3 57 79 

.SI 19 61 51 57 C7 IJ ' 7 17 31 7'j 
13 19 "' 83 29 

,- 41 4 I -i 7 63 ? ' 13 29 57 "17 33 I.) 
u , ~ . ) 93 19 
9.> ') - 43 29 67 17 D 59 GI GI 37 .li 

_.) 

'17 37 8" 29 17 69 31166 li 17 61 
~li) 53 

<I 67j 2 3 

19 13 93 ,j9 13 79 37 17 13 67 ' 7 .), 

27 19 53 I 
, . 58 11 -:Iii ;:,7 7.3 87 ') "' .., ... 37 SI I 73 --> w..> -..> 44 
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N ID N Dl .V I Dl ,y ID 
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83 33 13 87 49 !"' ·' 91 69 53 95 99 29 
39 31 59 19 79 67 
4 1 19 73 31 <).) 29 96 07 13 
47 17 77 67 97 17 17 59 
57 61 91 59 37 ')' 

~J 

59 13 97 19 92 li ri l 41 .i 1 
X I 17 17 13 5'J 13 
83 8.l 88 Ol 13 ')' - ·' 2.> 7 1 j() 

99 37 09 ')' 
-J .'li 19 73 17 

4.1 37 .'59 -17 83 ? ~ 
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84 01 31 51 53 6.1 59 
11 13 57 17 <î9 1.1 97 Ol ~9 

13 17 73 19 7 1 7.1 ()J 3l 
17 19 79 I:\ 87 37 07 17 
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Tabela 1.5. Părţi proporţionale pentru interpolări liniare ale numereior d e 
11 la 90 

l 11 I 12 13 14 I 15 I 16 

I 
17 I 18 

I 
19 I 20 

1 1,1 1,2 1,3 1.4 1,5 1,6 1,7 1,8 1,9 2,0 
2 2,2 2,4 2 .. 6 2.8 3.0 3,2 3,4 3,6 3,8 4,0 
3 3.3 3,6 3,9 4,2 4.5 4,8 5,1 5,4 5,7 6,0 

4 4,4 4,8 5,2 5,6 6,0 6,4 6,8 7,2 7,6 8.0 
5 5,5 6,0 6,5 7.0 7,5 8.0 8,5 9,0 9,5 10,0 
6 6,6 7.2 7,8 8, 4 9.0 9,6 10,2 10,8 11,4 12,0 

7 7,7 8,1 9,1 9.8 I0.5 11,2 11.9 12,6 13..3 11,0 
8 S,8 9,6 10,1 11.2 12,0 12,8 13,6 H,1 15,2 16.0 
9 9,9 10,8 11, 7 12,6 13,5 14,1 15,3 16,2 17, 1 18,0 

I 21 I 22 I 23 I 24 I 25 I 26 I 27 I 28 I 29 I 30 

1 2 l 2,2 2,3 2.1 2,5 2.6 1. 2,7 . 2.8 2,9 3.0 
2 4.2 4,1 4 .. 6 4, 8 5,0 5.2 5,4 5,6 5,8 6, U 
3 6,J 6,6 6, 9 7,2 7,5 7,8 S,l 8.4 8,7 9,0 

4 S, i 8,8 9.2 9.6 IO,O 10,-! IO.<; 11 ,2 li.Ci 12 .0 
5 10.5 I !,O 11 ,5 12 .0 12,5 IJ .O 13.5 l·LO H.5 15,0 
6 12,G IJ,2 13,8 H.-1 15,0 15,6 16,2 16.P. 17. 4 18,0 

7 H,7 L'i, 4 16, l 16.8 17,5 liU 18. 9 FJ.6 2ru 21 .. 0 
s IG .8 17.6 18, -! 19.2 20 .0 20,8 21 ,6 22,-1 2J.2 24.0 
9 I 18,9 19,"l 20,7 21,6 22.5 23, -1 21.J 25,2 26, 1 27.0 

I 31 I 32 I 33 I 34 1 35 I 36 I 37 I 38 I 39 40 

I 
, 

I 1 .3,1 ' ? J,.1 J.'I 3,5 :l,6 3,7 3.8 ].9 4,0 -"·-
2 6,2 6.1 6 .. 6 6,8 7,0 7,2 7,'1 7 .. 6 7,8 8.0 
J 9,3 9,6 9.9 10.2 10,.} 10,8 IU 11 ,4 11,7 12.ll 

4 12,-1 12,8 13.2 13,G 14.0 14.1 1'!. 8 15,2 15,6 16,0 
.'5 15,5 16,0 16,5 17.0 17..5 18,0 18 .. '5 19,0 19,5 20.0 
6 18. 6 19,2 19,8 20,'1 21,0 21,6 22,2 22,8 23,1 2'1,0 

~ I 21.7 22,'l 23.1 

1 " · ' 

24,5 25,2 25,9 26,6 127,3 28.0 
24.S 25,6 26,'l 27,2 28,0 28,8 29 .. 6 30,4 J 1.2 32,0 

9127,9 28,8 2~>.7 30,6 31,5 32,4 33,3 34,2 I 35, 1 36 .. 0 
I 
I 
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T a\>cla l. 5 ·co ntit:u:J.rc) 

11 4~ 43 I H I 45 46 47 I 48 I 49 
I 

SJ I 
I 

-1 .2 4. ; ~ . 4 'l .. 5 -l, 6 4. 7 4,S 4, 9 5 ,!l I 
X,-1 ~ . (\ X.8 li,() 9 ,2 9.-i Y.G '.1 .S lu P 

1 ~ 12. :; 1.i, 2 Ll,5 J.)); 11, l [i . -I H.7 15,0 

l 7. 2 17.li 18,0 18, 4 18. F: 19, .?. l<J .6 20, il u 21 , - 22.0 22 .. 'i 23.0 2.J.5 2-l.O 2-!. 5 25 .0 
~ 5 . 8 26,·l 27.0 :27,G 28, 2 28 .8 29 . -! .1!1, li 

.10, [ 30 .K .> ! „'i .12.2 :;2 .9 _; ~ , 6 H3 r. ll -; 

.\4, 4 >5.2 ) ( ,, () JG,X j7, 6 .)~; „ -I 3Y, 2 40 !) s 

.IK, 7 .'9,6 i0,5 41,4 42,3 4 3,2 HI 45. 9 

I 
I 

I 1 52 I 53 54 55 56 37 38 5J (. ) 

'i.2 5 .. 1 5.4 5„- 5.6 5,7 5,:-i 5.9 <i. O 
In . 4 !() .fi 10.8 I I.li J 1.2 11 , 4 11.G 11 ,8 12,U 2 
15 .(i !.). '.I 16, 2 IG ,5 16, 8 17, I 17,-1 17, 7 l " .O J 

.!O. li 21.2 21.G 22, 0 22. 'l 2:?..8 I ' -, - ~), ~ 2.).G 24,0 i 
2 11 . ll 26, .5 27, 0 27.5 28,0 2X .5 29. 0 -Y.5 .10. {) 5 
3 1.2 .11.15 .32, i JJ .U JJ,6 34,2 .H „'-: .3.5 -i JG.O 6 

.'(1. 4 :\?. l .17.8 .18.5 19,2 39,9 40.6 A ' ' "': l , .'I 42 .0 7 

1 1,(J 42, -l 4.1, 2 4'1 ,U 44,8 45,6 46. 4 47. 2 48.0 
,, ,, 

-li1. " -! 7, 7 41',6 49,5 50,of 5 [„3 52,2 53, [ 54,0 9 

G'.! G3 I 64 I 65 , GG 67 68 69 70 

I 

6.2 6, 3 6, i G,5 G.6 6 .7 G. S 6,9 7,0 
11 ,4 I2 ,G 12,8 13,0 13,2 13. 4 1.3.6 13.8 14.0 2 
18,G I8.9 19,2 !9.5 19, 8 20 .. l 20, 4 20,7 21,0 3 

24 .R 25,2 25,6 26.0 26, 4 26.8 27.2 27. G 28, 0 4 

'l,U 11,.5 32,0 32, 5 33.0 33.5 34,0 3-1.5 35.& .'i 
.17.2 37, 8 .18,4 39,U 39,G "10, 2 40,8 41, 4 -12 ,0 6 

4.H 44. l 44 ,8 -! 5,.5 46. 2 46,9 47,6 -1 8, J 49.0 7 
-19,G 50 .-1 51,2 52,0 52,8 53,6 54, i .55,2 56,0 8 
55,S 5G,7 57,6 58,5 59,-! 60,3 61,2 62, 1 63.0 9 
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.6 42 .6 43,2 -13 ,8 44,4 45,0 

7 49 ,7 50,4 51, l 51,8 52.5 
8 56 ,8 57.6 58.4 59.2 60,0 

9 I (1.3 ,9 64,8 65,7 66.6 67,5 

I : 

I 
I 

l 8, l "') 1U I 8.-! t\,5 (), _ I 

2 l f;,2 [( 1, 4 16.6 16.8 17.0 
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I 

I 
I 7.(1 7,7 

Li . ..' 15.-l 
22 8 2.), I 
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I I 

8.6 IU 
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I 
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46 .8 47,4 
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2. ALGEBRA 

:.!. I. Elemente de logică matematică 

'. 1.1. N.)ţiilnea de p ropo::.i/ ic 

/J f111i(ic . • e 1111111eslc propo:iti,· w1 c11w1/ d,•spre carL se / •nate spune că est~ 

1 I ""''I ~11 1 , /als, dar m1 ş i adei·âral .<i .f .d s siw11lta11. 
•,, 11nl<:az5. c u p. q, P . Q. 

I rm jile: 

I) • ~ Q ; acesta C'Stc un c n unţ ca re cxprirn:, un aJ•c1(tr. d eci es te o pro-
1/ u 11dr!'1ira l cl ; 

' ) I .5 = 3. x E !'\ e~te o p;·oţ o:i/ic fahci, pen tru cJ. n u ex i stă nic i un 
1111111.11 nat ura i astfe l ca .c· + 5 = 3 ; 

•) • \ ', x, y E N e,;t(' 1111 rl!l u:I d L'sprr· c~Hl' nu se po;itc >p u:w nimic . 
11 1 1 1 u t stc o pro/Jo:if ic. 

I 1lom1·11 logică sau. valoa r,·a d ,· ad,·,·âr a 1rnâ propo:iţii . Dacă o propoziţie f' 
f1 .1111 •.tr:lt rl se spun e că. arc v.:i.loart'a logicei sau ·1aloarea de adt„1ftr : adevărul : 

1 1 1, 1.i!Parc dl" adc·1ăr se IH>traz:'"c c u s iin hol ul l sau a şi ~cricm v (p) = 1 
"11 (/•1 a . Dac: J. o propoziţie q este fabft. ~c· spune că a re valoarea de adc·1~r: 

I ,/ . . •u·ast;I '1al oare dr ad e·1[t r ~'" 11olcaz[t cu sim l1olul O sau j ~ i sc rY.!m 
yl o ~a" " (vl =I 

..!. I. ~. Conectori (operatori) logici 

N1•1:•t1i:i . .V<·r;afi„ unei propo:iţi 1: p este propczif ia care este /a/să cind j> 
,,, /, 1•m·utii ~i este acltvârală ci; ,rl p ;·sic falsei . 

nntl'aZi'L non p, I P. p. 
I dwln. d · adc„ăr * a propoziţic:i non p se intocmcşt pe baz:L re!aţici 

(1111 11 f') 1 - V (p): 

f> non p 

1 o 
() 

"mplu. Dacă p este propoz iţ ;.1 „d ~i d' sint douft drepte paralck", atunci 
• 1 , ,te propoziţia „el :;;ici ' au u u pu!lct comun·· sau „ d , i d' nu sii t p..i. ra ­

.t H.i peste propoz i ţia „J -~ ! '~ x. xe R", at u nC"i non peste propozi [ia. 
tl, ,\ e R". 

I 111.t 1111ctia . Conj1mclia a d u11â jropoziţ ii p ,<i q este prupo=ifia care t·st~ 

I d uă şi nwnai dacă liecari' propoziţie p 5i q este adi;;iîrată. 
,„1 ,•, ,1: p /\ q; ,.p ş i q": p &q. 

~ i. t po.ite fi interpretată cn o fm1c ţi e defimt ă pe {O, 1} c•1 valori ~n {O, 1}, d ;:. t .'l de ta„ 
t v:.ar. Anal , .. pot fi interpretate <lisju ncţ.ia. , conj uncţia e !.c . 
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Tah la .le atkdtr a propoziţit• i „p .~i q" este 

p q p /\ f 

I 

V 

o 

I 

o 

o 

o 
o 
o 

p,·~frictăţi . Conjuncţia propoziţiilor este comutati·1ă şi asociati·1a. 
Asociafr1itatea conjuncţiei rezultă din următoarea tabelă de adL:·1ăr: 

q T J> /\ f IJ ,\ r I (p fi q) f\ r I p ,\ (q /\ r) 

I I 1 I 1 1 1 1 

1 1 o 1 o o o 
1 o 1 f) e V o 
1 o o '1 u o o 
\) 1 1 o 1 o o 
CI 1 o o () o o 
') () ·1 g o o o 
~ f) t) o o tl o 

Disjuncţia. Disjuncţia a două propo:;i/ii p şi q este propo::iţia cai·e est e 
a dn:ărală dacă şi numai dacă cil p11ţiii u;za di11 propo.~ifiile p, q este adc;;ărală. 

Se noteaz;J. p 'i q ; „p sau q". 
Tal:··J~l. <le ad e·dtr a propoziţiei „p sau q" este 

P q )PVq 

1 

1 o 
c 1 

• o • 
Proprictă/i. Disjuncţi<. propoziţiiior este comutafr1ă şi asociativă. 
Impliraţia. Implicaţia propo::iţiilor p ş i q este propo::iţia care ~ste falsă dacii 

.şi numai liacă p este adevcfrală ş i q falsă. 
Se notează·: (non Pl sau q, p-. q şi se citeşte: „p implică q" sau „dacă 1» 

atunci q". Propoziţia p este ipoteza_. iar propoziţia q coHclu::ia. 
Tatela de ade·dtr a propoziţiei ,_.(non p) s:iu q"; este 

p q non p (nonp) sau f 

o 
o o o 

o 1 I 

• • 1 
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Rxc111pl11. Dacă peste propozitia „triunghiul ABC C'Ste dreptun~hic ia A" ,,,.._ ,,,.._ 
'•I 1 's tc propoziţia „triunghiul ABC are B = 20° şi C = 70"', atu11ci f-+ p 
· ,((· o propoziţie adc„ărată. În schimb p nu implicfL q. 

T'ropridăţi . Implicaţia propoziţiilor nu este comutativă: (p-+ q) "i (q-+ p) 
111t a u a c •laa('i ·1alori log ic('. 0ricarl' ar fi ·1alorile Togice ale propoziţiilor i~ ~i ~· 
J 11,!l (p-+ q) ~i (non q-+ !lGll t) an acela~i valori logice. 

IJa lL p şi (p-+ q) sînt ad c·rărale , alnnci şi q este adnărată. Acrnstft p ro-
1•1 w l a l • se numc~te 111od us j>oacn s. 

Echivalenţa lo~kă. Propoziţiile p şi q ['ÎJJ/ ccltivalmte logic, iacă fi 1m1w1i 
1l 1di p, q si11t ade<·ărafe sau sini .false si11111!t.111. 

S · noleazfL: „(noa p) V q ;;i (non q) V p"; „(p-+ q) şi (q-+ p)"; „p f4 1('; 
r· C. tl ('Ş tc : „p echi·rnlent cn q" sau „p dacă şi numai dacfL q"; „p este co11diţie 

rwt<'. ari'L şi suficicn t{L pentru q". 

1:.rrn:f,/u. (:r > 1 şi x > 6)....., x > G, ţ' E R. 
Tabc·l;i de ;ide·rrtr corespnnzfLloare propoziţiei compuse p ~ q E„,te: 

p 

o 
o o 

non f> non q p ~· q q ...,. f> 

o o 
o l 

o 
o l 

o 

l 'rop ricliiti. Echi ·1ak11ţa <·slt- comntat i·1:1. şi asoci;iti ·1[t. 

(~ 

o 

lnccmpatihilitatea . Tncompatil:ilita!Pa a don{L propoziţii p ~i q se c:xpriml 
p1 n1lr·o propoziţie care este adc·tftrată cinci cel puţin una dit1 ele este falsiÂ. 

"~ lt· falsă cind ~i p şi q s<nt atle·1iiratc. 

Se no lm7.i't p I q. 
T:i.l 1cb dt· adt„1J.r pc·nlru p I q este: 

t> q f> j q 

o 
o 

o l 

o o 

2 .1.3. Expresii în calculul propozijiilor 

l'ropoz iţiil e p, q, r , „. fiind date . cu a_intorul conectori lor log ici [. V. 
/ 1 • • <-Jo. I putem forma diferite asamblaje. care se ltnmesc formule ale 
, .tlt11 l ul11i cu proj>o~i/i·i s~w expresii logice. Ele se ltotead1 a. sau a. (p, q, 1·,„. ), 
fi :·au r;i (p, q, r,„.). 

Î nlocuind în a. pe p. q. r„.:-cu diferite propoziţii obţinem o altă propoziţie, 
1•lt"t1l.ratfL sau nu, a dLrei valoare de ade·1ăr se numeşte i•aloarea expresiei CI, 

11 li ( i11ntă. pentru propoziţiile f>, q, r„ .. · respecti·1c. 

Asupra unei expresii log ice se pot efectua transformări logice, cum sînt: 
I r. rn~ formarea prin in·1ersinnc, reciprocitat~a •. corelaţia sau transformarl'3. 
1d1•1t liC{t, 

..,.., 
„1 



Tau!o'ogic. O expresie logică :r; care se rcJuce la o propoziţie adeYărată. 
•ricare ar fi propoziţiile ,IJ, q, r, ... se l!Ullll'~te tautologic. 

Cnele tautologii se pot lua drept axioiw, :i.Jică drept propoziţii adevărate 
l'rin definiţie, şi cu ajutorul acestor axiome se pot da demonstraţii ale unor 
twrcme sau tc:I', folosind anumite ~eguli sau criterii (c..le substituţie şi deducţie) 
tii11lirc care menţionăm rcg u:a de iJZfac11{ll. 

Expresii echivaleu/c. Două expresii logice :r. şi [3 se numesc echivalente 
tiacă şi numai dacă pentru orice propoziţii p, q, 1-, ... cele două expresii repre­
ziată propoziţii care au acclc:aşi ·1alori de ade·1ăr. În scris se notează oc = [3. 

Exemplu 7. = non (p (\ q) şi ;?. = non p V non q sint. expresii logice echi­
valente 

2.1.4. Noţiunea de predicat 

Definiţie. Se nzwzeş/c predicat sau propoziţie cit variabile zm enunţ care 
tlcpi11de de o variabilă sau de ma·i 111mlte varialJile şi are proprietatea că pentrii 
f>rice valori date variabilelor se obţine o propoziţie adevărată sau o propoziţie 
f «lsti. 

Predicatele se noteaz[L p (x, y, z, ... ), q (x .. y, z,„.) şi pot fi unare (de o 
variabilă), binare (de două ·1ariabile), ternare (de trei ·mriabile) ·etc„ varia­
i.lilele x, y, z, .. . lulnd ·miori in mulţimi date. 

Echivalrn/a a dc 11ă prcdic'ltc. Prcc..licatele p (x, y . .::„ .. ) şi q (x, y, z ... j se 
numesc echivalente dadL, oricare ar fi ·1alorile pc car~ le iau x, )'• 11,„. în 
i; :ml şi acelaşi domeniu, propoziţiile corespunzătoare au acelca~i ''alori de ac..levăr. 
Scriem p (x. y. z„ .. . ) = q (x , )'. z„ .. ). E·1ic..lent, p (x, y, .:: .. .. ) = q (x, y. z„ .. ) dac:!. 

1' (x, y, z, .. . ) = q (x, y . . ~ .... ) ~i q (.r. )'.· .:-, ... \ = p (.t', )". z„ .. ). 

2.1.5. CuaJZtlfica!ori 

Cuantificatorul cxistei:ţial. :Pic p (x), cu x e .1/, un predicat. Dacă. cxistii.. 
(cel puţin) u11 l'lt·mr·nt x' E J/, astfel inc1c propoziţia p (x' ) este adcvă.rn.tă, 

;ctunci scriem 3x p (x), (3x) p (:r) sau (3x e Jl) p (x). Simbolul 3 se numeşte 

;;11l1J1/ijicator txislrnţial ~i se citeşte „există". 

Excm,blu. (3.r e Z) x 2 - l = O. 

Cuantificatorul universal. Fie p (.r), cu x e J/, un predicat. Dacă i> (~") 
e ·te o propoziţie ac..Ie·1ărată p('ntru orice x E J/, atunci scriem V xP (x), (I/ .") p (x) 
s-.u ( l/x e };I) p (x) . SimLolul V se numeşte rna11!1ficator w1Ît'ersa! şi S•! citeşte 

11 c·ricart ar fi". 

Excmf:./u. Vx e R Ix i ~ O. 

l'ropri1tatrn de conrntativilale a cua;ztifica!c.rilur: 

l. (V x) (Vy) p (x, y) = ( l/y) ( l/.î) p (x. y); 

~ (3x) ( 3,,>'J p (x, y) = (3y) (3.t) p (x, ) ') 

Reţ;uli dt· nf.gr.rc : 

- T (3xi p (xJ] ~"" f(V~FlP (x)]; 1:(3x) (3yj p (x, yJ: = [("v'.r) (Vy)ip(x, Yi] 
-u V'xj p (x)]-= '.(3x)jp (x)J ; l :('vx) (Vy) p (x, y)] = [(3;r) (3y)if>(t, y)]. 

E.remţ!e: 1) Propoziţia „(3x e Q) x 2 = 2" este falsă. ]';'egc.ri~ ci es~<:: Fo­
Jtmiţia „( Vx E Q) .î2 'fi 2" şi reprezintă o propoziţie ade·1i:.rati'... 
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2) Este cnnoscnt:L defin iţi;i con·1ergenţci unui şir de: m1mere reale c5.tre 
nn număr a: 

,.3aeR. VzeR~. 3.\-eN. Vn> /..-,lan -a : < e". 

i\egaţia ac('stc-i propoziţii es te 

„ Va E R, 3s E R;. V.\" E N. 3n > 1\°, I an - n : ): s". 

As tfel se vr·Je clar că pentru a obţine negarea unei propoz iţii c-stc sufi c ie11t 
.i. inlocnim nn cuantificator prin altul şi s ă tran s formăm concluzia in ne~;i\ia ~a. 

2.1.6. iVletoda de demo11straţie prin reducere fa 
absurd 

castă metodă se bazeaz!i. pe tautologia 

(p-. q) = (non q-. non p), 

• .1rt · ne arată că pen tru a demo11~tr:i c;, p-. q, este totuna cu a demonstra 
• • 110 11 q-> non p. 

2.1.7. Proprietăţi fundamentale ale conectorilor 
(operatorilor) logici 

( >ricarc ar fi propoziţiile f>. q, r . . „. a·1cm 

I\ non (non P.l = p 
.:) (p (\ q) = (q /\ p) (comutafr1itatca conjuncţiei). 

\) [ (/' f\ q) /1 r] = [p (\ (q (\ r)J (asociafr1itatea conjuncţiei). 

I) (p I/ q) = (q I/ p) (comutnfr1itatea di ~ju nc ţiei). 

'1) IP V q) V r =: p V (q V r) (asociati1itatca di sjuncţie i). 

c.) l(P -> q) /\ (q-> r)] -> (p-> r) (transiti-1ilatca implicaţie i). 

I) no n (p (\ q) =: (non p) \I (non q) I 1 -1 1 · d '! 
( 

e~1 c u1 e .!..„ organ 
11 0 11 (/' V q) =:(non pJ ;\ (non q) ~ 

'() f p !\ (q V r) j = [ (p !\ q) V (p !\ r)j 

f p V (q ii r )] :: (p V q) /\ (t V r) 

conjuncţia este di st ributi"1ă în 

} 
raport cu disjuncţia şi de aS<'­
menea disjuncţia este distri­
l •ufrdl în raport cu co njuncţia . 

2.2. Mulţimi 

M od ur i de defi11ire a 1111d{i 111ifr. r. '.\!ulţirni lc ,c: d efinesc fie prin indicarC'a. 
• h 111 rnt ·lo r lor (de pildă {O, !. 3} ~au {x , y, z} ). fie prin spccificaro. 
11111 1 propri e tăţi caracteristice a clcmC'nle lor lo r (de exemplu f x E R I x~ -

1 , I 2 = O}. 
~ l11i ţ imile se noteazr1 cu litere mari: A, D, C. „„ X, 1·. Z, iar elementele 

I 1 111 litere mici: a . b, c„ .. 

l{'cnlc ne11/a wrni element la o ;n:dliH:e . Daca un element a apa,rţ in e unei 
1 1 d11111 i A , a ceasta se notea ză a E .4. ~i se cite:,;te „'! aparţi11e lui .4. " . 
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E .•·emfl11. DacfL JI = {t1, /.>, c, .. „ x, y, z}, atuuci putem scrie. a eJI.[. De 
a cmcnea '1 E ~-

X t>ga ţi;l. acestei relaţii, neapartf!!ncnta lui b la mulţimea B, se scrie b rf: B.· 

1 
De pilda - E ~. 

2 . 

Jlu!fimm ;: itlă este mulţimea care nu are nici un element. Se notează 0· 
Egalitatea mulţimilor -~ şi B: (A = B) - ( 'f.l< EA => ·" E B) şi ( Vy E B = 

=> y E.-1 ). 

Excmp!e. {I, 2, 4, S} = {11 E N j 11 este di?izor natural al lui 8}; {I, 7, 3} = 
{I, 3, 7}. 

Prop1· it1ăţi!c cgalilăjii: 1. VA, A = A (reflexhitatea) 

2. (.-/ = B) = (B =A) (simetria) 

.3. (A = B '.'i B = C) => (A = C) (tranziti?itatea) 

Incluziunea mulţimii A în mulţimea B: (A c: B) =- ('<Ix EA)=> (x e B). 
Mulţ imea .-/ se numeşte o parte sau o rnbmzdfime a ltâ B. 

Exemp!11. {l„ 2} c: {I, 2, 3}. 

Propritliifilc i11clzaiw1ii. 1. VA, A c: A (reflexivitatea) 

2. (A c: B) şi (B c: A)= (A = B) (antisimetria) 

3. (A c: B şi B c: C) => (A c: C) (tranzifr1itatea) 

4. V.4, 0 c: .-1. 

!\elaţia de uci11duziwzc se noteJ.dt A ~ B şi se citeşte „A nu e o parte 
a h: i B" . 

Reuniunea mulţimilor A şi B: A U ll = {x I x EA sau x e B}. 

Excmţlu. {I, 2, 3} U {2, J, 'l} = {I, 2, 3, 4}. 

P roprictlij ilc 1"·1111iwzii: I. V.-1, B: A U B = B U A (comutafr1itatea) 

.., 't'.-l, 13, C :· (A U B) U C = A U (B U C) (asociati ·:itatca) 
J. V.·l: A U .-/ = A (idem potenţa) 

-1. VA., AU 0 =A 
5. ţU. B: A c: A U B, B c: A U B. 

Interse:ţia mulţimilor A şi B : A n ll = {:r l x EA fi ;( E B}. 

!':.'.·unpl u. {l , 2, J} n {I, 2, -1.} = {1, 2}. 

Proţriclâfifr in!crsccfici: I. V.-1, B: A n B = B n A (comutativitatea) 

-') '\'_·1, B, C: ( -~ O B) n C = .-l n (B n C) (asociaH·1itatea) 

"- l;i.-1, .-/ n A '·= A (idcmpctcnţa) 

-!. 'V.-1„A n 0 = 0 
5. 'ţ'_-J , B: A n n c: A, A n ll c B. 

6. V.1, B, C : (A U B) n C =(A n C) U (B n C) (distribufrtitatca 
i n1<,-rsecţ i c i faţ~L UC re ullÎUllC) 

7 . 'V.-1, B, C : (A n B) U C = (.-/. U C) n (B U C) (di stribufr1itatca reuni-
1111 îi faţă d e i n t ersecţie) 

8. V.-/, B: A n (.-/. U B) = .-l, .1 U (A n B) =A (absorbţia) 
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:\ l11lţimile .i :;;i n care 1111 au uici un clement cnmuu ~ .:: n u me~c di ,j11;:c le. 
I '1·111 rn l'lc a:1t·111 A n B =- 0· 

I xo11pl11. l\fulţimilt' .-I = [ !, 2] ~ i B -= 3, -1: si nt d!.•iuncte . . 

!Jifcrcu!a mulţimilor A şi B: .1 · B = {x 1 xe:A :;; i x rţ;B}. 

l·rr111plll: {!, 2, J} "-.{2. 5. 6} ~ { I, 3}. 

f ' 1 c f'l' irlăţile diJcmrţci : I. VA; A , A = 0 · 
'.V.I, B. C: (A',BJ n c = IA n C) ' ,B = (An C )"'\. (B n C) 

1. V.-1,R;.-I B - ·.-1.',(AnB) 

I. 'r/ .·I, B: .-l = (. -1 n B ) U (.-1 ' B). 
lli f1-rl·11ja ' im Lt ri cCt a mulţimilcr A ~ i B: A 6 B ~- (.-1."" B ) lJ ([J ' . ../) . 

I 1t111pl11 : hntrn .-1 = {I. 2. J} :;; i B · · {I. -l, -J, n cm rl t:._B = {2, J, 
f . 

l 'ropricfăţi!e di.ferfl tfei ~i 111 ef 1ice : I. VA . A 6 A = 0· 
'. V.-1. B . .4 6. B = B !::,. .-1. (c nllltati·1italta) . 

>. VA . • -1 6. 0 = 0 !::,. .-1 = . ../. 
I. V.-1, B. C, (A!::,. B) !::,. C =A 6. (B !::,. C) (asociati·1itatr a) . 

" 'r/.1,B.C, .-1 () (Bf::,.C) = (Af::,.B)6.(A () C). 

'" V .-l, B . . -1. !::,. B = A U B '-, (.-l n BJ. 

!"nmplcmenta~a unei mulţimi .·I in raport c u mulţimea /:' (.4 fiin<.i o parte 
r 1 r . a<1 iL:1 „1 c L'J : 

CE.-1 - - {.r j ;re E ~ i .r ~ .4}. 

f rc 111fl11 : L' - {I, 2. :;, ~} , A = f i. J}; Ct:---1 ~ {2. -i}. 

l'1 •trir"făţi: ('r/. 1, B c E ) : !. CE{C;;.4) '°' A (princ ipiul c c i p roci ti1ţii) 

' C1:.-1 = L .../ . 5. A O Cf"I = E (principiu l l xc!L:de rii t e r· 

ţiului) E0 = E. 
·Ec· = 0 · 6. A n CEA = 0 (principiul ncc nt ra clic jioi) 

7. A c B-= Ci:.B c Crf 

F„rmulek lui de l\ lorgan ('VA, B c E) 

I ,.( ../ U B ) CE.·1 (1 CEB; C.c-(.4 (1 B) =· CE.-1. U CEB. 

11111 (p \' q) ;= 11nn p (\ i:nn q; non (p (\ q) =non p ',! r:on q. 

l'rocJ115 11l c::irlczian a două mulţimi A ~i B: 

.-1 :'. B ., {(a, b) ! a E A ~ i b E B} 

•rmpiu . { l , 2} ~: {O, 3} = {(I, O), (I, 3), (2, O), (2 , 3.} . 
I '1 o>p rilt:t ţi le produs11)11 i car tezian (V «1. 11, ,- . fi r1cm ) ; !. .1 -: B ~ 
li .·1, c'.::tc~·, A ,e B . 'r/ . ../. E . C, D a·1t 111 

(. I y B) U (A ;.: C) = . .J. · :< (BUC) 

(A U B) :-: C = (.4 :< C) U (ll "'. C \ 

(.·1 n B) >: C = (.-1. >: C) () (B :~ C) 
(A n B) >'. (C n Dl .. (A :-: C) (1 ( n ': J) ) 

1/a// imi cchipole11fc . l\Iulţimilt• .·l ~i B :c num esc echip lente dacl e"i~t:L 
I qrc ţ i 1· de Ia .1 · ta B. 

I 11111pli! : A = {1, 2, 3} ~i B = {a , b. c} sint malţimi rc hip tent~~ . 
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Mlllţimea ~ şi mulţim~<i irnm~rclor pn.rc ~înt mulţimii cchipotente. 

J1fulţimc fmită. Fie E o mulţime. :\ceasta SC n ': meşte finită. dacă E = e 
sau <l::tc[L exist[L n E :"{,astfel i11cît E este echipotentfL cu mulţimea { 1; 2, ... , n} 

,1[11//imca i11 fi11ilă. O multîm c E '" 1111m cstc infinită dacii. ea nu este finit ă 
ExernpÎc de mi;! ţi mi infinite 

0

sint: N, Z, Q, R. 
"1!11/ţime ll1111uirabilii . Fie E .... mulţime. -~ceasta se 11umcşte 11umărabil5 

uac[L c·ste t•c hipotc11tă c u N. Exemplu: :'.\Iulţimut numcrdor raţio11ale. 

,1!11/ţime cd mult 1111111ărabilci. O mulţime E se numeşte cc:! urnit 11umă· 
rahltL dacIL C'st" finit ft s<tu 1111mftra hilă. 

Cardill a! 11! 11uci 11111/(imi. Fie E o mulţime'. Se 11umc:ştc cardi11alul acestei 
mulţimi t111 ~imbol asociat ei, 11otat IE I sa u card E, astfel incit IE I = I FI 
dac[L şi numai <lacă E este cchipotc11tfL cu F; cardinalul mulţimei vide se uotea ză 
cn O, cardinalul nrnlţimei {I, 2, ... , 11}, cu 11 E N, se uotmzfL cu n, iar cardi­
nalul mulţim<' i N se notcazit cn No (all:'f zero). 

:lluiţirnea tuturor părţilor unei mulţimi E, notată P(E). DacfL: 

E = 0. atuuci P(E) = {0}, card P(E) = l = 2°; 

E = {a}, atunci P(E) = {0. {a}}, card P(E) = 2 = 21 ; 

E = {a1. a2}, atunci P(E) = {0. {a1}, {aJ, {a 1 , a"}, card P(E) = 4 = 22 ; 

E = {a1, a2 „ .. , an}, P(E) = {0.{a1}, {aJ, ... ,{an}, {a1, a~} ... „ 

{a1, a2 ; • • „ an}}. card P(E) = 2~. 
\lulţimca P(E) imprcuiitL cu intersec ţia şi diferenţa simetrică formea zi\ 

1111 inel. 

Teoremă. I. Fie A si B <l o11fL mulţim i finite .. ~tnnci J A U B ! = I A I + 
-r I BI - I A n BI. . 

2. Fie A, B si C trei mulţimi finitC'. Atunc i 

J A u B u c I = I A I + I B ! + ! c I - JA n B I - I B n c I 
I c n A I + ) A n B n c 1. 

2.3. Relaţii binare 

Relaţie binară pc o mulţime. Fie Jl o mulţime ne·ridă. Se numeşte relaţie 
IJinară R pc ,lf o parte a prcxfosului cartezian ,W x 111. 

Dacă x E ;1[ este in rdaţia R cu y E Jf. atnuci scriem xRy sau (x, y) E R . 
Deci o reia ţie binar:1 se n:frr[L la p erechile d e elemente din A!. 

Exemple Relaţia „.;:;" pe R; relaţia „di·ridc" pe Z; relaţia de paralelism 
re mulţimea. dreptel or din R2; rf'laţia „E"; relaţia „ c" sînt reia ţii binar<'. 

Propriet;"tţi ale relaţii l or l1i11arc pe o mulţime: 

I. Relaţia bi.:ar5. R pe mulţimea J! se n'.1meşte 1·eflcxivă dacfL Va E M 
aYem aRa. 

2. Relaţia bi:1ară R p e mnlţim ~a J/ se numeş te simetrică dacă, Va. b E Jll. 
•Rb implic[t bRa . 

3. ILlaţia uinarii. R pe mulţimea J/ se numrştc a11tisimetrică dadL Va, bEM. 
•llb : i bRa implicft a = b. 

'"1. Relaţia binară R pe mulţimea ;1/ se . numeşte tran;;itivă dacă, Va, b, ce}J. 
aRb şi bRc implic[L aRc. 
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<.rnficul 11nei relaţ i i R defi>:i tâ pe M. Se numeşte graficHl i·e/aţie·i R dC'fi-
' I 1 pr· J\I mulţimea G = {( x , :r) I xRy}. 

t.'1 /„ti1· de echiv . lenţă . < rc~a ţ i l' li ina ră R cltfin ită. pe o mul ţim e nevidă .11 
t111111. te rdaţic de ecliit>alenţii. dacă ca este re flexivă., simetrică ~i tra 1zi tivă. 

I r.mţle . !) F ie N mulţ im ea nu me relor natu ra le ~ i numi'tru l 3 fi xat . P c N 
I d1rl 1111 111 mitoarea relaţie R: a şi b 1l in N sînt în relaţia R, dacă a şi b 
11q 11 ţ i lt' !a J dau ace:la~i res.t . 

' 1 i• 111 '' =: b (modulo 3) ; de pildă 1 = 1 (modu o 3) . .'\ceas ii relaţie este o 
I /,1/it de ~ch ivalcn ă . 

') Fit. Z mul ţi mea int r<!!_'ilo~ (raţiona l i) . P c Z '1abili111 l! rm:>.toa rca rela ţ ie R ': 
1 ,I h ~mt ln r ela1ia R ' da 5. 3hs Z. ast f11 incît a - b = 2k-'- 1. Hclatia 
Io'' "" t·ste u relaţie d e echi·rnlf.'n ţă fiindd, de~ i est· ~ime t. rică, ea 11 u :{r~ 
J •"Ptll t.i. tr -a de ref!exi?itate' fi cca de tra nzi t ivitate . 

1 l:t s de echivalen tă, F ie 1'! o mu lt im e nev id:, , R o rela.tie d e cch i·1a lenti'i 
~( 5i a nn elcmcrit fixa t din NI. 'Se numeşte clasă de .echivalenţă core

0

s-
111 ltoarc ('!cmentu lui a mulţimea Ca = {xe MI .<:Ra}. 

t n <·xr·n piui ! ) clasele d e Lchi·rnlen ţă. sînt următoarele t re~ m ul ţi rni: 

" o = {O, 3, G, 9, . . . } 
,, 
I = {l, '!, Î, 10, „.} 

.... 
2 = (') 

\.-, 5, o 11, „ .} o , 

I l" :t da~c de ecbi?alenţă. C„ ~. : i C1; sau coincitl (cînd aRb) sau si nt tlis-
1~11 • tt . 

1/111/imrn cit. F ie 11l o mnl.imc nnidtt ş i Ro rela ţie ele ec hivalenţă. pe JI. 
111 11ar·şt " 11111/ţime cit a lui Jf ia raport cu relaţia R şi se notea zi ,lffR 

111 11lp1111 .1 claselor de cc hi·ralcaţ;"t . 
.... .... .... 

fu t•x(·mplu 1) mulţ imea cit este {O, I, 2}. 

U lclţic de online. F ie AI o mulţime nev idă; se 11 1tmeşle relaţi~ de ardi116 
I t \ / o relaţie binarei care este re flexivă, a11tisimetriccl şi tranzitivă . 

"ii' notl·ază „-<'' sau u~". 

I , mţ e: 1) Relaţia cunoscut ~' de ordine na.tura l5. „~" pc Z, N, Q şi R 
I• " re laţ"e de ordine. 

) lfola ţia „ J" ( di1ide) pc N este o r t:la ţie de ordine. 
) lfr la ţia de inclu ziu ne „c" pe mulţimea părţilor unei mulţimi es t e o 

1 I• pt• de ordine. 

t.',litţie de ordine totală. Fie J1I o mulţime ne•1idă ş i „-<" o rela ţie de ordine 
I li. Aceast[L r la. tic de ordine sc numc~te relaţie de ordine totală dacă oricare 
li•", 1 lemente a le lui iVI sint comparabile, atl icil Va , b E lv! avem sau a-< b 

" b-< a. 
t11l\imta .1! înzestrată cu o relaţi e de ord ine totală se numeşte mulţime 

11 1 1do11 ală. 

I 1,111ple. ! ) Relaţia de ord ine naturaIJ. „:;,;;" pe Z, N, Q ş i R es te o re laţie 
„,tfmt· totală. 

>) Ik laţia de di·1izibi litate pe N nu este o re laţie de ord ine totală, ci de 
111111 parţială (fiindcă existtL perechi de clemente din N, de pi!dil. 3 şi 7, care 

1 •1 1 11111piarabilc (3 nu di·vidc pc Î şi 7 nl1 d ivide pe 3). 
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Rclnţic df !iun,; rnrJ1>J1arc . Fie .1! o mttlţi>nc Hl·vidit. O 1·elaţic de ordine pc M 
'e 1111111rŞle i.-lntic de b unri t.'rclo11are âacă oiicc parte n evidă" lui Jl.f a1·e "" 
cel nini \11!ic 1·!n 11cHI . .1{ulf i 111Ca J!, cu accastâ relaţie de bună ordonare, se .tict 

bine "' do,;1i/ă. 
O r <' la ţi<' cit• lin n:i ordonare pe .\! es te o relaţie de ord ine tofală p c M . 

l:'x.·m_,'.'11. ~l11lţi11ll'a N, Cll rela ţia dl' orrline natnrală„.;;;",estebineordonată. 
~!:ilţimi lc Q ~i H, "" aceeaşi 1C'la ţie de ort.line, „.;;;", llll mai sînt liinu ordonate. 

2.4. Operaţii cu numere reale 

2.4.1. Puiai 1w.'umle ale 1111111crelor reale 

I) ( -j a )" - -; ,,n 
(~r ~ ) am: bm b;j::. il, 

~) ( - .1f" „ <L2n . 

~) I l l r J) (-a)'"n•J -a2n+1. - == - ::= a- 711
, a# O. 

t lm a 

4) am. an = am+ n. 
9) (a"')" amn (a"/n ·- = 

.'i ) fim: an :- 0 111 -n, a# O: JO) aO = I, a# O. 

I>) am. 1, m . - (a· 1! )111 • li) on = O, li ,,, O, ;1 ~ N. 

l'nt e rile numt:rdor rc<tlc se extind atit penlrn C' xpu11enţi raţiona li pozitivi 
~au nega tivi, c il ş i pc>ntrn exponenţi reali, puterile reale fiind definite cu a.ju · 
torni ~irurilor ele pntni rn.ţio11ale . Aceste puteri au proprietăti identice cu cele 
naturale. 

2 .4.2. I dcntitciţi fundamentale 

1 )ri LilJT a r fi x, y, :, !, a, b, c, ri. a 1, . • „ b:, ... ·:. R şi JZ -= ~. a·1c·1n: 

I) ,,2 - !J2 ~c (a - b) (a -;- li): ~11/i : ·. (a -:- /.')' - (a - b) 2 

2) (~2 + b2) (x2 + y2) = (a.< - by)2 -; - (bx -;- ".1')2 

.>) (n2 .:.. 1,2 -!- c2 .;.. d2) (x2 + y2 ·'- =2 + /2) = (ox _ by _ c=. _ dl) 2 + 
_;_ (bx + ay - d= _;_ c1)2 -i- (ex+ dy + az - b1)2 -L (dx - cy -j- bz + al}~ 

~) a' ± /,·1 ~ (n ::'.:: b) (a 2 ::;= ab .:. 1;2 ) 

34 

xy - yz - zx} 

(x ..:. ) · ;. :) r(x - y)2 _;_ (y - :)2 . : . (: - x)'!J 
2 

6) :t 3 ·c- yJ -;- : 3 = (x + y ·'- :J:l - .3 (x ) ) (,1' + =l (= -;- x} 

7) a• - [,4 ' (a - b) (a -; - b) (a 2 -' &2) 

S) ,, ~ -- b• (a2 + b2 - ab .J2) (a 2 -'- &'" -7- .i b .J 2i 

9) fl :-1 - /15 = (a - b) (114 + a 3b · : · "21;2 -'- ah3 -;- b4 ) 

10) a:' .:.. [J5 = {a _;_ b) (a• - a'1b -:- a 2/J2 - ab" -:- b4) 

I I) (I ..:. a) ( I 7 ,, 2 ·i- a4) = I -:- a + a 2 -'- a3 + a4 -7- a 5 

http:a,b.c.rl.al
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I') ,,ft + b1 = (a3 - 2ab2)2 + (b3 - 2a 2b)2 (G. de Ra cquig H)' - .·11ansonj. 

11) • n" - b11 = (a - b} (a 71-I + a 11 -2b ·- „ . + ab 11 -2 -!- b11 -1 ) 

11) "~" _ 1;2n = (a2 _ b2) (a211 - 2 + a2n -lb2 + ... ~ a 2b2n.-1 _._ 1;2n-2 ) 

I') "~" f-1 + bw+1 = (a + b) (a2" _ a2n - 1b + ... _ a1.i2n-1 ·c- b2" ) 

111) (I + a+ a2 + .„ + a") ( 1 + a11+l) = 1 + a + (,2 + „. -;- a2•H-I 

li) ( 1 I- a) ( 1 + a2) ( 1 + a4) „. (! + a211
) = 1 + a+ a2 + ... + azn+l-l 

1'1) (x2 - ax + a2) (x• - a2x2 + a4) ... (x2" - a.2"-1 . . t!!'l-l + a211 ) = 

,t1t 1 + a zn. x2" + a2n+1 

x2 + ax + a2 

•O) Iden titatea lui Lagrange: 

( " uf) (t bf)-(t a1bi)

2 

= .t (a;bJ - a1b;)
2

, a;, bi E R, i, j = i;'n 
. ~ I l 1=1 •,; = I 

:1 1) 1 

• „ t 

I I 1 - - +---+ 
2 3 i 

1 1 l 1 .. . + -„--- - -:;--- == --.-- + --. -„- + 
... n - l _n n 1 l 11 -:- ~ 

1 
(E . Catalan) . 

') (I 1- 22"+1 + 2 11 +1) ( 1 + 22ll+l - 211 ·H) = 1 ...!... 2 1 " ~ 2 ( _-! 11 rifc 11 i/le ) 

'A.;). Radicali. Proprietăţi':''1' 

_!_ 

"'Jr~ = am (a>- O). 

') 'V~ = mJ-; =a- d. (a > O). 

"-"' 'l.;. 2aJ. "2) l&J-4) ~ 
°'-1 ~ '2.a 1.{, „ "-' l ~ ()._ 1-fv 

""\" w l-+ 'l 
"&. &_ 1i+ ~ o..1C13a.J

3
"'' 

I) ( m 1-)m v a =a (a;;. O) 

I) m/'a · m/b=m.Jab (a,b;;.0 ). 

~) CV~ r = ~ (a> G) 

111 ,- m 1-b m /- m 1-b-v n • ,. • , c = va c (a, b, c;;. O). 

Mrntitlltile de la 13), 14). 15) ne arată c;l · a• - b" este un maltiplu dt a - b, c:l 
I ) h4'" r1 este mu.Uiplw de a+ b, respectiv c:i a2n - b2n este multiplu de a2 - b'.? 1 re• 
I fu.1rte utile ln aplica ţii. 
• lmlicii radicalilor . se cousi deră numere nat111ale1 mai mari dec it 2 sau eg:i le 2. 
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7) "\la: m.Jb ="'li.!!.. (a?- O, b >O). 
' b 

.S) 

9) 

(a?- O). 

(a > O). 

10) ".Jan•» =a"' . (a::> O) . 

" 11) m,,;;n ~ (rn..Jat ~ a-;;; (a?- O) . 

12) mn.,/cf'"P- = 11.j;iî (a~ O). 

JJ) 

14) 

15) 

m ln r:: mn ,-- " I n. /-
'V -ya = va = 'V "a 

m.jaP: '\//Ji" = mn.jaP11 :bmq 

16) ..j a2 = la J (aER). 

-· 

(a, b ?.!: O). 

(a?- O). 

17) 2"+1..j~ = - a1/<2ii;-1i = - c:.11+\ (; (a?- O). 

18) ( a ~ O). 

19) fi-;- .Jb 0 , , -/a-;- b ·i- 2 -}ab (a, b ?- O) . 

20) ~
1

.·l ± -./B = .j (d + C) /l ::'.::: .,/ (.·! - C)/2, dacă şi numai dacă 
d 2 - B = c~ . 

21) Cantita tea sa1i expresia conjhgi1 ti't lui ,,/a ± .jb" este .Ja =t= .jb. 

22) Cantit<J.tca sau expresia conj ugaff\. !ni ţ/a ± -{j'/; : .e~·te -ţi a3 •. ~ 
=F fi ab <- .v' b:l. 

2.5. ·Ecuaţii şi inecu.aţii de gradul întîi 

2.5.1. Ecuaţii de gradul fofîi sau cezt.ajii afine 

ax· + b =' O, CTE R. x , be R. 

'. Fie S m.u ţ i:nca <le soluţii a acestei crnaţii. 

Ducă : I) a ~ O; Â' = - ~ (solu j.ic u n ie~j. S = {- ~}. 
a a 

2) a = O şi b # O, ecuaţia nu art· 50!L) ţii. S =c= 0· 
3) a= O ~i ·b =O, orice m:m~t r tT :ll x cs't:.: soluţie. a ecuaţiei afini 

date ; S ·~ R. · 

S emu ul j 1111 cjiei ajiize : J.: R-> R_, J(. ·) =ax+ b_. -. 
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b + oo 
a 

( ) 'c-m n contrar lt; i a o acelaşi semn cu a 

1, 1.d1u1 l f11 ncţi e i af ine esU· o li ir ie drea ptu. 

!.5.2. Inecuaţii de gradul întîi sau inecuaţii afine 

1 1 11/ I. ,i;r + b > O, a, x, bo;. R. F ie S mul ţimea soluţiilor. 

I •.11 .1: I) ·a > O, S = (- ~, + co) 

2) a< tl , S = (-co, - ~) 

.\) a = O, b > O. S = R 

4) (l = o b ~ o. s = 0. 
( 1 11/ 2. ax + b ~ O, a„ x , b e R, 

11,11,: l) a > O. S=(-oo, -~] 

2) a < O, S ~ [- -; , + co) 
i) " = O. b ~ O S = R 

~ ) a = O, b > O, S = 0 
li•• 11aţi ilt· ax+ b < O şi ax + b ;;:. O se reduc la cele d<Juă carnr i (p d n 

111 111lp11 . 1 im·c 11a ţie i respecti·re c u - l ş i schiml areJ. St'ns11l u i i negal i!Ct ţil o r) . 

' .5.3. iv!. od·ztlul un·zti număr real x 

I x I = 1- ~ :::: : : ~ 
X clad X> 0. 

l'111p1idăţ i: Vx,ye R a ·.rc-m: 

I) lxl~ O ; lxl = O.-x = O; 

' l I - .i: I= Ix'. ; 
•) I x I = I Y I - (x = y sa11 

l'. I X I=.': 
2'. X = I X I 

X= -y). 

I) Ix I ~ a.- - a~ x ~a, ev at. R+. 

) - I X I ~ X~ I X 1. 
(1\ I .\' + y I ~ I X I + I y j. 

signu n1 .x . 
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7) I X - y I ~ I X I + I y I 
8) 11 xi - IYll I~ I x-yJ. 

9) I I.\' I - I y// ~ I X+)' I ~ I X I+ I y /. 

lO) I xy I = I x I • I y J. 

11) - =-- (y =f O) I 
X I I X I 
Y IYI 

Ecuaţii şi inecuaţii fundamentale, care conţin modulul 

1) I x - a I = b, (a, b, x o; R, S = mulţimea soluţiilor) 

s 

b < o 0 
b := o {a} 

b > o {a -b; a-i-b} 

2) /x-aj>b 

s 

b < O R 

b = O R"' {a} 
b >o (-oo,a-b)U (a+ b, 

3) /x-a\<b 

b<O 

b=O 

b>O 

2.6. Numere complexe 

s 

0 
0 

(a -b; a-i-b) 

-;- CXl) 

• 

Dcfinijie. ~c numt'Şle m11n!lr complex orice clement ::. = (a, b) al mulţimi 
R X R ={(a, b) I a, bE R}, inzestrate cu două operaţii algebrice, adunarea 
Vz =(a, b), '\;/::.' =(a', b') E R :< R, :; -;- z': = (a. + a', b -i- b') şi inmulţirea 
'Vz = (a, b) E R x R, '\;/ ; ' = (a', b') E R >; R; ::.=' ' : (aa' - bb', ab' + a'b) 
Mulţimea num C'relor complexe se notează cu C şi este ua corp comutativ • 
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2.6.1. Forma algebrica a mmierelor complexe . . 

;: = a + ib, cu a = (a, O), b = (b. O} şi i = (O, 1), i:espcctiv i 2 = - I 

Egali lat ea a două numere complexe z 5i z': 

a+ ib =a' + ib' - a= a' şi b = b'. 

•_4 se_vedea para;;raful cu „Structuri algebriceM 



A1l11narea numerelor comple xe arc proprietăţile: es te a sociati·1ă, com u­
l 1·1.1, ;1dm ite ca element nc11tru pe O ~i orice număr com plex a + ib admite 

'''' •I'.~ -- u - ib_ 

l1111111lţirea numerrlor comµlexc are proprietăţile: r·si P asociati·1."1, comu -
111.1, .1dmitc la c·kmcnt neutru pc 1, orice num;tr complt'x (a -.- bi) nenul 

111111[1 11 11 i11 vv rs ((a + bi)- 1 =~ __ a_· - - __ b __ i); est (· d1 ~ tri!11, ti?[, 
a2 -i- b2 a2 + b2 

d1
• :tdunare : z(z1 + z') = z:' + =::11

, V z, z', zH E C. 

1'1110 de 111!111ăl'ltlt1i i: 

V 1'1l E N ; j471l = I, j4111+1 = i, j<m-;.2 ,, _I , iWl -'3 = -i. 

11111111· com/1/exe conjugale. Dacă :: =a-;- ib, at11nc i 11um~1J'l!I a - 1b se 

• """ I• cr 11jugal11! lu i z ~i se notează cu a - ib = a -;- ib = :;. A11 luc urm[1 -
1 • I• proprid[1 ţi : 

C: 

I) 1 Z - 2a 5) :: ;; = a 2 + b~ = (a ·:- ii.!) (a - i/J} 

- z = '2bi 
_, 

='.: 6) -
:; -= 

- ~ 

7) ::n = (z )" 

"'l 

l1ul 11l 11l nnni număr compl e x 

V::e C, I ::J = „/::.;: sau l .:: l =.Ja2+1,,2 

I III „tpoi: 

I) I 

I: I 
I :: ! ; 2) I z + ::' I ~ I :: I + I ::' I 
! =' I ~ I :: -i- ::' I ~ I :: I + I ::' I 

I I : 'I = I:: I · I•' I; 5) - =--, I 
:;' I I::' I I= I io o 
z I :: I 

{1 
1

• Forma trigononietricâ a numerelor complexe 

(• „~ 11 ! i sin 11 ). unde r = ) : I. ia r unghiul zt E [O . 2;:) (·,;te· ~.-.1i , \iJ. cc na­
l 111 nrronwtrîcc:: r cos t t = a şi r sin n = b. 

•11//11: Dacr1 z = - I - i, atunci 11 = 

( 
~rr 5rr) 

1 11. i + i sin i · 



2.6.3. For·mula foi M oivre 

V u E R şi V1t E N, (cos 1i. + i sin tt)" = cos (au) + i ~i 1 : (1w). 

ComeC'inje ale Jonnulei lui j1f oiire 

COS ?l-H = COSr. tl - C~ cos71 -2 1t Sin2 U, - j- C~ cos it-ol ·r! Si ff1 ll - ... 

sin 11 u = Cţ. cos11 - 1 11 s in 1t - Cii cosn-3 u sin 3 u . !... • •• 

tg Ji1t ::...: 
CJ tg 11 - c~ tg3 1t + q tg• u _,.. . .. 

1 - c;. tg2 u + q tg4 u - ... 

2.6.4. Extragerea rădăci;iii de ordinul n dintr-un 
numa1' complex z = r(cos it + i sin_u) 

( /7.)1: = r cos --- + -i s in --· -- , 
o r;·[ 1t -!-- 2kc; 11 ... L 2kr:] 

h = O, l , 2, ...• ii -

11 n 

I" ") 2kc: 2kc: , v I /: = cos -- + i sin -- , k =o. 1, 2, ...• 11 - 1• 
'JI. 1! 

<
11 ,-) 2k _!.,. } 2k ... L J . 

'\ - l !: =cos ' -;-;: + i sin - --· --;-;:, k = O, l , 2, ... , n - J•• 
1i ii 

/- , . - (1VJa2 + b2 
-0- a , . 11 lf .Jlf.i--;- b2 - a) 

'\a -:- ·1b = :::!: -.- i -

2 i bi 2 

Exemple. 1) Pentru 11 = 3 şi z = 1 (r = 1 ş i u = O) r5.<lăc ini lc cubicr. 

I 1 - - t „ . I . ·• d · - l + i J3 I <:01np cx c a e un1ta.,11 s1nt e:0 = , e1 = J. e2 = ;-, un e ,1 == 
2 

~~ 

-1-i.{3 j9 = 
2 

· "\fixele E0, E1 ş i e:2 corespund vîrfurilo r unni triunghi cehi· 

la t rral, in cris intr-·Jn cC'rc de rază !. 

2) Pent ru H = 2 ~. i .o = i (r = I, u = ~) avem =o = 

_ ,JT (I ...Li). 
Z1-2 I 

.fi (I + i), - 2 

2 .6.5. Forma exponenţială a numerelor co1nplexe 

z = i·efu. 

Proprietăţi: 

I) z = „e-iu; 

2) ::::' = 'Y''' e l (u+:o;; 

• Pentru simplicitate, ln continuare, not:!m (" .}!)k - Et: 

•• Pentru acelaşi argument, notAm (" ./ - t )t - "'k· 



::' 'f.1 " · '"' a'> -=-c·\-- ; 
r 

i (u +2kr;) 

'.'I) ("..jz)1, = ",,J";:-.e " , 'l1 = O, 1, ... ,i: - 1. 

J·ormulele l rti Euler. 

•·'"=cos 11 + i sin u; e.,. iu =cos te - i sin H. 

2.6.6. Ecuaţia bi'.nomă 

" -A =0, A·e C, A= p(cos qi + isingi} 

k = ! A 111" <ilJ.:, k = ~ n - 1, AER, A < 0; 

Aj; = A 1111 ;Jc, k =O, " - I,• AER, A > o;· 

J.: = ".J-P(cos 1l' + Zk;; + i sin q> + 2krr)· k = O, H - · 1, A E c" R ; 
" 11 

I x 1npl11. S;i se rezolve ecuaţia -- = i. Deoarece 1 = cos-+ i s111 - , • „ ( l + iz )" . . 7t . . 7t 
1 - iz 2 2 

1 
1 

f- '.= = cos f_::_ + Zk7t) + i sin(~+ 2
krt) · Rezol•1înd aceastli. 

l - 1= . 2n n 21i 11 

1111 11 • c• ::>.ţw 1n raport cuz,gas1mZ1<=tg -+~ . k=, 1,„.1 11- • . . .. (7t krr) O ( 1·) 
'ln " 

:!..7. Ecuaţii şi inecuaţii de gradul al Ii-lea 

__ 7 .i. Ecuaţfr de gradu,l al doilea 

li 

11 ,, ·:· bx -;- c ~~ O, a, b, c E R, a # O. 

-b -'- .[E. """.' b - .,[3.. , = 2a ' 2a ' 

-b' .:. ~IY 
a 

-b' - ./;y .. 
X2 = a ' 

Form ulele lui FraHfois Viete. 

b 
\'1 + Xz = - - > 

a 

~ =b2 - 4ac; 

b = 2b'; ~, = b'2. - ac. 

\ 
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D i~cwia natu;·ii si şemnuliti rădăcinilor fn fu.n e/ie de sem11ele lui L\ = b~ -
- 4acj 'p = x

1
x2 ş.i S = x l + x

2 
- . 

.:l p 

L\ < o 

L\ = o 

p > o 
p > o 
p < o 

L\ > o 

p < o 

s 

- ---
s >o 
s < () 
S > O 

s < o 

Natura şi semnul răd,ăc:nîlor 

Rădăcini com plexe 

Riiclă c i11i rea. Ic şi egak 

Rădac i n i rea le p oziti"rc: 
Răd;1c i11i reale a C'gafrw 
Răd[tc iui reale 0i de scmnl · co:i t rn re ; '1:'-' l'; , 

po? iti<r[t es te m <t i m <J, rc dc:cit. 'fa !oarc·;• 
a bsol11 U'i, a. ccl<:i n egative 
Rădt1 c ini r E·a lc ş i de sl'm n<' con tra re . Cca. 
nega t i ·ră est e ma i mare îu «alo:i rea al 1so!ut i:i. 

Rrtdăc ini k ecua ţi e i x~ -;- px -:- q = O, p, q E R, <>xprima.t c c:1 ajn t nntl 
fnnc tiilor t rigoaome t ri ct:: 

q 

to. > o q < O 

, Relaţia de definire 
a lui 9 

2.,/- q 
t g q> = 

IP I 

x, 

I 

..;- c;> -::: ../ - q co (g!. e - q · tg -
') ') -

tl >o q>O . 2 ../li 
smq>= -IT ..;- 'Jl -e: q · · tg -

.2 

..; - a> 
- <: q · .cotg -;;-

A < o q > o· IP! ./q. c i? cosqi=---
2 .jq 

E = s ignum p 

F ormule u t ile fit .<!11di11l ccuajici de gradul al II-iea: 

xi + ;r~ = (x 1 -!- x2)~ - 2x1x 2 = -52 - 2P 

·"I + x~ = (x l -;- .:r 2) 3 - 3x1 x"(xi + x2 ) = S 3 
- 3SP 

:i:f + :r~ = (xy + x~ )2 - 2xî-"~ = S4 - 1S~P + 2p2 

I 

Swm 1rl f uncfici f: R---> R,f(x) = ax2 + bx ..; · c, a, b, c E R 

L\ > O: a f< O, x1 < xc 

·li· c.-1
"' 

f (x) J Semnul lui a O Semn contrar lui a O Scmaul lui a 
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O: 

- co .1·1 = .'t':! -~- 00 

Semnul lui a o Semnul lui a 

O: 

-co 

Semnul lui a 

' „,, fi rul funcţiei f: R--+ R f (-") = a."2 + bx + c .. a # O, este o parabolă'. 
/l , ro111f'11nâca trinomului f (x) = ax2 + bx + c 

a. b. c e ·R, a # O, x1 şi x2 fiind rădăcinile trinomului 

J O, _f (x) = .a(x - .x1) (x - x 2). 

,\ = O; f{x) ·= · a(x - x1)2. 

< O, f (x) este jreductibil (iridecompoza bi!) pe R,_f (x) = ax2 + bx + c. 

I ,„ l ruirca imâ ·ecuaţii de grndul al II-iea cfnd se cuno::c mma şi produsul 
1 .11 111 1lor d: · 

x2 - Sx + P = O, ţu S ~~ x1 + x2 şi P = x 1x2• 

• url i/ i i necesare ş i rnffriente pentru ca ·1111maele 1·eale dale cc şi (3 să fi~ fo 
1111lr r1•lctjii cu rădăcinile x1 şi x2 ale ec11aJiei de gradul al doi ha: 

f (x) ::= ax2 + bx + c = O, a, b, c E R, a # O 

1111 , /'l11tru ca j (x) să păstreze mi semn consla11I V x, x E R. 

I •Ol. \ Condiţii necesare ş.i su ficii:'nte 

sau 1°, J (a:)' f ({3) < O. 

;ţl < a: < X2 < ~: 

10. ~ = u2 - ·fac~ 
., 
l ; . 

20. af(ct) > O. 

30_ aj ((31 >f" 

CC < X1 <::; Xz < f3 
b 

10. cc<--· 
2a 

b 
5°. f3 >- - . ? . _a 
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~~---·~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~·~~~~~~ 

Nr. crt. I Relaţii între ;r1 x,, o: şi ~ 

l o. af(fY.) < o. 

2" af(~) <0, Ct'C~ cc: a trage tl11 pă 

sine u > 0 

3 X1 <r.1.<jf3 < X:! sa11 

!''. f ('.X)·f(;',) > O. 

~-, rrf (7. ) -C- af(~) <o. 

4 X1 < CJ: < x, 
I 

af(7.) < o. 

I . 
I 10. 2.. ?-: O. 

20. af (=1.) > o. 
5 CJ: < X1 ~ X2 

3j. 
/.; 

ri. < - -· 
2a 

1 o . L\ ?-: o. 
2' af (a.) >o. 

6 Xi~ X'2 < ':t.. 

~o 
-b 

.) . - < c: . 
2a. 

I l ?. j, .;:; O. 
7 f( x) ?-: O, v:.:. XE R 

20 a >O. 

10. Ll <;O. 
8 f (x) ~ O, vx, XE; R 

20. a< O. 

Teoremă. Ecuaţiile u .1: + bx + c =O . ş i a'x2 -7- f/.r -7- c' "" .O, a. b, c, 
a', b', c' e R, aa' "=!=O, au cei puţin o d'tdflcinl co1nun~-t dac~t ::'i nuin:.t.i dac~t.~ 

a b c o 
I o a b c 

I= o 
sau (ac' - a'c) 2 - (ab' - a'b) (bc' - b'c) = O. 

a' b' c' o 
o a' b' c 

, 
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T corc111<l. Două ecuaţii de g r:i.dnl al· d oilea ax2 + bx-'- c = O ~ i a' .~' + 
+ b' x -'- c' = O an aceleaşi ·r~tdăc ini dacă şi numai dacfL au co fic ic:nţ ii pro­
porţ i onali: a = Jna' . b = 1nb' , c = ?ne', nz e R* 

Obsai:a.t fr . Rezo lvarea ecuaţiei bip ~'tlr::i. tc a.x!n + bxn -i- c = O, \/nEN, n ~ 2 , prin subst ituţia 
'" -= y , se reduce !3 rezolvarea unei t:cJtaţii cie gradul al doilea în y, anume a.y!: + by + c = O, şi 
I rez.olvarea ~ dacă ecuaţii biuome d(: forma xn = j•1, xn ~ Y: · 

2.7.2. In ewaţ# fundamentale , de gradz~l al I I-!ea 

I ) ,u " -'- bx·:·c> O, a,b, c E H, a'fO, S :n :dtimca ~<i l llţiil nr : 

.:'>. " s 

j. :.• () " > 0 (- C') • x , ) u (x". co ) 

c. > O a·< O (x,, -~·") 

.:.'> = o a > 0 R ""-.., { .ţ· t} 

j. = () ,1 .-::-o 0 

j. < (l (I -. () R 

j. . : I) I / < 0 0 

l>.r "c ;;-. O. a, b, c_r; R a 'f O, S = m i.tlţimca so lu ţiilor: 

.:'>. " s 

j. -, () a > O (_ 
\. OJ , .x1J u I X~, - - co) 

!l > O (! < 0 rx ! , x"; 

n (I .-:> o R 

6 = () a < 0 {x,} 

-" ;, <l > I) R 

.'> < il a < o 0 

Î!lCc:lla1iik ax~ -7- bx i. c <O ~ iar" -! · bx + c,:;:; O S' red uc fa CZLZ'-'r:le 

111 · «dc:ntc· (p rii't Îlimulţirca cu - ~ i sc hi mbarea sensului a ces tor i negalităţi) 
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2.8. Ecuaţii algebrice de . gradul III, IV şi V 

2.8.1. Rezolvarea ecuaţiei de gradul al treilea 

Metoda lui Cardan. Ecuaţia a.x3 + bx2 + ex+ d =O, a, b, c, di: R, a ,ţ O, 
b . 

prin - suhstituţia x = y - - , capătă f onna canonică 
3a · 

c b2 2b3 bc d 
y 3 + py + q = 0, cu / ' = - - - , q = -- - - + - . ( !) 

' ' · 3a 2 27a3 Ja 2 a 

Dacă notăm 

atunci rădăcinile ecuaţiei (I) sînt 

ri = P + Q. 

P -7- Q , .P_:Q -
. y„ = - -- 'T i -- • ../3 

- 2 2 . 

P+Q . P-Q -
y3= - -- -t - -·,13. 

2 2 

Exemplu. -?'3 -6y + 6 =O; p = - 6, q = 6.; ( ~ r + ( f r = - 8 + 
·+ 9 = 1; 

.3/ / .3r. .3r P =V - 3 + 1 = - V 2, Q.= -V 4. 

Deci 

)'1 = - . -ţ/2 - {"i; 

Yz = + ~ (~2 +f'i) + i · ~J (-9'i - -ţ/2); 
·1 (-3r-l , _31-) . .J3 (-31-'- .3r-l) 

Ya = + 2 V 2 T V 4 - i' l V '1 - V 2 • 

Observa/ie. Numărul D = (~ r + (f )t se numeşte discriminanlul u:u1J/iti (1), 

Dacă D <O, atunci ecuaţia. - ( l) . are toa.te rădăcinile reale şi distincte. 

Dacă D = O, atunci ecuaţia (1) are toate rrtdăcinile reale, dintre care două. 
confundate (egale). 

DacrL D >O, atunci ec1:1aţia (1) are o singură rădăcină reală şi două. com­
plexe conjugate. 
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~ ,1 cazul D < O, c.ele trei rădăcini reale au ferme complexe şi este rau.i 
i nd icat :ocă se folosească alte metode de rezolvare, de pildă cea care utilizează 
lu ac ţii!e trigonometrice. 

Metodă de rezolvare _a ecuaţiei y 3 + py + q = O, bazată pe folosirea junc· 
Ji ilor trigonomettice. 

Cazttl 1. D -<O (p < O). Dacă. e< este definit de cos ex = __ -_q __ 

2 V-(~Y 
a t unci 

Y 1 = 2 lf- }!_ cos ~ • 
~ ' ~ , 
I ..) J V

-
? p 7t o: 

}':,3 = -„ --cos(-±-)· 
' 3 , 3 3) 

"Exemplu: y3 - 24 y - 32 = O; p = - 2-1; q = - 32, D = (-· 8)3 + 
. 1 7t 

...;... ( - 16)2 = 256-512 = - 256; cos ex=-. ex= - ş i 
. ..f2 i 

,-::; 7t ,-::; 5r. 
y 1 = i 'V"" cos - • y. = ;-- i 'V 2 cos - ; 113 = - 'l. 12, • . 12 . 

Ca:ul 2. D ~ O { p < O). Dacă f) şi cp sînt definite de 

sin e = ~ y _ ( ~ r . _2:.~e~..::. 
2 2 3v-

tgcp = tg*' 
7t 7t 

--~cp~-· 
'l 'l 

a tu nci 

Yi = - 2 V- }!_ • _1_ ; . Yz.3 = V- }!_ • 1 ± i _,JJ cos 2cp 
3 sin .2cp 3 sm 2cp 

Cazul 3. D >O (P >O). Dacă 6 şi cp sînt definite de. 

Y
-

2 p 3 -7t 7t 
tg o = - (-) • - < e < - • 

<J 3 2 2 

V
-

tg cp = tg ~· -7t 7t - < cp < - , atunci 
'l 'l 

Vp vp cos 2cp ± i ,.j3 • 
y, = -2 - •COS 2cp; Y23 = - ·----

. 3 ' 3 sin 2cp 

Cazul '1. D = O (p < O). 

y, = =i= 2 V -~ ; Y2 = J'3 = ±V- ~ . 
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2.8.2. Ecuaţia reciprocă de gradul al treilea 

a.~3 + bx2 :'.: b.~ ::!: a = O, a, b, c E R a of O. 

Rezol·mr<'a e i se red uce la acec,i a ecuaţie i 

(x :'.: 1) ~ax2 + (b :ţ: a)x -7- a) = O. 

2.8.3. Rezolvarea c,cuaţiei de grad·zel al patrulea 

x4 + ax3 -j- bx~ +ex+ d = O, a, b, c, d E R , (t ~ O. 

Ecuaţia se poate sciit: : 

( 
ax)2 ( a? ) .ţ 2 +· 2 = \. 4 - b .t2 - c.ţ - d, 

( ax) ;..·2 
sau, .Prin adunarea la am bii membri a cai!t it[lţii x2 + 2 )'-'- -:j • 

x2 + - +.:..... = - - b +'\I x2 + _:_ - c ;r + - - d, 
( 

ax '\I )2 (a2 ) (a'\I ) _'} ~ 
2 2 '! . 2 . i 

.Alegem pc y astfel c:.i. ~i partea a dot:a să iic un pătrat perfect. Xotlml 

cu t) a2 Q .'v2 . a y . .., 
A· = - - b + .J'. D· = - - d, 2 AB = - - c acea k co::difil' se 

'1 -J 2 
scrie ·l · .·l 2BZ =' (2AB )2 , cce:.i. ce ne condce l:J. eci! aţia rcv:lrnnlă 

_v 3 - by2 + (ac ~ -lei) y - (d(a2 - 1/i) + c2) = O. 

Daci J'o este o răd[tc in ii a acestei ccuatii, atunci rezolvarea ecua ţiei date 
se reduce la aceea a ecuaţiilor ' · 

,., , ax ; 1
0 ax ·v0 

X " T - + - = . .J. .ţ + B ~i .t2 + - + '- = - A;\:· - B. 
2 2 2 2 

Ex. mj>!i:. S:L se rczobc c:cuaţi;i. x·1 -: - · J.r3 - 5.r - 3 = O. Ec1iaţia 1:ezol'ranţă. 
(a'lînd a= 3, b = O. c = - 5, d = - 3) l' ~k )'3 - 3y + 2 = O, Fie J'o = - 2. 

Atu nc i .·F = ~, B 2 = ·{. 2.-lB = 2. Deci.·! = ~, B = 2; acum a·rcm d e 
. i 2 

r ezol·rat ecuaţiile .r2 + J.r 
~ 

ue dau 

1 + .Ju 
X 1 = ---.'-, -'--

l =!..+2 ş i ;ţ~ ~- :.::_ - 1 = .., ') 

X'! = 
-1-JTI 

2 

X 
- 2 care 



2.8.4. Ecttafz"a reciprocă de gradul al patrulea 

ax 4 ± bx:i + cx2 ± b,"ţ + a = O, a, b, cE R , a =f O. r =f O. 

I '• w !·rarea c> i se reduce la a ce<'a a unei i:cuaţi " dl" gradni ai d o ilea , prin. 
1 

11 t11ţ ia y = .r -i- - : 
X 

a (x2 + ;. ) ± b (-' + ~) + c = O sau ay2 ± by -;- c - 2a =O. 

~.8 . 5 . Ecuaţia bipătrată 

111 4 :- bx 2 + c. = O, a, b, c E R, a f= O. Cu x2 = ;•, reznltfi ecuaţia a.y2 +-
11 • . c = O, deci 

.H.6. Ecuaţ1:a reciprocă de gradul al cincilea 

11 .î :> + b,ţ4 + cx3 ± cxZ ± bx ±a= O, a, b, CER, a oft O. 

l'r N• l•1a rca c i se reduce la rczol·tarea ecuaţiei :~ ± l =O şi a unei ecuaţii: 
I"• 1· d<· t?:1·adul a l patrulea. 

11 
l). Logaritmi 

I J I 111;fi.- . Fi c a E R"t-.· a oft 1. şi b E R~ dou;t nu me re r<" a le. Se numeşte­
' 1 111 • .t m•m~iru lui rl"a l stric t poziti -., b cxponeu t nl la carr, trebu ic ridicil.t 

I ,iJ " · num it ba::ă , pc :1iru a obţir.-· inllnărd b. 
I • 11 • 11:1î numărului b in Laza a s~ notc:adt loga b. 

I 1d •11 b -o a 10gab . Pvnt ru a = lO oliţi!lem ioga rilrn ii zrc.imali, iar pentn:. 
"' r m·m ! c,gar "!m ii naturali sc: u 1uţcric11 i. 

,„, „:,i/ i: 

I•• ·,,a - log„c <-..;- b = c (b , c > O). 

ln „•1 -~ l. 
Ir ~ ,1 l - O. 

I ·~ aa 0 c c· loga...'.:. = - log11b; l oga xw = 2,; loga I X j, x #O. 
b 

- 1 
1 lt1g 11"'.jb= -logao(b > O. mEN, m ;;-<2) 

m 

l11i:-ab · lcgt,C' ~ 1. 
Iogca 

( 1"1rmu la cc schiml:are a !:a.zei logaritmului) logoa = -- · 
l ogcb 

· (I ş i y > O =:.. !oga_:YY = loga.>: + logaY· 

1 ) 1 ·O ~ i y > O= loga!_ = loga .>: - !og„y; colcg11 .ţ = - Jog11 x 
y 

'I' 11 ''le i fo·. -,ule matern atice - c. 11 313 



!O) a > l şi X E (0, !) = ]Of!a-" < 0; a > 1 şi X > I = loga.\' > 0. 

!I) O<a< Jşixe(O, l)=Iog11 .,· > U;O <a< J ~ i x> l=>logax<O. 

12) a > l şi O < x <: :v => log„x < .1"-~aY ; O < a < [ şi O < ·' < y = 
Iog11 x > lugaY· 

lj') , loba X logux 
x >O, y >.O, a > O. b > O, a 'F 1, b # I,=> --=--

luga)' Jogz,y 

11) x>O, a > O, at= 1, 11eN"=>logax == Ioganxn 

15) .reR, a>O, af= l=>a"' =cx •na 

Operaţii cu logaritmi zecimali. 1°. Suma a doi logai·itmi : se adunll. ~eparat 
-caracteristicile (se aduna algebric, intrucit cxistr1 caracteristici pozitive şi 
.caracteristici ncgati're) şi separat mantisele (care sînt întotdeauna pozitive, 
afară de cazul în care Îlltregul logaritm este negativ); apoi cele două rezultat· 
se adună algebric. 

2°. Scăderea. a doi logaritmi: se adună desdizutul cµ cologaritmul scăză­
torului. 

3°. lm111tlf irea wiiii logaritm cze wi număr ÎHtreg: cînd caracteristica es t 
poziti·ră, inmnltirea se face in modul obişnuit; cind caracteristica este negativ;\ 
·se înmulţeşte separat mantisa şi separat caractcrisrica şi se aduuă algcbri 
n-zultatcle. 

4°. Î1apiirfiYea w:ui logaritm prinfr-l!n 1 1!1111ăr î11frer;. În cazul cînd carac­
teristica. este poziti•r5., împărţirea se îace obişuuit. lu cazu l iu care este negativ::I.. 
st' împarte separat mantisa şi separa t r.aractcristica; dac[1 nu St> împart.' 
exact caru.ct eristica p rin numărul dat , at unci se adaugă cara.cterist icii atîte.~ 
unităţi nl'gali•re cite sin!: w:Ct'Sare pe ntru a a ·1('a u 11 mm1ilr di•1izibil pria impăr 

ţitorul respecfr• şi, pelltrn a n n s 1nod ific:l n·wl tatul, se adaugă şi m r:n tisc i 
tot atîtea. unităţi, <lar pctifr1e. 

2.9.1. Ecuaţii şi inewaţii loganhnice fm-zdamentale 

1) loga.-r = b, a > O, a ? 1, b E R. Soll.lţia: x = ci1'. 

2) loga.\'> b, b E R. Fie S mulţimea. solui·ii lo r. A·1e111: 

a s 

a> 

O<a < 

J) logax < b, b E R. Fie S mul ţi1rn: a soluţiilor. .\ ·1e 111: 

s 

a> 
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fi 

li 

~ . 9 .2. Ecua#i ~i inewaţii e.x,ponenţiale fundamentale 

az = h. a > O, a =/= ! , b> o. SCll u ţia x = logab E R. 

I a"' = b, cr >"' o. a =fa I , b ~O, nu are nic i o solu ţ i e real ă. 

) 11" b. Fie S mulţimea solu ţ iilor. A·Jem: 

.. b s 

li I b> o (log„b. -! · 00) 

" l b > o (- 00 , Iog„b) 

" ~ o 
b<O R 

"rF- l 

i) ".r. < b. Fie S mulţ i mra ~olu ţiilor. A·1ern: 

~ b s 

" . 1 I b > o (-:;x) , Iogab) 

•/ . ~ l b > o (log„b. + ,oe) 

„ Ll 
"~o 0 I f I 

" . 10. Metoda inducţiei matematice 

' 10.1. Axioma de recttrenţă a lui Peano 

I 11 I " par te a lui N astfe l că: 

11 , A; ?. (Vn E N). 11 Ed=:> n -:- 1 EA. Atunci rczultft A = N .. 

' 10.2. Aletoda inducţiei matematice 

I 11 l '(n) o propoziţie care d epinde d e m1mftrul.natural ·11 . Dacă a•rcm. 

I I '(O) adcvăra tă; 

V11 r. N. P(n) ade"Jărat5. ~ P (n ..L l) aclc-J[u·atl, atunci P(n) eslC" 
"l i.~ j>Clltru orice 11111uftr nalur<:tl 11 . 
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In demon straţie prin mt"toda inducţiei m atematice (recu ren ţă) po.itt• 
.ap:'Lrc;i. în Joc d e O, un numur n;i.turn\ 110, daci~ î n propoz iţi ~. P( n j pe c, " 
~1rc1n să o den1onstră1n an1 co a:;iderat n ~ n!l . 

2.10.3. Varianlc'i rt metodei inducţiei ma.ternat-ice . 

rie P(11) o propoziţ i e cc.re., dcp ii1de de n um~uu\ natural 11 ;:?:: ;z 9 E ~ - Dacc1 
„ "/ L·E l : 

1. P(110 ) aclc-1ărat[l ; 

2. ( l:fm E ~, · n 0 ~ m ·< k ) I'(m) ad e·1ărată. =;. P(k) a<.k1:'Lrată, atun~i 
l-' (11) est<.: ad._;·1[trat:t pc;1lru o rice 11umăr uatural n ;:?:: 110 • 

Excn1p!11. l.Icdia a ri1 melicft a n uumere pozit i·1e nu este mai mic ~t ckcit 
m edia lo r gco111ct rictt, ~H1idi 

\:fn E N .. n ~ 2 ~i Jt111ucrclc strict rozitive. al, a~, .„, a11 , u.·;cm 

(I) 

e galitatea avînd loc atunci Şi numai atunci. cînd a1 = lT2 = „. = rr 11 • 

Redăm demonstraţia l u-i Ca!tchy : . 

1. Etapa de vaificarc: în cazul nostru 110 = 2 ; pentrn n = i inegalitate:. 
-este acle·1 ărat ;"t, intrucit 

t1 1 + a .1 ,-- [ ( 1- ,- ) 
- \a1a, = ·-::;- \ a 1 - v at ~ >-O, C'·1ident ; deci 

2 

(2) 

Se cci;1stată in1ediat că (2) ~e t rans fo rn1;t ""î n L'6il.lilale dacCt ~ l 11 : ;111 ~1 i l a( ,L 

-' 1 = a:! . 

2) 1::1,1
1
h,, d.: dem 011strntie. Admitem c.tt relaţia ( l) eoll' ade1:u·at 5. pc-11 11 11 

u = 21.: > 2 ~ i .să <l1•1nn11strZtn1 că cn. este ~:u.h:·1ărat cl ~i pent r u 211 -,A+ i a d1t ,l 

(i) 

(/ 1 -~ (( '2 ... + On .....L G1t ~- l - - _.:._ a:?.n- t _;_ a :! n 

2r 

-'-
~ ~~~~~~~~~~~~~~~~~~~--,--

11 

"( > 1 a1 -T- a~ . a~: --L a.J 

I 2 2 



C11 m inegalitatea noast r:J. este adevărată pentru 2, urmează că ca c;ste 
<I• ni.rată pcr.trn 22, 2,3, .•. , 21

' •••. , Vk E' N. 
l't nt ru a arăta d1 ( 1) arc Joc pentru orice n, rămîne să adltăm c:J. ( I } 

" loc pentru orice p care nu e putere a lui 2, p < 2". In acest sc:op io\o,im 
111111,LlOrul rezi.1ltat: 

„Dacă p nu este o fiulcn a lui. 2 şi este mai mic decît 2"', alHnci O: m E' N" 
,, tjrl incit p + m = 2.t". De aceea vom scrie 

li 

,,, 

li 

li 

a1 +lin + ... + ap + ap+1 + ... ap.i m ·p+m ·i----­
-=--------,-~----'---'-----'-- > ,.a1 a~ ... ap +m· 

p + m 

,>\ c,·astil ne p ermite si1 scriem 

••• _L lip)"' 
f' 

+ "~1~--'+_. _„_+ __ a.:..p- )P+ N: -- > 
p I 

l 11·c i (I) are loc pentru orice n. 
Mai dl.mine de arătat că egalitatea în (I) are loc dacă şi numai dacă a 1 = 

lin-
i ' 1id ;11t a1 = a2 = ... = a„ implică egalitate în (I). Pantru a ară.ta că 

1 I llo + . „ + an _ n r:--::-
=-- --- - va1 ••• a„ ne conduce la a1 = a2 = „ . = an este sufi-· 

>l 

111 . 1 :1r:\.ta * di. a1 of a2 implică 

• 4.!it.'\ noi arătăm, de fapt, contrara reciprocei. 
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:Fie deci a1 1' a2 , situaţie în care a ·rcm ai+ a2 > ,./a1 a:!. 
2 

De aceea putem .relua ( !) sub forma 

Deci a1 # a2 ne conduce la 
li 

•Pgalitate in (I) are loc dad şi numai dacrt a1 = a2 

2.11. Progresii aritmetice 

. .. =an. 

adie li 

Defin i./il'. S e n11mcşte progn sic aritmetică w1 şir de 1w.111ere a1. a2• a" . ... , o„„„ 
·În care .fiecare t crme11, !ncepînd c u. a2, se ob/i11e din cel prcaden/ pri11 adă11<,0.1'' '' 
u1111i numâr consta11/ numit raţia progresiei. 

Se notează -;- a" a2 , .„, an. „. 

Dacă a1 este primul termen, a„ cel de al n-lea termen (t cn11w11l genemf 
s au termwul de rang n ), raţia, 11 numărul termenilor şi S„ suma celor 11 

·termeni, atunci avem: 

a„ = <>n-i · '- r, 11 > 2 (prin definiţie) 

an = a1 + (11 - I) r, . 11 ;;:. 2 (an în funcţie de a1, r şi 11) ( l) 

2a1 + (n - l)r. 

2 

(a 1 + a 11 ) n 

·n 

sau 

Natura progresiei. Progresia este cresc[ctoare dacă r > O, de~crcscăloa11· 

tlacă ,. < O şi toţi termenii slut egali, dacr~ r = O. 
T1'rmeni ecMdistaiiţi de t.>lrcmi. Intr-o progresie aritmetică suma l crmc11il111 

echidistanţi de extremi este egală cn suma termenilor extremi: 

Observaţie. Dl ci numărul tocmenilor este impar (11 = 2m + 1), atunci existW. un terra~• în ruij 
loc, am+ 11 astfel jncît 

Comliţici necesară şz: suf1:CZ:entă pentru ca trei 1wme1·e a, b, c, luate Îi! acca:;til 
.ordine, să form eze o p1·ogl'esie aritmetică este să ave.m 2b = " + c. 

Inserarea mediilor aritmetice a;_, .. „ a;n intre doi t ermeni co11secufr11 
a1. OJ+t ai unei progresii aritmetice a" „„ "n d e raţie r se reduce la calculan· 
raţiei r' a progresiei aritmetice a1. a;_ . . „, a;,,, OJ+1 de m + 2 termeni . Hernii . 

r' = r/(m + l) sau r' = 01
+1 -

01 

m + 1 I' 
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•• lllf'/11 . Să' se insereze 5 m edii aritmetice intre - 3 şi 12. 

'iii/Îl' . F ie: r' raţia progresiei cău tate. Xumftru l t erm enilor fiind 2 + 5 = 7„ 

''" 
r'= 

1111. progresia căutată 

- 3; 

12 - (- 31 

6 

2 2 

15 

6 

5 

19 
7, - • 12. 

2 

'. l l. l . ReprezentareC? unei progresii: aritmetice cu, n 
termeni 

I) llJ. ·ă numărul termeniior est e impar (11 = 2m + 1), a. fiind termenul_ 
li ll llJ lr,c şi r raţia, atunci prqgresia a re forma 

a - nir, ... . a - r~ a , ·a + r, . .. „ a -7- 1nr. 

'l n..icr~ numărul termenilor est e par (n = 2m), progresia are forma ~ 
( ' 111 + I) r', ...• c• - 3r', a - r', a + r', a + Jr'; .... ·a + (2m + 1) r', t1ll 

li• I · 2r'. 
I ,1111cfcr-izarea ;;i deter;ninm·ca mzei p1·ogresi i aritmetice. O progresie arit-. 

11• 1 "'le complet caracterizată dacă cunoaştem pc al, r, 11, an şi 5 11 • Aceste 
1 11111 11 re :·int lega t e p rin două relaţii: relaţiil e (!) . ş i (2) . Rezultă că pentru 

1, I• 111 1i11a complet o progresie aritmetică nouă trebu ie să ni se indice J. 
• "'" 5 numere menţionate (sau trei relaţii car.e 'co nţine a ceste 5 numere), 

11 I 1m. it im?rcună cu (1) şi (2) să formeze un sistem compatib il din care 
d t. 11 11 1 e a1 , r, i 1, a11 şi 5 11 • 

I " mf>l u . O progresie aritmet ică are suma termenilor sfo egală cu 222, 
, , 7 ~ 28, a4 + a8 = 34. 

1 ne numărul termenilor săi, primul' t ermen şi raţia. 

"'' olt•arr. Pentru a.ceastă progresie a·1em trei relaţii date prin enunţ, 
• 1 I« două din cadrui teoriei, deci cinci ecuaţii" cu cinci necun oscute şi 

1 lt 111a. are sens. 

11111 tt~ + (a3 + •lr) = 28 şi (a3 + r ) + (a 3 + 51·) = 34 găsim a 3 = 8 şi 
Din a 3 = a1 + 2r, deducem a1 = 2. Din 2511 = (2a1 + (n - l )r) ·11, 

1111 "' naţia pentn.1 n, 3n2 + „1 - 4+1 = o. cu rrtdăcina naturală u. = 12. 
111, 11 °'12 = 35. 

IJ1' 1 pentru această progresie a·1em 

' 11.2. Progresii armonice (liV. Oughtred) 

L! /mi/ ie . Se 1i1111uşte progr~sie armonică şirul de monere obţitmf din răstur­
' /o mmilor unei progres~i [lYitmcfice . 

11n l cază :-7 h1 • . hv .„, 1i11 • • „ 

r lllf' lu. ::'. 1, 
2 

3, .. ·., ~~ ... , 
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Pro /> rietc1fi. l~iecarc termen a1 poo 0wsiei, în afară de primul (li1 ) Şi ultimul 

(ho\, "'" media "m"'"'' ' a lem;o" iloc rufoce„ţi ( '" ~ 
1 

2 

l )' --+­
h1:-1 h:+i 

F ::nuula l crmc1111/11i ge11crnl:·!t n = 
(;i - I) a1 + r 

i:ermen şi raţia progresiei aritmetice din c.:i. re pro·1ine progresia armonic 
xespecti"lă. 

2.12. Progresii geometrice 

Definiţ ie. Se >i!Wtc.s/c progresie geometrică wi ş ir de 11w11e1·e a 1, a~, „., a 11 .„. i11 
care f iecarc termen, fnc,·pînd cu a2, se dfduce din cel prra dent priH îmm,/ţin 
'tccst:ti• cu w:_ ~~da.şi m1mâr q(q ofo O) 111m1it raţie. 

Se noteaza-;-;- a1 • a~ .... , a„ .... 
DacfL a1 este primul termen, a11 cel de al n-lea t ermen (tenneuztl genu· I 

san t ermenul d,, 1·a11g, n ), g raţia . n 11urnărul termenilor şi 5 11 suma celor „ 
_t e rmeni, a·1em: 

(prin de finiţie), 

(an iH funcţie de a1, q şi 11) 

q"" - I 
~· an, Sn = a1 ---_.• ' 

q 

sau S,, = ..'.!.l...:::_n „ q , q #- 1. 
l - q 

Xa!ura ţ• ;oogrcsir i :' 

f a 1 > 0 1 progresia ~~te c rescăio~re; 
q> I' i a 1 < O, progrc t. i.'.l este d esc rescătoare; 

0 
< q < 

1 
J a1 > O. progresia c·,te dc,c rescii.toare; 

1 a1 < O, progresia cs<e cresci10arc; 

I - q" 
s„ = 1! 1 

l - q 

q <O progresia este al tc rnalâ (orice doi t ermeni conscculi1i si11t el e SL0 rn11 
con trare); 

q = O, primnl t ermen este ar ceilaiţ i sî11t nuli; 
q = l, toţi termenii progresiei sint egali cu primul t e rmen a1• 

T ermeni cchidislanfi de ex/remi. Înlr-o progrc ic geomclri că . produ~u l 1 

<loi te rme ni echi<.lista;iti de ext remi este egal cn p rodusu l te rmenilor e.· tn 1111 

Obstrt•a/ie. Dacă num.1.rul termeni!or i:.·:stc impar {n = 2m + 1), atunci exist~ un termen I 1 11 IJ 
loc, a111 +11 astfel incit 

o 
a~+l = a 1 • a 1m+t 

Co1diţia necesară .si suficie;ită cit trei numere a, b, c, lttale î11 această ord•111, 
să f armeze o progresie geometrică este să avem b1 = ac. 
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T11urarea m ediilor gcomefrice a~, a; , ... , a~ între do i termeni consec-ut ivi 
f• f'Jl. i a i unei progresii geometrice a1 . a~, „„ a„ de raţie q tiC reduce la cal-
111. 11 1•,1 raţiei q' a progresie i geometrice a,, a~ • . „. a~, !lf+i cum + 2 tormeoi. 

m+ lv~ 
• 1 l~ raţie es te q' = m+l _,/q sau q' = I aJ+i • 

!l j 

I J . 1 c ă. m este par ~ncrn o singmă soluţie reală.: q' = m+llf a1+-: . 
~ a1 

1 ' , m este im par a'lem: 

\ 

în cawl !lJ+i < li, nici o soluţie 
!lj 

in cazul ~~> O, douf1 solllţ ii r eale: 
!lj 

q' 111+1v--L a j +t • 

a1 

f .' :i:cmp !u. Să se însereze cinci medii geometrice între şi 1. 
2 

4 _6/ - ,-

V
-

niuţie . A··1em 7 t ermeni, deci q' = ± î = ± v 23 = ± 'V2. 

Hczul lă. două progresii geometrice: 

..f2 
1„ - .,/2. 2, -2 J"i, 1, 

2 -2· 

p1•r l iv 

2 
, .,/2 1, .,/2, 2. 2 .,/2, 1. 

2 

·) .12. l. Reprezentarea unei progresii geometrfre cu n 
termeni 

f), 1că. numărul termenilor este impar (11 = 2111 + 1) şi a este termenul 
' ' ' mii loc, progresia o putem scrie astfel: 

Da.că numărul termenilor este par (11 = 2m). putem scrie: 

a a a 
qzm~1 ' „ .• qi' q 
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sau 

(- l )"'-a- . .... 
q21il.-1 

- (/ - - , 
q3 

a 

q 

(progresie cu raţia - q~). 

Limita sumei Sn: 
Dacă: . 

q ::> 1: qn-+ + co şi 5 11·-+ + co, dacă a1 > O; respecfrr Sn. -+ - C0 7 

dacă a1 <O; 

o< q< l:;.q"-+ o şi Jim s„ = ~. 
·n .... +co 1 - q 

q < - 1: q" nu arc limită şi lim Sn nu există. 
11-+CJJ 

- 1 < q < O: q" -+ O şi Jim Sn = _a_i_ • 
n-++co 1 - q 

Carac terizarea ş i d etermina rea unei progresii geometrice se face la fr 
ca la progresiile aritmetice. 

2.13. Analiză combinatorie 

2.13.1. Permutări 

Dcfi11iţie. Se numesc permutări ale w1ei mulţimi A cu 11 elemente toate 
mulţimile ordonate care se pai forma cu cde n elemeute ale lui A. 

Numărul perm~tl~Lnlor a n e lementl„ 11 e N*, este: 

Pn = 1 · 2 · 3 .„ n = n ! ; O! = l (prin definiţie). 

Exempl1t. Xum~mil permutărilor a trei elemente, a , b şi c (abc, bea. cub 
•cb, bac, cba) este P 3 = 3 ! = 1 · 2 · 3 = 6. 

Swnăn1l permutărilor cu rep~iţie a n elemente, in care fiecare element~ 
, poate repeta pină la n ori, este Pn = n" . 

Exemplu. Cu elementele a, b, c putem forma permutările cu repeti ţie: 

aaa. bbb, cec, aab, aba , baa, aac, aca , caa 

abb, bab, bba, cbb, bcb, bbc, cca. cac, ace 

ccb, ebc, bec, abc, aeb, bac, bea, cab, cba; 

n = 3; 33 = 27 permutări = Pn. 

Numărul permutărilor a n elemente. dintre care o:1- sint egale intre ele, 1:1 

sînt egale intre 'ele, „„ ::r sînt egale în tre e le , es te C'gal cu 

n! 
1Sii = ----- cu CX1 + CX3 + „. + CXr = n. 
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/ 1 cmjilu. Pentru n = 3 şi a.1 = 2 (aac, aca, caa) avem 

•I 
-;-, = _ .,_._ = 3. 

2! l! 

l •11rloriale ( proprietăfi): 

11 ! = (n - 1) !11; 11! (11 - 2) ! (n - 1) 11; 11 ! 

11 ! = _ _ (_n_+_.31..'..__ · 
(11 + 2) (11 _,_ 1). 

1• 13.2. Aranjamente 

(n __:_. I) ! 

n -;- l 

ll finiţ ie . Se numesc aranjamente a n elcme11tc luate cîlc 111(1!1 ~ 11) ale 
'' 1 11111/ţirn i A cz~ n elemente, toate submulţimile ordo11ate cu cite m clemente 

• 1 ,. pot f orma 1in cele n elemente ale mulţimii A. 
" 11o lează A:;. ,„ 
'"" ' ml aranjamentelor a n elemente luate cite 111 este 

n! 
A~ = n(n - 1) „. (n - m + 1) = ---­

(n - m) ! 
u ~ 1n. 

rmplu: Numărul aranjamentelor a trei elemente a, b, c luate cite d~uă. 
"" bc, ba, ca, cb) es t..: ri~ = 3 · 2 = 6. 

A n n ! A. n I· l'1opric1ăţi. A~= P,., n = - sau n = 11., A~-l =A~; .-lf. = 1. 
O! 

111 11 ifnil aranjamentelor cit rnpetiţie an elemente Inate cite m l'.S le ... i:' = 11m. 
I "'111 Pl 11 . Pentru tz:ei clemente a. b, c aranjamentele lor cu repetiţie-, ăe 

llr d11111!. c: lcmente, sînt aa. bb, cc, ab, ba, ac, ca, bc, cb; deci n = 3 ş~ m c= 2·; 
I (1111 111 32 = 9 aranjări cu rcpe tiţi c. 

'.13.3. Combinări 

11. finiţie . Se mt111esc combi11ări a 11 cle1J1e11fr 'l uate cit ,, m (111 ~ 11) ale 1111ei 
11l(rn11 A cu n elem&11tc toate s11bmuljimilc cu. cite m cfcmcnlc, cai·e se pot fonna 
'" 1 rlr n elemente ale mulţimii A. 

· 11o lcază. Cf: sau (,~). 
1111 1rLrul combin[nilor a ·11 clcrnC'nlc luate ci te m esle 

'"' - .A::t - n! " - -m! m!(n-rn)! 
.;,,,a u C

m _ 11 (n - 1) .„ (11 - m + 1) 
" - ml 

nupl 11. Numărul combiz~[trilor a trl'i clc111cnte lua l"c cîte două. (ab, ac, bc) 
J. 2 " 

I; f ,, ; --- = ... ). 
2 

l'1 n1•rictăţi. 

•l C ~= nJ 

li) ·;: = c~-m; 

Ci:=C?.=c&= l. 

c~ = c~_1 + cr..:-t. · 
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el :\"umărul ~uliinu.}imilur u nr.: i mul ţim i cu " d emr.:ntc. es te 2 11 • 

U) c~ = c ri~f + c;~1 ~- ... + C::!Ll -:- c;;-1 -;... c::=t· 

c) 
11 ! ------ - c11,. cP: c.Pm 

- '' n-p, "' n-(P1 + ... + Pm-1) f 1!f',! ... p111~ 

/'1 -:- P2 + „ . ..L Pm < n 
.\"11măr1d co11.bi11ărilor Cl! rcpdiţie a 11 elemclltc luate cite m este c; 

= C~~m-1· 
E xemplu. C11 trC'i clerm·11 tc a, b ~i c se pot forma combinările cu rcpetiţ11 

de ci le douft eh:mcn le: aa, bb, cc, ab, CIC, bc, ]) l'C i n = 3, m = 2 şi C;t 
= C;;'+in,-1 =Ci = 6 com:Hnări cu' n•ţ'etiţie. 

2.13.4. Binomul lui Newton 

(.1· -:- a)n = (?,x" -:- CJ.x 11 - 1a + ... + C~xn-1.:ak + „. + c~-1xa 11 -1 -f. C::a" 

(n e . · 

{.r-a)" =x" - CJ..r 11 - 1 'li + q.r 11 -' • a'-„. -1-:( - 1 ) 1.:C~.rn-/.:al.: -j„ .. + (-1) 11 11 
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Proprietăţi (O .,; m .,; 11): 

1. Termenul rle rang k + I este Tk+l = C~.r11 -kal: sau 

Ttc+i = (- J)A: C~ .rn-1.:ai.:. 

C/:•1-~ Ck 
n -t l - • n· 

' k + l 

11 -k a 11-k a 
3. Tk . 2 = --- · - · T1.:+1 sau T"_,_~ =~ - - -- • - • Ts:+i-

k + l X k + l X 

"! . ::\umărul t ermenilor d '.· uoiUiril {x ± a)" este n + I. 

5. Codicien (i l krm ni loc r,gal de pftrtaţi de extremi sînt egali. 

Rda/ii i111porla11/e. 

c~ + q ..L ••• -'- c~ = 2n; q - q + „. + (- l)" c~ =o 

q_, = (cm~ + (ClY + „. + (c~i~ 
D,·~··o!/ări farlirn/a>·e ttZtta/c 

1 l (a ± b) 2 = a 2 ± 2ab + b2 

2 \ (a -' b + cf = a2 + b2 + c2 + 2 (a b -i- bc + ca} 

3) (a + b)3 = a~ + 3a 2b + Jab 2 + b3 = a 3 + b3 + Jab (a + b) 

(<1 - b)3 = a 3 - 3a2b + Jab' - b3 = a3 - b3 - 3ab (a - b) 

-i) (a -'- b + c)3 = aJ + b3 + c3 + 3 (a'b + a2c + b2a+ b2c + c2a + c2b) + 
+ 6abc 

.:5) (a + b)4 = a4 + 4a3b + 6a2b2 + 1ab3 + b4 
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Cnzul general _:~ 
„ 
~ 

LJ 
p~, •.. ,pm =O . 

P1 -r ··· -:- Pm = il 

fi! h ! „. f' m! 

~ .13.5 . S u·ma puterilor asernenea ale prz:melor n 
1w1nere naturale 

11 el Sp '"' F' + 2P + ... + nP, p E N, atunci a·1cm 

1•(n -i- 1)/2 ; 

11(11 + 1) (2n + 1)}6 ; 

S, = 11 2(n + lf (2 ; 1 ~ -;... 211 - l ),' 12 

S0 = 1.1(11 + 1) (6n5 .: . 1 511~ + 1) 1.3 -

- 6n2 - ;1 -;... l).'12 

S1 = n~(11 + 1)2 (J;z4 ..;... 611 3 - n2 -

- ·b + 2j/2 4 

u(n + 1) (6n3 + 9112 + ~1 1)/30 „. 

1 l rdaţie co.re pem1itc calculul lui Sp. c.ind se cunosc Sp_1, Sp_2, „., S1 cse 

2. 14. Matrice şi determinanţi 

'.14.1. l.1atrice 

/I [1111,tie . Fie N. un corp comn tati'r. Se numeŢte matrice cu m linii ş i 11-

lc 111· (m, n E N*) orice familie -A, 

.el = (a ij) (:,j) E {1 ,2, .. „ m} X {1,2, ... , n}, 

l nlLntc aif aparţinîncl corpului }{. 

I I nicntcle matricci A se reprezintă ca un t;iblou drcptunghi11lar cu m 
I• li 1 I' colo<Lllc : 

( 

a 11 a12 .„ a111 ) 

A = a~1 a22 . . , a~„ 
••••••• •• „ • •• ••• 

am1 am:!. .. . amn 

I 11111111 ind ice m;irchcaz5. numărul" l iniei, i ;i.- ai d oilea indice marchează 
11111 11111 coloanc: i. 

I llC'Ori se uotc;iză cu par;:i.ntcze cu cirligc [„.] ·sau c11 simbolul I j.„ j \· 
1• 111 n1 r = R obţ inem o m atrice rc;ilă, iar pen tru J( = C obţi r~cm o 

11 I "• · 0111plc:xct. 
111lt1nwa tuturor m;itrkclor cu elemente din J{, ;i·rîHd m linii şi n colo;ine, 

111111 rl c tipul (m, ;;), se notează cu .!lf111 ,11 (H) sau 11lm,n· 
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In Mm.n se defineşte matricea de efect nul faţă· âc adunarea mâtriceler 
care are toate clementele egale cu O şi care se 11umeşte matrice nulă; 

'"· 

1\Iatricui •fmsă matricei A. Fie A = (a ij) E i1lm,n; matricea - A. 

:Se n umeşte cp.~1sa 111Qtricei A. 

„ilte matrice : 

a) matricra linie ( 1, 11) (au a1~ a1„); 

b) matricea coloaidi (m, I) 

c) Jfatricc pătratică. )latricea A pentru care m = n se numeşte matr. 
Jătrntică. :'.\[ulţimC'a acestor matrict· ~e notează cn Jln(f,·) sau Jv/11 • 

d) matricea diago11al<i: ( ~:~ .. ~~~- ... - ~ .. ·:·.„ -~ . ) ; 
O O O „. ann 

l ~ ..... : .... : ..... :~); O O O ..• a, 

e) matricea scalaril: 

l 
o o 

f) matricea unitate, notată cu E: o 1 o 

o o o 

Egalil<ttea a do11ă matrice. Două matri ce A = (at1) şi B = (biJ) diu 11-fm ,n(il" ) 
sînt eg::tlc dacă şi numai dacă a11 = biJ . V(i, J) E { 1, :2, .. „ 111} ;< { 1 2, ... , i1} · 
=I ~' J. 

.'4rl1111111·.ca. mafrice/or. Fie Ac, (a 11 ). B = (b i j )E.1lm,11 ; matricca C = (CiJ)EJ\1111 .11 
se 11 un)c~tc s11111a malricelvr A . şi H şi se scrie C =, .1 + B, dacti CiJ = au ·r 
+ biJ. .'v (i, ,i) EI ;.; ]. 

-1+ 2)=(1 
o+ l 3 
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J•„opriclc1fi!c whmăl'ii nialricclor 

l. 11. C EJlm,rt <wem 1) A + B = B + A 

2) (A + B) + C = A -'- (B + C) 

3) A + O = O +A = A 
-l) A + (-A) = (-A) + A = O 

lkr i (1\lm,n. -:- ) este un grup comutativ labclian). 

l•it• A = (ai~), B = (btJ) e 11Im.11 , matricea D = (d11) e }.<fm ,n se numeşte 
1/11 rnfa m atrice/or A şi B şi se scrie D =A + .(-B) =A - B, dacă du= 

''t J - btJ. V(i, j) e I ;,: ]. 

111111111/irea mafricelor cu mi scalai·. Fie A= (a;1) e 11Im.• şi/..eK; matricea.. 
li (b11) E 111„. 11 se numeşte produsul inatricei1 A cu i„ B = I.A, dacă b11 = 

''''1· V(i,j)e lx]. · 

'5 
I tm1plu. 3 l 3 2)=(~·= o . J. J ~:~)=( ~ ~ ) . 
I ' rnprietăţile înm-u{ţirii nmtricelor cu scalari: 

1) l ·A= A 

2) I.A = Ai. 

VA, B E i\f m.n şi A, µ e ]{, ascm 

3) Î , (A + B) = i,A + ).,}j 

4) (i, +µ)A =·AA + µA. 

5) i. (,u.A) = µ (i.A) = (i,~L)A 

l11111 11 lţ irca m alricelol'. Fie A = (a;k) e J\lm.n şi B = (bkJ) e M 11-.p; mafricea. 
(r11) e 1ll m .p se numeşte produsul matrice/or A şi B, C = A I;J, dacă. 

" 
CiJ = E au:bt.1. V( i, j) e I }( ]. 

k=l 

I 1< 111/iltc. 

= f 2 . ( - 1) + (- 1) . (2) 

\ 1 • ( - 1) + (O) • (2) 
2·(2) + (-l)·(l)l=(-1 23}· 

l • (2) + (O) • ( 1) - 1 

I 'i o pricl ăf i!e îmmdţiri i m a fr icc/&1". 

I) IE = EA= A. 4) ). (AR)= ().A)B = A(i,B). 

') A O = OA = O. 5) (A + B)C=AC + nc. 

I) ( IB)C = A(BC). 6) C(A + B) = ·cA -i- CB. 

1J Jl . .1 num:hu l coloanelor matricci ~'4. nu este egal cu numărul liniilor matricei B, atunci 
11lp 1 L celor două matrice ;:m este posibilă. 



},fatricea t ranspusă a w:ei matrice : 

Fie .-1 = (a11) E JI m,n· ~fatrice:i. '-1 se numeşte trans:pu~a ma trie • A, dacă 
-'A = (a11). \l(i, j) EI x ] sau 

l
'a11 17~ 1 Gm1 ) 

tA - · a12 a.!!: ..• Gm1 

. ~1·n· ... ~~~· ·.·„·, ·~~: 

'Tr(w sp usa malricei A ('Slc matricea obţinută din A prin schimbarea liniilG>r 
:fn coloane şi a col<Janclor ia linii. 

Proţrit/(ifi . 

1) '\'-·J} = .·1. 3) ' (A + B) ='A +tB. 

2) ' (i.„1} = i.'A. -l) 1(AB) .= ţB 1A. 

E.rw:flu. 

')) . 
~ a h:l! Ci 

Jlalricrn adj1111clâ a wffi mitlrice 

Se num~5tc a.ljzmcld. matricei :1 = (a11) E ]lln şi se notează cu A* matriCe&l. 

"Unde .-I ii este cornrlc- încntul algebric al lui a11. 

Clase speciale de matrice pătrat ice: 

1) O matrice .1 = (a11) se numeşte s imet rică, dad şi numai dacă a1; = aJf• 
Y(i, jj EI x ]. adică A ='A. 

2) O mat rice .4 = (a iJ) se numeşte a111isimetrici1, dacl şi numai daci 
01; = -a;1. \l(i, j) EI /( ]. adică A = -'A . 

3) O matrice .1 se numeşte ortogonală dacl ·şi numai dacă A 1A = E, 
adică .'l - i = 1.·I . 

.oi) O matrice .4 se numeşte nedegenerată, dată det A #= O. 

5) O matrice A se numeşte degenerată, dacă det A = O. 

Jlat ricc i11vc1'sabile. Fie A E M „; .4 este invasabilă dacă există o matrice 
B E JI n astfel incit .4. B = BA = E; fl se notea zr~ cu A -1 şi se numeşte ·iavcrsa 
nzatricei A. 

Teoremă. Matricea A. E Afn admite o inversl A-1 E ]\fn da;ă şi numai daeli 

dct A~ O; , , 1 A.* 
lll P•US A- = ---· 

det A 
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--(ab -ab) Exemplu. In·1crsa m.a!ricii A este 

,,j-1 - (
a2: b2 

-b 

a2 + b2 

a2: b2) 
cu .. ·a 2 + b2 #- O. 

a· 

a2 + b2 
Proprietdţi. I) (A-1)-1 = A; 2) (A B)-1 = B-lA -1; 3) det (A-I) = (detA)-' 

lla.Jigul unei matrice 

Fie matricea A e 1"\if m.n· 

J\.finor11l 1111ei matrice. lvlinorul unei matrice de ordimd k se numeşte deter• 
111 ina11tul format din k2 clţmente (k linii şi tot atitea coloane) ale matricel 
da te (păstrind ordi11ea e1efnentelor). Matricea A are rangul r, dacă A are un 
111i 11or nenul de ordinul r, iar toti minorii lui A de ordin mai mare ca r, dacl!. 
1·xi · tă astfei de minori, sint nuii. Se scrie rang. A = r. 

Fm·ma 'matriceală a sistemelor· afine: AX = B, A, B matrice cunoscute, 
i.L r X matrice necunoscu tă . 

E xcmpl11. Să se afle matricea X din ecuaţia XA + D = C, unde 

.4 = ( _~ -~) B = c ~) . 
. >,.•1em d ct..J = -2; Au=-'!_, A12 = 2; AH= 3; A 22 =I; 

,11-1=(-' -'.); X=(C-B)A-1=(: 
-I --

. 2 

:) (-2 
-1 

(-3 -2) X = . 
-3 -2 

2.15. Detcrminanti 
' 

Pennutm·e. O funcţie bijectbă f definită pe · { l_, 2, „., n} cu valori ln 
( I, 2, „., 11} se numeşte permutare sau substituţie. Se notează 

2 3 
11 ) sau (k1, k;~, ..•• k„).. 
kn 

Inversiune. O pereche ordonată (i, j), i < j, cu proprietatea/(i) > /(j) sau 
k 1 > kj se numeşte inversiune pentru permutarea f. Numărul tuturor inver­
hlunilor pe care le prezinti1 f se notează cu I (k1 , k2, ••• , kn)· 

Semnul unei permutări. Numărul (-1/(.l„ ····An) se numeşte semnul permu· 

1 !\rii (k1, kv .„, kn)· Permutarea f ~e .numeşte paFă dacă ( -1)/(A„ ... , l,o) - l 
ş i impară dacă ( -1)/(A„ .. „An) = -1. 

;; - Tabele şi formule matematice - c. l / 313 65 



. Defini/ia determinantului de ordinul al doi1ea. Fie matricea A = f au oa). 
. l«21 BH 

Numărul obtinut prin adunarea următoarelor două numere ( -1)1 (L 2>a 11 a 21 + 
+ (- l)1<2•1>a12 a21 = (-1)0 a 11a22 + ( -1)1a 12a21 = a 11 a1!2 - a 12a21 .se numeşte 
determi11antul matricei A sau determi11a11t de ordinul al 2-lea şi .se notea1ă 

det A = I au 

I a:!l 

Def iniţia determinantului de ordinul al treilea. Fie matricea 

l'fumărul obţinut prin adunarea următoarelor 
31 numere 

(-1)1
(1·2•3>a11a22a33 + (- 1)1(2 -~· 1 >a12a23a31 + · ( -1) 1l3 · 1 • 2 >a13~21C132 + 

+ (- l)l(3.2,1>a13a22a31 + (- t)l<2.J,3)a12a21a33 +. ~..::. ·1/11.2".2>a11a22lla2 = 

= a11azzC133 + a12ll·23a31 + al3a21a;~ - a12a22a31 - tt12a21a33 - aua22~u 
' " • • r .. 

se numeşte delermina11t11l matridei 'A· Sau determinant de ordinul ~! II l-lea. 
Se notează. 

dct. A 

Fig. 2.1 Fig. 2.2 

Regala lui Sarrus. Pentru calculul determinantului de ordinul al III-!e:a 
există. următoarea regulă. simplă. numită: regula lui S11rrus .sau regula triun­
ghiurilor. 

Termenii cu semnul + în dezvolta"rc·a determinantului se obţin înmulţind 
numerele de pe diagonala principafo. \ti 11a 22 a 33 ) şi cele din vîrfurile „triunghiu· 
rilor", care au bazele para.lele cu această diagonală. principală. (a12 a 23a 31 şi 
a 13a21 a32 ) (fig. 2.1). 

Termenii cu semnul minus în dez•t0ltarca. determinantului se obţin înmul· 
ţind numerele de pc diagonala secundară ( .-;--a13a22 a31 ) şi cele din •1îrfurile ,.tri­
unghiurilor" care au bazele paralele cu a.ceastă diagonală siieundară ( -a12a-21 a3 " 

şi -a11a23a32 ) (fig. 2.2). · 
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Exemple. "'I = (-1) (-2) - 4. () = -22 
-2 

I -1 1 
I I o 
i -2 2 -I 

(-1) · 3 • (-1) + i · 1 · (-2) + 1 ·O· 2 - (-2) · 3 · - O· -I· ( - I) 

- ( - 1) . 1 . 2 = 3. 

Drtcrminantul de ordinul al n-lea. Fie matricea A = (a11). i,} = J;t; . . 
Numărul 

unde suma este extinsă asupra celor n ! permutări (k1. k2 , „„ k 11 ) ale nume­
relor 1, 2, ... , n se numeşte detc-rmina11t11l matricâ A sau dll r. rmi11aut de 
ordinul al n-lea şi se notează 

det (a11) = det A = laol. 

Mi1wri ai wiui determinant. Se numeŞte 1Hinor al clcmwtului llfj din deter· 
minantul matricei A. determinantul de ordinul n- I ce se obţine din A prin 
llmlnarea liniei i şi a coloanei i şi se notează M;j, 

Complement alg.: .~ric. Se n11meşte complement algebric sau cojactor al ele-
1i1entului a11 din determinantul matricei A numărul 

AtJ = (-1)1+1 M'1. 

Semnele cu care se pre·1ăd minorii i"\1!11 pentru a de·1eni complemenţl 
Ulgebrici SÎnt date Îl1 tabloul urmrltOr: 

+ 

Dezvoltarea deltrminantului det A după elementele liniei i: 

det A= a11A,1 + at2Atz + „. + a1nAtn· 
Pentru h ol i avem 

O = a,1A1n + a12A112 + „. + a;„A1m 

Dezvoltarea deiermillantului det A după efrme11tclc co!oa11ci ;i: 

det A = a 1jA 1 j + a21A 21 + ... + llnJ··lnJ· 

Pentru li ol j, avem 

O= a11A 11< + a21Azk + .„ + GnjAnk 

( 1) 

(2) 

(2') 

Exemplu. Fie n = 4. Dezvoltarea lui det A după clc1m·ntele primei coloane 
' 10 

an ll12 G13 au 
an (Î:!3 a:!.J 

ll21 a22 ll23 ll24 
= "11 ( - l)l+l + ns2 G33 ll3~ 

au a3:! ll33 G34 
a•z a43 G44 

an a„2 a,3 ll44 

G7 



a12 a11 au all a13 a,t 

+ au(-1)2+1 a32 a33 aa4 +aai(-1)3+1 azz aza 61~ + , . 
" · 

a42 a4:1 au 04z a4a «!14 

au 

azc 

a.32 aa3 aat 

Determina~tul produsului a d.6uă matrice 

det (AB) = det A • det B. 

Proprietăţi ale determinanţilor 

1) Dacă toate elementele unei coloane sau ale unei linii dintr-" matrice 1) 

sîot egale cu ?ero, a,tunci determinantul acestei matrice este egal c.u zero. 

2) Dacă elementele a două linii sau a două coloane dintr-o matrice sînt 
egale sau proporţionale, atunci determinantul acestei matrice este egal cu 
&:ero. 

3) Dacă schimbăm două. linii sau două coloane între ele ·îiftr-o lîlatrice A, 
obţinînd o 11ouă ·matrice A', atunci det A'= -det A. 

'4) Dacă î9tr-o matrice A înmulţi~ ~ :linie sau o coloană. cu un număr a, 
obţinînd o nouă matrice A', atunci det A'= a det A. 

-'l Orice matrice A şi transpusa ei t A au acelaşi determinant, d ct 1,~ = det A. 
6) Dacă într-o matrice A o coloană sau o linie este o combinaţie liniară a. 

celorlalte coloane sau linii, atunci det A = O. 
7) Dacă într-o matrice A toate elementele unei Enii sau ale unei coloane 

sînt sume de cite doi termeni atunci dct A se poate scrie ca suma a doi deter ­
minanţi. 

8) Orice matrice piitrată de ordin impar antisimctrică (strîmb-simetric:'i.) 
are determinantul său egal cu zero. · 

9) Dacă A = (aiJ) şi Ao = (- l)i+f Mii sint complemenţii .algebrici ai 

" 
elementelor a11. atunci dct A = E aiJAtJ · 

j = l 

10) Determinantul unei matrice antisimetrice de ordin par este pătratul 
unui polinom format cu elementele matricei. 

Determinanţi importanţi. Determinanţi celebri. 

1) Determinant adfimct. Determinantul matricei adjuncte A• a unei 
matrice A se numeşte determi11a11t adjunct şi el este egal cu 

dac11. D = det A. 

• Alei şi mai departe pria matrice înţelegem o matrice pătratl. 

68 



2) Determinant reciproc. Dacă. o matrice A este inversabilll.,. determinantul 3 
nl matricei inverse (reciproce) A-r se numeşte determinaJtt reciproc şi este 
egal cu 

An An Ân1 

' D D ·n 

A12 A2a A112 

)= D D D = - --· 
det A 

. .. : ........ / '' '' 
Â1n Au · Ann 

D D D 

J) Dctermina11t principal . Fie Aei\fm.n o matrice. Se numeşte determinanl 
{'r incipal corespunzător matricci A un determinant de ordinul maxim, format 
·u elementele matricci A, care este nenul. 

'I) Determi11a1ztul Vandermo11de. Se numeşte determinant Vandermond• 
d eterminantul de forma: 

a• n 

IT 

:5) Determina11tttl foi JVro11ski. Fie )'1, y2 • • „, Yn: I c R-> R n fu neţi.I' 
d11 clasă cn-1• Se numeşte determinant al lui Wronski corespun;:ător acestcr 
lu 11cţii sau wronskian determinantul 

lV [y1 (x), ... , Yn (x)] = 

Y1 (x) 

)'~ (x) Yn(x) 

fi) In egalitatea lui ]. Hadamaril . Fie D determinantul corespunzător 
1p.1t ricei A E 11f„. Atunci avem 

7) Determina n tit l con I i1i11a11 t 

a1 o 

-1 aa 
(•1, R~, „., lln] = 

o -1 a3 

o o o 

o o 

o o 

o 

o 

o 

o 

o 

\ 
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8) V etcrmina;zlul dublu simetric de ordinu/ 6: 

al az aa a~ a5 aa 

az bl b" ba b4 as 

aa bz C1 C2 ba a4 

a~ b2 C2 C1 b, aa 

a; b4 ba b, bl az 

(( fi (lâ (/~ a3 a2 al 

9) Determi1zaJ1l11/ circulant : 

al a2 Gn-1 an 

a:! (/ 3 "n a1 

Zn ~' 
aa a..i al az 

10) Ecuaţia sernlarii (ai/, e R, a 1; = a;;): 

(l~1 li:! '.! -1. 
O. 

·· · ann - i. 

2.16. Sisteme de ecuaţii afine 1> (liniare şi 
neomogene) 

c:t) ·sisteme de n ec1taţii afi11e cu n J1 t cwzosc11/e (ne N•) 

n 

2=:aikxk = bi. 
k=I 

I, 2 . .. „ ;; ; D = I a;1.; I #- O, a;1.;. b1e R'). (l) 

Soluţia unicii es le dată ck regula lui Cr,11J1 a sub forma unui vector ciu n 
componente (x1, x2, „„ Xn ). u11 dc: 

JJ, 
X i = - , . . . , >.: ,, 

D 

Dn 

D 
(2) 

detenninanhil D; ob ţi 1 1 i 11du-st · d in V prin inlocuirca elementelor din coloana i 

cu termenii libe ri, a nume cu ( : :) 

b71 I 
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')În scriere matriciaiă slst"mul afin (I) are forma .4X ~ B ii solulia X - -~-'B, dei .4,CO. 
') Ta locul corpului R putem avea corpul C sau Zp, cu P prim etc. 



-1 2 

-I 3 5 
z = Z= 

-~ 2 

;3) S istr.me de m ecuaţii afine ca 11 11ec11noscute (it, ni E ~·) 

" L) aikxk = bi, i = I, 2, „ ., m. 
k = I 

I 1M e>>1t1l11i R o11chi-Fonlene : O condiţie necesară i s 
1tl 1ă soluţii este ca toţi ddcrmrnan 11 ui caracteristici 

I 111 mat ricea = I a 1k li a coefici<mţilor necunosct)'telor ·se extrage un 
11 !1 l lllinant nenul de ordiu maxim p, notat Dp. şi numit determinant principal 
1 lo nst ruiesc dctermi11auţii carne/eristici, De. c. = p + I, p + 2, „„ m prin 

I u ir t11 rea determinantului principal „orizontal", jos, cu coeficienţii nec1mos· 
1111/r•r principale din ecuaţiile rămase , care nu au intrat î11 formarea determi· 

1 11tu lni priucipal, şi „vertical" , in dreapta, cu termeni liberi corespunzMori. 

I) at ul m = n . 

I) Dacă D ""' O, a tunci sistemul este cramerian şi are soluţia unică dată 
(~ . 
.iji)acă D = O şi cel puţin un determinant caracteristic este diferit de 
11· 1 CI , atunci sistemul nu are soluţii. 
Iii) Dacă D = O şi toţi de terminanţii caracteristici sînt nuli, atunci sistemul 

I• <ompabbll, dai nedete1mitmrr.-S'e rezolvă cele p, ecuafh rmc1 ale şi 
11 l1f111 necnnoscutele pnnc1pale x1 , x2 , .„, :t ln fu hc ie e x 

1 I 11 111 r re ce r m u n -.p, ~sen_s_u_l_c_ă _ _ __ _;__ 
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Exemplu. Să se rezolve şi să se discute sistemul 

l 
AX+ y + z = 1, 

X+ /..y + ;: = ). , 

X + y + ),z = ),2 • 

i. e R. 

Determinantul sistemului este D = (!.- 1)2 (i. + 2) . 

") D ă D....,. O . t 1 1 ţ· · · v i, + 1 ac r , s1s emu are so u 1a umca x = - - - - , 
p.+ 2) 

1 (). + 1)2 
Z= Y= 

i.. + 2 

ii) Dacă D =O anm situaţiile următoure: 
Dacd I. = 1 toate cele 3 ecuaţii se reduc la una singură. (m = l, n = 3, 

'f> = 1) şi sistemul admite o mulţime de soluţii cu a şi b arbitrari în R: 

x=a, .;•=b, z=l-a-b, a,beR. 

Dacd ). = -2(m = J, n = 3) lur1m drept tletcrm~nant principal 

1

-2 
D, = 1 

1 I = 3 <j. :>, deci p = 2. 
-2 

Acestuia . îi corespunde un singur determinant caracteriStic 

1 

-2 - 2 = 9. 

4, 
Cum De of. O, rezultă că în acest ca z sistc~tiu l este incompatibil. 

2) Cazul m < n. 
Sistemul nu are soluţie unică (p .s; m < n). 
i) Dacă cel puţin un determinant caracteristic este nenul, atunci sistemul 

nu are soluţii, es te incompatibil. 
ii) Dacă toţi determinanţii caracteris tici s înt nuli, atunci sistemul este 

compatibil , dar n edeterminat. Sistemul are o „nedeterminare" de ordinul n -p. 

i 
~ 

I 
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Exemplu. Să se rezolve î1i nrnlţimea claselor de resturi. modul 7 sist l"mull 

l 
3.\' + y + 2z = G 

X+ '.ly + 2:: = J 

5x + 2y + Gz = 5 

Rezolvare. Întruc~t (.2;',, ţ, .) este corp, calculele se fac exuct ca. în R. Avem 

J 1 2 J 1 1 

D= 4 2 = 2 ' 4 

5 2 G j 2 3 

„ 2 (J • 4 • 3 + 1 · 5 • 1 + 1 · 2 • 1 - 5 · 4 • 1 - 3 • 2 • i - I • 3 • 1) 

= 2 (1 +.5 + 2 + 1 + 1 + 4) =o. 



3 
I= 3. 4-r.u lm Dp = 1=5-1=4'fil. 

i 

3 6 

(. lcu!ăm De= i 3 găsim De"" O. 

5 2 5 

Si n tem în cazul teoremei RoitcM-Fontene şi soluţia se află rczolvînd \ istemul 

3x + y = 6 - 2z, 

X+ 4y = J - 2z. 

S · găse~te x = 2oi:, y = 6 + 6x, :: = oe., oe. 01rccare în {O, 1. 2, 3, i, 5, 6} 

I) Cazul m > n (p ~ n). 
1) Dică .cel puţin un determinant caract('ristic este diferit de zero, atunci 

1 l1·111nl este incompatibil. 
11) Dacă toţi determinanţii caracteristici sint zero, atunci sistemul este 

1.11 11pa tibil, dar nedeterminat. Sistemul are o „nedeterminare" de ordinul n-p. 

J ~.remplii . . Să se rezolve sistemul lui Rolle: 

x+y=5 

x+z=6 

+ z -7 

2x+y+z=ll 

x+y+2z= 13; 

, i. 1 111 = 5 şi n = 3. Din matricea coeficienţilor găsim determinantul pria· 
lpd: 

o 
Dp = o -2 'fi O, deci p = 3. 

o 

, l.'cs tuia ii corespund dcterminan ţii cara-ctcristici 

o 5 I lt 5 

o 6 I o 6 
f le= 

0.1 
şi D~ = : 

1. 7 o 1 7 

2 1 11 ' 2 13 

1 11 111 aceştia sînt nuli, rezultă că sfstemul este compatibil şi are soluţia: 
' . y = 3, z .=:". 4. 

1' 11 ca: particular important: n + 1 ecu:ifHafine cu n necunoscute. O con­
' wccsară şi sufic.ient.ă ca acest s_istem sd ie com atibil es_te cţ1JUiqmÎllantuL 

111 irt'i e .~tinse a sist · · n u • 
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E .tcmplu. Să se afle ·ral~area parametrului a. E R pentru care si3tw1ul 

I 
2x - Jy = 7, 

Jx + 2:t.y ==' ~ 

xx - y =.) 

.. , _,_ ... 

este compatibil. 

.<;o; m•<cko" exfo,;ă "" A' ~ (: 

IX 

-3 

:) Apoi 

3 -1 

det A'= 14 (l - :t.2) şi det .4.' = O=a.2 - 1 ~au a.2 = !. Pentru 1:1. = -1, 

1 • 1 ţ· · • 2 IJ . t 1 • . I t' rezu ta so u ia umca x = - -, y = - -, iar pcn ru oc = gasun so ll,l• 
5 5 

.t = 2, y = - 1. Pentru x E R\ { -1, . 1} sistemul nu are soluţii. 

y) Sisteme de m ernaţii liniare c1< n necwzâscut.e (m, u E ~·) 

tt 

E a1kxk = O, i = 1, 2, „., 111 sau AX = O. 
k=I 

1) Cazul m = n 

i) Dacă D =F O, atunci sistemul este cramerian şi are soluţia unidL nul.', 
X1 = o. Xz = o. „., Xn = o. 

ii) Dacă D = O, sistemul admite soluţii diferite d e soluţia nulă (sintc111 
În cazul ~2). 

2) Cazul m < n 

Dacă p ( ~ m) este ordinul determinantului principal, cum De = O, rczult.1 
că sistemul are o „nedeterminare" de ordinul n - p. 

3) Cazul m > n 

i) Dacă p = n, atunci sistemul admite 11nmai soluţia nul{t. 

ii) Dacă p < 11, atunci sistemul are o „nedeterminare" de ordinul n - p. 
Exemplu. Să se rezol-te sistemul liniar 

{ 

X+ 

2x -

3x -

x+ 

3y + 2: =O,: 

y + 3z = O, 

5y + ~.:: =~ O, 

17y + 4: = o. 

Din matricea sistemului (m = 4, n = 3) deducem 4 determi11anţi de ord i 

1

1 31 nul 3, toţi nuli. Rezultă Dp = 
2 

- l = - 7 =F O(p = 2}; necunoscutd1 
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11rincipale sînt x şi y. Lui Dp îi corespund doi determinanţi caracteristici nuli. 
1 temui admite solu ţii nenule şi acestea se obţin rezol„înd sistemul 

{ 
X+ 3y = -2z. 

'2x - y = -3z. 

Î.[1sim astfel că sistemul admite o mulţime de soluţii , cu a arbitrar, 

11 
X= -- a, 

Î 
J= - -a, 

7 
z = a. a E R. 

•l) Ca z particular important (n - I ec'uaţii cu 11 necu noscu te) m = 11 - I 
11 - t. În această situaţie sistemul admite o mulţime de soluţii, el a·1ind 

11 .,nt'clt:t t rminare" de ordinul I. Dacă admitem că 

a:?l a"J,n-1 
atu nci 

On-1.1 Un-i.11-1 

, 11 11 arbitrar în R, iar D1 obţin indu -se din Dp prin inlocuirea coloa nei ;icu 
1 • l1irul-coloană 

(

-a1,n ) 
-a.l n 

•~n-1. n 

2.17. Polinoame 

'. L 7 .1. Poli·izoame cu coeficienţi comple:â 

I , ri ll ctctlgebr ică a 1mu i Polinom / E C [X j *) este/= (a0. a 1 • • •• ,an, O, O, O, ... ) 

li 

J• numerele complexe a0 , • .. ,an sint coeficie11ţii polinomului, .Y = (O, I, O, ... ) 
11alctcrminata (un polinom particular), n este gradul poli110111ul11i, a„ 

• "' nul liber, iar a0 cocf icie11tul domi11a11t . 
I 1 111 cţia polino:_ni;za!ci asociată po!i11 om11lui f E C [ .Y] es te o funcţie .f : C - C 

t"<>prietatea /(a.) = .f (:x), V':J. E C, /(rx.) fiind valoarea polinomului/ în o.. 

• t Tn general se poate considera inelul polinoamelor K[>.l, unde K este un corp comut>t iv 
"" de pildă Zp cu p prim. 

75 

http:comutJ.ti


Dacă f = ~. atunci_f = g. 
Există însă şi polinoame diferite, ale" c[tror funcţii polinomi;tlc coi1 ;cid. 

Excmp/ 1:. f(x) = .Y ~i g(.Y) = .Y3, f =I ţ, f, t E Z 3[.YJ ; 
I ·. 

" " " X o 1 2 

" " " ~f = g. /(.x) o I 2 

A " " g(x) o l 2 

Teorema împărţirii cu rest a două polineame. 

Oricare ar fi f. f! E CfXJ, g =I o. e~fsUi polinoamele unice q, 1' E c r.0J. as tfel 
incit f = g ] + r, grad r ·< grad g. 

Polinomul j s~ num·~şte de.împJrţzl, ; împărţitor, ! cît şi 1· rest. 

lmpifrfirea 11n11i poli110111 c11 X- a: lJ.:iril. fe C [.Yl şi a E C, alnnci ~xistă 
q E C [X] unic, astfel incit .f = (X - a) q -j · .1 (:7) . 

Hestnl împ{trţirii polinomnlui f E C [)!:']. .r =I O, cu X - 11 ~sk f (a). Hczult r, 
că a cesta se poate afla fări't a efec tua împărţirea. 

Scf11·111a li<i H orner ne a iută ;:l aflăm citul q = b0.Yn-i -i· b1.Yn-z -r- ... + bn_1 
al împ~rţirii polinomului j = a0 .Y" + a 1.Y"~ 1 + .„ + an . la polin omul g = 
=X - a pr~cum şi restul actstti imp;i.rţiri, r =/(a) =:--. ~b11_ 1 + "•· · 

a1 a1 I. 
a [;~- I = r ~ t{a) = 

Exemplu . Pcntrn f = X ·• .:.. 2.Y3 + 5.Y 2 . ;. -iX .+ i şi ţ ~ .Y + 
a·1em 

~1----2---:---: 
respcctb 'I = .Y3 + .Y 2 + ·LY şi r = •1. 

2.17.1.1. Divizibilitatea polinoamelor 

Definiţie. Fie f, g E C [X] douii polinoame. Spwum că polinomu{ r; diviit 
pe f şi scriem g I f da.că există q E C [.Y]. astfel incft T= 'fg . 

Se mai s pune că j este divizi/lil prin g, j este un multiplu al lui g sau cil. t: 
este un divfror al lui f. · 

Pro/>rietăţi. 1) Polinoamele de grad zero (adică -constantele 11cnttlc) di·1i i°l 
orice polinom. 

2) Polinomul g divide pc f =I O, dacă şi nuniai dacă restul î.mpărţi ri i 
lui/ la g este nul. 
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.ln ·particular X - tt divilile pe f °"' O, dacă şi numai dacă /(a) = I. 
J} Dac~ g diyide Pe/ l şi / °"' O, atunci grad f ~ ·grad g. 

4) Da.că aEC•, ·atunci afJJ. 
5 ) Di·1izibilitatea polinoamelor este reflexivă (f I/) şi traiu ilit·ă {f \ t şi 

I " = _r I "J-
GJ Dacă f I g şi g I f . atunci f şi g s:: numesc asociate în. di'fizibilit<!-te, adică 

111 E (*, astfel incit / = ag. 

2. 17.1.2. Cel mai mare divizor comun (c.m.m;d.c·.) 
al polinoamelor 

Definiţie. Un polinom d se mmzeş/e c.m .m .d.c. al ţolinoamelor f şi: 
I) Dacă d I f şi d I g. 

~) Dacă d' I f şi d' I g, a/1p1ci d' Id. 
nl ~un d = (f, g). 

r„orc:nă. Orice două polinoame f şi g admit un c.m .m .d .c. El se <lderrnină 
• 11 .dgoritmul lui Eucli<l şi este egal cu ultimul re~t nenul. 

C.mllJ>lu. Polinoamele f = X 2 - 1 şi g = (X + 1)3 an d =X + I. 

f't orwui. Dacă d este c.m.m.d.c. al polinoamelor f şi g. atunci exiştă. 
" "1 111 ;rnwlc 11 şi v astfel înciţ 

ttf -1- Vf! = d„ 

t 1 · fi11iţic . Do 11ă polinoame f şi g pmtne care d = 1se1111111csi_prime fnlre ·ele; 

I· •nn p/11. j = X 2 - X + 1 şi g = X 2 +X+ 1 sînt _polinoame prime 
11 111 · <'h.:. 

I· rr111b/11. Fie polinoamele f = X 3 şi g = ( 1 - X)4 prime intre ele .. Să se 
dit pll linoamele " şi v astrei ca s{L avem uf + vg = 1. 

llr:olvm·e. Incercăm 11. de gradul patru şi ~ de gradul tr~i. Nu reuşim. 
~ 11 "" ri'l 111 gradele lui u şi v cu cite o unita te. Fie ii = p0X 3 + b1X~ + b2X :+- 111 
I I a0 .\" ~ ~ - a

1
X -! . a~ . · 

:-OtTklll relaţia noastră astfe l 

I 11 lric 11;111 pe X cu O şi găsim a2 = I. 
l 111 pftrţim cu (1 - X)'°"' O, dcfrdi.m odată 

l11 lt11: 11im pe X cu ze,:o. Găsim a1 = ":!. 

lfr pt' ti11d aceastii. operaţie, găsim aB = 10. 

11, l ; v = 10 x2 + 4 x + 1. 

llo-1 voltăm pc 11 după puterile lui X - 1, sgb forma 

4 

(1 -X)0 

< „ (X - 1)3 + C1(X - 1)2 + C2(X '- 1) + C3 : înlocuim apoi Jille X= l 
, 1111 C3 = I. ' 
I I 1• ·1 io r împărţim cu X 3, derivăm succesi•1 de 3 ori şi !n locuim pe X cu l. 
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Găsim C~ = - 3, C1 = 1) şi C0 = - 10. 
Acum 11 = - IO(X - 1)1 + G (.\" - 1)~ - 3(.\ - 1) + 1 sau 

u = - l0.Y3 + JG_\~ - -15X + 20. 

2.17.1.3. Cel mai mic multiplu comun (c.m.m.m.c.) 
al polinoamelor 

Dr/iu iţfr . l.:n polinom m S/f nzmzcştc c.rn.m.m~c al pdinoamdor f şi g dac<i: 

1) fim şi g I 111. 

2) Dacii fi m' ş i g 1 m', atunci mi 11!'. 

Exemplu. P cntrn polinoamele f = X 2 .:_ şi g = {X + 1)3, ;ncm m = 
= (X - I) (X ...L IJ3-

Tcol' c iJlă. Dacă d este c.m.m.d.c. al polinoamelor f şi g, .atuncim = fg • 
' d 

2.17 .1.4. Rădăcinile polinoamelor 

D cfi11i/ic . .\"unl<lnd :t E C .<c numeric rădăcină a poli;zo1;w!ui f , dacei 

11umai dacă J {a) = O. 

Tceo1·rn1a 1 ui Tie:out . :>lnm[trul CJ. E C este r::iuftc ină a polinomnlui f =fa I) 

d::i c.l ~i numai dac[L (.\ - :r.) J j. 

Ihfi 11itic .• Vumăntl -x se 11 1m1e;>IF rădiicincl multiplă de ordinul pa poli110111ul11 1 
J "f O, dacă şi nw11ai da că (.\ - ?.)P divide pe], ia" (X-_CJ.)P+l 111t-l dh·ide pc) . 

Pr·ntru p = 1, r.ldCtcin[L se i:wne.şle simplă, iar pentru p = 2 ea se numrş1 • 
răJ,ici11ă dublă. 

T core1m1. :\'umrtrnl e< E C este rCulăcină multipliL de ordinui ţ ni polinom 11 -
Jui f, dacft şi numai dacă 

)}1.) = 0; -7'\:t.) = I); ... . J(P-ll(:t.) = Q; JIPl(:;r_) of. . Q. 

Tcorc111<i. Dac:t u o11 [L polinoame f, g E c :.\'"] au propriefat ('a că/{=) = !J I ) 
vrica n:: ar fi .:EC, a1u11ci/ = g . · 

T corcmii. Da.c[• fe C [.Y] estr nn poli1io111 d e grad n ~i x1 , x2, •.. , xn ~' " ' 
răuăc inil e lui cu ordi11ik de multiplicit;ite m1 , ; 112 , „., 11/n atunci 

u!:uc a0 c·ste coeficientul dom ina nt al lui f, i;:ir 

m1 + n12 + ... --7- 1nn = grad /. 



2.17 .1.5. Rădăcini comune la două polinoame. Rezultant 

DaU11iţie. Se numeşte rez11lta11t a două poli11oame . 
f = a0Xn + a1xn-i + „. + an şi g = v0 X"' + b1xm-i + ... + bm, 

1lt lcrmi11tmtul 

ao a1 a2 an o o 
o a1 a~ Un-1 an o 

l" 
linii 

.................................. 

R(f,g) = 
o o o ao an 

bo bl b2 bm o o 

l" 
o bi b2 bm o o linii . ····· .. . ........... .. .. ... .......... 
o o o bo bl bm 

Teoremă. Polinoamele f şi g au cel puţin o rădăcină comună, dactL şi 
nu mai dacă R (f, g) = O.· 

Exemplu. Să se afle valorile lui m E R. pentru care ecuaţiile -1' 2 + mx + 1= 0 
I x" + x + m = O au o rădăcină comunrL. 

R ezultantul celor două polinoame f = x2 + 111,~ + 1 şi g = x 2 + x + m 

I ll' 

m 1 o. 
o m • 

R(f, g) = = ma -
0

3111 + 2 . . 
l· „, IJ 

o 111; 

l)in_R (_f,g) =O rezultă m1 = m 2 = 1. · '710 = - 2. . 
1·~ ntru m1 = m2 = 1 ecuatii-le coincid şi •.a.u două răd iici n i comune, iar 

1• 11l rn m3 = - 2 ecuaţiile au o singuri:'1 rădăcină comuni:'L C1. = I. 

. 17 .1.6. Polinoame ireductibile 

/J · fin!ţie. Un polin.om / se niwuşte ireduct ibil p este corpul • comdalit> f n 
• 11 f coeficienţii lui i au valori dacă 1111 există g şi h, poli11oamc cu coef icienti 
I r1 rrlaş i corp, astfd incit să avem 

f = glt, grad g, grad lt < grad /. 

l'ulinomul j s e num~şte red11ct ibil peste corpul rC'spccti-1 in ca7 co ntra r. 

I 1c•11ple. f = X 2 + 3 este iredu ctibil peste R; f = X~ - 'I est e 'reductibil 
li- H. fiindcă X 2 - 4 = (X - 2)( .Y + 2); j = X 2 .- I C's te ireductibil 
' " R dar reductibil peste C. 

f'1orcmă. Un polinom cu coeficienţi într-un corp comutativ, d e grad n > I, 
11 1 cd uctil:Jil peste acel corp dacr1 şi nnmai dacă polinomul nu are rădăcini, 

111 1 <•r pul respectiv. 

rcorcmă. Un polinom f E C [X J C'ste ireductibil (a<jică nu poate fi factorizat) 
' •• 1 ~ i numai dacă este de formo. f = a X + b. 
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Teorcmi. Fie j e C [X] un polinom ireductibil. 

Dacă j di,ridc produsul de polinoame f 1/ 2 .•• fn, atunci I divide cc! p11!i• 
unul din fa ctorii produsului. 

2.17 .1. 7. Ecuaţii algebrice 

D!finiţie. O ecuaţie clcfonnaf(x) =O, undef =fi O este im poliuom, se 1111111n t1 

ecuaţie algebrică ca o singură nccu11osc11/ă. 

Teorema foi A.bel-Ruf fini. Ecuaţii Ic algebrice de grad mai marc de< ii 
patru nu se pot r ezolva prin radicali. 

T eorema l.ui D'Alcmbert-Gri11ss. Orice ecuaţie algclridl 

de grad mai mare decît unu sau egal cu unu, are cel -puţin o rădăcină (cn 111 
plexă). · 

Ţeore-ină . Dacă un poliuomj ele gradul n-sc anulează pentru n + 1 nnnwl' 
distincte, atunci f = O. 

Forniulcle l1â. lTiele. D;ică numerele complexe x1 , x2 , „., Xn sînt rădăci1111r 
polinomului j e C [X ] . j = a0xn + a1x 11 - 1 + ... an, a0 o# O, atunci 

H 

., 

X1 .1'2 . „ X/; + .i-l.r2 ••. X 1<-1X1<+1 -~ ••• + Xm_k+1Xm-k:r2 „. Xm = (- l)k ~ 
a, 

X 1Xz 1·• Xn =-= ( - l )n ~ • 
ao 

2: 17.1.8. Formula lui Taylor şi formula lui Mac-Lauri 
pentru polinoame: 

f(X + h) = f(X) -:- ..!:_ j'(X) + "
2 

f"(X) + „. + h" j<">(X). 
l! 2·1 n! 

. \" )('' xn 
/(X) =f(O) +-=-noi+ :_::/"(O)+ ... + ::........:...Jin)(O). 
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2 .17 .2. Polinoame cie coeficienţi reat-r:. 
Ecuaţii algebrice 

Teore1ml. Orice polinom f E R [X] de grad impar are cel puţin o rădăcina. 
rc·ală. 

Trforemă. Dacă un poli!lo·m j e R [Xl admite pc CI. = a + ib, b #- O. drept 
rttrlrtcină, atunci el admite ca rădăcină şi pc oc = a - ib, adică/ (a + ib) =O=> 
= j (a - ib) = b.· Rădăcinile CI. şi oc au acelaşi ordin de multiplicitate. 

Teoremă. Orice polinom f.e R [X], grad/;::. 2. are un număr par tlc rădăcin~ 
ru mplexe. · 

Teoremă. Dacă f este un polinom cu coeficienţii reali şi pentru a. b e R 
a·rem f (a) • f (b) < O, atunci fare cel puţin o rădăcină reală între a şi b. 

Teoremă . Intre două rădăcini reale consecutive ale lui f E R [X] există. 
< "1 puţin o rădăcină a lui f'. 

Teoremă . Intre două rădăcini reale consecufr1e ale derivatei lui f E R [X} 
<''\:isUi cel mult o rădăcină a lui/. 

Teore>nă. Un polinom f e R [X] este ireductibil dacă şi numai dacă este de­
fcmna f = aX + b, cu a -=fa O sau/= aX2 + bX + c, cu a. #- Oşi b2 - 'lac <0. 

Teorema _factoriziirii. Orice polinom f E R [X) de grad mai mare decît 1' 
• • 111 egal cu I poate fi factorizat (descompus în factori ireductibili) astfel 

_f = a0 (X - x 1)Pi „. (X - Xk)Pk (X2 + b1X + c1)•1 ... (X2 + b,X + c1 )'•, 

unde xl' „ „ Xk E R.. iar bi - 'lc1 < O. „„ b~ - 4c8 < O. 
Şirul lui Rolle. Fie/ e R [X] ~olinom şi el' c2;._„, cm rădăcinile reale ale 

rleri·1atei/'. Fie I Cj I ..;::: 111, j = I, m. Atunci şirul 

f(- M), f(c 1). f.(c~), „„f (cm) . f (M). 

~ numeşte şiml !ai Rolle a sociat polinomului f. 
Teoremii. )[umărul rădăcinilor reale simple ale unu.i polinom j E R [X) 

•ste egal cu numărul de ·1ari:iţii de semn ale şirului lui Rolle. al lui/. . . 

Exemplu. Pentru f = 3X4 - 'IX3 - 12 X 3 ·- 12 avem 

_f' = 12X(X2 - X - 2) . D eci c1 = - I, ~~ =·O şi c3 = 2. 

Construim şirid lui Rol le 

:rx) l 
-oo -1 o 2 +cei 

+ + 
Rezultă că p:>linomu 1 f are dou5, rădă<;:ini reafo simple x1 e (-oo, -· şi X~ E (2, +co) .. 

2.17 .3. Polinoanie cu coejic'ienţi raţionali. 
Ecuaţii algebrice 

Teoremă. Dacă un polinom f E Q [X] admite pe a. = a+ b {i (a, b e Q. 
li rf. O, de R" Q) drept rădăcină, atunci el admite şi pe ~ = a - b .[d ca rădă­
' <ll ~L , adică. f(a -i- b .fi) = O~/ (a - b {di =:= O; a+ b .fi şi a - b,/d au. 
nt • la ~i ordin de multiplicitate. 

1; - Tabele şi formule matematice - c. 11 313 8l 



2.17.4. Polinoame cu coeficienţi întregi 

T r:crcmci. Dacă un polinom_( E Z :.\' ; , ;; rad_(~ 1, admite o rădi•c ină raţio-

11 a L"t oc = f!..., (p, q) = 1, alunei p di ·1idc termenul liber an (adică p I an). 
q 

-iar q di·1id c codicientul dominant a0 · (adică ql a 0). 

lii narticular dacă f E Z [X j arc o r[Ldilcinit întreagă oc = p, atunci aceasta 
-~slc Ull di·1i7.or al tC'rnJt·JJu!ui Ji\J('r ""· 

2.17.5. Aproxi11-zarca rc'fdăcindor iraţ1:011ale ale 
poli1loa111elor j E R [X] 

J\ldoda coa rdei ( Rcgu!a_falsi): D.::ic[1 _f E R C.YJ are în (a, b) c: R t• răd[,cin[, x 11 
..'L lunci 

b - a -
x0 ~ a - - ----,-c--- _t (a). 

f (/;) - j(a) 
( l) 

,1Jctocla tangentei sau metoda l11i N cwto11. D::icr1/ER[XJ arc- 111 (a, b) c R 
o rădăcină x0 , alunei 

-sau 

- J(a) 

l(a) 

_/"(b) 

(2 ) 

(.1) 

l:'.w;:p !11. Fie polinomul f = X 3 + x~ - 2 IX - 20. Se ~tic C[L el admite· 
ră1!.·u· i : 1a .r0 E (4; 5 ). S[1 sc dC'lerminc x J c u două zc:cimal e exGcte. 

S ,l/ :c;ic. :\umărul .r0 es te r{1dăc i11{1 a lui/, deoarece /(4) = -2~ < O ~i 

f (5) = 25 > O. Luăm A (4, - 24 ) B (5 .25) pc graficul lui _f . A·r(·m a stfe l 
a = 4, b "~ 5, / (a) = - 24; _( (b) =~ 25. Cu form ula ( l) găsim 

' 
(oc) 

l'•' utru a aplica formula (3). calcu!ru11 clcri·1alclc lui/ şi anume/'~~ .>X~..;­
..!. l. .Y - 21, /" = 6X ..; . 2. Obse r-.1cu11 cft _f"(x) > O, 'h- E (4; 5). Avem apoi 
j'(u) = td , iar (3) ne permite să scrie m 

25 
x „ = 5 - - : .:·" ~ 4,6 

- (d 
(~) 

ricC::t!'C diu IllllTI C' rC]e defi nite d e ('l.) Şl ( ~ ) CS((' O valoare aproxilllGtiVtL 
?C:!1tru ~i-0 • 

l.'11 t~m obţine o ·1;tloarc mai apropi;1lă: d e x0 , care se 
{4 ,5; 'l,G). dacă itnăm proci·doul. Deci vom po rni ele- la 
~i n1 \1,ii; l,S9GJ ~i ·1om gft,i 

x~ ~ 4,.56221 , rcspccti·1 x; ~ 4,56 .131. 

află in intePalul. 
A 1 (1.5; ·-3, 125) 

E·1idcnt ddc1cina ~-0 . calculată Cll do11ă zecimale cx:i.cte, C'Ste x0 = 4, 5G. 
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2.18. Structuri algebrice 

. 2.18.1. Lege de compoziţie internă 

Lege de compoziţie internă definită pe o mul!ime E "# 0· Orice aplicaţit' ip· 
definită pe E x E cu valori în E: 

'fi: EX E-+ E, (x, y)-+ qi(x, y) 

(• numeşte lege de compo:iţie internă sau simplu lege internă. 
Elementul qi(x, y) din E se numPşte compus11l lui x cu y prin 9 şi este un­

c:lement unic. 

Xotaţii pentru legea qi: •. o. J__, Ţ, (\,V, +, ·El:), 0. În notaţie aditi­
•11l scriem qi(.>: , y) = x + y, iar în cea multiplicativă qi(x, y) = ;i:y. 

Exemple. Se ştie că 'rix, y E N avem x + y E N, xy E N. Deci adunarea şr 
i11mulţirca numerelor naturale reprezintă. legi de compoziţie interne definite 
p · N. 

Parte stabilă a unei mulţimi E ol 0· O submulţime Sa lui E cu proprietate~ 

'I x, y E S, q>(x, y) E S 

• r numeşte parte stabilă a lui E în raport cu q>. 

Exemplu. Submulţimea P a numerelor întregi pare este o parte sta11ilil. 
" lui Z faţiL de adunarea numerelor întregi. 

Proprietăţile legilor interne. 

Asooiativitatea. O lege de compoziţie • definită pe E x E cu valori i11 E 
.,,. numeşte asociativă dacă. 

'Ix. y, z E E. (x • y) • z = x • (y • z). 

Î n notaţie aditivă. aceasta se scrie: 'rix. y, zeE. (:t' + y) + Z;= x + (y + ::). 
'" r în notaţie multiplicati-d1 aceasta devine 'rix, J'. z e E, (xy) z = x(y:) . 

Exemple. 1) Adunarea şi înmulţirea numerelor raţionale sînt legi de 
• n111p0ziţie asociative. 

:?.) Scăderea şi împărţirea numerelor reale nu sint legi de compoziţie aso­
i 1,Lt i·1e . 

. 1) Compunerea funcţiilor definite pe E cu valon în E este o lege de com­
f' l'I Ziţie asociati ,1ă. 

Comutativitatea. O lege de compoziţie • definită pe E X E cu valo:·i in E 
<· numeşte comutativă dacă 

Vx,yEE, x•y=y•x. 

Exemple. I) Reuniunea şi intersecţia mulţimilor sînt operaţii a sociati'rc-
1 comutatbe. 

~) Compunerea translaţiilor este. o lege de compoziţie asociativă. 

Elementul neutru . . Un element e E E se numeşte element neutru peutru o­
l1·1;c.: de compoziţie • pe E, dacă Vx E E, x • e = e • x = x. 

Exemplu. Zero este element neutru pentru adurnire pe N, Z, Q, R, iar l 
r te clement neutru pentru înmulţire pe N, Z. Q, R. 
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Teoremă. Dacă. o lege . internă admite ua clement neutru, atunci. acesta 
-este unic, · ' 

Elemente 1·cg1tlale (simplificare la stinga. şi simplificare Ia dreapta). Fie E 
-0 mulţime nnidă înzestrată cu o lege de comp0ziţie •. Dacă din relaţia x •a= 
= x • b rezultă a = b, spunem că x este clement (di11 E) cu care putem ,,sim­
plifica" la stinga. Dacă d in rc-laţia a • y = ·b • y rezultă a = b, spunem că 
y e E este un clement cu care putem „simplifica" la drlapta. · 

Exemplu. În (N. -T· ) a·1em a. -+- x = x + b...,.. a= b; a, b, x e.N. În schimb 
fo (N, ·) din 2 ·O = 3 ·O, nu putem. dcdt.:ce 2 = 3. 

Eiwunte sin,etrizabile. Cu clement x e E se numeşte s imelriiabil faţă de 
legea • (cu elementul neutru e), dacă 3x' E E. astfel incit ;r' * x = ;i· • x' = e, 

Elementul x' se numeşte si111dricul lui x şl este w1ic. 

În nota ţie aclifr1ă x' = - x şi se numeşte opusul lui x, iar Îll notaţia 
muJtiplicati-1ă x' se notează x-1 şi se numeşte i11v~rsul lt:i .t. 

Exemplu. În mulţimea matricelor pătrate de ordinul ·11 , cu cleri1c.:nt.cle 
<iill H, inzestrat i\ cu opc.:raţia d e adunare, o matrice A are drept simetrică. 
p e A '= - A. Î11 mulţimea claselor dP reoturi modulo 5, îqzcstrata cu operaţia 

/\ A A A A A /\ . 

<ic înmulţire avem l' = 1, 2' = .3 ; 3' = 2, -:!' = 1. 

Dislributit'ilalea. Fie E o mulţime Jlev idă înzC'stratl cu dou{L leg i de corn­
.poziţie J_ ~ i Ţ. SpuJJem crL k gca T es te distrib11lic•ă faţă de lc·gca.J_, clacă 

Vx, y, ;; e E, avem 

x T (J' J_ .:) = (xŢ y) J_ (x T .:) 
(y J_ .::) T x = (y T x) J_ (z T x). 

(Distribuh'lilictca celei de a c\ou:i 'legi faţă de prima lege, l;i, stî11g<1 şi la 
<lreapta). 

Exemplu. În mulţimea P(E) a. părţilor u1tei mulţimi E inte r~ccţia este 
-distributivă faţă. de i:cuniune şi reciproc. 

2.18.2 . Grupitri 
Definiţie. O mulţ i 111 e G mi•idă -în.:cstrată Cit o lege de compo:iţic * ~c iz11111eşt1 

.grup, dacă verifictl urmă/oarde axiome (m1mitc axiomele gruţ·11li1i): 

G1 : V.v, y, :: E G, ~- * ~·) • z = x • (;• * >) (asociati·1itate) 

G2 3eEG, VxE G, ."(~ c = e• ."( = x , (existrl element neutru) 

G 3 Vx E (;, 3x' e G, x • x' = x ' * x = c (orice x are un simetric x') 

Dacă în plus lege<l; verifit[L şi axioma: 
G4 : Vx, y e G, ."( • y =-)' • ."( {ccmutativitate), atu1,ci grupul (C, •) se 

f1um.c~tc comutativ sau abâian. 

E.vemple: (?:, +), (Q*, ·) sÎiit grupuri ahlic r,c; (R, ·) nu este un grup 
fiindcă O Jiu a rc simetric: (N, +) nu este grup fiindcă elementele nu au simt-
irict · tot în N. · 

Mulţimea rădăcinilor ecuaţiei x4 - 1 = · O formează un grup multiplicativ 
.abelian. 
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Grupul ·1ui Klein ( f e, a, b, c}, t) 

• „ • 
e e " 
" a e· 

b b c 

c c ii 

es te un exemplu de grup cu '1 rlemcnte. 

o;eraJii într-1111 gr11p (G, •) 

I. 'rix, a, b E G, X. a= X. b = Q. = i>. 

'r/y, a, b E C, a• y = b • y = a = b. 

c 

• c 

c b 

e a 

" e 

2. Intr-u{i grup (G,. •) ecuaţiile x •a= b ~i c • x = d, 'r/a, b, c, d E G, a1> 
soluţii unice în G, anume · X = b • a' şi )' = c' • d. 

3. FieC11ngrupmultiplicati'I. Daci\ punem, VaeCşi 

{ 
e. n =O 

"':11 e~':an = . · 
an- 1a, n;;.. 1 

atunci avem 

'r/111. 11 E N, <1"'an = am+n; (am)n =.dmn. 

Acc.~tc proprietăţi.·cu ajutorul diefiniţiei : 'r/11 .E Z /N, an= (a-ni-1• se extind' 
~i h .exponenţi din Z. 

2. 18.3. Inele 

Ddiniţie. O mulţime A nevidă, inzesil'ată cu două le?i interne (pe care le: 
vom nota+ ş i' ·) se num~şte inel, dacă verifică axiomele. următoare {nkmit~ 
axiomele inelului) : 

G1 : „h, y. :: EA, (x + y) + z = x + (y + z) 
G2 :30AeA, 'r/xeA · O.A+x=x+O..t=X. 

G 3 : Vx EA, 3x' EA; x + x' = x + x = O..t. 

G~:Vx,yeA, x+y.=y+x. 

;.r1 : Vx, y. z EA, (xy)z = .t'(yz). 

J..12 : 3l.4EA, · 'rfxeA, · x: 1..t = l..t • x = .-.:, 

D 1 : 'fa, y, z EA., x(y + z) = ~y + xz. 

D~ : Vx, y, zeA, (y + z) X= (yx) + (zx). 

Dacă înmulţirea este comutativ11 [ .Vx, y e A, xy = yx], inelul A se numc~te 
inel comutativ. 

Elementele care admit simetrice faţă de . înmulţire se numesc u11ităţi sau 
tlrmenle inversabile ale inelului. 

Un inel este fără divizari · ai. lui zero, dac11 pentru. xi= O şi y i= O avem 
A ' i= 0. 
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Exemple. (Z, +. ·) este un inel comutati·1 numit inelul Îlllregilor raţicnali. 
lQ, +, ·), (R +. •); (C. +. ·) sînt inele comutafr1e. De asemeuea avem inelPle 
' le polinoame Z[X] , Q[X], R[X], C[X] şi inelnl claselor d e resturi modulo n. 

Rcr;rtli de calczJ într-un inel :, . ··i. 

J) IJX E°A, X0,i =OA' X= 0,i. 

2) 0.4 # 1,,.. 

3) \;Ix, y EA, x (- y) = (- x) y = - xy. 

-!) Vx, y EA, (- x) (- y) = xy. 

5) \;Ix EA. - (- x) =.'I'.. 

fi) l/.r, :v.:: EA anm x (y - z) = xy - :r:z şi (;r - y):: = xz - ;·z. 

7) 1"11tr-un ine l fără di ·1izori ai lui zero este valabilă simplificarea la stînga 
~; la drl'ap ta. 

2.18.4. Corpuri 

D<"finiţie. Un inel K penin• care Ox #Ix şi orice x din 1\, x # OK are 1m 
i;imct ric ;,-1 fafă de înmulţire se 1mmeşte corp. 

U n corp se n11meşte comwtativ, dacă. înm•lţir~a este comutafrdt. 
Deci axiomele corpului comutativ (K, +. ·) sînt: 

A1 I/ x , y, = E K, (x + y) + z = x + (y + =). 
,\" 3 OK E K, V X E K, OK+ X= X+ OK= ,. 

A3 \;I X EI\, 3 { -x) E ]{ X + ( -x) = ( -x) T X = 01(. 

1\[1 V x , y. z E /,·, (xy) z = x(y=). 

l\fe 3 lKEH, \;l x eJ<, x· 1K = lk x = x . 

l\[3 V x E K\ {OK}, 3 x-1 E ](, xx- 1 = x - 1x = IK. 

l\! 1 I/ x. y E /,", xy = yx. 

D V „, y. z E !(. x(y + z) = xy + xz. 

E.rcmple de corpuri comutative, (Q, +. •) , (R. ...!... ·) şi (C, -;-, ·). 

Corpul claselor de re~ turi modulo, p, cu p număr prim (p ;, 2). 
::lf uiţi mea matricelor 

(:I 

~)· 
( A 

~)' (~ A) (~ ~)· u ~)· c D· l~ 
2 

l ~ ' A 

u 

(~ ~)· (" ~} n S\ 2 
A ~) \O 2 

c n Ll c.: m~ nte în ZJ, Î ilzest~ată c u ad unarea şi înmuiţirea., este un corp. 
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Teoremei: 1. Corpurile nu admit di'Jizori ai lui zero. 
2. Elementele diferite de zero dintr-un corp formează. un grup faţă de­

inmulţire. 

2.18.5. 1Vlorjisme (omomo1/isme) 

Fie E şi F două mulţimi înzestrate cu structurile algebrice (S) şi (T). 
Admitem că sînt date o aplicaţie asociind- la fiecare lege internă T relati-Jă 
l ~L So lege internă _l pe F relativă la (T) şi o aplicaţie asociind la fiecare 
l<>"e externă• pe. E , a •1ind drept dbmeniu al operatorilor pe .Q, o lege externă. 
-; pc F, cu acelaşi domeniu de operatori, aceste aplicaţii fiind bijecti'1e. 

O aplicaţie f: E-+ F se numeşte morfism relatÎ'I la structurile (S) şi (T) 
ducă 

1) V x, y E E, f(x _l y) = f(x) T _f(y). 

2) V {11, .r) E D.xE, ((). • .r) = ;\ .- f(x). 

Jtlorfism (omomorfism) de grupuri. Fie (G, •) şi (G', ·) două grupuri. Se· 
1111meşte morfism de grnpuri o aplicaţie f: G-+ G' pentru care 

V :r, y E G, f(x • ·y) = f(.r) • f(y) . 

'Jlxempz.e. 1) :\;-i'ic3.ţia f: (R*, ·)-+ (M2 (R), •), cu f(x) = (~ ~} • unde­

~ l,(R) este mulţim':!a matricelor nesingulare de ordinul al doilea cu elemente­
" 'a lc t·ste un morfism al grnpului (R*. ·) în grupul (l\f2 (R), ·), 

2) Grupul multiplicati'1 al numerelor complexe nenule este omomorf cu 
grupul multiplicafrr al numerelor reale pozitive prin /(z) = · Iz I· 

Teoremă. Dacă feste un mor!ism de la G la G', atunci f(e) = e' şi 'ix E G 
fl'tetn /(x') = (f(x))' . 

.\!orfism (omomorfism) de inele. Fie (A, +. ·) şi (A', +. ·) două inele. 
Se numeşte morfism de inele o aplicaţie _f: A-+ A' pentru care 

'r/x, y EA, f(x + y) = f(x) + f(y); f(xy) = _f(x) • f(y); /( ll = I'. 

Exemple. 1) Aplicaţia care asociază. oricr1rui' întreg raţional clasa de res­
i11ri modulo n este un morfism_ al. inelului (Z, +. ·) în inelul claselor de res­
tnri modulo n, (Z/nZ, +. ·). 

2) Aplicaţia /: (C, +. ·)-+ (Z + 1122;, +. ·), de la inelul numerelor com­
plexe la inelul numerelor de forma a + YZb, cu a, b E Z definită prin 

f(a + ib) = a + b .jz 
1•, te un morfo,m de inek. 

i'vforfism (omomo1/ism) de corpuri. Fie]{ şi K' două corpuri. S(' uumc~te 
mor,fism de corpuri o apli_ca ţie f care este un morf ism de inele de la J\ la li.'. 

2.18.6. Izomorfism 

Fie E şi F două mulţimi Înzestrate cu structurile algebrice (S) şi (T). Se 
1111111cşte izomorfism al lui E în F, orice morfism bijectiv. 
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Rezultă astfel im ed iat dcfiniţiik izomnrfismelor de grupuri. de i·nele şi 

de corpuri. 

E.templu. Fie grupurile (C, • ) şi (C. ·), unde 'ri x, )' E C, x • y = x + y + 
:Şi X • y = X + y + i. 

Atunci f: C-+ C, cu f (:) = iz. este un izomorfism de grupuri. 
Jnelul intregilor lui Gauss ( (z Iz= x + iy. x, y E Z}, +. ·} este izomorf 

<:u inelul matricelor ( { M = ( _; :)\ X, y E z}. +. ·) prin func ţia cu valori 

matriceal e: f~x + 1y) = ( : y) · 
-y X 

2.18.7. A utomorjismc 

Se n umeşte az.ilomorfism orice i<oni orfisnz d e la E la Io. 
Exemple. I ) Fie E grupul multiplicati-r al numerelo r reale ncnu k . Atunci 

f{x) = x 2m+ 1, m E N, este un automorfism de la Ela E. 
2) Fie A un inel. Dacă a EA admite un inve rs a-1• atunci / {x) = a X a-1 

~ste un automorfism al lui A . 
.l ) Fie (C, +. ·)corpul num erelor com plexe. Apl icaţi :i f: C ~ (. r: u f(: ) = z 

este un aulomorfism d f" la C la C. 

2.18.8. Endonzorjisme 

Se 11wnr,ste e11do111orfism orice morfişm de la L /,1 E. 

Exemplu. Fi t' E grupul m\1ltiplica ti'r al numerelor realf" nenul e. Alun ei 
j(x) = x m, 111 e N*, f"ste un e ndo morfism de la E la E. 

2.19. Spaţiu vectorial 

2.19.1. Lege de compoziţie externă 

Definiţie . Fie D. şi J\f două mulţimi nevid„. Se 111t1llEŞlc lef!C de rn :npoo i /i e 
.exl cniă orice aplicaţie de la 11 x Iv! la 1W. 

Astkl la orice IX din 11 şi x din 1\f corespund e "" singur cl ement (o singură 
imagine) in Af şi pc care- îl (o) ·rom nota IX• x sau •_;, (:ic. x j . 

Se scrie <li : n X M-+ J\f sau {cr., ;r\ -+ (J. * X. 

:'.\!ulţimca Q SC numeşte dn1ne11i11l operatorilor , IX E 11 purlind ll1111lt"ie d c­
~perator sau scalar, iar mlllţim ca ;H se numeş te nrnl(m!ea vcctorilcn-, orice 
x E J.f numindu-se vector. 

Orice lege inte rnă • definită pc EX E cu valori în E „ (x, _y) I-+ .> • y . 
poate fi considerată drept o lege ex ternă dacă, domeniul operatorito r 11u 
mai este „exterior" faţă de E. ci es te tot E (în cele ce urmează vom vedea 
-eă R este un spaţiu vcctor;al pc ci însuşi, considerind mulţimea operatorilor R , 
iar mulţimea -,cctorilor de asemenea R). 

Exemplu. l11m11lţi rca vcctoril01· de poziţie Ctl im scalar. Fie n = R şi~'.[ c= R3 • 

mulţimea vectorilor d e poziţie r = xi + ;; + zk ai punctdor P(.r, r. -.:) 
<iin R3 . Prin definiţie (cr. . r' )1 -+<:< r reprezi ntă vec torul de poziţie al unui punct P', -definit as tfe l : J Of'' I = I<:< j r .. P ' se află pc dreapta determinat~t de O şi P, 
de aceeaşi parte c u I' cînd IX> O ş i în partea opusă cînd IX < O. L egea de com­
poziţie externă delinit[t pe R X !VI cu ·ralori în M, cu (IX„ r) I-+ IX r ~c numeşte 
-înmulţirea vectorilor de poziţie cu scalari . 
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2.19.2. Spaţiu vectorial 
Fie (K, +, ·) un corp comutafr1, li'[ o mulţime înzestrată cu o lege d" 

' ompoziţie internă notată aditiv şi fie o lege externă de la K :< 11! la !Yl, 
no tată multiplicativ. 

Se numeşte spaţiu vectoriai peste K tripletul (M, +, ·) care verifică 
u rm[ttoarele axiome; 

I { ~: 
3. 

'1. 

V x, )', z e M, (x + y) + z = :!: + (y + .z) 

V x, y E M, X + y = y + X 

3 OM E !vi, V X EA!, X + O,u =OM+ X = X 

V x e M, 3 (-x) e M, x + (-x). = ( :-x) + x = Ot.t 

{ 

5. V.xe M, 
II 

6. V C't, (3 E ]{, 

Jll 

V X E 11l, ex(f3x) = (ex~) x 

(ex + (3) :!: = C'tX + [3x 

{ 

7. Vex, (3e I<, V xe M, 

8. Vexe 1,· V .Y , ye J/, ex{x + y) = exx + ay. 

Exemple . 1) Fie I< = R = M; atunci (R, +, ·) este spaţiu vcct6ria. 
pr te el însuşi. 

2) Mulţimea soluţiilor ecuaţiei difere11ţiale y" + y = O, M = {<;> ; [a, b] c 
• R -. R J cp"(x} + cp(:r) =O, Vx e (a, b)} înzestrată cu operaţiile naturale 
•lt' adunar a funcţiilor şi de iumulţi{e cu scalari a acestor funcţii, este Ul\ 

p..L ţiu vectorial peste H. 
3) Mulţimea C a funcţiilor definite şi continue pe un interval [a . b] c R, 

• 11 val ori reale, este un spaţiu ·1ectorial peste R faţă de operaţiile naturale 
• • adunare a funcţiilor. (V/. g E C şi V.!: e ~a, b] . (.f + g)(x) = /(x) + t(x)) 
11 d · înmulţir~ a ac~stora cu scalari. (\I)_ e R şi 'rl/ e C, (A..f)(.!:) = A/(x)). 

Consecinţe ale ax:omclor spaţiului vectorial. 

I. Voc. f3 e K şi Vx. y e M, a·1em ex(x - ;)') = exx - ex)' şi (.x - ~) x =­
ax - ~x. 

2. Va e K, aO,u = O,ir· 

·1. VxeM, (-Ix) x = -x. 

-~- (J. .l.' = OM=> :t. = Ox sau ;!,' = o.~I· 

2. 19.3. Bază. Dependenţă şi independenţă liniară 

Bază. Fie M un spaţiu vectorial peste K. Elementele e1, e!, •. . , en din M 
• o nstituie o ba:ă a lui llf dacă; 

" 
1) V x e Jv[, 3 :xi' .... rfn .e X astfel incit x = E C"tie;. 

•=I 

" 
2) E ex1e1 = O, cu · C"t1• „., a„ e K, implică C"t1 = cx.J = „. = ~. = OK. 

i=l 
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Exr-111ple. I) Vectorii e1 = (I, 0.1. c2 = (O, 1) constituie o bază a spaţiului 
vectorial al vectorilor de poziţie din R2. 

2) Vectorii e1 =. ( 1, O. O), c2 = (O, 1, O) ~i e3 = (O, O, 1) constituie o bazr. 
a spaţiului vectorial R3• 

Combinaţie li11ia1·ă cu coeficienţi fn K . Fie x E 11/ un vector. Vectorul 11 

e''. te o combinaţie liniară a vectcrilcr x1, x2, ' ··• ~ m din 111. dacă ~cr.1 , ~· ••• , a.„r:K 
astfel incit 

Jndcfc11drnfă ii11iară. Vectorii x 1 , .„, x 111 din M se numesc liniar i11dependmţi 
dacă · 

implicil :t.1 = :t.2 = .„ = c:Jm = Oi.:. 

li:n.mplu. Vectorii (I, O si (O, I) diu R" sînt liniar independenţi sau distincţii 

IJcprndenfci li11ia ră. Vectorii x1. „„ :(m E 11! se numesc liniar dependenţi. 
dacă 3:xl' .. „ o-.m E J(. nu toate nule, astld incit să avem 

Exrnzflltt . \ "ecto rii (2. 2) şi ( I. 1) cliu R2 sînt liniar depende nţi. fiindcă 
(2, 21 - 2 ( I. 1) = t'J. 

C6on/0:1,1lcle wwi vector într-o ba~ă. Dacii e1, ~2 •••. , en e,;,te o bază a spa­
ţiului ·1ectorial ,1{ peste }{ şi x E 111, atunci scalarii cr. 1, •. „ Cl"n E J,, u11ic deter-

n 

mino.ţi, '1.ot fc·l in cit să a·1cm x = ~ ettC;, se numesc cocrdonatcle uc/orului 
i=I 

x in 1.>aza rcsptcc ti ·1ă. 

E :.:<':nplu. \"ectorul ck poziţi e r (2, 3) iu baza c1 = (I, O), e~ 
are cc.ordonatele :.c 1 = 2. ~ i (/' = .J . 

:2.19.4 .. Transfor mâri liniare 

(O, I) din - Jt~ 

Fie ,lJ şi M' clouă. spaţii ·1t"ctorialc peste J,". Orice aplicaţie T: M--+ fi.I' se. 
TiunH:)fr /ra11 sfun11ai•e li11iai:â ~au opaalic liniară, dacă arc:. proprietăţile; 

1) Vx. y E Jl, T (.r -'- Y.1 = T (.r.l --- T (y); 

'2). V:t. E 1'", '<Ix E J[, Tf. :1. x) = ·:tT(.1). 

ExrmJ!c . I) Fie Cl (l) mulţimea fuucţiilo r de clas:, C1 definite· pe !. 
rl Fi t" _ optcraţia prin care unei fun c tii din C1 îi a sociem derivata sa. Deci 

d .i: 

(T/) (x l = (..:!._ .r) (.v) = .l'(x) . Accast:i operp.ţie este o operaţie li:1iar1. 
d .r 

2. Trai;s formarea de· la R2 la R 2 definită astlt"l: 

.\' = X - )', y' = r - :)' 

este o transformare liniară. 
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2.20. Folosirea tabelelor 2.1-2.7 

Tabela 2.1. Coeficienţi binomiali 

Tabela conţine coeficienţii binomiali, q, O .;; k .;; n. care a~ar în dez-

" 
voltarea binomului lui Newton: (a..:- b)" = B C~a11 -kbk . În prima coloană 

. k-0 
se dă 11, iar în celelalte q. . ... , C~ de lan = I la n = 15. Folosirea tabelei este 
imediată: ne alegem n şi apoi, pe aceeaşi orizontală cu n, citim C~. k = O, l, ... ,11, 
ca re ne interesează. 

Tab e 1 a 2.2. Logaritmii zecimali ai numerelor de la 1 la 100 

În această tabelă sint date mantisele sau părţile zecimale ale logar!t-­
milor numerelor întregi cuprinse între 1 şi 100. In coloana X sînt trecute 
numerele de la I la 99, cifra zecilor fiind scrisă o singură dată . '.\Iodul de 
u tilizarea al tabelei rezultă imediat. 

T a b e 1 a 2.3. Logaritmii zecimali ai numerelor de la 100 la 10 OOO 

În această tabelă sînt date mantisele numerelor întregi cuprinse intre 
100 şi IO OOO. Numerele formate din trei cifre se găsesc în coloana 1\", iar 
în coloana alăturată (coloana O) se află mantisele respecti-re . Pentru uşiuinţa 
citirii mantiselor, primele lor două cifre n·au fost scrise decit o singură dată 
şi mimai în coloana O. Dacă numerele au patru cifre (ale căror prime trei 
cifre se ailă în coloana N. iar a patra în fruntea uneia dintre cele)Zece coloane 
alăturate), atunci ultimele trei cifre ale mantiselor logaritmilor respecfrri 
se găsesc la intersecţia liniei num(trului format de primele trei cifre cu coloana 
care arc deasupra cifra unit[tţilor; grupa de două cifre cu care începe mantisa 
se ia din coloana O, pc aceeaşi linie sau mai sus, In cazul cînd ultimele trei 
cifre sint insemnate cu o steluţă, primele două cifre se iau din rîndul următor. 

Se pun două probleme în calculele cu !Ggaritmii: :i.flarea logaritmului 
unui nnmăr dat şi aflarea numărului al cărui logaritm a fost dat. 

Problema 1 

Cazul 1, Xumil.rul are mai puţin de trei cifre, adică se găseşte în tahel e. 

Exemplu .. Să se afle lg 512,3. Neţinînd seamă pc virgulă, căutrun mantisa 
logaritmului numărului 5 423, ale cărei ultime trei cifre le aflăm la inters~cţia 
liniei numărului 542 din coloana N şi a co!oanei lui 3; găsim -12-1. Adăugind 
şi primele două cifre, 73, mantisa că_utată este 73 -124; deci 

lg 5 423 = 3,73 424 

(caracteristica, sau partea !ntreagă a logaritmului, es te 3) ~i 

lg 5-12, 3 = 2. 73 124 

·{caracteristica este 2). 

Ca:rnl 2. Numărul considerat are cinci sau mai multe cifre, deci nu se 
găseşte in tabele. 

Exemplu, Să. se afle lg 23 1,?8. 

tăutăni mar îiltif mantisa loga.ritmului numărului 2 34j; gas1m 37 o14 
(am luat_ 37-rn Jcc de 36, întrucît ultimele trei cifre ale m~.n tis~i au o steluţ1). 
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I>eci 

lg 2 3-15 = 3,37 Oli 
Dai:·.· 

lg 2 34G = 3,37 033. 

Mantisa logaritmului numărului 2 345,8 este cuprinsă între 37 OH şi 
37 033, între care există o diferenţă de 19 unjtrlţi de ordinul al cincilea zecimal. 
Admiţind că creşterea numărului este pror:orţională cu creşterea logaritmului, 
urmează că uneî crcşted cu o u11itate a numărului 2 345 îi corespunde o 
creştere. a logaritmului cu· .. 19 unităţi de ordinul al cincilea u :cimal. Deci creş­
terii de 0,8 unităţi îi corespunde o creştere de o·,8. x 19 = 15,2 sau aproximativ 
de 15 •nităţi de ordinul al cincilea zecimal al logaritmului. Aşadar mantisa 
logaritmului ·numărului 2 345,8 este egală cu 37 O li + 1.5 = 37 029 şi deci 

lg 2 3~5.8 = 3,37 029. 

lg 23 458 = 4,37 029. 

Ia scopul uşur~u calculel0r, în cazul cînd numărul al Cărui logaritm se 
caută are mai mult de cinci ciU:e, pentru a găsi creşterea corespurrtătciare 
a logaritmului se folosesc pă:rţile proporţionale scrise în ultima coloană P.P. 

Exempltt. Să se afle logaritmul număruluf 117 756. Se cauti intîi mantisa 
logaritmului numărului 1'177,56. Penhu aceasta se află in primul rind man­
tisa logaritmului lui 1477; se găseşte 16938, apoi mantisa logaritmului lui 
1478 şi. se găseşte 16967. Diferenţa între aceste două mantise este 29 de 
unităţi de. ordinul al cincilea zecimal. Creşterii numărului 1477 Cil 0.56 îi 
corespunde o creştere a logaritmului egală cu 0,56 X 29 unităţi de ordinul 
al cincilea zecimal. Se · c·1ită înmulţirea. căutîndu-se în coloana P.P., coloana 
care are scris în capătul ci valoarea 29; la intersecţia acestei coloane cu linia . 
lui 5 (care reprezintă zecimi} se găseşte 14,5 ~ 15 unităţi de on;linul al cin­
cilea zecimal care reprezintii. crcşterea logaritmului pentru creşterea numărului 
cu 0,5. La intersecţia coloanei lui 29 cu linia lui 6 se găseşte 17,1 unităţi de_ 
erdinul al ci"ncilea zecimal, corespunzătoare unei creşteri a · numărului cu 0,6; 
unei creşteri a numărului cu 0,06 îi . corespunde o creştere a logaritmului cu 
1,74 ~ 2 unitilti de ordinul al cincilea zecimal. Deci mantisa căutată este 
16938.+ 15 + i = 16955, iar lg 117756-= 5,1695.5. 

Preblcma 2 

Cazul I. 1\fantisa logaritmului se găseŞte în tabele şi deci numărul se află 
imediat. 

Exemplu. Să se afle numărul al cărn i logaritm este l,91 089. 
Se caută în coloana O pinii. cînd se găsesc primele două cifre ale mantisei 

oore sînt 91; a cum se afli'i. foarte uşor şi ultimele trei cifre, 089. Pe linia lui 
t89, în coloana N, citim 8 li iar pc coloana lui 089 citim .5; deci ţinînd se,ama 
tle caracteristică, numărul c·ăutat es te 81,15. 

Cazvl 2. Mantisa nu se găseşte în tabele. 

Exemplu. Să. se afle numărul al cărui logaritm este 2,73 129. Din tabele 
se deduce că mantisa logaritmului numărului ciLUtat este cuprinsă între 73 127 
şi 73 135 cărora le corespund numerele 5 386 şi 5 387; ca este ma.t apropiată. 
de 73 127 de care diferă prin 2 uuit{Lţi. Diferenţa dintre mantisele 73 135 
şi 73 127 este de 8 unităţi. Admiţînd iarii.şi că creşterea numerelor este pro­
porţională cu creşterea logaritmilor respectivi urmează ca unei creşteri a man-
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t ise i cu 8 unităţi de ordinul al cincilea zecimal îi co respunde o creştere <ie & 

u nitate a n.umărului; aşadar unei cre şteri de 2 unităţi a mantisei corespunde • 

creştere de~ = 0,25 unităţi sau aproximativ de 0,3 unităţi a numărului. 
8 . 

Ţinînd seama d e caracteristiCă, 1mmărul al cărui logaritm este 2, 73 129 este 
5JS,63. Se mai poate găsi creşterea corespunz~ituare a n'l:mărului cu aj'!lt•rul 
ultimei -coloane P.P. 

T a b e 1 a 2.4. Antibgaritmi 

Cu ajutorul acestei tabele putem aJla r.umcrele (antilogaritmii ) cores­
pu nzătoare unor logaritmi daţi. Mantisele logaritmilor sint date cu 11 ci cifre, 
primcl.c două aflindu-se în co~oana întîi, iar a treia în capul uneia din oele 
zece ··coloane --µrmrltoare. Modul de folosire este foarte simplu. De exemplu 

• să se afle nuri1ărul corespunzător logaritmului 1, 7423. Căutăm mai întîi numărul 
co respunzător logaritmului 1, 7~2; la intersecţia liniei lui 74 cu eolcana lui 2 
aflăm · numărul crmtat 5521 (nu ţinem seama de virgulă). Difuo:ţa între 
.numărul următor ~i acest număr este 13 care co rc-~pur:de unei -c rc~t c ri cu o 

· .u nita t e de ordinul al patrulea zecimal al mantisei. Deci creşterii c11 0,3 a man-
t .sci co rcsp1111dc o creştere de 0,3 ;-: 13 = 3,9 ~ -:I a n u mărului. Aşadar 
_n1umărul căutat, ţinîud seamă de carackristică , este 55,25 • . ,. · 

··Tab e 1 a 2.5. Logaritmii naturali ai numerelor <le la 1,00 la 9,\;9 

Tab ela se folose şte simplu . D e exemplu, s[l se afle lu 2,37. La intersecţia 
l iniei 2.3 cn co!oana lui 7, se găseşte logaritmul căutat : 0,8629 . . 

Combinată cu tabela 2.<1 (logaritmii naturali ai puterilor lui 10), această 
tabelă poate .fi folosită şi pentru aflaren. logaritmilor naturali ai alt6>r 11u111ere 
care nu figurează în 2.3, 

Ex~mplitl 1. Să se afle în 734. A-1em 

ln 734=111 7,3-:1 + ln Hr = 1,9933 + i ,6051702 ~ 

~ 1,9933 + 4.6052 = 6,598.'i. 

E .umplul 2. Să se a fle ln 0,00i3 l. A-rem 

111 0,00-:131 = l n 4, 31 - ln 10~ = 1,4609 - 6, 907-:-553 ~ 

::::! 1,4609 - G,<:;0':'8 ~~ - 5,44 69. 

Tab c l a 2.6. Logaritmii naturali ai puterilor lui 10 
Modul de folos ire al acestei ta bele este c ·1ide11t (vezi ~ i ir :dicaţia pcutru 

utili zarea tnl>cki Il.2). 

Ta he 1 a 2. 7. l\lultiplii lui l/~I pentru transfcrrnarea lcgaritrnilor 'zecimali 
în logaritmi naturnli . 

În tabelă n au fost trecuţi multiplii de la 1 la .. 9 ai lui lflvl, îr1trucit se 
pot de<lucc u~or din multiplii 10. 20, 30 etc . prin simpla mutare a virgulei 
spre stînga, peste o cifră. l\lodul de folosire este imediat. 

Exemplu. StL se a[]e ln N ştiind ci'i lg ]..- = 0, 13-217. Se ştie ca 

• 1 
ln lv = - Ig N, 

i\l 
adică, în cazul nostru, 

ln N = X O, 13 217, 
J'>l 



.sau 

ln N = -2._ X O, 13 -i- _2_ X 0,0021 -i- -2._ X 0,000 07, 
}vi }.1 11 ! 

care se mai po;itc seric 

1 I I l 1 
ln _·v '~' :< 13 X + X 2 1 >< ---+ - X 7 X --- • 

• 11 100 JI 10 OOO ,11 100 OOO 

,., . - . I 
Căutînd în tabelă multiplii 13, _ J ~ 1 7 a1 lm ~. obţinem 

M 

J N -„99''~1 ·' 1 '.rs-- .11n ~: n „ - - : .J J1.' ~·, - 1- , _.J) , __ :,1 ~ .... 
I + 16, 118 096 )( ---= 

100 10 OOO 100 OOO 

= 0,29 93-:1 + 0,00 484 + 0,00o16 = 0,30 -:134. 

Tab c 1 a 2.8. :'\Iultiplii modului :'II pentru transformarea logaritmilo• 
uatnrali în logaritmi zecimali 

În ta bclit n-au fost trecuţi multiplii de le. I la 9 ai lui 11!, dc·oa rece 5e 

pot d ed uce .cu uşnrinţ[t din multiplii 10, 20, 30 etc„ p rin mutarea v irgulei 
spre stin r;a pl'ste o cifră . :'.\Iodul de folosire este imediat, 

Ix ,_·;: !;,!11. S.1 se afle lg }V ştiind cit ln ,\· = 1,24514 . Se ş tie cf1 

lg 1'\' = ,1J ln N, 

în cazul nostru 

Jr_: N = lvl >'. 1,24511. 

Aceast~"t ,-.~a1itnte .s t~ 111 a i poate scrie 

Jr; \' = Jl ;: I, 2 + J/ >: 0,0-:15 + J! >< 0,000 1-l = 

=1 Ji :< 12 :: 
I + J[ >~ -:15 :~ -- + J[ >: 1-:1 >: 

1il 1 OOO 100 00(1 

C:idi;d în tabeJ:-1 mll l1.i plii 12 , '15 ~i H ai lui 111, obţinenJ 

Jr.: i\' = 5 21153• : : ~ -1- 19,54325 X - _l_ + 6.08012 >: -, _l_ = 
W I OOO 100 OOO 

= 0,52115 + 0,0195-l. + 0,00006 = 0,54075. 

Tab c I a 2.9. \'alorile funcţiilor ,x şi c-z pentru x E [O, 10] 

"\ceastl t;ibe15. conţine valorile funcţiilor ei ş i e-x, x variind de la O la 10. 
\'alori le lui x m erg di11 sutime în sutime de la O pînă. la 4 şi din zecime in 
zecime de la ;'I la 10. Tabela se foloseşte prin citirea direct.ă. 
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3. GEOMETRIE 

3.1. Geometrie plană 

t 3.1.1. Teoreme şi relaţii în trizmghiuri, patrulatere 
şi poligoane oarecare 

1) Triunghiul dreptunghic (fi15. 3.1). Notaţii: a - lu11ginwa ipolem1zei ; 

b, c - lung-imil<' cate te lor; S - aria; AD - înălţime; .-l E - mcdia11J.; r - rai;t 
cercnlni iusc ris; R - raza cercului circumscris). 

a2 = b2 -:- c2 (/~orema lui Pitagorn ) c 
A D2 = CD · DJJ (teorema foălţi111ii) 

A B2 = BD · BC (leo1·cma. caldei) 

S ~= bcj2; ac"' 2R; .-16 -~ A B · .-IC ' f1C 

E.·1 = E/3 = JX 

b + c = 2r _:_ a Fig. 3.1 

2) Triunghiul oarecare 

Notaţii (fig. 3.2) : a, b, c - hrngimilc laturilor; Iza= lunginwa inălţimi i 
ce pleacă din 'JÎrful A; p = (a ..;.. b +- c)/2 = semiperimetrul; H == lm1g-imc;i 
razci cerc ului circumscris; O - centrul cercul ni circumscris; 1· = lungim<'a 
razci cercului inscris; I - centrul cercului înscris; ra. rb, re = lungimile razelor 
cercurilor cxlnscrisc ; ma = lungimea medianei dusă <lin virful A ; A J:: = ia, 
= lungimea bisec toarei interioare a unghiului A; i~ - lungime;~ bisectoan.:1 
exterioare a unghiului A; S = aria; s = (ma+ 111b ·:- mc) /2; 
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a~ = b2 +- c2 - 2bc • cos A (teorema lui Pitagora grncralizală) 

;-

i~=-2-.Jbc(p -b)(p-c) (a> b> c, 
b -c 

lung. lJis. cxt.); 

2bc cos ~ 
2 2 J ha 

- -- vtbcip - a)=----=-----
b - c JJ-C 

' cos---

a"bc 
i~ = bc ----­

(b + c) 2 

2 

b + c 



Fig. 3.2 

ttlra abc 1-- • A B C 
S = - = - = pr =~ (p - a) r4 = vi·r"rbrc = p-tg-tg-tg- = 

2 ~n 2 2 2 

A 
0 

bc sin A = p(p - a) tg - = 21?.- sin A sin B sin C = = 
2 2 

a2 sin B sin C li~ sin B 
= ,tp(p- a)(p - b)(p - c) = = ----= 

2 sin.-:! 2 sin A sin C 

' • 
• A B C -:! 

= r- cotg - cotg - cotg - = - ./s(s - ma) (s - mb) (s - 111c); 
2 2 2 3 

11~ = r, + r• + 1·c - r; 
1 1 1 1 -=-+-+-; 1·a = S j( p - a)= p tg (.4/2). 

1· ra 1'b re 

BE c - ac 
BE=--· 

- ab 
EC = -- (tc c. nma bi sec/oa rei); -==- = -

1:.'C..: b b + c b + c 

,.. 

Fig. 3.3 

B'C' = a cos A.( /J ' c..:'- l1111gimc1 unei a11iiparnlele) (fig. 3.3) 
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3.1.2. Teoreme remarcabilt 
1) Suma unghiurilor unni triunghi este eg<).lă. cu i'804

• 

2) Teorema lui Thales. O paralelă la una din laturile unui triunghi împarte 
celelalte două. laturi în segmente proporţionale: (fig . . 3."l): 

AD AE 
DEl[BC=>-====· 

DB EC· 

A 

Fig. 3.1 

3) Teorema bisectoarei. JJisectoarrle ( inte r ioară. ~i cca exterioară.) unuf· 
unghi dintr-un triu nghi împart respec t i·r lu.tur;i. opusă. în scgnwntc proporţio­
nale c u celelalte două la tu ri (fi g. 3.5) : 

.E 

AB HD A JJ H l:' 
~= -=- · 

AC JX AC.: 'E 

B 
Fig. 3.5 

f) c 

"l) Teorema l ui Stewart. Dacă. A, B şi C sint irci puncte c.oliniarc , în 
a c•:ast5. ordine , ia r O •stc u a punct exterior Llrc:p tci pc care se a fl iî. cele trei 
J_Juuc tc, atunci a·1cm (fig. 3.6): 
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UA~ . liC - 011" . AC+ oe~ ~·.4. ll_= AB . BC. C.d . 

o 

J A,___ _____ _,__ ____ ___. C. 
B 

Fig. 3.6 



.5) Teorema lui :\Ienelaus: Dacă pc laturile BC, CA, AB ale unui .triunghi 
ABC luăm trei puncte .II, X, P care Terifi că relaţia (fig. 3,7) : · 

MH AC PA 
-==-·-=- · -=-= 1, 
.MG S.'f. PB 

/I 

Fig. 3.7 

atu nci aceste trei puncte sint col iniart' . 

6) Teorema lui Ceva. Dac[• pc latnril c unui 
triunghi ABC luăm trei puncte M , N, P astfel · 
_încit să a·1cm n•lv. ţia (fig. 3.8) : 

A 

Fig. 3.8 

7) Teorema lui Pompciu. Dacă în plitnu l un11i triunghi ech ilateral ABC 
l11 ăm un punct /, a t unci cu sc>gmentelc IA, IB ş i JC se poate cons trui 1m 
triunghi (care poate Ii e-n ntual d egcucrat) . 

8) Distanţa l <lintre centrul O al cercnlui circumscris nnui trinnghi şi centrul I 
al ccrc11lui inscris in ac.-la~i 1 riunghi este 

l = ../R" - Rr. 

9) Teorema lui Nagel. Dacă O este centrul cercului circumscris unui tri11ngh i 
ABC, atunci AO, BO ~ i CO sint perpendiculare pc laturile tri11nghinlui ortit . 

10) Dad• înălţimile triunghiului intersectează cercul circumscris i n .1' 
,-.. 

]I ', C', a tunci A este mijlocul arcnlni JJ'C' etc. 

11) Cercul lui Euler (cercul elor 9 puncte). Da ci'• ABC este 1111 triu nghi, 
r< l11nci picioarele îuălţimilor, m ijloacC'lc latu ril or ~i m ijloacele segmentelor 
. I H , BH, CH, unde H este ort oc ·ntrul triungh iului , si 11t c ncicl icc. Hani. ccr-

11lui lui Euler estl' RJ~. 

12) Postula tul lui Euclid. Fiind <late u n pun t .·I ş i o drraptă tl, care nu 
l t('Ce prin A , există o singură paralel;l la d ca~~ trece- prin .-1. 
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13) Dreapta lui Simson. Dacă. dintr-nn punct Al al ccrculut circumscris 
triunghiului ABC se coboară perpendicularele 1\[D, ME, JIF pe BC, CA şi 
AD, atunci punctele D, E, F sint coliniare (fig. 3.9) . 

Fig. 3.9 

14) Teorema lui Steiner: Dacă prin virful A al triunghiului .4 RC tlnc<'lll 
două drepte simetrice fa.ţ'ă de bisectoarea unghiului A, cm.re intilncsc latura JJC 
in ill şi X, atunci a ·1em 

ABt ·CM· CN = AC2 • BM; llX. 

15) Inegalităţile triunghiului. Cu segmentele a, b, c se poate co11~trni 1111 

1riunghi dacă şi numai dacă a< b + c, b < c +a, c <a ~ b sau I h - c J < 
<a< b + c. 

16) Bisectoarele unghiurilor unui triunghi sint concurente ia C'L'lllml 
cercului înscris în triunghi. 

17) Mediatoarele laturilor unui triunghi sint concurente în centrul cercnlui 
circumscris triunghiului. 

18) Medianele urmi triunghi sînt concurente ln centrul de grentate al 
triui1ghiului. 

19) Înălţimile unui triunghi slnt concurente in ortocentrul triunghiului. 

20) Un unghi exterior al unui triunghi este egal cu suma celor două unghinri 
ale triunghiului, care nu-i sînt alăturate. 

21) Într-un triunghi cu două laturi neegale, laturii cu lun,qirnea mai mare 
i se opune unghiul mai mare şi reciproc. 

22) Segmentul care uneşte mi]loaccle a două laturi ale unui triunghi est<: 
paralel cu a treia latură şi este egal cu jumătate din aceasta. 

23) Ha portul ariilor a două triunghiri asemenea este egal cu pătratul rapor­
tului de ascm{rnarc al acestora. 

J) Paralelogramul (fig. 3.10) a, b lungimile laturilor, cl1 , d~ =lungimile 
cliagonaklor, cp ,~ unghiul diazonaklor, h = lungimea inălţimii, S ~= aria) 

di + d~ = 2(a' + b') (teorema paralrlogramului) 
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- -~ ~u 
a 

Fig. 3.10 
a 

Fig.3.11 

·l) Dreptunghiul (fig. 3.11) (a, b - lungimile laturilor.: d - lungimr.a. dia.-
1<t11:a lci; '? - unghiul diagonalelor; S = arin) 

· ,z2 sinq> 
S=ab=--· 

· 2 

.5) Pătratul (!ii;. 3.12) (a - lungimea Jaturii; D = 2.ll = lungimea diago-
111 dvi; R - lungimea razei cercului circumscris; S - a!ia) 

Fig. J.12 

D! 
.S = a2 =·- = 2R2• 

2 

A 

c 
Fig. 3.13 

" ! Homhul (fir;. 3.13) (11 - lnngimca laturii; d1 , d2 - lungimile diagona-
1111; '.fi - n11ghiul dintre lat urile A JJ ~i AD; h - lungimea ir~ftltimii; S - aria) 

n . d1d• 
S = a- Slll? o'" --- = ah. 

2 

Trapezul oarecare (fig. 3. H) a = .4 IJ - lungimc~l uazt·i mari ; b = lJC -

l1 111g ina;a hazei mici ; h - lun ,:.; i111r-a inCtlţimii; GH - lini:l mijlocie; d1, 

111 11 .~ i111ile diagonale-lor; cp - 1111glii11l diagonalelor; O - punctul de inter­
' 111· :l lia!j011al elor; S - aria 

()]o = UF; (; H = (a .;- b) /2; PQ "" (a - b) /2; 

2 2 
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b 

A k::...---1---a-------"'8 

Fig. 3 .H 

S) Patrulaterul inscriptibil (fig . .l. 15) (a, b, c, d - loungimilc laturilor ex, 
~. y. o - u11ghi11rile pat rulatcr:d ui; p - ::>t: mipcrimctrul; dl' dz - lungimile 
diago11alclor; S - aria) 

(/. -~ ·t= ~ -'.· o= 180°; · B1 -= .Â2 etc. 

d1 · tl~ = ac -. bd I 
.!!.1- = ah · cd Teore mele lui l 'lolcmctt 

d~ ad -: bc 

I ---- ---· · d1d., sin<;> 
S = 'i (p - a) (p - li) (p - c) (p - d) = - -- - -. . 2 

A 

c 
:Fig. 3. 15 

9) Poligonul oarecare (fig. 3.16). 

Fig. 3.16 

136 

Poligonul se descompune în triunghiuri şi 

trapeze. Aria sa, S, ~'te suma ariilor parţi­
ale Si• S2 , S3 , S4 , s. 

. .. 

ariile parţiale se calculează. cu 1ormulele cunos­

cute. 



10) Patrulaterul oarecare. T eorema lui Euler. În orice patrulater suma pă­
' 11rlor l1111gimilor laturilor este ega][l cu s uma pcitratclor lungi'milqr. dia'go­

" I• lo r, ·plus d e patru ori pltratul lung.imii segment ului care une~te 1hijloacele 

l1. t1„na lt: lor. 
. . 

I I) .Po lif:onul regulat cu n laturi înscris într-un cerc de raz:i R (fig. 3.17) 

o 

I'ig. 3.17 

.;: .-1.C'B = (n - 2):: 
1l 

L1tura: .-1.B = 2R cos~. 
n. 

2 

2:: 
nH;y,, sin 

I !) urna unghiurilor unui poligon com·ex oarecare cu n laturi este U = 
,, - 2) · iS0° = (n - 2)::. 

:~.1 . 3. Cercul 

(I< = lungimea razei cercului; L = lungimea cercului; l = lungimea ar· 

1, 1'11 lit: :1- radiani; S = aria cercului). 

l = R::.; 

L ,2rrR; S = ;;R~ 

Aria sectorului AOB 
rxR 2 

2 ~' 

Aria segmentului s = aria sectorului 
AOB - aria triunghiului AOB. 

Fig. 3.18 J\_ria unei coroane circulare = ;;(R2 - ,.z). 

! t•(lrem e remarcabile referitoare la cerc. 

ll În acelaşi cerc sau în cercuri egale, la unghiuri la centru egale corespund 

"• " coa rde egale ş i reciproc. 

') .Lliametrul perpendicular pe o coardă a cercului imparte c0anla şi arcele 

punzătoare în cite două ptuţi egale şi reciproc. 
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3) În acelaşi crrc sau in cercuri egale, la 
arce egale corespund coarde egale şi reciproc. 

'l) Arcele cuprinse între două coarde pil.· 

ralc·le sint egal<". 

5) În ace-laşi cerc sau 111 C<'rcuri cgak, 

coardele egale sînt egal drpărtatc ele ce ntru 

şi reciproc. 

6) Dacă .-1. RC este un triunghi inscri~ într-un 

cerc · şi CA' este o semitangent[l in C, atunci 

-Se ll.AC =- ~ RCA' ~i reciproc (fig._3.19). 

3.1.4. Locuri geoinetrice fundamentale 

I) J.ocn l geonl<'lric al punctelor egal d<?părtate de extremităţile unui Sl'g­

lll<'nt de cln•aplii C'StC' m cdia!nana acc·lui segment. 
2) Lncul g<'unwtric al punctc·lor intC'rioare unui unghi egal depărtate de 

lat uril e salt• C'Sl · biscc/oarra ace'lui unghi. 
J) LoC'nl ge·omctric al puuct<·lor e·gal <lepădate ele clonă drepte concurente 

e~ l<' repn·ze•utat de· l1i s( ctoan·lr unghiurilor formate de cele clou[l drepte . 
~) Locul gc·omdric al pnnctc•lor situate la o dista>.ţit dată de o dreapt~1. dat~i. 

<·~t1· rcprc•z(•n ta t d<' don[l dr<'ptc paralele cu dreapta dat:1. 
5.l J .ontl g1·om('(ric al pllnctt'lor dia piau egal depărta te de 1111 pund dat 

C'!\lt· 1111 rt n·. 
li ) J.nc11l gt·o111f't ric al pu11ctc•lor din care 1111 s<'gment de dreaptă se vt·uc 

sui> 11IL unghi da t. t·str: r:·p .-„zentat de două arce de car:, care au acelca~i extrc-
111it(lţi ca ~i s('g11w11tnl ~i si:it ~i111etricc faţii de dreapta pe care este situat 
:<< 0ţ.;t11eIL t IJ l. . • 

7) Locul g<'Oll1C'lrir al JHrn rU·'.n r din care un scgmr·nt de drea·pt[L se vcJc 
sul> un unghi drept cs tc rc rcul ct· arc segmentul respectiv drept diametru. 

S) Locul gco111etric al punctelor N, care împart într-un rapo.rt constant 
sl'gmcnlele dc:termina tc de un pm~ct fix A ::;i de un punct mobil. li! de pe o 
clm1 ptr, datr, d este o p :ualclii liL (d), carr. im parte distanţa de ra: A la (d) în 
accla~i . raport. 

'll Locul gco 111 c:trir. ~ii punctelor pentru care raportul distanţelor la t!o1i:1 
t!rL·ptc paralele C'~lf' nJusta111. este n·prczcntat ele clouiL drepte paraklt: cu <lrc ·p­
teli: date. 

10) Locul geometric al punctelor pentru care raportul · tli stanţrlor la doufl 
puncte fix" este cO n'ilant (*I) este un cerc . · 

li) Lo:n l g :'n:n~ tri c al punctelor N, situate pc segmtrntelc care 11n<'SC Hn 

punct fix .-1 cu ;rn p:111ct ;11 m obil p·~ o drcapt[L (d) dat[L, us;tfel'incît AN.· A11i = k· 
('.'itc un cur . care tre'.C~ p rin „1 şi <trc Cl•ntrul P'-' 1wrp<' ncliculara chi~rl din A pc 
clrcapt;i. (dl. 

12) Locul geomc:tric al punctelor pentru care Sll)na pr1tratclor clis lanţclor 

l or la <1011fL puncte date e~le constautr, e.'te nu rerc cu ccntr111.in mijlocnl seg­
nJ (• 11t 11lni cu cxtrcrniti"tţilc ia cele douiL puncte. 

13) · J.ocnl geometric al punctelor p:,ntru care diferenţa piilrafolor (listanţe.­
lor lor la douii puncte Jixe "'U' co ns tau l[L este o dreaptă perpendicularii pc dreapta. . 
c1C'lcrmi11ată d e cekdouf1 princtc fixe. 
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H) Locul geometric al punctelor care au puteri egale faţă de două cercuri 
ii. ti c '' · t e o dreaptă, anume a xa radicală a celor două cercnri. 

15) L ocui geometric al p un ct elor de putere co nstantfL fa1i'L de 11a cerc 
tl,ll este un ce1·c concentric cu cercul dat, un punc t san mu lţimea vidă. 

16) Locul geometric al punctelor egal depărtate de un pu nct fix (n umit 
rocar) ş i d e o dreaptă fixă (numită. directoare) este o parabolă. 

17) Locu! geometric al punctelor cc au proprietatea cii suma distanţelor 
l11 r 1<1. două pu ncte fixe (numite focare) C'ste coHs tant(L es te o d ipsă. 

!8) Locul gt;omctdc al punctelor ce a u p ropri~ t :cle;:i, că d ifc •·euţa distanţelor 
lnr }<1. d ou[L puncte fixe (numite foc;:i.re) este co ustanli:i est e o hif>crbolâ. 

Observare foarte i mpor!an ftl: Pentru a arăta el Jocu l g~ome tric al punctelor tlintr-ua. 
pl11 11 7t, care au anumită proprie ta te P este mulţ im~a de puncte L , trebuie să dcmonstr~Ill 
uJ. .m loc următoarele propoziţii: 

i) Orice punc t al · mulţimii L are proprietatea P; 
ii} Orice punct din planul 7t ca re are proprictatea . P apar tine mu{ţimii L, 

3.1.5. Relaţii în poligoanele regulate îns.crise 
într-un cerc 

Notaţi i: R =raza cercului circumscris; D" =latura poligonului regulat 
• 1111 ·1ex cu n laturi; a„ =apotema. poligonului regulat convex cu n laturi; 
I;, ~ latura poligonului stelat cu 1t laturi; a~ = apotema poligonului stelat. 
'li "J;:i.turi; Pn =perimetrul p oligonului regulat Cyll'/CX c u 1t J;:i.turi: s„ = aria. 
pnligonu hti regulat con·rcx c u 11 latnri 

Jfrlafii: 

L2„ = ./2R2 - R..j4.R2 - L;_ 

~ .Jrn! + R .jrn2 - L~ 
2 

S
. _ Pnan 
n -- ---

2 

3. l .6. Folosirea tabelelor 3.1-3.3 

Tabela 3. 1. Laturile, apotemele şi ariile poligoanelor regulate în funcţie 
111 rua cercului circumscris 

f' .Lhcla se foloseşte' prin ci tire d i rectă: pe prima linie sint trecute poligoanele 
1 '1 il.\ LC, iar pc celelalte trei lungimile laturilor, ale apotem elor ~i ariile respcc-
11 , l<• r pol igoan e în fuucţic d e R (ra za cerc ului ci rcumscris) . 

l'ahcl::t 3.2. Puteri, radicali, logaritmi naturali, valori reciproce, lungimi 
~ i ari i de cercuri · 

I .il i..Ja se fo l oseşte prin simpla cili re <L ·1alorilor c::l.utate ; prima coloană 
111l 11w numen:lc d e la I pinii la I .500, iar ce ll' lalte coloane , diferite puteri, 
d11 ,lfi . Jngaril111ii naturali etc., ai acc.:stor 11un1erc . 

1.tlil·la 3.3. Va lori numerice important~ ( c xprc~ii în;:", g şi c) 

111'1 111 tk 11tili 1.<Lrc c,;le c·ri tlcnt. În coio:tna a treia şi a şasea s!nt dati lo-
11t111ii zecima li ai numen -Ior cli!l coloan<i a doua ~a cinct\'l . 

• 139 

http:poligoa.l1


...... .... 
o 

Tahcla 3.1 Laturile, apotrmdc şi ariiie poligoanelor regulate în funcţie ele raza R a cercului circumscris 

~ligonul rrr, ulat l 
Elementele ----------

J .'1l11rn (L 11 s<iu J.,;) 

J\ pnit·ma (n11 S'111 11;,) 

Triunshiul 
echi lateral 

(n=3) 

Rfj 

R / 2 

Pătratul 
(n = 4) 

R.[2 

n {212 
- - ------- - --

?i:1 (Sn) 

:::~oligonul regulat\ 

Elementele -------

Lat11r:l (L 11 s::i n L;,J 

Apotrn1a (an sau 11~ ) 

Ari. (SI!) 

I 

~ 1R0 JJl-1 

Octogonul 
COtI\'eX 
(11= 8) 

Rh-J2 

nh 1- .j 2;2 

2 JTn2 

2R. 2 

Octogonul 
ste lat 
(11 = 8) 

nh1-{ 2 
--

Rh-J'2/2 

Pent agonul 
conve x 
(n=S) 

R .j 10-2.{5/2 

R ( .js -1- 1)/ -l 

Pentagonu l 
stela t 
(11 =5) 

R .j 10 + 2/512 

R(/5 - 1)/ -l 

Hexal;onu l 
(n =6 ) 

R 

R .J'"°il2 
--------

.5R0 J 
-- 10 + 2J 5 

8 

Dl'.'cagonul 
convex 
(11 = 10/" 

R(.j-S- 1)/2 

n,110 1- 2../5!-i 

.5 N" ./ 10 --./ 2( i 
·I 

I 

Decagonu l 
stelat 

(11 "" 10) 

R({5+ 1)/2 

R./J0-'2.j 5/ -l 

Dml('cagonu l 
COOVl.X 

(11 = 12) 

I? ( .j6 - /'i°J/2 

li'(./6 ! /2Jl -l 

7'fi''1. 

:l R2 .j-:;12 

Do<kcagonu l 
stela t 

(11 = 12) 

!7(J6 ! /iJ /2 

li' ( J6-/i)/ -t 
-----



Tabela 3.3. Valori numerice importante 
(expresii in r., g şi e) 

" ln" li 
„ ln" 

" 3,1415 93 0,49715 li 
1: " 0,3183 10 1~50285 

2„ 6,2831 So 0.'9818 1: 2n 0,1591 55 1~20182 

3„ 9,4247 78 0 ,97427 I : 3n 0, 1U61 03 1;02573 

4„ 12,5663 71 1,09921 

!1 

1 : 4n 0,0795 77 2,90079 

n:2 1,5707 96 0,19612 2: „ 0,63~<> .20 l,80388 

lt: 3 1,0471 98 0,02003 

\' 
3: „ 0,9549 30 1,97997 

7t: 4 0,7853 98 1;89509 4: „ 1,273240 0,10491 
1t:6 0,5235 99 1;71900 6: „ I ,'l098 59 0,28100 

'" ISO ( = 1°) 0,01 74 53 2 ,24188 1ao• : „ I :i1°.29;1 80 1,75812 

ft IO 800 (= I') 0,0002 91 4,46373 10800':„ .HJ7' , 7-t 08 3,53627 
, . c.48 OOO( = I") 0,0000 05 6 ,68557 648 OOO" : n; 206264",81 5,31443 

1t' 9,8696 04 0,99430 l:rt1 0,1013 21 l,00570 

y;:; 1,7724 54 0,24857 VG 0, 5641 90 l,75143 

V2"' 2,5066 28 0,39909 Vi: 2n: 0,3989 42 l,60091 

v;:;:-2 1,253311 0,09806 V2:n: 0,7978 85 1; 90194 

-f,!;:; 1,4645 92 0,16572 ~ 0,6827 84 1;83428 

-f/47t : 3 1,6119 92 0,20736 -f/3 , 4„ 0,6203 50 1;79264 
2,7182 82 ·o,43429 I: e 0,3678 79 î°;56571 

e' 7,3890 56 0,86859 1: e• 0,1353 35 1,13141 
y; 1,6487 21 0,21715 YG 0,6065 31 1, 78285 

-fit 1,3956 12 o, 14476 {!~ 0,716532 1,85524 
e" : 2 4 ,8104 77 0,68219 e-n;: 2 0,2078 80 1,31781 
e i! 23,1406 93 1,36438 e-1' 0,0432 14 2;63562 
e27t 535,4916 56 2,72875 e-2n 0,0018 67 3,21125 
C') 0,5772 16 1;76134 lnn; 1,1447 30 0,05870 

M = lge 0,4342 94 1;63778 l : M =ln10 2,3025 85 0,36222 
g') 9,81 0, 99167 I: g 0,10194 l;ooa33 

g' 96,2361 1,98334 l: 2g 0,050968 2, 70730 

Vi 3,13209 0,49583 7t yg 9,83974 0,99298 

V2C 4,42945 0, 64635 n: V2C 13,91536 1,14359 

I) C este constanta lui Euler J 

l ) g csle acceleraţia gravitaUei în m/s•; aici este dată vaJouea rotunjită a Jui g la nivelul mării 
tl I 1litudinea 45°-50". 
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3.2. Geometria în spaţiu 

· 3.2.1. Teorenze rernarcabile 

1) Dacă o dreaptă din spaţiu este paralelă cu o dreaptă continută într-un 
plan atunci dreapta din spaţiu este paralelfa cu planul. 

2) Dacă o dreaptă este paraklft cu două plane neparalele. atunci ca cstL· 
paralelă cu dreapta lor de intersecţie. 

3) Dacă dou{t drepte sînt perpendicular<· pe acC'laşi plan, atunci ele sint 
paralele. 

4) Dacă un plan este jwrpendicular J'L' dLn.1<\ plane. atunci el este perpen­
dicular şi pc intersecţia lor. 

5) Dacă o dreaptă e perpendicularii pc 1rn plan. atunci orier plan carL· 
trece prin aceastft dreaptft este pcrpendicnlar pe plannl iniţial. 

6) O drcaptrt c pcrpe,nclicnlară pe 1111 plan, dacft C'a este pcrpendicnlarft p•· 
donft drepte concurente din acel .plan. 

7) Dacii proiecţia unC'i oblice P" n11 pla11 " peq,,.ndic11lară pe o dreapl{t tfi11 

plan, atu11ci ~i oblica în>[t~i c pcrpt·1Hiic11lar[t pc acea drcapt{t cli11 plan. 

8) Un plan inkrsec((·az[t don{t plane paralele dup[t dou{t drepte parakk. 

9) Dacă două plan<' slnt paralele, orice drc·apl{t con ţinutit in nnul din pla1w 
e paralelă cn cel[tlalt plan. 

10) Teorc111a (proiectici) unghi11!11i dn pt: Proiecţia unui unghi drept pe ull 
plan paralel cu una din laturile lui este tot un unghi drt"pt şi reciproc. 

11) Teorema celor trei perpendiculare: Dacft dintr-un punct A dnccm per­
pendiculara AB pe planul (p), B E P, iar din niciorul lJ ducem perpendiculara 
IJC pe o dreaptă (d) situată in planul (pl, atunci AC este perpendicnladt p<· 
(d) (fig. 3.20). 

A 

. ·. 

8 

Fig. 3.20 

Reciproca 1. Dacă A B este perpendi­
culară pe (pl, B E p, iar d c p ~i • .JC 
este perpenclicnlar{1 pc d. cu C Ed, atum·i 
lJC este perpt'ndiculară pc d . 

Reciproca 2. Dacă IJC este perpcncli­
culară pc d, cu RE p, rl c p ~i CE d. 
şi AC este perpend ic nlar[L pc d, iar A li 
este perpendicular[1 pc BC, atunci . .J IJ 
este perpendiculară pc planul p. 

12) Proiecţia NJ111i scgnzeul de dreapt<î 
pc 1111 plan: Proiecţia segmentului de 

dreaptă . .JIJ pe un plan (P) se obţine· 
ducînd prin capetele A ~i lJ ale segmen­
tului pnpcnd.iculare pe planul (P), car<: 
ii intersectcaz[1 în A' şi B'. Planul gene­

rat de dreptele paralele AA' şi BIJ' se nunwşte pltm prr,ieclmil. Se numeşte 
unghiul dreptei AB făcut cu planul (P) unghiul 9 fonî1at ele clrc·apta AB cu 
proiecţia ei . .J 'R' ·pe plamil (P) şi a·1cm rl'!aţia (lig. 3.21). 

A'B';~· . .JB cos 9. 

1.3) Teorema proiecţiei ariei, unui poligon plan pe un plan. 
Dacă un poligon P din planul (;-:) are aria S_,ţ;i dac{i. proiectăm ortogonal 

pe P pe un plan (;-:'), care face cu (;-:) unghiul ascuţit 9, atunci aria S' a lui 
P' .este dată de 

S' = Scos'?· 
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Fig. 3.21 

_14) Dacă proiecţiile poligonnlui plan P clin planul (;-;:), de arie S, pc trei 
pl;u!c (;-;:'), (;-;:"), (;-;:"') perpendiculare clon[t cite dou[t sint P', P" şi ]'"' ~i nn 
ai iilc S', S", S"', atunci 

52 = (S')2 -i- (S")2 -;-. (5"')2. 

15) T~vrema secţi1111ii. H.aportul ariilor a clon[t secţiuni prin plane pc·rpcn­
d ic·11lare pc înălţimea nnci piramide-sau a unui con este cgarcu p[ttratnl rapor-
11di1i lungimilor înălţimilor corcspnnzrttoarP, iar raportul vol11melor corp11rilor 
• 11 acdc secţiuni drPpt baze t'slc egal.cu cubul raportului lungimilor înrtlţimilor 
1 ' ·--. pecti·1e. 

!(i) O prismrt oblică este cchivalcntrt c11 o prismă dreaptă car<' are ca hazrt 
" s('(; ţinnc dreaptă a prismei oblice, i;ir ca în[tlţimc mnchia latcral[t a prismPi 
oblice. 

3.2.2. Locuri geonietn:ce fundamentale 

I) Locul geometric al punctelor comune la donâ plane secau te este drca.pta 
tl1· i11t"r~pcţie a planelor. 

2) Locul geometric al punctelor Pgal dcp[trtatc de trei puncte uccolipiarc e 
" , /11·aptă perpe ndicularri pe ph:tnul dPtcrmiu;it de cele trei puncte, în centrul 
'1 11nilui c~rc11n1scris lrinnghiului fonnat <le ele. ~ 1 

1) Locul geometric al puuctelor egal dcprirtale cte clonă puncte date este 
"" /i!an perpendicular pc mijlocul segmentului d eterminat de cele douft puncte. 

~) Locul geometric al punctelo r egal dPpărtatc de feţele unui cliedru Pste 
1111 ipla11ul bisector al diedrulni . 

.5) Locul geometric al punctelor din spaţiu <'gal depărtate de <.toua drPptc 
•"""" rente în O este reprezentat d e CPle două plane care trec prin perpendi­
' 111 .trrt pc planul celor douii drepte în O şi prin cele donft bisectoare ale u11ghiu-
11!nr formate de cele două drepte concurente. 

11) Locul geometric al punctelor egal depărtate de un plan este format clin 
d 11:i. plane paralele cu planul dat. 

7) Locul geometric al mijloacelor segmentelor paralele cu o direcţie fixit, 
• 11p1 În$:~ intre două plane fixe, paralele, este pla1wl paralel cu planele date şi 
1 •11 I depărtat de cit'. 

~ ) Locul geometric al dreptelor paralele cu un plan, duse printr-un pnnct 
• 11•1 io r, e un plan care trece prin acest punct şi c paralel cu planul dat. 

11) Locul geometric al perpendicularelor duse dintr-un punct pc o dreaptă 
.t 1 l. L este un plan, perpendicular pe acea dreaptă . 

IU) Locul geometric al dreptelor mobile, care se sprijină pe o dreaptă fixă 
t L llT trec printr-un punct fii.: exterior dreptei fixe este un plan. 
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11) Locul geometric al dreptelor care trec printr-un punct fix şi sint 
paralele cu un plan fix este un plan paralel cu acest plan. 

12) Locul geometric al punctelor din spaţiu pentru care diferenţa pătra­
telor distanţelor lor la două puncte fixe este constant[~ e up plan pcrpendicul<!.r 
pe dreapta care uneşte cele două puncte . 

13) Locul geometric al punctelor pentru rnrc raportu l distanţelor lor l:i. 
două plane paralele este constant este reprezentat de două plane .paralele ,c n 
planele date. 

li) Locul geometric al puncrc1or d in planul (;:), din ca re un scgm<'nt de 
dreapti dat se vede sub un unghi drepc este un cerc sau LU p1111ct, da::ă iu (;:) 
există puncte cu proprietatea cerl!tă. 

15) Locul geometric al punctelor din Spctfiu egal depru-tate de un pcmct fix, 
uumit cel) tru, este o sfer.ă. 

!6) Locul geometric al tangentelor u11ci sfere, paralele cu o dreaptă dată, ' 
o suprafaţă cilindrici!. de rota ţie, circumscrisă sferei in lungul unui cerc mare. 

!7) Locul geometric al tangentelor d use unei slerc print:·-un punct cxtcrim· 
e o suprafară conicii de rotaţie, circumscrisă sferei în luni;u l u:lUi cerc. 

3.2.3. Ariile şi volwnele principalelor poliedre . 
Razele sj erelor înscrise sc:u circumscrise acestora 

.\"o!aţii :;eneralc. 11, b, c - lungimile lat«rilor, muchiilor, Jimensiunilor pulic­
drelor; d =lungimea ct:agonalei; P, p =perimetrele .bazelor; A = apolem~. ; 

S, s = ariile bazelor; S i = aria laterală; 5 1 = aria totală; I = i1:ft!ţimca; 
V = ·1olumul; r = lungimea razei sferei înscrise; R = lungimea razei skrei 
circumscrise, D = lungimea c!iam«tn.:lui sferei circumscrise. 

1) Cubul (fig. J.22) 

S1 = 4aZ; 

S1 = Ga2 ; 

V= a"; 

d=a./J; 

r = a/2; 

R =ci/?.; 

-r---
1 
I 
I 

d ---l§J }-----------_-

a 
Fig. J.'.'2 

2) Paralelipipedul dreptunghic (fig. 3.23) 

S1 = 2(ab + bc + ca) 

/" 

V = abc; dZ = aZ -j- b~ -;. c ~ 

R = d/2 ; D = d 

3) Paralelipipedul oarecare (fig. 3.2'1) 

r 
Fig. 3 .23 

S1 = Suma ariilor paralelogramelor care formează. suprafaţa lat eral ă il. 

paralelipipedului. 

S, =St+ 2S 

V= Sl 
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Fig . 3 .24 

·! ) !'ri.> ma (1rcap!d saa oblică (fig. 3.'.?.5) 

S 1 = P · J (fig. 3.25, a) ; S t = S i + 25 

V = Sf = aria sec ţiu n ii drepte · lungimea muchiei (fig. J.'.?.5, a, b) 

I 
I 

I I 

I I I 

I I I 
)- I -l / I I I I 
J' ~ I 

o b 
Fig. 3 .25 

5) Piram ida 1·rg11 la !ă (fig. 3.'.?.6) 

P .4. Sf 
5 1 = - ; S t = S 1 + S ; V "'' - • 2 3 , 

„-= 3Y/ (S1 + S) 

"' 'n nula care d ă ·:olu mui se aplică ş i in ca zt" unei pi r:unicle oa recare. 

Ci ) Tetraedrul 1·n1a lat (f g. 3.27) 

lt=a~. S 3[Ja2 • 
1 = --4- • 

.} {l --V? l 1's f . circ = 1 
3 

• 



----
Fig. 3.26 Fig. J.27 

7) Tn111cl1i11l 'de pircmridci (fig. 3.28) 

p + p . . - . I 1-
S1 = --- A; .~t = Si -1- S + s; V == - (S + s + 'i Ss) 

~ J 

Formula care cl[t ·rnl11m111 sc aplid ~i in cazul nnui tr'iunchi'de piram,idă, Ct• 
bazele paralek, oarecare. 

D G 

F 

Fiif. 3 .2S Fig. 3.29 

S) Primratcid11l* (fig-. 3.29) 

s ~ aria A ne; S = aria DEF(j .: S' = aria abcd ; I ~ lungimea · înălţimii: 

- [ 
a, b, c, d mijloacele nrnchilior; T = - (S ..,. ~ S' + s) (formula lui Sinzson). 

(J 

• Prismatoidul c·stc nn poliedru carr are ra b:u.c două poligoane aşezate In plane parale­
le, iar f~teie laterale sînt trapeze s:iu triunghiuri. 
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3.2.4. Ariile şi volumele pr,incipalelor corpuri rotunde 
i\"ofaţi1'. grnaale. R, R1• r = lungimile razelor; D. d = lungimi ale diame­

t •<·lor ; a, b, c = lungimile semiaxelor; G = lungimea generatoarei; I = lungi­
mea inălţimii ; S = aria; S1 = aria laterală; St = aria totalft; V = volumuL 

l) Cili11drul circular drrpt (fig. 3.30) 

S1 = 2r.:RG; St=' 2r.:R(G + R); V = o:R2I 
J 

'f 
I 
I 
I 

/I G 
I 
I 
I 
1 
I 

----;~2-

Fig. 3.30 

Comit cinu/ar drept (fig. 3.31) 

Fig. 3.31 

.:R2J 
S1 = ;:RC; S1 = o:R(G + R); tr = 

I - J 

VG - R c2 
r1t. ~~ser . = R G +. R; R11. circ. = 

2 
../G2 _ R 2 • 

J) Truntlii11l de con (fig. 3.32) 

S1 = 7tG(R + r); St = S1-;- o:(R2 + rZ); o:l ( • • R ) V = - R· + r- + r ; 
3 4 

I (;d 
d = vc;.• ...,-- 4Rr (diagonala) R„f . circ. = - · 

2! 

A 

B 

Fig. 3.32 Fig. 3.33 

I • - Tabele şi formule matematice - c. 1 I 313 17T 



4) Sfera (fig . .3 . .33) 
. ·h:R3 D3 

S=+;~R~=:-:D2 ;D=2R; l = --=;Ţ- • 
3 6 

5) Zaua sferică (fig. 3„>3) 

--- ;-:[ (' 
0 'l ' I ") S=2:-:Rl, l = O'O"; I'= - .w +J li'. + -

6 

6) Calota s/aicii (fig. 3.3.>) 

;-:[2 , ;-:[ • o 

S = 2;-:Jll, I= O'A ; T" = - (.if? - I) "= - (I-+ 3r·) . 
.3 6 

7) Sector11l sf eric (eh· primul ti;1 (fig. 3 .. H, a), d e al doilea tip (fig. 3.3~. b)) : 

S = 2:-:Ul -i- ;-:Rr (fig . .>. :H, a ) ; r· 2;-:R2[ {f. 
-- ig. 

3 
J .. H, a, b) 

:I 
----r-T-,---
----- ....J o 
~~ 

IT R 

o 

o 

„ ..... - - R, 

Fig. 3.35 

o 

b 
Fig . 3 . .3-1 

8) Scg111c11/u/ sfaic w do11c! ba:e (fig. 3.35) 
(porţiunea el e skră cupr i n~:c între donă plaur" 
par01lek) 

V = - - + - (;-:Ril + ;:r· . 4:-: .( I )
3 

1 0 'I) 
3 2 2 

9) Segmentul sferic cu o bază (fig. 3.36) (porţiunea ele sferă mărginită de 
o calotft şi un disc): 

118 

V = ;-:l
2 

{JR - I) . 
3 



10) Elipsoidul: (fig. 3.37) 

·'htabe 
V=--· 

3 

Fig. 3.36 Fig. 3 .37 

11) Paraboloidul de roia ţie: (fig. 3.38) 

V= -::R2f 

2 

L ) Torul (inel cilindrk) (fig. 3.39) 

Fig . 3 .38 

S = 4;;2 Rr, r = raza cercului generator;, V = 2;-;~ Rr: · d"" 2r, D = 2R. 

R fi 

o 

Fig. 3.39 

:5.2 .5. Poliedre. Poliedre regulate 

Te orema lui Euln: Dacă. V, lv[ şi F sint numărul vîrfurilor, al muchiilor 
1 tl feţ lor uuni poliedru corwex, atunci 

V - lv[ + F = 2. 

I '4li1 ·rlrele regulate sint : t etraed rul, hexaedrul sau cubul, octaedrul, dodeca-
1 ohu l i icosaed rul. 

l '1 iu ·ipalc!e caracteris tici ale acestor polied re, pr intre care ariile laterale 
ulu11wlc lor, în funcţie de lungimea a a muchei, sînt date mai jos· 
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1.-1. ---co 
o 

Pulil'dtul rq;ul;it 

1 Tctraulrul 

2 CuLul 

3 Octaedrul 

1 Dodecae­
drul 

.5 Jco91.ecJ rn l 

Triunghiuri 
cchilatcralt-

Triunghiuri 
echilaterale 

, Pentagoane 
1-egula te 
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crhilater~t:c 

;\°UJ\l,-L· 

rul 
fc\C'lor 

12 

20 

Xum;L- >:u1n:t 
rul rnl 

viriuri- mu c ii 1· 

!nr ililr 

(, 

12 

6 12 

20 30 

12 30 

.\ria 

2a\/5 

\'ulu111ul 

ua 

a\fi 
3 

3 
_!_'_ ( 15 
~ 

7 /5) 

H.a1.a :;icrei 
t:ircu111scrisc, U 

a/i 
2 

Raza sferei 
i11s.crise 1 r 

a 

2 

"/w 20 (25 I 11 ,13) 



r>acă R este raza sferei circumscrise, r raza sferei înscrise sl o raza cercului 
•li 11mscris u_nei feţe, atunci avem (în cazul icosaedrului şi. dodecaedrului)~ 

r = li 5 + 2.,/5 . R; 
15 

o = -11 l_0_-_2_./_5 • R. 
. 15 

:{.2.6. Cîteva volmne uzuale 

I. C olitul butoaie I or: 

,. 

\ nlaţii ~e11erale. R = ra7a secţiunii butoiului prin vrană; D = diametru! 
• \11u1ii butoiului prin ·rrană; rl= raza mijlocie a fundurilor; d = diametrul 

1.111l11ciu al fundurilor; I= înălţimea butoiului. 

1 ,,pacitatea butoaielor se calculea7ă cu formulele apro:\"imati•re. 

') V = ;: ( 2D : d r . I; 

11) V= 0,8 IDd; 

1) r = d ( R - J (Rg-__j_ r (frmn11la lui De::); 

' Cubajul truni:hiurilor de arbori. a) Trunchiul de arliore cilin dric 

- lungimea cercului de ha·,;~; I= inălţime<J. trunchiului; V = volumul. 

(~f 1 
V=---

li) Trunchiul elf' arbore care are forma unui trunchi <le con 

lungimea cercului măsurată pe arbore la ium:Uatea lui; I= inftl -
111• .i ;u·lioreiui: V = ·1olumul. 

1· ~-
(~rJ 

alculul debitului d e apă al unui 'în. În construcţiile d~ poduri şi hidro­
' I 1oll<' c necesar să cunoa~tem debitul ·mlumic ele apă al unui rîu, adică. 
11 1111111 ilc apf• pc care îl dit riul într-un minut. 

''"· l ·1olum se asimileazr, cu cel al unei prisme a·1în<l ca bază o secţiune 
11 1 în riu, printr-un plan normal pe direcţia sa·; şi ca înălţime distanţa 
' ' u1 •„ de apă într-un minut. 

I l.Ll ,, scc tiurfea are aspectul clin fig . 3.10. se procedează astfel. De· a lungul 
1 u 11 i.dc·i A V, perpendicular pe cursul apei, în punctele r;, D, E, .. . se fac. 

I 1 f1· ş i se determini• a<lîncimea riului. 
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Fig. 3.40 

Se caleulează aria S a secţiunii, adunind ariile triunghiurilor şi trapen·lo1 
astfel formate. P entru a afla înălţimea I a prismei, se determină ce distau t• 
parcurge o bucată de lemn plutitor într-un minut. Acum debitul volum u 
va fi D = Sl. 

Observare: Pcohlemete dC geometrie se împart, în principal, în probleme de. calcul (a nnor .,.,lt­
mc.>ntc ale unor figuri t:;comctricc-) , dt: demonstra.ţie fa unor proprietăţi ale unor figuri geometrirr) 1 

de ma .:: im si minim, de locuri gcon:e!ricc şi de con s !rucţi~. 

3.2.7. Folosireq, tabelei 3.4 

Tabela 3.4. Factorul core~punzător raportului hfd pen!l u calculul co11 ti 
11u!uli1i de lichid în cilindri orizo•1tali 

Volumul cilindrilor (cisternelor), care nu sint plini cu lichid, s~ calculca1.1 
cu ajutorul arici segmentuli1i de ce rc udat de lichid ~i al lungimii cilindrul111 
Practic, însă., p entra cilindrii ori?.Ontali se consideră că licl>idul cu ni,1elul 11 
.are volumul egal cu produs"! dintre volumul total al cilindrului şi factor ul 
corespunzător raportult.:i lt/d, in care d c~te diametrul cilindrului. În tal.wl.1 
.es te dată valoarea acestui factor în fu'lctic <le valoarea rc.portului h/d. 

Tabela 3.4. Factorul corespunzător raportului h;d pentru calculul continutul11I 
de lichid în cilindri orizontali 

" I 
h 

I 
li 

I I 
,, 

!act. fact. 
d 

fact. 
d 

faci. f,ltl 
ii d d 

0,01 \·0,0017 0,21 O, 1527 0,41 Q,3860 0,61 0,6389 0,81 0,811 11 

0,02 0,0048 0,22 O, 1631 0,42 0,3986 0,62 0,6513 0,82 0,87'l1o 

0,03 0,0087 0,23 0, 1738 0,43 0,4112 0,63 0,6636 0,83 0, 81!1 I 

0,04 o.o 134 0,24 0, 1845 0,44 0 ,4238 0,64 0,6759 0,84 0,8% 

0,05 0,0187 I 0,25 0, 1955 0,45 0,4364 0,65 0,6881 0,85 0, 90 ' J 

0,06 0,02451 0,26 I 0,2066 0,46 0,4491 0,66 o. 7002 0,86 0,'11 1 

O,o7 0,0308 0,27 0,2178 0,47 0,4618 0,67 0,7122 0,87 ' 0,92 , 

0,08 I 0,0375 0,28 0,2292 0,48 0,4745 0,68 0,72'\I 0,88 0.'11' 

I 
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" I: ,, 
" I 

,, 
I - Cac t . - !act . Cact . fact. fac t. 

d d d d d 

! 
O.t''.:> 0,04'16 0,29 0,2 407 0 ,4 9 0,4873 0 ,69 I o,7360 0,89 O,!H02 

n, IO 0,0520 0,30 0,252:; 0,50 0,5000 0,70 0,74.77 0,90 0,9480 

o, 11 0 ,0598 O,J l 0,2640 0,5 1 0,5 127 0,7 1 0,7593 0,9 1 0,955-i 

1.12 0,0639 0,32 0,2î59 0,52 I 0,5255 0,72 0,7 708 0,92 0 ,962 5 

U, I 0,0764 0, 33 0,2878 0, 53 0,5382 0, 73 0,7822 0,93 0,9692 

O, 14 0,0851 0,3-1 0,2998 0,5~1 0 ,5509 0,7-i 0,79.H 0,9-! 0,9755 

O, 15 0,0941 0 ,35 0,3 119 0,55 0 ,5636 0,75 0 .80-i5 0 ,95 0,98 13 

r . !(, I O, 1033 0,36 0, 321 1 0, 56 0, 5762 0,76 0,8 155 0,96 0,9866 

li, l7 O, 1127 0,37 0, 3364 0, 57 I o.5SS.., 0 ,77 0, 8262 0,97 0 ,99 13 

I J I :~ O, 122-1 0,38 0,6487 0,58 0,6014 O,IS 0,8369 0,98 0 ,9952 

o, 19 o, 1323 0,39 0, 36 11 0 ,59 0,6 H O I 0,79 0,8-173 0,99 0 ,9983 . . 

o, ' O O, 1424 0,40 0,37 35 0, 60 O, 6 2651 0,80 0,8576 1,00 1,0000 
I ----

:~ . 3 . Geometrie analitică 

3.3. 1. V ccton -I) Xotaţii : .·! 11 , -;! , v'( x , )' , .:;), V'1(a1,-b1, C1) · 

) L 1mgim.:a un u:. t 'tCfOi': 1.:W I ; A ll; ! â I; a; I V' I; 'V ; i ti\ I; V1 · _,. - -l) Adz!ll arca. ;;cclor ifor : AJJ + ne= .·I C (rt'gafo triunghiulu i , fig. 3.-î 1) - - - > 
OA + 0.n =oe (rcgHla p araldogra1111d1!i , fig . 3.42) 

c 

fi 
c o 

Fig. 3 .41 Fig . 3 .42 
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A 

Fig. 3.43 

.·· .· 

---7 _____... ~ ---+ 

Fig. 3.44 

.·LI 1 7 .41A, + ... -~- .-l ,.H = A B (regula poligonuf„i, fig. 3.43) 

---+ ---7 --+ --+ 
0,-l .:... OJJ + OC = ()JJ (rc,:;11/a paralclipipedul11i, fig. 3.44) 

-l) Scc1rfrrca vectorilor: a - b = a+ {- bJ 
....... ....... ....... 
UJJ - 0.·1 = AJJ (fig. 3.-l •) 

5) Crilaiul de coli11iaritale 1t doi vectori â şi /J · 

G) Propridâţile ad1t1zc1rii vcc /lJr ilor ,~i cilc îumulfirii czt scalari (din R s:iu t' 

a wc/ori/or I) u -L b = b + c: 
2i -a ..;- (b ~ · 1) = (7t 

3) <i .;- o =o + <l = a 
-i) p.µJ â = i.(:-'a~J = µ(I.a) = i.µ iî 

5) (î. + µ) â = i. IL" + ;-'a· 

GJ i .(a .; "bi = 1.a: + ,-;, 
7) o . a = " . o = -0 

7) Forma hipac,rnzple.-ră a vectorilor: 

---+ _.. -> > 
.-l n = (a 2 - a 1) i + (b2 - b1) j + (c2 - c1 ) k, respecfrr 

1S4 



2) Fie a = (a 1, b1, c1) şi b = (a2, b2 , c.~) <loi "ectori daţi; atunci 

. li :::: b = (a 1 ± a2 , b1 ± b2 , c1 :.'..: c2 ); i.â = (i.a 1 , i.b 1, i .c1) 

(I. ~"!; ar -i- bf + 'Î ·(lungî1nea lui ll) 

") l'rr.u /11s11l scalar a doi vectori ci', b: 

/'1 0 1f' ri<lăfi: I. (/ - ' (i' ~au "b' = () implic:1 îi b ,..., O. 

2. ci · b = O ~i a #- O, b # O-= u J . I 

11 1) l'roduwl i·a torial a doi vecto1:i Cî ,< i b' 

I) 1i ·-: bi = ab SIH ?• ? = ·;.'. (â', li) 

I) ,„ X b J_ a' şi ci X f,' J_ '!/ 

(i/, b, â X b) co1Uifui<; un triedru drept 

l '111 f'riclăfi: I) ci X b = O şi a# O, b #-O-= a li b. 

2) a X b = - .f;' X îi 

i) (a.+ b) :< f! = â X c + b X c 

5) îi X ( b -'.. c) = a' X b - Ţ- u :< c 

185 



I 
respecfrr 

-+ 
k i j 

-+ -+ 
a X b = a1 bi ci 

a2 b2 Cz 

11) Dublul prndus rec/oria/: (a X b) :< c = ti'(C:c') - a(bc) 
12) Idrntităţi vectoriale . 

1) (â >'. b,) X c' + (bxc)xa + (cxa)x b =o'. 
2) (a. "°b) · (c . d) = (â. c) (b·. d) - (â. d) (b. t) 

J) (a >: li\'-= âz. 62 _ (a . °'b)2. 

13) Pro.lztS1t! mixt a trei t•cclori. a'bc = (a :< b) c 

Prof'r!Glăţi: 1) cibc =o <=> a, b~ c sînt trei ·1cc1.ori coplanari. 

4) (i.a' ) "b'-c = a'(;."b'i -c = â"b(1.-ci = 1.1îbc 

5) Fie a = {a1, b1 , c1 ). b = (a 2 , b2 , c2 ) şi t: = (a3, b3 , c3) irt 
vectori daţi, .atunci 

a1 bi C1 I 
I 

c,·"b-c = a2 b2 

'21' a3 b" c~ 

l~) Proiecţ ia w rn i i•cclor â(a1 , b1 , c1 ) pc o a:ră l de versor s' (co'" 
co~~· cos y) : Prtâ" == f!7. 

Pr(i triti<ifi: I. Pri (â' --'- b) = Pqa + Pri71. 

2. Pr1 i.a = i.Pr1 a'. 

3.3.:2. Transjonnc'f.ri geomctl'ice în plan 

l. TraJtslafia. de 1.:t:ctur V ((1, b) . 

Definiţie. Tra nsfnrmarca gcometricil. a planulul care asociazil. fiec~l 1 11 
--> 

punct I' al aces tuia , <.k "/t:Ctor de poziţie OP, punctul P 1 , de vecto r d 
-- --> poziţie 01\ =O P -:- ;; (figura 3.-16) 

Xolafit- . T, T _,_ ,, 
Propritlrlfi. 

1. O translaţi e este dcfinitit (facil. se dau un punct P şi imaginea sa / '1 
prin această transio1 mare. 

li6 



!I 

7 /. 

~ r, (x,,y,) 

/ 
l'{r,y) 

o 

Fig. J.46 

.., Translaţia coriser·Jă distanţ'ele dintre punctele planului (este o izo­
rnctrie*) şi transformă o dreaptă dată in una paralelrt cu aceasta: distinctă. 
dC' ca sau IlU. · 

· 3. Translaţia consrrvă coliniaritatea punctelor planului şi unghiurile. 
·!. Translaţia transformă un poligon într-un alt poligon egal cu primul 

· i un cerc dat într-un cerc egal cu cel dat. 
5. Dacă P 1 (x1 , y1 ) estie imaginea lui P (.r,y) prin translaţia T, atunci 

„wc 111 

Alte propriclăfi. 

x1 = x + a, y1 = y + b** 

1. T .... oT .... = T .... oT .... =T ........ 
• b b a a -;.- b 

2. T .... o T _, = T .... o T .... = E••• 
a -• - a a 

3. T ..... = E. o 

P(x.y) 

X 

2. Rolofia faţă de 1m prmcf ( crnlru) 
0 CI< 1111 1/hiu/ :;: 

Defini/ie : Transformarea geometrică 
a planului, ca re asocia7ă fiecărui punct 
P al acestuia, punctul P 1 definit dl'! 

propriet~'iţile ·-:: (OP, OP1 ) = :x ~i OP1 = 
=OP (figura .3.47) 

Fig. J.47 

Notaţie: R~· 

Proprietăţi. 

1. O rntaţie este definită dacă se dau: sau punct ul O împreună cu un 
pun .t P şi cu imaginea sa P 1 ; sau două puncte (distincte) P şi Q împreună 
• 11 imaginile lor P 1 şi Q1. 

• fn pic.nul p, se numeşte izometrie o aplica ţie/ : p-+ P. care are proprietatea d(/(A), l(B)) -
d(.•I, B), yA, BEp, ..... 

•• Ecuaţiile translaţiei de vector v(a, b, c) in spapu sint 

••• Cu E am notat transformarea identici a planului. 
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?. Rotaţia conservrt distanţele dintre punch !e planului (este o îzometriL') 
şi 1 ransformfL d rcptcle în drepte . 

.1) Hotnţia conseni1. coiiniaritatca punctelor planului şi unghiurile. 
'I) Hotaţia irnariazfL cercurile cu centrele în punctul 0. 
5) Hotaţia transformit un poligon într-un alt poligon egal cu primul şi nu 

cerc rlat într-un cerc <'gal cu acel dat. . 
6) Dac{L 1\ (x1 , y1 ) este imaginea lui I' (x, )') prin rotaţia R~. atunci a:rcm 

x 1 = x cos -:r. - )'sin IX, y1 = • si n IX - y cos :ir: 

7) Dacii R~ o ••. o R~ = E,- atunci rotaţia I'.~ se spune că are ol'di1111l 11. 

ele n ori 

A /ie /nopri~lăfi. \ 

l. Vz E R, Vii E Z, R"- -i--2k„ = Hex. 
o u 

2. '<17., ~~ E R, R~ o N~ = R~ o R~ = N~+ I'. 

3. 'Va.E R, Rex o H - ex = F:. 
o " 

'I. n:= S 0 .* 

.1. Simclria fa/li- tl~ o dreapt<l d a pla11ultti 

Dt·fi11iţic. Transformarea geometricrL a planului care asociază ficciirn i 

pun ct Pal nx l'stuia punctul 1'1 definit ele propridftţilc: P P 1 .l d şi PO' =O' 1'1 
(fig. J.~S) 

!/ 
f} /x, ,y,) 

f' /x,y) 

o 

Fig. 3.~8 
Notaţie. Sd-

J»·ofn·ictăţi. 1) Simetria consenrt distanţele dintre punctele planului (esk 
o izomctrie) şi transform[L dreptele în drepte. 

2. Simetria invariaz[t dreptele pcrpemdiculare pc dreapta d şi cercuri]« 
cu centrele pe axa de s imetri c d. · 

3. Simetria păstreadL coliniaritatea punctelor din plan şi unghiurile, dar 
orientarea figurilor o inve rsează . 

4. Simetria transformr1 un poligon dat într-un alt poUgon egal cu primul 
~i un cerc dat într-un alt cerc egal cn cel dat. 

5. Daeă T\ (x1, y 1) este imaginea lui P (x, y) prin simetria Sa, unde d 
este prima hisectoarc, atunci a ·1em 

Y1 = x. 

* A se vedrn „sim etria faţă de un punct O din spaţiu", png. 191. 
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<i . Asemănător, dacă d este axa Ox, atunci avem 

.:>'1 = -y. 

7 .. \semănător, dacă d este axa Oy, atunci anm 

Ilic prof'riclăţi. 

I. DadL d J_ d' şi O = d O d', atunci. 

sd 0 Sa, = sd' ă Sa = s„. 

' Dacă d !/ d', atunci 

Sa o Sa. = T (translaţie). 

l. Omotetia de cc11lrn sa11 pol U ;i raport k e R. 

11,· / i aiţie: Transformarea geome trică a planului care asociazrL fiec:u·ui 
·1111 t Pal acestuia punctul P 1 definit de proprietatea OP1 = kOfJ (figura 3.-llJ). 

X 

Fig . .3.49 

(• /r1ffr : H~. 

/'10/Jr ictâti. 1. O omotetie es te definit{t dacă s:: dau punctul O imprt t111rt 
11 " " pu nct' P şi cu imaginea sa P 1• 

' Ou1otdia nu păstrează distanţele dintre puncte . E:i. le amplificit cu 
I I 01i1 il omotetie i în modul, j ti l. 

1 CJ 11wktia in·rariaziL dreptele ce trec prin p:>l. 
I On wtetia păstrează unghiul dreptelor. 

1notetia transform{L o dreaptă dată într-o <lreaptrL parulelă cu c~a 

t 1, 111 1 poligon dat într-un poligon asemenea cu cel dat şi cercurile în cercuri. 

11 I 1.1 ·lL P 1 (x1 , '.)'i) este imaginea lui P (x, y) prin omotc:Lia Ht. atunc i 
\li 

:)'1 = ky*. 

• I , u . 1 ~ iilc o motetiei in spaţiu sint 

]8'.) 



Alte proprielăţi. 

1. H~ = E 

2. H01 =So 

3. H~, o H~, = T, ctaci lk = ! 

-4. H~, o H~, = H~;. dacă lk ,ţ L 

I 

5. Hk (P1 ) = P. 
o 

5. li;116rsi1mta de pol O şi pal ere k e R 

Def i11iţie: Transfo rmarea geometrică a planului care asoc iază fitc<l.r u • 
punct P al acestuia punctul P 1 , coliniar cu O şi P, definit de pro prietatea 
(fig. J.5fl) 

OP ·OP1 = h~. 

y 

Q X 

Fig . 50 

1'-otaţie: I~ . 

·'Pro Nielă ţ1· . 

1. ri{-:, ersiunea llll - pf1strcază distanţele dintre puncte . 

.2. 111"!.'!_r.şiune.<l: . i_1_~·1ariază dreptele cc trec prin pol. 
; ."·· L{JJrsi un e;;.·'p·iistrează unghiul liniilor, dar nu şi orientarea figuriln1 

4. Inversiunea transformă o dreaptă cc nu trece 'prin pol într-un cerc 11 

trece prin pol '.' i cercurile ce nu trec prin pol in cercu ri ce nu trec nici 1 '• 

prin p••l. 
5. Dacă P 1 (x 1, )'i) este imag inea lui P (x, y) prin irl'lc rsinnca /~ , al 1111• 1 

a ·1em 

J 90 

k~x 
.:\'1 =-.,-_- -;;-. 

.Y- - .1' -

.1'1 = __ k_;2y:...__ *) 

xZ + y2 

~X ~ " 
X1 = X: -:- )': + _; '.!' )'1 = .\'1 -;- )11 + ,a• =1 = x• + y• + ;:Z 



T 3.3. Transf omufri geometrice în spaţiu 

''· Simetria fa/ii de 1m p1mct O din s/1a/i1t 

J i,j in i/ie; Transformarea geometrică a spa ţi11lni care asociază fi ecărui 
1'1lllcl P a l acestuia punctul P 1 definit de proprid{Lţi l e: l', se găsc~te pe - -·l1r. q• ta OP şi 01\ = - OP. 

\ ' la/ie ; S 0 • 

/'1.ij>rietii/i: I. Simetria conservă distanţe le dintrc puncte (este o izo­
"" I 1 it· ), transform[l o dreaptă dată într-o dreaptă paralelă cu cea dată distinctr~ 

111 ll u de ac<'a~ta, 1111 plan într-uu plan paralel cu cel dat distinct sau n :1 de 
t.i ~i un unghi într-un unghi egal cu cel dat. 
' . Simetria păstrcazii coliniaritatea p1rnctelor. 
l . Simetria transformii un poligon dat într-un alt poligon egal cn primul 

u 11 cnc dat într-un alt cerc egal cn cel dat. . 
I. Simetria invariază dreptele şi piau Ic ce trec pr in O . 
. JlaC[l P1(-"1• Y1· Zi) este imagiuca lui P(:r, y, z) p rin simetria So, 

il11nci avem 

~ 

l'lc {'roprit/c/ţi: 1. S 0 , o S0 , = 20z01 (tra nslaţic) 

2. So o So= E . 

. .')i111ctria fa/â de un plan p î1i 'Pa/iu 

!J 

Fig. 3.51 

JJefinif ic : Tra11~fonuarea. geonll.: !d :: ă. 

a spaţinl ui rnre asociază oricărui punct 
P al ac('stuia 1111 punct P 1 ddin;t de 

pi:oprie ti"t!ilc : .J'P1 J_ p şi O'I\ = O' P 
(fig. 3.51). 

Xotafie: Sp 

l 'rJj>ric!ci/i: 

1. Si111crria cn 11 :-ier·r~t distanţelt"' dintre 
puucl C'k "P<lliului (L·,tc o izom~ t ric ) ~i 
1111gh11! drcp tt·lor , al plandor ~ ; al 
drcpklur cu pla11l'k . 

2. Simetria i1nariază puactek planu­
lui p, drt·ptt"lc conţinute i11 p şi planele 
pcrpcndiculart: pt: f>· 

1 :.; imc tria trans fo rmă o <lrl'aptă fotr-o alt:'!. drcaptct şi 1111 p1an într-un 
l'Î.~ l i. 
I. Si rnctria transformă a clrcaptct ;-.o:iralcl[l Cll p ~i un plan "paralel CLt p 

11 ,, d rt·aptă. de asemenea paralelii cu p şi intr-nn plan de asemenea paralel 

1 Simetria piistreazrl colit:iaritatea punctelor. 

• ) l ~c u:i ţiile simetrid în nhn stnt: 

xJ. = - x, Y1 = - y. 



6 . . Simetria transformă un poligon dat într-un alt poligon egal cu r pri.iitul 
şi un ctrc dat într-un alt cerc egal cu cel dat. 

X 

Alic propn'elc'iţi: Dadl p1 li p2 , atunci SPi o Sp, = T (translaţie) 

8. Rotaţia faţă de o axă z'= cu. 1111r;/12'.11l oc 

z 

f'(x,y,z) 

o 

z' 
Fig. 3.52 

Definiţie:· Transformarea geon 11 
trică. a spaţiului, care asociazlL h• 
cărui punct P al acestuia punctul /'1 
definit de proprietăţile: ~ (O' I'. 
O' P 1) = oc, O' P =O' P 1 şi punctc ·I• 
O', P, Pi se găsesc intr-un aCt'l.1 1 

plan perpendicular pc axa z';; în I i 
(figura 3.52). 

·\"otaţie: n;, •. 
ProJJrietii{i. I. O rotaţie est e· ci • 

finit[• dacă se dau două pcrei;hi .I • 
puncte corespondente: punctele /' 1 

Q ~i imaginile lor P 1 şi Q1 ••• 
·"; j 

2. Rotaţia conscnă dbtanţelc clintrt' punctele ~paţiului (este o izom«l il• l 
~i transformă <lreptC'le în drep\t'. , . 

3. Rotaţia conservă coplanaritatea punctelor din spaţiu şi u1.1ghi111 ii• 
~. Rotaţia transformă un poligon într-un poligon egal şi un cerc înt.1; 11 

cerc egal cu cel dat. 
5. Dacă P 1 (x1 , y 1, : 1 ) este ÎlrnLgin('a lui P (x, y, :) prin rotaţia li' 

atunci a·,em 

X1 = X cos CI. - .'.l' sin :r., T1 = X ~in CI. + )' cos CI., Zt = ;;. 

3.3.4. Punctul şi dreapta. Planul 

l" Teorema. /11i i1Jichel Charhs: Dac[L P;(x1) (i = I, 2, ... , 11) sint 11. pu11• I•· 
pe o drrnptă, atunci - - --- - ... P 1 P2 + P 2 E', + „. + Pn-1 P„ + P„P1 =O 

2° Distanţa d dintre două puncte P 1 (x1 ) şi P 2 (;t·2 ) este 

el= ,/(xz - X1)" = I Xz - Xi !· 
3° _.\bscisa x a punctului P care imparte segn1entnl P 1P 2 în raportul k, - -
este 

P 1 P = kPP2 , 

x == _x_1_ -_: _k_x2_ 

1 + k 

Pentru k = I, găsim abscisa mijlocului P(x) al segmentului P 1P2 

X= X1 + Xz 
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'4° O condiţie necesară şi suficient{L ca punctul P'(x'Î să fie conjugat armonic: 
• 11 f>"(x") faţă de P 1 (x1 ) şi P2 (x2 ), toate punc tele fiind situate pe o aceea~j 
1lrcaplă, este 

2 (x1 x2 + x'x") = (.r1 + x2 ) (x' + x") 

• Di~lanţa tl dintre două puncte P 1 (xl' y 1) şi P2 (x~, y 2 ) <lin plan este 

Dacă P 1 = O şi P 2 = P (x, .v), atunci d = OP ~~ .J x ·' -'.- y". 

I• ' ordonatele punctului P(x. y) care împarte segmentul P 1 l'z in raportul k, 

111 l 

,.. - x, + k:r, 

l + k 

,. = Y1 + lly2 

. I + k 

Dacii Pe mijloc ul lui P1 P~. alunei Parc coordo11atclc 

-"1 -7-- X2 :vi +. .Y~ 
'}' = ----

2 2 

7• Coordonatele cen trului de greutate G al tri1111 ghi11lui format de punctC'le 
/',(\ ,, y;.), i = I, 2, .3, sint 

G: .
, .. = x, ..:.. .1· .•. ..:.. x.. ·\'1 + ''~ ..!.. "3 • .. y ~ • _,, ' J 

.3 3 

condiţie necesarfL ~i suficient ;:i ca. p11nclc·le P 3 (x3 , ;i·3) şi P4 (x4 , ;•41 ~:~ 
ltr 011jugatc armonic cu P 1 (x1 , y 1) şi 1'2 (x2 , J'z) este exprimată de egalităţi le : 

{ 
2 (x1 x2 + x3 .1·4) = (x 1 + x 2 ) (x3 + x~) 
2 (J'1Y2 + ."3.1'4) = (Y1 + Y2) (y3 + Y~) 

'J Ecnaţiilc unor drepte particulare din plan: 

l = O (axa y'Oy): 

y = O (axa .i:'Ox) ; 

y = x (prima bisectoare): 

y = - X (a doua. Oiscctoare); 

x = a (dreaptă paralelă la y'Oy); y = mx (dreaptă ce trece prin O). 

y = b (dreaptă paralelă la x'Ox); 
\ 

III" Ecuaţia gcm:ralrt a dreptei este .-/ x , By + C = O; ecuaţia redusă ::. •rr ptt' i este y = 111.i: -;- 11. 

11 ° Ernaţia drC'ptei care taie axele de coordonate i11 A (a., O) şi B (O. b) >':l u 

1 1111/ia clnplci prill Jăicturi este 

.::.+2:'. - 1=0: 
a b 

I •• Ecuaţia normală a dreptei (jorma lui L. O. Hesse) este 

.x cos C1. + y sin ex - p = O. 

I : - Tabele şi formule matematice - c. 1 I 313 l'.l3 



!:>' Ecuaţia dreptei care trece pria P 0 (x0 , y 0 ) şi arc coeficientul unghiular m, 
da t. este 

y - .v0 = m(x - x0 ) 

H " Ecua ţi::i. dreptei care trece prin două puncte I\(x1, y 1) şi P 2 (x2 , ;.•, \ 

f..au , sub ferm~ de detern1inant, 

X y 

XI Y1 = o 

X2 .v2 

~ i dr('apta are coeficientul unghiular 

nz = 
.:Vz - .:V1 

1)-.:i '\.' "''1 
Ecuaţia dreptei care 'trece prin O şi prin P 1 (x1, ;.·1 ) este .:_ = .:_ · 

lfr' (J condiţie necesară şi suficientă ca drept'ele 

D2 : A 2 x + B2;.• + C2 = O 

s:'c se intersecteze la distanţă finită este 

I 
Al !31 I i' o. 
A2 B2 

X x 1 

(I ) 

! -,„ O d" f A1 B , con 1ţi e. n ecesară ca dreptele D 1 şi D 2 să ie paralele este - = - · 
A2 B2 

18° O c ndiţ ie necesară şi suficientă ca drcptc:lc D1 şi D 2 să fie paralele l"~ f•• 
ca ,, ;sternul ( I) să nu aibă solu ţii. 

19° Co ndiţ ia necesară şi suficientă ca dreptele D1 şi D 2 să coincidă este 

A1 l31 C1 -=-=-t 
A2 B2 C2 

20 ' l: ngh i ! :ic al dreptelor D1 şi D2 care au coeficienţii unghiulari -n1 

A1 A! 
- - 11: 2 - , este · dat de 

B1 B2 

tg a = m2 - nz, 

I + "'1 1112 

21° O condiţie necesarii şi suficientă ca dreptele D1 şi D 2 sJ. !ie p erpendicu 
lare este 



"2° Ecuaţia unei normale oarecare la dreapta de ecuaţie Ax+ By + C = O 
l'~ l' 

Bx - A;v + C' = O, cu C' arbitrar. 

2 1° Ecuaţii le parametrice ale dreptei care trece prin Pi ( ;ri• Yil şi P2 (x:• ;i·2) 

!11t 

v - .Yt + k~t'z 
. - l + k ' 

k = parametru real. 

.!-1° Ec1,;a ţiile parametrice ale dreptei defir.ite printr-un punct P 0 (x0, ;i·~) 
f l o direcţie a. sint 

x = x0 + p cos a.. )I = ;v0 + p sin a.. p = parametru real. 

' ,. Ecuaţia fa sc iculului ele drepte paralele (de pantă dată m) este 

;v = mx + A, ), = parametru real. 

1(1 Ecuaţia fasciculului dl' drepte caro trec prin intersecţia dreptelor Di 
•I }J~ este 

/. = parametru real 

'"· dacii. P 0 (x0 , y 0) este virful fasciculului, 

)I - .~'o = m(x - x0 ), i;; = parametru real. 

1 7° Condiţia necesară şi suficientă ca trei drepte 

D 1: A;.i: ·+- Bt:v + e, =O, i = 1, 2, 3 

fi• concurente (la distanţă finită, la infinit sau într-un punct nedeterminat) 
' li; 

I A1 
Bi e1 

.':Iz B2 Cz =o . 
f.43 B3 C3 

·~·· Distanţa d de I.a punctul P0 (x0 , y0 ) la dreapta D: Ax+ By + C =O 
1 1 !1· 

I Ax0 + B;v0 + e I d= . 
..jA2 + B2 

1•i• Ecuaţiile .bisectoarelor u11ghiurilor formate d e dreptele Di şi D2 sînt 

A 1 x + B 1y + e1 = ± A 2 x + B 2 y + C2 ' 

,,/Ai + Br ../Ai+ B~ 

10° Aria triunghiului determinat de P1(x,, ;v;l. i = 1, 2, 3, c>t ~ . 

S=l.E_L, 
X1 :V i 

u nde D= Xz Y2 2 
X3 Ya 
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31° Co11diţia necesară şi suficientă C<J. 3 p:i:1::te P i(.r1, Y1). i = I, 2, J, ~i\ 
lfie Î:! linie dreaptă este 

X1 :''t 

X2 Y2 = (). 

X3 Ya 

J2° Transformarea coordonate lor carteziene rectangulare intr~o translaţ ie ci.­
fa sistemul xOy la sis t emul XO'Y, cu O' (a, b), <;ste dată de formulele (fig. 3.5J) 

!J 
fl 

o 

{

X = a + )(, 

~I = b + l „, 

y 

R' 

O'fa,b) 

Fig . J . .53 

,x.y 
f' X.Y 

a' 
X 

a 
X 

\lndc x, 'Y sint coordonatele unui pu11ct P faţă de rep.'!rul xOy; •· b coor­
donatele noii origini ()' fa~ă d e r c:pNul xOy, iar X, Y COOi'donatele lui P 
fa ţă de noul reper X0'1'. 
J.l0 Transformarea coo rdonatelor carteziene ortogonale într-o rota ţ i e d1-
1111i;h i a: = -t (Ch, OX) şi centru O a axelor d e coordonate este datli. de for-
1111ilcle (fig. _5.5 ~ ) 

{
x = ,~ c~s ::< - l~ sin a:, 

y = X s111 o: + l ' cos 2. 

y !:I 

X 

Fig. 3 . .54 



3.3.5. Cercul 

1• Ecuaţia cerc ului C cu ceptrul în origine şi raza r este 

X~ + 'V2 - yZ = 0. ( I) 

„ Ecua ţiile lui parametrice sint x = r cos l:l, y = r siu l:l, l:l E [O, 2;: ). 

• Ecuaţia cu pătr;itele strinse este 

(x - a)l + (y - · b) 2 - r 2 = O. 

11•d <" " 5i i> sî1:t coordon;itcle centrului său '"· iar r rnza cercului. 

1• Ecua~ia 110rm;ilă a cercului es te 

x2 + ·:v2 + mx + uy + p = O, (J) 

ua4e " = -
m n niZ nZ 

b = - - şi r 2 = - + - - p. 
2 4 4 

~ · Ecuaţia g-enerală a CP rcului este -~ ( .ţ 2 + y 2 ) + lJ."C + Ey + F = o. A 1' o·. 

<1° Ecuaţia pătratică a tangentelor la ce rcul ( 1), duse dia punctul exterio r 
" • ( r1 , ~'V0), este 

( 1 2 - .viJ (x - x0) 2 -'- 2x0y 0 (x - x0 ) (y - y 0) + (r 2 - xij) (y - y 0 ) 2 = O. 

,• l"uterell ~ a punctului P 0 (x0 , )'o) faţ[1 de cercul (2) este 

? "~ (xo - a)2 + (Yo - b)' - ,.2. 

llo" Cnc.u rile C1 şi C2 d~ ecuaţi i x 2 + y 2 + llliX + n;y + P1 = O, 1 = I, 2 
l eit ortoe-onale rfadi. şi numai uacă 111 1 1J12 + u 1n2 - 2(p1 + P2 ) = O. 

•1 F ria ţia axei radicale a ace l ora şi cerc uri C1 şi C2 este 

11• tc l'. a.ţiile parametrice a le cercului (2) sint 

{

- X = a -'- '!' COS 0 o Ero. 2„l 
y = b + r Slll 0, 

·„ 

11" Ecuaţia cerculu.i . care trece prin tr2i puncte necolimare date P 1(:r;, ~ · ;l. 
I, 2, J, este 

x2 + y2 X y 

xi+ YÎ "1 ;.11 

xi+ Yi Xz 
=o. 

Y2 

x5 + ;v~ X3 X3 1 
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12° Ecuaţia tangen!C'i la cercurile ( 1) şi (-)) i11 pu11Llul lor l'0 (x0 , )'o) siut 

:o·a + YJ'o - Y~ = O. 

'}Jl 1l 
XX0 + y;i•0 + - (.r + x 0 ) + - (y - i •) + p = O. 

"1 2 l • fi 

1.>0 Ecuaţi ile- (mag ice ak) tangcn(C'l or la cerc paralele c u o direcţie d;1tl 111 

sint 

cind centrul ce rcu lui se află în originea reperului rcspecfrr, y - b = rn (.r - o) l 
± r~ l + ni'!, c ind centrul este în {u (a, b). 

H 0 Ecuaţia polarei punctului P0 (x0 , y 0 ) care nu aparţine cercului (.3) c>h 

XXo + 'Y'Yv + ~ (x ,+ Xo.' + ~ (y +)'o) + p =O. 
2 2 

3.3.6. Elipsa 

l 0 Elipsa E raportată la axe arc ecuaţia canonier~ 

x2 J'! -+- l = O, 
o" b2 -

unde a, b sint lun::;imilc scmiaxclor, iar c = ~a" - b' distanta de la ct11 
tru la fiecare focar . F şi F' (fig. 3.5.51. 

!I 

Fig. 3 „'î5 

a2 
c 

X 

2° Elipsa cu centrul in O' (p, q), raportată la rcp<;rul xOv, şi a·1ind axele pa1 .1 

lele cu axele sistemului de coordonate, arc ecuaţia 

(x - pJ2 (.v - i/)2 
a2 + b2 - 1 = O . . 
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I E lipsa este · proiecţia ortogo:ială a cercului său principal (cercul. de cen­
' ' u O şi raza a), aş .... zat într-un plan ce face cu planul elipsei unghiul a. dat 

b 
ci\' relaţia cos a.= - • 

" 
F.cuaţiile parametrice ale cli pse i s î nt x = a cos O, y = b sin O, ft E I O, 2:~) . 

V Lcuaţja (canonic{L a l tangentei la el ipsa E în P0 (x0 , y0 ) E E est e 

1 =o. 

(,• Ecuaţiile (!11agice ale) tangentelor la elipsă. paralele cu o direc ţie dat :. 
III !>Î llt 

7 Ecuaţia pătratică a tangentelor la elips:'L care se pot du ce tlin p m!ctu? 
1'0(x0 , y 0) exterior c1ipsei este 

(11~ . - x5) (y - y0) 2 ..!... 2x0) '0 (.~ - x0) (y - J'g) + (b 2 - Ya) {-..: - x8)~ = O. 

li" Locul p unctelor de und e se pot duce tangente p erpendiculare la eh ps i'. 
, . I · cercul lui Mof!ge 

V fangc nta l a elips~ înt r-:i1 punct PE E este hisectoarea exterioară a. 
11 11~: h iul11i format de ra zele ·1cctoare ale lui P. 
IU" Lo<:ul proiecţiilor unui· focar al elipsei pe tangentele elipsei este cercul 
l'ii " i:ipal al tlipsei x 2 , y Z - a2 =O. 
11 E uaţ ia polarei u nui punct P0 (x0 , y 0 ) rE E faţă de elipsă este 

7. Xo Y.Vo i - + - l =o. 
az b2 

I• Ea coincide cu ecuaţia tangentei cind P0 E E. 
I 1• Ecuaţia normalei la· elips[t în P0 (x0 , y0 ) E E este 

1 t La e l ipsă sc pot duce dou ă. normale paralele cu o direcţie dată m . 
Ii Dintr-un punct dat se pot duce la elipsă. două normale sau p:i.tru normale. 

' '' Ecuaţi i! ;! <lirectoa ;c'lo r i 
,12 a2 

elisp~ sînt x = - ~~ .'t' = - - . 
c c 

lfapo rtul distantl"lor de la un punct al elipsei la focar şi la directoare& 

'"" pu nzătoare este constant şi egal cu 
c 

a 

I • Excentricitatea elipsei este e = ~ < 1. 
a 

l'J Aria elipsei este S = r.ab. 
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3.3.7. I!iperbola 

1° Hiperbola H raporlatft la axe arc ecuaţia canon ică 

xZ y2 
- -- - - 1 = O, 
a' b2 

(1) 

unde a, b slnt lungimile scmiaxclor, iar c = ~a~ + b" este distanţa de la ccu­
irul său O la focarele F şi F' (fig. 3.56). 

)( 

Fig. 3.56 

2° Asimptotele hiperbolei sint 

bx bx 
J' = - şi y = -

a a 

3° Hiperbola cu centrul in O'(p, q), raportaF1 la reperul xOy ;:i a ·dnti a xel 
M.!c paralele cu axele reperului, arc ecuaţia 

(x _ ·/>)2 (:V _ q\2. 
1 = o. 

a' b: 

"'1° . Ecuaţiile parametrice ale hipert.ol fl i sint 

~ ~ ~ ("- + ~) - / . 

i . = paraml' tru real . 

.5° Ecuaţia hiperbolei con:ugate cu ( 1) este 

x! J12 

- - - +•=o. 
a2 /.,~ 
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1,• l ~c11aţia hiperl:olc'i ec!1ilalere este 

1.11. dn<l este raportati1 la asimptote drept axe ele coorrio natc, 

(12 

X1' = -· 
- 2 

/ · J ·:ccaţia (canonic"• a) tangentei la hiperl:ola ]-[ în Tn(x~ y0l EH este 

,„,. 
-· - o - l = o_ 

a 2 · b2 

I 'n1aţ iik (magice ale) tangente.lor la hiperboltt, paralele cu o clire-:ţie dată .„ . .... L1t 

I' Frnaţia pătratică a tangent elo r la hiperbo'.(t care se pot duce cli•1 T'0(.r0 . Yul, 
• ll· rior hipcrcolei, este 

I•" ] .o<:u] punctelor de 11ntlc SC pot duce tangente p~rpe:1rJic11brC' J:t hiper· 
1„,ir, c:-~tc cercul l11i 1\Iongc 

;r2 + ~.2 = a2 - b~. cîncl a > b. 

11 ( rice paralelă la una rlin asimptotele hiperbolei taie ~urba într-1111 singur 
l'"m I la flislanţ:l finil ;1. 

I "' Tangenta (geometrică) la hiperbo1(L într-un p11nct /> E; !I es te bisectoarea 
l•tl1 •1i11arf1 a unghinlui format de ra zele ·;ec-toarc ale l11i JJ . 

I\' I ocnl proiC'cţiilor unui foc;:,,r al hipC'r\lol ei pc ta11ge11lcle c urbei este cercul 
• 11 dia'.~1dru! ega! cu axa tra11s·:crsr1 a hip~rbolci (cercul principal al hiper-
1.11 11 ·1 x- ·+- y- = a-). 

11 l ·:t.:uaţia polarei unui pnnct P 0 (x0 , y0) rJ= H faţil de hiperbol'i este 

X.\'o YJ'o - 1 = O. 
a2 b2 

1:;L coincide cu ecuaţia tangen tei cinel P 0 EH. 

l·:rnaţia normalei la hiperbolă. în P 0 (x0 , y0 ) EH este 

a2y 
y - Jo = - _ ._o (.t - Xo)· 

b2xo 

lr1' t ~-i hipcrbol[t se pot duce două normale paralele cn o direcţie dată m, 
111<1 tt2 - b2m2 > O. 

I >intr-un punct dat se pot d~:ce la hiperbolă două. normale, patru sau 
111 1, din care una poate fi considerată ca ch1blă. 

a2 a2 
I , l ~c uaţiile directoare la hiperbolă sînt x = şi x = - - • 

c c 
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19° Raportul di lanţclo r ele la 11:1 punct al hiperbolei ia focar şi la dircctoan.1 
c 

corespunzrt toa rc este c;o:1s tant ~i cg~l cu -- · 
C1 

20° ExcC'1:t r ic ita.le;:. !li!)cr1:o!ei es te c = ~ > 1. 

" 

3.3.8. Parul.)(J!: r. 

1° Ec uaţia (canonidt a ' ra raLok i P raportau la ~1xa ci de simetric Ox şi a 
tang1:n ta Ov in ·1i rful ~:,u O este 

.'J 
(J} 

o 

/ 

,,.-.t---t---+---

.F( ;-c) ,,· 

F ig . _, 5-:--

3° Ecuaţia 

reprezintă o paca' olă cn 

1 

~"2 - 2p x = O, 

unde p c param c lru l parabolei, iar !_ = OI· 
2 

este abscisa focarului F de pe axa Ox (fig. 3.571. 

2° Parahoh cu ·1irfnl în O' (<X, (3). rapo rtat:i 1 1 

reperu l xOy ~i a·1ind axa şi tangenta lu. ·1itl 
parakle cu axele reperului, este 

(y - ~j Z - 2p (x - <X) = 0 

-i 
yZ ~ (32 

X = - y ~ . 

2,~ 1" 2f' 

X = ay2 -7- by -:- C 

b2 - 4ac 
fl =- · I:.= 
. 2ri 

•1° Ecuaţia 

y = nx 2 ..c.. bx + c 

reprP7int;:\. o parabal;"\ cn 

b 
:.:: = 

2a 

5° Ecuaţiile paramcc ricc a le parn.bolei sl11t 

I X = ~-: 
, Î. ~~ parametru real. 

y = i., 

6° Ecuaţia (canon:că a ) tangentei la parabola P în P 1 (:r0 , y0 ) E /' c~I·· 

-"'-''n = P (x + :ru) 
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1 ' Fcuaţia (magică a ) tangentei la parabolii. p:irakl(L cu o direcţie dată m, 
I "l l l!' 

y ~ 111.\' -: - _l_ 
2 ni 

~· f·:c uaţia piit ratiC:L a 1::1.ngcnte lo r la p;1rabolă .. care se po t c..lu ce dintr-un 
p1111c t 1'0 (.r0 , y0 ) cxtl'riu r parabolei es te 

2x0 (y - y0) 2 - 2y0 (x - :r0) (.v - y 0) ...;- p (x - x0) ~ = O 

11 Locul geometric al pu nctelo r de nndt' se pot duce ta 11gc11k perpendiculare 
I 1 pa rabolă es te directoarea paral>olei ,"( = - />:'2. 
l0° T angenta la parabolă în te-un pun ct al ci es te bisec!'oarl'a unghiului format 

d• · ra?J. vec toare şi paralela la axa Ox clus(L prin acel pnnc ţ. 

11° Locul geometric al proi ecţiei focarului pc tallgl'nkll' la parnbol~L este 
1.1 ng-r·n ta la v îrf. 
I " J .ocul geometric al simetricului focarului faţ[L de ta llgc: ttc!c la porabo lă. 
• .te direc toarea parabolei. 
I ' Ecuaţia polarPi unui punc t P 0 (x0 . y0 ) rţ ZJ faţă de pa raiJoHl C'Ste 

)')'o = f'(x -:- Xo) 

I 1° Ea coin cide cu ec1iaţia tangelltei ciJld 1'0 (.r0 , y,,) E P, 

1 • b:ua ţia normalei la pa rabolit ; a P 0(x0 , ) 'o) E f' l'Ste 

,. 
Y - Yo = - -'--"- (x - ~-u) 

p 

11, J.;i, o parabolă se poate duce o singnră normal[L pa ralelă cu o direc ţie 
d 11 r, m. 

11• ll intr-un punct dat se pot duce la o · paral>olă cel mult t rei normale şi 
11 l puţin n11a. 

I · Ecuaţia djrec toarei la parabolă l'stc :r = - !!.... 
2 

111• !{::i.porul distanţelor d e la un punct al para l10lci la focar şi la directoare 
1 1„ cnns tant şi egal cu unitatea. 

•(I Excentricitatea parabole i este e = l 

:>.3.9. Curbele reprezentate de ecuaţia 

y 2 = 2px + qx.2 

I) /' # O 

{ 
:q = O<-P_o~rcla:tr:lqă < O 

.,... elips[l cu semiaxele a' şi a ,J -:-q 

q > O hiperbolă cu semiaxelc a şi a~' 

r> o 
două drepte care ti ~c prin origine 

.') " o q < o două drepte imaginare 

q = o două drepte confunc..late cu axa x'Ox . 
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3.3.10. Sectiuni conice 
I 

Într-un con de rotaţie, secţiunea dreaptă este un cerc; dacă planul d 1 
secţiune nu este perpendicular pe axă, atunci secţiunea este elipsă, hiperhol. 
sau parabolă, după cum 

1) planul secant întîlneşte numai o pînză a csnului şi taie toate gem 
ratoarele (fig. 3. 58, a); 

a c 
Fig. 3.58 

2) planul secant întîlneşte ambele pînr.e ale connlui (fig. 3.58, b); 
3) planul secant este paralel cu un pla n tangent la con (planul liCOOlll 

au mai taie toate generat•)a rele, una fiind paralelă cu el, Hig. 3.58, c). 



4. TRIGONOMETRIE 

4.1. Unităţi de 'măsură pentru unghiurl. Transfer· 
marea gradelor sexagesimale în radiani 

Unităţile de măsură p entru ungh:nri şi arce sint: gradul sexagesimal (0
), 

• 11 "'bmultiplii săi minut ni sexages:mal (') şi s~cunda şexagesimalr1 (" ), rnii­
•trw l. wighiu! drept (dr) şi vadul cenlesimal ('). cu submultip~ii săi minutul 
' r 11 t (;simal (•) şi secund fi. centesimaliL (0 0 ): 

1° = 60' = 3600" ; _ l ' = GO"; 

1• = toce = to OOO"; le = 10Gcc; 

' !1 )
0 = 2: radiani = 100~ = l dr. 

2 

i "11ghiurilc se notea d t cu diferite lit~rc mici al e alfabetului latin 11, i·, 

"" . y, a le alfabe tului grecesc 'l, '3, ·(, :;>, y sau cu litcr:! mari ale alfabetului 

I il 111 . d e pildă A, B , C, D. 
C t o ri ce m r1rime fi 7ictt, un u11ghi este e:;al cu mâsura sa lnm11!/ilci cu 11 11il«lc• 

,1, m1Isu1ă alfasă. 

lntrucît ia practicrt se intilncsc unghiuri ~i arce măsurate cu rl iferite uni­

i \ •de mr1st:ră , este necesar să ştim a trece de la unele 11nili1\i de mitsurit la 

dkil' . . \ s tfcl c1i ajutorul Tal>L!ei 4.1 putem transforma g-radelc sc ~:agcsimale 

111 i. td ia n i şi reciproc. 

\ f„<lul ele folosire al tal1clei se d edu ce imed iat. 

1: 1Cmf;/1tl 1. Să se afle citi racliani arc unghid de 19' 20 '8" . A·1em 

'I '10° + 9°. 

l':lt1tîn<l pc -10°, rcspccti·1 9°, în coloana graclclor , gr1sim ·•alordt' 0,698132 

, •1wctiv O, 157080 in colo1na ra:l ia7!i:or. Căutind şi 20' , rcsp~ctb 8" în c:iloam. 

1 1 1111!t·lor ş i secundelor, citim radian ii în coloana alăturată, <'.d ică 0 ,0058 I~. 

1 i •<• r ti·1 0,000039. Arlăugîn<l găsim rernltatul căutat: 

1 'll 'o" = 0.6'.>8132 -;- 0, 15703.J + 0,0053 LS + O,OJJ'.)3') = O,R5 IJ'.iJ r1diani. 

i 1c111/!u l 2. Să se afle cite g rade are 11:1ghiul de 4,54.'.i r::ul ia ni . Se c:i.ut.1 
I 1 t . tl >clă ·11loarca imedia t mai mică (i.363323) ş i se c i teş te numărul d e grade 

• " " ' · 11111 iz ătoare , aclicrt 250 ' . Se fac e diferenţa 4.576 - 4,363323 = 0.212677 
• ,. 1..a 11Ft num r1rul d e grad"' .c o respunzător acst~ i diferl' nţe, intocm:i.i ca mai 

11 u1 1lt·. JO: czult:t 12-' şi diferenţa 0,212677 - 0 ,209-HO = 0,003237. Procc-

1l111t1 11 : ca mai· sus rez ultă 10' şi dile r ;! nţ1 0,003237 - 0,00290') = 0,00Cl~2 .~. 
I" " I' ,_;i diferenţa O.OOOLl7, căreia îi corespuml aproxim~ tiv 30". D eci rezul 

I ol 11 1 c >\C '1,Y!G r:i.diani = 250° + 12° + 10' + I' ..L 30" = 262° 11' 30''. 

http:0,G,)81.32
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Tabela 4.1. Transformarea gradelor sexagesimale în radiani 

Secunde 
şi miaute 

I" 

2 

3 

4 

5 

(, 

7 

8 

9 

10 

2t 

:10 

10 

50 

I' 

2 

J 

4 

5 

(j 

7 

8 

9 

JO 

20 

30 

40 

3o 
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Rnt.llmi i 

0,000005 

0,000010 

0,0000 l.5 

O,OOOOl<J 
.. 

0,00002-l 

0,000029 

0, 00003-l 

0,000()39 

O,OIJ OO H 

ll,O< HllH'I 

0,0000'.17 

o,nno 145 

0,0001 9-l 

0,00(12-!2 

ll,Olill2~J l 

(),(HJ0 .'!\2 

o.ooos-:- .1 
I 

0,001 l(j-j 

0,001-l.'H 

I 
0,00 1715 

0,0020 .lG 

I 0,(J02.l27 

0,002611' I 
0,U02'JO'J 

I O 005.'l 18 

0,008727 

0,0 l !(J .)6 

0,0 H5-l~ 

Radia ni Grade R:1diani 

l' 0,017-'.53 .310 0, .~41052 

2 0,034907 "? .J- 0 ,5535C5 

3 0,052360 33 0,575995 

4 0,069813 34 0,5').)412 

j 0,0Ş726G 35 0,6 l08Ci5 

G O, 104720 36 0,628.1 l') 

7 0,122173 37 0,6457î2 

8 O, l3c;G2G 38 0,66 3225 

9 O, 157080 39 0,6806 7.') 

!O O, li-1533 -10 O,G'.18132 

li O, 191<;86 -l.'5 0,7853<.J,<; 

12 0,2094-10 50 0,872665 

13 0, 22689 3 55 0,95993 ! 

H 0,241346 GO 1,047 l<J~ 

15 0,2y 1799 65 I, l.1HCJ-l 

1r; 0,279253 70 1,2217.10 

17 0,2<)(i70(j 75 l,30S'J97 

IS 0„) 14 15 '.I 80 l,39621i.) 

19 o .:i:; 1613 85 1,4815.>0 

20 0,3-l1J066 90 1.5707% 

21 0, .166519 100 1.745.12'.J 
„.., 0„11>3972 120 2.094.3'!5 

2.> O, 401426 150 2,G 17994 

24 O, 4 18879 180 3, l4 l.51J3 

25 O, -1.1()332 200 3,49065'! 

26 U, 453786 250 4,36J.12J 
,~ _, 0,471239 270 4, 71231>9 

28 0,4X8G92 300 5,235\JSS 

2'! 0,506115 360 6,283185 

30 0,523599 400 6,981317 



4.~. Definiţia funcţiilor trigonometrice ale unui unghi 
ascuţit într-un triunghi dreptunghic 

Dac?'t ABC este u n triunghi dreptunghic in _·I, b şi c ~;nt lungimi le catete­
i! •/' ',' i 11 Ju r:girnca i potc1rn1ei, atunci (fig. J. l j 

B sin JJ = _?_ , cos R = !_ , tg D = !:_ , cotg n = !_ 

CL]b : ,;„ c :,~·~ ::: : ~ f: :"~:,:~ ,;„' :: ~ ~ : 
i' a I a 

sec C = -- = · - - ; cci:;cc C = -- = - . 
F:g. 4.1 cos C b s in C c 

4.3. Definiţia funcţiilor trigonometrice pentru 
unghiuri oarecare şi argumente numerice 

T ;i pla:inl R ;~. R raportat la u n reper ortonorma t (O \', 0.1·) co:1siderăm 
<·c rcu l trigonometric (de rază I) de centru O, un punct .1! pe cerc, 1\.f' pro­
ivc t;a ortogonal~t a lui M p e raza 0.-l lfi:; . '1.2 , a ), tang:ntele la cerc î11 A 

A 
X 

o 8' 
T 

!! 
B 

u A o cosu M' .4 
/rl' cosu X A' X 

OA•! 
OA:/ 

'Ir! T 

b B' d 8\ co/~7 u 
,. 

Fig. '1 .2 
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şi n, orientate la frl c '-' axck de coordonate Ox ~i O,· )i p:rnctclc T ~i T' 
re~;iitate di11 int ersecţia r.vei ·1edoue 0 .1[ ca aceste tangente. 

~ (--_)_\[) E- (o. %) . Cad1 u = < (O.-!, ..'. atU?:c i :~:tem pria definiţie 

cos 1t = OJ/', tg" 
sin u 

tg 11 = .-1 r ; sec " 
cos li OM' 

s:rn 

~în u = _',['Jl, 
cos l t 

c.tg lt = - -- co tg u = B '.t'; co~cc i! = -=--== . 
si n 1t M'i1l 

Ycntru u = ll şi u =~. a·1cm cos O = I, si n O -~ ll, cos 2 = O, 
.. 

~î n - = 
2 ~ 2 

=I, tg O = O, <.:ctg 2 = O, stc () = 1, co,cc -- = I , tangenta şi sccantJ. 
2 2 

nefiir::d dcfii:i tc ia 'lt = ~. br c0 taj;ge1it a şi O.'lCCant:i nefiind definit·.: ia 
.... 

u o" O. P c11 '. rumghiuri11e (~, :?.;;) avcmcu i n i ţii ;u:a l o~gc(Cg.'1.2 , h,c,d} . 

Aceste ckfir iti. se cx\ii:d , def: :ind sin, cm, t.::: . cotg, s·~c . coscc atit pc mul­
ţimea ungl tim ilc:r 1115.st: ratc în radia ni în ·1aloare ahsolut l mai marc dccit 2.:, 
rcspcc ti-1 pc mulţimea numcrl'lc, r rea le f>ri11 propricl;i/ rn 

„ 'r/XE H, ~li E [0, 2:;) şi 3k E Z , as!fd Încit X = :t -:- 2 · k-::" ~ i pri11 
fcri a~lici::arca j Uil cf i ilar :r i~on omc tr l re. 

4.4. p_,,riodicitatea funcţiilor trig0nometricc fm:da· 
mentale 

Func\iilc 5in şi cos sin t periodice ca p~rioa<l:i. T = 2.:, iar fanc\iiie I!: 
şi cot~ sî1: t periodice cu perioada 1~ :..=.; ;: ~i 2.-1cn1 

I. sin I.~ -i- 2k::) = ' ia X , 't/ x E H, k E Z. 

2. cos (x -:· 2k;:) = cos x, 't/x E R , 1.' E Z. 

J. tg (x + k-;_;) = tg X, 't/x EI{\ (-î + z::), fi E Z. 

-I . c! G (x+k-::)=ctgx,.'t/>:ER \ Z::, !.EZ 

-4.5. Graficele funcţiilor trigonometrlce fundamentale 
(fig. 4.3, a, b, c, d). 
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.s· 1 

__,, . . )r~ , '1-
-;;~_, ,r/2 ~~ X 

a !J ~.rinx 

!/ 

I 

X 

b 1rcosx 

!I 

C fj=fgx 

d !f= colgx 

H - Tabele şi formule .matematice - c. 1 I 313 

.-
I X 
I 
I 
I 
I 
I 
I 

Fig. ·U 



4.6. Identităţi trigonometrice fundamentale: 

Z:-: 
'r/ 11 E TI \---:;--- • tc; ZI ' cotg li = 

u n ' ( '" vrtE l\.. 

2
-.:..... ' " l -- tg-u = -- , 

cos" 11 

1 -Ţ- tg~ 1t = SC'l'~ 1' 

'r/11 E R ,Z::-, . " I 
„ -· totg- u = - - • 

:, ia:! u 
1 -'· ctg~ 11 = coscc~ u. 

4. 7. Continuitatea ş1 derivabilitatea funcţiilor trigo­
nometrice 

Teoremă: l"uneţii!l' trigor.omctricc sin t -::0:1 tinne pc domeniile lor de dcfi-
11iţic. 

Teoremă: Funqiil c· trigonom~t ric sint indefin it d '' ri·ral> ilc pe dom:!niilc 
lor de defini ţie. 

Teoremă. Primiti ·1elc ce!or r. funcţii trig-onometrice s~ exprimă ca aju toru 
funcţiilor t rigonometrice inse~ i şi al logaritmului ;icC'stor fnr: c ţii. 

Teoremă . Funcţii l~ 5in , -~ ~: R-+ ~ -1; I) sint soluţiile urm:l to::relor 
.prnhleine Ca11chy : 

~i 

y"(x\ -- y (x' = O, y, O) = O y'(O) = l 

y " (xJ -:-- y(x' =O, y(O) = I, 1 '(O) = O 

4.8. Semnele valorilor funcţiilor trigonometrice 
fund am entale 

~--=----------::_' 
Cadra 

sin u cos " tg u cotg M 

I (o < !' < ~) -- + ' • 

II (~ < :t < :-:) -;-

III (:-: < " < -:~ ) -'- + 

IV ("~ ..-- ., ..- ,_) -. - "") -'-
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4.9. Formule de rEducere la un unghi ascuţit 

Argumi:nt·u l 

~1= ;: :.:.= rt 3:: I V = Z ::: 1' <• ,_, 2:-; - u t' = - 1t 

sin l.' cos " ;: sin " - f'OS li -~i ll li - s in " 

cos " -i - ~i:; u - cos 1t . !- si:1 1t CC>s I• cos u 

1" V -- co tg u -L t o- lt T u, 1g lt -tg " -tg li 

" 
- ;- .-, 

------

cot~ t" " 
lt - - cote- lt =t= tg lt -rn t ~ ll - cot:; 11 

4.10. Expresiile funcţiilor sin~ u, cos2 
1t, tg2 u şf 

cotg2 n în funqţie de pătratul unei funcţii tri­
goncmetricc f undamcntale 

si n:: /j. co~~ :t ts:: u cotg! 11. 

t 1 1 ~ ·z! 

1 cos2 B 
,.., 

-
I + ţ o'.! 

o /(. l +cotg'u 

cos:! 1t 
cotg~ " - sin2 u ----

l tg 2 lt 1-i- cutg~ u 

sin~ 'l t - cos:'.! u l 

I - si11:.1 u cos:.: u cotg2 a 

- s in2 1t cos:! u. ! ' . 
cot g" 1t 

:-.in:! lt - c.us2 u t "" !• -~ 
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I 

lI 

li! 
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Tabela 4.2. \'alorile fuI\:ţiilor trigonometrice fuadamentale 
ale cîtcrva mr:hi uri 

,,, 

18° = -2::._ 
10 

30° =:::... 
6 

G0°= ~ 
3 

7zo = 2rr 
5 

<-
750 = .:._:.:_ 

12 

90° = !:.... 
2 

135° = 
3r: 
4 

162°= 
9
:; 

IO 

1 sn• = :; 

2J0° = ~:... - ,, 
5:; 

22.5° ::.= 4-

24tV1 = _:~ 
3 

270° = 
3
; 

·-300" = .:.'.'.... 
3 

315"= ~~ 
4 

330° = l lr. 
6 

360° = 2„ 

sin H cos li 

·~ - ( , '6 -- , 12) + ( ,16-;- , 12 ) 

I ) I/---.. 

4 (,''i -1 -
4
- , rn + 2v' s 

1 '"" 2 -2,'.) 

2-v2 
2 

1 
2 

1 ,-- I -4- \ IHZ,/ S 4(.Js-1) 

!.. (,16+ /2) 2.. ( /6-,12) 
4 4 

+~ 1e+2,/i 

1 1-
"i" 3 

!:...,12 
2 

2..c/s-1) 
4 

o 

t 
-2 

.j2 
---i-

.,n 
- - 2-

- ·t 

-./2 
- -2-

1 
-2 
o 

• 
-!..(Js-1) 

4 

11-­
- -- vte+z,/s 

4 

- t 

, 13 
--2 

,0. 
--2 

• 

ts" 

\
r 2 

1 
.. 

J 1-5 \ 5 

nu este definită 

-1 

.J3 
--3-

-1{1--}.Js 

nn c3tC definită 

-1 

,13 
--3-

• 

n:..l c:;te 4lefinit .'A 

, 's ..,- 2,1 5 

~- „/3 

-1 

-"5+ 2.;s 
n~ este tlefia.itJ. 

-1 

•• este ădinit :i 



„ r.::;„ . c jo ru nria dinh~ rle 

~ sin tt ces u t;:; u col~ 11 S\'<;.!.I cesrc u 

• 

a 
li 

sin 11 
,~-

sin" sin " :!:J~ \ 1-sin:i u ± ~ ·---~--
_, ----- ,11~, \ ' • - ~111:. lf sinu sinu 

.L \ (}:_ Cf'S,-;; 
,r,-=-0(~ Z ,; l: 

cos li 
± ces" C~ · S H ± c• s u ,'1 - CQ~J ;, t.:es I~ , / t - ces2 1'" 

tg u ± i:" :I: ----- ta; u ±,'1 + t~ ' " .J 1 + tg•" 
-~ ± ,11 „-t&.: 2 

" \ 1 + l~ ~- 11 li.; ''" 1111' 

cotg" J1 -!- COlG' ll cotg u ± :!.: co l~ 11 :!.: :l ,11 +cot~'" 
,j1 + cOti2 ll \'1 + Cl.1l fi: 2 U c•t ~ u cotii; u 

, li.:.tca "-..::--] :.:_ Jsrc'u - 1 ± ± 
secu. 

secu secu ----:l.----
, f scc2 11 -~- 1 , tscc2 u _:_· 1 sec w St:C U 

Jco•<c' ~ -- I l· ,- - - -
4. 

coscc u 
cosec u ± ± 

,tc~l 
± \ osc..: 2 11 - 1 coscc u 

t·:> coscc u 
CO~t Cu , icoic:c '--11--=·1 .... 

"" 



Tabela -t.4 Fun~ţiile trigonometrice fundf!mcntalc ale t:nc r sume 
şi d i ferenţe de unghiuri 

:sin (u ± v) sinu cos v ±cos u sini': co~~ (u =::: i·) 

tg (zi±: v) 
tgu ± tgt' 

I =t= t g z• tg v 

cotg-" cu tq v :;: I 
cotg (11 ± v) ~' 

cotg v ±:: co tg u 

:Sin (u -;- v + a') = sinu cos 'i-1 cos ·w _:._ sin v cos "i(' n1s u -:- s i:1 ll' cos u c<1s c.· 
- sinu si n v s iu .:c: 

-<:os (zt -;- v +iv) =cos tt cos "-, cos w - ~in u sin l' cost:.: - si:1 'l.' sin t~ cos u -

- ~iau s in w cos 11 

tg U + t g V -t- tg W - tg tf • tg I' • t ~ 'i.c,' 

1 - (tg tt tg v -t- tg 'L' tg ·w + tg ii.' t,q zc) 

cotg(u + v + w) 
cotg 1t • cotg v. • co tg lU - cotg u - cotg ii - cotg w 

cotg u · cotg v -+ cotg v co tg a· -7- cotg ll' cotg 11 - 1 

'Tabela 4.5. Formule p~ntru transformarea unor prcduse de fur:cţii trigcncmctrÎl"r 
_ fundamentale în sum~ de funcţii trir,cucmctrice corespunz{itcare 

214 

sin u cos,. = sin (11 -Li•) -L s in (11 - v) 

2 
tg li tg î ' = 

lg li !_ ţ rr V 

cotg 11 - cotg '-' 

cos (11 -'- i!) --'- cos (11 - „) t:O I R -11 --'- d i< " 
cos" cos v = - ;cotg- 11 cotg v =-

2 tg U .L t g V 

cos( 11 -v) - cos(u +-.·) 
cotg u tg <.' -

cotg " + tg •· 

2 

4 sin H si nv ~i11 w ~:::sin {u + v - w) + s i11 (-u -f- ~ · -:- U.f) 

+sin (n - v + w) - siu (:t --;- ,. -:- w) 

4 sin11 cos v costu ~ sin (u -t- v - w) - ~iu (- u -7- t· .L w) --:­

+sin (n - 11 -f- if') +sin {u + 1.· + 'lt') 

-4 sin .zi sin v cos w = - cos (u. + v - w) + cos ( -21 + v -,- w) 

+cos (21 - 1· + w) - cos (a+ v + w) 

-4 cos lt cos V cos w = cos ( -u +V + w) +cos (11 - V + w) + 
+ cos(H -[-- v - w) + cos(11 + ;,· + w) 



4.11. Funcţiile trigonometrice ale jumătăţii, dublului 
şi triplului unui unghi 

F11 11c i'l 
c.\u t a t.l Exrresia ti 

Z:1rnc/ii!e trigm1.»1>u!ria jwda nirntaic a.c _11<mătiţii 1rnglti11/11i 

III 
11 
, 

"' 
li 

!. 

I• li 

.!. 

li 
1ritg ~ 

III • li 

2. u 

'11 

t d!' 2. 11 

:!u i 
I 

V l - co~ 1• I ( j 1 - .. - · ) :::: --~ = 
2 

, -- "n " - \ l - . in 11 . 

+VI+ co "= __!._ (.J1 '~in" 
~ 2 2 

,---) 
\ I - ~in :t • 

- l ..L ,I 1 .L tg" li 

t g li 

- co tg u ± , icotg2 u 1 

! - (' ()S I! = - V I - cos " 
_in u - 1 + cos u 

sin u. 

T CO <.; lf 

...!... cos „ 
- cos 1~ ~ i:1 i! 

, =:!= v·i~ . 
- cos" 

- son 11 co~" = ::!::: 2 sinu .J l - . 1~" 11 = ::'.: 2 cos u ,/ l - co~" 11 

cos2 u - :-; i r! ~ u = 2 cos~ u - 1 :- 1 - ~ si :i~ :L 

2 tg l! ----- . 

L'Otg2 ll -

2 cotg 11 

2 - sec~ 11 

Sf'C~ li 

·----:--====-
2 ,/s..,c" 11- I 

Fuuc/ii!e 11 igo11011: ·tricc /uw/amcnla!c a(e ll'i p!:1iui u:zghi11lui 

I 1 '" 
3 sin u t:o~:! u - si n3 I! = J !-Jin u - 1 s1n3 u. 

111 cos3 11 - .1cos11 sin2 11 =, ~ cos•" - cos:!. 

I I 
3 tg u - tg3 li 

1 - .3 tg:! u. 

cotgl 1· - 3 (Otr;: 11 

3 cot~~ 11 - 1 

A /Ic jorm u e utile : 

sin -lu 2 ~i u 2a · os ::: :1; cos ~" = 8 cosi :1 - Scos :r~ , l. 



4.12. Linearîzarea unor puteri ·ale sinusului 
şi cosinusului 

l - cos 2 1l 
sin:! u = · ; cos<! u .::..-.; 

:... cos 211 

2 

3 sin 11 - sin .111 
s in3 1t = -------

-i 

2 

3 COS 1l _:_ CO!' .lu 
cos3 u ~-· - - -----

- 4 cos 211 .:... cos ~li 
sin4 u = - -------

8 
cos 1 H 

3 ...:_ 4 cos 211 -;- cos 41! 

~ 

~ 1• 11 5 11 
= 10 sin " - 5 sin 311 .:... sin 511 '. _ JO cns ~ 1 _: _ 5 cos .>11 .·. cos 5u 

~ cos' li c~ - -----------

)(j 

si n~ 
11 

= 10 - 1.5 cos 2u ...;... 6 cos 4u - cos 611 

32 

]() -· 15 cos 2n + 6 cos 4n -L cos 611 
~os6 u = ---------------

sin 7 11 

~os7 u = 

32 

35 sinH. __:_ 2 1 sin :1u + 7 sin .'5u - sin 7a 

li 4 

35 <:os ·11 -" 2 1 c<Js .l 11 + 7 cos 511 ...:. co.< 711 

64 

35 - 51i cos 211 -!- 28 cos 4it - 8 co; Gu _;_ cos 8 11 
12g 

J.'i .:... 56 cos 211 ...:. 28 cos 411 ...:... 8 co•; liu ·- co' ~ 11 

1 2~ 

J(i 

4.13. Exprimarea raţională a funcţiilor trigonometrice 
ale unui unghi cu ajutorul tangentei jumătăţ ii 
unghiului 

" 2 tg -

sinu = 
2 

1 + tg2 !.!._ 
2 

1- tg'1~ 
2 

{;OS U = ,, 
1 + tg'1 -, 

·t g tt = -·-- - -

1 - 1"2 :.!... 
" 2 

.215 

21 
--- · 

12 
, 

1 -1.. 
I 

1 - t 2 
= - - · 

1 + 12 
, 

21 

1 - t! , 

1- tg2 !.!._ 
2 

cotg u = 
tl 

2 tg -
2 

i .:... l <T2 .:':. 
o 2 

sec 11 
!I 

1- tg2 -
2 

l .-!- t n'l li 
coscc a = · "' 

2 tg .:':. 
2 

1 - /2 
=--- ·· 

21 

1 . „~ - , -

1 - /2 

1+1 2 

= --. 
2t 

„ 
UtH..l P I = i g 



4.14. Formule de transformare a unor sume de funcţii 
trigonometrice în produse (Formule calculabile 
prin logaritmi) 

u -1- t i u = 'i.' 
111 u ± sin v = 2 sin --=-cos - -' - : 

u + t' 1{. - ~· 
COS ll _L COS t 1 = :?_ C()S - - COS -- • 

2· 2 ' 2 2 

si11 ( 1< ± 1· ) si n (u + u) 
t •r a ± tg ti = · C» tg- u ± cn tg t' = - -

cos u cos l-' sin u sin r.: 

1- cos a = 2 sin"(ll,'2): I + cos /t o~ 2 c-i.; ·~( 1< '2). I ± sin 211 = (si:1 11 ::'.: e<b 11) 0. 

I 1 .·in u. = s in ~ :::'.::: sin li = 2 s in ( ~ :::- ~) ·cos ( ~ ·; ~ J . 

1 I tg zt. = tg __'.__: ± tg li = 
4 

sin(.'.::_ :I: 11) ·- ~ ..j2 . 
cos lt 

( 
n ) si n(11 :;i \ t , [1111+ D cos11 = A sin li ..c. _-; cos 11 A ( ~i11 " : tg? cos 11 ) = .·I 
'l (05. ~ 

( 
' ' t l I· I ·1· .1 · • l · ll ( ) ) • :L 111 ro( ns ung llll """" '"r 7, u(':1111t < l' tg 7 = -::t', ? E - 2· ' 2 · 

. t _ B = A(t ±~) = A(l :..':: tg9)=A /2 sin(~ }:: ŢJ) 
A cos <p 

r.lac:t .-1 > '· 

li " ( '") li . O, ah1:1ci s~ 1co;1t~ lm1 A = tr;- ?· ~ '-' O, 2. · 

"' ".:!:::sin 11 = ,1 i ·si n ( ~ ± ") = /2 ( cos .:C: ~). 

4.15. Identităţi pentru funcţiile trigonometrice ale 
unghiurilor A, B, C ale unui triunghi oarecare 

A B C 
111 A + sin B + sin C = 4 cos - cos - cos - · 

2 2 2 

A B C 
q , A + cos B + cos C = I + 4 sin - sin - sin - • 

2 2 2 

, ns A cos R cos C - --+ ..L = 2. 
11 n s in r: [sin~C sin A J ' sin A sin B 

1u' A + sin2 B + sin2 C = 2 + 2 cos A cos B cos C. 
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cos: .4 + cos2 B -;- cos2 C = 1 - 2 cos A cos n cos C 

sin 2.4 7 ~in 2E + 5În 2C = ":I sin .-l sin B sin C 

c s 2.4 ..:.. cos 2 B + cos 2C = - 1-4 cos A cos B cos C 

fin i.4 7 si n 4B -'-sin 4C ,-= 4 sin 2.-l sin 2B sin 2C 

cos '4.'! ·T- cos 4 ll + cos ·i C = ~cc" 2A C(JS 2fl cos 2C -

A B R C C A 
~ .~ - . tg - + tg --- . tg - --- tg- - . g - = 1 

.... 2 2 2 2 2 

A B C .-l B C 
c tg - -;- co tg 

::., 
+ cotg - = cotg -- cotg - cotg -

2 2 2 2 2 

t~ .>i + tg B -i:_ tg C = tg A tg B tg C 

c<Jtg .4 cotg B + cotg n co tg- C -'- cotg C cotg .'l = l. 

4. 16. Inegalităţi verificate de funcţiile trigonometric 
ale unghiurilor unui triunghi oarecare şi de alte 
elemente ale acestuia.. ~ 

A B C 
sin - sin - ~in - ::;,;; 1 

:: . 2 2 

. "'A, _ 2 n .. „ c J 
SP1 - - T 51! - -~- ~;.n - - ;-::: -

2 2 2 -i 

• .4 B C • /~ 
o cos - cos - cos - ~ j • \ · ' 

2 2 2 

. A 
$In -

2 

B ·c 
< 1 

ces - cos ­, , 

~ .4 B C I 
tg - tg - tg - "'--= 

2 2 2 J..jJ 

4 
tg :-:;- -7- tg 

B C r.: - + tg-~v J 
2 2 

~A "iJ .c tg· - -;- tg- - + tg- - ~ 1 
2 2 2 

. . . . J../3 
~ll1.-;..,.. s:!1 B ~sin C~ -

2
-

~ cos A .:os B CO!; c ~ I 
:; 

!~ cos A - cos B-;- cos C~ -
2 

tg A · g B ...;- tg B · tg C + tg C · tg A>'> 

21& 



,i 11 2A +sin 2fl + sin 2C.::;sin A +sin B +sin C 

p,,... 3 • R.,Ysin A sin B sin C 

a~ + b2 + c2 ~ '1 ,/ 3 S 
a" -f- b~ + C.~'5;, 1)J?Z. 

4 . 17. Relaţii între elementele unui triunghi oarecare* 
T l'orema sinusurilor 

a b c 
-- = -- = -- = 2R 
;,i11 .i s in lJ sin C 

Teorema cosinusurilor: 

a' = iJZ + c2 
- Zbc cos A 

b2 = a2 + c2 - 2ac . cos n 
c;2 = a2 + b2 - 2ab cos C 

T eorema tangerolelor 

A-B 

a - b 

a + b 

b - c. 

b -!- c 

c-a 

c +a 

tg --
2 

A + IJ 
tg --

2 

lJ-C 
tg~ 

n + c 
tg --

2 

C-A 
tg --

2 

C + A tg - -
2 

a s in n 
tg 4 = ----­

c - a cos lJ 

b sin C 
igB = ----­

a - b cos C 

a sin C 

b - a cos C 

b sin .'I 

c - b cos A 

c sin B c sin A 
1g C = ------

b - cos A a - c cos n 
Teoi;cma proiecţiilor 

a = li cos C + c cos B 

/J = c cos . .f + a cos C 

c = a cos B + b cos A 

• A s! H d -o ~i paracraful 3.1. 1 de la capitolul Gtol!lttri~ 
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F6>n1111lde lui Xarl _1,,loll,11eidc: 

A - B .A - ~ 
cos --- sin ---

(( - " 2 " - b 2 
--- = --- = c c 

Slll - cos-
2 2 

B - c n - c 
cos--- sin „ -- r 2 /; - c 2 -- = ---- --- = 

li A a. A 
~ i n - cos-

2 2 
c - .-1 c - A 

cus -- ·- sin ---
' - a 2 c - (/ 2 
--- = --- = 

li IJ b B 
s in - cos -

2 2 

.-illt relaţii impor!a11le: 

~in~.,_= 1((p-bl (P-c) :' În 1! = y1 p-c11p-a). sin_c;__y(p-a)(p-!J. 
2 ~ bc ' · ac 2 ab 

ms _.; = 1[ /•IP - a ) cos!!_= vp_~_!j_ cos c =V p(p - c) 
2 V b:; ' 2 ac ' 2 ab 

t~:!_=VIP -b)i 1~ -c ) 1 , !!_=V(p-c)(p-ai C 1/(P-b)(p- 1>) 
" 2 p(p - a) ' g 2 p(p - b) tg 2 = p(p - c) 

" c~·~ -~ -'- b cos B ;- c cos C = 4 R sin A sin R sin C 

.-i n c 
r = (p - 11) tg -- = ( p - b) tg - = (p - c) tg -

2 2 2 
A B C 

; - a = '!R cos - sin - sin -
2 2 2 

. _-i B . C 
jJ - t• = 'lR s111 - cos- ~m -

2 2 2 

.-i B C 
j - c ,-= 'lR si n - s in ·- cos -

2 2 2 

"• = 2R sin FJ sin C; '1 0 = 2 R sin C sin A, 
.-i B 

he = 21f sin A sin 11 
c 

ra -: = ;· -7- " tg - ; rb = r + b tg - , 
2 2 

A B C 
j> = "lR cos - cos- cos -

2 2 2 
A . B . C 

r = '!R sin - sm - sm -
2 2 2 

A B C 
r = 1> tg - tg - tg -

·2 2 2 

fJH = R .,/ l - S cos A cos lJ cos C. 
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Tabela 4.6. Rez.olvarea triun::hiurilor dreptun;;hice 

f I ='~I Dat• ~ ~ 

,I 
A=90 I B 

c 
a 

.i = 90' B 
c 

~-

--- --
.i = 98' c 

B b 

" s ---.___ 

.i = 90' c 

" B 

s 

t~ B = ~ t„C = .'!.._ 
o b 

For•ule d~ u zolvare 

r cot 0"' C =-.!!._ a = i sec C = -
1
'-cot;; B = Ţ c os C 

si11 B cos c b 
= -

c 
:.. , l(;, .;. b) {c - •) = 

C = 90' -B B = 90•-c -• a cos R 

b :...;. asin B t =-= •sin C 

C = 91 '-B 

• :..:...: "cos c c = n cos B 

li = si n li 
c - b lg c 

C = 90--B 
b 

a =cose ,. = i cot: B 

t 
~1 tt!J !' În C 

I 
5 =- a!5in2..'J 

4 

Tabela 4. 7. Rezolvarea triun~hiuril or oarecare 

.i 

c 

Formule de rczo\v 11 r e 

a ~ .:; in Rs~n C 
•sin B a sin C s 2 si;\Â-= 

= 180° - IB·~ C) li= c = 
sin .-1 sin .-t 

n i sin C 
--,--

a :'-În B a sin c s t1! sin 8 sin c 
·- 180' -{A+B) b = c = 

sin .-t - 2~ sin . ..f 

a sin C 
c=---

sîu .-t 
s n~sirt C 

--2--

A+ B = 1so· -c·· 

sin B = b sin . .f 
a 

a sin C 
c = sin .4 S = l:t s~I' .-t = 

c = iso• - = b cos A :::: b sin .i 

-(A.+ B ) ± Ja'-b' sin' A = ~{o co> A :i: 

bsin C 
c=---

sin B 
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Tabela 4,7 (co 11 ti11uarr) 

Cazul I Dat e I ~ I Formule d e rczoh·arc 

IV 
" A 

B 

c 
• +. + s 
+c= 2p 

S = , lp(p - n) (p - b) (p -c) 

A l ffn - h)(p - c) 
ts -1 =V P(P-«) 

cos~= \(P!/>- "i: 
2 bc 

. A l/!t>-b)(p - c) 
sin 2 = ~ bc 

C\ wri fi ca re: A -'- lJ -'- C = 180' 

În cazu l HI putem avea drept soluti r: dou.:i trit:ng:hiuri, un triungh i sau nici .u.n triun~ln . 
cu tic.tele A , "' b. 

111 adcvd r, apariţia radicalulu i Ja'!. -b'=- sin! .-t-·in rxprcsia !ui c impune o discutare a semnul ui 
ca• tit5.ţi\ d e sub ratlica l. Această dî :;,cuţic\ n:zum ată, c·s tc· : 

1. .4 > 9() 0
; 3 .• 1 < 90~ 

a > h --> un singur triungh i 

11 ~ b ==>nici un triungh i 

a } a < b sin .1 ;o nlci nn triu ngh i 

;3} a = b sin ...t ...;.. un triun.;h i dr~·phmghic 

~ . A = 90' 
R. > b => un singur triunţ:;hi 

a ~ li ~ ui c i un triunghi 
J 

a > b - un 5:Îll~ur triun ~h i 

b r.in .4: a c:::. b;::::;::.. un !=-ingur t riUngh i l a > b ...::;> u11 sin gur trlungld 

i1.18. Produse. Sume. !µegalităţi şi identităţi 
remarcabile 

'>- (n - I ) ;-: , n 
1. siJ1 - '"-sin ..::.~ „ . sin - -

2
- -- = -::)n=l 

2n. 2;i JL 

. •• . 2-;; . li;"; ,,/211 + 1 
2. Stn --- Slll --- . .. Slll - -- = -'----

1.n + I 2n + I 211 ·r 1 2 

. .• . 3;-: . (211 - ! );-: -- _../l 
3. sm -- s111 -- ... sm-- ---

-'ln i11 -!n 2" 

?- 11 ;-: 
-1. ces --·--- cos~ ... cos - - - = 

2n + l 2n I 211 -:- 1 211 

;-: J;-: (211 -l)c:_,12 
5: cos ~ cos ~ ... cos i n - 2-;;-

.„ 2r. 211;-:: 
6. C(.'S --- COS - -- ••• COS ---

2a + 1 2n. + 1 21t + 1 

') _ 4r: 2H;: 
7. ces - - - cos - - - ... cos --- = 

211 + l 2n + I 211 -;- 1 

(-l)n 

11 + 1 

-z 
(- 1) 

" 2 
(-1) 

11 impar 

zn n pnr 

iso c 
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~ - cos _:.ms _:. ... cos_:. = _s_i_n _ _._._ 
2 22 2n 

zn sin..:. 
zn 

.i: . (2 cos x - 1) (2 cos 2x - 1) ... (2 cos 2•1-1 x - I) = 

2 COS zn X - 1 

2 COS X-)- l 
, COS X# - - , 

'l 

10. sin x + sin (x + h) +sin (x + 2h) + ... -:- sin (x -j- ulr) = 

sin~ Ir sin ( x + ~} 

. " Stn-
2 

h # 2 ho;, h E Z . 

11. cos· :r + cos (:.: + h) + cos (x + 2/r) -!· ... + cos (x + ni: ) 

11 ..l.. 1 ( 11/r} 
sin - - h cos l x + -

2 2 

. " Stn -
2 

h 'f 2k-::, k E Z 

siu 2 11x 
12. sin x + sin Jx ..!.. • •• + sin (2n - I) x = --- . sin x # fl 

si11 x 

I 
sin (211x) 

COS X + COS Jx ..!.. ••• + COS (211 - ) X = , 
2 sin x 

1-i . tg x + cotg x + tg 2x + cotg 2x -:- ... + tg (:~'I-Ix) -j- cotg (zn-1.r ) = 
= 2 (cotg :r - cotg (2n x)] 

1 X l X 
15. tg X + - tg - + - tg - + .. . T 

2 2 -i 4 

1 .Ţ 1 X 
- tn - - - - ct" - - ~ cotz 2x " - 2n o~11 -2'" :?_n • 

r . 1 + a COS X + a2 COS 2X -r „ • ..!.. an COS 1!X = 

a 11+2 cos nx - an+I cos (>i + I) x - a cos x + 
a2 - 2a cos x + 1 

17. a sin x + a2 sin 2x + „. + an sin nx = 

a 11+2 sin nx - a"Ll sin (n ~ I) x ..!.. a sin x 

a2 - 2a cos x + l 
1 

l~ . ·arc tg ----- + arctg-----
1 + l + 12 1 + 2 + 22 

+ ... + arctg -----
1 + li -;- I!~ 

" l . - aFctg--, 11 e N · 
11 + 1 

l 
1?. arctg -

1 + arctg - + ... + arctg -----
7 n 1 + 11 + 3 

l 1 1 , 1 I , l+-...L..-+-.-+--.- ... 
22 11 ,~ 71 82 27 

11 
= arctg--, 

11 +2 
n eN• 



2rr -!;-: li;: 1 
2 I. cos - ..;- cos - + cos - =~ - -

7 7 7 ~ 

;-: :>:. lirr I 
COS - + COS - + ... + CO:i -- = -

19 19 19 2 

I I n 
22. nrc1 ;; - + arctg - = -

21. 

2 3 ~ 

".! nrcl" ~ " -J 

I 
- :l.rc tg- - = 

139 

I I 

H ( .11 acltin. ) 
-I 

I 
an:tg-:; -Ţ- arctg- -:- an.:trr -

" 7 

I 7t 
~ aret'' - - -

" 8 -- ~ j .) 

• • • 
2."'. 'f .r <= R, I 'in .\: l ~ I x I 
2i. 'f .r , y E R, i sin x - sin." I ~ I :1: - y l 

27. ~ < x, y , = ·....: .„ 
2 

sin (.1· -,- y -;... =l < ~in x + sin y -;- sin 

.ol.19. Funcţii trigonometrice inverse 1 

Hebţii i:1rrc fundii lc· trigonometrice in·:t'rs1•: 

arr,i.1 x '~ arc:!~ - x , -" e (-I, l ) 
. ,1 l - l'~ 

J\ arccc..s J l - .r~, 
-arccos~. 

.\:E [O. l j 

xe [- I, O] 

""·' ;" ·' „ \ 

·---.,; I - .r~ 
arcct~ , x e (O, l ] 

.\' 

../ l - x" 
-;-: -- arctg x .• E[ -1,0) 

.\' 

I an l .~ .r = arcs in --= . 
,1 1 - .r" 

.'l:E R 

arccus x E :o, ·7- :c) 
>/~· 

I 
-arccos __ , xe (-oo, Oj 

,f 1 ...,.- x" 
l 

arcctg - • ·' e (O, + :x:,) 
X 

1 
-;-: .;... arcctg - , X E ( - 00, e) 

X 

1 A se vtdt..i. r J.rngraCul "Func!ii elementarc11
• 
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' ,---

j 
a rc cos ~ ={ arc sin \ ' I ~ x2, ~,- e (O, l) O) 

l 
::ta;',1' ::~~~ ~':": ;o~~)l, 

;l'. 

l 
a rCCOSX= ,-­

'\/I - -'" 
:-: -; a rc tg---r- . ,. ~ ~ - I, O) 

arc cos X = v..:-c C!G _ __ __,;, - . . X ( - l, 1) 
\ l -

I 
arc si n .. = . x e [O, +ro) 

.J 1 + x2 

1 
;: - arc sin--==: , x e (-ro, O) 

'1 I+ x 2 

1 
aret;;~ , xe(O, +ro J 

l r: + arc tg-. 
:c 

X E (-ro, 0) 

X 
:rr; ctgx= arccos -:-~ . xE R 

\ I 1 T .\'2 

·.„, .. . ! L~ de a i'!!7l(IYC 

! <'.:·L' ·<in x + a~c s iR y = an: CO'<( •./ I - xz . .j 1 - yz- xy), O< x, y-:::=1 
< 

l ;;re s 111 .i: -arc si n :J.' =::irc sin (x,11- y 2 -;·,f i - x 2 ). O < .i:, }' < l 
1 

arc cos x ...;- a rc cos .'.I' = arc cos (xy - .j I - x2 • .j I - yt), 0 < x ,y < l 

arc cos x - arc cos y = arc s in (:>•J I - x 2 - x.j 1 - y 2 ) , O < x, y < l 

l - .i:y 

I 
u c tg x + arc tg y = a~c ctg -- • 

x+y 

arc tg x - ;irc tg y = arc tg x - y • x, y > O 
l+ xy 

X, y > 0 

l 
xy - I 

arc ctg x +arc ctg y =~ re cotg -- , 
x+y 

X, y > 0 

a•rc ctg x - arc ctg y = arc tg y - :c , x > O, :>- > O 
l + xy 

4.20. Condiţii necesare şi suficiente ca valorile func­
ţiilor trigonometrice fundamcnta1e corespunzătoare 
Ja două unghiuri ie şi v să fie egale 

Teoremă: .l. si n" = sin v - u = v + 2 k;: sau 11 = ;: - v + 2 · Zo:, k, le Z 
2. COS tt = COS V -1t = V + 2 k;: sau 1i = - V + 2 · l;:, k, l E Z 

J. tg u = tg V - U = V + kr., li E Z, u of .:..:_ ..!· 111 
2 

m, 11 E Z 

V of~ +no:, 
2 

-i. ctg 1t = ctg v - n = t• -t- k;:, k e Z, u of mo:, ., 1' no: 111, ne Z 

15 - Tabele şi formule matematice - c. 1 I 313 22:; 
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Tahcla 4.8. Ecua;ii trigonometrice funr!amcnhlc 

Ecu ţi.:t 

sin x = 4 

xeR 

aeR 

cos .r =a 

XER 

aeR 

Discu ţ i ·: <lupă a JiuI;imca so l u~.iiJor S 

- 1 < a<1 ls = {x '. .·. = (--!J'' arc s[ n a + k-::,k e Z } 

S = (arc si n C! -:- 2Z-::) U (-:: -

- ::ne sin a + 2Z.-:) 

S'J.U 

J x' ~ - in a -:- 2il-::, k e·-Z 

l ~· ::'v__ a :-c ~in a+ 2io., l E Z 

JaJ > 1 S=0 

a = - 1 S = - _:::_ -:- 2Z:: 
2 

a= O S = Z:: 

a = 1 S = 5. ..;- 2Z-:: 
2 

- 1 < a < 1 S = {x '. :.- = ::::: a rc cos a -i- 2k::, k E Z} 

iai > 1 

a= - 1 

a=O 

a = 1 

S = (arc cos a + 2 Z„) U ( - arc cos a + 
+ 2Z::) 

sau 

{ 
x' = arc cos a -F- 2 k-::, k E Z 

x" = - arc cos a + 2 k, ( E Z 

S = -:: -:- 2 Z:: 

S = ..'..:. -i- Z:: 
2 

S = 2 Z:: 



Tabela 4 .8 (continuare) 

!:cuaţia Di;:;cuţie dup:l a :\fulţimca ~oit: ţ îilor- S 

S = {x j ,~~ = arc tg a -;- h;-:, ll E Z} 

sau 

S = arc tg a + Z:-: 

( .. .... ) "' R \ 2 + J..;: 

a= - 1 

x = arc tg a + k;:, h E Z 

S = - ...'..:. + Z;: 
4 

aE R 

a= 1 

CFJtg >: = a 

.r E R \Z;: 

a = I 

S = Z;: 

S = .. Z:-: 
1 

S = { ,,. I x = arc c tg a .:- k :-:, h E Z} 

sau 

S = arc ctg a + Z;: 

sar: 

:t· = arc cotg a -r- k-:-: 1 l~ E Z 

3;: 
X = - + Z;: 

-! 

„ 
Z;: X ., 

,. .. 
Z;:. 

-l 

Exem ple : 1) sin.;;= -~; 
2 

:.'= (-1)" 

1 
2) COSX = - ; 

.3 I 
x' = arc cos ~ + 2k;:, , ,l; E Z sui 

3 

., „„ = I ~ - arc cos - + 2 !;:, l E Z. 
l· 3 

3) tg ;>; = - -:1; :•: = - arcig 4 + !1;:, k E Z 

4) ctg X = -- J3; 
5:: 

X = - + k;:; k E Z . 
6 
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Nr. crt. j Inecuaţia 

sin x <a 

XER 

Discut ie 

-l<a<O 

4.21 Inecuaţii trigonomehice fundamentale 

Mulţimea 'oluJiilor 

{x J;: - arc sin a + 2k;:: < x < 2;: + arc sin a + 
-! 2k;:, h E Z} 

{x J ;r - arc sin a + 2k;: < x < 2-::: --1- 2k::. k E Z} U 

U {x J 2-d < .1· < arc sin a + 21:-:, l E Z} 

----- ---------

a> 1 R 

(/"'" - 1 0 

Figura 



3 

siu .\ :.> a 

COS X < a 

XE R 

a E R 

a < -1 

a;;,: I 

-l < a~O 

O<a~I 

{x I'!./;-:: < x < r.: - ~trc siu a -:- '2-::/1, k E Z} U 

el {2-:: i· arc ,(11 a + '!.;-./ < .r < 2:: ·i 2-::l, l E Z} 

H 

{ x J arc cos a + 2krr: < x < 2rr: - arc cos a + 2kr.:, 

k E Z} 

{x J arc cos a + 2krc < x < 2rc - arc cos a + 2kr.:, 

ke Z} 



I~ 
w 
o Nr; crt: Inecuapa 

COS X <"a 

xeR 

aeR 

COS X> a 

aCo R 

Discuţie 

a.> 1 

a~ -1 

-: () 

a< -1 

Mulţimea soluţiilor Fisuro. 

R 

0 o 
{ x I '2k ;-: < x < '211;: : ;1 re co:; a, li E Z} U 

U {x I 2;-: -- :irc cn~ a -: 2;:! < x < 2r: ; 2-:-: l , I F Z} 

{x I '2k;-: < X < ;'lfC' ros (/ r 2k-;- , k" Z} u 
U {2;-: - arc cos a -: 7-r.I < ,ţ < 2 ;: + '2;:/, l E ZJ 

R 



t..:> w ... 

j 

6 

fg X< tt 

.te H 

a E I{ 

tg- X> (( 

-xeR 

aeR 

a;;;. 1 0 

--------------------------! 

a< O 

------+-----------

a."" O { x I arc tg a /1;: < X < 2:_ -:- .k , /1 E :;:Jl 
2 

------ ---- -------·------- ----

(/ < li 
{ 

r. 
x J :ir„ 1g 11 '. lm.

1 

< x <:: --
2 

kr., 

A Q 
11 cf!Ja 

-1f/l 

lf/2 



J\'r. crt. 

7 

lnC'cuaţia 

co t;; x < a 

.l E R 

aER 

cotg x > a 

xEH 

a EH 

I.:iscupe Mulţimea soluţiilor Figura 

{x I arc ctg a + k:r < .r < ;r + le, li E Z} 

a<O {x I arc ctg a + r.k < x < ;: + k;:, k E Z} 

------+-------· ------·-

{ r I r:k < .r < a :·c etc: a 1.-c:, /; E Z} 
arrcc.Jo 

\:._~;/ 
---------------

{ r I ;: k < .r ··'. a;" l t .'~ 11 /, :: , /1 f Z} A 



4.22. Aplicaţii ale trigonometriei 

I. D ·!crm i11.1 r~a di s' :in/ei d intre rlouc1 p11:1clc : accesibile (,·I ;; i E ) de.<pă,-fitc 
{1111/ r-w i cbsla ccl (fig. 4.4) 

J\ l c ţ;' ~m 11n punct C st m ?'tsuri'tm di stanţele a , b şi ungl1iul C. F orm ula 
~a 2 -:- b2 

- 2 ab co:; C..: ne dii d i s tan ţa cău tată . 
.:! . · lJ. l"n 11 inarea disla nţti dintre 1111 pw1 cl acces ibil ( .4. ) ş i a/1 11/ i 11acccsibil ( n) 

(11 . -l. 5) . 

8 

..._~~~-b~~~-l-~c 

Fig. 4.4 

8 

Fig. 4.5 

\lo- :;c·m un p;inct C , d in ..:arc să se ·-1auă. B, '.' i măs11riim distanţa b dintre 
• 'I .'I ~ i unghiurile C şi A . D.:! terminăm .apoi distanţa x dintre A ş i lJ cu 

b s in C 
I 111 11 11 \ ~L X = 

sin (A + C) 
1, JJ. /rnn in:irca dista11tei dintre două f ·wz cte ina cces ibile (A şi B ) (fi g. ·l.6). 
\l •·gt·m punctele accesibile C şi D ş i măsurăm distanţa d d in tre ]) şi C 

11 u; l1 i !1r i ll' D1, n 2 , C1 ş i C2 • 

\ pl ic:,111 t :·on·nm si n'1suri lor in tri u cghiul .4 CD şi dvd t:Cl'lll 

d "'n (D 1 ·'- D2 ) 
- ----'-- -'---, rcspcc ti'r in triunghiul lJC D, 
~• n (D 1 + JJ, + C1) 

Acum în triunghiul AJJC cur:oscind d oul l::\luri 
si n (D2 + C1 + C2 ) 

1 111~ hi u l dintre ele, putem d rlcrmina di s tanta dintre A '.' i D cu 1rn rt·ma 
I tll!'! U l llÎ . 

I , fl •lcn n in:zrea dista nţei d intre două pun cte A şi fl siluale ţ e a ceeaş i 
d1r alti ( fi;;. 4.7) . 

A 

r~·! 
Hl 

E a o 
a 

h h 

a c 8 

Fig. 4.6 Fig. 4.Î 
;• ; 

2:n 



a) Ca:ul ba~ ci B aac:ibi.1c (fig . -l. 7) . . -\ lr_!:(rnl 1111 pui;ct C acct~ihl ~i mă. 111~111 
d i tan ţa a d int re· B ~ i C precum ~i 11 11 gh1 ul :1.. Cunua~te:m ii:[dţimea h 1 u 
· Jutorul gra fom et rului . 

I năltiml'a cău ta1r1 este H = li + l i' = li , a tz :1. 

11) C
0

a :11l ba::{Î lJ Îll tl CCCSlbi C (fig . -J .1\). .\ f'gL111 " don[L J1UloClC' · C (•Si j 

D ~· C. :.\i [1,urăm dista11ja a cli1 .t ~t· ( ~i l J ~in·cum şi uughiunlc :t. ':'i ~:l. ]) ·t" ' 

1ni nind cn tl.jllturul gra f n1Lt r n j11 i di!--t;11·1a li ~it.trl' C :;;i I :·,] 11tt111 :-1...11<.· ' 1 '· 

ces.i·1 

d eci 

H = ll' -t- li = ll ·i- y in ~, 
a sin c. 

,.~ ------
- ~iii(~ - :tJ 

II = 11 -7-
~ 1 ~; n 7 si n ~ 

~i ii (;3 - :l) 
...... -> 

5. Dtlrrnli·narfd ;n(l! ,1il:t ;·,:.1!! /ai: ld. ]( a tlr.uă f c r;"t"' 1:1 ~i r.. ( f i~. -l. 11 

d7']UCl111 ~ :\ pl ~ălll tco;c: 1.1 '" ·inusului in triu nghiul A ne ~I 

IF, + F21~=N!=J 'f -;- Ffr -2 F1F~ cc.- ( 1110, -:i:} ~~d l J, ~ ,= Ti ' I; 
-;- 2 F 1 F2 os :i: . _ -· 

A nalog s<: dct<:rmin:-c i F 1 - F2 I ~ = I'f -:- I-1 - 2 F1 I·~ os z. 
(i. Anw carca <I·.··.-,;,, w;11f c 1 t> i i: ~· id. lJălaia ma .1 :mă . Înăl(ima max 1.11, 

. c ştie: c[1 clac:, .Lrn 1:ci1m din ( 1 11n co rp JI !'uh un.~ hi u l x fa ţ a dl' O.v, u1 
viteza i niţiali• ~-0 , lq."• a rJ„ m>:-L„1 <: a rnq ulu i JI (x, _1 ·). c5t c (fig. -l . 10) 

X {!) == .:,) C ~ J.. )' .!J t;;;,: o. 



Cind corpul a junge în A a-,em y (t ) = O. D e a ici rezultrl rr,t.I r1cinilc 11 = O 
) _, 

(< re corespunde !ni O) ş i t~ = - "0 s in ~ (care corespunde ckcfrr !u i A ). 

llistanţa 
g 

o 

x (t~ ) = ~'.Q.. sin 2:' 
g 

« numeş te bătaie sau distanţă de arzmcare. A-rind in ·redere di sin 2:t arc 

v.1lc:i.re::. cc:i _ ai mare I şi c~L ea corespunde lu i 2 -:1. = 2: , rezultă că. bătaia .., 
tt~ 

11:,1 -rimă este Xm = __<!_ • 
g 

,\stfel bătaia maximă. se obţine la o a runcare sub u11ghiul (J. = •15°. 
Tullţimea p i nă la care se ridică. corpul ,"\[ se determină a·rîud în vedere di, 

11 punctul cel ma i înal t, r, a l t ra iectoriei, viteza corpului a re componenta t 'u 

1 ·1ikzci m ,lrt. 

dv 
Deci Vy = ~ = O; d e aici rezu lt:t „timpul de 1n-ca r c" 

ct 
t . . " lt ' t'il . o ' pec iv ina . unea )\t = - sui- y_ . 

2g 

v0 sin ':1-
f u = - --

E1ident )' i• este m <J.xirn Ia a.p nca re<J. p e ·1ertico.l1 (:t = f); do.r pentru, 

1 11ul bătăi i ma xime (x = 15°), găsim 
i·5 

Yv = 4-;- • 

4.23. Formule fundamentale pentru funcţiile 
hiperbolice 

D1•fi11ifi i : 1) sinusul hiperl>olic sh x = (e" - e-" )]2, xe H 

2) cosinusul hiperbolic eh x = (e" + e -X) j2 , x e R 

sh x t>" - e-" 
3) tangenta hipe rbolică t h ,'\: = -- = ----

eh x e" + e - x 
xeR 

") t ta h' b . ă h eh x e" + e-z -, co a ngen iper ollc ct x = -- = , x e R* 
sh x e:t - e -z 

Id1ntităţi hmdamentale: 1) _ eh x + sh x = e" 

2) eh x - sh x = '? - z 

3) ch2x - sh2x = 1 

-4) th X • cth X = 1, ;i; ;/= Q 

5) 1 - th2 X = _I_ 
ch3 X 

1 
6) . cth2 X - 1 = -- , X ;/= 0. 

sh2 ;i: 
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Tabela 4.9. Relaţii între funcţiile hipcrbelice 

Funcţia datil. ' 
Funcţia căutată 

sh X eh X tfl X 

th X 
sit .i; sh X sgn x./eh• x - l 

./ l - th2 X 

l 
eh X ./ l + sh2 

X eh X 

,11 - th"-;-

Sg'll X ,./eh2 X -sh X l 
tlt X 

./ l + s it" X 

th X 

eh X 

• 
./I + sh2 x eh X 1 

eth X 

sgn x,./eh2 x - 1 ------. X of I) 
sh X th X 

Ftmcţiilc hiperbolice ale 1111 or s11mc si diferenţe de argumrnlr 

sh (x ± y) = sh x eh y ± eh x sh y 

eh (x ± y) = eh x eh y ± sh x sh y 

th X -l- th y 
th (x ± y) = ~ 

l ± th X• th y 

F~r:1i:tie rlc traH>fonnv·" a sum:i sait diferenţei a douăfzmcţii hiperbolice j „ 

prtJiuse de .fwzcţii hipabolice 

X± J' X =j: V 
sh x ::':: sh y = 2 sh --- ·eh--·-

2 2 

X-l-\1 X-V 
eh x + eh v = 2 eh ---· eh ---· 

. 2 2 

X+)' sh X -y eh x - eh y = 2 sh 
2 2 

th X ± th )' = sh (X ± )') 
eh x · eh y 

F ermule pwtru /ransfcnnarca u11cr ţrod11u de fun cţii hiţlibolice î11 sume dr 
/ ztncţii hiperbolice 

. ,„.---

236 

1 
sh x · eh y = - [sh (.t + y) + sh (x - y)] 

2 

l 
sh x • sh y = - [eh (x + y) - eh (x - y)) 

2 

l 
eh x ·eh y = - [eh (x + y) + ch"lx -y)J 2 . 



1:1rncfiilc liiperbo!ice de arg11menl dub!11 

sh 2.r = 2 sh x · eh x 

eh 2 x ~" eh2 x + sh2 x = 2 eh2 x - I = I -C- 2 sh2 .r 

2 th X 
th2 X = ----

1 + th2 X 

F11111::ţiilc hi;berbo!ice ale argumentulu i pe jumătate 

;i· V eh x - l sh 
2 

= sgn :r 
2 

; X vCh~l eh-= 
2 2 

th _.:. = _e_h_x_-__ sh X 

2 sh X eh X+ 
1: i·primire3 r:1fio:i:z!ă a frmcfii/or hi_t>erbo!ice ale wiui argument cu a/11/crnl 

I 111•:mtci hiperbolice a jumătăţii argummtultti 

X 2 th ....:.. 
2 

- th2 ::.... 
2 

' 

1 + th2.::. 
2 

eh X = ------
l - th2 X 

2 

I i11fo ri:.1rea puterilor funcţiilor hiperbolice 

th X= 

X 
2 th-

2 

l + th2 ..:. 
2 

sh2 x = ~ (eh 2x - I) 
2 

eh= x = ~ (eh 2x + I) 
2 

(sh x + eh x)" = sh nx + eh nx } 
Teorema lui Jo.foivre 

(eh x - sh x)" = eh 11x - sh 11x 

li ·l11 ţ1i!c rli11/re frmcfiile lrigo11ometrice ~i cele hiperbolice 

/ ·1·1·11111/cle lui Euler: e1-" =cos x + i sin x ; c-•% =cos x - i sin x. 

· e1-" - e-•..-
1. sin x = - i sh Lr = ----

2i 
.5. sin ix= i sh x = i e:z - e-..-

2 

e'z + e-lz 
ro5 x =· eh ix= ----

2 
6. cos ix = eh x = cz + e -z 

2 

e1z _ e-1..­
tg X = - i th ix = - Î ---­

tiz+ e-1..-

~: - e-.i-
7. tg ÎX = Î th X = Î ----

: elz + e-lx 
1-----I ( ti• r = i cth ix 

. . h . e"' + e-s 
8. ctg1x=-1ct x=-1----

clx _ e-l:r 

1 ·" :1 ,~" -' U!t imp:iritalea jimcţii/or hiţerboli~e 

lt ( - .r) = - sh X; 

• li ( - .r) = eh x: 

th ( - X) = - th X 

cth(-x)= -cth:r, x
0

.ţll 

E"' - e~"' 
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4.24. Folosirea tabelei !V.10 şi a tabelei IV.11 

Tabela 4.10. \"alorile naturale ale funcţii.lor frigonometrice fundamentale ale 
unghiurilor măsurate în grade sexagesi malc 

Tabela 4.10 co n tine ·ra lori lc funcţi i·lor sinus; cosinns, tangC'ntă ~ i cotangrntiL 
ale unghiuri lor de la 0° la 90° di n 10' in 10', cu c inci zecimale' . 

Pentru unghiurile m a i m ici de 45°, gradele sînt date la stinga fi~cărc i 
tabele, de sus în jos, iar pentru u nghiurile m a i mari de 45° la d reapta. iit­
<:ărei tabele, de j os în sus. 

Va ori le sinusului ' pentru u ngh iurile de la 0° la ·14° se "Citesc de sus in 
j os în tabc!a care are scris sus „s inus" şi d e jcJS in s.us pentru unghiuri!< 
de la 45° ia 89° i n tabela .care arc scris jos ,.sinus" . ~1i nn tcl e se citesc sus iu 
primul caz şi jos în al doi lea caz. La fe l se proceclea1ă ~icu · celelalte funcţ i i. 
Căutarea în tabele este simplii, rnµi ales dac[i unghiul se găseşte în tabc-1". 
' Exemplul 1. Să se afle s inusul unghiului de 2.5° '10' . Citim in st inga 2.~ 
şi sus 40' (în tabela 4 . i O care a re si;:rls sus „sinus"); la in te rsecţia liniei l ui 25' 
cu coloana lui 40' găs 'rn 0,4 3313. 

Exemplul 2 . Să se afle s inus11l uHghiului de 63°20'. Citim in cln•a pt.1. 6.;• 
ş i jos 20' (in t abela '4. 10 care are scris jos „.sinus"): la intersecţ i ;:i. liniei lui 
63° cu coloana lui 20', găsim 0,89363. 

Dacă unghiul 1111 se găseşte in t abele. se face interpola rea prin prtrţi prn­
porţionale p ent ru si n x ~ i cos x. Pentru tg ·" ~ i cotg x a·rem ele făcut . 11 rn1"­
toarele observaţ ii: t g x se int erpoleazfi prin pitrţi proporţ ionale penl rn 
.-.: ~ 46°10' . DC' aici pină la 70° se obţin numai patrn, piu ă Ja 80°40', n 11 ma 1 
t rei -~i piuă la 85°10' n nmai uou:l zecimale cxactc. O dete rmina re mai prcci sl'.t o 
dă formula 

tg X = tg conexat Ci cu tabci;:i. 3.2 a ·1a lorilor 103• 

90° - .-.: n 

Tabe a 4. 11. Logaritmii cu cinci zecimale ai funcţiilor trigonometrice . ale unghiu­
rilor de la 0° p înă la 90° din minut în minut 

Tabela -l.11 conţine loga riLnii iuncţiilor trigonometrice sinus, cos im.1 .· . 
tangentă şi cotangcnfa a le unghiurilor de la 0° la 90~ din m inut in minut, 
precum şi loga ri tmii rapoartelor <!intre sinusul sau tangenta unui unghi :;.i 
unghiul respecfrr, p entrn nnghiurik do la 0° la 2°59'. . 

Gradele se caută în par tea de'sus a paginii ~ i minutele in prima coloan(L 
din dreapta dacă u nghiul este mai mic de 45°; dacă unghiul este m a i. man· 
de 15°, gradele se găses<> in partea <..l e j os a paginii şi minutele in ultima coloan;1 
din dreapta. Logari tmii funcţiilor t rigonometrice se citesc sus sa u în j osu l 
paginii, după cum unghi ul este mai mic sm m ai marc de 45°. Caracterist ica 
comună mai m ultor logaritm i succesi ··ri este scri~ă· o singură dată in fiecan· 
,grup de zece. 

Coloanele notate cu -'- d l " fi - ci 1", a flat e la dn•apta fiecărei coloa111 · 
d e logaritmi , conţin di feren ţa din t re Jogarit1ŢJ i i funcţiilor a două. unghi ur i 
care diferă Intre ele 1rin l ". Aceste diferenţe s-au obţ i nut impărjind la f\ O 
diferenţ:i. dintre o i loga ritmi consecufrri . Dacă nurniirul secundelor cu can· 
creşte u ngh iul e te ma i mare cledt 1, partea proporţională a manti sei se 
obţine înmulţind d 1" cu numărul respccfrr de secunde. Semnrk + sau - , 
care p reced d l", a ratii că partea proporţi o!lal ii se adună. la manti~ă. ~au . ,. 
scade din ea. Pent ru unghiurile de la 2~ la 87° se poate e·rita inrnultirm folos i.ud 
tabelele :i.uxiliare P.P . (tabelele părţilor proporţional<.) care se găse , c ded<:snbt ul 
tabelelor princ ipale pentru unghiurile de la 6° la 83° ş i pc pagina alrttura t r• 

. rentru unghiuri] ~ de la 2° la 6° şi de la s3c ]a 87°. 
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111 1ith l'l ele P .P. p::i rţilc propor ţi onale s int cakn btC' din secu ndă i sccundil. 
l.L li" l:t 10"; p{trţ i le prop::irţi o 11a!e pe ntru JO'', 20'', .~P " , ~()'' s[ 50" dau, 

1•1111 i rn p :trţirca cu 10, pft r ţi lc proporţionale pcmru 1", 2" , 3'' , ~ " ~ i 5". 
I.ogarilrnn l :-.inusu lu i :'a u b„u1gc 11t c-i unui unghi ruic <l e la O'' la .3 ° un se 

1 , tl<" a fla inU•rpolintl p :: in p '.i rţl prop ~· rţi o nak , ele-oarece a ceasta ar duce 
I 1 11t ·xac til f1ti. P e ntru a :i.fla lo<:ari lmnl s in usu lui sau t am:e ntc i 11nui ase m enea 
, 1i.; hi s<· a rli;n:t la logaritmul ,;ulllftruli:i ele- sL·cunde al 111 1gh inlni num1irul S 

111 .f c:ire n·pn•7in t it loga r it111 11! rapnrt11!11i d intre s inu.o; .~ i unţhi, r esp 2cfrr 
il1n l rl' la1 1_[,"(· 11ttL ::-; un.!..!'hi. P1: ntr11 a ceast.:t ~~ fo lo ~csc Tabelele inici date. su 
11'• J.·lc d<: loga ritmi ai fnncţi il o r 1111 ,t: hi urilnr de la O- la :: · l.Ck· co n j' iu 11u­
~ 1111 11 l d t· Sl 'CulHJe ale unghinlui ~i Tl\llllL'l'l'l C" S şi T. 

l'.t ~i i11 cazul caknlelor l<'gari tmicl' o lii:;nnitc, ş i i11 calc ulu l c n iogaritmii 
1111 11 ! 1ilcn· l rigono llll'lricl' sint ck r c Z•>l'tat 1.lo n ft prol> IE: m v : aflarc:i loga ritmul u i 
I uu iu·i t rigo no1 11e tricl' a 11n11i 11 n!'.! hi dat ~ i aOa.'!'C'a u1 :.7!hitt lui. ·CO rl'Spu n z.Iter 

11i loga ritm dat al 1111L·i ittncţ ii trigono metrice. 

l'roblema 1. 

L izul 1. l·nghiul s ~ aflC< în tabc-k (co: 1 ţi 11 c n nnni g rade ~i m in ute). 

I 1<111/>/11, S.J. s~ afle lg sin 20 ' 26 '. s~ CJ.u l i p~ pag ina care arc sc ri's sul; 
l, 1a.r i11 colo:ina din siinga. 26'; l ~- s i:t se ci teşte: ~u s , iar la inte r5ecţ~a 

1 ''" 111v i ac::stuia c u lin ia lui 2G; se găs~~tc· !oga rit m11 l d 11ta t: Î5-!2CJ7 .• 

I rt'll i j>!u . S:i s:: afl e lg. crVi .'H' l .~'20". S.:\ ca u trt p p:iginJ. carc are sc ris 
1~ ' , ia.r ia colo:ll!a din clrc·apr<> 18': lt: CO> s ci t<"'> tc j os, iar la inte rsecţ ia 

1 ''" Ltl!' i a c2st11ia. c u lin ia l u i !S' g:·tsi m logarlt m ul 'T7GG07.' C:u1t:1m în. moi 
li • '\11:t1 o r lg co' .'i-1° 19' ~ i g-ibitn l ,7G5CJJ. Lo~ CJ. rit m 11 \ c:J.u tat s ~ a fIC< c 11prius 

1111« .tc• ·~L i logarit111i. Ia colo::uw. - cil" ci t im o.::~. in t a bck lc' P.P., la inte r· 
11.1 rnlo:utc" i 0,21' c n lini<t 20" citim 5,7, d ec i ari ro xi1nati-r G. Intrncit dl" 

11• •1 111111 \ u1i nn:.:, iu~ e at : H·a z~i tii din n1J.11 tis1 l o~:t ~· !ttuul ui. lui 5-i" lS' se scatl 6 
. - -

111111 l! i el e o:·cli! 111l al cin~'ilc:i .. -\ ~:tcbr lo::;:i ritmul C:c a \,1t c$le 1, 7660 l. 

l' roblc ma 2. 

( 1wl l. I.•Jg-:-trihn :il c!J.t se g~t :;cş te în ta b ele. 

I 1•111f' " · S'.i se afl e x ~liind cft ·,0 \ g .1- = 1.<JOJî l. J.o,:;a ritm ul fiind mai 
li" d1·cil O. în se mneazft c:t ung hiul eslo nni m :c cL -l Y . D eci se cantft în 

1Jo 111 t t1 ( it 1tă. s u ~ ,,lg tg''; !' :"! g{~t~?~ tc 3s= -.12 ·. 

I 11ul 2. Loga ritm „11 c~Lnlat nu se afli\. ia t a!J .lt: . 

I rmp! u . S:'.t se a[lc x şti ind cZt lg co ti,' ,,. = l ,7.'18 ." . D2oa :·ccc loga ritmul 
n1 ", t ti-r, u ngh iul l·stc nni man <l ec it ~5 ' . 

r. 1li11d in Ut ll'.'!e s~ cl 2clnc ~ c~t ac:-5t lo.;a t'i:.m e~ t.- c:ciprin<: î ttrc °[73175 
l ,1 \ O\ c1ro ra k C'.Jr23pu ncl un.:;hinrik GF-lO' s i 6l'YJ' . În coloana -dl'° 

i 111 fUO. În tre l. 7J 185 ~i l, 73175 difere nt_a est !Q. Î n tabela P.P., î1t 
11, 111.1 O „~O . se ca 11t i'c 10, căruia ii cort'spnmle rn p r i m~, co!o:i a :L din sting::i. 
J , IJ.·c i u 11g lii11l dtulat este d e G !'39'20' ·. 
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5. ANALIZĂ MATEMATICĂ 

5.1. Numerele reale 

Mullimea numerelor reale1 constitui'· o multirne R, inzcstra.tfL cu două 
operaţd binare, Hotate cu + (adunarea1 şi · (in~ulţirm), împreun[L cu o re­
laţie~ (care se citeşte mai mic decît sau egal cu), a·1înd proprietăţile: 

I. (R, +) c~te grup , co1111tlaliv, adidL: 

I. I. 'r/x, :>» z E R a·1em (x + y) + z = ,ţ + (y + z). 

1.2. 30 e R, astfe l incit V.r E R a•1em x + O = O + x = x. 

1.3. V x E R, 3.r' E R, astfel incit .v + x' = x' + x = O; x' se numeşte 
opusul 1 ui x şi se notează cu -x. 

l.'1. 'rix, yE R avem x + y = :>' + .i:. 

2. (R•, ·) unde R• = R ·{O} este grup c.011111/ativ, adică: 

2.1. 'rix, y, z E R• avem x(yz) = (xy) z. 

2.2. 31 e R•, astfel incit Vx e R•, avem I· .i: = x · I = x. 

2.3. V x e R„ 3x' E R• astfel incit x.„' .: x' x = I ; x' se 1111m ·ştc in uersi. 1 
I 

lui x şi se notează cu x-1 sau -
X 

2.'I. 'r/ x , y e R• a·1em .i-;• = yx. 

3. Adunarea şi înmulţirea sînt compatibile intre C'IP, adică 

3.1. 'ri x, y, z e R a·1em x(y + z) = xy + xz 

3.2. 'r/x, ;•, z E R avem (x + y) z = xz + ;•z. 

4. Relaţia~ este o relaţie de ordine totală compatibilft cu operaţi ile dei 
adunare şi înmulţire: 

4. 1. 'rix e R, avem x·~ x 

4.2. 'ri x, y E R, X ~ y şi )' ~ X impl i că X= y 

-4 .3. 'rix. y, z E R, X ~ :>' şi y ~ z implică X ~ z 

-4.4. 'r/x, y e R avem x ~ y sau y ~ x 

-4.5. 'ri x, y E R şi X ~ y a·1cm X + z ~ y + Z, 'riz E R 

-4 .6 . 'rix, y e R şi x ~ y avem xz ~ yz, 'riz ;;;, O. 

l) :'\'ume1ele reale pot fi introduse şi cu ajutorul tdiel11ri!or in mulţimea numerelor raţionale 
I Dedekind), al şiru1ilot _!undamcnlale de n11mcre rr4/ionale (Cantor) şi al jrac/iilor :~cimalc: iii/ i 11 t l1 

(Wrierslrass), nu numai pe cale ax ioma tică. 
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5. (R +, ·, .::; ) satisface axioma lui Arhimede : 
Vx E R, Vy E R; y > O, 3:z E N astfel iucit ny > x. 

G. Oricare a r fi (a „)„;:;, 1 un şir de- nunw re n·alc crcsc>dor ~i (bn) .;;;;i, 1 uo ş ir 

e nunicn.: reale d cscrcscâro r, pent ru ca re a" .,; bm , V11,111 ;;. 1 şi bn - a„-+ O 
a tu! 1Ci există u n s ingu r nu1115.r c E R, astfel incit an ~ c ~ b 11 , Vn. ~ 1. 

Obscri·a ţ: (i /. A:-.iomC'ic de 1J. 1-3 ne a.r a l..! că (R , + ,.}este un corp comutati\·, 

Axi o111<' le 4.1-4.4 ne arn.trt. c:l. relaţia.::; es te o relaţie de ordine totală , 

iar ce l d e la 4 .. ~ -4.G c ă rPlaţia .::; este compatibilă cu structura de corp, 
a lui R. 

Ob~'rt1~ / ia 2. În locul a.x iurnl'ior 3-G se poa te lua axioma 

5'. Orice mnlţimC' nnidă E c R maj orată (i.c.1> 3b E R, astfel incit Vx E E 
a·1<·m x .::; b) posedă. margine supcrioar:l.. 

Oh:~ovn/in 3. Rn.11Jt:'i. nslfd că (R, + ,·, ~) este un corp ordonai ctmlimm arhimeJian (sau comple~ 
ordonai). 

5.1.1 Submulţimi ale lui R 

N = {O, 1, 2, 3, 'I, „ .}, N• = N\ {O} 

Z = { ... , -3, -2, -1, O, 1, 2, 3, ... }; Z* = Z\{O}. 

Q = { ~ I m E Z, ii E N•}; Q* = Q\ {O} 

R* = R\ {O} ; R: = {x E R fx > O} 

5.1.2 Proprfrtăţi ale 
ax1·omc 

numerelor reale, deduse din 

1. Vx, y, z E R şi x + ; = y + ;; a·1c111 x = y . 

22. Vx, ye R avem - (x + y) = -x + (-y) 

3. Vx e R a·1cm -(-x) = x. 

-x-y. 

~- Va, b E R ecuaţia a + x = b are soluţia unic:l. x = b - a E R. 

5. Vx, 3•, ; E R a·1em (x + y) - i: = x + (y - z) şi x·- (y + z) 
= (;-y)-: . 

6. Vx, y, .:e R = =F O şi xz = :;·z a '1e 111 x = y. 

7. Vx,yeR avem x(-y) = (-x)y = -x:v şi (-x)(-y) = xy. 

8. Vx, ; •, ;r E R avc:m x(y - z) = xy - xz. 

9. Vx E R avem x · O = O· x = O. 

103• Vx E R• avem (x-1 )-1 = x. 

1) i.e. este prescurt area expresi~i latineşti „id est 11
, care se traduce prin „adică", "aceasta tn· 

seamnă". 
1) vx, yeR, numărul x + (- y) se numeşte dijcrL'nfa numerelor x şi y şi se notează x - y: 

') vx, y ER şi y .;. O, numărul x. ( +) se numeşte citul lmpărţirii lui x la )' şi se no­

>" 
tează y• 
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11. Vx, y e R* a'!cm (x;1)-1 = 
xy 

b• 
12. Va, b E R cu a of O, ecuaţia ax = b are soluţia unică x = - li , 

a 

13. \Ix, y e R, şi xy = O avem x = O sau y = O. 

a b ad -'- bc 
H Va, b, c, de n, c 1" O, d of O -+ - =---

·ab 

cd 

a 
rcspccfr• 

b 

d 

15. Va E R şi b, c, d E R* a'!cm 

a 

b 

d 

c 

ad - bc 

cd 

ad 

bc 

el cd 

16. \Ix, y E R avem X .;; )' = - )' .;; - X; X ;;. o= -- X .;; o. 
17. \Ix, y, z, t E R, x .;; y şi z.;; t rezultă ,.. + z .;; y + t. 
18. Vx, y E R, Vz .;; O şi x .;; y rezult[L .n ;;. yz. 

19. Vx, y E R, x > O şi y < O rezultă x;• < O. 

20. \Ix, y E R, .1' < O şi y < O rezultă xy > O. 

21. x, y, z, t E R+, :>:;;. y şi z;;. t, xz ;;,o yt. 

22 . \Ix e R*, x 2 > O. 

23. V.>: E R~ a ·1em x > O= 2 > O; .1' < O= _!. < O 
x. .r: 

1 l 
X~.)'<:==>-- :s;-2'1. \Ix, y E R~, 

y X 

25. V x, y E R ş i ·" < )', 3r E Q şi p E R\ Q, astfel incit;; < 1· < :>' şi x · ;i 

26. lllulţimea numerelor reale nu este numărabilă. 

27. Orice şir fundamental de numere r€'ale este con·1ergent şi reci]'"" 

28. Fie a E R+ şi n E N, n ;;. 2. Atunci rădăcina de ordinul 11 a IUi 1 

există şi este unică. 

5.1.3. Dreapta încheiată 

1. Numerc:le reale pot fi puse în corespondenţă Dtjedivă ct1 p11;1<' l " i• 111 
drepte pe care au fost alese un punct origine O, un sens poziti·1 şi o elltl ,t\1 tl 
rni:.sură pentru lungimi. Din această raţiune, mulţimea R se identific!\. 11 111 • 1 

cu dreapta considerată, numind-o dreapta reală, iar numerele reale s~ 1d 1 1il 1 

fie: cu punctele acestei drcpi~ . 



'.Fie -co şi 7W dou:t silllboluri. ~otăm R: = R U {-'.Xl} U {7 oc}. 
1 • l.1!1« <le ordine~ ;1 lui R se extinde la R punind -co < x < ~- oo, 'r;/x E R. 
J•, 1111 1;, dL (R, ,;;;) eslc to tal ordonată. 

~!11!\illll'<l. H ~;c ni:;i11 · .~lc dreapta completată sau drrnpt a Înch(Îată. 

Ul>larafii. l 'c R nu ~e r c t int:-oducc struct ;,:ri algebrice. 

5.i.4. ln!erualc memcnce 

I. Fie a EH, b e R ~i a< b. Hulţimile următoare sin t inlenale mrtrginitc 
111 hii n: 

(•1.I.·) = { :< [a< x < b} (intcnal dl.'schis) . 

a,b] = { .;· J a~ x,;;; f.} (intenal î:Jchis; com 1~ac!). 

· 11,b) = {.< J a ,;;; x < b} (i11tenal închis la stinga :; i desc his la <ln.:a):>ta). 

(",/;] = {x J a < x.::; b} (intcnal deschis în s'.Î ;!!;'<l ş i i:-.:1,is în drea?la). 

Fie a E R. :\rulţimile următoare sint i11tenalc nemărgin it e ale lui R: 

„7, +oo) - {x [ x > a} (semidre:aptă desch isă la st inga). 

(1<' +ro ) = {x Ix~ a} (:;emid rcaptfL în c hi ~ă la slinga) . 

(-co , a) = {x '. X < ~} (scmidreapU dcschi~:'L la rln:apla). 

( -(!J, a] = {x j x~a} (scmidreaptă închisă la dreapta). 

Oliltr;·,1 ţir. X ur,-::. c-rdc a, b, - co, + co se nurr. C'SC capctflc i11fr r1 ·a!t?lcr rofcctii·c. Dacă I c..s te 
11111 n ·.11 a l a xei rc:alc , atunci int ervalu! obJ inu t d in I pr:n inlăturar<:a C3pete lor acestuia se 

1 •un . h: 111:~' irrut tui I şi se notca:ă cu I. 

5.1.5. Veci11ătatc. Punct de acumulare 

1Jc(i11iţii. I. Se numeşte vcci;1ălale a lui a E R, orice 11111/ţime V c R, care 
1 /wc un interval deschis, care conţine pe a. 

s„ numeşte vecinătate a /11i -co orice mulţime V_„cR care conţine o 
'1 111drcaptă deschisă la dreapta (-oo, a), cu a E R. 

St· numeşte vecinăta'te a lui + oo orice mulţime V+„cR care c inţine o 
11 1 1 drcaptă deschisă la stinga (a, +co), cu aeR. ' 

'. Fie E c Ro mulţime . Un punct x 0 E R se numeşte punci de acrm111lare 
d 111 11lţimii E, dacă oricare ar fi Vo vecinătate a lui x0 a•1em V nE\ {x0} "#- 0· 
111 ! ţ imca punctelor <le acumulare ale lui E se notează cu E' şi se numeşte 

1• 11ll1 mca derivată a lui E. 
'1 n punct x0 e R se numeşte punct de acumulare la dreapta (respectiv la. 

t 111 g,t) al lui E, dac5. oricare arfi V o vecinătate a lui x0 anm j.'T n E\ {x0} "#- 0 
(11 JW .t iv v--n E\ {xo} "#- 0). unde v+ = V n [xo. + 00) (r('Spectiv v- = 

( oo , .:r0] n V) este o semivrcinăta tc la dreapta a lui x 0 (rt'spt.:cfr1 o ~cmi'le­
' 111.i t.ltc la sti nga a lui x0 ). 

\ l1 il ţimea punctelor de acumu:<!rc la dreapta ale lu i Est· notcali"L cu T:. ' d, 
1 1 11111lţimea punctelor d e acumulare b sti nga al e lui E se noteazi'l cu E ' 8

• 

I Jl"e r-.răm că. E' = E' 8 u E'a şi cii. E'" n E'a po::i t e fi vi<lfL ' 

Ftorcmă. 1) x 0 eE'= 3xnE L \{x0}. Xn-> x 0 ; 

2) x 0 E E' 8 = 3xn E E, Xn < x 0 , Xn--> ;\'0 ; 

3) x0 E E'a = 3xn E E, x„ > x0, x„--> Xn · 

<Jb.<(r::a ţi~. In mod an::i:log se poa te defini noţiunea <le punct lic acurnul~rc al lui E inR. 
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5.1.6. lvhtlţfrni mărgin#e ale lui R. JJ arginc 
superioară. lvf argine inf en'.oarâ 

Definiţie. j\f1tl ţ imea 11evidă E c R se 111uneşte majorată sau mă1giw/1I 
superior dacei 3b e R astfel focii 't/x e E avem x ~ b. :\um(trul b ~e 1L11111< ",d• 

majormzt pentru k; . 
Dacă b e E spunem că E a re un cel mai mare clement, anume pe b; "' "" 

tea zrL b = max E. 
Analog, mulţimea E c R se numeşte minorală sau mărginită i11faio1' d. 11, 

3a e R, astfel încît 't/.r e E avem a ~ x. Numărul a se numeşte mi11ora11l pen i rn I· 
DadL a E E, spunem că E are un cel mai mic clement, anume pe a; "' 

notează a = min E. 

Exemplu. Pentru E = [ I, 3], min E = I şi max E = 3. Intervale] dc l';d 1h· 
ale lui R nu posedă min şi max. 

Dcffriiţie. Fie E c R o mZ1lfime nevidă care admite minora11ţi. Se 1111111 ,-,, /c 
marginea ·inferioa1·ă* a lui E sa.zi i11f imum11! lui E şi se nolea:ă inf E cel 111 111 

mare minoraut al lui E. 

Definiţie. Fie E c R o m11Zţime 11evidă, care admite majora11fi. Se 11111111· 111 ~ 
marginea superioară a l11i E sau suprenrnmlll lui. E şi se n ot ează sup E cel 11111i 

mic majora11t al lui E . 

Exemplu . Pentru E = {J :+- _!_} a ·1em inf E = 3 şi sup E = ~; 
n n;;;i:t 

inf R = -oo. 

5.2. Inegalităţi remarcabile 
I. Forme ale inegalităţii foi Bernoulli: 

cx.) ~ (l+a.)n;;,, l+na, 't/aeR, a;;. -1, 't/11EN. 

~) (I + a)" ;;o I + ex.a, 't/a E R, a ;;o -1, 't/cx. e R, ex. ;;,, I. 

y) (I + a1 ) ( l + a2 ) „ . ( l + ll·nl ;;o I + a1 + a2 + „. +an, 't/a 1, a2 , „„ an EH, 
a.1, a2 , „„ a.n ;;o - I, toate aceste numere avind acelaşi semn. 

2. Inegalitatea ltii Cauchy: 

Inegalitatea devine egalitate pentru a; = ).b;, ), e R, i = I, n. 

J. Inegalităţile lui Minkovski: 

•) înf E este caracterizat de următoarele două proprietăţi: 
1) v~eE avem inf E ~ X; 
2) v• >O, 3yeE, astfel incit y < t + inf E, 

iar sup E de proprietăţile 
11

) vxEE, avem X~ sup E 
2') v• > O, 3yeE, astfel incit sup E - e < y; 
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{" )p (" )p (" ·)" y) l8 (a1 + b; )
1
' ;;: ,s"I' + s bJ'. , a1b; , Ell+, 0 < f• <I. 

I 

ll) f(a 1 -i- bi) (a" -i- b,) .„ (a„ + b„) ] 
11 

"" (a,a, . .. a,,) " -i (b / '" .. . bn ) •, 

Va1,b;E R ~ , i = ~ 

4. lll cgalităţile m ediilor: 

-----
1
-
1
----- < V'~ a'.! „. a„ .::;; 

1 + - -;· „. + -
a„ 

'?_1 + a2 _±_.:_::_~, 
11 

11 a 1• i = 1, 11 numcru reale strict pozi ti ·1c·. I11 q;aliUtţilc: dt„1in egalităţi dacă 
1 11u1nai dacă u 1 -:: a1 = ... = a,l . 

( 1 " )k 1 " .5. - Ea; ,,,. -Ea'.', VkEN, 11 > l, V'tqE H~. i 
\ 11 i = l li i ~ t 

1 :-;, , l'g::tl i ta tea 

rr lt>c dacă şi numai dacf1 a1 ·.~ a2 = .. . = a„. 

r. . l11egalilalca lui Hăldcr pentru s11me fi11il c: 

et) ţ I a1b1 I < (t I a; iP r (~ i b1 \q r 
p < oo, iar q se cleducl' din __!. + __!. l. 

p q 

1 1 . . /,„ e R• şi O < p .< !, iar q se deduce clin - + - = 1. l11l'gahtatca se 
p q 

tr.111, ft,rmă in egalitate pentru I a; IP= i. \ b11<1, i. E R+, i = Ti1. 

7. fo egalilalca lui Ccbişev: dacă (a1<)l,,.k,,.11 este un şir finit de n11mere pozi­
lt11· mo nown crescăto r, iar (b.:)1,,.k,,,.11 es te un şir finit de numere pozitive 
111„11o lon dcscrcsdLtor, atunci a vem 

-Ea1.h:< -Ea" -Eb" , 1" (1 li )(l li ) 

11 k ~ I ll k - 1 11 k = I 

• <tp l <e (ăcind cazul în care a 1 = a2 = „. =an sau b
1 

= b
2 

l•wfila litat"a devine egalitate. 
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Dacă ambele ~iruri sint sau monoton crescJ.lo<i.rc sau monoton d escr('sci1-
toarc simultan, atunci a-1cm 

10. (l + a1)(1 +a,)„.(l +a„) ;?:!], Va ;ER"... i=-1-,n,a 1 a~ .... a 11 = 

11. Fie intervalul com pact [a, b] c R, cu O < a < b şi x1, x~, „„ ~-„, 11 

puncte din a ces t inte rval. A tu nci a •tem 

(xi-+ x2 + „. + Xn) - + - + - + .„ + -,... ~ --- 11·. ( l I 1 l,) (a + b)Z • 

Xi X2 X3 X ,n "iab 

H . ../a1b1 + ../a2b2 -i- ... + ../anbn ~ ../a1 + „. + a„· ,/b1+ ... -;.. b„, a; ,bi e 
ER+. i = G. 

71ZJi (11 + l)~h 
15. < h + 2h + ... + 11h < , li> O, 11 ;?: 1 (A rhim~de) . 

2 2 

l I l 1 
16. - + - + - + ... + - < 2, 11 ;?: 1. 

12 22 32 11" 

I l I 1 1 
17· - + - + - + „ . + - < I - - , a ;:;, 2. 

22 32 4~.~~ 1i:.! n 

r. l 1 ,-
18. ",, < l + ,- + „ . + ,- < 2 'V li -i- l - 2, 11 > l. 

"f2 "fli 

I 3 2H - 1 
19 . .,..- . - .„ --- < -~,=-,.,,,,.--· 11 ;?: 1. 

2 'I 211 'V2n + 

20. ~ . !.._ • „ „ '111 - l < V 3 11 .,. l. 
j 9 ·'ln+l fo+3 

1 l 3 211 - l I 
Z l. 2 .;:;,, < 2 . ~ . „ ~ < ,,/211 • 11 ;;;,: 1. 
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211 - l 

2 

2 ~. ( l -;- ~ r < :>. ;, ;;;, I. 

2G. V'~ >· '\J~, JZ ?.: J. 

11 (11 - l) 

2~. 1: ! ~ ci ; 1 r. 11 ;;;, 1. 2S. 11 ! < 2 - 2- - 11;;;, J. 

2'). I!'. > ,::n-l, 71 ): 3. 

I::rgalil:1tta tl i: ·1i P•: „galilale da~~t ,, = /.J. 

c ; ~1r i rarti c111arc importa11tc ; 

2(a2 -;- /.J,) ~ {a + i.J)Z, Va, b E n:. 
-l (a3 -:- b") ;?> (a + /J) 3 , V<1 , b E H~. 

S(n'1 - : · b1) ~ (a .: . /J)~. Va, b e n;_. 

~~- ci.! + LJ'! ;?.: 2ab, Va, b E R . 

/ 

33. a~ + /.J~ + c'! ;;;, u/.J -'- bc + rn, Va, /.J, c E R. l 11<·3alilalta dc·1i11t Pg'ali­
fo.te dacă ~i 1111111ai dari"t a = b = c. 

1--
3-1. a + /.J ;;: 2 \ ' ''/J, Va,/.J E R„ a ;;;, O, /.J ;;: O. 

a /.J 
35. - + - ;?> 2, Va, b E R, ab > O. 

b a 

I 
36. c1 + - ;;;, 2, Va E R~ . 

a 

37. (~. /J ) ~ <: a + b - Jab < (a - b)', Va , b E R, 11 > b > 
Sa 2 b 

3S. a3 + b3 + c3 > 3abc, Va,b,ce R~; a#- b, /.J #- c, c =fa a. 

J\J. 
la + bl lal· '· b i 
-----~- + - , 
l + la 0 - bl l + lal l +J bl 

Va , be R. 

-10 • .J~~b ~ .j-;;_ + ./E, Va, b e R+· 

'11. .,/(a + c) (b + d);:. ,J;b + ..jctl , Va, b, c, de R: . 

'12. V' (a -i- d) (b --'.- c) (c -' .- j) ;;: -V abc -i- ·~/def, Va, b, .„,f E n:. 
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5.3. Siruri de numere reale 
' 

Noţiunea de şir. S e 1111mc,<le şir de mmzcre reale o aplica/ie fa mulţimii N în R. 
Dacă a„ = /(11). V11 E N, atunci şirul/ se scrie (an) n;;.o• (an)n E N• (a11 ) sau a0,a1, a 2, 
• .. ,an . ... ; an se nu111('ştc lcn11e1111l general al şirului f . 

În locul lui N se poate lua N•, în care caz şirul/ se sc ri e (a„)„;;. 1• (a11 )" E N•, 

(a 11 ) sau a 1, a~, a3 , „., an, ... 

Exemplu de şirnri: I) I, 
2 11 

2) 2, 2, 2, ... , 2, ... (un şir constant) 

3) -1, - ~ . .. „ (-!)"~, ... 
3 11 2 

Şir finit . O aplicaţie fa mulţimii { 1, 2, 3, .. „ 11} in mulţimea R se numeşte 
şir finii (de 1111mere reale) ~i se notează (ak)k~G sau a1 , a2 , .• „ "n· 

Noţiunea de subşir. Daci't a„ a2 , •• „ a 11 , ••• este un şir şi kp k2 , „„ k 11 , .„ un 
şir de numere naturale stri ct crescător , atunci şirul (akn)„;;. 1 se numeşte 

subşir al ş irului iniţial. 

Şiruri cu limită . Un şir nume ric (a„)
11

:::,, 1 se numeşte cu I-imită i11 R, <lacă 

3a E R, cu proprie tatea ci't orice vccinătat;a lui a con ţine toţi te rmenii şirul ni, 
începind de la un anumit rang înainte. Scriem !im an = a., \im a„ = a sau a„~a 

rz-)>+ co 
pentru n ~ + co. 

Şiruri convCJ·gcnlc. l ~ n şir (a„)>1 ~ 1 care are linii ta a E R se nun1eşte con­

vcrge11t în R. 
I. Un şir (an)n;;>I con-rerge către a. E R-= Ve > O 311, E N, astfel î11cît 

"111 ;;:> 110 avem I a„ - a I ~ e: . 
11 + I 

Exemplu. Şirul <! 11 termenul gc11 cral a„ = ---, 11;;> l, a rc limita a.=- . 
~I 2 

2. Un şir (a„)„::,, 1 arc limit;i + co (respectiv -oo) - Vc > O 311 " E N, aşa 
fel încît V11 ;;:. ne sÎ avem a 11 ;;:. c (rcspccti'r an ~ - c). 

Şiruri divergente. U n şir care nu este con•re rgent se numeşte di vergent . 

Şiruri mă1·gi 11 itc. Şirul (a 11)„;;.
1 

este mci1·gi11il dac it şi 11umai dacă 3M > O, 
astfel încît, Vu E N, să a -rem I Cin I ~ i\1. 

Exemplu. ~irul a,.. = ( -1)", n = I, 2, . „ este mărginit de I, căci \an I = 
= I, Vn E N•. 

Şiruri crescătoare .. ) iruri descresccitoarc . Şirul (a„)„;;. 1 este crescător (respec tiv 

de.sorcscălor) claci'L V11 E N a ·.rem an ~ an +t (rcspecti ·r an ;;:> a„ i-1). Şiruril e cres­
cr1toarc ~i şirurile descrescătoare se numesc şiruri 111 0 11 0 ! 0 11e. 

Exemplu.. Şirul definit a~tfel a1 = ./i, an = .,/2 + a 11 _ 1 , n ;;:> 2, este st·rict 
crescător . 

• )ir f11ndam c11/al sa u ,~ir Cauchy. t;n şir (anl„::,, 1 d e numl:"rc real e se numeşte 

şir J1mdamwtal sau Cauchy dacă v~ > O existii.':1; E N astfel incit Vm , n ;;:> n. 
să avem I am - a„ I < e:. 

Noţiunea d e şir fundamenta\ şi cea de şir co1nergeut de numere reale sînt 
echivalente. 
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5.3.1. Teorem e fundamentale asnpm şimrilor 
numerice 

I. Orice şir cOtl'lcrgcn l dl' 11111nc·re este mr,rginiL 

2. (Criteriul majonfrii). Dacă a E R, iar (a 11 \n>- I şi (et.„)„;::, 1 sîn t donr1 şiruri 

care au p roprietatea. 't/11 ;;:> 1, I lin. - a I ~ "'-n şi "'-n-+ O, Afunc i a 11. -+ 11. 

1 1 
E xem plu . Pentru ~irul c u termenul general 11„ = sin - a·1em I a 11 - O I~ -

n n 
1 

şi, cum - -+ O, rezultă an-+ O. 

3. Trecerea la l imită În inegalitcifi. Tic (an)„;::, 1 şi (bn)n;;,.I două şirnri 

cu limit ă peutru care a„ ~ bn, 't/11 ;,, 11 0 .• \lun ci lii11 a 11• ~ Jim bn. . 
U -? c/J '1---'-'l.J 

4. Fie (a n)" ;,, I ~i (bn)„;;,. 1 două şiru ri astfel incit lln. :;;; bn, Vn ;;:> 11 0 • Dac1.\ 
Jim a„ = + oo (n:~pecti·1 !im bn = -oo), al un ei Jim b11 = +co (respectiv 

H ->OO 

Jim a 11 = -co) . 
H-> 00 

5. Dacă şirul de numere strict pozifr1c· (an)„;::, 1 este crcscfl lor şi nemărginit, 
. 1 ,,. 

atunci - --> O. 
an 

E xem pl u. Şirul cu tCc'.rmcnul gl'nerul a 11 = 1 + 2 11 fiind crescător şi nemăr-

1 
gini\, şirul cu tcrml'nul general --- -+ O . 

• 1 + 2" 
6. Dacă a E R iar ~irul (a„)

11
::::,, 1 COtl'lc rgc L:f1l rl' a, atunci şimi (I a„ lln ;;,. I 

co11·1e rge către I a I. ~ 
7. Dacă şirul (I a 11. l) 11

;;,. 1 convl'rgC' critrc O, atunci an.-+ O. 
8. (Teorema de co11vcrgc11fcl a şir urilor 111 0110/one). Orice :;;ir monoton şi 

mitrginit es te co11·1crgc11t \ )Veicrslrass). 

Exemplu. Şirul definit a ,, tfcl a, ~i. an = ,I 2 + a 11 _ 1 , 11 ;;;. 2 este 
s\rit.:t c rescător şi mărginit. EI are limita a '= 2. 

9. Lem a. lui Cesaro. Orice şir mărginit conţine un ~u h~ir convergent. 

10. vil· (on)„:;::,,1 • 1111 şir COll'/CJ'gl'nt astfl'I incit I au!:;;; J11, Vil ~ llo; alunei 
I Jim an I ~ M. ~ 
H->- CO 

11) T eorema „cleştelui''. l) Dacii ~i rnrilc (a 11 )
11

;,:1 ~ i (b„)
11

;;,.1 îndeplines<.. 

conditiil·~ i) a 1 ~ a 2 ~ .„ ~an~ ... ~ bn ~ . . . ~ b'!. ~ h1 ; ii) bn - ari-+ 0 . 

atunci Jim a 11 = Jim bn. 
>l~C.O tJ-;,.OC 

Exen1p!c . 1. Şirurile (an)„_;;,o ~i (b 11 )„;;;,o ,;înt ddinile astfel: 

a 0 E R, b0 E R, O < a 0 < b0 

ao+ bo ,--
a1 = ~· b1 = \aobo , 

Gn = 
Gn-1 + bn-1 

2 
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îndeplinesc condiţiile din teorema precedentă şi au una şi aceeaşi limită (G 1111 ss ), 
media aritmetico-seon:etrică a numerelor a 0 şi b0 . 

2. Şirurile (an)
11

;;i: 0 şi (bnln>.O definite a'st!el 

b0 E R, 

ao + bo 
al=---. 

2 

an-I -'- bn-1 
nn = - ----

2 

b 
__ a 2 + 2b0 • 
i----. 

3 

b 
-· an-1 -i- 2bn-1 „ -

3 

îm1cpli11csc co1:d!ţ iil e i) şi ii) (bn - a„ = bo - ao) ş i au, deci, aceeaşi limil5. . 
6n . 

2) Dacii a E R, i<J.r (a:i)n):l' (anln ;:„!. ~i (~n) „;;i, 1 sin t trei ~iri:ri pentru 
care :x„~an ~ ~n· 'v'iz;:.110EN, şi Jim a 71 = a = !im ~„, atunci şi Jim an= a. 

n->co n-+ ro n-+ oo 

Exemplu. A·1cm e·1id c: nt n ,;.;; _ 
1 

_ -c„ +„. + 1 
,;_;; 

../11" -;- H ,111" T [ ../11" -;- 2 ../I!" + lt 
Cin „ 

un ş ir cu limita a E R. Atunci ~irul m ediilor aritmetice 

-;- a„) , cr'l al mediilor geometrice (!::n = \Y a1 a 2 ..• a„, 

ai;> O, 'v'k E N*) şi şirul mediilor armonice (lzn = 
1 

' 
- , 
a1 

Vk E N*) au aceeaşi limită a. 

11 ) 1 ' ... +-
an 

a1c >O, 

13) Şirul (q"Jn;:.t este con-1ergcnt dacă şi numai dacă -1 < q ~ 1. 

11) Lema lui Cesaro-Stolz. Fie (an)„;;. 1 şi (bnln;;;.l donă şiruri de numere 
cu proprietăţile 

1) O < b1 < b2 .•. < b„ < ... , !im b„ = +oe 

2) li i11 
an.+1 - an = l E R. 

n->"' bn+t - bn 

Atunci !im ~ = l. 
n~co bn 

n~ :o 

15) Fie (c1n)n;;;,,l şi (bnln;;.t două şiruri con·1crgcnte. }„tunci 

i) !im (a„ ± b71 ) = !im a„ :::: !im b„. 
H - > :O 

ii) !im (a71b71) =Jim (a„) · lim (bn)· 
n-+oo n-+<XJ 



iii) lim ('!..':) = ,,1.i'.~~ a,i, clacrL Vn ;;. I, b,
1
f= O ~i l i 1~1 h„ =I O. 

n- „u.; · n lin1 b,1 
l! ~:O 

limb:1 

)
n» 'l.> 

an ' dac~t li111 a 14 > O ~i 'r/n ~ 1, a n > O. 
t:-• :o 

I(· ~ Hc-;nlt a telc ele la 15) se r:d i111 l ~ i la ~ iru rik c 11 lin it:"t , d ad fa crm con­
·1c11ţii k : 

I) a-:- ( _:. :o) ··= ( ..i ;;o ) + a =" - (-:o) c~ -(- X ) i a 
= 00 -: ac- cc, Va ER. 

2) <! - ( ..; (()) = ( - co ) + ll = (/ + ( - Xi) = li - ;o „. - :o :- (I . .-- - 00 

Va E R. 

3) (+ cc; ) ( -'. · ::o) =( + ;:.'.) ) -t(-sc) =-+ :o -: co • : :;:; 

~) (-x ) ...; (-:r..) ~- (-:c) -( ;- :c) = - :o - ::o ~ - :o. 

5) a·( -;. oo) =( +co) · a = ::!::: oo <111pă rnm a :- O s:i 11 a.< O. 

<')a ( -.:.:) ~ ( - :c) ·a ==:= ::.o. dnp?'t cum 11 > () s;tu rl < O. 

7) ( : r.c) • ( ; :c) = (-co)· (-cc) •= -: :c . 

8) ( !- :ic) (-::o) = (-:o) ( : !JJ) ·= -:/.), 

!I) -
0

- =O, 't/aER. 
=~ 

:::: ro !O) = ~· :o :au Ţ oc, duprt cum a > O sc.u a< O 
oi 

I! )(::: oc )" =(__:.. I)"· x; , ne:\'. 

12 ) a"° = ;- cc , d;i.c ;'\. a > I ~i " '~' = 0 dacă O < a < I, 

H) oo" = :iJ, Va :--- O; oo" = O, Va < O. 

15) ,c~ = O; (-C · cc ) ~ "'= + :o; (+ :o)-"' = O. 

_ ___....: _ ~ ~1 + 1 _ _ 

lC•) \i( + cc) =+ :.o;,/ (- co)= -co. 

17) lo.>ga(-~ Xl) = -! :o ; Jn[["O = -:o, rlacrt a> I. 

o 
17) Sim l:olur i!e -· o 

au i1 ţl'ks) . 

co - , 
co 

oo - co, O· co, 00°, 0° ~i 1 :o nu an sens (!;u 

?3 - Tabele ~i fo;·::"!:f ~ :-1atc:r..c.it!ce - c. 1 /,313 



lS) I.imita la şirnlui cu lcrnll'nul gi·11t' rJ.I a11 -= - - - ",SJ a + J:-- ' b - a " l b - a') 
n k=l li 

1111dc f: [a, b]-+ R, f funcţie con t i1111rL, este l = \b f(x) tl.~. 
~ a 

5.3.2. Şiruri remarcabile 

1) .~' irul lui FibOJ1acci, a1 = 1, a:! :::;...;; 1, a,„ = a11 _1 + a 11 _:! , 11 ~ 3, care a rc 
l tTlllt' 1111l ge neral 

11;;;. I 

şi rentri• care avem ·) 

. „,- . "n+1 1 + .J5 
l1m V an = 11111 - -- = - - - 1rnmănd „d~ aur)" 

n-. oo n- :o a„ 2 

2) ~irul care aproximează pe .[Q, a> O (Hcro11 ), cu krmcnul 5c11cral 

an+i = _.!._ [an + ..!:-.) , n ;;;, 1, a1 > O fii11tl un numitr real dat. 
2 an 

3) Şirul cu termenul general 

a11 +1 = _pi [(p - I) a11 + _a_] 1 11 ;;;, I, a> O, a E R, 111 > 0, a.1 E R , p G ~.; 
a:-1 

1' 

t ;;;, 2 care este con·;ergcnt cr1tre ,I~ (Scu:lon ). r 

i) .)irul lui Traian 1-alesw, a ·1ind termenul gei:<:ral 

n + l n _ l 
an = ,/( 11 -; I )! - .J11 ! şi !im a1, = - - · 

11~ '1':1 c 

.5) Şiriil care are drept limită mmuirnl e 

an = {t + _.!._)"; !im a„ = c = 2,718281S2SL. 
1l n ·"""'JJ 

6) Şirul care arc drept limită co11sta11/a y a lui Euler 

a„ = 1 
1 +- + 

2 

I , . 
- T ··· - 1 
3 

7) Şirul cu termenul general 

- ln 11: !im a„= y = 0,.5772156619 ... 
„ .... Xl 

care arc limita a, dadi. şirul convergent de numere (a„)11;;..o are limita a (Euler) 



5.3.3. Limite Jundmnentale de şir'ttri 

I . 1 n 
) hm - = O; !im - = O. 

n- n 2 1l 

" 2) !im ,j-:;; = l. 
H-+ :(! 

u n 
.3 ) lim ./-;; ~' I, Va > O; Jim 11(,j'~ - l) = ln a., a> O. 

ln 11 Jn1'n 
-i) lim -- -- O; !im -- = 0, a E R, a> 0, p E N. 

n-+:o n n-1 n na 

an 
5) lirn - = 0, Va e R 

U-+ :t.) 1l ! 

{
O, clacă i a j < I, p E R+ 

G) lim ;1Pa 11 = 
1:~,.., + oo, dacă a> I, peR+ 

) hm-= S 
. a" { oo. pen tru a. > I , pe R+ 

11-. <X> 11V O, pentru \ a. \ .:;; I, p E R.~. 

9) !im 

I l +-+ „. + 
2 11 

"'""' '° Jn n 

10) Jim 1 ± - = e ( 
1 )±" 

n-co n 

11) Jim (1 ± Xn))±f. = e 
x„-+0 
.%"11> 0 

( 
1 ) "' )'• 12) !im 1 ± - = e 

Yll - n }'u 
Yu > O . 

I. 

!.'\)!im 
1 p + 21' + „. -'-- 111> 1 =--- · 

". :i:; 11/'tl f' + l 



( 
P' +- 2P + ... + 117> 11 ) l 

l-1) .~~~ 11P - p + l = Î' VpeN* 

J
~. pentru p = qeN; B9 T- O 
Bo 

.-lo 

= 1 ·~ :: :~,::~"~: :: : : :: 
Ro 

O, pentru p < q. 

Hi) Jim .::_. - .. . --- 1 . --- = - (\\.allis). 
( 

') 3 21: 12 l 7: 

ll->CC 1 4 21L - J} 2H + 1 2 

5.3.4. Şineri recurente liniare 

Termenul ge11cral al ş : rului (a„)„~ 1 ddinit recurrnt astfrl: 

{ 

an+k = cx1an+~~1 + cx2antl:-2 . + ... + CXJ...(ln, 
av a2, ••. ,a-,.: fun~ cunoscuţt; 
cx1 , cx2 , ••. , cx1; e R fl\ad k numere date 

sc aflu rezolvînd ecuaţia caracteristică 

I!= 1, 2, ... 

(I) 

1. Dacii. ecuaţia (I) arc ri':dăciuile reale şi u b tilictc 1·1 , r", .„, r„ atun ci 

constantele C1, •• • , Ck detcrrninîndu-sc din CUTIOJ.Şll"rc'<L primilor k t e rmeni 
a 1, Oz, ••• , a1; ai şirului respectiv. 

1 · . 
Exe1nplu. Fie un şir definit astfel: an+2 = - (an+1 +an) . n ;:;,, 1. a 1 = O, 

2 

a2 = 1; să găsim trrmenul !.fm general an; pentru ci aw·m: 

3S6 

I 

t· 1 ,..2 = - (r +I), 
2 

' '1 = l; 1'2 = - - ' 
2 

au= - l + --- ' n ~ 1. 2 ( (- l)") 
3 2n-1 

2 
- ' c~ 
3 

-1 

.l 



2. Il1..t. '- ."'t ccuaţi:-'.. ( i ) ar .... · o r:'t• ~-C ~ ll.:--~ rc~i :"':. r1 P I? ·. :; l'.-L • ' ~ 0 n~!11c~ ~ . :· .· ic i 
<':-t con1j·ihuif.' în l'X!'ft'!'- Îa lui a.! ( s1"l ufi a g c Jn'h l . 1) Lt : s t· •;·:11l'•n1 Lil' l llt ttt d. 

(C1 .;. C~11 •· .. . -. C,11 '-1)1}. 
:;. I>a c :t l'Cna ţ i:1 cu t·0e fil·ii:11ţi rl'ali (1) ad111il \· dt111:t r.."ulrtLiui Ct'111plL·xc 

c0njt1 Qat C' r1 .~ - ~ ? (,·0s c.i :::: i ~i11 w ), alurn.: i l'k t:onlrili11ic: i11 1.: x prL'sia krnwnu­
lui .~1:i.vr:ll Llu c u t ~·n n(·nii (C1 \'.'O~ n «> + C.:! :-;i n n<->)?1l. 

5.4. Serii de numere reale 

D<f:'11i[ i: . F it· /irul (a 11 )„:;,1 ,1'· 111t111a,· r,·alc şi ,<intl (S 11 )11;.1, dcfi11il nslfd 
, l = Cl1 S:! = l7 1 - :- CI:!, •• • , ~ ..... ·„ :::-: c/1 .; O~ ._.; - .„ -1- lln• 

~ i..~ nunlcş tt.· $ t 1 Î " il1' 1Jl!JJirTC perL•clwa d L' ~ir u ri (a 11 ) "~ 1' {Su),,~p care 5l' 110-

t'' :l~tt E .111 , Ec1,, ~a11 a 1 <- (7:: -:- „. ·i· un !- .... 'fcnncnii ~irn\ni (uu) 11 ;;:. 1 se 

•. ?; l ll 1 
1n:11ws\.'.. t l' nn1 ·11i i ~(·ril'i, a 11 se nn111cştc: hTJHCHltl ~1..·11t ral al serici, t cnnc11ii 
„in:!ni 1'."\ 11 ) 0~ 1 :-' L~ 11un1f'sc Sttntclc parţiale ale sni,·i, iar ~l·ria c'tn+t -7- nu+:?-:--

.. . ~ :: Ht :tll l' ::° ~l· nsl:t! de rang n al s1.. rit i considerate. 

:< ~ i :·i c n ~ · ~ r t c 11 /l', dit:rn.:cntc, osc iltilllc:. Sl'ria ~ a 11 Sl' nun1c~\ tl' coJit'O'f:!i~nfiî 
. '1~l • ... 

tl a c- ~t şin:l .-:1111 t.:10 r d par\inll' (Sn) 11 ;;: 1 esl<' co 11 ·1crgL'llt. Limita Sa şirnlni 
( .' ' 11\

1
_.::.. l :--c· nun1c~te sz1nza &rfri şi SL: JJOll·a1 ~l S = a 1 -f-· a2 -1- ••• -;- an + ... 

1::.1<·rnflc. I) ~c ri;i. geo:nclric[L n1 -: - n1q + n 1q~ + .„ + a1qn-l .;- ••• este 

con·1n~L" ntCt dactt - 1 < q < l şi arr snm.:i. S = -'-1-
1
-. 

1 - q 
l 1 I 

2) SC'ri,t armonic[t alternat[, 1 - - + - - - -:- ... + 
2. J -l 

7 .• „ 

este Cln:·1 c rg.e 1 : t~"t :;; i arc su1na S = lu :!. 
l l 

3) Scria + -'- ... ,_ 
li! 

„. rst'-: co11·1crgt.!11 t[1. ~i arc s111na.. 
l! 2! 

s = · ~ . 
.:: ·ria ~11„ >c nnmrşte dic·crgmtă dadL ~irnl sumrlnr ci parţiale este di•1cr­

,,~ 1 

gcnl. 

L'.1« 1nflc. l) Scria 1 + l + 1 + .„ este o seric <.frtcrgentă şi arc snma. 
-r OC•. 

2) .'<1·!a arn1e·11iciî 1 ..L 
1 + - + ... + + „. este 

2 3 )l, 

<.livcrgentă şi arc 

snma + XJ. 

+ „. este divcrgeulii 
20 11 0 

3) S'tria. a1·1uonic,'i gc11crali:zală H · + ... + 
prntrn c; ~ 1 (a·11n<.l snma +co) ~i com·crgrntu pe11tr11 rr > I. 

Scr::i. ~a 11 st· i:umcşte oscila11tă <lac[t şimi sumelor ci parţiale nu are limită. 
1:;;;:. 1 

E.1,n;p/11. Srria 1 - l + 1 - 1 + „. es te o seric oscila11lă. 

1"<0·011il. Dacă 2:an este o seric con·1ergrntrL de numere, atunci şirul 
u;a:t 

(an)„:;?::l converge către zero. 
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Corolar. Daci (a 11)„;;;;.1 ·nu tinde di.trc zc:-o, :-..h,mci /iCria Ea„ este tlÎ'ter­
„;;;;.1 

gentă. · 

5.4.1. Alte seY1:i remarcabile 

1) E . 1 
= ~(1 + ~ + ... + ·~)· kcN•, fi:::it 

11;;;;.1 n{u + k) k 2 li 

2) E ,;··· = l.'> e. 
„;;;;,1 11 r 

3) E . 1 r. arCtg-- = _.:.. 
t!-~I ·2u2 4 

Earc tg 
1 .. 

'I) 
11• + 1t. + -1 11;;;;.1 

.5) E (- l)"-' ( Lc ib11iz ) . 
11;;;;.1 2n. - 1. 

"\"' 1 „2 
7) L;--- =-· 

11,?-1 (2u - 1)2 · 8 

s1 E (- l)"-' = „ •. 
n;;;;.1 112 I?. 

"\"' ( - l )n 
9) LJ ___:__.:__... = - . 

„~o (2n ~ 1)3 .l2 

10). E--1--'--. -
11~0 {n + 1)4 

;:·I 
:;: -

90 

11) ")' __ 1 __ - ;:I • 

~.(2n - 1)4 % 

(Euler). 

2 ·r 3 
1'2) 1 - 111 - + - - ln - + 

1 2. 2 

= 0,577215... ( co11sta11/.a lui Euler). 

1 11 + 1 1 +- -ln -·-+--+ 
11 n 11 -j- l 

13) Fie: 1 < p, < p2 ...:: „. < p11 < .„ mulţiml'a tuturor numerelo r primr, 
ordonată crc~ciltor. Atunci seria 

1 E - este tli ·n·rgc11tiL ( E11la ). 
n;::1 p,. 
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14) Fie E an o serie numerică cu termeni pozitivi convergentă şi r„ = 
„~1 

= a„+1 -;- an+~ + ... rest ul serici. A.tu:tc1 scria.. 

~ a„ t l" · · 
1 , --:::::::- cri e coc·1crgen a, 1ar sena 
~(,fr,i 

L'=: ~" cs!P cEvcrg-l'11l ă (O. D . 1'cllog ) . 
n;:_-. 1 n 

_„ 1 
13) :\L.1:;::~: "°:.. ti..:.h_:; ror ~;un:c1o r parţia~:..: ncorJoi::de ll"ic s::::r iei a.nnonic~ ~_:_ 

n~l 'Jl, 

coincide cu mulţimea numC'relor raţionale pozitive (problema fracţiilor egiptene) 
1 

16) Dacă in scria armo nică E- se eliminrL termenii ai căror numitori 
?1]!.l H I 

ccr.ţiri cifra 9, atunci snia nou{L obţinută este con ·1ergeu\;'t şi arc suma mai 
mică decit 25 :;au cga!CL cu 25 (A. j. Kcmp11cr )-

17) Fie m E ~-. m ~ 2. Atunci scrb. 

Î --+. 
2 

1 X l l +--+-+--+···+--+ 
m - 1 111 m + 1 2m - 1 

X 1 -:- - -:--- --- + 
211! 2m + 1 

1 ,. 
+ --+ __::_ + 

Jm -1 3m 

este ro11'/Crgcntă numai pentru x = - m + I. ( J{. J{uopp ). 

5.5. Noţiunea de funcţie 

5.5.1. Generalităţ-i 

Dtfinilic. Fie E ;;i F două mulţimi ;;i G o i1arlc a produsului ca;·lc::ian E / F 
astfel î.11cit T/x E E, 3 1y E F , w proprietatea (x. y) E G. :\'11mim fu11cţic (apli­
caţie, transformare) defi11ită pc E czt miori ' u F lrip!ttal f = (E, F, G). 

E se numc>şte domeuiul de definiţie, F codomm iul J1mcffri, iar G grafic [ 
lui f . 

. în Jocul notilţiei f = (E_. F, G) se prdcră: 

f: E--->F; E ! F; x ~• j(.~); Y =f(x); 

x se uume~te va~iabilă imlcpe;1de11/ă s<>-u argument, iar y i•ariabilă dcpeirdrnti:. 
ElP.m ent,11 unic y E F, carl' corespunde lui x E E, se numeşte ~i imaginea lui x 
pr:11 f sau valoarea f uncţ ici f f H x . 

Exemple. 1) f(x) = ..j7, pentru care E = [O, -!] ~i F = [O, 2] ; 

2) j(x) =sin x, cu E = R şi F = [ - 1, I] ; 

'{ 1, xEQ 
3) J(x) = 

O, .i-.:: R 
Q E = R, F = {O, I} (funcţia lui Dirichlet) 
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0'1scr1.':rfir-. Dacă E, F c I\. , atunci ~: E -~ F se numeşte fm1cţic 1c.1 t.1 di: ar;1m:nu r :~ • ' " 
/zoi c/ie :um;cricif .. 

Dacfl E nn sr. precize:11::1, atu nci prin domeniul <k de finiţie a iunc~îe i se ~ubi n ţ e l tl!" m11lt lr1ll\ ' 
tutu·ror p:JilcI<.:lor .r din R pentru c<t rc / (x} arc st>us. 

l/c:!ricfia mici fm1cţii. Exlmsia 1111ei fw;cţii. Fie f: E -+ F o func ţ i t· I 
A c E o parte a lni E. Se nume~tc 1·eslricfia fu i j fa A ~i ~e 11otLa 7L f . 
funcţia JA: A -+ F definitf1 astfel, V:r EA, fA(:r) = /(:.·). 

Funcţiaf : E -+ F se numeşte o c:rlmsie sau o prc!u11gire a l ui fA: A c E-+ /o' 
d e la A la E. 

Exemplu. Funcţia g(:r) = cos x, g : [O, r: j -+ [ - 1, 1] estE' o r es t r ictic­
lni j(x) =cos x, J: R-+ [ - 1, ·J] şif o cxtqnsie a lui g. 

F w1rfii egale. Două funcţii J: E-+ F şi g : E 1 -+ F 1 se numesc cga !c dai 
];" = rl' F = F1 şi, Vx. X E E , f(x). = g(:r). 

J;.rcmţfr. Fu ncţi ile J :{!}-+ {l},j(x) = x ş i g: ·{l}-+ {l}, g(x) = 2.'~ -
sint două fnnc ţ.ii egale. 

Fw1r/ia 11w1;air!i milă pc E. Se numeşte f1111c{ie (numerică ) ;11" 1 /•r 
F. ( c R) fun c ţia j: Jo' -+ R defi11itf1 prin, Vx E E, j (.r) =O. Se r:o teazrc .r· IJ 
sau J =O. 

Fw1c/ia cu11 s/111:/â (p(' le). Fie f: L--+ I' o func ţie. Spunem că j C'ste fll11 ţ1 , 
constantă pc I:" ~i scriem f = c, dac(L 3c E F, astfel încit Vx E E, a·1cm f (x j • • 

Fu11cfia caracleris t ică a 11mi mulţimi. Fie A c E o mulţime. Se numt·.111 
fw1 cfic caraclu islicll a mulţimii A funcţia 'PA: E -> {O, I}, de finit~t a-t[ I 

{ 
1, dad xEA 

'!'.4(x) = n. ' 
11' dacă xGA \J~ 

F1111cfia lui Dirichlct: f: R--+ {O, { 
1 c.ind x EQ 

l}, f (x) = ' 
O, cîncl x E R"-,Q 

T1111c.lia lui Jli cmn1w: J: R--+ R, 

!_!_ , cind xEQ"{O}, :r= !:..., 
j (x) = q q 

0, cînd x E R '\_ (Q" {O}). 

(f', q) 1, q ? 1 

Ful!({ ia liaiară. Fie o funcţie f : E-+ F cu E şi F sp:i.ţii vectoriale p _.st · !. 
Funcţia j se numeşte li11ia1'a dacă 

1) V:r, y E E,f(x -:- ;•) ~ f(x) + f(y) (aditii'italc) 

2) Vx E E, Vi. E K, j(f.x) = l.j(x) ( omoge11cila(c) 

Exc111 piu: j : R--+ R cu j(x) = 2x este o funcţle lii1iară. 

Fzmcfia identică (sau idwtitale) a 1111ei mulfiHzi. Fie E o mulţime oa r n r<•, 
Se numeşte funcţie identică a mulţimii E şi se noteazf1 IE. funcţia le: E -+ f 
definită astfel, V.r E E, le (x) = x. 

Exemplu. Fie E =[O, 2]; le(x) = x, .i: E [O, 2]. 

Obstrvaţie. 1'lum:1rUI f'unctlilor definite pe o muiţim c E finită cu m eh.: mente, cu •::l. )l'l:'i i:.i . 11 1 

ţimea finită F cu n elemente ('.Sle egal cu nm. 
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Fu1Zcţic 1111,[tiplicati·,:ii. Fie j : .t.·-+ R o fun cţie cu E c R: Funcţia J se 
nu:-i1eşte multiplicativă, dacă '</:o:, y E E a·1em xy E E şi f(xy) = f(x)j(y). 

Exemple de fun c ţii multiplicative sînt: funcţia slg111111z şi f1111cţia [„; Eul r 
(w ci1catornl lui Euler). 

Fwzcţii numerice pa1•e şi impare. Mulţimea A c R se numeşte simetrică 
ln raport cu o riginea 0 1 ), dacă. '</xEA ::wem - xe.-1, ad~că A = -.A. 

Defi;ziţie. Fie f : E c R-+ R, cu E imetricii. faţrt d e origine. Funcţia j se 
uumeşte pară dacă 'Vx E E avem j(- x ) = f(x). Funcţia J se numeşte impa1·d 
dacă. 'Vx E E avem j( - x) = - f(;:). 

Exemple . Funcţia cos c te pară pe R, iar sin, signum impare pe domeniile 
le>r de definiţ ie. 

Funcţi i ;mmcrice periodice . F ie E c Ro sulimulţime a lui R şi j: E--> Ro 
1uncţic, Spu nem că funcţia] est:! periodică dac[t există T > O astfel incit '</x E E 
l :nem x + T E E şi f(.ţ + T) = f(x). Numărul T se m1rneşte o perioadă 

<t lui j. 
Cd mai mic număr pozitiv T avind proprietatea de mai sus se numeşte 

jtcrioada minimă a lui j. 

Exm1p1e. \) Funcţ i i le: sin şi cos sînt p~riod icc cn perioada T = 2;:. 

2) Funcţiile tg şi cotg :iînt periodice cu perioada T = ;:. 

3) Funcţia. f : R--> R. j (x) = sin :r ~. nn este periodică. 

Fu11cţii inj ective. O funcţie f: E--> F se mrnzc,,tc ' njrclit·ă dacă, '</x, y E E 
~ i x # y, avem j(x) # f(y). 

P 1. O funcţie j: E--> F este injectivă dacă , '</.î, y E E, egalitatt:-a j(x) "= 
/(y) implicf• x = y. 

P 2. O funcţie f: E--> F nu este i11jectivă, dacă există cel puţin două 
1•kmentc x, y E E, ~· 1' y, astfel încît ' să a·1em j(:c) = j(y). 

P 3. O fun ţie numerică j: E ~ F (E, F c R) este injecti-1ă dacă orice 
paralelft la O:.: dusă prin puncte ale lui F iritcrsectează graficul ci în cel mult 
1111 pu nct . 

Exemple: i) f: [O, 2] --> [O, -l] , j(.î) = x2 este injecti-Iă. 

2) g : : - I, !] -->[O, l ], g(x) = x 2 nu este injecti-1ă. 

Fwi cţ i i surjectiva. O fu11cţie f : E--> F se numeşte mrjectivd dacă F = j(E) 
"' ică dncă imagi11ea lui E prin j este F. 

P I. O funcţie J : E--> F este surjectivă dacă oricare ar fi b E F, ecuaţia 
/ , \) = b are cel puţin o rădăcină x E E. 

P 2. O funcţie j : E--> F nu este surjectivă dacă 3y E F astfel incit '</ x E E 
.t•tcm )' # j(."<). 

E.wnple. 1) j : [ - 1, l]-+ [O, 1], j(x) = x2 este 3urjecfr1ă. 

2) g : [ - I, 1]--> [O, 1] U {2}, g(x) = x2 nu este surjecfr1ă. 

!' 3. O functie numerică f: E--> F {E. F c R) este surjecti•tă dacă orice 
p.tr lelă la Ox dusă prin puncte ale luJ F iutnsectează. graficul lui .f in cel 
pnti n un punct. 

1
\ Analog se introduc noţiunile de mMl/ime si11UOWi<4 /a/4 de "" punct "'• şi de funcţie pară 

1 1.iport cu s-1, respectiv imD~ra . 
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Funcţii bijective. O fmzcţie se m:meştc bijccli-.:ă dacii este i11jectivă şi sur­
jectivă . 

Exemple: 1) sin: [ -î, 
I 

Î ]---+ [ - I, I] este bijectivf1. 

2) f : R-+ R, f(x) = x 3 este bijecti·1[L. 

Comp11uerea f1111 Cfiilor. Fie g : F---+ H şi f : E---+ F. 
Se numeşte comp11sa lrti g rn f funcţia h(x) = g(f(x)) , 'rix E E. Se notea zii 

h = g of. . 

Exemple. 1) f: R-+ R, f(:<) = x 2 ; g : R-+ R. g(x) = zx; a ·1cm 

(jog) (x) = 22:r; (gof)(.l:) = 2:r2; (jof)(x) = xt, (g og)(x) = 22"'. 

Proproziţie. Fie h : G --+ H, g : F---+ G şi f : E---+ F trei funcţii. Atunci 
ho (g of) = (ho g) of. -

Fm1ctii inversabile. F1111cfia f : E---+ F se numeşte inversabilă dacă 
3!{ : F ---.· E astfel î11cît 

fog =Ip şi gof= IE. 

Dacă exist[L un a<:t!el de r: . atunci el este unic , SC notează g == r 1 şi se numeşte 
Ju11cfic1 ;'f,.r;ersci a l ui f sau f:u:cţia 1·eciprocă a lui f . 

T eoreme : I. O func ţ:c este in•1crsabilă =- es te bijcctiv[1. 

2. DadL o fnnct iP numerici:i. inversabilă f este strict crescătoare (dcscrcs­
cf1toarc), atunci şi _r 1 es te strict cre~că.toare (descrcscă.toare). 

3. Graficele fu1:c\iilor f ~i F 1 sînt simetrice faţă de prima bisectoare. 

Exemplu . Dacă f: [ - - 2, 5J-+ [ - 13, 8] şi f(x) = 3x - 7, atunci F 1(.>:) 

= X + 7 Şi rl : [ - IJ, 8)-+ [ - 2 , 5). 
3 

Funcţii 11-m11ericc 111 011olo11e. Funcţia f : E-+ F, E, F c R, este c r"scă­
toare (respccti•r strict crescătoare) pc A c E , dacă şi numai dacă , 'rix, y EA, 
avem: x ~ y implică f (x) :;; f (y) (respccti •r x < y implicil f(x) < f(y)) 

Funcţia f : E---. F, E, F c R, este desci·cscătoare (respccti-1 st~icl descrcs­
cătoal'e) pe A c E dac~L şi namai dacft V x, y EA, avem: x ~ y implică f( x) ~ 
;;;?: f(y) (respectiv :c < y implic{t f( -~) > f(y)) . 

Aceste funcţii se numesc m onotone (respecti-r strici 111onolo11c). 

Exm:pi: . 1) Fu:ictia t 3 : { - .'.: , 2)---. R este strict cresdttoarc P'" ' l 2 2 

( - -J ' „ I~ 

-2· 2. 
2) f: [I, 4] -+ [ I, 16] , f (x) = x 2 este st rict crescătoare pe [ l, 4] ; 

3) f : [O,;-:]---+ [ - I, IJ, f(x_) = cos x este strict desc rescătoare pe [O, :-:]. 

4) Funcţia f(x) = [x], x E R,_ este monoton cresdttoare. 

Teoreme. 1. Orice funcţie numerică strict monotonă - este injecti·ră . 
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2. Orice funcţie numerică strict monoton[1 ~i surjecti-1ă este bijccti'1J.. 

Fwzcţii numerice mărginite. Fie j : E-+ R o funcţit'. F11nc ţia j rstc 1111Ir­
ginită pe A c E, dacă satisface una din unnrtto:irl'l c condiţii rchi ·1~k-11tc• 

intre l'le: 

1) l\lulţimca f( . .J.) este mărginitrt; 

2) 3m, 1\I E R, astfel incit Vx EA sfi a·1cm 111 :,;:; f(x) :,;:; .\!. 

3) 3/1 > O astkl incit Vx E ,-J, s[t a·1cm IJ(x) I :,;:; /; . 
. Ual'f:inca s11paioară (rcspccti-1 i;1f1.· l'ioară) n. mulţimii /(.·I) sv 1111111l·~tc 

wargi11,·11 suptJrioară (respecfr1 ·injcl'ioară) a lui f pc . .J. ~i se notcn.zi1 sup}.(.r} 
.i 

(respectiv inf f(x)). 
A 

Dacă mulţimea J(.4) nu admite mn.joranţi (n:spccti'r minoranţi), atunci 
prin cxtcnsiunl' se pune sup j(x) = + co (rt•spccfrr inf j(x) ~ -co). 

Dacă mulţimea /( . .J.) n.dmitc maxim (respccti ·1 minim). adieri 3a E .·I (rcs­
pccti ·1 3b EA) cu proprietatea j(a) ~ j(x), V.r EA (respecti·1 j(b) :,;:; j(x). 
V.r E ..J.), atunci spunem că. j îşi ati11gc ma.rim11/ (rcspccti-r minimul) pe 111ztl­
tim1·ci A. 
· Nu111[1rul j(a) (n.:spccti·1 f(b)) se nume~tc maxi11111/ (rcspcct i·1 m inimul) 
funcţiei j pc A ~i se noteadl max j(x) (rcspccti·r min j(:r)). punctul a (res­
pc tiv b) num inctu-se pw1ct de maxim (rcspecti-1 punct de 111i11im) al lui j pc A, 

Punctul a 1 E1~ (rcspecti'I b1 E E) se nume~lC' p1111ct de maxim (respectiv 
mi11i111) local a l lui/, dacă existi:1 o ·rt•cină'tatc l' a lui a 1 (rcspC'Cti ·1 V a lui b

1
) 

<:u proprietatea /(.r) ~ f(a1). V:r eV n (L\ {ai}) (rl'Spl'Cfrl f(b1) :,;:; /(x). 
Vx E V n (E \ {b1} )). 

1Jc.LctL se inl oc1ii<.'.~tc :s; cn < ohţint·n1 clcfiniţia punct al:â de ;;1a.rÎ»l (rcs­
p cc t i : d " 1:r.i ni1:i) /ornl :.trie!. 

\";!io ri l<.· n1::xin:<' !:'i 1·.1ini1nt· ah: 1111 ~·i ~unc\ii S(' :iurncsc..: c::lro:tt' ale ~cestcr~, 
ia r p1111ctde de 111a.ri111 ş i ele minim p1111 r fr de e:rlrcm. 

1:..~c111flt•. 1) f : R-+ [ - 1, l ] f(x) .~ sin x este mrtrginili ~i max j(x) = !, 
xeR 

111:11 / Ix) ~·= - l. 
~-E R 

2) f: ~O . -'- '.lCf-+ [O, + :ic) . f(.r) 

;.up J\ 1\ =-: ~. 
x E (0, - .r. ) -

.r~ nu t'Stl' 111i'irg init~i; inin j(x) O, 
XE (O , ·r >:>) 

Fu;:clii cow.Jcxc. Fie j: I-+ R o fu11cţic, undi· I c R csk un i:1tenal. 
Funcţia'/ se uunll'Şlc co11t1c .ni pl.' I dac[t, V.r 1, x2 E 1 , x1 =I= x :!, 'V)~e(O, l), 
~L-/l'lll 

(l) 

Dn.d1 in ( 1) inlontim semnul:%; prin < . atunci/ se nnmt·ştc strici conv1·xă . 
i:ir dacrL aceh1.şi st·mn ii inlocuim cn ~ atunci j se m:mt·ştc cr,11cai·ă. 

T<·or, 111ă. Fie I c R un intenal şif : I-+ R o func ţie cow1c•xr1. Atunci j 

<·::; t~ co11tinurL în I. 

:r, 01'<1111i : Fie j: I-+ Ro funcţie co1ncxr1. Atunci j a tlmitc <lcri·1ate latc­
o 

r:tk în fi ecare pnnct din 1. 

• 'f<„·l'rn1ă. Fil' f: [a, b]-+ R o funcţie de dour1 ori <leri ·1abi!ă. Atunci j 
~·~ le co11v~.rtl p:: [a, b] dacă şi numai <lacu Vx e(a, b) a-1em j"(x) ~ O. 
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Exemple. l) f: R-> (O, +oo), f(x) = e:i: este · convexă. 

2) f: R-t [O, +oo), f(x) = x2 este convexă. 

3) f: [ - 1, 1]--> [ - 1, 1], f(x) = x3 nu este convexă 

I11 egalitatea lui jensen. Dacă./: Ic R-> R este o funcţie convexft. x1, e I , 
---

" pi; ;;. U, k = 1, 11, E Ps: > O, atunci avem 
k=I 

Fwrc/ii Cit p1111cl .fi:r. Fie E o mulţime. Funcţia f: E--> E :;punem ci:\ 
admitem p1111ct11l fix x0 E E dacă f(x0 ) = x 0 . 

Dacă E c R, atunci f : E--+ E are cel puţin un punct . fix= graficul 
lui f intcroectcaz[t prima bisectoare cel puţin într-un punct. 

Jo'xemp!c: ! ) Functi ile sin şi ctis au fiecare cite un singur punct fix. 
::?.) F1111cţ· iilc fg ".'i ct~ au fiecare cite o infinitate de puncte fixe. 

F1111c{ii lifl .. ·hitzie11c. O funcţie f: E c R-+ R se numc~te l ifoc11itziană 
dacrt ex i ~ t ;\ i. > O cu proprietatea 

'Jx, y F. E, avem lf(x) - f(y) I .;; LI x - Y I· 

E;rern." lc . i.) Funcţiile sin, cos : R-+ [ - I, I] sînt lipschitzicne cu L = 1. 

::?.) Funcţi ;i t; : (- - ' -)- R nu este lipschitziană. 
2 2 

O'.!stn:.1ţie. Funcţiile lipschilzicne joacă un rol însemnat în teor·ia ecuaţiilor dijcrenfia!t. 

Fw1c/ii cu. proprietatea lui Darboux (PD}. Fie I c R un interval ş i 
f: I-+ Ro funcţie. Spunem că.fare proprietatea Zu.i Darbonx dacă. Vx1, x2 E J, 
x1 < x2 , şi Vy cuprins intref(.r1) şif(x2) există. x e (x1 , x2) astfel incit y = f(x). 

Exempl~. l) Funcţ i ile continue au proprietatea lui Darboux. 
2) Deri·1;ita oric[m!i funcţii derivabile are PD. 

{ 
0 , -2 <X~ 0 

3) Funcţia· f ; (- 2, 2)-+ R, f(x) = ..L ? 
X , 1, 0 <X< -

nu are PD fiindcil luînd :r1 = - 2., 
::?. 

nu există x e ( - î , 1) astfel încît 

punct x (fig. 5.1) 

. 1 
x2 = 1 şi y = -e (f(x1), f(x2)) = :o. 2), 

2 
1 

să. fi€. imaginea unui asemenea 
2 

Teoremă. Funcţia/: I--> R, cu I interval al axei reale, are PD - V] c J, 
imaginea lui ] prin feste un interval. 

Operaţii algebrice wfw1cţii 1111111erice. Fief: E-> R şi g : F-> R, E, F c R , 
E n F =F 0. două funcţii numerice. 
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-~ '2 X 

Fig. 5.1 

1. Suma f + g este funcţia definită astfel: 

Vx E E n F, (f + g)(.:r) = f(.:r) + g(x) . 

::?.. Diferenţa f - g este funcţia defin ită astfel 

V:r E E n F . (f - g)(x) = f(.Y) - g(.Y). 

3. Prcolusul fg c·,te fu 1~c ţia (\dinită astfel: 

V.re E n F, (jg)(x) = j( x ) • g(.r). 

-:l. Citul l_ este b nc tia ckfin it :l a st fel: 
g ' 

V.reJ::n F şi g(x) ~O, (1..) (:r) = f(x) • 
I: g(x) 

5. Fu•1cţ ia af , lu a E R, este definită astfel: 

'V x E E, (af)(:r) = af(~· ) . 

Teoremă. Mulţim:>a C a funcţiilor rnntinuc f: ~a. b]-> R constituie un spa­
cu ·1ccto r·a1 pl's te R faţă de operaţiile naturale de adunare a funcţiilor (VJ,g e C, 
; :: e [a,b] , (f + g)(x) = f(x) + g(.ţ)) şi d e lnm .1\ ţirc a acestora cu scalari 
'V:r E [a,b] , V/.. E H , 'Vf E C, <J:rcm ("J.j) (:r) = i.j(x)) 

5.5.2. Fmzctii elementare , 
1. F1111cţia cG11 sfa11tcl f: R-> {b}. be R, f (x) = b sau .:r =. b; G1 (graficul 

l:1i f) este o clre~pt:-1 paralelă la O:r (fif!. 5.2). 

!J 

!I 
; 

b !J=b 

0 X 

Fi,;. Fig. 5.3 
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2. F1111cţia idrnlică f : R-+ R, f(x) = x; Gt este prima bisectoare (fig. 5.3) ; 
f: R-+ R, f(x) = -x; Gt este a doua bisectoare (fig. 5.3) .. 

3. Fu11cţia li11iară f : R-+ R, f(x) =ax, a e R; graficul G este o . dre.aptă 
(fig. 5.4) care trece prin originea O. 

X 

Fig. 5.4 

'4. Funcţia afiniI f : R-+ R.f(xl = a .i: + b, a,b e R, a =F O; Gt este o dreaptă 
(fig. 5.5). Semnul lui f( x ): 

b 
X -co +co 

a 

j(x) Semn contrar lui a o Semnul lui a 

X 

Fig. 5.5 

5. F1111cţia poli'.11omială de gradul al doilea f : R-+ R, f(x) = ax 2 -;- bx -;­
+ c, a, b, ce R, a =F O. Graficele funcţiilor poliuomiak de .c,: radul ;:il doilea. 
sint parabr>lc (fi g-. 5.6) . 



01 ; 

y 

X 

Fig. 5.7 

CuJ \ LL 
~ -i7 X 

y 

u-ax 2 ,,.hx.,.c, a<o 

Fig. 5.6 

y 

X 

7. F1rncfia polinomială de gradul al trcilrn 
/ : R-> R , j(x) = x3 ; G I este o parnbolă de 
gracl11l al lrt'ilca (fig. 5.7) . 

8 F . ·t . l ·. R ' { · I Q( ·) - O} R j( ·) J'(.~) 1, o' R- , .. • 1111cf11 e raf1011a c J. \ ·' ·' - -> , ·' ~ - -. • N E _. , , . 
- Q(x) 

9. Funcţia rndical f : R+-> R+• f(x) = \Y-:;- sau j: R->R, cuj(x) = 2"+1.JX. 
IO. Funcţia j> 11lae j: (O. -L oo) -> (O , + oo), f(x) = xa. a e R. 
11. Fw1cfi1i e xpo11rnţialct j : R-> R~. j(x) = a"', a > O, a =fa I, a e R 

(fig. 5.8 şi fig. 5.9) . Funcţia exponenţială este bijecfr1ă. 

o X 
o X 

Fig. 5.8 Fig. 5.9 



Inversa ei este funcţia logaritmică . 

12. F1111c/ia. logaritmică j: (O, +ex:>)--> R, j(x) =loga x, a E R, a> O, t1 

(fig. 5.10 şi fig. 5.11) . Este bijectivă şi inversa ei esta funcţia exponenţ i. 1, , 

o 

Fig. 5.10 Fig. 5.11 

13. Fimcţia sÎll şi fwicţia arc sin.~ "J::ie funcţia. sin: R-+ [ -1, l]. Rc:stri l \ I 

acesteia la [ ;__ Î • Î] este bijectivă şi admite deci o funcţie in·1 ·1 , , 

[ 
7t ';';] anume arcsin: [ - I, l]-+ - - • ·- (fig. 5.12); avem arcsin ( - x) 
2 2 

= -a.rcsin x, Vx E [ -1, 1]; sin (arcsin x) = x, Vx E [ -1, l]; arcsin (sin .1') 

=x, Vxe[-î· î]· 
!I 

X 

Fig.- 5.12 

!I 

1C/2 

-'fl:/2 

:!J={m:.rin;r 
I 

X 

14. Funcţia cos ,si funcţia arccos. Fie funcţia cos: !<-+ [-1, 1]. Restri 1:. 
acesteia. la intervalul [O, 7.] este bijectivă şi admite deci o funcţie invcr• 
anume arccos: [-1, 1]-+ [O, r.] (fig. 5. 13); avem arcos (-,\') = r. - arccos . 

!I 

!I 

X -1 

Fig • .5.13 
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Vx E [ -1, lJ; arcsin x + arccos :-: = 2'.:, V x e [ - 1, IJ; cos(arccc·s x) = x, 
2 

V:: E [ -1, !] ; arccos(co~ x) = x, 'fr E [O,.:]. 

15. Funcţia tg şi jmicfia arclg. Fie funcţia tg: R \ ( T -:- Z.:) ...... R. Res-

·tric ţia acesteia la intervalul ( - T, f) este strict crescătoare ~i .. urj C>c ti­

v5. şi admite dec i o funcţie in-rersă, anume arctg: R-> ( - f, ~) (figu­

ra 5.î4); a?em arctg ( - x) = - arctg x, Vxe R; tg (arctg x) = :r , ';/xE R; 

arctg (tg x) = x, Vx e ( ~ T • T) 
!J 

-1[; '2 

Fig. 5.14 

i6. F11; 1cţia cotg ş-i fwicţia arccotg. Fie funC'ţia ctg : R\Z:: ...... R. He tricţia 
acesteia la intenalul (O, ::) este strict descresdltoare ş i su rjecfrr:'• ş i :idmite 
deci o funcţie i1rre rs1I. au urne, a rcctg : R - > (O,.:) (fig. 5.45); a·1em a rcctg( -~:) = 
= :: - arcctg :>:, 't x E R; ctg (arcctg x) = x, Vx E R; arcctg(ctg x ) = x. 

V:: -: (O,::); :i. rctg x + an:ctg x = .:.:.., Vx E R. 
. 2 

5' t 
I 

o 

Fig. 5.15 

:?4 ·- T ac-:: :.: ~i ~or:i1U!e m:nematice - c. 1 / 312 :rnJ 



17. Fzmc(ia sig;111m: sigu : R-> { - I, O, 1} (fig . .5. 16), cu 

sign (x) = 1-~: 
I , 

!I 

!J =.ugn.Y 
o 

X 

x<O 

x= O 

X> 0 

!/ 

-----1- 1 o X 

Fig . .5.IG Fig· 5. 17 . 

18. F1111cfia lui Hcaviside H(x), H: H-> {O, 1} (fig. 5: 17), 

H (.t ) = 

!J 

z E--°) 

~ y ={x) 
-2 -I o ' 2 

X 

-f 

-2 

Fig . .5.18 

{
O, 

I, 

X< 0, 

X ;;io 1. 

19. F1111cţia parte inll'eagă [ ·] : R -> 
~z (fig . .5.18), 

{

-li, 
[x] = 

n, 

-n <;.'t" < -11 +I, 11e N 

n~x < 11 + I , 11eN 

O ţropriclalc rc1::arcabilă a acestei 
funcţii: 'Vxe R , :ncm [xl ~ .-r < [x] + I, 
rcspecti1r x - I < [x] ~ x . 

20. F1111c{ia parte zecimală f: R-> (O, I). f(x) = x - [x] (fig. .5.19). O 
propriclal~ interesantă a acestei funcţii: '\I x e R, anm O< x - [x] < 1. 

!/ 

y = x-[x] 

~---1~--.Jf.~-.f<.----l~---'---~~~ 

-/ o 1 X 

Fig. 5 .19 
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21. P11J1cţ ia „dista nţa de /11. x la cel mai apropiai Îlllreg": 

{"}: R-+ [0, I] (fig. 5. 20), rc~pcc!i ·1 {x} = 

{ 

X - H, cind X E [11. li + +] 
- x+11+ l, dnd xE[11 ++.11 + 1] 

22. Fimcţia. modul I · 

!/ 

Fig. 5.21 

,'! 

)C 

Fig. 5.20 ) 

\ 

x x<O; 

I: R-+ R+, I X I = - o: ;i: = o 
x, X> 0 

!J 

)( 

(fig. 5.21) 

Fig. 5.22 

cT - ('-% 

23. Fu11c{ia sinus lzi1~fl'bolic : sh: R-+ R (fig. 5.22),sh x = ----
2 

Funcţia este bijectÎ'lă şi impară. 

24. Fwzcţia cosinus li iperbolic: eh: R -• 
c"' + c-z 

-;.[I,+ oo), eh x = (fii:'· 5.23). 
2 

Funcţia este surjectivă şi pară. 
o X 

Fig . 5.23 
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25. Funcţia /(x) = arcsin (sin x ), f: R--+ [ - ~ • ~ 1 (fi6. 5.2~ ) . 

y 

-rr/2 g~orcsin(sin x) , 

-J7[/2 

Fig. 5.2-l 

2 6. Fu!IcţiJ. /( :'() = <i.rcco.< (cos :<), f :. R--+ [O, ;;j (ii3'. 5.25\. 

!I 

-3-x:/2 -%' 7[. X 

Fig. 5.25 

5.6. Limite de functii , . 

5.6. l. Dtjinijii 
l. Limitei :i; r c if; mcţii într-un punci. }·i c: I:: c Ho mulţime, ·'°o.E F.' un pu nc t , 

f: E ->R o foucţie şi l e-R un punct. Spu1 wm că l este limita fu11cţici j în .1·0 , 

dJ.crt V(x,,) 11 2 1 ua şir de puncte din E\ {.r0}, cu limita xc, şirul ·1alori lo r lu i 

J, (f(xn))„::o- 1:- arc limita l . Scriem atunci Jim f (x) =" l . 
::- , .-i:-· • . 1· 0 

Excm,?h. Fie j : R-. R~. j(x) = 2"' şi :<0 ""- 1. ,\\t;nci !im 2" = 2. 
··~ t 

Obst·11.:1l liic. Funcţia f 1w ttrc limitil în x0 , dacrl exista ~i n• : ; 1.Ic puncte dl:l E \ { .'.· " }~ c;·. r au li· 
mila .t6, <l.lr pcnt~: t .care ~iru rilc vaJorilor fuucţic i <!. \I l!inih: ~ : i flor l:L: i.. :tr\-~ ele. 

2 . L i ;11i!a lataală' za sli11ga. Fie E c H o mulţ:me, .~·0 e Jo'" un ~·1 : 11 c t , 
j: E-> R o fun cţie şi l8 E R ua punct. Spunem că l, este !imita f1!1 :c(."c· ' .fla 
s!i11r;a. în x0 , dac :~ V(:rn) „;:;, 1 un şir def. .. nete din E., :r„ < x0 , cu limi<a . ..-0 , ~!irul 

·1:ilorilor 1ui j, (J( x71))„;;;, 1 , arc limita z.. Scriem atunci l im /(.-.:) = .l:' = 
x~x., 

.t" < .:~·..i 

= f{xu - O). 
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( 
lxl) E.1Cmp!u. !im l + --. - '"' O. 

x-;.o .t 

3. Liwi!o latuală la d;-caf'!a . Fr L c Ro nrnlţi nH", x11 el'.''1 ni: p111 h:I, 

j: Io_, R o func ţie şi I,; E R 1111 pn:1, t. Spu11rn1 â !11 c·slt ' linii/a fw ;c{fri f /., 
,!;-rnp!a în x 0 , dac5. V'(xn)„::;;I 1111 şir ele p1111ctc: din J;", xn > -'°•l• cn l i111ita .r0, ~ i n,; 

·1al1> ri lN lu i/, (/(.r„))
11

;;;, t •~HI' limi\«1 !<I. ~ : ril'm a tnn c i lim / (.Y) = l,1 · _I\ ·: 11 -; O) . 
.i.: - :· ."':n 
.'t > x, 

5.6.'.2. Propric!iffi 

p ;, f r :i{it. F ie J: 1'-:-' R o f1111rt i1 : ~i :r0 E T.' 1111 punct ('IP nrnmnk:n· nl luj 

E), .\t11 11 c i 11umărul / E Rest<· limita funcţiei .f în p111?ct11l .r0. d;;c::, ~i n11111ai 
tl;_l c~t pr· ntn1 oric.c ·1 1:cină t a te ! 'a 111~ I cx istrL o ·1L·ci 11 rtt atP l . l"l lu i :· ... a~tft·l 

Înc't, urica r<: ar fi;\. =fa x 0 din 1 · n 7,·, S:1 a ·1"111 /(x) EI'. 
l 

E: . .: n1/1!11. s;, SC arate (':L !im - - """ -:co . Fie l "u; = (c. -, o::) (\ 
X-> 2 (X - 2)2 

1 
·1 ccit.~1t ~1t...· a lni -!· C.C. l)in 

(.r - 2)" 
> : san I x - 2 ! 

- -= · 
\ : 

U 1 't ('CÎt iătn.tr · a lui Î ckd11 e<·m - --- e 1· , .,„_ 
(x - ~f 

rinf1 tatc a lui -: oc-, şi dec i li111 , , -: o::. 
x-.·2 ( ~„ - .2f 

Prcpo:i/ic. Fie .f: L--> R o f1lllC1 i·~ şi .l·0 E ]:" un p1n;d (d<' a cum ul. re· <t l 
111 i l:".I .• \1.u nc i lllllll [L rul IE n C'Stl' linii ta funcţiei/ in pnnctui .\\\• d ac:L ~i 1111mai 
dac :, V: > O, 3o(s, x 0 ) > O. astf!'l incit l /(x) - l I < z pe!!t rn orice· x E J;\{.r,,j, 
cu propri< tatea Ix - .r0 I < ll (s, .\'0). 

l o.rrn1plu. 1'ie /: n __, H , /(.r) = .\- ~ -'· 1 şi x 0 = I. }'rntrn ~ ' a1:-1ta c:l 
Jim ( .r ~ -;- I) = 2, fie s > ll dat. Src arătăm c[c lui c: ii co respund" l.>. astfd 
:.C·· Î 

incit Ix- ll < os5.impliccjx~ + 1-2 1< <-
in a<ln;"1r, din Ix" ·! l - 2 1 = I .r" - 1 ! ~- Ix - Ii· : x -'. - 11 -.... 

~Ix - 1 j(I x- 1 \ + 2) < ·r,(2 + ·r,)< s, :<an :>r, < ~ ~ i ·r? < _:_ , ck-ducc·m 
2 2 

O<~ < min {: ' V~}· 
Dl'ci lim (.r" -i- 1) = 2 . 

. 141 

!.;m ila mod11!11lui. }'ic f: J;--> R o funcţie şi .t·0 un f':.!llC! de acull1nlarc al 
lui L. nucă Jim f(.r) o ' I, atu11ci \im \ /(:r) I= I/ I· 

X~Xo X- >.ro 

cri!aiul nwjoral'ii. Fie .f,g: le--> R dourt funcţii şi .i·0 E Jo'. 

I. Dacrt \ /(.>:) - l I<'.'.;\ g(x) I. V'.r E E ,Şi dac[L Jim g(x) =O, atunci 

Jim J(.r) = l. 
X -+.1"• 

:173 



E.w11-ţ>l11. Fief: R\ {O}--+ R,j(.Ţ) = x sin - • .·bem limj(x) =O. În adevăr 
X X->0 

' I I <lin I :~ s in - ~ I x I. 'V.r E R\ {O}, ~i Jim I ·"I = O, pe ba1a criteriului majorării, 
X ;t -> fl 

1 
<lcduccm că Jim x sin - = O . 

.r--.O X 

·:?.. Daciî.J(x)~g(x), 'VxEEşidacălimg(x) =+co, atunci limj(x) = + cxi. 
X->X o X-?.\'0 

Exemplu. Fie j: R--+ R, f(x) ~ 2x2 + x + 5. S·~ cerc !im f( .ţ). Ob­
x->+ .:.o 

scnrun cfL 'rix > O, a ·1em f(x) = 2x2 -;- x -;- .5 > x 2 = g(x), g: R--+ R. Dar 
cum !im g(x) = + co, rezultă Jim _f(.r) = -:- co. 

X---:--:-- 00 .t:-·L 00 

J. Dacă j(x) ~ g(x), 'tx E E şi dacă !im g(.r) =" - co, atunci lim f(.r) = 

= -00. 
Ex~mpl11. Fie f: R--+ R, f (x) = .r3 . ;. x -;- I. Se cere Jim J(x). Ol:sn-

x~„- co 

·1ărncăj(:r)<xa=g(.r), g:(-oo, -1)--+R. Dar cum Jim g(x)=-oc, 
X-',- 00 

rezultă şi Jim f(:r) = -c.c. 

Trccaca la limită în inegalităţi. Fief, g ~ E--+ R cloufi funcţii şi x 0 E t:' un 
punct (de acnmulare al lui E). 

Dtică Jim j(x) şi Jim g(:r) există (în R) şi dacă j(x) ~ g(x), pcntrn orice 
.X -".t:n .Ţ->-Xo 

x E E\{.r0} atunci Jim j(x) .;;;; Jim g(x). 
x -;...1·0 x-=,x 11 

Ex,mp!u. Fie l((x) = x 2 , g: (O, +cc) -+(O, +oo ) şi j fnucţia nulă . .-\'1cm 
Vx > O, x2 > O. Dar !im .x2 = O. 

X ->0 
>»0 

.-\ces t exemplu ne arat{L că dintr-o inegalitate strictă. g(x) > j(x), 'rix 'f' 
=fa x0 , .x ER, nu putem deduce pentru lim ite dcci t a· inegalitate nc~trictr1 

Jim g(x) ;,. Jim j(.r) . 
. 't - :-Xo .l' _.,x11 

Operaţii c11 jwzcţii care an limitei. Fie j,g: E--+ R două funcţii şi :r0 E E' un 
punct (de acumulare al !ni E). 

I. Dacă funcţiile j şi g au irt punctul ~'0 limitele 11 şi 12 clin R şi clacf, 11 + 12 
.arc sens, atunci funcţia j + g are limită in x0 şi 

Jim (j(:<) + g(x)) = !im f(x) + Jim g(.r). 
%-'.·Xn 

2. DaciL funcţiile j şi g au în punctul x0 limite 11 şi/" in R ~i dad 11 • 12 
arc sens, atunci funcţia jg arc limitti in -"o şi a·1t•n1 

Jim (j(:r) · g(.r)) = (lim j(.r) · (lim ,c; (.r)). 

J, Dacă funcţiile j ~i g au în punctul x0 limitclr-ll' 11 ~i I" in R ş i dad1 ra-
11 j 

portul - arc sens, a tunci funcţia arc li111itf1 in .1-., şi a·n·m 
~ g 
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. j(x) 
ltm -- = 

x-:„,-
0 

g(x) 

lilll /( .- ) 
:r - ·· rn 

Jim g(x) 
X->Xu 
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Limite de putffi. Fie/,g: E-+ R dou;'i. func;ţi i, x0E !'..' (n 11 pn11 ctc!t:acumu­
larc al lui E) şif cu ·1alo ri strict po7iti ·1l'. J>adL lim / (x) = u ~i li111 g (.1) =- /, 

.l' • \,1 X ·X„ 

şi dad!. ab arc svns, atunci fn n c ~ia (j(x))I.<·')) ;u-.· li:u it:'L ill :; 11 :; i a·1L·n1 

l i111 ~{ 1) 

lim (/( x)!'l.î)) = (!illl f ix))x · •·„ 
l' - ·.r ,, 

L imite dl' f1111c fii co 1;1ţ ; 1 5, · . Fi1' (: r„„,..n ~.:i 1r: 1,·_,. F:ltln:",f11irţii. :. 11 t"' 
punct <l e a cumulare al lui I:". 11 0 u11 )lllllCl "" aLnll11 ·lan· al IHi I' ~i li J o 11 . 

Dacă i) lim 11( x) '= u0 ; ii ) :t(.r) # 110. V.1· e lo\ {.r,,); iii) li1n / (11) ·. I, alunr i 
;.;-i,.,t'o 

!im j(u(.r)) = !im /(u) = / . 

Cazurile cxc;p!alc la cţcra{ i:Ec cu / im;'/,; ti,· jwzc/ii: 

o ro 

o 
X. -X. O· XJ. D' , l ' , oc, ·' . 

5.6.3. Lfon'te fundamc11taiL· dt· f 1t11cfh 

I. P o/i ;;o.?mc. Fie P (:<) ~ aw\ " ..; a,x 11 - 1 · '- a„ ~-i (l( x) ~' u
0

;, m + 
-f l1;\.1·'l -l + „. + bm <lot:[L f0~Ît:oana• Cu l Ot· ficit1.\i rl'a}Î .. \ tt111 <.: i i.l. "/( Jll 

I) !im P (.r) ~~ P(x0), V <0 E R ; 
:r -.„;ro 

2) Jim P (x) = a 0 (:.'::co)"; 
:r '±':J'J 

P( x) P(x0) 
3) !im - -=--· 

.r-u, Q(x) · Q(x0) 
'r/x0 E R, C(x0) ~ O; 

2. F1111 cfii ·raţionale : 

O, 

3. F1111 cfia radical : 

;z. <m 

dacii 11 = m 

daci't 11 > m. 

!im \:"-;; = \:"~0 • -~ c E R+, 11 E N, 11 ;;;, 2; 
X-+Xo 

I I 
!im--=- = --= • .1· 11 E R~ 

x-.xo Vf l."o V Xo 

lim V"x= +oo: 
l 

!im-=- = + oo ; 
x-.O V X %-to +«> 
x>O 

\im _„
1

• = O; 
:r-• +:n V X 
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lim 2>1+1 ,;--;; = - DC; 
i----:.o 

Exemplu: 

."( 

Jim ., . 
;:;->-CO .J:"•-;-

~ . Funcfia cxponcnfi(l!ă: 

Jim _2_n_+_1_
0 

-

.~-.Q ../X 
x<O 

lini ax = a·'·aJ x 0 E R, a. > O, 
x-..:r„ 

-00; 

Jim 
X-1-00 

a# 1, a E R 

Jim ax = -7 co, 
.r--t+;,'.) 

lim a" = O, dacă a > l, a E R . 
z -+- oo 

lim a.x =O, 
x- -;- co 

Jim ax= + co, dacă O< a< 1, aeR 
x--CI} 

Jim e:r = O; Jim c"'=+ co, c=2,71828!8284„. 
.i;--cr.;; x-.-;- :o 

5. F:m cţia logaritmică: 

lin! log" .\'. = loga x0 , 
.i:-+ X o 

li111 loga. X= -XI , 
X-+0 

:: >u' 

x0 > O, finit , a > O, a =FI, a.eR 

• lo~a .;Î= + co, _ dac[1• a> i, 
··-* 1©) 

a .:R 

-~ 

-1 

.. : .. Jim loga ,ţ = -;- cc, 
· x-'.>O 

Jim loga x = -oo, dacă O < a'< 1, aeR 
1.---oo 

x>O 

Jim ln x = -ocGm Jn x =+co 
l:~;,, 

."':>(\ 

6. F1111cţii lrigoJ1ometrice : 
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lirn sin ~- = sin Xn; 

·• \::»1-o 
• . I 

Jim cos x = cos x0 , 

X4-.To 

Jim tg x = tg x0 , x 0 rf: r./2 + Z:-: 
X-+.t·0 

Jim cotg x = cotg x0 , x0 rf: Z.: 
;r_,..td 

Jim tgx= +co; Jim tgx= -co 
X->-,;/2 X-> r,/2 
x<n/2 x>n/2 

Jim cotg ·"' = +co 
:r-.11 
:r>• 

lim cc.tg x = -co 
x-.u 
:r<O 



Jim ;i.rc>i: l .r c-= arc~i !l -'"o · - l ~ ·"o :<:;:: l 
X-+ Xn 

li n1 arccos .. =-: '1n:co5 „ 0 , - l ~ ,ţ0 ~ l 
X-•.l'o 

lin1 an:tg .'-' = arctg x0, :r0 E R 
.t: ~ t'a 

iim :ircl'C1tg .~· = arcco tg x0 , x0 E R 
:f-,Xu 

lin1 ar1.;tg x 
x,....,. _ :tJ 2 

1i1n arclg x = 
x-~ +:n 

lim arccotg x =-= --:-: ; litn arccotg .i. == O 
.'\·-·-ZT 

7. Alte l imill' f1mdam c11 lalc : 

li 111 

:':-•+c.o 

sin :< tg- X 
!im I; 1i111 = 
;\" -40 .\' -<~O X 

arc!"\i ·11 X 
l · !im 

arctg X 

lim ---- ,_ _ .. 
_., _,{) ,. -<-·') X 

:-~~~ (1 - ~ ~r 

( l +:. r =ea 

-~ <: ; !im ( 1 -:- y) 1 /J.' = e 
)'-' O 

loga( l -1.- x) 
'tfo e R; l im --- ---'-­

.<- 0 
= loga e, a > ol a ? 

aX - l ax - a" 
Jim --- = ln a, a e H, a > O; !im ---- a0 ln a, a e R. a> O 
_, ... o X .r --~ X -b 

e1 · - 1 
Jim --- l. 

a:r {O, cinel O <a< I, aeR 
!im -

x-> :t-c.o x"- --; - oo ,cinJa> l, aeR 
11 E N* 

Jim a:r. xn = O, Va E R, a e (O, 1) şi n E :\* 
x~+oo 

Jim xnln x =O, ;1. ;;;. l; Jim ~=O, Vn eN* 
x-1-0 x~> +co xn 
::>0 

JnP X ) \.J Jim -- = l:, Vp.eN, va eR, a> O. 
;r-.700 x'' 



lim 
!\'-:o-!-T.. 

P(x) = O, 
LX 

p = poli;101;1 din R(x] 

. (l -'- x)"' - I 
l!m - = x. Vr;;.ER. 
:: · U X 

E.:: .t"' I. 
::-·O 
x ;-. 0 

5. 7. Funcţii continue 

Deji11iţie. Fie E c Ro mulţime', x 0 e E un pu11ct şif: E-+ Ro func ţi e 

Funcţia feste conti1111ă Îli x0, dacă oricare ar fi (x„)n~I un şir de puncte 

clin E rnrc arc limita x 0 , rczult[L crL .~irul •1alorilor lnif, (f(x„))„;;;i,I' arc limita 

f(.ro l · . 
Pu11ctul x0 se m1mc'.'lC f11m:I de . co11lim1ilal e. 

Ob.~!: rraf ir. l:act1 ! nu este contim1i1 in 1'11 , atu11ci c01 se nu m{·şte dis<m:limai in !f;,1· 

Excmj1 111 .. I• uncţia f(x) ~ ~ 
, { 4.Y, 0 ~ X< l 

I X - I, l ~ X~ 2 

estl' diocontinnft in· x 0 = I. 

JJ,ji11i/ic. Funcţia. f: E-+ R se 1wmeşle co11ti1111ă pe A c E, clacrt f este 

conli111:fL în fiecare pu::ct .t' cii11 A. 

Exo11pl11. Funcţia f: R.:..... [O, +ao ). j(x) = x2 este contin11rt pc R. 

Difini/ic , Fie E c R o mulţime, x 0 E E n E'·' un punct şif: F.-+ R o 

funcţie. Spune:n crt fu:Jt:ţia j este co11tim1ă î11 x 0 la s/Îllr;a . dacă f(.r 0 - O) există 

şi este c g.1'.ă c ~ f(x0) . 

Dcfi11iţie. Fie ./·.' c R o mulţime , Xo c= E n E''1 Ull p111:ct şi f: E ....... R o 

func ţie . Spunem dL fu:1 ;; ţia f eo;tc e:i; rlillfd în x0 l..i rlrca pta, clacă f(x 0 + O) 
există şi este egală cu j(.1 0). 

Exemplu. Funcţia j : [2, +oc )-+ n, j(,ţ) 
ta în x 0 = 2 . 

Defi11iţie. Fief: (a, b) c R-+ R o funcţie. 

,,/x - 2 e:.it• continui\ la dreap-

Punctul x 0 E ((t, b) s~ numeşte punct de d i.< coHlinui; .,;.'~ de primă spe/â. 

d:J.că J este discontinutL in x 0 , iar f(x0 - O) şi f(x0 + O) c;ist<i şi sini - finite. 

E,.rempl11. Punctul x0 = O p~ntrn fur: cţia sigm:m este u11 punct de discon­
tinuitate de prima sp<: ţ[L. 
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5.7.1. Teorone 

I. Funcţia/: E _,. R este cont inuă in -"n E r:. daciL :,;i ll\llllai dac:, rl'1: t ;· ·1 
orice · 1ccinătale I' a lui /(x0 ) cxisl[L o ·lt'cin;itatc l." a lui x 0 , u, tfc·l i1 1c.t 
Vx E unE. ,;l il'/llll /\x)e I'. 

2. Fun c ţia/: E-> H est•· con tinu[L în x0 EI'.= V2 >li, 31)(2, .r0 ) > O <1' t i; l 
incit Vx EL c11 .~ - x 0 : < c1E, .r0 ) s:t a·1c111 1/(x) - f (x0 ) I •. 

E rcmp! u. he· j (x) ~ x4 - 8.r'1 -'- 4, .f: R->R ~ i .r11 O. Funcţia I "' t' 
cunti n u Ct in O. 111 ;>.ck-·1;\r, fie c: > O, clat. A·1c·m l/(.1·) - ~ I I x• ·1· 8.'.. :: I ::; 
.;;Ix I( ' .\· :" -;· Sx~). Dacii Ix I < I, atunci Ix~ I + 8 x~ < '.I ~ i 1/(x) - ~ 1 --: 

< ~ ! .:. ; -.._: S i111p1ic[L 1.r i 
CJ 

<..· ·~1 r) = 111:11i1111:n1 {I ,~ } a ·1cm < o=:=) i /(x) - /(O) I < c:, adi c:i /(.1) 

:..:- ~:..: ... : ; : : ll :.l '.J i :1 l' . 
. ~. c > furn: \iC' /:I'. -> 1~ l'st :· co:; ti11111Z în orice p11nct imlat al do1ncniului s irn 

d:: dr ~ in i ţif'. 

-i. Fie /: L c R _,. R o func!ie ~i :r0 E E n I>' n lo''1 tm punct tlt- acu­
rnu l„,c· la s ti 11ga şi la drl':tp ta a lui F.. Atunci fu11cţia f e~lc continuiL 111 x 0 
dac :1 ş i nun1a i clac~t 

/(. " - O) = f(xo) =/(.ro-~ O), 

r cs pcc ti ·1 

li111 f (.r) = /ilim ;, ) ·= f (x 0). 
X --· .\'o 

E.lo;!j>/11 . .founcţia J: [O, 2] ___,. R, • 
13~ - l 

f(x) = ~ . • ' 
l x- -:· I, 

0 ~X< 1 

1 ~ ;\' ~2 
csl(• co11tinu{L În .\·0 = '1 

fiinck:t f(l - O)= 2 = /(!) = f(l -7- O). 

Ot 1 _ 1 -~·~11 :(~ . !-u : 1 c ţ ii !c clt•nu·ntare fiind definite peintc·n·alc s~u1 r c1111i1111i de intrTvak, iJ.r aces tea 
fiin d f, .r r.u 1u· n·.1~n . 1i din punctt' th· acumu lart•, rez.ultă cJ. p .:11tru func ţi i le elemen tare se roa t1.: Jp lica 
<l fi l! i\•a C. l1 11 ti11 ~d t :1 t:i cu ~ jutorul limitei. 

:~. (Cc;;.'i :;1:ilafcC1 f11; 1cfi ilor clrn1entm·e) . PoiinoamC'lc, fum:tiile raţionalr, 

r . ~11.„ţ!1 ra 1 : i~~- !. ft~ l!Cţia. puten', funcţia expo n('11ţială, funcţia logarit111ic:I, 
; · :: ~•iile tc ijj0 .: ~ 1:1c1r: c.- di rec te ş i cele in·1ersc sînt conli11ul' pc doml'niul lor 
<!.: ( !t:fi r: ~: i•" 

5.7.'.2. Fu1zc,'i:: c:,ni inue pe iutervalc ·1mmcncc 

L Tt·orerr:t (Dol.:a;~ r,' . :- :: Ic: n H:i i~1ll·r·1al ~if: l--+ Ro funcţie co11ti1:nrt • 
. \ ::·.:.c i im:1~i1:?:: l r.:i I 1::in f, adicct / (!), este 1111 intenal. 

2. I" ic I c R un i11t c·~·1;tl ~i /:I-> Ro funcţ i e con tinuit . .\!·une i fan: pro­
r ril'1 ;...1ea l::i D:irl, ou>: . 

. ~. Fi (• I c R ua i11kl"l:il şi f: I-> R o funcţie co11 tin11 [1. Dacft în douft 
p u!.'_l <: (!, b El fnncţia ia ·1alori de Sl'tnnc contrar~', atunc i j ia ·;aloa rl'a. zt:ro 
<'el p1:ţ in intr-un punct cu prins între a ~i b. 

~- Fie l c R nn i11knal şi /:I___,. R o fn!1cţiu coutiunfL. Dac;\ V.r EI._ 
(x ) "°' li, a:nnci Vx EI ;ne m f(x) > O sau f(x) < O. 
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5. Fie I ~ -a .b~ c R un compact (intcnal i11chis şi mflrgini!) şi/:[-> R 
ci ft:ncţic c011ti1:11tL . . -\I.une i j este mftrginitft pc I şi îşi atinge cfccfrr valorile 
("X1ren1c. 

5.7.3. Prelungirea funcţiilor prin continuitate 

Dcfi11ific. Fi e E c R o mulţime şi j: E.-> R o funcţie continuă. Func ţia f 
~ 

se· zice prcl1111gibilii prin COl!fimtitale la mulţimea F ·=> E, dacă cxisUtf: I'->R 
~ 

o f uncţic contin11ft a cftcci restricţie la E este j, adică j = f IE· 
Twrcmă. Fie E c R o mulţime, j: E-> R o funcţie continufl şi a E R \ E 

-1':1 p11nct. 
. .\t1rnci: i) Da că a nu este un punct de acumulare al !ni E,j poate fi pre-

~ 

lungită prin continuitate în a, defininc.l pc j(a) in mod arbitrar. 

ii) Dadt a. este un punct de acnmnlarc al h1i li, fun ~ ţia J po~1te fc prclu11-
git5. prin con tinuitate in a<=> f arc lin1it~t în o. 

În acest caz definim f(a) = limf(x). 
x--;.a. 

Exemple. I) Fun c [iaf(x) =X sin - ' X e R\ {O}se poate prelungi în ,'\' =0 

prin conti1:uitalc prin 

A XSlll - ' I 
. 1 

j(x) = X 

fiindcă există !im j(x) = O . 
.r->0 

O, X= O, 

2 ) Funcţia f(x) = ~, x e R\ {O}, nu se poate prelungi prin continuitate 
X 

în .r =·o, fi i11tlci"i nu există !im j(x). 
x ~, o 

5.7.4. Opera/ii cu fzmcfii continue 

Tc.~ rc111ă. Fief. g: E c R-> R donft funcţii co11tim1c in x0 E E (s:n: pe L). 
~\tlll;ci funcţii;e f + g, f - g, aj ,cu a E R, fg, max (f.g), rpi1i(f.g ;. !f I. jY, 

!_ ~i nt conli1~11e în x 0 (san pc E l, dacrt /9 ~i f au sens. 
g 

5.7.5. Continuitatea funcţiilor compuse 

Teoremă. FiC' f: E-+ F şi g: I'-+ R. Dacă funcţia/ este continurt in :, 0 E E, 
iar funcţia g in f(x0) e F, atunci g of este continuă în x0 E E. 

5.7.6. Teorema lui Caiechy 

Fie j: R-+ R o funcţie continuă şi aditivă. 
f este liniară. 
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5.8. Funcţii derivabile 

T11 11c!ii c11 derivată într-zm p 1111 cl . Fief: E 1--+ R o funcţie ~'. x0 E E n E ' ll'.1 

pu11ct. Fnucţia f este w thrit:ală i11 „·0, dacă limita 

( I) 1
. /(x) - j(x0 ) 
un -----, notată cu f'(.t·0), 

X~ .t't .X - Xo 

c:-:bi[L Îll R, 

l71111 c ţ ;i dcrivabilc i11tr-1111 punci . Funcţia j: E--+ R se n umcstc dcnvabzlă 
1.n ·"o e E n E', dacr< deri 'fa ta j'(x0 ) ex i stă ~i j'(x0) E R, acl id es te fini tiL 

O formă C'Clfrralcntă a lui (I) este 

!2) j'(xo) = !im /(xo + Iz ) - j(xol • 

h-.- 0 " 

Exrn1plc. 1) Funcţiacos:R-+ ~ -l. ljeslc.:de ri ·mbilăi:1x0 = .'.:: ~ij'(.1·0)= 
2. 

-1. 

2) Fi:nc ţia f(x) este tleri ·rabilrt doar in origi ac ~i. ' (Oj = 6· __ {0,
0 

x E R \ Q ( 

x- X E Q 
F1111 cfii dcrivab ile pe o mulţime. Fie f: E--+ R o func ţie şi A c E f1 E' 

o mulţime. Funcţia f se numeşte derivabilă pc A, clacă ca este de ri'rab ilă in 
o rice pm1ct x0 din A. Aplicaţia .i:--+ f'(x) de la .-l la R se uumcştc deri'rata lui 

f pe A şi se notează cu j', dj , ~ (f), sau y ' , dy dac[< :l' = f (x ). 
dx d x dx 

E.rcmţlc : 1) Fun'cţia f: R-+ R , /(x) = ~-3 este dcri-mbilă pc R. 
2. Fu:1cţii le s in, cos: R--+ [ -1, l J ~inl deri'fabile pe R. 
F11;ic ţ i i Cil de1·ivate lat."Yale . Fnncţia f: E--+ R este cu dcril'ală "' .'/ ;11gti 

(rcspecfrr !a dreapta) în Xo E E n E'' (rcspecti't :<o E E n E 'd), rbcă lim1ra 

!il!l ----- n:spcctl'I !11111ta hm --- ---- , notataj.(;,·0) sau} (.•·0 - ) 
_ j(.t) - f:xo) ( . . . . /(.Y) - f(x0l\ _ , ., 

::-;.x , ."': - x0 x ;.x, x - „.0 } 
.z...:::: xo X> Xo ' 

( r~spccfrr .f~(:r0) sau f'(x0 + O)) C'Xistă in R. 
F 11i1 rfii duivabile lateral. Funcţia/: E -+ R se nunlcştc dcrivabiltl la sti11r:,1 

(rl·spccti-1 la dreapta) in punctul Xo E E n l:.'' 5 (re>pcctiv Xo E E n E'd ), d ac!!. 
J;(x0) (rr~pE' ti-t/~( -'1'0)) exist[< ~ieste f inită, aclică f;(.'1' 0) E R (respecti·1 J;(x0) E R). 

E .\ d 1:plu . Funcţiaf(x) = Ix I. ;;; E R, arc in origi ncJ;(O) = -1 ~ i f~(O) = I. 
Fnncţ i l x I nu este deci dcri'1abilă in x0 = O. 

!Jitaprela1·ca gconzetrică a derivatei f'(:r0). Dacă f: (a ,b) --+ R, estr dcr i·;al •i lI 
pe (a ,b\, atunci/'(x0). cu x 0 E (a,b) rcprczint5. rncf icienl1t l 1rnglzi11/ar al .'.111f!rnl_i 
geomar.cc la graficul lui f in punctul (.r0.j(,• 0)). t angcntft care arc ecuaţia 

Dacl f'(x0) este infinită, atunci t:lng<'nta gC'omdriră in (x0 .f(~·0\) L gra fi (!, 
lui f ('!.te paralelă cu axa y'Oy. 

Dacă f : E-+ R este continuă in x 0 E E ş i _r;(x0), J; (:r0) C'Xi ~ Ul , c!intn.' C l t":· 

cel puţi n una este finită. dar f nu este dcri-1abilă in .Y0, atunci riunctul ( <0.j(.1.I) 
se 1111me~ te punct 1111glz i11/ar al graficului lui j. 

J) :\[Jlţimea E. po3tC fi un intcrvJ.! S.1 U o reuniu ne de intcn·alc nered use Ja un punct. 

:.a:n 



Exenrpl11. Funcţia f(x) = I x - 21. f: R-+ R+ are pe x = 2 drept punct 
unghiular. ' 

Teoremă. Dacă f : E-+ R este deri·1abilil. în .r0 e E n E'' n E'd, atunci 
feste derivabilă la stinga şi la dreapta; în plus f;(x0 ) = f'(x0 ) = f;(x0 ) şi re· 
cip roc . 

Couli1111ilalta ftmcţiilor dn frabile. Orice funcţie derbabilă ir.tr-.un punct 
este continuă în acel punct. 

Teoremă. Fie f,g: E-+ R două funcţii deriva bile în x0 e E n E' ii ). e R 

un număr dat. Atunci funcţiile f ± g, i.f, f g , !_ (g(x 0 ) :P O, x0 eE('E' ) şi j!l 
g 

(dacă ffl are şens) sint deri·1abile în x0 şi a ·1em 

i) (f ± g)'(x0 ) = f'( x0 ) ± g'(x0 ) 

ii) ().f)'(x~) = ).j'(x0 ) 

iii) (fg)'(x0 ) = f'(x 0 ) g(x0 ) + f(xo) ţ'{~·o) 

(!_)' (xo) = t'lx0 ) g{x0 \ · - fi:r•\ C?'(,·0 ) 

g ~(~) 
iv) 

v) Wl' (x0) = (ţffl-I • f')(x0) + ((JU ln f) · g')(x0) 1 

Derivata funcţiei comţme a dwă f1 ·1· r{'i 
Fie f: F-+ R şi g: E-+ F dot:ă iurcţ i i . De.dl g este dcrivabilă în x 0 e 

e E n E' şif în g(x0 ) e F n F', a tur.ci j o g este deri-1abi!ll. în x0 e E şi avem 

(f o g)'(x0) = f'(i;(x0 )) • g'(xc)· 

• Derivata funcţiei innrse a 1mâ funcţii dale. Fie : f: I--+], /,.]intervale, o· 
funcţie continuă. şi bijectivă. şi r-1 :]-+ I inversa ci. Dacă f este derivabilll. 
in x0 e I şi f'(x0 ) :P O, atunci 1-1 C' dcrivabilă în Jo = j(x0 ) e J şi a •1em 

(f -1 · 1 ( . ) I ) )o=--· 
f'(xo) 

Diferenţiala imei f 1111cţii . Fie f: E - R şi Xo E E n E'. Fcncţia liniară. 
h-+ f'(x0)/i(cu argumentul Ir e R) se numeşte diferenţiala j1111c/iei f în x0 şi se 
notează df(x0,h). Dfci 

df(x0, li) = j'(x0 ) li . (I) 

Diferenţiala dx a funcţiei identice nte egală cu li, adică cu creşterea argumen­
tului: dx = li. De aceea relaţia (I) ~e mai scrie 

!lflx) 
df(x) = f'(x) C:x s::.u f'(.r ) = - · -

dx 

Diferenţiala funcţiei compuse f(g(x)) este d/(g) = _1 '(g;dg. 
Exempl11. Fie f : R-+ R, f(x) = x3 + x - I; atunci d/ = (3x2 + l)dx. 
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Funrţi J. 

y ~ a , aER 

y ~ ax, a E R 

y - x" (n E N) 

y = ax"(nEN). aER 

j' = 
X 

(11 E N) 

TABELA 5.1. Derivatele şi clifercnţialclc funcţiilcr cl t'menl:uc 

n ornrni11I 
<le c..ldiuitic 

H ·'· = () 

R y' - t 

R y' .-. (/ 

R y' .. u;r n - 1 

R y' .. Jl(l.\' U - 1 

R {O} y ' =: -
x:? 

R \ {O} y' = 

<1 :„ 

dy 

d1· -

dv 

dy 

cly ~-

J'if1•n•nti.d 1 

() 

<!..r 

r! cl.r 

11.\ ·J . } d.r 

I.' tl.~ 11 >c1 r 

I 
- - . t! .Y 

.1'' 

- 11 clx 

xn+J 

~111l\i11 1c-a pc C'1rc y 
t.S l t.: <lL"rivahil.j 

H 

){ 

H 

H \ {O} 

R ', {O) 

~~~~~~~~~~~~~~-J-~~~~~~---1~~~~~~~~~~~-t---~~~~~~~~~~---1~--~~~--~-

y = xa, C1. > I, C1. E R 

y = ~·a, C1. < I, C1. E R 

y = y;;, n E N, iz;;;> 2 

y 
ax + b a, b, c, d E H 

ex + d atl - bc 7- O 

[O, + cc) 

(O, -1- OCl) 

[O, + co) 

[O, +co) 

y' = a.xa - l 

y 2.r;: 
)' 

11 V' .x11- l 

y' 
ari - bc 

(r -.· ·I ii )~ 

dy ~ 

111' - k 

(ex r d? 

:o, 

(O, X) 

(O, G() 

( d} 
H l - -; 



y = cX n .J' ' = CX cly :-: c-'.tlx R 

y = acs, aE R R j/ = ae% ci y =>·. qc:rci·,r R 

y = aebx, -~·· = abc1•x 
. „ ~ 

dy ~ ·abe~rd,x· a, be R R . R 

y =ax, a > O a "'1, aER R y' = a·T ln a dy = a:tJn a dx R 

y =ba"', beR a>O R y' = ba"'Jn a dy = ba"'ln a dx 
" 

R 
a"# I, a e R. 

y = barx. a, b, ce R R y' ~ bc1{"'l11 a dy = bca0 '1n a-[h R 
a =F l, a>O 

y = }n X (O. + oo) 
1 :1 (O, oo) y .- - dy ='-dX ' 
X -" 

:>' = ln J x I R\ {O} ' I y ~~ - dy = 
I 

- dx R/ {O} 
X ,ţ 

y = logax, a> o a"# 1, aeR (O. + oo) y I/ (x Jn a) 
1 (O, O')) = dy = --- d x 

x ln a 

y = lu(x +~x2 + a2), aeR.ţ R 1 I 
R y' -- cly = ---. - - dx 

./x2 .+ a2 Jx2 + a2 

1 X - a (-oo. -a) u I I ( - a:. , -a) u 
y = -ln---aeR+ y' ~ dy = rix u (a, + oo) 2a x + a U (a, + oo) ."t'2 - a:! .t•:.> - (1~ 

.. 
1 a+.~ 

a e R.ţ 
I 1 

)' = -ln --. (-n, a) y ' 
,..., ____ 

dy ·- --- cl:v ( -11, a) 
2a a- X a~ - x2 o,2 - x2 

y = si n .-i: 
„ 

R y ' = COS X dy = COS X UX J{ 
-



" ' ' U > 

Funcţia 

I 
DomC'niut 
tic dcfini\ic 

~~~~-~~-------.,.-------~------~ 

_y' ==-= -~ill X 
------

1Ji frr e 11ţi;1l.i. 

/ d\' - sin .rd.t --l--~~-1 
'H\b:--:-z„) y' 

----1--- dx 

t;; 2x cly ~ --·-
C(>S2 r 

----------------- -------
J' ~-: clg X R\ Z;-; 

-- --------- ---- ---

y -~ sec x 

)' -""' COS(>.' X R \Z;-; 

·· - -·-·------------------

[ -1, I] 

y' 

y' 

y' 

sin 2 x 

-'.7 -(I I 

SÎll X 

cos2 x 

c!g" x) 

Cr>S X 

sin 2 .i· 

' 1 
yo~ · ../1-- x :i -

------------~-- --------- --------------

[ - 1, 1 J y' =- 715 
-------- -- ---------- - - --

R ' I )' = ----
' + x2 --·-----------------1------·---

R y = ar : C(Jtg ~ ' 1 

I)'= - ---
1 +x2 

dy 7 

I <ly 

dy 

dy = 

clx 

sin x dx 

ce-s!! x 

LO 'i .'; dx 

sin:.! x 

1 - -=--=-- clx 
.j 1 - x 2 

-l ,-===-dx 
'I/ l - x 2 

I 
--- - dx 

1 + x2 

---· I_ dx 
1 + x 2 

Tabela 5.1. (contin11a1e) 

M11l\ im<'J 1w rJr~' J' 
{·-;te d r ri\ :d1il.i. 

' ( .. - ) R ' 2 Z;-; 

R ' Z;-; 

(- 1, 1) 

(-1, 1) 

R 

R 



t: 
?> 
C> y =arc sec .\' 

7t o . y<-
2 

[I, -i oo) ly'=-,.,J_ •. i - 1 
-------------- ------- -------·----

y =arc sec x 
:;; 
-<'Y~1t 
2 1. 

(- oo , -1] y ' 

y = arc coscc x 1 

dy= 

dy 

dy = 

1 
dx (I, +co) 

· x.J:xz - t 

x.Jxz - 1 
dx (-co, -1) 

l 
dx (t, +co) 

x./x2 -
O<y..;..'.: [l,-too) 1 )' ··.J-2 1 

y-=--ar_c_c-os-1·~-;i:-- _ _ z _ _ _ __ .. _ - - --·--- -1------·-·-' _·_' ------ -----1------ --------· 

-; :,.;; y < 0 (-co, - I] /oe - x._/~2
1 
_-1 dy= x.Jxa _ dx (-co, -1) 

y = sh x R -." ~~ cit x 1 dy =eh :xclx R 
---------- ---·-- . - ----- -- ·-
y =eh X R , ,, = sh x dy = sh x dx R --------- - ---------·!----------- - --------

R y = th ·' 
, 1 

)' '= ---
ch2 X 

-------------- ------- ! ----------
.,: 

y = cth X . R \{O} y' -- - -
sh2 :x 

I 

y = scch :x I R . y' 
sh :x -- - ----
ch 2 .\' 

·- --~---·-

y = cscch x 

I 
eh X 

I R \ {O} y ' -- - --
sh 2 :.: 

1 
dy= -- dx 

ch2 X 

dy = 
_ _ 1 _ _ d:x 
sh2 X 

sh X ) . dy = - --- (.î 
ch2 X 

dy = 
eh X 
--- dx 
sh 2 X 

H 

R \{O} 

R 

R\ {O} 



w 
C'> -· 

runcţia 

y = <Jrg sh x 

y = ln(x -:- J~z + 1) 

y = arg eh x 

y = ln(x +./x2 -- i); y ~O 

y = arg eh x 

X= -111(.ţ +l~~-=l); y ~ 0 

.'.)' = arg th :• 
I 1 -1- x 

y=-ln - -
2 I - X 

y =arg clh x 

y= ~ln X -f- 1 
2 x- 1 

y = arg sech x; .'.)' ~ O 

Dom rni!il 
<ic ricfini !!r 

R 

[I, -1 oci) 

. [l, + co) 

(-l, I) 

(-oo, -1) U 
u (1, +oo) 

(O, l] 

------ ------ - ·--- - ---
y = arg secii .1' ; .'.)' ~ O j (O, I] 

Derivata Difcrcu\iala 

l 

I 
I 

y' = --- <ly = J.r2 + 
11.1" 

Jx2 + I I 

y ' 
I I 

dx 
.Jx~ · - dy = ·-

1 Jx2 - I 

·' 
1 -1 

-- - . <ly = - ---· 1lx - ·/:.~ __ I_ .jx2 _ T 
-----

' 1 1 
<lx y = .---.. <ly ~·= ----

I - x- · 1 - .rS 

y' = 
1 1 

dy = ---dx 
1 - ..ţ• 2 1 - x2 · 

.:>"= - I -1 

xJ I - _.2 
<ly = 

xJl 
c.L\: 

- x2 

y' = 
1 1 

x\/ 1 
dy= 

xJl 
dx 

- x2 - x2 

-1 -1 

Tabela 5 .I (continuare) 

-

--

M11lţimc.1 pc care y 
t.~te dc rh·a bil.\ 

R 

(I, . ; 'X') 

(I, oc) 

(-1, I) 

(-oo, -I) U 
U (I, + oo) 

(O, I ) 

(O, 1) 

R' , {O) y' ::- -- .. , I dy = dx 
o 

y = arg coscch x R \{O} 
~----~------~~~--~~------------"1 ...... x1Jx- T 1.~~__;__; __ ~lx~· l~.J_x·_,;_...1 __________________ _ 



Tiuind sC"ama de mulţimile pc care funcţiile elementare sînt d c ri-tabile , 
de regulile precedente de dcri·1arc a funcţii lor clcme1;tare (tabela .'i. I) şi de regula 
de dcri-tare a · funcţiilor compuse (y(x) = f(u(x)), y ' (x) = f'(u(x)) · 11 '(x ) ; 
;1(x) = f(11(;1(x))) y' = f'(u) u'(t•) v'(x)), ohţi11t'm şi urmi1toarclc formule de 
dcrban.: ~i UL' clifcrl'nţicrc 

Dcrh·ata 

y' = u' 

y ~o au, a E R ;/; .... ::::: au' 

y = 11 ±v y' = u' ± v' 

y = llV y' = 11'v + uv' 

y ~ llVW y ' = 1t'vw + 
+ uv'w + 11vw' 

y y ';:= 
.,v' 

V 

" ) ' 
u'tr - uv' 

y' ~ 
V 

y =' 11 11 , 11 E Z , 1f fo 0 y' = - nu 11 - 1 • u' 

)'' =- 11un,11eZ, 1r=FO.aER y' .: --:: JJau"-1 · 11
1 

'.'' = 1<", ii. E R, Ir > O ~· ·~-' """ -· I. a' 

_I' ~ 

) - 11t · 11 , 1.·c: R 

y =- I" ~: ... .. ' 

a > O, a .,: I , ac R 

'.'' "~ h: " · li > o '1 

u 

2 ,;~,-

" 
11 l!. , ! 11 1·- 1 

?I 

n 
J1 , 'n"-1 

\' 

'\'

1 = 11'··e" 

_1'
1 

- a:c' l'u 

1·' = Cu'a" lov,, a 
· logu t· 

11' 
y' -

11 

Tabela 5 .1. (continuare) 

Dilcrcnliala 

dy =du 

dy =(I d11 

dy = d11 ::!: dv 

dy = V d11 + li dv 

du = vw du + 11w dv + 
+ 11V dw 

1 
<ly= - -dii 

V~ , . 

d 
v du - 11 dv 

)' = 
vz 

dv ' ' 11au 11 -1 tlu 

d_'..' = 7.ux- 1 . r!a 

dl' 
du 

2 \ a 

d·: 
d:r 

- - -11" ,/1~,„_. 

d_I' 
d 11 

li ..,111~-1 li 

dy = ir ~ ·, du 

iug„a . 
c1v = Ca"· --- • Uit 

logb e 

c1y = eh 
a 

• Am notat cu 11 ,:;,w , . . • fn ncţii r .·a!e de r.rgument real, derivabilc. 
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Funcţia 

1: :-..::: loga u , u ::---„ f} 1 a E .~ 

./~ . .> O, a oft 1 
•. 

y ~~ ::în 11 

.Y =cos l! 

\' ,....., tg- I! !I rF ~ + Z;-: - ' . 2 

y = cotg ·:;, u rf:Z;-: 

)' = s~c u , z~ c::: 
2 

'.I' =.cosec zJ , 11 f: Z;-: 

= arcsin u 

y = a recos 11 

y = arctg 11 

y = arccotg 11 

y = arcscc 11 

y = arccosec 11 

./' = -~" • . 'I"> o 

Derivata 

11' 
y '= 

1!.' 
: y' = - loga e 
:.„„. 'Z~ 

y' === ;{ • cos 1.! 

I I _ • J' = - lt • SI'l 7!. 

y ' = _ __2_' -
sin'.! a 

sin 11 
--- ·i1 

cns~ u 

y'= -~ · ;~' 
si n'.! u 

11' 

1 + H:! 

I 1'' 
Y =----

1 -:- u 2 

11' 

y'= --,-.-.-­
îl"J n- -

11 
y' = --- --

'l i,f u'.!. -

r „. 
-v' ~~ '" l ..:.-:__ !' _._ 
"' - ' I 

- a 

+ v' ln " ] 

Tabela 5.1 (continuare) 

Diiercnti ~ la 

dy = J11 

11 

1 
dy = - loga c d11 

11 

dy = (cos 1!) du 

rly ·= - (s in u) llu 

<li! 
c..ly = --­

ccs2 n 

cin 
dy = - ---

sin:!" 

sin 1< 
c..ly =--·du 

cos'.! u 

dy = 
cos lt 

- --- ·du 
!'ji ll 2 1t 

dy=----·d11 
..; 1 112 

dy = ----•du 
..; 1 - 11" 
l 

dy=---·d11 
1 + 21" 

-1 
dy= --- ·du 

1 + 1t2 

1 
dy=--=·d11 

ii.Jzi" - 1 

-1 
dy = . dzt 

11./11 2 - 1 

dy = )' r~ V • d11 ...;-
1t 

+ (ln 11) dv] 

y'=vx'·'-1 -'. ·J:'"v"ln x dy= vxv-1 dx +xv(ln x) dv 

y' = x"'( 1 -;.. ln x) dy = xZ( 1 + ln x ) • d x 
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Derivata unui determinant. Fie a.o: [c R-+ R, cu I interval, 11: funcţii 
de clasrt C1 pc I şi D(x) = I ao(x) I· Atunci a;1cm 

a~1 (x) a;2 (x) ... a~n(x) a11 (x) a12 (x) ... a111 (x) 

D ' (x) = a21(:r) adx) „. a2n(x) + a;L(x) a;2 (x) „. ain(x) + . 

a 11(.1·) adx) .„ a1n(x) 

„. + a 21(x) a2~(x) „. a,_,11 (x) 

5.8.1. Proprietăţi ale fmzcţiilor derZ:Vabile 

l'u11ctc dr maxim ,< i minim local ale twrif1111cfii f: I-> R, cu Ic R iJZlcrval. 
Spunem că punctul a EI este un punct ele maxim local strict pentru f, dacii. 
existii. o vl'rinittak U a. lui a, astfel incit 

/( .~) <f(a), Vxdl n (I \[11}) . 

Spunem cr1 punctul b EI ('Sic un pn11ct ck 111 inim lrical strict pc:1trn f, dacii. 
există o ·1ccinillate U a lui /J, as tfrl incit 

f(x) > f(b), 't/x E U n (l \ [b} ). 

Dac{1 inq:;alităţilt: stricte se î11loc11i(';oc cn i nq:;alitfiţi nestricte, olJţ· in c·m 
definiţia. 1.11aximul11i şi minimnlni iit S('llS larg-. 

Punctele ck maxim şi C<"k ck minim ale lui f ~e numesc pm1ctc de extrem 
ale luif. 

Teorema lui F ermat. Fief: I-+ Ro fancţic cleri ·1ahilf1 pc I. În orice punct 
de extrem local (clin interiurnl lni 1) d('ri ·1a ta !ni .f ('~le 1111lă. 

Teorema l11i Rc!fr. Fief: I-+ H şi a, b E !, cn a < b. 
Dacă: l) .r ('SI<- cont inuit 1w iutrnalul ra, bj ; 

2) f <"Sic <l <"•i·1ahilit pc inl<'nalnl desc his (a, b); 
3) f(a ) = f(h): 

atunci <'Xisti°L c"1 p11ti11 1111 pnuc~ cc (a, /;), astfel incit f'(c) ~ - O. 

Cnrolar 1. Fi r- f: J--> R o fnncţie d('ri ·tahili'L p<' inll'nalul !. Atunci între 
donă zcronri ;ilc: lui f 1•xistrt cd p•lţ in 1111 zt·rcrn al <l<"ri·1atei f'. 

Corolar 2. l ic f : I-+ H o funcţie cldinilit pc 1111 intena.I ~i deri ·1a.bilii. pc 
acC'st inter-tal. Dacii a. şi b sint dcm::'t riHlăc ini cons„cutivc ale dcrivat<"i ·şi 
f(a) • f(b) < O, ntnnci fa.re exact o ri1dăcinii. c intre a şi b. Dacii. în schimb f(a) • 
• f(b) > O, at unei f nu <'.re r{tdăc i11i î11 i11tcnalul (I'., b) . 

Teorema lui Carrclr)'. Fief, g: I--+ R , douii. funcţii şi a, b EI, a < b. 
Da.că : 

l) f şi g sint codinuc pc i11tennh,J închis [a, b]. 
2) f şi g sint dcri·1ahilc pc iutrnalul deschis (a, b). 
3) g'(x) # O, Vx e (a, b), 

at1111ci /;(a) -:;f. ţ;(b) ŞÎ t'XiSltL cc\-puţi11 \lll punct CE (a, b) , astfel Îl1CÎt 

f(b) -f(a) 

g(b) - g(a) 

f'(c) 
=--. 

g'(c) 

Teorema foi Lcr;r.wgc. Fief: I--+ R o funcţie, a, b e I şi a < b. Dacă 
1) feste continuă pe intcnalui iuchis [a, b], 

390 



2) f este deri ·1abilă pe intervalul ckschis (a,· b), 
atunci exi~tă cel puţin un punct c E (a, b), astfel incit 

f(b) - f(a) = f'(c). 

b-a 

5.8.2. Consecinfe ale teoremei ltti Lagrmzge 

1. Dadt 0 f,mcţi" dcri·rnliilă <J.rc deri-mta nu:rL pe i:n intl'nal, atunci ea 
e~tc COi1stant?i pc acel intcnal. 

2. Dac[t f ::; i g sînt două funcţii cu c!eri"mtde egale pe un intcnal, atunci 
funcţiile diferă printr-o constan tă pe acel intenal. 

.l . fief: E-> R o funcţie dcri·1abilă si Ic E . un inknal. Dacă Vx EI, 
:J:Jcmj'{::) > O,atuncifestcstrictcrescătoarcpcl. Dacii VxE l,a·1emf'(x) <O 
atunci f este strict ck~crescătoarc pc I. 

'I. F::: f : ~a. b]--> H (cu a E R, b E R, a < b) o funcţie deri•rnbilă. Dacă 
f(a) ?- O ~i j'(x) > O, x E (a, b), atunci f > O pe (a, b). 

5. Fie: j: (a, b) -• R o funcţie derbaliiJr, ~i c E (a, b). Dacă j' se anulează 
in c sd1imbi11d11-şi ~enrnul, atunci c este un punct <le extrem local pentru j. 

G. Fie j: I--> R o funcţi<' continuă pc ~Şi x0 E /. Dacă.feste derivabilă. 
pc r; {x0} şi dad cicri•1ata f' are limită în R in x 0 , atunci j este cu deriV2.tă 
în x0 şi j'(.1·0) = lim j'(::). 

x-,xo 

Ex,:111f'lu. Fief(.<) = arcsin x, x E [ - i, ! ~ . Dupfc consecinţa de rnr.i sus j 
este cu dl'fi ·1atft in -1 şi !, anume j'(-1) = -: oo = j'( 1). 

Trcrema lui Dai'bo11x. l:ie .f : I--> R o fn11cţie defrrnbi>ă p~ intervalul I. 
Ah:nci dc•ri·mt<>. f' a. lui f :in: proprict;;.tc·a lui Darboux, adic[< nu poate trece 
d e la o ·1a loarc a< i la altu., făr;i a trece: prin t m•tc ·;a\orilc intc-rmediare. 

5.8.3. Derivate de ordin su,berior 

Dcfi11i/ic. Fie I un interval şif: I c R-> R o fu neţ.ie deri·1abilă. Spur.em . 
C:.lj este derivabilă de două ori în x 0 E /, daci"t fuucţiaf': I-> R este dcrivabilă 
in .re· Derivata lui f' în x0 ~e numeşte deri-Jata <ic ordinul al doilea a lui j şi se 

noteazr.. j"(x
0

), D 2f(x
0
), d

2
.f(xo) • 
dx2 

Deci 

j'"(xo) = Jim .f'(:d - f'(xo) 
x-.t·0 x - x0 

Analog se dcfinc3C: f'" ( x0 ) , . • . , j(n>( ;;0 ). 

Formula lui Leibni:. Fie j,g : I--> R două funcţii de n o ri de riva.bile pe I. 
Atu:1ci jg este de 11 ori deri'1abilf\ pc I ~i a·1em relaţia: 

(fg)<n>(x) = jt'1>(x) • g(x) + CJJ<r.-1 1(.-.) ,;;'(."<) + .„ + 
+ c~-lj'(x)g<"-1>(x) + C!,'f(x) g<n>(x), Vx EI 
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Cîteva derivate de ordimcZ iz : 

1. (sinx)<">=sin(x+n~)• VxeR, neN 

2. (cos x)<R> = cos ( x + n Î), Vx e R, ne N 

3. - = (-l)'t __ , 
( 

1 )(R) 1t ! 

X x•+l 
V X E R\ {O}. 11 E N 

'I. (ae") (R) = ae". \J}; E R, a E R, li E N 

6. (a")<"> = a"(ln a)". a> O, '.Te R, ne N 

'."'. (ln ~)CllJ -- (-1)~-l(n - 1) ! ' • 
., h \Jx e R+• 11 e N 

x" 

8. (sh x)<2R) = sh x; (sh x) 1 ~n-1, = eh x, :i: e R .- 11 ~ 

9. (eh x)<211 > = eh x; (eh x)<2 11 - 1> = sh x, x e R, 11 ~ 1 

10. y= arctg x; y< 11 '>(x) = (n - 1) ! cos" y • sin(y + n ~) , x e R, 

ye(-~· ~)· 11 ~ 1. 

5.8.4. Forme nedeterminate. 1 nlăturarea 
nedeterminărilor 

În cazurile exceptate de teoremele rclafr1e la operaţiile cu limite d<! funcţii, 
trebuie efectuat un studiu dirl!ct pentru a stabili clac:l. există sau nu limite. 

Uneori de~i·;atele sînt de folos în aceste cazuri, in primul rînd în cazul ~, 
o 

prin anumite teereme (l'Hospital, Cauchy). 

Ridicarea celorlalte nedcterminfai, de forma co oo - oo, O · oo, 00°, 
co 

0° şi 100: se reduce la înlăturarea unei.nedeterminări de forma ~ • 
o 

-.. Teorema lui Z'Hospita!. Fie I un intenal oarecare al axei reale şi x0 un pt,r• ct 

de acnmulare al lui I. Fief şi g două funcţii ddinite pc I\ {xv}· Dac~1: 

1) li:nj(x) =Jim g(x) = O sau Jim g(x) = ± oo 



Z) f şi g sint dcri-rabilc pc I\ ·{.r0}. 

3) ·g'(:'·) ,= O, 't/x EI \ {:.-0}. 

4) Exi stă ! im 

atunci 

1'(.r) 

g '(.r ) 

:-l) ţ;(x) # O, 't/.r E I\ [::„} 

l E Ji , 

~) .F11111: ţ ia j_ an· limilf1 in :r0 şi a·1c·m 
" ·' 

li l1t 
/(x) 

ii(x) 
- l. 

E .m;iplc. I) Fit· j, g : R-. R cu f(x) = x" - 3x ·:- 2 şi g(x ) - .. I. St.· 

·crrc Jim 
f(.r) --. Cu teorema lui l 'Hospital g[1. i111 

X->I g(x) 

•. f(.r) . (x~ - 3.r -I 2)' . 2 x - :> 
11111 -· - = hm ~- ltm - - - = - I. 
x->1 ţ;(x) .-~,1 (.\' - I)' .<-<-1 1 

2) I;ic j, g : R ..... R. /(.r) ~ ln ( I : cX), ,c:( r) = x. 

Sr. cere li111 j(x) . Si11lt•J11 in <.:awl ~ ~i cn t r on ·ma lui l'Hospibl corrs-
.T_, ,,, ţ;(X) :xJ 

puuzătoarc obţinl'm 

!im l im 
%->--f· :C g(x) .t"-, ~- fJ 

(Jn ( l I· eX))' 

(.r)' 

!im 
X-> + ~ (r"'-!- I )' 

1. 

J) E xemplul U(' mai jos n1• aratf1 că rc·ciproea tl'on·mt·i precedente nu rstc 

d - " . l - 1 ·1 1· 1· j(x) . r· - . f'(x) a c·1arata, iu Sl'11su ctL, < e p1 l a, iru - - poate cxbta, an!. ca 11111 ·--
x-• .;- ./) i:(x) x->..o !!'(x) 

sfi cxi~lc. ..\stfc·l pt•ntrn j, g : R-> R , f (.l') ~ x şi g(x) =o x . -. sin x, a 1<:m 

X J 
Jim - - - - ~ l, in ·1n·11tu c1· Jim nu exist:"1. 
-'"'°' ·'+sin x .<->, ./) 1 -:- cos x 

Trnrcma lu i Co11c/1y. Fit· I un ÎlllC'r-tal al axt·i n·alt-, x0 EI ~if, g : I-> R 
două fuuctii. Dac[1 

1) f( .r0) = O şi g(.i·0) ~ O 

2) f ş i g sint dcri·1a\.Ji\c in x0 şi g'(.ru) ,= O, 



~tunci 

ex) Exist[L o ·1ccin[ttatc U a lui ~-0 , astfel îii ci t g(x0 ) =F O pl'ntfu orice x EU 
:)i ;.; =fa Xo ŞÎ 

~) Jim f{x) = f'{x0) • 

"~'"• g(x) g'(.'l'o) 

Exemplu. I'ic J, g : R--+ R cloutL funcţii ddinitc astfel 

f(x) = :.=i {
X~, dacfL X E Q 

. 1 - COS .'\', daC[t X E R'"Q 
-- {sin X, daClL _,. E Q g(x) 

x, daciL x E R"' Q 

S;'i r;>lculăm lim .f(x) • 
x-:-u g(x) 

Cu t1_·on·1na lui Cauchy ol i ţ inen1 

ll.111 _.f_(.r) = j'(O) =_o ~~ O, .. citei j'(O) ' - I) ~i ;::'\O) 
x-;O ţ;(x) g '(O) 1 

T<"orcnw. lui l'Hospit<J.1 1111 ~~ ::t pl ic-it. 

5.8.5. Rcj'nezcntarca gn~ficâ a fnncfiilor 

I. 

-Cwsidcraţii gmc;·alc . Fi« j: (o, b) _. R " f1111qic· ckri·1abilrL ele doaă ori 
ţi x0 E (a, b). 

L ]Jacl't_f' se annleai'r1 în x0 ~i l~i ~c! i;rn liă :--~n1111i1, ~hif!ci x0 este un punct 
<k l'Xtrvm local pentru j "i amm1e : 

r1.) Dacfl cl(·ri·1ata. !' <"Sh: strict r ~: ziti·.tf!,. la ~tiJJ:-.a lui .;·(l ~i ~trict negativ[t. la 
,Jn·:t;1ta l11i x0, atunci x0 este punct ele maxim !nea! pt>ntru j. 

'.>) Dac[t <lcri'mtaj' (·sic· ~trict 1-.q,:;di·;T, b s1 i1;ga l:ii :c0 şi strict pozitivă Iv. 
<:rc'1pla lui x 0 , atnuc; x0 '~!« 1111 pnnct <l e m in im Joc<J.l p<"ntru J. 

=:. J)acăf'' se anulc.·aâ't in x0 şi i.~ i st?1iml·t'1 !=(n111ul, c.tur:ci x0 este un pun ct 
<le inflrxiunc . 

.3. Dac!'tj" > O pi.: (a , b), <it un ci/« cowrt:;iLpl' '.!c"t int(·:·nl, iardacăr <O 
re (a, b), atunci j este conm·1ă pe (a, b) . 

-!. l'ic x0 un punct ele extrem local pe11tcu j. 

Lladtf''(x0) > O, <J.tunci :.-0 c'te ur. p:nct ele- n;i nirn lumi puttruj, :<l r daci'1 
f "(x0 ) <O, atu11ci .r0 e~tc un .rnnct de max :m loc;;.!. 

I.a tmsa rea grafirnli: i umi f;mcfii te e;at:1rn:ă w·miltom·e!c operaţii : 

1) a). Se dc:terrnin!'L domeniul de definiţie '' fu:icţic:,i. Dacă se dfL 

f: E c R -> F c R, j(x) = .„, nidc:nt atunci domen iu! rcspc:cfr1 este chiar E . 
D<>.C:L nu se indică E., c;i se cli:i <lo<J.r f(:r) = ... , atunci J:: este reprezentat de mul ­

ţimea. punctelor <lrc•ptei rc<lk, pc·ntru care opcraţii: t· prin care este definită/ 

.L.u sens . 

http:pozitiva.li


li) t;~ <let<' rmin[L (<lacrt există) punctt:le tlc inkrsl'cţie cu ;:xdc ele coor onate, 
ndid puuctl'le de forma (O, f(O)) s:cu [X, f(x) ' 0 O). 

r.) ;,,~ detnuinit limitc·k l1111c\il'i f la capdl'le intcnaklor dl' c·xi,leuţ;:'t, 

incln .. i·r limf(x) ~i limf(.r), clac(L L- includ" int• ,nalc de forma (-co, c:) ~i 

(d, - - :o). 

~) Se clL'lermină (clac::i t·xisliL) siml'lriilc pe care le poak prezenta graficul 
llli f (simetrie faţ[t de 0.r, faţ[L ele Oy, faţ;L de O sa11 faţă de t~ltc puncte clin R") 
,_ i, pentru funcţiile pl'riodice, perioat.la (pentru a desena graficul lui j m:mai pc· 
o pcrioaML). 

:>) Se afl[L (<laciL l'Xislrt) pu11cfrle tic <li sco11ti11uii;.tc şi limitele lal t' r:tlc 
cOrl'spu1:z[LtoJ.rt· ale lui f. 

-1) Se cktern1in[L asi111/•totele i·erlica!c (con•sp1111zătoare acelor pum:!c a e .C 
în care cel puţin o li111ită latPrală este i.afinit[t); ecuaţia unei ascn1e11ea asimptvL . .: 
ve rticale ·1a Ii tic Ion11'1. x ~ a. 

5) Se dl'krmină c;simptotelc cri:ol/!alc (asoci:: te acl'lor pu11i:tc b. b' <:= Z: 
ca re a.11 propri<'l:tlea 1·:\ b -~ lini f(x) san b' = lim f (.r) (cinel .E inclndl'ln !1T·1a le • 

X--::. X-··· - ;·JJ 

dt'. tipul (-oc, c) sau (d, .'. oo)); ccualia 1111"i ast·ntt'lll'a. <.!simplote ori,:::llltak 
va li de forma :V = b (la r:u11nra rre la -oo) ~au y '~ b' (la ramura d ~ la + oo) . 

fi ) Se c!vtvr111i11;l 11.<i111ptntd,· uUirc (n rlili"ii) (aclici°L drcpt:·le d L' cc11a ţie 
J =- mx ·:- u, cu propril'latva lim Ul·"·) - 111;v - n) O (cl'-C~L },; i11clndc i11 lt: r-

x-,,..-.o 
, . f(x) 

vak de'. forma (-:x:, _c); rezulta m o; ltm - , H lim (/(x) - mx)); caz 
:i..--„-tO ~'\:' x-;.-.f..J 

:in:ilog 611cl I.' i11Ll11cle intenalc de forma (el, -:- oo). 

7) S" Cl'J'<"<"lt«11.;l clac:i t<rafic11l fu11qi, ifadm;!t• ~i asimptote curbilii?ii. Curha 
dt· L'\" ttaţit· _,. g(x) t•sll' o asimptolrt rnrb il inie a graficului funcţiei f = ) (;·) 
s e poatl' su ·;" s11h fnnmL j(x) ~~ g(x) -:- /z(:r), cn iim /:(x) ~"O (dadt J~ i r.clttde 

.x-;..-c.osau;-c:o 
intcn:~ie el<- fnrn1'L ( - J., c) sau (d, -; o:) ; r. . l: : ],·--+ Rl . De pilcli't fu n ('ţ"i ; L 

J: R \ {- !} -, R, f(x) = :r"(.i: -;- 9)/(x-'- lJ aclnii:.e c!:-t'[-~ as imptot:'t t. urbilinie 
t)ar~l· o!a. d(; t:cuaţie :i· : . ~ x:! ...;- Sx - ·'"' · 

X) Se cah:u1<:azr1f'(x) ~i rădr'ti:.:inilt· ;1 cc·~. tt·in.. :\bs1:isc·l(' punctelor de f'xtrc 111 
local St' ;.:rtSC'SC prin(rl' r("):°11:inilt: Cleci·1atv:. St' ;illc , t:ll:t·~t c Ull tahlnu Ct: c;~·llll'U l 
<kri'1a tei pe };'. 

9) Se calcult·azit j#(x) şi i·ăclăcinilt' a cesl('ia. Al>scisele runct„lor d e i11rt!'­
:xi11110 (dacit l'Xistri) SL' gi"Lst'sc pri11tre r itrl :kin ik· luif". Se intocrucşte 1111 iaiil >u 
cu sl'mnu! tlc-ri·1atC'i sccu:1tlC', in care t ablou se inC'lut.l şi p111tt'kk :!1· 1lisCll lll! ­
nuita.tc ale dt'ri·1att"i a doua, cine~ a~C'tnr nc:a r11111..;tc cx!str"t. 

lO) Se calcukaziL c::Jdicienţii nughiu!ari z! ( ~emi)tangl'n ·ttlor h :, r,tfic 
in punctele n:rnarcabiie ale acl·stuia. 

11) Se întucnw~tc tai ,loul genrral dl' ·;a r iaţir a fu11cţi('i, cupnnzind -i linii 
cn ·1alorile importante ale lui x, cu j'(x), cu fix) şi f"(x). 

12) Se rcprczi11t[t apoi, intr-11u rcpl'r ortogonal, pullctelc r"marcaii ilc 
(.r.f(x)) ale cur hei rc-prc-zt·n tati'1t', a~a cnm rezulfa cîi u 1o.1'1oul gcnC'ral, ~i asi;:i p­
lot ele acl'st11ia (clacă l'Xislă). linind sl'ama el:; ca.-actcrul crc-sc[,tor sa1 desc re:..c.1-
·tor al funcţiei, ele caracterul ei conc.,_-, sau convex, se u11 esr. punctc:lc d c~eaa • e 

printr-o trăsăturl1 continuiL Dacă 'Hem s::i. trasitm gra·licul lui f cu o ;:ircc!zi:: 
~i mai 1·.1arc, putem desena şi cîteva puilc\c ajutf,toa re ale graficului, de fo~P.:a 
(x;, f(x;)l, cu i = I, 2, .. „ şi Xj E li. 
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5.9. Primitive. Proprietăţi 

l.J1ji11ii fr . Fie Ic: R un intenal şi f:I-+ R o funcţie. Funcţia T: I-> R 
se numeşu· pr imit i·oă (exactă) sau a11tiderivată a funcţiei J, l!.acfL: 

I) r „,tL· dcri·ml>ii[t pe [ . 

2j Vx EI, F'(x) ~' f (x). :i 

Exe111pl11. Fie si!l: R-+ ~ - · I, IJ ; atunci o pri111,iti-dL a acestei - Juneţii es t..: 
F (x) = - cos x. 

Fropo:iţie. Fie/: I-+ Ro fu 11 cţie care au mite primiti-1e .. .\tunc i orice dolll 
primifr1e a le !ni Jtx), F 1(x) şi F2 (x) , difer[L între ele'printr·o constantă . 

DcjiHifie. Fie/: 1 -+ R o funcţie care adm ite primitive. Se numeşte inlv­
grală 1wdefi11ită mulţimea "tuturor primitbelor lui f ş i se notează 

~ J, ~ fd.;' sau ~ f(x) dx . 

Excmpll!. Pen tru fix)= sin x, din ·exemplul precedent, a·1em ~ s i1i" x el.\: = 

- COS X 7 C, C E R. 

5.9.1. Proprietăţi 

I) Oricp :.'.uncţic continuă. f: Ic: R-+ R admite primiti·1e. 
2) Vaca j, g: Ic: R-+ R sint doui'!. funcţii care admit primifr1c, atunci 

şi funcţia a.f-:-- ;3g-. cu a., f3r.=R, admite primiti-1e şi :nem relaţi a 

~(:>:f(x) + f3g( .v)) dx =::;; ~f(x) dx + f3 ~ g(x)dx. 

'.;) O funcţie care acl:nite primifr1e arc proprietatea lui DarlJoux. 
-l) Dacă/ csk dc f i uită pc intenalul I al axl'i reale, cu ·1alori r<:>alc, şi ima­

ginea lui I p rin f nu este un intcnal atunci f nu admite primitbc. 

Nr. 
crt. 

2 

:; 

i 

:;96 

Talicla 5.2 Primitive imediate ale unor funcţii elementare 

f-'uncţia 

f(x) = x" 

li E N 

j( x) = X" 

<XER\{-l} 

"' 
f{:r) = ..j; 
meN, 11! ~ 2 

f(x) = c."' 

a E R_;. \{I} 

Domeniul de 
definiţie 

R 

(O , +co) 

(O, + a;l} 

R 

Primitiva 

~ xn d x ""-' 

~ xo: dx = 

n + 1 
xa+1 

m "'--= --.- . .j x"'71 
m 7 1 

a"' 
dx= -­

ln a 



1'r. 
Fimc~ia Crl. 

5 f(x) -· ex 

6 f(x) --· 
I 

-
X 

7 j(x) -
1 

-
X 

ll /(x) -
2 - a~ X 

aE R , a> o 

9 j(x) ,=, 
xZ - 61~ 

a ER, a > o 

10 f(x) == sin X 

li f(x) . '~ ( 'CJS X 

r:: f(x~ 
cn~:! ,\ 

!.> f (x) 
~în:! X 

H f(x) -- tu .„ 
;:- ·· 

15 f( x) 
I 

(J 1tg X 

I 

16 
s in .\' 

j(.1) 
C.:0~:..: ,\' 

f(x) 
CCJS .t· 

17 ··-
' " !:-Ul- „ţ' 

D omeniul de 
dcfi11 iţic 

R 

(-oo, O) 

(O, + fO) 

(-c.o, -a) ~au 

· (a, +c.o) 

l c n \ Z:: 

Ic R \ Z:: 

Ic R \ ,Z;-; 

Tabd<t .5.2 (co11li11 11are) 

I'ri mi tiva 

- = Jn (-x) ~
<Ix 

;r 

~ 
dx 
- =lnx 

. X 

. ( dx 1 J • - X 

) ;r~ - a~ = 2,; • • + X 

~sin x d .r = - C05 x 

) cos .'I'. d:r '= sin ,. 

~ 
clx 
--- ~ - cotg x 

. ~ :-.tn X 

(" I . I ) tg x dx = - ln cos .r1 

\ c<> tg- x <LT = ln i sin x I 

~ 
si11 X „ 
---(1.'t" = 

cos2 x 

~ 
cos ·_,. 
--- <Ix = 

. " , .Slil "' .'t' 

co~ x 

· sin x 
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(..fl. Func~ia 

IS I f (x) = sin et. x 

a. e R \{O} 

!<.I f(x) = cos 7..X 

oceR\{O} 

20 f(x) = sin2 x 

21 f(x) =cos~ x 

22 I f(x) = -.-1-
Sln X 

„. 
-·' 1 

j(J) = --
cos X 

2~ I 
f(x) == • ,, 

25 

26 

27 

28 

398 

../ x- +a· 
a E R, a> O 

I 
. 

I /(:.) = ../ x' - a~ 
I 
ae R, a> O 

l 
f( x)= --../! - .î• 

- 1 
f(x) =---

.,/ 1 - x' 

1 
/(~· ) = --:=== I ..j a• - xi 

, .z e R, a> O 

l>omc11 iul de 
<lefi11iţi c 

R 

R 

R 

R 

I c R \ Z.: 

TabC'!a 2.5 (co11fi1111nre) 

P.:imiliva 

( . cos o: x 
) Sili :t.X d.r ,,,_, - - -CI.-

( sin :1. x J cos o-_ .,; <lx = -a.-

~ 
. • .t' sin2x 

sm-xdx= - - --
2 4 

~ 
• x sin 2 ;i: 

cos· xdx = - +--
2 4 

-. -d.v = ln tg-~ I I .>; I 
sin X 2 

„ I 
\ - ux= 
J COS X 

I = -ln I tg( î - ~)I 

I R I '1./ ,:~ •' = 
I = in (x + ,I .~·~ -:- a·!) 

IJc(-w,-o)"' I d•· = 

IJc(~ . .;- 0)) I =~n~.:~~x2-iii / 
I (-1 , I) 

(-1, I) 

(-a, a) f -:==d=x= = arc sin _: J ,J a2 - x2 a 



Sr. 
cr t. 

29 

30 

31 

33 

-I 
f(x) = --;==== 

.j a2 - x• 

aER, a > O 

I 
f(x) =-. - .. 

l -:- x -

-1 
f(x) =--. 

l - x-

f(x) = ---
a" -. - X, 

aER, a > I: 

-1 
f( :<' ) =---

a2 _!.,_ 1\. -.! 

a E R , a > ll 

J -J j(:c) = e;GX ~ iii iJ .c 

I '7,b € R. ,,~ b"i-0 

I 
I 

J 5 ' J;x) = ca.: ccs b.y 

a,bER,a2 .b2 ~ 1 1 

:>G f( x) = shx 

. 37 f(x) ~ chx 

I 
38 f(x) =--

sh2 X 

39 
1 

f(x) = --
ch2 X 

lJor:.u:r:iu l <l e 
defi n iţi~ 

(-a, a) 

R 

R 

R 

R 

j{ 

R 

R 

(-co, O) 3au 

(O, -:- cc) 

R 

Tabela. 5.2 ( ccmt i11 11ar.: > 

!"rîmiti · . .:i 

X = ~1rc ~ u."' -

~ 
dx 

--- = arc t" x 
l +X~ 

--- = arc ctg ;~ ~ 
-clx 

l + x 2 

" 

1 X 
==-arctg -

a <ţ 

S 
-dx - ---

x '! -~ c'l 

1 , . 

= .:_an.: <..li; .::_ 
a l! 

~caz ~iu bx ~~ 
nc--·1, b.\· - !Jco b.r· 

X 

= acos bx-t.-bsi11b.'. . l.a.c 
{l2 ..!- b2 

) sh x dx = chx 

) eh .~· dx = sh:r 

~ 
dx 
-- = --cth X 
sh2 X 

~ 
clx - - = th X 

ch2 :r 
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5.9.2. 111 etode de calcztl al pri11i1:t1:velor 

I) J!etodct de a11tidcrir1a re prin părţi. Dacă 11, v: l-+ R sînt fuucţii dc·ri"1;i.­
!iilc cu dcri'tatclc continue, atunci uv, 11'11 ~i 11v' admit primiti'1c şi a·1c111 

~ 11 (x) • v'(x) clx = 11(x) v(x) - ~ 11'(x) • v(x) dx. 

2) O metcdă de a11tiderivare ba::a/ii pc o schimbare de mriabilă: CalcularL·a 
primifr1clor de forma: 

A = ~f(u(x)) u~(x) clx, 

unde I = u(x) este o fltl1cţi~· definitiL pc I cu valori în], iar f(t) c:;le o fun c \ i · 
definită pe j cu valori în R. 

Dacă 11 este derivabilă pc I şif are primiti-te pe ], atunci funcţiaf ( u(x))11' (x), 
definită pc I cu valori în R, arc primiti„e pe I. l\fai preci s, daciL I'(I) cstQ ·o 
primifr1iL a lui f(I), atunci a·1cm: · 

~ f(u(x)) 11'(x) clx = F(u(x)) -i- C. 

În rezumat calculul primitivei SC face clupă schema ; 
1) Se face substituţia t = u(x) 
2) Se diferenţiază această funcţie dl = 1•'(x) dx 
3) Se înlocuieşte (formal) în A şi sc obţine 

A = ~.f(t)dt. 
-1) Se calculeaziL o primifrdL F(t) a lui j(I). 
5) Se scrie A 

A = ~f(11(x)) u'(x) clx ~ F(H(x)) + C. 

J;xemp!u Fief: (-1, I)-+ R, f(x) = x . Se cerc o pri111iti-1fL a lui/ . 
../ 1 - x 4 

Olis<"nănl dL A se seric astfel 

A = ( . .f dx = _.!. ( 2x <l .~ • 

) .Ji - (x:)2 . 2 ) .J l - (x2)2 

A-1cm deci : I = x2, I:( -1. 1)-+ [O, 1); t sau u(x) este d cri·1abiliL pc ( -1, 1) = 
I . 

=I; f(t) = / , j : [O, !)-+ R, cu primili"1c pe [O, I) =-~ ],de pildăF(t) = 
V I - 12 

l 
=arcsint. HezultiL că-·f(x2 )·(x2)',ddinitrL pc (-1,l)cu ·1alori în R 

2 
are prin;iti·1c pc (-I, I) ~i 

~ 
x<lx 

11 -.,). = ? arcsin (x2) + C 
' - (:r- - -

l) t = X~ 

2) <l/ = 2x dx 

3)A ~ - _ I ~ d t 
2 ..j I -/ 2 
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I 
-l ) F(I) = - arc >-ill 

2 

5) - - - = - arc ~ia (x~ ) -i· C. ~ 
xd x I 

,,/I - .t4 2 

Dăm în c ntinuarc o t aucl[L cu primifr1e ale unor fun cţ ii compuse, d ednsc­
<lin tabela ant<.: r ioara a primitivelor imediate, cu ajutorul metodei d cz·10\1ate 
la acest pun ct. Pcst f' t o t ·1om admite că u : I-> R este o inncţie continnri şi 
cu derivata CClllti 1iu:i J>C I . · 

);r. 

c.rt. 

1 

'LlliLl.:i. . 5.3. Alte primitive 

Pri;i1 il i\'e ;t!c uuor funqîi 
co n1pusc. 

~ 
„„ .. ,.1 (r) 

u '" (x) 11' (x)<l :r = · , 
ii ...._ 1 

11 E Z, ;1 i= - l 

2 u«(x)u'(x)dx= •':t.ER\{-1} .zt : l->]c(O, + oo). S 
u <> ~ 1 (x ) . 

r.J. + l 

mEN, III';;:: 2, u: 1->] c (O, + co) 

4 a~(X) u'(x) d .~ = -- , a E R , a > O, a i= I ~ 
aZl (X} 

5 

ln a 

~ 
11'(x) 
--dx = ln lu(.\)I. 

11(x) 
Vx E J, u(x ) i= O 

6 ( 11'(.r)dx = __!._ ln I "(x) - ':.. I a E R, a > O, V.r E J, 

) 11Z(.>) - " z 2a 1 u(.r) ·i- a u(x) E{ - a>a} 

7 ~ sin 11(x) · zt' (x) d ;; = - cos u(x), 

S ~ cosii(x) · a' ( .ţ)d x = sin 11(x), 

9 ~ 
11'(x) 

dx = - ctg u(x) 'Ix e J, 11(x) rţ. Z;: 
sinZ u(x) 

10 ~ 
1t'(x) dx I 11(x) I 
sin ·u(x) 

=ln tg-
2
-, 'r/x E J, u(x) rţ. Z;: 

li ~ 
u' (x) dx . I Cl(x) r. J I rţ r. = -ln tg 2-~ , Vx E J, u(x) - + Z7t 

2 cos i1(x) 

12 ~ 
11'(x) dx 

= tgu(x), Vxel,u(x)rţ :..:... + Zr. 
cosz 11 (x) 2 

13 s tgu(x)· a'(x) dx = - ln J cos 1,(x) J 
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Nr. crt., 

15 

16 

17 

18 

19 

20 

21 

22 

· Primitive ale unor funcţii compuse 

~ cotg u(x) · u'(.r) d.r = 1·· I sin 11(.r) I. 'r/ .v E /, 11 (x) , lţ Z;-: 

---u .1: .1 - - , 'r/xel, ~1(.rjlţZ;-: ~ 
cos 11(.r) '( ) d . _ I . 

sin2 11(x) sin u(:r) 

---1' x dx= ,'r/xel, 11(.r)<ţ...'..:.. :-Z:-: ~ 
sin u(x) ' ( ) 1 - · 

cos2 i1(x) cos u(x) ~ 

~ 
u'(x) I 0 " -:====· dx = ln(11(x) + \ n· + w(.r)) 

,/a2 + u2(.tc) 
nER, n > O 

~ 
'u'(x) I 

0 --;--====== dx = lu I u(.r) + '< u-(.r) - a") 
,f112(.r) - (I! 

, a E R, a> O 

11(/) c (-o:::. -a) s:iu (11, +oo 

~ 
" 1t'(x) , 11(X) I 

I clx = arcsm -- . a E R, a > O 11 ([) c (-a, a ) 
\ aZ - 11*( .tc) (I 

---- dx = - , a rc tg · - , 11 E R, a > O ~ 
11'(x) 1 11(x) 

a.2 -+- u2(x) . a n 

~
• " , 11{x) s in 211(.r) 

cos· u(.r) ·.,, (x) clx == - - .+- - --
2 'I 

~ 
0 , u{x) sin 211(x) 

siw 11(x) · u (.i: ) dx = -- - ---
2 'I 

3) O altd metqdd de: ca!cul al 1111or primitive pria schimbarea de va.riabilă : 
Calcularea primitbrclor de forma 

B = ~ /~11(.r)) dx, 

unde t = u(x)· este o funcţie definitrt pe I cu valori in ], iar 
f(t) este o funcţie definită pe j cu valori in R. 

Dacă t = 11(x) este strict monotonă şi d~rivahilă pe I, dacă in'lersa ei x = 
= v(I), v: j--+ I, are derivata v'(t) cont: nuli. pe], dacă f(t) este continuă pe J 
şi dacă F (I) este o primitivă a lui f(I) · v'(t), atunci 

~ f(u(x)) c\x = F(u(x)} + C 

Schemă formală: · 

1) Se face substituţia I = 11(x) 
2) Se află inversa lui 1t, x = t•(I) 
3) Se diferenţiază ultima funcţie dx = v'(t) dl. 
~) Se înlocuieşte în B care deN"inc 

B = ~[(I) · v'(I) dt 
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.5) Se află F(!) = ~f(t) ;/(I) 1lt 

6) Se scrie B 

~f(11(x)) dx = F(11(x)) _:_ C. 

E.w11pl11. Fie j(x) = cos2.j-;, _f:(O, x,)-+ R. Considcr11m t = 1t(:r) = .J;. 
u: (O, :::o)-+ {O, x), fnneţic strict monoton;:i ~i dcri-lahi!fL pe (O, co)= I. In- · 
•1ersa ci x = v:t) = t', v: (O, oc)-+ (0, co) t' Slc cont.!n11i'.'iarc<leri·1ata;/(t) .= 2t 

. _ O ) Î ) , I + cos 21 . , conturna pe ( , :.o =]. n plusj(I = cos• I = --- este cont111ua pe .., 

I + cos 21 
(O, :r..) = ]. O prirniti'JfL a !ni f(!) • ·v'(I) = 21 este imediată. /{t) = 

2 
. t2 tsin2t cos2t 

---1----.L--. 
- 2 1 2 I i 

. .\cum ~ cos2 fi d.l: = ; + ../; · sin 2 ./-; ++cos 2 ~-" ..:... C. 

În rc:umat: 

I) I= .,/x 

2) .i: = t~ 

J) d.r = 21 c.1 

;-l} B = ~ cos2 t · 21 dl = ~ ( 1 + cos lt) · I t1'i 

1z t sin 21 cos 21 
5) Fit) = - + -- + --

. 2 2 -l 

( , ,- X ..;-; /- + COS 2 •./-:; c 
6) ) cos"-y.r <lx = 2 -i- 2 sin 2 -vx ·I -f; 

-l ) Calcu/11/ frimiti·,:c/(,r prin raurrnţă . . .\crns tii. metodă se aplică la deter­
minarC'a primiti-H:lor funcţiilo r f care depind şi de numărul natural ·11, 

j: J. ~< J/-+ R, J/ c )I, (x, ll)-+ f(x, n). 
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Folosind o altă m~todă de calcul al primifrrelor (de pt\Jl m~ to ch in tegrării 
iprin părţi), sintem conduşi la determinarea unei primifrrc pentru /(x, 11 - l ) 
sauj(x, n - 2). Iterînd procedeul ajungem la determinarea primttiveior func­
ţiilor f(x, O), f(x, 1) sau f(x, 2) care se calculează imediat sau sint tabda tc . 

Exemplu: Fie f:I X N-+ R, J(x, n) = xnex. Să se stabilească o formuli cle 

cecurenţă. pentru calculul lui In = ~xn ex dx. Integrăm sau antideri-rlm prin 

părţi luînd tl = xn (deci du= 11xn-1 dx) şi dv = ex dx (cu v = ex). 
<iăsim 

I = x~ ex - nln-1 (1 

Evident 10 = ex. Din ( 1) deducem 

Formule de recurenţă utile în calculu! primitit-elor 

+ a2 

.„{n = - ---
2a2(n - l) 

211 - JA 
--- n-1, 1z ;;:: 2 

2n -2 

Bn = 

211 - J. n 
n-i• li ~ 2 

2n - 2 

-----+ 
(x2 + a2)n-1 

xm-l .../a!.+ x~ (m - l) <1 2 ) 
Cm = - ----·Cm-2• m? -

m 111 

Dm= . ___ ; · ~ xm dx 

·- ..jxz- a2 

.Ja 2+ x: »l 2 
Em = - ----- - · E"1_„, m ~ 2 

(m -1) a 2 xm-i (m - 1) a2 -
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= (• __ <l_x __ 

' .t" ~-\2- "l? 

I m - l ,-.,--. , 111 - I 
Cm= - - ;r '\a - - x·-ţ- --- • a~Gm_2 , m;;;:: 2 

] 1111 = ~ (Jn x) 711 d:r; 

Kn = ~sin" ;r d.Y; 

Ln = ~ cosn x dx; 

Mn = ~ tg" .Y d .Y; 

Nn = ~ cotg" c(J.y; 

III 1lt 

}rn =. ;r ln"' x - 111) 111 • 1• m ~ I 

} . l n 1 11.- I J' . 2 \n = - - sin - xcn~x + --- \n-:, n~ 
fi " 

l n - I 
L 11 = - cos" -1 .r s in x + --- Ln--i• n ~ 2 

H 1' 

l 
J'\fn =; --- t gll-l X - i\fn-~• 11 ~ 2 

11 - I 

Xn = - - -- cotg 11 - 1 x - .\"71_1 , 11 ;:;.: 2 
11 - I 

COS .Y 
I'n = - + 

(11 - I) sin 11 - 1 .Y 

li - 2 
P 11 • 2 , 11 ;:;.: 2 

ll - J 

sin .-r n - 2 
Qn = + ~ Qn-•• 11 ~ 2 

(11 - l) cosn - 1 .r 11 - I -

S n = ~ .vn cos .Ydx;· Sn = x" sin x + 11x""1cos x - 11(11 - 1)571_2, 11;:;.: 2 
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5) Metoda coeficienţilor mdctermÎllafi pcJ1tru. calcula.rea primitivelor din 
funcţii transcendente . 

Dacă f(x) = e<;<zP11 (x), f: I-+ R, cu P„ un polinom d e gradul 11, atunci 
o primifrrli. a lui J este F(x) = ez · Q„(x), unde Q11 este tot un polinom de: 
sradul 71. 

Pentru a determina pc F(x) este suficient să determinăm pe Q11 (.r ). h1 acest 
scop, după definiţia primifrrei, a·1em 

(ea'"Q„(x))' = e«zp11 (.r). 

De aici rezultă coeficienţii lu.i Q11 .ş i deci F(.r) este cunoscută. 
Exentplii. Să se a~le o primifr1ă a hli f (x) = (x3 - 2x: + 5) e3". 
Din egali ta tea 

·~ (x3 - 2x! :- 5) e3z dx = (A0 x3 + A 1 .'I': + A~x + .4~) e3.r + C, 

prin deri·1are găsim (<lupii suprimarea lui c3Z) 

(!) 

.l'3 - 2x2 ..L 5 = J.40x3 +· J(.4 1 + A0) x! + (J.4 2 -;- 2.4 1) x + 3A 3 -;- A~-

De aici rezultă sisţcnml 

JA0 =I 

:3A1 +.J.40 = -2 

cu soluţia: 

3.42 + 2A1 =O 

3A 3 + A 2 = 5 

I 2 13 
A0 = - A 1 = --1, A 2 = - şi A 3 = .- · 

3 3 9 

Deci ( . . ·~ d ( x3 
• 2 DJ _,~ ) (.r• - 2.r· + 5) c·•·• .t = J - x· + J x + 9 ~~ + C. 

Observaţie. Aceeaşi metod[L e aplicabil[L şi .la calcularea prirnifrrelor func­
. ţiilor g(x) = R 11 (x) cos ax şi h(x) = 5 11 (.t) sin ax, cu R 11 şi 5 11 polinoame 
de gradul 11. 

5.9.3. Calculul primitivelor 1mor fzmctii 
• I 

raţionale 

· Definiţie. O funcţie raţi onală f: I-'-+ R se numeşte simp.'ă dacă are una 
din formele 

1) f(x) = a0 x" + a1 ~· 11 - 1 + „. + an 

A 
2)f(x)= , A , aeR, n.eN, ar/=l 

(.l' - a)" 

Bx + c 
3) f( :r) = ------­

(ax2 + b.r -!- c)" 
n; C, a, b, c E R, 11 E N•, b2 - 1ac <o 

Dcfi11iţie. l'n polinom <le doutl ·1ariabile de gradul 11 este o funcţie de forma. 
.P(x, y) = L ali.T1:>•1, ·aii E R, ne N. 

i, j = O 
i+j~n 

Definiţie. Se numeşte fimcfie raf.ionald de două •1ariabile citul a două po-
linoame de d?uil variabile. ' 
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Tccrcnta de desco;nprnzcrc a 11uei f1111cţii raţionale _i11 funcţii rafio11ale simple. 
Fief: I-> R o funcţie raţional[L 

f(x) = P(:l_ (Q(x) 1' O, 'Vx e 1) 
Q(x) 

unde P(x), Q(x) e R[.•] sint polinoame prime intre ele. 
Dacă Q(x) are factorizarea 

Q(x) = (x - a 1)"1 „. (x - aq)"q (x 2 + 11!1x + N 1 )131.„ (xZ + M~x + N,)13' 

atunci f se descompune in mod unic astfel. 

unde i;(x) c un polinom cu coeficienţi reali, constantele care apar sint numrre 
reale, iar .u;, - ·Hv·1; < O, k = 1, 2, „., r. 

Teoremă. Calculul primiti·1ei l P(x) d.v se rcduc_e la calculul unor primitive 
) Q(x) 

din funcţii raţionale simple 

~ x„ dx, n E N, 
( dx 

)(x - a)n' 
n eN, a. eR şi 

~ -
_B_x _...:. _c _ 

dx, 
(x 2 +Mx+X)" 

B, C, .11, NeR, neN, M 2 - -lX <O. 

Exemple. 1) Fie f: (O, oe)-> R, j(x) = __ x_. Să se afle o primitivă 
x3 + 1 

a lui j. 
Descompunem pe f(x) în funcţii raţionale simple astfel 

x A Bx + C ( _, B) • ( B --- = -- + ---- - - ·• = .„ + x-+ -A+ +C) x-;- .'1+c-
.t3 + 1 X + J x 2 - X + 1 

1 1 1 
A= B=-, C=-· 

3 3 3 

A"!cm deci descompunerea 

X 

,x3 + l 

1 1 1 I 2x. - l + 3 - +------
3(x -'--- 1) 3 x2 - x + 

- +- ---= 
3(.t + 1) 6 x 2 - .v + 

1 1 2x - 1 1 ----+-· +-----
3(x + 1) 6 x2 - X + 1 2 -(X _ ~ r 3 

+­
-l 

., 

40i 



c-espectiv 

-- = - - ln (x + I) + - ln (-r- - x + I) -i- -=-arctg-=-=- + C. ~
· xd.t' l l • I ')x-l 

x3 +1 J 6 ./J ../J 

2) = ln -'- C ~ 
dx I . 2a.t' + b - ,,jbi - -lac 

ax2 + b.t' + c ../b2 - 4ac 2ax + b + ,fh2 - 4ac · ' 

b2 - 4ac > o. 

3) = arctg .. -;- C, IJ2 - 4ac < O. ~ 
dx 2 2ax..:..;, 

ax2 + bx + c . ../-(b' - -lac) ../-(b2 - -lac) 

( dx l 2a x -'- f, 

'4) J (a:r2 + bc + c) 11 = - (n :_ 1) (b2 - -lac) · (ax•-'- bx -:- cj•-1 -

2(211 - J) a ( dx + C. 

(11 - .1) (b2 - -lac) J (ax2 + bx + c)n -1 

.5) ( ax + ~ . d.r = _ o: . I + 
J (ax2 + b:r + c) 11 2a(n - 1) (ax 2 + bx -i- c)n - 1 

+ 2~a - ab ( dx -i- C. 
2a J (a:r2 -!- b:r + c)" 

5.9.4. 1Vf etoda foi Ostogradschii pentru determintirea. 
părţii_ rqţionale a primiti:vei dintr-o juncţie 
raţională 

. . P(x) 
Fie f(x) = -- , /:[a, b]--+ R, "Ix e [a, b] , Q(x) -:F O. 

Q(x) 

1) Deriv!m pe Q(x) şi găsim cel mai marc comun di•1izor al lui Q .Ş i Q' . 
Fie acesta D(x) . 

2) Aflăm citul împi1rţirii lui Q(x) la D(x). Fie a cesta C(x). 
·3) Construim un polinom c;i(x), cu coeficienţi reali nedeterminaţi, a ·rind 

gradul cu o unitate mai mic <lecit gradul lui D( . .-). 
4) Construim un polinom lji( ~ ). cu coeficienţi reali nedeterminaţi , :i·1ind 

gradul cu o unitate mai mic decit C(x). 

5) Construim egalitatea 

( P(x) dx = q>(x) + ( ~(x) dx, x e [a, b ]. 
J Q(x) D(x) J C(x) 

Derivind ş i- folosind metoda coeficienţilor nedeterminaţi, determinăm poli­

ooai:ncle q>(x) şi~(x), decişi pe q>(x) (partearaţionalăaprimitivc i) şi i:e cjt{x) . 
· D(x) C(x) 

6) Calculăm apoi o primitivă a lui . lji(x) . 
. C(x) 
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I 
1:".rcmplu. Fit' f( x) =o= , x E (2, + oo) . Să se determine 

(x - 2)3 (x ..:... 1)2 
part("a algc!J rică di n primiti"1a lu i f\xJ. În ac(•st caz anm P(x) '~ 1; Q(x) = 
~ (x - 2) 3 (x -'- 1)2 ; Q'(x) = (x - 2) 2(.r -;- l )(5x - 1); (Q(.r), Q'(x)) = (x - 2)2 

(x - 1) = D (.r ); citul impftrţirii lui (} (x ) la D (.r ) este C(x) = (x - 2)(x + l) 
Deci: 

I ) D(x) ~ (x - 2)2 (x -: 1). 

2) C(x' - (x - 2) (x -;- l j. 

3) <p(:r) = ax2 -;- bx-;- c. 

-1) y (x) = a1 .,· -C- b1 . 

_ ( dx _ ax 2 + bx .-!.- c 
1 

( a 1x + b1 

-1) )(x - 2)3 (x + 1)2 - (x - 2)2 (x -;- 1) 1
) (.r - 2) (x + 1) tlx. 

Deri·1fun: 

(.r2 - ~· - 2 ) (2ax -' · b) - (a .':2 _,,.. bx + c) 3x ------ - -----------'------"'-- + 
(.r - 2)3 (x + l f (x - 2)a (x -;- 1)2 

~ î dedu cem 

a 1x + b1 +------
(x -2) (x -;- I) 

1 = a1 x~ + (b1 - « - 3a1) x 3 + ( - 2,, - 2b - 3b1) x 2 ·'. - x (- -la - b -

- 3c -;- -la1) + ( - 2b + -lb1 ) , 

de unde sistemul: 

a1 =O; 

b1 - a - 3a1 = O, 

- 2a - 2b - 3b1 = O, 

- -l a - b - 3c -'-- ·fo1 = O, 

- 2b + -lb1 = 1, 

. 1 b cu soluţia: a= - , = 
5 

18 

l 
c = - - , a 1 =O, b1 = - · 

IS 9 9 

Egalitatea de la 5) de"line 

~ 
dx 2x 2 

- 5x - l + _
9

1 ~ dx ------- +c. 
(x - 2) 3 (x + 1)2 18(x - 1 )2 (:r + l) (-'<' - 2) (x + 1) 

l'l(x) 2x2 - 5x - 1 
ia r partea algebrică din primiti-dt este _T_ = --------

D(x) 18 (x - 2) 2 (x + I) 

O primiti-1ă pentru este ~ ln ( x -
2

) x > 2, R,i 
(x - 2) (.r -7- 1) 3 X + 1 ' 

astfel am obţinut chiar o primifr1ă pentru f (x ). 

409 



5.9.5. Substituţii şi formule util.izate pentru reducerea 
calculării primitivelor unor juneţii la 
calcularea primitivelor din funcţii raţionale 

Nr. crt. Primitiva 

2 SR(x, ..{ax2 + bx + c)dx] 

3 ~R(ear) dx 

4 SR(tg x) d,t" 

5 S R(sin x , cos x) dx 

6 ~R(x, ./a2 
- x2

) dx 

7 SR(x, .,/a2 + x2
) dx 

8 SR(x, .Jx-:. - di) d.t" 

9 ~ 
Mx+N 

------:=====d.t" 
(x-a) ./ax2 + bx + c 

Substituţia. Formule 

ax + b „v-
t= ~ 

i) Pentru a;>-: O, t± xra =' 

--= .J~x2 + l1x + c 
ii) Pentru c ;>-: O, t:x ± .,J; = 

= .Jax2 + bx + c 

iii) Pentru b2 - 4ac ;>-: O, .t(:x - x1} = 
= ./ax2 + bc + c, · :x1 fiind o răd ăci­
nă a ecuaţiei a:x2 + b:x + c = O 

t=ear, a:fO, aER 

dt 
t = tg :x, :x = arc tg t, d:x = --

1 + tZ 

t = tg !._ , :x =-2 arc tg t, d:x = 
2 

2 
= ·-- dt 

1 + t 2 

. 2t 2t 
Slll X = -- , COS X = ---

1 + t2 1 +ei 

x -;: 
- :F k-;: + - . 
2 2 

:x = a sin t sau x = a cos t 

:x = a tg t sau :x = a cotg t sau 
:X= & sh t 

a a 
x =--sau :x =--- sau 

sin t cos t 

X= <t eh t 

t= 
X - oc 

1 ) Cu R(a) şi R(a, ~) am notat funcţii raţionale de un arS'Jm~nt, respectiv de două argumente. 
A se vedea definiţiile de la pagina 407. 
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Exemple. 1) Să se afle o primiti-ră pentru f{x) = 
X J I+ X+ X~ 

x2 

f: (O, +oo)-. R. Obser·1ăm căf(x) = = f(u(x)) cu 11(.~) = 

V l+~+~ X x· 

Dacă luăm t = _!_ · sin tem exact în condiţiile metodei 3) şi a·1em 
,\' 

~ ~ 
c'.t 

f(l)ll'(I) dl= -
...j I + t +I~ 

Cum ( I)'' 1 + t + t: = I+ l 3 +-. 
'1 

aplicăm formula 17 din tabela 5.3 

ş1 <ivem 

F(t) = - ln t ţ - + ._;12 + t + · ( 1 I 

2 

rcspccti-1 

~ dx 
X .j 1 -j- X -i- x 2 

- la - + - + - J 1 --:-- x + x2 + C ( 
I 1 I . · ) 

X 2 X . 

2) S;"1 se afle o pr imiti·rf1 pentru j {.r) ~' , x E (0, I). Aici 
(x-'- I) .j x - x~ 

a r2 - ;- hx +. c = - x 2 -'- .r şi ;ncm cel de al trei-Im caz al lui Euler (tabela 
d e· la 5.<J.5, Cd.ZUI 2, iii) 

Lui'un x 1 = O şi introducem funcţia I <.!cfinită de .jx - .r 2 = Ix, care ne 

dr1I = V
1

: x, t: (O, 1)---. (O, -:- co), funcţie strict llescrescr1toare, dcri„abiiă, 
I 

a ·rind inversa x = v(I), cu v(I) = - - , t' : (O, --: cc)---. (O, I), cu t•'(I) 
I -:- 1: 

continuii. 

Acum f{I) v'{t) = ------
/2 + 2 I 

- 21 
-2-- - . 

t'J. -:- 2 (12 ..:... 1)2 
--·---
!2 -'- 1 12 -7- I 

I 
O primiti-ră a acestei funcţ.ii este F{I) = - .J'i. arc lg ~z, iar o primifrr[1 

a funcţiei date este 

~ dx ,-::; V I -x ------- = .....;'/ 2 arc tg -- · 
{x + 1) .j x - x 2 2x 

3) ( d .Y = ~- ln J 2ax + b + 2 ,./a(ax2 + bx + c) J + C, a> O, 
),./ax2 +bx+c va 
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'4) Î dx - ~ arc sin 2ax + b· + C, a < O. 
),j;ixa + bx + c - Fa · .jb2 - 'lac 

x=--va-x·+ x+c+ ' +. .5) ~ ' a.x + ~ d oc I 0 b 2Ba - ocb ~ dx C 
,/a:.;2 + bx + c a 2a ,/ax2 +bx+c 

6) ,ax·+bx+cdx= -vax~-;--b.ţ +c - x · ~ I • , 2a x + b 1 , b2 - 'lac 

~ 8a,/a · 

X ln I 2ax. + b + 2 .j a(ax2 + bx + c) I + C, a > O. 

7) -vax• + bx + cdx = .ja:.;· + b.ţ + c + '~· / " 2ax '.'+- b • 

'la 

b2 - 'lac 2a.t ..!.. b + 
1 

. ·arc sin - / · + C, 
8ay - a yb2 - ·foc 

• < e. 

5.10. Funcţii integrabile 

5.10.1. Integrala Rieniann „ 
1. Definiţie. Fie [a, b] c R un interval compact. Se numeşte divi::izme a 

acestui intenal şi se notează. cu 8 o mulţime finită {x0 , x1 , „„ x„} de puncte 
din [a , b] , astfel incit a= .t0 < x1 < „. < Xn-i < x„ = b. 

llulţimea diviziunilor intervalului compact [a, b] o notăm cu /1. 
2. Definiţie. Se nu,meşte normă a diviziunii 8 şi se notează cu '11(8) cea 

mai mare dintre lungimile· intervalelor parţiale [x0 , x1], [x1 , x2], ••• , [x„_1 , x„]. 
3. Definiţie. Se numeşte mulţime de puncte intermedia.re asociată divi­

ziunii 8 şi se notează cu f, o mulţime de n puncte {f,1, f,2 , „., f,„}, avînd 
proprietatea~! E [x,_1, xi], i E {1, 2, 3, .. „ 11}. 

'4. Definiţie. Fie [a, b] un intenal compact al axei reale, f: [a, b]-+ R o 
funcţie, 8 o dbiziune a lui [a„ b] şi f, o mulţime de puncte intermediare 
asociată lui 8. Se numeşte sumă Ricmami, corespunzătoare funcţiei}, divi­
ziunii 8 şi mulţimii f, de puncte intermediare şi se notează cu a1(8, f,) numărul 
" E (x1 - Xi-1) f(":,i). 

i=I 
5. D,jiniţic. Fnucţia f : ~a. b]-+ R se numeşte i;ztegrabilă (în sensul lui) 

Riemann pe [ct, b], dacă 3A E R. cn proprietăţile: Vr:. > O, 3·1j(r:.) = ·IJ. astfel 
incit pentrn orice divizinne 8 a lui [a, b], cu v:8) < ·IJ şi pentru orice mulţime 
de puncte intermediare E;, asociată lui 8, să a·1em 

sau 
I a1(0, l;) - A I < !: 

lia:i cr1(8. !;) =A, 
v(8)-+0 

oricare ar fi di-liziunea o din mulţimea,. di·Jiziunilor ~ ale intervalului [a, b) 
şi oricare ar fi mulţimea !; de puncte intermediare asociată lui 8. 

6. Definiţie. Numărul A se numeşte integrala definită (în sensul lui) Riemann 
a funcţiei J pe [a, . b] şi se notează. 

~>· ~> dx sau ~>(x) dx . 
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5.10.2. Proprietăfi ale · hztegralei definilc 

1) Orice funcţie monotonă f: [a, bj-+ R este integrabilă. 
2) Orice funcţie continuă f: [a, b] -+ R este integral.lilă. 

-'I Orice funcţie f: [a, b] -+ R integral.lilă. este mărginită pe [a, b] . 
-!) DaC::t feste mărginită pe [a. b] şi continuă pe [a, bj, excepţie frtcind un 

. ll um{tr finit de puncte din [a, b], atunci feste integral.lilă pe [a, b]. 
j) Dacă _f, tJ : fa, bJ-+ R sînt douit funcţii cu proprietăţile: f este inte­

grabilă pe [a, b] şi g(x) = f(x) pe [a, b] \ A unde A este o parte finită inclusă. 
in [a, b_, atunc i 

a.) g(x) este iutegral •il[t pe [a, b; şi 

~) ~: g(x) dx = ~>(x) dx. 

6) Dacăf, g: [a, b] -> R ~îut func ţii integrabile, iar x, ~ E R alunei Kf + ~ţ 
este integrabilă şi · ' 

(a (<Xf(x) + ~g(x)) dx = « c• f(x) dx -i- (l r·. g(x) dx, 
)b • )e )a 

7) Dadt_f: [a, b; -+ R şi restricţiile lui fla [a, c], respecfrr [c, b], a< c <li 
sin t integrabile. atunci fes te integrabiliL pe [a, bj !;ii 

~>x) tlx = ~>(x) dx + ~>x) dx, 

Lr"nzplu. Fie ,.1 J = · Funcţia feste integrabilă. In f i . \ {X, X E ~Q, l= -
X~ -7-- 1, X E ( 11 2] 

a•le'răr funcţiile f 1 (x) = .r, x E =O, l ] şi f 2 (x) = x 2 + 1, x E [l, 2J sint inte­
·ra l>ilă şi f diferă pe [1, 2] def~ într-un singur punct. Deci f es te 
integrabilă şi 

~: f(x) dx = ~: x dx-;- ~: (x 2 + 1) dx = 23/6. 

~) Dacă f : a, b: -> R este o func ţi e continu?i.. atunci a·rem 

\ ~:f(x) dx \ ~ ~: \f(x) I clx. 

9) Dacă f: ~a. b:-> R+ este integrabilă, cu valori pozifrre, atuuci 

~>(x) tlx;;. O. 

10) Dacă f: [a, b] --+ R _,. este o funcţie continuă, iar [c, d] c:: [a, b], atunci 
a·rem 

~: f(x) dx ~ ~>(x) dx. 

11) Dacă f, g : [a, b] -> R sînt doui funcţii integrabile cu proprietatea 
g(x) ;;. f(x), Vx E [a, b], atunci a·rcm 

~: g(x) dx;;. ~>(x) dx, 
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12) Dacă j : [a, b]-+ R este integrabilă şi m ~ j(:r) ~ .li, Vx E [a, b) 
::1unci 

b 
m(b - :<) ~ \ j(:r) <lx ~ Jl\b - n). 

·" 
l.i) Dc.clt j . :c. b: -+ r.. o.te o funCţie co1•tinuă şi F: [<:, b.l-+ R esk o 

primi1i·1ă a lui j care sc anulează in x0 e [a, b], a1111•ci F arc forllkl. 

F(.r) = \" f(rx) d:x, Vx c [a, b]. 

·"• 
H) T.-cre111a de medic. Dacă j : '.a , b] -+ R este o funcţie continuf1, atun ~ i 

există ce [a, bJ cu proprktatta 

-- j(x) dx = f (c). 1 ~b 
6-a • 

Dacă f este contini.:ă pe [a, b] c: R, iar g este ţoziti ·1ă şi integrabil ft re 
[a, b], atur.ci există ~ e (a., b), astfel incit 

~>(x:g(x) d.T = J(;) ~: g(.1) dx. 

15) Fo mu1a. ele i11lcgrr.rc prin părţi. Dacă 11 , ' ' : [a, b] -+ R siut h.:ncţ1i 
de ck~a ( 1 , a 1urci a ·11m 

(b 11(.r) v'ix) l!.I = u(x) v(x) lb - \ 
6 

11'(x) v{x) dx. Jo a .a 

16) Fcrnwla lui Leib11 i;-.\"e1ctw . Dacri j: [a, b] -+ R este o funcţ· i 2 inte­
grabilă, _ care admite primiti-1e pc [a, h; , n.tunci pentru orice primiti-Ji"1 F ~L 
lui j arc kc egaligatca 

~>(x) <lx = F(b) - F(a ). 

17) Fcrmllla ele u!1irnbarn de variabilă. Dacit 11 : [a , bj -+ I şi f : I--+ Il, 
Cil 11 dt" clasă C1 Şi j contir.t:ă, atul~CÎ 

)
b ~u(b) 

f(11(x)) • 1t'(x) d.r = f(t) dt 
a u(a) 

18) Există funcţii integrabile care nu admit primiti-le şi există fuceţ i i 
care admit primitive dar nu sint integrati!c. 

xemp e. 11ncţ1a x = . n:te integrabilă , dar E l I) F . . f( ) { I, dacă x e (O, l] 
u, caca x = O 

nu admite primifrre fiir:dcă nu ·i:.rc ?roprittata h:i Darl:oux: f([O. I;) = 
-={O, I} nn este intenal. 

I x2 sin _..!._ , dacă :r e(O, I] 
2) Fie f(x) = x

2 

l O, c!acă :r = O 
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Fun cţia f '. <lcri·1ata lui f, admite ca primiti-lă pc f. În schimb j' nu (·stc 
i11 lcs ral.i ilă. <l coi'.rccc funcţiile integra.bile sint mărginite, ia r j' nu este mărgi-

1 1ică V ei2~,J = _ 2.j .~-; ___. -00 J. 
19) Formula lui Leibniz. Fie [a, b] şi [c, d] două inten·ale compacte ale 

axei ri:alc, j: [a, b] x [c, d ] --+ R o funcţie continuă şi cu derivata parţială. 

în raport cu x continuă şi cx(x), ~(x) două funcţii continue .şi cu o:'(x), (j'(x) 
C•111t inue pc [a, b] . Atunci funcţia 

(Cl(.r) 
F (x) = ' · j(?.·, t) ct 

,.1'1(.t) 

cote derivabilă. pc [a, b] ~i are loc relaţia. 

F'(x) = f(x, ~{x)) • W(x) - f(x, o:(x)) • o:'(x) + -- dt. 
. ~CJ(.v) cj(x, t) 

a(.r) c.î 

Tabela 5.4. Cîte-Ja integrale dejim'.te 

I) ("cos mx cos 11xdx = ('"' sjn mx sin nx dx = JJ Jo . 

= I : da.el m ~ 11, m şi n 

:.:_ dacă m = 11 

sfo t numere întregi pozitive 

2 

2 ) (2on x sin x dx = - 2,...; J) (
0

1 
__ d_x _ _ 

) J + ;r:! 4 , 

(I ,--
4) )o x2 4" 1 - x 2 dx = ;-:/ 16 

5) ~:12 sin2n+l x dx = ~:/
2 

cos2n+1 x dx = 

2. 1. 6 ... 211 
_ (11 > O, intreg) 

3 • 5· 7.„(211 +I) 

("/2 ("/2 
6) Jo sir2 n x dx = Jo cos2 n x dx = 

1. 3. 5 ... (2H - I) . 
- ~------- , ...:.. (11 > O, întreg) 

2 • 1 • 6 .. ; 2>1 2 

?) ( Va/b dx •· 
Jo a_+' bx2 = 1 .Jab ; 

8) ln(l-2acos.x+a-)dx= ~
n " {O (O < a. :i;; 1); 
o 2dn a (a> 1) 
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9) ~~ 1n cos :r dx = ~~ h1 sin .t dx = - :--: 1n 2. 

r+1 ,- -
10) ' 'V 1 - x

2
d.r = -:;-

.,,-1 -
11) J/l E ~· 

5.10.3. Aplicaţii ale integralei dejhzite 
1) Detcrnti11area ariilor _fip,ztrilor pla11c. Dadl _f: [a, b]-+ R+ este o fu nc ţ i e 

contfouă, atunci subgraficul lui f arc aria 

2) Dacă f 1, f 2 : :a, bJ -+ R sint douri func ţii co ntinue şi f 1(x) os; j 2 (.r} 
'!Ix E [a , b] , atunci porţiunea de plan cuprinsil între graficele celor două funcţ ii 
şi dreptele de ecuaţii ;r = a şi .r = b are aria 

3) Determinarea vol11m11lui corpw·ilor de rola/ic. Dacă f : [a, bJ -. R cstr· 
o funcţie continuă, pozitivă, atunci corpul de rotaţie gcm:rat de _fare ·10l um ul 

i) Dctermi11area lrmgimii grafirnlui 1111eif1mcţ1: 1". Dacăj: :a, b~-+ R este o 
funcţie de clasă C1 , atunci graficul lui fare lungimea 

L = ~: ./ l + j'2(x) dx. 

5) Determina.rea anet s11prafeţcl01' de rotaţie. Dacă j: [a , b] -• R este o 
funcţie de clasă. C1, pozifr1ă, atunci suprafaţa de rotaţie generată def arc 
aria 

A = 2;; ~>(x) .,/1 + (f'(xJr dx. 

6) Determinarea coordo11atelor !; şi ·IJ ale cmtruliti de greutate. Fie G(!;, ·r1t 
centrul de greutate al unei plăci plane omogene mărginite pe graficele funcţiilo r 
continue f, g: [a, b]-+ R {f(.T) .;::; g(x), '!/ .l: E [a, b]) şi de dreptele de ecuaţii 
x =a, x = b. Atunci avem 

~: x(g(x) - f(x)) dx 

~: (g(x) - j(x)) dx 

_.!_ (b (g2(x) - JZ(.r)) dx 
2 )a 

"I) - --'----------

~: (g(x) - f(x)) dx 

Rezultă imediat un caz particular interesant cînd f = &. 
7) Determinarea momrnt11lui de inerţie al unui corp de rotaţie omogen faţă 

de axa de rotaţie 
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Dacă f: [a, b] ._ R_c '°stc o funcţie continuă, atunci corpul omor,1·11 dr· 
rotnţit' (fată de Ox) generat de f arc momentul ele inerţ'ie faţ ă d<· ;1 .1 d 
rotat ie 

• :-:u ~b 1 == ~ f'(x) dx, 
- a. 

unde µ. este densitatt:~ con t . ntl '' corpului respectiv. 

8) Detel'minarea 111cnu:11 tu l tti de i;zcrţi,, al wzei plăci plane omogene limi!aft: 
de graficele fimcfiilor co11li;wc f, g : [a, b] -4 R, g(x) ;;:io j(x), 'h E [a, b], i,;i de 
<lreptele de ecuaţii x = a, x = b, faţă de axa absciselor, se efectuează cu 
formula · 

u ~b I = ~ (g3(x) -j3(.~) dx, 
J a 

unde :.L este densitatea constantă a plăc ii respective. 

'l Cahularea limitc/c.i· u11or şiri:ri mmzerice. 
a) Dacă j: ~a . b~ ._ R e;;re o funcţie integrauilă, atunci 

Jim ~ t.1(a + k(b - a)) =-1- (b f(:i:) dx. -
t! -:."+oo n /: Je" l n b - a )" 

\;) Dacă f: [O, IJ ---> R ~·~te o funcţie integraliilă, atunci 

l " ( k ) ~1 Jim -: EJ - .= f(x) dx. 
1!-7-;-X: 11 k=l Jt o 

5.11.4. Iutegrarea numerică a funcţiilor 

I) F1mnula drcp! w!gl:i11rilor. Daci/: [a, b] ._ R este o funcţie de clasă. C1, 
" - (! . • (l 1 ") x., = Q --:- - - - l, z = .1 • -> •.. , 1t şi 

n 

b - R 
S n = -- [f(a) + f(x1) + „. + f(.\·11-1lJ 

n 

rc·spec ti ·r 

b - "1 s;, = -- ~f(.-r1) + f(xJ + „. + j(xn-1) + f(b)], 
a 

atunci s,„ sau s;~ aproximează integrala definit~ ~: f(x) dx, cu o eroare cel 

mult egalrL cu 
(b - •)2 J!' , ' 
----- , unde ."\! = max I f (.-r) I· 

n xE[a, b] 

(9 -
E.umpla. Să se calculeze I= Ji .J6x - 5 dx, di-tizind intenalul [I, 9] în 

E părţi egale. Să se indice eroarea absolută şi cea relativă„ 
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Jn acest caz (fig. 5.26) a:.fem a = Xo = I, Xs :!:: b =-= 9, li = (b - a) !. 
8 

%i = 2, .... , x7 = 8. Calculăm valorii~ lui f în pune •. ow ae diviziune: 

2 3 5 6 7 

2,6458 J,6056 4,3589 5 5,5678 6,0828 6 ,55i -I 

!/. 

I I 

I I 
I I 

/ 
D z J 4 s (i 7 8 9 

._xo x, Xz X3 X4 Xş xfi X7 X9 

a b 
Fig. 5.26 

Cu formula ce dă pc 5 11 găsim I !::::: S = 3-1,8183. 
Valoarea exactă a lui I se găseşte imediat I = 38. 

" 

9 

Î 

Acum eroarea absolută este i:11 = I - 5 11 = 3, 1817, iar cea relat ivă 

E:r = ~ • 100 = 8,37%. 
38 

2) Formula trape::elcr. Dacă f: [a, b]-. I:< . este o funcţie de cla~ă C , 
b-a x, = a + -- i, i = O, I, 2, ... , 11 şi 

J! 

b-a 
Sn = --[f(a) + 2(f(x1) + ··· + f (xn-1)) + f(b)}, 

2n 

(b 
atunci S11 aproximează integrala defini tă )

4 

f(,r) .dx cu o eroare cel mult egală 

(b - a)a M " d 'I" · I J"( l I cu , un e ' " = max x . 
12 Ht ;;"E(a,bj 

Exemplu. Valoarea lui I calculată· cu această metodă se găseş~c a fi 
I!::::: 37,8183, eroarea absolută i:4 =0,1817 şi eroarea relati·/ă E. = 0,48 ~ ~ -

5.11. Ecuaţii diferenţiale 

Definiţie. Se numeşte ernaţie dif !renţială ordinară (sau obişnuită) cu o 
'funcţie mcunoscută y o relaţie de· forma. 

F(x, y(x), y'(x), ... , y"(x)) =O, (I) 
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snu de !oi-ma 
y( 11 )(x) = f(x, y(x), y'(x), .„, y("- 1)(.r}} ( > 

intre ·1ai:iabila indepe11denti'.\. x, funcţia necunoscută y(x) şi derhatclc accsl(·i..L 
pinft la un anumit ordin 11, unde F : D. c R'i+~ - R respecti·1 /: j x D c R X 
;-; R" - R, sînt funcţii contiuue. 

Obstrv«Jic: Cu 1,] notăm interv::de ale axei rc~alc, ca de obicei. 

E.rt1'1ple de ecua/ii. tlifacnţia/c: y'(x) - y(x) = O: y"(x) + c.i!y(x) =O; 

L di + Ri = E; y" - 3y' + y = O; (x -:- 2)y" - (.r - 5)y' - 7y = O. 
dt 
Dcjim'ţic. Se numeşte ordin a.l 'ec uaţiei dift:renţialc (I) sau (2) ordinul cel. 

mai inalt al deri ·;atei lui. y care intră în ecuaţie. 
Exemple. Ecuaţia diferenţială y' - y = O este de ordinul întii, iar ecuaţia. 

(I - x~)y" - 2xy' + 6y = O este de ordinul al doilea. 
Definifit. Se numeşte soluţie a ecuaţiei (2) o funcţie cp : Ic J--+ R. cu 

1lerÎ'latele cp'(x), ?"(x), •. „ cp(n l(x) continue pe /, '.care înlocuită în rdaţia (2) <> 
transformă. pc aceasta într-o identitate în ·"' e /: 

Vx e /, cp(R)(x) = f(x, cp(x), ~>'(x), .„, ?cn-q(x)) . 

. E.xcmpl11. Funcţi11. cp: R- R, <p(x) = e" este soluţie a ecuaţiei diferen• 
1 i;\le y' - y = O, fiindcă. înlocuită în ecuaţie ne dii. e" - e" = O, Vx e R. 

Prnbtema lui Cauchy prntrzi cc11aţia (2): .-\ rezol-ta problema lui Cauchy 
p'.'ntm ecuaţia (2) înseamnă a determina o soluţie ? : 1- R a er.uaţiei, carc­
hdeplincşte condiţiile (iniţiale) 

?(xo) = Yo 

?'(x0 ) =y~. x 0 ej, (y0,y~.„.,y~"- 1 l)eD, 

:;/""' l(xo) = )'~n-1). 

l:.".r,-111pl11 de f•oblmui Cuuchy. Să se determine o soluţie ? : [I, JJ- R 
a ccua.ţiei y'(x) - y(x) = O, care indeplinc·şte condiţia: 

y(2) = 2. Se găseşte 9(x) = 2e...-~. ? : [ I, 3j- [2t·-1 , 2t!]. 

OiJstrt"1/itJ: lu rez olva rea problcml'lor lui Cauchy pentru o ecuaţie dilrn1ţ ! ai.i fuw.Jam<.nlale-
s im urm~toa n:lc chestiuni; 

Jt Demonstrarea e xistenţei locale sau globale a soluţie i; 
1~ DetcrminareJ. iutervalului pe c:ire există solu ţ îa. 
3~ Demonstrarea unici(ăţii soluţiei. 
4) Dependcn\• soluţiei de co~diţiile ini\iak. 

P entru ecuaţiile diferenţiale elementare considerate in cele cc urmează mai. 
jos , aceste chestiuni se rezol-tă uşor (constructi·1), pe Liza cunoştinţelor dc­
analiză mat€ll1atică dcbîndite în liceu. 

5.11.1. Cîteva tipuri de ecuaţii dif crrnfiale elementare-

1. _1.'(x) = f(x), f : I c R - R, I intepa), f continuă. 
2. y'(x) = f(x)y(x), f : Ic R - R, J continu[t (ecuaţie li11ia1·ă ) . 
3. y'(x) = ; ay(x) -:- b, a, b E R ( ewu/ie afină cz.1 coeficieriţi coustanţi )­
-1. y'(x) ~ f(x) · g(y), f: I c R - R, f continurt, g : j c R - R, 't/y E ]. 

g(y) -F O, g continuă ( eeztaţic cu variabilele uţarabilc ). 
5. a0y"(x) -:- "!Y'(x) + a2y(x) --= O, a 0 , a1 , a.! e R (ecuaţie liniară de ordinul 

al Ii-lea ci• coeficienţi co11sla11ţi ). 
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5.1 t.2·. Mtel/imea sol1tjii'lor unor tcuaţli difcre1i.ţ/ale şi sohtţia proble1nci lui Caucliy 
pentru aceste ecuaţii 

.Nr. 

I Tipul ecua\iei .1 Ecua\ia difercn!ial:I 
Mulţi.mea solu\iilor sau 

I Datrle initialc I . Soh1\ia prol>k ml'i Chanchy crt. soluţia t;encrală 

1 . Ecuaţia cu J/ ""' f \:r). f .: j c:: R-+ R. 
;·(x) ~ ~! (x) th :- C. 

Y (.ro) ""' _1'o ~:/ (t) 111, variabilele f continui!. ' xel, x0 E I, )' (x) ~ ' J'o i 
separate . CeR )'o E R 

X E [ 

Exemplu. :v' = sin X y(x) = - COS X• -f- C, y (O) ~ 1 q:>(x) = 2 - t'OS .1', ~- e R 
sin : R-+ [ - I, I] xeR, CeR 

2 Ecuaţie cu y' = g(y), C: } c:: R-+ R\ {O} ~ di• . xel 
Y (xol ~ J'o ~}' dl 

y: l - · J variabilele g continuă g(~·) - X= ·C, ·' 'oE I, X ~' .\ 'u ·! 
J'o ;(I):' 

separabile CeR Yoef 

Exemj /11. J'' =-= 1 + _,.2 arctg y (x) = x + C, xel :i• (O) -~ O <p(x) - 1ang .r, 
y:Jc.:R.-.R CeR xe(-z-• T.) - . 

2 . 

3 Ecuaţie cu y ' = f (x) ·fi (y), f: /-+ R, ~ ~ dv 
J' (x0 ) ~ )'o \ '~_I (I) d/ . , variabilele 8 : ] -> R\ {O}. continue f( x ) dx + C = - .-· , XoE' f , 

separal~lle 
g(.;') 

J'o E' ./. 
„ -"tt 

x· e l 1 c I, J' e j; CER · Y ds 

= ~:Y. g (s) • 
X E / 1 c [, )' F j 



5 

6 

E cua lic 
liniari~ 

Ecuaţie 
afină cu 
cocficicnj·i 
consla11fi 

Ecuaţie de 
ordin supe­
rior nor­
mală 

• , 1 ·1'- , .2 . 111 (I I 1·2) 2 cos .1 . 1, . C 
E xc111f'lu. y ~ - ---- s111 .r · -

1 -1- v2 
g(y) ~~ _.:....., 

)' 

fi: (O, oo) -• R 
f (x) ·- - ~ill X, 

f : I-> [ - l, IJ 

y' I P (.r) y • . O, 

)' 

1' : I-> R , co11li11u5 

1 
Eu111pl11. y' + -- y = O, ;>'(.r - 2) = C 

x-2 
X E (2, -/-CC) 

y''-'ay·J-b, a,beR, ai-O 
b 

y:l->].:yf. 

"hei 

- _, 
a 

1:.ro11f1l 11. y' "- y - 2 
y : R -> (2, -l oo ) 

_v" = f (x). f : I-> R, 
f continui\ 

y (.r) -- Ct:nx _.!:..,.ref, 
a 

CeH 

y(x) = ex (.r - I) _f(I) llt + 
)„. 

+ C1 .i: + C2 , .r, .1·0 e I, 
ct, c~ e R 

y (O) -- 1 

·''u = .1; 
J'o = 5 

Y (.1·01 '--' Yo· 
-"oe f , 
Yo EI 

y (O) = 3 

Y (xo) =)'o· 
y' (xo) = Y'o 
;r0 E /, 

Yo• YQ E R 

9(.r) ~-• ~2 • e~C<>.' .î-2 - 1 

. (Jl112} I x I .:;; 2 · arcsrn ~ 

5 
rp(.r) = --, .'\: E (2, -J- 00) 

~1." - 2 

y(.r) ~ (Yu + -; ) ln (x-.t,) -

b 
-- y:l-•J 

a 

9 (x) ~ 2 + c·"', x E H 

y(x) = (..- (x - /) f(I) dl -:­
Jr11 

+ '.\ '~ (.v - .rQ) + ."Q 



Nr. 
ert. 

7 

8 

I Tipul ecua I iei I Ecuaţia diferen\ială 

T!xe:i•J.lu. y" =~ arc sin x + 
X 

+ ..j I - x 2 

arcsitt ; (-I, I)---> 

-(-~· ~) 
Ecuaţie y" ·f 1v2 ,. ~, O; y : R---> R 
difcrcnţiaiă 

a osci laţiil or 

armonice 

Exemplu. y" + 17 y = O 

Mulţimea soluţiilor sau 
soluţia generală 

2 x 2 - l 
y(x) '" arrsin .-r + 

4 

+ _::. .J I - x~ + 
'I 

+c1.-r /- C2 , xe(-1, l); 
C1 , C2 eR 

I Datele Iniţiale 

y(O) =O 
y'(O) =O 

y (x) = C1 sin wx+ y(.'rol = -1'0• 
+ c2 cos w.r ; c" c2 e R, xeR y'(xol"'"' Yo 

y( .t') =' C1 sin ./ 17 x + 
-/· C2 cos [fix. x e R, 

Xo = 0 
·Yo = l, 

Soluţia problemei Cauchy 

2:r2 - l . 
q>(.t') = ---· arc~111 x + 

4 
X 1- -+ - 'V l - .t'~, x E (- !, I) 
4 -

y (:r} = y0 .cos !t' (x - ·'i1l + 
+ ''0 .sin 111 (.i: - ·'·u l. 

IV 

xeR 

9(x} = cos .[fi .-r + si11 ./17 .\', 
xeR Yo =.{fi 

i------ -·------------1--c~·1_._c~·2_e_R _______ 1------1·------------
Ecuaţie 
liniari\ de 
ordi1nil itl 
doilea cu 
codicienti 
constanţi . 

Cazul 
rădăcinilor 
<list inc te.> 

ay" ! by' + cy = O 
y : R -> R ; a, b, c e H 
ar2 + br + c =' O, 
il > O; 1·1 '1- r2 

J'..\Tll'j / 11 • .1)" - 2y' -
- Sy ,~ O 

]r2 - 2r - 8 = O 

I „, = 2 . . „ ~ - , 1-1 

)'(X) ' ' CI Cr,x + Ci CT1%1 
X E R, 

4 __ „ 
y (.r) = c. c2r + ct (' l ! 

x e R; c,. c~ e n 

y (xo) =)'o• 
y'(xo) = '''o· 
x9. Yo· 
''o 6i R 

Xo = 0, 
Yo =- l: 
:v'0 ~O 

J<{x) = Ta.J'o - .1o < (.1 -.„·,J r, + 
Ta - 1'1 

+ ,.o - r1„o • t:(.r-.r,Jr, , 

1·~ -T1 

xe R 

4 

<jl(.\') .., 3_ e~r + :~ <"-1 " 
5 5 

xe R 



!J Ecua ţ· it' ay'' + by' + c =O; . J' (x) ~ (C1x !- CJ r.;'·:r, y (.ru) - · .l'o• J' (x) ~ [(y~ - 1·y 0 l x + Yo + 
Ji u iară de y: R-+ R; a, b, ceH .î EI{, CI , C.1 ~ It y'(xu) -- )'~. .+. rXaJ'o - x0y~] c'(.t-x,J, xeH 
ordinul al ar2 + br + c :;= O, cu ""·o· .'\10 1 

doilea Cil /),,=O, Y1 = Y3 = r y'0 e R 
codici enţi . 

constanţi. Excmplu .. :y" + 2y' + y-o y (x) = ( ~1 .r + C,) c-x, .1·0 ~ o =? (x),.. .\'.C-;&, xeH 
C:i1.ul r2+2r-{~'· 1=0 <> .\'EH c1, c~ e R )'o -'- O 
rl'ulC1ci11ilor r1 = Ya = - l y'u = 1; 
•. \11 1.dl) 

10 Ecqa ţ ia, , ay" + by' + cy =O . y (xJ = (C1 sin (h + y(xo) = Yo [ 1~ - C<J'o 
si11 J3(x -liniară cu y : R-+ R; a, li, oeR + C2 cos p.rJ · 1-=, xe R, CI , y' (~·o) = Y'o• -'' (x) = -

13 coelicit• nţi a1·2 + br + c = O, 6. <·o: CaeR Xo, Yu ·.l'~ER 
co11~ta1lţi. r1 = ::r. .+ iţ3, Ya =CC - j~ - Xo) + )'o cos ~(.• -

Ca zul - xul] ccx( .t-x0), xeR 
rădăcini!o r 

complex~ 

Exemplu. y" +2y' + 2,, = o ;.• (x) = c-"'(C1 sin ;c + Xo = 0, 'Jl (.i) = (si 11 x -I cos x) c-"', 
r 2 + 2r + 2 =O + c2 cos x) „·vo = I, ."t E R 
r1 = - l + i, 72 - - l - i, xeR: c1, C2 E R ./"~ = o 
o:. = -1; 13= ·1. 



Tabela 5.7. Citeva integrale pe intervale necompacte : 

I. (00 ~- = _2::_ 
)o a + b:r2 2.j ab 

• ~oo <lx -::--'· ---= -
0 1 + x2 2 

(00 . 
2. )o e-x dx = · 

,_ 
(a> O) 

~/ ~oo sin ax d 
2 

5 r - x'd .;; "'· --- X o (a= O) · e X=-
0 X o 2 .. 

(a< O) 
2 

6. (:o cos ax dx = _::::. e-lal 
)J l + x2 2 

7. -·-d.i-=...:.:. ~
oo tg X -

O X • 2 

("' .xn-l dx -::-

S. Jil x + 1 = sin m:: 
(O< 1i < 1) 

~oo I 9. "n..1.J -axt d n. x· · e X=-- -
o 2a11+1 

(a> O) 

„ 
pentrn a> b r ,;" ""°' ,, I 2 

10. dx = () pentru a = b 
O X ,_ 

pentru {t < b 
i 

J J. r+co sin (x Z) d.x =(+"-'CO~ (x 2 ) dx =l/ 70 
• 

)-:o )-oo , 2 
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