
LEI 7,4e 

EDITURA C·'.\ACTICĂ Ş! PEDAGOGICĂ - BUClHEŞTI, 1~7 

GH. D. SIMIONESCU 

GEOMETRIE 
ANALITICA 

-----·---------------
MANUAL PEN~RU CLASA A XI-A LICEU - SECflA REALA 

ŞI ANUL III LICEE OE SPECIALITATE 



GH. D. SIMIONESCU 

cont. univ. 

GEOMETRIE 
ANALITICĂ 

---------------------
MANUAL PENTRU CLASA A XI-a LICEU - SECŢIA REALA 

ŞI ANUL III. LICEE DE SPECIALITATE 

EDITURA e lDACTICA ŞI PEDAGOGICA - BUCUREŞTI, 1967 



·. , 

./\pmbat de 
Ministerul lnvăţărnînt~lui 

Kr. ~o 070/1 fl67 

Rclcrcn\i: 

PrnL unîv. E. Mw·oulescii 
PL"o1. M. Badea 
Prof. I. me 

• 
PREFAŢA 

• 
1. GeomPt1·ia pură (sintetică) disptine de p1·ea puţine 

metode generale pentru rezolvarea problemelo1. Acesta a fost motivul 
p t'ntru cc!l'e s-au căutat mereu metode cu caracter 9eneral care să poatlJ. 
fi aplicate oricărei probleme de geomet!'ie. O astfel de metodă este acNa 
a coordonatelor, introdu„~il in ştiinţa de către Descartes•, prin care pro­
blemele de geometrie sint redw;e llL pru/)leme de algebră. fo m:esl .fel u 
luat naştere o nou.</ ramură de nwwma.tici, Gcomrtrin annl it.ică (1637), a 
cărei impurtanţi1. capitală a fost aceea de a pune ordine în clasificarea 
curbelor după gradul ecuaţiei care le reprezintă. 

Astfel dreapta este reprezentată în plan de o ecuaţie de gradul I în 
două variabile şi reciproc orice ecua.ţie de orad11l l în douti variabile re­
prezintli o d1·eaptă: conicele sint reprezentate prin ecuaţii de qradtll al 
11-lea şi reciproc orice ecuaţie de gradul al U-lea reprezintă l!J conică 
1·eală, imaginară suu degenerată. 

IVlctodele geomP.triei analitice se pot nplica orici'i.rr~i pmhlemP. de f]PO­

metrie, dar aceasta nu înseamnă că orice problemă de geometrie se re­
zolvă simplu pe cale analilică . E:t:islă probleme a căror rezolvare analitică 
diice la culcule lungi şi plictisitoare şi care se re;;!olvă simplu. pc cule 
elenienta1·li.. 

2. Dacă qeometr·ia analitică este creaţia secolului al XVfl-lea, calculul 
vectorial este creaţia secolului al XI X-lea. El a apărut o dată cu lucră­
rile lui Hamil ton (1813) 11i Grassmann (1844). clar felul greoi in care au 
fost scrise rr.ceste l1ic1·ări nu a p1·ilejuit o răspîndit·e a ace.~tP.i noi ramuri 
ele matematici. l\llai tirziii in~il [ucrările . lui Maxwell (1831-1879), Gibb~ 
(1881), Heaviside (1894) înf{iţiŞP.ază calcii.!111 vectorial sub formă definitivd, 
c11 notnţii comode şi metode coni;enabile şi tişurează răspîndii'ea lui. 

• R c n c D c s c nr te s (1596-1650) matemM.îrîRn, fi­
zician şi fi lozof francn. Opera principală: Discours de !a 
melhode (I G3î). 
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Multe probleme de geomet1·ie se tratează simplu cu ajutorul calculu­
lui vectorial, dar , ·ca şi în cazul geometriei analitice, nu 01·ice problemă. 
ln special este de subliniat fapt1il că relaţiile vecturiale sînt valabile si 
in plan şi în spaţiu şi de uic:i se put găsi uneori !]P.neralizări interesant~, 
in .<;paţi1l, a un01' pmbleme de geometrie plană. 

3. Calctilu l ver,torial poate servi şi la prezentarea geomelriei anaii­
tice sub altă formă declt cea tradiţională. O astfel de prezentare se face 
şi în acest munu,ut, cu prer.:izu.rnu. că elcnnentcle de ('alcnl vectorial (algebra 
v eL·toriall1) sînt reduse la strir.t11.l necesar şi numai la i.;ectori în acelasi 
plan, atît cit este necesar pentru geometria analitică de dalia a XI-a. · 

Pe lingă avanta,iele evidente pe care !e aii şi geomP.t1·ia analitică şi 
calculul vectorial, irelntie să spunem că e.ristă şi tinele inconveniente . 
Cel mai important ni se pare a fi faptul că atît qeometria analitică cil si 
calcnlnl vectorial ne duc la 1·ezultatele unor pro/Jlerne, datoritl1 unar 
ca!cule speci.fice .fiecăreia din ele, dar de fapt rămîn ascnnse proprietăţile 
geometrice cai e duc la acele rezultate. 

Autorul 

• 

• 
INTRODUCERE 

• 
MĂRIMI SCALARE. MĂRIMI VECTORIALE. 
SCALARI, VECTORI 

. 1. Nu~iunea de mărime este familiară oricărui elev. 'clin clasele ante­
l'ioare, fie ele La lecţiile <le m:.l'cernalici, f ie de la cele de fizică . 

Cînd se vorbefitc de măsurarea unei mărimi se ştie că se presupune 
că &-ci ales o ·unitate de măsură, aceasta fiind o mărime de act;?laşi fel cu 
cca ca~·c se măt.:oarii. 

Este binP 1n să să p rcciziim cii pu::;ibilit.alea de a mă~ura o mărime 
cere, din punct · ele veder e matematic, un ele r.oncliţii , şi anume: 

- Trebuie să ştim ce se înţelege prin mărimi egale şi neegale şi prin 
mi\:·i:-n<' a sumei a două mărimi. 

- Trebuie să Admitem cii orice miirime i;e pou.le împărţi într-un 
număr de pq1·ţi egale şi că este satisfăcută 11.J:ioma lui Arhimecll', a nume 
d\ fiind date două mărimi, există un multiplu al celei mai mici, care 
depăşeşte pc cen mai rn are. 

2. In viaţa de toate 7.ilcle, în ştiinţă şi în t ehnicii se întîlncsc mărimi 
care sînt perfect caracte rizate printr-un singur număr: rezultatul măsu-
i·i'itarii. • 

Astfel dacă cineva ne informează . că a cumpărat 2 kg de făină sau 
că a luc1·at t imp clc :i orc, nu m::ii este nevoie de nltil lămurire asupra 
mărimilor respective*. · 

J\stfcl ue mărimi ca timpu l, temperatura, volumul. suprafaţa, clensi­
ta':ea, energin etc. care i;înl periecl car:ad eri;:aLe prinlr-un număr (pozi ­
tiv sau negativ), se numesc mlfrim i, sr.nl.rr:rp. 

)!umărul care arată măsura mărimii respective îl vom numi scalar. 
Numerele ubslracte intră şi ele î n categoria de scala:·i . 
3. Există însi\ mfl1·imi pentru a căror caracterizare nu mai estP rlP­

ajuns să cunoaştem măsura lor , ci t r ebu ie să ştim direc~ia şi sensul în care 

• "Accnsl:.c::'l. nu însea1un~ c~t m::lrimi lc respective nu pot 
fl pr ivite şl dln ulle puncte de veden~, de exemplu al cali­
tăţii etc. 
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ele acţionează. Astfel dar;ă asupra unui corp acţ~o­
ncaz1i o for ţă, trebuie oă 9tim în ce direcţie ş\ în 
ce sens acţionează forţa , pentl'u ca să ştim cum 
se va deplasa corpul. 

Alte mărimi pentr u a . căror caracter izare tre­
buie să cunoa!?tem , pe lingă măsura lor, direcţia 
şi sensul, sînt: transl aţiile, vitezele, accelera · 
\iile etc. Toate acestea 8e numesc mărimi vecto-

Fig. 1. r i alP. şi sînt caracter i?.ate prih tr ei ele111Pn tc: unul 
aritmetic, numărul care arată 111ă8ura lui cu uni­

tatea aleasă şi pe care il vom numi intensitatea sau modulul măl'imii 
vectoriale şi două elemente geomettice, direcţia, ·şi sensul. 

Pentru reprezeutarea unor 'astfel de mărimi' s-a ales segmentul 
orientat. Lungimea segmentului, la o scară aleasă, reprezintă măsura 
(intensitatea, modulul) mărimii ve<:toriale, dreapta pe care este aşezat 
segmentul (d reapta- suport) reprezintă direcţia pe care acţionează mări­
mea vectorială, iar ~ensul eoLe indicat printr-o săgeată aşe~ată la ex~re­
mltatea segmentului (fig. l ). 

Un astfel de segment care are indicat sensul printr-o săgeată, se 
numeşte vector. Ca orice segment orientat, vect orul are o origine 'li o 
€XtremitaLe. ' 

Noluţiiie folosite pentru vectori diferă însă de la un atitor la altul. 
Cele mai obişnuite sînt următoarde: , 

1) Dacă vectorul este dat prin două puncte (originea şi e:i;:tremitatea 
sa), atunci se notează (fig . 1) 

AB sau AB. 

Prima notaţie are dezavantajul că mulţi not,ează în acest fel segmen­
tele (cil iar neorien late), pentru a le deooebi de dreapta AR. 

2) Docă vectorul este daţ 'p rintr-o singură literă, atunci se scrie 

a sau a şi, mai rar , a (literă grasă) . 

Lungimea segmentului reprezintă la scara aleasă mărimea, _!11,tcn­

sitatea sau modtlltll vectornlui şi se notează fABj, IABI sau ral, Jal sau 
simplu a. 

In acest manual vom folosi următoai~elc notaţii: 
Dacă vectorul este dat prin orig inea sa (A, M etc.) :şi extremita-

tea (B, N etc.) vom scrie rIB, iWN, adică vom pune săgeata deasupra. 
- Dacă vectonil se dă print1·-o singură literă, a tunt.:i vom nota a, 

ii., v etc„ iar modu lul îl vom nota cu aceeaşi li teră, fără barlt deci a u v 
ofară de cazul cînd va fi nevoie să se atragi\ ntenţia în mod special ~supr~ 
modulului 7i atunci se va folosi lal, lui etc. 

. 4. Clasi.ficarea vectorilor. Reprezentarea vectorilor prin segmente 
orientate a fost luală din mecanică, unde forţele erau de mult reprezen­
tate prin vectori. Chiar numrlc rlc- vPrtor arată acest lucru, deoarece vine 
de la verbul latjn 1•Pho-vehere=a purta, a trage, a mîna, deci ~ referă 
la acţiunea unei forţe. 

!NTnoDUCE!lE 7 

. Matematicile au luat însâ din toate ramur ile de ştiin ţă mărimile vec­
toriale şi priiitr- un proces de abstractizare au creat calculul vectorial, ele 
care apoi se serve7te fiecare domeniu de :;; tiinţft suu teltni<.:ă, acolo unde 
are nevoie. · ' -

Observîndu-s'e cu atenţie diferitele mărimi vectoriale, s-a ajuns la 
urmălourca clasificare a ve:.:wri lor: 

- Vectori leg(Lţi, car e au originea într-u n punct unumit, fix sau mo­
bil, punctul de aplicaţie al vectorului. Astfel forţele car e acţionează as11pra 
unui punct fix A. au (lLlf!clul de aplicaţie in A , viteza unu i punct mo­
bil M este repr ezentatU printr-un vector cu punctul de aplicaţie în NI, 
mobil. 

- Vecto1·i altinecători, care se pot deplasa de-a lungul u nei drepte, 
acţiunea lor 1·ăminiml acee"l-'ii· Punctul lor ele aplicaţie (originea vecto­
rului) pootc fi oriunde pc cl reapta-s11port. Ca exemplu se poa te <..la · fori,.a 
care acţionează asupra· unui solid necle formabil. al cărei efect (mişcnrca) 
este acelaşi oriunde ar fi puuctul ele aplicaţie p e linia ele acţiune a fo"\Pi. 

- Vectori liberi mr<' pot avea or ig inea în o rice punct al spaţiului, 
clar păstrează mărimea (m odulu]). di recţia şi sensllL 

Ca exemplu vom da vectorul care defineşte o translaţie. 
Fie v acest vector. Toate pun ctele M; ale unei fi[(ur i F a jung în IW şi 

formează o nouă figură F', asLfel că toţi vectorii [l.~1; sînt egali inlre ei 
~i eg01li cu vectorul v, dar au originea în diferitele puncte M„ unde .M,E Sf. 

* ' 
5. Partea îl in calc11l11l vectorial cai::e se qcupii cu operaţiile a8upra vec­

torilor se numeşte alg,~bra vectorialft. .Algebra vectorială are în vcdf're 
în primu l rînd operaţiile asupra vectorilor. liberi. Pentru celel alte cate­
gorii de vectol'i proprietilţile :)Î opern~iile -8e dedut.: clin cele ale vectorilor 
liberi, ţinînd seama de condiţiile suplimenta.re impuse. 

In acest manual voi11 începe prin a studia vectorii situaţi pe o dreaptă 
şi numai după aceea vom trece la vectori in plan. 

„ . 



CAPITOLUL I 

VECTORI PE O DREAPTĂ 

(A) 

A fj 

Fig. 2. 

1. Vectori pe o dreaptă . ·Din mulţimea vectorilor situaţi pc o dreaptă. 
(d), unul oarecare poate fi dat fie prin originea sa A şi extremitatea B, 

deci AB, fie printr-o singmă literă u (f ig. 2). , 
Dacă originea A este fixă, utum:i avem de-a face cu un vector legat; 

ducii orig inPa A poate fi oriunde pe dreaptil , dar mărimea şi sensul sînt 
date, atunci avem un vector qlunecător. Alte posibilit.ăţi nu mai sînt. 
P rin urmare · pe. o t.lreaplă nu pu lem avea decît vectori leqaţi şi vector i 
alunecături. 

Modi.llul . v~ctontlui (mărimea, in tensitatea vectorului) ne dă măsura 
mărimii vectoriale pe care o rep1·ezintă, la saara aleasă. Aşa cum am mai 

spus, vom nota modulul vectorului ĂD cu IABJ, iar dacă vectorul csLe daL 
sub forma ii, aţunci mQ(.lul~ s_e. :!.}! nota cu !al sau mai simplu a. 

Doi vectori sin l egali AB= CLJ, dacă au acelaşi modul şi acelaşi sens 
indiferent unde ar fi situaţi p c dreaptă. Dacă veclorii sîn t legaţi, t rebuie 
să aibă şi aceeaşi origine.' ' 

Vectorii AB şi DA au evident acelaşi modul, dar ei ac~~nează_ln 
sensuri contt:are , de aceea îi vom numi vectori opuşi. Rczulliî cil AB= - HA, 

dar 1Th1=1Bfi1 . . 
2. Vectori pe o axă. ;Dacă pe dreapta (~ ) alegem un sem pozitiv 

(indicat prinlr-o săgeată) , o origine (O) ~i o unitate de măsiiră, rl reapta 
(D.) d<'vin<' o nx:'l: axa Ox. Un vecto1· oarecare poate avea acelaşi sens cu 
sensul pozitiv al axei sau sens c;ontrar . Vom conveni să numim coordo­
nata unui vector , modulul vectorului cu semnul (+ ) sau (-) după cum 
vedorul are sensul axei sau sensul<contrar. Prin urmare dacă notăm cu X 
această coordonat.ă, atunci 

X-±1~1. (l!) 

. . 
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B f 

Fie. 3. 

tori esl,e vectorul AR (fig. 3, b) care 
şi cxt1·<>mitatea E a ultimului vector. 

CAPL~'OL1.:L l 

Coordonata unui vector este in­
dependentă de punctul de aplicaţie 
al vectorului, prin urmare ca carac­
t.erizeazll un VP.ctnr altmecăior. 

3. Aduna1;ea vectorilor. V!:!clorii 
situaţi pe o drnaptă fiind segmente 
orientate, adunarea lor se face la fel 
cii nd unarea segmentelor orientate. 
Fie de pildă de adunat vector ii a, o, 
c; ii, da fi în figura 3, a şi presupuşi 
pe o aceeaşi ~reaptă (t!.). Se aşază 

vectm·ul li=AB pe dreapta (.1), apoi 

în continuare vector~! O=BC~ de 

acelaşi sens; vectornl c=CD este de 

sen~ contrar, iar a=DE de acelaşi 
sens cu a. S uma celor patru vec­
are orig inea în A (a primul ui vector) 

In mod asemănător se face suma unui număr oareca1·e de vectori. 
Re7.ultă următoarea regulă generală: 

Pentni a aduna mai mulţi vectori a1, a.J, . . . , a„ situaţi pe aceeaşi 

d1·Mptă ( 1l) se ia un pu net arbitrar A 0 şi se aŞ,ază vectorul A-;;A 1 = a1, apoi 
al cloilea vector se aşazc'i c:u originea în extre1nitatea primului vector, deci 

A1A2-a2 etc., f iecarn vec:tur cu ~ensul sifu, pînă se aşază ultimu! vector 

~. ~ a„. Suma vectorilor daţi este vectorul A.;;Â n cai·e are ca origiM, 
o,-iginea primului vector şi ca extremitate, extrem itatea ~tltimulu.i vector. 

Dacă notăm cu s vectorul sumă, a tunci se scrie -s - â1 +ii?,+ .. . +a..=AoA„. (2) 

Vectorul sw11ă :;e mai numeşte şi vecto; _rezultant. 
După cum :;e vede, adunarea 

1
vectorilor pe o dreaptă este o adunare 

algebrică, deci păstrează proprietăţile sumei algebrice, în particular: 
a) este comutativă, b) este asociativă. 

Sensul vectorului sumă se ue<luce astfel : se face suma modulelor 
vectO!'ilor <le un sens şi suma moclul~lo1' vectorilor de sens contrar; vec­
torul sumă nrc sensu l vectorilor care au suma :nodulelor mai mare. 

Dacă suma vectorilor de un sens este egală cu suma vectorilor <ie 
sens contrar, vectorul rezullant (sumă) este nul. Vect01·nl nul nu are 
sensul preci:.::at. 

In <.:uzul cînd mai mul ţi vector i legaţi cm acelaşi ptlnct de aplicaţie, 
a dunarea se face ca la vectorii alunecători , dar rezullant,a are originea 
în punctul comun de aplicaţie al veclor ilor componenţi. 

4. Adu.narna vectorilor cind se cunosc coordonatele lor. 
1
F'iind vorba 

de coordonatele vectorilor, d_rcapta pe care se găsesc ei este organizată ca 
axă: axa Ox. 

/ 

11 

Penl!'u a scurta scrierea vom folosi notaţia a .(X) sau Al:J (X) ar~Ll.nu 

prin aceasta ca vectorul a sau ÂB are coordonata X. 
Fie deci vectorii a:1 (X1) , a2 (X 2), ... , a„ (X„). Din felul în care s-a 

făcut opera~ia geome·Lrit:ă de adunare rezultă că se adună 01ări m il <;- vecto­
r ilor, ţinînd s<'am a de sensul lor. Insă coordonatele vectorilor sint tocmai 
aceste mădmi, pozitive sau ne;gative, clupă cum au sensul pozitiv al axei 
sau sensul negat.iv. Prin u rm are v~ctorul sumă s (X) va avea drept coor-
tl onată suma coordonatelor vef'torilo~ daţi , adică _ 

,, 
X= x1 +x2 + ... +x„- Lx,. (3) 

i -1 

F, x: e m p lu . Sii se far.ă snm a vectoi·ilor a (5), b(-3), c (~6). Suma 
vectorilor este vectorul s (X), care are X - 5+(-3)+(-6)--4, deci 
orientat in sensul negativ al axei, avîud mărimea de 4 unităţi. 

5. Helaţia dinlre modulul sumei şi su11w modulelor. Din ff'lul în care 
se face adunarea vec toriloi· pe o dreaptă rezultă că modulul (mărimea) 
vectorului sumă poate fi egală cu suma modulelor vectorilor componen~j , 
numai în cazul cînd aceştia au acelaş i ~en~. Dacă însii unii vectori au un 
sens şi alţii sens contrar , a tunci totdea11na vectorul sumă are m(>dulul 
mai mic decit suma modulelor vecto rilor componenţi. Se scrie acest lucru 
sub forma 

(4) 
sau 

6. Scăderea vectorilor. Prin definiţie a scădea un vector 
1
din altul 

înseamnă : 

a ) a glisi un al tr P.ilea vector, ca1·e adunat c tt vectorul scăzător să ne 
dea vectorul descăzut, sau -

b ) ci găsi un al treilea vector · cure este suma dintre vectorul descăzut 
şi vectorul scăzător luat cu semn (sens) contrar. 

P r in urmare operaţia de scădC'rc a- o= c poate fi privită în două 
feluri : 

a) a - E+C. sau b) a+(--b)=c. 

Să facem efectiv scăderea tn două cazuri. 

r:awl I la!> !OI-

I„. !ai> Io!. In f~ra 4 avem ast'fel de ver.tori. Luăm pe dreapta (A) 

vectorii OA =a şi OH =Yi. Se ubscryă imedi at că ™=ăD+BA., adică 
a- li +BA, prin ur~na.re veclornl diferenţă este BA. Dacă cei doi vedori 
s~ iau cu aceeaşi origine O, atun<'i relaţia la care se a ju nge este 

GA.-8B- .BA. (5) 



12 

â 

(} (/ A {i!J) 

F'Sg. 4. 

o (} " 
Fi&', 5. 

(,tj) 

IJ A 

~. 6. 

CAPITOLUL l 

h. Dacă ne referim la al· doilea fel 
de a Iace __.::.c5.drren, atunci luăm (fig. 5) 

vedorii O/\ =a şi AC=-o şi îi adu­

nă1.::i vectorul rezultant este · OA + AC= 
=oe, dar este foar te clar că oc =BA 
din figura 4, numai că ate ol"iginea in 
O, în loc de B. , 

Caznl II lal < lol. 

Un astfel de exern(l)U avem în fi­

gura 6. ~că luăm pe d reapta (t.'i) OA = 
=a şi OB=o, ::;(:! observfi imediat că 

OA=OB+DA, deci ajungem tot la re­
laţia (5) 

OÂ- oo="iM. 
Al doilea fel de u foce sai'\derea .111 

aces t exemplu, îl lăsăm pe sear'na elevi:.. 
lor. Desigur mai cxi:iti'i şi alte căzuri de 
exemplu vectorii a Şi b sI:r:il de sen~uri 
cont~·are etc., dar nu rste nevoie să le 
considerăm pe toate, deo,arec.-e i;căderf'a 
se. re~uce. la. o adunare şi fo rmula (5) 
este valabi lă m toate cazur ile. , . 

_ Regula care rezultă din (5) este =-
ma toarea: · 
· Dacă ad-ucem cei doi vectori -care 
se scad să aibă originea c.;omunl!., atunci 
vectorul diferenţă are originea în ex­
t;emitate.a vectorului scăzător ,~i extre­
mitaiea m extremitatea vectorului de­
scăzv.t. 

Relaţia (5) scrisă invers · 

(6) 

are o interpr<'tnre in teresanţă, fpar le 
d~s fol~sită, anume: orice vec.;tor p,oate 
fi socotit cn diferenţa a doi vectori carn 
au o origine comună ( oarecnrP ), ·aescă­
~Lfnil avînd extremitatea în extremita­
tcia v ectoru lui dat (A) şi scăzătorul. avînd 
extremitatea în originea vectorului dat 
(B). 

f 

. , 

VECTORI PE O DREAP 'I' Â 

Deoarece originea comună a celor doi vectori poate fi oarecare, des­
compunerea unui vector î ntr-o diferenţă de vectori se poate face în tr-o 
infinitate de feluri : 

MN=AN-_;;j1 ~ 00-BM=· ... (6') 

7. lnmulţirea unui vector cu un număr real. Dacă adunăm n vecLori 
egali, a fiind unul d in tre ei , este evident că obţinem un vector o de ace­
laşi sens cu a, iar lol= nlal . 

·se scrie astfel 
o=na. (7) 

1 
Redproc, o egal itate de forma (7) arată că vectorul 5 este de acela.şi 

sens cu a, dar are modulu l de n ori ma i mare, adică 

lol =nlai sau b~na. (7') 

· O egali late de forma 
(8) 

arată eă vectorul o1 este opusul lu i o=na, deci lb11 =nlal, dar are sens 
contrar lui n, deci şi lui a. 

, Să presupunem acum că vectorul E e~Le de q ori mai mic decît vec­
torul â. Atunci a este de q od mai mare decît o şi după cum cei doi vec­
tori au aceeaşi orien tar e sau o_rientare contrară, se poate scrie 

de unde rezultă 
a=±qo, 

'5 ~ + ...!... â. 
- q 

(9) 

(9' ) 

Relaţia între module este evident U= .!.. a, care arc.tă că vectorul o 
q .-

este de q ori mai m ic dccît a. 
,Acum este uşor de înţeles semnificaţi a_ relaţiei 

o=±E.a (p, qEN, mulţimea numerelor naturale), 
q . 

(10) 

anume: fi este vectorul cu aceeaşi orien t11re a, dacă ~e ia semnul ( + ) sau 
de orientare contrară, dacă se ia semnul (;__) şi ar e ca mărime de p 01·i 

vectorul 1 a- ~ . Relaţia în tre module este evident . 
q Q, 

Joi ~ E.. lal sau b - E. a. 
q ' q 

Cu această pregătire pu tem spune ce înţeles 'arc rela~i a - . 
b '- mă unde mE Q (mulţimea Î1L\merelor raţionale) . (11) 

Să ·precizăm 
· 1) Dacă m > O vectorul E a re acelasi sens cu a. 

2)° Dacă' rn < O vecLornf l) este de sens co'nLTar cu Ci • 
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3) Intre modulele celor doi vectori există relaţia 

ilJI - !ml· la! sau b = !mia. 
Din cele expuse pînă aici se desprinde următorul rezultat: 

Pl'Odusul dintre un număr raţional m şi un veetor a reprezintă tm 
ult vectOT n, pe aceeaşi axă, al cărui modul esie u = Im\· a şi care are 
acelaşi sens satt sens contrar cu d , după C1Lm m este pozitiv sau negatii>. 

Dacă m~o, o este vectorul nul, cu sensul nedefinit. 
Să vedem acum ce reprezintă produsul etil,' unde a este un număr 

ir::iţional şi a un vector. . ' 
Pentrll acea~ta ,q/'i reamintim clin analiză .că · orice număr iraţional u 

poate fi definit cu ajutorul mulţimii { Q} a nl.)merelor raţionale, în anumite 
moduri. De exemplu a poate fi definit ca li_rnită a tfnui şir de numere 
rnţionale (exemplu clasic : definirea luiV°2). . 

F.~tc cvirlcn t însă că se poat e stabili n corespondenţă biunivocă între 
mulţimea numerelor m raţionale, mE{ O}, Şi mulţimea vectorilor ma. 
Atunci limitei a a şirului de numere raţionale- ii va corespunde limita aa 
a ş i rnlui de vedori corespunzători şirului de ·numere. 

Putem ~<'r i P deci 
o=aa, (12) 

unde fi este un vertor rlc accln~ i ~cns snu r]r sens contrar · cu a, după cum 
semnul l ui a este ( +) sau (-) şi care are ca modul 

o=[nl ·lal sau u=la\·a. (12') 

Rezu ltă că mărimea vedor ului o eoLe incomensurabilă cu ml\rim en 
vectorulu i li. 

. t l'ingînd la un loc rezultatele •de pînă acum şi reamintind că orice 
număr real k este Lm scalar, a jungem la următoarea concluzie: 

Produsul clint re un vector a şi !fn scai.ar k este un alt vector n = ka 
care are sensul lui. a, prmt11l k> O, are sens contrar C11 a pentru Ic< O .~i are 
ca m odul b= [I;; [ ·a. 

Proprietă ~ile Ltrmătoare sînt evidente, în baza stud iului· făcut mai 
înainte : 

1) miL . am (rn real) , 

2) m(na) = n(ma) = mnli 
3) (m+n)ii - mâ-1-nll 

înmulţirea unui \~ector cu un scala1· este comu­
tativă ; 

înmulţirea es.t~ aso<'intivil ; 
înmulţirea este dis tributivă faţă de adunarea sca­
larilor; 
înmulţirea este distributivi! fată de adunarea vco­
torilor. 

8. Tmµăr~irca unui vector cu un scalar k se reduce la înmulţirea vec-

1 . l ;; I -
toru u1 cu k ' adică k = k a. 
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!l. Versorul (vecforul unitar). FUnd dat un veclor a, dacă se ia vec­
torul ao, de modu l 1, de acela~i sens cu â, acesta se numeştP. versorul sau 
vectorul unitar al lui a. 'Este clar că vectorul a este de a ori mai mare 
dccît 1t0, deci se poate scrie, po~rivit relali ei (11) sau (1 2) 

a=aa0 sau â- lâ l·iio 
din unde 'rezultă expresip versorului 

iio = !!... sau 
a 

(13) 

(13') 

Dacă pentru mai mulţi vectori, situaţi p r acel'rişi rirenptă, se adoptă 
aceeaşi unitate de măsură, atunci toţi aceşti vectori se pot exprima cu 
versorul corespunzător unui vector, dar trebuie avut grijă ca vectorii de 
sens contrar să aibă expr imarea corP.spunzătoarc, <le exemplu dacă CZ1 
este un astfel de vector, să se scr ie ci1 = - a1âo. 

10. Ve~·;;orui pe u u.xă. In cazul unei axe, unitatea de măsură este 
fixată, deci toţi vectorii rlc pe acea axă vor fi măsuraţi, in modul, cu 
aceeaşi unitate. Vectorul unitar (versorul) se alege cu acelaşi sens ca şi 

axa Oa; si se notează ou - 1, astfel că 1001=Iii =1 (fig. 7). ~ 
Ori~e veclor 1i ue ~ axa Ox se poate exprima cu a jutorul vcrsorulni i, 

şi anume 
a = al dacă ii are sensul axei Ox şi 

a= - ai dacă â are sens negativ pe axa O.t:. 
Dar modulul a al vectorµ lui a, lu at cu semnul ' core~pun~ălur orien­

t•·ii vectorului es te coorclonata sa X. P1·in ltrmar e se poate scrie 

(14) 

Dacă p e axă considerăm ma i mulţi vector i ă.i (X1 ), a2(X~) , . . „ a.(X. ), 
atunci , .... 

a1 - X Li, a:2 ~X2i, . , ., iin=X„i. 

Potr ivit celor spuse la însumarea vectorilor' (§ 4) situaţi pe o axă, vec­
torul sumă s va avea ca expresie 

s-a1 +a2+ . .. +a„ = (X1 +x2 + . .. +X.)l sau 
1

5 = ('22 x, )r. 
k-L · 

(15) 

Vectorul sum11 (sau vectorul rezultant) ·se obţine deci înmulţind ver­
i;orul i cu suma coordonatelor vectori lor. 

· f 

" ii 
I 

'I 
Fi11. 7. 
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, § METRIA PE O DREAPTA l 
t 1. Dacă ne ucupăm numai de elem entele geome Lrice aşe:zale pe 

aceeaşi dreaptă (puncte şi segmente), Re z ice că facem geometric p c u , 
dreaptă. P entru fixarea poziţiei dife1~itelor puncte v?m al~g7 ca s1st_er:i de 
referinţă o axă care are ca i;upor t chiar d reapta da l,ă, de<.:i fixăm origm ea, 
sensul şi u n ita tea de măsură. 

Poziţia unui punct oarecare A de pe axa Ox este în mod unic dctor-

minată de vectorul OA ,..., ;: (fig. 8), care pentru acest motiv se numeşte 
vectorul de poziţie a l punctului A. Vector ul de poziţie al oricărui punct 
de pe mâl are originea in O originea axei şi extremitatea în Pl1!1clul res-
pectiv. Rezultă im ediat că vect orii de poziţie s înt vectnri legaţi. . : 

Dacă se consideră m ai mul l.e Du nete A, B, C, atunci vectoru de poz1ţ1e 

OA. .00, oe se r ot n ora fie cu -r., rb, r"' t ie cu r1, r2, r3, fie cu litere dife­
r ite' a ·o, c etc. Adunar ea şi scăderea vector ilor d~ poziţie se face ca la 
veclo;ii liber i, iar vectorul rezultan t are originea tot în O (Ş 3). 

Vom nota ma i scurt A(T) înţelegînd prin aceast.a că punctul A arc ca. 
vector de . poziţie pe r . 

. fie A(r1) şi B (r2) două puncte pe axa O:r. Relaţia vectorială 

AH- OD-OA se scrie sub for ma (§ 6) 

AR=r2- r1 (IG) 
oricare ar f i poziţiile punctelor A , B pe axă. Relaţia (16) o vom numi rela-
ţia lui Chasles. · 

12. Teorem a lu i Chagles*. Fiind <late n puncte pe o dreaptă A 1, 

-'12, .. „ A „ , există relaţia 

~+M+ . „ +An.:.1An+ M = O. (17) 
Pen tru demon~traţic să scriem fiecare vector exprimat cu vector ii de 

po?. iţ ic r1, r2 , .• • , r„: 

. 
I 

(} ' 
Fig. 8. 

--A1A2 = r2-T1 

A2A3 ~_r3-T2 

ii;4;, =r4-r3 

-An-1A n=Î'u-Tu- l -A„A1=r1- rn 

,( ' 

* C ha s I c s M i c h e I ( citeşte Şal) , geomet ru francez 
(1793-1880) care a in trodus in m od sistematic p rincipiul sem­
nelor în geometria sintetică . 

Dacă se adună aceste egalităţi se obţine relaţia (17), deoarece în par­
tea a doua toţi termenii se reduc. 

In particular pentru trei puncte A, IJ, C relaţia se scrie 

(17') 

Ob se r v a r e. De fapt vectorii pe o dreaptă sîn t segmente orientate 
pe acea dreaptă, as lfol că (17) reprnintă relaţia intre segmentele orien­
ta Le corespunzătoare. 

13. Ah.~cisa unui ptLnct de pe axă. Co~donata vectorului de poziţie 

a un ui punct A, ad icA mărimea vectorului OA =r, luată cu semnul ei (§ 2) 
se numeşte Abscisa punct ului A şi se notea~ă cu x, a, fJ etc. Prin . urm are 
abscisa un ui punct A este măsura distanţeLOll, cu sem'nul (+) sau (- ), 
după cum punctul A se află pe semiaxa pozitivă sau pe sem iaxa negativă. 
Notati a A(:r) înse11mnă: punctul A de abscisă x . 

Dacă i es te ver.qorul pe axa Ox, a tun'ei vectorul de poziţie r al punctu­
lui A se scrie sub :for ma 

r-ix. (18) 

Suma vectorilor de poziţie a p unctelor A1, A 2, • • „ A n este 

s=rt+1'2+ ... +r„=ix1+~+ ... +ixn=i (I >k). (19) 
~ ~ k- 1 

14. C~donata u nu i v ector dat prin originea şi extremitatea sa. F ie 

vectorul AR(X) , dat prin pu nct.ele A (x L) şi B(x 2). Avem pe de o pa r t.e 

AH='iX, iar pe de alt.1 parte 

A B = r2-r1 =i.X2-~l\ -i(:r2-X.1 ). (20) 
. . --+ 

Din compararea celor două expreilii ale lu i 1l B rezultă 

X =X2-x1 sau A.B-x2-X1. (2 1) 

Coordonata unui vector arată milr imca şt sens ul. vectorului faţă de axă, 
deci x1- x 1 va arăta de ase menea mi'irimea şi sensul segmentului AB Ia~ă 
de axă, după cum x.2-J:1> 0 (sens pozi tiv) sau x2- x1 < O (sens negafiv) . 

15. Distanţa în t re două puncte pe ax ii . F'ie .4.(x1 ), B(x~) cele douii 
puncte. Din (2 1) rezultă imediat di~t.'lri ţa AB, care se va lua în valoare 
absol u 1,ă, deci 

(22) 

O b s e r văr i. 1) Să subliniem încă o rlată că diferen ţa x2-x1 luată 
în valoare ab~olută dă distan ţa AB, dar dacâ se ia cu semn cu Lut, 

'a Lunci dă mărimea şi orientarea segmentului AB. 
2) Distanţa d intre punctele A (x i) şi B(x2) se poate ~c:rie şi sub forma 

radicalul fiind aritmetic~ 
d = v <x 2- :i:i.>2 (22') 

.2 - Ccomctne llWllilici el. XI. 
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Ex e m p le. Sil se ufle distanţele dintre perechile de puncte: 

1) A(3), B(- 2); 2) C(-4), D(2); 3) D(-5), E(-8). 

/\vern 

1) AB= [-'-2-31- 5: 2) CD= [2 - (-4)J =n:_ D1<:= l- 8- (- 5) [ =3. 

16. A bscisa punctului cure . împarte un seg~nt î~tr-un rapori dat. 
Consider<im segmentul AR definit de punctele A(r1), B(r2) şi punctul .'VI(iJ) 
care împarte segmentu l dat în rapor tt)l 

MA =k. 
Mll 

SocolimJ segmentele orient ate, rez1;1ltă: 

(23) 

a) dacli MEAB atunci k<O, rlcoarece M'A, MB au sensuri diferite: 
b) dacă M este exterior segmentului AB, atunci k>O, segmentele 

MA, MH avîncl aceeaşi orientare: 
c) dacă M=:A, atunci k=O: 
d) dacă M - , B, atunci k--->co . 
Din (2:l) se deduce MA=k MiJ sau s<:risă vectorial · 

(24) 

Intr oducind vectorii de poziţie se obţine r1-r .;Jc(r2-r) .din care se 
deduce 

(25) 

rela ţie care dă vectorul de poziţ ie al punctului 1\f în fllncţle ele vectorii 
de pm~ iţie ai punctelor A, B, precum şi de raportul k . 

Dacă exrrimăm vectorii cu ajutorul absciselor punctelor A(.r.1), B(x:i) , 
M(x) atunci (25) devine 

ix= i ~,,.-- k:t„ 
1 -k 

care ne dd rela\ia dintre absei.qe, anume 

x=x, -· kx,, -
1-k 

Aceasta este formula care dă abscisa punctul ui M, care împarte seg­
mentul AB în rnporlul k. 

în par ticular mijlocul unui segment împart" segmentul în raportul 
MA 

=-l, deci k=-l. Abscisa mijlocutui segmentului este 
MB 

X = x,-1-x,, 
ll 

(27) 

Se ştie din geometria elementară că există două puncte care împart 
un segment în acelaş i raport: unul interior, altul exterior segment1ilni. 
Dacă se consideră segmentele orientate', atunci cele două rap•Jarte sînt de 

\ 
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semne contrare, iar cele două puncte M, l')i se numesc conjugate armonic 
faţă de A şi B. Din cele spuse alct r.ezultă că abscis11 punctului N, con­
jugatul lui M faţă de A şi B se deduce u in (26) înlocuind pe Ic p r in (- k) , 
deci 

x'= ~· + kx,, . 
I + k 

(28) 

Conj 11gatul armonic al mi jlocului unui segment se obţine din (26) fi\­
cînd 1>~ 1, deci x-rm sau x - oo, adicil est"' punctul de la infinit al drep-
tei pe- care este situat segmentul. , 

17. Diviziu ne arynonică. Dacă punctele C , D sint conjugate armonic 
faţă de A, B se ştie că reciproc A, B sînt conjugate armonic faţă de C, D. 
Configuraţia de puncte A, B, C, D se numeşte di?Jizinne armonică. 

Relaţia care leagă între ele abscisele a patru puncte care formează 
o diviziune armonică A(x i), B(x2) , C(x' ), D(.r") se găseşte uşor, deoarece 
trebuie, să avem 

CA = _DA C:A + DA _O 
GB, Dn sau C:lJ DB - • 

Scriind segmentele' <'lrienLate cu a jutorul absciselor punctr?lor (Ş 11). 
relaţin geometrică devine 

xJ -x' + x1 -x" 
' --,,-=O x,-x :r, -x 

nire se poate pune sub forma 

2(x1x 2 + x'x")- (x1 + x 2)(x'+x'') - O. (29) 
r _,. . 

Simetria acestei relaţii arată că pum:lele. A. şi B sînt la rîndul lor 
conjugate faţă de C şi D, cilci dacă schimbăm rolurile celor două p erechi 
de puncte, adică înlocuim pe X1, X2 CU X', Xn :,;i pc X', .T." CU X1, X2 relaţia 
(29) n~ sc schimbi\. 

Cazu„i part iculare. 1) Dacă alegem ori ginea în punctul D, atunci :r."=0 şi 
relatia (20) se scr ie sub forma 

(30) 

Abscisa x' care verifică rclatiR (3U) se numeşte m2dia a1'1ncnic/1 a absciselor 
X1, .'?:2. 

2) Dacă alegem originea în mijl ocul Regmcntului CD , atunci x'+x"~o, de<!i 
x"=-x' şi rclntiA (?.6) devine 

(31) 

adicii abscisa x' este media aecnn.ctrică (proµorţ!onală) a cclorlal fR el ou ii. 
Apiica~i.i. 1. S/1 se· determtn.e punctul M pe axa Ox, astfel ca f iin<l da.te pun"" 

tele A, B, C sii U'VGm rotaţia vectoi·ială 

l\.ZA+nffi4 .,\i'C·=o. 
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Suriind Vt!Cl..orli cu vecloJ.'ij de poziţie avem 

<;.;-rj+<r:r-;J+<~;-r>-o care dă , 

-;, +-;, +-;. ' 
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deci vectorul de poziţie al punctului M este media aritmetică a vectorilor de po7.iţie 
ai punctelor 11, B, C. · 

. Se deduce imediat că relaţia d intre abscise.este 

x = x,+:r,+:i:,' 
3 

adică abscisa lui M este media absciselor lui A, B., C. Generalizarea pentru n punct.e 
este Imediată 

z. se dau vectorii "ii< - 3), bf5), 'CC-6). Să se determine vectorii 8-a+li+"C; 
d=~t-b-C. 

s - <-3+5-6)i'- - -ii. deci ; (-4). 

d;.,,(- 3+5+6)Î=3i, deci d(8). 

3. Se dau pe o axă punctele A(a) şi B(b). apoi S« împarte segmentul .iui"ţn tr~ 
pilrţi P.Oale. Să se afle abscisele punctelor de diviziune. 

Fje, de la A către B, M şi N punctele de diviziun e cu abscisele m ş i n. Avem 

Atunci 

MA 1 
--=-- şi 
MR 2 

„ + _!_b 
2 

,n= ---
1 + _!_ 

2 

. 2a + b 
= --3- ; 

NA 2 
-=--· 
NB 1 

a+zb "'+2b n=--- = -
1 -1- 2 8 

4. Se dau pe o axă p11nctele A(-2), B(6) şi se cere să se determine abscisele 
c;utrcmităţiZur se11mentului CD=8, ştii11d că dacă M, N sî11t respectiv mijloacele seţt -
mentelor AB şi CD, avem MN=12. . 

-2+6 -
Notăm cum ş; n abscisele lui M şi N. Avem m= --

2
- - 2, apoi l\2N - n-m- 12, 

de und" n=14. Mai depar te CN=4 şi N IJ=4, deci n-c=4 şi d-n.=4, care ·ctau 
c=n-4-10, d~n+1-18. Capetele segmentului stnt C(lO) şi D(13). 

5. Piind date punctele A, H, C pe o axă, sii se determi.ne ab scisa unui punct M 
astfel ca să avem relaţia 

MA.. MB-I-MB . M'C-1-MC. MÂ=o. 
Exi•tii totdea11na ,qoluţii? 
Notăm cu a, b, c abscisele punctelor A, B, C şi cu x abscisa Juj M. Scriind 

d!rect coordonatele \•cctorilor cu a jutorul a bsciselor [relaţia (21)] a jungem la ecu;:..;la 

(a-<i:)(b--x)+ Cb-x)(c-x)+Cc-x){a-x)=O sau 

3x'-2(u-!-b+clx-!-ab-l-bc+ca- O. 
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Se obţin douâ valori pentru x, deci două puncte M şi M'. ' Pentr u a vedea dacă 
avem totdeauna soluţii, calculăm reali:.:antul 

R-4[(a+b+c)2-3(ab+bc+ca)]=2(2a1+2b2+2c2-2ab-2bc-2ca) 

care se poate pune sub forma 

R=2[(a-bJ'+<b-c)2+(c-a)"J> O. 

deoarece este o sumă de pătrate. Ecuaţia are totdeauna rădăcini reale şi problema 
admite loldeauna soluţii. Avem R~O numai dacă ,ci= b-c, caz neinteresant. 

EXERCIŢII ŞI PROBLEME 

\ 

1. Se dau punctele A(-4), ,B(2) şi M(- f). Se cere reprezentarea 

punct.clor pe axă şi valoarea raportului MA , 
MB 

(/2 Fiind date trei puncte A, B, G pe o dreaptă, să se determine un 
al patrulea punct M . astfel î ncît să avem: 

a1 ,i1A +13MB 1- yAic =O 

:r este media ponderată a numerelor "'1· Xz, x3 .] 

3. Fiind date n puncte A1, A 2, .•. , An pe o dreaptă, să se determine 
un punct M diferit de celelalte. astfel ca să avem 

MAi+MA:,i+ ... +MA„ -= O. 

c ~ - ~)+~c~ of. ~ · . [x= x,+x, ~.„ .+xn. ] 
"t ;t ~1. . . d}_ Se dau pe o dreap ă trei puncte A, B, C, de abscise, respectiv a, 

b, ~ . Sa se :letermine abscisa x a unui al patrulea punct D, astfel cn sa 
existe relaţia - - -AB+2BC+3CD+4DA~O. 
Generalizare. 

[x-3a-b-c.] 

5. Intre patru puncte colinia1·e A, B, C, D există relaţia 

AB CD+AC·DB+AD·BC = O 

segmentele fiind orientate. l \{(;._, ,(~ )(lt61. - k'c, ) 
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o. In tre patru puncte colin iar e A, "D, C, D există ·relaţia 

D.42 . RC+1JB2 ·CA +Dc2 · A1l + A B · IJC. L'A= o 

CAPCT OJ,lTT. l 

/. 'X - ..::" I t fi ' segmentele fiind ~icnmtc . ~ c - v (...) 
7. Fiind dnte p c o axii punct ele A, D; C de abscise a, b, c, să se de­

termine abscisa x a punctului M. astfel ca să a ve m 

!\1A1+M.Bt+MC:Z=·3· 0M2_ 

\. ~>( } C ~- ţ: t<e,,,' + ; , + c' ; 

2 (a + b + c ) 

Gener alizare. 
3 r~ - ~/ 

!n Reneral x--.- · ) 
. 2.._ x, 

8. P c o dreaptă orientată se consideră punctele A , B, C de abscise, 
rE'spect:v a. b , c şi se cere să se determine poziţia punctului M, de ab­
scisă x , care verifică rclaţin 

[ x = 2a + 2b + c ± 2 Va' + :• - c• - 3ab + ac + bc _ 

Să se arate că dacă a vem o singw·ă soluiie, puuclul B î1n µa1·te 
se gmentul AC în medic şi cxti·cmă raţie.I 

9. S~ dnu pc o axa punctele 11(3} şi B(9}. Să se găsească abscisele 
punctelor M şi N care împart segmentul AB în rapoartele 

M A " - - =- ;: 
MJJ 

[M(7) SAB; N (- 9}exterlor segmen tului.] 

~Pe un segmen l AB se consideră puncLul M c:ffe îl î mp artf' în 

raportul ii'= -
1 şi punctul N care îl împarte în raportu l k' = - 3. Să se 
4 

ex pr ime segmentu l MN cu a jutorul segmentu lu i AD. 

[ 
-· 11 ] MN = 2.(j iVJ. 

11. Aceea.)i problemu ca m a i sus, k şi Ic' fiind oarf'care. Să se arate 
că uvem 

MFI = k-k'_AB . 
a - kJ (l -k') 

{fJ. Două forţe paralele F1 şi F1 de acelaşi se ns au ca p uncle de a -.l i­
catie '\ ( 1:1) ş-i B(..i:.i). Care este punctul de aplicaţie a l rezu ltantei lor ·~ Dar 
dacă forţel f' sin t de sens contrar ? 

[ 
_ x,F , -1- x,F, . " 

x - P. + li, ·Se ştie ca pentru punctu l de aplicaţie M avem 

F, f'„ 
= - ~ • d eci k=- --" Cilre se introdu ce in (26)]. 

F1 F1 

VE l!'l""OHJ P E O D REAPTA 

@ In puncLUl '.A(2) s<: puue o greutate de 240 N şi în punctu l B(l5)' 
o' greu tate de 150 N. De unde poate fi suspendată axa Ox, ca să rămîdă 
în echilibru? (Axa Ox S'e p resupune fără greutate). 

l ~ 240 . 2 + 150 . 15 - ] 
x - -7. 
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.Qj} T : ei forţe paralele F1 , F?., F~, de acela9i seus, au punctele de ap li­
caţ;e A ifx L)· A2(X2}, A 3(x 3;. Care este punctul de aplicaţie al rezultan tei 
lor? Generalizare in cazul a n forţe . 

1: Fr-c; 
1-1 X= X1F1 + X.z 1i'2 + X3Î<3 ; 

F , + F, + F0 

" J în i;:eneral x= i: Ft · 

l - 1 

1_5. O grindă lungă de 4 m este aşezată cu extremităţile sale pc ~ou.:i 
r eazcnw 11 şi R. Gr eu ta tea grinzii es l.e de JGO N . Ştiind că reazemul din A 
nu poa te ţine m ai mult de 740 N, care est e distanţa minimă faţă <le A a 
punctul ui M în rare Sf' poate a tirna o greutate de 1 500 N ? 

[AM >-. 2,24 m. :-;„ a lege originea in A, dccl A (O} şi B(4 m ). 

:c= F,x, - F,x, = F, ·4 .•a u x =4 (1 500 -F,) = 4 -~F . 
F , -1- F, 1 500 1 5"00 3 I 

Ueazemul di~ A se încarcă cu. 80 N u i u gr <'ulatea g rinzii, ded mai poate 
ţine 660 N tli n cele 1 500 : l•', ~ 660 N.] 

IJi!J Se dau punctel e A (3), B (9) ş i M(5). Să se gllseasră punctul .".J con­
jugafiiî a!'m on ir ni lu i M faţă de A ~i H. 

[Se foloseşte relaţia (29) ; x--3.l 

17. Aceeaşi problemii pentru punctclc A (- 6), B(3), M(O). 
fx- 12.) 

18. Fie AB un s~gment, C, D punctele care î1-:-1par t segmentu l res­
pectiv în rap oartele - k şi k , M . mijlocul segmentulu i CD. Să se cak u­
leze rnpo1·tul în care M împar te segmen tul 'AB. 

, 

[
,WÂ - ] -=- - P, deci M es~ ~xterior segmentult1i AB. 
MB • 

19. Sf' dau punctele A(- 1), ]3(5). Sii s~elern 1ine punc~ele M şi N 
conjugat e al'monic faţă de J\ ~i R nst fc-1 ca M N = 8. 

fS-= form eazfl un si st e 1n ci f' P.c:1 rn ţi i, Găs i 1n două !'n lu ţ.r i : 

0 ) M(-7), N (l ) ş i bJ M(~), Nlll) .l 
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20. a) M şi M' fiind ~uă puncte conjugate annonic faţă de A şi B, 

~ă se calculeze vectorul MM' în funcţie de vectorul AB şi de raportul k 
m care este împărţit segmentul AH. 

b) M fiind prN3upus interior segmentului AB (a < b) să se deducă 
sensul vectorului MM' faţă de AB, după valorile lui k în 'raport cu uni­
tatea. 

[S~ poate folosi problenrn 11. MM'= _y_k_ AB Pentru k <-J sens 
1 -k' . 

contrar cu AB]. 

21. S? dau două perechi de puncte A, B şi G, D pe aceeaşi axă. Să 
se determine punctul M pentm care avem relaţia 

MA- MB= MC· MD. 

Care este condiţia ca M să fie la distanţă finită? 
_Să se dea ~i soluţia geometrică şi să se verifice condiţia de existentă 

a Im M la distanţă finită. 

[Fie :(a), B(b), C(c), D(d) şi l\f(x). Se găseşte o singură soluţie 
x- __ a-~ . . a+b o+d 

- (a+ b) _ (c + d) , cu condiţia a+b=f:c+d ••u ---;- -1- -
9

- adică 
cele dou!\ segmente s5 nu aibă acelaşi mijloc. -

Geometric. Se d uc prin A, B şi C. D cite un cerc arbit rar M 
aceea~1 p utere t::_t11 de ele, deci este la intersecţia axei O.t: cu ~a ra~~~ 
cală a celor doua cercuri. Condiţ~ este ca axa radicală sii nu fie para­
lelă C1l Ox, adică mij loacele Iul A B, CD să nu coincidă.) 

l 

I 

I 

CAPITOLUL li 

VECTORI iN PLAN 

Fig. 9. Fig. 10. 

1 In primul capitol s- a văzut că vectorii situaţi pe o dreaptă nu pot 
fi dccî[ vectori aiu necatori sau vectori legaţi. Jn p lan însă putem avea 
~i vectori liberi, adică vectori care au acelaşi modul, aceeaşi direcţie, ace­
laşi sens, dar punctul lor de aplicaţie (originea) poate fi orice punct al 
planului (v. „Introducere" § 4). Tn tot ce urmează se va face studiul vec­
wriinr liberi, deoarece atunci cînd este vorba de vectori alunecători sau 
legaţi este de ajuns să impunem condiţiile suplimentare respective; cu 
3lte cu.vint~. chestiunea se reduce la un caz particular al vectorilor li­
beri. 

2. Vectori 'egali . Prin definiţie doi vectori se zic egali, dacă au ace­
laşi modul, aceeaşi direcţie şi acelaşi sens, indiferent unde sint aşezaţi 
în plan• (fig. 9). Se aratii în scris acest l ucru asLfel 

(1) 

Definiţia este justificată prin faptul că vectorii fiind liberi, ei pot fi 
aduşi să aibă aceeaşi origine şi !n acest caz sînt evident egali. Doi vec­
tori care 3U acelaşi modul' şi acet!a~i direcţie, dar sînt de sens contrar, îi 
vom num i vectori opuşi (fig. JO) şi vom scrie 

c=-il sau c+il=O. (~) 

Să p recizam că atunci cînd spunem că doi vectori au aceeaşi direcţie, 
aceasta înseamnă cil ei: pot fi situaţi pe două drepte paralele sau pe aceeaşi 
dreaptă . 

3. Vectori cotiniari . Doi vectori situaţi pe aceea7i dreaptă sau pe 
dreple paralele - deci de ac~aşi direcţie - se numesc coliniari, indife­
r <"n t rfa~ă RU acelaşi sens sau n u. 

·• Mai general v ectorii egali ce tlefinesc, î n spaţiu, cu 
aceleaşi condiţii , indifere nt rle a.~ezarea lor în spa p.u. 
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Deoarece vectorii coliniari pot fi aduşi pe aceeaşi dreaptă, adu nnrea 
şi scăderea lor se face la fel cu a vectorilor de pe o dreaptă (cap, I). 

Să ne oprim puţin asupra p rodu.sul11i d intre un vector ~i un sciilar. 
Fie a un vector dat şi o ui1 vector colin iar cu a, astfel că b~ lkl ·a. Dacă 
aducem vectorii. pe aceeaşi dreaptă a tunci avem relaţia vectorială 

iJ-k a (~) 

care arată că ve~torul Ii are modulul lkl ·a şi scruiul acelaşi sau cunlrnr 
cu a, după cum k > O sau k<O. Reciproc o relaţie de forma (3) arată 
egalitatea a doi vectori o şi kâ, care pot fi pe aceeaşi dreaptă sau pe d repte 
paralele. Rezultă că a ~i o sînl veduri eolini.ari. Prin urmare o relaţ11~ 
de forma (3) arată că vectorii a şi 15 sint coliniari. Scalarul k poatf> fi 
orke numi\r 1·enl , uşa cum s-a arătat în capitolu l I , § 6. 

4. Versorui tmei direcţii. Din cele spuse mai !naint<; se deduce că 
se poate alege un vector a, pe care îl vom n umi vector f1mdamentai, cu 
a jutm·u l căruia se poate exprima oricare altul din m~1l~imea vectorilor 
colinia1i cu a, aşa cum arată relaţia (a). 

In particular &e poate alege vectorul a, de modul 1 ou a jutorul că­
ruia se poate exprtma orice all Ve(!\,Or can~ are , direcţia lui a. Aoesta • 
es te vecto?'til imitar sau versorul care defineşte direcţia îrn plan şi sen­
sul po~iliv pe aceaslii dil'ec~i e. U n veclor oarecare u, care are direcţia 
definită de versorul U, se va scrie 

1 după cum "ii C'Rt<' dC' ncela.'.li sens sau d~ sens; mntrar c1i O.. 
5. V i:ctori oareca·re. Adunarea vectorilO'r. Dacă doi vectori liberi 

nu sînt C'oliniar i, vom spune că sînt vectori oarecare în plan. In acest 
caz ei a.u direcţii d iferite, dar ii putem 

/ 
c 

aduce totdeauna .cu originea în acelaşi 
punct. 

Suma a doi vectori a şi o 5C constru ­
ieşte astfel (fig. 11): printr-un punc~rf'­
care ·o al planului se duc vectorii OA=a 
~i OB~ ?J, apoi se construieşte paralelo­
gram11l OACR; VP.Ctorui oe (d!agonala pa­
î:alelogramului ) este, prin definiţiP., s11ma 
celor doi \> ectori sau rezultanta celor doi 
vectori. Se scrie acest lucru as W:el: 

(5} 

Suma vectorialii r:.e m a i numeşte 
uneori şi sumă geometrică şi a1·e la baz{t 
ouber varea faptelor r eale. Astfel se ştie că 
d1?Uă forţe se compun <lupă regula parc:­
lelogramului, două vitc?.c, două accelera­
ţii se compun după aceeaşi regulă etc. 

\'ECTORI !N PLAN 27.' 

Să se observe însă că se obţine acelaşi vecLor OC: dacă luăm vectorul. 

OA=ă, iar în A punem vectorul AC= li. P rin urmare !n · lO<' sll construim. 
paralelogramul 011CB, putem constru i numa i triunghiul OAC; aceasta 
se numeşte regula t riunghiului pentru obţinerea sum ei a doi vectori. 

Modulul vectorul11• •mmă se deduce din triung hiu l OAC IOC'i2= ,,....-.__ 
· = a2+bi-2ab cos OAc · însă 9: OAG'=180° - <J .4.0B, deci 10C'i2=s2= 

~~ 

= a2+z5i+2ab cos AOH=a2+u2+2ab cos (â, o). (6)· 
Cazul vector ilo r coliniar i se deduce din cele de mai sus ca o parti­

cularizare: dacă <J. AOB=O vectorii au acelaşi sens, dacă <Ş. AOB= 180°· 
vectorii au sensuri cont.rare. 

Sumn 1nai multnr vectori in acelaşi plan. Să co:i.siderăm patru vec·­
tori Cit. Cbi, a 3, a„ şi să găsim 5Ul11a lor. Vom fo losi regula t riunghiului. 

Alegem un punct oarecare O şi luăm OA1 ;"..,a:1, apoi A02=u2• s ·uma ce­
lor doi vecluri este (fig. 12). 

In contin~1a1·e avem 

şi în sfîrşit 

(7)> 

De aici rezultă urmi!Loarea regulă: dintr-un punct oarecare O al 

;;la·riuhti ~e ia vectorul OA1 =cti , cu originea în A1 se ia al doilea vector 

A-;A.2~a2 etc. pfnă se ctJunge la vectorul ;i;i„=a• şi se formeazci ast fel· 

conturnl poligonal 0Au4.2A3A 1; vectorul OA4, care închide acest contur 
şi are originea în U, este sumu celor patru VP.ct ot'i. 

Extinderea IR razul a n vectori este evidentă. 
Consecinţă. Dacă linia poligonulă se închide, ndică formează un 

poligon, suma Vl'ctoritor est:<' nulă. 
Pro1nictăţi. a) Suma vedorlală este cornutatii:<i . Este destul să se· 

arate acest lucru penifu ·doi termeni, ceea ce se pune în evidenţă ime­
dia t cu pnrnlclogrnmul OACD (v. fig . 11). în adevăr 

oe=OÂ+.AC=â+E şi oe=o.B+i3C=1î+a 
de unde re„mltă 

a+b'= a+a. (8} 

b) Suma vectorială este asociati-i;ă. !n adel'ăr se poale urmăfi pe­
figura 12 că ___ 

s--a, -J-a2+a2+ a1. =a1 + (U:i+i'iaJ+a„ = ii1 + A1A3+a:,. (9}> 

Rezultă că ordinea in care se face adunarea vectorilor nu intere­
sează: rezultanta este aceeaşi. 
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c) !nmulţirea cu un .scalar este distributivă faţă de adunarea vecto­
rilor, adică 

m(a+E+c)= ma+mE+me. 

Pentru a arăLa acest lucru construim vectorul sumă s=a+o+c 
(fig. 13), apoi luăm oA'=mâ, A'F ~mo şi B'C='l'liC. 

Să observăm însă că vectorul mb este coliniar cu b, deci A' B' ll AB 
şi t riunghiul OA'D' este a5emenea cu triun,glliul OAB (<X A - <X A' şi 
laturile care formea:<ă aceste unghiuri, proporţionale), de unde rezultă 

că <X AOB= <X A'OB', deci O, B, 
0

B' sîn t coliniare şi âB' ~mOR. La 
fel se arată că triunghiurile OBC. OB'C' sînt asemenea de unde se de-

duce: a) punctele O, C, C' sînt în linie dreaptă, b) 0C' =m0C=m5. 
Prin urmare clacă adunăm vectorii ma, mb, mc se formează un con­

tur poligonal OA' B'C' asemenea cu conturul OABC. cu raportul de asc-
OA' -

mănare - -m. Vectorul sumă este OC' =ms, adică ms=ma+mo+mc, 
OA 

sau înlocuind pc s, 
m(ă+o+c)=mct+mo+mc. c.c.t.d. 

6. Relaţia dintre modulul sumei şi suma modulelor, Deoarece orice 
latură a unui poligon este mai mică <lecit suma celorlalte, se poate scrie 
(v. fig. 12) 

VF:CTORJ fN PLAN 

Dacă ţinem seama că lungimea fiecărui 
segment este modulul vectorului rf'spcctiv şi 
dacă includem şi caz'ul vectorilor coliniari de 
acelaşi sens cînd în loc de neegalii.ale avem 
egalitate, pulem scrie 

16A41~ 161it1+ 1.Ai":IG 1 + 1.A;Ji31+1.A.';A„1 
sau 

la, +i.bi +aH + a4l<la1' + l ă:zl + la3I + 1a„1. 
(10) 

Pentru cazul general a n vecto1·i, aeelaşi 
raţionament. 

7. Dijerenţa a doi vectori. Vom folosi cele li' 
două feluri <le a defini diferenţa a doi vectori: 

29 

o 

a) A scădea doi vectori înseamnă ~ găsi un J" 
al treilea vector. cam adunat c.'U vectorul scăză- Plg. 14. 
tor să ne dea vectorul descăzut. 

b) A scădea doi vectori înseamnă a aduna. prim.ul vector cu opusul 
celui de-al doilea. 

Vom folosi aceeaşi figură 14 pentru a arăta cele două moduri de a 
efectua_ scăderea. F'ic rlaţ.i vectorii a şi o şi vrem să găsiîn di:ferenţa 
ă~o=c. 

Potrivit definiţiei (a) trebuie să avem 

a=b+c. 

Alegem un punct O ca origine şi construim vectorii OA= a, OD =o. 
Este foarte clai· eă 

de unde se deduce 

a-o~c- BA 

OA-OB=.I3A. 
sau (11) 

De aici regula: diferenţa a doi 11ectori cu originea comună, OA ~a. 
00 ='fi este un al trei,Zea vector. care are ca origine extremitatea vecto­
rului scifziftor şi ~a extremitate, extremitatea vectoruiui d.escl1zut. 

Dac.A plecăm de la definiţia (b) a sc:ăderii atunci se face suma lui a 
cu opusul l ui o, deci 

(12) 

Se vede imediat că oe~ BA din cauza paralelogramului OCAB. 
O b s e f v are. Dacă vectorii sînt legaţi atît suma cit şi diferenţa 

trebuie să fie vectori cu ·originea în originea comună O. Deci în acest 
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.caz, chiar dacă obţinem__;a tlifereniă vectornl BA (fig. 14) trebuie sll-1 

transportăm în poziţia OC, cu origin,ea în O. 
8. Scrierea unui. vector cn diferenţă de doi Vl'ctori. Să scriem rela­

•ţia (11') inversată 

DA=OA-OB. (1 3) 

Punctul O este arbitrar, deci orice vector se poate deseompune în 
.diferenţa a doi vectori, care au aceeaşi origine a[·bi ';rară. 

P rin urmare dacă MN est€ un vector în p lan şi A, B etc. pnnde 
in acelaşi plan se poate scrie 

MN~Al:.'-AlV1-BN-BM=. . . (l~' ) 
:l. Desconr,punerea unui vector după două direcţii neparalele. fie U: 

vectorul dat şi ( .11), (.12) direcţiile date. Luăm vectorul OU=u, ducem 
prin O dreptele (.11), (.12) cu direcţiile date, apoi prin U ducem paralele 
-cu (~ şi ~V· ~formează parq le!oqramul OU1UU2 şi se observă imf'diat 

-că OTl -= OUi +OU2 sau u-ui + u2 (fig. 15). . 
In acest fel vectorul u a fost descompus· după cele două direcţii dife­

·rite date. Descompunerea este 1i.nică, fiindcă prin U se poate duce cîle o 

singură paralelă ln ( .11) şi (.1 ?) şi rezultă un singw· paralelogram. o(\ 
~ . 

şi OU2 sau u1 ~i u2 se nume-se componentele lui u clupă cele două direcţii. 
Notă. Se poate demonstra că descompunerea unui vector după mai 

mult de două direcţii este nedetermi nată, adică sc ponte fare într -o infi­
nitate de feluri. 
_ 10. Descompunerea unui vector d;q iti doi vectori, în plan, necol"iniari. 
Problema se pune acum astfel : să descompunem vectorul dat ii , d upl! di­
"1"ecţiile a doi vectori daţi ii, b si să exprimcim componentele lui 1i cu. vec­
torii a şi 1'. 

Fie OU='ii şi OĂ=a, nB- o. 
Se descompune v·ectorul u după direrţiHe OA şi OB (fig. 16) şi se 

·obţin componen tele 001 =111 şi OC72 =U:~- Dar U:1 este coliniar cu a, deci 

se poate scr ie sub forma u1 =rriâ, m fiind un scalar anume m = ~ ; la fel 

-se poate seric U.1 = no, unde n = .!!J' 
b 

{/ 

o (;},) 

.i•is. 15. 

ll 

0· 
O ~ A {), 

Fig. 16 • 
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Inlocuind ~ceste expresii în U:~ U:1 +u2 se obţine 
u=ma+nn. 

31 

(14) 

Accast{l.- rclaţk arată că orice vector conţinut într-un p lan se poate 
exprima cu ajutorul a doi vf'Ctori oarecarf' din acelaşi plan, cu condiţia 
ca •aceştia să nu fie coliniari. O relaţie de forma (14) in care vectorii se 
gă:;esc la puterea l se nwneşte o relaţie ele dependenţă liniară. 

Pc scurt proprielalea de mai sus :;e enunlă astfel: orice vector din­
tr-un pi.an este liniar dep1mdent de doi vectori oarecare,, necoliniari, din 
acel plan. 

Relaţia (14) se poate pune şi sub altă formă. In adevăr scalar ii m şi n 
• • 1 •t 'd'cl" · a ~ nu s1nt ln genera nun1er e 111 regi, ec1 aca scriem m --'- -:; n=--:; 

atunci (14) devine 
(14') 

Sub această formă se vede că oricare din cei trei vectori este în de­
pendenţă liniară faţă de ceilalţi doi. 
~ demonstrăm acum că descompunerea (14) este unică, faţă de vec­

torii a, o necoliniar i. 
n) î n tre doi vector i necoliniari a, n nu putem avea o relaţie de forma 

1'.a -1- µo = O, căci atunci ar rezulta lJ~-l u=ku, adică bar f i coliniar cu a. 
µ 

ceea ce con trazice ipoteza. 
l>) Să presupunem acum că <xr exista două descompuneri 

u=ma+nb şi . ·u=m'a+n'b. 

Ar rezulta ma+nb = m'a+ n'E sau 

(m-m')a+(n-n')o =O. (15) 

Pot fi luate în considerare următoarele situaţii 

k :şi 1) 114--m', n f-= n', în care caz, conform celo t o;pu8e la (a) vectorii d 
o sînl coliniari şi aceasta este conLrnr ipotezei. 

2) m=m', n=/=n'. Rezultă (n- n')o= O, de unde o~O iară~i ron trar 
ipotezei, căci a ş i o sint vectori Vf'r it flhili, cu clirecţ.ii date. 

3) m=f-~', n=n', în care caz a=O, imposibil. 
Rămîne sing ura posib ilitate m=m' şi n = n' care arată că t.lescom­

punerea e~;l,e unică. 
Se de<lm.'€ ue ait:i că fiiml daL u n grup ele trei vectori necolininri, ori­

care dintre ei se poate exprima liniar în funcţie de ceilalţi doi. 
De asemenea rlacă se aleg doi vectori necol iniari a şi o ca vectori de 

bază, orice vector d in plan se peate exprima liniai· in func(.ie de â şi o. 
Vector ii aleşi â şi u se n ume;"{; vectori fundamentali şi se spune ci\ ei for­
m caz:l o bazli în plan, cu ajutorul cllr eia se exprimă orice alt vector. 

Ci. Proiecţia urmi m~ctor pe o 11.m se obţine la fel ca proiecţia ori­
cărui segment , adică pToiectind pe axă extrem ităţile vectorului. Proiecţia 
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unui vector pe o axă e8te un vector . Această 
proieqie esl:e component.a vectorului după axă 
(f ig . 17). 

Mărimea _proiecţiei vectorului AH este 
~!'gmentul A'B', luat cu semnul (+ ) dacă ar e 
aceeaşi orientare cu ax a Ox şi cu sem nul (-) 
în caz contrar. 

A' ~că notăm cu e unghiul filcuţ de \recto­

r ul A B = a cu sensul pozitiv al axei Ox şi amin ­
tim că proiec~ia unu i segment pe o axă es te 

egală cu segmentul însuşi în_mulţit cu cosinusul unghiului fo rm at de vec­
tor cu axa, atu11ci rezultil 

X 8 ' 
~~g. 17. 

A'B' = IABI co8 e = a cos e . 

Acest lucru se scrie în mod obişnuit sub forma , 

(pr.ii)o.=a cos 9. 

(16) 

(16') 

Dacă e < 90" a tu nci proiecţia A'B' a.'i·e semnul ( +) deoarece are 
sernml a~ei_O~, dacă 90°<0<270", A'B' are semnul (___'), dacă 2700< 
< e < 360 , A' H' are sem nul {+), iar dacă e~90° sau 270". A'B' ~ O. 

12. Descompunerea unui vector după două axe perpendiculare. D1>R­
compunerea se face la fel ca in cazul u dorn'\ di recţii oarecare cu singur a 

deosebire ci! cele două componente /lC=i11 şi .W=~ sîn t la turile unui 
dreptunghi. In acelaşi t im p în~ segmente le AC= A

1
B

1
- a„ AD=A

2
Dz= 

= au s înt şi proiecţiile vedorului AR, resţ>eetiv pe axele perpendiculare 
Ox, Oy (fig. 18). 

Rezultă cil 

şi 
sau 

a, ;"' (pr • a)o..- a COS 9 ; a,~ (pr · UJov=C!-Sin 0 . 
proiecţiil e fiind socotite scalari. 

li 

D i A, 

Fig, 18. 

„. B, Jt o 
Fig. 19. 

(17) 

(lll) 
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Es te foarte clar că dacă vec;Lor ul ii e,ste da t, proi ecţi ile s ale a„ a" pe 
cele două axe -p er pendiculare sînt determ inate ca mărime şi semn (pozi­
~ iile lor p e axe nu in teresează ·fiindcă este vorba ele vectori liber i). 

Reciproc dacă proiecţi ile a„ a,1 pe cele Jouă ax e s in t cunoscu te, vec­
torul este perfect deter minat. tn adcvllr clacă măsurăm din or igine pe n ..• 
şi a,, cu sem11ele lor (în figura 19 am beie pozit ive) şi ducem p rin M1 şi M2 
paralele ~ axe , rezuVă u.n singt1r punct .'W, care este ex tremitatea vec-

tornlui OM =â determinat_ ln mod unic. Desigur fiin d vorba de vectoli 
liberi, ă poate fi considerat oriunde în plan, par;;ilel cu el însuşi. Se 
observă imediat că dat.oă a.> O, ay > O punctul M este în prim ul ca dran, 
dacă a, <o, a,,> o, M e.'ltC în al doilea cadr an etc. 

Pe nt1·u motivul că proiecţiile a„ a„ determină vectorul a ele se nu ­
mrsc coordonatele -vecto·rului si se arată acest l ucru scriind a (a„ ay). Se 
citeşte: vectorul a de coordonate a" ay- · 

~e p une ucum într~barea : care es te legătura între componentele a1 = 

=AC:- i -;B;, â2=AD=A~2 şi coordona te le a,=AC=' A 1B1, a. - A D= A2D2? 
SC' observă imediat . (fig _ 18) că scala 1:i·i a„ a9 sînt mod ulele vectorilor ah 
a?. , luate cu semnul ( +) sau (- ) după cum segmen tele corespunzătoare au 
sensul po<:itiv suu neg;;itiv al axei , d 1>ci n, = ± l ă:1 L a11 - I la2I. Aceasta 

-arată că ax es le c;oordonaw vcctor uln i ~1 p e O:r şi a„ este coordonata 
1Lli II~Bi pe 01.J. 

Atunci, dal'il se aleg v ectorii unitari (versorii) i pe Ox şi 1 pe Oy 
(lil ~ IJl - 1) , se poate scrie a1 - a,I, u2- a,,J (Iig . 18) ~i rela~ ia devi ne 

a=a.i+auJ. (19) 

·Vectorii -fu ndamentali si n t aici versorii t, ] şi se sptrne că ei formează 
o bază nrtonormata_ 

Aceas ta este exprimarea unui vector cu a j ulorul coordonatelor sale 
şi a versorilor i, j pe axele p erpendicula re 0.-r, Oy. F;ste b ine să mai subli­
n iem o clat.'i c,1 coordonatl'le v ectorului a sînt ~roiecţiile sale a,, a

11
, iar 

componentele vectorului sîn t a,i, a 9j, primele f 1ir1d scal<iri , deci supuse 
operaţi ilor algebrice, celelaUe vectori , deci supuse opf'rnţiilor vectoriale 
(:geometrice). 

13. Condiţia ca u n vector să fie ntil este ca ambele sale coordonate 
să f ie null', deci proiecţiile pe cele doHă axe să fi e ,~u1e. 

in adevăr dacă vectorul este uul, e:; Le eviden t d i ş i proiecţiile sale 
pe cele două axe vor fi n ule. Reciproc rl acii proiecţiile a„ a" sînt nule, 
în bazu relaţi ei (Hl), vectorul a 'f'Ste şi el nul. Plin urmare condiţia este 
necesară şi suficientă. 

O b s er v are. TJ n vector care nu este nul , poat e ::iven unn cl in 
coordona te nulă, dacă este perprnrliculor pe axa corespunzătoare . 

E x e m p l u . Să se fio11rP.~e .~i să se scrie · c-u aju toru! versorilor, 
v ectorii a(2, -.3), o (-3, - 4). 

Vectorii sînt construiţi în figura 20. Exprimarea cu a j u torul verso­
r ilor este 

b = -3i- 4J. 

~ - Geometrie ;:nal '. ticfi ci XI. 
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N o t a i i i. Coordonatele unrn 
vector a le vom nota a„ a,1 sau al, ai 
sau X, Y. peutru vectorul U: vum fo­
losi COOrdOnlltC'lr 11„ _,u,1 Srlll Ul, U7 

sau X, Y etc. Cinci avem mai mulţi 
vectori este preferabil să folosim no­
taţii cu in<lici, de cxcmplui ăt (Xt. Y t) . 
Zi2(X~, Y ~ ) etc:- K -

14. Coordonatele smnei ·mai multor vectori. 
~ă considerăm vedul'ii a1(Xi. Y1), u2(X2,_ Y2), •.. , 
a,,(X,„ Y„), prin urmar e 

1i1 = X ,i+ Y 1} ă2~X2i+ Y2J, .. . , Zin=X„i -1-Y.j. 

Suma vectorilor est~ Lut un vedor s, care 
se seric 

s=â1+i:i..i+ ... -l-ll„=-(X1HY1J)+ 
+(X~i I Y2j) I .. - -1- (X„i+YnJ') . (20) 

Insă suma vectorhilă e~Le comutativă: deci p .1Lem grupa to\i vectorii 
de pc o axă şi toţi vectorii de pc ccalalt i:i axă: 

s= (Xti+X2i- .. - +X„i)-t-(Y1]+Y2}+ . .. +Y„]).-

Ţinînd seama acum de cele spuse la adunarea vectorilor pe e> axă 
(I, § 4 ~i § 10) putem scrie 

s=(t x:)i-J- ( i Y,,) J· (21) 
k-1 .h - 1 

Dacă notăm cu s"' sy coordonatC'lc hii s, atunci s =s,i+su] şi c9m­
parînd cu (21) rezultă 

n 11 

s,= L xk. Su= L: Y,, 
k-1 k= l 

(22) 

relaţii care se formulează astfel: coordonatele vectorului sumă- a mai 
multor vectori sint sumele, pe fiecar e axă, a coon.I.onatdor vectorilor com-
ponenţi. , 

în_ part~cu!ar dacă suma vectorilor este nulă, atun~i proiecţiile vec­
torulw suma smt evident nule pe ambele axe, det:i 

" lt 

s,=I'.Xk=O, s,,=L:Yk - 0. (23) 
k-1 k - 1 

Recipro<', clacă r efa\:iHe (23) sînt îndeplinite, atunci vectorul sumă ii este · 
nul. In adevăr 

s,= lsl co~ e = O, sy= lsl sin 0 - 0 (24) 

însă nu există nici un unghi e pentru care să nvcm simultan cos e = O si 
s in 9=0, deci singura posibilitate de a satisface relaţiile (24) este lsJ=O, 
ad i că ~-O. 

V:<:CTORl tN PLAN 

15. Coordonatele clijerenţei a doi vectori. F'ic ii((!, , uy) ~i li(b„, l>u) doi 
veci.ori da\i. Ke propunem să găsim coordona tele vectol'Ului c=a-o. 
Pentru acrasta vom_ scrie vederii a, 1i cu a jutorul componentelor 

ii = ti,i+av,, b = b,I+buJ 
:şi vum aminti ci.î vectorul diferenţă se poate scrie ca sumă 

c =a+(-n), 

şi problema s-a redus la a găsi com-rlonatele unei sume tle vectori: 

_ C=a,i+auj+(-b_,i-b~J)= (a,-bx)i+(au-bv)J-

Prin urmare coordonatele vectorului diferenţă c sînt. 
_;,. 

(25) 

adică: coordonatele vectnritlt(.i diferen-ţă a doi vectori a, Ii sînt diferenţele, 
pe fiecare axa, a coordonatelor celor doi VPl'?torl-

Pentru ca diferen\a a doi vectori să fie nulă (a-o= O) trebu ie ca cei 
doi VPC'tori ~ă fie egali, căci altfel ii+(-1>)7'°"0. Aceasta înseamnă că dacă 
a-b-0, rezultă a;;'b şi reCipror. 

însă pentru ca vectorul diferenţă c să fie nul trebuie c<1 c,= O şi Cy=O, 
adică a,-u.=0 şi u"-b" -0. Dl'! aici se deduce că 

(26) 

şi reciproc. 
Deci concliţfo necesară şi sitficienro pent:·u ca doi VP.ctm·i să fie eyali 

este ca r.oordonatde ior de pe aceea.Şi axă să fie egale. 
rn. Coorclonatele prori.usului dintre un număr real (scalar) şi un vector. 

Am arătat' că produsul dintre un scalar k şi un vector â esle un alt vec­
tor b = ka, c©liniar cu 1î astfel ca între moi:lule există relaţia u- JkJ ·a 
bC\LI JkJ =~. De altă parte coordonatele unui vector faţi:i de cele două axe 

u 
sînt proiecţiile vectorului pe axe, deci dacă 9 = <?:(Ox, iî) - .q:(Ox, O): 

b,= (pr · ka)o., =- (ka) cos o =~(a cos O)= ka, 
- b„ = (pr ka)ou - (ka) sin 0 =k(a sin 6)-kay. 

A!)adar, proiecţiile vectorului ka pe axele perpendiculare, deci coorrlo­
natele vP.ctonLltti k'ii, o;înt k a„ k a,1, coordonatele i;ectoruLui a înmulţite 
c-11 scalarul k. 

17. Condiţia ca doi vectori să fie coliniari_ Dacă u şi o sînt cei dui 
,·::.-ctor: coli.ni:iri înseamnă ci.î între ei există o relaţie de forma b=lc a. 
Pe:itru ce:- aceşti doi vectori sil fie ~gnli, condiţia necesară şi suficientă 
este -ca, pe fiecare axă, coordonatele lor sii 'fie egale, deci 

~rriind sub forma ~ = k, 1:f = k se deduce 
ax ay 

I 

3• 

b, _ b0 . 
- ~--;- 1 

ax ay 

(27) 

(28) 
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-.. Aceasta ai ~Lii ('(! dac~ vect~r ii oîm colin iar i, coordonatele lor sint ro. 
poi ţ1~n.ah; . ReC'1 proc, claca couraorrn tele sînl proporţi onale- utunci val p . . 
c~m~n a_ a rapo.~!· t:Jo! · :_iin_ (28) s~ ~lo~eaz:l cu k şi rezult.1\ t:elaţii le (27)~~~~~ 
mata.ca ''.edoru a şi _ b s rn t cul rman. De aici l:iP. desprinde cunf'}uzia : 

Condzf.w necesara şi .mficientă tu doi 1JPctori să f ie coliniari este ca 
coorrlonate/p lor să fie proporţionale. 

18. A1>lica~il. L " B c!au vecwrii DA='ii şi OB=b. 
mijloc:ul segmentului AB, atunci OM = ~ (a--1-b). 

(fig . 21). -

Să se aru te căr drtr.ă M este 

Avem 
prin ad urrnre se obţi11e . 
•• I 

_ ~ 20M =Dii 1-Dii+AM+BM . 
Insl\ AM+ TI M=O ca fiind v"ctori opuşi , <foci. 

~ _--+ _ _ __. } __ 

2CJM=OA+OB=a-l-b sau 0 111= 2 <a+bJ. 

. O b s e Tv a re. _.A 1~1 dat aceasln. sol!-'1 ie ca şă ~e \.'ad5 cum 'uneor i calculu l vec­
t01 lal ascunde ~OPllelaţl!c geomet rice Ul baza cărora rezultatul este Adevărat. D~ 
_::cm~1 ai~i ~;4 +0B . "~n~ezin t~ dlag~11ala paralelogra1!1j' l u~ c~=fatruit cu vectorii 

011., UD, !al OM CS l l' JU111a(atea acestei di agona le uecl - (a+ l>J 'I.ce · t '-
. ' 2 . ... as a u doua 

solut:e tu;e seama <li' proprielii ~i lc paralelog ramului. 
a do 2 .• sr t se-! de(nom treze . pe cale vecior iaUf. că «eomentul carn 11neşte mijloacele 
iumd~~u,: ~~ a e " "''' triunghi. est• paralel ·cu a ,treia latură şi are ca mărim.e -Scriem vectorul DF. co difenmţ.'.i de vectori (§ 81: 

- ... _. _. - l.::...... 
DR=l::IE:-BD= BE- - BA (fi g, 22). 

2 ' / 
! n•ii 1': ehe mi.îlocul lu i A C · · - l - -• , aec1 potrivit ~xcmplului p receuent BE~(u<:+BA). 
î n locuind rezu ltil 

1 -+ I -! :___, I ­
IJE = - BC + - BA - ;- UA = - 13C 

2 2 . 2 2 

care arată : 1) că vcct01·1·1· IJ~E ş1· B-+C 1 t 1· · · d · DE 1-s n co in rnn, ec1 · BC; 2) că intre r.-iodule· 
avem DE~ ..! BC. 

2 

8 

o R 

F ig. 21. 
F ig, 22. 

· \ 
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3. Să se dc1non.<r f:Teze- că dacă G este cent?"ul de gre-u.tale u. l u ti..ui triunghi ABC, 

atunci CA ! GB+~o. 
Fie lW' n1ijloc-ul laturii B C. Avem GB+GC-2GM. deci GA+GB+GC=GA+ 

- - I - - • +aG M- 0, rleoArece GM- - 2 G A sau 2GM~GA (s e ştie că G este pe fiecare 

2 ' 
mediană la 3 de vîr! ul Ld unghiului). 

4. Se datt ver.tor ii coli niari d=-2l+5J; b=4i°+ . . . A dou a componentă a lui 
b a fost nedescifrabilă. Să se găsească. 

- 2 5 
Vecto rii fiind colin iari, cuurdunat~le lor sln t proporţionale, deci - = - de 

I ~ • '\ ...., 4 b!) 
1 

unrlc 9!/--10. V~ctorul este b=4i-10j. 

P.RODUSL!L SCALAR A DOI VECTORI 

, 19, Produ S1tl sca.lCfT a doi v ectori. Am văzu l că at.lu narca vcctorilrn· are 
la bază fapte ex perim::i;tale (compunere'\ forţelor, a vitezelor et c.). Să con-

siderăm .acum o for.ţă F, consLanLă ca intensitate ş i d i recţie, care acţionează 
asupr a unui mobil M cc se deplasează pe o dreaptă (d ). Dacă notăm cu 9 

unghiul pe care E_ !ace direcţia forţei F cu dreapta ( d ), lucrul mecanic 

efectuat de forţa F p entru a deplasa mobilu l d in 11'! în M'. (fig. 23) este dat 
de 

i!. = F·MM' cose 

şi reprezintă' o mări me scalarii : -Pen tr u o s crier e mai concentrată s e consideră pe lingă vectorul F şi 

veclonll MM'. 9i se pune lucrul m cmnic sub for ma --·· -1!. = F·MM' (29) 

· produsul din par te a a doua a . egalităţii avînd semnificaţia din ex presia 
lucru lui mecanic dată ma i în a inte, adfcă îi'· MM' cos 0 . Deoarece reprezintă 
un scalar, acest p rodus a p rimit• numele de p rodus scalar. Aceas tă ope­
raţie s-a ex tins şi la alte categorii de vectori , as tfel că a intrat în calculul 
vectorial, aşa cum vom a'răla în t:..,Ie ce urmează. 

D c fi n i ţ i e. Se nlLmPŞte produs scalar a doi vectori, nu­
măr11.l car e rezultă d in înmul ţirea modulelor celor doi vectori şi 
a cosinusului u n ghiului format ele ei. 

Dacă notăm cu U: şi o cei doi VPctqr·i pr odusul lor 
scalar se scr ie cu sau fără punct intre factori , ac..tică a· o 
sau iib. P otn vil definiţiei a vem · 

ao=ab cos (a, 5), (30) 
/ 

inţelegînd prin (a., b) unghiul făcut de- vectorii ii, o. l •'ig . 23. 

(41 
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20._?roprielăţilc prudusului scalar. 1) Produ.ml scalar esle c:uumtati?;, 
adică ab=ba. 

În adevăr ab-ab cos (Ci, b), iar ba-bu C.:08 (u, a) însă a, b fiind qca-
.... lari ab=ba, iar cos (a,u)=c.:o;;(o,a), deonrerl' <J:(ă,b) =-<J:(b,a) ·şi se 

ştie c.:ă c.:o;; (-u) =cos u; pr rn L1r mare ab şi ba au aceeaşi valoare. 
. 2) La Jnmulţi.rP.a unui p1'Ddus scalar cu un factor numeric, facto~ui 

~O~ ... ......... m um.cric poate fi alăturat unuia din cei doi vectori, adică 

~--- m(an)=(ma)°b-a(mb). 

• mti 

Considerăm înlîi m> O. In acest caz lmal =ma, deci 

tn(ab)=m ab cos (a, o) şi (ma)b = (ma)IJ cos (mli,-o). 

Dar vectOf21l ma este col_i:!1iar cu a, deci 9(11ia, o)= <;\:(ci, u), de unde re­
zultă (~)b=1!!: ab cos (a, b), prin unn are m(Ub)=(ma)b. La fel se arată 
că m(ab)-a(mb). . 

Considerăm ac:um m<O. Putem presupune unghiul vectorilor ascuţit 
(fig. 24), deoar ece raţionamentul este asemănător şi în c.:azul cînd unghiul 
depăşeşte u n unghi drept. 

Avem m(a, b)-m ab cos (Ci., iî) care din cauza fal'torului iu...este nega­
tiv. Ap_9i (ma)o~ l·rnal · lhl cos (m71., b)~ lml ab cos (b, ma). Insă dacă 
-1'.(ă, b)=a., 9:(0, ma)=n-a -şi cos (:i-a.)--cosu. Prin urmare 
(mii)b= lml ab [-cos (a, b)J=-:ml ab co;; (a, u). Deoarfrc m<O, avem 
-lml"°'m, astfel că (-rna)h=mab ~os (li, h) şi deci (ma)b=m(ab). 

Egalitatea m(llh) ~a(mn) o vor dovedi elevii ca exerciţiu . . 
3) Produsul sr.nlar este nul: a) dacă um!l din vectori este nul; b) dacă 

cei rloi vectori sint perpendiculari. în" adevăr din uli=ab cos (a, o) se vede 

că 71.n=O clacă a - 0, b=O sau cos (a, o) - 0, adică <;l:(a, u) = ~: 
2 

De a il'i se rlcduce că dacă )_l>rodusul scalar este nul, fără cu v reunul 
din vP.ctnri să fie nul, atunci vectorii sînt perpell(.Jicu lari. 

4) Produsul scalar al unui vector prin el în.~uşi l'Ste egal cu pătratul 
modulului acelui vector. 

In adcviir ungh iul fllcut de un vector cu el însuşi este O şi coi; 0=1. 
Re7.ultă aa= a · a=a2, t·elaţie care se scrie-sub fo rma 

(31} 

şi se enunţi.\ sub forma simplă: pătratul unni vectnr este egal cu pătratul 
modulului sli?L. 

fi) Interpretarea 9eometrică a produsului scalar. Ain văzut la § 18 cil 
produsul scalar reprezintă lucrul mecanic.: a l unui mobil care se deplasează 

„ 

Fig. 24. 

r ectiliniu de la M la J'vl' sub influenţa unei forţe F, 
de modul constant şi direcţie fixă. Aceasta este in.-
1·erpretarea mecanică. Să vedem care este interpre­
t area geometrică. 

P entru aceasLa vom scTic 

aîi=ci/J cos (a, l5)=a[b cos (a, 6))-a(pr.I:î)ii (32) 
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care arntll că produ;;ul scalat este egal cu prorlusul dintr i:: moduJ.~11 vecto­
rnlui a şi proiecţia lu i n pe direcţia lu i Ci. Dar tot a7a SC poate st:ne 

uo~a cos (b, a) ~ h(pi~â)ti (32') 

deci produsul dintre modulul lui b, prin proiecţia veclorului ii, pe direc­
ţia lui o. Strîngînd la u n loc aceste rezultate vom da ern~n~~l general : 

.Produsul scalar a doi ' VPctori este egctl cu produS1tl dint'I P. rrwdu.lul 
unuia din ei ~i proiecţia celuilalt pe dfrecţia acestuia. . 

Aceasta es te interpretarea geometrică a procl.usulm st:alar. 
6) Prodv.snl sca.lar 3st~ ti·istribuJib faţă. de _adu~area_ vec:to:·ială. Tre­

buie ~ă doved im că a(b + c)=ao+i'lc. Se !?he ca pro1ecţ1a _unei_ sume de 
vectori pe o axă este egală cu suma pmiccţiilor pe acea axa, prm Ul'mare 

u(u+c)- a[pr. (o +c)lâ=a[(pr.o);;+ (pr.c);;]. 

Am ajuns la o înmulţire de scalari, deci algebrică şi putem scrie 

a(n+C)=a(pr.u)â+a(pr.c)a = aîi+<1c, adică 
l · u(b +c> = a:!J +ac. (33) 

Oi·dinea factorilor atît în prima par te cit 7i in a doun parte a egali-
tăţii esle indiferentă. - . 
\. 7) Proclusul scalar a două surrw vect_<Jriale, 1~e~fectuate. ~s~e de aJ~­
să arătăm cum se face p rodusul (ii+b) (c+ll), c.:ac1 regula ram1ne aceeaş~ 
dacă sumele au mai mulţi termeni. Să notăm Vf'f'~ori_:l sm:'.:1-ă ~ pai:_anle~e1 
a doua·cu .s, deci c+rl=lî. Atunci produsul se s~ne {ct+o)s=a,q+!).1. Înlo-
cuind pe s şi efectuînd produsele [vezi (33)], avem , 

~+~0+~=~+~+~+~=~+~+~+~ 
După cum ~e vede operaţia este absolut an:.ilogă cu_ înmulţin~a sume-

lor algebrice, adică a polinoamelor . J 
21. Produsul scai.ar dintre un ·cecior şi un versor reprez2ntă proiecţia 

vectorului pe direcţia ver sorului. în adevăr fie a vectorul, Uo versorul şi 
a~ 1:fi."1.o,ii) . Alunei l:Ual=l şi 

(34) 

care este proiecţia lui a pe direcţia lui U:u. 
22. Expresia P1·odusul1!i scalar a doi _vectori ~aţi prin r.o.ordo™:tcle I.or. 

Dacă ne alegem ca vedon fundamentali versoru t, J pe axele ortogonale 
Ox, Oy (baz~ ortonoi·mată) atunci potrivi t proprietăţi:lor produsu.lui scalar 
avem 

12= 1!12=1, °j2= 31 2= 1 ,lJ~JI-O. 

Considerăm acum vectorii a(q.„ ·a„), b(b~, hy), adică 

a=a.I+a,,); o=b,'i-f- buJ 

şi efectuăm produsul lor sculur , Uuîad seama de (35): 

ao = (a.i+ayJ) (b,i +ou]) - a,b,+auby. 

(35) 
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deoarece termenii în tJ sînt nuli. Aşadar 

ao-u,b.+ayby, 

C ll.l'l'l'ULUL II 

(36) 

ceea ce enunţă: produsul scalar a doi vectori este suma produselor coordo­
natelor (proiecţiilor) de aceluşi fel pe Cf'le două axe. 

Ex e m p 1 u . Produsul sca.lar al vectorilor u(- 2,5), o(i, 2) este, 
ab=-2· 1+5 ·2=8. 

23. Modulul 11.n7J.i vector. Dacă cei d ui vector i sînt e({ali a~ 5, atunci 
a.-u., av = b~ şi a2=a2~a,2 +a,,2, de unde rezultă mndulitl· 

a='t/a~ +a~. (37) 

24. Unghiul a doi vectori se poate calcula d in expr esia p rodusulpi sca-
lar ăo=ab cos cp,t inde cp='1 (a , o). Rezultă · 

-;ii) 
cos cp = ­

av sau a& 
cos cp = - - · . 

Iii/. /1JI 
Dacă exprimăm vectoi·ii în funcţic de coordonatele lor, atu nci 

a,b, + OyU!i 
cos cp ~ ---=======---'---"= = 

Va~+ "~ · i/bi +hi 
Ex e m p 1 u . Să se afle unghi'ul vectorilor 

a[f<vfi~ '{2), f<v'6+v'2l)'_şi v(Vo+v'2y6, - 1/2). 

Avem a.u.+ avb•= 5 
(6- 2)+ ~(6-2) = 10. Apoi 

4 4 

(38) 

(39) 

a=Y~(8-2'll2+ s , , 2Vî2) =S;b~ ys+ 2v 12 I 8-2Vi2-4, 
10 1 

deci cos cp = - - = • ele u nde cp = 60 '. 
5. 4 2 

25. Condiţia cu doi vectori sii fie perpendiculari oe dcdt1ce fie din (36). 
deoarece prndusul scalar trebuie să· fie n ul, c..leci 

(40) 

fie d in (39), u nde dacă cp "'=f, cos cp= O, · deci numărătorul frncţiej trebuie 

să fie nu l, ·ceea ce duce tot la relaţin (40). 
Ex e m p 1 u. V ec:t01 ii II(-3, 4), b(B, 6) sînt per·pendicu lari, deoarece 

u,b,+a~bv=-3 · 0+4 · G =0. 

26. Aplicaţii . 1. Proiecţi.a nnui vector pe o clreapt/L oa!'ecare. Fie vectorul â şi 
d reapta dată (.'\). Alegem pe (t.) 'versorul 14, care cl Pfineşte tli recţia şi sensul pc 
d1·captă; Produsu l scalar -ne dă proiecţia l u i a pe (6) (§ 8), a<.l ică 

a u0=a· l ·cos cp-(pr. â)A, unde q>=4(t., ;;), 
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A A 

~ 
8 ' " c 

~ 
8 " o c 

Pig. 25. Fhr. 26. 

Să . cons i tlerăm <icum un slstem de axe perJ endl~lare Ox, Oy. Dacă dreApta 
(,\) face cu Ox unghiul a/atunci proi ecţi ile versot-ului Ul) pe axe sînt (uo),= 1 ·cos a= 

-cos n; (Uo).-sin Q şi H;,-i cos a+J si~"ă. Exprim ind şi pe a prin coordona te 

a=aJ I a,;i: rezultă 
a u0-==(pr a)6 ""- a:r cos a+a.11 sin a, expresie care reprezintă proiecţia vectorului a. 

pc dreapta (t.). 

2 Teorema cosinusului deil.1L<ă 11P.Clorial . Considerăm triunghiul ARC şi scriem 

v"ctorul ne ca diferentă de vectqr i : BC=AC-AB. Este evident că IBCl- n. IACl= b, 
IA~=c, unde u, b, c sini laturile tr iunghiului da.t (fi[:. 25). Rldlcînd la !lătrat egall­
taiea de m ai sus şi \inind seam a de <31) avem 

/i(;?-.Af.·2-2Afl· Ac:+iiB>. 

Insă W=IBCl'=a3 etc„ iar AB · AC=b · c cos A, astfel co re laţln devine 

a'=b2+cL2bc cos A (teorema cosinusului>. 

3. Cn:ku !ttl medianei pe cale vecloria!ă. Notăm cu D mijlocu l laturii BC rflg, 26). 
.._. . 1 ___. - --+ -

Se ştie (§ 1-8, apliraţia 1) că AD= - (AB+AC), Dacă notăm mal scurt L3C-a, 
2 

Âc=-b. Ăi,,.,,,,C şi ll.D=trî,j, atunci relaţia de mai sus se scrie 21?1.
0
=b+C, la care 

adăugăm â~b-c. Ridicln<.l aml>~ le egalităţi vectoriale la pătrat avem 

4m~=-b2+c21 2b·c 

a'= b2+c'-2b· c ·-

Pdn adunare cele uuuă produse scalare se reduc şi se-obtine 

4m' +a2=2(b'~) a 

de- unde se scoate 

expresia medianei. 

, 
mu= 

2 (b' + ·c' )- 'a' 
' """"7""" l t 

4 

Am ales c!teva exemple ca să se vndii că produsql scalar poate fo losi în geo-: 
rnetne fie la uemonstrarea unor LCOL'Cll1C, [ic la calculul unor lungimi, 

1 
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EXERCIŢII ŞI PROBLEME 

2t("Să se de~ompună un vector a în două componente, <.:unoscînd di-
re<.:ţia uneia şi modulul t:ele[lalte. Discuţie. · 

fFie OĂ=-;;: Se duce prin O o rlreRptă (li) avincl direc\ia dată şi u n 
cerc cu raza cit modulu l cu nm;cul, apoi prin A se d uce paralela la (A). 
Două soluţii, una sau nici unA.] 

•. ~ Se dă triunghin l ABC şi un punci oarecare O în planul său. Să 
se -dentlrnstreze că dacă G este centrul ne g reutate nl triunghiului, a tunci 

c5A.+oa+ oc=3 Oă. 
- - -[S<! scrie GA~UA-OG "l:c. şi SC adună.) 

~ Se dă patl'ulutcrul ABCD şi se notează cu E şi F mijloacele latu­
rilor AB şi CD. Să se cle1t1onstrezc cil 

- I --+ --+ 
EF - - (AD +BC). 

2 

(Se expri1nă 'RF c.u ajutorul vectorilor AF, 'fill, apoi Af. cu ajutorul - -vectorilor AD, AC etc. ( 

ji, Să se figureze vectorii a(3, 5), l'i(n, - 10) şi 8ă se _spună ce legă­
tură există între ei. 

[b este simetricul, fa\ă de Ox, al lui 2a.J 

~6-: Se dau vectorii i(l, 5). l'i(,----4, 2), c(3, -1) . 
/ c'e, particularitate prezintă vectorul s=a+b+c? - ' 

27. Fiind daţi vectorii AB=a şi AC=u în ce caz avem ra+o)2 -=(Ci-5)2 
şi ce reprezintă fiecare din cele dou/1 părţi ale ega.lilă.ţii? 

(Rezultă 4~-0, deci aJ..b. Fiecare tf'1"mcn se reduce la pătratul 
diagonalei dreptunghiului cu laturile AB, AC.] 

28 Se d/1 vectorukAB, punctul fix O şi două puncte M, N, toate în 
I -- _,,_ 

acelaşi plan. a) Ce semnificaţie are relaţia Afl ·OM= AB · ON? b) Dacă se 
trece totul în prima parte, ('e interpretare a1'c relaţiu obţinută? 

[a ) OM şi . ON au aceeaşi proiecţie pe AB. bJ MN..LAB.} 

29. Se dă un triunghi ABC ~i tm puricţ O oarecare ln planul său. Sli 
se demonstreze că există relaţfo ?)ectorial/1 

oJ.i. Hc:·+o:H· CA.+oc .. 4.D= o. 
[Se. exprimă vcct01·ul BC ca diferenţă BC=OC-oB elc.l 

V l!:CTOl!l !N PLA~I 

30. Si'i se demonst1·eze că inălţi•nile unui triunghi sint concure?ite. 

LFie AA', DD' două înăl ţimi ~i l:l=~;n ~B'. l u relaţia diu µrul.Jlema 

preceden tă se ia O = H ş i se a junge IH HC· AB=O. c.:atre ~e va inlerprcta.] 

31. Dacii D, E, f sînt m-ijloaceie latunior LJC, CA, AlJ, ale triunghiu­
lui AHC, să se arate că oricare ar fi punctul O avem relaţiu vecloriulă 

on.Rc+<IB.&+m'. Ak= n . 

- l - -(Se folosesc relaţiile OD= :i' (OB+OC), BC- OC- 08, <'1~„ •e 

face p rodusul şi se insumcoză.] 

32. Se tlii pat1·ulaieTul ABCD in c:are laturile opuse AR- a ,~i CD=c 
si.nt sit.natP pP dreptele AR, CD perpendicvJeţre. 

Pie E, F respectfr mijloacete latut'itor AD, He. Să se demonstreze c:il 

. FJF2= .!.. (a2+c2). 
4 

Să se dea şi o soluţie geometricii. 

„ 

- I - -[Se ţine seama de problema 21, EFf 2 (AB I Cil) şi se va r idica 

la pătrat. Pentru solutia geom<!lrică se uneşte mijlocul diagi;malel i JD, 
cu E şi F.J 
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COORDONATE îN PLAN 

/~ r,/->o 
/· ~ (} o • 

;.:,:;. 27. Fig. 28. 

1. Poziţia punctului zn plan. Să ne alegem ca sistem de reper 1.1.n punct 
fix O al planului. Po?.iţia u_::;.1i pund oareeare M. din plan este perfect 

determinată prin vectorul OM = 1" (fig. 27), numit din această cauză vec­
torul ct'e poziţie a l punctului M. Avînrl or iginea fixă, este evillenl că vecto­
rul de poziţie est!'! un vector legal. 

De am~menea poate Ii determinată poziÎia unui vector AB în plan, 
dacă se cunosc vectorii ~poziţie r1 şi ri r~pecti".':.11 orig inii A şi al extre-• 

mităţii B a vectorului AH (fig. 211). Mai mull, AB se poate expri.ma cu 
ajutorul vectorilor de poziţie, anume 

(l} 

care arată di relaţia lui Chasl~ (I, Hi) pentru vectorii de pe o dreaptă, 
se menţine şi în plan. Este adcvi:lrat că din punct de vedere practic deter­
mina~ea unui punct prin vectorul ?e pm~iţie r nu f'ste. comodă, rleoarece . 
trcbme cunoscute direcţia, sensul ş1 modulul vectorului. în schim b multe 
proprietăţi ale figurilor geometrice se pot demonstr a simplu cu ajutorul 
vectorilor de poziţie. 

2. Sistem de axe dreptunghiulare. Am văzut că pentru fixarea poziţiei 
unui punct prin vectorul de poziţie, sistemul de reper se reduce la un 
p'-'.nd O. Să ducem acum prin punctul O două axe perpendiculare Ox, Oy 
one11:tate aşa fel ca sensul dt> rotire de la Ox călre Oy :;ă fie cel trigono­
metnc. Vom vedea că putem alf'ge fl.xclc rlreptunghiulare r.fl. s istem de 
reper· pentru detenninarea punctelor în plan. Un astfel de sistem de reper 
(sau de referinţă) se numeşte sistem <freptunghiular cartezian$. 

• De la numele l ui Descartes, car" în limba latină sem­
na . Cartcsius. Mcntionăm c!I sistemul de alte poate fi şi 
obllc, î n care caz axele fac între e le un unghi oarecai:e 0. 

"" ,,„ 
"" 

coon DONATE lN !'LAN 

. ~OOl 'Clonatele vector ufui Ue jJOZl­

ţ1e al punctului M le vom numi coor­
donatele puni.:l·ului M şi 11> vom nota 

OM1 = ·T=abscisa punctului IVI 

OM2-y-ordonala punctului M. 

Tot ce s-a spus la cnnrdonatele 
unui ver.tor rămîne evident vala lJil 
i;;i în cazu l vrctorului de poziţie, cu 
s ublinieeea <.ii de datu acf'ast11 coor­
d onatele (proiecţiile) se măsoară el~ 
la originea oxelo1· O, care este şi 
originea ved orul ui de pozi\ie. 

(f/ 

Coordom1telc unui punct se pot 
nota cu diferite litere, de exemplu, 
(a , b) sn11 (at, h1) sau (x0, y0) etc. în 
care totdeauna prima este abscisa şi a duua ordonata. Se arată în s-::ris 
r.i1 M are coordonatele J.', y astfel : M(x, y). 

Ce~e două axe Ox, Oy împar t planul în patru regiuni pe care le vom 
utcnii cadrane ~i le vom numerotu în sem; Lrigonometric 1, 11, JlL IV 
(fig. 2D). 

După aceste lămuriri să facem următoarele precizări importante. 
I. Dacă punctul M este dat în planul axelor xOy, coordonatele sale 

sînt ueterminate în mod unic. rn adevăr, proieeţiile veetorul ui <5M pe axe 
sînt determinate în mîirimc şi semn, şi anume: ' · 

- pentru un punct M din cadranul I ambele coordonate 5Înt po.:j-
tive: · · 

- penLru un pund M' din eauranul al lI-lea, abscisa OM; =x' este 
negativîi şi ordonata OM2=Y' rste pozitiv:'l.: 

- pentru un punct Mn din cadr anul al III-lea amhPlr coorrlonate sînt 
negative: 

- penlru un punet M"' din c;aura11ul al l V-lea abscisa este pozitivă ~i 
ordonata negat ivii. · 

un punct pe axa Ox a re orrlonCita 11ulă, iar un pund pe Oy, abscisa 
nulă. 

II . Heciproc dacă se dau coordonatele. punctul M din plan este deter­
minat în mod unic. In adevăr oă presupunem că măsurînc'! abscisa şi ordo­
nata, ambele pozitive, gllsim (')l\qL-x, C57iil2= y: paralela pri11 M1 la Oy şi 
paralela prin M? la Ox se taie intr:-un singur punct M, în r.ndr:mul I. 

După t:um abscisa şi ordonata sîn t pozitive sau negative, punctul se 
ponte gllr;i în unul d in cele patru cadrane. Trebuie să observăm că această 
unicitate n-ar mai exista dacă coorclonatc'r nu ar fi luale cu semnele res­
pective. !n asemenea ,caz, abscisa s-ar putea 111s fif' la dreapta, fie la stînga 
originii, iar ordonata f.ie ln sus, fie în josul originii şi ar rezulta patru 
puncte în loc de unui singur. 
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,,; x e m p l e. l ) U1·iyinea are cuurd.unatele X= O, y = O, deci 0(0,0) . 
2) Punctul .4(3, O) se află pe axa Ox, astfel că OA- 3. 
3) Punctul B(O, -2) se află pe Oy, la OB= -2. 
4) Punctul M(5, ..5) se află pe bisectoarea primului cadran. 
5) Punctele A(a, -0), A (-a, b) sînt simetrioe' fuţă de uxa Uy. 
3, Scrierea , vectorului dal prin coonlonatde extremitl1ţilor sale.· Se 

dau_ punctele A(X:t, y1), B(.L2, y2) şi se cerc să se scrie vectorul AB. Dacă 
r1, r2 sînl vec:turii de poziţie ai punctelor A .şi B, atunci relaţia lui Chas-

les (1) este AB=r2 ?\. Fir acum X, Y coordonatele vectorului AB. Hefe­
~·indu-nc ln coor rlonatele diferenţei ai doi vector i (11, 15) putem scrie 

X=x~-xi> Y = Y2-·Y1 · 
lnsă Afl=Xi+ Yj prin urmare 

AB = (x2-x1)z + (Y2-Y1)]. (2) 

Aceasta este expresia unui vector în func~ie de coordonatele extremi­
U!ţilor lui. 

Ex e' m p 1 u . Se dă A(3, -2), B(-5, 4). 

Vectorul r1D este AB=(-5"13)i+_[4- (-2)]J=-8I+6J. 

Vectorul DA 'se scrie BA= [3 - (- 5)Jî:H-2-4))=8z-63'. 

Se verifică imediat c:ă AH+ BA= O. 
4. Distanţa între două puncte A(x1' 111), B(x2, y 2) este modulul vecto­

rului AD (sau BA) şi li nîncl seama rl~ ~xpresia modulului (11, § 22) avem 

(3) 

]n particular, distanţa ele la ul'igine la un punct M (:r:, y) se obţine 
din (3) 

(3') 

Exemplu. Distanta între punctele A(O, ~), B(-2, 7) este AB = 

-==VI 2-0)2+(7- 3)2 - V20=2Ve unităţi liniare. 
. I 

5. Punclml care impa1"le u n segment orientat într-un raport dat. Pre­
supunem segmentul da.t prin extremităţile sale A(xL> y1) şi B(x2, y~) şi re 
dr08pta AB un punct M(.-i:, y) c<1re împarte segmentul AD în raportul 

,!ţ~= li:. Cinci lvl{AB, k<O, deo<>rece segment<'lc MA şi MD au sensuri 
Ml" 
diferite; cînd M cstf' exterior segmentului AB, k> O, deoarece MA şi MB 
au acelaşi sens. Problema care se pune C'stc să determinăm coordonatele 
punctului M, c:.unosdnrl pe A, D şi raportul k . R!:!zolvar!'a problemei se 
pnate face pe cale pur analitică sau pc cale vectorială. în cele ce unnea~ă 
vom folosi metoda vectorială din care vom dec.lucc şi formulele analitice. 

, Fie deci A(r1), D(r2), M(r) şi 

MA =I< 
MB . 

(4) 

de uncie MJl -k MB (fig. :JO). . 
S,egmentele fiind ori!:!nLale pe dreapta !1B_, re­

laţia sub forma a doua <'st.e rlc fapt relaţie mtre 
:vectori 

(4') 

Cn aj utorul vector ilor de poziţie a<:_eaşta devine 
r1--Tf:k(r2-r) ~au r1.-k 1'2~ (1- k)r, de unde 

- ;1 -k-;2 
r- --- · 

l -k 
(5) 
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A 

o 
Fig. 30. 

1n particular d<;lcă M este mijlocul s11gmcntului AB, k=-1 şi vectorul 
·de poziţie al mijlocului segmentului este 

T= ~ + „~. 
2 

'.Acea~lă relaţie nu este ele fapt decit aplir.aţia 1) de la cap. II, § 18. 

(6) 

Trecerea la relaţiile analitice se face simplu, scriind vectorii rlc poziţie 
in funcţie de coordonate le punctelor: 

· Rezul lă 

care dă imediat 

• ~ x, - kx,-:-+y,-ky, 7 
xt+YJ= ---t --- • JJ 

1-k J-k. 

x, - kx, ,,, - ky, (7) 
x- l-k ·y= ·l -lo' 

'iif'oarcce descompunerea după vectorii fundamentali este unică (vezi 
cap. Il, § I O). · . 

în particular mijlocul segment ului AB are coordona tele 

x, + x, I},+ y, (7') 
x=~ · y~-2-'' 

Coordonatele coN.j'ugatulu i armonic N al pu nctului M se deduc din (7), 
înlocuind pe k prin (-k:), deci . 

r X, + kx, ' y , + ky, 
x= l+h _ , y= l+I< , . - (8) 

6 . Să considerăm acum pe o dreaptă oarecare patru puncte A', D,. C, D 
care fni·mează u cliviz~une ·armonică, · ş i anume să precizăm că C(x3, Y:;) 
şi D(xr,, y4) sint conjugaLe armonic laiă ul:! A(x1 , Yi) şi B(;c2, Y2). Sp ştie că 

" 

, . 
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,rapo~·tul a do1:1ă segmen te se păstrea?.li în proiecţie, deci o div iziune ar­
monică se pro1ect.ează atît pe O.r cit şi pe Oy tot ca o d iviziune armonică. 
Aceas ta înseamnă că relaţin (I, 29) se pă8lTcazli pe fiecare axă, adiC'li 

{ 
2 (X 1.l.'2 + X3X4)-(:r.,+x2) (X3 +xr,) =o 
2(Y1Y2+Y:iVr.)- (Y1 + Y2HYa + Y1, ) =O. (9) 

Aplicaţii. l) Să se arate că ·µunclul C(-2, -4) este egal depărtat de puncte le 
A(J. 3) $i 8(5,' 1 ). 

Avem CA- V(3+2)2+(3+4)2_:., V74; CH _; V'5+2i2+ (1·1 ·4i"'~ V74 deci CA=CB. 
2) Ce condiţie trebuie să satisfacă coord()nat.ele x, y ale punctului M pentru ca 

acesta să fie la egală .clistanţlt de ..1(3, -2) şi B(4, 2)? 
P.entru a nu inai avea rAdicali scrie.m că M:12......,.Ma 2, adică 

(x-3J2+CY-l-2J2= (Xr-4)2+(Y-2)2 care ne dă 

2x+B!J=7. 

Ar~! obţinut o singură ecuaţie cu dou(l nec1moscule, adică n ecuaţie nedeter­
minată. Aceasta corespunde faµt ulul geom e tr ic că există o infin itate de p unct" 

/11 egal df'părtate de A şi B (mediatoarea s"gmenlulu l AB). 

3) Segme11tu~ liB=5 cm are punctiil· A(2, -1) şi abscisa p·u11ctu!ui B, x=G cm. 
Să se determt?ie poziţia segmentului. 

Dncii ii est.e ordonata l ui B avem 

16+(Y+1}
2
= 25, de unde u+l =::+-3. Se obţin două valuri y ,=2, 1h~-4, deci B,(H, 2) 

şi B2(6, -4), p ri n urm am segm entul poate avea două poziţii. 
4) Centrul de greutate al Ulmi triimghi. Se ştie (l I, § 18, apl icaţia 3) că dacă 

G este c<Jntrul de greutate Rl triun.ghiul ul A BC, atunci G.4+G8+cc=o. Să nutăm 
A(r7J. B(;:,l, C<;:;,l, G(rJ. Atunci GA=;;-7 (fig. 311 şi Ia fel ăB-r2-r, GC=.7;-~ 

A 

Fi!!'. 31. 

Adu nin d avem 

deci 

-- - ' · + ;., + -;:; ' · - - - 3-- ! (10) 

Scri ind r ela(ia oo aju torul cnnl'donatelor avem 

- - - x , + X, + x, .~ ·l- y J + y, + y, -,. xi+yj= 3 . . 3 

de unde 

x,,'.f-x,+ x, 
:t= 3 I u y, + 11, + y, 

3 
(11) 'l 

I 
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P roblema se poate trata şi pc cole p u r analitică . în Adevăr m ijlocu l A' al seg-

X1 +x:2 
mentului a t·e conrdon;itele x'~ --

2
- ' y, +-y, şlie apoi că Gil = - 2 , y'= 2- -. Se Gil' 

p r in u rmare coordonatele lui G slnt 

X 1 +x„ 
x,+2·~ 

x = „ 1+2 
x, + "" + x, . i r t Jh +: __ y, + y, .· 

3 
şi a e y= 

. 3 

EXERCIŢII ŞI PROBLEME 

33 . Să se exprime vectorul de poziţie a centrului .unui paralelogram, 
în funcţie de vectorii de poziţie ale celor patr u vîrfuri. 

[ -;: = i _c;, +;:,+-;.,+~·,,) ,] 

34 Ce condiţie trebuie să îndeplinească u n patrulater penlrµ ca suma 
veclol'ilor de pozi ţie n rlouâ vîrfuri opuse să fie egală cu suma vecto,rilor 
de poziţie a _celorlalte două vldur i? 

[M şi N mijloRcele d iagonalelor; treb.pie ca ~1-oN, deci M:= N 
Patrulaterul treb u ie s~ .fie pnr alelogram.J · · 

35. Se dau două p unde A, B lntr:-un plnn şi punctul de repcr O. 
Să se detc1·mi ne poziţia punctului C ştiind că vectorii de poziţie ra, rb, re 
a i punctelor. A , B, C saLisfac relaţia 

r.=ra+2rb· 
• - - - _.. --+ ' 

[Se scrie r.-r
0
=2rb · sa u A C-208, deci vectorul llC este coliniar 

cu oB şi de două uri mai m are, adică llCjJOB ş i 11C=20B. Punctul C 
este determinat.) 

36. Se dă punctul A(a, li). Se cere: 
u) Să se di>termine coor donatele punctelor simetrice lui A faţă de 

axele de coordonate şi faţă de or igine. 
b) Să se determ ine coon.Îonalele p unctelor simet rice lui A i.'a(li de 

cele două bisectoare nlc axelor de coordonate. 

~Să se calculeze distantele d'in tr c perechile de puncte: a) A(3, 2), 
B (6, 6); b ) A (:l, 2), B'(O, -2); c) C(-1, O), D(-5, 4); d) E(-1, -4), 
F(-3, - 8); e) G (O, -?), H( H!, O). 

4 - Geometric analitică el. XI. 

/._ 
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~Să si> r.alculi>ze lungimile ·S~gmcntclor : 'l·B şi C:TI unde A(~, 6). 
D(B, 2) şi C(3; 2), D(B, 6). Să s~ explice geometn~ rezu~tah1L 

[AB=CD= 1[41. Sln l diagonalele ·unu i drept unghi.} 

KSă se araLe că triung hiul format <le punctele A(2, :J), D(-1, .- 1). 
C(6, O) es te isoscel, cu ha:rn Rr.. 

~W- . 
~Să ,.,se arate că triunghiul foi:mat de punctele A(2+ 1/3 ,1), 

B(\l:_i, - 1), C(-1, - l/'T3) este isoscel. 

- 3) j) '}(.. Să se arate că triunghtul format de punctele A (I + -.,/3, 2 •· 
:r-- -

/ B( ~ • 1 +
2 
yil') • c( l • ~ ) este dreptunghic. Unde este u_nghiul drept? 

[Mewda f. Se calcule:iză lungim ile loturi lor şi se arată ~ ~c 

verificată reJaţia lui PitAgora. l\i1ctoda a ll-a.-Se !iCriu VP.ctorii AB, BC„ 

~ şi se -cercetează care fH I p1·od11su l .scRlH r nul.] 

Q) Să se demonstreze că triunghiul cu . vîrfurile A(l, 2), B(3, -1). 

C 1/ţ 4 + sv~ 1 + 2 \13 ) · ~ ţ --2--' • --
2
- - este ech ilateral. · 

43 . Să se . gi:1sească w 1 punct egal depărtat de punctele A(O, I), 
B(l, - 1), C(2, O). 

[ :r=~· y=I..·] 
. 6 o 

f44Î Să sP t;ăsească un punct la egal.I\ rlepărtarf' rle punctele .1(2, - 2), 
B(O ,'"îfş i de asemene"'a la egală depărtare de punctele C(l, - 4), D(-2, -3) 
(fără ca aceste dista,nţe să fie egal'e cu cele p recedente). 

[M(2,4).] 

r:;;;ţ . [2 (:r + ay)'I Za (x + a11) ] • \."';l Să se aile distanţa între punctele A(:1:, y) ş1 D ~ ~ ' 
1 

+a' 

- [AU- V x '+11', deci AB=Oll.l 

-@ Se dau punctele A(-2, 3), B(2, 6) şi sub axa Ox, o paralelă la 
di stnnţn de doui\ unităţi. Să se găsească pe această paralelă un punct O 
şi altul D astfel ca: 

a) t riunghiul ABC să fie drept unghic in A; 
b) triunghiul ADD să fie dreptung hic în R. 

[C şi D a u unlun ata (-2), deci C(a, -2), D(/l, -2). Se poate ~olosl 
teorema lui Pitagora sau se pot scrie \'ectorii şi se pune condiţia ca 

produsul scalar să fie nul. c( ~ • - 2) ' 0(8, -2).] 

COORDONATE IN PLA1'l 

47 . .Se da u punctele A (- 3, 3), B(.1, 7) şi o J')aralelă la Ox situată la 
două unităţi dcRSuJ')ra ei. Să se determine pe această paralelă punclul C, 
astfel ca triunghiul ADC să fie dreptunghic în C. 

[Două soluţ i i C1(2, 2); C2[-2, 2).J 

48. Se dau punctele A(-1, 
simeL1:icului lui A foţi\ de B. 

3) fi\ B(2, -1). Să se afle coordonatele 

[Se folosesc coot·donatele mijloculu\ unu l segment. x-5, y=Ll 

tJi) Se dau J')Unctele A(-2, 4), D(5, 1) şi o paral~l~' la oY, ln. di-s-

tanţ11 · ~· cai·e fntîlneşte segmentul AB Yn punctul M. Se cere : , 

a) raportul in care M împarte segmentul ATI; 
b) ordonata punctului M. 

le Se găseşte intîi Ic = - ~ ' apoi y = ~ · ] 
· 9 M 

_t:Ji) Punctele A(l, 1),- B(2, - 3), C (6, 0)- fiind date, să se af.l.e coordona­
tele pui;ictului V, al patrU:lea vîr.E al paralelogramului ABCD, îrl care AC 
este o · diagonală. 

) 

[Se a fl ii simetl'ic11l lui H faţă de mijlocul l ui Ac. x-,o, !/=4.J 

51 . Se dă triunghiul format de punctele A(4, 5), B(O, 3) , C(2, il). 
Să se calculeze lungimile medianelor m„ m b, 17i; ale -triunghiului ~i să se 
verifice că 

m~ +III~+ m~= ~ (AB2 + Rr:2 + CA2). 
·4 ; 

-@ Să se afle coordonat C'lc punctului M care s_e află pe segmentul 
determinat ele punctele A(3, -2), B(7, 3), la douii cincim i din ATI, soco­
tite de la .A că Lrc B. 

~-
- 53 , Se dau punctele A(2, 1), E (5, 7), C(4, 2). Se împarte AH în paLrn 

pllrt.i egale şi se notează cu D punctul cel mai apropiat de A . Să se afle 
lung imea CD. 

[CD = \'.:9 . J 
'{J;)se dau punct ele A(l , 4) şi B(7, 1). Să se determine punctul M de 

pc dreapta AB astfel ca 01\11 = UA. 

[ 
1 - 7k 4 - ~- . - - . - · _un punct pe Al3 ace x = 
1 

_ k • lJ = 
1 

_:,; • Condi ţiA ca OM-OA n e 

dă Uk'+4k-O, de unde solu(iilc M=::o A (evident) şi ru(~, 1; ) · ] 

4• 

I 
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55. Se dă ~iun.ghiul cu vîrfuril<' A(7, O), B(4, 4), C(-1, 8). Si\ se 
afle coordonatele piciorului bi.scctoarei RR' a triunghiului. 

[Se ~im' seama ele t·apo~tul în care bisectoan'a împarte latura 

opusă D'(~-W) · J 
~Se dau punc~ele A(5, 1), D(a, 5), C(-3, 2), D(-1, _:::_2). Se iau apoi 

punctele M şi · N astfel ca ele să lmpartă în acelaşi raport k set{mentele 

orientate . ?fB şi CD. Să se ~ra~ a) că ~ - IJC; b) ci\ oricare ar fi rapor­
t ul k, m1Jlocul sep,mentulu1 MN esLe fix. Sli St' explice geometric pro­
prieLatea dC' la (b). 

-[a) Se exprimă ve ctorii All şi DC cu a jutorul vcrsnrilor. b) Se 
3 

g~,„~te x=l , Y=2 ' Dreapta MN trece prin cenlrul paralelor;rnrnului 

llBCD.] 

· 57 s „ t • r f A ( i -1 v3 "+ b) · .. a se ara e cct 1gurn nrmată de punctele a ~ • -
2

- ' 

B(a-1'. , b l +\!if) , ,...( _l - y3 , b-a) (a+b l VS) 
2 2 ' ·a -2- -2-' D -2-' h ·--2--

este romb; a, 1J sînt două numere reale oarcc.al'c>. 

[l\ilijloacele d iagona lelor coincid şi' diagonalele sînt perpendiculare 

(ii'C ·BD- O). Astfel: la•urile s!nt două cite două µara lele (vectorii res­
pectivi egali) ~ i toate s int egale. Ma i trebuie ară tat că figura n u este 
pătrat, deci AB, AD„ nu sînt perpencticulare.] 

.Sfi Sâ se calculeze coon.lonat clc> rrujlocului segmentului care uneşte 
lJ).ijloacele d iagonalelor unui pnt rulater . 

[Media arilm„tică a coordonatelor vldurilor.} 

59. Se dau punctele A(3, O) şi B(-1, 4 y3). Să se determine pe seg­
mentul AB un punct M ctStiel ca distanţa de la origine la M să fie medie 
proporţională înlre segmentele AM ş i MTI. 

MA 
[Se determină intii raportul MB =Ic, apoi coordonatele. Două solu(ii : 

(3 gyif) . (5. V3) 9 
M 4' - 4- ~1 M' 2 'T · Se mol găseşte k----1 (inacceplabilă) şi k- :J9 
care dă un punct exterior lui AB.] 

I· 

I 

CAPITOi ~·L' I V 

DREAPT~. DIFERITE FORME 
ALE ECU/\TIEI. El 

I . ' 

Fie-. 32. 

1. Versorµ/ unei direcţii. Ylulţi.mea dreptelor din plan, care s înt para­
lele 1ntre ele, au aceeaşi direcţie, aceasta fi ind dată de oricare dintre ele. 

rn mod practic direcţia poate fi dată prin versornl 00 ~ V.o, cu !tio l ~ 1, 
sau, dacă se ia sistemul ele referinţă cartezian xOy, prin unghiul o. pe 
cure una din drepte (de exemplu cca care t rece pr in origine) îl face cu 
a.l:a O:r. (fig . 32). ' 

Versorul, ca orice vector, poate fi descom pus după axe şi arc. ca 
proiecţii OU1 = ~ · cos a =cos o. şi 002 = l · sin o.= sin o.. De aici rezultă 

(1) 

r.nrc arat.'i. logă.tura între vcrsol'lll rlc dii·ecţie ş i unghiul o. al direcţiei cu 

mrn Ox. Se observi\ imediat r6 u 0 = \l cnsla+sinla=L 
:?. Coefidţmtnl unghiular. Dacă din punct d r vedere gC'omctric di­

recţia se poate da prin unghiul a pe care aceasta îl face cu axa Ox, din 
punctul de vedere al geometrici analitice, pentru nevoile de calcul, direc~ia 
se dă prin una din funcţiile trigonometrice ale unghiului a. Cea mai· des 
folosită este tg ct, care se notează de obicei cu m şi se numeşte coeficientul 
unghiular sau pan ta dreptei. 

Pen tru fix urect poziţiei unei drepte nu est,e ou.ficienl să cunoaştem di­
recţia ei (coeficientu l unghiular), ci mai t rebuie un punct al drepteL Cu 
ac.est" dnuil clement!' po7.iţia dreptei este determinată. 

3. Ecuf!ţ-ia dreptei cînd se cunoaşte coeficientul unghiular şi punctul 
unde taie axu Oy (iig. :33). 

Considerăm dreapta · (6) care are coeficient ul unghiula r m= tg a şi 
taie axa Oy ln M0(0, n). Ordonata n a lui M0 se numeşte ordonata la 



$ 

o 

54 CAPITOLU L JV 

:irig~n~.' deoarece -este ordonata c6re1;p11nza toare 
Ml~mn pe axa 0 .x:. 

. Fie M(.x:, Y) un punct care se poa l.e mişca 
oricum pe dreapta (.1); acesLa se numcste 
punct ctirent al dn:>p tci (de la latinescul cu ri'.0 _ 

cu rrere = a alerga). F:s~e clar că ' între coonlu­
natele .x. Y ale punctului M Lrebuic sii existe 
o relaţte. de legătură, căci ahfol M ar putea fi 
oriunde m plan, deci şi în exteriorul d repLei. 
(d) .. Ne propun<'m să găsim tocmai a<Pastă 

l!ig. :1~. relaţie . " 
Pentru aceasta ducem versorul f4i al d i-

. · t l' . . . r<'cţici dreptei (fi) şi acum vectorii M-;;r;J şi uo 
sm .co tman, deci coordonatele (proiecţiile) lor sînt proporţionale. Cu­
noscm?_S~)Or<lonatele lui Mo(U , n) ~i ale lu i M(.r , ?J) se scrie imediat vec­
tornl M0M: 

""oM = x i -1-(Y n)], (4) 

iar ilo este dat de (1). Scriind că proiec~iile sînt proporţionale avem 

--"'-= y-n sau v-n=x tg ((. 
co8 a sin a. 

Aşa cum am spus se notea?.I\ tg ct. = m şi · relaţia căutată e~le 

I y~mx+n I (3) 

care se m.imeşte ecuaţia ~reptei . cînd se dă coc.fidentul unghiular si onlo­
nata la 01 zgme. _Ii vom zice mm scurt ecuaţi_a exp1icită ci -clrr!ptei.· 

Cazun particulure. 1) Dacll n = O clb figura :J3 ~e veu" că ci • t 
Lrece p rin or igine, iar (3) se reduce la " V 

1 
eap a 

y=nix (4) 

p rin urn.rn_re (4) reprezintă ecuaţia unei drepte care trece · f t 1 . pnn origine ţ;i 
are coe ·1c1en u uugbiular m. Dacil m = l (cg- ct. = l deci a~ 45c) se obţine 
b18ectoarea care trece prin cadranele I şi IiI, ' 

(5) 

care se numeşte prima bisectoare. a ax_clor de cooeclonate. Dacă m= - 1 
(tg a = - 1, deci a.= 1 ~5°) se nbţme bisectoar ea care L1·e· ·•o prin ncle n şi JV ~~ cadra-

Y=-X (5') 

care se numeşte a doua bisectoare a axelor. 
2) Dacă m= O, atunci a = O şi se obţine o paralelă la Ox. E i • (3) 

{le reduce la cua~1a 
y~n (C) 
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ş1 aceasi..a 1·epre« intă, i 11 consecmţă, o paralelă la O;i;. 
Peni.ni n> O paralela est.e deasupea or ig in ii , pcntr.u 
n < O este sub origine. Pentru n=O se obţine chiar 
nxa O:i:, deci ecuatia axei Ox este y = O. · 

Obse r vă r i. l ) Dacă presupunem m con­
stanl şi n. variahil (~) reprezintă mulţimea - dreJ,Dtefor 
paralele, de diri-cţic datu m. Dacă schimbăm şi pe m 
ntunci obţinem orice dreaptă, parălelă cu orice di­
recţie. adică o'ice clrcap~ll din plan. De aceea spu· 
nem că (3) rcprC'?.intil ecuaţia unei d' epte oarf'car c. 

2) Ex istă totuşi o dfrec-ţie pcntnt care (3) nu ne 
dă dreptele respective · aceastn cor espunde llli rt= 

1= ~care dă m=tgcl=ro. 

li LI} 

M(1<.y} 

J 
/} A(a.O) 

F ig . 34 . 

;i' 
· \ Ecuaţia nnP.i di·epte _paralele cu Oy. Considerăm dreapta (LI) para-

lelă c11 Oy, la distanţa OA = a de nceasta şi un punct M(x, y) siluat pe 
( .0 ). Condiţia necesară şi suficien tă pentru ca ME (L~) este ca M să se pro-

iecteze în A pe Ox (fig. 34) sau (pr. OiVÎI Ox= OA = a. Insă OM = r =·x i+ 
·'+Y }, iar proiecţia unu i vector µe o axă este dată de produsul scalar <lin­
'tre acel vedGr şi versoru l axei (IL § 2 1). deci condiţi a ca ME (LI) devine 

(pr . OM) 0.1: =0M -i=u. Ţinincl seama cil ii= 1 . şi iJ=O, se obţi ne (xi+ 
'+?I "j)l= a sau 

x~ a. 
(7) 

Acea~La este ecuaţia unei parnlele l a Oy. Pentru a> O paralela este la 
dreapta orig inii şi penLru a<O la stînga orig inii. Pentrn a = O se ob~ine­
axa Oy, deci ecuaţi a axei Oy este 

Gcnmetric es te evident că orirArc ar ·n ME(Âl abscisa lui e!'.te x ~a, indi­
fere11t care este ordonata y . P rin urmare x = a cm·adcrizează toate punc-
tele dreptei ( LI): ele ac<'ca zicem c.ă este ecuaţiR dreµl ei. . 

Cu aceasta am împlinit şi ceea ce nu ne dădea ecuaţia (3); cazul drep­
telor paralele la n y . 

8 x e m p 1 e. a) F;ru.nţin d1·eptei c:ai·e trece pri11 ori(Jine şi face cu O:r 

urighiul <J. = 30' este 11 ~ ::~ x , deoarece m= tg 30" = } ' . . y3 y3 

b) Ecuaţiei y - - v3 X l'eprezintă o drcaptl1 car(! luce prin origine şf­
j ace ev O:r unghiul a. = 12oc. deoarece tg 120°=- '1/3. 

c) Dr?aŢJtc1 para1.eli1 cu prima bisectoare, ca1·e trece prin punctul (O, 4), 
ar<! eciiaţia y =x+ 4. căci m = 1, n= 4. ---.t-

5. Ecuuţfo generală a dreptei. Să considerăm o dreaptă oarecare (4); 
a cărei poziţi e este delerminată (fig. 35). 
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a) prin punctul N0 (0, n) unde taie axa Oy; 
b) prin diTecţia perpendiculară pe vecto­

rul liberrG (A, B) deci 

Dacă M(x, y) este un p unct curent al drep­

tei (D.) atunci este clar că vectorii l(;" şi .'ioM 
sînt perpendiculari, deci produsul lor sralar 

este nul. Vectorul "N;M sc scrie [vezi şi (2)] 
--+ 

N0 M =x l'. + (v---:-n>J (9) 

astfel că produsul scalar al vedorilor (8) şi 
(9) -este 

'iG ·N~=Ax+B(y-n) ~Ax+B11-Bn- O. (10) 

Termenul liber (-Bn) este o constantă pe care o vG>m nota cu C şi 
produsul scalar nul devine 

(11) 

Aceasta este relaţia dintre coordo.natell' (.r, y ) ale punctului curent M 
pentru ca el să se afle pe dreapta (LI. ). Zicem că ( 11) este ecuaţi a drep­
tei (~). 

Deoarece condiţia (10) esle nec:e:;oiră ~i :;ufa:ientă pentru ca N 0M J_ iG 
re6ullă că relaţi<i (1 1) este nece!'lAră şi suficientf'i pen tru ca M să se afle 
pc dre::ipta ( d), adică: 

a) dacă ME (Do), relaţia (11) este verificată ; b) dacă (11) eole adevă­
rată, atunci ME (d). 

Iată deci o altă formă a eruaţiei unei drepte, pe cari' o vom numi 
ecuaţia generală a unei drepte. 

Obse rv ări. 1) Din notaţia făcută - Dn=C, rezultă n=- ~; 
li 

'2) Vectorul'IG (4, B ) pcrpcncli<'u lar pc ,(L\ ) sc numeşte vector normal drep­
tei ( L\). 

6. Trecerea de la ecuaţia explicită ( 3) la ecuaţia generală (4) şi re­
ciproc. 

I. Dacă m şi n nu sînt fracţionari. atunci este ~le ajuns să trecem pe y 
;În partea a doua şi obţinem ecuaţia dreptei sub forma generală 

mx-y+n-0. 

Dacă m şi n sînt fracţionari, ;,ilunci se elimină numitori i, se trece 
·totul într-o singură parte şi se obţine forma 

Ax+By+C=O. 

Ex e m p 1 e. 1) Ecuaţia y= 1/3 x - 5 se scrie sub forma generală 
-v ir:-y- 5=0. 
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3 4 
2) Emoţia Y=2- x -3se scrie sub jormu generu!ă 9x+ 6y+8=0. 

II . De la forma A x +Dy + C= O se trece la forma explicită rezolvind~ 
ecuaţia în r aport cu y (Bj-0), adică 

A C 
y=- B ;i:·- B, de unde -rezultă 

A 11l=--· B , 
c 

n-- - ' 
B 

(12) 

Aceste relaţii sînt importante Gindcă He dau coeficientul unghiitlar 
şi ordonat.a la origine, atunci cînd avem ecuaţia dreptei sub fonn1l ge­
nerală . 

E x emple. 1) Ecuaţia 3x+4y-IB~O se scrie sub forma y= 
3 3 

= - 4 X-1- 4, deci coeficiP.ntv.l unghiulm· este m=- 4 şi ordonata la 
3 

origine n-4. Dreapta paralelă care frece prin ot·igine este y~- 4x. 

2) x-2y+5=0. Se scrie y~ f x+~, deci coeficientul unghinlar m= 

= _1:._ şi cn-donata la 01·igine n = ~ • 
2 2 

7. Ecuaţiile drcptelur particulare deduse din (11 ). 
a) Presupun em întîi A= O, i n ecuaţia generală (11 ). Rllmîne By -t-C=O 

c 
sau y= - B -const. rare rcprczintii o para lelă la O:i:. 

b) Fie acum D - 0. Rămine Ax+C=O sau X=-~ = const„ adică o 
A 

p arn lclii la Oy. 
A 

c) Dar:'\ C=O, cruaţi.'l rilmasă este A.l:+Ry=O sau Y=- Bx=m x, 

ecuaiia unei drep~e care trece prin ongm e. 
S5 consideram acum cît c doi coeficienţi nuli. 
rl) 11.=C=O. Rămîne Ry- 0, deci Y- 0, adică axa Ox. 
e) R=C= O. Hămîne Ax= O, deci ,t:= O, adică axa Oy. 
f) A ~ B-0, imposibil fiindcă răm!ne C- 0, însă Cf-0 prin ipoteză. 
Du9ă cum se vede d<ică ecua\ia dreptei sub forma (3) nu conţine-

dreptele paralele cu Oy, ecuatia (1 1) conţ i ne toate dreptele plunului, 
inclus iv toilt!' r:lrepteie par ticulare. Pentru acest motiv (1 1) se nume~te 
ecuaţia generala a clrep:ei. 

Din cele spuse mai îna in te se tlesprinde următoarea conclu zie impor­
tu.nl{i: urice ecuaţie de ryrnrl1Ll I in drruă 1mriabilP .r şi y, raportată la sis­
t em tLl cm·t ezian dreptunghiular xOy rep1·ezintă o dreaptă şi reciproc O· 
dreaptă oai·ecare din plm1 este r ep> ezenlată printr-o c>ciwţie ele gradul l 
i 11 ctouă variabile (eventual poate lipsi una din v ariabile). 
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Prin u11nare d reapta in plan este caracLeriL:ată printr-o ecuaţie de 
gradul l. Pentru acest motiv o ecuaţie rk grndul I se uurneşte ecuaţie 
liniară. 

8. Consecinţe. a) Cunâiţia ca două drepte să fie paralele este r.n. să 
aibă aceea.~i înclina.re a. fnţ/1 de axa Ox, deci să aibă acelaŞi coeficient 
unghiular. 

Dacă dreptele sînt date prin ecuaţiik y=mx 1-n şi 7/-m'x+n', con­
. diţia de paralelism este 

m=m'. (13) 

Dacă drepLele Hîn t date prin ecuaţiile Ax+ Bu+C=O şi 11'.i:+ B'y+ 
-1- C' - 0 atunci m=- ~ m'=-:'.'..:şi condiţia devirtc - A_ = _A' .snu 

' · B LJ' B B' 

A B 
A' ll' 

(coeficienţii lui x şj y proporţionali). 

(13') 

01" fapt condiţia (13') se poate obţine şi altfel. fi'ie if, ~Ai+B1 vec­
torul normal primei rlrepte şi îG ' =A'i+B'j vectorul normal celei de-a 
doua drepte. Pentru ca dreptele să fie paral ele trebuie ca vectorii TG l?i iG' 
să Iie col in iari, deci să aibă coordonatele proporţionale, adică relaţia (13'). 

b) Pentrii ca doiiă clrepte să coincidă, pe lingii fapţiil că sint paralel.e 
treb11.ie să nibii şi 11.n punct .somun. Punctul comun îl luăm pe axa Oy, 
deoi ordonatele la origine trebuie 3ă fie 0gal<': n = n' . Atunci penLru ca 
două drepte date prin forma explicită să coincidă trebuie ca 

rn - rn/; n=·n'. (14) 

Dacă dreptele sînt date prin ecuaţiile lor g<'ncrnle, ntur.ci pc lîngă (13') 

trebuie să avem n~n', adică _52= - C' sau .!!...=~'Dar B se gă-
ll B' B' C' B' 

seşte şi in relaţia (13') deci 
A B C 
-=-=- (14') 
A' B' C' 

'(toţi coeficienţi i proporţionali). 

Hecapitulînd : (13) sau {13') reprezintă condiţia de paralelism; (14) 
7au (14') reprezintă condiţiile de coincidenţi'! (i:;uprapunere) a două drepte. 

O b .'l c r v ar e i m por ta n tă. Ecuaţiile care di[eră numai prin 
termenul liber 

Ax+By+C= O; Ax+By+C' = O (15) 

reprezintă două drepte paralele. 
Ex e m p 1 e. a) 3x-5y + 2 =O şi 6x-10y + 7 = O i·eprezintă dreple 

paralele, deoarece Q. = ~ j(!ră a fi !'!Jale şi cu 
7 

, 
3 -5 2 
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L~) ;!x-1-r>y-fi = ll ; .\,i:+1 2y 10 = 0 sint 
două drepte confundate , căci au toţi coefici­
enţii rrnrorţionn.U . 

9. Ecuaţin c.ireplei prin . tăieturi. Se nu­
mesc tăieturi punctele unde o dreaptă laie 
axele de coordonate. Coordonatele acestor 
punct(' sîn t r.oordonatc/.e la origine ale rlrcptei. 
lJacă A(a, O} şi H(O, b) sînL cele două puncte 
pc axe, a e.;te ahscisa la origine şi b ordonata 
la origiue (Iig. :rn) . 

. Fie acum, pe dreapta AB, un punct cu­

rent M(x, y). Vectori i M1 şi BA sînt ev ident 

Bfo.fJJ 

o 

Fig. 36 . 

coliniari şi r eciproc dacă vectorii AM şi BA sînt coliniar i ei .sînt neapfi­
ra L pe aceeaşi dreaptă, deoarece au punctul A comuu ,_ deci ME AB. Prin 
urmare condl t! n nP~?~mrl\ şi suficientă ca M Ril fie pe dreapta AB es te 

ca vectorii AM şi BA sil fie coliniuri, adică să aibă coor<lunatele propor­
\ioriale. Îl15Ă 

AM - (:r -a)i-t-y} şi M=ai-IJJ 
Re-.ultă ~ = .JL.. sau trecînrl tot.111 în prima parte 

a -b 

(16) 

cc.re ~e numeşte ecuaţia drept.ci prin tăieturi sau prin coordonate la 
origine. 

Ecuaţia unei dreple sub forma (16) se poate scrie or i de cîte ori 
cunoaştem punctelP ~ituatc pc axe, ale dreptei. 

Ex e m p 1 f'. 1) Dreuplu AB tinde A(Z, O), B(O, 3) se scrie .."'.. + lL _ 
2 3 

-1 =0, care apoi ~e poate aduce la 3x+2y-6=0. 
2) Simetrica dre71lei precedente in 1·aport cu Oy va avea pe axe punc-

tele A'(-2, 0),- B(O, 3), cleci ecuafia este~+ .ll.-1-0 sau -3.r+Zy­
-2 :; 

-6 = 0 (să se compare cu ecuaţia p:·eredentĂ) , .~an încă ::lx- 2y +6 =0. 

10. Condiţia ca Im pu:nct să se afle pe o dreaptă es: e ca ecuaţia dreptei 
să fie verifica că de mordonatele acelui puncL. De exemplu pundul 
M(l , --:!) se găseşte pe dreapta 3.i:+5Y+ 1?.= 0, rl('narccc il· 1 +fi(-3)+ 
+ 12 - 0. 

Putem pune i;; i proulema inversă, ca fiind dată o dreaptă să găsim 
puncte situate pe nccn drenpU\. Este de ajuns să luăm o valoare penLru. 
x (sau y ) şi se găseşte valoarea corespunzătoare a lu i y (sau x ). Dr pildă, 

referindu-ne la dreapta ele mai .'lUR penb·u X=-il rezultă y=-- -
3

, deci. 
5 

punctul ( 3 - ~) · • 5 



C.APlTOLL""L IV 

In particuk'1r, punctul unde taie axa 0.-r: se obţine făcînd y-o !;>l 

punctul pe Oy făcînd X - 0: în acest fel se determină tăieturile unei 

~rcptc. Pcntm ecuaţia g<'ncrală A x +By+C= O tăieturile sînt (- ~, O) şi 
A 

ţo. -~} 
î n general vom scrie că punctul M(:r.0, Yo) se găseşte p e dreapta Ax+ 

+ny+C= O arătîri cl că verifică ecuaţia drep t.ei, adică A;i:0 + By0 +C= O. 
La fel dacă ecuaţia dreptei este clal~ sub nltă formă. 

O dreaptă c:ăre trece prin origine y - mx este dete1·minată dacă mai 
·t rece pr in :,ilt punct .'"1o(Xo, y0). AN•st punct t rebuie să verifice ecuaţia 

•dreptei , deci y0 =m x 0, de 1mrlf' m = 11" . Rezultă că ecuaţia dreptei de­
x , 

.terminată de origine şi de un alt punct Mo(x0 , y0 ) este 

Y= 'Jo x sau YoX-XoY =O. 
:r, 

'EXERCIŢII ŞI PROBLEME 

(17) 

60. Să se figureze dreptele: 3x-5= 0; 2y+ 3 = 0; 2x+ 5y = O: 4x­
-y=0; 3x+5y- 15-0; 4x+3y- l = O; 2x-3y-i- l = O. 

"ţff. Să sc guseasc;ă c:ourdonatele numerice a patru puncte, după voie, 
aparţinind dreptei 5x+By + 30 = 0 . 

. -- ,\tJ Să se scrie ecuaţia unei deepte pa1:alelă c~ dreapta JJ=-3:r. şi 
~ec~d prin punctul A (O, - 4). 

63. Să se scrie ecuaţiile dreptelor care trec prin perechile de puncLe : 
a) A(2, O), B(O , 5); b) C(5, O)„ D(O, - 5); c;) E(-4, O), F(O, 3); 

d ) G (-8, O), fl(O, -6) 
i;; i ~~ 8e aducă la forma generală. 

Q Sil. ~0 determine paramelrii 1 şi ~t astfel ca ecuaţiile 
(3+i-.).t:-5y + 4=0 şi 5x- (4-µ)y-5- 0 

să reprezinte aceeaşi dreaptă. 

G Să se determine a şi b astfel ca ecuaţi ile 
ax -)-3y - 8=0 şi 4x+by+20 ~0 

DK>:A l"l '/\ . D!F8Rl'I'E F ORME ALE ECUAŢI8t El 61 

să reprezrnLe: l) aceeaşi drcaptil: 2) rlrcpr.c pnn1lc1c. 

[ 
8 15 . ] 

LJ a-- - b=- - · 21 o i nfin itate de sol u ti l : a!r-12. $ . z . . 

Y,\ Se dă dreapta 6l~+5y-15= 0 . a) ~ă se. scrie ec:uaţia ei c~ aju~ 
torul· tă ieturilor: b ) să se ·scne ecuatnle simetricelor e1 faţă de axu Ox, 
fată de mu1 0 11 si fatil de or igin<> 8 /\C<' lcaşt probleme pent ru c;azul genernl Ax+By-rc~ o. 

[bl Ax- By I C-0: -Ax +B11+C=O: ll x+By-C=O.l 

68 Să se seri c ecuaţiil e laLUn lor rombului cu cen tt-ul în origine, cu 
ctiagunalele pe axe. ştii n d că mus urilc acestora sînt · AL:'=2a (ACE Ox) şi 
BD=2b. 
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DREAPTA DETERMINATA 
PRIN CONDIŢII GEOMETRICE DATE 

Fig. 37. 

1. Dreapta determinată de un punct şi o direcţie . F'ie Mo(:.t·o, Yo) punc­
tul dat şi dir ee\ia ueiinilă prin coeficientul unghiula r m = tg ct, uridf' a 
este unghi u l drept <'i r.u axa Ox. Luăm punc tul curent i\ll(x, y ) pe dreapta 

dcfinitil mai înainte şi versoi·ul U.0 -W al direcţiei date. Vectorii (fig :l7) 

u0 = icos a+] s.in a ~i M-;;Af = (x-x0)i+ (Y-Yo)J trebuie să fie coliniar i, 
deci tr ebuie ca coordonai.ele lor ~ă fie proporţionale, adică 

~-=U- ţlo. 

cos sin a 

Din accMtll rclntic rezultă imed iat Y-Yo =tg a · (x-xo) sau 

y-y0 = m(x-.-r0). 

(1) 

(2) 

Aceasta este legătura intre coordonatele r, y ale punctului cu ren t M 
pent ru ca aceasta s<'.t d escrie d reapta dată prin condiţiile de la început. 
T'rin urmar~ f2) estP ecuatia dreptei clele.,,mmate de un punct Mn(xo. Yo) 
şi d<> direcţia datt'i prin coeficient11l unghiular m. 

Caz parlit'11lar . Daeă dreapta trece p r in origine, puten:1 considera 
M0 = 0(0, O) şi în nrcr. t c:n (2) dev ine 

y = mx i:n 
ecuatia unei drepte care trece prin origine şi Are coeficien tul Lmghiular m . 
llin regăsit cistfel rezultatul de la [IV , (4)). 

li: x e m p 1 e. 1) S/1 se scrie ecuatia dreptei determinate de punctul 
!l 

11(- 2. 3) ~i coeficientul unghiular m= 2'' 

Aven:1 y-3= ! (x+2) sau 3.r-2y+ l 2~0. 
2 

1 DREAPTA DETE Rr.«NATA PtuN CONDIŢII GEOMETRJCE DATE 

2) Să sf! scrie ec:uaţia dreptei care trece prin punctul A{l , 1) şi face 
120'· cu axa Ox. 

Avem m=tg 120°=-tg 60°=- y:i, deri ecuaţia este 

y-l- - V;j (x-1) sau y'3x+y-(l::f-V3)=0. 

2. Ecuaţiile parametrice ale dreptei definite printr-un punct şi o 
direcţie. Acestea rezultă imediat din (1) clacă se notează cu p valoarea 
comună a rapoartelor, deci 

X - Xo = U ~ Uo = p , 
cos n stn a 

(3) 

de unde 
X=Xo+P cos a, Y = Yo+P sin CI. (4) 

Leglltura nu mai este d irecW între x ~i y. Atît x d t şi y depind de 
parametrul p. La fiecare valoare a pnr:i.rrictl'uh:t i p corespunde un punct 
pe dreaptă şi reciproc fiecărui punct de pe dreaptă ii corespunde o va­
loare a lui p. De aceea - (4) se · numesc ccu<.1ţiile pi:!ri:!meLrice ale t.lreplei. 
dm.l aceasta este dată printr-un pun ct şi unghiul a.. Prin eliminarea lui p 
se a junge la (3) şi de aid la formo (2), deci (2) ş i (4) sîn l ed1ivalenle. 

Tnterpretare.a geometrică a paramett·u lui p rczultii imediat d~obser­

vfun că x-x0 şi y-y0 s1nt proiecţiile pe axe ale vectorului MoM. deci 

.r-Xo- 1 MoMI cos CI. şi y y 0 - IMoMI sin a . Se vede d in compararea cu 

(3) sau (4) Gii P=IM0MI, deci p es te mărimea segmentului MoM. Acest 
lucru se poate arăta direct din (4) dacă se ridică la p{1trat (.1:-:ro) şi (Y-Yo) 
şi se adună. Rezultă 

p = V(x-xo)2 + (Y-Yo)2=MoM . 

3. Ecuaţia dreptei determinate prin dov.ti puncte. Considerăm o 
dreaptă determinată prin două puncte lVI1(x1' Y1) , M2(x2, Y2 ) şi pe această 
dreaptă un punct curent M(:r, y). Condiţi e. necesară şi suficientă ca punc-

tul M să se afle pe dreapta M 1M2 (fig. :l8) este ca vectorii M1M~ şi iiJJ 
să fie coliniari, ciici ei nu p unctul comun 
M 1 şi prin urmare sînt situaţi neapărat pe 
aceeaşi dreaptă. Vectorii sint 

I M~2= (x2-X1~i+ (Y2-Y~)J (
5

) 

M1 M = (X-X1)~ + (Y-Y1)J. 

Scriind că coordonat ele (proiecţiile) lor 
sînl proporţionale obţinem 

• 

x-x, = y-y, 
:\"2-X1 Y2 -y. 

(6) 

I 

Fig. 38 • 
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relaţia care dă legă tura din tre coordonatele (..I., Vl ale punctului curcm M. 
Prin m·m:wc (6) este ecuaţia dreptei de finite de cele do1Lă ptlnrte M, . M2. 

Din ( fi ) Re poate dcdu~c ecua~ia dreptei determmale de origine -;1 >1 n 
clt ounct . În adevăr dacii M 1; 0, atu nci x 1 - y 1=0 şi ecuaţia se reduce 

la ~ = JL sau sub formele „, y, 

y = Y'J :r.; Y2X-.T2Y = 0 
r, 

cnrc nu sîn l uecîl ecuaţiile [l V (l'I)) uncie în loc rle (x 0, y 0) avem (x.!> y-i). 
4. Cueficienl·ul unghiular al dreptei determinate de două puncte. 

Din (6) 1·ezultll imediat 
(7) 

Să scri<"m şi ecuaţia dreplei care trece prin M 1(x i. y 1) şi are coefi­
ci~ntul unghiular m [vezi ecuaţin (2)] 

y-y , -m(X-·X1)-

1Jin compararea celor două eniaţii rnultă imediat 

(8) 

c;are se enunţă as':fel: coeficientul ungh-iu lar ul unei drepte date prin două 
puncte ~sle •aportul dmt1·e clife1·enţa orclonatelor şi diferenţa absciselor 
cf!lo„ două puncte. 

~ x c m p 1 u. Să se scrie ecuaţia dreptei determinate de punctP.lP 
A(3, 1), R(-2, fi). 

Putem proceda în două feluri. a) ~'olosim ecuaţia (6), deci x -
3 

= 
-2-3 

~y-l 

5 
_ 1 san 4(x-3)--5(y-l) care suh formă generalii este 4x+ ~y-

= O. 
-17~0. b) Calculiim întîi coeficienLul unghiular m= 

5
-l = _± , apoi 

-2-:3 5 

scriem dreapta care trece prin A: y - 1 =- ~ (x-3) care duce la aceeaşi 
5 

formă general~L 

O b s e rva re. J•:.•le bine ca elevii să se oblşnuiasca sa verifice rezuli.alde. 
De µiluă în exemplul de mai sus, să se VAl11i dacii coordonntclc punctelor A, B veri­
fică ecuaţia obţinută. 

5. EctLaţia dreptei sub formă ele determinant. Cînd dreapta este- dată 
prin două puncte, etuaţia ei se poate scrie sub formă de determinant 
In adevăr din (6) rf'zu ltil 

X(Y1-Yv-Y(X1 -Xi) +r1112-X2?J1 ~o_ 

DRI::APTA DETERMTNATĂ PRIN CONDIŢII GEOMETHICE DATE 6a 

Dar se veri!1ca uşor că aceasta r ezultil din 

1 I 

=O 

I 
(9) 

dezvoltînd deter minantul după linia 1. 
De altfel este foarte u:;or de constatat că (9) este ecuaţi.a dreptei 

definite ele punctele M1(:ri, y 1), MA.;:;2, y2). Pen Lru aceasta se va observa 
c.'.\ dezvolt înd determina ntul după prima linie, se obţine u ecuaţie de gr. l 
în :i.~ şi y, deci ecua?ia unei drepte. Apoi înlocuind x , y pr in Xt. Y1, deter­
minantul se anulea,il, avînd două lin ii identice, deci dreapta trece prin 
M 1. La fe l, înlocuind x, y prin x2, y2, se aratii c;ă dreapta t rece prin M2; 

rlr eapta este M 1M 2. 

Ca exemplu să reluăm pe cel p recedent : A(3, 1), H(-2, 5). Ecuaţia 
dreptei este 

I 
X3' yl I 

1
1 =-4x-5y+l7= 0 sau 

-2 5 

4.1:+5y-17~0, cum am mai gli.<;it. 

- 6. Eci.aţiile parametrice ale drepiei determinate de două 1mncte. 
Reamintim formul~e JII, (7)] care rlau coordona lele punctului M care 
împarte segmenlul M1li12 în raportul dat k, anume 

X1 -k.x2 x= ----• 
1 -k 

t/ 1-k!J1 y= - --· 
1- k 

(10) 

Cinu k variază punctul M îş i schimbă pozi\.ia, dar se află necontenit 
pe dreapta M1M? fie în interiorul segmentu111i (k < O), fie în exterior 
(k >O). Pr in urmare ccualiile (l 0) dau poziţia oricărui punct de pe dreapta 
M

1
M

2
, adică reprezin tă drN1pta M1 M~, de aceea se numesc ecuaţiile para­

metrice ale d reptei M1 M2. Pentru a arăta cil este vorba de un parametru 
şi nu rlc u n număr fix k, se obişnuieşte să se notne rnpurLul variabil 
cu i., deci (10) se scrie 

y,- ~y, 
y=~- __ , 

1 - 1. 
(10' ) 

Sub această fermii apar ecuaţiite parametrice cile dreptei determi­
nate de două puncte. 

7. Condiţia ca trei puncte să fie în linii' drc>aptll se poate obţine fie 
pornind de la ecuaţia (6), fie de la ecuaţia (9). Să considerăm cele trei 
puncte M 1 (x 1, ?Jt). M2(x 2, y~). M3(x3, Ya) şi să scriem ecuaţia dreptei M1 M2 

mb forma (6) : 
::c - :r, = ri-ui · Pentru ca cele trei puncte să fie coliniare, Ma trebuie să 
X:?-x, !h-Y1 
f ie pe dreapta M1M2, deci coordonatele l ui trebuie să verifice ecuaţia 

5 - Geometrie :malitlch el. XI. 



drcpl:Ri. înlocuind (x, y) prin (x3, y 3) se găseşte condiţia 

sau in versînd rapoartele 

:t'll - X1 = }J~ - y, ~ 
X2 -x"f Y:i -Y1 
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x,-x, = y„-y1 

x,-x, y,-y, 

(11) 

Dac~ această condiţie este îndeplinită, punctele sînt coliniare. 
Des1eur,_ co.n~hţia (11) poate fi scrisă şi sub alte forme; toată chesliu­

~~~reste ca 1nd1c11 ordonatelor să fie în aceeaşi ordine ca şi indicii absci-

E x e 1~1~ ~ u. \unctele .11(3, O), B(l, 1), C(-2; 2,5) i.-Znt coliniare fiind­
că avem--~=-· 

-2-3 2,5 
~acă se po~·n:~te de la ccuaţifl dreptei sub formă de determinant (9) 

atunci se scne mtll ecuaţia dreptei M2M3 

~ I= o 

şi se pune condiţia ca M1 s;;i verifice acf'astă ecuaţie, adică 

I 
X t Yt 
X2 Y2 
.:i:3 Ya 

~ 1-0. 
A<'<'asta este condiţia ca cele trei puncte să fie coliniare. 

(12) 

Exemplul de mai înuinle, reluat cii nju.torul determinaniillUi (12) dă 

2 -1 
o o 

-3 1,5 ~ l=-1 2 

1 -3 

-1 I = O 
1,5 

Al doilea determinant s-a obţinut din p1imul prin scădei·ea ult imei co­
loane din prima şi a doua. Punctele ' ~înt coliniare. 

EXERCIŢII .ŞI PROBLEME 

6,9,. Se dau puncLele /1(3, 5), B(-1, 3), C(4 , 1). Se cere: 
c9) ecuaţia dreptei d1Jsc prin A parnlelă cu DC, 

~ ecuaPa, medianei din A a triunghiului ABC. 

• fa) Cocfici<'ntul ung hiular al drep1ei BC este m..-- ~ . Ecuaţia cc-· 

ruta 2'Cî-5Y-.ŞŢO; b) ecuaţia medianei 2x-11-l=O.] 
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(7q) Aceleaşi daLe ca mai sus. Să se scrie ecuaţia dreptei AM unde 

MEBC ·, M H - - 3 
ŞI MC - -4• 

[20.r-1311+5-0.1 

~~ Să se stabilească ccuaţi<.1 drer;l~i prin .tăieturi [IV, (1 6)], scriind 
dreapta determinată de punctele pe axe, sub formii Je determinant. 

.• .{~. Se dă punctul fix A(a, b) şi punctul variabil M(a.- b, a. - a.), 11 

fiinCl un pnrametru. Să se arate că dreapta AM este fixă şi să se scrie 
ecuaţia ei. 

[Coeficientul ungbiu ll'lr al dreptei t lM este constau!; x-y­
-a-f-b-0.) - , 

~ ( 73. Se dă punctu'. A(l, 3), punctul variabil 
5x-3·u+ 10~0. Să se determine coordonatele lui 
paralelii cu dreapta dală. 

M(a., a.-1) şi dreapta 
M astfel ca AM 8ii fie 

74. Se dau grupele de cite trC'i p11ncte: 

A(- ~„ 2) · B (-! · 4)' C (1,5); yb,iu.., P-v 

A'(-~ · 1), B'(- 1, ~)· C'(2, -fi). 

Să se spună în care grupă punctele sînt colin:are şi să se scrie ecuatia 
dreptei respective. 

[Pentru ecuatic trebuie numai douii µ u11ct„, 5x-3y+ lO=O.] 

·~ 75. Să se determine punctul M(f..., ~-) aol.fel ca să fie în linie dreaptă 
cu punctele A(l, -2) B(2, 4). 

76. Se dau punctele A(~, 1-) 'B ( 
7 

, 
21

) • C( 3, 4), D(- 7, 11). 
~ 3 3 4 4 

a) Să se arate ca cele patru puncte sînt colininre. 
b) Să se arate că punctele date formeaz5 o rliviziune armonică, ;,i 

anume C qi D sînt conjugate faţă de A ~i D. 

S' 

. fa) Se va arăta că clouc7i puncte sînt coliniare cu al t reil~ri, apoi cu 
al patrulea, sau se va scrie ecuaţia âeicrminaiă de dct:il puncte şl se 
va arăta cii celelalte o verHicO. Punctele de bază se vor aleg„ cde mai 
cuuv„nabile. b) T rebuie verificată una din rela,lile [HI, (9)], Este prefe­
rahi"l sit nu se ·facă un r.alcul !>rut, c.i sti se scoată factori în sun1clc 
neefectuate.] 
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I --.., 

: ___,.,.L7. Aceeaşi problemă pentru punctele A(B, 4), B(l2, O), C(6, 6), D(9, :J). 
r .-. 78. Să se scr ie ecuaţi,ile ;1!-edianel?1: iriu"nghiu lui format de punctele 
I/ A(l,_ 4), R(3._ -1), C(8, -2). Sa se ven fwc ca centrul de greutate se afli! 
\ P!: f; ecare dm ele. 

[3x+Y-7-0: y-l~O; x+2Y-4=0. G(2, 1).) 1 
-:-„ 79. ~Se dau punctele A(O, 5), R(4, 1) şi dreapta (D) x-4y+7=0. Să se 

gasea_sca coordon~tel_e punctului C, aşezat pe dreapta (D), astfel ca tri -
ungluul ABC s.'I fie L<;oscel cu baza Al:I. c..:.!..x:'l V(. b 

;(4 ti ~ /t.(G!., 
[Se la un punct M(a, M şi se scrie că MA-MB şi Jl'E (D) Se gă-

seşte M(l, 2).) • · • 

80 . Se dau punctele A(fl, O), B(3, 6), C (O, :J). Dreapta BC taie axa Ox J 

în D şi dreapta AB taie axa Oy în E. . ~ ~v , 
Să se arate că mijloacele segmentelor OB, AC, I5E sînt coliniare. .!!:::;:.:?'."' 

.-.W\.. 

~ 81. Se da~ punctul .A(2, 1) şi rlreptele (D) 2x- 3y+l=0, (D'} 
x+2y-7- 0. Sa ~e~terrmne punctul M de pe dreapta (D), ştiind că mi'-
locul segmentulw A M se află pe (D' ). J 

(Se scrie că M{u, fl) 6(D) şi m ijlocul lui AM se află P" (D'), M(4, 3) J 

CAPITOLUL V I 

POZIŢIILE RELATIVE ALE DREPTELOR IN PLAN 

A. DOUA DREPfE 

I. Intersecţia a două drepte. Fiind date ecuaţi ile a două drepte 

A.x+By+C=O şi A'x-t-B'y-t-C' =O (1) 

dacă ele s înL concurente, coordonatele punctului de intersecţie trebuie să 
verifice ambele ecuaţii, fiindcă punctul se găseşLe pe fiecare din ele. Prin 
urmare cele două coordonate reprezintă soluţia sistemului de ecuaţii 
liniare (1), anume: 

CB' - C'B AC' -A'C 
x=-All'-A'B; y=- AB'-A'B 

(2) 

cu condiţia ca AH'-A'Drl!. 
Discuţie. l) Si:;Lemul (1) în care AB'-A'Hf=O este un sistem Cramer 

şi are soluţia unică (2), prin urmare cele două drepte au un punct c.;omun, 
bine determinat. Dreptele sînt deci concurente. 

2) Dacă AB'-A'B=O. adică~= ~!'i CB'-C'R-'-0 (sau AC'-A'C..,l-0' k w~ r r. 
atunci sistemul este imposibil, prin urmare cele două drepte nu au nici 
un punct comun la distanţă finită. Dreptele sint deci paralele. Am regăsit 
astfel condiţia de paralelism a două drepte. care a fost dată la (IV, ~ 7). 

3) Dacă AB'-A'B=O şi de asemenea CB'- C'H-0, atunci rezul tă 

~ = !!_ = ~ · deci şi AC' - A'C-0. Sistemul esl;e nedeterminat, deoarece 
A' B' C' 

notînrl c11 !-.- valom·ea comună a rapoartelor, a doua ecuaţie din (1) devine 
k 

k(Ax+By + C)=O. adică se reduc.;e la pr ima. Cele două drepte au o infini­
tate de punC'tc comune, prin urmare coincid. Se regăsesc astfel rezuHalde 
de la,_ cap. IV, § 7. 

ci) Unghiul a două drepte. Presupunem dreptele (D) şi (D') date sub 
formele y~mx+n şi Y=m'x+n' şi ne propunem să calculăm unghiul 
format de ele. 
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Prin punctul lor de intersecţie w uucem 
wzllOx şi notăm -9'.[wz, (D)]=cp, "1 [r1i<:, (D'))=q>' 
şi ~[(D), (D')]=9. 

Se ştie că m= tg <p şi rn' '-- tg <p' (fig. 39). 
iar unghiul celor două drepte este eviden t 
e ~ cp' -<p. Hezultă 

sau 

tg 0 =- tg (q/-q:>) - tg<p ' -tg 'P 
1 ·+ tg q>' tgq> 

(3} 

Atunci cînd se dau ecuaţii1.: ureplelor ră­
mîne bă lwL~trîm noi care este (D ) şi mrc (D'), 

F;g. 39. dar d11pf1 cum farrm o alegere sau alta obţinem, 
din cauza di:!'crenţei (m'-rn), două valori egale 
şi ele semne conlnire 1~nlru lg a. Acea~la co­

r espunde faptului geometr·ic că cele cl011il d repte fnc între ele dou;i un­
ghiuri suplimentare. Convenim să alegem valoarea pozitivă, adică să 
calculăm un~hiul ascuţit al dreptelor, afară de cazul cînd există conside­
raţii care ne obligă la alegerea coHtrar ii. 

Ex e 10 p le. 1) Să se afl.e tmghitil asC"11ţit ai clreptelor· 

i:-3y+8=0 şi 3x-2y-12=0. 

-Coeficienţii unghiulari sînt m = ..!:. , m' = ~, det:i 
5 2 

3 1 

tg e = 
2 5 ~ 1, de unde O= 45°. 

3 l 
1+1·5 

2) Unghini dreptdor x+y+l=O şi 3x+?J-6=0 este dat de 
tg e~ --=.!-<- 3L= I.· 0=26'33'54". 

l + (- 1)(- 3) 2 ' . . 
Dacă drept.ele sînt dat e suh forma gel"ernlii 

Ax-J-By+c~o; A'x+B'y+C=O, 

atunci m=- ~ , m' ~- N şi formula (3) devine 
B B' 

AB'-A"J3 
tg fl= --- · 

AA'+BB' 

Exemplele precedente se pot trata d irect cu relaţia (3'). 

(3') 

Vacă în (8) m-m', atuuci tg 0=0, deci ll=O (sau n) şi dreptele sînt 
p::m11f'lr. Găsim şi pc arca~t.1 calc condiţia de paralel ism a două dr<'ptc. 

Condiţi:i rlr nnrn1clis111 dedusă din (3') este ;.1B' rl' B = O sau A_=~, 
I ' A' 13' 

ceea ce am găsH şi pe alte căi. 
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Observare 1mporLanLă. Drept.ele A.:u+Hy+C-0 şi Ax+ 
+By+C'=O, care diferi! numai- prin termen ul liber, sînt evident paralele 
fiindcă îndeplinesc condiţia. 

Ileciproc, două drepte paralele pot fi adu se să difere numa i prin ter-

menul liber. fn adevăr, clacă notăm~=~ =k, atunci A'=kA, R'=/cB 
A 1l 

şi ecua\;ia . A'x+H'y+C'~o uevine k Ax+ k By+C' = O sau Ax+Hy+ ~=0 
care diferă numai prin termenul liber de Ax+LJy+C=O. 

Jt..: x e m p 1 u. O paralelă oarecare la dreapla 3x-5y + 15 = O se scrie 
3x-5y+1'.=0, ~. fiind u.n parametru . 
~ Condiţia m rln11ă rfrepte să f ie pe1·pendicula1·e se deduce tot din 

Telaţia (3), ş i 1mume cinci 0-+ ~, tg e nu este definită, de unde rezultă 
2 

l-j-mm'=O sau m'=- ~­
m 

(4) 

La acelaşi rezultat se ajunge dacă pornim de la inven;a tangentei, 
adică de la 

i+ ·mm' 
ctg 9 = -.---• 

111. -1n 

Pentru O= ~ avem cotangenta nulă, deci 1 +mm' - O etc. 
2 

lJiu (4) se deduc(! 1·egula uşor de ţinul minle: da.că două drepte sînt 
perpendictt.lare, coeficientul unghiular al 1mP.ia din. ele este inmcrs şi. de 
.semn cont1·ar cu al celeilalte. 

Dacă dreptele sînt date sub forma generală (fig. '40) 

a tunci prima condiţie (4) devine 

AA' +BB'~O. 

Această l'elaţie se poa'~e deduce şi altfel. Se ştie 
cirnţii !l, B ai d reptei (n) sînt coordonatele vectorului 
şi tot aşa avem vectorul normal IC' =A'i+ B''j faţă 

<le (D') . Insă 1'. (R;, '!f ) = 1'.l (D), (D'] prin urmare dacă 
dreptele date sînt p erpf'nd iculare şl normalele lor 
sînt perpendiculare. Dar condiţia de perpend iculari­
tate a vectorilor 'fG, îG este [lI, § 24] 

AA'-J-BB'-0. 

Din aceasta se poate deduce condiţia sub forma 
l+nmi' = O. 

4. Aplicaţii. l) Su se clucii prin punctul M0(xn, yn) para­
lelă la duapta Ax-j-By-j-C=O. 

(4') 

[IV. § 4] că coefi­
norm~ lbi =Ai+ B] 

Fig. 40. 
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Dreapta care trece prin M 0 ş! are coeficientul unghiu lal' m este y-110- in(x-xu). 
A A 

însă dreapta dală are m=-B • <leci paralela prin M0 este Y--Yo=- 11 (X-Xo) sau 

d(X-Xo) I B(V-Yo)-ll. (il) 

Altă •metodă. O paralelii la d reapta dată are ecuaţia Ax+Bv J-l - 0. Obligîn<_!. 
această pm·nlclil si\ treAci\ p1·in J\10 avem Ax0+Dvo+l.-O. Prin scăderea celor doua 
relaţii se elimină \ şi s" obtlne (5). . _ .. 

2) Prin punctul M0(x0, y0) să se ducă perpendiculara p e o dreapta data. 
a) Dreapta e'te dată sub formă explicită y-mx+n. Orice perpendiculară pe 

1 
această dreaptă are coeficientul unghiular m'--;;; • deci ecuaţia dreptei cel'ule este 

1 
11-'Jo- - - (x-x0). 

m 
(6) 

A 
b) f11"<'apta este dată sub forma generală Ax+By+C-0. Atunci m-- B ' deci 

B - B 
m'= A şi ecuaţia dreptei cerute este y-y0- A (x-xo) sau 

B(X-Xo)-A(Y-1/o)=O. (G') 

Forma (6') se foloseşte practic mai rar dcci t (6). 

Exemplu. 
11=3x+2. 

Să se sc1ie paralela dusă vrin pu11ct1ii M 0(- 2, 1) ta dreapta 

1 
Ecuaţia clreplei căutate este y-1- - S rx+2) snu x-J-311-1 =0. 

m-1 
3) Siî. •e rifle unghiul dreptelor y=mx+n ~i y= m + 

1 
x+k. 

Avem tg O 

1n.-l 
111---

m + 1 = m• + 1 =1, deci 0=45°, 
m - l m•+ 1 l+m--· -
n> + 1 

„ <'.§} F~scicu'. de drept~. Mulţime.a drcptf>lor car~ trec prin lr-un p~.mct 
fix se zice ca formea:a1 un fasc1<'ul. Punctul fix se numeşte virful 

, fasd<.:ulu lui. Acesta poate fi dat, din punct de vedere analitic, prin coordo­
natele sale , rlar poate fi dat şi ca intersecţie a două drepte. Vfr~tl fasci­
cnlulu.i (cînd este dat) sau dreptele care define8r virful Ie vom numi ele­
mentele de bază ale fai;ciculu lui. 

Dacă vîrful fa~<.:iculului esi;e aruncat la infinit, dreptele de baGâ devw 
paralele şi fasciculu l este format din mulţimea dreptelor paralele cu 
dreptele de bază. Altfel spus toate dreptele din plan parafole intre ele 
f ormP.ază un fascicul. 

Expresiile analitice. a) Fasciculul este dat prin drep tele de bază 

(D) = Ax+By+C=O şi (D· )=A'x+B'y+C'=O. 
Ecuaţia 

Ax+By+c+A.(A 'x+B'y+ C.." )=0 (7) 

POZIŢDLE RELATIVE ALE D 1'F.PTELOR IK PLAN _ _ ______________ 73 

sau mai scurt 

(7') 

reprezintă o d1·eaptă, deoarece este Je gradul I în raport cu x şi y, dar 
o dreaptă variabilă di.n cauza parnmetrulni 1-. Coordonatele punctubi de 
intersecţie al dreplelor de bn7.ii verifică fiecare ecuaţie (lJ) - 0 şi (D')=O, 
deci verifică şi ecuaţia (7) sau (7'), oricare ar fi ) .. 

De <iici rczulu'i că atunci cînd Ă variază (7) repn~zintă o infini tatr clC' 
drepte, c.are însă trec toate p1·in punctul comun nl dreptelor de bază, adică 
prin virful w al fasciculului. 

Se pune însă înlrebarea: ecuaţia (7) sau (7') reprezintă, cind }.. variază, 
toate dreptele <.:ar e trec prin intersecţ.ia o.i a dreptelor de bază? 

Este de ajuns si'i arătăm că fiind dată o dreaptă arbilrară (-1) ce trece 
prin 1i.1, se poate rletermina /... astfel ca (7) sau (7') să repre?.inte pc (L'l). 
Fie (.6) dreapta w1\II0, unde M0(x0, y0) 0.0tc un punct oarecare din plan, 
nesituat pe nici una din dr eptele d~ bazii, p r in urmare 

(Do)=Ax0+By0+Cfo0 i;;i (Do) - A'x0 +B'y0 +C'i=O. (O) 

Scriind că tlreapta (7') trece prin M0(x0 , y 0) obţinem 

(Do)+k(D~)~O, de unde Ă=- (D,) , 
(D;) 

care este în mod unic determinat, <.:lt condiţi i l e (8). Înlocuind pe ?.. şi eli­
minînd numitorul se ob~ine ecuaţia dreptei (L'..), adică wM0 : 

(Dl:)(D)-(D0)(D')-O, (9) 

diferită de dreptele de bază, deoarece M 0 nu se află pe nici una cl in ele. 
Insă şi dreptele de bază se obţin din (7'), şi anume: pentru Î-=0, rămîne 
(D)=O, apoi scriind pe (7') sub forma ~ +(D')=O şi fădnd ~--+CD, ră-

1' 
mine (D') - O. 

In felul '1ccsta toată mulţimea dreptelor fasciculului cu vîrfi.11 
{~ = (D)n (D') este conţinută în (7') sau (7). De aceea se spune că (7) sau 
(7') reprezintă ecuaţia fasciculului care arc ro clemente de bază dreptele 
(D)=O şi (D')=O. 

De aici se de:;prindc urmlitoflrea concluzie: în cazul cînd coeficienţii 
unei drepte co:iţin un acelaşi parametru >., la puterea I, a lunei se izo­
lează t ermenii care conţin pe J.., se scoale acesta factor comun şi se aduce 
ecuaţia la forma (7), prin urmare dreapta trece printr-un punct fix. 

Punctul fix e1;Le dat de sir.ternul (D) - 0, (D') - 0. Acesta este pro­
cedeul p rin care se cl0vccleşte că o dreaptă trece printr-un punc.:L fix. 

b) Fusdculul este clat prin i:îrfui său w(x 0, y0) . Orice drcnpt li care 
trece prin o.i este cuprinsă în e<.:uaţia Y- Yo=m(.T-x11), unde coeficien tu l 
unghiular m este variabil, deci un parametru. Pentru uniformizar-ea nota­
ţiei îl vom în locui cu ).., astfel încit ecuaţia fasciculu lui este 

Y- Yo= k (x - xo). (IO) 
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De altfel legătura cu cazul precedenL esLe uşo1· de făcut: dreptele 
D-0 şi D'=O sînt aici y-y0= 0 şi x-x0 -0, paralele cu axele, care <tu ca 
int.crsEYcţie punceul de coordonate (x0, Yo)- In acest fel nu mai este necesA.r 
să ariitiim din nou că orice dreaptă a fasciculului este cuprinsă în (10). 

c) Fasciculul format rlin mulţimea dreptelor purnlele este defin..it de 
ilireciia dreptelor, deci este dat prin coeficientul ·unghiular m. 

Ecuaţia fasciculului este 

(11)' 

cne cuprind°'e toate dreptele cu direcţia dată de m, 1 fibd p arametJ·ul fas­
ciculului. 

Ex e m p l e. 1) Se cere ptmctul fix prin care ti·ec di·eptele 

(1+n)x-(2+3A.)Y+7+121.. =0. 

Se 11criC' ecuaţia sub fonna x-2y + 7+/..(2x-3y+12) ~ O, fascicul cu 
dreptele de ba7.I! .r-2y+7-0 şi 2x- 3y+12=0, al căror punct comun 
este w(-3, 2), punctul fix cerut. 

2) Vreapta x+t..y-2-0 trece prin punctul fix (2, O). 

3) Dreapta 'l..x-6y + 9 ~O trece piin pu netul fix (O, t) ' 
4) Ecuaţia t..x+2t..y-4=0 se scrie (l.f=O)y-- fx+f şi reprezintă un 

fascicuL de drepte paralele. 

B. TREI DREPTE 

6. Poziţiile relative a trei drepte p ot fi următoarele : 
a) lJrepteie se taie două dte două şi determină un triunghi. 
b) Două tlruptc stnt purafote şi u trcia le interseGleuză ('unul din v1.r-· 

fnrile triunghinlv.i <>ste a1'1inca.t la infinit). 
c) Cele trei drepte sînt concui·ente. 
d) Cele trei drepte sint paralele (punctul de concurenţă aruncat ia. 

infinil). 
f>) Două drepte sint confundate, a treia taie drnapta di•bli1. 
f) Două drepte confundate, a treia parnlelă cu dreapta dubUi. 
g) Cele trei drepte sînt confundate. 
In cele ce u rmeaz<l vom presupune că dreptele sînt distincte, deci nu 

vom considera ultimele t rei cazuri. Din punct de vedere anaULic trebuie. 
să rcg1'îsim cazurile pe care le-am enunţat aici. 

P resupunem deci că dreptele sînt date prin ecuaţiile 

I Ax+By+ C =O 
A'x+R' y+C' =0 
A"x_+.D"y+C" =0 

(12)· 
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. I_n general un astfel .de sisten'l nu esLe compat ibil (po::;i hil~ . adică nu 
_exista o ,_Per;eche de valon (x0 , Yo) care să verifice toate ecuaÎiile. Aceasta 
înseamna ca cele t-re1 drepLe nu trec prin acelaşi punct, adică nu sînt 
concurente. 

Dacă 

A 
A' .B \*°o· B' ' , I

A' 
A" 

B' I . 
B" rO (13) 

a.lunci ecuaţiile (12), luate dtc două formează sisteme Cr ame r, compatibile 
ş1 . dete1:mmate . . Dreptele se inti\'rsectează două cîbe două şi formează un 
i.nunghL EstP caznl (a) .. Dacă nunia_l unul oarecare <lin determinanţii (13) 
e.stc nul (d,e exemp~u prw,:11), atunci donă d repte (primele două) sint parn­
~ele, clar_ 11~care tlm ele mtcrsectează pe a treia, deoarece l!cuaţiilf> lor 
wrrneaz~ s1sten:i Cramer. Este cazu! (b). Dacă doi determinanţi din (13) 
sîm n111i, ntunc1 al trei~ea esLe d e la sine nul. In adevăr fie AD'-A'B= O 
~ AB"-A"B-0, ele unde rezul tl:\ 

I\ A ' A'' -=...;;-=-· 
II 'f,/ B" 

(14) 

dcr:i A'B"-A"D'=O. 
Interpretarea geometrici:i este că dacă două drepte sînL paralele cu a 

treia, ele i;int paralele' între ele. Este cazul (d) . 
. In ac.~st ca7.'. din cauza egaiităţilor (14), determinantul format cu toţi 

cocfJc1enţ11 ecuaţulor esLe nul: 

I ~' 
A" 

B 
B' 
B" 

c 
C' 
C" 

(14') 

deoarece are elementele a două coloane proporţionale. 
7. Condiţiiie ca trei rlupte să fie concurente. Ecuaţiile drepLelor Rînt 

cele date la (12) . Pe:1tru ca dreptele să fie concurenle trebuie să Pxiste un 
punct Mo(Xo, 3/o) care să verif:ce toate cele trei ecuaţii. Aceasta înseam:1ă 
că cele h'ei ecuciţ'ii cu tluuă necunosc1.1.te (12) trebuie să formeze f;i ~:tem 
compatibil şi determinat. Pentru aceasta condiţiile nece~ure ;;i sufic iente 
sînt: 

. a) s.ă e:xiste un dete1:mi1rnnt de orclin11l II, fo rmat cu co2'f1cien\ii lu i 
x. Şl y, d1fen t de ~ero, deci unul din determinanţii (3) să fie d1Ie1·iL de zer-0; 

b) 

A B 
A' B' 
A" B' ' 

g, 1 ~0 
C' ' 

(15) 

Prima conditie (a) înseamnă clin punct de vedere anamic, că două din 
drepte sînt concurente. Condiţia (b), adică relaţia (15) nrat.'l cil a treia 
dreaptă trece prin punctul ele . intersecţ: ic al primelor două. 

Acestea sfnt conrliţiile ca trei drepte să f ie co~curente. Coordo natele 
punctulni romun se găsesc rezolvînd sistemul formm <.le două oarecare din 
cele trei ecuaţii 
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Să presupunem acum că prima corn.li~ie (u) nu este îndcpUnită; acea<;ta 
inscamnă că toţi determinanţii (13) sînt nuli, iar cele trei drepte sint pai-a­
lele [cazul (d)]. In studiul făcut mai înainte am văzut însă că atunci (14') 
·sau (15) este îndepUnită ca o consecinţă. 

P rin urmare dacă este îndeplinită uumai a doua comli ~ie (b) nu rezultă 
că dreptele sînt concuren te ; ele pot fi şi parolele. 

Rezumăm discuţia de mai sus în următorul enunţ: 

Dacli determinantul tuturor coeficienţilor a trei drepte ( 15) este nu l, 
atunci cele trei drepte sîntconcui-ente sau paralele: dacă două din ele sint 
concurente, alunei toate trei sînl concurente, iar dacă două sînt parafole, 
atunci şi a treia este paralel lJ. cu ele. 

O enunţare şi ma i concisă este următoarea: 

F,gal.itatea (1 5) reprezintă condiţw ca ti·ei drepte să fie concurente la 
distanţă finită sau la infini t. 

8. Altă metodă de a dovedi concurenţa a trei drepte este aceea de a 
folosi fasciculele. In adevăr dacă trei drepte (D), (D'), (DH) de ecuaţii 
(D)=O, (D')=O, (D")=O sint concurente, una din f'le, ele exemplu (IY) 
trece prin intersecţia celorlalte două, prin urmare luînd pe (D) şi (D') ca 
drepte de bază, (D") este o dreaptă a fasciculului determinat de ele. Se 
poate scrie deci 

µ(D")= (D) .L }._(D')=O, 

Dacă µ şi ).. sînt fracţionari, prin eliminarea numitQrilor se obţine 

p(D") = m(D) + n(D') ~O (16) 

relaţie care arată că una din drepte, înmulţită cu un factor care poate fi 
şi 1, rezultă ca o combinaţie liniară* a celorlalte două. y.. 

Ex e mple. 1) Să se cerceteze dacil c.lrepte!e 5:t- 2·y+S=O; 3x l-411-5=0; 
x - 3Y+6,5-0 sint concurente. 

Metoda I. a) Avem 

-1 
5 

3 
-21 4 =/=O ; 

5 -2 IJ i=I 2 -6 13 j ~o, b) 3 4 -5 3 1 - 5 
1 - 3 6,5 1 -3 6,5 

deoarece liniile I şi III au el emen tele proporţionale. S-a scăzut linia a II-a din 
prima. 

Metoda a ll-a. Adunăm a doua ecuatie cu a treia !nmulţită cu 2 şi obţinem 
prima ecuaţie, deci dreptele sînt concurente. 

2) Dreptele sx+v-u-o; 4x+sv-5=0; 2x-2y-3=0 sint concur ente deoarece 
ultima se obţine prin scăderea primelor douâ. ' 

_ . 3) Sit se determine a astfel ca dreptele 2x+v-4-0; 5x-2y+3=0; ax-j-3y-2=0, 
sa f1e concurente. 

• Prin combinaţie liniară a două cxpregii E1 şi Ei se 
înţelege suma acelor expresii, înmulţite fiecare cu cite un 
factor: aE1+ aE2• Dacă E, şi E2 sînt ridicate la puteri com-
binaţia nu mai este liniară. ' 
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Aici este pretel'abil su se fo losettscă prima tnetodă. Se observă că 

2 

5 
-~ /'i'"= o, deci t rebuie să avem I ! 1 

-2 
3 

c.:arc dezvoltAt după ult ima linie d i\ 5«+60-0, de unde CX=-12. 

-41 3 =0 
- 2 . 

77 

Aplica.ţii. 1. Să se detei·m ine ecuaţia dr opte·i cure trece prin intersecţia drcp­
tol01' 2x-v+5= 0, ax-)-~y-3=0 şi prin punct!il A(-3, -2). 

Metoda I. Fasciculul delem:llnat de cele două drepte este 

2x-11+5+ >- (3x+2y-3)-0. 
1 

~criind că d reapta t rece prin A(-3, -2) se găseşte >- = i6. Ecua(ia dreptei 

căutate se obţine inlocuind pe >- în ecuaţia fascicul ului. Se găseşte 3Gx-14y+77=0 
sau Gx-2y+11=0. 

Metoda a ZI-a. Intersecţia drepte lor date este punctul oo(-1, 3), care se obţine 
rezolv înd sistemul celor două ecuaţii. Dreapta ooA are ecuaţia 

I 
X 

- 1 
-3 

y 
3 

-2 

Metoda a ltT-a. Scriem o dreaptă oarecare ce trece prin A , 11+2=m (x+3), deci 
mx- 11+3m-2- 0 şi punem condiţia ca a ceasta, împreună cu d reptele date, să fie 
concurente 

II 3m-2 I 5 =0, 
-3 

- 1 
-1 

2 

5 5 
ecuaţie care dezvoltată după linia I, dă m=2 şi ecuaţia dreptei este v+2- 2 (x+S), 

adică aceeaşi dreaptă. 

2) Fie lvI un p1.111ct vm"iabil pe prima bisectoare Ş"i A(3, 1), B(-1, 2) do!lă• puncte 
fixe. Dreapta MA taie axa Ox în P, iar dreapta MB taie axa Oy în Q. Să se arate 
cd dreapta PQ trece printr-un punct f ix, ale cărui cnnrdonate se cer. 

Punctul M fiind pe prima bisectoare are c oordonate le egale, de M(l-, >.). Drev­
telc .M.t!. şi MB au respectiv ecuaţiilP. 

(MA) I X V f /=<>.-l)x-(>.-S)y-2>.~o ). 1' 
3 l 

(MB) I x 11 f 1=(1'-2)x-(>.+lly+3>.=0. ). 1' 
-1 2 

In prima ecuaţie sc face 11-0, iar în a doua :x:=O şi se obţin punctele pe axe 

p (). ~ 1 ,o). Q (o,).~ J 
Ecuaţia dn,J,>Lei PQ se scrie prin tăieturi 

(J. -1) X+ (J. +l)y 
21. 3,, -l=-0 sau 

3 (J.-l)x + 2<>..+l)y-6).;;;0. 
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Separînd termen!l !n >.. se ob\ine fasciculul 

'c:1x+211-6J-(3x-2y)=0 

cu dreptele de bnză 3x+2y-6=0 şt 3x-2y=O, care dau vîr[ul fascicululu i "' (1,f) 
prin care tr€ce <freapLa PQ. 

9. lndrumă1·i pentru rezolvar ea problem elor. ln exemplele şi aplicaţiile 
luuLe pînă aici am căuLaL să formăm deprinderea de a lucra cu coordo­
natei<' şi cu metodele geometriei analiti ce. Pentru acest motiv am folosit 
date numerice, ceea ce înseamnă că toate figurile au fost l egat e oe n'1"ele 
de coor donate. 

Geotm~tri a analitică serveşte însă la rezolvarea oricărei probleme de 
geometr ie, al căror enunţ n u se referă la axe. Alunei trebuie ,ă ne alegem 
noi gistemul de rderi nţă, adic{1 axC'lc de coordonate. Alegerea axelor de 
coordonate are o foar te mare importanţă, că ci de aceasta depinde uşurarea 
calculelor. Nu există r eguli precise pentru alegerea sistemului. de re.fe1·inţă, 
insă putem da unele lndrum:'lri care pot fi de folos, după cum urmează: 

n) dreptele care se aleg ca axe trebuie sfi fie fixe; 
b) dacă printre datele problemei apare sau putem noi duce o axă de 

simetrie, aceasta se va lua ca axă Ox sau Oy; 
c) uacii putem pune ln evidenţă două axe dP. simetrie, acestea se vor 

alege ca axe de coordonate; 
d) dacă un punct es te centru de simetrie pentru datele problemei, 

atunci este bine ca el să fie lua t ca origine; 
e) dacă în enun~ul prnl.ilemei C!ste vorba de un unghi drept, un tri­

unghi dreptunghic, un drf'ptun gbi, pi\trat etc., laturile unghiului drept se 
vor lLia ca axe: 

f) dacă nu avem nici o indicaţie 1n sensul celor arăLaLe mai înainte, 
atunci alegerea se face astfel încîl cil mai multe p unctf' si\ aihă o parte 
din coordonate r,ule, sau drep!:f'lc ;,il aibă poziţ.ii particulare (paralele cu 
nx f'l <' , .~a11 să trecă prin origine e tc.), pentru a uşura calcu lul. 

Trebuie totuşi să atragem atenţia că sînL cazuri cînd este bine să 
renunţăm la simpli!icări de calcul şi să alegem axele oa1·ecare, pentru a 
nu !;Lrica simetrii! re7.ultatelor , cara pot folosi pentru demonstraţii, inter­
pretări etc. Ca exemplu vom arăta cum se află ecua~iile rne<lianelor wmi 

triunghi (exemplul 3). 

o 1----~.;__,µ· 
Îndemînarea de a alege axele se capă tă prin exer­

ciţii cît mai multe. Pentru ilustrarea concreLă a în­
drumărilor pn~r.:edente, dăm cîteva exemple. 

i 
Â a 

Fig. 41. 

1) Se dă un pătrat ABCD. ne lat1trile cărnia se iau, în 
sensul A-D-C-D, segmentele ·BM - CN. Siî se clemo11str eze că 
dreptele AM şi BN sint perpendiciilare. 

Axe le <l" coordonate se aleg laturile pătratului : AB ca axă 
Ox sl AD cn ax5 Oy. Să notlim cu a lAtura pătratului şi HM= 
=CN~l.. varia::>il. Coordonatele punctelor .4, D, C, M, N, se 
scriu direct urmărind figura 41: 

A(O, O), B(a, O), C(O, a), M(a, >.), N (a-i., a). 

~· 
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Coeliclenţli ungltiulari al d reptelor il.M, BN sînt 

).. a a 
rra.= '111'= - --= -- 1 

a (a -l.) - a /, 
de unde se vede că mtn'=-1 şi dreptele sînt p"rpen­
diculare. 

Soluţia v ectorialii.. Daci:i scriem vectorii ĂM, BN 
cu ajutorul versorilor i, j, atunci AM=âi+ 1.-j- şi iTh~ __.; 
=-)-±aG::ie vede in1ediat că produsul scalar al lor 

este AM·BN=-a l..+'- a=O, deci vectorii sî:ll perpen­
diculari şi dreptele-supor t ele asemenea. 

2) PP. o latu.ri'i a unui ungiii sP. in.u punctele A, B. {) 
iar pa cealaWZ latură punctule C, D. Fie EE=ADn3c, 
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F inte·r.•r.„ţia parn.lelelo1· d1rne zwin A şi C la latm'ilc l"ig. 4z.. 
tmghiul'U'i şi G inte·rs•clia 11uralel"1ur 1.luse pri?• B şi D 
la aceleaşi laturi. Să se demonstreze că E, F, G stnt 
coliniare. 

Dacă am conslde1·a cazul particular ctnd unghiul este dr ept, este evident dl 
latur ile ung hiului Jl r trebui llrnte ca axe. 

In cazul general problema se tratează cu uşurinVi in axe oblice*. Axele vor fi 
chiar laturile unghiulu i. 

Pentn1 un ung hi oarecare, î n nxc dreptunghiulare, cea n-1ai ntare sin1plifica.re 
pe cru:e o p ulem Iace este să alegem vîl'ful u n ghiului ca origin e şi latura AB co 
axă Ox. Axa Oy va fi perp::ncliculnră în O pc 11.B. 

Ecuaţia rlrep 1Pi CD va fi y-mx, i ~r p11nc1·eJe vor a vea coordonatele: A(a, 0), 
B (b, O), C(c, cm), D(d, md). Ecualiile dreµ lelur AD şi BC (fig. 4~) <în t 

Ix 1/ ~ 1-md x+(a-d)y-ma d-0 (.@) ~ md 
o 

(DC) I~ 
y f J - mc x ..L(b-c)y-m bc=O mc 
o 

Rczolvind sistemul se găseşte 

E[bd (a+ o) - ac (b + d), m cd (b- a)]. 
bd - ac bel - ne 

Dreptele 11.F, CF au ccuatille 

(AFJ y=m(x-a.); (CF) y-mc 

deci F(a+c, mc). 
In mod asemănăLoL· G<b+d, md). Condiţia ca punctele să fie coliniare este 

/Jd(a-!-c;-ac(b+d) m cd(b- u) 

bd-ac bd-ac 
a l·c m.c 
b+d md 

• E levii care doresc vor putea încerca, cu titlu de 
exerc! '~lu, să trateze asUel problema, ~ub îndruma rea pro­
f esoru lui. 
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1 
sau, dînd factor pe prima linie pe hil _ ar. ş! pe a doua coloană pc m : 

m I bd(a-J-c)-ac(b I d ) cd(b-a) 
---- a+c c 
bd -ac b+ă d 

bd-ac 
1 
l 

l-o 

CAPITOLUL V1 

Deoarece ·11:+0 1 Lrebuie ca detern1inantul să fie nul. Acesta se d escompune 
într-o ditcren\ă de doi determinanţi, am!ndol null, deoarece primul are liniile I şi Jl 
proporţionrtle, ia1· ri l rJoi lP.:ri liniîlP.: r şi Jil , dnp'1 r_um se observă 

bdc 
c 
d 

aed 
c 
d 

Punctele E, F, G sint deci coliniare. 
Soluţie vectorial~,Pen~ a dovedi că E, F, G sînt coliniare e ste de ajuns să 

dovedim că vectorii EF şi FG sînL coliniari, căci avtnd punc';ul F comun se găsesc 
ncapăr::it pc acceaşl dreaptă. P entru aceasta notăm mă1imile segmentelor OA~a, 

OÎl-h, OL'-c, Ol>= d (a nu se confunda cu c şi d abscisele de la soluţla anallt !că) 
şi versorii direcţiilor OE, OD cu ;;, (i. 

Putem scde imediat vectorii OF~aa+c(i, OG=ba..Ld~, a poi FG- OG-OF= 
- (b-aJa+cd-c)(i. 

Mai puţin s implu se găseşte vectorul EF. Procedăm astfel 

AE=i. AD=• <oo-OA.J-l. <d~-aă>. 

cE=µcB-!1<illi-oci- !'<o â-c"ii>. 

Apoi OE-UÂ+A'H=oc+~. pr in urmare trebui" ca 

sau egalînd. proiecţiile pe aceleaşi axe 

).a+µ b=a; ).d+µc- c, de unde >-= o(h ~. 
bd-ac 

- c(b-o) - - - - - - c (b -a) 
Rezultă A I•: = _b_d ___ 'dţl-na) şi OM=OA + Al~=aa+ --- (d(i°-n(li. 

- ac • bd-ac 

-+ 
Acum putem calcula vectorul EF: 

<le 11nrle 

-+ - - - - - c(b -a) - -
MF-Ul"-01'J=a«+c~-a «- bd _ ac (d~-a Q), 

_... ac - - -
EF- --- [(b-a)«_!_(d-c)p]~k-FG, 

bd-oo 

rleci vect0rii lcF' şi l"G sîn t colin iari şi punctele E, F, G coliniare. 

î 

( 

l 
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3) Să se de1rwnstr eze că ·rneUiande unui triunuhi sînt conC'urente. Dacă am 
fllf':ge r<i origine un v îrf al tr iunghiuJui şi una clin 1atutile ce trec prin acest vîrf ra 
axă Ox, lL'ei <lin coordonatele vîrfurilor ar fi nule şi an1 avea n tnn ai trei coordonate 
<1 i feri te de zero. 

Dezavantajul este jnsă ră se r11pe simetriri P.c.11a ţ i il or şi ~întP.m nevoiţi să 
reluăm ca lculul de la î nceput µen lru {iec<Jre meuiană. De a<.-eea 11U vom padiculatfaa 
s istemul de '1XP şi vom vedea că după ce am stabili t ecuaţia u ne i mediane, celelalte 
se deduc prin µ~nnu tări circul are. 

J<' i" rleci, faţă de un sis tem de axe A(x ,, y 1), B(x2• Y2), C(x„ y 3) vlrfurile trl-

(
x, + x. y, + y,) 

u01ghiului. Mijlocul l aturii BC este A" --
2

- ' --
2
- şi mediana AA' are ecuaţia 

:r. x, 
~+x~ 

2 

y 
y , 

!J, +y, 
2 

.:are scrisă dezvo!Lat este 

(AA') 

X 

2 

!J 

!J1 

Y2+Y.1 

1 

- o 

Ecuaţiile celorlalte 1nediane se scriu pennutînd circular vîrfur i1e triunghiului, adică 
;pe x„ x2 , x, şi 111. y„ lh· Ele se scriu deci d irect 

(BB') ... (211,-y,-11, )x-(2X;-X~-x,Jy+ Xz{1/3+11,)-)1?,(X3+ x , )=O 

{CC') 

Dacă adună1n cel~ tr~i et:ua ~ii ub l,ine1n î.n prl1na parte :tero. deci un.a <lin 
ecuaţii este o combinatie liniară a celorlalte două. /\ceasta nrntă că medianele sint 
concurente (VI , § 8) . 

O b ser v n r e. Dacă s-ar ~cde condiţl.a de concurenţă sub fonnă de determi­
nAnt şi s-ar aduna toate liniile l a prima, s-ar obţine pe prima linie toate elem entele 
n u le, deci determ inantul este nul şi condiţia este verificată. 

X, 
EXERCIŢII ŞI PROBLEME 

'<ii) Se dau pundele A(3, 5), M(- 1, 3), N(4, 1). Să se afle ecuaţiile 
dreptelor duse prin ll., înclinate la 45° şi 135° foţii de MN. 

[3:.i:-7y+26=0; 7:.i:+3u-36=0.J 

@_şc d5 punctul A(- 3, 5). Să se seric ccuuţiu m cdiatoarf>i segmen­
tului OA. 

C:J.r-5u+ I 7 =O.J 

@ Se dă punctul A(x1, Y1). Să se scrie ecuaţia mediatoarei segmen­
tului OA. 

-G) Să se scrie 
A (5, 3), B(- 1, - 2). 

[ X1X-l-Y1Y= ~ (:tf + yi').1 
er.uaţia mf'niatoarei segmentului format de punctele 

(12x-I-lOY-29=0.J 

- Ccomotrio :m>iliticii el. XI. 
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86. Se dau punctele A(U, 5) , B(4, 1) şi dreapta (D) x-4y+7 =0. Să 
se găseassă coordorwLele punchilui CE (D) astfel ca triungl1iul ARC s<"î fie 
isoscel cu baza /ffi. 

[Media loarnn laturii Be n (D) · C(l, 2J.J 

f}. Se dau puucLelc A(3, O) şi B(-1, 8). Prin A ~ duce o paralelă (D) 
la pruna bisec:loare. 

@i Să se determine coeficientul unghiular al unei drepl,e w trece 
prin B, care să taie rlrcapta (D) într-1m punct C, astfel înrît t riunghiul 
AHC să Iie isoscel cu baza AB. 

"'7-<I b) Să se calculeze courdonatele punctului II de în:îlnire a înălţirui101· „ \ triunghiului. 
~ l ~ Să se găsească centrul O al cercului circumscris. 

[a.) Medintonrca lnt11rii AB taie pe (D) în punclul C(13, 10). Coefi-
1 -

cleutul unghiular mnr:=7. b) Mediatoarea lui AB este şi înă lţi me. Mai 

trebuie o înăl\.irne. R(2_ • ~). C) Mai trebuie o medfatoare. o(.!_fl_ • ~) ·] 
3 ;J 3 3 

(f}. Să se calculeze unghiul format de dreptele 2x-y-5 ~O şi 
x-3y+4=0. Care este m.ă1imea unghiului în care se află originea 
axelor? 

(45°.) 

l@J. Se dau punctde A (a, O) şi C(2a, 3a). Perpendiculara dusă în A 
pe AC taie dr eapta x+2u= O fn R. Să se arate că triunghiul !\RC este 
isoscel. 

[AB=AC=a Vio.j 
\( @ Se dă dreptunghiul JlRCD şi din punctul A se duce perpendicu­
lara AE pe diagonala Rn, unde EEBC. Să se arate că lăţimea !lR a drept­
unghilllui este medie proporţională între lungime<\ lu i şi segmentul BE. 

Să se dea şi o solu ţie vectorială. 

[ BC. se ia ca Ox, BA ca 011; C(a, O), A(O, b). Se găs~şte E (~·O)' 
Se scrie .4E . .AD=A"Ec;;tC+cs>=A°E·A"c. upoi ii'C=A'D+/'JC ek. J 

/Jf) Fie M un punct variabil pe prima bisecloare şi Jl (a., b), D(b, c) 
două puncte fixe. ·Dreapta MA taie axa Ox 111 P, iar MB taie axa Oy în Q . 
Să se demonstreze că dreapta PQ a!'e o direcţie fixă. 

[ b-c ] Coeficientul unghiular a l dreptei PQ este m-a - b =const. 

92. Se dau punctele A(2, 1) şi B(-5, -- il). Să se afle punctul M, pc 
dreapta y-x+ 4, astfel ca 1:A MB=90°. 

') 

= 
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fUn punct M de pe drnapta dat~ are coordonntc'.c IH(<t, a l-4). 
Se scrie că MAl_MB şi •e află a. Două soluţii : M/(-1,3) ~i 

M2(-i · -J)·] 
/@se dau dr eptele x + y-2=0 şi 3x-2y+l=O . .Să se scrie ~uaţia 

lasc~1lui care are ca drepte ele bază, d reptele date, apoi să se det.er-
mine: 

a) dreapta fascicul ul can:: tn;<.:e p rin M(2, 3); 
b) dreoipu1 fasciculului pnraleli\ cu prima biscC'toarc. 

fa) 8x-7y+5= 0; b ) 5x-571+4=0.l 

94. Se dau punctele A(6, O), D(O, 4) , C(l, 5). Să se arnte că: 
a) există relaţia OA · DC+ UD· AC= Oe'. AH: 
b) picioarele perpenuic~1bre duse llin origi:Ie pe laturile triunghiu­

lui ABC sînt coli ni11ri>. 

95. Se dau dr eptele: x+y-1=0; ..c: + y-2_;-0; x;,-2Y-f:.1=0; x.-2'b'.­
-::1=0, care sîn t laturile unu i paralelogram. Sn se gascno.ca cc11aţ11 lc dia­
gonalelor (c.d.p.)*. 

[ I. Se pot determlna !ntîi vîdurilc. II. Se pot folosi fasciculele de 
drepte. 3X I 6V-5= 0 şi 5x-2y-7=0.] 

[ii. S.:'t sc scrie ecuaţiile inli lţimilor t:'ii:nghiului format de drept:le 
.x - y+2= O; 3x-y+1 =0; :r+2y+2=0, fa ra a calcula coordonatele v1r-
fur ilor. -

[Se seric o dreaptă o fasciculului determinat de rlouă iRturi şi 
se determină parametrul ca să fie perpendiculară pe a treia. 

[4x-zv+3=0; x+3v+2=0; 7x+7v+9~0.] 

{iii'. Să se determine A. astfel ca dreapta 4x + 3y + 1 =O să treacă prin 
intersecţia d reptelor 3x+y-U; !:lx+2y+6-0. 

ha.1 
a) Care es le punctul fix al fasciculului : 

c>.~-10.1 

f (a-1)x+ (a- 2)y a +3=0? 

b) Să se determine dreapta din fascicul care taie axele Ox, Oy, res-
pectiv în A şi B astfel ca 

1
. + 1 

= 10. 
• OA' OB' 

[a) (-1,2); b) două solu ţii; a= f şi <t = ~' ] 

• C.d.p. = Cule!{ere de probleme de G. Ţiţcica. „Gazeta 
Matematică", cca mai veche revi~tă de n1atemalici di!l 1-a l'ă, 
a scos sub înl'(rijlt·cn membrilor e i o serie de cui<'geri de 
probleme de mare folos pe11t ru ~levi, printre ca~e şi cule­
gerea de goemetrie analitică de G. ' !'iţeica . 

I 
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' 99. Să se demonstreze că mediatoarele u nui Lriung-hi sînt concu rente. 
Soluţie an alitică şi vec torialii. 

[„1nalitic. Ecuaţia une i mediatoare : (x2-x3)x+(Yl - Yt)Y- x,i-;x! -
~ ::i _ Ya; y, = O e le. V cctorial. Fie O intersecţia a două media toare, D, E, F 

mijloacele latur ilor HC, CA, lf.B. Avem UD· BC = O, Oi: · CA = O sau 

.!.. (OO+OC)(OC-OD)= O, 2..(oc+OA)(OA-OC') = O. Hnmîne de arătat că 
2 2 

OF·AD=O.] 
100. Fie A'B'C' s imet r icul triunghiuhd ABC fnţl'l de o dreaptă (Â). 

Să se demonstreze că perp end icularele duse din / 1', B' , C', respectiv pe 
BC, CA, AB sîn t concuren te. 

[Se ia ( fi ) ca axă Ox şi o perpe nilicula.rtl oarecare ca Oy. Perpen­
dicula ra din A' : (x2-x,Jx+<u,-y,)y-x,(x,-x3)+111(1J:r-1Jl)=O.] 

101. Se dau două drepte perpendiculare (D) şi (D'). Pe (D) se iau Lrei 
puncte oarecare A, B, C, iar pe (D') la fel trei puncte A ', H', C '. Să se 
demonstreze că punctele E = AB'nA'B, F =:BC'nB'C, G =: CNnC'A sînt 
în linie dreriptă. · . 

102. Faţă de sisLemul de rcforin ţă xOy se iau punctele A(a O) si 
B(O, b) . .Să se determine punctul M, situat pe dreapLa Y = Tnx , astfel ~a 
unghiul 11 MB să fie drept. 

Fie C al patrulea vîri al dr eptuughiului 0 .1-l C R. Să se arate ci:i soluţia 
vectorială conduce Ia condiţia CMJ_OM. 

e tc.] 
[ 

a+mb - - • - -
Absci»a lui M este Cii= m' + l • Vectorial: (OM-OA)(OM-OB)- 0 

103. Aceleaşi date ca mai înainte, însă NI se află pe dreapta x + y ­
-b=O. 

)iiii;Jo dreaptă variabilă care trece printr-un punct fix A taie axele 
de coordonate Ox, Oy, respectiv în M şi N. Paralela dusă prin NI la prima 
bisectoare taie axa Oy în M', iar paralela dusă prin N la a doua bisec­
t oare t aie axa Ox în N' . Să !le arate că dreapta M'N' trece printr-un 
punct fix. 

[Fie A(a, b), Punctul fix este A ' (b, -a).] 

f"i03 Pe axele Ox şi Oy se iau punctele fixe A şi B şi segmentele va­
riabile AA' =BB'. Să se arate că mediatoarea segmentului A'B' t rece 
p rintr-un punct fix (C.d.p.) 

[ (a-h a-b) J PL111ctul fix P -
2

- • --
2

- · 
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,-f[ââ) P e u la Lură a un ui unghi drept se dau p unctele fixe A şi B, iar 
p~ c~~ltă latură pundul variabil M . Se proiectează vîrful O al unghiulu i. 
drept pe dreptele M A şi MD, respectiv în P şi Q. 

a) Să se arate că dreapta PQ trece prin t r-un punct fix. 
b) Să se calculeze rap ortul în care a ce1;t punct fm parte 1;egmen­

tu l AB. 
[a) Ecuaţia rl reptel PQ: >.<a+b>x+ (ab->.2)y-).ab= O, unde l. este· 

ordonata lui M. P un ctul fix (... ~ b • O) ; b) ~.~ = ~ · ] 

fiâ7l Pe catetele A:B şi AC ale unui triunghi dreptunghic se constru­
iesc~ ~fară, pătrate în care virfur ile opuse lui A sînt respectiv D ;;i E. 
Să se dem onstreze că dreptele CV. BE şi înălţimea A.H a t r iunghiului 
sint concur ente. 

tfJV Se tlă paralelogramul AHCD. O paralela uarecurc la A.B taie 
laturile t\J) şi BC, respectiv !n M şi N , br o paralel."! la 11 n taie laturile 
AB şi CD, r espectiv în P şi Q. F ie E=: M PnNQ. Să se a rate că D, B, E 
sînt coliniare. 

[Este preferabil să se arate că MP, NQ şi DB s înt concurenl„.l 
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:SEPARAREA PLANULUI îN REGIUNI 

o 
Fig. 48. ' 

I. Raportul in care o drrnplcl împarte iin S!'!JmPnt. Fiind date punc­
tele M1(X1 . Y1) . M2(X:l. Yi) se cer(' sii sc afle rapo:-tul în care dreapta (D) 
de ecuaţie (/J) = A.r.+ Ry+c= O împarte segmentul M11% (fig. 43). 

Urmează să găsim expresia l lli /f.. 
Punt:Lul M fiind pe dreapta M1M 2 are coorclonntclc 

y, - ky. 
1-k 

fosă ME (D) prin urmare t rebuie să verifice ecuaţia, adică: 

A x, -hx,. + B y, - - 1<y, +G=O 
I-k 1-k 

·sau 

care dă 

11 = Ax, + 'J!y, + c = rD,J 
Ax, + By, -'- C (D2 ) ' 

unde s -n notat (Di) ~ Ax1 +By1+C şi (D2 )=Ax2+Ry2 +c. 
Pent1·u lr <O, punctul Fvl este interior segmentului M,Mz, pentru Tc>o. 

M este exterior. 
Exemplu. Dreapta 2x-~y+2=0 împarte segmentul format de 

.znmclele 11 (3, 2). B (- l, 4) în raportul 

6- 2 -1- 2 ii 
= -- --- - =- - - , 
-2- 4 _+ 2 2 

SRPARARF.A. Pr.AmTT.Ul lN REGUTNt 

ded M se află înlre A si lJ. Verificarea se face . ( 3 16) prin calculul coordonatelor lui M, anume M 
5 

' 
5
· 

2. Sepu.rurea planului în r egiuni de cntrP. ?. 
dreaptă. Orice tlreaptă împar te planul în doua 
semiplane, pe care lf' vom n umi regiuni şi le vum 
numerota: cu I regiunea (semiplanul) care conţine 
originea şi cu II regiunea cealaltă (fig. 44). Ecua­
ţia dreptei (D) o considerăm su b forma eene 
!l'ală 

ilx+By+C = O (2) 

Dacă un punct Mo(xo, !Jo)E (D) atunci coordo­
natele lui verifică ecuaţia (2), adică Ax0 +Dy0 + 

87 

/} 

Fli;. H. 

+ C=O. Dacă 'însă punctul Mo(x0, y0) nu :;e află pe dreapl.ă, aLunci Axo+ 
+B11o I C'1=0, adică expresia numericii obţinută are o valoarf' oarecare, 
strict oozitivă sau strict ne~ativbi. 

V'om demonstra următoarele proprietăţi; 
2) polinomul gene1~al de gradul I în clo-,,1.u variabile f(x, y)-Ax+By +C 

păslreazlf acela.~i .~emn pentru toate punctele sitiwte într-o aceeaşi re­
giune; 

b) aceiaşi poUnom ia valori de semne contrare pentru puncte din 
regiimi diferite. 

a) Dacă punctele M 1 i;;i M 2 sînt situate în acee<I~ i ret-siune, dreapta (D ) 

taie dreapta M1M2 în exterioml segmenLctlui M1M~ şi rnporlul I~-~~:~> O. 

Prin urmare (D1) şi (1J2) au acelaşi semu. 
b) Dacă p uncLele M 1 ;;i M~ sînt in regiuni clifer itt:, dreapla (D) întîl­

neşLe dreapta M1M~ înt1·-un punct interior segmentului M1M2 (fig. 48) 

şi k- ~:~<O, flrli<'ă (D1) ~i (D2) au !'emne contrnre. 

O dată demonstr ate proprietăţile enunţate, este de ajuns să cercetăm 
semnul pulinomului în una clin r egiuni, fiindcă în cealaltă rezultă WiOr. 

Ducă tlreapta nu trece prin origine, ntunci se cnutii semnul în regiu­
nea cru-e conţine or iginea. Acesta este da~ de 

.f(O, 0)-C. (il) 

Dacă dreapta trece prin origine, atunci r;c aleg<' alt punct, de exemplu 
(1, O) sau (O, 1) etc. 

Ex e m p 1 e. a) Care sînl punctele clin plan pentru care avem 2x-
-371-6. < 0? . 

Se reprezintă -dreapta 2x-3y-6=0 (fig ._ 45) . . Termenul 111..:t;r e8te 
(- 6), deci pundele clin semiplanul care conţu~e. ~ngmea fac _polinomul 
n egativ şi verifir.l'l inecuaţia. Se pu~ face verific.ar! cu chfente puncte 
(O, 1), (1, 1), (3, 1) etc. Regiunea ha,prată n11 convme. 

b) Să se rezolve inecuaţiile simultane 

x- y <O; 3x-j- 4y 12> O. 
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A•ig. 4G. 

„ 

Fig. •lG. 

Fig. 47. 

CAPITm.trr, VII 

Dacă facem y~o în primul polinom, se vede că 
obţinem valori nC"gative numai pentru x<O, 
deci r egiunoa care convine este cca care conţine 
semiaxa negativă. A doua inf'cuaţie este verifi­
cată de regim\ea opusli. originii. 

Mulţimea punctelor care satisfac ~imultan 
inecuaţiile date este intersee\ia mulţimilor care 
verifică pe fiecare ia parte, adică unghiul ne­
haşurat din figura 46. 

c) Se cere mulţimea punctelor penlru care 
ave11i simultan 

x+2Y-4=0 şi 2x-y-2>0. 

Egalitatea este verificată de toate punctele 
dreptei BC (fig. 47), inecuaţia de punctele din 
semiplanul opus odginii. 

Mulţimea care verifică ambele relaţii este 
formată din punctt>le semidreptei /1 C. 

d) Se dl1 ecuaţia .1:2-2(u-l-l )x+a2_,_ (3--­
- 1 =O. Considerînd pe u, f3 drept coordonate 
ale un11i punct din plan, sn se afle regiunea pen­
tru care ecuaţia dată are rădăcini nmle. 

Heali~antul ecuaţiei este R =4(2a -{3 + 2); 
trebuie ca 2a-{3+2:>0. Originea verifică inl'­
cuaţia , deci regiunea mre dă rădăcini reale p en­
tru ecuaţie este semiplanul ·închfa (inclusiv 
dreapta) care conţine originea. De-a lungul 
dreptei 2a-/3+2=0 ecuaţ:ia dată are rădăcini 
reale, confundate. 

- a. Aplicaţii la programarea liniară. Pro­
ducţia unei întreprinderi, a nnei unităţi agri­
cok, transportul mărfurilor etc. care altădată 
se făceau o.arecum empiric, ridică astflzi pro­
bleme de planificare în aşa fol încît ţinînd 
seamă de condiţiile de lucru, posibilităţile dt> 
aprovizionare etc. să se aju11gă pe totalul în­
treprinderii. uni tăţ.ii agricole etc. la realizarea 
unui plan cu minimum de cheltuieli şi cu veni­
turi cit mai mari. 

Condiţiile de lucru se exprimă prin ecua­
ţii sau inecuaţii de condiţii, iar realizarea finală 
printr-o funcţie zisă de scop, de obiectiv sau de 
eficienţă. Cînrl ecuaţiile, inecuaţiile şi funcţia 
sîn t de gradul I, programarea se numeşte li­
niară. 

Nu putem da mai multe lămuriri în ca­
drul manualului, dc,1r cîteva aplicaţii vor arăta 

SEPARAREA l 'LANULUI IN REGIU::o<I 

cum la unele probleme simple, r ezolvarea se poate face cu ajutorul geo­
metriei analitice. Metoda se llUmeşte „metoda grafică". 

Ex e m p 1 u l 1. O yuspodărie agricolă lrebuie să facă pe un leren. 
de 8 ha două feluri de culturi A şi H. Cheltuielile de investiţii şi venitul 
net pe ha, la fiecare cultură sint în mii de lei: 

/A/B 
i_n_v_e-st-i-ţi_i_l2/3 

~1it--;:;;z- :-1-1 5 

Ştiind că gospoclăria dispune de. cel mult 18 m ii lei pentru aceste culturi, 
se cere în cazul soluţiei optime: 

a) repartiţia terenului pentru cele duuă culturi; 
b) venitul net ma..i:im realizat. 
Să notăm cu x şi y suprafeţele destinate res}J€ctiv culturilor A şi R 

Co~diţiile de lucru sînt: 
x+y=B; 2x-}-.'ly~18. (a.). 

,Veni ~ul net este dat de funcţia (de eficienţă) 

f = 4x+5y. (~) 
T1·ebuie să ţinem seama în plus că x;>o şi y;;:,o, care se numesc con­

diţii de nenegativitate. 

Problema se pune astfel: tinînd scama de condiţiile (a ) de lucru (o 
ecuaţi e şi o inecuaţie) şi de condiţiile de nenegativilatc, să se determine 
x şi y care fac funcţia ((3) maximă. 

Pentru aceasta căutăm 'mulţimea p unctelor care satisfac sistemul;. 
x+y-8=0 şi 2x+3Y-18~0. 

Inecuaţia este verificată pe semiplanul care conţine originea (s-a 
ha~urat p arLea cm·c nu convine), deci porţiunea din dreapta x+Y-8=0 

, (cadranul /) care inLri::i în acest semiplan este 
segmentul MN. 

1.• (R) · - - 4 + f · Ecua,ta 1, se scne y=-=- 5 x 5 ~1 con-

siderînd pe f ca par ametru, reprezintă un 
fascicul de drepte paralele de coeiicient un-

4 . I t 1 . ' f ghiular m =-- 5 ş1 orc ona a a ongme n= 
4 

(în figura 48 este desenată dreapta care trece 
prin origine şi dă direcţia). Ordonata la ori­
gine cre~te c!nd dreapta fasciculului t aie seg­
mentul MN într-un pund care se mişcă de 
la N la M: este deci ma.'{imă cfnd dreapla 
trece prin M. Însă M are coordonatele (6, 2), 
astfel că fmox=4.:.6_:r.5·2= ::14 (mii de lei). 

,d 
i 

Fig. ~8. 
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Programarea cea mai avantajoasă este deci: cultura A pe 6 ha (x= 6) 
şi culturn B pe 2 ha. Investiţiile sînt de 2·6 +3· 2=18 mii lei şi w~nitnl 
de 34 mii l f'i. Pl'Oblcma arc o soluţie unică. 

Observări. a) Să presupunem că în aceleaşi condiţii de l u cru 
venitul ne t ar f i acelaşi pentru ambele cult uri, de pildă 4 (mii de lei). 
1n acest caz funcţia de eficienţă ar fi f =4x+ 4y. Ecuaţia 4x Hy - f=O 
repre7.intă o dreapkl. paralelă cu !l/l."J, care, dacă este verificată de un 
punct al lui iWN, coincide cu MN. Atunci însă orice punct al segmentu­
lui MN este soluţie, deci avem o infinitate de soluţii . 

Alegerea se face în acest caz clupă alte criterii de bună gospodărire. 
b) Dacă am pr0supu110 veniturile astfel încît coeficientul unghiular 

al drepti'i cc rczullii din funcţia de eficienţă să fie m>-1, atunci va­
loarea cca mai mare a l ui f coresp1mde punctului N, prin u rmare y~O. 
.S-ar foce numai culLura A pe într eg terenul. 

2. T!n centru alimenl ar este aprovizionat de trei gospodl1rii furni­
zoa1·e care dispnn: prima ele 5 atttocamioane, a doua de ·1 autocnmioane 
şi a treia de 6 . Centrul alimentar ai·e plar..i ficat să p'l"imeas<:ă pe un inter­
val dat rle timp 12 autocamioane de marf/1. 

Ştiind că transportorul costă rle la f iecarn gos1,odărie resper.tiv 4, 6 
şi 5 zeci de lei, să se cletennine progrmnarea maşinilor astfel încî.t costul 
transp01·t11lt1i total sil. jic minirn. 

Notînd cu x, y, z numărul el~ maşini pc care trebuie să-l dea fiecare 
furnizor condiţiile sînt următoare:e: :i:+y+z = 12; x~5, y~4, z~6, apoi 
condiţiile de nenegat ivitate x;>.::O, y;>o, z;:;:>O. Funcţia de eficienţă este 

f=4x+6y -t- ~z şi ea Lrebuie să fie minimă. 
Fii11d vorba ele trei nf'.-;1111oscuLe, nu mai putem trata problema ca în 

cazul precedent. Vom proceda astfel · din prima ecuaţie rezultă z~12-
-x-y~6, adică inecuaţia x+y:>G, la csre ~ adaugă x~5, Y-<4. Inlo­

cuind pe z în funcţia de cficienlă se deduce 

y=x l f- 60. 
n czumînd avem co11diţiile x+ y;>6; O~x~5; 

O~y~4 care reprf'zcnLale în figura 49 ne dnu ca 
regiune convenabilă int eriorul Lriunghiului A RC. 

Dreapta y=x+f-60 paralelă cu prima bisec~ 
toar c va avea ordonata la orip,inc (J-60) minimă 
cînd trece prin punctul cel mai de jos al t riunghi.u­
lui ABC, adici'i p rin A(5, 1). înlocuind obţinem 
1=3-:-f-60, cleci f = 56. 

Program.are a este: ci'nt rul I, cinci msşini, ccn-
/j x irul II, 1 maşină, centrul III, 6 maşini. Costul mi-

Fig. 40; n im al t ranspor tului 56 X 10 = 560 lei. 
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EXERCIJll ŞI PROBLEME 

1?9- Se d~u pu.nctele A(3, 1), H(-2, 4) şi dr~tn :1:.i:-y-8- o. Se 
~~: raport:11. m care dreap.ta î~partc s.cgmc>ntul JLB. PuncLul de inter­

,1e cu dteapta AB rste rntenor sau extcrio:· segmentului? 

[i- - -f1.' interior. ] 

110. Se d~ pu,nctul fix ~{1, -1) ş~ punctul variabii M (4a:: 6, a~ 2) ,, 
Sii se arate Cd dreapta x-3y+9=0 Linpurtc scgrnentul 'lM - t . . . 
port constant, oricare ur fi M. · · .r m 1-tu1 i·a-

111. Te<?ren;ia lui l\'fonelaus. O clreaplă oarncare tnie lu.lurilc RC Ci1 
AB ulc unm tnnnghi, respectiv în punctele M N p S'ă. ' -, • ' di există relaţia · - • J • • • se aemonstr€ze 

MB NC l'A 
- · - · -- =! 
MG NA PB • 

Reciproca este adevăraLă? 

I Fie A(xi. Y1), B(x2. 'lh), C(xJ, y3) ~i (D)~O ecur.ţia urep(ei. 
MB (D,) 
MG= (D,) e tc. Redproca se demonstreazii. geometrk, prin reducere la ab-

surrf. ) 

, 1f2. ,Teorema lui Ceva. Fie M un punct în planul unui tri1mghi şi 
As-' B ' C punctele u12de MA, MB, MC taie respectiv laturile DC c 4 AB 

·a se de1noni;lreze cu ' ' ' · 

l ~l Xo 

etc.] 

y 
l/1 
1/o 

[Fle 

1 1 1 

A'B B'C C'A 
=·- ·-~-1. 
A'C 8'1~ C'B 

A(xi. y 1), B(x2,;y2), C(x;, y 3), M(xo;Yo). Ecnaj.ia 

l A'H Ix' y, 11·r3 ==0. Avem == ::--= X t Y1 1 • x , 
A'C Xo llo 1 Xo 

113. Se cl/1 11.n t?'i11nghi drept11nnhic ADC' (A-90°) .,.; 1 ' · p S" · ~, - v• un mnc. oarc-
cm <' • „ ci se. cerceteze dacă există un t1.1•ghi drept cu ;;îrful în p astfel 
ca latunte lm să determine z;c catetele AR, AC ropoarte egale. ' · 

.rse .i~iu_ AB, AC ca mm Cl.r, Oy. D(a, O), C(O, b), P(x0, "Jo). Laturile 
ungluulu1 d1ept. ~(x-x1,)-(y-y0)=0; x-x0-f- X(y-y0)~0. 

MĂ - h ·+ ,, NA . ' 
Rapoartele s!nt - -' ---· ·~-"-, _ = - "'' - '•Yo 

MB Â (a - x,) + Yu NG .- "" +, Â (b- Uu) etc.]' 
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114. Să se rezolve sistemul x>il; 3x-j-y-6 >o; x-2y-l>O. 

[Regiunea din dreapta l ui x~3, cuprinsă în unghiul celorlalte două 
drepte.} 

115. Să se r ezolve sistemul: 3.r.+2y- 6> 0; y- x+l>O; Y-i_:_l<O. 

[In teriorul triunghiului format din cele trei drepte.) 

116. Să se rezolve s isLemul x 2-4<0; x+y-1 < O. 

[Fişin dintre paralelele x=±2 care conţine originea şi este mărgi~ 
nită de dreapta dată.] 

117. Se consideră inecuaţiile 2x+ 3y> 6, 6.r:+2y~ll şi_ fum:li.~ f~· 
· ·~x-J- 4y. Să se deLermine valorile lui x şi y car e satisfac mecuaţnle şi 
'fac funcţia j minimă. 

[Regiunea cnnvenabilă este cupr ins11 tn unghiul ascuţit al d1·eptelor 
1 1 

2x+ a11-B=O şi 6:!:-l-211-ll=O, d inspre Oy. Dreapta 11~ 4x + 4 f are 

3 
ordonata la origine minimă în punctul comun celor două drepte: x= ·2 • 

ll ] 11=1, deci f,,.u.- 2 · 
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PROBLEME DE D ISTANŢĂ 

Fig. 50. 

1. .b'cuaţia normalll a dreptei. O dreaptă este deiinită prin două ele­
mente geometrice: un punct şi o direcţie sau două puncte. 

Să luăm acum alte două elemenle geometrice care pot defini o 
dreaptă; distanţa OP= p de la origine la dreaptă şi <J.xOP= a, făcut de 
normala OP la dreaptă cu axa Ox (fig. 50). 

Pentru a stabili ecuaţi.a d..reptei cu nccste elemente considerăm un 

punc.:t curen t M(x, y) pe dreaptă şi observăm că proiecţia vectorului OM 
pe diret:~ia normală OP este chiar segmentul liP=p. Dar proiecţia unui 
vector pe o direcţie este produsul scalar în tre at:el vector şi versoru l di­
recţiei. In cazul nostr u, notînrl verson1l direcţiei OP cu p0, avem 

OM=xi+y] şi Po=i co:; a+j'sin a. 

Rezultă OP=Ofvl·p0 sau ]J=Xco:; a.+ysin a, de unde 

x cos a +Y sin a.-p-0. (1) 

Această ecuaţie de gradul I în mp·ort cu x şi y este ecuaţia dreptei defi­
nită cu elementele p şi a. şi poar t:l numele de ecuaţia nonnallf. a dreptei 
sau ecuaţia dreptei sub fo rma lui Hesse•. Se socoteşte p po~itiv, deci ter­
menul liber în ecuaţia normală a dreptei este negativ. 

Dacă ct =constant se obţine un fascicul de drepte paralele. Dacă 
p =const. şi a variabil se obţin tangentele la cercul cu centrul în or igine 
şi cu raza p. 

• L. o. Hesse, mate111atician german (1811-1874). 1 
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2. Aducerea ecnaţiei g~ nerale la fon~ici 1t0rmulă. Pentru ca ecuatiile­

Ax +Bu-l- C=U r;;i x cos a+ y oin c.t---µ - 0 sii reprezinte aceeaşi dre~ptă 
trebuie ca toţi coeficienţii lor sii fie proporţionali, adică 

deci 

cosa sln..O' -p - - = ----· 
A ll C 

de unde '·'"'a= sin' a= __ 1_ ' 
A' B' A'+ B' . 

Scoţînd rădăcina piitrntii din ultimele l'Flpoarte, rezultă 

cos a sin rt. - p l 

A~!l=-c= = V-A; + B'' 

A 
cosa=-- -=­

±VA'+B' 
. B 

SJn ct = -----± v A'+ W 

c 
-p =+VA' +B'' (2} 

./\cestea înlocuite în ecuaţia normală ne dă 

~+ By + C =O 
±v.-...:.· 1- B" (::J) 

Prin wmare pt'nLTll a aduce ecuaţia generalii a dt~eptei la formn nor­
mală es te- de ajuns să o împărţim cu ± V A"-J- Hl. 

Ex ero p le. a) Ecuaţia 3.i:+4y-15 adus;'l la forma normală este 

'.l_x +-ty-15 =O. 
±5 

b) Ecuaţia y = 3.r-5 se scr ie în tîi 3x-y-~ = O ~i de aici forma nor­
malll 3x - Y - 5 =O. 

±v10 
c) In gener al y~m.r+n se ad uce la fo::-ma normală scr iind întîi rnx-

. mx - !/ -I n _ O 
-y+n=coO, apoi - . 

±Vm'+' 

' ' ' ' 

Fi;;. 51. 

3. Distanţa de la i in punct Za o dreupti:l . Con-
siderăm dreapta (D) dală prin ecuu\ia norma!E1 

x cos c.t +Y sin a.- p = O 

şi punctul i11"o(xo, Yo) (fig. 51). Problema mr<' se 
pune este de a găsi expresia distunţci M0N = d de 
la punctul M0 la dreapta (D). 

Presupunem lntîi pe M 0 în semiplanul (faţă 
de dr r·nptn (D)l care nu conţine originea. Se duce 
prin M0 par al ela (U' ) la (D). E~le evidcr.t cil <'ele 
două drepte au într e ele dislanţa d, prin urmare 
distanţa de l a or igine la (D') este (p+d). Ecuaţia 
normală a dreptei (D') es Le deci 

X COS a. -}-y dn U. (p-j- cl) = 0. (4) 
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.Scriind că p unctul M0(x0, y0)E (D') avem 

xo cos c.t +Yo s in a. - (p+d) =O, (5) 
de unde 

d -x0 cos a. +Yo s in a - p. (G) 

Am aj uns la u n r ezultat <'Xtrem de s implu . distanţu de la un pu~t 
la o dre(1ptă se obţine inlocv.ind coordonatele curente prin co01·donatele 
punctului dat, in ecuaţia normală a dreptei. P resupunem acum că punc­
tul Mo se află în ace lasi semiplan cu or ig inea, faţă de dreapta (D). Dis­
tanţa de la orig ine la (D') nu mai este (p+d), ci (p-d) şi în locuind în (5) 
rezultă 

d=-(:r0 cos a.+y0 sin a - p). (6') 

De obicei erunţi a unei drepte nu este dată sub fo rma normulii, ci sub 
forrn{1 genernlă. In acest caz aducem î ntîi ccuuţia la forma normală (3), 
aiJui înlocuim coordonatele (x0, y0) şi ob1;inem 

d = Ax, + By, + C 

:L VA'+ B' ' 
(7) 

în faţa r adical ului se ia sPnrn11J a~a fel ca termenul liber V c să fie 
:t- t\' + B' 

nrgn t~ v; în acest caz (7) corespunde lui (fi). Dacă se ia semnul conti-ar, 
a ·;u:-ic1 corespunqe lui (6') . 

Tre!Juie acum srt d iim liîmuririle care urmează, pe!ltru a evit.a con­
fuzi ile. 

I. :Rxistă probleme în care se cere numai mărimea distanţei de la un 
punct la o dreaplii. In acest caz nu interesează semnul distanţei şi se 
scrie 

= o cos Yo s1n-p sau = -r=---=-· - , "d I X + . I d I A:i:, + By. + c I 
I VA"+ n• 

(8) 

F. x cm p lu. Să se af/.e raza cercului cu centrul în C(-1, -2), care 
este tangent dreptei 5x+12y-10=0. 

Avem 

r=j5 ·(- 1) -l_: . .12·(- 2)-101 ~ ~= 3. 
y 25 + 14~ 1s 

II. Există însă probleme b c<tre trebui<' sil ţinem seama de senmul 
dis:an ţ-ei , pe:1tru a nu pierde unele solnţii. Iată u n exemplu: 

Să se afle puuctele dr: pG dreapta x- 2y+l =0, care au depărtarea 
de o unirale pină la dreapta 3:r+4y - l2 - 0. 

Fie M0(x0, Yo) punf't11l cău tat. El trebuie să se găseasc;'.'t pe dreapta 
dală, dcf' i .r.o-2110 + 1 =0; apoi dis tan ţa <le la M0 l a dreapta 3x +4V-
- 12= O trebuie să fie 1, adică a:r, + 4'10 - lZ I, care duce de fapt la 

± 5 

• 
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M o(x o, Yo) trebuie deci să ver ifice următoarele 
sisteme 

(I) 

şi (II) 

l x0- 2y 0 + 1- 0 
3x 0 + 4 y 0- 17= 0 

{ ;.co-2Yo+l = O 
3x0 ;- 4y0- 7 - 0 

car e dau p unctele Mo(3, 2) şi M6(1, 1). 
Obse r v a r e. Dacă privim x 0, y0 drept coor­

donate curente, atunci a doua ecuaţie din (I ) şi din 
(ll) cons titu ie drepte paralele cu 3x+4y-12= 0, 

Fig. 52. la dbtanţa de o unila Le , <le o par te şi alta a ei. In 
a cest fel se vede concordanţa cu soluţia geometl'ică 
a problemei. r-,t 

I@ Ecuaţiile bisectoarelor unghiurilor forme.te de v âbiiă drepte. Două 
drepte concuren te formează patru ung hiuri, două cite două egale ca op use 
la. vîrf. Dacă dr eptele nu sîn t perpendiculare, atunci două u nghiuri sîn t 
ascuţite şi două obtuze, suplimen tare cu cele ascu ţite . Să considerăm u nul 
din unghiurile aocu~ite , de exempl u cel care conţine p unctul M (fig. 52) 
şi unul din ung hiurile obtuze (ce l care conţine pe M' ), cu bisectoarele lor 
OM şi OM' l OM. Se 7t ic cil orice punc t de pe b isectoare este egal <.ie­
părtat de laturile unghiulu i. Dacă priv im însă figura 56 observăm că M 
şi M ' sîn t de aceeaşi pat'te a d rep tei (D) prin urmare distanţele la (D ) au 
acelaşi sem n ; faţă de (D ') sînt s ituate de o parte şi alta, deci distanţele 
sînt de semne con tr are. nezultă că dacă M are distanţele egale la cele 
duuă l a turi, M ' are distanţele egale şi de sem ne con irar e şi invers. Aşa­
dar există o car acterizare diferenţiată a pu nctelor <le pc bisectoarea inle­
rioară a unui unghi şi a punctelor de pe b isectoarea exterioară a lui. F ie 
acum 

A x +Ry+C-= 0 şi A 'x+B' y+C' - 0 (9) 

ecuaţiile a două dr epte oarecar e, concurente şi M(xo, y 0) un punct situat 
pe u na d in b isectoarele u ng hiu lui. Vom scrie că distanţele de la M la 
cele două drepte sînt egale (fării a le lua în mod ul), adică 

Ax0 -1- By0 I C A'x, + B'uo + C' 

±VA'+ n' = ± VA'' + B'' . 

Aceasta este legătura ce trebuie să ex iste în tre x 0 şi Yo pentru ca M să 
se afle pc u na d in bisectoare. Dar M fiind punct curent se pot supr ima 
i ndicii şi combin înd semnele ( + ) şi (- ) 111 toate felur ile, a jungem la 
ecuaţiile 

~x + By + C = f: A'x 4- Il'!J 4- C' 

V ;!.' ~t .Q' . VA" ±. P." 
(10) 

care repre-zîntă cele două bisectoare. S e observă că cele două, ecuaţii con­
ţinute în (10) sînt ele gradul I în x şi y, deci ecuaţiile ugo1· ? repte. 
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O b s e r v a.re. Dacă drep te le (O) sint paralel e, a tun ci ele pot fi aduse la 
formele Ax+ B y-\-C= O, Ax-1-BţJ+C'=O. ln (10) semn ul (-\-) d uce la o im posibilita te, 

c +c· 
iar sem nul (- ) la A x+By-t---p:-=O, car e este l'cuaţin drepte i echidis lant e de ce l" 

două paralele . 

5. P rn Mema care se pune: acU'ln este ca, fixîndu -nc asupr a w1uia din 
cele patru unghiu r i a doull drepte, să ~Lim care d in ecuaţii le (10) repre­
zintiî bisectoarea interioară si care bisectoarea ex terioară a acelui ung hi. 
In ca7.11l general p uLem pro~~a în două felu r i. 

Metoda I . a) Scr iem ecuaţi lle bisectoarelor s11h forma 

Ax - By-\-C , A'x+ B'y+C' (10') 
:+: V A, + JJ ' = _: -=-- ,.;A'' + B" 

apoi al egem sem n ele d inaintea r ad icalilor astfel ca term enii liberi 

I C • V c• să fie ambii n f'ga tivi. 
± \ .1' I'· IJ' ± A" + B'" 

b ) Considerlim biseduarea un ghiu lu i car e r.onţinP. originea (fit=:. 53). 
Or iL't! pu nct M de pe această bisectoare , fiind de aceeaşi parte cu ori­
ginea, are disLanţele pînă la cele douii d1·eple negative (cum are şi ori­
ginea), deci de acela!ii sem n. Atunci pen tru a seric ecua\ia aceste i b isec­
toare, se ia in partea a doua a ecuaţiei , înaintea linie' de fracţie. sem­
n ul ( + ). Pentnt bisect oarea ung hiu lui tiUplimentar se ia semnul (-). 

Hc:w mind ;;jungem la următoarea rf'gulil : a) se deg în ( 10' ) semnele 
din faţa rad.icaWar astfel ca tennenii liberi din arnbele părţi ale ecuaţiei 
să fie negativi; b ) pent r'll ecuaţia b"i.~etloarei ce trece prin unghiu l care 
conţ:ine origfriea se ia semmil ( + ), iar pentru cealaltă bisectoare sem-
nul (- ). 

Metorla a II-u. Căutăm punctele unde l atu r il e unghiu lui car e ne in Le­
re::;ează taie una d in axe : Ux sau Oy : apoi căutăm punctele n nilr fiecare 
rli.n cele două bisectoarP. taie aceeaşi axă. După poziţiile acestor puncte 
!le putem da seama care este b iRertoarca intcriu;;1ră ~i ca:-e bisectoar ea 
ex terioară u nghiu lui. 

Cazuri partic1t tare. a) Dacă una din laturile 
unghiului trece prin origine , atun ci prima meto­
d<i nu Re poa le folosi. Bisect oarele se vor identi­
fi t.:a p rin a doua rneLodă. 

li 

b) Dacă v îrf11l unghiu lu i esle originea, m ei 
una din cele două metode n u ~ste npl irah ilil.. 
1-'resupunind di axele de coordonate nu sînt bi­
Rcctoarel e unghiu lui, atunci una din biRrctoa1·r 
trece pr in cadranele I şi Ill , iar ceala ltă prin 
II şi IV. Această observar e foloseşte l a determi­
n ar ea bisectoarei cai·e ne in Lere::;ea~ă. 

--,t"-----~~-~·--

Exemplele car e urmează ilustreazii ;_;iractic 
toate cazu rile. 

7 - Ccomctric :i."\:.lit:c:i el . XI . 

~ 

J•ig. 5~. 
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1) Sll se seric cc11aţia bisectoaTci unghi11lui ascuţit fOTrnat de drepte le 4:>::-.'111+ 
+6-0 şi Sx-f1~11+10-0. 

Metoda I. ·Reprezent!nd dreptele se observă că unghiul lor ascuţ.it conţinP ori-

ginea, Lied vum scl'ie, conform re1>.ulil 
4x . -

3
!1 + 6 = + fix+ 1211 ·"- JO snu 27x -

-5 -13 
-Dfiy +20=0. 

M et oda a CI-a. Repre?entam cele două drepte. LAturi I<' unghiulu i ta ie axa Oy 

în 1rnnclele (O, 2) şi (O, - ~) . Cele două bisectoare au ccuaţiil P 27x-99y,20=0 şi 

77x+:l111+1 ZH=n, d"c i ele taie axa Oy în punctele( O,~) şi (O, - 1

2

2

1

8
). Se vede că 

prim a este bisectoarea unghiulu i ~'cuţi t, deoarece ordona la la ori,11;ine este cu­
prinsă întt·e ordonatele laturilor. 

O b s ~ r v are. Prilna metodd urc nvnntajul că ne îngăduie să scrien1 cl in Lr-o 
dată ecuaţia bis~<"l<H-ll' Pi care ne interesează. Prin a doua metodă trebuie scrise 
ambele ~cuatii ~ i după aceea se Iace alegerea. 

2) Să se afle cordonate lP. ce„trnlui c«rc11lu i înscris în t1~unghiul format ăe 
axele ele cordon ale ş·i de dreapta 8x+1s~1-120-o, 

Ne t rebuie două bisectoare in terioare, însă una este chiar prima l.Jisectoare a 
axelor v- x, rleci m ai avem nevoie de una. Tăieturile di·eptei s!nt A(l5, O) şi B(O, 8). 

~x+ 1!511- 120 
Scriem bisec:toRrPlP ungh iulu i OAB: --

17
--=±y. Nu putem folosi prima me-

todll., deci vom separa cel" rtouă bisectoare şi vum a lei<e pe aceea care ::irc ordonata 
la oiie;ine pozitivă. Ecua ~iile sini 4x-y-60=0 şi x+4y-l fi=O; a doua este bisec-

tnarea căutată, deoarece are ordona La la ori~ine ~ • 
4 

Centr ul cerculu i înscris se afl~ la lntersecj"la b isectoarelor y=x şi x+4y-15= 0 
şi este J(3, 3). 

A tr~in bisectoar e a .triu?ghiului este determinată de punctele B, J . 
. :l) Sa .•P. •crie ecuaţia bisectoarei unghiului aS"11.f.it f ormat de d reptele x-2y =O 

Şl sx+y-0. 
. ~mbclo d1•ep te tr ec prin origine, deci nu se poate folos i nici una din metode. 

F igunnd dreplel" >e observă că biscctoa resi unghiului ascuţit trnl.Juie să treacă prin 
cadranul I. Ecuaţiile bisecto~ rPlor sînt: 

x - 2y 3x + 11 -.---= ± --='"" sau V ~(x-2y)=±(3x+y). 
1/5 ylO 

Separînd cele două ecua lii găsim ct\ blscctoarea căutată este <<1+V2>x-(2\/2-
-1)11~0 sau în m ul\ind cu (2V2°-'-l): 

cv'2+1J:1:-v- 11. 
Obs er v are. Ca \'erificarct hisectoarea in terioară şi cco. exterioară a unui 

unghi trcbUic să fie perp„ndiculare. 

....- 6. A1·ia unu i triunghi. Con8id~ăm triunghiul dat prin virfurile sale 
A (x i, Y1), D(x2, Y2), C(x3, Ya). F'ie AA' înălţ imea din A. L\ria triunghiului 

este dată de formula cw10Rr.lltă .A= tBC' · AA' . Lungimea laturii Jic este 

HC=V (x.; - x3F+(Y:1-Y:1)2. (11) 
Pentru calculul înălţimii ll' pornim de la ecuaţia dreptei BC: 

~2 ~ I = 0 
Ya 1 

(12) 

în care coeficienţii l ui x sîn t : (Y2-'!h) şi -(X2-X3). 
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lnălţimea AA' este distanţa de la vîrful A l a BC, clcci 

(l:l) 

Ţinîncl seama de valoarea l ui 1JC d:n (11) şi de formula ariei avem 

Yt 
Y2 
1h 

(14) 

care este expre~i 11 analitil:Ct pentru aria unui triunghi, cînd se dau coor­
dona tele vîrfurilor.'·' 

Acum trebuie făcută o precizare: aria în geometria cmalitică are un 
semn. în adevăr rclrrţ i n (14) ne dă aria corniderind triunghiul parcurs 
în sensul A-B--C; dacă însă sensul de p a rcurgere este 1\-C-B, atund 
u ltimele două linii ale deter min11ntului se sdumLă între ele şi detenninan­
t ul îşi schimbă :;emnul. 

Rămîne să vedem care este sensul care dă aria pozitivii. Pentr u aceasta 
1uăm un triunghi particular, anume 0 (0, O), A(a, O), B(O, b ), unde a> O. 

b >O, care dă imediat J1 O AJJ = 
1 ab, prin urmare sensul car e dă aria pozitivă 
2 

este sensul trigonometric sau sen-.:ul de rotire de la Ox către Oy. 
Sînt cazuri .în care nu ne in teresen7ii decît mărimea ariei; atunci 

aceasta se ia în valoare absolută. 

ln particular ar ia t riunghiului formal de origine şi p.unctele .4(x!, Y1) , 
B(x~, y 2) , are ca expresie 

' d 1 .../Z=-
2 

(14' ) 

7. Condiţia ca trei puncte sii Jie în linie dreaptă se poate regăsi por­
n ind de la ar ia triu11ghiului. In adevăr condiţia nP.cesară şi suficientă pen­
tru ca aria tr iu nghiului să fie nulă este ca cele t rei pu ncte (presupuse dis­
tincte) să fie în linie dreaptă; rezu ltă că punctele sînt colirua1'€ dacă 

7• 

Yi 
Y2 
Y3 

~ I = 0. 

• Am făcut această precizar e fiindcă există şi o ex­
presie a ariei a tunci cind se da\1 ecuaţiile laturilor tri­
unghiu lui. 
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EXERCIŢII ŞI PROBLEME 

~Să se adu!'.'l la forma normală ecuaţia dreptei prin tăieturi. 

[ 
b:c -t- ay - ah = o.] 
±1/ a'+ '' ' 

119. Să se găsească distanţa de la punctu l A(l, 3) la dreapta 
12x 5y-l-42=0. 

[<1=3.j 

120. Să se calculeze înălUmile tr iung h iului format ele punctele A(l, O), 
B(5, -2), C(3, 3). 

l Se calculează cu distanţe de la vkfuri la l at11r i.le opuse. 
16 16 ·s J 

v2n 'Ţi3- ' Ţ5 · 

121 . Să se oercet.eze dacă punctul A(-~. 4) este i.Hleriur sau exterior 
cercului cu cen trul în w(O, 3), tanger,t dreptei 3x+4y- 24 -0. 

122. Să se cerceteze dacă dr·eapta ::l.i:-4y+ll=0 este s<'cantil sau exte­
rioară cercului cu cenlrul 1n w(2, 1), care trece p rin A (6, 4). 

123. Se dă fasciculu l de drepte cu vîrful în w(-1, 2) şi punctul 
A (::l, [}) . Să ~e determi n<' rlr<'ptcle clin fascicuL faţă de care punctul A are 
distanţa. de il unităţi. 

[y=2 ~i 24x-7y+3U-O.J 

124. Se dă fasciculul cu dr eptele de bază :3x+2y--l=O, x-y+3 =0 
şi punctul A(3, 4). Să se determine tlreptele din fascicul faţ.ă de care punc­
t ul A are ciista:lţa d= V 10. 

r3x-11+5=0 şi x+3y-ii=O.j 

125. Să se cakule~e d isLan\a d intre ch·ep~<'k p11ralele 48x+l4y-21-U 
şi 24x+7y-2fl=O. 

[Se CAlrHif'R?ă distanţa 
0

de la u n pu nct a l unei ureµ te p inu lu CC<\• 
laltă. Se puac<: lua (0, 4) de pe a doua dreaptă; d=O, 7.J 

126. Să se calculeze dbtanţa dint re cloull drepte p aralele, aduse ~a 
formele Ax+By+C=O şi Ax+ By+C'=O. 

Să se aplice formu la gnsită la probl ema precedentă. 

l Se µoa te calcula distanţa de la ( - ~ ' O), abscisa la udgiue a r; rl-

1 
C' - C I mei drepte, pi nii la a doua dreaptă; d= 

1 
-= ' Pcntrn aplica~ie "" 

\.A'.+R' ,. 
vor aduce intîj dreptele la forma din enun~. 

127. Să se_calculcze proiecţia segmentului. format de punctele 1l(x~y1), 
H(x2, Y2), pc direcţia dată d e coeficieuLul unghiular m. , 
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[Se scrie ctistanţa de la punctL' I A la dreapta cc t rece p1 iu B, 
- J x,-x.,+ m'y1 -r1,) I 

perpendicu l ară pe direcţia dată. Pr. AD= ,
11 

+ m' Să se 

caute şi sol uţia vectoriAlă.] · 

128. Se dă dreavLa 5x-12·y+32=0 şi punctele A (l , - 1), R(5, -3). 
Să sc afle coordonatele punctului M, egal depărtat de A şi B, care are dis­
tanta de 4 unităţi pînă la dreapta dată. 

[IndicQfie. ~~e M(cr, (!.) . Se scrie că MA- MH, apoi că dislan\ele 
pînă l a dreapta dată sînt de ±4 uniLă( i. Re-~ultă uuuă sisteme de ecuaţii 

(
180 208) ] în " şi /I care dau M1(4, O) şi M, • · • rn rn 

129. Să se nratc ci\ suma distanţelor ele la un punct interior la laturile 
unui t riunghi echilate ra l este constantă. 

[Se poate lua o latw·ă ca O;c şi mediatoarea ei ca Oy. Atenţie la 
semnele distanţelor pentru a nu face diferenţă în loc de sumă. Suma 
con stant;) Ar f'! v~loarPa înălţi1niL) 

1.10 . Să se găsească pe axa Oy un pun ct M egal depărtat dC' rll'<'ptele 
3x-4y +6 =0 şi 4x-3y-9=0. 

[ M, (0,15) şi M,(o-~) -' ] 

131 . Se rlnu punctele A (3, O) şi B(O, 5). Pe paralela dusă prin A la Oy 
să se deter mine un punct C astfel încît bisectoarea unghiu lui J\.CR să 
treacă prin origine. 

[Două soluţii : C(3, 1) şi C '(3, 9).] 

132. Faţă de un sistem de axe dreptung h iulare xOy se dau punctele 
B(4, O) şi C(O, 3). Sll se g.1scasdl coordonatele punctului egal depărtat dc B 
şi C şi în acelaşi t imp egal depărtat de laturile unghiului OBC. Cîte soluţii 
sfnt? 

[ (13 15) ( 3 5) ] Doui\ solu\ii: M 2' 
2 

~i M' 2'6 · 

1J3. Să se calculeze coordonatele cent rului cerculu i înscris triunghiu­
lui format d<' rlr<'ptC'IC' 

4x - y+2=0; x-4y-8=0 ; .r. +4y-8 ~0 

[(f ·o) ·J 
134. Să se seric ecuaţiile bisectoarelor interioare ale triungh iului for­

mat de p unctele A (3, 1), D(2, 4) şi origine. Să se verifice Lă ;;înL cuncurcntt>; 
să se calculeze coordonatele centrului cer cului înscris triunghiului şi raza 
aces lui cerc. 

[(2V2 + 1)x- (s+ i/2)y=O; x+2v-5-0; C3+2i/2)x--- rv'2-1iu-10~0 
Se scade prima ecuaţie din a tTeia şi se obţine FI doua ecuaţie. P unctul 

com un este <2v'2- 1, s-V2>; r-,/5(i/°7.-1J.J 
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135. Să se calculeze aria triunghiului format de pundclc 11(1, l), 
B(-2, 4), C(-4, -3). 

I 3=13, 50 un;tăţi pătrate.] 

1.16. Să se calculeze aria patrulaterului format de punctele A{3, O), 
ll{2, 5), C(-1, 3), D(l, -4). 

rse descompune în triunghiuri. Atenţie la semnele ariilor pentru 
:J9 J a nu face dilcrcnţa în loc de sumă . .A" = 2' 

137. Sii ::;e demonstreze că aria unui patrulater ale cărui vîrfuri sînt 
A, (i = 1, 2, 3, 4) şi care are ca diag-0nale A1A 3 şi A 2A 4 este dată de unu 
din formulele 

-"~+/ 
X1-X3 Y1-Ya 

& I-l IX2-X1, 
Y2-Y1, 

[/ X2 ?h 1 -2 X3 Ys 
X 4 Y4 I X1 Yt 

[Aceeaşi indicaţ ie ca mai înainte. Se va 
ţi!e deterrninanţilor .J 

ţinc scama de proprietă-

138. Se dă dreapta 3x-4y+4- 0 şi punctul A(B, O). Si't se calculeze 
cor<lonaLele punctelor unde dreplele ce trec prin A şi fac cu axa Ox 45° 
şi 135° taie clreapta clntil. Să ~e afle aria triunghiului format de cele trei 
drepte. 

[B(36, 211), C(4, 4) . .Â'=ll2 unităţi de al'ie.J 

139. Se dau punctele A(2, 2) şi B(5, 1). Să se determ ine punctul C, 
situat pe dreapta x-2y + 8 =O, astfel incit aria triunghiului ABC să fie 
de 17 u 2• 

[Indicaţie. Se ia C(a, ~) care trebuie să ved!ice dreapta dată, Iar 
aria ABC=±l7, căci C poate fi de o parte sau alta a dreptei dar.e, <l<'~i 
aria poate fi pozitivă sau negativă. Sistemele dau C(12, 10) şi C'(-16, -4).] 

CAPITOWL IX 

'1 
I 

TRANSLAŢIA AXELOR 

I 

ufx.n 
/x:uf 

)(' 

X 

Fii:. 5-l. 

1. SJ considerăm punctul M(x, y) raportat la sistemul cartezian or':o­
gonal xOy şţ să efectuăm asupra sistemului de axe O translaţie, pînă cînd 
or;;;inea vine într-un punct oa1·ecare 0'(x0, y0). Desigur, foţii de noile ax e 
x'O'y', punctul M va avea alte coordonate (x', y ' ). Problema care se pune 
este aceas ta : si:L ::;e gă:sească relaţiile care leagă vechile cordonate (x, y) 
cu cele noi (x', ?/) şi C?L coordonatele (x0, y0) ale originii noi O' faţă de 
vechile axe. 

Pentru aceasta să notăm cu 7-0, r vectorii de poziţie ai punctelor 0', 
M foţii de reperul O şi cu r' vectorul de poziţie ul lui M fa\,ă de reperul 0' 
(fig. 54). Făcînd obser varea că oriunde ar fi translatate axele, versorii z, J 
rămîn aceiaşi, putem scrie: 

r=xt+Y); ro~Xoi+YoJ; r' =x't+l/J. 
înlocuind acestea in relaţia vectorială evidcntii 

r=ro+r' 
se obţine 

xi+yJ = (xo+x')'i+(Yo+Y')J. 

Descompunerea după versorii 'i, ] fiind unicii ti-ebuie să avem 

X = Xo+x'; Y=Yo+Y'· 

(1) 

('.!) 

Acestea sint relaţiile căutate. Deci abscisa veche este egală cu snma dintre 
abscisa noii origini şi cibscisa nouă; se poate da un enunţ asernă:niitor pen­
tru ordonate. 

Ex e m p 1 u. Faţă de sistemul xOy se dă punctul M(4 , .5). Să se af:e 
coordoruitPll' lui M faţă de sistemul de axe tran.>latat în 0'(-1, 2). 

Avem 4=-l+x', 5=2+y', de unde x'.=5, Y' = 3. 
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O li se r var e. Dacă n„ uităm la Iib'Ul'U 58 se pare că <'Ste tot a~a de uşor 
stt stabilim rclntiilc (3) direct, fără să apelăm la relaţia vectorială (2). !n rea litate 
însă Jacă pro~edăm direct lrel>ui„ >ă ne asigurăm că rciatiil t> (~) se păstrează în 
diferite cazuri de figură: O' în cadra n ele II, H I s au IV şi de as„m„nea M în diferite 
cadrane. Relaţia vectorială (2) este . înoă generală oricum ar fi punctel<! O O ' M 
>n p!an şi dcei rclaţiilc (~) sînt gen erale. ' ' 

!\ceastă observare scoa.te în <'videnţă generalHatea for mulelQT vectoriale şi dcri 
a ~xpresiilor analitice dedu.Ee pc calc vectoriallt. 

2. Ecuaţia dreptei în raport cu noile axe. Fie (D)=Ax+Bv+c~o 
er.11aţia clrPpt.ei raportată la vechile a.xe şi 0'(x0, y0) noua origine. Inlo­
cuind .r: şi y din rdaţiile (3) se obţine A(x0+x')+B(Yo+Y')+C=O sau 
notînrl Do=A.-ro+BYo+C, 

Ax' +B?J' +(Do) =D. (4) 

Prin ur mare termenul liber este re?.ultatul înlocuirii coordonaLelor (x
0
, '!Jo) 

în ecuaţia dreptei date (D) -0. Dacă dreapta dată tr<'Cc prin noua origine, 
atunci (Do)= O şi ecuaţia dreptei în noile axe devine 

A.i;'-J-By'=O. (4') 

Dacă dreapta este dată sub allă fonn;;\, se aduce întîj la forma generală 
şi ?poi .;e foloseşte formula (4). 

3. Elemente care rămîn invariabile faţă de translaţia de axe. 
a) Distanţa înt1·e două puncte. Fie M1(J..·i. y1 ), M?.(x2, y 2) cele două 

puncte raportate la s istemul cartezian xOy şi 0'(x0, y 0) punctul în care 
se mută .02·i~inea d,up<'.1 translaţie. Noile coordonate ale lui M1 şi M

2 
le 

notăm (.T1 , y,) şi (x~, y2). 

Distanţa M1M2 faţă de vechile axe este dată de 

(M1 M2 ).01 = V (.-r2-X1)2+ (Y2-Y1)2' 

iar fn.ţU de noile axe, este 

(M 1M~)x·n·v· = V (x2~1;J)2+ (Y2-v;v 

!nsă potrivit relaţiilor (3) avem 

deci 

(5) 

(6) 

(7} 

relaţii care arată că (M1M2)«>v= (iv.l1M2).r•o•u·1 aclică distanta fntre două 
puncte rămîne invariabili'.! la o translaţie de axe. 

b) Unghiul a două drepte. Fie (D) =Ax +By+ C-0 şi (D')= A'x+ 
·+ B ' y + C' = O două drepte concurente, raportate la vechile axe. Coeficienţii 
lor unghiulari sîn t 

m=-~ şi m'=-~· 
B U' 
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Ecua ţiile dreptelor raportate la noil<' axC' s înt tb:'+Bv'+Do=O şi 

A'x' +B'y' +U6=0 şi este clar că au aceiaşi r.of'ficicnţi unghiu lari m=-~ • 
R 

m' ~-% · ~acă direcţiile dreptelor rămîn nesd1imb<1te, a tunci şi unghiu l 

celor două drepte rămfae n eschimba t după translaţie. 

Aşadar distanţa într e două punct e şi unghiu l a <.I.ouă drepte sînt ele­
mente invariante Juţti de translaţia a.retor 1'ZP. coordonatP.. 

Ex e m p 1 e. 1. Ce devinP. ecuaţ·ia ri.r P.ptei 2x-5y + 12 ~O dacă se dă 
o tmnsln.ţie sistemu.lui de refe1'inţă astfel ca originea să vină in 0'(1, 2)? 

Avem (Do) = 2 · 1-5 · 2+12 = 4, deci ecuaţia dreptei faţă ue n oile axe 
este 2x'-5y' +4-0. 

2 . • 4ceeaşi problemă pentru dreapta 3.r+By+2=0, noua origine f iind 
0'(2, -1). 

(Do)=3·2+3(-l) +2 - 0, d<'M :lx'+8y'= 0, 

adică d reapta dată trece pr in noua ongme, cu alLe cuvinte s-a ales <'a 
nouă origine un punct al drept.ei tlate. 

X 
EXERCIJll ŞI PROBLEME 

140. Sll ~C' spuni"i cc dC'vin ecuaţiile dreptelor x+.2y-5=0; 2x+3y­
-8= 0; 3x-7y=D; 3x-2y-J-6= 0, dacă originea se mută prinLr-o transla­
ţie în O' (2, 3). 

[x'+ Zy': 3=0; 2x'+:n/+5=D; 3x'-7y'-15=0 
3x'-2y'+6=0 (rămîne neschimbată).] ' 

141. Se dau d:eptele 5x+Y-7=0 şi 3x-5y-21 = 0. Ce devin Pcua­
tiile acestor drepte dacă, prin translaţie, s~ mută originea în p unctul de 
intersecţie al celor două drepte? 

Wx'+v'= D; 3x'- fiy'= O.] 

142. Se consideră ecuaţiiie aceleiaşi c.lr cpte (D) raportate la vechile 
axe x0y şi noile axe x'(Yy', după translaţie. Să se arate că termen.ii 
liberi sînt de acelaşi semn dacă O şi O' sînt de aceeaşi parte a c.lrcptci (EJ) 
şi de semne contrare, dacă sînt de o parte şi allu a lu i (f!). 

143. Se dau punclele A(3, 2), B(l, 5), e(-2, -1). Să se spună ce devin 
er.naţiHe latul'ilor t.rinnghinlui , claoă se mută originea, prin trant;laţic, în 
centrul de greutate al triunghiului. 

!3x'+211'-7=0; 6x '-3y'· J· 7=0; 3x'-5y'-7=0.J 

141. St\ se trri.tc7.c problema în cazul .general cinci vîriuri:lc triunghi.u­
llli sint A(x1, y1), B(x 2, Y2) , C(x3, y3). 
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[hulicaţie . Se vor st:rie ecuaţiile la tutilor sub formă de deter-

. t . . (~x, :Ey,) 
mrnan ş.1 se va ţine seama că G 

3 
• 3 . Se i:;ăseşte ca termen :ibct• 

2 3 A, umfo A este aria triunghiului dRt } 

145. Să se cerceteze care sînt dreptele a căror P.Cuaţie se păstrează 
după o translaţie de axe. 

[Fie Ax+ By+C=O dreapta. '!'re buie ca Dn=C, care arată că 
A Yo 

~B= ;.- , deci dreapta trebuie să ficparal<'lă cu 00'. Vezi un exemplu 

la exerciţiul 140. \ 

CAPITOLUL X 

LOCURI GEOMETRICE 

1. Din geometria elementară şLim că se 11umeşLe loc geomelTic mul­
ţimea punctelor care ;;e bu.curil. de o aceea1?i proprietate. In plan acca'ltă 
mul\1mc de puncte poate alcă tui una sau mai multe cw·be . De pildă toate 
punctele clin plan egal depărtate ele un punct .fix se găsesc pe un cerc, 
prin w·mare locul geometric - t:ercul esLe forma l <..linLr-o singură curuă, 
1n timp Le pum:Lele egal depărtate de o rfreaptă sînt situa te pe două 
drepte p llralele cu dreapta dată . de o parte şi alt;.i a ei. deci locul geometric 
este alcătuit d in două drepte. 

Putem concepe locul geometric şi 111 alt mod, bazat pe mişcare, deci 
cinemu.tic . . >\nume putem să ne îuchipuim un punct M m obil, care păs­
trează în tot timpul mişci\i-ii proprirtnt.Nl dnt::i şi genere;iz:'l r.stfcl Jocul 
geometric. In aces t fel punctul M coincide pe rînd cu punctele locului 
geumeLric definit mai înuintc stutic, ca mul \imc <..le puucLe. SînLem a8l·fel 
conduşi l a o definiţie cinematică : se numeşte loc geometric f igura p!ană 
descrisă dP. nn pnnct mobil M, care satisface o nnumită cond~ţie (proprie­
tate) dată. 

Figura plană de care am vorbit poate fi alcătuită din una sau mai 
multe curbe sau chiar tle o porţiuue clin plau. 

In scopul rlc n. putea da 1·eguli precise pen tru de Lerminarea locUl·ilor 
geometrice pe cale analitică, vom despărţi locurile geometrice în două 
catei;;nrii, după condiţia la care e5te supus punctul v<irial.Jil : a) l'Ocul'i geo­
metr ice r ezultate din mişcarea unui punct care păstl'ează :'leschimbată o 
relaţie geometrică; b ) Jor1wi geometrice descr ise prin schimbarea poziţiei 
puncluLui de intersecţie a două curbe variabile. in acest din urmă caz, 
proprietatea car e se păstrează este cil pun<'t11l variabil se găseşte m cr <"11 la 
întrctăic-rea celor UOUă <.:Urbe. 

Vom studia cele do11ll categorii de locttri geometrice, cu suficiente 
exemple pentru ca lucruiile să fie bine lămurite. 
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2. Locuri geometrice rezultate din 1·elaţii geomet-rice. A găsi locul geo­
metric al punctului M(.x, y) înseamnă a găsi relaţia de legătură înt re coor­
donatele x şi y, adică ecuaţia loculu i. In cazul cînd M(x, y) satisface o 
anumită relaţie geomelrică, este de ajuns să transformăm relaţia dată 
într-o relaţie analitici\ 'ii am găsit lceătura între x şi y. Ajungem astfel la 
a<'<'astă regulă simplă: locul geometric ai unui punct care satisface o reLaţie 
geometrică se găseste tmnsfonnind relaţia geometrică în relaţie analitică. 

Ex e m p I e . 1) Se cere locu! gcamctrte al puncie!or ega! depărtate de o cfrcaptă 
aaa. . 

Fie (ll) dreapta dată, M p unctul care are distanţa d pînă la (D) ~i MNJ_(D), 
und" N e(D). Relaţia geometrică est.e evident MN=d. D ucli nu intervin alte consi­
dcrat:ii şi p utem alege ~nm vrem 11xcle, atunci vom lua pe (D) ca ax5 Ox şi o per­
pendkulmă oarecare pe ea ca Oy. Relaţia geometrică transformată a'1alitic <>S ie 

11=±d (l) 

şi re-pr„7.1ntă cl0t:ă drepte paralele cu Ox, deci cu (D). Dacă însă sîntem ol.Jliga\i 
să alegem all.e axe (în cazul cînd locul cerut este num-0i o purtc a unei probleme 
mai complexe), atunci (D) are ecuaţia Ax+ 1111+C=O şi ecuaţia locului e ste 

Ax+By-1-C= d 
VA'-f-B' ± . (2) 

Lecui estP desig11r Rr.<'l11şi, dar rap o1·tat la alte axe. 
2) Su '" yiistascu locul yeometric al pimctelor care a" suma d!sta7lfelor fo. clot1u 

drap!c i:;erpondic11lm·c, constantd şi egală cu a. 
Problema poate fi studiată sub două aspecte după cum distantele sin! soco­

tite cu semn sau !n valoare absolută. In orice caz, axele de coordonate vor ! i chiar 
cele două drepl<: şi atunci es'e foarte clar că di<tanţele u nui punct M la cele dnuă 
drepte s înt chiar coordona tele p unctului. Relaţia geometrică dată de enun\ i:o le 
MM,-1-MM,=a.. 

Cazul I. Dacă distanţele sînt socotite cu semn, atunci acestea sînt coordona­
tele punctului M . cu semnele respective în cele p atru cadrane. Relaţia geom„trică 
transformata analitic este deci 

x+11=a (:I) 

şi rP.prP.1.inta dreapta AB (fig. 55) în întregime, deci şi parttea punctatii. &'i se obs„r;e 
îuşă că dacă. 1\.1 iese din cadranul I, atunci din puncLul t.le veUen! al gemnetriei 
fără semne avem rUferenţa. distanţelor constantă şi nu suma. 

Q 

I 

' ' 

Cazul II. Dacă relaţia geomelrică se r~eră lu dis­
taHţe:e absolute, atunci relaţia analitică este 

' Jxl+iYl=a (4) 

şi reprezintă pătratul AUCJJ, l11cru care se vede uşor, de. 
oarece dacă M aparţine !ucului, a~uncl simetricele faţă 
de O.•:, Dv şi origine aparţin d e Rsem<"nP.a locul.ul. 

Din punctul de vedere al geomet1"ie i elementttre pro­
blema se încadrează !n ul d oilea cu~. 

At-ra11em atenţia că după ce s-<i o l>li1mt e<:uaj'i<I locu,.. 
L"i oeometrir. trebuie cm·cetat dacă natura probtemet per­
mit.I ca toate punctele care vedfică ecuaţia să aparţină 
loC'U.ltti, sau numai tJ parte. Este chest iunea loculul geo­
metric limilal. 

3) Fiind data tTd puncte A, B, C ><L se 9ăseasdi le­
cui geometric a.I punctelor care sat isfac relaţia. 

MB2-f-MC'~2·MA2• 
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Se altg„ dreapta BC ca axă Ox şi mediatoarea segmentulm BC ca axă Oy. 
Coordonatele punctelor sint: A(Xj, 111), D(a., 0), C(-a, O) şi M(x, y) car e este punct 
curent a l lccu lui. Relaţia geometrică transpusă analitic este 

sau, după dezvoltare şi reducerea termenilor asen1enea 

(5) 

l\ccasta e.qt.P. P.r.naţin incului geon1Ptl·ic şi rep~ezintă o perpendiculară pe ine­

diana OA a triunghiulu.i ABC, deoar ece coeficif'ntnl siin unghiular este - ~ · 
U1 

Di•cuţic, a) Pl'Oblema pr in enunţ·JI ei, nu duce la nici o limitare a locului 
geon1etric, deci l ocul geon1eLric este toată d1·eapIB. 

b) Cazuri pa1·ticulc1·e. 1) Dacii OA=a, adică mediana tJ·iunghiului AIJC este 
jumiitntca laturii l:JC. atunci :r.f + v1-a2 şi ecuaţia locului se reduce la x1x+y1y- o, 
adi«ă perpendicu lara ;,Je OA care trece prin origine. 

2) Dncă tri:inghiu l AHC este isosce l, Atunci A eDy ~i Xi=O. Ecuaţia locului 
y'f- n2 

devine y= ---, o paralt l::i la Ox. 
2y, 

~) Dacă A, B, C, s!nt coliniare, atu nci A sox ş1 111= 0. Eeuaţin (ii) "" 1'Pciuce 
xţ - a'.! · 

la x= ~ , deci o perpcndiculaeă P<' dreapta ADC. 

Am dnt nccst mt>dcl rlP. d;scuţie p entr u a arăta că în primul rînd trebuie văzut 
dacă lucd esle limitat sau n u, apoi este bin e să se pre?.'n lP unele generaliâiri sau 
cn.zu!:i pA.rticulnre i.nteresante. 

3. Locuri geometrice rezultale tlin intersecţii. Î!l cazul locurilor rezul­
tate din intersecţii de curbP. punctul M se află la in t.ei·secţ.ia a două curbe 
variabile, a căror poziţie depinde de un parnmctru A. Prin urmare ecuaLia 
fiecărei curbe conţine variabilele :t", !I şi m1 acelaşi parametru ); c;re 
srhimbă poziţia fiecărei curbe, dar nu n , odifieă gradul ecuaţiei sale. Cele 
dau.;\ curbe se pot serie deci, în general, .-ub form a 

f(x, y; i..)= 0 şi g(x, y; ).)= O. (6) 

Ne propunem să găsim metoda de a determin a locul geom etric al 
puncLului M în acest r.az. 

Ecuaţiile (6) formează un sistem p e car e îl put.em rezolva în raport 
cu x $i y; acestea vor fi funcţii de /,., deci vom avea 

X=<p(A), y - 'lj>(A). (7) 

Tr ebuie să precizam că din p1mct de vedere practic rezolvarea siste­
mului (G) poate duce uneori la greuti'l\i destul de mari, dar, aşa cum vom 
vedea , aceastil rr.zolvare ne interesează prea puţin . 

ln baza relaţiilor (7) la fiecare valoare a lui A corespunde o per eche 
de valori (l:, y), deci un punct în plan. Cînd /, vai·iază continuu, punc.:Lul 
M(.r, y ) î~i schimbă şi el continuu pozi ţia şi descrie curba- loc geometric. 
Pentr u acest m otiv se :dce că (7) reprezintă ecuaţiile parametrice ale locu. 
lui geometTic. Legătura între x şi y este făcut.ă indirect prin parametrul /,.. 
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Pe noi ne intereilefl?.ă legătura dired.:i înlre x şi y , deci ecuaţia car­
teziană a locului. Aceasta se face eliminînd pe ""/<. intre cf."le rlouă ecuaţii (7), 
deci scoţind pe I. dintr-una din ele ş i in t roducindu-1 în cealahă. În acest 
fel i;e obţine o relaţie de forma 

P(x, Y) =O (7') 

care este ecuaţia locului geometric căutat. 

Să observăm însă că ecuaţiile (6) şi (7) sîn t echivalente, prin mma:re 
put em elimina pc ;~ direct din (6), fără a mai lrece vrin (7) şi vom obţ:ine 
acelaşi loc geometric. 

D e aici regula : 
Penlr:u a yiisi Locul geometric rezultat din intersecţia a două ciwbe 

variabile, care depind de un acelaşi parametru, se elimină pai·amctrul 
între ecuaţiile celor două c.'t1rl.>e. 

După cum s-a văzut sistemul (7) a fost necesar numai pen~ru a cle­
monstra că locul geometric se obţine prin eliminarea parametn 1lui. Se 
întîmplă însă cite o dată ca eliminarea pm·ametrulni rlin (6) si\ qf' facă 
greu. Atunci trepuie încercat dacă nu cumva trecînd de la (G) la ('7), 
eliminarea se face mai uşor între ecuaţiilP (7). 

4. Cazui cind curbele conţin mai mulţi parametri. Se poate ca din 
enunţul unei probleme să apară do·i parametri şi a l unei ecuaţiile c.;urbelor 
care determină locul geometr_ic conţin doi p arametri, adică sînt de forma 

f (:r., y; ;.,, µ) = 0, g(:r:, Y; ii., ~l) ~ O. (8) 

Tn acest caz însă tot enunţul problemei trebuie să ne dea şi o rf'ln1;ic 
de legătură între cei doi parametri, deci 

hi)., ~l)- 0. (8') 

Eliminarea celor doi parametr i se face între cele t rei ecuaţti (8) şi (8'). 
Tn mod asemănător trei parametri se vor elimina înire palru ecuaţii e t.c. 

Se întîmplă uneori, destul de rar, ca o problem!\ sli conţil'lll rloi para­
metri, fără re.laţie de legătură inlre ei şi totuşi să exisie un loc.; geometric. 

Fig. 5G. 

In astfel de cazuri, atunci cînd ~e elimină unul din 
parametri, se elimină de la sine :;;i al doilea. 

Exemplele care urmează vor lămuri şi mai bine 
expunerea. 

Ex e m p 1 c. 1. Se consideră un ·unghi drept şi un punct 
fix A. O dreaptă de direcţie constantă taiP. latur ile 1tnahin lui, 
respectiv în M şi N . Se ce1·e locul geome,ric al intenecţiei 
perpendicularei din M pc Lll\i, cu pel'pendici,lara din N 
7JP. A M_ 

Laturile ungh iul.ul drept se nleg îr1 mod firesc ca axe 
(fig. 56) P unct u l A are coordonate oarecare: A(x 0, Yo)­
Dreapta de direcţie constantă o scri"m bub forma 11-mx+>. 
(A. este p arnm et rul problemei) unde m=const. dă direcţi11 
dreptei. 
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Punctele ME Ox ş i N e Oy sînt tăieturile drept e i, iar coordonatele lor se obttn 

f!ic înd s uccesiv 11=0 şi X= O. Se găseşte M(-;;• o) şi N(O, ;,. i. P entru drept ele ,1N 
şi AM ne trebu ie num ai coeficienţii unghiulari. Ele fiind determinate prin două 
puncte avem imediat 

t/0 - Î , 
tn;.,N = . ; 

x, 
Yo 

7HAM = --„-·-
x, + -

m 

Rezultă ecuaţiile perpendiculavelor din M şi N, respectiv pe AN şi AM: y= 

xo + A. 

= - ~ ( x + ~) · y-i. = - _ _ m x; care se mai pol se.de sub formele 
Yo-1... 1n Yo 

:rx, + yy, = X ( y- 2) şi x:i;, + YYu - ~ (Y• - ~) · 
m., m. 

Locul J.(eometric al punctului J de intersecţie a cel or două rltepte se capătă prin 
eliminarea parametrului l..; aceasta se obţine scăzînd ecua~iile ~i jm µ ilr\ind cu >.=f=O. 
Ecuaţia locului geometric este 

1 
y-y„~- - (X-Xn). 

m 

Se observă că locul este perpendicnlm·a <lu 0ă ' din A pc dreapta MN rle <lirecţie con­
stantă. 

Notă. Sul ll(ia geomeh·ică este simplă: oricare a r fi t r iunghiul MJN, 
AM ş i A N sînt înă l ţimi, d eci JA este n treia !nălţime şi JA_l_MN. 

2. I'1'in punctul fi:l: M 0 se duc doult d1·eptc pcTpcndiculare: una taie axa Ox tii 
A. cealaltă axa Oy în H ::Jă se aii.<P.ască. locul mij [ocului lui AB cind unghiul d rept 
se m te1te in ;urlll l·1ti Mo (C.<l.p .). 

&riem ecuaţi ile a două d repte ce trec prln M 0 şi sînt pe.rpendlculare; 

(M0il) 

(MuBJ 

Y--'Un= ), (:1:-xo) 
I 

Y- Yo=- ~ (X - x o). 

Para m!ltrul comun este coeficientul ungh iula r ). al primei drepte . Intersecttnd 

cele două drepte, re, pecii v cu Ox şi Oy, se obţine A ( x. ~ ~o • O) ' B (O, y0 + ~) 1; 

Atunci mij locul segmentului AB a re coordonatele; 

1 { 'Io) l ( · :ro) X = ;; X. - ~ ' Y = - Yo + - ' 
- \ ).. 2 ). 

De data acea8la curbe le · variabil" care det ermint\ p r in Intersecţia lor punctul M 
sînt d repte para lele cu ax<'le, cu Al te cnvinte am Căsit chiar un sistem de for m a (7). 
Pentru eliminarea lui l. ai· trebui oă-1 scoatem dimr-o ecuaţie şl să-l introducem 

Yo în cealaltă, dar este mai simplu să scrlem int!I ecuaţ!lle sub formele i =Xg-2x; 

~ = 2'1 - y.,, de unde 
).. 

Locul geometric 

Yo Xu -2x 
= -. - • sau 2.ro.'l:+2YoY=x& + yJ. 

"" 2y - y. 
este media toarea segmentului OM0 (a se vedea prnblema 81). 
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.1. PP. lat1111lP. ur.ui unahi drP.pt xOy se iau ptmctele A pP. U>: şi R p e Oy, apoi 
puncte!• ·variabile M " " O.c, N pe Oy care satisfac relaţia 

OM ON - + -=2. 
OA OR 

Sii se gc"îseascii locul geometric al punctului J := AN n JIM. 
/un luat uccst exemplu cu un unumlt sco13 : de u ară:ta câ dacă cele două drepte 

variabile coin cil<1 l a un moment dat, atunci orice p unct al lor este punct de inlt:i·­
secţle şl dreapta aceasta dublă apare ca loc geometric, fără a fi adevăratul loc 
geometr ic. Astf"l de locur i geomPt ricP. rn11ltă din n edete1'minarea punctul1ti dt! 
intersecţie si este b ine să ştlrn 9<l le recunoaştem p en tru a le separa ca să rămină 
l ocul geometric verilabH. · 

In prob lema dată axele sînt laturile u nghiului drept. Coordonatele punctelor 
le no:ăm: A(a, O), B (O, b), M(a, O), N (O, fi) . 

Drep lele d in enunţ se_scriu p 1in tăieturi : 

(AN) (BM) ~+1L-l=0 
a b 

la care se adaugă rdaţia de l el<lătură 

Avem în faţă o problemă cu doi parnmctri a, ~ şi o relafie de legătură. între 
e i. Inlre cele t rei ecuaţii lr„b ui" dimiua(l a ~i ~-

Din p1imele două ecu;iţi i se sco;it:e: 

~=~; 
a-x 

hx a=--; 
b-y 

bx -, ay 
acestea lntroc111..- în relRţia de legăturii ne dmi---- + ----=2 sau efectu!nd 

a(b-y) b(a -x) 
calculele 

b'x2+2ab xy+a2y'-3ab(bx+ay)+ 2a2b'=O. 

Am obţlnut o ecuaţie de grodul a l II-iea. Să observăm însă că a tunci cînd 
N:=B, deci (3=b, <elaţia de leeătură n e ' dă a. •a, adică M:=A. In Rcest caz fosă 
rtreptele A:N şi BM coincid şi toate p u nctcie dreptei A B sînt puncte comune, d<'ci 
Ah'l trebuie să apară ca loc geomelric 1·ezuHaL d in nedeterminare. 1n consecinţă 
ecuaţia de gradul al. H-lea t-rebt1-ie să se descompuncl. ' 

In adevăr rn observă că ecua\,ia poaL-e fi scrisă (bx+ay)'-3ab(bx+ay)+2a2v'= 
~o, care rezo.l vată în raport cu (b.'l'+tty)• d u ce la 

b:r-j-ay=2ab şi bx+ay~ab sau 

(D) 
X y 

- + --1 =0, 
2a 2b 

(D) ~+Y-- 1= 0. 
" b 

Dreapta (D) esto verilal.Jilul loc geometric ~i se constrUicşte imediat avînd tăie­
turile 2a, 2b; este d~i paralelă cu AH. 

A doua dreaptă (D') este AB, care aşa cum am prevăzut trebuia să apară ca 
loc rPzultat din n ecieterminarPa punctului de intersecţie. 

~ In caz de nevoie ~e va n ota bx-l-a11=z. 
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4. Se dă 1'n paralelogram ABCD. O paralalu la il.B 
taie laturile AD fi BC, respectiv in ,11 şi IV, iar o para­
lelă la AD taie latnrile AD şi CD, respectiv -în P şi Q. 
Să '" afle !oct<! ţJeomelric al punct11lui PNn MQ. 

Se alege latura AH ca axă O:r şi per pendiculara pe 
ea ln A ca Oy. apoi se notează cu a abscisa lui B (f ig. 57) 
Ecuaţiile loturilor par;ilelogramulu i sînl: (AB) y=O; (CD) 
Y=h; (AD) y= mx: (BC) y=m(x- a). Ecuaţi i le dreptelor 
MN şi PQ SÎBt rP.!Ypectiv: y~3 şi y~mx-j-a. D'-' t->~ cum "" 
vede npc-.r doi paran1etri ci si B fără ca pt'oblcn1a să ne 
dea u leg-titurB între Pi , totuşi. exis{ă un loc georneLric:. 
F!ezolvind ,;,te•><ele forma te de dreptele · MN şi AD, a1Joi 
de NfN şi BC găsim: 

li 

sînt 

·M(ft- '3 ); N(a +- •[3). 
m m 

De asemenea PQnAB şi PQnco ne d au p (-~, o ); Q (b : -"-• b) · 

Acum se pot scrle ecuaţiile drcptPlor MQ şi NP, care aduse la forma 

(MQ) 

(NP ) 

m(l\-·b)x -'-(b-a-f.>y+a1l-O 

mBx-(ma+«+~>u+ af)=O. 

Flg. 57. 

generală 

Prin scăderea acestor două ecuaţii (pr ima din a doua) dispar umindoi ' para­
n1et:t·i şi se ob1ine ecuc:.ţia locului 

m b x-(b+ma)y=O, 

o dreaptă care t rece prin origine şi prin pundul C, d eci locu l este chiâr diagonala 
AC a paralelogramului•. 

EXERCIŢII ŞI PROBLEME 

146. Să ~e gă&ească locul punctelor M astfel ca difcren~a păirale1or 
<listanţelor lor la două pllncte fixe A şi D să fie constantă. Să se c:aute 
şi o solllţie vectorială. 

[0 perpendicu!ai·ii pe AH.) 

• C um se expl ică faptul că de~i !n unele probleme 
t:xislă doi parametri, fftră relatie de legă tură intre e i, totuşi 
avem un loc genmPtrJc'! Să ne închipuiJI1 în problema de 
faţă că MN râmîne Cix;'i şi vvriazl'l numai PQ şi să notăm 
cu L« locul g<'ometric dator it primului para111etru a. Pre­
supunem apoi pe PQ fixă şi să notăm cu Lp 10cul datorii lui 
11- In general L. şi Le sint distinde, clilr <iacă se întîmplă să 
coincidti. cmn A fos! cazul a ici, atunci ·;a exisLa un loc ~eo­
mPtric rezultat din variatia a doi par~mctri, făvă legătură in­
t1e ei. 

D e Pxem p lu dacă ABCD este un trapez cu buzele /lB şi 
C:TJ, MN µaralela cu bazele, iar PQ parnlf' lii cu dreapta care 
wieşte mijloacelf' bazelor. atunci l..« "'le o dreaptă, diferită 
de diagona lă. iar l..~ este o conlcă ce t rece prin /l şi C. Cînd 
b Rzele trapezului devin egale. deci, trapezul devine p aral<>lo­
gram, a tit l..« cît şi Lp se reduc la diagonala AC a paralelo­
g1·amului. 

8 - f:('r"lmetrie :mali t:că d . XI. 
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147. Să se găsea~d:i locul geomet1ic al punctelor care au raportul 
distanţelor la două drepte concurente, constant. 

[Duuă drepte care trec prin punctul comun drep telor dat". P<!ulru 
k=l se obţin cele două biseclu<U'C.) 

l 148 . Fiind date trei puncte A, B, C, să se găsească locul punctul ui M 
care satisface relaţia : 

MEP+MC2-2M1l1 =k (const.). 

Să se deducă prob!C'ma de la exemplul 3 § 2. 
"· 149. Dîndu-se în plan (n+ l) punct.ele: ,l'y[1, M2, .. „ Mn, M„+1> să se 

găsească locu l p uncluki M care satisface relaţia 

,\1Mi +MM~+ . . . + MM; - n · MM~ 1 1 =I• (const.). 

Caz particular k- O. 
[O drc;iptii. Este generalizarea probl„mei preceden~e.J 

"fi 150. Se dă un triu:1ghi d:·eptur:ghic ARC cu ip.otcnuza BC=a şi cate­
tele °CA= l>, AB-c. Sa ~e gaseasca locul geometnc al punctelor M care 
satisfac relaţia 

b2. J\IB2+c2·MC2-a2·MA2=k (const.). 

Caz p ilrlicular k = O. 

[0 pan1lelă la ipoteni.<ză. Pentru lc=O se obj.ine o rela\ie interesantă 
a punctelur de pe ipotenuză. S.G.:.Yl. IV.p.97.j 

'1-1.51. Se dă un patrulater ABCD &vind două laturi egale AB=CD. 
Să se arate că locul geometric al punctelor care salb fac relaţia 

X17fl+MB2 = MC2-1- MD2 

este mediatoar ea segmentului care une~te mijloacele laturilor egale. 
'fi 152. Dintr-un punct P se duc perpcndiculnrC'l<' PM, PN pe laturile OM, 

ON ale unui uaghi dat. Să se găsească locul punctului P ştiind cil 
OM+ ON = conilt. (Salmon). · 

[O perpendiculară pe bisPrtom·ea unghiului. Se pot a lege ca axe bi­
sectoarele (Interioară şi exterioară) ung hiului.) 

'" 153. Un triunghi are o l atmă fixă ~i aria cunstaniă. Să se afle locul 
vidului mobil. 

[Se seric c11 a ria est e constantă. a) bacă aria se consi<leră cu semn, 
Jocul este o paralelă la bază. b) Dacă a ria se consid„ră în modul, locul 
este compus din două paralele la bază.) 

154. S e dă o dreaptă (D) şi un punct A exter ior. Dacă M E(D) şi este 
mobil, să se a fle : 

a) locul mijlocului segmentului AM; 
b) locul punctului care împarte într-un raport dat k segmentul AM. 

[Pru·alele lu dr<!<ipta (D).J z 
<!. 

"' ,_ 
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155. Vidurile A, B, C ale unui triunghi se mişcă arb.itrnr pe t1·ei 
drepte paralele. Să se arate că centrul de grnutate G descrie un loc geo­
meLric ş! ~ă se precizeze puzi ~ia lui. .Să se dea şi o sulu~ie vectorială. 

[Se va lu;i O:r. ~H direc(ifl dr<"ptelor pAra lPl<e. Alunei A(a, a), B(~, b), 
a.+ v+c 

C(y, c) şi 11= 
3 

= const. etc. Să s/> nbsP-rvi> r~ problema conţine 

parametri independen'ti a, I.I, "i .] 

156. Patrulaterul ADCD a re virfurile A, B fixe, iar C şi D mobile pe 
două drepte (li.), (.6.') paralele între ele. Fie M , N m ijloacele segmentelor 
AR, CP. Si.'l Sf' nflc locul mijlocului segmentului lvl-'V. 

!Problema conţine d oi parametri. Se va l ua o paralelă la (ti) şi (<.\'). 
ca axu Ox. Atunci A(x, , y1) , B(X„1h), C(a, a), D(~, b). Ordonatu mijlocului 
lui MN este constantă. Locul est<! o parale:i\ la (li), (!i') a cărei pozitîe 
este prec!zatfl .J 

+ 157. O dreaptă se cleplasea7.ă paralel cu ea însil~i ş i întîlneşte axele 
de coordonate în M şi N. Prin M şi N se duc drepte cu direcţii fixe; să se 
a fle locul geometric a l intersecţiei lor. 

[O dreaptă care trece p rin orie ine.] 

l !i8. Pe o dreaptă (D) se dau două puucle fixe A , H şi u u punct 
mobil M. Pc pcrpendiC'11l::lra ridicaiii în M pe (D) se iau segmentele con­
stante MP=p ~i. MQ-g. Se cer e locul geometric al punctului AP n BQ 
(S.G.M. IV). 

[F'ie Q„ pn„;ţia lui Q dnrl ,11=.'0A şi Pb pn;.iţia lui P cînn JW.==:B. Lncul 

-\'...,,..,...... este drea!'l ta Q0 P b'l 

- 1:;.9. Se dă w1 punct fix A pe axa Ox şi o c.lreaptă (lJ). P r in A se <luc-c 
u dreaptă variabilă (LI.) şi Iie M==(Ll.)n (D ), N ==( i.\)n Oy. Să se găsească 
locul geometric al intersef'ţie i perpendicularei pe Oy în IV cu dreapt a OM . 

[A(ţt, 0) şi y=mx-1-n ecuaţia dreptei (D). Locul cerut este (am-I n)x­
-ay+an=O, n dreaptă.] 

1f10. O dreaptă se deplasează păstrînd direcţia şi întîlneşte axele Ox, 
Oy, respectiv în A şi D. Se construieşte un dreptunghi ABCD cu vîrful C 
pe o dreaptă fixă (LI.) . .Să se găsească locul v îr fului D (C.d.p.). 

[ Ic este coeficientul u11gh i ular al direcţiei constante ş! y=mx+n 
ecuaţia dreptei fixe. Locul c~te rlr eRptA kx-l-(k1-mk- l )1J-l-n- O.] 

~ 161. Se dau punctele fixe A:: O:r şi BE Oy. Se iau apoi puRclde varia­
bile A'EOx şi D'EOy astfel ca OA'+OB' = DA+OB. Să se găsească locul 
intersecţiei dr eptelor AB' cu A' B (Salmon). 

[A(a, O), B(O, b). Locul este :c+u=a+b. In ecuaţia locului apare 
lnsă şi d reapta AB. Să sP explice de ce (vezi problema 3 § 3).) 

-1 162. Se dă dreapta (D) 2x+3y-12=0. Un punct M mobil pe (D) se 
proiectează îu P pe Ox şi în Q pe dreapta x-y + 2 =O. Se cer e locul geo­
metric al mij'locului segmentului PQ. 

s· 
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[M(a , ~) (D) d"ci 2q+3~-12=0. Se CH!r11lează coordonatei" lui P 
~ l 1 

şi Q, apoi al" lui N, mijlocul lui .PQ: :r= 4(3a+(l-2), Y= 
4 

(«+~+2>. 

Se elim' nă a ~i ~ între cele trei ecuaţ i i. L <'cul este drea pta ~-7y+ 
+io~o.J -

. 1C3. Se dau d?u ll rl l'epte ( .1 ), (-1.') . şi un punct fix .4. O rlrcaptt'i vari2-
b~lă ca~e trece prm J!- taie pe (Ll) ~1 (Ll'), respectiv în M şi N . Să se 
gaseasca locul geomew·1c; al pun<'tnlui PE 1WAN, care satisface relaţia: 

_:i_ +h =c 
.-L\1 AN AP 

a, b, c fiind t:om;tante. C:a? particular C=a+i! . Se va c::-rcetn C:J.7.lll cinci 
P esLe eonj~1p,atul lui A faţă de M şi iV. 

[
. _,. . AP AP M r M.1-1-AP 
1nu.icatie. 8P. scrie a=-- -1-U -M_ =c..:. Scobscrvt!. că===--.'.....___._- = 

_ AM AN MA MA 
Al' . MP NP 

-1- = etc. şi relaţia d"vine a - + b ~=a [-b-c. se ia una din 
AJ.I MA N A 

drepte le cfate ca Ox, ceaiall~ !iind y -mx. Se notca zll A(x0. !Jo) şi P(r, 'J) s i 
se ţine seama că rapoartele in care dl'eptl'ie clate impa;·t s„gmen tu·l· tlP 

sîn t tocma: cele de m ai sus. Locul est<' dreppta n 1'_ + b '_l'X - !/ -u+b- c. 
p t . 1 ~ . !Jo mro !/o 
_ cn;~ 1 1 CO?"'; JUgat .~u A a•1ern a ...,..,. b =1. c=2. SP va sCrie ecuaţia locului şi 
cn C<I~ul clnd ecuaţnlc rl1·pp telo1· dale sint D - O şi D ' = O, oarecare.] 

= 
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CERCUL 

o 
Fig. 58. 

1. Ecuaţia cercullli. Cercul este locul geometric descris de W1 punct .'VI 
care rămîne la egală distanţă de un punct fix C, centrul cercului. Daeă 
nu ~rtm cu r raza cercuki, relaţia geometrică pe care o satisface punctul 
curent M este (fig . 58) 

CM=r. 

Fie C(a, b) şi M(x, y) cenLrul şi punctul curent raportate la un siste:::i. 
dreptunghiu lar de axe. Relaţia 8Comctrid\ se seric analiLic 

v1 (x-a)~+ (y-b)" =r 

sau, adusă la forma raţională 

\i:-(-x-- a-)i_+_J__?J ___ b)2..=r~ 4. (1) 

Aceasta este ecuaţia cercului. cînd S<= dau centrul şi raza. 
Dacă centrul este in orig ine. atunci a~b=O şi ecuaţia devine 

r;J+y2-r2=0.) (2} 
~-- .... 

licuaţiile (1) şi (2) reprezintă cercuri numai în axe dreptunghiulare. 
Dacă vl'em să tratăm p roblema vectorial, atunci trebuie obse.:._~at că 

vectorul CM îşi schimbă poziţia, dar a1·e modulul constant, deci ICMI =r, 
care duce la acelaşi rezultat. 

2. Dacă desfacem pătratele în (1) obţinem ecuaţia cercului sub for ma 

®~ 2ax--1_b1[+ a2 +b2-r2=o-:i m 
care este o ecuaţie d e g rndtil al II-Jca în x ş i y. Rediproc însă, nu v1·ice 
ecuaţie ele gradul a] II-lea repi·ezintă un cerc. 
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În adevăr ecuaţia gt=ntralii dt gradul al LJ - lea în ,l' şi y este 

Ax2+ Dxy +C'Y,1 + Vx + Ey-ţ- F= O (4) 

care comparată cu (3) ne duce la u1·mătoarele constatări: 

1) Ec11aţia cercului (3) nu conţine termenul in xy, deci în (4) trebuie 
ca D = O. 

2·) In (iJ) x 2 şi y 2 au cocficicn tii egali cu I , dar dacă a şi b sînt frac­
ţion ari. prin cli minarea nu mi terilor se' obţin coeficienti diferiţi de 1, dar 
P.gali între ei, deci în (4) trebu ie ~ii avem C= A. 

Prin urmare pen tru ca (4) ~ă reprezinte un cerc tr<'bulc să aibă 
forma 

(d:rxL1 y'l +Dx+Ey+F=OJ (5) 

pe care o vom numi ecuaţia generală a cerciÎÎuL Dacă împărţim cu A 

·(A7'--0. căci altfel nu mai avem cerc) şi notăm ~ =2m. 1:'.. =2n. !... =p 
· ~~~ obţinem -

~+y~>W' + 2:i1~=..il (6) 

pe care o vom numi ecuaţrn normala a ctrcului*. 
In rezumat formele principale sub carp SC' prezintă ecuaţia unui cerc 

sînt: ecuaţiei 91merală (!i). ecuaţia normală (6) şi ecuaţia cu pătratele 
strînse (I ) · 

DC'oarece trecerea de la ecuaţia generală la ecuaţia normală se iace 
foarte simplu prin împărtirea cu .1. rorrnclc care interE>seazll în mod 
deosebit sîn t (1) ş i (6) 

3 Interpretarea gE>Dmeirică a coeficienţilor Ne referim la ecuaţia nor­
mală a cercului ( o ) : aceast a comparată cu ( 3) ne dă 

m.=-a.: n = -b: p=a'+b2-r1. (7) 

Coeficienţii lui i· şi y (2m ~ i 2n) sînt coordonatele C'entrului. dubla te şi cu 
semn >chimbal. Pc>.ntru interpretarea . lui p ducem din origine tangenta O'l' 
la cerc (fig S9) şi din triunghiul dreptunghic OCT scoatem: (57"2-=-0C2-r2= 
=a2+ b2-r2. deci ' 

p=?JT?. 

Aşa cum ornt.'i şi figura, s-a presupus o riginea exteri oară cercului . 
Dacă ori!l"inea este in terioară cercului. alunei se duce coardn care 

trece prin O si este perp0ndic11lnril pe d iametrul OC: fie T' unul din 
p unctele unde Rf'ea~tA tai 0 cercul Avem (fi a 60l 

de unde 
OT'2 = r2-QC2 = r2- (ai+ b2) = - (a2 + b2- r 2), 

• Prin analogie cu ecua\ia normală a drepte i, car e se 
capătă din eeu a tla genera l ă . prin lmpărtireil cu un fact-Or. 
An~ l0gia este mal evidentă l a puterea punctului faţă de 
cet e. 
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Fig. 59. Fig. GO. 

In nmbclc cazuri p reprezintă puterea originii faţă de cerc*. In primul caz-. 
puterea orig inii est e dată de pătratul tangentei OT, în al doilea caz put erea 
originii este dată de pălratui semicoarcle-i 0'1" ..L OC luat cu semnul (-). 

De air.i rezultă că numai privind ecuaţia unui cerc putem spune dacă 
originea este exterioară sau interioară cercului, după cum termenul liber p 
este respectiv pozitiv oau negutiv. Dacă p=O, cercul trece prin origine. 

4. Determinarea centrului si a razei. Considerăm cercul dat prin. 
ecua\ia normală ' 

x2 +y2+ 2mx+2ny+ p=O. 

Din relaţiile (7) rezultă imediat : __ 

[ a = m,_b...=.=n~a2+b2-=12 J (8) 

care dau coordonatele centrului şi raza. Coorrlonntclc centr ului sînt jumă­
tăţile coeficienţilor lui x şi y , cu semnul schimbat . Expresia razei ne con-· 
duce la u1·miltoareu <li::a.:utie: 

I. Dacă aLr- b2-p> o', raza este reală şi cercul de a::;emenea real. 
II. Dacă a2+b2-p=0, at unci r-0, deci cer cul se reduce lu un punct. 

F:cuaţia lui se scrie 
[F-a)2 + {y-b}z-~o\ (9) 

şi singurele valori realP. care unulea~ă această sumă de pătrate sînt cele 
care anulta,;ă fiecare pătrat, adică x = a, y = b , deci punctul (a, b). 

III. Dacă a2 + lJ2-p < O. raza cercului este imai:i;i nară şi cercul este 
imaginar. Deoarece r2 este negativ, ecuaţia cercului scrisă cu pătratele 
strînse este 

(10)· 

De dnta acea;;la nu mai există nici o pereche de valori r eale (x, y) care să: 
verifice ecuaţia (1 O). 

5. Cazuri particv.lare. a) Da<'il b=...0 centrul cercu ui se află pe axa. 
0.J:, ia.r ecuaţfa cercului se reduce la~ y -'. 2m:!_I r>=f]..ipseşte terme­
nul. în y. 

• Ve-.oi manualul de el. a X -a. 

I 
I: 
1' 
I 

I' 
I 

I: 
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b) Dacă a - O, centrul cer cului i;e află pC' Oy, iar ecuaţia este~+y2-ţ 
+2~p=§) Lipseşte termenul in x. ~ ~ „ 
-C) Dacă p=O ecuaţia cercului rămînel_:i;2+ y2+2mx+~ny'::Jljşi cercul 

·trece prin or-igine (vezi şi § 3). 

Ex e m p 1 e. 1) Ecuaţla cercului cu centrul în origine ~ ! c u raza r=2 este: 
_,,,2+y2- 1=0. 

2) Cercul cu centrul C(l, 2) şi ra7.a r =5 are ecuaţia (x-1)2+<Y- 2)2-3f;=O sa u 
..x2+y2-2x-411-2o=O. Deoarece p<O, o riginea est<> interioară "ercului. 

3) Să se stringă !n pătrate ecuaţia cercu lui x"+u2+x-4y-2- 0. 
1 I 25 

Avem a=- 2, b=2, ,-i_ 4 -1-4+2= 4 ; ecuaţia este 

( 
l )2 25 x+ - +(y- 2)' --_ =o. 
2 4 

· 4) Sil se afle rl'ntru l şi raza cer cului u cărei ecuRţie este 

. 3(x'+v'>-4x+6Y+ 3=0. 

Se împarte !ntli cu 3 şi se obţine ecua(ia uormulll, de unde 

2 4 4 2 a=3. b=-1, r~=9+1-1=9 ; r= 3 · 

5) Să se scrie su b forma strînsă în pătrate ecuaţia cercului 

Avem tt=2; b=-1, >"2=4+1- 8=- 3, deci r=iV~ Cercul ~ste imaginar şi 
•.ecuaţia cerută este 

6) Să se spună unde are centrul, cerc ul de ecuaţie 

x'+Y1+6x-2 >..y~o. 

· ~oordonatele centrului sînt a--3, b=>.., deci c~nlrnl se afl il pe d reapta x= -3. 

X 6. Delerm·inarea unui cerc Se ştie că un cerc este determinat de t rei 
puncte care nu sînt în linie dreaptă. Acest l ueru, cunost:ut din geometrie, 
va lrt:!bui să-l regăsim pe cale analitică. Pentru ca un cerc să trear.i\ 
printr -un punct M0(x0, y0) trebuie ca ecuaţia cert:ului să fie verificată de 
coordonat ele punctului. Insă ecua~in unui cerc conţine trei parametri 
m, n, p, deci pen tru determinar ea lor trebuie lrei ecuaţii şi aces tea se ob­
ţin 8crii nd că cercul trece p r in trei puncte. Dacă A (x

1
, y1), B(:r2' Y2), 

•C(x3, y3) sînt cele t r ei puncte, atun ci pentru primul p unct t rebuie să avem 

x i+YÎ + 2rn.x1 +2ny1 +P=O, sau 
şi asemănător. 

'2mx1+2ny1 + p =-(xî + y?)} 
2m..x2+2ny2-J-P=-(x~ + YD 
2mx3 -l- 2ny3+P=-(.ra + ţfa) 

(1 1) 
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Necunoscutele fiind 2m, 2n, p, condiţia ca sistemul să fie compatibiL 
şi determinat (siste m Cramer) este ca determinantul coeficieniilor să fie 
diferit de zero, acEcă 

Yi 
Y2 
Ys 

relaţie care a.rată că cele trei pu ncte A, B, C nu trebuie să fie coliniare. 
Cu a.ceaslă condiţie 2m, 2n, p au valori unice şi cer cul est e perfect de- . 
terminat. 

E x e m p l u. Să se găsească ecuaţia cercului determinat de punctele 
(-1 , l ), (2. -1), (1, 3). 

luJucuind coordonatele fiecă1·ui punct în ecuaţia normală a cercului se 
u,b~inc sistemul 

2m - 2n- 1J=2 ; 4m-2n+p=-5; 2m+6n+p-,,-10 

ca1·e dă m""' - ~ , n=-
9 

, p=- ~. Ecuaţia cercului est e 5(x2+y2)-
10 I O 5 

- 1 J.1:-9·y-12= 0. 

Altă metodă. Se dctf'rrnini'i cent ru! cercu lui ca intersecţie a dou:i me­
diatoar e a.le triunehiului, apoi raza i::u distanţă de la centru la unu l din 
punctele date. 

O b s"' r vă r i. a) Dacă se dau numai două puncte, se obţin numai 
două ecuaţii cu trei necunoscute. Se pot scoate două necunoscute în funcţie 
de a tr"eia şi rcunţia cercului depinde de un sing ur p arametru. Se ~ice că 
avem un fascicul de cercu1·i. Asupra acestui lucru vom reveni. 

b) Dacă se dă un singur punct, atunci condiţia ca cercu l să treacă 
prin acest punct duce la o ecuaţie cu trei necun oscttte, deci se poale scoate 
una di n Ple ca funcţie de celelalte rl ouă . Ecuaţia cercului depincle de doi 
parametri. Exemplu: cer cu rile care tr ec prin orig ine .r2-:- y 2 + 2mx + 
.+2ny-O„ 

7. Ca şi d reapta , cercul poale fi det erminat în mai multe !duri, dnr 
tot deauna vor trebui deter rnina ti trPi parametri. Astfel dacă se cunosc 
coordonatele cent1u lu i (a, b) şi raza r, cen:ul este perfect determ inat. Să 
se obscrvf' d l a da centr u l echivalează cu două condiţii, căci sîn t determi­
naţi 'l şi b. 

În afară de at:e8te două modu ri de a determina un cerc, se pot ima­
gina ~i a ltele. De exemplu dacă se pun e condiţia ca centrul să se afle pe 
o rlrcap:ă, a ceasta dă o relaţi\:! între C'oordonatele cen trul ui, deci o et:ua­
ţie etc. 

1) St!. se determinP. r,ercul cu ce11!rn! pe cl1·eapta. x = 3, ta11ge11.t a.'l!ei Oy şi c1we 
irecP. prin punctul A(5, 4 ). 

Din cei trei para metri a, b, r, condiţiile prnblemel fixează doi : a=3 şi r = 3. 
Lăsind pe b nedeterminat vom scrie ecuaţia 

(x-W+<v-bP- 9=0. 
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Obligăm acest cerc să treacă prin A(5, 4) şi obţinem (S-3)2-l-(4-l:>)"----O~O sau 
•(b- 4)2=5 de u nde b=4:L 1/3, deci două soluţii. Ecuaţiile celor două cercur i se ob­
ţin înlocuind valorile lui b în ecua\ia de mai sus. 

2) Să se scrie ecuaţia cercului cu centru! în CO, 5) şi ta119e11t drP.ptei ~x f-4y-
-5-il. 

. Cunoscind centrul ne tJ:cbuie numai raza. Aceasta se Află cn distanţă de la 

1
8 · 5+4·5-51 

C la dreapta datii, deci r= - 5--~ -G. Ecuaţia cercului este (x-5J2+ 
+ cu-5J2-3G=O sau x2+v2-1ox-10v+14~o. 

3) Să sa scrie ecuaţia ce1·culni tangent axei Ox tn 1J1!nctul A(4, O) şi ca.Te trece 
prin punctul (-2, 2). . 

Se dau trei condi~ii: să treacă prin cele douii puncte ş! să fie langent axei Ox. 
Cenlrul se află pe pernlcla dusă prin A la Oy, deci 11=4, b=k. Geometric se v"de 

.,,;; T-k, deci scriem ecuaţia cerculu i (X-4)2-j-(y-l.)'L-l-'=O sau x2-l-v'-Hx-21..y-l­
+16=0. Ca sil treacă prin punctul (-2, 2) trebu ie ca 4 I 4+16-H.-1-16- 0, u.„ unde 
>-=10. Ecua~ia cercului este x'--1 y2-8x- 20Y-l-16=0. 

8. Intersecţia unui cerc cu o dreaptă. A găsi punct!'Îf' comune dintre 
un cerc şi o dreaptă înseamnă a găsi pered1ile de valori care vcrifo.:ă 
-ambele ecuaţii, adi că a rezolva sistemul formcit t.lin ecuaţia cercului şi a 
·d r eptei. De exemplu sil căutăm punctel e de intersecţ.ie ale cercului x

2+ 
.+y2+x-y-6=0 cu dreapta 2:r 1-3y-7=0. 

7- Zx î . I . Din ecuaţia dreptei scoatem y = -
3
- care dus n ecuaţia cercu u1 

ne dă 13x2-I3x-26=0 sau x2 x-2=0, cu rădăcinile Xt =-1, x2=2, la 
<:are corespund y 1=3, !12 = J . Punctele de intersecţie sînt deci (- 1, 3) şi 
(2, 1) 

9. Intersecţia unei drepte uarecare cu un cerc cu centrul în origine 
·este dată de sistemul 

(13) 

Inlocuind pe 1J în prima ecuaţie obţinem ecuaţia de gradul al II-lea 

(1 + m2)x2+2m.nx+n2-1·2= Q (14) 

.care dă abscisele x1, x 2 ale punctelor de intcrs~cţie. Ordonatele se obţin 
înlocuind pe x

1 
şi x 2 în expresia lui y din (13). Fără a r ezolva ecuaţia (14) 

putem să ne dăm seama care este poziţia dr eptei faţă de cerc. In adevăr 
realizantul ecua1,iei este 

(15) 

S înt următoarele situaţii posibile: 
-- Dacă R> O rădăcinile sînt reale şl dreapta taie cercul efer.tiv în 

-două puncte distincte, deci este secantă cerculu i. Deoarece r> O trebuie să 
avem din (15) 

, >I " l·· i/l+m' 
(16) 

-Ohservînd că partea a II-a a inegalităţii este distanţa de la origin e la 
dreapta dată, rezultă că dreapta este secantă cercului dacă această dis­
tanţă este mai mică decît raza; regăsim p e cale analitică un lucru cunos­
-cut din geometrie. 
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Dacl1. R= O rădăcinile sînt confundate şi dreapta este tangentă 
cerculu i. Din (15) rezultă 

r= ~ - "~! 
I Vl-1-m• 

(17} 

deci raza trebuie să fie egală cu distanţa de la cent ru (origine) la d1·eaptă, 
lucr u 9tiu t din geumelsie. 

• - Dacă R< O dreapta taie cercul în două puncte imaginare şi est.e· 

exterioarLi cerculu i. In acest caz r< I " I adică raza este mai mică · v1+ m' · 
decît distanţa de l a centru la dreapta dată . 

10. Cazul ycnerul: o dreaptă şi un cerc oarecare, deci 

si y - mx+ n. (1 8)-

Se poate pro~f'da direct p rin eliminar ea lui y, dar in acest fel sînt 
necesare unele calcule care devin inutile dacă reducem problema la cea 
p1·ecPden tă . 

. . Pen tru aceai;ta i;ă _<lăm sisl.emului de axe o translaţie luînd ca nouă 
origmc centrul cercuim C(a, b). Formulele, în care ::c', ?j' reprezintă noile 
coordonate, sint · 

x=a+x', y=b+ y' . (19) 

Sistemul (18) df'vine 

x'2-l-y'2-r2=0; y'=mx'-1-ma- b+n. (10') 

Comparînd cu sistemul (13) singura deosebire este că n din ecuaţia. 

dreptei este înlocuit cu (ma-b+n). 
Hezultă imediat 

(20). 

de unde cazurile cure urmează. 
Dacă R> O, rădăcinil e sînt reale şi dreap ta secantă cercului. 

Din (20) se deduce condiţia r>I am~ n \ · adică raza cercului tre­
Vl-J- m' 

buie să Iie mai mare decît distanţa de I.a centrul C(a, b) la dreapta dată 
mx-y+ n=O. . 

TJ~C!ă R=O, rădăcinile sînt confundate şi dreapta este tangentă cercu­
lui. Condiţia ~ste 

r-1 am-b+n I 
- v1+ •n• ' 

adică raza egală cu distanţa de la cf'ntru la dreaptă. 

. Dacă R < O, răd~cinile sînt complexe şi dreapta este cxtcrioură cercu­
lui. Sensul lnegalitliţii fiind · contrar primului caz, raza cercului trebuie­
să fie mai mică decît distanţa de la centru la dreapliJ . 
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E x e m p J e. 1) Să se spună dacă clren.p ta :Jx+y-25=0 este secantă cel'Ctl LtLi 
x' I y 2- 65=0 şi, în caz afjrmativ, să se afte coordonatele pimcteio1· da intersecţie. 

Nolînd cu r raza cercului şi cu d rlLc;t.anţFI de la origine la dreaptă, avem 

25 fl25 
r1=65 ; d= Ylii. deci d2= Jo = 62,5, de unde r>cl. 

Dreapta este secantă. CourduuaLde se află rezolv1nd sistemul. Avem y=25-3x, ca re 
dus îu ecuaţ.ia cel'cu lu i ne dă :r2- 15x+5G=O. Ri\dăcinile sint X1= 7, x2=8 şi, !n-
locuinclu- le tn ecuatia ureplei, găsim Y1-4, Yz=l. ' ' 

Punctele de in tersecţie sint: (7, 4) şi (8, l ). 
2) Dreapta 3x-5y-15=0. intilne.~l.e cercui x2+vz+2x-fiy- 1.1=0? 
Elementele cercului s!nt cen trul (-1. 3) şi raza „=„/ i+ 9+15=5. Distanţa de 

I - 3 - 15 - 151 33 . /;;: 
la centru la dreapta dată este d - - V

9
+-2s - = '\fsg Deuarecev34<G, rezul-

tă d>5 ,5>r. 
Dreapta este exterioară cercului. 

EXERCIŢII ŞI PROBLEME 

--ţ..P 161:. Sii se scrie ecua~ia cercului cu centrul în origine şi cu raza r=4, 
apoi a cercului cu aceea~i ra?:ă, dar cu centrul în punctul (-3, - 5). 

[x 2+y2-t6=0; x'+Y'+ax+toy+l8=0.J 

f:. i' 165. Se cerc centrul şi raza cerculu i a cărui ecuaţie este 

x2+y2-zx+2 y5y-10= 0. 

Care este po7.iţin orig inii faţă de acest cerc? 
[ (l. - 1/T,); r=4. Originea este interioară.} 

:!: -H 66. Aceeaşi problemă pentru cercul 8(x2+y2)+4x+ l2y-27 ~0. Să 
se pună ecuaţia cerculu i sub forma. strînsă în pătrate. 

[ C (- ~ ' - ~)' r= 2. Origiu„a interioară . ] 

+ ·= 167. Să se spună care este mărimea tangentelor duse din Origine 
la cercurile: 

3(x2 +y2)+2mx+2ny+9~0; }.(x2+ y2)+2mx+2y+ l6-0, 

unde m, n, k sînt variabile. 

[Lungimile tangentelor : 1./3 (constant~) şi V~ (variabilă).] 
r -!- 168. Să se pună sub forma strînsă în pătrate cercurile : 

x2+y2-4x+8y+25~ 0 ; 2(x2+y2)+ 6x-2y +5=0. 

(Cerc imaginar; cerc de rază nulă.I 
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-:l 169. Să se scrie ecuaţia cercului care trece prin puiictele A( l, J ), 
D(2, O), C(3. 2). Si1 se afle centrul, raza ş1 l ungimea tanecntei duse din 
orig ine lu cerc. 

[ :1(;r.'+v'l-13x-711+14=0; ©T' - i ·] · 
±; l7q1 Se cere ecuaţia cercului df'terminat de punctele A(-'l, O), 

D(4, 4) şi originea axelor. 
fx'+Y2+1x-12y=O.J 

± ~ 17 zl Se d1Ju punctele A(- 1, 4), B(3, -2). Să se scrie ccu1Jţia cercului 
care~ pP AB ca diametru . 

[~ <' determină centr ul şi rao<a; x2-j-y'-2x-2y- 11=0.) 

t ~172.J.Sc dau punctele A (x1, y i), H(x2, y2). Să sc sr.ric ecuaţia cercului 
cu diamPtrul K.D. 

rGencralizarea p l'oblemci precedente. :i:'-l-1!2-Cx ,+x,)x- (y +v,JY+ +x,x., 1- Yi !lz-O.] 1 
-

t.n3. S~ se s<;_rie ecuaţ.ia cercului care tro-ce prin origine ş i este tangent 
dreptei x+270, m punctul (-2, -3). 

[ a~ A.. IJ~-3. 1·=i..+2. Se găseşte le= ~; r2-I v'- f x+Gy~o] 
~Sri ~c seric c~iaţia cer cului tangent axei Ox în origine şi care 
tr~h p unctul A(\/ 3, -3). Să se determine centrul şi r aza . 

[x' I u'--l-4!!=0. C(O, - 2), r=2.J 

175. Se cere poziţia fi l'ci1rci din dreptele: 3x+4y-35~0 , 4.r - 3y+ 
+20 = 0, 12.T-5y-78=0, faţă de cercu! cu centrul în orig ine şi cu raza 
r = 6. Să se calculeze coordona tele punctelor ele intersecţie reale. 

[ (
-16 I RV~5 12+131/3)1"· (-16- 6''_5 , 1~--8\15) . Secau la: M fi , • V _ . 

5 5 " 

T angenta : T (~ ' - ~) · l 
l S 13 

176. Să sr af le intersecţi a cercului x2+y2-4x-!Jy 80=0 cu dreapta 
4:t:+3y-70=0. 

fDreupta este tangentă in punctul no, JO). ] 

~77. Să se ~pună dacă ccrclll c11 centrnl în C(4, O), tangent dreptei 
4x+3y-6=0 tmc sau nu dreapta 4x-3y-6-0. 

[Este tangent şi la a doua dreaptă. Se calculeazll distanţa de :a 
C l a d repte.] 

178. Ce poziţ ie arc dreapct\ (l~Â2)x-2Ay+2(l+/"2)=0 faţă de cercul 
cu centrul în origine şi cu raza r = 2? • 

(Tangelllă.J 

<1 
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179. Să se scrie ecuaţiile tangentelor la cercul x 2 rt-y2-4x-5=0. 
pcrpenrli<'ulare pe d reapta 12x+5y-50~o. · · 

[Fasciculul el.- clrepte perpendict1lare pe dreapta dată este 5X­
- 12y+ >-=O. Se del~rmin~ ), astfel ca distm1 ţa de la cenlrnl cercului 
la drP.11pta variabila să fi e egală cu rnza. Doul! soluţii : 5x--1211-49=0; 
5x-12y+29=0. J 

180. Să se găsea~că ecuaUa ~ecanlei paralele cu dreapta x-2y=0, 
care determină în cer c\Jl x2 \ - y~-8.:r.=0, o coardi'I M°N=2. 

[x-211- 4 ±5 "'{3- o.} 

181. Să se calculeze lungimea coardei determin ate ele d reapta 4x + 
,+3y-8 - 0, In cercul cu cenlrnl C(2, 1) ta ngent d1·eplei 5x-12y+ 15= 0. 

[Se calculează dis~anta de la centru l a conrdll şi se foloseşte teo­
r e1'1a lui P itagora. A ltfel: Se caut!\ M şi N intersecţiile cercului cu 
dreap ta, apo! se calculează MN; MN=l,6.] 

-,;±:1R2. Să se scrii' f'cua1ia cer cului cu raza r = 2, tangent axei Ox şi 
dreptei 3x+4y-24~0. 

[Patr u soluţii: x'+ii2--4x-4y+4=0; 

. « 4M 
x'+v?-2U>.~4y-f-Hll)=0;. x 2+y2._ sx- 411+ 9 =0. Se noteAză centr ul 

C(o, ~) şi fii n d tangen t la Ox rf'wltă ~±i; se scrie apoi că distan \"' 
de la centru la dreapta dată esw ±2. I 

183. Să se scrie ecuaţia cercului înscris în triunghiu l format de drep­
tele 4x+3y-32+0, ! Ox-24y+95=0 şi axa Ox. 

[Bisectoarele ungh iu rilor făcute de cele două Llr~ple cu axa Ox 
sînt Z.:r- l Qy..LHJ=O ş i x+2JJ-O=O. Cercul inscris este x2+y2- 6x- BY+ 
-l-9-0.] 

184. Se cerc ecuaţia cercului cu centrul în ro(-2, 5) şi t angent cercu ­
lui .i1+y2- 4x-4y-l = 0. 

[Se scrie că suma sau diferenţa r azelor este egală cu distopţa cen­
trelor . Două so l uţii. ] 

CAPJTOLUL XII 

PROBLEME DE TANGENŢĂ 

rr1 

~-1-~~~~~~~~~--
{} • 

Fig. 61. 

1. Tangenta într-un punct situat pe cerc. Presupunem cercul (l') dat 
prin ccntm l C(a, b) şi raza r (fig. 61), deci ecuaţia lui este 

(.~:-a)2 + (y-b)2-t.2= O. 

P e tangenta în M0, situa t pe cr>rc, luăm un punct curent M(x, y) . 
Deoarece MoE (l:") trebuie să avem 

(xo-a)2+ (y0-b)2- r 2-0. (1) 

De altă parte se ştie că tangenta la cerc este perpendiculară pe raza 

punctului de contact, deci vectorii C'M0 şi M';M ~în t perpendiculari şi pro­
<lusu l lor scalar trebuir> 11ă f ie n ul. Vectorii fiind daţi prin cîte două puncte 
se pot scrie 

'CMo= (XQ- a) i -'- (Yo-b)]; M;;M =(x-xo) i ·l ·(y-y0)1. 

Punînd condiţia ca produsul scalar să fie nul obţinem 

(.ro - a)(x_:__xo) + (Yo-b)(Y-Yo) ~O. 

Vom scrie x-a:o-x-a+a-x0 = x-a-(x0- a) şi y-y0=y-IJ-(y0- b) 
cnre înlocuite ne dau 

(x-a)(:c0-a) + (y- b)(y0- b)- (:r0-a)2-(y0-b)2=0 
~au ţinînd scama de (1) 

~~~~~~~~~~~--. 

u x-a)(xo-a) + (y- b)(yg-b)-r2=?) 
<:u condiţia 

(xu- a)2 + (yo-b)2-r2= O. 

Aceasta este ecua~ia tangentei într-un punct al cercului. 

(2) 
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Ecua~ii:1 (2) se ţine m in le foarte u;;or dacă se scrie ecua~ia cerc ului cu. 
termenii ded1•hlo.ţi: 

(x-a)(x-a) + (y-b)(y-b)- r2_ O, 

apoi p rimele paranteze din cele două pr oduse Ic liis5m nşn cum sîn t, iar­
în celelalt e înlocuim x şi y p1in x 0 şi y 0. Se zice că ecuaţia tangentei se 
ob\ine din ecuaţia cercului prin dedublare. 

Dacă cer~ul are cenlr'Ul în origine, amnci a= b = O ~i ecuC1ţîa tangen tei 
devine 

xxn+YYo-r~-0 cu condiţia :ril + yij--r?= O. (3} 

Să co::sidcrăm acum cazul cînc;l ecuaţia cercului este dată sub forma 
normală 

x 2+y2 +2mx+ 21ly +p=O. 

Dezvolti.nd par antezele din (2) şi grupînd convenabil termenii se pQate 
scrie tangenta sub forma 

xxo+YYo-a(x + xo)-b(y-yo)+a2 + b~-r2= 0. 

lnsă ştim [XI , (7)] că a~-m, b --n ~i a2+b2-r2-p; ecuaţia tangentei 
devin e 

x xo+YYo+ m(x+xo) I n(y-t -y0) : .71=0. (4} 
cu condiţia 

"-~ + y6+2mxo..L2nyo+p=O. 

S:l se ob~erve că (x+xo) şi (Y+ Yo) au cln;p: coeficienţi jumătăţile coefi­
cien~ilor . lui x şi y din Pcuaţia normalfi a cercu'lui. Ecuaţia (4) se p ::>at e 
obţine din ecua\ia cercului tot prin dedublare scriind : x2=x.x, y2-y · y, 
2a:=x+x, 2y=y-l-y, adică 

x·x+y .y +m(x+x)+n(y-1-y)+p~O. 

Acum în fiecar e t ermen lăsăm un x sau y neschirnbat, iar celui de-al doi­
lea îi punem un indice şi căpăLărn (4). Ducă cercul eRte dat prin ecuaţia 
generală A (x 2 I J;2) I Rx + Cy I D = O, se im parte întîi cu A şi se aduce la 
forma normală şi numai după aceea se scrie tangenta prin dedublare. 

E xe mpl e. 1) Tangenta în punctul A(2, -4) la cercul x2+y3- - 20=0 
cstc:r.·2+ y( - 4) 20=0~au 

x-2y-10=0. 
2 • ' l 1) L.J Tangenta la cercul x + Y"-5x+4y = O în punctul A ( '2 • "2 est~ 

X · 2- + fJ • 2_-~(x+ 2..)+2(y+ 2-) = 0 
2 2 2 2 2 

sau 
l:lx-l Uy+ J ,-- o. 

Atragem atenţia că atunci cind se dă cercul şi punctul, primul lucrn 
care trebuie făcut este să se verifice dacă punctul se află pe cerc. în cele 
două exemple de mai sus verif icarea o poate face uşor cititorul. 

·.f 

I 
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2. Tangente cu direcţia dată. a) Cercul cu centrul în ongme. Pentru 
ca d reapta y - m;c+n să fie tangentă cerculu i x2+ya...._r2=0 trebuie să 
taie cercul în două puncte confundate. Inlocuind pe y în ecuaţia cercului 
găsim ecuaţia de gradul al II-lea în x pe care am scris-o în capitolul pre­
cedent, § 8. Realizantul ecuaţiei de asemenea este scris, dar îl transcriem 
nici: 

(5) 

P resupunem acum că vrem s il găsim tangen tele la cerc care au direcţia 
dată prin coeficientul unghiular m. Din ecuaţia dreptei rămîne să de ter­
minăm pe n. Insă ca ecuaţia în x, de gr adul al II-Jea, să aibă rădăcini con­
fondatc h·cbu ie ca realizantul ei să fie nul, de unde se deduce 

n= ± r 1,/ J ..Lm2. 

Înlocuind pe n în ecuaţia dreptei găsim di se pot duce două t angen te la 
cerc cu direcţia dată de m, anume 

y = m.T:±1·y1 -: m 2• (6) 

Dacă ne intcrcscoză şi punct ele de contact , acest ea ştim că se află 
pe diametrul per pen dicul_ar pe direcţia tangent ei, deci de coeficient un-

ghiular (-~) · Prin ur~are punctele de coutact se pot găsi intersectînd 

fiecare din cele două drepte (6) cu y=-1:..x , adică re7.olvînd sistemele 
m 

1 ,,- -
y= - ---'X; y =mx±r y l +m2. 

m 

O b ser" ar e. Punctele de contact s-ar putea obţin" şi a lllel, de pildă: a) in­
tcrscctînd cercul cu fiecare tangentă, cet!a ce revine la a rezolva nnui\ sisteme de 
·gradul al II-Jea; b) intersect!nd cercul cu perpendiculara pe direcţia tangentei, 

I " d-deci y=- -x. ceea ce r evine la a rezolva un sislem de gradul al II-lea cu ra ~-

"' cini distir.icte. 
Metoda pe care am dat-o în manua l este mai simplă fi indcă reduce problema 

la sisteme d<> gradul I. In plus arc avantajul că aflarea tangentelor şi a punctelor 
de contact const ituie probleme Independente. 

b) Centrul cercului este w(a, b ), deci ecuaţia cer cului esLe 

(x-a)2+ (y-b)~ rz~o. (7) 

Să mutam <1xele, printr-o translaţie, cu originea în ro. F ormulele sint 
x-ti+x', y=b+ y' şi ·ecuaţia cercului devine 

(7') 

Dr eapt a y=mx+n prin translaţie nu-şi schimbă direcţia, pr in ur ­
mar e ~oefki entul unghiu lar m rămîne acelaşi . În aceste condiţii tangen­
tele la cercul (7'), cu direc;ţia dată de m, sînt 

y ' -mx' ±r y'î+1n:i. (8) 
\ 

g - Geometric :malftlcli el XI . 
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Revenind la vechile axe avem a:' ~ x-a, y' -y-b, deci tangen tele 
la cercul (7) sînt 

y-b = m(x-a)±1·\! I + m2. (8') 

Punctele de contact se ailă in lerseclîml fiecare ia11geu t;ă cu perpen­
diculara dusă din cent rul cercului pc ca, adică r czolvînd sislemele: 

y-b = m(:e-a)±r\! l +m2: y-b= -_!_ (x-a). (9) 
m 

Din ÎeluJ cum se sc1iu tangentele paralele cu o dreaptă dată se des­
p rinde că es te necesar să de Lerm inăm cen trnl şi r a:oa cer cului. 

Ex e m p 1 u. Să se sci·ic tangentele la cercu l x2+ y2-3x+6Y+O=O, Inc lina te 
l a 60" pe axa Ox. 

Cent rul CNCU ] Ui este '"(~' - a) şi raza I' = "'\ I_!)_ + f) - f) -! . Coefi cie n tul 
2 \I 4 2 

unghiular al dreplei; m-y'Î Ecuaţiile tangentelor rezultă : 11+3- vs ( x - ~) ± 
. 3 ::L - Vl + 3 • deci scpArînrltt-l <" ;,vf'm 

2 

2 \13x- 2y-3l/S=O ~i ~ vJx-2y-3(4+v'3i- o. 
. 1 ' 

Punctele de contact se găsesc intersectind fiecare tangentă cu y+3-- V3 jx-

- E. ). se găsesc T,l~ ( 2-'- vs 1. - ~J si T-[~ (2 -v3) , - ~] · 
2 4 4 • <1 4 

l\'ocd.. Ca exerciţi u, elevii care doresc pot stubili ecuaţiile tangentelor de direc­
ţie dată. pe cal e \•ectorială . Pentru aceasta esle necesar să ia un punct curen t 
M (x , y ) pe tangentă , să scrie versorul IG, al direcţiei norma le la tangentă ş i să pLma 

conrliţ.l R. ,:;I · R,:'0 = 1. 

3. Tangentele la cerc, duse dintr-un punct exterior. Fie cercul cu 
centrul în w(a, b), de rază r şi punctul exterior A(.r 0, y 0), <lin care vrf'm 

să ducem tangentele la cerc (fig. G2). Pentru 
aceasta s:::rie m tangeni<i la cerc ele direcţie 
dati:i (m) 

l•'ig. G~. 

y-b - m(;r: a)±rV l + mi 

şi impunîncl condiţia să treacă prin A, deter­
minăm pe m . Prin urmare lrebuie ca 

Separînd radicalul şi rid icînd la pătrat, o.b­
ţincm ccua\ia de gradul al II- lea 

(10) 
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care, rezolvată, ne C'lă douli rădi'icini m 1 şi 'TIVi· F:xistă rlf'd rlouă direc\ii 
pentr u care Langentele la cerc Lrec prin A, adică din A se pot duce două 
tnngcnte la Cf'r<~. Ecuaţiile tangentelor se scriu ca drepte determ inate de 
un punct (A) şi de direcţia respectivă, prin u rmare 

(11) 

Ex e m p 1 u. Să se scrie ec11aţiile tangen telor d11se din p11nctul 
la cercul x 2+ y2-4x - 2y=O. 

A (-13,-4) 

ElemenLele cercului s!nt centrul w(2, l ) şi 

(-5+15m)2=5(1+m2> sau 

ruza ?'2=5. Ecuaţia în m este 

22m2-15m-T-2=0 

I 2 
care dii Tnj= 2 şi m,= ll . Cele două tangente au, aşadar, ecuaţiile 

ş i 

s au, elimin înd numitori! 

x - 2y l-5=0 şi 2X-l 1y-18=U. 

4. Altă metodă de a găsi tangentele duse dint r -un puncL A (x 0, y0) 

· la un cerc este de a scrie fasciculul dreptei cu v îrful în A 

Y-Yo ~ ),(x-xo) 

şi de a determin a pc l.. aşa fel ca dreapt a să taie cercul în două puncte 
confundate. P i;in urmare eliminînd pe y, ecuaţi a care remltă trebuie să 
aibă Tf'ali?.antul nul. 

Metoda, car e este mai directă decît pr ima, are dezavan~ajul că duce 
la calcule mai lungi. 

EXERCIŢII ŞI PROBLEME 

'+:1 8.'i. Să se seric ecuaţi a tangentei în punctul (-3, l ) la cercul 
x 2.J..y 2-10=0. 

[3x-y+ 10=0.J 

·-t 186 . Să se scrie ecuaţia tangentei în punctul (-1, -2) la cercul 
;i.i+ y 2- 6x +3y- 5= 0. 

-t 187. Să se scrie ecuaţiile tangentelor la cercul 

x2+y2-3x+y+ 2=0 

în punctele de intersecţie cu axa Ox. 

[8x+v+1o=O.J 

.rx-y-1=0; x l-Y-::-2-"'0.J 
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188. Se dă cercul 4(x2+y2)+ 3x-12y+9=0 şi punctul A(-3, 2). Să 
se gl'tscaseă ecuaţiile tangentelor la cerc; 

a) paralele cu dreapta 15.i: -- Sy- 12=0; 
b) pe1·pf'ndiculare pe diametrul care trece prin A. 

-v; 
[nJ m=- B; 15x+av+20-o; 15x+Bv-14-0; b) m-4; ax-2y+ 

-111±2Vi7=0.1 

189. Se dă cPrcul .r~+y2-6X -"-- 4y-12= 0. 
a) Să se arate că dreap ta 12x- 5y-1 19=0 este tangentă la cerc şi 

să se determine punctul de tangenţă. 
b) Să se scl"ie ecuaţiile laturilor pătraLiJlui circilll1scr is cercului, in 

cnrc 11na d in laturi es te pc dreapta de mai sus. 

( 21 l) 
[a) T -Ia· -13 ; b) 5x+12y- 56=0, 5X 1-1211+74=11, l~X-.'iy-11 1 =0:1 

190. Un cerc cu raza tle 3 unităţi este iangent unei drepte ( .6.). Care 
este lungimea umbrei aruncatf' pe (.6.), dacă razele soarelui sînt înclinate 
l a 150° pe(~)'? 

Generalizare pentru un cer c de rază r situat oricum faţă de (d), ra­
:i:clc soarelui avîntl u direc~ie dală . 

[Se a lege (<\) CA Ox şi p<"rpPndiculara din centrul cercului pe (t.) 

o . b d „. 1 v'~ ] ca y. Lungtmea um ret este e 12 un1taţ1. n gen~ral: ~r · \ m I . 

J 91. Să se scrie ecwi~iile tangentelor duse din or igine la cercul 
x2+y2-4x + 6y + 1= 0 (C.d.p .) 

[ !ecuaţia în m: nm2-12m+~=O. Tangentele: y 
3 ±

4
V 3. x.] 

{Qy0să se gfi.qcasc5. pu~ctele d<' pc rlrcapta .r+2y-6= 0, de unde se 
pot~ tangente perpendiculare la cercul .r2 +y2--4=0 şj să se 1:>cr ie 
ecuaţiile acestor tangen te. 

!Punctele se găsesc la intersecţia rlt'F.ptei cu cercul concentric cu ,,- (2 14) 
CP.I dat şi cu ra7.a 2 v 2 . A 5 • 5 • B(2, 2). 'l'angen te le tliu A: 3x- 4u+ 

+10=0 şi 4x+~11-10=0, cP.l e rlin B paralele cu axele.] 

193. Să se scrie ecuaţia cercului care trece prin origine şi pl'in punc­
tele A(l, O), B(O, 2). Să se scrie apoi ccm1ţiilc t angent elor în p unctele O, 
A, B şi să se verifice că aceste t angen te întîlnesc latur ile opuse nk t r iun­
ghiului OAB !n trei puncte coliniare. 

[:r1+y' -;>;-2y-=C. Tangentele: x+2u~o. x-2y-l=O, x- 2y+1=0. 

P unctele pe Lat uri: M(~' -f)· N(o, -}) 'P (-4,0).] 
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194. Fie AB diametrul unui c<?rc şi (T), (T') tangentele în A şi B. 
Tangenta dusă într-un punct variabil M întîlneşte p e (T) şi (T'), respec­
tiv în P şi Q. Să se demonstreze că: 

1) AP- RQ = const. 2) Diametrii car e lrec pr in P şi Q sînt perpendi­
eulari. 

l95. Un cerc ue rază r se reazemă pe podea şi pe un perete vertical ; 
planul cercului este perpendicular pe ambele plane. Unde t rebuie aşe­
zată o sursă luminoasă A pe podea, în planul <'<'reului, asifel ca umbra 
:uruncati:i de cerc pe perete să fie de două ori cît d iametrul <'Crcul ui? 

[ intersecţiile planul t.: i cercu lui cu podeaua şi per„ td " 8 8 iau ca 
axe Ox şi Oy. Fie A ( a, O); se determir_ă a astfel ca tlmgcnta ~ cerc 
(diferită de Ox) să aibă urduJJata la orig-ine 4r. Se găseşte ~=OA=3r.} 

106. Se dă cer cul x 2+y2-6y-1 8=0. Si'i se găsească MEOx din care 
<lucînd tangentele la cerc, acestea să' determine pe dreapta y=6 un seg­
ment de 6 uniLăţi. 

[M(a, O). 'fangentPle din M la cer c : y= m 1(x-a), y = tt12(.<-a), "'1 
6 6 

şi 111-i rădăcin ile ecuaţiei în llt. Rezultă pent ru y-6 : xi- m, 'x, '-m, '· 

se seric că lx.,-~1=6 etc.; a- ±•Viî 
..f.=: '197. Să se scrie ecuaţia tangentei la cercul xz+y2-r2~0 în punctul 

{r cos a., r sin u) şi să se compare cu ecuaţia normală n dreptei. 

+- 198. Se dau cercur ile x2+y2-4y-I 4=0 şi .T2+y2-14x-2y+49=0. 
Să se determine Langentele comune exterioare. 

[Ambele cercuri sint tangente axe.i Ox. Se caută inte~·""~ţi a linie~ 
centrelor cu Ox şi se duce a doua tangentă la unul dm cei·cun; y=O ş1 
12y+5x- 60=0 .J 

+ 199. Să se determine cercul care este tangent axei Ox şi trece prin 
punctele A(2, 3), H(4, 1). 

[Un cerc tanr:ent axel Ox are ecuaţia .:i:2+11'-2ax-2~11+ a~=O. Se 
pune condiţia să tt·P.A~i'l prin /l şi B. Două ~ercuri cu centre le (5+ V6, 
4+ fii şi (5-vo. 4-·f"fi>.1 

•I 
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PUTEREA PUNCTULU I FAŢA DE CERC 

(rJ 

p 

Fig. fl:t 

1. D e f i n i ţi i. Să considerăm un cerc ( r) cu centrul 111 şi cu ra<:a r, 
un punct P în planul cerculu i şi o secantă dusă prin P, rnrc tnic cercul 
în punctele M şi N (fig . 63). 

Se ~Lie (ci. a X-a) că produsul p - PM ·PN este constant cînd secanta 
se rote~te în ju rul puh r tului P şi acest produs poartă n umele de puterea 
punctului p fată de cer cul ( r ). 

!Jacii. punctu l P e8te exlerioc cercului, atunci putem roti secanta în 
juru l lui P, pină cînd devine tnngentă la cerc, iar punctele M, N s~ con­
fundă în punctul de tangenţă T. Expresia puterii punct~lui P esle a tunci 

(1) 

Relaţia (1) se menţine şi claca punctul I' este interior cercului, dar în 
acel'lt caz ~ este neyativ: taugentele d i11 .P l a cerc sî11t i ma~jnare, adică nu 
se pot d11ce rangcnte...ln crrc. Rt'amintim că î n acest Câz puterea, în mo­
dU!, este dală de pătratul seinicoardei duse prm P, perpendiculară pe wP­
Dacă P~ ( r i puterea pt:nctului este nulă. 

2, /Sxpresia analitică a puterii puncttllui_ P t•esupunrm figura 63 r a 
portRtil lR u n ~istem rle axe dreptung hiulare x Oy. oarecare şi notăm 
w(a, b), P(x 0, Yo >. iar raza cercului r. Ecuaţia cerculu i este 

(x-n)2+ (y-b)~ r 2=0. 

Puterea punctulu i se obţine din (1) tl'aducînd relaţia analitic, anume 

11 = (x0- a ) 2 + (y0-b )2-r2. 

(2) 

(3} 

De nici 111·mătoarca rrguli'i simpl ă: puterea unui punct P faţă de cer­
cul (1 ) se obţine înlocuind în ecuaţia cercului coordonatele curente prin 
coordonatele punctului P. 

P_U_T_E_Rl!!A_ ~UNCTULUCFAŢA_n_E_C_E_R_c ________________ _ _ 1_35 

Dacă cercul este dat prin ecua~ia normală, atunci puterea punctului 
faţă de cerc este 

(4) 

deoarece ecuaţfa normnli'i n n este decît ecuaţia (1) dezvoltată. Dacă însă 
cercul este dat prin ecuaţia generală 

A(x2+ y i )-t-Rx+Cy+ D=O (5) 

a tunci t rebuie adus întîi la forma normală, prin împăr~irea cu A ~i 
rnai după aceea se aplică r egula de calcul a puter ii punctul ui. Prin 
mare . 

2 + 2 + B + C + D A (x~ + yg) -l Bx, + Cy0 + D 
~ = Xo Yo A Xo A Yo A sau p = A. ~ • 

nu­
ur-

(fi) 

Se poate obsPrva că există o analogie pronunţată în tr e distanţa de 
.la un punct la o dreaptă şi puterea unni punct faţă de: un cerc, an ume: 
a) şi una ~i cealaltă se obţin din ecuaţia generală prin împărţirea cu o 
constnn tii; b) şi una şi cealaltă se obţin înlocuind coor donatele curente 
prin coordonatele punctului drrt, după ce :; au adus ecuaţiile respective l a 
Iorm a normală. 

Această analogie îndreptăţeşte numirea de ecuaţie 1wr77Wlă a cercu­
lui în cazu l cîncl coeficienţii lu i x2 şi y2 sint l sau cînd sînt aduşi să fie 
1 prin împărţirea cu A. 

. Exemp l e. a) Puterea punctu.l11i P(l, - 1) faţă de cercul x2 y 2 +· 
+2x-o este p =4. Punctu l este exte1'ior cercului şi tangentele din P la 

cerc au lungimea PT=2. 
b) Pvterea punrtului P(2, - 2) faţă de cercul 2(x2+ y2)-9x+2=0 este 

p- 2 <4 + 4) - O· Z -I 2 =0. Punctul se află pe cerc. 
:3 

c) Puterea ]Junciului l'v1(2, 1) faţă de cercul x 2-'- y 2- 9=0 este p=-4, 
deci M este intei·ior cercului. 

3. i\plir.nţi i. L Locul yeometric al punctelor care au aceeaşi putere 
faţă de un cerc este un alt CArc concentric cu cel dat. 

In adevăr fie cercul dat prin centrul oo(a, b) şi raza r . Puterea punc­
t ului M(x0, y0) este p - (Xo- a)2+ (yo-b)2-r2. Dacă p ~const„ atunci legă­
t ura în x0 ~i Yu <'8tc (xo-u)2 + (·yo- b)2-(r 2 +p) -O sau l..recînd la coordo ­
nat e curent e (x, y) 

(x-a)2-'--(y-b)~-(r2 1- p) = O. 

Locul geometric este deci un cerc cu accla" i <'cntru , dnr cu raza -../ r~ I- p. 
II. Cercuri ortogonale . Dacă două curbe oarecare (C) şi (C') se taie 

nst f<'l că în punctul comun tangen tele lor sin t perpendicular e, cw·bele se 
numesc ortogonale în acel punct. 

Să con:;iderăm acum două cercuri care se taie în A şi B (fig. 64) : 
unul cu cent rul w, altul cu centrul rn'. Dacii cele două cercuri sfnt orto­
gonale, atunci w' A I wA. Deci pentru ca două cercuri să fie ortogonale 
trebui<~ ca d ucînd tangentele din centru l unuia din ele la celălalt , l ungi­
mea tangentei să fie egală cu r aza lui. Altfel spus, pu terea centrulu i unui 
cerc, faţă de al rloilP.a, t reb11iP. să f ie dat il rlP. p i-Uratu l ra7.Pi lui. 
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De această observare ne vom servi ca să gă­
sim condiţia analitică pentru ca două cer curi să fie 
nr togonale. Fie 

(Ctl) 
~i (w') 

x2 + y2 + 2mx + 2ny + p ~O 
:ri+y2+2m'x+2n'y-1-p' = O 

ecuaţiile celor două cercuri. Primul cer c arc cen­
t:t'ul w(-m, -n) şi r aza r2= m2-f-n2.-p. Scriind că 
p uterea centrului este egală cu păfratul r azei ob­
ţinem 

m2 +n2..._2m'm,--2n'n+p'~m2+1~2-p 
sau - 2 mm' +2nn'=p -l- p'. (7) 

Ex e m p 1 u. Sli se determi.ne cercul cu centrul pe clreapta x = 3 şi 
cu raza de 3 unităţi, ortogonal cercului .T2-l- y2--4:r=0. 

Element ele cercului căutat sînt : centrul (3, J.) şi raza r=3. Puterea 
centrului ful.ii de cercul da~ trebuie să fie r2=9, deci 9 +J...a.___12=9, de 
unde J...= ±2V3. Problemo. o.re două soluţii; acestea. sînt cercurile 

(x-3)2 l-(y±2 y3}2-9 = 0. 

Observ a 1· e. Condiţia (7) ca două cercur i s;\ fi P. ortogor~le se poatP. ohţ.ine 
şi din triunghiul dreptunghic wAw', scriind că u>w' ' = r"+r'' ~! trans!ul"lnînu rela!ia 
geon1etrică în relaţie annl itică. 

4. Axa rndicală a două cercuri. Ne propunem să găsim locul geome­
tric al punctelor care au aceea9i putere faţă de două cercuri date. Pro­
blema a fos t tratată geometr ic în el. a TX-a. O reluăm acum sub aspectul 
ei analitic. 

Ecuaţiile celor două cercuri sînt, sub formă normală: 

x2 + y2+2mx+2ny+p=O (w) 

x2 -J-y2+~m'x+2n'y+p'=·o . (oo' ) 

':d.elaţia geometrică dată de enunţ este 

(8) 

undl' p şi p' sînt puterile unui punct M(x0, y 0) faţă de cele două cercuri 
(fig. 65) . După cum ştim locul geometr ic se capătă transfor m înd relaţia 

li'ig. 65. 

geometrică în relaţie analitică, deci 

x~+y5+2mxo+2nyo+P=xij +y 6+ 
+ 2m'x0 + 2n'yo-1-p'. 

Deoarece Xo, y0 sînL coor donaLe curente pu­
tem şterge indicii şi trecind toţi termenii 
în prima parte ob~inem 

2(m-m')x+2(n-n' )y + p-p'=D (9) 

care este locul geometric căutat. 
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Ecuaţia (9) fiind de gradul I reprezintă o d1·eaptă; aceasta poartă nu­
mele de axă radicală a celor duuii cercuri. Aşadar, locul geometric al 
punctelor ca.re au aceeaşi putere f a.ţiî de două cercuri date este o d1·eaptă 
care se ntimeşte axa 1·adicală a celor două cercuri, 

Dacă privim ecuaţiile celor două c.-ei·curi (w) şi (co') şi ecuaţia (9) a 
.axei radicale se obs~rvă că ecuaţia axei r adicale se obţine direct d in ecua­
ţiile cercurilor prin scăderea lor. 

Dacă însă ecuaţiile cercurilor se prezintă sub formă generală (A~l), 
atunci t rebuie., aduse înt îi la forma normală şi numai după aceea prin 
:;cădere se obţine axa radicali.I.. A<'ca11tn fiindc:ă relaţia (8) cere ca fiecare 
cerc să fie adus la forma norn:ială. p<__ . 

Proprietăţile axei rnd.icale. a) Deoarece orice punct M al axei 'radi­
cale are pu teri egale faţă de cele două cer curi, rezultă că dacă M este ex­
terior cercurilor, tangentele duse din M la cercurile date ~'Înt egal,e 
(fig. 65). 

b) Notînd cu T1, T2, T:i. T4 punctele de tangenţă avem l\1'.Z\ =MT2 = 
=MT3=MT~. deci cercul cu centi-ul M şi raza MT1 trece prin celelalte 
puncte de conLact. Esle uşor de observat că ace:;t cerc este ortogonal am­
belor <'Cr<'uri dnte (w), (w'). Se poate spune atunci că axa radicală a două 
cercuri este locul geometric al centrelor cercurilor oi·togonale cu dotiă 

cercuri date . (O discuţie va urma după prnp!'i elăţi.) 

c) Centrnle cer curilor da le avînd coor d onatele oo(-m, -n), w'(-rn', 
-n'), liniu centrelor urc coeficientul unghiular 

_y2-Y1 n-n' 
µ-------,• 

x,-x.., 11r-1n 

D in ecuaţia (9) ·rewlLă coefic•enlul ungbiula(' ul axei radicale 

, m-m' 1 
Jl =----=--· 

n-n.' !t 

-de unde se deduc~ că a::i:a radicală este perpendiculară pe linia centrelor. 
Prin urmare este suficient să cunoaştem un singur punct al axei ra­

dicale şi construcţia rczulti:i <lucind din acel punct perpendiculara pe .l i-
nia centrelor. · 

5. Discuţie. Consecinţe. Dacă cerctidle clate sint tangente în A axa 
radicală este tangenta comtină. In adevăr A aparţine axei radicale, de-· 
.oarece are puterea nulă faţă de ambC'lC C<'1·curi (puteri <'gale), iar tan­
genta comună în A este perpendiculară pe linia cen trelor . 

In acest caz, locul geometric al centrelor cercurilor ortogonale cu cer­
.eurile date este fo rmat din axa radicală, fără punctul A . 

Vacă cercurile date sfot secante fn /\. şi B, atunci A şi B au puteri 
·nule faţă de cele două cercuri, deci axa radicală este secanta comtină AB. 

Punctele sit uate pe coarda AB sînt interioare ambelor cercuri, deci 
<lin aceste puncte nu se pot duce tangente la cele două cercuri. Rezultă 
·Că locul cen trP.lor <'er('urilor ortogonale la două ~crcuri~cantc este for­
mat· din axa radicală din care se scoate segmentul închis AB. 
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Consecinţe: a) Ecuaţia secantei comune (cercuri secan te) sau a tan­
gentei comune (cercuri tangente) se obţine prin simpla scădere a ecua­
ţiilor cdor două cercuri. 

b) Punctele de intersec ţie a două cercuri se ob ~in inte1·sedînd unul 
rlin cercuri cu axa lor radicali'\. 

6. Centrul radical a trei cercuri. Trei cercuri luate două cite două au 
trei axe radicale care ~înt concurente. Ptmctul lor comun se nume~te 
cent1·ul mdical al celor tr ei cercuri. Pentru a demonstra analitic această 
proprietate considerăm cercurile care au ca ecuaţii 

. r2 1-y'+2m;x+2n1y +P1=0 (i=1, 2, 3) 

Axde radicale a cîte două cercuri sînt 

2(m1-m-~)x + 2(n:t-nz)y -l-p 1-Pi =O 

2(m.2-m3)x + 2(n2 na)Y -I P2-Pa = O 

2(m3-11i1)x + 2(-nr-ni)Y + p3 P1 - O. 

Se observă imediat că aceste trei drepte sînt concurente, deoarece · adu­
nînd p e primele două, obţinem pe a treia. Se , poatc dovedi acelaşi lucru 
punînd conrliţia ele concm·enţă sub formă ele determinant . Dacă se adună 
toate liniile la prima se obţine ca rezultat zero. î.n adevăr 

I 
2(mi-m2) 
2(m.;i-m3) 

2(ms-mtl 

2(n1-n2) 
2(n2-n;1) 
2(11.3-!1.L) 

o 
2(n>2-n3) 
2(11.3-!1.1) 

Coordonatele centrului radical se obţin ca intersecţie a două axe ra­
dicale. Centrul radical are puteri egale faţă de cele trei cercuri fiindcă 
aparţine fieci:irei axe radica le. Prin w ·mare c.lacă el et>l,e exterior cercuri­
lor, atunci se pot duce .~nge tangente egale la cele trei cercuri şi centrul 
r adical este centrul unui cerc ortogonal deodată la cele trei cercuri. Dacă 
centrul radical este interior cercurilor, atunci nu se pot duce tangente 
la cele trei cercuri şi nici nu exi stă cerc ortogonal faţă de ele. 

In cazul cînd există cerc ortogonal, ecuaţia lu i se scrie imediat, de­
oarece cunomitcm centrul (centrul radical), iar pătratul ra<:ei este pute­
rea cent rului radical faţă de or-icare din cele ti·ci crrruri: c:lC'sieur că vom 
alege pe cel care are ecuatiR cea mai simplă. 

Ex cm p l c. a) Să se scrie ccuC1lia cercului ortogonal cercurilor :i.-2+y2-Gx+ 
+5=0; :r2+y"-n11-~1=0; x2+11' I 4x I 5y=O. 

· Sc.:ăde1n µrirna ei:.:ua~ie din cele unnătoare şi obţinem două axe radica lP: 
3x- 4y IR=O şi 2x I y-1=0, cRr<'! rlAu centrul mdica l oo(2, - 31. Puterea cenl rul ui 
radical faţă de- oricare cerc dă µăLralui razei, de exemplu f eţi\ de primul cer c; 
•'=4+9-1 2+~=fi. 

Ecua\.ia cercului odogonal este 

(x-W+<y-3)2-6=0 sau x'+u2-4x-'-Gu+7=0. 

h) Să .<" cercetezr. dar.ii. cercurile x' I y2-x-y~o ; x i+y2-•!x-'-y+l=O; x 2..f-11'+ 
+ax-5y-3=0 admit trn cerc ortogonal. 

P\;T l::IiCA r'UNC'J'ULUI FAŢĂ DE CERC 

Scăzînd prima ecuaii" clin ce:elalte două ohţ i n"m axele radicale 3x-2y- l = O 
şi 7o:-4y-~l=ll care dau centrul radical oo(l, 1). Dar w are puterea nulă faţă de cercu­
rUe date, deci ct! le trei cercuri au un p1md comun. Cercul ortogonal se red uce la 
un punct , rlP.r i nu există. 

c) Aceeaşi 7Jrol>lP.mă pentTu ce1'curtle x'+v2~5«-5-0; x'+v'-3y-6=0 ; 
x'+u~-1 x----<J-10- o. 

Se obţ;ne ro (2, ~) şi r'=- 2, deci oo este inter ior cercurilor. Nu există cerc 
ortogonal. 

7. Punctele de intersecţie a două cercuri se găsesc, a~a cum am ară­
tat la § 5, intersectînrl unul din cercuri cu axa lor rad~cală. Este de ajuns 
să dăm un exemplu: să căutăm punctele comune cercunlor 

2(x2 jy2)-~x+1oy+10 =0; 3(x2+y2) +2x-4y - 23 - 0 . 

Scriem ce1·curile 1;ub Ionnele 
5 2 4 2S 

x2-y?- -x !--5y+5 = 0; x2-'-y2+ - x- -y-- = O, 
2 3 I S 3 

de unde axa radicală x-2y-4=0. 
Se scoate rlin ecuaţia axei r<ic..licale x-2y -'- 4, care dus în oricare din 

li 
cercuri dă: 5y2-!- 16y+ll=O, cu rădăcinile ·Y1=-l ; Y2=--;:-• la care co-

" 
d 'J. . 2 r espun X1-~Ş1 X2=-5· 

Punctele de intersecţie ale cercurilor sînt (2, - 1) :;;i (-~ • -~) · 
8. Fascicule de cC?r curi. I. Fiind date două cer curi 
(C)= x 2+ y2 +2mx +2ny I p=O; (C')=x2+y2 I 2m':i:+2n'y+p'=O, 

ecuaţia 
(C)+f..(C' )= O (10) 

reprezi.11tă de asemenea un cerc (',\.f=- 1); aceasta se observă scriind ecua­
ţia (1 O) c:l:-zvol tat 

(1 +~·)(x2_+y2) +2(m + /..m')x+ 2(n+/..n' )y + p+f..p' = O. (10' ) 

Cercul (10) sau (10 ') este variabil din cauza parametrului /.., deci cînd 
J... variază avem o mul~imc de cercuri. Toate cercurile acestei mulţimi 
trec f.nsă prin punctele de intersecţie ale cercurilor (C) = O şi (C') = O, de­
oarece acestea verificînd ambele ecuaţii, verifică şi pe (10). Aceste puncte 
pol Ii reale, confundate sau imaginare, dar luLdeauna ele determină axii 
radicală. 

Se zice că (10) sau (10') reprezintă un fascicul de cercuri determinat 
de cercurile de baz<i (C') =O :;;i (C') = O. Din cele spuse mai înain te rezultă 
di cercurile unui fascicul au aceeaşi axă radicală. , 

Se p oate demonst ra, ca şi la fasc iculele de drepte, că (10) reprezintă 
toate cercurile din plan care trec prin intersecţia cercu1·i.lor (C) ~ O, (C') ­
= O. Determinarea unui CC'l'C' al fasciculului se obţinr impunînd condiţ ia 
ca cercul (10) să treacă print r-un punct M 0(x0, y0) , de unde rezultă >.. = 

( C ) . 
-- --"- • care este perfect determinat dacă M 0 nu aparţine nici unuia din 

(C~) 
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cercurile d e bază. Deci printr-1m punct oar·ecare al planulu i trece un sin­
gur cerc al fasciculului. Axa 1-adicală se puate considera şi ca un cer c de­
generat al fasciculu lui (l = 1). 

II. Un fascicul ele cercuFi poate avea ca elemente de bază un cerc şi 
o dreaptă: 

(C) =x2 + .y2 +2m„-i:+ 2ny+p=- O; (D) - A x +By+C= O. 

Ecuaţia fasciculului este 
(C) -}.(D) - O 

care reprezintă evident un cerc, variabil cu ~- De fapt (D) - 0 reprezintă 
axa radicală a două cercuri oarecare ale fai:;ciculului. 

l'l'Uprietă~ile sînt aceleaşi ca la fasciculele de cercur i. 

Aplicaţie Se clă un CP.rc şi tm punct fix A ·Zn planul ce-reu lui. O dreaptii (/\.} 
taie cercul î n M oi N. Sii "I' arate că atunci cind ( t.) se dcp!asea.zii paralel cu ea 
ins/tşi, cei·cul MAN trece prin al doilea. pnnct j ix, diferi t de A. 

Alegem axele ast fel : originea în centr ul cer cului şi o,c paraieH\ cu (A}. Punctul 
A arc> ~nrdonatele (X0, y 0) . Ecuaţia cercului cote x2+y2-T2=0 şi a drep tei (C.) y-l..=0. 
Toa te cercurile care tr ec prin M şi N aparţin fascicu lului 

x2+1i'--1·2+ 1o(y-l,. l = O. 
~+ y:-r" Ca să treacă prin A t1·cbuic să avem x~ + y~ -12+1,(y,-).)=0, deci k = - '· 
y. - ~. 

Inlocuind p c 1' obţinem ecuaţia cercului AMI\': (110->.)(x'+v2-r2)-( . .,,5+ 11 ~-r')(y-­
- >. )=0 s au 1Jo(x2+112-1"2)-(x~+11g -„2)y->.(x'+Y'-:r~-y~)=O. 
Am obţinut un fascicul de cercuri cu punctele fixe date de cercurile y0(x' +v'- „'J-· 
-(x~+y~-r'JY=O şi x2-T-y2-(x~+yg)-O. . 
l n locu<nd x2+11'=x~+11i şi si mplificîn d cu x~+v~-r'+o se obţine y=y0, de unde· 
x=±x0. 

Punctele fixe s înt A(:r:o, Yo) şi A'(-xo, Yol sim etrice faţă de Oy, ceea ce apare 
evident geom etdc. 

EXERCIŢII ŞI PROBLEME 

200. Să se afle puterea punctului A(2, 3) faţă ele cercul 3(x2+y2)­
-6x+8y-3 = 0. 

[P=l6J 

201 . ::ie cere locul geometric al punctelor clin care se pot duce tan­
gente cu lung imea d e 6 unităţi Ia cercul x1+y2-8x+6= 0. 

[P=36; x2+11'-sx- 30=0.J 

202. Sii se determine pe dreapta 3x-y+4=0 punctele clin care se 
pot duce tangen te de 4 unităţi lungime la cercul :1:2 + y~~6x + 2y ~ O. 

(Intersecţiile dreptei cu cer cui ale cărui puncte au putcren p=l6 

faţă d e cercul dat. M(-2, - 2) şi N ( - ~ • ~ ·] 
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203. Să se găsească p L111clele eare care au puterea p1 faţă de cercul 
(Ci) = O şi p2 faţă df' f'f' r f' ul (C2)= 0. unde s-n notat cu (C1) şi (C2) primele 
părţi din ecuaţiile cercur ilor. Discuţie. 

Aplicaţie nurperică : (C1)=x2+y2-4 = 0; (C2)=x2+y2-7x-1 4~;+ 20 =0; 
P1 =9; p~ = - 16. 

[ Apli~aţiii: M(3, 2), N ( - + '~) ·] 
~ Să se scrie ecuaţia unui. cerc ortogonal cercur ilor x2-ţ.. yL....l = O ~i 

x2+Y-12x+2:J =O, care să aibă raza de două unităţi. 

[Centrul trebuie să fle pe axa :·a<licală, deci C(2, >.). P uterea faţă 
de cercm·i: p=r'--4. Hezu' tă )..=±1.] 

205. Să se scrie ecuaţiile a două cercuri luînd ca axă 0.1: linia centre­
lor :;;i ea axă 0y, ax a lor radicali;\. 

[Tre Lu ie ca m =f= m'; n=n' şi P=P'.I 

206 . Se dau cercurile x 2+ y2+ 10.1·+ 6-0 ~i :1:3 + y2-Bx76~ O şi dreapta 
4-r -l-3y-l0 =O. Să se determine pu:1ctul M astfel ca tangentele duse la 
eercuril e date să fie egale între ele şi egale cu distanţa rle la M la 
dreapta dată. 

[Oy este axa radicală, d eci M (O, >.). DouO soluţii M 

M' (o.-~}] 
-j@ Se uau cercu r ile de ecuaţi i , 

xi+y2+1x Hy +4~ 0: x 2+ y2-u.-r + 5=U; x 2+ y2- 42x- 10JJ+24 = 0. 

a) Să se afle cenLTul lor radical. l>) Să se scrie ecuaţia cer cului ort.l>­
i;(onal celor tr ei crrcuri. 

208. Se cere punctul egal depărtat de pllnctclc J\ (4 , 6), B(S, 4) eare are 
aceeaşi p u tere fa\,ă de cercurile x2+ y 2- 6;x+4tJ-'- 9= 0 şi x 2 I1P-fly -:<- 7=0. 

Să se trateze cazul 11eneral cir.id ~<' d:m două puncte A , D ş1 două 
cercuri (C1) şi (C2) . 

[ M (~ • ~) • l n cazul gener a i are mare importantă ulcgere a axelor.] 

-f @ Să se afle punctele de intersecţie ale cercurilor 

x2+y2-4x+2y-9=0; 4(x2+y2)- 10x l-1 ly-12= 0. 

[Cercurile sînt interioare.I 

210. 1\cC'cnşi problemă pe11tru cercuri le 
ii(x2_+y2) - 20x_+ lOy- 96=@: 5(x 2-'-y2)-4x ·l-18y-32= 0. 

[ Cercurile sîn t langente în T ( - ~ ' - ~) • ] 

/ 
I 
) 
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21 1. /\ccmşl problemă pentru cercurile: 

x 2+y2 - 3x +9y-20= 0: 2(x 2 /- y 2)-5x+22y-49=0. 

[Axa radial~ x+4y-9- 0. Punctele comune: A(l , 2); B(fi, 1).] 

212. Să se sc1·i_e e~uaţia. cercull:li ca~·e trece prin pundul A (2, 1) şi 
are aceeaşi axă radicala ca şi cer cunle dm problema precedentă. 

[Se sct·ic ecuaţia fa.,cicu lului de cercuri cu cercurile de bazil dntc 
şi se alege cel care trece p t"in 4. Se găseşte x'-1 y'-?x-?y+W-0.l 

i:G.se dă c~rcul x2+y~-2x-6y + 6=0, dreapta 2x+5y- l0 =0 şi 
pun S:â?A(4, 6). Sa se determine c<'rcul care trece prin A şi are dreapta 
dată ca axă racii cnlil rt1 cercul dat. 

[0 e scrie fasciculul determinat de cercul dat şi dreapta dală. 
2(x 2+y')-G.t-l 711+22= 0.) 

,CAPITOLUL XIV 

LOCURI GEOMETRICE 

l. Nu este cazul să rep etfim cele ce am spus desp re locurile geometrice 
l"a capitolul X. Acolo locurile geometrice erau numai linii drepte, aici vor 
putea fi şi cercuri. Avind însă cunoştinţă şi despre ecuaţia cercului, care 
este de J!r adul al TI-lea. putem aduce completările care urmează. 

Găsirea locLu-ilor geometrice cu a jlltor ul geometriei elementar1; se 
rezumă la un cadru destul de restrîns. anume la acele curbe carP pot fi 
uşor recunoscute : lin ie dreapti:i, cercul. p<.trabo!a etc. 

Geometria analitică este aceea cnr e a pus ordine în chestiunea locu­
rilor geometrice, şi anume sub două aspecte: 

a ) Orice problemă de loc geometric !.ratată pe cale analitică ne duce 
la u n rezultat, adică la o ecuaţie (care eventual se p[)ate descompune) şi 
aceasta reprezintă una sau mai multe curbe. 

b) Gradul ecuaţiei curbei- loc geometric ne arată gradlll de d ificultate 
n problemei: dacă ecuaţia este de gradul I, locul este o dreaptiî , clacă 
ecuaţfa este de p,radul al II-lea, curba este o conică (caz part icular cerc); 
dacă însă curba este de grad mai marP, at unci se foce repre~entarea grafică 
folosincl metodele analizei mat ematice. 

Mai trebuie precizat un lucru: uneori locul geomeb ·ic este limitat, deşi 
din punct de vedere analitic: obţi11e1~ 1 o ecuaţie care reprezintă o curbă 
intreagă . Limitarea se obţi ne f ie prin considera~ii geometrice, fie analitice. 

Faptul că din punct de vedere analit ic se obţine rurha întreagă se 
explică prin aceea că în geometria analitică inb·ă în joc şi elementele 
imaginare. De pildă dacă o dreaptă ebte exterioară unui cerc, punctele de 
intersecţie sint imaginar e, clar mij lor.ul sf'gmcntului este un punct r eal. 

C[)miderăm necesare cîteva exemple. 

2. Locur i 1·e2u!lale <lin mlaţii geometrice. 1) F'i:in d date dottli p1mcte fi.-.;P. A, B, 
să .•e afle tocu! gcomc~ric al _punctul-ul ll1 care satisface relaţia 

MA'Y-MB2=1c" (cuns!.). 

' · 
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Se ia îa muti firnoc AB ca axl\ Ox. Axa Oy va fi mP.­
dlaloarea segmentului AB. Motivarea este că dacă luăm 
două puncte M, l\:11 si1netrice fată de mediatoare, nvcm cvi­
d eJJ( MA 2+MB'=M'A2+M'B2=k2 şi mediatoarea este axă de 
si rnetrie a loculu i (fig. GG). Coordonatele punctelor s!nt deci 

A (a, O), 11(-a, O), M (x, y). 

RelRţia geometl' ică, scrisă analitic, devine 
(x-a)2+y2+<x+al2+y2 =1<~ 

Fig. 66. sau 
I<' 

xLf-y2~ 2 -a2. 

Locul este un cerc real dacă k' - a'->O. rentru k=2a=AB locul este cercul 
2 

cu diametrul AH. 
Dacă un p unct M aparţine locului, alunei raza cercului este OM - I/ :1.~+11'= 

=const. Se deduce de aici: 
Dacă o iatnni. a unui tri.unglii este fixă, iar .mma pătratelo1· ce!orlaUe două 

constantil, virfu! mubil al t riunyhiu !u·i descr ie ce1·cul cu c~ntru! ~n mijiocu! latu1·ii 
f i..'Ce, avînd m.erlinna crt rază. - - -Iată şi o soluţie >JecLoria!ă. Sc.riem relaţ i ile vector iale evidente MA+MB=2i>1U 

şi MD-MA=AB, le ridicăm l a pătrat şi le adunăm. Avem 

Af'A421\1Â -!"ITT3 I MH2=4W2; 'MB2-21\1Â.-M°H-:-M.Â'=ĂH~=4n~. 
-+ -

Prin adunare produst:le scal are se retluc -~I \in!nd seama ci:\ MA2=MA2, rezultă 
- - - - k -
MA2+MB2= 2(Mo2+a2)=k3, de unde M02-2-a2- const. Locul este cercul de rază OM. 

2) Sil se afie locul geometric al punctului M care are puterile fată de două 
cercuri date întT-u n r apor t constant. 

>.; 
Relaţia geometl'ică este :'.... -r~ sau p~kr '. A legem ca axe de coordonate linia 

p' 
"cntrelor cercurilor date (Ox ) şi axa lor rudicalti (Oy) . î n acest caz avem n-n' -O 
şi P= P', deoarece originea are puteri egale faţă de cele două cercui:!. Cercurile au 
deci ecuaţiile 

x2..f-y2 f ·2mx+p=ll şi (1) 

Dacă M(x0, y0) este punctul al cărui Joc geometric se cere, relaţia geometrică se 
transformă astfel în relaţie analitică; 

xHyg+zmxo+P=k(J.~+Y3+2m'xo+v> . (2) 

Trecînd totul în tr-o parte, împărţind cu l-kr-/-0 (pentr u ''=l se obţine axa 
rudical:i.) şi ştergtnd indicii se obţine ecuaţia locului 

'+ 'J 1n-lm1' 
x - u-+2 

1 
_ k x+p=O (3) 

care este un cerc apArţinînd fascicu lului d P-t erminat de cercurile dale [se vede din 
(2)]. Dacă C şi C' sîn l c"nlrel" cel'curilor <lat„, ecua\ia (3) arată că centrul Jocului 
este punctul cure împarte segment ul CC' i n ruportul le. 

Obs erv a r e. Dacă se modifică enunţul ş i se cere i:a tangentele din M la cc!c 
dOT.Lă ccrcm'l sn nibl\ r aportul constant, atunel ln cazul cercurilor secante în A ş i li 
treh11i" <co.' din lol".ul geomf>li"i" arcul de cerc cupr ins între A şi B, <leuarece din 
p unctele acestul arc, iule.riuare cercud lu1· date, nu se pot duce tungcntc. 

L OCUÎlI GEG~TRICE 

3. Locur i rezuitate din inlerseeţii. Vom · da 
exemple de locuri geurnetrice care r<'zu ltă din in­
te.rsecţii de curbe d<'pinzînd: 

::i) de un parametru; b) de doi parametri c u o 
relaţie de legătură ; c) de doi parametri indep<"n­
denţi. 

1) Se consideră o dreaptă (.'l.) şi tm cerc de rază va-
1·iabi!ii, tangent d1'eptei (ll.) înh'-un punct ttx A. Să se afle 
loc11l punctelor de lnte1·secţie ale cerc11lni cn un diametru 
a l •ău care are o direcţie dată, {"i.:r.ă. 

Alegem pe (i'.) ca a xii Ox şi perpendiculara în A ca 
OiJ, apoi notăm cu ). r a za cercului şi k coeficientu l un­
g hiular a l directiei date. Centr ul cercului fiind C(O, A), 
.:cuatla se seric imediat 

x' + y• - 2A.y = O 

Diame trul cercului, cu direcţia dată de Ic m·e ecuAţiA 

y-1.=l<x. 

B 

Eliminarea parametrul ui A se face simplu scoţîndu-1 din (5) şi 
(4.). Se obţine 

,.,~ - y' -j- 2Jrxy = 0 S3U y' - 2kxy - x' = 0 
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Fig. G7 • 

(4) 

(5) 

lnlocuind în 

(61 

ecuaţie omogenă de gradul al Ii-lea care se rezolvă ca ecuaţie în y şi ne dă două 
drepte cc trec prin A: 

y = (k + VI<' + 1) x şi y = (/, - i/k· + 1 )x. 

Dr eptele sînt perpendiculare, deoarece p"1Qdusul coeficien~ilor unghi uh1ri este 

mm'=Ck+ y1c'+ÎJ(k-Vk'+1)~1. 
Diametrul cercului şi cercul s e taie în două puncte M, N. Una din cele rlouit 

drept e reprezintă locul lui M, ce;ilAltâ locul lui N , deci una este AM şi cealallă AN. 
Se ubs~rvă ~i ~OHtt! t L'Î<.: d i. /\' l\.1A N=90r.. 

2) Pe tangenţa rlusă i1't1·-un punct f i x A al ce„cu Lui CC) se ia un punct mo­
bil M. Se d·uce din M a doua tangentă la cerc punctul de contact fiind N. Se ce·re 
!acul geometric al ortocentrului (punctu l de i.ntilnire a.l înălţimilor) tr iunghiului 
AMN, cînd M descrie Langenla in A. 

Metoda L Folosim dot para.metri. Alegem tangenta ln A ca axă O:c şi A ca 
origine (fig . 67). Centrul cercului este m(O, r ), iar ecuaţia cercului 

x•+v'- 2ry= O. (7) 

Tangenta în J\i(xo. Yo)E! (w) al'e ecua~ia 

xxo+YYo--r<Y+Yo)=O 

cu condiţia 

Tangenta taie axa Ox l n 

înălţimi şi le alegem astfel: 
Ecuaţiile sîn t 

(ll'N') 

1 0 - Ccornctric o.nnliticii el. XI. 

X~ + U~ - 2ryn = 0 . (8) 

M('Yc 'O). tn triunghiul AMN ne t rebuie numai două 
Xo 

NN'll0 11 şi Mro a cărei ecuaţie se scrie pf.\n tntct uri. 

(M ro) x,x + J!... -1..,0. 
'Yo r. 

• 
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Adăueind relaţia de cond i ţie (U) avem de eliminat parametrii Xo. 110 între U'ci 
x' 

ecuaţii. Din pJ·ima ecuaţie L'Pzultă .r0- x , cAre dus în a dol.IA dR YIJ=- -- . Aces­
y-r 

t ea duse în relaţia de con rl i\\P. (fi) ne dau locu l geometric 

x„ ~ 
x' + -- ·I- 2r - =O sau x 2(x'+y'-r2)=0. 
· (y rl' y- r 

L ocul geometric se descompune in x -O (dia m etrul Am) şi cercul x2+y'~T'. 
cu centrul în A ş i raza r, care este tncul veritabil. 

Dian1etrul Aro rezultă din nedett!riniuarea µunctului de intersec ţie, anun1e cînd 
M --.." tangentele în A şi N devin parale le (i'E:B) .. Două clin îni'i lţimi sînt AB şi 
DA care <e con funrli'i şi Această dreaptă a pare în ecuaţia locului (cap . X, § 3 exem­
p lul 3). 

Metoda a 11 -a. Problema se po ate tr ata folosind un singur pa rametr u, abscisa C? 
a punctului M, deci M(<1. 0). Ecua\ia in m a tangentelor duse din M la cerc e..<te 

rr+nt"J'=r'<l+m'> 
2rt: 

care dă m 1=;=0 şi m2~ ,•_ci'; prima este axa Ox, ceea cc ştiam. Ecuaţia t::mgen-

Le1 MN se scrie ca dreaptă care trece prin M are coefi cientul unghiular m., şi se 
găseşte 2rax+<a2-1·')y-2TC?'=O. Aici vom rolos1 ln~ltlmea care pl~acă uin A; fii nu 
perp~ndicularii µ~ 'fl.1N an~ ecuaţia 

us-~l 
y= - - X. 

2rct 

X -1· y -1=0. 

r:r . 
Parr::imetru l a se elimină între aceste două ecuaţii. D ·in a rlnun re7.11lt;i a=- -

lj - T 

care dus în p r imn ccuntie dă acelaşi loc geometric compus din Arn (datorit ncdeter­
mlnăril) şi cercu l. locul propriu-zis. 

EXERCIŢII ŞI PROBLEME 

211. Sri se nfk Jor1il geometric al punctelor M care satisfac relaţia 

uiiT.<12+ BlffB2-k2. 

A, B fiind două puncte fixe, iar <J., I:), k niş te coeficienţi constanţi. 

215. Să se afle locul punctelor car e satisfac relaţia 

MA2+MB2+~2=k~ (const.). 

A, !J, C fiind trei punct0 fixe. l;eneral izare în cazu l a n puncte fixe. 

(Cerc.] 

[Cerc cu cen trul în centr u l ele greutate al Lriuugliiului ABC. Se va 
considera şi cazul dnd A, B, C sint coliniure.J 
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<! 16. Se dă o dreaptă şi un punct fix O, exterior dreptei. Dacă P este 
mobi~ pe <lreap~a dată şi MEOP asUel că l5M·OP=/,, să se afle locul 
punctului M. 

fOriginea în O. Un cerc care trece prin O.] 

C.Z7 . Fiind dale duuă ce1·curi, să se găsească locul centrelor cercurilor 
care uu cu cercurile dutc două axe radicale pe1·pendiculare. 

[Cercul descris p c distanţa centrelor ca diametru.) 

2 18. Locul punctelor care au raportul d istanţelor l a două puncte fixe 
constant. 

[Un cerc. Cind consta nta este 1, cercul devine mediatoarea segmen­
tului.] 

219. Locul centrelor ·cercurilor care trec printr- un punct fix A şi sint 
ortogonale unui cerc dat (C). 

[ M centr ul cercului variat-îl. Relaţia geometrică este MA'-P· 
Locul este o perpendiculară pe diam etr ul ce trece prin A. Proble ma se 
ponte prlvl ş! astfel : locul este a xa rnclical il a cercului (C) şi cercul de 
rază nulă A, decl o perpendicul ară pe linia centrelor.] 

220. Se dă un triunghi isoscel şi se cere locul punctelor care au pro­
du~ul dh;tanţelor la laturile egale, egal cu pătratul distanţei pînă la l.Ja;:ă. 

[Se ia bnza ca Ox şi mediatoarea ci cn Oy. Locul este cercul tan­
g~nt latu r ilor egale, la extremităţile b;izei.J 

2<!1. Să se afle locul geometric al punctelor care au suma puterilor 
fllţ.ă de clonii cer~uri _egalii cu ~uma puterilor faţă de alte două cer curi. 
Genera!i~are. 

[Locul este o dreaptă.] 

'i::. ~ Să Ee afle locul geometric al intersecţiei dreptelor 

x=2+cos a. ; y=-1-sin a.. 

[Oer cul (a:-2)2+(y-j-1)~=1 .] 

ti.m, Să se afle locul piciorului pcrpcndiculru:ei duse din punc:tul 
A (l , 5) pe o dreaptă care trece prin punctul H(5, :-J). 

[Cercul cu diametrul AB.] 

224. Extremităţile unui segment de lungime constantă alunecă pe 
două drepte p erpendiculare. Se cere locul mijlocului segmentul ui. 

[Un cerc cu cen t rul în origine.] 

225. Se cere locul punctul ui care împarte într-un rapor t dut k seg­
mentul ce uneşte un punct M de pe cercul (C), cu p unctul f ix A. Caz 
particular k=-1. 

[C„rc.] 

10' 
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'± tIEl Fiind dat un cerc, se cere locul m ijloacelor coardelor ce trec 
p rintr-un punct fix. 

[m ce ntr u l cercului şi A p unct ul fi x. Dacii A este in terior cercului, 
Incul e•t.e ~e1·~111 cu diametru l Aw: Se vor discuta cele lal te cuzu r i.J 

-f:luiJ. O dreaptă variabilă (.-l) care trece prin punctu l fix A taie' axa nx 
în ~ ia pe Oy punclul N, astfel ca ON-ITM. Se cere locul intersecţiei 
dreptei (~)cu perpcndici.J lara rlusi'\ <lin N pe ea . 

[A(a, b). Locul este x•+ v' - (a-u)x - <a+b>Y=O.J 

+-~28 La capetele segment ului AB = 2a se ridici'.\ p2rpendicularele A T! 
şi BV. U dreaptă ce LL·ece prin A taie pc BV în N, ia t· alta care t rece prin B 
taie pc !1.U în M. Se cere locul geomet1ic al in tersecţiei dreptelor AN şi HM, 
ştiind di A M · M=4a2. 

[Sin1etria ~ndă că mt-!diatoaren seg111cntu1ui AB -;e~ -în ca axă O!J. 
Cercul x2-l-y2- a'=O.J 

229. Se dă un triunghi d reptunghic ABC. Să se găsea~că locul punc­
tului M astfel ca perpendicu larele ridica te in A, B, C respectiv pe M A, 
MH, MC să Iie concurent0 . 

[Cercul circun 1"cris triungh iu lui. l 

230. ~f' dau axele dreptunghiulare Ox, Oy şi o dreaptă (D). Se cer c 
locul geometric al punctului M care are pruiccţiilc P, Q, R pe Cf'le două 
axe şi pe dreapta (D) în linie Jreaptă. 

[Cei cui c1rcumsr.r is triu nghiului formal de axe şi de dre:iptu (D). 
T eorema l u i s:rnsou parLicularizată l:t tiiunghî dreptunghic.! 

231 . Se dau L1·ei puncte A, B, C în linie dreapfa Să se afle locul 
punctelor de contact al tanePntelnr duse din A la un cerc variabil ce trece 
prin B ş i C. 

[Originea în 11; B(b, O), C(c, O). Cercul x 2+y1-bc=O. Se poate folosi 
puter ea punctului penlru l u11gi111" a tangente i.] 

232. Se dau două cercuri c u 1;entrelc în w şi w'. M fiind un punct 
mobil pe axa rndicali'.i a celor două cercuri, se cere locul geomeLric al 
intersecţiei perpendicularelor r idicate în w şi w', respectiv pe Mw şi Mw'. 

[l•:ste indicat să se aleagă drept axe, !Lnla centrelor şi RXR radicală 
a celur două cercuri. L ocul este mediatoarea sPgrr,en t ului ww'.] 

288. S e dau punctele P, Q şi un cerc fix cu centrul pe dreapta PQ. 
F ie M, N capetele unui diametru variabil al ccrr.ului. Se cere locul inter­
secţiei drC'ptcl01· MP şi NQ. 

[Orig inea în cent r ul cerculu i. P(a, 0), Q(b, O), M(1· ens rx, r sin a), 

N(- T cos a, - r sin Ci). l ,ocul e s te cercu l 

=r'l ! 
(a - - bnf J 
(a.+ b)_' 
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234. Două cercuri de ceutre O şi O' se taie în A şi B. Prin. A se duce 
o secantă variabilă, care fntîlneşte cele două cercuri , respectiv în M şi N. 
Se Cf're: a) locul mijlocului segmentului MN; b) locul intersecţiei drepte­
lor OM şi O'N. 

[a) C erc cu centl'ul la mijlocul di•tanţei centrelor. b) Cerc care· 
trer.P. pri n cPle două centre.] 

235. Locul pu nctelor M care au polarele la(.ă de douii cercuri date 
perpendiculare. 

[Cercul cu diametrul distanţa centre lor.] 

236. într-u n cerc se duc doi d iamct ri perpendiculari AB şi CD. O 
dreaptă \'ariabilă cc trece prin C taie diametrul AD în M şi cercul în N. 
Sii se aflp locul geometric al intersecţiei p aralelei la '€:D , dusă prin M, cu 
t angenta la cerc îri N IS.G.M. VI). ·· 

[Originea în centrul cercului. il(r, 0), C(O, r). Se gă»esc ecuaţiile 
x=±r; y=-r. Să se RieRgi'i locul veri tabil şi să se explice de ce apar 
ce le la lte.) 

23'/. Se dă u n cerc (O) şi un punct fix A în plnnul cer cului. F ie MN 
un diametl 1• al cercului. 1 

a) Să se scrie ecuaţia cercului determinat de punctele M, N, A. 
b) Se cere l ocul geometric al intC'rscC'ţici dreptei MN cu tangenta în A 

la cercul ( M N li) rînrl diametrul l'VJN se roteşte în jurul centrului. 

[0 11 c a axă Ox. n ) Se s cr ie fasciculul de.ter minat de ce rcul dat şi 
diamelrnl y=m.x. apoi se p u ne condiţ ia să treacă prin A(a, O). b) Locul 
este o pcrpcndicula r !l pe OA.] 

< 

\. ' 
) 
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l '.ELIP SA Ş I HIPERBOLA . 

L A. ELIPSA 

Fig. GS. 

1. De fi ni ţie. l!Jlipsa esle1 luc:'Ul geometric al pmictdor 
r.are m1 .mm(l distanţelor la două puncte fixe constantă. 

Punctele fixe se numesc focare şi se notează cu F :;;i F'. Dacă M este 
·un punct currmt pe elipsă . distanţele F:M, F"M poartă numele de raze 
vectoare 

P otrivit definiţiei, relaţia gcometricil pc care o satisCace punctul M 
€Ste 

MF+ M? = 2a (constant). (1) 

Pentru a găsi ec:·'Uaţia elip;;ei este de ajuns să transformăm analitic: 
..nccast5 rP.laţiP Alegem pe FF' ca axă Ox şi mediatoarea segmentului FF' 
·ca axă Oy (fig. 68). Se notmzl\ FF'=2c, prin urmare F(c, O), P' (- c, O), iar 
p1mctul curent M are coordonalele (x , 11). R ... latia (I) devine 

(2) 

Ecuaţia curbei trebuie dată însă sub formă raţională. De aceea iwlăm 
un radical şi ridi r.1im la pătrat. Obţinem 

(x-c)2+y2-4a2-'1a V(:i:+c)~-y~+(x l-c)2 I y 2 

sau, clupă reduceri de termeni şi izolarea rnclicalului rămas; 

(3} 

S e ridică din nou la pătrat şî ~e ordonează termenii. ! n nccst fel se obţine' 
.ecuaţi a 

(4) 

F.T ,l PSA $T T-HPF.R ROT .A 15î 

1n triw1ghiul !vlFF' se ştie că MF+ M Y >W sau 2a > 2i::, deci a>c, astfel 
că a2._c:2> O. Se poate no La prin un nare 

şi împ:'lrţind în (4) cu a2b2 sc c.npiitli fo rma definitivă a ecuaţiei elipsei 

(6)' 

Pentru a găsi punctele de intersec~ie ale curb ei cu axele de coordonate 
facem pe rînd y~ O şi x~ o. Rezultă A(a, O), A ' (-a, O) pe Ox şi B(O, b), 
B'(O, - u) pe Oy. AA'= 2a se nume:;;te axa mare a elipsei, iar HH'=2b axa 
mică. Jumătăţile lor, adică OA=a şi OB=h sînt S<'miaxele elipsei. Cînd 
M=.D avem HF'-!-H1"'=2a, dar DF=BF', astfel că BF= a. Din tr iunghiul 2. 

dreptunghic OBF se <lecluce 'l z. .!l \.. 1. _ Q "1.h = O . 
a2=b2+c2 la -t + l . (7) !J, 

care de fapt este relaţia (5) interpretată acum gE>ometr ic . ...>._ ~}:] 
2. Forma elipsei. Din ecuaţia (6) a · ei-s:scoate J ~ _ _ ·fj:;'l:-

, y = ± bya 2 x 2. ~ h (~)v 
a ~--"~\Jo..t-~;:. - ..., ..._, ---b ,--- .--.--Vom studia numai ramura de curbă y=• I - \ a:!__x2, pentru- C'a:te y> O. 

a 
Cealaltă se df'ducc prin ~imctric fo\,ă de axa Ox. 

For ma curbei rezultă din reprezentarea ei grafici\. Domeniu l de exis­
tenţă este dat de condiţi a a2- x2>o. prin urmare - a<x<a, deci numai 
între A' şi A . Deoarece în (6) x şi y se găsesc la put eri pare, curba este· 
simPtricii at ît în raport cu 0.1: ci t şi în rapor t cu Oy, deci şi în r aport cu 
originea. De aici rezultă că este de ajuns să se studieze numai porţiunea 
de c.:w·bă cuprirn;ă în t:<td ranul I , adică într e O şi r'l. DerivaLa pentru 
funcţia consiclrrntii [cu ~cmnul ( I )] <'St<' 

I • 11 % (9) y = - ----= · ' 
n. Vn.'2-x: 

Pentru x>O, y' e:;tc negat.iv deci curb a descreşte; în plu s y'(O)=O şi 
lim y'(a~) = - o:i, deci tangenta în R e1;te paralelă cu OJ:, iar cea din A 
.r-+rc 
pnrnlclii cu Oy. Tabloul d r' varinţir' 1'<'7.Umil ncr'st studiu 

X c 10 

---1-~--------y'(x) ro 

y dcsc1·eşle O 

ReprezentnrN1 g1·afid i c!1t<' dnt ii, cu completările din celelalte cadrane, în 
figur.:i 68 şi arată că toată curba este închisă in dreptunghiul format de 
par alelele la axe duse prîn punctele A,A', B,H'. Ace5te patru puncte poartă 
numele de v îrfurile elipsei. 

• 
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Dacii b-u, elipsa devine cerc, iar distanţa focală este nula. 
Ecuaţia elipsei apare sub forma simplă (6) fiindcă s-au ales ca axe de 

,coordonat e tocmai axele ei de simet rie. De aceea se zice că (6) reprezinlii 
eeuaţia elipsei, raportată la axele ci. 

In cazul cînd elipsa e,qte raportată l a axe dreptunghiulare oarecar e, 
ecuaţia rămine de gradul al IT-lea, dar forma nu mai este simplă. 

Notă. Profităm de fapt ul că ştim să efectuăm o lransla(ie de axe, pentru a 
nră\a care este ecuaţia unei elipse raportate la axe paralele cu 11x"l" „; de simetrie. 
ln adevăr, fie :r;Oy un s istem de axe paralele cu axele elipsei ~i x'Ou' sist„mul de 
referinţă format din axele eli psei. 

Translaţia de axe care aduce pe O în O'(p, q) ne dă relaţiile x=p+x', y=q+ y'. 
Ecuatia elipsei, raportată la axele ci, este 

x':i + r/2 - ] _.Q 
a~ b:i · , 

.prin urmare faţă de vechile a xe a,Oy va fi 

(x-p)' + (y-q)'_l=O 
a~ b-i 

unei.. (p, q) sînl coonlonalel" cenlrului O' ;ii elipsei faţ1\ de sistemul de axe xOy. 

E x e m p 1 e. a) Su se determine v.frf u rile · Şi semiaxele elipsP.i 2.1:2 +· 
-H'!J2-5=0. 

x2 1/'J 
Ecuaţia se scrie - + · - -1 =0, clin 

5 5 . 
se deduce a = ""' /I_ '- '110 

' care y 
2 2 

2 4 

b = ef[ · Vîrforile sînt A ("I° • O)• A' ( - v;o • O) • B=( o· v':} 
B' (O, - v;) · 

b) Să se de;erm~ne elementele elipsei 3:1:2 \ 5y~ I !l =O. Din ecuaţia 

dată se deduce Î + f -1,.....,0 care seamănii cu ecuaţia elip1;ei, dar nu p oate 

5 
fi verificată pentru valori reale ale lui x ~i y, deoarece f:Uma a trei numere 
·pozitive nu poate fi nulă. Este o elipsă imaginară, lucru care se constată 
dacă vrem să aflăm semiaxele, inLernectînd cu y = O şi cu .T=O. 

3, 1) C.:uristrucţia eli]!_sei pl'in mişcare continllă. Fie F, F:_' focarele 
elipsei de construit şi V V= 2a lungimea axei mari. Se înfig în foaia de 
hîrtk, şi an ume în F şi 'F', două ace, apoi se trece peste ele un fir ale 
cărui capete s-au înnodat între ele, as~iel ca lungimea totală a firului, după 
.cc s-a făcut noclul, f:fi fie l=FF' +2a. Se întinde bine firul cu vîrful unui 
·creion, apoi se mişcă v1riul IVI al creionului p e fonin de hîrtie (fig. 69). 
Curbn dcf:cnată de vîrful creionului M este elipsa cu focarele F, F' şi axa 
marc 2a, deoarece MF_+ MF'=[-FF' -2a. 

153' 

A' 

{I 2a V 
li li . 

Fig. 6!1. Fig. 70. 

1n acest fe l construiesc grădinarii ronduri eliptice ele flori, 1nfiglnd 
în pămînL doi ţăruşi peste care se trece o sfoară întinsă de un al treilea 
ţăruş mobil care trnscazi1-pc teren elipsa. 

2) Cnnstrur.ţia elipsei prin puncte. Metoda T. Fie F, F' focarele elipsei. 
Desenăm separat un segment Vv =AA' ~ 2a. Cu o dcs~2.!_der<' de compas 
VR <\IV tragem un cen: eu ce11lrul în F', iar cu raza RU un alt cerc cu 
centrul în F (fig. 70). Cele două cercuri se iaie în două puncte M şi M~ 
(simetrice faţă ele AA'), care aparţin elipst>i, deoarece MF+MF'~VH+, 
+RV=2a. 

Schimbînd între ele cenii:ele 1" şi F', ale celor două cercuri, se obţin 
încă două puncte, ~imctri<.:c cu primele faţă de HB'. Se găsesc astfel pen­
tru fiecare punct RE1Jl7 dte patrii puncte ale elipi;ei. Construim atîtea 
puncte. cîte sînt necesare p entru a trage curba. _ 

O b > e r v a re. IJaeă n1,1 se euno~te distanţa focală FF', ci axa mar f' 
1Î axn mică, focnr<'lc se const ruiesc pe baza observării pe care am făcut-o 
că BF= BF'' =a. Cercul cu centrul în R şi cu raza a taie axa mare în 
punctele F, F', focarele elipsei. De aici încolo con1;trucţia se face ca mai 
înainte. 

Metoda a II-a. Presupunem cunoscute axa mare şi axa mică, dar nu 
mai folosim focarele. Să notăm cu y ordonata elipsei şi cu Y ordonata 
cer cului de rază 'a, avînd acela~i centru ca şi elipsa. Ţinînd seama de rela-

ţia (8) avem y = !>..-../ a2-x2, înf:ă clin ecuaţia ccreului l'ezultă Y = i/ a2-x1, 
a 

prin urmal": ~e poate seri" 

..IL=~· 
y " 

(10) 

Să ducem acum cercw·ile concentrice cu razele a şi b, apoi doi d iametri 
perpendiculari, unnl ca.re tnle cercul mare în A şi A'! al ~oile~ care tai_e 
cercul mic în B şi B' (fig. 71). !\ceste patru puncte smt v1dunle ehpse1. 

\~ 

11 
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8' 

"Fig. 71. Fig. 72. 

O rază variabilă întîlnc1?te cercul m ic în P şi p e cel mare în Q. Se 
duce prin P o paralelă la AA' şi prin Q o paralelă QN(N~ Afl') la DB'. 
F i e M punctul l or comun. 'l'eorema lui T h ales ne dă 

NM OP - - - MN b 
-=-== • însă NQ-Y, lfP=b, OQ=a, deci -·-· = -· 
NQ O ~J Y a 

Aceasta comparată cu relaţia (10) arată că NM=y, adid1 M este un punct 
al e lipsei. In acest fel se pot construi oricîte puncte vrem. Să ohsr'rvărn 
însă că la fiecare rază OQ obţinem un siugur punct M. 

4. Elipsa este 7woi.ecţirr unui cerc. Cercul cu d iametrul cît axa mare 
AA' - 2a a e lipsei se numeşte cerc principal a l elipsei. Vrem ~ă arătăm în 
cele ce w·mea;:;ă <.;ă elipsa esie proiecţia cercului său principal pe un anwrn.:it 
plan. Pentru aceasta să reluăm relaţia (10.) pe care o punem sub formu 

y = Y · .!!.. · tn ~i'.l !:_ < 1, deci se poate gă~i un unghi a. pentru care cos a.= !>_ • 
a cf. a 

:;;i aLunci y=Y cos a.. Să ne închipuim că elip3a rămîne în planul e i, in 
timp ce rotim cercul ~ău principal în jurul axei mari 1-l A'. cu unghiul a. . 
Ordonat a QN a cerculu i rămîna într-un pl an perpendicular pe A .4' şi fie 
Q, noua poziţie a lui Q şi M proit>cţia lui Q1 pe planul e lipsei. (Se poate 
folosi fig u ra 72, unde Q se va considera cR fiind Q1 .) Prin Lmnar e 

<JMNQ1=a şi NIVI= NQ, cosa.=Ycosa. = Y·_b, icu fl lt e cuvinte NM- y. 
a 

ordonata elipsei. Aşadar or donatn dipsci este proiecţia ordonatei cercului 

său prinr.ipal, inclinnt cu unghiul a, dat de cos a=.!!., pe p lanul elipsei. 
a 

Acea~ta arată că punctele elip~ei sînl proiecţiile pundelu1· de pe cerc, sau 
c.ă e lipsa însăşi este proir'cţia cer r.ului său p rinci pal. 

Acest lucru se poate arăta şi pe alta cale, analitică. Fie un cerc cu 
diametrul AA' -<!a aşezat într-un plan (C) (fig. 72). Prin AA' ducem u n 
alt plan (E) şi să nulăm cu a u ng ltiu] Jur dieclru . Unghi ul µlan coreEpunză­

.tor unghiului dir.dru r'Ste format clin doui\ pr'rp~nrl i r.ulare duse dintr- un 
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puncL al rm1chiei comune AA', una în planul (C) şi una fn planul (E). 
F'i f> Q un punct pc cerc, N proiecţia lui pe AA' şi M proiecţia lui .pe pls­
nul (E). Conform celor spuse mai înainte avem <L = <'J.QNM. 

în planul (C) punctul Q are coordonfltt>le X= ON 2 y-NQ. ln pla­
nul (E), punctul Mare coordonat e le x=ON şi y = NNI = NQ cos a.. Deci 

x-X; y=Y cos a. sau Y= _lL_, 
cos a 

(ll ) 

CoordonaLele punctului Q t rebuie să verifice ecuaţia cercului cu dia-­
metrul AA'=2a, deci 

x~+ Y2 a2 =0. 

Locu l geometric al p unctului M se află în locuind pe X şi Y în c;cuaţia. 
cercului, deci 

x 2+ __j[__ -a2= 0. 
oos: u„ 

sau 
x' + y' 
a.<J a~ cos :> a 

1 =0; 

aceasta reprezintă o elipsă cu semiaxele a şi b=a cos a. . Ded ucem cil :· 
elipsa este pruiecţiu cercului său principal, aşezat într-un plan care face· 

cu pianul elipsei, un unghi a dat de relaţia cos a.= .b 
" 5. Er.uaţiile pm·ametrfre aLP. elipsei. In .figura 71 să notăm '~NOQ~ 

~ e. Ştim că punctul M aparţine elipsei, dar coordonatele lui M sînt x = 
= DN- DQ coş 9=a cos e :;;i v=Nlvf=UP sin e=b sin e. P r in urmure 
coordonatele parametrice a le elipsei sînt 

.'l: = Q cos fi, y-b sine . (12) · 

Ca verificare, dacii se ~cot cui; e şi sin e şi se introduc în relaţia fun­
damentală cos2 O +sin20= 1 se obţine ecuaţia rarteziană a elipsei. 

Ţinem să a tragem atenţia asupra unui lucru, anume că 0 este un­
ghiul fifru t dr raza ccr<'ului p r incipal (OQ) cru axa mare a elipsei şi în 
general este difer it de u n.ghiul făcut de raza vectoare OM a e lipsei cu axa 
marc, adică în general fl 7'~~AOM. Aceste două unghiuri s1nt e~ale numai 

cînd M r.oincidc cu A, B, 11' sau B', deci pentru vulurile o.~. re, 
3
"' ' 

2 2 
6. Aria elipsei. Am văzut că elipsa este proiecţia cercului său prin-

cipal pe un p lan care face cu p lanul cerculu i u nghiu l dat de cos a - ~­
a 

Aria cerculu i principa l fond na2, aria elipsei va fi aria cercului înmulţită 
<:u cosinusul ung h iului de proiec~ie (Geometria !n spaţiu el. a X- a)„ 
~dică 

A= (rra~) cos a =Jra? . !-1. = Jtab. 
a 

• 

I I 

I 

I, 
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B. HIBERBOLA 

7. Definiţie. HipP.Thnla este locul geometric al puncte­
l or care au diferenţa distanţelor la două puncte fixe constantă. 

Punctele fixe ~e numesc focare ~i se nutea~ă în mod obişnuit cu F 
şi F'. Dacă M este un punct cm·cnt al hiperbolei, MF şi MF' poartă nu­
mele de raze vectoa1·e. Conform definiţiei, relaţia geometrică pe care tre­
buie să o satisfacă punctul M este 

IMF'-MFl=2a 
: sau 

WlF'-MF-±2a (consl.). (13) 

Ecuaţia locului geometric al punctului M se găseşte tram;formînd nna­
lilic această relaţie geometrică. Se ;;ileg axele de coordonate astfel: PP' ca 
axă Ox şi medialoarea lu.i F"""F' ca axă Oy (fig. 73). 

Notăm, ca şi la elipsă, FF' =2c, deci F(c, O), F'(-c, O). M(x, y) fiind 
punctul curen t al locului geometric, relaţia (13) scrisă analiLk este 

i/ (x +c)2+y2 1/(x-c)2+1P- / 2a. (14) 

Ecuaţia cul'l>ei trebuie adusă la formă raţională. P en tru FtCeast a trecem al 
doilea radical în parteu u doua a ecuaţi f'i şi ridicăm la pătrat . Obţinem 

(x+c)2+y2= (x-c)2+y2±4a y(:i: -c)2-y~~f-4a?. 

După reducerea term.enilor asemenea şi trecerea în prima par te a tu­
turor celor care nu conţin radicali, avem 

fi 

Fig. 73. 

c.r,-a2= ± a\I (x-c)1+yz. 

O nouă ridir.m·e la pătrat ne dă, după or­
donarea t<'rmenilor 

Este cazul să observăm aici că am obţinut 
exact aceeaşi ecuaţie (4) de la elipsă, ceea 
ce rezultă imediat înmulţind cu (- 1) şi 

schimbînd semnele în paranteze. 
Df'o~ebirea vine din altă parie. Dacă 

la elipsă a m avut a) c, la hiperbolă, din tri­
unghiul MFF' rezulLă FF"> IMF' - lH}'I = 
- 2a, adică c)a l?Î atunci cxprf'sia c2-rr2 
este pozitivă. Prin i;.rmar.e se poate nota 

(15) 
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şi ecuaţia (14) devine, <lupii împt\r lirca cu a~b2: 

{ x' y' ] :;;-f; -1~0 

care este fon na deI:iniLivă a ecuaţiei hiperbolei . 
Punctele de inţersecţie cu axele se obţin făcînd succesiv y=O şi x - 0. 

Pe axa Ox avem A(a, O) şi A'(- a, O), iar pc axa Oy se consLată că nu 
avem puncte reale, deci axa Oy nu taie hiperbola. 

Pentru aceste mot ive AA' se numeşte ax a tt'~nsversă, iar A 11i /\' sînt 
vîrfurile hiperbolei, pe cită vreme axa Oy este axa netransversă. 

8. For ma hiperbolei. Din (16) sC' deduce 

b ,1--· 
y= ± - vx2-a2 

" 
(17) 

şi este de ajuns să se stud ieze r amura 1) = ! yx2-rr2, ricoarf'ce cealaltă oe 
a 

trage prin simetric faţă de axu O;c. Ceva mai mult, d im.I lui x valor i egale 
şi semne cont rare se obţine pentru y aceeaşi valoare; punctele căpăl.aie 
asliel sînt semetrice faţă de Oy, prin urmare curba este simetrică şi faţl:i 
de Oy. 

De aceea f's te de ajuns sii studiem cw·La in primul cadran şi restul 
se construieşte s imetr ic faţă de ambdc axe şi taiă <le origine. 

Ne ocupăm deci numai de ramura 

(17') 

<:are, p e partea pozitivă a axei Ox, are domeniul df' f'xistcnţă dat de x2-. 
- 02~0 . adică x~a. 

Asimptote. Se observă imediaL că nu exfată asimptote paralele cu 
axele (Jim y=co). Căutăm de<'i asimptotele oblice. ..,„ 
Avem m=lim 'l.=!!. li n' yx'-a' ~.!!. ; 

;:;. -;ic x a x~:ic x a 

,, ,1-- b -ci' 
n =lim (y-mx)=Iim - (yx2-a2-x)= - Jim V „ , =O, 

x-t- :-n x-.. XJ a a A' -+ -.:; ,;- - a ;+ x 

b 
-asl!el că asimptota este y = a x. Ţinînd seama de s imetria curbei faţă de 

axe înseamnă că avem în total două asimptote, anume 

b y= :.';: x. 
a 

(IR) 

Acestea de fapt se deduc din ecuaţia hiperbolei (16) dacă se lasă la o parte 
lermenul Li ber, adică 

= 0 (18') 
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Derivu.ta penLru r amura (l '7') este y' = !!.. ,1 .=--,-, car~. penfru x > O 
a vxw - a 

rămîne mereu pozitivă deci functia este crf'Rcătoare. A vcm apoi lim y' ~ oo, 
1 

' X-7fl 

b 
care arată că tangenta în A este pcrpendit:ulară pe Ox şi lim y' - - • care 

X-t""O a 

• f, t t tv arată că existi'I o dreaptă de coefo.:ienL w1gluular -;:;- , care es e angen a 

b 
hiperbolei în puuclul de la infinit; aceasta este asimptota y= - x . Ta­

a 

uloul de variaţie se reduce deci l a 

X a +oo 

y' cxi+++ 
b 

" 
y O creşte +co 

Acum se poate construi bine curba, avînd grijă ca ramurile ci ~ă se apro­
pie necontenit <le asimptote, cu tendinţa de a deveni tangentele lor la in­
finit . ~·urma hiperbolei este dată în figura 7:1. 

S0 atrag<> atenţia c~t forma ~implă (l 6) sub care se prezintă ecuaţia 
hiped mlei. se daLoreşLe fap tu lu i că est e •·apo1·tată la axele ei de simetrie. 
Ca;,:ul t:încl sisLemul de referinţă este oarecare depăşeşte cad rul manualului. 

Observ ar<'. F.cuaţia hi perboli>i se capătă imediat din ecuaţia elip­
sei. dacă sc înlocuieşte b? prin I b2) . Aceasta înseamnă că serniaxa b se 
înlocuieşte cu bi, unde i- V - 1 este simbolu l imaginar . Vom vedea în cele 
CP u rmeazFi că multe din proprieUîţîle elipsei se trAnspun la hiperbolă 
prin acl'nsti'I 'limplil înloc11i r C'. 

Notă. Se p0t·1te arătn, C"- şl lri elipsa şi în mod cu totHI Hsemănător1 
că dacă axele hiperbolei s!nt parolele cu axele de coordonate, atw1ei 
ecuaţia hiperbolei este 

(x-p)' (y-q)' 
- -a-,-- - -

1
-,,-- - 1-0, 

unde O'(p, q) este cen tml hiperholt>i. l•:levii pot face acest l ucru ca un 
ex1>rciţ i11 dt> t rRnslR ţi <> A e.xf'lnr. 

Ex e m p l 11. Să se determine vfrfurile, focarele şi asimptotele hiper­
bnlP.i 2x2 - 5y2- 8= 0. 

. ~ i 
Se scrie h iperbola sub forma --~ - 1= 0, de unde rezulLă imediat; 

4 8 

5 

P r in urmare vîrfurile sînt A (2, O), 
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A ' (-:<! , O) şi focarele !"(:<!V~' O), 1"'(-2yf • U). Ecuaţiile a~imptotelor 

se deduc uşor: y=± Vf"" 
9. Hiperbola echilateră raportatu. la axele ei est e un caz particular 

~;a~!frerbolci, anuT.~ul_ C'încl l=a. Ecna}ia hiperblolei echilatere este 

. t"2:-y2-a2~ sau f.:::;.y2-rf (19) 
Asimptotele se deduc imeora't: y = ± ;r , adică bisectoar le axelor de coor ­
donate. Hiperbola echilateră are prin urmare asimptotele' perpendiculare. 

10. Htpe1·bola echilateră raportată la asimptote. Faptul că asimptotele 
h iperbolei CC'hilakr e sînt perpendiculare face ca ele să poată fi luate dr epL 

laxe de corclonate. Desigur, ecuaţia capătă aUă înfăţişare, care trebuie 
neapărat cunoscută, fiintlc.:ă ~ub această formă intervine în unele feno­
mene l i;,:i1:e . 

ConsidPrăm prima bisectoare ca axă trans\•er~ă (fig. 74), cu vîrfw·ilc 
Ai, 11; , di>ci OA, - OA; = a şi focarele F1, F;, deci OF1 =OF; = ay'2 
~c2=a2~a2 =2a2). Proiectînd pe axe, sub unghiul ele 45° obţinem coordo-
natele vîrfW"ilor 9i ale fo<mrclor ' 

A,( ar' "t2
) ;A; (-ar ' - "ti); F1(a, a), F;(-a, -a). 

Pentru u giisi ecuaţia hiperbolei echilatere scr iem că punctul curen t 
M(x, y) satisface relaţia 

Mi<\- MF'i = ± 2a 
care transformată1 analitic dev ine 

V<x-a)2 +(y a)1- y(.T+a)i+(y+a)l=±2a. 

Se t rece al cloika rad ical.Ah partea a 
do ua a ccuaţi <> i , se ridicala pătrat şi se 
reduc termC'nii asemenea. Se obţine 

±V (x+a)2+ (y+ c1F = a \-:i: I y. 

O nouă ridicar<> la pătrat ne dă, după ce 
se fac reduceri le, 

Aceasta este ecuaţia hiperbolei cchi1ate­

re. Ducă SC notea~ă v2=m, ecuaţia hi­

perbolei echilatere se i;cric 

f~'.2) (20') 

!l 

Fig. 74. 
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Din această ecuaţie se deduce 

m• 
y=-· 

X 

CAPI'T'OJ,T:r. XV 

(20") 

<l de se vede că v variază il1vers .proporţional cu x. Invers~ t?_at~ mă­
ri':nr1~ aritmetice, g~omctricc, mecanice, J:.izice etc, car e van~~a_ mvers 
proporţional cu variabila de c_are depind, au ca reprezenLare gra.L1ca hiper­
bole echilatert> ruporLale la asunptote. . _ . . _ _ ~ 

E:J;emple: latnriLP. unui drepimighi a cantt ane este constctnta xy-a, 
legea lui Hoyle-Mariotte 1m=const. etc. . . . 

Hipcrbolu ecbilateră (20) sau (20') are vîrfu~·ile pe prnna b isec.to;re, 
• A ( m) A' (-?n ·rn)· de ~apt ea se obţme chn hiperbola raportată la 
1n 1m, , 1 • • . 5o. t·· t"c (f'g 74) axele de simet r ie print r-o rotu\1e de 4 , m . sens ugo_nome n i, · · 

Dacă rotirea se face în sens invers, deci . cu unghi.ul d~ (-45 ), axa 
·transvcrsn este cea ue-a . doua bisectoare, iar ccuuţiu luperbolei are 
forma 

11. Hiperbulu. conjugată. Ecuaţia 

'X:.l t,2 
---'- +1 =0 
n? b".I 

(21) 

reprezintă de asemenea o hiperbolă, care î_nsă ~ie. axa Oy în două_ pune.te 
R(O, b) ~i H'(O, -b), dar nu taie axa Ox (fig. 7v, hiperbola, punct~ta).' P r.i.'.1 
w·mai·e de . data aceasla Oy este axa _tran.:1~er.~_ă ~i Ox axa nctrunsveroa . 

Hiperbola (21) şi hipei·bola studiata mai mamte 

/I 

Fig. '15. 

F" 
' 

y' - - -1=0 
b' 

-. 

('.n') 

liJ 

(/ 

Fi1ot. 76. 

l:LIPSA ŞI HIPltRBOLA c_~"' 16] 

au aceleaşi axe şi aceleaşi asimptote Y = ±-!;- x, însă (:.!l ) es te aşezati'l î: ~~ 
unghiul asimptotelor care cuprindr axa Oy, adică acolo unde n u exh>tă ~ 
nici un punct al hiperbolei <!J'l Hiperbolele (21) şi (21' ) . se numesc 
hiperbole conjuaate. \ ~-

12. 1) Construcţia unui urc de hiperbolă. p1·in mişcare continuă. Se ~~ O 
presupun date Iocai·ele F, F' şi lungimea 2a a axei traverse. Este eviden t !. ~ 
că vîrfw·ile A, A' se pot fixa imediat, dar ele rezultă şi prin t rasar ea r a- li!' 
murilor ele hiperbolă. ~ 

Se ia o riglă şi se fixează cu un capilt in F', astfel ca să se poată roti · 
în jurul lui F'. Lungimea F'JE a riglei trebuie să fie mai marc decît IT'. ~{,'-"):__ 
SE! ia apoi un fir de lungime l, astfel ca l=F'E-2a ~i se fixează un rapăt y 
al lui în F, iar celălalt la extremitatea E a r iglei. Se întinde bine firu l cu ~ 1., 

v'irful M al unui creion care Rf' sprijină pe riglă (fig . 76). Rotind r igla în .fi~ 
jurul focarulu i F', virful M al creionului descrie un arc de hiperbolă, 
deoarece 

MF' -MF' = EF' - (EM + MF')- EF' -l = 2a. 

Schimbînd centrul de rotaţie al riglei în F şi legînd al doilea capăt al 
firului în F', se obţi ne în mod asemănător m1 arc din a doua rnmuriî a 
hiperboki. 

2) Ccnstructia hiperbofoi prin ])Uncte. r:ind vrem să figw-ăm prin 
puncte o hiperbolă trebuie să procedăm într-o anumită ordine, aşa cum 
ară tărn aici. 

a) .Se aşazii vîrfurile A, A' şi Ioc<:trelc F, F', m rc sc pregupw1 date 
(AA'=2a, b'Ji"=2c>2a). 

b) Se dei;encaz[; asimptntP.le. 
Pentru aceasta se duc în A şi A' per- A 
perpendicularele pe A11' (tangentele t: 

în A şi A' Ia hiperbolă), apoi se de­
scrie cercul cu centru l în O şi cu r aza 
m·=c, care taie cele două perpendi ­
cu lare în C şi C' (fig. 77). Avem 
AC'~ b, deoarece t r iunghiu l <ln~ptun ­
ghic OAC ne cif'i 11c2=0C2-o:;zp=:' 
"-'C2__a2~ b2. 

Coefici~nLul unghiulur al dreptei 
b oe PSte m=tg <J. ...:..- • deci OB este 
a 

chiar asimptota hiperbolei. Rezultă 
următoarea construcţie : se duce cer­
cul cu centrul în O şi cu raza OF=c, 
care taie tang<mtcle la vîrfurile hiper­
bolei în patr1' puncte care formea7.ă 
un dreptunghi. Diagonalele acestui 
dreptunghi sînt asimptotele hiper­
bolei. " u 

Fig. n 

,,, 
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ln parLicular la hiperbola echilaterii a = b şi dreptunghiul devine pă­
trat ; diagonalele, deci asimptotele, fac 45° cu axele. 

c) După ce am aşpzat vîrfu r ile, focarde şi a m construit asimptotele , 
unnează să qăsirn şi cîteva puncte, pentru a putf'a trasa curba. 

Luăm separat o dreaptă şi pe ea segmentu l U \I = A.A' = 2a, apoi luăm 
un punr>t M pe dreaptă, în afara segmen tului VV (fig . 77). Descriem un 
cerc cu raza MU ~i cu cen tru l în -F ', a poi un al doilea cerc cu raza M V 
şi cu centru l în F. Aceste două cer cur i se t a ie în clouă puncte N, N ' sime­
t rice fa ţă de Ox. Avem 

NF- NF" = MV MU = 2a, 

deci ·N aparţine biperbolej. Simetr icul său faţă de Ox aparţine de ase­
m en ea hipPrholf'i. 

Dacă se păstrcazil n:rnclc , dar se inverse<.1ză cen trele, se ob~in încă 
două puncte a le cu rbei, simetrice cu cP.le precedente, faţă de Oy. Prin 
u rm are cu un singur punct M putem construi pat rtt puncte ale curbei. 

Trasan~a hiperbolei este mult ajutată de asimptote, ţinînd seama ca 
ramurile curbei se ap rop ie necontenit de ele. · 

13. Ecuaţiile puram e trice al hiper bolei. Ecuaţia hiper bolei ~- y• - l 
a' U2 

se poa te pune sub forma 

(~ + 1L)(~ - y~) = 1. 
ll h ll „ 

O astfel de egalitate este satisfăcută dacă se pune 

~ +lL =t. ~ -JL.-.!. 
a b ' " b t 

din care rezultă ecuaţiHe parametri ce ale hiperbolf'i 

{22) 

EXERCIŢII ŞI PROBLEME 

238. Să se arate că ex presiile : 

(E1) - (x0-c)2+y~, (E2) = (x 0+c)2 -"- y i 

în care (xo, y 0) sînt coor donatele unui punct de pe elipsa E. + u• - 1 = 0 
a' b? I 

sînt pătrate perfecte. Ce interpretare geometrică au expr esiile date? 

[(E1)= ( a - ~,y ' (E2>= (11 + ~x.y · Sînt pl\tratclc distnnţclor de la 

punct la focare. După stabilirea directă se va confrunta cu relaţia (3).1 
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23.9 . Capetele A şi H ale unui segment de lung ime constantă alunecă 
pe două dr e pte pcr·pendiculare . Fie M un pun ct f ix al acestu i segmen t. 
Se cere locul pu nctului M . 

• [Se, la OA ca axă O x şi se notează. AM= b, MB=a. Locul este elipsa 

~ + ~-1-0. P roprietatea s" foloseşte la construcţia elipsograf ulu i.] 
a' b-

240. Fie M un punct pc elips a de semiaxe a şi b, F1 şi F2 focarele 
sale, iar O cent1·u l său. Să se arat e că avem rC'laţia : 

MF1. M l!'2 J.. M02=a 2..r... IJ2. 

[Se poate folo•i problema 230. Se poa te p leca şi d e la relaţia d e 
definiţie a e lipsl'i , se ridică la pătrat şi se ţine sea ma de tf'nrem a 
m edianel. l 

241 . Se dă elipsa (E)= x' + y' - l = U şi se notează cu (F.1) r e7.ultat ul 
a' b' 

înlocuir ii lu i :r şi y din (E) p r in x 1 ~i y1 . Să se demonstr eze că: 
a) dacă P (x 1,y1) este in terior clipsei, a lunei (E1) < 0; 
b ) dacă P(x1, y1) este ex ter ior elipsei. atu nci (Et )> O. 

[a) Se duce prin P o paral elă la Oy care taie elipsa ln Q(xo, y0) . 

Avem x
1
=x"' y, <y"' deci (E ) < :r~ - Y~ - 1=0 h ) Acelaşi procedeu , dar 

I llo b' . 
sensu l inegalită\ilor "" schimbă.) 

-lfU). Să se găsco.sci'i ecua \ia unei elipse avînd axele de coordonate ca 
axe ~simetrie şi trecînd prin punct0lc M(3, 4) şi N (ti, 2) (C.d.p. I. Dumi­
tr iu ). 

fu'- 45, u'=20.J 

-f- @. F ie MN ordonat a u nui punct variabil pe un cei·c cu cen t rnl în 
origine şi Q punctul care îm parte această ordonată într-un raport con-

stan t MQ = Ic. Se cere locul geometric al punctulu i Q . 
QN 

[Elipsă.] 

244. Se cer e l ocu l punctf'lor car e au suma pătratelor distanţelor la 
două drepte concur en te , f ixe, constantă (C.d.p.). 

[Se vor Iun b is ectoar ele u nghi urilor formale <le <lre p Le, ca axe.] 

?45. Se dă un cerc şi un d iamet ru fix al s5u . ·se cer c locul punctului 
M care are suma d intr e pătratul distanţei la diam etru l 'fix ~i pu tf'rea 
punctulu i faţă de cer c, constantă . 

[ 1':Ii p si\ ] 

~! !i1 
246. Se di:\ hi p~rbol<.1 H -:___ 1= 0 şi ne notează cu H1 rezultatul 

a" b' 
în locu irii în H a lui x , y prin x i. y 1• Să se demonstr eze că : 

a) dacii P(.T.1, y1) <"St <' fn afo.r·a rnmurilor hiperbolei, alunei H1 < u; 
. b) dacă P(x , , y1) este . inter ior uneia d in ramurile hiperbolei, a tu nci 

H1 .> U. 

u · 
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[a) Se duce prln P o paralel~ la Ox, care taie h iper bola în Q(XQ, 11o}. 
. . ~· 

Avem x 1 <x0, y 1=Yo. deci H1 <~.° -~ -1=0. b ) Acelaşi procedeu, sen-

sul inei<alitiiţilur 'e schimbă.) 

247. Siî se arate că expresiile EJ =(x0-c)2+y5; 
E2 =(Xo+c)2+iJ5 , în care (x0, y 0) sînt coordonatele unui punct de pe 

xu y <J. • 
h iperbola -;;;; - /ii - 1 = O, sînt pătrate perfecte. 8e interpretare geometrică 

au aceste expresii? 

[E1- (
0
;"-a)2;E,= ( c:+ay. Sînt pătratele distantelor de la 

punct l a focare.] 

248. Fiind dată hiperbola cu semiaxele a şi b, cu focarele 1"1 şi F 2 
şi cu cent rnl O, să se arate <.:ă dacă M este un punct al curbei, avl:!m re­
laţia: 

OM2- MF1 · MF2=a2-b2. 
[Se transpun ale! !ndtcaţiilc de la problema 240.J 

~~ Într-o hiperbolă echilateră, segmentul care uneşte centrul O cu 
un punct oarecare d~e curbă este medie proporţionali'\ între ccl~ouă 
raze vectoare FM, F'M care unesc focarele cu punctul M, adică OM2= 
~F'lr1·l"'M (C.d.p.). 

[Se va trata direct, apoi ca particularizare a problemei precedente.] 
250. F ie x•-y2 -a2 o hiperbolă cchilatcră. Să se arat<' că ordonata 

MN a unui punct M ele pe această curbă este egală cu tangenta dusă din 
N la cercul descris pe axa transversă a curbei, ca diamdru (C.cl.p.). 

[Se foloseşte puterea punctului N faţă de cerc.] 

251 . Se dă cercul cu centrul în origine şi cu ram r = 3. Sii se afle 
locul geometric al punctului M care are distanţa pînă la axa Ox cit jumă­
tatea tangentei duse din M la cerc. 

[Se foloseşte puterea punctului. Hiperbola f-f- l =o.] 
252. Se dă un cf!rc ~u raza r ~i un diametru (D) al său, fix. Să se 

afle locul punctului M care are raportul dintre puter ea sa faţă de cerc 
şi pătratul di~tanlei pînă la diamet.rul (U) <.:onstant şi egal cu k. 

Se vm· examina cazurile k< l; k=l; k>1 dcsenînd locurile geome­
tric~ şi in terpretind rezultatele. 

[GcncrnEzarca problemei precedente. T~ < l , elip•ă >1.1ezată între drep­
tele x=±r; f<=l, dreptele x=±•·; lo>l, hiperbolă. Pentru 1<<0 elipsa 
eGtc intcrioar~ cercului dat.] ! 163) Se dă un punct A şi o dreaptă (D). Prin A se duce o secantă 

vari~ care tuie dre<1ptu (D) în M şi în acest pund se ridică perpt>n­
cliculara p e (D). Pe această perpendiculară se poartă segmentul MN -M.fl. 
Să se găsească locul lui N. 

[Se ia (IJ) ca axă Oy şi perpendicular<) din A pe (D) ca Ox. Locul 
&;:.. este hiperbola ech!laternlă rnportată la aceste axe, cu un vîrt in A.] 

~ ~ Să se găsească ecuaţia unei hiperbole, raportată la axele sale, 
ştiind că trece prin punctele C(5VZ; 2 v5> şi D(45, 40). 

[a2=25, b'=20.] 

CAPITOLUL X V I 

I NTERSECŢIA CU O DREAPTĂ. 
PROBLEME DE TANGENŢĂ 

A. INTERSECŢIA CU O DREAPTĂ 

1. Problemele care urmează se pot trata deodată pentru elipsă şi 
hiperbolă, deoarece siugura deosebire între ecuaţiile celor două curbe 
entc că b2 se înlocuieşte prin ( -b2). Dacă însă am studia problemele numai 
pentru elipsă şi le-am transpune fără demonstraţie la hiperbolă, proce­
deul nu ar fi convingător, fiindcă nu se poate şti dinainte dacă simpla în­
locuire a lui b2 prin (- b2) duce totdeauna la rezultatul corect. Dacă am 
filee studiul separat pentru fiecare curbă, atunci ar trebui să refacem 
multe calcule cu t.otul asemănătoare. De aceea vom face un studiu simul­
tan pentru cele două curbe şi în acest scop vom scrie ecuaţiile lor con­
centrnte în una singură: 

X':! +EJC-1=0. (E=-±1), 
a' b' 

(1) 

astfel că pentru E = +1 se obţine elipsa, iar pentru E=-1 hiperbola. 
2. Intersecţia elipsei şi hiperbolei cu o dreaptă. Pent ru a găsi coordo-: 

natele punctelor ue inlerse<.:~ie ale elipsei sau hiperbolei cu dreapt11 y= 
mx+n trebuie sii rezolvăm s istemul 

y=mx Hi„ (2) 

Elimin!nd numitorii în prima ecuaţie şi înlocuind pe y din ecuaţia 
dreptei se capătă 

8blx2+a2(m2x2+2mna:+n2)-w2b2~o sau 
(a2m2+ eb2)x + 2a2rnnx+ a2(n2-sb2) =O (3) 

Âr0a~tă C'cuaţic ne dă abscisele punctelor de intersecţie ale dreptei cu 
elipsa dacă se ia e= +1 sau cu hipC'rboln dacă se ia ir - -1. Ordo1iatele 
corespunzătoare se obţin din ecuaţia dreptei, înlocuind P" x cu valorile 
date de (3). 
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Discuţie . Punctele de intersecţie dint re dreapta dată şi curba respec­
tivă sîn t reale, confundat e sau imaginare după cum realizantu l ecuaţiei 
(3) este pozitiv, zero sau negativ. Notînd cu R realizantul, avem 

4
/ 

R=4a~m2n2 - 4a2(a 2m 2+eb 2)(n2-€b2) =4a2b2[b2 I r.(a2m 2-n 2)]. ~ 

Dar semnul realL~aniului esie acelaşi cu semnu l expr esiei I' · i~ 
E - b2+ i;(alrn2-1i2) 

care pentr u elipsă (11=1) devine 
E . -a2m2+ b2-n2, 

iar pentru hiperbolă (e=-1) 

E1, = b2-a?'1?i2+ n2. 

(4> 

(5} 

Cazul elipsei a) V adt t:.>O, adică lnl< v' a2m2 +b2, punctele ele inter­
secţie sîn t r eale ~i cl istinctC', iar d reapta <'st e .~ecantri elipsei. 

b) Dacă E 0 =0, adică n= ±Va2m 2 +b2, dreapta taie elipsa în două 
puncte confundate şi prin urmar e este tangentă elipsei. 

c) Dacă E. < o. deci lnl >V a2m 2+ b2, pund e le de iniersec~it;; sînt ima­
ginare şi dreapta l"ste exterioara. 

Cazii! hiperbolei. I. Presupunind a2m2-b2 < O, prin u rmare b z._ 
-a2m2> 0, avem totdeauna l!:i,> O, deci dreapta y = m x + n t aie totdeauna 
hiperbola în două puncte male şi dislincle, adică este secantă curbei. 

Condiţia de mai sus cere ca - .!:_<m<!!..: aceasta din punct de ve-
a a 

dere geometric înseamnă că paralela dusă prin origine la dreapta dată 
este conţinută în unghiw·ile asimptotelor, în car e se ailă \iÎ ramurile hi­
p er bolei. De aici concluzia: orice paralelll la n dreaptă care trf'Ce prin ori­
gine .~i tnie ram urile unei hiperbole este de asemenea o secantă a hiper­
bolei. 

I I. Presupunem acu m a2m 2-b2> O. P utem avea următoarele siL<Aalii: 
a) Dacă l!:„> O, adică lnl >V a2m2-b~, pund<'lc de intersceţje sînt 

reale şi drenpta <'St<' secant(! hiperbolei 
b) Dară F:i. = O, sau n= -I y a2m2- b2 , punctele de intersecţie sînt con­

fundate şi dreapta est e ta.ngenili hi per bolei. 
c) Dacă Ei.< O, deci lnl < v' a2rn2-b2. punctele de iniersec~ie sînt ima­

ginare şi dreapta nu taie hip<'rbnla: en rstr situatn intre cde douli ra­
muri ale hiperbolei. 

III. a2m2 - b2= 0, ele unde m=±~. In acest caz ecuaţia (3) nu mai 
a 

este de gr adul al II- iea, c::i de gradul I şi 1111 mai f'xistă decît un singur 
punct de intersecţi e' la distanţă finită. Al doilea punct este la infinit (ele­
vii vor demonstra că dacă în ecuaţia ax2-Lbx+c~ O, a-+0, una din rădă-

cini tinde către co ). Dar m= ::L !!_ sînt coeficienţii unghiulari ai asimp~o-
" telor hiperbolei. DP aici proprietatea: 

Orice prtralelă la una din asimptotele hiperbolei taie i:urba în tr-un 
singur punct la distanţă finită. 

l>!TP.RSECŢIA. C U O DREAPTA. P R OBLE ME DE TANGENŢA _ _ __________ 1_6_7 

Pent ru hiperb ola echilaterală discuţia e:;ie aceeaşi cu specificarea că, 
deoarece a = b, expresia a2m2- b2 devine a 2(m 2-l). 

x' 
E xe m p l e. a) Să se afle punctele d e inter.<P.cţie ale elipsei 4-l-Y2- 1-0, cu 

dreapta 3x+ 2y- 3=0. 
Din ecunţia dreptei se scoate 2y=3(1-x), care dus în 

9 ..L J'3î 
x2+4y'-4-0, dă l0x~-1Bx+5=0, cu rădăcinile Xi• 2= 10 

ecuaţia elipsci 

Rezultă y, , 2= 

3 l -1- ;(31 
=2·~ 

b ) Dreapta y=2x+ 7 e.•tP. extc1·ioară elipsei x2+3y2-9=0. 
I n adevăr dln "cuaţia elip sei se dedu ce a2= 9, b2-3. Exp1'esia E0= a'm'+ 

+b'-T·' devine E
6
=9·4+S-49 = -10 <0, deci punctele d" intersecţie a le dreptei cu 

P.lipsa sint imagiuare. 
c) Să se determine punct ele comune ale d1·eptci x-211+4=0 <.-u hiperbola 

~-i.-1 ~o. 
16 g 

Din ecuaţia drep tei rt>7.t11tă X=2y-1 care <lus în ecuaţia hiperbolei dă 

9(4'li2-::-16Y+16)-l6Y2- 9 · 16=0. 

Dupl\ reducerea termenilor asem enea şi împărţirea cu 4 se obţine 5y2- :l6y= 0, rlP.d 
36 52 . . . 

l1t~O ş i y2~S la ce.re corespund x, ~-4, '"2= -
5

. Dreap ta taie hiperb ola în p unct.ele 

(
52 36) 

A'(--4, O) - vlrful hlpt!rb ulei - şi P 5' 5 
x' ~ y' 

d) Dreapta y=2X-ll este tangentă Mpcrbolei -;::---1=0. Să se afle punctnl. 
2n 36 

de contact. 
Ii:locuind pe y în ecuaţia hiperbolei se obi;nc 
36x'-25·4(x'-Bx+l6)-25·36=0, care se împarte rn 4 şi după or dona.rea terme­

nilor dii 

(
2s o) 

Punctul d e conta ct Al"" coordonntcle 4 ' 2 · 

B. PROBLEME DE TANGENŢA 

3. Tangenta 'într-un punct curent, la o curbă oa1·ecare. Este bine să 
r eamint im următoarele chest iuni din anafo:a matematică, de care ne vom 
folosi în problemele de tangenţii. 

Derivata u nei funcţii y=f(x ), în punctul d f' abscisă x0, e:;ie tangen ta 
trigonometrică a unghiu lui a făcut de tangenta geometrică în M la curbă, 
cu axa Ox. In limbaj anali tic vom zice mai scurt: derivat a calculată in 
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punctul M (pen tru x-x0 ) este coeficientul unghiular 
al tangentei la curbă în M (fig. 78). 

Dacă notăm cu y6 sau f'(:c0) valoarea derivatei 
pentru x=x0, putem scrie 

m~y'0 -=f'(x0)=tg c.. (6) 

O riată reamintite aceste lucruri, să trecem la 
problema pe care ne-am propus-o. Ecuaţia tangentei 
la o curbă, dată prin ecuaţia ei, se va scrie ca o 

drcnptă care trece prin punctul M(x0, y 0) al curbei 
şi are di.recţla cunoscutil, dată de derivaLa Iunc~iei 
Y = f(x), în arel punct. Prin w·mare 

(7) 0 Yu=Y6(x-xti 

cu condiţia Yo=f(xo). 
Trebuie tot deauna să se scrie după ecuaţia tangentei (7) şi condHia 

ca punctul să se găsească pe curbă, aşa cum s-a făcut aici, căd fără 
această condiţie (7) nu mai reprezintă tangenta Za curbă. 

Exemplu. Să se găsească ecuaţia tangenlei la curba y= x' + 1 , in 
; x- l 

punctul M(-l, O). 
1n primul rînd se constată că punctul se află pe curbă. Derivata 

, 2x'-3x' - 1 . S , . 
y = , cl.cv1ne, pentru x~-1, Yu=- - , astfel ca ecuaţia ian-

~-D 2 
. 3 

gente1 este y=--z (x+ J) sau 3x+2y+3=0. 

Ca verificare, sistemul format de ecuaţia cw·bei şi a tangentei fr~buie 
d aibă o soluţie dublă (x=-1). 

4. Tangenta într-un punct al elipsei sau hipe1·bolei. Scriem ecuaţiile 
elip sei şi hiperbolei condensate în 

..=:+JL'...-1=0 {z=+l, elipsa 
a• •h' E=-1, hiperbola (8) 

Pentru tangenta hi curbă în Mo(Xo, y 0) avem nevoie de derivata 
!l:ncţiei y, deci de y ·'. Pentru aceasta scoatem din ecunţfa curbei 

112 = i;b'L._ "b' x• 
. a' 

de unele, prin derivare în ambele părţi în raport cu x, obţinem 
î p;b2 Eb:tX 

2yy =-2- x sau y'=- -.-.-
a' a·y 

tn ' Eh2xo . punctul Mo(x0, y0) vom nvea Yo=-- -- şi 

scrie vezi (7) 
a2Yn 

ab':to y-yo- -- - (x-x0 ) 
o'yo 

ecuaţia tangentei se 

IM°i'EHSICCPA cu o DllEAI'TA. P R OnLTCM1" n E TANGE __ N..:.Ţ_A ___________ l_6_9 

~u. înmulţind cu y0 şi împărţind cu ~ba 

.:"'• + !l!f!>. _ (.-.1.f.1IY•)=0 
~ c~ ~ e~ ' 

cu condiţia ca i\10 ~i'\ verifice ecuaţia (8), adică 
-' . 

Xo +.J&.... - 1=0. 
a2 slT 

însă, în baza aces tei cond iţii, suma din p11ranteză este egală cu uni­
tatea, astfel încît formA rlc'finitivă a tangentei la curbă (8) este 

ll w ~ ~ -• +~-• -1 ~ 0 cu condi~ia -~ + - - 1=0. 
n: eb2 

' · a' cbi 

Acum separăm cele două curbe (8) luînd pentru elipsă E= +1 şi pen­
tru hiperbol5 a= 1 şi obţinem: 

Tange n ta la elipsă în punctul Mo(Xo, Yo) 

l z x. -1- -"!Io --1 =O 
u.2 b~ ' 

:r' . y• 
condiţia-'!+~ -1=0. 

a' h' 

Tangenta la hiperbol/i în punctul Mo(Xo, Yo) 

-\5' ~l/o l X~ 'I~ 1 Q j--z;;--1- cu condiţia7-1Ţ- = · 

Dacă se elimină numitorii, ecuaţiile tangentelor !ie scriu 

b2xx0+ a2yy0-a2b2 =O 
b2xx0-a2yy0-a2b2 =O 

pentru elipsă 
pentru hiperbolă 

(9) 

(10) 

(9') 
(10') 

Ex" m p le. a) Să se scrte ecuaţiile tangentelor la elipsa x2+ 9!1'-4=0, î11 pnnc­

totle care (Llt absd.<a X-1. Dln ecuaţia elipsei se deduce, pentru %~] , V=± r3s_ 

Tangentele in cele două puncte M1 (I, ~3) • M, (1. :-- \1
3
3 ) 

vs 
~·l Y3 --+ -- -1=0 

4 - 4 

9 

sau separate 

x+sv311-4=0 şi x-3'/3-y-4=0. 

Ele se înt!lnesc pe axa ox in punctul (4, 0). 
X:;;- y-:1 

b) Să se scrie ecuaJia tangentei la hiperbolă 8-9 -1=0, în punctu! (4, 3). 

Punctul verifică ecuaţia curbei, deci se găseşte pe biberbolă. Ecuatia tan~entel 
:t' 4 I/' 3 :I: l/ ă I f)s • • d' ( -este ---- -1=0 sau--~ - 1-0. Sub acea.•til form se o erva ime 1a 

8 9 2 3 
<:ă tăieturile dreptei sînt P(2, O), Q(O, -3). 
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5. Tu1igentele de direcţie dată. Direcţia este dată de cueficientul un­
ghiul ar m . Problema care se pune est e de a determina ordonata la origine 
71 aşa fel ca dreapta y=mx+n să fie tangentâ elipsei sau hiperbolei , 
adică să t aie curba respectivă în două puncte confundate. 

Tangentele de direcţie dată, 'la elipsii.. Cond iţia ca dreapta să taie 
elipsa in două puncte conlundate este (§ 2) ca E. = a2m 2..L h'l__n2= 0, de 
unde n= ± v a:~m2+b2: o dată determinal n, se introduce în ecuaţia d rep­
tei şi se obţin două tangente la clipsii, care au direcţia dată prin coefici­
entul unghiular m 

(11) 

Luînd pe rind semnul ( + ), apoi (-) ~e vede că cele două tangente 
paralele sînt simetrice faţă de cent rul elipsei, deoarece taie axa oy în 
două punc:tld sim etrice. 

Să se observe că fiind d<tl m, totdeauna există două tangen te la elipsă, 
avînd coeficientul unghiular m, deoarece a 2m2+ b2> O. 

Dacă a-b- r regăsim ecuaţiile tangentelor la cer c, cu o direcţie dată, 
C'înd cC'ntru l cercului es te în origine. 

Tangentele de direcţie dată, la hiperbolă. Tot la § 2 am găsit condi­
ţia ca dreapta y =mx+n să fie tangentă hiperbolei , anume E11=b2__a2m'L1 
+n2= 0, de unde n= ± l/a2m2-h2. Inlocuind în ecuaţia dreptei, se găsrsc 
ecuaţiile tangentelur care au direcţia dată de coeficientul unghiular m: 

(1 2) 

Ca şi la elipsă, ele slnt simetrice faţă de centrul hiperbolei. 
In p m•ticul ar dacii'a=b ubţinem ecuaţiile tangentelor, cu dirC'cţia dată 

de m, la hiperbola echilatf'rală : 

y = mx±a V m~-~ . (12' ) 

Spre deosebire de elipsă şi cerc, la hiperbol /1 nu se pot duce langen te 
paraldc cu urice dreaptă, deci p entru orice m . În adevăr pentru ca tan­
gentele să fie reale trebuie ca a2m2-b2> O, deci 

m<- _b, sau m> !!., (13) 
a a 

Prin urmare trebuie ca direcţia tangentei să far'..li r'.U axa Ox un unghi 
mai mare (în valoare aboolulă) d ecît al asimptotei. 

Altfel spus, o pn.rale'lă. dusă prin centrul hiperbolei, la o tangentă 
oarecare a curbei, este exterioară unghiului asimptotelur care cuprinde 
axa Ox, d eci nu înlîlneşle curba. 

X 
Ex cm p I c. a) S4 se scrte ecuaţiile tangentelor cu direcţia dată de 

. x' y' 
elipsa - + - -1=0. Sii. •e afle coordonatele pu nctelor de cont act. 

9 1 

Avem n=±, / 9 • ..!:.-1-4= -I ~. Ecuaţiile tangen tel or s int y = ..!.. x + 5 

V 1 -2 ii 2 
I 5 = 2 :t - 2 sau x - 2y+5=0 şi x-2y- 5=0. 

m = -· la 
2 

şi y~ 
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Inlersectînd „i; ;"a cu fiecare din cele doui\ d repte se găsesc punctele n e con-

tact T (-! • .ţ) • T' (~ 1 - ~) • 
5 .'.) .'.) 5 

b) T anaentP.le ln. chpsă pa1·alele cu a doua btsectoai·c sint: 

·u=-x+ \la'+b' •au x+v~- va"+IJ2=0. 

c ) Tangentele la /dpe1·boli1. paralele cu P'Tima uisec tuaro stnt: 

y-o:± V n.2-b2 sau x-y:: V n'-b2= 0. 

Astfel de tangente n u exislă decit la hiperb olele care au a> b deci u nghiul 
asimptotelor . !n care est<J situată hiperbo!a, este mai mic decî t 90• ' 

6 . Problemă. Sii. se afle locul geometric al puncte!nr de unde. se pot duce tan­
gente ·µ~rpendiculare la el-ipsă. 

Cele.I două tangente fiind pel'pendiculat·c vor avea rtrcpt co~fi ~ienţi unghiulari 

m 5i m Ecuaţiile lor se scr iu an tnn~cntc ln el ipsă cu direcţiA rlat;;, deci 

şi y- - !._ x + , / a' · ~ + b' . 
ni. V 71„~ (14) 

Locul geom etric al intersecţiei celor două tangenle ,„ ul.Jţin<J ellminînd para­
metrul m. Pentru acea sta se elimină numitorul ln ccn de-a dona ecuaţie, apoi se 
separă radicaHi şi se ridică la pătrat. J!:cuatiiJe devin 

y 2-2mxv+m0.r.'= a2m 2+b' 
m2y"+2mxu+x'= a2+m' b''. 

Prin a dunare se capătă 

c1+m2)x2+ c1+m')y 2= Cl+m')a2 I (1 l ·m2)b>, 

ecuaţie cnrc se împarte cu i+m2* 0 şi dă locul geometr ic 

x'+Y2=a2 I b2. (15) 

Loc.ul este 111~ ce:rc concentric cu el:;>:sa, cu .ra:z:a\ cil Uia g-onala dreptunghiului 
co.nsku1.L µ~ ~ein:ax~. Act!t:>L c~rc este ch·cumscris drcplunghiutui carF. încadrează 
F.hp.<;n ş1 :::.e numeşte cercti. i lui M rlnQP. sau cercul 01·toptic. 

1. Problemă. Sii. se «f le !ucu l ueome!"Tic al punctelor da unde se pat rlnce tan­
oente 7)erpendiculare la hiperbolă. 

Este_ in util si'1 reluăm ca lcu lu l făcut la elipsă (elevii il vor Cnce cn exerciţiu si 
ca ven ficnre). Locul se găseşte direct i r. locuin d în (1.5) pe h " p1·in (-b'), ceea ce 
dă cercu l 

(16) 

Acest cerc cu cen'i.rul în od giut.:! <::11·e raza r= "\/ a'2-b2 de unde se ve.:(]e că nu 
este _re-.:il dccît dncă a> b. adică dacă ltnghiuL asim ptoteln;, care conţine ax u trnn>-
1,er.~a, este asc'l.!ţit. 

311 c:-;:;.il ~Iperbolei ~chilaterale (a~ b), ,:-crcul. se „„duce la u n punct: origi i<ea . 
l'anl:lentt:.~ p~1 pend1 cula1 ~ rh1~ P. d111 on g1ne s1n t chiar asin1plut~1~. 

. ~enti:u . lupe1·bol"~e ~am " " a <b (asimptotc~c fac u n ung hi obtuz), cercul es te 
1mab,!1nr ş1 711_! exista nici un punct d m car~ se se poată duce tangent" perpendi­
culare la curba. 

In cazul cinel cercul este real (a>b) e l se n ur:neşte, ca şi la elipsă, cercul lui 
Monoe sau ce1·cu! 01·toptir.. 

8. Tc111.gentel~. clu se dintr-uu punct exterior, ia elipsă şi hiperbolă. 
Consideram ecuaţule celor două curbe concen trate în 

x' y'2 

~+ •'" - 1= 0 
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şi fie P(x
0

, y 0) punctul exterior din care vrem să d ucem tangentele. Pen­
tru aceasta scriem tangenta cu direcţia dată de coeficientul unghiular m, 
neueterminat 

y=mx+ Va2m2+ sb2 

9i îl aflăm pe m punînd condiUa ca această tangentă să treacă prin P. 
Trebuie să avem 

y0=mx0 f-V a2m2+r.b~ 

de unde, izolînd radicalul şi ridicind la pătrat obţinem ecuaţia de gradul 
al Il-lea în m : 

(17) 

Din cauză că facem o ridicare la pătrat est.e inutil să se ia înaintea 
radicalului :lin ecua~ia tangentei, semnele (±). 

Dacă luăm •= 1, atunci avem ecuaţia în m pentru elipsă 

(Yo-m.:r.o)2=a21n.2_+ b 2, (17') 

iar dacă luăm s=-1, avem ecuaţia în m pentru hiperbolă: 

(Yo-mxo)2=a2m2-b2. (17") 

F iecare din aceste două ecuaţii dă două rădăcini Tnj_, ~ deci două 
direcţii pentru car e tangenta la elipsă sau la hiperbolă trece prin P . Ecua­
ţiile acestor tangente se scriu simplu, observînd că Lrec prin P(Xo, y0) şi 
au direcţiile cunoocule 'TnJ., m2: 

(li!) 

Dacă m 1, mi sînt r5d5.cinile ecua\,.iei (17'), atunci (18) reprezintă tan­
gentele d use din P la elipsă: dacă fnt , mi :;în t rădăcin ile ecuatiei (17"), 
atunci ( LB) reprezintil tangentele duse din P la hiperbolă. 

O b se r va r e. Dacă se ca1culează realizantul ecuaţiei (17') sau (17") 
se obsc1·vă ~ă pentru ca m să fie renl trebuie ca P să Ei e exterior elipsei 
sau hipe-rhole-i (lu hiperbolă exterior înseamn 11 situat în regiunea care 
conţine axa '1etransvcrsi:i). 

E x e m p l e. a) Să se scrie ecua(-iiie tangentelor duse ta eli.psă din pu11ctul 
(fia. 5b). 

Ecuaţia (l 'I') ne do (5b-5am)2=a2m2+b2 sau, dezvoltat : 

24a2rn"-50amb+24 b2-0 
4b 3/i 

cu rădăcinile m 1= (la, m, = :J,;"· Ecuaţiile celor două tangente sint 

-iii 3/J 
y-5b= 3a (:r-5a ) şi v-5b= 

4
a ( X 5a) sau 

4bx- :{av-5a.b= O sl 3bx-4a.y+5ab=O. 

b) Să se .~c•ie ccuaţlilc ia.1111e1Llelor duse cti1t punctul 1-{ 3, ~)la hiperbola. 

i' 11' 
--- - 1-0. 
36 25 
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fo;cuaţia (lrJ ne dă (f-3m)2 -36 m2-...25 sau 27 m ' - /-15 m-
125 

= o, cu rădăcinile 
5 25 " 1 

m = - • m - - . Ec ţ • ·1 5 ,, 5 1 
6 ., - -

18 
ua u e lanF(<!ntelor sînt y- -;;- =-;- (X- 3) · 

25 :< 6 Ş l y - 2 = 
= -· 18 (x-3) sau 5x-6Y=0 (una di n asimptote) şi 25x+18y-120=0. 

F"p~ul că un~ din tangente este chim· esirnptota hiperbole i se explică Prin 
~c~!"c.:'i~b:. se afla pe acea asunptolă, car" astfel este una din tangentele duse din 

EXERCIŢII ŞI PROBLEME 

25.'i. Să se determine punctele de intersecţie din t re !'li psa .-r.2+3y:L_ 
-27=0 şi d reapta x-y-3;--' 0. 

lco. -3)şi G- . f ), J 
!!56. Să se ducă în elipsa ~c2 +4y2 =9 o coardă al cărui mijloc să fie 

punctul M(2, 1). (C.d .p.). 

[S" uuce dreapta Y- l =).(x-2), car e taie <> lipsa în două puncte ast­
~. +x" 

fel ca -
2 

'=2, de unde se scoate. L Nu se r<>zo lvă ecuaţia d e gradul 

al II-iea, ci •e foloseşte semlsuma rădăcinilor.] 

25'. · S_i'I se rletermi?e e_cuaţia unei .drepte îndinate cu 60c foţii de axa 
Ox, ca1e s~ detetmme ln hiperbola ech1lntcril :r.2.._y?=a2 o coardă de lun­
g ime 2a V2 (S.G.M. VI). 

[y=V'3x±2a.J 

. 2 .58. _O d'.e_aptă paralelă la axa nt>trnnsversă a unei hiperbole taie 0 
a~imptota a e1 m M, o ..... ~:~_nrnri'I a hiperbolei în N şi axa tra11sversa în P. 
Sa se arate cil avem PM1-T'N2=const. cînd dreapta \'ariază (C.d.p.). 

_259. O para1clii (8) la axa netransversă taie o hiperbolă în punctele 
M ŞI N. ~arale-lele la una din asimplule, duse prin M şi N, taie nxn nc­
t ranwersa, respectiv în P şi Q. Să se demonstreze că p1·oclusul OP. (JQ = 
=const., alunei dnd (~) vurinză. 

l ConstAnta este h2.] 

260. Să se găsea~cii un punct M pe elipsa i'.... + y' -l - 0 fe l 
369 144 • aşa 

cn razele vectoare să fie perpendicul::irc. 

[M(.-ro. Yo ). Condiţia de pPrpendicu laritate duce la X~+ !/~ = 225. deci 

M trebuie să fi~ pe acest cerc şi pe ehp'ă. Patru puncte: x=+ g V1i 1 ..... 5 

y-+~' ] - 5 
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261. Să se trateze problema de mai sus în cazul general şi să se gă­
sc~ască condiţia ca să existe soluţi i. Cum se pot construi grafic cele patru 
puncte? Să se deducă şi pe cale geometrică condiţia ca să existe soluţii. 

P entru ce fel de elipsă avem numai două solu~ii şi care sînt ele '/ 

[Condiţia este c>b. Dacă c= b, deci a=b :;f2. numai două soluţii.] 

262. Un unghi drept se roteşte în jurul v!rfului său, care este în vî1·­
ful A al unei elipsf', iar laturile sale intîlnesc din nou elipsa în punctele 
M şi N. Să se df'monstreze că dreapta MN trece printr-un punct fix. 

[Par Liculari;,;are a teoremei lui Frcgier. Ecuaţia dreptei MN: 
m 2 --l 

(ci2+b')mx+a1(m2-1)11-ac2ni= O. Se împarte cum şi se notează-~= Â.; 
m 

se obţine un fascicul.] 

+ 263. Să se scrie ecuaţia tangentei în punctul x ,...- 2, la curba y2=x~+ l. 

[Y=± yx3+1, deci curba arc două r am uri. Tangenta la 1J= V x'+l 
este ~:r.-11-l=O.] 

+ 264. Să se scrie ecuaţia elipsei care trece prin punctele M(6, 4), 
B(O, 5), elipsa fiind raportată la axele sale. 

Să se st:i'Îe ecua~ia tangentei !n punctul M. 

[ ~ ~ ] 
100

+ 15-l=O; 3x+sy-50=0. 

+ 265 . Să se scrie ecuaţia tangentei la elipsa fa+ f-1 = O, în punc­

tul din cadranul I Clare are x ~ 2. 

.ţ. 266. Să se găsească ecuaţia unei eJ ipse, raportată la axele sale, ştiind 
că ar e axa mare egală cu B şi este tangentă dreptei y=x+!J (C.d.p.). · 

[a2= 16, b~=9.J 

267. Să se găsească ecuaţia unei elipse care Pste raportată la axele 
~ale, ştiind că axa mică t"Ste df' 6 unităţi şi are ca tangentă dreapta 
x-2y f-1 4= 0. 

268. Să se dctcrminP ecuaţia elipsei, raportată la axele sale, care 
este tangent il dreptelor :e-4y + 13 =0 şi 4x-5y-25=0. 

Să se figui·eze elipsa şi dreptele. 
[a2=25, b~-9.] 

269 . Să se afle ecuaţia elipsei, raportată la axele sale, care este tan­
gentă dreptei 2x+ 3VJy-24 =0, în punctul (::J, 2'\/3). 

[a2=36, b2=16.] 

::: 

"' "' 
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/21o. Să se găsească ecua~ia hipei·bulei , rapo1~Lată la axele sale, care 
este tangentă dreptei 3J:-2y-8=0, în pu nctul (6, ;i). 

271. Să se scrie ecuaţiile tangentelor la hiperbola 

paralele cu dreapta 2x-y+2= 0. 

(a'=l6, b2-20.] 

x2 tl - -- -1 ~0 
25 36 ' 

[y=2x± 8.J 

272. Să se găsească ecuaţia unei_hiperbole, stiind că t"Stf' raportată 
la axele sale, că distanţa focală este FF' = 10 şi că este tangentă dreptei 
5x- 4y-16 =0. 

(a2= 16, b2=c2-a1= 9.] 

273. Să se afle ecuaţia hiper bolei, raportată la axele sale, care este 
tangentă dreptelor' 7x-!Jy-25 = U şi 8x-5V~-20 = 0. 

[ 112-25, b2=24.J 

274. Să se determine hiperbola echilaterală raportată la axe: 
a ) care trece prin punctul (l ::J, 5); 
b) care este tangen t.'1. d reptei 3x-2y 1 0 = ~; 
c) a cărei tangentă în punctul cor espunmtor abscisei focarului arc 

onlonata la origine y=:l. 

275. Se duce prin mijlocul sf'miaxei OB' o po.ralelă la axa mare a 
unei elipse, care taie elipsa în punctele M şi N. Să se arat~ cii tan_genta 
în M <'Stc paralelă coardei BN şi tangenta în N este paralela coardei DM. 

276. O tangentă variabilă la elipsă intîlneşte tanţentcle duse la cx:;­
tremi).ăţile_A, _A' ale axei mari în punctele P şi Q .. Sa. se demonst reze ca 
prud\.isul .4P· A'Q este constant. Să se precizeze dmamte care este con-
1;tanta . 

[Pentru a preciza constanta, se duce tangen ta în B, poziţie particu­
lară.] 

277. Aceleaşi date ca mai sus . Să se arate că segment u I PQ al tan­
gentei variabile es te vă:mt clin lucat·e sub un u nghi dr ept . 

278. Să se arate că produsul distanţelor de la focare la o tangentă 
oarecare a elipsei esie constant (C.d.p.). 

279. Produsul distanţelor de la un focar la dou il. tangente paralele 
este constant. Să se caute legătura dintre această problemă şi cea pre­
ceden tă. 

[Di.J1 ca uza simeir iei, dislan\ele din această problemă s înt egale cu 
cele din problema prcccdcntii.J 

280. Se duce tangenta într-un punct M al unei hiperbole. Să se arate 
că M este mijlocul segmentului din tangentă, cuprins între asimptote. 
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281. O dreaptă întîlncştc o hiperbolă în M şi N, iar asimptotele ei 
în P şi Q. Să se arate că segmentele MN şi PQ au acelaşi mijloc. 

Să se deducă de aici propr ieta tea din problema precedentă . 

282. Să se afle ecuaţi ile tangentelor duse din pw1ctul P (5, 7) la 
:c~ y2 

elipsa -+- - 1= 0. 
100 64 

[3x+ 5y-50= 0 ; x+3y-26= 0. ] 

283. Fiind dată o elipsă cu focarel e F ş i F', se ia un p u nct T pe 
tangenta la elipsă într-una d in extremităţile axei m ici. Să ~e arate că a 
d oua tangentă dusă prin '1' . la elipsă este tangentă şi cerculu i T F F' 
(C.G.M M 1 >!28). 

284. O tnngentă variabilă întîlneşte î n M şi M' tangentele <luse la 
extremităţile axei mari ale unei elipse. Se cere l ocul g eometric al inter ­
secţiei drepf·elor M A' şi M 'il . 

. b" 
LE lipsa cu axa mică P" j umătate. Se ia l\Vl = l. şi atunci M' A= I: 

Vni şi pr oblem a 276.) 

285. Aceleaşi date ca m ni suR. Se cere locul intersecţiei perp endicu­
l arelor duse d in M şi M ' , r espectiv pe OM' ;;i OM. Locul fiind o elipsă 
cu semiaxele a :;;i (3, să se arate cil nvem relaţia 

286. O elipsă are axa mnrc ."'lA' = 2BB'. O tangentă vnri abilă taie 
t angenta din B în punctu l N şi t angenta din B' în punct ul N' . Se cer e 
locul intersecţiei perpendicul a relor duse din N şi N', r espectiv pe RN 7 şi 
B'N. 

rcercuJ x'Ll-u'- 112= 0.J 

287. Să se găsC':J.scă ecuaţiile tangentelor d use d in punct ul C(7a, Bb) 
la hiper bola cu semia xele a şi u, rapoi·tnti'i la axele sale. 

[~-~-I =o 
311 3b ' 

13~+ 12u _ t = o. ] 
- Sa fib 

288. Să se găsească punctul M pe axa nctransversă a unei h iperbole, 
astfel ca tangen tele duse la curbă să d etermine pe tangenta fn vîrfu l A 
un segment d e lung im e da tă 2 k . Care es te valoarea minimă a lui k? Caz 
particular k = c (semîdistnnţa focală). 

!Se scL"ie ecuaţiile tangentelor ş i ,qe taie cu x- a=O; M(O, V k'-b2, 
M'(O,- V k'-b2

; Tc=b cînd M =o O. Caz particular; M(O, a ), M' (O, -a).] 

• Con~ursul „Gazetei Matematice". 

J 

, I 

' 
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.--
289. Prin focarul 1" al unei hiper bole sc d uce perpen<licular a pe axa 

transversă şi fie C unul din pu nctele unde această perpendiculară întîl ­
neşte h iperbola. Si:l se afle Pcuaţiile tang en telor paralele car e determină 
pe tangenta în c u n segment egal cu 2 v a~+c2. 

, Caz particular pen tru h iperbola echilateră. 

[ ( 1>2+c~)x-2acy±a'-o ; 3x-2V'Zii±a=O.] 

290. Se dă h iperbola echilateră raportată la nxclc sale şi cercul 
car e are ca diametru axa transversă. O pnraldă la Ox taie cer cu l în M 
~i hiperbola în N. Să se determine această paralelă astfel ca tangentele 
în M şi N la r.:ele două curbe să fie perpendiculare. 

291. O paralelă (.1) Jn u na din asimptotele unei h iperbole înLîlneşLc 
h iperbola în punctul M . Tangen ta în M la hiperbolă tciie aceeaşi aRimp­
toLi:l în N. ,Sp cere locul geometric al intersecţiei drep t <'i ( .1 ) C11 paralela 
dusă p r in N la o d oua asimptotă. 

[ 
ri y' ] 
2a' - 2h' - I ~ O. ' 

. 292. O elipsă şi o hiperbolă au aceleaşi focare. Să se arate că în 
punctele d e intersecţie tangen tele la cele dCYl.lă curbe sînt perpendiculare 
(curl..>ele sînt ortogonale). 

12 - Geometrie 1111olitlel ci. Jo:. 
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><; 

Pentru raza vectoare li" M este destul să schi mbăm pe· c în 
ecuaţia 

\ 
\ 

(-c) 1şi9Jgăsim I (F'M)yo-:i:-(x0 +c)y+cYo=O. _ 

Ecţaţiile bisectoarelor u nghiului for~rnt de razele vectoare sînt 

y,x - (x0 - c)y - cy, = ± 
±Jyij + (x, -o)' 

!/0:t - IX0 + c)y + r.!10 • 

±Jyg + (x,+ c)' -

Pentru a scrie bisectoarea exterioară, n e vom referi la regula pe care 
am dat-o la scrierea bisectoarelor, anume vom face ca în fiecare wirte a 
ecuaţiei termenul liber din ecuaţ.ia normală să fie negativ; pentr~ceasta 
în prima parte' sc ia în faţa r adicalului (+), iar în a doua~rte (- - ). 
Apoi în faţa liniei de fracţie. pentru ungh iul care cont5* o)g'nea se ia 
semnul ( + ), deci pentru unghiul exterior (- ). ( 

' --~· 
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~i 'Ţ'inind apoi seama că1/(x0 I c)i+y5 ._,._ a 

= a" - ex,, [a se vedea cap. XV, (:J)J, ecuaţia bisectoarei exterioare este~. l 
" 

11ox- (x, - c) y - cy, y0x- (x, + ")!/ I r.y, 
a, - cx0 a.i + cx0 

Daci\ facem suma numărăiunlur pe ~urna numi torilor , apoi diferenţa 
1rnmărătorilor pe diferenţa numitoriloe obţinem ~ 

y,x -:-x.u =~sau x0y0x + (a2- x5 )y-a2yo =O. 
l/.':J :li-. 

Tnsi'i M fiind pc ~p~. din (1) rezultă a 2-.< = ~ifo şi ecuaţia bisec-

::a::in:e;~rne XoYoX+~~-a2yo= O, caee simplificată~ll y ..,-im ărţită I 

, 6 XX~ I •1~· I = O, (2) 
['),~ a· h· 

~ adica tangf'nta în M. Pnn urmar e bisectoarea unghiului exLenur celui 
.format de l'azele vectoare este tangenta în M. Perpendiculara în M pe 
tangentă la curbi:i poartă numele de n01·malu lu dipsii. in punctul M . Ebte 
evident că normala este bisectoarea interioară a unghiului format de ra-

J 

7.l:!le vectoare FM, F'iV!. 
O b s c r var c. In baza acestei propeictă ţi, dacă o jumătate de elipsă 

a r fi oglindită p e partea interioară şi s-ar aşeza o sursă luminoasă în­
tr-un focar, atunci razele reflecta te thff cum:en Lra în celi:ilalt focar. Din 
acea~tă cauză propr ietatea se .numeşte vroprietatea optică a elipsei. 

2. Tangenta la hiperbolă intr-un punct M este bisectoarea inteiioară1 / 
-a unghiului formai de razele vecluare rile · lui M. Deoarf'cP M(x0, y0),

1
, 1 

F (c, O), F' (- c, O) ecuaţiile dreptelor FM şi F' M rămîn absolut awl1::a~i 
ca la elipsă. Ca i;ă ne asigurăm este destul să privim dete1·m·nantul care 
li FM şi să observi'im că elementele sînt aceleasi. 

cosebirik fa~ de elipsă sîr;t următoarele : . 

'onqiţi1 ca M 'tă tie pe hiperbolă "': _ J[__ · 1 = O; ''D' a- b' 

avem c>a, 

~· 



Dacă se aplicii şi aici proprietăţile rapoa1'Lelor egale şi se face suma ' . 
numărătorilor pe suma numitorilor, apoi diferenţa numi:irătorilor pc di­
ferenţa numiLot·ilor, se obţine 

_y.x - """ = Y - Y• sau XoYox-(xi-a2)y-a2yo= O. 
- a'J :tu 

Dar din condi ţia ca M să fie pe hiperbolă avem x~-a2-~y2 care in-/J'l QJ 

locuită în ccua (~a ~e mai îr:iainte şi făcînd aceleaşi operaţii ca la elipsă, 
ne duce la ecuaţia b1sectoaret 

aceasta nu este dr.cit tangenta în M la hiperbolă. 
Bisectoarea exterioară a unghiului Ftv!F' este pr.rpcndiculară pe tan­

genta în M , prin urmare este normala în M la hiperbolă. 

-.J. C~ ~trucţi.a tangentei la elipsă şi hiperbolă. Fie M 
p unctul

7
JE cat·e vr~m sa ducem tan!lenta la elipsă. P relungind raza vec­

toare F_ M cu lunşirneu MN-MF (fig. 79) se fonnea~ă triunghiul i8osccl 
FMN, m care. bisectoar ea (tangentu) este şi înălţime şi mediană. Prin 
urmare tangen~a ~n M .se poate construi fie ca mediatoare a segmentului 
F'N, f1e ca mecliana a tnunghmlui FMN. 

La hiperbolă, con~Lrucţi~ tangentei într-un_EuncL M se iace în mod 
asemi\n iHor, cu dcoscb1rca ca segmentul MN = M F se ia pe 1·aza vectoare 
MF' ş1 nu pe p~elungirea ei (fig. 80). Se obţine triunghiu] isoscel FMN. 
Hestul construcţiei, ca la elipsă. 

b) <;ercurfle directuari:..:._ L~ elipsă, urmărind figura 79 se obsr.rvil rli 
avem. F'N=F M+MN=F'ru:+MF-2a, relaţie care arată că punctul N 
desene un cerc cu centrul. m F' şi cu. ra".8 2a, cit axa mare a elipsei. 
Acesta se numeş1:e cerc dz1·~ctor al elipsei. in mod asemănăto1· se arată 
că avem un al doilea cerc dU'ector, cu centrul în F şi cu aceeaşi r az:1 . 

!I 

A' 

Fig. 79. Fi~. 80. 
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Observînd că N este simetricul focarului F faţă de tangentă, se poate 
enunţa următoarea proprietate : locul geometric at simetricului unui focnr, 
jaţă de o tangentă variabilă la elipsă, este cercul director cu centrul în 
celălalt focar. 

Depărtarea de la un punct la un cerc se măsoară pe drcuptu care 
une'ile acel punct cu centrul cer cului, deci depărtarea de la punctul M 
la cercul director cu centrul în F'1 este MN. Se observă apoi că elipsa este 
în întregime interioară cercului rurector. Aceste observaţii simple ne per­
mit să enunţăm următoarea propozi~ie: locul geometric al ptmctelnr egal 
depărtate de un cerc şi de un punct F interior cen.:ului este o elipsă, avinrl 
ca focare punctul F ş-l centrul cercului, iar axa mare egalu cu raza cer­
cului. 

La hiperbolă avem evident (fig. 80) 
F'N=F'M- NM=F'M-.rv1P=Za, 

deci punctul N descrie un cerc - cercul clfrector - cu centrul în F' şi 
ra4a ~a, cît axa transversă a hiperbolei. Al doilea cer c director, cu aceeaşi 
rază, are centrul în F. 

Deoarece N este simetricul focarului F faţă de tangentii, se poate 
enunţa propoziţia: locul geometric al i;irnetricului unui focar faţă de o­
tangenlă variabilă la hiperbolă, este cercul directcrr cu centrul în celă­
lalt focar. 

Se observă că distan~a de Ia M la cercul d irector este MI'l, iar foca­
rul F est e Ia hiperbolă exterior acestui c;erc. De aici rezultă: locul geo­
metric al punctelor egal depărtate de un cerc şi de un punct F exterior 
cercului, este o hiperbolă, avînd ca focare punctul F' şi centrul cercului , 
iar a..i::a transversii egaUi cu raza cercului. 

c) Jo'ie P mijlocul segment11lui FN. c<Jre este în acelaşi timp proiecţia 
focarului F al elipsei pe tangenta în M (v. fig. 79). ln triunghiul FF"N, 
segmentul OP uneşte mijloacele a două laturi, deci OPllF'N şi OP~ 
=+rN=a. De aici se desprinde că: locul geometric al proiecţiei unui 

f acar al elipsei pe tangentele ei, este cercul cu centrul în origine şi r.u 
raza a, arHcă cercul princival. 

La hiperboll! proprieLalea este aceeaşi şi se demonstrează la fe l. 
Locul geometric este deci cercul cu diamet rul cit axa mnre a elipsei 

sau axa transversă a hiperbolei. 
t. mipsa şi hiper bola se obţin ca secţiuni făcute cu un plnn într-o suprafaţă cu­

nlcă de rota\ie. Suprafaţa conică se obţine prelungind generatoarPl e unui con la 
infinit, rle o parte şi de cealaltă a vîrfu lui.,astfel cii întreaga suprafa\ă este s imetrică 
fa1ă d<! vîrf. 

Prin vidul suprafeţei conice să ducem un plnn Pv, paralel cu planul de s"c-
\ iune P în suprafaţa conică. 

a) Dacă Pv nu intîl neştP. suprafaţa conică în n ici un punct afară de vîrf, ~cc-
ţiunea rncută d e P în suprafata conică este o elipsă. 

bl Dacii Pv taie suprafaţa conică dupii două generatoare distincte, secţiunea 
făcută de P în supralala conică este o h.ipeTliolă. De aceea elipsa ~i hiperbola sr mai 
numesc secţiuni conire. !\AU n1ui scui.~t cu·nice. Deoarece ~n1bele curbe au centr-u. de 
simetric. ele poartă nurnde de conice cu centTu. 

Această origine con1unâ a celor două curbP., ca secţiuni conic<.:!, explică nsen1ă­
narea propTiet~\ilor !or. pe care am constatat-o pîhă aici şi pe cm·c o vom urm1lr\ 
şi în cele ce urmcuzll.. 
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5. Directoare la eiipsă şi hiperbolă.. Să ducem u perpendiculară pe axa 
mare AA' (la hiperbolă pe axa transversă) , la o distanţi:\ ·oEf=:i: de centru, 
<latfi de 

a' X= • . 
c 

(3) 

La eli psă a> c, deci .~: = a. !l.->n şi dreapta este exterioară segmentului 
c 

AA' (deci exLerfoară elipsei); la hiperbolă a <c şi ;r;=a· .!!:.. <a, deci EEAA' 
c 

·(dreapta este tot exterioară hiperbolei) . 
a' 

Dreapta x= c se numeşte dir ectoarea elipsei sau a hiperbolei . 

Construcţia tliTcctoarei la elipsă. Fie N punctul de pe cercul principal 
-care arP aceea•;;i abscisă ca focarul (fig . 81). Tangenta în N la cercul prin-
-dpal taie axa Ox în punctul E. 

In adevăr din triunghiul dreptungh ic ONE, în care NF este înălţime 
rew!Lă DN2=0F'·OE, de unde ' 

ON' a' 
CJE= -==-= - · 

OF c 

Perpendiculara în E pe AA' este dreapta x= :!'., prin urmare direc­
c 

to<irea elip~ei, corcspun7J1toare focar ului F. 
A doua directoare corespunde focarului F' şi are drepL ecuaţie 

u ' 
x~--, 

c 

Se observă că cele două direetoarc sînt simetrice faţă de centrul 
elipsei. 

Construcţia directoai·ei la hiperbolă. Se duce Langenta din focarul F 
la cercul cu diametrul AA' şi se notează cu T punctul de tangenţă. J>er-

4' 

J<'lg. 81. Fig, 82. 
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pendiculara dusă din T pe axa transversă este directoarea c'brespunzătoare 
focarului F (fig. 82). 

În adevăr dacă E este proiecţia lui T p<' axa Ox, atunci din triunghiul 
dreptungh ic OTF avem 

-? """' - d . UE OT' ,r OT-=0.c,·OF, cc1 ~OF = -;;• 

A doua diredoare, corespunzătoare focarului F', este simetrică primei 
directoare faţ.ă de origin<', adică 

n.'t 
x=--· 

c 

6. T e o r e m ă. Raportul distanţelor ele lu. un punct az· 
elipsei (hiperbolei) la focar şi la directoare este consLant. 

Fie M(x 0, y 0) pe elipsă . Din relaţia (3) cap. XV avem schimbînd pe 
(c) î n (-c): 

a~-~. 

a 

Distanţa MMJ de la M la directoare e:;Le diferenţa absciselor, prin 
urmare 

-- a' a:l!-cx11 
MM1 = --x0= --

c G 

.ttezultă imediat 

Ml' =~~const. 
MM1 a 

Acest raport constant se notează cu litera e (oă nu se confunde cu baza· 
logariLmilor naturali) şi se numeşte e.rcentricitatca clip<>ei. Deoarece la 

elipsă c< a, avem e -= !'. < J . Excentricitatea arată cît de depărtate de cen-
a 

tru (deci cît de excent r ice) sint focarele pe axa mare . Dacă e = O,_ atunci 
~=O . ţÎ elipsa se reduce la un cerc; dacă e = I , atunci c - a (b- O) ş1 ·elipsa 
degenerPn?.ă în uxa mare AA'. Prin ur mare cu cit excentricitatea este 
mai mică cu atit eli1)sn ~c apropie mai mulL de cerc. 

La hiperboUî problf'ma se tratcazl:i in mod asemănător cu deosebirea· 
.,. / , CXu - a1 • -- n.2 r.x0 - a'J 

cli MJ.'= y(x0-c)Ll-y~ = --a-- ş1 MM1 =Xo---; = c •de unde 

_MF_ =.."..=const. 
MM, a 

Ca şi la elipsă rnportul acesta se notează cu e şi se numeşte excentri-­

citatea hiperbolei. La hiperbolă însă c> a, deci e= -"- > 1; hiperbola are­
u 

excenLdcitatea supraunitară. 

'i. Diametri. Orice dreaptă care trece p1·in cent rul unei elipse sau al 
unei hiperbole se numeşte diametru.. 
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· EXERCIŢII ş·1 PROBLEME 

293. Fie M punctul d in primul cadran unde elipsa este tăiată de d i a­
gonala dreptunghiului circumscris ei. Să se ara te că OM şi t.an,;enta în M 

·sînt egal înclinate pe axa mare a eli psei. 
I 

[Se arată că punctul N ln care tangento t aie axa Ux are abscisa de 
uouă ori mal marc decît abscisa 11li M, deci OMN este isoscel.] 

294 . Tangenta în tr -un punct M ;;il elipsei r.aie tangentele de la extre­
mităţile A, A' ale axei mari în punctele P şi Q . Să se demonstreze că 
dreptele PF şi QF' şi pr>rpen diculara M pe tangen tă (normnln la elipsă) 
sînt concurente. Să se afle locul punclului de concurf'n ţii . 

[Locul geom etric este elipsa b'x'+<a-c)ZyL-b2c2= 1J. Axa mare este 
pe Oy ~i axa m1c11 egală c u distanţa fncAre lor e lipsei <late.) 

295. Să se arate că suma inverselor pătratelor a doi diametri perpcn­
•tliculari într-o elipsă este constantă. Să se găsească dinainte const.anta, 
făr~t calcul. 

[Doi diamctri pe rpendicula1i sin~ ch iar nxclc, deci constanta este: 

_!_ +·I·] 
a' b' 

296. Să se demonst reze că dncil axa mare AA' a unei elipse eRte egala 
--cu diagonala pătratulu i car e are ca latură distanţa focală FF', atunci seg­
mentul MN perpendicular pe tangenta într ~n [lllnct cw·ent M, unde 
NEOx, r>s le media geometrică a segmentelor F'N şi NF. 

- 207. P erpendiculara pe tangenta într-un punct M (normala) nl unei 
hiperbole echilaterale. raportată la axe, t aie aceste axe în P şi Q. Să se 

-.arate că M esle mijlocul segmentulu i PQ. -
._\...~ Tangen ta într-11n punct M al hiperbelei taie tungcntele din vîrfu­

. rile :::t-Şi A', respectiv în P şi Q. Să se demonstreze că atunci cîn d M se 
mişcă pe hiperbola : 

a ) produsul AP· iF Q esLe constant; 
b) unghiurile PFQ i;;i PF' Q ~înt drepte (F, F' focarele). 

. :i' y• . x• y' 299 . .Se consideră elipsa - +- - 1= 0 şi hiperbola---- l =O. 
a : b' aa b~ 

.Prin vîrful comun A a l celor două conice se duce o secantă variabilă care 
:1e inlersccteazi'i a doua oară, r espectiv în M şi N. Se cere locul geometric 
· a] intersecţiei tangentelor : în M la elipsă şi în N l a hiperbol5. 

(Secanta Y= l..(x- a). Ecuaţiile tangentelor: (a% ).2-b2)x- 2a•l.v­
-a(a2). ~+b2)=0; (a 2 ). '-f-1>2).r-2a.2 A.y- a(a• i.•- b2)=0. 
Eliminarea lui l. pd n scădere. Locul este tangenta în A'.J 

„ 
:X 

""" . ·- · ~,·-
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/ ARABO LA 

Fig. 83 .~ 

1. De f i n i ţi e. Parabola este locul geomP.tr ic al puncte­
l~ _egal depărtate de o dreaptă fixă şi d e un pnnct fix. Dreapta. 
fz:r.a se numP.şte directoarea parabolei, iar 7mnctul .fi..i: foeaml 
parabolei. 

Pentru a găsi <'cuaţia parabolei ne alegem îmîi u n sistem de referinţă~ 
anume: perpendiculara din focarul Ji' pe d irectoarea (D) ca axă . O::r: şi 
pnral~la la (D) dusă la jumătntea distanţei dintre focar şi uire<'toarea (D),. 
:-a axa ?Y· Notăm As(D)n o.r. Fie M un punct al parabolei şi N pt·o-
1ecţra h u pP nirectoa1·e (fig. 83). 

S: obh,muieşte să se notrze AF= p. de unde rezultă : F(~ , O) şi 

A(-2·0)·MF se numeşte, ca şi la elipsă sau hiperbolă, rază vecLoare . 

Ilelaţia geometrică pe care o satisface punctul M se deduce clin enunţ 

(1) 

Dacă M(x. y) este un punct curent al parabolei, avem MN=x-- (-~ '= 
2) 

= x I 7>.. • astfel încît (1) devine 
2 

V( x-:r + y2~ x+ f· (l')> 



Hidicînd la pătrat şi trecînd toţi termenii î n prima parte se obţine 

G2:- 2px=o. l (<?) 

/\ceasta c:;te ecuaţia parabolei, raportată la axele alese; p se numeşte 
parametrul paraboJ,ei. 

O b s e r v a r c. Dacii. s-ar schimba între ele A cu F, aceasta ar în­
"Semna să se înlocuiască p cu (-]1) şi ecuaţia parabolei ar deveni 

(2') 

Parabolele (2) şi (2' ) sînt d ispuse simetric .(aţă de axa Oy. 
2. Forma parnbolei. Să not;.'l.m cu {r ) parabola. Dacă M(x0, Yo)E (I'), 

adică verifică ecuaţia (2) , este clar că şi M1(x0, -y0) verifică ecua~ia, deci 
M1 E {I'). însă M şi M 1 :;înt simetrice faţă de Ox, astfel că parabola are 
punctele simetrice faţ.ă de Ox; prin urmare Ox (perpendicu lara dusă din 
fuc:ar pe directoare) este axa de simetric a parabolei. Acesl lucru se poate 
constata şi r·ezolvînd ecuaţia (2) în raport cu y; se ob\ine y= ±V 2px care 
repre7.intă două ramuri de curbă, sim etrice faţă de 0.r.. Originea O apar­
ţine curbei şi este singurul punct car e coincide cu simetricul său. Acest 
punct este vîrful parabal.ei. Rezultă C'i'i axa Oy taie curba în două puncte 
confundate, deci este tangentă la parabolă şi se num<'şte tangenta la vîrf. 
Pentru a ne da seama de forma curbei, este de ajuns să studiem ramura 
aşezată deasupra axei Ox 

(3) 

restul se completează prin si meLrie. Curba există pent ru x>o şi se observă 
că y creşte o dată cu x . Nu există ni ri un fr1 de asimpLo w . ~·arma curbei 
este dată în figura 83. 

Par abola se obţine, ca şi elipsa sau hiperbola, prin secţiunea unei 
suprafrţe conice cu un plan, însă de data aceasta p lanul trebuie să fie 
paralel cu un plan tangent w supmfaţa conică, de-a lungul unei genera­
toare . A:şa<lai· şi parnbola este o secţiune conică, însă fă1·ă centru de sime­
trie sau, mai scurt, conică fără centru,. 

Ecuaţia parabolei se prezintă sub formă ~implă (2) datoriti:i faptului că 
·am ales axrlr în mod particular. Se zice că (2) este ecuaţia parabolei, 
raportată la axa de simetrie şi la tangenta ia vîrf. 

Dacă parabola se raportează l a alte axe, ecuaţia ei nu mai apare sub 
forma simplă (2). .....____ _ __ ------

3. 1) Construcţia umii arc .de pamhol.11. prin mişcare continuă. Fie (D) 
dirf'ctoarca şi F focarul parabolei. Se aşază o riglă L, astfel ca marginea ei 
să se suprapună dreptei (D) şi u n ec11f'r a cărui catetă mică BC se sprijină 
p c riglă. Un fir de lungime egală c:u cateta mare AB a echerului se fixează 
cu un capăt în F şi cu celălalt î n vîrful A al cchrrului. Se întinde bine 
f irul cu vîdul M al unul creion, care se sprijină pe cateta AD (fig. 84). 
Cînd echerul se deplasează, alunecînd cu catdn RC pe rigla L, pun<.:Lul M 
descrie un arc de parabolă, deoarece AM+ MB =AM+ MF, adică MB=MF. 
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Răsturnînd echerul se desc:rie arc:ul de oara­
bolă s imetric fnţft de perpcndicularn dusă rlin F 
pe (D). 

2) Construcţia paraboiei prin puncte 
Metuda I. Cu vîdul compasul ui în F <lesc:riem 

un cerc cu ra7.a r, apoi ducem o paralelii la direc­
toarea (D) , la distanţa r, de la A spr e F (fig. 85). 
P unctele comune cercului şi di·eptei astfel con­
:;truiLe apar~in parabolei, deoarece sînl egal de 
părtate de dirf'ctoare şi de focar. 

Metoda a II-a se desprinde clin fapt"Ul că tri· 
unghiul F.1V1N este isoscel. Se ia un punct N pe 
di1·e<.:Loare, şe d uce prin N paralela NM la Ox, 
apoi mediatoarea segmentulu i NF, care întîlncştc 
pe NM în M . Acesta este un punct al parabolei, 
deoarece MN= MF. 

Prima m€todă <lă c..!eoc..!ată două punde si­
metrice ş i se poate trage curba de ambele părţi 
ale axei. Prin a doua metodă, la fiecare punct 
NE (D) se obţine un singur punct M al parabolei. 
Vom vede~ însă m a i tîr<iiu că mediaLoar ea seg­
m ontuh1i NF este chiar tangenta în M J.a para­
bolă, fapt care permite trasarea mult mai exactă 
a curbei, în jurul punctului M. 

4. Excentricitatea parabolei e1>le, c;a şi la c:e­
k laltc conice, raport-ul dintre rlist.anţn de ln punc-

tul M la focar şi hi directoare, adică c = MF . La 
MN 

h l• î - · - MF pa ra ou nsii MF=MN, deci e=-= = 1. 
MN 

După cum se vede excenti·.icitatea este un cle­
ment care caractcri7.ea7.ă cele patru curbe de gra-
dul al II-lea, şi anume · . 

e =O carnctcr izcn.zi'i 
O<e< l 

e=l 
e>l 

cercul 
elipsa 
parabola 
h iper boli:! 

5. IntersP.cţia parabolei cu o dreaptă. Punctele 
comune parabolei cu dreapta y =- mx+n se găsesc 
rezolvîncl sistemul 

y =rnx+n. (4) 

Inlocuind pc y în p ri rrrn oouaţie se obţine 
ecuaţ.ia care di!\ abscisele 

(5) 

187 

(/J) 

Fig. 81. 

li 
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Ordonatele se capătă înlocuind rădăcinile xi. X2 ale ecuaţiei (5) în 
~cuaţia dreptei. 

Discuţie. Realitatea punctelor de intersecţie depinde de realizant ul 
ecuaţiei (5), care este 

R= (mn-p)?-m2n2 -p(p- 2mn ). (6) 

P resupunem p> O, adică parabola îndreptată către x pozitiv. Putem 
avea următoarele ca:>.ur i : 

a) n> o, dacă p> 2m n. Rădi'icinile sîn t rea!e şi distincte şi dreapta este 
secG1ntă parabolei. · 

b) R=O, dacă p=2mn. Rădăcinile sînt confundate şi dreaptGI este 
tangentlf parabolei. 

c) R< O, dacă p<2mn. Rădăcinile sînt complexe şi dreap ta nu taie 
parabola. adică este e:rterioară ci. 

E x e m p I e . @ ce poziţie are dreapta 2x-3v+6~o. faţă de parabola v2=0.r? 
3 . 

E liminînd pe y "" gi\s„şte 2X2-...15x+ l8=0, cu rădăclnlle x ,=2' Xz=6. Dm 

-ecuaţia dreptei rezultă y1 =3, y 2=0. Dreapta taie deci pArAhol 'l în punc-tPlP ( ~ • 3) 

şi (6. 6). 
11') Să se arate că clTeapta x--2y : 8=0 este tangentă parabolei y2-3x-o. 
'f>tin eliminarea l ui 11 se obţine ecuaţia x 2-Rx+9=0, cu rădăcina dublă X=3. 

Punctu l clP. t"ngenţă este (3, 3). 
c) Să se arate că dreaptn 4x+2v l·l=O este exteTioarll parabole! v 2-x=O. 

4x + l 
In adevăr înlocuind pe v~ -

2
- în ecuaţia parabolei se găseşte ecuaţia 

rnx2+4x+I=O, ale cărei rădăcini sint complexe. 

Probleme de tangenţă 

6. 'l'angenta într-un punct al parabolei. Ecuaţia parabolei 

y2-,2pX= 0 (1) 

dă i/2=2px, de unde, prin derivare, 2yy' =2r. Hezultă y'= •E_. ll1 punctul 
,y 

M(x0, y0) de pe parabolă vom avea yG= :. =m, coeficientul unghiular al 

. tangentei. J\tunci ecuaţia tangentei este 

y-y0= L(x-x0) sau yy0-y5- -px+p;i:o=O. 
!/• 

Deoarece M aparţine parabolei trebuie ca 115 = 2p:ro şi înlocuind în 
·ecuaţia precedent:<'i se obţine pentru tangentă forma definitivă 

•t:u condiţia y~-2pxo~O. 

- - ~ \!~p(x+xo)=9J (8) 
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Ecuaţia tangentei inti·-un punct al parabolei se ded uce din ecuaţia 
parabolei prin at:ela~i procec'Jeu de dedublare ca la cer c, anume se scrie 
parabola sub forma 

yy-p(:r.+x)=O, 

apoi se pune indice u nui y ;;i unui x. 
Ex e m p 1 u. Si1 se sc1·iP. ecuaţiile tangentelor la parabola y2__2px= O, 

în punctele care se proiectează pe ax/f în focar. Fie na şi M' aceste puncte, 

care au , evident, abscisa .T.=}. Din ecuaţia parabolei re~ultă y=±p, deci 

M ( } • P ) :şi M' ( i • - p ) . înlocuind în (8) se obţin cele două tangen te 

PY - P ( x + f) =O şi -py-p ( x + f) =O sau 

X - y + ~ = 0 ŞÎ X + y +.;. = 0. 

Se observi:\ ci'! ele sint pa1·alPle cu bisectoarele cixelor de com·donate şi 

t rec prin punctul A (-},O ) unde d irectoarea parabolei taie mm O:r.. 

7. Tangenta ele direcţie date! . Direcţia Sf' dii, ca de obicei, prin cuefi­
dPntul unghiular m, prin urmare cn drC'nptn y=m.T+n să fie tangentă 
pG1rabolei ri'imîn~ să se determine n. Insă aceast a re~ullă imedhit din con­
diţia ca recilizantul (o) să fie nul, anume p- 2mn, de unde se deduce 

n=L · lnlocuind in ecuatia dreptei se g~1seşle că la parabolă se poate duce 
2m · 

o singură tangP.ntă cu direcţia dată, a cărei ecua\,ie este 

y=mx I L. 
2m 

După cum se vede, npare o deo~ebire faţă de elipsă şi hiperbolă. 

Ex e m p 1 u. Să. se determine eciiaţiile tangentelor la parauolii., para­
lele c:u bisectoarele axdor. 

F'acem pe rînd m=l şi m=-1 în (9) :;;i rezultă cele două tangente: 
i1= :r.+ .E... y=-x-.E.. . 
. 2' 2 

·'3înt aceleaşi tangE'nte ca cele găsite în exemplul din § 6. 

Problemă. Să se afle locul geometric: ul punctelor de unde se pot 
dtice, la o parabolă, tangente perpcmdiculare. 

Scriem ecuaţia unei tangente oarecare a parabolei 

y - mx+ L 
2m 



CAPITOLUL XVIll 

şi a tangentei pC'rpcndic~lare, care va avea lfrept coeficient unghiular 

m'=- I_ 

"' 
1 „,„ 

y~--x-- · 

m. 2 

Urmează să eliminăm paramC'trul m între cele două ecuaţii , pentrn a 
găsi locul geometric. Inmul\ind ecuaţiile cu m , ele se scriu 

ş i -my=x+m2 .E... 
2 

P rima adunm·c sc obţine (m2 + 1;( x +f )-o, sau, deoarece m2+ 1+0, 

rămîne ecuaţia locului geometric 

x+ .E..=Osaux- -.E.. 
2 2 

Locul căutat este directoarea parabolei. 
8. Tangentele duse la parabolă, dintr-un punct exterior. Fie P(x0 , YoP 

punctul din care vrem oă ducem langenlele la parabolă. Ne trebuie coefi­
r.icntul unghiular m, nstfcl r.n tnngr.nt:l la parabolă 

y=mx+ L 
2m 

să treacă prin P. înlocuim deci în această ecuaţie coordonatele lui JJ şi 
obţinem 

Yo=mxo+ ..E._, 
2m. 

de unde rezultă ecuatfa de gradul al 11-lea în m 

(10} 

(10') 

Dacă m 1, m~ sint ri'icl i'icinik nr.cstei ecuaţii , tangentele căutate se scriu 
ca drepte care trec prin P(xo, y0) şi au coeficientul unghiular ctmoscut, ded 

u-vo=m1(~:-xn) ~i y- 11o = mi.(x-:ca). (11) 

Aşadar dintr-un punct C'Xtcrior se pot duce două tangente la parabolă_ 

Ex e mp lu. Să se scrie. ecuaţii!• tm1oentel01' rinse din punctul P(-3, 5) l,a 
parubula y'-Sx= O. 

1 
Aven1 p= 4. Ecuaţi.a (10') devine 3m2+Gm-2=0, cu ră<lăc.:inil~ ni1=-2; m'.2=3 

Cele doui.i tanger.tc au ecuaţiile 1/-5= - 2Cx+3) şi y-5=-~(x-I ~) •Au Aduse la forma 
3 

gcncrnln: 2x+11+1=0 şi .~ 3y+l8=0. 
Aplicaţie. Să regă"sim Local geometr i c <Ll punctelor de unde p iile"' cluce tangente 

perpe11dlcu !a.re, ta o parabolă. 
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Pentru ca tangentele să file perpendiculure trebuie ca rădăcinile ecuaţiei (10') să 

satisfacă condiţia m 1m,=- l, care dă _E__=-1 sau xo--.E_ , deci P trnbuie să se 
2x. 2 

nflc pc directoarea parabolei. Acesta este locul căutat. 

9. Ecuaţia parabolei raportată la axe paralele cu axa de simetrie şi 
cu tangenta la vîrf. 

Fie O'x' axa de simetrie, O'y' tangenta la vîrf şi xOy un sistem de 
axe pnrnkk r.u x'O'y' . Un punct oarecare M tiin plan are coordonatele 
(x', y') faţă de sistemul ~:'O'y' şi (.r, y) faţă de xOy; în particular vîrful 
parabolei are coordonatele O'(a, f3) faţă de xOtJ. 

Ecuaţia pnrabolei raportat<' ln nxa <'i şi la tangenta la vîrI esle 

y'2-2px'=O. (1 2) 

Translaţia de axe care aduce pe O în O' este definită de 

x = a.+x', Y - f3+y', (l~) 

de unde rC':>.ult5. .1:' =x a. !ii y' = y-13, cn1·e <iuşi în (12) ne va da ecuaţi a 
parabolei raportate la sistemul xOy: 

(y- /3)2-2p(x-o.)= 0. (14) 

1n general în!lă ecuaţia nu se întîlneşte sub această formă, de aceea vom 
dezvolta şi vom ordona termenii. He;mllă 

y2-:!(3y-2px+f32+:.ipa-O, de unde se scoate 

1 'J ll ~· x=-y--- 1/ ,·- -1- a. (15) 
2r P · 2r 

Prin urmare forma generală sub care ~e întîlneşte ecuaţia este 

x=a1P I hy -'-- r.. (15') 

Din identificarea ecuaţiilor (15) şi (15') rezultă a=..:1:. , b-- l, c=-
2p 1l 

~· = - l-a., din care se rlc<lucr 
2p 

1 
p= -· 

2c1 

4ac- b' lt a - ~ -- , 

4a 4a 
(3 =-..!:.. 

2a 
(16) 

Pl'in urmare ecuaţia (15 ') rcpre?.intă o parabolă cu axa de simetrie 

paral cHi cu Ox, care are parametrul p=} şi vîrfHI v ( -1!_, -!!...),unde 
2a 4ri 2a 

R-b2-4ac. Dacă a> O, atunci şi v>D şi parabola arc concavitatea către 
r.>O; <lar.ll. a<O, concavitatea este către x negativ. 

1.>araboJa (13') Laie axa Oy în pundele de ordonate date de 

a~+by+c=O. ~n 

Acestea sînt reale sau imaginare după cum R = b2- 4a( ~O. Totdea­
una însă axa dtt tiimelric Lrece prin mijlocul segmentului determinat de 



192 CAPJTOLUL XVIII 

cele două puncte, care este real, oricum ar Ii punc tele. In adevăr ordonata 
mij locului este 

y= y, + y, __ !:.._, 
2 2a 

deci punctul se află pe axa de si~etrie;. cînd b~O, ecuaţia parabolei se 
reduce la x - ay 2 +c, a cărei axă de suneir.e es te d mir Ox. 

Dacă se schimbă între ele coordonatele x şi y, atunci ecuaţioi (15') 
devine 

(18) 

şi reprezintă o pal'abolă a cărei axă de 8imetrie, paralelă cu Oy, arc ecua­

ţia x--!:__; înlocuind pe x în (18) se ob~ine orclonat~'l vîrfului: y= 
2a 

_ _ _ b' - 1ao = _ R_ . Parametrul parabolei este p= ..!:.. 
~ ~ ~ 

Prin urmare (18) rstc c>cuaţia unei pDrabole cu axa de simetrie paralelă 

Ia Oy avînd parametrul v= 1 şi vîrful v(_.!!.. • _ !) Pentru a> O canea-· 
' h fu h 

vit.<i tea purnbolei este fndrl'ptată spre y pozitiv, p entru a<O, spre y ne­
eativ. 
· Dacă b=O, parabola are ca axă de simetr ie chiar axa Oy. pe ~tfel 
toate chestiunile legate de ecuaţia (18) sînt cu11oscute de la stt~d.ml trmo­
muhli de gradul al II- lea, din algebră. Ceea cc s-a completat mei este de-
terminarea parametrului parabolei. :;:.< 

Concluzie Din studiul făcut mai !naintc Sf' df'Rprin d următoarele : 
Dacă în ecuaţia general/'! dP. qrnrJ.11,l al Tr-lea in x şi y : 

u;c2 + 2bxy + C'!J~ + 2d:r + 2P.y ·I· f = O 

lipseşte termenul în xy, precum şi unul c.lin t.ermeni.i în :r2_:~au y 2, ecuaţia 
rămasă repra:ântă o parabolă. Axa paralwlei este paralela la Ox sau Za 
Oy după cum lipseşte f:ermcmil în :r2 sau în y 2. Vîriul şi parametrul para­
bolei se determină a7a cum s-a arătat. 

Proprietăţi 

IO. Tangentu la varabolă într-nn punct M este bisectoarea unghiului 
format de raza vectoai·e şi paralela la axă dusă prin M. 

Fie M0(x0, y0) punctul situat pe pai·abolă, deci trebuie c;1 

!J~ -2pxo. 

Ecuaţia ra:.-:ei vectoare .M0F este 

X y I 

Xo Yu I 

1!.. O I 
2 

=O sau Yox-( xo p) ,, 
- y- - 110=0, 

2 2 

(10) 

(20) 
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iar paralela prin M la Ox es le y - y 0 = 0. Bisectoarea unghiului format de 
aceste drepte es t.e de aceeaşi parte cu originea ; presupunînd că y

0
> O, ter­

menii liberi din ambele ecuaţii sînt negativi şi putem scrie direct bisec­
toarea unghiului care conţine originea 

Insă din definiţia parabolei a vem M0F = M0N (MoNllOx şi NE Oy), 
adică 

V ( Xo - f r + y~ = Xo + f şi înlocuind mai sus obţinem 
Yox- (xo-- f)y-{ Yo= (xo+ "i-) (y- Yo) 

' sau,· după efecLuarea calculelor 

2;i::oY-Yo(X + Xo) = O. 

Dar din (lfl) avem 2Xo= !&. , astfel că ecuaţia bisectoarei devine 
p 

YYo- p(x + x o) = O 

cn l'e nu este decît tangenta la parabolă în M 11• 

(21) 

(21 ') 

Dacă tangenta este bisectoar ea unghiului FM0N, atunci perpendicu­
lara în M 11 pe tangentă, adică nor·mala la parabolă, este bisectoarea un­
ghiului exterior. 

Această proprietate a parabolei arată că dacă o sursă luminoasă tri­
mite l'aze paralele cu axa unei oglinzi parabolice, atunci razelf' reflectate 
trec toa le p rin focar şi invers dacă o sursă luminoasă se aşază în focar, 
razele reflectate sînt paralele cu axa oglinzii. Din această cauză oglinzile 
parabolic.-e a u multe întrebuinţări (telescoape, faruri etc. ). 

Ace:;ta este motivul pentru care proprietatea arătată aici se numeşte 
proprietatea optică a parabolei. 

11. Demonstraţie vectorială a proprietăţii optice a varabolei. Deoa­
rece triunghiul FM0N este isoscel rezultă că suma vectorilor .PM:i şi NAfo 
este un vect o1· situat pe bisectoarea unghiului FM0N. Fii' deci s=FMo+ 

- - -- -- p ( p) --+ NMo. Avem FMo=OMo-OF=(xoi+VoJ)- 2 i = x0 - ""ii l+YoJ; NMo -"' 

= ONio-ON= (a:oHyoJ)- (- f i+ Yl·l) = (x0 +1)i. Prin urmare 

(22) 

18 - Coomctrle nnoilitic:i ci. XI. 

I ' 

1 
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·este vectortJl care are direc~ia bisectoarei unghiului FM0N. Fie acum 

M(x, y) un punct oarecare din plan. Expresia vectorului M°'JJ este 

MoM = (x-xo)i + (Y-Yofj. (23) 

Pentru ca vectorii (22) şi (23) să fie coliniari trebuie ca coordonatele 
lor (proiecţiile) să fie proporţionale, adică 

x - x, = Y - Yo de unde " + x. = .lL. 

~ ~ - ~ 
(s-au adunat numltori(la numărători), care dă 

2xoy=yo(x+xo). 
. 1J' adică ecuaţia (21). înlocuind 2x0 = i se ob\ine ecuaţia tangentei (21') in 

p 
1\11

0 
la parabolă. Astfel tal'!gcnta este i;ituată pe bisectoarea unghiului 

FMoN· 
Notă. Fie Ma proiecţia lui M0 pe 0.1:, deci Mb(x0, O). Avem 

(24) 

Aceasta arată di tangenta la parabolă est:_J?:rolc~ă~u dia­

gonala paralelogramului construit cu vectorii OM0 şi OM6, pro­
prietate care oferă un mijloc simplu de a construi tangenta la 
parabolă !ntr -un punct dat (fig . 86). 

12. Consecinţe. 1) Construcţia tangentei ta parabolă. Ştim că tri­
unghiul FMN (fig. 85) este isoscel. To~enta, fiind bisectoarea unghiului 

opus bazei FN, este în acelaşi timp înălţime 
şi mediană, deci şi mediaţoare. Tangenta se va 
construi sau ducînd din M perpendiculara pe 
FN sau ducînd mediatoarea segmentului Fi'I/ 
care, ca verificare, va trebui sil treacă prin M. 

2) · Fie · P mijlocul segmentului FN. Foca­
rul şi clirectoa:rcn fiind la egală distanţă de 
tangenta la virf, P se afli\ pe această tangentă . 
Apoi MP fiind tangenta în M, unghiul MPF 
este ·d rept. Se ·desprind de· aici următoarele 
proprietăţi: 

a) Pmiecţfa f acaru.lui pe tangentă la para­
bolă .~e află pe tant}E'nta la virf, car e apare·-ast­
fel ca loc geometric al proiecţiei focarului pe 
tangentele !a parabolă. 
.- b) Sf:mP.tricul -fo carului faţă de o iangentă 
se găseşte pe dfrectoare, deoarece fi'? = PN. Deci 
!ocu! qehmetrir ul simetricvlni fo cai·ului faţil de 

Fi&. so. o lcmge1~tă ·variabilă este directoarea parabolei. 

•' 
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13. Să găsim şi pe cale a lT " 1 
pe o tang)ntă variabilă. Tang~~t~ :1e ~~~~ţf:ometric al proiecţiei focarului 

y -= rnx+- - "--, 
2m 

iar perpendiculara dusă din focar pe tangentă: 

y =-~ (x- E.) . 
"' 2 

Inmulţind cu m ambele ecuatii, ele devin 

my=m2x+ _P_ 
2 

şi my=-x+ l!.., 
2 

care prin scădere dau (m2+l)x=O sau deoare 2 ecuaţia axei Oy (tangenta la vîrf). ' · ce m + l~O, x=O, care este 

EXERCÎŢll ş·r PROBLEME 

~ Se dă un punct fix O şi o drea tă fi " 
care trece prin o, taie pe (D) în N Se P xa CJ?). O dr~aptă variabilă, 
larelor ridicate în N " " (D) .· i O . ONcere locul mtersecţ1ci perpendicu-s· . . „_ :;;1 n pe . 

a se figureze locul şi să i se dele1·mine elementele. 

[Se ia perp•mdiculara a·n o (n) . 
ca Oy; ?f'-ax=O.]. 1 pe ca Ox ş1 paralela la {D) prin o, 

€oJl Să :;e determine ecuaţia parab l · " 
la \1rl,ştiind dl t rece prin punctul (2, 5)~ e1, raportată la axă şi la langcn ta 

t.~ . !27P-2:>x- -O.] 
~· S11 se determme ecuaţia unei parab l -

mNrie şi la tangenta la vîrf şC d " 0 e, raporLata la axa de si-
Să se afle pundul de tangentă. nn ca este tangenta dreptei ;_-2yţj_=O. - -

[ Y'-12 x=O; T (f, 4) .] 

-t ~ Să se găsească ecuatia par b l · , ta - " · la ~· ' t1'1'nd ca· t t · a 0 t:!l, rnpor ta la axa şi la tangen•" 
' ~ angen a parnlclă d t 5 "'' punctul A(4, 7). cu reap a x-4y-2=0 trece prin 

[Coeficientul unghiula" al dreptei este m-~ Se . • 
w _ • - 4 · scrie t:a tangent..~ 

cu aceasta direcţie trece prin A; 112-1ox-O.] 

ţ_ @ Să se calculeze lungimea :;eg r t 1 · d . _ . 
ş1 tangenta la vîrf pe 0 tangentă de d. neţin u w, eter11~1nat de d irectoare 
metrul p al parab~lei. irec e m, rn funcţie de m şi de para-

I 
I 
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~ Se dă parabola y:t._2px;= O. Să se determine î~clinarea tangentei 
pe care axele de coordonat.c taie un segment egal cu p "l/'J. 

[!nclinarea: ±30°,] 

--:1: (5i'Ji1. Să se gă:;easci"i ecuaţia unei par~bole ştiind că axele determină pe 
tang~ paralelă dreptei 5x-12y-4=-0, un segment de 13 unităţi. 

[ 
5 p" r' 

m=~·--+ - =132 

12 1m' 41n' ' 
I u' 25 ] deci ~-3x=O· 

307. Dacii N este un punct situat pe directoarea w1ei parabole, să se. 
demonstreze că mediatoarea segmentului FN (F, focarul) este tangentă la 
parabolă. 

[ N (-f 1 y.) · Mediatoarea ~re ecuaţia 2yy0-yg-2px=O. FiC> M(x0, 'l/o) 

pe parabolă, astfel ca NM!!Ox, Avem y~=2px0 etc.] 

~ @ Să se scrie ecuaţiile tangentelor cluoe din punctul A(12p, 7p) la 
parabola y 2-2px=O. 

[x- 2y-f- 2p=O; x-12v+np=O.J 

- .109. Se dii parabola y 2-8x= O şi dreapta y=2x+~ . .Să se găsească 
coordonatele punctului M, aşezaL pe dreapta dată, astfel ca tangentele 
duse din NI la parabolă să determine pe tangenta la vîrf un segment de: 
a) 3 unităţi; b) 2 '\/3 unităţi. 

[a) M(0,3), M'(- 1, H;\b> M(f· 4); M'(- +· o)·] 
310. Fie M0 un punct pe o parabolă cu focarul F. Prin F se duce 

coarda AB paralelă cu tangenLa în Mo şi mărginită la parabolă. Să i;e arate 
că avem AB = 4FM0 (C.d.p.). 

.'117. Se duce o coardă prin focarul unei parabole. Să se arate că ra­
portul dintre produsul segmentelor deLerminate de focar pe coardă şi 
coarda întreagă este con~tant (Salmon). 

· Raportul este r ; · l 
312. Pe par abola y 2= 2px se consideră punctul M avînd abscisa rk 

2 ori d t aceea a focarului şi se duce coarda· MM' simetrică :Faţă de ordo­
nata punct ului M , cu coarda OM, O fiind vîrful parabolei. Să se arate că 
cercul descris pe NIM' ca diametru trece prin vîrf (C.d .p.). 

[Elste suficient să se arate că OMJ..OM'.J 

6Î3) Pe o parabolă se consideră un punct M variabil ~i simetricul său 
M', f°'iişr dC' axa de simetrif'. Se cere locul geometric Rl intersecţiei tangen­
tei în M cu paralela dusă prin M' la axa de simetrie (S.G.M.III). 
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314 . Pe o parabolă se <.:onoideră un punct M variabil şi simetricul 
său M ' faţă tle axa de simetrie. J1. fiind un punct fix p e axa parabolei , se 
'cere locul geometric al intersecţi~i dreptei MA cu paralela dusă prin M' 
la axă. (S.G.M.III). 

[y2+2p (x-2a)=O. Parabolă.] 

~ .'ll!i. Fie F focarul unei parabole, M un punct mobil pe ~a si A un 
punct fix pe ax a de simetrie. 

Să se găsească lo<.:ul intersecţiei dn~ptei MF cu parnlela dusă prin 
A la tangenta în M. 

Să se dea şi o soluţie .f!eometrică (S.G.M.VIII ). 
[Cerc cu centt-ul în F ~i cu raza FA.I 

316. Se dă o pm·abolă, un punct A pe axa ei şi dreapta (D), perpen­
diculară pe axă , trecînd prin simetricul lui A fatil de vîrf. Tangenta în­
tr-un punct M al parabolei taie dreapta (O) în N. Să se af le locul georne­
tril: al intersecţiei dreptei MA cu p aralela dusă prin N la axa parabolei, 
cînd M descrie curba. Particulariza.re cînd A coincide cu vîlful parabolei. 

[y2-p(a:-a)=O; cnz pa rticulal' a=O.J 

317. Se dă parabola y2.__2px=0. Sr' cere locul punctului M, astfel ca 
tangentele duse rlin M la parabolă să determine pe tangentă la vîrf un 
s egment de lungime dată a. 

[y"--2px- a2_ Aceeaşi parabolă, deplasată asţfel ca pentru x =O, 
u=+a.J 

318. Se tlă un cerc şi o rlr<'apLă (D). Să se afle locul ptmctului M 
astfel ca tangentele duse din M la cercul da t să fie egale cu distanţa <le la 
M la d reapta (D). Particularizări. 

[Se i a (D) ca a..xă Oii şi perpendiculara clin cent r ul rn a l cercv lui 
ca Ox. Locul e ste p AT·abola v'=2ax-(ci0-„2). Cazuri pal'Lieularn; 1) a=r; 
~) -a=l' ; 3) r=0.1 

319. Se dă parFtbola y 2........2px= O şi dreplele x-± f• care înt îlnesc 

axa paral)()lci în 11 şi R. O tangentă variabilă a parauolei întîlneşte <'<'l<" 
două drf'pte, respectiv în P şi Q. Să i;e determine coeficientul unghiu l<i t· 
al tangen tei , astfel ca dr epLele PB şi J\ Q să fie perpendiculare. 

[m = ± v- 1+v:i.J 
320. S e dă f'lipsa raportată la axe, cu semiaxele a, b şi pan.1bola y'l__ 

- 2p.1:= O. Ce condiţie trebuie să îndeplinească elipsa, pentru ca cele două 
curbe să fie ortogon ale'! Să se arate dacă condiţia este îndeplinită, atunci 
orkar e ar Ii p, parabola C'Stc ortogc:ială elipsei. 

[b=a \fi, Plipsa are semiaxa mare pe Oy. Se vo l uo un punct 
M(.T.o, y 0), presuµus pe elipsă şi pc p nrnholii ş: se va scrie ca tan gen tele 
în M ln cele două Cll l'be sint perpendiculare.] 
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321. Să se determine par abola y 2- 2px=O, ortogonală cercului cu 
centrul în A(-2, O) şi cu raza 5. 

Aceeaşi problemă pentru un cerc cu acelaşi centru, dar ru ra?.a r. 
Să se afle locul geometric al punctelor comune celor două curbe, cînd 

ra?.a cer cului variază. 

[Se considedi M(Xo, Yo) pe cerc şi pe parabolă şl se scrie că tangen­
tele la cele două curbe sînt perpendiculare. In ba7a condiţiilor ini\:iale 
se găseşte Xo=-2, vo=± V~1-16 (cazul general). Locul geomeldc esle, 
evident, x=2.) 

322. Fie M un pund i;ituat pe o parabolă. Tangenta şi normala 
(perpendiculară Jl0. tangentă) in M întîlnesc axa parabolei, respectiv în 
T şi N, iar M se proiectează pe axă în M'. Să se arate că: 

a) Mijlocul segmentului 'J.'J.W este vîrful parabolei. 
b) Segmentul M'N este constant şi egal cu par ame-trul paraboleit 

323. Prin focarul unei parabole se duce o coardă AB. 
a) Tangentele în A şi B sîn~ perpendiculare între ele. 
b) Punctul M rle intersecţie a normalelor în A şi B se află pe diame­

trul conjugat coardei AD. 
c) Să se afle locul geometric al punctului M (C.d.p.). 

324. Fie M un punct pe o parabolă şi M simetricul său faţă rle axa 
de simetrie. Să se afle locul geometric al interscc~iei perpendicularei in 
M pe tangentă (normala). cu paralela dusă prin M' la axă. 

[Parabola yi=2p(X-2p).) 

325. Fie M un punct pe tangenta la VÎl'Îul unei parabole. Să se arate 
că perpendiculara dui;ă <lin M pe polara lui în raport cu parabola trece 
printr-un punct fix. 

326. Să notăm cu M, N punctele de intersecţie ale polarei unui punct 
S, în raport C'U o parabolă dată. 

Se cere locul geometric al punctului S astfel că aria triunghiului 
SMN să fie constantă (S.G.M.VIJI). 

(Fie S(a. 5). Locul este par abola ~~-2pa=const.) 

• S.e:.<mcntul TiW .~ numeşte subtangenta, iar M'N sub­
nor·mala relativă la punctul M. 

• 
PROBLEME DE RECAPITULARE 
ŞI SINTEZA 

• 
327. Se dau perechile ele puncte (Ai, A 2), (B1, B2), (C1, C2). Ce condi­

ţ~~ trebuie să îndeplinească segmentele A1A2, BtB2, C1C2' pentru ca, O 
fund un punct oarecare al planului, vectorii 

~~~1+~2:~-~+~:~~~+~ 
să aibă extremităţile A, B, C în linie dreaptă? 

[Fie Aii mijlocul lui AtA,. Avem 0A=2UAn etc. Este suflc!ent ca 
mijloacele celor trei segmente să fie celiniare.1 

328. Se dau patru puncte A, B, C, D, într-un plan. Ce condiţie tre­
buie să îndeplinească aceste puncte pentru ca să avem 

____. ---+ --+ -
OA+OB=OC+OD? 

. [Rezultă OA-OC=oD- OB sau CA=BD, deci figura CADB trebuie 
s!I f ie parHlP.lngram.] 

32!J. Se dau trei puncte A, B, C în plan. Se cere locul geometric al 
punct ului P astfel ca să avem 

PA.-n=PA.. i>C 
[!nălţimea din A a triunghiu lui ABC.] 

330. Se dau pe o axă punctele A(-3) şi B(7). Fie M punctul care 

împarte segmentul 1IB în raportul MA=._..'.!_ şi N punctul pentru care 
M~ 2 

MN=S. Să se calcule:i:e raportul NA, 
NB 

[M(S); N(ll).J 
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~Se dau punctele A (2, 3), B(5, 6), C(7, 4 ). Să se afle unghiurile 
pe car e le fac dreptele AB, DC, CA, cu semiaxa pozitivă. 

[45°; 135°; ai·ctg~ =11°17'.] 

332. Să se verifice că patrulaterul .1lECD format de punctele A(O, -2), 
B(l, -5) C(5, 3), D(2, 2) este trapez isoscel. 

Soluţie analitică şi vectorială . 

[Analitic se va arăta că două lntuli sint egal înclina te ~ Ox, ~ 

celela lte dau ii sînt " g Rle. VeetoriAl : "" v11 arăta că vectorii AD şi HC 
sînt col iniari şi că 4A= 4 JJ folosind produsele scalare.] 

~Se dau dreptele 3x-4y+6= 0 şi 4x-3y-9=0. Să se determine 
paralela la a doua bisectoare a axelor de coordonate, care să formeze intre 
cele două drepte un segment de 5 1/2 unităţi. 

[Două sol u \ii : Y=-x+ 50 şi y=-x-20.] 

~ Să se afle vîrfurile unui triunghi, cunoscînd m ijloacele laturilor 
P(::l, - J), Q(l, 7), R(- 4 , ::l). 

[Fie A(x1, 111), B (x2; y2), C(x„ 1/a). Se sclie că P este mijlocul lui 
AB etc„ şi se ob\ine w1 •i•lem de "cua\ii.] 

335. Se îg part latu rile OC, L'A, AD ale unui tr iu nghi in acelaşi r aport 
prin pun ctele M, N, P . Să se demonstreze că triunghiu l MN P are acelaşi 
cen t ru de greutate ca şi ARC. (Tem·cma lui Pappus.) 

336. Fie A(x1, Y1), B(x2, Y2). C(x~, y3) virfurile unui triunghi ale cărui 
1::i•u1·i le notăm cu a, b, c. Să se demonstreze că centrul cercului înscris 
t r iunghiului are coorrlonatele: 

a.i:1 + hx + cx3 • x =-- -- - -, y 
a.+.h+ c 

a11, + hy, Ţ cy, 

a+b+o 
.. 

Fie AA' bisectoarea şi J centrul cercului tnscr!s. Se ţine seama de 

A'B JA' ] 
l'apoarlele _ ş i · 

A'C JA 

.__ -- --
337. Se dau dreptele (BC) 12x+ 5y+16!3 = 0; (CA) 4x-3y - O; 

(AB) !3.r.+lfiy-J63=0, cari' formează triunghiul ABC. Să se calculeze : 
a) Lungimile ma, mb, m0 ale medianelor . Să se ver ifice relai.ia 

m~ + m~ + m; = ~ (Bc 2.+ CiP+ AJ32). 

b) Lungimile înălţimilor. 
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c) Aria t r iunghiului ABC. 

lmu = 2. v'2 041 ; mb=.];__ 1/4 129 ; m, = 2s ; ha= 280
• 

2 2 ill 

hb = - ' h, = - ; s = 420. 108 420 ] 
5 17 

338. Aceleaşi date ca la problema precedentă. a) Să se calculeze coor­
donate](' centrulu i cercului înscris şi raza sa r. b) Să se scrie ecuaţia cercu­
lui înscris triunghiului . 

[ ( 48 M) Intersecţia a două bisectuare interioa re dă J -7 • 7 ·Distanţa 

(;o J pinii la una din la turi dii r=7 . b) 7(x'+u'->-l-96x-72y=O. 

339. Fiind dat un Lrape~ ABCD, dreptunghi în A şi D, ~e unesc vîrfu­
r ile B, C cu mijlocul M al lui IU5, apoi se duce din D o perpendiculară 
pe CM şi din A o perpendiculară pe DM. l''ie N punctul de întîlnire ul 
acestor perpendiculare. Să se demonstreze t:ă dr·eapLa MN este perpen­
diculară pe BC. 

[Axele sint evidente: AB rn 0.T., An ca O y . Nu este nevoie de ecua­
ţia d r eptei M.N, ci numai de cue!ici<Jutul "i unghiular.] 

340. Ce valoare t r ebuie să aibă cr. pen tru ca punctele A(l , 2), 
D(- 1, - 1), C(2, u) să Iie pe linie dreaptll.? 

[<!=3,5.J 

341. Fie A(2, O), B(3, O), C(O, 4) vîrfurilc unu i tr iunghi. Să se arate 
că picioarele perpendicularelot• duse din punctul P(5, 4) pe laturile tri­
unghiulu i ABC ~înt în linie dreaptă. 

342. Pentru ce valoar e a l ui a dreptele x+y- 3=0; 2x+y- 4=0; 
ax+3y-1,....0 ~înt concurente? 

lnlocuind pe CI. cu valoarea aflată, dreapta rezultată aparţine fasci· 
culului 

2x +y-4+1(x +y-3) = 0; 

pentru ce valoare .a lui /.? 

[a=l; Â~f·] 
34.1 . Se dau punctele A (a, O), D(O. b), C(3a, 3b), D(4a, 2b). Se ia pe 

segmentul BC punctul M astfel ca IJM = k, iar pe DA punctul N, astfel 
MG 

DN le - 1 c:- d - d t MN tr . t t r· ca _ - -- . ~a se emonstreze ca reap a "'· ece pnn r-un pune 1x. 
Ni\ 2 

[ P uncLul fix (7; · 2b) · ] 
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844. Se consideră un punct M mobil pe latura Ox a unghiului fixi 
xOy şi un alt punct fix N în acelaşi plan. Fie P proiecţia pum:Lului M pe 
Oy şi Q proiecţia punctului O pe dreapta MN. Să se arate c11 dreapta PQ 
trece printr-un punct fix (N. G. Botea, G.M. XXXI). 

[Axele: Ox şi perpendiculara în O pe P.a. 011 are ca ecuaţia y=mx. 

(
r - mq '"'' + q) ] Apoi /\J(p, q ); puneLul rix este ---

2 
• - -- • 

l +.m l +m' 
345. O dreaptă variabilă care trece prin punl!tul A(O, 5) taie drep-

tele x-2=0 şi x-3=0, respectiv în B şi C. Sii se arate că: 
a) Paralela dusă prin H la OC trece pt·intr-nn punct fix. 
b) Aria triunghiului OBC eRte constantă. 
c) Există o pozitie a dreptei ADC, astfel ca "XBOC=4li0

• 

Pentru ar.est caz să se calcule<:e celelalte unghiuri ale triunghiului 
OBC (E. Morţun). 

[a) Punctul fix ;(o.f);b)S=%unltăţi piitr~te; c) l.=- 2 şi l.= 
M IB 

= - 6 • fii nd coct. unghiular a l dreptei ABC. Pentru 1.=-s • tgB-

=-9, tgC= f · J 
346. Se dau punctele A(l, O), B(4, 3), C(O, fi). Se cere: 
a) Să se determine coordonatele punctelor D, E, F, ştiind că D îm-

parte latura IiC în raportul(- 1;). E împarte latura CA în raportul (-~) 

şi F împarte latura AB în raportul ( - -~} · 
b) Să se arate că drept.ele AD, BE, CF sînt concurente. 
c) Să se arate că punctele E, F şi D', conjugatul lui D faţă de B şi C 

sînt coliniare. 

[ D ( * • ~) • E ( ~ ' ~) ' F (~ • f) • D' (8, l).J 

347. Cunoscind punctele A(6, 3) şi B(O, 5), să se a.fle: 
a) coordonatele piciorului D al perpendicularei duse din D pe OA; 
b) coordonatele piciorelor E şi F ale perpendicula1·elor duse din D, 

respectiv pe AP şi OB; 

c) coordonatele punctelor M, N unde paralele duse prin D la OB şi 
AB întîlnesc dreptele AR şi OB; 

d) să se ::irate că dreptele EF, MN, OA sînt concurente. 

[a) D(2, 1); b ) E(3, 4), F(O, l); c) M (2, ~)' N (o. f) '] 
348. Se dă unghiul drept xOy, o dreaptă (.1) ce trece prin O şi un 

punct A care se proiectează în B şi C pe Ox şi Oy. Paralela dusă prin 
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1 A la (A) întilneşte pe Ox în punctul D. Fie Di şi 0 1 proiecţiile puncte­
lor D şi O, respectiv pe (li.) şi AD. Să se arate că D10 1, paralela dusă prin 
C la (li.) şi perpendiculara dusă din H pe (M sînt trei drepte concurente. 

349. Se dau punctele A(6, O), B(O, 4), C(l, 5). 
a) Să se arate cii triunghiul ABC este dreptunghic. 
b) Dreapta AC taie axa Oy în E, iar BC taie axa Ox în F. 
Să se arate că mijloacele segmentelor DC, BA, EF sînt coliniare şi să 

se afle ecuaţia dreptei lor (D). 
c) Să se arat<' cii biscctonrele interioare ale unghiurilor AEO, BFO 

s înt perpendiculare şi se întîlnesc pe dreapta (D}. 

[(D) x+5V-13=0; bisectoarele: Cl+ vTix+v-6=0 şi x-c1+ VllY+ 
+4=0.] 

350. l) Care sînt punctele din phm care ,qat isfac sistemul: 

2:r-5u+4=0; x+2y-3>0; 3x-4y+2<0? 

2) Să se afle lungimea segmentului de dreaptă pe care sînt situate 
punctele giisite. . 

3) Dacă se permntă circular semnele =, >, <, se obţin încă două 
sisteme. Care dintre ele este incompatibil? 

351. Se ia un punct M variabil_pc baza BC a unui triunghi isoscel 
ABC. Să se demonstreze că suma AM2+BM·~ este constantă. 

352. Prin vîrfurile A, B, C ale unui triunghi se duc trei drepte para­
lele, care întîlnesc laturile opuse în punctele a., f3, 'Y· Să Re demonstreze 
egalitatea de arii: 

S.~1 = - 2S,rnc· 

[Se poate lua O:=A şi Aa ca axă Ox, iar Oyj_Aa.] 

353. Se dau punctele A(~· t)· s(.....:..1, -~)· C(- 1, 1). Să se gă­
sească nria triunghiulu i format de b isectoarele exterioare ale friunghiu­
lui ABC (C.G.M. XXX). 

(s = 1::5·] 
354. Se dau patru puncte A, B, C, D într-un plan orientat şi se cere 

locul geometric al puncLului M astfel ca sl.I avem relaţia între arii; 

S111Aa'+Sucv-.,Susc+Cuv4 
[O dreaptă.] 

355. Se dau două axe dreptunghiulare Ox, Oy. Un triunghi drept­
unghic isoscel, variabil, are vîrful t1 fix pe Ox şi vîrful B al unghiului 
drept, mobil pe Oy. Se cerc locul geometric al vfrfului C. 

[A(a, 0). Locul este x-v+a=O.] 
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356. O dreaptă se m1~ca m plan păstrîndu-şi direcpa. ~a întilneşte 
~~le perpendiculare Ox şi Oy, respectiv în P şi Q. F'i e RE Ox, astfel ca 
PH=d (const.). 

Se CC're locul intersecţiei perpendiculari>lor ridicate în p i;;i R res-
pectiv p e QP şi Q R. ' · 

(Fle m coeficientul unghiular al tlrep tel PQ. Locul este: x+ 2mv+ 
+a- o.J 

357. Se dă unghiul drept :i:Oy, o clrPaptă oarecare (D) şi un punct 
mobil M pe (D). !<'ie P şi Q prnkcţiile l ui M, respecliv pc Ox şi Oy. Se 
cere: 

a) Locul geom etric al intersecţiei paralelei cluse prin P la (D), cu 
perpendiculara dusă din Q pe (D). 

b) J .ocul intersecţiei paralelei d use prin Q la (V) cu perpendiculara 
dusă din P pe (D). 

c) unghiul celor două locuri geometrice. 

[Locurile sint douli drepte perpendiculare.] 

358. C(a, b) este un punct fix din planul axelor rectangulnre Ox şi 
Oy, iar A şi B proiecţiile acestui punct pe axe. Prin C trece o dreaptă 
mobilă pe care tie proicctea?ll punctele A şi B, re~pcctiv în C' şi CH, ule 
căror proiecţii pe AC sînt respectiv A' şi 11.H. Tot punctele C' şi CN se 
proicr.t.<'nză pe BC în IJ' şi B". Toate proiecţiile fiind ortogonale, se cere: 

a) .Sll se arate că oricum o-ar roti dreapta mobilă în j urul punctului 
C, dreapta A"B" are o direcţic fixă. 

b) Să se afle locul descris de mijlocul segmentului A ' B?l'. 
c) Idem , locul mijlocului segmentului :tr'B' (Şr.. P olit. Buc., Lucrarc­

parţială, 1939). 
a 2x 2y 

[a) m = - b ; b) 
311 

+ ab -1=0; c) ax-hy~a'--b". 

Cele douii drepte-loc geometric sînt µerpendiculAreJ-

359. Se dau punctele A(O, 1), B(4, 2), C(2, ii) şi se cere: 
a) l ocul geometric al punctelor care satisfac relaţia : 

M1P+MB2-MC2=20: 

b) Jocul geometric al p110ctelor care satisfac relaţia: 

M1P+MB,-2MC2=7: 

c) ~ă se cerce teze dacă exislă punct.e fn plan care să satisfacă deo­
dată ambele relaţii. 

[a) Cercul X~ I u'-4x-12=0; !J) dt-eapta 11=2; C) M,[2(1+ V3>. 2); 
M,[ 2(1 - ./3), 2].) 

360. a) Să se scrie ecua~ia cC'r<'ului înscris tri unghiului format de­

punctele A (~•O ) , D(2, O), C(-2, ii). 
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b) Să se scrie ecuaţia tangentei la cercul înscris , paralelă cu latura 
HC (E. Morţun). 

c) Să se seric ecuaţia cer cului care trece prin mijloacele A7
, B', C7 

ale laturilm· şi să se arate că cele două cercuri sînt tangente înt r-un 
punct F, ale cărui courdonaLe se cer . 

[ a) Centrul cercul ul ( ~ '-;) · Cercul: x2+vi-.:1:-11 I 1,..~ O. 

361 . Se dau axele d1·<>pt11nghiulare xOy şi punctele A(4, O) şi B(O, ii) . 
1) Să se seric ecuaţia dreptei AD şi a bisectoarelor unghiurilor OAB, 

OBA. 
2) Să se scrie ecuaţia cercului înscris triunghiului OAR şi a cercului 

care t rece prin mij loacele laturilor lui OAB. 
3) Să se demonstreze cli aceste două cercuri sînt tangente şi să se 

calculeze coordonatele punctului de contact. 
4} Să se de monstreze că dreptele ce unesc vîrfurile triunghiului OAB 

cu punctele de contact ale laturilor opuse cu cercul înscris, sînt trei 
c.li'epte concurente (S.G.M. V). 

362. S<> dau două axe dreptunghiulare xOy şi un punct A aşezat pe 
prima b isectoare a unghiului axelor. Fie A 1 i;;i A 2 proiecţiile llli Jl, r es­
pectiv pe Ox şi Oy, iar M şi N pw1ctelc în care o dreaptă variabilă ce 
trece prin A întîlneşte acelea~i axe. 

a) Dreptele MA2, NA1 şi perpendiculara d in O pe MN sînt concu­
rente. 

b) Pe!·pendicu larele î n M şi N pc MN întîlnesc respectiv pe Oy şi Ox 
în N' şi M'. Se cerc locul geometric al intersecţiei dreptei M' N' cu per­
pendiculara dusă din O pe MN (S.G.M. VII). 

[Locul <>ste un cerc.I 

363. Se dau două axe dreptunghiulare O:i:, Oy şi punctele A(l, O), 
A'(-2, O), B (U, 2). M fiind un punct oarecare pe axa Ox, se cere: 

1) Să se scrie ecuaţii le cercurilor circum.scrise triunghiurilor ABM 
şi A'HM. 

2) Să se calcu leze coordonatele centrelor (C şi c,v), n.<:ele r, r ' şi dis­
tanţa CC'~ 
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3) Cînd punctul M se deplasează pe Ox, să se arate că centrele C şi 
-.C' descriu cîte o dreaptă şi că raportul razelor cercurilor este constant 
·(V. Mioc.:). 

( M(a, O); I) x•+v•-ca+ 1Jx-"; 
4

v+a=O; x2+ y2-(a-2).r+(<L-2)y­

-2a=O· 2) r2= ..!!._(a"+4)· r"'= _!_(aZ+ 4l] 
' ]6 ' 2 . 

364. Se prelungeşte diametrul AB al unui cerc cu lungimea "EC-= 7fE 
· şi se duce CX perpendiculară pe AB. Printr-un puncr oarecare :-· ~ :_x se 
duc tangentele PM, PN la ceJ'c ~i ele întilnesc în II şi K tangenta în 
punctul A. Să se demonstreze că centrul de greutale al triunghiului PHK! 

-este un pund fix (G. Papelier). 

[Axele: diametrul AB şi tangenta tn A. Se scriu tangentele din P 
la cerc şi se intersectează cu .r=O. Se calculează apoi coordonatele cen-

t1ul 11i rle greutate care slnl (~' o). r r aza ~-ercului.] 

365. Se dau trei puncte A, B, C pe o axă orientată şi un cerc oare-: 
·care. Se notează cu a, ~ . "( puterile punctelor A , D, C în rapor t cu cer-
cul. Să se demonstreze egalitatea: . 

a· 'IfC+ f3 ·CA + y .A:B+BC· 'CA·AB=O (G. Papelier). 

[Se poote lun originea în centrul cercului şi OxlJABC. Dacă cercul 
se reduce la un punct se obţine rela~la lui Stewart.) 

366. Se dau două axe perpendi.cular~x, Oy şi punctele A , D pe 
„axa Ox. Se duce cercul fix (C) descris pe OA ca diamC'tru, iar prin punc­
tele dale A, B Wl cerc variabil (C'), care tnie cercul (C) in A şi în punc­

-:tul mobil P. 
Sll se găsească locul punctului al doilea de intersecţie M, al dreptei 

·OP cu cercul C, cînd acest cerc variază (C.G.li1., XXl;.;:J. 

[A(a, 0), B(f>, 0). Ecuaţta loculul se desface tn x2+yLax=O şi v-1'=­
=0. Cea d in urmii este locul cerut.) 

367. Se dau două cercuri C1, C2, tangente în originea axei Oy avînd 
razele r1 şi r2. Se cere: ' 

1) Coordonatele punctelor M şi N, unde o dreaptă variabilă care 
·:trece prin origine taie respectiv cercurile C1 şi C2• 

2) Să i;e arate că tangentele în M şi N la cercurile respective sînt 
::paralele. . 

_ ~) Locul geometric al mijlocului segmentului MN. 

[ ( 
2r1 2mr, ) ( 2r, 2mr,) 

1) M 1 + m• ' 1 + m• ' N 1 + m• ' 1 + m' • 2) Acelaşi coeficient unghiillfil'; 

m'-1 1 
I' = -

2 
- ' 3) Cercul x'+v'-(r1 +r.>x=O. 
m , 
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'368. a) Să se scrie ecuaţia familiei de cercuri tangente la axele de 
coordonate, cuprinse în cadranele I sau III. . 

b) lJinLre aceste cercuri să se determine cele care tre<.! prmtr-un 
punct dat A(a, o). Caz particular A{2, 9), . . . 

c) Fie M punctul de contact al unwa din cercuri cu axa Ox. 9 · 
dreaptă care trece prin M şi are o direc~ie fixă taie d in nou cercul în M'„ 
Se ce1·e locul geometric al punctului M' 

d) Dintre cercurile !amili-'! <le mri :ms să se n:tf'rmine acelea care 
trec prin punctul (li.- 2, 1z..._2), }. liind raza cercului (S.G.M„ III). 

r~' ·;•,f-"J2--:n x-2H1+A.'-O. (Â, ).) centrul şi l- raza. ~) '-=~+h:ţ~-
c) 2m'x-tm+l)''y=O. d) ~:Cuaţia cru.·c dă pe l- este :>.•-2l-"-4A"+41.+ 
+s=O, cu rădăcina întreagă 1 1=2 şi o rădăcină iraţională l-~;;;2,38.] 

369. Se dă punctul A(-2a, O), cu a>O. 
1) Să se scrie ecuaţia generală a cer<.!Urilo1· care trec prin punctele-

0 şi A. . . . . 
2) Fie M punctul unde unul din aceste cercun taie dm nou axa Oy. 

Să se găsească locul geome tric al intersecţiei tangentelor în M şi O la 
cerc, atunci cînd cercul variază. 

3) Fie p punctul unde ~ercul vm:~abil taie a 
0

doua ?ară locul g.eo-_ 
metri~ (se la~ă la o parte ongmea). Sa se arate c,'l absc~sa p~c!ulm. P 
este dată de o ecuaţie de gradul al III-lea, care are o smgura radi1c111.'i 
reală. 

4) Să se calculeze coordonatele punctului P penLi·u cercul cu centrul 
în 0 1(-1, 7). (S.G.M„ V). 

(1) centrul ro(-a, A.)· x'+v'+2ax-2Ay=O. 2) !Vl(O, 21'), locul cstc­
parabola y>-ax-0. 3) x:i+6ax2+ga2x-4ai.. '=O. Se aplică teorema lui 
~oile. 4) P(4, 2).) 

i/x + 1 ~ >: 
370. Se dă curba y= ---+---şi fie M punctul ui1de curbalaie-

1. i/x+ i 
axa Oy. Să se arate că : 

a) atunci cînd J.. variază, curba rămîne tangentă dreptei y=2; 
b) tangenta la curbă în M este în a<.!ela9i timp \.angernă cer<:ului <.!U 

centru în origine ~icu raza r=2 (S.G.M„ VITT). 
371. Se dau două elipse concentrice şi omotetice (au aceleaşi axe şi 

semiaxele proporţionale). O tangentă oarecare la elipsa interioară taie 
cealaltă elipBă în punctele M şi N. Să se demonstreze că punctul de tan­
genţă este mijlocul segmentului MN. 

372. Produsul distanţelor de la un punct oarecare al unei hiperbole­
la asimptotă este constant. 

373. O tangentă oarecare la o hiperbolă formează cu asimptotele un 
triunghi a cărui arie este constantă. 

374. Se consideră o elipsă şi o hiperbolă, avînd acekaş; semiaxe a l)i 
b, axele lor fiind suprapuse. 

1) O dm&ptă dusă prin centrul lor comun taie elipsa în P şi hiper­
bola în Q. Să se determine această dreaptă, astfel ca tangentele in P şi 
Q la curbele respective să fie perpendiculare între ele. 

( 
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~) Pe una din tangentele com u ne la cele două curbe, să se determine 
un punct M, astfel ca tanv,entele duse din M la elipsă şi hiperbolă (d if e­

.ritc de tangenta comună) să fie perpendiculare înti-e ele (S.G.M., IV). 

h' f 1) y - ±a' x, car e taie curb?.!e în punctele reale. Tange11tele sln t 

paralele cu b isectoarele. 2) Două soluţii: M (o, V-2a'+ V fa1+b') 
:;;l şiJJ 1etricul sllu ~:-..;} ~c C.!.] 

375. Se dă p arabola y2-2p:r.= O şi se cere: 
1) .Să i;e determine hiperbola echilaterală xy=k 2 care Laie parabola 

"sub un unghi clrep t. 
2) F ie M punctul de intersecţie a celor două curbe; tangenta în M 

1a hiperbolă t aie axa Ox In A, iar tangenta în M la parabolă taie d in nou 
hiperbola în H. Să se arate că proiecţia lui B pe Ox este simetricul lu i .11 
faţă de origine. 

[ 1) xv=v2vz; 2) M(p, riv2l: A(2p , oi ; B ( -2p, - v
2
I v )]. 

376. Se cere locul geometric al punctulu i care are diferenţa distan ­
·ţelor la un punct fix şi la o dreaptă fixă, constantă. 

[Parabolă.] 

377. Se · dă o parabolă, o dreaptă (.1) perpendiculară pe axă şi un 
punct P E (6). Prin at:est pund se duce o secantă oarecare, care intîlneşte 
parabola în p11nct1>Je M , M ' şi se proiectează orto~a!_ aceste puncte în 
m şi m.' pe ( ll ). Să se dem onstreze că pr odusul Pm · Pm ' este cunstant 

·(G. P apelier). . 

[(!\) are ecuaţia x=a; P(a, k ). Constanta <'-'te k'-2ap.] 

378. Fie 11, R punctele de con tact ale L~n_g_entelor duse dintr-un punct 
P 111 o parabolă şi M mij locul segmentulu.i /lB. Să se demonsLre~ că FM 
este paralelă cu axa parabolei. 

[A şi ' H sînt intersecţiile curbei cu pn!Rra J11i 1-'.] 

379. Se ~unctul fix A pe axa Ox şi pundele M, N mobile pe axa 
Oy, astfel că MN-d (const.). 

Se cere locul intersecţiei perpendicularPlm· r idicate în M şi N, res­
pectiv pe AM şi AN. 

[P aralmla y 2,,,,4ax+d'.J 

380. Fie A p1mctul unde directoar<'a unei parabole date inLîlneştc 
axa ei de simetrie . .Se duce ccr <'ul cu centrul în A, tangent exterior para­
bolei. O ~ecantă vnriabilă care trece prin vîrful parabolei taie cercul în 
punctul N şi parabola în M . Să se a.He locul w·ometric al intersecţiei Lan­

,gentelor în M şi N la paraLulU şi la cerc (S.G.M„ V). 

lx+3p=O, pnrnlelă la Oy.J 
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381. l ) Să se arate cu pentru ca patru punde, aşeznt<' pe parabola 
y2-2px~o să !ie concidice, ordonatele lor trebui<' să verifice relaţia 

Y1 +Y2+Y~+y1,= 0. 
2) Fie A fiÎ B două puncte fixe pe o parabolă. Un cerc variabil ca!'e 

trece prin A şi B mai taie parabola în M şi N. 
îinînd seama de rela~ia rle la (1 ), să se af le locul geometric al inter­

secţiei t augentelo1· în M si N la parabolă (S.G.M„ VI). 

I l J Se el im ină x intre ecu>1\ia parabolei şi a unui cer c oarecare şi 
se gli<eşte o ecuaţie de grndul a l l V-11'a în y , fără („rmenul de gradul 

„ ) (b" ) ( . ) [l" ) al III-iea. 2) Fle A (~ • a • B - • b M ~ • a. • N ( ....::, · ~ : 
2p 2b 2,, 2p 

„ a+ f) a+b 
Avem o:+fl+a+b~o. Se i:nscşte locul Y= -~2- = - -

2 
- • 

o paralelă la O:r.. J 

382. Se dă e lipsa rapo1·tată la axele m:ilc şi parabola care arc vîrful 
'.in cen trul elipsei, iar focar ul F comun cu al elipsei. 

1) Să se arat e că aceste clouii curbe se taie sub unghiul dat de relaţia 

tg u ~ "\ / 1 + e (e= excenll'icitatca elipsei}. Y o(l - e) 

2) Distanţa de la, unul din punctele de iaLernccti e M pînă la focar este 

MF'= a' + c' 
a+c 

(S.G.M„ Vli). 

383. Pe u dreaptă (D) oe dă sPgmentul AB-a şi un punct variabil I\11. 
Pe perpendiculara în M pe (D) se iau segmentele MP=p şi AQ-q. 

1) Să se afle locul geometrie al i nters0rţici dreptelor AP şi BQ, apoi 
să SP r.onstruiască efectiv. 

2) Să se afle locul geometric (I') al inte1·secţiei tangenlelur dme în 
A şi D, respediv la <'<'rcmile AMP şi IJMP. 

Să se reprezinte g rafic locul aflat, pentru cazul p= .!!.., 
3 

"i :l) Să se studieze cu aj utorul teoremei lui Hoil<> în cîtc puncte este 
tăiată cur ba-loc geometric (I') de către un t:erc oarr0are AMP. Se va face 

tabloul de discuţie (se poate face discuţia pen tru p = f) (S.l..::VI., XII). 

1 
[A originea, AB axa Ox. I) (p-II)x+ay-aq=O. 2) P arabola !/= 

=;<x'-a:i:). 3) Inlăturînd soluţie x=O, ră1;11ine ecu a(ia xl-2ax2+a>.r+ 

+ca-X)P7-0, unde l.. este abscisa lui M. Şirul lui Ru!Je este: - oo; 

~ +a-J..· a-l..·+ oo;] 
27P3 ' ' 

14 - Gcnmch it mRllticl:I: c i. XI. 
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