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PREFATA

1. Geometria purd (sintetici) dispune de prea putine
metode generale pentiru rezolvaréu problemelor. Acesta u fost motivul
pentru care s-au cdutat mereu metode cu caracter gemeral care si poatd
fi aplicate oricirei probleme de geometrie. O astfel de metodd este aceea
a coordonatelor, introdusd in stiinta de citre Descartes®, prin care pro-
blemele de geometrie sint reduse lu probleme de algebrd. In aces! fel a
luat nastere o nowd ramurd de matematici, Geometria analiticd (1637), a
cdrei importantii capitald a fost aceea de a pune ordine in clasificarea
curbelor dupé gradul ecuatiei care le reprezinti.

Astfel dreapta este reprezentatid in plan de o ecuatie de gradul 1 in
doud warinbile si reciproc orice ecuatie de gradul I in doud variabile re-
prezinti o dreapta: conicele sint reprezentate prin ecuatii de gradul al
Ii-lea si reciproc orice ecuatie de gradul al [I-lea reprezintd o conicd
reald, itmaginard saw degeneratd.

Mectodele geametriei analitice se pat aplica oriciirei probleme de geo-
metrie, dar aceasta nu inseamnd cd orice problemd de geometrie se re-
zolva simplu pe cale anolilicd. Buistd probleme o cdror rezelvare analiticd
duce lu caleule lungi si plictisitoare st cave se rezolvd simplu pe cale
clementard.

2. Daca geometria analiticd este creatia secolului al XVIi-lea, caleulul
vectorial este creafia secolului al XIX-lea. El a apdarut o datd cu luerd-
rile lui Hamilton (1843) gi Grassmann (1844). dar felul greoi in care au
Jost serise aceste lucrdri nu a prilejuit o raspindire a acestei noi ramurt
de matematici. Mai tirziu insd lucrdrile. lui Maxwell (1831—1879), Gibbs
(1881), Heaviside (1894) infétiseaza coleulul veetorial sub formd definitivd,
cu natatii comode si metode convenabile si usureazd rispindirea lui.

“René Doscartes (1596—1650) mntc:maﬁm‘nn, fi-
zician s Filozof francez. Opera prineipald: Discours de la
méthode (1637).
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Multe probleme de geometrie se trateazd simplu cu ajutorul calculu-'
lui wectarial, dar, ca st in cazul geometriei analitice, nu orice problemd.
In special este de subliniat faptul cd relatiile wectoriale sint wvalabile s |
in plan gi in spafiv si de aici se pot gdsi uneori generalizéiri interesante,
in spati, a unor probleme de geometrie pland.

3. Calenlul wvectorial poate servi §i la prezentarea geomelriei anali-

tice sub altd forma decit cea tradificnald. O asifel de prezentare se face [ | ¢
$t in acest manval, cu precizaren cd elementele de caleul vectorial (algebra
vectoriald) sint reduse la strictul necesar si numai lo vectori in acelusi : INTRODUCERE

plan, atit cit este necesar pentri geometria analiticd de clusa a XI-a.

Pe lingd avantajele evidente pe care le au § geometria analiticd si
calculul wvectorial, trebuie sd spunrem cd existi si unele inconveniente. .
Cel mai émportant ni se pave a fi faptul cd atit geometria analiticd cit si ‘
calenlul veetorial me due la rezultatele wunor probleme, datoritd unor
calcule specifice fiecarein din ele, dar de Jupt rémin ascunse proprietatile
geometrice care duc la acele rezultate. ,

!

Autorul . \ MARIMI SCALARE, MARIMI VECTORIALE.
' ! SCALARI, VECTORI

1. Noliunea de marime este familiard oricdrui elev, din clasele ante-
rioare, fie de la lecliile de matemalici, fie de la cele de fizica.

\ Cind se vorbegte de misurarea unel mdirimi se stie ca se presupune
vi c-a ales o unitate de masura, aceasta fiind o marime de acelasi fel cu
cea care se Imisoalra,

Iiste hine insd s precizim cd posibililatea de a masura o marime
cere, din punct de vedere matematic, unele conditii, si anume:

— Trebuie séd stim ce se intelege prin mdrimi eqgale si neegale si prin
mérimea sumnei a deud marimi, ;

— Trebuie s& admitem cd orice mirime se pouale Tmpdrii intr-un
numdar de parti egale si ca este satisfAcutd arioma lui Avhimede, anume
i fiind date doud marimi, existda un multiplu al celel mai mici, care
depéseste pe cea mal mare.

2. In viata de toate zilele, in stiintd si in tehnicd se intilnese méarimi
care sint perfect caracterizate printr-un singur numér: rezultatul mdsu-
ratorii.

Astfel dacd cineva ne informeazd ca a cumpdral, 2 kg de fdind zau
cd a lucrat timp de 3 ore, nu mai este neveie de altd lAmurire asupra
mdrimilor respective®.

Aatfel de marimi ca timpul, temperatura, volumul, suprafata, densi-
tatea, energia etc. care sinl perfecl carsclerizale printr-un numdr (pozi-
tiv sau negaliv), se numese mdrimi scalare.

Numéarul care aratd masura marimii respective il vom numi scalar.

Numercele abstracte intrda si ele in categoria de scalari

3. Existd insd mdrimi pentru a céror caracterizare nu mai este de-
ajuns sa cunoastem misura lor, ci trebuie si stim directia si sensul in care

* Arcasta nu fnseamna ci marimile respective nu pol
11 privile 1 din alle puncte de vedere, de exemplu al cali- '
tagii ete. |
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ele actioneazi, Astfel daci asupra unui corp actio-
neazd o forld, trebuie sa stim in ce direciie si in
ce sens actioneaza forfa, pentru ca sd stim cum
se va deplasa corpul.

Alte mirimi pentru a.edror caractenzam tre=
buie sa cunoastem, pe linga masura lor, directia
si sensul, sint: ftranslajiile, wvitczele, accelera-
liile ete., T'oate acesiea se nuimesc marimi vecto-
Fig. 1. riale si sint caracterizate prin trei elemente: unul

aritimetic, numdarul care arala masura lui cu uni-
tatea aleasd si pe care il vom numi {ntensifatea sau modulul marimii
vectoriale si doua elemente geometrice, direcfiq si sensul.

Pentru reprezentarea unor ‘astfel de marimi s-a ales segmentul
orientat. Lungimea segmentului, la o scara aleasd, reprezintd mdsura
(intensitatea, modulul) mé&rimii vectoriale, dreapta pe care este asezat
segmentul (dreapta-suport) reprezintd directia pe care aclioneaza mari-
mea vectoriald, iar sensul esle indicat printr-o gédgeald asezald la exlre-
mitatea segmentului (fig. 1).

Un astfel de segment care are indicat sensul printr-o sigeatd, se
numeste vector. Ca orice segment orientat, vectorul are o origine si o
extremilale.

Notajiile folosite pentru vectori diferd ?nsé de la un autor la altul.
Cele mai obisnuite sint urmétoarele:

1) Daca vectorul este dat prin doua puncte (ougmea si extremitatea
sa), atunci se noleaza (fig. 1)

ﬁ gau fﬁ’i‘

Prima notatie are dezavanta]ul ca multi noteazd in acest fel seEMeN-
lele (chiar neorientale), peniru a le devsebi de dreapta AR.
2) Daca vectorul este dat ‘prmtl‘ o singura litera, atunci se scrie

a sau u si, mai rar, a (lilerd prasd).
Lungimea segmentului reprezinta — la scara aléasa — mair .imw:, inten-

sitateq sau modulul vectorului si se noteaza |AB|, |AB| sau |al, ]cn. sau
simplu a.
In acest manual vom folosi urmdtoarele nota‘ru
— Daca wvectorul este dat prin 01'1g11“ea sa (A M etc) si exiremita-
—

5
tea (B, N etc.) vom scriec AB, MN, adica vom pune sigeata deasupra.

— Daca vectorul se déd printr-o singurd litera, alunvi vom nota @,
i, v ete, iar medulul il vom nota cu aceeasi lilerd, [ara bard, deci a, u, v,
afard de cazul cind va fi nevoie s& se atraga atnnha in mod spec1a1 asupra
modulului i atunei se va folosi [a@|, |u| ete.

4. Claszfmarea vectorilor, Rep[ ezentarea vectorilor prin scgmcnre
orientate a fost luald din mecanicd, unde forfele erau de mult reprezen-
tate prin vectori. Chiar numele de vector aratd acest lucru, deoarece vine
de la verbul latin ieha-vehere=a purta, a trage, a mina, deci st refera
la actiunea unei forte.

INTRODUCERT i

Matematicile au luat insa din toate ramurile de stiintd mérimile vee-
toriale gi priritr-un proces de abstractizare au creal calculul vectorial, de
care apoi se serveste ficearc domcnm de stiind sau lehnicd, acolo unde
are nevoie. '

Observindu-se cu atentie diferitele marimi vectoriale, s-a ajuns la
urmatoarea clusificare a veciorilor:

— Vectoré legati, care au originea intr-un punct anumit, fix sau mo-
bil, punctul de aplicatie al vectorului. Astfel fortele care actioneazd asupra
unui punet [ix A, au punclul de aplicatie in A, viteza unui punct mo-
bil M este reprezentati printr-un vector cu punclul de aplicatie in M,
mobhil.

— Vectori alunecatorz care se pot deplasa de-a lungul unei drepte,
actiunea lor rdminind aceeasi. Punclul lor de aplicafie (originea vecto-
rului) poate fi oriunde pe dreapta-supart. Ca exemplu se poale da [oria
care aclioneazd asupra unui solid nedeformabil, al carei efeet (miscarea)
este acelasi oriunde ar [i punctul de aplicatie pe linia de actiune a fortei

— Vectori liberi care pot avea originea In orice punct al spatiului,
dar pastreazi marimea (modulul), directia si sensul.

Ca exemplu vom da vectorul care defineste o translatie.

Fie v acest vector. Toate punctele M, ale unei f.dur‘ I ajung in M’ si

formeazd o noud figura F’, astfel ca toi,x vectorii M, M sint egali intre ei
si egali cu vectorul T, dar au originea in diferitele puncte M; unde Mg &,

*
AR :
5. Partea rlin calenlul vectorial care sc ocupd cu operaliile asupra vee-
torilor se numeste algebra vectoriala. Algebra vectoriala are in vedere
in primul rind operatiile asupra vectorilor liberi. Pentru celelalte cate-
gorii de vectori proprietiitile si oper aliile se deduc din cele ale vectorilor
liberi, tinind seama de conditiile suplimentare impusc.
In acest manual vom incepe prin a studia vectorii situati pe o dreapta
si numai dup# aceea vom trece la veclori in plan.
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1. Vectori pe o dreaptd. Din multimea vectorilor qituati pe o dreapta
(A), unul oarecare poate fi dat fie prin ougmea sa A si extremitatea B,

deci AB fie prmtr 0 singura litera @ (fig. 2).

Daca originea A este fixd, alunci avem de-a face cu un vector legat;
ducd originea A poate fi oriunde pe dreaptd, dar mirimea si sensul sint
date, atunci avem un wvector alunecitor. Alte posibilitdti nu mai sint.
Pnn urmare pe o dreapld nu pulem avea decit vectori legati si vectori
alunecdatori.

Modulul vectorului (méarvimea, intensitatea vectorului) ne di masura
marimii vectoriale pe care o reprezintd, la scara aleasd. Asa cum am mai

— s
spus, vom nota modulul vectorului AB cu |AB], iar dac# vectorul esle dal
sub forma @, atunci modulul se- va nota cu |z sau mai simplu a.
22

Doi vectori sint egali AB= LU dacd au acelasi modul si acelasi sens
indiferent unde ar fi situafi pe dreapté. Daca vectorii sint legati, trebuie
sd aiba si aceeaca ougme

Vectorii AB si BA au evident acelagi modu‘l dar el aLLmneaaa in
sensuu contr are, de aceea ii vom numi vectori apugi. R(.Z.U.].td cd AB= —BA

dar |AB| IBAI

2. Vectori pe o axd. 'Dacd pe dreapta {A) alege’m 1R sens pozitiv
(indical printr-o sdgeatd), o origine (O) si o unitate de mdsurd, dreapta
(A) devine o axid: axa Ox. Un vector oarecare poale avea acelasi sens cu
sensul pozitiv al axei sau sens contrar. Vom conveni si numim coordo-
nata unui vector, modulul vectorului cu semnul (4) sau (—) dupd cum
vecterul are sensul axel sau sensul ccmtrar Prin urmare daca notam cu X
aceastd coordonatd, atunci

>

X=i|zﬁ§|.‘ : (%)
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5 Coordonata unui vector este in-
— dependenti de punctul de aplieatie

al vectorulul, prin urmare ea carac-

lerizeazd un vector alunecator.

3. Adunanea wvectorilor. Veclorii
situati pe o dreaptii fiind segmente
01‘1entd.te adunarea lor se face la fel

f2) cu adunarea segmentelor orientate.
F1e de pilda de d.dunat vectorii @, b,
¢, d dali In figura 3,a si presupusi
pe o aceeasi dreapta (A). Se asazi

2 2 2 vectorul @=AB pe d'reapta (él, apol
/6) sa ? in continuare vectorul b=BC, de
Fig. 3. acelasi sens; vectorul E_.::CD este de

sens contrar, iar d=DFE de acelasi

s sens cu @ Suma celor patru vec-

fori esle vectorul AF (fig. 3, b) care are originea in A (a primului vector)
gl extremitatea F a ultimului vector.

In mod aseménitor se face suma unui numir oarecare de vectori,
Rezulta urmatoarea reguld generald:

Pentru -a aduna mai multi vectori Gy, Gy, .., 0, situa;i Pe aceeasi

dreaptd (A) se ia un punct arbitrar Au st se asuzd vectorul AnAl_a,, apoi
al dozlea vector se asazd cu originea in extremitatea primalui vector, deci

A Ay —dy ete., fiecare veclor cu sensul sfu, pind se asazd ultimul vector
-——v —

A, Ay—d,. Suma vectorilor dafi este vectorul A pA, care are ca origine,
originea primului vector si ca extremitate, extremitatea ultimului vector.
Dacd notim eu 5 vectorul sumai, atunci se scrie

S—Gy+Og+ ... U= ApA,. @)
Vectorul suma se mai numeste qi vector rezultant.

Dupa cum se vede, adunarea ‘vectorilor pe o dreapta este o adunare
algebricd, deci pastreazé proprietatile sumei algebmce in particular:
a) este comutativa, b) este asociativa.

Sensul vectorului suma se deduce astfel: se face suma modulelor
vectorilor de un sens si suma modulelor vectorilor de sens contrar; vec-
torul sumd are sensul vectorilor care au suma modulelor mal mare.

Dacd suma vectorilor de un sens este egald cu suma vectorilor de
sens contrar, vectorul rezullanl (sumd) este nul. Vectornl nul nu are
sensul precizat.

In cazul cind mai multi vectori legaii au acelasi punct de aplicatie,
adunarea se face ca la vectorii alunecatori, dar rezullania are originea
in punctul comun de aplicatie al vectorilor componenti.

4, Adunarea vectorilor cind se cunose coordonatele lor. Fiind vorba
de coordonatele vectorilor, dreapta pe care se gésesc ei este organizatd ca
axd: axa Ox.

VROTORT PR O NREAPTA 11

Pentru a scurta scrierea vom folosi notatia @ (X) sau AB (X) arilind

prin aceasta ca vectorul @ sau AB are coordonata X.

Fie deci vectorii @ (X;), G (X3),...0,(X,). Din felul in care 5-d
facut operalia geomelricd de adunare rezultd ci ce adund mirimile vecto-
rilor, finind scama de sensul lor. Insa coordonatele vectorilor sint toemal
aceste mérimi, pozitive sau negative, dupda cum au sensul pozitiv al axei
sau sensul negativ. Prin urmare vectorul suma s(X) va avea drept coor-
clonald suma coordonatelor veomrﬂnr dati, adica

X=X+ Xph .. +X0= YV Xs )

i=

Exemplu. Sd se facd suma vectorilor @ (5), b(—3), ¢ (—6). Suma
vectorilor este vectorul s (X), care are X—54(—3)+(—06)=—4, deci
oriental In sensul negativ al axel, avind mérimea de 4 unitdfi,

5. Relafia dintre modulul sumei si suma modulelor. Din felul in care
se face adunarea veetorilor pe o dreapta rezultd ci modulul (mérimea)
vectorului suma poate fi egald cu suma modulelor vectorilor componenti,
numai in cazul cind acestia au acelasi sens. Dacd inséd unii veetori au un
sens g altli sens contrar, atunci totdeauna vectorul suméa are medulul
mai mic decit suma modulelor vectoriler componenti, Se scrie acest lucru
sub forma

[s1< @] + @l + ... + [Tl ; (4)

s5du

|al+ﬁz+ +Elllgiali +Jﬁz\+ |?EI‘I| (4’)»

6, Scaderea wvectorilor. Prin deimme a scddea un vector dm altul
inseamna:

a) a gdsi un al Mpziea vector, care adunat cu vectorul scizdtor sa ne
dea vectorul descazut, sau

b) o gisi un al ireilea vector care este suma dintre vectorul descdzut
st vectorul scdzdtor bwat cu semn (sens) contrar.
rin urmare operafia de scidere @—b=c poate fi priviti in doua
feluri: |
a) a=b+o sau b) a+(—b)=c.
5& facem efectiv scaderea in doud cazuri.
Cazul T |a|>|B].

s |a|>i'5| In hgﬁ.na 4 avem astfel de veetord. .uam pe dreapta (A)
vectorii OA a si OB b. Se observa imediat ca (‘A OB+BA adicd

a— 'E+BA prin urmare vectorul diferentd este RA Daca cei doi vectori
se lau cu aceeagi origine O, atunci relatia la care se ajunge este

OA—OE—BA. )
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L. Daca ne relerim la al doilea fel
de a face sciiderea, atunci Iudm (fig. 5)
veclorii OA=g 31 AC=—F si ii adu-

e —

nam; vectorul rezultant este OA-+AC =
=0C, dar este foarte clar ci OC=BA
din figura 4, numai ci are originea in
0, in loc de B. !

Cazul IT |a| < |~5i'- ;

Un astfel de exemplu avem iE-.ﬁ_
gura 6. Daca luim pe dreapta (A) OA=
=z s (5—;5:'6, se observii imediat ca
OA=5£3+EA, deci ajungem fot la re-
latia (5)

OA-—OB=BA.

Al doilea fel de u face seiderea in
acesl exempluy, il laséim pe seama elevi-
lor. Desigur mai existd si alte eazori, de
exemplu veetorii @ si 6 sint de sensuri
contrare ete., dar nu cate nevoie si le
considerdm pe toate, deoarece sciiderea
se reduce la o adunare si formula (5)
este valabild in toate cazurile,

Regula care rezulta din (5) este ur-
maétoarea: ;

Dacd aducem cei doi vectori vare
se scad sG aibd originea comund, atunci
vectorul diferenjd are originea in ea-
tremitatea vectorului sciiziitor si extre-
mitalee in extremitatea vectorului de-
sedzuit.

Relatia (5) scrisd invers

BA—OA—OB 16)

are o interpretare intevesantd, foarte
des folositd, anume: orice veector poate
i socatit ca diferenta a doi vectori care
au o origine comund (oarecare), descd-
zutul avind extremitatea in extremila-
tea vectorului dat (A) §i sclzitorul avind
extremitatea in originea vectorului dat
(B).

YECTORI PE O DREAPTA - e

Deoarece originea comuna a celor doi vectari poate fi oarecare, des-
compunerea unui vector intr-o diferenta de vectori se poate face intr-o
infinitate de feluri:

‘
S~ 11

MN — AN—AM~ON—EM= . .. )

Ryel = f P =
7. Inmulbirea woaei vector cu un numir real, Dacd adundm n vectori

egali, @ fiind unul dintre el, este evident cd obfinem un vector b de ace-
lasi sens cu @, iar || =n|al.
Se scrie astfel
] b=na. (7

Reciproc, o egalitate de forma (7) arvatd ca vectorul b este de acelasi

‘sens cu @, dar are modulul de n ori mai mare, adicd

|B| =nla} sau b—na. ()

- O egalilate de forma
by =—na (8)

arald ¢a vectorul by este opusul lui b=na, deci |bj|=nla|, dar are sens
contrar lui b, deci si lui @ 8

S& presupunem acum cfi vectorul b esle de q ori nviai mic c_leci‘g vec-
forul @ Atunci @ este de g ori mai mare deeit b ¢i dupi cum cei doi vec-
tori au aceeasi orientare sau o}‘ien’care contrard, se poate scrie

de unde rezultd /
o A @)
~ g
Relatia intre module este evident b=iq L, care arati ca vectorul b

v

este de q ori mai mic decit 4. 3, U
Acum este usor de inteles semnificatia relatiei

B=4-23 (p, g¢ N, mulfimea numeré]or naturale), (10)
q :

anume: b este vectorul cu aceeasi orientare @, dacd se ia s:emnul (+) sau
de orientare contrard, daca se ia semnul (—) si are ca mdrime de p ori

veetorul - g— 2 . Relalia intre module este evident
T q q
5] — £|g| sau b—La.
q . q

Cu aceastd pregitire putem spune ce infeles are relalia

b—ma unde meR (muliimea numerelor rajicnale). (11)
Sa -precizdam 4 : i i
) 1) Daca m>0 vectorul b are acelasi sens cu @.

2) Dacd m<0 veciorul b este de sens contrar cu d.

.[
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3) Inire modulele celor doi vectori exista relafia
|B] =|m]|: |a] sau b=|m]a.

Din cele expuse pind aici se desprinde urmaéatorul rezultat:

Produsul dintre wn numdr rational m § un vector @ reprezintd un
alt vector b, pe aceeasi axd, al cdrui modul este b=|m|.-a §i care are
acelasi sens sau sens contrar cu da, dupd cum m este pozitiv sau negativ.

Dacid m—0, b este vectorul nul, cu sensul nedefinit.

S3 vedem acum ce reprezinta produsul o@, unde o este un numar
irational gi @ un vector.: j t

Pentry aceasta s4 reamintim din analizd cd oricc numdér irafional o
poate fi definit cu ajutorul multimii {Q} a numerelor rationale, in anumite
moduri. De exemplu o poate fi definit ca limitd a unui sir de numere
ralionale (exemplu clasic: definirea lui\ﬁ).

Fate evident insd cd se poate stabili o corespondentd biunivocéd intre
multimea numerelor m rationale, mE{Q}, sl multimea wvectorilor mad.
Atunci limitei o a sirului de numere rationale ii va corespunde limita o@
g girului de veclori corespunzdtori sirului de numere,

Putem scrie deci

b=ai, (L2)

unde b este un veclor de acelasi acns sau de sens contrar eu @, dupd cum

semnul lui a este (4) sau (—) si care are ca modul

b=|a| |g| sau b=|wu]-a. (12

Rezulld ¢d mérimea veclorului b esle incomensurabild cu mirimen
vectorului @.

Stringind la un loc rezultatele ‘de pind acum si reamintind ca orice

[ numar real k este un scalar, ajungem la urmatoarea concluzie:

e =

Produsul dintre un wvector @ $i un scalar k este un alt vector b=k
care are sensul lui @, pentru k>0, are sens contrar eu @ pentru <0 si are
ca modul b= k| a.

Proprietaiile urmitoare sint evidenfe, in baza studiului ficut mai
inainte: i

1) ma—-am (m real), inmuliirea unui veector cu un scalar este comu-
taliva;

inmultirea este asociativéi;

inmuljirea este distributivd fatd de adunarea sca-
larilor;

inmulfirea este distributiva fatd de adunarea vee-
torilor,

2) m(na)=n(ma) =mni
3) (m4-n)a=ma-|-na

4) m(q+b)—ma-+mb,

8. lmpiirlirea unui veetor cu un scalar [ se reduce la inmulfirea vec-

q 1 b ) e
torului cu —» T e
i adica ]
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9. Versorul (vectorul unitar). Fiind dat un vector @, dacd se ia vec-
torul @, de modul 1, de acelasi sens cu @, acesta se numeste versorul sau
vectorul unitar al lui @. 'Este clar ca vectorul ¢ este de a ori mai mare
deeit @y, decel se poate scrie, polrivit relatiei (11) sau (12)

U=uty sau a— |a|: g (13)
din unde rezultd expresia versorului
| au=% sau Ty= —: 13)

3

Daca pentru mai multi vectori, situali pe accedsi dreaptd, se adoptd
aceeasi unitate de mdasura, atunci tofi acesti vectori se pot exprima eun
versorul corespunzitor unui vector, dar trebuie avut grija ca vectorii de
sens contrar si aibd exprimarea corespunzitoarc, de exemplu daca @
esle un aslfel de vector, sa se scrie dj=-—aqiap.

10. Versorul pe o axd, In cazul unel axe, unitatea de misurd este
fixata, deci toti vectérii de pe acea axi vor fi masurati, in modul, cu
aceeasi unitate. Vectorul unitar (versorul) se alege cu acelasi sens ca si

— —_ t — _— -
axa Ox si se noteazd OU —i, astfel cd |OU|=|i|=1 (fig. 7).

Orice veclor @ de pe axa Ox se poate exprima cu ajutorul versorului 7,
si anume :

G=ni daci @ are sensul axei Ox si

d=—ai daca 4 are sens negativ pe axa Oux.

Dar meodulul a al vectorului a, luat cu semnul corespunzilor orien-
tigil vectorului este coordonata sa X. Prin urmare se poate scrie

=00,
Dacd pe axd consideram mai multi vectori @ (X;), @(Xs). .. . @a(X,),
atunel -,

/

(14)

2
BB B e B X

Potrivit celor spuse la insumarea vectorilor (§ 4) situafi pe o axd, vec-
torul suma § va avea ca expresie \

S—=@ HayF ., 8= (X 4 X4 . X sau

F‘_ " .,
¢ Sz(}: X,,)z. (15)

\ ol

- ’
Vectorul sumé (sau vectorul rezultant) se obfine deci inmuliind ver-
sorul i cu suma coordenatelor vectorilor.

\ Fig. 1.
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[ -—-"'-—.—
[GEOMETRIA PE O DREAPTA

11, Dacd ne ccupdm numal de elementele geomelrice aﬁe.zate pe
aceeasi dreaptd (puncte si scgmente), se zice cé& facem geometrie pe o©
dreaptd. Pentru fixarea pozifiei diferitelor puncte vom alege ca sistem de

referin{d o axi care are va suport chiar dreapta dald, deci fixam originea, -

sensul si unitatea de masurd. :
Pozitia unui punct ocarecare A de pe axa Ox este in mod unic deter-

minatd de vectorul OA=7 (fig. 8), care pentru acest motiv se numeste
vectorul de pozifie el punctului 4. Vecltorul de pozitie al oricérui punct
de pe ax4 are originea in O originea axei si cxtremitatea in punclul res-
pectiv. Rezulta imediat ca vectorii de pozitie sint wectori legati. ’

Daca se considerdi mai mulle puncte A, B, C, atunci vectorii de poziti

OA, OB, OC se pot nota fic ou T,, Ty, 7,y fe eufy, 7y, 74, fio cu litere dife-
rite @, b, ¢ etc. Adunarea si scéderea vectorilor de pozitie se face ca la
vectorii liberi, iar vectorul rezultant are originea tot in O (§ 3).
Vom nota mai scurl A(r) intelegind prin aceasta cd punctul A are ca
vector de. pozitie pe 1. . bl
Fie A(ry)) si B(rs) doud puncte pe axa Ox. Relatia vectoriala
AR—OB—0A se scrie sub forma (§ 6)

AB=7—7 (16)
oricare ar Ii pozitiile punctelor A, B pe axd Relatia (16) o vom numi rela-
tia Tui Chasles. :

12, Teorema lui Chasles®. Fiind date n puncte pe o dreaptd A,

Aq, ., ., A, exista relatia
AgAgFAgAgt . F A Ap - A,4,=0. (17

Pentru demonstrafic s4 seriem ficcare vector exprimat cu vectorii de

PORITIE B P e Pt
Sl e
A Ay =707y

ApAy—T4—iy

Fig. 8.

* Chasles Michel (citegte Sal), geomeiru [rancez
(1793—1880) care a inirodus in mod sistematic principiul sem-
nelor in geometria sintetica.
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Daca se adund aceste egalititi se obtine relatia (17), deocarece in par-
lea a doua tofi termenii se reduc.

In particular pentru trei puncte A4, B, C relafia se scrie
ABJBCLGA=D. a7

Observare De fapt veclorii pe o dreaptd sint segmente orientate
pe acea dreapld, asllel cd (17) reprezintd relafia intre segmentele orien-
tale corespunzitoare.

13. Abscisa unui punct de pe axd. Coordonata vectorului de pozitie

a unui punct A, adicd marimea vectorului OA =7, luatid cu semnul ei (§ 2)
se numeste abscisa punctului A si se noteazd cu x, a, b etc. Prin urmare
abscisa unui punct A este méisura distantei 0A, cu semnul () sau (),
dupd cum punctu]l A se afli pe semiaxa poritivd sau pe semiaxa negativa.
Notatia A(x) inseamnd: punectul A de abscisd .

Daci 1 este versorul pe axa Owx, atunei vectorul de pozitie T al punctu-
lui A se scrie sub forma

Ftix. J (18)
Suma vectorilor de pozifie a punctelor A;, 4,, ..., A, este
§=F{ +F2+ v +¥n:ixi+‘ix2+ LR +i‘rr;:-“- (Exk] = (19)
- o) Py

14. Coordonata unui vector dat prim originea si extremitatea sa. Fie
vectorul AB(X), dat prin punctele A(x;) si B(z,). Avem pe de o parte
AB—iX, iar pe de altd parte

AB =¥2‘ -F1 =%$2———i:?‘_'l —i(.’fg—?\) (20)

Din eompararea celor dous expresii ale lui AB rezultd

K =251, sau AB—xp—2xy. (21)

Coordonata unui vector arata mirimea st sensul- vectorului fata de ax4,
deci x3—ux; va arita dc asemenea mirimea si sensul segmentului AB faii
de axd, dupa cum axp;—x>0 (seps pozitiv) sau z,—xy <0 (sens negativ).

15, Distanta intre douda puncie pe axa, Fie A(x), B(x,) cele doud

puncte. Din (21) rezultd imediat distanta AB, care se va lua in valoare
absoluld, deci :

AR =|X| = |as—a]. (22)

Observari 1) 83 subliniem fned o datd cé'diferenta ro—x; luatd
in valoare absolutd di distanta AB, dar daca se ia cu semn cu Lot,

‘alunci dd mirimea si orientarea segmentului AB.

2) Distanja d intre punctéle A(x() si B(x,) se poate scrie si sub forma

| R [ @)
radicalul fiind aritmetie,

3 — Ceometrie analiticd cl. XI.
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Exemple. Si se afle distantele dintre perechile de puncte:
1) A(3), B(—2); 2) C(—4), D(2); 3) D(—H), E(—SB).

Avem
1) AB=[-2-3|=5: 2) CD=|2—(—4)|=6;, DE=|—8—(—5)|=3.

16. Abscisa punciwiui Cu-re'imparle un segmend intr-un raport dat.
Consideram segmentul AB definit de punctele A(ry), B(ra) si punctul M(#)
care imparte segmentul dat in raportul

e 2 23)
MB

Socolind segmentele orientate, rezulta:

a) dachA Mg AB atunci k<0, deoarcce MA, MB au sensuri diferite;

b) daca M este exterior segmentului AB, atunci k>0, segmentele
MA, MB avind aceeasi orientare;

¢c) dacd M=A. atunci k=0:

d) dacd M »B, atunci k—>oo.

Din (23) se deduce MA=k ME sau scrisd vectorial

MA—k MB (24)

Introducind vectorii de pozitie se obtine 7—7 =i(ry—7) din care se
deduce :

= _n—kn, 95
ey (22)

relalie care da vectorul de pozifie al punectului M in functie de vectorii
de pozitie ai punctelor A, B, precum gi de raportul k.

Naca exprimam vectorii cu ajutorul absciselor punctelor A(xy), D(ry),
M(x) atunci (25) deviue

3 Tk
= 2E
1—Fk

care ne dd relalia dintre abscise, anume

%k

(= 24G)
1—k (
Aceasta este formula care déd abscisa punctului M, care Imparte seg-
mentul AE in raporiul k. y
Tn particular mijlocul unui segment imparte segmentul in raportul
g =—1, deci k=—1. Abscisa mijlocului segmentului esbe
MB :
L] \
)

r= @7

Se stie din geometria elementard ci existd doud puncte care impart
un segment in acelasi raporl: unul interior, altul exterior segmentului.
Daca se considerd segmentele orientate, atunci cele doud rapoarte sint de
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semne contrare, lar cele doud puncte M, I se numesc conjugate armonic
fatd de A si B. Din cele spuse aicl rezultd cd abscisa punctului N, con-
jugatul lui M fati de A si B se deduce din (26) inlocuind pe & prin (—Fk),
deci S

i = ._xijﬁ . (28)
= 1+%

Conjugatul armonic al miflocului unui segmenl se obline din (26) f4-
cind k—1, deci ¥—cn sau x=oo, adicd este punctul de la infinit al drep-
lel pe care este situat segmentul.

17. Diviziune armonicd. Dacd punctele C, D sint conjugate armonic
fald de A, B se gtie cd reciproc A, B sint conjugate armonic [ali de C, D.
Configuratia de puncle A, B, C, D se numeste diviziune armonicd.

Relatia care leagd intre ecle abscisele a patru puncte care formeazi
o diviziunc armonicd A(xy), B(x), Clx’), D(x”) se miseste usor, deoarece
trebuie, sa avem

GA_ _ DA CA | DA

=== Ty e e e
CB. non CH DB

0.
Seriind segmentele’ orienlate cu ajutornl absciseler punctelor (§ 14),
relatin geometricd devine
T, —a”
xy—x i x, —a’’ =

—=x

care sc poate pune sub forma

2(y 20+ 272"V — (T ) (27 -27) 0. (29)

Simetric acestei relatii aratd cad punctelee A si B sint la rindul lor
conjugate fatd de C gi D, efei dacé schimbam rolurile celor doud perechi
de puncte, adicd inlocuim pe &y, xy cu z’, 7 si pe 2/, 2" cu 2y, 1, relatia
(29) nu se schimba4.

Cazuri particulare. 1) Dacd alegem originea in punctul D, atunei 27=0 si
relajia (20) se scrie sub forma
2 i 1
e {30)
= E T
Abscisa @' care verificd relatia (30) se numeste medic wrmonicd & absciselor
&y g
2) Daci alegem originea in mijlocul segmentului CD, atuncl x'-x"=0, deei
a"=—x" si relatia (26) devine
Tim—2=0 sau 2= V25, (31
adicd abscisa 2’ cste media geometricd (proportionzli) a cclorlalte dnua,

Aplicalii, 1, S4 se delermine punctul M pre axa Oux, astfel ca fiind date pune-
tele A, B, C sd uvem relefia vectoriald

— —
MA-MBA-FIC 0.
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Sceriind veclorii cu veclorii de pozifie avem
(r—#)4-(Fy—7) - (r—T)=0 care da ~
= ntndtn,
¥ 8
deci vectorul de pozitie al punctului M este media aritmeticd a vectorilor de pozifie
ai punctelor 4, B, C.
. Be deduce uned]at ca relatia dintre absmsc este .
G T . 8
3

adich abscisa lui M este media abscisclor lui A, B, C. Generalizarea peniru » puncte
este imediatd

2. Se dau vectorit a(—3), b(5), o(—6). Si se delermine wvectorit s—a--b-hc,
d—a {-b—c.
S—(—3--b5—6)i——4i, deci 5(—4),
d—(__3-+5-+6)i—8i, deci d(8).
3. Se dau pe o wxi vunctele A(a) si B(b), apoi se imparite segmentul A8 in trel

pdrfi egale. Sd se afle abscisele punctelor de diviziune.
Fie, de 12 A catre B, M si N punctele de diviziune cu abscisele m gi n. Avemn

MA 1 . NA 3
e R L e
MB 2 NB 1
Atunci
1

Al ; ’
G +b. _a¥2% aob

B Tl T i e MR A T e
1+E

4. Se dau pe o axd punctele A(—2), B(6) si se cere sd se determine abscisele
extremitdtilor segmentului CD=S, stiind cd dacd M, N sini respeciiv miflvacele sey-
mentelor AB §i CD, avem MN=12.

—24-8

Notdm cu m gi n abscisele lui M si N. Avem m= =2, apoi MN=n—m=12,
de unde n=14. Mai departe CN—=4 gi ND=4, deci n—c=4 si d—n=4, care dau
c=n—4==10, d—n-}4==18 Copetele sepmentului sint C(10) si D(18).

5. Fiind date punctele A, B, C pe o axd, si se determine abscisa unui punet M
astfel co sd avem relafia

e e L
MA-MB-} ME- MC-]-MC. MA—Q.

Existi totdequna solufii?
Notam cu @, b, ¢ abscisele punctelor A, B, C si cu x abscisa Jui M. Seriind
ircet ccordonatele vectorilor cu ajutorul abseiselor [relatia (21)] ajungem la ecua,la

(a—w)(b—x)-- (b—x)(e—a)-F{e—a) (e—i)=0 sau
3at—2(u+-b-+-c)xt-ab-tbetcu-=0,
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Sc obtin doua valori pentru z, decl doud puncte M gi M". Pentru a vedea daca
avem totdeauna solutii, caleulim tealudnl:ul

R—4[(n~l—b+c)7—3[ub+bc+ca)]=2(2:12+2b2+2c2—2ab—'3bc--2:_a)
care se poabe pune sub forma

R=2[{a—b)2H{b—c)(c—a)7 >0,

dcoarece este o suméa de patrate. Ecuatia are totdeauna radacini reale §i problema
admile foldeauna solulii. Avemn R—0 numai daci s—=b==¢, caz neinteresant.

EXERCITII $I PROBLEME ' 3

1. Se dau punctele A(—4), B(2) si M(— g} Se cere reprezentarea
K~ [k—— 2
= : 3

(f? Fiind date trei puncte A, B, @ pe o dreaptd, sd se determine un
al patrulea punct M. astfel incit s& avem:

punctelor pe axd §i valoarea raportului % . X| < i
: MB

aMA +[S!‘|'r4';5‘ {-TMTE=0

el e
abeey

x este media ponderatd a numerelor xy, x;, ¥3.]

LAz, Blxy, Clry), M(x); o=

3. Fiind date n puncte A,, A, ..., A, pe o dreaptd, si se determine
un punct M diferit de celelalte. astfel ca sd avem

MA, +MAg+. . .4+ MA,—0.

[ gty e fem B i ]

n

Cp Se dau pe o dreapté trei puncte 4, B, C, de abscise, respectiv a,
b, » Sa se determine abscisa x a unui al patrulea punet D, astfel ca =4
existe relatia

AB +2BC+4+3CD+4DA -0,
Generalizare. -

[x=3a—b—c.]
5. Intre patru puncte coliniare A, B, G, D existd relatia
4B CD +AC-DB4&D BC-0
segmentele fiind orientate. | %e. ,{g{'* ::{‘Kg( - ¥,
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¢. Intre patru puncte coliniare 4, B, C, D existd relatia
DA% BC4-DB?. CA+DC2. AB+AB-BC-TA=0
X s Xy ) A 2
segmentele fiind NSl (e - L)

7. Fiind date pe o axi punctele A, B, C de abscise a, b, ¢, sa se de-
termine abscisa x a punctului M. astfel ca sa avem

MAL+ M B2 MC?—3. OM2.
Generalizare, VR - =
()t G li’rkm“’+b*+e“ 'J{t "B
~ R —— 11 P paay
Bay Behg) TEERERR I }

8. Pe oo dreapta orientatid se considera punctele A, B, C de abscise,
respectiv a. b, ¢ gi se cere s se determine pozifia punctului M, de ab-
scisd &, care verilicd relatia

MC24+-4MA MB=0.

5

[-- et @t od VTFF=F=m Fu o
5

S& se arate ca daca avem o singurd solulie, punctul B imparte
segmeniul AC fn medie §i exiremd ratie.]

9. Se dau pe o axa punctele A(3) si B(9). S8 se giseascd abscisele

punctelor M 31 N care impart segmentul AB in rapoartele

MA
MB

2
= =y
3

&I

[B(7) €AB; N(—9)exterior segmentului.]

@Pe un segmenl AB se considerd punctul M care il imparte in
i il h, oA 2 4

raporml b=— 3 si punctul N care il imparte in raportul k’=—3. 5a se

exprime scgmentul MN cu ajutorul segmentului AR,
3T
: [MN = A, ]
¢ 10 i

11. Aceeasi problemi ca mai sus, k gi I’ fiind carecare. S4 se arate
cd avem
e
— — 4B,
1—kQa—kK
.Lﬁ Doud forte paralele F; si Fy de acelasi sens au ca puncle de a0li-
catie A{yy) si B(ay). Care este punctul de aplicatie al rezultantei lor? Lar
daca forgele sint de sens contrar?

B R e A MA
x= r— * 8¢ stie cll pentru punctul de aplicatie M avem —_ =
"+ E, MB
F, F,
= — —1 deci k=— — care se introduce in (26}l
Fl Fl k
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1?3. In punctul"A(Q} se pune o greutate de 240 N si in punctul B(lﬁj-
o greutate de 150 N. Dec unde poate fi suspendatd axa Ox, ca s& rdmina
in echilibru? (Axa Ox se presupune fara greutate).

© 240-2 - 15015 ]
e S e s R
| l 590

(_‘1’2’ Trei forte paralele Fy, Fy, Fy, de acelasi sens, au punctele de apli-
catie Ajfxy). AelXy), Agfxs). Care este punctul de aplicatic al rezultantei
lor? Generalizare in cazul a n lorte.

" n
Z Fay
=1 :
"
b
=1

15. O grindd lungd de 4 m este asezatdi cu extremitétile sale pe doud
reazeme A si B. Greutatea grinzii esle de 160 N. Stiind ca reazemul din A
nu poate tine mai mult de 740 N, care este distanfa minima fatd de A a
punctului M in care se poate atirna o greulate de 1500 N?

_ ol el 4 5l | in general &
e e N S
Fl + Fﬁ + Fa i

[AM 2= 2,94 m. Se alege originea in A, deei A(0) 5i B4 ).
e Fo4 1500 —F &
e Bt Fn ISR 2 3 S ST
F,-- F, 1500 1500 3
Heazemul din A sc inearea cu 80 N din greulatea grinzii, deci mai poate
tine 660N din cele 1500; Ty € 660 N.|
@ Se dau punctele A(3), B(9) 31 M(5). 54 se géﬁeasr&é punctul N con-
jugatul armonie al lui M fatd de A si B.
[Sc foloseste relatia (28); w——3.1
17. Aceeasi problema pentru punctele A(—B), B(3), M(0).
[E==ai)

18. Fie AB un segment, C, D punctele care impart segmentul res-
pectiv in rapoartele —k si k, M. mijlocul segmentulol CD. Sa sc culeu-
leze raportul in care M imparte segmentul 4B.

)

—— . kY, deci M este axterior segmentului Emﬂ]
| MB

19. Se dau punctele A(—1), B(5). Si se delermine punciele M si N
conjugate armonic fatd de A si B astfel ca MN =8. ’
[Se farmeazd un sistem de ecuatii, Gasim doud solujii:

n) M(—T), N(1) ai b) M(3), NU1}]
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20. a) M si M’ fiind (_:l_o'ué punctc conjugate armonic fafi de A si B,
54 se caleuleze vectorul MM’ in funciic de vectorul AB si de raportul ke
In care este impdriit segmentul AB. '

b) M fiind presupus interior segmentului AR (a<b), sid se deduca

f:?esul vectorului MM* fata de AD, dupi valorile lui k in raport cu uni-
i

[Se poate folosi problema 11. ﬁf{': I_2k§ EB Pentru E<—1 sens
contrar cu AB].

21. Se dau doud perechi de puncte A, B si G, D i
: aceeqs s
se determine punctul M pentru care avem, relatia ) i e

MA-MB=MC- MD.

Care este conditia ca M sa fie la distantd finit4?

Sd se dea si solutia geometrica si si se verifice iti i 3
3 ! X cond
a lui M la distanta finits, el

[E'ieaf(a),cf(b}, Ce), D(d) si Mx), Se gaseste o singura solufie

ab— " a+b o4 d

@+ b _‘—*—m ra cu condifia atb7-c+d san —;—' i . adica

cele dc?uﬁ segmente s& nu aiba acelasi mijloc, h
reometric. Se duc prin A, B gi C, D cite un cerc arbitrar

aceeag! putere fatf de ele, deci este la intersectia axci Ombé&ragiaﬂaadr:

calka a eelor doud cercuri, Conditia este ca axa radicalid si nu fie para-

iela cu Ox, adicd mijloacele lui AB, €D s3 nu coincidd.]

—

carrorur M

VECTORI iN PLAN
/
i 2
/

Fig. 9. Fig. 10,

L. In primul capitol s-a vizut ed vectorii situali pe o dreaptd nu pot
fi deeit veetori alunecatori sau vectori legati. In plan fnsd putem avea
sl vectori liberi, adica vectori care au acelasi modul, aceeasi direc{ie, ace-
lasi sens, dar punctul lor de aplicatie (originea) poate fi orice punct al
planului (v. ,Introducere” § 4). In tot ce urmeazd sc va face studiul vec-
torilor liberi, decarece atunci cind este vorba de wvectori alunecétori sau
legati este de ajuns sa impunem conditiile suplimentare respective; cu
Elte cuvinte, chestiunea se reduce la un caz particular al vectorilor li-

eri.

2. Vectori ‘egali, Prin definitie doi vectori se zic egali, dacd au ace-
lasi modul, aceeasi directie si acelasi sens, indiferent unde sint agezati
in plan* (fig. 9). Se aratd in scris acest lucru astlel

' a—b. = ¢}
2 ’
Definitia este justificatd prin faptul cd vectorii fiind liberi, ei pot fi
adusi sa aibd aceeasi origine si in acest caz sint evident egali. Doi vec-
tori care au acelasi modul si aceeasi directie, dar sint de sens contrar, ii
vorm numi vectori opusi (fig. 10) si vom secrie

c=—d sau c4+d=0. ()

S4 precizim cd atunci cind spunem ca doi vectori au aceeasi directie,
aceasta inseamnd ci ei pol [i siluatli pe doua drepte paralele sau pe aceeasi
dreapta.

3. Vectori colintari, Doi vectori situati pe aceeasi dreaptd sau pe
drepte paralele — deci de aceeasi directie — se numesc coliniari, indife-
rent dacd au aecclagi sens sau nu.

% Mai general vectorii egali se definese, in spatiu, cu
aceleagi conditii, indiferent de agezarca lor in spafiu.
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Deoarece vectorii coliniari pot fi adusi pe aceeasi dreapta, adunarea
si sciderea lor se face la fel cu a vectoriler de pe o dreaptd (cap. I).

S& ne oprim putin asupra produsului dintre un veetor gi un scalar.
Fie @ un vector dat si b un vector coliniar cu @, astfel ca b=|k|-a. Dacd
aducem vectorii, pe aceeasi dreapta atunci avem relatia vectoriala

G—ka 3

care aratd cid vectorul b are modulul |k|-a si sensul acelagl sau contrar
cu @, dupd cum k>0 sau k<0. Reciproc o relatie de forma (3) aratd
egulitatea a doi vectori b §i k@, care pot fi pe aceeasi dreapta sau pe drepte
paralele. Rezultd cd @ gi b sinl veclori coliniari. Prin urmare o relatie
de forma (3) aratd ca wvectorii @ si b sint coliniari. Scalarul k poate fi
orice numir real, aga eum s-a ardtat in capitolul I, § 6.

4. Versorul unei directii. Din cele spuse mai inaintg sc deduce ca
se poate alege wa vector @, pe care Il vom numi vector fundamental, cu
ajutorul cdruia se poate exprima oricarc altul din muliimes veclorilor
coliniari cu @, asa cum aratd relatia (3).

In particular se poate alege vectorul ¢, de modul 1 eu ajutorul ca-
ruia se poate exprima orice all veclor care aLe'dlrectia lui «. Acesta
este wvectorul unitar sau versorul care definegte direetia im plan si sen-
sul pozillv pe acedsld direclie. Un veclor oarecare u, care are d1rect1a

definita de versorul o, se va scrie

Z=tua : )
+ dupd cum % cste de acelasi sens sau de sens contrar cu o,
5. Vectori oarecare. Adungrea vectorilor. Daca doi wvectori liberi
nu sint coliniari, vom spune cd sint vectori oarecare In plan. In acest
) caz ei au direcfii diferite, dar ii putem
aduce totdeauna cu originea in acelasi
puncl.

Suma a doi vectori @ si b sc constru-
iegte astfel (fig. 11): printr-un punct oara-
care O al planull.u se duc vectorii OA=a
si OB—D0, apoi sc construleste paralelo-
gramul O4(‘F?,' vectarul OC (d,agan\.lld pa-
ralelogramului) este, prin definifie, suma
celor doi veclori sau rezultanta celor doi
vectori. Se serie acest lucru asilel:

AT %)

Suma vectoriald se mai numeste

tneori si sumi geometricd si are la bazid
observarea faptelor reale, Astfel se stie ca
. doud forfe se compun dupd regula para-

Qi

lelogramului, doud wviteze, doud accelera-
ig. if, tii se compun dupd aceeagi regulii cte.
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53 se observe insa ca se obtme acelasi vector OC daca ludm vectorul
OA—a, iar in A4 punem vectorul AL b. Prin urmare in Joc s4 construim.

paralelogramul OACB, putem construi numai triunghiul CAC; aceasta
se numeste regula triunghiului pentru ebtinerea sumei a doi -uectari

Medulul vectorulw sumd se deduce din (riunghiul OAC rO(’l"f

=a bE—2ab CDS'Q{QC insd <L OAG=180° <X AOB, deci |OC|?=s

—al B4 2ab cos AOB—a24 b2+ 2ab cos (@, B). (6)

Cazul vectorilor coliniari se deduece din cele de mal sus ca o parti-
cularizare: dacd <L AOB=0 vectorii au acelasi sens, dacd < AOB=180"
vectorii au sensuri contrare.

Suma mai multor vectort in acelasi plan. 534 coasiderdm patru vee-
tori @, ds, dg, G; si s4 gasim suma lor. Vom folosi regu a triunghiului.
Alegem un punct oarecare O si luim OAi—al, apoi AlAz fly. Suma ce-
lor doi veclori este (fig. 12).

L 5
- fy -ty =0Ay 5.
In continuare ave
- —_— o e o = e
) . Gy +Oa+Us=51+ a3=0A3=5
sl In sfirsit

Chl |- aa }Ea ~|—~|fI!—Sg~f—ﬂ',{~oA4 —CH (7).

De aici rezultad urméLosm.a reguld: dintr-un punct oarecare O al
a.r.mlu.: se ia wvectorul OA1~LL|. cu originea in Ay se ia al doilea vector
—
‘{lzlz_nu eté. pind se ajunge la veetorul AgAy=a,; si se formeaza astfel
=23
conturul poligonal QA AsAzA,; vectorul OA,, care inchide acest contur
§i are originea in O, este suwmu celor patru vectord,
Exlinderea la cazul a n vectori este evident.
Consecintid, Daca linia poligonuld se inchide, odicd formeazd un
poligon, suma vectorilor este nuld. g
Proprictiti. a) Suma vectoriald esle comuiativd, Este destul si se

arate acest lucru pentru doi termeni, cesa ce se pune in evidentd ime-
diat cu paralelogramul OACE (v, fig. 11). In adevir

O0=0A+ AL =7+ of OC—~0B+BO—b+5
de unde rezulti
G+5= D4 (8}
b) Suma vecteriala este asociatizd. In adevir se poale urmidri pe
figura 12 cd .
ST+ Bty =y + (Bt By) Ty = )+ A A+, @)

Rezultd ca ordinea in care se face adunarea vectorilor nu intere-
sgaza: rezultanta este greeasi,
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3, g
Fig. 12, Fig. 13.

¢) Inmultirea cu un scalar este distributiva [aji de odunarca vecto-
réilor, adica !

MG b ) — ma--mb 4 mc.

Pentru a ardla acest lucru construim vectorul sumé S=a4-b+c
—_— — b e — P=
(fig. 13), apoi luim OA’=m@, A’B'=mb si B'C’=me.

Sd observdm fnsé cd vectorul mb este coliniar cu b, deci A’BE’||AB
si triunghiul OA’B’ este asemenea cu triunghiul OAB (L A=< A” si
laturile care formeazd aceste unghiuri, proportionale), de unde rezulta

. —_— — ¥
cd L AOB=<LA’OD’, deci O, B, B’ sini coliniarc si OB'—mOB. La
fel se aratd ci triunghiurile OBC, OB’C’ sint asemenea de unde se de-
duce: a) punctele O, C, C’ sint in linie dreaptd, by QC =mOC=ms.

Prin urmare dacd adundm vectorii ma, mb, mec se formeazi un con-
tur pn?ig_o_nal OA’B’C’ asemenea cu conturul OABC. cu raportul de ase-

0

ménare

_A —m. Vectorul suma este &':m’s, adicd ms=ma-}mb-|mec,
sau irﬂmqu?nd Peis;

m(d@-+b-|-c) =ma-mb - mec. cigitd

6. Relatia dinfre modulul swmei si suma modulelor. Deoarece orice

lalurd & unui poligon este mai mici decit suma celorlalte, se poate scrie

(v. fig. 12)
OA,<OA; + A As+ AsAs+ AgA,.
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Daca finem seama ca lungimea [iecirui 7
segment este modulul vectorului respeectiv si
dacd includem si cazul vectorilor coliniari de
acelasi sens cind in loe de neegalilale avem
egalilale, putem scrie

|OALS|OA| | Ay Ag| + | Aghs| + | Azdy|

sau

lar +as +ag+ @5 <y |+ [T+ @] + @)
(10)

Pentru eazul general a n vectori, aceluasi
rationament.

7. Diferenta a doi vectori. Vom folosi cele
doud feluri de a defini diferenta a doi vectori:

a) A scadea doi vectori inseamni a gisi un
al treilea vector, care adunai cu vectorul scizi- Fig. 14,
tor si ne dea vectorul descdzut. L

b) A scddea doi vectori inseamnd o aduna primul vector cu opusul
celui de-al doilea, :

Vom folosi aceeasi [igurd 14 pentru a ardta cele doud moduri de a
efectua sciderea. Fie dati vectorii @ si B si vrem si gisim diferenta
a—Db—c. ,

Potrivit definitiei (a) trebuie si avem

- P
F

By

d=Db-c.

Alegem un punct O ca origine si construim vectorii O_A::&, OB —F.
Este foarte clar ci
04 =0OF-4BA san 1=F-L 54
de unde se deduce
@—b-—c— BA
sau (11)
OA—ODB=DA.

De aici regula: diferenfa a doi wectori cu originea comund, (J_ﬂ:fﬁ
OB=U este un al treilea veetor care are ca origine extremitateu vecto-
rului scizdtor § ca evtremitote, extremitateq vectorului descizut.

Dacd plecim de la definitia (b) a sciderii atunci se face suma lui @
cu opusul Iui b, deci :

d—b—a+(— b)=0A OB’ =OC. (12)

Se vede imediat cd OC— BA din cauza paralelogramului OCAR.
Observare. Dacd vectorii sint legati atit suma cit si diferenta
trebuie sa fie vectorl cu originea in eriginea comund O. Deci in acest

| )
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caz, chiar dacd obtinem ca diferen}d vectorul BA (fig. 14) trebuie si-l
transportam in pozitia OC, cu originea in O.
8. Scrierea unui vector ca diferentd de doi wectori. S scriem rela-
tia (11’) inversatd
BA—=0A—0B. : (13)
Punctul O este arbitrar, deci orice vector se poabte descompune in
diferenta a doi vectori, care au aceeasi origine arbitrari.

Prin urmare dacd MN este un vector in plan si A, B ete. puncte
in acelasi plan se poale scrie

MN —AN—AM _ BN—BM=. . | O e
8. Déscompunerea unui veetor dupd doud directii neparalele. Fie T

vectorul dat si (44), (4y) directiile date. Ludm vectorul OU=%&, ducemn
‘prin O c!repr.ele (A1), (Ag) cu directiile date, apoi prin U ducem paralele
cu (Aq) $i (Aq). Se formeazd paralelogramul OUUU, 51 se observd imediat
cd OU =0U 4 OU, sau uw—u;+u, (tg. 15). .

1 In acest fel vectorul % a fost descompus dupi cele doud directii dife-
rite date. Descompunerea este unicll, fiinded prin U se poate duce cile o
singﬂ.l.ré paraleld la (A;) si (As) si rezultd un singur paralelogram. OU,
si OUj sau gy si % se numese componentele lui @ dupa cele doud directii.

Not#i Se poate demonstra cd descompunerea unui vecior dupi mai
mult de doud directii este nedeterminata, adicd se poate face ntr-o infi-
nitate de feluri. b
3 ‘10. Descompunerca unui vector dupi doi vectori, in plan, necoliniari.
Problema se pune acum astfel: sd descompunern vecloru! dat &, dupi di-
rectille a doi vectori dati @, U si sd ewprimdm componentele lui 7 cn. vec-
torii @ i b.

Fie OU—1 si OA=7d, OB_B.
Se descompune veclorul # dupa direciiile 04 si OB (fig. 16) si se
. T - . G — : —_—
-obtin componentele OU,;=%; §i OUy=1, Dar T, este coliniar cu @ deci

se poate scrie sub lorma W, =md, m fiind un scalar anume m:'i'; la fel
. 24
‘se poate serie Uy =nb, unde n—= L;’:
& U [
2 8 £
i =
B é
a &4 & ) {73 & ; 7

Mak
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Inlocuind aceste expresii in w=7%%, 4%, se obiine
2 w=mi-+nb. = (14)

Accastd relatic arat® cd orice vector confinut intr-un plan se poate
exprima cu ajutorul a doi vectori oarecare din acelasi plan, cu conditia
cafacestia sd nu fie coliniari, O relatie de forma (14) in care vectorii se
gasese la pulerea 1 se nwmesle o relatie de dependentd liniard.

Pec scurl proprietalea de mai sus se enunld astfel: orice vector din-
tr-un plan este liniar dependent de doi vectori oarecare, necoliniari, din
acel plan.

Relatia (14) se poate pune si sub alta formé. In adevir sealarii m si n

a
, M=— —

nu sint In general numere intregi, deci dacd scriem m—— ? 3
atunci (14) devine
ag4FB-LyiT=0. (147
Sub aceastd formé se vede cd oricare din cei trei vectori este in de-
pendenta liniara fatd de ceilalti doi.
=54 demonstradm acum ci descompunerea (14) este unicd, fata de wvec-
toril @, b necoliniari.
a) Intre doi vectori necoliniari @, b nu putem avea o relafie de forma
= i 1 - L 1 e : i =
M@+ mub=0, cici atunci ar rezulta b =—— @=Fk#, adicd b ar fi coliniar cu @,
. R

ceea ce conlrazice ipoteza.
b) Sa presupunem acum cd ar exista doud descompuneri

T=ma+nbd si T=ma+|n'D.
Ar rezulta ma--nb=m'a--n’'b sau
(m—m)a-(n—n)b=0. (15)

Pot fi luate In considerare urmatoarele situatii

1) msf=m’, ny=n’, in care caz, conform celor spuse la (a) vectorii @
g1 b sinl colipiari si aceasta este conirar ipolezei.

2) m=m’, n=r’. Resulld (n—n')b=0, de unde H=0 iarisi
ipotezel, cdel @ gi b sint vectori veritabili, cu directii date.

3) msbtm’, n=n', in care caz @=0, imposibil.

Ramine sing{Jra posibilitate m=m’ si n—n’ care aratda cd descom-
punerea esle unicd.

Se deduce de aici ca fiind dal un grup de trei vectori necoliniari, ori-
care dintre ei se poate exprima liniar in functie de ceilalti dei.

De asemenea dacd se aleg doi vectori necoliniari @ si b ca vectori de
bazé, orice vector din plan se peate exprima liniar in funclie de @ si b.
Veclorii alesl @ §i U se numesc vectori fundamentali si se spune o4 ei for-
meazd o bezd n plan, en ajutorul edreia se exprimé orice alt vector,

contrar

= Tl. Proiectin unui vector pe o aird se obtine la fel ca proiectia ori-

carui segment, adicd proiectind pe axd extremitifile vectorului. Proieciia
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unui vector pe o axa este un vector. Aceasti
proieclie este componenta vectorului dupi axa
(fig. 17). ] _

Mérimea proiectiei vectorului AB esle
segmentul AB’, luat cu semnul (+) dacad are
aceeasl orientare cu axa Ox si cu semnul (—)
in caz contrar.

; X D;acé notdm cu ® unghiul ficut de vecto-
rul AB=a cu sensul poziliv al axei Ox 51 amin-
tim c¢d proieclia unui segment pe o axd esle

egald cu segmentul insusi inmultit eu cosinusul unghiului format de vec-

tor cu axa, atunci rezults '

big. 149

A'B'=|AB|cos 0=acos 9. . (16)
Acest lueru se serie in mod obisnuit sub forma

(pPr.@)o. =1 cos 9. ’ (16%)

Dacd 6<90" atunci proieciia A’B’ are semnul (+), deoarecc are
sencul axei Ox, dacd 90°<9<270°, A’B’ are semnul (—), dacd 270°<
<0<360°, A'B’ are semnul (+), iar daca ©—90° sau 270°, A'B"—0.

12, Descompunerea unui veclor dupf doud axe perpendiculare. Des—
compunerea se face la fel ca in cazul a doud directii carecare cu singura

=51

deosebire cd_ccle doua componente AC=g, si .ﬁ:ag sint laturile unui
dreptunghi. In acelasi timp insi segmentele AC=A,B)—a,, AD=HA,B,—

=a, sint §i proiectiile veclorului AB, respectiv axele perpendicula
Oz, Oy (fig. 18). o PR

Rezulla ca
. AB:E-{-A?J sau  a=a; 4 7 (17)
$1 ;
@, =(pr-@o- =6 cos 8; @y—(pr-@o,—asin O (18)
proiectiile fiind socotite scalari.
¥
8y
¥ SR N s )
A
¥
./T
a " g iy
kg, Fig. 19.

TRANSA. [11
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Lste foarte clar ca daca vectorul a este dat, proieciiile sale ay, o, pe
cele doua axe perpendiculare sint deferminate ca marime si semn (pozi-
liile lor pe axe nu intereseaza fiindca este vorba de vecteri liberi).

Reciproe daca proiectiile a,, a, pe cele doud axe sint cunoscute, vec-
torul este perfect determinat. In adeviir daci mésuram din origine pe m,
si @, cu semnele lor (in figura 19 ambele pozitive) si ducem prin My si My
paralele la axe. rezultd un singur punct M, care este exlremitatea vec-

» .
torului OM =a determinat. in mod unie. Desigur fiind vorba de vectori

liberi, @ poate fi considerat oriunde in plan, paralel cu el insugi. Se
observa imediat ca dacd u,>0, 0,>0 purctul M este in primul cadran,
daca a,<0, a,~0, M estc in al doilea cadran ete

Pentru mativol ea proiectiile a., a, determina vectorul @ ele se nu-
mese coordonatele vectorului si se arall acest lueru seriind @ (o, ). Se
citeste: vectorul @ de coordonate a,, a,.

Se pune acum intrebarea: care este legdtura intre componentele @ —

—_ ——— — b e e ) s £z Ho
=AC=ABy, @y=AD=A4B, si coordonatele a,=AC=4,B, a, - AD—A,B,7
Sc observd imediat (fig. 18) ca scalarii a,, a, sint modulele vectorilor @,
4y, luate cu semnul (+) sau (—) dupd cum segmentele corespunzitoare an
sensul poziliv sau negativ al axei, deci a.,=t|@|. a,— | |d)]. Aceasta
i

arata ca o, esle covrdonata vectornlui A(B; pe Ox si a, este coordonata
lui A,B, pe Oy.

Atunei, dacd se aleg wectorii unitari (versorii) i pe Ox si § pe Oy
(li|=1j]=1), se poate scrie @ —a,i, &y —a,j (lig. 18) si relatia devine

d—ai+a,. (19)

‘Vectoril fundamentali sint aici versorii 7, j si se spune ca ei [ormeaza
o bazi ortanormata. : !

Aceasta este exprimarea unui vector cu ajulorul coordonatelor sale
si a verserilor i, j pe axele perpendiculare Ox, Oy. Fste bine si mai subli-
niem o datd cd coordonatele vectorului @ sint proiectiile sale a., dy, iar
componentele vectorului sint a.d, a,j, primele fiind scalari, deci supusc
operatiilor algebrice, celelalle vectori, deei supuse operatiilor wectoriale
(geomelrice).

13, Condifia ca un wector si fie nul este ca ambele sale coordonate
sd fie nule, deci proiectiile pe cele doud axe sa fie nule.

In adevar dacd vectorul este nul, este evident i si proicctiile sale
pe cele doudl axe vor fi nule. Reciproe dacd proieciiile a,, a, sint nule,
in baza rclatiei (19), vectorul @ este si el nul. Prin urmare conditia este
necesard si suficienta. .

Observare. Un vector care nu este nul, poate avea una din
coordonate nuld, dacd este perpendicular pe axa corespunzitoare.

Exemplu Sd se figureze g sd se serie. eu ajutorul wversorilor,
veetord a2, —3), b(—3, —4).

Vectorii sint construiti In figura 20. Exprimarea cu ajulorul verso-
rilor este i

=% 8j; b=—3i—4j

3 — Gromelrie analiticd cl XL
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v Notatii. Coordonatele unu:
vector a le vom nota e, a, sau q;, @
sau X, ¥, penlru vectorul u vom fo-

x losi coordonatele a4, Sau U, Us
sat X, Y ete. Cind avem mai multi
vectori este. preferabil sa folosim ro-
tatii cu indici, de exemplul_a;(Xy, ¥y),
(X, Yy) ete :

14, Coordonatele suwmei mai mullor vectori.
8a consideram veclorii (X, Y1), @s(Xs, Yo), .. .,
Ta( Xy, ¥u) prin urmare

G =X ALV = X Yod ooy =Xk Xl

Suma vectorilor eslé lol un veclor 5, care

-4 s¢ serie :
Fig. 20. S=G ik . 0= (XL D+
(Kot | Vo) b oo AKX Yag). (20)

Insd suma vectoriald esle comutetiva. deei putem grupa loli vectorii
de pe o axd si tofi vectorii de pe ccalaltd axa:

s= Xy X 0 A XAV oY)

Tinind seama acum de cele spuse la adunarea vectorilor pe o axa
(I, §4 i § 10) putem scrie :
5=} X it };Y,‘.]j. (21)

ol k=1

Dacd notim cu s, s, coordonatele Iui 5 atunci §=si4-5,j si com-
parind cu (21) rezulta :

" "
& u <
so= 3. Xy, 5= Y Slen)
=1 k=it - :

relatii care se formuleazd astfel: coordonatele vectorului sumd a mai
muitor vector: sint sumele, pe fiecare axd, a coordonatelor vectorilor com-
ponenti. 2

In particular dacd suma vectorilor este nuld, atunei proiectiile vec-
torului sumé sint evident nule pe ambele axe, deci

s n =¥ !
Sxﬂz—éxk:ﬂ’ .‘)‘L,ZJZIYR-—D. (23)
k= =

Reciproe, dacd relafiile (23) sint indeplinite, atunci vecforul suméa 5 este’

nul. In adevir :

Sy= 8] cos B =0, s,=|5| sin 6 =10 (24)
insd nu exista nici un unghi © penlru care si avem simulian cos 8 =0 si
sin 8 =0, deci singura posibilitate de a satisface relatiile (24) este [5]|=0,
adicd 5—0. : ¢

0¥

E ar
VECTORI 1M PLAN a0

15, Coordonatele diferentei a doi vectord. Fic @(vw ay) 51 0(ba by) doi
vectori duli. Ne propunem sa gisim coordonatele veclorului e=g—b.
Pentru aecasta vom secrie veclorii @, b cu ajutcrul componentelor
3 T=wi+a,j, b=05bitbj
si vom aminti cd vectorul diferentd se poate scrie ca suma

é=a+(—h), i
si problema s-a redus la a gisi coordonatele unei sume de vectori:

e ai-+ (luﬁ—}- ( bxi—‘byj) = (ﬂx—bxﬁ‘i' (ay“‘bu:’§~

Prin urmare coordonatele vectorului diferentd ¢ sint
]

c;=a.—by; e=0,—b, - (25)

adica: coordonatele vectorului diferenid a doi veclori @, U sint diferentele,
pe fiecare axd, a coordonatelor celor doi wectori. x. .
Pentru ca diferenla a doi vectori sa fie nula (a—b=0) trebuie ca cci
doi vectori sa fie ogali, cici altfel G+(—Db)7-0. Aceasta inseamnil cd dacd
a—b—0, rezultd =0 si reciproc.
Trisa pentru ca vectorul diferentd ¢ si fie nul trebuie ca c.=0 5l ¢;=4,
adied a,—0,=0 si a¢,—b,—0. De aici se deduce ci

o By e Dl (26)
SR

sl reciproc. ¥ - )
Deci condilia necesard si suficientd pentru ca doi vectori si fie egali

este ca coordonatele lor de pe aceensi gxd sd fie egale.
 16. Coordonatele produsului dinire un nwmir real (scalar) st un vector.
A aratat ca produsul dintre un scalar k §i un vector @ esle un alt vec-
tor G=Fka, celiniur cu @ astfel ca intre module existé relafia b—|k|-a

saul N\?I=£. De altd parte coordonatele unui vectar fati de cele doud axe
a

siut proiectiile vectorului pe axe, deci daci 8=9(Ox, @)= (Oz, b):

by = (p1+ k@) on= (k) cos 0 =I¥a cos 0)=Fa,

by=(pr Kki)o,— (ko) sin 8 =Fk(a sin 8) —ka,.

Asaclar, proiectiile veclorului k@ pe axele perpendiculare, deci coordo-
natele veetorului ka, sint ka,, ka, coordonatele vectorului @ inmultite
cu scalarul k. ‘ =

17. Condilia ce doi vecteri si fie colintari. Datd @ si b sint cei doi
vector: eoliniari tnseamnd ci inlre ei existd o relatie de forma b=k @
Pentru ea acesti doi vectori sa fic cgali, condifia necesard si suficienta
este ca, pe fiecare axi, coordonatele Jor sé fie egale, deci

bxrz k Ay, b,!l=k Qy; (27)
2 b :
seriind sub forma —£=f, ¥ =f se deduce
a, gy
4 by by

=ty (28)

3
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_Acuasta arala ca daca vectorii sint coliniari, coordo
porthu_aif. Reciproc, daca covrdonatele sint pr :
comuna a rapoartelor din (28) se noleazd cu k si rezultd relatiile (27) care
arata'ra \.felcloril a st b osint coliniari, De aici se desprinde ctlm‘r*h:zi; e

Conditia necesard § suficientd cu doi vector sa fie colim‘dri e t 1
coordonatele lor si fie praportionale. K Py

rdonatele lor sint pro.
nportionale, atunei valoarea

18, Aplivatii, L se dau vecror 0A=q si 6%:5. Sd se wrutz ci-ddacd M este

vijlocul segmentuini ;iﬁ, utunei (ﬁ: —i (-H—EJ.
(tig, 21). .
Avemn OM=0A-+ AN

prin adunure s i
3 OM=OB+B-1\? i : are se obfine

SR — —» 3
o e 200 =04 FOR-AM-BM,
Insfi AMA+-BId=0 ca fiing vectori opusi, deci

— — —s — L s St
20M=0A4-OB=a-|-b sau OM= o (ab)

Obsérva'ra Am dal aveaslti solufie ca i i i
5 a.ga se vadd eum ‘uneori calculul ver-
tortal ascu etdt rice | | 1 VETRE D
1 nde ﬂl;upueta\,i]c geometrice In baza cirora rezultatul estc ndevarat, De
exemplue aici OA4-0B »

e eprezinla diagonala para]elogtau.]u!u'i construit cu vectorii
04, 0B, | .

—
ar OM cste jumalalea acestei diagonale, dec| : fE-I—E}. Aceasta a doua
solutie ;h}e seama de proprielatile paralelogramului. "

2. Sa se demonsireze pe cale vectoriald cd se

a dowd loturt ale wnui triunghi, este paraiel ¢
jumdtatea ei.

gmenivl ecore wneste mijloacele
4o trela laturd §i are co mdarime

- —p
Scriem veetorul DR ea diferenti de vectori (§ 8):

— ek oy ey ]2
DE=BE—BD=BE— % BA (fig, 22),

Inzé B este mijlocu! lui AC, deci potrivit exempluliui precedent B_.E'—-E’—I'(Efz—kﬁ).
Tnlocuind rezultd :

To ot SpeE —
DE= —B +—BA__hUA=lBC
2 2 4

L [

- = = o s,
care arata: 1) c8 vectorii DE si BC sint coliniari, decl DE [BC; 2) ci intre module:
avem DF=— — BC. ; 3

)

Fig. 21. Fi

v
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3. Sd se demonstreze od dacd G este centrul de greuicle ol wnui (riunghi ABC,
—  —  —
atunci GA | GB--GC=0,
ety —r e e
Fie M mijlocul laturii BC. Avem GB-GC—2GM, deci GA-LGB-LGC=GA-+
— — 1 — — e
+2GM=0, deonrece GM—_E GA sau 2GM——GA (se stie ci G este pe fiecare

2 »
mediana la E de virful Lriunghiului).

4. Se dau vectorii mliniaﬁﬁ:—ﬁ-l—i;—i—; b—4id-... 4 doua componentd @ lul
b a fost nedescifrabild. Sd se gdseascd. q

—2 5
Vectorii fiind coliniari, courdenatele lor sint proportionale, ST S S e
i u

»

unde by-w—l[]. Vectorul este 5:4?—103.

PRODUSUL SCALAR A DOI VECTORI

19, Produsul scalar a doi vectori. Am vazul cd adunarca vectorilor are
la baza fapte experimentale (compunerca\fortclor, a vitezelor etc.). Sa con-

sideram acum o fortd F, conslan{id ca intensitate si directie, care actioneaza
asupra unui mobil M cc se deplaseazii pe o dreaptd (A). Dac3 notim cu
unghiul pe care il face directia fortei T cu dreapta (A), lucrul mecanic
Sfectuat de fori,;a?penh'u a‘deplasa mobilul din M in M’ (fig. 23) este dat
155
L=F.MM’ cos 6

sl reprezintd o mirime scalard,

Penlru o seriere mai concentrati se considerd pe lingd vectorul Fsi
vectorul Mfﬁ’. yi se pune luerul mecanic sub forma

L L-F-MM (29)

‘produsul din partea a doua a .egalitatii avind semnificatia din expresia
lucrului mecanic dzld mai inainte, adfed F- MM’ cos 6. Neoarace reprezinta
un scalar, acest produs a primit numele de produs scalar. Aceastd ope-
rafie s-a exfins si la alte categorii de vectori, astfel ¢d a intrat in caleulul
vectorial, asa cum vom ardta in cele ce urmeazi.
Dcfinitie. Se numeste produs scalar a doi veclori, nu-
mirul care rezultd din immultirea modulelor celor doi vectori §i
a cosinusului unghiului format de ei.

Dacéi notam cu @ si b cei doi vectori produsul lor -
scalar se serie cu sau fard punct intre factori, adici a-b &
sau ab. Potrvit definitiel avem f
ab=ab cos(@ B), .. : _ (30) V I ()

intelegind prin (¢, b) unghiul facut de- vec,torii i, 0.
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20. Proprieldjile produsului scalor. 1) Produsul scalar esie comutativ,
adici ab=ba. . M

In adevér @b—ab cos (a, b), iar ‘ba—ba cos (b,@) insa a, b find sca-
lari ab=ba, iar cos (G, b)=cos (U, d), deoarece (@ b)——(b, @) &i se
gtie ¢d cos (—a)=cos @; prin urmare @b si ba au aceeasi valoare.

2) La immuljivea unui produs scalor cu un factor numeric, facto?ul

S} \umumeric poate fi aldturat unuia din cei doi veetori, adica

m(h) = (ma)b —a(mb).
Considerdm inti m>0. In acest caz |[mia|=ma, deci
miab)=m'ab cos (@, b) si (ma)b—(mu)l cos (mﬁ,“B)‘

Dar veetorul ma este coliniar cu @, deci <L(ma, b)=<(4, b), de' unde re-
zultd (ma)b=1mab cos (4, b), prin urmare m@b)—=(m@b. l.a fel se arati
ca mab)—a(mDb). ;

Counsiderdm. geum m<0. Putem presupune unghiul vectorilor ascufit
(fig. 24), deoarece rationamentul este asemanator si in casul cind unghiul
depéseste un unghi drept.

Avem m(d, b)—m ab cos (@, b) care din cauza faciprului m_este nega-

tiv. Apoi (ma@)b=[m@|:|b| cos (ma, b)— |m| ab cos (5, m@). Insi daca
c @, b)=a, b, ma)=n—a §i cos (T—a)——cosd. Prin urmare
(ma)b=|m| ab [—cos (4, b)|=—|m| ab cos (@ D). Deoaréce m<0, avem

—{m[><m, astfel cid (m@mb=mab cos (@ b) gi deei (ma)b—m(ab).
Egalitatea m(ab)—=a(mb) o vor dovedi elevii ca exercitiu,
3) Produsul scalar este nul: a) dacd unul din vectori este nul; b) dacd
cet dai vectori sint perpendiculari. In adevar din @b=uob ces (@, B) se vede
o @h=0 daci a—0, b=0 sau cos (¢, B)—0, adici (@, B)= =

De aici so deduce cd dacd produsul scalar este nul, fard ca vreunul
din vectori si fie nul, atunci vectorii sint perpendiculari,

4) Produsul scalur al unui vector prin el insusé este egal cu patratul
moduluiwi acelut veector.

In adevir unghiul ficut de un vector cu el insusi este U si cos 0=1.
Rezultd G@—a-a=a? relatie care se scrie-sub forma

@—a? (31)

si se enun{d sub forma simpla: patratul unui vector este egal cu patratul
modulului sdn.

8) Interpretarea geometricd a produsului scalar. Am vizut la § 18 ef
produsul scalar reprezintd lucrul mecanic al unui mobil care se deplaseaza

rectiliniu de la M la M’ sub influenta unei f?m-t;e_ﬁ"

! de modul constant ¢ direcfie fix#. Aceasta este in-
& terpretarea mecanicd. Sa vedem care este inlerpre-
tarea geometricé,
e Pentru aceasia vom scrie ;
Fig. 24, ab=ab cos (G, b)=a[b cos (7, b)] =a(pr.by;  (32)

A
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care aratd ea produsul scalar este egal cu produsul dintre modulul vecto-
rului @ st proiectia lui b pe directia lui @ Dar tot asa se poale scrie

b ~a cos (b, @) —b(Pr-@)s (327)

i dusul dintre modulul lui b, prin proiectia veclorului @, pe direc-
Ezmhﬂr%.lgtﬁngind la un loc aceste rezultate vom da em}nlrul general:

Produsul scalar a doi wectori este egul cu p:-qclusul dintre modulul
wnuia din el si proiectia celuilalt pe dir.ec;in aces?uw. . :

Aceasta cste interprelarea geome\tnca a produsulul scalar. T g

6) Produsul scolar este distribuiiv fatd de vadum}rm_ Uectof‘wla. I're-
buie =i dovedim cid a(b+4-c)=uab-fe. Se $L_l_e cd proiectia _unei sume de
vectori pe o ax@ este egald cu suma proicctiilor pe acea axa, prin urmare

(b +¢) —alpr.(b +c)lz =a[(pr.b)a-+(pr.c),].
Am ajuns la o inmulgire de scalari, deci algebricd si putem scrie
Al +6) =u(pr.bYy +a(pr.cl; = ab+uc, adicd
7 ! @G +c)=ab+ac. | (33)

Ordinea factorilor atit in prima parte cit si in a doua parte a egali-
tatii esle indiferentd. w .

N T) Produsul scalar a doud sume vectoriale, Tfe?fecmate. Este de ajuns
58 aratam cum se face produsul (@-4-b) (c4d), cdci regula ramine aceeasi
dacd sumele an mai multi termeni. Sd notém vectorul sumd a parantesei
a doua’cu 3, deci c4+d =5 Atunci produsul se scrie (@+ b)s=us-b3. Tnlo-
cuind pe § si efectuind produsele [vezi (33)], avem ‘

{@+D) e+ d)—=a(c+d)+ e+ d)=ae+ad4-be+bd.
Dupd cum se vede operatia este absolut mm}ogé cu inmulfirea sume-

Jor algebrice, adicd a polinoamelor. / 2 d o

21, Produsul sealar dintre un vector si un versor reprezintd proiectia

veetorului pe directia versorului. Tn adevar fie @ vectorul, g versorul §i

o —<L(ig, @). Alunci |[ggl=1 ¢i .
alg—a-1 cos oL =a cos @ (34)

care cste proieciia lui @ pe directia 11}1 Wy
22. Expresie produsului scalar a dot vectori daj;i P’rin coordonatele lor.
Daca ne alegem ca veclori fundamentali versorii 7, j pe axele ortc_)gonalc
Ox, Oy (baza ortonormatd) atunci potrivii proprietatilor produsului scalar
avem e : :
R=[i2=1, P=[j1?=1,5~7-0. (39)

Consideram acum vectorii a(d, &,), b(bs, by), adica
G=ai-+a,]; b=Ud-+byj
si efectudm produsul lor scalur, (inind seama de (35):
b = (a1 +0,7) (bd+B,7)— ab.taby,
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deoarece termenii in #j sint nuli. Asadar -

@b =ub+a,b,, g (36)
ceea ce enunté: produsul scalar a dei vectori este suma produselor coordo-
natelor (proiectiilor) de acelusi fel pe cele doud axe.

_ EBxemplu Produsul sealor al wvectorilor a(—2,0), B(1,2) este
ab=—2.1}5-2=8. - .

23. Modulul unai vector. Daca cei doi vectori sint egali @="5, atunci
Gr=Uy, ay=by 51 a?=a’—a,2+a2 de unde rezultid modulul

S

a=\Va; + aj. : (37)

24. Unghiul a doi vectori se poate calcula din expresia produsului sca-

lar @b=ab cos g, inde p—=< (a, b). Rezulti

ab ab
cos p=-——  sau Cofip=— 2y (38)
ab lal - 5]
Dacé exprimdm vectorii in functic de coordenatele lor, atunci
b i
€os (= &by 4 ayhy (39)

Exemplu. Sd se afle unghiul vectorilor

o[ TWF—VE) 2(/5+ V2)|'si BB+ V2 V6, 2).

Avem axb,-mybﬁi (6—2)+g(6—2):10. Apot

a:\,/fg(sg2xfﬁ+s 4 21/1?2)=5;E=\/8+2VT2"’| 8 —2Vlz— 4

e 10 1
deci cos p=—"= "1 de ur =60"
e nde =160
25. Conditia cu doi vectori sd fie perpendiculari se deduce fie din (36),
decarece produsul sealar trebuie si-fie nul, deci

abifa,b,—0, (40)

A A A g6
fie din (39), unde daci €p=;, cos @=0,- deci numardlorul fractiei trebuie

sd fie nul, ceea ce duce tol la 1'e1al;iaﬁ(40)
Exemplu Vectorii t(—32,4), 6(8,6) sint perpendiculari, deoarece

a.by+ab,=—3-844.6=0.

26. Aplicalli. [ Proiectia wnii vector pe v dreeptd oarecare. Fie vectorul @ gi
dreapta data (A). Alegem pz (A) versorul 2y care definesle directia gi sensul pe
dreaptd: Produsul scalar ne di proieciia lui @ pe (A) (§ 8), adica

a l_tn=a-1ocos p=(pr. @)a, unde G=2(A, a).
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& ) I
Fig. 25, Fig, 26.

84, consideriim scum un sistem de axe perj E\ndic_glare Oz, Oy. Daci dreapta
(A} tace cu Oz unghiul o,“atunci proicetiile versorului uy pe axe sint (ug),=L-cos a—=

—Cos a; mo),,—sin a gl ltg—i cos u—}—gsinagr, Expr‘imind si pe e prin coordonate
E.=£II_IT-\ CIIE“ rezulta
a tg=(pr a), =a, cos ﬂ+ﬂ,v sin @, expresie care reprezinta proieclia veclorului @
pe dreapta (A). ‘
2. Teorema dosinusului dedusd vectarial, Consideram triunghiul ABC si seriem
— —_— — — = _—
vectorul BC ca diferentd de vectori: BC=AC—AB, Este evidenl ci |[BCl=a, |ACI=b,
ey ?
|ABi=e, unde «, b, ¢ sint laturile triunghiului dat ¢fig. 25). Ridicind la patrat egall-
tatea de mai sus si {inind seama de (31) avem —
_— —— — —_ e
BC2=AC*—2AB- AC]-AB2

— — —_— — =
Insd BC'=|BC|*=a® etc,, far AB-AC=b-c¢ cos 4, astfel ci reclatla devine
a*=b*+ci_32be ros 4 (teorema cosinusulul).
3. Colenlul medianei pe eale vectoriald. Notam cu D mijlocul laturdi BC (fig. 26).
=5t Tl Sy ooy —_—
Se stie (§ 18, aplicatia 1) c¢i AD= = (AB+AC), Dacd notdim mai scurt 8C=aq,
— — ot —_— of
AC=b, AB=c 5 AD=m,,

adaugam a—b—c. Ridicind ambele egalitati vectoriale la patrat avem

atunei relatia de maj sus se scrie 2m, =b+-e¢, la_ care

_ dml=hrfel | abec
=D}t 2b.c §
Prin adunare cele doud produse scalare se reduc i se obfine

—

dm; +u*=2(b*+c?)

de"unde se scoate >

(5 ot
e

2
iy =
expresia medianei.

Am ales citeva exemple ca si sc vada ci produsul scalar poate folosi in geo=
metrie fie la demonstrarea unor tcoreme, fic la caleulul unor lungimi.
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EXERCITIHI 51 PROBLEME

2& 'Sa se deswmpuna un vector @ in doud componente, cunoscind di-
rectia uneia si modulul celeilalte, Discutie.
[Fie OA—u Se duce prin O o rireapl,a () avind directia datd si un

cere cu raza cit modulul cunoscul, apoi prin A se duce paralcla la (A
Doui solutii, una sau nici una.]

8% Se da trmnqhml ABC g un punct oarecare O In planul séu. Sa
se dembnstreze ca dacd G este centrul de greutate al {ri ung‘nulm, atunci

(_JA -[—OB-I—OC:S OG.

e ]
[Se scrie GA=0A—OG ete. 51 se aduni}

24-\ Se dd patrulaterul ABCD si se noteaza cu E si F mijloacecle latu- -

rilor AB si CD. 54 se demanstreze ci

or— L (AD+BO).

9

e ety PR 4 '
[Se¢ exprima BF cu ajutorul vectorilor AF, BF, apoi AF cu ajutorul
e —_
vectorilor AD, AC ele.]

Sa se flgureze vectorii @(3, 5), b(6, —10) si &8 se_spuni ce lega-
tura inqté fntre ei.

'26. Se dau vectorii &(1, 5), B(—4, 2), (3, —1).
/Gé\parLicularitate prezintd vectorul s=a+h-+e?
27. Fiind dati vectorii AB=a si AC=0 in ce caz avem (a+b)?—(@—b)?
§i ce reprezintd fiecare din cele doud pdryi ale egalitalii?
[Rezulta 4ab—0, deci a_j_b Fiecare termen se reduce la phtratul
diagonale! dreptunghiului cu laturile AB AC]
28 Se di wectorul- AB punctul fix O sz doua puncte M M, N, toate in

acelasi plan. a) Ce smrma}zca;w are relatia AB OM = AB. ON'? b) Daci se
trece totul in prima parte, ce interpretare are relatia obfinuta?

[a) oM s] ON au aceeasi proiectie pe AB. b) MN | AB.}

29. Se dit un triunghi ABC si un punct O carecare in planul sdu. Sd
se demonstreze cd existd relafia wectoriald

— —_— — e—t —_—
QA-BCH+-0OB.CALOC:AB=0.
—_— — —_— —
[Se exprimi veetorul BC ea diferenti BC=0C—0OF elc]

[6 este simetricul, fatd de Oz, al lui 22} |

e ——

e

-

VECTORT IN PLANM 43

30. S se demonstreze cd indltimile wnui triunghi sint concurente.

|Fie AA', BB doua inal{imi si l'.]-—-AA’[ 1 LJ:B 1o relatia din problema

precedentd se in O=H gi se ajunge la HC ,5.3 Q. cave se va lolerpreta.)

: 31._‘Dacd D, E, I sint mijleacele laturilor BC, CA, ADB, ale triunghiu-
lui ABC, sd se arate cd oricare ar i punctul O qvem relafia vecloriuld

OD-BC+OF-CA+OF- AB—0,

1 — =
[Sc folosese relatiile UTJ'sf; {OB-I-Cﬁ), E=C—JE"—UB, ete., se

face produsul si se insumcazii.]

32. Se da patrulaterul ABCD in care laturile opuse AB—a si CD=c
sint sitwate pe dreptele AB, CI perpendiculare.
Fie E, T respectiv mijloacele laturilor AD, BC. S& se demonstreze ci

EF?= % (a?4cy, -
S3 se dea gi o solutie geometried.

) = 1
[Se tine scama de problema 24, EF4= = {E | [_J;] S se v it

la patrat Penfru scolulia geometrici se une tc
ookt ste mijlocul diagenalei JD
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74 i
itz BT ¥ Fig. 28,

1. Pozitia punctului én plan. Sa ne alegem ca sistem de reper un punct
fix O al planului. Pozitia unui puncl varvecare M. din plan este perfect
determinatd prin veclorul OM=r (fig. 27), numit din aceasta cauza vec-
torul de pozitie al punctului M. Avind originea fixi, cste evidenl ca vecto-
rul de pozitic este un veclor legat.

De asemenea poate [i determinata pozijia unui vector AB in plan,
dacs se cunosc vectorii de pozitie ¥, si 7y respectiv al originii A si al extre-
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Coordonatele vectorului de pozi-
tie al punetului M le vom numi coor- = (7} -
donatele punctului M sl le vom nota

OM|=m=abscisa punctului M
OM; —y —ordonala punctului M.

Tot ce s-a spus la caordonatele
unté veector rdmine evident valabil
sl In cazul veetorului de pozitie, cu
sublinierea ¢a de data aceasta coor-
donatele (proiectiile) se masoari de
la originen axelor O, care este si
originea veclturului de pogitic.

Coordonatele unul punct se pot
nota cu diferite litere, de exemplu, ) Fig. 29.
(a, D) sau (aq, by) sau (rg, yg) ete. in
care totdeauna prima este abscisa si a doua ordonala. Se arald in scris
ci M are coordonatele x, y astfel: M(x, y).

Cele doua axe Ox, Oy impart planul in patru regiuni pe care le vom
numi cadrane si le vom numerota in sens {rigonometrie [, 11, 111, IV
(fig. 29).

Dupa aceste lamuriri s& facem urmatoarele precizdari importante.

I. Dacd punctul M este dat in planul axelor xOy, coordonatele sale

sinl determinate in mod unie. In adevir, proiectiile vectorului OM pe axe

mitatii B a vectorului AR (fig. 28). Mai mull, AB se poate exprima cu | > sint determinate in mdrime si semn, g anume: » : | :
ajutorul vectorilor de pezitie, anume o — pentru un punct M din cadranul I ambele coordeonate sint posi-
i i | tive; ’

AR =Bk 2, (1

care araté ci relatia lui Chasles (I, 16) pentru vectorii de pe o dreapta,
se mentine si in plan. Este adeviirat cd din punct de vedere praciic deter-
minarea unui punct prin vectorul de pozitie 7 nu este comods, deocarece
trebuie cunoscute directia, sensul si modulul vectorului. In schimb multe
proprietiti ale figurilor geomelrice se pot demonsira simplu cu ajutorul
vectorilor de pozitie. -

2. Sistem de axe dreptunghiulare. Am vizut ci peniru fixarea pozifici
unui punct prin vectorul de pozitie, sistemul de reper se reduce la un
puncl O, 338 ducem acum prin punctul O doud axe perpendiculare Ox, Oy
orientate asa fel ca sensul de rolire de la Ox célre Oy sd lie cel trigono-
metric. Vom vedea cd putem zlege axecle dreptunghiulare ca sistem de
reper pentru determinarea punctelor in plan. Un astfel de sistem de reper
(sau de relerinid) se numesle sistem dreptunghiular cartezian®

* De la numele lul Descarles, care in limba lalind sem-
na Cartesius. Mentiondm céi sistemul de axe poate i gl
oblie, in care caz axele fac intre ele un unghi ocarecare ©.

— pentru un punct M’ din cadranul al 11-lea, abscisa OMj=x' este
negativi st ordonata OMz=y’ cste pozitivil;

— pentru un punct M” din cadranul al III-lea ambele coordonate sint
negative:

— penlru un punct M’ din cadranul al 1V-lea abscisa este pozitivé si
ordonata negativi. :

— un punct pe axa Ox are ardonata nuld, iar un puncl pe Oy, abscisa
nuld. : 3

11, Reciproc dacd se dau coordonatele. punctul M din plan este deter-
minat in mod unic. In adevdr s& presupunem cd mésurind abscisa si ordo-
nata, ambele pozitive, gdsim OM, =, OM,=y; paralela prin M, la Oy si
paralela prin M, la Ox se taie intr-un singur punct M, in cadranul L

Dupd cum abscisa si ordonata sint pozitive sau negative, punctul se
poate gisi in unul din cele patru cadrane. Trebuie s& observam cé aceastd
unicitate n-ar mai exista daci coordonatele nu ar fi luate cu semnele res-
pective, In asemenea caz, abscisa s-ar putea lua fie la dreapta, fie la stinga
originii, iar ordonata fie in sus, fie in josul originii §i ar rezulta pairu
puncte in loc de unul singur.
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cixemple 1) Originea are coordonatele x=0, y=0, deci O(0,0).

2) Punctul A(3, 0) se afld pe axa Ox, asifel ca OA—3.

3) Punctul B(0, —2) se afld pe Oy, la OB=—2.

4) Punctul M(5,.5) se afla pe bisecioarea primului codran.

§) Punctele A(a, b), A (—a, b) stnt simetrice [ald de ava Oy, A

3. Scrievea  vectorului dal prin coordenatele extremitifilor sale.” Se
dau punctele Al w), B(xq, Y2) 51 sc cere s se scrie vectorul AB. Daca
Ty, Ty sinl vec,Lum de pozitic ai punctelor A .si B, atunci relatia lm Chas~

les (1) este AB =7y 7y. Fic acum X, ¥ coordonatele vectorului AB. Refe~

rindu-ne 1a coordonatele diferentei ai doi vecteri (IL, 15) putem scrie
K=xp—xy, ¥ =UYs—y-

Insd AB=Xi{ ¥y prin urmare X

AB— (23—, )i+ (ta—v1)}- @

Accasta este expl esia unui vector in funclie de coordonatele extremi-
tatilor lui.
Exem p Lu. Se da A(3, —2), B(—5, 4).

Veectorul AB este AB—(—.J— Jit-[4 —(—2)]j=—08i+67.
Veetorul BA e scrie BAﬁ[S ~ —5)]z+(—2ﬁ4)3ﬁ8z—69.

Se verifica imediat ¢ AB—l—BA 0.
4, Dzstangfa mt!e doud purete A[n, 1), By, ) este modulul vecto-
rulm AB (sau BA) sl i;;mnd seama de expresia modulului (11, § 22) avem

AB=V(r—2)+z ¥)° @)

In particular, distanta de la unglm. la un punct Mz, y) se obtine
din (3)

b= vm (3)
Exemplu Distanta intre punectele A(0, 3), B(—2, 'i)' este AB=
= V(—2—0P 4 (7—3)F =V20=215 unitafs liniare.

5, Punctul care imparie un segment orientat intr-un m,port dat. Pre-
supunem scgmentul dat prin extremitatile sale A(xy, y;) si E(:r.,, Yu) 51 pe
dreapta AB un punct M(x, y) care imparte segmentul AB in raportul
MA
=l Cind MeAB, k<0, decarece segmentole WA si MB au sensuri
%]
diferite; cind M cste exterior segmentului AB, k>0, deoarece MZA si B
au acelasi sens. Problema care se pune csto si detelmmam coordonatele
punctului M, cunoscind pe 4, D si raportul k. Rezolvaren problemei se
poate face pe cale pur analitici sau pe-cale vectorials. Tn cele ce urmeszd
vom folosi metoda vectoriala din care vom deduce si formulele analitice.

»
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¢ Fle deci A(m1), D(?-L), M(7) i
22—k @
B
de unde MA=Fk MB (fig. 30).
Segmentele fiind orientale pe dreapta AB, re-
latia sub forma a doua cste de fapt relatie intre

veetori ’
MA=Ik MB. (4")
Cu ajutorul vectorilor de pozifie aceasta devine

ri—re=kire—7) sau r—Fk ra=(1— k)¥, de unde

n—kn : 5) - Fig. 20.
1—k -

1n particular daca M este mijlocul segmentului AB, k=—1 51 vectorul

de pezitic al mijlocului segmentului este

. S

v

ok, (6)

"Aceasta relatie nu este de fapt decit aplicatia 1) de la cap. II, § 18.
Trecerea la relatiile analitice se face slmplu seriind vectorii de pozitie
in functic de coordonatele punctelor:

Ty =200+ Yij, To=250+Ys], T=aiFV]-

- Regulla :
T ks i R T
xr+yj= e il !—k"b
care da imediat .
xH.n-Jur, ik o

T

decarcce descompunerea dupéd vectorii fundamentali este unicd (vezi

cap, I1, § 10). :
In particular mijlocul segmentului Ad are coordonatele

_Sch% gty ’
M= S (r)

Coordonatele confugatului armonic N al punctului M se deduc din (7),
inlocuind pe k prin (—k), deci, i
Sl x, + k:c,_ i y; g

14+&
6. Sa consideram acum pe o dreaptd ocarecare patru puncte A, B, CD
care formeaza o diviziune ‘armonica, st anume s& precizam cd C(xy, ys)
si D(xg, vs) 8int conjugale armonic fald de Az, yy) i By, ya). Se stie ci

Y+ k‘;fg
Yo / 8
14k i Ve ( )
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‘rapo_rtyl a doud segmente se pastreas
monicd se proiceteazi atit pe Ox cit si
Aceasta Inseamni ca relatia

i in proiectie, deci o diviziune ar-
pe Oy lol ca o diviziune armonica.
(I, 29) se pisireaza pe filecare axd, adiei

{ 2y 23 gy )— (70 29 (g i) = ) 9
20t Ya+-2s1ts)— (v + Yal Yy +-Ya) =0. i

Aplicatil, 1) Sé se arate cd punciul C(—
A(3, 3) gi B(5,11), ;

Avem CA— V(-2 FE4= v/74; OB VoFapy (1--9°= V74 deci CA—CB.

2) Ce conditie trebuie sd satisfacd coordonatele i
acesia s fie la egald distantd de A3, —2) si B4, 2)7

Rentru a nu mai avea radicali seriem cf MA”ﬁ-M_BZ adici

p

2, —4) este egal depdrtat de punctele

Y ale punciutui M pentru ca

(2—3)24-(y4-2) = (2—a)?- (y—2)? care ne da
2z-L-By="1,

Ar{] obfinut o singura ecuatie cu doud necunoscule, adied o ecuatie nedcter-
minati. Aceasta corespunde faptulul gcometrie ci existi o infinitale de pun(‘ff" M
egal departate de 4 sl B (mediatoarea segmentului AB).

3) Segmeniul AB=5 cm are punciul- A2, —i)
Sd se determine pozitia segmentului,

Dacil ¢ este ordonata lui B avem

i abscisa punctului B, *—0 cm,

o 1, 10 i ,
- AB=(6—24-{y41)% dar AR'=25, deci

16+(y-|—1)2=25, de unde y-+1=-3. Se obtin doui valori o,
51 By(6, —4), prin urmare segmentul boate avea doudl pozifii.
4) Centrul de greutate al unui triunghi. Se stic ar, § 18, ap]{catia d) ca dach

G este centrul de greutate al triuaghiului ABC, atunei GA--GB4-GO=0, S§ ot
Alry), Blrg), Cry), Gr). Atunci

GA=n—7 (ig. 31) 5i Ia fol GB—ri—7, GC—7\ 7

=2 th—=—4, deci B[S, ?)

Adunind avem

2 T P r—8re—o,
deci
_ het ey
F— ¥
) 3 (10)
8 £ Seriind relalia cu ajutorul coordonatelor avem
o R s ottty -
i xirtyi— 3 3 s i
n
~ de unde
‘ r E P o T y__=y1+y2+y.~_ (1)
Fig. 3L 1 8 3

w

Rl
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Problema se poate trata si pe cale p_ur enaliticd. In adevar mijlocul A’ al seg-

x, + % Yy, 1 GA
mentului are coordonatele wf— S22, o= BTY o i apolch —— = — 23,
2 2 = GA
prin urmare coordonalele lui G sint - '
yoptitts
;;: § 2 Y + %+ x4 e Y,y +_!J;_-!' Ya 4
142 3 & 4 _a

v T

EXERCITII S| PROBLEME

d3. 54 se exprime vectorul de pozitie a centrului unui paralelogram,
in functie de vectorii de pozitie ale celor patru virfuri.

[ = 1’ 7(;1 '{"_':2'5—;'3—1‘-?'1.)‘]

44 Ce conditie trebuie si indeplineascd un patrulater peniru ca suma
vectorilor de pozitie a doua virfuri opuse sé fie egald cu suma vectorilor
de pozitie a celorlalte doud virfuri? %

% —_— —
[M si N mijloacele diagonalelor; trebuie ca OM—0ON, deci M= N
Palrulalerul trebuie si fie paralelogram.] .

35. Se dau doud puncle A, B intr-un plan si punctul de reper O.
84 se determine pozitia punctului C stiind ca vectorii de pozitie o 7p, Te
ai punctelor A, B, C salislac relatia
! To=Ta+27p- ;
ey ol g s
[Se scrie 1,—r,=2r, sau AC=20B, deci vectorul AC cste coliniar

A e o e
cu OB si de doudi orl mai mare, adicd AC||OB gi AC=20B. Punctul C
este determinat] - - -

36, Se dd punctul Aa, b). Se cere:
a) Si se determine coordonatele punctelor simetrice lui A4 faid de
axcle de coordonate si fatda de origine.

b) Sa se determine cocordonatele punctelor simetrice lui A fafd de
cele doud bisectoare ale axelor de coordonate.

. 54 se calculeze distaniele dintre perechile de puncte: a) A(3, 2),
B(6, 6); b) A(3, 2), B(0, —2); c) C(—1, 0), D(—5, 4); d) E(—1, —4),
F(—3, —8); &) G(0, —5), H(12, 0).

\

[AB=AB'—5; CD—4 \ 2; Efi—2 V5; Gli=13.]

4 — Geometrie analitica cl. XI.

e e
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| 84 se caleuleze lungimile scgmentelor AB gi €D unde A(& 6).
B(8, 2) si C(3 2), D(8. 6). Sa se explice geometric rezultatul.

[AE CD 'V’41 8int diagonalele -unui dreptunghi.}
3}@: 34 se arale cd triunghiul formal de punctele A2, 3), B(—1, —1),

C(6, 0) este isoscel, cu baza BC.
[AB—AC=51
P
/?QQS:J se arate cd tnunghiul format de punctele A2+ '\/ Ly 1),

B(\/ 4, —1), C(—1, —-\/d) csle isoscel.
,l:), 5, }( 54 se arate cid uiunghml formaf de punctele A(l +\/3, 2)

1 1) =
B =1 rT) (i este dreptunghic. Unde este unghiul drept?

[Metada I. Sc caleuleazd lungimile atmuor si sc aratd ca cste
- 5 — —
verificata relatia lui Pitagora. Metoda a II-a. Se scriu vectorii AB, BC,

—
(!A si se -cerceteazd care au produsul secalar nul]

Sa se demonstreze ca triunghiul cu virfurile A(l, 2) B(B —-1)
I
C (‘4—“}‘” L 1+;H ) este echilateral.

43. 84 se gaseasca un punct egal departat de punctele A0, 1),
B(L _])1 C‘(Z, 0)

FM[ S& se ghseascd un punc't 1a egald depirtare de punctele A(2, —2),
B(0. 4 —T‘al de asemenea la egala depéartare de punctele C(1, —4), D(—2, —3)
(férd ca aceste distante s fie egale cu cele precedente).

[M(2. 4.
2=+ af 2al= l-ﬂy)].
L+ a } 1-a

[AB—\/x’qL'u", deci AB=0A]

Iéﬂ Sid se alle distanta Intre punctele A(x, y) e,;iB[

Se dau punctele A(—2,3), B(2,6) si sub axa Ox, o paraleld la
distatita de doud unitifi. S& se gdseascid pe aceastd paraleld un punct O
si altul D astfel ca:

a) triunghiul ABC sd fie dreptunghiec in A;
b) triunghiul ABD si fie dreptunghic in B.

[C si D au ordonata (—2), deci C(a,—2), D(p, —2). Se poate folosi
teorema lui Pitagera sau se pot serie vectorii gi se pune condifia ca

7
produsul scalar sd fic nul C(; 1—2 D8, —21]

COORDOKATE 1N PLAN ' Bl

47, Se dau punclele A(—3,3), B(3,7) si o paraleld la Oz situats la
doud unitdfi deasupra ei. S& se determine pe aceasta para.ela punetul C,
ast fel ca tuunqhml ABC sé fie dreptunghic in C.

[Doua solutii Cy(2, 2); Cu(—2,2).]

" 4§, Se dau punctele A(—1,
simelricului lui A fatd de B

3) i B(2, —1). Sd se afle coordenatele

|Se folosesc coordoua;ele mijlocului unui segment. m=5, y=1.]
Se dau punctele A(—2, 4), B(5, 1) si o parale]ei_ la Oy, 1a dis-
tanta- - care intilnegse segmentul AF in punctul M. Se dere:

a) raportul in care M fmparfc segmentul AD;
b) ordenata punctului M.

5 41

s te ntfi fo= —— =—
legascscmuc g!apozy 14]
_@ Punctele A(1, 1),-B(2, —3), C(6, 0)- fiind date, sd se alle coordona-
tele punctului D, al patrulea virf al paralelogramului ABCD, it care AC
esle o ‘diagonali.
; [Se afld simetricul lui B fati de mijlocu]. lui AC x5, y=4.]

Sc da triunghiul format de punctele A4, 5), B(,3), €2, 3).
S se Cr.lCUl leze lunglmﬂe medlanelor T, My, Mt ale-iriunghiului si si se
verifice ca

iy = mh -F rrrf-: —(E“ -+ ﬁﬁ"’ o Cﬁgj_

92 54 se afle coordanatele punctului M care se afli pe segmentul
determinal de punctele A(3, —2), B(7, 3), la doud cincimi din AD, soco-
S

tile de la A célre B.
m_'_ﬁ kb 3
[m“ o E'M(%’D)']
W""""»"‘

— 53, Se dau punclele A(2,1), B(3,7), C(4,2). Se imparte AF in palru
pATH egale si se noteazd cu D punctul cel mai apropiat de A. S& se afle
Iungimea cD.

=%

@‘Se dau punctele A(l, 4) si B(T, 1). Si se determine punctul M de
pe dreapta AB astfel ca OM—OZA

1-—%k R G o S )
= = Tk * Conditin ca OM=0A ne

[Un punhct pe AB are =

“ a i : 3
di 11k*-4k=0, de unde solutiile M=A (evident) si M(% 1 156) ]

4+
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35. Se da triunghiul cu virfurile A(7,0), B(z,4), C(—1,- B). 84 sc
afle coordonatele piciorului biscctoarei BR’ a triunghiuluj, H

[Se (ine seama de raportul in .care hisectoarea imparte latura
; 43 20 ]
opusa, I¥ ——7)']
g 9 1

Se dau punetele A(3, 1), B(3, 3), C( —3, 2), D(—1, —2). Se jau apoi
punclele M si'N astfel ca ele si Impartd in acelasi raport k segmentcle

01‘ientate.féﬁ si CD. S84 se arate: a) ci WA_B—I)Z:; b) ed oricare ar fi rapor-
tul &, mijlocul segmentului MN este fix. Sa ae explice geometric pro-
prietatea de la (b).

i e
[a) Se exprimA vectorii AH si DC. cu ajutorul versorilor. b) Se
o 3 5

gaseste x=l, y:E * Dreapta MN trece prin cenlrul paralelogramului
ABCD.] -

B

7. 84 se arate ¢ figura formati de punctele /—](a 1|T\’§ { ﬂ—i—b)’

(5 o M) ola e, Ie), it )

2 z L
esle rumb; a, b sint doua numere reale oarecare.

o ﬁu[cace]e diagonalelor ceincid si' diagonalele sint perpendiculare
(AC- BD—0). Asifel: _1aLurile sint doud cite doua paralele (veetorii res-
pectivi egali) si toate sint cgale. Mai trebuie ardtat ca figur

¢ ) gl . a nu este
péatrat, deci AB, AD nu sint perpendiculare.]

5&. Sa se caleuleze coordonatele mijlocului segmentului care unes

re (e
mijloacele diagenalelor unui patrulater.

[Media arilmeticd a coordonatelor virfurilor.}

59. Se dau punctele A(3,0) s1 B(—1,4 V3). 54 se determine pe seg-
mentul AB un punct M astfel ca distanta de la origine la M sa fie medie
propor{ionald intre segmentele AM si MD.

[Se determind intii raportul E__.'B =k, apoi coordonatele., Doui solufii;

8 oVE) . a5 VF 9
M(T“—"_zi ) §i M(E rT)'Sinai ghsegte k—I1 (inacceplabild) gi ft— 4—9
carc da un punct exterior lui AB.]

CAPITOLUL v

DRFEAPTA, DIFERITE FORME

ALE ECUATIEI'EI "
Vo= &
o |
| i |
) B 1 ;
; & £

. g Tig. 32.

1. Versorul unei directii. Multimea dreptelor din plan, care sint para-
lele intre ele, au aceeasi directie, aceasta fiind datd de oricare dintre ele.

. —
In mod practic directia poate fi datd prin versorul OU =i, cu |dy| =1,
sau, daca se ia sistemul de relerintid cartezian xOy, prin unghiul o pe
care una din drepte (de exemplu cca earc trece prin origine) @ face cu
axa Ox (fig. 32). i
Versorul, ca orice vector, poste fi descompus dupd awe gi are ca
proiectii OU;—1.cos a =cos o si OUs=1-sin a=sin a. De aici rezulti

()_[:r:ﬁu:i cos -7 8in a. (1)

carc aratii legiitura intre versorul de directie si unghiul a al directiel cu.
axa Oz. Sc observa imediat cd uu:'\/eoﬂzc{—i-sin!a:l. i

2. Coeficientul unghiulor. Dacii din punect de vedere geomctrie di-
rectia se poate da prin unghiul o pe care aceasta il face cu axa O=x, din
punctul de vedere al geometrici analitiee, pentru nevoeile de caleul, directia
se da prin una din functiile trigonometrice ale unghiului o. Cea mai des
folosité este tg @, care se noteaza de obicei cu m si se numeste coeficientul
unghivler sau panta dreptel,

Penlru [lixarea poziliel unei dreple nu este suficienl sd cunoaslem di-
reclia ei (coeficientul unghiular), ci mai trebuie un punect al dreptei. Cu
aceste doud clemente pozitia dreptei este determinata.

3. Fcuatia dreptei cind se cunoaste coeficientul wnghivlar si punctul
unde taie axae Oy (lig. 33).

Consideram dreapta (A) care are coeficientul unghiular m=1g a si
taie axa Oy in My, n). Ordonata n a lui M; se numeste ordonate la
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o??'g?n_e‘, dr:‘oareceA este ordonudla corespunzitoare
originil pe axa Q.

' Fie M(x,y) un punct care se poale migca
oricum pe dreapta (A); acesla se numeste
punct curent al dreplei (de la latinescul curro-
currere=a alerga). Fste clar ca» intre coordo-
natele x, y ale punctului M (rebuic sa existe
o relatie de legatura, cdci altfel M ar putea fi

% oriunde in plan, deci si in exteriorul dreplei
5 (A). INe propuncm  sa gisim tocmal aceastd
Fig. 1. relatie.

Pentru aceasta ducem versorul "y al di-
ek A 5 e
, Lot e ) rectiei dreptei (A) si acum vectorii MM si aup
sint ‘C?jhllll'dl'l, deci coordonatele (proiectiile) lor sint proporiionale. Cu-
st o 2 i % v A z S e
uuucm%nr_:gmdnnatele Iui Mg(0, n) =i ale Iui M(x, 3) se scrie imediat vec-
torul MyM:

—
\ 7 wigM=x iy ~nyj, (2)
lar Hy este dat de (1). Scriind ca proiecliile sint proportionale avem -
= sau y—n 1
e =Y 88 —n=xr tgd.
coy o sin o 4 -

Aga cum am spus se noteazd tg ¢ =m si-relatia ciutati este

Yy=mr-+mn (3)

care se numegte eeuafia dreptei cind se dd coeficientul unghivlar si ordo-
nata le origine. Ii vom zice mal scurt ecuatia explicitd o drepted.

Cazuri porticulore. 1) Dacd n=0 din figura 33 se vede ca dreapta
trece prin origine, iar (3) se reduce la

vome )

prin urmare (4) reprezintd ecuatia unei drepte care trece prin
are coeficientul unghiular m. Daecd m=1 (tg a =1, deci o —45°
bisectoarea care trece prin cadranele I si III,

origine si
) se obfine

Y—mx (5)

care se numeste prima bisectogre a axclor de coordonate, Dacd m—— 1

(g a=—1, deci @=135° se obtine bisectoarea care lrece prin cadra-
ncle II si IV

™ y=—=a (5)

care se numeste a doug bisectoarz a axelor.
4) Daca m=0, atunci a =0 si sec obt{ine o paraleld la Ox. Ecuatia (3)
ge reduce la

L ©)

DREAIFI'A, DIFERITE FORME ATLR ECITATIEI ET

51 acedsla reprezintd, in consecintd, o paralela la Qx. ¥
Pentru n»n>0 paralela este deasupra originii, pentru
n<0 este sub origine. Peniru n=0 se obline chiar
axa Oz, deci ecuatia axei Ox este y=0. - -
Observari. 1) Daci presupunem 1m con-
stant si n, variahil (3) reprezintd multimea-dreptelor
paralele, de directic dutd m. Dacd _schimbé\m si pe i
aiunci objinem orice dreaptd, paralela cu orice di-
rectie. adica orice dreaptd din plan. De aceea spu-
nem ca (3) reprezintd ecuatia unei drepte oarecare.

)

Mixgd

S

2) Exista totusi o directie pentru care (3) nu ne g1 I Afa.a)
di dreptele respective: aceasta corespunde i a= Fig, 24,
= % care da m=tg & —=&o. .

2 \ Feuatia unei drepte paralele cu Oy. Consideram dreapta (.f_\.) para-
leld cu Oy, la distanta OA—a de aceasta §i un punct M(x, y) ajltuat pe
(2. Conditia necesard si suficienld pentru ca Mg(A) este ca M sa se pro-
jccteze fn A pe Ox (fig. 34) sau (pr. OM) Ox=0A=a. Insi OM:?-;:raz_f
Iy 7, iar proiectia unui vector pe o axd este datd de produsul scalar din-
tre acel vector si versarul axei (IT, § 21). deci conditia ca Me (A) dexzne
(pr. O-I)M') Ox—OM-i=u. Tinind seama cA i*=1 si ij—0, se obfinc (xit+

Ly Pi=a sau
+1 ) P o

Aceasta este ecuatia unei paralele la Qy. Pentru a>( paralela este_ 1a
dreapta originii si pentru a<0 la stinga originii. Pentru a=0 sc obline
axa Oy, deci ecuatia axel Oy este

20

Crometric este evident cd oricare ar [i MeE (L) abgelse Il este x—a, indi-
{ferent care este ordonata y. Prin urmare r=d caracterizeazd toate punc—
tele dreptei (A); de accea zicem ca este ecuatia dreplei. )
Cu aceasta am implinit 51 ceea ce nu ne didea cenatia (3); cazul drep-
telor paralele la Oy. | ;
Exemple. a) Eeuatia dreptei cabe trece prin ovigine si face cu Ox

1 and
righi —30° este 77— ——= x, deogrece m=tg 30 = =
urighiul o.=30" este © V3 g Vs
by Ecualia y—— \/3 x reprezintd o dreaptdl care Lrece prin origine st

face eu Or wunghiul o=120%, deoarece tg 120°=— V3.
) Dreapta paraleld cu pritea bisectoare, care trece prin punctul (0, 4),

are ecuatia y=x-+44, cici m=1, n=4. ;
5. Fewnlin generald a dreptei. Sa cnnsig m o dreapti oarecare (A}

2 chrei pozitic este delerminata (fig. 33).

j
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a) prin punciul No(0, n) unde taie axa Oy:

" ) ; El?%epr_in directia perpendiculard pe vecto-
y 7 fitg) rul liber(g (4, B) Eem
G=Ai+4Bj. @)

Dacd M(x, y) este un punct curent al drep-
tei (A) atunci este clar cd veclorii 1§ i NoM
sint perpendiculari, deci produsul lor scalar
este nul Vectorul NgM sc serie [vezi si (2)]

i NoM =z {4 (y—n)j )
Wo (0.7} astfel cd produsul scalar al veclorilor (8) si

(9) "este
Fig, 35.

s -Nﬁ:Ar-f—B(y—n) —=Axr4-By—Bn—0. (10)

Termenul liber (—Bn) este o constantd pe care o vom nota cu C si
produsul scalar nul devine

Ar4 By C=0. (11)

Aceasta eoste relatia dintre coordonatele (», y) ale punctului curent M
pentru ca el sa se afle pe dreapta (A). Zicem ca (11) este ecuatia drep-
tei (A).

Deoarece conditia (10) esle necesard si sulicientii pentru eca NgM | G
rezulld cd relafia (11) cste necesard si suficientd pentru ca M si se afle
pe dreapta (A), adica:

a) dacd Mg(A), relafia (11) este verificatd; b) dacid (11) esle adevi-
rata, atunci Mg (A).

Iatd deci o altd formé# a ecuatiei unei drepte, pe care o vom numi

ecuatia generald a unei drepte.
c

Observéari. 1) Din notatia ficuti —DBn=C, rezulti n—=— E:
'2) Vectorulii (4, B) perpendicular pe (A) se numeste veetor normal drep-
tei (A).

6. Trecerea de la ecuafia explicitd (3) la ecuntia generald (4) si re-
ciproc,

[. Dacd m si » nu sint fractionari. atunci este de ajuns sa trecem pe y
in partea a doua 5i obtinem ecuatia dreptei sub forma generala

mr—7y +1—0.

Daca m si n sint [raclionari, atunci se elimind numitorii, se trece
totul Intr-o singurd parte si se abiine forma

Ax+4 By4-C=0.

V— Exemple. 1) Ecuafioc y= \/d X — 3 se scrie sub forma generald
Vir—y—5=0.
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3 ;. o o
2) Ecuatia Y= —2 —é—se serie sub forma generald 9x+6y-+8=0.

II. De la forma Ax4-By+4-C=0 se trece la forma explicita rezolvind
ecuatia In raport cu y (B7-0), adica

A ' 7
Y=— = a— 2 , de unde rezulta
B B
A C
M=— == ¢ frme—nx 12y
i e B (12}

Aceste relatii sint importante filndcd ne dau ceeficientul wnghiular
si ordonate la origine, atunci cind avem ccuafia dreptei sub forma ge-
nerald.

Exemple. 1) Keuatia 3x+4y—16=0 se scrie sub jorma =

3
= — 4 x4, deci coeficientul unghiuler este m=—

4 7 H ordonata la.

g

origine n—4., Dreapta paraleld eare trece prin origine este y—— I-l‘-

2) x—2y+-5=0. Se scrie y-— Else-g-%, deci coeficientul unghiular m—=

=% st ordonato la origine n= g:
7. Beualiile dreptelor particulare deduse din (11).
a) Presupuncm intfi A=0, in ccuatia generald (11). Rdmine By |-C=0

c
sau Y — iy —const. care reprozintd o paralela la Ox.
k) Fie acum B =0. Ramine Ax-4-C=0 sau x:—;—;:const., adica o
paraleld la Oy.
o) Dacd C=0, ecuafin rdmasd cste Ax+By—0 sau y=— i—:c:mar:,

ecualia unei dreple care lrece prin origine.

Sd consideram acum cite doi coeficienti nuli.

d) A=C=0. Ramine By—0, deci y 0. adicid axa Ox

e) B=C=0. Ramine Axr=0, deci x=0, adicd axa Oy,

f) A=B_0, imposibil fiindcad rdmine C—0, insd C5L0 prin ipoteza.

Dupa cum se vede dacd ecuatia drepteli sub forma (3) nu coniine
dreptele paralele cu Oy, ccuatia (11) contine toate dreptele planului,
inclusiv toate dreptele particulare, Pentru acest motiv (11) se numeste
eciafia generala a drepiei,

Uin cele spuse mai inainle se desprinde urmaloares concluzie impor-
tomia: orice ecuagie de gradul I in doud variabile » §i y, raportaid la sis-
temul cartezian dreptunghiular xOy reprezintd o dreaptd §i reciproc o
dreaptd oarecare din plan este reprezeniatd printr-o ecuafie de gradul |
in doud variabile (eventual poate lipsi una din variabile).
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Prin urmare dreapta in plan este caraclerizatd printr-o ecuatie de
gracdul 1. Pentru acest motiv o ecuatic de gradul T se numeste ecuafie
Liniard,

8. Consecinte. a) Conditiu ca doudi drepte sa fie paralele este ca sd
aibi aceeasi inclinare o fapd de axa Owx, deci sa aibd acelasi coeficient
unghiular. -

Daca dreptele sint date prin ecuafiile y=mx |-n $i y=m'z-4n’, con-
difiz de paralelism este

m=1m’. (13)

Dacil dreplele sint date prin ecuatiile Ar+By4C=0 si Ae+By+

4-C’=0, atunci m=— Bl gianl L g conditia devirie —. - = —° zau
N - B Hf B B‘
A B
ik 13°
T (et

(caeficientii lui = si ¥ proportionali).

De fapt condifia (137) se poate obtfine si altfel. Fie [f; =Ai4Bj vec-
torul normal primei drepte si g ’=A%+B’j veclorul normal celei de-a
doua drepte. Pentru ca dreptele sd fie paralele trebuie ca vectorii 1§ si A
si lie coliniari, deci s& aibd coordonatele proportionale, adicd relatia (137).

b) Pentru ca doud drepte sd coincidd, pe lingd faptul cd sint parvalele
trebuie s aibd si un punct comun, Punctul comun il ludm pe axa Oy,
deai ordonatele la origine trebuie sd fie cgale: n=n’ Afunci penlru ca
doud drepte date prin forma explicitd sa coincidd trebuie ea

m=1m; un=rmn. (14)

Daca dreptele sint date prin ecuatiile lor generale, atunci pe lingd (13)
o

trebuie s& avem n=n', adicA — —= — gill —=—2 Dar — ge gi-
B B B ¢ B
seste si in relafia (137) deci
A B (&)
i o 14°
— (149

{teti coeficientii proportionali).

Recapitulind: (13) sau (13’) reprezinta conditia de paralelism; (14)
sau (14) reprezinta conditiile de coincidentd (suprapunere) a doua drepte.
f Observare importantd Ecuatiile care diferd numai prin
termenul liber

Axr+4+By+C=0; Ax+4By+C=0 (15)

reprezintd doud drepte paralele,
Exemple a) 3z—3y+42=0 si 62—10y+T7=0 reprezintd dreple
paralele, deoarece ;l= Sl fard a fi egale §i cu 3

-
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.
b) 2x-by—bH=0; 4w-13y 10=0 sint
doud drepte confundate, cici au toti coefici-
entit proporfionali.
9. Ecuapia dreptei prin. tGieturi. Se nu-
mesge tdieturi punctele unde o dreapti laie
axele de coordonate, Coordonatele acestor
Af.a)

x

punete sint eoovdonatele la origine ale dreptei.
Daca A(a. 0) si B{0, b) sint cele deoud puncte
pe axe, a este abscisa la origine si b ordonata
la origine (fig. 36).

e acum, pe dreapta AB, un punct cu-

=5 s

rent M(x, y). Vectorii AM si BA sint evident
coliniari si reciproc daca vectorii AM si BA sint coliniari ei -sint neapi-
rat e aceeasi dreapld, devarece au punctul A comun, 'deci MEAB. Prin
urmare condifia necesard si suficientd ca M s fie pe dreapta AB este

Fig. 36.

e 2
ca vectorii AM si BA sid fic coliniori, adied sd aiba coordonatele propor-
{ionale. Tnsa

AM — (r—ayi+yj si BA= ai—Uj =
a_ Yy

Resulta Z—"—= - sau trecind totul in prima partc
a et

2 i s,
10 (16)

a

gore se numeste ecuatia dreptei prin tiieturd san prin coordonate la
origine.

Feuatia unei dreple sub forma (16) se poate scrie ori de cite ori
cuncastem punctele situate pe axe, ale dreptel.

Exemple 1) Dreupta AB unde A(2, 0), B(0, 3) se scrie ol

3

e |h

—1=0, care upei se poate aduce la Jr4-2y—6=0.
2) Simetrica dreplei precedente in raport cu Oy va avea pe are punc-

tele A’(—2, 0),- B0, 3), deci ecuafia este—%-l——g—'—l_ﬂ sau —3r4+2y—

— =0 (sa se compare cu ecuatia precedentd), sarn fncd Jre—2y+6=0.

16. Condifia ca un punct si se afle pe o dregptd este ca ecuatia dreptei
sa fie verificatd de coordonatele acelui punzi. De exemplu punclul
M(l, -—3) se géseste pe dreapta 3x-45y--12=0, deoarcee 3:14-5(—3)-+
+12=0.

Putem pune si problema lnversd, ca fiind datd o dreaptd sa gésim
puricte situate pe acea dreaptd. Este de ajuns si ludm o valoare penlru
& (sau u) si se gaseste valoarea corespunzétoare a Iui y (sau ). De pildd,

referindu-ne la dreapta de mai sus pentru z=—3 rezultd y=— -:, deck

3

punctul ( 3 —

i
7 Ml gb

/

“Xi
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In particular, punctul unde taie axa Ox se obtine facind y—0 =1
punctul pe Oy facind x—=0: in acest fel se determina tiielurile unei

drepte. Pentru ccuatia generald Ax+ By+C=0 tdieturile sint (— E, 0) si
A

:-(0, _‘E)

In general vom scrie ci punctul M(my, 1) se gaseste pe dreapta Ax4-
+By+C=0 ardtind ca verificd ecuatia dreplei, adica Axy4-By,+C=0.

La fel daca ecuatia dreptei este dald sub altd forms.

O dreaptd care trece prin origine y—max csie determinata daca mai
trece prin alt punct My(xy, yy). Acest punct trebuie si wverifice ecuatia

dreplel, deci yy=m xy, de unde m= Y2 Rezultd ca ecuafia dreptei de-
. - e » xﬂ
terminatd de origine §i de un alt punct Mylxy, yp) este

Y=L sau yYpr—agy =0, a7
Xy

‘EXERCITH S1 PROBLEME
60. S& se figureze dreptele: 3x—5=0; 2y+3=0; 2x+45y=0; 4r—
— y—0; 3x45y—15—0; dr+3y—1=0; 2x—3y-+1=0.

?ﬁ Sd sc giseascd coordonatele numerice a patru puncte, dupa voie,
apartinind dreptei dx4-6y+430=0.

,-E:’ﬁ% S se scrie ecuatia unei drepte paraleld cu dreapta y=—3r si
“trecthd prin punclul A0, —4).

63. S& se scrie ecuatiile dreptelor care trec prin perechile de puncle:
a) A2, 0), B{0, 5); by C(G, 0), D@, —5); o) &(—4, 0), F(O, 3);
si 83 se aducd la forma generald.
@ S4 se detormine paramelrii & si u astfel ca ecuatiile
(3+-M)x—5y+4=0 si Sxr—(4—Wy—5H=0

‘ “_1.]
l A==T p= 4

54 reprezinte aceeasi dreapta.

@Sé se determine a si b astfel ca ecuatiile
ar-+3y—8=0 gl 4x-}by+20=0
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sa repredunle: 1) aceeasi dreapta: 2) drepte paralele.

1=
I\JFU.

8
[hemfisi
(s

ﬁ_ﬁ{ Se di dreapta Gx+5y—15=0 a) S& se scrie ecuatia el cu aju-
torul tdieturilor: b) sa se scrie ecuatiile simetricelor ei fatd de axa Oux,
fatd de axa Ow si Tatd de origine =

Accleagl probleme pentru cazul general Ax+ By-4C=0.
[b) Az—By|C=0: —Ax-+By+C=0: Azr4By—C=0]

68 Si se seric ecuatiile laturilor rembului cu centrul in origine, cu
diasonalele pe axe, stiind ed miisurile acestora sint' AC=2a (AC< Ox) si
BD=2b.

1 2) o infinitate de solufil: a,b—lz.]
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DREAPTA DETERMINATA M )
PRIN CONDITII GEOMETRICE DATE

5 p‘a-faj
7

Fig, 3%

1. Dreapta determinata de un punct $i o directie. Fic M(xg, to) punc-
tul dat si directia deflinild prin coeficientul unghiular m=tg @, unde o
este unghiul dreprei cu axa Ox. Ludm punclul curent M(x, y) pe dreapta
definitd mai inainte si versorul G,—QU al directiei date. Vectorii (fig 37)

Ug=icos a+jsina si MoM=(x—xg)i+(y—yp)] trebuie 8A fie ecoliniari,
deci trebuie ca coordonatele lor sa fie proporlionale, adica
T—% U U, 1
COS sin @

Din aceastd relatic rezultd imediat y—uyg=tg d (x—xy) sau
y—1p = me(r—g). (2)

Aceasta este legatura intre coordonatele x, y ale punctului curent M
pentru ca aceasta si descrie dreapta datd prin conditiile de la inceput.
Prin urmare (2) este ecuatia dreptei determunote de un punct My(xo- Yo)
si de directia data prin coeficientul unghinlar m.

Caz particulor, Dacd dreapta trece prin origine, pulem considera
M, = 0(0, 0) gl in aceat caz (2) devine

Y= (27}

scuatia unei drepte care trece prin orlgine si are coeficientul unghiular m.
Am regésit astfel rezultatul de la [1V, (4)]. :

Exemple 1) Si se serie ecuatia dreptei determinate de punciul

]

A(—2. 3) st coeficientul unghiular m= e

Avem y—3= % (x+2) sau 3x—2y+12=0.
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2) 84 se scrie ecuofio dreptei care trece prin punciul A(l, 1) $i face
120° ¢u axa O. i
Avem m=tg 120°=—tg 60°—— V3, deci ecuatia este

y—1—— V3 (z—1) sau V3x+y—A+V3)—0.

2. Ecuatiile parametrice ale drepiei definite prentr-un punct si o
direcfie. Acestea rezultd imediat din (1) dacd se noteaza cu p valoarea
comund a rapoartelor, deci

X — % 1) =l
Elestl b (3)
cos sin a
de unde
T=Xp-+pcos d, Y=2yYytp sin d. (4)

Leg#tura nu mai cste directd inlre @ gl y. Alit @ ¢t 5i y depind de
parametrul p. La fiecare valoare a pararictrulii p corespunde un punct
pe dreaptd si reciproc fiecdrui punct de pe dreaptd ii corespunde o va-
loare a lui p. Ne aceea (4) se numese ccualiile paramelrice ale dreptei,
cind aceasta este data printr-un punct si unghiul o. Prin eliminarea lui p
se ajunge la (38) si de alei la forma (2), deci (2) si (4) sint echivalenle.

Interpretarea geometrici a parametrului p rezultd imediat dacd obser-
vam ca r—x, 51 y—Y, =int proiectiile pe axe ale vectorului MyM. deci

— —_—
r—a—|M¢M|cosa 51 ¥ yg—=|MyM|sin a. Se vede din compararea cu
(3) sau (4) ¢ p=|MyM|, deci p este mirimea segmentului MyM. Acest
lucru se poate ardta direct din (4) dacé se ridica la pétrat (z—xy) §i (¥—Yo)
5i se adund. Rezulld
p= Vie—ag) +u—uol* = MM,

3. Ecuatia dreptei determinate prin doud puncte. Considerdm o
dreaptd determinald prin doud puncte M{xy, yy), My(we, ¥o) 51 pe aceasta
dreaptd un punct curent M(x, y). Conditia necesard si suficientd ca punc-

tul M sa se afle pe dreapta M;M, (fig. 3B) este ca vectorit M;M, si MM .

s#i fie coliniari, cfici el au punclul comun
M, si prin urmare sint situali neaparat pe
aceeasi dreapta. Vectorii sint

MMy = (it (Yg—y)] i

MM = (@—2,Yi+ (y—)].

Scriind ca coordonatele (proiectiile) lor
sinl proportionale obtfinem

=2 Y=k
e Yi—th (5)
Xg—3X; WYa —UYy Fig. 38.
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relatia care da legatura dintre coordonalele (., bj ale punctulul curent M.
Prin urmare (6) este ecuafia dreptei definite de' cele doud puncte M, M.
Din (6) se poate deduce ecualia dreptei determinale de origine 31 1in
alt punct. Tn adevar dacd M,=0, atunci x;—y,=0 sl ecuatia se reduce
! Y
la =2 zau sub formele
Xy Ya b

y=% 2 ymw—my=0
,fa

care nu sint decit ecuatiile [1V (17)] unde in loc de (xg, yg) avem (X, Ya).
4, Coeficientul unghiular ol dreptei determinate de dowd puncte.

Din (6) rezultd imediat

sl (e—axy). . )

Xy —'X,

Y—UY =

Sa scriem si eeuatia dreplel care trece prin M (wy, y,) si are coefi-
cientul unghiular m [vezi ecuatia (2)]

Y—Y — MX—-2y).
Din compararea celor doud ecuatii rezultd imediat

= Hs — U (8)
W=k
care se enuntd astfel: coeficientul unghiular al unei dreple date prin doud
puncte este raportul dintre diferentn ordonatelor si diferenfa absciselor
celor doud puncte.
Exemplu 8i se scrie ecuafia dreptei determinate de punctele
A(3,1), Bf—2,5).
=0

Putem proceda in doud felurii a) Wolosim ecuatia (6), deci e

——?‘;Ji sau 4{(x—3)—-—b(y—1) care sub formi generald este 4w+dy—

=0
—17—0. b) Caleuldm intfi coeficienlul unghiular m= e Hé , apoi

—2—i

- ; 4 .
seriem dreapta care trece prin A 1y 1=— = (x—3) care duce la aceeusi
forma generald.

Observpare Iiste bine ca elevii 584 sc obisnuiaseld si verifice rezullulele.

De pilda tn exemplul de mai sus, sa se vada daca coordonatele punctelor 4, B veri-
ficd ccuatia obtinula,

5. Beuafia dreptei sub formi de determinant. Cind dreapta cste-dald
%m‘n dous puncle, ecualia ei se poate scrie sub forma de determinant
n adevar din (6) rezultd

Ty, —Y o) —y (e, —a) 2 Yg—2alsy — 0.
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Dar se veriiica usor ca aceasta rezulid din -

=g,
ey Y 1|=D (9
Ty Yo 1]

dezvoltind determinantul dupé linia 1. "

De altiel este foarte user de constatat ci (9) este ecuafia dreptei
definite de punctele M (g, yy), My(Ls, Ya). Peniru aceasta se va observa
ci dezvoltind determinantul dupa prima linie, se obtine o ecuafie de gr.1
in x sl 1, deci cevafia unei drepte. Apoi inlocuind x, ¥ prin &y, ¥y, deter-
minantul se anuleazd, avind doud linii identice, deci dreapta frece prin
M,. La fel, inlocuind x, y prin Ts, Y. sc arald ¢i dreapta trece prin My;
dreapta este M;M,.

Ca cxemplu s4 reludm pe cel precedent: A(3, 1), B(—2,5). Lcuafia
dreptei este

LY
g Uk =—dx—Hy-|17=0 sau
—2 5 1

4x 4 5y—17—0, cum am mai gisit.

- §. Denatiile parametrice ale dreptei determinate de doud puncte.
Reamintim formulele [I1, (7)] care dau coordonalele punctului M care
imparte segmentul M, in raportul dat k, anume

e %, — kxo = yi — ky, ;
LA y s b (10)

Cind k variazé punctul M i3i schimb@ pozilia, dar se afld necontenit
pe drcapta MM, fie in interiorul segmentulii (E<0), fie in exterior
(> 0). Prin urmare ecualiile (10) dau pozitia oricirui punct de pe dreapta
M M,, adica reprezintd dreapta M,M,, de aceea se numesc ecuatiile para-
metrice ale dreptei M,M,. Pentru a arita ci este vorba de un parametru
si nu de un numdr fix &, se obisnuieste sd se noteze raporlul variabil
cu L, deci (10) se scric

% — Wy 4y — Rifs i
_— U= ! 10
oA L R &

Sub aceastd formi apar ecuafiile parametrice ale dreptei determi-
nate de doua puncte.

7. Condijia ca trei puncte sa fie in linie dreaptd se poate obline fie
pornind de la ccuatia (6), fie de la ecuatia (9). SAi considerdm cele frei
puncte M (2, %), Mal@a, Yu), My(rs, y3) sl sd scriem ecuatia dreptei M, M,
cub forma (6):
Wiy U,
Ta—% Yo
fie pe dreapta M;M,, deci coordonatele lui trebuie sa verifice ecuatia

Pentru ca cele trei puncte si fie coliniare, M; trebuie sd

5 — Geometrie analiticit cl. XI.
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drepeel. Inloeuind (x, v) prin (s, ys) se giseste conditia 2% Ha—5
sau inversind rapoartele B N
o et AR W 1
g =%y Yoty
Daca aceastd conditie este indeplinitd, punctele sint coliniare.
Demgur,. condifia (11) poate fi scrisa si sub alte forme; toata chestiu-
no,za este ca indicii ordonatelor si lic in acesasi ordine ea si indicii ebsci-
selor,
Exe 1;1‘}3511. JPluncr,eI.e A3, 0}, B(1, 1), C(—2; 2,5) sind colininre fiind-
ca qvem =
“——2—3 2,5
]Z?aca se porneste de la ecuatia dreptei sub formé de determinant (9)
atunci se scrie Intii ecnatia dreptei MMy

5 an

SR
Yy 1 |=0
ry Yy 1

§i se pune conditia ca M, s verifice aceast# ecuatie, adics

T oy 1 .
TR O 0 12)
Ty Yg 1

Aceasta este conditia ca cele trei puncte si fie caliniare,
Exemplul de wmoi fnuinte, reluat en ajutorul determinaniului (12) di

3 0 1 2 —1 1 h ey
1 1 1= 0 0 Al et LA
—2 2.5 1 —3 1.5 1 oty 1,5

Al doilea determinant s-a obtinut din primul prin scdderea ultimei co-
loane din prima si a doua. Punctele' sint coliniare.

b

EXERCITI §1 PROBLEME

69/ Se dau punclele A3, 5), B(—1, 3), C(4. 1). Se cere:
,‘f‘) ecuatia dreptei duse prin A paralela cu BC,
B} ecualin medianei din 4 a triunghiului ABC.

P . 2
[2) Cociicientul unghiular al dreptei BC este m=-—g . Ecuatia ce-

ruld a;c‘;5y—$'1;,—0; b) ecuafia medianei 2a—y—1=0.]
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(?D} Aceleasi dale ca mai sus. S& se scrie scuajia dreptei AM unde
. MB 3
Mg BC i—::'_—!
€BC si—— r
[202—i8y-+56=0.1

‘/—’“ - —— '
“71) Sa se stabilcascd ccuafia dreplei prin tiieturi [IV, (16)], scriind
dreapta determinata de punctele pe axe, sub formi de determinant.

e . i
-t 'a Se da punctul fix A(a, b) si punciul variabil M{a—b, a—a), @
fiind un parametru. S3 se arate v dreapla AM este fixa 31 sd se serie
ecuatia el
[Cuoelicientul unghiular al dreptei AM  esle constant; a—y—
—a-b—0.] !

5% 73.‘ Se da punctul A(l, 3), punctul variabil M(«, w-—1) si dreapta
S5x—3y-+10=0, Sa se determine coordonatele lui M astfel ca AM sa lie
paraleld cu dreapta dald. ‘

74. Se dau grupele de cite trei punete:

A=) B ) 08 el

~

A’(—%, 1), B’(—l, ;) & (2, —B5)

Si se spund in cure grupd punctele sint coliniare gi s& se scrie ecuatia
dreptei respective.

[Pentru ecuafie trebuie numai doud puncle, jr—3y-10=0]
“ 75. S& se determine punectul M(h, A) asifel ca s& fie in linie dreapta

cu punctele A(1, —2) B(Z, 4). g
[z <]

76. Se dau punctele A(?—?. %)B(: 41) c( 3, 4, D7, 14).

a) Sa se arate ca cele patru puncte sint coliniare.
b) S& se arate ca punctele date formeazd o diviziune armonicd, si
anume C si D sint conjugate fata de A gi B.

. [a) Se va arila ¢ doud puncte sint celiniare ecu al treilea, apol en
al patrnlea, san se va scrie ecuatia determinatd de doudl puncte gl se
va ardta cad celelalie o verified, Punclele de bazi se vor alege ¢ele mai
convenabile, b) Trebuie verificalda una din relatiile [1II, (9)]. Este prefe=-
rahil 53 ru se facA un caleul hrut, ci sd se scoatd factori In sumele
neefectuate.]

5

2 S el

-

:
Co et

ey
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7 77. Aceeagi problema pentru punctele A(8, 1), B(12, 0), C(6, 6), (9, 3).
me ~ 78, 858 ze serie ecuatiile medianelor triunghiului for l
3 m ghiului format de punctele
f AL 4, B(3, —1), C(8, —). Sa se verifice ca centrul de greutate se afld
;\ pe fiecare din ele. '

[Br—y—7—0; y—1—=0; x-F2y—d=0, G(2, 1).]

i T.‘?.-Se dau punctele A(0, ,5)’. B(4, 1) si dreapta (D) x—4y+7=0. Si =e
| Easeascd coordonatele punctului C, asezat pe dreapla (D), asifel ca tri-

unghiul ABC si fic isoscel cu baza AB. estor a0
‘ [Se ia un punet M(o, f) si se scrie ci MA—ME i € (D). Se ,‘E”l Sl
seste (L, 2).] L
80. Se dau punctele A(8, 0), B(3, 6). C(U, 3). Dreapta BC tai
T in D si dreapta AB taie axa Oy in E. . e i R Oﬁ“wﬂ-
o 54 se arate cd mijloacele segmentelor OB, AC, DE sint coliniare. (‘M;.:f
]

— 81. Se dau punctul A(2, 1) si dreptele (D) 2x—3

do h 3 I _7'y+1201 (D’)
x4 2y—T7—0, 54 se determine punctul M d= pe dr a (M), stii A mij
locul segmentului AM se afld pe (D). : RS R

[Se serie ca M(a, B) (D) si mijlocul lui AM se afld pe (D), M4, 3).]

|

.
l,_\‘-

!

carrorue V1 r
POZITIILE RELATIVE ALE DREPTELOR IN PLAN

A. DOUA DREPTE

1. Intersectia a doud drepte. Fiind date ecuatiile a doud dreple
Ax4By-C=0 si A’z+B'y+4C'=0 (L

dacd ele sint concurente, coordonatele punctului de intersectie trebuie =i
verifiee ambele ecuatii, filnde# punctul se gisesle pe fiecare din ele. Prin
urmare cele dou#d coordonate reprezintd =olufia sistemului de ecuafil
liniare (1), anume:
GB'—C'B,
r=— y: i

AC'— A'C
AR — A'B’ (

AB'— A'B

2)

&)

cu conditia ca AB'—A"D#-0.

Discutée. 1) Sistemul (1) in care AB"—A’B+40 este un sistem Cramer
ai are solutia unica (2), prin urmare cecle doud drepte au un punct comun,
bine determinat. Dreptele sint deci concurente.

2) Dacd AB’—A’B=0, adic5£= gﬁi CR—C'B+=0 (sau AC'—A'C7=0,

atunci sistemul este imposibil, prin urmare cele doud drepte nu au nici

un punct comun la distantd finitd, Dreptele sint deci paraslele. Am regisit

astfel conditia de paralelism a doud drepte. care a fost data la (IV., § 7).
3) Daca AB*—A’B=0 si de asemenea CB—C’'B=10, atunci rezulta

A B (6} o . -

4;:];: % deci si AC"—A’C=0. Sistemul esle nedeterminat, deoarece

notind cu -Ik—valom‘en comund a rapoartelor, a doua ecuatie din (1) devine

k(Ax~+By+C)=0, adicd se reduce la prima. Cele doui drepte au o infini-
tate de punetec eomune, prin urmare coineid. Se regésese astfel rezullatele
de la_cap. TV, § 7.

£2) Unghiul e doud drepte. Presupunem dreptele (D) si (D') date sub
formele y=mx+n si y=m'x4n 51 ne propunem si calculdm unghiul
format de ele.

a | —————
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Prin punctul lor de intersectie w ducem
wz|Ox si notdm K[wz, (D)=, L[wz, ()] ="
si S[D), (DY]—.

Se stie ¢ m=tg ¢ 51 m'=tg ¢’ (fig. 39),
iar unghivl celor doud drepte este evident
=g —@. Hezulta

b et f ey Wol—lge
8 g (9" —¢) KeTagrres
san
T — .

g 0=
g 1 - mm’

{3}

Atunci cind se dau ecuatiile dreplelor ri-
mine s holdrim noi care este (D) gi care (D7),
dar dupd cum facem o alegerc sau alta ebtinem,
din cauza diferentei (m/-—m), doud valori egale
51 de semne ceonlrare penlru lg 8. Aceasla co-
respunde faptului geometric cd cele doud drepte fac intre ele doud un-
ghiuri suplimentare. Convenim si alegem valoarea pozitivd, adicid s&
calculam unghiul ascutiit al dreptelor, afard de cazul cind existd conside-
rafii care ne obliga la alegerea contrard,

Exemple 1) Si se afle unghiul ascufit al dreptelor

r—oy4-8=0 si Jr—2y—12=0.
-Coeficien{ii unghiulari sint m= —;—»m’ = %: deci

_B e
5

‘._).
Ty Qe
14

=1, de unde 0—45°

i
5

@]

2) Unghiul dreptelor x+y--1=0 si 3x4y—6=0 este dat de
i =1 (=4 1 B
g a— — S—=-1 B=26"33/64".
1 et =) - 8 A
Dacd dreptele sint date sub forma generali

Ax+By--C=0; A’x+B'y+C" =0,

atunci m:f%xm’_—_ 1;;7 si formula (3) devine
AB'— A'B
tg 9= "—"—=- 3
£ AA’ -} BB’ (39

Exemplele precedente se pot trata direct cu relatia (37).
Dacd In (3) m=m/, alunci tg ©=0, deci d=0 (sau =x) si dreplele sini
paralele. Gasim si pe accastd cale condifia de paralelism a doud drepte.

Conditia do paralelism dedusi din (3') este AB" A’B=0 sau f;=%.

ceea ce am gasil gi pe alle cdl

e el O

—

e ———— g~ 3

|
V

a
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Observare i1mporltantia Dreptele AnBy4-C=0 si Ax4
+By+4-C"=0, care diferd numai prin termenul liher, sint evident paralele
filnded indeplinesc conditia.

Tteciproc, doud drepte paralele pot, fi aduse sa difere numai prin ter-

menul liber. In adevér, dacéd notim e =i, atunci A"=kA, R'=kB

+ 4 e . G
gl ecuatia A’x+ By C"=0 devine k Ax--k By - C’=0 sau Ax--By+ EEO

care diferd numai prin termenul liber de Ax-By+C=0.
Exemplu O paraleld oarecare la dreapta 3v—5y-415=0 se scrie
3x—Jy+-h=0, L Jiind un parametru.
Conditia ca dond drepte sd fie perpendiculare se deduce tot din

relatia (3), 51 anume cind 6-— gﬂ-tg B nu este definitd, de unde rezulta

14-mm’ =0 sau m =— 13'—1—-, “4)

La acelasi rezultat se ajunge dacd pornim de la inversa tangentei,
adica de la
1+ mm’
m —m

cte =

T
Pentru 6= — avem cotangenta nuld, decl 14-mm’ =0 ete.

Din (4) se deduce regula ugor de tinut minte: doct doud drepte sint
perpendicelare, coeficientul wnghiular al uneia din cle este invers gi de
semqn contrar o al celeilalte.

Dacd dreptele sint date sub forma generald (Tig, 40)

(D) Ax+4-By+C=0; (D) Ax-+B'y-+4-C.=0
atunci prima conditie (4) devine
AA’'4-BB =0. 47)
Accastd relatie se poate deduce si altfel, Se stie [IV, § 4] cd coefi-
cientii A, B al dreptel (I2) sint coordonatele vectoerului normal TG’::AE-FBi
g tot asa avem wvectorul normal [ =A’i4-B7 fata
de (D). Insa <G, © )= <[(D), (D"] prin urmare dach o
dreptele date sint perpendiculare si normalele lor
sint perpendiculare. Dar condifia de perpendiculari-
tate a vectoriler TG, @ este [1I, § 24]

AA’|- BB’ =0, @y

Din aceasta se poate deduce conditia sub forma

14+mm’ =0. B

d. Aplicalil. 1) S8 se ducd prin punctul My{xy, yn) pera- !
Leli la dreapte Ax-|-By--C=0. Fig. 4b.
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Dreapta care lrece prin M, si are coeficientul unghiular m este y—yy—mix—iy).

insd dreapta dati are mz—E: deci paralela prin M, cste yﬂu=*1{- (&—xy) sau

Ale—ay)-|-Bly—uyp—1a. (3)

Altd <metodd, O paraleld la dreapta datd are ecuafia Ax}-Bu |-i=0. Dbliging

aceastit paralcla s treaca prin M, avem Axy+Byy+)=0. Prin scaderea celor doul
relatii se elimind A\ si se obtine (5). : . h )
2) Prin punctul My(xg, yy) si se ducd perpendiculara pe o dreaptd datd.

o) Dreapta. este datd sub forma explicitda y=max--n Orice perpendiculard pe

aceastd dreapti are eoeficientul unghiular m’~—;= deci ecuafia dreptei cerute este
1 S
Y—lhpy—— — (T—xy). (6}

m

A )
b) NDreapta este datd sub forma generald Ax-By-+C—0. Alunci mﬁ—% 1 dec

. B
m'= :i- sl ecuajia dreptei cerute este y—ip= :4‘ (@—xg) sau

B—y)—A[y—1Yo)=0. (67
Forma (6') se [vloseste practic mai rar decit (6).

Exemplu 54 se scrie poralelu dusd prin punctul My(—2,1) la dreepia
y=3w-2.

1
Ecuatia dreplei ciutate este y—1=—— E (x4-2) sau x-}-3y—1=I.

m
3) St se afle unghiul dreptelor y=mx+n §i y= = atI,
m—1
e 241
Avem 129 = e R o T
m=- 1 m*--1
J--foan——srx 2 =
m-41 X

Ffascicul de drepte. Multimea dreptelor care trec printr-un punct
fix Se =zice ca formeazd un fascicul. Punctul fix se npumeste wvirful
fasciculului. Acesta poate fi dat, din punct de vedere analitic, prin coordo-
natele sale, dar poate fi dat si ca interseclie a doua drepte. Virful fasci-
evlului (cind este dat) sau dreptele care definese virful le vom numi ele-
mentele de bazd ale fasciculului.

Daca virful fasciculului este aruncat la infinit, dreptele de basza deviy
paralele gi fasciculul este format din multimea dreptelor paralele eu
dreptele de baza. Altfel spus toate dreptele din plan paralele intre ele
formeazd un fascicul.

Expresiile analitice. a) Fasciculul este dot prin dreptele de baza
(D)=Ax+By+C=0 si (D)=A"x4B'y-LC’=0.
Eeuatia y
Ax+BY +CAA'x+B'y+4C")=0 (")
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saul mai scurt
(D)+21(D")—0 ()

Teprezintd o dreaptd, deoarece este de gradul I in raport cu x si y, dar
o dreaptd variabila din causa parametrulii h. Coordenatele punctului de
intersectie al dreplelor de bazd verificd fiecare ecuatie (D)—0 si (D')=0,
deci verificd si ecuatia (7) sau (77), oricare ar fi A,

De aici rezultd cd atunci eind b variaza (7) reprezintd o infinitate de
drepte, care insé trec toate prin punctul comun al dreptelor de bazé, adicd
prin virful o al fasciculului.

Se pune insa inlrebarea: ecuafia (7) san (7) reprezinti, cind 3 variaza,
toate dreptele care trec prin interseciia o a dreptelor de baza?

Este de ajuns s ardtdm ci fiind datd o dreapti arbilrars (4) ce trece
prin o, se poate determina h astfel ca (7) sau (7’) sd reprezinte pe (A).
Fie (4) dreapta oM,, unde Mq(x,, ¥y) este un punct ocarecare din plan,
nesituat pe nici una din dreptele de bazd, prin urmare

(Do) =Aay -+ Byp--C7~0 51 (Df) = A’z B'yg+C 0. (8)
Seriind cd dreapta (7) trece prin My(ay, vp) obfinem

(Do) 4-MD%) =0, de unde A—— (D',') s
{24]
care este in mod unic determinat, cu conditiile (8). Tnlocuind pe M si eli-
minind numitorul sg obline ecuatia dreptei (A), adica wMy:

(DIND)—(Do) (D) =0, &)

diferild de dreptele de bazd, deoarece M, nu se afld pe nici una din ole,
Insa g dreptele de bazi se obtin din (7). si anume: pentru A=0, rimine
(D)=0, apoi seriind pe (7/) sub forma ? +()=0 s fdcind A—-oo, ri-
mine (D")=0.

In felul acesta toatd multimea dreptelor fasciculului cu wvirful
wm=(D)[(N’) este conlinuta in (77) sau (7). De uceea sc spune ci (7) sau
(7') reprezinta ecuatia fasciculului care are ca clemente de haza dreptele
(D)=0 si (D)=0.

De aici se desprinde urmftoarea concluzie: in cazul cind coelicientii
unei drepte contin un acelasi parametru %, la puterea I, alunci so iza-
leazd termenii care contin pe h, se scoale acesta factor comun si se aduce
ecuatia la forma (7), prin wrmare drempta trece printr-un punct fix.

Punctul fix esle dat de sistemul (D)—0, (D')—0. Acesta este pro-
cedeul prin care se dovedeste cd o dreaptd trece printr-un punct fix.

b) Fasciculul este dat prin virful siu o(w, y). Orice dreapth care
lrece prin o este cuprinsa in ecvafia y —Yo=m(r—1y), unde coeficientul
unghiular m este variabil, deei un parametru. Pentru uniformizarea nota-
tiei il vom Inlocui cu ), astfel incit ecuafia fasciculului este

Y—Up=Mr—uy). (10)
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De altfel legatura cu cazul prevedent esle usor de facut: dreptele
D—0 si D"=0 sint aici y—yp=0 5 2—xy=0, paralcle cu axele, care au ca
intersectie punciul de coordonate (x), Yo)- in acest fel nu mai este necesar
s aratam din nou cd orice dreaptd a fascicululul este cuprinsd in (10).

) Fasciculul format din multimea drepielor paralele este definit de
directia dreptelor, deci este dat prin coeficientul unghiular .

Kcuatia fasciculului este

Y= 24k (11)

care cuprind-e toate dreptele cu directia datd de m, b fiind parametrul fas-
ciculului.
Exemple 1) Se cere punctul fir prin care irvec drepiele

(1420 2@+ 30y +T7-- 128 =0.

Sa scrie ecuatia sub forma x—2y-47 4 A(Zx—3y+12)—0, fascicul cu
dreptele de bazd x—2y+7=0 si 2x—3y--12=0, al céror puncl comun
este w(—3, 2), punctul fix cerut.

2) Dreapta x+4-Ay—2—0 trece prin punctul fix (2, 0).

5 . 8
3) Dreapta hx—OBy--9=—0 trece prin punctul fix [D,E B
4) Beuatia ha-+2hy—4=0 se scrie (h5=0)y=— %:L‘—r--;-;;i reprezinid umn.

fascicul de drepte paralele.

B. TRE! DREPTE

6. Pozitiile relative a trei drepte pot fi urmétoarele:

a) Dreptele se taie doud cite doud gi defermind un triunghi.

b) Doud drepte sint paraiele s a éreia le intersccteazd (unul dén vir-
furile tréunghivlui este aruncat la énfinit). '

c) Cele trei drepte sint concurente.

d) Cele trei drepte sint porolele (punctul de concurenfd aruncat la
tnfinit).

e) Doud drepte sint confundaie, a treie toie dreapta dubld.

f) Doua drepte confundate, a treia paraleld cv dreapta dubli.

g) Cele trei drepte sint confundate.

In cele ce urmeazd vom presupune cd dreptele sint distincte, deci nu
vom considere ultimele trei eazuri. Din punct de vedere analilic trebuie
sd regésim eazurile pe care le-am enuntat aiei.

Presupunem deci cé dreptele sint date prin ecuafiile

Az+By--C=0
Arz4-By+C =0 12y
AT+ B Y+ C =0

——

—
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. I-n general un astfel de sisteran nu esle compatibil {posibil}, adicd nu
‘?xlsta 0 pereche de valori (i, yp) cave si verifice toate ecuaiiile. Aceasta
inseamni cd cele trel dreple nu iree prin acelasi punct, adicd nu sin
concurente,

Daca

2. B
L

PO R e DU
e e BlAs 4 B

70 (13)

atunci ecuatiile (12), luate cite doud formeazd sisteme Cramer, compatibile
#i determinate. Dreptele se intersecteazd doud cite doud si formeazi un
lriunghi. Este cazul (a). Dacd numei unul carecare din determinantii (13')
este nul {de exemplu prinuil), atunei dousd drepte (primele doud) sint prra-
Iﬂele, dar fiecare din ele inforsecteazd pe a treia, deoarece ecuatiile lor
19:‘11‘1&{25’1 sistem Cramer. Este cazul (b). Daci doi determinanti din (13)
sint nili, atunei al treilea este de la sine nul. Tn adevir fie AR —A/B=—{)
§i AB"—A"B=0, de uande rezults

A % A{ —A"
T dg

deci A'B"—A”D" =0.
_Interpretarea geometriod este e dacd doud drepte sinl paralele cu a
treda, ele sint paralele intre ele. Hste cazul (d).
‘Il’.] acest caz, din cauza egalitifilor (14), determinantul format cu tofi
cocficientii ecuatiilor este nul:

4 B @ :
7 (PR C L 5, I S (149
VO

deoarece are elementele a douidl coloane proportionale.

7. Condiliile ca rei drepte si fie concurente. Beuatiile dreplelor sint
cele date 1a (12). Pentru ca dreptele si fie concurente trebuie sd existe un
punct My(ws, ¥p) care sa verifice loate ccle trel ecuatil. Aceasta inseamna
¢d cele trei ecuafil cu doud necuncscute (12) trebuie g3 formeze sistem
compalibil §i determinat. Pentru aceasta conditiile necesare si suficlente
sint:

a) Sé existe un determinant de ordinnl II, format cu coaficientii lui
:;_‘.$i y, diferit de sero, deci unul din determinantii (3) sd fie dileril de zero;

A gl S

b) A® B 6 —0 (15)
AT Bt e

Prima conditie (a) inseamnd din punct de vedere analilic, i doud din
drepte sint concurente. Conditia (b), adicid rela{ia (15) arati cd a treia
dreapta trece prin punclul de.intersectic al primelor doud.

Acestea sint conditiile ca trei drepte i fie concurente. Coordonalele
punctului comun se gésese rezolvind sisternul format de doud oarecare din
cele trei ecuatii.
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S& presupunem acum cid prima condilie (a) nu este Indeplinitd; aceasta
inscamnd cil tofl determinantii (13) sint nuli, iar cele trei drepte sint para-
lele [cazul (d)]. In studiul ficut mai inainte am vazut insd ca atunci (14%)
sau (15) este indeplinitd ca o consecinti. ’

Prin urmare dacd este Indeplinitd numai a doua condilie (b) nu rezulta
cé dreptele sint concurente; ele pot fi si paralele.

Rezumam discujia de mai sus fn urmiétorul enuni:

Dact determinantul tuturor coeficientilor a trei drepte (15) este nul,
atunci cele trei drepte sintconcurente sau paralele: dacd doud din ele sint
concurente, atunci loole trei sind concurente, ior dacid doud sint paralele,
atunci gt a treia este paraleld cu ele.

O enuntare 5i mai coneisd cste urméitoarea:

FEgalitatea (15) reprezinti condifia ca trei drepte sd fie concurente la
distantd finitd sauw la infinit.

8, Altd metodd de a dovedi concurenta a trei drepte este aceea de a
folosi fasciculele. In adevér dacd (rei drepte (D), (D%), (D”) de eccuatii
(Dy=0, (D’)=0, (D”)=0 sint concurente, una din ele, de exemplu (D7)
trece prin intersectia celorlalte doud, prin urmare luind pe (D) si (D) ca

repte de baza, (D7) este o dreapta a fasciculului delerminat de ele. Se
poate scrie deci
WD) =(D)--1(D")=0,

Dacéd u si & sint fractionari, prin eliminarea numitorilor sc obtine
p(D")=m(D)+n(D)=0 (16)

relafie care aratd cd una din drepte, inmul{itd cu un factor care poate fi
si 1, rezulta ca o combinatie liniara* a celorlalte doud. Y
75

Exemple 1) Si se cercefeze dacd dreplele Ba—2y|8=0; 3x |-4y—5=0;
x—3Y-+6,5—0 sint concurente.
Metoda I, a) Avem

5 —32
7‘ 3 4 ‘ ‘7'4: 0 H
5 = B | |z —8 13
B) 3 4 =5 |=g G IS
1 —3 65 1 —3 a5

deoarece liniile I sl III au elementcle proportionale. S-a scizut linia a II-a din
prima.

\ Metna:al a Il-a. Adunim a doua ecusafie cu a frecia inmul{itd cu 2 si obtinem
prima ecuatie, deci dreptele sint concurcnte.

2 Dreptg!g ﬁg—I—y—_‘ﬂ:n; 4x4-3y—5=0; 2x—2y—3=0 sint concurente, deoarece
ultima se obfine prin sciderec primelor doud.

3) Sd se determine a asifel ca dreptele Za-ty—d—0; Sx—2y+4-3=0; ax-|3y—2=0,

sa fie concurente.

* Prin combinafie liniard a doud expresii Hy si Fy se
infelege suma acelor _expresii, inmulfite fiecare cu cite un
factor: aF+-8E,. Dacad By si E, sint ridicate la puteri, com-
binatfia nu mai este liniara.
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Alcl este preferabil sa se foloseased prima metoda. Se ohservd ca

2 1 2 1F —
=0, deci trebuie si avem 5 -2 3 =0
{7) —2 o 3 —2 j

care dezvoltat dupa ultima linie dd 50--80—=0, de unde a=—12,

Aplicafii. 1. Sd se determine ecuafia dreplei care trece prin intersecfic drep-
telor 2z—y--5=0, 3x-|-2y—3=0 si prin punctul A(—3, —2).

Metoda I. Fasciculul delerminat de cele doul drepte este

2x—y-+5-+ k (3x4-2y—3)—0.

” 1
Scriind cd dreapta frece prin A(—3, —2) se gdseste 1=?6. Ecualia dreplei
cdutate se obtine inlocuind pe i in ecuafia fasciculului, Se giseste 35x—14y--T7T=0
sau bx—2y4-11=0.
Metoda a II-a. Intersectia dreptelor date este punctul w(—L,3), care se obtine
rezolvind sislemul celor doud ecuatii. Dreapta mA are eenatia

& 1
1 |=bxr—2y-4-11=0.
1

=2
= =

(RN

Metoda a IfI-a. Scriem o dreapti oarecare ce {rece prin A, y-+2=m{x-+3), decl
mx—y—+3m—2=0 si punem condifia ca aceasta, impreund cu dreptele date, sa fie
concurente

m —1 3m—3
9 = 5 =0,
3 2 —3

5 5
ecualie care dezvoltatd dupd linia I, da mzz‘ si ecuatia dreptlei esle y+2=g(m+3),

adica aceeaszi dreapta.

2) IMie M un punct variebil pe prima bisectoare si A(3, 1), B(—1, 2) doud- puncte
fize. Dreapta MA teiec axa Ox in P, iar dreapta MB taie axa Oy in Q. Sd se arale
cd dreapic PQ trece printr-un punct fix, ale cdrui coordonate se cer,

Punctul M fiind pe prima bisectoare are coordonalele egale, de M(A, X). Drep-
tele MA i MB au respectiv ecuatiile

T 1

(MA) | A A 1 |=(—1)x—(L—3)y—21=0
3 1
a Y

(MB) by i 1 | = —=2)z—(\ 4+ 1)y-+3\ =0,
—1 2 1

In prima ecualic se face =0, iar in a doua x=0 si sc obfin punctele pe axe
f 2L 18
P ‘",0), Q 0,*—)'
A—t A1
Ecuatia dreplei PQ se scrie prin tdieturi

G—bx, 0ty

2 3
' 30 —1)x2(n+1)y—6A=0.

—1=0 sau
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Separind termenii in A se obfine [asciculul
\ (-2 —6)—(3x—21)=0

3
cu dreptele de bazi 3x4-2y—6=0 sl Sx—2y—0, care dau virful fasciculnlui o (I’E—)

prin care itrece dreapla PQ.

9, Indrumdari pentru rezolvarea problemelor. In exemplele gi aplicatiile
luale pind aici am cdulal s3 formém deprinderea de a lucra cu coordo-
natele si eu metodele geometriei analitice. Pentru acest motiv am folosit
date numerice, ceea ce inseamné ¢d toate figurile au fost legate de axele
de cecordonate,

CGeometria analiticd serveste insd la rezolvarea oricarei p101:1eme de
geometrie, al cidror enunf nu se referd la axe. Atunci {rebuie si ne olegem
noi sistemul de referintd, adie asxele de coordonate. Alegerca axclor de
coordonate are o foarte mare importantd, cici de aceasta depinde usurarea
calculelor. Nu existd reguli precise pantru alegerea sistemului de referinta,
insd putem da unele indrumiri care pot fi de folos, dupd cum urmeaszi:

a) dreptele care se gleg ca axe trebuie sd fie fixe;

b) daca printre datele problemei apare sau putem noi duce o axa de

_ simetrie, aceasta se va lua ca axd Ox sau Oy;

¢) dacd putem pune in evidentd doud axe de simetrie, acestea se vor

alege ca axe de coordenate;

d) dacd un punct este centru de simetrie pentru datele problemei,
atunci este bine ca el sa fie luat ca origine;

€) dacd In enunjul problemei este vorba de un unghi drept, un tri-
unghi dreptunghie, un dreptunghi, péitrat ete., laturile unghiului drept se
vor lua ca axe:

f) dacd nu avem nici o indicafie in sensul celor ardlale mai Inainte,
atunci alegerea se face astiel incil cit mai multe puncte si aihd o parte
din coordonate nule, sau dreptele s4 aibd pozitii particulare (paralele cu
axele, sau sd trecid prin origine ete), pentru a usura calculul.

Trebuie totusi sd atragem atentia ca sinl cazuri eind caste bine =8
renuntdm la simplificiri de ecalcul $i s& alegem axele oarecare, pentru a
nu strica simetria rezultatelor, care pot folosi pentru demonstratii, inter-
pretiri cte. Ca exemplu vom ardta cum se afld ecualiile medianelor unui

triunghi (exemplul 3).
Indeminarea de a elege axele se capitd prin exer-

L4 o citii cit mai multe, Pentru ilustrerea concreld a in-
L drumérilor precedente, dim citeva exemple.

1) Se dd um pitrat AEBCD, _ne laturile cdruin se iau, in
L sensul A—DB—C—D, segmentele BEM—CN, St se dE'?T-!UHSMBeG el

M drepiele AM si BN sint perpendiculare.

Axele de coordonate se aleg laturile pAtratului: AB eca axi
7 A Oai_sl AD ea axii Oy. S8 notam en a latura patratului si Hi—
] 8 270 =CN.=) variabil. Coordonatcle punctelor A, B, C, M, N, se

seriu direct urmirind figura 41:

Fig. 41. A0, 0), Bla, 0), C(0, @), M(a, \), Nio—h, ).

R | bd{at-c)—actbt+d)  m cdib—a) 1
Ld—uac bd—ac —0
atc ne (!
bd nd 56t

POZITULE RELATIVE ALE DREPTELOR IN PLAN 7

Cuoeficientii unghiulari al dreptelor AM, BN sint

&
A . » a /] ‘ )
= m = : e (... ° = S e T e
a (e—2A)—a % | /75
de unde se vede ed mm'=—1 5! drepicle sint perpen- I /
diculare, ‘ ¥ -
5 Py " ¥ 7
Solufia wvectorield. Dacd scericm vectorii AN, EN | of
cu ajutorul versorilor i, j, atunci AM—ai--3j si BN— oy SEERNEN RIS ’,/
=—)\F] Fﬂ] Se vede imediat ca produsul scalar al lor | /
esle AM BN =wq L4k a=0, deci veclorii sinl pevpen- i e T
diculari gi dreptele-suport de asemenea. = ad
2) Pe o laturid @ wnui unghi se icu punctele A, B, a A g a

ior pe cealulti leturd punciele C, D. Fie E=AD[3C,

F intersectio paralelelor duse prin A gl C la laturile Vig. 42
unghinlui §i G {utersectio puralelelvr duse prin B si D

la aceleagi laiuri. Si se demonsireze c¢d E, T, G sinl

coliniare.

Dacid am considera cazul particular cind unghiul esle drept, este evident ca
laturile unghiulni ar trebui luate ea &xe. y

in cazul general problema se trateazd cu usurinja in axe oblice*. Axele vor fi
chiar laturile unghiului,

Pentru un unghi oarccare, in axe dreptunghiulare, cea mal mare simplilicare
pe care o pulem face este sa alegem virful unghiului ca origine si latura AB ca
ax8 Ox. Axa Oy va fi perpendiculard in O pe AB.

Ecuatia dreptei D va fi y=ma, iar punclele vor aves coordonatele; A(e, 0),
B(b, 1), C(c, em), D(d, md), Ecualiile dreplelor AD si BC (fig, 42) sint

x Y 1
(AD) | d md 1 } —=md x|-{(a—d)y—ma d—0
a 0 1
Y 1 _
(BQ) me 1 | =me a--(b—c)yy—m be=0
0 1

Reeolvind sistemul sc gdscste
E l-bdi-F ¢)—ac(b+d) mod(b—a) ] i
bd — ac bd — ac
Dreptele AF, CF au ccuatiile
(AF) Y= (x—1a); (CI) Y=mc

deei F(a-t-c, me).
In med aseménitor G(b-d, md). Conditla ca punctele si fie coliniare este

* Elevii care dorese vor putca incerca, cu titlu de
exercijlu, sh trateze astfel problema, sub Snd.rumat‘ea pro~
fesorului,
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- f 3) Sd se demonslreze cd medivnele wiui triunghi sint concurente, Dacd am
sau, dind factor pe prima linie pe i gl pe a doua coloand pe m: alege ca origine un virf al triunghiului si una din laturile ce tree prin acest virf ca
— e axd Oz, lrei din coordonatele virfurilor ar i nule si am avea numai trei coordonate
diferitc de zero.

m bd(a-|-cy—acib | d) cd(b—a) bd—nc i Dezavantajul este insd cA se rupe simetria ecuatiilor si sintern nevoifi s&
-b o a--c e al |—0 reludm calculul de la Inceput penlru liecare mediani. De aceea nu vom parlicularviza
a0 b4d d 1 sisternul de axe si vom vedea cé dupd cc am stabilit ccuatia unei mediane, cclelalte

se dedue prin permulici civculare.

Devarece 70, trebuie va delerminantul si fie nul. Acesta se descompune Fie deci, fatd de un sistem de axe C"?"’ Blxs, 1), Clxy, y;) virfurile tri-
intr-o diferentd de doi determinantl, amindoi nuli, deoarecc primul are liniile I si 11 unghiului. Mijloeul laturii BC este A° (:c—_xﬂ g ils si mediana A4’ are ecuafia
proporfienale, iar al doilea liniile I si I, dupd com se ohserva 2 2

bd(a--¢) bde bad ac(b-d) acd ac b U L x T} 1
X ate ¢ i = a-+tc c 1 |=0 €Ty ¢h) il .
b4-d d 1 b+d d 1 %ty Y +ys i -2' Iy Y 1 =0
f 2 2 i Xyt 2
Punctele I, I', 7 sint deci coliniare. | 2+ Vrt¥s
11, &
; (;Solu tie vect mm;F Pe11;‘1Gu a C:OVe]dl. cd E, F, G sint coliniare cste de ajuns sa S e s S
ovedim cd veclorii 8l sinl coliniari, ciei avind punciul F comun se Ea:esc 4
neapiirat pc acceagi dreaptd. Pentru aceasta notdm miarimile segmentelor DA=—a, A Cu—yr— i —(r—ry—Tg)y+ 21 Warkvs)— v (o 20)=0.
L)l}—h oc —c, Ol=d (a nu se confunda cu c¢ si d abscisele de 1z solutia analitics) Ecuatiile celorlalle mediane se seriu permutind circular virfurile triunghiului, acdica
si versorii directiilor OB, OD cu «o, fi re &y, Xy, Ty 5i Y, Yz Yy Ele se seriu deei direct
Pulem scrie imediat vectorii OF*E&H"“L}?D OG ba--df, apoi FG==0C—OF— (EB") QU e — (20— Y o (Y )y (2 ) =0
—(—aja+(d—o)f. L (€c” (2pfs—y —Yn)e— (2o —xy—an )Y+ 2oy YD —YalT - 2a)—0.
Mail putin simplu sc giscste veetorul EF. Proceddm astfel Daci adunam cele trei ecualii vbiinem in prima parle zero, deei una din
— T gt = ii inefie liniara y z doud. Accasta aratd eh median i
AB—3 AD—) (OD—OA)—1.(dF—ad), 2gﬁzgﬂe§st\tee(311combmatm liniard a celorlalte doudl a aratd ci mediancle sint
=Ty —s ey e Observere Daci s-ar scrie condifia de concurentd sub formd de determi-
CE=uCB—(OB—OC)= w(Lua—cfp), nant si s-ar aduna toate liniile 1a prima, s-ar obtine pe prima linie toate elementele
nule, deci determinantul este nul si conditia este verificata.
—— —_— — —_— —_—
Apoi OLE=0A-1AE=0C-| CH, prin urmare frebuie ea K
A W
ad-|r(—aa}-dF)=cp-| p(ba—cp) \
e d EXERCITIl §! PROELEME
sau egalind‘ proiectiile pe accleasi axe
% a(b — a)
Nt pbieey Aoy o amde W o 3 ) e rdund punclele A(3, 5), M(—1, 3), N(4, 1). Si se afle ecuntiile
(t‘[’Cp‘l.ClO] duse prin A, inclinate la 45° si 135° fatd de MN.
—  o(b—nq) e [Bx—Ty+-26=0; Tx--3y—36=0.]
Rezulta Ali—— 'dﬁ—-—ao‘) si OL"-—-GA-|—AI" =ttt (dp—a).
bd — ao ' bd—ac 48?' Sec di punctul A( -3, 5). 54 sc scric ceuatia mediatoarei segmen-
— tului OZ.
Acum putem calcula vectorul EF: [3—5y--17—0.]
. I L, = clbh—a) WL rsa) ., % s & 5 3
B —OP—Oi=aatcf—aa— AL (dB—aaq), (84/ Be d# punctul A(xy, y). S& se serie ecuatia mediatoarei segmen-
r tului OA.
1
deunde [ﬂflm+y1y~—— < &b !ff‘)-"
_— ac = = boemid i /(
HE— mme— o W= Bl =k 85/ 84 se scrie ecuatia mediatoare! segmentului format de punctele
(5 3), B(—1,—2).
o
deci vectorii EIY gi .rf'G iint coliniari §i punctele E, F, G coliniare. [1224-10y—29=0]
s
— Geometric analiticd cl. XL
1
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86. Se dau punctele A(0,5), B(4,1) si dreapta (D) x—dy4-7=0, Sa
se giseascd coordonatele punctului Cg (D) astiel ea triunghiul ABC s fie
isoscel cu baza AB. ‘

[Medialoarea laturit BEM (D)€W, 2.1
» Se dau punctele A(3,0) si B(—1, B). Prin A se duce o parslela (D)
la prima bisectoare.

) @ 58 se determine cueficientinl unghiular al unei drepte ce lrece
prin B, care sd laie drcapta (D) intr-un punct C, astfcl tneit triunghiul

ABC g& [lie isoscel cu haza AB.
<—| b) S& se calculeze coordonatele punctului H de intilnire a indl{imilor

o triunghiului.
\ /) Sd se glscased centrul O al cercului circumseris.
© 2l B =

[2) Mediatoarea Iaturii AB taie pe (D) in punctul C(13, 10). Coefi-
1

cienful unghinlar mmz—_?. b) Mediatoarea lui AB este gl indlfime. Mai
s Sril 7. A4 ! 19 20
trebuie o indllime, H ?,T . ¢) Mai trebuoie o mediatoare, O(? -?) ]

;\:@_ Si se caleuleze unghiul format de dreptele 2x—y—5-=0 si
z—3y |} 4=0. Care este marimea unghiului in care se afli originea
axelor?

[45°]

(89. Se dau punciele A(a,0) si C(2a, 30). Perpendiculara dusd in A
pe AC teie dreapta x+4-2¢=0 n B. Si se arate ci triunghiul ABC este
isoscel.

[AB=AC=2a Y10]

)(C @’\0) Se di dreptunghiul ABCD si din punctul 4 se duce perpendicu-

lara AE pe diagonala BD, unde BSBC. 53 se arate ci Lifimea AB a drept-

unghivlui este medie proportionala intre lungimea lui sl segrentul B
S# se dea si o solutie vectoriald,

= b:l’
[BC se ia ca Oz, BA ca O, C(a,0), A, b). Se Eisegte E(—, O):
— — —— — =P —n — — &
Be scrie AB-AB=AL(ACH-CB)=AE-AC, apol AC=AD-DC etc.]

{;\; Fie M un punct variabil pe prima bisecloare si /A(a, b), Bib, c)
doud puncte fixe. Dreapta MA taie axa Ox in P, iar MEB taie axa Oy in @.
Sé se demonstreze cd dreapta P@ are o direcfie fixd.

== b

b
[Cocficicntul unghiular al dreptei PQ este m— :cc.r.st]
a

92. Se dau punctele A(2,1) sl B(—5, —3). S4 se afle punctul M, pe
dreapta y—x+4-4, astfel ca LAMB=90°,

NSA LI

IRA
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[Un punct M de pe dreapta datf are coordenatcle B, a-|-4).
Se scrie ¢ MA | MB 5i se afld «. Doud solujii: Mi(—1.3) si
gy

Tah L L
m(—3 =

{@Se dau dreptele r-ty—2=0 gi 3r—2y4-1=0. S& se scrie ecuatia
fasciculului care are ca drepte de bazi, dreptele date, apoi 53 se deter-
mine:

a) dreapta fascicului care lrece prin M(2, 3);

b) dreapta fasciculului paraleldi cu prima bisectoare.

[a) Bx—Tyt-5=0; b) 5x—53--4=0.]

94. Se dau punctele A(G, 0), (0, 4), C(L, 5). 5& se aratae ci:

a) existd relatia OA.BCHOUL-AC=0C-4B; : y

b) picicarele perpendiculure duse din origine pe lalurile triunghiu-
lui ABC sint coliniare.

95. Se dau dreptele; x+y—1=0; x4y—2—0; x—2y41=0; {5—21,{-—
—3=0, care sint laturile unui paralelogram. S& sc géseasedi ccuatiile dia-
gonalelor (e.d.p.)*

[T. S¢ pot determina inifi virfurile. I Sc pot folosi faseicuicle de
drepte. 3x-|-6y—5=0 si Gr—2y—7=0]

L/QQ;/ Sd se serie ceuatiile inEliimilor triunghiului format de dreptele
T —Yy+2=0; Jr—y4+1=0; 24-2y-+2=0, f4ira a calcula coordonatele vir-
furilor. i

[Se serie o drcaptd a fasciculului determinat de doud laturi si
se determind parameirul ca sa fie perpendiculard pe a ireia.

[4r—2y4-3=0; x43y-}2=0; T=|Ty49=0.]
_@T 58 se determine L astfel ca dreapta dx--3y-+-ah—0 sd treacd prin
intersectia dreptelor 3x+y—0; 9242y 4+6=0.
C [A——10.]
98. a) Care esle punctul fix al faseiculului:
(a—Dx4+(e—2y o f3=07 y
b) S& se determine dreapta din fascicul care taic axcle Ox, Oy, res-

; : 1 1
- t i A — e M .
pectiv in A si B astfel ca T -+ = 10

) 5 17
a) (—1,2); b) doud solutil; a= g sl ¢ = Z

* C.d.p. = Culegere de probleme de G, Tifeica. ,[3azeta
Matematica“, cca mai veche revista de matematici din fard,
a scos sub ingrijirea membrilor ¢l o serie de culegeri de
probleme de mare folos pentru elevl, printre care si cule-

. Berea de goemelrie analiticd de G. Titeica.
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99.'54 se demonstreze ca mediatoarele unui lriunghi sint concurente.
Solutie analiticd si vectoriald.
2 2
Xa-— X8

Analitic. Ecuafia unel mediatoare: (Co—ag)@-| (Yr—v5)y—

—li;-i“= 0 ete. Vectorial. Fie O intersectia a doua mediatoare, D, E, F
mijloacele laturilor BC, CA4, AB. Avem ()_D"AI;’-(E‘_—JI1 G5 0ALD wan
1 — - —r — 1= — —_— —

= (OB4-0OC)(OC—0OB) =0, S(OC+04)0A—0C)=0. Rimine de arétat ca

—EF'E:U.]

100, Fie A'B'C’ simetricul triunghiului ABC faji de o dreapti (4),
Sa se demonstreze cd perpendicularele duse din A’, B, ¢, respectiv pe
BC, CA, AB sint concurente.

; [Se ia (A) ca axa Ox si o perpendiculari carccare ca Oy. Perpen-
diculara din A% (Ty—ca) 2 (—Y)1U— 2 (By—x) -+ 1) (o—y9)=0.]

101. Se dau doud drepte perpendiculare (D) si (D), Pe (D) se iau lrei
puncte oarecare A, B, C, lar pe (D) la fel trel puncte A’, 5, C". 84 s
demonsireze cfi punctele EZAB'(MA’B, '=BC'MBC, r=CAMC!A sint
in linie dreapta. :

102, Fatd de sistemul de referinta xOy se iau punclele A(a, 0) si
B(0, b). 53 se determine punctul M, situat pe dreapla y—m, astfel ca
unghiul AMB s& fie drept.

Fie C al patrulea virf al dreptunghiului OACR. S4 se arate ci solutia
vectoriald conduce la conditia CM_| OM.

A 4 a + mb —_— > —
Abscisa lui M este a= e « Vectorial: (OM—OANOM—OB)=0

ete.]

103. Aceleasi date ca mai fnainte, insi M se afla pe dreapta x+4-y—

—b=0. [M(a_-gé | b;—a) . ]

A 04./o dreaptd variabild care trece printr-un punct fix A taie axele
de coordonate Oz, Oy, respectiv in M si N. Paralela dusi prin M la prima
bisectoare taie axa Oy in M’, iar paralcla dusd prin N la a doua hisec—
toare taie axa Ox In N’. Sa se arate ca dreapta M'N’ trece printr-un
punct fix.

[Fie Afa, b). Punctul fix ecste A’(b, —a).]

e
: ___LIQEJ P? axel? Oux 5i Oy se iau punctele fixe A si B si scgmentele va-
riabile A4’ =BB’. S# se arate ci mediatoarea scgmentului A’B’ trece

printr-un punct fix (C.d.p.)
[Punctul fix P(—a—b' —-“_b)- ]
E 2 2

w
J
\
|
'
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|
i .ra—fI\'OG;’Pe o lalurd a unui unghi drept se dau punctele fixe A si B, iar
pe etalaltd laturd punctul variabil M. Se proiecteaza virful O al unghiului
drept pe dreptele MA si MDB, respectiv in P si @,
a) S& se arate ci dreapta PQ trece printr-un punct [ix.
b) Sd se calculeze raportul in care acest punet fmparfe segmen-
2 tul AB.

TRAMNSA 111

la) Ecuatia dreptel PQ: i(e|-b)z{-(ab—A?y—irab=0, unde ) este
_L_Ki a? ]

b
ordonata lui M, Punctul fix (ﬁﬂ ’ 0) {6 ) =iy
s b

a+b

1107.| Pe catetele AD si AC ale unui triunghi dreptunghic se constru-
iesc, in afard, pitrate in care virfurile opuse lui A sint respecliv D si E.
S& se demonstreze cd dreptele CD. BE si indlfimea AH a triunghiului
sint concurente

/1087 8¢ dé puralelogramul ABCD, O paralela varccare la AB taie
laturile AN st BC, respectiv in M si N, iar o paraleld la AD taie laturile
AB si CD, respectiv in P gi @. Fie E=MP(MNQ. 54 se arate ca D, B,

sint coliniare.
[EBste preferabil sa se arate cd MP, NQ si DB sint concurente.],
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SEPARAREA PLANULUI IN REGIUNI 4 #olsg.85)
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P
X

/]

(‘&M" s oy~ Fig. 43. -

_ L Raporiul in care o dreuptd imparte un segment. Fiind date punc-
tele M, (e: Uy, Mofas, yy) se cere si se afle raportul in care dreapta (D)
de ecuatie (I))=Av+4By4-C=0 imparte segmentul MM, (fig. 43).

Fie M=MM,(D) si MM _p
MM,
Urmeazi s& gdsim expresia loi k.
Punctul M fiind pe dreapta MM, are coordonatele

e B R o B
1—F 1—k

Insd ME(D) prin urmare irebuie s& verifice ecuatia, adici:

x, — Fkx., . — Fy

AT e ep th — . s

1-—Fk * B 1—k i

‘sau
Azy |-by, +C—Te(Amy+ Byyy 4-C) =0,

care di

p=An By +C D)

Ax, +By. r¢ (D)’

unde s-a notat () -Ax 4By +C si (Do) = Ay Brpg - €.

Poentru k<0, punctul M este inlerior segmentului M, M
M este extericr, . SRR

Bxemplu Dreapta 2r—y--2-0 imparte segmentul format
punctele A3, 2), B(—1, 4) in raportul g f de

foe A B=BHE
MB —3—4+42

a
)
2

B
(1]
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deci M se wfld intre A si DB. Verificarea ses feirée _944
prin calculul coordonateler lui M, anume M ( , )

5 b
2. Sepuraree plonului in regiuni de citre o
dreaptd. Orice dreaptd imparte planul in doud Hylpi e

semiplane, pe care le vom numi regiuni i le vom
numerota; cu I regivnea (semiplanul) care contine

Malxp.g0p

originea i cu II regiunez cealalld (fig. 44). Ecua- 7 b4
tia dreptei (D) o congiderim sub forma gene
e Az+By+C=0 @ 7

Fig. 44,

Dacid un punct Mylxy, 1) (1?) atunci coordo-
natele lui verificd ecuatia (2), adicd Axy+DByg+
+C=0. Daca insdé punctul My(xy, yo) nu se afla pe dreapid, atunci Axy+
4By |- C=£0, adicd expresia numericd obtinuti are o valeare ocarecare,

strict pozitivd sau strict negativa.

Vom demonstra urmatoarele proprietati:

_ @) polinomwul general de gradul I in doud variebile [(x, y)—Ax+By+C
pastreazd acelagi semn pentru toate punctele sitwate intr-o peecasi re-
ghune;

b) acelasi polinom ia valori de semne contrare pentru puncte din
regiuni diferite.
a) Daca punciele My gi M, sint situate In acesasi regiune, dreapta (D)

: B ; T D
taie dreapta M;M,; in exteriorul segmentulul T #Ms si raporlul k—(w‘;>0.

o

Prin urmare (I2y) si (1)) au acelasl semn, A
b) Dacd punclele My si My sint in regluni diferite, dreapla (D) iniil-
nesle dreapta MM, Intr-un punet interior segmentului MM, (fig. 46)

si ke

<20, adicd (7)) &1 (7%) au semne contrare.
o,)
O datd demonstrate proprietdfile enuntate, este de ajuns si cercetim
semnul polinemului In una din regiuni, fiindcd In cealaltd rezultd usor.
Duacdl dreapta nu treee prin origine, atunci sc cauti scmnul in regiu-
nea care confine originea. Acesta este dat de

(0, 0)=C. (3
Dacd dreapta treee prin origine, atuneci se alege alt punct, de exemplu
(1, 0) sau (0, 1) etc.

Exemple. a) Care sint punctele déin plen pentru care avem 2xr—
—3y—6<0?

Se reprezinti dreapta 2rx—3y—6=0 (fig. 45). Termenul lilLer este
(—6), deci punctele din semiplanul care contine originea fac polinomul
negativ si verificd inecuafia. Sc pul lace verificdri cu diferite puncte
(0, 1), (1, 1), (3, 1) etc. Regiunea haguratd nu convine.

b) Sé se rezolve inecuatiile simultane

g0 Jwpdy 1220,
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Al

vig. 45.

i

e

Fig, 47

Daci facem y—0 in primul polinom, se vede ci
obtinem wvalori negative numai pentru =<0,
deci regiunea care convine esle cca care contine
semiara negativi. A doua inecuatie este verifi-
catd de regiunca opusi originii.

Multimea punctelor care satisfac simultan
inecuatiilc date este interseciia mulfimilor care
verificd pe fiecare in parte, adicd unghiul ne-
hagurat din figura 46.

c) Se cere mulfimen punctelor penlru care
avem sirnultan

Z+2Yy—4=0 si 2r—y_2>0.

Lgalitalea este verificata de toate punctele
dreptei BC (fig. 47), inecuafia de punctele din
semiplanul epus originii.

Mullimea care verificd ambele relafii este
formata din punctele semidreptei AC.

d) Se did ecuatia e+ D+’ p—
—1=0. Considerind pe @, B drept coordonate
ale unui punct din plan, si se ofle regiunea pen-
tru care ecuafia datfi are raddcing reale.

Realizantul ecuatiei esle R:4(2a—]3+2);
trebuie ca Za—pg4-2>0, Originea verifici ine-
cuatia, deci regiunea earve dii radacing reale pen-
tru ecuatie este semiplanul fnchis (inclusiv
dreapia) care contine originea, De-a lungul
dreptei 20—B4-2=0 ecuatia datd are ritdicini
reale, confundale. ¥
3 Aplicatic la programarea Iiniari. Pro-
ductia unei intreprinderi, a unei unitatl agri-
cole, transportul mérfurilor etc, care altidati
se fdceau ocarecurn empirie, ridici astizi pro-
bleme de planificare in asa fel incit tinind
seamd de conditiile de lueru, posibilititile de
aprovizionare etc, si se ajungé pe (otalul in-
treprinderii, unitdtii agricole ele. 1a realizarea
unui plan eu minimum de cheltuieli 51 eu veni-
turi cit mai mari.

Cenditiile de Iucru se exprimi prin ecua-
tii sav inecwafii de condifii, iar realizarea finali
printr-o functie zisi de scop, de obiectiv sau de
eficientd. Cind ecuatiile, inecualiile si functia
sint de gradul I, programarea se numeste fi-
niard.

Nu putem da mai multe ldmuriri in ca-
drul manualului, dar citeva aplicafii vor arita
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cum la unele prohleme simple, rezolvarea se poate face cu ajutorul geo-
metriei analitice, Metoda se numeste m,metoda graficd®. =

Exemplul 1. O gospodirie agricold lrebuie sd facd pe wn ieren.

de 8 ha doud feluri de culturi A st B. Cheltuielile de investitii si venitul
net pe ha, la flecare cullura sint in m#i de lei

[A| B
investitii | 2 | 3
|

|
l

1

venit net 5

Stitnd ei gospoddria dispune de cel mult 18 mii lei pentru aceste culturi,
se cere in cazul solutici eptime:

a) repartitia terenului pentru cele doud culturs;

b) venitul net maxim realizat.

Sd notim cu x si y suprafetcle destinate respectiv culturilor A 518
Conditiile de lucru sint:

c+y=38; 2w-t3y<1s. (o)

Venitul net este dat de funclia (de eficienis)

Trebuie sa {inem seama in plus ci x>0 s1 y 20, care se numesc con-
ditii de nenegativitate.

Problema se pune astfel: linind scama de condifiile (o) de lueru (o
ecualie ¢l o inecuatle) si de conditiile de nenegalivitate, 84 se determine
T si y care fac functia (B) maximai.

Penlru aceasta cédutam mullimen punctelor care satisfac sistemul.:
TAH+y—8=0 si 2x43Iy—18<0.

Inecuatia este verificati pe semiplanul care contine originea (s-a
hasurat partea care nu convine), deci porfiunea din dreapta x-4+y—8—0
(cadranul 1) care inlrdl in acest semiplan esle

segmentul MA. & ;Jl
Ecuatia (B) se scrie y=— gx -I-‘%g;i con- (
Q

siderind pe f ea parametru, reprezinti un
fascicul de drepte paralele de coeflicient un-

ghiular m=— — ¢l ordonata la origine n= E
>

HNS

(in figura 48 esie dcsénatd dreapta care troee

prin origine si di direclia). Ordonata la orji- & :
gine cresle cind dreapta fasciculului taje seg- XD l
mentul MN intr-un punct care se miscd de

la N la M: este deci maximi cind dreapla ﬂ]
trece prin M. Insi M are coordonatele (6, 2),
astfel cd fnp=4-6-+5.2=34 (mii de lei),
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Programarea cea mai avantajoasi este deci: eultura A pe 6 ha (x=6)
si cultura B pe 2 ha. lnvestitiile sint de 2:6-4+3-2=18 mii lei §i venitul

de 34 mii lei. Probhlema are o solutie unica,

Observidri a) S presupunem cii in aceleasi condifii de lucru
venitul net ar fi acelasi pentru ambele eulturi, de pildd 4 (mii de lei).
In acest caz funclia de eficientid ar fi f=4x+4y. Feuatia 4a+4y —f=0
reprezintd o dreapti paraleld cu MN, care, dacd este verificati de un
punct al lui MN, coincide cu MN, Atunci insd orice punci al segmentu-
Tui MN este solulie, deci avem o infinitate de solutii.

Alegerea sc face in acesl caz dupa alte criterii de bund gospodirire.

b) Daci am presupune venilurile astfel incit coeficientul unghiular
al dreptel ce rezulld din functia de eficientd sd fie m>—1, atunci va-
loarea cea mai mare s lui | corespunde punctului N, prin urmare y=0.
S-ar face numai cultura A pe intreg terenul.

2. Un centru alimenior este aprovizionat de trei gospoddrii furni-
zoare care dispun: prima de § aulocamicane, o doua de 4 aufocarnioune
st a treia de 6. Centrul alimentar are planificat si primeascd pe un inter-
val dat de timp 12 auiocamioane de marfa.

Stiind cd transportorul costd de la [iecare gospoddrie respectiv 4, 6
si § zeci de lei, si se deterinine programared maginilor asifel #ncit costul
transportului total s fie mindm.

Notind eu x, ¥, @ numarul de masini pe care trebuie si-1 dea fiecare
furnizor conditiile sint wrméatoarele: x4+y-za=12%; 2&h, ysd, g6, apoi
condifiile de nenegativitate 220, y=0, z20. Functia de eficientd este
f=4x--6y -5z 5i ea lrebuie sd fie minimd.

Fiind vorba de trei nscumoscule, nu mal putem trata problema ca in
cazul procedent. Vom proceda astfel: din prima ecuatie rezultd z-—=12—
— <6, adich inecuaiia x--y.26, la cere se adaugd x<55. y<4 Inlo-

cuind pe # in functia de ecficienti se deduce

< y=m-} fJ—60.
A Rezumind avem conditiile x+y>36; 0€x<5;
0<y<4 care reprezentale in figura 49 ne dau ca
o @ Eag /-" 3 regiune convenabild interiorul triunghiului ABC.
é % < Dreapla y—x-+f—60 paraleld cu prima hisec~
7 / toare va avea ordonata la origine (f—60) minimé
";/ /:, cind trece prin punctul cel mai de jos al triunghiu-
L lui ABC, adicd prin A(5, 1). Inlocuind obfinem
S ONAG 1=5--f—60, deci f=>56. ‘
j>§x Programarea este: centrul I, cinci masini, cen-
4 g & % {rul II, } magind, centrul IIL, 6 masini. Costul mi-
g 40, nim al transportului 56 > 10=>560 lei.
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EXERCITIN 51 PROBLEME

,- 1?9_ SF d?.u punctele A(3, 1), B(—2, 4) ¢ dreapta Hz—y—8=0, Se
ceE'e_ raportul in care dreapta imparte scgmentul AF. Punctul de inter—
sectie cu dreapla AB este interior sau exterior sepmentuiui?

k L
5 T interior.

110. Se da punctul fix A(1, —1) s punctul variobil M Mfi) 5|
a [}

Si se arate ci dreapta x—3y--9—=0 imoart ;
ate cd dreapta x—3y--9=0 Imparte segmentul AM intr-un ra-

port constant, oricare ar fi M.

111. Teorema lui Menelaus, Q dreaptd oarecare taie luturile BC. CA.

AB ale unui iriunghi, res v 7 ) 3
4D [ ¢ tranght, respectiv in punctele M, N, P. 5S4 se d nstrez
¢l exisid relatia e T R

8 NC TA_
MG NA PB
Reciproca este adeviirata?

[Fie Atxy,v), Blrsys), Clry, ) 5 (D=0 ecualia dreptei,

@_ (D)
MT‘_ ©,) ete. Reviproca se demonsircazi geametric, prin reduceve la zh-
surd.]

112. Teorema lui Ceva. Fie M un punct § i e
. I w punct in planul wunui (riunghi si
A, B', ¢ punctele unde MA, MB, MC taie £ ile BC L AD.
el MA, D, I we respectiv latir ! AB
S se demonstreze cf ) * e m
AB BT CA 1
AC FA ©B

[Fie Ax;, th), B(xyan), C(xs, us), Mxg, %) Feuajia dreptel AM esto

x Y 1 A'RB T 2 i

Ty Yy 1 |=0.Avem —= :r2 o tlizet & i

- : = 1 Uy 13 4y 1

D Yo A'C g Uy 1 &y Yo 1
ete.]

. 113. .S'r’ dd un triunghz‘uda'eptwlghic ABC [A=90°) si un punct oore-
care P. 54 se cercetere dacd existd um unghi drept cu virful in P, asifel
ca laturile lui sé determine pe catetele AR, AC ranoarte egeale. ’

[Se iau AB, AC ea axe Or, Oy Dle,0), C0,B), Play, uy). Laturile

unghiulul drept: l(-l'—xn)—(y'—yu)’:(]i‘Ji—iuai'j‘;\‘fi-l—‘?}u);ﬁ-( i s
MA =% i NA i

Rapoartele sint J — Aty 3 #o I = ?:!‘{n*——-ntc.l‘

M3 MMe—x)-twm NO g = A (b — )
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114, Si se rezolve sistemul x> 3; 3x+y—6>0; x—2y-—-1>0.

[Regiunea din dreapla Iul x—3, cuprinsi in unghiul cclorlalte doud
drepte.]

x
115. Sa se rezolve sistemul: 3x4-2y—6>0; y—a--1>0; g =120,
[Interiorul triunghiului format din cele frei drepte.]
116. 84 se rezolve sistemul x2—4<0; x4-y—1<0.

[Fisia dintre paralelele a=-2 care conline originea si este margi=
nitd de dreapta data.]

117. Se considerd inecuatiile 2x4-3y2=6, 6x+2y-€.11 s funclii_z? f=
—x|-4y. S4 se delermine valorile lui x si y care satisfac inecuatiile gi
fac functia f minimd.

[Regiunea convenabild este euprinsd fn unghiul ascutit al dreplelor
1 1
2x}3y—6=0 gi 6x+2y—11=0, dinspre Oy. Dreapta y=— P e i f are

3
ordonata la origine minimé In punctul comun eelor doud drepte: a=-, ¢

. n
y=1, deci = =

carmotue VI

‘yu
PROBLEME DE DISTANTA N
M g)
2
2
D
B Y

Fig. 50.

1, Ecuafia normald o dreptei. O dreapti este deliniti prin doud ele-
mente geometrice: un punct si o directie sau doua puncte.

54 ludm acum alte doud elemenle geomctrice care pot defini o
dreapta: distanta OF—p de la origine la dreaptd si LxOP=u, fiacut de
normala OP la dreapté cu axa Ox (fig. 50).

Pentru a stabili ecuafia dreptei cu aceste elemente considerfim un
punct curent M{x, y) pe dreaptd si observim cé proiectia vectorului OM
pe direclia normald OP este chiar segmentul OP=p. Dar proiectia unui
vector pe o direciie este produsul sealar intre acel veetor s versorul di-
reetiel. In cazul noslru, notind versorul directiei OP cu p;, avem

@:mi-{-yj‘ st Py=1cos & }7sin a.
Rezultd 6?:5'1\/1.1—30 sau p=a cos 0. -y sin o, de unde
xrcos &4y sin o—p=0. (1)

Aceastd ecualie de pradul I in raport cu x si y esle ecuatia dreptei defi-
nitd cu elementele p si « s poartd numele de ecuatia normald a dreptei
sau ecuatia dreptei sub forma lui Hesse*. Se socoteste p pozitiv, deci ter-
menul liber in ecuatia normald a dreptei cste negativ.

Dacd o =constant se obtinc un fascieul de drepte paralele. Daci
p=const. i o variabil se obtin tangentele la cercul cu centrul in origine
si eu raza p.

* L. Q. Hesse, malemalician german (1811—1874). |
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2. Aducerea ecuajiei generale la forme normald. Pentru ea ecuatiile

Ax4-By+-C=0 si xcosa+ysind—p=0 sj reprezinte aceeasi dreaptd
trebuie ca toti coeficlentii lor sd fie properfionali, adica
* o Al in®
280 E TP deunde ﬂ;: Sm‘ f— & ! ..
A B (] A? n? A* |- B®

Scotind rédécina pitratd din ultimcle rapoarte, rezulid

cas o sin o =S il
PSR e PR T . b ]
A R a — VA" 1 B?
deci
Ccos o e sin o = —-~B—-—_  —p = — . N 2y
CUoavATRER T T T Ay +VA LB <
Acestea inlocuite in ecuatia normald ne di
; x-+ By 4 C v
doa B3 G (3)
+ VAT B

Prin urmare pentru a aduce ecuatia generald a dreptei la forma nor-
mald este de ajuns sd o impartim cu + VAL B2
Exemple. a) Ecuatia 3v4-4y—15 adusi la forma normald este

Sy =18

0.
+5

b) Eeuafia y=3x—5 se serie intii 3a—y—5=0 ¢i de alci forma nor-
8x—py—39

mald ———_— = =
N
¢) In general y=mr4n se aduce la ferma normald scriind Inti 7rw—
0. spet BT R
= == e U8
Y 2 i .vlm:* )

3. Distanfa de la un punct la o dreaptd. Con~
sideram dreapta (D) dald prin ecualia normala

X cos oy sina— p=0

si punctul My(xg, yp) (fig. 51). Problema carc so
pune este de a gasi expresia distuntei MN=d de
la punctul M, la dreapta (D).

Presupunem intii pe My in semiplanul [fatd
de dreapta ()] care nu contine originea, Se duce
prin M, paralela (D7) la (D). Este evident cd cele
doud drepte au intre ele distanta d, prin urmare
distanta de la origine la (D) este (p--d). Ecuatia
normalid a dreptei (D7) este deci

x cos a-fysin & (p-hd)=0. (4)
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Seriind ca punctul Mylxg, yo)é (D) avem

Ty €08 A4-Yp 5in 0. — (p4-d)=0, (D)
de unde

i d—z cos oYy sin & — p. (6)

Am ajuns la un rezultat extrem de simplu. distanfa de lo un punct
lo o dreaptd se obfine inlocuind coordonatele curente prin conrdonatele
punctului dat, in ecuatia normald a dreptei. Presupunem acum c& punc-
tul M, se afla in acelasi semiplén cu originea, fatd de dreapta (D)., Dis-
tanta de la origine la (D’) nu mei este (p-rd), ei (p—d) si inlocuind in (5)
rezulti

d=—(xp cos ¥ sin @ — p). (67)

De obicel ecuatia unei drepte nu este datd sub forma normald, ci sub
forma gencrald. Tn acest caz aducem intii ccuatia la forma normald (3),
apol inlocuim coordonatele (g, o) si obtinem

_ At By +C
= M

In fata radicalului se ia semniil asa fel ca termenul Hbermgrrﬁsé fie
AT

negativy in acest caz (7) corespunde luj (6). Dacd se ia semnul contrar,
atunci corespunde lui (6%).

Trebuie scum s dim lamurivile care urmeazd, pentru a evita con-
fuziile.

L. Fxdstd probleme In care se cere numai mérimea distantei de la un
punct la o dreaptd. In acest caz nu intereseazd semnul distantei si se
scrie

- : Axy - By, =- C
d =] 7y cos -1, sin — au d=["—_._"—, e
| 7 +a p| s i +fAT T B

(8)

Exemplu, Sd se afle raza cerculnd eu centrul in Cf—1, —2), care
este tangent dreptei Sy 18y—10=0.
Avem

B f—d) I 18— 8)om 10 39
r= S =—=3,
Va5 4 144 13
IT. Txistd insa probleme In care trebuie s34 tinem seama de semnul
distanlei, peatru a nu pierde unele solutii. Tatd un exemplu:
Sda se afle punctele de pe dreapta »—2y-+1=0, care qu departarea
de o unitate pind la dreapta 3x4-4y—12-—0, ;
Fie Mgy, yy) punctul céutat. LBl trebuie si se péseascd pe dreapta
dald, deei a—233+-1=0; apoi distanta de la My la dreapta 3x-f-47—
i — 12
—12=0 trebuie si fie 1, adica—ot e —12

s =1, care duce de fapt la
- J

doud ecuafis,
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i ‘ Mp(xy, yp) trebuie deci s verifice urmitoarele
sisteme

Ty—2Yy+1=0
3[1?[;—]—4‘_!,'0—17'—:0
: xy—23yg+1=0
G B e
care dau punclele My(3, 2) si My(1, 1).
Observare. Dacid privim a, 1y drept coor-
donate curente, atunci a doua ecuatie din (I) si din
(1) constituie drepte paralele cu 3x+4y—12=0,
Fig, 52. la distanla de o unilule, de o parte 5i alta a ei. In
acest fel se vede concordantia cu solutia geometrici
a problemei.

/® Ecuajtile bisectoarelor unghiurilor formate det\ébut‘i drepte. Doua
drepte concurente formeazd poiru unghiuri, doud cite doua egale ca opuse
la. virl. Daca dreptele nu sint perpendiculare, atunci doud unghiuri sint
ascutite si doud obtuze, suplimentare cu cele ascutite. Sa consideram unul
din unghiurile ascutile, de exemplu cel care contine punctul M (fig. 52)
si unul din unghiurile obtuze (cel care contine pe M’), cu bisectoarele lor
OM si OM* | OM. Sc stie ed orice punct de pe bisectoare este egal de-
partat de laturile unghiulul, Daci privim insd figura 56 observam ca M
si M” sint de aceeasi parte a dreptei (D) prin urmare distantele la (D) au
acelasl semn; [ald de (D") sint situate de o parte si alta, deci distantele
sint de semmne contrare. Nezultd cd dacd M are distaniele egale la ccle
doudl laturi, M’ are distaniele egale si de semne contrare si invers. Asga-
dar existi o caracterizare diferentiatd a punctelor de pe hisectoarea inle-
ricard a unui unghi si a punctelor de pe bisectoarea exterioard a lui. Fie
acum

(1)

Ar4RBy+C=0 s Ax+By+4+C'=0 )]

ecuatiile a doud dreple varecare, concurente si M(xy, yo) un punct situat
pe una din bisectoarele unghiului. Vom scrie cd distanicle de la M la
cele doud drepte sint egale (fard a le lua In modul), adica

Axy+ By, | C _ Alxy + By + €,
EVARER A

Aceasta este legilura ce trebuie sd existe intre xp si 7y pentru ca M =4
se afle pe una din bisecloare. Dar M fiind punct curent se pot suprima
indicii si combinind semncle () si (—) in toate felurile, ajungem la
ecuaiiile

§x+By+_=:l:A'x1|-B’y1|—C’ (10)
VA LB VA" o B7

care reprezinid cele doull bisectoare. Se observi cd cele doud ecuatii con-
tinute in (10) sint de gradul I in x si ¥, deci ecuatiile unor drepte.
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Observare. Daca dreplele (9) sini paralele, atunci ele pot 1i aduse la
formele Az} By--C=0, Ax--By+C'=0. In (10) semnul () duce la o imposibilitate,
cCHC
jar semnul (—) la Ax--Byt 73

=0, care este ecualia dreptei echidistante de ceie

doud paralele.

5. Problema care se pume ccum este ca, fixindi-ne asupra unuia din
cele patru unghiuri a dou# drepte, sd slim care din ecuatiile (10) repre-
2intd bisectoarea interioard si care biscctoarea exlerioard a acelui unghi.
Tn eazul gencral pulem proceda in doud feluri.

Metoda I. a) Scriem ecuatiile bisectoarelor sub forma

Axi-n By -+ (9 I (}Jm -}-_B"y -+ C" (]0‘)
LVETT T Etr
apoi alegem semnele dinaintea radicalilor astfel ca termenii ljbmj
C G

s& fie ambil negativi.

LVE B LVAT LB

b) Considerdm hiseclvarea unghiului care contine originea (fig. 53).
Orice punct M de pe aceastdl bisectoare, fiind de aceeagi parte eu ori-
ginea, are dislantele pind la cele doud dreple negative (.mm are si ori-
ginea), deci de acelagi semn. Atunci pentru & sorie ecualia acestei bisec-
{oare, se ia in partea a doua a ecuatiei, inaintea linici de fractie, sem-
nul (4). Pentru bisectoarea unghiului suplimentar se ia semnul (—).

Rozumind ajungem la urmétoarea reguld: a) sc cleg tn (107) semnele
din fata radicalilor astfel ca termenit liberd din ambele pirfi ale ecualied
sd fie megativi; b) pentru ecuafia bisecloarei ce trece prin unghiul care
confine originea se i semnul (4-), ior pentru cealultd bisectoare sem-
nwl (—). T

Metoda a Il-u. Cautam punctele unde loturile unghiulué care ne inte-
reseaza taie una din axe: Ox sau Oy; apoi cdutdm punctele nnde flecare
din cele doud bisectoare taie aceeagi axa. Dupd pozitiile acestor puncte
ne putem da seamna care esie bisectoarea interivard si care bisectoarea
exlerioara unghiului.

Cazuri particulare. a) Daca una din laturile
unghiului trece prin origine, atunci prima meto-

di nu se poate folosi, Bisectoarele se vor identi- ¢
fica prin a doua meloda.

) Dacd virful unghiului esie originea, nici
una din cele doud metode nu este aplicahili.
Presupunind ci axele de coordonate nu sint bi-
sectoarele unghiului, atunci una din biscetoare
trece prin codranele I si III, iar cealaltd prin

II si ITV. Aceasta observare foloseste la determi-
narea bisectoarei care ne intereseaza.

Excempleole care urmeazil ilustreazd mractic
teate cazurile,

ig. 53.

7 — Ceometrie analitich el, XI,
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1) Sd se scrie ecuafia bisectcarei whghiului aseupit formet de dreptele 4r—iy--
+6-—0 si 5x-H2y--10—0,

Metode I. Reprezentind dreptele se observd ci unghiul lor ascutit contine ori-
du—Bl -6 | Bx + 12y -~ 10

= — ki

ginea, deci vom scrie, conform regulii saun 27x —

— 99y 4-20=0,

Metoda o Il-e. Reprezentim cele doud drepte. Laturile unghinlui taie axa Oy

in punctele (0,2) gi (0,—'7;)-0;‘10 doudt bisectoare au ecustiile 27x—HRAy—23=0 si

28 1283
Tie--211-4-128=0, deci ele taie axa Oy in punctele(ﬂ, ﬁ) §i (D’—E)' Se vede ch

prima cste bisectoarca unghiului aseutit, deoarere ordonsla la origine este cu-
prinsd intre ordonatele laturilor,

Observare Prima metodi are avantajul cid ne ingidule si scriem dinlr-o
datd ecuatia bisecloarei care ne intereseazi. Prin a doua metodd trebuie scrise
ambele ecuatil si dupd aceea se [ace alegerea,

2) Si se afle cordonatele cewirului cereului inscris in triunghiul formot de
axele de cordonaile gi de dreapta 8x--15y—120=0,

Ne trebuic doud bizectoare interioare, insi una este chiar prima bisecloare a
axelor y—x, deci mai avem nevoie de una. Taielurile dreptei sint A(15, 0) si B{0, 8).
Sz 15y—120
_.17 =-ty. Nu putem folosi prima me-

tod#, _d_cci vom separa cele doud bisectoare si vumn alege pe aceea care are ordonata
la origine pozitivl. Ecualiile sint 4x—y—60=0 si x-}4y—15=0; a doua este bisec-
15

Scriem bisectoarele unghiului OAR;

toarea cautatd, deoarece are ordonuta la origine —-*
4

Centrul cereului inscris se afld 1a intersecfla biseetoarclor y—z si wt-dy—i5—
si este J(3, 3). . iR

A treia bisectoare a triunghiului este delerminati de punctele B, J.

) 8d se serie ecuailn bisectoared unghiului ascutit format de dreptele x—3y—0
sl 8aty—=0.

) {}mbc]e drepte irec prin origine, deci nu se poate folosi nicl una din metode,
Tigurind dreplele se observi ci bisectosrea unghiului ascutil trebuie sfi treacd prin
cadranul I, Ecuatiile bisectoarelor sint:

p— 2y Bx -y
e e e 1 Hr—21)= 4
VE S Vio Voz—2y)=(3e+y).
Separind cele doud ecuzlil gasim cf biscctoarea ciutati este (3-;—'\/311'—(21/'2-*
—1)y=0 sau nmullind eu (2y/2--1:

(V- z—y—.
Observare Ca verificare, hisectoarea interioari sl ce ioara i
TUare 9 sec & a exterioar:
unghi trebuic sd fie perpendiculare, 4 i

6. Arvic unui triunghi, Considerim triunghiul dat prin virfurile sale

Ay, ), B(xs, ya), Cg, yy). Fic %13’1 inéltimea din A. Aria triunghiului
este datd de formula cunoscuts 4= Eﬁﬁ-ﬂ'. Lungimea laturii BC este

BC=V (& —t3)™+ ()" (11)
Pentru calculul indl{imii AA* pornim de la ccuatia dreptei BC':
2 Y 1
o Yz 1]1=0 (12)
| &3 Yz 1

in care coeficientii lui @ gl y sint: (Yo—u) $1 —(wo—a).
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Inaltimea A4’ este distanta de la virful A la BC, deci

Ly Y1 1
Xy Ya 1
T3 Y 1 H

A4 =

V (e —xg) "+ (va—s
Tinind seama de valoarea lui BC din (11) si de formula ariei avem

: i ]3"-1 Ut 1
"j’:E Xy Yz 1
Ty Y 1

(14)

care este expresia analiticii penlru aria unui triunghi, cind se dau coor-
donatele virfurilor.®

Acum trebuie ficuti o precizare: arie in geometria anolilicd are un
semn. In adevdr rolatia (14) ne da aria considerind triunghiul parcurs
in sensul A—B—C; dacd insd sensul de parcurgere este A—C—B, atunei
ultimele doua linii ale determinantulul se schimba intre ele si determinan-
iul sl schimbid semnul.

Rémine sd vedem care este sensul care da aria pozitiva, Pentru aceasla
uAm un triunghi particular, anume (0, 0), A(s, 0), B(0, b), unde a>0.
b>0, care di imediat Ay, = : ab, prin urmare sensul care da aria pozitivd

este sensul trigonometric sau sensul de ratire de la Ox citre Oy.

Sint cazuri in care nu ne intereseazi decit mérimea ariei; atunci
aceasta se ia in valoare absoluta.

In pariicular aria tr'iunghiului formul de origine si puncteie 4z, ),
B(x,, ys), are ca expresie

’ 1 | 1 ’ #
i | Yi | == (ryye—ath). (14%)
2 |2 vl 2 (x Ya—xath)

7. Conditia ca trei puncte si [ie in linie dreapta se poate_rgfgésj por-
nind de la aria triunghiului. In adevir conditia necesard si swficientd pen-

tru ca aria triunghiului si fie nuld este ca cele trei puncte (presupuse dis-
tincte) sd fie in linie dreaptd; rezultd ci punctele sint coliniare daca

Xy Yy 1
Xy Yo 1 =0.
&3 Ys 1

+ Am ficut aceasti precizare fiindc# existd si o ex-
presie a ariei atunci cind se dau ecuatiile laturilor fri-
unghiului.

i ]
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EXERCITH 51 PROBLEME

b L 4 ; o ol S :
(\118)53 se aducd la forma normalé ecuatia dreptei prin tajeturi.

[bx-rqy—af:_c]
N s

119. S8 se giseascd distanta de la punctul A(l, 3) la dreapta
12 - By--42=0.
[d=3.]

120. 5a se caleuleze Indllimile triunghiului format de punctele A(1, 0),
B(5, —2), C(3, 3).

[Se calculeazi ca distanje de la virfuri la laturile opuse,
16 18 8 ]

TE— T et

Vag VI3 V5

121. Sa se cerceteze dacd punctul A(—2, 4) este inlerior sau exterior
cereului cu centrul in w(0, 3), tangent dreptei 3a--4y—24—0.

122. B4 se cerceteze daca dreapta 3w—4y-} 8 =0 este sccantd sau exte-
rioara cercului cu centrul In w(2, 1), eare trece prin A6, 4).

123. Se da fasciculul de drepte cu virful in wo(—1, 2) si punctul
A(3; 5). S& se determine dreptele din fascicul, fatd de care punctul A are
distanga. de 3 unitati.

[y=2 sI 24x—Ty4-38=—0.]

124. Se da fasciculul cu dreptele de bazd 3r--2y—1=0, 2y --3=10
si punciul A(3, 4), 54 se determine dreplele din faseicul fafa de care punc-
tul A are distania d= \/IU.

[3z—y-+5—0 si x{-3y—a=0]

125, Sa se caleulese distanfa dintre drepiele paralele 48z 14y—21—(
si 24x+TFy— 28=0.

[Se eeleuleard distanta de Ta un punct al unei drepte pind la ceca-
laltd. Se puale lua (0, 4) de pe a doua dreaptd; d=0,7.]

126. 54 se calculeze dislanta dintre doug drepte paralele, aduse la
formele Ax4-By+C=0 si Ax+4By4-C'=0.

Sd se aplice formula gésitd la problema precedenta.

6]
[Se poate caleula distanta de la (_T, (1), abscisa la ouigine a pri-

Gl —

mei drepte, pina la a d dreapii; d=| ———
D D a doua Ple; ‘\-’A’ B

(! Peniru aplicagie se
vor aduce intli dreptele la forma din enuni.

127, Si se calculeze proiectia segmentului Lormat da punclele A(:c% Ui
By, y2), po directia datd de coeficientul unghiular m. :
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[Se scrie distanfa de la punctul A la dreapta ce trece prin B,

— B Adm i —y) ]
perpendiculara pe direclia dati Pr. AD = _—71+T 54 se

caute gi solutia vectorialé.]

128, Se di dreapla bx—12y+32=0 si punctele A1, —1), B(5, —3).
5d sc afle ecoordonatele punctului M, egal departat de A si B, care are dis-
tanfa de 4 unitdti pind la dreapta data.

[Indicafie. Wie M(a, B). Se scrie ca ME_MH, apoi ci distantele
pind la dreapta dati sint de +4 usniLz'tu. Resulld doud sisteme de ecuatii
180 208

in a si p care dau M;(4, 0) si M:,(-m ’ . .
129. S4 se arate cd suma distantelor de la un punct interior la lalurile
unui triunghi echilateral este constanta.

[Se poate lua o latwrd ca Ox si mediatoarea ei ca Oy. Atentie la
semnele distanfelor peniru a nu face diferenti in loe de sumi. Suma
constanta are valoarea fnaltimii.]

130. 54 se gaseascd pe axa Oy un punct M egal departat de dreptele
3r—4y+6=0 31 4x—3y—9=0,

W
[ M0, 15) sl M:(U —?)s}

131. Se dau punctele A(3, 0) 51 B(0, 5). Pe paralela dusa prin 4 Ia Oy

s se determine un punct C astfel Incit bisectoarea unghiului ACB s
freacd prin origine.

[Doud selufii: C(3, 1) si (3, 9).]

132, Fajd de un sistem de axe dreptunghiuviare Oy se dau punctele

B(4, 0) si C(0, 3). Si sc gdseascd coordonatele punctului egal depirial de B

§i C si in acelasi timp egal depértat de laturile unghiului OBC. Cite solutii

sint?
[ oA (13 15) TG
Douk solubie m = S g B
PR eI 5 ) (2 s)]

133. 34 se calculeze coordonatele centrului cercului insecris triunghiu-
lui format de dreptele
feals
(-W,J
5

dx—y+2=0; x—4y—8=0; n-4y—8—0,

134. S4 se scrie ecuatiile bisectoarelor intericare ale triunghiulul for-
mat de punctele A(3, 1), B(2, 4) si origine. S8 se verifice ¢d sint concurcnte;
8d se calculeze coordonatele centrului cercului inseris triunghiului si raza
acestui cere.

2V I+D2—@4+ V=0, ataw—5—0; @-2VDa—/E—1)y—10—0
Se scade prima ecuatic din a treia gi se objine a doua ecuatie. Punctul
comun este (2V2 -1, 3— V2, r=15(Y2—-1).]
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135. Sd se calculeze aria triunghiului format de punectele A1, 1),
B(—2, 4), C(—4, —3).
[ 29=18,50 unititi patrate.]

136. Sd se calenleze aria patrulaterului format de punctele A(3, 0),
B2, 5), ¢(—1, 3), D(l, —4).
[Se descompunc in triunghiurl, Atenjie la semnele ariilor pentru
a nu face dilcrenta in loc de sumé. 7= “2“=
137. 84 se demonstreze cd aria wnui patrulater ale ec#irui virfuri sint

Ay (i=1, 2, 3, 4) 51 care are ca diagonale A;A4; 51 As4, este datd de una
din formulele

|
wrbal XTy—y Yr—Yz 0 ‘ Wyl | g—ay Yo—1s 0
= Tz W= Ts g 1
4 Yy 1% T o 1

[Aceeasi indicatie eca mai inainfe. Se va finc scama de proprieti~
tile determinantilor.]

138, Se da dreapta 3x—d4y-4-4=0 si punctul A(8, 0), Si se calculeze
cordonalele punclelor unde dreplele ce lrec prin A si fac cu axa Ox 45°
si 135° taie dreapta datd. 5S4 se afle aria triunghiului format de cele trei

drepte. ;
[B(36, 28), C(4,4). #=112 unitifi de arie]

139, Se dau punctele A(2, 2) si B(5, 1). S& se delermine punctul C,
situat pe dreapta @—2y-}8=0, astifel incit aria triunghiulni ABC sa fie
de 17 ul

[Indicafie. Se ia C(w, f) care irebuie si verifice dreapta dati, lar
gria ABC=+17, céci C poatc fi de o parte sau alta a dreptei date, deci
aria poale {i pozilivd sau negalivd, Sistemele dau C{12,10) si C"(—16, —4).]

CAPITOLUL ’X

¢
TRANSLATIA AXELOR

Xt iM; X"

A " |

_‘ |
Sl | s
ol X #; <~

Fig. 54.

1. S& consideram punctul M(x, y) raportat la sistemul cartezian orio-
gonal 20y si sd efectudm asupra sistemnului de axe O translatie, pind cind
originea vine intr-un punct oarecare O’ (2, y,). Desigur, fatd de noile axe
z'(y’, punctul M va avea alte coordonate (x’, y'). Problema care se pune
este aceasla: s se gdseased relajiile care leagd wvechile cordonate (x, )
i eele noi (X7, 1) si eu coordonatele (x,, Yo) ale oviginid noi O [ald de
wvechile axe.

Pentru aceasta si notdm cu Ty, r vectorii de pozitie ai punctelor O,
M [atd de reperul O si eu v veetorul de pozitie al lui M [ald de reperul O”
(fig. 54). Fdcind ohservarea ci oriunde ar fi translatate axele, versorii 7, j
ramin aceiagi, putem scrie:

F=alryl; Tomi+yedi ¥ —2i+y7 (1)
Inlocuind acestea in relatia vectoriald evidenti
T=ro+7’ (2)
se obiine
Ti+yj=(Zo-Fx")i-\- (Yo +y')j-
Descompunerea dupd versorii , j fiind unica trebuie sd avem
T=xy+2; Y=YtV (3

‘Acestea sint relatiile cAutate. Deci abseisa veche este egald eu suma dintre
abscisa noii origini st abscisa noud; se poate da un enunf asemdindtor pen-
tiu ordonate, :

Exemplu. Fatd de sistemul xOy se di punctul M(4, 5). Si se afle
coordonatele Tui M fatd de sistemul de axe translatat in O7(—1, 2).

Avem 4=—14-z', 5=249', de unde x’=5, ¥y’ =3.

| J.
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Olbservare Daca ne uitam la figura 58 sc pere ci este tot aga de usor
sit stahilim relafiile (3) dircet, fard sd apelam la relafia vecloriald (2). In reslitate
fosd daecd proeedam direcl (rebuie si ne asigurim e relafiile (J) se pastreazi in
diferite cazuri de figuré: O in cadranele II, ITlI sau IV si de asemenea M in diferite
cadrane. Relafia vectoriald (2) ecle insd generali oricum ar fi punctele O, 0O, M
in plan §i deei relafiile (3) sint generale.

Aceasti observare scoate in evidenfd generalitatea formulelor vectoriale si deci
a expresiilor analitice deduse pe cale vectoriald.

2, Ecuafic dreptei in raport cu noile axe. Fie (D)=Ax--ByltC—=0
ecuajia dreptei raportatd la vechile axe si O'(xy, y) noua origine. Inlo-
cuind & si y din relafiile (3) se obtine Ay 42" By +y")+C=0 sau
notind Dy=Axs+ Byy4-C,

Az’ + By’ - (Dg) =0. (4)

Prin urmare lermenul liber este rezultatul inlocuirii coordonalelor (o> 2Uy)
in ecuafia dreptei date (D)=0. Dacd dreapta datd trcee prin noua origine,
atunci (Dp)=0 si ecuafia dreptel in noile axe devine

Aa’ By =0. (49

Daca dreapta este datd sub alld formd, se aduce Intii la forma generald
si apai se foloseste formula (4). A

3. Elemente care rimin invariabile fafd de trensiofic de axe,

a) Distanfa intre doud puncte. Fie Mi(w;, v), My(xy, ys) cele doud
puncte rapertate la sisternul cartezian x0y si Of(xy, yp) punctul in cars
se muta originea dupa lranslatie. Noile coordonate ale lui My si My le
notdm (x3;, yl) si (@

Distanta T4, My fatd de vechile axe este datd de

(M, )0, = V (r—2) 2 (1), (5)
iar fatd de noile axe, este
(M, M) w0y = V@502 (i —17) (6)
Insi potrivit relatiilor (3) avem
m=ay+rl, =Yt ETm=TehrL =y,
deci
Ty—Ty —TL—XL, Yp—Y —Yh Ui ()

relafii care aratd cd (MiMo)uoy=(MiMa)eory, adicd distanfe inire doud
puncte rdamine invoriobild la o translatie de axe.

b) Unghéul a doud drepte. Fie (D)y=Ax4-By-bC=0 si (D =Afe
+By+C"=0 doud drepte concurente, raportate la vechile axe, Coeficientii
lor unghiulari sint

o
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Ecuatiile dreptelor raportate la neoile axe sint Ax'4-By'+-I;=0 si
A'x By 4 Dj=0 i este clar ed au aceiagi coeficienti unghiulari m:—‘g-
m o —=— %- Daca directiile dreptelor rdmin neschimbate, atunci si unghiul
celor doud drepte rdmine neschimbat dupi translafie.

Agadar distanta intre doud puncte si unghiul a doud drepte sint cle-
mente invariante Jufd de translofia axelor de coordonate.

Exemple 1. Ce devine ecuaflo dreptei 2x—5y+12=0 dacd se dd
o translafie sistemului de referintd astfel ea originea sa vind in O'(1, 2)?

Avem (M))=2.1—5-24+12=4, deci ecuatia dreptei fati de noile axe
este 2x'—5y' +4—0.

2. Aceeasi problemd pentru dreapta 3x-8y+42=0, noua origine fiind
o2, —1I).

(Dg)=3-24-8(—1)+-2=0, deei 348y =0,

adicd dreapta datd trece prin noua origine, cu alle cuvinte s-a ales ca
noud origine un punct al dreplei date.

EXERCITH S PROBLEME

140. SA se spunii ce devin eccuatiile dreptelor a+2y—5=0; 2x4+-3y—
—8=0; 3x—T7y=0; 32—2y+6=0, dacd originea se muti printr-o transla-
tie in O’(2, 3).

[x'-2y" | 3=0; 20"-3y'4-5=0; Sx"—Ty'—15=0,
3x'—2y/'--6=0 (riinine neschimbaii) ]

141, Se dau dreptele Sxt+y—7=0 si 3x—5y—21=0. Ce devin ecua-
tiile acestor drepte dacd, prin translafie, se mutd originea in punctul de
intersectie al celor dowd drepte?

[Bx'4y'=0; 3a'—b5y'=0.]

142. Se considerd ecustiile aceleiusi drepte (P) raportate la vechile
axe xOy si noile axe 2’Q7y", dupd translatie. S& se arate cd (lermenii
liberi sint de acclasi semn dacd © si @ sint de aceeasi parte a dreptei (B)
5l de semne contrare, dacd sint de o parte si alla a Tul (B).

143. Se dau punclele A(3, 2), B(1, 5), €(—2, —1). S& e spuna ce devin
ecuatiile laturilor triunghiului, dacd se mutd originea, prin translatie, tn
centrul de greutate al triunghiului,

[8x!-|-2y"—T=0; 62'—3y'-}7=0; Sax"—5y'—7=0.]

144. 8i sc iratcee problema in cazul general cind virfurile triunghiu-
lui sint Az, wi), Bz, ¥a), Clxs, ya).
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[tndicafie. Se vor scrie ecuatiile laturilor sub formi de deter-
g g s o Zx, Iy,
minant §i se va tine seama ca G a ' q_ « Se phsegte ca termcn liber
£

?A, unde A este aria triunghiului dat]

145. S& se cerceteze care sint dreptele a edror ecuatie se péstreaza
dupéd o translatie de axe,

[Fie Az—+By+C=0 dreapta, 'Prebuie ca Dy=C, ecure arati oci
B
—Ez = ,deci dreapta trebuie si fie paralela eu 00’ Vezi un exemplu

tial 140.]

Y

caprolul K

LOCURI GEOMETRICE

1, Din geometria elementard stim c¢d se numeste loc geomelric mul-
timea punctelor cure se¢ bueurd de o aceeasi proprietote. In plan aceastd
imuliime de puncte poate alcitui una sau mai multe curke, De pild4 toate
punetele din plan egal depirtate de un punct {ix se gisesc pe un cerc,
Pprin urmare locul geometric — cercul - - esle formal dinlr-o singurd curki,
in timp ce punclele egal depdrtate de o dreaptd sint situate pe doud
drepte paralele eu dreapta datd, de o parte si alta a ei. deei locul geometric
este alcatuit din doua drepte.

Putem concepe locul geometric si in alt mod, bazat pe miscare, deci
cinematic, Anume putem sd ne inchipuim un puncl M mobil, care pds-
freazd fn tot timpul misecarii proprictaten datd si genereazd asztfel locul
geometric. In acest fel punctul M coincide pe rind cu punctele locului
geometric definit mai inainte static, ca mullime de puncte. Sinlem astfel
condusi la o definitie cinematicsi: se numeste loc geometric figura pland

‘descrisd de un punct mobil M, core satisface o anumitd condifie (proprie-

tate) datd.

IPigura plana de care am vorbit poate fi alcdtuitd din una sau mai
multe curbe sau chiar de o portiune din plan.

In scopul de a putea da reguli precise pentru delerminarea locurilor
geometrice pe cale analitica, vom desparti locurile geometrice in doua
catezorii, dup# conditia la ecare este supus punctul variabil: a) locuri geo-
metrice rezultate din miscares unui punct care pastreazia neschimbatd o
relatie geometricd; b) locuri geometrice descrise prin schimbarea pozifiei
punciului de intersectie a doud curbe wvariabile, Tn acest din urmé caz,
proprietatea care se péstreazé este ci punciul variabil se gdsegte mercu la
intretdierea celor doud curbe.

Vom studia cele deowd categoril de locuri geometrice, cu suficiente
exemple pentru ca lucrurile s& fie bine lamurite.
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2. Locuri geometrice rezultate din relatil geometrice. A gési locul geo-
metric al punctului Mz, y) inscamné a gisi relatia de legaturd intre coor-
donatele x si y, adica ecuatia locului. In eazul cind M(x, vy) satislace o
anumitd relagie geomelricd, este de ajuns sid transformam relatia data
intr-o relafie analiticd 3i am gisit logdtura intre 2 si 4. Ajungem astfel la
aceastd reguld simplé: locul geometric al unui punct care satisface o relatie
geomatricd se gaseste transformind relafia geometricd in relalie analiticd.

Exemple, 1) Se cere locul geometric al punciclor egal depdrtate de o dreaptd
datd. .

Fie (1)) dreapta dati; M punctul care are distania d pind la (D) si MN | (D),
unde N g(D), Relalia geometricd este evident MN=d. Dacii nu intervin alte consi-
deratii si putem alege cum vrem axele, atunci vom lua pe (D) ca axd Ox o per-
pendiculara carecare pe ea ea Oy Relajia geomelrici transformati analitic esle

y=+d ‘ (1)
§1 reprezintd doud drepte paralele eu Ox, deci cu (D). Daci inst sinlem obligaii

84 alegewn alle axe (fn cazul eind locul cerut este numai o porte a unei probleme
mai complexe), atunci (D) are ecuafia Az-+-Hy--U=0 si ecualia locului este

2

Liocul este desigur acelasi, dar raportat la alte axe.

2) Sd se gdseascd locul yeomelric el punctelor care au suma distantelor lo doud
dreple perpendiculare, consiantd st egald cu a. ;

Problema poate Fi studiata sub douid aspeecte dupa cum distaniele sint soco-
tite cu semn sau in valoare absolutd. In orice eaz, axele de coordonate vor fi chiar
cela coud dreple si atunci este foarte clar cd distantele unui punct M la ecele doua
drepte sint chiar coordonatele punctului. Relajila geomefricd dati de enun{ esle
MM, -} MM, =a.

Cazul I. Dacad distantele sint socotite eu semn, atunci acestea sint coordona-
tele punctulul M, cu semnele respective in cele pairu cadrane, Relatia geomelrica
transformatd analitie este deci

2-fy=a K

sl reprezintd dreapta AE (fig. 55) In intregime, deci 51 partea punctati. Si se observe
insi ch daci M iese din cadranul I, atumel din punclul de vedere al geometriei
firh cemne avem diferenia distanfelor constantd si nu suma.

Cazul II. Dach relatia geomelricd se referd la dis=
tanfele absolute, atunel relatia analiticd este

¥4

xlHyl=a - (€]
Sfos) si reprezinta patratul ARCD, lucru care se vede usor, de=
™, oarece dacd M apaciine locului, atuncl simetricele fatd

~-\—‘*’!’m‘-‘-‘" de Ox, Oy si ervigine aparfin de azemenea locului.
Din punctul de vedere al geomelriei elementare pro-

| A.a) hlema se incadrcazi in al doilea caz.

_+— s — Alragem atenfic ed dupd ce g-w oblitut ecuafia loci~

lui geometric trebuie cercetat decd natura problemei ver-
L% mite ce toole punctele care werificd ecuajic sd aparting
locului, sauy numai o parte. Este chestiunea locului geo-
metrie limilal.

¢ Y

/] 3) Flind dote trei puncie A, B, C si se gdseascd lo=
cul geometric al punetelor care saiisfac relajie
Fig. 55 MBY: | MC*=2-MA%L

=N
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Se alege dreapta BC ca axéd Ox 5 mediatoarea segmentului BC ca axi Oy
Coordonatele punctelor sint: Alxy, u), Ble, 0), Cl—a,0) si M(x,y) care este punct
curent al lceului, Relatia gpeometricd {ranspusid nnalitic cste

(@ () P — 2 P — )

sau, dupid dezvoltare gi reducerea termenilor asemenea

sty y=x; + yi —a* (5)
Aceasta este ecuafia locului geometric §i reprezintd o perpendiculard pe me-
2.
diana OA a triunghiului ABC, deocarece coeficientu]l siu unghiular este — =

Hy
Discujic, a) Problema prin enuntal ei, nu duce la nici o limitare a locului
geomelric, deci locul geometric este toata dreapla,
b) Cazuri particulore, 1) Daefi OA=g, adicd mediana triunghiului ADC este
jumiitatea laturii BC, atunci 27 yf—a? si ecusfia locului se reduce la xz-Fyy—0,
adicd perpendiculara pe OA earc trece prin origine.

2) Daeh trivnghiul ABC este isoseel, alunci A gty si x=0. Ecuafia locului
devine y= g%l— o paraleld la Ox,
d) Paci “;Jf, B, C, sini coliniar!a: atunei A @0z gi g¢;=0. Bcuagia (3) se reduce
Iaa= x'T* deei o perpendieulard pe dreapta ARC,
S

Am dot acest moedel de discutie pentru a ardta ei In primul rind trebuie vizut
dachi locul este limitat sau nu, apoi este bine si se prezinte unele generaliziri sau
cazuri particulare interesante.

3. Locuri geometrice rezultote din intersecpii. In cazul locurilor rezul-
tate din inlerseclii de eurbe punctul M se afla 1= inlersectia a doud curbe
veriabile, a ciror pozifie depinde de un parametru L. Prin urmare ecualia
fiecdrei curbe conjine variabilele x, » si un acelasi parametru ) care
schimbéd pozitia fiecirei curbe, dar nu nodificd gracdul ecuatiei sale. Cele
doud curbe se pot scrie deci, in gereral, yub forma

fle. y; M)=0 si glx, y; L)=0, (6)

Ne propunem si gisim metoda de a determina locul geometric al
punctului M in acest caz.

Ecuatlile (6) formeazd un sistem pe carve il pulem rezolva in raport
cu x st y; acestea vor fi Tunctii de i, deci vorn avea

T=g(), y=b(k). ("

Trebuie si precizim ca din punct de vedere practic rezolvarea siste-
mului (6) poate duce unecori la greutiii destul de mari, dar, asa cum vom
vedea, aceastd rozolvare ne intereseazd prea puiin.

In baza relatiilor (7) la fiecars valoare a lui A carcspunde o pereche
de valori (x, y), deci un punct in plan, Cind 3 variaza continuu, punctul
M(x, y) 15 schimba si el continuu pezitia si deserie eurba-loc geometric,
Penlru acest motiv se zice ca (7) reprezintd ecuatiile parametrice ale locu-
lui geometrie. Legédtura intre x si y este fHculd indirect prin parametrul i.
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Te nol ne intereseaza legitura direcld inlre & si y, deci ecuajia car-
teziand a locului. Aceasta se face eliminind pe ) Intre cele doud ecualii (7),
deci scotind pe . dintr-una din cle §i intreducindu-l in cealalid. In acest
fel se obline o relatie de forma

Pz, ¥)—0 (™)

care este ecuatia locului geometric ciutat.

S5a observdam insd ca ecuatiile (6) si (7) sint echivalente, prin urmare
putem climina pe L direct din (6), tard a mai lrece prin (7) si vomn obfine
acelasi loc geometric.

De aici regula:

Pentru a gisi locul geometvic rezultal din intersectia a doud curbe
variabile, care depind de un acelagi parametru, se elimind parametrul
intre ecualiile celor doud curbe.

Dupa cum s-a vAzut sistemul (7) a fost necesar numai peniru a de-
monstra ca locul geometric se obfine prin eliminarea parametrului, Se
intimpld insa cite o datd ca eliminarea parametrulvi din (6) s se facd
greu, Atunci trepuie incercat daca nu cumva trecind de la (G) la (7),
eliminarea se face mai usor intre ecuatiile (7).

4, Cazul cind curbele confin mai multi parametri, Se poate ca din
enuntul unei probleme s& apard doi parametrl si alunci ecuatiile curbelor
care determiné locul geometric con{in doi parametri, adicd sint de forma

fte, y3 &, w)=0, g y; A, w)=0. (8)

In acest eaz insd tot enuntul problemel trebuie si ne dea si o relatie
de legdturd intre cei doi parametri, deci

A, u)—0. (8)

Eliminarea celor doi parametri se face intre cele trei ecuatii (8) si (8/).
Tn mod aseméindtor trei parametri se vor elimina inlre pairu ecualil ete

Se tntimpld uneori, destul de rdr, ca o problem# sé eonyind doi para-
melri, [drd relatie de legdturd intre ei si totusi sé existe un loc geometric.
In astfel de cazuri, atunci cind se eliminid unul din
parametri, se elimini dc la sine §i al doilea.

Exemplele care urmeazi vor ldmuri si mai bine
expunerea.

Exemple 1. 8¢ considerd un unghi drept si un punct
fim A. O dreaptd de direcfie constantd taie laturile unghiniui,
respectiv in M si N. Se cere locul geometric al intersectiei
perpendicularcl din M pe AN, cu perpendiculara din N
pe AM.

Latgurile unghiului drept sc aleg in mod fircse ca axe
(lig. 56). Punctul A are coordonate oarecare: A(xy ).

Dreapla de direciie constaniil o scriem sub forma y—ma-bL
(L cste parametrul problemei) unde m=const. da direcfia
Fig. 56. drepiei.
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Punctele M € Ox si N g0y sint tidicturile dreptei, iar coordonatele lor se obfin
fcind succesiv y=0 gi x=0. Sc gésegte M(——> 0] si N, k). Pentru dreptele AN
m

si AM ne trebuic numai coeficientii unghiulari. Ele filnd determinate prin doud
puncte avem imediat
= Yok, Y
AN — 3 ) mam = 71 =
a
n e
T

Rezulld ecuaiiile perpendicularelor din M st N, respeciiv pe AN 51 AM: y=
v
Xg T
2, A
St My
Yo— m,

m

x, care se mal pol serie sub lormele
Yo

Xy . %
Xy +yyu:h(y——) §i xxu+wu-—?t(yu **)'
m \ m,
Locul gevmelrie al punctului J de intersectie a celor douéd drepte se capatd prin
eliminarea paramectrului i; cceasta se obtine scizind ecualiile si Impdrtind eu )==0.
Ecualia locului geometric este

1)
Y—yo——  (r—axy).
m

Se observi ca locul este perpendiculara duséd 'din A pe dreapta MN de direcfie con-
stantd,
Notd. Solutia geometricd este simplé: oricare ar fi triunghiul MJIN,
AM §i AN sint indliimi, deei JA este a trela indltime 5t JA | MN,

2. Prin punctul fix M, se duc doud drepte perpendicularve: una toie axa Ox in
A cealalld axa Oy in N, Sa se gasenscd locul mijlocului lui AB cind unghiul drept
ge roteite in jurul lui M, (C.d.p.).

Seriem ecuatiile a doud drepte ce trec prin M, si sint perpendiculare:

(MyA) Y— U= f-"cffﬂ"a)

(MyB) U=Hr= ’i' {x—ay).

Paramelrul comun esle coelicientul unghivlar L al primei dreple. Intersectind
LY
cele doud drepte, respecliv cu Ox 5 Oy, se cbiine A (;cﬂ— !;L“ X 0) kB (01 Yo 1"),;

Atunei mijlocul segmentului A

B a
1, 1 =
{"cu_f)' yfg(yu-&-?—?)z

Do data aceasta curbele: varizbile care determini prin interseetia lor punetul M
sint drepte paralele cu axele, cu alie cuvinle am gasit ehiar un sistem de forma (7).
Pentru climinarea lui A ar trebui sa-1 scoatem dintr-o ecuafie si si-1 introducem

are coordonatele:

r=

| PR

in cealalt, dar este mal simplu sf scrlem intil ecualille sub formele 'yf =—2;

, 1 £y — 2x
%oy dennde =", qu araboyy=xd-+ o
i % 22— Al

Locul geometric este mediatoarca segmentului OM,; (a se vedea problema 84).
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3. Pe laturile wnui wnghi drept 0y se iau punctele A pe Ox gi B pe Oy, apoi
punclele variabile M pe Ox, N pe Oy care saiisfoc relufia

OM , ON

— b =2

04 OB

8d se giseascd locul geometric al punctului J = AN [] BM.

Am Juat acest exemplu cu un anumit seop: de a arata ca dacd cele doud drepte
variabile coinecid la un moment dat, atunei orice punct al lor este punct de inler-
sectie sl dreapta aceasta dubld apare ca loc geometrie, fari a fi adeviratul loe
geometric. Astfel de locuri geometrice rermltd din nedeterminarea punciului de
intersectie sl este bine si stim si le recunoasiem peniru a le separa ca si rimini
locul geometric verilabil. G

In problema dati axele sint laturile unghiului drept. Coordenatele punctelor
le nosdam: A(a, 0), B(0, b), M{a, 0), N(O, B).

Dreplele din enunf se scriu prin taieturi:

x Yy : x Y
AN e e e BM meeltea
(AN) 7 (BM) T
la care se adaugi relajia de legaturi
e
——=19,
a b

Avem in fafi o problemi cu doi parametri a, p 3 o relatie de legdturd intre
ei. Inlve cele trel ecvalii trebuie eliminall a si 8,
Din primele doua ecuafii se scoate:

ay hx

B e

a—x b—-y'

bt vy
acestea introduse in relatia de legatura ne dﬂ1]ﬂ“{b—y) +b—(ai_z]:2 sau electuind
caleulele
bix2-2ab xyta’yt-—3ab(ba--ay)-+ 2a?bi=q,

Am obfinut o ecualie de gradul al Il-lea. Si observim finsZ ci atunci cind
N=B, deci B=b, relatia de legaturd ne di o xa, adicdh M=4. In acest caz insi
dreptele AN si BM ceincld si toate punctcle dreptei AB sint puncte comune, deci
Al trebuie si apari ca loc geomelrie rezullat din nedeterminare. Tn consecinti,
ecuatia de gradul al I1-lea érebuie si se descompuni.

In adevdr se observd ci ecualia poate [i scrisi (ba+-ay)?—3ab(brt-ay)--2a2bi—
=0, carve rezalvata in raport cu (bax-t-ay)® duce la

bx--ay=2ab si br-{|-ay—ab sau

x i x Y ;

=kt 0 D) —+--— =0
@) 2a 5 2b d ®) ° b

Dreapta (P) este verilabilul loc geomelric §i se construicgte imediat avind tiio-
turile 2a, 2b; este deci paraleld cu AB.

A doun dreapld (D) esle AB, care asa cum am prevBzut trebuia si apard ea
loe rezultat din nedeterminarea punciului de intersectie,

* In caz dc nevole se va nota bxt-ay=z.
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4. Se dd un paralelogrum ABCD. O paraleld la AB
iaie laturile AD i BC, respeciiv én M s N; iar o para-
12ld la AD iaie laturvile AD si CD, respectiv in P si Q.
Sd sz afle locul geomelric al punctului PN[MG.

Se alege latura AB ca axd Ox si perpendiculara pe
ea in A ca Oy, apoi se noteazi cu a abscisa lui B (fig. 57)
Ecualiile laturilor paralelogramului sinl: (AB) y=0; (CD)
Y=b; (AD} y=mzx: (BO) y=m(x—a). Ecuatiile dreptelor
MN sl PQ sint respectiv: y=12 si y=max+4-« Dupid cum se
vede apar doi purametri ¢ si f fira ea problema sd ne
dea v leglfturfi intre ei, fotusi. exisid un loc geometric.
Rezolvind sistemele furmate de dreptele: MN gi AD, apoi
de MN si BC gasim:

Flg. 5%
M (J} ' 3); N{g 4-— rf)
i m
o bLb—aq
De asemenea PQMAB si PQIICD ne dau P| —- '!0]; fJ( R £ B
m m
Acum se pot serie ecuatiile dreptelor M@ si NP, care aduse la forma generald
sint
(14Q) m(p— B)xr—(b—a—f)y-tap—0a
(NF) mBx—(ma--a-+pB)y- af=0.

Prin scdderea acestor dond ecuafii (prima din a doua) dispar omindoi ‘para-
metri si se obtine ecuatia locului
mbr—(b-ma)y=0,

o dreapld care {reve prin origine gi prin punctul C, deci locul este chiar diagonala
AC a paralelogramuluit,

EXERCITII $1 PROBLEME

146. SA se gdseascd locul punctelor M astfel ca diferenta patralelor
distanfelor lor la doud puncte fixe A si D sa fie constanti. S se caute
si 0 solutie vectoriala.

[O perpendiculard pe 415.]

* Cum se explicd faptul e desi in unecle probleme
exisla dof perwnetri,. (ird relatic de legitura intre ei, totusl
avem un loc geometric? 53 ne inchipuim in problema de
fatd ca MN ramine [ixa sl voriazd numai PQ si sa notam
cu L, locul geametrie datorit primaului parametru a«. Pre-
supunem apoi pe P@ [ixd si 53 notim cu Ly locul daterit lui
B. In general Lq sl Ly sint distincte, dar dacad se iritimpl3 s3
colneidii. eum a fost cazul aiei, atunci va exisla un loc geo-
metrie rezullal din variaia a doi parametri, farda legatura in-
ire ei,

De exemplu dacd AECD este un trapez cu bazele AB gi
€D, MN paraleld cu bazcle, iar PQ paraleld cu dreapta care
unesle mijloacele bazelor, afunei L, este o dreaptd, diferitd
de diagonala. iar Lg este o conicd ce trece prin A si €. Cind
bazele trapezului devin cgale, deci, trapezul devine paralelo-
gram, atit L, cit 5i Ly se reduc la diagonala AC a paralelo-
gramului.

B — Geometrie analiticd ¢l X1
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147. 84 se gaseascd locul geometric al punctelor care au raportul
distantelor la doud drepte concurenle, constant.

[Dous drepte care trec prin punctul comun dreptelor date. Pentru
k=1 se obfin cele doud biseclvare.]
J 148. Fiind date trei puncte A, B, C, si se giseased locul punctului M
care satisface relatia:
MB24 MC2—2M/A2=F (const.).
Sa se deduca problema de la exe mplul 3 §2

1. 149, Dindu-se in plan (r4-1) punctcla: M,, Moy el DGy, S8 Se
gitseascd locul punclului M care satisface relatia

MM} 4 MM2+ ...+ MM:—n - MM =T (const).

Caz particular k—0.
[O dreaptii. Este generalizarea problemei precedente.]
150, Se da un triunghi dreptunghic ARC cu ipotenuza BC=a si cate-
tele TA=b, AB—c. Sa se gaseascd locul geometric al punctelor M care
satisface relatia

b2 MB24c2. MC2—a? MA?=Fk (const.).

Caz parlicular k=0.
[O paraleld la ipotenuzd, Pentru k=0 se obfine o relalie interesantd
a punclelor de pe ipotenuza. 8.G.M. IV.p.97.]
+151. Sc dd un patrulaler ABCD gvind doud laturi egale =CD:
53 se arate cii locul geometrie al punctelor eare satisfac relatia

MA?4MB?=MC2.|-1ID?
este mediatoarea segmentului care uneste mijloacele laturilor egale.
¥ 152, Dintr-un punct P se duc perpendicularele PM, PN pe laturile OM,
ON ale unui unghi dat. Sa se gdseasca locul punctulu: P stiind ci
OM 4 ON =const. (Salmon).

[0 perpendiculard pe bisectoarea unghiului. Sc pot alege ea axe bi-

sectoarele (interioard gi extericaré) unghiului.]
¥ 153. Un triunghi are o laturd fixd i aria constanid. S& se afle locul
virfului mobil,

[Se serie e aria este constantd. 2) Dacli aria se considerd cu semn,
locul este o paraleli la bazd. h) Dacid aria se considera in modul, locul
este compus din doufi paralele la bazi.]

- 154, Se da o dreapta (D) 5i un punct A exterior. Dacd Mg (D) si este
mobil, sd se afle:
a) locul mijlocului segmentului AM;
b) locul punctului care imparte intr-un raport dat k& segmentul AM.
[Paralele lo dreapta (D]
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155, Virfurile A, B, C ale unui triunghi se misci arbifrar pe ftrei
drepte para lele. Sa se arate cd centrul de greutate G descrie un loc geo-
melric 81 gd se precizeze pozilia lui. S4 se dea s1 o solulie vecloriala.

[Se va lua Ox ecu direclia dreptelor paralele. Atunci Ala, @), B(R, b),
at+b4e
€y, e § y= +3' — = const. etc. S& se observe ci problema confine

parametri independenti a, B, v.1

156. Patrulaternl ABCD are virfurile A, B fixe, iar C si D mobile pe
doua dreple (A), (4’) paralele intre ele. Fie M, N uujloacelc segmentelor
AB, CD. S se afle locul mijloculul segmentului HN.

[Problema contine dol paramelri, Se va lua o paraleld la (A) si (A7),
ca axa Ox. Atunci Az, ¥)), Blry, 1), Cle, @), DR, b). Ordonata mijlocului
lui MN este constantid. Locul este o paraleld la (A), (A") a cérei pozitie
este precizatd.]

¥ 157. O dreaptd se deplaseazi paralel cu ea insfsi si intilneste axele
de coordonate in M si N. Prin M si N se duc drepte cu directii fixe; sa se
afle locul geometric al intersectiei lor,

[O dreapla care trece prin origine.]

158. Pe o dreapta (I?) se dau douad puncte fixe A, B si un punct
maobil M. Pe le])Cﬁd‘lﬂll wra ridicatd in M pe (D) se iau segmentele con-
stante MP= =p §i ) g. Se cere locul geometric al punctului AP() BQ
(5.G. M. IV).

[Fie @, pozifia lui @ cind M=A si P, pozifia lui P eind M=B. Locul
este dreapta @,P, ]

e

=159, Se da un punct fix A pe axa Oz si o dreapli (). Prin A se duce
o dreapld variabila (4) si fie M=(AM)[) {D), N—(A)ﬁ Oy. S& se giseascld
locul geometric al intersectiei perpendicularei pe Oy in N cu dreapta OM.

[A(a, 0) 51 y=mma-t+n ceuatla dreplei (D). Locul cerut este (am-|n)z—
—ay-{-an=0, o dreapta.]

160. O dreaptéd se deplaseazd péstrind direcfia si intilneste axele Oz,
Qy, respectiv in A 51 B. Se construieste un dreptunghi ABCD cu virful C
pe o dreapta fixd (A). S& se glseascd lecul virfului D (C.d.p.).

[l este ceeficlentul unghiular al directiei constante gi y=—max+n
ecuajia dreptei fixe. Locul cste dreapta ka-|-(K*—mk—I1)y-n—0.]

+ 161. Se dau punctele fixe A2O0x si BEOy. Se iau apoi punclele varia-
bile A‘€Ox i D'€ Oy astfel ca OA’-} OB —0ZA}-OB. Si sc piiscascd Tocul
intersectiei dnept.eloz AEB’ cu A’B (Salmon).

[Afa, ), B(0,b). Locul este x--y=a--b, In ecuatia locului apare
insét 5i dreapta AB. S& se explice de ce (vezi problema 3§ 3).]

=} 162. Se di dreapta (D) 2x+437—12=0. Un punct M mobil pe (D) se
proiecteaza in P pe Ox si in @ pe dreaptn z—y 42=0. Sc cere locul geo-
metric al mijleculul segmentului PQ.

g




116 CAPITOLUL X

[ME(w, B) (D) deeil 2q--3p—12=0. Se ealculeazd coordonatele lui P

v . 4 & : Pl 1
si Q. apoi ale lui N, mijlocul lui P! m:;(aa{—{smz), HES i(q-{-ﬁ_}g)_
{floegg?fllﬁ w yi B intre cele trel ecuafii. Locul este dreapta x—Ty-4
.. 163, Se dau dous drepie (4), (A7) si un punct fi A, O dreapti varie-
bila care trece prin A taie pe (A) gi (A), respectiv in M si N. Si se
gdgeascé locul geomelric al punetulud Pe MAN, care satisface relatia:
a b e,
AM AN 4P

a, b, ¢ fiind gonstante. Car particular é=a-L-b. Sa va cerceta cazul cind
P esle conjugatul lui A fati de M si V.

5P .. AP i A 4 AP
[in:i'zcaﬁe. Se seriea— 1L -_‘_; =¢. Seobservi e 1”_:&@ =
= AM | AN e MA A
AP / . . MP NP
=l— —— ete. gi relalia devine a — =@'["b—¢. Se la Lna din

An MA NA
dreptele date ca O, eealalld flind y—max. Se notcaza Ay, yy) si Plx, 10 si
se tine seama cii rapoartele in carc dreptele date impart seymentul AP
iy " . u ML
sint toemai cele de maj sus. Locul cste dreapta a — 4-b — Y —a-b—e.
b ' i’ o My, g
1 LI)TJ!T 1" conjugat oy A avem a=b=1, e=2. Se va scrie ecuatia locului si
in eazul cind ecuatiile dreplelor dale sint D—0 51 D=0, parecare.]

1

caproLur 3%l

CERCUL

=

1. Beuafia cercului. Cercul este locul geomelric descris de un punct M
care tiamine la egald distantd de un punct fix C, centrul cercului. Daci
nolim cu v raza cerculul, relalia peometricd pe care o satisface punctul
curent M este (fig. 58) ;

CM=r.

Fie C(a, &) 51 M(x, y) cenlrul si punctul curent raportate la un sistem
dreptunghiular de axe. Relatia geometried se serie analilic

V @E—a (y—by=r

sau, adusi la forma rationala

[(e—a)+(ybyr—r2= o_\ (1)
SR AT el
Aceasta este ecuatia cercului, cind se dau centrul si raza.

Dacii centrul este In origine, atunci a—=b=0 si ecualia devine

(a2 y—ri=0.) 2

Kcuatiile (1) si (2) reprezintd cercuri numai in axe dreptunghiulare.
Daca vrem sd tratdm problema vectorial, atunci trebuie observat cd
e
vectorul CM isi schimbé pozitia, dar are modulul constant, deci |CM|=r,
care duce la acelasi rezultat.
2. Dacéd desfacem patratele in (1) obfinem ecuatia cercului sub forma

care este o ecuatie de gradul el II-lea in x si y. Reciproc insd, nu orice
ecualie de gradul al II-lea reprezintd un cerc.
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In adevar ecuatia generala de gradul al l-lea in x g y este
A Bay+Cyl 4 Dx+ By F=0 (4)

care comparata cu (3) ne duce la urmatoarele constatari:

1) Ecuoatia cercului (3) nu contine termenul in xy, deci in (4) trebuie
«ca B=0,

2) In (3) =2 §i y? au coeflicientii egali cu 1, dar dacd a si b sint frac-
tionari. prin cl]mmarea numiterilor se obtin f‘oe[lmentx diferiti de 1, dar
egali intre ei, deci in (4} trebuie s3 avem (= A.

Prin urmare pentru ca (4) si teprezmte un cere trebule si aib3
forc ol M e (0 . 1

Ex - 1.'9) + D:r+ Ey+F= 0‘\ (5)

pe care o vom numi ecualia gerzerala a cc—:rm.luy Daca impértim cu A

(A3-0, cici altfel nu mai avem cere) st notim v =2m, A; =2n, — =7
i J

obtinem ~ P e - N et

L_’J-tr3+2m7 - C'myup—‘(‘)j (6)

pe care 0 vom numi écuafia normald a cercului®.

In rezumat formele principale sub care sc prezintd ecuatia unui cerc
sint: ecuatia (JE'LGTGIG (5). eeuagia normala (6) si ecuatia cu patratele
strinse (1)

Deoarece trecerea de la ecuatia generald la ecuatia normald se face
foarte simplu prin fmpéartirea cu A, formele care intereseazi in mod
deosebil sint (1) si (6)

3 Interpretarea geometricd a coeficientilor. Ne referim la ecuatia nor-
mald a cercului (6): aceasta comparatid eu (3) ne da

m=—a: n=—Dh: p=a?+b2—r? (7)

Coeficientii lui = si y (2m si 2n) sint coordonatele centrului, dublate si cu
semn schimbat. Pentru interpretarea lui ] ducem din origine tangenta OF
la cerc (fig. 59) s1 din triunghiul dleptum:r hic OCT scoatem: OT?=0C2—r?=
=a?4 bl—7? deci

=072

Asza eum aratd si figura, s-a presupus originea exterioard cercului

Dacd criginea este interioard cercului. alunci se duce coarda care
trece prin O si este perpendiculard pe diametrul OC: fie T° unul din
punctele unde aceasta tai= cereul Avem (fig 60)

Ol 2=rl __0OC2=r2- (a2+ bE) = V(QE &4 bZﬁ"r!),
de unde
=0T,

* Prin analogie cu ecualia nermala a dreptel, care se
capatd din ecuatia generald. prin impdrtirea en un factor.
Analegia este mal evidentd la puterea punctulul fats de
cerc,

CERCUL

Fig. 60.

In ambele cazuri p reprezintd puterea originii faii de cerc®. In primul ca=
puterea originii este data de patratul tangentei OT, in al doilea caz puterea
originii este dald de pdtratul semicogrde: 01 | OC luat cu semnul (_):

De aici rezultd cd numai privind ecuatia unui eerc pulem spune daca
originea este exterioard sau intericard cercului, dupa cum termenul liber p
este respectiv pozitév sau negativ. Daci p=0, cercul trece prin origine.

4. Determinarea centrului si a razei. Considerdm cercul dat prin
ecualia normald

+y? 4 2ma+ 2ny +p=0.

Din relatiile (7) rezultd imediat:
/a=—in, b=—n 1=a?+bp | (8)

care dau coordonatele centrulul si raza, (’oordon'ﬁo]v centrului sint jumdi-
vitile coeficientilor lui x si y, cu semnul schimbat. Expresia razei ne con-
duce la urmitearea discutie:

1. Daci a?+4b*—p>0, raza este reald si cercul de asemenea real.

II. Daca a?+b2—p=0, atunci v—0, deci cercul se reduce la un punct,
Feuatia lui ge scrie o e
[E—a’+y—b1=0} )
si singurele valori reale care anuleazdi aceastd suma de patrate sint cele
care anuleasi fiecare patrat, adicd x=a, y=>b, deci punutul (a, b).

I1T. Daci a2+40*—p<<0, raza cerculm esle imaginard si cercul cste
imaginar, Deoarece r? estc negativ, ecuatia cercului scrisd cu patratele
strinse este ;
(x—a)2+(y—Db)2+r2=0. (10)
De data aceasla nu mai existd nici o pereche de valori reale (x, y) care s
verifice ecuatia (10).

5. Cazuri particulare. a) Dacd b=0, centrul cercului se afld pe axa.
Ox, iar ecuatia cercului se reduce la@ 'L‘r‘ T e Em.r | p=0. ?,zpsegte Lerme--
nal i gy

* Vezi manualul de cl, a X-a
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b) Dacd a—0, centrul cercului se afld pe Oy, iar ecualia estela?fy? I
+2ny +p=0) Lipseste termenul in . i . AV s i -
"¢y Dacd p=0 ecuatia cereului rémineLx2+ YR+ 2maf 2my=0)si cercul
“lrece prin origine (vezi si § 3). s = O
Lnle

Exemple 1) Ecuafia cercului eu centrul in origine i cu raza r=2 este:
&yt —4=0,
2) Cercul cu centrul €(1,2) si raza r=5 are ecuatia (—1)"4-(—2)2—25—=0 sau
x4y 3x—4y—20=0. Deoarece p<0, originea est¢ interioars cercului.,
3) S& se string} in pitrate ecuatia cercului g r—dy— 9=,
1

1 25
Avemn a=— o b=3, 7%= 7 T4to= 4 ecuafia este

=G_

2
e+ A map B

4) S3 se afle centrul si raza cercului a chrei ecuatie este
3y H—dx--6y-3=0.
Se Imparte Intii cu 3 §i se ohiine ecuatia normald, de unde
2 4 4 2
G.=E, b=—1, T?ﬁ g +1—1= 5 = E i
5) 8& se scrie sub forma strinsa in patrate ecualia cercului
a2 —dr- 0y 8=0.
Avem 8=2; b=—1, r’=4+41-—8=—3, deci r=i}/3. Cercul esto imaginar si

«arudfia ceruti este
(x—2)(y+1)2-3=0.

G) S& se spund unde are centrul, cercul de ceuatie
22yl -Ge—2 ) y—0.

Coordonatele centrulul sint a=—3, b=»X, deci centrul se afls pe dredpla x——3.

6. Determinarea unui cerc Se stie cii un cere este determinat de tr'z:i
puncte care nu sint in linie dreapti. Acest lueru, cunoscut din geometrie,
va lrebui ed-1 reghsim pe cale apalitici. Pentru ea un cerc sa (reaed
printr-un punct My(ag, ) trebuie ca ecuatia cercului si fie verificata de
coordonatele punctului, Tnsi ecuatia unui cerc contine trei parametri
m, n, p, deci pentru determinarea lor trebuie lrei ecuatii si acestea se ob-
tin seriind ed cercul trece prin trel puncte. Daca Alzg, w1), Blxa, 1),
“C(23, yg) sint cele trei puncte, atunci pentru primul punct trebuie si avem

T+t + 2may +2ny, +p=0, sau

si asemandtor.
2mxy 420y - p=——(2] - y2)
2mxy -+ 2nys - p=—(x2 4 y3) (11)
2maxy + 2nfs+ p=—(aF + g73)
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Necunoscutele fiind 2m, 2m, p, eonditia ca sistemul si fie compatibil.

51 determinat (sistem Cramer) este ca determinantul coeficientiler si fie.
diferit de zero, adicd

!

Ty U 1
iEy Uz 1 1s=0, (12)
X3 Y3 1 g

relatie care aralll ¢fi ccle trei puncte 4, B, C nu trebuie si e coliniare.
Cu aceasidi condifie 2m, 2n, P au valori unice si cercul este perfect de-.
terminat.

Exemplu 89 se gaseased ecuatio cereului determinat de punctele
(1 0 @21 (1 3.

Inlocuind eoordonatele fiecdiui punct in ecuatia normald a cercului se
obline sistemul

2m —2n—p=2; dm—Intp——5: 2m-+6n4+p—=—10

e 11 ] 13 . g ;
eare di mf-klfa, n=-—__, p=— . Ecualia cercului este S(@? -y -
(sl

—llr—8y—12=0.

Alta metodd, Se dctermini centrul cercului ca interseclie a doui me-
diatoare ale triunghiului, apoi raze ca distantd de la centru la unul din
punctele date.

Observdri a) Daci sc dau numai doui puncte, se obfin numai
doud ecuatii cu tref necunoscute, Se pot scoate doud necunoscute in Tunectie
de a treia si couatia cercului depinde de un singur parametru. Sc zice ci
avern un fascleul de cercuri, Asupra acestui lucru vom reveni.

b) Dacd se di un singur punct, atunci condifia ca cercul si treaci
prin acest punct duce la o ecuatie cu trei necunocscute, deci se poale scoate
una din ele eca functie de celzlalte dous. Ecuatia cercului depinde de doi
parametri. Exemplu: cercurile care tree prin origine £?-y?4 2mx+
=+ 2ny=0.,

7. Ca si dreapta, cercul poate i determinat in maj multe feluri, da
totdeauna vor trebui determinati trei parametri. Astfel dacd se cunose
coordonatele centrului (a, b) si raza r, cercul este perfeet determinat. Sa
se observe cd a da centrul echivaleazdi cu doufl conditii, edci sint determi-
nali 2 si b.

In afard de aceste doud moduri de a determina un eere, so pot ima-
gina si altele. De exemplu daca se pune conditia ca centrul si se afle pe
o dreaptd, aceasta di o relatie intre coordonatele centrului, deci o ecua-
tie etc.

1) S84 se determine cercul cu cenliul pe dreapta x=3, tengent axei Oy §i care
treca prin punctul A(G, 4).

Din eei trei parametri a, 6, v, condifiile problemei fixeazi doi: o—3 si r=3.
Lisind pe & nedeterminal vom scrie ecuafia

(x—3) - (y—b)"—0==0,
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Obligim acest cere si treacd prin A(5,4) i obtinem (5—3)>}-(4—b)2—0=0 sau

(b—4)=5 de unde b=4| Vé, deei doua solutii. Ecualiile celor doua cercuri se ob-
in inlocuind valorile lui b in ecualia de mai sus. - : i

i 9) St se serie ecuajin cerculuf ci centrul in C(5,5) sl tangent dreptei Az y—

-—5—Il, 3 / W
Cunoscind centrul ne trebuie num%i rféza. Aceasta se afld ea distantd de la
3.54+4.5— 7 -
C la dreapta data, deei r=|"" o e dmsd —6. Beuatia cercului este (x—35)*-
data, é

(17—5)2—36=0 sau x>}y —102—10y--14=0.
Y 3?)5513;; gc:?uu ecja?ia rm-cuf.niyttngem exei Ox tn punctul A®4,0) si care frece

i unctul (—2, 2). s '
n ge dau I:(rei condilii; sa treacd prin cele doua puncte sl si fe langent axei Ox.
Centrul se afld pe paralcla dusi prin A la Oy, deci jrm.:‘;, bh=ak. C:czom(vajtrlc se }"’-‘dF
ca 7=», decl scriem ecuatia cercului (—4)2-(p—2)2—=2*=0 sau X - —Ha—24 Y+
+16=0. Ca sa treacd prin punctul (—2,2) trebuie ca 4-}4-}16—4i-+4-16-—0, de unde
A=10, Ecualia cercului este a’| y>—8x—30y--16=0.

8. Intersectia unni cere cu o dreaptd. A gdsi punctele comune dintre
un cerc si o dreaptid inseamnd a gisi perechile de valori care ve_rlf.wa
ambele ecuatii, adicid a rezolva sistemul format din ecuatia cerculu_l $12 a
dreptei. De exemplu si cdutim punctele de intersectie ale cercului x*-
Ay tax—y—6=0 cu dreapta 2x | 3y—T=0.

— =% care dus in ecuatia cerculul

7
Din ecuatia dreptei scoatem Y=

ne di 13x%—13v—26=0 sau a2 2—2=0, cu riddcinile 2y =—1, ¥,=2, la
care corespund y;=3, yy=1. Punctele de inlersectie sint deci (—1, 3} sl
(2..1).

9. Intersectiac wunei drepte oarecdre cu un cerc ci centrul in origine
-este datd de sistemul
a2y —r=0; y=mmx +n. (13)

Tnlocuind pe y in prima ecuatie obtinem ecuatia de gradul al II-lea
(1 +mAx? + 2mnx -+ n’—r2=0 i ‘ (14)

.care di abscisele 7, xy ale punctelor de interseciie. Ordenatele se obtin
inlocuind pe x; si Ty in expresia lui y din (13). Fi‘irii a rezolva ecuatia (14)
putem si ne dam seama care cste pozilia dreptei fatd de cerc. In adevar
realizantul ecualiel este

R=4[mn?—(1 +m?)(n2—rH]=4[r(1 -+ m2—n?]. (15)

Sint urmitoarele situatii posibile: y f

~Dacd R>0 ridicinile sint reale si dreapla tale cercul efectiv in
‘doud puncte distincte, deci este secantd cercului. Deoarece v=>0 trebuie 82
avem din (15) i

il I
& l '\/I-{-m’

Observind cii parltea a Il-a a inegaliffifil este distanta devla arigine la
dreapta datl, rezulti ci dreapta este secantd cereului “daca aceastd dis-
tanta este mai micé decit raza; regasim pe cale analiticd un lucru cunos-
«cut din geometrie.

3
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Dact R=0 raddcinile sint confundate si dreapia este tangenta
cercului. Din (15) rezulta

7

Sl 17
{ Vitme | U
deci raza trebuie sa fie egald cu distanta de la centru (origine) la dreapta,

lueru stiut din geomelrie,
— Dacd R<0 dreapta taie cercul in deoud puncte imaginare si esle

exterioard cercului. In acest caz r< adicii raza ecste mal micid

S
Vifm® |’
decil dislanta de la cenlru la dreapta data.

10. Cazul general: o dreapti gi un cerc oarccare, deci

(x—a)24-(y—b)2—r2—0 si Y —mx+mn. (18)

Se poate praceda direct prin eliminarea lui 3, dar in acest fel sint
necesare unele calcule care devin inutile dacid reducem problema la cea
precedenta.

Penlru aceasla s didm sislemului de axe o franslalie luind ca noud
arigine centrul cercului C(a, b). Formulele, in care a’, y* reprezinti noile
coordonate, sint

I:a.}_:’:', yib+y" flg)
Sistemul (18) devine -
2Lyl ?=0; Y =ma’+ma—Db+n. (197)

Comparind cu sistemul (13) singura deosehire este cd n din ecuatia
dreptei este inlocuit cu (me—b-+n).
Hezulta imediat

R=4{r%(1 +mH—(am—>b-+n)?] : (20)

de unde cazurile care urmecazi.
Dacti R>0, réddcinile sint reale si dreapta secanti cercului,

Din (20) se deduee conditia 'r>1aml_$, adicd raza cercului tre—
7=

buie si fie mai mare decit distanfa de la centrul C(a, b) la dreapta datd
mr—y--n=0. :

Dgnc‘i R=0, rddicinile sint confundate si dreapta este tangentd cercu-
lui. Conditia este

am—b-n ‘ ]
Vifm?
adicd raza egald cu distanta de Ja centru la dreapta.
Daca R<0, radicinile sint complexe si dreapta este exterioari eereu—

lui. Sensul inegaliti{ii filnd contrar primului caz, raza cercului trebuie
sa fie mai mica decit distanta de la centru la dreapli.
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Exemple 1) S se spunid dacd dreapia Ja+1y—=25=0 este secantd cercuiui
a2 | y2—B5=0 gi, in caz cfirmativ, sd se aflé covurdomatele puncielor de intersectie.
Nolind cu # raza cercului i cu d distantia de 1a arigine la dreapta, avem

625

25
2G5 Jee —, I —— —§3,5, d.
r?’=65; d Vio .dect d o 62,5, de unde r>>

Dreapta este secantd, Coordonalele se alla rezolvind sislemul. Avem y=25—3x, care
Gus in ecuatia cercului ne da x®—15x--56=0. Rédacinile sint a;=7, ay—8 i, in-
locuindu-le in ecuatia dreplel, gasim y;—4, yo=L1. =
Punctele de intersectie sint: (7, 4) si 8, 1).
2) Dreapta 3x—5y—15=0. intilneste cerceul x +y>|2r—6y—15=0?
Elementele cerculul sint centeul (—1. 3) &i raza r=v/ 1-F0J-156=5 Distan{a de
—3—15—15 33

e S 157 o= DE0: 34 <6, rezul-
Yo + 85 ),"34 euarecer

la centru la drcapts datd este d—

tad>56>r. h
Dreapia este exterioard cercului.

EXERCITI $1 PROBLEME

fﬁ'l:’ 164. Si se scrie ecualia cercului cu centrul in origine §i cu raza r=4,
apoi a cercului cu aceecasi razi, dar cu centrul in punctul (—3, —5).

[ +yi—16=0; x*+}v’t6xt+10y-+18=0.]

& -+ 165. Sc cere centrul i raza cercului a céirui ecuatie este
224-y— 22+ 2 V5y—10=0,

Care este pozifia originii fajii de acest cerc?
[, —V3); =< Originea este intericari.

% —+66. Aceeasi problem# pentru cercul 8(x2+4y?)+4x+12y—27=0. Si
se pund ecuatia cercului sub forma strinsa in patrate.

1 3
[C‘ {* 4 o= 4): =2, Originea interioari. ]

T+ & 167. S84 se spunii care este marimea tangentelor duse din odrigine
la cercurile:

3224y +Zma+2ny +9=0; AE?+yY)4-2mx--2y+16 -0,
unde m, n, A sint variabile.
Al 4
[ Lungimlile tangentelor: "./3 (constantd) si ;/T (variabi]ﬁ).]
b~ | 168. Sd se punii sub forma strinsi in pitrate cereurile:
w2+ yi—dx+ By +25=0; a?+yd) 46—y +5=0.

[Cerc imaginar; ccre dc razd nulé.j
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T‘j;’_ 160. 84 se scrie ecualin cereului care trece prin punctele A(l, 1),
L{Q._O}, C(3,2). Si se afle centrul, raza $1 lungimea tangentei duse din
origine la cecre.

et
[ Hat ) —182—Ty4-14—0; BT= .?'J'

+ ITQ,_ Se cere ecuatia cercului determinat de punctele A(—4, 0)
D4, 4) si originea axelor. '
[ da—12y=0.]

1 ]
= e 1’;{‘{ Se dau pu‘ncte]e A(—1, 4), B(3, —2). 33 se scrie ceuatia cercului
carc ife pe AB ca diametru,

[Se determind centrul si raza; a2-}by’—2x—2y—11=0.]

£ [172] Se dau punctele Ay, vy), Bles, ). S8 se serie ccuatia cercului
cu diametrul ZB.

4 xlmﬁ(ﬁ_&gﬁ‘:;{'f]liﬁzﬁirea problemei precedente.  a?yi—(e e —@ -+
h=0.

b o} 73. 54 se scrie ecuatia cercului care trece prin origine si este langent
dreptei x+4-2=0, in punctul (—2, —3).

5
{a;l‘ b=—3, r=»x-12. Se plseste A= 1— e % T-Gy—0 ]

A L}: Sil se scric ecuafia cercului tangent axel Oz in origine si care
tiaceprin punctul A3, 3) 35 se defermine centrul si raza.

[x® f i Hy=0. C(0, —2), =21

I75. Se cere pozitia ficcirel din dreptele: 3x+4y—35—0, dz—3y

+20:q_, 12x—5y—78=0, fatd de cercu] eu centrul in origine si cu raza
r=6. 5& se calculeze coordonatele punctelor de intersectie reale.

I8V BVE 128V E e s Sl B E
[Sucaxltalz m ( L 8V .-——j;‘v”)w( 16—6Y5 18 8\!’:) ;
- ¥ 5 =

o
72 800
Baneenta i s
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176. S84 se afle intersectia cerculul a?fg?—dr—8y 80=0 cu dreapta
4r+43y—70=0.
[Dreapta cstc tangentd in punctul (10, 10).]

177. S& se spund daci cercul cu centrul in (4, 0), tangent dreptei
42+ 3y—06=0 taic sau nu dreapta 4rx—3y—6—0.

[Este tangent si la a deoua dreaptd. Se calculeazd distanfa de !a
C la drepte,]

178. Ce pozitie arc dreaptd (11-3%)r—25y+-2(1+A)=0 fatd de cercul
cu centrul in origine i cu raza r=27 ~
[Tangenta.]
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179. 84 se scrie ecuatiile tangentelor la cercul x2+12—4x—5=0,
perpendiculare pe dreapta 12a-45y—50=0,

|Fascicuiul de drepte perpendiculare pe dreapta datd este bx—
—132y--A=0. Se delerminid ) astlel ca distanfa de la centrul cereului
la dreapta variahildi sa fie cgald cu raza. Doudl solufii: Sw—12y—49=0;
5ax—12y-+-29=0.]

180. Si se piseascd ecualid secanlei paralele cu dreapta x—2y=0,
care determind in cercul a2 |y2—8x=0, o coardi MN=2.

[m—2y—4-613—03
181. S4 se calculeze lungimea coardei determinate de dreapta 4ax-
+3y—8—0, in cercul cu cenlrul C(2,1) tangent dreptei Sx—12y-15=0.

[Se calculeazd disianta de la centru la coarda si sc folosegte teo-
o rema lui Pitagora, Alifel: Se cauti M si N intersecfiile cercului ecun

dreapta, apol se calculeazd MN; MN=1,6.]

27182, 83 se scrie ecnayia ccrcului cu raza r=2, tangent axei Oz si
dreptei dx+-4y—24=—0.
676

52
[Patru  solutil: x?yt—dar—dy--4=0; .x."“'-l—y*—g J»—4y+— =0z

i 44 84
22 —28r—ay-F =0, oyt — E‘a’:—4’y—|— “;=(l. Se noteazd centrul

C(w, p) si tiind tangent la Oz rezultd p=12; se scrie apoi cd distanfa
de la centru la dreapta dall esle +2,|

183. 8& se scrie ecuatia cercului inseris in triunghiul format de drep-

[Bisectoarele unghiurilor Ficute de cele doua Lhepl.e cu axa Oxn
sint 22—10y--19=0 i x2-}+2y—8=0. Cercul inscris este z?-ty’—6z—bu+t
+9—0.1

184. Se cere ecuafia ecrcului cu centrul in w(—2, 5) si tangent cercu-
lui 22+ y?—4x—4y—1=0.

[Se scrie ca suma sau diferenta razelor este egald cu distanfa cen-
trelor. Doud solutii]

carirorur X1
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Fig. 61,

L. Tangentu intr-un punct situot pe cerc. Presupunem cercul (I') dat
prin centrul C(a, b) si raza r (fig. 61), deci ecuatia lui este

(r—a)?+(y—b)2—r?=0.

Pe tangenta in M,, situat pe cerc, luim un punct curent M(z,y).
Decarece Mye (I7) trebuie si avem

(x—a)?~+ (yo—b)>—r2=0. 1)
De altd parte se stie ci tangenta la Berg € este perpendiculard pe raza

punctului de contact, deci vectoril LMU 51 MnM sinl perpcndwulari si pro-
dusul lor scalar trehuie s# fie nul. Vectorii fiind dati prin cite doud puncte
se pot scrie

“CMy— (—a) T+ (yo—b)js MM = (x—ap) T 1 (y—yg).
Punind condifia ca produsul scalar si fie nul obfinem
(g —a)(@x—axp)+ (Yo—b)y—yo)—0.

Vom scrie x—ay=w—a+e—ry=r—a—@p—a) §i y—yo=y—b—(yo—b)
care inlocuite ne dau

(x—a)(wy—a) + (y—Db)uy D) — (@ —a)’—(yy—b)2=0
gau {inind scama de (1) .
(o) r—a) + b)(yg—b)—fﬁ@ @

cu conditia
(wy—0)+ (yg—b)2—12=0.

Aceasta esle ecualia tangentei intr-un punect al eercului.
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Ecuatia (2) se line minte foarte usor dacd se scric ecualia cercului cu
termenii dedublati:
(r—a){r—a) +(y—b)(y—b)—r" =0,

apoi primecle parantcze din cele doull produsc le lisim asa cum sint, iar
in celelalte inlocuim x si y prin xy si 1. Se zice cd ecuatia tangentei se
obline din ecuatia cercului prin dedublare.
Daca cereul are centrul in origine, atunci a=b=0 sl ecuatia tangentel
devine
xag+yyp—r?—0 cu condifia af + yi—r’= (3)

83 consideriim acum cazul cind ecuatia cereului este datdi sub forma
normala

22y - 2mx -+ 2h/y +p=0.
Jezveltind parantezele din (2) si grupind convenakil termenii se poate
scrie tangenta sub forma

ity Y —a (e -+ o) —bly—yg)+ a2+ b=,
Insd stim [XI, (7)] c& a=—m, b=—n sl ¢®+b2—2=p; ecuaiia langentel
devine
- T Hyo tm@Fao) Faty-Ly) Tp=0. (4)

cu cendifia

23 g3+ 2may - 2nyy-p=0.

S& se observe el (E-+xg) si (y-+yo) au drept coeficlenti jumiditifile coefi-
cieatilor lui @ si y din ecuatin normalé a cercului, Ecuatia (4) se poate
obtine din ecuatia cercului tot prin dedublare scriind: xi=z.a, 2=y 1y,
2e=wx+x, 2y=vu+1y, adica

Texty-y+ma+a)+nlyt+y)+p—=0.

Acum in fiecare termen lasim Jun a sau y neschimbal, lar celul de-al doi-
lea @i punem LL‘ indice si edpélam (4). Dacd cercul este dat prin ecuatia
generald A(x?+ 1;"\ FBx-C | D= 0, se imparte intii cu A si se aduce 1{._\-
forma nGrmala si numai dupd aceea se scrie tangenta prin dedublare

Exemple. 1) Tangenta in punctul A(2, —4) la cercul a24-y2-20=0

este - 2+Hy(—4)  20=0358u
r—23y—10=0.
z) Tangenta le cercul a2-}y?—Bx-l-4y=0 in punctul A l% % este
el _1_\ - =
o ———(x—l— )Tfely-kz}—o

satl
Sx—10y-+1=0

Atragem atenfia cé atunci cind se di cercul si punctul, primul lucru
care trebuie ficut este s3 se verifice dacad punctul se alld pe cere. In cele
doud excraple de mai sus verificarca o poate face ugor cititorul,

Y
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2, Tangente cu directia datd. a) Cercul cu centrul in origine. Pentru
ca dreapta y—ma-+n si fie tangentd cercului a?4-y2—r2=0 trebuie sa
taie cercul in douf puncte confundate. Inlocuind pe y in ecuatia cercului
gasim ecuatia de gradul al Il-lea in & pe care am scris-o in capitolul pre-
cedent, § 8. Realizantul ecualiei de asemenea esle scris, dar il transcriem
aiei: \

R=4r{1+m?)—n?. (5)

Presupunem acum ed vrem sii gisim tangentele la cerc care au directia
datd prin coeficientul unghiular m. Din ecuatia dreptci rdmine si deler-
mindm pe n, Insd ca ecuafia in x, de gradul al II-lea, sé aibd riddieini con-
fundate trebuie ca realizantul ei sd fie nul, de unde se deduce
n=-r\1-mZ

Inlocuind pe n in ecuatia dreptei gisim cd se pnt duce doud tangente la
cerc cu directia datd de m, anume

y=maxtr 1 -m (6

Dacii ne intcreseazd si punctele de contact, acestea stim cd se afld
pe diametrul perpendicular pe directia tangentei, deci de coeficient un-

ghiular (— 1)- Prin urmare punctele de contact se pot gisi intersectind
m

[lecare din cele doui drepte (6) cu y ——im adicd rezolvind sistemele
y=— lx, y=m:cir\/1+m%
m

Observare Punctele de contact s-ar putea obtine si allfel, de hpi‘;cla‘x: a) in=
terscetind cereul cu ficare tangentd, ceea ce revine la a rezolva doua sisteme de
gradul al [I-lea- b) intersectind cercul cu perpendiculara pe dircefia tangentei,

deci qy=— -x cega ce revine la a rezolva un sislem de gradul' al Il-lea eu rddi-
e
cini distincte.

Meloda pe care am dat-o in manual este mai simpla fiinded reduce problema
la sisteme de gradul I. In plus arc avaniajul ci aflarea langentelor si a punctelor
de contact constituic probleme independente.

b) Centrul cercului este w(a, b). deci ecuatia cercului esle

(r—a)24 (y—b)2-— r2=0. (7)

S84 mutdm axele, printr-o translatic, cu originea in . Formulele sint
x—a-+x’, y=b-+y siecuatia cercului devine

224y —r2=0. (7%

Dreapta y=mx+n prin lI‘Eln‘ﬂ‘ﬂ;le nu-5i schimbd directia, prin ur-

mare cocficlentul unghiular m rdmine acelam. in aceste condifii tangen-
tele la cercul (77), cu directia datd de m, sint

y' —ma’+r Y1+ mi . (8)

) — Ceometrie analiticd cl. XT.
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Revenind la vechile axe avem z'—a—a, y'—y—>b, deci tangentele
la cercul (7) sint
y—bxnz(r—a)irxl 1 +m. (&)

Punctele de contact se afli inlersectind liecare tangenid cu perpen-
diculara dusd din centrul cercului pe ca, adied rezolvind sistemele:

y—b=mr—a)+r\/ T+m2 y—b=ﬁi. (x—a). (9

m

Din felul cum se scriu tangentele paralele cu o dreapta data se des-
prinde cd esle necesar sa delermindm centrul gi raza cerculud.

Exemplu. Sd& se serie tangentele la cercul a?ty*—3a-+6y--9=0, inclinate
la 60" pe axa Ox.

Centrul cercului este m(i $ K 3) si raza r= \/E 00—
2 4
'

— = 3
unghiular al dveplei: m— /3. Ecualiile tangentelor rezultd; y-+3— 1,/3 (;‘uw 2):

« Coeticientul

|

= E Y1 -} 8 » deci separindu-le avem

2V Be—2y—3V3=0 s iV Iz—3y—3EtvI- 0

5 R
Punctele de contact se gasesc intersectind fiecare tangenta cu y-4-3—— 7= 'xﬁ

[ & 7 -\‘IB_
__%) Se gasesc Tl[% (24-Y8 1, — %EJ 3i _{‘[f @3, — %J .

Notd. Ca exercitiu, elevil care dorese pot stabili ecuatiile tangentelor de direc-
tie dald, pe cale vecloriala. Pentru aceasla esle necesar s ia un punet curent
Mz, y) pe tangenta, sa scrie versorul me al direcfiei normale la tangentd gi sa puna
conditin ;?‘:I-H:U =3ir:

3. Tangentele la cere, duse dintr-un punct exterior. Fie cercul cu
centrul in w(e, b), de raza r si punctul exterior A(xzy, yp), din care vrem
sd ducem tangentele la cerc (fig. 62). Pentru
aceasta scriem tangenta la cerc de directie

datd (me)

I y—b—mlx a)tr \,"m '

si impunind conditia sa treaca prin A, deter-
minam pe me. Prin urmare lrebuie ca

Yo—b=m(@g—a)Lry I1+m?

Separind radiealul si ridicind la pitrat, ob-
= tinem ecuatia de gracul al II-lea

Vig. 62, [yo—b— ey w)]*=r2(1 +m?) (10)

LS
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care, rezolvatf, ne di doud ridicini my 81 my Fxisti deci douf directii
pentru care tangenlele la cerc (rec prin 4, adica din A se pot duce doud
tangente la cere. Fcuatiile tangentelor se scriu ca drepte determinate de
un punct (A) si de directia respectiva, prin urmare

Y—Yo=m(x—2xg) si y—1uyp=ma(—=xg). (11)

Exemplu Sd se scrie ecualiile tungentelor duse din punctul A(—13, —4)
ia cereul x?y*—ix—2y=0.

Elemenlele cercului sint centrul (2, 1) si roza =3, Ecuafia in m cste
(—5+415m)2=5(1+m?  sau 22m2—[5m--2=0

|
care da my= '5 s My= ﬁ Cele doud tangente au, agadar, ecuatiile
1 " 2
Yd= - (@+13) si yi4= 11‘(?«:4-18) ‘

sau, eliminind numitorii

Z—2y |5=0 §i  2o—1ly—18=0.

4. Altd metodd de a ghsi tangentele duse dintr-un puncl A(xy, )

‘la un cerc este de a scrie fasciculul dreptei cu virful in A

Y—ty = Mr—a;)

¢i de a determina pe ) asa fel ca dreapta sa taie cercul fn douil puncie
confundate. Prin urmare eliminind pe y, ccuafia care rezultd trebuie si
aiba realizantul nul.

Metoda, care este mai directd decit prima, ave dezavanlajul ci duce
la calcule mai lungi.

EXERCITII 51 PROBLEME

“4485. Sd se scric ecuafia tangentei in punctul (—3, 1) la cereul
a2+ y2—10=0.
[Bx—y+10=0.]
- 186. Sa se scrie ecuatia tangentei in punctul (—1, —2) la cercul
alt+yd—Bx+8y—5=0.
[8z—+y+-10=0]

187, 84 se scrie ecuatiile tangentelor la cercul
a2y —3x+y+2=0

in punctele de intersectie cu axa Owx.
[a—y—1=0; x|y—2=0]
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188. Se da cercul 4(x?-4-y?)+8xr—12y+-9=0 si punctul A(—3, 2). S4
se giiseased ecuatiile tangentelor la cere:

a) paralele cu dreapta 15x--8y—12=0;

b) perpandiculare pe diametrul care trece prin A.

-15
[a) m:—g; 152--8y--20—0; 15x-+-By—14—0; b) m—4; Swx—2y-}
1y IT=0.1

189. Se dd cercul x%+y*—6x—4y—12=0.

a) SA se arate cA dreapta 12x—5y--10=0 este tangentd la cerc si
sa se determine punctul de tangenta.

b) Si se scrie ecuatiile laturilor patratului circumscris cercului, In
carc una din laturi este pe dreapta de mai sus.

21 1
[a) T(—ﬁi —F) i b) Ba-|12y—56=0, bx [-12y-|-T4=0, 12a—5y—111=0
3,

190. Un cere cu raza de 3 unitati este tangenl unei drepte (4). Care
este lungimea umbrei aruncate pe (4), dacd razele soarelui sint inclinate
la 150° pe (A)?

Generalizare pentru un cerc de razd r situat oricum fafa de (4), ra-
zele soarelui avind o direciie data.

[Se alege (A) ca Oz §i perpendiculara din centrul ‘cercului pe (A)
Vidw® ]

ca Oy. Lungimea umbrei este de 12 unititi. In general: 2r o]
Jm

191, S& se scrie ecusliile langenlelor duse din origine la cercul
24yt —dx 4 6y+1=0 (C.d.p)
34 Va3 ]
S =T

[I-:cuaﬁa in m: fm?—12m-+3=0. Tangentele; y= 4

S
/CIQySé ge giscasci punctele de pe dreapta ®4-2y—6=0, de unde se
pot duce tangente perpendiculare la cercul x?4-y?>—4=0 si si se scrie
ecuatiile acestor tangente.
[Punctele se gaseze la inteé'aec‘;la dreptei cu cercul concentric cu
i 2 ik
cel dat si ou raza 2'\.’2 % A(E,E)'B(E‘ 2). Tangentele din A; 3x—dy-t
-+-10=0 si 42-}3y—10=0, cele din B paralele cu axele.]

193. Sd se scrie ecuatia cercului care trece prin origine si prin punc-
tele AL, 0), B0, 2), 83 se scrie apol ecualiile tangentelor in punctele O,
A, B si sa se verifice ci aceste tangente intilnesc laturile cpuse ale triun-
ghiului OAB in trei puncte eoliniare.

le* P —p—2y-=0, Tangentele: @--2y—=0, r—2y—1=0, x—2y}-1=0,

4 2 1
Punctele pe lajuri; IVI(T)‘ ] —‘3—) 0 N((L e ;) +P(—4,0)]
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194. Fie AB diametrul unui cere si (T), (T’) tangentele In A 5i B.
Tangenta dusd intr-un punct variabil M intilneste pe (T) si (T°), respec-
tiv in P si @. S& se demonstreze ci:

1) AP-B@R=const. 2) Diametrii care lrec prin P si @ sint perpendi-
culari.

195. Un cerc de raza 7 se reazemi pe podea si pe un perete vertical;
planul cercului este perpendicular pe ambele plane. Unde trebuie ase-
zati o sursad luminoasid A pe podes, in planul cereului, asilel ca umbra
aruncatd de cere pe perete sa fie de doud ori cit diametrul cerceului?

[Intersectiile planului cercului ecu podeaua §i pereiele se iau ca
axe Ox si Oy. Fie A(0,0); se determinid a asifel ca tangenta la cere

(diferiti de Ow) sd aibi vrdunata la origine 4r. Se géseste ¢a=0A=3r.]

196. Se di cercul a?} y2—6y- 8=0. Si sc giseasci MEOx din care
ducind tangentele la cere, acestea si determine pe dreapta y=6 un seg-
ment de 6 unitati.

[M(a, 0). Tangentele din M la cerc: y=my(L—u), y:vga(x—u),sﬂk

s5i my rddicinile ecuafiei in m. Rezultg pentru y—61m1=-m*'x2'—m— Ll
1 2

Se serie cfl |z—ml=6 ete; a—-L7V2]
, :

L 797. 53 se scrie ecuatia tangentei la cercul x2-++y?—r2=0 in punctul
{r cos o, r sin @) si 83 se compare cu ecuatia normald a dreptei.

+198. Se dau cercurile x24yi—4y|4=0 si a?+y’—ldr—2y+49=0.
Si se determine langentele comune exterioare.
[Ambele ccreuri sint tangente axei Ox. Se cauld intersectia liniei

centrelor cu Ox si se duce a doua tangentd la unul din cercuri; y=0 si
12y-+5x—60=0.]

+ 199, 84 se determine cercul care cste tangent axei Ox si irece prin
punctele A2, 3), B(4, 1).

[Un cere tangent axel Oz are ecuatia a?-u’—2aw—2py4 a’=0. Se
pune conditia si treaca prin A si B. Doud cercurl cu centrele (54 *,/6,

44Y®) st G—V6, 4—V5).]

s
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PUTEREA PUNCTULUI FATA DE CERC

frd

s 3
Fig. G

1. Definitii Si considerdm un cerc (I') cu centrul m §i cu raza 7.

un punct P in planul cercului si o secantd dusd prin P, care taie cercul 3

in punclele M si N (fig. 63). pa il 131
Se stie (cl. a X-a) cd produsul p—FPM: PN este constant cind secanta
se rategte in jurul puncrului P si acest produs poorti numele de puterea

punctului P fatd de cercul (I').

Daci punctul P este exlerior cercului, atunci putem roti secanta in
jurul lui P, pind cind devine tangentd la cerc, iar punclele M, N se con-
funda in punctul de tangentd T. Fxpresia puterii punclului P esle afunci

¢ =PT2= Pgp’—r2 e

Relatia (1) se mentine sl daca punctul P este interior cercului, dar in
acest caz ¢ cste megativ; tangentele din P la cerc sint imaginare, adicd nu
se pot_duce tangente la cere. Reamintim cd in acest caz puleres, in mo-
dul, cste dald de patratul semicoardei duse prin P, perpendiculara pe wF-
Dacid P=(T') puterea punctului-este nuli. :

2. Expresia analitica a puterii punctului. Presupunem figura 63 ra
portati la un sistemn de axe dreptunghiulare xOy, oarecare si notam
wla, b), P(xg, yo), iar raza cercului r. Eeuatia cercului este

(—a)? 4 (y—)2 —r2=0. (2}

Puterea punctului se obfine din (1) traducind relatia analitic, anume

o= (g—a)*+ (yg—by—r2. (3

De ajci urmétoarea reguli simpld: puterea unui punct P fafd de cer-
cul (1) se obtine inlocuind in ecuafia cercului coordonatele curente prin
coordonatele punctului P.
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Dacid cercul este dat prin ecuatia normala, atunci puterea punctului
fatd de cerc este
px iy ok 2may+ 20y +p, (4)

deoarece ecuafia normali nu este decit ecuatia (1) dezvoltatd. Daca insa
cercul este dat prin ecuatia generali ]
A(@?-yd)+ B+ Cy+ D=0 - (5)

atunci trebuie adus intii la forma normald, prin impiriirea cu A si nu-
mai dupd aceea se aplicd regula de ealcul a puterii punctului. Prin ur-
mare

9 B C D Alxh4-y3) + Bx, + Cyp + D
p=xi+ o Rt Tht - sau P=‘—"u°7ﬂ“+ A (6)

Se poate chserva ci cxisti o anslogie pronuntati intre distanfo de
la un punct la o dreaptd si puterea unui punct fald de un cerc, anume:
a) si una si cealaltd se obtin din ecuatia generald prin impérgirca cu o
constantd; b) si una si cealaltd se obtin inlocuind coordonatele curente
prin coordonatele punctului dat, dupil ce s au adus ecuatiile respective la
forma normala.

Aceastd analogie Indreptiteste numirea de ecuatie normald a cercu-
lui in ecazul cind coeficienfil lui a? si 2 sinl 1 sau cind sint adusi sa fie
1 prin impartirea cu A.

Exemuple. a) Puterea punctului P(1, —1) fatd de cercul x|y
L 92—() oste p=4. Punctul este exterior cercului si tangentele din P la
eere au lungimea PT =2,

" b) Puterea punctului P(2, —2) fafi de cercul 2(x?+y%)—8x4-2=0 este

2 Lign 9 i
p— M =0. Punctul se afid pe cerc.

&

¢) Puterea punctulwi M(2, 1) fatd de cercul x?-+y?—9=0 este p=—A»4,
deci M este interior cercului.

3. Aplicatii. I. Locul geometric al punctelor care au aceeagi puiere
fatd de un cerc este un ali cere concentric cu cel dat.

In adeviar fie cercul dat prin centrul wfa, b) si raza r. Puterea punec-
tultd M{g, o) esle p—(wo—a)? -+ (yo—b)—r? Dacé p —const., atunci legi-
tura in xy §i Yy este (@e—u)2+(Ye—0)2—(*+p)=10 sau lrecind la coordo-
nate curente (x, y)

(F—a)?+ (—by—@2 - p)=0.

Locul geometric este deci un cere cu acelagi centru, dar eu raza \/r"- I p.

II, Cercuri ortogonale. Daca doua curbe oarecare (C) si (C') se taie
astfel el in punciul comun tangentele lor sint perpendiculare, curbele se
numescertegonale in acel punct.

Si considerdm acum doud cercuri care se taie in A si B (fig. 64):
anul eu eentrul wm, altul cu centrul w”. Daecd cele doud eercuri sini orto-
gonale, atunci w'A | wA. Deci penfru ca doud cercuri si fie ortogonale
trebuie carducind tangentele din centrul unuia din ele la celalalt, lungi-
mea tangentei sd fie egald cu raza lul. Altfel spus, puterea centrului unui
cerc, fatd de al doilea, trebuie sd fie datd de patratul razei lui.
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De aceasta observare ne vom servi ca sd gi-
sim conditia analiticd pentru ca doud cercuri sa fie
artogonale. Fie

() 22+ y2 4 2ma - 2ny +p=0
sl (') x4yt -omiz - 2nty 4+ pi=0

ecualiile celor doufi coreuri. Primul eere are cen-
trul w(—m, —n) si raza r2=m2+n2—p. Scriind c&
puterea centrului este egald cu patratul razei ob-
tinem

Fig. 04, w2 m—an 4 w4 nd—p
sau 2 mm'+2nn’=p-1p’. {7y

Exemplu. Si se determine cercul cu centrul pe dreapla x=3 si
cu raza de 3 unitdfi, ortogonal cercului x2-1-y*—axr =0,

Elementele cercului cautat sint: centrul (3, A) si raza r=3. Puterea
centrului fald de cercul dal trebuie si fie 72=0, deci 9412 -12=0, de
unde }\,:iE'\/S. Proklema arc doufd solutii; acestea sint eercurile

(x—8)2 |- (y+2V3*—o=0.

Observeore. Conditia (7) ca doua cercuri ‘:n fle ortogovale se poate obfine
#i din triunghiul dreptunghic wAw’, scriind ci ow' = 1"41"? 5i lransformind relatia
geometricd in relafie analitica,

4, Axg radicald ¢ doud cercuri. Ne propunem sa gasim locul geome-
tric al punclelor care au aceeasi pulere [atd de doud cercuri date. Pro-
blema a fost tratatd geometric in cl. a IX-a. O rcludm acum sub aspectul
ei analitic.

Ecuatiile celor doud cercuri sint, sub forma normala:

22 y? - 2 2ny 4 p=0 ()
22 L2 Imixe+-2n'y+ p'="0. {w”)

Helatia geometrica datd de enunt este
b4 (8)

unde p si @’ sint puterile unui punct M(xg, yp) fati de cele doud cercuri
(fig. 65). Dupid cum stim locul geometric se capitd transformind relatia
geometrica in relatie analitica, deci

Ty y§ - 2mag +2nyy+p=xity i+

+2m g+ 2n'y+p

W (X0, Yo)

Deoarece g, yp sint coordonate curente pu-
tem sterge indicii si trecind tofi termenii

in prima parte oblinem
2m—m )+ 2(n—n Y+ p—p =0 (9)

earc cate locul geometric cautat.
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Leuatia (9) fiind de gradul I reprezinta o dreapld; aceasta poartd nu-
mele de axd radicald a celor doud cercuri. Asadar, locul geometrie al
punctelor care au aceeagi putere fapd de doud cercuri date este o dreaptd
care se pumeste axa radicald a celor doud cercuri.

Dacid privim ecuatiile celor doud cercuri (w) si (o) si ecuatia (9) a
axel radicale se observa cid ecuatia axci radicale se obfine direet din ecua-
fiile ecreurilor prin sciiderea lor.

Dacéd insd ecuatiile cercurilor se prezintd sub formi generald (As%1),
atunci’' trebuie, aduse intii la forma normald si numal dupd aceea prin
scddere se obline axa radicald. Accasta'fiindcii relatia (8) cere ca ficeare
cere sd fie adus la forma normala. il e

Proprietitile axei radicale. a) Deoarece orice punct M al axei radi-
cale are puteri egale fata de cele doua cercuri, rezulta ca daca M este ex-
terior cercurilor, tangentele duse din M la cercurile dote sint egale
(fig. 65).

__b) Notind cu Ty, Ty, Ty, T; punctele de tangentd avem ﬁ‘I‘l—MT‘!—
=MTy=MT;, deci cercul cu centrul M si raza MT, trece prin celelalte
puncte de conlact. Este usor de observat c¢d acest cerc este ortogonal am-
bhelor ecrcuri date (w), (w"). Se poate spune atunci ci axra radicali a doud
cercuri este locul geometric al centrelor cercurilor ortogonale cu doud
cercuri date. (O discutfie va urma dupa proprietati.)

c) Centrele cercurilor dale avind cocrdonatele w(—ai, —n), o/ (—m’,
—n"), linia centrelor arc coeficientul unghiular ;

'
el b=t
n= _——

Xyl m— '

Din ecualia (9) rezulld coelicientul unghiular al axei radicale
) ; m—m' 1
B i e

n—n' i

e unde se deduce ca axa radiceld este perpendiculard pe linia centrelor.

Prin urmare este suficient sa cunocastem un singur punct al axei ra-
dicale si construc{in rezulti ducind din acel punct perpendiculara pe li-
nia centrelor. :

5. Discufie. Consecinte. Docdl cercurile date sint tangente in A axa
radicald este tangenta comund. In adevar A apartine axei radicale, de-
oarece are putereo nuld fafi de ambele cercuri (puteri egale), iar tan-
genta comuna in A este perpendiculara pe linia centrelor.

In acest caz, locul geometric al centrelor cercurilor ortogonale cu cer-
curile date este format din axa radicala, fara punctul A.

Dacd cercurile date sint secante in A si B, atunci A si B au puteri
quile fatd de cele doud cercuri, deci axa radicald este secanta comund AB.

Punctele situate pe coarda AB sint interioare ambelor cercuri, deci
din aceste puncte nu se pot duce tanpgente la cele doud cercuri, Rezulta
€8 locul centrelor cercurilor ortogonale la doud cercuri sccante este for-
mat din axa radicald din care se scoate segmentul inchis AB. j




138 CAPITOLUL XIIT

Consecinte: a) Fcuatia secantei comune (cercuri secante) sau a fan-
gentei comune (cercuri tangente) se obfine prin simpla scidere a ecua-
tillor celor doud cercuri. :

b) Punctele de intersectie a doud cercuri se oblin intersectind unul
din cercuri cu axa lor radicald.

6. Centrul radical a trei cercuri, Trei cercuri luate doud cite doud au
trei axe radicale care sint concurente. Punctul lor comun se numeste
centrul radical al celor trei cercuri, Pentru a demonstra analilic aceasta
proprietate considerim cercurile care au ca ecuatii

() a2y 2ma+2ngy+pi=0 (i=1, 2, 3)
Axele radicale a cite dou%t cercuri sint 7
2(my—mg) 20y —np)Y - P—pa=0
2my—m)x+ 2Ny ng)Y | Pa—Pa=0
2(rmg—my)x+ 2ng—ndy -+ ps— py —0.

Se observa imediat cd aceste trei drepte sint concurente, deoarece adu-
nind pe primele doud, obtinem pe a frela. Se poate dovedi acclagi lucru
punind conditia de concurentd sub formi de determinant. Dacd se aduni
toate liniile la prima se obline ca rezultat zero. In adevir

2(my—mia)  2(m—"m) Pr—ny 0 0 0
2(mg—amta)  2(ng—my) pPa—pa |=| 2(mg—ma) 2(ng—ng) pr—pa | =0.
2mg—y)  2(ng—m) pa—py 2(my—my)  2(ng—ny) P3Py

Coordonatele centrului radical se obtin ca intersectie a doui axe ra-
dicale. Centrul radical are puter: egale fata de cele trei cercuri fiindca
apartine ficciirei axe radicale. Prin urmare ducd el esle exterior cercuri-
lor, atunci se pot duce sase tangente egale la cele trei cercuri si centrul
radical esle centrul unui cere oriogonal deodata la cele trei cercuri, Daci
centrul radieal este interior cercuriler, atunci nu se pot duce tangente
la cele trei cercuri si nici nu existd cerc ortogonal fatéd de ele.

In cazul cind exista cerc ortogonal, ecuatia lui se scrie imediat, de-
oarece cunoastern centrul (centrul radical), iar patratul razei este pute-
rea centrului radical fati de oricare din cele trei ccreuri: desigur ¢d vom
alege pe cel care are ecuatia cea mai simplé.

Excmople a) Sd se seric ecuulia cercului orfogonal cercurilor x*--y*—0x+
+-5=0; a2y —ty—ai=0; 2’1" | 4 | 5u=0.

-Sciadem prima ecualie din cele urméatoare si obfinem douad awxe rvadicale:
Br—4y—18=0 §i 2z | y—1=0, rare dau ecntrul radienl (2, —3). Puterea cenlrului
radical fatd de. oricare cerc da palralul razei, de exemplu fata de primul cere:
24912} 5=6.

Eeualia cercului orlugenal este

(e—2) (Y-8 —6=0 sau xHy’—da—-By+T=0.

h) Si se cevceteze dacid cervcurile a’| yP—a—y—0; -yt —do—y+1=0; 221"~
~Ba—3y—3—0 adinil wn cerc vrlogonal.

e s

== e
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Sefizind prima ecualie din celelalte doud obtinem axele radicale 35_6—21471:0
si Ta—4y—i=0 care dau centrul radical w(l,1). Dar are puterea nuild fafa de cercu-
rile date, deci cele trei cercuri au un punet comun. Cercul ortogonal se reduce la

un punct, deci nu exista. Soa e .
¢) Aceeasi problemd pentru cercurile aty*—Bw—5—0; x oy —3y—6=0;

ke —10=0, ) e
Se ubﬁne w (2,3 si =—2, deci ® este interior cercuvilor. Nu exista cerc

ortogonal.
7. Punctele de inlersectie ¢ doud cercuri se gésesc, aga cum am ard-

tat 1a § 5, intersectind unul din cercuri cu axa lor radicala, Lste de ajuns
53 dam un exemplu; si ciutim punctele comune cercurilor

2(x2-1y?)—5r+10y+10=0; 3(x?-+-y?)+2x—4y—23-0.
Scriem cercurile sub formele
- 5 Bl 2 4 23
aﬁ*y’—g EHOYEE=0s Ak Sy T = 0,
de nunde axa radicala a—2y—4=—0. : )
Se scoate din ecuatia axei radicale x—2y--4, care dus in oricare din

: ] i
cercuri di: Hy?+16y--11=0, cu radacinile y,=—1; yy=— —> la care co-
g
: 2
respund xy—2 §i Xa=— —
o
’ i s A 2 2 11
Punctele de interseefic ale cercurilor sint (2, - 1) st (— = _E).

8. Fascicule de cercuri. 1. Fiind date doud cercuri
(Cy=22+12+2ma+ 2ny |- p=0; (C)=u2+y? | 2m 'z 2n"y+p =0,
ecuatia
(©)+MC)=0 (10)

repreziuta de asemenea un cerc (h/-—1); aceasta se observa scriind ecua-
tia (10) dezvoltat -

(1 Ay a24-y? +2(m -+ l..m’)J: 24 A )Y+ ptp = 0. (10°)

Cercul (10) sau (107) este variabil din cauza parametrulul ), deci cind
» variazi avem o mul{imc de cercuri. Toate cercurile acestel mulfimi
tree insé prin punctele de intersecfie ale cercurilor ((')=0 si (C’)=0, de-
oarece acestea verificind ambele ecuatii, verificd si pe (10). Aceste puncte
pol [i reale, confundate sau imaginare, dar luldeauna ele delermind axa
radicali.

Se zice ca (10) sau (10%) reprezintd un fascicul de cercuri determinat
de cercurile de bozd (C)=0 & (C)=0. Din cele spuse mai inainle rezulti
el eercurile unui fascicul au acecazi axit radicali. x

Se poate demonstra, ca si la fasciculele de drepte, ci (10) reprezinti
toale cercurile din plan care trec prin inlersectia cercurilor (C)=0, (C7)—
=0. Determinarea unui cere al faseiculului se obline impunind conditia
ca cercul (10) sa treacd printr-un punct M;(x,, 1p), de unde rezulta A=
= :(%) s care este perfect determinat dacd M, nu apartine nici unuia din

4
0




140 CAFITOLUT, XTIR

cercurile de bazd. Deci printr-un punct carecare al planului trece un sin-
gur cerc al fasciculului, Axa radicald se poate considera si ea un cere de-
generat al fascieulului (A= 1).

IT. Un faseieul de cercuri poate avea ca elemente de bazid un cerc si
o dreapta:

(Cy=x2+y>+2ma+2ny +p=10; (D)—AxtBy+C=0.
Ecuatia fasciculului este
(C)=MP)=0 (ki)

care reprezintd evident un cerc, variabil cu A. De fapl (D)—0 reprezintd
axa radicald a doua cercuri varecare ale fasciculului.
Proprietatile sint aceleasi ca la fasciculele de cercuri.

Aplicatic Se dd un cere si un punct fix A in planul cercului, O dreapts (A}
taie cercul in M si N. Si se urate cd atunci cind (A) se deplaseczi paralel cu ea
Ensdsd, cereul MAN trece prin al doilea punct fix, diferit de A.

Alegem axele astfel: originea in cenfrul cercului si Ow paraleld cu (A), Punctul
A are eorvdonatcle (X, 2y). Beuafia cereului este 22442 —1%=0 si a dreptei (A) y— L=0.
Tgale cercurile care free prin M si N aparfin Iasciculului

a gt —ri e (y—X)=0,

AT = ! ntu—r"

Ca s& treacd prin A trcbuie si avem x; + y:—?g-l-k(yg—).):“, deci .‘c=———-?——!.
gk

Inlocuind pe % obtinem ecuatia cercului AMN: (Yo— M@ty —rt)—(@ byt —r)(@g—
— =0 sau ypla?+1t—rH—(@+yi —rHy—1 (@*-9P—1i—yn)=0.
Am obtirut un fascicul de cercuri cu punctele fixe date de cercurile gy(x*|y2—r)—.
— (@it U=0 §i o'—y'—(@itud—0. .
Inlo_eezuiud 2 yP=xj-lyi i simplificind cu xftws—r75£0 se obfine y—1, de unde
w=-t-a,

Tunctele fixe sint Ay, vp) si A'(—xg, ¥) simetrice fata de Oy, ceea ce apara
evident geomelric.

EXERCITH S| PROBLEME

200. 5a se afle puterea punctului A(2, 3) fatd de cercul 3(x2+y?)—
—bx+by—3=0.
[p=16]
201. Se cere locul geometric al punctelor din care se pot duce tan-
gente cu lungimea de 6 unitati la cercul a?+4-12—8x -+ 6=0.

[p=36; = -ty?—8a—30=0.}

202. 54 se determine pe dreapta sa—y+-4=0 puncicle din care se
pot duce tangente de 4 unititi lungime la cercul x?y*—6a+2y—0.

[Intersectiile dreptel cu cercul ale uilﬂ.li puncte au puterea p=16

fata de cercul dal. M(—2; —2) si N(

b

g8
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203. 53 se paseascd punclele care care au pulerea p, fatd de cercul
(C)=0 si py fatid de eereul (Co)=0, unde s-a notat cu (Cp) si (Cy) primele
parti din ecuatiile cercuriler. Discutie.

Aplicatie numerica: (Cy) =x?+y2—4 =0; (Cq) =2+ 3> —Tr—14y + 20=0;
=9 &y 16. Tode
[ Aplieatia: M(3,2), N (— g ! g)]

3-?1‘5&)‘4‘} SH se scrie ecuafia unui cere ortogonal cercurilor x2-ky?—1=0 si
a2 P —12x+23=0, care sd aibd raza de doua unitati.

[Centrul trebule =5 fie pe axa radicald, deci C(2, ). Puterea fafa
de cercuri: p=r"—4. Hezuita A=+1]

205. Si se scrie ecuatiile a doud cercuri luind ca axd Gz linia centre-
lor si ca axa Oy, axa lor radicald,
[Trebyie ca msEm’; n=n" §i p=p_]
206. Se dau cercurile 2252+ 1004 6=0si 2?4 y>—8x 60 si dreapta
4z 4-3y—10=0. Si se determine puactul M astfel ca tangenlele duse la
cercurile date si fie egale intre ele si egale cu distanta de la M la
dreapta daté.

[Oy este axa radicala, deci M(0, A). Doud solufli M (U,— 2);

o2}

IQOI} Se dau cercurile de ccuatii
ity dx L4y +4=0: 22y —6xr+5=0; 22+ y2—42r— 10y +24=0.
a) 8d se ofle centrul lor radical. b) Sa se scrie ecuatia cercului orto-
gonal celor trei cercuri.

[a) (% ! —;) b) m2+u3~3x+7u+4=0-]

208. Se cere punctul egal departat de punectele A(d, 6), B(i},él-) care are
acccasi putere fald de cercurile a?+y?—6x—4y+9=0 s 2 [y 8y +7=0.

8a se trateze cazul general cind se dau doud puncte A, B si doud
cercuri (Cy) si (Ch).

(M (4-1 129) * 1n eazul general are mare importanta alegerea axeloiz]
[ 9 9
= i @GB} Si se alle punctele de intersectie ale cercurilor
T aligy? drg2y—9=0; 4(x2+yH—10x-|-11y—12=0.
[Cercurile sint interiosre.l
210. Acceasi problema pentru cercurile

Aty —20x -+ 10y—96=0; 5(x?+y?)—da |- 18y—32=0.

[Cel:curlle sint langente in T (—
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211. Acecasi problemé pentru cercurile:
a?ty? 3r+-9y—20=0; 2(x? | yNH—5r422y—49=0,
[Axa radiald a-4y—9—0. Punctele comune: A(l,2); Bi5, 1).]
212. Sﬁ se sct‘;e ecualia cerculul care trece prin punctul A2, 1) si
are aceeasi axa radicald ca si cercurile din prablema precedenta.

- [Sc serie ccuatia fasciculului de cereuri cu cercurile de bazi date
si se alege cel care frece prin A, Se ghscste =% |y —Te—Ty--16-20]

félﬂ_:)Se da <3t3rcu1 a?+y?—2x—By | 6=0, dreapta 2x4-3y—10=0 si
puncfil A(4, 6). 54 se determine corcul care trece prin A si are dreapla
datd ca axd radicald cu cercul dat. ;

[Se  scrie fasciculul delerminat de cereul dat si g ala
SR : §i dreapta dati.

CARITOLUL XIV

LOCUR| GEOMETRICE

1. Nu este cazul si repetéim cele ce am spus despre locurile geometrice
Ja capilolul X. Acolo locurile geometrice erau numai linii drepte, aici vor
putca fi gi cercuri., Avind insa cuncstin{d si despre ecualia cercului, care
este de gradul al 1I-lea, putem aduce completdrile care urmeaza.

Gasirea locurilor geometrice cu ajutorul geomelriei clementare se
rezumd la un cadru destul de restrins, anume la acele curbe care pot fi
ugor recunoscute: linie dreapté, cercul, parabola etc.

Ceometria analiticd este aceea care a pus ordine in chestiunea locu-
rilor geometrice, si anume sub doud aspecte:

a) Orice problemi de loc geometric tratatd pe cale analiticd ne duce
la un rezultat, adicd la o ecuafic (care eventual se poale descompune) si
aceasta reprezinta una sau mai multe curbe.

b) Gradul ecuatiei curkbei-loc geometric ne aratd gradul de difieultate
a problemei: daci ecuatia este de gradul [, locul este o dreapts, dacd
ecuatia este de gradul al II-lea, curba este o conicd (caz particular cerc);
daca insid curba este de grad mai mare, atunei se face representarea grafica
folosind metodsle analizel matentatice,

Mai lrebuie precizat un lucru: uneori locul geometric este limitat, desi
din punct de vedere analilic obtinen: o ecuatie care reprezintd o curba
intreagd. Limitarea se obfine fie prin consideralli geomelrice, lie analitice.

Faptul ca din punct de vedere analitic se cbfine curba intreagi sc
explici prin aceea cd in geometria analiticd intrd in joc si elementele
imaginare. De pildd dacil o dreapli esle exterioara unui cere, punctele de
intersectie sint imaginare, dar mijlocul segmentului este un puncl real.

Considerdm necesare citeva exemple.

2, Locuri vezultate din relafii geametrice. 1) Fiind date doud puncte fixe A, B,
sd se afle locul geometric al punctului M care satisface relatia

MA |- MB?

kY {constl.).
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Se ia In mod lirese AB ca axfi Ox. Axa Oy va fi me-

diatoarea scgmentului AB. Motivarea este c¢d daca luam

A doud puncte M, M’ simetrice fald de mediatoare, avem evi-
dent MA*MB*=M'AM-M'B?>=k? 3i mediatnarea este axa de
simetrie a lecului (fig. 66). Coordonatele punclelor sing deci

Ala, 0), Bl—e, 0), M(x, ).

] 0‘ Af,0) x Relatia geometrica, scrisd analitie, devine

(e—ay -y (eta)iy? —1

!

alt— _:
2

Tig. 66. Ul

K SED
= Locul este un cerc real daca E —a’>0. Pentru k=2a=4AB locul este cercul

eu diametrul A3, R

Dacd un punct M aparctine locului, atunci raza cercului este OM—-']./ T yt=
=const. Sc deducc de aiei:

Daca o letwrd a unui triunghi este fixd, iar suma pdatratelor celorlalte doud
constanid, virful mobil al triunghiului descrie cercul cu centrul in miflocul Laturti
fize, avind mediana ca razd.

Iata sio 501!.1,19 vecioriald, Seriem relatiile vectoriale evidente MA+MB 2mU
si MB—MA—AB le ridicim la pétrat si le aduniam. Avem

— — — — — i — — —t —
MAH-2MA-MB | MB2=4MO?;, MB*>—2MA -MB | MA’=AR =44

Prin adunare produsele scalare se reduc si {inind seama ci Z;I_AE=Z'VL—42, rezulta
MA? | MB2=2(MO™-a) =12 de unde M_Oz—é:ga“=consb. Loeul este cercul de razi OM.
2) Sa se afle locul geometiic al punctului M care are pulerile fatli de doud
cercuri date inir-un report co’as‘ta’m.
Relajia geometricd este ‘i —¢ sau p=Kkp'. Alegem ca axc de coordonate linia

’
ecntrelor cercurilor date (Ox) si axa lor rodicald (Ou). In acest caz avem n—n/—0
si p=p’, deoarece originea are puteri egale fatd de cele doudl cercuri. Cercurile au
decl ccuatiile .
at byt |2malp=n @i atlty?lame- | p=0. @
Daca M(xy; 4y) este punctul al cirul lo¢ geomefric se cere, relafia geometricd se
transform3i aslfel in relatie analitica:
a3 +2maytp=Te(af -yt 2 w+n), @)

Trecind totul intr-o parte, fmplrtind cu 1—k-0 (peniru k=1 se obfinc axa
radicald) st stergind indicii se obfine ecuatia loculuj

m— km’
i i c—u+13=0 ()

care este un cerc aparfinind fasciculului determinat de cercurile dale [se vede din
(2)]. Dacd C si € sint cenlrele cercurilor dale, ecualia (3) aratd ed centrul locului
cste punctul care imparte segmentul CC” in raportul k.

Observare Dacd se modificd enunful si se cere ¢u tangentele din M la cele
doud cercuri s alb# raportul constant, atunei in cazul cercurilor secante in A si B
trebuie seos din loeul geametrie arcul de eerc cuprins intre A si B, deovarece din
punclele acestui are, inlerivare cercurilor dale, nu se pot duce tangente.

—
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4. Locuri rezultate dim inlerseciii. Vom - da
exemple de locuri geomelrice carc rozulta din in-
terseclii de curbe depinzind:

a) de un parametru; b) de doi parametri cu o
(;lelatle de legaturiy; c) de doi parametri indepen-

enti

1) Se considerd o dreapti (A) si un cerc de razl ve-
riabild, tangent drepfei (A) inir-un purct fix A. Sd se afle
locul punct"lm de intersectie ale cerculwi cu un diametru
al sdu enre are o direcfie d,'aiu, fixd.

Alegem pe (A) ca axd Ox si pezpenchculala in A ca
Oy, apoi notdm cu ) raza cerculul gi k coeficientul un-
ghiular al direcfiei date. Centrul cercului fiind C(0, A),
«cuatia se seric imediat

2y — 2y =0 (€]
Dizmelrul cerculul, cu directia datd de k ave ecuatia
y—h=Fkx (5)

Eliminarea paramelrului A se face simplu scofindu-l din (5) si inlocuind in
(4). Se obtine

&=y 2y =0 sau y*—2kxy —a2=0 (61

ecualie omogent de gradul al IT-lea care se rezolvd ca ecualie in Y si ne di doud
drepte cc tree prin A:

y=(k+VE+D)a si y=0F—VFF1)x

Dreptele sint perpendiculare, decarece pmodusul coeficientilor unghiulari este

mam =k Y41 k— Ve 1) =—1.

Diameirul cercului si cereul se faie in doudi puncte M, N. Una din eele doui
drepte reprezinta locul lui M, cealalta locul Ini N, deci una este AM si cealalli AN.
Se observi si geomeirie ¢ AT MAN=80",

2) Pe tongenta dusd inir-un punci fix A al cercului (C) se ia un punct ma-
bil M. Se duce din M o doua tungentd la cere punciul de coniuci fiind N. Se cere
locul geometric al ortocentrului (puncitul de intiluire al indliimilor) trivnghivlui
AMN, cind M descrie tangenia in 4.

Metoda 1. Folosim dol perametri, Alegem tangenta in A ca axd Owx gi A ca
origine (fig. 67). Centrul eercului este m(l, r), iar ecuafia cercului

22| "—2ry=0. (]
Tangenta In N{x, ¥ & (w) are ecualia
2 +Yile—TW-+HYg) =0

ou eonditia
G o U — 2ry, = 0. ®

7l
Tangenta taic axa Ox in M —J‘"!U .In triunghiul AMN ne trcbuic numai doud
Lo
indltimi si le alegem astfel: NN'|JOy si Mo a cédrei ecuatie sc scrie prin thicturt,
Ecuafiile sint
L
(NN7) x=mp (Ma) —— -
i Y, T

—1=0.

1) — Geometric analiticd ol. XI,
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Adaugind relatia de condijie (8) avem de eliminat paramelrii @, yy inire trei
2

ecualii. Din prima ecuafie rezultd xy—=x, care dus in a doua da yu=————- . Aces-
y—r
tea duse in relatia de conditie (8) ne dau locul geometrie
A 2
¥ x
R el — =0 sau zHx -y —r2)=0.
(¢—n ey

Loecul geometric se descompune in x—0 (diametrul Aw) si cercul a?-y?
cu cenlrul in A si raza r, care este locul veritabil.

Diametrul 4w rezultd din nedeterminarea vunctului de inlersectie, anume cind
M —=x= tangentele in A si N devin paralele (N=B). Doua din inal{imi sini AB si
DA care se confunda si aceasta drcaptd spare in ecuatia loeului (cap. X, § 3 exem-
plul 3).

Metada a 1I-e. Problema se poate frata folosind un singur parametru, abseisa o
a punctului M, deci M(a, 0). Ecualia in m a langenielor duse din M la cerc este

(r-+muo)?=71-+m?)

§ Zra

care da my=0 si my=— - —,; prima este axa Ox, ceca cc gilam. Ecuatia tangen-
AT

ler MN se scrie ca dreaptd care trece prin M are coeficientul unghiular m, si sc
gaseste 2rox--(a*—rYy—2ra’=0. Aici vom folosl infil{imea ecare pleacd din A4; Hind
perpendiculard pe MN are ecualia

o =
w 2ra
VA doua inal{ime este Mo, de ecuatie
X Y
+ ¥ 10,
a T

TX »
Paramefrul a se elimind intre aceste doua ecuatii. Din a doua rezultdi ¢=——"
y—r
care dus in prima ccuatic dd acelagi loe geometric compus din Aw (datorit nedeter-
minarii) si cercul, locul propriu-zis.

EXERCITIN 51 PROBLEME

214. §i sc afle locul geometric al punctelor M care satisfac relatia
oA+ BME2= k2,
A, B fiind dou& puncte fixe, iar o, [, k niste coelicienti constanii.
1 |Cere.d
215, Sa se afle locul punctelor care satisfac relatia

MA? - MB®+ MC?=kE? (const.),
A, B, C liind trei puncte fixe. Generalizare in cazul a n puncte fixe.

[_Cel'c cu centrul in centrul de greutate al triunghiului ABC. Se va
considera si cazul cind 4, B, C sint coliniare.]

v
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2i6. Se da o dreaptd si un punct fix O, exterior dreptei. Daca PP este
mobil pe dreapta dalti i MEOP asllel cd OM:-OP=l;, sa se atle locul
punctului M.

[Originea in O. Un cerc care trece prin Q]

217. Fiind dale dou& cevcuri, sa se gaseasca locul centrelor cercurilor
care au cu cereurile date doud axe radicale perpendiculare,

[Cereul descris pe distanja centrelor ca diametru.]

218. Locul punctelor care au raportul distantelar la dou# puncte fixe

constant.

[Un cere. Cind constanta este 1, cercul devine medialparea segmen-
{ului.]

219. Locul centrelor cercurilor care trec printr-un punct fix A si sint
ortogenale unui cerc dat (C).
[M cenfrul cercului variabil, TRelafia geometrici este MA”_p.
Locul este o perpendiculard pe diametrul ce lrece prin A. Problema se
poate privi gl astfel: locul este axa radicald a cercului (C) si cereul de
raza nula A, deci o perpendiculara pe linia centrelor.]

220. Se da un triunglh_i isescel si se cere locul punctelor care au pro-
dusul distantelor la laturile egale, egal cu patratul distantei pind la basza.

[Sc ia baza ca Oa 3i mediatoarca ci ca Oy, Locul este ccrcul tan-
gent laturilor egale, la extremitatile bazei.}

221, 5a se afle locul geometric al punctelor care au suma puterilor
fatd de doud cercuri egald cu suma puterilor fatd de alte doud eercuri.
(Gieneralizare.

[Locul este o dreapli.]

+ @ 5a ge afle locul geometric al intersectici dreptelor
x=2+4cosd; y=—I1—sin v
[Tercul (x—2)2-(y4-1)=1]

to23L S5 se afle locul piciorului perpendicularei duse din punctul
A(l, B) pe o dreapta care trece prin punctul B(5, 3).

[Cereul cu diametfrul AB.]

224. Extremititile unui segment de lungime constantid aluneca pe
doud drepte perpendiculare. Se cere locul mijlocului segmentului,

[Un ecere cu centrul in origine.]

225. Se cere locul punctului care imparte Intr-un raporl dat k scg-
mentul ce unesle un punct M de pe cercul (C), cu punctul fix A Caz
particular k=-—1.

[Cerc.]

io*
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= ksaﬁ, Tiind dat un cere, se cere locul mijloacelor coardeler ce trec
printr-un punct fix.

[a centrul cerculul gi A punctul fix. Dacad A este interior cerculut,
locul este cereul en diametrul Aw. Se ver discuta celelulle cnzuril]

‘TJE.E'.?;.' O dreapta variabild (4A) care trece prin punctul fix A taic axa Oxr
in M. Se ia pe Oy punctul N, astfel ca ON—=0M. Se cere locul intersectiei
dreptei (4) eu perpendicitlara dusi din N pe ea.

[A{a, B). Locul este a*+3y? — (e—br— (e-bD)yy=0.]

1 1228| La capetele segmentulul AB=2u se ridici perpendicularele AIJ
si BV. O dreaptd ce lrece prin A taic pe BV in N, iar alta care trece prin B
taie pe AU in M. Se cere locul geometric al intersectiei dreptelor AN si BM,
stiind c# A€M - BN =402,

[Simeldia aald cd medlatoarea segmentului AB se ia ca axa Oy
Cercul &2-y%—a’=0.] f
220. Se da un triunghi dreplunghic ABC, Si se géseascd locul punec-
tului M astiel ca perpendicularele ridicate in A4, B, C respectiv pe MA,
MB, MC sa lie concurente.
[Cereul circumseris triunghiului.]

230. Se dau axele dreptunghiulare Ox, Oy gi o dreaptd (D). Sa core
locul geometric al punctului M care are proiccliile P, @, R pe cele doui
axe si pe dreapla (D) in linie drespti.

[Cereul eireumseris trivunghiului formal de axe si de dreapta (D).
Teorema lul Simson pavticularizaty la triunghi dreptunghie.]

231. Se dau lrei puncte A, B, C in linie dreapti. S5i& se afle locul
puncteler de contact al tangentelor duse din A la un cerc variabil ve trece
prin B si C.

[Originea in A; B(b,0), Cle, 0). Cercul x2ty>—be=0. Se poate folosi
puterea punctului pentru lungimea tangentei.]

232. Se dau doud cercuri cu centrele in w i w’. M fiind un punct
mobil pe axa radicald a cclor doudi cercuri, se cere locul geomelric al
intersectici perpendicularelor ridicate in o si @/, respectiv pe Mu si Muw'.

[iste inedicat s& se aleaga drept axe, linia centrelor si axa radicald
a celor doud cercuri, Locul cste mediatoarea segmentului ww’,]

233. Se dau punctele P, @ si un cerc fix cu centrul pe dreapta PQ.
Tie M, N capetele unui diametru variabil al cereului. Se: cere locul inter—
secfiei dreptelor MP gi N@Q.

[Originea in cenirul cerculul, P(g, 0), @(b,0), M(reos o, Tsin a),

2ab E 5
N(—rcos o, —rsin o). lLocul este cercul e P o+ g =
a+
. E(G- - br)? ]
(a-B)°

LOCURI GEOMETRICE 145

234. Doua cercuri de centre O si O’ se taic in A si B. Prin A se duce
o secanta variabild, carc iniflneste cele doufi cercuri, respectiv in M si N.
Se cere: a) locul mijlocului segmentului MN; b) locul intersecliel drepte-
lor OM si O'N.

[a) Cere cu centrul la mijloeul distantei centrelor. b) Cerc care:

trece prin cele doud centre]

235. Locul punctelor M care au polarele [ati de doudi cercuri date
perpendiculare. =
S [Cercul eu diametrul distanta ccntrelor.]

236. Intr-un cerc se duc doi diametri perpendiculari AB si €D. O
dreaptd variabild cec trece prin € taie diametrul AR in M si cercul in N.
S& se afle locul geometric al intersectiei paralelei la €D, dusd prin M, cu
tangenta la cerc in' N (S.G.M, VI). ;

[Origines in ecentrul cereului. A¢h 0), C(, 7). Se gasese ecuatlile
2=+, y=—1r 54 se aleagi locul veritabil si si se explice de ce apar
celelalte.] i =

237. Se dd un cerc (O) si un punct fix A in planul cercului. Fie MN
un diametiv al cercului. ¥

8) Sd se scrie ecuafia cercului determinat de punctele M, N, A,

b) Se cere locul geometric al interscotiel dreptei M cu tangenta in A
la cereul (MNAY, eind diametrul MN se roteste in jurul centrului.

[OA4 ca axad Oz a) Se scrie fasciculul determinat de cereul dat si
diametrul y=ma., apoi se pune condifia i treach prin A(g, 0). b) Locul
este o perpendieulars pe OAL]
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- A. ELIPSA

Fig. 63,

1. Definitie. Elipsa este locul geometric al punctelor
care au suma distanfelor la doud puncte fire constantd.

Punctele fixe se numesc focare si se noteaza cu F si FY. Dacd M este
‘wun punct curent pe elipsd, distantele FM, F'M poartd numele de raze
vectoare.

Potrivit definitiei, relalla geometrici pc care o salisface punctul M
<sle

MF -4+ MF =2a (constant). (1)
Pentru a gisi ecuafic elipser este de ajuns sd transformim analitic
-accastd relatie Alegem pe ' ca axd Ox si mediatoarea segmentului FI”

-ca axa Oy (lig. 68). Se noteazli FF"=2c, prin urmare F(e, 0), F'(—e¢, 0), iar
punctul curent M are coordonafele (r, y). Relatia (1) devine

Ver—aZ+ 2+ Vit e + i =2a. (2)

Ecuatia curbei trebuie dati insd sub forméi ralionald. De aceea izolam
un radical si ridieiim la patrat. Obtinem

(—c)+y?—da>—da Y@+ i+ (v o) | 52

sau, dupd reduceri de termeni si izclarea radicalulul rimas:

¢ a\f(r+c)2 | yr=al4ex. (3)

Se ridicd din nou la patrat si se ordoneazi termenii. Tn acest fel se obtine
«cuatia

(62— B2+ aly?—aXa?—eN =0, @)
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In triunghiul MFF’ se stie cd MF+MEF">FI” sau 20> 2¢, deci a>c, astfel
¢d a®>—c?> 0. Se poale nola prin urmare

al—e2=Dh? (5)

gi impiirtind Tn (4) cu a?b? se capiti forma definitivi a ecualiel elipsei
I'l u!!

= =—T1=0 . ]

S ()

Pentru a gisi puncte]e de intersectie ale curbei cu axcle de coordonate
facem pe rind y=0 si x—=0 Rezulti A(a,0), A'(—a,0) pe Oz si B(0, b),.
(O —U) pe Oy. AL =2a se numu;te axa mare a elipsei, iar BB"=2b axa
mica, Jumditatile lor, adici Od=a si OB=5h sint semiaxele elipsei. Cind
M=EB avem ETJrBIf":Ba, dar BF=BI", astfel ¢& BI'=a. Din triunghiul
dreptunghic OBF se deduce [

(4 ’
a?=p2J ¢! Wetea h‘f
care de fapt esle relatia (5) interpretatd acum geometric.  p,
2. Forma elipsei. Din ecuatia {G) a elipsei-se scoate

:‘ T: ‘g“ ¢ y .

10K o \ o
{ J =4 1, e =1
S l\’ = % ek
Vom studia numai ramura de curbd y=v| 7'\,,ct~—.‘r3 pentru care y>0

Cealaltd se deduce prin simetrie fuld de axa 01

Forma curbel rezulti din reprezentarea el grafici. Domeniul de exis-
tenta este dat de condilia a®—x22>0, prin urmare —a<x<a, deci numal
intre A" g1 A. Deoarece in (6) & si y se gisesc la puteri pare, curba este:
simetricd atit in raport cu O cit si in raport cu Oy, deci si in raport eu
originea. De aici rezultd cad este de ajuns sd se studieze numai portiunea
de curbd cuprinsd in cadranul I, adicd intre O si A. Derivala pentru
funciia consideratd [eu semnul ()] este

v b ¥

I —-“;. \/u —x ) &

Pentru x>0, 1; este negaliv deci curba descreste; fn plus ¢"(0)=0 si
lim y'(@¥)=—00, deci tangenta in. B este paralela cu O, iar cea din A
X=pu

paralcli en Oy. Tabloul de varialie rezumi acest studiu

% 0 a
—_y'(.‘.) 0 —_ @
Yy b descresle 0

Reprezentarea graficd csic dati, cu completarile din celelalte cadrane, in
figura 68 si aratd céd toatd curba este inchisa in dreptunghiul format de
paralelele la axe duse prin punctele A,A’, B,B’, Acesle palru puncte poarté
numele de virfurile elipsei.
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Daca b=ua, elipsa devine cerc, iar distanta focald este nuld.

Ecuafia elipsei apare sub forma simpld (6) fiindei s-au ales ca axe de
coordonate tocmai axele ei de simetrie. De aceea se zice ci (6) reprezintd
ecualia elipsei, raportatd la axele ei.

In cazul cind elipsa esie vaportatd la axe dreptunghiulare oarecare,
ecuafia rémine de gradul al TT-lea, dar forma nu mai este simpla.

Notd, Profitam de faptul ca stimn sa efectuam o lrapslalie de axe, peniru a
arata care este ecuafia unei elipse raportate la axe paralcle cu axele ei de simetrie.
In adevar, fie »0y un sistem cde axe paralele cu axele elipsei §i 'Oy’ sistemul de
referintd format din axele elipsei.

Translatia de axe care aduce pe O in O(p,q) ne da relatiile x=p-2/, y=q-+/.
Ecuatia elipsei, raportati la axele ei, este

x'? ur':
g s b it

orin urmare fatd de vechile axe xOy va fi

] | Ul
SR UTT g g
a® b2
unde (v, g) sinl coordonalele cenlrulul O al elipsei fatd de sistemul de axze xOy.

Exemple. a) Sd se determine virfurile si semioxele elipsei 2w24
- 41y2—5=1.

Ecuatia se serie §+ :" —1=0, din care se deduce a= \/%—“ ifjﬁu
2 4
b=if—- Virfurile sintA(@J o)' A’(—@r o)’ B=(0' \/f').
# (o, —¥5). .

by S& se determine elementele elipsei 8a2{by*|9=0. Din ecualia
AL !
datd se deduce %-I—% ~1=0 care seamind cu ccuatia elipsei, dar nu poate

5
fi verificatd pentru valori reale ale lui @ gi y, deoarece suma a trei numere
pozitive nu poate fi nula. Hste o elipsi imaginard, lucru care se constati
daca vrem si aflam semiaxele, inlersectind cu y=0 si cu x=0.

3. 1) Consirucfia elipsei prin migscare continud. Fie F, I” focarele
elipsei de construit si UV =2a lungimea axei maii. Se infig in foaia de
hirtie, g anume in F s F’, doud ace, apoi se trece peste ele un fir ale
carui capete s-au innodat intre ele, astlel ca lungimea totald a firnlui, dups
cae s-a fieut nodul, s fie I=FF 4 2a. Se intinde bine firul cu virful unui
creion, apoi se miscd virlul M al creionulul pe foaia de hirtie (fig. 69).
Curba desenatdl de virful creienului M este elipsa cu focarele I, F’ si axa
mare 2a, decarece MF | MF'=1—FF" . 2a.

Fig. 69. y Fig. 0.

In acest fel construiesc gridinarii ronduri eliptice de flori, infigind
in pamint doi tirusi peste care se trece o sfoard intinsd de un al treilea
! {érus mobil carc trascazl pe teren clipsa.

e 2) Constructia elipsei prin puncte. Metoda 1. Fie F, IY [ocarele elipsei.
i Desenidm separat un segment UV =AA =2a. Cu o deschidere de cuinpas

VE<VU lragem un cerc cu cenlrul in F, iar cu raza KU un alt cerc cu
‘ centrul in F (fig. 70). Cele doud ccreuri se laie In doud puncte M 'il__M'
(simetrice fati de AA’), care apartin elipsei, deoarcee MFP+MF —VRE+

+ RU=2a. i} ; .
Schimbind infre ele centrele F' si F’, ale celor doua cercuri, se obiin
) tncid doud puncte, simetrice cu primele fats de BB’. Se gasesc astfel pen-

tri ficcare punct RETV cfte patru puncte ale elipsel. Construim atitea
puncte, cite sint necesare pentru a trage curba. et

Observare Dacd nu se cunoaste distanta focald I'F’, ci axa mare
si axa micdl, focarcle se construiesc pe baza observérii pe care am ficut-o
ci BF=BF'=qa. Cercul cu centrul in B i cu raza a tale axa mare In
punctele F, F’, focarele elipsei. De aici incolo construciia se face ca mai
Tnainle.

Meioda a Il-a. Presupunem cunoscute axa mare £ axa mic, dar nu
| mai folosim focarcle. Si notiim cu vy ordonata elipsei si cu ¥ ordonata
1 cercului de razi ‘n, avind acelasi centru ea gi clipsa. Tinind seama de rela-

tia (8) avem y= k\/az—m% insd din ecuatia cerculul rezultd ¥ = Var—a?,
3 a

prin urmars se poate seric
s Lol g (10}
i a

i 84 duecem acum cercurile concentrice cu razele a si b, apoi doi diametg'i
perpendiculari, unul care taie cercul mare in A si A, al dcliEé} care taie
cercul mic in B si B’ (fig. 71). Aceste patru puncte sinl virfurile elipsei.
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Tig. Y1 Fig. 2.

Q ragd variabild intilneste cercul mic in P si pe cel mare in @. Se
duce prin P o paraleld la A4’ si prin @ o paraleldi QN(NZAA") la BB’.
Fie M punctul lor comun. Teorema lui Thales ne da

- ot —— . MN 1
+ insi NQ—Y, OP=b, D@=a, deci T=—’-

NQ 09

NM _ OP
09 a

Aceasta comparata cu relatia (10) arata ca NM=y, adici M este un punci
‘] elipscl. In acesl [el se pot construi oricite puncte vrem. Sa obscrvam
insi ci la fiecare razi OQ oblinem un singur punct M.

4, Elipsa este proicctin unui cerc. Cercul cu diametrul cit axa mare
AA"—2a a elipsei se numeste cerc principal al clipsei. Vrem sa aratam in
cele ce urmeazi ci elipsa este proiecfia cercului sau principal pe wn anumit
plan. Pentru aceasta si reluiim relatia (10) pe care o punem sub forma

b & bl g i :
=Y. —: Tnsl —<{1, deci se poate gisi un unghi o pentru care cos d= 7o
43 [
si alunci y=Y cos a. 83 ne inchipuim ca elipsa rimine in planul ei, in
timp ce rotim cercul siu principal in jurul axei mari AA% cu unghiul o.
Ordonata @N a cercului rémins intr-un plan perpendicular pe AA” si fie
@, noua pozitie a Tui @ si M proiectia lui @ pe planul elipsei. (Se poate
folosi figura 72, unde @ se va considera ca fiind @) Prin urmare
f et Jet b f
<IMN@ = si NM=N@, cosa=Y cos o =Y-~ 1 cu alte cuvinte NM —y,
. a
ordonata elipsei. Asadar ordonata clipsci cste proieciia ordonatei cercului
S e oY ; b i ;
siu principal, inclinat cu unghiul o, dat de cos a= —: pe planul elipsel.
a

Aceasta aratd ca punclele elipsei sinl proiectiile puncielor de pe cere, sau
¢l elipsa insdisi cste proiecfia cercului siu principal.

Acest lucru se poate aréita si pe altd cale, analitica. Fle un cere cu
diametrul AA"—2q asezat intr-un plan (C) (fig. 72). Prin AA" ducem un
all plan (B si s& noldm cu a unghiul lor diedru, Unghiul plan corespunza-
dor unghiului diedru este format din doud perpendiculare duse dintr-un
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punct al muchiei comune AA’, una in planul (C) si una in planul (£).
Fie @ un punct pc cere, N proiectia lui pe AA” si M proiectia lui pe pla-
nul (£). Conform celor spuse mai inainte avem a=<1@QNM. =4

in planul (C) punctul @ are coordonatele X=0N si ¥ —NQ. In pla-
nul (B), punctul M are coordonatele x=0N si y=NM=NQ cos o. Deci

r—X;y=Y cosd sau ¥=—L . (11)

CcOS o

Coordonalele punclului @ frebuie si verifice ecuatia cercului cu dia—

metrul AA’=2a, deci
X24+¥2 a?=(,

Locul geometric al punctului M se afld inlocuind pe X si ¥ in ccuatia
cercului, deci

2
9 1
L e Ty
COs* o
sau
% ut
Eqp -t — 1=0;
a* @ cos® o

aceasta reprezintd o elipsa cu semiaxele a si b=a cos @. Deducem ciir
elipsa este proiecfia cercului sdu principal, asezat intr-un plan care face:
cu planul elipsei, wn unghi o dat de relatio cos o= -

[

5. Beuatiile porametrice ale elipsei. In figura 71 si notim INOQ-—
—@. Stim ca punctul M apartine elipsei, dar coordonatele lui M sint r=
—ON—-0@ cos 6=a cos © si y=NM=0P sin €=b sin 0. Prin urmare:
coordonatele parametrice ale elipsei sint

x=acos 8, Yy—0b sin 6. (12}

Ca verificare, dacd se scol cos © si sin @ si se introduc in relatia fun-
damentald cos? 0 +sin? 8 =1 se obtine ecuatia cartezianid a elipsei.

Tinem sa atragem atentia asupra unui lueru, anume ci @ esle un-
ghiul fieut de raza cercului principal (OQ) om axa mare a elipsel si in
general este diferit de unghiul facut de raza vectoare OM a elipsei cu axa
mare, adicd in general 85-<LAOM. Aceste doudl unghiuri sint egale numai

5 ap e . ; 5 7 8
¢ind M coincide cu A, B, A" sau B’, deci pentru valorile O'E' Wi

8. Aria elipsei. Am vazub cd elipsa este proiectia cercului sadu prin-

cipal pe un plan care face cu planul cercului unghiul dat de cos o —-

a
Aria cercului prineipal fiind aa?, aria elipsei va fi aria cercului inmultita
e cosinusul unghiului de proieclie (Geometria in spaliu cl. a X-a),.
ok
odica

b

A =(mal) cos d =mna?- — =nab,
a
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B. HIBERBOLA

7. Definitie. Hiperhola este locul geometric al puncte-
lor care au diferenta distanfelor la doud puncte fixve constantd.
Punctele fixe se numesc focare si se noteazd In med obisnuit eun F
si F", Daci M este un punct curent al hiperhalei, MF si MF” poartid nu-
mele de raze vectoare. Conform definitiei, relatia geomelricd pe care tre-

buie sd o satisfaca punctul M este

|MF"—MF|=
, sau el e

MF'—MF—=+2a (consl.). (13)

Fcuatia locului geometric al punctului M se gaseste lransformind ana-
litic aceastd relatie geometricad. Se dleg axele de coordonate astfel: FF” ca
axd Oz si medialoarea lui FF’ ca axi Oy (fis. 78).

Notdm, ca si la elipsd, FF =3¢, deci Fi(e, 0), I"{(—c, 0). M(x,y) fiind
punctul curent a1 locului geometrie, 1'eIat1a (13) scrisa anahLJL este

Via+el+y? Ve—eP+y— | 2a. (14)

Fcualia curbei lrebule adusd la formd rationald. Pentru aceasta trecem al
doilea radical in partea a doua a ecuatiel §i ridicim la pétrat. Obtinem

(x4 )2t 1P =(r—c)+y2+da Vi o) Ty ag2,

Dupé reducerea termenilor asemenea si irecerea in prima parte a tu-
turor celor care nu contin radicali, avem

er—a’=-Fa\ ey |y~

¥ O noud ridicare la pitrat ne di, dupi or-
donarea termenilor

AR
\
\
|
|
/
T

gl (e?—a?)al—ay?— —a?)=0.

Este cazul sd observam aiel cd am obtinut
exact acecagi ecuotie (4) de la elipsd, ceea
ce rezultd imediat Inmulfind cu (—1) si

o
L
8
\<
//
£

il Ao »  schimbind semnele in paranteze.
Deosebirea vine din altd parte. Daca
la elipsa am avut a > ¢, la hiperbold, din tri-
unghiul MFF‘ pezulla FE* > |MF—MFi| =
—2a, adicd ¢>a si alunci cxpresia ¢>—a?
este pozitivd. Prin urmare se poate nota

P Al

Fig. 13. c2—a?2=p2 (15)

ELIPSA SI HIPEREOLA 167

sl ecuatia (14) devine, dupi fmpiriirea cu a*b%:

care este forma delinilivd a ecuamex lupm Oolbl

Punctele de intersectie cu axele se obtm facind succesiv y=0 gi x—=0.
Pe axa Ox avem A(g, 0) si A’(—a,0), iar pc axa Oy se conslald cd nu
avem puncte reale, deci axa Oy nu taie hiperbola. ]

Pentru aceste motive AA" se numesle axa transversd, iar A g1 A’ gint
virfurile hiperbolei, pe cila vreme axa Oy este axa netransversa.

8. Forma hiperbolei. Din (16) se deduce

y=t 2V (17)

i - s : el F e -
gi este de ajuns si se studieze ramura y= — Va*—aZ, deoarece cealalti se
a

trage prin simetrie fafi de axa Ox. Ceva mai mult, dind lui & valori egale
si semne contrare se obtine pentru y aceeagi valoare; punctele cipdlate
astlel sinl semetrice fatid de Oy, prin urmare curba este simetricd si fafd
de Oy.

De aceea este de ajuns sii studiem curba in primul cadran si restul
se construieste simetric fafd de amhbcle axe si fald de origine.

Ne ocupiam deci nuimai de ramura

=L Vi (17%)
(43

care, pe partea pozitivd a axei Ow, are domeniul de existen{d dat de a*—
a?2>>0, adicd z=a.
Asimptote. Se ohservi imedial cd nu exista asimptote paralele cu
axele (lim y=co). Ciutdm deci asimptotele oblice.
—+>

5 L At b
Avem m=lim £ =2 ]1n1u=—,
X¥e X a x—+x X 13
— gt
—hm (lj-fml)g-hm \/r’-—al-r)—— —lim ————— =10

ax+= V¥ —a'+ =

o e b ; . L
asifel cd asimptota este y= o & Tinind seama de simelria curbei fatd de

axe inseamni cd avem in total doud asimptoie, anume
g=& =n (18)

Acestea de fapt se deduc din ecuatia hiperbolei (16) dacd se lasd la o parte
termenul liber, adici .
—& =0 (187
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Vi
rimine mereu pozitivd, deci functia este cresefitoare. Avem apol 11_1}1;1 Y'—¢o,
X

, care pentru x>0

- v b
Derivate pentru ramura (177) este y' = = =

care eratd ca tangenta in A este perpendiculard pe Ox si lim y'— = picare
Xep
=1 ) b [
aratd ci existd o dreapti de coeflicient unghiular —, care este tangenta
a
) : b
hiperbolei in punctul de la infinit; aceasta este asimptota yﬂ;.l'. Ta-

bloul de variatie se reduce decl la

% a +co

b
o e e
u 0 creste + o

Acurm se poate construi hine curba, avind grijd ca ramurile ei si se apro-
pie necontenit de asimptote, cu tendinta de a deveni tangentele lor la in-
finit. Forma hiperbolei este datd in figura 73

Se atrage atengia ca forma simplid (16) sub care se prezinta ecuatia
hiperbolei, se datoreste faptului cd este raporiatd la axele ei de simetrie.
Cazul vind sistemul de referintd este oarecare depaseste cadrul manualului.

Observare. FEcuatia hiperbolei se eapiti imediat din ccuatia elip-
sei, dacdl sc inlocuicste &2 prin ( D?). Aceasta inseamn# cd semiaxa b se
inlocuieste cu bi, unde i—\’ —1 este simbolul imaginar. Vo vedea in cele
ce urmeazd cd multe din proprietétile elipsei se transpun la hiperhold
prin accasti simpld inlocuire.

Notd. Se poate arata, ca si la elipsa §i in mod cu totul asemandtor,
ci dach axele hiperbolei sint paralele eu axcle de coordonate, atunci
ecuatia hiperbolei este

ety
a* : i P
unde O°(p, @) este centrul hiperbolei. klevii pot face acest lucru ca un
exercitin de translatie a axelor,

1—0,

Exemplu. Sa se determine virfurile, focarele si asimptotele hiper-
bolei 222 —-5y2—8=0.

Se scrie hiperkola sub forma f——’g —1=0, de unde rezulld imediat:

5

: 8 g 2 5 4 !
al=4, b2=§, c5=aﬂ+hi=w5§- Prin urmare virfurile sint A(2,0).
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A(—2,0) si focarele ,r;'(z\/ %! 0y, F’(—B-\/E,U). Ecuatiile asimptotelor

se deduc user: y= -+ -;— A

9. Hiperbola echilaterd raportatd lo exele ei este un caz particular
al hiperbolei, anume cazul eind b=a. Feuatia hiperbalei echilatere este
asadar [ : { [ Jié

TR R T ) (S F—y2—g?. | (19)
Asimptotele se dedue imediat: 45— —-x, adica bisectoarele axclor de coor-
donate. 1liperbola echilatera are prin urmare asimptotele perpendiculare.

10. Hiperbola echilaterd raportatd la asimptate. Faptul cd asimptotele
hiperbolei echilatere sint perpendiculare face ca ele si poatd i luale drept
axe ::Ie cordonate. Desigur, ecuatia capiili alti infi{isarc, care trebuie
neaparat cunoscutd, fiinded sub accasti form# intervine in unele feno-
mene fizjce.

Consideram prima bisectoare ca axéd lransversi (fig. 74), cu virfurile
Ay, A, deci O =0&, =a si focarele Fy, Fy, deci OF,—OF, =aV}2
{¢?=a%-—-a’=2a?). Prolectind pe axe, sub unghiul de 45°, oblinem coordo-
natele virfurilor si ale foearclar

Y2  avy2). a2 VBN
A,(ﬁg—' ) )vA’, (—%_' —%@): Fy(a, a), Fi(—a, —a).
Penlru a gisi ecuafia hiperbolei echilatere scriem o punctul curent
M(x, y) satisface relatia
Wl_ WF]:iZa

care transformata analilic devine
Ve—ap+(y ar— Vit oyt ay=+2a.

Se trece al doilea radical in partea a
doua a ccuatiei, se ridica la pétrat si se
redue termenii asemenea. Se obtine

=V @+ @yaf=a x|y

O nouil ridicare la p#trat ne di, dupd ce
sc fae reducerile,

’xy:-—{;— (20)

e

Il
—
5
N —

|

Aceasta este ecuafia hiperbolei cchilate-

y v @
ve. Daed se noteazd V-,g::m, ecuatia hi-

perbolei echilatere se scrie

ii.’l.‘y :mv«_ii (207

|




CAPITOITT, XV
160

Din aceastd ecuatie se deduce

ey (20)

de unde se vede cft y variazi invers proporfional cu . Invers, toate ma-

rimile aritmetice, geomeirice, mecanice, lizice ele, care V'ariq?éi'_ ir}vers
proporjional cu variabila de care depind, au ca reprezentare gralicd hiper-
] i Tapor imptote.
bole echilatere raportale la asimp \ Robol b
Lxemple: laturile unui drepiunghi a carui arie este constantd ry=o,
legea Tui Boyle-Mariotte pn=const. Et‘f' : ) : '
g Hiperbola echilatera (20) sau (207) arc virfurile pe prima blsecto_fuie,
in Agfm, m), Al(—m, —m); de lapt ea se obtine din hlp@l‘bﬂ]ﬂ I:aprI:tchs’lr4a
axele de simetrie printr-o rotalie de 45°, in sens trigonometric (}Lg. ).
Dacd rolicea se face in sens invers, decl cu unghiul de (—45 ), axa
4ransversi oste cea de-a doua bisectoare, iar ccuafin hiperbolei are

forma o
xy —=—imn?

11. Hiperbolu conjugatd. Leuatia

2 4y @1
& L
intd i i, care insa tai doua puncte
4 de asemenea o hiperboli, care insa taie axa Oy in $ :
I};ﬁgrebz)n::i B’(Ua—b), dar nu taie axa Ox (fig. 75, hiperbola punctata), Prin
urn:xare de dai‘.a aceasla Oy este axa trun.?wersﬁ si Ox axa nectransversa,
Iliperbola (21) si hiperbola studiatd mai inainte

Ca i (21%)
@ B
¥ o
‘d,/
o= F’ .
s [ P
- L P I
Sl :
= e : L
'8 % £ A 17
! )
7l /{? AR F X
/ ¢
A -h"‘"-.\‘ B
% T r——“d——-—-—-q
i v L
Fig. 15, : s

e il
Sfoteyr S
% |

g

ELIPSA S1 HIPERBOLA

, £ s 3 b e e ,
au aceleagi axe si aceleasl asimptote y=-+-*x, insa (21) esle agezati in
a

unghiul asimptotelor care cuprinde axa Oy, adicid acolo unde nu existi
nici un punct al hiperbolei (317). Hiperbolele (21) si (217) . se numese
hiperbole conjugate. oA G :

12. 1) Constructia unui arc de hiperbolii prin miscare continud, Se
presupun date focarele F, F“ g lungimea 2a a axei traverse, Este evident
cd virfurile 4, 4’ se pot fixa imediat, dar ele rezulti si prin trasarea ra-
murilor de hiperbold.

Se ia o rigld si se fixeazd cu un capit in F’, astfel ca sa se poata roti
In jurul lui . Lungimea F'E a riglei trebuie si fie mai mare decii FF’.
Se ia apoi un fir de lungime I, astfel ca [—F E— 2a si se fixcazi un capit
al lui in F, jar celdlalt la extremilaica E a riglei. Se intinde bine firul cu
virful M al unui creion care se sprijind pe rigld (fig. 76). Rotind rigla in
Jurul focarului #*, wirful M al creionului descrie un arc de hiperbold,
deoarsce

MI"—DMF =EF'—(EM+MF)—EF — 1=2a.

Schimbind centrul de rotafie al riglei in F si legind al doilea capit al
Tirului in F’, se obtine in mod aseminitor un are din a doua ramurd a
hiperholei.

2) Censtructin hiperbolei prin puncte. Cind vrem si figuram prin
puncte o hiperbold lrebuie sd procedim iIntr-o anumitd ordine, asa cum
aratdm aici.

a) Se asazd virfurile A, A” si [ocarele F,F’, care se presupun date
(A4 =2a, FF' = 2¢>2a).

b) Se deseneazi asimpiotele. i
Pentru aceasta se duc in 4 si A° per-
perpendicularele pe A4’ (tangentele
in A s A7 la hiperbold), apoi se de-
scrie cercul cu centrul in O si cu raza
OF =c, care taie cele doua perpendi-
culare in € g € (fig. 77). Avem
AC=b, deoarece triunghiul dreptun-
ghic OAC ne da AC?=0C>—0A =
=ci—g2=h2,

Coeficientul unghiular al dreptei

£

OC este m=tg a;ﬁ- deci OB este
a

chiar asimptota hiperbolei. Rezultd
urmdtoarea constructie: se duce cer-
cul cu centrul in O si cu raza OF —¢,
care taie tangentcle la virfurile hiper-
bolei in patrv punete care formeazi

un dreplunghi. Diagonalele acestui ; g -
dreptunghi sint asimptotele hiper- & o r
bolei. i Fig. 7%

11 — Geometrie malitici ol KT,
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In pariicular la hiperbola echilaterd a=b si dreptunghiul devine pa-
trat; diagonalele, decl asimptotele, fac 45° cu axele.

¢) Dupa ce am agezat virfurile, [ucarele si am construit asimptotele,
urmeaza sa gisim si citeva puncte, pentru a putea trasa curba.

Luidm separal o dreaptd si pe ea segmentul TV =AA"=2a, apoi luim
un punet M pe dreaptdi, in afara segmentului UV (fig. 77). Descriem un
cerc cu raza MU si cu centrul in F, apol un al doilea cerc cu raza MV
si cu centrul in F. Aceste dou# cercuri se taie in doud puncte N, N* sime-
trice fali de Ox. Avem

NF—NF =WV MU 20,

dect N apariine hiperbolei. Simetricul siu fatd de Ox aparfine de ase-
menea hiperholei.

Dacéd se pastreazi razcle, dar se inverseazéi centrele, se oblin inca
douas puncte ale curbei, simetrice cu cele precedente, fati de Oy. Prin
urmare cu un singur punct M putem construl patru puncte ale curbei.

Trasarea hiperbolei este mult ajutatd de asimptote, tinind seama ca
ramurile curbei se apropic necontenit de ele,

2 2
13. Ecualiile purametrice al hiperbolei. Ecuatia hiperbolei X

e A
O Rt

O astfel de egalitate este satisfaculd dacé se pune

se poate pune sub forma

Sl B2 B NS e
a b a b i

din care rezultéi ecuatiile parametrice ale hiperholei
@ 1 h 1
x=—[t-4+—) = — e ¥
] 2

EXERCITII S| PROBLEME

238. Sa se arate cd expresiile:
(B —(xg—e)2+yg, (Fa)=(x+e)? -y,
o2
in care (xp, Ug) sint coordonatele unui punct de pe elipsa 1—3+%—1=0,
7 2

sint piitrate perfecte. Ce interpretare geometricd au expresiile date?

e \? & N2
[(Ej)z(n— ?u) ’ (E-;)E(u e ::rg) - Bint pltratele distantelor de la

punct la focare. Dupé stabilirea directd se va confrunta cu relafia (3).1

ELIPSA SI HIPERBOLA 163

239. Capetele A si B ale unui segment de lungime constanta alunecd
pe dou# drepte perpendiculare. Fie M un punct fix al acestui segment.
Se cere locul punctului M. :

[Se ia OA ca axa Ox si se noteazi AM=b, MB=u. Locul este elipsa

%-I— %—170. Proprietatea se foloscgte la construeclia elipsografului.]

240. Fie M un punct pe clipsa de semiaxe a si b, Iy si Fy focarele
sale, iar O cenlrul siu. Si se arate cd avem relatia: :
MF, - MF, ~-MO2=a’L-b%
[Sc poate folusi problema 238. Se poate pleea si de la relatia de

definifie a elipsei, sc ridied la pitrat si se {ine seama de teorerna
medianei.]

L - -
241. Se da elipsa ()= *—H+-§;—1$u si se noteazi cu (B;) rezultatul
@

inlocuirii Iui « §i y din (E) prin x; si y;. Sa se demonstreze ci:
a) dacdi P(ay, yy) este interior clipsei, alunci (E)<0;
k) dach P(xy, yy) este exterior elipsei, atunci (E)> 0.

[a) Se duce prin P o pazalegé laZOy care taie clipsa in Qo ug).
X Y, :
Avem @y==xy Wi <uy deci (I)< ;:fbf:—l=ﬁ, b) Acelasi procedeu, dar
sensul inegalitdtilor se schimba.]

i(z@ S# se ghseascd ecualia unei elipse avind axele de coordonate ca
axe de simetrie si trecind prin punctele M(3, 4) si N(6, 2) (C.d.p. I. Dumi-

triu).
[a2—45, b*=20.]

“‘@. Fie MN ordonata unui punct variabil pe un cerc cu centrul in
origine si @ punctul care fmparle aceasti ordonatd intr-un raport con-

M i .
stant —O=k. Se cere locul geometric al punctului Q.
N

[Elips&.]

244. Se cere locul punctelor carc au suma pilralelor distantelor la
doud dreple concurente, fixe, constanti (C.d.p.).

[Se vor lua bisectoarele unghiurilor formate de dreple, va axe.]

245. Se di un cerc si un diamelru fix al siu. Se cere locul punctului
M care are suma dintre patratul distantei la diametrul fix si puterea
punctului fata de cerc, constanta.
| Hlipsa.]
2 :
246. Se da hiperbola H—1—  1=0 si ne noteaza cu H,; rezultatul

] bt

&

’ fnloecnirii in H a lui @, y prin xy, y,. 54 se dernonstreze ci:

a) daci P(xy, 1) oste fn afara ramurilor hiperbelei, alunci H, <0;
b) dacd Py, 1) este interior uneia din ramurile hiperbolei, atunci
H > 0.

11*
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[a) Se duce prin P o para!el:';z la !g.r, care tale hiperbola in @(xg, 1)
Avem & <Tp, Y=Y deci H1<_;Eﬂ "'3;: —1=0. b) Acelagi procedeu, sen-
sul inegalitalilor se sehimba.]

247. S se arate ci expresiile E; = (xy—c)2+yi;

Ey=(zq+ e24yf, in care (xg, 1) sint coordonatele unui punct de pe
hiperhola i;% —1=0, sint pétrate perfecte. Ce interpretare geomelrici

@
au aceste expresii?
oy i e, . \?
[E1=(T—-a) ,E9=(T+ B) . Sint pétratele distanfelor de la
punct la focare.]

248. Tiind datd hiperbola cu semiaxele a si b, cu focarele Fy si Fy
si cu centrul O, s& se arale ¢d dacd M este un punct al curbei, avem re-
latia:

OMQ—-.M'Fi' MI'QI a?—b2,
[Se tranzpun aicl indientiile de la problema 240.]
f;,@ Intr-o hiperbolz echilaterd, segmentul care uneste cenlrul O cu
un punct oarecare de pe curbd cste medie proporjionald intre ccle doud
raze vectoare FM, F'IM care unese focarele cu punctul M, adici OM2=
=I'M:-F"M (C.d.p).
[Se va trata direct, apoi ca particularizare a problemel precedente,]

250. Fie a? —y?=a? o hiperboli echilateri. Si se arate ei ordonata
MN a unui punct M de pe aceastd curbhd este egald cu tangenta dusi din
N la cercul descris pe axa fransversa a curbkei, ca diamelru (C.d.p.).

[Se foloseste puterea punctului N fatd de cercl]

251. Se d& cercul cu cenfrul in origine si eu raza r=3. SA se afle
locul geometrie al punctului M care are distanta ping la axs Ox cit jumi-
tatea tangentei duse din M la cerc.

ol
[Se folosegte puterea punctului. Hiperbola ;-— ;— 1 =ﬂ.]

252. Se dd un ecerc cu raza 1 § un diametru (D) a2l sdu, fix. S3 se
afle locul punctului M care arve raportul dintre puterea sa fatd de cere
si pitratul distaniei pind la diametrul (D) constant si egal cu k.

Se vor examina cazurile £<1; k=1; k>1 desenind locurile geome-
trice si interpretind rezultatele.

‘ [Generalizarea problemei precedente. <1, elipsi agezatd intre crep-
tele x=-r; k=1, dreptele x=d7; k>1, hiperboli. Pentru k<0 elipsa
este interioarf ecreului dat.]

+ @ Se di un punct A si o dreaptd (D). Prin A se duce o secanti

variabild care taie dreapta (D) in M si in acest punct sc ridiei perpen-

diculara pe (1), Pe aceastid perpendiculari se poartd segmentul MV — M.
5d se gaseasca locul lui N.

|Se ia (1)) ca axd Oy st perpendiculara din 4 pe (D) ca Oz, Locul

este hiperbola echilaterald raportatd la aceste axe, cu un vird in A4.]

* @ Sa se ghseascd ecuatia unei hiperbole, raportati la axele sale,

stiind ca trece prin punctele C‘(E\/Tz; 2 VS_) si D(45, 40).

[a2=25, &=20.]

carrrorur X V1

INTERSECTIA CU O DREAPTA.
PROBLEME DE TANGENTA

A, INTERSECTIA CU O DREAPTA

1. Problemele care urmeazd se pot trata deodatid pentru elipsd si
hiperbold, decarece singura deosebire intre ecuatiile celor doud curbe
este cil b? se inlocuicste prin (-b%). Dacd insd am studia problemele numai
pentru elipsdd si le-am transpune fara demonstratie la hiperbold, proce-
deul nu ar fi convingator, fiinded nu se poate sti dinainte daca simpla in-
locuire a lui b? prin (—b% duce totdeauna la rezultatul corect. Daci am
face studiul separat pentru fiecare curbi, atunci ar trebui si refacem
multe calcule cu totul asemdnitoare. De aceea vom face un studiu simul-
tan pentru cele deud curbe gi In acest scop vom scrie ecuatiile lor con-
centrate in una singura:

2+ —1=0 (s—ck1), (1
a® B
astfel cfi pentri e= 1 se obfine elipsa, lar pentru e=—1 hiperbola.

2. Intersectia elipsei si hiperbolei cu o dreapti. Pem.m a pisi coordo-
natele punctelor de interseclie ale elipsei sau hiperbolei cu dreapta y=
mx-+n trebuic s rezolviim sistemul

3 £
1_w+!’___1=0; y=ma-|-n. (2)
a” eh?

Fliminind numitorii in prima ecuatie s inlocuind pe y din ecuafia

dreptei se capitd
eb2r? 4-a2(m2z24- 2mnic+n?)—ea?h?=0 sau

(a?m2+ebdx-- 20 mnx+ a(n—eb?) =10 3)
Accast? ceuatic ne di abscisele punctelor de intersectie ale dreptei cu
elipsa dacd se ia e=--1 sau cu hiperhola dacd se ia e——1. Ordonatele

corespunzitoare se obfin din ecuafia dreptei, inlocuind pe x cu valorile
date de (3).
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Discutie. Punctele de intersectie dintre dreapta datd si curba respec-
tiva sint reale, confundate sau imaginare dupa cum realizantul ecuatiei
(8) cste pozitiv, zero sau negatéiv. Notind cu R 1‘ealizanml avem

R=4a’m’n? 4a¥(a’m?— b2 (n*—eb?) =4a2b?[b? | r(a*m>—n?)].
Dar semnul realizanlului este acelagl cu semnul expresiei
E—Db%4e(a?m*—n?)

care pentru elipsa (g=1) devine

E.—a*m?4bi—n?, 4y
iar pentru hiperhola (g=-—1)
F=h%—a’m?-|- n2 (5)

Cazul elipsei v) Daca £,>0, adicd |n| <'\/a2'm.2+ b*, punctele de inter-
sectie sint reale si distinete, iar dreapta cste secantd elipsei.

b) Daci E,=0, adici n=+4V a?m?+b2, dreapta taie elipsa in douid
puncte confundate si prin urmare este tangenta elipsei.

©) Dacd E,<0, deci |n|>V a2m?+02, punctele de interseclie sint ima-
ginare si dreapta cste exterioard.

Cazul hiperbolei. 1. Presupunind a?m’>—b?<0, prin urmare b>—
—a*m?>0, avem totdeauna 1,>0, deci dreapta y=max-+n taie totdeauna
hiperbola in doud puncte reale gi distincie, adicd este secantd curbei,

b b .
Conditia de mail sus cere ca — —\-m<ﬁ: aceasta din punct de ve-
a

dere geometric inseamna ci paralela dusd prin origine la dreapta data
este continutd fn unghiurile asimptotelor, in care se alli si ramurile hi-
perbolel. De aici concluzia: orice paraleld la o dreaptd care trece prin ori-
gine §i taie ramurile unei hiperbole este de asemenea o secantd a hiper-
bolei.

1I, Presupunem acum am*—b62>0. Pulcm avea urmitoarcle situalii

a) Daca E,>0, adici [n|>V e2mZ—b2 punctcle de intersectie sint
reale si dreapta cste seeanti hiperbolei

b) Dacii F=0, sau n=- aZm> b2, punctele de intersectie sint con-
fundate si dreapta este tangentd hiperbolei.

c) Dacd E,<0, deci |#|< VaZm?—b2, punclele de inlerseclie sint imo-
ginare si dreapta nu tale hiperhola: ea cste situatii intre cele doud ra-
muri ale hiperholei.

II1. a?m?—Db2=0, de unde 7wz:Wb. In acest caz ecuatia (3) nu mai

a
este de gradul al II-lea, ci de gradul T si nu mai existd decit un singur
punct de intersectic la distan{ii finitd, Al doilea punct este la infinit (ele-
vii vor demonstra ci dacid in ecuatia ax?+-br+c—0, a—0, una din ridi-

cini tinde catre co). Dar m= *f — sint coeficientii unghiulari ai asimplo-

Lelor hiperboelei. De aici proprmt%ea
Orice paraleld la una din asimptotele hiperbolei taie curbe fntr-un
Singur punct la distanta finitd.
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Pentru hiperbola echilaterala discutia este aceeasi cu specificarea cd,
deparece a=b, expresia a*m?—b? devine a*(1n*—1).
_,“J
; ’ S e
Exemple a) 5@ se afle punctele de intersecfie ale elipsei 5 Jt—1—0, cu

a--2y—3=0. - ! h .Y
dreag?ﬁgej;zﬂln dreplei se scoate 2y=3(1—x), care dus in ecuafia elipsel

94 V81 | e ande
af-Lay—a- -0, da 10x*—18x--5=0, cu radacinile @,,= —-——w—— = Rezultd #,:=
S

B

b) Dreapic y=2x-17 este extervioard elipset x24-3y2—9=0. y
in adevar din ecuatia elipsei se deduce a?=p, b*=3. Expresia E_a‘m+

+b2—n? devine E, =9:443—48——10<0, deei punctele de intersecfie ale dreptei cu

elipsa sint imaginare. ] ’ .
¢) Si se determine punctele comune ole dreptei o—2y-+4=0 cu hiperbola

a

ot 5

16 B ’ : ' ¥

Din ecualia dreptei rerultd wx=2y—4 care dus in ecuatia hiperbolei da
9(dy*—16y-+16)—16y*—9-16=0.

A : a8, 4
Dupd reducerea termenilor asemenea gi impériirea cu 4 se obfine Sy“-—:}bufﬂ, deri

=il =1,

=0 si yZFE- la care covespund @j=—4, L= 5 Dreapta taie hiperbola in punctele

. {52 38
A'{—4, 1) — virful hiperbolei — si P E'E
1!} 3
d) Dreapta y=2x—1i este tongentd hiperbolei —— —_y—ﬁ-i—ﬂ Si se afle punctil
i g
de contact. ‘
irlocuind pe w in ecuatia hiperbolei se objine
262?—25 - 4(x?—8w-}16)—35+36=0, care se imparte cu 2 si dupii ordonaren terme-
nilor da

162%—8-252-1-25°—=0 sau (4r—=25)"=0.

b 0
Punctul de contact are conrdonatele Z y E) .

B. PROBLEME DE TANGENTA /

3. Taﬁge7zta intr-un punct curent, la o curbd oarecare. Este bine s
reamintim urmitoarele chestiuni din analiza matematicd, de care ne vom
fclosi in problemele de tangenti.

Derivata unei functii y=7f(x), in punctul de abscisi aj, este langenla
trigonometricd a unghiulul a ficul de tungenta geometrica in M la curbs,
cu axa Oz. In limbaj analilic vom zice mai scurt: derivata caleulatd in
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punctul M (penlru x—ay) este coeficientul unghiular
al tangentei la curbd in M (Lig. 78).

Dacd notdm cu w4 sau f'(vy) valoarea derivalei
pentru =, putem serie

m=y'g=["(xg)=tg . (6)

O datd reamintite acesle Iueruri, si trecem la
problema pe care ne-am propus-o. Lcuatia tangentei
la o curbd, datd prin ecuatia ei, se va scric eca o

dreapti care {rece prin punctul Mz, ) al curbei

$i are directia cunoscutd, dati de derivala funcliet

/ = y=f{x), in acel punct. Prin urmare

o :f‘gu S -
Fig. 8.

[ v—vu=ybe—zy) 0]
cu condifia yu=f(:rT”_4“ U
Trebuie totdeauna s se scrie dupi ecualia tangentei (7) si condilia
ca punctul sd se gdseascd pe curbi, asa cum s-a fhicul aici, cdci fard
uceastd condifie (7) nu mai reprezintd tangenta la curbi.
a
Exemplu 5% se gdseascd ecuafia tangenlei la curba y=-x—~+—1]; in
e
punctul M(-21, 0).
in_primul rind se constatd ci punctul se afli pe curbi. Derivala
oa? —8aZ— 1
(x—1)* .
gentei esta y:—-; (x+1) san 3x-+2y-+3=0.

Y= devine, pentru x=—1I1, yp=— 5 astfel cd ecuatia tan-

Ca verificare, sistemul format de ecuatia curbei gi 2 tangentei trebuie
¢a aibd o solutie dubld (r=—1).

4. Tangenta intr-un punci ol elipsei sau hiperbolei. Scriem ecuatiile
elipsei si hiperbolei condansate in

(8)

Pentru tangenta la curbd in My, Yo) avem navoie de derivata
functlei y, deei de 4”. Pentru aceasta scoatem din ecuatia curbei

BV Ly {3:-2—1, elipsa
e®  eb?

e=—1, hiperbola

ehh?
Yyr=ghl— {1—: o

¢e unde, prin derivare in ambele piirfi in rapert cu x, oblinem

2yy’=—2s—f x sau Yy =— -Eiﬂ

I F

h? 5 . s
In punctul Mo(xg, o) vom avea yh=—— 2 si ecuatia tangentei se
a:l n
serie vezl (7)
b
Y—yo—=— ;" ([@—ap)

a'yy

ey
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sau, inmuljind cu yp si impartind cu gb?

o
X5y Ul % 5 Ul
= (e
a® = eb? & b !
cu conditia ca My 88 verifice ecuatia (8), adica
¥
R
a sl?
Insd, in baza acestei conditii, suma din parantezid este epgali cu uni-

tatea, astfel incit forma definitivd a tangentei la curbi (8) esie

i

2 2
e _1=0, cu condifia >+ 1.

et eb? a 365
Acum separiim cele doud curbe (8) luind pentru elipsd g= 41 si pen-

tru hiperbolii g=--1 5i obt{inem:
Tangenta la elipsd in punctul My(z,, Yg)

FX
ooy
o

-
Uil i ST}
= —1=0, 3

w89 ©
b h? ’

conditia

Tangenta lo hiperbold in punctul My(xy, yo)

o e i 2
0, yy ST ol

L‘GT"‘*——}),” —1 -0, cu conditia 1=0. (10)

Daca se elimind numitorii, ccualiile tangentelor se scria
bixxg+atyy,—aib?=0 pentru elipsa (979
b2rxy—ayy;—a?b?=0 pentru hiperbola (107)
Exemple, a) Sd se scrie zcuafiile tangeniclor lo elipsa ax?--9y—4=0, in pune-
3
tele care vu abscisa x—1. Din ecuatla elipsei se deduce, pentru z=1, y=i%_'

Tangentele in cele doua puncte M, (1, ‘/Ts) M, (], _\/Ts)

Vs
: Y
xr L 3
— —1=0 sau separate
4 4
9

=48V 3y—4=0 si z—8V3y—d—0.

Ele se intilnese pe axa ox in punctul (4, (). ; d
W i
b) Sa se scrie ecuajia fangentei ln hiperbold E_“Q_ —1=0, in punciul (4, 3).
Punctul verificA ecuafia curbei, deci se giseste pe hiberboli. Ecuafia tangente!
|
e S e -;5,—% —1=0. Sub aceasti forma se observi imediat
8 9 .
<a taieturile dreptei sint (2, 0), Q(0, —3).

-
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5. Tungentele de directie datd. Directia este datd de cue[icientul‘ un-
ghiular m. Problema care se pune este de a defermina ordonata la origine
1w asa fel ca dreapta y=ma+n si fie tangentd elipsel sau hiperbolei,
adicd s taie curba respectivil in doud puncte confundate.

Tungentele de directie datd, la elipsi. Conditia ca dre:?.pw‘ sa taie
elipsa in doud puncte confundate este (§ 2) ca E,=a’m?>+-b*—n*=0, de
unde 11:+\/a"1719+i)2: O dati determinal n, se introduce in ecuatia drep-
tei sl se obiin dou# tangente la clipsd, care au directia data prin coefici-
cntul unghiular m

y=‘1'fn,:ci\/a?m'2 |-h4 (11)

Luind pe rind semnul (+), apoi (—) se vede ca cele doua tangente
paralele sint simetrice fati de centrul elipsci, deoarece laie axa oy in
douil puncte sinetrice.

Sa se observe cd fiind dal e, totdeauna exista doud tangente la elipsd,
avind coeficientul unghiular m, deoarece a?rn? -+ 562> 0. 3/

Daca a=b—r regisim ecuatiile tangentelor la cerc, cu o directie data,
cind contrul cercului este in origine. E

Tangentele de directie datd, lu hiperbola. Tot la § 2 am gasit c;onqdk
tia ca dreapta y—=mx--n si fie tangenta hiperbolei, anume Ey,=bi—a’m?--
An?=0, de unde n=-+ VaZm?—b? Inlocuind In ecuatia dreptei, se giscsc
ecuatulé tangentelor care au direcfia datd de coelicientul unghiular m:

y=maxt Vaim2—b2 (12)

Ca si la elipsd, ele sint simetrice fatd de centrul hiperbolei. .

in particular dacii a="b cblinem ecuatiile tangentelor, cu directia datd
de m, la hiperbola echilaterali:

y=m:r__—l;a\/m“*—1. (129

Spre deosebire de elipsa gi cerc, la hiperbold nu se pot duce langente
paralcle cu orice dreaptd, deci pentru erice m. In adevir pentru ca tan-
gentele sa fie reale trebuie ca @?m?—b2> 0, deci

m<— R sau  m> iy (13}

@

1~}

Prin urmare lrebuie ca directia tangentei s faci cu axa Ox un unghi
mai mare (in valoare absolula) decit al asimptotel. .
Altfel spus, ¢ paraleld dusi prin centrul hiperbolei, la o tangentd
oarecure a curbei, este exterioard unghiului asimptotelor care cuprinde
axa Oz, deci nu intilrneste curba.

¥
Exemplc a) S§ se scrle ecuafisle tongentelor cu dirvectia datd de m= ‘E: la
1 ]
elipsa o i J? —1=0. S84 se afle coordonatele punctelor de contact,
3 = 5 ) 1 By
Avem n=+47\/9- _le:j_ i Ecuatiile tangentelor sint y= _ x4+ _ si §=
F 2 2

1 5 :

= o x— E sau x—2y-}-5=0 gi w—2y—5=0.

- R —————
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Intersectind elipsa ecu fiecare din cele doud drepte se gasesc punctele de cone

89 B 9 i
tact T(—“-i T)'T’(T' —T)'
5 5 5

b) Tangentels la elipsi parcicle cu a doua bisecioare sint:
Y=+ VEJ+IJ2 sau Efy - 'V’w‘:—b2=0_
o) Tangeniele la hiperbola puaralele cu prima bisectuare sind:
y—at YaP—p? sau x—y-— 1/113—b3:0,
Astiel de tangente nu existd decit la hiperbolele care au a>b, deci unghiul
asimptotelor, in care este situath hiperbola, este mai mic decit 90°,
6. Problem#, Sd se afle locul geomeiric al punctelor de unde se pot duce lan-
gente perpendiculare la elivsd.
Cele. doudi tangenie fiind perpendiculare vor avea drept coeficienti unghiulari

m i ——. Ecuafiile lor se seriu ca tangente la clipsd eu dircctin data, deci
n
1 === o
g;:ma:—[—'\’aﬂm3+b2 si Yy——— 21+ '\/s’ . iﬂ. 4 b (14)
n me

Locul geometric al intersecliei celor doua langenle se obline eliminind para-
metrul m. Pentru aceasta se elimind numitorul la cea de-a doua ecuatie, apoi se
separa radicalii gi se ricica la patrat. Feuatiile devin

9

Yr—omay-+mix’= alm?-6*
miytLamay-al= o?-Fm2bL
Prin adunare se capitd
: (B (1 = (1Fmle? | (1| -mAb?,
ceuafic care se imparte cu 1-+m2=40 si di locul geometrie
a*Hyt=a? | B2 (13)
L.oc}u] este un cerc concentric cu elipsa, cu raza. cil diagonala dreptunghiului
constrult pe semiuxe, Acest cere este circumscris dreptunghiului eare incadreaza
elipsa si se numeste cereul lui Maonge sau cercul arfoptic,
1. Problema. Sd se afle lueul gevmelric al puncielor de unde se pot duce tan-
gente perpendiculare lo hiperbold. L
Este inutil si reluim caleulul f&cut la elipsi (elevii il vor face ea cxercifiu si
ca verificare). Locul se glseste direct inlocuind in (15) pe b” prin (—b?), ceea ce

da cercul 1
i yt=at—b% (16)

Acest cerce cu centrul In ovigine are rzza 1'=\/u!—b!, de undc se vede ci nu
este real deeif dach a>b, adich dacd unghiul asimpiotelor, care confine axua lrans-
nerad, este asciifit,

y In eazul hiperbolel echilaterale (a=b), cereul se reduce la un punct: originea,
Tangentela perpendiculare duse din ovigine sint chiar asimplotele.

: ?El rulluperholelue care au <t (asimptotele fac un unghi obluz), cercul este
imapinar si nu existd nici un punce din care si se poati duce langenle perpendi-
culare la curha.

In cazul eind cercul este real (@>D) el se numeste, ca si la elipsd, cercul lui
Monge sau cereul orfoptic.

ﬂ an.genteiq_duse dintr-un punct exterior, la elipsi si hiperbali.
Considerdm ecuatiile celor doud curbe concentrate in
&3

i{+y5

—1=0 (s=+1)

oL eh?
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si fie P(xg, yo) punctul exterior din care vrem sd ducem tangente_le. Pen-
tru aceasta scriem tangenia cu directia datd de coeficientul unghiular m,

nedeterminat
BRIV . e

gi 1l atlam pe m punind condilia ca aceasta tangentd s treacd prin P.

Trehuie sd avem
yo=mxy+ Y alméi-pb?
de unde, izolind radicalul gi ridieind la pdtrat obfinem ecuatia de gradul
al I1-lea In m:
(yp—mxg)t=a’m?--eb™ (17

Din cauza ca facem o ridicare la pilral este inutil s se ia inaintea
radicalului din ecualia tangentei, semnele (). .

Daci luiim s=1, atunci avemn ecuatia in m pentru elipsd

(yo—miry)t=ahn?4-b?, (177)
iar daci luim s=—1, avem ecuaiia in m pentru hiperbold:
(1)y— miTg)2=a?m>—b2, (177)

Piecare din aceste douil ecuatii did doud réadfcini miy, my, deci doud
directii pentru care tangenta la elipsi sau la hiperbold trece prin P. Ecua-
tiile acestor tangente se secriu simplu, observind ci trec prin P(Xo, o) $i
au directiile cunoscule mmy, ma:

y—ryp=my(r—ay), Y—Yo=malT—is). (18)

Daca my, my sint radicinile ecualiei (177), atunci (18) reprezintd tan-
gentele duse din P la elipsd: dach my, my sint ridicinile ecuatiel (177),
atunci (18) reprezintd tangentele duse din P la hiperhola.

Observare Dacd se calculeazd realizantul ecuatiei (177) sau (177)
se obscrvd < pentru ca m si fie real trebuie ca P sd fie exterior elipsei
sau hiperholei (la hiperbold exterior inseamni situat in regiunea care
contine axa netransversd).

Exemple. a) S& se scrie ecualiile fangentelor duse la elipsd din punctul
(5a, hb).
Ecuatia (17) ne di (5b—5am)=a*m*+b? sau, dezvoltat:
240tm*—50amb-4-24b2—0
4b 3h 5 A
cu radacinile my= 1— m, = r Eeualiile celor doua tangenic sint
8a a
4h 3h
y—5b= — (x—ba) si y—bb=— (x -5Ha) sau
3a da
4hr—aay—pab=0 si 3bx—day--5ab=0.

5
b) S& se scrie ccuabille taugentelor duse din punctul I—'(a, ‘E)lﬂ hiperbola,
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" - 5 i

Keuatia (177) ne di [;“31)1) —36 m2—25 sau 27 m? |15 m— 1T25 =0, cu ridicinile
5
2

iy =

my= ——":

18

5
=7 @®—3) si y—

Ecuatiile langentelor sint y— o
25 7
= — = (x—3) sau 52—6¥=0 (una din asimpiote) si 252-+18y—120—0.

g Fapj:u!r ca ufrlla din fangente ecste chiar asimptota hiperbolei se explici prin

ccea ci P ose afla pe acea asimptlolll, care astfel este wuna din ta % i

i 2 tangentele duge din
\!(f

l,"
EXERCITII S1 PROBLEME

255. S se determine punctele de interseciie dintre elipsa x2-431y%—

—27=0 si dreapta a—y—3=0.
L B
o904 (5 3]

250, 5d se ducd in elipsa x244y2=9 o coardi al carui mij i fi
punctil M, 1. (C dp ), i a carui mijloc si fie

fel ca — P “=2, de undc se scoate i. Nu se reznlva ecuatia de gradul
al Il-lea, ci ce foloseste semisuma radicinilor.]
257. 54 se determine ecuatfia unei dreple Inclinate cu 60° fati de axa
Oz, care s& determine in hiperbola echilaterii 22 —y?—a? o coardi de lun-
gime 2a V2 (S.G.M. VI). -
[y=i?'§.2:i—2a.1
! 258._0 d::e'apti paraleld la axa netransversid a unei hiperbole taie o
asimptota a el in M, o ramurii a hiperbolei in N si axa transversd in P.
Sd se arale ci avem PM’—PN?=const: cind dreapta variazi (C.d.p.).

i ‘25{). O paraleld (A) la axa netransversi taie o hiperbold in punctele
M si N, Paralelele la una din asimptole, duse prin M si N, taic axa ne-
transversa, respe?tiy In P ¢l @ 8i se demongtreze e produsul OP-0OQ =
=const., atunci cind (A) variazi.

|Constanta este 2]

2
- el —1=—0, asa fel

260. 53 se gaseasedl un punct M pe elipsa
869 144

ca razele vectoare sa fie perpendiculare.

[M(xo. 4y). Conditia de perpendicularitate duce la 234 3] =225, deci
911

M trebuie si [ie pe acest cere gi pe elipsd. Patru puncte: x=--

a8
‘u*rl-"_,;—']
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261. Sd se trateze problema dc mal sus in ecazul general si si se gi-
seasci condifia ca sd existe solufii. Cum se pot construi grafic cele patru
puncte? Sa se deduca si pe cale geometricd condifia ca sa existe solufii.

Pentru ce fel de elipsa avem numai doud solulii si care sint ele?

[Conditia este c>b. Daedl e=b, deci ¢=b 2, numai doua solutii.]

262. Un unghi drept se roteste in jurul virfului siu, care este in vir-
ful A @l unci elipse, iar laturile sale intilnesc din nou elipsa in punctele
M 5i N. S8 se demonstreze ci dreapta MN trece printr-un punct fix.

[Particularizare a feoremel lui Frégicr. Bcuefia drcptzci MN:

(a?+-bYma-t-almi—1)y—ae?m—0, Se imparte cu m si se noteaza Tk

se obtine un fascicul.]
+ 263. 54 se scrie ecuatia tangentei in punctul =2, 1a curba y2=11+1,

[y=-+va?H1, deei curba arc doud ramuri. Tangenta la y=3 a1
edte Ya—y—1—0]

J‘l"‘ 264. S8 ge scrie ecuatia elipsei care ftrece prin pum.tele M6, 4),
B(0, ), elipsa filnd raportata la axele sale.
Sa se serie ecualia tangentei In punectul M.

[i-l-i 1=10; 3x+4-8y—50=
TR e s *("]

- | 2
265. S& se scrie ecuatia tangentel la elipsa :—E+g- —1=0, in punec-

tul din cadranul I eare are x—2.
(B4 v/ 8y—22=0.]

4 266. Si se ga‘isbascé ecuatia unei elipse, raportatd la axele sale, stiind
cil are axa mare egald cu 8 si este tangentd dreptei y=x--5 (C.d.p.).

[@?=16, b’=9.]

267. 54 se paseasca ecuatia unei clipse care este raportati la axele
sale, sliind cii axa micd este de 6 unitdfl si are ca tangentd dreapta
r—2y +14=0.

[a2=160, b?=9.]

268. 84 sc dctermine ecuafia elipsei, raportatd la axele sale, care
este tangentd dreptelor x—4y+13=0 si dx—5y—25=0.
5& se figureze elipsa si dreptele.
[a2=25, b2—9.]

269. S# se afle ecuatia elipsei, raportati la axele sale, care este tan-
gentd dreptei 2m+3\} 3y—24 =0, in punctul (3, 'V‘ 3).
[a?=36, b*=16.]1

By =
al
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#7270, S5 se gdseascd ecualia hiperbolei, raporiata la axele sale, care
este tangentd dreptei 3x—2y—8=0, in punctul (6, 5).
! [a?=16, b*—20.]

2
271. S se scrie ecuatiile tangentelor la hiperbola é—i—uu,

paralele cu dreapta Zx—y-+2=0.
! [y=2x+48.]

272, 53 se gaseasca ecuatia unei hiperbole, stiind ci este raportati
la axele sale, ci distanta focald este FI'=10 si ci este tangentd dreptei

Sa—4y—16=0.
[a?=18, b’=c?—a’=9.]

273. 84 se alle ecuatia hiperbolei, raportatd la axele sale, care este

tangenta dreptelor 7a—5y—25=0 si 81:—5\,/31) 20=0.
la?—25, b’_zu
274, 34 se determine hiperbola echilaterala raportatd la axe:
a) care trece prin punclul (13, 5);
b) care egte tangenti dreptei 3u—2y —10=0;
c) a cdrei tangentd In punctul corespunzitor abscisei focarului are
ordonata la origine y=3.
[a) a’—y?=1d4; b) a®—y?=20; ¢) @ —y?—9.]

275. Be duce prin mijlocul semiaxei OB’ o paraleli la uxa mare a
unei elipse, care taie elipsa in punctele M si N. S se arate ci tangenta
in M ecste paraleld coardei BN gi tangenta in N este paraleld coardei BM.

276. O tangenta variabila la elipsd intilneste tangentcle dusc la cx-
tremitatile A, A’ ale axei mari in punctele P si §. S& se demonstreze ci
produsul AP-A’Q este constant. Sa se precizeze dinainte care este con-
stanta.

[Pentru & preciza consbtanta, se duce fangenta in B, pozifie particu-
lara.]

277. Aceleasi date ca mai sus. 53 se arate cd segmentul' PQ al tan-
gentel variabile esle vizul din [ocare sub un unghi drept.

278. Si se arate cd produsul distanielor de la foeare la o tangentd
carecare a elipsel este constant (C.d.p.).

279. Produsul distantelor de la un focar la douil tangente paralele
este constant. Sd se caute legidtura dintre aceastdi problemé si cea pre-
cedentil.

[Din cauza simelriel, dislan{ele din aceastd problemi sint egale cu
cecle din problema precedentd.]

280. Se duce tangenta Intr-un punct M al unei hiperbole. S& se arate
ca M este mijlocul segmentului din {angentd, cuprins intre asimptote.
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281. O dreaptd intilneste o hiperhold in M si N, iar asimptotele ei
in P si €. S& se arate ca segmentele MN si PQ au acelasi mijloe.
58 se deduca de aici proprietatea din problema precedenta.

282. S se afle eccuafiile tangentelor duse din punctul P, 7) la
elipsa — + £ —1=0.
00 64
[324-5y—50=0; 2-+3y—26=0.]

£83. Fiind data o elipsd cu focarele F si F’, se ia un punct T pe
tangenta la clipsd intr-una din extremitilile axei mici. S4 se arate ci a
doua tangenta dusid prin 7' la elipsi este tangenti si cercului TFK”
(C.G.M® 1928).

284. O tangentd variabild intilneste in M si M” tungentele dusze 1a
extremitétfile axel mari ale unei clipse. Se cere locul geometric al inter-
sectiei dreptelor MA” si M’A,

.
|Elipsa cu axa mici pe jumitate. Se ia MA=) si atunci M'A= I'
Vezi si problema 276.]

285, Aceleagi date ca mai sus. Se cere locul intersectiei perpendicu-
larelor duse din M si M, respectiv pe OM’ si OM. Locul fiind o elipsa
cu semiaxele o si 3, sd se arate o avem relatia

286. O elipsd are axa mare A =2BD’. O tangenld variabili taie
tangenta din B in punctul N si tangenla din B® in punctul A’. Se core
locul intersectiei perpendicularelor duse din N si NY, respectiv pe BN7 si
B'N.

[Cereul x?-y'—b2=0.]

287. Sd se gliscased ecuatiile tangentelor duse din punctul C(Ta, 8b)
1a hiperbola cu semiaxele a g1 b, ruportati la axele sale.
[@c_f*_u_1=0. LT ]

=1 =

3a 3b y —5¢ Kb

288, Sh se ghseascd punclul M pe axa nctransversd a unei hiperbole,
astfel ca tangentele duse la curhbd si determine pe langenta fn virful A
un segment de lungime datd 2 k. Care este valoarea minima a lui k? Caz
particular k=c (semidistanta focald).

ISe scrie ecuatiile tangentelor si se taie cu x—a=0; M(0, szgbi,
M’(ﬂ,—‘t/kﬂ—-bﬂ; k=b cind M=0. Caz particular: M(0, @), M(0, —a).]

* Concursul ,,Gazetei Matematice®,

|

INTERSKCTIA CU O DREAPTA. PRORLEME DE TANGENTA 177

gy,

289. Prin focarul K al unei hiperkole se duce perpendiculara pe axa
transversd si fie C' unul din punctcle unde aceasts perpendiculara intil-
neste hiperbola. Sd sc afle ecuatiile tangentelor paralele care determind
pe tangenta in C un segment egal cu 2 \/a3+c9.

= Caz particular pentru hiperbola echilateri.

[(b2fce—2acy+a'=—0; 3x—2v Zuta=0]

290. Se di hiperbola echilaterd raportati la axele sale si cercul
care are ca diameiru axa transversi. O paraleli la Oz taie cercul in M
$i hiperbola in N. S se determine aceasti paraleld ‘astfel ca fangentela
in M si N la cele doudl curbe si fie perpendiculare.

291, O paraleld (A) Ia una din asimptotele unei hiperbole Inlilneste
hiperbola in punctul M. Tangenta in M la hiperbold {aie acceasi asimp-
totd in N. Se cere locul gecmetric al intersectiei dreptei (A) cu paralela
dusd prin N la o doua asimptoti.

[f A ]

27 an?

. 292. O elipsé si o hiperbold au aceleasi focare. Sd se arate ci in
punctele de intersectie langentele la cele doud curbe sint perpendiculare
{curbele sint ortogonale).

19 — Ceometrie analiticd ol. XT.
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rmat de razele vectoare ale lui M.

,_{3 unghiului-
Yy D /< Fie M(:ro, o) un punct al elipsei, prin urmare
St L & oy (\
f_- NY F = T B ) M\

P A»,‘:u“} & N i e e U 1Y)

{ \ , 1

e ] N i N, - \ Y

7 Ecl{}fhé razel Vectodre F'M este 1\ il ! i
LA, Y i Y 1 | /
hHE (FM) zq  yg 1| =yor—@o—C)Y—CYo=0-
B 0 1

Pentru raza vectoare M este destul si schimbim pe ¢ in (—c¢) si gésim
ecuatia A
(B Myypo—(io+c)y +<cyo=0. /

|
Ecﬁatiile bisectoarelor unghiului format de razele vectoare sint
: nr—-l:r;.+c]u+ry,, 5
Vi + Gt o

Yo¥ — g —o —es _

e — dm
o ey e

Pentru a scrie biscctoarea exlerioard, ne vom referi la regula pe care

am dat-o la scrierea hisectoarelor, anume vom face ca in fiecare 2&1 le a
ecuat;el termenul liber din ecuatia mormald si fie negaliv; pentrufaceasta
in prima parte se ia in fala radicalului (+4), iar In a doua rte ().
Apoi in fata liniei de fractie, pentru unghiul care con;mf-c nea se ia
semnul (), deci pentru unghiul exterior (—). ( fu 7

¥ 4 B

& ey

1. Tungeniw la elipsa intr-tn punce M este bisectoarea exterao&rﬁ

\ "/

(%

1

L

-z

%

(5)‘“’/

|

{3
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_, gdory

Tinind apoi seama ciV(zy | €)%yl = s Vim—olttus =

ety

43
yor — (v + Ay ey |
a® ooy ;
Daci facem suma numiritorilor pe suma numitorilor, apoi diferenta
numaratorilor pe diferenta numitorilor obtinem

Yot — (% — &)y — ctiy el
o —

ok — Tl %o =Y sau myygn+ (a2—ad Jy—ay,=0. <L
o Ty o
Tnsdi M fiind pe e];pbd din (1) rezullda a®>—x; = ‘*yg si ecuatia bisec-

‘toarei demne a:gy{,r~l —a? Yp=0, care simplificatd cu 1; a 1m?ari;1t5
cu g? ne di ;&
_‘, L

/ b* '

adica tananta in M. Prin urmare bisectoarca unghlulul exterior celui
format de razele vectoare este tangenta in M. Perpendiculara in M pe
tangentd la curbdl poartdi numele de normale lo clipsd in punclul M. Esle
evident cd normala este hisectoarea interioard a unghiului format de ra-
7ele vectoare FM, " M.

Observarce. In baza sccstei proprictifi, daci o jumiltate de elipsi
ar fi oglinditd pe partea interioard s&i s-ar ageza o sursd luminoasd in-
lr-un focar, atunci razele reflectale s-ar concentra in celialalt focar. Din
aceastd cauzd proprietatea se numeste propriefatea opticd a elipsei.

2. Tangenta la hiperbold intr-un punct M esie bisectoareq mteiwam
a upghiului format de razele vectoare ale: lui M. Deoarece M{xg, o),

l:

=0, (@

n®

Fic, 0), F’(—e, 0) ecuatiile dreptelor M si F'M ramin absolul aceleagily

ca la ehpsa Ca si ne asigurdm este destul sii privim determ}nantul careq

[a se vedea cap. XV, (3)], ecuatia bisectoarei exterioare csie:

F'M gi sfi observdm cé elementsale sint aceleasi. \/

{ﬁ}?\ Dnsobn"llt‘ fai;a de elipsa sint urméatoarele: L_»_"-.' |! L
4 \ ]
p Condltla ca M za fie pe hiperbold x—ﬂg ;”; “1=0; A\ A
A ? nd
& DT ) Xy —
2) \f;y(,-{—(xc-ﬁc}‘ = %' dooarcce la hiperbold avem e¢>a, | |
A
ay>za si Vdeci cxg—a?>0 (la elipsd a®—cay >0). -
\ 3) Fiind vprba de bisectoarea interioard, deci a unghiufl\ui care comn-

‘tlnf: originea, in: fatsg hméi de fractie se ia semnul ().
Ecuaha hwce{* reare interioari se scrie du‘eci

. T Unx_(Ju"“'f«}J—ﬂyu o
Loy ™= G

12*

/) /

Iy o ‘n/ .f’#

! LAY [
| ~ T\
»v{\,\‘\ ;'{ {l{.
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Daci se aplici si aici proprietdlile rapoartelor egale si se face suma
numaritorilor pe suma numitorilor, apoi diferenta numiritorilor pe di-
ferenta numilorilor, se obtine

YoX — %l Y —Yn

i — sau Toyer—(x §—ay—ayy=U.
o

2
Dar din conditia ca M si fie pe hiperbold avem wﬁ—nguiyg, care in-

locuitd in ccualin de mai inainte gi ficind aceleagi operalii ca la elipsa,
ne duce la ecuatia bisectoarei
o o :

— - ] =0;

@ n*

aceasta nu este deeit tangenta in M la hiperbola.

Bisectoarea exterioard a unghiului #FMF” cste perpendicvlard pe tan-

genta in M, prin urmare este normala in M la hiperbola.
— 4. Consecinte. a) Constructia tangentei la elipsi si hiperbold. Tie M
punctul In care vrem sd ducem tangenta la elipsd. Prelungind raza vec-
toarc F”M cu lungimea MN—MF (fig. 79) se formeazi triunghiul isoscel
FMN, in care bisectoarea (tangenta) cste si indlfime si mediand. Prin
urmare tangenta in M se poate construi fie ca mediatoare a segmentului
FN, fie ca mediand a triunghiului FMN.

La Tiperbold, conslructia tangentei intr-un puncl M se face in mod
aseminitor, cu deosebirea ci scgmentul MN=MF se ia pe raza vecioare
MI si nu pe prelungirea ei (fig. 80). Se obfine triunghiul isoscel FMN.
Restul construcliei, ca la elipsa.

b) Cercurile directoare. La elipsd, urmirind figura 79 se obscrvi e
avem FPN=F"M--MN=F M+MF—=2a, rclatic care aratd ci punctul N
descrie un cerc cu centm]_ in F* si eu raza Za, cit axa mare a elipsei,
ﬁtcesta se numeste cere director al elipsei. In mod asemaniter se zratd
cd avem un al doilea cerc director, cu centrul Iin F 5i cu aceeasi razi.

Fig. 9. Fig. 80

TRAMSA [y

13%

PROPRIETATT ALE ELIPSEI $I HIPERBOLEY

Observind cd N este simetricul focarului # fatd de tangentd, sc podte
enunta urmatoarea proprietate: locul geometric al simetricului unaui foear,
fati de o tangentd variabild la elipsd, este cercul director cu centrul in
celalalt foear.

Depirtarea de la un punct la un cerc se masoard pe dreapta care
uneste acel punct cu centrul cercului, deci departzrea de la punctul M
la cercul dircetor cu centrul in F” este MN. Se observd apoi ¢ elipsa este
in intregime interioarad ccrculul director. Aceste observatii simple ne per-
mil si enuntim urmitoarea propozilie: locul geometric al punctelor egal
depiirtate de un cerc si de un punct I' interior cercului este o elipsi, avind
ca foeare punctul F si centrul cercului, iar axa mare eguld cu raza cer-
cului.

La hiperbold avem evident (fig. 80)

N =FTW —NM—=F M—MF=2a,
deci punctul N descrie un cere — cercul director — cu centrul in F” si
raza 2a, cit axa transversi a hiperbolel. Al doilea cerc director, cu aceeagi
razd, are centrul in F. -

Deoarece N este simetricul focarului F fati de tangentd, se poale
enunta propozitia: locul geometric al simetricului unui focar fapd de o
tangenid variabild la hiperbold, este cercul director cu centrul in celd~
lalt focar.

Se observi cd distanta de la M la cercul director este MN, iar lfoca-
rul F este la hiperbold exterior acestui cerc. De aici rezultd: locul geo-
meitric al punctelor egael departate de un cerc gi de un punct F exterior
cercului, este o hiperbold, avind ca focare punciul F si centrul cercului,
iar axa transversd egald cu raza cerculud,

¢) Fie P mijlocul segmentului FN, care este in acelasi timp proiectia
focarului F al elipsei pe tangenta in M (v. fig. 79). in triunghiul FF'N,
segmentul OP uncste mijloacele a doud laturi, deci OP||F'N si OP=
=%ﬁ:a. De aici se desprinde ci: locul geometric al proiectiei unui

2
faear 'al elipsei pe tangentele e, este cercul cu centrul in origine gi cu
raza a, adied cercul principal.

La hiperbold propriclatea este aceeasi si se demonstreazi la fel.

Locul geometric este deci cercul cu diametrul cit axa mare a elipsei
sau axa transversd a hiperbolel

4. Blipsa gi hiperbola se objin ca sectiuni ficute cu un plan intr-o suprafatd co-
nicd de rotatie, Suprafata conicid se obline prelungind generatoarele unui con la
infinit, de o parte gi de cealalti a virfului,.asff(-ﬂ. cii intreaza suprafali esle simetricd
fad de vicl

Prin virful suprafetei conice s& ducem un plan Pw, paralel cu planul de sec-
tiune P in suprafata conicd.

a) Duca Pv nu intilneste suprafata conicd in mici un punct afara de viri, sece-
tiunea facuta de P in supralala conica este o elipsd.

b) Daci Pv taie suprafata conicd dupa dousi generaloare distinete, sectiunea
tacuti de P in suprafata conicad este o hiperbold. De aceea elipsa yi hiperbola se mai
nuinese secfiuni conice, sau mai scurt conice. Deoarece ambele curbe au centru de
simetrie, ele poartd numele de conice cu centr, ot

Aceasta origine comund a celor doua curbe, ca secfiuni conice, explicd asema-
narea proprietdlilor lor. pe care am consiatat-o piha aici si pe care o vom urmairs

si in cele ce urmcazi,
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5. Directoare la elipsd si hiperbold. 5S4 ducem o perpendiculara pe axa
mare AA” (la hiperbold pe axa lransversd), la o distanti OF=x2 de centru,
daté de

=" (3

c

: ; . i S :
La elipsd a>¢, deci x=a. —>na 51 dreapta este extericari segmentului
4

AA (deci exlerioard elipsei); 1a hiperbold a<lcsiz=a- = <a, deci E¢AA’
43

(dreapta este ot exterioard hiperbolei).
2

a . L ;
Dreapta o= ] se numeste directoarea elipsei sau a hiperbolei.

Constructia directoarei la elipst. Fie N punetul de pe cercul principal
-care are aceeasi abscisd ca focarul (fig. 81). Tangenta in N la cercul prin-
cipal taie axa Ox in punctul I,

In adevir din triunghiul dreptunghic ONE, in care NF este inil{fime,
rezulld ON?=0F OE, de unde

2
o’

Perpendiculara in E pe AA” este dreapta x= —, prin urmare direc-

e
toarea elipsei, corespunzatoare focarului I,
A doua directoare corespunde focarului #’ si are drepl ecualie
a
===,

{3

: S‘e observa ca cele doud directoare sint simetrice fai de centrul
elipsei.

Construcﬁaia directoarei la hiperbold. Se duce langenta din focarul P
la cercul eu diametrul AA” si se noteazd cu T punectul de tangentd. Per-

¥
! g
" ) r
i £ 1 7 F
- = T |- 4 f
e
s, )

Fig. 81, Fig. 82.
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pendiculara dusa din T pe axa transversd este directoarea cbrespunzitoare
focarului I (fig. 82).

Tn adevar dacd E este proiectia lui T pe axa Oz, atunci din triunghiul
dreptunghic OTF avem

OT2=0E- OF, deci OF—— =
OF

A doua direcloare, corespunzitoare focarului F’, este simetrici primel

directoare fatd de origine, adicd

nlgs_».

ﬂ'l!
X=——"
C

6. Teoreméi Raportul distonfelor de lo un punct al

elipsei (hiperbolei) la focar st la directoare esie consiant.

Fie M(xy, yo) pe elipsd. Din relatia (3) cap. XV avem schimbind pe

(e) in (—c¢):
MF=\{k,— T+ = — 2.
Distanta MM, de la M la directoare esle diferenta absciselor, prin
urmare

g o' — ox
Mi =— _:ﬂoj )
¢ ¢
Rezulta imediat
MF
—— = —=const
MM, a

Acest raport constant se notcazdi cu litera e (sd nu se confunde cu haza
logaritmilor naturali) si se numeste exceniricitatea elipsei. Devarece la

% o (4 - ey v A =
elipsd c<a, avem e=— <1 Excentricitatea aratd cit de depértate de cen-

a
tru (deci it de excentrice) sint focarele pe wxa mare, Daca e=0, atunci
¢=0.si elipsa se reduce la un cerc; daci e=1, atunci ¢—a (b—0) si elipsa
degenereazi in axa mare AA’, Prin urmare cu cif excentricitatea este
rai micd cu atit elipsa se apropie mai mull de cerc.
La hiperbold problema se trateazii in mod asemdndtor cu deosebirea

Soesr, [hopm gt a? oxg — @’
ca MP= Vimy—oP Iy = —" si MMy=ag— — = —"——1 de unde
a c
MP ¢
— _—=-—"=¢onst.
MM,

Ca si la elipsa raportul acesta se noteazd eu e gl sc numesle excentri--
citatea hiperbolei, La hiperbold insd c>a, deci e= 5 = 1; hiperbola are
excentricitatea supraunitard.

9. Diametri. Orice dreaptii care lrece prin centrul unei elipse sau al
unei hiperbole se numeste digmetru.
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‘EXERCITII $1 PROBLEME

293, Fie M punctul din primul eadran unde elipsa este tiiatd de dia-
gonala dreptunghiului circumscris ei. S3 se arate ci OM §i fangenta in M
sint egal inclinate pe axa mare a elipsei.

/

|Se arata ea punciul N in care tangenta taie axa Ox are abscisa de
doud ori mai mare decit abseisa 111 M, deci OMN este isoscel.]

294. Tangenta intr-un punct M al clipsei taie tangentele de la exlre-
mitatile A, A ale axel mari in punectele P 5i €. Sa se demonstreze ci
dreptele PF si QF’ si perpendiculara M pe tangentd (normala la elipsd)
sint eoneurente. Si se afle locul punclului de concurentd.

[Locul geometric esle elipsa box*-(a—c)22—ble?=0. Axa mare este
pe Oy i uxa micd egald cu distanfa focarelor elipsei date.]

295. 53 se arate ci suma inversclor piitratelor a doi diametr] perpen-
«diculari inir-o elipsd este constanti. Si se giseasci dinainte constanfa,
fard ealcul. :

[Doi diametri perpendiculari sint chiar axele, deci constanta este:

ey ]
aﬂ L5 bﬂ
296. S& se demonstreze ci daci axa mare AA’ a unei elipse este egala
-cu diagonala patratului ecare are ca laturi distanta focald FFY, atunci seg-
mentul MN perpendicular pe tangenta inkrun punet curent M, unde

NE Oz, este media geometricd a segmentelor F'N si T

=—297. Perpendiculara pe tangenta intr-un punct M (normalz) al unei
hiperbole echilaterale, raportati la axe, taie aceste axe fn P si Q. S& se
arate ci M esle mijloeul segmentului P@. = i)

4 @ Tangenta Intr-un punct M al hiperbelei Laie tangentele din virfu-
rile A7si A’, respectiv in P si §. 53 se demonstreze cii atunci cind M se
miscid pe hiperbola:

a) produsul AP A7Q esle constant:
b) unghiurile PFQ si PF’Q sint drepte (F, I focarele),
299. Se considerd elipsa ii--z—;iﬁmn &i hiperbola % —L_ =0
o a
-Prin virful comun A al celor doud conice se duce o secanti variabila care
‘e inlersecteard a doua oari, respectiv in M gi N. Se cere locul geometric
‘al intersectiei tangentelor: in M la clipsa si in N la hiperbols,

[Secanta y—=\(x—a). Beuatiile tangentielor: (@2 i—ba—2a%) 4j—
—a(a*)2--bl—0p; (220 24-B%)r—2a2) y— a(a?) —b% =0,
Eliminarea Iui A\ prin setidere. Locul este tangenta in A4"]
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Fig. B83.

; 1. Definitie. Parabola este locu] geometric al puncle-
:f?ruegai depiriate de o dreaptd fizd si de un punct fix. Dreapta
Jird se numeste directoarea parabolei, jar pumnctul fix foearul
parabolei.

Pentru a pisi ccuatia parabelei ne alegem nti un sistem de referinta,,
anume: perpendiculara din focaru]l I pe directoarea (D) ca axid Ox si
paralela 7_Fa (D) dusi 1a jumitatea distantei dintre focar si direetnar'éa (D),,
ca ?.xé Qy. Notim A=D)MOx. Tie M un punct al parabolei si N pro-
lectia Tui pe directoare (fig. 83). J

Se obisnuieste si se noteze AF=p, de unde rezulli: F(?: 0) si
A(-—;—),O)-TEF 5@ numegte, ca si la elipsi sau hiperbola, raza ;ec{oure.
Helatia geometricy pe care o satisface punctul M se deduce din enunt

MF=MN. (1)

Daci M(x. 1) este un punct curent al parabolei, avem MN =z (——-E\-‘-

2/

;1 astfel ineit (1) devine

\/(x—- Z—)E +_y;—' x+§= ('

= |
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Ridicind la pitrat si trecind to{l termenii in prima parte se ab{ine

[y—2pz=0. l (2)

Accasta csle ecuatia parabolei, raportatd la axele alese; p se numeste
parametrul paraboled.

Observare Daci s-ar schimba Intre ele A cu I, aceasta ar in-
semna sa se inlocuiascd p cu (—p) si ecualia parabolei ar deveni

92 -2pax=0. (27

Parabolele (2) si (27) sint dispusc simetric fatd de axa Oy.

3, Forma parabolei. Sa notim cu (T') parabola. Dacd Mz, o) (D) 3

adicit verilici ecuatia (2), este clar ci si M, (g, —o) verificd ecualia, deci
M6 (). Tnsd M si M, sint simetrice fatd de Owm, astfel ci parabola are
punctele simetrice fatd de Owx; prin urmare Ox (perpendiculara dusa din
lucar pe directoare) este axa de simetrie a parabolei. Acesl lucru se poate
constata si rezelvind ecuatia (2) in raport cu y; se obline yiw_H/ 2px care
reprezinti doud ramuri de curbi, simetrice fatd de Ox. Originea O apar-
tine curbei si cste singurul punct vare coincide cu simetricul sdu. Acest
punct este virful parabolei. Rezultii cii axa Oy taie curba in doud puncte
confundate, deci este tangentd la parabold si se numeste tangenta la virf.
Pentru a ne da seama de forma curbei, este de ajuns si studiem ramura
asezatd deasupra axei Ox

y=V2px; 3

restul se completeazi prin simelrie. Curba exista pentru x>0 si se ohservi
cd y creste o datd cu 2. Nu existd nici un fel de asimplole. I'orma curbei
este datd In figura 83.

Parabola se obtine, ca si elipsa sau hiperbola, prin secliunea uneil
suprafete conice cu un plen, insa de data aceasta planul trebuie si fie
paralel cu un plan tangent la suprafota conicd, de-a lungul unei genera-
toare. Asadar si parabola este o secfiune conicd, insd fdard centri de sime-
trie sau, mai scurt, conict fird ceniri.

Feuatia parabolei se prezintd sub forma simpla (2) datoriti faptului cd
am ales axcle in mad particular. Se zice ¢ (2) este ecuatia parabolei,
raportatd la axa de simetrie si la tangenta la virf.

Daci parabela se raporieaza la alte axe, ecuatia el nu mal apare sub
forma simpla (2). P RS s AR

3, 1) Construciia unui are de parabold prin miscare continud. Fie (D)
directoarcu si F' focarul parabolel. Se asaza o rigld L, astfel ca marginea ei
si se suprapuni dreptei (1) si un echer a clirui catetdi mied BC se sprijind
pe rigli. Un fir de lungime egald cu cateta mare AB a echerului se fixeaza
cu un capit in F g cu celidlalt in virful A al eccherului. Se intinde bine
firul cu virful M al unui creion, care se sprijind pe cateta AD (fig. 84).
Cind echerul se deplaseazi, alunecind cu eateta BC pe rigla L, punclul M
descrie un arc de parabold, deoarece AM +MB=AM +MT, adicd B=MF-

»
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Résturnind echerul se descrie arcul de para-
boléd simetric fati de perpendiculara dusa din F
pe (D).

2) Constructia parobolei prin puncte

Metoda I. Cu virful compasului in F descriem
un cere cu raza r, apoi ducem o paraleld la direc-
toarea (1)), la distanta r, de la A spre F (fig. 85).
Punctele comune cercului si dreptei astfel con-
struite aparlin parabolei, deoarece sint egal de
pértate de directoare si de focar.

Metoda a IT-a se desprinde din faptul ca tri
unghiul FMN este isoscel, Se ia un punct N pe
direclodare, se duce prin N paralela NM la O,
apoi mediatoarea segmentului NF, care intilnestc
pe NM in M. Acesta este un punct al parabolei,
deoarece MN =ME.

Prima metodd da deodatd doud puncle si-
metrice i se poate trage curba de ambele pérgi
ale axei. Prin a doua metodd, la fiecare punct
Ng (D) se obtine un singur punct M al parabolei.
Vom vedea insd mai lirziu cd medialoarea seg-
mentulni NF este chiar tangenta in M la para-
bold, fapt care permite {rasarea mult mai exacta
a curbel, in jurul punctului M.

4. Excentricitalea parabolei esle, ca si la ce-
lelalte conice, raportul dintre distanta de 1a punc-

tul M la focar si la directoare, adicd e ,E ! k)
MN
3 " = o . MF
parabold insdé MF=MN, deci e= — =1,
MN

Dupda cum se vede excentricitatea este un cle-
ment eare caracterizeaza cele patru curbe de gra-
dul al II-lea, si anume :

e=0 caracterizecazi cercul

0<e<1 - elipsa
e=1 2 parabola
e>1 - hiperbola

5. Intersectia parabolei cu o dreaptd. Punctele
comune parabolei cu dreapta y=mx-+n se gisesc
rezolvind sistemul

Y —2pa=0; y=mx-+n. (4)

Inlocuind pe ¢ In prima ecuatie se obtine
ecuatia care déd abscisele

ALt 2(mn—p)z+n2=0. (5)

)

Fig, 81,
z|
& 3
|
/0) ;
/i
o
. Fﬁ |
V9 g
\|
\\ |
e
ig. 85.
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Ordonatele se capiiti inlocuind ridécinile xy, ¥y ale ecuatiei (5) in
couatia dreptel. . ‘ ; :

Discujie. Realitatea punctelor de interscefic depinde de realizantu
ecuatiei (3), care este .

R=(mn—7p)>—min?—=pp—2mn). (6)

Presupunem p> 0, adicd parabola indreptatd chire x pozitiv. Putem
avea urméatoarele cazuri: il oy

a) >0, dacd p>2mn. Ridicinile ¢inl reale 5i distincte si dreapta este
secanlad poarabolei. -

b) R=0, daca p=2mn. Radicinile sint confundate i dreapta este
tangentd parabolei. ) T

c) R<0, daci p<<2mn. Ridicinile sint complexe si dreapta nu taie
parabola, adicé este exferioard el

Exemple @Ce pozitie ave dreapta 2x—3y--6—0, faid de parabola y’=G6x7
Eliminind pe y se gaseste 2x2—15x-18=0, cu ridicinile M:E’ =6, Din

8
ceuatin dreplei resulifl y=3, ;=0 Dreapta taie deci parabola in punctele (E ’.'3)

si (6, 6). ) g A
8§ se arate cd dreapta m—ipy [-3=0 este iangentd parabolei y*—3z=0.
@rln eliminarea lul ¥ se obtine ecuafia a’—Bx-}-9=0, cu radicina dubld x=3.
Punctul de tangenta este (3, 8).

¢) Sd se arate cd dreapin 4%--20-]-1=0 este exterioord parabolel yr—z=0,
dyp o} L

In adevar inlocuind pe t=— in ccuatia parabolel sc ghsesie ecuatia

10x2)-dx-+-1=0, ale carei ridacini sint complexe.

Probleme de tangentd

6. Tangenta intr-un punct al parabolei. Ecuatia parabolei
y2—2pa =0 )
da 42=2pzx, de unde, prin derivare, 2yy =2p. Rezultd y'= 2 Ty punctul
]

M(xp, Yo) de pe paraboli vom avea 1= 2 =m, coelicientul unghiular al
; Yo
tangentei. Atunci ccuafia tangenlel este

Y—Yo= yﬂ(x—-'fu) sau yyg—ys-pr+ pay=0.
{1

Deoarece M apartine parabolei trebuie ca yj==2pmz, si inlocuind in
ecuatia precedentd se obtine pentru tangenté forma definitiva
s e e
Lyywp(x+xg)s{{1 (8)
«cu conditia i —2pa,—0.
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Heuatia tangentei intr-un punet al parabolei se deduce din ecuatia
parabolei prin acelasi procedeu de dedublare ca la cere, anume se scrie
parabola sub forma

Yyy—p(r+x)=0,
apoi se pune indice unui y 5i unui .
Exemplu 8@ se scrie ecuatiile tangentelor la parabola Y*—2pr=0,
in punctele care se proiecteazi pe axd in focar. Fie T si M’ aceste puncte,
care au, evident, abscisg m= %. Din ecuatia parabolei resultd y—=-p, decl

M(%*PJ si M’ (;—: —p). Inlocuind in (8) se obtin ccle dous tangente

Py*ﬂ(x+§):0 s —Py—p(x +-:—)=0 =l

x—g+P=0 s x4y +P=0

Se observil ¢ ele sint paralele cu bisectoarele axelor de coordonate si
frec prin punctul A(—“I;—-D) unde directoarea parabolei taie axa Om.

7. Tangenta de direcfic dali. Dircctia se da, ca de obicei, prin coefi-
cientul unghivlar m, prin urmare ca dreapta y=mr-+n i fie tangentd
parabolei riimine sf se determine n. Insd aceasta rezulli imediat din con-

ditia ca reulizantul (6) si fie nul, anume p—2mn, de unde se deduce
n:éj—ﬂ Inlocuind in ecuatia dreptel se giseste i la parabold se poate duce
i3

o singurd tangentd cu directia datd, a carei ecuatie este

» o
=mx-} —: i
Y b (%)
Dupa cum se vede, apare o decsebire fati de elipsd si hiperbola.
Exemplu 84 se determine ecuafiile tangentelor la puraboll, pera-
lete cu bisectoarele axelor.

Facem pe rind m=1 si m=—1 in (9) si rezulti cele doui tangente:

P it
Yy=xr+i = = gy
i} P el 5

Sinl aceleagi tangente ca cele gisite in exemplul din § 6.

Problemd. Sd se ajle locul geomeiric ol punctelor de unde se pot
duce, la o parabold, tangente perpendiculare.
Scriem ccuafia unei tangente oarecare a parabolei

y‘“‘?nt'l‘ R
L
2m
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si a tangentei perpendiculare, care va avea drepl coeficient unghiular

1 wip
L
a 2

Urmeazéd si elimindm paramectrul s intre cele doud ecuatii, pentru a
gasi locul geometric. Inmuliind ecuatiile cu m, ele se scriu

my —miu -+ % si —ary = x—+m? %

Prima adunare sc obline (m?-+ lf(x —‘r-;i)* 0, sau, deoarece m?--1540,

ramine ecuatia loculul geometric
P : P
z+ —=0ssanL=—-—
i 2 2

Locul cidutat este directoarea parabolei.

8. Tangentele duse la parabold, dintr-un punct exterior. Fie P(xy, ypk
punctul din care vrem sa ducem tangentele la parabola. Ne (rebule coefi-
cientul unghiular m, astfel ca tangenta la parabold

y=mx+ _P_.
2

83 treacd prin P, Inlocuim deci in aceastd ecualie coordonatele lui P si
obtinem

yo=mitg+ 2= (10)
2m

de unde rezultd ecuafia de gradul al 11-lea in m
LTyt % —0 (10%)
Daci my, my sint rddicinile acestéi ccuatii, tangentele cdutate se seriu
ca drepte care trec prin P(xy, yg) sl au coeficientul unghiular cunpscut, deci
Y1y =1y (r—y) §1 Y— 1= malr—ay). (11
Asadar dintr-un punct exterior se pot duce doud tangente la parabola.

Exemplu 8 se scrie ecucfiile fangentelar duse din punctul P(—S8, §) Ia
parabola y*—8x=0,

Avem p=4. Beualia (109 devine 3m*4-5m-—2=0, cu ridicinile m=—2; 7’!2:}}'—.
1
Cele doud tangente au ecuanfiile ¥—6=—2(x--8) si y—ﬁﬁ-é“(a:fi 3) sau aduse la forma
generala: 2e-+u-+1=0 si ¥ 3y-+18=0.

Aplicajie. Sd regdsim (ocul geometric al punctelor de unde putem duce lungenic
perpendiculare, la o parabeld,

Co -Jams L
A

T s daad g
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Pentru ea tangentele s fie perpendiculsre trebuie ca réddacinile ecuafiei (109 si

g
satisfach condifia mymy=—1, carc di ﬁ':—l sau ;co——E , deci P trebuie si se
afle pc directoarca parabolei. Acesta este riocu] ciutat.

9. Ecuafia parebolet raportetd lo axve purclele cu axo de simetrie s
cu tangenta la virf.

Fie O’'x axa de simetrie, O'y’ tangenta la virf si xOy un sistem de
axe paralcle cu a’0"y’. Un punct oarecare M din plan are coordonatele
(7, v") fafd de sistemul 'Oy si (x,y) fatd de xOy; in particular virful
parabolei are coordonatele O'(c, B) fata de x0y.

Fcuatia paraholei raportate 1a axa ci i la tangenta la virl este

y'2—2px’ =0, (12)
Translatia de axe care aduce pe O in O este definita de
r=a+a, y=F+y, (13)

de unde rezulti 2"=x a s y'=y—p, care dusi in (12) ne va da ecuafia
parabolei raportate la sistemul xOy:

(y—B)y—2p{x—a)=0. (14)

In general insd ecuatia nu se intilneste sub aceastd form#, de aceea vom
dezvolta si vom ordona lermenii. Rezulta

Yr—2By—ipx+ B2+-2pe —0, de unde se scoate

A pT V
x=—yi—£rj 155 s ' (15y
2p P 2p

Prin urmare forma generald sub care se intilneste ecuatia este

\ T=ay* | by --a (157)
pli I e L, ok M T 5 L
Din identificarea ecuatiilor (15) si (157) rezultd azz—y, b=— E, c=
- ) P
2
=g +a, din earce se deduce
2
T dac — b* 1 b
— = —_—— —_ .. 16
P 2a 5 de 4a b 2a (16
Prin urmare ecuatia (15°) reprezintd o parabola cu axa de simetrie
paralela cu O, care are parametrul p=—01- ai wirful V(—ii; —;l), unde
& i i,

R—b2%—4ae. Daca a>0, atunci si p>0 si parabola are concavitatea cétre
> 0; dacd a<<0, eancavitatea este citre a negativ.
Parabola (157) taie axa Oy In punctele de ordonate date de
ay? by+c=0. (17)

Acestea sint reale sau imaginare dupa cum R-—b?>—dac==0, 'otdea-
una insd axa de simelric lrece prin mijlecul segmentului determinat de
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cele doud puncte, care este real, cricum ar i punciele. In adevir ordonata
mijlocului este :
g= it ys Eaeh
2 2a
deci punctul se afld pe axa de simetrie; cind b=0, ecuatia paraholei se
reduce la x—ay*+c, a carei axd de simefrie esle chiar Ow.

Daca se schimba intre ele coordonatele x si y, alunci ecualia (157)
devine ‘

y=axritbxe e (18)
si reprezinta o parahbold a cirei axd de simelrie, paraleli eu Oy, are ccua-
fia S inlocuind pe x in (18) se obline ordonata virfului: y=

20
*—da R ; 1
B ? = = Parametrul parabolel este p= —.

da 40 2a

Prin urmare (18) cste eccuatia unei parabole cu axa de simetrie paraleld
2 Lo b R
la Qy, avind parametrul p:z g1 virful V(ﬁg—-—;—) Pentru a>0 conca-

) i D 4,
vilaten parabolei este fndreptatd spre y pozitiv, pentru <0, spre y ne-
gativ.

Daci b=0, parabola are ca axd de simetrie chiar axa Oy. De altfel
toate chestiunile legate de ecuatia (18) sinl cunoscute de la studiul trino-
mului de gradul al II-lea, din algebrd. Ceea ce s-a completat aici este de-
terminarea parametrului paraholei, Do

Concluzie Din studiul ficut mai inainte se desprind urmitoarele:
Dacii in ccuatia generald de gradul al IT-lea in x i y:

aw? - 2bxy + ey +-2d e 2ey |- f=0

lipseste termenul in wy, precum $i unul din termeni in 22 saw y2, ecuafia
ramasa reprezintd o purabold. Axa parabolei este parcleld la Ox sau la
Oy dupi cum lipseste termenul tn &2 saw in y2 Virful si parametrul pava-
bolei se determind asa cum s-a aratat.

Proprietati

10. Tangentu la purabeld intr-un punct M este bisectoaiea unghiuluz
format de raza vectoare si paralela la axd dusa prin M.
Fie My(xy, ¥9) punctul situat pe parabold, deci trebuie ca

U= 2. (19)
Ecuatia razei vectoare MyF cste
e

%Yo 1| —0 sau yo;r—(xl-, = —R)yﬁf’—;/nzﬂ, (20)
= g d i
2
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iar paralela prin M la Ox esle Y—Yo=0. Bisectoarea unghiului format de
aceste drepte esie de acecasi parte cu originea; presupunind ed y,>0, ler-
menii liberi din ambele ecuatii sint negativi si putem scrie direct bisec-
toarea unghiului care confine originea

2 4
;qu‘_ ( '_E)U— E.Un

e =Y—Yo-
Vo)

= Insa din definitia parabolei avem MyF=DMyN (MyN||Oxz si N2 Oy),
adicd

T s
V(xg oy :—) + 15 =g +-§ s1 inlocuind mai sus obtinem

ygx-—(xgh-g)y—*; yn=(-’¢n+ %) (4 — o)

« sau, dupa efectuarea caleulelor

Zxegy—1yypr+x)=0. (21)
2
Dar din (19) avem 2x,= 5';1, astlel cd ccuatia bisectoarei devine
2 YYo—p(e+a,)=0 (217)
eare nu este decit tangenta la parabold in M,
Daci langenla este biscctoarea unghiului FMyN, atunci perpendicu-

lara in M, pe tangenta, adici normala la parabold, este bisectoarea un-
ghiului exterior.

. Aceastd proprietate a parabolei arati ca daci o sursi luminoasd tri-
mite raze paralele cu axa unei oglinzi parabolice, atunci razele reflectate
rec toate prin focar i invers dacé o sursd luminoasi se asaza in focar,
razcle reflectate sint paralele cu axa oglinzii. Din aceastd cauzi oglinzile
parabolice au multe intrebuintéri (telescoape, faruri etel).

Acesla este motivul pentru care proprietatea aritatd aici se numeste
proprietatee opticd a parabolei. )

11. Demonstrafie vectoriald a proprietatii optice a parabolei, Deoa-
rece triunghiul FM¢N esle isoscel rezultd ci suma vectorilor IFE 51 NM,
este un vector situat pe bisectoarea unghiului FM,N. Fie deci s=FM;,+
+NMy. Avern FMy=OMo—OF = (et L yif)— £ 1= (1,—~2) i+ygf; Ny

= OMy—ON= (Lc0i+yg_'7')k( ——]3 i y‘-v.f) = (x,, -4 Lz)) i. Prin urmare

5= (m=%) v+ (so+L) i=2ei+yij (22)

13 — Ceometrle analitied cl. NI
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este vectorul care are direclia bisectoarei unghiului FMN. Fie acum
M(z, ) un punct carecare din plan. Expresia vectorului MM este

MM = (x—x)i -+ (Y—Yo)i- (23

Pentru ca vectorii (22) si (23) sd fie coliniari trebuic ca coordonatele
lor (proiectiile) si fie proportionale, adica
E=% YU goypde FTR =Y
2:‘:“ fa 2ut, Yo

(s-au adunat numitorii la numardteri), care da
225y = Yol +2),

adich ecuatia (21). Tnlocuind 2x,= % se objine ecuaia tangentei (21°) in

p . .
M, la parabold. Astfel tangenta esie situatd pe bisectoarea unghiului
R Notd. Fie Mj proiectia lui M, pe Om, deci Mg(xy, 0). Avem

§=2xg +uii= (xoi-+yol)+ xi=0OMo+ OMs. (24)
Aceasta aratd cii langenta la parabold estg_aamlol_é i cu dia-
gonala paralelogramului construit cu vectorii OM, si OMj, pro-

prictale care ofera up mijloc simplu de a construi tangenta la
parabold intr-un punct dat (fig. 86).

i structia tungentei la parabold. $tim cd tri-
unghlilzl-l (J::‘(I)\:TIIS;? c(lgiflﬂﬁl)) eftznisoscil, Tnlgienta, fiind bisectoarea unghl[g;lcl'
& opus bazei FN, este in acelagi tnnp ina )

si mediand, deci si mediateare. Tangenta se va
construi sau ducind din M perpendmula.ra l;g
FN sau ducind mediatoarea segmeni:ulu; F‘lI
care, ca verificare, va trebui sé treaca prin M.
2) Fie P mijlocul segmentului FN. Focg-
" rul si directoarca fiind la egald distanté t:}e
tangenta la virf, P se afld pe aceasta 'E.ang?‘;ﬁm?.
Apoi MP fiind tangenta in M‘ }m;ghn{] i ;
pste drept. Se desprind da aici urmaétoareie
roprietati: ¥
: pa) Projectin focarudui e tangentd la paﬂt-
bold se afld pe tangenta la uw]’,_c_are apare ast-
tel ca loc geometric al proiectiei focarului pe
tangentele la parabold. 3 )
by Simetricul Jocarului fatd de o ;angen}tal
se giseste pe diractoare, deoarece TP= P_N. ]“)(;ju
Iocul geametric ol simetricului focarului fagal e
o tangentd ‘variabild este direcioarea paradqled.
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18. S& gsim si pe cale analitici locul geometric al proiecjiei focarului
pe o tangentd variabild. Tangenta are ecuatia

P
o e LS
Y j 2m

far perpendiculara dusa din focar pe langenta:

=t e P
y m ( 2)
Inmuljind cu m ambele ecualii, ele devin

my=mix+ L s my=—gzg4 P,
2 2
care prin scadere dau (m?- 1)x=0 sau, decarece m2-41

7=0, x=10, care este
ecuatia axci Oy (tangenta la virf). 7 '

EXERCITII §1 PROBLEME

00, Se dd un punct fix O si o dreapt# fixi (D). O dreaptd variabils,
care trece prin O, taie pe (D) in N. Se cere locul inlersectiei perpendicu-
larclor ridicate in N pe (D) s1 in O pe ON,

58 se figureze lacul si sa i se delermine elementele.
[Se ia perpendiculara din O

: pe (D) ca Ox gl puralela la (D) prin O,
ca Oy; y*—ax=0.]. &

MO0 SA se determine ecuatia parabolei,

la viri, stiind e trece prin punctul 2, b).
. [24°—25x=0.)
+ (303 54 se determine ecuatia unei parahole, raporiald la axa de gj-

metrie si la tangenta la virf, stiind ci este tangenla dreptel 3ax—2y-4=0,
54 se afle punclul de tangents. it o

[tremts 2(%0 4]

ff.;bj) Sd se ghseascd ecuatia parabolei, raportets la axai §i la tangenta

la virf, stiind ca tangenta paraleld cu dreapta 5x—d4y—2=0 trcece prin
punctul A(4, 7).

raportatd la axa si la langenta

! . X 5
[Coeficientul unghiular al dreptei este m=z. Se scrie cf tangenta
cu aceastil directie trece prin 4; ¥’ —10x=—0,]
€ 3‘54) 54 se caleuleze lungimea segmentului determinst de directoare

si tangenta la virf, pe o tangentd de directie m, In funclie de m si de para-
metrul p al parabolei.
3]

2
13




—

196 CAPITOLUL SCVITY

H‘ﬁ)@ Se dd parabola y*—2pr=0. 5a se determine inclinarea tangentei
pe care axele de coordonate taie un segment egal cu p \/3.

[Inclinarea: --30°]

_:r(@a Sa se giseascl ceuatia unei parahole stiind ¢ axele determini pe

langenta paraleld dreptei 5x—12y—4—0, un segment de 13 unitiili.

I W ) B g 30 ]
[ N L!.J, B

307. Dacii N esle un punct situat pe directoarea unei parahole, si se
demonstreze cd mediatoarea segmentului FN (F, focarul) este tangents la
parabold.

[N (—-i—ry.,) * Medialoarea are ecuatia Jyye—uf—2pe=0. Fie M{xy, ¥p)
pe parabold, astfel ca NM||Ox. Avem y§—2px, ete.]

""“',:,. 58 se scrie ecuafiile tangentelor duse din punectul A(12p, Tp) la
parabola y2—2px=0.
[x—2y-2p=0; x—12y--72p=0]

=== 309. Se dii parabola y’—8x—0 si dreapla y=2x-+3. S4 se géseasca
coordonatele punctului M, asezal pe dreapta dati, astfel ca tangentele
duse din M la parabold si determine pe tangenta la virf un segment de:
a) 3 unitati; b) 2 V'3 unititi.

[a) (0, 3), M'(—1, 13;\b) M&r 4); M’(—%v 0) ]

310. Tie My un punct pe o paraboli cu focarul F. Prin F se duce
coarda AB paraleld cu tungenta in My si mirginitd la parabold. Si se arate
ci avem AB=4FM, (C.d.p.).

311. Se duce o coardid prin focarul unei parabole. Si s= arate ci ra-
portul dintre produsul segmentelor delerminate de focar pe coarda si
coarda intreagd este constant (Salmon).

312, Pe parabola y?=2px se consideri punctul M avind abscisa de
2 ori cit accca a focarului s se duce coarda MM’ simetrici fatd de ordo-
nata punctului M, cu coarda OM, O fiind virful parabolel. Si se arate ci
cercul descris pe MM’ ca diametru trece prin virf (C.d.n.).

[Bste suficien{ si se arate c¢i OM | OM ]

@ Pe o parabold se considerd un punct M variabil si simetricul siu
M’, tafil de axa de simetrie. Se cere locul geomelric al intersectiei tangen-
tei in M cu paralela dusd prin M’ la axa de simetrie (S.G.M.III).

' Raportul este [—z— ]
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314. Pe o parabola se considerd un punct M wvariabil si simetricul
sau M’ fatd de axa de simetrie. A fiind un punct fix pe axa parakolei, se
cere locul geometric el intersectiei dreptei MA cu paralela dusd prin M”
la axa. (S.G.MLIIT).

[¥?+-2p(x—2a)=0. Paraboli.]

##" 315. Fie F focarul unei parabole, M un puncl mobil pe ea si A un
punct fix pe axa de simetrie.
S4 se giseascd locul intersectiel dreptei MF cu paralela dusa prin
4 la tangenta in M.
54 se dea si o solufie geometrica (S.C.NM VIII).
[Cere cu cenfrul in ¥ si cu raza ﬁ,]

316. Se di o parabold, un punct A pe axa ei si dreapla (D), perpen-

‘diculard pe axd, trecind prin simetricul Tui A fald de virf. Tangenta in-

tr-un punct M al parabolei tale dreapta (D) in N. Si se afle locul geome-
tric al intersectici dreptei MA cu paralela dusi prin N la axa parabolei,
cind M descrie curba. Particularizare cind A coincide cu virful parabolei.

[¥2—p@x—a)=0; caz partienlar a=0.]

317. Se da parabola y*—2px=0. Se cere loeul punctului M, astfel ca
tangeniele duse din M Ila paraboeld si determine pe tangentd la virf un
segment de lungime dati a.

[4*—2px—a®. Acceasi paraboli, deplasati astfel ca pentru =0,
y="-a.]

318. Se dd un cerc gi o dreapid (D). Sd se afle locul punctului M
astfel ea tangentele duse din M la cercul dat si fie egale cu distanta de la
M la dreapta (D). Particularizari.

[Se ia (D) ca axi Oy sl perpendiculara din centrul o al cercului
ca Oz, Locul este parabola y’=2az—(a*—1?). Cazuri parliculare: Ty a—rs
2) —a=r; 3) r=0.]

319. Se dd parabola y%—2pr=0 si dreplele x—-+ :—, care intilnese

axa parabolei in A si B. O tangenti variabild a parabolei intilnsste ecle
deud drepte, respectiv in P si @. 83 se determine cocficientul unghiular
al langentei, astfel ca dreplele PB s AQ s fie perpendiculare.

P Y =T 5]

320. Sc dd elipsa raportati la axe, cu semiaxele @, b si parabola 72—
—2pr=0. Ce condifie trebuie sa indeplineasci elipsa, pentru ca cele doui
curbe si fie ortogonale? Sd se arate dacit condifia este indeplinitd, atunci
oricare ar fi p, parabola cste ortogenalé elipsei,

[b=a“\fz, elipsa are semiaxa mare pe Oy Se va Iua un punct
M(xg, wn), presupus pe elipsi gl pe parabola §i se va serie ca tangeniele
in M la cele doud curbe sint perpendiculare.]
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321. 8i sc determine parabola y?—2pr=0, ortogonald cercului cu
centrul in A(—2, 0) si cu raza 5.

Aceeasi problemd pentru un cerc cu acelasi centru, dar cu raza r.

Sd se afle locul geometrie al punctelor eomune celor doud curbe, cind
raza cercului variazi.

[Se considerd M(xy, 1, pe cerc si pe parabold sl se scrie efi tangen-
tele 1a cele doud curbe sint perpendiculare. In baza conditiilor inifiale

se giseste xp—2, Y=+ 1/1-1—16 (cazul general). Locul geomelric estle,
eviden|, x=2,]

322. Fie M un punct situat pe o paraboli. Tangenta si normala
(perpendiculard pe tangentd) in M intilnese axa parabolei, respectiv in
T i N, iar M se proiecteazid pe ax3d in M’. 53 se arate ci:

a) Mijlocul segmentului 1'M" este virful parabolei,

b) Segmentul M'N este constant si egal cu parametrul parabolei®,

323. Prin focarul unei parabole se duce o coardd AB.

a) Tangentele in A si B sinl perpendiculare intre ele.

b) Punctul M de intersecfie a normalelor in A si B se afla pe diame-
trul conjugat coardei AB.

c) S4 se alle locul peomelric al punctului M (C.d.p.).

324. Fie M un punct pe o parabold si M simetricul siu fafi de axa
de simetrie. Sa se afle locul peometric al interscctici perpendicularei in
M pe tangentd (normala), cu paralela dusd prin M’ la axd.

[Parabola #*=2p(x—2p).]

325. T'ie M un punct pe tangenta la virful unei parabole. Si se arate
ca perpendiculara dusd din M pe polara lui In raport cu parabola trece
printr-un punct fix,

320. 5a notam cu M, N punctele de interseciie ale polarei unui punct
S, in raport cu o parahoela data.

Se cere locul geomeiric al punctului § astfel ci aria triunghiului
SMN si fie constantad (S.G.M.VIII),

(Fie S(a. B). Locul este parabola f?—2pa =const.)

* Sesmentul T se numeste subtangenta, iar M'IN sub-
normala relativa la punctul M.

i

PROBLEME DE RECAPITULARE
$I SINTEZA

, 327. Se dau perechile de puncte (A4, Ay), (By, By), (Cy, Cy). Ce condi-
He trebuie si indcplineascd segmentele AyA,, BB, CyCy, pentru ca, O
fiind un punct oarecare al planului, vectorii

OAf—a:.‘l.i-;—é:’q_gf (TéEO—.B1+6531; 6[‘,‘-—0_6‘14—5.6’2
si aibd extremitatile A, B, C in linie dreapti?

a

= =13 i
[Fie ' Ay mijlocul lul 444, Avem OA=204, elc. Este suficient ca
mijloacele celor trei segmente si fie coliniare.)

328. Se dau patru puncte A, B, C, I, inlr-un plan. Ce conditie tre-
buie s indeplineascd aceste puncte penlru ca sd avem

OA+OB=00+0D?

. — s — —p —_—
[Rezulth OA—OC=0D—08 sau CA=BD, deci figura CADR trebuie
s fie paralelogram.]

320. Se dau trei puncte 4, B, C in plan. Se cere Iocul geometric al
punctului P astfel ca sa avem

PA-PB=PA. O
[Inilfimea din A g triunghiului ABC,]
330. Se dau pe o axi punctele _A(—3) si B(T). Fie M punctul care

imparte segmentul AE in raportul j’f_:'_\_ = '——2— si N punctul pentru care
MR
MN=38. 54 se colculeze raportul -N_—A,-
NB

[M(3); N{11).]
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5
ﬁi.?ﬂb Se dau punctele A(2, 3), B(5, 6), C(7,4). Sa se afle unghiurile
pe care le fac dreptele AB, BC, CA, cu semiaxa pozitivi.

1
[45“; 135%; arctg; :11"17‘.]

332. Si se verilice ci patrulaterul ABCD format de punctele A(0, —2),
B(1, =5) C(5, 3), D{2, 2) este trapez isoscel.
Solulie analiticd si vectoriala.

[Analitic se va ardta ci doud laturi sint cgal inclinatc 1_:_»3.0.1:, iar

—p
celelalte doud sint egale. Vectorial: se va ardta ci veetorii AD si 8C
sint coliniari si ca A= 2D folosind produsele scalare.]

xS <§33.i}5e dau dreptele 3x—4y+6=0 si 4r—3y—9=0. Sa se determine
paralela la a doua hisectoare a axelor de coordonate, care si formeze intre
cele doua drepte un segment de 5 V2 unitati.

[Doua solulii: y=—x=+50 si y=—ax—20.]

"6’134\ Sa se afle virfurile unui triunghi, cunoscind mijloacele laturilor
P@3,—1), @1, 7), B(—4, 3).

[Fie A(®, w), Bxy ), Cl®y, Ys). Se scrie ch P este mijlocul lui
AB ete., i se obfine un sislem de ecualii.]

335. Se impart laturile BT, CA, AD ale unui triunghi in acelasi raport
prin punctele M, N, P. 54 se demonstreze cd triunghiul MNP are acelasi
centru de greutate ca s ABC, (Teorema lui Pappus.)

336. Fie Axy, uy), Bxy, 1g), Clay, ¥y) virfurile unui triunghi ale cirui
laturi le notim cu a, b, ¢. Si se demonstreze ¢ centrul cercului inseris
triunghiului are coordonatele:

=a.1:l+l'lx + ex, =ay1—~|-_b?fzq:cy:,'
i Gl a+b+o

Fie AA’ bisectoarea si J centrul cercului inseris. Se tine seama de
AB | JA
rapoariele e si T4 ]
337. Se dau dreptele (BC) 12x+5y+168=0; (CA) 4x—3y—0;
(AB) Bx-+15y—168=0, care formeazd triunghiul ABC. Si se calculeze:
a) Tangimile m,, ms, m, ale medianelor. Si se verifice relajia

mi - my - m. = % (BC2-CTA2+ AB2).

b) Lungimile indlfimilor.
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¢) Aria triunghiului ABC.

l e
[mu=-§VZU4J ;mbﬂ—;\/tl??Q M, =28 h,,=f'318€°,

168 420
oo, S=420.]

338. Aceleasi date ca la problema precedenta. a) S& se calculeze coor-
donatele centrului cereului inscris si raza sa r. b) Sa se scrie ecuatia cercu-
lui inscris triunghiului.

45 36
[Intersec’gia a doufl bisecloare interioare di J ( St ';)'Distanta
L3

G0
pindl la una din laturi da r-:)?. b) '7(:::’—5—1;2)—-}—963:—729:0,]

339. Pind dat un irapez ABCD, dreplunghi in A si D, se unesc virfu-
rile B, C cu mijlocul M al lui 4D, apoi se duee din D o perpendiculara
pe CM si din A o perpendiculard pe BM. Fie N punctul de Intilnire al
acestor perpendiculare., Sa se demconsireze c¢i dreapla MN cste perpen-
diculara pe BC.

[Axele sint evidente: AB ca Omx, AD ca Oy. Nu este nevoie de ecua-
fia dreptei MN, ci numai de coelicientul ei unghiular.]

340. Ce valoare trebuie sa aibii o pentru ca punctele A(l, 2),
B(—1, —1), C(2, ) sa lie pe linie dreaptd?
[a=3,6.]

341. Fie A(2, 0), B(3, 0), C(0, 4) virfurile unui triunghi. S4 se arate
cd pi