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I N T R O D U C E R E 
 
1. OBIECT ŞI CONŢINUT 
 
Electrotehnica se ocupă cu studiul stărilor şi fenomenelor electrice, 

magnetice şi electromagnetice cu scopul utilizării lor în tehnică. 
Energia electromagnetică este forma de energie cea mai utilizată în diferite 

domenii prezentând o serie de avantaje în comparaţie cu alte forme de energie 
şi anume: 
• se obţine uşor din alte forme de energie, producerea energiei electrice în 

centrale electrice având loc în condiţii economice avantajoase; 
• se transformă uşor şi cu randamente ridicate în alte forme de energie; 
• se transmite uşor, economic şi practice instantaneu la mari distanţe, fie 

direct prin mediul înconjurător, fie dirijat prin linii electrice; 
• se distribuie uşor la un număr mare de consumatori de puteri diferite cu 

ajutorul reţelelor electrice, putând fi divizată şi utilizată în părţi oricât de 
mici. 
Centralele electrice producătoare de energie sunt de mai multe tipuri: 

termoelectrice, hidroelectrice, nucleare etc., constituind unităţi puternice, cu 
puteri de ordinul a sute şi mii de magawatt, încadrate în sisteme energetice 
unice, naţionale sau internaţionale, permiţând valorificarea avantajoasă a 
surselor energetice naturale. Energia electrică este utilizată în toate sectoarele 
de activitate în cele mai diverse moduri. O aplicaţie directă a legilor şi 
fenomenelor fundamentale ale electrotehnicii este realizarea de echipamente 
electrice, printre care, maşinile electrice ocupă un loc deosebit de important. 

Cursul elaborat se adresează studenţilor de la Academia Forţelor Aeriene 
“Henri Coandă”, precum şi celor care vor să înţeleagă modul în care se 
transmite energia electromagnetică, cum se pot calcula circuitele electrice, cum 
funcţionează şi care sunt caracteristicile transformatoarelor electrice, 
amplificatoarelor magnetice, maşinilor electrice rotative de current continuu şi 
current alternativ, traductoarelor electrice de poziţie. 

Cursul este structurat în două volume: Electrotehnică (mărimi de stare ale 
corpurilor şi câmpului electromagnetic; legi şi teoreme ale teoriei macroscopice 
a electromagnetismului; circuite electrice de current continuu; circuite electrice 
în regim permanent sinusoidal; circuite electrice trifazate; circuite electrice 
liniare în regim tranzitoriu; circuite electrice liniare în regim periodic 
nesinusoidal; circuite electrice neliniare în regim variabil; cuadripoli; câmpul 
electrostatic în vid şi în corpuri; condensatori electrici; energie şi forţe în camp 
electrostatic; câmpuri electrocinetice; câmpul magnetic staţionar în vid şi în 
corpuri; inductivităţi şi circuite magnetice; energie şi forţe în camp magnetic; 
ecuaţiile câmpului electromagnetic; metode generale de calcul a câmpurilor 
electrice şi magnetice) şi Maşini electrice (transformatoare electrice; ampli-
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ficatoare magnetice; maşina electrică asincronă, maşina electrică sincronă, 
maşini electrice de current continuu; maşini electrice speciale).  

Legile şi teoremele electrotehnicii au fost exprimate cu ajutorul unor 
noţiuni de matematici superioare, necesitând cunoaşterea algebrei şi analizei 
vectoriale, a calculului diferenţial şi integral. 

Scopul acestui curs este cunoaşterea elementelor fundamentale de 
electrotehnică şi a principiilor constructive şi de funcţionare ale maşinilor 
electrice, cu aplicaţii în tehnica militară.  

 
2. SCURT ISTORIC 
 
Primele cunoştinţe despre electricitate şi magnetism datează din antichitate 

când Thales din Milet (sec. VI î.e.n.) a descoperit fenomenul electrizării, iar 
prima lucrare, care se referă la fenomenele electrizării şi magnetizării, a apărut 
în anul 1600 sub titlul “De magnete” şi aparţine fizicianului W. Gilbert. 

În secolul al XVIII-lea Lomonosov şi Franklin au efectuat studii asupra 
electricităţii atmosferice. În 1785 Coulomb a determinat relaţia forţelor de 
interacţiune dintre corpurile punctiforme încărcate cu sarcini electrice precum 
şi dintre magneţii punctiformi. La sfârşitul secolului al XVIII-lea medical 
Galvani şi fizicianul Volta descoperă şi construiesc pilele electrice. În 1819 
Oersted descoperă forţele exercitate de un conductor străbătut de current 
electric asupra acului magnetic. Îm 1820 Ampére studiază câmpul magnetic 
produs de un solenoid şi explică starea de magnetizare a corpurilor prin curenţi 
moleculari. În 1831 Faraday descoperă fenomenul inducţiei electromagnetice şi 
introduce conceptul de camp. 

La baza teoriei circuitelor electrice stau lucrările lui Ohm (1827) şi 
Kirchhoff (1845). În 1873 Maxwell elaborează teoria macroscopică a câmpului 
electromagnetic, expusă în lucrarea “Tratat despre electricitate şi magnetism”. 
În perioada 1887…1889 Hertz confirmă experimental existenţa undelor 
electromagnetice. Lebedev pune în evidenţă experimental presiunea luminii 
(1900…1910). 

În ţara noastră primele lucrări în domeniul teoriei electromagnetice au 
apărut la sfârşitul secolului al XVIII-lea şi sunt legate de activitatea 
astronomului M. Hell (1720…1792), fost profesor la Universitatea Iezuită din 
Cluj. Primele cunoştinţe sistematizate de electricitate la un nivel înalt, au fost 
predate la noi în ţară de către profesorul P. Poni (1841…1923) la Universitatea 
din Iaşi, iar prima catedră de electricitate apare în anul 1889 la Universitatea 
din Bucureşti şi a fost condusă de profesorul D. Negreanu (1858…1908), autor 
a numeroase lucrări din domeniul electricităţii şi magnetismului. 

Numeroşi oameni de ştiinţă au adus contribuţii importante la studiul 
teotetic şi experimental al electrotehnicii. Se remarcă academicianul N. 
Vasilescu-Karpen (1870…1964), primul în lume care a repudiat existenţa şi 
utilizarea maselor magnetice la studiul magnetismului şi a propus utilizarea 
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curenţilor purtători de înaltă frecvenţă în telefonia la mare distanţă. A. Maior 
(1882…1964) a inventat un sistem de telefonie multiplă prin curenţi purtători şi 
s-a preocupat de transmiterea energiei electrice cu ajutorul curenţilor de înaltă 
frecvenţă. Academicianul C. I. Budeanu (1886…1959) a avut contribuţii 
importante în studiul regimului deformat, a puterii reactive şi a factorului de 
putere din reţelele electrice. I. S. Gheorghiu (1885…1968) a adus contribuţii 
originale în electrotehnica industrială, elaborând primul proiect de electrificare 
a căii ferate Bucureşti-Braşov. Profesorul C. A. Parteni (1900…1956) a studiat 
probleme ale comutaţiei la maşinile electrice de current continuu, a studiat 
maşina asincronă cu ajutorul teoriei cuadripolului electric. Academicianul R. 
Răduleţ (1904…1984) a avut contribuţii importante în teoria generală a 
câmpului electromagnetic, în domeniul liniilor electrice lungi, în domeniul 
sudurii electrice, în domeniul pătrunderii câmpului electromagnetic în conduc-
toarele masive din cuptoarele electrice de inducţie; a întemeiat şcoala 
românească de cercetare electrotehnică bazată pe teoria câmpului. Ed. Nicolau 
(n. 1992) a făcut cercetări originale în domeniul relaţiilor de reciprocitate în 
electricitate, al antenelor şi oscilatorilor electrici, al propagării undelor 
electromagnetice şi al dispozitivelor cibernetice. 

Cercetările din domeniul electrotehnicii şi-au găsit numeroase aplicaţii în 
ţara noastră. Prima uzină electrică a fost construită în Bucureşti în anul 1882, 
fiind construită în anul 1884 o nouă uzină electrică la Timişoara, destinată 
iluminatului electric. În anul 1896 se introduce tracţiunea electrică, fiind dat în 
folosinţă tramvaiul electric din Bucureşti, iar în anul 1897 se construiesc 
primele linii de tramvai electric şi la Brăila, Iaşi şi Arad. În anul 1938 existau 
aproape 600 de centrale electrice cu o putere totală instalată de aproximativ 
500MW, iar în 1965 puterea totală instalată era de 3500MW. În anul 1985 
producţia de energie electrică era de 121kWh, fiind realizată în hidrocentrale şi 
termocentrale. Prima centrală nucleară din ţara noastră este cea de la Medgidia, 
care a intrat parţial în funcţiune în anul 1997, asigurând în final 40% din 
necesarul de energie electrică al ţării. În ultima perioadă de timp se fac cercetări 
în vederea utilizării surselor de energie neconvenţionale, pentru obţinerea 
energiei electrice prin metode ecologice. 

 
3. TEORII ALE FENOMENELOR ELECTROMAGNETICE 
 
Studiul fenomenelor electromagnetice a fost influenţat de două mari 

descoperiri din domeniul fizicii moderne şi anume, teoria relativităţii şi teoria 
cuantelor. După scara la care sunt studiate fenomenele electromagnetice se 
disting teorii macroscopice şi teorii microscopice ale fenomenelor 
electromagnetice, aplicarea unei teorii sau a alteia depinzând de problemele 
care se studiază. 

Teoria acţiunii la distanţă. Se consideră că forţele şi momentele se transmit 
instantaneu prin spaţiu, de la corpul ce acţionează până la corpul asupra căruia 
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se exercită acţiunea, oricare ar fi distanţa dintre corpuri. Această teorie are la 
bază mecanica clasică ale cărei baze au fost puse de Newton, legea atracţiei 
universale influenţând cel mai mult cercetările în domeniul fenomenelor 
electrice şi magnetice. Teoria acţiunii la distanţă prezintă interes decât sub 
aspect istoric, fiind infirmată experimental. 

Teoria macroscopică clasică a electromagnetismului (Teoria lui Maxwell). 
Teoria a fost iniţiată de către M. Faraday şi elaborată în liniile ei principale de 
către J. C. Maxwell pentru corpuri în stare de repaus. Conform acestei teorii, se 
consideră că acţiunile ponderomotoare electrice şi magnetice se transmit din 
aproape în aproape, prin spaţiu şi în timp, cu o viteză foarte mare dar finită. 
Dezvoltarea teoriei şi pentru corpuri în mişcare a fost realizată de către H. 
Hertz în cadrul concepţiilor prerelativiste, vorbindu-se astfel de electrodinamica 
corpurilor în mişcare, respective de teoria macroscopică Maxwell-Hertz. 

Teoria macroscopică a fenomenelor electromagnetice se bazează pe teoria 
acţiunii prin contiguitate, un rol primordial revenindu-i câmpului electromag-
netic, care stă la baza transmiterii din aproape în aproape, cu viteză foarte mare 
însă finită, a interacţiunilor şi stărilor electromagnetice. Câmpul electro-
magnetic poate fi generat de corpurile care se găsesc în anumite stări sau poate 
avea o existenţă independentă, sub formă de unde electromagnetice. Cele două 
laturi componente ale câmpului electromagnetic sunt câmpul electric şi câmpul 
magnetic. 

Teoria macroscopică relativistă a fenomenelor electromagnetice. Prezintă o 
formulare mai generală a legilor şi fenomenelor electromagnetice, astfel încât 
acestea să fie valabile şi la viteze foarte mari ale corpurilor, comparabilă cu 
viteza de propagare a luminii în vid (viteze relativiste). Legile acestei teorii sunt 
valabile în raport cu oricare system de referinţă inerţial, trecerea de la un sistem 
de referinţă la altul făcându-se pe baza transformării Lorentz. 

Teoria microscopică clasică a fenomenelor electromagnetice (Teoria elec-
tronilor). Această teorie, ale cărei baze au fost puse de Lorentz, păstrează 
conceptul de camp, dar în acelaşi timp admite şi o structură discontinuă a 
corpurilor, recunoscându-se şi caracterul discontinuu al sarcinii electrice. Pe 
baza acestei teorii pot fi interpretate microscopic unele proprietăţi electrice şi 
magnetice ale corpurilor, care nu pot fi explicate în cadrul teoriei macroscopice. 
În această teorie electronul ocupă o poziţie centrală, determinând prin mişcarea 
sa o serie de fenomene electrice şi magnetice. Teoria electronilor a primit o 
formulare mai generală în cadrul teoriei relativităţii restrânse, vorbindu-se 
astfel de teoria microscopică relativistă. 

Teoria cuantică. Această teorie se bazează pe macanica cuantică şi 
ondulatorie. În cadrul teoriei cuantice, electronul, pe lângă masă şi sarcină 
electrică elementară, mai posedă un moment cinetic propriu denumit spin şi 
corespunzător, un moment magnetic de spin. Constituirea electrodinamicii 
cuantice, care are ca problemă principală cuantificarea câmpului electromag-
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netic, reprezintă o etapă importantă în dezvoltarea fenomenelor electromag-
netice la scară microscopică. Cuantele câmpului electromagnetic sunt fotonii, 
iar electronii şi pozitronii sunt cuantele unui câmp, denumit câmp electro-
pozitronic. Problemele din acest curs sunt prezentate în cadrul teoriei clasice a 
lui Maxwell-Hertz, făcându-se şi unele referiri la scară microscopică pentru o 
mai bună înţelegere a diferitelor fenomene. 

 
4. MĂRIMI FIZICE. LEGI ŞI TEOREME 
 
Mărimile fizice sunt utilizate în studiul fenomenelor fizice şi corespund 

unor proprietăţi fizice care pot fi caracterizate cantitativ. O mărime fizică este 
complet determinată când se cunosc: unitatea sa de măsură, procedeul de 
măsurare şi valoarea sa ca rezultat al măsurării. Din punct de vedere al modului 
cum mărimile fizice se introduc într-o teorie, acestea se impart în: 
• mărimi primitive, care se introduc direct pe cale experimentală, indicându-

se concret unitatea de măsură şi procedeul de măsurare; 
• marimi derivate, care se pot defini cu ajutorul mărimilor primitive sau a 

altor mărimi cunoscute. 
În afara mărimilor primitive din alte domenii (lungime, masă, timp, 

temperatură etc.), în studiul fenomenelor electromagnetice se utilizează o serie 
de mărimi primitive specifice. Starea electromagnetică a corpurilor se carac-
terizează cu următoarele mărimi primitive: sarcina electrică, q; momentul 
electric, p ; densitatea curentului electric de conducţie, J ; momentul magnetic, 

m . Starea locală a câmpului electromagnetic se caracterizează macroscopic cu 
ajutorul următoarelor mărimi vectoriale: intensitatea câmpului electric, E ; 
inducţia electrică, D ; intensitatea câmpului magnetic, H ; inducţia magnetică, 
B , din care, ca mărimi primitive se poate alege perechea E  şi B . În afara 
mărimilor menţionate mai sus, în studiul fenomenelor electromagnetice se 
utilizează şi mărimi derivate (fluxul electric, tensiunea electrică, fluxul 
magnetic, capacitatea electrică, rezistenţa electrică, inductivitatea etc.). 

Între mărimile fizice ale unui domeniu de cercetare se pot stabili anumite 
dependenţe, respective relaţii de legătură. Legile sunt relaţiile care redau cele 
mai generale cunoştinţe despre fenomenele unui domeniu de cercetare şi care 
nu pot fi deduse pe cale logică în cadrul domeniului de studiu, din alte relaţii. 
Teoremele sunt relaţiile care se deduc din legile domeniului de cercetare prin 
analiza logică. Legile teoriei macroscopice se impart în legi generale şi legi de 
material. Legile de material au în expresia lor anumiţi factori specifici 
diverselor materiale, factori numiţi parametri de material. 

Studiul fenomenelor electromagnetice se face în următoarea succesiune: 
• se introduc mărimile primitive şi principalele mărimi derivate; 
• se expun legile şi teoremele aferente acestor fenomene; 



Introducere 

 14 

• se verifică practice consecinţele legilor şi teoremelor expuse, în limitele 
aproximaţiei dată de teoria adoptată. 
 
5. REGIMURILE FENOMENELOR ELECTROMAGNETICE 
 
În teoria macroscopică a fenomenelor electromagnetice se disting după 

modul de variaţie în timp a mărimilor primitive sau derivate care intervin 
următoarele regimuri: regimul static, regimul staţionar, regimul cvasistaţionar 
şi regimul nestaţionar sau variabil al fenomenelor electromagnetice. 

Regimul static este un caz particular al regimului staţionar şi se 
caracterizează prin următoarele: mărimile fizice nu variază în timp; mediile 
conductoare din sistemele respective nu sunt parcurse de curenţi electrici; nu au 
loc transformări de energie; stare de imobilitate relativă a corpurilor. Există un 
regim static pentru câmpul electric numit regim electrostatic şi un regim static 
pentru câmpul magnetic, produs de magneţi permanenţi, numit regim magne-
tostatic. Regimul staţionar presupune toate mărimile constante în timp, dar cu 
posibilitatea transformării energiei câmpului electric şi magnetic în alte forme 
de energie (mediile conductoare sunt parcurse de curenţi electrici, 0J ≠ ). 

Regimul cvasistaţionar se caracterizează prin variaţii suficient de lente ale 
mărimilor fizice în raport cu timpul pentru a putea neglija la producerea 
câmpului magnetic, respectiv în legea circuitului magnetic, densitatea 
curentului de deplasare în raport cu densitatea curentului de conducţie. 

Regimul nestaţionar sau variabil se caracterizează prin variaţia rapidă în 
timp a mărimilor electrice şi magnetice. În acest caz, densitatea curentului de 
deplasare nu se mai poate neglija, iar variaţiile sunt suficient de rapide pentru 
apariţia undelor electromagnetice, care se propagă în mediul înconjurător. 

Se pot distinge prin urmare, următoarele tipuri de câmpuri, în ordinea 
crescătoare a gradului lor de generalitate: câmpuri statice, câmpuri staţionare, 
câmpuri cvasistaţionare şi câmpuri nestaţionare. 

Într-un regim nestaţionar există o interdependenţă între mărimile de stare 
ale câmpului electric şi câmpului magnetic variabile în timp. Astfel, variaţiei în 
timp a câmpului magnetic îi corespunde un camp electric şi reciproc, variaţiei 
în timp a câmpului electric îi corespunde un camp magnetic. 

În cazul regimurilor statice, datorită absenţei curenţilor de conducţie, 
dispare legătura dintre câmpul electric şi câmpul magnetic, cele două câmpuri 
fiind complet independente şi putând fi studiate separate.  

În teoria circuitelor electrice se utilizează în mod curent şi noţiunile de 
regim permanent şi regim tranzitoriu, care corespund unui alt criteriu de 
clasificare ce are în vedere modificarea formei de variaţie în timp a mărimilor 
fizice. Se poate vorbi de regimuri permanete atât la circuite în regim staţionar, 
cât şi la circuite în regim variabil. Regimurile tranzitorii presupun întotdeauna 
regimuri variabile şi anume, regimuri de scurtă durată. 
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1. MĂRIMI DE STARE ALE CORPURILOR ŞI  
CÂMPULUI ELECTROMAGNETIC 

 
Câmpul electromagnetic este un sistem fizic diferit de corpuri, care poate 

exista atât în interiorul corpurilor cât şi în vid şi care stă la baza transmiterii din 
aproape în aproape, cu viteză foarte mare dar finită, a stărilor şi interacţiunilor 
electromagnetice. 
 

1.1. STAREA DE ÎNCĂRCARE ELECTRICĂ A CORPURILOR 
 
Starea de electrizare a corpurilor este acea stare în care acestea sunt 

capabile să exercite acţiuni ponderomotoare de natură electrică asupra altor 
corpuri. Corpurile se pot electriza prin frecare, prin contact cu corpurile 
electrizate, prin influenţă electrostatică, prin iradiere cu radiaţii Roentgen sau 
ultraviolete, prin încălzire (efect piroelectric), prin deformare (efect piezo-
electric), prin efecte chimice, prin efecte fotoelectrice etc. Electrizarea se 
explică microscopic printr-un surplus sau un minim de electroni. 

Starea de electrizare poate fi: 
• stare de încărcare cu sarcină electrică; 
• stare de polarizare. 

Starea de încărcare electrică este acea stare de electrizare care este 
complet caracterizată prin sarcina electrică q. Această stare poate fi pusă în 
evidenţă prin experienţe simple. Astfel, dacă se freacă un baton de sticlă cu o 
bucată de mătase şi apoi se separă cele două corpuri, se constată că atât între ele 
cât şi asupra corpurilor uşoare din apropiere, se exercită forţe şi cupluri care nu 
existau înainte. Se poate spune că cele două corpuri s-au încărcat cu sarcini 
electrice. Astfel, mătasea s-a încărcat cu sarcină electrică negativă, ca urmare a 
trecerii electronilor de pe baston pe ea, iar bastonul rămâne încărcat cu sarcină 
electrică pozitivă, ca urmare a plecării electronilor. 

Sarcina electrică q este mărimea primitivă scalară de stare a corpurilor, 
care caracterizează la scară macroscopică starea de electrizare a acestora, fiind 
independentă de poziţia şi orientarea lor. Sarcina electrică negativă elementară 
aparţine electronului şi are valoarea, qe = −1,602⋅10−19C. Protonul din nucleu 
conţine sarcina electrică pozitivă elementară, egală ca valoare cu sarcina 
electronului. Unitatea de măsură a sarcinii electrice este Coulombul (C). 

Sarcina electrică are următoarele proprietăţi: 
• este o mărime scalară algebrică, putând fi pozitivă sau ngativă; 
• la scară macroscopică sarcina electrică este cuantificată, valoarea sa fiind 

un multiplu al sarcinii electronului; 
• sarcina electrică se conservă: într-un sistem izolat de corpuri electrizate 

suma algebrică a sarcinilor repartizate în diferite puncte ale sistemului este 
constantă. 
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Pentru caracterizarea locală a stării de electrizare a corpurilor s-au definit 
densităţile de sarcină electrică. 

Densitatea de volum ρv a sarcinii electrice, corespunzătoare situaţiei 
când sarcina unui corp este repatizată în volumul său, se defineşte prin relaţia: 

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡=

Δ
Δ

=ρ
→Δ 30Vv m

C
dV
dq

V
qlim                                                                    (1.1) 

unde Δq este sarcina electrică cuprinsă în volumul ΔV. 
Densitea de suprafaţă ρs a sarcinii electrice, corespunzătoare unei repar-

tiţii a sarcinii electrice pe suprafaţe subţiri sau pe corpuri electroconductoare, se 
defineşte prin relaţia: 

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡=

Δ
Δ

=ρ
→Δ 20Ss m

C
dS
dq

S
qlim                                                                       (1.2) 

unde Δq este sarcina electrică distribuită pe suprafaţa ΔS. 
Densitea de linie ρl a sarcinii electrice, corespunzătoare unei repartiţii a 

sarcinii electrice pe fire electroconductoare subţiri, se defineşte prin relaţia: 

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡=

Δ
Δ

=ρ
→Δ m

C
dl
dq

l
qlim

0ll                                                                          (1.3) 

unde Δq este sarcina electrică distribuită pe suprafaţa Δl. 
Domeniile ΔV, ΔS şi Δl considerate în relaţiile de mai sus sunt suficient de 

mici pentru ca mărimile macroscopice să aibă o variaţie neglijabilă în cuprinsul 
lor. 

Sarcina electrică poate fi situată şi pe corpuri ale căror dimensiuni 
geometrice sunt neglijabile în raport cu distanţele ce le separă. Aceste corpuri 
se numesc corpuri punctiforme, iar sarcinile electrice respective se numesc 
sarcini electrice punctiforme. 

Sarcina electrică dintr-un domeniu finit tridimensional, care conţine o 
repartiţie de volum a sarcinii în volumul V, o repartiţie de suprafaţă pe 
suprafaţa S, o repartiţie de linie pe curba C şi respectiv, o repartiţie pe n corpuri 
punctiforme, se calculează cu relaţia: 

 ∑∫∫∫∫∫∫
=

+ρ+ρ+ρ=
n

1i
i

C
l

S
s

V
v qdldSdVq                                                 (1.4) 

Un corp se găseşte în stare neutră dacă suma algebrică a sarcinilor pe care 
le posedă este egală cu zero. 

 
1.2. CÂMPUL ELECTRIC 
 
Câmpul electric este un sistem fizic diferit de corpuri, care exercită direct 

acţiuni ponderomotoare asupra unor corpuri electrizate situate în regiunea din 
spaţiu unde el există. Câmpul electric poate fi recunoscut şi explorat cu ajutorul 
corpului de probă electrizat, care îndeplineşte următoarele condiţii: 
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• este izolat perfect faţă de alte corpuri; 
• sarcina electrică cu care este încărcat este foarte mică pentru a nu modifica 

câmpul electric în care este introdus; 
• dimensiunea sa este foarte mică (corp punctiform) pentru a se putea studia 

local câmpul electric în care este introdus. 
Cauzele care produc câmpul electric sunt sarcinile electrice ale corpurilor 

şi câmpul magnetic variabil în timp. Câmpul electric produs de sarcini electrice 
se mai numeşte şi câmp electric coulombian. Câmpul electrostatic este una din 
stările limită ale câmpului electromagnetic, determinată de sarcini electrice 
invariabile în timp, situate pe corpuri în repaus. 

Pentru caracterizarea câmpului electrostatic în vid, se introduce o mărime 
vectorială primitivă, numită intensitatea câmpului electric în vid în regim 
electrostatic, oE . S-a constatat experimental că forţa F care se exercită asupra 
unui corp de probă încărcat cu sarcina electrică q şi situat într-un câmp electric, 
depinde de sarcina electrică a corpului şi de o mărime care caracterizează 
câmpul electric în punctul în care s-a introdus corpul de probă. Acea mărime   
s-a numit intensitatea câmpului electric, iar forţa F  este dată de relaţia: 

oEqF ⋅=                                                                                                 (1.5) 
care exprimă matematic procesul de interacţiune dintre câmpul electric şi 
corpurile punctiforme electrizate, reprezentând legea acţiunii ponderomotoare 
în câmpul electrostatic asupra corpurilor punctiforme. 

Inducţia electrică D este o mărime fizică vectorială, care împreună cu 
intensitatea câmpului electric caracterizează starea locală câmpului electric. 
Atunci când câmpul electric este situat în vid, unde nu apare fenomenul de 
polarizare electrică, inducţia electrică se exprimă astfel: 

ooo ED ε=                                                                                              (1.6) 
unde εo este o constantă universală numită permitivitatea vidului şi având 
valoarea: 

m
F

1094
1

9o ⋅⋅π
=ε                                                                                 (1.7) 

Unitatea de măsură pentru intensitatea câmpului electric este Voltul pe 
metru (V/m), iar unitatea de măsură pentru inducţia electrică este Coulombul 
pe metru pătrat (C/m2). 

Pentru a caracteriza în mod similar câmpul electric în corpurile polarizate, 
ar trebui practicată, în jurul unui punct din corp, o cavitate vidă, suficient de 
mică pentru a nu perturba câmpul din domeniul exterior cavităţii. În cavitate se 
poate măsura o forţă electrică, exercitată asupra unui corp de probă electrizat. 

Dacă se notează cu E , intensitatea câmpului electric într-un punct al 
corpului înainte practicării cavităţii (câmp electric datorat sarcinilor electrice 
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adevărate şi de polarizaţie) şi cu cavpE , intensitatea câmpului electric datorat 
sarcinilor de polarizaţie apărute prin practicarea cavităţii, atunci intensitatea 
câmpului electric în vidul cavităţii cavE  va fi dată de relaţia: 

cavpcav EEE +=                                                                                      (1.8) 
 

Liniile câmpului electric sunt acele linii fictive din spaţiu la care vectorul 
intensitatea câmpului electric este permanent tangent. Sensul liniilor câmpului 
electric este acelaşi cu sensul intensităţii câmpuluin electric. Liniile de câmp 
electric sunt linii deschise, începând din punctele unde sunt situate sarcini 
electrice pozitive şi sfârşindu-se în punctele unde sunt situate sarcini electrice 
negative. Un astfel de câmp se numeşte câmp potenţial. 

Reprezentând totalitatea liniilor de câmp electric dintr-un plan se obţine 
spectrul liniilor de câmp electric. În figura 1.1 sunt prezentate spectrele liniilor 
de câmp electric produs de o sarcină electrică punctiformă şi respectiv, de două 
sarcini electrice punctiforme vecine. 

 

 
 

Fig. 1.1 Spectrele liniilor câmpului electric produs de:a) o sarcină punctiformă 
pozitivă; b) o sarcină punctiformă negativă; c) două sarcini punctiforme de  

semne contrare; d) două sarcini punctiforme de acelaşi semn 
 

Tubul de câmp electric este constituit din totalitatea liniilor de câmp 
electric cuprinse în interiorul unei suprafeţe ce se sprijină pe un contur închis şi 
are o anumită secţiune transversală ΔS. 

Ecuaţia diferenţială a liniilor de câmp electric se obţine ţinând cont de 
faptul că vectorii E  şi ld  sunt coliniari, ceea ce înseamnă că produsul lor 

vectorial este nul. Vectorul ld  se numeşte element de linie, are sensul lui E , 
fiind un mic vector tangent la linia câmpului electric. În coordonate carteziene 
vectorii E  şi ld  au expresiile: 

zyxzyx lkljlild;EkEjEiE ⋅+⋅+⋅=⋅+⋅+⋅=                               (1.9) 

iar produsul vectorial dintre E  şi ld  devine: 

0
dzdydx
EEE
kji

ldE zyx ==×                                                                  (1.10) 
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Calculând determinantul şi ţinând cont de faptul că un vector este nul când 
toate componentele sale după cele trei axe sunt nule, se obţine ecuaţia 
diferenţială a liniilor câmpului electric: 

zyx E
dz

E
dy

E
dx

==                                                                                     (1.11) 

 
1.3. CÂMPUL ELECTRIC IMPRIMAT 
 

Intensitatea câmpului electric imprimat iE  nu este un câmp electric 
propriu-zis ci o mărime echivalentă cu ajutorul căreia se exprimă forţele de 
natură neelectrică care acţionează asupra particulelor electrizate. Câmpurile 
imprimate pot fi localizate într-un întreg domeniu (câmpuri imprimate de 
volum) sau numai pe anumite suprafeţe de discontinuitate (câmpuri imprimate 
pe interfeţe sau de contact). 

 
Câmpuri electrice imprimate de acceleraţie 
Aceste câmpuri electrice imprimate apar în conductoarele accelerate, ca de 

exemplu într-un disc metalic iniţial neîncărcat cu sarcină electrică, care se 
roteşte în jurul axei sale. Electronii liberi din metal sunt supuşi unor forţe 
centrifuge radiale şi ca urmare se vor deplasa spre marginea discului, astfel că, 
la periferia discului se separă sarcina electrică negativă, iar în centrul discului 
se separă sarcina electrică pozitivă. 

Procesul de separare a sarcinilor electrice are loc până la stabilirea 
echilibrului electrostatic, când forţa electrică datorată câmpului electric 
coulombian CE , produs prin separarea sarcinilor din disc, compensează 
acţiunea forţei centrifuge: 

( ) 0EEEEqEqEqFFF iCiCiCneelel =+⇒+=+=+=            (1.12) 

unde iE  este intensitatea câmpului electric imprimat. 
Din momentul în care electronii se pun în mişcare şi până în momentul 

stabilirii echilibrului electrostatic, apare în disc o stare electrocinetică 
caracterizată printr-o deplasare de scurtă durată a electronilor, deplasare 
datorată câmpului electric imprimat de acceleraţie. 

 
Câmpuri electrice imprimate de volum termolelectrice  
Aceste câmpuri electrice imprimate apar ca urmare a unei încălziri 

neuniforme a unui conductor metalic. Datorită diferenţei de temperatură (a 
agitaţiei termice diferite), electronii vor difuza din zona de agitaţie temică mai 
mare (temperatură mai ridicată) în zona cu agitaţie termică mai scăzută 
(temperatură mai scăzută). Regiunea cu temperatură mai ridicată se va încărca 
pozitiv, iar regiunea cu temperatură mai scăzută se va încărca negativ (efectul 
Thomson). 
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Câmpuri electrice imprimate de contact voltaice 
Aceste câmpuri electrice imprimate apar pe suprafaţa de contac a două 

metale care se găsesc la aceeaşi temperatură şi nu sunt supuse acţiunii vreunui 
agent extern. Câmpul electric imprimat de contact este pus în evidenţă prin 
apariţia unei diferenţe de potenţial (V1 − V2) între cele două conductoare. 
Această diferenţă de potenţial se explică prin faptul că în stratul de neomoge-
nitate, forţele datorate agitaţiei termice ce se exercită asupra electronilor din 
acest strat, nu se compensează şi apare o deplasare a electronilor din zona mai 
densă în zona mai puţin densă. 

În stratul de contact al celor două conductoare se stabileşte o diferenţă de 
potenţial egală şi de semn contrar cu t.e.m. imprimată de contact. 

 
Câmpuri electrice imprimate de contact termoelectrice 
Se consideră un circuit conductor închis, format din două conductoare 

electrice din materiale diferite (fig. 1.2) sudate la mbele capete. Dacă se supun 
cele două suduri la temperaturi diferite (TA > TB), în circuit apare un curent 
electric (efect Seebeck). 

 

 
 

Fig. 1.2 Câmpul electric imprimat termoelectric           Fig. 1.3 Schema unui termocuplu  
 

Pe principiul câmpurilor imprimate termoelectrice se construiesc 
termocuplurile întrebuinţate pentru determinarea diferenţei de temperatură, prin 
măsurarea tensiunii care apare între cele două capate ale metalelor diferite 
nesudate între ele, cu ajutorul unui milivoltmetru magnetoelectric de curent 
continuu (fig. 1.3). 

 
Câmpuri electrice imprimate de contact galvanice 
Aceste câmpuri imprimate apar la contactul dintre un metal şi un electrolit, 

ca urmare a diferenţei care există între presiunea de dizolvare a metalului în 
electrolit şi presiunea osmotică (de depunere) a ionilor din electrolit pe metal. 

La introducerea unei bare de cupru într-o soluţie de sulfat de cupru, 
presiunea osmotică este mai mare decât presiunea de dizolvare şi ca urmare 
ionii de cupru se depun pe bara de cupru, aceasta încărcându-se pozitiv, iar 
soluţia negativ. Câmpul electic imprimat va avea sensul spre metal, iar câmpul 
electric coulombian spre soluţie. T.e.m. care apar între metale (electrozi) şi 
soluţie se numesc tensiuni de electrod, acestea măsurându-se în raport cu un 
electrod de referinţă, al cărui potenţial de electrod se consideră nul. 
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Câmpuri electrice imprimate fotovoltaice 
Aceste câmpuri electrice imprimate apar pe suprafaţa de separaţie dintre un 

metal şi un semiconductor, la iluminarea acestei suprafeţe. Energia fotonilor 
incidenţi este transmisă electronilor. Stratul de separaţie are proprietăţi de 
conductibilitate unidirecţională şi ca urmare electronii vor trece mai uşor într-
un sens decât în celălalt. Această asimetrie este echivalentă existenţei unor forţe 
neelectrice medii necompensate în cele două sensuri, adică a unui câmp electric 
imprimat. Pe baza acestui fenomen sunt realizate fotoelementele utilizate ca 
surse de energie electrică. 

 
1.4. STAREA DE POLARIZAŢIE ELECTRICĂ 
 
Există corpuri neîncărcate electric (neutre din punct de vedere electric), 

care într-un câmp electric exterior sunt supuse unor acţiuni ponderomotoare şi 
produc câmp electric. Aceste corpuri sunt polarizate electric, iar starea lor se 
numeşte stare de polarizaţie electrică. 

Stare de polarizaţie poate fi obţinută prin deformare mecanică (piezo-
electricitate), încălzire (piroelectricitate), topire şi solidificare într-un câmp 
electric intens (electreţi), fie prin simpla introducere a corpurilor într-un câmp 
electric. Corpurile din prima categorie prezintă o polarizaţie permanentă 
(cristale de cuarţ, sare Seignette, turmalină, electreţi - răşini, plexiglas), iar cele 
din a doua categorie se află într-o stare de polarizaţe temporară (se menţine atât 
timp cât corpurile se află într-un câmp electric exterior, produs de alte corpuri). 

În materialele dielectrice, sub acţiunea unui câmp electric exterior, 
sarcinile electrice pozitive şi negative, legate şi neseparabile ale atomilor şi 
moleculelor, se deplasează în mod elastic, cele pozitive în sensul câmpului 
exterior, iar cele negative în sens contrar, atomul sau molecula fiind transfor-
mată într-un dipol electric elementar. Prin dipol electric se înţelege un sistem 
de sarcini electrice egale şi de semne contrare (+q şi −q) şi situate la o distanţă 

lΔ  foarte mică (fig. 1.4). 
 

 
 

                                                                                                   Fig. 1.4 Dipolul electric 
 
forma unor dipoli electrici elementari orientaţi în toate direcţiile, în mod 
dezordonat. Prin introducerea acestora într-un câmp electric, moleculele polare 
se orientează după direcţia câmpului electric (fig. 1.4). Există dielectrici cu 
molecule nepolare (O2, N, H2, Ge, Si) la care dipolii elementari apar numai prin 

Dipolul electric se caracterizeză printr-o 
mărime vectorilală numită moment electric, dp :

lqpd Δ⋅=                                            (1.13)

unde vectorul lΔ  este orientat de la sarcina 
negativa la sarcina pozitivă. 

Există dielectrici cu molecule polare (HCl, 
H2O, NO2),  ale  căror  molecule  se  prezintă  sub 
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deformarea atomilor când aceştia sunt introduşi într-un câmp electric. 
Fenomenul de orientare a dipolilor electrici elementari după o anumită 

direcţie se numeşte polarizare electrică.  
Pentru caracterizarea stării de polarizare a unui mic corp dielectric se 

utilizează o mărime fizică vectorială primitivă, numită moment electric ( p ), 
care intervine în relaţiile: 

oEpC ×= ;  ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
⋅=
↓

oEpgradF                                                              (1.14) 

unde: oE  reprezintă intensitatea câmpului electric în vid în punctul în care se 
află corpul; C  - cuplul electric care acţionează asupra corpului orientându-l 
după direcţia câmpului electric; p  - momentul electric; F  - forţa electrică care 
se exerxită asupra corpului introdus într-un câmp electric neuniform; săgeata 
verticală indică mărimea vectorială asupra căreia se aplică gradientul. 

În cazul în care corpul are atât polarizaţie electrică permanentă cât şi 
polarizaţie temporară, momentul electric are expresia: 

tp ppp +=                                                                                             (1.15) 

unde: pp  reprezintă momentul electric permanent, iar tp  - momentul electric 
temporar. Unitatea de măsură a momentului electric este Coulomb metru 
(Cm). 

Pentru caracterizarea locală a stării de polarizaţie electrică se utilizează o 
mărime vectorială derivată, numită polarizaţie electrică ( P ). Este definită ca 
densitatea de volum a momentelor electrice şi se calculează cu relaţia: 

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡=

Δ
Δ

=
→Δ 20V m

C
dV

pd
V
plimP                                                                    (1.16) 

unde: 
( )
∑
Δ

=Δ
V

ipp , reprezintă suma vectorială a momentelor electrice din 

volumul ΔV al corpului considerat. 
Ca şi momentul electric, polarizaţia electrică are două componente: 

tp PPP +=                                                                                            (1.17) 
Polarizaţia permanentă pP  depinde de factorii neelectrici, iar polarizaţia 

temporară tP  depinde de intensitatea locală a intensităţii câmpului electric. 
 
1.5. STAREA ELECTROCINETICĂ 
 
Electrocinetica studiază stările electrice ale conductoarelor parcurse de 

curenţi electrici de conducţie. În electrocinetică sunt prezentate mărimile fizice 
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care caracterizează starea electrocinetică, legile şi fenomenele caracteristice 
pentru regimul staţionar cât şi pentru regimul nestaţionar. 

Trecerea curentului electric prin conductoare determină o stare specifică 
acestora, denumită stare electrocinetică, caracterizată printr-o transformare a 
energieie electromagnetice în alte forme de energie.  

Starea electrocinetică poate fi pusă în evidenţă printr-o serie de efecte, cele 
mai importante fiind:  
• efecte calorice, evidenţate prin căldura dezvoltată la trecerea curentului 

electric prin conductoare; 
• efecte electrochimice, care constau în reacţiile chimice ce au loc la trecerea 

curentului electric prin electroliţi; 
• efecte mecanice, care constau în interacţiuni electrodinamice (forţe şi 

momente exercitate între conductoarele parcurse de curent) şi în 
interacţiuni electromagnetice (forţe şi momente între conductoarele 
parcurse de curent şi câmpul electromagnetic); 

• efecte luminoase, care apar în becurile cu incandescenţă sau încele cu 
descărcări electrice în gaze; 

• efecte magnetice, care apar în jurul conductoarelor parcurse de curent 
electric; 

• efecte electrice, care apar la descărcarea unui condensator. 
În stare electrocinetică, sarcinile eletrice se mişcă ordonat cu o anumită 

viteză, aceasta însemnând că intensitatea câmpului electric în metale şi în 
celelalte conductoare are o valoare diferită de zero, ceea ce constituie 
deosebirea esenţială între fenomenul electrostatic şi fenomenul electrocinetic. 

Legând capetele unui conductor metalic la bornele unei surse de tensiune, 
între care se menţine o diferenţă de potenţial constantă (V1 − V2 = const.), în 
interiorul conductorului apare un câmp electric constant, vectorul intensităţii 
câmpului electric, E , fiind orientat de la capătul cu potenţial mai mare, V1, 
spre capătul cu potenţial mai mic, V2 (fig. 1.5). 

 

 
 

                                                                                      Fig. 1.5 Conductor în stare 
                                                                                                           electrocinetică 
 

În timpul deplasării electronilor apare o forţă de frecare rF  care se opune 
mişcării, datorită ciocnirilor dintre electroni şi ceilalţi atomi. Starea electrocine-
tică este însoţită de dezvoltare de căldură, datorită “frecării” care are loc în 
mişcarea sarcinilor electrice. 

Asupra unui electron liber din metal va 
acţiona o forţă electrică, EqF = , orientată în sens 
opus faţă de intensitatea câmpului electric, 
deoarece sarcina electronului este negativă. Sub 
acţiunea cestei forţe, electronul se deplasează cu 
viteza v  de la potenţialul mai mic spre potenţialul 
mai mare. 
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Curentul electric reprezintă o deplasare ordonată a particulelor încărcate 
cu sarcină electrică. Mişcarea particulelor încărcate electric se poate face în 
interiorul corpurilor sau în vid. Curentul electric poate fi: curent electric de 
conducţie, curent electric de deplasare, curent electric de convecţie etc. 

Orice mişcare ordonată de sarcini electrice într-un mediu conductor 
determină curentul electric de conducţie. După natura purtătorilor de sarcini 
electrice, ioni sau electroni, curentul de condcuţie se numeşte curent de 
conducţie ionic sau electronic, iar corpul respectiv va prezenta o conducţie 
ionică (electroliţii) sau electronică (metalele). 

Proprietatea corpurilor de a “conduce” se numeşte conductibilitate electrică 
şi se caracterizează local printr-un parametru de material, numit conductivitate 
electrică. 

Caracterizarea stării electrocinetice se face cu ajutoril intensităţii curen-
tului electric de conducţie i, care reprezintă suma algebrică a sarcinilor 
electrice, Δq, ale particulelor microscopice libere care trec printr-o secţiune a 
conductorului în unitatea de timp: 

∫=⇒=
Δ
Δ

=
→Δ

t

0
0t

dtiq
dt
dq

t
qlimi                                                          (1.18) 

Intensitatea curentului electric de conducţie este o mărime scalară şi prin 
definiţie sensul pozitiv al curentului electric este sensul în care se deplasează 
sarcinile electrice pozitive. Unitatea de măsură a intensităţii curentului electric 
este Amperul [A]. 

Dacă sarcinile electrice se deplasează în conductor cu viteză constantă, 
curentul electric I este constant în timp (curent continuu), ceea ce înseamnă că 
aceeaşi secţiune este străbătută de cantităţi egale de sarcini electrice la intervale 
de timp egale: 

tIq
t
qI ⋅=⇒=                                                                              (1.19) 

Pentru caracterizarea locală a stării electrocinetice s-a introdus o mărime 
fizică vectorială numită densitatea curentului electric de conducţie, J , definită 
astfel încât fluxul acestui vector printr-o secţiune S a conductorului să fie egal 
cu intensitatea curentului electric de conducţie prin acea secţiune: 

∫∫∫∫ ==
SS

S dSnJSdJi                                                                           (1.20) 

unde sensul elementului de suprafaţă Sd  se stabileşte cu regula burghiului 
drept, după ce în prealabil a fost ales un sens de parcurgere a conturului 
suprafeţei S. 

În cazul conductoarelor omogene rectilinii şi filiforme, de secţiune 
constantă S, străbătute de un curent electric continuu şi uniform repartizat în 
secţiune IS, densitatea curentului de conducţie se defineşte astfel: 
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nJn
S
I

J S ==                                                                                         (1.21) 

unde n  este versorul normalei secţiunii transversale S a conductorului. Unita-
tea de măsură a densităţii de curent electric este Amperul pe metru pătrat 
[A/m2].  

Liniile de curent sunt liniile tangente în fiecare punct la direcţia locală a 
vectorului densitate de curent. Volumul limitat de suprafaţa tubulară formată 
dintr-un ansamblu de linii de curent, care trecprintr-o curbă închisă, se numeşte 
tub de curent. 

Curentul de deplasare printr-o suprafaţă fixă S situată într-un câmp 
electric este determinat de viteza de variaţie a fluxului electric prin suprafaţa 
respectivă. Rezultă că există curent de deplasare numai când câmpul electric 
este variabil în timp. 

Densitatea curentului de deplasare într-un punct de pe suprafaţa S este 
egală cu viteza de variaţie a inducţiei electrice în punctul respectiv: 

 ]m/A[
dt
DdJ 2

D =                                                                              (1.22) 

Intensitatea curentului de deplasare printr-o suprafaţă fixă S este 
definită ca fiind fluxul vectorului densitatea curentului de deplasare prin 
suprafaţa respectivă: 

∫∫∫∫ ==
SS

DD Sd
dt
DdSdJi

S
                                                                    (1.23) 

Curentul electric de convecţie constă în mişcarea sarcinilor electrice 
datorită mişcării macroscopice a întregului corp. astfel, prin deplasarea unui 
corp încărcat cu sarcina electrică q’, cu viteza v  faţă de un sistem fix, apare o 
deplasare ordonată a sarcinii electrice, deci un curent electric (fig. 1.6). 

 

 
                                                                                 

                                                                                     Fig. 1.6 Figură explicativă la  
                                                                                             calculul intensităţii 
                                                                                   curentului electric de convecţie  
 

vJ vv ⋅ρ=                                                                                             (1.25) 

Intensitatea curentului de convecţie se
defineşte cafiind limita raportului dintre suma
algebrică a sarcinilor electrice Δq’ care 
traversează o suprafaţă fixă S (prin mişcarea 
întregului corp) într-un interval de timp de 
durată Δt, când Δt tinde la zero şi când limita
există: 

∫∫==
Δ
Δ

=
→Δ

S

v

''

0tv SdJ
dt
dq

t
qlimi

S
        (1.24)

unde vJ  este vectorul densitate a curentului 
electric de convecţie definit prin relaţia: 
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În relaţia (1.25) ρv reprezintă densitatea de volum a sarcinii electrice a 
corpului care se mişcă cu viteza v  faţă de sistemul fix. 

 
1.6. CÂMPUL MAGNETIC 
 
În zona învecinată corpurilor magnetizate sau în jurul conductoarelor 

parcurse de curent există o stare nouă, denumită câmp magnetic, care se 
manifestă prin forţe şi cupluri ce acţionează asupra acestor conductoare 
parcurse de curent sau asupra acestor corpuri magnetizate. În spaţiul în care 
există un câmp electric variabil în timp există şi un câmp magnetic variabil în 
timp şi invers, existenţa unui câmp magnetic variabil în timp presupune 
existenţa unui câmp electric variabil în timp. Cele două câmpuri se 
condiţionează reciproc, costituind împreună câmpul electromagnetic. 

Curenţii determinaţi de mişcarea ordonată a sarcinilor electrice, denumiţi şi 
curenţi liberi, produc atât în interiorul conductoarelor cât şi în exteriorul lor 
câmp magnetic. Curentul de conducţie continuu, care străbate un conductor în 
repaus, produce un câmp magnetic staţionar. Curenţii moleculari (curenţii lui 
Ampère) denumiţi şi curenţi legaţi sunt caracteristici corpurilor magnetizate şi 
produc, la rândul lor câmp magnetic. 

În concluzie, câmpul magnetic este produs de curenţi liberi şi legaţi, 
precum şi de câmpul electric variabil în timp. 

Mărimile vectoriale de stare locală ale câmpului magnetic sunt: inducţia 
magnetică, B  şi intensitatea câmpului magentic, H . Unitatea de măsură a 
inducţiei magnetice este Tesla [T], iar unitatea de măsură a intensităţii 
câmpului magnetic este Amper/metru [A/m]. 

Inducţia câmpului magnetic a fost pusă în evidenţă exprimental, fiind o 
mărime primitivă. S-a constatat că dacă un mic corp electrizat, având sarcina 
electrică q, se mişcă cu viteza v  în vid, în câmp magnetic, atunci asupra sa se 
exercită o forţă perpendiculară pe direcţia de mişcare (forţa lui Lorentz) şi 
care este dată de relaţia: 

oBvqF ×=                                                                                           (1.26)                             

Mărimea vectorială oB , astfel introdusă în relaţia (1.26), caracterizează câmpul 
magnetic în punctul în care se află micul corp electrizat şi poartă numele de 
inducţia magnetică în vid.  

Dacă corpul electrizat este introdus simultan atât într-un câmp magnetic cât 
şi într-un câmp electric de intensitate oE , forţa care se va exercita asupra va fi 
dată de relaţia: 

( )oo BvEqF ×+=                                                                                 (1.27) 

Considerând un element de conductor ld , filiform, parcurs de un curent de 
conducţie cu intensitatea i, situat în vid, în câmp magnetic, experienţa arată că 
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asupra sa se exercită o forţă, numită forţă Laplace, care este dată de relaţia 
(legea acţiunii ponderomotoare în câmpul magnetic): 

oBldiFd ×=                                                                                         (1.28) 

unde elementul de linie ld  este luat în lungul conductorului, în sensul 
curentului i. 

 
 

                                                                              Fig. 1.7 Forţa lui Lorentz (a) 
                                                                                               şi forţa lui Laplace 
 

 

m/H104 7
o

−⋅π=μ                                                                              (1.30) 
unde H este Henry, unitatea de măsură a inductivităţii. 

Pentru explorarea câmpului magnetic în vid se utilizează un corp de probă 
numit buclă de curent (o mică spiră închisă de aire S şi parcursă de curentul i). 
Bucla de curent se caracterizează prin vectorul momentul buclei bm , definit 
astfel: 

nSiSimb ==                                                                                      (1.31) 

unde n  este versorul normal la suprafaţa spirei, având sensul dat prin regula 
burghiului drept (sensul de înaintare a burghiului, dacă este răsucit în sensul 
curentului i). 

Prin introducerea buclei de curent într-un câmp magnetic uniform, aflat în 
vid, se constată că asupra ei va acţiona un cuplu, în raport cu centrul ei de masă, 
care este proporţional cu momentul buclei şi cu inducţia magnetică în vid, în 
punctul în care se află bucla de curent: 

ob BmC ×=                                                                                          (1.32) 
 

Liniile câmpului magnetic sunt acele linii fictive din spaţiu la care 
vectorul inducţie magnetică este permanent tangent, sensul liniei fiind acelaşi 
cu sensul lui B . Liniile de câmp magnetic sunt linii închise, ceea ce conferă un 
caracter solenoidal câmpului vectorilor inducţiei magnetice. 

Ecuaţiile liniilor câmpului magnetic se obţin ţinând cont de faptul că vecto-
rii B  şi ld  sunt coliniari, ceea ce înseamnă că produsul lor vectorial este nul: 

0Bld =×                                                                                             (1.33) 

În coordonate carteziene vectorii B  şi ld  au expresiile: 

zyxzyx lkljlild;BkBjBiB ⋅+⋅+⋅=⋅+⋅+⋅=                            (1.34) 

Intensitatea câmpului magnetic în vid oH
este o mărime de stare derivată a câmpului
magnetic şi este definită prin relaţia: 

o

o
o

BH
μ

=                                               (1.29)

unde μo este o constantă universală, numită per-
meabilitatea magnetică a vidului şi are valoare:
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iar produsul vectorial dintre B  şi ld  devine: 

0
dzdydx
BBB
kji

ldB zyx ==×                                                                  (1.35) 

Calculând determinantul se obţine: 
( ) ( ) ( ) 0BdyBdxkBdxBdzjBdzBdyildB xyzxyz =−+−+−=×   (1.36) 

şi ţinând cont de faptul că un vector este nul când toate componentele sale după 
cele trei axe sunt nule, se obţine ecuaţia diferenţială a liniilor câmpului electric: 

zyx B
dz

B
dy

B
dx

==                                                                                     (1.36) 

Liniile de câmp magnetic se reprezintă astfel încât numărul lor pe unitatea 
de suprafaţă transversală să fie proporţional cu modulul inducţiei magnetice, 
formând astfel spectrul câmpului magnetic (ansamblul liniilor de câmp 
magnetic dintr-un plan). 

Specrtul câmpului magnetic, creat de un conductor rectiliniu, filiform şi 
foarte lung, străbătut de un curent electric I, este format din cercuri situate în 
plane perpendiculare pe direcţia conductorului şi având centrul pe axa 
conductorului (fig. 1.8 a). Sensul liniilor este dat de regula burghiului drept 
sensul în care trebuie rotit burghiul pentru ca înaintarea lui să fie în sensul 
curentului).  

Spectrul liniilor de câmp magnetic, creat de o spiră circulară, străbătută de 
un curent electric, este prezentat în figura 1.8 b. Liniile de câmp magnetic sunt 
situate în plane perpendiculare pe axul spirei trecând prin centrul ei.  

 

 
 

Fig. 1.8 Spectrul liniilor de câmp magnetic produs de: un conductor infinit lung (a); 
o spiră circulară (b); un solenoid (c) 

 
Spectrul liniilor de câmp magnetic al unui solenoid străbătut de un curent 

electric este prezentat în figura 1.8 c. Solenoidul este o bobină care se obţine 
prin înfăşurarea unui conductor pe suprafaţa laterală a unui cilindru. Câmpul 
magnetic din interiorul bobinei se poate considera omogen dacă lungimea 
bobinei este mult mai mare decât diametrul ei. Sensul liniilor de câmp magnetic 
este dat de regula burghiului drept. 
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Tubul de câmp magnetic este constituit din totalitatea liniilor de câmp 
magnetic cuprinse în interiorul unei suprafeţe ce se sprijină pe un contur închis 
şi are o anumită secţiune transversală ΔS. 

 
1.7. STAREA DE MAGNETIZARE A CORPURILOR 
 
Prin introducerea corpurilor într-un câmp magnetic, acestea trec într-o 

nouă stare, numită stare de magnetizare, în care sunt supuse unor acţiuni 
ponderomotoare suplimentare faţă de cele condiţionate de starea lor 
electrocinetică sau de starea lor de mişcare. Corpurile în stare de magnetizare 
produc în jurul lor un cîmp magnetic, care se manifestă prin exercitarea de 
acţiuni ponderomotoare asupra unor corpuri electrizate în mişcare, asupra unor 
conductoare parcurse de curenţi electrici de conducţie sau asupra altor corpuri 
magnetizate. 

În mod natural există anumiţi oxizi de fier, numiţi magneţi naturali, care au 
proprietatea de a produce câmp magnetic. Magneţii pot fi produşi în mod 
artificial prin magnetizarea anumitor substanţe (oţel, nichel, cobalt şi aliajele 
lor), numite materiale feromagnetice. 

Stările de magnetizare ale corpurilor pot fi temporare (când depind de 
intensitatea câmpului magnetic exterior) sau permanente (când nu depind de 
intensitatea câmpului magnetic exterior). Experienţa arată că magnetizaţia 
temporară este proporţională cu intensitatea câmpului magnetic exterior. 

Starea de magnetizare a unui corp mic se caracterizează printr-o mărime 
vectorială de stare numită moment magnetic m . Asupra acestui corp, aflat în 
vid şi introdus într-un câmp magnetic, vor acţiona un cuplu C  şi o forţă F , 
date de relaţiile: 

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
⋅=×=
↓

oo BmgradF;BmC                                                          (1.37) 

Cuplul C  care acţionează asupra corpului are o valoare maximă atunci 
când momentul magnetic este perpendicular pe vectorul inducţie magnetică, 
micul corp tinzând să se orienteze pe direcţia câmpului magnetic. Forţa F  se 
exercită numai în câmpuri neuniforme şi este îndreptată spre regiunile de câmp 
intens.  

Momentul magnetic m  caracterizează complet starea de magnetizare a 
corpurilor. Direcţia lui se numeşte direcţia de magnetizare a corpului, iar 
dreapta suport a vectorului m , orientată în sensul acestuia se numeşte axă de 
magnetizare. Dacă momentul magnetic se anulează în lipsa câmpului manetic 
exterior, se numeşte moment magnetic temporar tm , iar dacă la anularea 
câmpului magnetic mai rămâne un moment magnetic, acesta se numeşte 
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moment magnetic permanent pm . În general, momentul magnetic m  se 
poate exprima cu relaţia: 

tp mmm +=                                                                                         (1.38) 
Pentru caracterizarea locală a stării de magnetizare a unui corp de dimen-

siuni mari se utilizează o mărime vectorială derivată, numită magnetizaţie 
( M ). Este definită ca densitatea de volum a momentelor magnetice şi se 
calculează cu relaţia: 

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡=

Δ
Δ

=
→Δ m

A
dV

md
V
mlimM

0V
                                                                   (1.39) 

unde: 
( )
∑
Δ

=Δ
V

imm , reprezintă suma vectorială a momentelor magnetice din 

volumul ΔV al corpului considerat. 
Ca şi momentul magnetic, magnetizaţia are două componente: 

tp MMM +=                                                                                        (1.40) 
Dacă se cunoaşte în fiecare punct magnetizaţia unui corp de dimensiuni 

mari, momentul său magnetic va fi: 

∫∫∫=
corpV

dVMm                                                                                        (1.41) 

Unitatea de măsură a momentului magnetic este Amper metru pătrat 
(Am2), iar a magnetizaţiei este Amper/metru (A/m). 

Magnetizaţia corpurilor se poate explica prin mişcările electronilor din 
cadrul unui atom sau al unei molecule, pe orbite în jurul nucleului (mişcare 
orbitală) şi în jurul axelor proprii (mişcare de spin). Un electron în mişcarea sa 
orbitală constituie o buclă de curent, care este echivalentă cu un corp mic 
magnetizat. Buclei de curent îi corespunde un moment magnetic orbital om  şi 
un moment magnetic de spin sm . Momentul magnetic al unui atom este 
determinat de suma vectorială a momentelor magnetice orbitale şi de spin. 

Moleculele la care momentul magnetic rezultant este nul în lipsa unui 
câmp magnetic exterior se numesc molecule nepolare, iar moleculele la care 
acest moment magnetic rezultant este diferit de zero în lipsa câmpului magnetic 
exterior, se numesc molecule polare.  

Materialele cu magnetizaţie temporară se împart, din punct de vedere al 
proprietăţilor magnetice, în două categorii: materiale diamagnetice (de exem-
plu cuprul), care se magnetizează în sens opus câmpului magnetic exterior (sunt 
substanţe nepolare); materiale paramagnetice (de exemplu aluminiul), care se 
magnetizează în sensul câmpului magnetic exterior (sunt substanţe polare). Din 
categoria materialelor paramagnetice fac parte materialele feromagnetice, 
care se magnetizează extrem de puternic şi care prezintă histerezis şi magne-
tizaţie permanentă. 
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2. LEGI ŞI TEOREME ALE TEORIEI MACROSCOPICE 
A ELECTROMAGNETISMULUI 

 
2.1. LEGILE STĂRILOR TEMPORARE 
 
2.1.1. LEGEA POLARIZAŢIEI TEMPORARE 
 
La corpurile cu polarizare temporară starea de polarizaţie a acestora 

depinde, într-un anumit mod de câmpul electric aplicat. 
Legea polarizaţiei temporare este o lege generală de material care se 

poate determina pe cale experimentală şi precizează faptul că vectorul 
polarizare temporară tP  este o funcţie de intensitatea câmpului electric E , care 
se stabileşte în dielectric: 

( )EPP tt =                                                                                               (2.1) 
Forma acestei relaţii depinde de dielectricul considerat şi de condiţiile în 

care are loc polarizarea. 
Există diferite categorii de materiale dielectrice. Un corp este omogen dacă 

are aceleaşi proprietăţi fizice în toate punctele sale; în caz contrar corpul este 
neomogen. Dacă proprietăţile fizice în vecinătatea unui punct oarecare dintr-un 
corp sunt aceleaşi după toate direcţiile, corpul este izotrop; în caz contrar corpul 
este anizotrop. 

Pentru materialele izotrope, polarizaţia electrică temporară  tP  este egală 
cu produsul dintre intensitatea câmpului electric E , susceptivitatea electrică 

eχ  a materialului şi permitivitatea oε  a vidului:  

EP oet ⋅ε⋅χ= .                                                                                         (2.2) 
În general, susceptivitatea electrică eχ , care este un parametru de material 

scalar adimensional, depinde de punctul considerat din corp şi de intensitatea 
câmpului electric. În cazul dielectricilor liniari polarizaţia temporară tP  este 
direct proporţională cu E , ceea ce înseamnă că eχ  este independentă de E . 

Dacă susceptivitatea electrică de pinde de E , ( )Eee χ=χ , dielectricii sunt 
neliniari. Pentru vid şi aer, 0e =χ . 

 
2.1.2. LEGEA MAGNETIZAŢIEI TEMPORARE  
 
Legea magnetizaţiei temporare este o lege genarală de material care 

exprimă dependenţa locală dintre componenta temporară a magnetizaţiei tM  şi 
intensitatea câmpului magnetic H : 
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( )HMM tt =                                                                                            (2.3) 
Pentru materialele liniare şi izotrope, magnetizaţia temporară este 

proporţională cu intensitatea câmpului magnetic care o determină: 
,HM mt χ=                                         (2.4) 

unde mχ  este o mărime scalară care depinde de material şi se numeşte 
susceptivitate magnetică.  
 

2.2. LEGILE CONSTITUTIVE 
 

2.2.1. LEGEA LEGĂTURII DINTRE INDUCŢIA ELECTRICĂ D , 
      INTENSITATEA CÂMPULUI ELECTRIC E  ŞI POLARIZAŢIA P  
 

Într-un punct dintr-un mediu polarizat, există următoarea relaţie de legătură 
dintre mărimile de stare D  şi E  ale câmpului electric şi vectorul polarizaţie 
electrică P : 

,PED o +⋅ε=                                                                                          (2.5) 
Relaţia (2.5) reprezintă o lege generală, valabilă în orice regim al câmpului 

electromagnetic. Polarizaţia electrică P  este egală în orice punct al unui 
dielectric (polarizat) cu suma dintre polarizaţia permanentă  pP  şi polarizaţia 
temporară tP : 

.PPP tp +=                                                                                              (2.6) 
În cazul mediilor izotrope fără polarizaţie permanentă, ţinând cont de legea 

polarizaţiei temporare (rel. 2.2), legea legăturii dintre D , E  şi P  devine: 
( ) EEE1D roeo ε=εε=χ+ε= ,                                                              (2.7) 

unde: ε  reprezintă permitivitatea absolută a dielectricului ( )ro ε⋅ε=ε , iar rε  - 
permitivitatea relativă a dielectricului ( )er 1 χ+=ε . 

Rezultă că în cazul vidului ( )1r =ε , legea legăturii dintre D , E  şi P  va 
avea forma particulară: 

ooo ED ε=                                                                                              (2.8) 

În cazul mediilor dielectrice izotrop vectorii D , E  şi P  sunt coliniari, iar 
în cazul materialelor anizotrope (cristalele) aceşti vectori nu mai sunt coliniari, 
iar susceptivitatea electrică şi permitivitatea reprezintă mărimi tensoriale 
(fiecare componentă a inducţiei electrice este o funcţie de toate componentele 
intensităţii câmpului electric). În cazul dielectricilor anizotropi, legea legăturii 
dintre D , E  şi P  are următoarea formă: 
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EEE1D roeo ε=εε=⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ χ+ε= ,                                                         (2.8) 

unde mărimile eχ , rε  şi ε  sunt tensori simetricide ordinul 2.  
La dielectricii anizotropi există, în general, trei direcţii privilegiate 

triortogonale, numite axele electrice ale cristalului, după care dacă ar fi 
orientată intensitatea câmpului electric, polarizaţia electrică şi inducţia electrică 
ar avea aceeaşi orientare. 

 
2.2.2. LEGEA LEGĂTURII DINTRE INDUCŢIA MAGNETICĂ B , 

 INTENSITATEA CÂMPULUI MAGNETIC H  ŞI MAGNETIZAŢIA M  
  

În fiecare punct dintr-un mediu magnetizat, între mărimile de stare ale 
câmpului magnetic B  şi H  şi magnetizaţia M  există următoarea relaţie de 
legătură: 

( ).MHB o +μ=                                                                                        (2.9) 

În cazul mediilor izotrope vectorii B , H  şi M  au aceeaşi orinetare, iar în 
cazul mediilor anizotrope au orientări diferite. Prin magnetizaţia M  se înţelege 
în cazul general atât magnetizaţa temporară tM  cât şi magnetizaţia permanentă 

pM  ( )tp MMM += . 
În cazul mediilor izotrope fără magnetizaţie permanentă, ţinând cont de 

legea magnetizaţiei temporare (rel. 2.4), legea legăturii dintre B , H  şi M   
devine: 

( ) HHH1B romo μ=μμ=χ+μ= ,                                                     (2.10) 
unde: μ  reprezintă permeabilitatea absolută ( )ro μ⋅μ=μ , iar rμ  - permeabi-
litatea relativă a materialului ( )mr 1 χ+=μ . 

Rezultă că în cazul vidului ( )1r =μ , legea legăturii dintre B , H  şi M  va 
avea forma particulară: 

ooo HB μ=  sau ooo BH ν=                                                                 (2.11) 
unde oν  reprezintă reluctivitatea vidului. 

În cazul materialelor anizotrope liniare (medii cristaline) legea 
magnetizaţiei temporare se scrie în general sub forma: 

HM mt χ=                                                                                             (2.12) 

unde mχ  reprezintă tensorul susceptivităţii magnetice. 

Legea legăturii dintre B , H  şi M , ţinând cont de relaţia (2.12), devine: 
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HB μ=                                                                                                 (2.13) 

unde μ  reprezintă tensorul permeabilităţii magnetice absolute. 
 

2.3. LEGEA FLUXULUI ELECTRIC. TEOREMA LUI GAUSS 
 
Fluxul electric printr-o suprafaţă S închisă sau deschisă este o mărime 

scalară, care se defineşte ca fiind integrala de suprafaţă a vectorului inducţie 
electrică D  prin această suprafaţă (fig. 2.1): 

                                                                       
 
                                                                                 Fig. 2.1 Figură explicativă 
                                                                                         la definirea fluxului electric 
 
 În cazul suprafeţelor închise, sensul lui Sd  se alege spre exteriorul 

suprafeţei, normal la suprafaţă. 
Legea fluxului electric a fost determinată experimental şi se enunţă astfel: 

fluxul electric printr-o suprafaţă închisă Σ este numeric egal cu sarcina 
electrică totală qΣ conţinută în interiorul acelei suprafeţe: 

Σ
Σ

Σ ==ψ ∫∫ qSdD                                                                                 (2.15) 

Relaţia (2.15) reprezintă forma integrală a legii fluxului electric. 
Considerând o repartiţie a sarcinii electrice qΣ în întregul volum VΣ al 

suprafeţei Σ, cu densitatea de volum a sarcinii electrice ρv şi aplicând teorema 
lui Gauss-Ostrogradski relaţiei (2.15) se obţine forma locală a legii fluxului 
electric: 

⇒ρ= ∫∫∫∫∫∫
ΣΣ V

v
V

dVdVDdiv                                                               (2.16) 

vDdiv ρ=                                                                                             (2.17) 
În orice punct din câmpul electric omogen, divergenţa inducţiei 

electrice este egală cu densitatea de volum a sarcinii electrice. 
Teorema lui Gauss este un caz particular al legii fluxului electric şi se 

referă la fluxul vectorului intensitatea câmpului electric în vid, calculat pentru o 
suprafaţă închisă. 

Conform acestei teoreme, fluxul vectorului oE  printr-o suprafaţă închisă 

∫∫∫∫
ΓΓ

Γ
α==ψ

SS
S cosdSDSdD                   (2.14)

unde α este unghiul dintre vectorul inducţie
electrică şi vectorul element de suprafaţă (unghiul
α poate fi mai mic sau mare de 90o, conducând la 
valori pozitive sau negative ale fluxului electric). 

În cazul suprafeţelor deschise sensul pozitiv al
vectorului Sd se stabileşte cu regula burghiului
drept în funcţie de sensul de parcurgere a curbei Γ. 
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este proporţional cu sarcina electrică totală existentă pe corpuri în interiorul 
acestei suprafeţe, factorul de proporţionalitate fiind 1/εo: 

Σ
Σ ε

=∫∫ q1SdE
o

o                                                                                    (2.18) 

Dacă în interiorul suprafeţei închise nu există corpuri încărcate cu sarcini 
electrice, teorema lui Gauss se exprimă prin relaţia: 

0SdEo =∫∫
Σ

                                                                                          (2.19) 

În cazul unei repartiţii în volumul suprafeţei Σ a sarcinii electrice, aplicând 
teorema lui Gauss-Ostrogradski relaţiei (2.18) se obţine forma locală a teoremei 
lui Gauss: 

v
o

o
1Ediv ρ
ε

=                                                                                      (2.20) 

Din legea fluxului electric rezultă unitatea de măsură a fluxului electric car 
este Coulombul (C). 

 
Aplicaţie 
 

Să se determine intensitatea câmpului electric produs de o sarcină electrică 
punctiformă q > 0, într-un punct P situat în vid la distanţa r de sarcină, 
utilizând teorema lui Gauss. 

 
                                                                                                           

                                                                                                 Fig. 2.2 
 

∫∫ ∫∫∫∫
Σ ΣΣ ε

=π⋅===
o

2
oooo

qr4EdSEdSESdE  

de unde se obţine valoarea intensităţii câmpului electric: 

2
oo

o r4
qE

πε
=                                                   

 
2.4. LEGEA FLUXULUI MAGNETIC 
 
Se consideră o suprafaţă deschisă SΓ delimitată de o curbă Γ şi situată într-

un câmp magnetic. Fluxul magnetic 
Γ

φS prin suprafaţa considerată, se defineşte 

prin integrala de suprafaţă a vectorului inducţie magnetică B : 

Se consideră o suprafaţă sferică închisă de rază r, 
în centrul căreia se află sarcina q (fig. 2.2). Datorită 
simetriei punctelor de pe suprafaţa sferei considerate
faţă de sarcina q, în toate aceste puncte vectorii oE şi 

Sd  sunt coliniari, iar Eo = const. Rezultă: 

⇒
ε

=∫∫
Σ o

o
qSdE  
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∫∫∫∫
ΓΓ

Γ
α==φ

SS
S cosdSBSdB                                                                 (2.21) 

Fluxul magnetic este o mărime scalară, în funcţie de unghiul α dintre 
vectorii B  şi Sd  putând avea valori pozitive sau negative. Dacă liniile de 
câmp sunt normale la suprafaţă (α = 0) şi dacă vectorul B  are aceeaşi valoare 
prin orice punct al suprafeţei considerate, atunci: 

Γ⋅=φ
Γ

SBS                                                                                           (2.22) 
Unitatea de măsură a fluxului magnetic este Weberul [W]. 
Legea fluxului magnetic a fost stabilită experimental şi se enunţă astfel: 

fluxul magnetic prin orice suprafaţă închisă Σ este întotdeauna nul, oricare 
ar fi natura şi  starea de  mişcare a mediilor prin  care trece suprafaţa Σ şi 
oricare ar fi variaţia în timp a inducţiei magnetice: 

0SdB ==φ ∫∫
Σ

Σ                                                                                    (2.23) 

Relaţia (2.23) reprezintă forma integrală a legii fluxului magnetic. Forma 
locală a legii fluxului magnetic se obţine aplicând teorema lui Gauss-
Ostrogradski în relaţia (2.23): 

0Bdiv0dVBdivSdB
V

=⇒== ∫∫∫∫∫
ΣΣ

                                         (2.24) 

În orice punct din câmpul magnetic divergenţa vectorului inducţie magne-
tică este nulă.  Rezultă că liniile câmpului magnetic sunt linii închise, câmpul 
magnetic având un caracter solenoidal. 

Legea fluxului magnetic are următoarele consecinţe: 
 

                                                                                                                                  

                                                                    Fig. 2.3 Figură explicativă la prima 
                                                                                   la prima consecinţă a legii  
                                                                                          fluxului magnetic 
 

0SdBSdBSdBSdBSdB
2121 S

2

S

1

SS

=+−=+= ∫∫∫∫∫∫∫∫∫∫
ΓΓΓΓ

ΣΣ

Σ

Σ                  (2.25) 

21

21

SS
S

2

S

1 SdBSdB
ΓΓ

ΓΓ

φ=φ⇒= ∫∫∫∫                                                   (2.26) 

Conform  relaţiei  (2.26)  fluxul  magnetic  are  aceeaşi  valoare  prin  toate 

1. Fluxul magnetic depinde numai de 
conturul pe care se sprijină suprafaţa. 
Dacă se consideră o curbă închisă Γ

aflată într-un câmp magnetic şi două 
suprafeţe deschise oarecare 

1
SΓ şi 

2
SΓ care 

se sprijină pe acea curbă (fig. 2.3), fluxul 
magnetic prin suprafaţa închisă Σ
(

21
SS ΓΓ ∪ ) este nul conform legii fluxului 

magnetic: 
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suprafeţele deschise care se sprijină pe acelaşi contur. 
2. Liniile de câmp magentic sunt linii închise. 

 

 
 

                                                                Fig. 2.4 Conservarea fluxului magnetic 
                                                                                      printr-un tub de flux 
                                                                            

0SdBSdBSdBSdBSdBSdB
21l21 S

2

S

1

SSS

=+−=++= ∫∫∫∫∫∫∫∫∫∫∫∫ ΣΣΣ

Σ

Σ  (2.27)            

21
21

SS
S

2

S

1 SdBSdB
ΓΓ

φ=φ⇒= ∫∫∫∫                                                   (2.28) 

deoarece pe suprafaţa laterală fluxul magnetic este nul ( lSdB ⊥ ). 
Câmpul inducţiei magnetice B  derivă dintr-un potenţial vector. 

Deoarece divergenţa rotorului unui vector este întotdeauna egală cu zero, 
rezultă că vectorul inducţie magnetică poate fi scris sub forma rotorului unui 
vector: 

ArotB =                                                                                               (2.29) 

Mărimea vectorială A  astfel introdusă, poartă numele de potenţial mag-
netic vector. Fluxul magnetic printr-o suprafaţă deschisă SΓ mărginită de curba 
închisă Γ, poate fi exprimat cu ajutorul potenţialului magnetic vector astfel: 

∫∫∫∫∫
Γ

===φ
ΓΓ

Γ
ldASdArotSdB

SS
S                                                       (2.30) 

La scrierea relaţiei (2.30) s-a utilizat teorema lui Stokes şi această relaţie 
arată faptul că fluxul magnetic printr-o suprafaţă deschisă depinde numai de 
conturul care limitează suprafaţă (prima consecinţă a legii fluxului magnetic). 

Unitatea de măsură a potenţialului magnetic vector este Weber pe metru 
[W/m]. 

 
2.5. LEGEA CONSERVĂRII SARCINII ELECTRICE. TEOREMA 
                   CONTINUITĂŢII LINIILOR DE CURENT 
 
Se consideră o suprafaţă Σ  închisă în interiorul căreia există corpuri 

încărcate electric şi care trece, în general, prin dielectrici şi medii conductoare 
(fig. 2.5). Se arată experimental, că dacă sarcina electrică din interiorul 

Dacă aceste linii ar porni sau ar
sfârşi într-un punct, atunci fluxul mag-
netic printr-o suprafaţă închisă care
înconjoară punctul ar fi diferit de zero. 
3.    Fluxul magnetic se conservă în jurul
       unui tub de linii de câmp (fig. 2.4). 

Aplicând legea fluxului magnetic 
unui tub de flux (volumul delimitat de
totalitatea liniilor de câmp care trec prin
punctele unei curbe închise Γ) rezultă: 
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suprafeţei Σ  variază, această variaţie presupune implicit apariţia unui curent 
electric de conducţie prin suprafaţa Σ . Un exemplu simplu este prezentat în 
figura 2.6; un condensator în prealabil încărcat este descărcat printr-un 
conductor metalic de rezistenţă R.  

S-a constat experimental că intensitatea curentului electric de conducţie 
care trece prin circuit în timpul descărcării condensatorului , este egală cu 
viteza de scădere a sarcinii electrice Σq  de pe armătura condensatorului din 
interiorul suprafeţei Σ : 

dt
dq

i Σ
Σ −=                                                                                             (2.31) 

 

                                 
  
 Fig. 2.5 Curentul de conducţie printr-o                Fig. 2.6 Figură explicativă la legea 
                 suprafaţă închisă                                       conservării sarcinii electrice 
 

Relaţia (2.31) poate fi generalizată considerând că există şi corpuri 
încărcate electric în mişcare şi ca urmare, pe lângă intensitatea curentului de 
conducţie, există şi intensitatea curentului de convecţie: 

dt
dq

ii v
Σ

Σ −=+
Σ

                                                                                   (2.32) 

Relaţia (2.32) reprezintă legea conservării sarcinii electrice sub formă 
integrală şi se enunţă astfel: suma dintre intensităţile curentului electric de 
conducţie Σi  şi curentului electric de convecţie 

Σvi , care ies dintr-o 
suprafaţă fixă şi închisă Σ  este egală în fiecare moment cu viteza de 
scădere a sarcinii electrice qΣ localizată în interiorul suprafeţei. 

În cazul unei repartiţii a sarcinii electrice în volumul suprafeţei Σ , cu 
densitatea de volum a sarcinii electrice ρv, forma integrală dezvoltată a legii 
conservării sarcinii electrice este următoarea: 

( ) Vd
t

SdvJ
V

v
v ∫∫∫∫∫

Σ
∂
ρ∂

−=ρ+
Σ

                                                             (2.33) 

Aplicând teorema lui Gauss-Ostrogradski în membrul stâng al relaţiei 
(2.33) se obţine forma locală a legii conservării sarcinii electrice: 

( ) ( ) ⇒
∂
ρ∂

−=ρ+=ρ+ ∫∫∫∫∫∫∫∫
ΣΣΣ

Vd
t

dVvJdivSdvJ
V

v

V
vv                   (2.34) 



Electrotehnică şi maşini electice 

 39 

( )vJdiv
t v
v ρ+=

∂
ρ∂

−                                                                           (2.35) 

În regim electrocinetic staţionar, în care mărimile sunt constante în timp, 
legea conservării sarcinii electrice devine: 

0
dt

dq
i =−= Σ
Σ                                                                                      (2.36) 

Relaţia (2.36) reprezintă teorema continuităţii liniilor de curent şi se 
enunţă astfel: intensitatea curentului eletric de conducţie care trece printr-o 
suprafaţă închisă este nulă (intensitatea curentului care iese din suprafaţa 
închisă este egală cu intensitatea curentului care intră în suprafaţa respectivă). 
Liniile de curent sunt linii închise, deci curentul continuu circulă numai prin 
circuite electrice închise. 

O consecinţă a teoremei continuităţii liniilor de curent este următoarea: 
curentul continuu are aceeaşi intensitate de-a lungul unui tub de curent şi în 
particular de-a lungul unui conductor electric neramificat (de exemplu, latura 
unei reţele electrice). 

În regim electrostatic 0i =Σ , rezultând qΣ = constant, adică sarcina elec-
trică a unui sistem izolat de conductori este constantă (teorema conservării 
sarcinii electrice în regim electrostatic). 

 
2.6. LEGEA CONDUCŢIEI ELECTRICE 

 
În fiecare punct al unui mediu conductor în stare electrocinetică, între 

intensitatea câmpului electric şi densitatea curentului de conducţie există o 
anumită dependenţă care poate fi scrisă sub forma generală: 

( )EJJ =                                                                                                 (2.37) 
Forma explicită a acestei relaţii depinde de natura şi starea mediului 

conductor. Relaţia (2.37) este o lege de material şi reprezintă legea conducţiei 
electrice în formă locală. 

Într-un caz general asupra purtătorilor de sarcină electrică din mediile 
conductoare pot să acţioneze şi forţe care nu sunt de natură electrică: 

( ) 0EEqFFF ineelel ≠+=+=                                                              (2.38) 
În prezenţa câmpurilor imprimate, legea conducţiei electrice pentru medii 

izotrope şi liniare devine: 
( )iEEJ +σ=   sau  JEE i ρ=+                                                           (2.39) 

unde: iE  este intensitatea câmpului electric imprimat; ρ - rezistivitatea 
materialului şi depinde atât de material cât şi de temperatură; σ - conductivi-
tatea electrică a materialului (este inversul rezistivităţii). 

În  conductoare  omogene  şi  neaccelerate  unde  nu  există  câmp  electric 
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imprimat, relaţia (2.39) devine: 
EJ σ=   sau  JE ρ=                                                                             (2.40) 

Într-un mediu omogen, izotrop şi neaccelerat, vectorul densităţii de curent 
coincide ca direcţie şi sens cu vectorul intensităţii câmpului electric, iar liniile 
de curent coincid cu liniile câmpului electric. În cazul mediilor conductoare 
anizotrope intensitatea câmpului electric şi densitatea curentului electric nu mai 
au aceeaşi orientare. Pentru un material anizotrop, liniar şi fără câmpuri 
imprimate, legea conducţiei electrice se poate scrie sub forma: 

EJ σ=   sau  JE ρ=                                                                             (2.41) 

unde: σ  este tensorul conductivităţii electrice, iar ρ  este tensorul rezistivităţii 
electrice. 

Pentru circuite filiforme, pentru care densitatea curentului electric este 
constantă în toate punctele unei secţiuni transversale, se utilizează forma 
integrală a legii conducţiei electrice. Pentru aceasta se consideră o porţiune de 
circuit filiform (fig. 2.7) în care se găseşte o sursă de câmp electric imprimat. 
Integrând forma locală a legii conducţiei electrice (rel. 2.39) pe curba C (axa 
conductorului) între punctele 1 şi 2, rezultă: 

( ) ∫∫ ρ=+
2

)C(1

2

)C(1

i ldJldEE                                                                          (2.42) 

Deoarece circuitul este filiform ( J;S/iJ =  paralel cu ld ), rezultă: 
 

 
 
Fig. 2.7 Figură explicativă la 
  calculul formei integrale a 
   legii condcuţiei electrice 
 

Se fac următoarele notaţii: 

∫==
2

)C(1
f12 ldEuu  - tensiunea în lungul firului; 

∫==
2

)C(1

i12eei ldEuu  - tensiunea electromotoare imprimată; 

∫ ρ=
2

)C(1
12 S

dlR  - rezistenţa electrică a porţiunii de circuit. 

S
dlidlJldJ ==                               (2.43) 

unde: S este secţiunea conductorului, iar i este 
intensitatea curentului prin conductor. 

Ţinând cont de relaţia (2.43), relaţia 
(2.42) devine: 

∫∫∫ ρ=+
2

)C(1

2

)C(1

i

2

)C(1 S
dlildEldE             (2.44) 
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Cu notaţiile făcute se obţine forma integrală a legii conducţiei electrice: 
1212e12 Riuu ⋅=+                                                                                 (2.45) 

care se enunţă astfel: pentru o porţiune neramificată de circuit filiform, 
suma dintre tensiunea electrică în lungul firului şi tensiunea electrică 
imprimată a surselor ce se găsesc în acea porţiune de circuit, este egală cu 
produsul dintre intensitatea curentului şi o mărime scalară R, caracte-
ristică circuitului, numită rezistenţă electrică. 

Pentru un circuit închis (u12 = 0, ue12 = ue), relaţia (2.45) devine: 
iRu e =                                                                                                 (2.46) 

unde ue este t.e.m. de contur. Relaţia (2.46) arată cauza fizică care stabileşte 
curentul electric de conducţie printr-un circuit închis şi anume t.e.m. ue, care 
poate fi produsă fie de câmpuri electrice imprimate (elemente galvanice), fie de 
câmpuri electrice solenoidale (generatoare electrice). 

Aplicată la circuitele electrice de curent continuu, legea conducţiei 
electrice sub formă integrală se mai numeşte şi legea lui Ohm, iar pentru o 
porţiune pasivă de circuit electric (fără surse de câmp electric imprimat) are 
forma: 

IRU b =                                                                                                (2.47) 
unde Ub este tensiunea la bornele circuitului de rezistenţă R. 

Din legea lui Ohm, rezistenţa unui conductor este numeric egală cu 
raportul dintre tensiunea electrică continuă aplicată conductorului şi curentul 
care-l străbate: 

I
U

R b=                                                                                                 (2.48) 

Rezistenţa unui conductor de secţiune S şi rezistivitate ρ, delimitat între 
punctele 1 şi 2 este dată de relaţia: 

∫ρ=
2

1
12 S

dlR                                                                                           (2.49) 

iar în cazul unui condcutor omogen de lungime l, rezistenţa întregului 
conductor va fi: 

S
lR12 ρ=                                                                                               (2.50) 

Mărimea inversă rezistenţei se numeşte condcutanţă şi se notează cu G    
(G = 1/R). În sistemul internaţinal de unităţi, rezistenţa electrică are ca unitate 
de măsură Ohmul [Ω], iar conductanţa – Siemensul [S]. Elementul de circuit 
caracterizat complet prin rezistenţă electrică se numeşte rezistor. 

Rezistivitatea ρ a materialelor condcutoare depinde liniar de temperatură, 
dacă diferenţele de temperatură sunt mici. Relaţia de calcul arezistivităţii ρθ, la 
temperatura θ, în funcţie de rezistivitatea ρo de la temperatura de referinţă θo 
este următoarea: 
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( )[ ]oo 1 θ−θα+ρ=ρθ                                                                           (2.51) 
unde α reprezintă coeficientul de creştere a rezistivităţii cu temperatura. 
Coeficientul α poate fi pozitiv (la majoritatea metalelor) sau negativ (la 
cărbune, constantan, electroliţi). 
 

2.7. LEGEA TRANSFORMĂRII ENERGIEI ÎN CONDUCTOARE 
 
Starea electrocinetică este caracterizată prin existenţa unui curent electric şi 

printr-o transformare a energiei câmpului electromagnetic în alte forme de 
energie. Joule şi Lenz au stabilit experimental că în orice conductor electric 
parcurs de curent electric se dezvoltă căldură. 

Forma locală a legii transformării energiei în conductoare este dată de 
relaţia (2.52) şi se enunţă astfel: puterea electromagnetică p cedată unităţii 
de volum a conductorului de către câmpul electromagnetic în procesul de 
conducţie, este egală cu produsul scalar dintre intensitatea câmpului 
electric E  şi densitatea curentului electric de condcuţie J : 

JEp ⋅=                                                                                                 (2.52) 
Forma integrală a legii transformării energiei în conductoare se enunţă 

astfel: puterea electromagnetică primită de un conductor filiform de la 
câmpul electromagnetic în procesul de conducţie este egală cu produsul 
dintre tensiunea electrică în lungul condcutorului, uf, şi intensitatea 
curentului din conductor, i: 

iuP f ⋅=                                                                                                 (2.53) 
Dacă se ţine seama de legea conducţiei electrice (rel. 2.45), relaţia (2.53) 

devine: 

GRe
2 PPiuRiP −=⋅−= .                                                                   (2.54) 

Primul termen al relaţiei (2.45), 0RiP 2
R ≥= , reprezintă puterea disipată 

ireversibil sub formă de căldură în conductoare de către câmpul electromag-
netic. Dezvoltarea de căldură este caracteristică stării electrocinetice şi poartă 
numele de efect electrocaloric sau efect Joule-Lenz. Al doilea termen al rela-
ţiei, iuP eG ⋅= , poate fi pozitiv sau negativ şi reprezintă puterea primită sau 
ceadtă de sursa de câmp electric imprimat. Sursa de tensiune electromotoare 
debitează energie dacă sensurile curentului şi tensiunii electromotoare coincid, 

0iuei >⋅ , iar dacă sensurile diferă, sursa primeşte energie, 0iuei <⋅ . 
Unitatea de măsură a puterii este Wattul [W], iar a energiei este Joulul 

[J]. În electrotehnică se utilizează pentru energie o unitate mai mare, 
Kilowattora [kWh]: 1kWh = 103W ⋅ 3600s = 3,6⋅106J. 

Efectul electrocaloric al curentului electric are largi aplicaţii în tehnică, ca 
de exemplu: iluminatul electric; încălzirea electrică în cuptoarele electrice cu 
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rezistenţă, cu arc electric sau prin inducţie; sudura electrică; tratamentele 
termice prin metode electrice (călirea prin curenţi de medie şi înaltă frecvenţă). 

 
2.8. LEGEA CIRCUITULUI MAGNETIC. TEOREMA LUI AMPÈRE 
 
Legea circuitului magnetic exprimă legătura dintre intensitatea câmpului 

magnetic şi curenţiicare produc acest câmp. 

 
                                                                                                   
                                                                                       Fig. 2.8 Figură explicativă 
                                                                                                      la definirea solenaţiei  
 

∫
Γ

=
Γ

ldHu mm                                                                                        (2.56) 

Solenaţia printr-o suprafaţă deschisă mărginită de conturul  Γ (fig. 2.8) se 
defineşte ca fiind suma algebrică a intensităţilor curenţilor din conductoarele 
care trec prin suprafaţa respectivă: 

∑
=

=θ
Γ

n

1k
kS i                                                                                             (2.57) 

În această sumă sunt pozitivi curenţii care au sensul normalei n , iar cei 
care au sensul opus normalei n  intră în sumă cu semnul minus (sensul 
normalei n  se asociază cu sensul de parcurgere a conturului curbei Γ după 
regula burghiului drept). Pentru figura 2.8, solenaţia este 321S iii +−=θ

Γ
. 

În cazul general, solenaţia se calculează cu relaţia: 

∫∫
Γ

Γ
=θ

S
S SdJ                                                                                          (2.58) 

Legea circuitului magnetic s-a stabilit experimental şi în formă integrală se 
enunţă astfel: în orice moment, t.m.m. ,ummΓ

 de-a lungul oricărei curbe 
închise Γ este egală cu suma dintre solenaţia 

Γ
θS prin orice suprafaţă 

deschisă mărginită de curba Γ şi viteza de variaţie a fluxului electric 
Γ

ψ S care străbate o suprafaţă deschisă ΓS  mărginită de acest contur: 

  
dt

d
u S

Smm
Γ

ΓΓ

ψ
+θ=                                                                             (2.59) 

Tensiunea magnetică între două puncte A şi B
ale unei curbe Γ este integrala de linie a intensităţii
câmpului magnetic H  în lungul curbei Γ, între 
punctele A şi B: 

( )
∫
Γ

=
B

A
m ldHu

AB
                                         (2.55)

Tensiunea magnetomotoare (t.m.m.) a curbei 
Γ reprezintă circulaţia vectorului intensitatea câm-
pului magnetic H  în lungul curbei Γ:
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Ţinând cont de relaţiile de definiţie pentru mărimile care intervin în această 
lege se obţine: 

∫∫∫∫∫
ΓΓ

+=
Γ SS

SdD
dt
dSdJldH                                                                   (2.60) 

Pentru cazul corpurilor în mişcare curba Γ şi ΓS  trebuie considerate în 
mişcare odată cu corpurile. Astfel, derivata în raport cu timpul a fluxului 
electric, care intervine în această relaţie, referindu-se la o suprafaţă mobilă, 
trebuie interpretată ca o derivată substanţială. Dacă se notează cu v  viteza 
corpurilor în raport cu sistemul de referinţă considerat, se obţine forma 
integrală dezvoltată a legii circuitului magnetic pentru corpuri în mişcare: 

( )∫∫∫∫∫
ΓΓ ⎥

⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
+×+

∂
∂

+=
Γ SS

SdDdivvvDrot
t
DSdJldH                               (2.61) 

Forma locaă se obţine din forma integrală prin transformarea integralei de 
linie din membrul stâng în integrală de suprafaţă (teorema lui Stokes): 

( )∫∫∫∫∫
ΓΓ ⎥

⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
+×+

∂
∂

+==
Γ SS

SdDdivvvDrot
t
DJSdHrotldH                   (2.62) 

de unde rezultă: 

( ) vvDrot
t
DJHrot v ⋅ρ+×+
∂
∂

+= ;    vDdiv ρ=                              (2.63) 

Seminificaţia termenilor din relaţia (2.63) este următoarea: J  reprezintă 
densitatea curentului de conducţie; vJ vC ⋅ρ=  - densitatea curentului de 

convecţie; ( )vDrotJ R ×=  - densitatea curentului Roentgen; t/DJ D ∂∂=  - 

densitatea curentului de deplasare. Din punct de vedere practic, termenii CJ  şi 
RJ  nu prezintă interes, putând fi neglijaţi în raport cu ceilalţi. De altfel, în 

cazul maşinilor electrice, care reprezintă un domeniu important de aplicaţie a 
legilor fenomenelor electromagnetice pentru corpuri în mişcare, se pot neglija 
şi curenţii de deplasare, câmpul magnetic fiind stabilit practic numai de curenţii 
de conducţie. 

Pentru corpurile aflate în stare de repaus, deoarece variaţia fluxului electric 
se datorează numai variaţiei locale a inducţiei electrice, forma integrală a legii 
circuitului magnetic devine: 

∫∫∫∫∫
ΓΓ
∂
∂

+=
Γ SS

Sd
t
DSdJldH                                                                     (2.64) 

Forma locală a legii circuitului magnetic pentru medii în repaus se obţine 
aplicând teorema lui Stokes în relaţia (2.64), rezultând în final: 
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t
DJHrot
∂
∂

+=                                                                                     (2.65) 

Deci în cazul general, într-un punct din mediu, se consideră că intervine 
atât densitatea curentului de conducţie cât şi densitatea curentului de deplasare. 
În practică se întâlnesc cazuri în care unul dintre aceşti termeni este neglijabil 
faţă de celălalt. Astfel, la dielectrici se consideră numai curentul de deplasare, 
în timp ce la conductoare se consideră numai curentul de conducţie. 

Din forma integrală a legii circuitului magnetic (rel. 2.60) rezultă cauzele 
care produc câmp magnetic: curenţii electrici de conducţie (starea electroci-
netică a corpurilor); curenţii de deplasare (variaţia în timp a câmpului electric); 
curenţii de convecţie (mişcarea corpurilor încărcate cu sarcini electrice); 
curenţii Roentgen (mişcarea dielectricilor polarizaţi). 

Prin particularizarea legii circuitului magnetic în cazul unui regim staţionar 
( 0dt/d S =ψ

Γ
), se obţine teorema lui Ampère: 

∫∫∫
Γ

=
Γ S

SdJldH                                                                                       (2.66) 

Forma locală a teoremei lui Ampère este următoarea: 
JHrot =                                                                                               (2.67) 

Forma integrală a legii circuitului magnetic permite să se calculeze în 
general doar tensiunea magnetomotoare de-a lungul unei curbe închise 
oarecare, iar în ceea ce priveşte forma locală, pentru diferite aplicaţii este util să 
se cunoască expresia unui vector în diferite sisteme de coordonate. 

 
Aplicaţie 
 

Utilizând  teorema lui Ampére, să se determine intensitatea câmpului mag-
netic produs de: o bibină cilindrică parcursă de curent; un conductor filiform, 
rectiliniu  şi infinit lung parcurs de curent. 

                Fig. 2.9                                                Fig. 2.10 
  

Se notează cu lb lungimea bobinei, cu N numărul de spire şi cu I curentul 
prin bobină (fig. 2.9). Efectuând integrala de linie a intensităţii câmpului 
magnetic de-a lungul conturului închis Γ , se obţine: 



Legi şi teoreme ale teoriei macroscopice a electromagnetismului 

 46 

INldH ⋅=⋅∫
Γ

 

Ţinând seama că-n interiorul bobinei câmpul magnetic este practic omogen 
şi că-n exterior intensitatea câmpului magnetic este neglijabilă, rezultă: 

INlH b ⋅≅⋅   
de unde se obţine pentru intensitatea câmpului magnetic relaţia: 

bl
INH ⋅

≅  

Se consideră conturul închis Γ  identic cu linia câmpului magnetic, de 
formă circulară cu raza ro (fig. 2.10). Având în vedere că H  are aceeaşi valoare 
în toate punctele conturului, prin aplicarea teoremei lui Ampére rezultă: 

IHr2dlHldH o

r2

0

o

=⋅⋅π==⋅ ∫∫
π

Γ

 

de unde se obţine pentru intensitatea câmpului magnetic relaţia: 

r2
IH
π

=  

 
2.9. LEGEA INDUCŢIEI ELECTROMAGNETICE 
 

Fenomenul de inducţie electromagentică constă în producerea unei 
tensiuni electromotoare (t.e.m.) într-un circuit sau în general în lungul unei 
curbe închise, datorită variaţiei în timp a fluxului magnetic care prin orice 
suprafaţă deschisă mărginită de acea curbă. Sensul t.e.m. induse este astfel încât 
efectele ei se opun cauzei care a produs-o (regula lui Lenz). 

Legea inducţiei electromagnetice s-a stabilit experimental şi sub formă 
integrală se enunţă astfel: t.e.m. produsă prin inducţie electromagnetică, în 
lungul unei curbe închise Γ, este egală cu viteza de scădere a fluxului 
magnetic prin orice suprafaţă sprijinită pe acea curbă. 

dt
d

u S
e

Γ

Γ

φ
−=                                                                                         (2.68) 

Ţinând cont de relaţiile de definiţie ale mărimilor care intervin în relaţia 
(2.68), se obţine: 

∫∫∫
ΓΓ

−=
S

SdB
dt
dldE                                                                               (2.69) 

Pentru aplicarea legii inducţiei electromagnetice trebuie să se ţină seama de 
următoarele reguli: 
• curba închisă Γ este luată, în general, în lungul conductoarelor electrice, 

însă poate fi dusă şi prin izolanţi sau vid; 
• dacă mediul este în mişcare, curba Γ este ataşată corpurilor în mişcare; 
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• sensul de integrare pe curba Γ (sensul lui ld ) şi normala la suprafaţa SΓ 
(sensul lui Sd ) sunt asociate după regula burghiului drept; 

• dacă conturul Γ este luat în lungul condcutorului unei bobine cu N spire 
practic suprapuse, fluxul magnetic care intervine în calculul t.e.m. induse 
este fluxul magnetic printr-o suprafaţă care se sprijină pe întregul contur, 
adică fluxul prin toate spirele. Dacă se notează fluxul magnetic fascicular 
cu φf (fluxul printr-o singură spiră), în legea inducţiei electromagnetice 
intervine fluxul total φ = N φf: 

dt
d

Nu f
e

φ
−=

Γ
                                                                                      (2.70) 

• în regim staţionar sau static, când fluxul magnetic nu variază în timp, t.e.m. 
indusă este nulă, deoarece derivata fluxului magnetic în raport cu timpul 
este egală cu zero, ceea ce înseamnă că teorema potenţialului electrostatic 
este un caz particular al legii inducţiei electromagnetice: 

0ldE =∫
Γ

                                                                                              (2.71) 

În cazul mediilor în mişcare cu viteza v , dezvoltând membrul drept al 
relaţiei (2.69) se obţine: 

( )∫∫∫
Γ ⎥

⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
×++

∂
∂

−=
Γ S

SdvBrotBdivv
t
BldE                                           (2.72) 

Deoarece, 0Bdiv =  (din legea fluxului magnetic) şi aplicând teorema lui 
Stokes în membrul stâng al relaţiei (2.72), se obţine: 

( )∫∫∫∫
ΓΓ

×+
∂
∂

−=
Γ

ldBvSd
t
BldE

S

                                                           (2.73) 

Relaţia (2.73) arată că tensiunea electromotoare are două surse: variaţia 
inducţiei magnetice în timp (t.e.m. de transformare, care apare la transfor-
matoarele electrice) şi mişcarea (t.e.m. de mişcare, care apare în maşinile 
electrice). 

Forma locală a legii inducţiei electromagnetice se obţine aplicând teorema 
lui Stokes în membrul stâng al relaţiei (2.73): 

( )Bvrot
t
BErot ×+
∂
∂

−=                                                                      (2.74) 

În cazul mediilor aflate în stare de repaus, forma integrală a legii devine: 

∫∫∫
Γ
∂
∂

−=
Γ S

Sd
t
BldE                                                                               (2.75) 

rezultând forma locală: 
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t
BErot
∂
∂

−=                                                                                         (2.76) 

Câmpurile electrice induse prin inducţie electromagnetică (câmpurile 
solenoidale) au circulaţia diferită de zero ( 0Erot ≠ ), şi sunt câmpuri rotaţio-
nale, cu linii de câmp închise. 

Legile circuitului magnetic şi respectiv, inducţiei electromagnetice       
arată interdependenţa dintre câmpul electric şi câmpul magnetic în regim 
nestaţionar. 

 

O aplicaţie a legii inducţiei electromagnetice o reprezintă curenţii 
turbionari.  

Conform legii inducţiei electromagnetice, în spaţiul în care fluxul magnetic 
este variabil, apare un câmp electric ale cărui linii de câmp sunt închise şi se 
află în plane perpendiculare pe direcţia fluxului magnetic. Dacă spaţiul în care 
fluxul magnetic variază se află în corpuri electroconductoare (oţel, cupru etc.), 
atunci câmpul magnetic variabil crează în aceste conductoare curenţi induşi, 
numiţi curenţi turbionari.  

De exemplu, la trecerea curentului alternativ printr-o bobină cu miez de 
fier masiv, în miez se vor induce tensiuni electromotoare, care vor da naştere 
unor curenţi turbionari, ce se închid în plane perpendiculare pe vectorul 
inducţie magnetică. 

Curenţii turbionari care apar într-un miez feromagnetic, provoacă 
încălzirea miezului prin efect Joule-Lenz, micşorând randamentul instalaţiei 
electrice şi de asemenea, potrivi regulii lui Lenz, exercită o acţiune de 
demagnetizare la creşterea fluxului magnetic. Pentru reducerea  pierderilor, 
miezurile se fabrică din tole izolate între ele, micşorându-se astfel secţiunea 
circuitului şi valoarea curenţilor turbionari. 

Pentru o serie de dispozitive crenţii turbionari pot fi utilizaţi raţional  
pentru funcţionarea acestora. O aplicaţie a curenţilor turbionari este utilizarea 
acestora în procesul de încălzire a metalelor în vederea forjării sau călirii lor 
superficiale. 

O altă aplicaţie a legii inducţiei electromagnetice o reprezintă realizarea 
maşinilor electrice atât de curent continuu cât şi de curent alternativ. Practic, 
principiul de funcţionare a tuturor generatoarelor electrice se bazează pe 
fenomenul inducţiei electromagnetice. 
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3. CÂMPUL ELECTROSTATIC ÎN VID ŞI ÎN CORPURI 
 

3.1. POTENŢIALUL ELECTRIC. TEOREMA POTENŢIALULUI 
                                         ELECTROSTATIC 
 
Potenţialul electric V, este o mărime fizică scalară care caracterizează 

nivelul local de electrizare, valoarea sa modificându-se de la un punct la altul al 
câmpului electric cât şi în timp. În regim electrostatic, potenţialul electric este 
constant în timp, fiind numai o funcţie de spaţiu V = V(x, y, z). 

Valoarea potenţialului electric într-un punct se poate stabili numai în raport 
cu un potenţial electric de referinţă. Se consideră potenţial electric de 
referinţă Vo potenţialul Pământului sau potenţialul punctelor situate la o 
distanţă foarte mare de corpurile electrizate (la infinit).  

Valoarea potenţialului electric de referinţă se consideră convenţional egală 
cu zero, Vo = 0. 

Diferenţa de potenţial, V1 − V2, între punctele P1 şi P2 din câmpul electro-
static în vid sau în alt mediu, se poate defini prin intermediul lucrului mecanic 
corespunzător forţei exercitate de câmp asupra unui corp de probă încărcat cu 
sarcina electrică q > 0, care se deplasează lent după o traiectorie oarecare, din 
punctul P1 în punctul P2 (fig. 3.1). 

                                                                                    
                                                                                  

                                                                                Fig. 3.1 Figură explicativă 
                                                                                            la calcului potenţialului 
                                                                                                          electric 
 

Prin definiţie, diferenţa de potenţial între punctele considerate este egală cu 
raportul dintre lucrul mecanic L1−2 şi sarcina electrică a corpului de probă q, 
care este constantă tot timpul deplasării: 

∫==− −
2

1

P

P

o
21

21 ldE
q

L
VV                                                                        (3.3) 

Diferenţa de potenţial între cele două puncte nu depinde de drumul parcurs 
de la P1 la P2, ci numai de coordonatele celor două puncte şi de sensul de 
parcurgere a traiectoriei. Dacă cele două puncte sunt suficient de apropiate unul 
faţă de altul, trecând în relaţia (3.3) la limită se obţine diferenţiala potenţialului 
electric: 

Lucrul mecanic elementar efectuat la depla-
area corpului de probă pe distanţa elementară ld
(element de traiectorie, luat în sensul deplasării)
este dat de relaţia: 

ldEqldFdL o==                                    (3.1)
Lucrul mecanic total se calculează cu relaţia: 

∫∫ ==−
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P
21 ldEqdLL                              (3.2)
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( ) ldEVVlimdV o12PP 12
−=−=

→
                                                                 (3.4) 

Pentru a defini potenţialul electric într-un punct se consideră potenţialul 
unuia din cele două puncte ca fiind potenţialul electric de referinţă, de exemplu 
V2 = Vo. Rezultă: 

∫+=
2

1

P

P

oo1 ldEVV                                                                                    (3.5) 

Considerând punctul P2 situat la infinit, iar corpurile încărcate, care produc 
câmpul electric aflate într-un domeniu limitat, se obţine: 

∫
∞

=
1P

o1 ldEV                                                                                            (3.6) 

Potenţialul electric într-un punct din câmpul electrostatic este numeric 
egal cu lucrul mecanic corespunzător forţei exercitate de câmp asupra 
unui corp de probă încărcat cu sarcină electrică unitară şi pozitivă, când 
acest corp se deplasează din punctul respectiv la infinit.  

Unitatea de măsură a potenţialului electric este Voltul [V]. 
 

Teorema potenţialului electrostatic 
Se consideră un câmp electric de intensitate oE , în vid şi în el o curbă 

închisă Γ, de-a lungul căreia se deplasează încet un corp punctiform încărcat cu 
sarcina electrică q > 0. Forţa electrică care acţionează asupra corpului de probă 
este oEqF =  (fig. 3.2).  

 

   
 

Fig. 3.2 Figură explicativă  
  la teorema potenţialului 
          electrostatic 

 
În sens fizic, teorema potenţialului electrostatic precizează că în câmpul 

electrostatic nu are loc o transformare de energie dintr-o formă în alta prin 
intermediul lucrului mecanic. 

Din relaţia (3.7) rezultă că intensitatea câmpului electric în vid este egală 
cu gradientul cu semn schimbat al unei funcţii scalare de punct V, care este 

Lucrul mecanic corespunzător forţei F , 
atunci când corpul de probă se deplasează de-a 
lungul conturului închis considerat P - P1 - P2 - 
P3 - P este egal cu zero, respectiv diferenţa de 
potenţial între punctul de început şi cel de sfârşit 
al traiectoriei este nulă: 

0ldE0
q

L
VV o

PP
PP =⇒==− ∫

Γ

−  (3.7) 

Relaţia (3.7) reprezintă teorema potenţia-
lului electrostatic sub formă integrală: circu-
laţia vectorului intensitatea câmpului electric 

oE  de-a lungul unui contur închis este nulă. 
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potenţialul electric în punctul respectiv: 
VgradEo −=                                                                                           (3.8) 

La o repartiţie dată a potenţialului electric, intensitatea câmpului electric 
este univoc determinată.  

Teorema potenţialului electrostatic se poate exprima local şi prin ecuaţii cu 
derivate parţiale, satisfăcute de componenetele vectorului oE  şi exprimate sub 
formă vectorială cu ajutorul rotorului lui oE . 

Dacă se aplică teorema lui Stokes relaţiei (3.7) rezultă: 
0Erot0SdErotldE o

S

oo =⇒== ∫∫∫
ΓΓ

                                            (3.9) 

Un câmp care derivă dintr-un potenţial într-un anumit domeniu, are rotorul 
intensităţii câmpului nul în orice punct al domeniului. 

 
Aplicaţie 
Să se calculeze potenţialul unui punct P aflat în câmpul electrostatic produs 

de un corp punctiform încărcat cu sarcina electrică q. Se consideră punctul de 
referinţă Po al infinit şi potenţialul său egal cu zero. 

Din relaţia (3.6) se obţine: 
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                                (3.10) 

Exstinzând relaţia (4.10) pentru cazul în care câmpul electric este produs 
de corpuri încărcate cu sarcini electrice distribuite în volum, pe suprafaţă, pe 
corpuri filiforme, ale căror densităţi de sarcină electrică sunt conoscute, precum 
şi de către corpuri punctiforme rezultă: 
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3.2. TENSIUNEA ELECTRICĂ 
 
Integrala de linie a intensităţii câmpului electric E , între două puncte din 

câmp oarecare, P1 şi P2, se numeşte tensiune electrică, U12, între punctele 
respective (fig. 3.3 a): 

∫=−

2

1

P

P
21 ldEU                                                                                         (3.12) 

Tensiunea electrică, care se defineşte atât într-un regim staţionar cât şi 
variabil, caracterizează câmpul electric de-a lungul curbei considerate. Unitatea 
de măsură pentru tensiunea electrică ca şi pentru potenţialul electric este  
Voltul [V]. 
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Fig. 3.3 Figură explicativă la definirea tensiunii electrice 
 

Dacă se schimbă sensul de integrare, respectiv sensul elementului de linie 
ld , valoarea tensiunii rămâne neschimbată, însă se schimbă semnul acesteia: 

1221
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P

UUldEldE
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2
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1

−− −=⇒−= ∫∫                                                     (3.13) 

Sensul de integrare ales se numeşte şi sens de referinţă al tensiunii electrice. 
Într-un regim staţionar integrala de linie a intensităţii câmpului electric între 
două puncte depinde exclusiv de poziţia în câmp a celor două puncte, fiind 
independentă de forma traiectoriei. Aceasta este o consecinţă a teoremei 
potenţialului electrostatic.  

Dacă se consideră curba închisă Γ, formată din traiectoriile I şi II alese 
arbitrar, care unesc punctele P1 şi P2 (fig. 3.3 b), integrând după curba Γ se 
obţine: 
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                                                                 (3.14) 

Ţinând seama de relaţia (3.13), rezultă: 
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care arată că în regim staţionar tensiunea electrică între două puncte nu depinde 
de linia considerată între cele două puncte. 

În regim staţionar (electrostatic), tensiunea electrică dintre două puncte 
este egală cu diferenţa potenţialelor punctelor considerate. Ţinând seama de 
caracterul potenţial al câmpului electric se poate scrie: 
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−=−∇−== ∫ ∫∫−                                           (3.16) 

Spre deosebire de regimul staţionar, în regim variabil al câmpului electric, 
tensiunea electrică între două puncte din câmp depinde, în general, de 
traiectoria considerată şi nu este egală cu diferenţa de potenţial dintre punctele 
respective. Într-un astfel de regim, intensitatea câmpului electric are şi o 
componentă solenoidală. 
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3.3. CÂMPUL ELECTROSTATIC ÎN VID 
 
Pentru stabilirea expresiilor intensităţii câmpului electric şi a potenţialului 

electric în funcţie de distribuţia sarcinilor electrice care produc câmpul, există 
în principal, două căi. O primă cale pleacă de la relaţia lui Coulomb, pe baza 
căreia se stabileşte în mod simplu expresia intensităţii câmpului electric 
corespunzător unei sarcini electrice punctiforme. Aplicând principiul 
superpoziţiei se stabileşte apoi, expresia intensităţii câmpului electric pentru o 
distribuţie oarecare de sarcini electrice. 

O abordare mai generală a problemei determinării câmpului electrostatic se 
poate face în cadrul teoriei câmpurilor de vectori, având ca punct de plecare 
teorema unicităţii. În conformitate cu această teoremă, vectorul câmp într-un 
punct din interiorul unui domeniu este complet determinat dacă în fiecare punct 
al domeniului considerat se cunosc divergenţa şi rotorul vectorului câmp 
precum şi condiţiile pe frontiera domeniului. 

În cazul particular al câmpurilor care prezintă anumite simetrii, intensitatea 
câmpului electric se poate calcula relativ simplu în funcţie de sarcina electrică, 
cu ajutorul legii fluxului electric. 

 Aplicarea expresiilor intensităţii câmpului electric şi a potenţialului 
electric, a legii fluxului electric şi a unor teoreme pentru calculul câmpului 
reprezintă metoda elementară de calcul. În afară de calculul direct se pot aplica 
şi alte metode, cum sunt metoda imaginilor electrice şi metodele generale de 
determinare a câmpurilor (metoda funcţiilor analitice şi a reprezentării 
conforme, metoda separării variabilelor, metoda diferenţelor finite, metoda 
elementelor finite etc.). 

 
3.3.1. RELAŢIA LUI COULOMB 
 
Se consideră două corpuri încărcate electric, situate în vid, distanţa dintre 

corpuri fiind destul de mare în comparaţie cu dimensiunile lor liniare, pentru a 
putea fi considerate punctiforme (fig. 3.4).  

                                                                      
 

                                                                            Fig. 3.4 Figură explicativă 
                                                                                          la forţa lui Coulomb 
 

Forţa F12 exercitată în vid de un corp punctiform încăcat cu sarcina 
electrică q1 asupra unui alt corp punctiform încărcat cu sarcina electrică 
q2, este proporţională cu produsul sarcinilor electrice şi invers propor-

Fizicianul francez Ch. Coulomb a 
măsurat cu ajutorul unei balanţe electrice de 
torsiune forţele de interacţiune dintre cele
două corpuri punctiforme şi a stabilit
experimental formula: 

123
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πε

=                          (3.17)



Câmpul electrostatic în vid şi în corpuri 

 54 

ţională cu pătratul distanţei r12 dintre ele, fiind orientată după direcţia 
care le uneşte.  

Sensurile forţelor sunt astfel încât, corpurile încărcate cu sarcini electrice 
de acelaşi semn se resping, iar cele încărcate cu sarcini electrice de semne 
contrare se atrag. 

Dacă asupra unui corp punctiform, încărcat cu sarcina electrică q, se 
exercită forţe produse de n corpuri punctiforme situate în vid şi încărcate cu 
sarcinile electrice q1, q2,…, qn, forţa rezultantă se obţine prin aplicarea 
principiului superpoziţiei (suprapunerii efectelor) fiind egală cu suma vectorială 
a forţelor care acţionează asupra corpului încărcat cu sarcina q, datorate 
sarcinilor qk: 
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unde vectorul kr  este orientat de la sarcina qk la sarcina q. 
 

3.3.2. RELAŢII DE CALCUL PENTRU INTENSITATEA 
                            CÂMPULUI ELECTRIC 
 
Câmp electric produs de sarcini punctiforme 
Se consideră un corp punctiform situat în vid şi încărcat cu sarcina 

electrică q (fig. 3.5). Intensitatea câmpului electric în vid într-un punct P situat 
la distanţa r de corpul punctiform, va fi egală cu raportul dintre forţa care 
acţionează asupra unui mic corp de probă electrizat, plasat în acest punct şi 
sarcina q’ a acestuia: 

 

      
 
  Fig. 3.5 Figură explicativă la 
         calculul intensităţii  
   câmpului electric produs de 
      o sarcină punctiformă 

 

Pe baza acestui principiu, intensitatea câmpului electric oE  în vid, produs 
de n corpuri punctiforme electrizate, este egală cu suma geometrică a 
intensităţilor pe care le-ar produce fiecare din cele n corpuri în parte (teorema 
superpoziţiei): 

∑
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unde vectorul kr  este orientat de la sarcina qk spre punctul respectiv. 
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Intensitatea câmpului electric este 
proporţională cu sarcina electrică şi invers 
proporţională cu pătratul distanţei până la 
punctul considerat. 

Pentru sarcini punctiforme se verifică 
principiul superpoziţiei forţelor. 
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Câmp electric produs în vid de către un corp de formă oarecare 
    având sarcina repartizată în volum, pe suprafaţă sau liniar 
 
Se consideră un corp masiv, de o formă oarecare, cu sacina q repartizată 

continuu şi uniform în volum, de densitate ρv cunoscută (fig. 3.6). Un element 
de volum dV, care conţine sarcina electrică dVdq vρ=  poate fi considerat ca 
un corp punctiform. Conform relaţiei (3.19) câmpul electric produs de sarcina 
dq în punctul P, aflat la distanţa r  de elementul de volum dV va fi: 

                                                                             
 

                                                                                  Fig. 3.6 Figură explicativă 
                                                                                                 la calculul câmpului 
                                                                                                            electric 
 

Dacă corpul este încărcat cu sarcină electrică repatizată numai pe suprafaţa 
sa, cu densitatea de suprafaţă a sarcinii ρs, câmpul electric oE  în punctul P va 
fi dat de relaţia: 
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În cazul corpurilor filiforme, cu densitatea de sarcină liniară ρl, intensitatea 
câmpului electric este dată de relaţia: 
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Dacă într-o regiune a spaţiului există corpuri încărcate cu sarcini electrice 
cu densităţile de volum ρv, de suprafaţă ρs şi de linie ρl, precum şi un sistem de 
n corpuri punctiforme încăcate cu sarcinile qk, intensitatea câmpului electric în 
vid, într-un punct P oarecare, se obţine prin superpoziţia câmpurilor: 
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3.4. CONDUCTOARE ÎN REGIM ELECTROSTATIC 
 
În regim electrostatic, intensitatea câmpului electric în interiorul unui 

conductor omogen şi neîncărcat electric, introdus într-un câmp electric exterior, 
este egală cu zero. În caz contrar, în concordanţă cu legea conducţiei electrice, 
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Intensitatea câmpului electric oE  în punctul P, 
se obţine prin integrarea relaţiei (3.21) pe întregul 
volum al corpului: 
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conductorul ar fi străbătut de un curent electric, deci s-ar găsi în stare electro-
cinetică şi nu electrostatică. 

 
3.4.1. ECHILIBRUL ELECTROSTATIC 
 

Se consideră un câmp electric omogen de intensitate oE  în care se 
introduce un corp metalic de formă sferică, neîncărcat electric şi izolat faţă de 
pământ şi faţă de alte corpuri (fig. 3.7). 

 

 
 

Fig. 3.7 Liniile câmpului electric iniform în vid – a) şi în prezenţa 
 unei sfere metalice – b) 

 

Asupra electronilor liberi din metal acţionează forţa EqF = , orientată în 

sens opus faţă de intensitatea câmpului electric E , deoarece sarcina unui 
electron, q, este negativă. Sub acţiunea forţei F  electronii se deplasează în sens 
opus câmpului electric, având astfel loc o separare a sarcinilor electrice în sfera 
metalică. Pe suprafaţa opusă intensităţii câmpului electric se acumulează sarcini 
electrice negative, iar pe suprafaţa din direcţia lui E  rămân sarcini electrice 
pozitive necompensate. 

Datorită separării sarcinilor electrice din interiorul sferei metalice, apare un 

nou câmp electric coulombian, de intensitate 
'

E , determinat de aceste sarcini şi 
opus câmpului iniţial oE . Astfel, câmpul rezultant din sfera metalică va fi: 

'
o EEE +=                                                                                           (3.26) 

Sarcinile electrice din sfera metalică se vor separa până în momentul în 
care se stabileşte echilibrul electrostatic, caracterizat printr-un câmp electric 
de intensitate zero în interiorul sferei metalice: 

0E =                                                                                                     (3.27) 
Procesul de separare, într-un câmp electric exterior, a unor sarcini electrice 

egale şi de semn contrar pe suprafaţa unui condcutor iniţial neîncărcat, se 
numeşte influenţă electrostatică, iar sarcinile astfel resultate se numesc şi 
sarcini separate prin influenţă. 

Pentru conductoare neomogene sau care se găsesc la temperaturi 
neuniforme sau sunt accelerate, regimul electrostatic se atinge când intensitatea 
câmpului electric ia anumite valori determinate de starea fizico-chimică şi de 
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natura conductorului. Această proprietate se caracterizează cu ajutorul unei 
mărimi vectoriale de material numită intensitatea câmpului electric imprimat 

iE , care este egală cu intensitatea câmpului electric care se stabileşte în 
conductori la atingerea stării de echilibru, luată cu semn schimbat: 

0EEEE ii =+⇒−=                                                                    (3.28) 
Relaţia (3.27) reprezintă condiţia de echilibru electrostatic în conductoarele 

omogene neaccelerate, iar relaţia (3.28), condiţia de echilibru electrostatic în 
conductoarele neomeogene sau accelerate. 

 
3.4.2. CONSECINŢELE ECHILIBRULUI ELECTROSTATIC 
 
Din condiţia de echilibru electrostatic pentru conductoarele omogene şi 

neaccelerate rezultă următoarele consecinţe: 
a) Toate punctele de pe suprafaţa sau din interiorul unui conductor omogen şi 
neaccelerat au acelaşi potenţial. Deoarece 0E = , tensiunea între două puncte A 
şi B oarecare va fi: 

BA

B

A
BAAB VV0ldEVVU =⇒==−= ∫                                       (3.29) 

Suprafaţa conductorului metalic este o suprafaţa echipotenţială (suprafaţa 
care uneşte toate punctele în care potenţialul are aceeaşi valoare) şi în 
consecinţă, liniile câmpului electric vor fi întotdeauna perpendiculare pe 
suprafaţa conductoarelor metalice omogene şi neaccelerate. 
b) Sarcina electrică de pe conductoarele omogene şi neaccelerate este reparti-
zată numai pe suprafaţa acestora. În regim de echilibru electrostatic, deoarece 

0E = , în interiorul corpului metalic nu există linii de câmp, deci nu pot exista 
nici sarcini electrice de unde să înceapă sau unde să se sfârşească liniile 
câmpului electric. 
c) Liniile de câmp din exteriorul conductorului nu pătrund în interiorul 
cavităţilor goale (efectul de ecran). Corpul conductor cu cavitate constituie un 
ecran electrostatic. 
d) Sub acţiunea unui câmp electric exterior, un conductor iniţial neîncărcat, se 
încarcă superficial cu sarcini electrice. Pentru ca să fie îndeplinită condiţia de 
echilibru electrostatic, este necesar să apară în interiorul conductorului un câmp 
electric propriu al repartiţiei de sarcini, care să compenseze câmpul electric 
exterior: 

propriuext EE =                                                                                         (3.30) 
Fenomenul se numeşte influenţă electrostatică, iar conductorul s-a încărcat 

prin influenţă. Influenţa electrostatică intervine şi are un rol important în 
instalaţiile de înaltă tensiune, la apariţia pe liniile de transport a unor 
supratensiuni datorită descărcărilor atmosferice etc. 
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3.5. CÂMPUL ELECTROSTATIC ÎN MEDII DIELECTRICE 
 
3.5.1. POTENŢIALUL ŞI INTENSITATEA CÂMPULUI ELECTRIC 
 
În prezenţa dielectricilor câmpul electric se poate considera ca fiind 

contribuţia atât a sarcinilor electrice libere cât şi a sarcinilor de polarizaţie 
(sarcini legate), care ţin cont de starea de polarizare a dielectricilor. 

Potenţialul V în prezenţa dielectricilor se poate scrie sub forma: 
'

o VVV +=                                                                                           (3.31) 
unde Vo corespunde sarcinilor electrice libere, respectiv câmpului electric 
corespunzător în vid, iar V’ corespunde sarcinilor de polarizaţie. 

Pentru simplificare se consideră numai o repatiţie de volum şi de suprafaţă 
a sarcinii electrice într-un anumit spaţiu limitat, iar suprafaţa de frontieră a 
domeniul la infinit. În cazul acesta Vo va avea expresia: 
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Pentru determinarea potenţialului V’ se pleacă de la expresia potenţialului 
electric al dipolului electric şi se aplică corespunzător teorema superpoziţiei. 
Pentru un element de volum dV din dielectricul polarizat momentul electric al 
acestuia este dVP , unde P  este vectorul polarizaţie. 

Presupunând că în interiorul domeniului considerat există şi suprafeţe de 
discontinuitate Sd pentru componenta normală a polarizaţiei electrice, se obţine 
în final pentru potenţialul V’ expresia []: 
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unde: Pdiv'
v −=ρ ,  Pdiv s

'
s −=ρ , iar VP este volumul în care există sarcini de 

polarizaţie. 
Într-o scriere simplificată expresia potenţialului V în prezenţa dielectri-

cilor, se poate scrie sub forma: 
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Rezultă că potenţialul electric produs de un sistem de corpuri încărcate 
electric în prezenţa dielectricilor, se obţine însumâmnd potenţialul pe care l-ar 
produce aceleaşi sarcini electrice în absenţa dielectricilor şi potenţialul 
corespunzător sarcinilor de polarizaţie. Având expresia potnţialului electric se 
poate calcula intensitatea câmpului electric VE −∇= . 

În cazul unui sistem de corpuri încărcate electric situate într-un mediu 
liniar, izotrop, omogen şi fără polarizaţie permanentă, astfel încât în toate 
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punctele domeniului să se poată considera permitivitatea aceeaşi 
( .constor =ε⋅ε=ε ), la aceeaşi distribuţie de sarcini electrice adevărate, în 

fiecare punct al domeniului mărimile E  şi V sunt de εr mai mici decât în vid: 
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⇒−∇= VE  
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Faţă de cazul precedent s-au considerat şi sarcini cu distribuţie liniară 
precum şi un sistem de n conductoare punctiforme. În concluzie, în prezenţa 
unui dielectric izotrop, liniar şi omgen în întreg domeniul, expresiile de calcul 
ale mărimilor V şi E  sunt aceleaşi ca şi în cazul câmpului electric în vid, cu 
deosebirea că permitivitatea vidului εo este înlocuită cu permitivitatera absolută 
a materialului .or ε⋅ε=ε  

 
3.5.2. METODA IMAGINILOR ELECTRICE 
 
Metoda imaginilor electrice se aplică la rezolvarea unor probleme de 

câmpuri electrostatice atunci când intevin suprafeţe de frontieră  Σ, care sunt 
suprafeţe de discontinuitate, reprezentate fie de prezenţa unor corpuri 
conductoare, fie de suprafaţa de separaţie dintre dielectrici diferiţi. 

Metoda se bazează pe următorul artificiu: se înlocuieşte efectul suprafeţei 
conductoare Σ cu efectul unui sistem de sarcini fictive (numite sarcini 
imagine), de valori şi poziţii astfel alese, încât în câmpul rezultant al sarcinilor 
reale (q1, q2,…, qn) şi al imaginilor (q1

’, q2
’,…, qm

’; m ≥ n) suprafaţa Σ să fie 
echipotenţială (fig. 3.8).  

 

 
 

Fig. 3.8 a) Sistem de sarcini în prezenţa suprafeţei conductoare Σ; 
b) Sistem de sarcini în mediu omogen 

 

Această substituţie nu modifică condiţiile de frontieră pentru câmpul 
electric din afara suprafeţei Σ. În acest fel, problema determinării câmpului 
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electric corespunzător sistemului de sarcini electrice în prezenţa unei suprafeţe 
conductoare este înlocuită cu problema determinării câmpului unui sistem de 
sarcini electrice mai complicat, dar situate într-un mediu omogen. 

Rezultă că metoda imaginilor electrice reduce rezolvarea unei probleme de 
câmp cu anumite condiţii pe frontieră, la rezolvarea unei probleme de câmp 
fără condiţii pe frontieră şi considerarea unui mediu omogen în întreg spaţiul. 
Calculele sunt mai simple atunci când intervin repartiţii particulare de sarcini 
electrice (punctiforme, filiforme) iar suprafaţa Σ prezintă o anumită simetrie. 

Metoda imaginilor electrice este utilizată la determinarea câmpului electric 
şi respectiv a capacităţii liniei electrice în prezenţa solului. De asemenea, mai 
poate fi aplicată relativ simplu în cazul sarcinilor electrice punctiforme, în 
prezenţa unor plane sau a unor sfere conducătoare şi în cazul conductoarelor 
electrice rectilinii, încărcate uniform (pe lungime), cu axele paralele, în 
prezenţa unor plane sau a unor cilindri sau cavităţi cilindrice conductoare, cu 
axele paralele. 

 
3.6. TEOREME REFERITOARE LA CÂMPUL ELECTROSTATIC 
 
3.6.1. TEOREMA UNICITĂŢII 
 
Se consideră un sistem de n conductoare situate într-un mediu dielectric 

izotrop şi liniar (fig. 3.9). Se presupune că dielectricul este fără sarcină electrică 
liberă şi fără polarizaţie electrică permanentă. Domeniul considerat este 
mărginit de suprafaţa exterioară Σ şi de suprafeţele S1, S2,…, Sn ale celor n 
conductoare. 

 

 
 

  Fig. 3.9 Figură explicativă 
       la teorema unicităţii 
 

teorema unicităţii, câmpul electrostatic în acest caz este univoc determinat 
dacă se cunosc: fie potenţialele conductoarelor, fie sarcinile conductoarelor, fie 
potenţialele unora dintre conductoare şi sarcinile celorlalte conductoare. 

Teorema unicităţii este valabilă atât în cazul dielectricilor izotropi 
(omogeni şi neomogeni) cât şi neliniari; în cazul dielectricilor neliniari se 
consideră însă o polarizaţie electrică reversibilă, respectiv fără ciclu de 
polarizaţie. Teorema unicităţii se poate formula şi în cazuri mai generale. În 
acest sens, se poate ţine seama şi de existenţa în interiorul domeniului a unei 

În condiţiile menţionate câmpul 
electric din domeniul considerat este un 
câmp laplacian ( 0V2 =∇ ). Rezultă că 
acest câmp este univoc determinat dacă se 
cunosc condiţiile pe întreaga frontieră. 

Dacă domeniul este presupus infinit 
extins ( ∞→Σ ), iar la infinit câmpul este 
egal cu zero (sistemele de conductoare se 
află la distanţă finită), în conformitate cu 
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distribuţii de sarcini electrice, a unor dielectrici cu polarizaţie electrică 
permanentă sau suprafeţe de discontinuitate pentru permitivitatea electrică. 

 
3.6.2. TEOREMA RECIPROCITĂŢII 
 
Se consideră două stări oarecare de electrizare ale unui sistem de n conduc-

toare. Într-o stare electrostatică fie V1, V2,…, Vn potenţialele şi q1, q2,…, qn 
sarcinile electrice ale celor n conductoare. În cea de a doua stare se consideră 
potenţialele V1

’, V2
’,…, Vn

’ şi sarcinile electrice ale conductoarelor q1
’, q2

’,…, 
qn

’. Se arată că între sarcinile electrice şi potenţialele conductoarelor există 
următoarea relaţie de legătură: 
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cunoscută şi sub denumirea de teorema reciprocităţii (Green). Teorema 
reciprocităţii nu este valabilă în cazul dielectricilor neliniari, însă este valabilă 
şi în cazul când în domeniul considerat se găsesc şi alte conductoare 
neîncărcate electric. 

Pentru demonstrarea teoremei se pleacă de la forma locală a teoremei 
reciprocităţii în câmp electrostatic: 

 

DEDE
''
⋅=⋅                                                                                        (3.38) 

în care mărimile de stare E  şi D  ale câmpului electric corespund unei stări 

electrostatice, iar mărimile 
'

E  şi 
'

D  corespund celeilalte stări. Mediul fiind 
presupus izotrop şi liniar în fiecare punct din câmp rezultă ED ε=  şi 

''
ED ε= , din care rezultă imediat relaţia (3.38). 

Teorema reciprocităţii are o serie de consecinţe pentru unele regimuri 
particulare. De exemplu, se consideră conductorul k încărcat cu sarcina 
electrică qk, toate celelalte conductoare fiind neîncărcate şi fie Vi potenţialul 
conductorului i datorat sarcinii qk. Se consideră apoi numai conductorul i 
încărcat cu sarcina electrică qi

’ şi fie Vk
’ potenţialul conductorului k cores-

punzător sarcinii electrice qi
’. Ţinând seama de aceste condiţii în teorema 

reciprocităţii, rezultă relaţia: 

i
'
i

'
kk VqVq =                                                                                          (3.39) 

iar dacă sarcinile electrice sunt presupuse egale (qk = qi
’) rezultă că şi 

potenţialele vor fi egale: 

i
'
k VV =                                                                                                  (3.40) 

Rezultă că potenţialul conductorului i datorită prezenţei unei sarcini pe 
conductorul k este egal cu potenţialul pe care aceeaşi sarcină presupusă acum 
pe conductorul i l-ar stabili pe conductorul k. 
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În mod analog se pot considera şi alte stări particulare ale sistemului. 
Astfel, într-o stare, potenţialul Vk se consideră diferit de zero, potenţialele 
tuturor celorlalte conductoare fiind nule, iar sarcina electrică corespunzătoare 
pe conductorul i este qi. În a doua stare, numai potenţialul Vi

’ al conductorului i 
este diferit de zero, iar sarcina electrică pe condcutorul k este qk

’. Introducând 
aceste valori în relaţia (3.37) se obţine: 

'
iik

'
k VqVq =                                                                                           (3.41) 

iar dacă potenţialele în cele două stări sunt egale (Vk = Vi
’), sarcinile qi, 

reapectiv qk
’ vor rezulta de asemenea egale. 

 
3.6.3. TEOREMA SUPERPOZIŢIEI 
 
Se consideră un sistem de n conductoare care au potenţialele V1, V2,…, Vn  

şi sarcinile electrice q1, q2,…, qn. Mediul dielectric în care sunt situate 
corpurile conductoare este presupus liniar, izotrop, fără sarcini electrice şi fără 
polarizaţie electrică. 

Teorema superpoziţiei câmpurilor electrostatice se exprimă sub forma 
următoare: dacă sarcinile electrice ale tuturor conductoarelor cresc sau scad de 
λ ori, atunci şi potenţialul într-un punct din câmp şi implicit potenţialul 
fiecăruia din conductoare în parte, creşte respectiv scade de λ ori. 

Teorema superpoziţieie câmpurilor electrostatice apare ca o consecinţă a 
liniarităţii ecuaţiilor câmpului electrostatic în mediile liniare. 

Această teoremă se poate deduce în mod simplu plecând de la teorema 

reciprocităţii. Adăugând ambilor termeni ai relaţiei (3.37) termenul ∑
=

n

1k
kk Vq  şi 

respectiv, ∑
=

n

1k
kk Vq  se obţin relaţiile: 

( ) ( )∑∑
==

+=+
n

1k
k

'
kk

n

1k

'
kkk VqqVVq                                                         (3.42) 

( ) ( )∑∑
==

+=+
n

1k

'
kk

'
k

n

1k

'
k

'
kk VVqVqq                                                         (3.43) 

Relaţiile (3.42) şi (3.43) exprimă faptul că dacă sarcinilor q1, q2,…, qn le 
corespund potenţialele V1, V2,…, Vn, respectiv sarcinilor q1

’, q2
’,…, qn

’ le 
corespund potenţialele V1

’, V2
’,…, Vn

’, atunci sarcinilor (q1 + q1
’), (q2 + q2

’),…, 
(qn + qn

’) le corespund potenţialele (V1 + V1
’), (V2 + V2

’),…, (Vn + Vn
’). 
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4. CONDENSATORUL ELECTRIC. ENERGIE ŞI FORŢE 
ÎN CÂMP ELECTROSTATIC 

 
      4.1. CONDENSATORUL ELECTRIC. CAPACITATEA ELECTRICĂ 
 

Sistemul format din două conductoare (omogene şi neaccelerate) încărcate 
cu sarcini electrice egale şi de semne contrare, între care există un dielectric 
oarecare, însă neîncărcat electric şi fără polarizaţie permanentă se numeşte 
condensator electric (fig. 4.1). Cele două conductoare încărcate electric poartă 
numele de armăturile condensatorului. 

 
 

                                                            Fig. 4.1 Condensatorul electric 
 

printr-o mărime fizică scalară numită capacitate electrică (C). Capacitatea 
electrică este egală cu raportul pozitiv dntre valoarea sarcinii electrice q a unuia 
dintre conductoare şi diferenţa de potenţial dintre el şi cel de-al doilea: 

U
q

VV
q

VV
q

C
12

2

21

1 =
−

=
−

=                                                                  (4.1) 

Mărimea inversă capacităţii capacităţii electrice se numeşte elastanţă 
capacitivă (S): 

C/1S =                                                                                                    (4.2) 
Dacă dielectricul este liniar, în conformitate cu teorema superpoziţiei, 

sarcina electrică de pe armături variază direct proporţional cu diferenţa de 
potenţial dintre acestea. Deci, capacitatea electrică este independentă de sarcina 
q de pe armături şi de diferenţa de potenţia U dintre armături, fiind o mărime 
caracteristică a condensatorului respectiv (capacitatea unui condensator electric 
depinde de geometria şi dimensiunile sistemului de armături precum şi de 
natura dielectricului dintre acestea). 

Noţiunea de capacitate nu intervine numai la condensator ci şi în cazul 
unor sisteme tehnice din cele mai diferite ca realizare şi scop. Astfel, se poate 
vorbi şi despre capacitatea unui conductor. În acest caz rebuie să ne imaginăm 
cea de a doua armătură situată la infinit, având convenţional potenţialul nul. 
Rezultă că în cazul unui conductor încărcat cu sarcina q şi având potenţialul V, 

Se consideră un câmp electric complet 
(toate liniile de câmp care încep de pe unul 
din conductoare se termină pe celălalt). 

Mediile dielectrice se caracterizează 
prin faptul că nu conţin decât un număr 
neglijabil de purtători liberi de sarcini elec-
trice, care sub acţiunea câmpului electric, 
se pot deplasa pe distanţe nelimitate (aces-
te medii au conductivitatera practic egală 
cu zero).  

Condensatorul electric este caracterizat
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capacitatea electrică este următoarea: 
V/qC =                                                                                                  (4.3) 

Unitatea de măsură a capacităţiin electrice este Faradul [F]. 
 
4.2. CALCULUL CAPACITĂŢII CONDENSATOARELOR 
 
Pentru calculul capacităţii unui condensator electric se procedează în 

modul următor: 
• se presupun armăturile condensatorului încărcate cu sarcinile electrice +q 

şi −q; 
• se determină intensitatea câmpului electric în dielectricul dintre armături 

cu ajutorul legii fluxului electric; 
• se calculează tensiunea electric U dintre armături; 
• se de termină capacitatea condensatorului folosind relaţia (4.1). 
 

4.2.1. CAPACITATEA UNUI TUB DE CÂMP ELECTRIC  
 
În figura 4.2 este reprezentat un tub de câmp electric, căruia îi corespunde 

la capete, pe conductoarele 1 şi 2, sarcinile electrice Δq şi −Δq, cu Δq > 0. 
Dielectricul dintre armături este presupus liniar şi omogen de permitivitate ε. 
Se consideră câmpul electric dintre cele două conductoare metalice ca fiind un 
câmp complet (toate liniile de câmp care pleacă de pe primul conductor se 
termină pe al doilea conductor). 

 

 
 

   Fig. 4.2 Figură explicativă la  
    calculul capacităţii unui tub 
           de câmp electric 

 

qSdDSdD
S

Δ== ∫∫∫∫
ΔΣ

                                                                          (4.4) 

deoarece câmpul electric în interiorul conductorului este nul (condiţia 
echilibrului electrostatic), iar prin suprafaţa laterală a tubului de câmp electric 
considerat fluzul este nul pentru că vectorii D  şi Sd  sunt perpendiculari 
(produsul lor scalar va fi egal cu zero). 

Se consideră o suprafaţă închisă Σ
care conţine în interiorul ei sarcina Δq. 
Suprafaţa Σ este formată din suprafaţa 
laterală a tubului de câmp şi secţiunile 
de bază ce o delimitează (prima secţiune 
se află în conductorul 1, iar cealaltă de 
arie ΔS, este o secţiune prin tubul de 
câmp electric). 

În condiţiile menţionate, dacă se 
aplică legea fluxului electric se obţine: 
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Din relaţia (4.4) rezultă următoarea concluzie: de-a lungul unui tub de 
câmp electric fluxul electric se conservă (fluxul electric prin orice secţiune a 
tubului de câmp electric are aceeaşi valoare). 

Pentru determinarea expresiei capaciţăţii electrice se pleacă de la definiţia 
elastanţei capacitive: 

∫ ∫∫∫∫

∫

ΔΔ

==
Δ

==
2

1
SS

2

121

SdD
ldE

SdD

ldE

q
V_V

C
1S                                                 (4.5) 

Ţinând cont de faptul că vectorii ld , Sd , E  şi D  sunt coliniari şi că 
inducţia electrică D  este o mărime constantă în toare punctele suprafeţei ΔS, se 
obţine: 

∫ ∫ ∫∫∫ Δε
=

Δε
==

Δ

2

1

2

1

2

1
S

S
dl

SE
dlE

dSD
dlE

C
1                                                         (4.6) 

relaţie care permite determinarea capacităţii electrice pentru diferite tipuri de 
condensatoare. 
 

4.2.2. CAPACITATEA ELECTRICĂ A UNOR SISTEME SIMPLE 
 
Capacitatea condensatorului plan 
Condensatorul plan este format din două armături plane paralele, de 

diferite forme, de arie S, separate printr-un dielectric de grosime d şi permiti-
vitate ε (fig. 4.3). Sarcinile electrice de pe armături sunt q şi −q (q > 0), iar 
diferenţa de potenţial este V1 − V2. Câmpul electric în spaţiul dintre armături se 
consideră omogen, de intensitate, .constE =  

                                                                
 

                                                                             Fig. 4.3 Condensatorul plan 
 

mari, dielectricul fiind în general sticla sau materiale ceramice. Pentru a aobţine 
capacităţi mari, dar la tensiuni mici, armăturile se realizează din foiţe subţiri de 

Pentru determinarea capacităţii condensa-
torului plan se aplică legea fluxului electric 
suprafeţei închise Σ, care are o formă parale-
lipipedică (fig. 4.3) şi conţine în interiorul ei 
sarcina pozitivă q. În final, se obţine relaţia 
(4.6) unde secţiunea ΔS este egală cu suprafaţa 
S a unei armăruri: 

d
SC

S
d

S
dl

C
1 2

1

ε
=⇒

ε
=

ε
= ∫             (4.7)

Condensatoarele plane, se construiesc de 
obicei, numai pentru capacităţi mici şi tensiuni 
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hârtie metalizată care se rulează sub forma unor cilindri. 
 

Capacitatea condensatorului sferic 
Armăturile condensatorului sferic sunt două sfere concentrice, prima de 

rază R1, iar cea de-a doua de rază R2 (fig. 4.4). Se consideră dielectricul dintre 
armături liniar şi omogen de permitivitate ε.  

 

 
 

   Fig. 4.4 Condensatorul sferic 
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Pentru a determina capacitatea unei sfere metalice de rază R1, în relaţia 
(4.8), raza celei de-a doua armături se consideră infinită (R2 → ∞): 

1R4C επ=                                                                                            (4.9) 
 

Capacitatea condensatorului cilindric 
Condensatorul cilindric are armăturile de forma a doi cilindri metalici 

concentrici, de înălţime h şi de raze R1 şi R2 (fig. 4.5).  
 

 
      

     Fig. 4.5 Condensatorul cilindric 

Câmpul electric dintre armături, de 
intensitate E , este simetric faţă de centrul 
suprafeţelor sferice şi nu are efect de margine. 

Pentru determinarea capacităţii condensa-
torului sferic se aplică relaţia (4.6), în care 
secţiunea ΔS prin tubul de câmp electric este o 
sferă concentrică cu cele două armături, de rază 
r, cu R1 < r < R2. 

Se obţine relaţia: 

Se consideră dielectricul dintre 
armături liniar şi omogen de permiti-
vitate ε.  

Pentru determinarea capacităţii 
condensatorului cilindric se aplică relaţia 
(4.6), în care secţiunea ΔS prin tubul de 
câmp electric este suprafaţa laterală a 
unui cilindru rază r, concentric cu cele 
două armături, cu R1 < r < R2. 

Capacitatea condensatorului cilin-
dric se calculează în ipoteza că se 
neglijează efectul de margine. Se obţine 
relaţia: 
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121
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4.3. GRUPAREA CONDENSATOARELOR 
 
Se consideră o reţea de condensatoare iniţial neîncărcată electric, 

alimentată pe la bornele A şi B cu tensiunea UAB = VA – VB (fig. 4.6). Se 
notează cu qA (qA = q > 0) sarcina electrică primită pe la borna A şi cu qB       
(qB = −q) sarcina electrică primită la borna B. Se numeşte capacitate 
echivalentă a reţelei de condensatoare faţă de bornele A şi B, mărimea definită 
de relaţia: 

ABAB

B

BA

A
e U

q
VV

q
VV

q
C =

−
=

−
=                                                       (4.11) 

adică capacitatea unui condensator, care dacă ar fi conectat în locul grupării 
reale de condensatoare, în exteriorul sistemului nu s-ar constata nici o 
schimbare (la aceeaşi diferenţă de potenţuial aplicată ar rezulta aceeaşi sarcină 
pe armături). 

 
Legarea în paralel a condensatoarelor 
Sarcina echivalentă a n condensatoare de capacităţi C1, C2,…, Cn legate în 

paralel (fig. 4.7) este dată de relaţia: 
ABepABnAB2AB1n21e UCUC...UCUCq...qqq =+++=+++=     (4.12) 

Comparând relaţiile (4.11) şi (4.12) rezultă: 

∑
=

=
n

1k
kep CC                                                                                         (4.13) 

 

          
 
    Fig. 4.6 Condensatorul echivalent       Fig. 4.7 Legarea în paralel a condensatoarelor 

 
Legarea în serie a condensatoarelor 
Sarcina echivalentă a n condensatoare de capacităţi C1, C2,…, Cn legate în 

serie (fig. 4.8) este dată de relaţia: 
qqqqq n21e ====                                                                           (4.14) 

Încărcarea condensatoarelor are loc astfel: sarcina +q care intră pe la borna 
A apare pe prima armătură (pozitivă) a condensatorului C1. Această sarcină 
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determină apariţia prin influenţă electrostatică a sarcinii −q pe cea de a doua 
armătură. Conform teoremei conservării sarcinii electrice, apare sarcina q2 = +q 
pe prima armătură a condensatorului C2. procesul se repetă până la armătura a 
doua a ultimului condensator, care se încarcă cu sarcina −q de la sursă. 
Tensiunea UAB la bornele A şi B va fi dată de relaţia: 

n21
n21

es
AB C

q...
C
q

C
qU...UU

C
qU +++=+++==                        (4.15) 

Rezultă capacitatea echivalentă: 

∑
=

=
n

1k kes C
1

C
1                                                                                         (4.16) 

Capacitatea echivalentă este mai mică decât cea mai mică capacitate legată 
în serie. 

 

 
 

Fig. 4.8 Legarea în serie a condensatoarelor 
 

Un   condensator   plan   cu  n   straturi   de   dielectrici  de permitivităţi 
relative εrk şi grosimi dk este echivalent echivalent cu o reţea de n condensa-
toare legate în serie, condensatorul Ck având permitivitatea relativă εrk şi 
grosimea dk. Ţinând cont de relaţiile (4.7) şi (4.16) rezultă capacitate 
condensatorului respectiv: 

∑
= ε

ε
= n

1k rk

k

o

d
S

C                                                                                          (4.17) 

 
4.4. ECUAŢIILE DE CAPACITATE ALE LUI MAXWELL 
 
Ecuaţiile de capacitate ale lui Maxwell reprezintă relaţiile de legătură 

între sarcinile şi potenţialele electrice ale unui sistem de n conductoare situate 
într-un mediu dielectric izotrop şi liniar, neîncărcat electric şi fără polarizaţie 
electrică permanentă. 

Se consideră un conductor k din cele n conductoare şi se presupune că 
sdarcinile electrice ale tuturor conductoarelor sunt nule cu excepţia 
conductorului i, a cărui sarcină electrică este qi. Potenţialul conductorului k, 
corespunzător sarcinii electrice qi este dat de relaţia: 

( ) ikiik qSV =                                                                                         (4.18) 
unde Ski este un factor de proporţionalitate. 
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Dacă se presupun toate conductoarele încărcate cu sacini electrice, pe baza 
teoremei superpoziţiei, rezultă potenţialul electric Vk al conductorului k: 

( ) nkn22k11k

n

1i
ikk qS...qSqSVV +++== ∑

=

                                         (4.19) 

Considerând cele n conductoare, se obţine sistemul de ecuaţii: 
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                                                        (4.20) 

care reprezintă prima formă a ecuaţiilor de capacitate ale lui Maxwell. 
Coeficienţii Ski [F−1] se numesc coeficienţi de potenţial (pentru k ≠ i – 
coeficienţi de potenţial mutuali; k = i − coeficienţi de potenţial proprii). Pentru 
coeficienţii de potenţial mutuali se verifică condiţia de reciprocitate, Ski = Sik,  
k ≠ i. 

Coeficienţii de potenţial au următoarele semnificaţii: 
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Rezolvând sistemul de ecuaţii (4.20) în raport cu sarcinile electrice, se 
obţine cea de a doua formă a relaţiilor de capacitate ale lui Maxwell: 
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unde coeficienţii ckk se numesc coeficienţi de capacitate iar cki (k ≠ i) se 
numesc coeficienţi de influenţă electrică. Coeficienţii de influenţă electrică 
respectă condiţia de reciprocitate, cki = cik,  k ≠ i.  

Semnificaţia coeficienţilor este următoarea: 
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Sistemul de ecuaţii (4.22) se poate transforma astfel încât sarcina electrică 
a unui conductor să fie exprimiată în funcţie de diferenţa de potenţial dintre 
acel conductor şi celelalte conductoare. Dacă primei ecuaţii a sistemului (4.22) 

i se adaugă şi i se scade mărimea ∑
=

n

2i
12i Vc  se obţine: 

( ) ( ) ( ) n1n11221n1121111 cVV...cVVc...ccVq −−−−−+++=             (4.24) 
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Procedând în mod similar cu celelalte ecuaţii ale sistemului şi făcând 
următoarele notaţii: 

jkjkkjkj

n

1j
kj0k CccC;cC =−=−== ∑

=

                                               (4.25) 

se obţine sistemul de ecuaţii: 
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                                                (4.26) 

unde: Ukj = Uk − Uj; Uk0 = Vk; Ujj = Uj − Uj = 0; k = 1…n; j = 1…n. 
Capacitatea de serviciu a unui conductor k, în raport cu un conductor j 

aparţinând unui sistem de n conductoare, este dată de raportul dintre sarcina 
electrică de pe conductorul k (qk) şi tensiunea electrică Ukj: 

kjkSkj U/qC =                                                                                       (4.27) 
 
4.5. ENERGIA ŞI FORŢELE ÎN CÂMPUL ELECTROSTATIC 
 
4.5.1. ENERGIA CÂMPULUI ELECTROSTATIC 
 
În jurul unui de corpuri încărcate electric există un câmp electric. Dacă în 

acest câmp electric se introduce un corp încărcat cu sarcină electrică, asupra lui 
se vor manifesta acţiuni ponderomotoare de natură electrică, care vor duce la 
deplasarea şi rotirea lui, deci se va produce un lucru mecanic. Aceasta 
presupune existenţa unei energii a câmpului electrostatic preluată de la sursele 
de energie exterioară în procesul de încărcare a corpurilor cu sarcină electrică. 

Energia câmpului electrostatic We este egală cu lucrul mecanic efectuat 
din exterior pentru a aduce sarcinile electrice de la infinit în poziţiile pe care le 
au în câmp, adică pentru a încărca corpurile, care în stare iniţială se presupun că 
sunt neîncărcate eletric. Creşterea energiei electrostatice cu valoarea elementară 
dWe este urmarea efectuării unui lucru mecanic elementar dL, respectându-se 
principiul de conservare a energiei, pe baza căruia se stabileşte expresia de 
calcul a energiei electrostatice: 

0dLdWe =+                                                                                        (4.28) 
Se consideră un sistem de n conductoare în stare iniţială neîncărcate 

electric şi în stare finală încărcate cu sarcinile electrice q1, q2,…, qn şi având 
potenţialele electrice V1, V2,…, Vn. La starea finală s-a ajuns printr-o creştere 
proporţională a tuturor sarcinilor electrice, pornind de la o stare iniţială în care 
sarcinile erau nule şi deci şi câmpul electric era nul în fiecare punct. Creşterea 
sarcinilor electrice s-a făcut sufficient de lent pentru a se păstra regimul 
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electrostatic. Într-o stare de încărcare electrică intermediară, conductoarele au 
sarcinile electrice q1

’, q2
’,…, qn

’, egale cu o fracţiune din sarcinile electrice 
finale, qk

’ = λ qk (0 ≤ λ ≤ 1), iar potenţialele electrice V1
’, V2

’,…, Vn
’, unde   

Vk
’ = λ Vk. Aceste sarcini electrice intermediare poduc într-un punct din spaţiu 

un camp electric de intensitate 
'

E . 
Pentru a trece sistemul de conductoare din starea intermediară considerată 

în starea infinit apropiată, în care sarcinile de pe corpuri sunt qk
’ + dqk

’, iar 
potenţialele Vk

’ + dVk
’, trebuie aduse de la infinit pe corpurile respective 

sarcinile electrice elementare dqk
’ (k = 1, 2,…, n), efectuând pentru aceasta 

lucrul mecanic elementar dL: 
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k ldEdqldEdqdL                                                     (4.29) 

unde 
''

k Edq  este forţa electrică care acţionează asupra sarcinii dqk
’.  

Deoarece '
k

M
'

VldE
k

−=∫
∞

, se obţine: 
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k dqVdWdqVdL                                        (4.30) 

Ţinând cont de faptul că Vk
’ = λ Vk şi dqk

’ =qk dλ rezultă: 

∑
=

λλ=
n

1k
kke dqVdW                                                                         (4.31) 

Energia câmpului electrostatic va fi egală cu lucrul mecanic efectuat pentru 
atingerea stării finale (λ = 1) pornind de la starea iniţială (λ = 0): 

∑∫∑
==

=λλ=
n

1k
kk

1
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n

1k
kke qV

2
1dqVW                                                   (4.32) 

Într-o formă generală, considerând un domeniu infinit extins în interiorul 
căruia există o distribuţie de volum a sarcinii electrice cu densitatea de volum 
ρv, o distribuţie superficială cu densitatea de suprafaţă ρs şi un sistem de n 
conductoare încărcate electric, energia câmpului electrostatic are expresia: 

∑∫∫∫∫∫
=

+ρ+ρ=
n

1k
kk

S
s

V
ve qV

2
1dS

2
1dV

2
1W                                     (4.33) 

 

Aplicaţie 
Să se determine energia electrostatică înmagazinată în câmpul electric al 

unui condensator electric, care are capacitatea C şi este încărcat cu sarcina 
electrică q. 

Cele două armături ale condensatorului electric sunt două conductoare 
încărcate cu sarcinile electrice q şi −q şi care au potenţialele electrice V1 şi V2.  
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Conform relaţiei (4.32) energia câmpului electric este: 
2

212211e CU
2
1qU

2
1qV

2
1qV

2
1Vq

2
1Vq

2
1W ==−=+=                   (4.34) 

 

Relaţia (4.32) nu indică localizarea corectă a energiei câmpului 
electrostatic. Pentru aceasta se defineşte densitatea de volum a energiei 
câmpului electric we (energia electrică într-un punct din câmpul electric): 

dV
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V
W

limw ee

0Ve =
Δ
Δ
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                                                                       (4.35) 

Pentru a determina densitatea de volum a energiei electrice în funcţie de 
mărimile de stare ale câmpului electric D  şi E  se consideră câmpul electric 
omogen din interiorul unui condensator plan, pentru care este valabilă relaţia: 
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unde Vd = S d reprezintă volumul dielectricului dintre armături.  
Rezultă că energia câmpului electrostatic localizat într-un volum V se 

poate calcula în funcţie de mărimile de stare ale câmpului electric cu relaţia: 

∫∫∫∫∫∫ ==
VV

ee dVDE
2
1dVwW                                                             (4.37) 

Unitatea de măsură a energiei electrice este Joulul [J], iar densităţii de 
energie electrică este Joulul pe metru cub [J/m3]. 

 
4.5.2. TEOREMELE FORŢELOR GENERALIZATE 
 
Calculul acţiunilor ponderomotoare care se exercită asupra corpurilor într-

un câmp electric se poate face plecând de la expresia energiei sistemului pe 
baza unor teoreme, numite forţelor generalizate. 

Un sistem de corpuri poate fi caracterizat din punct de vedere al 
configuraţiei geometrice printr-un număr de parametrii scalari denumiţi 
coordonate generalizate sau lagrangiene. Numărul minim al acestora reprezintă 
numărul de grade de libergtate ale sistemului. Coordonatele generalizate se 
notează cu x1, x2,…, xm şi pot fi distanţe, unghiuri, arii, volume etc. 

Când coordonatele generalizate au variaţii elementare dx1, dx2,…, dxm, 
forţele generalizate X1, X2,…, Xm care se exercită asupra corpurilor, efectuează 
un lucru mecanic elementar: 

∑
=

=
m

1k
kk dxXdL                                                                                     (4.38) 
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Mărimile scalare Xk care intervin în relaţia (4.38) se numesc forţe 
generalizate. Forţa generalizată nu este o forţă propriu-zisă. Dacă, de exemplu, 
xk este o deplasare, Xk este componenta unei forţe după direcţia deplasării; dacă 
xk este un unghi de rotaţie, Xk este componenta momentului unei forţe în raport 
cu axul de rotaţie etc. 

Se presupune că toate cele n corpuri sunt fixe în afară de corpul i, care 
poate să-şi modifice numai coordonata xk. Lucrul mecanic efectuat de sursele 
de energie exterioară pentru variaţia cu dxk a sarcinilor electrice ale celor n 
corpuri trebuie să acopere creşterea de energie a câmpului electric şi lucrul 
mecanic efectuat de forţa generalizată Xk asupra corpului i: 

kke

n

1k
kk dxXdWdqV +=∑

=

                                                                (4.39) 

În cazul unui sistem de corpuri electrizate, calculul unei forţe generalizate 
Xk, se poate face în două ipoteze. 

a) Sistemul este izolat din punct de vedere energetic (nu există schimb de 
energie cu exteriorul, ceea ce înseamnă că sarcinile tuturor conductoarelor sunt 
constante, q = const.). 

În acest caz, principiul de conservare a energiei se scrie sub forma: 
( ) 0dWdL .constqe =+ =                                                                             (4.40) 

Ţinând cont de faptul că se presupune că în cursul deplasării virtuale 
variază numai coordonata generalizată xk, rezultă: 

( ) 0dWdxX .constqekk =+ =                                                                     (4.41) 
Expresia energiei câmpului eledctrostatic pentru un sistem de n conduc-

toare, ţinând cont de relaţiile de capacitate ale lui Maxwell, este dată de relaţia: 
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Deoarece coeficienţii de potenţial Ski depind de configuraţia geometrică a 
sistemului de conductoare, rezultă că energia câmpului electrostatic este o func-
ţie de sarcinile conductoarelor şi de coordonatele generalizate ale sistemului: 

( ) ⇒= m21n21ee x,...,x,x;q,...,q,qWW                                         (4.43) 
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Considerând că variază numai coordonata generalizată xk rezultă: 
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b) Potenţialele tuturor conductoarelor sunt menţinute constante (în acest 
caz are loc un schimb de energie cu exteriorul), V = const. Rezultă: 

( ) .ext.constVe dWdWdL =+ =                                                                     (4.47) 
unde dWext. reprezintă energia elementară primită de sistem din exterior în 
timpul deplasării virtuale. 

Pentru ca potenţialele conductoarelor să fie menţinute constante trebuie ca 
sarcinile acestora să crească cu valorile elementare dqk, obţinându-se: 
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kk.ext dqVdWdLdqVdW                   (4.48) 

Ţinând cont de faptul că: .constV;qV
d
1W k

n
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,  rezultă: 
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Expresia energiei câmpului eledctrostatic pentru un sistem de n conduc-
toare, ţinând cont de relaţiile de capacitate ale lui Maxwell, este dată de relaţia: 
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Deoarece coeficienţii de capacitate cki depind de configuraţia geometrică a 
sistemului de conductoare, rezultă că energia câmpului electrostatic este o func-
ţie de potenţialele conductoarelor şi de coordonatele generalizate ale sistemului: 

( ) ⇒= m21n21ee x,...,x,x;V,...,V,VWW                                        (4.52) 

( ) k
.constV

m

1k k

e
.constVe dx

x
W

dW
==

= ∑ ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

=                                                      (4.53) 

Deoarece s-a presupus că variază numai coordonata generalizată xk rezultă: 
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Relaţiile (4.46) şi (4.54) reprezintă teoremele forţelor generalizate în 
câmpul electrostatic. Indiferent de ipoteza de calcul adoptată (q = const. sau    
V = const.) forţa generalizată trebuie să rezulte aceeaşi. Dacă în urma 
calculelor, forţa generalizată Xk are o valoare pozitivă, atunci aceasta 
acţionează în sensul majorării coordonatei generalizate xk şi dacă forţa 
generalizată are o valoare negativă, atunci va acţiona în sensul micşorării 
coordonatei generalizate. 
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5. CIRCUITE ELECTRICE DE CURENT CONTINUU 
 

5.1. CIRCUITE ELECTRICE LINIARE DE CURENT CONTINUU 
  
5.1.1. ELEMENTE INTRODUCTIVE 
 
Circuitul electric se defineşte ca fiind ansamblul mediilor prin care poate 

circula curentul electric. Aceste medii pot fi medii conductoare, semiconduc-
toare sau dielectrice. În medii conductoare şi semicondcutoare există curenţi 
electrici de conducţie, iar în medii dielectrice există curenţi electrici de 
deplasare. 

Din punct de vedere al repartiţiei densităţii de curent în secţiunea 
conductoarelor, circuitele electrice se clasifică în circuite electrice filiforme 
(densitatea curentului este constantă în secţiunea circuitului) şi circuite 
electrice masive (repartiţia curentului în secţiune nu este uniformă). 

După regimul de funcţionare, circuitele electrice se clasifică în circuite de 
curent continuu (c.c.), caracterizate numai prin existenţa curentului electric de 
conducţie în conductoare, intensitate sa fiind constantă în timp şi circuite 
electrice în regim variabil, la care curenţii şi tensiunile electrice ce intervin 
sunt mărimi variabile în timp (există curenţi electrici de conducţie în 
conductoare şi curenţi de deplasare în dielectricul condensatoarelor din circuit).  

Circuitele electrice de curent continuu au ca elemente componente 
rezistoare (elemente pasive) şi surse de energie electrică (elemente active). 
Rezistenţa electrică a rezistorului, t.e.m. şi rezistenţa interioară a sursei de 
t.e.m. reprezintă parametrii elementelor respective. 

După proprietăţile de material ale elementelor circuitului electric, circuitele 
se împart în circuite electrice liniare (au parametrii independenţi de valorile 
tensiunilor şi curenţilor din circuit) şi neliniare (au parametrii dependenţi de 
valorile curenţilor şi tensiunilor). 

Mai multe elemente de circuit sunt conectate în serie atunci când acestea 
formează un conductor neramificat (sunt parcurse de acelaşi curent electric). 
Extremităţile distincte sau suprapuse ale elementelor de circuit se numesc 
borne. Un ansamblu de circuite electrice, conectate între ele într-un mod 
oarecare, poartă numele de reţea electrică. Din punct de vedere topologic, 
elementele principale ale unei reţele electrice sunt: laturile, nodurile şi 
ochiurile. 

Latura (ramura) este o porţiune neramificată de circuit, formată din 
elemente conectate în serie parcurse de acelaşi curent şi cuprinsă între două 
noduri vecine. Numărul de laturi ale unei reţele se notează cu L. Nodul este 
punctul de conexiune a cel puţin trei elemente de circuit. Numărul de noduri ale 
unei reţele se notează cu N. Ochiul (bucla) este un contur închis realizat de-a 
lungul laturilor reţelei, începând de la un nod şi ajungând la acelaşi nod, fără a 
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parcurge o latură de două ori. Un ochi de reţea este independent faţă de un 
sistem de ochiuri dat, atunci când conţine cel puţin o latură de reţea care nu a 
fost conţinută de celelalte ochiouri ale reţelei. Numărul de ochiuri independente 
ale unei reţele se notează cu O. Între numărul de ochiuri independente O, 
numărul de laturi L şi de noduri N ale unuei reţele electrice, există următoarea 
relaţie de legătură, care poartă numele de teorema lui Euler: 

1NLO +−=                                                                                          (5.1) 
În figura 5.1 este prezentată o reţea electrică. Nodurile reţelei electrice 

sunt: A, B, C şi D, rezultând N = 4. Laturile reţelei electrice sunt: AC, AB, AD, 
BC, BD şi CD, rezultând L = 6. Conform relaţiei (5.1) numărul de ochiuri 
independente este O = 3, un sistem de ochiuri independente fiind format din 
ochiurile: ABCA, ABDA şi CBDC. Un circuit de excepţie este circuitul serie, 
neramificat (fig. 5.2), care are o singură latură şi un singur ochi. 

 

 
 

                       Fig. 5.1 Reţea electrică                        Fig. 5.2 Circuit simplu neramificat 
 
Se numeşte sens de referinţă sau sens pozitiv al unei mărimi fizice scalare 

(tensiune sau curent), sensul vectorului element de integrare ( ld , Sd ) stabilit 
fie arbitrar, fie pe baza unor reguli.  
 

    
 

 Fig. 5.3 Convenţia de semne: 
a) generatoare; b) receptoare 

 

Există două convenţii privind asocierea sensurilor de referinţă ale tensiunii 
la bornele unei laturi de reţea şi a curentului ce trece prin aceasta. Pentru 

T.e.m. Ue este pozitivă când sensul elemen-
tului de integrare ld , prin interiorul sursei, este 
orientat de la borna negativă spre cea pozitivă. 
Curentul electric I este pozitiv când elementul 
de suprafaţă Sd are acelaşi sens cu vectorul 
densitate de curent J sau când unghiul dintre 
cei doi vectori este mai mic de 90o.  

Sensul de referinţă al tensiunii de la borne 
Ub se indică în schemă printr-o săgeată între 
borne.
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laturile receptoare, curentul I şi tensiunea la borne Ub au sensurile din figura 
5.3 a.  Puterea la  borne bb UIP =  este  primită de la  reţea,  dacă  este pozitivă 
şi este redată reţelei, dacă este negativă. Pentru laturile generatoare, curentul I 
şi tensiunea la borne Ub au sensurile din figura 5.3 b. Puterea la borne 

bb UIP =  este cedată de reţea, dacă este pozitivă, şi este primită de reţea, dacă 
este negativă. 

 
5.1.2. TEOREMELE LUI KIRCHHOFF 
 
Teorema întâi a lui Kirchhoff 
Pentru stabilirea acestei teoreme se consideră o suprafaţă închisă Σ care 

înconjoară un nod N al unei reţele electrice (fig. 5.4). Dacă se aplică suprafeţei 
Σ legea conservării sarcinii electrice, pentru regimul electrocinetic staţionar, se 
obţine: 

 
 

                                                                              Fig. 5.4 Figură explicativă la 
                                                                                      demonstrarea primei teoreme 
                                                                                                a lui Kirchhoff   
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                              (5.3) 

Deoarece fluxul vectorului J  prin suprafaţa secţiunii transversale a unui 
conductor este intensitatea curentului electric prin conductorul respectiv, se 
obţine: 

0IIII 4321 =+−−                                                                                 (5.5) 
Generalizând relaţia (5.5) rezultă 

0I
Nk

k =∑
∈

                                       (5.6) 

Relaţia (5.6) reprezintă prima teoremă a lui Kirchhoff şi se enunţă astfel: 
în regim electrocinetic staţionar, suma algebrică a intensităţilor curenţilor 
din laturile care concură într-un nod N al unei reţele electrice este nulă.  

Această teoremă se mai poate enunţa: suma intensităţilor curenţilor care 
intră într-un nod este egală cu suma intensităţilor curenţilor care ies din nod. 
Prima teoremă a lui Kirchhoff este valabilă şi în cazul circuitelor de curent 

0
dt

dq
SdJI =−== Σ

Σ
Σ ∫∫                        (5.2)

Integrala de suprafaţă a densităţii de curent
este diferită de zero numai pentru suprafeţele
deschise S1, S2, S3 şi S4 rezultate din intersecţia 
conductoarelor cu suprafaţa Σ, unde 0J ≠ . 
Ţinând cont de faptul că vectorul Sd este 
orientat spre exteriorul suprafeţei închise şi că J
are sensul de referinţă indicat de săgeţi (sensul
curentului), se obţine: 
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alternativ, deoarece legea conservării sarcinii electrice rămâne valabilă şi în 
regim cvasistaţionar. 

 
Teorema a doua a lui Kirchhoff 
Se consideră un ochi de reţea q, având un anumit număr de laturi (fig. 5.5). 

Pentru stabilirea teoremei a doua a lui Kirchhoff se aplică forma locală a legii 
conducţiei electrice, care se integrează de-a lungul curbei Γ ce trece prin axa 
conductorilor, care formează ochiul q. Se obţine: 

( ) ldJldEE i ∫∫
ΓΓ

ρ=+                                                                               (5.7) 

În regim electrocinetic staţionar: 
0ldE =∫

Γ

  şi  ∑∫
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=
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unde Uek reprezintă t.e.m. a sursei din latura k a ochiului q. 
Membrul drept al relaţiei (5.8) devine: 
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unde Rk reprezintă rezistenţa laturii k a ochiului q, iar Ik – intensitatea curen-
tului electric prin latura k. Din relaţiile (5.7), (5.8) şi (5.9) rezultă: 

∑∑
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qk

kk
qk

ek IRU                                                                                (5.10) 

relaţie care reprezintă expresia matematică a teoremei a doua a lui Kirchhoff, 
care se enunţă astfel: în regim electrocinetic staţionar, suma algebrică a 
t.e.m. ale surselor din laturile unui ochi de reţea este egală cu suma 
algebrică a căderilor de tensiune pe laturile ochiului. 
 

   
 

    Fig. 5.5 Figură explicativă la 
 demonstrarea teoremei a doua 
           a lui Kirchhoff 

 
Teorema a doua a lui Kirchhoff se poate aplica şi la ochiuri de reţea de 

curent alternativ. Numărul de ecuaţii independente ce se pot scrie cu teorema a 
doua a lui Kirchhoff pentru o reţea electrică este egal cu numărul ochiurilor 
independente. 

Se iau cu semnul plus t.e.m. care au 
acelaşi sens cu sensul de integrare a 
ochiului (marcat cu o săgeată curbă în 
interiorul ochiului), şi cu semnul minus 
cele care au sens contrar sensului de 
integrare a ochiului. Căderea de tensiune pe 
un rezistor se ia cu semnul plus dacă sensul 
curentului prin rezistor coincide cu sensul 
de integrare a laturii respective; în caz 
contrar, căderea de tensiune pe rezistor se 
ia cu semnul minus. 
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5.1.3. GRUPAREA REZISTOARELOR ŞI SURSELOR DE  
                             CURENT CONTINUU 
 
În reţelele electrice rezistoarele pot fi grupate în serie, paralel, mixt, stea 

sau triunghi. Rezistenţa echivalentă Re este definită pentru o reţea de c.c. cu 
două borne de acces, ca fiind raportul pozitiv dintre tensiunea între aceste borne 
Ub şi intensitatea I a c.c. care intră în reţea pe la una din borne şi iese prin 
cealaltă: 

0
I

U
R b

e >=                                                                                         (5.11) 

 
Gruparea în serie a rezistoarelor 
Se consideră n rezistoare de rezistenţe R1, R2,…Rn, legate în serie ca în 

figura 5.6. Conform teoremei a doua a lui Kirchhoff aplicată ochiului q, se 
obţine: 

 

 
 

Fig. 5.6 Gruparea în serie a n rezistoare 
 

0UU...UU bn21 =−+++   sau                                                         (5.12) 
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Rezultă că în cazul legării în serie a n rezistoare, rezistenţa echivalentă este 
egală cu suma rezistenţelor celor n rezistoare. 

 
Gruparea în paralel a rezistoarelor 
Se consideră n rezistoare de rezistenţe R1, R2,…Rn, legate în paralel ca în 

figura 5.7. Aplicând prima teoremă a lui Kirchhoff nodului A, se obţine: 
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de unde rezultă:  

∑
=

=
n

1k kep R
1

R
1                                                                                       (5.15) 

Rezultă că în cazul legării în paralel (derivaţie) a n rezistoare, inversul 
rezistenţei echivalente este egal cu suma inverselor rezistenţelor rezistoarelor 
componente. 

Inversul rezistenţei se notează cu G şi se numeşte conductanţă, rezultând: 
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∑
=

=
n

1k
kep GG                                                                                         (5.16) 

 

 
      Fig. 5.7 gruparea în paralel a n rezistoare                      Fig. 5.8 Divizorul de curent  

 
Divizorul de curent 
Valorile intensităţilor curenţilor din două rezistoare legate în paralel în 

funcţie de curentul total I (fig. 5.8) se calculează cu relaţiile: 

21

1
2

21

2
1 RR

R
II;

RR
R

II
+

=
+

=                                        (5.17) 

 
Gruparea surselor de curent continuu 
Legarea în serie a surselor se utilizează atunci când se urmăreşte obţinerea 

unei tensiuni mai mari pe rezistenţa de sarcină R (fig. 5.9 a). Tensiunea totală 
electromotoare va fi: 

∑
=

=
n

1k
eke UU                                                                                         (5.18) 

În cazul a n surse de t.e.m. identice de t.e.m. Ue şi rezistenţe interne ri, 
legate în serie valorile t.e.m. Uet şi a rezistenţei interne rit a sursei echivalente 
sunt: 

iiteet rnr;UnU ==                                                                          (5.19) 

 
 

Fig. 5.9 Legarea surselor de c.c. în: a) serie, b) paralel; 
c) schema paralel echivalentă 
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La legarea în serie a celor n surse, curentul I din circuit nu trebuie să 
depăşească curentul nominal al sursei celei mai mici (se pot lega în serie şi 
surse cu tensiuni diferite). 

Legarea în paralel (fig. 5.9 b) a surselor de curent continuu se realizează 
cu surse care au aceeaşi t.e.m. şi aceeaşi rezistenţă internă. Circuitul echivalent 
al schemei în paralel este cel din figura 5.9 c. Tensiunea U, care se stabileşte la 
bornele sarcinii, este aceeaşi cu oricare dintre t.e.m. ale surselor componente, 
din care se scade căderea de tensiune pe rezistenţele interne: 

nnen222e111e IrU...IrUIrUU −==−=−=                                     (5.20) 
În cazul a n surse de t.e.m. identice de t.e.m. Ue şi rezistenţe interne ri, 

legate în paralel valorile t.e.m. Uet şi a rezistenţei interne rit a sursei echivalente 
sunt: 

n
r

r;UU i
iteet ==                                                                              (5.21) 

În cazul conexiunuii serie – paralel se obţine: 

iiteet r
m
nr;UnU ==                                                                        (5.22) 

unde n este numărul de elemente legate în serie pe ramură, iar m - numărul de 
elemente legate în paralel. 

 
5.1.4. METODE DE REZOLVARE A CIRCUITELOR 
                             ELECTRICE LINIARE 
 
Metoda teoremelor lui Kirchhoff 
Fiind dată o reţea electrică la care se cunosc valorile t.e.m. şi ale 

rezistenţelor laturilor, se pune problema determinării prin calcul a intensităţilor 
curenţilor care trec prin laturile reţelei. Dacă se cunosc o parte din valorile 
t.e.m., rezistenţelor şi curenţilor din laturi, se pot determina prin calcul celelalte 
mărimi necunoscute (t.e.m., curenţi, rezistenţe). 

Pentru rezolvarea unei reţele electrice prin metoda teoremelor lui Kirchhoff 
se procedează astfel: 
a) se stabilesc numărul de noduri N şi numărul de laturi L ale reţelei; 
b) se aleg sensuri de referinţă pentru curenţii şi t.e.m. necunoscute din laturi şi 
se figurează pe schema electrică; 
c) se stabilesc ochiurile independente şi sensurile de referinţă pentru ele; 
d) se scriu cele p = N – 1 ecuaţii pentru noduri, aplicând prima teoremă a lui 
Kirchhoff, şi q = L – N + 1 ecuaţii pentru ochiuri, aplicând cea de a doua 
teoremă a lui Kirchhoff; 
e) se rezolvă sistemul de ecuaţii obţinut; 
f) dacă prin rezolvarea ecuaţiilor, curenţii apar cu semne negative, sensurile 
reale ale acestor curenţi sunt opuse celor adoptate arbitrar. 
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După rezolvarea reţelei se face de obicei o verificare a aplicării corecte a 
metodei şi a calculului numeric efectuat. Pentru aceasta există diferite posibili-
tăţi, dintre care se preferă următoarele: 
- se scrie teorema a doua a lui Kirchhoff pentru un ochi nou, nefolosit la scrie-
rea ecuţiilor; relaţia trebuie să se verifice cu datele obţinute; 
- se face bilanţul puterilor. 

 
Metoda curenţilor ciclici 
Această  metodă  are  avantajul  că  micşorează  numărul de  L ecuaţii  ale 

metodei teoremelor lui Kirchhoff la q = L – N + 1. reţeaua electrică se 
consideră ca o suprapunere de ochiuri independente, fiecare din aceste ochiuri 
fiind parcurs de un curent propriu, numit curent ciclic. Printr-o latură comună la 
două ochiuri independente circulă doi curenţi ciclici, unul pentru un ochi, iar 
altul pentru celălalt ochi. 

Pentru aplicarea acestei metode se procedează în felul următor: 
a) se aleg cele L – N + 1 ochiuri independente şi sensurile lor de referinţă, care 
corespund curenţilor ciclici; 
b) se calculează valorile rezistenţelor rjj, rjk şi ale t.e.m. '

ejU ; rjj este egală cu 
suma rezistenţelor laturilor ochiului j, fiind întotdeauna pozitivă; rjk este egală 
cu suma rezistenţelor laturilor comune ochiurilor j şi k, având semnul plus sau 
minus după cum curenţii ciclici ij şi ik au acelaşi sens prin laturile comune, sau 
sensuri contrare; '

ejU  este suma algebrică a t.e.m. ale ochiului j, t.e.m. luându-
se cu semnul plus dacă sensul ei coincide cu sensul curentului ciclic ij şi cu 
semnul minus în caz contrar; 
c) se scriu ecuaţiile curenţilor ciclici: 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=+++

=+++

'
eqqqq22q11q

'
1eqq1212111

Uir...irir
...........................................

Uir...irir
                                   (5.23) 

d) se rezolvă sistemul de ecuaţii (5.23); 
e) se aleg sensurile de referinţă ale curenţilor prin laturi şi se calculează aceşti 
curenţi. Curentul printr-o latură reprezintă suma algebrică a tuturor curenţilor 
ciclici care trec prin latura respectivă. Curenţii ciclici se iau cu semnul plus 
dacă sensul lor coincid cu cel al curentului laturii respective, şi cu semnul 
minus în caz contrar; 
f) se verifică calculele prin bilanţul puterilor. 

 
Metoda potenţialelor nodurilor 
Metoda potenţialelor nodurilor presupune două etape de calcul: 

a) calculul potenţialelor nodurilor; 
b) calculul curenţilor din laturi. 



Electrotehnică şi maşini electice 

 83 

Sistemul de ecuaţii cu care se determină potenţialele nodurilor se obţine 
prin aplicarea primei teoreme a lui Kirchhoff, curenţii din laturile concurente 
într-un nod fiind exprimaţi în funcţie de ceilalţi parametri ai elementelor 
conţinute de laturi (fig. 5.10 a). Pentru potenţialul unui nod trebuie să se admită 
o valoare arbitrară şi anume valoarea 0, care este potenţialul electric al 
Pământului. Pentru o latură de reţea (fig. 5.10 b) se scrie teorema a doua a lui 
Kirchhoff, latura fiind luată după convenţia de la receptoare: 

 

 
 

Fig. 5.10 Figură explicativă: a) nodul de reţea; b) latura de reţea 
 

BAABABABe VVU;URIU −=−⋅=                                             (5.24) 
Curentul IAB se calculează cu relaţia: 

( )BAe
ABe

AB VVGUG
R

U
R
U

I −+⋅=+=                                           (5.25) 

Aplicând prima teoremă a lui Kirchhoff pentru nodul de potenţial VO se 
obţine: 

∑
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=+++=
n

0k
On2O1OOk 0I...III                                                           (5.26) 

Conform relaţiei (5.25) curenţii pentru fiecare latură concurentă în nodul 
de potenţial VO, se scriu: 
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                                                           (5.27) 

Adunând aceste relaţii şi ordonându-le, se obţine: 
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                                        (5.28) 

Relaţia (5.28) se scrie pentru toate nodurile reţelei, rezultând un sistem de 
ecuaţii, care în urma rezolvării dă valorile potenţialelor Vk (k = 1, 2,…, n), VO 
fiind unul dintre aceste potenţiale.  
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Curenţii din laturi se calculează cu relaţia (5.25). 
 
Metoda superpoziţiei 
Algoritmul de calcul se bazează pe principiul suprapunerii efectelor 

(teorema superpoziţiei) aplicabil la reţelele electrice liniare. Conform metodei 
superpoziţiei, intensitatea curentului electric într-o latură a unei reţele liniare, 
cu mai multe surse de tensiune electromotoare, este egală cu suma algebrică a 
intensităţilor curenţilor electrici pe care i-ar stabili în acea latură fiecare dintre 
surse în parte. 

Pentru rezolvarea unei reţele electrice prin această metodă, se procedează 
astfel: 
a) se anulează t.e.m. ale tuturor surselor din reţea, cu excepţia uneia (păstrând 
rezistenţele lor interioare), şi se calculează curenţii din reţeaua mai simplă 
obţinută în acest mod; 
b) se repetă aceste operaţii pentru fiecare t.e.m. în parte; 
c) se calculează curenţii reali prin însumarea algebrică a curenţilor obţinuţi 
anterior, în fiecare latură. 

Pentru exemplificare se consideră reţeaua electrică din figura 5.11. Se 
consideră, mai întâi, că în reţea acţionează numai susa cu t.e.m. Ue1, iar t.e.m. 
Ue2 se presupune zero, păstrându-se numai rezistenţa internă r2 a acesteia     
(fig. 5.11 a). În continuare, se consideră că în reţea acţionează numai sursa a 
doua şi se procedează în acelaşi mod (fig. 5.11 b). Se procedează la fel dacă 
reţeaua conţine trei sau mai multe surse. 

 

 
 

Fig. 5.11 Figură explicativă la metoda superpoziţiei: a) reţeaua dată 
b), c) reţeaua cu câte o sursă  

 
Rezolvând circuitele din figurile 5.11 a şi 5.11 b, se obţin valorile curen-

ţilor '
1I , '

2I , '
3I , respectiv "

1I , "
2I  şi "

3I . În exemplul prezetat, curenţii reali din 
laturi se obţin cu relaţiile: 

"
3

'
33

"
2

'
22

"
1

'
11 III;III;III +=+−=−=                                           (3.29) 

 
Metoda transfigurării 
Metoda transfigurării este aplicabilă atât la reţele pasive cât şi la reţele 

active. Uneori, pentru calculul unei reţele electrice, este necesar ca o conexiune 
în stea să se transfigureze într-o conexiune în triunghi sau invers (fig. 5.12). 
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                                                           Fig. 5.12 Transfigurarea triunghi – stea    
 
Se pune condiţia ca rezistenţele echivalente dintre bornele 1-2, 2-3 şi 3-1 să fie 

aceleaşi pentru cele două conexiuni. Cu borna 1 în gol, pentru conexiunea în triunghi, se 
obţine rezistenţa echivalentă: 
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Pentru conexiunea în stea, cu borna 1 în gol, rezultă rezistenţa echivalentă: 

32
"
1e RRR +=                                                                                       (5.31) 

Conform condiţiei puse anterior: 
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Analog se fac calculele, lăsând pe rând bornele 2 şi respectiv, 3 în gol. Se 
obţin relaţiile: 
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Adunând cele trei relaţii obţinute şi simplificând cu 2, rezultă relaţia: 
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311231232312
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RRRRRR
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=++                                       (5.35) 

Scăzând pe rând din relaţia (5.35) relaţiile (5.32), (5.33) şi respectiv, (5.34) 
se obţin următoarele expresii pentru rezistenţele R1, R2 şi R3: 
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Pentru transfigurarea conexiunii în stea într-o conexiune în triunghi, 
demonstraţia se face similar cu cea prezentată anterior, considerând pe rând 
bornele 2-3, 3-1 şi 1-2 în scurtcircuit. Calculând rezistenţele echivalente la 
conexiunile în stea şi în triunghi şi punând condiţia de egalitate, se obţin: 

Se consideră rezistoarele R12, 
R23 şi R31 conectate în triunghi.
Transfigurând conexiunea în tri-
unghi în conexiunea în stea (fig.
5.12), rezistenţele R1, R2 şi R3 tre-
buie determinate în funcţie de
rezistenţele R12, R23 şi R31, astfel 
încât cele două conexiuni să fie
echivalente.  



Circuite electrice de curent continuu 

 86 

1

32
3223

3

21
2112 R

RR
RRR;

R
RR

RRR
⋅

++=
⋅

++=  

2

13
1331 R

RR
RRR

⋅
++=                                                                     (5.37) 

 

Teorema generatorului echivalent de tensiune  
                 (Helmholtz – Thèvenin) 
Orice reţea liniară şi activă poate fi înlocuită în raport cu o latură a sa AB, 

printr-un generator de tensiune echivalent, având tensiunea electromotoare 
egală cu tensiunea de mers în gol faţă de bornele laturii respective UABO şi 
rezistenţa internă egală cu rezistenţa echivalentă, în raport cu aceleaşi borne 
RABO, a reţelei pasivizate (fig. 5.13). Metoda este utilizată pentru determinarea 
intensităţii curentului dintr-o latură a reţelei electrice: 

ABOAB

ABO
AB RR

U
I

+
=                                     (5.38) 

Pentru calculul intensităţii curentului dintr-o latură pasivă AB a unei reţele 
electrice prin această metodă se procedează în felul următor: 
a) se elimină latura respectivă din reţea şi se calculează în aceste condiţii 
tensiunea UABO şi rezistenţa RABO; 
b) cu ajutorul relaţiei (5.38), în care RAB reprezintă rezistenţa laturii eliminate, 
se determină intensitatea curentului necunoscut. 
 

 
 

      Fig. 5.13 Generatorul echivalent                     Fig. 5.14 Generatorul echivalent 
                      de tensiune                                                          de curent 

 
Teorema generatorului echivalent de curent (Norton) 
Tensiunea UAB produsă în sarcină de o reţea liniară care alimentează un 

rezistor exterior de rezistenţă RAB (fig. 5.14) este egală cu raportul dintre 
curentul de scurtcircuit IABsc, pe care îl debitează reţeaua când bornele A şi B 
sunt scurtcircuitate şi suma dintre conductanţa exterioară GAB şi conductanţa 
GAB0 a restului reţelei pasivizată, raportată la bornele A şi B: 

0ABAB

ABsc
AB GG
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Teorema transferului maxim de putere 
Se consideră circuitul electric din figura 5.15, în care se cunosc valoarea 

t.e.m. Ue şi rezistenţa interioară a sursei ri. Se cere să se determine valoarea 
rezistenţei R, pentru care puterea dată de generator pe la bornele A şi B este 
maximă. 

                                                                                  

                                                                                Fig. 5.15 Figură explicativă 
                                                                                             la teorema transferului 
                                                                                                  maxim de putere 
 

Rezultă că în intervalul cuprins între 0 şi ∞ funcţia are un maxim, care se 
obţine anulând derivata întâi: 
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Teorema transferului maxim de putere se enunţă astfel: o sarcină 
conectată între două borne ale unei surse de t.e.m. absoarbe o putere 
maximă dacă rezistenţa ei este egală cu rezistenţa interioară a sursei. O 
astfel de sarcină se spune că este adaptată la sursă. 

În condiţiile transferului maxim de putere, puterea maximă debitată de 
sursă PABmax, puterea furnizată de sursă Pg şi randamentul η sunt date de 
relaţiile: 
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Teorema conservării puterilor (bilanţul puterilor) 
Într-o reţea electrică de curent continuu cu L laturi, suma puterilor 

absorbite de rezistoare este egală cu suma dintre puterile debitate de surse şi 
puterea primită de la borne: 
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Cazuri particulare: 
a) dacă reţeaua este izolată faţă de exterior 
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Conform legii lui Ohm, curentul I prin cir-
cuit are expresia: 
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Puterea la borne este dată de relaţia: 
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Funcţia PAB = PAB(R) este continuă şi pozi-
tivă şi se anulează pentru R = 0 şi R = ∞. 
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b) dacă reţeaua este pasivă 

b

L

1k

2
kk PIR =∑

=

                       (5.46) 

Teorema conservării puterilor ajută la verificarea corectitudinii rezolvării 
reţelelor electrice. 

 
5.2. CIRCUITE ELECTRICE NELINIARE 
 
5.2.1. ELEMENTE DE CIRCUIT REZISTIVE NELINIARE 
 
Toate elementele de cicuit pasive, a căror caracteristică tensiune-curent 

U(I) în curent continuu nu este o linie dreaptă trecând prin origine, se numesc 
elemente de circuit neliniare sau rezistoare neliniare. Circuitele electrice, care 
conţin elemente neliniare, se numesc circuite neliniare. 

Elementele rezistive neliniare se caracterizează prin relaţia caracteristică 
tensiune la borne – curent U(I), numită şi caracteristică volt-amper, cele două 
mărimi având sensurile de referinţă asociate după regula de la receptoare. 
Această relaţie poate fi dată analitic, grafic sau numeric, sub formă de tabel. 

După aspectul caracteristicii U(I), rezistoarele neliniare pot fi simetrice 
(fig. 5.16 a) sau nesimetrice (fig. 5.16 b), după cum caracteristica lor este 
simetrică (funcţie impară) sau nu în raport cu originea axelor. 
 

 
 
 Fig. 5.16 Simboluri pentru rezistoare 
neliniare: a) simetrice; b) nesimetrice 
 

Ca elemente neliniare nesimetrice pot fi amintite: dioda cu vid (kenotron), 
diodele cu semiconductoare; tuburile electronice; tranzistoarele şi alte dispozi-
tive cu semiconductoare nesimetrice. 

Rezistoarele neliniare pot fi caracterizate prin rezistenţa statică Rs şi prin 
rezistenţa dinamică Rd (fig. 5.17), care sunt definite astfel: 

I
UR;

I
UR ds Δ

Δ
==                                                                             (5.47) 

Valorile acestor rezistenţe depind de punctul de funcţionare pe caracte-
ristica U(I), însă acestea variază numai între anumite limite şi permit o 
comparaţie cu elementele liniare. 

La rezistoarele neliniare a căror caracteristică volt-amper trece prin origine, 

Ca exemple de elemente neliniare 
simetrice pot fi date: lămpile cu incan-
descenţă cu filament de cărbune sau 
de wolfram; termistoarele; rezistoarele 
din carbură de siliciu (tirit, vilit, 
varistor etc.) sau cu oxid de zinc; 
tuburile baretor; tuburile cu descărcări 
în gaze cu electrozi simetrici; arcul 
electric etc.
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                                                                            Fig. 5.17 Definirea rezisteţelor 
                                                                                           elementelor neliniare 
 
5.2.2. CALCULUL CIRCUITELOR NELINIARE DE C.C. 
 
Pentru rezolvarea circuitelor neliniare de curent continuu se utilizează 

relaţiile obţinute prin aplicarea teoremelor lui Kirchhoff, urmate de scrierea 
relaţiilor constitutive: 

0I
Nk

k =∑
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                                     (5.48) 

∑∑
∈∈

=
qk

pk
qk

ek UU                                                                                   (5.49) 

( )kpkpk IUU =                                                                                       (5.50) 
unde Ik sunt curenţii din laturi; Uek – t.e.m. ale surselor de tensiune ale laturilor; 
Upk – tensiunile la bornele părţii pasive a laturilor, obţinute prin adunarea 
relaţiilor constitutive ale elementelor pasive. 

Atunci când relaţiile constitutive ale elementelor neliniare sunt date 
analitic, în principiu se poate încerca o rezolvare analitică a sistemului de 
ecuaţii neliniare obţinut. Această rezolvare prezintă însă dificultăţi deosebite, 
deoarece sistemul va conţine ecuaţii transcendente sau de grad superior, pentru 
care nu există metode generale de rezolvare şi nu este asigurată unicitatea 
soluţiei. În cazul general, soluţia poate fi obţinută numai prin metode numerice, 
iar în cazul sistemelor cu soluţii multiple trebuie făcute şi precizări suplimen-
tare, care să permită găsirea soluţiei curente. 

Pentru circuite neliniare simple, cea mai intuitivă este metoda de rezolvare 
grafico-analitică, care constă în următoarele: se construiesc grafic relaţiile 
constitutive ale laturilor circuitului într-un plan [U, I]; se scriu ecuaţiile 
circuitului cu ajutorul teoremelor lui Kirchhoff; se determină soluţiile acestor 
ecuaţii prin construcţii grafice, de compunere a caracteristicilor parţiale în 
conformitate cu ecuaţiilor stabilite, respectiv prin găsirea punctelor de 
funcţionare la intersecţii de caracteristici. 

La rezolvarea circuitelor neliniare pot fi aplicate şi metode iterative de 
rezolvare numerică (metoda micilor variaţii). Rezolvarea pleacă fie de la o stare 

rezistenţa statică este o mărime mereu pozitivă, 
pe când rezistenţa dinamică poate fi atât pozitivă 
cât şi negativă (de exemplu la termistor sau la 
arcul electric). 

La elementele neliniare care funcţionează în 
regim variabil de temperatură (neliniaritatea 
caracteristicii find determinată de variaţia tem-
peraturii datorită efectului Joule-Lenz produs de 
curent), trebuie făcută deosebirea între caracte-
ristica în regim termic staţionar şi cea în regim 
termic variabil (tranzitoriu).  
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iniţială dată, fie de la starea „zero” (toate sursele au t.e.m. nule şi toţi curenţii 
sunt nuli). Prin modificarea treptată a tensiunii surselor, prin variaţii mici, se 
determină puncte de funcţionare succesive, până se ajunge la starea finală. 

Componentele mici, lent variabile ale tensiunilor sau curenţilor, faţă de o 
stare de referinţă, satisfac ecuaţiile unui circuit liniar, în care elementele sunt 
caracterizate prin rezistenţele lor dinamice: 
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                                     (5.51) 
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unde Rdk reprezintă rezistenţa dinamică a elementului în punctul de funcţionare 
(Uk0, Ik0). În cazul în care rezistenţele dinamice au valori negative nu este 
asigurată unicitatea soluţiei sistemului. 

 
Exemplu de circuit neliniar 
Rezistor neliniar conectat în serie cu un rezistor liniar 
Ecuaţia circuitului din figura 5.18 a, cu notaţiile şi cu sensurile de referinţă 

din figură, este următoarea: 
( )IUIRUe +=  

ecuaţie, care se poate pune sub forma următoare: 
( )IUIRUe =−  

Această relaţie conduce la soluţia grafică din figura 5.18 b: în planul [U, I] 
se construieşte dreapta E − R I şi curba U(I); la intersecţia lor se găseşte punc-
tul de funcţionare. 

 

 
 

Fig. 5.18 Determinarea punctului de funcţionare în cazul unui rezistor  
neliniar în circuit serie 
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6. CÂMPURI ELECTROCINETICE 
 

6.1. CÂMPUL ELECTROCINETIC ÎN MEDII CONDUCTOARE  
                                                 MASIVE 
  
6.1.1. ECUAŢIILE CÂMPULUI ELECTROCINETIC 
 
Câmpul electrocinetic este câmpul de vectori al densităţii de curent J . În 

medii conductoare extinse (pământul, electroliţii, dielectricul imperfect izolant, 
porţiuni de conductoare metalice masive etc.) determinarea repartiţiei densităţii 
de curent implică utilizarea metodelor teoriei câmpurilor de vectori. 

În general problemele de câmp electrocinetic staţionar se formulează astfel: 
se consideră un domeniu conductor D liniar, de regulă fără câmp electric 
imprimat ( 0Ei = ), în regim staţionar. În acest domeniu sau pe suprafaţa sa 
sunt aduşi n curenţi (I1, I2,…, In), prin electrozi de conductivitate foarte mare 
faţă de cea a mediului conductor al domeniului D, sau sunt date potenţialele 
electrozilor. În calcule electrozii se consideră echipotenţiali, de potenţiale Vk  
(k = 1, 2,…, n). 

Curenţii de aducţie formează un sistem complet, adică: 

0I
n

1k
k =∑

=

                                                                                                (6.1) 

Dacă se află în interiorul domeniului D, electrozii sunt alimentaţi din 
exterior prin fire izolate foarte subţiri. În conformitate cu teorema continuităţii 
curentului de conducţie, curenţii Ik aduşi prin aceste fire sunt egali cu fluxul 
densităţii de curent prin suprafeţele Σk ce delimitează electrozii (suprafeţe 
practic închise, cu excepţia punctelor prin care trec firele izolate care aduc 
curenţii): 

∫∫
Σ

=
k

SdJI kk                                                                                           (6.2) 

În interiorul domeniului conductor D, ecuaţiile câmpului electrocinetic 
staţionar sunt reprezentate de formele locale ale teoremei continuităţii 
curentului de conducţie, teoremei potenţialului electric staţionar şi legii 
conducţiei electrice (se presupune un domeniu fără câmpuri imprimate iar 
mediul se consideră izotrop): 

VEsau0Erot −∇==                                                                         (6.3) 

0Jdiv =                                                                                                   (6.4) 

EJ σ=                                                                                                     (6.5) 
Aceste ecuaţii trebuie integrate în condiţiile date pe frontiera exterioară a 

domeniului D şi ţinând cont de suprafeţele echipotenţiale Σk ale electrozilor, 
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pentru fiecare electrod fiind dat potenţialul Vk sau curentul Ik. 
Înlocuind relaţia (6.5) în relaţia (6.4) se obţine: 

( ) 0gradEEdivEdiv =σ+σ=σ                                                            (6.6) 

din care rezultă că, dacă mediul este şi omogen (∇σ = 0), se obţine 0Ediv = . 
Rezultă că ecuaţiile câmpului electric în condiţiile menţionate sunt: 

0Ediv;0Erot ==                                                                                (6.7) 
care corespund unui câmp laplacian, ∇2V = 0. Integrând ecuaţia lui Laplace 
ţinând cont de condiţiile de frontieră, se obţine funcţia de potenţial V, ceea ce 
permite determinarea lui VE −∇=  şi EJ σ= . 

Considerând inducţia electrică ED ε=  în condiţiile menţionate, se obţine: 

0gradEEdivDdiv =ε+ε=                                                                  (6.8) 

deoarece 0Ediv = , iar mediul fiind presupus omogen, ∇ε = 0. Ţinând cont de 
legea fluxului electric, rezultă că într-un mediu conductor izotrop şi omogen, 
fără câmpuri imprimate, în regim electrocinetic staţionar, densitatea de volum a 
sarcinii electrice în fiecare punct al domeniului considerat este nulă. 
 

6.1.2. CONDIŢII DE TRECERE LA SUPRAFAŢA DE SEPARAŢIE 
                         DINTRE DOUĂ MEDII CONDUCTOARE 
 
Se consideră suprafaţa de separaţie dintre două medii conductoare în regim 

electrocinetic (fig. 6.1). Ţinând seama de relaţiile (6.3) şi (6.4), rezultă: 
n2n1t2t1 JJ;EE ==                                                                              (6.9) 

 

 
 

Fig. 6.1 Componentele intensităţii câmpului electric - a) şi densităţii curentului electric 
de conducţie - b) la suprafaţa de separaţie dintre două medii conductoare  

 
Cele două medii fiind presupuse izotrope, liniare şi omogene, având 

conductivităţile σ1 şi σ2 şi permitivităţile ε1 şi ε2, din relaţiile (6.9) rezultă: 

1
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n22n11 E

E
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σ
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=⇒σ=σ                                                        (6.10) 
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=⇒σ=σ                                                            (6.11) 

care relevă faptul că S12 este o suprafaţă de discontinuitate pentru componenta 
normală a intensităţii câmpului electric şi respectiv, pentru componenta 
tangenţială a densităţii curentului electric de conducţie.  

Cu notaţiile din figura 6.1 şi ţinând cont de relaţiile stabilite, se obţine: 

2
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2

1

tg
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σ
σ

=
α
α

                                                                                          (6.12) 

relaţie care reprezintă teorema refracţiilor liniilor de câmp în regim 
electrocinetic staţionar. 

Se vor considera unele cazuri particulare. Astfel, se presupune că unul din 
medii este perfect conductor iar celălalt are o anumită conductivitate finită    
(fig. 6.2).  

 

                                                               
                                                                                  
                                                                         Fig. 6.2 Suprafaţa de separaţie 
                                                                               dintre un mediu perfect conductor 
                                                                                 şi un mediu cu o conductivitate 
                                                                                                     finită 
                                                   

Un alt caz particular se referă la suprafaţa de separaţie dintre un conductor 
parcurs de curent şi dielectricul, respectiv aerul din jurul său (fig. 6.3).  

 

 
 

Fig. 6.3 Componentele densităţii de curent - a) şi intensităţii câmpului electric b) - la 
suprafaţa de separaţie dintre un conductor parcurs de curent şi un dielectric  

 

Ţinând cont de faptul că în dielectric curentul este nul şi de conservarea 
componentei normale a densităţii de curent, rezultă că în conductor densitatea 
de curent şi implicit intensitate câmpului electric au numai componente 
tangenţiale. Dacă se ţine cont de conservarea componentei tangenţiale a 

În mediul 1 densitatea de curent are 
valori finite, corespunzătoare curentului de 
alimentare i care trece prin suprafaţa S12. 
Deoarece σ1 = ∞, din legea lui Ohm rezultă 
că intensitatea câmpului electric în mediul 1
este nulă, ceea ce înseamnă că în cel de-al 
doilea mediu conductor 2J  şi 2E  sunt vec-
tori perpendiculari pe suprafaţa de separaţie 
S12. Acest caz se întâlneşte în practică la 
suprafaţa de contact dintre electrozii metalici 
de conductivitate ridicată şi un mediu care are 
o conductivitate mult mai mică. 
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câmpului electric rezultă că în exteriorul conductorului componenta tangenţială 
a intensităţii câmpului electric este egală cu intensitatea câmpului electric din 
conductor  (Eext = E). În exteriorul conductorului intensitatea câmpului electric 
poate avea şi o componentă normală, Eexn (fig. 6.3 b), care corespunde unor 
sarcini adevărate superficiale pe suprafaţa acestuia. Componenta normală apare 
datorită faptului că între punctele conductorului şi ale altor conductoare din 
apropiere sau pământ există o diferenţă de potenţial, deci un câmp electric.  

Discontinuitatea componentei normale a intensităţii câmpului electric în 
suprafaţa de separaţie dintre două medii conductoare diferite relevă faptul că în 
suprafaţa respectivă există sarcini electrice.    

 
6.1.3. REZISTENŢA ELECTRICĂ 
 
Rezistenţa electrică R este un parametru global al unor sisteme fizice 

(conductor sau element de circuit) pe care le caracterizează din punct de vedere 
al conducţiei electrice, respectiv al transformărilor ireversibile de energie care 
au loc. Sistemele realizate în practică pentru a avea o anumită rezistenţă se 
numesc rezistoare. 

Se consideră un mediu conductor izotrop şi liniar, fără câmpuri imprimate, 
având o formă oarecare şi fiind străbătut de un curent continuu I (regim 
staţionar), prin alimentare din exterior pe la bornele 1 şi 2 (fig. 6.4). Suprafeţele 
electrozilor de contact, care sunt perfect conductori, sunt echipotenţiale.  

 

 
 

           Fig. 6.4 Conductor izotrop şi liniar                     Fig. 6.5 Tub de curent  
 

Se arată experimental că diferenţa de potenţial V1 − V2 dintre cei doi 
electrozi este direct proporţională cu intensitatea curentului I (legea lui Ohm), 
factorul de proporţionalitate fiind rezistenţa electrică a sistemului considerat: 

I
VV

RIRVV 21
21

−
=⇒⋅=−                                                      (6.13) 

Mărimea reciprocă se numeşte conductanţă, G = 1/R. Relaţia (6.13) se 
poate stabili şi prin integrarea corespunzătoare a formei locale a legii conducţiei 
electrice.  

Se consideră un tub de curent de secţiune ΔS, cuprins între două suprafeţe 
echipotenţiale S1 şi S2 de potenţiale V1 şi respectiv, V2 (fig. 6.14). Dacă se 
notează cu ΔI intensitatea curentului electric care străbate tubul de curent, 
pentru rezistenţa electrică a acestuia se obţine expresia: 
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în care s-a ţinut cont de proprietatea unui tub de curent de a fi străbătut de 
acelaşi curent prin orice secţiune şi de faptul că vectorii E , J , ld  şi Sd  au 
ceeaşi orientare. S-a considerat aceeaşi valoare a densităţii de curent în toate 
punctele unei secţiuni transversale, perpendiculară pe linia mijlocie de curent. 

Cu relaţia (6.14) se poate calcula rezistenţa electrică în diferite cazuri. 
Calculul este relativ simplu şi în cazul unor medii conductoare masive dacă 
există anumite simetrii. Într-un caz mai general, calculul rezistenţei electrice 
reprezintă o problemă de câmp, care trebuie rezolvată pentru fiecare caz în 
parte prin metode adecvate.  
 

6.1.4. ANALOGIA DINTRE CÂMPUL ELECTROCINETIC 
               STAŢIONAR ŞI CÂMPUL ELECTROSTATIC  
 
Relaţiile stabilite pentru câmpul electrocinetic staţionar arată existenţa unei 

analogii formale între acest câmp şi câmpul electrostatic în medii dielectrice. În 
ambele situaţii câmpul electric este potenţial (rot E  = 0), iar potenţialul electric 
satisface ecuaţia lui Laplace. Pentru medii izotrope şi liniare sunt valabile 
relaţiile: 

EJ σ=  (în câmp electrocinetic);  ED ε=  (în câmp electrostatic)     (6.15) 
Considerându-se curenţii de alimentare prin electrozi metalici şi sarcina 

electrică a conductoarelor care produc câmpul electrostatic, se pot scrie 
relaţiile: 

∫∫= SdJI      şi    ∫∫= SdDq                                                               (6.16) 
Parametrii globali, R şi C, introduşi în cele două regimuri au următoarele 

relaţii de definiţie: 
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Expresiile parametrilor R şi C pentru un tub de curent şi respectiv, pentru 
un tub de câmp electric sunt următoarele: 

∫ σ=
S

dlR     şi    ∫ ε=
S

dl
C
1                                                                    (6.18) 

Dacă există şi câmp imprimat, legii conducţiei electrice valabilă în acest 
caz, ( )iEEJ +σ= , îi corespunde în câmpul electrostatic relaţia pPED +ε= , 

unde pP  reprezintă polarizaţia permanentă. 
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Din compararea relaţiilor prezentate rezultă următoarea corespondenţă 
între mărimile din cele două regimuri: 

CGVVDJ
PEqIEE pi

↔↔↔
↔σε↔σ↔↔                                             (6.19) 

O asemenea corespondenţă biunivovă a mărimilor, care asigură transfor-
marea ecuaţiilor unui grup de fenomene fizice în ecuaţiile altui grup de 
fenomene fizice, se numeşte analogie fizică. Orice problemă a unui grup poate 
fi rezolvată sau studiată prin mijlocirea problemei analoge (cu aceeaşi 
configuraţie geometrică) din al doilea grup, care constituie un model al primei 
probleme. Astfel, pe baza corespondenţelor stabilite pot fi rezolvate unele 
probleme de câmp electrocinetic staţionar utilizând rezultatele cunoscute din 
studiul câmpului electrostatic şi invers. 

 
6.2. PRIZE DE PĂMÂNT 
 
Priza de pământ este un electrod metalic îngropat în pământ care 

realizează o legătură conductoare cu pământul. Prizele de pământ pot fi de 
suprafaţă sau de adâncime, iar principalele caracteristici ale acestora sunt 
următoarele: tensiunea în raport cu sfera de la infinit; rezistenţa de răspândire 
(rezistenţa între priză şi sfera de la infinit); repartiţia tensiunii la suprafaţa 
solului; tensiunea de pas. 

Problema prizelor de pământ constă în determinarea rezistenţei pământului 
la trecerea curentului în sol şi se rezolvă prin analogia dintre câmpul 
electrocinetic staţionar şi câmpul electrostatic. Deoarece conductivitatea 
metalului este cu multe ordine de mărime mai mare decât cea a solului, 
suprafaţa prizei de pământ se poate considera echipotenţială, iar liniile de 
curent în pământ perpendiculare pe electrod. 

Pentru exemplificare se consideră o priză de pământ de forma unei sfere de 
rază a, confecţionată dintr-un material bun conductor de electricitate (de 
exemplu cupru) şi introdusă complet în pământ. Se consideră că pământul are 
conductivitatea σ, neglijabilă faţă de conductivitatea conductorului din care este 
realizată priza. Circuitul se închide printr-un conductor de alimentare A 
(presupus izolat) şi un al doilea electrod introdus în pământ la o distanţă foarte 
mare, teoretic prin sfera de rază infinită. Liniile de curent sunt dirijate dinspre 
electrodul sferic, în cazul în care curentul este adus pe sferă şi invers în cazul 
contrar. 

Datorită simetriei, câmpul electrocinetic în jurul electrodului este radial, iar 
suprafeţele echipotenţiale sunt concentrice cu electrodul sferic (fig. 6.6 a). La o 
distanţă r de centrul sferei densitatea de curent are valoarea: 

2r4
IJ
π

=                                                                                               (6.20) 
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Intensitatea câmpului electric în mediul de conductivitate σ este dată de 
relaţia (vectorii E  şi J  au acelaşi sens): 

2r4
IJE

πσ
=

σ
=                                                                                    (6.21) 

 

 
 

Fig. 6.6 Câmpul electrocinetic al prizei de pământ sferice – a)  
şi respectiv, semisferice – b) 

 

Diferenţa de potenţial dintre suprafaţa electrodului sferic şi un punct M 
situat la distanţa r de centrul sferei este dată de relaţia: 
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Când distanţa r tinde la infinit, tensiunea tinde la o limită finită: 

a4
IU0 πσ

=                                                                                           (6.23) 

Rezistenţa de trecere între electrodul sferic metalic şi pământ (răspândire) 
se determină cu relaţia: 
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R 0

πσ
==                                                                                   (6.24) 

Pentru a determina mărimile electrice caracteristice unei prize semisferice 
(fig. 6.6 b) se procedează în mod analog, rezultând pentru rezistenţa de disper-
sie valoarea: 

a2
1R
πσ

=                                                                                             (6.25) 

Se numeşte tensiune de pas, tensiunea dintre două puncte de pe suprafaţa 
pământului, situate la o distanţă egală cu un pas p al omului. Pentru tensiunea 
de pas, Up, la distanţa r de centrul unei prize semisferice, se obţine relaţia: 
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            (6.26) 
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Pericolul cel mai mare există în vecinătatea prizei şi anume atunci când un 
picior este pe marginea prizei. În relaţia (6.26), considerând r = a + p/2, se 
obţine tensiunea de pas maximă, Upmax: 

pa
pU

pa
p

a2
IU 0maxp +

=
+πσ

=                                                          (6.27) 

 

Exemplu 
Se consideră următoarele date: raza prizei semisferice echivalente a = 1m, 

curentul de trecere în pământ prin stâlpul pus sub tensiune I = 75A şi 
conductivitatea solului σ ≅ 10-2S/m. Pentru rezistenţa de dispersie a prizei 
semisferice se obţine valoarea R = 16Ω, iar pentru tensiunea prizei,                 
U0 = 1,2kV. Considerând lungimea de pas p = 70cm, pentru tensiunea de pas 
maximă se obţine valoarea, Upmax = 500V, care este o valoare periculoasă. 

 

În general o priză de pământ este formată din mai mulţi electrozi, situaţi în 
puncte spaţiale diferite, care sunt conectaţi în paralel. Prezenţa electrozilor 
multipli modifică câmpul densităţii de curent faţă de cazul când există un 
singur electrod, datorită faptului că “solul” devine neomogen. Dacă electrozii 
prizei de pământ se consideră punctiformi sau de dimensiuni foarte mici, 
neglijabile faţă de distanţa dintre electrozi, atunci se poate neglija modificarea 
proprietăţilor solului datorită prezenţei electrozilor multipli, problema 
rezolvându-se ca într-un mediu omogen. Pentru determinarea soluţiei problemei 
prizei de pământ cu electrozi multipli se poate utiliza şi superpoziţia câmpurilor 
electrocinetice ale diferiţilor electrozi, deoarece relaţiile sunt liniare. 

 
 6.3. CURENTUL ELECTRIC PRIN ELECTROLIŢI 
 
Se numesc conductoare de specia a doua (electroliţi), conductoarele în 

care trecerea curentului electric este însoţotă de reacţii chimice şi de un 
transport de substanţă. Prin topirea la temperaturi înalte sau prin dizolvarea în 
anumite medii (apă, alcool, amoniac etc.) unele substanţe devin electroliţi şi vor 
avea o conductibilitate electrică mult mai mare decât în stare pură. 

 
Disociaţia electrolitică 
Dacă într-un vas cu apă se introduce sare de bucătărie (NaCl), aceasta se 

dizolvă şi majoritatea moleculelor de clorură de sodiu se desfac în ioni de sodiu 
pozitivi (Na+) şi ioni de clor negativi (Cl−): 

−+ +↔ ClNaNaCl                                                                               (6.28) 
Fenomenul de desfacere a moleculelor dizolvate în ioni, independent de 

prezenţa sau absenţa curentului electric, se numeşte disociaţie electrolitică. Se 
numeşte grad de disociere, α, raportul dintre numărul de molecule disociate şi 
numărul total de molecule dizolvate (la electroliţii tari cum sunt acizii, bazele şi 
sărurile α ≈ 1, iar la electroliţii slabi, α << 1. Disociaţia electrolitică se 
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datorează faptului că moleculele solventului slăbesc forţele electrice coulom-
biene care leagă ionii substanţei dizolvate. 

Electroliţii au o conductibilitate ionică, curentul electric prin electroliţi 
fiind un flux de ioni pozitivi în sensul curentului şi un flux de ioni negativi în 
sens contrar. Purtătorii de sarcină electrică sunt fragmente de moleculă, 
conductibilitatea electrică fiind legată şi de un transport de substanţă, deoarece 
ionii ajungând la electrozii vasului se descarcă de sarcina pe care o au (primind 
sau cedând electroni) şi se transformă în molecule neutre. 

 
Electroliza 
Electroliza reprezintă reacţiile chimice produse într-o soluţie de 

electrolit la trecerea curentului electric. În toţi electroliţii ionii pozitivi se 
deplasează în sensul curentului, iar ionii negativi se deplasează în sens invers. 

Cei doi electrozi (conductori de specia întâi) introduşi în vasul cu electrolit 
se numesc: anod (electrodul de intrare a curentului în electrolit) şi catod 
(electrodul de ieşire a curentului). În figura 6.7 este prezentată deplasarea 
ionilor în electrolit. Ionii negativi din soluţie sunt atraşi de electrodul pozitiv 
(anod) şi din acest motiv se numesc anioni, iar ionii pozitivi sunt atraşi de 
electrodul negativ (catod) şi se numesc cationi. Ionii ajunşi la electrozi se 
neutralizează (se descarcă de sarcina electrică) obţinându-se în vecinătatea 
electrozilor molecule sau radicali neutri din punct de vedere electric, din 
substanţa respectivă. 

 

                                                                   
 
                                                               Fig. 6.7 Deplasarea ionilor în electrolit 
 

proporţională cu sarcina electrică care trece prin baie şi cu echivalentul chimic 
al elementului depus: 

ν
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0

                                                                          (6.29) 

unde: A reprezintă masa unui atom gram de substanţă depusă; ν – valenţa 
produsului depus; F0 – constanta lui Faraday (F0 = 96490C/echivalent gram); 
A/ν – echivalentul chimic al substanţei depuse; q – sarcina electrică care trece 
prin baia electrolitică în timpul t. Constanta lui Faraday nu depinde de natura 
electrolitului, în electrochimie fiind considerată ca unitate de sarcină electrică şi 

Legea electrolizei înglobează cele 
două relaţii stabilite de Faraday, repre-
zentând relaţia care există între masa 
unui element sau radical chimic, care 
apare la unul dintre electrozii unei băi
electrolitice şi sarcina electrică care 
trece prin baie.  

Conform acestei legi, masa m de 
substanţă care se depune în timpul t la 
un  electrod  al  băii  electrolitice,  este 
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denumită Faraday, F0 = 96490 C. 
Electroliza are numeroase aplicaţii în industrie: producerea sau rafinarea 

unor metale; acoperirea obiectelor cu un strat subţire dintr-un metal 
(galvanostegie), ca de exemplu nichelarea, cromarea, argintarea etc.; reprodu-
cerea formei unui obiect (galvanoplastie); obţinerea unor unor produse chimice. 
Electroliza are şi efecte negative, ca de exemplu coroziunea electrolitică, care 
duce la distrugerea treptată a piesei în punctele în care se corodează. 

 
Pile electrice (elemente galvanive) 
La introducerea unui electrod într-un electrolit, în stratul de contact dintre 

electrod şi electrolit apare un câmp electric imprimat galvanic şi o tensiune de 
contact între electrod şi soluţia electrolitică, care depinde de natura 
electrodului, de valenţa lui, de concentraţia electrolitului, de temperatură etc. 

Tensiunea care apare între electrod şi soluţie se numeşte tensiune de 
electrod sau potenţial de electrod, care se măsoară în raport cu un electrod 
normal de hidrogen. 

Se numeşte pilă electrică (element galvanic) un generator de c.c. electro-
chimic, alcătuit în principal din doi electrozi de natură diferită  (conductori de 
specia întâi) introduşi într-un electrolit. T.e.m. obţinută are o valoare ridicată 
dacă tensiunile de electrod ale celor doi electrozi sunt mult diferite. 

Elementul Leclanché este format dintr-un electrod de cărbune şi unul de 
zinc cufundaţi într-o soluţie de clorură de amoniu (fig. 6.8). Electrodul de 
cărbune este introdus într-un vas poros umplut cu bioxid de mangan, care are 
rolul de depolarizant.  

 

 
 
  Fig. 6.8 Elementul Leclanché 

 
Readucerea unei pile galvanice epuizate în stare de funcţionare se poate 

realiza numai prin reînnoirea substanţelor active. 
 
Acumulatoare electrice 
Acumulatoarele electrice sunt elemente secundare, reversibile, deoarece 

reacţiile chimice care au loc în interiorul lor sunt reversibile şi depind de sensul 
curentului. La aceste elemente în timpul încărcării lor, energia electrică se 
transformă în energie chimică, iar în perioada de descărcare, energia chimică se 

T.e.m. a elementului Leclanché este de 
1,5V, iar rezistenţa sa interioară este de 0,3Ω. 
Electrodul de zinc are forma unui vas de formă
cilindrică, în care se află electrolitul (clorura de
amoniu) sub formă de pastă.  

Elementul Leclanché este utilizat sub formă 
de pilă electrică uscată. Elementele galvanice se
mai numesc şi elemente primare. Ele sunt 
caracterizate prin rezistenţe interne mari, curenţi
mici şi prin faptul că reacţiile chimice care au
loc sunt ireversibile. 
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transformă în energie electrică. Cele mai utilizate acumulatoare sunt acumu-
latoarele acide (cu plumb) şi acumulatoarele alcaline (fero-nichel). 

Acumulatoarele acide (cu plumb) 
Electrozii sunt realizaţi din grătare de plumb, care în stare iniţială 

(neformată) sunt acoperite cu o pastă de oxizi de plumb (miniu Pb3O4, litargă 
PbO). Electrozii sunt cufundaţi într-o soluţie apoasă de acid sulfuric. Prin 
operaţia de “formare” (care constă în alimentarea acumulatorului de la o sursă 
de t.e.m. de c.c.) pasta electrozilor se transformă în PbO2 de culoare cafenie la 
plăcile pozitive şi în plumb spongios de culoare cenuşie la plăcile negative. 
Vasul acumulatorului se realizează din sticlă sau ebonită. 

În urma descărcării acumulatorului starea finală a electrozilor este aceeaşi, 
deci nu mai poate debita curent, concentraţia acidului scade la descărcare, 
electrolitul ajungând la o densitate de 1,18 ⋅ 103kg/m3. Prin încărcarea acumula-
torului se stabileşte starea iniţială şi concentraţia electrolitului creşte, densitatea 
lui ajungând la 1,21 ⋅ 103kg/m3. 

Un element de acumulator încărcat are o tensiune de cca 2,2V. La 
funcţionare tensiunea scade repede la valoarea 1,95…2V, rămânând un timp 
constantă, după care scade brusc. Când tensiunea ajunge la 1,8V trebuie să se 
oprească descărcarea elementului deoarece reacţiile chimice devin ireversibile. 
La încărcare, tensiunea elementului creşte mai întâi rapid până la valoarea de 
2,2V, care se menţine un timp constantă, după care la sfârşitul încărcării, 
tensiunea creşte brusc până la valoarea de 2,6V. 

Principalele caracteristici tehnice ale unui acumulator cu plumb sunt: 
tensiunea acumulatorului, care este determinată de numărul de elemente legate 
în serie; capacitatea acumulatorului [Ah] pentru o anumită durată de 
descărcare; curentul de descărcare, respectiv încărcare, maxim admisibil; 
randamentul energetic, care are valori de 0,7…0,8; randamentul în cantitate de 
electricitate cu valori de 0,85…0,9; rezistenţa internă a unui element; durata de 
funcţionare, care depinde de construcţia acumulatorului şi de condiţiile de 
exploatare (numărul de cicluri de încărcare-descărcare este de 100…1000). 

Acumulatoare alcaline (fero-nichel) 
Electrozii acestui tip de acumulator sunt realizaţi din grătare de oţel 

nichelat în care se presează masa activă (NiOH3 la electrodul pozitiv şi fier 
spongios la electrodul negativ). Electrozii sunt cufundaţi într-o soluţie apoasă 
de hidroxid de potasiu (KOH). Vasul acumulatorului este din tablă de oţel 
inoxodabil. 

În urma descărcării acumulatorului concentraţia electrolitului rămâne 
constantă. Tensiunea unui element este de 1,45V, descărcarea lui fiind permisă 
până la 1,15V. Randamentul acestor acumulatoare este redus (0,52…0,55). 

Acumulatoarele alcaline au următoarele avantaje: au greutate mai mică şi 
sunt mai uşor de transportat; sunt insensibile la trepidaţii; nu necesită o îngrijire 
pretenţioasă, fiind executate într-o formă închisă etanş; nu degajă vapori nocivi. 
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Acumulatoarele electrice sunt utilizate ca surse de c.c. Principalele domenii 
de aplicaţie sunt: alimentarea circuitelor de protecţie, automatizare, semnalizare 
din centrale şi staţii electrice; în telefonie; la antrenarea motoarelor electrice 
mici; la iluminatul de siguranţă precum şi la alimentarea electromobilelor şi 
electrocarelor. 

  
6.4. CURENTUL CONTINUU ÎN VID ŞI ÎN GAZE 
 
Vidul şi gazele sunt izolanţi foarte buni, dar în anumite condiţii 

(temperatură ridicată, câmp electric intens, ionizare etc.) permit trecerea 
curentului electric. 

 
Emisia electronică 
Electronii liberi din metale se găsesc într-o continuă mişcare fără a ptea 

părăsi metalul datorită forţelor de atracţie ale ionilor pozitivi din reţeaua 
cristalină. Smulgerea electronilor din metal s-ar putea realiza printr-un lucru 
mecanic de extracţie L = qe U, unde U este diferenţa de potenţial pe care trebuie 
să o parcurgă electronul de sarcină qe, astfel încât energia sa cinetică să fie 
suficientă pentru ieşirea lui din metal. Fenomenul de părăsire a suprafeţei 
metalului de către electroni se numeşte emisie electronică a metalelor. 

Electronii pot căpăta energia necesară pentru smulgerea lor din metal, prin 
încălzirea metalului, iradierea lui sau prin introducerea acestuia într-un câmp 
electric puternic. Energia W0 necesară electronului pentru a învinge forţele de 
atracţie care-l atrag spre interiorul metalului se numeşte energie de ieşire, iar 
potenţialul de ieşire V0 se defineşte cu relaţia: 

e00 q/WV =                                                                                          (6.30) 
Pentru a părăsi suprafaţa metalului, electronul trebuie să efectueze un lucru 

mecanic, rezultă că între suprafaţa metalului şi interiorul lui există o diferenţă 
de potenţial, care poartă numele de barieră de potenţial. 

Emisunea termoelectronică 
Dacă metalul este încălzit, agitaţia termică a electronilor liberi creşte, 

rezultând o creştere a energiei lor cinetice şi ca urmare numărul de electroni 
emişi creşte. Dacă se consideră că electronii formează un gaz perfect, aceştia 
pot părăsi metalul numai dacă energia lor cinetică devine mai mare decât lucrul 
mecanic de extracţie: 

UqTk
2
3

2
vm

e

2
e ≥=                                                                           (6.31) 

de unde rezultă temperatura absolută necesară: 

k3
Uq2

T e=                                                                                             (6.32) 

La temperaturi de peste 1000oC numărul electronilor emişi creşte mult. 
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Electronii emişi de metalul adus la incandescenţă vor forma un nor cu 
sarcina negativă, care va împiedica emisiunea celorlalţi electroni. Aplicând o 
tensiune electrică din exterior, electronii emişi vor fi acceleraţi şi vor forma un 
curent electric. 

Emisiunea fotoelectronică 
Dacă suprafaţa unuimetal este supusă unui flux de energie radiantă, energia 

cinetică a electronilor liberi creşte şi deci emisia electronilor este mai mare. La 
căderea unui flux luminos asupra unei suprafeţe metalice se constată o emisiune 
de electroni numită emisiune fotoelectronică. Smulgerea electronilor din metal 
este posibilă numai dacă frecvenţa undelor luminoase depăşeşte o anumită 
valoare fo denumită prag fotoelectric, care depinde de substanţa corpului 
iradiat. Metalele alcaline (Na, K, Li etc.) au pragul fotoelectric în zona vizibilă 
a spectrului. Viteza electronilor emişi depinde de lungimea de undă a luminii şi 
nu de intensitatea luminoasă. Intensitatea luminii are influenţă asupra debitului 
de electroni emişi. Dispozitivele în care are loc efectul fotoelectric se numesc 
fotoelemente. 

Emisiunea autoelectronică 
Dacă două metale se încarcă cu sarcină electrică, metalul A cu sarcină 

pozitivă şi metalul B cu sarcină negativă, între cele două conductoare apare un 
câmp electrostatic. Dacă acest câmp este puternic se constată că electronii liberi 
din metalul B (catod) sunt smulşi din metal trecând prinmediul înconjurător şi 
îndreptându-se spre metalul A (anod). Acest fenomen de smulgere a electro-
nilor liberi din metal, sub acţiunea unui câmp electric puternic, se numeşte 
emisiune autoelectronică. 

 

Descărcări electrice în gaze 
Gazele în condiţii normale sunt dielectrici. În anumite condiţii însă, gazele 

pot deveni conductoare, conductibilitatea gazelor realizându-se prin ionizarea 
lor. Cauzele care produc ionizarea gazelor sunt: ridicarea temperaturii gazelor; 
iradierea gazului cu ajutorul radiaţiilor Roentgen, ultraviolete sau cosmice; 
trecerea prin gaz a unui flux de electroni obţinuţi prin emisia termoelectronică a 
unui metal inacandescent; acţiunea unui câmp electric putenic. 

În gaze curentul electric constă într-o deplasare ordonată a ionilor pozitivi 
în sensul curentului şi a ionolor negativi în sens contrar. Când ajung la 
electrozi, ionii cedează sarcinile electrice devenind molecule neutre. Pentru a 
menţine un curent electri prin gaze este necesar ca ionizarea să fie menţinută 
permanent. 

Ionizarea gazului constă în acţiunea de descompunere a moleculelor 
gazului în ioni pozitivi, ioni negativi şi electroni. Ionii pozitivi şi cei negativi se 
pot recombina dând naştere moleculelor neutre. După o perioadă de timp se 
stabileşte s stare statistic staţionară, când numărul perechilor de ioni care se 
recombină este egal cu numărul perechilor de ioni care se formează prin 
ionizare. 
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Se consideră un gaz ionizat care se află între doi electrozi la care se aplică 
o tensiune electrică. Sub acţiunea câmpului electric, ionii pozitivi ai gazului 
sunt transportaţi la catod, iar ionii negativi la anod, unde ionii vor ceda 
surplusul de sarcină electrică transformându-se în molecule neutre. Dacă 
tensiunea care se aplică celor doi electrozi este mică, intensitatea curentului 
electric este de asemenea mică. Dacă sursa de ionizare îşi încetează acţiunea, 
curentul devine egal cu zero. Rezultă că există o descărcare neautonomă, 
dependentă de sursa de ionizare. 

În cazul unui câmp electric intens, ionii din gaz sunt putenic acceleraţi şi 
capătă energii cinetice mari. În mişcarea lor spre electrozi, ionii lovesc 
moleculele neutre ale gazului, smulgând acestora electroni şi formând asfel 
perechi de ioni. Aceşti ioni noi formaţi vor fi şi ei acceleraţi şi vor descompune 
şi ei la rândul lor alte molecule neutre. Se produce astfel o ionizare în avalanşă, 
o creştere puternică a concentraţiei ionilor, ceea ce duce la o creştere rapidă a 
curentului electric. În acest stadiu, factorul ionizator extern poate să-şi înceteze 
acţiunea, curentul electric va continua să crească datorită ionizării în avalanşă. 
Are astfel loc o descărcare autonomă, independentă de sursa de ionizare. 

Descărcarea autonomă poate să apară sub mai multe forme, unele dintre 
acestea fiind prezentate în continuare. 

Descărcarea obscură constituie faza premergătoare aprinderii descărcărilor 
autonome şi se produce la presiunea atmosferică, nefiind însoţită de fenomene 
luminoase (valoarea intensităţii curentului electric este de ordinul 10−11A). 

Efectul Corona constituie faza de trecere de la descărcarea obscură la cea 
luminiscentă. Intensitatea curentului electric este de ordinul 10−6A, iar trecerea 
curentului electric este însoţită de o lumină slabă, albăstruie şi de zgomote. 

Descărcările luminiscente iau naştere în tuburile cu gaze rarefiate, fiind 
utilizate pentru reclame şi semnalizatoare optice. Culoarea coloanei luminoase 
depinde de natura gazului: roşu pentru neon, albastru pentru argon, verde 
pentru bioxid de carbon, cărămiziu pentru hidrogen etc. 

Descărcările prin scânteie au loc între doi electrozi reci la o presiune 
atmosferică normală şi la o diferneţă de potenţial foarte mare. Descărcarea are 
loc intermitent. 

Descărcările în arc apar când electrodul negativ este în stare de 
incandescenţă, iar curentul electric va avea valori foarte mari. Descărcarea în 
arc ia naştere dintr-o descărcare luminiscentă, când tensiunea dintre electrozi 
depăşeşte o anumită valoare. Între electrozi apare o coloană de descărcare 
puternic luminată numită arc electric. 

Arcul electric are largi aplicaţii tehnice: ca sursă de lumină la proiectoare, 
sursă de căldură la sudarea metalelor şi ca sursă de căldură în cuptoarele cu arc, 
unde temperatura poate ajunge la valoarea de 4000oC. 
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7. CÂMPUL MAGNETIC STAŢIONAR ÎN VID 
ŞI ÎN CORPURI 

 
7.1. CÂMPUL MAGNETIC ÎN VID 
 
Ţinând seama de formele locale ale legii fluxului magnetic şi legii 

circuitului magnetic valabilă în regim staţionar şi cvasistaţionar, pentru inducţia 
magnetică în vid, ooo HB μ=  şi intensitatea câmpului magnetic se obţin 
ecuaţiile: 

JBrot;0Bdiv ooo μ==                                                                       (7.1) 

JHrot;0Hdiv oo ==                                                                           (7.2) 
În cazul câmpurilor magnetice situate în exteriorul mediilor parcurse de 

curenţi electrici, deoarece în acest caz 0J = , ecuaţiile pentru intensitatea 
câmpului magnetic devin: 

0Hrot;0Hdiv oo ==                                                                           (7.3) 
În cazul mediilor omogene, dacă câmpul magnetic prezintă o anumită 

simetrie, intensitatea câmpului magnetic se poate determina în mod simplu cu 
ajutorul legii circuitului magnetic. O abordare mai generală a problemei 
determinării câmpului magnetic se face în cadrul teoriei câmpului de vectori, 
rezolvarea simplificându-se dacă se utilizează potenţialul magnetic vector    
(rel. 2.29). În afara mediilor conductoare parcurse de curenţi, câmpul magnetic 
se poate calcula şi cu ajutorul potenţialului magnetic scalar. 

Rezultatele stabilite pentru câmpuri magnetice în vid se aplică practic şi 
pentru cazul unui mediu magnetic omogen în întreg domeniul, prin înlocuirea 
lui μo cu μ. 

 
7.1.1. FORMULA LUI BIOT-SAVART-LAPLACE 
 
Formula lui Biot-Savart-Laplace reprezintă relaţia de calcul a intensităţii 

câmpului magnetic oH  produs într-un punct din spaţiul vid de către un curent 
electric I, care trece printr-un coductor filiform în repaus (fig. 7.1): 

 

                                                                
 
                                                                 Fig. 7.1 Mărimile care intervin în 
                                                                                formula lui Biot-Savart-Laplace 

∫
Γ

×
π

= 3o
r

rld
4
IH                               (7.4)

unde: ld  este elementul de linie luat în 
lungul conductorului, în sensul curentului I, 
r  - vectorul de poziţie orientat de la 
elementul de linie spre punctul P; Γ - curba 
care delimitează conductorul filiform. 
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Relaţia (7.4) este valabilă numai pentru curbe închise, rezultatul calculului 
pe curbe neînchise fiind lipsit de semnificaţie fizică (curentul continuu este 
întotdeauna închis). 

Sub formă diferenţială formula lui Biot-Savart-Laplace se scrie astfel: 

3o
r

rld
4
IHd ×
π

=                                                                                       (7.5) 

Dacă la producerea câmpului magnetic participă curenţii electrici din n 
conductoare, intensitatea câmpului magnetic se calculează cu relaţia: 

∑
=

×
π

=
n

1k
3
k

kkk
o

r
rld

4
IHd                                                                             (7.6) 

unde Ik este curentul electric care străbate conductorul k, iar kr  este vectorul 
de poziţie orientat de la elementul de linie kld (aparţine conductorului k) spre 
punctul P în care se calculează intensitatea câmpului magnetic. 

 

Aplicaţie 
Un conductor rectiliniu filiform, de lungime l1, parcurs de un curent de 

intensitatea I, se află în aer (fig. 7.2). Să se determine intensitatea câmpului 
magnetic H într-un punct oarecare P aflat la distanţa d de axa conductorului, 
utilizând formula lui Biot-Savart-Laplace. 
 

      
 
 Fig. 7.2 Conductor rectiliniu şi 
    filiform, parcurs de curent 
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Intensitatea câmpului magnetic în punc-
tul P este dată de relaţia lui Biot-Savart-
Laplace: 

∫∫
α⋅⋅
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r
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unde u  reprezintă un versor perpendicular pe 
planul figurii (fig. 7.2).  

Din figură rezultă: 
( ) ;ctgdctgdl α⋅−=α−π⋅=  

( ) α
α⋅

=
α

=
α−π

= 2sin
dddl;

sin
d

sin
dr  

unde ultima relaţie rezultă din diferenţierea 
relaţiei care exprimă pe l. 

Rezultă intensitatea câmpului magnetic: 
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Observaţie: Dacă punctul P se află la distanţa d de mijlocul lungimii 
conductorului, relaţia de mai sus, ţinând seama că 12 α−π=α  devine: 

1cos
d2

uIH α
⋅π
⋅

=  

 
7.1.2. PROPIETĂŢI GENERALE ALE CÂMPULUI MAGNETIC ÎN 
              VID PRODUS DE CIRCUITE DE CURENT CONTINUU 
 
Prin calcul direct, se pot verifica următoarele relaţii, în orice punct din vid, 

în regim staţionar: 
0Brot;0Bdiv oo ==                                                                           (7.7) 

Inducţia magnetică în vid poate fi calculată cu formula lui Biot-Savart-
Laplace, prin superpoziţie: 
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suma fiind extinsă asupra tuturor circuitelor filiforme închise, neramificate, 
respectiv asupra tuturor ochiurilor independente ale circuitelor ramificate (în 
acest caz Ik sunt curenţi ciclici). 

Se verifică direct relaţiile: 
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                                  (7.9) 

deoarece integrala pe o curbă închisă a unei diferenţiale totale (exacte) este 
nulă. 

Din prima relaţie (7.7) rezultă că inducţia magnetică în vid este un câmp 
solenoidal (fără surse), al cărui flux printr-o suprafaţă închisă este nul (legea 
fluxului electric): 

0SdBo =∫∫
Σ

                                                                                          (7.10) 

Această propietate rămâne valabilă şi în cazul în care suprafaţa Σ este 
străbătută de conductoare filiforme şi chiar şi în cazul general al unui câmp 
magnetic în regim oarecare nestaţionar. 

A doua relaţie (7.7) arată că în punctele din vid câmpul magnetic este 
irotaţional, adică poate fi derivat dintr-un potenţial magnetic scalar Vm: 
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m
o

o
o VgradBH −=

μ
=                                                                            (7.11) 

 
7.1.3. ACŢIUNI PONDEROMOTOARE ÎN CÂMP MAGNETIC 
 
Forţa care se exercită asupra unui conductor străbătut de curent 
electric şi situat într-un câmp magnetic 
Se consideră un element de linie ld  dintr-un conductor filiform parcurs de 

curentul I şi situat într-un câmp magnetic exterior de inducţie B  (fig. 7.3). 
Forţa care se exercită asupra elementului de circuit (forţa lui Laplace) are 
următoarea expresie: 

BldIFd ×=                                                                                          (7.12) 

unde ld  are orientarea intensităţii curentului electric. 
 

   
 
Fig. 7.3 Conductor filiform 
      parcurs de curent şi 
  aflat în câmp magnetic 
 

α= sinBdlIdF                                                                                     (7.14) 
Rezultă că forţa este nulă dacă α = 0 şi este maximă dacă α = π/2. Dacă 

pentru lungimea l a conductorului inducţia magnetică este constantă şi este 
normală la direcţia conductorului, pentru forţa lui Laplace se obţine expresia 
simplă: 

BlIF =                                                                                                 (7.15) 
În ceea ce priveşte orientarea forţei, se observă că aceasta este 

perpendiculară pe planul constituit din elementul de linie ld  şi inducţia 
magnetică B . Sensul forţei se schimbă dacă se inversează fie sensul curentului, 
fie sensul câmpului magnetic. 

 
Forţa dintre conductoare filiforme parcurse de curenţi electrici 
În figura 7.4 se consideră două circuite filiforme oarecare, coplanare, 

situate în vid şi parcurse de curenţii I1 şi I2. Pentru calculul forţelor care 
intervin (forţe electrodinamice) se poate considera că fiecare din cele două 
circuite se află în câmpul magnetic al celuilalt. 

Integrând de-a lungul curbei oarecare Γ de 
dispunere a conductorului, rezultă forţa totală care
se exercită asupra unui conductor parcurs de 
curent şi situat într-un câmp magnetic exterior: 

∫∫
ΓΓ

×== BldIFdF                                (7.13) 

Dacă se notează cu α unghiul pe care elemen-
tul ld  îl face cu inducţia magnetică, pentru 
valoarea forţeie elementare se obţine expresia: 



Electrotehnică 

 109 

Astfel, forţa totală care se exercită asupra conductorului 2 este dată de 
relaţia: 

∫ ×=
2C

12222 BldIF                                                                                 (7.16) 

Dacă se ţine cont de expresia inducţiei magnetice 12B  în punctele 
conductorului 2, corespunzătoare câmpului magnetic produs de circuitul 1: 
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expresia forţei devine: 
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Valoarea forţei F2 se poate scrie şi sub forma: 
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F                                                         (7.19) 

                                                    
  
                                                                     Fig. 7.5 Forţele electrodinamice dintre două  
                                                                        conductoare filiforme parcurse de curenţi 
 

configuraţia şi poziţia relativă a celor două circuite. 
Un caz particular se referă la două conductoare filiforme, rectilinii şi 

paralele de lungime teoretic infinită, situate în aer la distanţa d unul de celălalt 
(fig. 7.6). 

                                                                           
 
                                                                                  Fig. 7.6 Forţele electrodinamice 
                                                                                         dintre două conductoare 
                                                                                      filiforme, paralele şi infinite  

În conformitate cu principiul 
acţiunii şi reacţiunii, forţele care 
acţionează asupra celor două cir-
cuite sunt egale: 

0FF 21 =+                   (7.20) 
Relaţia (7.19) se poate scrie şi 

sub forma simplificată: 
21IIKF =                      (7.21)

unde constanta K depinde numai de 

În aceste condiţii, pentru forţa care
acţionează asupra conductoarelor, corespunză-
toare unei lungimi l a acestora (F1 = F2 = F) 
se obţine expresia: 

d
lII

2
F 21

o

π
μ

=                                 (7.22) 

fiind forţe de atracţie dacă curenţii au acelaşi
sens şi forţe de respingere dacă curenţii au
sensuri contrare. Forţele de interacţiune se 
manifestă şi între porţiuni de conductoare ace
aparţin aceluiaşi circuit. 
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La stabilirea expresiei forţei totale de obicei se pleacă de la forţele 
elementare. Astfel, forţa elementară pe care o exercită asupra elementului 

2ld câmpul magnetic corespunzător numai elementului 1ld  parcurs de curentul 
I1 este dată de relaţia: 

12222
2 BdldIFd ×=                                                                             (7.23) 

Dacă se ţine seama de expresia inducţiei elementare, 12o12 HdBd μ= , se 
obţine relaţia: 
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=                                                                (7.24) 

care se numeşte şi formula lui Grassman. În general forţele elementare 1
2 Fd  

şi 2
2 Fd  sunt diferite, acestea fiin egale şi de semn contrar numai în cazul 

particular a două conductoare rectilinii paralele, infinit de lungi. 
 

7.2. CÂMPUL MAGNETIC STAŢIONAR ÎN MEDII MAGNETICE 
 
7.2.1. CLASIFICAREA MATERIALELOR DIN PUNCT 
                            DE VEDERE MAGNETIC 

 
În funcţie de valorile permeabilităţii magnetice relative, materialele se 

clasifică în: 
a) Materiale diamagnetice la care momentul magnetic atomic sau molecular 
este nul (materiale cu molecule nepolare). Dacă se introduc aceste materiale 
într-un câmp magnetic exterior, apare un moment magnetic orbital suplimentar, 
la fiecare moleculă în parte, în sens contrar câmpului magnetic exterior, astfel 
încât câmpul magnetic din interiorul materiarului este mai slab decât cel 
exterior şi ca urmare μr < 1, χm < 0 (de ordinul a 10−5). Din această categorie 
fac parte: hidrogenul, gazele inerte, carbonul, cuprul, argintul, aurul etc. 
b) Materiale paramagnetice la care momentele magnetice orbitale şi de spin 
nu sunt nule (materiale cu molecule polare). Magnetizarea macroscopică este 
însă nulă datorită agiraţiei termice. Prin introducerea acestor materiale într-un 
câmp magnetic exterior, are loc o orientare a momentelor magnetice, astfel 
încât acestea să devină omoparalele cu direcţia câmpului magnetic exterior. Ca 
urmare, câmpul magnetic interior este mai intens, rezultând μr > 1, χm > 0 (de 
ordinul a 10−3). Din această categorie fac parte: aluminiu, platina, cromul, 
azotul etc. Deoarece permeabilităţile relative ale acestor două clase de materiale 
sunt foarte apropiate de unitate, în calculele practice se consideră pentru acestea 
valorile, μr ≈ 1, χm ≈ μo. 
c) Materiale feromagnetice la care relaţia B = f (H) nu are o variaţie liniară, 
permeabilitatea magnetică a lor fiind dependentă de intensitatea câmpului 
magnetic şi de starea lor anterioară de magnetizare. Din această categorie fac 
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parte: fierul, nichelul, cobaltul şi unele aliaje ale acestora. La aceste materiale 
apare un efect cuantic numit cuplaj de schimb, care face ca între atomii vecini 
să apară un cuplaj magnetic rigid (momentele magnetice să devină paralel), 
chiar dacă agitaţia termică a moleculelor se apune acestui cuplaj. Dacă 
temperatura creşte peste o anumită valoare, denumită temperatură Curie, 
cuplajul de schimb dispare brusc, rămânând numai efectul paramagnetic. Pentru 
fier, temperatura Curie este de 1043K, iar pentru nichel de 633K.  

Un corp feromagnetic introdus într-un câmp magnetic exterior, determină 
un câmp magnetic propriu în acelaşi sens şi foarte intens în raport cu câmpul 
magnetic exterior, astfel încât câmpul magnetic interior este foarte intens. 
 

                                                                             
 

                                                                                  Fig. 7.7 Ciclul de histerezis magnetic 
 
zare. Dacă se micşorează valoarea intensităţii câmpului magnetic, se constată 
că inducţia magnetică scade lent şi ajunge ca la H = 0 inducţia magnetică să fie 
diferită de zero, B = Br. Valoarea Br reprezintă inducţia magnetică remanentă. 
Dacă se schimbă sensul câmpului magnetic şi se creşte intensitatea acestui 
câmp, se constată că inducţia magnetică va scădea brusc şi că va lua valoarea 
zero pentru o anumită valoare a intensităţii câmpului magnetic, −HC, numită 
intensitatea câmpului magnetic coercitiv.  

Crescând în continuare valoarea intensităţii câmpului magnetic, se constată 
o creştere a inducţiei magnetice, dar având semnul schimbat. Când intensitatea 
câmpului magnetic ia valoarea −Hm, se constată că inducţia magnetică rămâne 
practic constantă (materialul s-a saturat). Micşorând intensitatea câmpului 
magnetic până la anulare, schimbâbd apoi sensul câmpului magnetic şi 
crescând valoarea acestuia până la Hm, se obţine o curbă închisă numită ciclu 
de histerezis. 

În timpul descrierii ciclului de histerezis, materialul absoarbe o cantitate  
de energie de la câmpul electromagnetic, energie care se transformă în    
energie calorică. Această energie calorică reprezintă pierderile prin histerezis, 
pierderi a căror valoare este proporţională cu aria delimitată de ciclul de 
histerezis. 

Pentru trasarea curbei B = f(H) se 
procedează astfel (fig. 7.7): se introduce
materialul nemagnetizat într-un câmp 
magnetic variabil. La început se constată
că la o creştere a intensităţii câmpului
magnetic (iniţial avea valoarea zero),
apare o creştere rapidă a inducţiei mag-
netice din material, după care creşterea
este mai lentă şi la un moment dat, 
inducţia magnetică rămâne practic cons-
tantă. Se spune că materialul s-a saturat, 
Bs reprezentând inducţia magnetică de
saturaţie, iar OA curba de primă magneti-
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7.2.2. TEOREMELE REFRACŢIEI LINIILOR DE CÂMP 
             MAGNETIC LA SUPRAFAŢA DE SEPARAŢIE  
                                     A DOUĂ MEDII 
 
O consecinţă foarte importantă a legilor fluxului magnetic şi circuitului 

magnetic o reprezintă refracţia liniilor de câmp magnetic la suprafaţa de 
separaţie a două medii cu permeabilităţi magnetice diferite. 

 

 
 
  Fig. 7.8 Figură explicativă pentru prima        Fig. 7.9 Figură explicativă pentru a doua 
          teoremă a refracţiei liniilor de                          teoremă a refracţiei liniilor de 
                    câmp magnetic                                                    câmp magnetic 
 

Prima teoremă  
Se consideră două medii cu permeabilităţile μ1 şi μ2 despărţite de o 

suprafaţă plană. Liniile de câmp magnetic din mediul 1 care cad pe suprafaţa de 
separaţie sub un unghi de incidenţă α1, trec în mediul 2, suferind o refracţie 
(fig. 7.8). Mărimile care se referă la mediul 1 vor avea indicelel 1, iar cele care 
se referă la mediul 2 vor avea indicele 2. 

Vectorul inducţie magnetică poate fi descompus în două componente, 
unaormală la suprafaţa de separaţie, Bn = B cosα şi una tangentă la suprafaţă,  
Bt = B sinα. Aplicând legea fluxului magnetic unei suprafaţe închise Σ, de 
formă paralelipipedică, de înălţime foarte mică, cu suprafeţele bazelor de arie 
ΔA plasate în cele două medii, rezultă: 

0SdBSdBSdB
21 S

22

S

11 =+= ∫∫∫∫∫∫
Σ

                                                      (7.25) 

deoarece fluxul magnetic prin suprafaţa laterală Sl este nul (Sl ≈ 0). 
Deoarece suprafeţele bazelor sunt foarte mici, mărimile B1 şi B2 pot fi 

considerate constante pe suprafeţele paralelipipedului, rezultând: 
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La suprafaţa de separaţie a două medii diferite, componentele normale 
ale inducţiei magnetice se conservă. 

 

Teorema a doua 
Dacă în zona de separaţie a celor două medii se consideră un contur 

dreptunghiular abcd, foarte plat cu lbc = lad ≈ 0 (fig. 7.9), căruia i se aplică 
teorema lui Ampère, rezultă (se ţine cont că solenaţia este nulă): 
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La suprafaţa de separaţie a două medii cu permeabilităţi diferite, 
componentele tangenţiale ale intensităţii câmpului magnetic se conservă. 

 

Teorema a treia 
Relaţiile (7.26) şi (7.27) se pot restrânge dacă se scriu tangentele 

trigonometrice ale unghiurilor făcute de liniile de câmp cu normala la planul de 
separaţie: 
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Împărţind relaţiile (7.28) şi ţinând cont de relaţiile (7.26) şi (7.27), rezultă: 
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                                                                                          (7.29) 

unde α1 şi α2 sunt unghiurile făcute de liniile de câmp magnetic în cele două 
medii cu normala la suprafaţa de separaţie. 

Relaţia (7.29) permite stabilirea formei liniilor de câmp magnetic în jurul 
pieselor feromagnetice, la care μ = μo μr >> μo. La trecerea liniilor de câmp din 
piesă în aer, rezultă tg α1 = μr tg α2. Dacă se consideră μrFe = 104, rezultă         
tg α1 = 104

 tg α2, deci α1 >> α2. Se poate spune că practic liniile de câmp 
magnetic în aer sunt normale la suprafeţele corpurilor feromagnetice, iar în 
interiorul pieselor, liniile sunt tangente la suprafaţa de separaţie. 

 
7.2.3. CÂMPUL MAGNETIC ÎNTR-O CAVITATE 
 
În corpuri, câmpul magnetic poate fi explorat utilizând un corp de probă 

(bucla de curent) şi măsurând acţiunile ponderomotoare ale câmpului magnetic 
asupra corpului de probă. Pentru a introduce corpul de probă, trebuie practicată 
în prealabil o cavitate vidă în corpul magnetizat (fig. 7.10). 

Se constată experimental că oricât de mică ar fi cavitatea, inducţia 
magnetică cavB , măsurată în vidul cavităţii, depinde de forma şi de orientarea 
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cavităţii. Prin practicarea cavităţii se elimină un volum magnetizat (parcurs de 
curent de conducţie), iar pe pereţii cavităţii apar curenţi amperieni. Deoarece 
efectul momentului magnetic, respectiv al curentului de conducţie al volumului 
elementar dizlocat tinde uniform către zero odată cu volumul, rămâne să fie luat 
în considerare numai efectul curenţilor amperieni care apar pe suprafaţa 
cavităţii, la dimensiuni oricât de mici ale cavităţii. 

 

      
 
 Fig. 7.10 Câmpul magnetic 
          într-o cavitate 
 
 

7.2.4. MĂRIMI DE STARE ALE CÂMPULUI MAGNETIC 
                                 ÎN MEDII MAGNETICE 
 
Ecuaţiile câmpului magnetic referitoare la inducţia magnetică, în prezenţa 

unor medii magnetice sunt următoarele: 
MrotJBrot;0Bdiv oo μ+μ==                                                       (7.31) 

Cea de a doua ecuaţie se obţine ţinând cont de legea legăturii dintre B , H  
şi M  şi de faptul că JHrot = . 

Prin definiţie, se numeşte intensitatea câmpului magnetic într-un punct din 
corpul magnetizat o mărime de stare a câmpului magnetic, egală cu raportul 
dintre vectorul inducţiei magnetice care se stabileşte în vidul unei cavităţi de 
forma unei fante extrem de plate, având normala orientată perpendicular pe 
vectorul magnetizaţie (fig. 7.11) şi permeabilitatea vidului: 

o

MnfBH
μ

= ⊥                                                                                            (7.32) 

Se numeşte inducţie magnetică într-un punct al corpului magnetizat o 
mărime de stare a câmpului magnetic egală cu vectorul inducţiei magnetice din 
vidul unei cavităţi de forma unei fante extrem de plate, având normala orientată 
paralel cu vectorul magnetizaţie (fig. 7.12): 

MIInfBB =                                                                                             (7.33) 
În acest caz câmpul propriu al fantei este nul (nu apar curenţi amperieni pe 

Dacă se consideră B inducţia magnetică 
în punctul considerat al corpului, înaintea 
practicării cavităţii şi PcavB  inducţia magne-
tică suplimentară datorită practicării cavităţii 
(inducţia magnetică proprie a cavităţii), rezul-
tă inducţia magnetică în cavitate: 

Pcavcav BBB +=                               (7.30) 
Pentru definirea câmpului magnetic în 

corp este suficient să se aleagă două cavităţi 
particulare, în formă de fantă cu anumite 
orientări, ca în cazul câmpului electrostatic. 
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pereţii fantei). 
 

 
 

Fig. 7.11 Fantă pentru definirea intensităţii        Fig. 7.12 Fantă pentru definirea 
                    câmpului magnetic                                       inducţiei magnetice 
 

Se observă că în corpuri câmpul magnetic este determinat atât de o 
influenţă exterioară cât şi de o proprietate magnetică a corpului. Rezultă că se 
poate alege oricare pereche de mărimi dintre B , H  şi M  pentru a caracteriza 
câmpul magnetic în medii magnetice. 

 
7.2.5. METODA IMAGINILOR 
 
Calculul câmpului magnetic produs de curenţii ce străbat un sistem de 

conductoare filiforme situate în medii magnetice liniare însă neomogene pe 
porţiuni, poate fi efectuat în unele cazuri în mod avantajos, aplicând metoda 
imaginilor. Dacă se consideră două medii magnetice diferite, rezolvarea 
problemei în cadrul acestei metode se reduce la rezolvarea a două probleme 
mai simple în care intervin medii omogene. 

Pentru prezentarea metodei se prezintă cazul din figura 7.13 a, în care 
suprafaţa de separaţie S12 dintre cele două medii este plană şi se consideră un 
singur conductor rectiliniu, paralel cu suprafaţa S12, parcurs de curentul I şi 
situat în mediul 1. 

 

 
 

Fig. 7.13 Figură explicativă pentru prezentarea metodei imaginilor 
 

Câmpul magnetic în domeniul 1 (în întreg domeniul mediul magnetic se 
consideră omogen de permeabilitate μ1) se presupune stabilit de curentul dat I 
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şi de curentul I’, încă necunoscut, care străbate conductorul imagine 1’ al 
curentului I în raport cu suprafaţa S12 (fig. 7.13 b). 

Pentru determinarea câmpului magnetic în mediul 2, se admite că acesta 
este produs de curentul I”, încă necunoscut, care străbate conductorul 1, mediul 
în întreg domeniul fiind acum presupus omogen şi de permeabilitate μ2        
(fig. 7.13 c). cele două necunoscute I’ şi I” rezultă din condiţiile de trecere la 
suprafaţa S12. Pentru componenetele tangenţiale ale câmpului magnetic în cele 
două medii se obţin relaţiile: 

( ) ( )
r2

cosIIcosHHH ''
1t π

α
−=α−=                                                      (7.34) 

r2
cosIcosHH ""

2t π
α

=α=                                                                     (7.35) 

din egalitatea cărora (Ht1 = Ht2), rezultă relaţia: 
"' III =−                                                                                               (7.36) 

Componentele normale ale inducţiei magnetice sunt date de relaţiile: 
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din egalitatea cărora (Bn1 = Bn2), se obţine relaţia: 
( ) "

2
'

1 III μ=+μ                                                                                    (7.39) 
Rezolvarea ecuaţiilor (7.36) şi (7.39) conduce la următoarele expresii 

pentru necunoscutele I’ şi I”: 

 I
2

I;II
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12'

μ+μ
μ
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μ+μ
μ−μ

=                                                            (7.40) 

Dacă sunt mai multe conductoare parcurse de curenţi se determină curenţii 
imagine pentru fiecare dintre curenţii daţi prin procedeul arătat, iar pentru 
calculul câmpului magnetic în cele două medii se aplică corespunzător 
principiul superpoziţiei. 
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8. CIRCUITE MAGNETICE ŞI INDUCTIVITĂŢI. 
ENERGIE ŞI FORŢE ÎN CÂMP MAGNETIC 

 
8.1. CIRCUITE MAGNETICE 
 
Circuitul magnetic este un sistem de corpuri feromagnetice despărţite prin 

întrefieruri (aer), care permite închiderea liniilor de câmp magnetic (fig. 8.1). 
Conform teoremelor refracţiilor liniilor de câmp magnetic, acestea sunt practic 
tangenţiale pe faţa interioară a suprafeţelor corpurilor feromagnetice şi 
perpendiculare pe aceste suprafeţe la ieşirea din ele. Deoarece componenetele 
tangenţiale ale intensităţii câmpului magnetic se conservă la suprafaţa corpu-
rilor, componenta tangenţială a inducţiei magnetice din corpul feromagnetic,  
Bt = μ Ht, este mult mai mare ca în exterior (μ >> μo) şi se poate considera că 
liniile de câmp magnetic sunt conduse prin corpuri feromagnetice cum este 
condus curentul electric prin conductoare. 

                                                                 
 
                                                                              Fig. 8.1 Circuit magnetic cu 
                                                                                                       întrefier 
 

continuu sau curent alternativ). Porţiunea unui circuit magnetic pe care se află 
dispusă o înfăşurare se numeşte miez sau coloană, iar porţiunea fără înfăşurare 
se numeşte jug. 

Există o mare varietate de circuite magnetice. Dacă permeabilitatea 
mediului este independentă de inducţia magnetică circuitul este liniar, iar în caz 
contrar circuitul magnetic este neliniar. Circuitul magnetic este omogen dacă 
este realizat din medii cu aceeaşi permeabilitate magnetică şi este neomogen 
dacă este realizat din medii cu permeabilităţi diferite. Din punct de vedere a 
configuraţiei geometrice există circuite magnetice ramificate şi respectiv, 
circuite magnetice neramificate. 

 
8.1.1. RELUCTANŢA MAGNETICĂ 
 
Se consideră o porţiune dintr-un tub de câmp magnetic, suficient de 

subţire, pentru a putea considera fluxul magnetic uniform în secţiune (fig. 8.2). 
În porţiunea respectivă mediul magnetic se consideră omogen şi izotrop de 

Majoritatea liniilor de câmp magnetic se 
închid prin fier şi întrefier, adică prin porţiunile 
utile ale circuitului magnetic şi crează fluxul 
magnetic fascicular util. Liniile de câmp care 
se închid parţial prin aer şi parţial prin circuitul 
magnetic se numesc linii de dispersie, iar 
fluxul creat de ele se numeşte flux de dispersie.

Câmpul magnetic dintr-un circuit magnetic 
poate fi produs de magneţi permanenţi sau de 
bobine de excitataţie (curentul electric care 
străbate  bobina  de  excitaţie poate fi curent 
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permeabilitate magnetică μ. Curba Γ corespunde unei linii a câmpului mag-
netic iar ΔS reprezintă a secţiune prin tubul de câmp magnetic. Ţinând cont de 
condiţiile considerate vectorii ld , Sd , B  şi H  sunt coliniari.  

Tensiunea magnetică de-a lungul curbei Γ (axa tubului), între secţiunile 
tubului A şi B este dată de relaţia: 

∫∫∫∫
ΓΓΓΓ ⋅μ

φ
=

⋅μ
⋅

===
B

)(A

f
B

)(A

B

)(A

B

)(A
mAB dl

S
dl

S
SBdlHldHu                               (8.1) 

 

 
 
 Fig. 8.2 Tub de flux magnetic 

 
mărimea pozitivă a raportului dintre tensiunea magnetică şi fluxul magnetic 
fascicular: 

∫
Γ μ

=
φ

=
B

)(Af

mAB
m S

dlu
R                                                                              (8.3) 

Reluctanţa magnetică depinde de natura materialului şi de caracte-   
risticile circuitului magnetic, fiind o mărime analoagă rezistenţei electrice. 
Pentru o porţiune omogenă de circuit (S = const., μ = const.) reluctanţa 
magnetică va fi: 

S
lR m μ

=                                                                                                 (8.4) 

unde l reprezintă lungimea medie a unei linii de câmp magnetic. 
Permeanţa magnetică Λm este inversa reluctanţei magnetice şi este 

analoagă conductanţei electrice: 

m

f

m
m uR

1 φ
==Λ                                                                                     (8.5) 

Unitatea de măsură a reluctanţei magnetică este Amper/Weber [A/Wb], 
iar a permeanţei magnetice este Weber/Amper [Wb/A]. 

Relaţia (8.2) se poate scrie şi sub forma: 
mfm Ru ⋅φ=                                                                                           (8.6) 

care reprezintă “legea lui Ohm” pentru circuite magnetice, fiind analoagă legii 
lui Ohm pentru circuite electrice. 

Deoarece tubul de flux magnetic φf se 
conservă de-a lungul unui tub de câmp mag-
netic (consecinţă a legii fluxului magnetic), 
rezultă pentru tensiunea magnetică dintre 
punctele A şi B relaţia: 

∫
Γ μ

φ=
B

)(A
fmAB S

dlu                              (8.2) 

Reluctanţa magnetică corespunzătoare 
tubului de flux considerat se defineşte ca fiind
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8.1.2. TEOREMELE LUI KIRCHHOFF PENTRU  
                     CIRCUITE MAGNETICE 
 
Teorema întâi a lui Kirchhoff pentru circuite magnetice 
Se consideră un nod N al unui circuit magnetic şi o suprafaţă Σ închisă, 

care înconjoară acest nod (fig. 8.3). Se aplică suprafeţei considerate legea 
fluxului magnetic, neglijând fluxul de disperise. Se obţine: 

∫∫∫∫∫∫∫∫∫∫ +++=
Σ 4221 S

4

S

3

S

2

S

1 SdBSdBSdBSdBSdB                                 (8.7) 

                                                                           
                                                                       
                                                                         Fig. 8.3 Nod de circuit magnetic 
 
Teorema a doua a lui Kirchhoff pentru circuite magnetice 
Se consideră un ochi de circuit magnetic şi un sens arbitrar de referinţă 

corespunzător sensului de integrare a lui H  (fig. 8.4). Se aplică legea circui-
tului magnetic curbei Γ (linia mediană a circuitului) pentru un regim staţionar: 

⇒==θ ∑∫
∈Γ

Γ
jOk

mkS uldH    ∑∑
∈∈

φ=θ
jj Ok

fkmk
Ok

k R                              (8.10) 

                                                                
 
                                                                                 Fig. 8.4 Ochi de circuit magnetic 

 
pentru reţele electrice şi pentru reţele magnetice rezultă posibilitatea rezolvării 
circuitelor magnetice cu ajutorul teoremelor lui Kirchhoff. Pentru simplificare, 
se poarte figura schema electrică echivalentă a schemei magnetice, în care 
sursele de t.e.m. sunt înlocuite cu solenaţiile corespunzătoare, curenţii electrici 
– prin fluxurile magnetice fasciculare din laturi, iar rezistenţele laturilor – prin 
reluctanţele laturilor. 

sau: 
04f3f2f1f =φ+φ−φ−φ                (8.8)

Generalizând relaţia (8.8) pentru un 
nod oarecare N, rezultă: 

0
Nk

fk =φ∑
∈

                                     (8.9)

Suma algebrică a fluxurilor magne-
tice care străbat secţiunile laturilor unui 
circuit magnetic ce conveg într-un nod al 
acestuia este nulă.  

Suma algebrică a solenaţiilor care
înlănţuie laturile unui ochi de circuit
magnetic este egală cu suma algebrică a
căderilor de tensiune magnetică pe laturile
circuitului considerat. 

Solenaţiile şi fluxurile magnetice care au
acelaşi sens cu sensul de integrare prin latură
se iau cu semnul plus, iar celelalte cu semnul
minus. Din analiza teoremelor lui Kirchhoff 



Circuite magnetice şi inductivităţi. Energie şi forţe în câmp magnetic 

 120 

8.1.3. GRUPAREA RELUCTANŢELOR MAGNETICE 
 
Reluctanţa magnetică Rm echivalentă a unei porţiuni de circuit magnetic cu 

două borne de acces şi fără solenaţii pe laturi, este egală cu raportul dintre 
tensiunea magnetică aplicată între cele două borne şi fluxul magnetic fascicular 
care intră prin prima bornă şi iese prin borna a doua: 

f

m
me

u
R

φ
=                                                                                             (8.11) 

 

Gruparea în serie a reluctanţelor magnetice 
Dacă se aplică teorema a doua a lui Kirchhoff pentru circuite magnetice, 

circuitului magnetic din figura 8.5 a, se obţine: 

⇒φ=φ=φ== ∑∑∑
===

mesf

5

1k
mkf

5

1k
fkmk

5

1k
mkm RRRuu                       (8.12) 

∑
=

=
5

1k
mkmes RR                                                                                      (8.13) 

deoarece se neglijează fluxurile magnetice de dispersie şi astfel, fluxul 
magnetic este acelaşi prin toate laturile. Generalizând relaţia (8.13) rezultă că 
reluctanţa magnetică echivalentă a n laturi conectate în serie este egală cu suma 
reluctanţelor laturilor: 

∑
=

=
n

1k
mkmes RR                                                                                      (8.14) 

 

 
 

Fig. 8.5 Gruparea reluctanţelor magnetice: a) – în serie; b) – în paralel 
 

Gruparea în paralel a reluctanţelor magnetice 
Aplicând prima teoremă a lui Kirchhoff pentru circuite magnetice nodului 

N din figura 8.5 b, se obţine: 

⇒===φ=φ ∑∑∑
∈∈∈ mep

m

Nk mk
m

Nk mk

m

Nk
fkf R

u
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                                (8.15) 
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1                                                       (8.16) 



Electrotehnică 

 121 

Din relaţia (8.16) rezultă că inversa reluctanţei magnetice echivalente a n 
laturi fără bobine, conecvtate în paralel, este egală cu suma inverselor 
reluctanţelor laturilor sau, permeanţa echivalentă a n laturi conectate în paralel 
este egală cu suma permeanţelor laturilor. 

 
8.1.4. CALCULUL CIRCUITELOR MAGNETICE 
 
Dacă se presupun cunoscute proprietăţile de material (curbele de 

magnetizare), geometria şi dimensiunile circitelor magnetice, problema de 
calcul a circuitelor magnetice poate fi pusă sub următoarele forme: 
• Să se determine solenaţia necesară pentru ca într-o secţiune a circuitului 

magnetic să rezulte un anumit flux, respectiv inducţie magnetică (problema 
diorectă). 

• Să se determine fluxul magnetic, respectiv inducţia magnetică într-o 
secţiune a circuitului magnetic sau în diferitele laturi ale acestuia, atunci 
când se cunosc solenaţiile (problema inversă). 
În cazul circuitelor magnetice liniare, reluctanţele diferitelor laturi fiind 

constante, este avantajos să se efectueze calculul pe baza schemelor electrice 
echivalente ale acestora. În general, structurile circuitelor magnetice care 
intervin în practică nu sunt prea complexe, fiind de obicei suficient să se aplice 
teoremele lui Kirchhoff. 

Circuite magnetice neliniare. Se consideră un circuit magnetic 
neramificat constituit dintr-o succesiune de medii feromagnetice şi un întrefier. 
Se presupune circuitul magnetic împărţit în n porţiuni, fiecare de secţiune 
practic constantă, astfel încât inducţia magnetică să se poată considera aceeaşi 
în lungul ei. Aplicând legea circuitului magnetic pentru o linie mijolocie de 
câmp în lungul circuitului, rezultă solenaţia θ: 

∑∑
=

δ +δ==θ
n

1k
fkfkkk lHHlH                                                              (8.17) 

unde: Hδ este intensitatea câmpului magnetic în întrefier; Hfk - intensitatea 
câmpului magnetic în porţiunea k din fier; δ - lungimea întrefierului; lfk - 
lungimea porţiunii k de fier. 

Dacă dispersia este neglijabilă (întrefier mic), în conformitate cu legea 
fluxului magnetic, în diferite secţiuni ale circuitului magnetic fluxul magnetic 
este constant (φδ = φf1 = φf2 =…= φfn = φf). În situaţia în care nu se poate neglija 
dispersia în întrefier, se va ţine cont de acest lucru printr-un factor subunitar, kd, 
numit coeficient de dispersie, iar fluxul magnetic în întrefier va fi: 

fdk φ=φδ ,  kd < 1                                                                                (8.18) 
Cunoscând fluxurile magnetice fasciculare se determină inducţiile 

magnetice în diferite porţiuni ale circuitului magnetic (Bδ =φδ/Sδ, Bfk =φfk/Sfk). 
Pentru întrefier intensitatea câmpului magnetic rezultă din relaţia, Hδ = Bδ/μo, 
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iar pentru diferite porţiuni în fier, intensitatea câmpului magnetic rezultă din 
curba de magnetizare pentru inducţiile corespunzătoare. Cunoscând solenaţia,  
θ = i N şi alegând numărul de spire rezultă curentul necesar şi invers. 

Pentru calculul circuitului magnetic se poate considera şi expresia 
solenaţiei în funcţie de reluctanţă, θ = Rm φ, care pentru circuitul considerat se 
poate scrie sub forma: 

δ=
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=⎥
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⎢
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               (8.19) 

unde μfk se determină din curba de magnetizare pentru inducţia magnetică 
corespunzătoare porţiunii k, iar δ’ reprezintă întrefierul echivalent al întregului 
circuit magnetic: 

∑
=

δ

μ
μ

+δ=δ
n

1k fkfk

fko'

S
lS

                                                                              (8.20) 

În cazul circuitelor magnetice este important să se releve valoarea relativ 
ridicată a căderii de tensiune magnetică corespunzătoatre unui întrefier. 

Pentru circuitul magnetic considerat problema inversă se poate rezolva 
determinând caracteristica magnetică φ = φ(θ). În acest sens se alege o anumită 
înducţie magnetică, respectiv flux magnetic (de exempu - în întrefier) şi se 
determină prin metoda prezentată anterior solenaţia necesară. Repetând 
calculele pentru mai multe valori ale inducţiei magnetice se obţine solenaţiile 
corespunzătoare şi astefl se ridică prin puncte caracteristica magnetică a 
circuitului φδ = f(θ), respectiv Bδ = f(θ). Din această caracteristică se poate 
determina, pentru o anumită solenaţie dată, fluxul magnetic, respectiv inducţia 
magnetică corespunzătoare. 

 
Aplicaţie 
Un circuit magnetic realizat din tole, are lungimea mijlocie a miezului       

lf = 13cm, întrefierul δ = 1cm şi secţiunile: Sf = 1,77cm2; Sδ = 2cm2.  Numărul 
de spire al bobinei de excitaţie este N = 800, iar curba de magnetizare a 
materialului este dată prin valorile din tabelul de mai jos. Se neglijează 
dispersia. Să se determine curentul I din bobină, astfel încât inducţia magnetică 
în întrefier să fie Bδ = 0,8T. 

 
B[T] 0,7 0,8 0,9 1,0 1,1 1,2 1,3 1,4 1,5 1,6 
H[A/m] 80 120 150 188 275 400 750 1700 3200 6000 

 
Pentru Hδ şi Bf se obţin următoarele valori: 

m/A108,63
104
8,0B

H 4
7

o

⋅=
⋅π

=
μ

=
−

δ
δ ;  T9,0

77,1
8,02

S
BSB
f

f =
⋅

=
⋅

= δδ  

La această valoare a lui Bf, din curba de magnetizare rezultă: 
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m/A105,1H 2
f ⋅=  

Aplicând legea circuitului magnetic se obţine: 

A8
N

HlHIINHlHldH ff
ff =

δ⋅+⋅
=⇒⋅=δ⋅+⋅=⋅ δ

δ∫  

Se remarcă faptul că cei mai mulţi amperi sunt necesari pentru crearea 
câmpului magnetic în întrefier, 6380 A faţă de 19,5 A, corespunzători miezului. 

 
8.2. INDUCTIVITĂŢI (INDUCTANŢE) 
 
8.2.1. INDUCTIVITATE PROPRIE ŞI MUTUALĂ 
 
Se consideră o spiră filiformă parcursă de curentul i şi se notează cu φ 

fluxul magnetic produs de acest curent şi care străbate suprafaţa spirei. 
Inductivitatea proprie a spirei L se defineşte cu relaţia: 

0
i

L >
φ

=                                                                                              (8.21) 

Sensul de referinţă al fluxului magnetic (sensul normalei la suprafaţă) este 
asociat cu sensul curentului din conductor după regula burghiului drept. 
Definiţia inductivităţii proprii se poate generaliza pentru un circuit oarecare. 

În figura 8.6 a se consideră o bobină cu N spire, care este parcursă de 
curentul i. Fie curba închisă Γ care urmăreşte conturul conductorului şi care se 
închide între capetele bobinei, unde câmpul magnetic este mult mai slab. Prin 
inductivitatea proprie a bobinei se înţelege raportul dintre fluxul magnetic 

Γ
φS care străbate suprafaţa mărginită de curba Γ şi curentul i din bobină: 

0
i

L S >
φ

= Γ                                                                                           (8.22) 
 

 
 

Fig. 8.6.Figură explicativă la definirea inductivităţii proprii a unei bobine 
a) bobină parcursă de un curent electric; b) situaţia reală; c) situaţia ideală 

 
Fluxul magnetic 

Γ
φS  care înlănţuie spirele bobinei se numeşte flux 

magnetic total sau înlănţuire magnetică şi reprezintă suma fluxurilor magnetice 
fasciculare prin cele N spire ale bobinei (rel. 8.23). Este evident că fluxurile 
magnetice fasciculare prin diferitele spire ale bobinei nu sunt egale (fig. 8.6 b). 
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Se poate defini un flux magnetic fascicular mijlociu prin bobină φ (rel. 8.23), 
căruia i-ar corespunde situaţia idealizată din figura 8.6 c (înlănţuire magnetică 
completă). 

φ≅φ=φ ∑
=

Γ
N

N

1k
kS                                                                                 (8.23) 

Se consideră o bobină care are solenaţia θ = i N şi este dispusă pe un circuit 
magnetic liniar de reluctanţă Rm. Ţinând cont de relaţia, φ = θ/Rm, 
inductivitatea proprie a bobinei se calculează cu relaţia: 

2
m

m

2

N
R
NL Λ==                                                                                  (8.24) 

Particularizând relaţia (8.24) pentru cazul unei bobine uniform dispuse pe 
un tor omogen de permeabilitate μ, de secţiune S şi de lungime l, se obţine 
relaţia: 

l
SNL

2

μ=                                                                                             (8.25) 

Două circuite sunt cuplate magnetic dacă o parte din fluxul magnetic 
produs de unul dintre circuite străbate şi suprafaţa delimitată de cel de-al doilea 
circuit. Inductivitatea mutuală caracterizează circuitele cuplate magnetic. 

Se consideră două spire filiforme 1 şi 2 (fig. 8.7) şi se presupune că numai 
spira 1 este parcursă de curent (i1 ≠ 0, i2 = 0). Inductivitatea mutuală a spirei 2 
faţă de spira 1, L21, este egală cu raportul dintre fluxul magnetic φ21 care 
străbate suprafaţa siprei 2 şi curentul i1 care l-a produs: 

0i;
i

L 2
1

21
21 =

φ
=                                                                               (8.26) 

 

      
 
 Fig. 8.7 Spire filiforme cuplate 
                     magnetic 

 

În cazul unui mediu liniar şi omogen cele două inductivităţi mutuale 
satisfac următoarea condiţie de reciprocitate: 

MLL 2112 ==                                                                                       (8.28) 
unde cu M s-a notat valoarea inductivităţii mutuale. 

Se consideră două bobine cuplate magnetic, având N1 spire, respectiv N2 
spire (fig. 8.8 a). Se presupune că prima bobină este parcursă de curentul i1 ≠ 0, 
iar curentul i2 = 0. Considerând înlănţuirea completă echivalentă (fig. 8.8 b) se 

Fluxul mutual φ21, respectiv inductanţa 
mutuală L21 pot fi pozitive sau negative, în 
funcţie de sensurile de referinţă alese. Analog 
se defineşte inductivitatea mutuală L12 a spirei 
1 faţă de spira 2: 

0i;
i

L 1
2

12
12 =

φ
=                           (8.27) 
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introduc următoarele notaţii: φ11 – fluxul propriu care străbate spirele bobinei 1; 
φ21 – fluxul util, reprezentând partea din fluxul propriu φ11 care străbate şi 
bobina 2; φd1 – fluxul de dispersie al bobinei 1 faţă de bobina 2 care se închide 
în jurul propriei înfăşurări. 

 
 

Fig. 8.8 Bobine cuplate magnetic – a); înlănţuirea completă echivalentă – b) 
 
Corespunzător fluxurilor magnetice definite anterior se definesc următoa-

rele inductivităţi: 
• Inductivitatea proprie L11 a bobinei 1: 

1

11

1

111
11 ii

N
L

ψ
=

φ
=                                                                               (8.29) 

• Inductivitatea mutuală L21 a bobinei 2 faţă de bobina 1: 

1

21

1

221
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N
L

ψ
=

φ
=                                                                              (8.30) 

• Inductivitatea de dispersie Ld1 a bobinei 1 faţă de bobina 2: 
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φ
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În mod analog, considerând bobina 2 alimentată cu curentul i2 ≠ 0, iar       
i1 = 0, se definesc fluxurile fasciculare mijlocii φ22, φ12 şi φd2 şi corespunzător, 
inductivităţile: 
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=   (8.32) 

Pentru precizarea semnului fluxului magnetic mutual, respectiv al 
inductivităţii mutuale, în schemele electrice se folosesc anumite convenţii. Se 
marchează una dintre bornele fiecărei bobine cuplate magnetic (de regulă 
începutul înfăşurării, sensul de bobinare pentru ambele bobine considerându-se 
acelaşi) şi dacă, curenţii în cele două circuite au acelaşi sens faţă de bornele 
marcate inductivitatea mutuală M se consideră pozitică (fig. 8.9 a), iar în caz 
contrar – negativă (fig. 8.9 b). Inductivităţile depind de geometria dimensiunile 
circuitelor respective precum şi de natura materialului magnetic. Inductivitatea 
mutuală depinde şi de poziţia relativă a circuitelor cuplate magnetic. Unitatea 
de măsură pentru inductanţă este Henry [H]. 
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Fig. 8.9 Figură explicativă pentru precizarea semnului inductivităţii mutuale 
 
8.2.2. INDUCTIVITĂŢI UTILE. COEFICIENŢI DE DISPERSIE 
                              ŞI DE CUPLAJ MAGNETIC 
 
Pentru două circuite cuplate magnetic, fluxurile magnetice fasciculare 

definite la aceste circuite satisfac următoarele ecuaţii: 
2d12221d2111 ; φ+φ=φφ+φ=φ                                                      (8.33) 

Ţinând cont de relaţiile de definiţie ale inductivităţilor din relaţiile (8.33) 
se obţine: 

1d1u1d21
2

1
11 LLLL

N
N

L +=+=                                                         (8.34) 

2d2u2d12
1

2
22 LLLL

N
N

L +=+=                                                       (8.35) 

unde Lu1 reprezintă inductanţa utilă (principală) a circuitului 1 faţă de 
circuitul 2, iar Lu2 este inductanţa utilă a circuitului 2 faţă de circuitul 1, 
fiind date de relaţiile: 

12
1

2
2u21

2

1
1u L

N
N

L;L
N
N

L ==                                                        (8.36) 

Dacă se respectă condiţia de reciprocitate (L12 = L21 = M), din relaţiile care 
definesc inductivităţile utile se obţin următoarele relaţii de legătură: 

2u1u

2

2

1

2u

1u LLM;
N
N

L
L

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=                                                          (8.37) 

Pentru caracterizarea circuitelor cuplate magnetic din punct de vedere al 
dispersiei, respectiv al gradului de cuplaj magnetic, se definesc anumiţi 
coeficienţi. Dacă nu ar exista fluxuri de dispersie, din relaţiile (8.34) şi (8.35) 
rezultă: 

2211
2 LLM =                                                                                         (8.38) 

În realitate, datorită dispersiei fluxului magnetic mijlociu comun, rezultă că 
inductivitatea mutuală este mai mică decât valoarea rezultată din relaţia (8.38). 
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În acest sens, mărimea raportată: 
2

2211

2

2211

2
2211 k1

LL
M1

LL
MLL

−=−=
−

=σ                                              (8.39) 

reprezintă o măsură a dispersiei şi se numeşte coeficient de dispersie total 
(Blondel). Dacă nu există dispersie (circuite cuplate perfect), σ = 0, iar în cazul 
circuitelor necuplate magnetic, σ = 1. Mărimea, dată de relaţia: 

2211 LL
Mk =                                                                                        (8.40) 

reprezintă o măsură a gradului de cuplaj dintre circuite şi se numeşte coeficient 
de cuplaj magnetic. Dacă circuitele sunt cuplate perfect, k = 1, iar în absenţa 
unui cuplaj magnetic, k =0. 
 

8.2.3. TENSIUNEA ELECTROMOTOARE DE INDUCŢIE 
                   PROPRIE ŞI DE INDUCŢIE MUTUALĂ 
 
Un circuit electric, având inductivitatea proprie L, dacă este străbătut de un 

curent variabil i, va avea fluxul total propriu φ = Li, care va fi de asemena 
variabil în timp. Conform legii inducţiei electromagnetice, în circuit se va 
induce o t.e.m. de valoare instantanee: 

dt
diL

dt
du eL −=
φ

−=                                                                               (8.41) 

relaţie valabilă dacă circuitul este imobil. T.e.m. indusă într-un circuit electric 
datorită variaţiei în timp a curentului propriu al circuitului, se numeşte t.e.m. de 
inducţie proprie sau de autoinducţie. 

Dacă două circuite sunt cuplate magnetic, având inductivităţile mutuale  
L12 = L21 = M şi dacă circuitul 2 este străbătut de curentul variabil în timp i2, 
fluxul magnetic φ12 = L12 i2 produs de circuitul 2 în circuitul 1 este de asemenea 
variabil în timp şi va induce în circuitul 1 o t.e.m. de inducţie mutuală: 

dt
di

L
dt

d
u 2

12
12

M1e −=
φ

−=                                                                     (8.42) 

În scrierea celei de a doua teoreme a lui Kirchhoff pentru circuite electrice 
cuplate magnetic şi având curenţii variabili în timp, se va ţine cont şi de t.e.m. 
de autoinducţie şi de inducţie mutuală. 

 
8.2.4. ECUAŢIILE LUI MAXWELL PENTRU INDUCTIVITĂŢI. 
                               FORMULA LUI NEUMANN 
 
 Se consideră un sistem de n circuite filiforme cuplate magnetic şi situate 

într-un mediu liniar şi izotrop. Fie ψ1, ψ2, …, ψn fluxurile magnetice totale care 
înlănţuiesc cele n circuite şi i1, i2, …, in curenţii din aceste circuite. Dacă se 
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notează cu ψkj fluxul magnetic prin circuitul k produs de curentul din circuitul 
j, se obţine ψkj = Lkj ij. Mediul fiind presupus liniar, fluxul magnetic ψk stabilit 
de curenţii din toate circuitele cuplate şi care înlănţuie circuitul k se poate 
obţine aplicând teorema superpoziţiei. Se obţine relaţia: 

 ∑∑
==

=ψ=ψ
n

1j
jkj

n

1j
kjk iL                                                                         (8.43) 

rezultând sistemul de ecuaţii: 
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                                                          (8.44) 

denumite şi ecuaţiile lui Maxwell pentru inductivităţi. Aceste ecuaţii exprimă 
faptul că fluxul magnetic total care înlănţuie fiecare circuit este o funcţie liniară 
de curenţii din circuitele considerate. Coeficienţii care intervin în aceste ecuaţii 
Lkj sunt inductivităţi proprii (k = j) sau reciproce (k ≠ j). În condiţiile 
menţionate se respectă condiţia de reciprocitate. 

Se poate observa că raportul dintre fluxul φk şi curentul ik depinde în 
general şi de curenţii din celelalte circuite. Atunci când acest raport nu depinde 
şi de curenţii din celelalte circuite se poate defini o inductivitate de serviciu, 
în mod analog capacităţii de serviciu. 

Se consideră două circuite filiforme Γ1 şi Γ2 cuplate magnetic şi situate 
într-un mediu liniar şi izotrop de permeabilitate μ (fig. 8.10). 

 

 
 
    Fig. 8.10 Circuite filiforme cuplate 
                        magnetic 
 

Din relaţiile (8.45) şi (8.46), rezultă pentru inductivitatea mutuală a celor 
două circuite magnetice expresia: 

∫ ∫
Γ Γπ

μ
=

φ
=

1 2 12

21

1

21
21 r

ldld
4i

L                                                                   (8.47) 

relaţie cunoscută şi sub numele de formula lui Neumann. Se poate observa că 
L21 = L12. 

Fluxul mutual φ21 se poate expri-
ma sub forma: 

∫∫∫
Γ

==φ
Γ 22

221

S

2121 ldASdB    (8.45) 

Potenţialul magnetic vector cores-
punzător unui circuit filiform are ex-
presia: 

∫
Γπ

μ
=

1 12

11
21 r

ld
4

i
A                    (8.46) 
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8.3. ENERGIA MAGNETICĂ 
 
În câmpul magnetic se înmagazinează o formă de energie, numită energie 

magnetică. S-a arătat că asupra conductoarelor parcurse de curent electric şi 
asupra corpurilor magnetizate situate în câmp magnetic acţionează forţe. 
Forţele exercitate de câmpul magnetic evidenţiază posibilitatea transformării 
energiei magnetice în alte forme de energie prin intemediul lucrului mecanic. 

 
8.3.1. ENERGIA MAGNETICĂ A UNUI CIRCUIT FILIFORM 
 
Calculul energiei magnetice plecând de la densitatea de energie magnetică: 

HB
2
1w m =                                                                                          (8.48) 

presupune calculul câmpului în întreg spaţiul. 
Se consideră un circuit filiform, situat într-un mediu liniar, izotrop, fără 

magnetizaţie permanentă şi infinit extins. Se consideră spaţiul împărţit în n 
tuburi de flux magnetic (fig. 8.11).  

                                                                     
 
                                                               Fig. 8.11 Figură explicativă la calculul 
                                                                    energiei magnetice a unui circuit filiform 
 

Ţinând cont de faptul că vectorii B , H , kld  şi Δ kS sunt coliniari, rezultă: 
( )( ) ( )kkkkkkk ldHldHSBldSHBdVHB φΔ=Δ=Δ=                       (8.50) 

unde Δφk este valoarea conservativă a fluxului magnetic de-a lungul tubului k 
de flux magnetic. 

Din relaţiile (8.49) şi (8.50) se obţine pentru energia magnetică Wm 
următoarea expresie: 

φ=φΔ=φΔ=φΔ= ∑∑∫∑
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                   (8.51) 

La obţinerea relaţiei (8.51) s-a utilizat legea circuitului magnetic. Energia 
magnetică se poate exprima şi în funcţie de inductanţa proprie L a circuitului, 
rezultând: 

2
m iL

2
1i

2
1W =φ=                                                                               (8.52) 

Ţinând cont de relaţia (8.48) ener-
gia magnetică va fi dată de relaţia: 

⇒= ∫∫∫
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m dVHB
2
1W   
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=

=
n

1k V
km

k

dVHB
2
1W        (8.49)

Dacă secţiunea tubului de câmp 
este suficient de mică, într-o secţiune 
câmpul poate fi considerat uniform.  
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Relaţia (8.52) permite o definiţie energetică a inductanţei proprii a unui 
conductor: 

2
extm

2
intm

2
m

i
W

2
i

W
2

i
W

2L +==                                                            (8.53) 

unde Wm int şi Wm ext sunt energiile magnetice înmagazinate în interiorul con-
ductorului şi respectiv, în exteriorul conductorului. Corespunzător celor doi 
termeni ai relaţiei (8.53) se definesc inductanţa interioară a conductorului şi 
respectiv, inductanţa exterioară a conductorului: 

2
extm

ext2
intm

int i
W2

L;
i

W2
L ==                                                           (8.54) 

 
8.3.2. ENERGIA ÎNMAGAZINATĂ ÎN CÂMPUL MAGNETIC 
                                      AL UNEI BOBINE 
 
Se consideră o bobină cu rezistenţa R şi inductanţa L, care prin închiderea 

întrerupătorului K se alimentează de la sursa de c.c. cu t.e.m. Ue şi rezistenţa 
interioară Ri (fig. 8.12). Curentul prin circuit nu se stabileşte instantaneu la 
valoarea: 

i

e

RR
U

I
+

=                                                                                            (8.55) 

ci după o curbă exponenţială care tinde asimptotic la această valoare (fig. 8.13). 
 

 
 

         Fig. 8.12 Bobină alimentată de la          Fig. 8.13 Variaţia curentului electric 
                    sursa de t.e.m. Ue                                              prin bobină 
 

Bobina fiind parcursă de un curent variabil i, conform legii inducţiei elec-
tromagnetice, în bobină apare o t.e.m. indusă, ueL = −L di/dt. Aplicând teorema 
a doua a lui Kirchhoff circuitului electric din figura 8.12, se obţine: 

( )ieLe RRiuU +=+                                                                            (8.56) 
Se înmulţesc ambii termeni ai relaţiei (8.56) cu produsul idt şi se obţine: 

( ) dtiLdtiRRdtiU 2
ie ++=                                                               (8.57) 

unde: Ue i dt reprezintă energia elementară dată de sursă; (R + Ri) i2
 dt – puterea 

dezvoltată prin efect Joule-Lenz în tervalul de timp dt; L i dt – energia elemen-
tară dWm înmagazinată în câmpul magnetic al bobinei, care se mai poate scrie 
şi astfel: 
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rezultând energia Wm înmagazinată în câmpul magnetic al unei bobine: 
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                                          (8.59) 

În general, dacă câmpul magnetic este produs de n bobine cuplate 
magnetic şi parcurse de curenţi variabili, neglijând fluxurile magnetice de 
dispersie, se obţine pentru energia magnetică expresia: 
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1W                                               (8.60) 

Ţinând cont de relaţia (8.60) pentru două bobine cuplate magnetic, energia 
magnetică va avea expresia: 

( )222212121111m iiii
2
1W ψ+ψ+ψ+ψ=                                                (8.61) 

Dacă se ţine cont şi de fluxurile magnetice de dispersie, se obţine relaţia: 

( ) ⇒ψ+ψ+ψ+ψ+ψ+ψ= 22d22221212111d111m iiiiii
2
1W               (8.62) 

( )2221212111m iiii
2
1W ψ+ψ+ψ+ψ=                                                  (8.63) 

unde ψ1 = ψ11 + ψd1, iar ψ2 = ψ22 + ψd2. 
Ţinând cont de relaţiile de definiţie ale inductivităţilor proprii şi mutuale, 

relaţia (8.63) se mai poate scrie şi astfel: 

( )2
2221121221

2
11m iLiiLiiLiL

2
1W +++=                                             (8.64) 

unde se poate introduce notaţia M = L12 = L21, termenul M i1 i2 reprezentând 
energia magnetică de interacţiune între două bobine. Dacă se modifică poziţia 
relativă a celor două bobine, se schimbă valoarea inductanţei mutuale, deci se 
modifică şi valoarea energiei magnetice de interacţiune. 
 

8.3.3. EXPRESIA ENERGIEI MAGNETICE ÎN FUNCŢIE DE 
       MĂRIMILE DE STARE ALE CÂMPULUI MAGNETIC 
 
Energia magnetică se poate exprima sub formă mai generală, în funcţie de 

mărimile de stare B  şi H  ale câmpului magnetic. Pentru aceasta se consideră 
obobină toroidală de diametru mare şi secţiune neglijabilă, având N spire şi 
fiind parcursă de curentul electric I. Câmpul magnetic din interiorul bobinei 
poate fi considerat un câmp elementar cu B  şi H  constante în punctele 
secţiunii bobinei. 
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Energia magnetică înmagazinată în câmpul magnetic al bobinei este dată 
de relaţia: 

lSBH
2
1

N
lHN

2
1I

2
1W m =φ=ψ=                                                       (8.65) 

unde s-a ţinut cont că: ψ = φN = B S N şi I = H l/N, l fiind lungimea iar S 
secţiunea bobinei. 

Dacă se consideră că spaţiul în care există câmp magnetic are volumul      
V = S l, rezultă că energia magnetică înmagazinată în unitatea de volum va fi: 

]m/J[BH
2
1BH

2
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V
W

w 3m
m ===                                                 (8.66) 

deoarece vectorii B  şi H  sunt coliniari. Rezultă forma generală de exprimare 
a energiei câmpului magnetic produs de curenţi liberi: 

[ ]JdVBH
2
1W

V
m ∫∫∫=                                                                        (8.67) 

În cazul câmpului magnetic produs de corpuri magnetizate (curenţi 
amperieni) se ţine cont de variaţia inducţiei magnetice în funcţie de intensitatea 
câmpului magnetic, reprezentată prin curba de magnetizare, B = B(H). Expresia 
energiei magnetice din unitatea de volum este următoarea: 
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8.4. TEOREMELE FORŢELOR GENERALIZATE ÎN 
                              CÂMP MAGNETIC 
 
Se consideră un sistem de n bobine alimentate de la surse exterioare de 

t.e.m. Bilanţul energetic al sistemului considerat se exprimă prin relaţia: 

dLdWdtiRdtiu m
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1k
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1k
kek ++= ∑∑
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                                                 (8.69) 

unde: ∑
=

n

1k
kek dtiu  reprezintă energia electrică primită de cele n bobine de la 

sursele exterioare de t.e.m. în timpul dt; ∑
=

n

1k

2
kk dtiR  - energia disipată prin 

efect Joule-Lenz pe rezistenţele celor n bobine în timpul dt; dWm - variaţia 
energiei magnetice a sistemului în intervalul de timp dt; dL - lucrul mecanic 
elementar determinat de forţele care acţionează în sistem; Rk - rezistenţa 
electrică a bobinei k; ik - curentul care străbate bobina k; uek - t.e.m. a sursei 
care alimentează bobina k. În relaţia (8.69) s-a considerat că sursele de t.e.m. 
au rezistenţele interioare nule. 
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Lucrul mecanic elementar dL se exprimă prin intermediul forţei genera-
lizate X, cu relaţia: 

dxXdL =                                                                                              (8.70) 
unde x reprezintă coordonata generaizată care poate fi o distanţă sau un unghi. 
Dacă x este o distanţă atunci X este o forţă propriu-zisă, iar dacă x este un 
unghi, X este un cuplu. 

Aplicând teorema a doua a lui Kirchhoff circuitului k din cele n circuite 
cuplate magnetic (fig. 8.12), se obţine: 

iRuu keLkek =+                                                                                  (8.71) 
unde ueLk este t.e.m. indusă în bobina k şi conform legii inducţiei electromag-
netice este dată de relaţia: 
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Se introduce relaţia (8.72) în relaţia (8.71) şi se înmulţesc termenii relaţiei 
obţinute cu produsul ikdt. Se obţine relaţia: 

dtiRdidtiu 2
kk

n

1j
jkkkek =ψ−∑

=

                                                           (8.73) 

care prin însumare pentru toate bobinele sistemului devine: 
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Din relaţiile (8.69), (8.70) şi (8.74) rezultă: 
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Pentru exprimarea forţei generalizate X se disting două cazuri: 
• Sub acţiunea forţei generalizate X, modificarea stării sistemului are loc 

astfel încât fluxul magnetic se păstrează constant, rezultând dψjk = 0. 
Din relaţia (8.75) rezultă: 
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• Sub acţiunea forţei generalizate X, modificarea stării sistemului are loc 
astfel încât curentul se păstrează constant, rezultând: 
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La obţinerea relaţiei (8.77) s-a ţinut cont de relaţia (8.60). 
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Relaţiile (8.76) şi (8.78) sunt cunoscute sub denumirea de teoremele 
forţelor generalizate în câmp magnetic. Indiferent de ipoteza de calcul 
adoptată forţa generalizată trebuie să rezulte aceeaşi. Dacă în urma calculelor 
efectuate, forţa generalizată X are o valoare pozitivă, rezultă că aceasta va 
acţiona în sensul creşterii coordonatei generalizate x. Forţa generalizată 
negativă acţionează în sensul micşorării coordonatei generalizate. 

 

Aplicaţie 
O bobină cilindrică de lungime l = 9cm şi rază r = 1cm are N = 400 spire 

parcurse de curentul continuu I = 0,2A. În interiorul bobinei este introdus pe 
lungimea x = 3cm un miez feromagnetic cu permeabilitatea relativă 1000r =μ  
(fig. 8.14). Să se calculeze energia magnetică a sistemului şi forţa ce acţionează 
asupra miezului. 

 

 
 

     Fig. 8.14 Bobină cu miez 
             feromagnetic  
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Forţa ce acţionează asupra miezului se calculează cu relaţia: 
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Rezultă, că F > 0, adică această forţă acţionează în sensul majorării 
coordonatei generalizate x (miezul este atras în interiorul bobinei). 

Energia magnetică se calculează cu 
relaţia: 
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unde se înlocuieşte: 
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Se obţine: 
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9. CIRCUITE ELECTRICE MONOFAZATE ÎN REGIM  
PERMANENT SINUSOIDAL 

 
Circuitele electrice de curent alternanativ (c.a.) sunt circuitele electrice 

alimentate cu tensiuni electromotoare alternative. Aceste circuite prezintă o 
importanţă deosebită în tehnică, atât în producerea, transmiterea şi utilizarea 
energiei electromagnetice, cât şi în electrocomunicaţii, semnalizări şi automa-
tizări, datorită numeroaselor lor avantaje. 

Cele mai simple maşini electrice generatoare sunt cele de curent alternativ, 
deoarece nu necesită dispozitive de redresare, simpla rotire a unei spire într-un 
câmp magnetic constant dând naştere unei t.e.m. alternative. Cele mai simple şi 
mai robuste motoare sunt motoarele asincrone, care sunt alimentate tot la 
tensiuni alternative. 

Pentru transmiterea energiei electrice se utilizează liniile electrice ale căror 
pierderi, prin efect Joule-Lenz, sunt invers proporţionale cu pătratul tensiunii. 
Pentru curenţii alternativi tensiunea se poate modifica relativ simplu, cu un 
randament ridicat, cu ajutorul transformatoarelor electrice. Semnalele radio şi 
cele din telecomunicaţii sunt practic suprapuneri de semnale alternative de 
înaltă frecvenţă.  

Curenţii alternativi sunt produşi adesea în circuite electrice liniare, în care 
regimul tranzitoriu se amortizează repede, încât în majoritatea aplicaţiilor este 
suficient studiul regimului permanent. 

Dacă unui circuit electric nedeformat i se aplică o tensiune alternativă 
sinusoidală, curenţii din laturile circuitului vor fi tot de formă sinusoidală având 
frecvenţa egală cu frecvenţa tensiunii de alimentare. 

 
9.1. DEFINIŢII GENERALE 
 
Se numeşte mărime sinusoidală (mărime armonică) o mărime alternativă 

a cărei expresie în funcţie de timp este de forma (fig. 9.1): 
 

( ) ( ) ( )[ ]α+π=α+π=α+ω= tT/2sinYtf2sinYtsinYy mmm              (9.1) 
 

 
                                                                                      
                                                                                     Fig. 9.1 Mărime sinusoidală 
 

unde: Ym reprezintă valorea maxim pozitivă a 
mărimii sinusoidale (amplitudinea); y – valoarea 
instantanee a mărimii sinusoidale; (ωt + α) –
faza mărimii, se exprimă în radiani; α – faza 
iniţială, la momentul t = 0, cu valori cuprinse 
între −π şi π; ω = 2πf = 2π/T – pulsaţia [rad/s];
f – frecvenţa, se exprimă în hertzi [Hz]; T –
perioada, se exprimă în secunde [s]. 

Alături de forma în sinus, în literatură se 
utilizează şi forma în cosinus: 
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( )β+ω= tcosYy m                                                                                  (9.2) 
care se poate aduce la forma în sinus şi reciproc, cu β = α − π/2.  

O mărime sinusoidală este complet determinată când se cunosc frecvenţa, 
amplitudinea şi faza iniţială. Valoarea medie a unei mărimi sinusoidale pe o 
semiperioadă se calculează cu relaţia: 

 ( ) m

2
T

mmed Y2dttsinY
T
2y ∫

+
ω
α

−

ω
α

−
π

=α+ω=                                                (9.3) 

Valoarea medie pe o perioadă a unei mărimi sinusoidale este nulă: 

( ) ( ) 0tcos
T

Y
dttsinY

T
1y~

Tt

t

m
Tt

t
m =α+ω

ω
−=α+ω=

++

∫                          (9.4) 

Valoarea efectivă a unei mărimi sinusoidale se calculează astfel: 

( )
2

Y
dt

2
t2cos1

T
1Ydty

T
1Y m

Tt

t
m

Tt

t

2 =
α+ω−

== ∫∫
++

                       (9.5) 

În electrotehnică, mărimile sinusoidale se reprezintă de obicei cu ajutorul 
valorii efective, sub forma: 

( )α+ω= tsinY2y                                                                               (9.6) 
numită forma normală în sinus a mărimii y. 

Schimbarea originii timpului nu afectează valoarea instantanee a mărimii şi 
deci nici faza, ci numai faza iniţială. Într-o serie de aplicaţii, pentru una dintre 
mărimile sinusoidale faza iniţială se poate alege arbitrar; odată fixată faza 
iniţială a uneia dintre mărimi, fazele iniţiale ale tuturor celorlalte mărimi sunt 
univoc determinate. Mărimea pentru care se alege o fază iniţială nulă se 
numeşte origine de fază. 

Între două mărimi sinusoidale de aceeaşi frecvenţă există anumite relaţii de 
fază. Se consideră două mărimi sinusoidale y1 şi y2 de aceeaşi frecvenţă: 

( ) ( )222111 tsinY2y;tsinY2y α+ω=α+ω=                             (9.7) 
Diferenţa fazelor celor două mărimi se numeşte defazajul mărimilor şi este 

egal cu diferenţa fazelor iniţiale: 
21 α−α=ϕ∇                                                                                           (9.8) 

Considerându-se că defazajul ∇ϕ este cuprins în intervalul [−π, π], se 
introduc următoarele exprimări uzuale ale relaţiilor de fază: 

∇ϕ > 0 sau α1 > α2    ⇒    y1 este defazată înaintea mărimii y2; 
∇ϕ < 0 sau α1 < α2    ⇒    y1 este defazată în urma mărimii y2; 
∇ϕ = 0 sau α1 = α2    ⇒    y1 este în fază cu y2; 
∇ϕ = ±π/2    ⇒    y1 şi y2 sunt în cuadratură; 
∇ϕ = ±π    ⇒    y1 şi y2 sunt în opoziţie de fază. 
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9.2. ELEMENTE IDEALE DE CIRCUIT 
 
Rezistorul ideal 
Se consideră un rezistor ideal de rezistenţă R (fiind parcurs de un curent 

electric degajă căldură dar nu produce câmp magnetic, nu acumulează sarcini 
electrice şi nu are câmp electric imprimat), alimentat cu tensiunea sinusoidală 
(fig. 9.2): 

( )α+ω= tsinU2u RR                                                                          (9.9) 
Valoarea instantanee a intensităţii curentului prin rezistor se obţine 

aplicând legea conducţiei electrice: 

( ) ( )α+ω=α+ω== tsinI2tsin
R

U2
R
ui R

RR
R                             (9.10) 

unde IR este valoarea efectivă a curentului prin rezistor. 
Din relaţia (9.10) rezultă: valoarea efectivă a intensităţii curentului nu 

depinde de frecvenţă; curentul electric printr-un rezistor ideal este în fază cu 
tensiunea electrică, aplicată la bornele sale, diagramele fazorială şi carteziană 
fiind prezentate în figura 9.3 (s-a considerat α = 0). Căderea de tensiune pe un 
rezistor se numeşte cădere de tensiune rezistivă. 

 
 

    Fig. 9.2 Rezistorul ideal         Fig. 9.3 a) Diagrama fazorială; b) diagrama carteziană   
 
Puterea instantanee pb primită de rezistorul ideal pe la borne corespunde 

căldurii disipate prin efect Joule-Lenz, fiind dată de relaţia: 
2
R

2
RRb uGiRiup ==⋅=                                                                      (9.11) 

unde G reprezintă conductanţa rezistorului. 
 
Bobina ideală 
Se consideră o bobină ideală de inductanţă L şi cu N spire (fiind parcursă 

de un curent electric produce câmp magnetic, dar nu degajă căldură, nu 
acumulează sarcini electrice şi nu are câmp electric imprimat) alimentată cu 
tensiunea la borne uL (fig. 9.4): 

( )α+ω= tsinU2u LL                                                                        (9.12) 
Curentul electric iL, care străbate bobina, produce un flux magnetic variabil 

LS iL=φ
Γ

 prin suprafeţele spirelor bobinei. 
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Seconsideră conturul închis Γ şi se aplică legea indcuţiei electromagnetice: 

dt
di

Luu
dt

d
ldE L

Lf
S −=−⇒

φ
−= Γ∫

Γ

                                            (9.13) 

Deoarece bobina este ideală (rezistenţa sa este nulă), se obţine: 

dt
di

Lu0iRu L
LLLf =⇒==                                                         (9.14) 

Din relaţia (9.14) rezultă expresia curentului IL: 

( ) ( ) ⇒α+ω
ω

−=α+ω== ∫∫ tcos
L
2UtsinU2

L
1dtu

L
1i LL  

( ) ( )2/tsinI22/tsin
L
2UiL π−α+ω=π−α+ω

ω
=                     (9.15) 

Mărimea LXL ω=  se numeşte reactanţă inductivă a bobinei şi se măsoară 
ca orice rezistenţă în ohmi [Ω]. Din relaţia (9.15) rezultă: valoarea efectivă a 
intensităţii curentului este egală cu raportul dintre valoarea efectivă a tensiunii 
la borne UL şi reactanţa inductivă XL, IL = UL / XL; căderea de tensiune pe 
bobina ideală (cădere de tensiune inductivă) va fi întotdeauna defazată cu π/2 
înaintea curentului prin bobină, diagramele fazorială şi carteziană fiind 
prezentate în figura 9.5 (s-a considerat α = 0).  

 
 

    Fig. 9.4 Bobina ideală         Fig. 9.5 a) Diagrama fazorială; b) diagrama carteziană   
 
Energia înmagazinată în câmpul magnetic al bobinei şi respectiv, puterea 

primită de bobina ideală pe la borne (este egală cu viteza de creştere a energiei), 
se calculează cu relaţiile: 

dt
dWp;

2
iLW m

b

2
L

m ==                                                                      (9.16) 

 
Condensatorul ideal 
Se consideră un condensator ideal de capacitate C (fiind parcurs de un 

curent electric poate acumula sarcini electrice, însă nu degajă căldură, nu 
produce câmp magnetic şi nu are câmp electric imprimat) alimentat cu o 
tensiune sinusoidală (fig. 9.6): 

( )α+ω= tsinU2u CC                                                                        (9.17) 
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Dacă circuitul ar fi alimentat cu o tensiune continuă, intensitatea curentului 
din circuit ar fi egală cu zero (rezistenţa dielectricului dintre armături este 
infinită). Aplicând o tensiune sinusoidală condensatorului, acesta se va încărca 
şi descărca periodic cu o frecvenţă egală cu frecvenţa tensiunii aplicate, şi deci 
prin circuit va trece un curent electric alternativ. 

Conform legii conservării sarcinii electrice aplicate suprafeţei închise Σ 
(fig. 9.6), se obţine: 

( )α+ω=== tsinUC2uCq;
dt
dqi CCC       ⇒                             (9.18) 

( ) ( )2/tsin
X

U2
tcosUC2

dt
du

Ci
C

C
C

C
C π+α+ω=α+ωω==       (9.19) 

( )2/tsinI2i CC π+α+ω=                                                                (9.20) 
Mărimea ( )C/1XC ω=  se numeşte reactanţă capacitivă a condensatorului 

şi se măsoară ca orice rezistenţă în ohmi [Ω]. Din relaţiile prezentate rezultă: 
valoarea efectivă a intensităţii curentului este egală cu raportul dintre valoarea 
efectivă a tensiunii la borne UC şi reactanţa capacitivă XC, IC = UC / XC; căderea 
de tensiune pe condensatorul ideal (cădere de tensiune capacitivă) va fi 
întotdeauna defazată cu π/2 în urma curentului prin condensator, diagramele 
fazorială şi carteziană fiind prezentate în figura 9.7 (s-a considerat α = 0). 

 

 
 

Fig. 9.6 Condensatorul ideal      Fig. 9.7 a) Diagrama fazorială; b) diagrama carteziană   
 

Energia câmpului electric al condensatorului şi respectiv, puterea primită 
de condensatorul ideal pe la borne, se calculează cu relaţiile: 

dt
dW

p;
2
uC

W e
b

2
C

e ==                                                                      (9.21) 
 

Sursa ideală 
Sursa ideală de tensiune (fig. 9.8) este un element ideal de circuit care are 

tensiunea electromotoare ue egală cu tensiunea la borne ub şi independentă de 
curentul debitat i. Rezistenţa interioară a unei surse ideale de tensiune este 
egală cu zero. Puterea electromagnetică cedată de sursa ideală de tensiune pe la 
borne este dată de relaţia: 

iup eb =                                                                                                (9.22) 
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Sursa ideală de curent (fig. 9.9) este un element ideal de circuit care 
debitează un curent de intensitate is, independent de tensiunea la borne ub. 
Rezistenţa interioară a unei surse ideale de curent este infinită. Puterea electro-
magnetică cedată de sursa ideală de curent pe la borne este dată de relaţia: 

sbb iup =                                                                                              (9.23) 

 
 

         Fig. 9.8 Sursa ideală de tensiune                    Fig. 9.9 Sursa ideală de curent 
 
9.3. MĂRIMI CARACTERISTICE CIRCUITELOR LINIARE ÎN 
                       REGIM PERMANENT SINUSOIDAL 
 
Un circuit de curent alternativ sinusoidal poate fi caracterizat cu ajutorul a 

doi parametri, pentru o anumită frecvenţă a tensiunii de alimentare. 
 
Impedanţa şi defazajul 
Impedanţa unui circuit pasiv este prin definiţie raportul dintre valoarea 

efectivă a tensiunii la bornele circuitului şi valoarea efectivă a intensităţii 
curentului ce intră pe la borne: 

0I/UZ >=                                                                                          (9.24) 
Impedanţa este o funcţie de parametrii circuitului şi de frecvenţa tensiunii 

de alimentare, Z = Z(R, L, C, f). Unitatea de măsură este Ohmul [Ω]. 
Defazajul circuitului se defineşte ca diferenţa dintre faza tensiunii la 

bornele circuitului şi faza intensităţii curentului ce intră pe la o bornă şi iese pe 
la cealaltă. Deoarece frecvenţa curentului şi a tensiunii este aceeaşi, defazajul 
este diferenţa dintre fazele iniţiale ale tensiunii şi intensităţii curentului: 

β−α=ϕ                                                                                               (9.25) 
Defazajul circuitului depinde de parametrii circuitului şi de frecvenţă        

ϕ = ϕ(R, L, C, f). Valorile defazajului sunt cuprinse în intervalul [−π/2, π/2], 
rezultând cosϕ ≥ 0. 

Dacă se cunosc tensiunea la bornele circuitului u, impedanţa Z şi defazajul 
ϕ, curentul este univoc determinat: 

( )ϕ−α+ω= tsin
Z
U2i                                                                       (9.26) 

 
Rezistenţa şi reactanţa circuitului 
Rezistenţa circuitului nu trebuie confundată cu rezistenţa dată în c.c. de 

relaţia (5.49). Rezistenţa R a circuitului este definită cu relaţia: 
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0cosZ
I

cosUR ≥ϕ=
ϕ

=                                                                   (9.27) 

unde ϕcosU  este componenta activă a tensiunii. 
Reactanţa X a circuitului este definită cu relaţia: 

ϕ=
ϕ

= sinZ
I

sinUX                                                                          (9.28) 

unde ϕsinU  este componenta reactivă a tensiunii. Reactanţa poate avea valori 
pozitive sau valori negative. 

Dacă se dau reazistenţa şi reactanţa se pot determina defazajul şi impedanţa 
circuitului: 

Z
Rcos;

Z
Xsin;XRZ;

R
Xarctg 22 =ϕ=ϕ+==ϕ                   (9.29) 

Relaţiile (9.29) pot fi deduse şi din triunghiul impedanţelor (fig. 9.10). 
Unitatea de măsură pentru rezistenţa şi reactanţa circuitului este Ohmul [Ω]. 
Cunoscând valorile date de relaţiile (9.29), se obţine valoarea instantanee a 
curentului: 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −α+ω

+
=

R
Xarctgtsin

XR

U2i
22

                                             (9.30) 

 

 
 

         Fig. 9.10 Triunghiul impedanţelor                   Fig. 9.11 Triunghiul admitanţelor 
 

Admitanţa 
Admitanţa Y a circuitului se defineşte ca inversa impedanţei circuitului: 

0U/IZ/1Y >==                                                                               (9.31) 
Unitatea de măsură a admitanţei este Siemensul [S]. 
Cunoscând admitanţa şi defazajul se poate scrie valoarea instantanee a 

intensităţii curentului: 
( )ϕ−α+ω= tsinUY2i                                                                    (9.32) 

 

Conductanţa şi susceptanţa 
Rezistenţa G a circuitului este definită cu relaţia: 

0cosY
U

cosIG ≥ϕ=
ϕ

=                                                                     (9.33) 

unde ϕcosI  este componenta activă a curentului. 
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Reactanţa B a circuitului este definită cu relaţia: 

ϕ=
ϕ

= sinY
U

sinIB                                                                          (9.34) 

unde ϕsinI  este componenta reactivă a curentului. Susceptanţa poate avea 
valori pozitive sau valori negative. 

Cunoscându-se conductanţa şi susceptanţa circuitului se pot deduce 
relaţiile: 

Y/Bsin;Y/Gcos;G/Btg;BGY 22 =ϕ=ϕ=ϕ+=          (9.35) 
Relaţiile (9.35) pot fi deduse şi din triunghiul admitanţelor (fig. 9.11). 

Unitatea de măsură pentru conductanţă şi susceptanţă este Siemensul [Ω]. 
Cunoscând valorile date de relaţiile (9.35), se obţine valoarea instantanee a 

curentului: 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −α+ω+=

G
BarctgtsinBGU2i 22                                           (9.36) 

 
9.4. METODE DE REPREZENTARE A MĂRIMILOR 
                                  SINUSOIDALE 
 
9.4.1. REPREZENTAREA GEOMETRICĂ 
 
Reprezentarea geometrică se bazează pe posibilitatea de a asocia fiecărei 

mărimi sinusoidale câte un vector liber în plan, vector cu punct de aplicaţie 
arbitrar, caracterizat prin modulul să şi prin unghiul pe care îl face cu o axă de 
referinţă. Vectorii reprezentativi ai unei mărimi sinusoidale se numesc fazori, 
asocierea fiind biunivocă. 

Se consideră mărimea sinusoidală: 
( )α+ω= tsinYy m                                                                                (9.37) 

Într-un sistem de coordonate carteziene, fazorul asociat mărimii sinusoi-
dale considerate va avea modulul egal cu amplitudinea Ym, iar unghiul pe care 
îl face cu axa de referinţă (axa 0x) este egal cu faza mărimii sinusoidale. 
Fazorul din figura 9.12 trebuie presupus rotit în timp, în sens direct, cu viteza 
undgiulară constantă ω. Proiecţia fazorului pe axa 0y reprezintă valoarea 
instantanee a mărimii sinusoidale la momentul de timp t. În figura 9.12 cu linie 
punctată s-a reprezentat axa numită origine de fază, faţă de care fazoruol face 
un unghi constant egal cu faza iniţială α a mărimii sinusoidale. Rezultă că 
originea de fază se roteşte odată cu fazorul, axa 0x fiind fixă. 

Utilizând această reprezentare, relaţiilor analitice le vor corespunde 
anumite construcţii grafice, obţinându-se diagrame fazoriale sau vectoriale. 
Această reprezentare geometrică cu fazor rotitor se numeşte şi reprezentare 
cinematică. 
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O reprezentare geometrică simplificată a unei mărimi sinusoidale este 
reprezentarea cu fazor fix numită şi reprezentare polară (fig. 9.13). În cazul 
acesta modulul fazorului este egal cu valoarea efectivă Y a mărimii sinusoidale, 
iar argumentul fazorului este egal cu faza iniţială α, raporată la axa origine de 
fază. 

 
 

          Fig. 9.12 Reprezentarea cinematică              Fig. 9.13 Reprezentarea polară 
 

Când intevin mai multe mărimi sinusoidale, faza iniţială a uneia dintre ele 
poate fi aleasă arbitrar, iar aceasta odată fixată, fazele iniţiale ale celorlalte 
mărimi sunt univoc determinate. 

  
9.4.2. REPREZENTAREA ÎN COMPLEX SIMPLIFICAT 
 
La calculul circuitelor electrice de c.a. sinusoidal, apar sisteme de ecuaţii 

integro-diferenţiale, care sunt dificil de rezolvat prin metode matematice 
uzuale. Pentru simplificarea rezolvării acestor sisteme de ecuaţii s-au elaborat 
difgerite metode de reprezentare simbolică a mărimilor sinusoidale. Fiecărei 
mărimi sinusoidale i se asociază biunivoc, după o anumită regulă, un simbol 
denumit imaginea mărimii respective, sistemele de ecuaţii integro-diferenţiale 
cu mărimi sinusoidale fiind astfel, transformate în sisteme de ecuaţii liniare. 
După calcularea imaginilor mărimilor necunoscute, se determină mărimile 
sinusoidale din simbolurile lor, folosind metoda de reprezentare în sens invers. 

Reprezentare în complex a unei mărimi sinusoidale este o reprezentare 
simbolică, care simplifică calculul circuitelor de c.a. 

Un număr complex z  poate fi scris astfel: 

( ) ϕ=ϕ+ϕ=+= jerz;sinjcosrz;jbaz                                       (9.38) 
unde prima relaţie reprezintă forma algebrică, a doua – forma trigonometrică şi 
ultima relaţie – forma exponenţială a numărului complex z . În relaţiile (9.38) a 
şi b sunt numere reale, a fiind partea reală iar b partea imaginară a lui z ; r 
reprezintă modulul numărului complex şi este un număr real pozitiv, iar ϕ 
reprezintă argumentul numărului complex z .  Notaţia unităţii imaginare se face 

cu 1j −=  nu cu i, pentru a nu se confunda cu intensitatea curentului. 
Între a, b, r şi ϕ există următoarele relaţii: 
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r/bsin;r/acos;bar 22 =ϕ=ϕ+=                                          (9.39) 
Se poate asocia fiecărei mărimi sinusoidale un număr complex, asocierea 

fiind biunivocă. Se consideră mărimea sinusoidală: 
( )α+ω= tsinY2y                                                                             (9.40) 

Imaginea în complex a acestei mărimi sinusoidale, numită reprezentanta în 
complex a lui y şi notată cu Y , este un număr complex care are modulul egal 
cu valoarea efectivă Y a mărimii sinusoidale şi argumentul egal cu faza iniţială 
a mărimii α sinusoidale: 

ϕ= jeYY                                                                                               (9.41) 
Valoarea instantanee a mărimii sinusoidale se determină amplificând 

imaginea cu tje2 ω : 
( ) ( ) ( )[ ]ϕ+ω+ϕ+ω== ϕ+ωω tsinjtcosY2eY2e2Y tjtj             (9.42) 

Din relaţia (9.42) se observă că partea imaginară este tocmai valoarea 
instantanee a mărimii sinusoidale: 

{ }Ye2Imy tjω=                                                                                 (9.43) 
 

    
     

   Fig. 9.14 Reprezentarea 
  în complex a unei mărimi 
           sinusoidale 

 
Operaţiilor cu mărimi sinusoidale în timp le corespund următoarele operaţii 

cu imaginile lor în complex: 
• Sumei a două mărimi sinusoidale îi corespunde suma imaginilor în 

complex a mărimilor: 
2121 YYyy +⇔+                                                                         (9.44) 

• Amplificării cu un scalar λ a unei mărimi sinusoidale îi corespunde 
amplificarea cu un scalar a imaginii în complex a mărimii: 

Yy λ⇔λ                                                                                       (9.45) 
• Derivării în raport cu timpul a unei mărimi sinusoidale îi corespunde 

înmulţirea imaginii în complex a mărimii cu jω: 

Yj
dt
dy

ω⇔                                                                                     (9.46) 

În planul complex (planul lui Gauss), mări-
mea sinusoidală se reprezintă printr-un vector 
fix, numit fazor, care are modulul egal cu
valoarea efectivă a mărimii sinusoidale şi
argumentul egal cu faza iniţială a mărimii
sinusoidale (fig. 9.14). 

Mărimile sinusoidale cu faza iniţială zero 
se numesc mărimi sinusoidale origine de fază şi 
au fazorii suprapuşi axei reale (fazorul 1Y din 
figura 9.14). 
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Dacă mărimea sinusoidală este dată de relaţia (9.40), derivata sa este: 

( ) ( ) ⇒π+α+ωω=α+ωω= 2/tsinY2tcosY2
dt
dy  

( ) YjeeYeY
dt
dy 2/jj2/j ω=ω=ω⇔ παπ+α                                       (9.47) 

Prin derivare se obţine un fazor amplificat cu ω şi rotit în planul complex 
în sens trigonometric cu π/2. 
• Integrării în raport cu timpul a unei mărimi sinusoidale îi corespunde 

împărţirea imaginii ei în complex cu jω: 

ω
⇔∫ j

Ydty                                                                                     (9.48) 

Integrând mărimea y se obţine: 

( ) ( ) ⇒π−α+ω
ω

=α+ω
ω

−=∫ 2/tsinY2tcosY2dty  

( )
ω

=
ω

=
ω

⇔ π−απ−α∫ j
YeeYeYdty 2/jj2/j                                         (9.49) 

Prin integrare se obţine un fazor cu modulul de ω ori mai mic şi rotit în 
planul complex în sens invers trigonometric cu π/2. 

 
9.4.3. CALCULUL CIRCUITELOR DE C.A. SINUSOIDAL 
             FOLOSIND REPREZENTAREA ÎN COMPLEX 
 
Pentru caracterizarea circuitelor la a căror rezolvare se utilizează metoda 

reprezentării în complex se utilizează parametrii complecşi, impedanţa 
complexă Z  şi admitanţa complexă Y . 

Impedanţa complexă Z  se defineşte ca raportul dintre tensiunea comple-
xă şi intensitatea complexă a curentului. Dacă tensiunea şi curentul au valorile 
instantanee: 

( ) ( )β+ω=α+ω= tsinI2i;tsinU2u                                         (9.50) 
se obţine impedanţa complexă Z : 

( ) ( ) XjRsinjcosZeZe
I
U

eI
eU

I
UZ jj

j

j

+=ϕ+ϕ===== ϕβ−α
β

α

      (9.51) 

Rezultă că impedanţa complexă este un număr complex care are modulul 
egal cu impedanţa circuitului şi argumentul egal cu defazajul circuitului, partea 
reală fiind rezistenţa circuitului iar partea imaginară reactanţa circuitului. 

Admitanţa complexă Y  se defineşte ca raportul dinre curentul complex şi 
tensiunea complexă, fiind deci, egală cu valoarea inversă a impedanţei 
complexe: 
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( ) ( ) BjGsinjcosYeYe
U
I

Z
1

U
IY jj −=ϕ−ϕ===== ϕ−β−α−         (9.52) 

Rezultă că admitanţa complexă este un număr complex care are modulul 
egal cu admitanţa circuitului şi argumentul egal cu defazajul circuitului cu 
semn schimbat, partea reală fiind egală cu conductanţa circuitului iar partea 
imaginară, cu susceptanţa circuitului cu semn schimbat. 

La calculul circuitelor se presupun următoarele ipoteze simplificatoare: 
• circuitele sunt filiforme, curentul fiind repartizat uniform în secţiunea 

conductorului; 
• elementele de circuit sunt ideale, rezistoarele au numai rezistenţă, bobinele 

numai inductanţă, iar condensatoarele numai capacitate; 
• circuitele au parametrii concentraţi, în rezistor este concentrată întreaga 

rezistenţă, în bobină întreaga inductanţă şi în condensator întreaga 
capacitate a circuitului; 

• circuitul este izolat de influenţa electromagnetică a altor circuite; 
• parametrii circuitului (R, L şi C) sunt liniari, nu depind de valoarea 

intensităţii curentului sau a tensiunii. 
Metodologia de rezolvare a circuitelor de c.a., folosind reprezentarea în 

complex, este următoarea: 
• se scriu ecuaţiile integro-diferenţiale ale circuitelor, în valori instantanee; 
• se determină imaginile în complex ale mărimilor sinusoidale date şi ale 

relaţiilor integro-diferenţiale; 
• se rezolvă ecuaţiile liniare obţinute, în raport cu imaginile funcţiilor 

necunoscute; 
• se reprezintă în planul complex fazorii corespunzători mărimilor cunoscute 

şi mărimilor calculate, obţinându-se diagramele fazoriale, care dau o 
imagine sugestivă a mărimilor şi defazajelor dintre mărimi. 

 
9.5. TEOREMA LUI JOUBERT 
 
Din relaţia de definiţie a impedanţei complexe pentru dipoli liniari şi 

pasivi, rezultă: 
IZU =                                                                                                   (9.53) 

relaţie care reprezintă forma complexă a legii lui Ohm pentru circuite liniare 
şi pasive. Se consideră o latură activă a unui circuit electric (fig. 9.15) care 
conţine un circuit R, L, C serie şi o sursă ideală, care are t.e.m instantanee ueg 
cu sensul acelaşi cu al curentului prin latură. Aplicând legea condcuţiei 
electromagnetice conturului închis Γ, reprezentat în figură, se obţine: 

beg
S udti

C
1iRu

dt
d

ldE −+=+
φ

−= ∫∫
Γ

Γ                                             (9.54) 
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Fluxul magnetic 
Γ

φS este fluxul care străbate orice suprafaţă deschisă SΓ, 
care se sprijină pe conturul Γ, fiind compus din fluxul propriu bobinei (L ⋅ i) şi 
din fluxul exterior φext: 

extS iL φ+=φ
Γ

                                                                                      (9.55) 
Înlocuind relaţia (9.55) în relaţia (9.54) se obţine: 

∫++=+
φ

− dti
C
1

dt
diLiRu

dt
d

u b
ext

eg                                                 (9.56) 

Trecând relaţia (9.56) în complex simplificat, rezultă: 

IZI
C

1LjRUjU bexteg =⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

ω
−ω+=+φω−                                  (9.57) 

 

 
 

Fig. 9.15 Figură explicativă la demonstrarea teoremei lui Joubert 
 
Relaţiile (9.56) şi (9.57) reprezintă teorema lui Joubert sub formă 

instantanee şi complexă (forma complexă generalizată a legii lui Ohm). 
Dacă latura nu este cuplată inductiv cu alte laturi, φext = 0, rezultând: 

IZUU beg =+                                                                                      (9.58) 
 
9. 6. FORMA COMPLEXĂ A TEOREMELOR LUI KIRCHHOFF 
 
Prima teoremă a lui Kirchhoff se aplică unui nod oarecare de reţea N. Se 

consideră a suprafaţă închisă Σ care înconjoară nodul (fig. 9.16) şi se aplică 
legea conservării sarcinii electrice pentru regimul cvasistaţionar, rezultând: 

∑ ∑
∈ ∈

=⇒=
Nk Nk

kk 0I0i                                                                     (9.59) 

Suma algebrică a imaginilor în complex ale curenţilor din laturile unei 
reţele, care converg într-un nod de reţea, este nulă. 

Relaţia nu este valabilă pentru modulele sau valorile efective ale curenţilor. 
Relaţia se va aplica la N − S noduri, unde N este numărul total de noduri ale 
reţelei, iar S este numărul de subreţele (reţele care nu au o continuitate 
galvanică, dar au între ele o cuplare magnetică). 

Teorema a doua a lui Kirchhoff se aplică unui ochi de reţea. Se consideră 
un ochi oarecare de reţea Op (fig. 9.17) şi se aplică teorema lui Joubert laturii j 
a ochiului considerat.  

Se obţine în complex: 
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                 Fig. 9.16 Nod de reţea                                  Fig. 9.17 Ochi de reţea 
 

extjj
j

jjjjbjej jI
C
1LjIRUU φω+⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

ω
−ω+=+                                     (9.60) 

Fluxul magnetic 
extj

φ  este produs de cuplajele magnetice care există între 

această latură şi celelalte laturi ale reţelei: 

∑
≠
=

ω=φω
L

jk
1k

kjkextj
LLjj                                                                           (9.61) 

Procedând analog pentru toate laturile ochiului Op şi însumând membru cu 
membru se obţine: 

∑ ∑∑∑
∈

≠
=∈∈ ⎥

⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
ω+=+

ppp Oj

L

jk
1k

kjkjj
Oj

bj
Oj

ej LLjIZUU                                        (9.62) 

unde jZ  este impedanţa complexă a laturii j: 

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

ω
−ω+=

j
jjjj C

1LjRZ                                                                    (9.63) 

Din teorema potenţialului electric rezultă că suma tensiunilor de pe o curbă 
închisă este zero, rezultând astfel din relaţia (9.62) forma complexă a teoremei 
a doua a lui Kirchhoff: 

∑ ∑ ∑
∈ ∈

≠
= ⎥

⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
ω+⋅=

p pOj Oj

L

jk
1k

kjkjjej ILjIZU                                                     (9.64) 

Suma algebrică a imaginilor în complex ale t.e.m. ale generatoarelor 
din laturile care aparţin unui ochi de reţea, este egală cu suma algebrică a 
căderilor de tensiune complexe din laturile respective. 

T.e.m. se ia cu semnul plus dacă există concordanţă între sensul t.e.m. şi 
sensul de parcurgere a ochiului şi cu semnul minus în caz contrar. Căderea de 
tensiune jj IZ  se ia cu semnul plus dacă sensul de parcurgere a ochiului 
coincide pin latură cu sensul cuentului. Căderea de tensiune pe inductanţele 
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mutuale se ia cu semnul plus dacă curenţii jI  şi kI  au acelaşi sens faţă de 
bornele polarizate şi dacă sensul lui jI  prin latură coincide cu sensul de 
parcurgere a laturii.  

 

Aplicaţie 
Să se rezolve reţeaua electrică din figura 9.18, fiind date t.e.m., impedan-

ţele laturilor şi inductanţele mutuale. 

 
                                                                                       

                                                                                     Fig. 9.18 Reţea de c.a. 
0III 321 =−−  

( ) ( ) 1212122221111e ILjILjILjRILjRU ω−ω−ω++ω+=  

( ) 4341213
3

332223e ILjILjI
C
1jLjRILjRU ω−ω+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
ω

−ω++ω+−=−  

( ) 343444 ILjILjR0 ω−ω+=  
Prin rezolvarea sistemului de ecuaţii se determină imaginile în complex ale 

curenţilor din laturi, iar cu ajutorul regulei de trecere inversă (rel. 9.43) se obţin 
valorile instantanee ale curenţilor. 

 
9.7. PUTERI ÎN CIRCUITELE DE CURENT ALTERNATIV 
 
9.7.1 PUTEREA ACTIVĂ, PUTEREA REACTIVĂ ŞI 
                             PUTEREA APARENTĂ 
 
La circuitele de curent alternativ în regim sinusoidal intervin trei forme ale 

puterii: puterea activă, puterea reactivă şi puterea aparentă. 
Considerând tensiunea şi curentul de forma: 

( ) ( )β+ω=α+ω= tsinI2i;tsinU2u                                         (9.65) 
puterea electromagnetică instantanee într-un circuit monofazat are expresia: 

( ) ( ) ( )[ ]β+α+ω−ϕ=β+ωα+ω=⋅= tcoscosIUtsintsinIU2iup  (9.66) 
 Puterea instantanee este o mărime periodică, având o componentă cons-

tantă (UIcosϕ) şi o componentă alternativă cu frecvenţa dublă faţă de frecvenţa 
tensiunii de alimentare. În decursul unei perioade puterea electromagnetică 
instantanee are atât valori pozitive, cât şi valori negative (fig. 9.19).  

Reţeaua are 3 noduri, 2 subreţele şi 4
laturi. Se figurează curenţii din laturile 
reţelei şi sensurile de parcurgere a 
ochiurilor, cu sensuri arbitrare alese. 
Aplicând prima teoremă a lui Kirchhoff 
nodului A şi cea de a doua teoremă 
ochiurilor 1, 2 şi 3, se obţine sistemul de 
ecuaţii: 
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 Fig. 9.19 Variaţiile tensiunii, curentului 
       şi puterii instantanee cu timpul  

 
Puterea activă P este valoarea medie a puterii electromagnetice instan-

tanee pe durata unei perioade: 

ϕ== ∫ cosIUdtp
T
1P

T

0

                                                                        (9.67) 

În cazul unui circuit receptor pasiv (nu conţine surse), puterea activă va fi: 
0UGIRcosIZcosIUP 222 ≥==ϕ=ϕ=                                        (9.68) 

deoarece ϕ este cuprins în intervalul [-π/2, π/2]. 
Puterea activă este maximă în circuitele pur rezistive (ϕ = 0) şi este nulă în 

circuitele nedisipative (ϕ = ±π/2). Unitatea de măsură a puterii active este 
Wattul [W], iar aparatele utilizate pentru măsurarea puterii active se numesc 
wattmetre. 

Energia activă este integrala în raport cu timpul a puterii active: 

∫=
T

0
a dtPW                                                                                            (9.69) 

şi se măsoară în Watt-secunde [Ws]. 
 

Puterea reactivă Q se defineşte ca produsul dintre valorile efective ale 
tensiunii şi curentului, multiplicat cu sinusul unghiului de defazaj: 

22 UBsinIZsinIUQ =ϕ=ϕ=                                                           (9.70) 
Dacă circuitul are caracter inductiv (0 < ϕ < π/2), atunci Q > 0, ceea ce 

înseamnă că în circuit se consumă putere reactivă; dacă circuitul are caracter 
capacitiv, (-π/2 < ϕ < 0), atunci Q < 0, ceea ce înseamnă că în circuit se 
produce putere reactivă; dacă circuitul este pur rezistiv (ϕ = 0), puterea reactivă 
este nulă. Unitatea de măsură pentru puterea reactivă este Volt-amperul-
reactiv [var]. Energia reactivă se calculează cu relaţia: 

∫=
T

0
r dtQW                                                                                           (9.71) 

În figura 9.19 sunt prezentate 
variaţiile tensiunii, intensităţii cu-
rentului şi puterii instantanee în 
raport cu timpul. 

Când puterea electromagnetică 
instantanee este pozitivă, fluxul de 
energie electromagnetică este dirijat 
de la sursă spre receptor, iar când 
puterea este negativă, fluxul de 
energie este dirijat de la receptor 
spre sursă.  
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şi se măsoară în volt-amper-reactiv secundă [vars] 
 

Puterea aparentă S se defineşte ca produsul dintre valorile efective ale 
tensiunii şi curentului: 

22 UYIZIUS ===                                                                           (9.72) 
Unitatea de măsură pentru puterea aparentă este Volt-amperul [VA]. 

Puterea aparentă reprezintă valoarea maximă pe care o poate lua puterea activă, 
fiind o mărime caracteristică transformatoarelor şi generatoarelor.                                                                                                                                                                

                                                                        
                                                                                           
                                                                             Fig. 9.20 Triunghiul puterilor  
        
9.7.2. PUTEREA COMPLEXĂ 
 
Puterea complexă S  se defineşte ca produsul dintre tensiunea complexă 

şi curentul complex conjugat: 
( ) ⇒==⋅== ϕβ−αβ−α jjjj* eSeIUeIeUIUS  

( ) QjPsinjcosSS +=ϕ+ϕ=                                                              (9.75) 
Puterea complexă poate avea în funcţie de parametrii circuitului 

următoarele expresii: 
( ) ( ) 2222* UBjGIXjRUYIZIUS −=+====                            (9.76) 

 

                                                                         
 
                                                                                Fig. 9.21 Puterea complexă 

 

Fazorul S  se află în cadranele I sau IV. Pentru circuitele care conţin surse de 
t.e.m., fazorul S  poate fi în orice cadran. 

Conform celor prezentate, puterea ctivă şi reactivă se pot exprima prin 
partea reală, respectiv partea imaginară a puterii complexe: 

{ } { } { } { }** IUImSImQ;IUReSReP ====                                    (9.77) 

Între puterile P, Q şi S există următoarele 
relaţii de legătură: 

222 QPS +=                                        (9.73)

S
Qsin;

S
Pcos;

P
Qtg =ϕ=ϕ=ϕ      (9.74)

relaţii care pot fi deduse şi din triunghiul puterilor 
(fig. 9.20). 

Puterea complexă este un număr complex al 
cărui modul este egal cu puterea aparentă iar 
argumentul este egal cu defazajul circuitului, 
partea reală fiind puterea activă iar partea 
imaginară fiind puterea reactivă. 

Puterea complexă S  poate fi reprezentată în 
planul complex al puterilor (fig. 4.91). În cazul 
circuitului pasiv, puterea activă P este pozitivă, iar
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9.7.3. FACTORUL DE PUTERE 
 

Factorul de putere δ este egal cu raportul dintre puterea activă P şi 
puterea activă maximă, corespunzătoare aceloraşi pierderi prin efect Joule-Lenz 
pe linie: 

ϕ=
ϕ

===δ cos
IU

cosIU
S
P

P
P

max

                                                        (9.78) 

În regim sinusoidal puterea activă maximă este egală cu puterea aparentă, 
Pmax = S, iar factorul de putere este egal cu factorul de defazaj, cosϕ. 

Cu cât factorul de putere al receptoarelor este mai mare, cu atât 
generatoarele din centrale şi liniile de transport pot fi încărcate cu o putere 
activă mai mare. Astfel, este necesar a avea un factor de putere cât mai mare 
(cât mai apropiat de unitate), pentru a reduce pierderile de putere şi pentru a 
folosi eficient generatoarele şi liniile de transport. 

Îmbunătăţirea factorului de putere se realizează utilizând condensatoarele 
electrice, în figura 9.22 fiind prezentată schema de conectare a condensatorului. 

 

    
 

Fig. 9.22 Schema de legare 
     a condensatorului 
 

( )'2 tgtg
U

PC ϕ−ϕ
⋅ω

=                                                                 (9.79) 

unde: ϕ  este defazajul circuitului în lipsa condensatorului; 'ϕ - defazajul 
circuitului după montarea condensatorului. Puterea reactivă debitată de insta-
laţia de compensare este dată de relaţia: 

( )'2 tgtgPUCQ ϕ−ϕ=⋅⋅ω=                                    (9.80) 
 
9.7.4. TEOREMA CONSERVĂRII PUTERILOR COMPLEXE,  
                                  ACTIVE ŞI REACTIVE  

 

Puterea complexă primită pe la borne de o reţea necuplată magnetic 
cu exteriorul este egală cu suma puterilor complexe primite de laturile 
reţelei. 

Forma generală a teoremei conservării puterii complexe este următoarea: 
( ) ∑∑

==

==
L

1k
kbk

N

1n

*ext
nnb IUIVS                                                               (9.81) 

Se consideră un receptor de impedanţă Z  şi 
putere activă ϕ= cosIUP . Pentru a îmbunătăţi 
factorul de putere al circuitului de la ϕcos  la 

'cosϕ , în paralel cu receptorul se conectează un 
condensator de capacitate C, care va absorbi 
curentul cI , defazat cu π/2 înaintea tensiunii U . 

Capacitatea condensatorului este dată de relaţia: 
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unde: N este numărul de noduri (borne de acces) ale reţelei, L – numărul de 
laturi; bkU  – reprezentanta în complex a tensiunii la bornele laturii k; kI  – 
reprezentanta în complex a curentului prin latura k; nV  – reprezentanta în 

complex a potenţialului nodului n faţă de un punct arbitrar; ( )ext
nI  – reprezen-

tanta în complex a curentului injectat în nodul n. 
Ţinând cont de teorema lui Joubert (rel. 9.57) aplicată relaţiei (9.81) se 

obţine: 
XRgb QjPSS +=+                                                                                 (9.82) 

care reprezintă teorema conservării puterii complexe a unei reţele: suma 
dintre puterea complexă primită de reţea pe la bornele de acces bS  şi 
puterea complexă generată de sursele reţelei gS  are ca parte reală puterea 
activă PR disipată de rezistoarele reţelei şi ca parte imaginară puterea 
reactivă QX primită de bobinele şi de condensatoarele reţelei. 

Din teorema conservării puterii complexe rezultă teorema conservării 
puterii active: 

Rgb PPP =+                                                                                          (9.83) 
şi teorema conservării puterii reactive: 

Xgb QQQ =+                                                                                       (9.84) 
 
9.7.5. TEOREMA TRANSFERULUI MAXIM DE PUTERE ACTIVĂ 
 
Se consideră un generator de tensiune cu t.e.m eU  şi impedanţa interioară 

iii XjRZ += . Se cere să se determine condiţiile în care acest generator va 
transmite pe la borne o putere activă maximă unei sarcini pasive, XjRZ +=  
(fig. 9.23). 

                                                                           
 

                                                                       Fig. 9.23 Sarcină conectată la un 
                                                                                generator cu impedanţă internă 
 

iXX −=                                                                                                 (9.87) 
Maximul puterii în raport cu rezistenţa sarcinii se obţine la valoarea: 

iRR =                                                                                                   (9.88) 

Curentul I  prin circuit este dat de relaţia:

( )ii

e

i

e

XXjRR
U

ZZ
U

I
+++

=
+

=    (9.85)

iar puterea activă cedată pe la borne va fi: 

( ) ( )2
i

2
i

2
e

g XXRR
UR

P
+++

=            (9.86)

Se observă  uşor că Pg este maximă în 
raport cu reactanţa sarcinii atunci când: 
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Aceste două condiţii se pot concentra în expresia: 
*
iZZ =                                                                                                   (9.89) 

numită şi condiţia de adaptare a sarcinii. 
Teorema transferului maxim de putere activă se enunţă astfel: o 

sarcină conectată între două borne ale unei surse de t.e.m. absoarbe o 
putere maximă activă dacă reactanţa ei este egală cu reactanţa interioară a 
sursei luată cu semnul schimbat şi rezistenţa ei este egală cu rezistenţa 
interioară a sursei. 

Puterea activă maximă transferată pe la bornele sarcinii adaptate Pmax, 
puterea activă dată de generator Pg şi randamentul electric η, în condiţiile 
transferului maxim de putere activă, sunt date de relaţiile: 

( ) 5,0
P

P
;P2

R2
U

IRRP;
R4

U
P

g

max
max

i

2
e2

ig
i

2
e

max ==η==+==       (9.90) 

 
9.8. CIRCUITE SIMPLE  ÎN REGIM PERMANENT SINUSOIDAL. 
                              IMPEDANŢE ECHIVALENTE 
 
9.8.1. CIRCUITUL R, L, C SERIE ÎN REGIM PERMANENT 
                                         SINUSOIDAL 
 
Se consideră circuitul R, L, C serie din figura 9.24, alimentat la borne cu 

tensiunea: tsinUu bmb ω= . Prin cele trei elemente conectate în serie circulă 
acelaşi curent i, care provoacă căderile de tensiune: 

C
q

dti
c
1u;

dt
diLu;iRu 0

CLR +=== ∫                                         (9.91) 

unde, în regim permanent sinusoidal, constanta de integrare, q0/C = 0. 
Tensiunea la borne ub acoperă căderile de tensiune din circuit, rezultând: 

⇒++= CLRb uuuu   ∫++= dti
C
1

dt
diLiRu b                             (9.92) 

relaţie care reprezintă ecuaţia integro-diferenţială a curentului. 
 

 
 
      Fig. 9.24 Circuit R, L, C serie 

 

( ) ( ) ( )ϕ−ω−+ϕ−ω=ω tcosXX2tsinIR2tsinU2 CLb           (9.94) 

Se caută pentru ecuaţia integro-
diferenţială (9.92) o soluţie de forma: 

( )ϕ−ω= tsinI2i             (9.93) 
urmând a fi determinate valoarea 
efectivă I şi defazajul ϕ. 

Înlocuind relaţia (9.93) în relaţia 
(9.92), se obţine: 
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Pentru determinarea defazajului ϕ, în relaţia (9.93) se pune condiţia t = 0, 
rezultând: 

( ) ( ) ( )ϕ−−+ϕ−= cosIXX2sinIR20 CL                                     (9.95) 
de unde rezultă: 

R
X

R
C

1L

R
XX

tg CL =ω
−ω

=
−

=ϕ                                                        (9.96) 

unde X reprezintă reactanţa totală a circuitului. 
Rezultă că intensitatea curentului i va fi defazată în urma tensiunii la borne 

ub cu unghiul ϕ, dat de relaţia (9.96). Dacă un circuit are defazajul: 
ϕ > 0 (XL > XC), circuitul are caracter inductiv; 
ϕ < 0 (XL < XC), circuitul are caracter capacitiv; 
ϕ = 0 (XL = XC), circuitul are caracter pur rezistiv. 
Pentru determinarea valorii efective a curentului I, în relaţia (9.93) se 

introduce t = ϕ/ω, rezultând: 
IXsinU b =ϕ                                                                                        (9.97) 

222 XR

X

tg1

tgsin
+

=
ϕ+

ϕ
=ϕ                                                           (9.98) 

Înlocuind relaţia (9.98) în relaţia (9.97), se obţine: 

Z
U

XR

U
I b

22

b =
+

=                                                                            (9.99) 

rezultând expresia curentului i: 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −ω=

R
Xarctgtsin

Z
U

2i b                                                             (9.100) 

unde Z reprezintă impedanţa circuitului R, L, C serie: 

( )
2

22
CL

222

C
1LRXXRXRZ ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

ω
−ω+=−+=+=           (9.101) 

Impedanţa complexă a ciruitului este dată de relaţia: 

⇒ϕ+ϕ===== ϕϕ
ϕ−

sinZjcosZeZe
I
U

eI
U

I
U

Z jj
j

b         

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

ω
−ω+=+=+=

C
1LjRXjR

Z
XZj

Z
RZZ                                  (9.102) 

În figura 4.25 sunt reprezentate diagramele fazoriale ale valorilor efective 
pentru circuitul R, L, C serie cu: caracter inductiv – a), caracter capacitiv – b) 
şi caracter pur rezistiv (ohmic) –c).  

Din diagramele fazoriale prezentate, rezultă: 
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( )2
C

2
L

2
Rb UUUU −+=                                                                     (9.103) 

unde UR, UL şi UC reprezintă valorile efective ale căderilor de tensiune pe 
elementele circuitului. 
 

 
 

Fig. 9.25 Diagrame fazoriale: a) circuit cu caracter inductiv; b) circuit cu caracter 
capacitiv; c) circuit cu caracter pur rezistiv 

 
9.8.2. CIRCUIT R, L, C PARALEL ÎN REGIM PERMANENT 
                                         SINUSOIDAL 
 
Se consideră circuitul R, L, C derivaţie din figura 9.26, la bornele căruia se 

aplică tensiunea sinusoidală tsinU2u bb ω= . Se aplică prima teoremă a lui 
Kirchhoff în nodul A şi rezultă: 
 

     
 

Fig. 9.26 Circuit R, L, C 
            paralel 
 

În figura 9.27 sunt prezentate diagramele fazoriale ale valorilor efective 
pentru circuitul R, L, C derivaţie cu: caracter inductiv – a), caracter capacitiv – 
b) şi caracter pur rezistiv – c).  

Din diagramele fazoriale prezentate, rezultă că suma geometrică a celor trei 
curenţi IR, IL şi IC este egală cu intensitatea curentului total I, defazat cu 
unghiul ϕ faţă de tensiunea aplicată la borne: 

( )2
CL

2
R IIII −+=                                                                           (9.106) 

Înlocuind relaţiile (9.105) în ecuaţia (9.106) şi ţinând cont de faptul că            
I = Ub/Z se obţine: 

CLR iiii ++=                                         (9.104) 
Valorile efective ale celor trei curenţi se obţin 

cu relaţiile (tensiunea aplicată elementelor de circuit 
legate în paralel este aceeaşi): 

;
L

U
X
U

I;
R

U
I b

L

b
L

b
R ω

===  

b
C

b
C UC

X
U

I ω==                                    (9.105) 
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2

2 C
L

1
R
1

Z
1Y ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ω−
ω

+==                                                           (9.107) 

sau sub formă complexă: 
ϕ−=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ω−
ω

−=−= jeYC
L

1j
R
1BjGY                                           (9.108) 

unde defazajul ϕ se calculează cu relaţia: 

G
Barctg=ϕ                                                                                         (9.109) 

 
 

Fig. 9.27 Diagrame fazoriale: a) circuit cu caracter inductiv; b) circuit cu caracter 
capacitiv; c) circuit cu caracter pur rezistiv 

 
9.8.3. CIRCUITE CUPLATE MAGNETIC 
 
Cuplajul magnetic se realizează prin intermediul bobinelor între care există 

inductanţe mutuale. Bobinele cuplate magnetic pot fi conectate în serie, în 
paralel sau pot aparţie unor circuite distincte, aşa cum este cazul circuitului 
primar şi circuitului secundar al unui transformator electric. 

Prin intermediul inductanţelor de cuplaj magnetic, apare o t.e.m. indusă în 
prima bobină de curentul variabil din a doua bobină şi respectiv, în a doua 
bobină apare o t.e.m. indusă de curentul variabil din prima bobină: 

dt
di

Lu;
dt

di
Lu 1

1212e
2

2121e −=−=                                                   (9.110) 

sau sub formă complexă: 
11212e22121e ILjU;ILjU ω−=ω−=                                               (9.111) 

Acestor t.e.m. induse le corespund căderi de tensiune pe cele două bobine, 
egale şi de semn opus cu t.e.m. induse. 

În condiţiile în care se respectă condiţia de reciprocitate: 
MLL 2112 ==                                                                                     (9.112) 

se poate scrie impedanţa de cuplaj magnetic: 
MjZM ω=                                                                                          (9.113) 

de care se ţine cont în calculul circuitelor la care intervin cuplaje magnetice. 
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9.8.4. IMPEDANŢE COMPLEXE ECHIVALENTE 
 
Se consideră un circuit dipolar, care are aplicată la borne o tensiune 

sinusoidală cu imaginea în complex U , curentul absorbit de circuit fiind tot 
sinusoidal şi având imaginea în complex I . 

Impedanţa complexă echivalentă este raportul dintre imaginea în 
complex a tensiunii la borne şi imaginea în complex a curentului absorbit la 
borne: 

ee
j

ee XjReZ
I
UZ +=== ϕ                                                             (9.114) 

Partea reală Re se numeşte rezistenţă echivalentă şi este întotdeauna 
pozitivă, iar partea imaginară Xe, care poate fi pozitivă sau negativă, se numeşte 
reactanţă echivalentă. 

Admitanţa complexă echivalentă este inversa impedanţei complexe 
ecghivalente: 

ee
j

e
e

e BjGeY
Z
1

U
IY −==== ϕ−                                                  (9.115) 

Partea reală Ge se numeşte conductanţă echivalentă şi este întotdeauna 
pozitivă, iar partea imaginară cu semn schimbat Be se numeşte susceptanţă 
echivalentă şi poate fi pozitivă sau negativă. 

Se consideră n dipoli pasivi, necuplaţi inductivi, conectaţi în serie şi având 
impedanţele complexe n21 Z,...,Z,Z  (fig. 9.28). Aplicând teorema a doua a lui 
Kirchhoff în complex, se obţine: 

IZIZ...IZIZUU...UU esn21n21 =+++⇒=+++                (9.116) 
de unde rezultă: 

∑
=

+==
n

1k
epepkes XjRZZ ;   ∑

=

=
n

1k
kep RR ;   ∑

=

=
n

1k
kep XX              (9.117) 

 

 
 

Fig. 9.28 Legarea în serie a n dipoli necuplaţi inductiv 
 

Impedanţa complexă echivalentă la legarea în serie a n dipoli pasivi, 
necuplaţi inductiv, este egală cu suma impedanţelor complexe ale dipolilor, 
rezistenţa echivalentă este egală cu suma rezistenţelor, iar reactanţa echivalentă 
este egală cu suma reactanţelor dipolilor. 
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Se consideră n dipoli necuplaţi inductiv, conectaţi în paralel (fig. 9.29).  
 

 
 

Fig. 9.29 Legarea în paralel a n dipoli necuplaţi inductiv 
 

Aplicând prima teoremă a lui Kirchhoff nodului A, se obţine: 

n21ep
n21 Z

U...
Z
U

Z
U

Z
UI...III +++=⇒+++=                           (9.118) 

de unde rezultă: 
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epepkep BjGYY ;   
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1k
kep BB                                               (9.119)  

 
9.9. REZONANŢA ÎN CIRCUITELE ELECTRICE DE C.A. 

 
Se numesc circuite rezonante, circuitele electrice de curent alternativ care 

conţin elemente reactive şi la care reactanţa echivalentă respectiv susceptanţa 
echivalentă sunt nule. La aceste circuite, curentul este în fază cu tensiunea 
aplicată la borne, întregul circuit comportându-se ca o rezistenţă pură. La 
rezonanţă, puterea reactivă absorbită de circuit este nulă, puterea reactivă 
absorbită de bobine fiind compensată de cea debitată de condensatoare, iar 
amplitudinea curentului absorbit de la sursă trece prin valori maxime sau 
minime. 

 
9.9.1. REZONANŢA SIMPLĂ DE TENSIUNE 
 
Se consideră circuitul R, L, C conectat în serie din figura 9.24. Pentru 

acest circuit se pot scrie relaţia: 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

ω
−ω+=+==

C
1LjRXjR

I
U

Z eee
b                                         (9.120) 

Circuitul este rezonant dacă reactanţa echivalentă Xe este nulă: 

C
1L0

C
1LXe ω

=ω⇒=
ω

−ω=                                                  (9.121) 
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Din relaţia (9.121) rezultă că rezonanţa se poate realiza variind frecvenţa 
tensiunii de alimentare sau modificând valoarea capacităţii condensatorului 
respectiv, modificând valoarea inductanţei bobinei.  

Frecvenţa şi pulsaţia la care se produce rezonanţa sunt date de formulele 
lui Thomson: 

CL
1;

CL2
1f 00 =ω

π
=                                                             (9.122) 

La rezonanţă sunt valabile relaţiile: 
0;UU;IR/UZ/UI;ZRZ CLmaxbebminee =ϕ======    (9.123) 

Diagrama fazorială a circuitului în cazul rezonanţei serie este prezentată în 
figura 9.25 c. Căderea de tensiune inductivă este compensată de căderea de 
tensiune capacitivă, motiv pentru care rezonanţa serie se mai numeşte şi 
rezonanţa tensiunilor. 

Rezonanţa circuitului este caracterizată printr-o serie de mărimi, după cum 
urmează: 

Impedanţa caracteristică, ZC: 

C
L

C
1LZ
0

0C =
ω

=ω=                                                                     (9.124) 

Factorul de calitate, Q: 

RC
1

R
L

R
Z

Q
0

0C

ω
=

ω
==                                                                   (9.125) 

Factorul de amortizare, d: 

CZ
R

Q
1d ==                                                                                        (9.126) 

Raportul dintre curentul din circuit în regim de nerezonanţă I şi curentul I0 
la rezonanţă: 
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=                         (9.127) 

unde 00 f/f/ =ωω=ε , ştiind că 
LC
12

0 =ω . 

Curbele de rezonanţă (fig. 9.30) se obţin reprezentând raportul I / I0 în 
funcţie de ε. Analizând forma acestor curbe, se remarcă faptul că la rezonanţă, 
când ε = 1, curentul din circuit are valoarea maximă, I = I0, ceea ce înseamnă 
că impedanţa circuitului este minimă, Z0 = R. 

În electronică se construiesc circuite rezonante cu factorul de calitate        
Q = 100…1000, pentru amplificarea tensiunilor slabe, având frecvenţa egală cu 
frecvenţa de rezonanţă a circuitelor. 
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     Fig. 9.30 Curbele de rezonanţă pentru     Fig. 9.31 Curbele de rezonanţă pentru 
               rezonanţa simplă de tensiune                   rezonanţa simplă de curent 
 

9.9.2. REZONANŢA SIMPLĂ DE CURENT 
 
Rezonanţa de curent apare în circuitele de curent alternativ, care conţin 

bobine şi condensatoare conectate în paralel (fig. 9.26). Tensiunea la bornele 
elementelor legate în paralel fiind aceeaşi, se pot scrie pentru valorile efective 
ale curenţilor următoarele relaţii: 

YUI;CUI;
L

U
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R
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I bbC
b
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R =ω=
ω

==                               (9.128) 

Admitanţa complexă echivalentă a circuitului este dată de relaţia: 
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                                        (9.129) 

Circuitul este rezonant dacă susceptanţa echivalentă Be este nulă: 

C
L

10C
L

1Be ω=
ω

⇒=ω−
ω

=                                                  (9.130) 

Frecvenţa şi pulsaţia la care se produce rezonanţa sunt date de formulele 
lui Thomson: 

CL
1;

CL2
1f 00 =ω

π
=                                                             (9.131) 

Dacă condiţia de rezonanţă este îndeplinită, se obţin relaţiile: 
0;II;IR/UYUI;YGY CLminbebmineee =ϕ======    (9.132) 

Diagrama fazorială a circuitului în cazul rezonanţei serie este prezentată în 
figura 9.27 c. Factorul de calitate al circuitului, Q, este dat de relaţia: 

RCR
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R
Z
RQ 0

0C

ω=
ω

==                                                                (9.133) 

Raportul dintre curentul din circuit în regim de nerezonanţă I şi curentul I0 
la rezonanţă: 
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unde 00 f/f/ =ωω=ε . 
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Curbele de rezonanţă (fig. 9.31) se obţin reprezentând raportul I / I0 în 
funcţie de ε. Analizând forma acestor curbe, se remarcă faptul că la rezonanţă, 
când ε = 1, curentul din circuit are valoarea minimă, I = I0, ceea ce înseamnă că 
impedanţa circuitului este maximă, Z0 = R. În cazul paticular când R = ∞, 
curentul absorbit de la sursă este nul, iar impedanţa echivalentă a circuitului 
este infinită (în circuit nu există pierderi, care să fie acoperite de sursă, iar 
circuitul se numeşte oscilant ideal). 

Fenomenul de rezonanţă are aplicaţii în telecomunicaţii şi electro-
energetică, ca de exemplu: 
• realizarea oscilatoarelor de înaltă frecvenţă utilizate la emiţătoarele şi 

receptoarele radio; 
• realizarea telefoniei multiple, adică efectuarea concomitentă a mai multor 

convorbiri utilizând o singură pereche de conductoare, cu ajutorul filtrelor 
bazate pe circuite rezonante; 

• măsurarea frecvenţei şi a lungimii de undă a oscilaţiilor în radiotehnică; 
• compensare factorului de putere în instalaţiile de alimentare a eceptoarelor 

de energie electrică, prin montarea în paralel a unor condensatoare. 
 
9.10. TEOREME ŞI METODE DE REZOLVARE A CIRCUITELOR 
                               DE CURENT ALTERNATIV 
 
9.10.1. METODA TEOREMELOR LUI KIRCHHOFF 
 
Pentru utilizarea practică a metodei se procedează în felul următor: 

• se stabileşte numărul de noduri N şi numărul de laturi L; 
• se atribuie curenţilor din  laturi sensuri de referinţă arbitrare; 
• se aleg ochiurile independente şi sensurile de referinţă pentru ele; 
• se calculează expresiile în complex ale impedanţelor laturilor şi ale t.e.m. 

date; 
• se scriu cele 1N − ecuţii pentru noduri şi cele 1NL +− ecuaţii pentru 

ochiuri şi se rezolvă sistemul astfel obţinut; 
• se determină valorile instantanee ale mărimilor necunoscute; 
• se face o verificare a calculelor. În acest scop: 
- se scrie teorema a doua a lui Khirchhoff pentru un ochi nou, nefolosit la 
scrierea ecuaţiilor;  
- se verifică bilanţul puterilor, separat pentru puterile active şi separat pentru 
puterile reactive. Puterea reactivă absorbită de inductanţele mutuale este dată de 
relaţia: 

)(cosIIL2Q jkjkkj φ−φω=                                  (9.135) 
luate cu plus, dacă curenţii Ik şi Ij au acelaşi sens faţă de bornele polarizate şi 
cu minus, dacă au sensuri contrare. 
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9.10.2. METODA SUPERPOZIŢIEI 
 
Curentul electric din orice latură a unei reţele electrice complete, în care 

există mai multe generatoare, este egal cu suma algebrică a curenţilor produşi 
de fiecare sursă în parte, dacă ar acţiona singură în reţea, celelalte surse fiind 
pasivizate. 

Pentru rezolvarea unei reţele cu această metodă se procedează astfel: 
• se anulează t.e.m. ale tuturor generatoarelor din reţea, cu excepţia unuia 

(păstrând impedanţele lor interioare) şi se calculează curenţii din reţeaua 
mai simplă obţinută în acest mod; 

• se repetă aceste operaţii pentru fiecate t.e.m. în parte; 
• se calculează curenţii reali prin însumarea algebrică a curenţilor obţinuţi 

anterior în fiecare latură: 

( )∑
=

==
L

1k
jkj L,...,2,1j;II                                  (9.136) 

 
9.10.3. METODA TRANSFIGURĂRII 
 
Se numeşte transfigurare opeaţia prin care o porţiune de reţea electrică 

este înlocuită cu alta, de regulă mai simplă, care îi este echivalentă din punct de 
vedere al interacţiunii cu restul reţelei. Două circuite, care se pot înlocui 
reciproc se numesc circuite echivalente, iar reprezentările lor în desene se 
numesc scheme echivalente. 

Stabilirea impedanţelor şi admitanţelor echivalente reprezintă un exemplu 
de transfigurare, utilizat în cazul circuitelor dipolare pasive. Se consideră tei 
elemente dipolare, pasive conectate în stea şi trei elemente dipolare pasive 
conectate în triunghi. Conexiunea în stea se obţine conectând câte un capăt al 
fiecărui element la câte o bornă de acces, iar capetele rămase se conectează 
împreună într-un nod numit “neutru”. Conexiunea în triunghi se obţine 
conectând câte un capăt (de început) al fiecărui element la câte o bornă de 
acces, iar celălalt capăt (de sfârşit) la începutul elemetului următor (sau 
anterior, dar la fel pentru toate cele trei elemente).   

Pentru transfigurarea stea-triunghi (fig. 9.32) se utilizează relaţiile: 
 

 
 

                                                           Fig. 9.32 Transfigurarea stea-triunghi 
 

Relaţiile pentru transfigurarea triunghi-stea sunt următoarele: 
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9.10.4. TEOREMELE GENERATOARELOR ECHIVALENTE 
 
Teoremele generatoarelor echivalente stabilesc două scheme echivalente 

posibile pentru un circuit dipolar activ (fig. 9.33 a): o schemă cu generator de 
tensiune (fig. 9.33 b) sau o schemă cu generator de curent (fig. 9.33 c). 

 

 
 

Fig. 9.33 Generatoarele echivalente cu dipolul activ 
  

Teorema generatorului de tensiune echivalent afirmă că un dipol activ 
este echivalent cu un generator de tensiune cu t.e.m. egU  egală cu tensiunea la 

borne la funcţionarea în gol ( 0ABU ) şi cu impedanţa interioară egală cu 
impedanţa echivalentă a dipolului pasivizat ( 0ABZ ). 

Această teoremă se utilizează  pentru  calculul  curentului  dintr-o latură 
AB a unei reţele electrice liniare fără cuplaje magnetice cu exteriorul. Curentul 
din latura AB este dat de relaţia: 

0ABAB

0AB
AB ZZ

U
I

+
=                                    (9.139) 

unde ZAB este impedanţa complexă a laturii AB. 
În mod practic se procedează în felul următor: 

• se elimină latura respectivă din reţea şi se calculează, în aceste condiţii, 
tensiunea complexă UAB0 şi impedanţa complexă ZAB0; 

• cu ajutorul relaţiei (9.139) se determină curentul complex necunoscut; 
• se calculează valoarea efectivă şi instantanee a curentului. 

Teorema generatorului de curent echivalent afirmă că dipolul activ este 
echivalent cu o sursă de curent, care are curentul injectat gI  egal cu curentul de 
scurtcircuit al bornelor dipolului ( ABscI ) şi impedanţa interioară egală cu impe-
danţa echivalentă a dipolului pasivizat ( 0ABZ ). 
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Teoremă se utilizează  pentru  calculul  căderii de tensiune pe o latură AB a 
unei reţele electrice liniare fără cuplaje magnetice cu exteriorul. Căderea de 
tensiune pe latura AB este dat de relaţia: 

0ABAB

ABsc
AB YY

I
U

+
=                                    (9.140) 

unde YAB = 1/ ZAB este admitanţa complexă a laturii AB, iar YAB0 = 1/ ZAB0. 
 
9.10.5. TEOREMA LUI VASCHY 
 
Teorema lui Vaschy se enunţă astfel: dacă în toate laturile care se 

întâlnesc într-un nod al unei reţele se introduc generatoare ideale de 
tensiune, având t.e.m. egale şi la fel orientate faţă de nod (fig. 9.34), curen-
ţii din reţea nu se schimbă.  

 

                                                                       
                                                                                           
                                                                                        Fig. 9.34 Figură explicativă 
                                                                                              la teorema lui Vaschy 
 

   
9.10.6. TEOREMA COMPENSAŢIEI 
 
Orice latură pasivă necuplată inductiv cu altele, având impedanţa 

proprie Z  şi fiind parcursă de curentul I  (fig. 9.35 a) poate fi înlocuită cu 
o sursă ideală de tensiune cu t.e.m. IZUe = , cu sens opus cuentului I     
(fig. 9.35 b), fără să se schimbe curenţii din reţea.  

 

                                                  
 

                                                            Fig. 4.35 Notaţii la teorema compensaţiei  
 

 
9.10.7. METODA CURENŢILOR CICLICI 

 
Reţeaua electrică se consideră ca fiind o suprapunere de ochiuri 

independente, fiecare ochi fiind parcurs de un curent propriu numit curent ciclic 
sau curent de contur. 

Teorema se demonstrează scriind teorema a 
doua alui Kirchhoff pe orice ochi care trece prin 
nodul considerat. Deoarece la parcurgerea ochiului 
se întâlnesc două surse nou introduse, cu t.e.m. 
egale şi de semn opus, care dau suma nulă, ecuaţia
obţinută nu este influenţată de prezenţa acestor 
surse. Cu ajutorul teoremei lui Vaschy se pot 
transfera surse înte laturi concurente înt-un nod, 
operaţie care uneori poate conduce la simplificarea 
calculelor. 

Demonstraţia este următoarea: în
ambele situaţii tensiunea la bornele
laturii este aceeaşi, egală cu IZ , cu 
sens de refeinţă asociat sensului curen-
tului, după regula de la receptoare. 
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Sistemul de 1NLq +−=  ecuaţii pentru determinarea curenţilor ciclici 
este analog cu cel utilizat în curent continuu, rezistenţele fiind înlocuite prin 
impedanţe complexe: 

⎪
⎪

⎭

⎪
⎪

⎬

⎫

=+++
−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−

=+++

=+++

eqqqq22q11q

2eqq2222121

1eqq1212111

'U'IZ....................................'IZ'IZ

'U'IZ....................................'IZ'IZ

'U'IZ....................................'IZ'IZ

               (9.141) 

unde:  
jjZ  este impedanţa complexă proprie ochiului j, fiind egală cu suma 

impedanţelor complexe proprii ale laturilor care aparţin ochiului j adunată cu 
suma algebrică a impedanţelor complexe mutuale dintre laturile ochiului. 
Deoarece jkkj LL = , la scrierea acestei sume fiecare inductanţă va intra de 
două ori. Semnul acestora este determinat de modul cum se asociază sensul de 
referinţă al ochiului considerat cu bornele polarizate ale celor două bobine, 
fiecare neconcordanţă însemnând o schimbare de semn. 

jkZ  este impedanţa complexă de cuplaj a ochiurilor j şi k, fiind egală cu 
suma algebrică a impedanţelor  complexe  proprii ale laturilor comune ochiu-
rilor j şi k: cu semnul (+) dacă sensurile de referinţă ale ochiuirilor coincid în 
laturile respective, şi cu semnul (–) în caz contrar, adunată cu suma 
impedanţelor complexe mutale dintre o latură aparţinând ochiului j şi o latură a 
ochiului k. Semnul unei impedanţe complexe mutuale depinde de concordanţa 
între sensurile de referinţă ale ochiurilor j şi k cu bornele polarizate ale celor 
două bobine, fiecare neconcordanţă însemnând o schimbare de semn. 

ej
'U  este suma algebrică a t.e.m. complexe din laturile ochiului j şi se 

numeşte t.e.m. complexă de ochi. 
Pentru aplicarea acestei metode se procedează în felul următor: 

• se aleg ochiurile independente şi sensurile lor de referinţă; 
• se  calculează  impedanţele  complexe  proprii  jjZ şi cele mutuale jkZ , 

precum şi t.e.m. complexe de ochi ej
'U ; 

• se scriu  ecuaţiile  curenţilor  ciclici  (relaţiile 9.136) şi  se rezolvă siste-
mul de ecuaţii obţinut în raport cu aceşti curenţi; 

• se aleg sensurile de referinţă ale curenţilor prin laturi şi se calculează aceşti 
curenţi: 

( )∑ == L,...,2,1l;II '
ql                    (9.142) 

În relaţia  (9.142)  curenţii  ciclici  intră  cu  semnul  (+)  dacă  sensul  lor 
coincide cu sensul curentului din latură şi cu semnul minus (–) cei de sens 
contrar. 
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• se determină valorile efective şi expresiile valorilor instantanee ale curen-
ţilor din laturi, din expresiile lor în complex. 
 
9.10.8. METODA POTENŢIALELOR DE NODURI 
 
Necunoscutele utilizate în metoda potenţialelor de noduri sunt tensiunile 

dintre fiecare nod şi ultimul nod (al N-lea) luat ca referinţă. Aceste tensiuni se 
numesc potenţiale de nodui şi se notează cu V1, V2,…, VN-1. Se consideră o 
altură k, cuprinsă între nodurile p şi q (fig. 9.36). Tensiunea bkU  la bonele 
laturii k, se expimă prin diferenţa a două potenţiale de noduri: 

qpbk VVU −=                                                                                    (9.143) 
Curentul prin latura k este dat de relaţia: 

( ) ekkqpkekkbkkk UYVVYUYUYI +−=+=                                (9.144) 
Scriind ecuaţia corespunzătoare primei teoreme a lui Kirchhoff în nodul p, 

rezultă relaţia: 
( ) ⇒=+−= ∑ ∑∑

∈ ∈∈

0UYVVYI
pk pk

ekkqpk
pk

k  

0UYVYYV
pk

ekk
pk

qk
pk

kp =+− ∑∑∑
∈∈∈

                                               (9.145) 

Se scrie ecuaţia (9.145) pentru fiecare nod cu excepţia nodului de referinţă 
şi se obţine un sistem de N − 1 ecuaţii, cu necunoscutele potenţialele nodurilor.      

Metoda potenţialelor de noduri se aplică astfel: 
• se alege nodul de referinţă şi nodurile independente pentru care se vor scrie 

ecuaţiile de noduri; 
• se calculează admitanţele laturilor, curenţii de scurtcircuit ai laturilor şi 

cuenţii injectaţi în noduri; 
• se calculează admitanţele proprii şi admitanţele de cuplaj dintre laturi; 
• se sciu ecuaţiile potenţialelor de noduri; 
• se rezolvă sistemul obţinut în raport cu potenţialele nodurilor; 
• se aleg sensuri de referinţă pentru curenţii din laturi şi se calculează 

valorile acestora; 
• se veifică rezultatele. 

 
9.10.9 FORME MATRICIALE 
 
Metodele matriciale de rezolvare a reţelelor electrice sunt utilizate în 

cazul reţelelor complexe cu un număr mare de laturi şi de noduri, realizându-se 
algoritmi de rezolvare, care permit utilizarea calculatorului la rezolvarea 
acestora.  

Se consideră o reţea electrică cu L laturi, N noduri şi O ochiuri.   
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În regim permanent sinusoidal relaţiile de legătură între curenţii din laturi 
şi curenţii ciclici, se pot exprima matricial astfel: 

[ ] [ ] [ ]'ICI ⋅=                                                                                          (9.146) 
unde [I] este matricea curenţilor din laturile reţelei, iar [I’] este matricea 
curenţilor ciclici sau de contur: 

[ ] [ ]
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

'
O

'
2

'
1

'

L

2

1

I
...
I
I

I;

I
...
I
I

I                                                                       (9.147) 

Matricea de conexiune [C] (matricea apartenenţei laturilor la ochiuri) are L 
linii şi O coloane. Un element al matricii, Ckj (k = 1, 2,…, L; j = 1, 2,…, O), 
numit coeficient de apartenenţă a laturii k la ochiul j poate avea valorile: 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

∈−
∈+
∉

=
'
jk

'
jkkj

IluisensuluiinversesteIluisensul;jk;1
IluisensulcucoincideIluisensul;jk;1

jk;0
C             (9.148) 

În regim permanent sinusoidal, relaţiile de legătură între tensiunile la 
bornele laturilor şi tensiunile între nodurile reţelei şi un nod de referinţă, se 
scriu matricial astfel: 

[ ] [ ] [ ]'UKU ⋅=                                                                                      (9.149) 
unde [U] este matricea coloană a tensiunilor la bornele laturilor; iar [U’] − 
matricea coloană a tensiunilor între nodurile reţelei şi nodul de referinţă; [K] – 
matricea de conexiune, de apartenenţă a laturilor la noduri (are L linii şi N − 1 
coloane). 

Un element al matricii, Kkj (k = 1, 2,…, L; j = 1, 2,…, N − 1), numit 
coeficient de apartenenţă a laturii k la nodul j poate avea valorile: 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

∈−
∈+
∉

=
jnodulspreorientatesteI;jk;1

jnoduldinspreorientatesteI;jk;1
jk;0

K

k

kkj                       (9.150) 

 
Forma matricială a teoremelor lui Kirchhoff 

 

Teorema întâi şi teorema a doua a lui Kirchhoff se exprimă matricial astfel: 
[ ] [ ] [ ]0IK t =⋅                                                                                        (9.151) 
[ ] [ ] [ ]0UC t =⋅                                                                                       (9.152) 

unde [K]t şi [C]t sunt transpusele matricilor [K] şi [C].  
Ecuaţiile laturilor unei reţele electrice se exprimă matricial cu următoarea 

relaţie: 
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[ ] [ ] [ ] [ ]IZUUe ⋅=+                                                                               (9.153) 
unde: [Ue] este matricea coloană a t.e.m. din laturile reţelei electrice; [Z] – 
matricea pătrată a impedanţelor proprii şi mutuale ale laturilor reţelei: 

[ ] [ ]
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

⎥
⎥
⎥
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⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

LL2L1L

L22221

L11211

eL

2e

1e

e

Z...ZZ
............

Z...ZZ
Z...ZZ

Z;

U
...

U
U

U                                     (9.154) 

Dacă nu există impedanţe mutuale, matricea [Z] este o matrice diagonală.. 
 
Forma matricială a metodei curenţilor ciclici 
Forma matricială a metodei curenţilor ciclici se exprimă cu relaţia: 
[ ] [ ] [ ]'

e
'' UIZ =⋅                                                                                     (9.155) 

unde: [Z’] este matricea impedanţelor proprii şi de cuplaj ale ochiurilor reţelei 
electrice; [Ue

’] – matricea t.e.m. de contur; [I’] – matricea curenţilor ciclici sau 
de contur. 

Matricea curenţilor din laturi se obţine cu relaţia: 
[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]'

e
1'' UZCICI ⋅⋅=⋅=

−
                                                            (9.156) 

Pentru determinarea matricii [I] trebuie determinate matricile [Z’] şi [Ue
’]. 

Se presupun cunoscute matricile [C], [Z] şi [Ue], care se stabilesc uşor în 
funcţie de configuraţia şi elementele reţelei electrice. 

Dacă se înmulţesc ambii termeni ai relaţiei (9.153) cu matricea [C]t se 
obţine: 

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]IZCUCUC ttet ⋅⋅=⋅+⋅                                                     (9.157) 
Ţinând cont de relaţiile (9.146) şi (9.152) se obţine: 
[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]'tet ICZCUC ⋅⋅⋅=⋅                                                               (9.158) 
Comparând relaţiile (9.155) şi (9.158) rezultă: 
[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]CZCZ;UCU t

'
et

'
e ⋅⋅=⋅=                                               (9.159) 

Algoritmul de rezolvare a unei reţele electrice utilizând forma matricială a 
metodei curenţilor ciclici este următorul: 
• se formează matricea de conexiune [C] şi transpusa ei [C]t; 
• se stabilesc matricile [Z] şi [Ue]; 
• se determină cu relaţiile (9.159) matricile [Ue

’] şi [Z’]; 
• se calculează inversa matricii [Z’]; 
• se determină matricea [I’] şi respectiv, matricea [I]. 

Puterea complexă corespunzătoare surselor de tensiune din reţea se scrie 
matricial astfel: 

[ ] [ ] [ ] [ ]*'
t

'
e

*
te IUIUS ⋅=⋅=                                                                 (9.160) 
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Forma matricială a metodei potenţialelor la noduri 
Metoda potenţialelor la noduri se aplică în mod obişnuit pentru reţelele 

electrice fără cuplaje magnetice. 
Sistemul de ecuaţii corespunzător formei matriciale a metodei potenţialelor 

la noduri se scrie matricial astfel: 
[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]sc

''
sc

' IUYsauIVY =⋅=⋅                                              (9.161) 
unde: [Y’] este matricea admitanţelor la noduri; [V] – matricea potenţialelor la 
noduri; [U’] – matricea tensiunilor la noduri; [Isc] – matricea curenţilor de 
scurtcircuit injectaţi la noduri. 

Matricea [U’] se calculează cu relaţia:                                                (9.162) 
[ ] [ ] [ ]sc

1'' IYU ⋅=
−

 
În cazul în care nu există cuplaje magnetice, ţinând cont de relaţia (9.153), 

ecuaţiile curenţilor din laturile unei reţele electrice se pot exprima matricial 
astfel: 

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ]eUYUYI ⋅+⋅=                                                                       (9.163) 
unde [Y] matricea admitanţelor laturilor reţelei este dată de relaţia: 

[ ] [ ] 1ZY −=                                                                                            (9.164) 
Pentru determinarea matricii [U’] trebuie determinate matricile [Y’] şi [Isc]. 

Se presupun cunoscute matricile [K], [Y] şi [Ue], care se stabilesc uşor în 
funcţie de configuraţia şi elementele reţelei electrice. 

Dacă se înmulţesc ambii termeni ai relaţiei (9.163) cu matricea [K]t şi dacă 
se ţine cont de relaţiile (9.149) şi (9.151) se obţine: 

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]et
'

t UYKUKYK0 ⋅⋅+⋅⋅⋅=                                            (9.165) 
Comparând relaţiile (4.162) şi (4.166) rezultă: 
[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]KYKY;UYKI t

'
etsc ⋅⋅=⋅⋅−=                                    (9.166) 

Algoritmul de rezolvare a unei reţele electrice utilizând forma matricială a 
metodei potenţialelor la noduri este următorul: 
• se formează matrice de conexiune [K] şi transpusa ei [K]t; 
• se stabilesc matricile [Y] şi [Ue]; 
• se determină cu relaţiile (9.166) matricile [Isc] şi [Y’]; 
• se calculează inversa matricii [Y’]; 
• se determină cu relaţia (9.162) matricea [U’]; 
• se determină cu relaţia (9.149) matricea [U]; 
• se calculează cu relaţia (9.163) matricea [I]. 
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10. CIRCUITE ELECTRICE TRIFAZATE 
 

Transmiterea energiei electromagnetice de la locul de producere a acesteia 
(centrale electrice) la locuri de utilizare se face prin linii electrice. În cazurile 
cele mai simple, transmisia se face cu o linie electrică cu două conductoare de 
alimentare la plecare cu o t.e.m. alternativă. Acest sistem de transmisie 
reprezintă sistemul monofazat. În cazul în care linia electrică are 3 sau 4 
conductoare, alimentate de 3 t.e.m. alternative de aceeaşi frecvenţă dar defazate 
între ele, transmisia se realizează printr-un sistem trifazat. 

Circuitele trifazate realizează un trensport de energie electrică mai 
economic şi permit utilizarea în acţionările electrice a motoarelor asincrone 
trifazate, mai simple şi mai economice decât cele monofazate. 

 
10.1. SISTEME TRIFAZATE SIMETRICE 
 
Se numeşte sistem trifazat un ansamblu de trei mărimi sinusoidale de 

acelaşi fel, de aceeaşi frecvenţă şi defazate între ele. Dacă mărimile au 
valorile efective egale şi defazate între ele astfel încât mărimea a doua să fie în 
urma primei mărimi cu 2π/3 radiani şi mărimea a treia în urma celei de a doua 
tot 2π/3 cu  radiani, sistemul se numeşte trifazat simetric direct. Valorile 
instantanee ale mărimilor unui astfel de sistem vor fi: 

( )β+ω= tsinA2a1 ; 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ π

−β+ω=
3

2tsinA2a 2 ; 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ π

+β+ω=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ π

−β+ω=
3

2tsinA2
3

4tsinA2a 3                         (10.1) 

Dacă mărimile au valorile efective egale, dar fiecare mărime este defazată 
înaintea precedentei cu 2π/3, sistemul se numeşte sistem trifazat simetric 
invers. Valorile instantanee ale mărimilor sunt următoarele: 

( )β+ω= tsinA2a1 ; 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ π

+β+ω=
3

2tsinA2a 2 ; 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ π

−β+ω=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ π

+β+ω=
3

2tsinA2
3

4tsinA2a 3                         (10.2) 

În figura 10.1 sunt reprezentate mărimile unui sistem trifazat simetric 
direct, respectiv invers. În continuare se vor trata numai sistemele trifazate 
simetrice de succesiune directă, tratarea sistemelor trifazate simetrice de 
succesiune inversă făcându-se într-un mod analog. Un sistem trifazat simetric 
direct de mărimi sinusoidale se poate scrie în complex sub forma: 
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AeAA j
1 == β ; 

( ) 3/2j3/2j
2 eAeAA π−π−β == ; 

( ) 3/2j3/2j
3 eAeAA ππ+β ==                                                                    (10.3) 

 

 
 

Fig. 10.1 a) Sistem trifazat simetric de succesiune directă; b) sistem trifazat 
simetric de succesiune inversă 

 
Se notează cu a numărul complex: 

2
3j

2
1ea 3

2j
+−==

π

                                         (10.4) 

numit operator de rotaţie sau operatorul lui Steinmetz. Acest operator are 
modulul egal cu unitatea şi argumentul egal cu 2π/3. Înmulţirea cu a a unui 
fazor înseamnă rotirea acestui fazor cu 2π/3 radiani în sens trigonometric. 

Pentru operatorul de rotaţie se verifică următoarele relaţii: 

0aa1,1a,
2
3j

2
1ea 233

2j2 =++=−−==
π

−
                              (10.5) 

Cu operatorul de rotaţie, mărimile sistemului trifazat simentric direct se 
scriu în complex astfel:   

AaA,AaA,AA 3
2

21 ===                                   (10.6) 
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Fig. 10.2 Fazorii unui sistem 
     trifazat simetric direct  

Adunând relaţiile (10.6), se obţine: 
( ) 0aa1AAAA 2

321 =++=++        (10.7) 
adică suma mărimilor unui sistem trifazat
simetric este nulă atât în complex, cât şi în 
valori instantanee. 

În planul complex, cele trei mărimi 
simetrice directe se reprezintă prin trei fazori
egali ca modul, dar rotiţi cu 2π/3 radiani în 
sens trigonometric (fig. 10.2). 

Un sistem trifazat de mărimi electrice 
este nesimetric dacă valorile efective ale celor 
trei mărimi sinusoidale sunt diferite, sau dacă 
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defazajele dintre ele sunt diferite de 2π/3 radiani. 
Receptoarele trifazate pot fi: 

- echilibrate, când impedanţele complexe pe cele trei faze sunt egale între ele; 
- dezechilibrate, când au impedanţe complexe diferite pe cele trei faze. 

 
10.2 PRODUCEREA TENSIUNILOR ELECTROMOTOARE 
                             TRIFAZATE SIMETRICE 
 
Dacă se fixează pe acelaşi ax trei cadre dreptunghiulare, bobinate cu N 

spire fiecare, având planurile decalate succesiv cu câte 2π/3 (fig. 10.3) şi dacă 
se rotesc cu turaţia n [rot/s] în jurul unei axe paralele cu una din laturi, într-un 
câmp magnetic omogen şi perpendicular pe axa de rotaţie, de inducţie Bo, se 
obţine un sistem trifazat simetric de t.e.m. 

 

(1)

(2)

(3) AN

n3 n1

n2

B0

2
32 nt+ -

nt+2

4nt+2 - 3

u1 ue1=

 
 

Fig. 10.3 Producerea unui sistem trifazat simetric de tensiuni electromotoare 
 

 Pentru simplificare, în figura 10.3 s-a figurat numai o singură spiră şi se va 
studia pentru început t.e.m. indusă în cadrul dreptunghiular 1. Dacă unghiul 
făcut de normala 1n  la planul spirei 1 este la momentul t = 0, 1o tn α+π=α , 
iar As este aria spirei, fluxul magnetic instantaneu prin cele N spire ale cadrului 
va fi: 

( )1os1 tn2cosBAN α+π=φ                                                                (10.8) 
rezultând pentru t.e.m. indusă în cadru relaţia: 

( ) ( )α+ω=α+ππ=
φ

−= tsinU2tn2sinBANn2
dt

d
u e1os

1
1e        (10.9) 

Această t.e.m. are pulsaţia, faza iniţială şi valoarea efectivă date de relaţiile:  
( ) foe0to11 Nf44,4U;B,n;n2f2 φ==<α=απ=π=ω =               (10.10) 

unde osfo BA=φ  este valoarea maximă a fluxului fascicular al unei spire. 
T.e.m. ue1 poate alimenta un circuit exterior prin două perii (1 şi 1’) în contact 
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cu inelele colectoare, fixate pe axul de rotaţie şi conectate la capetele înfăşurării 
cadrului. 

În cazul celor trei cadre dreptunghiulare, fluxurile magnetice instantanee 
care vor traversa suprafeţele celor trei cadre vor diferi numai prin unghiurile 
făcute de normalele planurilor cadrelor respective cu direcţia liniilor de câmp 
magnetic în momentul iniţial (t = 0). Aceste unghiuri vor fi: 

3/23/4;3/2; 321 π+α=π−α=απ−α=αα=α                       (10.11) 
Pentru t.e.m. induse în cele trei cadre se obţin expresiile: 

( ) ( );3/2tsinU2u;tsinU2u e2ee1e π−α+ω=α+ω=  

( ) ( )3/2tsinU23/4tsinU2u ee3e π+α+ω=π−α+ω=            (10.12) 
unde: valoarea efectivă Ue, pulsaţia ω şi faza iniţială α sunt date de relaţiile 
(10.10). Relaţiile (10.12) arată că t.e.m. induse în cele trei cadre formează un 
sistem trifazat simetric direct. 

Generatoarele de curent alternativ trifazat (generatoarele sincrone) se 
construiesc pe baza acestui principiu, cu următoarele deosebiri mai importante: 
• în locul celor trei cadre dreptunghiulare există trei înfăşurări mai 

complexe, decalate între ele spaţial şi numite faze; 
• înfăşurările sunt fixe, iar câmpul magnetic inductor este un câmp magnetic 

învărtitor obţinut pe cale mecanică. 
 
10.3 CONEXIUNILE SISTEMELOR TRIFAZATE 
 
În cazul sistemelor trifazate există următoarele conexiuni: conexiunea 

independentă, conexiunea în stea (cu conductor neutru şi fără conductor neutru) 
şi în triunghi. 

 
Conexiunea independentă 
Fiecare fază a unui generator trifazat poate alimenta câte un receptor 

independent. Rezultă astfel, că generatorul poate alimenta trei receptoare 
diferite prin intermediul a şase conductoare de legătură (fig. 10.4). se spune că 
în acest caz, fazele generatorului funcţionează independent. 

În cazul în care impedanţele complexe ale receptorului trifazat sunt egale 
(receptor echilibrat): 

ϕ=== j
321 eZZZZ                                                                          (10.13) 

rezultă că şi curenţii din cele trei circuite vor avea aceleaşi valori efective şi 
aceleaşi defazaje faţă de t.e.m. care i-au produs: 

ϕ=ϕ=ϕ=ϕ=== 321321 ;IIII                                                    (10.14) 
Dacă t.e.m. formează un sistem simetric direct şi receptorul este echilibrat, 

curenţii din cele trei faze ale generatorului vor forma de asemenea un sistem 
simetric direct: 
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                                                                                     Fig. 10.4 Conexiunea 
                                                                                                     independentă 
 
Conexiunea în stea 
Se leagă împreună bornele 1’, 2’ şi 3’ ale generatorului formând un punct 

comun O – numit neutrul sau nulul generatorului şi respectiv, bornele a’, b’ şi c’ 
ale receptorului, formând un punct comun N – numit neutrul sau nulul 
receptorului. Cele trei linii de întoarcere a’1’, b’2’ şi c’3’ ale celor trei circuite 
monofazate se pot înlocui printr-un singur conductor NO, numit conductor 
neutru. Conductoarele a1, a2 şi a3 se numesc conductoare de linie. Se obţine 
astfel un sistem trifazat cu conexiunea în stea atât la generator cât şi la receptor 
(fig. 10.5).  

 
 

Fig. 10.5 Tensiunile şi curenţii la conexiunea în stea 
 
Aplicând prima teoremă a lui Kirchhoff nodului N, rezultă conductorul din 

conductorul neutru: 
321o iiii ++=                                                                                     (10.17) 

Dacă  sistemul  de  t.e.m.  este  simetric  iar  receptorul  este  echilibrat, 

( );tsinI2i1 ϕ−α+ω=  

( );3/2tsinI2i2 π−ϕ−α+ω=  

( )3/2tsinI2i3 π+ϕ−α+ω=              (10.15)
Puterea transmisă de un conductor la un factor

de putere egal cu unitatea este dată de relaţia: 

3,2,1kpentru,
2
IU

P kk ==               (10.16)

Fiecare circuit independent se mai numeşte şi
circuit monofazat. Acest sistem de trei circuite
monofazate independente nu este utilizat în practică,
deoarece prin conexiuni speciale se poate micşora
numărul conductoarelor necesare transmisiei ener-
giei electrice la trei sau patru, obţinându-se astfel un 
circuit (reţea) trifazat, la care puterea transmisă pe
un conductor este mai mare decât cea transmisă în
conexiunea independentă (rel. 10.16). 
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sistemul de curenţi absorbiţi de receptor este un sistem simetric şi conform 
relaţiei (10.7) curentul din conductorul neutru este nul: 

0io =                                                                                                   (10.18) 
Pe baza relaţiei (10.18) rezultă că pentru sistemele trifazate în stea, cu 

receptor trifazat echilibrat şi tensiuni la borne simetrice, conductorul neutru 
poate lipsi. În acest caz, transportul energiei electrice se va face numai cu 
ajutorul a trei conductoare. 

La conexiunea în stea se disting două sisteme de tensiuni: 
• tensiunile de fază u1, u2 şi u3 dintre un conductor de linie şi conductorul 

de nul (tensiunile pe cele trei impedanţe ale receptorului); 
• tensiunile de linie u12, u23 şi u31 dintre două conductoare de linie. Aceste 

tensiuni se mai numesc şi tensiuni între faze, deoarece conductoarele de 
linie se mai numesc în terminologia curentă, faze. 
Din figura 10.5 rezultă că tensiunile de linie sunt egale cu diferenţele 

tensiunilor de fază respective: 
133132232112 uuu;uuu;uuu −=−=−=                                    (10.19) 

Trecând în complex relaţiile (10.19), se obţine: 
133132232112 UUU;UUU;UUU −=−=−=                        (10.20) 

Din relaţiile (10.19) şi (10.20) rezultă că suma tensiunilor de linie în valori 
instantanee sau în complex este nulă indiferent dacă sistemul este simetric sau 
nu: 

0UUU;0uuu 312312312312 =++=++                                          (10.21) 
Pe baza relaţiilor (10.20) se pot reprezenta în planul complex, fazorii 

corespunzători acestor tensiuni de fază şi de linie (fig. 10.6). Dacă sistemul de 
tensiuni de fază este simetric direct, triunghiul 1, 2, 3 este echilateral şi 
tensiunea de linie complexă 12U  va fi: 

6
j

111
2

12112 eU3
2
1j

2
3U3UaUUUU

π

=⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
+−=−=−=        (10.22) 
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      Fig.10.6 Diagrama de fazori 
          la conexiunea în stea 

Din figura 10.6 se observă că şi sistemul 
tensiunilor de linie este un sistem simetric 
direct. Fazorul tensiunii de linie 12U  se 

obţine amplificând cu 3 fazorul tensiunii 
de fază 1U  şi rotindu-l cu un unghi de π/6
radiani în sens trigonometric. 

Introducând notaţiile: 
l312312 UUUU ===                             

f321 UUUU ===                      (10.23) 
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din relaţia (10.22), pentru sisteme simetrice, rezultă: 

fl U3U =                                                                                          (10.24) 
La conexiunea în stea cu receptor echilibrat, alimentată cu un sistem 

simetric de tensiuni,valoarea efectivă a tensiunilor de linie este de 3  ori mai 
mare decât valoarea efectivă a tensiunilor de fază.  

Conexiunea în stea cu fir neutru permite obţinerea a două sisteme de 
tensiuni diferite, permiţând funcţionarea receptoarelor construite pentru 
tensiuni nominale diferite (de exemplu 380/220V; 220/127V). Reţeaua care nu 
are conductor neutru nu dispune decât de sistemul de tensiuni de linie. 
Tensiunile de linie standardizate în România sunt: 220, 380 şi 500V; 1, 3, 6, 10, 
15, 35, 60, 110, 220 şi 400kV. 

Curenţii care străbat conductoarele de linie se numesc curenţi de linie (Il), 
iar curenţii din fazele generatorului sau receptorului se numesc curenţi de fază 
(If). În cazul conexiunii în stea, curenţii de fază sunt egali cu cei de linie, iar în 
cazul unui sistem simetric de curenţi: 

fl II =                                                                                                  (10.25) 
adică valoarea efectivă a curenţilor de linie este egală cu valoarea efectivă a 
curenţilor de fază, pentru conexiunea stea echilibrată, alimentată cu tensiuni 
simetrice. 
 

Conexiunea în triunghi 
Dacă se leagă sfârşitul unei faze a generatorului cu începutul fazei 

următoare (1’ cu 2, 2’ cu 3 şi 3’ cu 1), iar borna de sfârşit a fiecărui receptor la 
borna de început a receptorului de pe faza următoare (a’ cu b, b’ cu c şi c’ cu a) 
se obţine şi la generator şi la receptor conexiunea în triunghi (fig. 10.7). În acest 
caz tensiunile de linie sunt egale cu tensiunile pe fazele generatorului sau 
receptorului. 

 

 
 

Fig. 10.7 Tensiunile şi curenţii la conexiunea în triunghi 
 

În cazul sistemelor simetrice şi receptor echilibrat, este adevărată relaţia: 
fl UU =                                                                                               (10.26) 

Între curenţii de linie (i1, i2 şi i3) care străbat conductoarele de linie şi 
curenţii de fază (i12, i23 şi i31) care străbat impedanţele consumatorului, există 
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următoarele relaţii deduse cu prima teoremă a lui Kirchhoff aplicată nodurilor 
1(a), 2(b) şi 3(c) de la receptor: 

233131223231121 iii;iii;iii −=−=−=                                           (10.27) 
Trecând în complex relaţiile (10.27) se obţine: 

233131223231121 III;III;III −=−=−=                                        (10.28) 
Din relaţiile (10.27) şi (10.28) rezultă că suma curenţilor de linie în valori 

instantanee sau în complex este nulă indiferent dacă sistemul este simetric sau 
nu: 

0III;0iii 321321 =++=++                                                         (10.29) 
Pe baza relaţiilor (10.28) se pot reprezenta în planul complex fazorii 

corespunzători acestor curenţi (fig. 10.8). Dacă sistemul de curenţi de fază este 
simetric direct, triunghiul 1, 2, 3 este echilateral şi curenţii de linie vor forma şi 
ei un sistem simetric direct. Curentul 1I  va fi: 

( ) 6
j

12121231121 eI3
2
1j

2
3I3a1IIII

π
−

=⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−=−=−=                 (10.30) 

    

3

3

2

0

2

1I 2I

1

I12

2
3

2
3

I31

I3

I 23

 
 

  Fig. 10.8 Diagrama de fazori la  
        conexiunea în triunghi 
 

Se pot realiza şi conexiuni în triunghi la generator şi în stea la receptor sau 
invers. 

 
10.4. PUTERILE ÎN REŢELE TRIFAZATE 
 
Calculul puterilor în sistemele trifazate se face după aceleaşi principii ca la 

circuitele de curent alternativ monofazat. Puterile activă, reactivă şi aparentă 
absorbite de receptorul trifazat vor fi egale cu sumele puterilor active, reactive 
sau aparente absorbite de fiecare fază în parte. 

Dacă se consideră un receptor conectat în stea, cu tensiunile de fază u1, u2 
şi u3, care formează, în general, un sistem nesimetric şi curenţii de fază (de 
linie) i1, i2 şi i3 nesimetrici, defazaţi faţă de tensiunile corespunzătoare cu 

Fazorul curentului de linie 1I este 
defazat în urma fazorului curentului de 
fază 12I  cu π/6 radiani, iar modulul său 

este de 3 ori mai mare. În cazul unui 
sistem simetric de curenţi există urmă-
toarele relaţii între valorile efective ale 
curenţilor de linie Il şi de fază If: 

;IIII f312312 ===                            

fll321 I3I;IIII ====    (10.31) 
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unghiurile ϕ1, ϕ2 şi ϕ3, expresiile puterilor activă, reactivă şi respectiv, aparentă 
absorbite de receptor sunt următoarele: 

333222111 cosIUcosIUcosIUP ϕ+ϕ+ϕ=   

333222111 sinIUsinIUsinIUQ ϕ+ϕ+ϕ=   

;IUIUIUS 332211 ++=    *
33

*
22

*
11 IUIUIUS ++=                 (10.32) 

unde: U1, U2 şi U3 sunt valorile efective ale tensiunilor de fază, iar I1, I2 şi I3 
sunt valorile efective ale curenţilor de fază (linie). 

La conexiunea în triunghi, dacă u12, u23 şi u31 sunt tensiunile pe fazele 
receptorului (egale cu tensiunile de linie), iar i12, i23 şi i31 curenţii de fază, 
defazaţi faţă de tensiunile corespunzătoare cu unghiurile ϕ12, ϕ23 şi ϕ31,   
puterile activă, reactivă şi aparentă absorbite de receptorul trifazat vor avea 
expresiile: 

313131232323121212 cosIUcosIUcosIUP ϕ+ϕ+ϕ=   

313131232323121212 sinIUsinIUsinIUQ ϕ+ϕ+ϕ=          

;IUIUIUS 313123231212 ++=    *
3131

*
2323

*
1212 IUIUIUS ++=      (10.33) 

unde: U12, U23 şi U31 sunt valorile efective ale tensiunilor de fază (de linie), iar 
I12, I23 şi I31 sunt valorile efective ale curenţilor de fază. 

Dacă sistemele de tensiuni şi curenţi sunt simetrice, rezultă următoarele 
relaţii: 
• pentru conexiunea în stea: 

;IIIII;3/UUUUU lf321lf321 ========  
ϕ=ϕ=ϕ=ϕ 321                                                                                (10.34) 

• pentru conexiunea în triunghi: 
;3/IIIII;UUUUU lf312312lf312312 ========  

ϕ=ϕ=ϕ=ϕ 312312                                                                             (10.35) 
Ţinând seama de relaţiile (10.34) şi (10.35) se constată că în sistemele 

simetrice şi echilibrate, calculul puterilor se face cu aceleaşi relaţii, indiferent 
de conexiune: 

ϕ=ϕ=ϕ= sinIU3Q;cosIU3cosIU3P 1111ff   
*

1111 IU3S;IU3S ==                                                                 (10.36) 
În sistemele simetrice, echilibrate se pot utiliza relaţiile cunoscute de la 

circuitele monofazate. 
Îmbunătăţirea factorului de putere vizează micşorarea sau compensarea 

puterii reactive şi se poate realiza utilizând 3 condensatoare conectate ca în 
figura 10.9.  

Pentru condensatoare montate în stea (fig. 10.9 a), valoarea capacităţii CY 
se determină cu relaţia: 



Circuite electrice trifazate 

 180 

( )
2
f

'

U
tgtgPC

⋅ω
ϕ−ϕ

=Υ                                   (10.37) 

unde: P este puterea activă absorbită de circuit; Uf – valoarea efectivă a 
tensiunii de fază; ω – pulsaţia; ϕ – defazajul înainte de montarea condensa-
torilor;  ϕ’ – defazajul după de montarea condensatorilor. 

Pentru condensatoare montate în triunghi (fig. 10.9 b), valoarea capacităţii 
CΔ se determină cu relaţia: 

( )
2
l

'

U
tgtgPC

⋅ω
ϕ−ϕ

=Δ                                   (10.38) 

unde Ul este valoarea efectivă a tensiunii de linie. 
 

 
 

Fig. 10.9 Îmbunătăţirea factorului de putere la reţelele electrice trifazate 
 
Sistemele trifazate prezintă numeroase avantaje faţă de cele monofazate, 

cele mai importante fiind următoarele: 
• transmiterea energiei electrice se face în condiţii mai economice; 
• au posibilitatea de a dispune utilizarea de două sisteme de tensiuni diferite 

pentru consumatorii monofazaţi (conexiunea în stea cu fir neutru); 
• permit producerea câmpurilor magnetice învârtitoare care sunt utilizate la 

funcţionarea celor mai simple şi mai economice motoare electrice, 
motoarele asincrone. 
 
10.5. TEOREMA POTENŢIALULUI PUNCTULUI NEUTRU 
 
Teorema potenţialului punctului neutru se utilizează la rezolvarea 

reţelelor trifazate. Se consideră un multipol pasiv, cu conexiunea în stea, care 
are n ramuri prin care intră curenţii 1I , 2I ,…, nI  şi care are la bornele de 
acces potenţialele 1V , 2V ,…, nV  faţă de un punct de referinţă Po care are 
potenţialul nul (fig. 10.10). Aplicând prima teoremă a lui Kirchhoff nodului N, 
în care se întâlnesc cele n ramuri, se obţine: 

( ) 0VVY
Z

VV
Z

U
0I

n

1k

n

1k

n

1k
Nkk

k

Nk

k

kN
n

1k
k =−=

−
=⇒= ∑ ∑ ∑∑

= = ==

     (10.39) 
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unde: kZ , respectiv kY , reprezintă impedanţa complexă, respectiv admitanţa 
complexă a laturii k. 

                                                                 
                                   
                                                                               Fig. 10.10 Figură explicativă la 
                                                                                         teorema potenţialului 
                                                                                              punctului neutru 
 

punctului neutru: potenţialul NV  al punctului neutru N de întâlnire a n 
ramuri ale unui multipol pasiv este egal cu media aritmetică a 
potenţialelor bornelor de acces, ponderată cu admitanţele ramurilor 
respective. 

 
10.6. CALCULUL REŢELELOR TRIFAZATE 
 
10.6.1. RECEPTOARE TRIFAZATE ECHILIBRATE  
           ALIMENTATE CU TENSIUNI SIMETRICE 
 
În regim simetric şi echilibrat calculul se face pentru faza 1, curenţii 

complecşi pentru fazele 2 şi 3 obţinându-se prin înmulţirea curentului din faza 
1 cu a2 respectiv a. 

 

a) Receptor conectat în stea (fig. 10.11) 
Sunt valabile relaţiile: 

;ZZZZ 321 ===  

;0IIII;Ia
Z

U
I;Ia

Z
U

I;
Z

U
I 32101

3
31

22
2

1
1 =++======      

fl
f

lf321 U3U;
Z

UIIIII ======                                             (10.41) 
 

b) Receptor conectat în triunghi (fig. 10.12) 
Sunt valabile relaţiile: 

;ZZZZ 312312 ===  

;Ia
Z

U
I;Ia

Z
U

I;
Z

U
I 12

31
3112

223
23

12
12 =====       

Din relaţia (10.39) se obţine expresia
potenţialului punctului N de întâlnire a celor 
n ramuri: 

⇒=∑∑
==

n

1k
kk

n

1k
kN YVYV                   

∑

∑

=

== n

1k
k

n

1k
kk

N

Y

YV
V                           (10.40)

relaţie  care  reprezintă teorema  potenţialului 
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;IaIII;IaIII;III 1233131
2

1223231121 =−==−=−=  

flfl UU;I3I ==                                                                          (10.42) 
 

 
     
 Fig. 10.11 Receptor conectat în stea      Fig. 10.12 Receptor conectat în triunghi  
 
În cazul în care conductoarele de linie au impedanţele egale 1Z , calculul 

curenţilor se face astfel: 
- pentru conexiunea în stea cu relaţiile (10.41) în care se va înlocui Z cu 

1
' ZZZ += ; 

- pentru conexiunea în triunghi se va transfigura receptorul într-o stea echiva-

lentă în care 
3

Z
Z Δ

Υ =  şi apoi, se rezolvă sistemul cu relaţiile (10.41) în care 

se va înlocui Z cu 1
' ZZZ += Υ . 

 
10.6.2. RECEPTOARE TRIFAZATE DEZECHILIBRATE 
  
a) Receptor în stea cu conductor neutru (fig. 10.13) 

                          

 
 

Fig. 10.13 Receptor în stea cu conductor neutru 
 

Se cunosc tensiunile de fază la începutul liniei U1, U2, U3, impedanţele 
fazelor receptorului Z1, Z2, Z3, impedanţele conductoarelor de linie Zl şi 
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impedanţele conductorului neutru Z0 şi se cer curenţii din receptor şi din linii şi 
tensiunile pe fazele receptorului ,U'

1  ,U'
2  '

3U . 
Se determină deplasarea punctului neutru U0: 

'
0

'
3

'
2

'
1

'
33

'
22

'
11

0 YYYY
YUYUYU

U
+++

++
=                    (10.43) 

unde: 

0
0

1k

'
k Z

1Y;3,2,1kpentru,
ZZ

1Y ==
+

=                      (10.44) 

Curenţii din fazele receptorului, egali cu cei din linii şi curentul de nul se 
calculează cu relaţiile: 

( ) ( ) ( ) ;YUUI;YUUI;YUUI '
3033

'
2022

'
1011 −=−=−=  

3210 IIII ++=                                   (10.45) 
Tensiunile de fază la bornele receptorului sunt date de relaţiile: 

33
'
322

'
211

'
1 IZU;IZU;IZU ===                                 (10.46) 

 

b) Receptor în stea fără conductor neutru 
Se vor folosi relaţiile (10.43…10.46) în care Y0 = 0 şi I0 = 0. 
 

c) Receptor în triunghi (fig. 10.14 a) 
Se cunosc tensiunile de linie la începutul liniei de alimentare U12, U23, U31, 

impedanţele fazelor receptorului Z12, Z23, Z31 şi impedanţa conductoarelor de 
linie Zl. Receptorul se transfigurează într-o stea echivalentă (fig. 10.14 b) cu 
impedanţele Z1, Z2, Z3 determinate cu relaţiile (9.138).  

Curenţii de linie I1, I2, I3 se calculează cu relaţiile (10.43…10.45). 
Tensiunile de fază ale receptorului, determinate din figura 10.14 b, sunt 

date de relaţiile: 

1133
'
313322

'
232211

'
12 IZIZU;IZIZU;IZIZU −=−=−=      (10.47) 

Curenţii din fazele receptorului se obţin cu relaţiile: 

31

'
31

31
23

'
23

23
12

'
12

12 Z
U

I;
Z
U

I;
Z
U

I ===                                 (10.48) 

În cazul particular în care impedanţele conductoarelor de linie sunt 
neglijabile (Z1 = 0), tensiunile de linie se aplică direct fazelor receptorului şi 
curenţii de fază se calculează cu relaţiile: 

31

31
31

23

23
23

12

12
12 Z

U
I;

Z
U

I;
Z
U

I ===                                 (10.49) 

Curenţii de linie sunt daţi de relaţiile: 
2331331223231121 III;III;III −=−=−=                                 (10.50) 

Puterea complexă absorbită este dată de relaţia: 
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*
323

*
112 IUIUS −=                     (10.51) 

 

 
 

Fig. 10.14 a) Receptor în triunghi; b) Receptor transfigurat într-o stea echivalentă  
 

În cazul rezolvării circuitelor trifazate alimentate cu un sistem nesimetric 
de tensiuni, date prin valorile efective ale tensiunilor de linie U12, U23, U31, se 
consideră ca origine de fază tensiunea U12. Se calculează unghiul de defazaj 
dintre U12 şi U23 cu relaţia următoare: 

2312

2
31

2
23

2
12

UU2
UUUcosarc −+

=α                                  (10.52) 

Rezultă în continuare: 

231231
j

2323 UUU;eUU −−== α                   (10.53) 
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11. CIRCUITE ELECTRICE LINIARE ÎN REGIM 
TRANZITORIU 

 
11.1. DEFINIREA REGIMULUI TRANZITORIU 
 
În cazul circuitelor electrice de c.c. regimul permanent se caracterizează 

prin valori constante ale curenţilor şi tensiunilor, iar în cazul circuitelor de c.a., 
prin valori constante ale amplitudinilor tensiunilor şi curenţilor şi a defazajelor. 

Pentru a defini regimul tranzitoriu de funcţionare a circuitelor electrice, 
se consideră un circuit R, L serie, care se conectează la momentul t = 0 la 
bornele unei surse de c.c. cu t.e.m. Ue constantă şi rezistenţa interioară Ri. 
Curentul din circuit este nul atât înainte cât şi imediat după conectare. După un 
timp lung, scurs de la conectare, curentul din circuit va avea valoarea: 

( ) ( )
i

e

t0t RR
U

Itilim;0ti
+

===
∞→ε+=

                                                   (11.1) 

unde s-a notatcu t = 0 + ε, momentul de timp imediat următor conectării. 
Creşterea curentului de la valoarea zero la valoarea I nu are loc 

instantaneu, deoarece o asemenea variaţie ar da o derivată în raport cu timpul a 
fluxului magnetic creat de curent în bobină de valoare infinită şi conform legii 
inducţiei electromagnetice ar apare o t.e.m. indusă infinit de mare, ceea ce este 
imposibil, deoarece tensiunea de alimentare a circuitului este finită. Curentul 
prin circuit creşte treptat de la valoarea zero la valoarea constantă I, într-un 
interval de timp foarte scurt, care depinde de constanta de timp a circuitului. 
Acest interval de timp se numeşte durată tranzitorie, iar regimul de 
funcţionare a circuitului în acest interval se numeşte regim tranzitoriu. 

Fenomenul este analog dacă sursa de alimentare a circuitului este de c.a. În 
cazul acesta, amplitudinea curentului din circuit creşte în timp de la valoarea 
zero la valoarea Im = Uem/Z, unde Z este impedanţa circuitului. 

Dacă în circuit se leagă o rezitenţă R în serie cu un condensator C, 
descărcat în stare iniţială, în circuit apare un curent electric corespunzător 
deplasării sarcinilor electrice de încărcare a condensatorului. După ce 
condensatorul s-a încărcat, deplasarea sarcinilor electrice încetează şi curentul 
devine nul. Încărcarea condensatorului nu are loc instantaneu deoarece 
tensiunea uc de la bornele sale nu admite variaţii bruşte (dacă uc s-ar modifica 
brusc, curentul din circuit ar deveni infinit). Rezultă că la momentul de timp     
t = 0 + ε al conectării la sursă, curentul din circuit va avea valoarea: 

( ) ( ) 0tilim;
RR

U
Iti

t
i

e
0t

=
+

==
∞→ε+=

                                                   (11.2) 

Dacă sursa de alimentare este de c.a., condensatorul se încarcă şi se 
descarcă alternativ. În concluzie, regimul tranzitoriu se desfăşoară în timp şi are 
loc la trecerea de la un regim permanent la altul. 
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11.2. CONDIŢII INIŢIALE 
 
În cazul regimului tranzitoriu condiţiile iniţiale sunt date, în general, în 

funcţie de tipul circuitului. 
Dacă circuitul conţine o bobină, aceasta va fi parcursă de un flux magnetic 

φ, care este variail în timp. Ca urmare, în bobină se va induce o t.e.m. dată de 
legea inducţiei electromagnetice (ue = −dφ/dt). Dacă se consideră momentul 
iniţial t = 0, rezultă că momentul premergător regimului tranzitoriu este            
t1 = 0 − ε, iar momentul imediat următor după apariţia regimului tranzitoriu 
este t2 = 0 + ε, unde ε → 0. Se obţine dt = t2 − t1 → 0, ceea ce ar determina ca 
ue să tindă la infint, fapt care nu este acceptabil fizic. Rezultă că dφ → 0, adică 
φ(0 − ε) = φ(0 + ε). În concluzie, în perioada iniţială a regimului tranzitoriu, 
fluxul magnetic se conservă prin bobină. 

Ţinând cont de definiţia fluxului magnetic, se obţine: 
( ) ( ) ( ) ( )ε+=ε−⇒ε+=ε−⇒=φ 0i0i0iL0iLiL               (11.3) 

rezultând că în cazul unei bobine curentul în momentul iniţial se conservă. 
Se consideră cazul circuitului care conţine condensatoare. Fie o suprafaţă 

închisă Σ, care înconjoară numai o armătură a condensatorului C (fig. 11.1). 
Conform legii conservării sarcinii electrice, rezultă: 

dt
dq

ii v
Σ

Σ −=+
Σ

                                                                                   (11.4) 

unde: iΣ = −i şi reprezintă intensitatea curentului de conducţie care iese din 
suprafaţa Σ; 

Σvi -  intensitatea curentului de convecţie care iese din suprafaţa Σ. 
 

      
 
Fig. 11.1 Figură explicativă  
      la legea conservării  
        sarcinii electrice  

 

Ţinând cont de definiţia capacităţii electrice (C = q/uc) se obţine: 
( ) ( ) ( ) ( )ε+=ε−⇒ε+=ε− 0u0u0uC0uC cccc                         (11.6) 

 
11.3. STUDIUL REGIMULUI TRANZITORIU PRIN METODA  
                             DIRECTĂ (ANALITICĂ) 
 
Studiul regimurilor tranzitorii se referă la găsirea modului de variaţie în 

timp a curenţilor şi tensiunilor din circuit pe durata cât au loc aceste regimuri. 
În capitolele precedente au fost studiate circuite electrice în regim permanent, 

În cazul considerat, 
Σvi = 0, rezultând: 

dt
dq

i
dt

dq
i ΣΣ =⇒−=−                     (11.5)

Pentru că dt = → 0, iar curentul i nu poate 
să ia o valoare infinită, rezultă dq = → 0, adică 
q(0 − ε) = q(0 + ε). În concluzie, în perioada 
iniţială a regimului tranzitoriu, sarcina electrică cu 
care se încarcă un condensator se conservă. 
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adcă în regimul care se stabileşte după un timp suficient de mare faţă de 
constantele de timp ale circuitelor electrice (presupuse disipative), pentru ca 
regimul tranzitoriu să fie practic complet amortizat. În acest caz, condiţiile 
iniţiale nu se mai resimt în modul de variaţie în timp a mărimilor electrice, care 
sunt univoc determinate de forma funcţiilor de timp reprezentate t.e.m. ale 
surselor. 

În reţelele electrice de transport şi distribuţie, toate comutaţiile şi respectiv, 
avariile determină regimuri tranzitorii, care deşi durează puţin, datorită 
constantelor de timp mici, pot periclita securitatea instalaţiilor (prin supra-
curenţi sau supratensiuni) sau stabilitatea funcţionării lor. De asemenea 
prelucrarea semnalelor utilizează procese tranzitorii care nu pot fi ignorate. 

Regimul tranzitoriu al circuitelor electrice liniare poate fi studiat cu 
metoda directă de rezolvare a sistemelor de ecuaţii diferenţiale ordinare, 
liniare, cu coeficienţi constanţi, prin separarea soluţiilor de regim liber şi a 
soluţiilor de regim forţat. Această metodă constă în următoarele: 
• Se scriu ecuaţiile integro-diferenţiale ale circuitului utilizând teoremele lui 

Kirchhoff. 
• Se transformă ecuaţiile integro-diferenţiale în ecuaţii diferenţiale, fie prin 

derivarea lor, fie printr-o înlocuire de variabilă. 
• Se rezolvă rezolvă ecuaţiile diferenţiale obţinute, care în general sunt 

ecuaţii diferenţiale cu coeficienţi constanţi neomogeni. Soluţia generală 
este sub forma unei suprapuneri de două soluţii, de forma: 
( ) ( ) ( )tytyty fl +=                                                                                (11.7) 

unde yl(t) este soluţia generală a ecuaţiei caracteristice, omogene, asociată 
ecuaţiei date (se mai numeşte soluţia regimului liber deoarece nu conţine 
decât parametrii circuitului), iar yf(t) reprezintă soluţia regimului aşa numit 
forţat (soluţie particulară), care este impusă de condiţiile exterioare. 

• Se determină soluţia de regim liber yl(t) (nu depinde de condiţiile 
exterioare), care apare ca o sumă de exponeţiale de forma: 

( ) tr
n

tr
2

tr
1l

n21 eC...eCeCty +++=                                                    (11.8) 
unde r1, r2,…, rn sunt soluţiile ecuaţiei caracteristice, care se obţine din 
ecuaţia diferenţială omogenă înlocuind formal derivatele de ordinul “k” cu 
rk. Gradul ecuaţiei caracteristice este egal cu ordinul ecuaţiei diferenţiale, 
numărul termenilor care se adună în expresia soluţiei libere fiind egal cu 
ordinul ecuaţiei direfenţiale. În circuitele normale care conţin rezistoare, 
soluţia liberă tinde la zero când timpul tinde la infinit; 

• Se determină soluţia de regim forţat yf(t), ca soluţie particulară a sistemului 
neomogen, având forma complet determintă de termenul liber. Constanta 
acestei mărimi se determină din condiţia ca soluţia să satisfacă ecuaţia 
diferenţială neomogenă. În cazul t.e.m. constante sau sinusoidale, soluţiile 
forţate au aceeaşi formă ca t.e.m. şi se pot determina cu metodele utilizate 
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la studiul regimului permanent. 
• Cu ajutorul condiţiilor iniţiale se determină constantele de integrare din 

expresiile complete (de regim tranzitoriu) ale soluţiilor. 
 

11.4. CIRCUITE SIMPLE ÎN REGIM TRANZITORIU 
 
11.4.1. BOBINA REALĂ LA CONECTAREA ŞI RESPECTIV 

             DECONECTAREA, LA/DE LA O TENSIUNE CONSTANTĂ 
 
Se consideră o bobină de rezistenţă R şi inductivitate L, care la momentul   

t = 0 se conectează la o sursă de tensiune constantă U (fig. 11.2). Înainte de 
conectare curentul prin bobină era nul, condiţia iniţială fiind următoarea: 

( ) ( ) ( ) 00i0i0i ==ε+=ε−                                                                  (11.9) 
 

   
 
    Fig. 11.2 Circuit serie R, L 

 
rezultă ecuaţia caracteristică, care va avea rădăcina r: 

0RrL =+     ⇒   L/Rr −=                                                              (11.12) 
 Mărimea τ = L/R are dimensiunea fizică de timp şi se numeşte constanta 

de timp a circuitului. 
Soluţia de regim liber il(t) a circuitului este de forma: 

( ) ( ) 0tilim;eCeCti lt
L
R

t

1
tr

1l ===
∞→

−
                                                 (11.13) 

Soluţia de regim forţat if(t) se ia de forma termenului liber (U = ct.) şi se 
determină din condiţia să satisfacă ecuaţia diferenţială a circuitului: 

( ) ( ) R/UtiUKRKti f11f =⇒=⇒=                                 (11.14) 
Rezultă soluţia generală a ecuaţiei: 

( ) ( ) ( ) ( ) 0t,
R
UeCtitititi L

Rt

1fl >+=⇒+=
−

                           (11.15)                             

Constanta C1 se obţine din condiţia iniţială (11.9): 
( ) ( ) R/UC0R/UC0i00i 11 −=⇒=+=⇒=                    (11.16) 

rezultând soluţia de regim tranzitoriu: 

( ) ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−= τ

−
t

e1
R
Uti                                                                                (11.17) 

Ecuaţia diferenţială a circuitului, după 
închiderea întreruptorului (t > 0), este dată de 
relaţia: 

UiR
dt
diL =+                                 (11.10) 

Din ecuaţia omogenă: 

0iR
dt
diL =+                                  (11.11) 
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                                                                       Fig. 11.3 Variaţia curentului prin 
                                                                                 bobină la cuplare la o tensiune 
                                                                                                   constantă 
 

În cazul circuitului R, L la decuplare de la o tensiune constantă U 
(comutatorul K se trece pe poziţia 2), condiţia iniţială este următoarea: 

( ) ( ) ( ) R/U0i0i0i ==ε+=ε−                                                         (11.18) 
La momentul t > 0, ecuaţia diferenţială a circuitului va fi: 

0iR
dt
diL =+                                                                                      (11.19) 

Procedând într-un mod analog se obţin soluţiile de regim liber şi de regim 
forţat date de relaţiile următoare: 

( ) ;eCeCti L
Rt

1
tr

1l

−
==    ( ) 0ti f =                                                      (11.20) 

Constanta C1 se obţine din condiţia iniţială (11.18): 
 

                                                                      
                        

                                                                             Fig. 11.4 Variaţia curentului prin 
                                                                                          bobină la decuplare  
                                                                                    de la o tensiune constantă 

 
11.4.2. ÎNCĂRCAREA ŞI DESCĂRCAREA UNUI CONDENSATOR 
 
Se consideră un circuit R, C serie, care la momentul t = 0 se conectează la 

o sursă de tensiune constantă U (fig. 11.5). Se consideră că înaintea închiderii 
întreruptorului K condensatorul era descărcat, rezultând condiţia iniţială: 

( ) ( ) ( ) 00u0u0u ccc ==ε+=ε−                                                       (11.23) 
Ecuaţia integro-diferenţială a circuitului, după închiderea întreruptorului K 

În figura 11.3 este reprezentată varia-
ţia în timp a curentului bobinei i(t), precum 
şi a componentelor sale il(t) şi if(t). 

Teoretic, regimul tranzitoriu durează 
infinit de mult, deoarece numai pentru 
t → ∞ rezultă il(t) = 0. Se constată însă că 
pentru t ≥ 4τ, mărimea variabilă diferă cu 
mai puţin de un procent din valoarea finală 
şi practic, se poate spune că regimul 
tranzitoriu se încheie după un timp relativ 
scurt, estimat la câteva (3…5) constante de 
timp ale circuitului. 

( ) R/UCR/U0i 1 =⇒= (11.21)
rezultând soluţia de regim tranzitoriu: 

( ) τ
−

=
t

e
R
Uti                               (11.22)

În figura 11.4 este reprezentată 
variaţia în timp a curentului i(t) prin 
bobină, la decuplarea acesteia de la o 
tensiune constantă U. 
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(t > 0), este dată de relaţia: 

Udti
C
1iR =+ ∫                                                                                 (11.24) 

 

  
 

   Fig. 11.5 Circuit serie R, C 
 
Din ecuaţia omogenă: 

0u
dt

du
CR c

c =+                                                                                (11.27) 

rezultă ecuaţia caracteristică, care va avea rădăcina r: 
01rCR =+     ⇒   CR/1r −=                                                          (11.28) 

 Mărimea τ = RC are dimensiunea fizică de timp şi se numeşte constanta 
de timp a circuitului. 

Soluţia de regim liber ucl(t) a circuitului este de forma: 

( ) τ
−−

===
t

1
RC

t

1
tr

1cl eCeCeCtu                                                         (11.29) 
Soluţia de regim forţat ucf(t) se ia de forma termenului liber (U = ct.) şi 

înlocuind în relaţia (11.26) se obţine: 
( ) ( ) UtuUKKtu cf11cf =⇒=⇒=                                      (11.30) 

Rezultă soluţia generală a ecuaţiei diferenţiale: 

( ) ( ) ( ) ( ) 0t,UeCtutututu RC
t

1cfcl >+=⇒+=
−

                     (11.31)                             
Constanta C1 se obţine din condiţia iniţială (11.9): 

( ) ( ) UC0UC0u00u 11c −=⇒=+=⇒=                           (11.32) 
rezultând soluţia de regim tranzitoriu: 

( ) ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−= τ

−
t

c e1Utu                                                                              (11.33) 

Curentul i prin circuit, la încărcarea condensatorului, are expresia: 

( ) τ
−

==
t

c e
R
U

dt
du

Cti                                                                           (11.34) 

În figura 11.6 este reprezentată variaţia în timp a mărimilor uc(t) şi i(t), 
precum şi a componentelor sale il(t) şi if(t). Tensiunea uR (căderea de tensiune 
pe resistor) este proporţională cu i şi este diferenţa dintre tensiunile U şi uc(t). 

În cazul descărcării condensatorului (comutatorul K se trece pe poziţia 2), 

Prin schimbarea de variabilă: 

dt
du

C
dt
dqi c==                              (11.25)

se obţine: 

Uu
dt

du
CR c

c =+                          (11.26)
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condiţia iniţială este următoarea: 
( ) ( ) ( ) U0u0u0u ccc ==ε+=ε−                                                     (11.35) 

 

                                                          
   
                                                                              Fig. 11.6 Variaţiile curentului şi 
                                                                                    tensiunii la încărcarea unui 
                                                                           condensator cu o tensiune constantă 
 
 

( ) UCU0u 1c =⇒=                                                 (11.38) 
rezultând soluţia de regim tranzitoriu: 

( ) τ
−

=
t

c eUtu                                                                                       (11.39) 

                                                                         
 
                                                                               Fig. 11.7 Variaţiile curentului şi 
                                                                                 tensiunii la descărcarea unui 
                                                                                               condensator  
 
11.4.3. REGIMUL TRANZITORIU AL UNUI CIRCUIT SERIE 
         R, L, C ALIMENTAT CU TENSIUNE CONSTANTĂ 
 
Se consideră circuitul serie R, L, C din figura 11.8, alimentat cu tensiunea 

constantă U (la momentul t = 0 se închide întreruptorul K). Se consideră că 
înaintea închiderii întreruptorului K curentul prin circuit era nul şi tensiunea la 
bornele condensatorului era nulă, rezultând condiţiile iniţiale: 

( ) ( ) 00i0i =ε+=ε− ;                                                             
( ) ( ) ( ) 00u0u0u ccc ==ε+=ε−                                                       (11.41) 

pentru ε arbitrar de mic. 
După închiderea întreruptorului K, ecuaţia integro-diferenţială a circuitului 

se exprimă sub forma: 

La momentul t > 0, ecuaţia diferen-
ţială a circuitului va fi: 

0u
dt

du
CR c

c =+                     (11.36)

Procedând ca şi în cazul precedent se 
obţin soluţiile de regim liber şi de regim 
forţat, date de relaţiile următoare: 

( ) ;eCeCtu RC
t

1
tr

1cl

−
==     

( ) 0tu cf =                                 (11.37)
Constanta C1 se obţine din condiţia 

iniţială (11.35): 

Curentul i prin circuit, la descărcarea 
condensatorului, are expresia: 

( ) τ
−

=−=
t

c e
R
U

dt
du

Cti              (11.40)

În figura 11.7 este reprezentată 
variaţia în timp a curentului i(t) prin 
bobină, la decuplarea acesteia de la o 
tensiune constantă U. 
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Udti
C
1

dt
diLiR =++ ∫                                                                      (11.42) 

Făcând schimbarea de variabilă dată de relaţia (11.25) se obţine ecuaţia 
diferenţială: 

0t;Uu
dt

du
CR

dt
ud

CL c
c

2
c

2

>=++                                               (11.43) 
 

 
 
        Fig. 11.8 Circuit serie R, L,C 
 

01rCRrCL 2 =++                                                                           (11.45) 
şi va avea rădăcinile: 

( ) LC/1L2/RL2/Rr 2
2,1 −±−=                                                     (11.46) 

Dacă se fac notaţiile: 

LC
1;

L2
R

o =ω−=α                                                                      (11.47) 

unde ωo este pulsaţia de rezonanţă a circuitului R, L, C serie, rădăcinile 
ecuaţiei caracteristice vor avea forma: 

2
o

2
2,1r ω−α±α−=                                                                          (11.48) 

Soluţia generală a ecuaţiei diferenţiale are forma: 
( ) ( ) ( ) UeCeCtututu tr

2
tr

1cfclc
21 ++=+=                                         (11.49) 

Constantele C1 şi C2 se determină din condiţiile iniţiale date de relaţiile 
(11.41). După valorile parametrilor circuitului, soluţia liberă poate avea diferite 
forme, distingându-se trei regimuri distincte de funcţionare: 

a) Regimul liber oscilatoriu amortizat, care are loc atunci când: 
02

o
2 <ω−α                                                                                         (11.50) 

Dacă se notează: 
2
o

2
p ω−α=ω                                                                                   (11.51) 

rădăcinile ecuaţiei vor fi complex conjugate: 
p2p1 jr;jr ω−α−=ω+α−=                                                          (11.52) 

unde α se numeşte constanta de atenuare a oscilaţiilor libere amortizate; ωo – 
pulsaţia oscilaţiilor libere neamortizate; ωp – pulsaţia oscilaţiilor libere 
amortizate ale circuitului. 

unde s-a ales ca necunoscută tensiu-
nea la bornele condensatorului. 

Curentul prin circuit va rezulta 
din relaţia: 

dt/duCi c=                      (11.44) 
Ecuaţia caracteristică este urmă-

toarea:
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După punerea condiţiilor iniţiale, soluţia de regim tranzitoriu va avea 
forma: 

( ) ( ) ( )[ ]ktsintexpksin/11Utu pc +ωα−−=                                     (11.53) 
unde s-a notat: 

L
C

2
Rkcos;

L4
CR1ksin

o

2

o

p =
ω
α

=−=
ω

ω
=                                (11.54) 

Curentul prin circuit se calculează cu relaţia: 

( ) ( ) ( )tsintexp
L

U
dt

du
Cti p

p

c ωα−
ω

==                                              (11.55) 

                                                                   
 
                                                                       Fig. 11.9 Variaţiile mărimilor uc şi i în 
                                                                        cazul regimului oscilatoriu amortizat 
  
 

b) Regimul liber aperiodic critic, are loc atunci când: 
02

o
2 =ω−α                                                                                         (11.57) 

În acest caz ecuaţia caracteristică are o rădăcină dublă, egală cu −α, iar 
soluţiile de regim tranzitoriu, pentru tensiune şi curent, vor avea forma: 

( ) ( ) ( )[ ]texpt11Utu c α−α+−= ; 

( ) ( )texpt
L
Uti α−=                                                                            (11.58) 

Variaţiile mărimilor uc şi i, ca funcţii de timp, sunt reprezentate în figura 
11.10 a. 

 
c) Regimul liber aperiodic (supraamortizat), are loc atunci când: 

02
o

2 >ω−α                                                                                         (11.59) 
În cazul acesta ecuaţia caracteristică are două rădăcini reale, negative: 

2
o

2
21 cu;r;r ω−α=ββ−α−=β+α−=                                    (11.60) 

Utilizând relaţiile dintre funcţiile trigonometrice de argument imaginar şi 
funcţiile hiperbolice, se stabilesc următoarele expresii pentru soluţiile de regim 
tranzitoriu: 

( ) ( ) ( )[ ]''
c ktsintexpksinh/11Utu +βα−−=    

În figura 11.9 sunt prezentate
variaţiile mărimilor uc şi i. În cazul 
acesta curentul nu mai are salt în
momentul iniţial, datorită inductivităţii
circuitului. În momentul iniţial toată
tensiunea se aplică bobinei ideale, iar
inductivitatea acesteia determină panta
iniţială a curentului: 

( ) L/Udt/di 0t ==                 (11.56)
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( ) ( ) ( )tsinhtexp
L
U

dt
du

Cti c βα−
β

==                                                 (11.61) 

unde s-au făcut notaţiile: 

L
C

2
Rkcosh;1

L4
CRksinh

o

'
2

o

' =
ω
α

=−=
ω
β

=                         (11.62) 

Variaţiile mărimilor uc şi i, ca funcţii de timp, sunt reprezentate în figura 
11.10 b. 

 
                              

Fig. 11.10 Variaţiile mărimilor uc şi i în cazul: a) regimului aperiodic critic; 
b) aperiodic (supraamortizat) 

 
11.4.4. REGIMUL TRANZITORIU AL UNUI CIRCUIT SERIE 
           R, L ALIMENTAT CU TENSIUNE SINUSOIDALĂ 
 
Se consideră o bobină de rezistenţă R şi inductivitate L, care la momentul   

t = 0 se conectează la o sursă de tensiune sinusoidală tsin2Uu ω=           
(fig. 11.11).  

Înainte de conectare, curentul prin bobină era nul, condiţia iniţială este dată 
de relaţia (11.9) 

 

   
 
    Fig. 11.11 Circuit serie R, L 
alimentat cu tensiune sinusoidală 

 
Soluţia de regim liber il(t) a circuitului este dată de relaţia (11.13). 
Criteriul de regim permanent este criteriul corespunzător unui circuit R, L, 

alimentat la o tensiune sinusoidală, soluţia de regim forţat if(t) fiind dată de 
soluţia de regim permanent. if(t) = ip(t): 

( ) ( ) ( )
R
Larctg;LRZ;tsin

Z
2Uti 22

p
ω

=ϕω+=ϕ−ω=            (11.65) 

Ecuaţia diferenţială a circuitului, după 
închiderea întreruptorului (t > 0), este dată de 
relaţia: 

tsin2UiR
dt
diL ω=+                (11.64) 

Din ecuaţia omogenă rezultă ecuaţia 
caracteristică, care va avea rădăcina dată de 
relaţia (11.12). 



Electrotehnică 

 195 

Rezultă soluţia generală a ecuaţiei diferenţiale: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0t,tsin
Z

2UeCtitititi
t

1fl >ϕ−ω+=⇒+= τ
−

       (11.66)            

Constanta C1 se obţine din condiţia iniţială (11.9): 

( ) ( ) ϕ=⇒=ϕ−+⇒= sin
Z

2UC0sin
Z

2UC00i 11          (11.66) 

rezultând soluţia de regim tranzitoriu: 

( )
( )

( )
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
ϕ−ω+ϕ

ω+
= τ

−
tsinsine

LR

2Uti
t

22
                                     (11.67) 

În figura 11.12 este reprezentată variaţia în timp a curentului prin circuit 
i(t), precum şi a componentelor sale il(t) şi if(t). 

 

 
 

Fig. 11.12 Variaţia curentului prin circuit la cuplare la o tensiune sinusoidală 
 

11.4. STUDIUL REGIMULUI TRANZITORIU CU AJUTORUL  
                           TRANSFORMATEI LAPLACE 
 
Metoda operaţională care utilizează transformata Laplace permite 

transformarea ecuaţiilor integro-diferenţiale în ecuaţii liniare, sistemele de 
ecuaţii obţinute fiind astfel mai uşor de rezolvat. 

 
11.4.1. TRANSFORMATA LAPLACE ŞI PROPRIETĂŢILE SALE 
 
Fiind dată o funcţie f(t), se numeşte imagine Laplace sau transformată 

Laplace a acesteia, o funcţie F(s), de variabilă complexă s, univoc asociată 
funcţiei f(t) prin relaţia: 

( ) ( )[ ] ( )∫
∞

−==
0

ts dtetftfLsF                                                                (11.68) 

Utilizând relaţia (11.68) se vor calcula transformatele Laplace ale unor 
funcţii frecvent întâlnite în studiul regimurilor tranzitorii. 
• Transformata Laplace a unei constante C, se calculează astfel: 
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[ ]
s
Ce

s
CdteCCL

0

ts

0

ts =−==
∞

−
∞

−∫                                                      (11.69) 

• Imaginea funcţiei treaptă unitate 1(t). Deoarece pentru t > 0 funcţia treaptă 
unitate este o valoare de constantă unitate, rezultă: 

( )[ ] ( )
s
1dtedtet1t1L

0

ts

0

ts === ∫∫
∞

−
∞

−                                                     (11.70) 

• Imaginea unei exponenţiale: 

( )[ ] ( )
α−

=
α−

−==α
∞

α−−
∞

−α∫ s
1e

s
1dteetexpL

0

ts

0

tst                          (11.71) 

• Imaginile funcţiilor sinωt şi cosωt se obţin simplu, exprimând aceste 
funcţii cu ajutorul unor funcţii exponenţiale. De exemplu pentru funcţia 
sinωt se procedează astfel: 

( )[ ] ( ) 22
0

ts
tjtj

0

ts

s
dte

j2
eedtetsintsinL

ω+
ω

=
−

=ω=ω ∫∫
∞

−
ω−ω∞

−            (11.72) 

Procedând analog rezultă imaginea funcţiei cosωt: 

( )[ ] ( ) 22
0

ts

s
sdtetcostcosL
ω+

=ω=ω ∫
∞

−                                             (11.73) 

Operaţiile fundamentale cu funcţii de timp care intervin în ecuaţiile 
circuitelor liniare sunt: înmulţirea cu un scalar, adunarea, derivarea şi 
integrarea. Se vor prezenta operaţiile corespunzătoare cu imagini, pe care le 
implică corespondenţa stabilită de transformata Laplace. 
• Transformata Laplace a produsului cu o constantă k a funcţiei de timp 

f(t) este egală cu produsul dintre constantă şi transformata funcţiei F(s): 

( ) ( ) ( )sFkdtetfkdtetfk
0

ts

0

ts == ∫∫
∞

−
∞

−                                                 (11.74) 

• Transformata Laplace a sumei a două funcţii de timp este egală cu suma 
transformatelor fiecărei funcţii în parte: 

( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( ) ( )sFsFdtetfdtetfdtetftf 21
0

ts
2

0

ts
1

0

ts
21 +=+=+ ∫∫∫

∞
−

∞
−

∞
−       (11.75) 

Aceste două proprietăţi se exprimă compact sub forma care exprimă 
liniaritatea transformatei Laplace: transformata Laplace a unei combinaţii 
liniare de funcţii de timp este egală cu combinaţia liniară a transformatelor 
Laplace ale acestor funcţii: 

( ) ( ){ }tfLtfL k
k

k
k

kk ∑∑ λ=
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

λ                                                          (11.76) 
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• Transformata Laplace a derivatei unei funcţii de timp este egală cu 
produsul imaginii funcţiei prin s minus valoarea iniţială a funcţiei (teorema 
derivării): 

( ) ( ) ( ) ( )0fsFsdtetfsetfdte
dt
df

dt
dfL

0

ts

0

ts

0

ts −=+==
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

∫∫
∞

−∞−
∞

−        (11.77) 

• Transformata Laplace a integralei în intervalul (0, t) a unei funcţii de timp 
este egală cu produsul imaginii funcţiei prin 1/s (teorema integrării). Dacă, 

( ) ( )∫ ττ=
t

0

dftg                                                                                     (11.78) 

rezultă dg/dt = f(t) şi g(0) = 0. Aplicând relaţia (11.77), se obţine: 

( ){ } ( ){ }tgLs
dt
dgLtfL =

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧=                                                                (11.79) 

de unde rezultă: 

( ) ( )sF
s
1dfL

t

0

=
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

ττ∫                                                                           (11.80) 

 
11.4.2. TEOREMELE DEZVOLTĂRII ALE LUI HEAVISIDE 
 
Determinarea funcţiei original corespunzătoare unei transformate Laplace 

date se numeşte inversiunea transformatei Laplace. Există mai multe metode 
de inversiune, una dintre ele utilizând teoremele dezvoltării ale lui Heaviside. 

 

Prima teoremă a lui Heaviside  
Se consideră cazul în care funcţia imagine este raportul a două polinoame, 

prime între ele, gradul polinomului de la numărător fiind mai mic decât gradul 
polinomului de la numitor: 

( ) ( )
( )sP
sP

sF
2

1=                                                                                         (11.81) 

Raportul a două polinoame oarecare se poate aduce la această formă prin 
împărţire, după separarea unui eventual termen aditiv – polinomul cât. 

Fie n gradul polinomului P2(s) de la numitor şi se consideră cazul în care 
toate rădăcinile sk ale acestui polinom sunt distincte. În acest caz funcţia 
imagine se poate descompune într-o sumă de fracţii simple: 

( ) ( )
( ) n

n

2

2

1

1

2

1

ss
C

...
ss

C
ss

C
sP
sP

sF
−

++
−

+
−

==                                         (11.82) 

Pentru a calcula coeficientul Ck al acestei descompuneri se formează 
produsul (s − sk) F(s) şi se calculează limita acestui produs când s tinde către sk, 
aplicând regula lui l’Hôpital. Se obţine: 
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                       (11.83) 

Cu aceste valori ale coeficienţilor, descompunerea în fracţii simple devine: 

( ) ( )
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Ţinând cont de teorema liniarităţii se obţine: 

( ) ( )
( ) ( ){ } ( )
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⎩
⎨
⎧
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de unde rezultă funcţia original: 

( ) ( ){ } ( )
( ) ( )∑

=

− ==
n

1k
k

k
'
2

k11 tsexp
sP
sPsFLtf                                                  (11.86) 

Relaţia (11.86) reprezintă prima formă a teoremei dezvoltării (prima 
teoremă a lui Heaviside). 

 

A doua teoremă a lui Heaviside  
Se consideră cazul particular în care polinomul P2(s) are o rădăcină nulă, 

deci se poate pune sub forma: 
( ) ( )sPssP 32 =                                                                                       (11.87) 

iar polinomul P3(s) are rădăcinile sk, k = 1, 2,…, n − 1, distincte. 
Pentru găsirea funcţiei original se aplică prima formă a teoremei 

dezvoltării, observând că: 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )k

'
3kk

'
23

'
23

'
3

'
2 sPssP;0P0PsPsPssP ==⇒+=          (11.88) 

Cu aceste valori, în final se obţine relaţia: 

( ) ( )
( )
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⎩
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Relaţia (11.89) reprezintă a doua formă a teoremei dezvoltării (a doua 
teoremă a lui Heaviside). 

 
11.4.3. STUDIUL UNOR REGIMURI TRANZITORII 
 
Pentru rezolvarea regimului tranzitoriu se scriu ecuaţiile integro-

diferenţiale ale circuitului şi se aplică transformata Laplace acestor ecuaţii. Se 
obţine un sistem de ecuaţii liniare cu necunoscutele transformatele Laplace ale 
funcţiilor necunoscute. După aflarea imaginilor funcţiilor necunoscute, cu 
ajutorul teoremelor lui Heaviside se determină funcţiile de timp 
corespunzătoare acestor imagini. Aceste funcţii de timp reprezintă soluţiile 
căutate, care satisfac atât ecuaţiile integro-diferenţiale cât şi condiţiile iniţiale 
date. 
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Exemplul 1 
Se dă circuitul inductiv din figura 11.13 a, care pentru t < 0 se află în regim 

permanent (de curent continuu), având curentul I = U/(2R). Se cere să se 
rezolve regimul tranzitoriu care apare dacă la momentul t = 0 se închide 
întreruptorul K, care scurtcircuitează elementele R, L. 

 

 
 

Fig. 11.13 Regimul tranzitoriu al cicuitului R, L cu condiţii iniţiale nenule 
 

Pentru t > 0 ecuaţia circuitului este: 

0
dt
diLiR =+                                                                                       (11.90) 

Se aplică acestei ecuaţii transformata Laplace, utilizând teorema liniarităţii 
şi derivării şi se obţine: 

{} {} ( )[ ] 00iiLsLiLR
dt
diLiRL =−+=
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ +                                       (11.91) 

Deoarece i(0) = U/(2R), rezultă ecuaţia operaţională a circuitului: 

( ) {} ( ) U
R2
L0iLiLLsR ==+                                                             (11.92) 

Din relaţia (11.92) se obţine transformata Laplace a curentului: 

{}
L/Rs

1
R2

UiL
+

=                                                                             (11.93) 

Aplicând prima teoremă a lui Heaviside se obţine expresia curentului: 

( )
R
L;e

R2
Uti

t

=τ= τ
−

                                                                      (11.94) 

În figura 11.13 b este reprezentată variaţia în timp a curentului. 
 

Exemplul 2 
Se consideră circuitul capacitiv din figura 11.14. La t < 0 condensatorul 

este încărcat cu sarcina qo. La t = 0 se închide întreruptorul K, circuitului 
aplicându-se tensiunea u = Uo exp(−t/τo), cu Uo > qo/C. Să se analizeze regimul 
tranzitoriu care apare. 

Pentru t > 0 ecuaţia circuitului este: 

( )∫ ττ++=
t

0

o di
C
1

C
q

iRu                                                                    (11.95) 
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    Fig. 11.14 Circuit capacitiv 
alimentat cu o tensiune variabilă 

 
În continuare, se calculează imaginile termenilor din membrul stâng: 
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o
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Imaginea curentului din circuit va avea expresia: 
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Cu ajutorul tabelei de transformări se deduce expresia valorii instantanee a 
curentului: 
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11.4.4. FORMA OPERAŢIONALĂ A TEOREMELOR  
                              LUI KIRCHHOFF 
 
În aplicaţii, calculul se sistematizează scriind direct ecuaţiile operaţionale, 

care exprimă relaţiile între imaginile curenţilor şi tensiunilor. În acest scop, în 
studiul regimului tranzitoriu se utilizează formele operaţionale ale teoremelor 
lui Kirchhoff. 

Prima teoremă alui Kirchhoff, scrisă pentru un nod al reţelei, este dată de 
ecuaţia: 

( ) 0ti
nod

k =±∑                                                                                     (11.101) 

cu regula de semne cunoscută. Aplicând acestei ecuaţii transformata Laplace şi 
notând cu Ik(s) imaginea curentului ik(t), 

( ) ( ){ }tiLsI kk =                                                                                   (11.102) 
se obţine relaţia operaţională (11.103) cunoscută ca forma operaţională a 
primei teoreme a lui Kirchhoff.  

Aplicând acestei ecuaţii transformata
Laplace şi utilizând teorema liniarităţii şi
teorema integrării se obţine ecuaţia operaţio-
nală: 
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( ) 0sI
nod

k =±∑                                                                                     (11.102) 

Se enunţă astfel: suma imaginilor Laplace ale curenţilor laturilor 
concurente într-un nod al cicuitului este nulă, toţi curenţii fiind definiţi cu 
sensuri de referinţă la fel orientate faţă de nod; sensul de referinţă opus 
determină schimbarea semnului curentului respectiv în sumă. Regula de semne 
pentru imaginile curenţilor rămâne aceeaşi ca şi pentru valorile instantanee. 

A doua teoremă a lui Kirchhoff, scrisă pentru un ochi, are următoarea 
formă: 

( ) 0tu
ochi

bk =±∑                                                                                   (11.103) 

cu regula de semne cunoscută. Aplicând acestei relaţii transformata Laplace şi 
notând cu Ubk(s) imaginea tensiunii la borne ubk(t), 

( ) ( ){ }tuLsU bkbk =                                                                             (11.104) 
se obţine următoarea relaţie operaţională: 

( ) 0sU
ochi

bk =±∑                                                                                  (11.105) 

cunoscută ca forma operaţională a celei de a doua teoreme a lui Kirchhoff. 
Aceasta se enunţă astfel: suma imaginilor Laplace ale tensiunilor la bornele 
laturilor unui ochi este nulă, toate tensiunile fiind definite cu sensuri de 
referinţă la fel orientate faţă de sensul de parcurgere a ochiului; fiecare 
schimbare de sens de referinţă atrage schimbarea semnului tensiunii respective 
în sumă. Regula de semne pentru imaginile tensiunilor la borne rămâne aceeaşi 
ca pentru valorile instantanee. 

De cele mai multe ori a doua teoremă a lui Kirchhoff se utilizează într-o 
formă dezvoltată, în care se pun în evidenţă separat sursele de tensiune şi 
căderile de tensiune (tensiunile la bornele elementelor pasive): 

( ) ( )∑∑ ±=±
ochi

ek
ochi

Rk tutu                                                                   (11.106) 

cu regulile de semne cunoscute. Aplicând acestei relaţii transformata Laplace şi 
notând cu URk(s), respectiv Uek(s) imaginile căderii de tensiune uRk(t), 
respectiv a t.e.m. uek(t), 

( ) ( ){ } ( ) ( ){ }tuLsU;tuLsU ekekRkRk ==                                           (11.107) 
se obţine ecuaţia operaţională: 

( ) ( )∑∑ ±=±
ochi

ek
ochi

Rk sUsU                                                                  (11.108) 

cunoscută ca forma operaţională dezvoltată a celei de a doua teoreme a lui 
Kirchhoff. Teorema se enunţă astfel: suma imaginilor Laplace ale căderilor 
tensiune la bornele elementelor pasiveale unui ochi este egală cu suma 
imaginilor Laplace ale tensiunilor electromotoare ale surselor ochiului, toate 
tensiunile fiind definite cu sensuri de referinţă la fel orientate faţă de sensul de 
parcurgere a ochiului.  
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În tabelul 11.1 sunt daţi parametrii operaţionali corespunzători celor trei 
elemente de circuit ideale pasive. 

 
Tabelul 11.1 Parametrii operaţionali pentru elementele de circuit ideale pasive 
Parametru Rezistor Bobină Condensator 

Impedanţa operaţională R sL 1/(sC) 
Admitanţa operaţională G 1/(sL) sC 
T.e.m. echivalentă 
condiţiilor iniţiale 0 φ(0) −uc(0)/s 

Curentul impus de 
condiţiile iniţiale 0 i(0)/s −C uc(0) 

 
În figura 11.15 sunt reprezentate circuitele echivalente operaţionale ale 

elementelor ideale pasive. 
  

 
 

Fig. 11.15 Circuitele echivalente operaţionale ale elementelor de circuit pasive: 
a) pentru rezistorul ideal; b) pentru bobina ideală; c) pentru condensatorul ideal 

 
Pentru fiecare element ideal se pot stabili două circuite echivalente: serie, 

cu impedanţă şi sursă de tensiune şi respectiv, paralel, cu admitanţă şi cu sursă 
de curent. La elementele de circuit pasive, sensurile de referinţă ale tensiunii la 
borne şi curentului sunt asociate după regula de la receptoare. 

Se remarcă faptul că bobina ideală admite o schemă echivalentă paralel (cu 
sursă de curent) numai în absenţa cuplajelor magnetice. 
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12. CIRCUITE ELECTRICE LINIARE ÎN REGIM 
 PERIODIC NESINUSOIDAL 

 
În practică t.e.m. şi curenţii au o variaţie în timp care se abate mai mult sau 

mai puţin de la forma sinusoidală. Regimul nesinusodal se datează atât 
generatoarelor – care nu asigură o variaţie în timp sinusoidală a fluxului 
magnetic prin bobinele indusului, respectiv a t.e.m. induse – cât şi receptoarelor 
deformate,care pot fi clasificare în două categorii: 
• Elemente neliniare de circuit (bobine cu miez de fier, redresoare, linii cu 

descărcări prin efect corona etc.), ccare chiar dacă sunt alimentate cu 
mărimi sinusoidale determină marimi asociate nesinusoidale; 

• Elemente liniare reactive – bobine şi condensatoare liniare – care nu 
deformează curenţii sinusoidali, însă în regim nesinusoidal produc căderi 
de tensiune de altă formă decât cea a curenţilor periodici nesinusoidali. 
Există mai multe metode de studiu a circuitelor electrice liniare, cea mai 

des utilizată fiind metoda bazată pe descompunerea spectrală (în serii Fourier 
trigonometrice) a curenţilor şi tensiunilor circuitului.  

 
12.1. DESCOMPUNEREA SPECTRALĂ A FUNCŢIILOR 
                                PERIODICE DE TIMP 
 
Studiul comportării circuitelor electrice liniare alimentate cu tensiuni la 

borne nesinusoidale se poate face aplicând principiul superpoziţiei. O tensiune 
sinusoidală se descompune în componenete cu variaţie snusoidală, numite 
armonici. Pentru fiecare componentă sinusoidală a tensiunii se determină câte 
un curent sinusoidal şi însumând aceşti curenţi se determină curentul total din 
circuit. Această descompunere în componente sinusoidală a mărimilor 
periodice nesinusoidale se numeşte analiză spectrală sau analiză armonică 
(dezvoltare în serie Fourier) 

Se consideră o tensiune u(t) care acţionează la bornele unui circuit cu 
variaţie periodică nesinusoidală: 

( ) ( )Tktutu +=                                                                                   (12.1) 
unde: T = 2π/ω şi reprezintă perioada, ar k = 1, 2, 3, …; O funcţie nesinusoi-
dală se poate descompune în serie Fourier sub forma: 

( ) ( )∑
∞

=

ω+ω+=
1n

nno tncosBtnsinAUtu                                            (12.2) 

unde Uo este componenta continuă a tensiunii, iar An şi Bn sunt coeficineţii 
termenilor de ordin n ai dezvoltării în serie Fourier.  

Dezvoltarea în serie Fourier (rel. 12.2) mai poate fi scrisă şi sub forma: 

( ) ( ) ( )∑∑
∞

=

∞

=

ϕ+ω+=ϕ+ω+=
1n

nno
1n

nnmo tnsinU2UtnsinUUtu     (12.3)            



Circuite electrice liniare în regim periodic nesinusoidal 

 204 

unde amplitudinea Unm şi faza iniţială a arminicii de ordinul n, ϕn, sunt date de 
relaţiile: 

n

n
n

2
n

2
nnmnnm A

B
arctg;BAU;U2U =ϕ+==                            (12.4) 

Componenta armonică corespunzătoare la n = 1 se numeşte fundamentală 
(armonica de bază) şi are frecvenţa f = ω/2π. Componentele corespunzătoare 
pentru n = 2, 3,… se numesc armonici superioare. 

În aplicaţiile practice, numărul armonicilor superioare semnificative este 
limitat. Astfel, dezvoltarea în serie Fourier a mărimilor periodice nesinusoidale 
conţine un număr finit de termeni. Problema care se pune este determinarea 
coeficienţilor Uo, An şi Bn, respectiv a amplitudinii Unm şi a faze iniţiale ϕn. 

Ţinând cont de următoarele relaţii evidente: 

;0dttncos;0dttnsin
T

0

T

0

=ω=ω ∫∫  

( ) ( )[ ] ;
kn;2/T

kn;0
dttkncostkncos

2
1dttksintnsin

T

0

T

0 ⎩
⎨
⎧

=
≠

=ω+−ω−=ω⋅ω ∫∫

( ) ( )[ ] ;
kn;2/T

kn;0
dttkncostkncos

2
1dttkcostncos

T

0

T

0 ⎩
⎨
⎧

=
≠

=ω++ω−=ω⋅ω ∫∫

( ) ( )[ ] 0dttknsintknsin
2
1dttkcostnsin

T

0

T

0

=ω++ω−=ω⋅ω ∫∫           (12.5) 

şi aplicând-le relaţiei (12.2) rezultă valorile coeficienţilor Uo, An şi Bn: 

( ) ( ) ;dttnsintu
T
2A;dttu

T
1U

T

0
n

T

0
o ∫∫ ω==  

( )∫ ω=
T

0
n dttncostu

T
2B                                                                         (12.6) 

Există următoarele cazuri particulare: 
• Dacă funcţia u(t) este impară, u(−t) = −u(t), din relaţiile (12.6) rezultă:     

Uo = 0 şi Bn = 0, iar dezvoltarea în serie Fourier va avea forma: 

( ) ∑
∞

=

ω=
1n

nm tnsinUtu ,   unde:                                                              (12.7) 

0A/Barctg;AU nnnnnm ==ϕ=                                                    (12.8) 
• Dacă funcţia u(t) este pară, u(−t) = −u(t), rezultă An = 0, iar dezvoltarea în 

serie Fourier va avea forma: 

( ) ∑
∞

=

ω+=
1n

nmo tncosUUtu ,   unde:                                                    (12.9) 
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;2/)(arctgA/Barctg;BU nnnnnm π=∞==ϕ=  
( ) tncos2/tnsin ω=π+ω                                                                    (12.10) 

• Dacă funcţia u(t) este simetrică, u(t) = u(t ± T/2), rezultă Uo = 0, iar 
amplitudinile de ordin par A2, A4, A6,…, B2, B4, B6,… sunt nule. În acest 
caz u(t) conţine numai armonici impare (prin descompunerea sa în armo-
nici, rezultă numai armonicile de ordin impar în sinus): 

( ) ,...5,3,1n;tnsinUtu
1n

nm =ω= ∑
∞

=

                                                 (12.11) 

 
Exemplu 
Să se descompună în armonici tensiunea periodică nesinusoidală u(t) cu 

variaţie în timp sub formă de impulsuri dreptunghiulare (fig. 12.1), având 
perioada T = 2π/ω = a + b.  

 

                                                                   
 
                                                                                     Fig. 12.1 Semnal sub formă de 
                                                                                         impulsuri dreptunghiulare  
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de unde se determină coeficienţii A1, B1, A2, B2,…, dând lui n valori corespun-
zătoare.   

Tensiunea u(t) se dezvoltă în serie Fourier
conform relaţiei (12.2): 

( ) ( )∑
∞

=

ω+ω+=
1n

nno tncosBtnsinAUtu  

Ţinând cont de relaţiile (12.6) componenta
continuă Uo şi respectiv, coeficienţii An şi Bn se 
calculează astfel: 

( ) ∫∫
+

⇒==
ba

0

T

0
o dtU

T
1dttu

T
1U  
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12.2 VALORILE EFECTIVE ALE CURENTULUI ŞI TENSIUNII 
                                   ÎN REGIM NESINUSOIDAL 
Valoarea efectică I a unui curent periodic nesinusoidal i(t) se defineşte la 

fel ca şi valoarea efectivă a curentului sinusoidal: 

( )dtti
T
1I

T

0

2∫=                                                                                   (12.12) 

Prin dezvoltarea în serie Fourier a curentului periodic nesinusoidal, se 
obţine: 

( ) ( ) ( )∑∑
∞

=

∞

=

+=ϕ−ω+=
1n

no
1n

nnmo tiItnIIti                                         (12.13) 

unde Io este componenta cntinuă (constantă), iar: 
( ) ( ) ( ) ( );t2sinIti;tsinIti 2m221m11 ϕ−ω=ϕ−ω=  
( ) ( ) ...;t3sinIti 3m33 ϕ−ω=                                                       (12.14) 

Pătratul valorii instantanee a curentului a curentului nesinusoidal va fi dat 
de relaţia: 

( ) ( ) ( ) ( )[ ] ⇒++++= 2
321o

2 ...tititiIti  

( ) ( ) ( ) ( )∑∑
∞

≠

∞

=

⋅+=

nk
n,k

kn
0n

2
n

2 titi2titi                                                          (12.15) 

unde se ţine cont că Io = io(t). 
Rezultă pentru pătratul valorii efective expresia: 

( ) ( ) ( )∑ ∫∑ ∫
∞

≠

∞

=

⋅+=

nk
n,k

T

0
kn

0n

T

0

2
n

2 dttiti
T
12dtti

T
1I                                         (12.16) 

Al doilea termen alrelaţiei (12.16) este nul, asfel valoarea efectivă a 
armoniciii de ordinul n a curentului va fi dată de relaţia: 

( )∫=
T

0

2
n

2
n dtti

T
1I                                                                                   (12.17) 

de unde rezultă: 

nnm
2
3

2
2

2
1

2
0

2 I2Iunde...,IIIII =++++=                                   (12.18) 
sau: 

...IIIII 2
3

2
2

2
1

2
0 ++++=                                                               (12.19) 

Valoarea efectivă a unui curent periodic nesinusoidal este egală cu 
rădăcina pătrată a sumei pătratelor valorilor efective ale armonicilor lor, 
adunată cu pătratul componentei continue. 

Printr-un raţionament asemănător, valoarea efectivă a unei tensiuni 
nesinusoidale u(t) va fi dată de relaţia: 
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...UUUUU 2
3

2
2

2
1

2
0 ++++=                                                      (12.20) 

Abaterea unei mărimi periodice nesinusoidale de la forma sinusoidală este 
caracterizată prin coeficientul de distorsiune Kd, definit ca fiind raportul 
dintre valoarea efectivă a tuturor armonicilor superioare (deci fără cea 
fundamentală) şi valoarea efectivă a mărimii nesinusoidale, mai puţin compo-
nenta continuă, care nu afectează forma.  

Rezultă relaţia: 

2
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2

d

2n

2
n

2n

2
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3
2
2

2
1

2
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2
2

di
II
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I/I

...III

...II
K

−
==

+++

++
= ∑∑

∞
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∞
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                      (12.21) 
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∞

=

∞

=

         (12.22) 

unde: Id reprezintă reziduul deformat referitor la curenţi, iar Ud – reziduul 
deformat referitor la tensiuni. Se observă că 0 < Kd < 1 (coeficientul de distor-
siune este subunitar). 

În electrotehnică, o mărime se consideră sinusoidală dacă coeficientul de 
distorsiune este mai mic decât 5%. 

 
12.3. PUTERILE ÎN REGIM NESINUSOIDAL 
 
Puterea activă se defineşte ca fiind valoarea medie în raport cu o perioadă 

a puterii electromagnetice instantanee: 

∫∫ ==
T

0

T

0

dtiu
T
1dtp

T
1P                                                                       (12.23) 

unde: 

∑∑
∞

=

∞

=

ω+=+=
1n

no
1n

no tnsinU2UuUu ; 

( )∑∑
∞

=

∞

=

ϕ−ω+=+=
1n

nno
1n

no tnsinI2IiIi ; 

tnsinU2tnsinUu nnmn ω=ω= ; 

( ) ( )nnnnmn tnsinI2tnsinIi ϕ−ω=ϕ−ω=                                     (12.24) 
În relaţiile prezentate, Un şi In reprezintă valoarea efectivă a tensiunii, 

respectiv a curetului, corespunzătoare armonicii n, iar ϕn reprezintă defazajul 
dintre tensiune şi curent corespunzător armonicii n. Pentru simplificarea 
calculelor se presupun fazele iniţiale ale celor două mărimi nule. 

Înlocuind relaţiile (12.24) în relaţia (12.23), se obţine pentru puterea activă 
următoarea expresie: 
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Ţinând cont că: knpentru,0dtiu
T
1 T

0
kn ≠=∫  şi cu notaţia ∑∑∑

∞

=

∞

=

∞

=

=
1n 1k1n,k

se  

obţine pentru puterea activă relaţia: 

∑
∞

=

ϕ+=
1n

nnnoo cosIUIUP                                                                 (12.26) 

Puterea activă în regim nesinusoidal este suma dintre produsul termenilor 
constanţi (puterea de curent continuu) şi suma puterilor active corespunzătoare 
fiecărei armonici în parte. 

 

Puterea reactivă, definită în mod analog ca sumă a puterilor reactive ale 
armonicilor de acelaşi ordin, se exprimă cu relaţia: 

∑
∞

=

ϕ=
1n

nnn sinIUQ                                                                             (12.27) 
 

Puterea aparentă se defineşte prin produsul valorilor efective ale tensiunii 
şi curentului: 

( )( )...III...UUUIUS 2
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1

2
o ++++++==                               (12.28) 

În regim sinusoidal, relaţia dintre cele rei puteri era: S2 = P2 + Q2. În regim 
nesinusoidal, relaţia dintre puteri devine: 

S2 = P2 + Q2 + D2                                                                                                                            (12.29) 
 

unde D este puterea deformată, unitatea de măsură a acesteia fiind denumită 
volt-mper-deformat [VAD]. 

Expresia puterii aparente se determinăastfel: 
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        Utilizând notaţia ∑∑∑
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se obţine: 
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12.4. CALCULUL CIRCUITELOR ELECTRICE LINIARE ÎN 
                                 REGIM NESINUSOIDAL 
 
În cazul circuitelor electrice liniare este valabilă teorema superpoziţiei şi se 

poate utiliza metoda suprapunerii efectelor. Astfel, dacă circuitul este alimentat 
cu surse, care au t.e.m. nesinusoidale, regimul permanent al circuitului se poate 
determina suprapunând în fiecare latură curenţii pe care i-ar produce fiecare 
dintre armonicile de acelaşi ordin ale tuturor tensiunilor. În acest fel, studiul în 
regim nesinusoidal al unei reţele liniare se reduce la studiul funcţionării 
aceleiaşi reţele în mai multe regimuri sinusoidale, cu pulsaţii diferite (nω), în 
care ω este pulsaţia fundamentală. Numărul n al problemelor elementare care 
trebuie rezolvate este egal cu numărul de armonici al seriei care reprezintă 
t.e.m. ale surselor. 

Pentru studiul regimurilor armonice elementare se poate utiliza oricare 
dintre metodele regimului permanent sinusoidal, inclusiv reprezentarea în 
complex. Se ţine cont că pentru armonica de ordin n, reactanţa bobinelor ideale 
este de n ori mai mare decât pentru armonica fundamentală, iar reactanţa 
condensatoarelor ideale – de n ori mai mică. 

La mărimile periodice nesinusoidale rezultante nu se poate utiliza 
reprezentarea în complex simplificată, ci numai cea în complex nesimplificată 
sau reprezentarea, prin valori instantanee, sub forma seriilor Fourier. 

Dacă tensiunea unei laturi (sau a unei porţiuni de reţea) este de forma: 

( ) ( )n
1n

no tnsinU2Utu β+ω+= ∑
∞

=

                                                  (12.32) 

curentul prin latură va fi, în general, de forma: 

( ) ( )n
1n

no tnsinI2Iti γ+ω+= ∑
∞

=

                                                       (12.33) 

Dacă latura conţine condensatoare conectate în serie, curentul prin latură 
nu va avea componentă continuă (în regim permanent). De asemenea, dacă 
latura are o bobină ideală în derivaţie, în regim permanent latura nu poate avea 
o componentă continuă a tensiunii. Regimul componentelor continue ale 
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tensiunilor şi curenţilor se determină pe o reţea în care se consideră 
scurtcircuitate bobinele ideale şi întrerupte condensatoarele ideale. Topologia 
aceste reţele (de curent continuu) poate fi mult diferită de cea a reţelelor de 
curenta alternativ pe care se studiază regimurile sinusoidale. În continuare se 
consideră nule componentele continue ale tensiunilor şi curenţilor, Uo = 0 şi    
Io = 0. 

Pentru exemplificare, se consideră o latură pasivă, necuplată magnetic 
(având rezistenţă, inductivitate proprie şi capacitate în serie), căreia i se aplică 
tensiunea sinusoidală: 

( ) ( )∑
∞

=

β+ω=
1n

nn tnsinU2tu                                                            (12.34) 

În regim permanent, curentul prin latură va fi de forma: 

( ) ( )∑
∞

=

γ+ω=
1n

nn tnsinI2ti                                                               (12.35) 

unde valoarea efectivă In a armonicii n a curentului se calculează cu impedanţa 
Zn corespunzătoare pulsaţiei nω: 

2
2

k Cn
1LnRZ ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

ω
−ω+=                                                              (12.36) 

rezultând: 
In = Un/Zn                                                                                             (12.37) 

iar defazajul ϕk este dat de relaţia: 
( )

R
Cn/1Lnarctgn

ω−ω
=ϕ                                                                  (12.38) 

Se observă că impedanţa Zn şi defazajul ϕn de pind de ordinul n al 
armonicii, ceea ce face ca forma curbei curentului să fie diferită de cea a 
tensiunii. 

Dacă latura conţine numai un rezistor ideal (L = 0 şi C → ∞), pentru        
Zn = R şi ϕn = 0, curentul rămâne proporţional cu tensiunea în fiecare moment 
de timp: 

( ) ( ) ( )∑
∞

=

β+ω==
1n

n
n

R tnsin
R
U2

R
tuti                                               (12.39) 

Puterea activă este egală cu puterea aparentă, iar puterile reactivă şi 
deformată sunt nule. Dacă latura se reduce la o bobină ideală (R = 0 şi C → ∞), 
impedanţa circuitului variază proporţional cu ordinul armonicii Zn = nωL, iar 
defazajul este constant şi egal cu π/2 (ϕn = π/2). Curentul prin bobină se 
calculează cu relaţia: 

( ) ( ) ( )∑∫
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π−β+ω
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1n
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n
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dttu

L
1ti                           (12.40) 
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Se observă că ponderea armonicilor superioare în curba curentului este mai 
mică decât în curba tensiunii, deci deformarea curentului prin bobina ideală 
este mai mică decât cea a tensiunii la borne. 

Dacă latura se reduce la un condensator ideal (R = 0, L = 0), se obţine 
pentru curent următoarea expresie: 

( ) ( ) ( )∑
∞

=

π+β+ωω==
1n

nnC 2/tnsinCUn2
dt

tduCti                         (12.41) 

Impedanţa scade pe măsura creşterii ordinului armonicii Zn = 1/(nωC), iar 
defazajul este constant şi egal cu −π/2 (ϕn = − π/2). În curba curentului 
ponderea armonicilor superioare este mai mare decât în curba tensiunii, deci 
crentul prin condensator este mai deformat decât tensiunea la bornele sale. 

În cazul unei laturi care conţine toţi parametrii R, L, C, dacă pentru o 
armonică de ordin k este îndeplinită condiţia de rezonanţă serie: 

1CLksau
Ck

1Lk 22 =ω
ω

=ω                                                       (12.42) 

impedanţa circuitului pe această armonică ia valoarea minimă, Zk = R. 
 

12.5. REGIMUL DEFORMANT AL CIRCUITELOR TRIFAZATE 
                        ECHILIBRATE ÎN REGIM SIMETRIC 
 
În circuitele trifazate echilibrate, care funcţionează în regim simetric, 

mărimile corespunzătoare celor trei faze au practic aceeaşi formă de variaţie în 
timp, însă sunt decalate unele faţă de altele cu câte o treime de perioadă. Astfel, 
dacă tensiunea corespunzătoare fazei A este de forma: 

( ) ( ) ( )Ttftftu A +==                                                                        (12.43) 
atunci tensiunile corespunzătoare fazelor B şi C vor fi: 

( ) ( ) ( ) ( )3/T2tftu;3/Ttftu CB −=−=                                          (12.44) 
unde T este perioada funcţiei f(t). 

Dacă mărimile de fază sunt nesinusoidale, ele se pot dezvolta în serie 
Fourier. Se consideră tensiunea faze A de forma următoare: 

( ) ( ) ( )∑
∞

=

β+ω==
1n

nnA tnsinU2tftu                                               (12.45) 

Armonica de ordin n a funcţiei f(t) pentru cele trei faze A, B, C, va fi dată 
de relaţiile: 

( ) ( )nnAn tnsinU2tu β+ω= ; 

( ) ( )[ ] ( )3/n2tnsinU23/TtnsinU2tu nnnnBn π−β+ω=β+−ω= ; 

( ) ( )[ ] ( )3/n4tnsinU23/T2tnsinU2tu nnnnCn π−β+ω=β+−ω=  
                                                                                                             (12.46) 
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Din expresiile obţinute rezultă anumite proprietăţi la diferite valori ale 
ordinului n al atmonicii: 
• pentru n = 3k, unde k este un umăr natural, mărimile corespunzătoare celor 

trei faze formează un sistem homopolar (sunt în fază); 
• pentru n = 3k+1, mărimile corespunzătoare celor trei faze formează un 

sistem trifazat de succesiune directă; 
• pentru n = 3k-1, mărimile corespunzătoare celor trei faze formează un 

sistem trifazat de succesiune inversă. 
Astfel, armonicile de ordin 1, 4, 7, 10, 13, 16,… formează sisteme trifazate 

directe, armonicile de ordin 2, 5, 8, 11, 14,… formează sisteme trifazate 
inverse, iar armonicile de ordin 3, 6, 9, 12, 15,… formează sisteme trifazate 
homopolare. 

În majoritatea cazurilor mărimile nesinusoidale sunt alternate simetric, deci 
seriile Fourier nu conţin decât armonici de ordin impar. În continuare se 
consideră numai cazul în care: armonicile de ordin 1, 7, 13,… formează sisteme 
directe; armonicile de ordin 5, 11, 17,… formează sisteme inverse; armonicile 
de ordin 3, 9, 15,… formează sisteme homopolare. 

Dacă tensiunile de fază ale unui generator sunt nesinusoidale şi fazele sunt 
conectate în stea, în tensiunile de linie nu apar armonicile de ordin multiplu de 
3 (deoarece formează sisteme homopolare), iar celelalte armonici apar 
multiplicate cu 31/2. În cazul acesta valorile efective ale tensiunii de fază şi de 
linie sunt date de relaţiile: 

...UUU3U;...UUUUU 2
7

2
5

2
1l

2
7

2
5

2
3

2
1f +++=++++=    (12.47) 

Rezultă că dacă tensiunile sunt nesinusoidale, atunci: 

fl U3U ≤                                                                                         (12.48) 
La funcţionarea în regim nesinusoidal curentul conductorului neutru al 

circuitelot trifazate poate fi diferit de zero şi în cazul sarcinilor echilibrate. 
Armonicile de ordin multiplu de 3 ale curenţilor formează sisteme homopolare 
şi prin conductorul neutru se va închide triplul sumei curenţilor armonicilor de 
ordin multiplu de trei. Curentul prin conductorul de nul va avea valoarea 
efectivă: 

;...III3I 2
15

2
9

2
3N +++=                                                               (12.49) 

La conectarea în triunghi a fazelor generatorului trifazat cu t.e.m. 
nesinusoidale, suma acestor tensiuni nu mai este nulă ca în cazul undelor 
sinusoidale, ci este egală cu triplul sumei armonicilor de ordin multiplu de trei. 

Triunghiul deschis al celor trei faze cu t.e.m. nesinusoidale se comportă ca 
o sursă monofazată de frecvenţă triplă. Dacă se închide triunghiul fazelor, în 
circuitul închis format se stabileşte un curent de circulaţie, care conţine numai 
armonici de ordin multiplu de trei. Curentul de circulaţie există şi atunci când 
circuitul exterior (de sarcină) al generatorului este deschis (funcţionează în gol). 
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Căderile de tensiune produse de curenţii de circulaţie fac ca în tensiunile de 
linie să nu apară armonicile de ordin multiplu de trei. 

La conexiunea în triunghi a fazelor, curenţii de linie nu conţin armonici de 
ordin multiplu de trei, deoarece fiecare curent de linie reprezintă diferenţa a 
câte doi curenţi de fază. De exemplu pentru conexiunea în triunghi a unei surse 
trifazate în care sfârşitul unei faze se conectează la începutul fazei următoare, 
se obţin relaţiile: 

BCTABSCAR iii;iii;iii −=−=−=                                         (12.50) 
Dacă curentul de fază are valoarea efectivă: 

;...IIIII 2
7

2
5

2
3

2
1f +++=                                                               (12.51) 

în regim simetric curentul de linie al sursei trifazate conectate în triunghi va 
avea valoarea efectivă: 

;...IIIII 2
11

2
7

2
5

2
1l +++=                                                               (12.52) 

şi deci: 

fl I3I ≤                                                                                            (12.53) 
 
12.6. CIRCUITE PENTRU FILTRAREA ARMONICILOR DE  
                         TENSIUNE SAU DE CURENT 
 
Pentru a scoate în evidenţă sau a reduce unele armonici din curba tensiunii 

sau a curentului unui receptor se utilizează circuite auxiliare rezonante, formate 
din bobine şi condensatoare, conectate în serie sau în paralel, având frecvenţa 
de rezonanţă egală cu frecvenţa armonicilor respective. Asemenea circuite se 
numesc circuite de filtrare sau filtre electrice. 

De exemplu, pentru a reduce în curentul unui receptor arminica de curent 
de ordinul k, în serie cu receptorul se conectează un circuit L1, C1 paralel     
(fig. 12.2 a), acordat pe armonica de ordin k, kωL1 = 1/(kωC1). Acest circuit 
prezintă o impedanţă Zk foarte mare pentru armonica de curent de ordin k şi 
astfel, la conectarea sa în serie cu receptorul, arminica k a curentului va fi mult 
redusă. 

Cu un circuit L2, C2 serie (fig. (12.2 b), acordat pe o armină de ordin n, 
conectat în paralel cu receptorul, se poate reduce armonica de ordin n a ten-
siunii, circuitul serie L2, C2 constituind practic un scurtcircuit pentru aceasta. 

Dacă din curba curentului trebuie eliminate mai multe armonici, se pot 
utiliza mai multe filtre de tipul ciruit L, C paralel, conectate în serie, fiecare 
fiind acordat pe câte o armonică. De asemenea, dacă din curba tensiunii se 
doreşte eliminarea mai multor armonici, se utilizează mai multe circuite de 
tipul L, C serie, conectate în paralel cu receptorul. 

Atunci când receptorul este deformant de prima speţă (fiind alimentat cu 
tensiune sinusoidală primeşte un curent nesinusoidal), acesta se comportă ca un 
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generator de curenţi pe armonicile superioare. Conectarea în paralel cu 
receptorul deformat a unor circuite rezonante L, C serie crează o cale de mică 
impedanţă pentru închiderea acestor curenţi, ceea ce limitează aria de 
răspândire a regimului deformant.  

O metodă mai puţin eficientă este utilizarea circuitului rezonant paralel 
conectat în paralel cu receptorul, sau a circuitului rezonant serie conectat în 
serie cu receptorul, datorită “dezacordării” şi reducerii factorului de calitate al 
circuitului rezonant. Acordarea la rezonanţa serie a receptorului se poate utiliza 
uneori în scopul scoaterii în evidenţă a unei anumite armonici (în cazul 
circuitelor multiplicatoare de frecvenţă). 

Uneori sunt utilizate şi filtre combinate, care atenuează o armonică de 
curent de ordin p şi scot în evidenţă o altă armonică, de ordin q > p              
(fig. 12.2 c). 

  

 
 

Fig. 12.2 Circuite de filtrare utilizate în instalaţiile de “curenţi tari” 
 
În cazul unui receptor pur rezistiv, parametrii circuitului din figura 12.2 c 

trebuie să satisfacă următoarele relaţii: 
- armonica de ordin p este atenuată prin rezonanţa paralel a circuitului L2, C2; 

( ) 22p CpLp/10B ω=ω⇒=                                                          (12.54) 
- armonica de ordin q este scoasă în evidenţă prin rezonanţa serie a circuitului 
combinat L1, L2, C2; 

( )[ ]
( ) 0

Cq/1Lq
Cq/1Lq

Lq0X
22

22
1q =

ω−ω
ω−ω

+ω⇒=                                    (12.55) 

Rezultă condiţiile: 

1p/q
L

1CLq
L

L;1CLp 22
2

22
22

2
122

22

−
=

−ω
==ω                           (12.56) 

Ultima condiţie poate fi satisfăcută numai dacă q > p. Pentru triplorul de 
frecvenţă q/p = 3 şi rezultă L2 = 8L1. 
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13. CIRCUITE ELECTRICE NELINIARE ÎN REGIM 
 PERIODIC PERMANENT 

 
13.1. ELEMENTE DE CIRCUIT NELINIARE 
 
Circuitele electrice neliniare sunt acele circuite care conţin elemente 

neliniare (a căror funcţionare nu poate fi descrisă prin relaţii analitice). 
Caracteristicile elementelor neliniare de circuit sunt neliniare. La un rezistor 
este vorba de caracteristica curent-tensiune, la o bobină de caracteristica flux 
magnetic-curent, iar la un condensator de caracteristica sarcină electrică-
tensiune. 

Un circuit electric se spune că este neliniar atunci când conţine cel puţin un 
element neliniar. O particularitate importantă a funcţionării elmentelor de 
circuit neliniare în regim periodic este aceea că tensiunea şi curentul lor nu pot 
fi ambele, simultan, funcţii sinusoidale de timp. Din această cauză, aceste 
elemente sunt surse de regim nesinusoidal (regim deformant) de prima 
categorie (produc regim nesinusoidal chiar la alimentarea cu o tensiune sau cu 
un curent sinusoidal). 

În figura 13.1 sunt reprezentate simbolurile grafice utilizate în schemele 
electrice pentru rezistorul neliniar (a), pentru bobina neliniară (b, c – ultimul 
simbol fiind uzual pentru bobinele cu miez feromagnetic) şi pentru 
condensatorul neliniar (d). 

 

 
 

Fig. 13.1 Simbolurile grafice ale elementelor neliniare de circuit 
 
Din punct de vedere al caracteristicii există elemente neliniare cu 

caracteristici simetrice, care pot fi cu simetrie pară sau cu simetrie impară şi 
elemente neliniare cu caracteristici nesimetrice (de exemplu caracteristica care 
corespunde unei diode). O caracteristică este univocă dacă la o anumită valoare 
a uneia dintre mărimi corespunde o singură valoare pentru cealaltă mărime; în 
caz contrar caracteristica este neunivocă (multiformă). De exemplu, 
caracteristicile care prezintă histerezis sunt neunivoce. Caracteristicile mai pot 
fi monoton crescătoare, monoton descrescătoare şi caracteristici care nu sunt cu 
variaţie monotonă în întregul domeniu de variaţie al mărimilor. 

Un element neliniar este neinerţial dacă atât caracteristica în valori 
momentane cât şi caracteristica în valori efective sunt neliniare, aceste 
caracteristici având în general forme diferite. Dacă numai caracteristica în 
valori efective este neliniară, elementul este inerţial. Un exemplu tipic de 
element inerţial este rezistorul la care neliniaritatea apare ca urmare a încălzirii 
rezultate prin trecerea curentului electric (de ex. un bec cu incandescenţă). 
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Dispozitivele electronice neliniare sunt în majoritatea cazurilor elemente 
neinerţiale. Alte elemente neinerţiale sunt bobina cu miez feromagnetic şi 
condensatorul cu pierderi. 

Pentru caracterizarea elementelor neliniare de circuit se introduc 
parametrii statici şi dinamici. În cazul unei bobine, interesează atât ciclul de 
histerezis (static sau dinamic) cât şi caracteristica magnetică ψ(i). Caracteristica 
ψ(i) care corespunde locului geometric al vârfurilor ciclurilor de histerezis 
simetrice se numeşte şi caracteristică magnetică fundamentală. Forma ciclurilor 
dinamice depinde de pierderile în fier, respectiv de frecvenţă, iar aria acestora 
este cu atât mai mare că cât pierderile sunt mai mari.  

Inductivităţile statică Lst(i) şi respectiv, dinamică (diferenţială) Ld(i), 
corespunzătoare punctului de funcţionare considerat de pe caracteristica flux 
magnetic-curent, se definesc cu relaţiile: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) di/idiL;i/iiLiL dst ψ=ψ==                                             (13.1) 
Se observă că între inductivitatea statică şi cea dinamică există următoarea 

relaţie: 

( ) ( ) ( ) ( )
di

idLiiLiL
di
diLd +==                                                             (13.2) 

iar expresia tensiunii momentane la bornele bobinei neliniare (ideale) se poate 
scrie şi sub forma: 

( ) ( ) ( )
dt

tdiiL
dt
dtu dL =
ψ

=                                                                       (13.3) 

În mod analog, la un condensator neliniar se defineşte capacitatea statică 
C(u) şi respectiv, capacitatea dinamică Cd(u), corespunzătoare punctului de 
funcţionare considerat de pe caracteristica sarcină-tensiune: 

( ) ( ) ( ) ( ) du/udquC;u/uquC d ==                                                    (13.4) 
Relaţia de legătură între cele două capacităţi este următoarea: 

( ) ( ) ( )
du

udLuuCuCd +=                                                                        (13.5) 

Valoarea momentană a curentului condensatorului neliniar se poate 
exprima prin intermediul capacităţii dinamice sub forma: 

( ) ( ) ( )
dt

tduuC
dt
dqti dC ==                                                                       (13.6) 

 
13.2. CALCULUL CIRCUITELOR ELECTRICE NELINIARE 
 
Calculul circuitelor electrice neliniare resupune cunoaşterea caracteris-

ticilor elementelor neliniare componente. Aceste sunt date în mod obişnuit sub 
forma unor reprezentări grafice obţinute pe cale experimentală. Pentru aplicarea 
unora din metodele analizei neliniare, aceste caracteristici trebuie să fie 
aproximate prin expresii matematice. Funcţiile de aproximare trebuie să redea 
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cât mai exact caracteristicile elementelor neliniare şi de asemenea, trebuie să 
aibă expresii relativ simple. 

Aproximarea caracteristicilor neliniare se poate realiza prin segmente de 
dreaptă, prin diferite polinoame şi funcţii transcendente. În acest sens pot fi 
menţionate polinoamele de puteri, polinoamele de exponenţiale şi polinoamele 
trigonometrice (respectiv aproximarea printr-o dezvoltare Fourier limitată). 

Un polinom de puteri se exprimă sub forma: 
n

n
2

210 xa...xaxaay ++++=                                                            (13.7) 
iar un polinom de exponenţale sub forma: 

( ) ( ) ( )xbexpa...xbexpaxbexpay nn2211 +++=                                (13.8) 
Se poate observa că prin dezvoltarea în serie de puteri a termenilor funcţiei 

dată de relaţia (13.8) rezultă, în final, un polinom de puteri. 
Pentru determinarea coeficienţilor care intervin în diferitele funcţii de 

aproximare există metode consacrate (metoda punctelor de coincidenţă, metoda 
celor mai mici pătrate, metoda rectificării). De exemplu, la aproximarea printr-
un polinom de puteri (rel. 13.7) metoda punctelor de coincidenţă constă în 
alegerea pe caracteristica neliniară, stabilită pe cale experimentală, aunui număr 
de puncte egal cu cel al coeficienţilor necunoscuţi, (n + 1). Introducând în 
funcţia de aproximare cele (n + 1) perechi de valori ale mărimilor (x, y) 
corespunzătoare, se obţine un sistem de (n + 1) ecuaţii cu (n + 1) necunoscute, 
acărui rezolvare conduce la determinarea coeficienţilor.  

În continuare se prezintă unele exemple de aproximare. Caracteristica 
magnetică a unei bobine ψ(i), care are aliura unei curbe cu simetrie impară, se 
aproximează satisfăcător în multe probleme printr-un polinom incomplet de 
gradul trei, care are următoarea expresie: 

3
31

3
31 xbxbyrespectiv,yayax −=+=                                          (13.9) 

O altă aproximare a acestei caracteristici este prin funcţia transcendentă, 
dată de relaţia: 

( )yshx βα=                                                                                        (13.10) 
unde coeficienţii α şi β se determină alegând două puncte situate pe 
caracteristică. Notând cu x1, y1 şi x2, y2 coordonatele celor două puncte se obţin 
ecuaţiile: 

( ) ( )2211 yshx;yshx βα=βα=                                                       (13.11) 
şi făcând raportul lor se elimină coeficientul α, iar din ecuaţia rezultată: 

( )
( )1

2

1

2

ysh
ysh

x
x

β
β

=                                                                                     (13.12) 

se determină coeficientul β.  
Coeficientul α se poate determina cu relaţia: 

( )22 ysh/x β=α                                                                                  (13.13) 
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Caracteristica unei diode semiconductoare se aproximează frecvent prin 
funcţia: 

( )[ ]1ubexpai −=                                                                                (13.14) 
unde coeficienţii a şi b se determină simplu prin metada punctelor de 
coincidenţă. 

O problemă importantă care se pune în legătură cu analiza circuitelor 
electrice neliniare este stabilirea ecuaţiilor diferenţiale ale acestora, care conţin 
şi termeni neliniari. Teoremele lui Kirchhoff se aplică corespunzător şi în cazul 
circuitelor neliniare. Astfel, pentru fiecare nod (λ) şi respectiv, pentru fiecare 
ochi (ν) al circuitului se pot scrie relaţiile: 

( )
( )

( )
( )

( ) ( )
∑∑∑∑
νννλ

=⇔== kkekbk uu0u;0i                             (13.15) 

Termenii neliniari apar la exprimarea tensiunilor la borne, respectiv a 
căderilor de tensiune pe laturile ochiului, ţinând seama de caracteristicile 
elementelor neliniare care intervin. 

Ecuaţiile diferenţiale ale circuitelor electrice neliniare se pot scrie sub 
forma generală: 

( )tf,...
dt

xd,
dt
dx,xFsau0t,...,

dt
xd,

dt
dx,xF 2

2

2

2

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
                  (13.16) 

în care intervine ca variabilă independentă timpul t, iar x este o variabilă 
dependentă din circuit (curent, flux magnetic etc.) 

Aflarea soluţiilor ecuaţiilor diferenţiale neliniare este o problemă extrem de 
dificilă şi nu există metode generale de rezolvare. În acest sens pot fi 
menţionate unele dificultăţi şi totodată particularităţi specifice circuitelor 
electrice neliniare. Astfel, datorită caracterului neliniar nu se aplică teorema 
superpoziţiei, iar soluţia generală x = x(t) a ecuaţiei diferenţiale (13.16), care 
descrie regimul tranzitoriu al circuitului, nu se poate descomune într-o 
componentă de regim liber şi o componentă de regim forţat. În cazul unor 
circuite electrice neliniare în curent alternativ, care conţin bobine sau 
condensatoare neliniare, regimul permanent care se stabileşte depinde şi de 
starea circuitului dinaintea stabilirii acestui regim. În cazul circuitelor electrice 
neliniare există şi regimuri libere care pot conduce la oscilaţii întreţinute 
(autooscilaţii). 

Pentru analiza circuitelor electrice neliniare au fost elaborate unele metode 
care permit obţinerea soluţiilor aproximative ale unor tipuri de ecuaţii 
diferenţiale neliniare. Aceste metode sunt analitice, grafo-analitice, numerice şi 
analogice şi în general, ele se limitează la ecuaţii diferenţiale neliniare de 
ordinul întâi şi doi. 

Analiza circuitelor neliniare este în multe cazuri simplificată prin normarea 
ecuaţiilor diferenţiale corespunzătoare. Prin operaţia de normare termenii 
ecuaţiei diferenţiale devin adimensionali, iar studiul pe această bază este relativ 
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simplu şi în acelaşi timp câştigă în generalitate, prin faptul că aceeaşi ecuaţie 
diferenţială normată poate să corespundă la o clasă mai largă de circuite. 

Principalele metode de studiu ale circuitelor electrice neliniare în regim 
periodic permanent sunt: metodele analitice şi metodele grafice, respectiv 
grafo-analitice. În raport cu metodele grafice, metodele analitice permit, în 
cazurile în care acestea pot fi aplicate, efectuarea analizei într-o formă mai 
generală, rezultatele nefiind valabile numai pentru anumite valori particulare 
ale parametrilor care intervin. Metodele grafice sunt mai simple, însă pe baza 
acestora nu se pot decât analiza cu o aproximaţie destul de mare anumite 
aspecte caracteristice ale unor circuite neliniare. 

O metodă analitică clasică în acest domeniu este metoda balanţei armonice, 
aplicarea căreia presupune mai multe etape de calcul. Se stabilesc mai întâi 
ecuaţiile diferenţiale ale circuitului, se exprimă funcţiile de aproximare ale 
carcateristicilor elementelor neliniare şi apoi se substituie aceste expresii 
analitice în ecuaţii diferenţiale. Soluţia căutată se scrie sub forma unei sume 
care cuprinde fundamentala şi una sau mai multe armonici, reţinute ca fiind mai 
semnificative pentru cazul considerat 

Dacă se consideră numai fundamentala şi arminica de ordinul k, soluţia 
căutată va fi de forma: 

( ) ( ) ( )kk11 tsinAtsinAtx ϕ+ω+ϕ+ω=                                            (13.17) 
sau sub forme echivalentă: 

( ) tkcosbtksinatcosbtsinatx kk11 ω+ω+ω+ω=                         (13.18) 
În forma (13.17) necunoscutele sunt amplitudinile A1, Ak şi fazele ϕ1 şi ϕk, 

iar în forma echivalentă (13.18) sunt amplitudinile funcţiilor în sinus şi cosinus 
(a1, b1, ak şi bk). 

După substituirea soluţiei (de ex. 13.18) în ecuaţia diferenţială a circuitului 
şi apoi dezvoltarea şi ordonarea termenilor după armonicile în sinus şi cosinus, 
se obţine o relaţie de forma: 

( ) ( ) +ω+ω tcosb,a,b,aNtsinb,a,b,aM kk11kk11    
( ) ( ) 0tkcosb,a,b,aQtksinb,a,b,aP kk11kk11 =ω+ω+                   (13.19) 

în care, din motive de simplificare s-au reţinut numai termenii care corespund 
fundamentale şi armonicii de ordinul k, neglijându-se celelalte armonici. Din 
relaţia (13.19) se obţine următorul sistem de ecuaţii algebrice care permite 
determinare necunoscutelor (a1, b1, ak şi bk): 

( ) ( ) ;0b,a,b,aN;0b,a,b,aM kk11kk11 ==  
( ) ( ) 0b,a,b,aQ;0b,a,b,aP kk11kk11 ==                                       (13.20) 

Se poate observa că numărul ecuaţiilor sistemului este dublu faţă de 
numărul armonicilor luate în considerare. Cu toate că metoda balanţăi armonice 
este în general destul da laborioasă, aceasta permite rezolvarea unor probleme 
destul de complexe, cum este de exemplu rezonanţa circuitelor neliniare pe 
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armonici superioare sau subarmonici. O formă particulară a metodei balanţei 
armonice rezultă dacă se consideră de la început numai fundamentalele 
mărimulor care intervin (metoda primei armonici). 

O altă metodă analitică se bazează pe liniaritatea pe porţiuni a caracte-
risticii elementului neliniar. Ecuaţia diferenţială neliniară se înlocuieşte prin tot 
atâtea ecuaţii diferenţiale liniare câte porţiuni liniarizate s-au considerat. 

Un caz particular îl constituie circuitele neliniare la care intervin 
componente alternative ale tensiunii şi curentului foarte mici în raport cu 
componentelecontinue care fixează punctele de funcţionare pe caracteristici. În 
cazul acesta, pentru componentele alternative foarte mici circuitul poate fi 
considerat liniar, în schema electrică a acestuia considerându-se însă parametrii 
dinamici, care corespund tangentelor la caracteristicile elementelor neliniare în 
punctele de funcţionare respective. 

În anumite cndiţii de studiu simplificatoare, analiza circuitelor electrice 
neliniare în regim periodic permanent se poate face considerând elementele 
neliniare neinerţiale ca fiind inerţiale. În acest caz, în locul mărimilor reale 
nesinusoidale din circuit se introduc mărimi sinusoidale echivalente, iar 
caracterul neliniar intervine numai în raport cu valorile efective. Pe această cale 
se poate studia comportarea bobinei cu miez feromagnetic şi ferorezonanţa. 

 
13.3. TRANSFORMĂRI ALE SPECTRULUI DE FRECVENŢĂ 
                          LA ELEMENTELE NELINIARE 
 
În cazul elementelor neliniare, dacă excitaţie aplicată este o mărime 

sinusoidală cu apulsaţia ω, răspunsul va fi periodic însă nesinusoidal, conţinând 
un număr oarecare de armonici de pulsaţii kω, unde k = 1, 2, 3,… Spectrul 
acestor armonici depinde, în general, de caracterul neliniarităţii, de 
amplitudinea excitaţiei şi de punctul de funcţionare pe caracteristică. 

Dacă se consideră că excitaţia x are două componente sinusoidale de 
pulsaţii diferite ω1 şi ω2, respectiv acţionează două semnale de excitaţie x1 şi x2 
care au aceste frecvenţe, 

tcosXtcosXxxx 2m21m121 ω+ω=+=                                           (13.21) 
şi dacă pentru funcţia de aproximare se consideră unpolinom de gradul doi, 
atunci pentru semnalul răspuns se obţine expresia: 

( ) +ω+ω+++= tcosXatcosXaXXa
2
1ay 2m211m11

2
m2

2
m120  

      ( )[ ]+ω+ω+ω+ω+ tcosXXat2cosXa
2
1t2cosXa

2
1

21m2m122
2

m221
2
m12  

      ( ) ( )[ ]tcostcosXXa 2121m2m12 ω−ω+ω+ω+                               (13.22) 
din care rezultă că pe lângă termenul constat, fundamentalele şi armonicile de 
ordinul doi (2ω1 şi 2ω2) corespunzătoare celor două pulsaţii (ω1 şi ω2), apar şi 
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armonici care au pulsaţiile (ω1 + ω2) şi (ω1 − ω2) numite armonici de 
combinaţie. 

În cazul în care se consideră un polinom de gradul trei pentru aproximarea 
caracteristicii neliniare, pulsaţiile de combinaţie care intervin sunt următoarele: 
ω1 + 2ω2; | ω1 − 2ω2 |; 2ω1 + ω2; | 2ω1 − ω2|. Într-un caz mai general, când se 
consideră pentru funcţia de aproximare un polinom de gradul n, în afara 
termenul constant, armonicile kω1 şi kω2 (unde k = 1, 2, 3, …, n), în spectrul 
semnalului de răspuns intervin armonicile de combinaţie care au pulsaţiile         
| kω1 ± pω2|, unde k, p = 1, 2, 3, …, n, iar k + p ≤ n. În anumite condiţii pot 
interveni şi subarmonici (ω/k) ale semnalului de excitaţie. Astfel de 
subarmonici intervin, de exemplu, în cazul circuitelor rezonante descrise de 
ecuaţii de tip Duffing. 

Transformarea spectrului semnalului răspuns în raport cu al semnalului 
excitaţie stă la baza realizării unor dispozitive tehnice impotante, putându-se 
menţiona în acest sens: multiplicatoarele de frecvenţă, divizoarele de frecvenţă 
şi schimbătoarele de frecvenţă. În cazul redresoarelor se urmăreşte prezenţa 
componentei continue în spectrul semnalului răspuns. 

În cazul circuitelor cu elemente neliniare reactive se pot stabili unele relaţii 
energetice referitoare  la armonicile care intervin. Astfel, se consideră un circuit 
care conţine un element reactiv neliniar (bobină sau condensator), având o 
caracteristică fără histerezis, circuitul fiin alimentat de la două surse cu t.e.m. 
sinusoidale de pulsaţii ω1 şi ω2. Ca urmare a caracteristicii neliniare a 
elementului reactiv, în spectrul semnalului răspuns se găsesc armonici care au 
pulsaţiile ωk, p =  kω1 + pω2, (unde k şi p sunt numere întregi, pozitive, 
negantive sau nule). În aceste condiţii se poate demonstra valabilitatea 
următoarelor relaţii [41]: 

 0
pk

pP
;0

pk
kP

k p 21

p,k

0k p 21

p,k =
ω+ω

=
ω+ω ∑ ∑∑ ∑

∞

−∞=

∞

−∞=

∞

=

∞

−∞=

                            (13.23) 

unde Pk, p este puterea activă corespunzătoare armonicii de pulsaţie ωk, p. 
Expreiile (13.23) sunt cunoscute în literatură sub denumirea de relaţiile lui 
Manley-Rowe şi ele relevă proprietatea circuitelor neliniare reactive de a 
permite transferul de putere de la o arminică la alta şi corespund unei forme 
specifice de exprimare a conservării puterilor pentru cazul analizat. 

Particularizarea relaţiilor Manley-Rowe, în cazul unui multiplicator de 
frecvenţă reactiv, excitat cu un semnal sinusoidal de pulsaţie ω, iar din 
semnalul de răspuns este extrasă armonica (kω) a excitaţiei, este următoarea: 

0,k0,1
0,k0,1 PP0

k
kPP

−=⇒=
ω

+
ω

                                                    (13.24) 

ceea ce relevă faptul că multiplicatorul reactiv realizează transferul integral al 
puterii primite de la sursa de pulsaţie ω în putere de pulsaţie (kω) la ieşirea 
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acestuia. Pe baza relaţiilor Manley-Rowe se poate analiza problema transferului 
de putere şi la alte dispozitive cu elemente reactive neliniare 9modulatoare şi 
oscilatoare reactive). 
 

13.4. BOBINA CU MIEZ FEROMAGNETIC 
 
Miezul feromagnetic, cu permeabilitate magnetică mare faţă de cea a 

corpurilor neferomagnetice, se utilizează pentru realizarea circuitului magnetic 
al maşinilor , transformatoarelor şi aparatelor electrice. Magnetizarea în c.a. a 
miezului feromagnetic este însoţită de următoarele fenomene: 
• se stabileşte un câmp magnetic variabil în timp, iar caracteristica magne-

tică flux-curent φ(i) a bobinei cu miez feromagnetic este neliniară; 
• datorită ireversibilităţii parţiale a fenomenului de magnetizare, variaţia 

inducţiei magnetice în timp determină o degajare de căldură în miezul 
feromagnetic, care reprezintă pierderile prin histerezis; 

• materialul miezului feromagnetic având şi proprietăţi conductive, variaţia 
în timp a câmpului magnetic determină inducerea unor curenţi electrici de 
conducţie, numiţi curenţi turbionari sau curenţi Foucault; pierderile prin 
efect Joule-Lenz determinate de aceşti curenţi produc transformări 
ireversibile ale energiei electromagnetice prin degajare de căldură, 
cunoscute sub denumirea de pierderi prin curenţi turbionari. 
Se consideră o bobină cu miez feromagnetic (fig. 13.2 a), care are o 

înfăşurare cu N spire, de rezistănţă R. Un curent i, care străbate bobina, 
produce un flux magnetic fascicular φf, care are două componente: 

fdfuf φ+φ=φ                                                                                       (13.25) 
unde: φfu reprezintă fluxul magnetic fascicular util, iar φfd – fluxul magnetic 
fascicular de dispersie. 

Fluxul magnetic total φ al bobinei este dat de relaţia: 
( ) iLiLNN dudfufdfu +φ=+φ=φ+φ=φ                                        (13.26) 

unde φu este fluxul magnetic util al bobinei, iar Ld – inductivitatea de dispersie 
a bobinei. Prin caracteristica magnetică a bobinei se înţelege dependenţa φu(i) 
sau φ(i), numită şi relaţie constitutivă a bobinei sau caracteristică flux-curent. 

Ţinând cont de relaţia (13.26) ecuaţia circuitului bobinei cu miez 
feromagnetic devine: 

dt
d

dt
diLiR

dt
diRu u

d
φ

++=
φ

+=                                                       (13.27) 

rezultând schema echivalentă din figura 13.2 b, în care o bobină cu miez 
feromagnetic, fără dispersie şi fără rezistenţă, este conectată în serie cu un 
rezistor de rezistenţă R şi cu o bobină ideală de inductivitate Ld. 

Pentru a determina curentul de regim permanent al bobinei la o tensiune de 
alimentare sinusoidală dată, trebuie integrată ecuaţia diferenţială (13.37), ţinând 
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seama de dependenţa φu(i) a bobinei. Rezolvarea exactă este posibilă numai cu 
metode numerice. 

 

 
 

Fig. 13.2 Bobină cu miez feromagnetic 
 

În numeroase cazuri practice este suficientă aproximaţia care se obţine cu 
metoda grafico-analitică, care va fi prezentată în continuare. Considerând 
neglijabilă căderea de tensiune în rezistenţa şi în inductivitatea de dispersie a 
bobinei, rezultă că la alimentarea cu tensiune sinusoidală va rămâne sinusoidală 
şi tensiunea utilă uu, aplicată bobinei cu miez feromagnetic: 

tsinU2
dt

d
dt
diLiRuu u

u
du ω≈

φ
=−−=                                       (13.28) 

Integrând această relaţie se obţine fluxul util sinusoidal: 
( )2/tsinmaxu π−ωφ=φ                                                                      (13.29) 

care are amplitudinea: 

f44,4
U

f2
U2 uu

max ≈
π

=φ                                                                       (13.30) 

Rezultă că în miezul feromagnetic omogen inducţia magnetică variază 
sinusoidal, cu amplitudinea: 

Fe

u

Fe

maxf
m ANf44,4

U
A

B ≈
φ

=                                                                 (13.31) 

unde AFe este aria secţiunii transversale a miezului feromagnetic. 
Cunoscând variaţia în timp a fluxului magnetic util φu(t), cu ajutorul 

caracteristicii magnetice dinamice φu(i) în regim periodic se poate construi, 
punct cu punct, curba curentului (fig. 13.3). Pentru un moment de timp oarecare 
t, din curba fluxului φu(t) se deduce valoarea fluxului util φu şi corespunzător 
acestui flux, pe ciclul de magnetizare se determină curentul i şi se reprezintă 
valoarea lui la aceeaşi abscisă t. În figura 13.3 se indică prin săgeţi şi linii 
întrerupte construcţia unui punct al curbei curentului i(t).   

Se observă, că datorită fenomenului de saturaţie magnetică, curba 
curentului este puternic deformată, având o formă ascuţită în vecinătatea 
maximului, iar datorită ciclului de magnetizare dinamică, curentul trece prin 
zero, în acelaşi sens, înaintea fluxului util pe care îl produce. Curba curentului 
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este alternată simetric, i(t) = −i(t + T/2), datorită simetriei ciclului de magneti-
zare. Armonica fundamentală a curentului rezultă defazată înaintea fluxului 
magnetic, efect datorat pierderilor în fier. 
 

 
 

Fig. 13.3 Construcţia grafică a curbei i(t) 
 

Multiplicând relaţia (13.270 cu i se obţine relaţia de bilanţ a puterilor 
instantanee: 

dt
d

iiL
2
1

dt
diR

dt
diRiu u2

d
φ

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+=

φ
+=                                         (13.32) 

Media pe o perioadă a relaţiei (13.32) reprezintă bilanţul puterilor active: 

∫∫ φ+== u
2

T

0

difIRdtiu
T
1P                                                            (13.33) 

unde: I este valoarea efectivă a curentului prin bobină, iar f este frecvenţa. 
Integrala din membrul al doilea, care se efectuează în planul {φu, i}, 

reprezintă energia iedută în miez într-un ciclu de magnetizare. Dacă se notează 
cu PJ = R I2 pierderile prin efect Joule-Lenz în bobină, rezultă că pierderile în 
fier PFe (puterea pierdută în procesul ciclic de magnetizare a miezului 
feromagnetic) este dată de relaţia: 

thuJFe PPdifPPP +=φ=−= ∫                                                         (13.34) 
unde: Ph reprezintă pierderile prin histerezis, iar Pt – pierderile prin curenţi 
turbionari.  

În aplicaţiile tehnice, considerarea curentului nesinusoidal complică prea 
mult calculele. De aceea, în locul curentului nesinusoidal se consideră un curent 
sinusoidal echivalent. În ipoteza că tensiunea utilă este sinusoidală şi este 
origine de fază, curentul echivalent are expresia: 

( ) ( )Feeeee 2/tsinI2tsinI2i δ+π−ω=ϕ−ω=                           (13.35) 
Curentul sinusoidal echivalent este defazat în urma tensiunii utile cu 

unghiul ϕe şi înaintea fluxului util cu unghiul δFe = π/2 − ϕe, numit unghi de 
pierderi în fier. 
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Cei doi parametri Ie şi ϕe ai curentului sinusoidal echivalent se determină 
din următoarele două condiţii: 
1. pierderile în fier să fie egale cu cele reale: 

FeeueeuFe sinIUcosIUP δ=ϕ=                                                         (13.36) 
A doua condiţie poate fi formulată în mai multe moduri: 

• valoarea efectivă a curentului echivalent să fie egală cu valoarea efectivă a 
curentului nesinusoidal: 

∫=
T

0

22
e dtiTI                                                                                         (13.37) 

• valoarea maximă a curentului echivalent vă fie egală cu valoarea maximă a 
curentului nesinusoidal: 

maxe II2 =                                                                                         (13.38) 
• curentul echivalent să reprezinte fundamentala curentului nesinusoidal: 

( )∫ ϕ−ω=
T

0
ee dttsini2TI                                                                     (13.39) 

Se observă că a considera un curent sinusoidal echivalent revine la a 
înlocui ciclul de magnetizare dinamic cu un ciclu eliptic echivalent, de aceeaşi 
arie cu ciclul dinamic. Considerând un curent sinusoidal echivalent, bobina cu 
miez feromagnetic poate fi echivalată cu un receptor liniar (disipativ şi 
inductiv). Bobina fără dispersie şi fără rezistenţă (cu bornele fictive 2-2’ din  
fig. 13.2 b) are impedanţa echivalentă (schema echivalentă serie): 

( )e
e

u

e

u
FeFeFe jexp

I
U

I
U

jXRZ ϕ==+=                                            (13.40) 

sau admitanţa echivalentă (schema echivalentă paralel): 

( )e
u

e

u

e
FeFeFe jexp

U
I

U
I

jBGY ϕ−==+=                                         (13.41) 

Schemele echivalente ale bobinei cu miez feromagnetic sunt prezentate în 
figura 13.4. Parametrii schemelor echivalente serie serie şi paralel se determină 
cu relaţiile: 

( ) 2
Fe

2
euFe2

e

Fe
Fe RI/UX;

I
P

R −== ; 

( ) 2
Fe

2
ueFe2

u

Fe
Fe GU/IB;

U
P

G −==                                               (13.42) 

În schema echivalentă paralel curentul eI  se numeşte curentul de mers în 
gol, iar cele două componente ale acestuia FeI  şi respectiv, μI , se numesc 
curent de pierderi şi curent de magnetizare. 
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Fig. 13.4 Scheme echivalente ale bobinei cu miez feromagnetic 
a) schema serie; b) schema mixtă (paralel) 

 
Fenomenul de ferorezonanţă intervine la circuitele constituite din bobine 

cu miez feromagnetic şi condensatoare liniare conectate în serie sau în paralel. 
Circuitele cu ferorezonanţă au o comportare diferită de a circuitelor liniare la 
rezonanţă. O analiză calitativă, în scop de orientare, se poate face în condiţii de 
studiu simplificatoare. Astfel, se neglijează pierderile în fier şi se consideră 
mărimi sinusoidale echivalente (fundamentale), ţinându-se seama de 
neliniaritatea bobinei numai prin caracteristica neliniară în valori efective a 
acesteia (element inerţial). Ferorezonaţa de tensiune (în punctul de funcţionare 
în care se obţine ferorezonanţa fundamentala curentului este aproximativ în 
fază cu tensiunea aplicată) apare în cazul unui circuit serie (bobină neliniară cu 
miez feromagnetic conectată în serie cu un condensator). Regimul de 
funcţionare în care curentul principal din circuit se anulează se numeşte 
ferorezonaţă de curent şi este caracteristic circuitelor paralel cu ferorezonanţă. 

Un domeniu de aplicaţie al circuitelor cu ferorezonanţă îl constituie 
realizarea unor stabilizatoare de tensiune, în curent alternativ. Acestea sunt 
dispozitive la care tensiunea de ieşire (care alimentează un receptor), este 
menţinută practic constantă la variaţii relativ mari ale tensiunii de intrare (de la 
reţea). 

 
13.5. ASPECTE CALITATIVE PRIVIND SOLUŢIILE 
                     CIRCUITELOR NELINIARE 
 
Într-un circuit neliniar, un ansamblu de surse de tip exponenţial impune, în 

general, o soluţie de regim forţat care conţine componente suplimentare, 
diferite de cele ale surselor. 

Această afirmaţie poate fi ilustrată printr-o multitudine de aplicaţii de mare 
interes mai ales în electronică: 

Multiplicarea frecvenţei înseamnă obţinerea unei soluţii care conţine 
multipli întregi ai frecvenţei unei excitaţii armonice aplicate circuitului. 

Principiul de funcţionare a unui multiplicator de frecvenţă este bazat pe 
relaţiile trigonometrice, simple, de tipul: 
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Aplicând un semnal armonic unui rezistor cu caracteristică neliniară 
polinomială de forma: 

n
n

2
210 uc...ucucci ++++=                                                            (13.44) 

curentul rezultat va avea forma: 
++ω+ω+ω+ω+= ...t2sinBt2cosAtsinBtcosAAi 22110  

      tnsinBtncosA nn ω+ω+                                                              (13.45) 
Cu ajutorul unui filtru trece-bandă (circuit care permite trecerea unor 

semnale cu frecvenţa cuprinsă într-un anumit interval) se poate selecta 
frecvenţa dorită. 

În anumite situaţii, de exemplu utilizând elemente cu o anumită caracte-
ristică neliniară, multiplicarea frecvenţei poate fi obţinută şi fără a folosi vreun 
filtru. Astfel, se consideră un rezistor cu caracteristică statică (controlată în 
tensiune) i = 3u – 4u3, u ∈ [−1, 1], alimentat de la un generator de tensiune 
armonică u = sinωt. Deoarece sin3x = 3sinx – 4sin3x, rezultă că i se calculează 
cu relaţia: i = 3sinωt – 4sin3ωt = 3sinωt. Semanlul de curent rezultat conţine 
numai armonica a treia a frecvenţei fundamentale aplicate. În acest sens, o 
problemă utilă este sinteza unor caracteristici cu neliniarităţi convenabile unor 
aplicaţii specifice. 

Combinarea frecvenţelor înseamnă obţinerea unor semnale care au 
frecvenţa egală cu o combinaţie liniară cu coeficienţi întregi a frevenţelor 
excitaţiilor aplicate. 

Principiul de funcţionare este asemănător celui aplicat în multiplicatoarele 
de frecvenţă şi anume utilizarea unor elemente de circuit cu caracteristică 
polinomială neliniară. În cazul acesta se ţine cont de faptul că produsul de 
funcţii armonice se poate reprezenta ca o combinaţie liniară de funcţii armonice 
de argumente rezultate prin combinarea aditivă a argumentelor funcţiilor 
înmulţite. 

Divizarea frecvenţei înseamnă obţinerea unui semnal care are recvenţa 
egală cu o fracţiune din frecvenţa semnalului aplicat circuitului neliniar. 

Ca exemplu, se consideră un condensator neliniar cu capacitatea 
diferenţială (dinamică) dată de relaţia: 

( ) ( ) [ ]1,1u;
u1

1
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1
2
1

u12
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Alimentând acest condensator de la un generator ideal de tensiune 
armonică: u = sinωt, semnalul de curent rezultat prin condensator va fi: 
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Se observă că s-a obţinut un curent care are frecvenţa egală cu jumătate 
dinfrecvenţa semnalului de tensiune aplicat. 

Modificarea formei semnalelor, echivalentă cu introducerea unei 
infinităţi numărabile de armonici, este realizată prin operaţii de redresare, 
limitare etc., în circuitele care utilizează elemente de circuit cu caracteristici 
neliniare. 

Amplificarea semnalelor, adică mărirea puterii semnalului, este efectuată 
prin transferarea puterii (energiei) primte de la sursele de alimentare către 
semnalele de prelucrat de alte recvenţe, astfel încât un semnal de putere mică 
aplicat la bornele de intrare ale circuitului se regăseşte (mai mult sau mai puţin 
distorsionat) ca semnal de putere mărită la bornele de ieşire ale circuitului 
amplificator. 

Generarea unor semnale periodice, fie armonice, fie de forme impuse 
(impulsuri dreptunghiulare sau triunghiulare, cu un conţinut mare de armonici) 
poate fi efectuată prin transferarea puterii (energiei) de la sursele de alimentare 
date către semnalul periodic permanent furnizat la bornele de ieşire ale 
circuitului, în absenţa vreunui semnal de intrare. 

Generarea unor semnale haotice, în care nu poate fi regăsită nici o 
periodicitate, se poate obţine prin transferul puterii (energiei) de la sursele de 
alimentare date către semnalul haotic prezent la bornele de ieşire ale circuitului, 
care include elemente cu neliniarităţi de anumite tipuri.  
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14. CUADRIPOLI 
 

14.1 CUADRIPOL DIPORT ŞI CUADRIPOL GENERAL 
 
În sensul cel mai larg, cuadripolul electric este un circuit electric, care are 

patru borne de acces în legătură cu exteriorul (fig. 14.1). Structura interioară a 
cuadripolului poate fi oarecare. Circuitelor electrice cuadripolare le corespund 
scheme electrice cuadripolare. 

În teoria cuadripolului, comportarea circuitelor electrice se urmăreşte faţă 
de bornele de legătură cu exteriorul, această teorie conducând, în general, la o 
simplificare esenţială a operaţiei de stabilire a ecuaţiilor schemelor 
cuadripolare, datorită faptului că nu este necesar determinarea tensiunilor şi 
curenţilor din interiorul circuitului. 

 
 

                                                                       Fig. 14.1 Scehema generală a cuadripolului 
 

Dacă pentru fiecare din perechile de borne 11’ şi 22’ ale cuadripolului 
curenţii prin borne sunt egali şi de sens contrar faţă de acesta, cuadripolul se 
numeşte cuadripol direct. În cazul cuadripolului general curenţii la borne sunt 
diferiţi. Rezultă, că în cazul unui cuadripol diport se pot scrie relaţiile: 

0II;0II '22'11 =−=−                                                                     (14.1)             
Prin “poartă” se înţelege o pereche de borne la care este îndeplinită 

condiţia ca suma algebrică a curenţilor din conductoarele circuitului exterior, 
conectate la bornele respective, să fie nulă. Bornele cărora li se aplică o 
tensiune din exterior sunt borne receptoare şi se numesc borne de intrare sao 
primare, iar bornele la care sunt conectate circuite receptoare sunt borne 
generatoare şi se numesc borne de ieşire sau secundare.  

Deoarece cuadripolul general poate fi privit ca având trei porţi, acesta se 
mai numeşte şi cuadripol triport. Deşi în cazul cuadripolului general curenţii 
prin borne sunt diferiţi, în circuitele exterioare ale fiecăruia dintre cele trei 
perechi de borne curenţii sunt egali. 

Cuadripolii pot fi clasificaţi pe baza aceloraşi criterii care se utilizează şi în 
teoria circuitelor electrice. Cuadripolii pot fi activi sau pasivi, după cum conţin 
sau nu surse de energie. Pe baza teoremei reciprocităţii pot fi cuadripoli 

Mărimile care se utilizează 
pentru studiul circuitelor electrice,
în cadrul teoriei cuadripolilor sunt
tensiunile la borne şi respectriv, 
curenţii prin borne sau în circui-
tele exterioare conectate la borne.
O altă grupă de mărimi care
sedefinesc, respectiv se măsoară
la borne, este reprezentată de
parametrii cuadripolului. 
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reciproci sau nereciproţi. După comportamentul faţă de cele două perechi de 
borne pot fi cuadripoli simetrici şi respectiv, nesimetrici. După caracterul 
parametrilor elementelor componente de circuit cuadripolii pot fi: liniari, 
neliniari, cu parametrii concentraţi şi cu parametrii repartizaţi. Cuadripolii mai 
pot fi clasificaţi în cuadripoli de curent continuu şi respectiv, de curent 
alternativ. 

 
14.2 ECUAŢIILE CUADRIPOLILOR 
 
Relaţiile stabilite între curenţii şi tensiunile la borne reprezintă ecuaţiile 

cuadripolului, acestea caracterizând complet comportarea cuadripolului faţă de 
bornele de legătură cu exteriorul. În ecuaţiile cuadripolului se disting variabile 
independente şi variabile dependente. De structura cuadripolului se ţine cont 
prin coeficienţii care intervin în ecuaţiile acestuia, coeficienţi care se numesc 
constantele sau parametrii cuadripolului. 

În cazul cuadripolului diport se sta se stabileşte un sistem de două ecuaţii 
care leagă între ele cele patru variabile ale cuadripolului )I,I,U,U( 2121 . Se 
constată că numărul de ecuaţii este egal cu numărul de porţi ale cuadripolului. 

În cazul unui cuadripol general activ autonom (surselele de energie sunt 
independente de cuadripoli), ecuaţiile sunt neomogene fiind deforma 
următoare: 

∑
=

=β+α=
3

1i
kikik 3,2,1k,xy                                                         (14.2) 

unde: yk reprezintă variabilele dependente ale cuadripolului; xk – variabilele 
independente; αki – parametrii cuadripolului; βk – termenii liberi ai cuadripo-
lului care ţin cont de contribuţiile surselor interioare independente; k = 1, 2, 3;  
i = 1, 2, 3. În cazul unui cuadripol pasiv ecuaţiile sunt omogene, ceea ce 
înseamnă că termenii βk dispar din relaţia (14.2). 

Ţinând seama de expresia generală a ecuaţiilor cuadripolului, rezultă că 
pentru un cuadripol diport pasiv ecuaţiile pot fi scrise în următoarele şase 
forme, în funcţie de modul de alegere a variabilelor independente: 

22222112122111 IAUAI;IAUAU +=+=                                       (14.3) 

12212121121112 IBUBI;IBUBU +=+=                                          (14.4) 

22212122121111 UYUYI;UYUYI +=+=                                      (14.5) 

22212122121111 IZIZU;IZIZU +=+=                                           (14.6) 

22212122121111 UHUHI;UHIHU +=+=                                      (14.7) 

22212122121111 IFUFU;IFUFI +=+=                                           (14.8) 
Folosirea diferitelor sisteme de ecuaţii este în strânsă legetură cu 

rezolvarea mai simplă a circuitelor cuadripolare complexe, formate din 
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cuadripoli componenţi în diferite conectări. Parametrii care intervin în aceste 
sisteme de ecuaţii se numesc mai simplu parametrii A, Y, Z, H şi F ai 
cuadripolului. Parametrii A se mai numesc şi parametrii fundamentali, iar 
parametrii H şi F se mai numesc şi parametrii hibrizi. Din ecuaţiile prezentate 
se observă că parametrii Y au dimensiunea unei admitanţe, iar parametrii Z au 
dimensiunea unei impedanţe. 

Regula de asociaţie a sensurilor de referinţă pentru curenţi şi tensiuni, 
utilizată mai des în teoria cuadripolilor este prezentată în figura 14.2 a (la 
bornele de intrare 11’ se aplică regula de la receptoare, iar la bornele de ieşire 
22’ regula de la generatoare). Alţi autori adoptă regula de asociaţie a sensurilor 
de referinţă arătată în figura 14.2 b, situaţie în care pentru ambele perechi de 
borne se aplică regula de asociaţie de la receptoare (relaţia pentru circuitul 
receptor se va scrie cu semnul minus, adică 22 IZU = ). 

 

 
 

Fig. 14.2 Asociaţia sensurilor de referinţă pentru curenţi şi tensiuni la cuadripolul diport 
 

Ecuaţiile cuadripolului pot fi scrise şi sub formă matricială, rezultând 
următoarele expresii: 
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Matricile parametrilor cuadripolilor se numesc: A  - matricea lanţ; Y  - 

matricea admitanţă;  Z  - matricea impedanţă;   H  - matricea serie - paralel; 
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F  - matricea paralel-serie.  
În unele situaţii este necesar să se scrie ecuaţiile cuadripolului inversat. Un 

cuadripol se spune că este inversat, în raport cu schema de alimentare pe la 
bornele 11’, dacă acesta este alimentat pe la bornele 22’, iar receptorul este 
conectat la bornele 22’. Ecuaţiile cuadripolului inversat se pot obţine din 
ecuaţiile cuadripolului alimentat pe la bornele 11’, schimbând în ecuaţiile 
prezentate semnele curenţilor 1I  şi 2I . 

Între matricile parametrilor cuadripolului există următoarele realţii de 
legătură: 

1111 HF;FH;ZY;YZ −−−−
====                  (14.14) 

 
14.3. SEMNIFICAŢIA FIZICĂ A PARAMETRILOR 
                           CUADRIPOLILOR 
 
Parametrii cuadripolului pot fi definiţi be baza regimurilor de funcţionare 

în gol şi în scurtcircuit a acestuia []. La funcţionarea în gol a cuadripolului se 
introduc următorii parametri: 
• Impedanţa în gol, cu alimentare pe la bornele 11’ - 10Z  

11
1110 F

1ZZ ==                                                                                   (14.15) 

• Impedanţa în gol, cu alimentare pe la bornele 22’  - 20Z  

22
2220 H

1ZZ −=−=                                                                            (14.16) 

• Impedanţa de transfer în gol, cu alimentare pe la bornele 22’  - ( )20tZ  
( ) 1220t ZZ −=                                                                                       (14.17) 

• Impedanţa de transfer în gol, cu alimentare pe la bornele 11’  - ( )10tZ  

( )
21

2110t A
1ZZ ==                                                                             (14.18) 

• Raportul tensiunilor în gol, cu alimentare pe la bornele 11’  - ( )10uk  

( )
21

1110u F
1Ak ==                                                                              (14.19) 

• Raportul tensiunilor în gol, cu alimentare pe la bornele 22’  - ( )20uk  

( )
12

20u H
1k =                                                                                       (14.19) 

Parametrii introduşi pe baza regimului de funcţionare în scurtcircuit a 
cuadripolului sunt următorii: 
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• Admitanţa în scurtcircuit, cu alimentare pe la bornele 11’ - k1Y  

11
11k1 H

1YY ==                                                                                 (14.20) 

• Admitanţa în scurtcircuit, cu alimentare pe la bornele 22’  - k2Y  

22
22k2 F

1YY −=−=                                                                           (14.21) 

• Admitanţa de transfer în scurtcircuit, cu alimentare pe la bornele 22’  - 
( )2tkY  
( ) 122tk YY −=                                                                                      (14.22) 

• Admitanţa de transfer în scurtcircuit, cu alimentare pe la bornele 11’  - 
( )1tkY  

( )
12

211tk A
1YY ==                                                                            (14.23) 

• Raportul curenţilor în scurtcircuit, cu alimentare pe la bornele 11’  - ( )1ikk  

( )
21

221ik H
1Ak ==                                                                             (14.24) 

• Raportul curenţilor în scurtcircuit, cu alimentare pe la bornele 22’  - ( )2ikk  

( )
12

2ik F
1k =                                                                                         (14.25) 

 
14.4. INTERCONECTAREA CUADRIPOLILOR 
 
Conectarea în cascadă a cuadripolilor 
Conectarea în lanţ sau în cascadă a doi cuadripoli este prezentată în    

figura 14.3. 
 

 
 

Fig. 14.3 Conectarea în cascadă a doi cuadripoli  
 

Cu notaţiile din figura 14.3 ecuaţiile cuadripolilor componenţi în formă 
matricială sunt: 
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Mărimile de ieşire ale primului cuadripol sunt egale cu mărimile de intrare 
ale celui de-al doilea cuadripol şi ţinând cont de relaţiile (14.26), se obţine 
matricea de lanţ a cuadripolului echivalent, care este egală cu produsul 
matricilor de lanţ ale cuadripolilor componenţi: 

"' AAA ⋅=                                                                    (14.27) 

Generalizând acest rezultat, la conectarea în cascadă a n cuadripoli, 
matricea de lanţ a cuadripolului echivalent va avea expresia: 

∏
=

=
n

1i
iAA                                                                                     (14.28) 

unde iA  este matricea de lanţ a cuadripolului i. 
 

Conectarea în paralel a cuadripolilor 
Conectarea în paralel a doi cuadripoli este prezentată în figura 14.4. 

Tensiunile la bornele de intrare ale cuadripolilor conectaţi în paralel sunt egale 
şi de asemenea şi tensiunile de ieşire. La conectaea în paralel sunt avantajoase 
ecuaţiile (14.10). 

 
 

Fig. 14.4 Conectarea în paralel a doi cuadripoli 
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la fiecare dintre cele două perechi de borne curenţii cuadripolilor 
componenţi se însumează, rezultând: 
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Introducând ecuaţiile (14.29) în ecuaţia (14.30) se obţine matricea 
admitanţă a cuadripolului echivalent, rezultând: 

"' YYY +=                                                                              (14.31) 

Procedând în mod analog pentru n cuadripoli conectaţi în paralel, se obţine 
matricea admitanţă a cuadripolului echivalent: 
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∑
=

=
n

1i
iYY                                                                                      (14.32) 

unde iY  este matricea admitanţă a cuadripolului i. 
 

Conectarea în serie a cuadripolilor 
În cazul conectării în serie a doi cuadripoli (fig. 14.5), cuadripolii 

componenţi au acelaşi curent de intare, iar tensiunile la borne se însumează, 
rezultând: 
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Fig. 14.5 Conectarea în serie a doi cuadripoli 
 

Ecuaţiile cuadripolilor componenţi, corespunzătoare matricilor impedanţă, 
sunt următoarele: 
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Introducând ecuaţiile (14.34) în ecuaţia (14.33), se obţine matricea 
impedanţă a cuadripolului echivalent: 

"' ZZZ +=                                                                  (14.35) 

Pentru n cuadripoli conectaţi în serie, matricea impedanţă a cuadripolului 
echivalent se calculează cu relaţia: 

∑
=

=
n

1i
iZZ                                                                                      (14.36) 

unde iZ  este matricea impedanţă a cuadripolului i. 
 
Conectarea în serie-paralel 
În cazul conectării în serie-paralel (fig. 14.6) cuadripolii componenţi au 

acelaşi curent de intrare şi aceeaşi tensiune de ieşire (bornele primare sunt 
legate în serie iar bornele secunsare sunt legate în paralel). 
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Fig. 14.6 Conectarea în serie-paralel a doi cuadripoli 
 

În cazul acesta se pot scrie relaţiile: 
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Ecuaţiile cuadripolilor în care intervin matricile srie-paralel sunt 
următoarele: 
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Introducând ecuaţiile (14.38) în ecuaţia (14.37), se obţine matricea serie-
paralel a cuadripolului echivalent: 

"' HHH +=                                                                 (14.39) 

Pentru n cuadripoli conectaţi în serie-paralel, matricea serie-paralel a 
cuadripolului echivalent se calculează cu relaţia: 

∑
=

=
n

1i
iHH                                                                                     (14.40) 

unde iH  este matricea serie-paralel a cuadripolului i. 
 

14.5 EXPRESII PENTRU CURENŢI ŞI TENSIUNI LA BORNE 
                          IMPEDANŢA DE INTRARE 
 
În figura 14.7 se consideră un cuadripol alimentat pe la bornele 11’ şi care 

are conectat la bornele 22’ un receptor de impedanţă Z . 
Ţinând cont de ecuaţiile (14.3) ale cuadripolului alimentat pe la bornele    

11’ şi de relaţia pentru receptor, 22 IZU ⋅= , se obţine următoarele expresii 
pentru tensiunea la bornele de ieşire 2U , curenţii 1I  şi 2I  în funcţie de 
tensiunea de alimentare 1U , de parametrii A ai cuadripolului şi de impedanţa 
de sarcină Z : 



Electrotehnică 

 237 

    
1211

12
1211

2221
11

1211
12 AZA

1UI;
AZA
AZA

UI;
AZA

ZUU
+

=
+
+

=
+

=   14.41) 

 

 
 
                                                                     Fig. 14.7 Cuadripol alimentat pe la 
                                                                                                 bornele 11’  
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Dacă se consideră ∞=Z  şi respectiv, 0Z = , se obţin impedanţele în gol 

10Z  şi în scurtcircuit k1Z ale cuadripolului: 

221122

12
k111

22

21

11
10 Z

Z
Y
1

A
A

Z;Z
Y

Y
A
A

Z ======                          (14.43) 

 
14.6. SCHEME ECHIVALENTE 
 
Condiţia de reciprocitate a unui cuadripol poate fi exprimată în funcţie de 

elementele matricilor A , Y , Z , H  şi F  în următoarele moduri: 

2112211221122112 FF;HH;ZZ;YY;1A ===−=−=             (14.44) 
Se observă că la un cuadripol reciproc există o singură admitanţă de 

transfer în scurtcircuit şi o singură impedanţă de transfer în gol. 
Schema echivalentă în T a cuadripolului nereciproc este prezentată în 

figura 14.8 a, iar în figurile 14.8 b şi respectiv, 14.8 c sunt prezentate schemele 
echivalente în T pentru cuadripolul reciproc nesimetric şi respectiv, simetric. 

În cazul cuadripolului nereciproc, expresiile impedanţelor schemei echiva-
lente in funcţie de elementele matricii impedanţă sunt următoarele []: 

122142212312212111 ZZZ;ZZZ;ZZ;ZZZ +=−=−=+=         (14.45) 
Schema echivalentă în T pentru cuadripolul reciproc se obţine din schema 

echivalentă pentru cuadripolul nereciproc ţinând cont de condiţia de 
reciprocitate, din care rezultă: 0ZZZ 42112 ==+ . Se observă că în cazul unui 
cuadripol reciproc lipseşte sursa de tensiune. 

Impedanţa echivalentă de intrare a 
cuadripolului se defineşte prin raportul 
dintre expresiile în complex ale tensiunii şi 
curentului la bornele de alimentare: 

Ţinând cont de relaţiile (14.41) şi de 
relaţiile de legătură [] dintre elementele 
matricilor de lanţ, admitanţă şi impedanţă 
pentru impedanţa şi respectiv, admitanţa de 
intrare se obţin următoarele relaţii:  
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Fig. 14.8 Schema echivalentă în T a cuadripolului 
 

Pentru cuadripolul reciproc, nesimetric, expresiile celor trei impedanţe din schema 
echivalentă sunt: 

221232112212111 ZZZ;ZZZ;ZZZ −==−=+=                           (14.46) 
Dacă cuadripolul reciproc este simetric, ţinând cont de condiţia de simetrie, 

2211 ZZ −= , se obţine schema echivalentă în T din figura 14.8 c, impedanţele 
din schemă având expresiile: 

2112212111 ZZZ;ZZZ =−=+=                                                       (14.47) 
Schema echivalentă în Π a cuadripolului nereciproc este prezentată în 

figura 14.9 a, iar în figurile 14.9 b şi respectiv, 14.9 c sunt prezentate schemele 
echivalente în Π pentru cuadripolul reciproc nesimetric şi respectiv, simetric. 

 

 
 

Fig. 14.9 Schema echivalentă în Π a cuadripolului 
 

În cazul cuadripolului nereciproc, expresiile admitanţelor schemei echiva-
lente in funcţie de elementele matricii admitanţă sunt următoarele []: 

122142212312212111 YYY;YYY;YY;YYY +=−=−=+=    (14.48) 
Ţinând cont de condiţia de reciprocitate, 0YYY 42112 ==+ , se obţine 

schema echivalentă în Π pentru cuadripolul reciproc. În cazul unui cuadripol 
reciproc nesimetric expresiile admitanţelor din schema echivalentă sunt: 

221232112212111 YYY;YYY;YYY −==−=+=                      (14.49) 
Dacă cuadripolul reciproc este simetric, ţinând cont de condiţia de simetrie, 

2211 YY −= , se obţine schema echivalentă în Π din figura 14.9 c, impedanţele 
din schemă având expresiile: 

2112212111 YYY;YYY =−=+=                                                   (14.50) 
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14.7. FILTRE ELECTRICE 
 
Filtrul electric se poate prezenta ca un cuadripol sau lanţ de cuadripoli, 

acărui constantă de atenuare este mică în anumite intervale de frecvenţă, numite 
benzi de trecere, iar în celelalte intervale, numite benzi de oprire, constanta de 
atenuare este foarte mare. După poziţia ocupată de benzile de trecere sau de 
oprire în spectrul de frecvenţe există: filtru trece-jos, filtru trece-sus, filtru 
trece-bandă, filtru opreşte-bandă şi filtru pieptene. Frecvenţele care delimitează 
benzile de trecere şi benzile de oprire se numesc frecvenţe de tăiere. Din punct 
de vedere al elementelor componente, există: filtre cu elemente reactive, filtre 
RC, filtre cu rezonatoare piezoelectrice etc. 

În figura 14.10 sunt prezentate structurile cuadripolare în Γ, în T simetric 
şi în Π simetric, utilizate la realizarea filtrelor. 

 

 
 

Fig. 14.10 Structuri cuadripolare în Γ (a), în T (b) şi în Π (c) utilizate la  
realizarea filtrelor electrice  

  

Constanta de transfer a filtrului în Γ , notată cu 2/g
C

, se determină din 
expresia: 

2

1C

Z4
Z

2

g
sh =                                                                                    (14.51) 

Cuadripolii simetrici în T şi Π pot fi consideraţi ca fiind formaţi prin 
conectarea corespunzătoare în lanţ a doi cuadripoli în Γ. Constanta de transfer a 
acestor cuadripoli simetrici este de două ori mai mare decât a structurii în Γ, 
fiind egală cu 

C
g  şi rezultând din relaţia: 

2

1
C Z2

Z
1gch +=                                                                                  (14.52) 

Impedanţele caracteristice ale cuadripolilor simetrici în T şi Π, notate cu 
TZ  şi ΠZ , sunt date de relaţiile: 
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+= Π                                   (14.53) 
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Dacă impedanţele 1Z  şi 2Z , care intervin în structurile din figura 14.10 
sunt mărimi inverse, iar puterea de inversiune este o constantă reală, 
independentă de frecvenţă, adică: 

2
21 KZZ =⋅                                                                                        (14.54) 

filtrele respective se numesc filtre de tip K. În cazul acestor filtre şi şi produsul 
impedanţelor caracteristice TZ  şi ΠZ  este de asemenea egal cu K2. 
 

Aplicaţie 
 

 
 

        Fig. 14.11 
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Ţinând cont că matricea de lanţ a cuadripolului echivalent este dată de 
relaţia: 21 AAA ⋅= , se calculează constanta 11A , rezultând: 
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Funcţia de transfer a circuitului derivator prezentat în figura 14.11 va avea 
expresia: 

 
( )
( )

( )
( )( ) 122211

2121
2

111
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ω+ω+ω+
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Trecând la exprimarea operaţională pe baza transformării Laplace, prin 
înlocuirea sj →ω , pentru funcţia de transfer se obţine expresia: 

( )
( )

1s
R
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1s

s
sU
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2
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1

2
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τ
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+++ττ

ττ
=  

unde: 111 CR=τ  şi 222 CR=τ . 
 

Să se determine funcţia de transfer a circuitului 
derivator din figura 14.11, la funcţionarea în gol a 
acestuia. 

Schema corespunde conectării în lanţ a doi 
cuadripoli. Presupunând un regim sinusoidal, matricile 
de lanţ ale cuadripolilor componenţi sunt: 
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15. ECUAŢIILE CÂMPULUI ELECTROMAGNETIC 
 
Câmpul magnetic variabil în timp determină apariţia unui câmp electric 

indus, iar câmpul electric variabil în timp determină apariţia unui câmp 
magnetic solenoidal, produs de curentul de deplasare. Această dublă legătură 
determină existenţa câmpului electromagnetic desprins de corpuri sub formă de 
unde electromagnetice, care se propagă în spaţiu cu o viteză finită. 

Câmpul magnetic variabil întimp induce în conductoare masive curenţi 
numiţi turbionari sau Foucault, care pot avea efecte utile (încălzirea prin 
conducţie) sau nedorite (pierderi suplimentare de putere). 

 
15.1 ECUAŢIILE LUI MAXWELL 
 
Ecuaţiile lui Maxwell sunt reprezentate de formele locale ale legilor: 

circuitului magnetic, inducţiei electromagnetice, fluxului electric şi fluxului 
magnetic, în cazul mediilor imobile ( 0v = ) şi în domenii de continuitate şi 
netezime a proprietăţilor fizice locale: 

t
DJHrot
∂
∂

+=                                                                                      (15.1) 

t
BErot
∂
∂

−=                                                                                          (15.2) 

vDdiv ρ=                                                                                             (15.3) 

0Bdiv =                                                                                                (15.4)  
În medii liniare, omogene, izotrope, fără polarizaţie permanentă şi fără 

magnetizaţie permanentă, mărimile vectoriale care caracterizează câmpul 
electromagnetic satisfac relaţiile următoare,numite şi relaţii constitutive: 

HB;ED μ=ε=                                                                                (15.5) 

Vectorul densitatea curentului electric de conducţie J  este legat de  
densitatea de sarcină electrică ρv prin legea conservării sarcinii electrice: 

t
Jdiv v

∂
ρ∂

−=                                                                                        (15.6) 

Ţinând cont de ecuaţiile (15.5), câmpul electromagnetic este complet 
caracterizat de două mărimi vectoriale, de exemplu E  şi H . În funcţie de 
vectorii E  şi H  ecuaţiile lui Maxwell se scriu sub forma următoare: 

t
EJHrot
∂
∂

ε+= ;  
t
HErot
∂
∂

μ−= ;  
ε
ρ

= vEdiv ;  0Hdiv =               (15.7) 

În  coordonate  carteziene,  sistemul  de  ecuaţii  (15.7)  la  care  se  adaugă  şi 
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ecuaţia (15.6), se scrie sub forma unui sistem de nouă ecuaţii cu derivate 
parţiale: 

t
E

J
z

H
y

H x
x

yz

∂
∂

ε+=
∂

∂
−

∂
∂

;   
t

E
J

x
H

z
H y

y
zx

∂

∂
ε+=

∂
∂

−
∂
∂

; 

t
E

J
y

H
x

H z
z

xy

∂
∂

ε+=
∂
∂

−
∂

∂
;   

t
H

z
E

y
E xyz

∂
∂

μ−=
∂

∂
−

∂
∂

; 

t
H

x
E

z
E yzx

∂

∂
μ−=

∂
∂

−
∂
∂

;   
t

H
y

E
x

E zxy

∂
∂

μ−=
∂
∂

−
∂

∂
; 

v
zyx 1

z
E

y
E

x
E

ρ
ε

=
∂
∂

+
∂

∂
+

∂
∂

;    0
z

H
y

H
x

H zyx =
∂
∂

+
∂

∂
+

∂
∂

; 

tz
J

y
J

x
J vzyx

∂
ρ∂

−=
∂
∂

+
∂

∂
+

∂
∂

                                                                 (15.8) 

sistem care are nouă necunoscute (componentele vectorilor E , H  şi J ). 
Soluţiile sistemului sunt determinate în mod unic dacă se cunosc: mărimile 

ε, μ şi ρv; condiţiile de frontieră pe frontiera domeniului în care se determină 
câmpul; condiţiile iniţiale. 

În medii izolante (ρv = 0, J = 0), ecuaţiile (15.7) se exprimă sub forma: 

t
EHrot
∂
∂

ε= ;  
t
HErot
∂
∂

μ−= ;  0Ediv = ;  0Hdiv =                       (15.9) 

relaţii care arată că cele două câmpuri E  şi H  sunt solenoidale. 
Aplicând rotorul primelor două ecuaţii ale sistemului (15.9) şi ţinând cont 

de ultimele două ecuaţii şi de identitatea vectorială: 
HHdivgradHrotrot Δ−=                                                                (15.10) 

se obţine ecuaţiile cu derivate parţiale de ordinul doi, satisfăcute de mărimile E  
şi H : 

0
t
HH 2

2

=
∂
∂

με−Δ ;   0
t
EE 2

2

=
∂
∂

με−Δ                                            (15.11) 

Se constată că cele două ecuaţii obţinute (15.11) sunt de acelaşi tip şi ele se 
numesc ecuaţiile undelor. 

În medii neîncărcate electric (ρv = 0), în care EJ σ= , ecuaţiile lui 
Maxwell se exprimă sub forma: 

t
EEHrot
∂
∂

ε+σ= ;  
t
HErot
∂
∂

μ−= ;  0Ediv = ;  0Hdiv =            (15.12) 

Aplicând rotorul primelor două ecuaţii ale sistemului (15.12) şi ţinând cont 
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de ultimele două ecuaţii şi de identitatea vectorială (15.10) se obţin următoarele 
ecuaţii cu derivate parţiale de ordinul doi: 

0
t
H

t
HH 2

2

=
∂
∂

μσ−
∂
∂

με−Δ ;   0
t
E

t
EE 2

2

=
∂
∂

μσ−
∂
∂

με−Δ             (15.13) 

 
15.2. ENERGIA ELECTROMAGNETICĂ 
 
15.2.1. TEOREMA ENERGIEI ELECTROMAGNETICE. 
                       VECTORUL LUI POYNTING 
 
Concepţia despre câmpul electromagnetic considerat ca sistem fizic capabil 

să schimbe, să acumuleze şi să transmită energie, permite să se interpreteze 
energetic o anumită consecinţă a ecuaţiilor lui Maxwell, numită teorema 
energiei electromagnetice. 

Pentru  a stabili această teoremă, se consideră în câmpul electromagnetic 
un domeniu DΣ, mărginit de suprafaţa închisă Σ (fig. 15.1). În interiorul 
domeniului considerat există numai corpuri imobile ( 0v = ) cu proprietăţi de 
material liniare (fără histerezis, iar ε şi μ sunt independente de E  şi H ). 

În domeniul DΣ este localizată o energie electromagnetică Wem, care are 
densitatea de volum w egală cu suma densităţilor de volum corespunzătoare 
câmpurilor electric şi magnetic: 

μ
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ε
=μ+ε=+=
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2
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2
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2
EHB

2
1DE

2
1w

2222

                                (15.14) 

şi cu ajutorul căreia se poate calcula energia electromagnetică: 

( )∫∫∫∫∫∫
ΣΣ

+==
DD

em dVHBDE
2
1dVwW                                              (15.15) 

 

                                                                   
                                                                           
                                                                                     Fig. 15.1 Domeniu de câmp în  
                                                                                          interacţiune cu corpurile 
                                                                                         şi cu mediul înconjurător 
 

Corpurile din interiorul suprafeţei Σ fiind imobile şi fără histerezis, primesc 
energie numai sub forma precizată de legea transformării energiei în 
conductoare (dar nu şi sub formă de lucru mecanic).  

Din principiul conservării energiei rezultă 
că la variaţia stării sistemului fizic pe care îl
constituie câmpul electromagnetic din interi-
orul suprafeţei Σ, viteza de scădere a energiei
acestui sistem trebuie să fie egală cu suma
puterilor cedate de sistem altor sisteme fizice. 

Câmpul electromagnetic din domeniul DΣ

este în interacţiune directă numai cu corpurile
din interiorul domeniului şi cu câmpul mag-
netic din exterior, pe suprafaţa Σ. 
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Rezultă că principiul conservării energiei aplicat cazului studiat va fi 
exprimat de relaţia: 

Σ+=
∂

∂
− PP

t
W

J
em                                                                               (15.16) 

unde PJ este puterea transmisă de câmp corpurilor din domeniul DΣ în procesul 
de coducţie a curentului: 

∫∫∫
Σ

=
D

J dVJEP                                                                                     (15.17) 

iar PΣ este puterea transmisă de câmp prin suprafaţa închisă Σ, în sensul 
normalei exterioare n  la suprafaţă. Puterea PΣ poate fi interpretată ca fluxul 
unui câmp de vectori S , numit densitatea fluxului de energie:  

∫∫
Σ

Σ = dSnSP                                                                                       (15.18) 

unde dS este elementul de suprafaţă. 
Ţinând cont de relaţiile (15.16)…(15.18), se obţine expresia: 
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PdVJEdVHBDE
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t DD

                                        (15.19) 

care reprezintă teorema energiei electromagnetice. 
Deoarece corpurile sunt imobile, în membrul stâng se poate deriva sub 

semnul de integrală şi ţinând cont de liniaritatea mediilor şi de ecuaţiile lui 
Maxwell, se deduc relaţiile succesive: 
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                ( ) ( )HEdivJEHrotEErotHJE ×+=−+=                (15.20) 
Comparând dezvoltarea obţinută cu relaţia (15.19) şi aplicând teorema lui 

Gauss-Ostrogradski, se deduce succesiv: 
( ) ( )∫∫∫∫∫

Σ
Σ ×=×=

Σ

dSnHEdVHEdivP
D

                                             (15.21) 

Comparând relaţiile (15.18) şi (15.21), rezultă că în cazul câmpului 
electromagnetic, densitatea fluxului de energie va avea expresia: 

HES ×=                                                                                             (15.22) 
mărime care se mai numeşte şi vectorul lui Poynting, sensul său fiind 
întotdeauna în sensul propagării undelor electromagnetice. 
 

Observaţie.  Teorema  energiei  electromagnetice  este  satisfăcută  de orice 
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câmp de vectori care diferă de cel definit prin relaţia (15.22) printr-o expresie 
cu divergenţa nulă. Expresia (15.22) este în acord cu principiul localizării 
acţiunilor fizice şi este universal acceptată. 
 

15.2.2. PROPAGAREA ENERGIEI ELECTROMAGNETICE 
                                          ÎN CONDUCTOARE 

 
Se consideră un conductor filiform parcurs de un curent electric cu 

intensitatea i, cilindric de rază a, cu lungimea l şi de rezistivitate ρ (fig. 15.2). 
În interiorul conductorului considerat liniile câmpurilor J  şi JE σ=  sunt 

paralele cu axa conductorului, iar liniile câmpului H  sunt cercuri concentrice 
cu axa conductorului.  În  exteriorul  conductorului  liniile  câmpului  H   sunt  
cercuri concentrice, iar câmpul E  are două componente, o componentă 
tangenţială: 

                                                    
 
                                                          Fig. 15.2 Calculul puterii electromagnetice 
                                                                           primite de un conductor cilindric 
 

a2
iH;

a
iJE 2 π

=
π

ρ=ρ=                                                              (15.24) 

Vectorul lui Poynting HES ×=  este orientat spre interiorul conductorului 
şi va avea valoarea: 

32

2

a2
iHES
π

ρ==                                                                              (15.25) 

Pentru o porţiune de lungime l a conductorului, cua aria suprafeţei laterale 
(pe care S are o valoare constantă) A = 2π a l, rezultă puterea primită de con-
ductor (cu versorul noemalei n  orientat spre interior): 

2
2 i

a
lASdSnSP

π
ρ=== ∫∫

Σ
Σ                                                           (15.26) 

Din rezultatele obţinute rezultă câteva concluzii importante: 
• fluxul de energie poate fi calculat cu aceeaşi expresie atât în regim variabil 

în timp (în condiţiile în care a fost dedusă expresia sa) cât şi în regim 
staţionar; 

• în conductoarea intensitatea câmpului electric are orientare predominant 

JEE t σ==                   (15.23)
şi o componentă radială determinată
de sarcina electrică de pe suprafaţa
conductorului. 

Ţinând cont de notaţiile făcute,
pe suprafaţa exterioară a conduc-
torului, vectorii E  şi H vor avea 
valorile: 
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axială (sau pur axială), iar vectorul S  este perpendicular pe E , ceea ce 
arată că energia este transmisă nu prin conductoare, ci prin câmpul 
electromagnetic care le înconjoară. Conductoarele au rolul de căi (ghidaje) 
pentru curentul de conducţie; ele nu transmit energia electromagnetică, 
însă pot consuma o parte din ea prin efect Joule-Lenz. 
 
15.3. UNDA ELECTROMAGNETICĂ PLANĂ 
 
Dacă mărimile de stare locală ale câmpului electromagnetic variabil în 

timp au aceeaşi valoare în toate punctele unui plan perpendicular pe o direcţie 
privilegiată, se obţine o undă electromagnetică plană. Unda plană este cu o 
suficientă aproximaţie unda radiată de o antenă, la o distanţă suficient de mare 
de aceasta. 

Direcţia privilegiată se numeşte direcţie de propagare. În cazul în care axa 
0x este direcţia de propagare, mărimile de stare ale câmpului electromagnetic 
depind numai de x şi de t: 

( ) ( )t,xHH;t,xEE ==                                                                   (15.27) 
Dacă se presupune mediul omogen şi izotrop, liniar, imobil, cu 

permitivitatea ε, permeabilitatea μ, fără sarcini electrice (ρv = 0) şi fără curenţi 
( 0J = ), relaţiile (15.8) devin: 
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Analizând relaţiile (15.28) se constată următoarele: 
• în direcţia de propagare componentele Ex şi Hx ale câmpului electro-

magnetic nuvariază nici în timp şi nici în spaţiu; 
• vectorii E  şi H  au componente diferite de zero numai după axele 0y şi 0z, 

rezultând că vectorii E  şi H  sunt conţinuţi în plane transversale faţă de 
direcţia de propagare. Unda electromagnetică plană este o undă trans-
versală (fig. 15.3). 

• componentele Ey şi Hz sunt legate între ele prin relaţiile: 

t
H

x
E zy

∂
∂

μ−=
∂

∂
;   

x
H

t
E zy

∂
∂

−=
∂

∂
ε                                                   (15.29) 

Prima ecuaţie se derivează în raport cu timpul, a doua ecuaţie se derivează 
în raport cu x şi se adună relaţiile obţinute. Dacă se elimină Ey se obţine: 
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x
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2
z

2

=
∂
∂

με−
∂
∂

                                                                       (15.30) 



Electrotehnică 

 247 

relaţie care reprezintă ecuaţia undelor.  
Similar, din relaţiile (15.29) se obţine o ecuaţie în care intervine 

componenta Ey: 

0
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2
y

2

2
y
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=
∂

∂
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∂

∂
                                                                         (15.31) 

• componentele Ez şi Hy sunt legate între ele prin relaţiile: 
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Procedând ca în cazul anterior se obţin relaţiile: 
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• se constată că cele două câmpuri electric şi magnetic satisfac aceeaşi 
ecuaţie a undelor. 
Componentele Ey, Hz şi respectiv, Ez, Hy formează două unde indepen-

dente între ele, care prin suprapunere formează unda plană. 
 

                                                                 
 
                                                                         Fig. 15.3 Unde electromagnetice 
 
 

Se observă că soluţia ecuaţiei undelor este o sumă de doi termeni: f(x − vt) 
şi g(x + vt), unde f şi g sunt două funcţii arbitrare. Valoarea funcţiei f la 
momentul t1 în punctul x1 se regăseşte la momentul t2 în punctul x2 cu condiţia: 

( )12122211 ttvxxtvxtvx −=−⇒−=−                                 (15.36) 
În figura 15.4 este prezentată propagarea unei unde plane. Unda f se 

propagă în sensul pozitiv al axei 0x cu viteza v, iar unda g se propagă în sensul 
negativ al axei 0x cu aceeaşi viteză v. Prin urmare unda plană reprezintă suma 
dintre o undă directă (progresivă) şi o undă inversă. 

Unda plană se compune din patru unde elementare care diferă fie prin 
sensul de propagare (unde directe şi unde inverse), fie prin tipul undelor Ey, Hz 
sau Ez, Hy. În unda plană vectorii E  şi H  sunt perpendiculari între ei, iar 
produsul vectorial E ×H  are direcţia de propagare a undei. 

Între viteza de propagare a undei electromagnetice v şi viteza luminii c: 

oo/1c με=                                                                                        (15.37) 

Dacă se face notaţia, με= /1v , unde 
v este viteza de propagare a undei, soluţia
generală a ecuaţiei undelor: 

0
t
F

v
1

x
F

2

2

22

2

=
∂
∂

−
∂
∂                      (15.34)

este de forma: 
( ) ( ) ( )tvxgtvxft,xF ++−=    (15.35)
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     Fig. 15.4 Propagarea undei plane 
 
15.4. CÂMPUL ELECTROMAGNETIC ÎN MEDII 
                      CONDUCTOARE MASIVE 
 
Principalele probleme de câmp electromagnetic în medii conductoare 

masive se referă la curenţii turbionari şi la efectul pelicular. Curenţii turbionari 
reprezintă curenţii stabiliţi într-un mediu conductor masiv datorită t.e.m. induse 
de un câmp magnetic variabil în timp. Puterea corespunzătoare acestor curenţi, 
care apare sub formă de căldură, reprezintă pierderile prin curenţi turbionari. 

Efectul pelicular se referă la repartiţia neuniformă a densităţii de curent în 
secţiunea conductoarelor parcurse de curenţi variabili (alternativi), densitatea 
de curent fiind mai mare spre suprafaţa laterală a acestora. Acest efect se poate 
interpreta intuitiv ca fiind rezultatul acţiunii t.e.m. induse de fluxul magnetic 
variabil al curenţilor din conductoarele respective. 

În cazul unui conductor parcurs de c.a., efectul pelicuar are ca rezultat 
creşterea rezistenţei electrice echivalente a acestuia faţă de rezistenţa aceluiaşi 
conductor în regim electrocinetic staţionar. Raportul ka dintre rezistenţa 
electrică R în c.a. şi rezistenţa Rc în c.c. a conductorului se numeşte factor de 
creştere a rezistenţei în curent alternativ: 

 1
R
Rk

c
a ≥=                                                                                       (15.39) 

Dacă repartiţia neuniformă a densităţii curentului în secţiunea unui 
conductor se datorează câmpului magnetic produs de curenţii variabili din 
conductoarele vecine se vorbeşte de efect de proximitate. 

În cazul mediilor conductoare (metale) putându-se neglija curentul de 
deplasare faţă de curentul de conducţie, sunt valabile ecuaţiile: 

0
t
HH =
∂
∂

μσ−Δ ;   0
t
EE =
∂
∂

μσ−Δ                                               (15.40) 

care presupun medii izotrope, omogene şiliniare. 
Considerând un regim sinusoidal, mărimile de stare se pot reprezenta în 

complex. Într-un punct oarecare din câmp, rezultă că se poate scrie: 
HuH;EuE HE ==                                                                         (15.41) 

unde E  şi H  sunt date de relaţiile: 

rrv
c

με=                     (15.38) 

raport care se numeşte indice de 
refracţie al mediului. 

În vid (practic în aer) viteza de 
propagare a undelor electromagne-
tice este egală cu viteza luminii. 
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( ) ( ) tjtj e0HH;e0EE ωω ==                                                             (15.42) 
în care ( )0E  şi ( )0H  corespund la momentul t = 0. 

Rezultă că ecuaţiile câmpului se scriu sub forma: 
0HjH;0EjE =μσω−Δ=μσω−Δ                                             (15.43) 

sau 
0HH;0EE 22 =γ−Δ=γ−Δ                                                        (15.44) 

unde γ  reprezintă constanta de propagare: 

μσω=γ j                                                                                         (15.45) 

Constanta de propagare γ  mai poate fi scrisă şi sub forma: 

( ) ( )j1j1
2

ej 4
j

+α=+
βσω

=βσω=β+α=γ
π

                            (15.46) 

în care partea reală α se numeşte constantă de atenuare, iar partea imaginară β - 
constantă de fază. În cazul considerat, se observă că cele două mărimi sunt 
egale:   

μσπ=
μσω

=β=α f
2

                                                                (15.47) 

Mărimele de stare ale câmpului electromagnetic reprezintă soluţiile unei 
ecuaţii de tip Hemholtz, soluţii care nu sunt independente, deoarece ele intervin 
împreună în ecuaţiile lui Maxwell. Neglijând curentul de deplasare, ecuaţiile lui 
Maxwell se scriu în complex astfel: 

EHrot;HjErot σ=μω−=                                                             (15.48) 
Dacă în domeniul considerat există şi suprafeţe de discontinuitate 

(presupuse însă fără sarcini electrice şi curenţi superficiali) la rezolvarea 
problemei se va ţine cont şi de condiţiile la limită pe aceste suprafeţe, 
exprimate de conservarea componentelor tangenţiale ale intensităţii câmpului 
electric şi intensităţii câmpului magnetic şi de conservarea componentelor 
normale ale inducţiei electrice şi inducţiei magnetice: 

n2n1n2n1t2t1t2t1 BB;DD;HH;EE ====                            (15.49) 
 
Pătrunderea câmpului magnetic în conductoare 
Se consideră un bloc dintr-un material conductor, cu permitivitatea μ, 

conductivitatea σ, limitat la stânga de o suprafaţă plană, infinit extinsă şi 
ocupând semispaţiul drept (fig. 15.5). Se consideră că în exteriorul conduc-
torului există un câmp magnetic omogen, sinusoidal în timp, tangent la 
suprafaţa conductorului, cu sensul în sensul axei 0z. Valoarea instantanee a 
intensităţii câmpului magnetic, vectorul intensitatea câmpului magnetic şi 
imaginea sa în complex, sunt date de relaţiile: 
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( )
2

H
kH;HkH;tsinHtH maxex

exexexmaxexex ==ω=                    (15.50) 

    
 

       Fig. 15.5 Pătrunderea câmpului  
   electromagnetic în conductor 
 

z
2

2
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2

H
dx

Hd
γ=                                                                                     (15.52) 

Soluţia generală a ecuaţiei (15.52) este de forma: 
( ) ( ) xj1xj1xx

z eBeAeBeAH α+α+−γγ− +=+=                                      (15.53) 
unde A  şi B  sunt constante complexe de integrare. 

Deoarece câmpul magnetic la suprafaţa conductorului este finit, iar atunci 
când α → ∞ se observă că ( ) ∞→α+ xj1eB , rezultă că 0B = . Constanta A  se 
calculează din conservarea componentei tangenţiale a intensităţii câmpului 
magnetic: 

2
H

HAH0x maxex
0z ===⇒→                                                 (15.54) 

Intensitatea câmpului magnetic din interiorul conductorului se exprimă 
prin vectorul complex: 

( ) xj1maxex
z e

2
H

kHkH α+−==                                                            (15.55) 

Rezultă valoarea instantanee a intensităţii câmpului magnetic din interiorul 
conductorului: 

( ) { } ( )xtsineHeH2Imt,xH x
maxex

tj
z α−ω== α−ω                          (15.56) 

Din relaţia (15.56) se constată următoarele: 
• amplitudinea câmpului magnetic scade exponenţial cu distanţa x; 
• câmpul magnetic pătrunde în conductor cu viteza: 

σμ
ω

=
σωμ

ω=
α
ω

==
22

t
xv                                                          (15.57) 

La suprafaţa blocului conductor, 
componenta tangenţială a intensităţii 
câmpului magnetic H  se conservă. 
Pentru x = 0, se obţine: 

2
H

kH maxex
0 =                 (15.51) 

În interiorul blocului intensitatea 
câmpului magnetic satisface ecuaţia 
difuziei, a doua ecuaţie din relaţiile 
(15.44), care în coordonate carteziene 
se scrie astfel: 
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şi are lungimea de undă: 

α
π

=
ω
π

==λ
22vTv                                                                           (15.58) 

Densitatea de curent se obţine din ecuaţia lui Maxwell, JHrot = ; 

calculând rotorul vecorului complex H  rezultă că singura componentă nenulă a 
densităţii de curent este dirijată după axa 0y, având imaginea în complex: 

( ) ( ) ( ) ⎟
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⎝
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α−α+− α=α+=
∂
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xJ   (15.59) 

Valoarea instantanee a densităţii de curent este dată de relaţia: 
( ) ( )4/xtsine2Ht,xJ x

maxexy π+α−ωα= α−                                 (15.60) 
Se observă că densitatea de curent este defazată cu π/4 înaintea intensităţii 

câmpului magnetic. 
Intensitatea câmpului electric în interiorul conductorului rezultă din relaţia: 

( )
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ α−
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α−

σ
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=
σ

=
σ

=
x

4
j

x
maxexy eeHjxJ1jJ1E                     (15.61) 

Se observă că intensitatea câmpului electric are componentă nenulă numai 
după axa 0y. Valoarea instantanee a intensităţii câmpului electric este dată de 
relaţia: 

( ) ( )4/xtsine2Ht,xE x
maxexy π+α−ω

σ
α

= α−                                 (15.62) 

şi este defazată cu π/4 înaintea intensităţii câmpului magnetic. 
Puterea complexă transmisă de câmpul magnetic exterior prin unitatea de 

suprafaţă a blocului conductor este dată de vectorul complex al lui Poynting: 

( ) ( ) ⇒×
σ
α

=×= α+
π

α+− xj1maxex4
jxj1

maxex
*

e
2

H
keeHjHES  

( )j1H
2
iS 2

maxex +
σ
α

=                                                                           (15.63) 

Vectorul lui Poynting este orientat perpendicular pe suprafaţa conduc-
torului, dinspre dielectric spre conductor. Părţile reală şi respectiv imaginară, 
reprezintă puterea activă, respectiv reactivă ale puterii absorbite pe unitatea de 
suprafaţă: 

{ } { } 2
maxex

2
maxex H

2
SImQ;H

2
SReP

σ
α

==
σ
α

==                             (15.64) 

Câmpurile electric, magnetic şi densitatea de curent au valori importante 
numai în vecinătatea suprafeţei conductorului, valorile lor efective scăzând 
exponenţial cu depărtarea de la suprafaţa conductorului. Astfel, densitatea de 
curent va avea valoarea efectivă: 
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( ) x
maxexyef eHxtJ α−α=                                                                       (15.64) 

Logaritmând relaţia (15.64) se obţine expresia: 

( )xJ
H

ln1x
yef

maxexα
α

=                                                                               (15.65) 

Adâncimea de pătrundere a câmpului electromagnetic în semispaţiul 
conductor se defineşte ca fiind distanţa pentru care amplitudinea densităţii de 
curent este atenuată cu 1 neper, rezultând expresia:  

π
λ

=
σμπ

=
σμω

=
α

=δ
2f

121                                                       (15.66) 

Adâncimea de pătrundere reprezintă distanţa δ de la suprafaţa semi-
spaţiului conductor pe care ar trebui repartizat uniform curentul total, pentru ca 
pierderile de putere activă să fie egale cu cele din cazul repartiţiei reale 
neuniforma a curentului. 

Din relaţia (15.66) se constată că adâncimea de pătrundere este o constantă 
de material (depinde de conductivitatea şi de permeabilitatea materialului) şi că 
aceasta este invers proporţională cu rădăcina pătrată a frecvenţei. 

 
Curenţii turbionari. Încălzirea prin inducţie electromagnetică 
Curenţii induşi într-un conductor masiv de un câmp magnetic variabil în 

timp sunt numiţi curenţi turbionari sau curenţi Foucault. În miezurile magnetice 
ale maşinilor, transformatoarelor şi aparatelor de curent alternativ, se induc 
curenţi turbionari care determină pierderi suplimentare de putere activă prin 
efect Joule-Lenz. Puterea dezvoltată de curenţii turbionari se poate utiliza 
pentru a încălzi sau topi anumite piese conductoare. Pe existenţa forţelor pe 
care câmpul electromagnetic le exercită asupra conductoarelor parcurse de 
curenţi turbionari, se bazează funcţionarea frânelor şi ambreajelor electro-
magnetice. 

În cazul unui miez feromagnetic realizat din tole, pierderile specifice (pe 
unitatea de volum) de putere activă prin curenţi turbionari sunt date de relaţia 
următoare [ ]: 

]m/W[gBf
6

p 322
max

2
2

σ
π

=                                                           (15.67) 

unde g reprezintă grosimea unei tole. Se observă că pierderile de putere activă 
sunt proporţionale cu pătratul frecvenţei fluxului magnetic variabil, cu pătratul 
inducţiei magnetice maxime în tolă, cu pătratul grosimii tolei şi invers 
proporţionale cu rezistivitatea tolei (ρ = 1/σ). 

 
Efectul pelicular 
În cazul în care un conductor cilindric rectiliniu este parcurs de un curent 

variabil, acesta nu se repartizează uniform în secţiunea conductorului ca în 
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cazul regimului staţionar (curent continuu). În regim variabil are loc o 
“refulare” a curentului spre periferia conductorului, astfel încât, densitatea de 
curent va avea valori mai mari spre periferia conductorului. Acest fenomen se 
numeşte efect pelicular sau efect skin. 

În curent continuu adâncimea de pătrundere a câmpului electromagnetic 
este infinită (curentul se repartizează uniform în secţiunea conductorului) fiind 
dată de relaţia (15.66). 

La frecvenţe joase, pătrunderea câmpului electromagnetic în conductor este 
incompletă, densitatea de curent fiind mai mare spre periferia conductorului. 
Acest fenomen reprezintă efectul pelicular slab, în care se neglijează câmpul 
magnetic suplimentar al curenţilor induşi. La frecvenţe înalte, adâncimea de 
pătrundere este mică faţă de raza conductorului, câmpul electromagnetic 
pătrunzând numai într-un strat superficial. Acesta este efectul pelicular net. 
Curenţii induşi de câmpul magnetic, variabil în interiorul conductorului, se 
opun variaţiei câmpului magnetic, având drept efect reducerea densităţii de 
curent din axa conductorului şi majorarea densităţii de curent spre periferia 
conductorului. 

Deoarece intensitatea câmpului magnetic este mai mare spre periferie, 
fenomenul este mai accentuat la periferia conductorului. 

 
Efectul de buclă 
Într-o spiră groasă curentul sinusoidal în timp se repartizează cu densitate 

mai mare pe suprafaţa interioară şi cu densitate mai redusă pe suprafaţa 
exterioară (fig. 15.8).  

                                                   
 

                                                          Fig. 15.8 Efectul de buclă 
 

                                                      obţine o îmbunătăţire a condiţiilor de 
transfer a energiei. 

 
Efectul Field 
Densitatea curentului electric dintr-un conductor situat într-o crestătură a 

unei maşini electrice este mai mare spre periferia miezului şi mai redusă spre 
capătul crestăturii. La o refulare netă, curentului din conductor se repartizează 
pe o fâşie de înălţime egală cu adâncimea de pătrundere, situată spre periferia 
miezului.  

Efectul de refulare a curentului spre periferia miezului se utilizează în 
dimensionarea maşinilor asincrone cu pornire automată. La pornire, când 
frecvenţa curentului este mare, secţiunea barei transversale de curent este 

Efectul de buclă se aplică la
instalaţiile de încălzire interioară prin
inducţie, în care conductorul care
urmează a fi încălzit este situat în 
interiorul bobinei inductoare. Deoa-
rece densitatea de curent este mai
mare  pe  faţa  încălzită  a  bobinei  se 
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redusă, rezistenţa barei este mare, iar pornirea este optimă (curent redus şi 
cuplu de pornire mare). Pe măsură ce rotorul se accelerează, frecvenţa 
curentului din bară scade, efectul de refulare a curentului fiind slab. 

  
Efectul de levitaţie electromagnetică 
Un corp magnetic aflat într-un câmp magnetostatic este supus unor acţiuni 

ponderomotoare şi nu poate fi menţinut într-o poziţie de echilibru stabil. În 
schimb, în câmp magnetic variabil în timp există o regiune din câmp în care 
rezultanta forţelor de interacţiune dintre curenţii turbionari şi câmpul conductor 
este egală cu forţa de gravitaţie. În acest fel, conductorul în stare de echilibru 
“pluteşte” în câmpul magnetic exterior. Acest fenomen se numeşte levitaţie 
electromagnetică şi este utilizat la încălzirea şi topirea materialelor 
electroconductoare, evitând contactul cu alte corpuri. 

 
Efectul de proximitate 
Dacă în vecinătatea unui conductor 1, parcurs de un curent variabil în timp, 

există un alt conductor 2 parcurs de un curent, câmpul magnetic al 
conductorului 2 modifică repartiţia densităţii de curent din conductorul 1. Acest 
fenomen se numeşte efect de proximitate.  
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