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Electrotehnica si masini electice

INTRODUCERE

1. OBIECT SI CONTINUT

Electrotehnica se ocupa cu studiul starilor si fenomenelor electrice,
magnetice si electromagnetice cu scopul utilizarii lor in tehnica.

Energia electromagneticd este forma de energie cea mai utilizatd in diferite
domenii prezentdnd o serie de avantaje in comparatie cu alte forme de energie
si anume:

e se obtine usor din alte forme de energie, producerea energiei electrice in
centrale electrice avand loc in conditii economice avantajoase;

e se transforma usor si cu randamente ridicate in alte forme de energie;

e se transmite usor, economic §i practice instantaneu la mari distante, fie
direct prin mediul inconjurator, fie dirijat prin linii electrice;

e se distribuie usor la un numar mare de consumatori de puteri diferite cu
ajutorul retelelor electrice, putind fi divizata si utilizata in parti oricat de
mici.

Centralele electrice producdtoare de energie sunt de mai multe tipuri:
termoelectrice, hidroelectrice, nucleare etc., constituind unitati puternice, cu
puteri de ordinul a sute si mii de magawatt, incadrate in sisteme energetice
unice, nationale sau internationale, permitand valorificarea avantajoasd a
surselor energetice naturale. Energia electricd este utilizata in toate sectoarele
de activitate in cele mai diverse moduri. O aplicatie directa a legilor si
fenomenelor fundamentale ale electrotehnicii este realizarea de echipamente
electrice, printre care, masinile electrice ocupd un loc deosebit de important.

Cursul elaborat se adreseaza studentilor de la Academia Fortelor Aeriene
“Henri Coanda”, precum si celor care vor sd inteleagd modul in care se
transmite energia electromagnetica, cum se pot calcula circuitele electrice, cum
functioneazd si care sunt caracteristicile transformatoarelor electrice,
amplificatoarelor magnetice, masinilor electrice rotative de current continuu si
current alternativ, traductoarelor electrice de pozitie.

Cursul este structurat in doud volume: Electrotehnicd (méarimi de stare ale
corpurilor si cdmpului electromagnetic; legi si teoreme ale teoriei macroscopice
a electromagnetismului; circuite electrice de current continuu; circuite electrice
in regim permanent sinusoidal; circuite electrice trifazate; circuite electrice
liniare 1n regim tranzitoriu; circuite electrice liniare In regim periodic
nesinusoidal; circuite electrice neliniare in regim variabil; cuadripoli; campul
electrostatic 1n vid si In corpuri; condensatori electrici; energie si forte in camp
electrostatic; cAmpuri electrocinetice; campul magnetic stationar in vid si In
corpuri; inductivitati si circuite magnetice; energie si forte in camp magnetic;
ecuatiile campului electromagnetic; metode generale de calcul a campurilor
electrice si magnetice) si Magsini electrice (transformatoare electrice; ampli-
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ficatoare magnetice; magina electricd asincrond, masina electricd sincrona,
magini electrice de current continuu; masini electrice speciale).

Legile si teoremele electrotehnicii au fost exprimate cu ajutorul unor
notiuni de matematici superioare, necesitand cunoasterea algebrei si analizei
vectoriale, a calculului diferential si integral.

Scopul acestui curs este cunoasterea elementelor fundamentale de
electrotehnica si a principiilor constructive si de functionare ale masinilor
electrice, cu aplicatii in tehnica militara.

2. SCURT ISTORIC

Primele cunostinte despre electricitate i magnetism dateaza din antichitate
cand Thales din Milet (sec. VI i.e.n.) a descoperit fenomenul electrizarii, iar
prima lucrare, care se refera la fenomenele electrizarii si magnetizarii, a aparut
in anul 1600 sub titlul “De magnete” si apartine fizicianului W. Gilbert.

in secolul al XVIII-lea Lomonosov si Franklin au efectuat studii asupra
electricitatii atmosferice. in 1785 Coulomb a determinat relatia fortelor de
interactiune dintre corpurile punctiforme Incarcate cu sarcini electrice precum
si dintre magnetii punctiformi. La sfarsitul secolului al XVIII-lea medical
Galvani si fizicianul Volta descoperd si construiesc pilele electrice. in 1819
Oersted descopera fortele exercitate de un conductor strabatut de current
electric asupra acului magnetic. iIm 1820 Ampére studiazi campul magnetic
produs de un solenoid si explica starea de magnetizare a corpurilor prin curenti
moleculari. In 1831 Faraday descopera fenomenul inductiei electromagnetice si
introduce conceptul de camp.

La baza teoriei circuitelor electrice stau lucrdrile lui Ohm (1827) si
Kirchhoff (1845). In 1873 Maxwell elaboreaza teoria macroscopica a campului
electromagnetic, expusa in lucrarea “Tratat despre electricitate §i magnetism”.
In perioada 1887...1889 Hertz confirmi experimental existenta undelor
electromagnetice. Lebedev pune in evidentd experimental presiunea luminii
(1900...1910).

In tara noastra primele lucrari in domeniul teoriei electromagnetice au
aparut la sfarsitul secolului al XVIIl-lea si sunt legate de activitatea
astronomului M. Hell (1720...1792), fost profesor la Universitatea Iezuita din
Clyj. Primele cunostinte sistematizate de electricitate la un nivel inalt, au fost
predate la noi in tara de cétre profesorul P. Poni (1841...1923) la Universitatea
din lasi, iar prima catedra de electricitate apare in anul 1889 la Universitatea
din Bucuresti si a fost condusa de profesorul D. Negreanu (1858...1908), autor
a numeroase lucrari din domeniul electricitatii i magnetismului.

Numerosi oameni de stiintd au adus contributii importante la studiul
teotetic si experimental al electrotehnicii. Se remarcid academicianul N.
Vasilescu-Karpen (1870...1964), primul in lume care a repudiat existenta si
utilizarea maselor magnetice la studiul magnetismului si a propus utilizarea
10
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curentilor purtatori de inaltd frecventd in telefonia la mare distantd. A. Maior
(1882...1964) a inventat un sistem de telefonie multipla prin curenti purtatori si
s-a preocupat de transmiterea energiei electrice cu ajutorul curentilor de inalta
frecventa. Academicianul C. I. Budeanu (1886...1959) a avut contributii
importante in studiul regimului deformat, a puterii reactive si a factorului de
putere din retelele electrice. 1. S. Gheorghiu (1885...1968) a adus contributii
originale in electrotehnica industriala, elaborand primul proiect de electrificare
a caii ferate Bucuresti-Brasov. Profesorul C. A. Parteni (1900...1956) a studiat
probleme ale comutatiei la masinile electrice de current continuu, a studiat
masina asincrond cu ajutorul teoriei cuadripolului electric. Academicianul R.
Rédulet (1904...1984) a avut contributii importante in teoria generala a
campului electromagnetic, in domeniul liniilor electrice lungi, in domeniul
sudurii electrice, in domeniul patrunderii cdmpului electromagnetic in conduc-
toarele masive din cuptoarele electrice de inductie; a intemeiat scoala
roméneasca de cercetare electrotehnica bazata pe teoria cdmpului. Ed. Nicolau
(n. 1992) a facut cercetari originale in domeniul relatiilor de reciprocitate in
electricitate, al antenelor si oscilatorilor electrici, al propagarii undelor
electromagnetice si al dispozitivelor cibernetice.

Cercetarile din domeniul electrotehnicii si-au gasit numeroase aplicatii in
tara noastrd. Prima uzina electricd a fost construitd in Bucuresti in anul 1882,
fiind construitd in anul 1884 o noud uzina electrica la Timisoara, destinata
iluminatului electric. in anul 1896 se introduce tractiunea electrica, fiind dat in
folosintd tramvaiul electric din Bucuresti, iar in anul 1897 se construiesc
primele linii de tramvai electric si la Briila, Iasi si Arad. In anul 1938 existau
aproape 600 de centrale electrice cu o putere totala instalatd de aproximativ
500MW, iar in 1965 puterea totald instalati era de 3500MW. In anul 1985
productia de energie electrica era de 121kWh, fiind realizata in hidrocentrale si
termocentrale. Prima centrald nucleara din tara noastra este cea de la Medgidia,
care a intrat partial In functiune in anul 1997, asigurand in final 40% din
necesarul de energie electrica al tarii. In ultima perioada de timp se fac cercetri
in vederea utilizarii surselor de energie neconventionale, pentru obtinerca
energiei electrice prin metode ecologice.

3. TEORII ALE FENOMENELOR ELECTROMAGNETICE

Studiul fenomenelor electromagnetice a fost influentat de doud mari
descoperiri din domeniul fizicii moderne si anume, teoria relativitatii si teoria
cuantelor. Dupa scara la care sunt studiate fenomenele electromagnetice se
disting teorii macroscopice §i teorii microscopice ale fenomenelor
electromagnetice, aplicarea unei teorii sau a alteia depinzand de problemele
care se studiaza.

Teoria actiunii la distantd. Se considera cé fortele si momentele se transmit
instantaneu prin spatiu, de la corpul ce actioneaza pana la corpul asupra caruia
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se exercitd actiunea, oricare ar fi distanta dintre corpuri. Aceasta teorie are la
bazd mecanica clasica ale cdrei baze au fost puse de Newton, legea atractiei
universale influentdnd cel mai mult cercetdrile in domeniul fenomenelor
electrice si magnetice. Teoria actiunii la distantd prezintd interes decat sub
aspect istoric, fiind infirmata experimental.

Teoria macroscopica clasica a electromagnetismului (Teoria lui Maxwell).
Teoria a fost initiatd de catre M. Faraday si elaborata in liniile ei principale de
catre J. C. Maxwell pentru corpuri in stare de repaus. Conform acestei teorii, se
considerd ca actiunile ponderomotoare electrice si magnetice se transmit din
aproape 1n aproape, prin spatiu si In timp, cu o vitezd foarte mare dar finita.
Dezvoltarea teoriei si pentru corpuri In miscare a fost realizatd de catre H.
Hertz in cadrul conceptiilor prerelativiste, vorbindu-se astfel de electrodinamica
corpurilor in miscare, respective de teoria macroscopica Maxwell-Hertz.

Teoria macroscopicd a fenomenelor electromagnetice se bazeaza pe teoria
actiunii prin contiguitate, un rol primordial revenindu-i cdmpului electromag-
netic, care sta la baza transmiterii din aproape 1n aproape, cu viteza foarte mare
insd finitad, a interactiunilor si starilor electromagnetice. Campul electro-
magnetic poate fi generat de corpurile care se gasesc In anumite stari sau poate
avea o existentd independentd, sub forma de unde electromagnetice. Cele doua
laturi componente ale campului electromagnetic sunt cAmpul electric si cAmpul
magnetic.

Teoria macroscopica relativistd a fenomenelor electromagnetice. Prezinta o
formulare mai generala a legilor si fenomenelor electromagnetice, astfel incat
acestea sd fie valabile si la viteze foarte mari ale corpurilor, comparabila cu
viteza de propagare a luminii in vid (viteze relativiste). Legile acestei teorii sunt
valabile 1n raport cu oricare system de referintd inertial, trecerea de la un sistem
de referinta la altul facandu-se pe baza transformarii Lorentz.

Teoria microscopica clasica a fenomenelor electromagnetice (Teoria elec-
tronilor). Aceastd teorie, ale carei baze au fost puse de Lorentz, pastreaza
conceptul de camp, dar 1n acelagi timp admite si o structurd discontinud a
corpurilor, recunoscandu-se si caracterul discontinuu al sarcinii electrice. Pe
baza acestei teorii pot fi interpretate microscopic unele proprietati electrice si
magnetice ale corpurilor, care nu pot fi explicate in cadrul teoriei macroscopice.
In aceasti teorie electronul ocupi o pozitie centrala, determinand prin miscarea
sa o serie de fenomene electrice si magnetice. Teoria electronilor a primit o
formulare mai generala in cadrul teoriei relativitatii restranse, vorbindu-se
astfel de teoria microscopica relativista.

Teoria cuanticid. Aceastd teorie se bazeaza pe macanica cuanticd si
ondulatorie. In cadrul teoriei cuantice, electronul, pe linga masa si sarcina
electrica elementara, mai posedd un moment cinetic propriu denumit spin si
corespunzator, un moment magnetic de spin. Constituirea electrodinamicii
cuantice, care are ca problemd principald cuantificarea campului electromag-
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netic, reprezintd o etapa importantd in dezvoltarea fenomenelor electromag-
netice la scard microscopicd. Cuantele cdmpului electromagnetic sunt fotonii,
iar electronii §i pozitronii sunt cuantele unui camp, denumit camp electro-
pozitronic. Problemele din acest curs sunt prezentate in cadrul teoriei clasice a
lui Maxwell-Hertz, facandu-se si unele referiri la scard microscopica pentru o
mai buna intelegere a diferitelor fenomene.

4. MARIMI FIZICE. LEGI SI TEOREME

Marimile fizice sunt utilizate in studiul fenomenelor fizice si corespund
unor proprietati fizice care pot fi caracterizate cantitativ. O marime fizica este
complet determinatd cand se cunosc: unitatea sa de masurd, procedeul de
masurare si valoarea sa ca rezultat al masurarii. Din punct de vedere al modului
cum marimile fizice se introduc intr-o teorie, acestea se impart in:

e marimi primitive, care se introduc direct pe cale experimentala, indicandu-
se concret unitatea de masura si procedeul de masurare;

e marimi derivate, care se pot defini cu ajutorul marimilor primitive sau a
altor marimi cunoscute.

in afara marimilor primitive din alte domenii (lungime, masa, timp,
temperatura etc.), in studiul fenomenelor electromagnetice se utilizeaza o serie
de marimi primitive specifice. Starea electromagneticd a corpurilor se carac-
terizeaza cu urmatoarele marimi primitive: sarcina electrica, q; momentul

electric, p densitatea curentului electric de conductie, J ; momentul magnetic,

m . Starea locali a campului electromagnetic se caracterizeaza macroscopic cu
ajutorul urmatoarelor marimi vectoriale: intensitatea campulul electric, E
inductia electrica, D intensitatea cAmpului magnetic, H ; inductia magnetlca

B din care, ca marimi primitive se poate alege perechea E si B. In afara
marlmllor mentionate mai sus, in studiul fenomenelor electromagnetice se
utilizeaza si marimi derivate (fluxul electric, tensiunea electrica, fluxul
magnetic, capacitatea electrica, rezistenta electricd, inductivitatea etc.).

Intre marimile fizice ale unui domeniu de cercetare se pot stabili anumite
dependente, respective relatii de legaturd. Legile sunt relatiile care redau cele
mai generale cunostinte despre fenomenele unui domeniu de cercetare si care
nu pot fi deduse pe cale logica in cadrul domeniului de studiu, din alte relatii.
Teoremele sunt relatiile care se deduc din legile domeniului de cercetare prin
analiza logica. Legile teoriei macroscopice se impart in legi generale si legi de
material. Legile de material au In expresia lor anumiti factori specifici
diverselor materiale, factori numiti parametri de material.

Studiul fenomenelor electromagnetice se face in urmatoarea succesiune:

e se introduc marimile primitive si principalele marimi derivate;
e seexpun legile si teoremele aferente acestor fenomene;
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e se verificd practice consecintele legilor si teoremelor expuse, in limitele
aproximatiei datd de teoria adoptata.

5. REGIMURILE FENOMENELOR ELECTROMAGNETICE

In teoria macroscopicid a fenomenelor electromagnetice se disting dupa
modul de variatie in timp a marimilor primitive sau derivate care intervin
urmatoarele regimuri: regimul static, regimul stationar, regimul cvasistationar
si regimul nestationar sau variabil al fenomenelor electromagnetice.

Regimul static este un caz particular al regimului stationar si se
caracterizeaza prin urmatoarele: marimile fizice nu variaza in timp; mediile
conductoare din sistemele respective nu sunt parcurse de curenti electrici; nu au
loc transformari de energie; stare de imobilitate relativa a corpurilor. Exista un
regim static pentru campul electric numit regim electrostatic §i un regim static
pentru campul magnetic, produs de magneti permanenti, numit regim magne-
tostatic. Regimul stationar presupune toate marimile constante in timp, dar cu
posibilitatea transformarii energiei campului electric §i magnetic in alte forme

de energie (mediile conductoare sunt parcurse de curenti electrici, J # 0).

Regimul cvasistationar se caracterizeaza prin variatii suficient de lente ale
marimilor fizice In raport cu timpul pentru a putea neglija la producerea
campului magnetic, respectiv in legea circuitului magnetic, densitatea
curentului de deplasare 1n raport cu densitatea curentului de conductie.

Regimul nestationar sau variabil se caracterizeaza prin variatia rapida in
timp a marimilor electrice si magnetice. In acest caz, densitatea curentului de
deplasare nu se mai poate neglija, iar variatiile sunt suficient de rapide pentru
aparitia undelor electromagnetice, care se propaga in mediul inconjurator.

Se pot distinge prin urmare, urmatoarele tipuri de campuri, in ordinea
crescatoare a gradului lor de generalitate: cdmpuri statice, cAmpuri stationare,
campuri cvasistationare si cAmpuri nestationare.

Intr-un regim nestationar exista o interdependent intre marimile de stare
ale campului electric §i cAmpului magnetic variabile in timp. Astfel, variatiei In
timp a campului magnetic 1i corespunde un camp electric §i reciproc, variatiei
in timp a cadmpului electric 1i corespunde un camp magnetic.

in cazul regimurilor statice, datoriti absentei curentilor de conductie,
dispare legatura dintre campul electric si campul magnetic, cele doud campuri
fiind complet independente si putand fi studiate separate.

in teoria circuitelor electrice se utilizeaza in mod curent si notiunile de
regim permanent $i regim tranzitoriu, care corespund unui alt criteriu de
clasificare ce are in vedere modificarea formei de variatie in timp a marimilor
fizice. Se poate vorbi de regimuri permanete atat la circuite in regim stationar,
cat si la circuite in regim variabil. Regimurile tranzitorii presupun intotdeauna
regimuri variabile si anume, regimuri de scurtd durata.
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1. MARIMI DE STARE ALE CORPURILOR SI
CAMPULUI ELECTROMAGNETIC

Campul electromagnetic este un sistem fizic diferit de corpuri, care poate
exista atat in interiorul corpurilor cat si 1n vid si care sta la baza transmiterii din
aproape in aproape, cu viteza foarte mare dar finita, a starilor si interactiunilor
electromagnetice.

1.1. STAREA DE iNCARCARE ELECTRICA A CORPURILOR

Starea de electrizare a corpurilor este acea stare in care acestea sunt
capabile sa exercite actiuni ponderomotoare de naturd electricad asupra altor
corpuri. Corpurile se pot electriza prin frecare, prin contact cu corpurile
electrizate, prin influentd electrostatica, prin iradiere cu radiatii Roentgen sau
ultraviolete, prin incélzire (efect piroelectric), prin deformare (efect piezo-
electric), prin efecte chimice, prin efecte fotoelectrice etc. Electrizarea se
explica microscopic printr-un surplus sau un minim de electroni.

Starea de electrizare poate fi:

e stare de Incdrcare cu sarcina electrica;

e  stare de polarizare.

Starea de incircare electricia este acea stare de electrizare care este
complet caracterizata prin sarcina electrica . Aceastd stare poate fi pusid in
evidentd prin experiente simple. Astfel, daca se freacd un baton de sticla cu o
bucati de matase si apoi se separa cele doua corpuri, se constata ca atat intre ele
cat si asupra corpurilor usoare din apropiere, se exercitd forte si cupluri care nu
existau inainte. Se poate spune ca cele doud corpuri s-au incdrcat cu sarcini
electrice. Astfel, matasea s-a incarcat cu sarcina electrica negativa, ca urmare a
trecerii electronilor de pe baston pe ea, iar bastonul rdmane incércat cu sarcind
electrica pozitiva, ca urmare a plecarii electronilor.

Sarcina electrica q este marimea primitiva scalard de stare a corpurilor,
care caracterizeaza la scard macroscopica starea de electrizare a acestora, fiind
independenta de pozitia si orientarea lor. Sarcina electricad negativa elementara
apartine electronului si are valoarea, q, = -1,602-107"°C. Protonul din nucleu
contine sarcina electricd pozitiva elementara, egald ca valoare cu sarcina
electronului. Unitatea de masura a sarcinii electrice este Coulombul (C).

Sarcina electrica are urmatoarele proprietati:

e este o marime scalara algebrica, putand fi pozitiva sau ngativa;

e la scard macroscopica sarcina electricd este cuantificata, valoarea sa fiind
un multiplu al sarcinii electronului;

e sarcina electricd se conserva: Intr-un sistem izolat de corpuri electrizate
suma algebrica a sarcinilor repartizate in diferite puncte ale sistemului este
constanta.
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Pentru caracterizarea locala a starii de electrizare a corpurilor s-au definit
densitatile de sarcind electrica.

Densitatea de volum p, a sarcinii electrice, corespunzitoare situatiei
cand sarcina unui corp este repatizata in volumul sau, se defineste prin relatia:

. Aq dq | C
= 1 _—— | — 1.1
Pe= 5 AV 4V {m3 } (D

unde Aq este sarcina electrica cuprinsa in volumul AV.

Densitea de suprafati p, a sarcinii electrice, corespunzatoare unei repar-
titii a sarcinii electrice pe suprafate subtiri sau pe corpuri electroconductoare, se
defineste prin relatia:

... Aq dq | C
P = lim s ds [—} (2

m
unde Aq este sarcina electrica distribuita pe suprafata AS.

Densitea de linie p, a sarcinii electrice, corespunzatoare unei repartitii a
sarcinii electrice pe fire electroconductoare subtiri, se defineste prin relatia:

. Aq_ﬂ g
Pl A T {m} (13

unde Aq este sarcina electrica distribuita pe suprafata Al

Domeniile AV, AS si Al considerate in relatiile de mai sus sunt suficient de
mici pentru ca marimile macroscopice sa aiba o variatie neglijabila in cuprinsul
lor.

Sarcina electricd poate fi situatd si pe corpuri ale caror dimensiuni
geometrice sunt neglijabile in raport cu distantele ce le separd. Aceste corpuri
se numesc corpuri punctiforme, iar sarcinile electrice respective se numesc
sarcini electrice punctiforme.

Sarcina electrica dintr-un domeniu finit tridimensional, care contine o
repartitiec de volum a sarcinii in volumul V, o repartitie de suprafatd pe
suprafata S, o repartitie de linie pe curba C si respectiv, o repartitie pe n corpuri
punctiforme, se calculeaza cu relatia:

q:”jpvdV+”pst+Jpldl+Zn:qi (1.4)
v S C i=1

Un corp se gaseste 1n stare neutrd dacd suma algebrica a sarcinilor pe care
le poseda este egala cu zero.

1.2. CAMPUL ELECTRIC

Campul electric este un sistem fizic diferit de corpuri, care exercita direct
actiuni ponderomotoare asupra unor corpuri electrizate situate in regiunea din
spatiu unde el existd. Campul electric poate fi recunoscut si explorat cu ajutorul
corpului de proba electrizat, care indeplineste urmatoarele conditii:
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e este izolat perfect fata de alte corpuri;

e sarcina electricd cu care este incarcat este foarte micad pentru a nu modifica
campul electric 1n care este introdus;

e dimensiunea sa este foarte mica (corp punctiform) pentru a se putea studia
local campul electric in care este introdus.

Cauzele care produc campul electric sunt sarcinile electrice ale corpurilor
si campul magnetic variabil in timp. Campul electric produs de sarcini electrice
se mai numeste si camp electric coulombian. Campul electrostatic este una din
starile limitd ale campului electromagnetic, determinatd de sarcini electrice
invariabile in timp, situate pe corpuri in repaus.

Pentru caracterizarea campului electrostatic in vid, se introduce o marime
vectoriald primitivd, numitd intensitatea cAmpului electric in vid in regim
electrostatic, E,. S-a constatat experimental ca forta F care se exercitd asupra
unui corp de proba Incarcat cu sarcina electrica q si situat intr-un camp electric,
depinde de sarcina electricd a corpului si de o marime care caracterizeaza
campul electric In punctul in care s-a introdus corpul de proba. Acea marime

s-a numit intensitatea cAmpului electric, iar forta F este data de relatia:
F = q N Eo (1 .5)
care exprima matematic procesul de interactiune dintre campul electric si

corpurile punctiforme electrizate, reprezentand legea actiunii ponderomotoare
in cAmpul electrostatic asupra corpurilor punctiforme.

Inductia electrici D este o méirime fizicd vectoriald, care impreund cu
intensitatea campului electric caracterizeaza starea locald campului electric.
Atunci cand campul electric este situat In vid, unde nu apare fenomenul de
polarizare electrica, inductia electrica se exprima astfel:

D, =¢, Eo (1.6)

unde g, este o constantd universald numitd permitivitatea vidului si avand
valoarea:

€, = ;9 L 1.7)

47-9-10° m

Unitatea de masurda pentru intensitatea campului electric este Voltul pe
metru (V/m), iar unitatea de masurd pentru inductia electrica este Coulombul
pe metru pitrat (C/m?).

Pentru a caracteriza in mod similar campul electric in corpurile polarizate,
ar trebui practicatd, in jurul unui punct din corp, o cavitate vida, suficient de
micd pentru a nu perturba campul din domeniul exterior cavitatii. in cavitate se
poate masura o forta electrica, exercitatd asupra unui corp de proba electrizat.

Daca se noteazd cu E, intensitatea campului electric intr-un punct al
corpului Tnainte practicdrii cavitatii (cdmp electric datorat sarcinilor electrice
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adevirate si de polarizatie) si cu Epcav , intensitatea cadmpului electric datorat
sarcinilor de polarizatie aparute prin practicarea cavitatii, atunci intensitatea
campului electric in vidul cavitatii Eew va fi dati de relatia:

Eecav = E + Epeav (1.8)

Liniile ciAmpului electric sunt acele linii fictive din spatiu la care vectorul
intensitatea cAmpului electric este permanent tangent. Sensul liniilor campului
electric este acelasi cu sensul intensitatii cAmpuluin electric. Liniile de camp
electric sunt linii deschise, incepand din punctele unde sunt situate sarcini
electrice pozitive si sfarsindu-se in punctele unde sunt situate sarcini electrice
negative. Un astfel de cdmp se numeste cdmp potential.

Reprezentand totalitatea liniilor de cdmp electric dintr-un plan se obtine
spectrul liniilor de cAmp electric. In figura 1.1 sunt prezentate spectrele liniilor
de camp electric produs de o sarcind electrica punctiforma si respectiv, de doua
sarcini electrice punctiforme vecine.

i)
Fig. 1.1 Spectrele liniilor cdmpului electric produs de:a) o sarcind punctiforma
pozitivd, b) o sarcind punctiformd negativd,; c) doud sarcini punctiforme de
semne contrare; d) doud sarcini punctiforme de acelasi semn

Tubul de camp electric este constituit din totalitatea liniilor de camp
electric cuprinse in interiorul unei suprafete ce se sprijind pe un contur inchis si
are 0 anumitd sectiune transversala AS.

Ecuatia diferentiald a liniilor de camp electric se obtine tindnd cont de

faptul ca vectorii E si dl sunt coliniari, ceea ce Inseamna ca produsul lor

vectorial este nul. Vectorul d1 se numeste element de linie, are sensul lui E,
fiind un mic vector tangent la linia cAmpului electric. in coordonate carteziene
vectorii E si dl au expresiile:

E=i-E +j-E, +k-E,; dl=il +j1 +k-l, (1.9)
iar produsul vectorial dintre E si dl devine:
]k
Exdl=|E, E, E,|=0 (1.10)
dx dy dz
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Calculand determinantul si tindnd cont de faptul ca un vector este nul cand
toate componentele sale dupa cele trei axe sunt nule, se obtine ecuatia
diferentiald a liniilor campului electric:

dx dy dz
E, E, E

X y z

(1.11)

1.3. CAMPUL ELECTRIC IMPRIMAT

Intensitatea campului electric imprimat Ei nu este un camp electric
propriu-zis ci o marime echivalentd cu ajutorul careia se exprima fortele de
naturd neelectricd care actioneaza asupra particulelor electrizate. CaAmpurile
imprimate pot fi localizate intr-un intreg domeniu (cdmpuri imprimate de
volum) sau numai pe anumite suprafete de discontinuitate (cAmpuri imprimate
pe interfete sau de contact).

Campuri electrice imprimate de acceleratie

Aceste campuri electrice imprimate apar in conductoarele accelerate, ca de
exemplu intr-un disc metalic initial neincdrcat cu sarcind electricd, care se
roteste in jurul axei sale. Electronii liberi din metal sunt supusi unor forte
centrifuge radiale si ca urmare se vor deplasa spre marginea discului, astfel ca,
la periferia discului se separd sarcina electrica negativa, iar in centrul discului
se separa sarcina electrica pozitiva.

Procesul de separare a sarcinilor electrice are loc pand la stabilirea
echilibrului electrostatic, cand forta electrica datoratd campului electric

coulombian Ec, produs prin separarea sarcinilor din disc, compenseaza
actiunea fortei centrifuge:

F =Fa + Foe =ch +qu :q(Ec +Ei) = Ec+Ei =0 (1.12)

unde E; este intensitatea cAmpului electric imprimat.

Din momentul in care electronii se pun in miscare si pana in momentul
stabilirii echilibrului electrostatic, apare in disc o stare electrocineticad
caracterizatd printr-o deplasare de scurtd duratd a electronilor, deplasare
datoratd campului electric imprimat de acceleratie.

Campuri electrice imprimate de volum termolelectrice

Aceste campuri electrice imprimate apar ca urmare a unei Incalziri
neuniforme a unui conductor metalic. Datoritd diferentei de temperatura (a
agitatiei termice diferite), electronii vor difuza din zona de agitatie temica mai
mare (temperaturd mai ridicatd) in zona cu agitatie termicd mai scdzutd
(temperatura mai scazutd). Regiunea cu temperaturd mai ridicatd se va incarca
pozitiv, iar regiunea cu temperaturd mai scazuta se va incarca negativ (efectul
Thomson).
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Campuri electrice imprimate de contact voltaice

Aceste campuri electrice imprimate apar pe suprafata de contac a doud
metale care se gasesc la aceeasi temperaturd §i nu sunt supuse actiunii vreunui
agent extern. Campul electric imprimat de contact este pus in evidentd prin
aparitia unei diferente de potential (V; — V,) intre cele doud conductoare.
Aceasta diferentd de potential se explica prin faptul cd in stratul de neomoge-
nitate, fortele datorate agitatiei termice ce se exercitd asupra electronilor din
acest strat, nu se compenseaza §i apare o deplasare a electronilor din zona mai
densa in zona mai putin densa.

in stratul de contact al celor doud conductoare se stabileste o diferentd de
potential egala si de semn contrar cu t.e.m. imprimata de contact.

Campuri electrice imprimate de contact termoelectrice

Se considerd un circuit conductor inchis, format din doud conductoare
electrice din materiale diferite (fig. 1.2) sudate la mbele capete. Daca se supun
cele doud suduri la temperaturi diferite (T, > Tg), In circuit apare un curent
electric (efect Seebeck).

[

Fig. 1.2 Campul electric imprimat termoelectric Fig. 1.3 Schema unui termocuplu

Pe principiul campurilor imprimate termoelectrice se construiesc
termocuplurile intrebuintate pentru determinarea diferentei de temperatura, prin
masurarea tensiunii care apare intre cele doud capate ale metalelor diferite
nesudate intre ele, cu ajutorul unui milivoltmetru magnetoelectric de curent
continuu (fig. 1.3).

Campuri electrice imprimate de contact galvanice

Aceste campuri imprimate apar la contactul dintre un metal si un electrolit,
ca urmare a diferentei care existd intre presiunea de dizolvare a metalului in
electrolit §i presiunea osmotica (de depunere) a ionilor din electrolit pe metal.

La introducerea unei bare de cupru intr-o solutie de sulfat de cupru,
presiunea osmoticd este mai mare decat presiunea de dizolvare si ca urmare
ionii de cupru se depun pe bara de cupru, aceasta incarcandu-se pozitiv, iar
solutia negativ. Campul electic imprimat va avea sensul spre metal, iar cimpul
electric coulombian spre solutie. T.e.m. care apar intre metale (electrozi) si
solutie se numesc tensiuni de electrod, acestea masurdndu-se in raport cu un
electrod de referinta, al carui potential de electrod se considera nul.
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Campuri electrice imprimate fotovoltaice

Aceste campuri electrice imprimate apar pe suprafata de separatie dintre un
metal §i un semiconductor, la iluminarea acestei suprafete. Energia fotonilor
incidenti este transmisa electronilor. Stratul de separatie are proprietiti de
conductibilitate unidirectionala §i ca urmare electronii vor trece mai usor intr-
un sens decat 1n celdlalt. Aceasta asimetrie este echivalenta existentei unor forte
neelectrice medii necompensate in cele doud sensuri, adicd a unui camp electric
imprimat. Pe baza acestui fenomen sunt realizate fotoelementele utilizate ca
surse de energie electrica.

1.4. STAREA DE POLARIZATIE ELECTRICA

Exista corpuri neincarcate electric (neutre din punct de vedere electric),
care intr-un camp electric exterior sunt supuse unor actiuni ponderomotoare si
produc camp electric. Aceste corpuri sunt polarizate electric, iar starea lor se
numeste stare de polarizatie electrica.

Stare de polarizatie poate fi obtinutd prin deformare mecanicd (piezo-
electricitate), incalzire (piroelectricitate), topire si solidificare intr-un camp
electric intens (electreti), fie prin simpla introducere a corpurilor intr-un camp
electric. Corpurile din prima categorie prezinti o polarizatie permanenta
(cristale de cuart, sare Seignette, turmalind, electreti - rasini, plexiglas), iar cele
din a doua categorie se afld intr-o stare de polarizate temporara (se mentine atat
timp cat corpurile se afld intr-un camp electric exterior, produs de alte corpuri).

in materialele dielectrice, sub actiunea unui cAmp electric exterior,
sarcinile electrice pozitive si negative, legate si neseparabile ale atomilor si
moleculelor, se deplaseaza in mod elastic, cele pozitive in sensul campului
exterior, iar cele negative in sens contrar, atomul sau molecula fiind transfor-
matd intr-un dipol electric elementar. Prin dipol electric se intelege un sistem
de sarcini electrice egale si de semne contrare (+q i —q) si situate la o distanta

Al foarte mica (fig. 1.4).

Dipolul electric se caracterizeza printr-o T4 F=qE
marime vectorilald numitd moment electric, p,: /p:/

py=9q-Al (1.13) F=—qﬁ/ﬂi B
unde vectorul Al este orientat de la sarcina _“f{

negativa la sarcina pozitiva.

Exista dielectrici cu molecule polare (HCI,
H,0,NQO,), ale caror molecule se prezintda sub
forma unor dipoli electrici elementari orientati in toate directiile, in mod
dezordonat. Prin introducerea acestora intr-un camp electric, moleculele polare
se orienteaza dupa directia campului electric (fig. 1.4). Exista dielectrici cu
molecule nepolare (O,, N, H,, Ge, Si) la care dipolii elementari apar numai prin
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deformarea atomilor cand acestia sunt introdusi intr-un camp electric.
Fenomenul de orientare a dipolilor electrici elementari dupd o anumiti
directie se numeste polarizare electrica.
Pentru caracterizarea stirii de polarizare a unui mic corp dielectric se

utilizeazd o marime fizicd vectoriald primitivda, numitd moment electric (p),
care intervine in relatiile:

- - - _ %
C=pxE,; F=grad|p-Eo (1.14)

unde: E, reprezinta intensitatea cdmpului electric in vid in punctul in care se
afla corpul; C - cuplul electric care actioneaza asupra corpului orientandu-1
dupd directia cAmpului electric; p - momentul electric; F - forta electrica care

se exerxitd asupra corpului introdus intr-un camp electric neuniform; sigeata
verticald indica marimea vectoriald asupra careia se aplicd gradientul.

In cazul in care corpul are atit polarizatie electrici permanentd cat si
polarizatie temporard, momentul electric are expresia:

p=p, +p, (1.15)
unde: I_)p reprezintd momentul electric permanent, iar I_)t - momentul electric

temporar. Unitatea de masura a momentului electric este Coulomb metru
(Cm).
Pentru caracterizarea locald a starii de polarizatie electrica se utilizeaza o

marime vectoriald derivatd, numitd polarizatie electrica (P ). Este definita ca
densitatea de volum a momentelor electrice si se calculeaza cu relatia:

Polim 2P _dp % (1.16)
AV-0AV  dV | m
unde: A];=;];i, reprezintd suma vectorialdi a momentelor electrice din
AV)

volumul AV al corpului considerat.
Ca si momentul electric, polarizatia electricd are doud componente:

P=P,+P (1.17)
Polarizatia permanenta l_’p depinde de factorii neelectrici, iar polarizatia

temporara P depinde de intensitatea locala a intensitatii campului electric.
1.5. STAREA ELECTROCINETICA

Electrocinetica studiaza starile electrice ale conductoarelor parcurse de
curenti electrici de conductie. In electrocinetica sunt prezentate marimile fizice
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care caracterizeazd starea electrocinetica, legile si fenomenele caracteristice

pentru regimul stationar cat i pentru regimul nestationar.

Trecerea curentului electric prin conductoare determind o stare specifica
acestora, denumita stare electrocinetica, caracterizata printr-o transformare a
energieie electromagnetice in alte forme de energie.

Starea electrocinetica poate fi pusa in evidentd printr-o serie de efecte, cele
mai importante fiind:

e cfecte calorice, evidentate prin cildura dezvoltatd la trecerea curentului
electric prin conductoare;

e cfecte electrochimice, care constau in reactiile chimice ce au loc la trecerea
curentului electric prin electroliti;

e efecte mecanice, care constau in interactiuni electrodinamice (forte si
momente exercitate intre conductoarele parcurse de curent) si in
interactiuni electromagnetice (forte si momente intre conductoarele
parcurse de curent si campul electromagnetic);

e efecte luminoase, care apar in becurile cu incandescenta sau incele cu
descarcari electrice 1n gaze;

e efecte magnetice, care apar in jurul conductoarelor parcurse de curent
electric;

e cfecte electrice, care apar la descarcarea unui condensator.

In stare electrocinetica, sarcinile eletrice se miscd ordonat cu o anumitid
viteza, aceasta insemnand ci intensitatea campului electric in metale si in
celelalte conductoare are o valoare diferita de zero, ceea ce constituie
deosebirea esentiald intre fenomenul electrostatic si fenomenul electrocinetic.

Legand capetele unui conductor metalic la bornele unei surse de tensiune,
intre care se mentine o diferentd de potential constanta (V; — V, = const.), In
interiorul conductorului apare un cdmp electric constant, vectorul intensitatii

campului electric, E, fiind orientat de la capatul cu potential mai mare, Vi,
spre capatul cu potential mai mic, V; (fig. 1.5).

Asupra unui electron liber din metal va F =9 F
- 7
actiona o forta electricd, F = qE , orientatd in sens W{ _
opus fatd de intensitatea campului -electric, E
deoarece sarcina electronului este negativd. Sub :
actiunea cestei forte, electronul se deplaseaza cu V1 V2

viteza v de la potentialul mai mic spre potentialul  Fig. 1.5 Conductor in stare
mai mare. electrocinetica

In timpul deplasarii electronilor apare o forta de frecare F. care se opune
miscarii, datorita ciocnirilor dintre electroni si ceilalti atomi. Starea electrocine-
tica este insotitd de dezvoltare de caldura, datoritd “frecarii” care are loc in
miscarea sarcinilor electrice.
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Curentul electric reprezintd o deplasare ordonatd a particulelor incarcate
cu sarcind electrica. Miscarea particulelor incércate electric se poate face in
interiorul corpurilor sau in vid. Curentul electric poate fi: curent electric de
conductie, curent electric de deplasare, curent electric de convectie etc.

Orice miscare ordonatd de sarcini electrice intr-un mediu conductor
determina curentul electric de conductie. Dupa natura purtatorilor de sarcini
electrice, ioni sau electroni, curentul de condcutie se numeste curent de
conductie ionic sau electronic, iar corpul respectiv va prezenta o conductie
ionica (electrolitii) sau electronica (metalele).

Proprietatea corpurilor de a “conduce” se numeste conductibilitate electrica
si se caracterizeaza local printr-un parametru de material, numit conductivitate
electrica.

Caracterizarea starii electrocinetice se face cu ajutoril intensititii curen-
tului electric de conductie i, care reprezintd suma algebricd a sarcinilor
electrice, Aq, ale particulelor microscopice libere care trec printr-o sectiune a
conductorului in unitatea de timp:

. .. Agq dq ‘.
i=lim—=" = q:jldt (1.18)
At—0 At dt 0

Intensitatea curentului electric de conductie este o marime scalard §i prin
definitie sensul pozitiv al curentului electric este sensul in care se deplaseaza
sarcinile electrice pozitive. Unitatea de masura a intensitatii curentului electric
este Amperul [A].

Daca sarcinile electrice se deplaseaza in conductor cu viteza constanta,
curentul electric I este constant in timp (curent continuu), ceea ce inseamna ca
aceeasi sectiune este strabatuta de cantitati egale de sarcini electrice la intervale
de timp egale:

=3 = gq=1t (1.19)

t
Pentru caracterizarea locala a starii electrocinetice s-a introdus o marime

fizica vectorialda numita densitatea curentului electric de conductie, J, definitd
astfel incat fluxul acestui vector printr-o sectiune S a conductorului sa fie egal
cu intensitatea curentului electric de conductie prin acea sectiune:

i :jjid§:”3£ds (1.20)

unde sensul elementului de suprafatd dS se stabileste cu regula burghiului
drept, dupd ce in prealabil a fost ales un sens de parcurgere a conturului
suprafetei S.

In cazul conductoarelor omogene rectilinii si filiforme, de sectiune
constantd S, strabatute de un curent electric continuu si uniform repartizat in
sectiune I, densitatea curentului de conductie se defineste astfel:
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IS
S
unde n este versorul normalei sectiunii transversale S a conductorului. Unita-
tea de masurd a densitatii de curent electric este Amperul pe metru patrat
[A/m?].

Liniile de curent sunt liniile tangente 1n fiecare punct la directia locala a
vectorului densitate de curent. Volumul limitat de suprafata tubulard formata
dintr-un ansamblu de linii de curent, care trecprintr-o curba inchisa, se numeste
tub de curent.

Curentul de deplasare printr-o suprafatd fixd S situatd intr-un camp
electric este determinat de viteza de variatie a fluxului electric prin suprafata
respectiva. Rezultd ca existd curent de deplasare numai cand campul electric
este variabil in timp.

Densitatea curentului de deplasare intr-un punct de pe suprafata S este
egald cu viteza de variatie a inductiei electrice in punctul respectiv:

7, =42 [A/m?] (1.22)
dt

Intensitatea curentului de deplasare printr-o suprafatd fixa S este
definitd ca fiind fluxul vectorului densitatea curentului de deplasare prin
suprafata respectiva:

ip, :ijED d§:jsj‘2—]t3d§ (1.23)

Curentul electric de convectie constd In miscarea sarcinilor electrice
datoritd migcarii macroscopice a iIntregului corp. astfel, prin deplasarea unui

J==Sn=IJn (1.21)

corp incércat cu sarcina electrici q, cu viteza v fatd de un sistem fix, apare o

deplasare ordonata a sarcinii electrice, deci un curent electric (fig. 1.6).
Intensitatea curentului de convectie se z

defineste cafiind limita raportului dintre suma

algebrici a sarcinilor electrice Aq care

traverseazd o suprafatd fixa S (prin miscarea

intregului corp) intr-un interval de timp de

duratd At, cand At tinde la zero si cind limita 0
exista:
. . Aqdq ot S
iy, =lim=L =L _ff1as  (1.24) .
S A0 At dt S
- . ) Fig. 1.6 Figura explicativa la
unde J, este vectorul densitate a curentului caleulul intensitdtii
electric de convectie definit prin relatia: curentului electric de convectie
Jo=p, v (1.25)
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in relatia (1.25) py reprezinti densitatea de volum a sarcinii electrice a
corpului care se migcd cu viteza v fata de sistemul fix.

1.6. CAMPUL MAGNETIC

In zona invecinatid corpurilor magnetizate sau in jurul conductoarelor
parcurse de curent existd o stare noud, denumiti cAmp magnetic, care se
manifesta prin forte si cupluri ce actioneaza asupra acestor conductoare
parcurse de curent sau asupra acestor corpuri magnetizate. in spatiul in care
existd un camp electric variabil In timp existd i un cdmp magnetic variabil in
timp si invers, existenta unui cdmp magnetic variabil in timp presupune
existenta unui camp electric variabil in timp. Cele doua campuri se
conditioneaza reciproc, costituind impreund cimpul electromagnetic.

Curentii determinati de miscarea ordonata a sarcinilor electrice, denumiti si
curenti liberi, produc atit in interiorul conductoarelor cat si in exteriorul lor
camp magnetic. Curentul de conductie continuu, care strabate un conductor in
repaus, produce un cdmp magnetic stationar. Curentii moleculari (curentii lui
Ampere) denumiti si curenti legati sunt caracteristici corpurilor magnetizate si
produc, la randul lor camp magnetic.

In concluzie, cAmpul magnetic este produs de curenti liberi si legati,
precum si de cdmpul electric variabil 1n timp.

Marimile vectoriale de stare locald ale cdmpului magnetic sunt: inductia
magneticd, B si intensitatea cAmpului magentic, H . Unitatea de masura a
inductiei magnetice este Tesla [T], iar unitatea de masurd a intensitatii
campului magnetic este Amper/metru [A/m].

Inductia cdmpului magnetic a fost pusd in evidenta exprimental, fiind o
marime primitivd. S-a constatat ca daca un mic corp electrizat, avand sarcina
electrica q, se misca cu viteza v in vid, in cdmp magnetic, atunci asupra sa se
exercitd o fortd perpendiculara pe directia de miscare (forta lui Lorentz) si
care este data de relatia:

F=qvxB, (1.26)

Marimea vectorialda B, , astfel introdusa in relatia (1.26), caracterizeaza campul
magnetic in punctul in care se afla micul corp electrizat §i poartd numele de
inductia magnetica in vid.

Daca corpul electrizat este introdus simultan atat intr-un cAmp magnetic cat
si intr-un camp electric de intensitate E,, forta care se va exercita asupra va fi
daté de relatia:

F=q(E. +vxB.) (1.27)
Considerand un element de conductor d1 , filiform, parcurs de un curent de

conductie cu intensitatea i, situat in vid, In cAmp magnetic, experienta aratd ca
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asupra sa se exercitd o fortd, numita forta Laplace, care este data de relatia
(legea actiunii ponderomotoare in cAmpul magnetic):

dF =idlx B, (1.28)
unde elementul de linie dl este luat in lungul conductorului, in sensul
curentului i.

Intensitatea cadmpului magnetic in vid H, B dF +E,
este o marime de stare derivatd a campului " -
magnetic si este definita prin relatia: i P ai !

) t)

— B,

o

(1.29)
Mo

unde p, este o constantd universald, numita per-
meabilitatea magnetica a vidului si are valoare:

u, =4rn-107 H/m (1.30)
unde H este Henry, unitatea de masura a inductivitatii.

Pentru explorarea campului magnetic in vid se utilizeaza un corp de proba
numit bucla de curent (o mica spira inchisa de aire S si parcursa de curentul i).

Fig. 1.7 Forta lui Lorentz (a)
si forta lui Laplace

Bucla de curent se caracterizeaza prin vectorul momentul buclei my , definit
astfel:

m, =iS=1Sn (1.31)
unde n este versorul normal la suprafata spirei, avand sensul dat prin regula
burghiului drept (sensul de inaintare a burghiului, dacad este rasucit in sensul
curentului i).

Prin introducerea buclei de curent Intr-un cdmp magnetic uniform, aflat in
vid, se constata ca asupra ei va actiona un cuplu, in raport cu centrul ei de masa,
care este proportional cu momentul buclei si cu inductia magnetica in vid, in
punctul in care se afla bucla de curent:

C=ms x B, (1.32)

Liniile campului magnetic sunt acele linii fictive din spatiu la care
vectorul inductie magnetica este permanent tangent, sensul liniei fiind acelasi

cu sensul lui B . Liniile de cdmp magnetic sunt linii inchise, ceea ce conferda un
caracter solenoidal cAmpului vectorilor inductiei magnetice.
Ecuatiile liniilor cdmpului magnetic se obtin tinand cont de faptul ca vecto-

rii B si dl sunt coliniari, ceea ce inseamna ca produsul lor vectorial este nul:
dIxB=0 (1.33)
fn coordonate carteziene vectorii B si dl au expresiile:
B=i-B +j-B +k-B,; dl=i-l +j-1 +k-, (1.34)
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iar produsul vectorial dintre B si dl devine:

ik
Bxdl=|B, B, B,|=0 (1.35)
dx dy dz

Calculand determinantul se obtine:

Bxdl=i(dyB, —dzB, )+ j(dzB, —dxB,)+k(dxB, —dyB, )=0 (1.36)
si tinand cont de faptul ca un vector este nul cand toate componentele sale dupa
cele trei axe sunt nule, se obtine ecuatia diferentiald a liniilor campului electric:

& _dy _dz (1.36)

B, B, B,

Liniile de cdmp magnetic se reprezintd astfel incat numarul lor pe unitatea
de suprafata transversald sd fie proportional cu modulul inductiei magnetice,
formand astfel spectrul cimpului magnetic (ansamblul liniilor de camp
magnetic dintr-un plan).

Specrtul campului magnetic, creat de un conductor rectiliniu, filiform si
foarte lung, strabatut de un curent electric I, este format din cercuri situate in
plane perpendiculare pe directia conductorului si avand centrul pe axa
conductorului (fig. 1.8 a). Sensul liniilor este dat de regula burghiului drept
sensul In care trebuie rotit burghiul pentru ca inaintarea lui sa fie in sensul
curentului).

Spectrul liniilor de cAmp magnetic, creat de o spira circulard, strabatuta de
un curent electric, este prezentat in figura 1.8 b. Liniile de cAmp magnetic sunt
situate in plane perpendiculare pe axul spirei trecand prin centrul ei.
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Fig. 1.8 Spectrul liniilor de camp magnetic produs de: un conductor infinit lung (a);
o spird circulara (b); un solenoid (c)

Spectrul liniilor de cdmp magnetic al unui solenoid strabatut de un curent
electric este prezentat in figura 1.8 c. Solenoidul este o bobind care se obtine
prin infagurarea unui conductor pe suprafata laterala a unui cilindru. Campul
magnetic din interiorul bobinei se poate considera omogen dacd lungimea
bobinei este mult mai mare decat diametrul ei. Sensul liniilor de cdmp magnetic
este dat de regula burghiului drept.
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Tubul de cAmp magnetic este constituit din totalitatea liniilor de camp
magnetic cuprinse in interiorul unei suprafete ce se sprijina pe un contur inchis
si are 0 anumita sectiune transversala AS.

1.7. STAREA DE MAGNETIZARE A CORPURILOR

Prin introducerea corpurilor intr-un cadmp magnetic, acestea trec intr-o
noud stare, numita stare de magnetizare, in care sunt supuse unor actiuni
ponderomotoare suplimentare fatd de cele conditionate de starea lor
electrocinetica sau de starea lor de miscare. Corpurile in stare de magnetizare
produc in jurul lor un cimp magnetic, care se manifestd prin exercitarea de
actiuni ponderomotoare asupra unor corpuri electrizate in migcare, asupra unor
conductoare parcurse de curenti electrici de conductie sau asupra altor corpuri
magnetizate.

In mod natural exista anumiti oxizi de fier, numiti magneti naturali, care au
proprietatea de a produce camp magnetic. Magnetii pot fi produsi in mod
artificial prin magnetizarea anumitor substante (otel, nichel, cobalt si aliajele
lor), numite materiale feromagnetice.

Starile de magnetizare ale corpurilor pot fi temporare (cand depind de
intensitatea campului magnetic exterior) sau permanente (cand nu depind de
intensitatea campului magnetic exterior). Experienta aratd ca magnetizatia
temporara este proportionald cu intensitatea cAmpului magnetic exterior.

Starea de magnetizare a unui corp mic se caracterizeaza printr-o marime

vectoriald de stare numitd moment magnetic m . Asupra acestui corp, aflat in
vid si introdus intr-un cdmp magnetic, vor actiona un cuplu C si o forta F,
date de relatiile:

- _

C=mxB,; F=gradim-B, (1.37)

Cuplul C care actioneazd asupra corpului are o valoare maxima atunci
cand momentul magnetic este perpendicular pe vectorul inductie magnetica,
micul corp tinzand sa se orienteze pe directia campului magnetic. Forta F se
exercitd numai in cdmpuri neuniforme si este indreptata spre regiunile de camp
intens.

Momentul magnetic m caracterizeazd complet starea de magnetizare a
corpurilor. Directia lui se numeste directia de magnetizare a corpului, iar

dreapta suport a vectorului m, orientatd in sensul acestuia se numeste axa de
magnetizare. Daca momentul magnetic se anuleaza in lipsa cdmpului manetic

exterior, se numeste moment magnetic temporar m:, iar dacd la anularea
campului magnetic mai ramane un moment magnetic, acesta se numeste
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moment magnetic permanent m,. in general, momentul magnetic m se
poate exprima cu relatia:
m=m,+m (1.38)
Pentru caracterizarea locald a starii de magnetizare a unui corp de dimen-
siuni mari se utilizeazd o marime vectoriala derivatd, numitd magnetizatie

(M). Este definitd ca densitatea de volum a momentelor magnetice si se
calculeaza cu relatia:

Mo ljp Am _dm | A (1.39)
A0 AV dV [ m
unde: Am=Y m; , reprezintd suma vectoriald a momentelor magnetice din
AV)

volumul AV al corpului considerat.
Ca si momentul magnetic, magnetizatia are doud componente:

M=M, +M: (1.40)

Dacé se cunoaste in fiecare punct magnetizatia unui corp de dimensiuni
mari, momentul sdu magnetic va fi:

m= deV (1.41)

Veorp

Unitatea de masurd a momentului magnetic este Amper metru pitrat
(Am?), iar a magnetizatiei este Amper/metru (A/m).

Magnetizatia corpurilor se poate explica prin miscarile electronilor din
cadrul unui atom sau al unei molecule, pe orbite in jurul nucleului (miscare
orbitald) si In jurul axelor proprii (miscare de spin). Un electron in miscarea sa
orbitala constituie o bucld de curent, care este echivalentd cu un corp mic

magnetizat. Buclei de curent 1i corespunde un moment magnetic orbital m, si

un moment magnetic de spin ms. Momentul magnetic al unui atom este
determinat de suma vectoriald a momentelor magnetice orbitale si de spin.

Moleculele la care momentul magnetic rezultant este nul in lipsa unui
camp magnetic exterior se numesc molecule nepolare, iar moleculele la care
acest moment magnetic rezultant este diferit de zero in lipsa cAmpului magnetic
exterior, se numesc molecule polare.

Materialele cu magnetizatie temporard se impart, din punct de vedere al
proprietdtilor magnetice, in doua categorii: materiale diamagnetice (de exem-
plu cuprul), care se magnetizeaza in sens opus campului magnetic exterior (sunt
substante nepolare); materiale paramagnetice (de exemplu aluminiul), care se
magnetizeaza in sensul cdmpului magnetic exterior (sunt substante polare). Din
categoria materialelor paramagnetice fac parte materialele feromagnetice,
care se magnetizeaza extrem de puternic si care prezintd histerezis si magne-
tizatie permanenta.
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2. LEGI SI TEOREME ALE TEORIEI MACROSCOPICE
A ELECTROMAGNETISMULUI

2.1. LEGILE STARILOR TEMPORARE
2.1.1. LEGEA POLARIZATIEI TEMPORARE

La corpurile cu polarizare temporara starea de polarizatie a acestora
depinde, intr-un anumit mod de campul electric aplicat.

Legea polarizatiei temporare este o lege generald de material care se
poate determina pe cale experimentald si precizeazd faptul ca vectorul

polarizare temporard P este o functie de intensitatea cAmpului electric E, care
se stabileste in dielectric:

P =P(E) @.1)

Forma acestei relatii depinde de dielectricul considerat si de conditiile in
care are loc polarizarea.

Exista diferite categorii de materiale dielectrice. Un corp este omogen daca
are aceleasi proprietati fizice In toate punctele sale; in caz contrar corpul este
neomogen. Daca proprietitile fizice in vecinatatea unui punct oarecare dintr-un
corp sunt aceleasi dupa toate directiile, corpul este izotrop; in caz contrar corpul
este anizotrop.

Pentru materialele izotrope, polarizatia electricd temporara P este egala

cu produsul dintre intensitatea campului electric E, susceptivitatea electrica
Y. amaterialului si permitivitatea €, a vidului:

Pi=y. ¢ E. 2.2)

in general, susceptivitatea electrica %. » care este un parametru de material
scalar adimensional, depinde de punctul considerat din corp si de intensitatea
campului electric. In cazul dielectricilor liniari polarizatia temporara P este
direct proportionala cu E, ceea ce Inseamnd cd j, este independentd de E.
Daca susceptivitatea electricd de pinde de E, e =xe(E), dielectricii sunt

neliniari. Pentru vid si aer, %, =0.

2.1.2. LEGEA MAGNETIZATIEI TEMPORARE

Legea magnetizatiei temporare este o lege genarala de material care
exprima dependenta locald dintre componenta temporara a magnetizatiei M si
intensitatea cAmpului magnetic H :

31



Legi si teoreme ale teoriei macroscopice a electromagnetismului

M. = M. (H) 2.3)
Pentru materialele liniare §i izotrope, magnetizatia temporara este
proportionala cu intensitatea cAmpului magnetic care o determina:

Mt = Xmﬁ > (24)
unde %, este o marime scalard care depinde de material §i se numeste

susceptivitate magnetica.
2.2. LEGILE CONSTITUTIVE

2.2.1. LEGEA LEGATURII DINTRE INDUCTIA ELECTRICA D
INTENSITATEA CAMPULUI ELECTRIC E SI POLARIZATIA P

Intr-un punct dintr-un mediu polarizat, existi urmatoarea relatie de legatura
dintre marimile de stare D si E ale campului electric si vectorul polarizatie
electrici P:

D=¢,-E+P, (2.5)

Relatia (2.5) reprezinta o lege generald, valabild in orice regim al campului
electromagnetic. Polarizatia electrica P este egala in orice punct al unui
dielectric (polarizat) cu suma dintre polarizatia permanenta Fp si polarizatia
temporara P::

P=P,+P. (2.6)

in cazul mediilor izotrope fara polarizatie permanenta tinand cont de legea
polarizatiei temporare (rel. 2. 2) legea legaturii dintre D, E si P devine:

_280(1+Xe) :soerE:SE, 2.7)
unde: € reprezinta permitivitatea absoluta a dielectricului (8 =g, -sr) ,lar g, -
permitivitatea relativa a dielectricului (sr =1+ xe).

Rezulta ca in cazul vidului ((»:r = 1), legea legaturii dintre D , E si P va
avea forma particulara:

Do =¢, Eo (2.8)

in cazul mediilor dielectrice izotrop vectorii B, E si P sunt coliniari, iar
in cazul materialelor anizotrope (cristalele) acesti vectori nu mai sunt coliniari,
iar susceptivitatea electricd §i permitivitatea reprezintd marimi tensoriale

(fiecare componentd a inductiei electrice este o functie de toate componentele
intensitatii campulu1 electric). In cazul dielectricilor anizotropi, legea legiturii

dintre D E si P are urmatoarea forma:
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B:ao(lic)ﬁzsozjzzﬁ, 2.8)

unde marimile Y, , & i & sunt tensori simetricide ordinul 2.

La dielectricii anizotropi existd, in general, trei directii privilegiate
triortogonale, numite axele electrice ale cristalului, dupa care daca ar fi
orientatd intensitatea cAmpului electric, polarizatia electrica si inductia electrica
ar avea aceeasi orientare.

2.2.2. LEGEA LEGATURII DINTRE INDUCTIA MAGNETICA B ,
INTENSITATEA CAMPULUI MAGNETIC H SI MAGNETIZATIA M

in fiecare punct dintr-un mediu magnetizat, intre marimile de stare ale
campului magnetic B si H si magnetizatia M existd urmitoarea relatie de
legatura:

Ezpo(ﬁ+ﬁ). (2.9)

in cazul mediilor izotrope vectorii B, H si M au aceeasi orinetare, iar in
cazul mediilor anizotrope au orientari diferite. Prin magnetizatia M se intelege
in cazul general atit magnetizata temporara M. cét si magnetizatia permanenta
M, (M =M, +M.).

In cazul mediilor izotrope firi magnetizatie permanenta, tinand cont de

legea magnetizatiei temporare (rel. 2.4), legea legaturii dintre B, H si M
devine:

B=y, (4%, )H=p,p, H=pH, (2.10)
unde: p reprezintd permeabilitatea absoluta (p =U, -ur), iar p, - permeabi-
litatea relativa a materialului (u, =1+7,,).

Rezulta ca in cazul vidului (ur = 1), legea legaturii dintre B, H siM va
avea forma particulara:

B =U, Ho sau Ho = \/OB_0 2.11)
unde v, reprezintd reluctivitatea vidului.

In cazul materialelor anizotrope liniare (medii cristaline) legea
magnetizatiei temporare se scrie in general sub forma:

M=y, H (2.12)
unde ;m reprezinta tensorul susceptivitatii magnetice.

Legea legaturii dintre B, H si M, tindnd cont de relatia (2.12), devine:
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B=pH (2.13)

unde p reprezintd tensorul permeabilitatii magnetice absolute.

2.3. LEGEA FLUXULUI ELECTRIC. TEOREMA LUI GAUSS

Fluxul electric printr-o suprafatd S inchisd sau deschisd este o marime
scalara, care se defineste ca fiind integrala de suprafatd a vectorului inductie
electricd D prin aceasta suprafata (fig. 2.1):

Vs, =”Bd§=”Ddscosa (2.14)

Sr Sr
unde o este unghiul dintre vectorul inductie
electricd si vectorul element de suprafatd (unghiul
o poate fi mai mic sau mare de 90°, conducind la

valori pozitive sau negative ale fluxului electric).
In cazul suprafetelor deschise sensul pozitiv al

Fig. 2.1 Figurad explicativda

torului dS tabilest ] hiului
vectorului dS se stabileste cu regula burghiului la definirea fluxului electric

drept in functie de sensul de parcurgere a curbei I'.

In cazul suprafetelor inchise, sensul lui dS se alege spre exteriorul
suprafetei, normal la suprafata.

Legea fluxului electric a fost determinata experimental §i se enunta astfel:
fluxul electric printr-o suprafati inchisd X este numeric egal cu sarcina
electrica totala qs continuta in interiorul acelei suprafete:

Vs :jj5d§=q2 (2.15)

Relatia (2.15) reprezintd forma integrala a legii fluxului electric.

Considerand o repartitie a sarcinii electrice qs in intregul volum Vg al
suprafetei Z, cu densitatea de volum a sarcinii electrice py si aplicand teorema
lui Gauss-Ostrogradski relatiei (2.15) se obtine forma locala a legii fluxului
electric:

jjjdidesz_[JpvdV = (2.16)

divD=p, (2.17)

in orice punct din campul electric omogen, divergenta inductiei
electrice este egala cu densitatea de volum a sarcinii electrice.

Teorema lui Gauss este un caz particular al legii fluxului electric si se
referd la fluxul vectorului intensitatea cimpului electric in vid, calculat pentru o
suprafatd inchisa.

Conform acestei teoreme, fluxul vectorului E. printr-o suprafatd inchisa
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este proportional cu sarcina electrica totala existentd pe corpuri in interiorul
acestei suprafete, factorul de proportionalitate fiind 1/g,:

”}zocis:iqZ (2.18)

z 80

Daca 1n interiorul suprafetei inchise nu exista corpuri incarcate cu sarcini
electrice, teorema lui Gauss se exprima prin relatia:

”EO dS=0 (2.19)

In cazul unei repartitii in volumul suprafetei T a sarcinii electrice, aplicand
teorema lui Gauss-Ostrogradski relatiei (2.18) se obtine forma locala a teoremei
lui Gauss:

divE, = ip (2.20)

Din legea fluxului electric rezultd unitatea de masura a fluxului electric car
este Coulombul (C).

A

Aplicatie

Sa se determine intensitatea cAmpului electric produs de o sarcind electrica
punctiformad q > 0, intr-un punct P situat in vid la distanta r de sarcini,
utilizand teorema lui Gauss.

Se considera o suprafata sferica inchisa de raza r, d3, "E,

in centrul careia se afla sarcina q (fig. 2.2). Datorita " P

simetriei punctelor de pe suprafata sferei considerate

fatd de sarcina q, in toate aceste puncte vectorii Eo si wr o

dS sunt coliniari, iar E, = const. Rezulta:

”E" as=+ = Fig. 2.2
P 80
[[Ecds=([E,ds=E,[[ds=E, 4ns® =1
z z z 80
de unde se obtine valoarea intensitatii campului electric:
E, = —1—
4ne,r;

2.4. LEGEA FLUXULUI MAGNETIC

Se considera o suprafatd deschisa Sy delimitata de o curba I si situata intr-
un cadmp magnetic. Fluxul magnetic ¢_prin suprafata consideratd, se defineste

prin integrala de suprafata a vectorului inductie magnetica B:
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(1)5r :”ﬁdgzﬂBdScosa (2.21)

Fluxul magnetic este o marime scalara, in functie de unghiul o dintre
vectorii B s§i dS putind avea valori pozitive sau negative. Dacd liniile de

camp sunt normale la suprafatd (o = 0) si dacd vectorul B are aceeasi valoare
prin orice punct al suprafetei considerate, atunci:

bs. =B-Sp (2.22)

Unitatea de masura a fluxului magnetic este Weberul [W].

Legea fluxului magnetic a fost stabilitd experimental si se enunta astfel:
fluxul magnetic prin orice suprafata inchisa X este intotdeauna nul, oricare
ar fi natura si starea de miscare a mediilor prin care trece suprafata X si
oricare ar fi variatia in timp a inductiei magnetice:

¢ = [[BdS=0 (2.23)

Relatia (2.23) reprezintad forma integrald a legii fluxului magnetic. Forma
locald a legii fluxului magnetic se obtine aplicand teorema lui Gauss-
Ostrogradski in relatia (2.23):

jj§d§=”jdiv§d\/=o = divB=0 (2.24)
) Vs

In orice punct din cAmpul magnetic divergenta vectorului inductie magne-
tica este nuld. Rezultd ca liniile campului magnetic sunt linii inchise, campul
magnetic avand un caracter solenoidal.

Legea fluxului magnetic are urmétoarele consecinte:

1. Fluxul magnetic depinde numai de
conturul pe care se sprijind suprafata.
Daca se considera o curba inchisa I'

aflatd intr-un cadmp magnetic si doud

suprafete deschise oarecare Sy, si Sy, care

se sprijind pe acea curba (fig. 2.3), fluxul
magnetic prin suprafata inchisa X
(Sp, USr, ) este nul conform legii fluxului  Fig. 2.3 Figura explicativi la prima

magnetic: la prima consecintd a legii
Sluxului magnetic
[[BdSs = [[BdSs + [[BdSs = [[BdS: + [[BdS: =0 (2.25)
z Srl Sl—z sl"l sl_2
Hﬁdgl = JIEdgz = (I)Srl = ¢Sr2 (2.26)
Sny Sr,

Conform relatiei (2.26) fluxul magnetic are aceeasi valoare prin toate
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suprafetele deschise care se sprijind pe acelasi contur.

2. Liniile de cAmp magentic sunt linii inchise.

Dacéd aceste linii ar porni sau ar
sfarsi Intr-un punct, atunci fluxul mag-
netic printr-o suprafatd 1inchisd care
inconjoara punctul ar fi diferit de zero.

3. Fluxul magnetic se conserva in jurul
unui tub de linii de cAmp (fig. 2.4).
Aplicand legea fluxului magnetic d3,

unui tub de flux (volumul delimitat de

totalitatea liniilor de cAmp care trec prin  Fig. 2.4 Conservarea fluxului magnetic

punctele unei curbe inchise I') rezulti: printr-un tub de flux

[[BdS: = [[BdSs + [[BdS: + [[BdS: =~[[BdS: + [[BdS: =0 (227)
b} S S, S Si Sy

|

”Edél =”§d§z = d)sr] =c1)sr2 (2.28)

deoarece pe suprafata laterald fluxul magnetic este nul (E 1dS, ).

Campul inductiei magnetice B derivd dintr-un potential vector.
Deoarece divergenta rotorului unui vector este intotdeauna egald cu zero,
rezultd ca vectorul inductie magnetica poate fi scris sub forma rotorului unui
vector:

B=rotA (2.29)

Marimea vectoriald A astfel introdusa, poartd numele de potential mag-
netic vector. Fluxul magnetic printr-o suprafatd deschisd Sp marginita de curba
inchisa I, poate fi exprimat cu ajutorul potentialului magnetic vector astfel:

ds, :jdeszjjrotAdsz§Ad1 (2.30)

Sr Sr r

La scrierea relatiei (2.30) s-a utilizat teorema lui Stokes si aceasta relatie
aratd faptul ca fluxul magnetic printr-o suprafatd deschisd depinde numai de
conturul care limiteaza suprafata (prima consecinta a legii fluxului magnetic).

Unitatea de masurd a potentialului magnetic vector este Weber pe metru
[W/m)].

2.5. LEGEA CON SERV%RII SARCINII ELECTRICE. TEOREMA
CONTINUITATII LINIILOR DE CURENT

Se considerd o suprafatd ¥ finchisd in interiorul céreia existd corpuri
incarcate electric si care trece, in general, prin dielectrici si medii conductoare
(fig. 2.5). Se arata experimental, cd daca sarcina electricd din interiorul
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suprafetei ¥ variaza, aceastd variatie presupune implicit aparitia unui curent
electric de conductie prin suprafata £ . Un exemplu simplu este prezentat in
figura 2.6; un condensator in prealabil incéarcat este descdrcat printr-un
conductor metalic de rezistentd R.

S-a constat experimental ca intensitatea curentului electric de conductie
care trece prin circuit in timpul descarcarii condensatorului , este egald cu
viteza de scadere a sarcinii electrice q, de pe armétura condensatorului din

interiorul suprafetei X :

. dgy
1y = ——— 2.31
s at (231
43 i
i,
AV
5
Fig. 2.5 Curentul de conductie printr-o Fig. 2.6 Figura explicativa la legea
suprafata inchisa conservarii sarcinii electrice

Relatia (2.31) poate fi generalizatd considerand cd exista si corpuri
incércate electric In miscare si ca urmare, pe langa intensitatea curentului de
conductie, exista si intensitatea curentului de convectie:

. . d

i, iy = (2.32)

* dt

Relatia (2.32) reprezintd legea conservarii sarcinii electrice sub forma
integrala si se enuntd astfel: suma dintre intensititile curentului electric de
conductie iy si curentului electric de convectie i, , care ies dintr-o

suprafata fixa si inchisa X este egala in fiecare moment cu viteza de
scidere a sarcinii electrice qy localizata in interiorul suprafetei.

In cazul unei repartitii a sarcinii electrice in volumul suprafetei X, cu
densitatea de volum a sarcinii electrice py, forma integrald dezvoltatd a legii
conservarii sarcinii electrice este urmatoarea:

L [(1+p, v)as= _ng%vdv (2.33)

Aplicand teorema lui Gauss-Ostrogradski In membrul stang al relatiei
(2.33) se obtine forma locala a legii conservarii sarcinii electrice:

jzj(hpﬁ)dé:jv[jdiv(hpﬁ)d\/:—jv[j%dv = (2.34)
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- aaptv —div(i+p, V) (2.35)

In regim electrocinetic stationar, in care marimile sunt constante in timp,
legea conservdrii sarcinii electrice devine:

i —-d9: (2.36)

dt

Relatia (2.36) reprezintd teorema continuititii liniilor de curent si se
enuntd astfel: intensitatea curentului eletric de conductie care trece printr-o
suprafatd inchisa este nulid (intensitatea curentului care iese din suprafata
inchisa este egala cu intensitatea curentului care intrd in suprafata respectiva).
Liniile de curent sunt linii inchise, deci curentul continuu circuld numai prin
circuite electrice inchise.

O consecinta a teoremei continuitatii liniilor de curent este urmatoarea:
curentul continuu are aceeasi intensitate de-a lungul unui tub de curent si in
particular de-a lungul unui conductor electric neramificat (de exemplu, latura
unei retele electrice).

In regim electrostatic iy =0, rezultdnd qs = constant, adica sarcina elec-

tricd a unui sistem izolat de conductori este constantd (teorema conservarii
sarcinii electrice 1n regim electrostatic).

2.6. LEGEA CONDUCTIEI ELECTRICE

In fiecare punct al unui mediu conductor in stare electrocinetici, intre
intensitatea campului electric si densitatea curentului de conductie existd o
anumitd dependenta care poate fi scrisa sub forma generala:

1=1(E) 2.37)

Forma explicitd a acestei relatii depinde de natura si starea mediului
conductor. Relatia (2.37) este o lege de material si reprezinta legea conductiei
electrice in forma locala.

Intr-un caz general asupra purtatorilor de sarcind electrica din mediile
conductoare pot sa actioneze si forte care nu sunt de natura electrica:

F=Fo +Faa = q(E+E: )0 (2.38)

In prezenta campurilor imprimate, legea conductiei electrice pentru medii
izotrope si liniare devine:

J=c(E+E) sau E+Ei=pJ (2.39)

unde: E; este intensitatea campului electric imprimat; p - rezistivitatea

materialului si depinde atat de material cat si de temperaturd; ¢ - conductivi-
tatea electricd a materialului (este inversul rezistivitatii).
In conductoare omogene si neaccelerate unde nu existd camp electric
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imprimat, relatia (2.39) devine:

J=cE sau E=p]J (2.40)

Intr-un mediu omogen, izotrop si neaccelerat, vectorul densitatii de curent
coincide ca directie si sens cu vectorul intensitatii cdmpului electric, iar liniile
de curent coincid cu liniile cAmpului electric. In cazul mediilor conductoare
anizotrope intensitatea campului electric si densitatea curentului electric nu mai
au aceeasi orientare. Pentru un material anizotrop, liniar si farda campuri
imprimate, legea conductiei electrice se poate scrie sub forma:

J=0E sau E:pj (2.41)

unde: o este tensorul conductivitatii electrice, iar p este tensorul rezistivitatii
electrice.

Pentru circuite filiforme, pentru care densitatea curentului electric este
constantd 1n toate punctele unei sectiuni transversale, se utilizeazad forma
integralad a legii conductiei electrice. Pentru aceasta se considera o portiune de
circuit filiform (fig. 2.7) in care se gaseste o sursa de camp electric imprimat.
Integrand forma locala a legii conductiei electrice (rel. 2.39) pe curba C (axa
conductorului) intre punctele 1 §i 2, rezulta:

2 2
j(E+E;)d1= [pidi (2.42)
1(0) 1(C)
Deoarece circuitul este filiform (J=1i/S; J paralel cu dl ), rezulta:
- idl
I . Jdl=1Jdl = < (2.43)

e e 2 (: — unde: S este sectiunea conductorului, iar i este
I @ B 3 intensitatea curentului prin conductor.
! Tindnd cont de relatia (2.43), relatia

Fig. 2.7 Figura explicativa la (2'42)2devme: ) 5
calculul formei integrale a JEdi—i— J‘E dl=i J' 0 ﬂ (2.44)
1 - S .

legii condcutiei electrice
1(C) 1(C) 1(C)

Se fac urmatoarele notatii:

2
u, =Uu; = jEdl - tensiunea in lungul firului;
1(C)
2 —_— -
u, =u,, = jEi dl - tensiunea electromotoare imprimata;
1(C)

©dl . . o o
R, = j p— - rezistenta electricd a portiunii de circuit.
1(C)
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Cu notatiile facute se obtine forma integrala a legii conductiei electrice:

u,+u,, =1-R, (2.45)
care se enuntd astfel: pentru o portiune neramificati de circuit filiform,
suma dintre tensiunea electrici in lungul firului si tensiunea electrica
imprimata a surselor ce se gisesc in acea portiune de circuit, este egali cu
produsul dintre intensitatea curentului si o marime scalara R, caracte-
ristica circuitului, numita rezistenta electrica.

Pentru un circuit inchis (uy; = 0, u,y = u,), relatia (2.45) devine:

u, =Ri (2.46)
unde u, este t.e.m. de contur. Relatia (2.46) arata cauza fizica care stabileste
curentul electric de conductie printr-un circuit inchis §i anume t.e.m. u,, care
poate fi produsa fie de cAmpuri electrice imprimate (elemente galvanice), fie de
campuri electrice solenoidale (generatoare electrice).

Aplicata la circuitele electrice de curent continuu, legea conductiei
electrice sub forma integrald se mai numeste si legea lui Ohm, iar pentru o
portiune pasiva de circuit electric (fara surse de camp electric imprimat) are
forma:

U, =RI (2.47)
unde U, este tensiunea la bornele circuitului de rezistentd R.

Din legea lui Ohm, rezistenta unui conductor este numeric egald cu
raportul dintre tensiunea electricd continud aplicata conductorului si curentul
care-1 strabate:

R - % (2.48)

Rezistenta unui conductor de sectiune S si rezistivitate p, delimitat intre
punctele 1 si 2 este data de relatia:
¢ odl
Ry, =]p— (2.49)
BN
iar in cazul unui condcutor omogen de lungime 1, rezistenta intregului
conductor va fi:

Ris=pg (250)

Marimea inversa rezistentei se numeste condcutantd si se noteazd cu G
(G = 1/R). In sistemul internatinal de unititi, rezistenta electrica are ca unitate
de masurd Ohmul [Q)], iar conductanta — Siemensul [S]. Elementul de circuit
caracterizat complet prin rezistenta electrica se numeste rezistor.

Rezistivitatea p a materialelor condcutoare depinde liniar de temperatura,
daca diferentele de temperatura sunt mici. Relatia de calcul arezistivitatii pg, la
temperatura 0, in functie de rezistivitatea p, de la temperatura de referinta 6,
este urmatoarea:
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Py =p,[1+a(0-0,)] (2.51)

unde o reprezintd coeficientul de crestere a rezistivitatii cu temperatura.
Coeficientul o poate fi pozitiv (la majoritatea metalelor) sau negativ (la
carbune, constantan, electroliti).

2.7. LEGEA TRANSFORMARII ENERGIEI iN CONDUCTOARE

Starea electrocinetica este caracterizatd prin existenta unui curent electric si
printr-o transformare a energiei campului electromagnetic in alte forme de
energie. Joule si Lenz au stabilit experimental ca in orice conductor electric
parcurs de curent electric se dezvolta caldura.

Forma locala a legii transformarii energiei in conductoare este datd de
relatia (2.52) si se enuntd astfel: puterea electromagnetica p cedata unitatii
de volum a conductorului de citre cimpul electromagnetic in procesul de
conductie, este egali cu produsul scalar dintre intensitatea cimpului

electric E si densitatea curentului electric de condcutie J:

p=E-J (2.52)

Forma integrala a legii transformarii energiei in conductoare se enuntd
astfel: puterea electromagnetici primiti de un conductor filiform de la
campul electromagnetic in procesul de conductie este egald cu produsul
dintre tensiunea electricd in lungul condcutorului, w; si intensitatea
curentului din conductor, i:

P=u,-i (2.53)

Daca se tine seama de legea conductiei electrice (rel. 2.45), relatia (2.53)
devine:

P=Ri’-u,-i=P, -P,. (2.54)

Primul termen al relatiei (2.45),P, = Ri* >0, reprezinti puterea disipati
ireversibil sub forma de cildurd in conductoare de catre campul electromag-
netic. Dezvoltarea de caldura este caracteristica starii electrocinetice si poarta
numele de efect electrocaloric sau efect Joule-Lenz. Al doilea termen al rela-
tiei, P, =u, -i, poate fi pozitiv sau negativ si reprezintd puterea primita sau
ceadtd de sursa de camp electric imprimat. Sursa de tensiune electromotoare
debiteaza energie daca sensurile curentului §i tensiunii electromotoare coincid,
u, -i> 0, iar daca sensurile difera, sursa primeste energie, u,, -i<0.

Unitatea de masurd a puterii este Wattul [W], iar a energiei este Joulul
[J]. In electrotehnicd se utilizeazd pentru energie o unitate mai mare,
Kilowattora [KWh]: 1kWh = 10°W - 3600s = 3,6-10°J.

Efectul electrocaloric al curentului electric are largi aplicatii in tehnica, ca
de exemplu: iluminatul electric; incalzirea electrica in cuptoarele electrice cu
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rezistentd, cu arc electric sau prin inductie; sudura electricd; tratamentele
termice prin metode electrice (célirea prin curenti de medie si nalta frecventa).

2.8. LEGEA CIRCUITULUI MAGNETIC. TEOREMA LUI AMPERE

Legea circuitului magnetic exprima legatura dintre intensitatea cAmpului
magnetic si curentiicare produc acest camp.

Tensiunea magnetica intre doua puncte A si B
ale unei curbe I' este integrala de linie a intensitatii

campului magnetic H in lungul curbei I', intre
punctele A si B:

B
Uy, = del (2.55)
A(r)
Tensiunea magnetomotoare (t.m.m.) a curbei
T reprezinta circulatia vectorului intensitatea cam- Fig. 2.8 Figurd explicativd

pului magnetic H in lungul curbei I': la definirea solenatiei

Uy, = §HAI (2.56)
r

Solenatia printr-o suprafata deschisd marginita de conturul T" (fig. 2.8) se
defineste ca fiind suma algebrica a intensitatilor curentilor din conductoarele
care trec prin suprafata respectiva:

05, = 2 iy (2.57)
k=1

In aceastd suma sunt pozitivi curentii care au sensul normalei ;, iar cei
care au sensul opus normalei n intrd in sumd cu semnul minus (sensul
normalei n se asociazi cu sensul de parcurgere a conturului curbei I" dupa
regula burghiului drept). Pentru figura 2.8, solenatia este 85 =i, —i, +i;.

In cazul general, solenatia se calculeazi cu relatia:
05, = ﬂst (2.58)
Sr

Legea circuitului magnetic s-a stabilit experimental si in forma integrala se
enuntd astfel: in orice moment, tm.m. u, , de-a lungul oricirei curbe
inchise I' este egald cu suma dintre solenatia 6, prin orice suprafata
deschisd marginitd de curba I' si viteza de variatie a fluxului electric
Y, care strabate o suprafata deschisa S marginita de acest contur:

dys,
dt

Uy = 05, + (2.59)

mmp
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Tinand cont de relatiile de definitie pentru marimile care intervin in aceasta
lege se obtine:

fiidi= [[ids+< [[Das (2.60)
r Sr Sr

Pentru cazul corpurilor in miscare curba I' si Sy trebuie considerate in

migcare odatd cu corpurile. Astfel, derivata in raport cu timpul a fluxului
electric, care intervine in aceasta relatie, referindu-se la o suprafatd mobila,

trebuie interpretatd ca o derivatd substantiald. Dacad se noteaza cu v viteza
corpurilor in raport cu sistemul de referintd considerat, se obtine forma
integrald dezvoltata a legii circuitului magnetic pentru corpuri in miscare:

fHdi= [[Ta5+ [[| 22 + ot (Dx )+ vaivD |aS (2.61)

r Sr Sp ot

Forma locaa se obtine din forma integrald prin transformarea integralei de
linie din membrul stidng in integrala de suprafata (teorema lui Stokes):

fidi = [[rotHdS = [[| T+ 22 + ot (D )+ vaivD |aS (2:62)

r S, S, at

T T

de unde rezulta:

rotﬁ:3+aa—]?+rot(ﬁ><;)+pv v diVB:pv (2.63)

Seminificatia termenilor din relatia (2.63) este urmatoarea: J reprezinta

densitatea curentului de conductie; Je= p, v - densitatea curentului de
convectie; Jr =rot (ﬁx;) - densitatea curentului Roentgen; Jo=0D/dt -

densitatea curentului de deplasare. Din punct de vedere practic, termenii Jc si

Jr nu prezintd interes, putand fi neglijati in raport cu ceilalti. De altfel, in
cazul maginilor electrice, care reprezintd un domeniu important de aplicatie a
legilor fenomenelor electromagnetice pentru corpuri in miscare, se pot neglija
si curentii de deplasare, cdmpul magnetic fiind stabilit practic numai de curentii
de conductie.

Pentru corpurile aflate in stare de repaus, deoarece variatia fluxului electric
se datoreazd numai variatiei locale a inductiei electrice, forma integrald a legii
circuitului magnetic devine:

fitai- [[ics+ [ RS (.64
r St Sy

Forma locala a legii circuitului magnetic pentru medii in repaus se obtine
aplicand teorema lui Stokes 1n relatia (2.64), rezultand in final:
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rotH =7+ 22 (2.65)

ot

Deci in cazul general, intr-un punct din mediu, se considera ca intervine
atat densitatea curentului de conductie cat si densitatea curentului de deplasare.
In practica se intalnesc cazuri in care unul dintre acesti termeni este neglijabil
fata de celalalt. Astfel, la dielectrici se considera numai curentul de deplasare,
in timp ce la conductoare se considera numai curentul de conductie.

Din forma integrald a legii circuitului magnetic (rel. 2.60) rezulta cauzele
care produc camp magnetic: curentii electrici de conductie (starea electroci-
netica a corpurilor); curentii de deplasare (variatia in timp a campului electric);
curentii de convectie (miscarea corpurilor incdrcate cu sarcini electrice);
curentii Roentgen (miscarea dielectricilor polarizati).

Prin particularizarea legii circuitului magnetic in cazul unui regim stationar
(dyg, /dt=0), se obtine teorema lui Ampere:

55ﬁdi: j j 7ds (2.66)

Forma locala a teoremei lui Ampére este urmétoarea:

rotH=1]J (2.67)

Forma integrald a legii circuitului magnetic permite sd se calculeze in
general doar tensiunea magnetomotoare de-a lungul unei curbe inchise

oarecare, iar in ceea ce priveste forma locald, pentru diferite aplicatii este util sa
se cunoasca expresia unui vector in diferite sisteme de coordonate.

Aplicatie

Utilizand teorema lui Ampére, sa se determine intensitatea campului mag-
netic produs de: o bibina cilindrica parcursd de curent; un conductor filiform,
rectiliniu si infinit lung parcurs de curent.

Fig. 2.9 Fig. 2.10

r

Se noteaza cu I, lungimea bobinei, cu N numarul de spire si cu I curentul
prin bobind (fig. 2.9). Efectudnd integrala de linie a intensitatii cAmpului
magnetic de-a lungul conturului inchis I", se obtine:
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§ﬁ~di=N-I
T

Tinand seama ci-n interiorul bobinei cdmpul magnetic este practic omogen
si ca-n exterior intensitatea campului magnetic este neglijabila, rezulta:

H-1, =N-I
de unde se obtine pentru intensitatea cAmpului magnetic relatia:

H;N-I

b
Se considerd conturul inchis T identic cu linia cdmpului magnetic, de

forma circulara cu raza r, (fig. 2.10). Avand in vedere cd H are aceeasi valoare
in toate punctele conturului, prin aplicarea teoremei lui Ampére rezulta:

27,

fH-di=H [dl=2n-1,-H=1
r 0

de unde se obtine pentru intensitatea cAmpului magnetic relatia:
I

C 2nr

2.9. LEGEA INDUCTIEI ELECTROMAGNETICE

Fenomenul de inductie electromagentica constd in producerea unei
tensiuni electromotoare (t.e.m.) intr-un circuit sau in general in lungul unei
curbe inchise, datoritd variatiei in timp a fluxului magnetic care prin orice
suprafatd deschisd marginita de acea curba. Sensul t.e.m. induse este astfel incat
efectele ei se opun cauzei care a produs-o (regula lui Lenz).

Legea inductiei electromagnetice s-a stabilit experimental si sub forma
integrald se enunta astfel: t.e.m. produsa prin inductie electromagnetica, in
lungul unei curbe inchise T', este egald cu viteza de scidere a fluxului
magnetic prin orice suprafata sprijinita pe acea curba.

u, = 90y (2.68)

dt

Tinand cont de relatiile de definitie ale marimilor care intervin in relatia
(2.68), se obtine:

§Edi = —%”Eﬁ (2.69)
r Sr

Pentru aplicarea legii inductiei electromagnetice trebuie sa se tind seama de
urmatoarele reguli:
e curba inchisa T este luatd, in general, in lungul conductoarelor electrice,
insa poate fi dusa si prin izolanti sau vid;
e daca mediul este In migcare, curba I este atasata corpurilor in miscare;
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e sensul de integrare pe curba I' (sensul lui di) si normala la suprafata Sp

(sensul lui dS ) sunt asociate dupa regula burghiului drept;

e daca conturul I este luat In lungul condcutorului unei bobine cu N spire
practic suprapuse, fluxul magnetic care intervine in calculul t.e.m. induse
este fluxul magnetic printr-o suprafatd care se sprijina pe intregul contur,
adica fluxul prin toate spirele. Daca se noteaza fluxul magnetic fascicular
cu ¢¢ (fluxul printr-o singurd spird), in legea inductiei electromagnetice
intervine fluxul total ¢ = N ¢y
u, = —N% (2.70)

dt

e 1nregim stationar sau static, cand fluxul magnetic nu variaza in timp, t.e.m.
indusa este nuld, deoarece derivata fluxului magnetic in raport cu timpul
este egala cu zero, ceea ce Inseamna ca teorema potentialului electrostatic
este un caz particular al legii inductiei electromagnetice:

§Edi: 0 2.71)

In cazul mediilor in miscare cu viteza ;, dezvoltand membrul drept al
relatiei (2.69) se obtine:

fidi = —{]| 22 Vv or B v) 05 1)
r Sr

Deoarece, divB=0 (din legea fluxului magnetic) si aplicand teorema lui
Stokes in membrul stang al relatiei (2.72), se obtine:

fEdI= _jj§d§+ §(§xﬁ)di (2.73)
r Sr r

Relatia (2.73) arata ca tensiunea electromotoare are doud surse: variatia
inductiei magnetice in timp (t.e.m. de transformare, care apare la transfor-
matoarele electrice) si miscarea (t.e.m. de miscare, care apare In masinile
electrice).

Forma locala a legii inductiei electromagnetice se obtine aplicand teorema
lui Stokes in membrul sting al relatiei (2.73):

rotE = —Z—?+rot (;xﬁ) (2.74)
in cazul mediilor aflate in stare de repaus, forma integrala a legii devine:
ﬁdi:—”a—Bc@ (2.75)
L s Ot

rezultind forma locala:
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— 0B
rotE = ——— (2.76)
ot
Campurile electrice induse prin inductie electromagnetica (campurile
solenoidale) au circulatia diferitd de zero (rotE # 0 ), si sunt campuri rotatio-
nale, cu linii de cAmp inchise.
Legile circuitului magnetic si respectiv, inductiei electromagnetice
aratd interdependenta dintre cdmpul electric §i cdmpul magnetic In regim
nestationar.

O aplicatie a legii inductiei electromagnetice o reprezintd curentii
turbionari.

Conform legii inductiei electromagnetice, in spatiul in care fluxul magnetic
este variabil, apare un camp electric ale carui linii de camp sunt inchise si se
afla in plane perpendiculare pe directia fluxului magnetic. Daca spatiul in care
fluxul magnetic variaza se afld in corpuri electroconductoare (otel, cupru etc.),
atunci campul magnetic variabil creazd in aceste conductoare curenti indusi,
numiti curenti turbionari.

De exemplu, la trecerea curentului alternativ printr-o bobind cu miez de
fier masiv, In miez se vor induce tensiuni electromotoare, care vor da nastere
unor curenti turbionari, ce se inchid in plane perpendiculare pe vectorul
inductie magnetica.

Curentii turbionari care apar intr-un miez feromagnetic, provoaca
incélzirea miezului prin efect Joule-Lenz, micsorand randamentul instalatiei
electrice si de asemenea, potrivi regulii lui Lenz, exercitd o actiune de
demagnetizare la cresterea fluxului magnetic. Pentru reducerea pierderilor,
miezurile se fabricd din tole izolate intre ele, micsordndu-se astfel sectiunea
circuitului si valoarea curentilor turbionari.

Pentru o serie de dispozitive crentii turbionari pot fi utilizati rational
pentru functionarea acestora. O aplicatie a curentilor turbionari este utilizarea
acestora in procesul de incélzire a metalelor in vederea forjarii sau calirii lor
superficiale.

O alta aplicatie a legii inductiei electromagnetice o reprezintd realizarea
masinilor electrice atdt de curent continuu cat si de curent alternativ. Practic,
principiul de functionare a tuturor generatoarelor electrice se bazeaza pe
fenomenul inductiei electromagnetice.
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3. CAMPUL ELECTROSTATIC iN VID SI iN CORPURI

3.1. POTENTIALUL ELECTRIC. TEOREMA POTENTIALULUI
ELECTROSTATIC

Potentialul electric V, este o marime fizicd scalard care caracterizeaza
nivelul local de electrizare, valoarea sa modificandu-se de la un punct la altul al
campului electric cat si in timp. In regim electrostatic, potentialul electric este
constant in timp, fiind numai o functie de spatiu V =V(x, y, z).

Valoarea potentialului electric intr-un punct se poate stabili numai in raport
cu un potential electric de referinti. Se considerd potential electric de
referintd V, potentialul Pamantului sau potentialul punctelor situate la o
distanta foarte mare de corpurile electrizate (la infinit).

Valoarea potentialului electric de referinta se considera conventional egala
cu zero, V,= 0.

Diferenta de potential, Vi — V,, intre punctele P; si P, din campul electro-
static in vid sau in alt mediu, se poate defini prin intermediul lucrului mecanic
corespunzator fortei exercitate de cdmp asupra unui corp de proba incarcat cu
sarcina electricd q > 0, care se deplaseaza lent dupa o traiectorie oarecare, din
punctul Py in punctul P, (fig. 3.1).

Lucrul mecanic elementar efectuat la depla-

area corpului de proba pe distanta elementara dl
(element de traiectorie, luat in sensul deplasarii)
este dat de relatia:

dL =Fdl =qE.dl (3.1)

Lucrul mecanic total se calculeaza cu relatia:

Fig. 3.1 Figura explicativa
la calcului potentialului
electric

Py P
L,= jdL = quo dl (3.2)

P Py

Prin definitie, diferenta de potential Intre punctele considerate este egala cu
raportul dintre lucrul mecanic L, si sarcina electrica a corpului de proba q,
care este constanta tot timpul deplasarii:

q

Diferenta de potential intre cele doud puncte nu depinde de drumul parcurs
de la P; la P,, ci numai de coordonatele celor doud puncte si de sensul de
parcurgere a traiectoriei. Daca cele doud puncte sunt suficient de apropiate unul
fatd de altul, trecand in relatia (3.3) la limitd se obtine diferentiala potentialului
electric:

L, %=
V, -V, =2 = ondl (3.3)
Py
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Campul electrostatic in vid si in corpuri

dV = lim (V,-V,)=-E,dl (3.4)

20
Pentru a defini potentialul electric intr-un punct se considerda potentialul
unuia din cele doua puncte ca fiind potentialul electric de referintad, de exemplu
V,=V,. Rezulta:

Py
V, =V, + jE dl (3.5)
Py
Considerand punctul P, situat la infinit, iar corpurile incarcate, care produc
campul electric aflate intr-un domeniu limitat, se obtine:

v, = on dl (3.6)
Py

Potentialul electric intr-un punct din cAmpul electrostatic este numeric
egal cu lucrul mecanic corespunzitor fortei exercitate de cimp asupra
unui corp de proba incarcat cu sarcina electrica unitara si pozitiva, cand
acest corp se deplaseaza din punctul respectiv la infinit.

Unitatea de masurd a potentialului electric este Voltul [V].

Teorema potentialului electrostatic

Se considera un camp electric de intensitate E,, In vid si 1n el o curba
inchisa I', de-a lungul céreia se deplaseaza incet un corp punctiform incéarcat cu
sarcina electrica q > 0. Forta electrica care actioneaza asupra corpului de proba

este F =qE,. (fig. 3.2). _

Lucrul mecanic corespunzator fortei F,
atunci cand corpul de proba se deplascaza de-a
lungul conturului inchis considerat P - Py - P, -
P; - P este egal cu zero, respectiv diferenta de
potential intre punctul de inceput si cel de sfarsit
al traiectoriei este nula:

L

Vo=V, ==L =0 = {E.dl=0 (3.7)
T

q
Relatia (3.7) reprezinta teorema potentia-
Fig. 3.2 Figurd explicativi  lului electrostatic sub formd integral: circu-

la teorema potentialului  latia vectorului intensitatea cAmpului electric
electrostatic

E, de-a lungul unui contur inchis este nula.

in sens fizic, teorema potentialului electrostatic precizeazi ca in campul
electrostatic nu are loc o transformare de energie dintr-o forma in alta prin
intermediul lucrului mecanic.

Din relatia (3.7) rezultd ca intensitatea campului electric in vid este egala
cu gradientul cu semn schimbat al unei functii scalare de punct V, care este
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potentialul electric in punctul respectiv:
Eo =—gradV (3.8)
La o repartitie datd a potentialului electric, intensitatea campului electric

este univoc determinata.
Teorema potentialului electrostatic se poate exprima local si prin ecuatii cu

derivate partiale, satisfacute de componenetele vectorului E, si exprimate sub

forma vectoriala cu ajutorul rotorului lui E, .
Daca se aplica teorema lui Stokes relatiei (3.7) rezulta:

§Eo dl= ”rotE dS=0 = rotE, =0 (3.9)
F
Un camp care deriva dintr-un potential intr-un anumit domeniu, are rotorul
intensitédtii cdmpului nul in orice punct al domeniului.

Aplicatie

Sa se calculeze potentialul unui punct P aflat in cdmpul electrostatic produs
de un corp punctiform incarcat cu sarcina electrica q. Se considerd punctul de
referintd P, al infinit si potentialul sdu egal cu zero.

Din relatia (3.6) se ob‘,[ine:

R — % q dR g
vV, Edl= —dR = 3.10
J. '[4TC8 R’ I4ﬂ8 R>  4meR (3.10)
Exstlnzand relatia (4.10) pentru cazul in care campul electric este produs

de corpuri incarcate cu sarcini electrice distribuite in volum, pe suprafatd, pe

corpuri filiforme, ale caror densitati de sarcina electrica sunt conoscute, precum
si de cétre corpuri punctiforme rezulta:

” p, -dv J‘J'PS -ds J‘Pl dl qu (3.11)

47‘58 o I

3.2. TENSIUNEA ELECTRICA

Integrala de linie a intensitatii cAmpului electric E, intre dou puncte din
camp oarecare, P; si P,, se numeste tensiune electrica, Uy, intre punctele
respective (fig. 3.3 a):

P.

2
U, = [Ed (3.12)

]
Tensiunea electrica, care se defineste atat intr-un regim stationar cat si
variabil, caracterizeaza campul electric de-a lungul curbei considerate. Unitatea

de mdsura pentru tensiunea electrici ca si pentru potentialul electric este
Voltul [V].
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E Py

F F
Yoy : t)

Fig. 3.3 Figurad explicativa la definirea tensiunii electrice

Daca se schimba sensul de integrare, respectiv sensul elementului de linie
dl, valoarea tensiunii ramane neschimbata, insa se schimba semnul acesteia:

Pz_ _ Pl_ _
[Edi=-[Edl = U ,=-U,, (3.13)
P P,

Sensul de integrare ales se numeste si sens de referinta al tensiunii electrice.
Intr-un regim stationar integrala de linie a intensititii cAmpului electric intre
doud puncte depinde exclusiv de pozitia In camp a celor doud puncte, fiind
independentd de forma traiectoriei. Aceasta este o consecintd a teoremei
potentialului electrostatic.

Daca se considera curba inchisd I', formata din traiectoriile I si II alese
arbitrar, care unesc punctele Py si P, (fig. 3.3 b), integrand dupa curba I se
obtine:

P P,

§Edi= jEdi+ jEdi:o (3.14)
r P (1) P, (11)
Tinand seama de relatia (3.13), rezulta:
P2_ B P]_ B PZ_ _
U, = [Edl=— [Edl= [Edl (3.15)

Py (1) P, (11) Py (11)
care aratd ca In regim stationar tensiunea electricd intre doud puncte nu depinde
de linia considerata intre cele doud puncte.
In regim stationar (electrostatic), tensiunea electrici dintre doud puncte
este egala cu diferenta potentialelor punctelor considerate. Tindnd seama de
caracterul potential al campului electric se poate scrie:

Py Py Py
U, = [Edl=-[VVdi-[dV=V,-V, (3.16)
Py Py Py
Spre deosebire de regimul stationar, In regim variabil al cdmpului electric,
tensiunea electricd intre doud puncte din cdmp depinde, in general, de
traiectoria considerata si nu este egala cu diferenta de potential dintre punctele
respective. Intr-un astfel de regim, intensitatea cAmpului electric are si o
componentd solenoidala.
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3.3. CAMPUL ELECTROSTATIC iN VID

Pentru stabilirea expresiilor intensitatii cAmpului electric si a potentialului
electric 1n functie de distributia sarcinilor electrice care produc cAmpul, exista
in principal, doud céi. O prima cale pleaca de la relatia lui Coulomb, pe baza
careia se stabileste In mod simplu expresia intensititii campului electric
corespunzdtor unei sarcini electrice punctiforme. Aplicand principiul
superpozitiei se stabileste apoi, expresia intensitatii cAmpului electric pentru o
distributie oarecare de sarcini electrice.

O abordare mai generala a problemei determinarii cAmpului electrostatic se
poate face in cadrul teoriei campurilor de vectori, avand ca punct de plecare
teorema unicititii. In conformitate cu aceastd teoremi, vectorul camp intr-un
punct din interiorul unui domeniu este complet determinat daca in fiecare punct
al domeniului considerat se cunosc divergenta si rotorul vectorului camp
precum si conditiile pe frontiera domeniului.

In cazul particular al cAmpurilor care prezinti anumite simetrii, intensitatea
campului electric se poate calcula relativ simplu in functie de sarcina electrica,
cu ajutorul legii fluxului electric.

Aplicarea expresiilor intensitatii campului electric §i a potentialului
electric, a legii fluxului electric §i a unor teoreme pentru calculul campului
reprezintd metoda elementara de calcul. in afara de calculul direct se pot aplica
si alte metode, cum sunt metoda imaginilor electrice si metodele generale de
determinare a campurilor (metoda functiilor analitice §i a reprezentarii
conforme, metoda separdrii variabilelor, metoda diferentelor finite, metoda
elementelor finite etc.).

3.3.1. RELATIA LUI COULOMB

Se considera doud corpuri incircate electric, situate in vid, distanta dintre
corpuri fiind destul de mare in comparatie cu dimensiunile lor liniare, pentru a
putea fi considerate punctiforme (fig. 3.4).

Fizicianul francez Ch. Coulomb a Flz i g, TFy
masurat cu ajutorul unei balante electrice de P s

torsiune fortele de interactiune dintre cele 4 F o d
doud corpuri punctiforme si a stabilit Cl 12 72l 02

experimental formula: =) )
Fio = ql—qZ3;12 (3.17) Fig. 3.4 Figura explicativa
4me, 1) la forta lui Coulomb

Forta F), exercitatid in vid de un corp punctiform incacat cu sarcina
electrici q; asupra unui alt corp punctiform incircat cu sarcina electrica
(2, este proportionald cu produsul sarcinilor electrice si invers propor-
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tionala cu patratul distantei r;, dintre ele, fiind orientati dupa directia
care le uneste.

Sensurile fortelor sunt astfel incat, corpurile incarcate cu sarcini electrice
de acelasi semn se resping, iar cele incarcate cu sarcini electrice de semne
contrare se atrag.

Dacéd asupra unui corp punctiform, incdrcat cu sarcina electrica q, se
exercita forte produse de n corpuri punctiforme situate in vid si incarcate cu
sarcinile electrice qi, q,..., qn, forta rezultantd se obtine prin aplicarea
principiului superpozitiei (suprapunerii efectelor) fiind egald cu suma vectoriala
a fortelor care actioneazad asupra corpului incércat cu sarcina ¢, datorate
sarcinilor qy:

— — — — n -

F=Fi+Fst. +Fy=—1 Sk (3.18)

3
dne (o 1)

unde vectorul ri este orientat de la sarcina qy la sarcina q.

3.3.2. RELATII DE CALCUL PENTRU INTENSITATEA
CAMPULUI ELECTRIC

Camp electric produs de sarcini punctiforme

Se considera un corp punctiform situat in vid si incdrcat cu sarcina
electricd q (fig. 3.5). Intensitatea campului electric in vid intr-un punct P situat
la distanta r de corpul punctiform, va fi egald cu raportul dintre forta care
actioneaza asupra unui mic corp de proba electrizat, plasat in acest punct si
sarcina q a acestuia:

= = - F -
9 ; dE, F Eo=—=——r (3.19)
> 2 q A4ner
F Intensitatea campului electric este
proportionald cu sarcina electrica si invers
caleulnl intensitéii proportionali cu pétratul distantei pana la
campului electric produs de punctul considera.t. ) )
o sarcind punctiforma Pentru sarcini punctiforme se verifica
principiul superpozitiei fortelor.
Pe baza acestui principiu, intensitatea campului electric E, 1n vid, produs
de n corpuri punctiforme electrizate, este egald cu suma geometricd a
intensitdtilor pe care le-ar produce fiecare din cele n corpuri in parte (teorema
superpozitiei):

Fig. 3.5 Figura explicativa la

L o (i

E=Ei+E2+..+E, = T Tk (3.20)
4dme, o 1p

unde vectorul rx este orientat de la sarcina qy spre punctul respectiv.
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Camp electric produs in vid de citre un corp de form:i oarecare
avand sarcina repartizati in volum, pe suprafata sau liniar

Se considera un corp masiv, de o forma oarecare, cu sacina q repartizata
continuu si uniform in volum, de densitate p, cunoscuta (fig. 3.6). Un element
de volum dV, care contine sarcina electricd dq = p, dV poate fi considerat ca

un corp punctiform. Conform relatiei (3.19) campul electric produs de sarcina
dq in punctul P, aflat la distanta r de elementul de volum dV va fi:

dv -
Py r

4me 1’

dE, = (3.21)

Intensitatea campului electric Eo in punctul P,
se obtine prin integrarea relatiei (3.21) pe intregul
volum al corpului:

o =

(3.22) la calculul campului
electric

_U pv_r Fig. 3.6 Figura explicativa

4ne,

Daca corpul este incércat cu sarcind electrica repatizatd numai pe suprafata

sa, cu densitatea de suprafata a sarcinii p, cdmpul electric E, in punctul P va
fi dat de relatia:

- 1 T
Eo=——[[P57ds (3.23)
dneg, ¢ 1
in cazul corpurilor filiforme, cu densitatea de sarcina liniara p,, intensitatea
campului electric este data de relatia:

E, = jp L q] (3.24)
4ne,

Daca intr-o regiune a spatiului existd corpuri Incarcate cu sarcini electrice
cu densitatile de volum py, de suprafata p; si de linie p;, precum si un sistem de
n corpuri punctiforme incédcate cu sarcinile qy, intensitatea campului electric n
vid, intr-un punct P oarecare, se obtlne prin superpozma campurllor

” Pl gy jps dS+_[p‘—d1+zqk k (3.25)

Eo =
4ne,

3.4. CONDUCTOARE iN REGIM ELECTROSTATIC

In regim electrostatic, intensitatea campului electric in interiorul unui
conductor omogen si neincarcat electric, introdus intr-un camp electric exterior,
este egald cu zero. In caz contrar, in concordanta cu legea conductiei electrice,
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conductorul ar fi strabatut de un curent electric, deci s-ar gasi in stare electro-
cinetica si nu electrostatica.

3.4.1. ECHILIBRUL ELECTROSTATIC

Se considera un camp electric omogen de intensitate E, in care se
introduce un corp metalic de forma sferica, neincarcat electric si izolat fata de
pamant si fata de alte corpuri (fig. 3.7).

4)

Fig. 3.7 Liniile campului electric iniform in vid — a) si in prezenta
unei sfere metalice — b)

Asupra electronilor liberi din metal actioneaza forta F= qE , orientata in

sens opus fatd de intensitatea campului electric E, deoarece sarcina unui

electron, g, este negativa. Sub actiunea fortei F electronii se deplaseaza in sens
opus campului electric, avand astfel loc o separare a sarcinilor electrice in sfera
metalica. Pe suprafata opusa intensitatii cdmpului electric se acumuleaza sarcini

electrice negative, iar pe suprafata din directia lui E rdaman sarcini electrice
pozitive necompensate.
Datorita separarii sarcinilor electrice din interiorul sferei metalice, apare un

nou camp electric coulombian, de intensitate E , determinat de aceste sarcini si
opus campului initial E, . Astfel, cAmpul rezultant din sfera metalica va fi:

E=E.+E (3.26)

Sarcinile electrice din sfera metalicd se vor separa pana in momentul in
care se stabileste echilibrul electrostatic, caracterizat printr-un camp electric
de intensitate zero in interiorul sferei metalice:

E=0 3.27)

Procesul de separare, intr-un cadmp electric exterior, a unor sarcini electrice
egale si de semn contrar pe suprafata unui condcutor initial neincarcat, se
numeste influenta electrostatici, iar sarcinile astfel resultate se numesc si
sarcini separate prin influenta.

Pentru conductoare neomogene sau care se gasesc la temperaturi
neuniforme sau sunt accelerate, regimul electrostatic se atinge cand intensitatea
campului electric ia anumite valori determinate de starea fizico-chimica si de
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natura conductorului. Aceastd proprietate se caracterizeaza cu ajutorul unei
marimi vectoriale de material numita intensitatea campului electric imprimat

Ei , care este egala cu intensitatea cdmpului electric care se stabileste in
conductori la atingerea stérii de echilibru, luata cu semn schimbat:
Ei=-E = E+E =0 (3.28)
Relatia (3.27) reprezinta conditia de echilibru electrostatic in conductoarele

omogene neaccelerate, iar relatia (3.28), conditia de echilibru electrostatic in
conductoarele neomeogene sau accelerate.

3.4.2. CONSECINTELE ECHILIBRULUI ELECTROSTATIC

Din conditia de echilibru electrostatic pentru conductoarele omogene si
neaccelerate rezultd urmatoarele consecinte:
a) Toate punctele de pe suprafata sau din interiorul unui conductor omogen si

neaccelerat au acelasi potential. Deoarece E =0, tensiunea intre doua puncte A
si B oarecare va fi:

B_ -
Uy =V, -V, =[EdI=0 = V,=V, (3.29)
A

Suprafata conductorului metalic este o suprafata echipotentiald (suprafata
care uneste toate punctele in care potentialul are aceeasi valoare) si in
consecintd, liniile cdmpului electric vor fi intotdeauna perpendiculare pe
suprafata conductoarelor metalice omogene si neaccelerate.

b) Sarcina electrica de pe conductoarele omogene §i neaccelerate este reparti-
zatd numai pe suprafata acestora. in regim de echilibru electrostatic, deoarece

E =0, 1n interiorul corpului metalic nu exista linii de camp, deci nu pot exista
nici sarcini electrice de unde sd inceapa sau unde sa se sfarseasca liniile
campului electric.
¢) Liniile de camp din exteriorul conductorului nu patrund in interiorul
cavitatilor goale (efectul de ecran). Corpul conductor cu cavitate constituie un
ecran electrostatic.
d) Sub actiunea unui camp electric exterior, un conductor initial neincarcat, se
incarca superficial cu sarcini electrice. Pentru ca sa fie Indeplinitd conditia de
echilibru electrostatic, este necesar sa apara in interiorul conductorului un camp
electric propriu al repartitiei de sarcini, care si compenseze campul electric
exterior:

Eext = E propriu (3.30)

Fenomenul se numeste influenta electrostatica, iar conductorul s-a incarcat
prin influentd. Influenta electrostaticd intervine si are un rol important in
instalatiile de finaltd tensiune, la aparitia pe liniile de transport a unor
supratensiuni datoritd descarcarilor atmosferice etc.
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3.5. CAMPUL ELECTROSTATIC iN MEDII DIELECTRICE
3.5.1. POTENTIALUL SI INTENSITATEA CAMPULUI ELECTRIC

In prezenta dielectricilor campul electric se poate considera ca fiind
contributia atit a sarcinilor electrice libere cat si a sarcinilor de polarizatie
(sarcini legate), care tin cont de starea de polarizare a dielectricilor.

Potentialul V 1n prezenta dielectricilor se poate scrie sub forma:

V=V, +V (3.31)
unde V, corespunde sarcinilor electrice libere, respectiv campului electric
corespunzitor in vid, iar V' corespunde sarcinilor de polarizatie.

Pentru simplificare se considerd numai o repatitie de volum si de suprafata
a sarcinii electrice intr-un anumit spatiu limitat, iar suprafata de frontiera a
domeniul la infinit. In cazul acesta V,, va avea expresia:

1 Py 1 Py
V, = pov jvjj -dV+ pov i;[TdS (3.32)

Pentru determinarea potentialului V' se pleaca de la expresia potentialului
electric al dipolului electric si se aplicd corespunzitor teorema superpozitiei.
Pentru un element de volum dV din dielectricul polarizat momentul electric al

acestuia este PdV , unde P este vectorul polarizatie.

Presupunand ca in interiorul domeniului considerat exista si suprafete de
discontinuitate Sq pentru componenta normald a polarizatiei electrice, se obtine
in final pentru potentialul V' expresia []:

P, 1 P,
4me, wTd\HEQTdS (3.33)

unde: p, =—divP, p =—div P, iar V; este volumul in care existd sarcini de
polarizatie.

Intr-o scriere simplificatd expresia potentialului V in prezenta dielectri-
cilor, se poate scrie sub forma:

”' Py +Pv av +

H P +ps ds (3.34)

Rezulta ca potengialul electric produs de un sistem de corpuri incarcate
electric 1n prezenta dielectricilor, se obtine insumamnd potentialul pe care l-ar
produce aceleasi sarcini electrice in absenta dielectricilor si potentialul
corespunzator sarcinilor de polarizatie. Avand expresia potntialului electric se

4758 4ne,

poate calcula intensitatea cdmpului electric E=-VV.

In cazul unui sistem de corpuri incarcate electric situate intr-un mediu
liniar, izotrop, omogen si fard polarizatie permanentd, astfel incat in toate
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punctele domeniului sd se poatd considera permitivitatea aceeasi
(e=¢,-g, =const.), la aceeasi distributie de sarcini electrice adevarate, In

fiecare punct al domeniului marimile E si V sunt de &, mai mici decat in vid:

SR | | [PV | S NI L T ol

V_4n8'[\-[f r dv+4na~[s-[ r ds+4na-! rl dl+;4n;rk (3.35)
E=-VV =

_ L et 1 cepor | pi. < qne
E_ijlj S dV+4—nSij = d5+4—m!r—gdl+;m (3.36)

Fatd de cazul precedent s-au considerat si sarcini cu distributie liniard
precum si un sistem de n conductoare punctiforme. in concluzie, in prezenta
unui dielectric izotrop, liniar §i omgen in Intreg domeniul, expresiile de calcul
ale marimilor V si E sunt aceleasi ca si in cazul cAmpului electric in vid, cu
deosebirea cd permitivitatea vidului g, este Inlocuitd cu permitivitatera absoluta
a materialului e=¢, -¢,.

3.5.2. METODA IMAGINILOR ELECTRICE

Metoda imaginilor electrice se aplica la rezolvarea unor probleme de
campuri electrostatice atunci cand intevin suprafete de frontiera X, care sunt
suprafete de discontinuitate, reprezentate fie de prezenta unor corpuri
conductoare, fie de suprafata de separatie dintre dielectrici diferiti.

Metoda se bazeaza pe urmatorul artificiu: se inlocuieste efectul suprafetei
conductoare £ cu efectul unui sistem de sarcini fictive (numite sarcini
imagine), de valori si pozitii astfel alese, incat in campul rezultant al sarcinilor
reale (qq, Qa,..., qn) i al imaginilor (qy, qz ,..., qm ; M > n) suprafata T si fie
echipotentiala (fig. 3.8).

R "5 . *dp
£ 4 e ]
. - ™ HTH L]
3 ."qu]_. q2 oq3 . q3
Loegl ey S
*4n z *qn \"‘-T,_El_k,,eq{/ z
q]{o .qq' qk. .qq'
a) 1))

Fig. 3.8 a) Sistem de sarcini in prezenta suprafetei conductoare X;
b) Sistem de sarcini in mediu omogen

Aceastd substitutie nu modificd conditiile de frontierda pentru campul
electric din afara suprafetei X. In acest fel, problema determindrii campului
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electric corespunzator sistemului de sarcini electrice in prezenta unei suprafete
conductoare este inlocuitd cu problema determindrii campului unui sistem de
sarcini electrice mai complicat, dar situate intr-un mediu omogen.

Rezulta cd metoda imaginilor electrice reduce rezolvarea unei probleme de
camp cu anumite conditii pe frontiera, la rezolvarea unei probleme de camp
fara conditii pe frontierad si considerarea unui mediu omogen in intreg spatiul.
Calculele sunt mai simple atunci cand intervin repartitii particulare de sarcini
electrice (punctiforme, filiforme) iar suprafata ¥ prezinta o anumita simetrie.

Metoda imaginilor electrice este utilizata la determinarea campului electric
si respectiv a capacitatii liniei electrice In prezenta solului. De asemenea, mai
poate fi aplicatd relativ simplu in cazul sarcinilor electrice punctiforme, in
prezenta unor plane sau a unor sfere conducatoare si in cazul conductoarelor
electrice rectilinii, incédrcate uniform (pe lungime), cu axele paralele, in
prezenta unor plane sau a unor cilindri sau cavitdti cilindrice conductoare, cu
axele paralele.

3.6. TEOREME REFERITOARE LA CAMPUL ELECTROSTATIC

3.6.1. TEOREMA UNICITATII

Se considera un sistem de n conductoare situate intr-un mediu dielectric
izotrop si liniar (fig. 3.9). Se presupune ca dielectricul este fara sarcina electrica
libera §i fard polarizatie electrici permanentd. Domeniul considerat este
marginit de suprafata exterioara X si de suprafetele Sy, S,,..., S, ale celor n
conductoare.

In conditiile mentionate campul
electric din domeniul considerat este un
camp laplacian (V?V =0). Rezulti ci
acest camp este univoc determinat daca se
cunosc conditiile pe intreaga frontiera.

Daca domeniul este presupus infinit
extins (£ — o), iar la infinit campul este
egal cu zero (sistemele de conductoare se
afld la distantd finitd), in conformitate cu
teorema unicitatii, cAmpul electrostatic in acest caz este univoc determinat
daca se cunosc: fie potentialele conductoarelor, fie sarcinile conductoarelor, fie
potentialele unora dintre conductoare si sarcinile celorlalte conductoare.

Teorema unicitatii este valabild atat in cazul dielectricilor izotropi
(omogeni si neomogeni) cat si neliniari; in cazul dielectricilor neliniari se
considerd insd o polarizatie electrica reversibila, respectiv fard ciclu de
polarizatie. Teorema unicitatii se poate formula si in cazuri mai generale. in
acest sens, se poate tine seama si de existenta in interiorul domeniului a unei
60
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distributii de sarcini electrice, a unor dielectrici cu polarizatie electrica
permanentd sau suprafete de discontinuitate pentru permitivitatea electrica.

3.6.2. TEOREMA RECIPROCITATII

Se considera doua stari oarecare de electrizare ale unui sistem de n conduc-
toare. intr-o stare electrostatica fie Vy, Va,..., Va potentialele si qi, qa,...,
sarcinile electrice ale celor n conductoare. in cea de a doua stare se considera
potentialele Vl’, Vi, Vi si sarcinile electrice ale conductoarelor ql’, qz',. o
qn- Se arati ci intre sarcinile electrice si potentialele conductoarelor existi
urmatoarea relatie de legatura:

Zkal; :zq;(vk (3.37)
k=1 k=1

cunoscutad si sub denumirea de teorema reciprocitatii (Green). Teorema
reciprocitatii nu este valabild In cazul dielectricilor neliniari, insd este valabila
si In cazul cand in domeniul considerat se gasesc si alte conductoare
neincarcate electric.

Pentru demonstrarea teoremei se pleacad de la forma locala a teoremei
reciprocitatii in camp electrostatic:

E-D =E -D (3.38)
in care marimile de stare E si D ale campului electric corespund unei stari

electrostatice, iar marimile E si D corespund celeilalte stari. Mediul fiind
presupus izotrop si liniar in fiecare punct din camp rezulta D=¢E si

—

D = SE' , din care rezulta imediat relatia (3.38).

Teorema reciprocitdtii are o serie de consecinte pentru unele regimuri
particulare. De exemplu, se considera conductorul k incarcat cu sarcina
electrica qy, toate celelalte conductoare fiind neincarcate si fie V; potentialul
conductorului i datorat sarcinii qx. Se considera apoi numai conductorul i
incdrcat cu sarcina electricd q; si fie Vi potentialul conductorului k cores-
punzitor sarcinii electrice q;. Tindnd seama de aceste conditii in teorema
reciprocitatii, rezulta relatia:

AV =aV, (3:39)
jar daca sarcinile electrice sunt presupuse egale (qx = q;) rezulti ca si
potentialele vor fi egale:

V, =V, (3.40)
Rezulta cd potentialul conductorului i datoritd prezentei unei sarcini pe

conductorul k este egal cu potentialul pe care aceeasi sarcina presupusd acum
pe conductorul i I-ar stabili pe conductorul k.
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In mod analog se pot considera si alte stiri particulare ale sistemului.
Astfel, intr-o stare, potentialul Vi se considera diferit de zero, potentialele
tuturor celorlalte conductoare fiind nule, iar sarcina electrica corespunzatoare
pe conductorul i este ;. In a doua stare, numai potentialul V; al conductorului i
este diferit de zero, iar sarcina electricd pe condcutorul k este qy . Introducénd
aceste valori in relatia (3.37) se obtine:

4 Vi =q,V; (3.41)
iar daca potentialele in cele doua stiri sunt egale (Vi = Vi’), sarcinile q;,
reapectiv qi vor rezulta de asemenea egale.

3.6.3. TEOREMA SUPERPOZITIEI

Se considera un sistem de n conductoare care au potentialele Vy, V,,..., V,
si sarcinile electrice qi, qp,..., qn. Mediul dielectric In care sunt situate
corpurile conductoare este presupus liniar, izotrop, fara sarcini electrice si fara
polarizatie electrica.

Teorema superpozitiei cAmpurilor electrostatice se exprima sub forma
urméatoare: dacd sarcinile electrice ale tuturor conductoarelor cresc sau scad de
A ori, atunci §i potentialul intr-un punct din cdmp si implicit potentialul
fiecaruia din conductoare in parte, creste respectiv scade de A ori.

Teorema superpozitieie cadmpurilor electrostatice apare ca o consecintd a
liniaritatii ecuatiilor cAmpului electrostatic in mediile liniare.

Aceasta teoremd se poate deduce In mod simplu plecdnd de la teorema

reciprocitdtii. Adaugand ambilor termeni ai relatiei (3.37) termenul quVk si

k=1
respectiv, quVk se obtin relatiile:
k=1

Ya, Vi + V)= la, +a; v, (3.42)

k=1 k=1

>la+a Vi =X ar (v, +vy) (3.43)

k=1 k=1

Relatiile (3.42) si (3.43) exprima faptul ca daca sarcinilor qy, qa,..., qq le
corespund potentialele Vi, V,,..., V,, respectiv sarcinilor q, qz’,..., qn’ le

corespund potentialele V., V,,..., V,, atunci sarcinilor (q: + ql'), (qz + qz'),. ey
(qa * qn ) le corespund potentialele (V; + Vi), (V2 +V,),..., (Va+ Vy).
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4. CONDENSATORUL ELECTRIC. ENERGIE SI FORTE
iIN CAMP ELECTROSTATIC

4.1. CONDENSATORUL ELECTRIC. CAPACITATEA ELECTRICA

Sistemul format din doud conductoare (omogene si neaccelerate) incarcate
cu sarcini electrice egale si de semne contrare, Intre care existd un dielectric
oarecare, insda neincarcat electric si fara polarizatie permanentd se numeste
condensator electric (fig. 4.1). Cele doua conductoare Incarcate electric poarta
numele de armaturile condensatorului.

Se considerd un camp electric complet
(toate liniile de camp care incep de pe unul
din conductoare se termina pe celalalt).

Mediile dielectrice se caracterizeaza
prin faptul cd nu contin decdt un numar
neglijabil de purtatori liberi de sarcini elec-
trice, care sub actiunea campului electric,
se pot deplasa pe distante nelimitate (aces-
te medii au conductivitatera practic egala
cu zero).

Condensatorul electric este caracterizat
printr-o marime fizica scalard numitd capacitate electricd (C). Capacitatea
electrica este egald cu raportul pozitiv dntre valoarea sarcinii electrice q a unuia
dintre conductoare si diferenta de potential dintre el si cel de-al doilea:

Q@ 9@ _9

vV,-V, V,-V, U

Marimea inversd capacitdtii capacitdtii electrice se numeste elastanta
capacitiva (S):

S=1/C (4.2)

Dacé dielectricul este liniar, in conformitate cu teorema superpozitiei,
sarcina electrici de pe armaturi variaza direct proportional cu diferenta de
potential dintre acestea. Deci, capacitatea electrica este independentad de sarcina
q de pe armaturi si de diferenta de potentia U dintre armaturi, fiind o marime
caracteristica a condensatorului respectiv (capacitatea unui condensator electric
depinde de geometria si dimensiunile sistemului de armaturi precum si de
natura dielectricului dintre acestea).

Notiunea de capacitate nu intervine numai la condensator ci §i in cazul
unor sisteme tehnice din cele mai diferite ca realizare si scop. Astfel, se poate
vorbi si despre capacitatea unui conductor. In acest caz rebuie si ne imaginam
cea de a doua armaturd situatd la infinit, avind conventional potentialul nul.
Rezulta ca in cazul unui conductor incércat cu sarcina q si avand potentialul V,
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capacitatea electrica este urmétoarea:
C=q/V 4.3)
Unitatea de masura a capacitatiin electrice este Faradul [F].

4.2. CALCULUL CAPACITATII CONDENSATOARELOR

Pentru calculul capacitdtii unui condensator electric se procedeaza in

modul urmator:

e se presupun armaturile condensatorului incédrcate cu sarcinile electrice +q
$i—q;

e sc determind intensitatea campului electric in dielectricul dintre armaturi
cu ajutorul legii fluxului electric;

e se calculeazi tensiunea electric U dintre armaturi;

e se de termina capacitatea condensatorului folosind relatia (4.1).

4.2.1. CAPACITATEA UNUI TUB DE CAMP ELECTRIC

in figura 4.2 este reprezentat un tub de camp electric, caruia ii corespunde
la capete, pe conductoarele 1 si 2, sarcinile electrice Aq si —Aq, cu Aq > 0.
Dielectricul dintre armaturi este presupus liniar si omogen de permitivitate €.
Se considera campul electric dintre cele doud conductoare metalice ca fiind un
camp complet (toate liniile de camp care pleaca de pe primul conductor se
termina pe al doilea conductor).

Se considerd o suprafatd inchisd X
care contine in interiorul ei sarcina Aq.
Suprafata £ este formatd din suprafata
laterald a tubului de camp si sectiunile
de baza ce o delimiteaza (prima sectiune
se afld in conductorul 1, iar cealalta de
ariec AS, este o sectiune prin tubul de
camp electric).

In conditiile mentionate, daci se
aplica legea fluxului electric se obtine:

Fig. 4.2 Figura explicativa la
calculul capacitatii unui tub
de camp electric

ﬂDdS:”Ddsqu (4.4)
2z AS

deoarece campul electric in interiorul conductorului este nul (conditia
echilibrului electrostatic), iar prin suprafata laterald a tubului de camp electric
considerat fluzul este nul pentru cd vectorii D si dS sunt perpendiculari
(produsul lor scalar va fi egal cu zero).
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Din relatia (4.4) rezultd urmatoarea concluzie: de-a lungul unui tub de
camp electric fluxul electric se conserva (fluxul electric prin orice sectiune a
tubului de camp electric are aceeasi valoare).

Pentru determinarea expresiei capacitatii electrice se pleacd de la definitia
elastantei capacitive:

.[Edl

j Edl “5)

C Aq j DdS j DdS
Tinand cont de faptul cd vectorii dl, dg, E si D sunt coliniari sica
inductia electrica D este o marime constanta in toare punctele suprafetei AS, se

obtine:

1 % Edl  } Edl ¢ d
_:f S:!SE :! (4.6)

relatie care permite determinarea capacitatii electrice pentru diferite tipuri de
condensatoare.

4.2.2. CAPACITATEA ELECTRICA A UNOR SISTEME SIMPLE

Capacitatea condensatorului plan

Condensatorul plan este format din doua armaturi plane paralele, de
diferite forme, de arie S, separate printr-un dielectric de grosime d si permiti-
vitate & (fig. 4.3). Sarcinile electrice de pe armaturi sunt q si —q (q > 0), iar
diferenta de potential este V; — V,. Campul electric in spatiul dintre armaturi se

considera omogen, de intensitate, E = const.

Pentru determinarea capacitatii condensa- Z I'i,_
torului p.lan se aplica legea fluxului electric +g ;I I -q

suprafetei Inchise X, care are o formd parale- M aa
lipipedicd (fig. 4.3) si contine in interiorul ei ¥ |Lf2——=—g WV
o— |+ —a

sarcina pozitivd q. In final, se obtine relatia " E
(4.6) unde sectiunea AS este egald cu suprafata  §=p| |*[5
l
T
]

I+

paft r e

S a unei armaruri: |I
|
1 tdl_d N T
—=]—=— = C=— 4.7 1 s
C J1es &S d &7 45 4

Condensatoarele plane, se construiesc de
obicei, numai pentru capacitati mici §i tensiuni
mari, dielectricul fiind 1n general sticla sau materiale ceramice. Pentru a aobtine
capacitdti mari, dar la tensiuni mici, armaturile se realizeaza din foite subtiri de
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hartie metalizata care se ruleaza sub forma unor cilindri.

Capacitatea condensatorului sferic

Armaturile condensatorului sferic sunt doua sfere concentrice, prima de
razd Ry, iar cea de-a doua de raza R, (fig. 4.4). Se considera dielectricul dintre
armaturi liniar §i omogen de permitivitate €.

Campul electric dintre armaturi, de

intensitate E, este simetric fatd de centrul
suprafetelor sferice si nu are efect de margine.

Pentru determinarea capacitatii condensa-
torului sferic se aplica relatia (4.6), in care
sectiunea AS prin tubul de camp electric este o
sfera concentrica cu cele doud armaturi, de raza
r,cuR;<r<R,.

Se obtine relatia:

2 1

d 1 1 1 R,R
- | ——— | = Co4re—12 (48)
eS  jednr’  4ne( R, R, R, -R

Pentru a determina capacitatea unei sfere metalice de razd R;, in relatia
(4.8), raza celei de-a doua armaéturi se considera infinita (R, — ):

C=4neR, 4.9)

Capacitatea condensatorului cilindric
Condensatorul cilindric are armaturile de forma a doi cilindri metalici
concentrici, de Indltime h si de raze R; si R, (fig. 4.5).

Se considera dielectricul dintre
armaturi liniar §i omogen de permiti-
vitate €.

Pentru  determinarea  capacitatii
condensatorului cilindric se aplica relatia
(4.6), in care sectiunea AS prin tubul de
camp electric este suprafata laterald a
unui cilindru raza r, concentric cu cele
doud armaturi, cu R; <r <R,.

Capacitatea condensatorului cilin-
dric se calculeazd in ipoteza ca se
neglijeaza efectul de margine. Se obtine
relatia:

L KU
C 1S Rl8275rh

Vg

Fig. 4.5 Condensatorul cilindric
66



Electrotehnica si masini electice

_ LRy 2neh

1
C 2meh R, ~ InR, /R,

(4.10)

4.3. GRUPAREA CONDENSATOARELOR

Se considera o retea de condensatoare initial neincarcata electric,
alimentatd pe la bornele A si B cu tensiunea Upsg = V4 — Vg (fig. 4.6). Se
noteaza cu qu (qa = q > 0) sarcina electricd primitd pe la borna A si cu qg
(qg = —q) sarcina electrica primitd la borna B. Se numeste capacitate
echivalenta a retelei de condensatoare fata de bornele A si B, marimea definita
de relatia:

C, = da __ 98 __4 (4.11)
VA - VB VB - VA UAB
adicad capacitatea unui condensator, care dacad ar fi conectat In locul gruparii
reale de condensatoare, 1n exteriorul sistemului nu s-ar constata nici o
schimbare (la aceeasi diferentd de potentuial aplicatd ar rezulta aceeasi sarcina
pe armaturi).

Legarea in paralel a condensatoarelor

Sarcina echivalentd a n condensatoare de capacititi Cy, Cs,..., C, legate in
paralel (fig. 4.7) este data de relatia:

q.=q,+q, +-.+q, =C U +CU,p+..+C U,z =C_U,; (4.12)

Comparand relatiile (4.11) si (4.12) rezulta:

C, =2 C, (4.13)
k=1
ﬁv—'qﬂ: T A & L &
Crupare +q, ST I :l:"qn )

17, de 17 T Uapl C19F 0o =0y 1 g Tep
AB condensatori 4B -q; ABﬂqé 'qi AR o
- H—
BgB—l E E} B

Fig. 4.6 Condensatorul echivalent  Fig. 4.7 Legarea in paralel a condensatoarelor

Legarea in serie a condensatoarelor

Sarcina echivalentd a n condensatoare de capacititi Cy, Cs,..., C, legate in
serie (fig. 4.8) este datd de relatia:

9. =q; =9, =9, =q (4.14)

Incarcarea condensatoarelor are loc astfel: sarcina +q care intra pe la borna
A apare pe prima armaturd (pozitivd) a condensatorului C;. Aceastd sarcind
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determina aparitia prin influenta electrostatica a sarcinii —q pe cea de a doua
armaturd. Conform teoremei conservirii sarcinii electrice, apare sarcina q, = +q
pe prima armaturd a condensatorului C,. procesul se repeta pand la armatura a
doua a ultimului condensator, care se incarcd cu sarcina —q de la sursa.
Tensiunea U,g la bornele A si B va fi data de relatia:

UAB:CL:U1+U2+...+UH:i+i+...+i (4.15)

es 1 CZ Cn

Rezulta capacitatea echivalenta:

A 3 1 (4.16)
Ces k=1 Ck

Capacitatea echivalenta este mai mica decat cea mai mica capacitate legata
in serie.

& gClog +q'32—q +an—qB & +q'3e;=_q B
+ --- -+ e
N L S S
if] [ Up Usg

Uk

Fig. 4.8 Legarea in serie a condensatoarelor

Un condensator plan cu n straturi de dielectrici de permitivitati
relative g si grosimi dy este echivalent echivalent cu o retea de n condensa-
toare legate in serie, condensatorul Cy avand permitivitatea relativa gy i
grosimea dy. Tindnd cont de relatiile (4.7) si (4.16) rezultd capacitate
condensatorului respectiv:

Co_toS 4.17)

4.4. ECUATIILE DE CAPACITATE ALE LUI MAXWELL

Ecuatiile de capacitate ale lui Maxwell reprezinta relatiile de legatura
intre sarcinile §i potentialele electrice ale unui sistem de n conductoare situate
intr-un mediu dielectric izotrop si liniar, neincarcat electric si fard polarizatie
electrica permanenta.

Se considerd un conductor k din cele n conductoare si se presupune ca
sdarcinile electrice ale tuturor conductoarelor sunt nule cu exceptia
conductorului i, a cérui sarcind electrica este q;. Potentialul conductorului k,
corespunzitor sarcinii electrice q; este dat de relatia:

(Vi) =Sy q 4.18)
unde Sy; este un factor de proportionalitate.
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Daci se presupun toate conductoarele incércate cu sacini electrice, pe baza
teoremei superpozitiei, rezulta potentialul electric Vi al conductorului k:

Vi = Z(Vk )i =S4, +S,9, +.-+5,4, (4.19)
i1

Considerand cele n conductoare, se obtine sistemul de ecuatii:
Vi=8,9, 8,9, +...+S,,q,

V, =8,q, #5549, +...+5,,9, (4.20)

Vn = Snlql +Sn2q2 +"'+Snnqn

care reprezintd prima formd a ecuatiilor de capacitate ale lui Maxwell.
Coeficientii Si; [F™'] se numesc coeficienti de potential (pentru k # i —
coeficienti de potential mutuali; k = i — coeficienti de potential proprii). Pentru
coeficientii de potential mutuali se verificd conditia de reciprocitate, Sy; = Sik,
k#i.

Coeficientii de potential au urmatoarele semnificatii:

Sy :(ﬁJ 5 S :(Ej (4.21)
4 Qi =0 i Qizk=0

Rezolvand sistemul de ecuatii (4.20) in raport cu sarcinile electrice, se
obtine cea de a doua forma a relatiilor de capacitate ale lui Maxwell:

Vﬂ
q, =¢,V,+c,V, +...+¢, V,

q,=c¢,V,+c,V,+..+c

In

(4.22)

q, =¢, vV, +c,V, +..+cV,
unde coeficientii ¢y, se numesc coeficienti de capacitate iar ¢; (k # i) se
numesc coeficienti de influenta electrica. Coeficientii de influentd electrica

respecta conditia de reciprocitate, ¢; = ¢jx, K#1i.
Semnificatia coeficientilor este urmatoarea:

e, :(q_kJ D ey :(Q_kJ (4.23)
Vi Vi =0 Vk Vizk =0

Sistemul de ecuatii (4.22) se poate transforma astfel incat sarcina electrica
a unui conductor sd fie exprimiatd in functie de diferenta de potential dintre
acel conductor si celelalte conductoare. Daca primei ecuatii a sistemului (4.22)

n
i se adauga si 1 se scade marimea Zcile se obtine:

i=2

q, = VI(CII +Cp +"'+Cln)_(V1 -V, )C12 _~--_(V1 -V )Cln (4.24)
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Procedand in mod similar cu celelalte ecuatii ale sistemului si facand
urmatoarele notatii:

Cio = chj > ij ==Cy ="Cx = Cjk (4.25)
=]

se obtine sistemul de ecuatii:
q, =C, U, +C U, +..+C Uy,

q, =C, U, +C,U, +..+C,,U,, (4.26)

9, = Cn]Unl +C112Un2 +"'+CnOUn0

unde: Uy = Uy = Uj; Uy =V U =U;-U;=0; k=1...n; j=1...n.
Capacitatea de serviciu a unui conductor k, in raport cu un conductor j
apartindnd unui sistem de n conductoare, este datd de raportul dintre sarcina
electrica de pe conductorul k (qy) si tensiunea electrica Uy;:
Cai =9, /Uy 4.27)

4.5. ENERGIA SI FORTELE iN CAMPUL ELECTROSTATIC
4.5.1. ENERGIA CAMPULUI ELECTROSTATIC

In jurul unui de corpuri incircate electric exista un camp electric. Daca in
acest camp electric se introduce un corp Incarcat cu sarcind electrica, asupra lui
se vor manifesta actiuni ponderomotoare de naturd electricd, care vor duce la
deplasarea si rotirea lui, deci se va produce un lucru mecanic. Aceasta
presupune existenta unei energii a cdmpului electrostatic preluata de la sursele
de energie exterioara in procesul de incércare a corpurilor cu sarcina electrica.

Energia campului electrostatic W, este egala cu lucrul mecanic efectuat
din exterior pentru a aduce sarcinile electrice de la infinit in pozitiile pe care le
au in camp, adica pentru a incarca corpurile, care in stare initiala se presupun ca
sunt neincarcate eletric. Cresterea energiei electrostatice cu valoarea elementara
dW, este urmarea efectudrii unui lucru mecanic elementar dL, respectandu-se
principiul de conservare a energiei, pe baza caruia se stabileste expresia de
calcul a energiei electrostatice:

dW,+dL =0 (4.28)

Se considera un sistem de n conductoare in stare initiald neincarcate
electric si in stare finala incarcate cu sarcinile electrice qy, qz,..., qa $i avand
potentialele electrice Vi, V,,..., V,. La starea finala s-a ajuns printr-o crestere
proportionald a tuturor sarcinilor electrice, pornind de la o stare initiald in care
sarcinile erau nule si deci si cAmpul electric era nul in fiecare punct. Cresterea
sarcinilor electrice s-a facut sufficient de lent pentru a se pastra regimul
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electrostatic. Intr-o stare de incircare electricd intermediard, conductoarele au
sarcinile electrice ql’, qz’,..., q,,’, egale cu o fractiune din sarcinile electrice
finale, qk’ =Aqx (0 £ A £ 1), iar potentialele electrice Vi, Vy,..., V., unde
Vi = AV,. Aceste sarcini electrice intermediare poduc intr-un punct din spatiu

un camp electric de intensitate E .

Pentru a trece sistemul de conductoare din starea intermediard considerata
in starea infinit apropiatd, in care sarcinile de pe corpuri sunt q, + dqy, iar
potentialele Vi, + dVy, trebuie aduse de la infinit pe corpurile respective
sarcinile electrice elementare qu’ (k = 1, 2,..., n), efectudnd pentru aceasta
lucrul mecanic elementar dL:

n Mg —_ n My o
L=Y) j dq, E dl =Y dq, j Edl (4.29)
k=1 k=1 o
unde dq, E este forta electrici care actioneazi asupra sarcinii dgq .
My .
Deoarece J- E dl =-V,, se obtine:

Y

dL=->V,dq, = dW, =) V,dq, (4.30)
k=1 k=1

Tinand cont de faptul ca Vi =AVsi qu’ =qy dA rezulta:
dW, ="V, q, Ldr 4.31)

k=1
Energia campului electrostatic va fi egald cu lucrul mecanic efectuat pentru
atingerea starii finale (A = 1) pornind de la starea initiald (A = 0):

n 1 1 n
W, =DV, qu.XdXZEZVk 9 (4.32)
k=1 0 k=1

Intr-o forma generald, considerand un domeniu infinit extins in interiorul
caruia existd o distributie de volum a sarcinii electrice cu densitatea de volum
py, 0 distributie superficiald cu densitatea de suprafatd ps si un sistem de n
conductoare Incércate electric, energia campului electrostatic are expresia:

We=%mpvdV+%”psds+%ivqu (4.33)
A\ S k=1
Aplicatie

Sa se determine energia electrostaticad Tnmagazinatd in campul electric al
unui condensator electric, care are capacitatea C §i este incarcat cu sarcina
electrica q.

Cele doua armaturi ale condensatorului electric sunt doud conductoare
incarcate cu sarcinile electrice q $i —q $i care au potentialele electrice V; si V).
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Conform relatiei (4.32) energia cdmpului electric este:
1 1 1 1 1 |

W,=—q,V,+—q,V, =—qV, ——qV, =—qU ==CU 4.34
e 2(1, 1 2q2 2 2q1 2‘]2 2q > ( )
Relatia (4.32) nu indicd localizarea corectd a energiei campului
electrostatic. Pentru aceasta se defineste densitatea de volum a energiei

campului electric w, (energia electrica intr-un punct din campul electric):
AW, dW,

o = lim —==
AV-0 AV dv
Pentru a determina densitatea de volum a energiei electrice in functie de

W (4.35)

marimile de stare ale campului electric D si E se considerd cAmpul electric
omogen din interiorul unui condensator plan, pentru care este valabila relatia:

1 , 1e€S , .,
oW oY gt esaE? er?
©T v, Vv, vV, 2V, 2
w, :%EB (4.36)

unde V4 = Sd reprezintd volumul dielectricului dintre armaturi.
Rezultd ca energia campului electrostatic localizat intr-un volum V se
poate calcula in functie de marimile de stare ale campului electric cu relatia:

W= []fwav -~ JijEDav 4.37)

Unitatea de masurd a energiei electrice este Joulul [J], iar densitatii de
energie electrica este Joulul pe metru cub [J/m*].

4.5.2. TEOREMELE FORTELOR GENERALIZATE

Calculul actiunilor ponderomotoare care se exercita asupra corpurilor intr-
un cadmp electric se poate face plecand de la expresia energiei sistemului pe
baza unor teoreme, numite fortelor generalizate.

Un sistem de corpuri poate fi caracterizat din punct de vedere al
configuratiei geometrice printr-un numdr de parametrii scalari denumiti
coordonate generalizate sau lagrangiene. Numarul minim al acestora reprezinta
numarul de grade de libergtate ale sistemului. Coordonatele generalizate se
noteaza cu Xy, Xa,..., Xp $i pot fi distante, unghiuri, arii, volume etc.

Cand coordonatele generalizate au variatii elementare dx;, dx,..., dxy,
fortele generalizate Xy, Xy,..., X, care se exercitd asupra corpurilor, efectueaza
un lucru mecanic elementar:

dL =)"X, dx, (4.38)

k=1
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Marimile scalare Xy care intervin in relatia (4.38) se numesc forte
generalizate. Forta generalizata nu este o fortda propriu-zisa. Daca, de exemplu,
X este o deplasare, Xy este componenta unei forte dupa directia deplasarii; daca
X este un unghi de rotatie, Xy este componenta momentului unei forte in raport
cu axul de rotatie etc.

Se presupune ca toate cele n corpuri sunt fixe in afara de corpul i, care
poate sa-si modifice numai coordonata xy. Lucrul mecanic efectuat de sursele
de energie exterioara pentru variatia cu dxy a sarcinilor electrice ale celor n
corpuri trebuie sd acopere cresterea de energie a campului electric si lucrul
mecanic efectuat de forta generalizatd Xy asupra corpului i:

n

D V. dq, =dW, + X, dx, (4.39)

k=1

In cazul unui sistem de corpuri electrizate, calculul unei forte generalizate
X, se poate face in doua ipoteze.

a) Sistemul este izolat din punct de vedere energetic (nu existd schimb de
energie cu exteriorul, ceea ce inseamnad ca sarcinile tuturor conductoarelor sunt
constante, q = const.).

In acest caz, principiul de conservare a energiei se scrie sub forma:

dL + (dw,) =0 (4.40)

q=const.
Tinand cont de faptul cd se presupune ca in cursul deplasarii virtuale
variaza numai coordonata generalizata xy, rezulta:
X, dx, +(dW,) =0 (4.41)

q=const.

Expresia energiei campului eledctrostatic pentru un sistem de n conduc-
toare, tinand cont de relatiile de capacitate ale lui Maxwell, este data de relatia:

n n

1 & 1
W, :EZQka :Ezzskiqkqi (4.42)
k=1

k=1 i=1
Deoarece coeficientii de potential Sy; depind de configuratia geometrica a
sistemului de conductoare, rezulta ca energia campului electrostatic este o func-
tie de sarcinile conductoarelor i de coordonatele generalizate ale sistemului:

W, = W (qys Qo Qi Xy Xpos Xy ) = (4.43)
m a W
(dWe )q:const. = Z( s j ka (444)
k=1 0 Xy q=const.
Considerand ca variaza numai coordonata generalizata xj rezulta:
oW
X, dx, +[ C) dx, =0 = (4.45)
0x, )
q=const.
X, = —(8W°J (4.46)
ox k /q=const.
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b) Potentialele tuturor conductoarelor sunt mentinute constante (in acest
caz are loc un schimb de energie cu exteriorul), V = const. Rezulta:
dL +(dW,) =dw (4.47)

unde dW,y reprezintd energia elementara primitd de sistem din exterior in
timpul deplasarii virtuale.

Pentru ca potentialele conductoarelor sa fie mentinute constante trebuie ca
sarcinile acestora sa creasca cu valorile elementare dqy, obtindndu-se:

V=const. ext.

dw,, = ivk dq, = dL+(dW,), .. = ivk dq, (4.48)
k=1

k=1

Tinand cont de faptul cd: W, = éZVk qy; Vi =const., rezulta:
k=1

(4.50)

V=const.

(dWC )V:consl, = %i Vk qu = %dwcxt. = dL= (dWC )
k=1

Expresia energiei campului eledctrostatic pentru un sistem de n conduc-
toare, tinand cont de relatiile de capacitate ale lui Maxwell, este data de relatia:

1 n 1 n n
W, :EZQka :Ezzckivkvi (4.51)
k=1

k=1 i=l
Deoarece coeficientii de capacitate ¢,; depind de configuratia geometrica a
sistemului de conductoare, rezulta ca energia cAmpului electrostatic este o func-
tie de potentialele conductoarelor si de coordonatele generalizate ale sistemului:

W, =W, (V,, Vyo, Vi3 Xy Xy Xy ) = (4.52)
& OW
(dwc )V:const. = ( : J dxk (453)
k=1 an V=const.
Deoarece s-a presupus cd variazd numai coordonata generalizata x; rezulta:
oW oW
X, dx, :[ ej dx, = X, :{ ej (4.54)
a Xk V=const. a X k ./ v=const.

Relatiile (4.46) si (4.54) reprezinta teoremele fortelor generalizate in
campul electrostatic. Indiferent de ipoteza de calcul adoptatd (q = const. sau
V = const.) forta generalizatd trebuie sd rezulte aceeagi. Dacd in urma
calculelor, forta generalizatd Xy are o valoare pozitivd, atunci aceasta
actioneazd in sensul majordrii coordonatei generalizate x; si daca forta
generalizata are o valoare negativa, atunci va actiona 1n sensul micsorarii
coordonatei generalizate.
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5. CIRCUITE ELECTRICE DE CURENT CONTINUU
5.1. CIRCUITE ELECTRICE LINIARE DE CURENT CONTINUU
5.1.1. ELEMENTE INTRODUCTIVE

Circuitul electric se defineste ca fiind ansamblul mediilor prin care poate
circula curentul electric. Aceste medii pot fi medii conductoare, semiconduc-
toare sau dielectrice. In medii conductoare si semicondcutoare existd curenti
electrici de conductie, iar in medii dielectrice existd curenti electrici de
deplasare.

Din punct de vedere al repartitiei densitdtii de curent in sectiunea
conductoarelor, circuitele electrice se clasifica in circuite electrice filiforme
(densitatea curentului este constantd in sectiunea circuitului) si circuite
electrice masive (repartitia curentului in sectiune nu este uniforma).

Dupa regimul de functionare, circuitele electrice se clasifica in circuite de
curent continuu (c.c.), caracterizate numai prin existenta curentului electric de
conductie In conductoare, intensitate sa fiind constantd in timp si circuite
electrice in regim variabil, la care curentii si tensiunile electrice ce intervin
sunt marimi variabile 1n timp (existd curenti electrici de conductie in
conductoare si curenti de deplasare in dielectricul condensatoarelor din circuit).

Circuitele electrice de curent continuu au ca elemente componente
rezistoare (clemente pasive) si surse de energie electrica (elemente active).
Rezistenta electricd a rezistorului, t.e.m. §i rezistenta interioard a sursei de
t.e.m. reprezintd parametrii elementelor respective.

Dupa proprietatile de material ale elementelor circuitului electric, circuitele
se Tmpart in circuite electrice liniare (au parametrii independenti de valorile
tensiunilor si curentilor din circuit) si neliniare (au parametrii dependenti de
valorile curentilor si tensiunilor).

Mai multe elemente de circuit sunt conectate in serie atunci cand acestea
formeaza un conductor neramificat (sunt parcurse de acelasi curent electric).
Extremitdtile distincte sau suprapuse ale elementelor de circuit se numesc
borne. Un ansamblu de circuite electrice, conectate intre ele intr-un mod
oarecare, poartd numele de retea electrica. Din punct de vedere topologic,
elementele principale ale unei retele electrice sunt: laturile, nodurile si
ochiurile.

Latura (ramura) este o portiune neramificata de circuit, formatd din
elemente conectate in serie parcurse de acelasi curent si cuprinsad intre doua
noduri vecine. Numarul de laturi ale unei retele se noteazd cu L. Nodul este
punctul de conexiune a cel putin trei elemente de circuit. Numarul de noduri ale
unei retele se noteaza cu N. Ochiul (bucla) este un contur inchis realizat de-a
lungul laturilor retelei, incepand de la un nod si ajungand la acelasi nod, fara a
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parcurge o latura de doud ori. Un ochi de retea este independent fatd de un
sistem de ochiuri dat, atunci cand contine cel putin o laturd de retea care nu a
fost continuta de celelalte ochiouri ale retelei. Numarul de ochiuri independente
ale unei retele se noteazi cu O. Intre numarul de ochiuri independente O,
numarul de laturi L si de noduri N ale unuei retele electrice, existd urmatoarea
relatie de legatura, care poartd numele de teorema lui Euler:

O=L-N+1 5.1

In figura 5.1 este prezentatd o retea electrici. Nodurile retelei electrice
sunt: A, B, C si D, rezultdnd N = 4. Laturile retelei electrice sunt: AC, AB, AD,
BC, BD si CD, rezultand L = 6. Conform relatiei (5.1) numarul de ochiuri
independente este O = 3, un sistem de ochiuri independente fiind format din
ochiurile: ABCA, ABDA si CBDC. Un circuit de exceptie este circuitul serie,
neramificat (fig. 5.2), care are o singura latura si un singur ochi.

Fig. 5.1 Retea electrica Fig. 5.2 Circuit simplu neramificat

Se numeste sens de referinta sau sens pozitiv al unei marimi fizice scalare
(tensiune sau curent), sensul vectorului element de integrare (dl, dS) stabilit
fie arbitrar, fie pe baza unor reguli.

A T.e.m. U, este pozitiva cand sensul elemen-

—
—

tului de integrare dl , prin interiorul sursei, este

E 1 1 orientat de la borna negativa spre cea pozitiva.
b bR Curentul electric I este pozitiv cind elementul

U, de suprafatd dS are acelasi sens cu vectorul

densitate de curent J sau cand unghiul dintre
a) 1) cei doi vectori este mai mic de 90°.
Sensul de referinta al tensiunii de la borne

Fig. 5.3 Conventia de semne: U, se indicd in schemd printr-o sigeatd intre
a) generatoare; b) receptoare borne

Exista doua conventii privind asocierea sensurilor de referinta ale tensiunii
la bornele unei laturi de retea si a curentului ce trece prin aceasta. Pentru
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laturile receptoare, curentul I si tensiunea la borne U, au sensurile din figura
5.3 a. Putereala borne P, =I1U, este primitd de la retea, dacd este pozitiva
si este redata retelei, dacad este negativa. Pentru laturile generatoare, curentul I
si tensiunea la borne U, au sensurile din figura 5.3 b. Putereca la borne
P, =1U, este cedatd de retea, dacd este pozitiva, si este primitd de retea, dacd

este negativa.

5.1.2. TEOREMELE LUI KIRCHHOFF

Teorema intii a lui Kirchhoff

Pentru stabilirea acestei teoreme se considerd o suprafatd inchisa X care
inconjoard un nod N al unei retele electrice (fig. 5.4). Daca se aplicd suprafetei
Y legea conservirii sarcinii electrice, pentru regimul electrocinetic stationar, se
obtine:

I
- — dq 1
I, =[[JdS=——%=0 5.2
: I | " (5.2) 1] s
Integrala de suprafatd a densitatii de curent E;v; { S
este diferitd de zero numai pentru suprafetele Iy I N 1,
deschise Sy, S, S3 si Sy rezultate din intersectia oy - S
conductoarelor cu suprafata X, unde J=#0. ~_,q333

Tinand cont de faptul ca vectorul dS este &
orientat spre exteriorul suprafetei inchise i ca J
are sensul de referintd indicat de sageti (sensul

curentului), se obtine:

Fig. 5.4 Figura explicativa la
demonstrarea primei teoreme
a lui Kirchhoff’

[[705 = [T, a5+ [[32 a5+ [ a5 + [T, a5 =0 53)
b S, S, Sy Sy

Deoarece fluxul vectorului J prin suprafata sectiunii transversale a unui
conductor este intensitatea curentului electric prin conductorul respectiv, se
obtine:

[[-1,-1,+1,=0 (5.5)
Generalizand relatia (5.5) rezulta
21, =0 (5.6)

keN
Relatia (5.6) reprezintd prima teorema a lui Kirchhoff si se enunta astfel:
in regim electrocinetic stationar, suma algebrica a intensititilor curentilor
din laturile care concuri intr-un nod N al unei retele electrice este nula.
Aceastd teorema se mai poate enunta: suma intensitatilor curentilor care
intrd intr-un nod este egald cu suma intensitdtilor curentilor care ies din nod.
Prima teoremd a lui Kirchhoff este valabila si in cazul circuitelor de curent
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alternativ, deoarece legea conservarii sarcinii electrice ramane valabild si in
regim cvasistationar.

Teorema a doua a lui Kirchhoff

Se considerd un ochi de retea q, avand un anumit numar de laturi (fig. 5.5).
Pentru stabilirea teoremei a doua a lui Kirchhoff se aplica forma locala a legii
conductiei electrice, care se integreaza de-a lungul curbei I' ce trece prin axa
conductorilor, care formeaza ochiul q. Se obtine:

§(E+EiJai=fpidi (5.7)
r r

In regim electrocinetic stationar:

fEdI=0 si fEidi=3U, (5.8)
r r keq

unde Uy reprezinta t.e.m. a sursei din latura k a ochiului q.
Membrul drept al relatiei (5.8) devine:
§de1:Zijp%:ZIkRk (3.9)
T keq I keq
unde Ry reprezintd rezistenta laturii k a ochiului q, iar Iy — intensitatea curen-
tului electric prin latura k. Din relatiile (5.7), (5.8) si (5.9) rezulta:
DUy =D R I, (5.10)
keq keq
relatie care reprezintd expresia matematica a teoremei a doua a lui Kirchhoff,
care se enuntd astfel: in regim electrocinetic stationar, suma algebrica a
t.e.m. ale surselor din laturile unui ochi de retea este egala cu suma
algebrica a ciaderilor de tensiune pe laturile ochiului.

Se iau cu semnul plus t.e.m. care au
acelasi sens cu sensul de integrare a
ochiului (marcat cu o sdgeatd curbd in
interiorul ochiului), si cu semnul minus
cele care au sens contrar sensului de
integrare a ochiului. Caderea de tensiune pe
un rezistor se ia cu semnul plus daca sensul
curentului prin rezistor coincide cu sensul

Fig. 5.5 Figurd explicativi la de integrare a laturii respective; in caz
demonstrarea teoremei a doua contrar, caderea de tensiune pe rezistor se
a lui Kirchhoff ia cu semnul minus.

Teorema a doua a lui Kirchhoff se poate aplica si la ochiuri de retea de
curent alternativ. Numarul de ecuatii independente ce se pot scrie cu teorema a
doua a Iui Kirchhoff pentru o retea electrica este egal cu numarul ochiurilor
independente.
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5.1.3. GRUPAREA REZISTOARELOR S$I SURSELOR DE
CURENT CONTINUU

In retelele electrice rezistoarele pot fi grupate in serie, paralel, mixt, stea
sau triunghi. Rezistenta echivalenti R, este definitd pentru o retea de c.c. cu
doud borne de acces, ca fiind raportul pozitiv dintre tensiunea intre aceste borne
Uy, si intensitatea I a c.c. care intrd in retea pe la una din borne si iese prin
cealalta:

R, = % >0 (5.11)

€

Gruparea in serie a rezistoarelor

Se considera n rezistoare de rezistente R;, R,,...R,, legate in serie ca in
figura 5.6. Conform teoremei a doua a lui Kirchhoff aplicata ochiului q, se
obtine:

A1 R Ry En E Al Fee m

S+ 3 +---+ — 5 e — &
— e A g A —
N, VB it

b

Fig. 5.6 Gruparea in serie a N rezistoare
U +U,+..+U0,-U, =0 sau (5.12)
IR, +R,+..+R,)=U, =IR = R, =) R, (5.13)
k=1

Rezulta ca in cazul legarii in serie a n rezistoare, rezistenta echivalenta este
egala cu suma rezistentelor celor n rezistoare.

Gruparea in paralel a rezistoarelor
Se considera n rezistoare de rezistente Ry, R,,...R,, legate in paralel ca in
figura 5.7. Aplicand prima teorema a lui Kirchhoff nodului A, se obtine:

U U U U
[=—> =0+ +..+] =—2+—2 4 + b (5.14)
ep R, R,
de unde rezulta:
1 o1
N (5.15)
R, &R,

Rezultd ca in cazul legarii in paralel (derivatie) a n rezistoare, inversul
rezistentei echivalente este egal cu suma inverselor rezistentelor rezistoarelor
componente.

Inversul rezistentei se noteaza cu G si se numeste conductanta, rezultand:
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G, =G, (5.16)
k=1
I I I
& & ‘ &
(o S o I Iz
U]:. B B2 ||En Ul;. Rep U]:. I B I Ea
c E E c B
Fig. 5.7 gruparea in paralel a n rezistoare Fig. 5.8 Divizorul de curent

Divizorul de curent
Valorile intensitatilor curentilor din doud rezistoare legate in paralel in
functie de curentul total I (fig. 5.8) se calculeaza cu relatiile:
R R
[ =1—2—; [, =1—— (5.17)
R, +R, R, +R,

Gruparea surselor de curent continuu

Legarea in serie a surselor se utilizeaza atunci cand se urmareste obtinerea
unei tensiuni mai mari pe rezistenta de sarcind R (fig. 5.9 a). Tensiunea totala
electromotoare va fi:

U, => U, (5.18)
k=1

In cazul a n surse de t.e.m. identice de t.e.m. U, si rezistente interne rj,
legate in serie valorile t.e.m. U §i a rezistentei interne ry a sursei echivalente
sunt:

U,=nU,; r,=nr (5.19)
Uey,, tn
U, U i e
N 21 22 21 E i B2 - I
. ( ) A ()_.___._C_;.)_o_ i U=
T, Ta n ~ Ia ;
el 6
=]
o)t I I
T B
E E R
1) [4)] £

Fig. 5.9 Legarea surselor de c.c. in: a) serie, b) paralel;
¢) schema paralel echivalentd
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La legarea in serie a celor n surse, curentul I din circuit nu trebuie sa
depdseasca curentul nominal al sursei celei mai mici (se pot lega in serie si
surse cu tensiuni diferite).

Legarea in paralel (fig. 5.9 b) a surselor de curent continuu se realizeaza
cu surse care au aceeasi t.e.m. si aceeasi rezistenta interna. Circuitul echivalent
al schemei in paralel este cel din figura 5.9 c. Tensiunea U, care se stabileste la
bornele sarcinii, este aceeasi cu oricare dintre t.e.m. ale surselor componente,
din care se scade caderea de tensiune pe rezistentele interne:

U=U,-rnn,=U,-n,1,=..=U_, -1, 1, (5.20)

In cazul a n surse de t.e.m. identice de t.e.m. U, si rezistente interne r;,
legate in paralel valorile t.e.m. U $i a rezistentei interne rj a sursei echivalente
sunt:

U,=U.; 1, == (5.21)
n

In cazul conexiunuii serie — paralel se obtine:

U, =nU,; r,=—r (5.22)
m

unde n este numarul de elemente legate in serie pe ramurd, iar m - numarul de
elemente legate in paralel.

5.1.4. METODE DE REZOLVARE A CIRCUITELOR
ELECTRICE LINIARE

Metoda teoremelor lui Kirchhoff

Fiind datd o retea electrici la care se cunosc valorile te.m. si ale
rezistentelor laturilor, se pune problema determinarii prin calcul a intensitétilor
curentilor care trec prin laturile retelei. Dacd se cunosc o parte din valorile
t.e.m., rezistentelor si curentilor din laturi, se pot determina prin calcul celelalte
marimi necunoscute (t.e.m., curenti, rezistente).

Pentru rezolvarea unei retele electrice prin metoda teoremelor Iui Kirchhoff
se procedeaza astfel:
a) se stabilesc numarul de noduri N §i numarul de laturi L ale retelei;
b) se aleg sensuri de referintd pentru curentii si t.e.m. necunoscute din laturi si
se figureaza pe schema electrica;
¢) se stabilesc ochiurile independente si sensurile de referinta pentru ele;
d) se scriu cele p = N — 1 ecuatii pentru noduri, aplicind prima teorema a lui
Kirchhoff, si q = L — N + 1 ecuatii pentru ochiuri, aplicand cea de a doua
teorema a lui Kirchhoff;
e) se rezolva sistemul de ecuatii obtinut;
f) daca prin rezolvarea ecuatiilor, curentii apar cu semne negative, sensurile
reale ale acestor curenti sunt opuse celor adoptate arbitrar.
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Dupa rezolvarea retelei se face de obicei o verificare a aplicarii corecte a
metodei si a calculului numeric efectuat. Pentru aceasta existd diferite posibili-
tati, dintre care se preferd urmatoarele:

- se scrie teorema a doua a lui Kirchhoff pentru un ochi nou, nefolosit la scrie-
rea ecutiilor; relatia trebuie sa se verifice cu datele obtinute;
- se face bilantul puterilor.

Metoda curentilor ciclici

Aceastd metoda are avantajul cd micsoreazd numdrul de L ecuatii ale
metodei teoremelor lui Kirchhoff la q = L — N + 1. reteaua electrica se
considera ca o suprapunere de ochiuri independente, fiecare din aceste ochiuri
fiind parcurs de un curent propriu, numit curent ciclic. Printr-o laturd comuna la
doud ochiuri independente circuld doi curenti ciclici, unul pentru un ochi, iar
altul pentru celélalt ochi.

Pentru aplicarea acestei metode se procedeaza in felul urmator:
a) se aleg cele L — N + 1 ochiuri independente si sensurile lor de referinta, care
corespund curentilor ciclici;

b) se calculeaza valorile rezistentelor rj;, ry. si ale t.e.m. U, ; rj este egala cu
suma rezistentelor laturilor ochiului j, fiind intotdeauna pozitivd; rj este egald
cu suma rezistentelor laturilor comune ochiurilor j si k, avand semnul plus sau

minus dupd cum curentii ciclici i; si ix au acelasi sens prin laturile comune, sau
sensuri contrare; U, este suma algebricd a t.e.m. ale ochiului j, t.e.m. ludndu-

se cu semnul plus dacd sensul ei coincide cu sensul curentului ciclic i; si cu
semnul minus in caz contrar;
¢) se scriu ecuatiile curentilor ciclici:

Il + 1,1, +o 1l = Uy
........................................... (5.23)

Tyly Il +o+ i, =Ug

d) se rezolva sistemul de ecuatii (5.23);

e) se aleg sensurile de referinta ale curentilor prin laturi si se calculeaza acesti
curenti. Curentul printr-o laturd reprezinta suma algebrica a tuturor curentilor
ciclici care trec prin latura respectiva. Curentii ciclici se iau cu semnul plus
daca sensul lor coincid cu cel al curentului laturii respective, si cu semnul
minus in caz contrar;

f) se verifica calculele prin bilantul puterilor.

Metoda potentialelor nodurilor

Metoda potentialelor nodurilor presupune doua etape de calcul:
a) calculul potentialelor nodurilor;
b) calculul curentilor din laturi.
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Sistemul de ecuatii cu care se determind potentialele nodurilor se obtine
prin aplicarea primei teoreme a lui Kirchhoff, curentii din laturile concurente
intr-un nod fiind exprimati in functie de ceilalti parametri ai elementelor
continute de laturi (fig. 5.10 a). Pentru potentialul unui nod trebuie sa se admita
o valoare arbitrard si anume valoarea 0, care este potentialul electric al
Pamantului. Pentru o laturd de retea (fig. 5.10 b) se scrie teorema a doua a lui
Kirchhoff, latura fiind luata dupd conventia de la receptoare:

Fig. 5.10 Figura explicativa: a) nodul de retea; b) latura de retea

U,=I, - R=-U,z; U,p=V,-V; (5.24)
Curentul Ip se calculeaza cu relatia:

U. U
1, =?+—£B =G-U,+G(V, - V) (5.25)

Aplicand prima teorema a lui Kirchhoff pentru nodul de potential Vo se
obtine:

Do =Tgy +1gy +.t1p, =0 (5.26)

k=0
Conform relatiei (5.25) curentii pentru fiecare laturd concurenta in nodul
de potential Vo, se scriu:
Loy =G, Uy +G1(V0 _Vl)

Iy, =G, U, +Gz(vo _Vz) (5.27)

Adunand aceste relatii i ordonandu-le, se obtine:

VO(;GkJ_kZ;Gk Vi +kZ:1:Gk Uy =0 (5.28)

Relatia (5.28) se scrie pentru toate nodurile retelei, rezultand un sistem de
ecuatii, care in urma rezolvarii da valorile potentialelor Vi (k =1, 2,..., n), Vo
fiind unul dintre aceste potentiale.
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Curentii din laturi se calculeaza cu relatia (5.25).

Metoda superpozitiei

Algoritmul de calcul se bazeazd pe principiul suprapunerii efectelor
(teorema superpozitiei) aplicabil la retelele electrice liniare. Conform metodei
superpozitiei, intensitatea curentului electric intr-o laturd a unei retele liniare,
cu mai multe surse de tensiune electromotoare, este egald cu suma algebricd a
intensitatilor curentilor electrici pe care i-ar stabili In acea latura fiecare dintre
surse 1n parte.

Pentru rezolvarea unei retele electrice prin aceastd metoda, se procedeaza
astfel:

a) se anuleaza t.e.m. ale tuturor surselor din retea, cu exceptia uneia (pastrand
rezistentele lor interioare), si se calculeazd curentii din reteaua mai simpla
obtinuta 1n acest mod,

b) se repeta aceste operatii pentru fiecare t.e.m. in parte;

¢) se calculeaza curentii reali prin insumarea algebricd a curentilor obtinuti
anterior, in fiecare latura.

Pentru exemplificare se considerd reteaua electrica din figura 5.11. Se
considerd, mai intai, cd in retea actioneaza numai susa cu t.e.m. Uy, iar t.e.m.
U, se presupune zero, pastrindu-se numai rezistenta internd r, a acesteia
(fig. 5.11 a). In continuare, se considerd ci in retea actioneaz numai sursa a
doua si se procedeaza in acelasi mod (fig. 5.11 b). Se procedeaza la fel daca
reteaua contine trei sau mai multe surse.

Fig. 5.11 Figura explicativa la metoda superporzitiei: a) refeaua datd
b), c) reteaua cu cdte o sursd

Rezolvénd circuitele din figurile 5.11 a si 5.11 b, se obtin valorile curen-
tilor l'1 , l'2 , l'3 , respectiv l; , l; si l; .in exemplul prezetat, curentii reali din
laturi se obtin cu relatiile:

L=1,-1; I,=-1,+1,; I,=1,+1, (3.29)

Metoda transfigurarii

Metoda transfigurarii este aplicabild atit la retele pasive cat si la retele
active. Uneori, pentru calculul unei retele electrice, este necesar ca o conexiune
in stea sa se transfigureze intr-o conexiune in triunghi sau invers (fig. 5.12).
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Se considera rezistoarele Ry, 1
R,; si Rz conectate in triunghi. 1
Transfigurdnd conexiunea in tri-  Rap Rl e— R
unghi in conexiunea in stea (fig. R
5.12), rezistentele Ry, R, si Ry tre- — 2 R 3
buie determinate in functie de 3 Rzz 2 2

rezistentele Ry,, Ry; si Ry, astfel
incat cele doua conexiuni sa fie Fig. 5.12 Transfigurarea triunghi — stea

echivalente.

Se pune conditia ca rezistentele echivalente dintre bornele 1-2, 2-3 si 3-1 sa fie
aceleasi pentru cele doua conexiuni. Cu borna 1 in gol, pentru conexiunea in triunghi, se
obtine rezistenta echivalenta:

L_ b 1 p _RaRpHRy)
R12 +R31 R23 R12 +R23 +R31
Pentru conexiunea in stea, cu borna 1 in gol, rezulta rezistenta echivalenta:
R, =R, +R, (5.31)
Conform conditiei puse anterior:
R23 (RIZ + R31 )
Ry, +R,; +Ry,
Analog se fac calculele, lasand pe rand bornele 2 si respectiv, 3 in gol. Se
obtin relatiile:

(5.30)

R_y

el

el

R,=R, = R,+R;= (5.32)

R31(R12 +R23)

R,+R, = 5.33
’ ' Ry, +R,+Ry, 539
R,(R,; +R
R, +R, :M (5.34)
R, Ry +Ry,
Adunand cele trei relatii obtinute si simplificand cu 2, rezulta relatia:
R,+R, +R, = R, R +RyRy +R Ry, (5.35)

R, +Ry +Ry,

Scazand pe rand din relatia (5.35) relatiile (5.32), (5.33) si respectiv, (5.34)
se obtin urmatoarele expresii pentru rezistentele Ry, R; si Rj:

_ Rl2 'R31 . _ R23 'Rlz
1= > 2 =
Rlz +R23 +R31 R12 +R23 +R31
R, ‘R
g=—— B (5.36)
R12 +R23 +R31

Pentru transfigurarea conexiunii in stea intr-o conexiune in triunghi,
demonstratia se face similar cu cea prezentatd anterior, considerand pe rand
bornele 2-3, 3-1 si 1-2 in scurtcircuit. Calculand rezistentele echivalente la
conexiunile in stea §i in triunghi si punand conditia de egalitate, se obtin:
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R, -R R,-R
R12=R1+R2+1R—32; R23:R2+R3+%

R,-R
R31=R3+R1+—3R : (5.37)

2

Teorema generatorului echivalent de tensiune
(Helmholtz — Thévenin)

Orice retea liniara si activa poate fi inlocuita in raport cu o latura a sa AB,
printr-un generator de tensiune echivalent, avand tensiunea electromotoare
egala cu tensiunea de mers in gol fatd de bornele laturii respective Uago §i
rezistenta interna egald cu rezistenta echivalentd, in raport cu aceleasi borne
Ry3o, a retelei pasivizate (fig. 5.13). Metoda este utilizatd pentru determinarea
intensitatii curentului dintr-o latura a retelei electrice:

L= _ Umo (5.38)
RAB + RABO

Pentru calculul intensitatii curentului dintr-o laturd pasivd AB a unei retele
electrice prin aceastd metoda se procedeaza in felul urmator:
a) se elimind latura respectiva din retea si se calculeazd in aceste conditii
tensiunea Uago §1 rezistenta Rapo;
b) cu ajutorul relatiei (5.38), in care R,p reprezinta rezistenta laturii eliminate,
se determina intensitatea curentului necunoscut.

et = [T =

+ FBapo RS : 0o lap

1 1 1 1

1 1 1 1

: ! l R '

AT )ez=Uspn, |Usp ||Fur '@)I - ABON 1 Uap ||Ram

: | : =B, |

: | : L

(e ——— T B R ——— T R

Fig. 5.13 Generatorul echivalent Fig. 5.14 Generatorul echivalent
de tensiune de curent

Teorema generatorului echivalent de curent (Norton)

Tensiunea Upp produsad in sarcind de o retea liniard care alimenteazd un
rezistor exterior de rezistentd R,p (fig. 5.14) este egald cu raportul dintre
curentul de scurtcircuit I,gs, pe care 1l debiteaza reteaua cand bornele A si B
sunt scurtcircuitate si suma dintre conductanta exterioara G,p si conductanta
G po a restului retelei pasivizata, raportata la bornele A si B:

1
Uyp =28 (5.39)
M Gap + Gago
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Teorema transferului maxim de putere

Se considera circuitul electric din figura 5.15, in care se cunosc valoarea
t.e.m. U, si rezistenta interioard a sursei r;. Se cere sd se determine valoarea
rezistentei R, pentru care puterea datd de generator pe la bornele A si B este
maxima.

Conform legii lui Ohm, curentul I prin cir- sl
cuit are expresia:

I= U 5.40

R +1 (540) Ue Tup ||
Puterea la borne este data de relatia:

R-U
Pay=Ug I=RI’=— ¢ (541) B
(R + 1}) Fig. 5.15 Figura explicativa

Functia Pog = PAg(R) este continui si pozi- la teorema transferului

tiva si se anuleaza pentru R =0 si R = o0, maxim de putere

Rezulta ca in intervalul cuprins Intre 0 si co functia are un maxim, care se
obtine anuland derivata intai:

2(..2 2
dPy; R (ra —fi ):0 —~ R=r (5.42)
dR (R+1)

1

Teorema transferului maxim de putere se enuntd astfel: o sarcina
conectati intre doui borne ale unei surse de t.e.m. absoarbe o putere
maxima daca rezistenta ei este egalid cu rezistenta interioara a sursei. O
astfel de sarcina se spune ca este adaptata la sursa.

In conditiile transferului maxim de putere, puterea maxima debitatd de
sursd Papmax, puterea furnizatd de sursd P, si randamentul n sunt date de
relatiile:

=0,5 (5.43)

Teorema conservarii puterilor (bilantul puterilor)

Intr-o retea electrica de curent continuu cu L laturi, suma puterilor
absorbite de rezistoare este egala cu suma dintre puterile debitate de surse si
puterea primita de la borne:

L L
szIi = ZUeka +P, (5.44)
k=1 k=1

Cazuri particulare:
a) daca reteaua este izolata fata de exterior

L L
DRI =D ULL (5.45)
k=1 k=1
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b) daca reteaua este pasiva
L
DRI =P, (5.46)
k=1

Teorema conservarii puterilor ajutd la verificarea corectitudinii rezolvarii
retelelor electrice.

5.2. CIRCUITE ELECTRICE NELINIARE
5.2.1. ELEMENTE DE CIRCUIT REZISTIVE NELINIARE

Toate elementele de cicuit pasive, a caror caracteristicd tensiune-curent
U() in curent continuu nu este o linie dreapta trecand prin origine, se numesc
elemente de circuit neliniare sau rezistoare neliniare. Circuitele electrice, care
contin elemente neliniare, se numesc circuite neliniare.

Elementele rezistive neliniare se caracterizeazd prin relatia caracteristica
tensiune la borne — curent U(I), numita si caracteristicd volt-amper, cele doud
marimi avand sensurile de referintd asociate dupd regula de la receptoare.
Aceastd relatie poate fi data analitic, grafic sau numeric, sub forma de tabel.

Dupa aspectul caracteristicii U(I), rezistoarele neliniare pot fi simetrice
(fig. 5.16 a) sau nesimetrice (fig. 5.16 b), dupa cum caracteristica lor este
simetrica (functie impard) sau nu in raport cu originea axelor.

Ca exemple de elemente neliniare

I I simetrice pot fi date: lampile cu incan-

‘H#_" e descentd cu filament de cirbune sau

T T de wolfram; termistoarele; rezistoarele

1) din carburd de siliciu (tirit, wvilit,

varistor etc.) sau cu oxid de zinc;

Fig. 5.16 Simboluri pentru rezistoare tuburile baretor; tuburile cu descarcari

neliniare: a) simetrice; b) nesimetrice in gaze cu electrozi simetrici; arcul
electric etc.

Ca elemente neliniare nesimetrice pot fi amintite: dioda cu vid (kenotron),
diodele cu semiconductoare; tuburile electronice; tranzistoarele si alte dispozi-
tive cu semiconductoare nesimetrice.

Rezistoarele neliniare pot fi caracterizate prin rezistenta statica Ry si prin
rezistenta dinamicd Ry (fig. 5.17), care sunt definite astfel:

R, :E; R, :ﬂ

I Al

Valorile acestor rezistente depind de punctul de functionare pe caracte-
ristica U(I), insd acestea variazd numai intre anumite limite si permit o
comparatie cu elementele liniare.

La rezistoarele neliniare a céror caracteristica volt-amper trece prin origine,

(5.47)
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rezistenta staticd este o marime mereu pozitiva, u
pe cand rezistenta dinamica poate fi atat pozitiva
cat si negativd (de exemplu la termistor sau la | S eSS
arcul electric).

La elementele neliniare care functioneaza in
regim variabil de temperaturd (neliniaritatea
caracteristicii find determinatd de variatia tem-
peraturii datoritd efectului Joule-Lenz produs de ]
curent), trebuie facutd deosebirea intre caracte-
ristica In regim termic stationar si cea in regim Fig. 5.17 Definirea rezistetelor
termic variabil (tranzitoriu). elementelor neliniare

5.2.2. CALCULUL CIRCUITELOR NELINIARE DE C.C.

Pentru rezolvarea circuitelor neliniare de curent continuu se utilizeaza
relatiile obtinute prin aplicarea teoremelor lui Kirchhoff, urmate de scrierea
relatiilor constitutive:

I, =0 (5.48)
k
keN
DUp=2U, (5.49)
keq keq
U, =U, (1) (5.50)

unde I sunt curentii din laturi; Uy — t.e.m. ale surselor de tensiune ale laturilor;
Upk — tensiunile la bornele partii pasive a laturilor, obtinute prin adunarea
relatiilor constitutive ale elementelor pasive.

Atunci cand relatiile constitutive ale elementelor neliniare sunt date
analitic, in principiu se poate incerca o rezolvare analiticd a sistemului de
ecuatii neliniare obtinut. Aceastd rezolvare prezintd insa dificultati deosebite,
deoarece sistemul va contine ecuatii transcendente sau de grad superior, pentru
care nu existd metode generale de rezolvare si nu este asiguratd unicitatea
solutiei. In cazul general, solutia poate fi obtinutd numai prin metode numerice,
iar In cazul sistemelor cu solutii multiple trebuie facute si precizari suplimen-
tare, care sd permita gasirea solutiei curente.

Pentru circuite neliniare simple, cea mai intuitiva este metoda de rezolvare
grafico-analiticd, care constd in urmadtoarele: se construiesc grafic relatiile
constitutive ale laturilor circuitului intr-un plan [U, I]; se scriu ecuatiile
circuitului cu ajutorul teoremelor lui Kirchhoff; se determind solutiile acestor
ecuatii prin constructii grafice, de compunere a caracteristicilor partiale in
conformitate cu ecuatiilor stabilite, respectiv prin gasirea punctelor de
functionare la intersectii de caracteristici.

La rezolvarea circuitelor neliniare pot fi aplicate si metode iterative de
rezolvare numerica (metoda micilor variatii). Rezolvarea pleaca fie de la o stare
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initiala datd, fie de la starea ,,zero” (toate sursele au t.e.m. nule si toti curentii
sunt nuli). Prin modificarea treptatd a tensiunii surselor, prin variatii mici, se
determina puncte de functionare succesive, pana se ajunge la starea finala.

Componentele mici, lent variabile ale tensiunilor sau curentilor, fatd de o
stare de referintd, satisfac ecuatiile unui circuit liniar, in care elementele sunt
caracterizate prin rezistentele lor dinamice:

DAL =0 (5.51)
keN
D> AU, =) AU, (5.52)
keq keq
AU, =R, Al, (5.53)
A
R, = Uy (5.54)
AL
=1ko0

unde Ryy reprezinta rezistenta dinamica a elementului in punctul de functionare
(Uxos Ixo)- In cazul in care rezistentele dinamice au valori negative nu este
asigurata unicitatea solutiei sistemului.

Exemplu de circuit neliniar

Rezistor neliniar conectat in serie cu un rezistor liniar

Ecuatia circuitului din figura 5.18 a, cu notatiile si cu sensurile de referintd
din figurd, este urmatoarea:

U, =RI+U(I)
ecuatie, care se poate pune sub forma urmatoare:
U, -RI=U(I)

Aceasta relatie conduce la solutia grafica din figura 5.18 b: in planul [U, I]
se construieste dreapta E — R I si curba U(I); la intersectia lor se gaseste punc-
tul de functionare.

R 1 LA}
— UE
E-RI e
Du. | .
i I
: I
g L)

Fig. 5.18 Determinarea punctului de functionare in cazul unui rezistor
neliniar in circuit serie
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6. CAMPURI ELECTROCINETICE

6.1. CAMPUL ELECTROCINETIC iN MEDII CONDUCTOARE
MASIVE

6.1.1. ECUATIILE CAMPULUI ELECTROCINETIC

Campul electrocinetic este campul de vectori al densitatii de curent J. in
medii conductoare extinse (pamantul, electrolitii, dielectricul imperfect izolant,
portiuni de conductoare metalice masive etc.) determinarea repartitiei densitatii
de curent implica utilizarea metodelor teoriei cAmpurilor de vectori.

in general problemele de camp electrocinetic stationar se formuleazi astfel:
se considerd un domeniu conductor D liniar, de reguld farda camp electric

imprimat (E; =0), in regim stationar. In acest domeniu sau pe suprafata sa
sunt adusi n curenti (I, L,,..., I,), prin electrozi de conductivitate foarte mare
fatd de cea a mediului conductor al domeniului D, sau sunt date potentialele
electrozilor. In calcule electrozii se considerd echipotentiali, de potentiale Vi
(k=1,2,...,n).

Curentii de aductie formeaza un sistem complet, adica:

D1, =0 (6.1)
k=1

Dacd se afla in interiorul domeniului D, electrozii sunt alimentati din
exterior prin fire izolate foarte subtiri. in conformitate cu teorema continuitatii
curentului de conductie, curentii I, adusi prin aceste fire sunt egali cu fluxul
densitatii de curent prin suprafetele Xy ce delimiteazd electrozii (suprafete
practic inchise, cu exceptia punctelor prin care trec firele izolate care aduc
curentii):

I, = [[1cds 6.2)

in interiorul domeniului conductor D, ecuatiile ciAmpului electrocinetic
stationar sunt reprezentate de formele locale ale teoremei continuitatii
curentului de conductie, teoremei potentialului electric stationar si legii
conductiei electrice (se presupune un domeniu fird campuri imprimate iar
mediul se considera izotrop):

rotE=0 sau E=-VV (6.3)
divi=0 (6.4)
J=6E (6.5)

Aceste ecuatii trebuie integrate in conditiile date pe frontiera exterioara a
domeniului D si tindnd cont de suprafetele echipotentiale Xy ale electrozilor,
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pentru fiecare electrod fiind dat potentialul Vy sau curentul I

Inlocuind relatia (6.5) in relatia (6.4) se obtine:

div (GE): odivE + Egradc =0 (6.6)
din care rezulta ca, daca mediul este si omogen (Vo = 0), se obtine divE=0.
Rezulta ca ecuatiile campului electric in conditiile mentionate sunt:

rotE=0; divE =0 6.7)
care corespund unui cdmp laplacian, V?V = 0. Integrand ecuatia lui Laplace
tinand cont de conditiile de frontierd, se obtine functia de potential V, ceea ce
permite determinarea lui E=-VV si J=0cE.

Considerand inductia electrica D=¢E in conditiile mentionate, se obtine:
divD =&divE + Egrade = 0 (6.8)

deoarece divE =0 , 1ar mediul fiind presupus omogen, Ve = 0. Tinand cont de
legea fluxului electric, rezultd ca intr-un mediu conductor izotrop si omogen,

fara campuri imprimate, in regim electrocinetic stationar, densitatea de volum a
sarcinii electrice in fiecare punct al domeniului considerat este nula.

6.1.2. CONDITII DE TRECERE LA SUPRAFATA DE SEPARATIE
DINTRE DOUA MEDII CONDUCTOARE

Se considera suprafata de separatie dintre doud medii conductoare in regim
electrocinetic (fig. 6.1). Tindnd seama de relatiile (6.3) si (6.4), rezulta:
En=Ey; Jn=Ju (6.9)

4] )]

Fig. 6.1 Componentele intensitatii campului electric - a) si densitatii curentului electric
de conductie - b) la suprafata de separatie dintre doud medii conductoare

Cele doua medii fiind presupuse izotrope, liniare si omogene, avand

E
c,E,=0,E,, = =
EZn G1

S,

(6.10)
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Jie _5

0,J, =0,y (6.11)

I o,
care releva faptul ca Sy, este o suprafatd de discontinuitate pentru componenta
normald a intensitatii cdmpului electric §i respectiv, pentru componenta
tangentiald a densitatii curentului electric de conductie.

Cu notatiile din figura 6.1 si tinand cont de relatiile stabilite, se obtine:

gy _ o (6.12)

tga, o,
relatie care reprezintd teorema refractiilor liniillor de cAmp in regim
electrocinetic stationar.

Se vor considera unele cazuri particulare. Astfel, se presupune ca unul din
medii este perfect conductor iar celdlalt are o anumitd conductivitate finita
(fig. 6.2).

In mediul 1 densitatea de curent are
valori finite, corespunzatoare curentului de
alimentare i care trece prin suprafata Sp,.

Deoarece oy = o, din legea lui Ohm rezulta i 1
ca intensitatea campului electric in mediul 1
este nuld, ceea ce inseamna ca in cel de-al

doilea mediu conductor J, si E: sunt vec-
tori perpendiculari pe suprafata de separatie
Si2. Acest caz se intAlneste in practici la  Fig. 6.2 Suprafata de separatie
suprafata de contact dintre electrozii metalici ~ dintre un mediu perfect conductor
de conductivitate ridicatd si un mediu care are 7 un mediu cu o conductivitate
o conductivitate mult mai mica. finita

Un alt caz particular se refera la suprafata de separatie dintre un conductor
parcurs de curent si dielectricul, respectiv aerul din jurul sdu (fig. 6.3).

V=rconst.

_ Eex Eexn

Iex= n Eey™ 0 Eext
— i & — .
5 —1>P E#0  g=}j

5) )

Fig. 6.3 Componentele densitdtii de curent - a) si intensitatii campului electric b) - la
suprafata de separatie dintre un conductor parcurs de curent si un dielectric

Tinand cont de faptul ca in dielectric curentul este nul si de conservarea
componentei normale a densitatii de curent, rezultd ca in conductor densitatea
de curent §i implicit intensitate cdmpului electric au numai componente
tangentiale. Dacd se tine cont de conservarea componentei tangentiale a
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campului electric rezulta ca in exteriorul conductorului componenta tangentiala
a intensitatii cdmpului electric este egald cu intensitatea cdmpului electric din
conductor (E = E). In exteriorul conductorului intensitatea cAmpului electric
poate avea si o componentd normald, E.,, (fig. 6.3 b), care corespunde unor
sarcini adevarate superficiale pe suprafata acestuia. Componenta normala apare
datorita faptului ca intre punctele conductorului si ale altor conductoare din
apropiere sau pamant exista o diferentd de potential, deci un camp electric.

Discontinuitatea componentei normale a intensitatii campului electric in
suprafata de separatie dintre doud medii conductoare diferite releva faptul ca in
suprafata respectiva exista sarcini electrice.

6.1.3. REZISTENTA ELECTRICA

Rezistenta electrica R este un parametru global al unor sisteme fizice
(conductor sau element de circuit) pe care le caracterizeaza din punct de vedere
al conductiei electrice, respectiv al transformarilor ireversibile de energie care
au loc. Sistemele realizate in practicd pentru a avea o anumitd rezistenta se
numesc rezistoare.

Se considerd un mediu conductor izotrop si liniar, fard cAmpuri imprimate,
avand o forma oarecare si fiind strabatut de un curent continuu I (regim
stationar), prin alimentare din exterior pe la bornele 1 si 2 (fig. 6.4). Suprafetele
electrozilor de contact, care sunt perfect conductori, sunt echipotentiale.

il Vo
I
1 2
Fig. 6.4 Conductor izotrop si liniar Fig. 6.5 Tub de curent

Se aratd experimental ca diferenta de potential V; — V, dintre cei doi
electrozi este direct proportionald cu intensitatea curentului I (legea lui Ohm),
factorul de proportionalitate fiind rezistenta electrica a sistemului considerat:

V] — Vz

I

Marimea reciprocd se numeste conductantd, G = 1/R. Relatia (6.13) se
poate stabili si prin integrarea corespunzatoare a formei locale a legii conductiei
electrice.

Se considera un tub de curent de sectiune AS, cuprins intre doud suprafete
echipotentiale S; si S, de potentiale V, si respectiv, V, (fig. 6.14). Daca se
noteaza cu Al intensitatea curentului electric care strabate tubul de curent,
pentru rezistenta electrica a acestuia se obtine expresia:
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v_ jEdl

~ t Edl _tEdl
R=7% ”Jd hidg‘!ms‘

(6.14)

SR 1
Q
D> | &
wn

in care s-a tinut cont de proprietatea unui tub de curent de a fi strabatut de
acelasi curent prin orice sectiune si de faptul ca vectorii E, J, dl si dS au
ceeasi orientare. S-a considerat aceeasi valoare a densitdtii de curent in toate
punctele unei sectiuni transversale, perpendiculard pe linia mijlocie de curent.

Cu relatia (6.14) se poate calcula rezistenta electricd in diferite cazuri.
Calculul este relativ simplu si in cazul unor medii conductoare masive daca
existd anumite simetrii. Intr-un caz mai general, calculul rezistentei electrice
reprezintd o problema de camp, care trebuie rezolvata pentru fiecare caz in
parte prin metode adecvate.

6.1.4. ANALOGIA DINTRE CAMPUL ELECTROCINETIC
STATIONAR SI CAMPUL ELECTROSTATIC

Relatiile stabilite pentru campul electrocinetic stationar arata existenta unei
analogii formale intre acest cdmp si cdmpul electrostatic in medii dielectrice. In
ambele situatii cdmpul electric este potential (rot E = 0), iar potentialul electric
satisface ecuatia lui Laplace. Pentru medii izotrope si liniare sunt valabile
relatiile:

J=0cE (in camp electrocinetic); D =¢E (in camp electrostatic)  (6.15)

Considerandu-se curentii de alimentare prin electrozi metalici §i sarcina
electricd a conductoarelor care produc campul electrostatic, se pot scrie
relatiile:

Izj JdS i q:ijds (6.16)

Parametrii globali, R si C, introdusi in cele doua regimuri au urmatoarele
relatii de definitie:

VvV, -V .1 V-V
R :—1 2 Sl —:—l 2 (617)
I C q,

Expresiile parametrilor R si C pentru un tub de curent §i respectiv, pentru

un tub de camp electric sunt urmatoarele:

R:jﬂ si l: % (6.18)
e

Daca existd §1 camp imprimat, legii conductiei electrice valabild in acest
caz, J= G(E +Ei , 11 corespunde in campul electrostatic relatia D=¢E+ Pp,

unde Pp reprezinta polarizatia permanenta.
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Din compararea relatiilor prezentate rezultd urmatoarea corespondentd
intre marimile din cele doud regimuri:

E«-E [<>q o©c¢ cfieﬁp
JoD VoV GoC

O asemenea corespondenta biunivova a marimilor, care asigurd transfor-
marea ecuatiilor unui grup de fenomene fizice in ecuatiile altui grup de
fenomene fizice, se numeste analogie fizica. Orice problema a unui grup poate
fi rezolvatd sau studiatd prin mijlocirea problemei analoge (cu aceeasi
configuratie geometricd) din al doilea grup, care constituie un model al primei
probleme. Astfel, pe baza corespondentelor stabilite pot fi rezolvate unele
probleme de camp electrocinetic stationar utilizand rezultatele cunoscute din
studiul campului electrostatic si invers.

(6.19)

6.2. PRIZE DE PAMANT

Priza de pamant este un electrod metalic Ingropat in pamant care
realizeaza o legaturd conductoare cu pamantul. Prizele de paméant pot fi de
suprafatd sau de adancime, iar principalele caracteristici ale acestora sunt
urmatoarele: tensiunea in raport cu sfera de la infinit; rezistenta de raspandire
(rezistenta intre prizd si sfera de la infinit); repartitia tensiunii la suprafata
solului; tensiunea de pas.

Problema prizelor de paméant consta in determinarea rezistentei pamantului
la trecerea curentului in sol si se rezolva prin analogia dintre campul
electrocinetic stationar i campul electrostatic. Deoarece conductivitatea
metalului este cu multe ordine de marime mai mare decat cea a solului,
suprafata prizei de pamant se poate considera echipotentiald, iar liniile de
curent in pamant perpendiculare pe electrod.

Pentru exemplificare se considera o priza de pamant de forma unei sfere de
razd a, confectionatd dintr-un material bun conductor de electricitate (de
exemplu cupru) si introdusa complet in pamant. Se considera ca pamantul are
conductivitatea o, neglijabila fatd de conductivitatea conductorului din care este
realizatd priza. Circuitul se inchide printr-un conductor de alimentare A
(presupus izolat) si un al doilea electrod introdus in pamant la o distanta foarte
mare, teoretic prin sfera de raza infinitd. Liniile de curent sunt dirijate dinspre
electrodul sferic, in cazul in care curentul este adus pe sferd si invers in cazul
contrar.

Datorita simetriei, campul electrocinetic in jurul electrodului este radial, iar
suprafetele echipotentiale sunt concentrice cu electrodul sferic (fig. 6.6 a). La o
distanta r de centrul sferei densitatea de curent are valoarea:

I=- nlrz (6.20)
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Intensitatea campului electric in mediul de conductivitate ¢ este datd de
relatia (vectorii E si J au acelasi sens):

P

6 4nor?

(6.21)

o _/
) k)
Fig. 6.6 Campul electrocinetic al prizei de pamdnt sferice — a)

§i respectiv, semisferice — b)

Diferenta de potential dintre suprafata electrodului sferic si un punct M
situat la distanta r de centrul sferei este data de relatia:

= 1 pdr I (1 1
Uy =|Edl=—|—=——|——— 6.22
o -!: 47:(5;[r2 4nc(a r) (6.22)
Cand distanta r tinde la infinit, tensiunea tinde la o limita finita:
I
=— 6.23
*" 4nca (6.23)

Rezistenta de trecere intre electrodul sferic metalic si pamant (raspandire)
se determina cu relatia:
U, 1
R=—= (6.24)
I  4rnca

Pentru a determina marimile electrice caracteristice unei prize semisferice
(fig. 6.6 b) se procedeaza in mod analog, rezultand pentru rezistenta de disper-
sie valoarea:

1

2nca

R = (6.25)

Se numeste tensiune de pas, tensiunea dintre doud puncte de pe suprafata
pamantului, situate la o distanta egald cu un pas p al omului. Pentru tensiunea
de pas, Uy, la distanta r de centrul unei prize semisferice, se obtine relatia:

-] 1 1 I P
U = jEdr: - = - (6.26)
P 2no\r—p/2 r+p/2) 2nor*—(p/2)
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Pericolul cel mai mare exista in vecinatatea prizei si anume atunci cand un
picior este pe marginea prizei. In relatia (6.26), considerand r = a + p/2, se
obtine tensiunea de pas maxima, Upmay:

U L P P (6.27)

0
P dncaa+p a+p

Exemplu
Se considera urmatoarele date: raza prizei semisferice echivalente a = 1m,

curentul de trecere in pamant prin stilpul pus sub tensiune I = 75A si
conductivitatea solului ¢ = 102S/m. Pentru rezistenta de dispersie a prizei
semisferice se obtine valoarea R = 16€), iar pentru tensiunea prizei,
Uy = 1,2kV. Considerand lungimea de pas p = 70¢m, pentru tensiunea de pas
maxima se obtine valoarea, Upmax = 500V, care este o valoare periculoasa.

In general o priza de pamant este formati din mai multi electrozi, situati in
puncte spatiale diferite, care sunt conectati in paralel. Prezenta electrozilor
multipli modificd campul densitatii de curent fatd de cazul cand existd un
singur electrod, datoritd faptului ca “solul” devine neomogen. Daca electrozii
prizei de pamant se considera punctiformi sau de dimensiuni foarte mici,
neglijabile fatd de distanta dintre electrozi, atunci se poate neglija modificarea
proprietatilor solului datoritd prezentei electrozilor multipli, problema
rezolvandu-se ca intr-un mediu omogen. Pentru determinarea solutiei problemei
prizei de pamant cu electrozi multipli se poate utiliza si superpozitia cdmpurilor
electrocinetice ale diferitilor electrozi, deoarece relatiile sunt liniare.

6.3. CURENTUL ELECTRIC PRIN ELECTROLITI

Se numesc conductoare de specia a doua (electroliti), conductoarele in
care trecerea curentului electric este insototd de reactii chimice si de un
transport de substanta. Prin topirea la temperaturi inalte sau prin dizolvarea in
anumite medii (apd, alcool, amoniac etc.) unele substante devin electroliti si vor
avea o conductibilitate electricd mult mai mare decat in stare pura.

Disociatia electrolitica

Daca intr-un vas cu apa se introduce sare de bucatarie (NaCl), aceasta se
dizolva si majoritatea moleculelor de clorura de sodiu se desfac in ioni de sodiu
pozitivi (Na") si ioni de clor negativi (CI):

NaCl <> Na® +Cl~ (6.28)

Fenomenul de desfacere a moleculelor dizolvate in ioni, independent de
prezenta sau absenta curentului electric, se numeste disociatie electrolitica. Se
numeste grad de disociere, a, raportul dintre numarul de molecule disociate si
numarul total de molecule dizolvate (la electrolitii tari cum sunt acizii, bazele si

sarurile a = 1, iar la electrolitii slabi, @ << 1. Disociatia electroliticd se
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datoreaza faptului ca moleculele solventului slidbesc fortele electrice coulom-
biene care leaga ionii substantei dizolvate.

Electrolitii au o conductibilitate ionicd, curentul electric prin electroliti
fiind un flux de ioni pozitivi In sensul curentului si un flux de ioni negativi in
sens contrar. Purtdtorii de sarcind electrica sunt fragmente de molecula,
conductibilitatea electrica fiind legata si de un transport de substanta, deoarece
ionii ajungand la electrozii vasului se descarca de sarcina pe care o au (primind
sau cedand electroni) si se transforma in molecule neutre.

Electroliza

Electroliza reprezinta reactiile chimice produse intr-o solutie de
electrolit la trecerea curentului electric. In toti electrolitii ionii pozitivi se
deplaseaza in sensul curentului, iar ionii negativi se deplaseaza in sens invers.

Cei doi electrozi (conductori de specia intai) introdusi in vasul cu electrolit
se numesc: anod (electrodul de intrare a curentului in electrolit) si catod
(electrodul de iesire a curentului). In figura 6.7 este prezentati deplasarea
ionilor in electrolit. Ionii negativi din solutie sunt atrasi de electrodul pozitiv
(anod) si din acest motiv se numesc anioni, iar ionii pozitivi sunt atrasi de
electrodul negativ (catod) si se numesc cationi. Ionii ajunsi la electrozi se
neutralizeaza (se descarcd de sarcina electricd) obtinandu-se in vecinitatea
electrozilor molecule sau radicali neutri din punct de vedere electric, din
substanta respectiva.

Legea electrolizei inglobeaza cele
doua relatii stabilite de Faraday, repre- ! I
zentand relatia care existd intre masa Anod Ly Cataod
unui element sau radical chimic, care
apare la unul dintre electrozii unei bai
electrolitice i sarcina electricd care
trece prin baie.

Conform acestei legi, masa m de
substanta care se depune in timpul t la
un electrod al baii electrolitice, este
proportionald cu sarcina electrica care trece prin baie si cu echivalentul chimic
al elementului depus:

A to+t Aq

idt =— 6.29
F,v -[ F, v (6.29)

Fig. 6.7 Deplasarea ionilor in electrolit

m=

fo
unde: A reprezintd masa unui atom gram de substantd depusd; v — valenta
produsului depus; Fy — constanta lui Faraday (Fy = 96490C/echivalent gram);
A/v — echivalentul chimic al substantei depuse; q — sarcina electrica care trece
prin baia electrolitica in timpul t. Constanta lui Faraday nu depinde de natura
electrolitului, 1n electrochimie fiind considerata ca unitate de sarcina electrica si
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denumita Faraday, Fy = 96490 C.

Electroliza are numeroase aplicatii in industrie: producerea sau rafinarea
unor metale; acoperirea obiectelor cu un strat subtire dintr-un metal
(galvanostegie), ca de exemplu nichelarea, cromarea, argintarea etc.; reprodu-
cerea formei unui obiect (galvanoplastie); obtinerea unor unor produse chimice.
Electroliza are si efecte negative, ca de exemplu coroziunea electrolitica, care
duce la distrugerea treptata a piesei in punctele 1n care se corodeaza.

Pile electrice (elemente galvanive)

La introducerea unui electrod intr-un electrolit, in stratul de contact dintre
electrod si electrolit apare un camp electric imprimat galvanic si o tensiune de
contact 1Intre electrod si solutia electroliticd, care depinde de natura
electrodului, de valenta lui, de concentratia electrolitului, de temperatura etc.

Tensiunea care apare intre electrod si solutie se numeste tensiune de
electrod sau potential de electrod, care se masoara in raport cu un electrod
normal de hidrogen.

Se numeste pila electrici (element galvanic) un generator de c.c. electro-
chimic, alcatuit in principal din doi electrozi de natura diferitd (conductori de
specia intai) introdusi intr-un electrolit. T.e.m. obtinutd are o valoare ridicata
daca tensiunile de electrod ale celor doi electrozi sunt mult diferite.

Elementul Leclanché este format dintr-un electrod de carbune si unul de
zinc cufundati intr-o solutie de clorurd de amoniu (fig. 6.8). Electrodul de
carbune este introdus intr-un vas poros umplut cu bioxid de mangan, care are
rolul de depolarizant.

+C

T.eem. a elementului Leclanché este de
1,5V, iar rezistenta sa interioara este de 0,3Q.
- HH, Cl Electrodul de zinc are forma unui vas de forma
cilindrica, in care se afla electrolitul (clorura de
amoniu) sub forma de pasta.

Elementul Leclanché este utilizat sub forma
de pila electricd uscatd. Elementele galvanice se
mai numesc si elemente primare. Ele sunt
caracterizate prin rezistente interne mari, curenti

Fig. 6.8 Elementul Leclanché ~ Mici si prin faptul ca reactiile chimice care au
loc sunt ireversibile.

Readucerea unei pile galvanice epuizate in stare de functionare se poate
realiza numai prin reinnoirea substantelor active.

Acumulatoare electrice

Acumulatoarele electrice sunt elemente secundare, reversibile, deoarece
reactiile chimice care au loc in interiorul lor sunt reversibile si depind de sensul
curentului. La aceste elemente in timpul incarcarii lor, energia electrica se
transforma in energie chimica, iar in perioada de descarcare, energia chimica se
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transformd in energie electricd. Cele mai utilizate acumulatoare sunt acumu-
latoarele acide (cu plumb) si acumulatoarele alcaline (fero-nichel).

Acumulatoarele acide (cu plumb)

Electrozii sunt realizati din gratare de plumb, care in stare initiald
(neformata) sunt acoperite cu o pastd de oxizi de plumb (miniu Pb;O,, litarga
PbO). Electrozii sunt cufundati intr-o solutie apoasa de acid sulfuric. Prin
operatia de “formare” (care constd in alimentarea acumulatorului de la o sursa
de t.e.m. de c.c.) pasta electrozilor se transforma in PbO, de culoare cafenie la
placile pozitive si In plumb spongios de culoare cenusie la placile negative.
Vasul acumulatorului se realizeaza din sticla sau ebonita.

in urma descarcarii acumulatorului starea finali a electrozilor este aceeasi,
deci nu mai poate debita curent, concentratia acidului scade la descarcare,
electrolitul ajungénd la o densitate de 1,18 - 10°kg/m’. Prin incircarea acumula-
torului se stabileste starea initiald si concentratia electrolitului creste, densitatea
lui ajungand la 1,21 - 10°kg/m’.

Un element de acumulator incdrcat are o tensiune de cca 2,2V. La
functionare tensiunea scade repede la valoarea 1,95...2V, raméanand un timp
constantd, dupa care scade brusc. Cand tensiunea ajunge la 1,8V trebuie sa se
opreascd descarcarea elementului deoarece reactiile chimice devin ireversibile.
La incarcare, tensiunea elementului creste mai ntdi rapid pana la valoarea de
2,2V, care se mentine un timp constantd, dupa care la sfarsitul Incarcarii,
tensiunea creste brusc pana la valoarea de 2,6V.

Principalele caracteristici tehnice ale unui acumulator cu plumb sunt:
tensiunea acumulatorului, care este determinatd de numarul de elemente legate
in serie; capacitatea acumulatorului [Ah] pentru o anumitd duratd de
descarcare; curentul de descarcare, respectiv incdrcare, maxim admisibil;
randamentul energetic, care are valori de 0,7...0,8; randamentul in cantitate de
electricitate cu valori de 0,85...0,9; rezistenta interna a unui element; durata de
functionare, care depinde de constructia acumulatorului si de conditiile de
exploatare (numarul de cicluri de incarcare-descércare este de 100...1000).

Acumulatoare alcaline (fero-nichel)

Electrozii acestui tip de acumulator sunt realizati din gratare de otel
nichelat in care se preseazd masa activa (NiOHj la electrodul pozitiv si fier
spongios la electrodul negativ). Electrozii sunt cufundati intr-o solutie apoasa
de hidroxid de potasiu (KOH). Vasul acumulatorului este din tabla de otel
inoxodabil.

In urma descarcirii acumulatorului concentratia electrolitului riméane
constantd. Tensiunea unui element este de 1,45V, descarcarea lui fiind permisa
pana la 1,15V. Randamentul acestor acumulatoare este redus (0,52...0,55).

Acumulatoarele alcaline au urmatoarele avantaje: au greutate mai mica si
sunt mai usor de transportat; sunt insensibile la trepidatii; nu necesita o ingrijire
pretentioasa, fiind executate intr-o forma inchisa etans; nu degaja vapori nocivi.
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Acumulatoarele electrice sunt utilizate ca surse de c.c. Principalele domenii
de aplicatie sunt: alimentarea circuitelor de protectie, automatizare, semnalizare
din centrale si statii electrice; in telefonie; la antrenarea motoarelor electrice
mici; la iluminatul de sigurantd precum si la alimentarea electromobilelor si
electrocarelor.

6.4. CURENTUL CONTINUU iN VID SI iN GAZE

Vidul si gazele sunt izolanti foarte buni, dar in anumite conditii
(temperatura ridicatd, camp electric intens, ionizare etc.) permit trecerea
curentului electric.

Emisia electronica

Electronii liberi din metale se gasesc intr-o continud migcare fara a ptea
parasi metalul datorita fortelor de atractie ale ionilor pozitivi din reteaua
cristalind. Smulgerea electronilor din metal s-ar putea realiza printr-un lucru
mecanic de extractie L = q. U, unde U este diferenta de potential pe care trebuie
sd o parcurgd electronul de sarcind q,, astfel inct energia sa cinetica s fie
suficientd pentru iesirea lui din metal. Fenomenul de parasire a suprafetei
metalului de catre electroni se numeste emisie electronici a metalelor.

Electronii pot cdpata energia necesard pentru smulgerea lor din metal, prin
incdlzirea metalului, iradierea lui sau prin introducerea acestuia Intr-un camp
electric puternic. Energia Wy necesara electronului pentru a invinge fortele de
atractie care-l atrag spre interiorul metalului se numeste energie de iesire, iar
potentialul de iesire V, se defineste cu relatia:

V, =W, /q, (6.30)

Pentru a parasi suprafata metalului, electronul trebuie sa efectueze un lucru
mecanic, rezultd ca intre suprafata metalului si interiorul lui existd o diferenta
de potential, care poartd numele de bariera de potential.

Emisunea termoelectronica

Dacd metalul este incélzit, agitatia termicd a electronilor liberi creste,
rezultdnd o crestere a energiei lor cinetice si ca urmare numarul de electroni
emisi creste. Daca se considera ca electronii formeaza un gaz perfect, acestia
pot parasi metalul numai dacé energia lor cineticd devine mai mare decat lucrul
mecanic de extractie:

2
m_v 3
——==kT=>q,U 6.31
573 qe (6.31)
de unde rezulta temperatura absoluta necesara:
2q. U
7= 2 (6.32)
3k

La temperaturi de peste 1000°C numarul electronilor emisi creste mult.
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Electronii emisi de metalul adus la incandescentd vor forma un nor cu
sarcina negativa, care va impiedica emisiunea celorlalti electroni. Aplicand o
tensiune electricd din exterior, electronii emisi vor fi accelerati si vor forma un
curent electric.

Emisiunea fotoelectronica

Daca suprafata unuimetal este supusa unui flux de energie radianta, energia
cinetica a electronilor liberi creste si deci emisia electronilor este mai mare. La
caderea unui flux luminos asupra unei suprafete metalice se constata o emisiune
de electroni numitd emisiune fotoelectronica. Smulgerea electronilor din metal
este posibild numai dacd frecventa undelor luminoase depaseste o anumita
valoare f, denumitd prag fotoelectric, care depinde de substanta corpului
iradiat. Metalele alcaline (Na, K, Li etc.) au pragul fotoelectric in zona vizibila
a spectrului. Viteza electronilor emisi depinde de lungimea de unda a luminii si
nu de intensitatea luminoasa. Intensitatea luminii are influentd asupra debitului
de electroni emisi. Dispozitivele in care are loc efectul fotoelectric se numesc
fotoelemente.

Emisiunea autoelectronica

Dacid doua metale se incarca cu sarcina electrica, metalul A cu sarcina
pozitiva si metalul B cu sarcind negativa, intre cele doud conductoare apare un
camp electrostatic. Daca acest cAmp este puternic se constata ca electronii liberi
din metalul B (catod) sunt smulsi din metal trecand prinmediul inconjurator si
indreptindu-se spre metalul A (anod). Acest fenomen de smulgere a electro-
nilor liberi din metal, sub actiunea unui camp electric puternic, se numeste
emisiune autoelectronica.

Descircari electrice in gaze

Gazele in conditii normale sunt dielectrici. In anumite conditii insa, gazele
pot deveni conductoare, conductibilitatea gazelor realizandu-se prin ionizarea
lor. Cauzele care produc ionizarea gazelor sunt: ridicarea temperaturii gazelor;
iradierea gazului cu ajutorul radiatiilor Roentgen, ultraviolete sau cosmice;
trecerea prin gaz a unui flux de electroni obtinuti prin emisia termoelectronica a
unui metal inacandescent; actiunea unui camp electric putenic.

In gaze curentul electric consta intr-o deplasare ordonati a ionilor pozitivi
in sensul curentului si a ionolor negativi in sens contrar. Cand ajung la
electrozi, ionii cedeaza sarcinile electrice devenind molecule neutre. Pentru a
mentine un curent electri prin gaze este necesar ca ionizarea sa fie mentinuta
permanent.

Ionizarea gazului constd in actiunea de descompunere a moleculelor
gazului in ioni pozitivi, ioni negativi si electroni. lonii pozitivi si cei negativi se
pot recombina dand nastere moleculelor neutre. Dupd o perioada de timp se
stabileste s stare statistic stationard, cand numarul perechilor de ioni care se
recombind este egal cu numarul perechilor de ioni care se formeazad prin
ionizare.
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Se considera un gaz ionizat care se afld intre doi electrozi la care se aplica
o tensiune electricd. Sub actiunea campului electric, ionii pozitivi ai gazului
sunt transportati la catod, iar ionii negativi la anod, unde ionii vor ceda
surplusul de sarcind electrica transformandu-se in molecule neutre. Dacd
tensiunea care se aplica celor doi electrozi este micd, intensitatea curentului
electric este de asemenea mica. Dacd sursa de ionizare 1si inceteaza actiunea,
curentul devine egal cu zero. Rezultd ca existd o descidrcare neautonoma,
dependenta de sursa de ionizare.

In cazul unui camp electric intens, ionii din gaz sunt putenic accelerati si
capiti energii cinetice mari. In miscarea lor spre electrozi, ionii lovesc
moleculele neutre ale gazului, smulgind acestora electroni si formand asfel
perechi de ioni. Acesti ioni noi formati vor fi si ei accelerati si vor descompune
si ei la randul lor alte molecule neutre. Se produce astfel o ionizare in avalansa,
o crestere puternicd a concentratiei ionilor, ceea ce duce la o crestere rapida a
curentului electric. In acest stadiu, factorul ionizator extern poate si-si inceteze
actiunea, curentul electric va continua sa creasca datoritd ionizarii in avalansa.
Are astfel loc o descarcare autonoma, independenta de sursa de ionizare.

Descércarea autonoma poate sa apard sub mai multe forme, unele dintre
acestea fiind prezentate In continuare.

Descércarea obscura constituie faza premergatoare aprinderii descarcarilor
autonome si se produce la presiunea atmosferica, nefiind insotitd de fenomene
luminoase (valoarea intensitatii curentului electric este de ordinul 107" A).

Efectul Corona constituie faza de trecere de la descarcarea obscura la cea
luminiscentd. Intensitatea curentului electric este de ordinul 107°A, iar trecerea
curentului electric este insotitd de o lumina slaba, albastruie si de zgomote.

Descarcarile luminiscente iau nastere in tuburile cu gaze rarefiate, fiind
utilizate pentru reclame si semnalizatoare optice. Culoarea coloanei luminoase
depinde de natura gazului: rosu pentru neon, albastru pentru argon, verde
pentru bioxid de carbon, cdramiziu pentru hidrogen etc.

Descarcdrile prin scanteie au loc intre doi electrozi reci la o presiune
atmosferica normald si la o difernetd de potential foarte mare. Descarcarea are
loc intermitent.

Descércarile in _arc apar cand electrodul negativ este in stare de
incandescentd, iar curentul electric va avea valori foarte mari. Descarcarea in
arc ia nastere dintr-o descarcare luminiscentd, cand tensiunea dintre electrozi
depiseste o anumitd valoare. Intre electrozi apare o coloani de descircare
puternic luminatd numita arc electric.

Arcul electric are largi aplicatii tehnice: ca sursd de lumina la proiectoare,
sursa de caldura la sudarea metalelor si ca sursa de caldura in cuptoarele cu arc,
unde temperatura poate ajunge la valoarea de 4000°C.

104



Electrotehnica

7. CAMPUL MAGNETIC STATIONAR iN VID
SI IN CORPURI

7.1. CAMPUL MAGNETIC iN VID

Tindnd seama de formele locale ale legii fluxului magnetic si legii
circuitului magnetic valabild in regim stationar si cvasistationar, pentru inductia

magneticd in vid, Bo =p,H, si intensitatea campului magnetic se obtin

ecuatiile:
divBo =0; rotBo =p,J (7.1)
divHo =0; rotHo =1 (7.2)

In cazul cdmpurilor magnetice situate in exteriorul mediilor parcurse de

curenti electrici, deoarece 1n acest caz J =0, ecuatiile pentru intensitatea
campului magnetic devin:

divHo, =0; rotHo =0 (7.3)

in cazul mediilor omogene, daci cimpul magnetic prezintdi o anumiti
simetrie, intensitatea cdmpului magnetic se poate determina in mod simplu cu
ajutorul legii circuitului magnetic. O abordare mai generald a problemei
determinarii cAmpului magnetic se face in cadrul teoriei cAmpului de vectori,
rezolvarea simplificandu-se dacd se utilizeazd potentialul magnetic vector
(rel. 2.29). In afara mediilor conductoare parcurse de curenti, cAmpul magnetic
se poate calcula si cu ajutorul potentialului magnetic scalar.

Rezultatele stabilite pentru cdmpuri magnetice in vid se aplica practic si
pentru cazul unui mediu magnetic omogen in intreg domeniul, prin inlocuirea
lui y, cu .

7.1.1. FORMULA LUI BIOT-SAVART-LAPLACE

Formula lui Biot-Savart-Laplace reprezinta relatia de calcul a intensitatii
campului magnetic Ho, produs intr-un punct din spatiul vid de catre un curent
electric I, care trece printr-un coductor filiform in repaus (fig. 7.1):

I pdlxr
A 3

47:r r

(7.4)

o

unde: dl este elementul de linie luat in
lungul conductorului, in sensul curentului I,

r - vectorul de pozitie orientat de la
elementul de linie spre punctul P; T' - curba  Fig. 7.1 Marimile care intervin in
care delimiteaza conductorul filiform. Jormula lui Biot-Savart-Laplace
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Relatia (7.4) este valabila numai pentru curbe inchise, rezultatul calculului
pe curbe neinchise fiind lipsit de semnificatie fizica (curentul continuu este
intotdeauna inchis).

Sub forma diferentiala formula lui Biot-Savart-Laplace se scrie astfel:
dH. = I dixr

4n

Dacé la producerea campului magnetic participa curentii electrici din n
conductoare, intensitatea campului magnetic se calculeaza cu relatia:

dH, = L dloxre (7.6)

s

(7.5)

unde Iy este curentul electric care strabate conductorul Kk, iar ;k este vectorul

de pozitie orientat de la elementul de linie dl (apartine conductorului k) spre
punctul P in care se calculeaza intensitatea campului magnetic.

Aplicatie

Un conductor rectiliniu filiform, de lungime l;, parcurs de un curent de
intensitatea I, se afld in aer (fig. 7.2). S& se determine intensitatea campului
magnetic H intr-un punct oarecare P aflat la distanta d de axa conductorului,
utilizand formula lui Biot-Savart-Laplace.

B otz Intensitatea cAmpului magnetic in punc-
tul P este datd de relatia Iui Biot-Savart-
Laplace:
B 7. B :
dA o Hzijdljrzl-u"-dlm-;ma
dmy T 4 5 r
y unde u reprezintd un versor perpendicular pe
L1 ..
_ planul figurii (fig. 7.2).
= Din figura rezulta:
It d 1_{P 1:d~ctg(n—a):—d-ctga;
F d d d-da
o r=— =——; dl=—
A sm(n—oc) sina, sin” o
unde ultima relatie rezultd din diferentierea
Fig. 7.2 Conductor rectiliniu si relatiei care exprima pe 1.
Jfiliform, parcurs de curent Rezulta intensitatea cdmpului magnetic:
— T.uf d-da-sina 1.0 9. u
H:—j = jsmmda: (cosocl—cosaz)
o2 d 4m-d n-d
isin” o —— 2
sin” o
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Observatie: Daca punctul P se afla la distanta d de mijlocul lungimii
conductorului, relatia de mai sus, tindnd seama cad o, = T —a, devine:

T I-u
2n-d

cos o,

7.1.2. PROPIETATI GENERALE ALE CAMPULUI MAGNETIC iN
VID PRODUS DE CIRCUITE DE CURENT CONTINUU

Prin calcul direct, se pot verifica urmatoarele relatii, in orice punct din vid,
in regim stationar:

divB, =0; rotB, =0 (7.7)
Inductia magneticd in vid poate fi calculata cu formula lui Biot-Savart-
Laplace, prin superpozitie:

= 1 — 2o I, dli x i
Bo = Bok = —_— (78)
kzz; o 4n ;fli 1"k3

suma fiind extinsd asupra tuturor circuitelor filiforme inchise, neramificate,
respectiv asupra tuturor ochiurilor independente ale circuitelor ramificate (in
acest caz Iy sunt curenti ciclici).

Se verifica direct relatiile:

div§d1k LI —§dik rotr—l;: 0,
r

3
Ty T k

Ty

3 - 3
Iy k Iy k I

rot § dls = §|:dik diV;—l;—(dik grad);—k} =
T,

rot § dl jrk = —§(d1k grad)r—l; = —j;d[r—l;] =0 (7.9)
o Ik I I o \k

deoarece integrala pe o curba inchisd a unei diferentiale totale (exacte) este

nula.

Din prima relatie (7.7) rezultd ca inductia magnetica in vid este un camp
solenoidal (fara surse), al carui flux printr-o suprafatd inchisa este nul (legea
fluxului electric):

jjBo dS=0 (7.10)

)

Aceastd propietate ramane valabild si In cazul in care suprafata X este
strabatutd de conductoare filiforme si chiar si in cazul general al unui cadmp
magnetic in regim oarecare nestationar.

A doua relatie (7.7) arata cd in punctele din vid cAmpul magnetic este
irotational, adica poate fi derivat dintr-un potential magnetic scalar V,,:
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o

Ho =— =—grad V, (7.11)
Ho

7.1.3. ACTIUNI PONDEROMOTOARE iN CAMP MAGNETIC

Forta care se exercita asupra unui conductor striabitut de curent
electric si situat intr-un cAimp magnetic

Se considers un element de liniedl dintr-un conductor filiform parcurs de

curentul I §i situat intr-un cAmp magnetic exterior de inductie B (fig. 7.3).
Forta care se exercitd asupra elementului de circuit (forta lui Laplace) are
urmatoarea expresie:

dF =1dIx B (7.12)
unde dl are orientarea intensitatii curentului electric.

Integrand de-a lungul curbei oarecare I'" de

_ B - dispunere a conductorului, rezulta forta totala care
dF A se exerpit_é asupra unui conductor parcurs de
curent si situat Intr-un camp magnetic exterior:
I F:jidi:qﬁdixﬁ (7.13)
r r
Fig. 7.3 Conductor filiform Daca se noteaza cu a unghiul pe care elemen-
parcurs de curent §i tul dl il face cu inductia magnetica, pentru
aflat in camp magnetic valoarea forteie elementare se obtine expresia:
dF =IdIBsina (7.14)

Rezultad ca forta este nula dacd oo = 0 si este maxima dacd o = n/2. Dacéd
pentru lungimea 1 a conductorului inductia magnetica este constantd si este
normald la directia conductorului, pentru forta lui Laplace se obtine expresia
simpla:

F=11B (7.15)

In ceea ce priveste orientarea fortei, se observd ci aceasta este
perpendiculara pe planul constituit din elementul de linie dl si inductia

magneticd B . Sensul fortei se schimba daca se inverseaza fie sensul curentului,
fie sensul campului magnetic.

Forta dintre conductoare filiforme parcurse de curenti electrici

in figura 7.4 se considera doud circuite filiforme oarecare, coplanare,
situate in vid si parcurse de curentii I; si I,. Pentru calculul fortelor care
intervin (forte electrodinamice) se poate considera ca fiecare din cele doua
circuite se afla in cdmpul magnetic al celuilalt.
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Astfel, forta totald care se exercitd asupra conductorului 2 este datd de
relatia:
F.=1, §d12 x B (7.16)
C
Dacd se tine cont de expresia inductiei magnetice Biz in punctele
conductorului 2, corespunzatoare cdmpului magnetic produs de circuitul 1:

- I, cdlxr
B :MWI—}” (7.17)
4n &1
expresia fortei devine:
Fo-topn g §J—)‘“2 b xr (7.18)
4n r

GGy

Valoarea fortei F, se poate scrie si sub forma:

F, =fo 1, § §75 % dldl,
4n &, T

In conformitate cu principiul
actiunii si reactiunii, fortele care
actioneazad asupra celor doua cir-
cuite sunt egale:

Fi+F.=0 (7.20)

Relatia (7.19) se poate scrie si
sub forma simplificata:

F=KI]I, (7.21)  Fig. 7.5 Fortele electrodinamice dintre doud
conductoare filiforme parcurse de curenti

unde constanta K depinde numai de

configuratia si pozitia relativa a celor doud circuite.

Un caz particular se refera la doud conductoare filiforme, rectilinii si
paralele de lungime teoretic infinita, situate in aer la distanta d unul de celalalt
(fig. 7.6).

In aceste conditii, pentru forta care LT Fz Fa 11z
actioneaza asupra conductoarelor, corespunza- T
toare unei lungimi 1 a acestora (F; = F, = F) ==
se obtine expresia: 3%1@
T 1 I S
F_EIIIZE (7.22) 4
fiind forte de atractie dacd curentii au acelasi

sens si forte de respingere daca curentii au ' o
sensuri contrare. Fortele de interactiune se & ;;6[7 ogtelfeleCLVOd’”“mlce
manifesti si intre portiuni de conductoare ace infre doua conductoare
apartin aceluiasi circuit Jiliforme, paralele i infinite
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La stabilirea expresiei fortei totale de obicei se pleaca de la fortele
elementare. Astfel, forta elementard pe care o exercitd asupra elementului

dl, campul magnetic corespunzator numai elementului dl: parcurs de curentul
I, este data de relatia:

d>F» =1, dl> xdBu (7.23)
Daci se tine seama de expresia inductiei elementare, dB;; = u, dH1:, se
obtine relatia:

&I°F = 2‘0 1,1, 4 xdhixr (7.24)
r

T

care se numeste si formula lui Grassman. in general fortele elementare d’F,

si d? F: sunt diferite, acestea fiin egale si de semn contrar numai in cazul
particular a doud conductoare rectilinii paralele, infinit de lungi.

7.2. CAMPUL MAGNETIC STATIONAR iN MEDII MAGNETICE

7.2.1. CLASIFICAREA MATERIALELOR DIN PUNCT
DE VEDERE MAGNETIC

In functie de valorile permeabilititii magnetice relative, materialele se
clasifica in:
a) Materiale diamagnetice la care momentul magnetic atomic sau molecular
este nul (materiale cu molecule nepolare). Dacd se introduc aceste materiale
intr-un camp magnetic exterior, apare un moment magnetic orbital suplimentar,
la fiecare moleculd in parte, In sens contrar campului magnetic exterior, astfel
incat campul magnetic din interiorul materiarului este mai slab decat cel
exterior si ca urmare p, < 1, xm < 0 (de ordinul a 10™). Din aceasta categorie
fac parte: hidrogenul, gazele inerte, carbonul, cuprul, argintul, aurul etc.
b) Materiale paramagnetice la care momentele magnetice orbitale si de spin
nu sunt nule (materiale cu molecule polare). Magnetizarea macroscopica este
insa nuld datoritd agiratiei termice. Prin introducerea acestor materiale Intr-un
camp magnetic exterior, are loc o orientare a momentelor magnetice, astfel
incat acestea sa devind omoparalele cu directia cAmpului magnetic exterior. Ca
urmare, cimpul magnetic interior este mai intens, rezultdnd . > 1, ¥, > 0 (de
ordinul a 107%). Din aceastd categorie fac parte: aluminiu, platina, cromul,
azotul etc. Deoarece permeabilitatile relative ale acestor doud clase de materiale
sunt foarte apropiate de unitate, in calculele practice se considera pentru acestea
valorile, p, = 1, Ym = Uo-
c) Materiale feromagnetice la care relatia B = f (H) nu are o variatie liniara,
permeabilitatea magnetica a lor fiind dependentd de intensitatea campului
magnetic si de starea lor anterioard de magnetizare. Din aceasta categorie fac
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parte: fierul, nichelul, cobaltul si unele aliaje ale acestora. La aceste materiale
apare un efect cuantic numit cuplaj de schimb, care face ca intre atomii vecini
sd apard un cuplaj magnetic rigid (momentele magnetice sd devina paralel),
chiar daca agitatia termicd a moleculelor se apune acestui cuplaj. Daca
temperatura creste peste o anumitd valoare, denumitd temperatura Curie,
cuplajul de schimb dispare brusc, ramanand numai efectul paramagnetic. Pentru
fier, temperatura Curie este de 1043K, iar pentru nichel de 633K.

Un corp feromagnetic introdus intr-un camp magnetic exterior, determina
un cAmp magnetic propriu in acelasi sens si foarte intens in raport cu campul
magnetic exterior, astfel incat cAmpul magnetic interior este foarte intens.

Pentru trasarea curbei B = f(H) se
procedeaza astfel (fig. 7.7): se introduce
materialul nemagnetizat intr-un camp
magnetic variabil. La inceput se constata
cd la o crestere a intensitatii cAmpului
magnetic (initial avea valoarea zero),
apare o crestere rapida a inductiei mag-
netice din material, dupa care cresterea
este mai lentd si la un moment dat,
inductia magnetica ramane practic cons-
tantd. Se spune cd materialul s-a saturat,
B reprezentind inductia magnetica de
saturatie, iar OA curba de prima magneti-

Fig. 7.7 Ciclul de histerezis magnetic

zare. Daca se micsoreaza valoarea intensitatii cAmpului magnetic, se constatd
ca inductia magnetica scade lent si ajunge ca la H = 0 inductia magnetica sa fie
diferita de zero, B = B,. Valoarea B, reprezinta inductia magnetica remanenta.
Dacd se schimba sensul campului magnetic si se creste intensitatea acestui
camp, se constata ca inductia magnetica va scadea brusc si ca va lua valoarea
zero pentru o anumitd valoare a intensitatii cdmpului magnetic, —H¢, numita
intensitatea campului magnetic coercitiv.

Crescand 1n continuare valoarea intensitatii campului magnetic, se constata
o crestere a inductiei magnetice, dar avand semnul schimbat. Cand intensitatea
campului magnetic ia valoarea —H,,, se constata ca inductia magnetica ramane
practic constantd (materialul s-a saturat). Micsoradnd intensitatea campului
magnetic pand la anulare, schimbabd apoi sensul campului magnetic si
crescand valoarea acestuia pana la Hy,, se obtine o curba inchisd numita ciclu
de histerezis.

in timpul descrierii ciclului de histerezis, materialul absoarbe o cantitate
de energie de la campul electromagnetic, energie care se transforma in
energie caloricd. Aceastd energie caloricd reprezinta pierderile prin histerezis,
pierderi a cdror valoare este proportionald cu aria delimitatd de ciclul de
histerezis.
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7.2.2. TEOREMELE REFRACTIEI LINIILOR DE CAMP
MAGNETIC LA SUPRAFATA DE SEPARATIE
A DOUA MEDII

O consecinta foarte importanta a legilor fluxului magnetic §i circuitului
magnetic o reprezintd refractia liniilor de camp magnetic la suprafata de
separatie a doud medii cu permeabilitati magnetice diferite.

Fig. 7.8 Figura explicativa pentru prima Fig. 7.9 Figura explicativad pentru a doua
teoremd a refractiei liniilor de teorema a refractiei liniilor de
cdmp magnetic cdmp magnetic

Prima teorema

Se considerd doud medii cu permeabilititile p; si W, despartite de o
suprafatd plana. Liniile de camp magnetic din mediul 1 care cad pe suprafata de
separatie sub un unghi de incidentd o, trec in mediul 2, suferind o refractie
(fig. 7.8). Marimile care se refera la mediul 1 vor avea indicelel 1, iar cele care
se referd la mediul 2 vor avea indicele 2.

Vectorul inductie magnetica poate fi descompus in doud componente,
unaormala la suprafata de separatie, B, = B cosa si una tangenta la suprafata,
B; = B sina. Aplicand legea fluxului magnetic unei suprafate inchise X, de
forma paralelipipedicd, de indltime foarte micd, cu suprafetele bazelor de arie
AA plasate in cele doud medii, rezulta:

”BdS:”Bld81+”BzdSz =0 (7.25)

z S S,
deoarece fluxul magnetic prin suprafata laterala S, este nul (S; = 0).

Deoarece suprafetele bazelor sunt foarte mici, marimile B; si B, pot fi

considerate constante pe suprafetele paralelipipedului, rezultand:

”Bldsl cos(180° —oal)+”B2dS2 cosa, = —.”BnldS1 +”BnldS1 =
S S, Si Si

- -B,AA+B_,AA=0 = B, =B, (7.26)
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La suprafata de separatie a doud medii diferite, componentele normale
ale inductiei magnetice se conserva.

Teorema a doua

Dacd in zona de separatie a celor doud medii se considerda un contur
dreptunghiular abed, foarte plat cu 1, = Lg = 0 (fig. 7.9), céruia i se aplica
teorema lui Ampere, rezulta (se tine cont ca solenatia este nula):

§ridi= [Hy i+ [Hdi+ [ dis [Hdi= [, dicoso0° ~a, )+
r a b c d a

d
+[H, dleos(00° +a, )= Hyly, ~Huly =0 = H,=H, (7.27)

La suprafata de separatie a doud medii cu permeabilititi diferite,
componentele tangentiale ale intensitatii cAimpului magnetic se conserva.

Teorema a treia

Relatiile (7.26) si (7.27) se pot restrange dacd se scriu tangentele
trigonometrice ale unghiurilor facute de liniile de camp cu normala la planul de
separatie:

B H B H
tgo, = —L = My D tgo, =—2 = oM (7.28)
Bnl Bnl Bn2 Bn2
Impartind relatiile (7.28) si tinand cont de relatiile (7.26) si (7.27), rezulta:
gy _ (7.29)
tga, M,

unde a,; si a, sunt unghiurile facute de liniile de cdmp magnetic in cele doua
medii cu normala la suprafata de separatie.

Relatia (7.29) permite stabilirea formei liniilor de cAmp magnetic in jurul
pieselor feromagnetice, la care p = p, e >> p,. La trecerea liniilor de camp din
piesa in aer, rezultd tg a; = p, tg a,. Dacd se considerd p,p, = 104, rezulta
tg o; = 10* tg ay, deci o; >> a,. Se poate spune ci practic liniile de camp
magnetic in aer sunt normale la suprafetele corpurilor feromagnetice, iar in
interiorul pieselor, liniile sunt tangente la suprafata de separatie.

7.2.3. CAMPUL MAGNETIC iINTR-O CAVITATE

In corpuri, cAmpul magnetic poate fi explorat utilizind un corp de proba
(bucla de curent) si masurdnd actiunile ponderomotoare ale campului magnetic
asupra corpului de proba. Pentru a introduce corpul de proba, trebuie practicata
in prealabil o cavitate vida in corpul magnetizat (fig. 7.10).

Se constatd experimental ca oricat de mica ar fi cavitatea, inductia

magneticd Beav , masurata in vidul cavitatii, depinde de forma si de orientarea
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cavitatii. Prin practicarea cavitatii se elimind un volum magnetizat (parcurs de
curent de conductie), iar pe peretii cavitatii apar curenti amperieni. Deoarece
efectul momentului magnetic, respectiv al curentului de conductie al volumului
elementar dizlocat tinde uniform catre zero odatd cu volumul, raiméane sa fie luat
in considerare numai efectul curentilor amperieni care apar pe suprafata
cavitatii, la dimensiuni oricat de mici ale cavitatii.

Daca se considera B inductia magnetica
in punctul considerat al corpului, inaintea
practicdrii cavitdtii §i Brev inductia magne-
tica suplimentard datoritd practicarii cavitatii
(inductia magnetica proprie a cavitatii), rezul-
td inductia magnetica in cavitate:

Beav = B+ Breav (7.30)

Pentru definirea campului magnetic in
Fig. 7.10 Campul magnetic corp este suficient si se aleagd doua cavititi

intr-o cavitate particulare, in forma de fantd cu anumite

orientdri, ca in cazul campului electrostatic.

7.2.4. MARIMI DE STARE ALE CAMPULUI MAGNETIC
iN MEDII MAGNETICE

Ecuatiile campului magnetic referitoare la inductia magnetica, in prezenta
unor medii magnetice sunt urmatoarele:

divB =0; rotB:qu+uor0tM (7.31)

Cea de a doua ecuatie se obtine tinand cont de legea legaturii dintre B , H
si M side faptul ca rotH=1J .

Prin definitie, se numeste intensitatea cdmpului magnetic intr-un punct din
corpul magnetizat o marime de stare a cdmpului magnetic, egala cu raportul
dintre vectorul inductiei magnetice care se stabileste in vidul unei cavititi de

forma unei fante extrem de plate, avand normala orientata perpendicular pe
vectorul magnetizatie (fig. 7.11) si permeabilitatea vidului:

- Bnim (732)
Mo

Se numeste inductie magnetica intr-un punct al corpului magnetizat o
marime de stare a cdmpului magnetic egala cu vectorul inductiei magnetice din
vidul unei cavitati de forma unei fante extrem de plate, avand normala orientata
paralel cu vectorul magnetizatie (fig. 7.12):

B =Braum (7.33)

In acest caz campul propriu al fantei este nul (nu apar curenti amperieni pe
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peretii fantei).

Fig. 7.11 Fantd pentru definirea intensitatii Fig. 7.12 Fantd pentru definirea
cdmpului magnetic inductiei magnetice

Se observa ca in corpuri campul magnetic este determinat atit de o
influentd exterioard cat si de o proprietate magnetica a corpului. Rezultd ca se
poate alege oricare pereche de marimi dintre B, H si M pentru a caracteriza
campul magnetic in medii magnetice.

7.2.5. METODA IMAGINILOR

Calculul campului magnetic produs de curentii ce strdbat un sistem de
conductoare filiforme situate in medii magnetice liniare nsd neomogene pe
portiuni, poate fi efectuat in unele cazuri In mod avantajos, aplicind metoda
imaginilor. Dacad se considera doud medii magnetice diferite, rezolvarea
problemei in cadrul acestei metode se reduce la rezolvarea a doua probleme
mai simple in care intervin medii omogene.

Pentru prezentarea metodei se prezintd cazul din figura 7.13 a, in care
suprafata de separatie S;, dintre cele doud medii este plana §i se considera un
singur conductor rectiliniu, paralel cu suprafata S;,, parcurs de curentul I si
situat Tn mediul 1.

1@1 19! 1ol

1 I § I §

b h h
spile P oA Nl E‘)f _
2 RN 4 R PR

C B EH
leT
i) b) &)

Fig. 7.13 Figurd explicativa pentru prezentarea metodei imaginilor

Céampul magnetic In domeniul 1 (in intreg domeniul mediul magnetic se
considerd omogen de permeabilitate ;) se presupune stabilit de curentul dat I
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si de curentul I, incd necunoscut, care strabate conductorul imagine 1" al
curentului I in raport cu suprafata Sy, (fig. 7.13 b).

Pentru determinarea cdmpului magnetic in mediul 2, se admite ca acesta
este produs de curentul I', incd necunoscut, care strabate conductorul 1, mediul
in intreg domeniul fiind acum presupus omogen si de permeabilitate L,
(fig. 7.13 c). cele doua necunoscute I' si I' rezulta din conditiile de trecere la
suprafata S;,. Pentru componenetele tangentiale ale cAmpului magnetic in cele
doud medii se obtin relatiile:

, \cos o

H,=H-H Jcosa=(I-1 7.34
o= (-1 )eosoe=(1-1) (734)
H, =H cosa=1""2% (7.35)
2nr

din egalitatea carora (Hy = Hy,), rezulta relatia:
I-T =T (7.36)
Componentele normale ale inductiei magnetice sunt date de relatiile:
B, zpl(H+H')sinoL:(I+I')wp1 (7.37)
B,, =p, H'sina=p, I' T2 (7.38)

2nr

din egalitatea carora (B,; = B,;), se obtine relatia:

"

w (141 )=, 1 (7.39)
Rezolvarea ecuatiilor (7.36) si (7.39) conduce la urmatoarele expresii
pentru necunoscutele I sil :

By, — 1y _ 2p,

[ =—=—711; I'= I (7.40)
M+l

Hy+H,

Daca sunt mai multe conductoare parcurse de curenti se determind curentii

imagine pentru fiecare dintre curentii dati prin procedeul aratat, iar pentru

calculul campului magnetic in cele doud medii se aplicd corespunzator
principiul superpozitiei.
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8. CIRCUITE MAGNETICE SI INDUCTIVITATI.
ENERGIE SI FORTE IN CAMP MAGNETIC

8.1. CIRCUITE MAGNETICE

Circuitul magnetic este un sistem de corpuri feromagnetice despartite prin
intrefieruri (aer), care permite inchiderea liniilor de cdmp magnetic (fig. 8.1).
Conform teoremelor refractiilor liniilor de cdmp magnetic, acestea sunt practic
tangentiale pe fata interioard a suprafetelor corpurilor feromagnetice si
perpendiculare pe aceste suprafete la iesirea din ele. Deoarece componenetele
tangentiale ale intensitatii cAmpului magnetic se conserva la suprafata corpu-
rilor, componenta tangentiald a inductiei magnetice din corpul feromagnetic,
B; = p H;, este mult mai mare ca in exterior (u >> L,) si se poate considera ca
liniile de cAmp magnetic sunt conduse prin corpuri feromagnetice cum este
condus curentul electric prin conductoare.

Majoritatea liniilor de camp magnetic se &
inchid prin fier si intrefier, adica prin portiunile

utile ale circuitului magnetic si creaza fluxul | — —
magnetic fascicular util. Liniile de cAmp care | Intrefier |
o M S T e ! & N
se inchid partial prin aer si partial prin circuitul ' . 't
magnetic se numesc linii de dispersie, iar i _-_ﬂ:_.t:jr_ — ]
fluxul creat de ele se numeste flux de dispersie. I wi
Céampul magnetic dintr-un circuit magnetic s N

poate fi produs de magneti permanenti sau de
bobine de excitatatie (curentul electric care
stridbate bobina de excitatie poate fi curent
continuu sau curent alternativ). Portiunea unui circuit magnetic pe care se afla
dispusé o infagurare se numeste miez sau coloana, iar portiunea fara infasurare
se numeste jug.

Existd o mare varietate de circuite magnetice. Dacd permeabilitatea
mediului este independentd de inductia magnetica circuitul este liniar, iar In caz
contrar circuitul magnetic este neliniar. Circuitul magnetic este omogen daca
este realizat din medii cu aceeasi permeabilitate magnetica si este neomogen
daca este realizat din medii cu permeabilitati diferite. Din punct de vedere a
configuratiei geometrice existd circuite magnetice ramificate si respectiv,
circuite magnetice neramificate.

Fig. 8.1 Circuit magnetic cu
intrefier

8.1.1. RELUCTANTA MAGNETICA

Se considera o portiune dintr-un tub de camp magnetic, suficient de
subtire, pentru a putea considera fluxul magnetic uniform in sectiune (fig. 8.2).
In portiunea respectivd mediul magnetic se considerda omogen si izotrop de
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permeabilitate magneticd p. Curba I' corespunde unei linii a cAmpului mag-
netic iar AS reprezinta a sectiune prin tubul de cAmp magnetic. Tinand cont de
conditiile considerate vectorii dl, dS, B si H sunt coliniari.

Tensiunea magneticd de-a lungul curbei I' (axa tubului), intre sectiunile
tubului A si B este data de relatia:

B _ B B B.g B o,
Upp = [Hdl= [HdI= [ =Zdl= [ —dl (8.1)
A(D) A(D) Ay B A M8
Deoarece tubul de flux magnetic ¢p se
conserva de-a lungul unui tub de camp mag-
netic (consecintd a legii fluxului magnetic),
rezultd pentru tensiunea magnetica dintre
punctele A si B relatia:

B
dl
Upap = Of J S (8.2)
NisLa
Fig. 8.2 Tub de flux magnetic Reluctanta magneticd corespunzatoare

tubului de flux considerat se defineste ca fiind

marimea pozitiva a raportului dintre tensiunea magnetica si fluxul magnetic
fascicular:

U ¢ od

R =—2=| — 83
" s (8.3)

Reluctanta magneticd depinde de natura materialului si de caracte-
risticile circuitului magnetic, fiind o marime analoagd rezistentei electrice.
Pentru o portiune omogend de circuit (S = const., p = const.) reluctanta
magnetica va fi:

»=c (8.4)
IN

unde 1 reprezinta lungimea medie a unei linii de cdmp magnetic.

Permeanta magnetici A,, este inversa reluctantei magnetice si este
analoaga conductantei electrice:

19
A =— =16 8.5
"R T, (8.5)

Unitatea de masurd a reluctantei magnetica este Amper/Weber [A/Wb],
iar a permeantei magnetice este Weber/Amper [Wb/A].

Relatia (8.2) se poate scrie si sub forma:

u, = ¢f ’ Rm (86)
care reprezinta “legea lui Ohm” pentru circuite magnetice, fiind analoaga legii
Iui Ohm pentru circuite electrice.
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8.1.2. TEOREMELE LUI KIRCHHOFF PENTRU
CIRCUITE MAGNETICE

Teorema intéi a lui Kirchhoff pentru circuite magnetice

Se considera un nod N al unui circuit magnetic si o suprafatd Z inchisa,
care inconjoard acest nod (fig. 8.3). Se aplica suprafetei considerate legea
fluxului magnetic, neglijand fluxul de disperise. Se obtine:

”BdS:”BldS+”BzdS+”B3dS+”B4dS (8.7)
b S, S, S, S,
sau: iy
O =02 =3 + g =0 (8.8) sl 3
Generalizdnd relatia (8.8) pentru un Eyz"-}—h-\'\?‘ o
nod oarecare N, rezulta: i N Fe
i Prie—] N P
D0y =0 (8.9) 7 v
keN 4 1\_‘_ o
Suma algebrica a fluxurilor magne- ? S
tice care strabat sectiunile laturilor unui et
circuit magnetic ce conveg intr-un nod al
acestuia este nula. Fig. 8.3 Nod de circuit magnetic

Teorema a doua a lui Kirchhoff pentru circuite magnetice
Se considerd un ochi de circuit magnetic si un sens arbitrar de referintd

corespunzator sensului de integrare a lui H (fig. 8.4). Se aplica legea circui-
tului magnetic curbei I" (linia mediana a circuitului) pentru un regim stationar:

O, =f§HdI=Du, = 30,=>R, b, (8.10)

r keO; keO; keO;

Suma algebrici a solenatiilor care
inlintuie laturile unui ochi de circuit
magnetic este egali cu suma algebrica a
cdderilor de tensiune magnetica pe laturile

circuitului considerat. % I
Solenatiile si fluxurile magnetice care au r /:?EI;J;L: =
acelasi sens cu sensul de integrare prin latura k I"Ik“_\
se iau cu semnul plus, iar celelalte cu semnul

minus. Din analiza teoremelor lui Kirchhoff

Fig. 8.4 Ochi de circuit magnetic

pentru retele electrice si pentru retele magnetice rezultd posibilitatea rezolvarii
circuitelor magnetice cu ajutorul teoremelor lui Kirchhoff. Pentru simplificare,
se poarte figura schema electrica echivalenta a schemei magnetice, in care
sursele de t.e.m. sunt inlocuite cu solenatiile corespunzatoare, curentii electrici
— prin fluxurile magnetice fasciculare din laturi, iar rezistentele laturilor — prin
reluctantele laturilor.
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8.1.3. GRUPAREA RELUCTANTELOR MAGNETICE

Reluctanta magnetica R,, echivalentd a unei portiuni de circuit magnetic cu
doud borne de acces si fard solenatii pe laturi, este egald cu raportul dintre
tensiunea magnetica aplicatd intre cele doud borne si fluxul magnetic fascicular
care intrd prin prima borna si iese prin borna a doua:

R, =—2 (8.11)
Gruparea in serie a reluctantelor magnetice

Daca se aplica teorema a doua a lui Kirchhoff pentru circuite magnetice,
circuitului magnetic din figura 8.5 a, se obtine:

5 5 5
um :zumk :ZRmk ¢ﬂ< :d)szmk :¢f Rmes = (812)
k=1 k=1 k=1

5
R, =2 R, (8.13)

k=1
deoarece se neglijeaza fluxurile magnetice de dispersie si astfel, fluxul
magnetic este acelasi prin toate laturile. Generalizdnd relatia (8.13) rezulta ca
reluctanta magnetica echivalentd a n laturi conectate in serie este egald cu suma
reluctantelor laturilor:

Rmes = ZRmk (814)
k=1
Fyul Fml P
=—. e —
2 |
g ], L
= R +—N-————— a———-i——a—
- -
Fms 'LRR 1| Bz s |!
E__ py— (R — .
Y| L)

Fig. 8.5 Gruparea reluctantelor magnetice: a) — in serie; b) — in paralel

Gruparea in paralel a reluctantelor magnetice
Aplicand prima teorema a lui Kirchhoff pentru circuite magnetice nodului
N din figura 8.5 b, se obtine:

u 1 u
(I) = (I) = m :um _—= m = (815)
! l;ﬂ * éRmk 1§\1Rmk Rmep
1 1
-y L AL =T, (8.16)
Rmep I;Rmk b l;ﬂ ‘
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Din relatia (8.16) rezulta ca inversa reluctantei magnetice echivalente a n
laturi fard bobine, conecvtate in paralel, este egala cu suma inverselor
reluctantelor laturilor sau, permeanta echivalentd a n laturi conectate in paralel
este egald cu suma permeantelor laturilor.

8.1.4. CALCULUL CIRCUITELOR MAGNETICE

Daca se presupun cunoscute proprietatile de material (curbele de
magnetizare), geometria si dimensiunile circitelor magnetice, problema de
calcul a circuitelor magnetice poate fi pusa sub urméatoarele forme:

e Sa se determine solenatia necesard pentru ca intr-o sectiune a circuitului
magnetic s rezulte un anumit flux, respectiv inductie magnetica (problema
diorecta).

e Sa se determine fluxul magnetic, respectiv inductia magnetica intr-o
sectiune a circuitului magnetic sau in diferitele laturi ale acestuia, atunci
cand se cunosc solenatiile (problema inversa).
in cazul circuitelor magnetice liniare, reluctantele diferitelor laturi fiind

constante, este avantajos sa se efectueze calculul pe baza schemelor electrice

echivalente ale acestora. in general, structurile circuitelor magnetice care
intervin In practica nu sunt prea complexe, fiind de obicei suficient sa se aplice
teoremele lui Kirchhoff.

Circuite magnetice neliniare. Se considerda un circuit magnetic
neramificat constituit dintr-o succesiune de medii feromagnetice si un intrefier.
Se presupune circuitul magnetic impartit in n portiuni, fiecare de sectiune
practic constantd, astfel Incat inductia magnetica sa se poata considera aceeasi
in lungul ei. Aplicand legea circuitului magnetic pentru o linie mijolocie de
camp in lungul circuitului, rezulta solenatia 0:

0=> HJ, =H;3+> Hyl, (8.17)
k=1

unde: Hj este intensitatea campului magnetic in intrefier; Hy, - intensitatea
campului magnetic in portiunea k din fier; § - lungimea intrefierului; lg -
lungimea portiunii k de fier.

Daca dispersia este neglijabild (intrefier mic), in conformitate cu legea
fluxului magnetic, in diferite sectiuni ale circuitului magnetic fluxul magnetic
este constant (¢ = ¢ = P2 =...= ¢, = Py). In situatia in care nu se poate neglija
dispersia in Intrefier, se va tine cont de acest lucru printr-un factor subunitar, kg,
numit coeficient de dispersie, iar fluxul magnetic in intrefier va fi:

bs =kg ¢, ka<1 (8.18)

Cunoscand fluxurile magnetice fasciculare se determind inductiile
magnetice in diferite portiuni ale circuitului magnetic (Bs =¢s/Ss, B =n/Sti)-
Pentru intrefier intensitatea cAmpului magnetic rezultd din relatia, Hs = Bg/p,,
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iar pentru diferite portiuni in fier, intensitatea cdmpului magnetic rezulta din
curba de magnetizare pentru inductiile corespunzatoare. Cunoscand solenatia,
0 =iN si alegdnd numarul de spire rezultd curentul necesar si invers.

Pentru calculul circuitului magnetic se poate considera s§i expresia
solenatiei in functie de reluctanta, © = Ry, ¢, care pentru circuitul considerat se
poate scrie sub forma:

e=¢{ LI } o {5+im}: 8¢ (8.19)

HoSs il HaSy 1S ol MaSg HoS;
unde pg se determind din curba de magnetizare pentru inductia magnetica

corespunzatoare portiunii k, iar & reprezinta intrefierul echivalent al intregului
circuit magnetic:

n
§ = 5+Zm (8.20)
o HgS

In cazul circuitelor magnetice este important sa se releve valoarea relativ
ridicata a caderii de tensiune magnetica corespunzatoatre unui intrefier.

Pentru circuitul magnetic considerat problema inversd se poate rezolva
determinand caracteristica magnetica ¢ = ¢(8). In acest sens se alege o anumiti
inductie magneticd, respectiv flux magnetic (de exempu - in intrefier) si se
determind prin metoda prezentatd anterior solenatia necesard. Repetand
calculele pentru mai multe valori ale inductiei magnetice se obtine solenatiile
corespunzatoare si astefl se ridicd prin puncte caracteristica magnetica a
circuitului ¢ = (), respectiv Bs = f(0). Din aceastd caracteristicid se poate
determina, pentru o anumita solenatie data, fluxul magnetic, respectiv inductia
magnetica corespunzatoare.

Aplicatie

Un circuit magnetic realizat din tole, are lungimea mijlocie a miezului
If = 13cm, intrefierul § = 1em si sectiunile: S¢= 1,77em?; Ss = 2cm®. Numarul
de spire al bobinei de excitatie este N = 800, iar curba de magnetizare a
materialului este datd prin valorile din tabelul de mai jos. Se neglijeaza
dispersia. Sa se determine curentul I din bobina, astfel incat inductia magnetica
in intrefier sa fie B = 0,8T.

B[T] 07108109 10 1,1 | 12] 13 ] 14 | 1,5 | 1,6
H[A/m] | 80 | 120 | 150 | 188 | 275 | 400 | 750 | 1700 | 3200 | 6000

Pentru H; si B¢ se obtin urmatoarele valori:
B .B. .

H, :_8:%: 63,8-10°A/m; B; :L:&
n, 4m-10" S, 1,77

La aceasta valoare a lui By, din curba de magnetizare rezulta:

=09T
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H,=15-10° A/m
Aplicand legea circuitului magnetic se obtine:

:IL~h+}g-8:8A

PH-dI=H, 1, +H;-8=N-1 = 1
Se remarca faptul cd cei mai multi amperi sunt necesari pentru crearea
campului magnetic in intrefier, 6380 A fata de 19,5 A, corespunzétori miezului.

8.2. INDUCTIVITATI (INDUCTANTE)
8.2.1. INDUCTIVITATE PROPRIE SI MUTUALA

Se considera o spird filiformd parcursd de curentul i §i se noteazd cu ¢
fluxul magnetic produs de acest curent §i care strdbate suprafata spirei.
Inductivitatea proprie a spirei L se defineste cu relatia:

L= 9 >0 (8.21)

i

Sensul de referinta al fluxului magnetic (sensul normalei la suprafata) este
asociat cu sensul curentului din conductor dupa regula burghiului drept.
Definitia inductivitatii proprii se poate generaliza pentru un circuit oarecare.

in figura 8.6 a se consideri o bobini cu N spire, care este parcursi de
curentul i. Fie curba inchisa I' care urmareste conturul conductorului si care se
inchide intre capetele bobinei, unde cdmpul magnetic este mult mai slab. Prin
inductivitatea proprie a bobinei se intelege raportul dintre fluxul magnetic
¢, care strabate suprafata marginitd de curba I' si curentul i din bobina:

>0 (8.22)

Fig. 8.6.Figura explicativd la definirea inductivitdtii proprii a unei bobine
a) bobind parcursa de un curent electric; b) situatia reald; c) situatia ideald
Fluxul magnetic ¢4 care inlantuie spirele bobinei se numeste flux

magnetic total sau inlantuire magnetica si reprezintd suma fluxurilor magnetice
fasciculare prin cele N spire ale bobinei (rel. 8.23). Este evident ca fluxurile
magnetice fasciculare prin diferitele spire ale bobinei nu sunt egale (fig. 8.6 b).
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Se poate defini un flux magnetic fascicular mijlociu prin bobina ¢ (rel. 8.23),
caruia i-ar corespunde situatia idealizatd din figura 8.6 ¢ (inldntuire magnetica
completd).

N
b5, =24 =N¢ (8.23)
k=1
Se considerd o bobina care are solenatia 6 = iN si este dispusa pe un circuit
magnetic liniar de reluctantd Ry. Tindnd cont de relatia, ¢ = O/Rp,
inductivitatea proprie a bobinei se calculeaza cu relatia:
2
L:E—:AmNz (8.24)

m

Particularizand relatia (8.24) pentru cazul unei bobine uniform dispuse pe
un tor omogen de permeabilitate u, de sectiune S si de lungime 1, se obtine
relatia:

SN*
1

Doua circuite sunt cuplate magnetic dacd o parte din fluxul magnetic
produs de unul dintre circuite strabate si suprafata delimitata de cel de-al doilea
circuit. Inductivitatea mutuala caracterizeaza circuitele cuplate magnetic.

Se considera doua spire filiforme 1 si 2 (fig. 8.7) si se presupune ca numai
spira 1 este parcursa de curent (i # 0, i, = 0). Inductivitatea mutuala a spirei 2
fatd de spira 1, Ly, este egald cu raportul dintre fluxul magnetic ¢,; care
strabate suprafata siprei 2 si curentul i; care 1-a produs:

L=p (8.25)

L, =%; i, =0 (8.26)
] Fluxul mutual ¢,;, respectiv inductanta
mutuald L,; pot fi pozitive sau negative, in

\%1 functie de sensurile de referinta alese. Analog

se defineste inductivitatea mutuala Ly, a spirei

1 3 1 fata de spira 2:

P

L, :d?i; i, =0 (8.27)

Fig. 8.7 Spire filiforme cuplate i

magnetic

in cazul unui mediu liniar si omogen cele doud inductivititi mutuale
satisfac urmatoarea conditie de reciprocitate:

L,=L, =M (8.28)
unde cu M s-a notat valoarea inductivitatii mutuale.

Se considera doua bobine cuplate magnetic, avand N; spire, respectiv N,
spire (fig. 8.8 a). Se presupune ca prima bobina este parcursa de curentul iy # 0,
iar curentul i, = 0. Considerand inlantuirea completa echivalenta (fig. 8.8 b) se
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introduc urmatoarele notatii: ¢;; — fluxul propriu care stribate spirele bobinei 1;
$21 — fluxul util, reprezentand partea din fluxul propriu ¢;; care strabate si
bobina 2; ¢q; — fluxul de dispersie al bobinei 1 fata de bobina 2 care se inchide
in jurul propriei Infasurari.

ST CaNNRE == REASON
@%ég © Qo000
1 ; 5 1 2

b)

&

Fig. 8.8 Bobine cuplate magnetic — a); inlantuirea completa echivalentd — b)

Corespunzator fluxurilor magnetice definite anterior se definesc urmatoa-
rele inductivitati:
e Inductivitatea proprie Ly; a bobinei 1:

N
L, =l _ v (8.29)
L L
e Inductivitatea mutuald L,; a bobinei 2 fatd de bobina 1:
N
L, =daNs Wy (8.30)
L L
e Inductivitatea de dispersie Lq; a bobinei 1 fatd de bobina 2:
L, =N _ Vo (831)
L L

in mod analog, considerand bobina 2 alimentatd cu curentul i, # 0, iar
i; = 0, se definesc fluxurile fasciculare mijlocii ¢z, 12 §i dgs §1 corespunzator,
inductivitatile:

L, =d2Me_ Va,

1, 1, 1, L 1, 1,

Pentru precizarea semnului fluxului magnetic mutual, respectiv al
inductivitatii mutuale, in schemele electrice se folosesc anumite conventii. Se
marcheaza una dintre bornele fiecarei bobine cuplate magnetic (de regula
inceputul infasurarii, sensul de bobinare pentru ambele bobine considerandu-se
acelasi) si daca, curentii in cele doud circuite au acelasi sens fata de bornele
marcate inductivitatea mutualda M se considera pozitica (fig. 8.9 a), iar in caz
contrar — negativa (fig. 8.9 b). Inductivitatile depind de geometria dimensiunile
circuitelor respective precum si de natura materialului magnetic. Inductivitatea
mutuald depinde si de pozitia relativa a circuitelor cuplate magnetic. Unitatea
de masura pentru inductanta este Henry [H].

N 0N, Wy
; L12:¢—l.2 l:&; L,=—"1"=-"% (832
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Fig. 8.9 Figura explicativa pentru precizarea semnului inductivitatii mutuale

8.2.2. INDUCTIVITATI UTILE. COEFICIENTI DE DISPERSIE
SI DE CUPLAJ MAGNETIC

Pentru doud circuite cuplate magnetic, fluxurile magnetice fasciculare
definite la aceste circuite satisfac urmatoarele ecuatii:

oy :|¢21|+¢d13 by :|¢12|+¢d2 (8.33)

Tinand cont de relatiile de definitie ale inductivitatilor din relatiile (8.33)
se obtine:

N
Ly :N_1|L21|+Ldl =L, +L, (8.34)
2

N
L, :N_2| L12| +L, =L, +Lg, (8.35)
1

unde L,; reprezintd inductanta utilid (principald) a circuitului 1 fatid de
circuitul 2, iar L,, este inductanta utili a circuitului 2 fata de circuitul 1,
fiind date de relatiile:
N N
L,=—|L,|; L,=—2%|L (8.36)
1 N, | 21| 2 N, | 12|

Daca se respecta conditia de reciprocitate (L, = Ly; = M), din relatiile care

definesc inductivitatile utile se obtin urmatoarele relatii de legatura:

2
L N
=L, M=,L,L, (8.37)
Lu2 NZ

Pentru caracterizarea circuitelor cuplate magnetic din punct de vedere al
dispersiei, respectiv al gradului de cuplaj magnetic, se definesc anumiti
coeficienti. Dacd nu ar exista fluxuri de dispersie, din relatiile (8.34) si (8.35)
rezulta:

M?=L, L, (8.38)
In realitate, datorita dispersiei fluxului magnetic mijlociu comun, rezulti ca

inductivitatea mutuald este mai mica decat valoarea rezultata din relatia (8.38).
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In acest sens, marimea raportati:
oo Luly -M? L M?
Lll L22 Lll L22
reprezintd o masurd a dispersiei si se numeste coeficient de dispersie total
(Blondel). Daca nu exista dispersie (circuite cuplate perfect), ¢ = 0, iar in cazul
circuitelor necuplate magnetic, o = 1. Marimea, data de relatia:

koM (8.40)

V Lll L22
reprezintd o masura a gradului de cuplaj dintre circuite si se numeste coeficient
de cuplaj magnetic. Daca circuitele sunt cuplate perfect, k = 1, iar in absenta
unui cuplaj magnetic, k =0.

=1-k2 (8.39)

8.2.3. TENSIUNEA ELECTROMOTOARE DE INDUCTIE
PROPRIE SI DE INDUCTIE MUTUALA

Un circuit electric, avand inductivitatea proprie L, dacd este strabatut de un
curent variabil i, va avea fluxul total propriu ¢ = Li, care va fi de asemena
variabil in timp. Conform legii inductiei electromagnetice, in circuit se va
induce o t.e.m. de valoare instantanee:

U, :—@:—Lﬂ (8.41)

dt dt
relatie valabild daca circuitul este imobil. T.e.m. indusa intr-un circuit electric
datorita variatiei in timp a curentului propriu al circuitului, se numeste t.e.m. de
inductie proprie sau de autoinductie.

Daca doua circuite sunt cuplate magnetic, avand inductivitatile mutuale
Li; = Ly; = M si daca circuitul 2 este strabatut de curentul variabil 1n timp i,,
fluxul magnetic ¢, = Ly i, produs de circuitul 2 in circuitul 1 este de asemenea
variabil in timp si va induce 1n circuitul 1 o t.e.m. de inductie mutuala:

Uem =~ a0, =-L; dﬁ (8.42)

dt dt

In scrierea celei de a doua teoreme a lui Kirchhoff pentru circuite electrice
cuplate magnetic i avand curentii variabili in timp, se va tine cont §i de t.e.m.
de autoinductie si de inductie mutuala.

8.2.4. ECUATIILE LUl MAXWELL PENTRU INDUCTIVITATL
FORMULA LUI NEUMANN

Se considera un sistem de n circuite filiforme cuplate magnetic si situate
intr-un mediu liniar si izotrop. Fie yq, ¥, ..., ¥, fluxurile magnetice totale care
inlantuiesc cele n circuite si iy, iy, ..., i, curentii din aceste circuite. Daca se
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noteazi cu yy fluxul magnetic prin circuitul k produs de curentul din circuitul
J» se obtine yy; = Ly ij. Mediul fiind presupus liniar, fluxul magnetic yy stabilit
de curentii din toate circuitele cuplate si care inldntuie circuitul k se poate
obtine aplicand teorema superpozitiei. Se obtine relatia:

Vi =2 Wy =D Ly (8.43)
= =1

rezultand sistemul de ecuatii:
vy, =L;i +L,i, +...+L,i

In"n

v, =L,i, +L,i, +...4+ L, i, (8.44)

vy, =L, 1, +L,i,+..+L i,

denumite si ecuatiile lui Maxwell pentru inductivitati. Aceste ecuatii exprima
faptul ca fluxul magnetic total care inlantuie fiecare circuit este o functie liniara
de curentii din circuitele considerate. Coeficientii care intervin in aceste ecuatii
Ly; sunt inductivitdti proprii (k = j) sau reciproce (k # j). in conditiile
mentionate se respecta conditia de reciprocitate.

Se poate observa ca raportul dintre fluxul ¢y si curentul iy depinde in
general §i de curentii din celelalte circuite. Atunci cand acest raport nu depinde
si de curentii din celelalte circuite se poate defini o inductivitate de serviciu,
in mod analog capacitatii de serviciu.

Se considera doua circuite filiforme I'y si I', cuplate magnetic si situate

intr-un mediu liniar si izotrop de permeabilitate p (fig. 8.10).

Fluxul mutual ¢,; se poate expri-

i ma sub forma:
dlz C Oy = ”leds = §3A21d12 (8.45)
fa 2 S K
T 2
dl Potentialul magnetic vector cores-
punzator unui circuit filiform are ex-
presia:
Fig. 8.10 Circuite filiforme cuplate _ & ﬂ
. n = = (8.46)
magnetic 4 {1y,
1

Din relatiile (8.45) si (8.46), rezultd pentru inductivitatea mutuala a celor
doud circuite magnetice expresia:
b dl dls
L, =22=R g2 (8.47)
1, 4n Br, T
relatie cunoscuta si sub numele de formula lui Neumann. Se poate observa ca
Ly =Ly
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8.3. ENERGIA MAGNETICA

In campul magnetic se inmagazineazi o forma de energie, numita energie
magneticd. S-a aratat ca asupra conductoarelor parcurse de curent electric si
asupra corpurilor magnetizate situate in camp magnetic actioneaza forte.
Fortele exercitate de campul magnetic evidentiaza posibilitatea transformarii
energiei magnetice in alte forme de energie prin intemediul lucrului mecanic.

8.3.1. ENERGIA MAGNETICA A UNUI CIRCUIT FILIFORM

Calculul energiei magnetice plecand de la densitatea de energie magnetica:

W, = %EE (8.48)

m

presupune calculul campului in intreg spatiul.
Se considerd un circuit filiform, situat intr-un mediu liniar, izotrop, fara
magnetizatie permanentd si infinit extins. Se considera spatiul Tmpartit in n
tuburi de flux magnetic (fig. 8.11).
Tinand cont de relatia (8.48) ener- k HE
gia magnetica va fi data de relatia:

W, =2 [I[Brav =

L
W, == BHdV 8.49
m 2](2:1:.[;[ k ( )

Daca' secpunea' EubP1UI de cgmp Fig. 8.11 Figura explicativa la calculul
este suficient de mica, intr-o sectiune  cpergiei magnetice a unui circuit filiform

campul poate fi considerat uniform.

Tinand cont de faptul ca vectorii B, H, dlk si A Sk sunt coliniari, rezulta:

BHAV, = BHAS. dix = (BAS, )(Hdl. )= Ao, (Hdl) (8.50)
unde Ady este valoarea conservativa a fluxului magnetic de-a lungul tubului k
de flux magnetic.

Din relatiile (8.49) si (8.50) se obtine pentru energia magnetica W,,
urmatoarea expresie:

1& — - 1 R 1.
W, == Ad, §Hd1k =D AP i==i) Ap, =—id (8.51)
I T Y A

La obtinerea relatiei (8.51) s-a utilizat legea circuitului magnetic. Energia
magneticd se poate exprima si in functie de inductanta proprie L a circuitului,
rezultand:

W =%i¢=%Li2 (8.52)
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Relatia (8.52) permite o definitie energeticd a inductantei proprii a unui
conductor:
L=2W—;=z%+z\y’;“‘ (8.53)
i i i
unde Wyine $1 Wi exe SUnt energiile magnetice inmagazinate in interiorul con-
ductorului si respectiv, in exteriorul conductorului. Corespunzator celor doi
termeni ai relatiei (8.53) se definesc inductanta interioard a conductorului si
respectiv, inductanta exterioara a conductorului:
L = 2Wminl L — 2Wmext (8 54)

ext .2
1 1

8.3.2. ENERGIA INMAGAZINATA iN CAMPUL MAGNETIC
AL UNEI BOBINE

Se considera o bobina cu rezistenta R si inductanta L, care prin inchiderea
intrerupatorului K se alimenteaza de la sursa de c.c. cu t.e.m. U, §i rezistenta
interioard R; (fig. 8.12). Curentul prin circuit nu se stabileste instantaneu la
valoarea:

U
I= < (8.55)
R +R;
ci dupd o curba exponentiala care tinde asimptotic la aceasta valoare (fig. 8.13).
R,L
i E;
o—l|—— t
K U,
Fig. 8.12 Bobina alimentata de la Fig. 8.13 Variatia curentului electric
sursa de t.e.m. Uy prin bobina

Bobina fiind parcursa de un curent variabil i, conform legii inductiei elec-
tromagnetice, in bobina apare o t.e.m. indusa, u,;, = —L di/dt. Aplicand teorema
a doua a lui Kirchhoff circuitului electric din figura 8.12, se obtine:

U, +u, =i(R+R;) (8.56)
Se inmultesc ambii termeni ai relatiei (8.56) cu produsul idt si se obtine:
U,idt=(R+R,)i*dt + Lidt (8.57)

unde: Ueidt reprezinti energia elementara dati de sursd; (R+R;)i*dt — puterea
dezvoltata prin efect Joule-Lenz in tervalul de timp dt; Lidt — energia elemen-
tarda dW,, Inmagazinata in campul magnetic al bobinei, care se mai poate scrie
si astfel:
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C el 4 1 (y?
dW_  =Lidi=id(Li)=idy =—d¥ =—d| — 8.58
n (Li)=idy = —d¥ = ( > j (8.58)
rezultand energia W,, iInmagazinata in campul magnetic al unei bobine:
TP (w?) 1y 1 . 1 .,
W,=—|d —|=——=—yi=—Li 8.59
" LJ; [ 2 ) 2L 2V (8:59)

In general, daci campul magnetic este produs de m bobine cuplate
magnetic si parcurse de curenti variabili, neglijdind fluxurile magnetice de
dispersie, se obtine pentru energia magnetica expresia:

n n

1 .. I & .
W= S =13 S (560

j=1 k=1 j=1 k=1

Tinand cont de relatia (8.60) pentru doud bobine cuplate magnetic, energia
magneticd va avea expresia:

W, = %(\Vllil Wl Y, +W22i2) (8.61)
Dacad se tine cont si de fluxurile magnetice de dispersie, se obtine relatia:

Wi :%(\Vllil F Wl Yol +Ypoly + Wi, +\deiz) = (8.62)
W, :%(Wlil + Yol + Wi, +‘V2i2) (8.63)

unde Wi = Y1 + War, 1ar Yo = Y + Yoo
Tinand cont de relatiile de definitie ale inductivitatilor proprii §i mutuale,
relatia (8.63) se mai poate scrie si astfel:

1 . .. .. .
W, = E(Llllz +L,i,1, +L,1,i, + Lzlg) (8.64)

unde se poate introduce notatia M = Ly, = L,;, termenul M i, i, reprezentand
energia magnetica de interactiune intre doua bobine. Dacéd se modifica pozitia
relativa a celor doua bobine, se schimba valoarea inductantei mutuale, deci se
modifica si valoarea energiei magnetice de interactiune.

8.3.3. EXPRESIA ENERGIEI MAGNETICE iN F UNCTIE DE
MARIMILE DE STARE ALE CAMPULUI MAGNETIC

Energia magnetica se poate exprima sub forma mai generald, in functie de

marimile de stare B si H ale cdmpului magnetic. Pentru aceasta se considera
obobind toroidala de diametru mare si sectiune neglijabild, avand N spire si
fiind parcursd de curentul electric I. Campul magnetic din interiorul bobinei
poate fi considerat un cadmp elementar cu B si H constante in punctele
sectiunii bobinei.
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Energia magnetica inmagazinata in cdmpul magnetic al bobinei este data
de relatia:
1 1 . HI 1
W =—yl=—N¢— =—HBSI 8.65
n= 5 WI=oNo—=- == (8.65)
unde s-a tinut cont ca: y = ¢N = BS N si I = HIN, 1 fiind lungimea iar S
sectiunea bobinei.
Daca se considerd ca spatiul in care existd camp magnetic are volumul
V =S, rezulta ca energia magnetica inmagazinata in unitatea de volum va fi:
W 1 ==
w,=—2=—HB=—HB [J/m’] (8.66)
v 2 2
deoarece vectorii B si H sunt coliniari. Rezultd forma generald de exprimare
a energiei cdmpului magnetic produs de curenti liberi:

W, =%j£jﬁ§dv [1] (8.67)

in cazul campului magnetic produs de corpuri magnetizate (curenti
amperieni) se tine cont de variatia inductiei magnetice in functie de intensitatea
campului magnetic, reprezentata prin curba de magnetizare, B = B(H). Expresia
energiei magnetice din unitatea de volum este urmatoarea:

17 1= —
w, =—[HdB=—[HdB (8.68)
20 2'0

8.4. TEOREMELE FORTELOR GENERALIZATE iN
CAMP MAGNETIC

Se considera un sistem de n bobine alimentate de la surse exterioare de
t.e.m. Bilantul energetic al sistemului considerat se exprima prin relatia:

ugigdt=> R, i dt+dW, +dL (8.69)
k=1 k=1

unde: Zuek i, dt reprezintd energia electricd primitd de cele n bobine de la
k=1

n
sursele exterioare de t.e.m. in timpul dt; ZRk i; dt - energia disipatid prin
k=1
efect Joule-Lenz pe rezistentele celor n bobine in timpul dt; dW,, - variatia
energiei magnetice a sistemului in intervalul de timp dt; dL - lucrul mecanic
elementar determinat de fortele care actioneaza in sistem; Ry - rezistenta
electrica a bobinei K; iy - curentul care stribate bobina k; ug, - t.e.m. a sursei
care alimenteazi bobina k. In relatia (8.69) s-a considerat ca sursele de t.e.m.
au rezistentele interioare nule.
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Lucrul mecanic elementar dL. se exprima prin intermediul fortei genera-
lizate X, cu relatia:

dL = X dx (8.70)
unde x reprezintd coordonata generaizata care poate fi o distantd sau un unghi.
Daca x este o distantd atunci X este o fortd propriu-zisa, iar dacd x este un
unghi, X este un cuplu.

Aplicand teorema a doua a lui Kirchhoff circuitului k din cele n circuite
cuplate magnetic (fig. 8.12), se obtine:

Uy +ugy =Ry (8.71)
unde u,r este t.e.m. indusa In bobina k si conform legii inductiei electromag-
netice este data de relatia:

n di, 0 dy
U, =-y L, —L=- ! 8.72
eLk le jk dt < dt ( )
Se introduce relatia (8.72) in relatia (8.71) si se inmultesc termenii relatiei
obtinute cu produsul ixdt. Se obtine relatia:

Ui dt— Y i, dy, =R, i} dt (8.73)
j=1
care prin insumare pentru toate bobinele sistemului devine:

Dugi dt=> i dyy, =Y R ijdt (8.74)

k=1 j=1 k=1 k=1

Din relatiile (8.69), (8.70) si (8.74) rezulta:

Xdx =) i, dy, —dW, (8.75)
j=1 k=1

Pentru exprimarea fortei generalizate X se disting doua cazuri:

e Sub actiunea fortei generalizate X, modificarea starii sistemului are loc
astfel Incat fluxul magnetic se pastreaza constant, rezultind dy;, = 0.
Din relatia (8.75) rezulta:

Xdx =—dW_, = X-= —( aw,, j (8.76)
=const.

dx

e Sub actiunea fortei generalizate X, modificarea starii sistemului are loc
astfel incat curentul se pastreaza constant, rezultand:

Xdx=d) iy, —dW, =2dW, —dW,_, =dW, = (8.77)
j=1 k=1

X = —(dwm j (8.78)
dX i=const.

La obtinerea relatiei (8.77) s-a tinut cont de relatia (8.60).
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Relatiile (8.76) si (8.78) sunt cunoscute sub denumirea de teoremele
fortelor generalizate in cAmp magnetic. Indiferent de ipoteza de calcul
adoptatd forta generalizata trebuie sa rezulte aceeasi. Daca in urma calculelor
efectuate, forta generalizatd X are o valoare pozitiva, rezultd cd aceasta va
actiona in sensul cresterii coordonatei generalizate x. Forta generalizatd
negativa actioneaza in sensul micsorarii coordonatei generalizate.

Aplicatie

O bobina cilindrica de lungime 1 = 9c¢m s§i razd r = 1em are N = 400 spire
parcurse de curentul continuu I = 0,2A. in interiorul bobinei este introdus pe
lungimea x = 3cm un miez feromagnetic cu permeabilitatea relativa p, =1000

(fig. 8.14). Sa se calculeze energia magnetica a sistemului i forta ce actioneaza
asupra miezului.

NI

o

Energia magneticd se calculeazd cu
relatia:

1 1
W =—yl=—No¢I
n=7VI=7 )

unde se 1nlocuieste:

b= NI NI _ NI
1{m Rm1+Rm2 1_X+ X ,
HoS puS
Fig. 8.14 Bobind cu miez ,
Sferomagnetic S=m-1
Se obtine:

w o Lo’ (NI)

"2
l+x(l—lj
My

Inlocuind cu valorile numerice, rezulta: W, =25,2-10°7J.
Forta ce actioneaza asupra miezului se calculeaza cu relatia:

1
(NI — =1
__(dij 1uoﬂr( )(
dX I=const.

- Hr j=5~10-“N
2 1 ?
1+x [ - 1]
Ky
Rezulta, ca F > 0, adicd aceasta fortd actioneaza in sensul majorarii
coordonatei generalizate x (miezul este atras in interiorul bobinei).
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9. CIRCUITE ELECTRICE MONOFAZATE iN REGIM
PERMANENT SINUSOIDAL

Circuitele electrice de curent alternanativ (c.a.) sunt circuitele electrice
alimentate cu tensiuni electromotoare alternative. Aceste circuite prezintd o
importantd deosebitd in tehnica, atat in producerea, transmiterea si utilizarea
energiei electromagnetice, cat si in electrocomunicatii, semnalizari si automa-
tizari, datoritd numeroaselor lor avantaje.

Cele mai simple magini electrice generatoare sunt cele de curent alternativ,
deoarece nu necesita dispozitive de redresare, simpla rotire a unei spire intr-un
camp magnetic constant dand nastere unei t.e.m. alternative. Cele mai simple si
mai robuste motoare sunt motoarele asincrone, care sunt alimentate tot la
tensiuni alternative.

Pentru transmiterea energiei electrice se utilizeaza liniile electrice ale caror
pierderi, prin efect Joule-Lenz, sunt invers proportionale cu patratul tensiunii.
Pentru curentii alternativi tensiunea se poate modifica relativ simplu, cu un
randament ridicat, cu ajutorul transformatoarelor electrice. Semnalele radio si
cele din telecomunicatii sunt practic suprapuneri de semnale alternative de
inalta frecventa.

Curentii alternativi sunt produsi adesea in circuite electrice liniare, in care
regimul tranzitoriu se amortizeaza repede, incat in majoritatea aplicatiilor este
suficient studiul regimului permanent.

Daca unui circuit electric nedeformat i se aplicd o tensiune alternativa
sinusoidald, curentii din laturile circuitului vor fi tot de forma sinusoidala avand
frecventa egala cu frecventa tensiunii de alimentare.

9.1. DEFINITII GENERALE

Se numeste marime sinusoidald (marime armonicd) o marime alternativa
a cdrei expresie in functie de timp este de forma (fig. 9.1):
y=Y, sin(ot+a)=Y, sin(2rnf t+a)=Y,, sin[2n/T)t + o] (9.1)
unde: Yy, reprezintd valorea maxim pozitiva a
marimii sinusoidale (amplitudinea); y — valoarea | Y msin (it +0)
instantanee a marimii sinusoidale; (ot + o) — U GEEE EEEEEEE /
T

faza marimii, se exprimd in radiani; a — faza
initiala, la momentul t = 0, cu valori cuprinse Dﬂ 75
intre —x si w; @ = 2wf = 27/T — pulsatia [rad/s]; R
f — frecventa, se exprima in hertzi [Hz]; T —
perioada, se exprima in secunde [s].

Alaturi de forma in sinus, in literaturd se
utilizeaza si forma in cosinus:

Fig. 9.1 Marime sinusoidala
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y=Y, cos (oat + B) 9.2)

care se poate aduce la forma 1n sinus si reciproc, cu f = o — /2.

O madrime sinusoidald este complet determinatd cénd se cunosc frecventa,
amplitudinea si faza initiald. Valoarea medie a unei marimi sinusoidale pe o
semiperioada se calculeaza cu relatia:

a1
2 o 2 ) 2

Vined = — j Y, sin (cot + oc)dt =—Y, 9.3)
T b

o

Valoarea medie pe o perioadd a unei marimi sinusoidale este nula:

t

1 t+T Y t+T
y= T !Ym sin (ot + a)dt = —m—‘;cos (o)t + a* =0 94

Valoarea efectiva a unei marimi sinusoidale se calculeaza astfel:

t+T t+T
v - 1 J-y2 dt =Y, lJ‘ 1—0052((1)t+ot)dt _ Y 9.5)

T+ T 2 V2

In electrotehnica, marimile sinusoidale se reprezintd de obicei cu ajutorul
valorii efective, sub forma:

y =2 Ysin(ot + a) (9.6)
numita forma normald in sinus a marimii y.

Schimbarea originii timpului nu afecteaza valoarea instantanee a marimii §i
deci nici faza, ci numai faza initiala. Intr-o serie de aplicatii, pentru una dintre
marimile sinusoidale faza initiala se poate alege arbitrar; odata fixatd faza
initiald a uneia dintre marimi, fazele initiale ale tuturor celorlalte marimi sunt
univoc determinate. Marimea pentru care se alege o faza initiald nuld se
numeste origine de faza.

Intre doud marimi sinusoidale de aceeasi frecventa exista anumite relatii de
faza. Se considera doua marimi sinusoidale y; si y, de aceeasi frecventa:

2 :\/EYI sin(mt+oc1); Y, :x/EYz sin((ut+(x2) ©.7)

Diferenta fazelor celor doud marimi se numeste defazajul marimilor si este
egal cu diferenta fazelor initiale:

Vo=a,—-a, 9.8)

Considerandu-se ca defazajul Vo este cuprins in intervalul [-m, =], se
introduc urmatoarele exprimari uzuale ale relatiilor de faza:

Vo>0saua; >0, = Yy;estedefazata inaintea marimii y,;

Vo<0saua;<a, = y;estedefazata in urma marimii y,;

Vo=0saua; =0, = Yy;esteinfazicuy,;

Vo=1n/2 = y;siy,suntin cuadratura;

Vo=1n = y;siy,suntinopozitie de faza.
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9.2. ELEMENTE IDEALE DE CIRCUIT

Rezistorul ideal

Se considera un rezistor ideal de rezistentd R (fiind parcurs de un curent
electric degaja céldurd dar nu produce cdmp magnetic, nu acumuleaza sarcini
electrice si nu are camp electric imprimat), alimentat cu tensiunea sinusoidala
(fig. 9.2):

Uy =\/5UR sin (ot + o) 9.9)

Valoarea instantanee a intensitdtii curentului prin rezistor se obtine
aplicand legea conductiei electrice:

. u Uy . .

i :?R:x/z%sm((ut—i-a):\EIR sin (ot + o) (9.10)
unde Iy este valoarea efectiva a curentului prin rezistor.

Din relatia (9.10) rezulta: valoarea efectivd a intensitatii curentului nu
depinde de frecventa; curentul electric printr-un rezistor ideal este in faza cu
tensiunea electrica, aplicata la bornele sale, diagramele fazoriald si carteziana
fiind prezentate in figura 9.3 (s-a considerat o = 0). Caderea de tensiune pe un
rezistor se numeste cidere de tensiune rezistiva.

ig

I
=] R 0 E

€ a)

Fig. 9.2 Rezistorul ideal Fig. 9.3 a) Diagrama fazoriala,; b) diagrama carteziand

Puterea instantanee py, primitd de rezistorul ideal pe la borne corespunde
caldurii disipate prin efect Joule-Lenz, fiind data de relatia:

p, =ug -i=Ri; =Guj (9.11)
unde G reprezintd conductanta rezistorului.

Bobina ideala

Se considera o bobina ideala de inductanta L si cu N spire (fiind parcursa
de un curent electric produce camp magnetic, dar nu degaja caldurd, nu
acumuleaza sarcini electrice si nu are camp electric imprimat) alimentatd cu
tensiunea la borne uy, (fig. 9.4):

u, =~2U, sin (ot +a) (9.12)
Curentul electric iy, care strabate bobina, produce un flux magnetic variabil
¢s. = Li, prin suprafetele spirelor bobinei.
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Seconsidera conturul inchis I" si se aplica legea indcutiei electromagnetice:
dog, di,

iSEdi:—T = up-up =L (9.13)
Deoarece bobina este ideala (rezistenta sa este nuld), se obtine:

u, =R;i;, =0 = u_ = d;—tL (9.14)
Din relatia (9.14) rezulta expresia curentului Iy

i :%IuLdt=%J-ﬁUsin(mt+oc):—Ii)fcos(mt+oc) =
iL:Ii:]/?sin(mt+oc—n/2):\/Elsin(mt—i-(x—n/Z) (9.15)

Mirimea X, = oL se numeste reactantd inductiva a bobinei §i se masoara

ca orice rezistentd in ohmi [Q]. Din relatia (9.15) rezulta: valoarea efectiva a
intensitatii curentului este egald cu raportul dintre valoarea efectiva a tensiunii
la borne Uy, si reactanta inductiva Xy, I, = Uy / Xy; caderea de tensiune pe
bobina ideald (cadere de tensiune inductivd) va fi intotdeauna defazata cu m/2
inaintea curentului prin bobind, diagramele fazoriald si carteziand fiind
prezentate in figura 9.5 (s-a considerat a. = 0).

e R

=I5

Fig. 9.4 Bobina ideald Fig. 9.5 a) Diagrama fazoriald; b) diagrama carteziana

Energia inmagazinatd in cAmpul magnetic al bobinei §i respectiv, puterea
primitd de bobina ideala pe la borne (este egala cu viteza de crestere a energiet),
se calculeaza cu relatiile:

_Li; dw,

: _ m 9.16
Py dt ( )

W, 5

Condensatorul ideal

Se considera un condensator ideal de capacitate C (fiind parcurs de un
curent electric poate acumula sarcini electrice, insd nu degaja céldurd, nu
produce cdmp magnetic si nu are camp electric imprimat) alimentat cu o
tensiune sinusoidala (fig. 9.6):

uc =x/EUC sin (ot + o) (9.17)
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Daca circuitul ar fi alimentat cu o tensiune continud, intensitatea curentului
din circuit ar fi egala cu zero (rezistenta dielectricului dintre armaturi este
infinitd). Aplicand o tensiune sinusoidald condensatorului, acesta se va incarca
si descérca periodic cu o frecventd egald cu frecventa tensiunii aplicate, si deci
prin circuit va trece un curent electric alternativ.

Conform legii conservarii sarcinii electrice aplicate suprafetei inchise Z
(fig. 9.6), se obtine:

ic=%; q=Cu. =42CU,sin(ot+a) = (9.18)

ic = Cd;ltc =\20C U, cos (ot +a)= gUC sin(ot+a+m1/2)  (9.19)
C

ic =+/21¢sin (ot +o+7/2) (9.20)

Marimea X, =1/ ((DC) se numeste reactanta capacitivd a condensatorului

si se masoara ca orice rezistentd in ohmi [€2]. Din relatiile prezentate rezulta:
valoarea efectiva a intensitatii curentului este egald cu raportul dintre valoarea
efectiva a tensiunii la borne U si reactanta capacitiva Xc, Ic = Uc/ Xc; caderea
de tensiune pe condensatorul ideal (cddere de tensiune capacitivd) va fi
intotdeauna defazatia cu m/2 in urma curentului prin condensator, diagramele
fazoriala si carteziana fiind prezentate in figura 9.7 (s-a considerat a = 0).

Ugp e

3 B

el HiEEE wt

-9 —|— Up=lc %o ’
al b)

Fig. 9.6 Condensatorul ideal  Fig. 9.7 a) Diagrama fazoriald, b) diagrama carteziand

Energia campului electric al condensatorului §i respectiv, puterea primita
de condensatorul ideal pe la borne, se calculeaza cu relatiile:

:Cué. :dWe

W, Py dt

e 2 >

(9.21)

Sursa ideala
Sursa ideald de tensiune (fig. 9.8) este un element ideal de circuit care are
tensiunea electromotoare u, egala cu tensiunea la borne uy si independenta de
curentul debitat i. Rezistenta interioard a unei surse ideale de tensiune este
egald cu zero. Puterea electromagnetica cedatd de sursa ideala de tensiune pe la
borne este data de relatia:
P, =U,1 (9.22)
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Sursa ideald de curent (fig. 9.9) este un element ideal de circuit care
debiteazd un curent de intensitate i, independent de tensiunea la borne wup,
Rezistenta interioara a unei surse ideale de curent este infinitd. Puterea electro-
magneticd cedata de sursa ideald de curent pe la borne este data de relatia:

Py = Uy i (9.23)

u-e . ii

i — s oy

S S

U Uy
u-b=u-e 1 = iS
Fig. 9.8 Sursa ideald de tensiune Fig. 9.9 Sursa ideald de curent

9.3. MARIMI CARACTERISTICE CIRCUITELOR LINIARE iN
REGIM PERMANENT SINUSOIDAL

Un circuit de curent alternativ sinusoidal poate fi caracterizat cu ajutorul a
doi parametri, pentru o anumita frecventa a tensiunii de alimentare.

Impedanta si defazajul

Impedanta unui circuit pasiv este prin definitie raportul dintre valoarea
efectivd a tensiunii la bornele circuitului si valoarea efectivd a intensitatii
curentului ce intrd pe la borne:

Z=U/1>0 (9.24)

Impedanta este o functie de parametrii circuitului si de frecventa tensiunii
de alimentare, Z = Z(R, L, C, f). Unitatea de masura este Ohmul [Q].

Defazajul circuitului se defineste ca diferenta dintre faza tensiunii la
bornele circuitului si faza intensitatii curentului ce intrd pe la o borna si iese pe
la cealaltad. Deoarece frecventa curentului si a tensiunii este aceeasi, defazajul
este diferenta dintre fazele initiale ale tensiunii §i intensitatii curentului:

o=0-P (9.25)

Defazajul circuitului depinde de parametrii circuitului si de frecventa
¢ = o(R, L, C, f). Valorile defazajului sunt cuprinse in intervalul [-m/2, /2],
rezultand cos > 0.

Dacd se cunosc tensiunea la bornele circuitului u, impedanta Z si defazajul
@, curentul este univoc determinat:

i=+2 %sin (ot + 0 — @) (9.26)

Rezistenta si reactanta circuitului

Rezistenta circuitului nu trebuie confundatd cu rezistenta datd in c.c. de
relatia (5.49). Rezistenta R a circuitului este definita cu relatia:
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R = Ucoso

=Zcosp >0 9.27)
unde Ucos@ este componenta activa a tensiunii.

Reactanta X a circuitului este definita cu relatia:

x = USn® _ 7 ing (9.28)

unde Usin@ este componenta reactiva a tensiunii. Reactanta poate avea valori
pozitive sau valori negative.

Daca se dau reazistenta si reactanta se pot determina defazajul si impedanta
circuitului:

X 2 2 . X R
=arctg—; Z=+vR"+X"; sinp=—; cosp=— 9.29
(0 gx ¢== ¢=- 9.29)

Relatiile (9.29) pot fi deduse si din triunghiul impedantelor (fig. 9.10).
Unitatea de masura pentru rezistenta §i reactanta circuitului este Ohmul [Q].
Cunoscand valorile date de relatiile (9.29), se obtine valoarea instantanee a
curentului:

. . X
1=ﬁLsm ot + o —arctg— (9.30)

VR? + X? R

8]
y ol B<0
h !
33

Fig. 9.10 Triunghiul impedantelor Fig. 9.11 Triunghiul admitantelor
Admitanta
Admitanta Y a circuitului se defineste ca inversa impedantei circuitului:
Y=1/Z=1/U>0 (9.31)

Unitatea de masura a admitantei este Siemensul [S].
Cunoscand admitanta si defazajul se poate scrie valoarea instantanee a
intensitatii curentului:

i=+/2 Y Usin (ot +a-o) (9.32)

Conductanta si susceptanta
Rezistenta G a circuitului este definita cu relatia:

Icoso@

G= =Ycosp >0 (9.33)

unde Icos@ este componenta activa a curentului.
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Reactanta B a circuitului este definitd cu relatia:
Isi .
B :$: Ysin g (9.34)

unde Isin@ este componenta reactiva a curentului. Susceptanta poate avea

valori pozitive sau valori negative.

Cunoscandu-se conductanta i susceptanta circuitului se pot deduce
relatiile:

Y=vG*+B*; tgp=B/G; coso=G/Y; sing=B/Y (9.35)

Relatiile (9.35) pot fi deduse si din triunghiul admitantelor (fig. 9.11).
Unitatea de masura pentru conductanta si susceptanta este Siemensul [Q].

Cunoscand valorile date de relatiile (9.35), se obtine valoarea instantanee a
curentului:

i=4/2UVG? +B? sin(mtm—arctgg) (9.36)

9.4. METODE DE REPREZENTARE A MARIMILOR
SINUSOIDALE

9.4.1. REPREZENTAREA GEOMETRICA

Reprezentarea geometrica se bazeaza pe posibilitatea de a asocia fiecarei
marimi sinusoidale céte un vector liber in plan, vector cu punct de aplicatie
arbitrar, caracterizat prin modulul sa si prin unghiul pe care il face cu o axa de
referintd. Vectorii reprezentativi ai unei marimi sinusoidale se numesc fazori,
asocierea fiind biunivoca.

Se considera marimea sinusoidala:

y=Y,, sin(ot+o) (9.37)

Intr-un sistem de coordonate carteziene, fazorul asociat marimii sinusoi-
dale considerate va avea modulul egal cu amplitudinea Y,,, iar unghiul pe care
il face cu axa de referintd (axa 0x) este egal cu faza marimii sinusoidale.
Fazorul din figura 9.12 trebuie presupus rotit in timp, in sens direct, cu viteza
undgiulard constantd ®. Proiectia fazorului pe axa 0y reprezintd valoarea
instantanee a méarimii sinusoidale la momentul de timp t. in figura 9.12 cu linie
punctata s-a reprezentat axa numita origine de faza, fatd de care fazoruol face
un unghi constant egal cu faza initiald o a marimii sinusoidale. Rezultd ca
originea de faza se roteste odata cu fazorul, axa Ox fiind fixa.

Utilizdnd aceastd reprezentare, relatiilor analitice le vor corespunde
anumite constructii grafice, obtindndu-se diagrame fazoriale sau vectoriale.
Aceastd reprezentare geometricd cu fazor rotitor se numeste si reprezentare
cinematica.
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O reprezentare geometricd simplificatd a unei marimi sinusoidale este
reprezentarea cu fazor fix numiti si reprezentare polara (fig. 9.13). in cazul
acesta modulul fazorului este egal cu valoarea efectiva Y a marimii sinusoidale,
iar argumentul fazorului este egal cu faza initiala o, raporata la axa origine de

faza.
— ) awy
= s
g ¥ Yméh\' origine
g de fazd ¥
3 =
ﬁ T
e -
g A
VAt R o x
o axa de referinti 0 axa origine de fazd
Fig. 9.12 Reprezentarea cinematicd Fig. 9.13 Reprezentarea polara

Cand intevin mai multe marimi sinusoidale, faza initiald a uneia dintre ele
poate fi aleasa arbitrar, iar aceasta odata fixata, fazele initiale ale celorlalte
marimi sunt univoc determinate.

9.4.2. REPREZENTAREA iN COMPLEX SIMPLIFICAT

La calculul circuitelor electrice de c.a. sinusoidal, apar sisteme de ecuatii
integro-diferentiale, care sunt dificil de rezolvat prin metode matematice
uzuale. Pentru simplificarea rezolvarii acestor sisteme de ecuatii s-au elaborat
difgerite metode de reprezentare simbolicd a marimilor sinusoidale. Fiecarei
marimi sinusoidale i se asociazd biunivoc, dupa o anumitd reguld, un simbol
denumit imaginea marimii respective, sistemele de ecuatii integro-diferentiale
cu marimi sinusoidale fiind astfel, transformate in sisteme de ecuatii liniare.
Dupa calcularea imaginilor marimilor necunoscute, se determind marimile
sinusoidale din simbolurile lor, folosind metoda de reprezentare in sens invers.

Reprezentare in complex a unei marimi sinusoidale este o reprezentare
simbolica, care simplifica calculul circuitelor de c.a.

Un numar complex z poate fi scris astfel:

z=a+ jb; g:r(cosq)+jsin(p); z=re” (9.38)

unde prima relatie reprezintd forma algebrica, a doua — forma trigonometrica si
ultima relatie — forma exponentiald a numarului complex z . In relatiile (9.38) a

si b sunt numere reale, a fiind partea reald iar b partea imaginard a lui z; r
reprezintd modulul numarului complex si este un numar real pozitiv, iar @
reprezintd argumentul numarului complex z . Notatia unitatii imaginare se face
cu j=+/—1 nucui, pentru a nu se confunda cu intensitatea curentului.
Intre a, b, r si @ existd urmatoarele relatii:
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r=+va’+b>; cosp=a/r; sing=b/r (9.39)

Se poate asocia fiecdrei marimi sinusoidale un numar complex, asocierea
fiind biunivoca. Se considera marimea sinusoidala:

y =~/2 Ysin (ot + o) (9.40)

Imaginea 1n complex a acestei marimi sinusoidale, numita reprezentanta in
complex a lui y i notatd cu Y, este un numar complex care are modulul egal
cu valoarea efectivd Y a marimii sinusoidale i argumentul egal cu faza initiala
a marimii a sinusoidale:

Y=Ye® (9.41)

Valoarea instantanee a marimii sinusoidale se determind amplificand
imaginea cu /2 e/

Y26 =42 Y = 2 Ycos (ot + @)+ jsin (ot + ¢)] (9.42)
Din relatia (9.42) se observd ca partea imaginard este tocmai valoarea
instantanee a marimii sinusoidale:

y= Im{\/i ej“"X} (9.43)

+i v in planul complex (planul lui Gauss), mari-

= mea sinusoidald se reprezintd printr-un vector

fix, numit fazor, care are modulul egal cu

valoarea efectivi a marimii sinusoidale i

P ¥ argumentul egal cu faza initiald a marimii
sinusoidale (fig. 9.14).

u +1
Marimile sinusoidale cu faza initiald zero
Fig. 9.14 Reprezentarea se numesc marimi sinusoidale origine de faza si
in complex a unei marimi au fazorii suprapusi axei reale (fazorul Y, din
sinusoidale

figura 9.14).

Operatiilor cu marimi sinusoidale in timp le corespund urmatoarele operatii
cu imaginile lor in complex:
e Sumei a doud marimi sinusoidale ii corespunde suma imaginilor in

complex a marimilor:

yi+y, © Y +Y, (9.44)
e Amplificarii cu un scalar A a unei marimi sinusoidale ii corespunde

amplificarea cu un scalar a imaginii in complex a marimii:

Ay & AY (9.45)
e Derivarii in raport cu timpul a unei marimi sinusoidale i corespunde

inmultirea imaginii in complex a marimii cu jo:

dy

=2 o joY 9.46
m joY (9.46)
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Dacé marimea sinusoidala este datd de relatia (9.40), derivata sa este:
d .
d—y = x/E(oYcos((ot+0L): x/E(oYsm((ot—i-oc +n/2) =
t
d j o i .
d_y o oYel ™) = pyeltel™? = joY (9.47)
" X
Prin derivare se obtine un fazor amplificat cu ® si rotit In planul complex
in sens trigonometric cu /2.
e Integrarii in raport cu timpul a unei marimi sinusoidale ii corespunde
impartirea imaginii ei in complex cu jo:

[ydt < X (9.48)
JO

Integrand marimea y se obtine:
Iydt = —«/Ezcos(wt +a)= «/Ezsin((ot +o-n/2) =
® o)

Y (o Y . Y
jydt o —ellem) o L gieginr o 2 (9.49)
® ® jo
Prin integrare se obtine un fazor cu modulul de ® ori mai mic si rotit in
planul complex in sens invers trigonometric cu /2.

9.4.3. CALCULUL CIRCUITELOR DE C.A. SINUSOIDAL
FOLOSIND REPREZENTAREA IN COMPLEX

Pentru caracterizarea circuitelor la a caror rezolvare se utilizeazd metoda
reprezentarii in complex se utilizeazd parametrii complecsi, impedanta
complexd Z si admitanta complexd Y .

Impedanta complexid Z se defineste ca raportul dintre tensiunea comple-

xa sl intensitatea complexd a curentului. Daca tensiunea si curentul au valorile
instantanee:

u=+2Usin(ot+a); i=+2Tsin(ot+p) (9.50)
se obtine impedanta complexd Z :
ia . .
Z =%= IIJejB =%ej(“’ﬁ) =Ze" = Z(cos<p+jsingo)= R+jX  (9.51)
1 e

Rezulta ca impedanta complexd este un numar complex care are modulul
egal cu impedanta circuitului si argumentul egal cu defazajul circuitului, partea
reald fiind rezistenta circuitului iar partea imaginara reactanta circuitului.

Admitanta complexa Y se defineste ca raportul dinre curentul complex si

tensiunea complexa, fiind deci, egald cu valoarea inversa a impedantei
complexe:
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= %e*“"*m =Ye® =Y(cosp—jsing)=G-jB  (9.52)

X:

IN|—

I
u
Rezulta cd admitanta complexd este un numar complex care are modulul
egal cu admitanta circuitului si argumentul egal cu defazajul circuitului cu
semn schimbat, partea reald fiind egala cu conductanta circuitului iar partea
imaginara, cu susceptanta circuitului cu semn schimbat.
La calculul circuitelor se presupun urmatoarele ipoteze simplificatoare:

e circuitele sunt filiforme, curentul fiind repartizat uniform in sectiunea
conductorului;

e clementele de circuit sunt ideale, rezistoarele au numai rezistenta, bobinele
numai inductantd, iar condensatoarele numai capacitate;

e circuitele au parametrii concentrati, in rezistor este concentratd intreaga
rezistentd, in bobind intreaga inductantd si in condensator intreaga
capacitate a circuitului;

e circuitul este izolat de influenta electromagnetica a altor circuite;

e parametrii circuitului (R, L si C) sunt liniari, nu depind de valoarea
intensitatii curentului sau a tensiunii.

Metodologia de rezolvare a circuitelor de c.a., folosind reprezentarea in
complex, este urmatoarea:

e  se scriu ecuatiile integro-diferentiale ale circuitelor, in valori instantanee;

e se determind imaginile in complex ale marimilor sinusoidale date si ale
relatiilor integro-diferentiale;

e se rezolva ecuatiile liniare obtinute, in raport cu imaginile functiilor
necunoscute;

e se reprezintd in planul complex fazorii corespunzatori marimilor cunoscute
si marimilor calculate, obtindndu-se diagramele fazoriale, care dau o
imagine sugestiva a marimilor si defazajelor dintre marimi.

9.5. TEOREMA LUI JOUBERT

Din relatia de definitie a impedantei complexe pentru dipoli liniari si
pasivi, rezulta:

U=71 (9.53)
relatie care reprezintd forma complexa a legii lui Ohm pentru circuite liniare
si pasive. Se considerd o laturd activa a unui circuit electric (fig. 9.15) care
contine un circuit R, L, C serie si o sursa ideald, care are t.e.m instantanee u,
cu sensul acelasi cu al curentului prin laturd. Aplicind legea condcutiei
electromagnetice conturului inchis I, reprezentat in figura, se obtine:

_
§Ed1:—&+ucg ~Ri+~[idt—u, (9.54)
} dt C
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Fluxul magnetic ¢ este fluxul care strdbate orice suprafatd deschisa Sr,

care se sprijind pe conturul I', fiind compus din fluxul propriu bobinei (L - i) si
din fluxul exterior Qey:

bs. =Li+dy (9.55)
Inlocuind relatia (9.55) in relatia (9.54) se obtine:
do.,, . di 1.
-—% +u, =Ri+L—+—|idt 9.56
¢ dt 0 dt CI (:36)

Trecand relatia (9.56) in complex simplificat, rezulta:

g%—mwm+gf{R+{éLﬂiJ}=21 9.57)
oC

Fig. 9.15 Figura explicativa la demonstrarea teoremei lui Joubert

Relatiile (9.56) si (9.57) reprezinti teorema lui Joubert sub forma
instantanee si complexa (forma complexa generalizata a legii lui Ohm).

Dacad latura nu este cuplata inductiv cu alte laturi, ¢y = 0, rezultand:

U, +U, =ZI (9.58)

9. 6. FORMA COMPLEXA A TEOREMELOR LUI KIRCHHOFF

Prima teorema a lui Kirchhoff se aplica unui nod oarecare de retea N. Se
considera a suprafatd inchisd X care inconjoard nodul (fig. 9.16) si se aplica
legea conservdrii sarcinii electrice pentru regimul cvasistationar, rezultand:

Di=0 = >I1,=0 (9.59)

keN keN

Suma algebrica a imaginilor in complex ale curentilor din laturile unei
retele, care converg intr-un nod de retea, este nula.

Relatia nu este valabild pentru modulele sau valorile efective ale curentilor.
Relatia se va aplica la N — S noduri, unde N este numarul total de noduri ale
retelei, iar S este numarul de subretele (retele care nu au o continuitate
galvanica, dar au intre ele o cuplare magnetica).

Teorema a doua a lui Kirchhoff se aplicd unui ochi de retea. Se considera
un ochi oarecare de retea O, (fig. 9.17) si se aplicd teorema lui Joubert laturii j
a ochiului considerat.

Se obtine in complex:
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Lik

Ly o ey

Fig. 9.16 Nod de retea Fig. 9.17 Ochi de retea

. 1 .
Ui+, :lej‘*J[UJij_EJL“‘J‘Dq) (9.60)

—extj
J

Fluxul magnetic ¢mj este produs de cuplajele magnetice care exista intre
aceastd latura si celelalte laturi ale retelei:
L
=joy L,L, 9.61)
k=1
k#j

Procedand analog pentru toate laturile ochiului Oy, si insuméand membru cu
membru se obtine:

jod

—extj

L
DU+ 2 Uy =>1Z]+joy LL, (9.62)
j€0p j€0p j€0yp ti;

unde Z; este impedanta complexa a laturii j:

1
Z =R.+jloL, ——— (9.63)
] J ( 1 COCJ J
Din teorema potentialului electric rezulta cd suma tensiunilor de pe o curba
inchisa este zero, rezultdnd astfel din relatia (9.62) forma complexa a teoremei
a doua a lui Kirchhoff:

L
ZHEJ = z Zj 'lj +j(DZL_ik I, (9.64)
k=1

jeOp jeOp b

Suma algebricd a imaginilor in complex ale t.e.m. ale generatoarelor
din laturile care apartin unui ochi de retea, este egalid cu suma algebrica a
ciaderilor de tensiune complexe din laturile respective.

T.e.m. se ia cu semnul plus dacd existd concordanta intre sensul t.e.m. si
sensul de parcurgere a ochiului si cu semnul minus 1n caz contrar. Caderea de
tensiune ZI; se ia cu semnul plus dacd sensul de parcurgere a ochiului

coincide pin laturd cu sensul cuentului. Caderea de tensiune pe inductantele
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mutuale se ia cu semnul plus dacd curentii I, si I, au acelasi sens fata de
bornele polarizate si dacd sensul lui I, prin latura coincide cu sensul de

parcurgere a laturii.

Aplicatie
Sa se rezolve reteaua electrica din figura 9.18, fiind date t.e.m., impedan-
tele laturilor si inductantele mutuale.

Reteaua are 3 noduri, 2 subretele si 4
laturi. Se figureaza curentii din laturile
retelei si sensurile de parcurgere a
ochiurilor, cu sensuri arbitrare alese.
Aplicand prima teorema a lui Kirchhoff
nodului A si cea de a doua teorema
ochiurilor 1, 2 si 3, se obtine sistemul de
ecuatii:

I, -1,-1,=0
U, = (Rl +jC°L1)11 +(R2 +joL, )12 —joL,I, —joL, L,

Fig. 9.18 Retea de c.a.

-U, = _(Rz +ij2)lz +(R3 +joLl; -] jl3 +joL, I, —joL,, 1,

oL,
0= (R4 +joL, )14 —JjoL,lL,
Prin rezolvarea sistemului de ecuatii se determina imaginile in complex ale
curentilor din laturi, iar cu ajutorul regulei de trecere inversa (rel. 9.43) se obtin
valorile instantanee ale curentilor.

9.7. PUTERI iN CIRCUITELE DE CURENT ALTERNATIV

9.7.1 PUTEREA ACTIVA, PUTEREA REACTIVA SI
PUTEREA APARENTA

La circuitele de curent alternativ in regim sinusoidal intervin trei forme ale
puterii: puterea activa, puterea reactiva si puterea aparenta.
Considerand tensiunea si curentul de forma:

u= \/EUsin((nt+oc); i= \/EISiIl((Dt-FB) (9.65)
puterea electromagnetica instantanee intr-un circuit monofazat are expresia:

p=u-i=2UlIsin(ot+a)sin (ot + )= UI[coscp—cos((ut +o+ B)] (9.66)

Puterea instantanee este o marime periodica, avand o componenta cons-
tanta (Ulcosg) si 0 componenta alternativa cu frecventa dubla fata de frecventa
tensiunii de alimentare. In decursul unei perioade puterea electromagnetica

instantanee are atat valori pozitive, cat si valori negative (fig. 9.19).
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jRER P In figura 9.19 sunt prezentate

variatiile tensiunii, intensitatii cu-

u [\ rentului §i puterii instantanee 1in
iy . raport cu timpul.

.f'f -\\‘. f Uleosy Céand puterea electromagnetica

' instantanee este pozitiva, fluxul de

! i energie electromagnetica este dirijat

LA de la sursd spre receptor, iar cand

S puterea este negativa, fluxul de

energie este dirijat de la receptor

Fig. 9.19 Variatiile tensiunii, curentului M
si puterii instantanee cu timpul Spre sursa.

Puterea activd P este valoarea medie a puterii electromagnetice instan-
tanee pe durata unei perioade:

T
P :ljpdt =Ulcoso (9.67)
TU

in cazul unui circuit receptor pasiv (nu contine surse), puterea activa va fi:

P=Ulcosgp=ZI*cosp=RI* =GU* >0 (9.68)
deoarece @ este cuprins in intervalul [-1/2, 7/2].

Puterea activa este maxima in circuitele pur rezistive (¢ = 0) si este nula 1n
circuitele nedisipative (¢ = +m/2). Unitatea de masurd a puterii active este
Wattul [W], iar aparatele utilizate pentru masurarea puterii active se numesc
wattmetre.

Energia activa este integrala in raport cu timpul a puterii active:

T
W, = j Pdt (9.69)
0

si se masoara in Watt-secunde [Ws].

Puterea reactivi Q se defineste ca produsul dintre valorile efective ale
tensiunii §i curentului, multiplicat cu sinusul unghiului de defazaj:

Q=Ulsing=ZI*sing=BU" (9.70)

Dacé circuitul are caracter inductiv (0 < ¢ < m/2), atunci Q > 0, ceea ce
inseamnd ca in circuit se consuma putere reactiva; dacd circuitul are caracter
capacitiv, (-n/2 < ¢ < 0), atunci Q < 0, ceea ce inseamna cd iIn circuit se
produce putere reactiva; daca circuitul este pur rezistiv (¢ = 0), puterea reactiva
este nula. Unitatea de masurd pentru puterea reactivd este Volt-amperul-
reactiv [var]. Energia reactivd se calculeaza cu relatia:

W, = [Qat (9.71)
0
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si se masoara in volt-amper-reactiv secunda [vars]

Puterea aparenti S se defineste ca produsul dintre valorile efective ale
tensiunii si curentului:

S=UI=ZI’=YU? (9.72)

Unitatea de masurd pentru puterea aparentd este Volt-amperul [VA].
Puterea aparenta reprezinta valoarea maxima pe care o poate lua puterea activa,
fiind o marime caracteristica transformatoarelor i generatoarelor.

Intre puterile P, Q si S existd urmatoarele
relatii de legatura:

§? =p? 4+ Q2 (9.73) = Q=0
Q P Q
tgo=—; cosp=—; sinp=— 9.74
g0=7 ¢=3 ¢= 9.74) 5 -
relatii care pot fi deduse si din triunghiul puterilor
(fig. 9.20). Fig. 9.20 Triunghiul puterilor
9.7.2. PUTEREA COMPLEXA

Puterea complexa S se defineste ca produsul dintre tensiunea complexa
si curentul complex conjugat:

S=UI'=Ue™ -Ie? =UIe/*P =5e* =

S=S(cosq+ jsing)=P +jQ (9.75)

Puterea complexd poate avea in functie de parametrii circuitului
urmatoarele expresii:

$=UI'=ZI’ = YU’ = (R +jX)I° = (G- jB)U* (9.76)
Puterea complexa este un numar complex al +i
carui modul este egal cu puterea aparentd iar OfF—————

argumentul este egal cu defazajul circuitului,
partea reald fiind puterea activda iar partea
imaginara fiind puterea reactiva.

Puterea complexa S poate fi reprezentatd in

|
|
|
% F
planul complex al puterilor (fig. 4.91). In cazul

circuitului pasiv, puterea activa P este pozitiva, jar 'S %21 Puterea complexa
Fazorul S se afld in cadranele I sau IV. Pentru circuitele care contin surse de
t.e.m., fazorul S poate fi in orice cadran.

Conform celor prezentate, puterea ctiva si reactivd se pot exprima prin
partea reala, respectiv partea imaginara a puterii complexe:

P=RelS}=Re{UI'}, Q=Im{s}=Im{UI'} 9.77)
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9.7.3. FACTORUL DE PUTERE

Factorul de putere 8 este egal cu raportul dintre puterea activd P si
puterea activa maxima, corespunzatoare acelorasi pierderi prin efect Joule-Lenz
pe linie:

5= P P Ulcosp

P. S Ul

In regim sinusoidal puterea activd maxima este egald cu puterea aparent,
Pax =S, iar factorul de putere este egal cu factorul de defazaj, cose.

Cu cat factorul de putere al receptoarelor este mai mare, cu atat
generatoarele din centrale si liniile de transport pot fi incércate cu o putere
activd mai mare. Astfel, este necesar a avea un factor de putere cat mai mare
(cat mai apropiat de unitate), pentru a reduce pierderile de putere si pentru a
folosi eficient generatoarele si liniile de transport.

Imbunatatirea factorului de putere se realizeazi utilizand condensatoarele
electrice, in figura 9.22 fiind prezentatd schema de conectare a condensatorului.

cos @ (9.78)

I I Se considera un receptor de impedantd Z si

- I - putere activi P =Ulcos¢. Pentru a imbunatati

T “C B factorul de putere al circuitului de la cos¢ la
u o < .

T cos¢ , 1n paralel cu receptorul se conecteazd un

condensator de capacitate C, care va absorbi
Fig. 9.22 Schema de legare ~ curentul 1, defazat cu 7/2 inaintea tensiunii U .

a condensatorului Capacitatea condensatorului este datd de relatia:

C= o)-PU2 (tg(p— tg (p') (9.79)

unde: @ este defazajul circuitului in lipsa condensatorului; ¢ - defazajul

circuitului dupd montarea condensatorului. Puterea reactiva debitata de insta-
latia de compensare este data de relatia:

Q=0-C-U”=P(gp-tgo) (9.80)
9.7.4. TEOREMA CONSERVARII PUTERILOR COMPLEXE,
ACTIVE SI REACTIVE

Puterea complexa primita pe la borne de o retea necuplati magnetic
cu exteriorul este egali cu suma puterilor complexe primite de laturile
retelei.

Forma generala a teoremei conservirii puterii complexe este urmatoarea:

N L
S, = Z;Yn lgm) = ;gbk I, (9.81)
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unde: N este numarul de noduri (borne de acces) ale retelei, L — numarul de
laturi; U,, — reprezentanta in complex a tensiunii la bornele laturii k; I, —

reprezentanta in complex a curentului prin latura k; V_ — reprezentanta in

)

complex a potentialului nodului n fatd de un punct arbitrar; [ff“ — reprezen-
tanta in complex a curentului injectat in nodul n.

Tinand cont de teorema lui Joubert (rel. 9.57) aplicata relatiei (9.81) se
obtine:

S, +S,= Py +jQx (9.82)
care reprezintid teorema conservarii puterii complexe a unei retele: suma
dintre puterea complexd primiti de retea pe la bornele de acces S, si

puterea complexa generata de sursele retelei S, are ca parte reala puterea

activa Py disipata de rezistoarele retelei si ca parte imaginara puterea
reactivia Qx primita de bobinele si de condensatoarele retelei.

Din teorema conservarii puterii complexe rezultd teorema conservarii
puterii active:

P, +P, =Py (9.83)
si teorema conservarii puterii reactive:
Q, +Q, =Qx (9.84)

9.7.5. TEOREMA TRANSFERULUI MAXIM DE PUTERE ACTIVA

Se considerd un generator de tensiune cu t.e.m U, si impedanta interioard
Z, =R, +jX,. Se cere sd se determine conditiile in care acest generator va

transmite pe la borne o putere activd maxima unei sarcini pasive, Z =R+ jX
(fig. 9.23).

Curentul I prin circuit este dat de relatia: i Zi voal
U U ! '
[=—=¢ = = 9.85) !
T Z+Z, R+R +j(X+X)) Ty e |z
iar puterea activa cedata pe la borne va fi: ! - v h
R U2 ! I
P, = 9.86) L tm——— —

R+R,)) +(X+X,)
Se observd usor ca P, este maximd in
raport cu reactanta sarcinii atunci cand:

Fig. 9.23 Sarcinad conectatd la un
generator cu impedantad internd

X =-X, (9.87)
Maximul puterii in raport cu rezistenta sarcinii se obtine la valoarea:
R =R, (9.88)

153



Circuite electrice monofazate in regim permanent sinusoidal

Aceste doua conditii se pot concentra in expresia:
7 -7 (9.89)

= =i

numitd si conditia de adaptare a sarcinii.

Teorema transferului maxim de putere activi se enuntd astfel: o
sarcind conectati intre doua borne ale unei surse de t.e.m. absoarbe o
putere maxima activa daca reactanta ei este egala cu reactanta interioara a
sursei luatd cu semnul schimbat si rezistenta ei este egald cu rezistenta
interioara a sursei.

Puterea activd maxima transferatd pe la bornele sarcinii adaptate Py,
puterea activd datd de generator P, si randamentul electric 1, In conditiile
transferului maxim de putere activa, sunt date de relatiile:

2 2
P = v, . P, =(R+R,)I’ _ Y _pp nzpﬂzo,s (9.90)
4R, 2R, P

max 2
i i g

9.8. CIRCUITE SIMPLE iN REGIM PERMANENT SINUSOIDAL.
IMPEDANTE ECHIVALENTE

9.8.1. CIRCUITUL R, L, C SERIE iN REGIM PERMANENT
SINUSOIDAL

Se considera circuitul R, L, C serie din figura 9.24, alimentat la borne cu
tensiunea: u, = U, sinwt . Prin cele trei elemente conectate in serie circuld

acelasi curent i, care provoaca caderile de tensiune:

. di 1.
u, =Ri; u, =L—; uC:—Ildt+q—°
dt c C
unde, in regim permanent sinusoidal, constanta de integrare, qo/C = 0.
Tensiunea la borne u,, acopera caderile de tensiune din circuit, rezultand:

9.91)

. di 1.

U, =up +u; +u. = ub=R1+LE+EJ‘1dt 9.92)

relatie care reprezintd ecuatia integro-diferentiald a curentului.
o L . Se cautd pentru ecuatia integro-

— diferentiala (9.92) o solutie de forma:
. ‘»TRJ‘ \“Tf"“ R—EEJ‘ i = /2 TIsin (ot - ) (9.93)
14 5 urmand a fi determinate valoarea
Yy efectiva I si defazajul o.
inlocuind relatia (9.93) in relatia
Fig. 9.24 Circuit R, L, C serie (9.92), se obtine:

\/EUb sin ot = +/2R Isin (ot —0)+ ﬁ(XL — X )cos (ot — @) (9.94)
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Pentru determinarea defazajului ¢, in relatia (9.93) se pune conditia t = 0,
rezultand:

O:x/ERIsin(—(p)+x/5(XL —XC)Icos(—(p) (9.95)
de unde rezulta:
1
oL -—
X, -X c X
tgp="—t—"—5= oL == 9.96
go R R R (9.96)
unde X reprezintd reactanta totald a circuitului.
Rezulta cd intensitatea curentului i va fi defazatd in urma tensiunii la borne
up, cu unghiul @, dat de relatia (9.96). Daca un circuit are defazajul:
¢ > 0 (X, > X¢), circuitul are caracter inductiv;
¢ <0 (X < Xc), circuitul are caracter capacitiv;
¢ =0 (XL = X¢), circuitul are caracter pur rezistiv.
Pentru determinarea valorii efective a curentului I, in relatia (9.93) se
introduce t = @/, rezultand:
U, sinp = X1 (9.97)
. t
sinp=—2® X (9.98)
Jl+tg’e VR +X
Inlocuind relatia (9.98) in relatia (9.97), se obtine:
U U
[=——b2 b (9.99)
VRZ+X?  Z

rezultand expresia curentului i:

U
i=2 71’ sin (mt - arctg%) (9.100)

unde Z reprezintd impedanta circuitului R, L, C serie:

2
Z=vR>+X’ =\/R2+(XL—XC)2 =\/R2+(mL—%j (9.101)
®

Impedanta complexa a ciruitului este data de relatia:
U, U U

=== = —¢el* =7 = Zcoso+ jZsin =

L= T ¢+ jZsing

2-722 2% CRyjx=R+jloL-—1 (9.102)
- Z V4 oC

In figura 4.25 sunt reprezentate diagramele fazoriale ale valorilor efective
pentru circuitul R, L, C serie cu: caracter inductiv — a), caracter capacitiv — b)
si caracter pur rezistiv (ohmic) —).

Din diagramele fazoriale prezentate, rezulta:
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U, =4U2 +iU§ ~-U; ) (9.103)

unde Ug, Uy, si Uc reprezintd valorile efective ale caderilor de tensiune pe
elementele circuitului.

o 1 L L
C 0 E I
i
I,
Uy U
o oU Uz =17
0 R I 1 v=Ur I
&) )] £

Fig. 9.25 Diagrame fazoriale: a) circuit cu caracter inductiv, b) circuit cu caracter
capacitiv; ¢) circuit cu caracter pur rezistiv

9.8.2. CIRCUIT R, L, C PARALEL iN REGIM PERMANENT
SINUSOIDAL
Se considera circuitul R, L, C derivatie din figura 9.26, la bornele caruia se

aplica tensiunea sinusoidald wu, = V2 U, sinot . Se aplica prima teorema a lui
Kirchhoff in nodul A si rezulta:

=i, +i, +i (9.104)
R L C

1

; Valorile efective ale celor trei curenti se obtin
©  cu relatiile (tensiunea aplicati elementelor de circuit

Yy legate in paralel este aceeasi):
Ub Ub Ub
IR =—; IL =—=—2;
2 R X, oL
Fig. 9.26 Circuit R, L, C =2 _eu, (9.105)
paralel c

In figura 9.27 sunt prezentate diagramele fazoriale ale valorilor efective
pentru circuitul R, L, C derivatie cu: caracter inductiv — a), caracter capacitiv —
b) si caracter pur rezistiv — c).

Din diagramele fazoriale prezentate, rezulta ca suma geometrica a celor trei
curenti Ig, I si Ic este egala cu intensitatea curentului total I, defazat cu
unghiul @ fata de tensiunea aplicata la borne:

I=y1% +(1, -1.) (9.106)

Inlocuind relatiile (9.105) in ecuatia (9.106) si tindnd cont de faptul ci
I =U,/Z se obtine:
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2
Y:l: L+ L—(uC (9.107)
Z R?* \oL
sau sub forma complexa:
1 1 ;
Y=G-jB=—-j|—-oC|=Ye™* 9.108
Y B=g J((DL ) (9-108)

unde defazajul ¢ se calculeaza cu relatia:

B
=arctg— 9.109
o} g5 ( )

Fig. 9.27 Diagrame fazoriale: a) circuit cu caracter inductiv, b) circuit cu caracter
capacitiv; ¢) circuit cu caracter pur rezistiv

9.8.3. CIRCUITE CUPLATE MAGNETIC

Cuplajul magnetic se realizeaza prin intermediul bobinelor Intre care exista
inductante mutuale. Bobinele cuplate magnetic pot fi conectate in serie, in
paralel sau pot apartie unor circuite distincte, asa cum este cazul circuitului
primar si circuitului secundar al unui transformator electric.

Prin intermediul inductantelor de cuplaj magnetic, apare o t.e.m. indusa in
prima bobind de curentul variabil din a doua bobinad si respectiv, in a doua
bobina apare o t.e.m. indusa de curentul variabil din prima bobina:

diy L g

uc21 =- 21 dt ) uc12 = 12 dt (9110)

sau sub forma complexa:
Uy =-joLy, L; U, =-joL,] (9.111)
Acestor t.e.m. induse le corespund caderi de tensiune pe cele doud bobine,
egale si de semn opus cu t.e.m. induse.
In conditiile in care se respecta conditia de reciprocitate:

L,=L,=M (9.112)
se poate scrie impedanta de cuplaj magnetic:
Zy =joM (9.113)

de care se tine cont in calculul circuitelor la care intervin cuplaje magnetice.
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9.8.4. IMPEDANTE COMPLEXE ECHIVALENTE

Se considerd un circuit dipolar, care are aplicatd la borne o tensiune
sinusoidald cu imaginea in complex U, curentul absorbit de circuit fiind tot
sinusoidal si avand imaginea in complex I.

Impedanta complexa echivalentid este raportul dintre imaginea 1in

complex a tensiunii la borne si imaginea in complex a curentului absorbit la
borne:

e

Z.===7,¢"" =R_+jX, (9.114)

€

(]

Partea reald R, se numeste rezistentd echivalentd si este intotdeauna
pozitiva, iar partea imaginara X, care poate fi pozitiva sau negativa, se numeste
reactanta echivalenta.

Admitanta complexa echivalentd este inversa impedantei complexe
ecghivalente:

I 1 - .
Y. ﬁ Z—zYee’”’zGe—JBe 9.115)

Partea reald G, se numeste conductanta echivalentd si este intotdeauna
pozitiva, iar partea imaginard cu semn schimbat B, se numeste susceptanta
echivalenta si poate fi pozitiva sau negativa.

Se considerd n dipoli pasivi, necuplati inductivi, conectati in serie si avand
impedantele complexe Z,, Z, ,..., Z, (fig. 9.28). Aplicand teorema a doua a lui

Kirchhoff in complex, se obtine:

U+U,+.+U,=U = ZI+Z,1+.+Z1=2Z,1 (9.116)
de unde rezulta:
Z,=Y2Z =R, +jX,; R,=>R,; X =>X, 9.117)
k=1 k=1 k=1
Al _£1 <3 Zn 1
o - - - .
e A A .
T=T T=T1 UE q TzTﬂ — T=T Lae
o [
B E

Fig. 9.28 Legarea in serie a n dipoli necuplati inductiv

Impedanta complexd echivalentd la legarea in serie a m dipoli pasivi,
necuplati inductiv, este egala cu suma impedantelor complexe ale dipolilor,
rezistenta echivalenta este egald cu suma rezistentelor, iar reactanta echivalenta
este egala cu suma reactantelor dipolilor.
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Se considerd n dipoli necuplati inductiv, conectati in paralel (fig. 9.29).

1
&

B

Fig. 9.29 Legarea in paralel a n dipoli necuplati inductiv

Aplicand prima teorema a lui Kirchhoff nodului A, se obtine:
I=L+L+..+1, = £=£+£+...+£ (9.118)
e z, 2, Z, ' Z

ep = Zn

de unde rezulta:

1 S| < .
- = = Xc: X :Ge _.]Be;

n

G, =>.G,; B, =>B, 9.119)
k=1

k=1

9.9. REZONANTA iN CIRCUITELE ELECTRICE DE C.A.

Se numesc circuite rezonante, circuitele electrice de curent alternativ care
contin elemente reactive si la care reactanta echivalenta respectiv susceptanta
echivalenta sunt nule. La aceste circuite, curentul este in fazd cu tensiunea
aplicatd la borne, intregul circuit comportdndu-se ca o rezistenta purd. La
rezonantd, puterea reactivd absorbitd de circuit este nuld, puterea reactiva
absorbita de bobine fiind compensatd de cea debitatd de condensatoare, iar
amplitudinea curentului absorbit de la sursd trece prin valori maxime sau
minime.

9.9.1. REZONANTA SIMPLA DE TENSIUNE

Se considera circuitul R, L, C conectat in serie din figura 9.24. Pentru
acest circuit se pot scrie relatia:

U . . 1
Z=="=R_+jX,=R_+j|oL-— (9.120)
I oC
Circuitul este rezonant daca reactanta echivalenta X, este nula:
Xe=®L—L=O = coL:L (9.121)
oC oC
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Din relatia (9.121) rezultd ca rezonanta se poate realiza variind frecventa
tensiunii de alimentare sau modificind valoarea capacitatii condensatorului
respectiv, modificand valoarea inductantei bobinei.

Frecventa si pulsatia la care se produce rezonanta sunt date de formulele
lui Thomson:

P DR I
myic. ™7 Jic

La rezonanta sunt valabile relatiile:

Z.=R=7,..;1=U,/Z,=U,/R=1 U, =Uq; 0=0 (9.123)

Diagrama fazoriald a circuitului in cazul rezonantei serie este prezentatd in
figura 9.25 c. Caderea de tensiune inductiva este compensatd de cdderea de
tensiune capacitivd, motiv pentru care rezonanta serie se mai numeste si
rezonanta tensiunilor.

Rezonanta circuitului este caracterizatd printr-o serie de marimi, dupa cum
urmeaza:

Impedanta caracteristica, Zc:

(9.122)

max ?

1 L
Z.=w,L= =, [— 9.124
c=k= e ( )
Factorul de calitate, Q:
V4 L
Q=fe @b _ 1 (9.125)
R R  ®,CR
Factorul de amortizare, d:
_1_R (9.126)
Q Z.

Raportul dintre curentul din circuit in regim de nerezonanta I si curentul I
la rezonanta:

1. Yy SCI T (9.127)

I, 2 R 2
JR2+(mL_lj o)
oC €

unde € =0/ o, =f/f,, stiind ci ®) =

LC

Curbele de rezonantd (fig. 9.30) se obtin reprezentand raportul 1/ 1, in
functie de €. Analizdnd forma acestor curbe, se remarca faptul ca la rezonanta,
cand g = 1, curentul din circuit are valoarea maxima, I = I, ceea ce inseamna
ca impedanta circuitului este minima, Zy = R.

In electronici se construiesc circuite rezonante cu factorul de calitate
Q =100...1000, pentru amplificarea tensiunilor slabe, avand frecventa egala cu
frecventa de rezonanta a circuitelor.
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e 11

| : Qo=const. Qo=const
i Qq=const j| fEE s EasE 7 ()=const

al 1 = ol i z

Fig. 9.30 Curbele de rezonanta pentru  Fig. 9.31 Curbele de rezonantd pentru
rezonanta simpla de tensiune rezonanta simpla de curent

9.9.2. REZONANTA SIMPLA DE CURENT

Rezonanta de curent apare in circuitele de curent alternativ, care contin
bobine si condensatoare conectate in paralel (fig. 9.26). Tensiunea la bornele
elementelor legate 1n paralel fiind aceeasi, se pot scrie pentru valorile efective
ale curentilor urmatoarele relatii:

Iy=—; I, =— I.=U,0C; I=U,Y (9.128)
R oL '
Admitanta complexa echivalenta a circuitului este data de relatia:
I . (1
X=;=Ge—]Be=Ge+J(——ij (9.129)
Yy oL
Circuitul este rezonant daca susceptanta echivalentd B, este nula:
BC:L—Q)C:O = L:(x)C (9.130)
oL oL

Frecventa si pulsatia la care se produce rezonanta sunt date de formulele
lui Thomson:

1 1
b oic T e
Daca conditia de rezonanta este indeplinita, se obtin relatiile:
Y, =G, =Y I1=U,Y,=U,/R=1 I, =I.; ¢=0 (9.132)
Diagrama fazoriald a circuitului in cazul rezonantei serie este prezentata in
figura 9.27 c. Factorul de calitate al circuitului, Q, este dat de relatia:

Q-2 _ R _Re,cr (9.133)
Z. o,L

(9.131)

emin > min °

Raportul dintre curentul din circuit in regim de nerezonanta I si curentul I,
la rezonanta:

I 1 1 : 1Y
E—UbJF+[E—®C] —\/l‘f‘Q (;—8] (9134)

unde e=w/0, =f/f,.
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Curbele de rezonantd (fig. 9.31) se obtin reprezentand raportul 1/ 1, in
functie de €. Analizdnd forma acestor curbe, se remarca faptul ca la rezonanta,
cand g = 1, curentul din circuit are valoarea minima, I = I, ceea ce inseamna ca
impedanta circuitului este maxima, Zy = R. In cazul paticular cind R = oo,
curentul absorbit de la sursd este nul, iar impedanta echivalentd a circuitului
este infinitd (in circuit nu existd pierderi, care sa fie acoperite de sursd, iar
circuitul se numeste oscilant ideal).

Fenomenul de rezonantd are aplicatii in telecomunicatii si electro-
energetica, ca de exemplu:

e realizarea oscilatoarelor de inaltd frecventd utilizate la emitatoarele si
receptoarele radio;

e realizarea telefoniei multiple, adica efectuarea concomitenta a mai multor
convorbiri utilizdnd o singurd pereche de conductoare, cu ajutorul filtrelor
bazate pe circuite rezonante;

e masurarea frecventei si a lungimii de unda a oscilatiilor in radiotehnica;

e compensare factorului de putere in instalatiile de alimentare a eceptoarelor
de energie electrica, prin montarea in paralel a unor condensatoare.

9.10. TEOREME SI METODE DE REZOLVARE A CIRCUITELOR
DE CURENT ALTERNATIV

9.10.1. METODA TEOREMELOR LUI KIRCHHOFF

Pentru utilizarea practica a metodei se procedeaza in felul urmator:
se stabileste numarul de noduri N si numarul de laturi L;
se atribuie curentilor din laturi sensuri de referinta arbitrare;
se aleg ochiurile independente si sensurile de referinta pentru ele;
se calculeaza expresiile in complex ale impedantelor laturilor si ale t.e.m.
date;
e se scriu cele N—1ecutii pentru noduri si cele L—N+1 ecuatii pentru
ochiuri si se rezolva sistemul astfel obtinut;
e  se determind valorile instantanee ale marimilor necunoscute;
e se face o verificare a calculelor. In acest scop:
- se scrie teorema a doua a lui Khirchhoff pentru un ochi nou, nefolosit la
scrierea ecuatiilor;
- se verificd bilantul puterilor, separat pentru puterile active si separat pentru
puterile reactive. Puterea reactiva absorbita de inductantele mutuale este data de
relatia:
Q=20LI,I,cos(d, —¢;) (9.135)
luate cu plus, daca curentii Iy si Ij au acelasi sens fatd de bornele polarizate si
cu minus, daca au sensuri contrare.
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9.10.2. METODA SUPERPOZITIEI

Curentul electric din orice laturd a unei retele electrice complete, in care
existd mai multe generatoare, este egal cu suma algebrica a curentilor produsi
de fiecare sursa in parte, daca ar actiona singurd in retea, celelalte surse fiind
pasivizate.

Pentru rezolvarea unei retele cu aceastd metoda se procedeaza astfel:

e se anuleaza t.e.m. ale tuturor generatoarelor din retea, cu exceptia unuia
(pastrand impedantele lor interioare) si se calculeaza curentii din reteaua
mai simpld obtinuta in acest mod;

e  serepetd aceste operatii pentru fiecate t.e.m. in parte;

e se calculeaza curentii reali prin Insumarea algebricd a curentilor obtinuti
anterior in fiecare latura:

L
L=>1 (j=12..L) (9.136)

k=1
9.10.3. METODA TRANSFIGURARII

Se numeste transfigurare opeatia prin care o portiune de retea electrica
este inlocuita cu alta, de regula mai simpla, care i este echivalentd din punct de
vedere al interactiunii cu restul retelei. Doud circuite, care se pot inlocui
reciproc se numesc circuite echivalente, iar reprezentarile lor in desene se
numesc scheme echivalente.

Stabilirea impedantelor si admitantelor echivalente reprezintd un exemplu
de transfigurare, utilizat in cazul circuitelor dipolare pasive. Se considera tei
elemente dipolare, pasive conectate in stea si trei elemente dipolare pasive
conectate n triunghi. Conexiunea in stea se obtine conectind cate un capat al
fiecarui element la cate o borna de acces, iar capetele ramase se conecteaza
impreuna intr-un nod numit “neutru”. Conexiunea in triunghi se obtine
conectand cate un capat (de inceput) al fiecarui element la cate o bornd de
acces, iar celalalt capat (de sfarsit) la Inceputul elemetului urmator (sau
anterior, dar la fel pentru toate cele trei elemente).

Pentru transfigurarea stea-triunghi (fig. 9.32) se utilizeaza relatiile:

7 7
Z,=2,+7, +==;

£y
£31 217

Z,Z,
Ly=2,+Z,+==;
4

2
z,Z, 3 Zx
Z,,=2Z,+7Z +==— (9.137)
Z, Fig. 9.32 Transfigurarea stea-triunghi
Relatiile pentru transfigurarea triunghi-stea sunt urmatoarele:
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Z,Z; .7 _ZnZy, . Z __ Lnly (9.138)

=3
ZIZ +ZZ3 +ZS]

L = s Ly = 5
b Z,+Zy+ 7y Zy,+Zy+Zy
9.10.4. TEOREMELE GENERATOARELOR ECHIVALENTE

Teoremele generatoarelor echivalente stabilesc doud scheme echivalente
posibile pentru un circuit dipolar activ (fig. 9.33 a): o schema cu generator de
tensiune (fig. 9.33 b) sau o schema cu generator de curent (fig. 9.33 c).

& 1up

Usr|l2aE

Fig. 9.33 Generatoarele echivalente cu dipolul activ

Teorema generatorului de tensiune echivalent afirma cd un dipol activ
este echivalent cu un generator de tensiune cu t.e.m. U egald cu tensiunea la

borne la functionarea in gol (U,,,) si cu impedanta interioard egald cu
impedanta echivalentd a dipolului pasivizat (Z g, ).
Aceasta teorema se utilizeazd pentru calculul curentului dintr-o laturd

AB a unei retele electrice liniare fara cuplaje magnetice cu exteriorul. Curentul
din latura AB este dat de relatia:

L= A (9.139)
ZAB + ZABO
unde Z,p este impedanta complexa a laturii AB.
In mod practic se procedeazi in felul urmator:
e se elimind latura respectiva din retea si se calculeazd, in aceste conditii,
tensiunea complexa Uapg §i impedanta complexa Zygo;
e cu ajutorul relatiei (9.139) se determina curentul complex necunoscut;
e se calculeaza valoarea efectiva si instantanee a curentului.
Teorema generatorului de curent echivalent afirma ca dipolul activ este

echivalent cu o sursa de curent, care are curentul injectat I, egal cu curentul de
scurtcircuit al bornelor dipolului (1 ,,,. ) si impedanta interioara egald cu impe-

danta echivalentd a dipolului pasivizat ( Z ,g, )
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Teorema se utilizeaza pentru calculul céaderii de tensiune pe o laturd AB a
unei retele electrice liniare fard cuplaje magnetice cu exteriorul. Caderea de
tensiune pe latura AB este dat de relatia:

1
U o L 9.140
- Y, s+ Ym0 ( .

unde Y p = 1/Z,p este admitanta complexa a laturii AB, iar Ypo = 1/ Zago-
9.10.5. TEOREMA LUI VASCHY

Teorema lui Vaschy se enunta astfel: daca in toate laturile care se
intilnesc intr-un nod al unei retele se introduc generatoare ideale de
tensiune, aviand t.e.m. egale si la fel orientate fata de nod (fig. 9.34), curen-
tii din retea nu se schimba.

Teorema se demonstreaza scriind teorema a
doua alui Kirchhoff pe orice ochi care trece prin
nodul considerat. Deoarece la parcurgerea ochiului
se intdlnesc doud surse nou introduse, cu t.e.m.
egale si de semn opus, care dau suma nuld, ecuatia
obtinutd nu este influentatd de prezenta acestor
surse. Cu ajutorul teoremei lui Vaschy se pot
transfera surse inte laturi concurente int-un nod,

operatie care uneori poate conduce la simplificarea £7g 9.34 Figura explicativa
calculelor la teorema lui Vaschy

9.10.6. TEOREMA COMPENSATIEI

Orice latura pasiva necuplati inductiv cu altele, avind impedanta
proprie Z si fiind parcursa de curentul I (fig. 9.35 a) poate fi inlocuita cu

o sursd ideald de tensiune cu t.eem. U, =ZI, cu sens opus cuentului I
(fig. 9.35 b), fara sa se schimbe curentii din retea.
Demonstratia este urmdtoarea: in [ Z I U=Z1

ambele situatii tensiunea la bornele o —F—o o>—{c)—o
laturii este aceeasi, egala cu ZI, cu ) B)

sens de refeintd asociat sensului curen-

tului, dupa regula de la receptoare. Fig. 4.35 Notatii la teorema compensatiei

9.10.7. METODA CURENTILOR CICLICI

Reteaua electricd se considera ca fiind o suprapunere de ochiuri
independente, fiecare ochi fiind parcurs de un curent propriu numit curent ciclic
sau curent de contur.
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Sistemul de q=L—-N+1 ecuatii pentru determinarea curentilor ciclici

este analog cu cel utilizat in curent continuu, rezistentele fiind inlocuite prin
impedante complexe:

LI HZ, T +Z,,I',=U
2o U +Z I e +7Z, I' =U
Z21=1 =222 Z2q=q 7 =e2 (9141)
Lyl AZ Iyt +2,1,=U
unde:

Z; este impedanta complexd proprie ochiului j, fiind egald cu suma

impedantelor complexe proprii ale laturilor care apartin ochiului j adunatd cu
suma algebricd a impedantelor complexe mutuale dintre laturile ochiului.
Deoarece L,; =L;,, la scrierea acestei sume fiecare inductanta va intra de

doud ori. Semnul acestora este determinat de modul cum se asociaza sensul de
referintd al ochiului considerat cu bornele polarizate ale celor doud bobine,
fiecare neconcordanta insemnand o schimbare de semn.

Z;, este impedanta complexa de cuplaj a ochiurilor j si K, fiind egala cu

suma algebrica a impedantelor complexe proprii ale laturilor comune ochiu-
rilor j si k: cu semnul (+) dacd sensurile de referintd ale ochiuirilor coincid in
laturile respective, si cu semnul (—) in caz contrar, adunatd cu suma
impedantelor complexe mutale dintre o latura apartindnd ochiului j si o latura a
ochiului k. Semnul unei impedante complexe mutuale depinde de concordanta
intre sensurile de referintd ale ochiurilor j si k cu bornele polarizate ale celor
douad bobine, fiecare neconcordanta insemnand o schimbare de semn.

H'ej este suma algebricd a t.e.m. complexe din laturile ochiului j si se
numeste t.e.m. complexa de ochi.

Pentru aplicarea acestei metode se procedeaza in felul urmator:
e se aleg ochiurile independente si sensurile lor de referinta;
e se calculeaza impedantele complexe proprii Zj si cele mutuale Z;, ,

precum si t.e.m. complexe de ochi H'ej ;
e se scriu ecuatiile curentilor ciclici (relatiile 9.136) si se rezolva siste-
mul de ecuatii obtinut in raport cu acesti curenti;
e se aleg sensurile de referinta ale curentilor prin laturi si se calculeaza acesti
curenti:
L=>1; (=12..L) (9.142)
In relatia (9.142) curentii ciclici intrdi cu semnul (+) dacid sensul lor
coincide cu sensul curentului din laturd si cu semnul minus (-) cei de sens
contrar.
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e se determind valorile efective si expresiile valorilor instantanee ale curen-
tilor din laturi, din expresiile lor in complex.

9.10.8. METODA POTENTIALELOR DE NODURI

Necunoscutele utilizate in metoda potentialelor de noduri sunt tensiunile
dintre fiecare nod si ultimul nod (al N-lea) luat ca referinta. Aceste tensiuni se
numesc potentiale de nodui si se noteaza cu Vi, V,,..., Vng. Se considera o
alturd k, cuprinsd intre nodurile p si q (fig. 9.36). Tensiunea U,, la bonele

laturii k, se expima prin diferenta a doud potentiale de noduri:

Un =V, -V, (9.143)
Curentul prin latura k este dat de relatia:
L=YU,+Y, U, =Y, (Yp _yq)+XkHek (9.144)

Scriind ecuatia corespunzatoare primei teoreme a lui Kirchhoff in nodul p,
rezulta relatia:

SL=YY, (V,-V )+¥Y,U,=0 =

kep kep kep
V2 Y =2 YV + 2 ¥, Uy =0 (9.145)
kep kep kep
Se scrie ecuatia (9.145) pentru fiecare nod cu exceptia nodului de referinta
si se obtine un sistem de N — 1 ecuatii, cu necunoscutele potentialele nodurilor.
Metoda potentialelor de noduri se aplica astfel:
e se alege nodul de referinta si nodurile independente pentru care se vor scrie
ecuatiile de noduri;
e se calculeazd admitantele laturilor, curentii de scurtcircuit ai laturilor si
cuentii injectati In noduri;
se calculeaza admitantele proprii si admitantele de cuplaj dintre laturi;
se sciu ecuatiile potentialelor de noduri;
se rezolva sistemul obtinut in raport cu potentialele nodurilor;
se aleg sensuri de referintd pentru curentii din laturi si se calculeaza
valorile acestora;
e se veifica rezultatele.

9.10.9 FORME MATRICIALE

Metodele matriciale de rezolvare a retelelor electrice sunt utilizate in
cazul retelelor complexe cu un numar mare de laturi si de noduri, realizindu-se
algoritmi de rezolvare, care permit utilizarea calculatorului la rezolvarea
acestora.

Se considera o retea electrica cu L laturi, N noduri si O ochiuri.
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In regim permanent sinusoidal relatiile de legatura intre curentii din laturi
si curentii ciclici, se pot exprima matricial astfel:

M=[c]-[r] , (9.146)
unde [I] este matricea curentilor din laturile retelei, iar [I] este matricea
curentilor ciclici sau de contur:

L I
m=|" ] [r]=|* (9.147)
L I,

Matricea de conexiune [C] (matricea apartenentei laturilor la ochiuri) are L
linii i O coloane. Un element al matricii, Cy (k =1, 2,..., L; j =1, 2,..., O),
numit coeficient de apartenentd a laturii k la ochiul j poate avea valorile:

0; kej
Cy=4+1; kej; sensulluil, coincide cu sensul lui Ij (9.148)
—1; kej; sensulluil, esteinvers sensului lui 1;.

In regim permanent sinusoidal, relatiile de legitura intre tensiunile la
bornele laturilor si tensiunile Intre nodurile retelei si un nod de referinta, se
scriu matricial astfel:

[u]=[x]-[u] (9.149)
unde [U] este matricea coloand a tensiunilor la bornele laturilor; iar [U] —
matricea coloand a tensiunilor intre nodurile retelei si nodul de referinta; [K] —
matricea de conexiune, de apartenentd a laturilor la noduri (are L linii si N — 1
coloane).

Un element al matricii, Kyj (k = 1, 2,..., L; j = 1, 2,..., N = 1), numit
coeficient de apartenenta a laturii k la nodul j poate avea valorile:

0; kej

K, =4¢+1; kej; [, esteorientat dinspre nodul j (9.150)

—-1; kej; I, esteorientat spre nodul j

Forma matriciala a teoremelor lui Kirchhoff

Teorema intai si teorema a doua a lui Kirchhoff se exprima matricial astfel:

(K], -[1]= o] (9.151)

[c].-[u]=[o] (9.152)
unde [K]; si [C]; sunt transpusele matricilor [K] si [C].

Ecuatiile laturilor unei retele electrice se exprimd matricial cu urmatoarea
relatie:
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[U.J+[u]=[2]-11 (9.153)
unde: [U,] este matricea coloand a t.e.m. din laturile retelei electrice; [Z] —
matricea patrata a impedantelor proprii si mutuale ale laturilor retelei:

Uy Zy Zy, - Zy
U Z Z e L

[Ue ] —[=2 . [Z] _| &2 £2 Lo (9.154)
U Zy Zy, - Zy

Daca nu existd impedante mutuale, matricea [Z] este o matrice diagonala..

Forma matriciali a metodei curentilor ciclici

Forma matriciald a metodei curentilor ciclici se exprima cu relatia:

lz][]=]u.] (9.155)
unde: [Z] este matricea impedantelor proprii si de cuplaj ale ochiurilor retelei
electrice; [U, | — matricea t.e.m. de contur; [I | — matricea curentilor ciclici sau

de contur.
Matricea curentilor din laturi se obtine cu relatia:

=[cl-r]=[c][z]" [u.] (9.156)

Pentru determinarea matricii [I] trebuie determinate matricile [Z] si [U. |
Se presupun cunoscute matricile [C], [Z] si [Uc], care se stabilesc usor in
functie de configuratia si elementele retelei electrice.

Daca se inmultesc ambii termeni ai relatiei (9.153) cu matricea [C]; se
obtine:

[c] - [v]+[c] - [ul=[c] [2] 1] (9.157)
Tinand cont de relatiile (9.146) si (9.152) se obtine:
[c],-[v.]=[c} - [z} [} ] 9.158)
Comparand relatiile (9.155) si (9.158) rezulta:
v.]=[c] -[v.}: [2]=[c) 2] [c] (9.159)

Algoritmul de rezolvare a unei retele electrice utilizdnd forma matriciald a
metodei curentilor ciclici este urmatorul:
e sec formeaza matricea de conexiune [C] si transpusa ei [C];
se stabilesc matricile [Z] si [Ue];
se determina cu relatiile (9.159) matricile [U]si[Z];
se calculeaza inversa matricii [Z];
se determind matricea [I] si respectiv, matricea [I].
Puterea complexa corespunzatoare surselor de tensiune din retea se scrie
matricial astfel:

s=[u.] -7 =[u.] ] (9.160)
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Forma matricialid a metodei potentialelor la noduri

Metoda potentialelor la noduri se aplicd in mod obisnuit pentru retelele
electrice fara cuplaje magnetice.

Sistemul de ecuatii corespunzator formei matriciale a metodei potentialelor
la noduri se scrie matricial astfel:

V]V]=[.] sau [Y][u]=[] (9.161)
unde: [Y'] este matricea admitantelor la noduri; [V] — matricea potentialelor la
noduri; [U] — matricea tensiunilor la noduri; [I;] — matricea curentilor de
scurtcircuit injectati la noduri.

Matricea [U ] se calculeaza cu relatia: (9.162)

' -l
[U ]: [Y ] '[Isc]
In cazul in care nu exista cuplaje magnetice, tindnd cont de relatia (9.153),

ecuatiile curentilor din laturile unei retele electrice se pot exprima matricial
astfel:

[]=[v]-[u]+[¥][u.] (9.163)
unde [Y] matricea admitantelor laturilor retelei este data de relatia:
[Y]=[z]" (9.164)

Pentru determinarea matricii [U'] trebuie determinate matricile [Y'] si [L].
Se presupun cunoscute matricile [K], [Y] si [U.], care se stabilesc usor in
functie de configuratia si elementele retelei electrice.

Daca se iTnmultesc ambii termeni ai relatiei (9.163) cu matricea [K]; si daca
se tine cont de relatiile (9.149) si (9.151) se obtine:

fo] =[], [} [K]ju ]+ [K] - [¥] [u.] (9.165)
Comparand relatiile (4.162) si (4.166) rezulta:
i )=-K] Y] u) )=k VK] (9.166)

Algoritmul de rezolvare a unei retele electrice utilizind forma matriciala a
metodei potentialelor la noduri este urmatorul:
se formeaza matrice de conexiune [K] si transpusa ei [K];
se stabilesc matricile [Y] si [Uel;
se determini cu relatiile (9.166) matricile [I] si [Y'];
se calculeaza inversa matricii [Y'];
se determind cu relatia (9.162) matricea [U[;
se determina cu relatia (9.149) matricea [U];
se calculeaza cu relatia (9.163) matricea [I].
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10. CIRCUITE ELECTRICE TRIFAZATE

Transmiterea energiei electromagnetice de la locul de producere a acesteia
(centrale electrice) la locuri de utilizare se face prin linii electrice. In cazurile
cele mai simple, transmisia se face cu o linie electrica cu doud conductoare de
alimentare la plecare cu o te.m. alternativd. Acest sistem de transmisie
reprezintd sistemul monofazat. in cazul in care linia electricd are 3 sau 4
conductoare, alimentate de 3 t.e.m. alternative de aceeasi frecventa dar defazate
intre ele, transmisia se realizeaza printr-un sistem trifazat.

Circuitele trifazate realizeaza un trensport de energie electrica mai
economic si permit utilizarea in actiondrile electrice a motoarelor asincrone
trifazate, mai simple i mai economice decat cele monofazate.

10.1. SISTEME TRIFAZATE SIMETRICE

Se numeste sistem trifazat un ansamblu de trei marimi sinusoidale de
acelasi fel, de aceeasi frecventad si defazate intre ele. Daca marimile au
valorile efective egale si defazate intre ele astfel incat marimea a doua sa fie in
urma primei marimi cu 27t/3 radiani §i marimea a treia in urma celei de a doua
tot 2/3 cu radiani, sistemul se numeste trifazat simetric direct. Valorile
instantanee ale marimilor unui astfel de sistem vor fi:

a, :x/EAsin((ot+B);
a, = \/EASin[o)t+[3—2—;J ;

a, :xEAsin(mtﬂS—%j:ﬁAsin(mt+B+2?nj (10.1)

Dacé marimile au valorile efective egale, dar fiecare marime este defazata
inaintea precedentei cu 2m/3, sistemul se numeste sistem trifazat simetric
invers. Valorile instantanee ale marimilor sunt urmétoarele:

a, =x/5Asin(u)t+[3);
a, = \/EAsin(wt+[3+2?nj;

a, =J§Asin(mt+[3+43—“j=ﬁAsin(mt+ﬁ—23—“] (10.2)

in figura 10.1 sunt reprezentate marimile unui sistem trifazat simetric
direct, respectiv invers. In continuare se vor trata numai sistemele trifazate
simetrice de succesiune directd, tratarea sistemelor trifazate simetrice de
succesiune inversa facandu-se intr-un mod analog. Un sistem trifazat simetric

direct de marimi sinusoidale se poate scrie in complex sub forma:
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A= Aeh = A
A, = Aej(B—Zn/3) :Ae—jZn/3;
A, :Aej([3+2r(/3) :éejZnB (10.3)
Gt a
&1 &2 &3 &3 3.2 &1

; '}: xJ:.’
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Fig. 10.1 a) Sistem trifazat simetric de succesiune directd, b) sistem trifazat
simetric de succesiune inversa

Se noteaza cu a numarul complex:

2n
a=ed = —l+j£ (10.4)
2 2

numit operator de rotatie sau operatorul lui Steinmetz. Acest operator are
modulul egal cu unitatea si argumentul egal cu 2n/3. Inmultirea cu a a unui
fazor inseamna rotirea acestui fazor cu 2m/3 radiani in sens trigonometric.

Pentru operatorul de rotatie se verificd urmatoarele relatii:

.2m
aZ:eJ3:—%—j§, a’=1, l+a+a’=0 (10.5)

Cu operatorul de rotatie, marimile sistemului trifazat simentric direct se
scriu in complex astfel:

A=A A ,=a’A, A, =aA (10.6)
5 Adunand relatiile (10.6), se obtine:
HE 3 A+A,+A, =All+a+a’)=0  (10.7)
adica suma marimilor unui sistem trifazat
2n A
aA a|~3

simetric este nuld atdt in complex, cat si in
valori instantanee.

0 in planul complex, cele trei marimi
a? simetrice directe se reprezintd prin trei fazori
egali ca modul, dar rotiti cu 2m/3 radiani in
A sens trigonometric (fig. 10.2).
Un sistem trifazat de marimi electrice
Fig. 10.2 Fazorii unui sistem este nesimetric daca valorile efective ale celor
trifazat simetric direct trei marimi sinusoidale sunt diferite, sau daca
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defazajele dintre ele sunt diferite de 27/3 radiani.

Receptoarele trifazate pot fi:
- echilibrate, cdnd impedantele complexe pe cele trei faze sunt egale intre ele;
- dezechilibrate, cand au impedante complexe diferite pe cele trei faze.

10.2 PRODUCEREA TENSIUNILOR ELECTROMOTOARE
TRIFAZATE SIMETRICE

Daca se fixeaza pe acelasi ax trei cadre dreptunghiulare, bobinate cu N
spire fiecare, avand planurile decalate succesiv cu cate 2n/3 (fig. 10.3) si daca
se rotesc cu turatia n [rot/s] in jurul unei axe paralele cu una din laturi, intr-un
camp magnetic omogen si perpendicular pe axa de rotatie, de inductie B,, se
obtine un sistem trifazat simetric de t.e.m.

AR A T

// X \rmtm

ANV . vl
= ”#/T @/ \ |8,

$ d? @XV"T// AN
|
\
|

1
_ ~
Uy = Ugy

2mnt+o- ﬂ \T/
i
1N

27<nt+o<-2fgY

Fig. 10.3 Producerea unui sistem trifazat simetric de tensiuni electromotoare

Pentru simplificare, in figura 10.3 s-a figurat numai o singura spira si se va
studia pentru inceput t.e.m. indusad in cadrul dreptunghiular 1. Daca unghiul

facut de normala n: la planul spirei 1 este la momentul t=0, o, =wnt+a,,

iar A, este aria spirei, fluxul magnetic instantaneu prin cele N spire ale cadrului

va fi:
o, =NAB, cos(2nnt+a,) (10.8)

rezultand pentru t.e.m. indusa in cadru relatia:

—%ZZRHNASBO sin(ZTth—otl):x/EUC sin((ut+(x) (10.9)

u, =
Aceasta t.e.m. are pulsatia, faza initiala si valoarea efectiva date de relatiile:
o=2nf=2nn; a=qa, =< (Ill, Bo)t 0s U, =444 Ny, (10.10)
unde ¢, = A,B, este valoarea maximad a fluxului fascicular al unei spire.
T.e.m. u, poate alimenta un circuit exterior prin doua perii (1 si 1) in contact
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cu inelele colectoare, fixate pe axul de rotatie si conectate la capetele infasurarii
cadrului.

In cazul celor trei cadre dreptunghiulare, fluxurile magnetice instantanee
care vor traversa suprafetele celor trei cadre vor diferi numai prin unghiurile
facute de normalele planurilor cadrelor respective cu directia liniilor de camp
magnetic In momentul initial (t = 0). Aceste unghiuri vor fi:

o, =0; o, =0—-2n/3; a,=a—-4n/3=a+2n/3 (10.11)

Pentru t.e.m. induse in cele trei cadre se obtin expresiile:

u, = x/EUe sin ((ot + oc); u, = x/EUe sin (o)t +a- 275/3);

u,, =~2U,_sin(ot+a—4m/3)=2U_sin(ot+a+21/3) (10.12)

unde: valoarea efectivd U,, pulsatia @ si faza initiald o sunt date de relatiile
(10.10). Relatiile (10.12) arata ca t.e.m. induse in cele trei cadre formeaza un
sistem trifazat simetric direct.

Generatoarele de curent alternativ trifazat (generatoarele sincrone) se
construiesc pe baza acestui principiu, cu urmatoarele deosebiri mai importante:
e in locul celor trei cadre dreptunghiulare existd trei infasurari mai

complexe, decalate intre ele spatial i numite faze;

e infasurarile sunt fixe, iar cAmpul magnetic inductor este un camp magnetic
invartitor obtinut pe cale mecanica.

10.3 CONEXIUNILE SISTEMELOR TRIFAZATE

In cazul sistemelor trifazate existd urmatoarele conexiuni: conexiunea
independentd, conexiunea in stea (cu conductor neutru si fard conductor neutru)
si in triunghi.

Conexiunea independenti

Fiecare fazd a unui generator trifazat poate alimenta cate un receptor
independent. Rezultad astfel, cd generatorul poate alimenta trei receptoare
diferite prin intermediul a sase conductoare de legatura (fig. 10.4). se spune ca
in acest caz, fazele generatorului functioneaza independent.

in cazul in care impedantele complexe ale receptorului trifazat sunt egale
(receptor echilibrat):

Z,=2,=2,=27¢" (10.13)
rezultd cd si curentii din cele trei circuite vor avea aceleasi valori efective si
aceleasi defazaje fata de t.e.m. care i-au produs:

L=L=L=0L ¢ =0,=0;=¢ (10.14)

Daca t.e.m. formeaza un sistem simetric direct si receptorul este echilibrat,
curentii din cele trei faze ale generatorului vor forma de asemenea un sistem
simetric direct:
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i, = \/Elsin(o)t+0t—(p);

wl
iZ:\/EIsin(cot+a—(p—2n/3); 1 f
iy =2Isin(ot+a—g@+21/3) (10.15) Qua | ||z
Puterea transmisa de un conductor la un factor i od
de putere egal cu unitatea este data de relatia: 5 ig b
Uka
P= — pentru k=1,2,3 (10.16) ()uez . z,
Fiecare circuit independent se mai numeste si 7 o
circuit monofazat. Acest sistem de trei circuite ;
monofazate independente nu este utilizat in practica, 3 €] oU
deoarece prin conexiuni speciale se poate micsora
numarul conductoarelor necesare transmisiei ener- ()uﬁ he Z3
giei electrice la trei sau patru, obtindndu-se astfel un 3 .
circuit (retea) trifazat, la care puterea transmisa pe
un conductor este mai mare decat cea transmisa in Fig. 10.4 Conexiunea
conexiunea independenta (rel. 10.16). independentd

Conexiunea in stea

Se leagd impreuni bornele 1, 2 si 3" ale generatorului formand un punct
comun O — numit neutrul sau nulul generatorului si respectiv, bornele a,bsic
ale receptorului, formadnd un punct comun N — numit neutrul sau nulul
receptorului. Cele trei linii de intoarcere a1, b2’ si ¢3" ale celor trei circuite
monofazate se pot inlocui printr-un singur conductor NO, numit conductor
neutru. Conductoarele al, a2 si a3 se numesc conductoare de linie. Se obtine
astfel un sistem trifazat cu conexiunea in stea atat la generator cat si la receptor
(fig. 10.5).

luE]. 1 E
1 1 J

%O% 14
" .

oz A 3 h un 'y 22 ¢ lw
'::;3 iul u23 z
3 B B g =3¢
= PR E—

B

Fig. 10.5 Tensiunile si curentii la conexiunea in stea

Aplicand prima teorema a lui Kirchhoff nodului N, rezultd conductorul din

conductorul neutru:
i, =1, +1, +1, (10.17)
Daca sistemul de t.e.m. este simetric iar receptorul este echilibrat,
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sistemul de curenti absorbiti de receptor este un sistem simetric si conform
relatiei (10.7) curentul din conductorul neutru este nul:
i,=0 (10.18)
Pe baza relatiei (10.18) rezultd ca pentru sistemele trifazate in stea, cu
receptor trifazat echilibrat si tensiuni la borne simetrice, conductorul neutru
poate lipsi. In acest caz, transportul energiei electrice se va face numai cu
ajutorul a trei conductoare.

La conexiunea in stea se disting doud sisteme de tensiuni:

e tensiunile de faza u,, u, si uz dintre un conductor de linie si conductorul
de nul (tensiunile pe cele trei impedante ale receptorului);

e tensiunile de linie u;,, u,3 si uz; dintre doud conductoare de linie. Aceste
tensiuni se mai numesc i tensiuni intre faze, deoarece conductoarele de
linie se mai numesc in terminologia curentd, faze.

Din figura 10.5 rezultd ca tensiunile de linie sunt egale cu diferentele
tensiunilor de faza respective:

U, =U, —U,; Uy =U,—Uy; Uy =U; —U, (10.19)

Trecand 1n complex relatiile (10.19), se obtine:

U,=U,-U,; U,y=U,-Us; U, =U,-U, (10.20)

Din relatiile (10.19) si (10.20) rezultd ca suma tensiunilor de linie in valori
instantanee sau in complex este nuld indiferent daca sistemul este simetric sau
nu:

U, +uy+uy, =0; U,+U,, +U; =0 (10.21)

Pe baza relatiilor (10.20) se pot reprezenta in planul complex, fazorii
corespunzatori acestor tensiuni de faza si de linie (fig. 10.6). Daca sistemul de
tensiuni de fazd este simetric direct, triunghiul 1, 2, 3 este echilateral si
tensiunea de linie complexd U, va fi:

U,=U -U,=U -a’U, =430, (—§+j%J:\/§QIeJG (10.22)

Din figura 10.6 se observa ca si sistemul
tensiunilor de linie este un sistem simetric
direct. Fazorul tensiunii de linie U, se

obtine amplificand cu \/E fazorul tensiunii

de fazd U, si rotindu-1 cu un unghi de n/6

radiani in sens trigonometric.
Introducénd notatiile:
U, =Uy=U; =1,
U =U,=U,=U; (10.23)

Fig.10.6 Diagrama de fazori
la conexiunea in stea
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din relatia (10.22), pentru sisteme simetrice, rezulta:
U, =430, (10.24)
La conexiunea in stea cu receptor echilibrat, alimentatd cu un sistem

simetric de tensiuni,valoarea efectiva a tensiunilor de linie este de \/5 ori mai
mare decat valoarea efectiva a tensiunilor de faza.

Conexiunea in stea cu fir neutru permite obtinerea a doud sisteme de
tensiuni diferite, permitdnd functionarea receptoarelor construite pentru
tensiuni nominale diferite (de exemplu 380/220V; 220/127V). Reteaua care nu
are conductor neutru nu dispune decdt de sistemul de tensiuni de linie.
Tensiunile de linie standardizate in Romania sunt: 220, 380 si 500V; 1, 3, 6, 10,
15, 35, 60, 110, 220 si 400kV.

Curentii care stribat conductoarele de linie se numesc curenti de linie (Ij),
iar curentii din fazele generatorului sau receptorului se numesc curenti de faza
(Ip). In cazul conexiunii in stea, curentii de faza sunt egali cu cei de linie, iar in
cazul unui sistem simetric de curenti:

I, =1 (10.25)
adicd valoarea efectiva a curentilor de linie este egald cu valoarea efectiva a
curentilor de faza, pentru conexiunea stea echilibratd, alimentatd cu tensiuni
simetrice.

Conexiunea in triunghi

Dacd se leaga sfarsitul unei faze a generatorului cu inceputul fazei
urmatoare (1 cu 2, 2" cu 3 si 3’ cu 1), iar borna de sfarsit a fiecarui receptor la
borna de inceput a receptorului de pe faza urmitoare (a cu b, b’ cu ¢ si ¢ cu a)
se obtine si la generator si la receptor conexiunea in triunghi (fig. 10.7). In acest
caz tensiunile de linie sunt egale cu tensiunile pe fazele generatorului sau
receptorului.

1" 8 K
: fE}'h 1 1]_ a 112 212 &'
o
1 u i i 1
7 22 |3 2 Jugp [P2l plinaZas g
| = ag
e CI e
g L —1—=—

Fig. 10.7 Tensiunile si curentii la conexiunea in triunghi

In cazul sistemelor simetrice si receptor echilibrat, este adevarata relatia:

U, =U; (10.26)

intre curentii de linie (i;, i, §i i3) care stribat conductoarele de linie si
curentii de faza (iy,, ip3 §1 i31) care strabat impedantele consumatorului, exista
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urmatoarele relatii deduse cu prima teorema a lui Kirchhoff aplicatd nodurilor
1(a), 2(b) si 3(¢) de la receptor:

I =1 =y 1y =1y —lpp 5 Iy =1y — iy (10.27)

Trecand in complex relatiile (10.27) se obtine:

L=1,-L; L=ly-1,; I, =1 -1, (10.28)

Din relatiile (10.27) si (10.28) rezultd ca suma curentilor de linie in valori
instantanee sau in complex este nuld indiferent daca sistemul este simetric sau
nu:

i, +i,+i;=0; I, +1,+1, =0 (10.29)

Pe baza relatiilor (10.28) se pot reprezenta in planul complex fazorii
corespunzitori acestor curenti (fig. 10.8). Daca sistemul de curenti de faza este
simetric direct, triunghiul 1, 2, 3 este echilateral si curentii de linie vor forma si
ei un sistem simetric direct. Curentul I, va fi:

3.1 iz
L=1,-1; =1, (1 —a): \/5112 (g_JEJ B \Ellze E (10.30)

Fazorul curentului de linie I, este

defazat in urma fazorului curentului de
fazd 1,, cu m/6 radiani, iar modulul sdu

este de \/5 ori mai mare. in cazul unui
sistem simetric de curenti existd urma-
toarele relatii intre valorile efective ale
curentilor de linie I, si de faza Iy

. . . Iy =1y =1 =1
Fig. 10.8 Diagrama de fazori la
conexiunea in triunghi IL=1I,=1,=1,; I = \/glf (10.31)

Se pot realiza si conexiuni in triunghi la generator si in stea la receptor sau
invers.

10.4. PUTERILE iN RETELE TRIFAZATE

Calculul puterilor in sistemele trifazate se face dupa aceleasi principii ca la
circuitele de curent alternativ monofazat. Puterile activd, reactiva si aparentd
absorbite de receptorul trifazat vor fi egale cu sumele puterilor active, reactive
sau aparente absorbite de fiecare faza in parte.

Daca se considera un receptor conectat in stea, cu tensiunile de faza uy, u,
si u3, care formeaza, in general, un sistem nesimetric si curentii de faza (de
linie) i, i, si i3 nesimetrici, defazati fatd de tensiunile corespunzatoare cu
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unghiurile @1, @, 51 @3, expresiile puterilor activa, reactiva si respectiv, aparenta
absorbite de receptor sunt urmétoarele:

P=U, I cosp, +U,I, cosep, + U, I, cosop,

Q=U, I;sing, +U, I, sing, + U, I, sing,

S=UL+U,L,+Us1y; S=U L' +U, 1, +U, 1] (1032)
unde: Uy, U, si U; sunt valorile efective ale tensiunilor de faza, iar Iy, I, si I3
sunt valorile efective ale curentilor de faza (linie).

La conexiunea in triunghi, daca uy,, u,3 §i uz; sunt tensiunile pe fazele
receptorului (egale cu tensiunile de linie), iar iy, ip3 $i i3; curentii de faza,
defazati fatd de tensiunile corespunzitoare cu unghiurile @2, @23 §1 @31,
puterile activa, reactiva si aparentd absorbite de receptorul trifazat vor avea
expresiile:

P=U,I,cosp, +U,; I,;cosq,; +Uj, I, cos@;,

Q=U, L,sin@, + Uy Lysing,; + Uy, I singy,

S=Upl, +Uynly+Uy I S=U, 1, +U, L, +U; L (10.33)
unde: Uy,, U,z si Us; sunt valorile efective ale tensiunilor de faza (de linie), iar
145, Ip; si I3; sunt valorile efective ale curentilor de faza.

Daca sistemele de tensiuni §i curenti sunt simetrice, rezultd urmatoarele
relatii:

e pentru conexiunea in stea:

U,=U,=U,=U, =U,/3; I, =1, =L, =1, = ;

P =0,=0;=0 (10.34)
e  pentru conexiunea in triunghi:

U,=Uy=U;=U;=Up; I, =1, =1; =1; 211/\5;

P =0y =05 =0 (10.35)

Tinand seama de relatiile (10.34) si (10.35) se constatd ca in sistemele
simetrice si echilibrate, calculul puterilor se face cu aceleasi relatii, indiferent
de conexiune:

P =3U,I; coso :x/gUl I,cosp; Q :x/gUl I,sing

s=43U,1,; $=3U,1 (10.36)

in sistemele simetrice, echilibrate se pot utiliza relatiile cunoscute de la
circuitele monofazate.

imbunititirea factorului de putere vizeazi micsorarea sau compensarea
puterii reactive si se poate realiza utilizind 3 condensatoare conectate ca in
figura 10.9.

Pentru condensatoare montate in stea (fig. 10.9 a), valoarea capacitatii Cy
se determina cu relatia:
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Cy = M (10.37)
o-Us
unde: P este puterea activd absorbitd de circuit; Uy — valoarea efectivd a
tensiunii de fazd; @ — pulsatia; ¢ — defazajul inainte de montarea condensa-
torilor; ¢ — defazajul dupa de montarea condensatorilor.
Pentru condensatoare montate in triunghi (fig. 10.9 b), valoarea capacitatii
C, se determina cu relatia:
C, = ﬂtg(""—tzg“’) (10.38)
o- U,
unde U, este valoarea efectiva a tensiunii de linie.

le le
i & ie &
3o 3o
1 Ca| Ca
TedTedges Lia
11}
4] ()]

Fig. 10.9 Imbundtdatirea factorului de putere la retelele electrice trifuzate

Sistemele trifazate prezintd numeroase avantaje fatd de cele monofazate,

cele mai importante fiind urmatoarele:

e transmiterea energiei electrice se face in conditii mai economice;

e au posibilitatea de a dispune utilizarea de doua sisteme de tensiuni diferite
pentru consumatorii monofazati (conexiunea in stea cu fir neutru);

e permit producerea campurilor magnetice invartitoare care sunt utilizate la
functionarea celor mai simple §i mai economice motoare electrice,
motoarele asincrone.

10.5. TEOREMA POTENTIALULUI PUNCTULUI NEUTRU

Teorema potentialului punctului neutru se utilizeazd la rezolvarea
retelelor trifazate. Se considera un multipol pasiv, cu conexiunea in stea, care
are n ramuri prin care intrd curentii I,, I,,..., I, si care are la bornele de

n

acces potentialele V,, V,,..., V_ fatd de un punct de referintd P, care are

potentialul nul (fig. 10.10). Aplicand prima teorema a lui Kirchhoff nodului N,
in care se intdlnesc cele n ramuri, se obtine:

Z““lk =0 = Z“:QkN =Zn:Yk AN =izk(yk—yN)=o (10.39)
k=1 k=1 Zk Zk k=1

k=1
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unde: Z, , respectiv Y, , reprezintd impedanta complexa, respectiv admitanta
complexa a laturii k.

Din relatia (10.39) se obtine expresia
potentialului punctului N de intalnire a celor
n ramuri:

ZXNXk = ZYka =
k=1

k=1

2V Y,
Vy=—" 10.40
- N Y ( ) Fig. 10.10 Figura explicativa la
;_k teorema potentialului

. . . . punctului neutru
relatie care reprezintd teorema potentialului

punctului neutru: potentialul V. al punctului neutru N de intilnire a n
ramuri ale unui multipol pasiv este egal cu media aritmetici a

potentialelor bornelor de acces, ponderati cu admitantele ramurilor
respective.

10.6. CALCULUL RETELELOR TRIFAZATE

10.6.1. RECEPTOARE TRIFAZATE ECHILIBRATE
ALIMENTATE CU TENSIUNI SIMETRICE

In regim simetric si echilibrat calculul se face pentru faza 1, curentii
complecsi pentru fazele 2 si 3 obtindndu-se prin inmultirea curentului din faza
1 cu a’® respectiv a.

a) Receptor conectat in stea (fig. 10.11)
Sunt valabile relatiile:
Z,=2,=2,=1;

U U U
L:—Z'; 12:_2223211; 13:_2323-11; L =5+ +1,=0;
U,
L=l =L =l =l ==X U, =31, (10.41)

b) Receptor conectat in triunghi (fig. 10.12)
Sunt valabile relatiile:

Ly =2y=212,=1;

U U
112:__12; L, === :azllz; 131:_31 =al,;
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I =1,-L; 122123_112232115 L =1 -1; =al;

I, =31,; U, =U, (10.42)
I
1o le :
o
e Tl U
2 5 1z
20 °
11 U5 I
Z0 =3 3o =

Fig. 10.11 Receptor conectat in stea  Fig. 10.12 Receptor conectat in triunghi

In cazul in care conductoarele de linie au impedantele egale Z,, calculul

curentilor se face astfel:
- pentru conexiunea in stea cu relatiile (10.41) in care se va inlocui Z cu

Z=2Z+1,;

- pentru conexiunea in triunghi se va transfigura receptorul intr-o stea echiva-

z, . . . . .
lentd in care Z, = _TA si apoi, se rezolva sistemul cu relatiile (10.41) in care

se va inlocui Z cu Z =Z,+7Z,.
10.6.2. RECEPTOARE TRIFAZATE DEZECHILIBRATE

a) Receptor in stea cu conductor neutru (fig. 10.13)

Z1 ]
lo—
Jug] )]
[1e
Us )}
Z1 I3
2¢ e— |
Uil 21 Ui I
e—1 1

Fig. 10.13 Receptor in stea cu conductor neutru

Se cunosc tensiunile de faza la inceputul liniei U;, U,, Us, impedantele
fazelor receptorului Z;, Z,, Z;, impedantele conductoarelor de linie Z; si
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impedantele conductorului neutru Zy si se cer curentii din receptor si din linii si

tensiunile pe fazele receptorului U,, U,, Uj.
Se determina deplasarea punctului neutru Uy:

UY,+U,Y,+U,Y,

U,=====2_=3 (10.43)
Y +Y,+Y,+Y,

=0

unde:

1
= , pentru k=1,2,3; Y =— (10.44)
Z,+Z, 2
Curentii din fazele receptorului, egali cu cei din linii si curentul de nul se
calculeaza cu relatiile:

L=(U-U)Y: L=(U,-U)Y,; L=(U,-U,)Y;;

—k

I, =1 +1, +1, (10.45)
Tensiunile de faza la bornele receptorului sunt date de relatiile:
U =21: U,=2,L: U =%l (10.46)

b) Receptor in stea fari conductor neutru
Se vor folosi relatiile (10.43...10.46) in care Yy =0 5i I = 0.

c) Receptor in triunghi (fig. 10.14 a)

Se cunosc tensiunile de linie la Inceputul liniei de alimentare Uy,, Uys, Usy,
impedantele fazelor receptorului Z,, Z,3, Zs; si impedanta conductoarelor de
linie Z;. Receptorul se transfigureaza intr-o stea echivalenta (fig. 10.14 b) cu
impedantele Z;, Z,, Z; determinate cu relatiile (9.138).

Curentii de linie I;, I, I5 se calculeaza cu relatiile (10.43...10.45).

Tensiunile de fazd ale receptorului, determinate din figura 10.14 b, sunt
date de relatiile:

U,=21-2,1,; U,=2,1,-2,1,; U, =2,1,-21 (1047)

=222>
Curentii din fazele receptorului se obtin cu relatiile:
U, U. U
== Ly =22 L =27 (10.48)
ZIZ ZZS Z3l
In cazul particular in care impedantele conductoarelor de linie sunt
neglijabile (Z; = 0), tensiunile de linie se aplica direct fazelor receptorului si
curentii de faza se calculeaza cu relatiile:

U U U

112 ==L 5 123 ==2 5 131 == (1049)
Z, Z,, Z;

Curentii de linie sunt dati de relatiile:

L=1,-1;; Li=L-1,; I;y=1I; -1, (10.50)

Puterea complexa absorbita este datd de relatia:
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S=U,I -U,_T, (10.51)

—l12-1 =23=3

Fig. 10.14 a) Receptor in triunghi; b) Receptor transfigurat intr-o stea echivalenta

In cazul rezolvarii circuitelor trifazate alimentate cu un sistem nesimetric
de tensiuni, date prin valorile efective ale tensiunilor de linie Uy,, Uss, Usy, se
considerd ca origine de faza tensiunea Uj,. Se calculeazd unghiul de defazaj
dintre Uy, si Up; cu relatia urmatoare:

2 2 2
U12 + U23 — U3|

0, = arccos ———— (10.52)
2 U12 U23

Rezulta in continuare:

U,=Uye™; Uy, =-U,-U, (10.53)

184



Electrotehnica

11. CIRCUITE ELECTRICE LINIARE iN REGIM
TRANZITORIU

11.1. DEFINIREA REGIMULUI TRANZITORIU

In cazul circuitelor electrice de c.c. regimul permanent se caracterizeaza
prin valori constante ale curentilor si tensiunilor, iar in cazul circuitelor de c.a.,
prin valori constante ale amplitudinilor tensiunilor si curentilor si a defazajelor.

Pentru a defini regimul tranzitoriu de functionare a circuitelor electrice,
se considera un circuit R, L serie, care se conecteaza la momentul t = 0 la
bornele unei surse de c.c. cu t.e.m. U, constantd si rezistenta interioard R;.
Curentul din circuit este nul atat Tnainte cat si imediat dupa conectare. Dupa un
timp lung, scurs de la conectare, curentul din circuit va avea valoarea:

i(t) .. =0; limi(t)=1=——c (11.1)

e oo R +R;
unde s-a notatcu t = 0 + €, momentul de timp imediat urmator conectarii.

Cresterea curentului de la valoarea zero la valoareca I nu are loc
instantaneu, deoarece o asemenea variatie ar da o derivata in raport cu timpul a
fluxului magnetic creat de curent In bobinad de valoare infinitd §i conform legii
inductiei electromagnetice ar apare o t.e.m. indusa infinit de mare, ceea ce este
imposibil, deoarece tensiunea de alimentare a circuitului este finitd. Curentul
prin circuit creste treptat de la valoarea zero la valoarea constantd I, intr-un
interval de timp foarte scurt, care depinde de constanta de timp a circuitului.
Acest interval de timp se numeste duratd tranzitorie, iar regimul de
functionare a circuitului In acest interval se numeste regim tranzitoriu.

Fenomenul este analog daci sursa de alimentare a circuitului este de c.a. In
cazul acesta, amplitudinea curentului din circuit creste in timp de la valoarea
zero la valoarea I, = U.y/Z, unde Z este impedanta circuitului.

Daca in circuit se leagd o rezitentd R in serie cu un condensator C,
descarcat in stare initiald, in circuit apare un curent electric corespunzator
deplasarii sarcinilor electrice de incarcare a condensatorului. Dupa ce
condensatorul s-a incarcat, deplasarea sarcinilor electrice inceteaza si curentul
devine nul. Incdrcarea condensatorului nu are loc instantaneu deoarece
tensiunea u. de la bornele sale nu admite variatii bruste (dacd u, s-ar modifica
brusc, curentul din circuit ar deveni infinit). Rezultd ca la momentul de timp
t =0 + g al conectarii la sursa, curentul din circuit va avea valoarea:

. U .
1(t) =l=—=—; hml(t):O (11.2)
t=0+¢ R+ Ri t—00
Dacid sursa de alimentare este de c.a., condensatorul se incarca si se
descarca alternativ. In concluzie, regimul tranzitoriu se desfagoara in timp si are
loc la trecerea de la un regim permanent la altul.
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11.2. CONDITII INITIALE

in cazul regimului tranzitoriu conditiile initiale sunt date, in general, in
functie de tipul circuitului.

Daca circuitul contine o bobina, aceasta va fi parcursd de un flux magnetic
¢, care este variail in timp. Ca urmare, in bobind se va induce o t.e.m. data de
legea inductiei electromagnetice (u, = —d¢/dt). Daca se considerd momentul
initial t = 0, rezultd cd momentul premergitor regimului tranzitoriu este
t; = 0 — g, iar momentul imediat urmator dupd aparitia regimului tranzitoriu
este t, = 0 + g, unde € — 0. Se obtine dt =t, — t; — 0, ceea ce ar determina ca
u, sa tinda la infint, fapt care nu este acceptabil fizic. Rezultad ca d¢p — 0, adica
&0 — €) = ¢(0 + €). In concluzie, in perioada initiald a regimului tranzitoriu,
fluxul magnetic se conserva prin bobina.

Tinand cont de definitia fluxului magnetic, se obtine:

db=Li = Li(0-g)=Li(0+e) = i(0-¢)=i(0+¢) (11.3)
rezultind cé in cazul unei bobine curentul in momentul initial se conserva.

Se considera cazul circuitului care contine condensatoare. Fie o suprafata
inchisa X, care inconjoard numai o armaturd a condensatorului C (fig. 11.1).
Conform legii conservarii sarcinii electrice, rezulta:

. dq,
12+1Vz Z—F (114)
unde: iz = —i §i reprezintd intensitatea curentului de conductie care iese din
suprafata X; i,_ - intensitatea curentului de convectie care iese din suprafata X.
+q —q in cazul considerat, i, =0, rezultand:

: - . d . d
| B N (11.5)
) Pentru ca dt = — 0, iar curentul i nu poate

sd ia o valoare infinita, rezultda dq = — 0, adica
Fig. 11.1 Figura efo":’fm"a q0 — &) = q(0 + ¢€). In concluzie, In perioada
la legea conservarii initiald a regimului tranzitoriu, sarcina electrici cu
sarcinii eleclrlce A - -
care se incarcd un condensator se conserva.
Tinand cont de definitia capacitatii electrice (C = q/u,) se obtine:
Cu,(0-g)=Cu, (0+¢g) = wu, (0-¢)=u_ (0+¢) (11.6)

11.3. STUDIUL REGIMULUI TRANZITORIU PRIN METODA
DIRECTA (ANALITICA)

Studiul regimurilor tranzitorii se referd la gasirea modului de variatie in
timp a curentilor si tensiunilor din circuit pe durata cat au loc aceste regimuri.
In capitolele precedente au fost studiate circuite electrice in regim permanent,
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adca 1n regimul care se stabileste dupa un timp suficient de mare fatd de
constantele de timp ale circuitelor electrice (presupuse disipative), pentru ca
regimul tranzitoriu si fie practic complet amortizat. In acest caz, conditiile
initiale nu se mai resimt In modul de variatie in timp a marimilor electrice, care
sunt univoc determinate de forma functiilor de timp reprezentate t.e.m. ale
surselor.

In retelele electrice de transport si distributie, toate comutatiile si respectiv,
avariile determind regimuri tranzitorii, care desi dureaza putin, datoritd
constantelor de timp mici, pot periclita securitatea instalatiilor (prin supra-
curenti sau supratensiuni) sau stabilitatea functiondrii lor. De asemenea
prelucrarea semnalelor utilizeaza procese tranzitorii care nu pot fi ignorate.

Regimul tranzitoriu al circuitelor electrice liniare poate fi studiat cu
metoda directd de rezolvare a sistemelor de ecuatii diferentiale ordinare,
liniare, cu coeficienti constanti, prin separarea solutiilor de regim liber si a
solutiilor de regim fortat. Aceastd metoda consta in urmatoarele:

e Se scriu ecuatiile integro-diferentiale ale circuitului utilizand teoremele lui
Kirchhoff.

e Se transforma ecuatiile integro-diferentiale in ecuatii diferentiale, fie prin
derivarea lor, fie printr-o inlocuire de variabila.

e Se rezolvd rezolva ecuatiile diferentiale obtinute, care In general sunt
ecuatii diferentiale cu coeficienti constanti neomogeni. Solutia generald
este sub forma unei suprapuneri de doua solutii, de forma:
y(©) =y, (O)+y: (1) (11.7)
unde y,(t) este solutia generald a ecuatiei caracteristice, omogene, asociata
ecuatiei date (se mai numeste solutia regimului liber deoarece nu contine
decat parametrii circuitului), iar y«(t) reprezinta solutia regimului asa numit
fortat (solutie particulard), care este impusa de conditiile exterioare.

e Se determind solutia de regim liber y(t) (nu depinde de conditiile
exterioare), care apare ca o suma de exponetiale de forma:
yi(t)=C e’ +C e +..+C, e (11.8)
unde ry, ry,..., r, sunt solutiile ecuatiei caracteristice, care se obtine din
ecuatia diferentiala omogena inlocuind formal derivatele de ordinul “k” cu
r*. Gradul ecuatiei caracteristice este egal cu ordinul ecuatiei diferentiale,
numarul termenilor care se adund in expresia solutiei libere fiind egal cu
ordinul ecuatiei direfentiale. in circuitele normale care contin rezistoare,
solutia libera tinde la zero cand timpul tinde la infinit;

e Se determina solutia de regim fortat yg(t), ca solutie particulara a sistemului
neomogen, avand forma complet determintd de termenul liber. Constanta
acestei marimi se determind din conditia ca solutia sa satisfacd ecuatia
diferentiald neomogena. In cazul t.e.m. constante sau sinusoidale, solutiile
fortate au aceeasi forma ca t.e.m. si se pot determina cu metodele utilizate
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la studiul regimului permanent.
e Cu ajutorul conditiilor initiale se determind constantele de integrare din
expresiile complete (de regim tranzitoriu) ale solutiilor.

11.4. CIRCUITE SIMPLE iN REGIM TRANZITORIU

11.4.1. BOBINA REALA LA CONECTAREA SI RESPECTIV 5
DECONECTAREA, LA/DE LA O TENSIUNE CONSTANTA

Se considera o bobina de rezistenta R si inductivitate L, care la momentul
t = 0 se conecteaza la o sursa de tensiune constantd U (fig. 11.2). Inainte de
conectare curentul prin bobina era nul, conditia initiala fiind urmatoarea:

i(0-¢)=i(0+¢)=i(0)=0 (11.9)
Ecuatia diferentiald a circuitului, dupa
ols KR L inchiderea intreruptorului (t > 0), este data de
b p— R relatia:
i YR YL di .
l 4 L—+Ri=U (11.10)
dt
g Din ecuatia omogena:
Fig. 11.2 Circuit serie R, L L%-ﬁ-Ri:O (11.11)
rezultd ecuatia caracteristica, care va avea radacina r:
Lr+R=0 = r=-R/L (11.12)

Marimea T = L/R are dimensiunea fizica de timp §i se numeste constanta
de timp a circuitului.
Solutia de regim liber i(t) a circuitului este de forma:

R
i,()=C,e" =Cye L; limi,(t)=0 (11.13)
t—oo

Solutia de regim fortat ift) se ia de forma termenului liber (U = ct.) si se
determina din conditia sa satisfaca ecuatia diferentiala a circuitului:

i,(t)=K, = RK,=U = i(t)=U/R (11.14)

Rezulta solutia generala a ecuatiei:

R

i()=1,(t)+i,() = i(t)=Ce - +%, >0 (11.15)

Constanta C; se obtine din conditia initiala (11.9):

i(0)=0 = i(0)=C,+U/R=0 = C,=-U/R (11.16)
rezultand solutia de regim tranzitoriu:

i(t)z%[l—eiJ (11.17)
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In figura 11.3 este reprezentata varia-
tia in timp a curentului bobinei i(t), precum
si a componentelor sale i(t) si ig(t).

Teoretic, regimul tranzitoriu dureaza
infinit de mult, deoarece numai pentru
t — oo rezultd iy(t) = 0. Se constata insa ca
pentru t > 4t, marimea variabila difera cu i
mai putin de un procent din valoarea finala  -11/R+
si practic, se poate spune ca regimul
tranzitoriu se incheie dupa un timp relativ Fig. 11.3 Variatia curentului prin
scurt, estimat la cateva (3...5) constante de bobind la cuplare la o tensiune
timp ale circuitului. constantd

in cazul circuitului R, L la decuplare de la o tensiune constanti U
(comutatorul K se trece pe pozitia 2), conditia initiald este urmatoarea:

i(0-¢)=i(0+¢)=i(0)=U/R (11.18)

La momentul t > 0, ecuatia diferentiala a circuitului va fi:

L$+Ri:0 (11.19)
dt

Procedand intr-un mod analog se obtin solutiile de regim liber si de regim
fortat date de relatiile urmatoare:

R
i()=Ce" =Ce L; i,(t)=0 (11.20)
Constanta C; se obtine din conditia initiala (11.18):
i(0)=U/R = C,=U/R (11.21) i
rezultand solutia de regim tranzitoriu: /R i)
U -
l(t)ZEe (11.22) s ;

in figura 11.4 este reprezentatd 0 -
variatia In timp a curentului i(t) prin  Fig. 11.4 Variatia curentului prin
bobind, la decuplarea acesteia de la o bobind la decuplare
tensiune constanta U. de la o tensiune constanta

11.4.2. INCARCAREA SI DESCARCAREA UNUI CONDENSATOR

Se considera un circuit R, C serie, care la momentul t = 0 se conecteaza la
o sursa de tensiune constantd U (fig. 11.5). Se considera ca 1naintea inchiderii
intreruptorului K condensatorul era descarcat, rezultand conditia initiala:

u, (0-¢)=u, (0+¢)=u,(0)=0 (11.23)
Ecuatia integro-diferentiald a circuitului, dupa inchiderea intreruptorului K
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(t>0), este data de relatia:

1
Ri+—|idt=U 11.24
ol (11.24)
| K _EB C Prin schimbarea de variabil:
pre _ dq . du,
S R D =% (11.25)
u YR uc dt dt
i se obtine:
& d
RCES 4y, =U (11.26)
Fig. 11.5 Circuit serie R, C dt

Din ecuatia omogena:

R U
dt

+u, =0 (11.27)

rezultd ecuatia caracteristica, care va avea radacina r:
RCr+1=0 = r=-1/RC (11.28)

Marimea t = RC are dimensiunea fizica de timp si se numeste constanta
de timp a circuitului.

Solutia de regim liber u,(t) a circuitului este de forma:
t

t
u,(t)=C,e" =Ce ¢ =Cje * (11.29)
Solutia de regim fortat u.(t) se ia de forma termenului liber (U = ct.) si
inlocuind in relatia (11.26) se obtine:
u,(t)=K, = K,=U = u,t)=U (11.30)

Rezulta solutia generala a ecuatiei diferentiale:
t

u(t)=u,(t)+u,(t) = u(t):Cleiﬁ—i-U, t>0 (11.31)
Constanta C; se obtine din conditia initiala (11.9):
u (0)=0 = u(0)=C,+U=0 = C,=-U (11.32)

rezultand solutia de regim tranzitoriu:
_t
u, (t):U(l—e J (11.33)

Curentul i prin circuit, la incarcarea condensatorului, are expresia:

t
i(t):Cd;ltc :%e'? (11.34)

In figura 11.6 este reprezentatd variatia in timp a marimilor uc(t) si i(t),
precum si a componentelor sale i(t) si if(t). Tensiunea ug (ciderea de tensiune
pe resistor) este proportionald cu i si este diferenta dintre tensiunile U si u,(t).

In cazul descarcirii condensatorului (comutatorul K se trece pe pozitia 2),
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conditia initiala este urmatoarea:

u, (0-¢)=u, (0+e)=u, (0)=U (11.35)
La momentul t > 0, ecuatia diferen- Tl p Uy (D)
tiald a circuitului va fi: u
d
RC +u, =0 (11.36)
dt

Procedand ca si in cazul precedent se
obtin solutiile de regim liber si de regim
fortat, date de relatiile urmatoare:

t

u,(t)=C,e" =C,e ¢ ;

u,(t)=0 (11.37)

Constanta C; se obtine din conditia
initiala (11.35):

Fig. 11.6 Variatiile curentului si
tensiunii la incarcarea unui
condensator cu o tensiune constantd

u (0)=U = C,=U (11.38)

rezultand solutia de regim tranzitoriu:
t

u, (t)=Ue * (11.39)

Curentul i prin circuit, la descarcarea _| Baid
condensatorului, are expresia: =] u it

. d - :

i()=—c®e Y (11.40) i) ¢

In figura 11.7 este reprezentatd

variatia in timp a curentului i(t) prin
bobind, la decuplarea acesteia de la o
tensiune constanta U.

Fig. 11.7 Variatiile curentului si
tensiunii la descarcarea unui
condensator

11.4.3. REGIMUL TRANZITORIU AL UNUI CIRCUIT SERIE
R, L, C ALIMENTAT CU TENSIUNE CONSTANTA

Se considera circuitul serie R, L, C din figura 11.8, alimentat cu tensiunea
constantd U (la momentul t = 0 se inchide intreruptorul K). Se considera ca
inaintea inchiderii intreruptorului K curentul prin circuit era nul si tensiunea la
bornele condensatorului era nula, rezultdnd conditiile initiale:

i(0-¢)=i(0+¢)=0;
u, (O—a):uc (0+8)=uC (O)= 0
pentru g arbitrar de mic.

Dupa inchiderea intreruptorului K, ecuatia integro-diferentiala a circuitului
se exprima sub forma:

(11.41)
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Ri+L$+ljidt:U (11.42)
dt C

Féacand schimbarea de variabild data de relatia (11.25) se obtine ecuatia
diferentiala:

d’u, du,
LC=2=+RC ut°+uC:U; £>0 (11.43)
t
KE R L i unde s-a ales ca necunoscutd tensiu-

AT s R nea la bornele condensatorului.

u Ug iy - Curentul prin circuit va rezulta
i din relatia:
¥ 1=Cdu,/dt (11.44)
Ecuatia caracteristica este urma-
Fig. 11.8 Circuit serie R, L,C toarea:
LCr*+RCr+1=0 (11.45)
si va avea radacinile:
r,, =-R/2L%4/(R/2L) -1/LC (11.46)
Dacad se fac notatiile:
a——i' ® S (11.47)
b) INTS '

unde ®, este pulsatia de rezonantd a circuitului R, L, C serie, radacinile
ecuatiei caracteristice vor avea forma:

I, =-at,o’ - (11.48)

Solutia generala a ecuatiei diferentiale are forma:

u,(t)=u,(t)+u,(t)=Ce™ +C,e™ +U (11.49)

Constantele C; si C, se determina din conditiile initiale date de relatiile
(11.41). Dupa valorile parametrilor circuitului, solutia libera poate avea diferite
forme, distingandu-se trei regimuri distincte de functionare:

a) Regimul liber oscilatoriu amortizat, care are loc atunci cand:

a’—w> <0 (11.50)

Daca se noteaza:

o, =y’ -] (11.51)

radacinile ecuatiei vor fi complex conjugate:
=-a+jo,; ,=-0-jo, (11.52)

unde o se numeste constanta de atenuare a oscilatiilor libere amortizate; c, —
pulsatia oscilatiilor libere neamortizate; @, — pulsatia oscilatiilor libere
amortizate ale circuitului.
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Dupad punerea conditiilor initiale, solutia de regim tranzitoriu va avea
forma:
u,(t)= Ul -1/sink exp (- o t)sin (copt+k)J (11.53)
unde s-a notat:
® 2
sink = —2 = I—RC; coskzizgx/E (11.54)
4L 2VL

(DO 030

Curentul prin circuit se calculeaza cu relatia:

) du, U g .
i(t)=C % Lo exp at)sm(mpt) (11.55)

p

In figura 11.9 sunt prezentate el u.f)
variatiile marimilor u. si i. In cazul I
acesta curentul nu mai are salt in s
momentul initial, datoritd inductivitatii \ri[:t)ﬂ i
circuitului. In momentul initial toatd 1]
tensiunea se aplicd bobinei ideale, iar
inductivitatea acesteia determind panta
initiald a curentului: Fig. 11.9 Variatiile marimilor Ug si i in

(di/dt)l:0 =U/L (11.56) cazul regimului oscilatoriu amortizat

b) Regimul liber aperiodic critic, are loc atunci cand:
2 2
a”—m, =0 (11.57)
In acest caz ecuatia caracteristicd are o radacind dubla, egala cu —a., iar
solutiile de regim tranzitoriu, pentru tensiune $i curent, vor avea forma:

uc(t): U[l—(l+at)exp(—at)];

i(t):%texp(—at) (11.58)

Variatiile marimilor u, si i, ca functii de timp, sunt reprezentate in figura
11.10 a.

¢) Regimul liber aperiodic (supraamortizat), are loc atunci cand:
onz—(o§ >0 (11.59)

=-a+pB; r,=-a—-P; cu B=4a’ -0 (11.60)

Utilizand relatiile dintre functiile trigonometrice de argument imaginar si
functiile hiperbolice, se stabilesc urmétoarele expresii pentru solutiile de regim
tranzitoriu:

uc(t) =U [1 —1/sinhk’ exp(— (xt)sin (Bt + k)]
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i(t):C (;ltc :Liﬁexp(—at)sinh(ﬁt) (11.61)

unde s-au facut notatiile:

2
sinhk':L:W/RC—l; c,oshl<':i=5\/E (11.62)
o, 4L o, 2\VL

Variatiile marimilor u, i i, ca functii de timp, sunt reprezentate in figura
11.10 b.

1.1 .1
21 2
I I

Ut .t
ich . i .
a) t)

Fig. 11.10 Variatiile marimilor Ug $i | in cazul: a) regimului aperiodic critic;
b) aperiodic (supraamortizat)

1

11.4.4. REGIMUL TRANZITORIU AL UNUI CIRCUIT SERIE
R, L ALIMENTAT CU TENSIUNE SINUSOIDALA

Se considera o bobina de rezistenta R si inductivitate L, care la momentul
t = 0 se conecteazd la o sursi de tensiune sinusoidaldi u = U+2 sinot

(fig. 11.11).
Inainte de conectare, curentul prin bobind era nul, conditia initialad este data
de relatia (11.9)

¥ R L Ecuatia diferentiald a circuitului, dupa

o inchiderea intreruptorului (t > 0), este data de
" \"{E"g \"“q"’n relatia:

i L%+R1:U\/Esmmt (11.64)

Din ecuatia omogena rezultd ecuatia
Fig. 11.11 Circuit serie R, L caracteristicd, care va avea radacina data de
alimentat cu tensiune sinusoidald  relatia (11.12).

Solutia de regim liber i(t) a circuitului este data de relatia (11.13).

Criteriul de regim permanent este criteriul corespunzator unui circuit R, L,
alimentat la o tensiune sinusoidald, solutia de regim fortat i(t) fiind data de
solutia de regim permanent. if(t) = iy(t):

i(t)= Uf sin(ot—9); Z=yR*+(0L); ¢= arctg%L (11.65)
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Rezulta solutia generala a ecuatiei diferentiale:

i(t)=i,(t)+i,(t) = i(t):CIe%Jr

Constanta C; se obtine din conditia initiala (11.9):

zsin((ot—(p), t>0  (11.66)

i(0)=0 = CI+U‘/Esin(—<p):0 = ¢, = 6ne  (1166)

rezultand solutia de regim tranzitoriu:

, Uv2 - ,
1(t)=—\/_{e T sm(p+sm(oot—(p)} (11.67)
R? +(oL)
in figura 11.12 este reprezentatd variatia in timp a curentului prin circuit
i(t), precum si a componentelor sale i(t) si ig(t).

1
nih_ i

i
ifEt)U

Fig. 11.12 Variatia curentului prin circuit la cuplare la o tensiune sinusoidald

8] .
=42 singp

]

11.4. STUDIUL REGIMULUI TRANZITORIU CU AJUTORUL
TRANSFORMATEI LAPLACE

Metoda operationald care utilizeaza transformata Laplace permite
transformarea ecuatiilor integro-diferentiale in ecuatii liniare, sistemele de
ecuatii obtinute fiind astfel mai usor de rezolvat.

11.4.1. TRANSFORMATA LAPLACE SI PROPRIETATILE SALE

Fiind data o functie f(t), se numeste imagine Laplace sau transformatai
Laplace a acesteia, o functie F(s), de variabila complexa s, univoc asociata
functiei f(t) prin relatia:

)=L[f(1)] jf Je~tdt (11.68)

Utilizand relatia (11.68) se vor calcula transformatele Laplace ale unor
functii frecvent Intdlnite in studiul regimurilor tranzitorii.
e Transformata Laplace a unei constante C, se calculeaza astfel:
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©

_C (11.69)

Llc]=[cetdt= Lo -
0 0

S

e Imaginea functiei treaptd unitate 1(t). Deoarece pentru t > 0 functia treapta
unitate este o valoare de constantd unitate, rezulta:

Li)]= [1(t)e'dt = e’“dtzé (11.70)
0 0
e Imaginea unei exponentiale:
L[exp(oct)]:fe‘“e’s‘dt:—s_de’(”)l = s—la (11.71)
0 0

e Imaginile functiilor sinot §i cosmt se obtin simplu, exprimand aceste
functii cu ajutorul unor functii exponentiale. De exemplu pentru functia
sinwt se procedeaza astfel:

o © _jot —jot
L [sin (ot)] = }[sin (ot)e'dt = }[%e“dt = ﬁ (11.72)

Procedand analog rezulta imaginea functiei cosot:

Lcos (wt)]= jcos (ot)e™'dt =
0

Operatiile fundamentale cu functii de timp care intervin in ecuatiile
circuitelor liniare sunt: inmultirea cu un scalar, adunarea, derivarea si
integrarea. Se vor prezenta operatiile corespunzatoare cu imagini, pe care le
implica corespondenta stabilitd de transformata Laplace.
e Transformata Laplace a produsului cu o constantd k a functiei de timp

f(t) este egala cu produsul dintre constanta si transformata functiei F(s):

= jwz (11.73)

ka(t)e’s‘dt = ka(t)e’“dt =kF(s) (11.74)
0 0

e Transformata Laplace a sumei a doua functii de timp este egald cu suma
transformatelor fiecarei functii in parte:

[l @)+ ()l dt= [£()e"dt+ [£,(t)e ' de = F(s)+Fys)  (11.75)
0 0 0

Aceste doud proprietati se exprimd compact sub forma care exprima
liniaritatea transformatei Laplace: transformata Laplace a unei combinatii
liniare de functii de timp este egald cu combinatia liniard a transformatelor
Laplace ale acestor functii:

L{;xk f, (t)} = ;xk L{f, (t)} (11.76)
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e Transformata Laplace a derivatei unei functii de timp este egald cu
produsul imaginii functiei prin s minus valoarea initiala a functiei (teorema

derivarii):
L{ﬁ} [ st (e [+ s a=sE()-£0)  (11.77)
dtf 4 dt 0o

e Transformata Laplace a integralei in intervalul (0, t) a unei functii de timp
este egala cu produsul imaginii functiei prin 1/s (teorema integrarii). Daca,

t

g(t)=[f(x)dr (11.78)
0

rezulta dg/dt = f(t) si g(0) = 0. Aplicand relatia (11.77), se obtine:

Lif (1)} = L{%} =sL{g(t)} (11.79)

de unde rezulta:

L{If(t)dr} = éF(s) (11.80)

11.4.2. TEOREMELE DEZVOLTARII ALE LUI HEAVISIDE

Determinarea functiei original corespunzatoare unei transformate Laplace
date se numeste inversiunea transformatei Laplace. Existd mai multe metode
de inversiune, una dintre ele utilizind teoremele dezvoltarii ale lui Heaviside.

Prima teoremsi a lui Heaviside

Se considera cazul in care functia imagine este raportul a doud polinoame,
prime intre ele, gradul polinomului de la numarator fiind mai mic decat gradul
polinomului de la numitor:

F(S)=P‘—(S) (11.81)
P, (s)
Raportul a doud polinoame oarecare se poate aduce la aceastd forma prin
impartire, dupa separarea unui eventual termen aditiv — polinomul cét.
Fie n gradul polinomului P,(s) de la numitor si se considera cazul in care
toate radicinile s, ale acestui polinom sunt distincte. In acest caz functia
imagine se poate descompune intr-o suma de fractii simple:

F(s)= Pls) G, LS S (11.82)

PQ(S) S—S, S-S, s—s,

Pentru a calcula coeficientul Cy al acestei descompuneri se formeaza
produsul (s — si) F(s) si se calculeaza limita acestui produs cand s tinde ctre sy,
aplicand regula lui I’Hopital. Se obtine:
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(S_Sk)llzl_t; = Py(s,)lim SP:(SSS - II:;((ZS (11.83)

Cu aceste valori ale coeficientilor, descompunerea in fractii simple devine:

2 P(s ) 1 " P(s, )
F(s)= 13k = 17k 2 Llexp(s, t (11.84)
2 Zne) e
Tinand cont de teorema liniaritatii se obtine:

F(s)= iM L{exp (skt)} = L{iM exp (skt)} (11.85)

k=1 Pz(sk) k=1 Pz(sk)
de unde rezulta functia original:

£ )= 30D e s,) (11.36)
i Py (Sk)
Relatia (11.86) reprezinta prima formd a teoremei dezvoltarii (prima
teorema a lui Heaviside).

C, = lim

s—sy

A doua teorema a lui Heaviside

Se considera cazul particular in care polinomul P,(s) are o riddacind nula,
deci se poate pune sub forma:

P,(s)=sP,(s) (11.87)
iar polinomul P;(s) are radacinile s, k=1, 2,..., n — 1, distincte.

Pentru gasirea functiei original se aplicd prima formd a teoremei
dezvoltarii, observand ca:

Py(s)=sP;(s)+Py(s) = P,(0)=Py(0): P,(s,)=5, Psls)  (11.88)
Cu aceste valori, in final se obtine relatia:
} P(s)} P(0) X P(s,)
f(t)=L"9—- =L Lk expls, t (11.89)
() {SP3(S) P3(O) kZ:;P3(sk) ( ‘ )
Relatia (11.89) reprezintd a doua formad a teoremei dezvoltarii (a doua
teorema a lui Heaviside).

11.4.3. STUDIUL UNOR REGIMURI TRANZITORII

Pentru rezolvarea regimului tranzitoriu se scriu ecuatiile integro-
diferentiale ale circuitului si se aplica transformata Laplace acestor ecuatii. Se
obtine un sistem de ecuatii liniare cu necunoscutele transformatele Laplace ale
functiilor necunoscute. Dupa aflarea imaginilor functiilor necunoscute, cu
ajutorul teoremelor lui Heaviside se determind functiile de timp
corespunzatoare acestor imagini. Aceste functii de timp reprezintd solutiile
cautate, care satisfac atat ecuatiile integro-diferentiale cat si conditiile initiale
date.

198



Electrotehnica

Exemplul 1
Se da circuitul inductiv din figura 11.13 a, care pentru t < 0 se afld in regim

permanent (de curent continuu), avand curentul I = U/(2R). Se cere sa se
rezolve regimul tranzitoriu care apare dacd la momentul t = 0 se inchide
intreruptorul K, care scurtcircuiteaza elementele R, L.

i
E E L i
- iR
u . .
i - i
] T
) L)

Pentru t > 0 ecuatia circuitului este:
Ri+LE=0 (11.90)
dt

Se aplica acestei ecuatii transformata Laplace, utilizand teorema liniaritatii
si derivarii si se obtine:

L{Ri+L%}:RL{i}+L[sL{i}—i(O)]=O (11.91)
Deoarece i(0) = U/(2R), rezulta ecuatia operationald a circuitului:
(R+sL)L{i}:Li(O):%U (11.92)
Din relatia (11.92) se obtine transformata Laplace a curentului:

a U 1
Liijj=——— 11.93
{ } 2R s+R/L ( )
Aplicand prima teorema a lui Heaviside se obtine expresia curentului:

U - L

ift)=—2¢ ", 1=— 11.94
()= o (11.94)

In figura 11.13 b este reprezentata variatia in timp a curentului.

Exemplul 2
Se considera circuitul capacitiv din figura 11.14. La t < 0 condensatorul

este incarcat cu sarcina q,. La t = 0 se inchide intreruptorul K, circuitului
aplicandu-se tensiunea u = U, exp(-t/t,), cu U, > q,/C. Sa se analizeze regimul

tranzitoriu care apare.
Pentru t > 0 ecuatia circuitului este:

t
u:Ri+%+é£i(r)dr (11.95)
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HﬁIiI:RI—F Aplicand acestei ecuatii transformata
d, Laplace si utilizdnd teorema liniaritatii si
u : teorema integrarii se obtine ecuatia operatio-
) nala:
q, 1 :
Fig. 11.14 Circuit capacitiv L{u}— L =|R+— L{l} (11.96)
alimentat cu o tensiune variabila C sC

In continuare, se calculeaza imaginile termenilor din membrul stang:

U q q
Lwu=LU_expl(-t/7 )Jj=—"2—; Li—=>}=—2> 11.97
R e Tl b (1197
Imaginea curentului din circuit va avea expresia:
A U
Lii}=—2 > 4l iire o (11.98)
R (S+1/TO)(S+1/‘C) T s+1/7
1
L{i}:UO 1/t 1 +£ /TO 1 _
R 1/t-1/t,s+1/t R 1/t ,—=1/ts+1/1,
q 1
—do 11.99
T s+1/t ( )

Cu ajutorul tabelei de transformari se deduce expresia valorii instantanee a
curentului:

U U
i(t)=—2 ‘ exp SRELEN N et ST exp(—ij (11.100)
R t1-1, T, Rt-1, = T

11.4.4. FORMA OPERATIONALA A TEOREMELOR
LUI KIRCHHOFF

in aplicatii, calculul se sistematizeaza scriind direct ecuatiile operationale,
care exprima relatiile intre imaginile curentilor si tensiunilor. In acest scop, in
studiul regimului tranzitoriu se utilizeaza formele operationale ale teoremelor
lui Kirchhoff.

Prima teorema alui Kirchhoff, scrisd pentru un nod al retelei, este data de
ecuatia:

>xi(t)=0 (11.101)

nod
cu regula de semne cunoscutd. Aplicand acestei ecuatii transformata Laplace si
notand cu I(s) imaginea curentului iy(t),

I(s)=Li, (t)} (11.102)
se obtine relatia operationald (11.103) cunoscuti ca forma operationala a
primei teoreme a lui Kirchhoff.
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> 41 (s)=0 (11.102)

nod

Se enuntd astfel: suma imaginilor Laplace ale curentilor laturilor
concurente intr-un nod al cicuitului este nuld, toti curentii fiind definiti cu
sensuri de referintd la fel orientate fatda de nod; sensul de referintd opus
determind schimbarea semnului curentului respectiv in suma. Regula de semne
pentru imaginile curentilor ramane aceeasi ca si pentru valorile instantanee.

A doua teorema a lui Kirchhoff, scrisa pentru un ochi, are urmatoarea
forma:

> tuy(t)=0 (11.103)

ochi
cu regula de semne cunoscutd. Aplicand acestei relatii transformata Laplace si
notand cu Uy(s) imaginea tensiunii la borne up(t),

Uy (5): L{ubk (t)} (11.104)
se obtine urmatoarea relatie operationala:
> £U,(s)=0 (11.105)

ochi
cunoscuta ca forma operationala a celei de a doua teoreme a lui Kirchhoff.
Aceasta se enuntd astfel: suma imaginilor Laplace ale tensiunilor la bornele
laturilor unui ochi este nula, toate tensiunile fiind definite cu sensuri de
referintd la fel orientate fatda de sensul de parcurgere a ochiului; fiecare
schimbare de sens de referintd atrage schimbarea semnului tensiunii respective
in suma. Regula de semne pentru imaginile tensiunilor la borne ramane aceeasi
ca pentru valorile instantanee.

De cele mai multe ori a doua teorema a lui Kirchhoff se utilizeaza intr-o
formé dezvoltatd, in care se pun in evidentd separat sursele de tensiune si
caderile de tensiune (tensiunile la bornele elementelor pasive):

Dtug(t)=Y tu,(t) (11.106)

ochi ochi
cu regulile de semne cunoscute. Aplicand acestei relatii transformata Laplace si
notdnd cu Ugk(s), respectiv Ug(s) imaginile caderii de tensiune ugg(t),
respectiv a t.e.m. ue(t),

Uni(8)=Llug(t)i: Uls)=Liuy (1)) (11.107)
se obtine ecuatia operationala:

> £ Up(s)=D £ U,(s) (11.108)

ochi ochi
cunoscuta ca forma operationalia dezvoltata a celei de a doua teoreme a lui
Kirchhoff. Teorema se enuntd astfel: suma imaginilor Laplace ale caderilor
tensiune la bornele elementelor pasiveale unui ochi este egald cu suma
imaginilor Laplace ale tensiunilor electromotoare ale surselor ochiului, toate
tensiunile fiind definite cu sensuri de referinta la fel orientate fata de sensul de
parcurgere a ochiului.
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in tabelul 11.1 sunt dati parametrii operationali corespunzitori celor trei
elemente de circuit ideale pasive.

Tabelul 11.1 Parametrii operationali pentru elementele de circuit ideale pasive

Parametru Rezistor Bobina Condensator
Impedanta operationala R sL 1/(sC)
Admitanta operationala G 1/(sL) sC

T.e.m. echivalenta
conditiilor initiale
Curentul impus de
conditiile initiale

0 0(0) —u.(0)/s

0 1(0)/s —Cu.(0)

in figura 11.15 sunt reprezentate circuitele echivalente operationale ale
elementelor ideale pasive.

1M @ 1 e JHeOs

sl
T“ TH
Iis) sl s e
I5 R
Ui's) Ui’s) Uis)
4 1) c)

Fig. 11.15 Circuitele echivalente operationale ale elementelor de circuit pasive:
a) pentru rezistorul ideal; b) pentru bobina ideald; c) pentru condensatorul ideal

Pentru fiecare element ideal se pot stabili doud circuite echivalente: serie,
cu impedanta si sursd de tensiune si respectiv, paralel, cu admitanta si cu sursa
de curent. La elementele de circuit pasive, sensurile de referinta ale tensiunii la
borne si curentului sunt asociate dupa regula de la receptoare.

Se remarca faptul ca bobina ideald admite o schema echivalenta paralel (cu
sursa de curent) numai in absenta cuplajelor magnetice.
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12. CIRCUITE ELECTRICE LINIARE iN REGIM
PERIODIC NESINUSOIDAL

In practica t.e.m. si curentii au o variatie in timp care se abate mai mult sau
mai putin de la forma sinusoidald. Regimul nesinusodal se dateaza atat
generatoarelor — care nu asigurd o variatie In timp sinusoidald a fluxului
magnetic prin bobinele indusului, respectiv a t.e.m. induse — cat si receptoarelor
deformate,care pot fi clasificare In doua categorii:

e Elemente neliniare de circuit (bobine cu miez de fier, redresoare, linii cu
descarcari prin efect corona etc.), ccare chiar daca sunt alimentate cu
marimi sinusoidale determind marimi asociate nesinusoidale;

e Elemente liniare reactive — bobine si condensatoare liniare — care nu
deformeaza curentii sinusoidali, insd in regim nesinusoidal produc caderi
de tensiune de altd forma decét cea a curentilor periodici nesinusoidali.
Existd mai multe metode de studiu a circuitelor electrice liniare, cea mai

des utilizata fiind metoda bazatd pe descompunerea spectrala (in serii Fourier

trigonometrice) a curentilor si tensiunilor circuitului.

12.1. DESCOMPUNEREA SPECTRALA A FUNCTIILOR
PERIODICE DE TIMP

Studiul comportdrii circuitelor electrice liniare alimentate cu tensiuni la
borne nesinusoidale se poate face aplicand principiul superpozitiei. O tensiune
sinusoidald se descompune in componenete cu variatie snusoidald, numite
armonici. Pentru fiecare componenta sinusoidala a tensiunii se determind cate
un curent sinusoidal si Tnsumand acesti curenti se determina curentul total din
circuit. Aceastd descompunere in componente sinusoidalda a marimilor
periodice nesinusoidale se numeste analizd spectrald sau analizd armonica
(dezvoltare in serie Fourier)

Se considera o tensiune u(t) care actioneaza la bornele unui circuit cu
variatie periodica nesinusoidala:

u(t)=u(t+kT) (12.1)
unde: T = 27/® si reprezintd perioada, ar k =1, 2, 3, ...; O functie nesinusoi-
dala se poate descompune in serie Fourier sub forma:

u(t):Uo +Z:(An sinnot+ B, cosnoot) (12.2)
n=1
unde U, este componenta continud a tensiunii, iar A, si B, sunt coeficinetii
termenilor de ordin n ai dezvoltarii in serie Fourier.
Dezvoltarea in serie Fourier (rel. 12.2) mai poate fi scrisa si sub forma:

u(t)=U, + iU sin (not + ¢, )=U, + iﬁUn sin(not+¢,) (12.3)

n=1 n=1
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unde amplitudinea Uy, i faza initiald a arminicii de ordinul n, @,, sunt date de
relatiile:

B
U,.= xEUn; U, =,/Ai +B121 ;0 = arctgA—“ (12.4)

n

Componenta armonica corespunzitoare la n = 1 se numeste fundamentala
(armonica de baza) si are frecventa f = @/2n. Componentele corespunzitoare
pentru n =2, 3,... se numesc armonici superioare.

In aplicatiile practice, numarul armonicilor superioare semnificative este
limitat. Astfel, dezvoltarea in serie Fourier a marimilor periodice nesinusoidale
contine un numar finit de termeni. Problema care se pune este determinarea
coeficientilor U,, A, si B,, respectiv a amplitudinii U, si a faze initiale @,

Tinand cont de urmatoarele relatii evidente:

T T

Isinncotdt =0; Icosncotdt =0;

0 0

T T .
Isinnmt-sinkmtdt:lj[cos(n—k)mt—cos(n+k)mt]dt:{O’ n=k :
0 29 T/2; n=k
T T .
Icosnwtcoskmtdt=l“cos(n—k)@t+cos(n+k)wt]dt: 0; n#k ;
0 29 T/2; n=k
T lT

Isin not - coskotdt = Ej.[sin (n - k)mt +sin (n + k)mt]dt =0 (12.5)
0 0

si aplicand-le relatiei (12.2) rezulta valorile coeficientilor U,, A, si By:

1t 27
U, =¥£u(t)dt; A, =?£u(t)sinnmtdt;

2 T
B, :?gu(t)cosnmt dt (12.6)

Existd urmatoarele cazuri particulare:

e Daca functia u(t) este impara, u(-t) = —u(t), din relatiile (12.6) rezulta:
U, =0si B, =0, iar dezvoltarea in serie Fourier va avea forma:
u(t)= ZUnm sinnot, unde: 12.7)

n=1
U.=4A,; o,=arctgB, /A, =0 (12.8)
e Dacd functia u(t) este pard, u(—t) = —u(t), rezulta A, = 0, iar dezvoltarea in
serie Fourier va avea forma:
u(t)=U, +Z:Unm cosnwt, unde: (12.9)

n=l
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U,.=B,; ¢, =arctgB, /A 6 =arctg(o)=n/2;

nm

sin (not + 71/2) = cos not (12.10)

e Daca functia u(t) este simetrica, u(t) = u(t £ T/2), rezultd U, = 0, iar
amplitudinile de ordin par A,, A4, As,..., By, By, Bq,... sunt nule. In acest
caz u(t) contine numai armonici impare (prin descompunerea sa in armo-
nici, rezultd numai armonicile de ordin impar in sinus):

u(t):i:Unm sinnwt; n=13,5,.. (12.11)

n=l

Exemplu
Sa se descompund in armonici tensiunea periodicd nesinusoidald u(t) cu

variatie in timp sub forma de impulsuri dreptunghiulare (fig. 12.1), avand
perioada T =2xn/@=a + b.

Tensiunea u(t) se dezvoltd in serie Fourier .
conform relatiei (12.2): u
u(t)=U0+Z(Ansinn(ot+Bn cosn ot) ’7 :
n=1
Tinand cont de relatiile (12.6) componenta Ola b
continua U, si respectiv, coeficientii A, si B, se T
calculeaza astfel:
1t 1 Fig. 12.1 Semnal sub forma de
U, = —ju(t)dt =— JUdt = impulsuri dreptunghiulare
T 0 T 0

U, = ljUdt “qy-y ; u(t) pe intervalul b este nuld
Ty T a+b

a+b a

T
A :gju(t)sinnmtdt:LjU sinnotdt = 2U jsinnmtdt =
T3 a+b g a+b

n

2 1 2

A, = v —(l—cosnma):E 1—cosn ra ; unde (a+b)m=2n
a+b no nmn a+b
2 T 2 a+b 2 a

B, =—Iu(t)cosnmtdt=— IU cosnotdt = v Icosnmtdt =
TS a+b g a+b
20 1 . U . 2na

B, = —sinnwa = —sinn
a+bno nm a+b

de unde se determina coeficientii A, By, Ay, B,,..., dand lui n valori corespun-
zatoare.
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12.2 VALORILE EFECTIVE ALE CURENTULUI SI TENSIUNII
iN REGIM NESINUSOIDAL
Valoarea efecticd I a unui curent periodic nesinusoidal i(t) se defineste la
fel ca si valoarea efectiva a curentului sinusoidal:

1= /ﬂiz(t)dt (12.12)

Prin dezvoltarea in seriec Fourier a curentului periodic nesinusoidal, se
obtine:

i(t):IO+ilnm(nmt—(pn)=lo+iin(t) (12.13)

n=l
unde I, este componenta cntinud (constantd), iar:
i (t) =1, sin ((ot -0, ); i, (t) =1, sin (20)t -0, );
i,(t)=1,,, sinBot — @, );... (12.14)
Patratul valorii instantanee a curentului a curentului nesinusoidal va fi dat
de relatia:

i2(t)=[1, +i,()+i,(t)+i5()+..] =

2(0)= Y i2(6)+ 20, (1)1, (1) (12.15)
n=0 k,n
k#n
unde se tine cont ca I, = iy(t).
Rezulta pentru péatratul valorii efective expresia:

OOlT OolT
P = —|iZ(t)dt+2> —|i,(t)i,(t)dt 12.16
Sfi0a S i0a0 1216

Al doilea termen alrelatiei (12.16) este nul, asfel valoarea efectivd a
armoniciii de ordinul n a curentului va fi datd de relatia:

1.
1 :ﬂﬁl(t)dt (12.17)
de unde rezulta:
P=D+0+E+E+., unde I =421, (12.18)
sau:
[= R+ +2+1 +.. (12.19)

Valoarea efectivd a unui curent periodic nesinusoidal este egala cu
radacina patratd a sumei patratelor valorilor efective ale armonicilor lor,
adunatd cu patratul componentei continue.

Printr-un rationament asemanator, valoarea efectivdi a unei tensiuni
nesinusoidale u(t) va fi data de relatia:
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U=\U+U2+U2+U2 +... (12.20)

Abaterea unei marimi periodice nesinusoidale de la forma sinusoidala este
caracterizatd prin coeficientul de distorsiune K,, definit ca fiind raportul
dintre valoarea efectivdi a tuturor armonicilor superioare (deci fard cea
fundamentald) si valoarea efectivd a marimii nesinusoidale, mai putin compo-
nenta continuad, care nu afecteaza forma.

Rezulta relatia:

VI +15 +. R I
T e he ) ) Y EE 1221
[+ +15 +... n=2  n=2 /12 -1;
YU +UZ +... =& U,
A T TTE R PP St v v
1 2 3 n= n=. — 0

unde: Iy reprezintd reziduul deformat referitor la curenti, iar Uy — reziduul
deformat referitor la tensiuni. Se observa ca 0 < K4 <1 (coeficientul de distor-
siune este subunitar).

In electrotehnicd, o marime se considerd sinusoidald dacd coeficientul de
distorsiune este mai mic decat 5%.

12.3. PUTERILE iN REGIM NESINUSOIDAL

Puterea activi se defineste ca fiind valoarea medie in raport cu o perioada
a puterii electromagnetice instantanee:

17 17
P=—|pdt=—|uidt 12.23
T{p T{u (12.23)

unde:

u=U, +Zw:un =U, +Zw:\/5Un sinnot ;
n=1 n=I

i=1, +§:in =1, +i\51n sin(n(ot—(pn);
n=1 n=l

u, =U,  sinnot= x/EUn sinnot ;

i, =1, sin(no)t—(pn):ﬁln sin(n(nt—(pn) (12.24)

in relatiile prezentate, U, si I, reprezintd valoarea efectivd a tensiunii,
respectiv a curetului, corespunzatoare armonicii n, iar ¢, reprezintd defazajul
dintre tensiune §i curent corespunzator armonicii n. Pentru simplificarea
calculelor se presupun fazele initiale ale celor doua marimi nule.

Inlocuind relatiile (12.24) in relatia (12.23), se obtine pentru puterea activa

urmatoarea expresie:
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e o 1 z ,
P =¥Iu1dt :?.([[Uo +HZ:;J5UH s1nnmt]-

0

. {IO +i\/51n sin(nmt—(pn )}dt =
n=|

o T o T
P=U_I + Yo Zjﬁ[n sin (not — @, )dt+IF°ZJ.\/EUn sinnot dt +

T n=l g n=l g

1 & . .
+? z j(ﬁUn smnwt)~[x/51k sm(kmt—(pk)] (12.25)
k,n=1 ¢
1 T 0 © 0
Tinand cont ca: TJ‘unik dt =0, pentru n #k si cu notatia Z:ZZse
0 k,n=1 n=l k=1
obtine pentru puterea activa relatia:

P=U]I, +> U, cosg, (12.26)
n=l
Puterea activd in regim nesinusoidal este suma dintre produsul termenilor
constanti (puterea de curent continuu) si suma puterilor active corespunzatoare
fiecarei armonici in parte.

Puterea reactiva, definitd in mod analog ca suma a puterilor reactive ale
armonicilor de acelasi ordin, se exprima cu relatia:

Q=>U,I sing, (12.27)
n=l

Puterea aparenta se defineste prin produsul valorilor efective ale tensiunii
si curentului:

S=UT={(U+ U + U2+ B +12+ +..) (12.28)

in regim sinusoidal, relatia dintre cele rei puteri era: 8* = P? + Q. In regim
nesinusoidal, relatia dintre puteri devine:

S?=P’+Q*+D’ (12.29)

unde D este puterea deformata, unitatea de masura a acesteia fiind denumita
volt-mper-deformat [VAD].
Expresia puterii aparente se determindastfel:

D*=5*-(p?+Q*)=3 U231 -
k=0

n=0

2 2
- [Z“UHIn cosq)“J +(ZUka sin(pkj =

n=0 k=0
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D? = YU —2U,U, 1,1, cos(o, — 0, ) (12.30)
n, k=0

k¢;

Utilizand notatia i :i i se obtine:

D=\/ii[UiIi ~2U,U, 1,1, cos(o, — ¢, )] (12.31)

n=0 k=0

12.4. CALCULUL CIRCUITELOR ELECTRICE LINIARE iN
REGIM NESINUSOIDAL

in cazul circuitelor electrice liniare este valabild teorema superpozitiei si se
poate utiliza metoda suprapunerii efectelor. Astfel, daca circuitul este alimentat
cu surse, care au t.e.m. nesinusoidale, regimul permanent al circuitului se poate
determina suprapunand in fiecare laturd curentii pe care i-ar produce fiecare
dintre armonicile de acelasi ordin ale tuturor tensiunilor. In acest fel, studiul in
regim nesinusoidal al unei retele liniare se reduce la studiul functionarii
aceleiasi retele In mai multe regimuri sinusoidale, cu pulsatii diferite (n®), in
care @ este pulsatia fundamentald. Numarul n al problemelor elementare care
trebuie rezolvate este egal cu numarul de armonici al seriei care reprezintd
t.e.m. ale surselor.

Pentru studiul regimurilor armonice elementare se poate utiliza oricare
dintre metodele regimului permanent sinusoidal, inclusiv reprezentarea in
complex. Se tine cont cd pentru armonica de ordin n, reactanta bobinelor ideale
este de n ori mai mare decat pentru armonica fundamentala, iar reactanta
condensatoarelor ideale — de n ori mai mica.

La marimile periodice nesinusoidale rezultante nu se poate utiliza
reprezentarea in complex simplificatd, ci numai cea In complex nesimplificata
sau reprezentarea, prin valori instantanee, sub forma seriilor Fourier.

Daca tensiunea unei laturi (sau a unei portiuni de retea) este de forma:

u(t)=U, + > 2U, sin(not +B,) (12.32)
n=l
curentul prin latura va fi, in general, de forma:

0
i(t)=1, + > 2I, sin(not +7,) (12.33)

n=l1
Daca latura contine condensatoare conectate in serie, curentul prin laturd
nu va avea componentd continua (in regim permanent). De asemenea, daca
latura are o bobina ideald in derivatie, In regim permanent latura nu poate avea
o componentd continud a tensiunii. Regimul componentelor continue ale
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tensiunilor §i curentilor se determind pe o retea in care se considerd
scurtcircuitate bobinele ideale si intrerupte condensatoarele ideale. Topologia
aceste retele (de curent continuu) poate fi mult diferitd de cea a retelelor de
curenta alternativ pe care se studiazi regimurile sinusoidale. In continuare se
considerd nule componentele continue ale tensiunilor si curentilor, U, = 0 si
I,=0.

Pentru exemplificare, se considera o laturd pasiva, necuplatd magnetic
(avand rezistentd, inductivitate proprie si capacitate in serie), céreia i se aplica
tensiunea sinusoidala:

u(t)=>V2U, sin(not +B, ) (12.34)
n=1
in regim permanent, curentul prin latura va fi de forma:

i(t)= iﬁln sin (not +7, ) (12.35)

n=1
unde valoarea efectiva I,, a armonicii n a curentului se calculeaza cu impedanta
Z., corespunzatoare pulsatiei nc:

2
Z. = |R? +[ noL——! (12.36)
k noC
rezultand:
I,=U,/Z, (12.37)

iar defazajul @ este dat de relatia:
noL - 1/(noC)
R

Se observa ca impedanta Z, si defazajul ¢, de pind de ordinul n al
armonicii, ceea ce face ca forma curbei curentului si fie diferitd de cea a
tensiunii.

Daca latura contine numai un rezistor ideal (L = 0 si C — o), pentru
Z, = R si @, = 0, curentul rdmane proportional cu tensiunea in fiecare moment

de timp:
iR(t):%:i%sin(nwﬂrﬁn) (12.39)

Puterea activd este egald cu puterea aparentd, iar puterile reactiva si
deformata sunt nule. Daci latura se reduce la o bobina ideald (R =0 si C - ®),
impedanta circuitului variaza proportional cu ordinul armonicii Z, = noL, iar
defazajul este constant si egal cu /2 (@, = w/2). Curentul prin bobind se
calculeaza cu relatia:

=20,
®

iL(t):%ju(t)dt:z o

n=1

@, = arctg (12.38)

sin (not + B, —1/2) (12.40)
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Se observa ca ponderea armonicilor superioare in curba curentului este mai
micd decat in curba tensiunii, deci deformarea curentului prin bobina ideala
este mai mica decat cea a tensiunii la borne.

Daca latura se reduce la un condensator ideal (R = 0, L = 0), se obtine
pentru curent urmatoarea expresie:

ic(t):Cdl;—ft):ix/EnmCUnsin(n(ut+Bn +7/2) (12.41)

n=l

Impedanta scade pe masura cresterii ordinului armonicii Z, = 1/(noC), iar
defazajul este constant si egal cu -m/2 (¢, = — m/2). In curba curentului
ponderea armonicilor superioare este mai mare decat in curba tensiunii, deci
crentul prin condensator este mai deformat decat tensiunea la bornele sale.

In cazul unei laturi care contine toti parametrii R, L, C, dacd pentru o
armonica de ordin k este indeplinita conditia de rezonanta serie:

k(x)L:; sau k’w’LC=1 (12.42)

koC

impedanta circuitului pe aceasta armonica ia valoarea minima, Zy = R.

12.5. REGIMUL DEFORMANT AL CIRCUITELOR TRIFAZATE
ECHILIBRATE iN REGIM SIMETRIC

In circuitele trifazate echilibrate, care functioneazi in regim simetric,
marimile corespunzatoare celor trei faze au practic aceeasi forma de variatie in
timp, insd sunt decalate unele fatd de altele cu cate o treime de perioada. Astfel,
daci tensiunea corespunzatoare fazei A este de forma:

u, (t)=f(t)=f(t+T) (12.43)
atunci tensiunile corespunzatoare fazelor B si C vor fi:
ug(t)=f(t=T/3); uc(t)=F(t-21/3) (12.44)

unde T este perioada functiei f(t).
Daca marimile de faza sunt nesinusoidale, ele se pot dezvolta in serie
Fourier. Se considera tensiunea faze A de forma urmatoare:

u, (t)=£(t)= 3 ¥2U, sin(not + B, ) (12.45)

Armonica de ordin n a functiei f(t) pentru cele trei faze A, B, C, va fi data
de relatiile:

Uy, (t)z x/EUn sin (nmt + Bn);

Ug, (t): x/EUn sin [no)(t —T/3)+ Bn] = x/EUn sin (no)t +B, - 2nn/3);

ug, (t)=+2U, sin[no(t - 2T/3)+B, |= ¥2U, sin(not + B, —4nm/3)
(12.46)
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Din expresiile obtinute rezultd anumite proprietdti la diferite valori ale
ordinului n al atmonicii:

e pentru n = 3k, unde k este un umar natural, marimile corespunzitoare celor
trei faze formeaza un sistem homopolar (sunt in faza);

e pentru n = 3k+1, marimile corespunzatoare celor trei faze formeaza un
sistem trifazat de succesiune directa;

e pentru n = 3k-1, marimile corespunzatoare celor trei faze formeaza un
sistem trifazat de succesiune inversa.

Astfel, armonicile de ordin 1, 4, 7, 10, 13, 16,... formeaza sisteme trifazate
directe, armonicile de ordin 2, 5, 8, 11, 14,... formeaza sisteme trifazate
inverse, iar armonicile de ordin 3, 6, 9, 12, 15,... formeaza sisteme trifazate
homopolare.

In majoritatea cazurilor marimile nesinusoidale sunt alternate simetric, deci
seriile Fourier nu contin decit armonici de ordin impar. in continuare se
considera numai cazul in care: armonicile de ordin 1, 7, 13,... formeaza sisteme
directe; armonicile de ordin 5, 11, 17,... formeaza sisteme inverse; armonicile
de ordin 3, 9, 15,... formeaza sisteme homopolare.

Daca tensiunile de faza ale unui generator sunt nesinusoidale si fazele sunt
conectate 1n stea, in tensiunile de linie nu apar armonicile de ordin multiplu de
3 (deoarece formeaza sisteme homopolare), iar celelalte armonici apar
multiplicate cu 3" in cazul acesta valorile efective ale tensiunii de faza si de
linie sunt date de relatiile:

U, = U+ U2+ U2+ U2 4.5 U =43/UZ+ U2+ U2 4. (1247)

Rezulta ca daca tensiunile sunt nesinusoidale, atunci:

U, <3 U, (12.48)

La functionarea in regim nesinusoidal curentul conductorului neutru al
circuitelot trifazate poate fi diferit de zero si in cazul sarcinilor echilibrate.
Armonicile de ordin multiplu de 3 ale curentilor formeaza sisteme homopolare
si prin conductorul neutru se va inchide triplul sumei curentilor armonicilor de

ordin multiplu de trei. Curentul prin conductorul de nul va avea valoarca
efectiva:

I, =3y +1 +1}5 +...; (12.49)

La conectarea in triunghi a fazelor generatorului trifazat cu t.e.m.
nesinusoidale, suma acestor tensiuni nu mai este nuld ca in cazul undelor
sinusoidale, ci este egald cu triplul sumei armonicilor de ordin multiplu de trei.

Triunghiul deschis al celor trei faze cu t.e.m. nesinusoidale se comporta ca
o sursa monofazatd de frecventd tripla. Dacd se inchide triunghiul fazelor, in
circuitul inchis format se stabileste un curent de circulatie, care contine numai
armonici de ordin multiplu de trei. Curentul de circulatie exista si atunci cand
circuitul exterior (de sarcina) al generatorului este deschis (functioneaza in gol).
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Céderile de tensiune produse de curentii de circulatie fac ca in tensiunile de
linie sa nu apara armonicile de ordin multiplu de trei.

La conexiunea in triunghi a fazelor, curentii de linie nu contin armonici de
ordin multiplu de trei, deoarece fiecare curent de linie reprezinta diferenta a
cate doi curenti de faza. De exemplu pentru conexiunea in triunghi a unei surse
trifazate 1n care sfarsitul unei faze se conecteaza la Inceputul fazei urmatoare,
se obtin relatiile:

ig =1, —lp; Ig=lg—i,; 1p =ic—ly (12.50)

Daca curentul de faza are valoarea efectiva:

L =B+ +12+12; (12.51)

in regim simetric curentul de linie al sursei trifazate conectate in triunghi va
avea valoarea efectiva:

L=y 4R+ +12 (12.52)
si deci:
I, <431, (12.53)

12.6. CIRCUITE PENTRU FILTRAREA ARMONICILOR DE
TENSIUNE SAU DE CURENT

Pentru a scoate in evidenta sau a reduce unele armonici din curba tensiunii
sau a curentului unui receptor se utilizeaza circuite auxiliare rezonante, formate
din bobine si condensatoare, conectate in serie sau in paralel, avand frecventa
de rezonanta egald cu frecventa armonicilor respective. Asemenea circuite se
numesc circuite de filtrare sau filtre electrice.

De exemplu, pentru a reduce in curentul unui receptor arminica de curent
de ordinul k, in serie cu receptorul se conecteazd un circuit L;, C; paralel
(fig. 12.2 a), acordat pe armonica de ordin k, koL; = 1/(koC,). Acest circuit
prezintd o impedantd Zy foarte mare pentru armonica de curent de ordin k si
astfel, la conectarea sa in serie cu receptorul, arminica k a curentului va fi mult
redusa.

Cu un circuit L,, C, serie (fig. (12.2 b), acordat pe o armind de ordin n,
conectat in paralel cu receptorul, se poate reduce armonica de ordin n a ten-
siunii, circuitul serie L,, C, constituind practic un scurtcircuit pentru aceasta.

Daca din curba curentului trebuie eliminate mai multe armonici, se pot
utiliza mai multe filtre de tipul ciruit L, C paralel, conectate in serie, fiecare
fiind acordat pe cite o armonicd. De asemenea, daca din curba tensiunii se
doreste eliminarea mai multor armonici, se utilizeazd mai multe circuite de
tipul L, C serie, conectate in paralel cu receptorul.

Atunci cand receptorul este deformant de prima spetd (fiind alimentat cu
tensiune sinusoidala primeste un curent nesinusoidal), acesta se comporta ca un
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generator de curenti pe armonicile superioare. Conectarea in paralel cu
receptorul deformat a unor circuite rezonante L, C serie creaza o cale de mica
impedanta pentru inchiderea acestor curenti, ceea ce limiteaza aria de
raspandire a regimului deformant.

O metodd mai putin eficientd este utilizarea circuitului rezonant paralel
conectat in paralel cu receptorul, sau a circuitului rezonant serie conectat in
serie cu receptorul, datoritd “dezacordarii” si reducerii factorului de calitate al
circuitului rezonant. Acordarea la rezonanta serie a receptorului se poate utiliza
uneori in scopul scoaterii in evidentd a unei anumite armonici (in cazul
circuitelor multiplicatoare de frecventa).

Uneori sunt utilizate si filtre combinate, care atenueaza o armonica de
curent de ordin p si scot in evidentd o altd armonica, de ordin q > p
(fig. 12.2 ¢).

L L La
] g ]
o |E| e |E & |§
. = o2 | i =
&) [1)] &)

Fig. 12.2 Circuite de filtrare utilizate in instalatiile de “curenti tari”

In cazul unui receptor pur rezistiv, parametrii circuitului din figura 12.2 ¢
trebuie sa satisfaca urmatoarele relatii:
- armonica de ordin p este atenuata prin rezonanta paralel a circuitului L,, Cy;
B,=0 = 1/(poL,)=peC, (12.54)

- armonica de ordin q este scoasd in evidentd prin rezonanta serie a circuitului
combinat L;, L,, Cy;

qoL, [_ 1/(q®C2 )] 0

X, =0 = qoL,+ = 12.55
d a0t quz—l/(qwCZ) ( )
Rezulta conditiile:
L L
p’w’L,C, =1; L, . - (12.56)

C¢0’L,C, -1 q*/p’-1
Ultima conditie poate fi satisfacutd numai daca q > p. Pentru triplorul de
frecventa q/p = 3 si rezulta L, = 8L;.
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13. CIRCUITE ELECTRICE NELINIARE iN REGIM
PERIODIC PERMANENT

13.1. ELEMENTE DE CIRCUIT NELINIARE

Circuitele electrice neliniare sunt acele circuite care contin elemente
neliniare (a cdror functionare nu poate fi descrisd prin relatii analitice).
Caracteristicile elementelor neliniare de circuit sunt neliniare. La un rezistor
este vorba de caracteristica curent-tensiune, la o bobind de caracteristica flux
magnetic-curent, iar la un condensator de caracteristica sarcind electrica-
tensiune.

Un circuit electric se spune ci este neliniar atunci cand contine cel putin un
element neliniar. O particularitate importantd a functionarii elmentelor de
circuit neliniare 1n regim periodic este aceea ca tensiunea si curentul lor nu pot
fi ambele, simultan, functii sinusoidale de timp. Din aceastd cauza, aceste
elemente sunt surse de regim nesinusoidal (regim deformant) de prima
categorie (produc regim nesinusoidal chiar la alimentarea cu o tensiune sau cu
un curent sinusoidal).

in figura 13.1 sunt reprezentate simbolurile grafice utilizate in schemele
electrice pentru rezistorul neliniar (a), pentru bobina neliniara (b, ¢ — ultimul
simbol fiind uzual pentru bobinele cu miez feromagnetic) si pentru
condensatorul neliniar (d).

a) L) ) )

Fig. 13.1 Simbolurile grafice ale elementelor neliniare de circuit

Din punct de vedere al caracteristicii existd elemente neliniare cu
caracteristici simetrice, care pot fi cu simetrie pard sau cu simetrie impara si
elemente neliniare cu caracteristici nesimetrice (de exemplu caracteristica care
corespunde unei diode). O caracteristica este univoca dacé la o anumita valoare
a uneia dintre marimi corespunde o singurd valoare pentru cealaltd marime; in
caz contrar caracteristica este neunivocad (multiformd). De exemplu,
caracteristicile care prezinta histerezis sunt neunivoce. Caracteristicile mai pot
fi monoton crescatoare, monoton descrescatoare §i caracteristici care nu sunt cu
variatie monotona in intregul domeniu de variatie al marimilor.

Un element neliniar este neinertial dacd atdt caracteristica in valori
momentane cit §i caracteristica in valori efective sunt neliniare, aceste
caracteristici avand in general forme diferite. Dacd numai caracteristica in
valori efective este neliniard, elementul este inertial. Un exemplu tipic de
element inertial este rezistorul la care neliniaritatea apare ca urmare a incalzirii
rezultate prin trecerea curentului electric (de ex. un bec cu incandescentd).
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Dispozitivele electronice neliniare sunt in majoritatea cazurilor elemente
neinertiale. Alte elemente neinertiale sunt bobina cu miez feromagnetic si
condensatorul cu pierderi.

Pentru caracterizarea elementelor neliniare de circuit se introduc
parametrii statici si dinamici. In cazul unei bobine, intereseazi atét ciclul de
histerezis (static sau dinamic) cat si caracteristica magnetica y(i). Caracteristica
y(i) care corespunde locului geometric al varfurilor ciclurilor de histerezis
simetrice se numeste si caracteristicd magneticd fundamentald. Forma ciclurilor
dinamice depinde de pierderile in fier, respectiv de frecventa, iar aria acestora
este cu atat mai mare ca cat pierderile sunt mai mari.

Inductivitatile statica Lg(i) si respectiv, dinamica (diferentiald) Lq(i),
corespunzatoare punctului de functionare considerat de pe caracteristica flux
magnetic-curent, se definesc cu relatiile:

L, (i)=L()=w(i)/i; L,0)=dy(i)/di (13.1)

Se observa ca intre inductivitatea statica si cea dinamica exista urmatoarea
relatie:

Ld(i):%(Li):L(i)ﬂdI;—i(i) (13.2)

iar expresia tensiunii momentane la bornele bobinei neliniare (ideale) se poate
scrie si sub forma:
u (1= 2 ()9 (13.3)
dt dt
in mod analog, la un condensator neliniar se defineste capacitatea statica
C(u) si respectiv, capacitatea dinamicd Cgy(u), corespunzatoare punctului de
functionare considerat de pe caracteristica sarcina-tensiune:

C(u)zq(u)/u; Cd(u):dq(u)/du (13.4)

Relatia de legatura intre cele doua capacititi este urmatoarea:

Cd(u)zC(u)+udI:1—(u) (13.5)
u

Valoarea momentand a curentului condensatorului neliniar se poate
exprima prin intermediul capacitatii dinamice sub forma:

ic(t)=% = Cd(u)dZ—Et) (13.6)

13.2. CALCULUL CIRCUITELOR ELECTRICE NELINIARE

Calculul circuitelor electrice neliniare resupune cunoasterea caracteris-
ticilor elementelor neliniare componente. Aceste sunt date in mod obisnuit sub
forma unor reprezentari grafice obtinute pe cale experimentald. Pentru aplicarea
unora din metodele analizei neliniare, aceste caracteristici trebuie si fie
aproximate prin expresii matematice. Functiile de aproximare trebuie si redea
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cit mai exact caracteristicile elementelor neliniare si de asemenea, trebuie sa
aiba expresii relativ simple.

Aproximarea caracteristicilor neliniare se poate realiza prin segmente de
dreaptd, prin diferite polinoame si functii transcendente. in acest sens pot fi
mentionate polinoamele de puteri, polinoamele de exponentiale si polinoamele
trigonometrice (respectiv aproximarea printr-o dezvoltare Fourier limitata).

Un polinom de puteri se exprima sub forma:

y=a,+a,x+a,x" +..+a x" (13.7)
iar un polinom de exponentale sub forma:
y=a, exp(blx)+ a, exp(bzx)+ ..ta, exp(bnx) (13.8)

Se poate observa ca prin dezvoltarea n serie de puteri a termenilor functiei
data de relatia (13.8) rezulta, in final, un polinom de puteri.

Pentru determinarea coeficientilor care intervin in diferitele functii de
aproximare existd metode consacrate (metoda punctelor de coincidentd, metoda
celor mai mici pétrate, metoda rectificdrii). De exemplu, la aproximarea printr-
un polinom de puteri (rel. 13.7) metoda punctelor de coincidentd constd in
alegerea pe caracteristica neliniard, stabilitd pe cale experimentald, aunui numar
de puncte egal cu cel al coeficientilor necunoscuti, (n + 1). Introducénd in
functia de aproximare cele (n + 1) perechi de valori ale marimilor (x, y)
corespunzatoare, se obtine un sistem de (n + 1) ecuatii cu (n + 1) necunoscute,
acarui rezolvare conduce la determinarea coeficientilor.

In continuare se prezinti unele exemple de aproximare. Caracteristica
magneticd a unei bobine (i), care are aliura unei curbe cu simetrie impara, se
aproximeaza satisfacdtor in multe probleme printr-un polinom incomplet de
gradul trei, care are urmatoarea expresie:

X =a,y+a,y, respectiv y=bx—-b,x’ (13.9)
O altd aproximare a acestei caracteristici este prin functia transcendenta,

data de relatia:
x = aush (By) (13.10)

unde coeficientii o §i B se determind alegand doud puncte situate pe
caracteristica. Notand cu Xy, y; §i X,, y» coordonatele celor doud puncte se obtin
ecuatiile:

x, =ash(By,); x, =ash(By,) (13.11)
si facand raportul lor se elimina coeficientul a., iar din ecuatia rezultata:

X _ sh(By,) (13.12)

X, sh (BY1 )

se determina coeficientul B.
Coeficientul a se poate determina cu relatia:
a=x,/sh(By,) (13.13)
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Caracteristica unei diode semiconductoare se aproximeaza frecvent prin
functia:

i:a[exp(bu)—l] (13.14)
unde coeficientii a si b se determind simplu prin metada punctelor de
coincidenta.

O problema importantd care se pune in legdturd cu analiza circuitelor
electrice neliniare este stabilirea ecuatiilor diferentiale ale acestora, care contin
si termeni neliniari. Teoremele lui Kirchhoff se aplica corespunzator si in cazul
circuitelor neliniare. Astfel, pentru fiecare nod (A) si respectiv, pentru fiecare
ochi (v) al circuitului se pot scrie relatiile:

Mip=0; D) =0 < D(u), =D u, (13.15)

*) v ) )

Termenii neliniari apar la exprimarea tensiunilor la borne, respectiv a
caderilor de tensiune pe laturile ochiului, tindnd seama de caracteristicile
elementelor neliniare care intervin.

Ecuatiile diferentiale ale circuitelor electrice neliniare se pot scrie sub
forma generala:

2 2
F[x,d—x,d—x,...,tj =0 sau F(x,d—x,d—x,...j =£(t) (13.16)
dt - dt? dt " dt’
in care intervine ca variabild independentd timpul t, iar x este o variabild
dependenta din circuit (curent, flux magnetic etc.)

Aflarea solutiilor ecuatiilor diferentiale neliniare este o problema extrem de
dificila si nu existi metode generale de rezolvare. In acest sens pot fi
mentionate unele dificultdti si totodata particularitdti specifice circuitelor
electrice neliniare. Astfel, datoritd caracterului neliniar nu se aplica teorema
superpozitiei, iar solutia generald x = x(t) a ecuatiei diferentiale (13.16), care
descrie regimul tranzitoriu al circuitului, nu se poate descomune intr-o
componenti de regim liber si o componenti de regim fortat. in cazul unor
circuite electrice neliniare in curent alternativ, care contin bobine sau
condensatoare neliniare, regimul permanent care se stabileste depinde si de
starea circuitului dinaintea stabilirii acestui regim. In cazul circuitelor electrice
neliniare existd si regimuri libere care pot conduce la oscilatii intretinute
(autooscilatii).

Pentru analiza circuitelor electrice neliniare au fost elaborate unele metode
care permit obtinerea solutiilor aproximative ale unor tipuri de ecuatii
diferentiale neliniare. Aceste metode sunt analitice, grafo-analitice, numerice i
analogice si In general, ele se limiteaza la ecuatii diferentiale neliniare de
ordinul intai si doi.

Analiza circuitelor neliniare este in multe cazuri simplificatd prin normarea
ecuatiilor diferentiale corespunzatoare. Prin operatia de normare termenii
ecuatiei diferentiale devin adimensionali, iar studiul pe aceasta baza este relativ
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simplu si 1n acelasi timp castigd in generalitate, prin faptul cd aceeasi ecuatie
diferentiala normata poate sa corespunda la o clasa mai larga de circuite.

Principalele metode de studiu ale circuitelor electrice neliniare in regim
periodic permanent sunt: metodele analitice §si metodele grafice, respectiv
grafo-analitice. In raport cu metodele grafice, metodele analitice permit, in
cazurile in care acestea pot fi aplicate, efectuarea analizei intr-o forma mai
generald, rezultatele nefiind valabile numai pentru anumite valori particulare
ale parametrilor care intervin. Metodele grafice sunt mai simple, nsa pe baza
acestora nu se pot decit analiza cu o aproximatie destul de mare anumite
aspecte caracteristice ale unor circuite neliniare.

O metoda analitica clasicd In acest domeniu este metoda balantei armonice,
aplicarea careia presupune mai multe etape de calcul. Se stabilesc mai intai
ecuatiile diferentiale ale circuitului, se exprimd functiile de aproximare ale
carcateristicilor elementelor neliniare §i apoi se substituie aceste expresii
analitice in ecuatii diferentiale. Solutia cautatd se scrie sub forma unei sume
care cuprinde fundamentala si una sau mai multe armonici, retinute ca fiind mai
semnificative pentru cazul considerat

Daca se considera numai fundamentala si arminica de ordinul k, solutia
cautata va fi de forma:

x(t):A1 sin(o)‘[+(p1)+Ak sin((ot+(pk) (13.17)
sau sub forme echivalenta:
x(t) =a, sinot+b, coswt +a, sinkot +b, coskot (13.18)

in forma (13.17) necunoscutele sunt amplitudinile A; Ay si fazele ¢y si @k,
iar In forma echivalenta (13.18) sunt amplitudinile functiilor in sinus §i cosinus
(a1, by, ay si by).

Dupa substituirea solutiei (de ex. 13.18) in ecuatia diferentiala a circuitului
si apoi dezvoltarea si ordonarea termenilor dupa armonicile in sinus si cosinus,
se obtine o relatie de forma:

M(al,bl,ak,bk)sinmt+N(a1,b1,ak,bk)cosmt+

+ P(al,bl,ak,bk)sin kot + Q(al,bl,ak,bk)coskwt =0 (13.19)
in care, din motive de simplificare s-au retinut numai termenii care corespund
fundamentale si armonicii de ordinul k, neglijandu-se celelalte armonici. Din
relatia (13.19) se obtine urmatorul sistem de ecuatii algebrice care permite
determinare necunoscutelor (a;, by, ay si by):

M(al»bl»aksbk): 0; N(al»bl»aksbk): 0;

P(a,,b,,a,,b,)=0; Qfa,,b,,a,,b,)=0 (13.20)

Se poate observa cd numarul ecuatiilor sistemului este dublu fatd de
numarul armonicilor luate in considerare. Cu toate cd metoda balantii armonice
este In general destul da laborioasa, aceasta permite rezolvarea unor probleme
destul de complexe, cum este de exemplu rezonanta circuitelor neliniare pe

219



Circuite electrice neliniare in regim periodic permanent

armonici superioare sau subarmonici. O forma particulara a metodei balantei
armonice rezultd daca se considerd de la inceput numai fundamentalele
marimulor care intervin (metoda primei armonici).

O alta metoda analitica se bazeazd pe liniaritatea pe portiuni a caracte-
risticii elementului neliniar. Ecuatia diferentiald neliniara se inlocuieste prin tot
atatea ecuatii diferentiale liniare cate portiuni liniarizate s-au considerat.

Un caz particular il constituie circuitele neliniare la care intervin
componente alternative ale tensiunii si curentului foarte mici in raport cu
componentelecontinue care fixeazi punctele de functionare pe caracteristici. in
cazul acesta, pentru componentele alternative foarte mici circuitul poate fi
considerat liniar, In schema electrica a acestuia considerandu-se insa parametrii
dinamici, care corespund tangentelor la caracteristicile elementelor neliniare in
punctele de functionare respective.

In anumite cnditii de studiu simplificatoare, analiza circuitelor electrice
neliniare 1n regim periodic permanent se poate face considerand elementele
neliniare neinertiale ca fiind inertiale. In acest caz, in locul marimilor reale
nesinusoidale din circuit se introduc marimi sinusoidale echivalente, iar
caracterul neliniar intervine numai in raport cu valorile efective. Pe aceasta cale
se poate studia comportarea bobinei cu miez feromagnetic si ferorezonanta.

13.3. TRANSFORMARI ALE SPECTRULUI DE FRECVENTA
LA ELEMENTELE NELINIARE

in cazul elementelor neliniare, daci excitatie aplicati este o marime
sinusoidald cu apulsatia o, raspunsul va fi periodic insa nesinusoidal, continand
un numar oarecare de armonici de pulsatii ko, unde k = 1, 2, 3,... Spectrul
acestor armonici depinde, 1n general, de caracterul neliniaritatii, de
amplitudinea excitatiei si de punctul de functionare pe caracteristica.

Daca se considerd cd excitatia x are doud componente sinusoidale de
pulsatii diferite ®; si ®,, respectiv actioneaza doud semnale de excitatie x; §i X,
care au aceste frecvente,

X=X, +X, =X, coso,;t+X,, cosw,t (13.21)
si daca pentru functia de aproximare se considerd unpolinom de gradul doi,
atunci pentru semnalul raspuns se obtine expresia:

2m

2
Im

1
y=a, +5a2(X + Xgm)+ a,X,, coso,t+a X, cosm,t+

Xom [cos (031 + o, )t]+

1 1
+Ea2Xfm cos 20, t + Eainm cos2m,t+a,X,
+a2X,mX2m[cos(u), +c02)t+cos(c0, —coQ)t] (13.22)
din care rezulta ca pe langa termenul constat, fundamentalele si armonicile de
ordinul doi (2m; $i 2®,) corespunzatoare celor doua pulsatii (®; §i ®,), apar si
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armonici care au pulsatiile (0; + ®;) si (®; — ®;) numite armonici de
combinatie.

In cazul in care se considera un polinom de gradul trei pentru aproximarea
caracteristicii neliniare, pulsatiile de combinatie care intervin sunt urmatoarele:
® + 20, | — 20, |; 2001 + @5 |20)1 ). Intr-un caz mai general, cand se
considerda pentru functia de aproximare un polinom de gradul n, in afara
termenul constant, armonicile ke, si ko, (unde k =1, 2, 3, ..., n), in spectrul
semnalului de raspuns intervin armonicile de combinatie care au pulsatiile
|ko; £ p@,|, unde k, p=1,2,3, ..., n,iark+p <n. in anumite conditii pot
interveni §i subarmonici (w/k) ale semnalului de excitatie. Astfel de
subarmonici intervin, de exemplu, in cazul circuitelor rezonante descrise de
ecuatii de tip Duffing.

Transformarea spectrului semnalului raspuns in raport cu al semnalului
excitatie sta la baza realizarii unor dispozitive tehnice impotante, putandu-se
mentiona in acest sens: multiplicatoarele de frecventa, divizoarele de frecventa
si schimbatoarele de frecventd. in cazul redresoarelor se urmireste prezenta
componentei continue in spectrul semnalului raspuns.

In cazul circuitelor cu elemente neliniare reactive se pot stabili unele relatii
energetice referitoare la armonicile care intervin. Astfel, se considera un circuit
care contine un element reactiv neliniar (bobind sau condensator), avand o
caracteristica fara histerezis, circuitul fiin alimentat de la doud surse cu t.e.m.
sinusoidale de pulsatii ®; $i ®,. Ca urmare a caracteristicii neliniare a
elementului reactiv, in spectrul semnalului raspuns se gasesc armonici care au
pulsatiile @y , = ko; + po,, (unde k si p sunt numere intregi, pozitive,
negantive sau nule). In aceste conditii se poate demonstra valabilitatea
urmatoarelor relatii [4 1]:

Sy ke g, Zz PP (13.23)

(20 peso k(o1 +p(x)2 Ko p— k@, +pw,
unde Py , este puterea activd corespunzatoare armonicii de pulsatie oy, p.
Expreiile (13.23) sunt cunoscute in literatura sub denumirea de relatiile lui
Manley-Rowe si ele releva proprietatea circuitelor neliniare reactive de a
permite transferul de putere de la o arminica la alta si corespund unei forme
specifice de exprimare a conservarii puterilor pentru cazul analizat.

Particularizarea relatiilor Manley-Rowe, in cazul unui multiplicator de
frecventa reactiv, excitat cu un semnal sinusoidal de pulsatie ®, iar din
semnalul de raspuns este extrasd armonica (ko) a excitatiei, este urmatoarea:

PI,O kPk,o _ .
—/4+—=2=0 = P,=-P, (13.24)
® ko ’ ’

ceea ce releva faptul ca multiplicatorul reactiv realizeaza transferul integral al
puterii primite de la sursa de pulsatie ® in putere de pulsatie (k) la iesirea

221



Circuite electrice neliniare in regim periodic permanent

acestuia. Pe baza relatiilor Manley-Rowe se poate analiza problema transferului
de putere si la alte dispozitive cu elemente reactive neliniare 9modulatoare si
oscilatoare reactive).

13.4. BOBINA CU MIEZ FEROMAGNETIC

Miezul feromagnetic, cu permeabilitate magneticd mare fatd de cea a
corpurilor neferomagnetice, se utilizeaza pentru realizarea circuitului magnetic
al masinilor , transformatoarelor si aparatelor electrice. Magnetizarea in c.a. a
miezului feromagnetic este Insotita de urmatoarele fenomene:

e se stabileste un camp magnetic variabil in timp, iar caracteristica magne-
tica flux-curent ¢(i) a bobinei cu miez feromagnetic este neliniara;
inductiei magnetice in timp determina o degajare de caldurd in miezul
feromagnetic, care reprezintd pierderile prin histerezis;

e materialul miezului feromagnetic avand si proprietati conductive, variatia
in timp a cdmpului magnetic determina inducerea unor curenti electrici de
conductie, numiti curenti turbionari sau curenti Foucault; pierderile prin
efect Joule-Lenz determinate de acesti curenti produc transformari
ireversibile ale energiei electromagnetice prin degajare de caldura,
cunoscute sub denumirea de pierderi prin curenti turbionari.

Se considerda o bobinad cu miez feromagnetic (fig. 13.2 a), care are o
infagurare cu N spire, de rezistintd R. Un curent i, care strdbate bobina,
produce un flux magnetic fascicular ¢y, care are doud componente:

Op =g + Py (13.25)

unde: ¢, reprezintd fluxul magnetic fascicular util, iar ¢g — fluxul magnetic
fascicular de dispersie.

Fluxul magnetic total ¢ al bobinei este dat de relatia:

¢:N(¢fu+¢fd):N¢fu+Ldi:¢u+Ldi (13.26)
unde ¢, este fluxul magnetic util al bobinei, iar Lgq — inductivitatea de dispersie
a bobinei. Prin caracteristica magnetica a bobinei se intelege dependenta ¢,(i)
sau ¢(i), numita si relatie constitutiva a bobinei sau caracteristica flux-curent.

Tindnd cont de relatia (13.26) ecuatia circuitului bobinei cu miez
feromagnetic devine:

u=Ri+@=Ri+LdE+ do,
dt dt dt

rezultand schema echivalentd din figura 13.2 b, in care o bobind cu miez
feromagnetic, fara dispersie si fara rezistentd, este conectata in serie cu un
rezistor de rezistentd R si cu o bobind ideald de inductivitate L.

Pentru a determina curentul de regim permanent al bobinei la o tensiune de
alimentare sinusoidala data, trebuie integrata ecuatia diferentiala (13.37), tinand
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seama de dependenta ¢,(i) a bobinei. Rezolvarea exacti este posibila numai cu
metode numerice.

Pg, Pg,
Ly ..
%1 1 B =d 21
ul N }q:d v | N ¢§1=g
T i 5
&) )]

Fig. 13.2 Bobina cu miez feromagnetic

In numeroase cazuri practice este suficienti aproximatia care se obtine cu
metoda grafico-analitica, care va fi prezentatd in continuare. Considerand
neglijabild caderea de tensiune in rezistenta si in inductivitatea de dispersie a
bobinei, rezultd ca la alimentarea cu tensiune sinusoidald va ramane sinusoidala
si tensiunea utild u,, aplicatd bobinei cu miez feromagnetic:

. di  d¢ .

u, =u-Ri-L,—=—%~2U, sinot 13.28

: “dt dt ) (13.28)
Integrand aceasta relatie se obtine fluxul util sinusoidal:
b, = d, sin (ot —7/2) (13.29)

care are amplitudinea:
2U U

D e =—\/— tx— (13.30)

onf  4,44f

Rezulta ca In miezul feromagnetic omogen inductia magnetica variaza
sinusoidal, cu amplitudinea:

B = dzmax N 444EIiIA (13.31)

Fe H Fe
unde Ay, este aria sectiunii transversale a miezului feromagnetic.

Cunoscand variatia in timp a fluxului magnetic util ¢,(t), cu ajutorul
caracteristicii magnetice dinamice ¢,(i) in regim periodic se poate construi,
punct cu punct, curba curentului (fig. 13.3). Pentru un moment de timp oarecare
t, din curba fluxului ¢,(t) se deduce valoarea fluxului util ¢, §i corespunzétor
acestui flux, pe ciclul de magnetizare se determind curentul i §i se reprezintd
valoarea lui la aceeasi abscisa t. In figura 13.3 se indicd prin sigeti si linii
intrerupte constructia unui punct al curbei curentului i(t).

Se observa, ca datoritd fenomenului de saturatie magnetica, curba
curentului este puternic deformatd, avand o forma ascutitd in vecinitatea
maximului, iar datoritd ciclului de magnetizare dinamicd, curentul trece prin
zero, in acelasi sens, inaintea fluxului util pe care 1l produce. Curba curentului
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este alternata simetric, i(t) = —i(t + T/2), datoritd simetriei ciclului de magneti-
zare. Armonica fundamentald a curentului rezultd defazata inaintea fluxului
magnetic, efect datorat pierderilor in fier.

., B try.1
" I i

Fig. 13.3 Constructia grafica a curbei i(t)

Multiplicand relatia (13.270 cu i se obtine relatia de bilant a puterilor
instantanee:

d

ui:Ri-l‘@:Ri-i-i lLdi2 +1i b, (13.32)
dt dt\ 2 dt

Media pe o perioada a relatiei (13.32) reprezinta bilantul puterilor active:

17 . ) .
P:ﬂuldt:RI +f§1d¢u (13.33)

unde: I este valoarea efectiva a curentului prin bobina, iar f este frecventa.

Integrala din membrul al doilea, care se efectueazda in planul {¢y, i},
reprezinta energia iedutd in miez intr-un ciclu de magnetizare. Daca se noteaza
cu Py = RI? pierderile prin efect Joule-Lenz in bobina, rezulti c pierderile in
fier Pp. (puterea pierdutd in procesul ciclic de magnetizare a miezului
feromagnetic) este data de relatia:

P, =P-P, =ffidp, =P, +P, (13.34)

unde: Py, reprezintd pierderile prin histerezis, iar Py — pierderile prin curenti
turbionari.

in aplicatiile tehnice, considerarea curentului nesinusoidal complicd prea
mult calculele. De aceea, in locul curentului nesinusoidal se considera un curent
sinusoidal echivalent. in ipoteza ca tensiunea utili este sinusoidald si este
origine de faza, curentul echivalent are expresia:

i, =21 sin(ot—¢,)=~21_ sin(ot—n/2+8;,) (13.35)
Curentul sinusoidal echivalent este defazat in urma tensiunii utile cu
unghiul @, si inaintea fluxului util cu unghiul &g = ©/2 — @,, numit unghi de
pierderi in fier.
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Cei doi parametri I, si @, ai curentului sinusoidal echivalent se determina
din urmatoarele doua conditii:
1. pierderile in fier si fie egale cu cele reale:
Pr. = U, I, cosp, =U_I, sindg, (13.36)
A doua conditie poate fi formulata in mai multe moduri:
e valoarea efectiva a curentului echivalent sa fie egald cu valoarea efectiva a

curentului nesinusoidal:
T

1§T:j12dt (13.37)
0
e valoarea maxima a curentului echivalent va fie egala cu valoarea maxima a
curentului nesinusoidal:

21, =1, (13.38)

e curentul echivalent s reprezinte fundamentala curentului nesinusoidal:
T
I.T = 2[isin (ot - ¢, )dt (13.39)
0

Se observa cd a considera un curent sinusoidal echivalent revine la a
inlocui ciclul de magnetizare dinamic cu un ciclu eliptic echivalent, de aceeasi
arie cu ciclul dinamic. Considerand un curent sinusoidal echivalent, bobina cu
miez feromagnetic poate fi echivalatd cu un receptor liniar (disipativ si
inductiv). Bobina fara dispersie si far rezistentd (cu bornele fictive 2-2 din
fig. 13.2 b) are impedanta echivalenta (schema echivalentd serie):

. U, u,
Zp =Ry + X == exp(ip. ) (13.40)

= €

sau admitanta echivalentd (schema echivalenta paralel):

I I
Y. =G +]jBp ==——=——expl—j 13.41
Yy =Gr* jBr == p(-Jo.) (13.41)
Schemele echivalente ale bobinei cu miez feromagnetic sunt prezentate in
figura 13.4. Parametrii schemelor echivalente serie serie si paralel se determina
cu relatiile:

P
RFe 21_26; XFe = (Uu /Ie)z _Rlz:e )

PFe 2 2
G, = TR B, =+(,/U,) -G, (13.42)

in schema echivalenta paralel curentul I, se numeste curentul de mers in

gol, iar cele doud componente ale acestuia I, si respectiv, I , se numesc

u b
curent de pierderi si curent de magnetizare.
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i1 _E a I3 1 B Xa Lo
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Fig. 13.4 Scheme echivalente ale bobinei cu miez feromagnetic
a) schema serie; b) schema mixta (paralel)

Fenomenul de ferorezonantd intervine la circuitele constituite din bobine
cu miez feromagnetic si condensatoare liniare conectate 1n serie sau in paralel.
Circuitele cu ferorezonanta au o comportare diferitd de a circuitelor liniare la
rezonanta. O analizd calitativd, in scop de orientare, se poate face in conditii de
studiu simplificatoare. Astfel, se neglijeazd pierderile in fier si se considera
marimi  sinusoidale echivalente (fundamentale), tindndu-se seama de
neliniaritatea bobinei numai prin caracteristica neliniard in valori efective a
acesteia (element inertial). Ferorezonata de tensiune (in punctul de functionare
in care se obtine ferorezonanta fundamentala curentului este aproximativ in
faza cu tensiunea aplicatd) apare 1n cazul unui circuit serie (bobind neliniara cu
miez feromagnetic conectatd In serie cu un condensator). Regimul de
functionare in care curentul principal din circuit se anuleazd se numeste
ferorezonatd de curent si este caracteristic circuitelor paralel cu ferorezonanta.

Un domeniu de aplicatie al circuitelor cu ferorezonantd il constituie
realizarea unor stabilizatoare de tensiune, in curent alternativ. Acestea sunt
dispozitive la care tensiunea de iesire (care alimenteazd un receptor), este
mentinuta practic constantd la variatii relativ mari ale tensiunii de intrare (de la
retea).

13.5. ASPECTE CALITATIVE PRIVIND SOLUTIILE
CIRCUITELOR NELINIARE

Intr-un circuit neliniar, un ansamblu de surse de tip exponential impune, in
general, o solutie de regim fortat care contine componente suplimentare,
diferite de cele ale surselor.

Aceasta afirmatie poate fi ilustrata printr-o multitudine de aplicatii de mare
interes mai ales in electronica:

Multiplicarea frecventei inseamna obtinerea unei solutii care contine
multipli intregi ai frecventei unei excitatii armonice aplicate circuitului.

Principiul de functionare a unui multiplicator de frecventa este bazat pe
relatiile trigonometrice, simple, de tipul:
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sin’ x :l—lcos2x, sin® x = isinx —lsin3x,...,
2 2 4

n
sin” x = > (a, coskx + b, sinkx) (13.43)
k=0
Aplicand un semnal armonic unui rezistor cu caracteristicd neliniard
polinomialad de forma:

i=c,+cu+c,u’ +..+c,u" (13.44)
curentul rezultat va avea forma:
i=A,+A cosot+B,sinot+ A, cos2mot + B, sin2mt +... +

+A, cosnot + B sinnot (13.45)

Cu ajutorul unui filtru trece-banda (circuit care permite trecerea unor
semnale cu frecventa cuprinsd intr-un anumit interval) se poate selecta
frecventa dorita.

In anumite situatii, de exemplu utilizind elemente cu o anumita caracte-
ristica neliniara, multiplicarea frecventei poate fi obtinuta si fara a folosi vreun
filtru. Astfel, se considerd un rezistor cu caracteristica staticd (controlatd in
tensiune) i = 3u — 4u’, u e [-1, 1], alimentat de la un generator de tensiune
armonicd u = sinot. Deoarece sin3x = 3sinx — 4sin’x, rezulti ci i se calculeazi
cu relatia: i = 3sinot — 4sin’ot = 3sinot. Semanlul de curent rezultat contine
numai armonica a treia a frecventei fundamentale aplicate. In acest sens, o
problema utila este sinteza unor caracteristici cu neliniaritati convenabile unor
aplicatii specifice.

Combinarea frecventelor inseamna obtinerea unor semnale care au
frecventa egald cu o combinatie liniard cu coeficienti intregi a freventelor
excitatiilor aplicate.

Principiul de functionare este asemanator celui aplicat in multiplicatoarele
de frecventd si anume utilizarea unor elemente de circuit cu caracteristica
polinomialad neliniara. In cazul acesta se tine cont de faptul ci produsul de
functii armonice se poate reprezenta ca o combinatie liniara de functii armonice
de argumente rezultate prin combinarea aditivd a argumentelor functiilor
inmultite.

Divizarea frecventei inseamna obtinerea unui semnal care are recventa
egald cu o fractiune din frecventa semnalului aplicat circuitului neliniar.

Ca exemplu, se considera un condensator neliniar cu capacitatea
diferentiala (dinamica) data de relatia:

dq 1-+1-u? 1 | 1
= —= = [— _—— | —1 1 1 4
Cd(u) dt Zil—uzi 2(1-vu? 142 ’ ue[ ’ ](3 6)

Alimentand acest condensator de la un generator ideal de tensiune
armonica: u = sinmt, semnalul de curent rezultat prin condensator va fi:
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. dq dq du 1—+1-sin® ot
1=—:—~—:Cd(u)wcosmt:u)cosmt — =
dt du dt 2‘1—sm mti

. 1- t /1— t .
i= wcoswt\/ cozsco = COSOL _ cos.lngt (13.47)
2cos” ot 2 2

Se observa cd s-a obtinut un curent care are frecventa egala cu jumatate
dinfrecventa semnalului de tensiune aplicat.

Modificarea formei semnalelor, echivalenta cu introducerea unei
infinitati numarabile de armonici, este realizatd prin operatii de redresare,
limitare etc., in circuitele care utilizeaza elemente de circuit cu caracteristici
neliniare.

Amplificarea semnalelor, adicd marirea puterii semnalului, este efectuata
prin transferarea puterii (energiei) primte de la sursele de alimentare catre
semnalele de prelucrat de alte recvente, astfel incat un semnal de putere mica
aplicat la bornele de intrare ale circuitului se regédseste (mai mult sau mai putin
distorsionat) ca semnal de putere maritid la bornele de iesire ale circuitului
amplificator.

Generarea unor_semnale periodice, fie armonice, fie de forme impuse
(impulsuri dreptunghiulare sau triunghiulare, cu un continut mare de armonici)
poate fi efectuata prin transferarea puterii (energiei) de la sursele de alimentare
date catre semnalul periodic permanent furnizat la bornele de iesire ale
circuitului, in absenta vreunui semnal de intrare.

Generarea unor semnale haotice, in care nu poate fi regésitd nici o
periodicitate, se poate obtine prin transferul puterii (energiei) de la sursele de
alimentare date catre semnalul haotic prezent la bornele de iesire ale circuitului,
care include elemente cu neliniaritati de anumite tipuri.
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14. CUADRIPOLI

14.1 CUADRIPOL DIPORT SI CUADRIPOL GENERAL

in sensul cel mai larg, cuadripolul electric este un circuit electric, care are
patru borne de acces in legaturd cu exteriorul (fig. 14.1). Structura interioara a
cuadripolului poate fi oarecare. Circuitelor electrice cuadripolare le corespund
scheme electrice cuadripolare.

In teoria cuadripolului, comportarea circuitelor electrice se urmareste fata
de bornele de legatura cu exteriorul, aceastd teorie conducand, in general, la o
simplificare esentiald a operatiei de stabilire a ecuatiilor schemelor
cuadripolare, datoritd faptului cd nu este necesar determinarea tensiunilor si
curentilor din interiorul circuitului.

Mirimile care se utilizeaza Ua1
. . . . _;-F'-'-'_'_'_'_\_\_\_\-\_"\-

pentru studlull cllrcultellor glectrlce, vl I5,
in cgdrgl teoriei cuadr}polllor sunt Lo uay Ury' [ = 2
tensmr'l.lle .la borne si rf:spegtrlY, =10y Uy=Uyo
curentii prin borne sau in circui-
tele exterioare conectate la borne. 1 5] S
O alti grupi de mirimi care R\IMEV
sedefinesc, respectiv se masoara Ta=1y
la borne, este reprezentata de
parametrii cuadripolului. Fig. 14.1 Scehema generald a cuadripolului

Daci pentru fiecare din perechile de borne 11" si 22" ale cuadripolului
curentii prin borne sunt egali si de sens contrar fatd de acesta, cuadripolul se
numeste cuadripol direct. In cazul cuadripolului general curentii la borne sunt
diferiti. Rezulta, ca in cazul unui cuadripol diport se pot scrie relatiile:

L -1 =0; I,-1;,=0 (14.1)

Prin “poartd” se intelege o pereche de borne la care este indeplinita
conditia ca suma algebrica a curentilor din conductoarele circuitului exterior,
conectate la bornele respective, sa fie nula. Bornele cérora li se aplicd o
tensiune din exterior sunt borne receptoare si se numesc borne de intrare sao
primare, iar bornele la care sunt conectate circuite receptoare sunt borne
generatoare §i se numesc borne de iesire sau secundare.

Deoarece cuadripolul general poate fi privit ca avand trei porti, acesta se
mai numeste §i cuadripol triport. Desi In cazul cuadripolului general curentii
prin borne sunt diferiti, in circuitele exterioare ale fiecdruia dintre cele trei
perechi de borne curentii sunt egali.

Cuadripolii pot fi clasificati pe baza acelorasi criterii care se utilizeaza si in
teoria circuitelor electrice. Cuadripolii pot fi activi sau pasivi, dupd cum contin
sau nu surse de energie. Pe baza teoremei reciprocititii pot fi cuadripoli
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reciproci sau nereciproti. Dupa comportamentul fatd de cele doud perechi de
borne pot fi cuadripoli simetrici si respectiv, nesimetrici. Dupa caracterul
parametrilor elementelor componente de circuit cuadripolii pot fi: liniari,
neliniari, cu parametrii concentrati $i cu parametrii repartizati. Cuadripolii mai
pot fi clasificati in cuadripoli de curent continuu §i respectiv, de curent
alternativ.

14.2 ECUATIILE CUADRIPOLILOR

Relatiile stabilite intre curentii si tensiunile la borne reprezintd ecuatiile
cuadripolului, acestea caracterizind complet comportarea cuadripolului fata de
bornele de legitura cu exteriorul. In ecuatiile cuadripolului se disting variabile
independente si variabile dependente. De structura cuadripolului se tine cont
prin coeficientii care intervin in ecuatiile acestuia, coeficienti care se numesc
constantele sau parametrii cuadripolului.

In cazul cuadripolului diport se sta se stabileste un sistem de doua ecuatii
care leagd ntre ele cele patru variabile ale cuadripolului (U,, U,,I,,1,). Se

constatd cd numarul de ecuatii este egal cu numarul de porti ale cuadripolului.

In cazul unui cuadripol general activ autonom (surselele de energie sunt
independente de cuadripoli), ecuatiile sunt neomogene fiind deforma
urmatoare:

3
Vi :Z(xkixi—kﬁk, k=1,2,3 (14.2)
i=1

unde: yi reprezintd variabilele dependente ale cuadripolului; x, — variabilele
independente; ou; — parametrii cuadripolului; By — termenii liberi ai cuadripo-
lului care tin cont de contributiile surselor interioare independente; k =1, 2, 3;
i =1,2,3. In cazul unui cuadripol pasiv ecuatiile sunt omogene, ceea ce
inseamna ca termenii Py dispar din relatia (14.2).

Tinand seama de expresia generala a ecuatiilor cuadripolului, rezultd ca
pentru un cuadripol diport pasiv ecuatiile pot fi scrise in urmatoarele sase
forme, in functie de modul de alegere a variabilelor independente:

U=4A,0,+A,L; =AU, +Ayl, (14.3)
U,=B,U,+B,I; I,=B,U, +B,] (14.4)
L=Y,U+Y,U,; L=Y,U+Y,U, (14.5)
U =2, +Z,1,; U,=2,1,+2,1, (14.6)
U=H,+H,U,; I,=H,U +H,U, (14.7)
L =F,U +E,I,; U,=F,U +Fyl, (14.8)

Folosirea diferitelor sisteme de ecuatii este in stransd legeturd cu
rezolvarea mai simpld a circuitelor cuadripolare complexe, formate din
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cuadripoli componenti in diferite conectari. Parametrii care intervin in aceste
sisteme de ecuatii se numesc mai simplu parametrii A, Y, Z, H si F ai
cuadripolului. Parametrii A se mai numesc §i parametrii fundamentali, iar
parametrii H §i F se mai numesc §i parametrii hibrizi. Din ecuatiile prezentate
se observd ca parametrii Y au dimensiunea unei admitante, iar parametrii Z au
dimensiunea unei impedante.

Regula de asociatie a sensurilor de referintd pentru curenti §i tensiuni,
utilizatd mai des in teoria cuadripolilor este prezentatd in figura 14.2 a (la
bornele de intrare 11" se aplica regula de la receptoare, iar la bornele de iesire
22’ regula de la generatoare). Alti autori adopta regula de asociatie a sensurilor
de referintd aratata in figura 14.2 b, situatie in care pentru ambele perechi de
borne se aplica regula de asociatie de la receptoare (relatia pentru circuitul
receptor se va scrie cu semnul minus, adicd U, =Z1,).

| 1§ I3 . | 5] Iz .
8] m, WO U
1 o ! o
4 b)

Fig. 14.2 Asociatia sensurilor de referintd pentru curenti §i tensiuni la cuadripolul diport

Ecuatiile cuadripolului pot fi scrise si sub formad matriciald, rezultand
urmatoarele expresii:

%J _ (f f}ﬁj 1A= (f f} (149)
=1 —=21 =22 =2 —=21 =22

I Y, Y U Y, Y

ilj:(§“ ;12]. I_jl], ||Y||:[§11 ;12] (1410)
=2 =21 =22 =2 =21 =22

U Z, Z I Z, Z

61]:(211 lej(ilj’ ||Z||:(le Z12] (1411)
=2 =21 =22 =2 =21 £=22

U H, H I H, H

_IJ:(—II —12J.(—1 ]’ ||H||:(—11 —12J (1412)
12 EZI HZZ 22 EZI HZZ

ll ]:(Ell Elz]-(glJ, ||F||:(Ell Elz] (14 13)
gz EZI E22 12 EZI £22

Matricile parametrilor cuadripolilor se numesc: ||A|| - matricea lant; ||Y|| -
matricea admitanta; ||Z|| - matricea impedanta; ||H|| - matricea serie - paralel;
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"F" - matricea paralel-serie.

In unele situatii este necesar sa se scrie ecuatiile cuadripolului inversat. Un
cuadripol se spune ca este inversat, in raport cu schema de alimentare pe la
bornele 11, daca acesta este alimentat pe la bornele 22, iar receptorul este
conectat la bornele 22. Ecuatiile cuadripolului inversat se pot obtine din
ecuatiile cuadripolului alimentat pe la bornele 11, schimband in ecuatiile
prezentate semnele curentilor I, si I, .

Intre matricile parametrilor cuadripolului existi urmitoarele realtii de
legatura:

-1 -1 -1 -1
2t I ol 2 e 1 s B R R B (14.14)

14.3. SEMNIFICATIA FIZICA A PARAMETRILOR
CUADRIPOLILOR

Parametrii cuadripolului pot fi definiti be baza regimurilor de functionare
in gol si in scurtcircuit a acestuia []. La functionarea in gol a cuadripolului se
introduc urmatorii parametri:

e Impedanta in gol, cu alimentare pe la bornele 11’ - Z,

Zy, =12, :L (14.15)
E,
e Impedanta in gol, cu alimentare pe la bornele 22 - Z,,
1
Z,=-2Z, =— (14.16)
20 22 sz
o Impedanta de transfer in gol, cu alimentare pe la bornele 22" - (Zm )2
(Z,), =2, (14.17)
e Impedanta de transfer in gol, cu alimentare pe la bornele 11" - (Lm )1
1
(2,), =2, = A (14.18)
e Raportul tensiunilor in gol, cu alimentare pe la bornele 11” - &uo )1
1
(ko) =A, =— (14.19)
E,
e Raportul tensiunilor in gol, cu alimentare pe la bornele 22" - (guo )2
1
k =— 14.19
(—uO )2 le ( )

Parametrii introdusi pe baza regimului de functionare in scurtcircuit a
cuadripolului sunt urmatorii:
232



Electrotehnica

e Admitanta in scurtcircuit, cu alimentare pe la bornele 11’ - Y.

Y, =Y, - (14.20)

=11

e Admitanta in scurtcircuit, cu alimentare pe la bornele 22" - Y,
Yo =Y, - L (14.21)
E,

e Admitanta de transfer in scurtcircuit, cu alimentare pe la bornele 22 -
(th )2
(Yo ), =-Y, (14.22)
. ?_dmi)tanga de transfer in scurtcircuit, cu alimentare pe la bornele 11" -
Y

tk /1

1
(Yo ) =Y, = (14.23)
élZ
e Raportul curentilor in scurtcircuit, cu alimentare pe la bornele 11 - (liik )1
1
k. ) =A,, = 14.24
(k) =2 = - (14.24)
e Raportul curentilor in scurtcircuit, cu alimentare pe la bornele 22 - (gik )z
(ky), =— (14.25)
E,

14.4. INTERCONECTAREA CUADRIPOLILOR

Conectarea in cascada a cuadripolilor
Conectarea 1n lant sau in cascadd a doi cuadripoli este prezentatd in
figura 14.3.

15} Iag1 0 I3

1 e—+ |+ 2
Ull Al 03| | A1 lLTg
L ;

e 77 —o 2

Fig. 14.3 Conectarea in cascada a doi cuadripoli

Cu notatiile din figura 14.3 ecuatiile cuadripolilor componenti in forma
matriciala sunt:

[Q;J{All A;ZJ(Q;J. (QIJ:(A{I ALMQ;) (1426)
ll AZI AZZ 12 ll AZI AZZ 12
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Marimile de iesire ale primului cuadripol sunt egale cu marimile de intrare
ale celui de-al doilea cuadripol si tindnd cont de relatiile (14.26), se obtine
matricea de lant a cuadripolului echivalent, care este egald cu produsul
matricilor de lant ale cuadripolilor componenti:

[al=[a]-]a] (1427)

Generalizdnd acest rezultat, la conectarea in cascadd a n cuadripoli,
matricea de lant a cuadripolului echivalent va avea expresia:

[Al=TTA (14.28)

unde || A, || este matricea de lant a cuadripolului i.

Conectarea in paralel a cuadripolilor

Conectarea in paralel a doi cuadripoli este prezentatd in figura 14.4.
Tensiunile la bornele de intrare ale cuadripolilor conectati in paralel sunt egale
si de asemenea si tensiunile de iesire. La conectaea in paralel sunt avantajoase
ecuatiile (14.10).

¥l

iyl

Fig. 14.4 Conectarea in paralel a doi cuadripoli

(LJ:(X;I X;ZMHIJ. (I{J:[z}} X'JZHHIJ (14.29)
12 XZI XZZ HZ 12 XZI 122 EZ

la fiecare dintre cele doud perechi de borne curentii cuadripolilor
componenti se insumeaza, rezultand:

I I I
L T 21 4.
(IZJ (I;HIJ (1430

Introducénd ecuatiile (14.29) in ecuatia (14.30) se obtine matricea
admitantd a cuadripolului echivalent, rezultand:

MMENEE (14.31)
Procedand in mod analog pentru n cuadripoli conectati in paralel, se obtine

matricea admitantd a cuadripolului echivalent:
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[¥1=20vi (14.32)
unde || Y, || este matricea admitanta a cuadripolului i.

Conectarea in serie a cuadripolilor

In cazul conectirii in serie a doi cuadripoli (fig. 14.5), cuadripolii
componenti au acelasi curent de intare, iar tensiunile la borne se insumeaza,
rezultand:

(91 ) _ [H} ] . {91) (14.33)
yU, U,) U,

! I} Ia 2
m IZ 1
T:Tl 1"2 T=T2
U (kA U3
{ z

Fig. 14.5 Conectarea in serie a doi cuadripoli

Ecuatiile cuadripolilor componenti, corespunzatoare matricilor impedanta,
sunt urmatoarele:

{gl):[z}l ZMI] (Q]:(zh ZNIJ (1434
gz Zzl Zzz 12 gz ZZI E=55) l2

Introducand ecuatiile (14.34) in ecuatia (14.33), se obtine matricea
impedanta a cuadripolului echivalent:

z1=]z]+|=] (14.33)

Pentru n cuadripoli conectati in serie, matricea impedantd a cuadripolului
echivalent se calculeaza cu relatia:

HE ;IIZiII (14.36)

N

unde || Z, || este matricea impedanta a cuadripolului i.

Conectarea in serie-paralel
In cazul conectarii in serie-paralel (fig. 14.6) cuadripolii componenti au
acelasi curent de intrare si aceeasi tensiune de iesire (bornele primare sunt
legate 1n serie iar bornele secunsare sunt legate in paralel).
235



Cuadripoli

i L
m I
m
U I
y

Fig. 14.6 Conectarea in serie-paralel a doi cuadripoli

In cazul acesta se pot scrie relatiile:

U _(U) (4
(LHQ]*(QJ (14.37)

Ecuatiile cuadripolilor in care intervin matricile srie-paralel sunt
urmdtoarele:

(glJ:(H}l H}z](L j’ (gnl]:(ﬂ}l H}z][ll J (1438)
12 HZ] HZZ EZ 12 EZI HZZ 22

Introducénd ecuatiile (14.38) in ecuatia (14.37), se obtine matricea serie-
paralel a cuadripolului echivalent:

)= ]+ w] (14.39)

Pentru n cuadripoli conectati in serie-paralel, matricea serie-paralel a
cuadripolului echivalent se calculeaza cu relatia:

[H]=2]0 (14.40)

unde || Hi" este matricea serie-paralel a cuadripolului i.

14.5 EXPRESII PENTRU CURENTI SI TENSIUNI LA BORNE
IMPEDANTA DE INTRARE

in figura 14.7 se considera un cuadripol alimentat pe la bornele 11" si care

are conectat la bornele 22" un receptor de impedanta Z .
’ Tinand cont de ecuatiile (14.3) ale cuadripolului alimentat pe la bornele
11 si de relatia pentru receptor, U, =Z-1,, se obtine urmatoarele expresii
pentru tensiunea la bornele de iesire U

,, curentii I, si I, in functie de

tensiunea de alimentare U, , de parametrii A ai cuadripolului si de impedanta
de sarcind Z:

236



Electrotehnica

A, Z+A,
=y, sns s,
éllz+é12

Impedanta echivalentd de intrare a
cuadripolului se defineste prin raportul
dintre expresiile in complex ale tensiunii i
curentului la bornele de alimentare: = A7

Tinand cont de relatiile (14.41) si de
relatiile de legaturd [] dintre elementele ! 3
matricilor de lant, admitanta si impedanta
pentru impedanta si respectiv, admitanta de ~ Fig. 4.7 Cuadripol alimentat pe la
intrare se obtin urmatoarele relatii: bornele 11

U, _ ALZ+A, -7 Z,Z,,

U2

U,=U —F—— 14.41)
éllz+é12

=1

L=U_———
ALZ+A),

10 I2 2

I

Z, == = + 14.41

s I, AyZ+A, = Z-2, ( )
1 A, Z+A Y,Y

Yo == === =2 =Y, + === (14.42)
Hl éll;+é12 X‘Xzz

Dacd se considerda Z = o si respectiv, Z =0, se obtin impedantele in gol
Z,, siinscurtcircuit Z,, ale cuadripolului:

_ Ay _ Y,

Z,, = =725 Zy _L:ﬂ (14.43)
A, |Y| A, Y, Z,

_élz _

14.6. SCHEME ECHIVALENTE

Conditia de reciprocitate a unui cuadripol poate fi exprimata in functie de
elementele matricilor ||A Y Z||, || H|| si ||F|| 1n urmatoarele moduri:

|A| =1, _Xlz = le 5 _le = ZZI ; le :HZI 5 EIZ :EZI (14.44)

Se observa ca la un cuadripol reciproc existd o singurd admitantad de
transfer in scurtcircuit si o singurd impedanta de transfer in gol.

Schema echivalentd in T a cuadripolului nereciproc este prezentatd in
figura 14.8 a, iar in figurile 14.8 b si respectiv, 14.8 ¢ sunt prezentate schemele
echivalente in T pentru cuadripolul reciproc nesimetric si respectiv, simetric.

In cazul cuadripolului nereciproc, expresiile impedantelor schemei echiva-
lente in functie de elementele matricii impedantd sunt urmatoarele []:

Ly =2,+2y; Ly="2y; Ly=2,~2y; 2,=2,+2, (14.45)

Schema echivalentd in T pentru cuadripolul reciproc se obtine din schema
echivalentd pentru cuadripolul nereciproc tindnd cont de conditia de
reciprocitate, din care rezultd: Z,, +Z,, =Z, =0. Se observa ca in cazul unui

B

cuadripol reciproc lipseste sursa de tensiune.
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1h & Z3ba L 2 £ lag

Uz Oy Za 0 = U

b £)
Fig. 14.8 Schema echivalenta in T a cuadripolului

Pentru cuadripolul reciproc, nesimetric, expresiile celor trei impedante din schema
echivalenta sunt:

L, =2, +2y; Z,=-2,=2y; Zy=2,,-Zy (14.46)

Daca cuadripolul reciproc este simetric, tinand cont de conditia de simetrie,
Z,, =-Z,,, sc obtine schema echivalentd in T din figura 14.8 c, impedantele
din schemd avand expresiile:

L, =2,,+2y; L,=-2,, =1, (14.47)

Schema echivalentd in IT a cuadripolului nereciproc este prezentata in
figura 14.9 a, iar n figurile 14.9 b si respectiv, 14.9 ¢ sunt prezentate schemele
echivalente in IT pentru cuadripolul reciproc nesimetric §i respectiv, simetric.

(L I g 1th Ia Ly h ¥ Iag
s ™~ [+ ] [+ ]
o HE @ |20 n gz |z n fn |4
¥a4l
1: + + , 1' * ot 2. 1' ot i 1
) : ) 9 7

Fig. 14.9 Schema echivalenta in ITa cuadripolului

In cazul cuadripolului nereciproc, expresiile admitantelor schemei echiva-
lente in functie de elementele matricii admitantd sunt urmatoarele []:

Y =Y, +Y Y, ==Y, Y=Y, =Yy ¥, =Y, +Y,, (1448)

Tinand cont de conditia de reciprocitate, Y,, +Y, =Y, =0, se obtine
schema echivalent in IT pentru cuadripolul reciproc. In cazul unui cuadripol
reciproc nesimetric expresiile admitantelor din schema echivalenta sunt:

Y =Y Y Yo=Y, =Y, XYy =Y, Y, (14.49)

Daca cuadripolul reciproc este simetric, tinand cont de conditia de simetrie,
Y,, =-Y,,, se obtine schema echivalentd in IT din figura 14.9 ¢, impedantele

din schema avand expresiile:
Y=Y, +Y,; Y,=-Y,,=Y, (14.50)
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14.7. FILTRE ELECTRICE

Filtrul electric se poate prezenta ca un cuadripol sau lant de cuadripoli,
acarui constantd de atenuare este mica in anumite intervale de frecventa, numite
benzi de trecere, iar in celelalte intervale, numite benzi de oprire, constanta de
atenuare este foarte mare. Dupd pozitia ocupata de benzile de trecere sau de
oprire in spectrul de frecvente existd: filtru trece-jos, filtru trece-sus, filtru
trece-banda, filtru opreste-banda si filtru pieptene. Frecventele care delimiteaza
benzile de trecere si benzile de oprire se numesc frecvente de tiiere. Din punct
de vedere al elementelor componente, existd: filtre cu elemente reactive, filtre
RC, filtre cu rezonatoare piezoelectrice etc.

In figura 14.10 sunt prezentate structurile cuadripolare in T, in T simetric
si in IT simetric, utilizate la realizarea filtrelor.

Z172 212 Z12

Fig. 14.10 Structuri cuadripolare in I (a), in T (b) si in 11 (c) utilizate la
realizarea filtrelor electrice

Constanta de transfer a filtrului in I' , notatd cu 8. /2, se determind din

expresia:
g. Z
sh=¢= | =L (14.51)
2 \4z,

Cuadripolii simetrici iIn T si IT pot fi considerati ca fiind formati prin
conectarea corespunzatoare in lant a doi cuadripoli in I". Constanta de transfer a
acestor cuadripoli simetrici este de doud ori mai mare decat a structurii in I,
fiind egala cu g. si rezultand din relatia:

Z
chg =1+-=1 (14.52)

Impedantele caracteristice ale cuadripolilor simetrici in T si I1, notate cu
Z, si Z, sunt date de relatiile:

(14.53)
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Daca impedantele Z, si Z, , care intervin in structurile din figura 14.10

sunt marimi inverse, iar puterea de inversiune este o constantd reald,
independenta de frecventd, adica:

zZ-Z,=K° (14.54)
filtrele respective se numesc filtre de tip K. In cazul acestor filtre si si produsul
impedantelor caracteristice Z, si Zy este de asemenea egal cu K.

Aplicatie

51 C2 -, S& se determine functia de transfer a circuitului

r—-=—=1r-—<—

derivator din figura 14.11, la functionarea in gol a
acestuia.

Schema corespunde conectarii in lant a doi
cuadripoli. Presupunand un regim sinusoidal, matricile
de lant ale cuadripolilor componenti sunt:

Fig. 14.11
1 1 1 1
I+ —— —F I+ —— —F
"Al” _ JO‘;CIRI joC, : ||A1|| _ JO‘;CIRI joC,
R, R,
Tinand cont ca matricea de lant a cuadripolului echivalent este datd de
relatia: || A || = || A1|| . || A2||, se calculeaza constanta A, rezultand:

é”:l-i-_l 1+- ! + = !
JoCR, JoC,R, JoCR,

Functia de transfer a circuitului derivator prezentat in figura 14.11 va avea
expresia:

Hz(j(’)) 1 (ju))ZClCZRIRZ

gl(j('o) Ay (l+ij1R1)(1+j(”C2R2)+jwcle
Trecand la exprimarea operationald pe baza transformarii Laplace, prin
inlocuirea jo — s, pentru functia de transfer se obtine expresia:

U, (S) T s?

U (s) R
Uis) T1T232+(1+1+11JT25+1

2 b

unde: T, =R,C, si 1, =R,C,.
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15. ECUATIILE CAMPULUI ELECTROMAGNETIC

Campul magnetic variabil in timp determina aparitia unui camp electric
indus, iar campul electric variabil in timp determina aparitia unui camp
magnetic solenoidal, produs de curentul de deplasare. Aceastd dubld legatura
determina existenta cAmpului electromagnetic desprins de corpuri sub forma de
unde electromagnetice, care se propaga in spatiu cu o viteza finita.

Campul magnetic variabil intimp induce In conductoare masive curenti
numiti turbionari sau Foucault, care pot avea efecte utile (incélzirea prin
conductie) sau nedorite (pierderi suplimentare de putere).

15.1 ECUATIILE LUI MAXWELL

Ecuatiile lui Maxwell sunt reprezentate de formele locale ale legilor:
circuitului magnetic, inductiei electromagnetice, fluxului electric si fluxului
magnetic, in cazul mediilor imobile (v=0) si in domenii de continuitate si
netezime a proprietatilor fizice locale:

rott =7+ 22 (15.1)
ot
rotE=-28B (15.2)
ot
divD =p, (15.3)
divB=0 (15.4)

In medii liniare, omogene, izotrope, fara polarizatie permanentd si fara
magnetizatie permanentd, marimile vectoriale care caracterizeazd campul
electromagnetic satisfac relatiile urmatoare,numite si relatii constitutive:

D=¢E; B=pH (15.5)

Vectorul densitatea curentului electric de conductie J este legat de
densitatea de sarcind electrica p, prin legea conservarii sarcinii electrice:
ap,.

ot
Tindnd cont de ecuatiile (15.5), cAmpul electromagnetic este complet

divl=-— (15.6)

caracterizat de doud marimi vectoriale, de exemplu E si H. In functie de
vectorii E si H ecuatiile lui Maxwell se scriu sub forma urmatoare:

rotﬁ:j+sa—E; roth—ua—H; diVEsz; divH=0 (15.7)
ot ot €

In coordonate carteziene, sistemul de ecuatii (15.7) la care se adauga si
241



Ecuatile cdmpului electromagnetic

ecuatia (15.6), se scrie sub forma unui sistem de noud ecuatii cu derivate
partiale:
oH, OH, 0E, = 0H, 0H, _ oE

- =] +e ; =J +¢ ;
oy 0z ot 0z  0x Y ot

OH, oW, _, 0B, 0E, OB,  0oH,

- —J, € s =—u )
ox oy ot oy 0z ot
0E, OE, oH, OE, _O0E, _0H,
oz ox "ot Tox oy "o
0E, OE, OE, 1 oH, OJ0H, o0H,

E

__pv +
ox oy oz ¢ 0x oy oz

a1
0% &% o) b (15.8)
ox 0y 0z ot

sistem care are noud necunoscute (componentele vectorilor E, H si J).
Solutiile sistemului sunt determinate in mod unic daca se cunosc: marimile
€, B §i py; conditiile de frontierd pe frontiera domeniului in care se determina
campul; conditiile initiale.
In medii izolante (p, =0, J = 0), ecuatiile (15.7) se exprima sub forma:

rotﬁzs%—f; rotE:—uaa—I;I; divE=0; divH=0 (15.9)

relatii care arata c cele doud campuri E si H sunt solenoidale.

Aplicand rotorul primelor doud ecuatii ale sistemului (15.9) si tinand cont
de ultimele doua ecuatii si de identitatea vectoriala:

rotrotH = graddivH - AH (15.10)

se obtine ecuatiile cu derivate partiale de ordinul doi, satisfacute de marimile E
si H:
217 25

J— H —
AH—guaa =0; AE—-¢pn

t2

Frea (15.11)

Se constata ca cele doua ecuatii obtinute (15.11) sunt de acelasi tip si ele se
numesc ecuatiile undelor.

In medii neincarcate electric (py = 0), In care J=cE, ecuatiile lui

Maxwell se exprima sub forma:
rotﬁ:GE—ksZ—f; rotE:—u%—If; divE=0; divH=0 (15.12)

Aplicand rotorul primelor doua ecuatii ale sistemului (15.12) si tindnd cont
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de ultimele douad ecuatii si de identitatea vectoriald (15.10) se obtin urmatoarele
ecuatii cu derivate partiale de ordinul doi:

— o’H oH — 0°E oFE
AH-gepy——-ocp—=0; AE-¢ —ou—=0 15.13
Matz Mot uat2 Mot ( )

15.2. ENERGIA ELECTROMAGNETICA

15.2.1. TEOREMA ENERGIEI ELECTROMAGNETICE.
VECTORUL LUI POYNTING

Conceptia despre cdmpul electromagnetic considerat ca sistem fizic capabil
sd schimbe, sd acumuleze si sd transmitd energie, permite sa se interpreteze
energetic o anumitd consecintd a ecuatiilor lui Maxwell, numitd teorema
energiei electromagnetice.

Pentru a stabili aceastd teoremd, se considera in campul electromagnetic
un domeniu Dz, marginit de suprafata inchisa ¥ (fig. 15.1). In interiorul
domeniului considerat existd numai corpuri imobile (v =0) cu proprietiti de
material liniare (fara histerezis, iar € si yu sunt independente de E si H).

In domeniul Dy este localizatid o energie electromagneticd W,y,, care are

densitatea de volum w egala cu suma densitatilor de volum corespunzatoare
campurilor electric si magnetic:

l=— 1=— E? H> D? B_2

w=—ED+—-BH=¢—+p—=—+ (15.14)
2 2 2 2 2 2u
si cu ajutorul careia se poate calcula energia electromagnetica:
1 o —  —
W, =|||wdV =|||-\ED+BH)dV (15.15)
(fav - [0 5

Din principiul conservarii energiei rezulta
ca la variatia stdrii sistemului fizic pe care il
constituie campul electromagnetic din interi-
orul suprafetei Z, viteza de scadere a energiei
acestui sistem trebuie sa fie egald cu suma
puterilor cedate de sistem altor sisteme fizice.

Campul electromagnetic din domeniul Dg
este in interactiune directd numai cu corpurile Fig. 15.1 Domeniu de camp in
din interiorul domeniului si cu cAmpul mag- interacfiune cu corpurile
netic din exterior, pe suprafata X. si cu mediul inconjurator

Corpurile din interiorul suprafetei X fiind imobile si fara histerezis, primesc
energie numai sub forma precizatd de legea transformarii energiei In
conductoare (dar nu si sub forma de lucru mecanic).
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Rezulta cd principiul conservarii energiei aplicat cazului studiat va fi
exprimat de relatia:
oW,
ot

unde Py este puterea transmisa de camp corpurilor din domeniul Dy in procesul
de coductie a curentului:

P, =mE3dV (15.17)

=P, +P, (15.16)

iar Py este puterea transmisd de camp prin suprafata inchisa %, in sensul
normalei exterioare n la suprafatd. Puterea Py poate fi interpretatd ca fluxul
unui camp de vectori S, numit densitatea fluxului de energie:
P, =ﬂ§ﬁds (15.18)
P

unde dS este elementul de suprafata.
Tinand cont de relatiile (15.16)...(15.18), se obtine expresia:

-2 ([ (ED+Bi)av - [[[ETav+p. (15.19)

care reprezinta teorema energiei electromagnetice.

Deoarece corpurile sunt imobile, in membrul sting se poate deriva sub
semnul de integrald si tindnd cont de liniaritatea mediilor si de ecuatiile lui
Maxwell, se deduc relatiile succesive:

_i(ﬁmﬁﬁ} a[BZ+E2J DoD BB

ot 2 ot| 2e 2u e Ot p Ot
- E2 0 - ) rorE)-
:E3+(ﬁrotE—Erotﬁ):E3+div(ﬁxﬁ) (15.20)

Comparand dezvoltarea obtinuta cu relatia (15.19) si aplicand teorema lui
Gauss-Ostrogradski, se deduce succesiv:

P, :jD[jdiv(Exﬁ)dv=J‘J(Exﬁ)ﬁds (15.21)

Comparand relatiile (15.18) si (15.21), rezultd cd in cazul campului
electromagnetic, densitatea fluxului de energie va avea expresia:

S=ExH (15.22)
marime care se mai numeste si vectorul lui Poynting, sensul sau fiind
intotdeauna in sensul propagérii undelor electromagnetice.

Observatie. Teorema energiei electromagnetice este satisfacutd de orice
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camp de vectori care difera de cel definit prin relatia (15.22) printr-o expresie
cu divergenta nuld. Expresia (15.22) este in acord cu principiul localizarii
actiunilor fizice §i este universal acceptata.

15.2.2. PROPAGAREA ENERGIEI ELECTROMAGNETICE
IN CONDUCTOARE

Se considerda un conductor filiform parcurs de un curent electric cu
intensitatea i, cilindric de raza a, cu lungimea I si de rezistivitate p (fig. 15.2).

in interiorul conductorului considerat liniile ciAmpurilor J si E=cJ sunt

paralele cu axa conductorului, iar liniile campului H sunt cercuri concentrice
cu axa conductorului. in exteriorul conductorului liniile campului H sunt
cercuri concentrice, iar campul E are doud componente, 0 componenta
tangentiala:

E.=E=06J (15.23)
si o componentd radiald determinata S I T
de sarcina electricd de pe suprafata —T°E.]
conductorului.

Tinand cont de notatiile facute,
pe suprafata exterioard a conduc-

Fig. 15.2 Calculul puterii electromagnetice

rului i E si H vor e
torului, vecto § vor avea primite de un conductor cilindric

valorile:
i i
; H=—— 15.24
na’ 2ma ( )

E=pJ=p

Vectorul lui Poynting S=ExH este orientat spre interiorul conductorului
si va avea valoarea:
)
i
S=EH=p——— (15.25)
2n’a’
Pentru o portiune de lungime 1 a conductorului, cua aria suprafetei laterale

(pe care S are o valoare constantd) A = 2wal, rezultd puterea primita de con-
ductor (cu versorul noemalei n orientat spre interior):

P, :jﬁﬁdS:SA:p%iz (15.26)
ma
z

Din rezultatele obtinute rezulta cateva concluzii importante:

e fluxul de energie poate fi calculat cu aceeasi expresie atat in regim variabil
in timp (in conditiile in care a fost dedusa expresia sa) cit si in regim
stationar;

e 1n conductoarea intensitatea campului electric are orientare predominant
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axiald (sau pur axiald), iar vectorul S este perpendicular pe E, ceea ce
aratd ca energia este transmisd nu prin conductoare, ci prin campul
electromagnetic care le inconjoard. Conductoarele au rolul de cai (ghidaje)
pentru curentul de conductie; ele nu transmit energia electromagnetica,
insa pot consuma o parte din ea prin efect Joule-Lenz.

15.3. UNDA ELECTROMAGNETICA PLANA

Dacd marimile de stare locald ale cdmpului electromagnetic variabil in
timp au aceeasi valoare in toate punctele unui plan perpendicular pe o directie
privilegiatd, se obtine o unda electromagneticd pland. Unda pland este cu o
suficientd aproximatie unda radiata de o antena, la o distantd suficient de mare
de aceasta.

Directia privilegiata se numeste directie de propagare. in cazul in care axa
Ox este directia de propagare, marimile de stare ale cAmpului electromagnetic
depind numai de x si de t:

E=E(x,t); H=H(x,t) (15.27)

Daca se presupune mediul omogen si izotrop, liniar, imobil, cu
permitivitatea €, permeabilitatea p, fara sarcini electrice (p, = 0) si fara curenti
(3 =0), relatiile (15.8) devin:

_aHz _ aEY . aHY aEZ . aHx 0 aEz aHY

- s =& s = ’ - :_l"t 5
0x ot 0x ot ot 0x ot
0E E E
y:—uGHZ; 0 X =0; 0 =0, aHX=0 (15.28)
0x ot ot 0x 0X

Analizand relatiile (15.28) se constatd urmatoarele:

e in directia de propagare componentele E, si H, ale campului electro-
magnetic nuvariaza nici in timp si nici in spatiu;

e vectorii E si H au componente diferite de zero numai dupa axele 0Oy si 0z,
rezultdnd ca vectorii E si H sunt continuti in plane transversale fata de
directia de propagare. Unda electromagneticd pland este o unda trans-
versala (fig. 15.3).

e componentele E, si H, sunt legate intre ele prin relatiile:
aEy _ aHZ . aEY a\Hz

_ _ 15.29
ox Vot Yot ox (15.29)

Prima ecuatie se deriveaza in raport cu timpul, a doua ecuatie se deriveaza
in raport cu x si se adund relatiile obtinute. Daci se elimind Ey se obtine:

0’H, . 0’H,
0x? H ot?

>

=0 (15.30)
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relatie care reprezinta ecuatia undelor.
Similar, din relatiile (15.29) se obtine o ecuatie in care intervine
componenta Ey:
62Ey 62Ey 0 (15.31)
- = .
ox’ ot?
e componentele E, si Hy sunt legate intre ele prin relatiile:
aE:z _ 6HY . aE’z _aHY

= ;o€ = 15.32
ox ot Tar ax (1532)
Procedéand ca in cazul anterior se obtin relatiile:
0’E 0’E oH, o’H,

Z_8 zZ — ; —& :0 15.33
o M ar o M ar (1539

e sc constatd ca cele doua campuri electric si magnetic satisfac aceeasi
ecuatie a undelor.
Componentele Ey, H, si respectiv, E,, H, formeaza doua unde indepen-
dente intre ele, care prin suprapunere formeaza unda plana.

Daca se face notatia, v=1/,/ep , unde

v este viteza de propagare a undei, solutia
generala a ecuatiei undelor:

0°’F 1 0°F

5 viae (15.34) z  YEHg ¢EE,

este de forma:

F(X, t) _ f(x B Vt)+ o (X . Vt) (15.35) Fig. 15.3 Unde electromagnetice

Se observa ci solutia ecuatiei undelor este o suma de doi termeni: f(x — vt)
si g(x + vt), unde f si g sunt doud functii arbitrare. Valoarea functiei f la
momentul t; in punctul x; se regaseste la momentul t, In punctul x, cu conditia:

X, -Vt =X, -Vvt, = X,-X, :v(tz—tl) (15.36)

in figura 15.4 este prezentatd propagarea unei unde plane. Unda f se
propaga in sensul pozitiv al axei 0x cu viteza v, iar unda g se propaga in sensul
negativ al axei 0x cu aceeasi viteza v. Prin urmare unda plana reprezintd suma
dintre o unda directa (progresiva) si o unda inversa.

Unda pland se compune din patru unde elementare care difera fie prin
sensul de propagare (unde directe si unde inverse), fie prin tipul undelor Ey, H,
sau E,, H,. In unda pland vectorii E si H sunt perpendiculari intre ei, iar

produsul vectorial ExH are directia de propagare a undei.
Intre viteza de propagare a undei electromagnetice v si viteza luminii c:

c=1/4gn, (15.37)
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t c
Kl , —=4/g.1, (15.38)
Sy 1 \
gy : raport care se numeste indice de
0 T ' P refractie al mediului.
M oviy-ty 2 In vid (practic in aer) viteza de
propagare a undelor electromagne-
Fig. 15.4 Propagarea undei plane tice este egald cu viteza luminii.

15.4. CAMPUL ELECTROMAGNETIC iN MEDII
CONDUCTOARE MASIVE

Principalele probleme de camp electromagnetic In medii conductoare
masive se referd la curentii turbionari si la efectul pelicular. Curentii turbionari
reprezinta curentii stabiliti intr-un mediu conductor masiv datorita t.e.m. induse
de un camp magnetic variabil in timp. Puterea corespunzitoare acestor curenti,
care apare sub forma de céldura, reprezinta pierderile prin curenti turbionari.

Efectul pelicular se refera la repartitia neuniforma a densitatii de curent in
sectiunea conductoarelor parcurse de curenti variabili (alternativi), densitatea
de curent fiind mai mare spre suprafata laterala a acestora. Acest efect se poate
interpreta intuitiv ca fiind rezultatul actiunii t.e.m. induse de fluxul magnetic
variabil al curentilor din conductoarele respective.

in cazul unui conductor parcurs de c.a., efectul pelicuar are ca rezultat
cresterea rezistentei electrice echivalente a acestuia fatd de rezistenta aceluiasi
conductor in regim electrocinetic stationar. Raportul k, dintre rezistenta
electricd R 1n c.a. si rezistenta R, in c.c. a conductorului se numeste factor de
crestere a rezistentei in curent alternativ:

R
k, =—21 15.39
R (15.39)

a
Cc

Dacd repartitia neuniformd a densitatii curentului in sectiunea unui
conductor se datoreazd campului magnetic produs de curentii variabili din
conductoarele vecine se vorbeste de efect de proximitate.

in cazul mediilor conductoare (metale) putandu-se neglija curentul de
deplasare fata de curentul de conductie, sunt valabile ecuatiile:

AH—Gua—H:0; AE—Gua—E:O (15.40)

ot ot

care presupun medii izotrope, omogene siliniare.
Considerand un regim sinusoidal, marimile de stare se pot reprezenta in
complex. Intr-un punct oarecare din camp, rezultd ca se poate scrie:

EZUEE; ﬂ:uHH (1541)
unde E si H sunt date de relatiile:
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E=E(0)e’; H=H(0)e™ (15.42)
in care E(O) si E(O) corespund la momentul t = 0.

Rezulta ca ecuatiile campului se scriu sub forma:

AE-joopuE=0; AH-joopuH=0 (15.43)
sau

AE-y’E=0; AH-y’H=0 (15.44)

unde y reprezintd constanta de propagare:

y=qjoou (15.45)

Constanta de propagare y mai poate fi scrisa si sub forma:

X:(x+jB:1/mGBej%: Q)T(jﬁ(l+j):oc(l+j) (15.46)

in care partea reald o se numeste constantd de atenuare, iar partea imaginara f3 -
constanta de faza. In cazul considerat, se observa ca cele doua marimi sunt
egale:

a:ﬁ:,/% = Jnfon (15.47)

Marimele de stare ale campului electromagnetic reprezinta solutiile unei
ecuatii de tip Hemholtz, solutii care nu sunt independente, deoarece ele intervin
impreuna in ecuatiile lui Maxwell. Neglijand curentul de deplasare, ecuatiile lui
Maxwell se scriu in complex astfel:

rotE=—jouH; rotH=cE (15.48)

Daca in domeniul considerat existd si suprafete de discontinuitate
(presupuse insa fara sarcini electrice si curenti superficiali) la rezolvarea
problemei se va tine cont si de conditiile la limitd pe aceste suprafete,
exprimate de conservarea componentelor tangentiale ale intensitatii campului
electric si intensitatii campului magnetic si de conservarea componentelor
normale ale inductiei electrice si inductiei magnetice:

E,=E,; H,=H,; D, =D, B, =B, (15.49)

In In

Pitrunderea cimpului magnetic in conductoare

Se considera un bloc dintr-un material conductor, cu permitivitatea u,
conductivitatea o, limitat la stinga de o suprafatd plana, infinit extinsd si
ocupand semispatiul drept (fig. 15.5). Se considera ca in exteriorul conduc-
torului existd un camp magnetic omogen, sinusoidal in timp, tangent la
suprafata conductorului, cu sensul in sensul axei 0z. Valoarea instantanee a
intensitatii cdmpului magnetic, vectorul intensitatea campului magnetic si
imaginea sa in complex, sunt date de relatiile:
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H €X max
2

La suprafata blocului conductor,
componenta tangentiald a intensitatii

Sil’l(l)t; ﬁex :EHEX; Hex :E

H_(t)=H

(15.50)

€X max

campului magnetic H se conserva.
Pentru x = 0, se obtine:

X Ho = k Do (15.51)
p=gt E i T 2
o=0 E S in interiorul blocului intensitatea
campului magnetic satisface ecuatia
Fig. 15.5 Patrunderea campului difuziei, a doua ecuatie din relatiile
electromagnetic in conductor (15.44), care in coordonate carteziene
se scrie astfel:
¢H, _ ’H (15.52)
dx’ T .
Solutia generala a ecuatiei (15.52) este de forma:
H, = Ae ™ +Be"™ = Ae *ex L Belitix (15.53)

unde A si B sunt constante complexe de integrare.

Deoarece campul magnetic la suprafata conductorului este finit, iar atunci

(1+)ax

cand o — oo se observa ci Be — o, rezultd ca B=0. Constanta A se

calculeaza din conservarea componentei tangentiale a intensitatii campului
magnetic:
H

x>0 = ﬂZ:A:EO:% (15.54)

Intensitatea cdmpului magnetic din interiorul conductorului se exprima
prin vectorul complex:

H=k H, = ko olilos (15.55)

V2

Rezulta valoarea instantanee a intensitatii cdmpului magnetic din interiorul

conductorului:

H(x,t)=Im {r\/zﬂzej“" }: H,,,. ¢ “*sin(ot—oax) (15.56)
Din relatia (15.56) se constatd urmatoarele:

e amplitudinea cAmpului magnetic scade exponential cu distanta x;
e campul magnetic patrunde in conductor cu viteza:

P /2—“’ (15.57)
t o pHowo no
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si are lungimea de unda:
k:VTzvz—nzz—n (15.58)
o o

Densitatea de curent se obtine din ecuatia lui Maxwell, rotE= i;

calculand rotorul vecorului complex H rezulta ca singura componentd nenula a
densitatii de curent este dirijatd dupa axa 0y, avand imaginea in complex:

aI_Iz Hexmax : —(1+j)ax —aX jﬁiax
I (x)=——=£=—2(4 jae (iox g H, e 6[4 J (15.59)

a X ﬁ ex max

Valoarea instantanee a densitatii de curent este data de relatia:
T, (%,1) = 0 H e V2 & sin (0t — 0x + 70/4) (15.60)

Se observa ca densitatea de curent este defazatd cu n/4 Inaintea intensitatii
campului magnetic.

Intensitatea campului electric in interiorul conductorului rezulta din relatia:

= 1- =1 - _ i\gmox

Ezg’l:.]gly(x)z.];Hexmaxe “e(4 j (15.61)

Se observa ca intensitatea cAmpului electric are componentd nenuld numai
dupa axa 0y. Valoarea instantanee a intensitatii cAmpului electric este datd de
relatia:

E, (x,t)z%HexmaX\Ee_” sin (ot —ox +7/4) (15.62)

si este defazatd cu n/4 inaintea intensitatii cimpului magnetic.
Puterea complexa transmisda de campul magnetic exterior prin unitatea de
suprafatd a blocului conductor este data de vectorul complex al Iui Poynting:

J—

=ExH =32H g (+i)ax ejZ xk Homn eliox =
c

X max
2

|

Szlgngmax (1+J) (1563)
20

Vectorul lui Poynting este orientat perpendicular pe suprafata conduc-
torului, dinspre dielectric spre conductor. Partile reald si respectiv imaginara,
reprezintd puterea activa, respectiv reactiva ale puterii absorbite pe unitatea de
suprafata:

P=RefS}=—H2, ;: Q=Im{S}=——H> (15.64)

- 20 26

ex max 2 €X max

Campurile electric, magnetic si densitatea de curent au valori importante
numai in vecinatatea suprafetei conductorului, valorile lor efective scazand
exponential cu departarea de la suprafata conductorului. Astfel, densitatea de
curent va avea valoarea efectiva:

251



Ecuatile cdmpului electromagnetic

Jyef (Xt):a’Hexmax e—ax (1564)
Logaritmand relatia (15.64) se obtine expresia:
H
x = L HHexma (15.65)
a Jyef (X)

Adéncimea de patrundere a cadmpului electromagnetic in semispatiul
conductor se defineste ca fiind distanta pentru care amplitudinea densitatii de
curent este atenuatd cu 1 neper, rezultand expresia:

sl |2 _ L _* (15.66)
o OUGc nfuc 2xn

Adancimea de patrundere reprezintd distanta & de la suprafata semi-
spatiului conductor pe care ar trebui repartizat uniform curentul total, pentru ca
pierderile de putere activa sa fie egale cu cele din cazul repartitiei reale
neuniforma a curentului.

Din relatia (15.66) se constatd ca addncimea de patrundere este o constantd
de material (depinde de conductivitatea si de permeabilitatea materialului) si ca
aceasta este invers proportionala cu radicina patrata a frecventei.

Curentii turbionari. incilzirea prin inductie electromagnetici

Curentii indusi intr-un conductor masiv de un camp magnetic variabil in
timp sunt numiti curenti turbionari sau curenti Foucault. In miezurile magnetice
ale masinilor, transformatoarelor si aparatelor de curent alternativ, se induc
curenti turbionari care determind pierderi suplimentare de putere activa prin
efect Joule-Lenz. Puterea dezvoltatd de curentii turbionari se poate utiliza
pentru a incdlzi sau topi anumite piese conductoare. Pe existenta fortelor pe
care campul electromagnetic le exercitd asupra conductoarelor parcurse de
curenti turbionari, se bazeazd functionarea franelor §i ambreajelor electro-
magnetice.

In cazul unui miez feromagnetic realizat din tole, pierderile specifice (pe
unitatea de volum) de putere activa prin curenti turbionari sunt date de relatia
urmatoare [ ]:

max

2
p:%fchz g2 [W/m’] (15.67)

unde g reprezintd grosimea unei tole. Se observa ci pierderile de putere activa
sunt proportionale cu patratul frecventei fluxului magnetic variabil, cu patratul
inductiei magnetice maxime iIn tola, cu patratul grosimii tolei §i invers
proportionale cu rezistivitatea tolei (p = 1/o).

Efectul pelicular
In cazul in care un conductor cilindric rectiliniu este parcurs de un curent

variabil, acesta nu se repartizeaza uniform in sectiunea conductorului ca in
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cazul regimului stationar (curent continuu). In regim variabil are loc o
“refulare” a curentului spre periferia conductorului, astfel incat, densitatea de
curent va avea valori mai mari spre periferia conductorului. Acest fenomen se
numeste efect pelicular sau efect skin.

In curent continuu adincimea de pitrundere a campului electromagnetic
este infinitd (curentul se repartizeaza uniform in sectiunea conductorului) fiind
data de relatia (15.66).

La frecvente joase, patrunderea campului electromagnetic in conductor este
incompletd, densitatea de curent fiind mai mare spre periferia conductorului.
Acest fenomen reprezintd efectul pelicular slab, In care se neglijeaza campul
magnetic suplimentar al curentilor indusi. La frecvente inalte, addncimea de
patrundere este micd fatd de raza conductorului, campul electromagnetic
patrunzand numai intr-un strat superficial. Acesta este efectul pelicular net.
Curentii indusi de campul magnetic, variabil in interiorul conductorului, se
opun variatiei campului magnetic, avand drept efect reducerea densitatii de
curent din axa conductorului §i majorarea densitatii de curent spre periferia
conductorului.

Deoarece intensitatea cdmpului magnetic este mai mare spre periferie,
fenomenul este mai accentuat la periferia conductorului.

Efectul de bucla

Intr-o spird groasa curentul sinusoidal in timp se repartizeaza cu densitate
mai mare pe suprafata interioard si cu densitate mai redusd pe suprafata
exterioara (fig. 15.8).

Efectul de bucld se aplica la Jrnin

|

1
instalatiile de incélzire interioara prin |
inductie, in care conductorul care Q Tmax i Q
urmeaza a fi iIncalzit este situat in i
interiorul bobinei inductoare. Deoa-
rece densitatea de curent este mai

mare pe fata incalzitd a bobinei se obtine o imbunatitire a conditiilor de
transfer a energiei.

Fig. 15.8 Efectul de bucla

Efectul Field

Densitatea curentului electric dintr-un conductor situat intr-o crestatura a
unei masini electrice este mai mare spre periferia miezului i mai redusa spre
capatul crestaturii. La o refulare netd, curentului din conductor se repartizeaza
pe o fasie de Indltime egald cu adancimea de patrundere, situatd spre periferia
miezului.

Efectul de refulare a curentului spre periferia miezului se utilizeaza in
dimensionarea masinilor asincrone cu pornire automatd. La pornire, cand
frecventa curentului este mare, sectiunea barei transversale de curent este
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redusd, rezistenta barei este mare, iar pornirea este optima (curent redus si
cuplu de pornire mare). Pe masurd ce rotorul se accelereazd, frecventa
curentului din bara scade, efectul de refulare a curentului fiind slab.

Efectul de levitatie electromagnetici

Un corp magnetic aflat Intr-un cdmp magnetostatic este supus unor actiuni
ponderomotoare si nu poate fi mentinut intr-o pozitie de echilibru stabil. In
schimb, in cdmp magnetic variabil in timp existd o regiune din cAmp in care
rezultanta fortelor de interactiune dintre curentii turbionari si campul conductor
este egald cu forta de gravitatie. In acest fel, conductorul in stare de echilibru
“pluteste” In cAmpul magnetic exterior. Acest fenomen se numeste levitatie
electromagnetica si este utilizat la incdlzirea si topirea materialelor
electroconductoare, evitand contactul cu alte corpuri.

Efectul de proximitate
Daca 1n vecinatatea unui conductor 1, parcurs de un curent variabil in timp,

existd un alt conductor 2 parcurs de un curent, cadmpul magnetic al
conductorului 2 modifica repartitia densitatii de curent din conductorul 1. Acest
fenomen se numeste efect de proximitate.
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