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Prezentam un algoritm de solut ie proprie cuanticd variat ionaldai n cascada care necesitd doar executarea unui
set de circuite cuantice o data, mai degraba decat la fiecare iterat ie T n timpul procesului de optimizare a
parametrilor, crescand astfel randamentul de calcul. Acest algoritm foloses te o unitate de procesare cuantica
pentru a sonda funct iile de masa de probabilitate necesare, iar o unitate de procesare clasica efectueaza calculele
ramase, inclusiv minimizarea energiei. Forma ansatz nu restrange spat iul Fock s i ofera control deplin asupra
starii de T ncercare, inclusivimplementarea simetriei s i a altor constrangeri motivate fizic.
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I. INTRODUCERE

Calculul cuantic (QC) ofera avantaje inerente fat ade calculul
clasic pentru rezolvarea anumitor sarcini matematice [1-8]. Una
dintre cele mai promit atoare domenii de aplicare este simularea
sistemelor mecanice cuantice [7,9,10]. Deoarece dimensiunea
spat iului Hilbert care cuprinde starile cuantice ale unui sistem
fermionic cres te exponent ial cu dimensiunea sistemului,
efectuarea de operat ii pe acest spat iu este o sarcina insolubila
pentru calculatoarele clasice convent ionale pentru toate
sistemele, cu except ia celor mai mici. Un computer cuantic, pe de
alta parte, poate procesa un astfel de spat iu Hilbert mapandu-l la
spat iul Hilbert al unui registru cuantic - a carui dimensiune
cres te exponent ial cu numarul de qubit i-s iapoiefectuand
operat ii de poarta cuantica pe acest registru.

Cei doi algoritmi principali pentru calculele QC ale sistemelor
mecanice cuantice sunt algoritmul de estimare a fazei cuantice
[11] s ialgoritmul variat ional cuantic eigensolver (VQE) [12]. Prin
recrutarea calculatoarelor clasice pentru sarcini eficiente din
punct de vedere computat ional, acest din urma algoritm necesita
relativ put ine operat ii de poarta, ceea ce limiteazd decoerent a
1 n timpul calculelor. Deoarece expunerea mai redusa la
decoerent & permite fidelitat i de calcul mai mari, acest algoritm
are o nevoie redusa de corect ie a erorilor cuantice, facandu-l
ideal pentru calculul cuantic zgomotos la scara intermediara [13].
De la introducerea sa, algoritmul VQE a fost aplicat pentru a
calcula energia starii fundamentale a unui numar de sisteme din
chimie s ifizica[12,14-33].

Un dezavantaj al algoritmului VQE este ca debitul de calcul
este limitat de numarul mare de execut ii de circuit cuantic
necesare pe unitatea de procesare cuantica (QPU). Pentru fiecare
minimizare a energiei, acest numar este
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produsul numarului de coeficient i nenuliT n expansiunea Pauli a
Hamiltonianului care descrie sistemul T nmult it cu numarul de
fotografii din procesul de es antionare ori cu numarul de iterat ii
din procesul de optimizare ori cu numarul de valori ale energiei
necesare per iterat ie 1 n rutina de optimizare aleasa. Limitarea
este T n parte cauzata de dependent a circuitelor cuantice de
parametrii variat ionali, care 7 mpletes te procesele de

es antionare s ioptimizare s i necesita ca circuitele cuantice sa
fie executate din nou de fiecare data cand parametrii sunt
actualizat i. Pentru a face fat aacestei provocari, propunem
algoritmul de solut ie proprie cuanticavariat ionala n cascada
(CVQE), T n care parametrii variat ionali sunt procesat i exclusiv
pe unitatea de procesare clasica (CPU). QPU este 1 nca necesar
pentru implementarea s i masurarea unei stari de ghidare pentru
a produce funct ii de masa de probabilitate care sunt apoi
utilizate T n procesul de optimizare. Aceasta abordare este posibild
deoarece, des i dimensiunea spat iului Hilbert cres te exponent ial
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SMOCHIN. 1. Schema unei implementari a algoritmului cuantic
eigensolver variat ional T n cascadd. QPU executa un set de circuite
cuantice, fiecare generand o stare cuanticaunicaR™ U™ |0 care, atunci
cand este masuratd, genereazd o familie de numere de ocupat ie (n1,
n2,.., nQ )1 nregistrate ca ns. Repetarea aceloras i masuratori de mai
multe ori pentru diferite R® produce colect ii de familii (nR™ ) care s
sunt transmise ca intrare catre CPU. CPU foloses te aceste es antioane
T mpreund cu un vector parametru 6k pentru a calcula derivatele
energiei E(B) a stdrii de T ncercare |(8) la 6 = 6k prin obt inerea
mijloacelor es antionului pentru Y(Bk), (6k), Y(6k),s i (Bk)in
ecuat iile. (14) s i(21). Aceste derivate sunt apoi folosite pentru a
genera un nou vector de parametri 6k+1, folosind o metoda de
optimizare f[ E(Bk),...], iar procesul se repeta panad cand optimizarea
este finalizatas i se obt ine energia minima cautata.
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odata cu dimensiunea sistemului, numarul de parametri variat ionali
din orice algoritm VQE poate cres te cel mult polinomial - altfel
cantitatea de resurse de calcul necesare ar cres te exponent ial. Un alt
beneficiu al separdrii execut iilor circuitului cuantic de pe QPU s ia
procesului de optimizare pe CPU este ca procesul de optimizare din
algoritmul CVQE compenseaza part ial erorile introduse 7 n timpul
execut iilor circuitului cuantic.

Dupa cum este ilustrat T n Fig. 1, avdnd T n vedere mostrele dintr-un set
init ial de masuratori pe QPU, minimizarea energiei poate fi ulterior finalizata
numai pe CPU. Prin T ntreruperea dus-i ntors 7 ntre QPU s i CPU T n fiecare
iterat ie a procesului de optimizare 1 n algoritmul VQE, algoritmul CVQE
reduce numarul de execut ii ale circuitului cuantic cu factorul numarului de
valori ale energiei care trebuie calculate T n timpul procesul de optimizare.
De exemplu, luam 7 n considerare un proces de optimizare care estimeaza
gradientul folosind aproximarea stocastica a perturbat iei simultane [34],
care necesita 2 valori de energie pe iterat ie s i necesita 250 de iterat ii (cf.
calculele lui BeH2 din Ref. [18]). Debitul de calcul folosind algoritmul CVQE ar
fi crescut T n acest caz cu un factor de 500. Cu alte cuvinte, acum am putea
finaliza calcule care anterior ar fi durat luni T n cateva ore.

II. METODA

Pentru a demonstra metoda din spatele algoritmului CVQE, luam T n
considerare un sistem de fermioni identici descris de Hamiltonianul H”
s ilasam spat iul Fock antisimetric F sa serveascd drept spat iu de
reprezentare pentru stdrile cuantice ale acestui sistem. Scopul nostru
este sd obt inem o limita superioard pentru energia starii fundamentale,
de exemplu, a sistemului, prin aplicarea metodei variat ionale a
mecanicii cuantice, care poate fi afirmata ca

De exemplu,gﬂn E(e): (1 )

unde B este un vector de parametri variat ionali T n parametrul care este o
spat iu Rd submult ime a spat iului de coordonate real d-dimensional,

1n ansatz. , iar E(B) este energia stdrii de T ncercare |(0)

Construim starea de 7 ncercare |(6) din starea de ghidare normalizata

[0=U" |0, unde (2)

U™ este un operator unitar s i |0 este starea de vid T n F, pe care o
pregatim pe QPU pentru es antionare. Spre deosebire de operatorii unitari
aplicat i pe QPU T n ansatz-ul cuplat unitar utilizat T n mod obis nuit
[12,14,15,35-49], ansatz-ul eficient din punct de vedere hardware [18,50-
571s iceiutilizat i1 n diverse Algoritmi VQE adaptabili sau antrenabili [58-
66], se cere ca U™ safie independent de 6. in schimb, introducem
dependent a de 0 prin operatorul ei\™ (0) care transforma [0 7 n starea

noastra de T ncercare

[(©) = eir™ (8) [0, unde 3)

A\~ () este un operator. I n consecint 3§ energia lui |(8)
este de forma

Y(©)
E@)=(©) —, (4)

W, ) 1

W2) ¢ [grade]

SMOCHIN. 2. Energia E(¢, ) a stérii de T ncercare singlet cu doi electroni |

(¢, ) a modelului Hubbard cu doua locuri cu hamil-tonian H® =t (ctcti ct
id d ,undets i 06 1o ystmytindicsunt coeficient is ii {0, 1}s io
de situs s i, respectiv, de spin, astfel i ncat toate perechile de indici sunt
elemente din set de indici cu un electron (0 ,0 ,1 ,1 ).Spat iul
parametrilor a fost restrict ionatldasand An i pentru toate familiile n de
numere de ocupat ie, cu except ia celor asociate cu doi electroni cu o
componentd z zero a spinului total. Simetria permutdrii necesita ca stdrile
singlet sa se transforme ca A1g T n grupul de puncte D h, ceea ce T nseamna
ca |(¢, @) este o combinat ie liniarda [1 =([0110+[1001)/ 2s i [2=(]0011+]
1100)/ 2. Aceasta cerint & este impusa de constrangerile de simetrie A0110
=A1001=As iA0011 =A1100= A.Ecuat ia parametricaA =N, ®)=@/2 i
In tan ()/2 este definitd pe spat iul parametrilor {(¢,@): ¢ ( TW2,1/2), ¢

( mm} unde ¢ s i@ reprezintalatitudinea s i, respectiv, longitudinea pe
o sfera. Energia E(Tzlp,+ Lpfpentru t/U= 0,158 este prezentata coloratin (a) cu
bara de culori din (b).

Curbele ros ii urmaresc traseul gradient-coborare de-a lungul ¢ =0 de la
starea de ghidare init iald [0 =([1+[2)/ 2 panala starea fundamentaldla ¢
1 rad.

cu valorile as teptarilor
Y®) =0l A" t(B)He" I\* (©) [0, (5a)
(8)=0Je i\~ t(8)eil” (8) |0. (5b)

Pentru a face progrese suplimentare, avem nevoie de o baza pentru
spat iul Fock F. Mai T ntai, totus i, introducem setul de indici Q total
ordonat pentru baza ([¢q)g Q pentru spat iul Hilbert cu un fermion H.
Cardinalitatea Q din acest set (adica dimensiunea lui H) este aici masura
noastrd a marimii sistemului. Fiecare @ Q are un numar de ocupat ie
nq1n {0, 1} care este zero daca |[{q este neocupat s i unul daca este
ocupat. Fiecare familie de numere de ocupat ien=(ngq)g Q7T n puterea

carteziana N = {0, 1}Q identifica operatorul asociat,

Ch = (chna, (®)
q Q

pe F, unde ct este operatorul de creat ie fermionica pentru fiecare q

q
din Q. Folosind aces ti operatori, generam starile Fock |n = Ct |0, pentru tot
n Ns ippoiselectdm mult imea tuturor Fock

afirmd cd {|n} este baza noastrd pentru F.

Alegem ca operatorul A~ (B) sa fie diagonal T n aceastd bazd, deci
acea

A" (8)= And) |nn|, (7)
n N
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TABEL I. Coeficient ii hl, operatori Ct n+cq , familiint o, submult imile Qls i Qls isubfamilile’n+ | Sin |i pentru fiecare interact iune din
1
model Hubbard cu doua locuri cu Hamiltonianul H™ =t o (Do clo + He) + U icti cti ¢ o ,undets iU suntcoeficient isii {0, 1}
sio { , }suntindicidesituss i, respectiv, de spin, astfel  ncat toate perechile de indici sunt elementeinQ=(0 ,0 ,1 ,1 ).
. + + .

hi CI‘+CI’] nt n Ql Ql m n m n
t CB cl (1,0,0,0) 0,0,1,0) o ,1) o .1 ) (1,0 (0, 0) o, 1) 0,0
t CJ{ © (0,0,1,0) (1,0,0,0) o ,1) 0,1 ) 0,1 (0, 0) (1,0 0,0
t g (0,1,0,0) (0,0,0,1) ©o ,1 ) o ,1 ) (1,0) (0, 0) 0, 1) (0, 0)
t o (0,00, 1) (0,1,0,0) o ,1) o ,1) 0,1 0, 0) (1,0 0,0
UctO ct0 c0 c0 (1,1,0,0) (1,1,0,0) () o ,0 ,1 ,1 )0 (1,1,0,0) () (1,1,0,0)
Uct1 ct1 ¢l ¢ (0,0,1,1) 0,0,1,1) () o ,0 ,1 ,1 )0 0,0,1,1) () (0,0,1,1)
unde An(8)  Csunt ecuat ii parametrice complexe. Procesul nostru unde mul imeal con ineto iindicii, pentru care coeficien ii
stare i n Ec. (3) poate fi astfel exprimat ca hl  Csunt nenule, iar familiile n+ | =(nt )0 QTnNsunt

[8) = eiln (0)

n N

on |n,

(8

unde este ggmponenta lui [0 asociata cu |n. Acest

forma este atat generald, cats iintuitiva. Este general pentru cd daca
alegem ca setul nostru de ecuat ii parametrice {An(0)} sa fie a

harta surjectiva a pe C2Q s i componentele noastre On la

s& fie diferit de zero, pentru tot , apoi ansatz acoperai ntregul

N Fock. Este intuitiv deoarece fiecare An(6) este asociat

cu o stare Fock |n, care ne permite atat sa excludem starile Fock specifice
lasand An(B) i
constrangeri furnizate T n termeni de stari Fock pe mult imea noastra {An(6)}.
Este oferit un exemplu de set de ecuat ii parametrice care atat exclud
stari, cat s iimpun constrangeri de simetrie.

spat iuln

s isaimpunem simetria

Tnlegenda Fig. 2s iTn Anexa A, pentru un singlet
starea de T ncercare cu doi electroni a modelului Hubbard cu doud site-uri. Noi
poate chiar alege ansatz-ul nostru sa depinda de operatorii numerici ca
7 nimplementarea recenta [67] a Jastrow-Gutzwiller
ansatz [68,69] T n cadrul algoritmului CVQE, unde An(B) =
qq QiBqgnqng.1n sfars it, prin implementarea
starea de ghidare |0 pe QPU, am putea crea ansatze mai aproape

la starea fundamentala decat ar putea fi atins prin metode clasice, cum ar
fi metoda Hartree-Fock s i Monte variat ional

Carlo.

Deoarece dimensiunea lui F cres te exponent ial
cu dimensiunea sistemului, T n general nu putem diagonaliza
e A" t(®)He™ )\ (g) pe un CPU pentru Q mare. I n schimb, observam ca
valoarea as teptata a unui operator este o funct ie liniara, care
ne permite sa extindem valoarea as teptdrii T n Eq. (5a) s i diagnosticat i
operatorul T n fiecare valoare as teptata’ n mod independent.
i nainte de a face acest lucru, totus i, exprimam Hamiltonianul, folosind
operatorii din Ec. (6), sub forma de

= hich.cn ©)

I L

definit de termeni

1, daca d;‘ este prezent,
= (10a)
0, daca ch nu_este prezent,

n+

daca cq este prezent,
n_ - (10b)
daca cq nu_este prezent.

De exemplu, coeficient ii s i familiile pentru cele doua site-uri
Modelul Hubbard a fost prezentat i n tabelul I.

Presupunem céfiecare| L afecteaza doar o submult ime a starilor
de un fermion, pe care le identificdm prin mult imea de indici Q1 Q,
s i cdnumarul acestor stari Q'l (care nu mai este
decat doi pentru interact iuni cu un fermion, patru pentru doi fermion
interact iunietc.) nu cres te cu dimensiunea sistemului Q. Noi
defini imea complementara QI
indicii starilor care nu sunt afectate de interact iunes i, spre deosebire
de prima, numarul acestor din urma stari

i de asemenea mul Q, care con ine

Ql=Q Qlcres te cudimensiunea sistemului. Ret inet ica
accentele de puncte s isaget ide aici se referala ,cateva specifice”s i
Lot imult ialt i”indici din Q, respectiv. Prin afectat

stari, ne referim la stari fie cu o creat ie asociata ct

sau operator de anihilare cq T n termenul hamiltonian — dar nu
ambele, ca operator numeric * nq = ct qcq ar putea fi apoi format,
care cu excep ia unuiscalar lasa starile intacte. Astfel, cel

seturile de indici complementari pot fi exprimate ca

Ql=(@ Q:n+

Ql=(@ Q:n+ an

Folosind aceste seturi, T mpart im familiile n cu harta
n nn (12)

7 n perechi de subfamilii 'n
defini

inden, pentrutoaten N unde by

ie numerele de ocupa ie sunt potrivite astfel T ncat

Ql,

n'qg = ng, pentru toate q

Ql. (13)

ng = ng, pentru toate q

Dupd cum aratd Anexa B, aceastd separare ne permite sa ne extindem
fiecare termen din Hamiltonianul din Ec. (9) folosind un complet
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multime de 2Q'l operatori hermitieni, pe care toti ii diagonalizam analitic
folosind o multime de operatori unitari {R™ Im} indexati cu Ml = {x, y}Q'l .

Dupa aceasta diagonalizare, constatam ca valorile
as teptate din Ec. (5) poate fi exprimat ca

)] ®) |

Y(6) = ¥ ulmne | " e Ay oOR" timpp2,
I Lm Min N
(14a)
)= e 2ImAn@)|ojn 2, (14b)
n N
unde sunt coeficient ii complexi
ihl
ulmn = ~—NInVimzIn, (15)
2q1

undeml {1} este dat de permutarea care separa operatorii fermionici

indexat ide Qls iQl,tors NIn, Vim s i ZIn sunt furnizat i iar fac-
Tnecuat iile. (B13), (B18) s irespectiv (B25). Vezi Anexele As i B pentru
o aplicare s i o derivare a Eq. (14), respectiv, s i originea s i semnificat ia
fiecarui factor din Ec. (15).

Pe masura ce starea de ghidare |0 este pregatita pe QPU, avem nevoie
de o hartd de la spat iul Fock la spat iul Hilbert al starilor cuantice ale
registrului de qubit QPU. Deoarece qubit ii sunt distins i, spat iul Hilbert
pentru un registru qubit este o putere tensorald a spat iului Hilbert
bidimensional de un qubit H. Pentru a exista un izomorfism 7 ntre spat iul
Fock s i aceasta putere tensorald, avem nevoie de un registru care sa
cuprindd exact Q qubit i, astfel TncatdimH Q este egal cu dim F. Fie {|
0, |1} baza noastra pentru fiecare spat iu de qubit H s i definim

izomorfismul F H Q prin maparea starilor Fock |n la produse tensorale

n = Ing (16)
q Q

pentrutoaten  N. Aceastd mapare Jordan-Wigner [10] transforma starea

de ghidare [0 la sine s i, astfel, pastreaza toate ei. Acest lucru face simpla
pentru U™ care construirea componentelor On. un circuit cuantic
foloses te -X- port ipentru a genera starea fundamentalad |n  a unui
model de sistem T n cadrul aproximarii fermionilor independente, pentru
care componentele s i de acolo introduc ponderi asociate cu alte stari
suntOn , Fock prin adaugarea suplimentara. porti.

Operatorii unitari utilizat i1 n diagonalizare sunt reprezentat ide

R Im=m" | i yéquw N o (17)

q QI q Ql

pe H Q pentru toate familile m=(mqg)g Q' ITn Ml, unde operatorul
"~ 1l este definit astfel T ncat sa permute operatorii de pe spat iile Hilbert

individuale Hdin H Q la ordinea datade Q (cf. Anexa B), R® xs iR" y
sunt operatori care descriu rotat ii de un qubit 1 n jurul axelor xs iy cu
/2 s i, respectiv, T/2,iar" Ieste operatorul de identitate pe H.
Operatorii de rotat ie R® xs iR” y poate fi implementat T ntr-un circuit
folosind secvent elede port i- X-s i-X H-(sau-H Z-), respectiv.

III. PRELEVARE

in es antionarea noastra pe QPU, folosim faptul ca probabilitatea ca
o masuratoare i n baza {|n} pentruH Q sdprabus eascdstarea R~ |0,
pentru orice operator unitar R™ , la starea |n asociata. cu un rezultat
particular nin spat iul es antion N este dat de funct ia de masade
probabilitate PIR® 0 n]=[0R"™ T |n |2.(18)

Efectuand S masuratori identice ale R® [0 s i1 nregistrand rezultatul ns
al fiecarei lovituri s T ntr-o mult ime S, obt inem o colect ie de familii
(NR™ )s S.Avandinvedere acest es antion, putem aplica apoi legea
statisticianului incons tient s i putem aproxima valoarea as teptataa
unei funct ii g(n) cu media aritmetica, care rezulta

1

g(n)P[R” 0 n] s
n N s S

g nR,, (19)

unde dimensiunea es antionului S este aleasa astfel T ncat sa se obt ina
acuratet ea statistica dorita.

infunct ie de ansatz-ul particular de interes - care ar putea depinde
7 n mod remarcabil chiar de es antionarea 1 n sine prin ecuat iile
parametrice - nu exista neaparat o abordare unica pentru a calcula valorile
as teptate T n Ec. (14). O abordare care este garantata sa funct ioneze
este colectarea de mostre pentru tot i operatorii unitari R™ Im (s i
operatorul de identitate dacd nu a fost deja inclus). Constatam ca numarul
acestor es antioane este egal cu numarul de coeficient inenuliin
expansiunea Pauli a Hamiltonianului 7 n algoritmul VQE. Dupa aplicarea
ecuat iilor. (18) s i(19), numarul de termeni din Ec. (14) cres te doar
polinom cu dimensiunea sistemului. Astfel, putem calcula apoi energia
E(B) T n Eq. (4), pentru orice vector parametru variat ional 81n, folosind
CPU.1n consecint &, prin reutilizarea probelor colectate, realizim
optimizarea 7 n T ntregime pe un CPU. Numarul total de execut ii ale
circuitului cuantic T n CVQE este, 7 n cel mai general caz, dat de numadrul
de probe T nmult it cu numarul de lovituri. Dupa cum s-a ment ionat
mai sus, numarul de execut ii de circuit cuantic T n CVQE a fost ca rezultat,
comparativ cu VQE, redus cu factorul numarului de valori energetice care
trebuie calculate T n timpul procesului de optimizare.

IV. OPTIMIZAREA

Deoarece minimizarea energiei din algoritmul CVQE este eficientd pe
un procesor, multe metode de optimizare s i implementari devin
disponibile. O abordare este calcularea gradientului energetic

(©) Y(®) Y(®) (6)2(6)
E(®) = , (20)
folosind gradient ii

Y(0) = A oimnd® RECERC)

I Lm Min N

x[ i A n_rn(e)+i An , n(®I0R™ tImn |2,

(21a)

) = e 2ImAn@)[ 2 ImAn®)]| O |2, (21b)
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folosind probele colectate s i derivat ii analitici pentru

gradient ii ecuat iilor parametrice. gradientul energetic,

T mpreuna cu derivat i mai mari, daca este necesar, pot fi utilizat i1 n orice
metoda de optimizare iterativa sub forma de

Ok+1=0k+f[ E(®Ok),...], (22)

unde fiecare k=0, 1, 2,... genereaza succesiv un nou vector
parametru, pornind de la vectorul de probainit ial80s i
f[ E(Bk),...]1este o funct ionala care defines te metoda. unu
metoda acestei forme este coborarea gradientului f[ E(6k),...]=

yk E(Bk), pe care |-am folosit pentru optimizarea din Fig. 2 cu
dimensiunea pasului yk = 1 (pentru mai multe detalii, vezi Anexa A). Dacd
convergent, atunci vectorul solut ie ® minimizeazaE(®), s i
energia E(B ) este limita superioara cautata pentru energia starii
fundamentale.
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ANEXA A

Pentru a testa expresia T n forma1 nchisa a energiei E(8) T n
Ec. (4) dat de Ec. (14), saluam T n considerare un sistem electronic
descris de un model Hubbard cu doua site-uri, pentru care putem
obt inet ienergia direct prin calcularea valorii as teptate
analitic pentru tot i 6 din spat iul parametrilor .

Dacanotam site-uli {0, 1} s ispinurilec { , },
atunci Hamiltonianul pentru acest sistem poate fi exprimat ca

H™ =t

(cbOC10+HC)+U nionti, (A1)

<] i
unde ts i U sunt parametrii de salt al modelului s i, respectiv,
parametrii Hubbard-U. Urmand abordarea T n principal
text, introducem baza {|{ic } pentru cele patru dimensiuni,
spa iul Hilbert de un electron format din cele patru stari |pio =
c‘[o [0 indexat de setul de rotat ie asite-uluiQ={0 ,0 ,1 ,1 } Noi
construit i baza {|n} pentru spat iul Fock F din Fock
stari |n = Ct n [0, care sunt etichetate de familiile n =
(nic ), unde nic este numarul de electroni din |ic . Din
Ec. (6), care 1 n acest exemplu este dat de

= (clio )", (A2)

constatam cd starea Fock |1001 =ct 0 ct1 |0, sdzicem, poate fi
identificat de familia care are un electronin [0 , zero

electroniTn [P0 , zero electroniin |P1
W1

Pentru demonstrat ia noastrd de testare, alegem starea noastrd de ghidare
[0Tn Ec. (2) se defines te prin

s iunelectronin

0O} 01 10| [11]
2

U

. (A3)
9 Q

astfel T ncat sa putem calcula funct iile de masa de probabilitate T n
Ec. (18) analitic. Acest lucru ne permite, de asemenea, sa calculam

energie folosind ecuat iile. (4) s i(14) analitic s i verificat i

rezultat T mpotriva valorii de as teptare a hamiltonianuluiin

stare de T ncercare |(8). Daca unul ar fi T n schimb sa efectueze prelevarea
a statului calauzitor

o= In (A4)

pe QPU urmand algoritmul CVQE as a cum este ilustrat

n Fig. 1, atunci operatorul U” ar fi implementat de a

circuit cuantic care executd o poarta Hadamard -H-, pentru fiecare
qubit T n registru.

Suntem interesat i1 n mod special de starea fundamentala cu
doi electroni, spin-singlet. i n baza noastr& {|n} pentru F, existd s ase
stari Fock cu doi electroni, dintre care patru cu componenta z
din spin total fiind zero. Aceste stari sunt 0011, [0110,

[1001 s i [1100. De asemenea, observam ca Hubbard cu doua site-uri
modelul are simetria grupului de puncte D h's ioperat iade
simetrie relevantai n raport cu cele patru Fock ment ionate

states este operatorul de inversare. Scopul nostru este de a forma
stari adaptate la simetrie, care sunt fie simetrice, fie antisimetrice
sub inversare. Deoarece electronii sunt fermioni, starile

trebuie safie antisimetric T n raport cu schimbul de

doi electroni. Deoarece stdrile spin-singlet sunt antisimetrice sub
acest schimb, starile noastre adaptate la simetrie spat iala trebuie sa fie
simetric T n raport cu schimbul de electroni. Este nevoie de

ca starea fundamentala se transforma ca reprezentare ireductibila
AlgaluiD h. Exista doud astfel de stdri adaptate la simetrie

care poate fi format din stdrile de baza |0011, 0110, [1001,

s i [1100. Sunt

1

= —=(p110+[1001), 2 (A5a)

1
= —=(p011+[1100). 2

(A5b)
Se poate verifica cu us urint dcaatat |1 cats i |2 sunt simetrice
sub inversare, care T n modelul Hubbard cu doua locuri schimba

locurile 0s i 1. Pentru a impune aceasta simetrie necesars,
alegem A0110=A1001 =As iA0011=A1100= As i

An i pentru toate familiile n care nusuntTn {0011, 0110, 1001, 1100},
Unde
e L)
= — — Tnbronzul e+ , A6
N, ¢)=2 ; 23 (A6)
este definitd pe spat iul parametrilor = {(¢, ¢):¢
( m/2,/2),¢ ( ]} Aceastaforma a lui A, @)
reprezinta i n mod convenabil starea de T ncercare normalizata
T ¢
[(d. @) =sin IZ+ — eip/2 |1
+cosm —+ i e ip/2 2 (A7)
4 2

pe sfera Bloch, unde ¢ s i ¢ sunt latitudinea s i
longitudine, respectiv, s i |[1's i [2suntnordul s i
respectiv polul sud (cf. Fig. 2).
Pentru alegerea noastrade |~ funct ia de masi de probabilitate pentru a
masurarea stdrii de ghidare |0 este

1
PO n]=16. — (A8)
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Dupa ceva algebra, se constata ca numitorul de energie i n
Ec. (14b) pentru acest model este

1
(b, 9)=4 ——- (A9)
cos ¢
i nainte de a putea calcula numarul de energie corespunzator din
Ec. (14a), trebuie sa identificam coeficient ii hls i
familii nx | TnEc. (9) pentru Hamiltonianul din Eq. (A1). Aceasta este
simplu deoarece coeficient ii hl suntdat idirects i
familiile n+ | $1NM | identificat idoar ce perechide indici
ic {0 ,0 ,1 ,1 }auoperatoridecreares i, respectiv, de
anihilare T n termenul I. De exemplu, primul termen

TnEc (A1), tct g 1 =(1,0,0,0),

, corespunde h1 =t, n+
sin =(0,0, 1,0)Tn Ec. (9). Pentru o listd completa a persoanelor identificate
1 coeficient is i familii, vezi tabelul I.

Pentru fiecare interact iunel L, trebuie de asemenea saidentificam
perechile de indici afectate ic  Q, care formeazd submult imea Q1. Acest
iar submult imea ei complementara sunt date de Ec. (11) s i, de asemenea
prevazute T n Tabelul I. Re ine ica perechile de indici pentru numar
operatorii nu sunt considerat iafectat is i, prin urmare, subsetul
Q'l este gol pentru termenii cu doi electroni. Odata afectat
iar subseturile neafectate au fost definite, T mpart im familia
a numerelor de ocupat iefnn+| Tntr-ocolect iede ocupat ie
numerele afectate 'n+ s ineafectatn |i prin fiecare interac iune, Tn
1 n conformitate cu ecuat iile. (12) s i(13). Colect iile rezultate
sunt prezentate s i7n tabelul I.

i n continuare, trebuie sa identificam coeficient ii din Ec. (15). The
semnul Tl poate fi negativ numai pentru interact iunile care cont in
operatorii de creare, anihilare s i numar; permutari ale
operatorii de creare sau anihilare ordonat i de Ec. (6) mai apoi
fi necesar pentru formarea operatorilor numerici. Cum asta nu este
cazul oricdreia dintre interact iunile din modelul Hubbard, noi
au 1l = +1 pentru toate | L.

Coeficient ii NIn din Ec. (B13) T ncorporeaza un Kronecker
funct ia delta pentru fiecare operator numeric din interact iune,
ceea ce asigura ca un electron ocupa fiecare orbital de spin care
are un operator numeric. Aces ti coeficient isunt unitate pentru tot i
termeni de un electron T n hamiltonians i &ni  16ni 1 pentru
termeni cu doi electroni identificat i de site i. Astfel, doar cand
exista doi electroni pe locul i, termenul corespunzator de doi electroni
contribuie la energie. Coeficient ii VIm
Tn Ec. (B18) cont in factorii de faza care rezulta din
extinderea termenilor de interact iune reprezentat i pe qubit
1 nregistreaza spat iul Hilbert. Ele sunt listate pentru fiecare interact iunefin
modelul Hubbard din tabelul II

Pentru a determina funct ia de masd de probabilitate pentru
masuratorile starii R® Im |0, observam mai 7 ntai cd starea de ghidare
7 n Ec. (A4) este reprezentata de puterea tensorului

o=F Q, (A10)

peH Q unde [+=(|0+[1)/ 2.Dinhart i
R X F=e il (A11a)
Ry =10, (A11b)

apoi urmat ifunct ia de masade probabilitate
1 8

PR* Im0 n]= — &M +2 smay - (A12)

2Q| nqo

g Ql

TABELUL II. Coeficient ii de dilatare aplicabili VIm pentru fiecare inter-
act iune identificata de Cg‘J,Cn‘ iar indicele de expansiune m.

Checn, vIQ VI(x,x) Vi(x,y) VI(y,x) Vity.y)

G o +1 +i i +1

A +1 i + +1

A +1 +i i +1

o +1 i + +1
+1

ct0 cf0 0 <0

+1
ct1 1 a a

Folosind aceasta funct ie de masa de probabilitate, numaratorul T n
Ec. (14a) poate fi exprimat ca

t U
Y(¢, ¢) = cos[Z Re A, )] + —e2ImA$.9), (A13)

unde am folosit

1 1
VImZIn P[R™ Im0 n]= — (A14)

2Q1 16,
Q m Min N
pentru toate interact iunilel L, unde N'={0, 1}Q’l . Inserarea
Ec. (A6)Tn Ec. (A13)s iTmpart ireala Ec. (A9),1n sfars it
produce energia

C

E(¢p, p) =2t cos p cos @ + 71 sind. (A15)

Pentru a verifica rezultatul de mai sus, gasim matricea hamiltoniana
elemente

1H 1 =0,
TH [2=2t,
2H =2t
2H R=U, (A16)

s iaplicat i-le pentru a calcula valoarea as teptarilor
E(4, 0)= (0, @)H" (4, ¢). (A17)

a Hamiltonianului T n starea de 7 ncercare 7 n Ec. (A7). Dupd cum era de
as teptat, gasim aceeas i expresie pentru energia prezentatdin

Ec. (A15). Ret inet icdacest calcul direct, desigur, nu este
disponibile T n general ca dimensiune a spat iului pe care procesul
starea s i Hamiltonianul este reprezentat pe cres teri exponent iale
cu dimensiunea sistemului. Dupa cum se arata aici, totus i,

energie T n Ec. (4) poate fi T ncaobt inut cu resurse CPU care

cres te doar polinom cu dimensiunea sistemului prin calcul

Ec. (14), cu condit ia ca probele de masuratori sa fi fost mai T ntai
colectate pe QPU astfel T ncat media es antionului T n Ec. (19) poate
a fi aplicat. Gradientul energiei este

u

E(¢, @)= 2tsin¢pcose+ S cosded 2tsingey,

(A18)

unde ed s i e@ sunt vectorii de baza standard pentru o sferica
sistem de coordonate cu raza constantd. Folosind la fel
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TABELUL III. Optimizarea parametrului ¢ T n ansatz pentru

modelul Hubbard cu doua locat ii (t/U= 0,158) s i energia asociatd

E($k , 0).
ok (grade) E(pk, 0) (unitdt ideU)
0 0,1840
35,1077 0,0461
47,5575 0,0822
53,0757 0,0896
55,5872 0,0911
56,7362 0,0914
57,2624 0,0915
57,5034 0,0915
57,6138 0,0915
57,6644 0,0915
57,6875 0,0915
57,6981 0,0915
57,7030 0,0915
57,7052 0,0915
57,7063 0,0915
57,7067 0,0915
57,7069 0,0915
57,7070 0,0915
57,7071 0,0915
57,7071 0,0915
vectori de baza, vectorul parametru este

0=ded+pep. (A19)

Pornind de la vectorul de T ncercare init ial 60 = 0, noul parametru
vectorii T n coborare i n gradient sunt dat ide

Bk+1 = Bk E(Bk), (A20)

pentruk =0, 1, 2,..., unde am ales parametrul pasului yk =17 n Ec. (22).1n
forma de coordonate, avem

u

dk+1 = pk + 2t sin pk cos @k + — cos ¢k,

> (A21a)

@k+1 =@k + 2t sin @k . (A21b)

Ca 0 =0, gasim din ecuat ia din urmaca
¢k =0, pentru tot ik. Pentru t negativ, aflam ca
0, pentru ¢

2E/ @2(¢, 0)>

( ™/2,1/2),s iastfel ¢ =0 este un minimin

direct ia ep. Optimizareain direct ia e este

dat de Ec. (A21a) cu cos ¢k = 1. Primii 20 de parametri ¢k sunt

prezentat i1n Tabelul IIL. Solut ia minimizata este

(¢ ,9 ) (57,7071 ,0)s ienergia minimizataasociatakE(¢p ,¢ )
0,0915U.

ANEXA B

O componenta criticd a algoritmului CVQE este expresia i n forma
1 nchisd pentru energia E(6) din Eq. (4) dat de
Ec. (14) care poate fi calculat eficient pe CPU pentru orice
vectorul parametru 6 1 n spat iul parametrilor folosind Eq. (19)
cu probele de masurare colectate T n prealabil pe QPU.
Mai jos, oferim mai multe detalii despre modul T n care Eq. (14) a fost derivat
din valorile as teptate din Ec. (5).

Pentru a calcula valorile as teptarilor cu ajutorul a
QPU fara a fi nevoie saintroduca qubit i suplimentari, the
operatorii din valorile as teptate trebuie sa fie diagonale T n
baza de masurare. Provocarea este aceea ca diagonalizarea
operatori din Ec. (5) analitic sau numeric este 7 n general
cu cat dimensiunea spat iului Fock dim F = 2Q cres te exponent ial
cu dimensiunea sistemului Q. Din fericire,
totus i, valoarea as teptata a unui operator este liniara
func ie. Astfel, daca ludm T n considerare sistemul de interes fiind a

colect ie deinteract iuniindexate deLs idescrise de
Hamiltonieni

H 1=hl Chycn, . (B1)

pe F, pentru tot |
combinat ie liniara

L, valoarea as teptata din Eq. (5a) este

Ole i\ t(B)He™ i\° (0) |0: Ole A"~ t(B)H" leir™ (B) |0 (B2)

peste interact iunile individuale.

Ordinea operatorilor de creare s i anihilareTn H" |
impus de setul de indici Q prin Eq. (6) este T n general bine, cu except ia
acele interact iuni cu unii - dar nu tot i - operatori de creat ies ianihilare care
formeaza operatori numerici. in acest caz,
operatorii de creare s i anihilare ar putea fi necesari reordonat i
pentru a permite formarea tuturor operatorilor numerici posibili. O singurd comanda
care funct ioneazai ntotdeauna este dat de permutat ia ~ Tl definita astfel
camaparea” ml:Q Q produce

™ 1Q Ql Ql, (B3)

unde se referala concatenare (adica, ordinea indicilor din Q
se pastreaza cu except ia faptului catot iindiciiqg Q'laufost mutat i
stanga tuturor q
s i operatori de anihilare, aplicam permutarea inversa

©, lafiecare instant &a operatorului din Ec. (6), astfel T ncat

Ql). Pentru a obt ine aceasta ordine 7 n randul creat iei noastre

L (ctpna (B4)
q m™IQ
pentrutoaten N. Din relat ia de anticomutat ie fermionica

{cq, cq} =0, pentru toate qq  Q, rezultaca

n+
H* 1=Tthl (ct)

q ™IQ

(ct)" T, (85)
q ™iQ
pentru toate| L, unde semnul 1l

| care, T mpreuna cu coeficientul hl  C, se precizeaza
interact iunea descrisaf n textul principal. Ordinea lui

{1} depinde de familiile n+

operatori de creare ianihilare da ide permutare

" | permite operatorilor numerici © nq = ct qcq, pentru tot iq
lainterfat a dintre cele doua produse din Ec. (B5). La fel de

Q, saformeze

[ ng,ctqgl=[" ng,cql =0, pentrutoateqq Q:q=q, gasim ca
H* I=mlhl C" IN |, (B6)
Unde
n+
c 1= (ct) (ct)" lat, (B7a)
q Ql q Ql
n
N™ | = "”q? (B7b)
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{ nainte de a continua, sa ne T ntoarcem la cel3lalt operator ei\” (B)
din ecuat ia. (B2). Definirea operatorului de proiec ie " =|nn|s i
folosind proprietatea P~ nP” n= pentrutot in,n N, Segases te

&nnP” n, din expansiunile Taylor ale lui eiA™ (8) s i eiAn (8)

care eiX” (0) =enn@) P n. (B8)

n N

Deoarece P, este diagonald i n baza {|n}, poate fi reprezentata printr-un
produs al operatorilor numerici. Mai mult, deoarece aces ti operatori numerici
fac naveta, 7i putem pune T n orice ordine, inclusiv T n ordinea data de
permutarea ” Tl . Folosind harta din Eq. (12) care este asociata cu harta

perturbat iei din Ec. (B3), acest ordin da

eil” (6) = ei\nn 8)P" n'Ph, (B9)
nn

unde cei doi factori operatori de proiect ie pot fi exprimat ica

P = ca (o m )1 nq) (B10a)
aQl
P = "0 0@ nq) (810b)

Din nou dupa aplicarea Eq. (12) s i proprietatea de comutat ie a

operatorilor numerici, putem scrie produsele operatorului T n Ec. (B2) ca

e A" T(B)H™ lei\” (B)=mlhl e A pn (®)eiknn (B) P~ n'C* IP* nP* nN" IP* n
nnn'n

(B11)

pentru toatel L.Dinrela iadeanticomuta iefermionica

pentru toate qq  Q, urmeaza

{cq, ctq}=8qq,

PTnC Pt =t IS+ (B12a)
P* nN" IP" n =NInP" nénn, (B12b)
Unde
!
Nin = s (B13)

nql
a Ql

este valoarea proprie a operatorului N* | pentru starea |n, care este unafin

cazul ng =1 pentru fiecare q  Ql care are un operator numericin N~ I, iarTn

caz contrar zero. Introducerea Eq. (B12), operatorul din Eq. (B11) devine

) (6)

ol

®
e I\ t@O)H" leix” (6)=rhl Nine e My T er P nL(B14)

Pentru a realiza circuite de masurare cat mai put in adanci
pe QPU, dorim sa reprezentam operatorii C* |s i P* spat iul Hilbert H G P®
pentru registrul qubit. Deoarece starea de ghidare |0 implementata pe acest
spat iu este aceeas i pentru toate interact iunile, folosim setul global de indici
Q pentru a fixa ordinea spat iilor individuale de qubit H 1 n spat iul de registru
H Q. Dezavantajul cu aceasta comanda fixa Q, totus i, este ca nu separa
spat iile care cont in stdri care sunt afectate s i neafectate de fiecare
interact iune. Pentru a evita acest neajuns, lucram cu operatoripe H Q care

sunt ordonat idupa” miQ

s ise aplica operatorul de permutare * ml definit T n Ec. (B3) pentru a rearanja

operatorii individuali de qubit s i pentru a restabili ordinea fixa Q.
Izomorfismul F H Q dat de Ec. (16) este T n concordant acu

transformarea Jordan-Wigner [70], care este reprezentatape H Q prin

t o= | s 2> 0 Y .
g =T o0, (B15)

q mliQ q mIQ
qa=<q q>q

pentrutot iq Q, unde operatorii Pauli” ox,” oys i”~ oz suntreprezentat i
de matricele Pauli asociate, iar operatorul de identitate © o0 de matricea de
identitate, cand starile de baza [0 s i |1 pentru H sunt mapate la coloand
vectorii (1, 0) s i respectiv (0, 1) pentru spat iul vectorial C2 . Deoarece relat ia
binara < a fost definita n raport cu elementele din lQ mai degraba decat Q,
operatorul s ir depinde de interact iuni. In timp ce aceasta abordare ar putea
parea ca complica inutil lucrurile, avantajul este cd permutarea i n Ec. (B3) a fost
ales T n mod specific astfel T ncat reprezentarea operatorilor din partea dreapta

aecuat iei. (B14)peH Q,

n+ ~ N n
o x ic"y Iqo” x+ic”y 9
2 2

¢” 0,(B16a)

~ 6" 0+( 1)nqo” z
Pn =1 | a0 et

B1
2 (B16b)

q Ql q Ql

nu este afectatd de operatorul s ir. I n consecint & nu trebuie s§ urmarim
semnul dependent de stare care rezultd T n mod normal din operatorii © oz din
operatorul s ir.

inlocsa diagonalizeze Ec. (B16a) direct, ceea ce ar duce la circuite de
masurare inutil de mari, extindem fiecare operator pe H pe baza {c” 0, 0" X,

0" y, 0" z}. Aceasta expansiune da

1
= —
2Q1
m M

Vimv® Im, (B17)

undem=(mq)g Q' sunt familii indexate ob inute din

Puterea carteziana Ml = {x, y}Q',
Vim = [ Tn+Iqil&may (B18)
q Ql

sunt coeficient ide expansiune s i

Vim =0 10 mqq g1 oo, (B19)

a Ql
sunt operatori hermitieni. Scopul lui mqy este de a prelua factorul de faza i, daca

s i numai dacd mq =y, unde semnul este minus (plus) pentru n+ =1 (n+ = 0), adica

operatorul asociat Iq Iq 6™ y provine dintr-un operator de creare (anihilare).

Fiecare operator hermitian V= Im poate fi T ntotdeauna transformat
astfel T ncat

Vim =Rr* tImD" IR* Im, (B20)
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unde R™ Im este un operator unitar iar D* | este un operator diagonal real.

Deoarece V™ este un prd@lus tensor pe H Q, putem diagonaliza operatorul

pe fiecare spat iu H separat. Utilizarea operatorilor de rotat ie

RRx = . Ry = (821)

care descriu rotat ii de un qubit 1 n jurul axelor x s iy prin /2 s i respectiv

m/2,gasimo” x=R" tyo" zR" y,0" y=
R* Txo" zR™ x. (B22)

Astfel, solut ia la Ec. (B20) este R™

R Im=m" | SmagxR% dmqy o o, (B23a)
q Ql q Ql
D" I=n"lo"~ zq QI a0, (B23b)
q Ql
pentrutoatem M.
Introducerea Eq. (B20) T n Ec. (B17) s iTnmult ind cu
Ec. (B16b), gasim T n cele din urma harta
1
C IPh = VImR® ZnP” nR™ Im, (B24)
2qQ1
m Ml n N

pe H Q, unde valoarea proprie

Zin = ( 1ng, (B25)
q Ql

rezulta din valoarea proprie ( 1)ng a lui * oz pentru starea |nq pe H.
Introducand Ec. (B24) 1 n Ec. (B14) daf n cele din urma harta

ihl A L@ . n®
e N TOH Il @)= T e " e ' NInzin
2qQ1
n N
x VImR* i nn| R Im, (B26)
m Ml
peH Q.
Deoarece orice stare cuantica [0 Fse mapeazdla [0 H Q, putem

exprima acum valoarea as teptatain ecuat ia. (5a), folosind ecuat iile.
(B2) s i(B26), dupad cum Ec. (14a) cu coeficient ii din Ec. (15) dat de Ecs.
(B13), (B18) s i (B25) pentru NIn, Vim s i, respectiv, Zn . Ca operatorul din
Eq. (B8) este deja diagonala, se gdses te, de asemenea, direct Eq. (14b) din
aceasta ecuat ie.
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